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Giris

Taze galkynyslar we beyik Ozgertmeler dowriinde
Tiirkmenistan dowletimiz, halk hojalygynyn dhli pudaklarynda
uly sepgitlere yetdi we bedew bady bilen tdze-tdze yenislere,
iistiinliklere tarap onie baryar. Sebébi, Hormatly prezidentimiz
Gurbanguly Berdimuhamedow bu pudagyn, sol sanda ylymyn,
biliminn diirli ugurlarynyn Osmegine ginn yol agmak bilen,
isgdrlerin is depginlerini artdyrmagyn mohiimdigini nygtap,
ylmy we usuly taydan dowriin talaplaryny odeydn okuw
kitaplarynyn, gollanmalaryn koprak nesir edilmegini belledi.

Elinizddki “Kompleks {lytgeydnli funksiyalar we
operatorly hasaplama” atly okuw kitabynda, kompleks sanlar
we kompleks tiytgeydanli funksiyalar teoriyasynyn esasy
yagdaylary yzygider beyan edilyér.

Kompleks {iytgeyanli funksiyalar we operatorly
hasaplama, yokary matematika dersinifi yorite boliimi bolmak
bilen ol “Elektrotehnikanyn teoretik esaslary,”
“Radiotehnikanyn teoretik esaslary,” “Awtomatik
dolandyrmagyn teoriyasy”, “Elektrik aragatnasyk teoriyasy”,
“Elektrik magynlary”, “Elektrik zynjyrlaryn teoriyasy” we s.
m. yaly dersleri ¢uinur owrenmek {cin, diiyp 6zen bolup
duryar. Bu boliimi 6wrenmek {igin, tehniki yokary okuw
mekdeplerinin  mogberinde gecilydn yokary matematika
dersinin boliimleri bolan, analitik geometriyanyn esaslary; bir
we kop tytgeyan ululykly funksiyalaryn differensial we
integral hasaplamalary; adaty differensial deiilemeler; san we
funksional, esasan hem derejeli hatarlar yaly boliimleri bilmek
yeterlikdir. Bu boliimlere degisli bolmadyk kéabir diisiinjeler,
gerek yerinde yonekey gorniisde girizilyér.

Kitap 7 bapdan ybarat bolup, olara giryan formulalar we
mysallar, degislilik-de, 0zbasdak yzygider sanlar bilen
belgilenyir. I, II bapda, kompleks sanlar diisiinjesi girizilip,
olaryn istiinde gecirilydn amallara, kompleks tytgeyanli
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funksiyalaryin = hisiyetlerine, olaryin = Oniimlerine  we
integrallaryna seredilydr. III, IV bapda, kompleks sanly
hatarlar, Teyloryn we Loranyn hatarlary 6wrenilyir. V bapda,
kompleks tiytgeyéanli funksiyanyn ayratyn nokatdaky wygeti
diyen diislinje girizilip, olary tapmagyn usullary we kesgitli
integrallary hasaplamakda ulanylysyna seredilyar.

VI bapda, Laplasyn 6wiirmesi we hésiyetleri éwrenilip,
onun ¢yzykly differensial denlemeleri ¢6zmekde hem-de
elektrik zynjyryndaky stasionar ddl prosesleri derfiemekde
wajyplygy ornunyn barlygy aydynlasdyrylyar.

VIl bapda analitik funksiyalaryn tekiz wektor
meydanlary  hasaplamakda we  elektrik  aragatnagyk
zynjyrlarynda ulanylysy seredilyér.

Okuw kitaby, Tiirkmen politehniki institutynda yokary
matematika  dersi  gifleldilip  ge¢ilydn  hiinérlerinde,
uniwersitetlerin we mugallymgylyk institutynyn fizika, amaly
matematika we informatika hiindrlerinde hem-de beyleki
yokary okuw mekdeplerininn degisli hiinédrlerinde bilim alyan
talyplar {¢in niyetlenendir. Ondan basga-da, bu okuw
kitabyndan mugallymlar, inzenerler we aspirantlar peydalanyp
bilerler.

Okuw kitabynynn  beyanynda we yygnalanda kabir
nogsanlyklarynn goyberilen bolmagy miimkin, olary habar
beren okyjylara minnetdar bolardyk.

Kitabyn goéwnejay bolmagyna, yzygider gymmat-ly
maslahatlary hem-de yerlikli bellikleri bilen yardam
edendikleri iigin, akademik O. G. Hudayberenowa we tehniki
ylymlarynyil kandidaty B. Nurgeldiyewe minnetdarlygymyzy
bildiryaris.
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| bap. Kompleks sanlar we kompleks iiytgeyin
ululyklar. Kompleks funksiya we onui differensirlenisi.

§1. Kompleks sanlar, olaryi geometrik
sekillendirilisi, kompleks sanyin moduly we argumenti.

Belli bir tertipde alynan iki sany a we b hakyky sanlaryn
jubiitine kompleks san diyilyar we ol z = (a,b) ya-da z =
a + ib gorniisde yazylyar, bu yerde i belgi i? = —1 denlik
bilen kesgitlenyédn hyyaly birlik san ya-da yone hyyaly birlik
diyilydr. z = 0+ +ib = ib kompleks sana sap hyyaly san
diyilyar, b = 0 bolanda z = a + ib kompleks san hakyky a
sany berydr. Diymek, hakyky sanlar kompleks sanlaryn
hususy gorniisidir. a we b sanlara z = a + ib kompleks sanyn
degislilikde hakyky we hyyaly bolekleri diyilydr we a = Rez,
b = Imz gornlisde belgilenydr. Re we Im belgiler ,reel”
(hakyky) we ,,imaginaire” (hyyaly) diyen fransuz sozlerin
gysgaca yazylysydyr.

Eger a; = a,, b; = b, bolsa, onda z; = a; + +ib; we
Z, = a, + ib, sanlara den kompleks sanlar (z; = z,) diyilyar.
a—ib sana z =a+ib kompleks sanyn c¢atyrymly sany
diyilydr we ol Z bilen
belgilenyir. z=a+ib 14
kompleks san a=0, b=0
bolanda we dine su halda nola
dendir (z = 0).

Eger x we y hakyky
tiytgeyan ululyklar bolsalar,
onda z=x+1iy sana
kompleks iiytgeyin ululyk
diyilyar.  Eger  tekizlikde
goniburgly x0y koordinatalar 1-nji surat
sistemasyny girizsek, onda
adatca z = x + iy kompleks san, tekizlikde M(x,y) nokat

<V
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bilen sekillendirilyar (1-nji surat). Sunlukda tekizligin islendik
(x,y) nokadyna belli bir z=x + iy kompleks san degisli
bolar we tersine, islendik z = x + iy kompleks sana tekizligin
yeke-tak (x,y) nokady degislidir. Kompleks sanlar kopliigi
sekillendirilydn x0y tekizlige z kompleks tekizlik diyilyar.
Sunlukda Ox oka hakyky ok 0y oka bolsa hyyaly ok
diyilyar. Gelejekde biz kompleks san we nokat diisiinjelerini
birden manyda ulanjakdyrys. K& halatlarda z = x + iy
kompleks  san,  kompleks tekizlikde  koordinatalar

baslangyjyndan ¢ykyan we M(x,y) nokatda gutaryan oM
wektor bilen sekillendirilyar. Ol wektor z = {x, y} gornisde
bellenyér. OM = z wektoryii uzynlygyna z kompleks sanyii
moduly diyilyar we ol r ya-da |z| bilen belgilenyér. Cyzgydan
(1-nji surat) gorniisine goré,

r=|z| =yx*+y? 1)

bolar. OM wektoryti OX okuii polozitel ugry bilen emele
getiryan ¢ burguna z kompleks sanyn argumenti

Ay argz= ¢, =60°
4y
z=1+01V3 argz = @, = —120°
P
F\I :
X
(p?/ ®1 "/q’z
L/ X -
O z=-1— l\/§
2-nji surat 3-nji surat

diyilyar we ol Argz belgi bilen belgilenyar. Kompleks sanyn

argumenti yeke-tdk déldir, ol 2k san (bu yerde Kk bitin san)

takyklyk bilen kesgitlenyir. Onun -t <o <Tm
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densizligi kanagatlandyryan bahasyna argumentin bas bahasy
diyilyiar we ol argz bilen belgilenyar. Diymek,

Argz = argz + 2nk, k€Z, bu yerde Z, bitin sanlar kopliigi.
@ bur¢ sagat dilinin hereketiniin ugruna ters ugur boyunca
alynsa polozitel, sagat dilinin hereketinin ugry boyunga alynsa
bolsa, otrisatel bolar. Adat¢a, argz burgy I we Il ¢éryeklerde
yatyan nokatlar {i¢in polozitel alamat bilen (2-nji surat), 111 we
IV c¢édryeklerde yatyan nokatlar tigin bolsa, otrisatel alamat
bilen (3-nji surat) almak amatly bolyar. 1-nji suratdan
gorniigine gora

X=rcos@, y=rsing (2)

ya-da (1) formulany g6z 6niine tutup

COSQY = ——, sing = —= 3)

alarys. (2) denligin esasynda z = x + iy kompleks sany
z =r(cos ¢ + sinp) 4)

gorniisde yazyp bileris. Kompleks sanyn (4) denlik bilen
anladylysyna onun trigonometrik gorniisi diyilyir. Eger-de
biz, Eylerin formulasy diyilip atlandyrylyan

e’ = cos@ +ising (5)
formulany ulansak, onda z kompleks san
z=re'? (6)

gorniisi alar. (6) denilige kompleks sanyn gorkezijili gorniisi
diyilyar.

Nol kompleks sanyn moduly nola den, argumenti
kesgitsiz bolyar, nol sana islendik argumenti berip bolar,
yagny 0(cos¢ +ising) = 0e'? deilik islendik ¢ {igin
dogrudyr. Modullary den bolup, argumentleri 2mk
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(k=0,%£1,+£2,...) san bilen tapawutlanyan kompleks
sanlar dendirler we tersine
r1(cos @, + isin@,) = ry(cos @, + isin@,)
denlikden
rn="n

01 =@, +2kr, k=012, .. (7)
denlikler gelip ¢cykyar.

Indi, birndgce kompleks sanlaryn modulyny we
argumentini tapalyn we olary trigonometrik hem-de gorkezijili
gorniislerde yazalyn, sunlukda argumentiii bag bahasy bilen
ciklenjekdiris.

1. zo = 1+ i3 sana kompleks tekizlikde M,(1;+/3)
nokat degisli (4-nji surat), sona gora

r=lz| = \/1 +(V3)2 =2, argz = arctgV3 =7
diymek,
Zo=1+iV3 = 2(COS§+ ising) = Zeig .
2. z; = —1+isana M;(—1; 1) nokat degisli
(4-nji surat).

Ay
Ay
Ml 7 3_7-[ M0
4 Zy
T >
4 T X
> Z2 ) B 4
0 X T 3
M, ~—73 M;
4-nji surat 5-nji surat
|z:] = V(=12 + 1 =+2,argz, = m + arctg(—1) =
T 31
=m—-7=""
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Seylelik-de, z; = 1+ i = VZ (cos X + isin ') =

= \/Eei%r_
3. z, = —/3 — 3i sana M, (—/3; —3) nokat degisli
(5-nji surat).

72| = J (—V3)" +(=3)2 = V12 = 23;

argz, = —m + arctg % = —m + arctgV3 =

s 21
:—T[-{——:——’
3

7, =—V3-3i=2V3 [cos (—2?”) -|3- i sin (—Tm)] =

2T
= 2\/5@1?
4.z3 = 1 — i kompleks sana M;(1; —1) nokat degisli (5-
nji surat).

s
r=+2, argz = arctg(—1) = 7’
zz3=1—1i= ﬁ[cos(—%) + isin (—%)] = 2e's .

Indi, kébir yorite sanlar ti¢in alarys (6-njy surat).

5.z, =2 =2(cos0 +isin0) = 2¢¥°, M,(2;0) - -
nokat,

6.2z =3i =3 (cosg + ising) = 3e'z, M5(0; 3) -
nokat,

7. Zg = —4 = 4(cosm + isinm) = 4e'™, My(—4;0) -
nokat,

8. z, = —i = cos (—g) + isin (—g) =e'z,
M,(0; —1) — nokat.
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Ms
w
2
Me " My .
b ol = - X
2
M;
6-njy surat

Gorsimiz  yaly, kompleks tekizligin koordinatalar
baslangyjyndan basga islendik yerinde berilen z = x + +iy

kompleks sanyn moduly r = |z| = {/x? + y? formula bilen,
argumentin bas bahasy bolsa

(arctg%, x>0 bolsa,

arctg% +m,x<0,y>0 bolsa,
argz = « arctg% —-m,x<0,y<0 bolsa,

) x =0,y > 0 bolsa,

’ x =0,y <0 bolsa,
formula boyunga tapylyar.

§2. Kompleks sanlaryii iistiinde amallar
we olaryn geometrik diisiindirilisi.

Kompleks sanlary gosmak. Iki z; = a; + ib; we z, =
a, + ib, kompleks sanyn jemi
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Zl +Zz == (a1+lb1)+ (a2+lb2) = a1+a2+
+i(by + by) (8)

defilik bilen kesgitlenyér. Yokarda belldp gecisimiz yaly her
bir z=a + ib kompleks sana Z = {a; b} wektor hokmiinde

AY Ay

o
Xy

7-nji surat 8-nji surat

garasak, onda (8) denlikden gdrniisine gord, geometrik nukday
nazardan kompleks sanlary gosmak amaly wektorlary gosmak
diizgilini boyunga amala agyrylyar (7-nji surat).

Kompleks sanlary ayyrmak. Iki sany z; = a; + +ib;
we z, =a, +ib, kompleks sanyn tapawudy wektorlary
ayyrmagyn diizgiini boyung¢a amala asyrylyar

Zy — 23 = a4y — ay +i(by — by) )

Iki kompleks sanyn tapawudynyn moduly kompleks
tekizliginde su sanlary sekillendirydn iki nokadyn arasyndaky
uzaklyga dendir (8-nji surat).

|z, — 25| = \/(a1 — az)? + (by — by)?

Kompleks sanlary kopeltmek. Kompleks sanlary
kopeltmek amaly i? = —1 bolyandygyny nazarda tutmak bilen
algebrada ikiglenleri kopeltmek diizgiini boyunga yerine
yetirilydr. Seylelik-de,

72,2, = (aq +iby)(a, + ib,) = a,a, + ibja, +
+ia,b, + i?b.b,
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ya-da
212, = (a;a; — byb,) + i(bia, + a;by)  (10)

Bu denlikden, z=a+ib we Z=a—ib Ozara
catyrymly sanlar {i¢in,
zZ = (a+ib)(a — ib) = a? + b? (11)
bolar.
Trigonometrik ya-da gorkezijili gérniigde berilen
z, = r1(cos @ +ising;) = rje'¥1
Z, = 1,(cos @, + isin @,) = r,el¥2
kompleks sanlar iigin
2,2, = (cos @, + ising;)r,(cos @, +ising,) =
= 117, (COS ¢ COS @, + i Sin ¢4 coS P, +
+i cos @, sin ¢, + i? sin @, sin@,) =
= r11z[(cos ¢4 cos @, — sin ¢, sin ;) +
+i(sin ¢4 cos ¢, + cos @, sin@,)] =
= r1y[cos(@y + @2) + isin(p; + @;)]
bolar. Diymek,
2,2z, = 1iry[cos(py + @2) + isin(; + ¢2)] =
= rlrzei(‘f’l”‘/’z). (12)

Bu yerden, iki kompleks san kopeldilende olaryn modullary
kopeldilyér, argumentleri bolsa gosulyar diyen netije gelip
cykyar.

Geometrik nukday nazardan z; kompleks sany z,
kompleks sana kopeltmeklik Z; wektory |z,| esse uzaldyp
(gysgaldyp) alynan wektory ¢, > 0 bolanda, sagat dilinin
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Zq 7
z=—
Z2
@5
Pz,
> L2 >
X 0 X
9-njy surat 10-njy surat

hereketinini tersine, ¢, bur¢a owiirmeklige getiryér (9-
njy surat).

Iki kompleks sany kopeltmegin diizgiinini anladyan (12)
formulany ulanyp, n (n > 2) sany z,,z,,...,z, kompleks
sanlary kopeltmegin diizgiinini

lez "'ZTL - T‘lT‘z ...T‘n[COS(gol + (pz + -+ (pn) +
+isin(p; + @, + -+ @) (13).

gorniligde yazmak bolar.
Kompleks sanlary bolmek. z; = a; + ib;, we z, =
a, + ib; kompleks sanlaryit 2 pajy diyip, 2,z = z; deiiligi
2

kanagatlandyryan z kompleks sana aydylyar. Eger z,z = z;
denligin iki tarapyny z, kompleks sana ¢atyrymly bolan z, =
a, —ib, sana kopeltsek, onda (10) we (11) denliklerin
esasynda

(a3+b3)z = aya, + byb, + i(bya, — a,b,)

denligi alarys. Bu denligin iki tarapyny sana kopeldip

a2+b?
z, kompleks sany z, kompleks sana bolmegin
zZy a0y + bib,  bia; —aib;
— l
Zy as + b? as + b2
19
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formulasyny alarys.
Kompleks sanlardan diiziilen j—l drobyn, hakyky

2
sanlardan diiziilen droblaryn esasy hisiyetlerine eyye

bolyandygyny gorkezmek kyn daldir. Meselem, ;—1 drobyn
2

sanawjysyny we maydalawjysyny sol bir z; sana kopeltsek,
onda onun ululygy iytgemeyir. Su yagdaydan ugur alyp

praktiki hasaplamalarda j—: kompleks sany tapmak {igin, z,-a
catyrymly bolan z, = a — ib, sany drobyn maydalawjysyna
we sanawjysyna kopeltmeli. Seylelikde (10) we (11)
defiliklere gord, maydalawjyda hakyky a3+b35 sany,
sanawjyda bolsa a,a, + b;b, + i(b,a, — a;b,) sany alarys.
Sanawjynyn hakyky we hyyaly boleklerini maydalawja boliip

Zq _ aq + lbl _ (a1 + ibl)(az - lbz) _
z, a,+ib, (a,+iby)(a,—ib,)

_ a1a2 + b1b2 + i(b1a2 - albz) _
B as + b3 B

a1a; + byb,  bia; —aib,
= i
as + b3 as + b?
payy taparys.
Eger, kompleks sanlar trigonometrik ya-da gorkezijili
gorniisde berilen bolsalar, onda

z; _ri(cospy +ising,)
z, 1y(cos@, +ising,)

1 (cosgq +ising,)(cosp; —ising,)
"1, (cosq,+ising,)(cosp, —ising,)
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71 [COS (1 COS @, + Sin ¢4 Sin @,
T, cos? ¢, + sin? @,

4 i(sin ¢, cos @, — cos @4 sin @,)
cos? ¢, + sin? @,

ya-da
Z1 n ..
— = —[cos(@1 — ¢3) —isin(p; — @y)] =
Z; I
= Eei(%ﬂpz) (15)
)

bolar. Bu yerden iki kompleks san boliinende olaryn
modullary boliinydr, argumentleri bolsa ayrylyar diyen netije
gelip ¢ykyar.

Geometrik nukday nazardan z; kompleks sany z,
kompleks sana bolmeklik, Z; wektory |z,| esse gysgaldyp
(uzaldyp), alynan wektory ¢, >0 bolanda sagat dilinin
hereketiniii ugry boyunca ¢, burca éwiirmeklige getiryir (10-
njy surat).

Kompleks sany dereji gotermek. (13) denlikde z; =
Zy, ==z, =z= =r(cose + isin¢) diyip

z" = [r(cos@ + ising)]™ = r"(cosnp +
+isinng) (16)

denligi alarys. Diymek, kompleks sany n-nji dereja gotermek
ticin, onunt modulyny su dereja gotermeli, argumentini bolsa
sol sana kopeltmeli. (16) denlikde r =1 goyup

(cosp +isingp)® =cosng +isinng  (17).

alarys. Bu denlige Muawryi formulasy diyilyar.

Kompleks sandan kok almak. z kompleks sanyn n-nji
derejeli koki diyip, n-nji dereja gotereninde su sany beryin
tize bir kompleks sana aydylyar. Ol V/z bilen belgilenyir. Goy
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z=r(cose +ising), z# 0 kompleks san berilen bolsun.
Kesgitlema gord, w = Vz we w™ = z delikler denigiiyclidir.
w sana z kompleks sanyn n-nji derejeli koki diyilyar. o™ = z
deiiligi  kanagatladyryan nébelli w = p(cos8 + isin @)
kompleks sany tapalyn. (17) formulany ulanyp w™ = z deiligi
p"(cosB +isinf) =r(cose +isingp) (18)

gorniisde yazyp bileris. Bu yerden iki kompleks sanyin
deiiliginin (7) sertine gord

r=p" we 0 =¢+2kn,k=0=+1,%2,..
bolyar. Bu deflikleriii birinjisi p = Nr ¢oziiwi, ikinjisi bolsa
0 burgun k sana bagly bolan

@ + 2km
b = ———— k= 0,%1,42,.. (19)

tilkeniksiz kop ¢6ziiwini beryar. Sunlukda, z kompleks sanyn
n-nji derejeli kokiinin

+ 2km + 2km
w, =z = W(COS¢T+iSin¢T>,
k=0+1,42, .. (20)

denlik bilen kesgitlenydn tiikeniksiz sandaky bahalary bardyr.
Emma ol koklerin dile n sanysy Ozara tapawutlanyar.
Hakykatdan hem (19) formulada k sana 0,1,2,...,n—1
bahalary berip, islendik k >n fgin tapylan 6, burgun,
09,01,0,, ...,0,_1 bahalaryn islendiginden 2mm san
(m=1,2,3,...) tapawutlanyandygyny gérmek kyn déldir. Sonui
icin sin ¢ we cos ¢ funksiyalaryn 2 periodlylygy esasynda
(20) formuladan
Wy = Wntk, k=01,...,n—1
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denlik gelip ¢ykyar. Diymek, (20) formulada k sana dine

0,1,2,...,n — 1 bahalary bermek yeterlikdir. Sunlukda biz Nz
ululyk {i¢in n sany

w, = Vz = T(/F(cos (pfk” + isin (pfk”),
k=012 ..,n~1 (21)

AY
Z2
29
A
11-nji surat

Ozara tapawutlanyan bahalary alarys.

Geometrik  sekillendirilende wj,,  sanlar  merkezi
koordinatalar baslangyjynda bolan, V7 radiusly toweregif
istiinde yatyarlar we biri birinden 27” burca tapawutlanyan

nokatlardyr. Diymek, olar towereginn icinden ¢yzylan kibir
dogry n burgly kopburglugyn depeleri bolup hyzmat edyirler
(11-nji surat).

Mysallar. (§1 seret).
1) zoz; = (1 + iW3)(-1+1i) =
. .3 . .7
= 265 V26T = 2v2e!(5*8) = 2v2e' T
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) = o =

. 2 5
:iel(-%%’) 1.3
V6 6
3 7T\ 3 T
3) z3=(1+iV3) =(2e3) =23%'3° =
=8e'™ = -8
Dz =V-1+i= 5 ﬁ(coss—n+isin3—n> =
=3 = n 7) =
. 3” -+ 2km 3: + 2kn
=2 cosZ—+isin=—— |, k=0,1,2,3,4
5 4
bolyanlygy li¢in,
3n 3
+ 2knt + 2kn
Wy = 1% cos4—+ ism4— ,
5 4
k=0,1,23,4

bolar. Bu yerden asakdaky
wy = 32 (cos 3%+ isin 3”) ({/_el_
w, = V2 cos—+ ) = Y2e'zo &3
%)
)

27T
w3 = 1({/_(cos—+lsn = Y2e' 20
(l)4_ == 1({/_(

S—+lS

10 i35—"
= \/Ee 20

COS—+lSIl

bahalary alarys.
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§3. Oblast barada diisiinje we onui gorniisleri

Goy bize, kompleks sanlaryn D kopliigi berilen bolsun.
Biz ona z tekizligin nokatlar kopliigi hokmiinde garap bileris.
z tekizlikde merkezi z, == x4 + iy, nokatda bolan tegelege
z, nokadyn etraby diyilyar.

Kesgitleme. Eger D kopliige z, nokat bilen birlikde

12-nji surat 13-nji surat

onun kéabir etraby hem degisli bolsa, onda z, nokada D
kopligin icki nokady diyilyar (12-nji surat).

Kesgitleme. Kompleks tekizliginde berilen D kopliigin
nokatlarynyn hemmesi icki nokatlar bolup su kopliigin
islendik iki nokadyny D kopliigin nokatlaryndan ybarat bolan
dowiik ¢yzyk arkaly birlesdirip bolyan bolsa, onda D kopliige
oblast diyilyar (13-nji surat).

Kesgitleme. D oblasta degisli bolmadyk M nokadyn
islendik kic¢i etrapy su oblastynn nokatlaryny 6ziinde saklasa,
onda bu nokada D oblastyn aracéik nokady diyilyar.

Oblastynl aragék nokatlarynyn kopliigine onun aracéigi
diyilyar. Mysal tgin |z| =1 towerek |z| <1 tegelegin
aragagidir.

Kesgitleme. Aragédgi bilen birlesdirilen islendik D
oblasta yapyk oblast diyilyar we ol D bilen belgilenyir.
Meselem |z| <2 deisizligi kanagatlandyryan nokatlaryn
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kopliigi yapyk oblastdyr (14-nji surat). Ol tegelegin we
toweregiil nokatlaryndan ybaratdyr.

Indiki beyan etjek kesgitlemamiziii aydyn bolmagy ticin,
matematiki analizin kursundan bize belli bolan kabir
diisiinjeleri yatlap gegelin.

[@, B] kesimde tizniiksiz, hakyky t parametre gord z(t)
funksiya, iizniiksiz egrini (¢yzygy, dugany) kesgitleyér, z(t)
funksiyanyin  bahalaryna egrinin nokatlary, z = z(t)
deiilleméd bolsa, egriniii parametrik deflemesi diyilyar. Her
bir egride parametrin artyan bahalaryna ya-da kemelydn
bahalaryna gord iki sany ugry kesgitlemek miimkin. Birinji
halda, z(a) egrinin baslangy¢ nokady, z(f) bolsa, egrinin
ahyrky nokadydyr, ikinji halda, tersine. Baslangy¢ we ahyrky
nokatlary gabat gelyin egréd, yapyk egri diyilydr. Parametrin
yeke-tdk bahasyna degisli bolan nokada yonekey nokat, iki we
ondan koOp Dbahalaryna degisli bolan nokada bolsa,
gaytalanyan (kratnyy) nokat diyilydr. Dine yonekey
nokatlardan diiziilen egri, yonekey ya-da Zordanyii egrisi
diyilyar.

Kesgitleme. Eger, z = z(t) = x(t) + iy(t)

(a <t < B) parametrli denlemede x(t), y(t) funksiyalar
[a, B] kesimde tizniiksiz differensirlenyidn bolup, ol kesimin
her bir nokadynda x,(t), y.(t) oniimlerin (t =a we t =
nokatlarda, x,(t) we y,(t) diyip, degislilik-de, birtaraplayyn
Ontiimler g6z oOnlinde tutulyar) in bolmanda biri noldan
tapawutly bolsa, onda Zordanyh egrisine, endigan egri
diyilyar.

Bu kesgitleme, geometrik nukday nazardan, endigan
egriniil islendik nokadyndaky galtasyjy ¢yzygynyn, onuni bir
nokadyndan basga birine gecende, ugruny iizniiksiz
tiytgedyandigini ailadyar.
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|z] < 2

b 4

14-nji surat 15-nji surat

Kesgitleme. Endigan egrilerin  dowilk tiikenikli
sanyndan diiziillen, Zordanyi egrisine bélek-endigan egri
diyilyar.

Kesgitleme. Oblastda tutuslayyn yatan islendik yonekey
yapyk egrini {izniksiz gysmak bilen oblastyn c¢dginden
¢ykman bir nokada dartyp getirip bolyan bolsa, onda bu
oblasta  birbaglansykly oblast diyilydir. Su  serti
kanagatlandyrmayan oblasta kopbaglansykly oblast diyilyar.
Bu kesgitlemeden kopbaglansykly oblastynn aracédgi dine bir
yonekey egriden ybarat bolup bilmez.

15-nji suratdaky oblastlar birbaglansykly, 16-njy
suratdaky oblastlar bolsa kopbaglansykly —oblastlaryi
mysallarydyr.

AY AY

7 D)
“2

0 % 0
16-njy surat 17-nji surat

A

o4 4

Gelejekde biz, aracégi bir ya-da birndce bolek-endigan
egrilerden diiziilen, hususy halda nokada dartylyp biljek
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oblastlara we ayratyn nygtalmasa, difie endigan egrilere
seretjekdiris.

Eger, oblasty c¢éklendiryadn egri ¢yzyk (kontur) boyunga
hereket edilende, oblast syngyndan mydama c¢epde galyan
bolsa, onda bu hereket ugruna poloZitel ugur diyilyar, tersine
bolan halda, otrisatel ugur diyilydr. Gorsimiz yaly, 17-nji
suratda sekillendirilen tegelek halka ikibaglansykly oblast
bolup, onunl icki we dasky konturynyn polozitel ugry oklar
bilen gorkezilendir.

§4. Kompleks sanlaryi yzygiderligi
we onui predeli.

Kompleks sanlaryn kabir tiikeniksiz {z,} yzygiderligini
alalyn we onun icin predel diislinjesini girizelin. Bu
yzygiderligin z,,n = 1,2,3, ... agzalaryna, 6n belldp gegisimiz
yaly, z tekizligiii nokatlary hokmiinde garap bileris.

Kesgitleme. Eger islendik kigi € > 0 san ii¢in, seyle bir
N = N(&) natural san tapylyp, |z, — zo| < € densizlik, &hli
n>N sanlar ii¢in yerine yetydn bolsa, onda z, sana {z,}
yzygiderligin n tiikeniksizlige ymtylanda (n — oo0) predeli
diyilyir we ol

limz, = z, (22)

n—-oo
ya-da n - o, z, - z, ymtylyar
gorniisde yazylyar. |z, — zy| < &
densizlik z kompleks
tekizliginde merkezi z, nokatda,
radiusy e-e den bolan towerek
bilen c¢édklenen tegelegin icki
nokatlaryny anladyar (18-nji R
surat). Bu tegelege z, nokadyi & 0] 18 pji surat X
etraby diyilyar. (22) predelin
barlygy {z,} yzygiderligin n > N sanlara degisli hemme
agzalarynyn z, nokadyn ¢ etrabynda jemlenendigini anladyar.
Eger,|z, — zy| < € densizlik islendik n > N(¢) ig¢in, z, # z,
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sertde yerine yetyin bolsa, onda ol tegelege z, nokadyn oyuk
€ etraby diyilyir we ol Uz bilen belgilenyir. Predeli bar
bolan kompleks san yzygiderligine yygnalyan yzygiderlik
diyilyar. Yygnalyan kompleks san yzygiderlikleri iicin,
yygnalyan hakyky san yzygiderliklerin hésiyetlerine mahsus
hésiyetler yerine yetyar.

Eger |z,| < M densizlik, bu yerde M > 0 hakyky san,
{z,,} kompleks san yzygiderligii hemme agzalary {i¢in yerine
yetydn bolsa, onda bu yzygiderlige ¢édklenen yzygiderlik
diyilyér.

Yzygiderligin predelinin geometrik taydan
diistindirilisinden islendik yygnalyan yzygiderlik ¢aklenendir
diyen netije gelip ¢ykyar.

§5. Kompleks iiytgeyin ululyk. Kompleks iiytgey:inli
funksiya.

Tekizlikde yatyan islendik E oblastyi her bir M, (x,, o)
nokadyna z = x, + iy, kompleks sanyn degisli bolyandygyny
biz §1-de belldp gegdik. Sonun iigin, E oblastyn nokatlaryny
M;(x1,y1), My(x3,y,) we s.m. gorniisde bellemén z; = x; +
+iyq, Z, = x5 + +iy, we s.m. gornlisde belldp bileris. Eger
M(x,y) nokat E oblastyn iiytgeydn nokady bolsa (x we y
baglansyksyz liytgeyidn hakyky ululyklar), onda z = x + iy
ululyga kompleks iiytgeysin ululyk diyilydr. E oblasta bolsa
onunl iiytgeyin oblasty diyilyair. Goy z = x + iy, x0y
tekizligin E oblastynda, w = u + iv bolsa uOv tekizligin G
oblastynda tiytgeyén kompleks ululyklar bolsun.

Kesgitleme. Eger E oblastda tytgeyin z kompleks
sanyil her bir bahasyna w kompleks sanyn bir ya-da birndge
bahasy degisli bolsa, onda w ululyga z ululyga gora kompleks
iiytgeyénli funksiya ya-da yone kompleks funksiya diyilyar
we ol w = f(z) bilen belgilenyr.
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Eger, z = x + iy ululyk E oblastda iiytginde, w = u +
+iv ululyk G oblasty diizydn bolsa, onda E oblasta f(z)

Ay Ay

0 X 0 >
19-njy surat .

funksiyanyn iiytgeyin oblasty, G oblasta bolsa onun
bahalarynyii oblasty diyilyir (19-njy surat).

Eger z ululygyn her bir bahasyna w ululygyn bir bahasy
degisli bolsa, onda w = f(z) funksiya birbahaly funksiya
diyilyar. Eger, zululygyn kébir bahasyna w-nyn birnice
bahasy degisli bolsa, onda w = f(z) funksiya kopbahaly
funksiya diyilyér.

Meselem, z kompleks tekizligin &hli nokatlarynda
kesgitlenen w = z%, w = Rez, w = Imz, w = z? funksiyalar
birbahaly, w = Argz (z #0), w = Vz funksiyalar bolsa
(degislilik-de tiikkeniksiz kopbahaly we {igbahaly), kopbahaly
funksiyalardyr.

E oblastda kesgitlenen w = f(z) = u + iv funksiyanyn
berilmegi su oblastda iki hakyky ululykly iki sany u = u(x, y)
we v = v(x,y) funksiyalaryn berilmegi bilen dengiiy¢lidir.
u = u(x,y) funksiya f(z) funksiyanyn hakyky bélegi, v =
v(x,y)-a bolsa hyyaly bolegi diyilyar we olar degislilikde
Ref(z), Imf(z) bilen belgilenydr. Sunlukda, funksiyany
f(z) = Ref(z) + ilmf(z) gornligde hem Yyazmak bolar.
Mysal iigin, w = z? funksiyany berilmegi iki sany u(x,y) =
x% —y? v(x,y) = 2xy funksiyalaryn berilmegi bilen
dengiiycli, sebidbi w =z2==(x+iy)? =x%+ 2xiy +
+(iy)? = x% — y? + i2xy dei.

30



Geometrik nukday nazardan, Dbirbahaly w = f(2)
kompleks funksiyanyn berilmegi, E oblastyn nokatlaryny G
oblastyn nokatlaryna gecirydn F Ozgertminiii berilmegine
barabardyr. E we G oblastlary diirli kompleks tekizliklerde
(degislilikde z(x0y) we w(uOv) kompleks tekizliklerde)
sekillendirmek amatlydyr (19-njy surat).

Yokarda garalan E we G oblastlar arasyndaky F
Ozgertmdnin O6zara birbahaly bolan yagdayy esasy hallaryn
biridir. Belli bolusy yaly bu halda, F 6zgertme E oblastyn
islendik iki diirli nokadyny G oblastynn iki diirli nokadyna
geciryar we tersine, G oblasty E oblasta gegirydan F-e gora ters
F! 6zgertme hem edil sol hisiyete eyedir.

Indi, kébir elementar funksiyalara seredelin.

1. Natural derejeli w = z" funksiya. Bu funksiyany
r,¢@ polyar koordinatalaryny ulanyp w=u+iv=2z"=
= (re'?)" = r"e™ = r™(cos ¢ + isin @) gorniisde yazmak
bolar. Bu yerden funksiyanyin hakyky we hyyaly bolekleri
ticin

— — N — 2 2E X
u=Rew =1"cosp = (x* + y*)2 cos narctgx,

n
. 7 . Yy
— — N 2 7
v=Imw=r"sing (x? + y2)” sin (narctg x)
alarys.

2.w = Yz funksiya. Bu funksiyany ((21)-nji formula
seret) asakdaky

n— n + 2km + 2km
W= +re¥ = W(cos(pT) + isin(pT,
k=012 ..,n—1 (23).

gorniisde yazyp bolar.

(23) denlikden gorniisine gordi o = Vz funksiya
kopbahaly (berlen halda nbahaly) funksiyadyr, yagny
argumentin her bir bahasyna funksiyanyil n bahasy degislidir.
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Meselem, z = 1 + i kompleks san iicin w = +/z funksiyanyi
iki bahasyny tapmak bolar.

T
Wy :\/1-]— [ = ’\/EQLZ:

T
+2k =+ 2km
—\/— cos > +isin4T =

:W[cos(g+kn)+isin(g+kn)], k=01

k =0 bolanda, w, = W(cosg+ ising),
k =1 bolanda,
o 971)

w1 = W(cos?+ isin?

—\/_( cos§—lsmg) —Wy.

3.Gorkezijili = e* funksiya. z = x + iy kompleks
{iytgeyén ululyk iicin, e? funksiya, e? = e¥*¥ = e*(cosy +
+isiny) denlik bilen kesgit-lenyér. Sonun iigin, u = Rew =
=e*cosy; v = Imw = e*siny bolar. Bu kesgitlemeden e*
funksiyanyn asakdaky hasiyetleri gelip ¢ykyar.

1) Islendik z; we z, kompleks tiytgeyan ululyklar ii¢in,

ezl-l'Zz — ezl . eZz

denlik yerine yetyar.

2) e” funksiya, periody 2mi-e den bolan periodik
funksiyadyr,

ez+27‘ri = eZ,
3) Islendik z = x + iy kompleks iiytgeyan ululyk {igin
le?| = e”, arge” =y

denlikler yerine yetyérler.
4. Trigonometrik funksiyalar. sinz we cosz
funksiyalar asakdaky,
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. eiz _ e—iz eiz + e—iz (23)
SINZ = —F— COSZ = ——mXm
2i 2

denlikler bilen kesgitlenydrler. Olaryn hakyky we hyyaly
boleklerini tapalyn
eiz _ e—iz ei(x+iy) _ e—i(x+iy)

sinz = T = T =

— _%(eixe—y _ e—ixey) —

i
= —E[e_y(cosx + isinx) —eY(cosx —isinx)] =

eY+eV | e’ —e™
= ——sinx + [————cosx =

2
= chy sinx + ishy cos x
ya-da
sinz = chysinx + i shy cos x,
bu yerde
L _er+e”? B _er—e™?
chy = > , Shy = >

degislilik-de giperbolik kosinus we giperbolik sinus
funksiyalardyr. Suna menzeslikde
eiz + e—iz ei(x+iy) + e—i(x+iy)

eXe™V 4 g XY
2

= chy cosx — ishy sinx

ya-da
cos z = chy cosx + ishy sinx.
tgz we ctgz funksiyalar
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sin z cos z
, Ctgz = —
. . CO0S Z Sinz
formulalar bilen kesgitlenyirler.

1. Logarifmli funksiya. z = e® gorkezijili funksiya
ters bolan funksiya, logarifmli funksiya diyilyar we ol w =
Lnz bilen belgilenyir. e® anlatma, noldan tapawutly islendik
baha eyye bolup bilyinligi ii¢in, @ = Lnz funksiya z
kompleks tekizligin noldan tapawutly islendik nokadynda
kesgitlenendir.

Eger, w = Lnz=u+iv, z = re'? = |z|e'"9% diysek,
onda logarifmli funksiyanyi kesgitlemesine gord, e*™® =
= |z|e'479% ya-da e¥e™’ = |z|e'4"9% bolar. Bu yerden
e =|z|, v=Argz ya-da u =lIn|z|, v=Argz

denlikleri alarys. Diymek,
w =Lnz = In|z| +i Argz (24)

bolar.

Indi, Argz = argz+ 2km, k =0,+1,+2,.. deinligi
(24) denilikde ornuna goyup

w = Lnz = In|z| + i Argz + 2kmni,
k=0+1,42,.. (25)

formulany alarys. Bu formuladan gorniisine gord, w = Lnz
funksiya kopbahaly funksiyadyr. Ol funksiyanyn k =0
bolanda alynyan bahasyna bas bahasy diyilyar we Inz bilen
belgilenyar. Sonun ii¢in, (25) denlikde k = 0 bahany goyup

Inz = In|z| + iargz (26)

denligi alarys. (26) denligin esasynda (25) denligi
w=Lnz=Inz+ 2kmi,k =0,+1,+2, ...
gorniisde yazyp bolar.
Mysallar.
L Ln(1+1i) = InV2 + i~ + 2kmi, k = 0,+1,£2, ., bu

yerden k = 0 bolanda, Ln(1+ i) = InvV2 + i% bolar.
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2.Inl1=1In1+i-0+ 2kni = 2kmi, In1 = 0.
3. Lni = Inl + i %+ 2kmi = i(f + 2k7r),
2 2
k=04+1,42, .., Ini =
4. Ln(—i) = —ig + 2kmi, k = 0,+1,+2, ...,

SIE

In(—i) == i-.
5In(—1) = ir + 2kmi,k = 0,+1,+2, ..,
In(-1) = im.

§6. Kompleks iiytgeyinli funksiyanyn predeli we
iizniiksizligi.

Goy, zonokadyn E oblasta degisli etrabynda kes-
gitlenen z=x+iy argumentli, w =f(z)=u(x,y)+
+iv(x,y) birbahaly funksiya berilen bolsun. z, nokadyn 6zi
E oblasta degisli bolmagy hokman dil. Su etrapda {z,}
kompleks sanlaryn yzygiderligini alyp funksiyanyn degisli
bahalarynynyn {w, = f(z,)} yzygiderligini guralyn. Goy,
n — oo ymtylanda {z,} yzygiderlik z, nokada ymtylsyn.
Sunlukda, eger funksiyanyin degisli bahalarynyn {f(z,)}
yzygiderligi kdbir A sana ymtylsa, onda A sana w = f(z)
funksiyanyn z, nokadyndaky predeli diyilyér we ol

Jim f(z) = A (27)

gorniigde belgilenyar. Indi takyk kesgitlemé gegelini.

Kesgitleme. Eger islendik kigi € > 0 san tigin, ona bagly
bolan & =48(e) san tapylyp, |z—zy|l <& densizligi
kanagatlandyryan hemme z # z, nokatlar ligin |f(2) — A| < €
densizlik yerine yetydn bolsa, onda A sana w = f(2)
funksiyanyn z, nokadyndaky predeli diyilyar we ol (27)
gorniigde yazylyar.
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Funksiyanyn predeli z nokatlaryil z, nokada haysy yol
(ugur) bilen yakynlasyandygyna bagly déldir. Eger, A = u, +
+ivg, w = f(z) = u(x,y) + +iv(x,y) belgilemeleri
girizsek, onda (27) denlikden

JimuCoy) =up, Jimv(xy) =v,  (28)
Y—=Yo Y—=Yo

predellerin barlygy gelip ¢ykyar. Tersine hem dogrudyr, (28)

denliklerin yerine yetmegi (27) denligin dogrudygyny subut

edydr. Bu netije, predelleri bar bolan hakyky ululukly

funksiyalar {igin belli bolan predellerin hésiyetlerinin,

predelleri bar bolan kompleks tiytgeyjili funksiyalar iicin hem

yerine yetyandigini gorkezyar. Hususanda, eger Zln? f1(z) we
—Zo

lim f,(z) predeller bar bolsa, onda

Z-Z

lim [c,f1(2) £ c2f2(2)] = ¢1lim f;(2) £ ¢; lim f,(2),
Z—Z Z—Z Z—>Zy

legl [f1(2) - f2(2)] = le)r?fl(z) ) le_glfz(z),

lim 2@ = 25O e 1 0
o @) Jim f (=)' u yerde Z‘_)‘?ﬂfz(z) *

denlikler dogrudyrlar. Bu yerde c; we ¢, kompleks hemiselik
sanlar

Kesgitleme. Eger, w = f(z) funksiya z, nokadyn kébir
etrabynda kesgitlenen bolup, z — z, ymtylanda tiikenikli
predeli bar bolsa we onun bahasy f(z,) bilen gabat gelse,

yagny

Jim £(z) = () (29)
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bolsa, onda w = f(z) funksiya, z = z, nokatda iizniiksiz
diyilyir. Basgaca aydylanda, eger islendik ki¢i € > 0 san ii¢in
€ sana bagly bolan basga bir § = §(¢&) san tapylyp,

|z —zo] <& densizligi kanagatlandyryan z-ii  hemme
bahalary ii¢in

If(2) = f(z0)| < ¢ (30)

densizlik yerine yetydn bolsa, onda w = f(z) funksiya, z =
z, nokatda iizniiksiz funksiya diyilyir. Islendik z # z, nokat
i¢in z—2z, tapawuda argumentin 2z, nokadyndaky
artdyrmasy, f(z) — f(z, ) tapawuda bolsa funksiyanyi z,
nokatdaky artdyrmasy diyilyar we degislilikde Az, Aw bilen
belgilenyér. Diymek,

Az =z -2y, Aw = f(2) — f(2o) (31)

bolar. Bu belgilemeleri ulanyp, (29) denligi

lim Aw = 0 (32)

Az—0

gorniigde yazyp bileris. Diymek, eger argumentin artdyrmasy
nola ymtylanda, funksiyanyn degisli artdyrmasy nola ymtylsa,
onda funksiya, berilen nokatda iizniiksiz diyilyar. E oblastyn
her bir nokadynda iizniiksiz bolan funksiya su oblastda
iizniiksiz  diyilydr. Hakyky {ytgeyjili  funksiyalaryn
iizniiksizliginin hisiyetlerine menzes hésiyetler kompleks
iytgeyjili lizniiksiz funksiyalar iicin hem yerine yetyir. Su
yerde yapyk oblastda Tlzniiksiz funksiyalaryn birndce
hasiyetlerini sanap gecelifi. Yapyk D oblastda iizniiksiz w =
f (2) funksiya su oblastda

1)  Moduly boyunga ¢éklenendir.

2)  Moduly boyunga in ki¢i we i uly baha eyedir.

3) D oblastda dendlgegli lizniiksizdir.
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§7. Kompleks iiytgeyjili funksiyanyn oniimi we
differensialy. Kosi-Rimanyin sertleri.
Analitik funksiyalar.

Goy, kompleks tekizligin z nokadynyn kabir etrabynda
kesgitlenen kompleks tiytgeyanli w = f(z) funksiya berilen
bolsun.

Kesgitleme. Eger, Az islendik kanun bilen nola
ymtylanda,

Aw  f(z+Az) - f(2)

Az Az

gatnasygyn tiikenikli predeli bar bolsa, onda ol predele w =
f(z) funksiyanynn z nokadyndaky oniimi diyilyir we f'(z)
ya-da %(ZZ) bilen belgilenyir, f(z) funksiya bolsa z nokatda
differensirlenyin funksiya diyilyar. Kesgitlema goré,

A fz+Az) - f(2)
lim — = lim
Az—0 Az  Az—0 Az

=f'(2) (33)
bolar. (33) denligi

f(z+Az) - f(2)
Az

= F'(2) +y(82)
ya-da
Af = f'(z2)Az +y(Az) - Az (34)

gorniisde yazmak bolyar. Bu yerde y(Az) ululyk Az — 0
ymtylanda tiikeniksiz ki¢i ululykdyr. Diymek, f(z) funksiya z
nokatda differensirlenydn bolsa, onda onun artdyrmasyny (34)
gornlisde yazyp bolyar we tersine, w = f(z) funksiyanyn
artdyrmasyny
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Af =CAz+y(Az) - Az (35)

gorniisde yazyp bolsa, onda f(z) funksiya z nokatda
differensirlenyén funksiyadyr we C = f’(z) bolar. Seylelik-de,
f(z) funksiyanynn z nokatda differen-sirlenmegi ii¢in (35)
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. z nokatda
differensirlenyén funksiya su nokatda {izniiksizdir. Ona goz
yetirmek t¢in, (35) denlikde Az — 0 sertde predele germek
yeterlikdir. (34) denligin sag tarapyndaky f'(z)Az gosulyja
f(z) funksiyanynn z nokadyndaky differensialy diyilyir we
ol dw ya-da df (z) bilen belgilenyar. Diymek,

dw = f'(z)Az (36)

denligi alarys. (36) formula boyun¢a w =z funksiyanyn
differensialyny hasaplasak, onda dw = dz = (z)'Az = Az
bolar. Sonun igin, (36) formula dw = f'(z)dz goérniisi alar.
Diymek, funksiyanyn differensialy onun oniimini argumentin
differensialyna kopeltmek hasylyna den.

Hakyky argumentli hakyky funksiyalaryn oniimi-ne we
differensialyna degisli hésiyetler we esasy diizgiinler,
kompleks tiytgeyanli funksiyalar {i¢in hem yerine yetyandir.
Onun seyledigi, Oniimin kesgitleme-sinden we predelin
hésiyetlerinden gelip ¢ykyar. z nokatda oOniimi bar bolan
funksiya, sol nokatda differensirlenyén funksiya diyilyar.

Indi, f(2) =ulx,y) +iv(x,y) funksiyanyn
differensirlenmeginin  zerur we yeterlik sertlerine garap
gecelin.

Teorema. f(z) = u(x,y) +iv(x,y) funksiyanyn z =
x + iy nokatda differensirlenmegi tg¢in u(x,y) we v(xy)
funksiyalar su nokatda {izniiksiz differensirlenyin bolup

du B ov Ju B ov 37
ax dy’ dy = ox (37)
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sertlerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. (37) deiliklere
Kosi-Rimanyn (kébir edebiyatlarda bolsa Dalamber-Eylerin)
sertleri diyilyar.

Subudy. Zerurlyk serti. Goy f(z) funksiya z = x + iy
Au+iAv

nokatda differensirlenydn bolsun. Onda f'(z) = Alim0 Artidy
VAd

predelin tikkenikli bahasy bardyr. Kesgitlema gord, bu predelin
bahasy, Az artdyrmanyin nola nihili kanun Dbilen
ymtylyandygyna bagly dildir. Biz yokarky predeli ilki Az nola
Ox okuna parallel yol bilen, (20-nji surat) somra bolsa 0y
okuna parallel yol bilen (21-nji surat) ymtylan yagdayynda
tapaly.

Birinji yagdayda Az = Ax + iAy denlikde Ay =0,

Ay “y
z+ Az
Az = Ax Az = iAy
o—-
z z+ Az z
0 X 0 X
20-nji surat 21-nji surat

Az = Ax bolyar. Sonuil ligin Az — 0 sert Ax — 0 sert bilen
calgyrylyar. Onda

. Au+iAv Au+idv
sS0Ax + iAy | Axs0 Ax
Av  du dv

u
= lim —+ilim —=—+i—
Ax—0 Ax Ax—0Ax  Ox dx
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denligi alarys. Ikinji yagdayda Ax = 0 we Az = iAy, sonui
ticin Az — 0 sert, iAy - 0 ya-da Ay — 0 bilen galsyrylyar.
Diymek, bu halda

. Au+iAv Au+tidv
8y 50 Ax + iy Ay 20 iy
Au - Av du dv
= lim — —ilim =—l—+i

Ay-0Ay  Ay->0Ay dy 0y

bolar. Bu iki predelin bahalary, funksiyanyn z = x +
+iy nokatdaky sol bir 6niimini beryér. Sonun {i¢in,

du Jdv du Jdv

_=_l_

a+lax ay-|-l@

deiilik dogrudyr. Bu denligiit hyyaly we hakyky bdleklerini
denlép, subut etmeli (37) denligi alarys.

Yeterlik serti. Goy indi, z nokadyn kibir etrabynda
Kosi-Rimanyn (37) sertleri yerine yetsin. f(z) funksiyanyi
differensirlenydndigini gorkezelin. Teoremanyn sertine gord,
u(x,y) we v(x,y) differensirlenyidn funksiyalardyr, sonun
ticin olaryn doly artdyrmasyny asakdaky gorniisde

=0+ 0y 4 ay 0]

u=—Ax 3y y + a;|Az
Jdv Jdv

Av =an+5Ay+a2|Az|

yazyp bolar, bu yerde, |Az| = \/(Ax)2 + (Ay)? we |Az| - 0
ymtylanda «; - 0, a, — 0 ymtylyar. Diymek,
Af  Au+ilv

Az Ax+idy
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ou .0v ou v
_(6 Ax +i P )Ax+(ayAy+Lay y>+
B Ax + iAy

(al + laz)lAZ|
Ax + iAy

bolar. Indi, Kosi-Rimanyn (37) sertlerini ulanalyi, onda

ou , .0v dv | .0v
ﬂ (6x+l6x)A +( ax_Hax)Ay
Az Ax + iAy

+

|Az|
+(a1 + laz)_ =

_(au Ov)A +(6v+6_u)Ay

ox ' ox 0x ~ Ox n
Ax + iAy
Az| ou | dv Az
+(ay + Laz)u =5 —+ ia—+ (ay + laz)u

denligi alarys. Bu yerde, |Az| — 0 sertde predele gegsek, onda

y Af (')u (')v
A;r—r}o Az ax ax
ya-da
au ov
f'(z) =— + la—

bolar. Teorema subut edildi.
Kosi-Rimanyn sertlerini ulanyp funksiyanyn oniimini
asakdaky
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,()_au+,av ,()_au+,av
f 2= 5% lax' f Z_ay lax'
(38)

, ou odu _ . OJu 0v
f(Z)—a—l@»f (Z)_@+lE'

formulalaryn her biri boyunga hasaplamak bolar. Eger biz x,
y dekart koordinatalaryny r, ¢ polyar koordinatalaryna
gecirydn, x = r cos ¢, y = r cos ¢ formulalary ulansak, onda
iiytgeyéan ululyklar calsyrylanda differensirlemegin diizgiinleri
esasynda, Kosi-Rimany polyar koordinatalaryndaky,

Ju v v Ju
wow Tw ey O

sertlerini alarys.

Kesgitleme. Eger funksiya berlen nokatda we onun
kébir golay towereginde differensirlenyén bolsa, onda ona sol
nokatda analitik funksiya diyilyar.

Kesgitleme. Oblastyn her yer nokadynda analitik bolan
birbahaly funksiya su oblastda analitik funksiya diyilyar.

1-nji mysal. @ =2z® funksiya iigin Kosi-Rimany
sertlerini barlamaly.

Coziilisi. z = x + iy goyup, funksiyanyn hakyky we
hyyaly boleklerini tapalyn.

w = (x+iy)® =x3 + 3x2%iy — 3xy? —iy3 =
= (x* = 3xy?) +i(3x%y — y*)

bolyanlygy iigin, u(x,y) = x3 + 3xy?, v(x,y) =
= 3x%y — y3 bolar. Soniky detilikleri differensirlip
ou 352 — 392 Ju 6
ox " Y dy i
Ju 6 v 352 — 392
ax % dy X Y



alarys. Diymek,
Ju Jdv
ox dy

3x2 — 3y? a_u: _0_v: 6xy
" dy ox

bolar. Gorsiimiz yaly, Kosi-Rimanyn sertleri tekizligin her bir
nokadynda yerine yetydr, sonun Tlg¢in (38) formulanyn
esasynda
ow du oJu _ , . . _
7 ox lay =3x* — 3y —i(—6xy) =
= 3x% + 3i%y? + 6ixy =
= 3(x? + 2ixy + (iy)?) = 3(x + iy)? = 322

denligi alarys. Diymek, f'(z) = (z3)' =3z we w = 2z3
funksiya, tekizligin hemme nokatlarynda analitikdir.

2-nji mysal. w =e? =e*cosy +ie*siny gorkezijili
funksiya {i¢in, Kosi-Rimanyn sertlerini barlamaly.

Coziilisi.
x du OJv x
u=-e*cosy, — =—=-¢%cosY,
Y dx Jdy Y
‘o du OJv ‘o
v=-e*siny, — =—=1¢%siny.
Y Jdy Ox y
Onda,
I( )_au_l_ ! v_ X + i X o1 J—
fz-ax lay—e cosy +ie*siny =

= e*(cosy + isiny) = e*el” = e¥tV = ¢?
bolar.

3-nji mysal. w =2z" funksiya i¢in Kosi-Rimanyn
sertlerini polyar koordinatalarynda barlamaly.

Coziilisi. z = re'? = r(cos ¢ + isin @) ornuna goyup,
w=u+iv=(re)" =r"e™® = rtcosng +ir"sinng
alarys. Bu yerden u =1"cosng, v =r"sinn¢ denlikler
gelip c¢ykyar. Bu funksiyalaryn 7,¢ boyunca hususy
oniimlerini tapalyn.
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ou ou

P =nr"1cosnep, % = —nr*sinneg,
dv et v n
= nr*-lsinn g, % = nr” cos ne.
Seylelik-de,

6u ov -

ar 6(,0 =nr™cos @,

v ou

T = "9 nr™ sin .

bolar. Diymek, w = z™ funksiya tiigin, Kosi-Rimanyn (39)
sertleri yerine yetyar.

4-ni mysal. w =2z funksiya {gin Kosi-Rimanyn
sertlerini barlamaly.

Coziilisi. Eger w = z bolsa, onda u + iv = x — iy we

, du dav .
u=x, v=—y bolar, bu yerden P 1,5== —1 gelip
cykyar. Diymek, Kosi-Rimanyn sertleriniii birinjisi yerine
yetmeydr. Sonun iicin w = Z funksiya tekizligin hi¢ bir
nokadynda differensirlenyén déldir.

§8. Laplasyn deiillemesi we catyrymly garmonik
funksiyalar.

Kédbir D oblastda analitik bolan f(z) =u+iv
funksiyanyn hakyky u we hyyaly v boleklerinif, su oblastda
Laplasyn denlemesi diyilip atlandyrylyan

6T 6T

4
ax? ay (40)

0%u 62 0%v  0%v

2TV gty =0
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denliklerin yerine yetyindigini gorkezelin.
Hakykatdan hem, u we v funksiyalar D oblastda Kosi-
Rimanyn
du Jdv Jdu ov
ox a9y dy  ox’
sertleri bilen baglydyrlar. Birinji deiilligi x boyunga, ikinji
denligi y boyunga differensirldp netijeleri gossak, onda
0%u  0*u
0x? * ay?
dogry derligi alarys. Suna meinizeslikde birinji denligi y
boyunca, ikinji deiiligi x boyunca differensirlip netijeleri
ayyrsak, onda yene-de
v d0*v _ 0
0x? + oy2
dogry denligi alarys.

Laplasyn (40) deiilemesini kanagatlandyryan
funksiyalara garmonik funksiyalar diyilyar. Diymek, analitik
funksiyanyin hakyky we hyyaly bolekleri garmonik
funksiyalardyr.

Eger, u(x,y) we wv(x,y) erkin saylanyp alynan
garmonik funksiyalar bolsalar, onda u(x,y) + iv(x,y)
funksiyanyn analitik bolmazlygy, yagny diizgiin boyunga (37)
sertlerinl yerine yetmezligi miimkin.

Eger, iki sany u(x,y) we wv(x,y) garmonik
funksiyalaryi birini erkin saylap, beylekisini Kosi-Rimanyn

du OJdv Ju ov

ox a9y’ 9y = ox
sertleri yerine yeter yaly saylap alsak, basgaca aydanymyzda
ikinji funksiyany onun berilen iki sany hususy oniimi ya-da
onun doly differensialy boyunca kesgitlesek, onda
f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analitik funksiya bolar. Bize belli
bolusy valy (I bap §7 seret) doly differensial boyunga funksiya
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erkin hemiselik ululyga cenli takyklyk bilen kesgitlenyar.
Analitik funksiya bolsa, erkin ululyga cenli takyklyk bilen
Oziinin hakyky we hyyaly bolekleri boyunca kesgitlenyr.

Kosi-Rimanyi sertlerini kanagatlandyryan, kébir f(z) =
u(x,y) + +iv(x,y) analitik funksiyanyn degislilikde hakyky
we hyyaly bolegi bolan iki sany u(x,y) we v(x,y)
funksiyalara ¢catyrymly garmonik funksiyalar diyilyar.

Mysal. Hakyky bélegi u = x3 —3xy? den bolan
analitik funksiyany tapmaly.

Coziilisi.
Ju 352 — 372 ou 6
ox " Yo gy T TN
bolyandygy ii¢in, Kosi-Rimanyn (37) sertlerini ulanyp
dv
— = 3x% — 3y? 41
dy oX T3y (41)
W _6 42
o = oxY (42)

denlikleri alarys. (41) denlikden

v= f(3x2 —3y3)dy =3x*’y —y3+ o(x) (43)

bolar. Bu yerden ¢(x) funksiyany tapmak ii¢in, (43) denligi x
boyunga differensirldp, (42) denlikde ornuna goyalyn, onda

ov

3 = 0w '),
6xy + ¢@'(x) =6xy ya-da ¢'(x)=0bolar. Bu yerden
bolsa, ¢(x) = C gelip ¢ykyar. Bu bahany (43) denlikde goyup

v=3x2y—y3+C
alarys. Onda ahyrky netijede

w=u+iv=x3-3xy?+iBx%y—y3+ () =
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= x3 4+ 3x%iy + 3x2i%y?+i3y3 +iC =
=x+iy))+iCc=2z3+iC
bolar, bu yerde z = x + iy.

§9. Kompleks funksiyanyi éniiminin
geometrik manysy. Konform ézgertme.

Goy, w = f(z) funksiya, z tekizligin kébir D oblastynda
analitik bolsun. D oblastyn haysy hem bolsa bir z, nokadyny
alalynn we su nokatdan ¢ykyan D oblasta degisli erkin y, egri
cyzygy gecirelin. f(z) funksiya z tekizligin D oblastyny w
tekizligin kabir G oblastyna dwiirydr. Goy, bu dwiirmede z,
nokat w, nokada, y; egri ¢yzyk bolsa w, nokatdan ¢ykyan I'1
egri ¢yzyga gegsin.(22-nji we 23-nji suratlar)

Serte gord, w = f(z) funksiyanyn z, nokatda Oniimi
bardyr. Goy f'(zy) # 0 bolsun. f'(z,) Oniimin geometrik
manysyny anyklamak dgin, f'(z,) kompleks sany
trigonometrik f'(zy) = r(cosa + +i sina) gorniisde yazalyn

184 Yo Av r
Z
41
Zg
(AN R
0 ] X 0
22-nji surat 23-nji surat

we ilki bilen f'(z,) oniimin a argumentinifi we r modulynyn
geometrik manysyny anyklalyn. Onun {i¢in, y; egri ¢yzygyn
iistiinde yatan z = z, + Az nokady alyp, bu nokada degisli I'1
¢yzygyn listlinde yatan nokady w = wy + Aw bilen belgildlin.
z nokat y; egri ¢yzyk boyunca z, nokada ymtylanda, bu
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nokada degisli w = wy + Aw nokat I'1 egri ¢yzyk boyunca
wo Nokada ymtylyar, sunlukda Az we Aw ululyklaryn ikisi
hem nola ymtylyarlar. Oniimini kesgitlemesine we belgilemi
gord,
, . Aw .
f'(z9) = Al;r_r}oE =r(cosa + isina) (44)

denligi alarys. Bu yerden bolsa,

, o Aw
el =jim [ =r @)
, ) Aw
argf'(zy) = Al;r_r)loargE =a (46)

bolyanlygy diisniiklidir. (46) denlikden payyn argumentinin
kesgitlemesini ulanyp

a= Al;r_r}oargAa) - Al;r_r)loargAz (47)

denligi alarys. Az kompleks san, y; egri ¢yzygyn distiinde
yatan z, we z noklatlary birlesdiryan wektory, Aw kompleks
san bolsa, I'1 egri ¢yzygyn istiinde yatan w, we w nokatlary
birlesdirydn wektory anladyar. Sonunl iicin argAz, Ox okun
polozitel ugry bilen Az wektoryn emele getirydn ¢ burguny,
argAw bolsa, Ou okun polozitel ugry bilen Aw wektoryn
arasyndaky @ burgy afniladyar. Az — 0 ymtylanda, bu burglar
degislilikde, y; egri ¢yzygyn z, nokadyna  gecirilen
galtasyjynyn Ox ok bilen, T'1 egri ¢yzygyn w, nokadyna
gecirilen galtagyjynyn bolsa, Ou ok bilen emele getiren ¢, we
@, burglaryna ymtylyarlar. Sonun ii¢in, (47) denlikden

a = CDl - (pl },]a'da CI)l =a+ (pl (48)
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denligi alarys. (48) denlige gord analitik  funksiyanyn
Oniiminin argumenti, y; egri ¢yzygyn z, nokadyna gecirilen
galtagyjynyn, w = f(z) dwiirmede aylanma burguna dendir,
basga soz bilen aydanymyzda, a burg, ilki basky we
owiirmeden soniky ugurlaryn arasyndaky burca dendir. y; egri
¢yzyk erkin bolany ii¢in onun ugruny lytgetsek ¢, we @,
burclar liytgeyérler, emma a bur¢ iiytgemin galyar. Sonun
icin, z, nokatdan ¢ykyan basga bir y, egri ¢yzygy gegirsek
we su nokada degisli w, nokatdan ¢ykyan egrini I'> bilen
belgilesek, onda (48) denlikler y, we I'2 ¢yzyklar jibiiti ti¢in
hem yerine yetyindir, diymek

CDZ — P, = }'/a-da CDZ = @, +a (49)

bolar, bu yerde ¢, we &, burglar, degislilikde y, we I
cyzyklaryn z, we w, nokatlardaky galtasyjylarynyn 0x we Ou
oklaryn polozitel ugry bilen emele getiren burglarynyn
bahalarydyr. Eger-de a burgun iki bahasyny denlesek,
onda @1 —¢; =P, —¢@, ya-da O, —P; =@, —¢@; =0
deniligi alyarys. Bu deiilik 6zgerdilen ¢yzyklaryn aralygyndaky
@, — &, burguit  6zgeren c¢yzyklaryn arasyndaky ¢, — ¢,
bur¢a dendigini gorkezyar. Sunlukda, bu burglar ululyklary
hem-de aylaw ugurlary boyunca gabat gelyirler. Bu hisiyete
burglaryn konserwatizmligi (hemiselikligi) diyilyér.
Indi, (45) denligi agsakdaky
|Aw|
Ao Taa (>0

gorniigde yazalyn. |Az| we |Aw| ululyklar, degislilik-de Az we
Aw wektoryn uzynlygydyr. Sonufi iigin (50) denlik, 6zgeren
nokatlarynl tiikkeniksiz kigi aralygynyn, 6zgerdilen nokatlaryn
tilkeniksiz kigi aralygyna bolan gatnagygynyn predeliniii, y;
cyzygyn ugryna bagly dildigini gorkezyér. Bu yerden bolsa,
r = |f'(z9)| modulyn, w = f(z) funksiyanyn 6zgertmesinii
7z, nokatdaky masstabynyn ululygy bolyandygyna goz
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yetirmek miimkin. r > 1 bolanda masstab artyar, r <1
bolanda gysylyar, r = 1 bolanda iiytgemén galyar. Seylelik
bilen r = |f(z,)| modul difie z, nokada bagly bolup, y; egri
¢yzygyn ugruna bolsa bagly dildir. Sonun {igin w = f(2)
funksiyanynn  z, nokatdaky Owiirmesinin  siiysmeklik
koeffisienti, su nokatdan ¢ykyan c¢yzyklaryn ugryna bagly
bolman, sol bir hemiseligi saklayar. Bu hésiyete
siiyndirmekligin hemiseligi diyilyar.

Kesgitleme. Argumente we modula goréd, degislilik-de
burglaryn konserwatizmlik we siiyndirmekliligin hemiselik
hésiyetine eyye bolan dzgertmd, | jynsly konform 6zgertme
diyilyar. Aydylanlardan gorniisine gord, w = f(z) analitik
funksiyanynl Oniimi noldan tapawutly bolan nokatlaryi
ahlisinde I jynsly konform 6zgertme bolyar.

Kesgitleme. Eger, kompleks tiytgeyanli z tekizligin, w
tekizlige 6zgertmesinde, burglar ululygyny saklap, ugurlary
tersine iytgdp, siiyndirmekligin hemiselik hésiyeti bolsa
saklanyp galsa, onda bu o6zgertma Il jynsly konform
ozgertme diyilydr. Analitik funksiya c¢atyrymly bolan
funksiya, Il jynsly konform 6zgertme bolyar.

Ozbasdak ¢ozmek iicin meseleler

Hasaplamaly:
1.(a + bi)® — (a — bi)? 2 273t
' . 4 4 3i
3.(vV3—-1i) 441+ V3
5.z =— ? + %i kompleks sanyi argumentini we

modulyny tapmaly.
6.z = —/3 — i komleks sany trigonometrik gdrniisde
yazmaly.
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7. Eger, u(x,y) = e*cosy funksiya analitik funksiyanyn
hakyky bolegi bolsa, onda f(0) =1 gosmaga sertde, ol
funksiyany tapmaly.

8. Eger, 9(x,y) = x + y kompleks funksiyanyn hyyaly
bolegi bolsa, onda bu funksiyany tapmaly.

9. Eger, u(x,y) = 2*cos(ylnz) kompleks funksiyanyn
hakyky bolegi bolsa, onda bu funksiyany tapmaly.

10. f(2) = (x3 — 3xy?) + i(3x%y — y?) funksiyanyn
Oonlimini tapmaly.

11. w =z —iz? kompleks funksiyanyn hakyky we
hyyaly bolegini tapmaly.

12. w = g kompleks funksiyanyi hakyky we hyyaly
bolegini tapmaly.
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Il bap. Kompleks iiytgeyénli funksiyanyn integraly.

§1. Kompleks iiytgeyéinli funksiyanyn integralynyn
kesgitlensi we onui esasy hisiyetleri.

Goy, bize kompleks z tekizliginde C endigan egrigyzyk
(24-nji surat) hem-de su egricyzygyn nokatlarynda kesgitlenen
kompleks tytgeyanli  f(z) funksiya berilen bolsun. C
egricyzygyn ¢etki nokatlaryny a we b bilen belgildlin we
a nokatdan b nokada ¢enli ugry su ¢yzygyn polozitel ugry
diyip kabul edelin. C egrigyzygyn yapyk bolmagy hem
miimkin. Bu yagdayda a we b nokatlar gabat gelerler.
Yapyk egri¢yzygyn (konturyi) poloZitel ugry | bapda
kesgitlenipdi. C egrigyzygy zo = a, Z1, Z, ..., Zn, = b, nokatlar
bilen n sany bolege bolelin we Az, = z, — z;_4

(k=1,2,...,n) belgilemeleri girizelin. Her bir (zj_4,2y)
bolekde erkin ¢, (k = 1,2, ...,n) nokady alyp, funksiyanyn bu
nokatlardaky f({x) bahalaryny kesgitldlin we olary Az,

AY
0= a
[ )
Zk-1
Zk.\ozk zn=b
\/0
0 %
24-nji surat

ululyklara kopeldip, hemme bolekler boyunga jemlalin. Onda
biz integral jem diyip atlandyrylyan

> FGosz (1)
k=1
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jemi alarys.

Kesgitleme. Eger, (1) integral jemin A = max|Az,| = 0
ymtylyan sertde predeli bar bolsa, onda bu predele f(z)
funksiyanyn C egri¢yzyk boyunca integraly diyilyar we

f f(2)dz
c

gorniisde belgilenyir. Diymek, kesgitlemé gori,
n
[ reydz =im Y rgoaz @
C k=1

bolar. Eger, f(z) bolek-lizniiksiz funksiya, C bolek- endigan
egri bolsa, onda

f f(z)dz
c

integral bardyr.

Eger, C egricyzygyn nokatlarynda kesgitlenen f(z)
kompleks funksiyanyn (2) predeli bar bolsa, onda f(z)
funksiya C egri boyunga integrirlenydn funksiya, C
egricyzyga bolsa integrirlenis yoly (kontury) diyilyar.

f(z) kompleks funksiyanyn C egri¢yzygyn polozitel we
otrisatel  ugurlary  boyunca integrallary  degislilikde

lf(z)dz we J_f(z)dz

belgiler bilen belgilenyédr. Eger, C egricyzyk yapyk bolsa,
onda f (z) funksiyanyn su egri boyunga integraly
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jgf(z)dz

gorniisde yazylyar.

Su yerde, z = x + iy kompleks iiytgeyin ululyga gori,
f(2) = u(x,y) +id9(x,y) kompleks funksiyanyn  C
egricyzyk boyunga integralynyn iki hakyky tiytgeyan ululykly
u(x,y) we 9(x,y) funksiyalaryn berilen egri boyunga
egricyzykly integralyna getirilisini gorkezelin. Onun iigin,
G ==& +in,, Az, = Ax, + iAy, Dbelgilemeleri girizip (1)
integral jemde 6zgertmeler gecirelin

> FGonz, =
k=1

NIE

[uC€k, i) + 19(Ek, MmII(Axy + iAYyy) =

=
1l

1

[uC€x, Mm)AX, — 9k, M) AYi] +

n
k=1

+i ) [9Ck me)Axy + u(€, M)Ayl

NgE

k=1

Indi, A —» 0 ymtylyan sertde predele gegsek, onda (2) denlik

jf(z)dz = J u(x,y)dx —9(x,y)dy +
C

c

+i j I(x, y)dx + u(x,y) dy 3

C
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gorniisi alar. (3) denlikden gérniisine gord, hakyky liytgeyan
ululykly hakyky funksiyalaryn egrigyzykly integrallarynyn
hasiyetleri, kompleks {iiytgeyénli funksiyalaryil integrallary
licin hem yerine yetydr. Asakda su hésiyetleri kompleks
funksiyalar tigin gorkezelin.

1. Eger, f1(z) we f,(z) kompleks iiytgeyénli funksiyalar
C egri boyunca integrirlenydn bolsalar, onda A; we A,
kompleks ya-da hakyky sanlar {i¢in,

f [ALf(2) + 4, fo(2)]dz =

C
— 4, [ iz £ 4, [ fu)dz
C C

deiilik yerine yetyar.
2. Eger, C egri iki sany C; we C, egriden ybarat bolsa
(C =y + Cy),0onda

ff(z)dz= ff(z)dz+ jf(z)dz
c o Cz

denlik dogrydyr.

3. f(z) kompleks iytgeyanli funksiyanyn integralynda
integrirleme yolunyn ugry liytgese, onda onunl alamaty tersine
uytgeyar

]f(z)dz = - jf(z)dz.
ct c-

4. Eger, C egrinin &hli nokatlarynda |f(z)| < M bolsa,
onda

< Ml

J f(z)dz
c

denisizlik yerine yetydr, bu yerde [ san, C egrinin
uzynlygydyr.
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5. Eger, |f(z)| funksiyanyn integraly bar bolsa, onda

f f(2)dz
c

< | If(2lldz|
/

denlik yerine yetyar.

1-nji mysal. argz = g sohlanini 0(0; 0) we A(2,2v3)
nokatlaryny  birlesdiryin  OA kesim  boyunga
J, 4 ¥2dz integraly hasaplamaly.

Coziilisi. 0A kesimde erkin z nokady alyp, ony z =
x+iy= re's = r(cosp + ising) = r (cosg + +isin§)

gorniisde yazalyn. Onda z =7r G + +i§) ,X = g, y = gr

bolar.
Yokarky detiliklerii birinjisini 7 boyunga differensirlép

Ay
A(2,2V3)

3

25-nji surat

dz = <% lf) dr,

we A nokada degisli kompleks sanyn modulyn
r = 4 bolyandygyny goz onlinde tutsak, onda

[ =[5+ 8)r (3 -
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4
1 1+i\/§2.[‘ 2y, 12033 T4
2272 ) )T T e 310~
0

—2+2iV3 64 16 _
—5 3 -3 (13

bolar.
2-nji mysal. |z| = R toweregi sagat diliniii hereketinifi

ugryna ters ugur boyunca aylanmak bilen, gﬁL% integraly,

baslangyc nokat A(R, O) bolanda hasaplamaly (26-njy surat).
Coziilisi. Toweregin tstiinde z nokady alyp, ony z =
Re'® (R-hemiselik) gorniisde yazalyi. Bu detiligi ¢ boyunca

Ay Ay

lz| = R

26-njy surat 27-nji surat

differensirlédp

dz = iRe*’d¢p
denligi alarys. ¢ bur¢ 0-dan 2m-e ¢enli iiytgeyar, ciinki z
nokat sagat diliniii hereketinini tersine aylanyar

L 0
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3-nji mysal. |z — a| = R towerek boyunga sagat dilini
hereketinii  ugrynyn tersine aylanyp §5de_—za integraly
hasaplamaly (27-nji surat).

Cozillisi. |z—a|l=R  denleme, merkezi z=a
nokatda, radiusy R-e den toweregin defllemesi z —a
kompleks sany z — a = Re'? gorniisde yazalyn. Onda, dz =

Rie‘?d bolar, bu yerde 0 < ¢ < 2m. Sonu iigin,
2

dz Rie'?
yg = jg do = 2mi.
L

z—a J Rei®
0

4-nji mysal. 2-nji mysaldaky towerek boyunca n # —1
bolanda ¢, z"dz = 0 bolyandygyny subut ediii. Bu yerde n-
biitin san.

5-nji mysal. 3-nji mysaldaky towerek boyunga n # —1
bolanda ¢ (z—a)"dz =0 bolyandygyny subut edii. Bu
yerde n-biitin san.

Eger-de L egrinin denlemesi, x = x(t) we y = y(t)
(to <t <T) parametrli gorniisde berilen bolsa, onda (3)
denlemede x,y tytgeydn ululyklaryn verine x(t),y(t)
funksiyalary we dx, dy differensiallarytn  yerine, ol
funksiyalaryn differensialla-rynyn bahalaryny goymak bilen,
egricyzykly integralyn hasaplanylysy, t parametre gora,
kesgitli integraly hasaplamaklyga getirilyar.

Eger-de z = z(t) (0<t<T) bolsa, bu yerde
z(t) = x(t) + ix(t), onda dz =2z'(t)dt Dbolar. Sonun
tigin,

T
f f(2)dz = f 217 (dt
L to

deiiligi alarys.
Mysal:zy =3 we zz = 1 — i nokatlary birlesdir-yén L
goni boyunca
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f f(z+ Rez)dz
L

integraly hasaplamaly.
Coziilisi: z, = 3 sana A(3:0) nokat, zz =1 —i sana
B(1: —1) nokat degisli. A we B iki nokatdan ge¢yian goni
cyzygyn deiillemesi y = —4x + 3 gornilisde bolar. Bu goni
¢yzygyn parametr gorniisli denlemesini yazalyn
x=t
{y =3—-4t
Diymek, z(t) =t +i(3 —4t), 0 <t < 1. Buyerden
dz = (1 — 4i)dt. Onda,
1

f(z + Rez)dz = j[t Fi(3 4 40) + £](1 — 40)dt =
L 0

1
= (1 — 4i) f[Zt + i(3+4t)]dt =
0

= (1-4)[t* +i(3t + th)](l) -

=(1-4)A-i)=5(1-10)
bolar.

§2. Birbaglansykly oblast iicin Kosinin
integral teoremasy.

Birbaglansykly oblastyn kesgitlemesini 1-nji babyn,
§3-de beripdik. Sonut iigin biz géniden-goni Kosinifl integral
teoramasyny beyan edelin.

Kosinin integral teoremasy. Eger f(z) funksiya
yapyk birbaglansykly oblastda analitik bolup, onun her bir
nokadynda {iizniiksiz Oniimi bar bolsa, onda tutuslayyn
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oblastda yatan islendik L yapyk egri (kontur) boyunca f(z)
funksiyanyn integraly nola dendir, yagny

jgf(z)dz = 0. (4)
L
Subudy. (3) formula gora

jgf(z)dz = J.udx —9dy + ifﬁdx + udy (5)

(5) denligin sag tarapynda duran her bir integral ti¢in Griniil
formulasy diylip atlandyrylyan

dex+Qdy ﬂ 6_Q_6_P dxdy

formulany ulanyp, teoremanyn sertlerinifi esasynda

f"gudx—ﬁdy ff _a_ﬁ_a_u xdy (6)

(')u
j‘;ﬁdx+udy f — - xdy (7)

denlikleri yazmak bolar, bu yerde D,L egrigcyzyk bilen
ciklenen yapyk oblast. f(z) analitik funksiya bolanlygy ii¢in,
Kosi-Rimanyn

Ju 099 Odu 09

dx ay ay dx
sertleri yerine yetydr. Sonun ligin (5), (6), (7) deiliklerden
(4) denlik gelip ¢ykyar. Teorema subut edildi.
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Bellik. Kosinifi integral teoremasyny funksiyanyn
Onliminiil lizniiksiz bolmak sertini ayryp hem subut etmek
bolyar, yone bu halda subut etmeklik belli bir derejede
¢ylsyrymlasyar.

Netijeler. 1. Kosinint integral teoremasyny basgaca
asakdaky yaly beyan etmek bolar. Eger funksiya D oblastda
analitik bolsa, onda oblastda yatan islendik acyk egricyzyk
boyunga funksiyanyn integraly egrigyzygyn gorniisine bagly
bolman, difie onun ¢etki nokatlaryna baglydyr.

2. Tegelek halka {ii¢in (28-nji surat) Kosiniii integral
teoremasy

ff(z)dz +ff(z)dz =0 (8)
L T

gorniisi alar, sunlukda [I° konturda ugur sagat dilinin
hereketinin ugry boyunca, L konturda bolsa sagat dilinin
hereketine garsylykly ugur boyunga alynyar. Sonky (8)
deiilikde [I” kontur boyunca alynan integraly denligiii sag
tarapyna gacirip hem-de T" konturyn aylaw ugryny tiytgedip

ff(z)dz = ff(z)dz
L r

deiiligi alarys. Sunlukda sonky denlikde L we I’
konturlaryn ugry sagat dilinin hereketinin ugrynyn tersine
bolan ugur boyunga aylanyar. (8) denligin dogrulygyna goz
yetirmrek ticin, tegelek halkada y; we y, kesimleri gecirip,
ony iki sany I; = AaDCrBA we I, = ABqCDfAoblasta
boleli (29-njy surat).
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I'; we I', yapyk egrigyzyk bilen ¢dklenen oblastlarda f(z)
funksiya analitik bolany ti¢in Kosinini integral teoremasyny

AY
AY

L B 5

A o

Xy
(=)

0 28-nji surat 29-njy surat

ulanyp
jgf(z)dz =0, jgf(z)dz =0
Iy I,

degislilikde
]f(Z)dz+ jf(z)dz+ Jf(z)dz+
DC

AaD CrB
+ | f(2)dz=0
)
ya-da
jf(Z)dZ + Jf(z)dz+ Jf(z)dz +
AB BqC D

+ ff(z)dz= 0

DBA
denlikleri alarys. Bu iki denligi gosup hem-de

63

v



[ r@dz=- [ ey
AB BA

[tz == [ ras
DC cD
deilikleri nazarda tutup

ff(Z)dZ-l_ F‘ng(z)alz = J f(z)dz +

AaD

+ ff(Z)dZ+ ff(z)dz+ Jf(z)dz:

DBA CrB BqC

= f f(z)dz + f f(z2)dz=0
AaDBA crBqcC
deniligi alarys. Emma AaDSA =L we CrfBqC =T, sonun
ticin,

ng(z)dz + Fjf(z)alz =0

netijéni alarys.

Eger Iy, 1, ..., I, yapyk konturlaryn her biri
beylekilerin dagynda yatan bolsa we [, su konturlarynl her
birini 6z i¢inde saklasa, onda /) konturyn icinde we 77
(k=12,..,n) konturlaryn dasynda yatyan nokatlaryn
kopliigine n + 1 baglansykly oblast diyilyar. Bu oblasty D
bilen belgilélin (30-njy surat).
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30-njy surat

Indi, 2-nji netijani umumylasdyryp kop baglansykly
oblast ti¢cin Kosinin integral teoremasyny yazalyn. Eger f(z)
funksiya yapyk D oblastda analitik bolsa, onda

1jff(z)dz = 1jlf(z)dz+

+ | f()dz+...+ | f(2)dz. 9
Jrows]

Bu yerde, 1,15, ...,I, konturlaryn ugry sagat dilinin
hereketinit ugry boyunca alynyar. (9) deiilige c¢ylsyrymly
kontur boyunca Kosinirn teoremasy diyilyar.

1-nji mysal. Eger, D oblast z =a nokady 6z iginde
saklamayan bolsa, onda w =z" bu oblastda analitik
funksiyasydyr, sonunl {i¢in Kosiniii integral teoremasynyi

esasynda
; z"'dz =0

L

deniligi alarys, bu yerde: L, D oblastda yatan yapyk egridir.
Hususy halda,

dz_
—=

0

L
bolar.
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2-nji mysal. Eger D oblast z =a nokady 6z iginde
saklamayan bolsa, onda w = (z —a)™ bu oblastda analitik
funksiyadyr, sonun {i¢in

yg(z —a)"dz=0

dz
fr=e=o
Z—a

L

ya-da, hususy halda,

bolar.

3-nji mysal. w =221+1
kontur:

1) z =i nokady iginde, z = i nokady dasynda,

2) z = —i nokady i¢inde, z = i nokady dasynda,

3) z = + i nokatlary i¢inde,

4) z=+1 nokatlary dasynda, saklayan hallarda
hasaplamaly.

Coziilisi. Ilki bilen berlen droby yonekey droblaryn
jemine dargadalyn

funksiyanyn integralyny L

1 _ 1 _ 1 ( 1 1 )
z224+1 (z+D(z—-1) 2i\z—i z+i/)
Onda, gozlenyén integral
dz 1 dz 1 dz

_5£22+1:2_i Z—i 2i)z+i
L L
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gorniisi alar. Konturlary degislilikde 77y, I, I's we I, bilen
belgilalin (31-nji surat).

31-nji surat
1) I kontur boyunga

dz dz
jg - = 2mi, jg =0
zZ—1 z+1

Sonun iigin,

I==2ni——-0=m
21 20
2) Suna menzeslikde

jg dz . ; dz i
z—1 "7 Jz+1 T

L, L,
=0 oo
=2 2 TR

bolar.
3) Seyle hem § 22 — 2 sonud dicin
y L3 z+i
I=52m‘—52m’ =ng—n=0
bolar.
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1
z2+1
analitik funksiya bolany ii¢cin, Kosiniii integral teoremasy
esasynda I = 0 bolar.

Bellik. Geljkede L kontur bilen ¢éklenen icki oblasty
D™, dasky oblasty bolsa D, bilen belgilejekdiris.

4) I, kontur bilen c¢édklenen oblastda w =

§3. Birbaglansykly oblast iicin Kosinin integral
formulasy.

Goy f(z), L kontur bilen ¢dklenen birbaglansykly yapyk
D oblastda analitik funksiya bolsun. Bu bolsa, yapyk D
oblasty tutuslayyn 6ziinde saklayan kébir D" oblastyf her bir
nokadynda f(z) funksiyanyn kesgitli tiikenikli Oniiminin
bardygyny anladyar.

_ 1 rf@®
f(a)_Z_nijgt—adt (10)

L
formula, oblastyn i¢inde vatan islendik a nokatdaky
funksiyanyin  f(a) bahasyny, funksiyanyn L  konturyin
iistlinde yatan f(t) bahasy bilen anladyp bolyandygyny
gorkezyir. Bu yerde a, konturyni i¢inde yatan islendik nokat,
integrirleme bolsa, L konturyn polozitel ugry boyunga amala
asyrylyar (32-nji surat). (10) formulany subut etmek tigin, D
oblastyn islendik nokadyny a bilen belgilap
o(t) = f(t) f(a)

—a

funksiya seredelin. t nokat L konturyn istiinde yatyan
nokatdyr. ¢(t) funksiya, yapyk D  oblastyn t=a
nokadyndan basga &hli nokatlarynda analitik funksiyadyr.
Merkezi a nokatda bolan, yeterlik kici p radiusly y toweregi
cyzalyn (33-nji surat). y we L konturlaryn arasyndaky oblasta
degisli we konturlaryn tstiinddki nokatlarda ¢(t) analitik

68



funksiyadyr. Kosinin tegelek halka {i¢in integral teoremasynyn
esasynda

jg @(t)dt =j£ @(t)dt (1D

L 14
yazyp bileris.
Ay AY
L
t
0 X 0 X
32-nji surat 33-nji surat

Indi, t = a sertde ¢(t) funksiyanyn predelini tapalyn
f®O-fl@_ .
t—a - f (a)l

fpe® =g

cinki D oblastda f(z) funksiya analitikdir. Eger, t = a
nokatda ¢(t) funksiyanyi bahasy f'(a) den diyip kabul etsek,
onda ¢(t) funksiyamyz yapyk D oblastyfi &hli nokatlarynda
tizniikksiz bolar. Sonun ti¢in  |@(t)| < M (I bap, §6 seret)
denisizligi goz oniinde tutup

j£<p(t)dt < 3£|<p(t)|dt < 2mpM

L
densizligi alarys. p sany islendikge kiceldip bolyandygy {i¢in,
fy @(t)dt integralyn bahasynyn bolsa hemiselikdigini hem-de

(11) denligi goz 6niinde tutup
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jg p()dt =0

L

f@®) - f(a)

t—a

ya-da
dt =0

L
deiiligi alarys. Bu yerden

t t—a
L L
denlik gelip ¢ykyar. Bizin bilsimize gora,
dt
— = 2mi
t—a
L
deiilik yerine yetyar. Sonu ii(;in ahyrky netijede
@ ,
f@)=5—-p—d

L

formulany alarys.

Bellik. Mundan beylédk oblastyn icki nokatlaryny z,
konturyi nokatlaryny bolsa t bilen belgiléris. Onda Kosinin
integral formulasy

_ 1 f@®
f(Z)_Z_ﬂift—zdt (12)

gorniisde yazylyar.
Mysal. §2-ddki 3-nji mysaly Kosininn integral
formulasyny ulanyp ¢ozelin.
1

f&) = ZZ+1 Z+1)(Ez -0
bu yerde ¢(z) = i funksiya -i nokady oziinde saklayan
oblastda analitik déldir, Y (z) = i funksiya bolsa i nokady
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Oziinde saklayan oblastda analitik dildir. Su hésiyetleri goz
oniinde tutsak, onda
1) L; kontur ii¢in (31-nji surat),

f dz =y§"’()dz—2m Pz ==

z2+1 z
Ly
i 1 | i 1
= 2mi - — ;i =2Wi— =T,
z+ilZ =t 2i

2) L, kontur {i¢in,

Y(2)
5£z2+1 i dZ—Zm YD), = —j=

Ly
= 2mi Z_l_Z:_—m 7 = T,
3) L3 kontur iigin,
jg dz _1 dz _ —0
2241 2i)z—i © TV

L3
kontur bilen ¢éklenen

N f@ =5,

oblastda analitikdir. Sonun ii¢in,

; dz _ 0
z24+1

Ly

bolar. Gorsiimiz yaly, bu alynan netijeler 6iiki netijeler bilen
gabat geldi.

Bellik. Tegelek halkada analitik bolan f(z) funksiya
iicin Kosinin integral formulasyny

f(z)=zim.ff(t)dt+i @ ..

2mi ) t—z
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gornligde yazyp bileris. Sunlukda, L konturyn ugry sagat
dilinin hereketinin ugryna ters ugur bilen, y kontur bolsa sagat
dilininl hereketinin ugry bilen alynmaly.

§4. Analitik funksiyanyn oniiminin
formulasy. Kosi gorniisli integrallar.

Bilsimiz yaly, L kontur bilen ¢éklenen yapyk
birbaglansykly D oblastda analitik f(z) funksiya iicin Kosinii
integral formulasy

1 fO
f(z)—z—m.ft_zdt

gorniisde yazylyar, bu yerde t, konturyn iistiinde yatan islendik
nokat, z bolsa, D oblastyn i¢inde yatan islendik nokatdyr.

D oblastyi dasynda yatan islendik z nokat {icin Kosinifi
integraly nola den, sebibi D oblastda yatmayan islendik z

nokatda, 22 funksiya analitikdir.

Eger, L bolek tekiz egri bolup (yapyk bolmagy hokman
dél), onun nokatlarynda kesgitlenen {izniiksiz ¢(z) funksiya
berilen bolsa, onda

(12)

i p(t)dt

2mi t—z
L

(13)

integralyn, L egrinifl listiinde yatmayan islendik z nokady ii¢in
kesgitli bahasy bardyr we ol L egrd degisli bolmadyk &hli z
nokatlarda kébir birbahaly funksiyany kesgitlar. Ony

1 re@®
F(Z) = ﬁL :dz (14)

bilen belgilélin.
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(13) anlatma Kosi gorniisli integral diyilydr. Eger L
yapyk egri bolup, ¢(z) funksiya L konturyn i¢inde we onui
iistiinde analitik bolsa, onda biz Kosini integralyny alarys.

Bellik. (14) formula D oblastyn icki nokatlarynda bir
funksiyany, dasky nokatlarynda bagga bir funksiyany
kesgitleyir, yagny

1 t
F+(Z)=ﬁj€;p£idt z€ DT,

- ()__ <p(t)

Zm t—z

dt z€D™.

Bu halda F(x) funksiya bolek-bolek analitik funksiya
diyilyar.
Teorema. Bolek- bélek analitik funksiyanyn ontiimi
<p( )
F'(z) = o— (15)

2mi z
L

formula bilen tapylyar.

Subudy. Z nokada D* ya-da D~ oblastlardan
cykmazlyk serti bilen kdbir Az artdyrma berelin we F(z)
funksiyanyn degisli AF (z) artdyrmasyny tapalyn

AF(z) =F(z+Az) —F(z) =
1 p(t)dt <p(t)dt
f me

T 2miJt—z—Az t—z
L

_ 1 ;[ Az 1 ] (©dt =
 2mi t—z—Az t—Z¢ -
L

@(t)dt

B z
B Zm'j; (t —zAz)(t — z)
ya-da
_ @(t)
AF(z) = 27l % (t—z—-Az)(t—2) dt.
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Bu denligin iki tarapyny Az -e boliip we Az — 0 sertde
predele gecip

P = Jim AF(z) 1 @(t)

= dt
Az—0 Az 2mi ] (t — z)?

denligi alarys. Teorema subut edildi.

(15) formuladan gorniisi yaly, F(z) funksiyanyn
Onlimini tapmak iicin Kosi gorniigli integraly, z parametr
boyunga differensirlemek yeterlikdir. Bu differensirleméni n
gezek gaytalap

n! 490
FM(z) = —— 35 Gy n=012..
L

formulany alarys. (12)-nji formula (14)-nji formula-nyn
hususy gorniisi bolany {i¢in,

n B n! f) B
f™(2) = Zm'?g G dt, n=0,1,2,..(15)

bolar. Bu yerden bolsa asakdaky teorema gelip ¢ykyar.
Teorema. Eger birbahaly f(z) funksiyanyn D oblastyn
islendik nokadynda birinji tertipli 6niimi bar bolsa, onda ol
funksiyanyn D oblastda islendik tertipli 6ntimleri bardyr.
Mysal.
cosz

CEDE
L
integraly hasaplamaly, bu yerde L, z =i nokadyn dasyndan
bir gezek aylanyan yapyk kontur.
Coziilisi. (15) formulany f(z) = cos z funksiya ii¢in
ulanyp berilen integraly taparys, yagny.
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cosz

(z—1)3
L

_2mi _ o
dz = T f" (2|, = ; = —micosi,

alarys.

Ozbasdak cozmek iicin meseleler.

1.z, =1+ iwezg =2+ 3i nokatlary birlesdiryan AB
kesim boyunga | a5 f(2)dz integraly hasaplamaly, bu yerde
f(z) = x? + y2i.

2. 0(0,0) we A(1,1) nokatlary birlesdiydn egri
boyunga | g [ (2)dz integraly hasaplamaly, bu yerde

f(2) = x%.

Integrallary hasaplamaly.

1+i —1-i
3.] zdz 4, J (2z + 1)dz
i 1+i

dz ) 5 5
5.jz—2,buyerde y——-4)"+@y—-3)=1
14

gorniisli towerek.

6. fzzdz, buyerde AB,z, = 1wezg =i
AB

nokatlary birlesdiryan kesim.

7. J(zz_+ i)dz, buyerde AB,z, =1 we
AB
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zg = —I nokatlary birlesdiryén kesim.

dz .
8. f Z—Z,bu yerde y — z = e gorniisli towerek.
14

e 4 10 <
,fZZ-I-ZZZ ' f ZZ+1Z
|z|=1 |z—i]=1
1—sinz
11. f ———dz 12.leodz bu yerde
z
121=3 v
x2 2
y — P + = 1 gorniisli ellips
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I11 bap. Analitik funksiyalaryi hatarlary
§1. Kompleks iiytgey:inli funksiyalaryn hatarlary.

Ilki bilen kompleks san agzaly hatarlar diisiinjesini
girizip olaryn kabir hésiyetlerine seredelin.

Goy bize, aq,a,as,...,a, .. tikeniksiz kompleks
sanlaryn yzygiderligi berilen bolsun. Onda

o

a, +a, +az+...+a, .. = Z ay (D
k=1

hatara, kompleks san agzaly hatar diyilyar. Eger (1) hataryn
Sp = XR=1a; jeminden diziilen, tiikeniksiz S;,S,,Ss ...
yzygiderlik yygnalyan bolsa, onda (1) hatara yygnalyan
hatar diyilyar. Sunlukda , {S,} yzygiderligii predeli bolan S
sana (1) hataryn jemi diyilyar we asakdaky yaly yazylyar

1)
S = ay.
k=1

1)

Any1 T Ayt = z g (2)

k=n+1

hatara (1) hataryin n-den soiiky galyndysy (yva-da (1)
hatarynn galyndysy) diyilydr. Eger, (1) hatar yygnalyan bolsa,
onda (2) hataryn jemi 7, bilen belgilenip ona hataryn
galyndysy diyilyir. Yygnalyan hatar iicin, |r,| < & defisizlik
yerine yetydr. SOz bilen yagny, eger (1) hatar yygnalyan bolsa,
onda onun galyndysy n — o ymtylanda nola ymtylyar,
timr =0

Indi, hataryn yygnalmagynyn zerur we yeterlik nysany

bolan Kosinin kriteriyasyny kesgitldlin. Eger islendik € > 0
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san Ug¢in, seyle bir N natural san bar bolup p-nin islendik
natural bahasynda

|Sn+p — Sn| < €

ya-da
n+p

Zak <é€

k=n
denisizligiil yerine yetmegi (1) hataryn yygnalmagynyn zerur
we yeterlik sertidir. Kosinin kriteriyasy boyunc¢a

lima, =0 3)

n—-oo

talabyn yerine yetmegi (1) hataryn yygnalmagynyn zerur serti
bolyandygyny gorkezmek kyn déldir. Hakykatdan hem (1)
hatar yygnalyan bolsa, onda Kosiniii kriteriyasy boyunca,
islendik san iicin seyle N natural san bar bolup, &hli n > N
ticin

|an+1| = |Sn+1 - Snl <é& (4)

densizlik yerine yetyir. (3) we (4) talaplar dengiiyclidirler.
Eger, hakyky polozitel agzaly

D lad 5)
k=1

hatar yygnalyan bolsa, onda (1) hatara absolyut yygnalyan
hatar diyilyar. Berlen hataryn agzalarynynn absolyut
ululyklaryndan diiziilen hakyky agzaly hatary dernemeklik,
kompleks agzaly hatary derinemegin esasy usullarynyn biridir.
Bize onden belli bolan Dalamberin, Kosinin we denesdirme
nysanlary hakyky we polozitel agzaly hatarlaryn
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yygnalmagynyn vyeterlik sertidir. Sonun iicin su nysanlar
kompleks agzaly hatarlary derfiemekde hem giniden ulanylyar.

Indi, agzalary kompleks tiytgeyanli funksiyalar bolan
hatarlara seredelin. Goy, sol bir G oblastda kesgitlenen
birbelgili kompleks iiytgeydnli funksiyalaryn tlikeniksiz
uy(2),uy(2), ..., up(2), ... yzygiderligi berilen bolsun.

Onda,

u (2)+uy,(2)+... +u,(2), ... = Z u(z) (6)
k=1

hatara funksional hatar diyilyar. Eger,

z U (o)

k=1
san hatary yygnalyan bolsa, onda z, nokada (6) hataryin
yygnalyan nokady diyilydr. G oblastyn islendik z
nokadynda yygnalyan funksional hatara sol oblastda
yygnalyan hatar diyilydr. Funksional hataryfn yygnalyan
nokatlarynyn kopliigine onuil yygnalyan oblasty diyilyar.
Eger, (6) hatar G oblastda yygnalyan bolsa, onda bu
oblastyin her bir nokadynda sol nokada degisli san hataryn
jemine den bolan birbelgili f(z) funksiyany kesgitlemek
miimkin. Bu funksiya, (6) hataryin G oblastdaky jemi diyilyar
we

[0e]

f&) =) w(
k=1
gorniisde yazylyar. Bu kesgitlemd gord, oblastyil berilen her
bir z € G nokadynda islendik & > 0 san {igin seyle bir N

natural san bar bolup,
n

F&) = u@

k=1
densizlik, dhli n > N(¢, z) lgin yerine yetydr. Gorniisi yaly
umumy yagdayda N san e-e we z-e baglydyr. Eger N san
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dinie -e bagly bolup (7) deisizlik sol bir wagtyn 6ziinde G
oblastynn dhli nokatlary {li¢in yerine yetyian bolsa, onda (6)
funksional hatara G oblastda dendolcegli yygnalyan hatar
diyilyar.

Weyerstrasyn nysany, (Hataryn dendlcegli
yygnalmagynyi yeterlik nysany).

Eger,

a1+a2+---+an+---=2ak (8)
k=1

san hatary yygnalyan bolsa, we (6) funksional hataryn her bir
agzasy G oblastyn islendik nokadynda

lup(2)| < a,,n=1,2,.. 9

densizligi kanagatlandyrsa, onda (2) hatar G oblastda
dendlgegli yygnalyandyr. Bu halda, (6) hatara majorir-lenyin
hatar, (8) hatara bolsa, majorant hatar diyilyar.

Dendlcegli yygnalyan hataryn kdbir hésiyetlerini agzap
gecelin.

1) Agzalary fizniiksiz funksiyalar bolan G oblastda
dendlgegli yygnalyan hataryn jemi bu oblastda {izniinksiz
funksiyadyr.

2) Uzniiksiz funksiyalardan diizilen G  oblastda
dendlgegli yygnalyan hatary bu oblastda tutuslayyn yatyan L
egri boyunca agzama-agza integrirlemek miimkin, sunlukda ,
hataryin agzalarynyn integrallaryn-dan emele gelen hataryn
jemi, berilen hataryn jeminin L egri boyunca integralyna
dendir, yagny u,(z),n = 1,2, ... funksiyalar G oblastda
lizniiksiz we

0

> u@

k=1
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hatar bu oblastda dendlgegli yygnalyan bolsa, onda G oblastda
yatyan islendik L egri boyunca asakdaky

!(Zuk(z)>dz—z.fuk(z)d2— ff(z)dz

denlik dogrudyr.
§2. Weyerstrasyn teoremasy.

Biz dendlgegli yygnalyan hataryil yene bir hésiyetine,
yagny analitik funksiyalardan diiziilen hataryi jeminin analitik
funksiya bolmak sertine garalyn.

Weyerstrasyii  teoremasy. Eger u,(2),u,(2),..
funksiyalar kabir yapyk G oblastda analitik bolsalar we

0]

W@t (Dt un@ + = ) w(D) (1)

k=1

hatar sol oblastda dendlgegli yygnalyan bolsa, onda (10)
hataryin jemi bu oblastda analitik funksiyadyr we ol hatary
agzama-agza differensirldp alynan hataryn jemi, (10) hataryn
jemininl degisli tertipdédki oniimine dendir.

Subudy. G oblastda degisli z nokady alalyn we ony

Ay

34-nji surat
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su oblastda tutus yatyan y towerek bilen gursalyn (34-nji
surat).
Onda serte gora toweregin t nokatlarynda

u () Fu, () +...= f(t) (11)

1
2mi(t—2z)
agzama-agza integrirldlin = we her bir integrirlenen agza
Kosinin integral formulasyny ulanalyfi. Onda

hatar dendlcegli yygnalyandyr. Ony ululyga kopeldip,

1 t 1 t 1 t

,ful()dt+ ,fuZ()dt+..=—, AO
2mi ) t—2z 2mi ) t—z 2mi ) t—z

Y Y 14
ya-da

1 f@®
u (2)+tuy,(2)+...= 27tijgt _Zdt
14

bolar. Bu denligin ¢ep tarapyndaky hataryn jemi f(z)
funksiya den, sonui iigin ol

_ 1 f(®
1@ =5 fﬁ —— (12)
Y

gorniisi alar, bu bolsa Kosinin integral formulasydyr, diymek
f(2) analitik funksiyadyr.
. 1
Eger biz (11) hatary P

-agza y kontur boyunga integrirlesek, onda
1 t
u'1(2)+u',(2)+... = f®

C2mi ) (t - 2)?
Y

kopeldip agzama-

denligi alarys. Bu yerden
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oy 1 f(t)
F@O=s Ye-2® 13)

Y
formula gelip ¢ykyar. Edil suiia menzeslikde,

2!
F(2) = — 3§ (TEEZ))3dt, (14)

2mi t
Y
_f@®
n —
fr@ = 27l (t Z)"+1 dt (15)
denlikler dogrudyrlar.
§3. Derejeli hatarlar

Kesgitleme.

cotci(z—2zy) +cy(z—2z9)% +
et ez —2zp)" +... (16)

gorntigddki funksional hatara derejeli hatar diyilyar. Bu
yerde, z, kompleks tekizliginde berilen nokat, cy,cy,c5, ...
kompleks  sanlar  bolup, olara derejeli  hataryn
koeffisiyentleri diyilyar.

Derejeli  hatarynn  yygnalyan oblastyny tapmakda
asakdaky teoremadan peydalanyarlar.

Abelinn teoremasy. Eger derejeli hatar kdbir z; # z,
nokatda yygnalyan bolsa, onda ol, |z — zy| < |z; — z,| serti
kanagatlandyryan islendik z nokatda absolyut yygnalyandyr.
Eger derejeli hatar kébir z, # z, nokatda dargayan bolsa, onda
ol, |z—2zy| > |z, —zy| serti kanagatlandyryan islendik z
nokatda dargayandyr.
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Abelin teoremasyndan gelip ¢ykyan netijeler.
1) Yygnalyan hem-de dargayan nokatlary bolan

PRCEED

n=0
derejeli hatar {i¢in, seyle bir R > 0 hemiselik san bar bolup
|z, — zog| < R tegelegin i¢inde berlen hatar yygnalyandyr, sol
tegelegin dagsynda bolsa dargayandyr.
Radiusy p < R bolan tegelekde

Z cn(z — zo)"

n=1
hatar dendlcegli yygnalyar. |z —z,| < R oblasta, derejeli
hataryn yygnalyan tegelegi, R sana bolsa hataryil yygnalyan
radiusy diyilyar.
2) R yygnalyan radius Kosi-Adamaryn formulasy diylip
atlandyrylyan
1

im /¢y |

n—oo
formula boyunca hasaplanyar. Bu yerde }ll_rglo Yl =1 san,

{m} yzygiderligin yokarky predelidir. Eger [ = oo Dbolsa,
onda R =0 hasap edilydr. Bu yagdayda hatar dine z,
nokatda yygnalyandyr. Eger [ = 0 bolsa, onda R = oo. Sonun
ticin hatar, kompleks tekizligin dhli nokatlarynda yygnalyar.

3) Derejeli hataryn jemi yygnalyan tegelegin igki
nokatlarynda analitik funksiyadyr.

4) Yygnalyan tegelegini icinde derejeli hatary islendik
sanyny integrirlip we differensirldp bolyar, sunlukda alynan
hatarlaryin yygnalyan radiusy berlen hataryn yygnalyan
radiusyna dendir.

5) Derejeli hataryn koefisiyentleri, hataryn jeminiii we
onuil Oonlimlerinii yygnalyan tegelegini merkezindéki bahasy
boyunga, agakdaky
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™ (2

formulalar bilen kes gitlenyéi.r.
§4. Teyloryi hatary.

Biz 61 yygnalyan tegelegin icinde derejeli hataryn kébir
analitik funksiyany kesgitleyandigini (§3, 3-nji hdsiyet) belldp
gecdik. Indi bolsa, kdbir tegelegin i¢inde analitik funksiyany
derejeli hatara dargatmak meselesine seredelin.

Goy, f(z) funksiya merkezi z, nokatda, radiusy R-e
den bolan kiabir K tegelekde analitik funksiya bolsun. Merkezi
z, hokatda bolan, p < R radiusly C toweregi alyp, bu

A

y
K

v

35-nji surat
tegelekde yatyan z nokat {icin Kosinin integral formulasyny
yazalyn (35-nji surat)

f@) = f tff—t)zdt a7
C
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Bu denligin sag tarapyndaky integralyn asagyndaky i droby,

Z, nokadyn etrabynda kemelydn geometrik progressiya
hataryna dargadalyn

1 1 1

t_Z_t_ZO_(Z_ZO)_(t—Zo)[l—i:?]
0

1 zZ—2z Z— 2y)?
o feie et )

t—z t—zy, (t—zp)?

¢linki,
Z — ZO

<1, zZ— Zy| < |t — zo| = p.
P— | ol < ol =p

Sonky hatary (17) denilikde ornuna goyup we agzama- -agza
integrirldp

LSO zmm f©)

= dt+...
f@ 2mi ] t — z, 2mi ) (t — z)? oo
c c
(z —zp)" f(®)
dt+...
+ 27Tl (t - Zo)n+1 +
c
denligi alarys. Asakdaky
_ 1 f@® _ 1 f(®)
“© = om t—zod' ‘17 omi (t—zo)zdt'
c c
1 f(@®)
c
1 t
o .

C2mi ) (t =zt
C
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belgilemeleri girizip, (2.10)-(2.13) denliklerin esasynda

Co:f(Zo)—zmjg f()

I f@®
c1=f'(20) = 27Ti2€ (t = 2)2 dt,

f(z) 1 f@®

=T T g e =
C
[ ) _ 1 § IO
n! 2mi J (t — zy)"+?

formulalary alarys. Seylelik bilen biz f(z) analitik funksiyany
z = z, nokadyn etrabynda

f(")( o)

f(2) = (zo)+z -~z (8)

derejeli hatara dargatdyk. Bu hatara Teyloryi hatary
diyilydr.z, = 0 bolanda (18) hatardan alynyan

fK( 0) x

F@) = FO+ ) —

K=1

(19)

hatara, Maklorenin hatary diyilyar.
Mysallar. w = (1 + 2)%, w = e?, w = sinz,
w = cosz, w = In(1 — z) funksiyalaryn Makloren hataryny
yazalyn:
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ala—1
1.(1+z)“=1+az+%zz+

+a(a —D(a—2)

T z3+..., |zl <1,

2.e2=1+z+2z%>+2z3+..., |z| < oo,

2 3 6
3.cosz=1-24+Z4+Z 4. |z] < oo,
21 0 a4l ol

Z5

ETRR |Z| < 00,

, z3
4.sinz=z——+
3!
z2  z3
5.In(1—-2) = z+—+5+., lz| < 1.
6. w = i funksiyany z = 0 we z = 1 nokatlaryn

etraplarynda Teyloryil hataryna dargadalyn.
1) z = 0 nokadyn etrabynda

bolar. Sunlukda bu dargayys, H <1 yada |z]| <1
tegelekde dogrudyr.

2) z = 1 nokadyn etrabynda
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i T Z—D+G+)

1

_(i+1)[1+f;—11]_
1 z—1 (z—-1)2 B
_i+1ll_i+1+(i+1)2_"'l_

1 z—1 +(z—1)2
i+l (+1D? 0 (i+1)3

O EDRE - D
B (i + 1)kt 7

hatary alarys. Sunlukda, |§| <1, |lz=1|<|i+ 1| =2,
bolyandygy ii¢in, hataryn yygnalyan oblasty, merkezi z, = 1
nokatda, radiusy r = v/2 def bolan tegelekdir.

Ozbasdak ¢6zmek iicin meseleler.

Hatarlaryn yygnalma radiusyny tapmaly.

1. i einz™ 2. i i"z" 3 i (%)n

n=1 n=1 n=1

[ee] T [ee] (o] n
4 sin—z" 5 Z(l +i)"z" 6 Z —
n
n=1 n=1 n=1
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Funksiyalarynn noluny tapmaly we onun tertibini
kesgitlemeli.

7.f(2) = z* + 422 8.f(z)=SiZ£
9.f(z) = z? + sinz 10.f(z) = 1 + chz.

Berilen derejeler boyunga funksiyalary Teyloryn
hataryna dargatmaly.

11.f(z) = sin(2z+ 1) funksiayany z+1 dereje
boyunga.

12. f(z) = cosz. funksiyany z + % dereje boyunga.

13.f(2) = ﬁ funksiyany z + 2 dereje boyunga.

14. f(z) = 2 funksiyany z + 1 dereje boyunca.
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IV bap.Loranyi hatarlary
§ 1. Loranyn hatarynyn kesgitlenisi.

Asakdaky

oo

> ez =z (1)

n=-—oo

hatara, Loranyn hatary diyilydr, bu yerde n &hli biitin
(polozitel, otrisatel we nol) bahalary kabul edip bilydr. Bu
hatary

i cn(z —z)" =
- i cn(z —zp)" + i cn(z — zp)" (2)
n=-0 n=-1

gorniigde yazmak miimkin. (2) denligin sag tarapyn-daky z —
z, tapawudyn otrisatel dél derejeleri boyunga yerlesen

z cn(z — 2p)"
n=0

hatara Loranyn hatarynyn dogry bélegi, z — z, tapawudyn
otrisatel derejeleri boyunca yerlesen

co

D eaz—a)

n=1

hatara bolsa, Loranyn hatarynyii bas bolegi diyilyér.
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Bilsimiz yaly, Loranyn hatarynyn dogry bolegi, radiusy
kdbir R sana den bolan, |z — z,| = R towerek bilen ¢édklenen
tegelekde yygnalyar. Bu hataryil jemi bolsa su tegelegin iginde
kébir analitik f;(z) funksiya den. Loranyn hatarynyn bas
boleginin yygnalyan oblastyny tapmak ii¢in,

1

zZ — ZO - E

bilen belgilélin, onda biz,
D
n=1

hatary alarys. Bu hatar radiusy kébir p sana deii bolan towerek
1
<p

Z—2Zy

ya-da |z — z,| >% bolar. Eger, %= r bilen belgilesek, onda

bilen ¢dklenen |&| < p tegelekde yygnalyar, yagny |

|z — zy| > r alarys. Diymek, Loranyin hatarynyn bas bolegi

radiusy r-e  we merkezi z, nokatda bolan |z —z,| =71

towerek bilen ¢édklenen tegelegin dasynda yygnalyar we onun

jemi sol oblastda kébir analitik f,(z) funksiya den.
Seylelik-de,

o)

A=) az=2)",  lz=z2l <R,
n=0

[00]

L@ =) caz=z),  lz-zl<T,

n=1
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alarys.

Ay Ay

B |
72

0 _ X 0 )
36-njy surat 37-nji surat

Eger, R > r bolsa onda Loranyn hatary r < |z —z,| <R
tegelek halkada yygnalyar we sol halkanyn ig¢inde kabir
analitik f(z) = f1(2) + f,(2) funksiya den (38-nji surat).

Eger, R < r bolsa, onda loranyn hatary hi¢ bir nokatda
yygnalmayar. r < |z — z,| < R tegelek halkada analitik bolan
f(z) funksiyany su halkada loranyi hatary gorniisinde
anlatmak miimkin.

(@]
Xy

38-nji surat
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Teyloryn hatarynyn koffisiyentlerine menzes,
_ 1 f(2)
CTl

C2mi [ (z =zt

dz, n=0,%1,%2, ..

14
formulany, Loranyn hatarynyn koeffisiyentlerini hasaplamak
ticin hem ulanmak bolyar. Bu yerde y egri z, nokady o6ziinde
saklayan r < |z —zy| < R tegelek halkanyn iginde yatan
islendik yapyk kontur.

§ 2. Bir bahaly kompleks iiytgeyénli
funksiyanyi ayratyn nokatlary.

Hakyky iiytgeyinli funksiyalara seredenimizde, biz
olaryn bir ya-da basga bir nokatda Ozlerini diirli hili alyp
baryanlygyna yagny, iizniiksiz, tiikenikli iizniik, diizedilyin
tizniik we tiikeniksiz tizniik bolup bilydndigine goz yetiripdik.
Suna menizes yagdaylar, kompleks {ytgeyinli analitik
funksiyalarda hem bolup biler.

Eger, seyle bir

[0e]

> enlz—7)"

n=0

derejeli hatar bar bolup, ol hatar, merkezi z, nokatda bolan
islendik kici radiusly tegelekde f(z) funksiya yygnalyan bolsa
basgaca z, nokadyn islendik kici radiusly tegelegi bar bolup
f(z) funksiya sol tegelekde analitik bolsa onda z, nokada
f(z) fuksiyanyn dogry nokady diyilyar. Dogry bolmadyk
nokatlara f(z) funksiyanyn ayratyn nokatlary diyilyar.

Eger f(z) funksiya D oblastda analitik bolsa, onda onui
icki nokatlarynyit hemmesi dogry nokatlardyr. D oblastyn T
céginde bolsa dogry nokatlar bilen bilelikde f(z) funksiyanyn
ayratyn nokatlary hem bolup biler. Eger, D oblastyn we onun
[' ¢caginin hemme nokatlary dogry nokatlar bolsalar, onda
f(z) funksiya yapyk D oblastda analitikdir.
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Teorema. Eger derejeli hatar kébir tegelekde f(z)
funksiya yygnalyan bolsa, onda yygnalma tegelegin
serhedinde f(z) analitik funksiyasynyin i bolmanda bir
ayratyn nokady bardyr.

Bu teoremadan,

Z cn(z — zo)"

n=0
derejeli hataryn yygnalma tegeleginin radiusynyn, z,
nokatdan, su hataryn jeminin z, nokada in yakyn yerlesen
ayratyn nokadyna ¢enli uzaklygyna deiligi gelip ¢cykyar.

Eger, z, nokat f(z) funksiyanyn ayratyn nokady bolup,
f(z) funksiya 0 < |z — zy| < R tegelek halkada bir bahaly
we analitik bolsa, onda z, nokada f(z) funksiyanyn
iiziielenen ayratyn nokady diyilyir. z, nokadyn 6ziinde f(z)
funksiyanyn kesgitlenmezligi hem miimkin.

Bilsimiz vyaly, f(z) funksiyany 0 < |z—z,| <R
tegelek halkada Loranyn hataryna dargatmak miimkin. Sonun
ticin, funksiyanyn Loran hataryna dargamasyndan ugur alyp,
onun ayratyn nokatlaryny tapawutlandyryarlar.

1. Eger funksiyanyn Loran hatarynyi bas bolegi yok
bolsa (f,(z)=0) onda z=2z, nokada funksiyanyn
diizedilyin ayratyn nokady diyilyir we su nokadyn
etrabynda funksiya,

(o]

f) =) ealz—z)" =
=co+ (2 2ZZOO) + c,(z — zg)%+. ..

gorniigli Teylor hataryna dargadylyar, bu yerde

lim f(2) =c,

z-2Zg
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2. Eger funksiyanyil Loran hatary z — z, iki agzanyn
m sany tiikenikli otrisatel derejelerini saklyan bolsa, yagny
m

f@ =) cnlz—2)" =
=c1(z— ZO)ETI‘F c_(z—29)7* +

+...ccm(z—2)™™, c_p#0

onda, z = z, nokada f(z) funksiyanyn m-nji tertipli polyusy
diyilyar, m = 1 bolanda, z = z, nokada birinji tertipli ya-da
yonekey polyus diyilyér.

m-nji tertipli polyusyi etrabynda funksiyany

__e@®
F@ ==, 5 @
gorniisde yazmak bolyar, yonekey polyusyn etrabynda, ol
_ 9@
f@ =5 (5)

gorniisi alar. Bu yerde ¢(z)-analitik funksiya we ¢ (z,) # 0.

3. Eger, funksiyanyi Loran hatary, z — z, iki agzamyn
otrisatel derejelerinin tiikeniksiz kop sanyny saklayan bolsa,
onda z =z, nokada funksiyanyn diiypli ayratyn nokady
diyilyér. Bu hili nokatda f(z) funksiyanyn hi¢ hili (tiikenikli
ya-da tiikeniksiz) predeli yokdur.

Uzitelenen ayratyn nokatlaryii yeterlik golay etrabynda
funksiya 6ziini diirli-diirli alyp baryar. Diizedilyén nokadyn
yeterlik  golay etrabynda funksiya c¢dklenendir. Polyus
nokadyn yeterlik golay etrabynda funksiya céklenen dildir,
ona (4) we (5) denliklerde z — z, sertde predele gecsek,

lim f(z) = oo,

z-2Zg
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bolyandygy iicin, géz yetirmek miimkin. Diypli ayratyn
nokadyn yeterlik golay etrabynda funksiya kesgitlenyin
daldir. Bu dernewleri tersine hem ulanyp bolyandygyny belldap
gecelift. Yagny eger z = z, nokadyi golay etrabynda funksiya
ciklenen, ¢dklenmedik ya-da kesgitlenmedik bolsa, onda z =
zy nokat, degislilikde, diizedilydn ayartyn, polyus ya-da
diiypli ayratyn nokatdyr.

Mysal. f(z) =7

z—-1)(z+2)3
noktlaryn etraplarynda Loranyn hataryna dargatmaly we bu
nokatlarynl ayratynlyk gorniisini kesgitlemeli.

Coziilisi. 1) z=1 nokadyn etrabynda funksiyany
droby

funksiyany z =1 we z =2

. v v e e 1
Loranyn hataryna dargadalyn. Onuil {i¢in D@D}

yonekey drolaryn jemine dargadalyn
1 A N B N
z=1D(z+2)3 z-1 z+2

R
(z+2)? (z+2)3

Bu yerden, nébelli koffisiyentleri tapmagyn diizgiini
boyunca

A= ! B = ! C= > D= !
277 27 277
alarys. Onda,
1 B 1 1
z=D(z+2)3 27(z-1) 27(z+2)
5 1

" 27(z+2)? 3(z+2)3 ®)

bolar.
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. 1
Indi, 27D

galan droblary z — 1 iki agza boyunga hatara dargadalyn:
1 1 1

= —(z—1) deiligi goz ofiinde tutup,

11
3[1+%57]
1 z—1 (z—-1)?

_ ll_ LY G _]

Zz+1 (@z-1)+3

11 1 1 12 .
=3"5@ " D+-(E-1)"-. (7)

Sunlukda,|2;—1| < 1 sert yerine yetmeli, ya-da

|z — 1| < 3. (7) denlik bilen kesgitlenen hatary yzygider iki
gezek differensirldp asakdaky

1 1 2

3
—m——§+ﬁ(2—1)—8—1(2—1)2+

4 3
+%(Z— 1) +... (8)
2 2 6
Gr2p 77 e DY
12 )
+%(Z— 1) +... (9)

hatarlary alarys. (7), (8), (9) denlikleri (6) denlikde ornuna
goyup,
1 1

TEn T A
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BN L PR DA
Z 57 Z

271379
511 5 3

—_ = - _ _ _ 2 e | —
27l 7@ D+gr -1+ ]
111 3 6

= _ _ _ 2__
3[27 g1 Z - DHzE-1 ]

ya-da menzes agzalary toparlamak netijesinde

1 PR U
z-—Dz+2)3 27 243

+ 334( 1) 4 12+
19483 2 23 F D

hatary alarys. Bu hataryin yygnalyan oblasty |z —1| <3
densizlik bilen kesgitlenyér. Bu bolsa, merkezi M(1;0)

AY AY

bad 4

39-njy surat 40-njy surat

nokatda, radiusy R = 3 bolan tegelekdir (39-njy surat).
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Sonky hatardan gorniisi yaly, ol z — 1 iki agzanyn diie
bir otriatel derejesini Oziinde saklayar we onun oniindédki
koeffisijent — defi, yagny C_; =-—. Bu netije bize indiki
bapda gerek bolar.

3) Indi z=—2 nokadyn etrabynda funksiyany
Loranyn hataryna dargadalyn. Onun tigin, (6) denlikdéki i
droby z = —2 nokadyn etrabynda hatara dargadalyn

1 1 1

z-1 (z+2) -3 3-(z+2)
= ! = 1[1+1(2+2)+
= 3 3Z

z+2]
3|1-53=

1

+§(z+2)2+...]=
_ ! 1(+2) ! +2)%+
=3 92 27(2 )+

Bu netijéni (6) denlikde goyup

1 1 1
Z-Dz+2: 81 23t~
1 2 1 -1 5 -2
—ﬁ(z+2) —---—ﬁ(z+2) _E(Z-I_Z) —
—%(z+2)_3 (10)

denligi alarys. Sunlukda, hataryn yygnalma oblasty |%| <1

sert bilen ya-da |z + 2| < 3 densizlik bilen kesgitlenyér. Bu
bolsa merkezi N(—2,0) nokatda, radiusy R =3 bolan
tegelekdir (5-nji surat).

(10) denlikden gorniisi yaly Loranyn hatary z 4+ 2
ikiagzanyn otrisatel derejesinin difie ii¢ sanysyny Ozilinde
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saklayar, sonun iigin z = —2 nokat berilen funksiyanyn 3-nji
tertipli polyusydyr, sunlukda
1

C_,=——.
1 27

§ 3. Funksiyanyi noly we polyusy arasyndaky
baglanysyk.

Goy, f(z) funksiyanyn z = z, nokatda m-nji tertipli
nuly bar bolsun. Onda, belli bolusy yaly (III bap, § 5), ony z,
nokadyn kébir etrabynda

f(@) =cm(z—20)™ + Cmaa(z —20)™ ... (11)
derejeli hatar gérniisinde ya-da
f(@2)=(z-20)"¢(z) (12)

gorniisde yazmak bolar. Bu yerde, ¢(z) funksiya z, nokatda
analitik we

@(z9) = ¢ # 0
Indl — funk51ya seredelin. Onda
1 1 1 Y(2)

@G 0@ G-z )

1
we Y(z) = funksiya, (zo) # 0 serti
Y 0(2) y Y(2o $

kanagatlandyryandygy ii¢in, z, nokadyn etrabynda analitikdir,
Sonun iicin ony z, nokadyn etrabynda Teyloryn hataryna
dargatmak miimkin

Y(2) = P(z0) +9'(20)(z — 20) +... (14)
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(14) denligi (13) denlikde ornuna goyup
1 _ Y (20) n Y’ (20) n
f(z) (z—2z)™ (z—z)™ 1 ™~

deniligi alarys. Bu deiilikden gorniisi yaly, % funksiyanyn

hatary z — z, iki agzanyn m sany otrisatel derejesini saklayar.
Diymek, z =12z, nokat bu funkiyanyn m-nji tertipli
polyusydyr. Tersine, eger z = z, nokat f(z) funksiyanin m-nji
tertipli polyusy bolsa, onda ony

f(z) = ﬂ

(Z _ Zo)m, (p(ZO) #0

gorniisde aiiladyp bolar. Bu yerden bolsa,

1
(z = 2o)™ - oN (z = 20)™ Y(2)

@)~

denligi alarys. Y (z,) = ﬁ # 0 bolany sebépli, ol z,
0
nokadyn etrabynda analitikdir. Sonun ii¢in, (14) denlik
dogrydyr. Sunlukda,

1
ﬁ =Y (20)(z — z)™ + P'(20) (z - Zo)m+1+- -

1
f(2)
noldyr. Bu yerden, eger

funksiya {igin, z = z, nokat m-nji tertipli
(z—zp)™
o(2)
asakdaky umumy netije gelip ¢ykyar. Eger z, nokat g(z)
funksiyanyn m-nji tertipli noly bolsa, onda ol noka

fl2) = ﬁt funksiya ti¢in  m-nji tertipli polyusdyr we

bolar. Diymek

= bilen belgilesek, onda,

tersine, eger z, nokat, f(z) funksiyanyin m-nji tertipli polyusy
bolsa, onda ol g(z) funksiyanyn m-nji tertipli nolydyr. Ondan
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basgada f(z) = % gorniigli drob funksiyanyin nollary

¢@(z) = 0 denlemeden kesgitlenyar.

_ (z-1)(z+2)3
Mysal. f(z) = a2
yonekey nol, z =2 nokat 3-nji tertipli nol, z = —1 nokat

ikinji tertipli polyus, z = 2 nokat yonekey polyusdyr.

funksiya ti¢in, z = 1 nokat

§ 4. Funksiyanyi tiikeniksiz uzaklasan nokatda
Loranyn hataryna dargadylsy.

Indi, w = f(z) funksiyanyn z = co nokadyn etrabynda
Loranyn hataryna dargadylysyna garap gecelin. Onuil iigin,

ilki bilen & =~ 6zgertméi seredelif. Eger |z| < 1 bolsa, onda
€] > 1 bolar. Diymek, § =- Gzgertmede, z tekizligindaki
birlik tegelek, w tekizliginde birlik tegelegin dasyna 6zgerer,
sunlukda, z = 0 nokat ¢ = 0 nokada we tersine, z = oo nokat
¢ = 0 nokada 6zgerer (6-njy surat). Eger, 6zgerdilen

Y() = f(i) funksiya £, = 0 nokatda analitik bolsa, onda
f(z) funksiya z, = oo nokatda analitik diyilydr. Meselem,
Sini funksiya z, = oo nokatda analitik, sebdbi siné funksiya

&0 = 0 nokatda analitik funksiya sonuf ii¢in bu funksiyany
¢o = 0 nokadyn etrabynda Loranyn hataryna dargadalyn

0O =)l + )
n=0

n=0

Bu deiilikde, & = E ornuna goysak, onda

F(z) = i;—%i ¢ 2" (15)
n=0 n=0

hatary alarys. Gé');siimiz }’lgly, bu halda Loranyn hatarynyn
dogry bolegi
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o)

@) =) ez

n=0
z argumentin otrisatel derejelerini saklayar, bas bolegi,

fa(2) = Yoy c-n2™
bolsa, z argumentin poloZitel derejelerini saklayar.
Eger, f(z) funksiya, birlik tegelegin dasynda tiikeniksiz

Ay AY

O ©

b 0 X
41-nji surat

daslasan nokadyn 6zilinden basga ayratyn nokady saklamayan
bolsa, onda z = oo nokada iiziielenen ayratyn nokat diyilyar.
Onun gornilisi Loranyn (15) hatarynyi bas bdlegi boyunga
kesgitlenyar.

Eger (15)-nji hatar, z ululygyn polozitel derejelerini
saklamayan bolsa, yagny f,(z) =0 bolsa, onda 2z =0
nokada f(z) funksiyanyn diizedilyin ayratyn nokady
diyilyar.

Eger (15)-nji hatar, z ululygyn polozitel derejelerinin
tilkenikli sanyny saklayan bolsa, onda z = co nokada f(z)
funksiyanyil polyusy diyilydr. z = o0 polyusyil etrabynda
funksiya
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f2) = Pa@) + ) =2

gorniisde yazylyar, bu yerde ) P, (z), m-nji derejeli,
kopagzadyr. m sana z = oo polyusyi tertibi diyilydr, m =
1 bolanda, z = o nokada yonekey polyus diyilyar. Bu halda,
ol

Cc_
[ =cz+ ) ==
n=0

gorniisi alyar.

Eger (15) hatar, z ululygyn polozitel derejelerinin
tiikeniksiz sanyny saklayan bolsa, onda r = co nokada f(z)
funksiyanyn diiypli ayratyn nokady diyilyar.

Diizedilydn nokadyn etrabynda funksiya c¢éklenendir,
polyus nokadyn etrabynda cdklenen déldir, diiypli artyan
nokatda bolsa, funksiya kesgitlenen daldir.

Mysal. f(z) = z

z?-5z+6
etrabynda Loranyi hataryna dargatmaly.

funksiyany z = oo nokadyn

Coziilisi. z = %ululygy girizeliii. Onda
1

1y &3 _ 1
E)-1 5.6 S(687-5¢+1)
7%

deniligi alarys. Sonky droby yonekey droblaryn jemine
dargadalyn
1 1

E(682—5¢+1) ¢QRE-DBE-1)
A B C

AT R
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Niébelli 4, B, C koeffisiyentleri tapmagyi usulyny
ulanyp, A = 1,B = 4,C = —9 alarys. Onda,
1 1 4 -9

F2E-D@EE-1 ¢ 26-1 3¢-1

bolar. Indi ¢ = 0 nokadyn etrabynda Fl—l we ?1_1 droblary
hatara dargadalyn.

D

1 1
26—1  1-2&8

=—(1+28+482+883+-) =
2 4 8
=—(1+—+—2+—3+...>
Z Z Z

bu hataryin yygnalyan oblasry 2l <1, ya-da |z| > 2. Bu bolsa
z

merkezi koordinata baglangyjynda, radiusy 2-4 den yapyk
tegelegin dasydyr (42-nji surat)

1 1
2) 3T T

= —(1+38+982+2783+...) =
3.9 27
= _(1+;+z_2+z_3+"')’
Bu nokadyn yygnalyan oblasty, |§| <1 ya-da |z| > 3,

yagny merkezi koordinata baslangyjynda, radiusy 3-e den
bolan yapyk tegelegin dasky nokatlary (42-nji surat).
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0 X 0 X

42-nji surat
Onda, berlen funksiyanyn z = o nokadyn etrabyndaky
Loranyn hatary

23

= 4<1+2+4+8+ )+
22—52+6_Z z z2 z3

3 9 27 19 65
+9(1 +—+—+—+...) =z+5+—+—+..

z z? z3 z  z?
bolar. Bu hatar {i¢in, z = oo nokat yonekey polyusdyr, onun
yygnalyan oblasty bolsa, merkezi koordinata baslangyjynda,
radiusy R =3 den bolan yapyk tegelegin dasynda yatan
oblastdyr (42-nji surat).

Z4-

2-njimysal. f(z) = 0
etrabynda Loranyn hataryna dargatmaly.
o ere , zt ozt
Coziilisi. Bu yerde, i z2(1+ziz) = 1+zi2

funksiyany z = oo nokadyn

z2

owlirme gegirip
1 1 1 1
=1 —Z—2+;—;+...

1
1+Z—2
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dargatmany ulanalynl. Onda
4

f(z) =
bolar. Sunlukda, -

1
=)

1422 z2 z*

<1 ya-da |z?| > 1, bu yerden |z| > 1
densizlik gelip ¢ykyar. Seylelik-de, hataryi yygnalyan oblasty
merkezi koordinata baslangyjynda, radiusy R =1 bolan
yapyk tegelegin dasynda yatyan oblastdyr, z = co nokat bolsa,
ikinji tertipli polyusdyr. 1-nji mysalda C_; =19, 2-nji
mysalda C_; = 0 bolyar. Bu netijeler indiki bapda gerek bolar.

Ozbasdak ¢ozmek iicin meseleler.

1. z =0 nokadyn towereginde asakdaky funksiyalary
Loranyn hataryna dargatmaly.

sinz e’
3

L f(2) =— 2.f(2) ==

2. Berlen tegelekde (halkada) asakdaky funksiya-lary
Loranyn hataryna dargatmaly.

1
3.f(Z):m, 0<|Z|<1

1
4.f(Z)=m, 1<|Z|<00
5.£(2) 2z+3 1< 2| <
. = [00)
I zz+13z+2' z
6.f(Z):m, 4<|Z+2|<00
1
7'f(Z)_(z—1)(z—3)' 1<z <3
1
8.f(z) =

2z —5
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3.z =0 nokadyn towereginde asakdaky funksiyalary
Loranyn hataryna dargatmaly.

9.f(2) =

Z2

10.f(z) =

(2z —5)2 z—1
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V bap. Wycetler teoriyasy.
§1. Ayratyn nokada gora funksiyanyn wyceti.
Goy, z = z, nokat, analitik f(z) funksiyanyn iiziielenen

ayratyn nokady bolsun. Bu funksiyany z = z, nokadyn
etrabynda Loranyn hataryna dargadalyn

C_ C_
f(z)zz_lz0 (Z_Z20)2+---+co+c1(z—zo)+
+cy(z — zp)?*+... (1)

7, nokady gursap alyan, yeterlik kici radiusly y (|z — zo| = 1)
toweregin iistiinde bu hataryn dendlgegli yygnalyanlygy iigin,
(1) denligin iki tarapy-ny y towerek boyunca agzama-agza
integrirldlin. Onda, bize belli bolsuna gord (II bap, §2), n # 1

sertde
i dz 0
(z —zp)" -
14

bu yerde n biitin san, n = —1 bolanda bolsa,

dz ]
; = 2mi,
Z— Z,

Y
bolar. Sonun {i¢in integrirlenen (1)-nji denligin sag tarapynda
C_1 koeffisiyentli agzadan beyleki agzalaryn hemmesi nola
deni bolar. Seylelikde

ff(z)dz =2mi-C_,
Y

ya-da
_ 1 f (z)d 2
¢ = 5= f(D)dz @
14
denligi alarys.
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Kesgitleme

1
ﬁf f(Z)dZ
Y

integrala, f(z) funksiyanyn 2z =z, nokatdaky wyceti
diyilyéar we ol

res f(z) ya—da res f(zy)

—40
bilen belgilenyér.(2)-nji denlikden gorniisine gord,  f(z)
funksiyanynn  iiznielenen ayratyn z, nokatdaky wyceti, ol
funksiyanynn z, nokatda Loranyil hataryna dargamasynyil
z — z, ikiagzanyn birinji otrisatel derejesiniii yanyndaky c_
koeffisiyente den.

Meselem, IV babyn §3-de seredilen
1
f(Z) - (z—1)(z+2)3

Loranyn hataryna dargadylanda z — 1 ikiagzanyn birinji

funksiya, z = 1 nokadyi etrabynda

otrisatel derejesinini yanyndaky koeffisiyent c_; = % dent

bolupdy, sonu iigin
1 1

z—1)(z+2)3:ﬁ

€y = Tes f(Z)(

yene-de sol mysalda, funksiyany z = —2 nokadyn etrabynda
Loranyn hataryna dargadanymyzda

1
27

C_1 =

bolupdy. Sonuii {i¢in,

1 1
¢ =resf(=2) = res, z-D(z+2)°3 27

bolar.
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Hususy halda, funksiyanyn diizedilydn ayratyn
nokatdaky wygetinin nola denligi diisniiklidir. Ciinki,
funksiyanyn diizedilydn ayratyn nokatdaky Loran hatary, z —
7, ikiagzanyn birinji otrisatel derejesini 6ziinde saklamayar.
Sonun {¢in, funksiyanyn polyus nokatlardaky wygetini
hasaplamagyn kébir formulalaryny getirip gérkezelin.

1. Goy, z = z, yonekey polyus bolsun.

Onda

c_

f@ ==t Y ez = 2)"
zZ — ZO =0

bolar. Bu denligin iki tarapyny z — z, ikiagza kopel-dip we

z = z, sertde predele gegip

€1 = le_gl (z —20)f (2) 3)

formulany alarys.
1-nji  mysal. Bize belli bolan f(z) =

1
(z—1)(z+2)3
funksiyanyn z = 1 nokatdaky wygetini hasaplamaly.
Cozillisi. z=1 nokat f(z) funksiyanyn yonekey
polyusydyr. Sonu {i¢in (3)-nji formula boyunca
1

z—-1D(z+2)3
1

¢y = res f(z) =lim(z—1) T

zlr% (z+ 2)3 - 27
denligi alarys, bu bolsa 61iki netije bilen gabat geldi.
2. Eger, f(z) funksiyany
f@) =2
7Z) =
Q(2)

gorniisde anladyp bolyan bolsa, bu yerde P(z) we Q(z)
analitik funksiyalar bolup, P(z,) # 0,Q(z,) = 0,
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Q'(zy) # 0 bolsa, onda z, nokat f(z) funksiyanyn yonekey
polyusy bolar we (3)-nji formulanyn =esasynda
c.,=1lim(z—2zy)f(2) =
z-2Z

= lim (z — ) - 2@y P@_ P)
z-z Q) z-z Q(z) — Q(2) Q’(ZO)
Z—Zg
ya-da
P(zy)
=resf(zy) ———= 0 (z0)

denligi alarys.

.- z
2-njimysal. f(z) = ——
nokatlardaky wygetlerini hasaplamaly.

Céoziilisi. Bu yerde P(2) = z. Q(z) = z2 + 1den we
z? + 1 nokatlar yonekey polyuslardyr. Sonufi iigin
P(+i) 1

Q) 2
3. Goy, z, nokat f(z) funksiyanyn m-nji tertipli polyusy
bolsun. Onda

= +i ayratyn

resf(+i) =

C-m
f@)=—T5n+ o+

Z— Zy)™m Z—Z
0 0

£ ez = 2" (4)
n=0

bolar, bu yerde c_,, # 0. (4)-nji denligin iki tarapyny
(z — zy)™-e kopeldip

f(Z)(Z —zy) " =c_p+tc_(z—- Zo)m—l +

+ Z cp (z — zg)™t™M
n=0
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denligi alarys. Bu denligin iki tarapyny m — 1 gezek
differensirlédp we z— z, sertde predele gegip

— @z - 2™ = (m - Dl ey

llm
z—>7, dm 1

ya-da
resf(zo) = C; =

1 dm—l

lim [f (2)(z = z)™]

T m-1!, Sz, dpt
denligi alarys.
Mysal. f(z) = (Z e funksiyanyn  wygetini
hasaplamaly
Coziilisi. z = 2 nokat f(z) funksiyanyn 3-nji tertipli
polyusydyr. Sonuil iigin yokarky formulanyn esasynda

2
resf(2) = —hm [(z - 2)3 2)3] =
1 d?
— lm 2y =
=iz @) =1

bolar.

§ 2. Tiikeniksiz daslasan nokada gori funksiyanyn
wyceti.

Goy, f(z) funksiya nokadyn etrabynda analitik bolsun
(nokadyn 6ziinde analitik bolmagy hokmany dél). Ony z = o
nokadyn etrabynda Loranyil hataryna dargadalyn.

c.q C-
f(2) = —1+—22+...co + 1z + 2% +.... (5)
z  z
Bu hatar, merkezi z =0 nokatda we radiusy yeterlik

uly bolan y(|z| = R) toweregin tstiinde dendlgegli yygnalyar.
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Sonun iigin (5)-nji denligin iki tarapyny, aylaw ugry sagat
dilinin hereketiniii ugry bilen gabat gelyan (sunlukda z = oo
nokat konturyn elmydama c¢ep tarapynda galar) y~ towerek
boyunga integrirldlin. Onda, n # —1 bolanda

n = —1 bolanda,

bolyandygyny g6z o6niinde tutyp
dz

jgf(z) dz =c_4 jg - = —2mic_q

1 I

ya-da
g JOL 6
€1 =5— ¢ f2)dz (6)
-

deiiligi alarys.
Kesgitleme.

1
o j_gf(z) dz

Y
integralyn bahasyna, f(z) funksiyanyin z = co nokadyndaky
wyeceti diyilyar we ol resf (o) ya-da
res f(z)
Z—00
belgi bilen belgilenyir, diymek

1
resf(e) =5 ;( f(2) dz
7

bu yerde y~, aylaw sagat dilinin hereketinin ugry bilen gabat
gelyian, radiusy yeterlik uly bolan |z| = R towerekdir.
Bu kesgitlemeden we (6)-njy denlikden, f(2)
funksiyanyn z = oo nokadyndaky wygeti, funksiyanyn z =
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oo nokady etrabynda Loranyii hataryna dargat-masynda z ™

derecjanin  ontinddki  koeffisiyentin  garsy-lykly —alamatly
bahasyna deiligi gelip ¢ykyar, yagny

resf(e) = —c_4
3
1-nji mysal. f(z) = ZZ—ZSZ+6 funksiya, z = o nokadyn

1

etrabynda Loranyn hataryna dargadylanda (IV bap § 5) z~
derejiniin yanyndaky koeffisiyent, c_; = 19 bolupdy. Sonun
ticin,
3
resf (o) = ;‘_e)g)m =—c_,=-19
Z4-
1+2z2
bolupdy. Diymek, resf(c0) = 0 bolar.
2-nji mysal. f(z) = == funksijasyny f(z) = = 1+~

gorniisde yazyp, ony z = oo nokadyn etra-bynda Loranyn
hatary hokmiinde seretmek miimkin.

lim ) = 1
bolandygy iicin, z = oo nokat funksiyasynyn diizedilydn
ayratyn nokadydyr, sonun ig¢in, adatca f(o0) =1 diyip
yazmak bolar. Bu yerde, c_; = 1, diymek

resf(o) = —1
bolar. Bu mysaldan, tiikenikli diizedilydn ayratyn nokatdan
tapawutlylykda, tiikeniksiz daslasyan diize-dilydn ayratyn
nokada gord, analitik funksiyasynyn wygetinii nola den
bolmazlygy miimkin.

bolar. Yene sol yerde, f(z) = funksiya icin, c_; =0

§ 3. Wycetler barada esasy teorema.

1-nji teorema. (Wygetler hakynda esasy teorema) Goy,
f(2 funksiya D oblastyn {iiznielenen tikenikli sany
Z4,Zy, ..., Zp, ayratyn nokatlaryndan basga hemmesinde analitik
bolsun. Onda z,, z,, ..., z, nokatlary 6ziinde saklayan we D
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oblastyn icinde yatan I' kontur bilen ¢iklenen islendik yapyk

G oblast ii¢in,
1
— z)dz
i 1
T
integral, f(z) funksiyanyn zy,z,,...,2, nokatlara gord
Wycetlerininl jemine dendir, yagny

n

§FG)dz =) resf(a) %
r

k=1

1
2mi
Subudy. z,(k = 1,2, ...,n) nokatlaryn her birini, biri-
biri bilen kesismeyin we I' konturyin i¢cinde tutuslayyn yatyan
Vi konturlar bilen gursap alalyn. Onda biz n+1

baglanysykly oblast alarys (43-nji surat). Su oblast ii¢in
Kosinifi integral teoremasyny yazalyn

1 1
Z_MQEf(Z)dZ = 7 jgf(z)dz+
Y1

1 1
+2—m_ ff(z)dz...+2—m, ff(z)dz
Y2 Yn
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43-nji surat

Bu denligin sag tarapyndaky her bir  gosulyjy f(2)
funksiyasynyn degisli nokatlara gérd wygetine den, yagny

1

i jgf(z)dz =resf(zy), k=12,..,n
Yk

Sonun {igin,

zimf)g f(2)dz = resf(z,) + resf(z;) + - +
r

+resf(z,) = Z resf(zy).

k=1

Teorema subut edildi.
2-nji teorema. Eger f(z) funksiyanyn gineldilen
kompleks tekizliginde tiikenikli sany z,Zzy,...,Z, ayratyn
nokatlary bar bolsa, onda onui tiikeniksizlikdiki wygeti bilen
bilelikdéki &hli wygetlerinin jemi nola dendir, yagny
n

resf(c) + ) resf(zy) =0 (8)
kz ‘

Subudy. 1-nji teoremadaky I' konturyn deregine,
Z4,Zy, ..., Zn nokatlary 0z igine alyan, merkezi koordinata
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baslangyjynda bolan, yeterlik uly radiusly toweregi alalyn.
Onda, I' toweregin aylaw ugruny tersine uytgedip (7)-nji
deinllikden

n

1
Z resf(z;) — 7 jgf(z)dz =0
denligi, }'Ia-dak=1 a

z resf(z;) — (—res()) =0

=1

K
deiiligi alarys. Ahyrky netijede
n
z resf(z;) + res(o) =0

k=1
bolar. Teorema subut edildi.

1-nji mysal. Su babyn §l-de f(z) =

_r
(z—-1)(z+2)3

funksiyanyn z = 1 nokada gord wygetinin resf (1) = %,
1

z=—2 nokada gord wygetinifi bolsa resf(=2)=—-—

bolyandygyny gorkezipdik. Teoremanyn tassyklamasyna gora
resf(1) + resf(—2) + resf() =0
denlik yerine yeter. Onda,ornuna goymak bilen

1 1

ﬁ—ﬁ+7‘esf(oo) =0

ya-da resf(c0) = 0 netijéni alarys.
Bellik. (8)-nji formulany

n

resf(e) = = ) resf(z) )

k=1

gornligde yazyp, ony kébir integrallary hasaplamakda ulanyp
bolyandygyny gorkezelin.

119



2-nji mysal.

/- f dz
B 1+ z4
|z|=2

integraly hasaplamaly.
1

Coziilisi. Integral asagyndaky f(z) = oot funksiyanyn
tilkenikli polyuslary, |z| = 2 toweregin i¢inde yatyan,
z* = —1 denileménint z,, k = 1,2,3,4 kokleri bolar. z = oo

nokadyn etrabynda f(z) funksiyany hatara dargadalyn
1 1 1 1 1
@ =g —g=n(l-mtm)-
1+ e
1 1 1
= ? — Z_8 + ZE -
resf (o) = —c_; = 0 bolyanlygy diisniiklidir. Sonun iigin,
(7) we (9) formulanyn esasynda
4

I = 2mi Z resf(zy) = —2miresf (o) =0
k=1
bolar.

§.4. Wycetlerin kesgitli integrallary hasaplamakda
ulanylysy.

1. Rasional funksiyalaryn integrallary.
Teorema. Goy f(x) = g"—((xx)) rasional funksiya bolsun,
m

bu yerde P, (x) we Q,,(x) degislilikde m-nji we n-nji derejeli
kopagzalar. Eger f(x) funksiya, hakyky san okunda {izniiksiz
bolsa (Q,,(x) # 0 we m =>n+ 2 vyagny, maydalawjydaky
kopagzanynl derejesi, sanawjynyn derejesinden i bolmanda
iki birlik uly bolsa, onda
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f f(x)dx = 2mio (10)

deiilik yerine yetydndir, bu yerde o, f(x) funksiyasynyi
yokary yarym tekizlikde yerlesen dhli polyuslaryn
wycetlerinin jemine dendir.

Subudy. Kompleks tekizligin hakyky okunda,
—R < x < Rkesim we |z| =R, Imz > 0 toweregii
yokarky yarym bolegi yi bilen ¢éklenen yapyk y kontura
seredelin. ( 44-nji surat)

44-nji surat

Sunlukda, f(z) funksiyanyn yokarky yarym tekizlikde
yerlesen hemme z4, z,, ..., z; polyuslary, y konturyi i¢cinde
yerleser yaly R radiusy, yeterlik uly saylamak miimkin.
Wyecetlerin esasy teoremasyna gori,

R

[ r©ds= [ reax+ [ reas -
Y -R YR
l

= 2mi Z resf(zy)

k=1
denligi yazyp bileris.
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ki bilen fyR f(&)d¢ integraly bahalandyralyi. P,(z) we
Q. (2) kopagzalaryn derejelerine goylan serte gord, |z| > R,
bolanda
lf @ < B ZI
densizligi kanagatlandyrar yaly seyle bir polozitel R, we M
sanlar tapylar. Kompleks tiiytgeyéanli funksiya-laryn 6-njy
hésiyetine gord, R — oo ymtylanda R > R, ii¢in,

M
ff(f)df flf(f)lldfl <momR =T 0

Bllslmlz yaly,
!

f f(x)dx + f £(&)de = 2mi z resf (z)
k=
deiiligin sag tarapy R sana bagly dil, cep tarapyndaky ikinji
integral bolsa yokarda belldp gegisimize gord, R — oo sertde

predele gecip subut etmeli
oo l

j Flx)dx = zmz resf(z,) = 2mic

Z k=1
denligimizi alarys, bu yerde zj,z,,...,z nokatlar, f(z)
funksiyanyn yokarky yarym tekizlikdiki polyuslarydyr.

1-nji mysal.

[ = J‘ dx
) (1 +x2)?
0
integraly hasaplamaly.
Coziilisi. Integral anilatmasynyn asagyndaky

100 =y
funksiya jiibiit bolandygy ii¢in, berlen integraly
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/- 1 f dx
T2 ) (14+x2)2
gorniisde yazyp bolar.
Indi hakyky san okunda, yagny z = x bolanda f(x)

funksiya bilen gabat gelyidn

() = —

(1+ z2)2
funksiya seredeliii.
1 1

&= = o+ 1
funksiyanyn yokarky yarym tekizlikde, tertibi ikd deni bolan
yeke tdk z = i polyusy bardyr hem-de ol

2 1

resf O =T aple=1= "Gy T w

Sonun {i¢in, (10)-njy formula boyunga.
/- 1 j dx 1 i 1 n
T2 a2 2T

bolar.
2-nji mysal.
[ = J‘ x2dx
) 4+ D2+ 9)
mahsus dil integraly hasaplamaly.
Coziilisi. Bu yerde,
X

fo) = (x2+ 1) (x%2+9)
rasional funksiya we onuil maydalawjysyndaky kdpagzanyn
derejesi sanawjynyn derejesinden iki birlik uly
m = 4 > 2 = n, sonui {igin, teoremany ulanyp bilyaris.

2
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Indi,

ZZ

f&) = (z2+1)(z2+9)

belgileméni getirip, f(z) funksiyanyi polyuslaryny tapalyfi:
z?> + 1 = 0 detilemeden z; =i, z, = —i We
z24+9 =0 detilemeden bolsa, z; = 3i, z, = —3i gelip
¢ykyar. Bu polyuslaryn ikisi z; =i we z; = 3i yokarky
yarym tekizlikde yatyarlar, sonun iicin,

f x%dx
2+ 1D)(x2+9)

= 2mi [I;(i?f(z) +ZI‘§3Sif(Z)] =

. Zz
:m”ﬁ@2+n@2+%ﬂz=i+
Z2

@ T D@ 92 = 31~
2

z
= 2mi _ .

™ lZZ(ZZ+9)+ZZ(ZZ+1) z=i+
2

z
+ 22(z2 4+ 9) + 2z(z%2 + 1) |Z =3i| ~

—> _(—1+ 9>_n
" \T6i Ta8i) T 1

21

2. I = f R(cosx, sinx)dx,
0
gorniigli integral, bu yerde R(u,v), u we v argumentlere
gord rasional funksiya.
Kompleks sany z = e'* gorniisde girizelii Onda,
dz = ie* dx = izdx ya-da dx = % we

eX e 4771 Z241
cosx = = -
2 2 2z
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(11)
ex —e7ix  Z_ 71 Z2_
S = T T2 T T2z

bolar. Bu halda,|z| =1, 0 < x < 2m. Onda
p Rzz+lzz—1 dz Fend
_f < 2z ' 2iz )iz_f (2)dz
14 Y
bolar, bu yerde y, merkezi koordinata baslangyjynda, radiusu
bire den towerek. (|z| = 1)

Wyegetler barada esasy teorema gord, alynan integral
2mio den, bu yerde o, oOnde belleysimiz yaly integral
asagyndaky F(z) funksiyanyn i¢inde yerleseny toweregin
polyuslaryna gord wygetlerinin jemi.

3-nji mysal.
2T

I_J‘ dx

~ ) (5+ 3cosx)?
0

inregraly hasaplamaly.

Coziilisi. z=e™ ornuna goymany we ondan gelip
¢ykyan (11)-nji formulalary berlen integralda goyup

dz
; =] iz _ ff zdz
722+ 1\*> i) (322 + 10z + 3)2
Y <5 +3- ) ) Y
z
alarys, bu yerde
z
F(z) =

(322 + 10z + 3)?
funksiyanyn polyuslaryny tapalyi:

3z2+10z+3=0, z = —g, Z, = —3. Gorsiimiz
yaly bu polyuslaryn dine biri z; = — g, birlik tegelegin iginde
yatyr we ol funksiyanyi ikinji tertipli polyusydyr, sonuf ii¢in
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1
3z2+10z+3 = 3(z+§>(z+3)
denligi g6z 6niinde tutup alarys.

F(-3)-
res 3 =

d ( +1) z "
=—1l|Zz — . =
d 3 2 - __
z 9(z+%) (z+3)2|%7 73

_ d [ z ] _ 3—z _ 5
~dzl(z + 3)2 Z:_%_(z+3)2 Z:_%_sz
Diymek,
I8 5 5
O3 T
bolar.
3. j R(x)cosaxdx, j R(x)sinaxdx
0 0

gorniisli integrallar, bu yerde R(x) dogry rasional drob, a >

0 hakyky san.

Bu integrallary hasaplamak ii¢in kopleng halatda
Jordanyn lemmasy diylip atlandyrylyan lemmany ulanmak

amatly bolyar.

Jordanyn lemmasy. Goy, f(z) funksiya, yokarky
yarym tekizligin Im z > 0, tiikenikli sanly iizielenen ayratyn
nokatlaryndan basga yerinde analitik bolsun we bu yarym
oblastda |z| - oo ymtylanda argz-e gord (0 < argz < m)

denolgegli nula ymtylsyn. Onda islendik polozitel san ii¢in,

lim f f(2)e%dz =0
YR

R—o0
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denlik dogrudyr, bu yerde yr merkezi koordinata
baslangyjynda radiusy R-e den bolan toweregin yokarky

yarym bolegi.

4-njimysal. a > 0,k > 0 sertde

xsinax
1=
0
integraly hasaplamaly.
Coziilisi. Komekci
Zeiax
9D =2y
funksiyany girizelin. z = x bolanda g(z) funksiyanyn
hyyaly boleginin
[Im g(z)] integral Ay
asagyndaky

xsinax Yr

1=

funksiya bilen gabat
gelyénligine g6z R ol R
yetirmek kyn daldir. 45-nji surat

45-nji suratda
sekillendirilen kontura
seredelin. R radius yeterlik uly bolanda y; duganyn iistiinde

<V

h(z) =

z%2 + k2

funksiya, |z2 + k?| = |z%| — k? baglanysygyn esasynda

DN < 77z
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densizligi kanagatlandyryar. Bu yerden gorniisi yaly R — oo
ymtylanda h(z) - 0 ymtylyar. Onda, Jordanyn lemmasy
boyunca
iaz
% ) 7
YR

dz =0 (12)

bolar. Wycet hakyndaky esasy teorema goré islendik R > k
ticin

R xeiax Zeiaz .
f—d +f dz=2mi-o (13)

x ———
x2 + k2 z%2 + k2
-R YR
bu yerde
zelaz . ze'(z—ik) e %
o =res|——| = =
z=ik |z? + k? z—ik z2 + k2 2

(12)-nji denligi goz oniinde tutyp, (13)-nji denlikde R — oo
sertde predele gecip

w .

f xelax d ] —ak

———dx=mi-e
x2 + k2

— 00

denligi alarys. Sonky deiligin ¢cep we sag tarapynyn hakyky
boleklerini ayyryp

X = e
x2 + k2

— 00

J‘ xsinax
—ak

deniligi alarys. Ahyrky netijede integral asagyndaky
funksiyanyn jiibiit bolanlygy {i¢in,
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T
I = Ee‘ak
bolar.
Ozbasdak ¢6zmek iicin meseleler.
Funksiyanyn wygetlerini tapmaly.
Lf(@) = —— 2.f(2) = >
Jz T (z=-1D(z-3) Sz T z24 4
2
3'f(z):zz+22+4 4']r(z):(z—2)3
5. F(2) = 1 6.(2) = z+1
S2) = 1—cosz f(2) = Z+DE+2)(z+3)

Integrallary hasaplamaly.

; f z%dz buverd
@ D@2y YRy
Y

|z| = 3 —gornisli towerek.

dz )
8.fZ(Z+2)(Z+4),buyerde Y,
4

|z| = 3 —Qorniisli towerek.

42
9'J (z2+ 1)(z-2)?
%

|z| = 5 —gornisli towerek.

dz, buyerde vy,

z
10.] Z—1D(z=2)° dz, buyerde v,
14

|z| = 2 —Qgorniisli towerek.
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z
11.J. Z=D(z=3)° dz, buyerdey,
4

|z| = 2 —gorniisli towerek.

Kesgitlenen integrallary hasaplamaly.

12 Jo‘o dx 13 j‘o dx
) (k2 +1)3 ") (k2 +4)2
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VI bap. Operatorly hasaplama
§ 1. Laplasyn owiirmesi.

Goy, f(t) hakyky (ya-da komleks) iiytgeyan t ululyga
bagly funksiya bolup, —oo <t < +oco aralykda kesgitlenen
bolsun, p =s+o0i bolsa, komleks tekizligin kibir G
oblastynda berlen komleks liytgeyan ululyk diyelin.

Laplasyn integraly diylip atlandyrylyan

o

[ errear (1)

0

hususy dil integrala garap gecelin. Hususy dil integralyi
kesigtlemesine goré, ol

co

A
fe_ptf(t)dt = }il?ofe_ptf(t)dt (2)
0

0

dendir. Eger (2) denligin sag tarapyndaky predeliii tiikenikli
bahasy bar bolsa, onda (1) integrala yygnalyan integral
diyilydr. Umuman, (1) hususy dil integral islendik gorniisli
f(t) funksiyalar we p parametrin dhli bahalar kopliigi tigin
yygnalyar diysek, yalitys bolar. Sonuil tgin, ilki bilen
Laplasyn integraly tiikenikli baha eye bolar yaly (yygnalar
yaly), f(t) funksiyalary we p kompleks parametriii bahalar
kopliigini ndhili saylap almaly diyen soraga jogap bereli.

Su boliimde asakdaky {ii¢c serti kanagatlandyryan ¢
hakyky tuytgeyan ululykly  f(t) komleks funksiyalara
seredilyér:

1) t < 0 bolanda, f(t) =0,
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2)t <0 bolanda, t okun islendik ¢ékli boleginde
funksiyanyn iizniiksiz ya-da tiikenikli sandan k&p bolmadyk,
birinji jynsly liziilme nokatlary bolmaly,

3)t > o ymtylanda f(t) funksiyanyn ¢ékli Osis
derejesi bolmaly, yagny dhli t > 0 ligin,  |f(t)| < MeS°t,

M > 0,sq = 0 deisizlik yerine yeter yaly hemigelik M we s,
sanlar tapylar.

1),2),3), sertleri kanagatlandyryan islendik komleks
bahaly f(t) funksiya original ya-da asyl funksiya diyilyar.
Mundan beyldk “original funksiya” diymegin deregine,
gysgaga “f(t) € D” diyip yazarys. Diymek, D original
funksiyalaryn kopliigidir. Eger  f(t) € D bolsa, onda
Rep > s, yarymtekizligin dhli nokatlarynda (1) Laplasyn
integraly absolyut yygnalyar we G oblastda p komleks
tiytgeyén ululyga bagly

o

F(p) = f e PLf()dt 3)

0

funksiyany  kesgitleyir. Bu yerde, F(p) funksiya
f(¢t) funksiyanyn sekili, f(t) original funksiya F(p) sekili
degisli edyin (3) owiirmi bolsa, Laplasyn owiirmesi diyilyar
we
f(t) = F(p) ya-da F(p) = f(t)
gorniisde belgilenyir. Mundan basga-da,
fO=F@p), Lif®}=F)

belgiler hem ulanylyar. Gelejekde biz originaly kici harp bilen,
onun sekilini bolsa, degisli uly harp bilen belldris
x(t) = X(p), ¢(t) = P(p) we s.m.

Yokary  matematikanyn  Laplasyn  Owiirmelerini
owrenyén boliimine amally hasaplama diyilyar.
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§ 2. Birlik funksiya.
Asakdaky

o, t<O0 bolanda,

n(t) ={

1, t=0 bolanda

denlik bilen kesgitlenyén originala birlik funksiya ya--da
Hewisaydyn funksiyasy diyilyar (1-nji surat). Eger,
f(t) funksiya original funksiyanyn 2) we 3) sertlerini
kanagatlandyryp 1) sertini kanagatlandyr -masa, onda

o, t<0 bolanda,

f@®n@) = {
f(), t=0 bolanda

funksiya, originalyn hemme sertlerini kanagatlandyr-yar.
Sonun iigcin original funksiyanyn 2) we 3) sertlerini
kanagatlandyryan &hli funksiyalar, t-nifi otrisatel bahalary
icin nola dendir diyip kabul edip,

yazgyny gysgaltmak maksady bilen, An(t)

f(t) n(t)original funksiyany  n(t)

kopeldijisiz yazjakdyrys. Seylelik bilen

n(), e'n(t), tén(t), sintn(t) 11—

deregine [, et, t", sint diyip R

sertleselin. 0 t
Indi, gbs-goni integrirlemek yoly 46-njy surat

bilen birlik funksiyanyn we gorkezijili
e funksiyanyn sekilini tapyp gorkezelif.
a) Birlik funksiyanyn sekili. (3) formulanyn esasynda
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F(p) = f et 1-de = lim | e7Pdt =
0 0

1 1 1
= —lim —e7Pt |A =——lim(e ™ - 1) =,
A—>oop 0 pA—>oo p

¢linki Rep > 0 bolsa,
lim e~?4 = 0.

A—>o0

Seylelikde 1 = %

b) e*t gorkezijili funksiyanyii sekili. (3) formula gora

A—o00
0] 0

F(p) = f e Pledt = lim | e~ @ ®igt =

= - ! lim e~ @~ |A =
P — @ Ao 0

O

p—a p—-a

¢iinki, Re(p — @) > 0 bolsa, onda
lim e~®=®4 =0

A—>o0
bolyar. Diymek,
1
o= R >R 4
e — ep ea 4)
a = =+i bolanda (4) formuladan
. 1 . 1
el = -, et = , (5)
p—1 P +1i

alarys.
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§ 3. Laplasyn owiirmesinin kébir hésiyetleri.

1. Birjynslylyk hisiyeti. Eger f(t) € D we
a- kompleks san bolsa, onda
af (t) = aF(p)
bolar.
Subudy. Kesgitlema gora

L{af(t)} = f e Plaf(t)dt =

0

[0e]

= aj e PLf(t)dt = aF (p).

0
Seylelikde, af (t) = aF(p).
2. Gosmak hisiyeti. Eger f(t) € F(p) we
p(t) = d(p) bolsa, onda
fO o) = F(p) £ 2(p)
bolar.
Subudy. Kesgitlema gora

L) £ 0(6)} = j ePHf(6) + p(0)]dt =

0

= [ err@de £ [ ePo@de =F@) £ o)
0 0

yagny f(t)  ¢(t) = F(p) £ @(p)
3. Cyzyklylyk hisiyeti. Eger f;(t) = F;(p),
fZ(t) = Fz(p)::fn(t) = Fn(p) we aq,a3,..., 00 — -
kompleks sanlar bolsa, onda
a1 f1(t) + ayfo(t) + -+, +anf(t) = aF(p) +
+0(2F2(p) + -t anFn(p)
ya-da
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n

Z arfi(t) = zn: aFy(p)
k=1

k=1
bolar.
Bu hisiyetinn subudy onki iki hdsiyetden gelip ¢ykyar.
Mysallar. Eylerin formulasyndan, Laplasyn
owlirmesinin ¢yzyklylyk hésiyetinden we (5) denliklerden
peydalanyp sin t, cos t funksiyalaryn sekillerini tapalyn.

1, . .
sint = % (et —e) =

1( 1 1) 1

- — —_ = ;

2i\p—i p+i/ p*+1
1

sintﬁpz_i_1 (6)
1, . . 1/ 1 1 p
t:_ lt_l_ —it :_( + >: ;
cost =5 (e +e ) = ot o5 T rr e
cost=>p2+1 (7)

Su yerde Laplasyi dwiirmesiniii yeke-tiklik teoremasy diylip
atlandyrylyan yene bir hésiyetli subutsyz getirelini.

4. Yeke-tiklik teoremasy. Eger f(t) = F(p),
p(t) = @(p) we F(p)) = @(p) bolsa, onda f(t) = ¢(t)

funksiyalaryii hemme iizniiksiz nokatlarynda yerine yetyéndir.
§ 4. Funksiyanyn oniimlerinin sekili.

Teorema. Eger f(t) €D, f'(t)ED we
f(t) = F(p) bolsa, onda

f'(t) = pF(p) - £(0) (8)

Subudy. Sekilin kesgitlemesi esasynda
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F1© = [ e
0
Sonky integraly bolekler boyunca integrirldp

= ey +p [ e
0
Oowlirméni alarys. Original funksiyanyn 3) sertine gora, t —
o, |f(t)| < MeSot, sonui iigin,
tlim e Ptf(t) =0
bolar. Indi
lime?£(£) = £(0)

we

[ err@ae=r)

0
denlikleri ulanyp subut etmeli
f'@®) = f'(0) + pF(p)
formulamyzy alarys.

Eger f(t) funksiyanyn yokary tertipli oniimleri bar
bolup, olar original funksiyalaryn kopliigine degisli bolsalar,
onda birinji 6niimin sekilinin barlygyny bilip, yokary tertipli
ontimlerin sekillerini ansatlyk bilen tapmak bolyar.
Hakykatdan hem, f'(t) = ¢(t) diyip belgildlin. Onda
f'(t) = ¢'(t) bolar.Eger ¢(t) = P(p),

f(t) = F(p) diysek,onda

@(p) =pF(p) — £(0), ¢'(t) = pdp(p) — ¢(0) =
= p[pF(p) — f(0)] - f'(0) =

=p?F(p) — pf(0) — f'(0)
ya-da
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f" () = p*F(p) —pf(0) — f'(0)
denligi alarys.
Edil suna menzeslikde, tigiinji tertipli oniimin sekilini

f(@®) = plp*F () — pf(0) — f(0)] — £ (0) =
=p°F(p) —p*f(0) — pf'(0)—f"(0)

soiira bolsa, islendik tertipli 6niimin sekilinin
fr®) = p"F(p) —p"'f(0) —
—p" 2 f"(0)—...—pf*2(0) — f"(0)

hasaplanys formulasyny taparys Eger-de f(0) = f'(0) =

= f"(0) =...= f™D(0) we f(t) = F(p) bolsa, onda
ontimlerin sekillerininn  tapylys formulalary has yonekey
gorniise eyye bolyar.

f'(®) = pF(®), f"(0) = p*F(p), ..., f*(0) =
= p"F(p).

§ 5. Sekili differensirlemek.

Teorema. Eger f(t) € D we f(t) = F(p) bolsa, onda

d
tf(t) = — ap F(p) %)

bolar .

Subudy. Ilki bilen eger f(t) € D bolsa, onda tf(t) € D
boljakdygyny belldp gecelin. Sonui {icin, sekilin
kesgitlemesine gora

t
tf(t) = ftf(t)e‘ptdt =
0

= —jof(t)%e‘mdt = —jo[j—pf(t)e‘pt] dt =
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d{ . d
=—%Off(t)e == F ).

Teorema subut edildi.
1-nji netije. (9) denligi ulanyp

d
2O =l 0] = - 1 [ T F )] == (<17
alarys, yagny

d2 (P)

d*F (p)

t? f(t) = (- 1)2
Suna menzeslikde,
d d
() = tl2f (0] = _%[(_1)2% Fo)| =

d3F
- (—1)3$ (11

(10)

”F (p)

t"f(t) = (=" (12)

2-nji netije. Hususy halda f(t) = 1 bolanda F (p) = %
bolyanlygy ti¢in (9), (10), (11), (12) formulalar agakdaky

d /1 1
t:t-1:>__(_>:_l

dp \p/ p?
dp\p?/ p?
t3=t-t? = d(1)_3! (13)
dp\p3/ p*
n!
n
t pn+1

gorniisleri alyarlar. (13) operatorly baglanysykdan ¢yzyklylyk
hésiyetin netijesinde
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1 t"

pn+1 = n!’
degislilik gelip ¢ykyar.

§ 6. Originaly we sekili integrirlemek.

Teorema. (Originaly integrirlemek). Eger f(t) € D we
f(t) = F(p) bolsa, onda
(p)
f F@dr ==L

bolar.
Subudy. llki bilen, eger f(t) € D bolsa, onda
t

() = j f@dr €D

0
bolyanlygyny belléli. Goy indi, f(t) = F(p),
@(t) = &(p) bolsun, onda (8) formulanyn esasynda

¢'(p) = pP(p), (t) = 0.Basga tarapdan bolsa,
t !

0 ©=| [ rwdr | =0 = F@),
0
Sonun tigin, yeke-taklik teorema goré, F(p) = p®(p). Bu

(p)

yerden @(p) = Dlymek

F(p)
ff( e ==L

®

Teorema (Sekili mtegrlrlemek) Eger € D we

f(t) = F(p) bolsa, onda
f(@®)
_—=

" F(p)dp
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Sekili integrirlemek teoremany ulanyp sint funksiyanyn
t
sekilini tapyp gorkezelin.

sint 3 dpoo © T
— = f P71 = arctgp p =73~ arctgp
P

§ 7. Operatorly hasaplamanyn esasy teoremasy.

Aglaba funksiyalaryn sekillerini Laplasyn integralynyn
komegi bilen tapmaklyk innén kyn bolyar. Asakda, subutsyz
beyan edilen teoremalar diirli-diirli funksiyalaryn kopiisinin
sekilini tapmak meselesini afnsatlagdyryarlar. Ondan basga-da
bu teoremalar ters meseldni ¢ozmekde, yagny berilen sekiller
boyunga original funksiyany tapmakda hem ginden ulanylyar.
Sonun netijesinde operatorly hasaplamanyi matematiki abzaly
praktikada kop meseleleri ¢6zmekligin 6rdn amatly we tésirli
serisdesi bolup galyar.

1. Mernzeslik teoremasy (baglanysyksyz tiiytgeyin
ululygyn masstabynyn iiytgeysi).

Eger, f(t) € D we f(t) = F(p) bolsa, onda

1 (P
f(at) = —F (—)
a \a
yagny originalda t ululyk at bilen ¢alsyrylsa, onda sekilde p
ululyk S bilen ¢alsyrylmaly we netije a boliinmeli.
Meiizeslik  teoremasyndan  peydalanyp,  birndge
funksiyalaryn sekillerini tapalyn.
1-nji mysal.

] 1 1 a
sinat = —- = (14)

a (Q)2+1 p? + a?
a
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2-nji mysal.

(15)

2 + 4a?

L)=
2 + 4a?

1 B »
COS(lt:E' pg =p2+a
) &) +1
3-nji mysal.
cosat = = (1 + cos2at) = —(— + —) =
2 2\p p
B p? + 2a?
~ p(p? + 4a?)
4-nji mysal.
, 1 1/1
sinat = = (1 + cos2at) = —(— —
2 2\p p
3 202
~ p(p? + 4a?)

2. Gijikmek teoremasy (hakyky iiytgeydan oblastda
stiystirmek). Eger f(t) € D, f(t) = F(p) we t, polozitel san

bolsa, onda

f(t —t) = e"PF (p)

Sekili, e "P*o kopeltmeklik f(t) original funksiyanyfi grafigini

to birlik saga stiysiiryar (47-nji surat).
A f(t) A f(t)

v

0 t o
47-nji surat
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Fizikada bu yagday hadysanyn t, wagta gijikmegi
hokmiinde garalyar (meselem, Loranyn gijikmek hadysasy).

Merizeslik we gijikmek teoremalaryny ulanyp a > 0 we
to > 0 bolanda f(at —t,) original funksiyanyn sekilini
tapmak bolyar.

Eger, f(t) = F(p) bolsa, onda menzeslik teoremasy
esasynda

1
f(at) = —F®)

Gijikmek teoremasynyn esasynda bolsa
to

st =s[ofe=Z)] = 2r Qe
Seylelikde,

to, 1 _/p
- ~aP_ -
flat —t,) = e a aF(a),a>0,t0>0. (16)

(16) formulany ulanyp asakdaky funksiyalaryn sekille-rini
tapalyn.
5-nji mysal.
Po w

Z04 .
pZ + (1)2

sin(wt —@y) = e @

6-njy mysal.
p
pZ + (1)2.
Gijikmek teoremasy bolekleyin iizniiksiz ~original
funksiyalaryn sekilini tapmak {i¢in hem amatlydyr.
7-nji mysal.

_%o,,
cos(wt —@y) = e o

a, 0<t<t Dbolanda
f@®) =

0,t <O0wet >t bolanda
funksiyanyn (48-nji surat) sekilini tapalyn. Birlik funksiyanyn
komegi bilen yokardaky f(t) funksiyany
f() =aln() —n(t —1)] goriisde Yyazmak bolyar. Indi,
sekilin ¢yzyklylyk hésiyeti we gijikmek teoremasy esasynda
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f(t) = e T
¢linki n(t) = 1 we
L a—————
nt—rt)=ePr= !
p |
|
:
3. Oniirtmek teoremasy. 5 5 >
Eger f(t) €D, f(t) = 48-nji surat
= F(p)wet >0 islendik
san bolsa, onda
e"f(t)=F(p+a) (17)

(17) denllikde @ = —f goyup
P f(t) =F(p—a)
Oowlirméni alarys.
Siiysirmek teoremasyny we (14), (15) formulala-ry
peydalanyp birndge mysallary ¢ozelin.

8-nji mysal.
e * sinwt = v :
(p + a)? + w?
9-njy mysal.
+a
e~ * cos wt = P :
(» + a)? + w?
10-njy mysal.
e sin wt = @ :
(p + a)? + w?
11-nji mysal.
e cos wt = p—¢
(-7 +w?

5. Kopeltmek teoremasy. Eger f(t) € D,
p(t) €D, f(t) = F(p),p(t) = P(p) bolsa, onda
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ff@ma—ﬂm::ﬂm¢@> (18)

j#@wa—ﬂw—ffa—ﬂMﬂm

integrala f (t) we ¢(t) funk51yalaryn diiyrlenmesi diyilyar we
f(t) - @(t) gorniisde belgilenyar. Sunlukda, (18) formulany

f@) - 9() = F(p)P(p) (19)
gorniisde yazyp bolyar.
12-nji mysal. Kopeltmek teoremasyny ulanyp (p2i1)2

sekilin original funksiyasyny tapmaly
Cozliisi.
p _ pr 1
(p2+1)2 p2+1 p2+7
1

= cost, = sint

p*+1 p*+1
bolyanlygy aydyndyr. Sona gorade

F

bolyandygyny hasaba alyp we (19) formulany ulanyp
p __p 1 _
(p2+1)2 p2+1 p2+1
t

p(t) = sint

= f costsin(t — 1)dt =
0

[sin(t+t—1)—sin(t—t+1)]dt =

I
N =
o
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NI»—\

t
f sint —sin(2t — t)]dt =
0

—1 int ! 2 t t—lt't
—E[rsm +§cos( T— )”O_E sint.

§ 8. Dyuamelini integraly.

Teorema. Eger,
t

£ 0@ = f F@) ot —1)dt = F(p)d ()
0

bolsa, onda

[ @it = 0dz + 109 = pFRIPE) @0)
}'Ia-doa

[ o 1= 0ie+ 007 © = pF@IOG) 1)

0

owlirmeler yerine yetyandir. (20) we (21) formulalara
Dyuameliii formulasy, olaryn ¢ep tarapyndaky integrallara
bolsa Dyuameliii integrallary diyilyar.

13-nji mysal. (20) denlikden peydalanyp

1 ..
I sekilin
original funksiyasyny tapalyn.
Coziilisi. Berlen sekili
1 1 1
P2+l ptpitl
gorniisde yazalyn we
3

O
(P)—F:g—f(t),
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d(p) = 71 = sint = @(t)

bilen belgilélin. Onda, Dyuamelifi (20) formulasy boyunca
t !
1 :f(t—rf e
I D) c tsmr T =
0
t

1
= Ef(t —1)%sintdr
0

bolar. Sonky integraly iki gezek bolekleyin integrirlép,
t

%f(t —1)%sintdt = %[(t — 1)%(—cost) —

0
2

t
—2(t — 7)sint + ZCOSt](t) =3 + cost — 1.

denligi alarys. Diymek,

1 t?
mﬁ?‘kcost—l.

§ 9. Kiibir sekillerin tablisasy.

Ne | Original Sekil Ne Original Sekil
1 1 1 8 | cos(wt — )| ,~22u_P
p p2 + (1)2
2 edt 1 9 | e %sinwt a
p—a (p + a’)z + (1.)2
3 sin at a 10 | e % coswt pta
p* +a? (p + @)? + w?
4 cos at p 11 t" n
pz + az pn+1
5 sin? at 2a? 12 tsinwt 2pw
p(p? + 4a?) (P? + w?)?
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6 cos? at p? + 2a? 13 tcoswt p? + 102
p(p?* + 4a?) (r? + w?)?
7 sin (wt | ,~20__© 14 t"et n
— o) P2+ w? (p — a)n+1

§ 10. Cyzykly differensial defilemeleri ¢6zmekde amally
hasaplamanyn ulanylysy.

Goy, hemiselik koeffisiyentli ¢yzykly differensial
deiileme berilsin

x®@) + ax VO +.. . +ax(t) = f()  (22)

Bu yerde a4, as, ..., a,-hakyky sanlar. Bu denleménin

x(0) = x0,x'(0) = x5, .., x*"D(0) = xén_l) (23)
baslangyc sertleri kanagatlandyryan hususy ¢ozliwini tapmak
talap edilydr. Goy, nébelli x(t) funksiya we onuil Oniimleri
x'(0),x"(t), ., x™(t) hem-de f(t) funksiya, original
funksiyalar diyelin we
x(t) = X(p), f(t) = F(p) bilen belgildlin. Onda (23)
baslangyc sertleri we original funksiyany differensirlemek
teoremasyny ulanyp oniimlerin sekil-lerini taparys:

x'(t) = pX(p) — xo
x"'(t) = p?X(p) — pxo — X¢

Cyzykly hésiyetin esasynda, (22) deiilemede Laplasyn
owiirmesine gegelin
xM@) + a x® D) + -+ ap_ 1 x'(8) + ax(t) =
= p™X(p) — p™Vxy — p™ i’ — - — x4
+a; [P VX () = p"Pxy — pIx - -
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~x P+ A PX () — x0] + @, X () = F(p)
Sonky denlikde X (p) clenli anlatmalary toparlap we azat
clenleri deniligin sag tarapyna ters alamaty bilen gegirip

(p(n) + alp(n_l) + cee + an_lp + an)X(p) —
= F(p) + (p™xo + p™ D’y + o4 2"V

t+ay(p Do + pIx’ 4 x D)

+an-1%o

denligi alarys we
@(p) = p(n) + alp(n_l) + .-+ an_lp + an,
Y(p) = (p(n—l)xo + @Dy’ 4 ._._I_x(()n—l)) 4

+ay(p Do + p@Ix’ 4 x D)
+a,_1Xxg
bilen belgilip
P(p)X(p) = F(p) + ¥(p) (24)

deniligi alarys. (24) denillemd, (22) differensial denlleminin
operator defilemesi ya-da sekillerddki denllemesi diyilydr. Bu
denillemeden X (p) tapalyn.

_F(p)  YP(p)
X(p) = o) + () (25)

Indi sekili bolyunca original funksiyany tapsak, onda
yeketdklik teoremanyn esasynda gozlenydn x(t) c¢oziiwi
alarys.

Bellik. Eger baslangyg sertlerin hemmesi nola den bolsa
x(0) =x'(0) =...=x®"D(0)=0 (26)

onda (25) denlik
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F
X(p) = % (27)

gorniisi alar.
14-nji  mysal. x'"(t) + x"'(t) = sint differensial
denileménin x(0) = x'(0) =1, x"(0) = 0 baslangyg sertleri
kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
Couziilisi.
x(t) = X(p)
x(t) = X(p)
x'(t) = pX(p)
x"(t) = p*X(p) —p—1
x"'(t) = p°X (p)l— p’—p

sint =

p?+1
bolyanygyny goz oniinde tutup berlen denlemede orignal
funksiyadan sekile gecelini

p*X(p) —p*—p+p*’X(p)—-p—1=

p?+1
ya-da
2 DX = 1)
r (p + DX(p) szrl+(10+ )
Bu yerden
1 1

X(p) = -+ =
®) PG rDE D b P
denligin sag tarapyndaky droblary yonekey droblaryn jemine
dargadyp, taparys
p 1 2

X(p) = + + +—.
P =+ 2+ D T2 D T 2
Indi tablisa boyunca sekilden originala gecip gutarnykly
suratda denleménin ¢6ziiwini alyarys:
1 1

1
X)) =2+ 1-§e_t +Ecost—zsint.
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Eger (26) baslangyc sertler erine yetyédn bolsa, onda (22)
differensial denlemelerin ¢Oziiwini Diiamelinn integralyny
ulanyp tapyp bolyar. Onun ii¢in, ilki bilen (22)denleménin sag
tarapy f(t) =1 diyip komek¢i denleméni ¢ozmeli. Goy
X(t),(28) denleménin (26) sertler kanagatlandyryan ¢oziiwi
X,(p) bolsa onun sekili bolsun. Onda (28) denleménin
operator denlemesi

1
d(p)X,(p) = >

bu yerden,
ATIey
bolar. Diymek ) .
_rw __
X(p) = OR pF(p) " ON pF(p)X1(p)

Sonun t¢in, indi, X;(0) = 0 serti goz ontinde tutup we
Dyuamelinn integralyny ulanyp berlen deiileménin ¢oziiwini
taparys:

t
X(p) = pF(P)X,(p) = f F@(E - Ddr = (D).

0
15-nji mysal. Dyuamelin integralyny ulanyp
x"(t) + x(t) = sint denlemadnin  x(0) = x'(0) =0
baslangyg¢ serteri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Komekei defileméani diiziip
X () +x,(t) =1, x,(0) =x;(0) =0 onui ¢oziiwi-ni
tapalyn. Bu defileménini operator defilemesi

5 1
P+ DX (p) = >
bolar. Diymek,

X,(p) =

111
p(2+1) p p*+1
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Indi sekilden original funksiya gegsek x;(t) = 1 — cost bolar
bu yerden x;(t) = 1 — sint Sonuf tigin berlen denlemelerii
¢Ozliwi

t t

x(t) = fsinr sin(t —1)dt = %f[COS(ZT —t)—

0 0
1
—cost]dt = > (sint — tcost)
bolyar.

§11. Operatorly hasaplamanyn elektrik
zynjyryndaky stasionar dil proseslerin
derfiewinde ulanylysy.

Elektrik zynjyryndaky gecis proseslerini hasaplamakda
Laplasyn owiirmesini ulanmak has hem amatlydyr. Hemiselik
diyip hasap edilyén t, L we C parametrli elektrik zynjyryndaky
gecis proseslere seredip gegelin (49-njy surat). Gegis
prosesleri derfielende nol we nul déil baslangyc sertli iki
gorniisdiki meselelerde dus gelinyir. Dynglyk yagdayyndaky
elektrik zynjyra wagtynt = 0 pursadynda napryazeniye

P C!

U(t)l L
C
o |

49-njy surat
birikdirilende nol baglangyg¢ sertli meseleler yiize ¢ykyar.
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Bu vyagdayda napryaZeniye birikdiriydn pursata cenli
shemanyn  &hli sahalaryndaky  toklar ~ we  &hli
kondensatorlardaky zaryadlar nola deni bolyar.

Goy, 49-njy suratda sekillendirilen zynjyra wagtyn t =
0 pursadynda U(t) napryaZeniye birikdirilsin. Baslangyg
pursatdaky tok we kondensa-tordaky napryazeniye nola den
diyelin. U(t) napryaze-niyanyn tésiri astynda zynjyrdan i(t)
tok akar. Togyn {liytgeyis kanunyny tapalyn.

Kirhgofyn ikinji kanuny boyunga gegis prosesiniii togy
i(t) gora

di(t)

A L
ri(t) + I

1 t_ 3
+Ej i(t)dt = U(t)
0

differensial defileméni alarys. Bu yerde
ri(t) = U,.(t)
aktiw garsylykda napryazeniyanyn peselmegi,

°
L ;(tt) - U, (1)

induktiwlikde napryazeniyanyn peselmegi,
t

1
EJ i(t)ydt = U.(t)
0
sygymda napryazeniyanyn peselmegi.
Indi, i(t) = I(p) bilen belgilesek, onda Laplasyn
owiirmesinifl hésiyetleri esasynda
ri(t) = ri(p),
di(t
R O LpI(p),

dt
t

1( 1
Efl(t)dt :>C—pl(p)

0
bolan we umumy halda
1
rl(p) + Lpl(p) + al(p) = U(p)
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bolar. Bu yerde I(p)-operator formadaky tok, U(p)-operator
formadaky goyulan napryazeniye. Alynan defilemdni I(p)
toga gord ¢Oziip Omun kanunyn operator gorniisini alyarys:

I(p) = LN T

r+Lp+C—p

Meselédni gutarnykly ¢6zmek ii¢in I(p) sekil boyung i(t)
togy tapmak yeterlikdir
Ozbasdak ¢6zmek iicin meseleler.
Berlen funksiyalaryn sekillerini tapmaly.
1.f(t) = tftcost 2.f(t) = (Z: + 1)sinrt

3.f(t) = f‘rze_rdr 4.f(t) = f(r + 1)costdt
0

0

et—1-—t

5.f(t) = — 6.f(t) = e " sintcost
Berlen sekillerin original funksiyalaryny tapmaly:

p—2
7.F == 8.F L C—
P = a3 P = 13
2p* +p*+2p+2 3(p — 1)
9F(p) = —5 7> F0) = 5 ——n
p° +2p* +2p p(p1+4)

11.F(p) = 12.F(p) = —4——

P - D@+ 4 PP =P -8

Differensial defilemelerin berlen baslany¢ sertleri
kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmaly.
13.x"(t) + 3x'(t) = e, x(0) = 0,x'(0) =1
14.x"(t) + x'(t) = cost,x(0) = 2,x'(0) =0
15.x""(t) + x"(t) = sint,x(0) = x'(0) =1,
x"(0)=0

154



16.x"(t) + x"'(£) = ¢, x(0) = —3,x'(0) = 1,
x"(0)=0

17.x"(t) — 3x'(t) + 2x(t) = e, x(0) =x'(0) =0
18. %" (£) — 2x" () + x'(£) = 4,x(0) = 1,

x'(0) =2,x"(0) =-2
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V11 bap. Analitik funksiyalaryin mehanikada we
aragatnasyk zynjyrlarynda ulanylysy.

§1. Analitik funksiyalaryn tekiz wektorlaryn
meydanlaryny hasaplamakda ulanylysy.

Fizikanyn we tehnikanyn diirli meselelerinde haysy hem
bolsa bir fiziki yagdayyin tekiz wektor meydanlaryny
basarnykly hasaplamak ordn wajypdyr. Meselem, giirriin
elektrostatikada, elektrik gliyjenmdnin  E  meydanyny,
gidrodinamikada, suwuklygyn bolejiklerinin = A4  tizlik
meydanyny we s.m. tapmak barada gidyir. Eger, bizi
gyzyklandyryan meydanlar tekiz, potensial we stasionar
(durnuklasan) bolsalar, onda analitik funksiyalaryn usullaryny
peydalanyp, olary ansatlyk bilen dernemek miimkin. Eger,
ginisligin her bir (x, y, z) nokadyndaky A wektoryn ugry kébir
tekizlige, adatga Oxy tekizligine parallel ugrukdyrylan bolsa
we liglinji z koordinata bagly bolmasa, onda A meydana, tekiz
meydan diyilyar.

Eger, A wektor difie berkidilen nokadyna bagly bolup,
wagta bagly bolmasa, onda ona stasionar meydan diyilyar.
Eger,

A =grad g (D)
denligi kanagatlandyryan seyle bir ¢ = ¢@(x,y) funksiya bar
bolsa, onda tekiz stasionar A = A(x,y) meydana

potensial meydan diyilyar.
Elektrostatiki meydan hem potensialdyr, yone
elektrostatikada, (1) denligi

E=—grad e (2)

gorniisde yazmak kabul edilendir. Yokardaky ii¢ sert yerine
yetende, E ya-da A meydanlara kompleks z tekizliginde, z
ululyga gord kompleks iiytgeyanli funksiyalar hokmiinde

156



seretmek miimkin. Mysal {i¢in, wektor tekizlik diymegii
deregine kompleks tizlik diyip, ony

A=A(z) = Ax(x’y) + iAy(x,y) = |A|eia (3)

gorniisde yazyarlar. Bu yerde, A,(x,y) we A,(x,y)
funksiyalar A tizligin degislilik-de Ox we Oy oklara bolan
proyeksiyalaryny; |A| ululyk, A wektoryii modulyny; a bolsa,
A wektoryn Ox ok bilen emele getiren yapgyt burcuny
anladyar. Edil suna menzeslik-de, E wektor giiyjenma derek,

E =E(2) = Ex(x,y) +1iE,(x,y) = |[Ele® (4)

kompleks giiyjenmi seredilyar.

Gidrodinamikada, eger ideal gysylmayan suwuklyk
burawlayyn dil hereket edydn bolsa, onda onuil potensial
tizlikleri, 2 sany x we y baglangyksyz ululyga goré,

@ = @(x,y) garmoniki funksiyadygy, yagny

detileméni kanagatlandyryanlygy subut edilyar.

I bap, §8-de gorkezilisi yaly, berilen garmoniki ¢(x,y)
funksiya boyunca, onia ¢atyrymly bolan garmoniki ¥ (x,y)
funksiyany gurmak miimkin. Gidrodinamikada bu funksiya
togunn funksiyasy diyilydr, onuil fiziki manysy bolsa,
Y(x2,¥2) — P(x1,y1) tapawudyn, baslangyjy (x1,y1), ahyry
(x5,y,) nokatlarda bolan islendik dugada gurlan, beyikligi
Im. den silindrik tistden, Isek. dowamynda akyp gec¢yéin
suwuklygyil gdwriimine dendigini anladyar. Bu iki funksiyany
birlesdirip

ox,y) +ip(x,y) =2(z) (5)
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garmoniki funksiyany alarys. Ona suwuklygyn akymynyn
kompleks potensialy diyilyar.
Indi, kompleks potensial bilen kompleks tizligin
arasyndaky baglylygy anyklalyin. (1) we (3) deiliklerden
, dy .09
A(z) = A, (x,y) +iAy(x,y) = P + lE,
denlik gelip ¢ykyar. Bu yerde Kosi — Rimanyn
dp 0y
dy  ox

sertini ulanyp, tekiz gidrodinamikanyn esasy formulalarynyn
biri bolan

A 0P _; P’ 6

() =5 =i =@ ()
formulany alarys. Bu bolsa, kompleks tizligin, kompleks
potensial tizligiit 6niimine catyrymly bolan ululyga dendigini
anladyar, yagny, potensial tizlikler belli bolsalar, onda
kompleks tizligi (6) formula bilen tapmak miimkin.

Diymek, tekiz wektor meydanyn kompleks potensialy,
belli bir sertler yerine yetende, 2z ululyga gord kompleks
uytgeyanli analitik funksiyadyr. Sonun {g¢in, kompleks
potensial belli bolsa, onda wektor meydana degisli ululyklaryn
ahlisini kesgitlemek miimkin.

§2. Sinusoidal toguii we napryaZeniyanyi anladylysy,
olaryn kompleks ululyklarynyi arasyndaky baglylyk.

Sinusoidal tok we napryazeniya diyip, akymy sinus
funksiyanyn grafigine ¢alymdas ugur boyunca liytgeyin toga
we napryazeniya diistinilyar.

Umumy halda, sinusoidal tok we napryazeniya
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i = Ipsin(wt +¢) =
= [,cosysinwt + I,sinYcoswt  (7)

u = Upysin(wt + a) =
= U cosasinwt + U, sinacoswt  (8)

kanunlar boyun¢a wagta baglylykda iiytgeyarler. Bu
anlatmalar simwoliki
Iy = L, (cosy + jsinyp) = I,e/¥
Up = Up(cosa + jsina) = U,e/®
gorniisde vyazylyarlar, bu yerde i,u sinusoidal togun we
napryazeniyanyni ujypsyz (mgnowen) wagt pursatyndaky
bahalary; I, U, togui we napryaZeni-yanyn amplituda
bahalary; w aylaw yygylyk; t wagt; ¥ we a togun we
napryazeniyanyh baslangy¢ fazasy; I, we U, modullary
degislilikde I,,,, U,, deil bolan togun we napryazeniyanyi
kompleks bahalary.
Kompleks ululyklaryn iistiinde goyulan nokatlar, olaryn
w yygylyga we wagta gord sinusoidal iiytgeyandigini
gorkezyar.
Togun we napryazeniyanyn tdsir ediji bahalaryny,
degislilikde

[
[ =— 9
7 (9
U
U=— 10
7 (10)
belgileme bilen girizeliii. Onda (7) we (8) denlikler
I =1e% (11)
U= Ue® (12)

gorniisi alar.
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Kompleks napryazeniyanyn kompleks toga bolan
gatnasygyny anlladyan kompleks ululyga kompleks garsylyk
diyilydr we ol, Usti nokatsyz Z bilen belgilenydr, sebdbi
garsylyk sinusoidal ululyk dildir. Diymek,

u Uue¥ U . :
= — = = —e/W-a) = jo
Z_i_lef“_le = |Z|e
bolar, bu yerde |Z|, kompleks elektrogarsylygyin moduly, ¢
bolsa kompleks garsylygyn argumenti (fazanyn siiysmegi).

§3. Analitik funksiyalaryn aragatnasyk zynjyrlarynda
ulanylysy.

Aragatnasyk ulgamlarynda ulanylyan elektrik enjamlary,
elektrik we magnit meydanlary bilen ykjam baglanysyklydyr.
Sonun {i¢in, ol enjamlardan gecydn signalyn parametrlerini
(toguny, napryazeniyasyny, kuwwatyny) analitiki usul bilen
kesgitlemek amatlydyr.

Yonekey mysal hokmiinde, aktiw we induktiw
garsylyklary yzygider birikdirilen zynjyra seredelin. (50-nji

I R XL

—

l

U

50-nji surat

surat)
Bu zynjyrdan akyan toguil we napryazeniyanyil ujypsyz
wagt pursatyndaky bahalary
i = I,sinwt (13)
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u = Upysin(wt + @) (14)
kanunlar boyunga iytgeyarler. Bu ululyklary sertli
belgilemeleri ulanyp
=1
U= Ue®
gornligde yazmak miimkin. Bu halda kompleks garsylyk

u U .
Z = 7= TBW = |Z|(cosp + jsingp)

bolar. Indi, |Z|cosp =R we |Z|sing = X, bilen belgilesek,
onda soiky delik

Z=R+jX, (15)

gorniisi alar. Bu yerde, R ululyk aktiw garsylygy, X; ululyk
bolsa, reaktiw garsylygy anladyar. Onda, Omun kanunyny
kompleks

U=1Z=RI+jX,I (16)

gorniisde yazmak bolar. Sufa menzes anlatma, yzygider
birikdirilen aktiw garsylyk we X, reaktiw sygym garsylyk {i¢in

U=RI—jX_ (17)

gorniisi alar. Uytgeyin togun bahalary sahalanyan zynjyrlarda
hasaplananda, adatga, elektrik gecirijilik ulanylyar. Kompleks
garsylyga ters bolan ululyga elektrik gegirijilik diyilyar we ol
Y bilen belgilenyér. Diymek bizinh mysalymyzda

1 1 1

7 1zletw " |z| €

—je (18)

bolar.
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Kompleks toguit we napryazeniyanyn kopeltmek hasyly
kuwwatyn anlatmasyny yeterlik derejede kesgitlemeyénligi
ticin, kompleks gorniisli hasaplamalarda ony, kompleks
napryazeniyanyn kompleks togun g¢atyrymlysyna kopeltmek
hasyly gorniisde alyarlar, yagny

S =UIl=U|lle¥? = U|l|cosp + jU|l|sing =
=P +jQ (19)
bu yerde, I kompleks toguii ¢atyrymly ululygyny, P we Q
bolsa, degislilik-de aktiw we reaktiw kuwwaty ailadyarlar.
Kompleks kuwwatyn modulyna doly kuwwat diyilyar
we ol S bilen belgilenyir. (19) denlikden

s=|8|= PPt @
formulany alarys.

Cylsyrymly zynjyryn simwoliki usulynyn esasynda,
liytgeydn togyn isleyis tertibine seredelin. Goy, zynjyra
goyulan napryazeniye we garsylyklar berilen bolsun (51-nji
surat).

51-nji surat

Bu zynjyryi
Z1 =Ry +j(XL1 - Xcl) (20)
Z, =R, +j(X,, —X;,)  (21)
Z3 =R +j(XL2 - Xc3) (22)
bolekleri tigin, doly kompleks garsylyk

162



Z,-7
7=27 +-=3

23
Yz, 47, (23)

denlik bilen kesgitlenyar. Umumy togun kompleksi bolsa,
.U
[ =—= (24)

Z
bolar. Zynjyryn boleklerinddki togy tapmak iigin, BC

bolekdéki napryazeniyany
Upc =U—1L2Z, (25)
formula bilen tapyp (bu yerde, [ = I;)

.
12 = ZLZC ) (26)
I; = =2 27)

Z3
deiiliklerde ornuna goymak yeterlik.
Mysal: U = 220 w; R, =3 0m; R, = 8 Om;
X, =40m; X, =6 Om; X, =8 Om bolanda asakdaky
(52-nji surat)

i; R XC] X
A B
e ——_
Uns
U
v
P
D

52-nji surat
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zynjyryn boleklerindiki togy tapmaly.
Coziilisi.

Bizit mysalymyzda R; = 0, X¢, = X¢, =0, X;, = 0. Sonufi
ticin, (20), (21) we (22) formulalar degislilik-de

Zi =Ry +jX,, =B +4j)0Om

Z, =R, +jX,,=(8+6j)0m

Z3=—jXc, =—8j0m

gorniisi alarlar. Onda (23) formulanyn esasynda

Zz 'Z3 (8 + 6j)(—8j)
vz, ST T B+ (-8

3y

=3+4j+8 4_j~4+3]

bolar. (24), (25), (26), (27) denliklerden bolsa, degislilikde

. U
=1 =-~(36-27)A4,
Uge = 220 — (36 — 27)) - 4j = —5w,

Upc 5
2 ZZ 8+6] ( Ol +013]) )
=2 =~ ~ (-0,63)4
3 7, 8j ( j)

bahalary alarys, bu yerde A (amper) - toguil 6l¢eg birligi, w
(wolt) bolsa napryazeniyanyn 6l¢eg birligi.

Ozbasdak ¢6zmek iicin meseleler

Simwoliki usulyn komegi bilen liytgeyin togy,

U R, R, R; XL1 XL2 XL3 XC1 XCz Xc3
w | Om Om | Om Om | Om | Om | Om | Om | Om
3 8 6 5 4 2 1 3 2

hasap tablisasynda gorkezilen bahalar boyunca, asak-daky
zynjyrlar {i¢in hasaplamaly.
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Ry XL1
1 Y Y
| I |
R|| R,
XLZ XC2::
XL1
Y Y
R,
XC3::
Xy

Ry XL1
O YY)
| I |

@
3 @
XC1 ST
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XL1 Ry XL1
O YY) O 1 Y Y

=
N
|
I&I—‘
[98)
2%

\ANS -
—
I

=
w

‘—NH—
¢

Ozbasdak islerifi jogaplary.
I bap

7 — 25i
25 7

1.2b(3a? — 3b?)i, 2.
3.—128 + 1283,

4.2, =§(\/§+i), 7, = —g(\@+i).
5

5.r=lz| =1, =—,
r=|z| argz = —

6.2 —5m ~ (=5m

: [cos( c >+lsm( z )]

7.f(z) = e* cosy + i(e* siny + ¢),
8.f(z)=10+i)z+c, 9.f'(z) = 3z2,
10.f'(z) = cosz, 11.f(2) =2%+c,
12u=x+2xy,v=y>—x%—y,
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2 _y? 2x
13.u = > y’ = Y
x% +y? x% +y?
Il bap
1 19+9' 2 2+'1 31+'4 [
T3 Lo2-g+iz 3o+i4-z—z
5.2mi, 6 11i71 3'82'9 _1071
L 2mi, 6.——=,7. 3= ¢i,8. 2mi, 9.7i. 10,
11.—-2mi, 12.0
111 bap

1.1,2.1,3.00,4.1,5.2,6.00,7.z = 0-ikinji tertipli, z, = +2i-
yonekey, 8.z, = nmn,(n =+1,+2,...)-  -yonekey, 9.z =0
-liclinji tertipli, z, = nn, (n=411,%2,4£3...) -yonekey,
10.z, = 2n + Dmi, (n = 0, £1, £2, ...) -ikinji tertipli,
11.f(z) = —sin1 + 2(z + 1)cos1 +

2 3

z z
+§(z + 1)2%sinl — 3 (z + 1)3cos1-...

12.f(z)=%[1+(z+%)_%(z+%)3_

5
—%(Z‘F%) +..

13.1() =—§[1+§(z+2)+(§)2(z+2)2+
3

+ (g) (z+2)3+..

14.f(z2)=1—-(Gz-1D+(z-1)?—-(z—1)3+...
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IV bap

z z3 Zz°
1f(Z)_E__+§_ﬁ+ -,
1 1 1
Zf(Z)_ +—+2'—+3'—+ + -
3.f(2) =—+Z(—1)nzn, 4.f(z) = (Zn+)2 ,
n=0
5f()—z(_)
n=0 n=0
oo n- 4_11 1
6.f(z) = W’
7f(z)——(z +223n )
n-1_n- 1 had 5n—1
8.f<z>=—25—,f, 91D =) o,

1 1
10. =z+1+—-+—..
[ =z+14-+

V bap

1 1
1. res f(z) = > res f(2) = >
2. res flz)=— i r_ez.i?f(z) = i

i i
3resfle)=—3 resf@=-7

4, rgzsf(z) =1, 5.rgsf(z) =0,
6.rfsf(z) =1, rgsf(z) = -3, rgsf(z) =2,
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13 +9i

7. 2mi, 0, 9——  10.27i,
Tl 8.0 75001+ ) 0.2mi
11 2m 123” 13. 2
3-8’ 16
VI bap
1 1 p—3
1.F(p) = S . —
)= 2573 2 p-9i+a
2p2+4p +8
2.F(p)=——"—_—,  3.F(p)=——,
P =" r o P = T
3 2
p’+p +p+1 P P
4.F(p) = ,5.F(p) =In
P p(p? +1)? . p—1 p
(r+2)" -
6.F(p) = > >
1[( +2) +4][(p+2) +16]°
7'f(t)=§( —e73Y), 8.f(t) = e?*cos3t,
1

9.f(t) = Etz + 2etsint,
10 (t)—3(1 t) 3 t+3 int
S@) = 2 4cos 85m,

11.f(t) = 1+1 t+4 2t ! in2t,
S@) = 5e 5cos 1osm

12.f(t)=ie ——e t(cosx/_t+\/_sm\/_t)

13.x(t) = 1 > st
x(6) =gef e 8'
14.x(¢t) = t2 —4t+6—5et—te !,

1
15.x(t) = 2t + 5 (et + cost — sint),

1 1
16.x(t) =gt3 —Etz +2t—4+e7t,
17.x(t) = e?t — et + tet,18.x(t) = 4t + 3 — 2et.
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