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GIRIS

Garassyz we Bitarap Tirkmenistan Watanymyzyn ilkinji Prezidenti
Beyik Saparmyrat Tirkmenbasy tarapyndan o6ne siirlen Taze Bilim
syyasaty Beyik galkynyslar, o6zgerisler eyyamynda Hormatly
Prezidentimiz Gurbanguly Berdimuhamedowyn tagallasy bilen téze
many - mazmuna eye boldy hem-de 6ziinin onyn netijelerini beryar.
Téaze Bilim syyasatynyn esasy maksady — bazar ykdysadyyetine gegis
sertlerinde, yurdumyzyn halk hojalygynyn &siisini  ylmy esaslarda has
ilerletjek, yokary ussatlykly hiinarmenleri tayyarlamakdan ybaratdyr.

Hazirki bazar gatnagyklaryna ge¢is dowriinde, matematiki
apparadyn — usullarynn orny barha artyar. Dogrudan hem, halk
hojalygynyn esasy pudaklarynyn: senagatyn, oba hojalygynyn, ulagyn,
aragatnaSygyn, sowdanyn we hyzmat ulgamynyn esasy meseleleri —
gorntisleri rasional saylamak hem-de ¢ozgiitleri ylmy esasda netija
getirmekdir. Diymek, degisli matematiki modeller boyunga, zerur
hasaplamalar kompyuterde hasaplanyp we barlanyp, her bir uly ya-da
kici kysymdaky hojalyk ¢ozgiitleri kabul edilyérler.

Gollanmada kopliikler nazaryyetinin, san kopliiklerinin, wektorlar
algebrasynyn we  analitik geometriyanyn elementlerine seredilip
gecilyar. Ykdysady-matematiki modelirlemede zerur bolan maglumatlar
getirilydr. Maglumatlar, esasan, diisiinjeler, kesgitlemeler, formulalar
gorniisinde beyan edilip, teoremalar, kdpleng, subutsyz kabul edilyirler.
Formulalaryn ulanylyslaryna degisli goniikdiriji meselelerini islenisleri
gollanmada yeterlik derejede berlendir. Gollanma, beyleki tarapdan,
Ozbasdak meselelerin we tipli yumuslaryn hem yygyndysydyr.

Dolwet dilimizde seyle kitapcalarynn azdygyny nazarda tutup,
talyplaryn matematika kursuny berkitmeklerinde su gollanma hem
gosant bolar diyip tama edyaris.

1. KOPLUKLER WE SAN KOPLUKLERI
Matematikada kesgitlemesi getirilmeyan ilkinji diisiinjelerin biri

hem kopliik disiinjesidir. Kopliikleri diirli nysanlarynn esasynda,
birmenizes bolmadyk tebigatly obyektlerini — elementlerinn iisti bilen
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emele getirmek miimkindir. Meselem, kopliigi ony diizydn elementlerin
hésiyetini ya-da emele gelis diizgilinlerini gérkezip gurmak bolar.
pliikklerin elementleri material obyektler ya-da geometrik figuralar,
simwollar, sanlar yaly abstrakt-howayy diislinjeler bolup bilerler. Su
bolimde umumy kopliikkler nazaryyetinin elementlerine hem-de
elementleri sanlardan ybarat kopliiklere, hususan-da, natural, bitin,
rasional, irrasional, hakyky hem-de kompleks san kopliiklerine, olarda
arifmetiki we beyleki amallaryn kesgitlenis ayratynlyklaryna serederis.

1.1. Kopliikler nazaryyetiniii elementleri

Koplik diylende, hokman, kop elementli bolmalydyr diyip
distinmeli déldir. Bir elementli, iki elementli, kop elementli we hi¢ bir
elementi bolmadyk kdopliikler hem bolup bilerler. Elementi bolmadyk
kopliige bos kopliik diyilyar.

Kopliikleri, esasan, A,B,...,X uly latyn harplary, olaryn degisli
elementlerini bolsa, a,b,...,x valy kigi harplar bilen belgileyéarler. Bos
kopliik & yaly belgilenyar.

Eger A kopliik a1,az2,...,an elementlerden duryan bolsa, onda ony

A={ai1,az,...,an} ya-da A={ai | i=1,2,...,n}

gorniisde yazmak bolar.

"a element A kopliige degisli" diymegi
aeA
yaly belgileyirler.

"a element A kopliige degisli dal" diymegi

agA

gornligde yazyarlar. Meselem, eger T={1,3,5,...,99} — 100 sana
cenli tiak sanlaryn kopliigi bolsa, onda: 11T, 24T we s.m.

Eger B kopligin hemme elementleri A kopliigin hem elementleri
bolsa, onda B kopliige A kopligin bolek kopliigi diyilyar we



BcA

yaly yazylyar. Meselem, eger P={2,4.,6,...,98,100} — 1-den 100-e
cenli jlblit sanlaryn kopliigi bolsa, onda olaryn i¢inde 4-e boliinydn
sanlaryn kopliigi:

S={4,8,12,...,96,100}
licin S < P yazyp bileris.
Islendik A kopliik bolek kopligi hokmiinde 6ziini hem-de bos
kopliigi saklayar. Sol sebépli:
AcA we DA

vazgylar adalatlydyr.
Sol bir elementlerden ybarat A we B kopliikler iigin

AcB we BcA
vazyp bolyandyr. Seyle kopliiklere, desi kopliikler diylip,

A=B
yaly belgileyirler.

Eger A kopliigin bos bolmadyk B bolek kopliigi A kopliigin 6zi
bilen gabat gelmeyén bolsa, onda onia A kopliigin hususy képliigi, A
kopliigin 06ziine bolsa, B koplige gord umumy kopliik diyilyar.
Umumy kopliigi U harpy bilen hem belgileyérler.

1.1.1. Képliikler iistiinde amallar

A we B képliikleriii birlesmesi diylip, elementleri bu
kopliiklerin it bolmanda birine degisli bolan, C kopliige aydylyar we

C=AuUB

yaly belgilenyir.



Aydynlyk {i¢in, kopliikler1 Eyleriii—Wennin diagrammalary
diylip atlandyrylyan, tekiz tegelek figuralarda ailladyarlar. Onda
kopliiklerin birlesmesini

AN

TTIN

1T
L1l

1.1-nji surat

gorniislerde gorkezmek bolar, bu erde U — umumy kopliikdir.
A we B képliikleriii kesigmesi diylip, elementleri bu kopliikle-
rin ikisine-de umumy bolan C kopliige aydylyar we

C=AnNnB

yaly belgilenyar. Kopliiklerin kesismesi Eylerin—Wennin diagrammala-
rynda seyle gorkeziler:

1.2-nji surat

Kopliikleriii birlesmesi we kesismesi asakdaky hésiyetlere eyedir:
1. Orun galsyrma — kommutatiwlik:
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AUB=BUA; ANB=BnNA.

2. Utgasdyrma — assosiatiwlik:

(AuB)uUC=AuU(BUC); (AnB)NC=AN(BNC).

3. Paylasdyrma — distributiwlik:

(AUB)NC=(ANC)u(BNC); (AnB)uC=(AuC)N(BUC).

A we B képliiklerini tapawudy diylip, elementleri B kopliige
degisli bolmadyk A kopliigin elementlerinden duryan C kopliige
aydylyar we

C=A\B ya-da C=A-B

yaly belgilenyar.

Eger BcA bolsa, onda C=A\B tapawuda B kopligin A kopliige
cenli doldurgyjy diyilyar. Sunlukda, BUC=A, BNC=Q bolyandygy
diigniiklidir.

Iki kopliigin birlesmesi we kesismesi diislinjelerini islendik
tikenikli sanly Ai (i=1,2,...,n) koplikler ti¢in gineldip, seyle yazyp
bileris:

P= U A=A UA,U...UA, —kopliiklerini birlesmeleri;

i=1

Q= ﬂ A=A NA N...NA, —kopliikleriii kesismeleri.

i=1

Eger Ai (i=1,2,...) tiikeniksiz sandaky kopliikler bolsalar, onda
olaryn birlesmelerini we kesigmelerini seyle gorkezyérler:
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P=UA. Q=(1A

Goy A kopliigin tiikkenikli ya-da tiikkeniksiz sandaky Ai (i=1,2,...)
bolek kopliikleriniii toplumy berlen bolsun. Onda ikileyinlik gatna-
syqy diylip at berilyén, asakdaky deilikler yerine yetyéndir:

A\NA =U(R\A), AUA =N(A\A).

Elementleri sanlardan ybarat kopliiklere san képliikleri diyilyar.
Biz, esasan, seyle kopliiklere hem serederis.

Eger (a,b) elementlerin jibti aeA, beB sertinde alnan bolsa,
onda ona tertiplesdirilen jiibiit diyilyir.

ai=az, bi=b2 bolanda, (a1,b1) we (az,bz) tertiplesdirilen jiibiitler
deii hasap edilydar. A we B kopliklerin Ax B dekart kipeltmek
hasyly diylip, hemme (a,b) tertiplesdirilen jiibiitlerin kopliigine
aydylyar, yagny

Asz{(a,b)‘aeA,beB}.

Meselem, goy, X = {x | xe R}, Y = {y lye R} — degislilikde
abssissa we ordinata okunyn Ustindiki nokatlaryn kopliikleri bolsunlar.
Onda
X xY ={(x,y)|xe X, yeY}

biitin XOy koordinat tekizligindéki nokatlaryn kopliigini anladar.
Kopliiklerini tistiinde diirli operasiyalary kesgitldp, su pursada cenli,
olaryn elementleriniii arasynda defithukukly gatnasyklar bar diyip
hasap etdik. Emma, matematikada, icki strukturasy — elementleri
boyunca ol ya-da beyleki gatnasyklar kesgitlenen, tertiplesdirilen
kopliikler bilen has kop is salsylyar.
Kesgitleme. Eger A kopliigin islendik a, b elementlerinin arasynda:
1. Refleksiwlik: a<a,
2. Antisimmetriklik: eger a<b we b<a bolsa, onda a=b;
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3. Tranzitiwlik: eger a<hb we b<c bolsa, onda a<c
hésiyetlerine eye bolan a<b (a-nyn bahasy b-den ge¢meyir) tertip
gatnagygy Kesgitlenen bolsa, onda A koplige tertiplesdirilen
kopliik diyilyér.

Bos koplik hem tertiplesdirilen hasap edilydr. Tertiplesdirilen
kopliiklerin elementlerini berlen tertip boyunca yaylaryn iginde
gorkezip yazyarlar.

Meselem, {1, 2, 3} sanlaryn kopliiginde:

A =(1, 2, 3) — elementleri artyan;
B = (3, 2, 1) — elementleri kemelyin
tertiplerde kesgitlenen diirli tertiplesdirilen kopliiklerdir.

1.1.2. Kopliiklerin arasynda degislilik we dwiirmeler

Degislilik hem matematikanyn ilkinji diisiinjelerinin biridir. Eger
bir kopliigin her bir elementi {i¢in, beyleki kopliigin kesgitli elementini
va-da elementleriniii bolek kopliigini saylayan diizgiin bar bolsa, onda
ol iki kopliigit arasynda degislilik bar diyip aydyarlar. Sunlukda,
birinji kopliigin kdbir elementlerine bos bdlek kopliigin degisli bolmagy
hem miimkindir.

Kopliiklerin ~ arasynda  degislilik  diistinjesinin = esasynda,
kopliiklerini éwiirmesi dusiinjesini girizydrler. A kopliigin her bir
elementine B kopliigin dine bir elementini we mundan basga-da, B
kopliigin her bir elementine A kopliigin il bolmanda bir elementini
layyk edyén degislilige A kopliiginn B kopliige owiirmesi diyilyar.

Kopliiklerin owiirmesini f, g, h, ... yaly harplar bilen seyle
gorkezyirler:

A—' B, A—15B, A——B,
ya-da
f: A—>B, g: A—>B,

h: A——B,
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Eger f owiirmede ae A elemente b e B element degisli bolyan
bolsa, onda b= f(a) belgilenip, b elemente a elementin obrazy, a

elemente bolsa, b elementin asyl obrazy diyilydr. A kopligin B
kopliigine dwiirmesini B = f (A) yaly hem yazyarlar. Eger f 6wiirmede
A koplugin diirli elementleri diirli obrazlara ee bolyan bolsa, onda
f: A——B owirmi inyektiw diyilyar.

f: A——>B, g: A——B owiirmelerin f =g denliginden,
islendik ae A element ii¢in, f(a)= g(a) gelip ¢ykyar.

A kopliigin diirli elementlerine B kopliigin diirli elementlerini
degisli edyén 6wiirmé dzara birbelgili owiirme diyilyar. Basgaca,
f: A——>B oOwirme A kopligini B koplige owiirydn hem-de
inyektiw bolsa, onda A kopliigin B kopliigine Owiirmesi Ozara
birbelgilidir. Ozara birbelgili Owiirmini biyeksiya diyip hem
atlandyryarlar.

Eger A we B kopliikler gabat gelip, f — 6zara birbelgili dwiirme
bolsa, yagny f: A——A, onda "A koplik 6ziine 6zara birbelgili
owrllyar" diylip aydylyar. Goy, f: A——>B oOzara birbelgili
owiirme bolsun.

Kesgitleme. Her bir b e B elemente ae A asyl obrazyny degisli
edyin owiirmi, f dwiirme ii¢in ters éwiirme diyilyir we
yaly belgileyirler.

Onda ters dwiirme

B——5A ya-da f': B—>A

gorniislerde gorkeziler. Eger f &zara birbelgili dwiirme bolsa, f ™ hem
ozara birbelgili dwiirmedir; ™ owiirme iigin ters dwiirme f owiir-
medir.

Kesgitleme. Eger A kopliik 6zara birbelgili B kopliigine dwriilyéan
bolsa, onda A we B kopliiklerine ekwiwalent diyilyar we A~ B yaly
belgilenyir.
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Ekwiwalent A we B koplikler barada, olaryri arasynda
ekwiwalentlik gatnasygy yola goylan diyip aydyarlar.
Kopliiklerin ekwiwalentlik gatnasygy hem:

1. Refleksiwlik: A~A;
2. Simmetriklik: A~B =3 B~A;
3. Tranzitiwlik: A~Bwe B~C = A~C

hésiyetlerine eyedir.

Kopliikler tiikenikli we tiikeniksiz kopliiklere boliinyérler.

Kesgitleme. [1, n] (ya-da 1,n) natural hataryin kesimine
ekwiwalent bolan kopliige titkenikli kopliik diyilyar. Bos kopliik
hem tiikenikli hasap edilydr. Tiikenikli kopliigin elementlerini sanamak
miimkindir, basgaga, onuii elementlerine 1-den n-e genli sanlary eye
etdirsek, onda n san kopliigin elementlerinin sanyny gorkezer.

A tiikenikli kopliigin elementlerinifi sanyna onun kKuwwaty
diyilyar.

Teorema. (tiikkenikli kopliikler barada). Islendik tlikenikli kopliik
0z hususy bolek kopliiklerinin hi¢ birine ekwiwalent déldir.

Tiikenikli dél kopliige tiikeniksiz képliik diyilyar. Tiikeniksiz
kopliige ahli natural sanlaryn N kopliigi mysal bolup biler.

Eger her diirli tiikeniksiz kopliikler dhli natural sanlaryn N kopliigi
bilen denesdirilse, onda hemme tiikkeniksiz kopliikkler N kopliige
ekwiwalent we ekwiwalent dél toparlara boliinyarler. Koplikleriti bu
toparlaryna, degislilikde, hasaply we hasapsyz kopliikler diyilyar.

Diymek, hasaply kopliiklerin elementlerini kébir usulda natural
sanlar bilen nomerlemek miimkindir. Hasaply kopliiklere, jiibiit natural
sanlaryn ya-da rasional sanlaryn kopliikleri mysal bolup bilerler.

Tiikeniksiz kopliikler asakdaky hisiyetlere eyedirler:

1. Hasaply kopliigin islendik bolek kopliigi tikeniklidir ya-da
hasaplydyr.

2. Hasaply kopliiklerin islendik tiikenikli ya-da hasaply sanynyn jemi
hasaply kopliikdir.

3. Islendik tiikeniksiz kopliik hasaply bolek kopliigini saklayandyr.

Sonikky  hiésiyet, tiikeniksiz  kopliiklerin  arasynda, hasaply
kopliiklerin "in kigisidigini" anladyar.

Hasapsyz kopliige [0, 1] kesimdéki dhli nokatlaryn kdpliigini mysal
getirse bolar. Bu kesimdéki nokatlaryn tiikkeniksizdigi, hakyky sanlaryn
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tikkeniksiz periodik ya-da periodik didl onluk droblar goérniisinde
afiladylyandygyna esaslanyp, hemme natural sanlar bilen bu nokatlary
belgilesek hem, yene-de nuldan uly, birden bolsa ki¢i hakyky sanlaryn
belgilenmén galyandygy bilen diislindirilyar.

Eger kopliik nuldan uly, birden ki¢i hakyky sanlaryn kopliigine
ekwiwalent bolsa, onda onun kontinuun kuwwaty (iizniiksiz dowam
edydan kuwwaty) bar diyilydr. Kontinuun kuwwatly kopliklere goni
cyzygyn istiinddki islendik kesimin nokatlarynyn kopliigini, goni
¢yzygyn nokatlarynyn kopliigini, tekizligin tistiinddki goni ¢yzyklaryn
kopliigini we § . m. mysal getirse bolar.

1.1.3. Matematiki belgilemeler

Matematiki aksiomalarda, kesgitlemelerde, tassyklamalarda we
teoremalarda sol bir s6z diiziimlerinin ulanylyan wagtlary seyrek
bolmayar. Gysga beyan etmek ii¢in, seyle s6z diiziimlerinin kabirlerini
yorite belgiler, belgilemeler bilen galysyarlar.

1. e, ¢ —degisli, degisli dél belgileri:
ae A — "a element A koplige degisli", bg P — "b element P
kopliige degisli dal" diylip okalyarlar;
2. c, D — girme, 6zlinde saklama belgileri:
BcA — "B kopliik A kopliigine giryar — bolek kopliigt",
A>B —"A kopliik B kopliigini (bdlek kopliigini) 6ziinde saklayar"
yaly okalyarlar;
3. V —"islendik ... li¢in" belgisi:
VB — "islendik B kopliik tiin" diylip okalyar;
4. 3 —"bar", "tapylyar" belgisi:
dM — "M kopliigi bar",
IxeR — "R kopliigine degisli X element bar, tapylyar"
yaly okaylarlar;
5. :—"yerine yetyar", "yerinde bar" belgisi:
Vae A: aeB — "A kopliige degisli islendik a element iicin, a
element B kopliige degislidir" diylip okalyar;
6. = —"logiki gelip ¢cykmak", "eger... bolsa, onda ..." belgisi:
(Ac B) = (Vae A: aeB) — "eger A kopliik B kopliigin bolek
15



kopliigi bolsa, onda A kopliigin islendik a elementi {i¢in a degisli B
gelip ¢ykyar" diylip okalyir.
7. <& - "dengiiyclilik", "sonda we dine sonda, haganda" belgisi:
P < Q - "P tassyklama Q tassyklama dengiiy¢li" ya-da "P tassyklama
yerine yetyar, sonda we dine sonda, hacanda Q yerine yetende", ya-da
"P tassyklamadan Q gelip ¢ykyar we tersine , Q tassyklamadan P gelip
cykyar" diylip okalyar.
Su bellemeleri girizmek bilen, meselem,
- kopliiklerin birlesmesinin kesgitlemesini:
(xe AuB)<(xe A ya-da xeB);
- kopliiklerin kesigsmesinin kesgitlemesini:
(xe AnB)<=(xe Awe xeB);
- kopliiklerin tapawudynyn kesgitlemesini:
(xe A\B)<(xe A we xgB);
gorniislerde yazmak bolar.

1.2. San kopliikleri

Ilki bilen san okuna kesgitleme berelin. Goy, tekizlikde gorizontal
yerlesen goni ¢yzyk berilsin. Onun sag tarapyny poloZitel ugur
hasap edip, peykam bilen belldlin. PoloZitel ugry gorkezilen goni
¢cyzyga ok diyip at berelinn. Onun iistiinde O nokady belldp, onia hasap
baslangyjy diyelin. O nokatdan sagda E nokady bellép, [OE] kesime
masstab kesimi diyip at berelin.

Kesgitleme. Eger goni ¢yzykda 1) polozitel ugur; 2) O hasap
baslangyjy; 3) [OE] masstab kesimi berlen bolsa, onda ofia san oky
diyilyar.

San okunda, O nokatdan sagda we ¢epde, [OE] kesimi yzygider
alyp goyalyin we emele gelen nokatlary: ..., -3, -2,-1,0, 1, 2, 3, 4, ...
sanlar bilen belgildlin. San okuna, basgaca, koordinat oky (Ox) hem
diyilyar.

- . 1 2 3 4 5 |
- - —- — O E E» Ei; E1 E;s X
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San okunda natural, bitin, rasional, irrasional we hakyky sanlaryn
kopliiklerine seredelin.

1.2.1. Natural sanlar

San okunda O nokatdan sagda [OEl], [OEz], [OE3], [OE4],
kesimlere degisli sanlar: 1, 2, 3, 4, ... yaly belgilenerler. Olara
natural sanlar diyilyir we N bilen belgilenyir. Basgaca,
N ={1,2,3,4,...} natural sanlar predmetleri — naturalary — sanamakda
ulanylyan sanlardyr.

Natural sanlaryn iistiinde denesdirmek, gosmak, ayyrmak, kopelt-
mek, bolmek we natural derejd gotermek amallary kesgitlenendir.

k we n sanlar denesdirilende asakdaky yagdaylar bolup bilerler:

k<n, k=n, k>n.

K we n sanlaryi:

—  jemi S=k+n;

— tapawudy r=k-n;

— kopeltmek hasyly p=kxn, p=Kk-n, p=kn;
—  payy g=k:n, g=k/n

yaly belgilenyérler.

n sanyn k-njy derejesi

n =n-n-....n

k  gezek

yaly belgilenip, n sana derejinisi esasy, K sana bolsa, gérkezijisi
diyilyar.
Derejé gotermek amalynyn agsakdaky hésiyetlerini belldlin:
1. Eger m=n bolsa, onda Vke N: m*=n*;
eger m>n bolsa, onda m* > n*;
2. Islendik natural sanlar iigin dereja gotermek amaly kesgitlenendir;
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Islendik k, n natural sanlar iicin n* yeke-takdir;
Islendik k, n natural sanlar iigin n* natural sandyr;

Islendik Kk, n, p natural sanlar iigin n*n® =n**°;

Islendik k, n, p natural sanlar iigin (nk)p =n*P;

N o oW

Islendik k, n, p natural sanlar iigin n* p =(np)k .

Kesgitleme. Nul san bilen bilelikde natural sanlaryn N kopliigine
natural sanlaryni ginieldilen kopliigi diyilyir we Zo bilen
belgilenyir (N = Z,).

Zo kopliikde nul san bilen baglanysykly

0+n=n+0=n, 0-n=n-0=0

amallar gosulyar.
Islendik natural sanyii nul derejesi bire deni hasap edilyér:

n’=1.

Nuluii nulynjy derejesi we nula bdlmek amaly kesgitlenen déldir.

Kesgitleme. m ya-da m/n, (meZO, ne N) gorniigde
n

kesgitlenen sana drob diylip, m we n sanlara, degislilikde, sanawjy
we maydalawjy diyilyar.

Droblaryn kopliigini Q * bilen belgileyirler. Islendik k natural sana
k =k/1 drob gorniisinde seretmek bolar. Onda:

NcQF, Z,cQ" ya-da NcZ,cQ".

Droblary denesdirmek Zo koplikden sanlary denesdirmeklige
getirilyr.

Eger mg=np bolsa, onda m/n= p/q droblar defi bolup, bu
denilige proporsiya diyilyar.

Eger mg > np bolsa, onda m/n> p/q.
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Eger mg < np bolsa, onda m/n< p/q.
Droblary gosmak we ayyrmak

m-q+n-p
nq

diizglinde yerine yetirilyar.
Droblary kdpeltmek we bolmek, degislilikde,

m
n

mp m.
ng ' n

maq
np

P
g

Q|-o

yaly yerine yetirilyar.
m/n drobufi k-njy derejesi seyle p/q droba defdir:

Kesgitleme. n=10°" (pe N) maydalawjyly m/n droba onluk
drob diyilydr we onluk drob

KLl

gorniigde belgilenydr, bu yerde keZ, -sanyn bitin bolegidir;
, €{0,1,2,34,5,6,7,89} (i=12,...)—onluk sifrlerdir.

Drob sanyn yazgysynyn soitundaky nullar taglanyp yazylyar.

Eger onluk drobun yazgysynda kébir s nomerden baglap, sol bir (I)
san ya-da kébir (IS+1 |S+2...|5+t) sanlaryn utgagmasy gaytalanyp gelyin
bolsa, onluk droba periodik drob, (1) sana ya-da (I, 1,,...I.,;)

utgasma bolsa bu drobun periody diyilyar.
Tiikeniksiz periodik onluk droby
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k0, 1,...1.(1) ya—da
k’ Il I2 s Is (Is+l Is+2 s Is+t)
gorniisde yazyarlar.
Islendik adaty droby tlikeniksiz, periodik onluk drob gorniisinde

yazmak bolar. Onuii {igin M / N drobun sanawjysyny maydalawjysyna
bdlmelidir. Meselem:

=0,500...0...=0,5(0)=05.

=0,66...6...=0,(6).

wWIiN N

+ % = +1,714285714285... = +1,(714285).

1.2.2. Bitin sanlar

San okunda O nokatdan sag (polozitel) ugurda masstab kesimini n
gezek alyp goyup, polozitel n sany alarys. Indi masstab kesimini ¢ep
(garsylykly) ugurda n gezek alyp goyalyn we alnan sany otrisatel n
san atlandyryp, —n yaly belgilélin.

Kesgitleme. Nuldan, natural sanlardan hem-de olara garsylykly
sanlardan ybarat san kopliigine bitin sanlarysn képliigi diyilydr we
Z bilen belgilenyir. Diymek,

z={.,-n-n+1,...,-3-2-10123,...,n,..}.

Bitin sanlaryn kopliiginde deiiesdirme amaly natural sanlaryn
kopliigindéki yaly kesgitlenyar.

Gosmak amaly asakdaky denliklerde kesgitlenyér:
1) (— k)+ (— n)= —(k + n);

2) (-k)+0=—k;
20



—(k— n), eger k>n bolsa,
3) (~k)+n=4n-k, eger k<n bolsa,
0, eger k=n bolsa.
Ayyrmak amaly a—b=a+ (— b) denlikden hasaplanyar.
Kopeltmek amaly ti¢in alarys:
1) (-k)-(=n)=kn; 2) (-k)-n=—kn; 3)
(-k)-0=0-(-k)=0.
Bo6lmek amalynda nula bélmek bolmayandygyny bellemelidir.
Dereji gotermek amaly hem natural sanlardaky yaly kesgitlenyar.

1.2.3. Rasional we irrasional sanlar

Eger san okunda O nokatdan sag tarapda m/n drob alynyan bolsa,
onda ¢ep tarapda —m/n drob alnar. Olara hem ézara garsylykly
sanlar diyilyar.

Kesgitleme. Nuldan, hemme polozitel we otrisatel droblardan
ybarat san kopliigine rasional sanlaryn kopliigi diyilyir we Q
bilen belgilenyir.

Diymek,

NcZ,cZcQ

yerine yetip, islendik rasional sany m/n goérniisde yazmak bolyandyr;
buyerde meZ, ne N.

Rasional sanlary denesdirmek, gosmak, ayyrmak, kopeltmek,
bolmek we derejd gotermek amallary droblarynky yalydyr. Nula
bdlmek bolyan déldir.

Belli bolsy yaly, islendik polozitel droby tiikeniksiz periodik onluk
drob gorniisinde yazmak bolyar. Onda islendik otrisatel droby hem
tikkeniksiz periodik onluk drob gorniisinde yazyp bolar. Meselem:
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(_ %) =-0,(3). Seylelikde, nul sany hem 0=-0,(0) gorniisinde ailat-

mak miimkin. Netijede, rasional sanlara islendik periodik onluk drob
gorniiginde yazyp bolyan sanlar degislidir.

Rasional sanlar san okuny doly yapmayarlar. Meselem, birlik
kwadratyn diagonalynyn uzynlugy V2 -d dent bolup, ony m/n drob
gorniisinde yazyp bolyan daldir.

Kesgitleme. Tiikeniksiz periodik dil onluk drob gorniisinde
anladylyan sanlara irrasional sanlar diyilyir we | bilen
belgilenyir.

Diymek, san okundaky islendik nokat rasional ya-da irrasional
sanlarda ailadylar.

1.2.4. Hakyky sanlar

Hemme rasional we irrasional sanlaryn kopligine hakyky
sanlaryni képliigi diyilyar we R bilen belgilenyir. Diymek, islendik
tiikeniksiz onluk drob hakyky sandyr hem-de R=QU I .

Praktikada tiikeniksiz onluk drobyn hemme sifrlerini yazmak
miimkin déldir. Sonunl {i¢in, droby kesgitli onluk razryadlara cenli
tegelekldp, yakynlasan bahasyny ulanyarlar.

Hakyky sanlar deniesdirilende, olaryni san okunda yerlesislerini goz
oniinde tutmak bolar. Cepdiki san kigidir. Yogsa-da olaryn polozitel —
otrisateldigini, bitin bdlekleriniii ululygyny, onluk razryadlar boyunca
deniesdirmeleri ulanmalydyr.

Hakyky sanlaryil kopliiginde hem gosmagyn we kopeltmegiii orun
calsyrma, utgasdyrma kanunlary yerine yetyir. Gosmak we kopeltmek
amallary paylasdyrma kanuny arkaly baglanysyarlar:
vabceR: (a+b).c=ac+bc.

Hakyky sanyn natural derejesi

k
a =a-a-...-a, aeR, keN
k gezek
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yaly hasaplanylyar. Hakyky sanyil nul derejesi hem bire dendir, yagny
a =1, aeR.
Nuldan tapawutly a# 0 sanyn otrisatel bitin derejesi

at=1/a"
hasaplanyar.

Kesgitleme. a sandan alnan zik (2k+1, ke N) derejeli kik
diylip, seyle yazgylara diisiinilyar:

1

a2+ ya-da 2y

Teorema. a hakyky sandan alnan tak derejeli kok yeke-tik bolup,
1. a =0 bolsa, alnan kok nula dendir;
2. a <0 bolsa, alnan kok otrisateldir;
3. a> 0 bolsa, alnan kok poloziteldir.

Kesgitleme. a hakyky sandan alnan jiibiit (2k, ke N)
derejeli kik diyip, 2k-njy derejesi a sana den bolan sana aydylyar.

Teorema. a hakyky sandan alnan jiibiit derejeli kok:
1. a<0 bolsa, kesgitlenen déldir;
2. a=0 bolsa, ol nula dendir;
3. a>0 bolsa, ol iki sany 0zara garsylykly sandyr.
Mesele: 9 sandan alnan kwadrat kok 3 we —3 sanlardyr, sebébi

3?=9 we (-3) =9.

Kesgitleme. a polozitel hakyky sandan alnan jiibiit derejeli
arifmetiki kok diyip, b* =a denligi kanagatlandyryan polozitel b
sana aydylyar.

Diymek, 9 sandan alnan arifmetiki kwadrat kok 3 sana dendir.
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Aydyilyk tigin, a polozitel sandan alynyan arifmetiki koki %a
gorniisde, algebraik koki + %a gorniisde belgileyérler.

Kesgitleme. Islendik hakyky a sanyfi m/n drob derejesi

amn =(Q/§)W =ta"

yaly tapylyp, m<0 bolanda a#0, n jibiit bolanda a0
bolmalydyr. Meselem,

(-8)"” =(%/—_8)4 =(-2)*=16.

Eger sanyn dereje gorkezijisi irrasional san bolsa, ol sany yeterlik
golay rasional sanlar bilen calsyryp, gdzlenydn bahany yakynlasan
hasaplayarlar. Meselem,

58 = 52,718281.. ~ 52,71828

Hakyky sanlaryii tapawudy
a—b=a+(-h)
gornilisinde gosmak amalyna getirilyar.

Hakyky a we b sanlaryn iistiinde kesgitlenen a:b amaly igin C
san tapylyp, c-b=a yerine yetmelidir.

Kesgitleme._a hakyky sanyii absolyut ululygy diyip:

|a|— a, eger a=0 bolsa,
“|-a, eger a<0 bolsa

diizgiin bilen tapylyan polozitel |a| sana diistinilyar.
Diymek,
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7]=7, -7=7.

Hakyky sanlarynl absolyut ululygynyn seyle hasiyetleri bardyr:
VabeR: [a+b/<|a+]bl;

VabeR: [abl=]alb[;

VabeR: [a/b/=|a/b, buyerde b=0;
VaeR,VneN:

VaeR: \/?=|a|.

a"|=[d";

o > LD E

Kesgitleme. Algebraik ajrilatma diyip, gosmak, ayyrmak,
kopeltmek, bolmek, dereji gdtermek amallary hem-de yaylar bilen
birlesdirilen hakyky sanlaryn toplumyna aydylyar. Algebraik anlatma-
nyn bahasyny asakdaky tertipde hasaplayarlar:

1) yaylaryn i¢indékilerin bahalaryny tapmaly;
2) dereja gotermek amalyny yerine yetirmeli;
3) kopeltmek, bolmek amallaryny hasaplamaly;
4) gosmak, ayyrmak amallaryny islemeli.

Hasaplamalary yenillesdirmekde gysgaca kopeltmek formulalary-
nyn hem dhmiyeti uludyr:

(axb) =a*+2ab+b?, a>~b?=(a—b)-(a+b),
(a£b)’ =a’+3a%h+3ab’+b?, a® +b° =(a+b)-(a? Fab+b?).

Goniikme. Hasaplamaly:

10-0,21: 42-3%]|:{13.122 )= 438
5 24)~ "559

25



5 1) a2-32-42_34_,2°8_12-8_4
5 10 5 ~ 10 10 10

2) 0,21:0,4=0,525;
3) 10-0,525=9,475

§ 1511913, _559,
2410 24 240°

5)
0.475: 559 _ o 475 559 9475 559

240 1000 240 1000 240
9475-240 _379-6 _ 2274 _, 38

1000-559 1.-559 559 559 °

1.2.5. Kompleks sanlar

Bilsimiz yaly, islendik 6lgeglerin netijesini R — hakyky sanlaryn
kopliiginde aflatmak miimkindir. Emma deillemeler c¢oziilende,
meselem, Xx*+1=0 defleminin koeffisientleri bitin, hakyky sanlar
bolsa-da, hakyky sanlaryn kopliiginde olarynn ¢oziiwinii bolmayan
yagdaylary kop dus gelyar.

Seylelikde, hakyky sanlaryn kopliigini umumylasdyrmak zerurlygy
yiize ¢ykyar, ol umumylasdyrma hem C bilen belgilenyan kompleks
sanlaryn kopliigidir.

Kesgitleme. a+b-i gorniisddki yazga kompleks san, aeR
we beR hakyky sanlara, degislilikde, onun hakyky we hyyaly
bolekleri, i” =—1 sert bilen kesgitlenyin i simwola bolsa, hyyaly
birlik diyilyar.

Adatga kompleks sany z harpy bilen, onun hakyky we hyyaly
boleklerini bolsa, degislilikde, Rez we Imz arkaly belgileyirler.
Onda:
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z=a+bhi, a=Rez, b=Imz.

z=a+bi yazga, basgaca, kompleks sanyii algebraik
formasy diyilyar.

Kompleks sany z= (a, b) sanlaryn tertiplesdirilen jiibti
gorniisgde hem anladyarlar. Seylelikde (a, 0) sanlaryn tertiplesdirilen
jubtiini a —hakyky sana den hasap edyérler. Diymek,

RcC ya-da (NczZ,cZcQ)Ul=RcC.

z,=a,+bi we z,=a,+b,i sanlar, dinte a, =b, we a,=Dh,
bolanda dendirler. Ol sanlaryn jemi we kopeltmek hasyly bolsa,
degislilikde,

2, +2,=(a, +b,i)+(a, +b,i)=(a, +a,)+(b, +b,) i,
Z,°2,= (al + bli)' (az + bzi)= (ala2 - b1b2)+(a1b2 + azb1)° i

yaly tapylyar.

Goniikme. z, =3+2i we z,=5-3i kompleks sanlaryn jemini
hem-de kopeltmek hasylyny tapmaly.
9 17,+1z, =(3+2i)+(5—3i)=(3+5)+(2—3)-i =8-1,;
z,-2,=(3+2i)-(5-3i)=[3-5-2- (= 3)]+[3- (= 3)+5-2] i =21 +i
-
Umuman, C - kompleks sanlaryn kopliiginde gosmak we
kopeltmek amallary tigin:

2,+2,=2,+1,, z,-2, =1, -z, — kommutatiwlik;
z, +(z2 + 23)= (z1 + 22)+ z;,

z, -(z2 . 23)= (z1 . 22)- z, — assosiatiwlik;

Z, -(z2 + 23)= Z,-2,+1, -z, —distributiwlik
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kanunlary yerine etyindir.
Bu kanunlarynl esasynda, sol bir z kompleks san {i¢in:

z+z+-+z=nz- ZoZeees z=2z"
\_ﬁ/——/ ) %,—J
n sany n sany
yazyp bileris.
i? =—1 denlikden
i°=—i; i‘=—i-i=—i’=1; i°=i;

diymek, V ke N iicin i* =1, i** =i alarys.

Kesgitleme. Z=a-—bi sana z=a+bi san {igin kompleks
catyrymly diyilyar.

Bu yerden: Z=2, z-Z=a*+b?.

Onda bolmek amaly {i¢in alarys:

Z, _a+bi _ (al + bli)'(az - bzi) _ (alaz + b1b2)+(a2bl - ale)i _
z, a,+bi (a,+h,i) (a,—byi) a’ +b? -

_aa+ b,b, N a,b, —a;b, i

a’ +b? a’ +b?
Goniikme. Hasaplamaly: S+ 5_'
1+7i
)
3+5i _(3+5i)-(1-7i) 3-21i+5i+35 38-16i 19 8
1+7i (1+7i)-(1-7i) " 1247% = 50 25 25°
¢

Kompleks sany Oxy dekart goniiburgly koordinatlar ulgamynda
M(a; b) nokat ya-da OM radius-wektor arkaly belgileyarler (sur. 1.3).
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Eger O we M nokatlar gabat gelseler, y4
onda OM wektoryna nul wektor diyilyar: bloeee M(a, b)
0=0+0i. ]
|
Seylelikde, Oxy koordinat tekizligine — Wargz; vig

C — kompleks tekizligi, Oxy we Oxy .
oklaryna bolsa, degislilikde, hakyky we 1.3-nji surat
hyyaly oklar diyilyar. (0;1) nokat
hyYaly birligi sekillendiryir.

Goy, M(a;b) nokat z=a+bi kompleks sana degisli bolsun. Onda

OM wektoryit uzynlygyna z sanyn moduly, bu wektoryn hakyky
okun polozitel ugry bilen emele getirydn burcunyn radian dlgegine z
sanyn argumenti diyilyar.

Z kompleks sanyin moduly

r=z=va’+b?,
argumenti
@ = Arg z = arctg 2
formulalar bilen tapylyarlar.
Argumentin birbelgili kesgitlenen bahasyny argz=¢, yaly yaz-
yarlar, bu baha — 7 < @, < 7 serti kanagatlandyryar (sur. 3).
Eger kompleks san hakyky san bilen gabat gelse, onda ona degisli

wektor hakyky okda yatar we |Z| diislinjesi a hakyky sanyn a| moduly
diisiinjesine getirer.

- V31 . .

Goniikme. Z= —7+§| sanyn modulyny we argumentini

tapmaly.
2 2
2 2) V4 4 V4
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@ = Arg z=arctg [% ; [— @D = —arctg (%} = —arctg (%) =

=—£+27z-k=5—”+27z-k;argz=5—”. -
6 6 6

Dekart koordinatlar ulgamy bilen y A
birlikde  polyar koordinatlar
ulgamyny hem ulanyarlar. "Y' |

Polyar koordinatlar ulgamynda O | r
(polyus) nokady we bu nokatdan ¢ykyan I Vw\o
| s6hldni (polyar oky) kabul edip, O 0
nokady dekart koordinatlar ulgamynyn
baslangyjy O(0;0), polyar oky bolsa,
abssissa oky bilen gabatlasdyryarlar. 1.4-nji surat
Onda tekizlikde islendik M nokat OM
wektoryn r uzynlygy hem-de bu wektoryn polyar oky bilen emele
getiryin ¢ burgy arkaly kesgitlener.

Bu yerde r — otrisatel dél hakyky sandyr. ¢ koordinat bolsa, kopba-
haly kesgitlenip, die —z < @, < & serti kanagatlandyryanlaryny sayla-

yarlar. Abssissa okunyn polozitel ugrunda yatan nokatlar ligin ¢, =0,

otrisatel ugrunyn iistiinde yatan nokatlar iicin @, =7 ; ordinata okunyn

polozitel we otrisatel ugurlarynda, degislilikde ¢, =% we @, =37”

bolarlar (sur. 1.4).
(x;y) dekart we (r;@) polyar koordinatlar ulgamlarynyn
arasyndaky baglanysyk

X=rcose, y=rsing; (1.2)
r=yx*+y?, tg¢=¥ (1.2)
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formulalar arkaly kesgitlenyér. (1.1) gatnasyk boyunc¢a, nokadyn belli

polyar koordinatlary arkaly dekart koordinatyny, (1.2) formula boyunga

bolsa, belli dekart koordinatlardan polyar koordinatlaryny tapyarlar.
(1.1) gatnasykdan alarys:

Z=X+ yi=rc03¢)+irsin¢)=r(c05¢+isin¢), (1.3)

bu yerde: r=+/x*+y* =|z|, p=argz.

Kesgitleme. z= r(c05¢+ isin¢) yazga kompleks sanyn trigono-
metrik formasy diyilyar.
Diymek, islendik Z= X+ Yyi kompleks sany trigonometrik

formada yazmak miimkindir.

Kompleks sanlary gosmagy we ayyrmagy kompleks sanyn
algebraik formasyny ulanmak arkaly gecirmek amatlydyr. Emma
kopeltmek we bolmek amallaryny kompleks sanyn trigonometrik
formasyny ulanmak arkaly gecirmek yonekeydir.

Goy, z,=r(cosgp +ising) we z,=r,(cosg,+ising,)
kompleks sanlar berlen bolsun. Onda:

Z,-2,= rl(005¢>1 + isin(pl)- rz(c05¢)2 +1i Sin(o2)=

=r- rz[(cosgo1 -COS @, —Sing, -sin¢2)+ i(sinqr)l -COS @, +Sing, -COS¢1)]=

= - rz[cos(¢l + ¢2)+ isin(q)l + ¢2)],
yagny
Z,-2,=10- rz[COS(¢1 + ¢2)+ i Sin(¢1 + ¢’2)]' (1.4)

Suna menzeslikde alarys:
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i_l - :_1[‘303(% —@,)+isinlp, —9,)]. (1.5)
2 2

Diymek, kompleks sanlar kopeldilende (bdliinende), olaryit modul-
lary kopeldilyarler (boliinyéarler), argumentleri bolsa, gosulyarlar

(ayrylyarlar).
(1.4) formuladan alarys:

2" =r"(cosng +isinng). (1.6)
Diymek, kompleks san n natural gorkezijili dereja goterilen wag-

tynda, onunt moduly hem sol derejd goterilydr, argumenti bolsa, sol n
sana kopeldilyar.

Goniikme. (\/§—i)8 hasaplamaly.

) ki bilen z=+3-i kompleks sanyn modulyny we
argumentini tapalyn:

d=r=y(3f +12 =\3¥1=2, wgp=— L p=-7.

3 6
Onda
V3—i=2cos| = Z |+isin -Z
6 6

yazyp bileris. (1.6) formula boyunga alarys:

. 8z
J3—i) =28 cos| === |+isin == ||,
(v3-if :
bu yerde: 2% =256, cos _8z =—1, sin _&= =£.

6 2 6 2

Onda:
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(Va-if =256(—%+i§]=—128+i-128\/§. c

Kesgitleme. z kompleks sandan alnan n gorkezijili (n € N) kok
diyip, z; =z deiligi kanagatlandyryan Z, kompleks sana aydylyar we
z, = oz gorniisinde belgilenyar.

Teorema. Islendik z=r(cosg+ising) kompleks sandan alnan n
gorkezijili kokiin kompleks sanlaryn kopliiginde asakdaky formula
boyunga tapylyan, n sany bahasy bardyr:

1

o/r(cosp+ising)= r“(cos¢+

2k”+ isin¢+2k”), (1.7
n n

k=0,12,...,.n-1.

Geometriki taydan, kompleks
sandan alnan n gorkezijili kokiin ba-
halary, merkezi koordinatlar baglan-

gyjynda, radiusy %/r deti bolan tdwe-
regin iginden ¢yzylan dogry n-burglu-
gyn depeleri arkaly anladylyarlar (sur.
1.5).

1.5-nji surat

Géniikme. 4/16 hasaplamaly.
S 16-ny trigonometrik formada yazalyn:

16 =16(cos0+1i-sin0).
(1.7) formulalaryni esasynda alarys:

1
4/16 = 164(005 22” +i sinzzﬂj = 2(cosk7”+ isinl%[] . k=0123.
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Onda k =0,1,2,3 bahalarda alarys:
z,=2(cos0+isin0)=2, zlzz(cos%ﬂsingjzm,

z, =2(0057r+isin7:)=—

2,=2 c033—+|sm3—” =-2i. =
2 2

Gorsiimiz yaly, tapylan Z,, Z,, Z,, Z, bahalar merkezi (0;0)

nokatda yatan, radiusy 2-4 deni bolan toweregin i¢inden ¢yzylan dogry
dortburglygyn — kwadratyn depelerini anladyar (sur. 5).
Kompleks sanlaryi kopliiginde kok almak amaly arkaly islendik

ax"+b=0, (heN;ab,xeR)

gorniisli defilemini ¢6zmek miimkindir.

Goniikme. X’ —8 =0 denlemini ¢ozmeli.
2  Buyerde X’ =8 ya-da

3/g =3 — % 2k 2k
X, =3/8=3/8(cos0+i-sin0)=8 Cos i -sin== | =

= 2(cos%+ i sm2kT”), k=01,2.

Onda:

X, = 2(cos0+i-sin0)=2,
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X, =2 cosz—”+i-sin2—” =2 —1+i-£ =-1+i/3,
3 3 2 2

xz=2(cos4?”+i-sin%)zz(—l—i-gjz—l—i\/g. =

Islendik, hakyky koeffisientli
ax?+bx+c=0, (a=0)

kwadrat defileménin kompleks sanlaryi kopliiginde ¢ozliwi bardyr.

Eger, diskriminant D =b* —4ac >0 bolsa, onda kwadrat defilemé-
nin kokleri hakykydyr we olar:

—b++/b?-4ac

2a

X2 =

formula arkaly tapylyar.

Eger, D=b*—-4ac <0 bolsa, onda — D =4ac—b? >0 we kwadrat
deiileménin kokleri igin seyle formulany alarys:

—b+ivdac-b?

12 2a

Goniikme. X + X+1=0 defileméni ¢ozmeli.
= D=1-4=-3<0. Onda:

—b+ivJ-D -1+iv/3 1 .3
= - —_—4i¥2 c
: 2a 2 27 2

Teorema. (Polinomlar algebrasynyn esasy teoremasy).
Natural n derejeli islendik polinomyn it bolmanda bir kompleks
koki bardyr.
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Bu teoremadan, eger islendik kokiin m gezek gaytalanmasyny
(kratnylygyny) m sany kok diyip hasap etsek, seyle teoremany alarys:

Teorema. Natural n derejeli polinomyn n sany kompleks koki
bardyr.

Meseleler .

1.1.

1)
2)
3)
4)

1.2.
1)
2)
3)
4)
5)

1.3.
1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

Berlen a elementin A kopliigin elementidigini ya-da daldigini

gorkezmeli:

A={-2;-1;0;1;2} we a=1,5;
A={D;E;L;1} we a=D;

A={l-kursun talyplary}, a=dalasgar;
A={¢0ol agaglary}, a=sazak .

A kopliik B kopligin bolek kopliigimi, eger:
{2;4;6} we B={1;2;3;4;5;6};

{3;5;7} we B={3;5;7};

{1;3;9} we B={1;3;5};

{b} weB={a;b;c;d};

A= {aa }we B—{a ,a ,a4}.

A=
A=
A=
A=

AuB, AnB, A\B we B\ A amallary tapmaly, eger:
:b;c;d} we B={b;c;d;e};

;2'3'4;5;6} we B={2;4:;6;8};

:5:7} we B={2;4;6};

:2;3} we B={4;5;6;7};

1;0,01;1,02} we B={0,02;0,04};

; c,d}we B={C;D};

M;A;R;Y} we B={G;A;R;R;Y;G;A;L;A}.

A A Ay Ay

a;b
1
3
1
0

=
2

>>>>>>>

=

1.4. Sonky sifrleri:

1)

5 bilen gutaryan; 2) 7 bilen gutaryan

ikibelgili natural sanlaryn kopliigini yazmaly.
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1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.
1)

2)

1.10.
1)

2)
3)

4)

1.11.

A kopliik 3-lik sana boliinijili (kratny), B kopliik bolsa 6-lyk
sana bollinijili ilkinji bds natural sanlardyr. AUB, ANB,
A\ B we B\ A kopliikleri kesgitlemeli.

34x5y bagbelgili san 36 sana bolinyar. x we y sifirleri
tapmaly.

i, i, i, i, > droblary artyan tertipde
100 21 6 128 42
yerlesdirmeli.

21 16 14 25 6 13 1 5
— o=, = = = > — —— droblary kemelyin
37 37 34 74 37 111 37 37

tertipde yerlesdirmeli.

Droblary gysgaltmaly:
120 224 128 250 3500 .

124" 236" 140" 400" 4750

17-3-9 19-8-3-11 49.77-56-100
6-51-15" 22-4.20-19' 33-70-42-280

Sanlaryil jemini tapmaly:

12§+213+33£+51+241;
4 9 11 9 4
14§+31Z+22£+353+71+31;
4 9 12 9 12 4
411+121+33l+45£+17£;
2 3 4 6 12
16§+18§+441+191.
7 5 11 9

Denlemeleri ¢6zmeli:
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1) 3+x=£; 2) X—E=i;
16 20 80 16
3) 16E—X=15£; 4) x+l=§;
24 18 14 42
5) i-x=i; 6) x:123=5£.
25 10 11 15
1.12. Amallary yerine yetirmeli:

g
1) 12£+1g+2§—16E : 21-2—Z ;
12 3 4 6

2) §.21.§_11 : 1_1.1§.i :
7 36 18 8 5 14

3) [122.33 4% .41} 30;
57271 %

2 3,25 3,125) 0,341 | 12 8
55 341 ) 6,875 | (3/4+40,125 13)

1.13. Gysgaca kopeltmek formulalaryny ullanup hasaplamaly :

1) 51%; 2) 39%; 3) 79° -21%;
4) 1472 — 477

1.14. Amallary yerine yetirmeli:

{[(_ 115) ) (+ %)_(‘ %ﬂ :(-0,015)+ 18,5} (-1.2);

(~3.25): (—5%]+ 6,75[%-[Jr 2%)_(_ 1,65)} :

38

1

N

2

A —



s st {122
o poeon{ e

1
5) (0,008)% —22.64%° ~27 ¢ +(8°f -5;

-2/3
6) 235°+(0,0625)1/4_(49-0,4,51/2_74/5)z+(1%) |

1.15. Hasaplamaly:

1) (2+5i)-(3-i); 2)  (3+i);
3)  (+2)-@-2i);
4) i131. 5) i236.
1 6) i715.
7) 3+2_|; 8) 2+!+2—!;
S5-I 2—i  2+i
-\ 3
9 =3
1+3i
1.16. M nokadyn polyar koordinatyny tapyii:

) MEVe) 2 M(-1-);

3) ™M (1 £}
2 2
4 M ( 5) M (l; J2 );
6) M(v2; 2 )
1.17. Kompleks sanlary trigonometrik formada anladyn:
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1) 2/3+2i; 2) 5-+5i: 3 %—(%)i;
4) 6+8i; 5) —6+3i;
6) —3+/3i.

1.18. Kompleks sanlary algebraik formada anladyn:

1) -2 cosZ +isin® ;
5 5
2) ﬁ(cos%zﬂsin%r]:

3T

3) cos3—+|sm—
4 4

al
J2
4) 3(0032—”+isin2—”].
3 3
1.19. Asakdaky sertleri kanagatlandyryan tekizlikddki nokatlaryn
kopliigini ¢yzgyda sekillendirin:

1) Rez>0; 2) Imz<1;
3) 1<f7<2; 9 %<Argz<37”.

1.20. Amallary yerine yetirin:
1) (@+i) ( );
2 (@-i):(V3-iJ;
3) (1 iv/3 )1

4) (2+3i)-(1-2i).
1.21. Deillemeleri ¢oziin:
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1)
2)
3)
4)

x*—-81=0;
x*+1=0;
x*—2x+2=0;
x?+3x+3=0.
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2.CYZYKLY ALGEBRANYN ELEMENTLERI

Bu boliimde ¢yzykly algebranyn esasyny diizydn, matrisalara we
kesgitleyjilere, ¢yzykly algebraik denlemeler ulgamlaryny c¢6zmek
meselelerine, wektor hasaplamalaryna hem-de analitik
geometriyanyn elementlerine seredilyar.

2.1. Matrisalar we kesgitleyjiler

Eger mxn sany anlatmalar (yonekey yagdayda — sanlar) m setirli
we n siitlinli géniiburcly tablisada yerlesdirilen bolsa:

all a12 a1n
a21 a22 a2n
aml am2 amn

onda mxn odlgegli matrisa ya-da mxn-matrisa berlen diyilyir. a;;

(i =1m; j =1_n) afilatmalara bolsa, matrisanyn elementleri diylip at
berilydr. Matrisanyn elementleri — sanlar, wektorlar, polinomlar,
differensiallar, hat-da bolek matrisalar hem bolup bilerler. Biz, esasan,
elementleri hakyky sanlardan ybarat, san matrisalaryna serederis.

nxn oOlgegli matrisa n tertipli kwadrat matrisa diyilyar.
Elementleri hakyky sanlar bolan her bir n tertipli A=(aij), i,j=Ln
kwadrat matrisa, bu matrisanyn kesgitleyjisi diylip at berilydn D san
degisli edilip, umumy gorniisde seyle tapylyar:

42



a;; 5 ... dy,

D=det A=det| 20 % Bar
A, A
a,; a4, an
- a21 azz a2" :z(_l)pali1 "8y, -8y
a,, a,, ... a,

Bu yerde, n! gosulyjylarynn jemi arkaly kesgitleyjininn bahasy
kesgitlenip, gosulyjylaryn islendigi her setire hem-de her siitliine degisli
kopeldijini saklayar.

Gosulyjylaryn alamatlary bolsa (— 1)p boyunca kesgitlenyér, eger

1 2 ...n
i o0, ..,

calsyrmada inwersiyalaryn sany tak bolsa, p=1, yogsa-da p=2.
Su boéliimde, matrisalaryn gorniislerine, olaryn istiinde ge¢irilyén
amallara, matrisanyn ters matrisasynyil, rangynyn, hususy sanlarynyn

we hususy wektorlarynyn tapylysyna, kesgitleyjilerin hasaplanylysyna
serederis.

2.1.1. Matrisalar barada esasy diisiinjeler

Kesgitleme. mxn sanlardan diiziilen

11 alz 1n

a a a
A — 21 22 2n
aml amZ a‘mn



goniiburgly tablisa m setirli we n siitiinli matrisa, gysgaca, mxn
olcegli matrisa diyilyar.

a;; (i =1,m; j=1,_n) sanlara matrisanynn elementleri diylip, i
indeks elementin duran setirinini, j indeks onun duran siitiininin

nomerini gorkezyar.

Matrisany A=[a;|, i=1m; j=Ln yaly hem belgileyaler.

Matrisanyin mundan basga-da

a, a, ... a,
A A, Ay ... Ay, fa-da I,aij]! i1 er
aml am2 amn
hem-de
a'11 a12 aln
A= a3y a,, }'/a-da (aij), |=1,—1 le,_
a'ml am2 amn

belgilenisleri bardyr. Biz, esasan, sonky belgilemédni ulanarys.

Eger (aij ) we (bk,) matrisalaryn setirleriniit we siitiinlerinifi sanlary
den hem-de degisli orunlardaky elementleri birmenizes bolsalar (aij=bui,
hacanda i=k we j=I), onda bulara defi matrisalar diyilyar. Hemme
elementleri nula denl bolan matrisa nul matrisa diylip, O = (Oij) yaly
belgilenyar.

Wektorlarynn 6z koordinatlary bilen berilmegi hem matrisanyn
hususy halydyr. Sol sebépli (b;,b,,...,b,) gorniisddki (1x n) dlgegdaki
matrisa wektor—setir diyilyar.
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8,

a
2| - gornisdaki (mx1) 6lgegdiki matrisa wektor—siitiin

am
diyilyar.
Setirlerinin we siitiinleriniii sany sol bir n-e den bolan matrisa n
tertipli kwadrat matrisa diyilyar.
Onun a;,, a,, ... 4a,, elementlerine esasy diagonal

elementleri diylip, olaryn jemine matrisanyn yzy diyilydr we
SpA yaly belgilenyir. Diymek,

n
SPA=) a; =a,, +a, +...+2,,.
i=1

Diagonal elementleri nuldan tapawutly, galan elementleri nula den
bolan kwadrat matrisa diagonal matrisa diyilydr. Diagonal
elementleri 1-¢ den bolan diagonal matrisasyna birlik matrisa
diylip, En ya-da E bilen belgilenyir. Birlik matrisalar {igin

A-E,=E -A=A
yerine yetyandir.

A kwadrat matrisanyn setirlerini siitiinleri bilen calsyrmakdan
alynyan matrisa — berlen A matrisa transponirlenen matrisa
diylip, AT bilen belgilenyir.

Eger AT =A bolsa, berlen A matrisa simmetrik matrisa
diyilyar.

2.1.2. Matrisalar iistinde amallar

a) Matrisany sana kopeltmek
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Kesgitleme. A= (aij) matrisanyn A sana kopeltmek hasyly diyip,
her bir elementi b; = Aa; yaly tapylyan, setir we siitin sany A gabat
gelydn B = (bij ) matrisa aydylyar.

Yagny 2 tertipli matrisa {i¢in:

M — A(all alZJ — (ﬂ‘all le] =B
a21 a'22 /la'Zl ﬂ'a22

alarys.
Matrisany sana kdpeltmegin asakdaky hasiyetleri bardyr:

—  kommutatiwlik: A-A=A-1;

— assosiatiwlik: (A-u)-A=4-(u-A).

b) Matrisalary gosmak
Kesgitleme. Setir we siitiin sanlary 6zara defi bolan A= (aij) we

B= (bkl), (i, k=1,m; jI =ﬁ) matrisalaryl jemi diyip, sol bir mxn
Olgegddki S = (Sij) matrisa aydylyar; bu yerde s; =a; +b; .

2 ?niikme:—z -2 3
(0(21 (:5)]+1( i—z)3 12j3] [0 -1 4]

0+2 1+3 =2+2) (2 4 o0

Matrisalary gosmagyn asakdaky hasiyetleri bardyr:

kommutatiwlik: A+B=B+A;

assosiatiwlik: (A+B)+C=A+(B+C);

matrisalary gogsmaga gord distributiwlik:
A(A+B)=ALA+AB;
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— sanlary gosmaga gora distributiwlik:

(A+p)A=AA+PA.

Matrisalary gosmak amalynyil ters amaly—matrisalary ayyrmak
seyle kesgitlenilyar:

A-B=A+(-B).
C) Matrisalary kopeltmek

Goy, A matrisanyn siitlinlerinin sany B matrisanyn setirlerinin
sanyna def bolsun:

a, a, .. a, b, b, ... by

a a a b b ... b
A — 21 22 2n , B — 21 22 2k

&, 8., ... &, b, b, ... b,

Kesgitleme. A= (aij) we B = (b,p) matrisalaryn kopeltmek hasyly
diyip, elementleri

C. =ai1-blp+ai2-b2p+...+am-bn

ip i=1m; p=21k;j,I=1n

p?

diizgiin boyunca tapylyan mxk tertipli C matrisa aydylyar we
C = A- B yaly belgilenyar.
Basgaca, C; elementi tapmak iigin, A matrisanyf i-nji setirinifi her

bir elementi B matrisanyn j-nji siitiininin degisli elementine kopeldilip,
gosulyar.

Goniikme:
1 2 2 1 1-2+2-10 1-1+2-1 22 3
A.B: . = = =C
3 4)\10 1 3-2+4.10 3-1+4-1 46 7
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Matrisalary képeltmek, umuman, kommutatiw déldir, meselem:
A 2 1)(1 2) (2-1+1-3 2-2+1-4) (5 8 _¢

10 1)\3 4) (10-141-3 10-2+1.4) (13 24) %
Matrisalary kdpeltmek assosiatiwdir:

(A-B)-c=A-(B-C).
Matrisalary kopeltmek amalynyn esasy hésiyetleri:

A-(A-B)=(1-A)-B;
A-(1-B)=(A-1)-B;
(A-B)-A=A-(B-2);
(A+B)-C=A.C+B-C;
C-(A+B)=C-A+C-B.
Bellik. Bu kopeltmek hasyllar, dine kopeldilyan matrisalaryn
birinjisinin sttiinlerinin sanynyn ikinji matrisanyn setirlerinin sanyna
den yagdayynda yerine yetyandir.

2.1.3. Kesgitleyjiler

Kesgitleyji disiinjesi ¢yzykly denlemeler ulgamyny ¢6zmekligin
umumy formulalary gozlenilyan wagtynda doredi.

Iki x1 we x2 dytgeyanli iki ¢yzykly denlemeler ulgamyna
seredelin.

{allxl +a,,X, = bl (2 1)
X +a,X, = bz
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Bu yerde:

A — [all alZ] K — [all alZ bl]
a'21 a22 a'21 a22 b2
matrisalara, degislilikde, esasy we gineldilen matrisalar diyilyar.

(2.1) ulgamyn birinji denilemesini az2-a, ikinjisini bolsa — aiz-d
kopeldip, gosalyn. Netijede:

(all "8y, —a;,- a21)X1 = bl Ay, — bz -ay (2.2)

Sunia menzeslikde, (2.1) ulgamyn birinji defilemesini — ai2-4,
ikinjisini bolsa ai1-e kopeldip, gosalyn. Onda:

(3-11 "8y —a;, a21)X2 = bz ‘A - bl "ay (2-2/)

Gorsiimiz Valy, (2.2) we (2.2)) defilemelerde x1 we Xz iiytgeyanlerin
koeffisientleri birmenizesdir. Olar A matrisanyn esasy diagonalynyi ele-
mentleriniin kopeltmek hasylyndan, beyleki diagonalynyn elementleri-
nin kopeltmek hasylynyn ayrylmagyna dendir.

Kesgitleme. a,-a,,—a,,-a,, anlatma A= (aij) (1,j=1,2)
matrisanyn kesgitleyjisi (determinanty) diyilyar we |A| , ‘aij ‘, A D
ya-da detA yaly belgilenyir.

A matrisa 2-nji tertipli bolany {i¢in,
lidir.

(2.2) we (2.2') defilemelerii sag taraplary A matrisanyi, degislilik-
de, 1-nji we 2-nji siitiinlerinin, (2.1) ulgamyn azat siitiininin elementleri
bilen ¢algyrylmagyndan alnan kesgitleyjilerdir.

Kesgitleyji diisiinjesini islendik n-nji tertipli A= (a; ) kwadrat mat-

A| kesgitleyji hem 2-nji tertip-

risa ligin girizelin. Onun iigin, A matrisanyn diirli setirlerde we siitiinler-
de yerlesen n elementlerinden, miimkin bolan:

Ay * 8y, te.c Ay (2.3)

i, ni,
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kopeltmek hasylyny diizelin. Bu yerde i1, i2, ..., I indeksler 1, 2, ..., n
sanlardan kdbir calsyrmalary emele getirip, seyle calsyrmalaryn (diy-
mek, (2.3) kopeltmek hasyllarynyn hem) sany n!-a dendir.

Kesgitleme. n-nji tertipli kwadrat matrisanyn kesgitleyjisi diyip,
mumkin bolan (2.3) kopeltmek hasyllarynyn

Z(_l)p Qi -8y, c.. Ay

algebraik jemine aydylyar; bu yerde:

1 2 ... n
i, o0, .

calsyrmadaky inwersiyalaryn sany ték bolsa p=1, yogsa-da p=2.
Kesgitleyjilerit hasaplanysyna seredelil. Ikinji tertipli kesgitleyji
seyle hasaplanylyar:

T ”

By A
Sl TR PP Rk PRECPIE

A1 8y

Ucgiinji tertipli kesgitleyjinii hasaplanylysy:

a,; a, dag;
Ay, 8y Ay = ayy 8y, 853+ A, 8y3783 + A58y a3, —
a3, Q43 A

— a3y "8y, 83— 8y; " 8y3 783, — 8y, "8y "8y,

Uciinji tertipli kesgitleyjini hasaplamakda asakdaky shemany ulan-
mak amatlydyr:
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Uciinjiden yokary tertipli kesgitleyjileri hasaplamak {icin, kesgit-
leyjini setirlerinin elementleri boyunca dargatmak usulyny ulanyarlar.
Goy n-nji tertipli kesgitleyji berlen bolsun:

a, a, .. a
A= A, Ay ... Ay,
a, a, .. a,

Kesgitleyjini i-nji setiriin elementleri boyunca dargadyp, seyle yaz-
mak bolar:

|Al = (_1)i+1ai1Mi1 +(_1)i+2 a,M;, + -~~+(_1)i+n a;,M;,, (2.4)

bu yerde M;; arkaly (aij) matrisanyn i-nji setirini we j-nji siitiinini ¢yz-
makdan galyan (n-1)-nji tertipli kesgitleyji — minor belgilenendir.
Kesgitleme. A; =(~1)""M, ululyga a; elementifi algebraik dol-

durgyjy diyilyar.
Onda (2.4) dargatmany seyle yazmak bolar:
(A =a, A, +a,A, +...+3, A, (2.4

(2.4 formula boyunca 4-nji tertipli kesgitleyjini 1-nji setirii
elementleri boyunca dargadyp alarys:
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1)
2)
3)
4)

5)

6)

7)

8)

a,, ay; Ay Ay 8y Ay
Ay, 8y Ay Ay _
=@y |83, 833 Qg — @583, Qg gyt
a3 85, QAgg 34
a, a3 Ay a, 45 dy
y Q4 Ay Ay
a, 2, ay dy; a8, ady
+a383, 83, 54|~ 885 85 Qg
A, 2, Ay a, 4, a4

Kesgitleyjileriil esasy hésiyetleri:

eger kesgitleyjide iki setirin (siitiinifl) yerleri calsyrylsa, onuf
alamaty liytgér;

eger kesgitleyjiniii setirlerinin (siitiinlerinin) biri nullardan ybarat
bolsa, onun bahasy nula dendir;

eger kesgitleyji birmenizes iki setiri (siitiini) saklayan bolsa, onuil
bahasy nula dendir;

eger kesgitleyji 6zara proporsional setirleri (siitlinleri) saklayan
bolsa, ol nula dendir;

yee e

kopeldip, beyleki setirinin (slitlininiil) elementleriniii iistiine gossan,
kesgitleyji liytgemez;

eger kesgitleyjinin kébir setirininn (siitiininin) elementleri k sana
kopeldilse, onda onun 6zi hem k sana kopeldiler;

eger kesgitleyjinifi i-nji setirinifi elementlerini a; +b; (i, j=1,_n)
yaly yazyp bolyan bolsa, onda ony difie i-nji setirleri boyunga
tapawutlanyan iki sany kesgitleyjinin jemi gorniisinde yazyp bolar,
olaryn i-nji setiri birinjisinde a;;, ikinjisinde b; elementleri 6ziinde
saklar;

transponirlenen matrisanyn kesgitleyjisi basda berlen matrisanyn
kesgitleyjisine dendir.

ij 7
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2.1.4. Matrisanyin rangy

11 12 1n

a a a
A — 21 22 2n
a‘ml a'm2 amn

goniiburgly matrisa berlen. Bu matrisanyn erkin k setirini we erkin k
sitiinini  (k <min(m,n)) belldlin. Bellenen setirlerin we siitiinlerin
kesigmesindéki elementler, k-njy tertipli matrisany emele getiryir. Bu
matrisanyn kesgitleyjisine A matrisanyn k-njy tertipli minory
diyilydr. A matrisa k-njy tertipli minorlaryt C¥ -C¥ sanysyna eyedir.

A matrisanyn nuldan tapawutly dhli minorlaryna seredelin.

Kesgitleme. A matrisanyn nuldan tapawutly minorlarynyn in uly
tertibine A marisanyn rangy diyilyar we r(A) bilen belgilenyar.

Nul matrisanyn rangy nula dendir: r(0) = 0.

Matrisanyn rangyna def bolan, nuldan tapawutly islendik minora
matrisanyin bazis minory diyilyar.

Eger r(A)=r(B) bolsa, onda A we B matrisalara ekwiwalent
diyilyar we A~B yaly belgilenyar.

Goniikme. Matrisanyil rangyny tapmaly:

3 -6 3
A=|1 -2 1].
0 1 O
=) Marisanyi it bolmanda bir nuldan tapawutly elementi bar bolsa,

onun rangy 1-den ki¢i dildir.
Ilkinji iki setiriil we iki siitiinint elementlerinden matrisa diizelin:
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3 -6
1 -2)
Bu matrisanyn kesgitleyjisi nula dendir.
Onda 2-nji tertipli minorlarynn iginden nuldan tapawutlysyny
gozlalin. Seyle minor bolup, meselem, ikinji we li¢linji setirlerin hem-

de birinji we ikinji siitliinlerin kesismesinde duryan elementlerden
diiziilen:

kesgitleyji hyzmat edip biler. Diymek, r(A)>2.
Ucgiinji tertipli kesgitleyji:

3 -6 3
1 -2 1]=0+0+3-0-3-0=0.
0 1 0

Onda, gutarnykly r(A)=2. =

Matrisanynl rangyny diirli minorlary hasaplaman hem tapyarlar.
Onun iigin elementar dwiirmelerin komegi bilen, berlen matrisa ekwi-
walent, emma rangyny yonekey kesgitlip bolyan matrisany alyarlar.
Matrisanyil elementar Owriimelerine:

1)  iki setirinl ya-da iki siitiinin yerlerini ¢alsyrmak;
2)  setiri ya-da siitlini nuldan tapawutly erkin sana kopeltmek ya-da
bolmek;
3)  bir setirin (siitiinin) {stiine, kdbir sana kdpeldilen beyleki setiri
(stitiini) gosmak
degislidir. Meselem, elementar dwiirmelerini kdmegi bilen:
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0 2 -4 100
1 -4 5 010
3 1 7| |o0o0o
0o 5 -10/ (0 00

getirilyér. Bu yerden r(A)=2.
2.1.5. Ters matrisa

n-nji tertipli A kwadrat matrisa seredelin.
Kesgitleme. A matrisanyn ters matrisasy diyip

A-AT=A".A=E

defiligi kanagatlandyryan, n-nji tertipli A™ matrisa aydylyar.
Kesgitleyjisi |A| # 0 bolan islendik A matrisanyi ters matrisasy

bardyr.
Ters matrisany, esasan:

An Ay o Ay
A, ... A

A—lzﬁ. A12 22 n2 (25)
Aln A2n Ann

formula boyunga tapyarlar. A; belgileme A matrisanyi a; elementinifi
algebraik doldurgyjydyr:

A=) My (2.6)
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Goniikme.

a; 4, aj;
A= ay; Ay Ay |=
a

o w
o b~
g w -

31 a32 a33

matrisa ters bolan A™ matrisany tapyp, netijini A- A™ =E deilik
boyunga barlamaly.
=) (2.5) we (2.6) formulalar boyunga

111
|Al=[3 4 3=20+27+24-36-24-15=—4%0,
9 85
_(_ 1+1.4 3_ _ — A
A, =(-1 A 4_20 24=-4
L1
R s )
—(_ 3+1.l 1_ AN e 1
A31_( l) 4 3‘_3 4=-1;
A2=c4yﬂ.3 1:-@5-2ﬂ=1&
9 5
L |11
A22=(_1)22'9 5‘=5_9:—4;

A32 — (_ 1)3+2 .

11
; 4:-@-@:0,
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+3 3 4
A13=(_1)1 '9

—(_ 3+2.1 1
Ao ="

A33 — (_ 1)3+3 .
Onda:

11
3 4

-4 3 -1 |1 -
A4=¥% 12 -4 0|=|-3 1

“Mle2 11 3 _1
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2.1.6. Matrisanyn hususy sanlary (bahalary) we

wektorlary
Kesgitleme.
a, a, ... a
a,, a, ... a
A — 21 22 2n
a, a,, ... &,

kwadrat matrisanyn harakteristik denlemesi diyip, asakdaky yaly
kesgitleyjé aydylyar:

a;; — A a,, 1n
aZl a22 2’ 2n — O ) (2.7)
ay a, ... a,,—4
(2.7) denleménin A,, 4,, ..., 4, koklerine A matrisanyni hususy

sanlary (bahalary) diyilydr. Hususy sanlar A matrisa simmetrik
bolanda hakykydyrlar. (2.7) defilemini |[A—AE|=0 gdrniisde hem

yazmak bolar.
Kesgitleme.

(A-2E)-x=0  ya-da AX=A4X (2.8)

gorniisddki denleméni kanagatlandyryan X wektora A matrisanyn
hususy wektory diyilyar.

Islendik A, hususy san {ig¢in (2.8) denleminin nuldan tapawutly
cozliwleri A matrisanyil hususy wektorlarynyn tiikeniksiz kopliigini
kesgitleydr. Bu kopliige A matrisanyn hususy wektor boélek
ginisligi diyilyar.
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Goniikme.

3 -
A=
-4 1
matrisanyn hususy sanlaryny we wektorlaryny tapmaly.
=) Matrisanyn harakteristik defilemesini diizeli:

3-4 -2
=0 ya-da 3-1)-1-1)-8=0
T ow (6-12)€-2)
ya-da A —44-5=0; bu yerden: A4, =5we A4, =-1.
A, =5 baha ii¢in alarys:
3-5 —=2) (X
A-A4E)-x=0 ya-da =0
(A-4E) ya [_4 1_5j (XJ
-2 =2) (X
d 7t =0
(_4 _‘J (Xz]
Bu yerden:
X, +X,=0 ya-da X, ==X,.

Goy, X, =a, (@ #0); onda x, + x, = 0. Diymek,
X = (—a;a) ya-da X = a(— I+ ])

A, =5 sana degisli hususy wektorlardyr (a # 0 — hakyky san).
A, =—1 baha ligin:

(A-AE)-X=0 Jada (3_5 _2)-()(1):0;

—4 1-5) (x,

59



{4x1 -2x,=0
= X, = 2X%;.

—4X, +2X,=0

Goy, x,=f8, (B#0); onda x,=28. Diymek, x=g-(L2) -
A, =1 sana degisli hususy wektorlaryt kopliigidir (8 = 0) — islendik
hakyky san). =

Meseleler.
3 5 7 1 2 4
21. A=|2 -1 0 B=|2 3 -2 berlen.
4 3 2 -1 0 1
Matrisalaryn jemini tapmaly.
4 7 11
Jogaby. A+B=|4 2 -2].
3 3 3

3 5 2 3
2.2. A= we B= 1 5 berlen, onda 2A+5B

matrisalaryn jemini tapmaly.

16 25
Jogaby. 2A+5B= 13 _g/

2.3. A-B we B- A matrisalaryn kdpeltmek hasyllaryny tapmaly.
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8 0 7 4 6 6
Jogaby. A-B=|16 10 4|, B-A={1 7 3
13 5 7 8 11 14

2.4. Kesgitleyjileri hasaplamaly

1 -2 3 -1 -1 -1 -1
2 1 -4 3 -1 -2 -4 -8
a 900 b 12
Vg _a 1 —o O V1 _3 —g —o7 2
4 3 2 -1 ~1 -4 -16 -64
10 2 0 0

¢ [0 12 10 2
0 0 12 10
0 0 0 12 10

0

12 10 2 0 0
0| (280)  d)
2

b?)
11 2
25. Eger-de A=|1 3 1| bolsa, onda 2A* +3A+5E matrisany
4 11
hasaplamaly.
28 15 16
Jogaby. 2A’ +3A+5E =19 36 15].
30 19 28
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10 20 -30
26. A=| 0 10 20 | matrisa berlen. Ters matrisasyny tapmaly.

0 0 10
01 -0,2 0,7
Jogaby. A= 0 -01 -02
0 0 01

2.7.  Matrisanyn hususy sanlaryny we hususy wektorlaryny tapmaly:

A= [; 2} Jogaby :ﬂ’l =2 ﬂ? =15 &= (4/\/ﬂ)i _(5/\/H)j’e2 = (1/\/5)

2.8.  Matrisanyn hususy sanlaryny we hususy wektorlaryny tapmaly:
11 3

A=l1 51
311

Jogaby :4, =-2,4, =34, =6,x, =a(i—K);x,=F>{—-j+K);x;=p(i+2]
2.2. Cyzykly algebraik defilemeler ulgamlary

n sany Xi, Xz, ..., Xn uytgeydnlerden m sany ¢yzykly algebraik
denlemeler ulgamyna
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ag X, +a,X, +...+a, X, =b

Ay Xy + 85X, +...+8,,X, =h, 2.9)

A Xy +a,,X, +...+8,,X, =b,,

cyzykly defilemeler ulgamy, ya-da, has takygy, ¢yzykly den-
lemelerin mxn ulgamy diyilyar; a., b (i=1,m; j=1,n) ha-

ij? i
kyky sanlara, degislilikde, ulgamyn koeffisientleri we azat ag-
zalary diyilyar.

Eger hemme b, =0 bolsa, onda (2.9) ulgama birjynsly,
yogsa-da, birjynsly dil diylip at berilyér.

Eger (X, X,, ..., X,) sanlary tertiplesdirilen yzygiderligi berlen
tertipde (2.9) ulgamda xi, X2, ..., Xn uytgeyanlerin ornuna goylup,
ulgamyin hemme denlemelerini kanagatlandyryan, yagny tozdestwo
Oowiiryan bolsa, onda ol yzygiderlige denilemeler ulgamynyn ¢oziiwi
diyilyar. Hemme ¢oziiwlerifi toplumyna bolsa, ¢oziiwlerin kopliigi
diyilyar. Coziwlerin kopliikkleri gabat gelydn ¢yzykly denlemeler
ulgamlary ekwiwalentdirler.

Eger denllemeler ulgamynyn il bolmanda bir ¢6ziiwi bar bolsa, on-
da ulgam kokdes diyilyar.

Hig bir ¢6ziiwi bolmadyk denilemeler ulgamy kokdes daldir.

Eger kokdes ulgamyn dine bir ¢oziiwi bar bolsa, onda ona
kesgitli, yogsa-da kesgitsiz diyilyar.

a, a, .. a, X, b,

a a ... a X b
A - 21 22 2n , x — 2 , B - 2

Q, Ay -e- Ay X, b,

belgilemeleri girizeliii. Onda (2.9) ulgamy seyle yazmak bolar:
AX =B. (2.10)
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(2.10) denlema (2.9) ulgamyi matrisalayyn yazgysy diyilyar.
Bilsimiz yaly, birjynsly (AX=0) denlemeler ulgamynyn (0,0,...,0)
¢oziiwi elmydama bardyr. Ona triwial ¢oziiw diyilyar. Onda birjyns-
ly denilemeler ulgamyny ¢6zmek diymek, onun triwial dal ¢oziiwle-
rini gozlemek diymekdir. Seylelikde, eger birjynsly denlemeler
ulgamynyn nuldan tapawutly ()_(1, Xy oens )_(n) ¢ozliwi bar bolsa, onda

ol tiikeniksizdir, yagny:
(A%, A%y, ..., A%,)=A(X,, X,, ..., X,), A —islendik hakyky san.

Meselem:
X, +2x,=0
X, +X,=0

birjynsly denlemeler ulgamynyn dife triwial ¢oziiwi (0;0) bardyr.
Emma:

X, +2X,+ X, =0
X, =X, =0

¢ iiytgeyanli ¢yzykly iki denlemeli ulgamyn ¢oziiwleriniii kopliigi
X =A(-311)

yaly anladylar, A — islendik hakyky sandyr.
Birjynsly dil hem-de kokdes dil denilemeler ulgamyna

2X, + X, =5
2X,+ X, =8

mysal bolup biler.
Cyzykly defilemeler ulgamyny ters matrisanyit komegi bilen hem-
de Kramerini, Gaussyn usullarynda ¢ozmeklige seredelin.
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2.2.1. Cyzykly derilemeler ulgamyny ters matrisanyn
komegi bilen ¢o6zmek

Goy, bize ¢yzykly deiilemelerin nxn ulgamy matrisalayyn gor-

niisde berlen bolsun:

Bu yerde:

AX =B.

(2.11)
Xl bl
XZ ’ B — b2
X b

Goy, esasy matrisanyn kesgitleyjisi |A| # 0 bolsun. Onda A matri-

sanyn Al ters matrisasy hokman bardyr.

(2.11) matrisalayyn

denlemanin iki tarapyny hem cepinden A matrisa kopeldelii:

A7AX = A"'B

ya-da

ya-da

EX=A"B

EX=A"B

(2.12)

(2.5) formulany goz 6niinde tutup, (2.12) denilemeden alarys:

Al] A2l nl
L AIZ A22 n2
4 ... . .
Aln AZn A Ann
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Goniikme.
X, + X, + X, =3
3X, +4X, +3X, =10
9x, +8x%, +5%x, =14

deiilemeler ulgamyny ters matrisanyn komegi bilen ¢ézmeli.
=) Bu yerde:

111 X, 3
A=|3 4 3|, X=|x,|, B=|[10
9 8 5 X, 14

yaly belgilédliii. A matrisanyn ters matrisasyny 2.1.5 punktyn ugrukdyry-
Jy goniikmesinde tapypdyk:

111 -4 3 -1
Al=]3 4 3=-4%0; A‘1=—% 12 -4 0
9 8 5 -12 1 1

Onda, (2.13) formula gora alarys:

X, . -4 3 -1)(3
X2 = —_-— 12 —4 0 . 10 y
4
X, -12 1 1)\14
(%) (-12+30-14 x,) (-1
X, __1 36-40+0 |, X, =] 1
4
X3 ) -36+10+14 Xy 3
Diymek, X = {(~11; 3)} gozlenyin ¢oziiwdir. =
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2.2.2. Cyzykly denlemeler ulgamyny Kramerin diizgiini
bilen ¢6zmek

Cyzykly denlemelerin nxn ulgamyna seredelin. Goy, esasy
matrisanyn kesgitleyjisi |A| #0 sert yerine yetsin. Onda denlemeler
ulgamynyn ¢oziiwini (2.13) gorniisde tapmak bolar. (2.13) formulada,
A; bilen, A matrisanyfi a; elimentiniii algebraik doldurgyjy
belgilenendir. Bu formulanyn denlik belgisinii sag tarapyndaky
matrisalary biri-birine kopeldelin:

X, Ab +ADb, +...+A, D,
X, 1 ALb +ALb, +...+ A,b,

A

X Alnb +A2nb+ A+ A, b

n

Bu yerden, X; iiytgeyén ii¢in alarys:

xi=ﬁ(Alib1+A2ib2+...+Ambn), i=12,...,n
(2.14)

Eger A matrisanyn kesgitleyjisinde i-nji siitiinin elementlerini azat
agzalar bilen calsyrsak hem-de kesgitleyjini sol siitlinin elementleri bo-
yunca dargatsak, onda (2.14) denligin yay i¢inddki anlatmasyny alarys.
|A| kesgitleyjinin i-nji siitiininin elementlerini (deilemeler ulgamynda
Xi tytgeydanin koeffisientlerini) azat agzalar bilen ¢alsyrmakdan alynyan
kesgitlegjini |A| . gorniisde belgilalifi. Onda (2.14) defilikden alarys:

A,
X; = )
A

i=12..n. (2.15)

Alnan formula Kramerin diizgiini diyilyar.
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Iki tiytgeyanli iki denilemeler ulgamy ti¢in formula seyle gorniisde
bolar:

{a11x1 +a,X, = bl |A| _ ;A
81X, +8pX, =D, ’ 8y 8y ’
_ b, a, |8 b, .
|A|X1 - b, a, ’ |AX2 - a, b, ’
A, AL
=t =—2 2.16

Ucg iiytgeyanli ii¢ defilemeler ulgamy iigin alarys:

a;; a, dg
{allxl +a;,X, =b, |A| —la a a.l:
) =21 Ay dagls
X, +a,X, =b, a a a
31 Y32 dg3

bl alz a13 all i a13 11 12 1
|A\X1 = b2 a22 323 ’|A|x2 = 321 b2 a23 y |'A|X3 =42 a'22 2 :
3 a32 a33 a31 b3 a33 31 32 b3
X, = |A|x1 X, = | X2 X, = &
CA CoA CA
Goniikme.

X, +X,+%X;,=3
3X, +4X, +3X, =10
9x, +8X%, +5%x, =14
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denilemeler ulgamyny Kramerin diizgiini bilen ¢6zmeli.
= Bu yerde:

111
|A|=3 4 3=-4%£0.
9 8 5

3 11
=10 4 3=3-4.5+1-3-14+10-1.8~
14 8 5

A

—14.4.1-3.3.8-10-1-5=60+42+80-56—72—-50=4;

1 3 1
Al =[3 10 3=1.10-5+3.3.9+3-1.14-

9 14 5
~14-4.1-3-3.8-10-1.5=60+42+80—56—72-50 = 4;

11 3
Al =[3 4 10=1-4-14+1-10-9+3-8-3-
9 8 14

—14.4.1-3-3.8-10-1-5=60+42+80—-56—72—50 = 4.

X _|'A\|x1 X. = |'A\|x2 _—_4_ X _|'A‘|X3 _—_12
l_|A|’ 2_|A|__4—; 3—|A|—_4.
X ={-113)}. c
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2.2.3. Cyzykly denlemeler ulgamyny Gaussyn usuly bilen
¢ozmek

Kramerin diizglini boyunca iki ya-da {i¢ denlemeler ulgamyny ¢6z-
mek amatlydyr. Emma denlemelerin, iiytgeyanlerin sany ticden kop bo-
landa ya-da iiytgeyénler bilen denlemelerin sany gabat gelmedik yag-
daylarynda, Gaussyn liytgeyénleri yzygider yok etmek usulyny ulanyar-
lar. Bu usulda, 4 iiytgeyanli 4 denlemeler ulgamyna seredelin:

A Xy + 85X, +813X; +8,X, =845, (a)
A1 Xy F 8y X, +853X5 + 8y, Xy = 8ys, (ﬂ)
Qg1 X; + 85X, +833X3 + 83, X, = 8gs, (}/)
Ay Xy F 85X, +Ay3X5 + 84Xy = 8ys- (5)

Goy a,, # 0 bolsun (sert yerine yetmese, denilemeleriil yerini ¢alys-
mak bolar).

I ddim. (@) denleminin iki tarapyny Xem a,,-e bolup alarys:
Xy +03,X; +B3X; +b,x, =bys. (’7)

Indi (7) deiileméni a,,-e kopeldip, (f)-dan ayralyn;
a,, -e kopeldip, (y)-dan ayralyn;
a,,-¢ kopeldip, (6)-dan ayralyn.
Netijede, berlen denlemeler ulgamyna ekwiwalent bolan we ikinji,

ticiinji hem-de dordiinji defilemelerde X1, liytgeyan yok edilen, asakdaky
denillemeler ulgamyny alarys:

X, + b, X, +0y5X; +0y,X, =bg, (77)
Do X, +bysXs +0,,X, = Dby, (6)
by X, +D35X5 + Dy, X, = by, (’1)
b42X2 + b43X3 + b44x4 = b451 (/1)
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bu yerde:

by, LTy (i=234,5);
all
b; =a; —a, by, (=234 j=234,5)

II adim. (), (1), (©) denlemeler bilen hem I ddimdéki yaly isleri
gecirip, asaky iki denlemeden X iiytgeyani yok edelinn we s. m.

Netijede, (a)—(d) denlemeler ulgamyna ekwiwalent bolan we seyle
gorniisdaki:

X, +b;,X, +byX; + b, %, =bg,
Xy +Cy3X3 +Cy Xy =Cyps,

Xy +d;5,X, =dgs,

Xy =€y

cyzykly denillemeler ulgamy alnar. Su pursada cenli gegirilen islere
goni ugur diyilyar.

Indi ters ugur boyunca, X4-in tapylan bahasyny {i¢iinji defilemede
goyup, X3 liytgeyaniii bahasyny hasaplarys; X3 we X4 iiytgeyéanlerin ba-
halaryny ikinji defilemede goyup, Xo-ni kesgitldris; X2, X3, Xa
tiytgeyénlerin bahalary arkaly x; tiytgeyéni taparys.

Goniikme.
3X, +2X,+ X3 =5
X+ X,— X;=0
4X, — X, +5X; =5

denlemeler ulgamyny Gaussyn tiytgeyanleri yzygider yok etmek usuly-
ny ulanyp ¢6zmeli.
=) Ulgamda birinji we ikinji defilemelerin yerlerini calsalyi:
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X+ X,— X;=0, (a)
3X; +2X, + X, =5, (,8)
4X, — X, +5X; =5. (y)

Asaky iki defilemeden X: iiytdeydni yok edelifi. Onun ig¢in (a)
denileméni (—3)-e kopeldip, (f) denleméd gosalyn; (a) defileméni (— 4)-e
kopeldip, () defilemi gosalyii. Netijede:

X, + X, — X3 =0, (a)

X, —4X,; = =5, (77)
-5X, +9%; =3 (0)

alarys. In asaky denlemeden X liytgeydni yok edelin. Onun igin (7)
denlemaini 5-e kopeldip, (6) deilleméd gosalyn. Onda:

X+ X, — X;=0,
X, —4X, = =5,

-11x, =-22
ya-da
X, + X, = Xy =0, (a)
X, —4X, ==5, (77)
X3 =2. (ﬂ)

(77)-denlemeden taparys:
X, =4X;—-5=4.2-5=3.
(@) defilemede X3 We X, iiytgeyinlerifi bahalaryny goyup:

X, ==X, +X;==3+2=-1
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alarys.
Diymek, ¢yzykly denlemeler ulgamynyn eke-tdk ¢6ziiwi bar bolup,
ol:

X = {(Xv X2, Xa)}= {(_1' 3, 2)}

sanlaryn tertiplesdirilen tigliigi bilen kesgitlener. &
Meseleler

2.9. Berlen ¢yzykly denlemeler ulgamyny ti¢ usul bilen ¢dzmeli:

a) Kramerin diizgiini; b) Ters matrisanyn komegi bilen; ¢) Gaussyn
yzygider yok etme diizgiini.

7X+y+ z=10

1) < 6x—-y— z=3 Jogaby:x=1,y=3z=0

4x+y+10z =7

2X—-3y—-22=6
2) +3x—2y+z=5 Jogaby:x=2,y=112z=1
5x—-3y—-4z=3

2X+2y+32=-2
3) {3x—2y—-4z=3 Jogaby:x=3, y=-1,2=2
4x+3y+z=11

4x—-4y—-32=2
4) §3x+2y+z=7 Jogaby:x=1y=22=-2
5Xx—-3y-2z=3
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Yokary matematikadan 1-nji tipli yumus

3 57 1 2 4
1-nji mesele. A=| 2-1 0 we B=| 2 3-2 | matrisalary
4 3 2 -1 01
berlen. Hasaplamaly:
1. 4A%+BB! 10. 5AZ-AIA 19. 6B1+BA-A
2. AB-AB! 11. AAL+B-4A 20. 3AA+4(AB)
3. AAl+5B?2 12. A-A'B+4B 21. Al+4B3
4. ATA+6B+3A 13. BA1+AB 22. AB+6BA™
5. ABA1+3A 14. 4A+7B 23. AA2-BB!
6. AB1-7B? 15. 3A%-5A 24. AA1-5B+4A
7. B1B+4A? 16. 4A1+4B 25. 3B1-3A-2B
8. B1A+6A2 17. 3AB-A'B
9. AA1A4A3 18. 4A1+5(AB)

2-nji mesele. Berlen ¢yzykly denlemeler ulgamlaryny ¢ usul bilen
cozmeli: a) Kramerin diizgiini;
b) Ters matrisanyn komegi bilen; ¢) Gaussyn yzygider yok etme
diizgiini..

3X—-y+4z-4=0 2x—-3y+z-10=0
1.42x+2y+z-7=0 3.4X+2y—-2z+3=0
X+3y+3z-7=0 X+4y+2z2+3=0
3X+4y—-z2-4=0 4x-2y+52=0
2.42X+5y—-22-6=0 4,93x—-3y+4z+3=0
—-4x-y-3z+1=0 2X—2y+52+2=0
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10.

11.

12.

3Xx+2y+z2-5=0
4x-3y+z+5=0
3X-2y+2z+2=0

X+3y—-2z+3=0
3X+4y+2z+1=0
4x+3y—-2-2=0
X+2y+z2-7=0
2X-y-2z+6=0
X+y+2-6=0
X-y+z-2=0
3x—-2y-3z-2=0
X-3y—-z+4=0

4x+2y—-32+4=0
3X+y-z+1=0
X+2y-2-4=0

Xx—3y+z+2=0
2X-y—-2-3=0
X+2y—-4z2-3=0

X—-2y+2+4=0
X+y—-z-3=0
2X—-2y+3z+1=0
2X—-y—-2z+1=0
3x+2y-2-4=0
X-2y-2+2=0

75

X+y—-2z-2=0
13.<2x-2y-3z-1=0
X-y+z-2=0
3X+y—-2z+2=0
14.92x-y—-2+1=0
X+y—-2z-2=0

3X+4y-z+1=0
15.42x+3y—-2z+2=0
4x+3y+2-1=0
X+3y—-3z+1=0
16.42x—-y+3z+1=0
X-2y-4z2+2=0

X-y+z-2=0
17.¢x+y-22-3=0
3X—-y+2z-7=0

2x—3y+3z-1=0
18.{x—-y+2z-1=0
X-3y+2z+1=0

X—y—-2+1=0
19.42x—-y—-3z+1=0
X+y—-52+1=0

X-y+z+2=0
20.92x+y—-2+4=0
X+2y+z-4=0



21.

22.

23.

1-nji meselénin jogaplary:

X+y+3z+1=0
2Xx—-3y+2z-7=0
X+y—-2z-1=0
X—-2y+2+4=0
X+y+z+1=0
2X—-y—-22-3=0

X+y+z+1=0
2X-y+2z2-1=0
X-y—-z+1=0

189 124 140
16 45 56

104 92 129
4 6213 28/3

-2/5 8/5 64/5
34/5 84/5 72/5

6 40 20
50 66 O
-10 -10 -14

16 27 45
18 16 -12
6 9 13

24,

25.

5
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X+y-2z-1=0
3X+2y—-z+2=0

X-y+2z+3=0

3X—-y+2z-1=0
2X—-2y+2-1=0
X+3y—-5z+2=0

195/22 33/4 1143/44

90/11 -1 -29/11
141/11 1172 201/22
-5 -167/3 -85/3
-348/5 -458/5 -14/5
76/5 715  93/5
189 124 140
16 45 56
104 92 129



8.
4171/15

2759/15 3139/15
82/3 203/3  256/3
2341/15 2084/15 2899/15
-1371 -1236 -1596
9.1 -360 -203 -224
-1008 -812 -983
234 155 175
10.| 20 54 70
130 115 159
-10 -18 -24
11.| -6 8 -2
-17 -12 -6
12.
295/44 543/44 1035/44
251/22 279/22 -197/22
-45/44  79/44  259/44

13.| -9/11
91/11

67/5
14. 8
87/5

147/22 85/4 379/44

-1/2 261/22
17 12711

286/15 308/15
-5/3 14/3
166/15 113/15
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15.
3107/22 367/4 4585/44

137/11 71/2  889/22
1691/22 271/4 4289/44

42/11 9 183/11
16. 84/11 10 -74/11
-34/11 1 31/11
17.
779/44 2743/44 1211/44
31/22 103/22  639/22
1011/44 2191/44 1579/44
328/11 106 502/11
18. -4/11 3 564/11
450/11 86 647/11
106/5 46/5 8/5
19. 2 4 14
-9/5 -29/5 -37/5
27 84 36
20| 0O 7 40
32 68 51



21.
1143/22 417/4 -1401/44

1583/11 471/2  1239/22
-259/22 -159/4 -1245/44

111/11 45/2 147/22
22. | -54/11 -8  233/11
106/11 17  102/11

342 309 399
23.1 90 50 56
252 203 245

75/11 11 9511
24. | -26/11 -21 124/11
241/11 13  20/11

-52/5 -97/5 -161/5
25. | -10 -2 6
-47/5 -47/5 -41/5

78



© oo N o a bk~ w e

N DN N NDNR R RPB P B P Bk R
g B W NP O © 0 N O 0 » W N PP O

2-nji meselanin Kramerin diizgiini boyunca jogaplary:
A=30; Ax=54; Ay=50; Az=2; (9/5,5/3, 1/15)

A=-13; Ax=13; Ay=-26; Az=-13; (-1, 2, 1)

A=38; Ax=78; Ay=-64; Az=32; (39/19, -32/19, 16/19)
A=-14; Ax=-14; Ay=-28; Az=0; (1,2, 0)

A=-21; Ax=0; Ay=-42; Az=-21; (0, 2, 1)

A=37; Ax=61; Ay=-56; Az=2; (61/37,-56/37, 2/37)
A=-4; Ax=-5; Ay=-4; Az=-15; (5/4, 1, 15/4)

A=-14; Ax=-42; Ay=-28; Az=-14; (3,2, 1)

A=-T; Ax=4; Ay=-27; Az=-22; (-417, 2717, 22I7)

. A=-10; Ax=-30; Ay=-20; Az=-10; (3,2,1)

A=Ty Ax=T; Ay=21; Az=T7; (1,3, 1)

. A=6; Ax=6; Ay=6; Az=6; (1,1, 1)

. A=-10; Ax=-20; Ay=-6; Az=-6; (2, 3/5, 3/5)

. A=6; Ax=-12; Ay=-4; Az=-14; (-2,-2/3, -7/3)

. A=-7; Ax=0; Ay=0; Az=-7; (0,0, 1)

. A=52; Ax=-40; Ay=8; Az=12; (-10/13, 2/13, 3/13)
. A=4; Ax=10; Ay=2; Az=0; (5/2,1/2,0)

.A=2; Ax=4; Ay=2; Az=0; (2, 1,0)

. A=-2; Ax=-4; Ay=-4; Az=-2; (2,2,1)

.A=9; Ax=-18; Ay=18; Az=18; (-2, 2, 2)

L A=25; Ax=42; Ay=-37; Az=-10; (42/25, -37/25, -2/5)
.A=-12; Ax=0; Ay=-12; Az=24; (0,1, -2)

. A=6; Ax=-6; Ay=-6; Az=6; (-1,-1,1)

. A=6; Ax=-6; Ay=0; Az=-6; (-1, 0, -1)

. A=26; Ax=2; Ay=-8; Az=6; (1/13,-4/13, 3/13)



3. WEKTORLAR ALGEBRASY

Goy, A we B ginisligin diirli nokatlary bolsunlar. A — baslangyjy, B —
ahyry hasaplanyp, ugry peykamjyk arkaly gorkezilip gurlan kesime

AB wektor diyilydr we AB yaly belgilenilyar.

[AB) sohle arkaly kesgitlenydn ugra AB wektoryn ugry, [AB]
kesiminn uzynlygyna bolsa, AB wektoryn uzynlygy vya-da
moduly diyilyar we |AB| ya- da AB yaly belgilenilyir. Kopleng,
wektorlary yeke kigi harp bilen hem belgileyérler: &, b, €, d, ....
Onda olaryn modullary |§|, ‘5‘, |6|, \J\ ya-da a, b, c, d, ... yaly
belgilener.

Baglangyjy we ahyry gabat gelyin AA wektora nul wektor (6) di-

yilyar; onun moduly nula dendir, ugry bolsa kesgitsizdir. Nul
wektory islendik tarapa ugrukdyrylan hasaplamak bolar.

Goy, AB we CD ginisligin iki wektory bolsun. Eger bu wektorlaryn
ugurlary gabat gelip, ‘ﬁ‘ =‘ﬁ‘ bolsa, onda bulara defi wektor-

lar diyilyir we AB=CD yaly belgilenilyir. Seyle kesgitlemede,
AB wektora deft bolan wektorlaryn kopligini erkin wektorlar
diyip atlandyryarlar we yonekey a, C, X, yaly belgileydrler.
Diymek, nuldan tapawutly islendik erkin @ wektor ginisligin A, Az,
..., An, ... nokatlaryndan alnyp goylan ugurdas [AlBl], [A2 Bz],
[An Bn], ... tikeniksiz kop kesimler gorniisinde sekillendirilyarler,
olaryn uzynlyklary bolsa, sol bir |§| sana dendir (sur. 3.1).

Erkin 0 wektor bolsa, ginisligin diirli nokatlarydyr.

Erkin wektorlarynn hususy gorniislerinden siiysydn we gozganmayan
wektorlary tapawutlandyryarlar. Bir goni ¢yzygyn {istiinde yatyan
erkin wektorlara siiysyan wektorlar, baslangy¢ we ahyrky nokat-
lary gabat gelyan erkin wektorlara — gozganmayan wektorlar
diyilyar. Erkin wektorlary, adat¢a, wektor diyip atlandyryarlar.
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3.1-nji surat 3.2-nji surat

Eger iki wektoryn ugurlary gabat gelyan ya-da garsylykly bolsa, onda
olara kollinear wektorlar diyilyar. Basgaca, kollinear wektorlar

bir goni ¢yzyga paralleldirler, 0 bolsa islendik wektora kollineardyr
(sur. 3.2).

Eger nuldan tapawutly iic wektor bir tekizlige paralel bolsa, onda
olara komplanar wektorlar diyilydr. Bu wektorlaryin i bol-

manda biri 0 bolsa hem, olar komplanardyrlar (sur. 3.3).

Jo

3.3-nji surat

Su boliimde wektorlaryn Ustiinde gegirilydn grafiki amallara, olaryn
tekizlikdaki we ginislikdaki koordinatlaryna, skalyar, wektor hem-de
garysyk kopeltmek hasyllaryna serederis.

3.1. Wektorlaryn iistiinde grafiki amallar

1) Wektorlary gosmak

Goy, tekizlikde nuldan tapawutly & we b berilsin. O nokatdan &

alyp goyalyn we ahyryny A bilen belgildlin. A nokatdan b alyp
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goyalyn we ahyryny B bilen belgildlin, yagny @\=§, AB=bh
(sur.3. 4).

3.4-njy surat 3.5-nji surat

O nokatda baslangyjy, B nokatda ahyry bolan ¢ wektora & we b
wektorlaryfi jemi diyilyir we € =a+b yaly yazylyar. Wektorlary
seyle usulda gogmaklyga iicburclyk diizgiini diyilyar.
Wektorlary gosmagyin parallelogram diizgiininde a we b
wektorlary sol bir O nokatdan alyp goyyarlar we bu wektorlaryn {is-
tiinde parallelogram guryarlar (sur. 3.5).

Parallelogramyii diagonaly & we b wektorlaryfi jemidir: € =d+b .
Wektorlaryn jeminin seyle hasiyetleri bardyr:

1. Jemin kommutatiwligi: d+b=b+a:
2. Jemin assosiatiwligi: (a + b) C=a+ (6 6);
3. Nul wektoryn hésiyeti: d+0=

d=AB wektora garsylykly bolan wektor —3=BA yaly
kesgilenilydr. Onda:

a+(-a)=0 ya-da AB+BA=AA=0.

2) Wektorlary ayyrmak

Tekizlikde & we b wektorlaryn tapawudy diylip, seyle jeme

diisiinilyér: a—b = a+( b)

Onda, wektorlaryn tapawudy — tlg¢bur¢luk we parallelogram
diizgiinlerinde sunun yaly tapylar (sur.3.6).
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3.6-njy surat

3) Wektory sana kopeltmek

a wektory A sana kopeltmek diyip, ofia kollinear bolan b = Aa
wektora aydylyar. Bu yerde:

Io|=1a] =||-[al.
b=Aa wektoryi ugry, eger A4 poloZitel san bolsa, a bilen gabat

gelyindir, otrisatel bolsa garsylyklydyr. Wektory sana kopeltmek
amalynyn asakdaky hiasiyetleri bardyr:

1. Kommutatiwlik:
Ad=a-1;
2. Assosiatiwlik:
Mpd)=(Au)a;
3. Wektorlaryn jemine goré distributiwlik:

ﬂ(ﬁ+6)=ﬂ§+15;

4. Sanlaryil jemine gord distributiwlik:
(A+pa=2d+,a.
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Bellik. Giislikde komplanar dil a, b, ¢ wektorlaryii jemine defi
bolan ¢ wektory gurmak ugin parallelepiped diizgiinini ulanyarlar.
Onuii ugin gitisligin erkin O nokadynda &, b, ¢ wektorlary alyp
goyyarlar hem-de gapyrgalary su wektorlardan ybarat bolan
parellelepipedi guryarlar. Bu parallelepipedin diagonaly d wektoryii

uzynlygyna dendir (sur .3.7).

3.7-nji surat
Goniikme 1.
Kollinear  ddl  iki a we f wektorlar  berlen:
1) OH’B; 2). u; 3). - OHﬁ; 4) . B;a; wektorlary

2 2 2 2

gurmaly.

&
= Goy, /;vektorlar berlen bolsun. & we/3
wektorlaryn —_—

B

istlinde qaparallelogram guralyn
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I5C=a+,8; E?Azo?—[)’;

=

Onda:l)D%O:&;B; 2) B?):&; :
3) we 4) punktlar ¢oziilende 1) we 2)-4 ters ugrukdyrylan wektorlary
gurmalydyr.

3 -2 _op. ph-a_ ap_ o5 e

2 2 2
Meseleler.

3.1. ABCD romb berlen. Asakdaky wektorlar
1) AB we BC; 2)ABwe DC; 3)BC we AD  4)CB we AD ;

5). AB we CD 0z aralarynda defimi ?
3.2. ABCD parallelogram berlen, AC weBD diogonallar O nokatda
kesisydrler.

Goy, AB = p; AD = q bolsun. Onda:
I.BC,CB; CD:DC: AC;

Il CA; BD; AO;0A; CO;0C;BO;0B
wektorlary p we q iisti bilen anlatmaly.

3.3. ABCDA:B:C1D; parallelepiped berlen, Goy,

AB=p: AD=q; AAi =T bolsun. Onda  AC,weC/A;
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BD,weD,B; ACwe CA wektorlary p,q,r bilen aiilatmaly.
(¢yzgysyny gurmaly).

3.4. OBCA goniiburglukda P nokat OB tarapy, Q nokat BC tarapy
den yarpa bolyar. Eger OA=3; OB=S5 bolsa, onda

(;P, O%Q, ATP. ATQ; P?Q wektorlary tapmaly.

3.2. Wektory bazis wektorlary boyunc¢a dagytmak

Tekizlikde kollinear dil wektorlaryii tertiplesdirilen (g,,€, ) jiibtiine,

ahli wektorlaryn kopliiginde bazis diylip at berilyér. Islendik a
wektory dine eke-tidk yagdayda

a=X-€+Y-6€, (3.2)

goriisde afilatmak bolar. Bu yerde x, y sanlara (&,,€,) bazisde &
wektoryn koordinatlary diyilydr we gysgaca é=(x; y) yaly
belgilenilyar.

(3.1) anladylma a wektory (él,éz) bazisde dagytmak diyilyar.
Eger-de € we €, wektorlar 6zara perpendikulyar we uzynlyklary
bire defi bolsalar, olara ortlar diylip, (€,,€,) bazise bolsa gonii-
burgly diyilydr. Ortlary degislilikde, & =i, &,=] yaly
belgileyirler. Onda goniiburgly bazisde ortlar arkaly (1.1) anlatmany
seyle yazmak bolar:

a=X-i+Y-] (3.2

Ginislikde komplanar dél wektorlaryn tertiplesdirilen (51,62,63) tig-

lugine dhli wektorlaryn kdpluginde bazis diyilydr. Onda islendik a
wektory bazis wektorlary arkaly

a=X:€+Yy:€,+12-6, (3.3)
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gornusde dagytmak bolar, ya-da, koordinatlarynyn usti bilen
a= (X; Y; Z) yaly yazyp bileris.

Goniiburgly bazisde ortlary, degislilikde, €, =i, €, = i €; = k yaly
belgildp, (1.3) formulany seyle yazarys:

d=Xx-i+y-j+z-k (3.4
Seyle pikir yoretmeleri dowam etdirip, bu diisiinjeleri n-6lcegli
wektor ginisligi tigin hem girizmek bolar.

3.3. Wektorlaryi tekizlikde we ginislikde
koordinatalary

Tekizlikde Oxy goniiburgly dekart koordinatlar ulgamyna seredelin.
Ox we Oy oklarynda, baslangyjy O nokatda bolan, ugurlary abssissa
we ordinata oklarynyn polozitel ugurlary bilen gabat gelyén, birlik
wektorlary alyp goyalyii. Bu wektorlara ortlar diylip, degislikde, i
we j yaly belgilenilyir. Seylelikde, nokatlar tekizliginden wektor te-
Kizligini alarys.
Tekizlikde berlen & wektoryn baglangyjyny
parallel gociirme arkaly Oxy koordinatlar V4
ulgamynyn O baslangyjyna eltelin. Onda & [ —______
wektorynn  koordinat  oklaryna (ax;ay) 21
proyeksiyalary wektoryii koordinatlary bolar: 4]
a= ax;ay). }/
Koordinatlar ulgamynda ortlary — birlik bazis >
wektorlary gbz oniinde tutup, a=a, i+ a, - i i
yaly yazyp bileris (sur. 3.8). 3.8-nji surat
Eger Oxy goniiburgly koordinatlar ulgamynda A(Xl; yl) we

1 2

B(X,;y,) nokatlar berlen bolsa, AB wektoryii koordinaty (f])
bazisde sanlaryn (X2 - XY, — yl) tertiplesdirilen jiibti bolar:
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ﬁ =(X2 - Xl)'r+(y2 - y1)' ] '
Goy, (T; I) bazisde & we b wektorlar dzlerinii & = (ax ; ay),
b= (bX ; by) koordinatlary bilen berlen bolsun. Onda:

*+b=(ax+bx;ay+by), ﬂéz(lax;/lay),
a-b=(a,-b,a, -b,) a=/a; +a’

Goy, gitislikde Oxyz goniiburcly koordinatlar ulgamy \i ( j k) ortlar
bilen berlen bolsun. Onda (a,;a,;a,) koordinatly ginislikdiki
islendik & wektory ortlar boyunga seyle dagytmak bolar:

d=a,-i+a,-]+a,-kK.

z

Eger bu koordinatlar ulgamynda A(x,;y,;z,) we B(x,;Y,;z,) no-
katlar berlen bolsa, onda AB wektoryn koordinaty

A_B = (Xz - - VY7, )
ya-da
AB =(x, = x,)- 1 +(y,=y,)- ] +(z, - 2,)-K

yaly anladylar.
Goy, (f i IZ) bazisde & we b wektorlar dzlerinifi é:(ax;ay;az)
we b = (bx;by;bz) koordinatlary bilen berlen bolsun. Onda:

*+b=(ax+bx;ay+by;az+bz), /1§=(/1ax;ﬂay;/1az),
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. = 2 2 2
y—by,az—bz), & =,/ai +a) +a’ .

Goniikme. Eger a=(-2;3;1) we b =(4;0;—1) bolsa, ¢ =2a+3b
wektory we onun modulyny kesgitlemeli.

a-b=(a,-b,;a

¢ =2a+3b =2(-231)+3(4,0,-1)=(-4,6;2)+(12;0,—3) =
=(-4+12;6+0;2-3)=(8;6;—1);

c|=Jci +c+c? =82 +67 + (-1 =64+36+1=4101. &

Goniikme. ABC iic¢burglugyn depeleri A(1;1), B(0;3), C(-1;-1)
nokatlarda yatyarlar. AB, BC we CA wektorlaryii koordinatlaryny
tapyn. AB+B C+CA=0 bolyandygyny subut edin.

S  AB=(0-13-1)=(-12); BC =(-1-0;—-1-3)=(-L—4);
EA=(1+1;1+1)=(2;2);
AB+BC +CA=(-12)+(-1-4)+(22)=
=(-1-1+2,2-4+2)=(0,0). ¢

3.4. Wektorlaryi ¢yzykly kombinasiyasy

Kesgitleme. (ﬂ.l, y /ln) yeke-tdk tertiplesdirilen hakyky sanlar
arkaly a,, a,, ..., d, wektorlaryn ¢yzykly kombinasiyasy
diyip, asakdaky yaly kesgitlenen b wektora aydylyar:

b=Ad +A,8,+..+14a, (3.5)

Basgaca, b wektory A, (i =ﬁ) yeke-tik koeffisientlerin iisti bilen

a, (i =1, n) wektorlara ¢cyzykly bagly ya-da dagydylan diyilyar.
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Belli bolsy yaly, eger a we b wektorlar kollinear dil bolsalar, onda
bular bilen komplanar islendik C wektory yeke-tik tertiplesdirilen
(X,Yy) sanlar tigin

C=x-a+y-b (3.6)

gorniisde yazmak bolar. Bu yerde ¢ wektor @ we b wektorlara da-
gydylandyr.
Goy, ginislikde &, b, ¢ komplanar dil wektorlar bolsunlar. Onda

islendik d ginislik wektoryny yeke-tik tertiplesdirilen (X;y;z)
sanlar li¢in

d=x-d+y-b+z-C (3.7)
gorniisde dagytmak bolar.

Goniikme. (4;2); b(2;7); ©(3,~6) wektorlar berlen. ¢ wektory &,
b wektorlaryi iisti bilen ailatmaly.
= dx+by=¢ ailadylmadan alarys:

(4;2)x + (2;7)y = (3;—6), (4x;2x)+ (2 y;7 y) = (3;—6),

(4x+2y;2x +7y)=(3:-6).

Bu yerden:
X +2y = 4 2
X+2y=3 A=|" “=28-4=24.
2X+7y=-6 2 7
3 2 4 3
A, = =21+12=33; A, = =-24-6=-30.
-6 7 2 -6
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Onda §a—ﬂb_c ya-da E_l—la—Eb bolar. =
24 24 8 4

Goniikme. 5(5;3); 5(2;0); 6(4;2) wektorlar berlen.
ad+ Bb+yCc=0 yerine yeter yaly nuldan tapawutly a,
B, y sanlary tapmaly.

=) Denlemede wektorlaryi kordinatlaryny ornuna goyup taparys:
a(5;3)+ p(2:0)+ ¥(4;2) = (0;0)

eA0)
e)en) )=o)

Bu yerden denilemeler ulgamyny alarys:

o) laa)(ar)-(o)

Sa+2p+4y =0, N Sa+28+4y=0,
3a + 2y =0. 3 +2y=0.

ynyn bahasyny birinji defilemede goyalyn:
Sa+2p-6a=0 = 2p—a=0 = a=2p.

=1 hasap edelii (, 8,y #0).
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Onda: a= 2; 7=—§a=—§-2=—3.
2 2

Diymek, a= 2; = 1; y=-3.

Bu yerde 0# B € R — tiikeniksiz kop sanlardyr.
Diymek, ¢oztiwlerin kopliigi hem tiikeniksizdir. &

3.5. Wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly

Kesgitleme. & we b wektorlaryii skalyar kopeltmek hasyly seyle bir
c san bolup, ¢ =(§,5) ya-da c=4d-b yaly belgilenilyir we seyle
formula bilen kesgitlenyér:

c=(§,5)=|§|-‘5‘-c05¢, (3.8)

bu yerde ¢— a we b wektorlaryn arasyndaky burcdur.

Umuman, wektorlaryin arasyndaky burc¢ diyip, olaryil ugur-
larynyn arasyndaky burga diistinilyéar. Eger wektorlar 6zara perpendi-
kulyar bolsalar — ¢=90°, garsylykly bolsalar — p=180° we 5. m..
Formuladan gorniisi yaly, wektorlar 6zara perpendikulyar bolanda
ya-da birden-biri nul wektor bolsa, skalyar kopeltmek hasyly nula
dendir.

(2.8) formuladan wektorlarynl arasyndaky burg {i¢in alarys:

cos@ = (3.9

a,b
al-p
Wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylynyn asakdaky haésiyetleri
bardyr:

—  kommutatiwlik: (5,6)=(6,§);
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— sana kopeltmek amalyna gord assosiatiwlik:

(ka).6)=x(5.a);
— wektorlary gosmak amalyna goré distributiwlik:
(a.(6+c))=(a,6)+(E.2).
Wektorynn 6z-6ziine skalyar kopeltmek hasyly onuii modulynyn
kwadratyna dendir:

(a,a)=(a)* <a|-|a|-cos0’ < a[’=a’.
Eger wektorlar goniiburcly koordinatlar tekizliginde

éz(ax,ay)zax-f+ay-f, Bz(bx,by)sz-f+by-1

koordinatlary bilen berlen bolsalar, onda olaryn skalyar kopeltmek
hasyly {i¢in alarys:

(@b)=a-6=(a, i +a,-j)b, T +b,-1)=

=a,-b, (f)2 +a, b, (f J?)+ay b, -(I,T)+ay ‘b, (])2
Bu yerde i , | — ortlar bolany iigin:

(F =l =2, Y =i =1 €.1)=(5.1)=0.

Netijede alarys:

(8.6)=a, b, +a,-b, (3.10)

Bu yerden, kordinatalary bilen berlen wektorlaryn arasyndaky burgy
tapmaklygyn anyk formulasy gelip ¢ykyar:
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a,-b,+a,-b,

CoS @ =
¢) 2 2 2 2
a, +a, -4/b, +by

(3.11)

Suna menzeslikde, ginislikde, géniiburgly koordinatlar ulgamynda
berlen

éz(ax,ay,az)zax-i +a,-j+a,-k,

y z

b=(b,.b,.b,)=b, -V +b,-]+b,-K

wektorlar ii¢in alarys:

(8,6)=a, b, +a,-b, +a,-b,, (3.12)
A a,-b,+a, b, +a,-b,

cosp =cos(a,b = . (3.13)

\/a§+a§+af-\/b§+b§+bf

Kesgitleme. Berlen & wektor bilen i , j, k ortlar arasyndaky e, S,
y burglarynyn kosinuslaryna ugrukdyryjy kosinuslar diyilyar
we olar seyle tapylyarlar:

ay a, il .
cosa=—, cosf=— (tekizlikde);

& 4
cosa = aTX , Cospf= a—j , COSy= a—j (ginislikde).
4 4 4

Ugrukdyryjy kosinuslar {i¢in asakdaky deillikler yerine yetyar:
cos’a+cos’ B=1 (tekizlikde);

cos® a+cos® f+cos’ y =1 (gittislikde).
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Gonilkkme. d= (—1;2;—2) we b= (6;3;—6) wektorlaryn skalyar
kopeltmek hasylyny hem-de aralaryndaky burgun ululygyny tapmaly.
2 (3.12) formuladan alarys:

(:=(§,6)=aX ‘b, +a,-b, +a, b, =
(-1)-6+2-3+(-2)-(-6)=—-6+6+12=12.
(3.13) formuladan taparys:

a -b +a, -b,+a, -b
COS¢): X X y y z z —

\/a§+a§+af -\/b§+b§+bz2

12 12
CJCas22 (2 Jer 4 4 (cE)  VI+4+4-436+9+36
_ 123 12 _4

J9.481 39 9

Bu yerden: @ = arccos g . =

3.6. Wektorlaryin wektor kopeltmek hasyly

Kesgitleme. & we b wektorlaryi wektor kopeltmek hasyly seyle bir
¢ wektor bolup, ¢=[a,b] ya-da c=axb yaly belgilenilyir we
asakdaky li¢ sert boyunca kesgitlenyar:

1. ¢ wektoryi moduly & we b wektorlaryn istinde gurlan
parallelogramyn meydanyna dendir:
c|=lal-|p|-sing; (3.14)
2. ¢ wektor & we b wektorlaryii her birine, diymek olaryii

yatan tekizligine perpendikulyardyr:

¢la we ¢lb:
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3. Bir baslangycdan alnyp goylan &, b we ¢ wektorlar
wektorlaryn sagky ti¢liigini emele getiryarler(sur. 3.9):

C

]|

3.9-njy surat

Formuladan gorniisi yaly, wektorlar 6zara kollinear bolanda
ya-da birden-biri nul wektor bolsa, wektor kdpeltmek hasyly nula
dendir.

Wektor kopeltmek hasylynyn asakdaky hésiyetleri bardyr:
— kommutatiw dallik:

la.6]=s.a

— sana kopeltmek amalyna goré assosiatiwlik:

|(ka).5]=kla.b];

— wektorlary gogsmak amalyna goré distributiwlik:
6. b+c)=[ab]+[ac].

Wektoryn 6z-6ziine wektor kopeltmek hasyly nul wektora dendir:
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Eger a we b wektorlar giniglikde, goniibur¢ly koordinatlar
ulgamynda 6zlerinin

éz(ax,ay,az)zax-i +a,-j+a,-k,

y z

b=(b,.b

,b)=b, -T+b, -j+b,-K
koordinatlary bilen berlen bolsa, onda olaryin wektor kopeltmek
hasyly 3-nji tertipli kesgitleyji arkaly seyle hasaplanylyar:

K (3.15)

y

i k
6:[3‘,5]: a, a, a,l|=
b, b, b,

Bellik. Kesgitleyjilerii hasaplanylysy 1-nji boliimde getirilendir.

Goniikme. a=(-12-2) we b=(6;3-6) wektorlaryii wektor
kopeltmek hasylyny kesgitlemeli.
) (3.15) formuladan alarys:

- —

i j Kk

c=lab]=]-1 2 —2/=-127 ~12j - 3K -12K + 6 —6] =
6 3 —6

—6i —18j —15k . c

3.7. Wektorlaryn garysyk kopeltmek hasyly
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Goy, sagky (T, j?,IZ) bazisli goniiburgly koordinatlar ulgamynda

nuldan tapawutly we komplanar dil &, b, ¢ wektorlar 6z koordinat-
lary bilen berlen bolsun:

éz(ax,ay,az)zax-iﬁ+ay-]+aZ -k,
b=(b,.b,,b,)=b, i +b,-]+b, K

Kesgitleme. (T,],IZ) bazise gord a, b, ¢ wektorlaryi garysyk

kopeltmek hasyly ([5,5] 6) diyip, absolyut ululygy a, b, ¢
wektorlaryn stiinde gurlan parallelepipedinn gdwriimine deni bolan

sana aydylyar we <§,5,6> yaly belgilenip, asakdaky yaly

hasaplanylyar:
a, a, a,

(ab,c)=b, b, b, (3.16)
¢, C, ¢,

Bu san, yagny tiglinji tertipli kesgitleyjinin bahasy, eger a, b, ¢
wektorlar hem sagky bazisi emele getirseler — poloziteldir, ¢ep bazisi
emele getirseler — ortrisateldir (sur. 3.10).

2l

S

3.10-njy surat
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Goniikme. d=(1-1), b=(210) we ¢=(L23) wektorlaryii
garysyk kopeltmek hasylyny hasaplamaly.
=) (3.16 ) formula gora alarys:

a, a, a| |1 1 -
(ab,c)=|b, b, b|=[2 1 0]|=3+0+(-4)+1-0-6=-6.
¢, ¢ ¢| 1 2 3

Kopeltmek hasyly otrisatel san boldy. Diymek, &, b, ¢ wektorlar
(T, j, k) bazise gora ¢epki bazisi emele getiryin eken.

Eger a, b, ¢ wektorlaryn iistiinde parallelepiped gurulsa, onda
onun gowrliimi

V= Ka’ b, 6>‘ =|-6/=6 (kub dlgeg birligi) bolar. c

Meseleler .

35 . a=3i+4j+5k we b=4i+5j-3k wektorlaryn arasyndaky
burgy tapmaly.
Jogaby: Arccos (17/50).

36. Eger a=L b=2 c=3 (ab)=(ac)=(b.c) = /3 bolsa, onda
2a+3b+4c we5a+6b+7c  wektorlaryn skalyar  kopeltmek
hasylyny tapmaly.

Jogaby. 547

3.7. Wektory wektora kopeltmeli
a=2i+5j+k we b=i+2j—3k Jogaby: axb =—17i+7]j—k

3.8. a=i—j+k b=i+j+k c=2i+3j+4k
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wektorlaryn garysyk kopeltmek hasylyny tapmaly.
Jogaby: 4
3.9.  A(0;0,1), B(2,35), C(6; 2, 3)weD(3,7;2) ticburcly

piramidanyn depeleri. Piramidanyn géwriimini we BCD granyna
inderilen beyikligi tapmaly.

Jogaby: V =20kub. bir.; h =4./510/17.
3.10. A(2:2:2),B(4:0:2)we C(0:1:0) icburglugyn depeleri

berlen. Ugburclugyit meydanyny tapmaly.
Jogaby: S =./65/2 kw. birl.

Yokary matematikadan 2-nji tipli yumus

Mesele 1. a=axi+ayj+ak, b=Dbyi+byj+bk we c=cxi+cyj
+c;k wektorlar berlen.

1. a we b wektorlaryn arasyndaky burgy;

2. a we b wektorlaryn wektor kdpeltmek hasylyny;

3. a we b wektorlaryn iistiinde gurlan ticbur¢lugyin meydanyny;

4. a, b we ¢ wektorlaryn istiinde gurlan piramidanyn géwriimini
tapmaly.

Ne |a b c

1 a=3i+2j+6k |b=2i+2j+k c=i+4j+8k
2 a=2i+4j+4k |b=2i+6j+9k |c=6i+3j+6k
3 a=6i+7j+6k |[b=7i+4j+4k |c=8i+4j+8k
4 a=2i+2j+k |b=8i+4+8k |c=3i+2j+6k
5 a=2i+6j+9k |b=6i+3j+6k |c=2i+4j+4k
6 a=7i+4j+4k |b=-i+4j+8k |c=6i+7j+6k
7 a=-i-4+8k |b=-8i-4+8k |c=2i-6j-9k
8 =-2i+2j+Kk | b=7i-4j+4k c=-3i+2j-6k
9 a=7i-4j-4k |b=4i-4j-2k c=-2i-4j-4k
10 |a=3i-2j+6k |b=2i-2j+k c=i-4j+8k
11 |a=i-4j-8k b=3i+2j-6k c=2i+2j+k
12 |a=-3i+2j +|b=2i-4j+4k c=2i+6j+9k
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6k

13 |a=2i-4j-4k |b=6i+7j-6k |c=7i+4j+4kK
14 |a=8i-4j+8k |b=7i+4j-4k | c=8i-4j-8Kk
15 |a=-i-4j+8K |b=8i-4j+8k |cC=6i-3j-6k
16 |a=2i-2j+K |b=6i-3j-6Kk |c=i+4j-8k
17 |a=-3i-6]+|b=-i+4j-8k |c=2i-6]-9k
6k
18 |a=2i+4j-4k |b=-2i-6j+9K | C=6i-3j-6K
19 |a=6i-3j-6k |b=2i+2j-k |c=-7i-4+4k
20 |a=-7i+4j-4k |b=2i-6]+ 9Kk | C=3i-2j-6K
21 |a=2i+6j+3k |b=-4i-j+8K |cC=2i-4j-4k
22 |a=2i-6j+9k |b=-4i+]-8Kk |c=-6i-3j+6k
23 |a=2i+2j+k |b=3i-2j-6k |c=2i-2j K
24 |a=-3i-2j-6k |b=-2i+4j-4k |Cc=-2i+6j-9K
25 |a=6i-7j-6k |b=7i+4j-4k | c=8i-4j+8K

Zerur maglumatlar:

1) a we b wektorlaryn arasyndaky burg:

CoS @ =

ab a,

b, +a,b, +a,b,

WW Ja+a2+a? b2 +b? +b?

2). a we b wektorlaryn wektor kopeltmek hasyly:

axb =

i k

D .

a, y a,
b, b, b,

O

y

3) a we b wektorlaryn {istiinde gurlan ticburglugyn meydany:

SA ZE

1‘§x6‘

4) a, b we ¢ wektorlaryn iistiinde gurlan piramidanyn gowriimi:
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a, a, a,

1 _-. 1
Vpir.:igabc:ig b, b, b,

c, ¢ C

Jogaplar
Ne | cosp | axb S V
1 0.76 | -10;9;2 6.80 7.00
2 097 |12;-10;4 | 8.06 11.00
3 0.95 |4;18;-25 15.53 16.00
4 0.89 | 12;-8;-8 8.25 4.67
5 0.85 |9;42;-30 | 26.20 11.00
6 0.51 | 16;-60;32 | 34.93 22.00
7 0.81 | 0;-56;-28 | 31.31 98.00
8 -0.67 | 12;15;-6 10.06 5.00
9 096 |-8;-2;-12 |7.28 12.00
10 | 0.76 | 10;9;-2 6.80 7.00
11 | 0.68 |40;-18;14 | 23.02 9.67
12 1 0.24 | 32;24;8 20.40 46.67
13 | 0.12 |52;-12;38 | 32.76 78.00
14 |0.07 |-16;88;60 |53.85 160.00
15 | 0.67 |0;72;36 40.25 72.00
16 | 0.44 | 15;18;6 12.09 6.50
17 |-0.85 | 24;-30;-18 | 21.21 65.00
18 | -0.97 | 12;-10;-4 | 8.06 21.00
19 |0.44 | 15;-6;18 12.09 1.50
20 |-0.75 |12;55;34 | 32.88 46.33
21 |0.16 |51;-28;22 |31.10 21.00
22 | -0.87 | 39;-20;-22 | 24.52 51.00
23 |-0.19 |-10;15;-10 | 10.31 6.67
24 1052 |32,0;-16 17.89 13.33
25 10.38 |52;-18;73 | 45.71 178.67
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4. ANALITIK GEOMETRIYANYN ELEMENTLERI

Umuman, analitik geometriyanyil elementlerine koordinat goni
c¢yzygynda, koordinat tekizliginde we koordinat ginisliginde
seredyarler.

Koordinat géni ¢yzygynda — san okunda seredilydn meseleler yone-
keydir. Meselem, koordinat okunda x abssissaly M nokady M(x)
gorniisinde belgileyarler. M1(x1) we M2(X2) nokatlaryn arasyndaky d
uzaklygy bolsa

d=|x, — x| (4.1)

formula arkaly kesgitleyérler.

Islendik C e[AB] nokat bu kesimi kabir l=i%l gatnagykda
bolyar. Eger [AC] we [CB] bolek kesimler sol bir ugra goniikdirilen
bolsalar, A — poloziteldir, yogsa-da A — otrisatel sandyr. Eger A we B
nokatlar koordinat okunda yatyp, A(x1), B(x2) koordinatlara eye

bolsalar, onda [AB] kesimi A gatnagykda bolyan C(X) nokadyn X
koordinaty:

= L)“XZ (4.2)
1+

formula arkaly tapylar. Hususan-da, A=1 bolanda [AB] kesimin
ortasynyn koordinaty:

X; + X,
2
bolar.
Koordinat tekizligindidki we ginisliginddki meselelerin kébirlerine
garap gecelin.

X =




4.1. Tekizlikde goniiburcly koordinatalar

Eger tekizlikde x0y — goniibur¢ly koordinatlar ulgamy berlen bolsa,
onda bu tekizlikddki x we y koordinatly M nokady M(x)y) yaly
belgileyarler. M1(X1;y1) we M2(X2;y2) nokatlaryn arasyndaky uzaklyk
(kesimin uzynlygy) bolsa:

d= \/(Xz - Xl)2 +(y2 - Y1)2 (4.3)

formuladan tapylyar. Hususy yagdayda, koordinatlar baglangyjyndan
M(X,y) nokada ¢enli d uzaklyk:

d=+x"+y?

yaly kesgitlener.
A(x1;y1) we B(x2;y2) nokatlaryn arasyndaky kesimi berlen A gatna-
sykda bolyan C(x,y) nokadyn koordinatlary:

X=x1+ﬂx2; _NtA, (4.4)

1+ 4 1+4
gorntisde tapylyar. A=1 bolanda, [AB] kesimin ortasynyn
koordinatlary:

_ X+ X, o= St X

2 2
gorniisde kesgitlener.
Eger ABC ti¢burglyk A(X1;y1), B(x2;y2), C(x3;y3) depelerinifi koordi-
natlary bilen berlen bolsa, onda onuii meydanyny:
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S=%|A|, A=X, X, X, (4.5)
Yi Y2 Y3

formula boyunca hasaplayarlar.

Goniikme. A(-3,-3), B(-13), C(LL —1) depeleri bilen berlen
ticbur¢lugyn goniibur¢lydygyny subut etmeli hem-de meydanyny ha-
saplamaly.

=) Ucburclugyit taraplarynyi uzynlyklaryny (4.3) formulany
ulanup tapalyn:

AB =(x, = %, F +(y, - v, =(-1-3F +(3+3) =40,

BC = \/(x3 —x2)2+(y3 - yz)2 = \/(11+1)2 +(—l—3)2 =160,

AC = (%, =%,V +(ys = y,F = J(A1+3) +(=1+3) =~/200.

Bu yerden: AB®*=40, BC?=160, AC?=200 hem-de
AC? = AB* + BC”.

Diymek, Pifagoryn teoremasyna gord, ABC iigburgluk goniiburgly-
dyr.

Goniiburgly tigburglugyn meydany katetlerinini kopeltmek hasyllary-
nyn yarsyna denidir. Onda:

S npc =%AB- BC =%\/E-\/16 =%«/6400 =40.

Meydany (4.5) formula boyunga hem hasaplalyn:
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1 1 1 1 1 1
A=|x, X, X,|=|-3 -1 11/=1-33-9-3-33-3=-80;
Yi Y2 Ys -3 3 -

1 1
SAABC =E|A|=E|_80|=4O C

Meseleler
4.1. Berlen nokatlaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly.

1) A(2;3) we B(-10;2) (d=13)

2) C(V2; - N7) we D(242; 0) (d=3)

4.2. A(4; 3), B(7; 6) we C(2; 11) depeleri bilen berlen
ticbur¢lugyn gonibur¢lykdygyny gorkezmeli.

4.3. A(-3;7) we B(5;11) kesim berlen. Bu kesim ii¢ nokat
arkaly dort den boleklere boliinen, sol nokatlaryn
koordinatalaryny tapmaly.

Jogaby: (-1;8), (1;9), (3;10)

4.4. A(11;4), B(-1;-1), C(5;7) parallelogramyn depeleri, D nokadyn
koordinatasyny tapmaly.
Jogaby: D(17; 22)

4.5. L(0;0), M(3;0) we N(0;4) nokatlar tighurglugyn taraplarynyn
ortalarydyr. Ugburclugyn meydanyny tapmaly.
Jogaby: (24 kw. bir).

4.6. A(7;2), B(1;9) we C(-8;-11) iicburclugyn depeleri.
Medianalaryn kesisme nokadyndan icburglugyn
depelerine ¢enli uzaklygy tapmaly.

Jogaby: V53, V82, V185,
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4.2. Cyzyklaryi defnilemeleri

XOy koordinat tekizliginde islendik ¢yzyga nokatlaryin geometrik
orunlary yaly seredilip, her ¢yzyga — bu ¢yzygyn iistiinde yatan
islendik M(x;y) nokadyn x we y koordinatlaryny baglanysdyryan
denileme degislidir. Bu denlemi berlen ¢yzygyn denlemesi
diyilyar.

Eger berlen ¢yzygyn tistiinde yatan islendik nokadyn koordinatlaryny
degisli denlemesinde ornuna goysak, onda bu defileme kanagatlandy-
rylar, yagny, tojdestwo owriiler. Meselem, A(2;3) nokat

X*+4x+y*-21=0

denileméni (merkezi M(-2;0) nokatda yatan we radiusy r=5 bolan to-
weregii defilemesi) kanagatlandyryar:

22 +4.2+43°-21=0 = 0=0.

Diymek, A(2;3) towerege degisli nokatdyr. O(0;0) nokat towerege
degisli ddldir: —21#0.

Goniikme.  F1(a;0) we F2(-a;0) nokatlardan uzaklyklarynyn
kopeltmek hasyly sol bir a? sana defi bolan nokatlaryii geometrik
orunlarynyn deiilemesini diizmeli.

=) Gozlenydn ¢yzygyn erkin nokadyny M(X;y) bilen

belgildlin. Onda bu nokadyn Fi(a;0) we F2(-a;0) nokatlardan
uzaklyklary, degislilikde,

r = \/(x—a)z +(y-0 we 1= \/(x+a)2 +(y—0)

bolar. Meseldnif sertine gord: 1, -r, =a’. Onda:
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Jx—af +y? - J(x+a) +y? =a’.

Denlleminin iki tarapyny hem kwadrata goterelin :

(x2 —2ax+a’+ yz)-(x2 +2ax+a’ + y2)= a’

ya-da
(x2 +a’+y? —2ax)o(x2 +a’+y*+ 2ax)= a’

(x2 +a’+ y2)2 —4a’*x* =a’ ya-da

Alnan deiilemd lemniskata atly ¢yzygyn denlemesi diyilyar
(sur.4.1). =

v

4.1-nji surat
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Nokatlarynn geometrik orunlarynyin denlemeleri gozlenilende, ké-
wagtlar, nokatlaryn islendiginii X we Yy koordinatlaryny kébir
komekei t liytgeydn ululygyn — parametrin isti bilen ainlatmak
amatly bolyar:

{X = p(t), *)

y=y(t)

Seyle anlatma gozlenydn ¢yzygyn parametrik anladylysy, (*)
denllemeler ulgamyna bolsa, ¢yzygyn parametrik dernlemesi
diyilyar.

Eger (*) ulgamdan t parametri yok etmek basartsa, onda gozlenyin
cyzygyn f(X,y)=0 denlemesine gelner.

Goniikme. Toweregin parametrik denlemesini tapmaly.

) Merkezi koordinatlar baslangyjynda, radiusy a den bolan
toweregin tstiinde erkin M (x,y) nokady alalyn (sur. 4.2).

ONM goniiburgly ticburglukdan alarys:

X=a-Ccost, y=a-sint

y“

v

4.2-nji surat
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X=a-Ccost,
Onda, {

y=a-sint
yazyp, toweregin parametrik defilemesini alarys. Bu yerden:
x> +y?=a’.cos’t+a’ -sin2t=az(coszt+sin2 t)=a2 1=a’,
yagny, X° + y? =a’ toweregii adaty defilemesidir. -
4.3. Goni ¢cyzygyn denlemeleri

1. Goniiburgly koordinatlar tekizliginde
Ax+By+C=0, (AB,CeR; A’+B?z0) (4.6)

gornligdaki denlemd goni ¢yzygyn umumy defilemesi diyilyar.
Bu denlemede, eger:

1) A=0, B#0, C=#0 bolsa, onda By+C=0 — Ox okuna
parallel goni ¢yzygyn denlemesidir;

2) B=0, A#0, C#0 bolsa, onda Ax+C=0 - Oy okuna
parallel goni ¢yzygyn defilemesidir;

3) B=C=0, A#0 bolsa, onda Ax=0 = x=0 -
Oy okunyn denlemesidir;
4) A=C=0, B#0 bolsa,onda By=0 = y=0 -

Ox okunyn denlemesidir.

2. B=#0 yagdayda (2.6) deillemeden alarys:

y=kx+Db, 4.7)
bu yerde:
A S
B
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(2.7) denilemd goni ¢yzygyn bur¢ koeffisientli defillemesi diyil-
yir. Yagny, k =tga belgilenip, bu yerde a — goni ¢yzyk bilen Ox
okunyn polozitel ugry arasyndaky burgdur.

3. Goy, C #0 bolsun. Onda (4.6) deillemeden alarys:

Ax+By=-C
A B , X y
- -——|y= - ———=1.
Cx+( C)y 1 vya-da _ﬁ+_E
C C

Bu yerde: a= —%, b= —% belgildlin. Onda:

LA | (4.9)
a b

deiilemd goni ¢yzygyn kesimlerdidki demnlemesi diyilydr. Bu
yerde a, b — degislilikde, goni ¢yzygyn abssissa we ordinata oklary
bilen kesisme nokatlarynyn koordinatlarydyr (sur.4.3).

V A
Ax+HBy=C
XCosQ+ysing-
X Yy _
b{| 1 2Tyt
\¢
O a’ X
y=kx+b
4.3-nji surat
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4. Umumy denleménii iki tarapyny hem

1

0= ————
++A? + B?

normirleyji kopeldijd kdpeldelin, bu yerde radikalyn alamaty qC <0
bolar yaly saylanylyar:

A B C__ _q

—+y. + =
++JA? + B2 +JA?+B? ++A?+B?

Sonky deiilemede belgilemeleri girizmek bilen alarys:

X -

X-cos@+Yy-sing— p=0. (4.93)

(2.9a) denilemd goni ¢yzygyn normal denlemesi diyilyir, bu
yerde: p — koordinat baslangyjyndan goni ¢yzyga inderilen perpendi-
Kulyarynn uzynlygydyr, @ bolsa bu perpendikulyaryii OX okunyn
polozitel ugry bilen emele getiryan burgudyr (sur.4.3).

Goniikme. Goni ¢yzygyn 12X —5y —65=0 umumy denlemesi ber-
len. Goni ¢yzygyin: 1) burg koeffisientli; 2) kesimlerdéki; 3) normal
denilemelerini yazmaly.

=) 1) berlen denlemini y-e gord ¢oziip taparys:
12x - 65=5y =3 yz%x—l&
bu yerde k =%, b=-13.

2) Umumy denlemani seyle yazalyi:
12x -5y =65.
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Iki tarapyny hem 65 ululyga bolelin:

12 5 X y
65" 65 - 65" _65
12 5

Digmek, =22 h=-_
12

3) Normirleyji kopeldijini kesgitlalin:

1 1 1 1 1
JA?+B? 1274 (c5f V144425 169 13

q:

Goni ¢yzygyn umumy deilemesinin iki tarapyny hem q kopeldijé
kopeldip alarys:

gx—iy—5=0,
13 13
12 . 5
bu yerde: cosp=—, sSinp=——, p=5. =
uy 4 13 4 13 p

5. Mi(X1;y1) nokatdan ge¢ydn hem-de Kk burg koeffisientli goni ¢y-
zygyn — goni ¢cyzyklaryn dessesinin denlemesi asakdaky yaly-
dyr:

y— y1=k(x—xl). (4.10)

k-nyn diirli bahalary bu nokatdan ge¢ydn diirli goni ¢yzyklary
kesgitlar.

6. Mi1(x1;y1) we Ma2(Xz2;y2) nokatlardan gecydn goni ¢yzygyn
deiilemesini seyle kesgitleyirler:
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Y—-Y: — X=X )
Yo=Y X, = X,

(4.11)

7. y=Kkx+b, goni ¢yzyk bilen y=Kk,x+b, goni c¢yzygyn
arasynda emele gelyan burgun sagat peykamynyn tersine kabul
edilyan ululygy:

K, —k
tgp=—2—1 4.12
9= Tk, (412)

formuladan tapylyar.
Eger y=k, x+b, we y=Kk,x+b, goni ¢yzyklar:
— parallel bolsalar, onda k, =k,;

— perpendikulyar bolsalar, onda Kk, = _ki

2
sertler yerine yetyirler.

8. Berlen Mo(Xo;Yyo) nokatdan Ax+ By+C =0 goni ¢yzyga cenli
d uzaklygy:

C|=|Ax0+By0+C|

vA? + B?

formuladan kesgitleyérler.

(4.13)

Goniikkme. M1(-1;3), M2(2;5), M3(1;1) nokatlar berlen. M3
nokatdan M; we M> nokatlaryn {istiinden ge¢yan goni ¢yzyga ¢enli
aralygy kesgitlemeli.

=) M: we M: nokatlardan gecydn goni ¢yzygynh umumy
denilemesini tapalyn. (2.11) formula goré alarys:
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y=3_x+1 = y-3_x+1 ya-da

5-3 2+1 2 3

3y -3)=2(x+1) = 3y —9=2x+2
= 2xXx—-3y+11=0.

Goni ¢yzygyn denlemesinin dogry tapylandygyny M; we M2 nokatla-
ryi koordinatlaryny goyup barlap bolar:

M1(x1;y1)=M1(-1;3): 2:(-1)-3-3+11=0 = 0=0,
M2(X2;y2)=M2(2;5): 2:2-3-5+11=0 = 0=0.
M3z(1;1) nokatdan goni ¢yzyga cenli aralygy kesgitlemek tigin
(2.13) formuladan peydalanalyn:

d_|2.1—3-1+114_|2—3+111_ 10
- \/224.(_3)7- -~ Ja+9 13

Meseleler

4.7. Absissa okunyn nolozitel ugry bilen 2x+2y-5 =0
goéni ¢yzygyn emele getiren burguny tapmaly.

Jogaby: o = 135°

4.8. Koordinata oklarynyn baslangyjy bilen A(-2;-3)
nokadyn istiinden ge¢yédn géniinin denilemesini tapmaly.

Jogaby: 3x-2y =0

4.9. A(3;9) nokat iigbur¢lugyn depesidir, y-6 = 0 we 3x-
4y+9 = 0 medianalary. Ugburclugyn beyleki iki depesinin
koordinatasyny tapmaly.

Jogaby: B(1;3), C(11;6)
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4.10. M(-3;-4) nokatdan ge¢ydn we koordinata oklaryna
parallel bolan géniinin denlemesini yazmaly.

Jogaby: x+3 =0,y+4 =0
4.11. A(0;2), B(7;3) we C(1;6) tugcburclugyn depeleri.
BAS =qa burcunl ululygyny tapmaly.

Jogaby: tga = 27/11

4.12. 3x+4y-20 = 0 we 8x+6y-5 = 0 gonitlerin
arasyndaky burcuinl bissektrisalaryny tapmaly.

Jogaby:14x+14y-45 = 0; 2x-2y+35 =0

4.13. A(0;0), B(-1;-3) we C(-5;-1) tigburglugyii depeleri.
Ucburclugyn depelerinden gecydn we taraplaryna
parallel bolan goniilerin deflemelerini tapmaly.

Jogaby: 3x-y+14 = 0, x-by-14 = 0, x+2y = 0.
4.14. M(2;7) nokatdan ge¢ydn hem-de AB goni ¢yzyk

bilen a = 45° bur¢y emele getiryin goninin deiilemesini
tapmaly, bu yerde A(-1;7), B(8,-2).

Jogaby: x-2=0,y-7=0
4.15. A(3/2;1), B(1; 5/3), C(3;3) ticburclugyn depeleri. C
depeden inderilen perpendikulyaryn uzynlygyny tapmaly.

Jogaby: d=2,4
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4.16. x + 2y+3 = 0, 2x+3y+4 = 0 goniilerin kesisme
nokadyndan ge¢ip, 5x+8y = 0 goni ¢yzyga parallel bolan
goéni ¢yzygyn denlemesini tapmaly.

Jogaby:5x+8y+11 =0

4.17. A1(-1;-1), B1(1;9) we C1(9;1) nokatlar igburglugyn
taraplaryny den yarpa bdlydn nokatlar. Su nokatlaryn
iistinden gecip, taraplaryna perpendikulyar bolan
goniilerin denlemesini tapmaly.

Jogaby: x-y =0, x+5y-14 =0, bx+y-14=0

4.4. 1kinji tertipli egriler

Ikinji tertipli egrilere, esasan, towerek, ellips, giperbola we parabola
degislidirler.

4.4.1 Towerek

Towerek — bu "merkez" diylip at berilyan nokatdan den uzaklasan
nokatlaryn geometrik orunlarydyr. Eger C(a,b) — téwereginn merkezi,
r — radiusy bolsa, onda toweregin umumy denlemesini seyle yazmak
bolar:

(x-a)>+(y-b)?=r? (4.14)

Toweregin merkezi O(0;0) koordinatalar baslangyjynda yatsa, onda
onun yonekey-kanonik denlemesi

X2+y?=r? gorniisde yazylar.
Eger (4.14) denleménin cep tarapyndaky yaylary agsak, ony seyle
yazyp bileris:
X2+y?+Ix+my+n=0, (4.15)
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bu yerde |=-2a, m=-2b, n=a?+h?-r2,
p=I>+m?-4n bellilin. Onda, eger:
1) p>0 bolsa, (4.15) toweregi kesgitlir;
2) p=0 bolsa, (4.15) denleme (-1/2; -m/2)=(a;b) nokady kesgitlér;
3) p<0 bolsa, (4.15) defilemanin geometriki manysy yokdur ya-da ol
hyyaly toweregi kesgitlér.
Erkin M,(X,;y,) nokat bilen  x?+y?=r? towerege seredelifi. Onda,
eger:
1) x?+y? =r? bolsa, M1 nokat tdweregii iistiinde yatar;
2) xZ+y?Z<r? bolsa, M1 nokat tdweregif i¢inde Vatar;
3) xZ+ Yy >r? bolsa, M1 nokat tdweregifi dasynda yatar;

Goniikme. 2x°+2y” —8x+5y—4=0 toweregii defilemesinden,
onun merkeziniii koordinatalaryny we radiusyny kesgitlemeli.
< Denlemanin iki tarapyny hem 2-a bolelin:

x* +y? —4x+gy—2 =0. Seylelikde:

x2—4x+y2+gy—2=0 ya-da
x2—2-2x+4—4+y2+2-§y+§—§—2=0,
4 16 16

2 2

5 25 2 5) 121
Xx=2F+|y+>| —-4-=—2=0, (x-2F+|y+>| ===,
()(y4j 16 ()(VAJ 16

5))  (11)’
x=2F +|y=|=2]| =|=].
AGSIRG

, fo_2) _11
Bu yerden (a,b)—(Z, 4), r 4.(:

4.4.2. Ellips
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Fokuslary diylip at berilydn nokatlara g¢enli uzaklyklarynyin jemi
hemiselik 2a den bolan nokatlaryn geometrik orunlaryna ellips diylip
at berilydr, seylelikde, 2a ululyk, fokuslaryn aralygyndan uly
bolmalydyr.

Eger ellipsin fokuslaryny Ox okunda F,(c;0) we F,(—c;0)
koordinatlar boyunca yerlesdirsek, onda onun yonekey-kanonik
denlemesini seyle yazmak bolar (sur. 4.14):

yA
M(X,y)
r2 r
2-C;0) Of] F(c:0) >
b
3
4.14-nji surat
X2 y2

bu yerde a, b — degislilikde ellipsin uly we kici yarym oklary bolup,
a’=b*+c* (4.17)
sert yerine yetmelidir

Ellipsin gorniisini — gysylma dlgegini, onun eksentrisiteti
| = ¢ (I <1) arkaly hasiyetlendiryarler. Gorstimiz yaly, eger a=b=r
a
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bolsa, onda (4.16) denlemeden toéweregin denlemesini alarys:
x*+y?=r?.

IMF:| we |MF;| aralyklara fokal-radiuslar at berlip, olary,
degislilikde r1 we rz bilen belleyirler. Onda kesgitlema gora:

r+r,=2a (4.18)

Fokal radiuslary M nokadyn X abssissasy arkaly seyle hem
anladyarlar:

r=a-Ix; r,=a+Ix (4.19)
Eger erkin M, (x,, y,) nokat bilen ellipse seretsek, onda:
1) :—g + E)/_lj =1 bolsa, M1 nokat ellipsin iistiinde yatar;
2) X—lj + y—lj <1 bolsa, M1 nokat ellipsin i¢inde yatar;
¢y _—
3) e +=->1 bolsa, M1 nokat ellipsiii dagynda yatar;

§@J we N( V15

Goniikme. M[Z —2;?] nokatlardan ge¢yin

4
ellipsint kanonik defilemesini diizmeli.
2 2
= X—2 + 2)/_2 =1 denilemeden M we N nokatlar iigin
a
alarys:
w o 5,3
4a° 8b
4 3
N: —+—=1
a’®  5b?
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Bu denlemeler ulgamyndan a®=10; b*=1 taparys. Onda
gozlenyén kanonik detileme seyle yazylar:
2 2
XY 1 e
10 1
4.4.3 Giperbola

Fokuslary diylip, at berilyan nokatlardan uzaklyklarynyn
tapawudynyn absolyut ululygy hemiselik 2a den bolan nokatlaryn
geometrik orunlaryna giperbola diyilyir, seylelikde, 2a ululyk,
fokuslaryn aralygyndan kigi bolmalydyr.

Eger giperbolanyn fokuslaryny Ox okunda F,(c;0) we F,(—c;0)
koordinatlar boyunca verlesdirsek, onda onun kanonik denlemesini
seyle yazmak bolar:

2 2
X—Z—Z—2=1, b? =c? —a? (4.20)

o]

Giperbola iki sahadan ybarat bolup, onuil grafigi koordinata
oklaryna gora simmetrik yerlesendir (sur. 4.15).

yA
M(x,y

B2

re

A .
F2(-c;0) a Fi(c;0

v

B1

x | o
<
Il
|
\
<
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4.15-nji surat

A (a;0) we A,(—a;0) nokatlara giperbolanyn depeleri diyilyér.
A A, =2a kesime giperbolanyn hakyky oky , B,B, =2b kesime
bolsa, giperbolanyn hyyaly oky diylip at berilyar.

yzigx goni ¢yzyklara giperbolanyn asimptotalary
a

diyilyar (egri ¢yzygyn asimptotasy diylip, X >+ ya-da X—>—o0
yagdayynda egri ¢yzygyn ymtylyan goni ¢yzygyna aydylyar).
Giperbolanyn asimptotasyny gurmak ii¢in x=a, X=-a, y=b, y=-
b goni ¢yzyklaryn kesismesindéki goniburglygy guryarlar hem-de
onun diagonallaryny gegiryarler.
I=§>1 ululyga giperbolanyn eksentrisiteti diyilyar. Onda

giperbolanyn fokal radiuslaryny seyle kesgitlemek bolar:

- 1, =Ix—a - sag sahanyn sagky fokal radiusy;

- 1,=Ix+a -sag sahanyn ¢epki fokal radiusy;

- 1, =—Ix+a - ¢ep sahanyn sagky fokal radiusy;

- 1, =—Ix—a - ¢ep sahanyn ¢epki fokal radiusy;

Eger a=b bolsa, onda x*—y*=a” giperbola deiiyanly diyilyir,
onun asimptotalary 6zara goni burgy emele getiryérler. Bu yagdayda,
asimptotalary koordinata oklarynyn deregine kabul etsek, onda
giperbolanyn denlemesi

Xy =m (4.21)

gorniisi alar, bu yerde m==a®/2 bolup: m>0 bolsa, giperbola I we
111 ¢aryeklerde; m<0 bolsa, giperbola Il we IV ¢éaryeklerde yerlesyar.
(2.21) denlemani seyle yazmak bolar: y=m. Bu bolsa, x we y

X
ululyklaryn arasyndaky ters proporsionallygyn denlemesidir.
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X2 y2
—2—F=—l (422)

QD

defileme hem giperbolanyin denlemesidir. Seylelikde, (2.20) we
(2.22) denlemelerinn sol bir yarym oklary we asimptotalary bolup,
birinin hakyky oky — beylekisininn hyyaly okudyr we tersine. Bulara
ozara catyrymly giperbolalar diyilyér.

Goniikme.  Giperbolanyn eksentrisiteti V2 dei. M(\/§\/§)
nokatdan gegyan giperbolanyn denlemesini diizmeli.

O Serte gori: | ~S-2. = c?=2a’. Yoéne c?=a’+b?.
a
Onda a*+b”*=2a® ya-da a®=b” alarys. Diymek giperbola
deniyanlydyr we denlemesini yazyp bileris. M nokadyn iistiinden
gecyénligi ligin:
(\/5)z +(\/§)Z =a’ 3-2=a’ = 1=a’.0Onda x*-y*=1
alarys. ©

4.4.4. Parabola

Fokusy diylip at verilyan nokatdan hem-de direktrisa atlandyrylyan
goni ¢yzykdan den daslasan nokatlaryn geometrik orunlaryna
parabola diyilyar. Eger parabolanyn fokusy F(p/2;0) nokat,
direktrisasy x=-p/2 goni ¢yzyk bolsa, onda onun kanonik
denilemesi

y% =2px (4.23)

bolar. Bu parabola absissa okuna gorda simmetrik yerlesendir (sur.
4.16).

x? =2py (4.24)
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denleme ordinata okuna gora simmetrik yerlesen parabolanyn
denlemesidir. p>0 bahada (4.23) we (4.24) parabolalaryn sahalary,

degisli oklaryn polozitel ugruna goniikdirilendir, p<O0 bahada
tersinedir.

<

i)

r

v

0] F(p/2;0
X=-p/2

4.16-njy surat

Parabolanyn r fokal radiusynyn uzynlygy
F=x+ g (4.25)

formulada tapylyar.

Goniikme. Eger Ox okuna simmetrik yerlesen hem-de depesi
koordinatlar  baslangyjynda yatan parabolanyn Ox okuna
perpendikulyar we parabolanyn depesinden 6 birlik uzaklykda

yerlesen kabir hordasynyn uzynlygy 16 den bolsa, onda parabolanyi
kanonik denlemesini diizmeli.

S Hordanyn uzynlygy hem-de parabolanyn depesinden uzaklygy
belli bolansoni, hordanyn uglarynyn koordinatlary M,(6;8) we

M, (6;—8) bolar. Bu nokatlar parabola hem degislidirler. Onda My
nokat ti¢in (4.23) deiilemeden alarys:

124



M, = M, (6:8); 8°=2p-6 = 2p=32/3. Diymek,

y? = 3—; X gozlenyin parabolanyn denlemesidir. &

Meseleler

4.18. 1) x?+y*6x-8y=0, 2) X*+y?+10x-4y+29=0 toweregii
merkezinin koordinatasyny we radiusyny tapmaly.
Jogaby:1) O(3;4), R=5; 2)0(-5;2), R=0

4.19. A(1;2), B(0;-1) we C(-3;0) nokatlaryn {istiinden ge¢ydn
toweregin denlemesini tapmaly.
Jogaby: (x+1)% +(y-1)>=5

4.20. Berlen (x-3)%+(y+2)°=25 towerege galtasyan goni cyzygyi
denillemesini tapmaly. Ol x-y+2=0 gbni ¢yzygyn toweregi kesyin
nokatlaryndan gecyar.

Jogaby: 3x-4y+8=0; 4x-3y+7=0.

4.21. x*+4y*=16 ellipsi gurmaly, onuii focus nokadyny we
ekssentrisisetini tapmaly.
V3

Jogaby: a=4, b=2, c=%/3, &= -

4.22. Yer ellips boyunca hereket edyir, onuii trayektoriyasynyi bir
fokusy Giinde Verlesyir. Yerden giine ¢enli ifi golay aralyk takmynan
147,5 millon kilometr. Yerii trayektoriyasynyi uly yarym okuny we
ekssentrisitini tapmaly.

Jogaby: a=150 min. km. s:%

4.23. 9x?+25y?=225 ellipsii sag fokusyndan nokada ¢enli uzaklyk
cep fokusdan nokada ¢enli uzaklykdan dort esse uly. Ol nokadyn
koordinatasyny tapmaly.
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V68

15
Jogaby: (-—;+ ——
g y(4 1 )

4.24. x?>-4y’=16 giperbolany we onuii asimptotalaryny gurmaly.
Giperbolanyil ekssentrisitetini we asimptotalarynyil arasyndaky
burgy tapmaly.

J5

Jogaby: e= - 53°08’

4.25. Ekssentrisiteti e=+/2 defi bolan, (2a; a3 ) nokatdan gegip we
koordinata oklaryna degislilikde simmetrik bolan giperbolanyil
defillemesini yazmaly.

Jogaby: x%-y?=a?

4.26. y’=8x parabolada direktrisasyndan 4 birlik daslykda bolan
nokatlaryn koordinatasyny tapmaly.

Jogaby: M1(2;4) we M2(2;-4).

4.5. Koordinatlary 6zgertmek we egrilerin
denilemelerini yonekeylesdirmek

Eger xOy koordinatlar ulgamyndan O1(a,b) baslangy¢ly, oklarynyn
ugurlary xOy bilen gabat gelyan x'O,y" koordinatlar ulgamyna
gecilse (sur. 4.17), onda tekizligin islendik M nokadynyn kéne we
tdze koordinatlarynyn arasyndaky baglansyk

{x=x'+a ) {x=x’—a
ya-da (4.26)
y=y'+b y=y'-b

formulalarda anladylyar. Muna koordinat oklaryny parallel go¢iirmek
arkaly 6zgertmek diyilyar.

yn y'A Y“

<
<-
<

Oafa,

- - —-——--9
X

Xy Xvy
S}
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4.17-nji surat 4.18-nji surat
ger koordinatlar baslangyjy tiytgedilméan, dine koordinat oklary o
burga 6wriilen bolsa (sur. 4.18), onda islendik M nokat {igin (x; y)
kone we (X'; y’) tiaze koordinatlaryn arasyndaky baglansyk:
x =X"cosa - y'sina, x'= xcosa + ysina,
{ A= YSING: (s da { TresamysIng oy o7y
y = X'sina + y'cosa y' =—=Xsina + ycosa

formulalar arkaly kesgitlenyér.

Goniikme

Koordinata oky parallel gogiirilip, tdze koordinata baslangyjy
01(3;-4) nokatda yerlesdirilen. Eger-de koéne koordinata okunda
M(7;8) nokat belli bolsa, onda tize koordinata okunda M1 nokady
kesgitlemeli.

= a=3, b=-4, x=7, y=8 belli. Onda (4.26) formulany
peydalanyp taparys:

x'=7-3=4 y'=8-(-4)=12 x'=4 y'=12 M1(4;12) =
Goniikme

Koordinatalar sistemasy a:% burca Gwriilen. M(\/§; 3) nokady

tize koordinatalar sistemasynda kesgitlemeli.
= (4.27) formulany peydalanyp alarys

x'=+/3 Cos(7r/6)+3sin(7z/6)=2+2=3

y':_\Esin(n/6)+3cos(7r/6):—f+ 3;E =./3.

Diymek: Ma(3;/3). c
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(2.26) formulalar arkaly, meselem, y= Ax?+BXx+C defilemini

parabolanyn kanonik defilemesine getirmek miimkin; bu parabolanyn
simmetriya oky Oy okuna paralleldir. Sufa menzeslikde,

X =Ay? +By+C parabolanyn simmetriya oky Ox okuna parallel
bolar.
Eger k-g—p-1#0 we p=0 bolsa, onda

_ kx+1
px + |

drob-¢yzykly funksiya, (2.26) formulalar arkaly X"-y'=m
defiyanly giperbolanyil deiilemesine getirilydr. Bilsimiz yaly, bu
giperbolanyn asimptotalary bolup, téze koordinat oklary hyzmat
edydr.

Goniikme. y=9x* —6Xx+2 parabolanyf defilemesini kanonik gor-
niise getirmeli.

=) x=X"+a, y=Yy'+b deiliklere gori alarys:
y'+b=9(x"+a)’ —6(x'+a)+2 ya-da

y' =9x'2 +6x'(3a—1)+(9a? —6a+2-b).
Bu yerde a, b ululyklary x-in koeffisienti hem-de denleménini azat
agzasy nula den bolar yaly saylalyi:

3a-1=0, 3a-1=0,
2 = 2
9a’-6a+2-b=0 (Ba-1)* +1-b=0.

1 . .
Bu yerden: a= 3 we b=1 taparys. Diymek, parabolanyn kanonik

’2

defilemesi y'=9x’? ya-da X =%y’ bolar. Bu parabolanyii depesi

1 1
O,| —:;1| nokatda yatyp, p=—.
1(3 ) yatyp, P 18
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Bu meseldni, mekdep kursundan mélim bolan kwadratik funlgsi}'/anyﬁ
doly kwadratyny boliip ¢ykarmak arkaly hem ¢6zmek bolar. Yagny,

y=9x"-6x+2=9 x2—2x42)=
3 9
2
o x2—2.1xslil)ogf x-1) 41.
3 9 9 3

1Y 1Y 1
-1=9 x-= ya-da x==1 ==(y-1).
y ( 3) ya ( 3) 9(y )

Bu yerde x'= x—%, y' =y -1 belgilemek yeterlikdir. -

4x+5
2x -1

gorniise getirmeli. Basdaky koordinatlar ulgamyna gord, onun asimp-
totalarynyn denlemesini yazmaly.

Goniikme. y= giperbolanyn denlemesini  x'-y'=m

=) x=Xx"+a, y=y'+b deiliklere gori alarys:
(v +b)-[2(x"+a)-1]=4(x" +a)+b ya-da:
2x"y'+(2b—4)x' +(2a-1)y’ = 4a+b—2ab+5.
2b—4=0 we 2a—1=0 sertlerden taparys: a=%, b=2.
1 1

4a+b—2ab+5=4-§+2—2-§-2+5=7.

Onda alarys: 2x'y'=7 = X'y = % :

Bu giperbolanyn asimtotalary bolup, tdze koordinat oklary x" =0 we
y' =0 hyzmat edyar. Onda:

x=x’+a=0+a=a=%, y=y'+b=0+b=2
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ya-da x=% we y=2 onun asimptotalarynyn baslangyg

koordinatlar ulgamyna gora denlemeleridir. &
Umuman, XOy koordinat tekizliginde:

Ax® +Cy? +2Dx+2Ey+F =0 (4.28)

gornisdaki bas gosulyjyly denileme ellipsi, giperbolany ya-da parabo-
lany kesgitleyar:

1) Eger AC >0 bolsa, (4.28) arkaly ellips kesgitlenyar;

A=C bolanda, ellips téwerege owriilyar.

2) Eger AC<O0 bolsa, (4.28) arkaly giperbola kesgitlenyar;

eger denlleménin cep tarapyny

Ax* +Cy? +2Dx+2Ey+F =(alx+bly+cl)-(a2x+ b2y+cz)
yaly yazyp bolyan bolsa, giperbola iki sany kesisydn goni ¢yzyklar
yaly anladylar.

3) Eger AC=0 bolsa (4.28) arkaly parabola kesgitlenyr.

Munda hem, eger denleménin ¢ep tarapy X ya-da y ululygy
saklamayan bolsa, 2 sany parallel goni ¢yzyklary almak bolar.

Eger ikinji tertipli egri

Ax? +Bxy+Cy® +2Dx+2Ey+F =0 (4.29)
gorniisde berlen bolsa, onda (4.27) koordinat oklaryny éwiirme for-
mulalary arkaly, a-nyn degisli bahasynda, B=0 alynyar we (4.28)
denilema gelinyir.

Goniikme. 5x° +4xy+8y® +8x+14y+5=0 defilemini kanonik

gorniige getirmeli.
=) (4.27) formulalary ulanyp alarys:
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5(x'cose — y'sina)’ + 4(x' cosa — y'sine)- (x'sina + y'cos @) +
+8(x'sina+ y'cosa)’ +8(x'cosa — y'sina)+
14(x'sina + y'cos@)+5=0 ya-da

(5cos2 a +4sina - cos a + 8sin? a)X'2 +
5sin’ @ —4sina-cosa+8cos’ a)y'? +
y

+ [GSina-COSa+ 4(cos2 a—sin® a) X'y’ +
(8cosa+14sina)x' +(14cosa —8sina)y' +5=0 *)
Bu yerden o ululygy kesgitlemek {i¢in

6sina - cos a + 4lcos” a —sin? a)= 0

serti peydalanalyn ( X'y’ ululygyn koeffisienti nula defllenyéar). Dei-
leménin iki tarapyny hem 2sina-cosa bolelin:

3+2(ctga—tga)=0, 3+ 2(%—@(1} =0 vyada
a

2tg°a—-3tgar—2=0. Buyerden: tga, =2 we tga,=——

tga, =2 bahany ulanalyn. Bu yerden: sin@=2cosa bolup,
sin® a+cos” & =1 tozdestwodan: 4cos’ @+cos’a=1 =

1 . . 2
5cos’ @ =1ya-da cosa@ =+—— alarys, diymek, sing =+-——

V5 ’ V5
Bu bahalary (*) deﬁlemede goyup taparys:
36
OX'* +4y"% + y'+5=0 ya-da
N \/_

4 1
o x?+—x"|+4 y?——vy'|=-5.
[ 5 ) (y my]

Yay icindiki afilatmany doly kwadrata dolduralyii:
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2 2
9[x’+iJ +4( ’—LJ =36+i—5 ya-da
(**)

nokady tdze koordinat ulgamynyn baslangyjy hok-

miinde kabul edip:
X”_X'+i we yﬂ_yy_ 1
J5 45
formulalary ulanalyn. Onda (**) denilemeden:
n2 "2
9X"? +4y"? _9 ya-da X Y 1.
4 14 " 9/16
Bu — ellipsin denlemesidir (sur.4.19). =

v

4.19-nji surat

Meseleler
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4.27. M(3/2;11/2) nokat berlen. Taze koordinata oklary 2x-1=0
(O y'ok) we 2y-5=0 (O x" ok) goniler bilen kesgitlenen. M nokadyn

koordinatasyny tdze koordinata sistemasynda kesgitlemeli.
Jogaby: M(3;2).

4.28. M(4-/5; 2./5) nokat berlen.Tize abssisa we ordinata oklary,
degislilikde, y= 2x we y=-0.5x goniiler bilen kesgitlenen. Seylelikde,
tdze koordinata sistemasy kone koordinata sistaemasy bilen yiti burg
emele getiryir. M hokadyn koordinatasyny tidze koordinatalar

sistemasynda sistemasynda tapmaly.
Jogaby:M1(8;-6)

4.29. Parabolanyn defilemesini kanonik gorniise getirmeli:

1) y= 4x — 2x? 2) y=-x>+2x+2
3) x=-4y*+y 4) X=y?+4y+5
Jogaby: 1) 01(1;2), p=-1/8, x'*=—-(1/2)y’
2) 01(1;3), p=1/2, X?=y'
3) O1(1/16:1/8), p=-1/8, y'2 =—(L/4)X’
4) 01(1;-2), p=1/2, y?=x
4.30. Giperbolanyi denlemesini X'y’ =m gorniisinde ailatmaly.
1) y=2x/(4x-1) 2) y=(2x+3)/(3%x-2)
3) y=(10x+2)/(5x+4) 4) y=(4x+3)/(2x+1)

Jogaby: 1) xy'=1/8 2) xy'=13/9 3) xYy'=-6/5
Xy =1/2

4.31. Asakdaky  denlemelerin  ndhili  egrigyzyklardygyny

anyklamaly:
1) 36x% +36Yy? —36X— 24y —23=0
Jogaby: Téwerek: (x—1/2)* +(y-1/3)* =1

133

4)



2) 16x2 + 25y2 —32x + 50y — 350 = 0

Jogaby: Ellips: x'?/25+y'?/16 =1 Tize baslangyc: O'(1;,—1)
3) x* +4y® —4x—-8y+8=0

Jogaby: Nokat: O'(2;1).

4.32. Egrileri kanonik gérniisde anilatmaly:

1) 14x2 +24xy +21y? —4x+18y —139 =0

Jogaby: x"?/30+y"?/5=1

2) Axy +3y? +16x+12y —-36=0

Jogaby: x"?/9—-y"?/36=1

Yokary matematikadan 3-nji tipli yumus

1-nji mesele. Ugburglugyn depelerinifi koordinatalary berlen.

a) onun taraplarynyn uzynlygyny tapmaly;

b) onui taraplarynyn denlemelerini diizmeli;

¢) onun i¢ki bur¢laryny tapmaly;

d) onun A depesinden BC tarapa gecirilen perpendikulyaryn

uzynlygyny tapmaly.

Cyzgy gurmaly.

1. A1 (4;-2), A2(0;7), A3 (-5;2) 13. A1(4;5), A2(-4;7), A3 (1,-6)

2. A1(-4;4), A2 (4; -10), A3 (2; 8) 14. A1 (2; -2), A2 (-5; 3), A3 (4; 7)
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3. A1 (6; -5), Az (-9; 4), As (2;5) 15. A1 (3; -4), A2 (2; 5), Az (-5; -4)
4. A1(-3;5), A2 (7;4), A3 (5; -4) 16. A1 (3; 6), A2 (7; -7), Az (5; 5)
5.A1(6;6), Az (-2; 8), A3 (8;-9) 17. A1 (5; 3), Az (-5; 2), As (0; 0)
6.A1(1;2), A2(5;6), As(5;7)  18. A1 (4;-2), A2 (0; 0), Az (-3; 2)
7.A1(6;5), A2 (4;5), A3 (6;9)  19. A1 (5;5), Az (2; -4), As (-5; -2)
8.A1(2;2), A2(5;7), A3 (5:3)  20.A1(9;-3), Az (5; 2), A3 (0; 7)
9. A1(6;4), A2 (5;5), A3 (5;8)  21.A1 (1; -5), Az (-3; 4), Az (-8; -1)
10. A1 (7; 7), A2 (6 5), A3 (3;8)  22. A1 (6; 0), Az (2; 5), As (-3; 4)
11. A1 (-4; 2), A2 (2; 5), As (-5; 2) 23. A1(-2; -2), A2(0; 0), As(-5: 5)
12. As-4; 4), A2 (0;7), A3 (5;-2)  24. A1 (6; -8), Az (10; 3), As (5; 8)
25. A1 (8; 2), Az (4; 3), Az (-1; 6)

2-nji mesele. Derlemesi bilen berlen toweregin merkezini we
radiusyny tapmaly.

1.X2+y?-4x+6y-12=0 13.x2+y?+ 6x-4y-12=0
2.X2+y2-2x+6y-19=0 14. X2+ y*+8x-4y-5=0
3.x%+y2-8x-2y+1=0 15. X% +y?+2x-9y +1=0
4.X2+y?+2x-2y+1=0 16.X°+y"-8x-6y+9=0
5.x2+y?-10x-2y+1=0 17. X2 +y?+6x-6y+2=0
6. X2+ y?+6x-4y-12=0 18. X2 +y?-2x-2y-7=0
7.X2+y2+8x-4y+4=0 19. X2+ y?+4x+12y +4=0
8. X%+ y2+4x+2y-4=0 20.x°+y" - Ax+2y+1=0
9.x2+y?-6x-10y-2=0 21. X2 +y?-6x+4y-12=0
10. X2+ y?-2x-12y+1=0 22.x2+y?-2x-8y-8=0
11. x2+y?-10x - 10y + 1 =0 23.x2+Yy?-8x+8y+7=0
12. X2+ y2-6x + 2y -19=0 24. X2+ y?-4x-10y-7=0
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25. X2+ y?+4x-4y-1=0

4.6. Ginislikde goniiburc¢ly koordinatlar

Eger ginislikde Oxyz goniiburgly koordinatlar ulgamy berlen bolsa,
onda x — absissaly, y — ordinataly we z — applikataly M nokat
M(x;y;z) yaly bellenydr. Seylelikde, A(X,,Y;,z;) we B(X,,Y,,Z,)
nokatlaryil arasyndaky uzaklyk

d= \/(Xz - X1)2 +(y2 - y1)2 +(Zz - 21)2 (4-30)

yaly tapylyar.

Eger A we B nokatlary birlesdirydn kesimi C(X,y,Z) nokat A

gatnasykda bolyan bolsa, onda C nokadyn koordinaty seyle
hasaplanar:

)_(=x1+/1x2; y=y1+/1y2; Z=21+ﬂzz (4.31)
1+4 1+ 1+4
Hususy yagdayda, [AB] — kesimifi ortasynyn koordinaty
)—(=X1+X2; y=y1+y2;2=21+22
2 2 2

formulalarda kesgitlenerler.

Ginislikde, tekizligiii umumy derilemesi:

Ax+By+Cz+ D=0 (4.32)
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gorniisdedir.
Ax+By+Cz+D=0 tekizligin asakdaky hususy yagdaylary bardyr:.

A=0 Ox oka parallel,

B=0 Oy oka parallel;

C=0 Oz oka parallel;

D=0 bolsa, onda tekizlik koordinata baslangyjyndan geg¢yar.

=0 Oz oka perpendikulyar. (xOy tekizlige parallel);
=0 Oy oka perpendikulyar. (xOz tekizlige parallel);
Oz oka perpendikulyar (yOz tekizlige parallel).

w:h>:(>
?Ow
o

T
i
I

Ox okdan gec¢yir;
Oy okdan gegydr;
Oz okdan gegyir.

i
T Y

(PU:J
Il
oo

Uu:”>:>
O(PUJ
U?U
oo o

xOy tekizlik bilen gabat gelyar. z=0;
xOz tekizlik bilen gabat gelyar. y=0;
yOz tekizlik bilen gabat gelyar. x=0.

(2.32) denleminin iki tarapyny hem:
1
VA*+B*+C?

normirleyji kopeldija kopeldip, tekizligin

q=%

X-cosa+Yy-cos f+z-cosy—p=0 (4.33)

normal defilemesini alyarlar. Bu yerde radikalyil alamaty, umumy
dentlleméninn D agzasynyn alamatynyi tersine kabul edilyar.

(2.32) denilemede D #0 yagdayda, ony — D boliip alarys:
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bu yerde: a=—2, b=—2, C——E.

(2.34) denlemd, tekizligin kesimlerdéki denlemesi diyilyar; a, b, ¢ —
ululyklar, degislilikde, tekizligin koordinat oklary bilen kesisme
nokatlarynyn koordinatlarydyr.

Ax+B,y+C;z+D =0 we AX+B,y+C,z+D,=0
tekizliklerinn arasyndaky @ burgy:

AA,+BB,+C.C,

cos @ =
JA +BZ+C2 - [AZ +BZ +C?

(4.35)

formula arkaly tapyarlar. Onda iki tekizligin parallellik serti:

A_B_G

A2 BZ CZ
yaly, perpendikulyarlyk serti:

AA +BB,+CC, =0

yaly kesgitleniler.
My(X,,Y9,Z,) nokatdan Ax+By+Cz+D=0 tekizlige cenli
aralygy:
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_ | AX,+By,+Cz,+D|

NA?+B%*+C?

formulada kesgitleyérler.

Berlen tic M,(X;,Y;,2,), M,(X,,Y,,Z,) we M,(X,,Y;,Z;) ya-da
Ma(r1), Ma(rz2), Mas(rs) nokatlardan gegyan tekizligin wektor
denlemesini

(r-r1)e (rz-ru)e(rs-r1)=0 *)

gorniisinde, r-ri; re-ri; rs-ri wektorlaryn komplanarlygyndan
peydalanyp vyazyarlar (bu yerde ri=xii+yij+zik, ro=xoi+yzj+zokK,
rs=xsi+ysj+zsk, r=xi+yj+zk radius wektorlardyr). (*) denleme
koordinat formasynda

d (4.36)

X=X Y=Y, -1,
X=X Yo=Y 2,77 =0 (4-37)

X3=X Y= % 2374
gorniisde bolyar.

Goniikme. 2x+4+3y—-6z+21=0 tekizligin denlemesini
normal gorniisde yazmaly.
=) Normirleyji kopeldijini (-) alamatly (21>0) tapalyi:
1 1 1

J22+32+(6) VA+9+36 7

Onda tekizligin normal denillemesi:

—Zx—§y+§z—3=0
777

gorniisde yazylyar. &
Mo(Xo; Yo; zo) nokatdan gecyan we N=AI+Bj+Ck wektora
perpendikulyar bolan tekizligin denlemesi seyle yazylyar:
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A(X-Xo) +B(y-Yyo)+ C(z-20)=0

Aix+B1y+C1z+D1=0 we Axx+Boy+Coz+D>=0 kesismesinden emele
gelen goni ¢yzykdan gegyan tekizligin denlemesi(denlemelerin
dessesi) asakdaky yaly yazylyar:

Aix+B1y+C1z+D1+ A (Axx+Boy+Coz+D2)=0 A -erkin
san.

Eger goni ¢yzygy kesgitleyan tekizlikler parallel bolsalar, onda
tekizliklerin dessesi bu tekizliklere parallel bolan tekizliklerin
toplumyna owriilyar.

Goniikme. Mo(3; 5; -8) nokatdan 6x-3y+2x-28 = 0 tekizlige cenli
uzaklygy tapmaly.
e 4= |6-3-3-5+2-(-8)—28|_41

V6% +3% 422 7

=

Goniikme
M(2; 3; 5)nokatdan gegyian we N=4i+3j+2k wektora perpendikulyar
bolan tekizligin denillemesini tapmaly.

= 4(x-2)+3(y-3)+2(y-5)=0 4x+3y+22-27=0
c
Goniikme

M(2; 3; -1) nokatdan geg¢ydn 5x-3y+2z-10=0 tekizlige parallel bolan
tekizligin defilemesini tapmaly.

= A(x-2)-B(y-3)+C(z+1)=0

A=5, B=-3, C=2

5(x-2)-3(y-3)+2(z+1)=0 x-3y+2z+1=0 €

Goniikme

X+3y+5z-4=0 we X-y-2z+7=0 tekizliklerin kesisme ¢yzygyndan
gecip, Oy oka parallel bolan tekizligin defilemesini tapmaly.

= X+3y+5z-4+ 4 (X-y-2z+7)=0

1+ A )x+(3-2)y+(5-21)z+(7 1 -4)=0 gozlenyan tekizlik ordinata
okuna parallel, onda y koffisiyenti nula den 3- 4 =0, A =3.
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Diymek: 4x-z+17=0 =
Giniglikde goni ¢yzygyn denllemesini iki tekizligin kesigmesi yaly

yazmak bolar:

X+B,y+C.z+ D, =0,
{Al ly 1 1 (438)

A,x+B,y+C,z+D, =0.

M,(X,,Y;,2,) we M,(X,,Y,,Z,) nokatlardan ge¢yédn goni ¢yzygyn
denlemesini

X=X _Y=% _2-4

(4.39)
Xp=X1 Yo ¥1 24,774
gorniisde tapyarlar. Onda onun kanonik denlemesi
X_Xlzy_ylzz_zl (440)
I m n
M, (X,,Y,,z,) nokatdan gecyin we f=1I-i +mj+nk wektoryna

parallel bolan goni ¢yzygy anladyar. Bu denlemani seyle gorniisde
hem ulanyarlar:

X=X _ Y=Y 275 (4.40a)

cosa Cosp  cosy

bu yerde «,f we y koordinata oklary bilen goni ¢yzygyn emele

getiryan burglarydyr:

I m ) m
oS =—— COSfl=———-; COSy=———ee——
VIZ+m?+n? VIZ+m? +n? JIZ+m? +n?
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(2.40) denlemeden, olary ayratynlykda t ululygyna denldp, goni
¢yzygyn parametrik denlemesini alarys:

X=It+x
y=mt+y, (4.41)
z=nt+ 2z,

Kanonik denilemeleri bilen berlen:

goni ¢yzyklaryn arasyndaky burg:

LI, +mm, +nn,

CosS@ = (4.42)
VIZ+m2 +n? |12 +m? +n?
formuladan kesgitlenip, olaryn parallellik serti:
hom_n (4.43)
|2 mZ n2
denliklerden, perpendikulyarlyk serti:
I.I,+mm, +nn, =0 (4.44)

deiilemeden kesgitlenyar.

Goniikme. 2Xx—y+3z-1=0 we 5x+4y—z—-7=0 tekizlikleriii

kesismesi gornlisde berlen goni c¢yzygyn kanonik denlemesini
yazmaly.
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) Denlemelerden ilki y-i, son z-i yok edip, olary X-e gord
cozelin:
X_ll(y—2_11(z—1) X y-2 z-1

,buyerden: —=-—=—+-. &
-17 -13 11 -17 -13

Iki goni ¢yzygyn bir tekizlikde yatmaklygynyn zerur we yeterlik
serti

X=X Y=Y 4,-1,
m, n |[=0 (4.45)

X_Xl_y_Y1_Z_Z1 v . _ TR
= = goni ¢yzyk bilen Ax+By+Cz+D=0 tekizligin

I m
arasyndaky burg:
sing = Al +Bm +Cn . (4.46)

\/A2 +B%+C* - I?+m?+n’
Goni ¢yzyk bilen tekizligin parallellik serti:
Al+Bm+Cn =0 (4.47)
Goni ¢yzyk bilen tekizligin perpendikulyarlyk serti:
A_B_C .48
1 m N

X‘Ixo Y=Y _27% obni gyzyk bilen Ax+By+Cz+D=0 tekizligiit
m n
kesismesini tapmak {i¢in, olar sistema alnyp ¢oziilydr. Onun iicin

goni ¢yzygyi parametrik denlemesinden
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X=Ilt+Xx,, y=mt+y,, z=nt+z,
peydalanmalydyr.
a) eger Al+Bm+Cn=0 bolsa, goni ¢yzyk bilen tekizlik kesisyar;
b) eger Al+Bm+Cn=0  Ax,+By,+Cz,+D=0 bolsa, onda goni
cyzyk tekizlige paralleldir;
Eger Al+Bm+Cn=0 we Ax,+By,+Cz,+D =0 bolsa, onda goni
¢yzyk tekizlikde yatyar.

Goniikme.
2X-y+3z-1=0 we 5x+4y-z=0 goni ¢yzyklaryn defilemelerini kanonik
gorniise getirmeli.
Cozilisi :
1-nji usul: 1Iki y-i, sonira z-1 yok edip alarys:
13x+11z-11=0 we 17x+11y-22=0

. (y-2) 1z-D), -
-17 -13 -11 17 13 °

2-nji usul. Gozlenyin gond parallel s = li+mj+nk wektory tapalyn.
Bu wektor berlen tekizliklere degisli normal Ni= 2i-j+3k we N2 =
5i+4j-k wektorlara perpendikulyar bolmalydyr. Onda s deregine N1
we N2 wektorlaryn wektor kopeltmek hasyllaryny almak bolar:

i j ok
s=NixN2 =2 -1 3|=-11i+17j+13k
5 4 -1
Seylelikde I=-11, m=17, n=13.
Ustiinden gozlenyin goni gecyin M(x1;y1;z1)  deregine goninii
islendik koordinata tekizligi, meselem, yOz tekizligi bilen kesyin

nokadyny almak bolar. Onda x1=0 bolup, yi1 we z1 bahalary

asakdaky sistemadan hasaplapys:
{_ y+32-1=0 bu yerden: y1=2, z1=1.
4y —-z2—-7=0
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Diymek: X _Yyme 173

Goniikme
M(3; 2; -1) nokatdan ge¢ip Ox oky bilen goni burgy emele getiryin
goni ¢yzygyn denlemesini tapmaly.
- Sert boyunga Ox oka perpendikulyar goni ¢yzyk bilen
kesigmesi N(3;0;0) nokatdyr.
x—3=y—2=z+1. e

(0] -2 1

Meseleler.

4.33.  Mo(1;3;-2) nokatdan 2x-3y-4z+12=0 tekizlige ¢enli uzaklygy
tapmaly.
13

J29

4.34. Mo(2;3;-5)nokatdan 4x-2y+5z-12 = 0 tekizlige inderilen
perpendikulyaryn uzynlygyny tapmaly.

7
Jogaby:d= ?

Jogaby: d=

4.35. P(0;2;0) we Q(2;0;0) nokatlaryn iistiinden gecip, x=0 tekizlik
bilen 60° bur¢ emele getiryin tekizligin defilemesini tapmaly.

X
LA

.2 2 _
Jogaby: =1
g yﬁiﬁ

4.35.
2x-y-12z-3=0 we 3x+y-7z-2 =0 tekizliklerin kesigsmesinden ge¢ip
X+2y+5z-1=0 tekizlige perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini
tapmaly.
Jogaby: 4x+3y-2z-1=0
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4.37. Koordinata baglangyjyndan,P(4;-2;1) we Q(2;4;-3) nokatlaryn
istlinden gegyén tekizligin defilemesini tapmaly.
Jogaby: x+7y+10z=0

4.38. M(0;2;1) nokatdan gecip a=itj+k we b= it+j-k wektorlara
parallel bolan tekizligiii defilemesini tapmaly.
Jogaby: x-y+2=0

4.39. x +y+2z-4=0 tekizlik bilen a=i-2j+k wektor ndhili bur¢ emele
getirer?

Jogaby: arcsin (gj

4.40. P(1;-4;2) weQ(7;1;-5) nokatlardan den daslykda yatan
nokatdan gec¢yén tekizligiin defilemesini tapmaly.
Jogaby: X+7y+10z=0

4.41 2x+3y—-16z—7=0
3X+y-—-17z2=0
goninin kanonik defilemesini tapmaly.

Jogaby: x+h (=3 _z

5 2 1

4.42. {X—Zy—SZO
X-3z2+8=0

Goni ¢yzygyn koordinata oklary bilen emele getirydn burglaryny

tapmaly.

6 3 2
Jogaby:cosa=—; cosf=—; cCOSy=—
gaby 7 B - 7=

4.43. M(2;-5;1) we N(-1;1;2) nokatlaryn iistiinden ge¢ydn goninun
parametrik deiilemesini tapmaly.
Jogaby: x =-3t-1, y=6t+l, z=t+2
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4.44. Parallelogramyn yzygiderlikde ti¢ depeleri A(3;0;-1), B(1;2;-
4), we C(0;7;-2) berlen. AD we CD taraplaryn deilemelerini
tapmaly.

(x-3) 'y (z+1). X (y-7)_(z+2)

\] b === , - = =
i ) 5 2 2 (-2) 3

4.45. M(0;2;1) nokatdan gecip a=i+2j+2k, b=3j, c=3k wektorlar
bilen denn burclary emele getirydn goni c¢yzygyn denlemesini
tapmaly.

Jogaby: % _ (y(—_l)Z) _ (20—1)

ga6.  X_0+2)_(2=2) o5ni cypvevii 2x+3y-25 = 0
1T (o) oni syzvey y
tekizlige bolan proyeksiyasyny tapmaly.

Jogaby: * _ (vy-34)_(2-52),

X
(100 13 19
4.7. IKkinji tertipli iistler

1) Sfera: Koordinatalar  sistemasynda C(a;b;c )merkezli r

radiusly sferanyn denlemesi seyle yazylyar:

(x-a)>+(y-b)*+(z-c)*= r*

Eger sferanyn merkezi koordinatalar baslangyjynda bolsa, onda
X2+y2+72 = 12

F(x,y) = 0 ginislikde emele getirijileri Oz okuna parallel silindrik

iisti,

F(x,z) = 0 ginislikde emele getirijileri Oy okuna parallel silindrik iist,

F(y,z) = 0 gitislikde emele getirijileri Ox okuna parallel silindrik st

anladyar.

Ikinji tertipli silindrik tistleriii kanonik defnlemeleri:
XL Y- 1 elliptiksilindr;

a b

XZ

_¥* _; giperbolik silindr.

2 bZ

y? = 2px parabolik silindr
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Depesi koordinata baglangyjynda bolan OZ okly ikinji tertipli
konusyn denlemesi:

2 2 2
X ;L ~Z _o yaly bolup, onui beyleki tipleri
a c
2 2 2 2 2 2
% _E)Lz + % -0; - % + EJLZ +2 -0 gomiislerde bolyarlar.

Eger yOz tekizliginde yatan F(y, z)=0, x=0 egri Oz okun dasyndan
aylananda, emele gelyin aylanma {isti F(x;,/y2 +r? ): 0 gorniigde
bolyar.

Suna menzeslikde:

F(x;4/y>+r?)=0 Ox okun dagyndan aylananda emele gelyén {ist
F(\/ X* +12%; y)= 0 Oy okuii dasynda aylananda emele gelyin iist.
Ellipsin, giperbolanyii we parabolanyn 6z simmetriya oklarynyn
dasyndan aylananda, emele gelydn ikinji tertipli {istlerin
deiilemelerini yazalyn:

X4y 7l llipsoid. AYl k bolup Oz h

_ +?2:1 aylanma ellipsoid. Aylanma ok bolup Oz hyzmat
a
edyar:

Eger a>c bolsa, onda ellipisoid gysylandyr.

Eger a<c bolsa, onda ellipisoid siiyndirilendir.

Eger a=c bolsa, onda ellipisoid sfera dwriilyar.

x* - y: é _,-Biroyukly aylanma giperboloid.
a Cc

x4yt o2t
a’ -

1- Ikioyukly aylanma giperboloid

CZ
x? +y? =2pz Oz aylanma okly aylanma paraboloidi.

LY, 7 _1 Ellipsoid (iigokly).

>

a? b* c?

X2 yz 72 . . .
~+=--=—=1 Biroyukly giperboloid

a® b° ¢

sz + byTz _ é —_1 Ikioyukly giperboloid

a c

X ¥ _,, (p>0,0>0) Elliptik paraboloid
b q
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Xy, (p>0,q>0) giperbolik paraboloid
P g

Goniikme

/{o, 1 1); B12:4); C(LL2) nokatlar y>+2xy-3z = 0 iistde
3

yatyarmy?

& A we B nokatlar berlen istde yatyarlar. C nokat berlen iistde
yatmayar.

Meselem, x=0; y=1; z = % ; bahalary berlen deilemede goyyarys.

12 +2-O-1—3-%=0 we §.m.

C nokadyn koordinatalaryny barlalyi .

x=1, y=1, z=2 bahalarda 1?+2.11-3-2%20 €

Goniikme

X? +y? +2°—2X+6y—6=0 sferanyn merkezini we radiusyny
tapmaly.

= Berlen defileméni kanonik gorniise getirelin:

x2+y2+22—2x+6y—6:(x2—2x+1)+(y2+6y+9)+22—1—9—6:
(x=1)* +(y+3)° +22 -16=0

(x—1) +(y+3)* +2z2 =16

a=1 y=-3, ¢c=0,R=4=2 C1—3;0), R=4 -

Goniikme
X*+y?+2°—-4x=0 _ _ , . L
1 denilemeler sistemasynyi geometriki ornuny
y =
tapmaly.
= Berlen denillemeler sistemasyny ¢ozilip, egrinini deflemesini
alarys:
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x> +2? —4x+1=0. Diymek, (x—2)* +2? =3 defileme y=1

tekizliginde yatan, radiusy R = V3, merkezi C(2;1;0) nokatda bolan
towerekdir. &

Goniikme

Berlen x° =4y deileme, gitislikde haysy iisti beryar?

C x® =4y deiileme Oz okuna parallel parabolik silindrif
defilemesidir, bu yerde x° =4y, z=0 silindrik {stiin
denlemesidir. &

Goniikme

M(0;0;1) nokat depesi bolup hyzmat edyén, ugrukdyryjysy
2 2

)2(—5+y? = z =3 ellips bolan konik dstiin denlemesini

diizmeli.
= Ellipsiii iistinde erkin N(X,; Y,;Z, ) nokady alalyi. MN

emele getirijinin defilemesini yazalyn. oY _ 2 -1 . N nokat
Xo Yo Zo—1
ellipsin  istiinde  yatyandygy gin, ellipsin  defilemesini

X2 y 2
kanagatlandyryar: 94 S; =1, z,=3. Onda:
2 2
x_z-1 oy _z-l X5 ¥E 4 g
Xo Zo—1 Yo Z,-1 25 9

denillemeler sistemasyndan X,,Y,,Z, ululyklary yok edip, gézlenyin
konusyn denilemesini alarys:

2 2 2
LA Y O~

25 9 4

Gonikme
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X+2y=4; z=0 goni Ox okun dagyndan aylananda, emele
gelyén tstiin defilemesini tapmaly. i

= Aylanma st depesi M(4;0;0) nokatda bolan konusdyr. Uste
degisli erkin A(X ;Y;Z) nokady alalyn. Bu nokada berlen goniinini
iistiinde B(X; y;O) nokady degislidir. A we B nokatlary, aylanma
Ox okuna perpendikulyar bolan bir tekizlikde yatyarlar. Onda

X=X Y? +Z? = y?yazyp bileris. x we yiicin alnan
afilatmalary berlen goninin deiilemesinde goymak arkaly, gézlenyén
aylanma ustiin detilemesini taparys:

X +2-N24+22 =4 yada 4(Y2+2%)—(X-4)=0,
yagny:

4Y?+472%2 —(X —-4)} =0 c
Meseleler
4.47. A(—1;0:1), B(0;—2;2), C€(0;0;0), D(1;2:1)

2
nokatlar z = x* + y7 listde yatyarmy?

Jogaby: A, B we C nokatlar iistde yatyarlar, emma D iistde yatmayar.

4.48. Sferanyn merkezini we radiusyny tapmaly.
1) x> +y*+2z°—4x+2y=0
)X* +y>+2°+2x—-6=0
)X +y*+2z2—-8z=0

Jogaby: 1)C(2;-1;,0) R=+/5
2)C(-1,0;0) R=+7
3)C(0;0;4) R=4

4.49. Merkezi C(1; 2; -3)nokatda bolan we koordinatalar
baslangyjyndan gecyén sferanyn deiilemesini tapmaly.

Jogaby: (x—1) +(y—2) +(z+3)° =14
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450. Berlen 1) y=3,2)z=13)x=0 tekizlikler bilen
x? —y? —2z? =0 konusyn kesisme cyzygynyh defilemesini
tapmaly.
Jogaby:
1)x? + 2% =9; y = 3 (towerek)

2)y? —x? =1; z =1(giperbola)

3)z2 — y? =0; x = 0 (iki goni)

451, 2y+2z2—-2=0, x=0 goni Oz okun dagyndan aylananda,
emele gelen Uistiin defilemesini tapmaly.
Jogaby: 4x*+4y? —(z—2) =0

452. Berlen z=x>—-y?, Gistiif
aQ)z=1Lb)y=1¢)x=1d)z=-1 tekizlikler bilen kesigsme
cyzyklarynyn detilemelerini tapmaly.

Jogaby: aAx’—y*=1z=1; b)z+1=x> y=1;
oyi=1-z,x=L d)y* -x*=1z=-1.

Yokary matematikadan 4-nji tipli yumus

1-nji mesele. Piramidanyn depelerinin koordinatalary berlen.
a) A1A; Az granyn denllemesini diizmeli;

b) A4 depeden A1A2 Az grana gegirilen perpendikulyaryn uzynlygyny
tapmaly;

¢) A1A2 gapyrganyn deiillemesini diizmeli;
d) piramidanyn gapdal iistiinin meydanyny tapmaly;
e) piramidanyn gdwriimini tapmaly
1. A1(4:;2;5), A2(0;7;2), A3(0;2;7), Aa(1;5;0)
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. A1(4;4;10), A2(4;10;2), Az(2;8:4), Aa(9;6;4)
. A1(4;6;5), A2(6;9;4), A3(2;10;10), A4(7;5;9)
. A1(3;5;4), A2(8;7;4), As(5;10;4), As(4;7;8)

. A1(10;6;6), A2(-2;8;2), A3(6;8;9), Aa(7;10;3)
. A1(1;8;2), Ax(5:2;6), As(5:7;4), Asa(4;10;9)

. A1(6:6;5), A2(4:9;5), Az(4;6;11), A4(6;9;3)
cA1(7:2;2), Ax(5:7;7), Az(5;3;1), Aa(2;3;7)

. A1(8;6:4), A2(10;5;5), A3(5;6;8), A4(8;10;7)

. A1(7;7;3), A2(6;5;8), Az(3;5;8), As(8;4;1)

. A1(-4;2;5), A2(2;5;3), As(-5; 2;-3), Aa(4;6;1)
. A1(-4;4;2), A2(0;7;1), Az(5;-2;2), Asa(4;3;5)

. A1(4;5;1), A2(-4;7;2), A3(1;-6;3 ), Asa(4;2;3)

. A1(2;-2;3), A2(-5;3;2), A3(4;7;1), Asa(-2;4;3)

. A1(3:-4:2), A2(2;5;2), As(-5;-4;2), Aa(4:-3:6)
. A1(3;6;3), A2(7;5;-7), A3(5;0;5), As(0;4;3)

. A1(5;2;3), A2(-5;3;2), A3(0;0;0), As(3;4;3)

. A1(4;3;-2), A2(0;2;0), A3(-3;5;2), A4(0;5;5)

. A1(5,0;5), A2(2;1;-4), Az(-5;2;-2), Aa(2;-4;3)
. A1(9;1;-3), A2(5;-3;2), A3(0;2;7), Asa(4;5;-8)

. A1(1;3;-5), Ax(-3;7;4), A3(-8;9;-1), As(5;-4;2)
. A1(6;0;3), A2(2;5;3), Az(-3;4;3), A4(3;8;-5)

. A1(-2:-2;-2), A2(0;0:4), As(-5:5:8), Aa(3:1:0)
. A1(6;-8;5), A2(10;3;4), A3(5;8;-3), A4(-4;6;2)
. A1(8:2:-4), A2(4;3;3), As(-1;6;-2), Aa(3;0;-3)
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2-nji mesele. Denlemesi bilen berlen toweregin merkezini we

radiusyny tapmaly.

1. X2+y?+72-4x+6y-12=0
2.X2+y?+72-2x+62-19=0

3.x2+y?+72-8y—2z+1=0
XC+y2+ 722+ 2x—-21+1=0

XP+y?+72-10y—2z2+1=0

X+ Y2+ 22+ 8X-4y+4=0

XP+y?+22+4x+22-4=0

X2+ y2+7%2-6x-10y-2=0
10. X2+ y?+ 722y —122+1=0
11. X2 +y?+7%-10x - 102+ 1=0
12. X2+ y?+ 72-6x + 2y -19=0
25. X2+ y2+ 72+ 4y —42-1=0

4,
5.
6. X2+ Y2+ 72+ 6x-4y-12=0
7.
8.
9.
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13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,

X2+ Y2+ 22+ 6x-4y-12=0
X2+y+72+8x-42-5=0

XC+y?+22+2y—92+1=0
X2+y?+7%-8x-6y+9=0
X2+ Y+ 72+ 6x—62+2=0
X2+y+72-2x-2y-7=0
X+ Y2+ 22+ 4y + 122+ 4=0
X2+ Y2+ 72-4x+22+1=0
X2+ y2+72-6x+4y-12=0
X2+y?+72-2x-8y-8=0
X2+y+72-8y+82+7=0
X2+ y2+7%-4x-10y-7=0
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