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Giris

Mailim bolsy yaly ylmy-tehniki progresin hazirki
pajarlap 0Osyan dow-riinde matematikany c¢unnur
owrenmekligin zerurlygy onkd garanynda has artdy. Bu
okuw kitbynda Sanlar nazaryyetiniii esasy diisiinjeleri
beyan edilydr. Okuw kitaby Sanlar nazaryyeti dersi
boyunca okuw maksatnamalaryna doly gabat gelyar.
Getirilyan nazary maglumatlary berkitmek ti¢in kop
sanly anyk mysallar islenip gorkezilyar. Okuw kitaby
matematika hiinérini ele alyan talyplara niyetlenendir.



1.Bolunijilik hasivetleri.

Sanlar nazaryeti bitin sanlaryfi ( ine bir bitin (+) bolman , bitin (-) sanlaryi
hem-de O-1 sanlaryil ) hisiyetlerini wrenmek bilen mesgulanyan
matematikanyfi boliimidir. Eger-de a san bagga bir b sana (b =0) galyndysyz
boliinyén bolsa, ofia b sana kratny diyilip aydylyar we bu fakyt a/b (b/a ya-da
a:b) gorniisde belgilenydr. Seylelikde a sanb sana kratny bolan halatynda kébir
g san bar bolup , a=b'q deilik yerne yetyandir. Bu yagdayda q sana a-ny b sana
bolenmizde yetyan pay diylip aydylyar. Indi subut etmesi kyn bolmadyk indiki
tasyklamalary getirelifi .

l.a b sana kratnyy bolanda, b san bolsa, s sana kratnyy bolanda, a san s sana
kratnydyr .

2.a+b+...+s=0 p+q+...+t denlikde haysy hem bolsa, bir gosulyjydan
basgasy k sana boliinyadn bolsa, onda sol gosulyjy hem buk sana boliinyandir.
Hakykatdan hem bu tassyklamalaryni 1-njisinii subudy a=bq we b=sT
gatnagyklardan a=bq=s(r' q)=st defligii gelip ¢ykyanlygyndan 2-njisinifi
subudy bolsa, eger-de bu deiilikde p gosulyjydan galanlary k sana kratnyy
bolan halatlarynda a=a; "k, b=b; k,...,s=s; "k, q=0: k, ..., t=t; k.
defiliklerden p=atb+...+s-0-...-t=a; k+b; k+...+s; k-q; " k-...-t;  k=k(a;+b,+
+...+s1-01-...-t))=k ' m . Bolyandygyndan gelip ¢ykyandyr.

Galyndyly bolmegifi algaritimi (algorifmi ) diyilip atlandyrylyan indiki
tassyklama dogrudyr.

Teorema:Islendik a sany polazitel b sanyii {isti bilen yeketdk usulda a=b'q+r
O<r<b (1) gorniisde anladylyandyr. Hakykatdan hem seyle gorniisdaki
yazgynyfi birmii b q kopeltmek hasyly a-dan uly bolmadyk b sanyii
kratnylarynyfi ulusyna den diyip alsak , alynjakdygy diisniiklidir . Bu yazgynyii
yeketdkdigini subut etmek ii¢in bolsa, tersinden guman ederis.

Goy 1-nji yazgydan basgada a=b " ;+r;, 0<r <b (2) 2-nji yazgy
bardyr diyip guman edelini . Onda olaryfi 1-njisinden 2-njisini tarapma-tarap |,
ayyryp , 0=b(q-q1)+(r-r) (3) 3-nji deiiligi alarys . Bu deiiligin ¢ep tarapynyii
(0-lyil) hem-de sag tarapynyn 1-nji gosulyjysynyil b sana kratnydyklaryna goré,
yokarda subut edilen tasyklamadan sag tarapynyfi 2-nji gosulyjysynyii hem b
sana kratny bolmalydygyny alarys. Yone talaba gord, r-r, tapawut ine O-a defi
bolan halatynda b sana kratny bolar . Diymek r-r;=0 bolmalydyr . Onda (3)-nji
denlikden b(q-q,)=0deiilik alynyp , q-0;=0 bolmalydygy alynar. Seylelikde (1)
we (2) yazgylardaky q=q, r=r; gatnasyklary kanagatlandyryan sanlardyr. Bu
diyildigi (1) we (2) defiliklerin birmefizesdiklerini afiladyar. Teorema subut
edildi.

(1) formuladaky g sana a-ny b sanabdlenimizddki doly ddl pay, r sana bolsa
bu boliinmekdéki galyan galyndy diyilip , aydylyar. Mysal islenende a sana (+)
bolanda q sany tapmak ii¢in yetmezi bilen , a san (-) bolan halatynda -a sany



b sana artykmajy bilen q we r sanlary tapyarlar.

2. I uly umumy béliiji.
Biz gelickde sanlaryii difie (+) boliijilerine seretjekdiris . Eger-de a san b sana
kratny bolsa, biziii bilsimize gora b san onun bolijisidir. Eger-de kdbir s san

g o o e~

bolijisi diyip aydylyar. a we b sanlaryni umumy bolijilerinifi i ulysyna ol
sanlaryfl il uly umumy bolijisi diylip aydylyar,we ol (a,b) gorniisde belgilenyar.
Eger-de iki a we b sanlaryl ifi uly umumy boliijisi 1-e def bolsa, onda olara
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olaryii islendik iki sanysy 6zara yonekey sanlar bolsalar. Baggaca aydanyfida
V1<i= j<n nomer u¢in (a;,3;)=1 sanlaryf iii uly bolijisi 1-e defi bolsa)

ticin : 8,12,15 sanlar jiibiit-jiibiitden yonekey déldirler sebdbi  (12,15) =3
(8,12)=4 bolyandyrlar.

Yokardaka mefizeslikde 6zara yonekeylik diisiinjesi 2-den kop sandaky
sanlar iigin hem kesgitlenindir. Yagny
(a1,8,...,a)=1 (sanlaryn ifi uly umumy boélijisi 1-¢ def bolsa) onda bu sanlara
zara yonekey diyip aydylyar. Mysal ticin: Yokarda berlen 8,12,15 sanlar dzara
yonekeydirler. Hakykatdan hem ol sanlaryf i uly umumy boliijisi 1-e defidir .

Kesgitlemelerden gorniisi yaly berlen sanlar . Jiibiit-jiibiitden yonekey
bolsalar , onda olaryil 6zara yonekey bolcakdyklary diisniiklidir . Yone iki sany
san ligin 6zara yonekeylik hem-de jiiblit-jiiblitden yonekeylik diisiinjeleri gabat
gelyandirler.

Indi 2 sany sanyfi umumy bolijileri {ligin dogry bolan kédbir hasiyetleri belldp
gecelifi .
1) Eger-de a san b sana kratnyy bolsa, ondaa we b sanlaryil umumy
bolijjilerinifi toplumy b sanyfi bolijilerinifi toplumy bilen gabat gelyandir we
hususan (a,b)=b defilik dogrudyr. Hakykatdan hem a sanyi b sana
kratnydygyna gord , (a b-he galyndysyz boliinydn bolsa,) b-nil her bir boliijisi
a sany hem bolyandir. Onda b sanyi her bir boliijisi a we b sanlar ticin umumy
bolijidir hem-de tersine a we b sanlaryil her bir umumy bolijjisi b sanyi
bolijisidir. Diymek a we b sanlaryfi umumy bdélijileriniiito plumy bilen b sanyi
bolijilerinifi toplumy gabat gelyandirler. Hususan bu toplumlaryfi i uly
elementleri bolan (a,b) we b sanlar 6zara defidirler. (a we b sanlaryfi i uly
umumy bolijisi).
2)Eger-de a=bqtsbolsa, ondaa we b sanlaryfl umumy bolijilerinit toplumy
bilen b we s sanlaryin umumy bélijjilerinifi toplumy gabat gelydr. Hususan
(a,b)=(b,s) (abilen b-nifi it uly umumy bolijisi b bilen s-ifi it uly umumy
bolijisi dendir.) Hakykatdan hem boliyjiligii yokarda owrenilen hasiyetlerinden
a bilen b-nifi umumy bdélijjisine s san hem bdliinyandir. 2-nji bir tarapdan b-nifi



hem-de s-nii umumy béliijisine sol hdsiyete goré , a san hem boliinyandir .
Diymek , a we b sanlaryfl umumy bolijilerinifi toplumy bilen b we s sanlaryii
umumy bolijilerinii toplumy gabat geldndirler. Seylelikde bu toplumlaryfi i
uly elementleri bolan (a,b) we (b,s)sanlar 6zara dendirler.

a we b sanlaryii ifi uly umumy B-sini tapmak iicin Yewklid algaritmi ady
bilen belli indiki diizgiinden peydalanmak miimkindir.

Goyawe b (+) sanlar bolsun (0-a defi dél, 0-dan uly , O-la defi bolsada (-)
sanlar bolmasyn ) onda galyndyly bolmegifi algaritiminden peydalanyp olaryii
birini beylekisine , Mysal ii¢in : a sany b sana boliip alarys. a=bq,+r; sofira

0<r,<b r, =0 hasap etmek bilen b-ni r-i {isti bilen yokardaka
menzeslikde afladalynn . b=r; Q,+r, 0<r, <1, .

Eger-de r, =0 bolsa, r;-i galyndyly bolmegifi algaritiminden peydalanyp r,-
nin isti bilen afiladarys. r, =r,q,+r, 0<r,<r, r,=0 bolanda suprosesi
dowam etmek bilen ahyr sofiunda béliinméniii galyndysyz yerine yetyéan
yagdayyna eye bolarys.(¢iinki bu yzygiderli bolinmelerddki  rq,I5,03,...
galyndylar birsyhly kigelyédrler . Seylelikde olaryii (-) bolup bilmeyandiklerine
gord , tiikenikli gezek boliinmelerden sofi, galyndysyz boliinmé eye bolunar).
h=0rLas+0h, N, =00 1
0<r <r. N =l
Seyle usul bilen tapylan, if sofiky 0-dan tapawutly r, galyndy a we b sanlaryii
i uly umumy bolijisidir . Muny subut etmek {i¢in ilki bilen 1, —nyfia we b
sanlaryil umumy bdéliijisi bolyandygyny sofira onufi bu a we b sanlaryn islendik
umumy bolijjisine galyndysyz boliinyandigini (kratnydygyny ) gorkezmelidir.

Hakykatdan hem sofiky defilikden r,; sanyfi re-a kratnydygyna gord, 6fi
yanyndaky defilikden 1., We r; sanlaryii hem r,, Sana bolinyandiklerini ,
basga¢a aydanynda r-nyfi 1.1 We I, sanlaryfi umumy bolijisidigini taparys.
Onda su pikir yoretmeleri dowam etmek bilen alynan deifiliklerde yokarlygyna
hereket edip, r; we r, sanlaryii hem , seyle hem b we r; sanlaryii , ahyr sofiunda
a we b sanlaryfi umumy boliijisi bolup , ry sanyn hyzmat edydndigini goreris.

Indi kdbir d sana we b sanlaryfi il uly umumy boliijisi bolsa, onda ol b we r;
sanlaryil hem ifi uly umumy boliijisidir . 3-nji defilikden onufi r; We r, sanlaryi
hem 1fi uly umumy bolijisidigini su pikir yoretmeleri alnan defiliklerde
yokardan agaklygyna dowam etmek bilen d sanyfi r, We I Iq-il 1y
galynda kratnydygyna goréd bolsa, sol umumy boliijinii 1,-nyfi 6zi bilen gabat
gelyandigini taparys.

Indi netijeler ansatlyk bilen alynyandyrlar.

1) a we b sanlaryin umumy bolijilerinit toplumy a we b sanlaryfi i uly umumy
bolijisinii boliijilernifi toplumy bilen gabat gelyéandir.
2)Buii UUB-i Yewklidifi algaritimindiki ifi sofiky 0-dan tapawutly r,
galynda defdir.

Indiki tassyklamalar afisatlyk bilen subut edilyéndirler.

Teorema:

galyndysyz boliinyar.



1) Islendik m(+) san tigin (am,b'm)=m(a,b)
2) Eger-de b=(a,b) (delta a bilen b sanlaryin UUB-sine defi bolsa) onda

ab) (ab) ;. a b ) (ab) . . i
(E’Ej =5 defilik dogrudyr. Hususan ((a,b)’ (a,b)} ~(ab) =1 i UUB-sl.
Subudy: Yewklid algaritimindéki yzygiderli bolinmelerde #hli defilikleri m
sana kopeltsek sol gatnasyklar am, b'm, rym, rym, rym kopeltmek hasyllary
icin alynarlar . Bu diyildigi tdze alnan gatnasyklardaky ifi sofiky 0-a defi
bolmadyk galyndynyfi m', kopeltmek hasylyna defidigini afiladyar. Bu diyildigi
am we b'm kopeltmek hasyllarynyfi ifi UUB-sinifi m', sana dendigini ,Yagny
(a-m,b-m)=r,-m=m(a,b) defiligii dogrudygyny afiladyandyr. Teoremanyfi
tassyklamasynyf 2-nji boleginiii subudyny almak {i¢in indiki gatnasyklaryfi
dogrudyklaryny gérmek yeterlikdir.

(3 9) _(ab)

(s ejfs2) (1)

Ifn UUB-jinifi indiki hésiyetleri sanlar nazaryetiniii meseleleri 6wrenilende
dhmiyetli ulanyslary eyedirler.

Teorema: Eger-de (a,b)-1 onda (as,b)=(s,b) it UUB-sine defidir.
Hakykatdan hem (as,b) kesgitlemd gord as we b sanlaryfi UB-lerinifi ifi
ulysydyr. Onda as we b sanlaryii UB-sinifi as we b's sanlaryfi hem UB-si
bolyandygyna gord,onda bu kopeltmek hasyllarynyn it UUB-si (as,bs)=s(a,b)=s
bolyandygyna gord s sanhem as we b sanlarynl her bir UB-sine boliinyéndir .
Diymek bu UB —ji s we b sanlar {igin hem UB-i bolup hyzmat edyandir.
Seylelikde as we b sanlarynn UB-lerinifi toplumy , s we b sanlaryfi UB-leriniii
toplumyny beryandir . 2-nji bir tarapdan s we b sanlaryfi her bir UB-si a's-ni
hem bolyandir. Onda ol as we b sanlar ticin UB-dir . Seylelikde as we b sanlaryfi
UB-leriniii toplumy s we b sanlaryi UB-lerinifi toplumy bilen gabat gelyandir.
Onda bu toplumlaryfi ifi uly elementleri 6zara dendirler.

Teorema: Eger-de (a,b)=1bolsa, hem-de as we b sana boliinyan bolsa, onda s
san b sana bolinyéandir.

Subudy: as kopeltmek hasylynyf b sana kratnylygyndan hem-de s b kdpeltmek
hasylynyfi hem b sanakratnylygyndan b sanyfi as we bs kopeltmek hasyllary
ticin UB-j1 bolup hyzmat edyénligini has dogrusy ol kopeltmek hasyllarynyfi
UB-sidigini goryéris . Onda yokarda getirlen tassyklamadan (as,bs)=s (a,b)=s
sanyfl b sana boliinyandigine eye bolarys .

Teorema:a,,a,,...,a, sanlaryi her biri by,b,,...,b,, sanlaryi her biri bilen 6zara
yonekey bolsa, onda (a;a,...a,,0b:b,...b,)=1olaryn kopeltmek hasyllary hem
yonekeydir.

Subudy: Hakykatdan hem yokarda subut edilen tassyklamalardan indiki
deiiliklerii afisatlyk bilen alynyandygyny gormek kyn déldir. vk nomer

ligin  (a,3,..a,.b)=(a,a;..2,.0)=(8;..a,.b,)=... = (a,.b,) =1

2-nji bir tarapdan A=a,-a,-...-a, belgildp

(b,b,..b,, A)=(b,b,..b,,A)=(b,..b,,A)=...=(b,, A)=1.
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Eger-de 2-den kdp sandaky sanlaryn it UUB-sini tapmaklyk talap edilyan
bolsa, onda ol 2 sany sanyq ifi uly UUB-sini tapmaklyga syrykdyrylyp ,
hasaplanyar. Hakykatdan hem eger-de a;,a,,...,a, sanlaryfl it UUB-sini tapmaly
bolsailki bilen (a;,ay)=d, (olaryii ilkinji 2-sinifi ifi UUB-sini tapyarys) d,-ni
tapyarys, sofira (d,,a3)=0; we sufia mefnzeslikde dowam etmek bilen ahyr
sofiunda (dn2,85.1)=dn1 tapyp, (dn1,8,)=d, dy-santapylar . Bu d, san berlen
sanlaryfi ITUUB-sidir. Yagny d,=(ay,a,...,a,).

3. Yonekey sanlar

1 den uly bolan her bir bitin sanyf il azyndan 2 sany bitin bolijisi bardyr.
Hakykatdan hem ol sanlaryfi her biri hic bolmanda 1-e we 0ziine boliinyéandir.
Eger-de 1-den uly bitin sanyfi boliijilerinifi sany 2-den kop bolmasa, yagny ol
difie 6ziine hem-de 1-e bolinydn bolsa, onda ona yonekey san diyip aydyar.
Tersine yagdayda ygny 1-den uly sanyfi 1 we 6ziinden basgada (+) boliijisi bar
bolsa, onda ofia diizme san diyip aydyar.

T1. 1-den uly sanyfi 1-den tapawutly in kici boliijisi yonekey sandyr.

C hakykatdan hem goy q 1-den uly a sanyn 1-den tapawutly ifi ki¢i boliijisi
bolsun. Eger-de bu san diizme bolsa, ol 1<q;<q defisizligi kon-yan kébir q;
bolija eye bolar. Bu yagdayda a san q sana kratny bolmak bilen onufi her bir q;
boliijisine hem kratnydyr. Bu diyildigi yokarda aydanymyza ters bolan yagny a
sanyfi 1-den tapawutly i kici bolijisinifi q sandygy hakykatdaky glimanymyza
ters bolan yagdaya getirer. Seylelikde g-nyn diizmedigi hakyndaky eden
caklamamyz nadogrydyr.

a=q-a; = Oy (t'a1)=0;a,
=0t

T2. A diizme sanyd il kici 1-den tapawutly boliijisi va -dan uly dildir. C
hakykatdan hem goy a diizme sanyii 1-den tapawutly ifi ki¢i boliijisi q bolsun.
Onda a=a;'q deiilik kdbir a; bitin san bilen yerne yetyandir. Edilen talaba gora,
(9-nyn 1-den tapawutly i ki¢i bolijidigine gord) a;>q bolmalydyr Seylelikde
a=a,'q>q'q=q’ defisizlige eye bolarys. Ya-da bu yerde q°<a ya-da basgaca
g <~a deiiliklige eye bolarys.

Eratosfen gozenegi.

Ikki bilen sanlaryf tiikeniksiz kopdiigini belldlin. Hakykatdan hem islendik
k sany pi, P2,..., pn yOnekey sanlar iicin olaryfi arasynda saklanmayan basgada
bir yonekey sanyfi bardygyny gorkezsek, onda k sanyfi erkindigine gori,
yonekey sanlaryn t-siz kokdiigini afiladyan subutnama bolardy. pi, pPa,... pk +1
sanyfl m kici 1-e defi bolmadyk natural boliijisi py, py,.., Pk sanlaryfl arasynda
saklanmayan kibir yonekey sandyr. Bu diyildigi islendik k sany yonekey san
ticin basga bir yonekey sany hem gorkezmek miimkindigini afiladyir. Indi
eratosfen gozenegi diyilip atlandyrylyan diizgiinden peydalanyp kébir N natural
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sandan uly bolmadyk, yonekey sanlaryn tablisasyny diizmekligi 6wrenelii
munuii licin ilki bilen bu N sandan uly bolmadyk &hli natural sanlary yazyp
¢ykyarys.

1,2,3,4,5,6,7,8,...,N (1)

bu san hatarynda duran 1-den uly i kigi san 2-dir. Ol difie 1-e we Oziine
boliinyar. Diymek bu san yonekeydit. (1)-nji san hatarynda ikinifi 6ziine ge¢cmén
2-4 kratny bolan dhli bitin sanlary ¢yzyp c¢ykyarys (bgiinki olaryn natural
bolijilerinii sany 2-den kopdiir) we sofa gordde olar diizme sanlardyr. 2-den
sofi ¢yzylman galan sanlaryfi icinde m kigisi 3-diir. Ol difie 1-e we Oziine
boliinyér. Sofia gord-de ol yonekeydir. Seylelikde 3-iii 6ziine degmén ofia kratny
bolan sanlaryfi &hlisini ¢yzyp ¢ykyarys. 3-den sofiky ¢yzylman galan sanlaryn
arasynda in kigisi 5-dir. Ol 2-4 we 3-e boliinmeyar (eger boliinen bolsady, onda
ol ¢yzylardy). Sona gord-de, difie 1-e we Ozline degmédn bu sanhatarynyi 5-e
kratny bolan dhli sanlaryny ¢yzyp c¢ykyarys. Su prosessi dowam edyiris. Seyle
usul bilen, p yonekeyden kici bolan dhli yonekeylerii kratnylary c¢yzylyp
¢ykylandan sofi, p2-dan ki¢i bolan &hli c¢yzylmadyklar, yonekeydirler.

Hakykatdan hem p2-dan kigi bolan her bir a diizme san Ja _dan uly bolmadyk
Oziinifi i kigi yonekey bolijisiniit kratnysy hokmiinde ¢yzgylardy.

Ja (<p) seylelikde

1) p yonekey sanyii kratnylaryny ¢yzmaklygy p2-dan baslamaly.

2) N-den uly bolmadyk yonekey sanlaryi tablisasyny diizmek  -den uly
bolmadyk @hli yonekey sanlaryfi kratnylaryny ¢yzyp ¢ykanymyzdan sofi tamam
bolyar.

4. In Kici umumy kratny.

a we b sanlaryfi 2-sinede boliinyén sana bu sanlaryfn umumy kratnysy diyilip
aydylyar. Umumy kratnylaryfi in kigi (+) —ne berlen sanlaryfi ifi kigi umumy
gorniisinde belgilenyéar . Mysal ti¢in: 5 we 6 sanlaryn in KUK-sy 30 [5,6]=30 .
Biz geljekde difie (+) sanlaryi umumy kratnylaryna seretjekdiris. Ilki bilen a
bilen b sanlaryfi UK-laryny tapalyi.

Indiki tassyklama dogrydyr.

T1. Islendik biten a san P yonekey san bilen ya 6zara yonekeydir ya-da P
sana bolinyandir.

C. bu tassyklamanyfi subudyny almak ii¢n (a, P) (sanlaryf it UUB-si) ya 1-
¢ den ya-da P-den

(a,p)= {1 a bilen 6zara yonekey bolanlarynda (a,p sana bolinmese)
p

a san p sana boliinse
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T2. egerde birndage kopeldiilerin kopeltmek hasyly p yonekey sana
bolynydn bolsa onda kopeldejilerint hic bolmanda biri bu sana boliinyandir C
hakykatdan hem kopeltmek hasylynyn kopeldijilernii her biri subut edilen
gecen tassyklama gord, a P san bilen 6zara yonekeydir ya-da P sana
boliinyandir. Eger-de kopeldiilerinn dhlisi hem P yonekey sana boliinydn bolsa
onda kopeldyilerii hi¢ bolmanda biri bu sana boliinyandir C hakykatdan hem
kopeltmek hasylynyfi kopeldijilerinin her biri subut edilen gegen tassyklama
gord, a P san bolsa Ozara yonekeydir ya-da P sana boliinyandir. Eger-de
kopeldijilerii dhlisi hem P san bilen O6zara yonekey bolsalar, onda olaryi
kopeltmek hasyly hem P san bilen 6zara yonekeydir (6fiden bilgimize gora, (a,b)
Ozara yonekey bolup, a'c b sana boéliinse, onda ¢ san b sana bolinyandir).
Seylelikde kopeltmek hasylynyn kopeldijilerinin hi¢ bolmanda biri P sana
boliinyandir. Teorema subut edildi.

T3 1-den uly islendik bitin sany kopeldijilerifi tertibini hasaba almanyfida
yeketdk hasyly goriisinde afilatmak miimkindir.

C Goy a 1-den uly a>1 islendik bitin san bolsun. Onda bizifi bilsimize gora,
onun 1-den tapawutly ifi kigi boliijisi kdbir P, yonekey sandyr. Onda kébir a; san
bar bolup, a=p;-a; deiilik yerne yetyéndir. Egerde a;>1 diysek, onda onuii 1-den
tapawutly il ki¢i bolijisi p, yonekey san bilen, kibir a, san tapylyp, a;=p,-a,
defilik yerne yetyandir. Eger-de a,>1 bolsa, onda su prosesi dowam etdirmek
bilen ahyr sofiunda kébir a,=1 pay bolan yagdayyna yagny a, ;=p, — yonekey san
bolan yagdayyna geleris. Seylelikde bu alnan deflikleri biri-birinde ornuna
goymak bilen

a=P1'a1=P1’P2'a2=P1'P2'P3'a83= =P1'P2P3-..Pn
afilatma eye bolarys. Bu deflikddki pi sanlar yonekey sanlardyr. Indi sanyi
yonekey kopeldiilere bu dagytmasynyfi kopeldijjilerii  tertibini  hasaba
almanyfida yeketikdigini gorkezelin. Goy a san y¢in a=p; p,...p, (1) afilatmadan
basgada kidbir a=q;°q,...qs (2) bu sanyil qi yonekey kopelijilere dagytmakdan
P1P2-..Pn=01°q2-..qs (3) defilik alnar.

Bu deiiligin sag tarapynyfi q; sana boliinydndigine gord, onuil c¢ep
tarapynynli hem sol sana boliinjekdigi diisniiklidir. Bu yagdayda defligin ¢ep
tarapyndaky kopelyjileriii hi¢ bolmanda birinifi bu q; sana boliinmelidigi yokarda
subut edilen tassyklamadan gelip ¢ykyandyr. Kesgitlilik iicin goy p; kopeliji q;-€
yonekey kopeliji bilen denligin alynar. Yagny pl=ql seylelikde (3) defiligini iki
tarapyny hem pl=ql sana bolmek bilen p,ps...pn=0."qs°qs (4) deiiligi alarys. Bu
defilikden onufi sag tarapynyi q,-d4 boliinyandigine gord, onufi ¢cep tarapyndaky
kopeltmek hasylynyn kopelijilerinit hi¢ bolmanda birinii mii/n: p,-nifi bu sana
bolinmelidigi alynar. Bu diyisedigi p,=q, deiiligi afladardy. Yene-de (4)
defiligin iki tarapyny hem p,=Q, sana bdlmek bilen su prosesi dowam etdireris
we ony birndge gezek gaytalanymyzdan sofl s>n bolan yagdayynda 1=qp4;.....qs
deiilik alynar. s<n ps:;...ps=1 yOne yonekey sanyii kesgitlemesine goré, sonky
yazylan defilik miimkin dil defilikdir. Hi¢ bir yonekey sanlaryfi kopeltmek
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hasyly 1-e defi bolan (1) we (2) yonekey kdppeldijilere a sanyn diirli gérniisdéki
dagytmalary bardygy hakyndaky aydan glimanymyzynn nddogrydygyny
afiladyar. Basgaca aydanyfida 1-den uly islendik a sany yeketdk usul bilen
yonekey kopeldijilerii kopeltmek hasyly gorniisinde (1) defilikddki yaly edip
afilatmak miimkindir (eger-de kopeldijilerii tertibini hasaba almanyfida) yone
(1) dagytmada kéabir yonekey sanyfl birndce gezek gaytalanmagy miimkindir.
Eger-de bu dagytmadaky pi, pa,..,pn yonekey kopeldijilerin arasyndaky diirliileri
P, P2..., px we olaryn bu defilikddki gaytalanyslaryny (kratnylyklaryny)
degislilikde oy, ap,..., o (ou+ ap + +oy=n) diysek, (1) deflikden a sanyi
yonekey kopelijilere kanonik dagytmasy diyilip atlandyrylyar a = p™ p%:....p¢
deiiligi alarys. Teorema subut edildi.

a sanyn yonekey kopeldijilere kanonik dagytmasyndaky o, ap,... ok
sanlara p;, p,, ....px yonekey kopeldiilerii degisli kratnylyklary diyip
aydylyar.

T4. Goy a=plps..p» - a k d a sanyf yonekey kopeldijilere kanonik
dagytmasy bolsun. Onda a sanyii &hli bolijileri bilen a = p/ p?...p% (*)-bu
yerde O0<Bi<o;, I=1k gomiisddki sanlaryn &hlisi we difie solar hyzmat
edyandirler.

i=1,k 1 bilen k-nyfi arasyndaky dhli bahalary {i¢in yerne yetyandir.

C hakykatdan hem goy a a sanyfi boliijisi bolsun. Onda, kibir q san bar bolup
a=d-q defilik yerne yetyandir. Seylelikde sofiky defilikden d sanyii &hli yonekey
bolijilerinifi a sanyfi hem olaryfi d sandaky kratnylyklaryndan az bolmadyk
kratnylyklary bilen bolijileridikleri gelip ¢ykyandyr. Bu diyildigi d sanyii (*)
gorniisdiki kanonik dagytma eye bolmalydygyny afladyar. Tersine her bir (*)
gornlisddki kanonik dagytma eye bolan a sanyn boliijisidigi diigniiklidir.

Sanlar nazaryyetinde ulanylyan funksiyalar.

5. [x] we {x} funksiyalary.

k. [x] fisy &hli hakyky sanlar koplerinde kesgitlenen b/n, x-den uly
bolmadyk ifi uly bitin sany afiladyandyr. We ol bitin bolegi diyen atlandyrylyan
f-dyr. Mii/n: [7, 41=7, [5, 2]=5, [0, 9]=9, [-2, 31]=-3.

{x} f-sy hem &hli hakyky sanlar kopliiginde kesgitlenen b/n, {x}=x-[X]
(x=[x]+{x}) defilige gord, kesgitlenityin drob bilen diyilip atlandyrylyén f-
yadyr. Mysal: {x}= x2,3-[x2,3]

{2, 3}=0,3(=2, 3-[2, 3]=0,3)

{-5, 4}=-5,4-(-6)=-5, 4+6=0,6.

Bitin hem-de drob bdlekleri d-n atlandyrylyan bu f-yalr sanlar nazaryetinde
ahmiyetli br-yalardyr. Mii/n: bitin bdlegi diylen f-ya bilen indiki tassyklamada
gabat gelyaris.
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T1. n! Kopeltmek hasylyna p yonekey sanyfi girydn derejesi

P
s F e
Pl LP P jemi defdir.

C. Hakykatdan hem n! Kopeltmek hasylyndaky kopelyilerii arasynda p

n

sana kratnylarynyn sany [p } sana deidir. Bu kopeljjilerii arasynda p2

n

kratnylarynyfi sany [p 2} sana defi galar.

n

Bu sofiky kopelijilerini arasynda p3-e kratnylarynyfi sany bolsa, L’ 3} sana
dendir we s. men. Seyle usul bilen alnan sanlaryfi jemi bolsa g6zlenilyén
derejaki (n!-a girydn p yonekey sanyn cerejesini) deryandir. Ciinki

n! Kopeltmek hasylynyfi her bir pm+1 derejd kratny bolmadyk, yone pm
kratny bolan, kopelyjisi gorkezlen usulda p, p2,..., pm derejelere kratny
hokiiminde ylayyk m gezek hasaplanyandyr. Teorema subut edildi.

Multiplikatiw funksiyalar.

K1. Multiplikatiw f-ya d-n,

1) 0(a) (tetafunksiyaO @hli bitin (+) sanlary kopliiginde kesgitlenen bolup,
busanlaryfi hi¢ bolmanda birinde 0-la defi bolmadyk baha kabul edyéan b/sa;

2) Islendik (al, a2)=1 bolan, al we a2 sanlar ii¢in 0(al-a2)=0(al)0(a2) serti
konyan bolsa, tetefunksiyasyna ay-yar 6(a).

Multiplikatiw f-yalaryfi i sadalarynyn biri 6(a)=as bu yerde s — islendik
hakyky ya-da kompleks san, gorniigde kesgitlenilyén f-ya hyzmat edip biler.

Yokary getirydn kesgitlemeden gorniis yaly 6(a) multiplikatiw f-yasynyi
0(1)=1 serti kan-yandygyny gormekansatdyr. Hakykatdan hem egerde a0 bitin
(+) san bolup, 6(a0)#0 bolsa kesgitlemeden 6(a0)= 6(a0-1)= 6(a0)-0(1) defilik
alynyp, bu yerden 6(1)=1 bolmalydygyny taparys. Deiiligii iki tarapyny hem

0(a,) 0(a,)0(1)
1= 2%~ g(a, 1) =
(0(a0)#0 sana bolyiris) 1= 0(a0-1)= (@) 6(a,)

Mundan basgada islendik iki sany 61(a) we 02(a) multiplikatiw f-yalaryn
0(a)= 01(a)'02(a) kdpeltmek hasylynyfi hem multiplikatiw f-dygyny subut etmek
afisatdyr. Dogrudanda 6(a) @hli bitin (+) sanlar kopliiginde kesgitlenip, 6(1)=1
bolendygy dusniiklidir (tetanyfi bir nokatdaky bahasy bir bolyandygy bu,
diyildigi multiplikatiwligii bir serti yerine yetyir) ikinji bir tarapdan islendik
lal, a2|=1 serti kan-yan al we a2 sanlar ii¢cin

O(al-a2)=01(al-a2)-02(al-a2)=01(al)01(a2)02(al)62(a2)= 6(al)6(a2)
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sofiky alnan defilik multiplikatiwligiii ikinji sertinii hem yerne yetyandigini
gorkezyar. Diymek islendik iki sany multiplikativ f-yalaryii kopeltmek hasyly
hem multiplikatiwdir.

Tl. Goy 6(a) multiplikatiw f-ya, =2 P2 P - a sanyll yOnekey

)
kopeldijilere dagytmagy bolsun, onda d/a a sanyfi dhli a boliijiikleri boyunga

_ 2 |
%9(d)— 1+t9(p1)+9(p1 )+...+¢9(p1 )t

d/a

. 2 “
1+0(py) +0(p3) +..40(py 2 ) ...

{10 )+ 00 )+ 0]
alynyan jemi belgilesek,
defilik dogrudyr (a=1 bolan halatynda bu deiiligiii sag tarapyny 1-e defi d-n
hasap edyiris). Subudy: tassyklanan tojdestwony subut etmek iicin sag
tarapyndaky skobkalary alyarys. Onda 9(1")-0(p2") .- 0(pi*) = 0(pr" Py py)
bu yerde 0<Bi<ai i=1,%.

funksiyasynyn kesgitlemesinden
0.(pi)=-0(p;)=u(p;)-6(p;)  hem—de  6,(py)=p(p;)-
-0(p;) =0, s>1

gatnasyklara eye bolyandygymyzy nazara alsak taparys.

> u(d)- 0(d)= 1+ 6, (p, )+ .+ 0(p2 - L+ 0, (py ) ..+ 0(pg2 )

d\a

i+ 0(py )+ 0(pg == 0(py)- 0= 0(p,))-...- @—6(p, )

1, a=1 bolanda
0, a>1 bolanda

> uld)=

H.1 d\a

>ou(d)=

{1, a=1 bolanda}
Bu netijinii  subudyny almak {i9\2 ¢

0, a>1 bolanda

m

subut edilen teoremada 0(a)=1 diyip,hasap etmak yeterlikdir.
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Bu tassyklamanyn subudyny almak {i¢in subut edilen teoremada

1
0(a)>
a diyip saylap, almak yeterlikdir.

T.1 Goy bitin (+) 0=01,05,...,0y sanlara hakyky vya-da

kompleks bolan, F=f T sanlar degisli bolsun, onda S’
bilen  S-nyn 1-e defi, O-nyfi d sana kratnylaryna degisli bolan f-lerii
jemini belgilesek bahalaryna degisli bolan  f-lerin bahalarynyn jemini

S bolan bolsa,

§'=3u(d)- S, defilik dogrudyr. Bu yerde jem 9O -laryn
hi¢c bolmanda birini bolyan dhli d natural boliijiler boyunca alynyadyr.

S'=f, > u(d)+ f, X u(d)+..+ f, >p(d)
S.Belgilemelere gora d\3y d\3, d\3,
bolup, sol bir &  natural bolija, eye bolan ¢lenlerii dhlisi bir

denilik dogry yere toplap , hem-de olarda bar bolan umumy u(d)
kopeljini skopkanyn dasyna ¢ykarsak , skopkanyn i¢cinde galyan arflatma
yokarda belgilenen, Sa- d natural boliiji eye bolan #hli O — lara degisli f-
lerm jemine dendir. Bu diyildigi teoremanyn tassyklamasyny anladyar.

6. Eyler funksiyasy.

K.1 Eyler funksiyasy ¢(a) &hli bitin (+) a sanlar ii¢in kesgitlenen
bolup, 0,1,2,....,a-1 (1) sanlaryn arasynda asan bilen G&zara
yonekeylerin sanyny anladyar.

Mysal: ol)=1 o2)=1 oB8)=2 o4)=2  ¢5)=4

Indiki teorema adalatlydyr.
Goy, a=p;t- Py e P a sanyn yonekey kopelijilere
dagytmasynynl kanonik gorniisi bolsun. Onda

(p(a):a(l—pil)[l—piz]....(l—pik] (2) ya—da

o(@)=(pe" - py?)-(pg — p ) (pi — p)  (3)
hususan (p(p“) bolanda,

o(p®)=p - p*t=p*(p-1) o(p)=p-1 p
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Islendik p yonekey o >1 (o birden uly natural sanlar ii¢in )dogrudyr .
Subudy.Myobus funksiyasy ii¢in yokarda subut edilen belli teoremada & we f
sanlary seyle saylap alalyn .Goy x (1) —nji sanlar sistemasyndan dhli elementleri
0ziine baha deregine kabul edydn bolsun , hem-de bu yagdayda & =(x,a) we
f=1 ona degisli edelin . Onda solteoremadaky S’ ululuk & =(x,a) sanlaryn bire
defilerinin sanyny anladardy. S, -d sana kratny bolan & = (x, a)-laryn sany .
Seylelikde yokarda aydylanna gori ,(x,a) sanyn d sana kratny
bolmaklarynyn zerur sertinin bu sanlaryn her birinin d sana kratny
bolmalydyklaryna goérd a san d sana galyndysyz bdoliinmelidigini nazara
alsak bu yagdayda s, ululyk x -lerin d sana kratnylarynyn sanyny

anlladardy. Ya-da basgaca aydanyiida % sana den bolar.

o(a)=Yu(d)2

d\a d

TR e Ay

dogry bolan denligi nazara alsak, teoremanynn subudyny alarys. Subut
edilen teoremadan  @(a) Eyler funksiyasyny#i multiplikatiw funksiya

bolyandygyny gormek kyn daldir.
Hakykatdan hem. Eger-de (a,,a,)=1bolsalar, onda alnan formula géri ,

olay,a,)=¢la,)-o(a,)

Seylelikde

7. Denesdirmelerin  kibir ayratyn hésiyetleri .

1).denesdirmelerimi iki tarapynynl umumy boliijisi modul bilen 6zara yonekey
bolsaonda denesdirmeleriii iki tarapyny hem bu umumy boliija bolmek
miimkindir.

Hakykatdan hem goy, a =b(mod m) bilen
a=a,d, b=bd, we  (d,m)=1 bolsun.
Ondaserte gérd a—b=d(a, —b,) tapawut m-e galyndysyz bolinyindir.
Bize 6nden belli bolsuna gord , buyagdayda a, —b, m modula galyndysyz
bolinmelidir . Bu diyildigi belli bolan teoremadan a, =b,(mod m)
denesdirmi eye bolarys.
2). Denisdirminimt ki arapyny hem onuit modulyny hem sol bir sana
kopeltmek miimkindir. Yagny eger-de a=h(mod m) bolsaondaislendik k
saniicin  a-k=b-k(mod mk)  yerine yetyindir.
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Hakykatdan hem a=b(mod m) gatnasykdan a=b+mt t-bitin san
gatnasygy alarys. budenligin iki tarapyny hem k sana kopeltmek bilen
a-k=b-k+mk-t denlige eye bolarys.

Bu yerden belli teoremadan peydalanyp a-k=b-k(mod mk)
denesdirméini taparys.

3). Denesdirméninn iki tarapyny hem , hem-de onun modulnyii hem olaryn
islendik umumy bolijjisine bélmek miimkindir . Hakykatdan hem eger-de
a=b(mod m) bilen a=a,d, b=b,d, m=m,d bolsalar onda bize belli
bolan tassyklamadan alynyan (a=b+mt) a,d =b,d +m,d -t deinligin iki
tarapyny hem d sana bdlmek bilen «a, =b, + m,# bolmalydygyny ya-da
basgaca aydanynda a, =5, (mod m 1) bolyandyklaryny alarys.

4). Ege-de a we b sanlar birnd¢e modullara gora denesdirerlikli bolsalar, onda
olar b modullaryn m ki¢ci umumy kratnysyna gord hem

denesdirerliklidirler.

Hakykatdan hem eger-de
a=b(mod m,)a=b(mod m,)....a=b(mod m,)
bolsa, bize belli bolan teoremadan a-b tapawudynl  m,,m,,...,m, modullara
galyndysyz boliinmelidigi gelip ¢ykyandyr. Onda bu tapawut modullaryii i
kici umumy kratnysyna hem boliiner . Bu diyildigi a we b sanlar modullaryn
m ki¢i umumy m,,m,,...m,
kratnysyna gori tdze alynyan anlatma oiki bilen m modula gora

5). Eger-de denesdirme m modula gérd yerne yetyidn bolsa , onda ol bu
modulyn islendik bolijisine gord hem yerine yetyandir.

Hakykatdan hem eger-de a=b(mod m) bolsaondaa-b tapawut m
modula gorad galyndysyz boliinyandir. Onda ol tapawut m sanyn islendik d
boliijisine hem galyndysyz béliinyéndir. Bu diyildigi a=b(mod d)
deniesdirme dogrudyr.

6). Eger-de denesdirmédnin haysy hem bolsa bir tarapy hem-de modul kébir
sana boliinyén , bolsalar, onda ol sana deniesdirménin beyleki tarapy hem
boliinyandir.

Bu hisiyeti subut etmek iigin a=b(mod m) defiesdirmeden gelip
¢ykyan a=Db+mt t-bitn san denligin ¢ep tarapy a we onun 2-nji gosulyjysy
mt kopeltmek hasylynyn kébir c sana bolinydndiginden , sag tarapynda 1-nji
gosulyjysy b-nift hem bu sana boliinmelidigini hasaba almak yeterlikdir.

7). Eger-de a=b(mod m) bolsa, (a,m)=(b,m) bolyandyr.

Bu hisiyetit dubudyiicin serte gord , a=b+mt t-bitin san bolyandygyny
, hem-denleméni buyagdayda a we m sanlarynn UB-jilerinit toplumy bilen
b we m sanlaryn UB-jilerinit toplumynyn gabat gelydnliginden hem-
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denleméni buyagdayda hususan (a,m)=(b,m) bolyanlygyndan
peydalanmak yeterlikdir.
8) Eger-de

a, =by(mod m)a =b(mod m)...a,=b,(mod m)

x=y(mod m)

bolsalar onda
a X" +ax" . +a, x+a, =by" +by" +by "+ 4+b, Y+
+b,(mod m)

denesdirme dogrudyr.

8. Ayyrmalaryn doly sistemasy.

M modula gord denedirerlikli sanlar bu modul boyunc¢a sanlaryn klasyny

emele getiryandirler. Solbir klasa degisli bolan sanlaryn ahlisinin bu modula

boliinende den galynda eyedikleri bellidir. Eger-de mq+r yazgyda q &hl

miimkin bolan bitin sanlardan bahalar alsa ondabuklasyin (m-e boliinende r

galynda eye bolan sanlaryn klasynyi) &hli sanlaryny almak miimkindir.
—4=5(-1)+1 ~9=5.(-2)+1

Seylelikde her bir klasyn sanlarynyt m modula boliinende bir menizes galynda

eyediklerini nazara alsak hem-de mqg+r yazgyda r galyndynyn

0,1,2,...,m —1 bahalara eye bolmak miimkingiligini (¢iinki galyndyly bolmegin

algoritminden 0<r<m bolandygyna gorid) nazara alsak m modula gora

sanlarynn dhli miimkin bolan klaslarynyn sanynyn m-e dendigini alarys

sanlaryn m modula gord klasynyn her

bir sanyna onyn bu klasynl galan sanlaryna gord ayyrmasy diyip aydylyar. Her

klasyn sanlarynyn mqg+r gorniisdaki yazgysyna =0 bolan halatynda

alynyan r sana (bu klasyn sanlaryny m modula bolenimizde galyan r galynda)

buklasyn m kici (-) bolmadyk ayyrmasy diyip aydylyar.

M modula gora sanlaryni klaslaryndan bir- birden san (ayyrma) alynyp diiziilen

m sany sanlaryn sistemasyna bu m modula gord ayyrmalaryii doly sistemasy

diyip aydylyar.

Adatgca m modula gord ayyrmalarynn doly sistemasyna derek 01,2,...m—-1

sanlaryn sistemasy alynyp, lo i ki¢i (-) bolmadyk ayyrmalarii doly sistemasy

diyip atlandyrylyar.

Absalyut m ki¢i ayyrma diyip- klasyn absalyut ululygy boyunca i kigi  p

ayyrmasyna aydylyar.

Eger-de sanlar Klasynyn ahli sanlary mq+r goriisinde anladylyan bolup,

m m
r <E bolsa p=r bolynadyr. Eger-de r >E bolsa onda
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p=r—m gorniisinde kesgitlenyandir. Seyle hem r =% bolanda o deregine

ya % ya-da g— m= —% san alynyandyr. Seylelikde absolyutin kigi
ayyrmalaryn doly sistemasy deregine m tdk bolanda
Smed el 100 hatar
2 2 2
Eger-de m jiibiit bolanda ,
_n +1,...,—1,0,1,...,m ya—da —m,...,—l,o,l,...,m —1 hatar
2 2 2 2
alynyandyr.

Mysaliicin: 9 modula gérd , m kici (-)bolmady ayrmalarynn doly sistemasy
0,1,2,...,8 hatar bumodula goréd , absalyut i kici ayymalaryin dolsistemasy
bolup,

-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 hatar hyzmat edyandir.
Edil suna menzeslikde

0,1,2,3,4,5,6,7 hatar 8 modula gora , in ki¢i (-) bolmadyk
ayyrmalaryn doly sistemasy

-3,-2,-1,0,1,2,3,4 ya-da -4,-3,-2,-1,0,1,2,3, atarlaryn islendik
birini 8 modula gora bsalyut i ki¢i ayyrmalaryn doly sistemasy deregine
almak momkindir.
Subut edilmesi kyn bolmadyk indiki tassyklamalary bellip gecelin .
T.1 m modul boyunca ikibir-ikibir denesdirerlikli bolmadyk islendik m sany
sanlarynl toplumy m modula gord ayyrmalaryii doly sistemasyny emele
getiryandirler.
T.2 Eger-de (a,m)=1 hem-de x m modula gérd ayyrmalaryn doly
sistemasyndan bahalar alyan bolsa, onda ax+b yazgydan (bu yerde b islendik
bitin san) alynyan bahalar hem m modula gord ayyrmalaryn doly sistemasyny
emele getiryandirler.

9. Ayyrmalaryn getirlen sistemasy .

Bize belli bolsuna gord , sol bir klasa degish sanlaryn  m modul bilen [UUB-
leri gabat gelyandir. Bizi modul bilen 6zara yonekey sanlaryn klaslary
gyzyklandyrjakdyr. Seyle klaslaryn hersinden bir san alnyp ,diiziilen sanlaryn
sistemasyna berlen modula gord ayyrmalarynn doly sistemasy diylip aydylyar.
Adatca ayyrmalaryn  m modula goréd , getirlen sistemasyny bumodula goré ,
m kici (-) bolmadyk ayyrmalaryn  0,1,2,...,m-1 doly sistemasyndan boliip
alyarlar. Basgaca aydanynda bu sanlar hataryndaky sanlaryn m modul bilen
Ozara yonekeylerini saylap alyarlar. Kesgitlemeden gorniisi yaly m modula
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gord ayyrmalaryn getirlen sistemasyndaky sanlaryn sanynyi (p(m)— e den
blakdygy diisniklidir.

T.1 m modul boyunga, deiesdirerlikli bolmadyk m modul bilen 6zara
yoneley blan islendik (p(m) sany sanlar bu modula goré , ayyrmalaryn
getirlen sistemasyny diizyéndirler.

10. Ewklid algoritminii iizniiksiz droblar bilen baglansygy.

Goy a islendik hakyky san bolsun q; bilen a-dan uly bolmadyk ifi uly bitin
sany belgildlifi. Onda bitin bolmadyk o san ili¢cn a=q, o a,>1  defilik
o

2
dogrudyr. Edil sufia mefizeslikde bitin bolmadyk a,, as,... 0s; sanlar igin hem
taparys.
A =0 +— Ay =03 +— A1 =05+ —
24 a, a
(13>1 (X4>1 (Xs>1
Bu toplan deifiliklerden afilatmalary 6fiyanyndaky defilikde ornyna goymak
1

1
q2+ 1

dogry bolan afilatma eye bolarys.

bilen a san ligin @ =q, +

Eger-de a san irrasional bolsa, onda os-leritt hem her biri irrasional sandyr
(¢iinki rasional os-de o sanyfi 6zi hem rasional bolardy). Hem-de, bu bolmeler
prosesi tiikeniksiz dowam eder. Eger-de a san rasional bolsa yagny basgaca

aydanynda ol (+) maydalawnyjy bolan « =% gorniisinde gysgalmaly drob

gorniisli san bolsa, yokarda getirlen boliinmeler tiikkenikli bolup, olary Ewklid
algoritminden peydalanyp, yerne yetirmek miimkindir. Hakykatdan hem

a=b'qtr,, a= % bolanlygy li¢in iki tarapynam b bolmeli % =q, +% =q, + %

r

b=r,qs+r3
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I=Tr303%T, —==q¢;+—

- r,_
M-1= rnQn L= q,

n

1

1
q2+ 1

Gy + oo

n

Seylelikde rasional o san {ligin «a= % =q, + denlige eye

bolarys.
o — sany lizniiksiz droba dagydylanda emele gelyén qq, Q,,... sanlara doly
dil paylar diyilip aydylyédr (o san rasional bolanda olar Ewklid algoritmindiki

doly dél paylardyr). Bu yagdayda 6,=Qy, 62=q1+L, 3, =q1+;1 droblara

qz q2 + —
q;

bolsa golaylasyin droblar diyip aydylyar.

11. Bir nibellili deniesdirerlikler umumy diisiinjeler.

Bir néabellili denesdirerlikler /has dogrusy ‘“deiiesdirerlilikler”diyilmeli /umumy
gorniisde asakdaky yaly yazylyar:

f(X)=a,x" +a,x" " +...+a,;

f (x) = 0(mod m) (1)

o ay,...,a, bitinsanlardyr.

Eger ay + m onda n denesdirerligin gorkezyisi diyilyar. (1) denesdirerligi
¢ozmek-bu  onun  kanagatlandyryan ~ hemme  bitin  x-leri  tapmak
diymekdir. Yone,eger x;onuii bir ¢oziiwi bolsa,yagny f(x,)=0(modm)onda
denesdirerliklerin hésiyetine gord, (1) denesdirerligi m modul boyunga x; bilen
deniesdirerli hemme x sanlar hem x=X;(modm) kanagatlandyryarlar,yagny m
modul boyun¢a x;-ii giryan klasyndaky hemme ayrylmalar ony ((1) gatnasygy
)kanagatlandyryarlar.( (1) detiesdirerligin ¢6ziiwi bolyarlar).

Sonun ii¢in (1) denesdirerligin ¢6ziiwi diyip ayratyn bir san alynman, eysem m
modul boyunca berlen denesdirerligi kanagatlandyryan sanlarynn biitin klasy
hasap edilydr.(Kdwagt yonekeylk we amatlylyk iicin ayratyn sanlara hem
denesdirerligin ¢oziiwi diyip atlandyrarys we olara diite berlen modul boyunga
Ozara denesdirerli dil bolanda,yagny olar diirli klaslara degisli bolanda diirli
¢Oziiwde yaly gararys).

m modul boyun¢a ayrylmalaryii doly sistemasyndan (1) denesdirerligi nagesi
kanagatlandyryan bolsa , hut songada c¢oziiw klaslary bolyar.(Bu klaslaryn
wekilleri —(1) denesdirerligi kanagatlandyryan ayrylmalardyr).
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Diymek , m modul boyunga doly sistemanyn ayrylmalarnyii iistlinde gos-goni
synag edip,(1)denesdirerligi kanagatlandyryanlaryny saylap bileris , saylanan
ayrylmalaryn komegi bilen hem ¢6ziiw klaslaryny talap bolar.
Coziiwleri seyle tapmak usulyna saylama metody diyilyér.
Mysal 1. Denesdirerligi ¢ozmeli:
x* — X +2=0(mod7)
Hasaplamany yenillesdirmek iigin 7 modul boyunga absolyut ululygy boyuncga
m kigi ayrylmalary alalyn:
0, +1, £2, +3.
Yekin-yekin barlap gorelin:
X=0, 2=0 (mod 7)
X=-1,  (-1)’-(-1)+2=4= Q(mod 7)
X=1, 1°-1+2=2=0  (Mod 7)
X=-2,  (-2)*-(-2)+2=8=1=0 (mod 7)
X=2, 22.2+2=4=0 (mod 7)
X=-3,  (-3)’~(-3)+2=14=0 (mod 7) (¥
X=3 3%-3+2=8=1=0 (mod 7)
Seylelikde,berlen denesdirerligi dite x=-3 kanagatlandyryar.Sonuit {icin bu
denesdirerligmt  dine bir ¢dziiwi bar .
x=-3(mod 7)

Ya-da x=4 (mod 7)
Mysal 2.
3x* + 2x? —1=0(mod5)
5 modul boyunga ayrylmalaryin doly sistemasy: 0,+ 1, + 2.
Bularyn i¢inde denesdirerligi x=-2 we x=2 kanagatlandyryarlar,diymek onun 2-i
¢Oziwi bar;
X = -2 = 3(mod>5)
X = 2(mod5)
Mysal 3.
3x* + x —1=0(mod5)
5 modul boyunga ayrylmalaryin doly sistemasy:0,+1,+2.
Ayyrmalarynn Ustlinde ge¢irydn synaglarymyzyin hi¢ biri berlen denesdirerligi
kanagatlandyrmayar:

if: 3.02+0—1=—1=0(mod5)

" 3(—1)? + (~1) —1=1= 0(mod5)
L 3.12 +1—1=3 = 0(mod5)

- 3(-2)? +(~2) 1= 9 = 4 = O(mod 5)

3-2°+2-1=13=3=0(mod5)
Seylelikde ,berlen denesdirerligi hi¢ bir ¢6ziiwi yok.
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Denesdirerligi islendik bitin san kanagatlandyryan bolsa, onda olar yaly
edip Fermanyn ki¢i teoremasynyi netijesini almak bolar:
xP-x=0 (mod p)
Bu denesdirerlik islendik bitin x {i¢in yerine yetyar.
Elbetde , hemme koeffisiyenti m sana kratny /yagny,
a;=mt;,i=0,n )bolan denesdirerlik hem
f(x)=0 (mod m)
tozdestwolayyndyr.
Konkret denesdirerlige olaryn umumy hésiyetlerini ulanyp,dasky gorntsi dirk
deniesdirerliklere alyp bileris,olaryn  hemmesi —denglyclilikler,mysal {icin
/mysal.3/
3x*+x-1=0 (mod 5)
Ya-da 2x°-x+6=0 (mod 5)
dengtiyclilikler , ¢tinki biz asakdaky iki denesdirerligin tapawudyny aldyk :
5x% +5 = 0(mod>5)
3x% + x —1=0(mod5)
2x* —x + 6 =0(mod5)
Hasiyetleri htisgérlik bilen dogry ulanmaly, bolmasa yalityslyklara getirilyér |,
Meselem, 3x? +x —1=0(mod5)
bu yerden, aydaly,
6x* + 2x — 2 = 0(mod>5)
dogrudyr /cep we sag bolegini 2-4 kopeltdik,¢tiniki
(2,5=1
Emma eyam
15x? +5x —5 = 0(mod5)
deniesdirerlik indi tozdestwolayyn deniesdirerlikdir,ony biz ¢6ziiw bolmadyk
3x? +1-x—1=0(mod5)
denesdirerligit indi bélegini hem 5-e kopeldip aldyk ,bu bolsa nddogry , ¢tinki 5
modul bilen 6zara yonekey dal.
(1)denesdirerligi f(x)=my iki nédbellili kesgitsiz /diofant/defileme bilen calsyryp
bileris. Tersine gegmek hem miimkin . Bu fakty sonl ulanarys.
Goniikme.
Saylama metody bilen deniesdirerlikleri ¢dzmel:
1)2x* +3x -5 = 0(mod 7)
2)x% + X — 2 = 0(mod 5) 4)4x° —7x* +10 = 0(mod11)

33.
3)7x? —=5x+1 = 0(mod 7) 5)x® — x +1=0(mod13)

12. Birinji derejeli deniesdirerlikler.
Bir ndbellili birnji derejeli denesdirerligi umumy gorniisde /azat ¢leni ters
alamaty bilen sag bolege gecirip / seyle yazarys:
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ax = b(modm) (1)

(1) denesdirerligin ¢6ziiwi hakyndaky meseldni barlamyzda , m modul bilen a
koeffisiyentin Ozara baglanysygynyn tadsirinin boljakdygyny angyrmak
bolyar.

Iki (1) gatnasygy (a,m)=1 sert bilen ¢éklendireris.

1) Eger ndi x m modul boyunca doly sistemadaky ayrylmalaryii bahalaryny

alyp ¢ykanda, ax c¢yzykly formanyn hem doly sistemadaky ayrylmalaryn

hemmesiniii bahalaryny alyandygyny yatlalyn

2) (1) denesdirerligin c¢oziiwlerinini = sany,doly  sistemadaky(1)gatnasygy

kanagatlandyryan ayrylmalarynyn sanyna dendir (v bap ,N1)

Seylelikde , 1) we 2)pikiryoretmelerden x-ii doly sistemadan alnan bir we dine

bir bahasynda ax b bilen deniesdirerli bolyar.

Diymek (a,m)=1 sertde (1) denesdirerligmt bir ¢coziiwi bolyér:

X=X;(mod m)

ya-da  x=x +mtt=0+1+2...

Bu ¢6ziiwi saylama metody bilen tapyp bolar.

Mysal

7x=5 (mod 8)
8 modul boyuncga ayrylmalarynn doly sistemasy
0,£1,+2,+34.
Ayrylmalaryn {istiinde synag gecirip
X =3 (mod 8)

¢Oziiwi tapyarys.

2.2. Goy indi (a,m)=d > 1 bolsun.

Bu halda iki yagdayyn bolmagy miimkin : 1)b d, 2)b/d.

1)b d yagdayda (1) denesdirerligin ¢6ziiwi bolup bilmez,¢litiki defiesdirerligin

hisiyetine gord , onun ¢ep hem sag bolekleri

modul bilen sol bir il uly umumy bolija(U.U.B)eye bolmaly.

Mysal.

6x=5(mod 9) denesdirerligin ¢oziiwi yokdyr, ¢iinki(6,9)=3,emma 5 3.

Tersine,eger (b,m)=d>1, a d bolsa, /mysal, 5x=6(mod 9),onda bu heniz

deniesdirerligini ¢ozgiitsizdigine aiilatman eysem, eger denesdirerligin ¢ozliwi bar

bolaysa, onda bu ¢oziiw ax d serti kanagatlandyrmalylygyny aiiladyar. /Bu hem
0z gezeginde ¢oziilisi enillesdirmage komek beryar./

elbetde,

a=a,d, b=b,dwem=md (2

indi (1) denesdirerlik a;dx=b,d(mod m,d)

ya-da a;x=b,(mod m,) 3)

/Deniesdirerliklerin  hésiyetine g6rd onun iki bdlegni we moduly umumy

kopeldija boliip bilyaris/

(3)deniesdirerlikde (a;,m;)=1,onda (3)c¢oziith bolup, onun bir ¢6ziiwi bardyr:

Xx=X;(mod m,) 4)
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(4) ¢coziiwde x; sana mymodul boyunca i kici otrisatel dél ayrylma yaly garap,
sol oniki m; modul boyunga asakdaky ayrylmalar bir klasa giryarler:

o, X1m7My, X, X +My, .. .,X1+(d'1)m1, .. (5)
m modul boyunca bolsa (5) hatardaky sanlar bir ¢6ziiw bolman, eysem olar
0,1,2,...,m-lhatarda /bular m modul boyunca ayrylmalaryn doly sistemasyny
guryar we diymek , diirli klaslara degisli bolyar/ nigesi bar bolsa,son¢a-da (1)
denesdirerligit m modul boyunca diirli ¢oziiwleri bolar. (5) hataryn iginde
asakdaky sanlar:

X1, X1+m1,X1+2m1,. . .,X1+(d‘1)m1 (6)

0,1,2,....m-1
hataryni i¢inde doly yerlesyérler

diymek, m ulusy
yone eyyam (6) hatarda
d san bar.Seylelikde , (1) denesdirerlign d diirli ¢6ziiwi bar.
Aydylanlary yygnap,teorema aldyk:
ax=b(mod m) (1)
denesdirmek ii¢in
1) Eger (a,m)=1 bolsa, ¢6ziiwi bar, 6zem yeke-takdir.
2) Eger (a,m)=d>1 bolsa, onda a) b d yagdayynda ¢oziiwi yok. b) b/d
yagdayynda hem d ¢6ziiwi bar.
Mysal
15x=25(mod 55)
Denesdirerligin iki bolegini we moduly 5-e boliip
3x=5 (mod 11)
alarys.Saylama metody bilen
x=9(mod 11)
taparys.Ya-da ~ x=9+11t, t=0, +1+2,... Baslangyc defiesdirerligifi bis ¢oziiwi
bolup, olar
x=9, 9+11, 9+2 11, 9+3 11, 9+4 11 (mod 55)
yagny, x=9,20,31,42,53 (mod 55)
2.3 Koeffisiyentleri 6zgertmek metody bilen birinji derejeli denesdirerlikleri
¢6zmek miimkin: Denesdirerliklerin hésiyetlerni ulanyp, denesdirerligin sag
bolegini ndbelli x-m koeffisiyentme boliner Valy edip, koeffisiyentlerni
Ozgertmege synangylyar. Bu 6zgertmeler esasan asakdakylardyr:
Koeffisiyentleri absolyut ululygy boyunca i ki¢i ayrylmalar bilen ¢alsyrmak, a
koeffisiyente boliiner ya-ly edip, sag bélegni modula kratny sanlary gosmak cep
we sag boleklernin umumy bdoliyjileri bolar ya-ly edip basga denesdirerli sanlara
gecmek we s.m.
Ozgertmini a-yn , ya-da b-yil , ya-da ikisiniii hem iistiinde ge¢irmek miimkin.
Yene-de , (b,m)=d>1 bolanda ¢oziilisiti enillesyandigini bellipdik, bu yagdayda
taze nibellda gegcmek hem amatlylyk doredip biler.
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Koeffisiyentleri 6zgertmek metody diylip aydylsa-da , denesdirerligim, ¢oziiwini
kesgith Owiirmeli, ammalary yzygider yerne yetirilip alynaymayar. Her bir
konkret

Mysal ¢ozilende esasy yaraglary /umuman matematiklere gerek sypatlary/-
asyrmagy endigi we hasaplayys ukybyny ulanmaly bolyar. Her halatda hem
/esasan hem modul 0 diyen uly bolmanda / bu metoda netyjeh metod yaly
garamak miimkin.

Mysalar.

29x=1(mod 17)

(29-17)x=1 (mod 17)

12x=1 /yaliyslyga ya-da diisniksizlige getirmeyan bolsa modulyny gaytalap
yazyp durarys/.

12x=1+17=18,

2x=3, 2x=3+17=20

yagny 2x=20 (mod 17)

ya-da x=10 (mod 17)

2. 5x=6 (mod 9), (6,9)=3

5x hem 3-¢ boliinmelidir, 5x/3,y6ne 5 3 onda x/3

Diymek ¢o6ziiwi 3,6 sanlary barlamak bilen taparys:

5.3=6 (mod 9) 6=6(mod 9) x=3(mod 9)

Iki mysalda hem yeketdk ciinki

1) (29,17)=1 we 2) (5,9)=1.

2) mysalda (6,9)=3 bolany ligcin x=3y bilen ¢élsyryp bolardy,

onda 5 3y=6 (mod 9)

5y=2(mod 3)
2y=2(mod 3) y=1(mod 3)
3y=3(mod 3 3)
x=3(mod 9)
3. 21x+5=0 (mod 29); (21,29)=1

(21+29)x=-5(mod 29)
50x=-5 (mod 29)
10x=-1=28(mod 29)
10x=28+8 29=28+232=260(mod 29)
x=26 (mod 29)

4. 8x=27 (mod 12)
(8,12)=d=4; 20/4
2x=5 (mod 3)
(2+3)x=5(mod 3)
5x=5 (mod 3)
x=1(mod 3)
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Diymek ,8x=20(mod 12)denesdirerligin ¢oziiwleri
X=1, 1+3, 1+2 3, 1+3 3 (mod 12)
X=1,4,7,10 (mod 12)
4-¢6ziwi bar.
3. Goy,
111x=81 (mod 447)
(111,447)=d=3 we 81/3
Sonun li¢in
37x=27 (mod 149)
denesdirerligi ¢6zmeli bolyarys. /Basdaky denesdirerligin 3 ¢oziiwi bolar/. Bu
denesdirerligi ¢6zmek umuman ansat dil. Saylama matody bilen ¢emelessek.
0,1,2,...,148 ayrylmalary yekin-yekin synagdan gecirjek bolsak kop wagt gerek ,
koeffisiyentlerini 6zgertmek metodyny bolsa nédhili we nadip ulanmalydygyny
gormek kyn /uly tejribe , ennik we anlylyk gerek/
2.4. Eyler teoremasyny ulanyp,birinji derejeli denesdirerlikleri ¢6zmek otnositel
kyn dal.
Goy bize (1) deniesdirerlik berlen bolsun
ax=b (mod m) (1)

(a,m)=1 hasap etmek bolar /bolmasa ol sol yagdaya, getirlerdi, yokarky mysalda
(111,447)=d=3, yone eyyam
37x=27 (mod 149)
denesdirerlikde (37,149)=1 we biz sonkyny ¢ozmeli /.
(a,m)=1 bolany ii¢cin, Eyler teoremasy esasynda
ar™ = 1(mod m)
Indi (1) denesdirerligi asakdaky yily yazmak miimkin
ax-1=b-a’™ (modm)
x = ba?™™ (mod m)
Seylelikde (1) denesdirerlign ¢oziiwini ansatlyk bilen tapyarys. Mysalarda
garalin.
2x =5(mod 7)

(2,7)=Lo(7)=6
1. x=5-2°?(mod7)=5-2"(mod7) =
=5.2°=5.32=160=6(mod 7)
X =6(mod7)
3. 37x=27(
37x =27(mod149),(37,149) =1
¢(149) =148
x = 27-37°%97 (mod 149)
x = 27-37"*"(mod149)

bu yerden
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Seylelikde , bu denesdlrerhgm ¢cOziwini ansatlyk bilen tapdyk. Yone ¢oziiwii su
gorniisde gownimiz suw igmeyar, ¢oziiwini su gornlisde galdyryp, biz doly
kanagatlanyp  bilmeris. Tygsytsyzlyk ,cemesizlk mndi 27.37**", sanyn
/ayrylmanyti/ ululygy bilen yiize ¢ykyar.Islendik ¢oziiwi-berlen modul boyunca
m  kigci /absolyut ululygy boyungca ya-da otrizatel dil ululygy
boyunga/ayrylmanyn komegi bilen anlatmaga calysyarys.
Su denesdirerligin ““onat”’¢oziiwi
X=41 (mod 149)
Bolmaly,/diymek,
27-37*" = 41(mod149)
Aydylanlardan asakdaky netya gelyaris:
Eyler teoremasyny ulanyp, denesdirerligii ¢6ziiwi afisat tapylyan hem bolsa ,
¢Oziiwini anladyan ayrylmanyn kop halatlarda uly bolyanlygy zerarly ¢emesizlik
doreydr.
2.5. Birinjiderejeli  denesdirerliklerin =~ zynjyr  droblarynynn  komegi bilen
coziilisleri.
Goy bize (1) denesdirerlik berlen bolsun
ax=b (mod m) (1)
(am)=1wea>0
talap edydris. /seyle bolmanda su yagdaylara getirip bolyanlygy diisniklidir/. m/a
gysgalmayan drobi zynjyr drobyna dargadalyn,
onun golaylanyan droblaryny adatdaky valy &, = % bilen belldlin .

k

m/a rasional drob, sonun ii¢in i sofiky golaylanyan droby % bolsa,

Onda deregine yazyp bolyar we bu yerden
Ya-da
(7)denesdirerligin iki bolegini hem (-1)"*b sana kopeldip alarys:

Sonky denesdirerligi baslangy¢ (1) bilen 6zara denesdirip , onuil ¢ozliwi
bolyar diyip netjd gelyéris.

Seylelikde , (1)denesdirerligm (9) c¢Oziwini tapmakda esasy mesele m/a
rasional sanyil il sonkyn 61 yanyndaky golaylanyan drobynyii sanowjysyny (pn.
1) hasaplamakdyr.

(1) denesdirerligin yeke-tdk ¢oziiwi bar, onda (9) sol yaliys ¢6ziiw bilen gabat

gelmeli.

Mysallar.

On doly islenilmén goylan 5-nji mysala garalyn.
111x=81 (mod 447)
(111,447)=d=3, 81/3
37x=27 (mod 149)
m 149 1
=4+ —
a 37 37
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n:2, P1:4

X = (—1)2* - 4.27 = —108 = 41(mod 149)

Indi baslangy¢ deniesdireligin ¢oziiwleri:

d=3 Xx=41,41+1-149,41+ 2-149(mod 447)
" X =41190,339(mod 447)

380x = 236(mod1232)
(380,1232) =d = 4;236/4
95x = 59(mod 308)

308

95

Seylelikde , P,,=P,=107
Vada X=(D*-107-59(mod308)
x = 6313 = 153(mod 308)
Onda basdaky denesdirerlik tigin
x =153;153+1-308;153 + 2 - 308;153 + 3-308(mod1232)
X =153;461;769;1077(mod1232)
Bir nébelli birinji derejeli denesdirerlikleri zynjyr droblarynyn komegi bilen
¢O6zmeklik — bu esasy metoddyr.
Gontikmeler.
34. Saylama metody bilen denesdirerlikleri ¢ozmeli:
D11y =15(pys36); 2)7x =9(mod10)
3)10y =15(mod 35); 4)6x = 27(mod12)
35.koeffisiyentleri 6zgertmek metody bilen deniesdirerlikleri ¢ézmeli:
1) 13x=10(mod 11) 2)19x=12(mod 35)
3) 16x=31(mod 31) 4)7x=5(mod 24)
36.Eyler teoremasyny ulanyp detiesdirerlikleri ¢ézmeli:
1)13x=3(mod19); 2)27x=7(mod58)
37. Zynjyr droblarynyn kdmegi bilen deniesdirerlikleri ¢ézmeli:
1) 213x=137(mod 516); 2) 186x=374(mod 422)
3)129x=321 (mod 471); 4)67x=64 (mod 183)
13. IKki nébellili birinji derejeli kesgitsiz
denlemeleri ¢6zmek.
3.1.Birinji derejeli iki nédbellili kesgitsiz denleme
ax+by=c (1)
gorniisde bolup, (a,b-nuldan tapawutly bitin sanlar,C-islendik bitin san),muny
kanagatlandyryan x-ih we y-in difie bitin bahalar bar bolsa , olara kesgitsiz (1)
denlemdnin ¢oziiwleri diylip, denleménin Oziine bu yagdayda — Dbitin sanlarda

------

Ters yagdayda —(1) kesgitsiz denileme bitin sanlarda ¢6zgiitsiz diylip aydylyar.
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a we b koeffiziyentlere 0zara yonekey sanlar yaly garamak miimkin,eger ol
beyle bolmasa , onda
(a,b)=d>1
we a=a,d , b=bd
(1) denleme hem
(agx+byy)d=c (2)
gorniisde ge¢irdi we onun bitin ¢dziiwlerinin bolmagy diie ¢/d yerine yetende
miimkin . /Eger C azat ¢len d kopeldijd bolinmese , onda (2) bitin sanlarda
¢cOzgiitsizdigi aydyn/ c¢/d sertden c=c,d gelyar we (2)-ni
(ayx+byy)d=c,d

Ya-da a]_X'l'bly:C]_ (11)
yazyp bolyar,yone indi (a;,b;)=1
3.2. Ikki ¢=0 yagdaya garalii,onda (1) denilleme

ax+by=0 (3)
gorniise gecer. Sonkyny x gorad ¢oziip alarys:

(4)
Bu yerden x bitin bahalary dine y galyndysyz a sana boliinende alynyandygy
goriinydr. Onda a sana kratny bitin y ululygy
y=at  (5)
gorniisde yazyp bolar, t erkin bitin sanlary kabul edyar.
(5)-den y-in bahasyny (4) gatnasykda goyup
(6)

X-l bahasyny alarys.
(6),(5) gatnasyklary yygnap
x=-bt, y=at, t=0,+1,+2,...
(2) defilemdnin hemme bitin ¢oziiwlerini gorkezydn formulalary alyarys.
Goy indi c=Q we (a,b)=1,
Yagny axt+by=c
Ya-da ax=c-by

ax=c(mod b) (7)
Sonky denesdirerligi ¢6zip (ol ¢ozgiitlidir,¢iinki(a,b)=1)
alarys:
x=X;(mod b)

ya-da Xx=x;+bt, t=0,+1+2,...
degisli bahalarny kesgitlemek {i¢in:
a(x,+bt)+by=c
bu yerden by=c-ax;-abt

c—ax

ya-da y= —at,t =0;+1,...

C—ax

Y, = -bitin san bolmagy zerur,ol x;-e degisli y-in hususy bahasy bolyar.

Seylelikde,(1) kesgitsiz defileméanin umumy ¢oziiwi agakdaky gorniisde bolar:
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38. Kesgitsiz denilemeleri bitin sanlarda ¢6zmeli.

117x-16y =31  2)11x+16y =156.

39. axt+by=c gonii iistiinde abssissalary a; we a, bolan nokatlaryn bolan
arasynda yatan bitin nokatlaryn sanyny tapmaly./Bitin nokatlar diyip
koordinatalary bitin bolan nokatlara aydylyar/.

1)8x-13y+6=0, a,;=-100, a,=150

2)7x+29y=584,  a,=-20, a,=160

14. Birinji derejeli denesdirerliklerin sistemasy.
Bir nébellii birmji derejeli denesdirerliklern  sistemasynynl asakdaky yaly
ax =b,(modm,)
....... ax=b,(modm,)

Sistemany ¢ozmek diymek, ony kanagatlandyryan x-ih hemme bitin bahalaryny
tapmak diymekdir. X-i1 seyle bahalarynynn bolmagy li¢in, denesdirerliklermi her
haysynyn ayratynlykda ¢ozgiith bolmagy zerur /yone, elbetde,yeterlik déldir /
Sonun licn  her haysy ayratynlykda c¢Ozgiith bolan denesdirerliklerin
sistemasyna garamak yeterlikdir:

Sistemalar bilen is salysylanda , ilkinji nobatda bilelesiklilik kesgitlenilydr. Eger
denesdirerliklerin sistemasy bilelesikli bolsa /yagny bitin sistema ¢ozgitli bolsa/,
onda indi onun ¢oziiwi gozlenilyar.

4.2.  Modullary 6zara gosa-gosadan yonekey yagdayynda,,

Yagny (l'l'li,mj):l, |:J

Bolanda,denesdirerliklerin  sistemasy mydama bilelesisli bolyar /sebédbini su
punkda-da,umumy yagdaya garalanda-da degisli yerinde gorkezeris/.

Eger (2) sistemadaky denesdirerliklerin hemmesinde sag bdlegini sol bir xq san
bilen anladyp bilsek , yagny

Onda(v bap,N1.1.3. b)) (2,) sistema

(3) x=x,(mod[m,,m,,....m,]) = X,(modm,,m,,....m,)
denesdirerlik bilen dengiiycli . Diymek, gozlenilyan ¢oziiw:

(3) x=x,+mtt=0+L..;M=m, -m,,...,.m,(4)bolar.

Garalyan yagdayda,yagny hemme

(mi,mj):l |:J
bolanda,suratlandyrlan x, sany mydama tapmak miimkin.
Munuii ticin M moduly asakdaky gorniislerde yézylan
M=(m1) msms,...,m>=M (mz) ms...m=...=m; My.. (mk)
Ya-da M=m;M;=m,M,=...=mM,

M kopeltmek hasyly m; moduldan 6zge hemme modullary 6ziinde saklayar, M,
— m,-den 6zge modullary saklayan we s.m.

Onda (M¢,my)=(M, my)=...=(M,,m,)=1
Sonun tigin

yazarys:
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Denesdirerlikler yerine yeter yaly M;,M,,..,M sanlary tapmak miimkin /olar
hazirlikce bize belli dil, yone seyle sanlaryn barlygyny tassyklayarys, cilinki
(M;,m;)=1;

Eyler, Ferma teoremalaryny vatlan /

Edil sol sebdbaplere gora

M,,M,=1;modul boyunca galanlary bolsa (m=my,)

m, modul boyunga galanlary bolsa

Seylelikde

Bu yerden hem

(4)

Indi yokarda agzalan hasiyetlere eye bolan x, sany asakdaky formula boyunca
gurup bileris:
()

Hakykatdan-da, (4) zerarly (5)-den

Sonkylaryn iisti bilen (2) sistemamyz (2,) sistema gec¢Vir,(2),-m1 ¢Oziiwi bolsa,
eyyam bellesimiz yaly:
(6)

Yene bellemeli faktymyz-bu M; we M; sanlaryii

b; sana bagly daldigidir. Sonun tg¢in (2) sistemadaky denesdirerliklerin sag

bolekleri iitgeydnde, degish x, aflatmalary (5) gatnasygynda bj-leri tize

bahalary bilen ¢alsyryp alynyar.

1. 4-e,5-e we 7-4 bolenimizde galyndysy degislilikde

3,4,5 deni bolan 200 we 500 sanlaryn arasynda yerlesen sanlary tapmaly.
Coziilisi:

Serte gora:

(4,5)=(4,7)=(5,7)=1

M=45 7=140=4 35=5 28=7 20

M1=35; M2=28, M3=20

Xo=35 3 3+28 7 4+20 6 5=1699,

200<x=1699+140t<500

X;=1699-140 10=299,

X,=299+140=439;

299, 439.

4.3. Umumy yagdayda (2) sistemadaky denesdirerliklerii modullaryny
céaklendirmeydris. (2) sistema ¢ozgiith bolanda , ony kanagatlandyryan
sanlar berlen my,m,,....m, modullaryn K.Y.K-yna denti bolan
M[m¢,m,,..,mJmodul boyunga ayrylmalaryn klasyny emele getiryar.

(2) sistemanyn birinji denesdirerligini kanagatlandyryan san asakdaky

gorniisde bolar:
X:b1+m1t1 (6)

34



Bularyni i¢cinde (2) sistemnynl hem ikinji defiesdirerligini kanagatlandyryanlary
myti=by(mod my)  (7)
serti yerine yetirmeli we difie solar bolmaly.
m1t1=b2-b1(m0d mz)
Eger (m;,m,)=d we b,-b; d bolsa , onda (7) denesdirerligin ¢6ziiwi yok we,
diymek, (2) denesdirerlikler sistemasy bilelesikli dal ((mg,m,)=1 bolsa,
denesdirerlik ¢ozgiitli bolardy, indiki deniesdirerlikler hakynda hem suny aytmak
bolyar, hut sunuil ligin modullar gosa-gosadan yonekey bolanda , sistema
bilelisikli bolyar). (7) denesdirerligm ¢ozgiitli bolmagy tigin
Indi bolany iigin , sonky denesdirerligin ¢6ziiwi bar, ol ¢oziiw:
Ya-da t,-islendik bitin san. Seylelikde, sistemanyn birinji we ikinji
denesdirerliklerini kanagatlandyryan baha (6) we sonky gatnasyklara seret)
Ya-da
Bu yerde x,=b;+mt; onda
Seyle pikiryoretméini {giinji denesdirerlige gegemezde-de ,sofira-da dowam
edip, eger sistema c¢Ozgiith bolsa M=[mg,m,,...,mJM modul boyuncd ony
kanagatlandyryan ayrylmalaryn klasyna (2) sistemanyn ¢oziiwi diyip aydarys.

Gontikmeler

40.Asakdaky sertleri yerine yetirydn 1000-den kici natural sanlary tapmaly:
1) 3-e, 5-e, 8-¢ bolemizde , galyndylary degislilikde
2,4, 1 den . 2) 15-e, 14-e, 11-e bolemizde, galyndylary degislilikde 11 , 3, 5
den.
41. Denesdirerliklerin sistemasyny ¢ozmeli:

X =13(mod14)

X = 6(mod 35)

X = 25(mod 45)

X = b, (mod 8)
42. x=b,(mod9)
X = b, (mod13)
Sistemanyn ¢oziiwiniii umumy gorniisini yazyi.

Yokary derejeli defiesdirerlikler.

15. Yonekey modul boyunca yokary derejeli defiesdirerlikler.
1.1.  Yokary derejeli denesdirerligi barlamak , olary has yonekeylesdirmek
olaryn moduly yonekey san bolanda ansat we amatly bolyar.
Seylelikde, goy bize
f(x)=apx"+a, X" +...+a,=0 (mod p) (1)
denesdirerlik berlen bolsun, ag p
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Iki bilen ag,ay,...,a, koefiziyentleri absolyut ululygy boyunga in ki¢i ayrylmalar
bilen calsyrmak miimkin, yene esasy zadyn biri-yokary koefiziyenti bire denlap
bolyar /ciinki

a,a=1 (mod p)
/seyle a bardyr, Ferma teoremasyny yatlati/

Asakdaky teoreme denesdirerlikleri has diiypli sadalasdyryar:
Teorema
(1)  denesdirerlik derejesi (p-1)-den yokary bolmadyk denesdirerlik bilen den
guycl
Subuty.
Ferma teoremasy esasynda x” — x=0 (mod p), onda we R(X) derejesi
yokary dal.
Diymek, f(x)=R(x) (mod p) (2)
Sonkydan teoremanyn tassyklamasy gelip ¢ykyar.
Praktikada f(x) kop ¢leni x°-x ululyga boliip durmayarlarda , hem bir X" (m>p)
ululyk X" ululyga getirilyir we
r<p-1
m=(p-)k+r0<r<p-1
xP = x(mod p)
tozdestwolayyn denesdirerligii 2-1 bolegini hem

ululyklara kopeldip, yzygider zynjyr boyunca alarys:
Seylelikde

Mysal.
Asakdaky denesdirerligi
x-2x3+3x"-2x°+2x*+x+8=0 (mod 5)
derejesi 4-den yokary bolmadyk denesdirerlige getirmeli.
(2) formulany alalin :
X-2x*+3x°-2x+2x*+x+3=0 (mod 5)
3x*+3=0 (mod 5); x*+1=0 (mod 5)
1.2. Indi (1) denesdirerligin ¢dziiwlerinini maksimal sany hakynda ndme
aydyp bolar?
Teorema
Yonekey modul boyunca n-ji derejeli detiesdirerligifi ¢oziiwlerinit sany n-den
artyk bolmaz.
Deiilemeler bilen i salsylansoii , bu teoemany tassyklamasy anyk yaly
goriinmegi miimkin. Yone beyle “anyklyk”shtibarsyzdyr, ¢iinki diiziimli modul
boyunga n-ji derejeli denesdierliklerin ¢oziiwinin sany n-den kop bolup biler.
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Yokarky teoremada-da , geliekde-de biz n<p-1 diyip alarys /demesdirerlikler
licin bu yagdaya elmydama getirlip bolyar/.

Eger x; (1) dentesdirerligin ¢bziiwi bolsa, yagny
f(x1)=0 (mod p)
onda f(X)=(x-x)f (x)+f(x,)
tozdestwo Bezu teoremasy boyunga alynyar we fi(x) kdpelen /derejesi n-1,
yokary koeffiziyenti ay f(Xg) san , ol P modula bolinyar, diymek
, f(X)=(x-x1)fi(x)(mod p) (4)
Ya-da (X-Xx9)fi(X)=0 (mod p) (5)
Eger x, fi(x)=0(mod p) denesdirerligin ¢6ziiwi bolsa ,
f1()=(x-x)f2(x) (mod p)
ya-da  (x-x1)f2(x)=0 (mod p) (6)
yazyp bilerdik, (5) gatnasygy goz 6iilinde tutup
f(X)=(x-X1)(x-%x)f2(x)=0 (mod p)
Umuman

Eger indi f,(x)=0 (mod p) denesdirerligin ¢oziiwi yok bolsa, onda x3,Xo,...,Xx-
dan 6zge f(x)=0 (mod p) denesdirerligin hem ¢6ziiwi yokdyr,¢iinki eger

Hem bolmaly (x-x)) p , =1,k , bu bolsa fi(x) hakynda aydanymyzda garsy
gelyar.Seylelikde, bu yagdayda (1) deniesdirerligin k<n ¢oziiwi bar.
(1) denesdirerligin  bardy-geldi n ¢dziwi Xy Xp,...,X, bolaysa onda
tozdeystwolayyn denesdirerlik alarys:
f(X)=ag(X-X1)(X-X2)...(x-X,)=0 (mod p) (8)
Bu gatnasyk hem (1) denesdirerligit ¢oziiwi n-den artyk daldigini
gorkezyar
Teorema doly subut edildi.
/moduly diiziimli san bolanda, (8) ya-ly tozdestwolayyn deniesdirerligin
alynmagy hokmény dal, mysal ligin
x*+3x+2=0 (mod 6)
denesdirerligm 4-t ¢6ziiwi bar:
x=1; 2; 4; 5 (mod 6)
Elbetde, kdpeleni algebrayik kopeldijilere dargatmak bilen modul boyunga
kopeldijilere dargatmak sol bir zat dil, birinjiden elmydama 2-ji /hatda diiziimh
modul boyungada/ gelip ¢ykyan, tersine tassyklamak, umuman nadogry /7/, /8/
gatnasyklarda kabir x; —lerm gabat gelmekleri hem miimkindir.
Teorema 3.
Yokary ¢leniniti koeffisiyenti 1 bolan (ag=1), n<p derejeli detiesdirerligin
f(x)=0(mod p)
n sany ¢oziiwi x"-x ikiglenifi f(x) kopglene boliinende alynyan galyndyfi hemme
koeffiziyentleri P sana kratny yagdayynda we difie seyle yagdayda bolyar.
Subuty.
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Payy g(x) we galyndysy r(x) bolan algebradan belli tozdestwany yazalii.
X°-x=f(x) g(x)+r(x)
ya-da r(x)=x"-x-f(x) g(x)
Bitin koeffiziyentli g(x) derejesi p-n, r(x) galyndynyn derejesi (n-1)-dan uly
bolmayar. /dereje diylende dereje gorkezjisini gdzoniinde tutyarys/
Goy f(x)=0 (mod p) detiesdirerligii n ¢dziiwi bar bolsa , onda x"-x=0 (mod p)
tozdestwolayyn yerine yetyéndigi zerarly /Fermanyn Kici teoremasynyn netijesi/
1(x)=0 (mod p) deniesdirerlik hem n ¢odziiwe eye bolyar, derejesi bolsa <n-1,
diymek, onuit hemme koefisiyenti p sana kratny bolmaly, yogsam 61ki teorema
garsy gelinerdi. Seylelikde, teoremanyn
Zerurlyk sertini gorkezdik «...we difie seyle yagdayda bolyar/. Yeterlik sertde
(r(x) galyndynn hemme koefisiyentleri p sana kratny yagdayynda™)
f(x) 9(x)=0 (mod p)
deniesdirerlik tazdeystwolayyn yerine yetyér, yagny p ¢oziiwi bar, yone onui her
bir ¢oziiwi
f(x)=0 (mod p),  g(x)=0 (mod p)
denesdirerliklerin bolmanda birini kanagatlandyryar, diymek
sonkylaryn ¢oziiwleriniii sany n;+n,>p, N,<p-n gbz 6niinde tutsak n;>n, yone
f(x)=0 (mod p) denesdirerligin ¢6ziiwinin sany n-den artyk bolup bilmeli dél
/61ki teorema esasynda/, sonun iicin ny;=n
Teorema doly subut edildi.
2 we 3 teoremanyi netijesi hokmiinde tdze teoremany formu-
lirldp bileris:
Teorema.
f(x)=0 (modp) (1)
denesdirerligin ¢6zliwinii sany n-den artyk bolsa, onda f(x)
kopclenit hemme koyefisiyentleri p sana kratnydyr.
( p modulyn yonekey sandygyny yatyan ¢ykarmaly dal.)
1.3.  Wilson teoremasy.
Eger p yonekey san bolsa, onda
(p-1)'+1=0 (mod p) (10)
Subuty.
XP'=1 (mod p) /Ferma teoremasyna seret/
Deniesdirerlik p-1 ¢dziiwe eye /bu ¢oziiwlerin m kigi ayryl-
malary 1,2,...,p-1.
Onda (8) gatnasyk esasynda
XP2-1=(%-1)(X-2)...(x-(p-1)) (mod p)
X=0 bolanda /azat ¢len/
-1=(-1)**1 2 ... (p-1) (mod p)
p-tdk yonekey san bolanda (p-1 —jiibiit)
(p-1)!4+=0 (mod p)
bolar. P=2 bolanda (10) gatnasygyii dogrulygy gds-goni goriin-
Var .
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Seylelikde, Wilson teoremasy subut edildi.
Eger (p-1)!+1 san galyndysyz p sana boliinyén bolsa /yagny (10) gatnasyk
yerine yetydn bolsa/, onda P yonekey sandyr.
Goniikme
43. Denesdirerlikleri miimkingadar yonekeylesdirmeli /derejesini peseltmels,
koeftiziyentleri absolyut ululygy boyunca kigeltmeli,yokary ¢leninii
koeffiziyetini bir etmelv/:
1) 34x"°-29x"+6x°+43x"-19x+37=0 (mod 5)
75x"7-62x"-53x1-20x°-24x°+13x-27=0 (mod 7)
44 Berlen modul boyunga kopgleni kopeldijilere dargatmaly:
x*+11x*+8x+3; m=23 modul boyunca
45. 1) x*+x-3=0 (mod5) detiesdirerligiti 3 ¢oziiwi barmy?
OC-x=(X*+x-3)xq(X)+r(X), r(x)-hemme koefisiyenti 5-e bolinyirmi?
2) X>-3X 42X +x°-3x+2=0 (mod7) detiesdirerligin nice ¢oziiwi bar?
46. f(X)=x"*-15x*+4x*+4x-15=0 (mod29)
f(-1)=0 (mod29), f(2)=0 (mod29) belli f(x) kdp¢leni ¢yzykly (29 modul
boyunca)
kopeldijilere dargadyp, ¢oziiwlerini tapmaly.

17. Diiziimli modul boyun¢a yokary derejeli denesdirerlikler.
2.1. Diiziimli modul boyuncga deniesdirerlikleri ¢6zmeklik, yonekey modul

boyunca
deniesdirerlikleri ¢6zmeklige getirilyandigini gorkezelin.

Teorema;

Goy f(x)=0 (modM) (1)

detiesdirerligm diiziimli M moduly gosa-gosadan yonekey kopeldijilerii
kopeltmek

hasylyna den bolsun:
M=myxmpx...xmy, (mM;,m;)=1, i#j onda (1) deniesdirerlik
£(x) = 0(mod ml)

£(x) = 0(mod m2)

2)

£(x) = 0(mod mk)
denesdirerliklerin sistemasy bilen dengiiy¢lidir.
2) M modul boyunga (1) deniesdirerligin N sany ¢oziiwi bolup, (2) sistemadaky
her bir
deniesdirerligm degisli modullary boyun¢d ny n, ...,n, ¢éziiwleri bolsa, onda
N=n;xn,x...xny
Subuty.
Eger kdbir M modul boyunga denesdirerlik bar bolsa, onda ol modulyn islendik
boliijisi boyunga hem dogrudyr.
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Bu yerden (1) denesdirerligi kanagatlandyryan her bir x (2) sistemany hem

kanagatlandyrmalydyr.

Ikinji tarapdan denesdirerlik birndce modul boyunga yerine yetydn bolsa, onda

ol denesdirerlik modullaryn m ki¢i umumy kratnysy (K.U.K) boyunca hem

yerine yet-

melidir. Diymek, (2) sistemany kanagatlandyryan her bir x (1) denesdirerligi

hem kanagatlandyrmaly.

Seylelikde, (1)<=(2).

Teoremanyn ikinji bélegini subut etmek hem kyn dal.

Eger x=b; (mod m,), x=b, (mod m,),...,.x=b, (mod m,) (3)

(2) sistemanyn bir ¢oziiwi bolsa /elbetde, sistemadaky denesdirerlikleriii biri

¢cOzgiitsiz

bolsa, biitin sistema hem ¢6zglitsizdir, diymek, (1) densdirerlik hem

¢Ozgiitsizdir/, onda x=X=M;M b, +M,M, b,+...+MM" b, (mod M) hem (2)

sistemanyn, hem (1) denesdirerligin bir ¢oziiwidir. Yone (2) sistemadaky birinji

deniesdirerligii n; ¢Oziiwi

IKinji n, ¢oziiwi we s. m. K-njysy n, ¢6ziiwi bar (serte gord ), diymek, (3)

gorniisdaki

sistemalaryn sany n;xn,x...xN, bolar, songa-da X,-yn bahalary bolar.

Seylelikde, teorema doly subut edildi.

Mysal

Denesdirerligi ¢6zmeli:
f(X)=x*+2x’+8x+9=0 (mod 35)

Go-da { £(x) = 0(mod 5) @

f(x) = 0(mod 7)

Saylama metodyny ulanyp 1-nji denesdirerligin iki ¢oziiwi: x=1; 4(mod5)

Ikinjis ininki {i¢ ¢Oziiwi: x=3;5;;6(mod7) barlygyny tapyp bileris. Diymek, (4)

sistemanyn 2x3=6 ¢Ozliwi bar. Olary tapalyn:

{x = bl(mod 5)

x =b2(mod 7)
Bu yerde b1=1;4, b,=3;5;6, onda M=35=7x5=5x7 M,=7;
M,=5 \ \
7xM =1 (mod5) 5M =1 (mod7)
M 1:3 M 2:3

Diymek, x=X=7x3xb;+5x3xb, (mod35)

1) b]_:l, b2=3; 2)b1=1, b2:5; 3)b1=1, b2=6; 4)b1=4, b2=3; 5)b1:4, b2=5;
6)b1:4,b2:6

X=21x1+15x3; 21x1+15x5; 21x1+15x6; 21x4+15x3; 21x4+15%5; 21x4+15%6
ya-da x=66; 96; 111;129; 159; 174; (mod35)

ya-da x=31: 26; 6: 24: 19; 34 (Mod35)
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2.2 Arifmetikanyn esasy teoremasy esasynda
M=p,“'xp, ... xp ™ we f(x)=0 (mod p,*'xp,**x...xp™")
deniesdirerligi barlamak we ¢oziiwini tapmaklyk 2.1. punkt boyunga

f(x)=0 (mod p”) ()
denesdirerligi barlamaga we ¢Ozliwini tapmaga getirilydr, sonky bolsa, umuman,
f(x)=0 (mod p) (6)

denesdirerlige getirilyér.

Hakykatdan-da, hem bir (5) denesdirerligi kanagatlandyryan x, (6)
denesdirerligi
hem kanagatlandyrmaly.
f(x,)/p” bolsa, elbetde f(x,)/p. Goy, defiesdirerligin bir ¢oziiwi x=x;(mod p)
bolsun,
onda x=x,+pt; , t;-bitin. (7)
Bularyin hemmesi (6) deniesdirerligi kanagatlandyryan, bularyn i¢inden

f(x)=0 (mod p?)

denesdirerligi kanagatlandyryanlaryny saylamaly. Sonky denesdirerligin ¢ep
bolegini Teylor hataryna dargadalyn:

FO)=f0u+pt)=fow)+ 20 £ ety + (p”f () +(p” 70(%)

ya-da f(X1)+pt1f (X)= O (mod P )g:unkl, galan glenlermde f"(x,)/k! bitin we her
gosulyjynyii p*, k>2 képeldijisi bar. Elbetde f(x;)/p,

Sonun ii¢in @+f‘(xl)t =0 (mod p)
p

ya-da £ (x)ti=L (mod p) (8)
p

Iki yagdayyn bolmagy miimkin:
1) f(x)/p, yagny f (x)=0 (mod p)

5 F(x)/p, yagny £'(x)=0 (mod p)
1 yagdayda (7) denesdirerligm ¢oziiwi bar.(5 bap, 2., 2.1.)

t;=t, (mod p), t;=t ;+pty, t,=0,%1,...
Onda (7):
X—X1+ptl_xl+p(t 1+Hpty)= X1+pt 1P tz—Xz"'p t
X=X, (mod p?)
Indi f(x)=0 (mod p3) denesdirerligin ¢oziiwiini gdzldmuzde
f(X2+p2t2)EO (mod p3)
ya-da
f(x2)+p’tf"(x)=0 (mod p°); f(x,)/p
f(X:)t=-F(x,)/p> (mod p) f(x,)/p°

yazyp, x=x,+p°(t 7 +Pta) =X+t ,+p’ts
ya-da X=X3+p’ts; X=xs (Mod p%) alardyk. we s. m.
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X=X, (mod p%)  ¢oziiwe gelerdik.
2) Yagdayda, yagny f (X.)/p we (8)-ift sag bolegi p sana boliinmese, (8)
cOzgiitsiz
(5 bap, 2., 2.2.) eger-de (8) gatnasygyn sag bolegi p sana boliinse, onda (8)
tojdeystwolayyn bolyar we
f(x)=0(mod p°)
coziiwe eyedir.
Mysal:
f(x)=0(mod 3%); f(x)=2x*+5x-1; f(x)=0(mod 3) defiesdirerligiti bar
¢Oziiwi bar
X=1(mod 3) /saylama metodyny ulanyp tapsa bolyar/ x=1+3t,
f(1)+3t,xf (1)=0(mod 3°)
ya-da 6+3t;x13=0 (mod 3%);  f(1)=6, f (1)=13.
2+13t,=0 (mod 3)
13t;=-2 (mod 3)
t;:=1 (mod 3)
t1=1+3t2; X:1+3t‘1=1+3(1+3t2)=4+9t2; X=4+9t2; X2=4
f(4)+9t,f (4)=0 (mod 3%
531+9t,x517=0 (mod 27)
59+517t,=0 (mod 3)
tQEl (mOd 3), t2:1+3t3
X=4+9(1+3t3)=13+27t;
x=13 (mod 27).
Gontikmeler.
47. Denesdirerlikleri ¢6zmeli:
1) 5x*+2x*-x+17=0 (mod 21)
2) 2x*-7x+6=0 (mod 55)
48. Denesdirerlikleri ¢6zmeli:
1) x*+2x+2=0 (mod 125)
2) X+4x3+2x*+2x+12=0 (mod 625)

18. Ikinji derejeli defiesdirerlikler
§1. Umumy diisiinjeler we teoremalar.

1.1.1kinji derejeli denesdirerlikleri umumy gorniisde
Ax*+Bx+C=0 (mod M) (1)

yaly yazyp bolyar we ol
AXC+Bx+C=My

kesgitsiz defileme bilen dengiiycl.

(1) denesdirerligi mydama has yonekey gorniise getirip bolyar:

x*=a (mod m) )
Bu yerde esasy ideya-bitin koeffisiyentli doly kwadrata getirmek /elkbetde,
modul hem kébir sana kopelip biler./
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Aydylanlary mysallarda gorkezelin:
1) X*-5x+16=0 (mod 24),
ya-da  4x>-20x+64=0 (mod 96),
(4x%-2x2x5xx+25)+39=0 (mod 96),
(2x-5)°+39=0 (mod 96),
y*=-39=57 (mod 96),
y*=57 (mod 96);  y=2x-5.
Seylelikde, indi biz
x’=a (mod m), (a,m)=1 )
gorniisdiki denesdirerliklere gararys we ol ¢ozgiith bolsa, onda a ululyk m
modul boyunca kwadratik ayrylma diylip atlandyrylyar, eger (2) ¢ozgiitsiz
bolsa, onda a
akwadratik ayrylma dal diylip atlandyrylyar.
Umuman X"=a (mod m), (a,m)=1 bolanda, n derejeli ayrylma ya n derejeli
ayrylma déal hakynda giirriin giderdi.
Seylelikde, biz
x’=a (mod p)
x’=a (mod p%)
x’=a (mod 2%
denesdirerliklere gararys, bu yerde p tik yonekey san. Yazylan
denesdirerliklerin birinjisi has wajyp, ony ¢6zméni dwrensek, galanlary ya ona
getirilydr, ya-da ¢oziiligi
meiizes bolyar.
1.2. Indi  x*=a (mod p) (3)
p yonekey we 2-den uly.
Eger a/p onda, elbetde, x=0 (mod p) we bu yonekeyje yagdaya gelijckde garap
durmarys: (a,p)=1.
Onda (3) ¢6ziiwini p modul boyunca getirilen sistemadaky ayrylmalaryi
klaslarynyn
icinden gozlemeli bolyarys. Eger (3) denesdirerligii bir ¢oziiwi hokmiinde
X=x; (mod p) alsak, onda ikinji ¢6ziiwi x=-X; (mod p) bolar, ¢iinki (-X;)*=x, Bu
ikinji ¢oziiw birinji ¢oziiwden tapawutlydyr /yagny basga klasa giryar/.
Tapawutlanmayandyr diyip pikir etsek, onda x,;=-X; (mod p) ya-da 2x,=0 (mod
p)
bu yerden 2x,/p. yone (2,p)=1 we (x,p)=1, yagny 2 hem x; hem p sana
boliinmeyar,
onda 2x; hem p sana boliinmeli dél, yagny bolmalysy 2x,/p, biz bolsa x;=-x;
(mod p)
yerine yetyandir diyip 2X4/p aldyk, bu miimkin dal, diymek x;=-X;
(mod p)
hem miimkin dal. Basga s6z bilen aydylanda, x; we -x; diirli klasyn ayrylmalary
bol-
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yar.

Seylelikde, eger (3) deniesdirerlik ¢ozgiith bolsa, onda balmanda onun iki
¢6ziiwi bar, Yone onun ikiden artyk ¢6ziiwi hem bolup bilmez /derejesi 2,
modula yonekey p/

(6 bap, 1., 1.2., teorema 2.)

Diymek, (3) denesdirerlik ya ¢ozgiitsiz, ya-da ¢ogilith we bu yagdayda onun
dos-dog
awtomati-
ki yazys bolyar: x=-x;(mod p).

1.2.p modul boyuncga ayrylmalaryii getirilen sistemasy /absolyiit ululygy
boyunga ii
kici/
p-1 p-1
- — 2112, - — 4
2 LXREY) ’ slgligeeey 2 ( )

we (3) denesdirerligin ¢oziiwini tapmak ti¢in, ondaky x-i1 deregine 1,2,...,107_1
San-
lary goyup barlamak yeterlikdir. Sunlukda, onun ¢ep boleginde

-1
122 (LY ©

sanlar alynyar. Bularyn biri /bolsa difie biri, 61iky punkta gord birden artyk
bolmagy miimkin dal/, mysal ti¢in, kz, p modul boyunga a bilen deniesdirerli
bolaysa, (3) denesdirerligin ¢oziiwleri
=tk(mod p)

bolar. Solwagytda biz yene has wajyp tassyklamany, yagny a sanyn p modul
boyunca
(5) hatardaky sanlar bilen denesdirerli bolanyndaky yagdayynda we onuil (a
ululygyii)
ditie seyle yagdayynda (3) densdirerligin ¢ozglith bolyanlygyny goryaris.

(Basga sozbilen: (5) hatardaky sanlar p modul boyunga kwadratik
ayrylmalardyr)

Bularyin hemmesi diirli klaslara girydn kwadratik ayrylmalardyr. Tersinden
pikir et-

sek, Vagny lsk<lspT_1 iicin K’=P(mod p) diysek, onda (3) defiesdirerligiii 4

¢Ozu-
wi bolup bilerdi.
x=tk(mod p), x=tl(mod p)

bubolsa miimkin dél. Diymek, —
k’=F(mod p)



diyméamiz yalilys, yagny (5) hatardaky sanlar p modul boyunca diirli klaslara
giryérler Seylelikde, p modul boyuncadiirli klaslara girydn kwadratik

ayrylmalaryil sany pT_l

bolyar; onda hut songa( 2 ; % _sany) muktarda-da p modul boyunca kwadratik

ay-
rylma dél bar (¢linki p modul boyunga getirilen ayrylmalarynn sany p-1).
Mysal.
1. Moduly 13 bolan i1 kigi polojitel kwadratik ayrylmalar:
x’=1; 3: 4;9; 10; 12; (mod 13).
onda kwadratik ayrylmalar dal sanlar:
2; 5;6; 7, 8; 11.
(°=1; X°=3; X*=4; X*=9; x’=10; x’=12 (mod 13) we mysal ii¢in, x’=10=36 (mod
13)
ficin ¢Oziiwi x=16 (mod 13): x;=6; X,=-6=7 (mod 13). Emma x*=2 (mod 13)
cOzglit-
sizdir we sonun ticin 2 kwadratik ayrylma dal./
1.4.Eyler kriterisi
x*=a (mod p) 3)
cOzgiitlimi ya-da ¢ozglitsizmi /yagny a kwadratik ayrylmamy ya-da dalmi/-
muny calt
bilmek gerek bolyar.

a ululygyn((a,p)=1, (2,p)=1) 61iki punktdaky (5)hataryn sanlary bilen p modul
boyunca denesdirerlisi barmy ya yokmy-muny bilmek goylan soraga jogap
beryan hem bolsa, bu usul netijeli hasap edilmeyar.

Eylerii tapan kriterisi ordn wajyp:

1) a sanyn p modul boyunga kwadratik ayrylma bolmagy ii¢in asakdaky sertin
yeri-
ne yetmegi zerur we yeterlik.

a'T =1 (mod p) (6)
2) a sanyn kwadratik a}’frxllma dal bahalary ticin we diie solar iigin
a 2 =1 (mod p) (7)
gatnasygy yerine yetydr. /Yagny (7) zerur we yeterlik sertdir/
Subuty:
Ferma teoremasy esasynda
a®*=1 (mod p), (a,p)=1

ya-da . o

21-1=0 (mod p)=(a 7 -1)(a 7 +1)=0 (mod p)
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Bu yerden a”*-1/p onda, diymek, bolmanda skopkalaryi biri p sana bolinmeli,
yone skopkalaryn tapawudy 2-4 den 2 bolsa p sana boliinmeyar: (2,p)=1. Bu
diyilligi-skop-
kalaryn diie biri p sana boliinyar /skopkalaryn ikisi hem p sana boliinende,
olaryn tapawudy hem p sana bolinmeli bolardy/.

Goy a kwadratik ayrylma bolsun, onda ol (5) hatardaky sanlar bilen ya olar
bilen p modul boyunca deniesdirerli sanlar bilen denesdirerli bolmaly, yagny

a=x" (mod p), (x,p)=1 (8)
Buyerde L
a7 =(x) 7 =""=1 (mod p) (9) bolar (=1 (mod p) Ferma
teoremasy o
esasynda) (9)-dan a'’T =1 (modp)  (6) gatnasygy aldyk, yagny zerurlyk
sert

(a kwadratik ayrylma bolanda (6) gatnasyk yerine yetydr/ subut edildi.

Indi yeterlik serti subut edelin.

( (6) gatnasyk yerine yetende, a kwadratik ayrylma bolyandygyny gorkezelin)
Ferma teo remasynd an:

(AT E —) xP =1 (mod p), (x,p)=1 we (6) gatnasykdan (9) gatnasygy gelyir.

(9)-da a E —(X) E (mod p), (x,p)=1 hem bolanson a-nyn kwadratlk
ayrylmadygy goriinyir, yone (9)-dan olaryi ¢oziiwi >2 yaly, emma (6)
yonekey modully bola-

ny licin pT_l derejesinden artyk ¢coziiwe eye bolup bilmez. Seylelikde, (6)

yerine yetende a kwadratik ayrylmadyr we onun dos-dogry pT_l diirli bahasy

/¢oziiwi/ bolar. /Mysal tigin 13 modul boyunga 1, 14, 27,... we s. m. sanlara a-
nyn bir bahasy
diyip distinilyar, ¢iinki 1=14=27=...(mod 13). Onda a-nyn galan bahalary {i¢in
/olar hem pT_l sany, ¢iinki (a,p)=1, yagny, kwadratik ayrylmalar dal bahalar
licin we dine
solar {i¢in L .
a’ +1l/pya-daa 2 =1 (modp) (7)
Eyler kriterisi doly subut edildi.

Mysallar. .

1) x*=5 (mod 13), 5 = =5° (mod 13)

5°=25=-1 (mod 13), 5°=(5°)°=(-1)’=-1 (mod 13)
Diymek, 5 san 13 modul boyunga kwadratik ayrylma dil we x°=5 (mod 13)

cozdiitsiz-
dir.
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2) X’=5 (mod 23); 57 =5 (mod 23)
5°=25=2: 5 =(5%)°x5=2"x5=160=22=-1
Bu yagdayda hem x°=5 (mod 23) ¢ozgiitsiz.
3) x°=12 (mod 13)
13-1
12 2 =12° = (-1)° =1(bwsl3)
Diymek x* =12(mod13) ¢cOzgiithh we onun iki ¢oziiwi bolmaly
X = +5(mod13)
Gontikme.
49. Eylerkriterisini ulanyp, denesdirerliklerin ¢ozgiitlidigini kesgitlemeli:
2) x*=11(mod 29) 2) x*=8(mod 37)
3) x*=5(mod 41)  4) x*=6(mod 59)

19. Lezandr simwoly.

2.1. Lezandr simwolyny girizelinn (a/p) /okalysy: p boyunga a-yn simwoly, a
simwolynl sanowjysy, p maydalowjysy diyilyar/.  galan {i¢in simwol
kesgitlenyédr. Eger p modul boyunga a kwadratik ayrylma bolsa (a/p)=-1
Indi Eyler kriterisini g6z Oniinde tutsak:

p,l

a2 = (%j(mod p) (10)

2.2. Lezandr simwolyny kébir hésiyetlerini gorkezelin:
a=a,(mod p)
1. i] ~ {ﬁ] bolsa, onda (11)
Y p
Bu dogrydyr, ¢iinki a we a; sol bir wagtda ya kwadratik ayrylmadyr, ya-da
kwadratik ayrylma dil ululykdyr.

2. [%) =1, ciki 1=1° kwadratik ayrylmadyr.

P
/Bu yerden , yonekey p san 4m+1 gorniisde bolsa, -1 kadratik ayrylma bolyar;
p=4m+3 gorniisde bolsa, -1 kwadratik ayrylma dél bolyar).

=)L

hakykatdan hem

["""C""'j=(a-b...|)p21
p

Pl
3. (_—1J =(-1) 2 Bu 2.1.(10) gatnasykdan gelyir.

P
2

(a)

-b%l...l%1 = [EJ-(RJ..{lJ(mod 9))
P) P p
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Bu yerden hususan,

SR
5. [%j '

Bu wajyp hésiyetini subutyny son getireris.
Eger p=8m+1 gorniisde bolsa (8m+1 ya-da 8m+7)

Onda jiibii san diymek, 2-kwadratik
ayrylma. Eger p=8m+3 gbérniisde bolsa (8m+3, 8m+5), onda

tak diymek, 2-kwadratik ayrylma dal

Mysal

1) x*=2(mod 1097), p=1097=8m+1 gorniisde bolany ii¢in detiesdirerlik
cOzgiith: 2-kw.ayrylma.

2) x*=2(mod 1709); 1709=8m+5 gdriisde diymek, deniesdirerlik ¢ozgiitsiz: 2-
kwadratik ayrylma dal

S. Kwadratik ayrylmalaryn tiiysibirlik kanuny

P we g tik yonekey sanlar bolanda

Bu yerden p-1/2 ya-da g-1/2 sanlaryi i bolmanda biri jlibiit bolsa, yagny p ya-
da g sanlaryi M bolmanda biri 4m+1 gorniisde bolsa, onda gorkeziji
jiibiit bolyar we (12)-den

Eger p-1/2 we g-1/2 sanlaryn ikisi hem tdk bolsa, yagny hem p, hem g 4m+3
gorniisde bolsa, onda p-1/2 g-1/2 gorkeziji tdk bolyar we sunun ti¢in

5 we 6 hisiyetler1 ulanmaga degisli mysallara garalin.
Mysal 1.
x> =102 (mod 1097)

(102/1097) ii¢in Lejandr simwolyny hasaplap deniesdirerligin ¢6zgiitliligini
kesgitldhin. 1097 — yonekey san, 102=2 3 17 onda

[1100;7) ) (10297j | £1 0397)(1(]);7)

2
1) [ 2 \=11097 = I(mod 8
) (1097] (mod&)

()3

clinki 1097=1(mod 4), sofira 5 hasiyet: 3=3(mod &)
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3| 7 ): 1097}2 i): 3,
1097) \ 17 ) (17) \17

102

107):(“)(—1)(“):—1.

Berlen denesdirerlik ¢ozgiitsiz
2.3. Indi 5 we 6 hésiyetleri subut edelin .
Asakaky denesdirerliklere garalyn

Diymek, (

(13)

Bu yerde P, = P

.1, ax ululygyn absolyut ululygy boyunga i kigi

ayrylmasy, &, ==1, diymek, 11,5,...,151, ululyklaryn her biri 1,2,...,p; sanlaryn
dine birne den , onda

12...p1=rif...1p51
Indi (13) denesdirerlikleri biri-birine kopeldip we i soiiky yazylany g6z
oniinde tutup alarys:

Ya-da (14)

Indi

1) Eger bolsa

we anlatma jiibiit:

2) Eger-de bolanda biitin aiilatma ték bolyar.

1) yagdayda ax-in kig¢i otrisatel dél ayrylmasy 'z P-den ki¢i — bu bolsa ¢, ==/
diyildigi , 2) yagdayda ax-in m kigi otrisatel dal ayrylmasy ~ diymek , absolyut
ululygy boyunga il ki¢i ayrylmasy otrisatel, yagny
E~=-1
Aydylanlardan

Exz('l)
We (14)-i gz oniinde tutsak: P

a-ny tak san hasap edip, soiiky gatnasykda kéabir 6zgertmeleri amala asyraliii
Bu yerden

(15)

(16)-den a=1 bolsa
Indi 6 hésiyeti subut etmége girigelin

(15) we 6 hasiyetden
(16)
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Goyindi g-1/2=g; gy we py anlatmalarda x we y sanlar biri-birine bagly
bolman agakdaky bahalary kabul etsin

x=1,2,....p1; y=1,2,....&1

Onda miimkin bolan gosa sanlar:

Yagny P,0; sany gosa sanlar bolyar.

Bu gosa sanlarynn ki kompanenti 6zara den bolmagy miimkin dal, yagny x-m we
y-in islendik bahasynda gx=py, ¢liiki (p,g)=(y,g)=1 bolany iicin py g. Onda
gx<py densizligi yerine yetirydn /birinji komponenti ki¢i bolan/ gosalaryii
sanyny S; bilen we gx>py densizligi yerine yetirydn gosalaryn sanyny hem S,
bilen belldp, p19:=S;+S; boljakdygyny goryiris.

/denligiit ki bolegini hem (p/g) kopeltsek-(12) gatnasyk /

2.4. Lezandr simwolyny umumylasdyryan Yakobi simwoly kdp yagdaiiylarda
peydaly bolyar.

Goy P=pyp,...px yonekey kopeldijileri dargamasy bolsun, (a,P)=1 diyelin .
Onda Yakobi simwoly asakdaky yaly kesgitlenyir:

Sag bolekdaki skopkalar —Lezandr simwollary. Hut LeZandr simwolynyn
hisiyetlerini ulanyp, Yakobi simwolynyi hisiyetlerini gdrkezmek miimkin-olar
dasky gorniisi boyunca edil LeZandr simwolynyiiky yaly. 3,5,6 hésiyetler subut
edilende, jiibiit derejesi boliinip ¢ykarylyar.

Moduly diiziimli yagday

Goy bize x*=a(mod p) (1)

Berilsin, a>0, (a,p)=1
f(x)=x"-a, f(x)=2x, eger indi x=x, (mod p)

x=a(modp) (2)
denesdirerligin ¢oziiwi bolsa, onda
f(x) p 3)
Hakykatdan-da, (a,p)=1 we (X1,p)=1, p-tik, sonunii¢in (2x,,p)=1, diymek, 2x;
p, yagny
f(x) p
Indi (1) denesdirerligi
f(x)=x*-a=0 (mod p)

yaly gorap, ony 6 bap, N2.2.2. yaly ¢ozeris. (3) zerarly onun yeke-tdk ¢oziiwi
bar. Seylelikde, (2) denesdirerligin her bir ¢dziiwine (onuil bolsa ¢6ziiwi bar:
x=xx,(mod p)) (1) denesdirerligin dine bir ¢oziiwi degish bolyar.

3.2. Indi x*=a (mod 2) , a>0, (a,2)=1 (4) Bu yerde f(x,)=2x; 2-4 bolinyir we
sonuf iicin 6 bap, N2,2.2 yaly pikiryoretme gecyar. (4) detiesdirerligi asakdaky
Jaly Jazyp

(x*-1)+1=a (mod 2) (5)

(a,2)=1 bolany iicin, eger sonky denesdirerlik ¢ozgiith bolsa, onda (x,2)=1,
diymek, Lezandr simwolynyii 5 hésiyetine gord x°-1/8

Seylelikde, (5) denesdirerligm ¢ozgiith bolmagy li¢in, asakdaky sertlerin yerine
yetmegi zerur:

Eger a =2 bolsa, a=1(mod 4) Eger-de « >3 bolsa, a=1 (mod 8)
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o < 3 bolanda x’=a (mod 2) defiesdirerligi islendik tik san yerine Vetiryér; we
yeke-tak ¢coziiwi bar
x=1 (mod 2); x*=a(mod 4) defiesdirerligi ki ¢oziiwi bar:

x=1; 3 (mod 4)
x*=a (mod 8) denesdirerligini dort ¢dziiwi bar:

x=1,3,5,7 (mod 8) « =4;5;... bolanda ték sanlary

x==+(1+4t;)  (6)
gorniisde yazyp, olaryii haysylarynyti x*=a (mod 16), x’=a(mod 32) we s.m.
denesdirerlikleri kanagatlandyrandygyny barlayarys. Alynjak netije:

Goniikmeler
50. Cé}ézﬁwlerinifl sanyny tapmaly
1) x=5 (mod 73); 2) x"=3(mod 73)
51. Dentesdirerliklerin ¢ozgiitliligini kesgitlemeli:
1) X*=31 (mod 77); 2) x*=20 (mod 171)
52. Lezandr simwolyny kesgitlemeli:

165 , (1015Y , (230
1)[%}2)(1621]’3)(457)

20. Gorkezijiler, gorkezijilerin hisiyetleri,
asyl kokler.

1.1. Eger (a,m)=1bolsa, onda
a’ =1(mod m) (1)
denesdirerligi kanagatlandyryan natural ysanlar bardyr.

Hakykatdan-da, seyle sanlaryn bolmanda birini Eyler teoremasy esasynda
gorkezilyar, yagny ¢(m). (1) denesdirerligi k - ¢o(m) hem kanagatlandyrar. /
K bitin san /-bu denesdirerligin hésiyetinden gelyar.

Geljekde-de Jbilen belgilenyan (1) denesdirerligi kanagatlandyryan y -yn i
kici bahasyna m modul boyunga a degisli gorkeziji diyip atlandyrarys.
Diymek,eger

a’ =Il(modm) (2)

bolsa, 6 <y¢iinki a” = I(modm)wel <x <5

bolanda, a, = 1(modm),

''''''

''''''

boyunca asyl kok bolaysa , ondaol /asan/ ¢(p) = p-1 gorkezija degisli bolyar.
Gorkezijini tapmaga degisli mysallara garalyn.

51



1) 11 modul boyun¢a 2,3,4,5,6,7,8,9,10. A
gysgalyk ligin ony yazyp durmarys /
1222= 4 ; 2°=8; 2'=16=5; 2°=32=10=-1
2°=2°%0=(-1)*2=-2=9 : 2°=2""2°=5*4=20=9
Seyle denesdirerligin hisiyetlerini ulanyp , 201 (mod 11) dine & =10 bolanda
yerine etjekdigini birinji setirden goryaris :
210=2°%2°=(-1)*(-1)=1(mod11); 5=10 = (11)
Diymek , 2 bizin alan 11 modugymzfz boyuncaasyl kok bolyar .
2) 3%=9=-2, 3*=5; 3'=5*3=4; 3°=3"*3=4*3=1
3°=1(mod11)
Bu yagdayda & =5.

3-lik 11 modul boyunga 5 gorkezid degish
4°=5; 4°=9; 4"=3; £°=4"*4=3*4=1; 5 =5.
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