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Yokary matematika dersi boyunca su okuw kitabyna matematiki
analizin dowamy (kop uytgeyanli funksiyalaryn differensial we
integral hasabyyeti, san we funksional hatarlar), ady we hususy
ontmli differensial denlemeler, matematiki fizikanyn yonekey
denlemeleri, ahtimallyklar nazaryyeti we matematiki statistikanyn
elementleri girizildi. Her bélumde nazaryyeti berkitmek maksady
bilen mysallar ¢dzulip gorkezilyar.



SOZBASY

Birinji kitabyn dowamy bolan bu ikinji kitap uniwersitetinn tebigy
ylymlary boyunca dirli hiinarleri alyan talyplaryn hemmesi ulanyp biler
yaly edilip ginisleyin yazyldy. Ona matematiki analizii dowamy (kop
uytgeyanli funksiyalar, olaryn predeli, (znuksizligi, onimleri we
differensiallary, ikigat, ticgat, egricyzykly we Ust integrallary, san we
funksional hatarlar), differensial denlemeler (birinji we yokary tertipli
ady differensial denlemeler, birinji we ikinji tertipli hususy 6niumli
differensial denlemeler, matematiki fizikanyn yonekey denlemeleri),
ahtimallyklar  nazaryyeti (kombinatorikanyfi  elementleri, t6tén
ululyklar we olaryn paylanyslary, matematiki garasma, dispersiya,
kwadrat gysarma, matematiki statistikanyn elementleri, korrelyasiya
nazaryyetinin esasy duslnjeleri) girizildi.

Her bolimde nazaryyeti berkitmek maksady bilen onda beyan edilen
distnjelerin ulanylysyny gorkezydn mysallar getirilydr we olaryn
cozlligleri gorkezilyar. Seyle hem her bolumin ahyrynda talyplar bilen
amaly sapaklar gecilende we Ozbasdak islerde ulanar yaly kdpsanly
mysallar getirilyar.

Kitapda yygy-yygydan dus gelyan “bar bolup”(“tapylyp”) sozleriniii
yerine barlygy anladyan 3 belgi, “islendik” (“her bir”) sézlerinini yerine
bolsa umumylygy anladyan Vv belgi ulanylyar. A= B yazgy A
sozlemden B sozlemin gelip ¢ykyandygyny anladyar. Eger-de, onun
Ustesine B sbzlemden A sozlem hem gelip ¢ykyan bolsa, onda ol
A< B yazgyda anladylyar. Mysal ucin, Ve>0, ¥vxeB, P>m3
gysgaca yazgylar “islendik & uludyr nol”, “islendik x degisli B ”,
“P degisli  m  tapylyp” diylip okalyar. Teoremanyn subudynyn,
mysalyn ¢ozilisinin baglangyjyny we ahyryny gérkezmek iigin <« we >
belgiler ulanylyar.

Bu kitapdan fizika hunérini alyan talyplar, seyle hem beyleki
yokary okuw mekdeplerinin talyplary peydalanyp bilerler.



Il bap. MATEMATIKI ANALIZ
(dowamy)

11.7. KOP UYTGEYANLI FUNKSIYALAR
§ 7.1. Kop Uytgeyanli funksiya disunjesi

1. m Olcegli ginislik dustnjesi. 1lki bilen m &lgegli arifmetik
ginislik ddsunjesini girizelin. Hakyky X, X,,...,X,, sanlaryn
tertiplesdirilen  (x,, X,,...,x,) toplumyna m 6lcegli nokat, sol
sanlaryn Ozlerine bolsa onun koordinatalary diyilydr. Sunlukda,
M(X,, X,y X)) YAZQY X, X,,...,X, sanlaryi M  nokadyii

koordinatalarydygyny anladyar. Seyle nokatlaryn kopligine m

......

islendik iki M(x,, X,,...,X,) we M'(x], X},...,x.,) nokatlarynyi
arasyndaky uzaklyk

p(M, M) =y(x =X + 06 =X+ (6 =3
formula boyunca kesgitlenyan bolsa, onda ona m 6lcegli yewklid
ginisligi diyilyar we ol R™ bilen belgilenilyar. Asakdaky koplikler
bu ginigligin kopliklerine mysal bolup biler.

1) Berlen Mo(xf, X yee x°) nokat tigin koordinatalary

' 'm

0

(x1 — X )2 +(x2 —x;’)2 +...+(xm —xr‘r’,)2 <r’
densizligi kanagatlandyryan ~ M(x,, X,,...,X,,) nokatlaryn {M}
kopligine merkezi M, nokatda we radiusy r bolan m Olcegli
yapyk sar diyilyar.
2) Eger {M} kopligin &hli nokatlarynyi koordinatalary tigin

2 2 2
(xl—xf) +(x2—x§) +...+(xm—x§,) <r?

gittislik yerine yetse, onda{M } koplige m 6lcegli agyk sar diyilyar.
3) M(x,, X,,...,%,) nokatlaryn



(x1 —xl")2 +(x2 —x;’)2 +...+(xm —xr‘r’,)2 =r?
defiligi kanagatlandyryan {M } kopligine m 6lcegli sfera diyilyar.
4) Koordinatalary [a, b] kesimde Uzniiksiz x, = x(t) (i=1, ,m)
funksiyalar bolan  M(x,, x,,...,x,,) nokatlaryn kopligine R"

giniglikde Uznilksiz ¢yzyk diyilyér. Sunlukda,

A(x,(a), x,(a),...,x,(@)) we B(x(b) x,(b)...,x, (b))
nokatlara degislilikde cyzygyn baslangy¢ we ahyrky nokatlary
diyilyar.

2. m Olcegli ginisligin kabir koplukleri. Merkezi M _ nokatda

0

we radiusy ¢ bolan m 0Olcegli agyk sara M, nokadyn e etraby
diyilyar. M, nokady 0ziinde saklayan islendik m 0lcegli acyk sara
bolsa sol nokadyn etraby diyilyar.

Eger koplugin ahli nokatlary kabir m 6lcegli sara degisli bolsa,
onda ona c¢akli kopluk diyilyar. Seyle kopligin islendik ki
nokadynyn arasyndaky uzaklyklarynyn takyk yokarky cdgine onun
diametri diyilyar.

Goy, {M} képlik m olgegli R™ ginisligin kabir képliigi, yagny
{M}c R™ bolsun. Eger M nokady islendik etraby {M } képliigin
M nokatdan tapawutly ifi bolmanda bir nokadyny 6ziinde saklayan
bolsa, onda M nokada {M} képliigin predel nokady diyilyar.
Koplugin predel nokady sol koplige degisli bolup hem, degisli
bolman hem biler. Mysal igin, x=2, x=4 nokatlar [2, 4] we
(2, 4) kopllklerin her birinin predel nokatlarydyr, yéne olar birinji
képluge degisli bolup, ikinjisine degisli déldir. Eger M e{M}
nokadyn sol kopligin basga hi¢ bir nokadyny 6ziinde saklamayan
etraby bar bolsa, onda ol nokada {M} kopligin Gziie nokady
kopluk diyilyar. Eger M nokat {M} képliige 6ziinin Kabir etraby
bilen degisli bolsa, onda ol nokada sol kopligin icki nokady

......
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kopluk diyilyar. Eger M nokadyii islendik etraby {M} kopliige
degisli nokatlary hem, degisli dé&l nokatlary hem 6zlinde saklayan
bolsa, onda M nokada sol képliigin gyra nokady diyilyar. {M }
koplugin gyra nokatlarynyn toplumyna ol kopligin aragagi diyilyar.
Her bir koplik 6zlnin aracégi bilen bilelikde yapyk kopligi emele
getiryar. Mysal (gin, tekizlikde x> +y?<1 densizligi
kanagatlandyryan M (x, y) nokatlaryn kopligi onun aracdgi bolan
x> +y* =1 towerii nokatlary bilen bilelikde x* + y* <1 densizligi
kanagatandyryan nokatlaryn yapyk kopligini emele getiryar. Sonun
yaly, m Olcegli yapyk sar hem R™ ginislikde yapyk koplukdir.

3. Kop uytgeyanli funksiya disunjesi. m o6lcegli arifmetik ginigligin
kabir X kopligininn her bir M(x;, X,,...,X,,) nokadyna Kkesgitli u
hakyky sany degisli edyan f dizgiine X koplikde kesgitlenen
m Olgegli  funksiya diyilydar we ol u= f(x,, X,,...,X,)
gOrnusde ya-da gysgaga u = f(M) bilen belgilenyar. Hemiselik C
san tcin R™ ginigligin

f(X,, X, ,..0,%,)=C
denligi kanagatlandyryan nokatlarynyn kopligine u= f(M)

......

funksiyanyn dereje kopligi diyilydar. Hususan-da, m=2, m=3

yerde dereje cyzyklary deniz derejesinden beyiklikleri hemiselik
bolan yerin Ustlinin nokatlarynyn emele getiryan ¢yzyklarydyr. Sol
¢cyzyk boyunca dine yerin nokatlarynyn deniz derejesinden néce
yokarda yerlesyandigi kesgitlenmén, onun relyefinin hésiyeti hem
kesgitlenyér, ol bolsa daglyk yerler tgin wajypdyr.

1-nji mysal. f(x, y) =4x2—1+y2 funksiyanyii dereje ¢yzyklaryny

tapmaly.
< Berlen funksiyanyn dereje ¢yzyklary hemiselik C (gin



1 pa—
4x* +y?
denlikden, yagny C(4x2 +y2):1 denlikden kesgitlenyar. Ondan
bolsa

C

XZ yZ
BAN A
11

4C C
gelip ¢ykyar. Ol ellipsin denlemesidir. Diymek, berlen funksiyanyn
dereje ¢cyzyklary ellipslerdir. >

§ 7. 2. Kop Uytgeyanli funksiyanyii predeli we tGzniksizligi

1. Kop Uytgeyanli funksiyanyin predeli. Goy, u = f(M) funksiya
kabir X < R™ koplikde kesgilenen we M _ nokat X koplugin
predel nokady bolsun. Eger Ve >0 uginseyle 5 >0 san tapylyp,

0<p(M, M,)<5 (1)
serti kanagatlandyryan her bir M € X (gin
[f(M)-B|<e v

densizlik yerine yetse, onda B sana, u= f(M) funksiyanyn M,
nokatdaky (ya-da M — M bolandaky) predeli diyilyéar . u = f(M)
funksiyanyn M nokatdaky predeli

lim f(M)=B €©)

MM,
gornusde belgilenyar.

Eger a=a(M) funksiyanyii M, nokatdaky predeli nola det,
yagny

Jgﬁoaﬂw)==o (4)

bolsa,onda ol funksiya M, nokatda tukeniksiz Kigi funksiya diyilyar

1-nji teorema. u= (M) funksiyanyii M, nokatda predelinii
bolmagy lcin



f(M)=B+a(x) lim a(M)=0 (5)
denliklerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Bu teoremanyn subudy 8§ 2.4 —d&ki 5-nji teoremanyn subudy
yalydyr.

Bir Uytgeyénli funksiya Gcin jemin, kdpeltmek hasylyn we payyn
predeli hakyndaky § 2.5 —de subut edilen 9-njy teorema menzes
teoremany kop tUyteyénli funksiya tcin hem subut etmek bolar.

1-nji bellik. Iki iytgeyanli u= f(x, y) funksiyanyn M (a, b)
nokatdaky B predeli Ggin

lim f(x, y)=B (6)

Xx—a
y—b

yazgy ulanylyar.
2-nji mysal. Iirrl1(3x2 +4y—1) predeli hasaplamaly.
y—2
< Jemin predelinin hésiyeti hakyndaky teorema esasynda
H 2 I H 2 H 1
le_r>rl1(3x +4y—1)= IX|Lr11(3x )+IX|Lr11(4y) 1=
y—2 y—2 y—2
— i 2) i 1 1
—|XI_I’H(3X )+!/|_r2(4y) 1=3+8-1=10. >
2. Kop Uytgeyanli funksiyanyii artymy. Bu distnjani yonekeylik
ucin iki Gytgeyanli u = f(x, y) funksiya gin girizelin.
Au = f(x+Ax, y+Ay)-f(x, y)
tapawuda u = f(x, y)funksiyanyi M(x, y) nokatdaky doly artymy,
Au=f(x+Ax, y)-f(x, y),
Au=f(x, y+ay)-f(x, y)
tapawutlara bolsa u = f(x, y) funksiyanyn sol nokatdaky (x we y
boyunga) hususy artymlary diyilyar.
3. Kop uytgeyanli funksiyanyi Uzniksizligi. Goy, u= f(M)
funksiya kabir X < R™ koplukde kesgilenen we M _ e X bolsun.
Eger u = f(M) funksiyanyn M nokatda predeli bar bolup,



Jim £(M)=f(M,) @)
denlik yerine yetse, onda u = (M) funksiya M, nokatda iizniiksiz

funksiya diyilyéar. Basgaca aydylanda, eger Ve >0 Ugin seyle 8 >0
san tapylyp,

p(M, M,)<8 8)
serti kanagatlandyryan her bir M € X (gin
[f(M)-f(M,)<e 9)

densizlik yerine yetse, onda u=f(M) funksiya M, nokatda
Uzniiksiz funksiya diyilyar.
2-nji mysaldaky funksiya Mo(l, 2) nokatda uznuiksizdir, ¢unki
f(x, y)=3x?+4y—1 funksiya tcin f(l, 2)=10 we (7) denlik
yerine yetyar:
lim(3x* +4y -1)=10= £ (1, 2).
y—2
Au=f(M)-f(M,) tapawudyn u= f(M) funksiyanyii M
nokatdaky doly artymy bolyandygy esasynda, ol funksiyanyn M
nokatda (iznuksiz bolmagy dgin
lim Au=0 ya-da lim[f(M)-f(M,)]=0 (10)
Ap—0 Ap—0
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir (Ap = p(M , M 0)).
Hakykatdan-de, eger (7) yerine yetyan bolsa, onda
lim[f(M)-f(M,)]=0 ya-da lim Au=0,
Ap—0 Ap—0
yagny (10) denlik yerine yetyar. Tersine, eger (10) yerine yetyan
bolsa, onda (7) denlik hem yerine yetyar.
3-nji mysal. z=x?+y? funksiyanyi islendik (x, y) nokatda
Uznuksizdigini subut etmeli.
< Berlen fubksiyanyn (x, y) nokatdaky doly artymy bolan
Az = [(x +Ax)” +(y jLAy)ZJ—(x2 + yz): 2XAX + 2YAY + AX? + Ay?
denlikde Ax— 0, Ay — 0 bolanda predele gecip,

9



limAz=0
Ax—0
Ay—0
denligi alarys, yagny funksiya tznuksizdir. >

Eger funksiya kébir kdplugin her bir nokadynda izniksiz bolsa,
onda ona sol kdplikde Gzniksiz funksiya diyilyar.

Kesimde Uzniksiz bir Gytgeyéni funksiyalaryinka menzes bolan
hasiyetler koplukde zniksiz bolan kop lytgeyanli funksiyalar Ggin
hem yerine yetyar.

2-nji teorema. Eger u= f(M) funksiya cakli we yapyk
kdplukde Uznlksiz bolsa, onda ol funksiya sol koplikde caklidir we
in Kici we in uly bahalaryny alyar.

u= f(M) funksiyanyn Uznlksiz bolmadyk nokatlaryna onun
Uzulme nokatlary diyilydr. Funksiyanyn kesgitlenmedik, yone
predeli bar bokatlaryna hem onun Uzilme nokatlary diyilyar. Mysal
tcin, u :L/(y—xz) funksiyanyin Gziilme nokatlary  y=x°
parabolanyn ahli nokatlarydyr. Bu halda y=x* parabola onui
iziillme cyzygy diyilyar. Sotia menzeslikde, u :1/(z—x2 - yz)

funksiya lcin z = x> +y? Ust, berlen funksiyanyn Gzilme tstudir.
§ 7. 3. Kop Uytgeyanli funksiyanyii hysysy énimleri

1. Hususy éniimii kesgitlenisi. Yénekeylik tigin iki tytgeyanli
Z= f(x, y) funksiya garalyn. Belli bolgy yaly ol funksiyanyn x we
y boyunca M(x, y) nokatdaky hususy artymlary

Az=f(x+Ax y)-f(x, y),

Ayz=1f(x, y+ay)-f(x y)
denlikler bilen kesgitlenyar. Eger
A,z
lim 212 (Iim y j (11)

Ax—>0 AX Ay—0 Ay

predel bar bolsa, onda sol predele z = f(x, y) funksiyanyii M (x, y)
nokatdaky x boyunca (y boyunga) hususy oniimi diyilyéar we ol
10



, &, Oz of , ., oz of
va fX’ o Z 1 [
oX  OX oy oy
belgilerin haysydyr biri bilen belgilenyar. Seylelikde, kesgitleme

boyunca

oz . Az (az . Ayzj

— = lim —=lim .

OX  M-0 AX oy &-0 Ay
Kesgitlemeden gornisi yaly, iki Gytgeyéanli funksiyanyin x boyunca
hususy énumi bellenen y (gin berlen funksiyanyn x boyunca adaty
onumini anladyar. Sonun G¢in hem hususy énimler bir Gytgeyanli
funksiyalaryn onuminin  formulalary we duzgunleri boyunca
hasaplanylyar. Amalyyetde Uytgeyanlerin biri boyunca hususy 6ntim
tapylanda sol Uytgeyanden beylekilerini hemiselik hasap etmek
bolar.

4-nji mysal. f(x, y): x*siny funksiyanyn hususy onimlerini
we olaryn Mu(l, n/4) nokatdaky bahalaryny tapmaly.

< Bir GOytgeyénli funksiyanyn 6éniminin formulalaryny we
dizglnlerini ulanyp, ilki y-i we sonra x-i hemiselik hasap edip
hususy onimleri taparys:

of . of )
— =2Xsiny, — =X"CosYy.
OX oy

Indi olaryn Mu(l, n/4) nokatdaky bahalaryny hasaplalyn:

of : 2

—|. . =(2xsin =2-—— =42,
XM, ( y)‘MO 2 V2
of V2 2

v :(xzcosy)‘M =1. =

2
z=f(x, y) funksiyanyn M, (x,, y,) nokatdaky hususy
onumlerinin seyle geometrik manysy bardyr:
(%0 Vo) =tga, f)(x,, o) =10B,
bu yerde o burg Ox oky bilen A(x,, y,, f(x,, y,)) nokatday =y,
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tekizlik bilen z= f(x, y) ustin kesisme c¢yzygyna gecirilen
galtasmanyn arasyndaky burcdyr; [ burg bolsa Oy oky bilen A
nokatda x = x, tekizlik bilen z = f(x, y) ustiin kesisme ¢yzygyna
gecirilen galtasmanyn arasyndaky burgdyr.

Z= f(x, y) funksiyanyn x boyunga hususy 6nimi funksiyanyn
berlen (y =y,) ugur boyunca utgeyis tizligini ya-da bir tytgeyanli
f(x, yu) funksiyanyn x boyunca Utgeyis tizligini anladyar we ol
hususy énumin fiziki manysyny gorkezyar.

Iki Oytgeyanli funksiyanyin hususy onlimlerinin kesgitlenisine
menzeslikde, U tytgeyanli u = f(x, y, z) funksiyanyii M(x, v, z)
nokatdaky hususy dntimleri seyle kesgitlenyér:

A f(x+Ax,y, z)- f(x,y, z)’
OX M0 AX
i f(x, y+Ay, 2)-f(x,y, 2)
8)/ Ay—0 Ay ’
& f(x,y, z+Az)- f(x,y, z).
01 A0 Az

Kop Oytgeyénli funksiyanyin hususy onimlerine birinji tertipli
hususy ontmler ya-da birinji hususy énimler hem diyilyar. Hususy
onumlerin kesgitlemelerinden gornisi yaly, funksiyanyn M (x, Y, z)
nokatdaky hususy énumleri sol nokadyn funksiyasy bolyandyr. Sona
gord onun hem hususy 6ntimlerini tapmak bolar.

Berlen funksiyanyn birinji hususy éniimlerinin husysy oniimlerine
ol funksiyanyn ikinji tertipli hususy éntimleri diyilyar.

Iki Gytgeyénli z = f(x, y) funksiya Ucin kesgitleme boyunca:

0’z 0 (oz , ' ] .
aXZ ox [axj [fx(x7 y)] X xx(X7 y)’

0’z 0oz , C ., .
228 it

12



0%z 3(52j:[f;(x, V= 1500 y)

oxoy - oy X
0%z o (eéz , o
OyoX _&(a_)’}_[fy(x’ y)]x = (% y).

5-njimysal. z = x* + 4x°y —6xy” + y* funksiyanyi ikinji hususy
ondmlerini tapmaly.

< Oniim tapmagyn diizgiinlerini we formulalaryny ulanyp, ilki
birinji hususy énumleri tapalyn:
g:3x2+8xy—6y2, 2:4x2—12xy+ ye.
OX oy

Bu hususy 6énumleri ulanyp, ikinji hususy énumleri tapalyn:

2 2
8—f=6x+8y, 02 =8x-12y,
OX OXoy
2 2
E?yc'iz =8x-12y, , %:—12x+6y.
X Yy

" 14 " "

wor Ly Ly Zy, belgilemeler hem

hususy 6numlere garysyk hususy onumler

Ikinji hususy 6nimler Ggin z

n n
Xy ! z yX

diyilydr. 4-nji mysaldaky funksiya tgin z; =z{ denlik yerine
yetyar. Yone ol denlik hemise yerine yetyar diyip bolmaz. Ol denlik
haysy sertlerde yerine yetyarka diyen soraga jogaby asakdaky
teorema beryar.

3-nji teorema. Eger M,(x,, y,) nokadyn Kkabir etrabynda

kesgitlenen z = f(x, y) funksiyany sol etrapda f f,. hususy

ulanylyar. z

"
Xy !

ontmleri bar bolup, olar M, nokatda tizniiksiz bolsalar, onda
fa (%1 ¥o)= To(X, ¥o)
denlik dogrudyr.
Seylelikde, eger garysyk onimler iznlksiz bolsalar, onda olar

dendirler, yagny hususy ontmler differensirlemegin tertibine bagly
daldir.

13



Ikinji tertipli hususy énimleri x we y boyunca differensirlap,
ucunji tertipli hususy énimleri ya-da tginji hususy éntimleri taparys
0’z 0%z 0°z 0°z 0°z 0’z 0’z
ox*' ox*oy oxayox  oyox® ' oyoxdy  oyiox oy
Suna menzeslikde dordinji, bésinji we ondan-da yokary tertipli
hususy oniimler kesgitlenyér. Seylelikde, z = f(x, y) funksiyanyn
(n-1) tertipli nususy OnlUminiii birinji hususy 6nlimine onun n
tertipli hususy onimi diyilyéar. Ug Uytgeyanli funksiyanyn ikinji we

yokary tertipli hususy énuimleri hem sular yaly kesgitlenilyér.
o°u o'u
oxoyot ox*oz?’

6-njy mysal.u = xysin 2t + x*z° funksiyany

o°u P
o hususy ontimlerini tapmaly.

< Uytgeyanlerin birinden beylekilerini hemiselik hasap edip,
hususy 6niimleri taparys:

2 3
% = ysin 2t + 2xz°, U _sinat, u& = 2C0s2t;
X
2 3 4
OV g5, OU 104, 90U g0z
OX oX oz OX 0z
2 3
@:SXZZ“, a—l;:20x223, a—l;:60x222,
0z 0z 0z
4 5
U _120x22, TY _ 12057 &
0z 0z

§ 7. 4. KOp Uytgeyanli funksiyanyi doly differensialy

1. Birinji tertipli doly differensial. Eger seyle A we B sanlar
bar bolup, z = f(x, y) funksiyanyn M (x,, y,) nokatdaky
Az = f(x, +AX, y, +Ay)-f(x,, V,) (12)
doly artymy
14



Az = AAX + BAY + aAp (13)
gornisde anladylyan bolsa, onda AAx+BAy ailatma z = f(x, y)
funksiyanyn M, nokatdaky doly differensialy diyilyéar, bu yerde

Ap =/AX* + Ay?> we Ap — 0 bolanda o — 0. (14)
Z= f(x, y) funksiyanyn doly differensialy dz bilen belgilenyar:
dz = AAX + BAy (15)
(13), (14) we (15) denliklerden gornusi yaly, z= f(x, y)
funksiyanyn doly artymy iki bdlekden ybarat bolup, onuin Ax we
Ay goré cyzykly bolegi sol funksiyanyn differensialyna dendir,
ikinjisi bolsa, Ap gora yokary tertipli tikeniksiz Kici ululykdyr.
4-nji teorema. Eger z = f(x, y) funksiyanyn doly artymy (13)
denlik goérnisinde anladylyan bolsa, onda A we B sanlar sol
fnksiyanyn M nokatdaky nususy 6nimlerine dendir:

A= 1%, ¥,) B="f/(X,Y,) (16)
< Eger Ay =0 bolsa, onda (13) denlik
A,z = AAX + 0| AX (17)

gornlsde yazylar. Sunlukda, Ax — 0 bolanda o — 0 bolar. Sonun
ucin hem (17) denlik esdasynda
Az Az

=A+a, lim =A f/(x,,y,)=A. 18
AX o Ax—0 AX X( y ) ( )
Eger-de Ay =0 bolsa, onda (13) denlik

A,z = BAy +alAy| (19)

gornisi alar. Sunlukda, Ay —» 0 bolanda o —0 bolar. Sonun dgin

hem (19) denlik esdasynda
Az Az
*=Bta, lm—2=8B, f/(x,y,)=B.> (20)
Ay Ay—0 Ay
(16) denliklerin esasynda z = f(x, y) funksiyanyn (15) doly
differensialyny
dz = (X, Yo )AX+ f(X,, ¥, JAY (21)

15




gornlsde yazmak bolar.
2. Doly differensialyn barlygy. Haysy sertlerde z= f(x, y)

funksiyanyn M nokatda doly differensialynyn bardygyna asakdaky
teorema jogap beryar.

5-nji teorema. Egerz = f(x, y) funksiyanyn M, nokadyn kabir
etrabynda birinji hususy onimleri bar bolup, olar sol nokatda
Uzniiksiz bolsalar, onda funksiyanyn sol nokatda doly differensialy
bardyr.

q4 7= f(x, y) funksiyanyn M, nokatdaky (12) doly artymyny

Az =[f(x, +Ax, y, +Ay)- f(x,, y, +Ay)]+
+[f(x,, Y, +AY)= F(X,, V)]
gorniise Ozgerdelin we bu denligin sagyndaky tapawutlara
Lagranzyn formulasyny ulanalyi:
F(X, +A%, Y, +AY)= F(x,, Y, +AY)=F(X, y, +Ay)AX, 22
(X0 Yo +AY)— f(X,0 ¥o)= f,(%,, T)AY,

Xelx, x,+ax} yely, y, +ay]. (23)
Seylelikde,(23) esasynda Ax — 0, Ay —0bolanda X — x,,y — Y,
bolar. Sert boyunga f(x, y), f/(x, y) énimlerii M, nokatda
Uznuksizligi esasynda, predelin hasiyeti boyunca (5) denlik esasynda

(X, y, +Ay)= f/(x,, y,)+a,
fy’(xo’ y): fy'(XO, y0)+B1
bu yerdke Ax >0, Ay >0 bolanda o —>0, B—>0. (22)-(24)
denliklerin esasynda doly differensial seyle gornisde yazylar:

(24)

Az = £](X,, Yo )AX+ F1(X,, Yo JAY + aAX +BAY . (25)
Bu denligin sonky iki gosulyjysynyn jemini 6zgerdip, ony
OAX + BAY = OLAXA—jLBAyAp = aAp (26)
p

gornilsde yazalyn, bu yerde
&:“AXA—M’, Ap = JAX? + Ay? . 27)
P
16



<1 ‘ﬂ <1. Sonun G¢in hem
Ap

(27) deilikden gornisi aly, ‘ﬂ
Ap
aAX + BAY

- 2

Ap Ap Ap

AX—>0, Ay >0 bolanda o — 0, p— 0 bolyandygy tcin, (28)

densizlik esasynda Ax—>0, Ay >0 bolanda o — 0, yagny
Ap — 0 bolanda o — 0.

Seylelikde, (25) formula

Az = £](X,, Yo )AX+ f(X,, Yo JAY +GAp (29)

gornusde yazylar, bu yerde Ap — 0 bolanda o — 0.Bu dexligi (13)

denlik bilen denesdirip, z= f(x, y) funksiyanyn M, nokatda

differensialynyn bardygyny we onun (21) formula boyunca

tapylyandygyny alarys. >
Berlen nokatda doly differensialy bar bolan funksiya sol nokatda

......

<o+ |- (28)

‘£|a|

nokatda we onun k&bir etrabynda hususy dntmleri izniiksiz bolan
funksiya sol nokatda differensirlenyéandir.

Eger funksiya ké&bir nokatda differensirlenyan bolsa, onda onun
sol nokatdaky doly artymyny (29) goérnisde anladyp bolyandyr we
sonun esasynda AILTO Az = 0 ,yagny funksiya sol nokatda tzniiksizdir.

Bellik. Eger z = f(x, y) funksiya Ugin 5-nji teoremanyn &hli
sertleri M (x, y) nokadyn etrabynda yerine yetyan bolsa,onda onun
dz = gAx +QAy

OX oy
differensialy dort ytgeyénlerin funksiyasy bolup, bellenen Ax, Ay
ucin ol dine x we y (ytgeyanlerin funksiyasydyr. Sunlukda, eger
Ax =dx, Ay =dy alsak, onda funksiyanyn doly differensialy i¢in

formulany alarys. Edil sonun yaly,eger ¢ Uytgeyéanliu = f(x, Y, z)
17



funksiyanyn birinji hususy énimleri (izniiksiz bolsa, onda onun doly
differensialy
du :a—udx+@dy+a—udz
OX oz
formula boyunga kesgitlenyér. Bu formulanyn sag bolegindéki her

bir gosulyja funksiyanyn hususy differensiallary diyilyér, yagny

oz

3. Differensialyn takmyn bahalary hasaplamakda ulanylysy. Eger
z=f(x, y) funksiya M_ nokatda differensirlenyan bolsa, onda
(21) we (29) formulalar esasynda onun doly differensialy bilen doly
artymy seyle baglanysykdadyr:

Az = dz + aAp, AlimO& =0.
p—>

Sonun Ugin hem Az =~ dz takmyn denligi yazyp bileris. Ony
f (X, +A% Y, +AY)— F(X,, ¥o) & £(Xe, Yo )AX+ F/(X,, ¥, )AY
gornlsde ya-da
f(X, +AX, Y, +AY) = F(X,, Yo )+ F1(Xe0 Yo )AX+ f(X,, ¥, )AY (30)
gornlsde yazmak we ony takmyn hasaplamalarda ulanmak bolar.

7-nji mysal. |/(1L97)° +(3,02) aiilatmanyii takmyn bahasyny
hasaplamaly.

< 1Kki bilen ony (L97)° +(3,02) =4/(2—0,03) +(3+0,02)’
gornlsde yazyp, X, =2, y, =3, Ax=-0,03, Ay=0,02 alalyn we

f(x, y)=+/x*+y® funksiya garalyn. Onda f(x,, y,)= f(2, 3)=

/ 3x? y
=+/2% +3? =4/17 = 4123, fx'=—, fr=—__—— we
2 /x3+y2 y /X3+y2

£1(x., y,)= /(2 3)= 4f23 ~1455, 1/(2,3)= 4;’23 ~0,727.

Sonun ¢in hem (30) formula esasynda

18



F(x, +AX, Y, +Ay)=+/(2-0,03) +(3+0,02) ~
~ f(2,3)+ f,(2, 3)(-0,03)+ f;(2, 3)-0,02~
~4123-1,455-0,03+0,727-0,02 = 4,094. >

4.Yokary tertipli doly differensiallar.z = f(x, y) funksiyanyn
doly differensialynyn doly differensialyna onun ikinji tertipli doly
differensialy diyilyar we ol d?z bilen belgilenyar.

Seylelikde, eger dz =z, dx+z,dy bolsa, onda dx we dy
hemiselik hasap edip, birinji tertipli doly differensialyn kesgitlemesi
boyunca taparys:

d?z = d(dz) = d(zdx + 2, dy) = (z,dx + 2! dy)'xdx +
+(z;dx+z’dy) dy = z/ dx? + 2z, dydx + g dxdy + zJ, dy® =
wdx? + 22z dxdy + z}, dy? (z” =1, )

Xy yX
Seylelikde, z = f(x y) funksiyanyn ikinji doly differensialy tgin
.. 0°2 0%z 0%z
d°z =—d +2 dxdy+—dy
ox? OXoy oy’®

formulany alarys. Edil sonun yaly ticlnji tertipli d°z = d(d 2z) doly
differensial gin seyle formulany alarys:
3 3
0°2= 2200 +3-2% deay+3-22
ox® OX>oy oxoy

3
dxdy? jt%dy3 .

Sunia mezeslikde, z= f(x, y) funksiyanyi (n—1)-nji tertipli doly
differensialynyn doly differensialyna ol funksiyanyn n-nji tertipli
doly differensialy diyilyar we ol d"z bilen belgilenyar. Onun Ggin

= " ox" kay o 1.2...k
formulanyn dogrudygyny gorkezmek bolar. Bu formulany gysgaca

d"z = idxjtﬁdy z
OX oy
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gornusde hem yazmak bolar. Bu formulanyn sag bolegine seyle
disunmeli: ilki ol kdpagza hokmiinde n dereja goterilyar we sonra
alnan anlatmanyn sanawjylarynda ¢ belginin degisli derejelerinin
sagyndan z-i yazmaly. Mysal gin,

2 2 2 2
idxjtﬁdy z=|—5dx*+2 0 dxdy+6—2dy2 Z=
OX oy OX oxoy oy

2 2 2

=a—fdx2+2 oz dxdy+8—§dy2.
OX OXoy oy

Funksiyanyn doly differensialyna yéne differensial hem diyilyar.

§ 7. 5. Cylsyrymly we anyk dal
funksiyalaryn differensirlenmegi

1. Cylsyrymly funksiyanyn differensirlenmegi. Eger x we y
uytgeyanlere bagly bolan p = p(x, y), r:r(x, y) funksiyalar tgin
z =F(p, r) funksiya kesgitlenen bolsa, onda

z=F[p(x, y) r(x, y)]=G(x, y)
funksiya x we y Uytgeyanlere gora ¢ylsyrymly funksiya diyilyar.
Goy, p(x, y), r(x, y) funksiyalar x we y Uytgeyanlere gora we
F(p, r) funksiya p we r Gytgeyanlere goré differensirlenyén
funksiyalar bolsun. Bu halda z=F(p, r) funksiyanyn  z,, z,
hususy onimleriniii bardygyny gérkezelin. Eger p(x, y), r(x, y)
funksiyalaryn x we y (ytgeyanlerini belldp, y-i onkdligine goyup
X-a Ax artym bersek, onda p we r funksiyalar A, p, A,r hususy
artymlary alar. Sunlukda, z=F(p, r) funksiya A,z artymy alar

we ony (25) formula esasynda

Az :gAxijgAXHochijBAxr
op or

gornusde yazmak bolar, bu yerde A p—>0, A,r—0 bolanda
o —> 0, p— 0 bolar. Ol defiligi agzalayyn Ax-a bolip,
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Az _ozA p+azAr Axp+BAr

AX ap AX  Or AX AX AX

denligi, ondan bolsa Ax — 0 bolanda predele gegip, o >0, B —>0
bolyandygy esasynda

o _oedp aor

(31)
OX Op oX Or ox
formulany alarys. Edil sonuni yaly y Uytgeyén Ggin
2 _adp oo (32

o dpoy oroy
formulany alarys.

Eger-de p = p(t), r=r(t) dine t gora differensirlenyan funksiya
bolsa we cylsyrymly z = F[p(t), r(t)]= f(t) funksiya kesgitlenen
bolsa, onda onun t gord énimi

d_azdp, azdr 33
dt opdt ordt
formula boyunca tapylyar we ol (31)-den x =t (ya-da (32)-deny =t)
bolanda alynyar. Ona funksiyanyn doly énimi hem diyilyér. Ikiden
kop uytgeyanli funksiya Ggin hususy onumler suna menzeslikde
kesgitlenyér. Hakykatdan-da, x, y we z goré differensirlenyén
p=p(x, y,2), r=r(xy,2), s=s(x vy, 2)
funksiyalar tgin differensirlenyan ¢ylsyrymly
=F(p,r,s)=F[p(x, v, 2) r(x v, 2) s(x y, 2)]=g(x v, 2)
funksiyanyn hususy énimleri
ou _ou ap ou or au 05
x ap 6x ar 6x 0s ox
ou _du ap ou or 6u oS .
EY apay or oy asay’
ou auap ou or @@
o ap 0z ar o1 s oz
formulalar boyunca tapylyar.
Eger-de p=p(t), r=r(t), s=s(t) dine t gora differensirlenyn
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funksiya bolsa we gylsyrymly z = F[p(t), r(t), s(t)]= f(t) funksiya
kesgitlenen bolsa, onda onun t goré doly 6niimi
du_oudp audr ouds

dt oJpdt or dt os dt
formula boyunca tapylyar.

8-nji mysal. 7= xsin X funksiyanyn x=1+3t, y=+1+t?
y

bolanda t boyunca doly 6nlimini tapmaly.
< ki bilen birinji tertipli
oz X 01 x* o x dx dy t

——sm—+ cos— — =——C0S—, =3, ==
dt  y1+t?

X y vy oyley oy Uyt
ondmleri tapalyn. Bu 6ntimleri we (33) formulany p=x, r =y ugin
ulanyp alarys:

dz_ozdx  ozdy ( j x?
— =t sm—+ cos 3——cos—

dt oxdt oy dt y y y y1/1+t

2. Anyk dal funksiyanyi differensirlenmegl. Eger y_y( )
Uzniksiz funksiya anyk dal gérnisde berlen

F(x, y)=0 (34)

denileme bilen kesgitlenydn bolsa, onda onun haysy sertlerde
differensirlenyandigine asakdaky teorema jogap beryar.

6-njy teorema. Eger F(x, y) funksiya we onuii  F/(x, y),
F;(x, y) hususy 6nimleri M(x, y) nokady 6ziinde saklayan kébir

képlikde tizniksiz bolup, sol nokatda F/(x, y)# 0 bolsa, onda (34)

denleménin kesgitleyan y = y(x) funksiyasynyn sol nokatda énumi
bardyr we ol 6niim
dy __oF JoF
dx  ox
formula boyunca tapylyar.
< M(x, y) nokatda F(x, y)=0.Eger x-a Ax artym bersek,
ondaona y = y(x) funksiyanyn Ay artymy degisli bolar. Sona gora
22
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F(x+Ax, y+Ay)=0. Sonun Ugin funksiyanyn artymy hem nola
dendir, yagny F(x+Ax, y+Ay)—F(x, y)=0. Funksiyanyi AF =
= F(x+Ax, y+Ay)-F(x, y) doly artymyny (25) formula boyunca

AF :ﬁijLﬁAyﬂxijLBAy

OX oy

gornlsde anladyp bolyar,bu yerde Ax — 0, Ay — 0bolandaco — 0,
B — 0. Doly artymyn nola denligi esasynda ahyrky denlik seyle
gornusi alar:

EijLﬁijtochjLBAy =0.

OX oy

Bu detiligi agzalayyn Ax -a bolup, alnan deilikden Ay/Ax tapalyi:

B ()
Ax o oy '

Bu denlikde Ax — 0 bolanda predele gegip alarys:

i (E]15) o (2)5)

Bellik. Onlimin bu bahasyny y = y(x) funksiyanyn ¢gyzgysynyn

absissasy X, bolan nokadyndaky galtasmasynyn
Y=Y, = Y% x=x,)
deilemesinde goyup, F(x, y)=0 ¢yzygyin M(x,, y,) nokadynda
gecirilen galtasmasynyn denlemesini alarys:
Fi(a0 Yo X =% )+ Fy (X0, Yo Xy = ¥,)=0.
Edil suna menzeslikde, eger
F(x, vy, z)=0
denleménin kesgitleyan z = z(x, y) funksiyasy we onun
Fix v, 2z), F(x vy 2), Flxv,z)

husysy onimleri M(x, Y, z) nokady 6ziinde saklayan kabir
kopliikde tizniiksiz bolup, sol nokatda F,(x, y, z)# 0 bolsa, onda
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Z= z(x, y) funksiyanyn hususy énimleri seyle tapylyar:
S-S 55
X OX oz ) oy oy oz )

§ 7. 6. Uste gegirilen galtasma tekizlik we normal

1. Galtasma tekizligin denlemesi. Eger ginislikde ¢yzyk
x=xt) y=yt) z=2t) (x<t<p) (36)
parametrik deiilemeler bilen berlen bolup, x(t), y(t), z(t) t gord
differensirlenyan funnksiyalar bolsa,onda sol gyzygaMO(xu, Yo zo)
nokatda (x, = x(t,), y, = ¥(t,), z, = z(t,)) gecirilen galtasmanyn
denlemesi

X=X _ Y=Y _2-1%,

7)) y6) 20 e
gornisde bolar, bu yerde x'(t, ), y'(t, ), z'(t,) 6nimler birwagtda nola
den daldir.(36) ¢yzyga M (xo, Yo zo) nokatda gegirilen galtasmanyn
ugrukdyryjy wektory

" =) v 20 39
bolar.
Giniglikde differensirlenyan F(x, Y, z)
funksiya arkaly
F(x, vy, z)=0 (39)
denleme bilen berlen Uste seredelin. Ol
1-nji surat Gstin M. (x,, y,, z,) nokady boyunga sol

ustde bitewiligine yatyan cyzyk gegcirelin
(1-nji surat). Goy, ol ¢yzyk (36) derileme bilen berlen bolsun, onda
(37) denleme sol c¢yzyga M(xo, Yo zo) nokatda gegirilen
galtasmanyn denlemesidir. (39) denlemede (36) anlatmalary goyup,
t gora tozdestwolayyn F[x(t), y(t) z(t)]=0 denligi alarys. Ony
¢ylsyrymly funksiya hokmiinde differensirlép,
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Fx'(t)+Fy'(t)+ F/z'(t)=0
denligi alarys. t =t Gg¢in ol denlik
Fi(Xer Yoo 2o X't )+ Fy(Xe, Voo o)yt )+ FY (%o, Yo 2,)2'(t,)=0
gornusi alar. Hususy dniimlerden diizilen
n=1F (% Yo Zo ) Fy(Xos Yor Zo) F/(Xor Yo 2)f  (40)
wektora garalyn. Ol wektor (39) ust we M, nokat bilen doly
kesgitlenyar we M nokat arkaly gegyan ¢yzyga bagly daldir.

(38) we (40) wektorlar Ugin yerine yetyan(n, 1')=0 denlik
olaryn ortogonaldygyny anladyar.

Seylelikde, (39) ustin M, (x,, y,, z,) nokady arkaly gegyan
islendik ¢yzyk Gcin sol nokat arkaly gegydn = galtasma wektory n
wektora perpendikulyardyr. Basgaca aydylanda, M, nokat arkaly
gecyan Ustun islendik ¢yzygynyn galtasmasy n  wektora
perpedikulyar tekizlikde yatyar. Ol tekizlige (39) ustin M,
nokadynda gecirilen galtasma tekizligi diyilyar, onun denilemesi

Fi(Xor Yoo Zo X=Xy )+ FJ (X, You Zo MY = Yo)+
+F(%, Yo, 2,M2-2,)=0 (41)
gornusdedir.

(40) formula boyunca kesgitlenydn n wektora Mo(xo, Yo zo)
nokatda (39) uste gegirilen normalyn wektory diyilyar. M, nokat

arkaly gegyéan we (40) wektor ugrukdyryjysy bolan géni ¢yzyga (39)
ustin sol nokatdaky normaly diyilyér. Onun denlemesi

X—X y—y Y
, 0 — ’ 0 — 0 (42)
(FX )M0 (FY )M
gornusdedir.

(F,
9-njy mysal. z=x?-y? Gste M,(3,—2,5) nokatda gegirilen
normalyn we galtasma tekizligin denilemelerini yazmaly.
< EgerF(x, y, z)=x*—y® —z bolsa, onda F, =2x, F/ =-2y,

o
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F, =—1 bolar. Sonun ugin
(F’)Mo =2-3=6, (Fy’)

X

v =72 (-2)=4,(F),. =-1.

Bulary ulanyp, (41) we (42) esasynda galtasma tekizligin
6(x—3)+4(y+2)-(z-5)=0 ya-da 6x+4y—-z-5=0
denlemesini we normalyn
X-3 y+2 7-5
6 4 -1

denlemesini alarys. >

o2 N2
K:

U, +ay

X 2-nj1 surat
2. Doly differensialyi geometrik manysy. Eger st z = f(x, y)
ya-da z— f(x, y)=0 deileme bilen berlen bolsa, onda
oF_ X oF_ A F_,
x ox oy oy @
bolar.Sonun ti¢cin hem ol Uste gegirilen galtasma tekizligin denlemesi

_o
Z—Zo—ax(x Xo)+ay(y Y,)

gornisde bolar. Bu formulada x —x, = AX, y—y, = Ay alyp, onun
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Z= f(x, y) funksiyanyn doly differensialydygyny goryaris:

dz = iAx +ﬂAy .
OX oy
Seylelikde,
z—-12,=0dz,

yagny iki Oytgeyanli z = f(x, y) funksiyanyn doly differensialy sol
funksiyanyn x we y Uytgeyanleri Ax we Ay artymlary alandaky
grafigi bolan Gste M_(x,,y,, z,) nokatda gegirilen galtasma
tekizligin z applikatasynyn artymyna dendir (2-nji surat).

§ 7. 7. Ugur boyunca 6niim we gradiyent

1. Ugur boyunca 6nim. Kop dytgeyanli funksiyanyin hususy
onumlerinin ol funksiyanyn degisli ugurlar boyunca (ytgeyis
tizligini anladyandygyny bell&pdik. Indi bolsa islendik ugur boyunca
onun (ytgeyis tizliginin nahili bolyandygyny gorkezmeklige
giriselin.

Berlen M (x,, ,, z,) nokadyn kébir etrabynda kesgitlenen we
differensirlenyan u = u(x, Y, z) funksiya garalyn. Sol etraba degisli
bolan M (x, + Ax, y, + Ay, z, + Az) nokat Ugin koordinatalar oklary
bilen degislilikde o, B, y burclary emele getiryan M M =1
wektory alalyn (3-nji surat). Garalyan u= u(x, Y, z) funksiyanyn
M, nokatdaky doly differensialyny (25) formula menzeslikde

Au = (a—uj AX + a Ay+[a—uj AZ + 0, AX + 0 AY + o, AZ
OX ), Y . 0 ),
gornusde yazmak bolar, bu yerde Ax — 0, Ax — 0, Ax — 0 bolanda
a, = 0 (k=12 3) . Bu deiligi agzalayyn Al =Ax? + Ay? + Az’
anlatma bollp,
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Z
|AZ M |
Y i |
Mo B | sy
Y 4 |
|
| |
0 | : yg | | .'/;, +aY
/ | / y
AR
|// | 7
R VN
3-nji surat

X

Au (au j AX (ou) Ay (au j Az
— == =4 = 4= =+
Al Lox )y, ar oy ), a1 (), Al

AX Ay
+o,—+0o,—+a
Al Al
denligi alarys. 3-nji suratdan gornusi yaly
AX Ay
— =C0Sa, —- =CO0sp,
Al Al

Az
Al

E—COS
Al v

(43)

Bu denligin esasynda (43) denlikde Al — 0 bolanda predele gegip,

. Au (ou ou ou
lim—=|—| cosa+|— | cosp+|—| cosy
A0 AL LX)y, Y ), 0 ),

denligi alarys.Bu predele u = u(x, y, z) funksiyanya M (x,, ¥, Z,)

bilen belgilenyér. Seylelikde,
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(8uj (8uj ou [éu)
— | =|—| cosa+|—| cosB+|— | cOSy.
ol M, OX Mo 8y M, 0z Mo

Erkin M(x, v, z) nokat Gc¢in bu 6nlim seyle gorniisde yazylar:
a—u=a—uCOSOH-a—uCOSB+a—uCOSy. (44)
ol ox oy 0z
Bu formuladan gornisi yaly, ou/ol énim die wektoryf ugruna
bagly bolup, onun uzynlygyna bagly daldir.
10-njy mysal. u=x*-2y?+3z% funksiyanyi M,(9, 6,1)
nokatdaky |={l, 2, —2} wektoryi ugry boyunca éniimini tapmaly.
< Berlen funksiya Ggin
au_ 2X, A -4y, au_ 6z, cosa =1, cosf3 =2, COoSy = 2
OX oy 0z 3 3 3
bolyany sebdpli, (44) formula boyunca alarys:

ou 1 2 2y 2_ 8
—=2X| = |+(—4y)=+62 ——= |==x—=Yy -4z,
ol (3) ( y)3 ( 3j 3 3y

[@j =39—§6—4(—1)=—6.|>
o), 3 3

Kop Oytgeyanli funksiyanyn hususy énimi onuni ugur boyunca
éniiminin hususy halydyr. Mysal Ugin, eger 1={, 0, 0}, yagny
a=0, B=y=90" bolsa, onda

ou ou ou n o n  ou
— =—00s0+—C0S—+—C0S—=—
ol ox oy 2 oz 20X

denlik yerine yetyar.

2. Skalyar we wektor meydanlary. Eger ginisligin kopliginin her
bir nokadynda ké&bir ululygyn bahasy kesgitlenen bolsa, onda sol
ululygyn seredilydn kopliilkde meydany berlen diyilyar. Sunlukda,
skalyar ululyk Ggin ona skalyar meydany, wektor ululyk Ggin -
wekror meydany diyilydr. Skalyar meydanlaryna dine san bahalary
bilen kesgitlenydn temperatura meydany, dykyzlyk meydany,
yagtylyk meydany, wektor meydanlaryna bolsa san bahalary we
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ugurlary bilen kesgitlenyan tizlik meydany, glyc meydany mysal
bolup biler.

Eger seredilyan ululyk tekizlikde berlen bolsa, onda ona degisli
meydana tekiz meydan diyilyar. Tekiz skalyar meydany u = u(x, y)
ya-da u=u(M) M =M(x, y) funksiya bilen kesgitlenyar. Skalyar
meydany ginislikde u =u(x, y, z) ya-da u=u(M), M =M(x, y, z)
funksiya bilen kesgitlenyar. Eger kdbir x, y, z dekart koordinatalar
sistemasynda u funksiya ol koordinatalaryn haysydyr birine, mysal
ucin z-e bagly bolmasa, onda ona degisli skalar meydana tekiz-
parallel meydan diyilydr. Ona Oxy tekizliginde garamak bolar. Oxy
tekizligine parallel bolan &hli tekizlikler Ggin, ol meydanyn sol bir
cyzyk derejeleri bardyr (mysal ticin, u=x*+y? funksiya bilen
kesgitlenyin meydanyi dereje ¢yzygy x°+y® =C towerekdir).

3. Skalyar meydanynyi gradiyenti. Goy, ginisligin ké&bir
kodpluginde differensirlenyan skalyar u = u(x, Y, z) funksiya berlen
bolsun. Bu funksiyanyn berlen nokatdaky hususy onumleri onun
degisli koordinatalary bolan wektora ol funksiyanyn sol nokatdaky
gradiyenti diyilyar we gradu bilen belgilenyér, yagny

gradu:a—ui+a—uj+a—uk. (45)
ox oy 0z
Seylelikde, ginisligin seredilyan kdpluginde wektor meydany, yagny
berlen funksiyanyn gradiyent meydany kesgitlenendir. Funksiyanyn
gradiyenti bilen onun ugur boyunga énuminin nahili baglanysykda
bolyandygyny asakdaky teorema gorkezyar.

7-nji teorema. u =u(x, Y, z) funksiyanyn | wektoryn ugry
boyunca 6nimi ol funksiyanyn gradiyentinin | wektora bolan
proyeksiyasyna dendir.

< Goy, | wektor koordinatalar oklary bilen degislilikde
o, B, v burclary emele getiryan birlik wektor bolsun, yagny

I =icosa+ jcosp+kcosy. (46)
Belli bolsy yaly, (45) we (46) wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly
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(dradu, I)=a—uc03a+a—ucosﬁ+@c03y (47)
OX oy oz

denlik boyunca kesgitlenyér. (44) we (47) deiliklerden bolsa

aa—l: = (dradu, 1) (48)

denlik gelip ¢ykyar. Eger gradu we | wektorlaryn arasyndaky
burgcy ¢ bilen belgilesek, onda

(dradu, I)=|gradul|l|cos¢ = |gradu|cos¢ = pr, gradu
denligin esasynda (48) denlik

g_l: =|gradu|cos¢ = pr, gradu (49)

gornusi alar. >

Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji netije.Funksiyanyn k&bir nokatdaky | ugur boyunca 6ntimi
in uly bahany | ugur gradiyentin ugry bilen gabat gelende alyar we
ol |gradu| dendir.

<1(49) denlikden gornisi yaly, ugur boyunga éniim in uly bahany
¢ =0 bolanda alyar, yagny

aa—l: = |gradu|cos0 =|gradu| = \/u;z +ulf+ul’ >

Basgaca aydylanda, bu denlik skalyar funksiyanyn gradiyentin
ugruna beyleki ugurlara garanynda calt Gytgeyandigini gorkezyar.

2-nji netije. u=u(x, y, z) funksiyanyn u(x, y, z)=C deiileme
bilen kesgitlenen dereje Uste gegirilen galtasmanyn ugry boyunca
oniimi nola dendir.

< Bu halda u = u(x, Y, z) funksiyanyn gradiyentinifi ugry berlen
nokat arkaly dereje Uste gecirilen normalyn ugry bilen gabat gelyar
we ol galtagma perpendikulyardyr, yagny ¢ = /2. Sonui {icin hem
(49) denlik esasynda agzalan ugur boyunga 6niim nola dendir.
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8§ 7. 8. Kop tytgeyanli funksiyanyn Teylor formulasy

Kébir D koplikde kesgitlenen z = z(x, y) funksiya garalyn.
Goy, sol koplugin M ;(a, b)nokadynyn kabir etrabynda funksiyanyn
n+1 tertipli (n >1) zniksiz 6niimi bar bolsun. x = a +tAx, y =b+
tAy, 0<t<1 Ugin o(t)= f(x, y) t gora gylsyrymly funksiyadyr.
Sunlukda, t=0 bolanda M (a, b) nokady, t=1 bolanda bolsa
M(a+Ax, b+Ay) nokady alarys we ony M, nokadyn garalyan

etrabyna degisli hasap ederis.
Belli bolgy yaly, bir Gytgeyanli (p(t) funksiyanyn Teylor formulasy

(p(t):(p(to)+w(t_to)+%})(t_to)2+

1!
(p(n) (to)
n!

(n+1) t ot N
o (L +0) )(t—to) g
(n+1)!
bu yerde 0< 6 <1. Bu formuladan hususy t, =0 bolan halda

_(0).920) 0 ©),  0"(0).. "0t) .
(p(t)_(p(0)+Tt+Tt SR (1) t"™* (50)
formulany alarys. Cylsyrymly ¢(t)= f(x, y)= f (a+tAx, b+tAy)
funksiyanyn t gora ontmlerini tapalyn:
o't)= f)x + fy; = f/Ax+ f Ay =df (x, y);

+...+

(t-t,)" +

2NV " ,12

(P"(t): fx,:(xt’2 + fx,;xt’yt’ + fyxytxt + fyyyt =

= foAX? + 27 AxAy + T Ay® =d* f(x, y)

y

o"(t)=d"f(x, y) @"I(t)=d"f(x y).
Bu denliklerin in sonkusynda t ululygy 6t bilen salsyryp, ondan
ontindakilerde bolsa t=0  goyup, (50) formula giryan olt)
funksiyanyn énimlerini taparys:
¢'(0)=df (a, b),
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@"(0)=d*f(a, b),..., ¢"(0)=d"f(a, b),
" (6t)=d"f (a+06tAx, b+6tAy).

Oniimin bu bahalaryny (50) deflikde goyup we alnan detlikde t =1
alyp, iki iytgeyanli funksiyanyn Teylor formulasyny alarys:

f(x, y)=f(a, b)+iw+

o k!
n+1
9 f (a+6tAX, b+ 6tAy) (51)
(n+1)!

ya-da ( )

v d<f(M,) d"™f(M
f(M)=f(M = , 52
(M)= 1M, )+ 3= =y (52)

bu yerde M = I\7I(a+eAx, b+6Ay)e D .(51) formula n =1 bolanda
seyle gornisde yazylar:
f(x, y)=f(a, b)+|f/(a b)ax+ f,(a, b)Ay|+

+%[fx’;(§, bJax? + 217 (&, b Jaxay+ £ (&, B ay?]
buyerde d=a+6Ax, b=b+6Ay, 0<6<1.
Edil sonuii yaly kop Uytgeyanli u= f(M), M = M(x,, X,, ..., X, )

funksiya tcin hem Teyloryn formulasyny getirip cykarmak bolar.

(53)

§ 7. 9. Kdp Uytgeyanli funksiyanyn ekstremumy

1. Ekstremumyii Kkesgitlenisi. Goy, z=f(x, y) funksiya
Mo(xu, yo) nokadyn k&bir etrabynda kesgitlenen bolsun. Eger ol
nokadyn seyle etraby bar bolup, sol etrabyn islendik M(x, y)
nokady ugin f(x, y)< f(x,,y,) (f(x, y)>f(x,,y,)) deiisizlik
yerine yetse, onda M, nokada z = f(x, y) funksiyanyi maksimum

......

nokatlaryna onun ekstremum nokatlary, sol nokatlardaky bahalaryna
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bolsa funksiyanyn ekstremumy diyilydr. Bu kesgitlemeden gornisi
yaly, eger M funksiyanyn ekstremum nokady bolsa, onda onun sol
nokatdaky Az = f(M)-f(M,) artymy iigin Az<0 ya-da Az>0
densizliklerin haysydyr biri yerine yetyar we tersine, eger M,
nokadyn ké&bir etrabynda bu densizliklerin haysydyr biri yerine
yetse, onda M, funksiyanyn ekstremum nokadydyr. Kop tytgeyanli
funksiyanyn ekstremumy hem suna menzeslikde kesgitlenilyar.
2. Ekstremumyn zerur serti. Kop uUytgeyanli funksiyanyn
ekstremumynyn zerur serti asakdaky teoremada gorkezilyar.
8-nji teorema. Ekstremum nokadynda differensirlenyén
funksiyanyn sol nokatdaky hususy 6ntimleri nola dendir.
< Subudyny M, (x,, y,) nokat onuii ekstremum nokady bolan
iki Uytgeyanli z = f(x, y) funksiya tgin gorkezelin. Onun ugin M
nokadyn etrabyndaky y =1y, serti kanagatlandyryan nokatlaryna
seredelin. Sunlukda, bir Gytgeyanli g(x)= f(x, y,) funksiyany
alarys we x=x, ol funksiyanyn ekstremum nokadydyr. Sona gora
bir Gytgeyanli funksiyanyn ekstremumynyn zerur serti boyunca sol
nokatdag'(x,)= f,(x,, y, )= 0deilik yerine yetyar.Sonu yaly hem
bir tgeyanli f(x,, y) funksiya garamak bilen f/(x,, y,)=0
denligi alarys. Seylelikde, M, ekstremum nokatda
f/(X, ¥o)=0, f/(X,,Y,)=0.> (54)
(54) yeterlik sert daldir. Ony z = x* — y? funksiya tassyklayar.
Onui (0, 0) nokatdaky hususy éniimleri nola dendir, yéne ol nokat
onun ekstremum nokady daldir, ¢linki sol nokatda onun bahasy nola
dendir we (0, 0) nokadyn hig bir etrabynda onun alamaty hemiselik
daldir: x=0 bolanda z<0 we y=0 bolanda z>0.

Seylelikde, (54) sert ekstremumyn zerur sertidir. Ol sertin yerine
yetyan nokatlaryna ekstremumyn bolup biljek nokatlary hem

------

2. Ekstremumyii yeterlik sertleri. Ekstremumyn bolup biljek
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nokatlarynynn hagan ekstremum nokatlary bolyandygyna asakdaky
teorema jogap beryar.

9-njy teorema. Goy, z=f(x, y) funksiyanyn M, (a, b)
nokadyn kabir etrabynda ikinji tertipli tiznlksiz hususy onimleri bar
bolup, M, nokatda onun birinji hususy dniimleri nola den we

A=fy(ab) B=fi(ab) C=f](ab) (55)

bolsun. Eger

1)AC-B*>0 bholsa, onda A>0 bolanda M, funksiyanyi
minimum, A <0 bolanda bolsa maksimum nokadydyr;

2) AC —B? < 0bolsa, ondaM nokatda funksiyanyii ekstremumy

yokdur.
< IKinji hususy éntimlerin Gzniksizligi sebépli (55) esasynda

fxx(a, b):A+a1, Alg,rﬂoal =0,
i7(3, b)=B+a,, fim a, =0,
(& B)=Cray lima,=0
bu yerde Ap =+/Ax? +Ay? . Soa gora bu deiilikler we f/(a. b)=0,

f/(a.b)=0 deslikler esasynda (53) formula seyle gérnisi alar:

f(x, y)-f(a, b)=%[AAx2 +ZBAxAy+CAy2]+

+%[a1Ax2 + 200, AXAY + asAyZ] :
Ony 6zgerdip,

2 2
f(x )~ tla 0)-2 Hi_yj +zs§_§+c}

2 2 2
+Ap o, ax +2a2&+a3 Ay
2 Ap Ap Ap




gornilsde ya-da

f(x, y)-f(a, b):Ay2 {A(&j +28§—§+C}Lo@p2 (56)

2 Ay
gornusde yazmak bolar, bu yerde

2 2
oz=l o, A +2052£+oz3 Ay , lima=0.
2 Ap Ap Ap Ap—0

Yeterlik kici Ap iicin (56) denligin sag boleginii alamaty kwadrat
yayyn icindaki anlatmanyn, yagny At®+2Bt+C (icagzanyi
alamaty bilen kesgitlenyar, bu yerde t = Ax/Ay . Malim bolgy yaly,
AC-B?>0 we A>0 bolanda iicagzanyn alamaty polozZitel,
AC-B?>0 we A<O0 bolanda iicagzanyn alamaty otrisateldir,
AC —B? <0 bolanda bolsa onui alamaty iiytgeyandir. Sonun igin
hem (56) derligin esasynda AC-B?>0 we A>0 bolanda
f(x, y)> f(a, b), yagny M, funksiyanyii minimum nokadydyr,
AC-B?>0 we A<O holanda f(x, y)< f(a, b), yagny M,
funksiyanyn maksimum nokadydyr. AC —B? <0 bolanda bolsa
f(x, y)- f(a, b) tapawut alamatyny liytgedyar we sona gérd M,
funksiyanyn ekstremum nokady bolup bilmez. >
11-nji mysal.  f(x, y)=x>+y> -2x+4y+8  funksiyanyi
ekstremumyny tapmaly.
< ki bilen funksiyanyn hususy 6niimlerini tapalyn:
f,=2x-2, f/=2y+4, f ;=2 f; =0 1f;=2.
Sunlukda, x =1, y =-2 bolanda f, =0, f  =0bolar we sol nokatda
AC-B?=2.2-0=4>0, A=2>0. Sonui tigin hem M (L -2)
funksiyanyi minimum nokadydyr we min f(x, y)=f(, -2)=3.>
1-nji bellik. Eger AC-B? =0 bolsa, onda M, funksiyanyi
ekstremum nokady bolup hem, bolman hem biler. Ony asakdaky
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mysallar tassyklayar.

12-nji  mysal. f(x, y)=x2+2xy+vy%, g(x y)=xy’
funksiyalaryn ekstremumyny derniemeli.

< Funksiyalaryn ikisi tgin hem M (0, 0) ekstremumyi bolup
biljek nokadydyr we sol nokatda AC —B? =0 (6zbasdak barlai!).
Sunlukda, f(x, y)= (x+y)*>0=f(0, 0) bolyandygy iigin M,
birinji funksiyanyn minimum nokadydyr, g(O, 0)=0 we M,
nokadyn etrabynda ol funksiyanyn alamatynyn Uytgeyandigi sebapli,
M, nokat ikinji funksiyanyn ekstremum bokady bolup bilmez.

0

2-nji bellik.Kop tytgeyanli (M) funksiya igin f(M)— (M, )=
:%dzf(l\ﬁ) bolyandygy sebépli, M, nokat dzf(hﬁ)>0 bolanda

funksiyanyit minimum, d? f (I\?I )< 0 bolanda maksimum nokadydyr.
§ 7. 10. Sertli ekstremum dusUnjesi

1. Sertli ekstremumyn kesgitlenisi. z = f(x, y) funksiyanyn x
we y (Uytgeyénlerinin
g(x, y)=0 (57)
denligi  kanagatlandyryan  ekstremunyny  tapmaklyga sertli
ekstremum diyilyar. Sunlukda, (57) denlemé baglanysyk denlemesi
diyilyar.
Eger (57) denleme y = y(x) funksiyany kesgitleyan bolsa, onda
ony z= f(x, y) funksiyada goyup, x goré bir tytgeyéanli
2= f[x, y(x) (58)
funksiyany alarys. Sonun (¢in bu halda iki Uytgeyéanli z = f(x, y)
funksiyanyn sertli ekstremumyny tapmak meselesi bir Uytgeyanli
funksiyanyn ekstremumyny tapmaklyga getirilydr. Yone (57)
denlemeden vy = y(x) funksiyany kesgitlemek hemise basartyan
daldir.Bu halda sertli ekstremumy tapmaklyga basgaca cemelesmeli.
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2. Lagranzyn usuly. Goy, g(x, y)differensirlenyan funksiya bolup,

dg/dy #0 bolsun. Onda mélim bolsy yaly y; = [_ agj/(gg}

Cylsyrymly (58) funksiyany differensirlap, z, = f/+ fy, denligi
alarys. Ol funksiyanyi ekstremumynyn zerur serti  f/+ fly =0
of

denligi anladyar. Bu denlik esasynday; = [— aj/(} bolar. vy,
OX oy
ondm tgin alnan anlatmalary denesdirip,
[_ 8gj aig = [_ 8fj ﬂ Ya_da[afj/[agj = ﬁ 879
OX oy OX oy OX OX oy oy

denligi alarys. Bu yerdéki den gatnasyklary —2 bilen belgilép,

funksiyanyn sertli ekstremum nokadynda 5 = g—f =—)\ denlikleri,
X y
olardan bolsa
f,+2g, =0, f/+2g, =0 (59)
denlikleri alarys. Eger Lagranzyn funksiyasy atlandyrylyan
L(x, y, &)= f(x, y)+2g(x, y) (60)
funksiya seretsek, onda (59) denlikleri
Li(x, v, 2)=0, Ly(x y,2)=0 (61)

gornlsde yazmak bolar.(57)we (61) denliklerden sertli ekstremumyn
bolup biljek nokatlarynyn koordinatalary we A parametrin bahalary
kesgitlenyar.

Seylelikde, z= f(x, y) funksiyanyn (57) baglanysyk denligi
kanagatlandyryan ekstremumynyn bolup biljek nokatlaryny tapmak
ucin ilki bilen (60) denlik boyunca Lagranzyn funksiyasyny duzp,
onun X, Yy, A boyunca hususy énimlerini nola denleyérler we sol
denlemelerden X, y, A Kkesgitlenyérler. Ol denlemeler sertli
ekstremumyn zerur sertini anladyar.

Uc we ondanda kop uytgeyanli funksiyalaryn sertli ekstremumy,
yagny ol funksiyanyn baglanysyk denlemeleri kanagatlandyryan
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ekstremumy sonun yaly tapylyar. Mysal cin, eger u= f(x, Y, z)
funksiyanyn
g(x y,2)=0, p(x y,2)=0 (61)
sertleri kanagatlandyryan ekstremumyny tapmak talap edilyén bolsa,
onda ilki bilen Lagranzyn
L(x, y, 2, & )= f(x ¥, 2)+29(x ¥, 2)+up(x, v, 2)

funksiyasy girizilyar we (61) denlemelere yene-de (¢
Ly(X Y, 2, A 1)=0, L)(x, y, 2, &, n)=0, Li(X, ¥, Z, A, n)=0(62)
denillemeler gosulyar we ol denlemeler sistemasyndan ekstremumyn
bolup biljek nokatlarynyn X, y, z koordinatalary we A, u
parametrler kesgitlenyar. Sunlukda, (61) we (62) denlemeler
u= f(x, Y, z) funksiyanyn ekstremumynyn zerur sertini anladyar.

13-nji mysal. z=9-8x-6y  funksiyanyn = x*+y* =25
baglanysyk denilemesini kanagatlandyryan ekstremumyny tapmaly.

< llki bilen (60) denlikden peydalanyp,

L(x, y, 7»):9—8x—6y+7»(x2 +y? —25)

lagranzyn funksiyasyny diizelin we hususy 6niimleri tapaly:

%:—8+2kx; %:—6+27»y.
OX oy
Olary nola desildp, x> + y* = 25 denileme bilen bilelikde
-8+ 20 =0;
-6+2Ly =0,
x> +y? =25

sistemany ¢Ozelin. Onun ¢6ziwleri:
A= o x =4y, =3 A,==1 X,=-4; y,=-3.
Ikinji hususy ontimleri tapyp, ikinji differensialy taparys:
2 2 2
OL o Ob o Tl Pl = 2n(de +ay?).
OX OXoy oy

Ahyrky deiiligin esasynda A, =1; x, =4; y, =3 bolanda d’L >0
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bolyandygy sebdpli, ol nokat L(x, Y, x) funksiyanyn sertli minimum
nokadydyr, A, = -1, X, =—-4; y, =-3 bolanda d’L <0 we sonui
ucin bu nokat L(x, Y, x) funksiyanyn sertli maksimum nokadydyr.
Seylelikde,
Zm =min f(x, y)=f(4,3)=9-8-4-6-3=-41,
Z,., =max f(x, y)=f(-4,-3)=9-8-(-4)-6-(-3) =59. >

§ 7. 11. Tekizlikde gyzyklar masgalasy

1. Birparametli denilemeler masgalasy. Tekizlikde C parametr
ucin

F(x,y,C)=0 (63)

denleme boyunga kesgitlenyén ¢yzyklaryn kdpligine birparametrli

cyzyklar masgalasy diyilyar.Onal) y = x* + C - depeleri Oy okunda

bolan parabolalaryn koplugini; 2) y = (x —C)?- depeleri Ox okunda

bolan parabolalaryn kopligini; xy =C (C # 0) koordinatalar oklary

aS|mptotaIary bolan giperbolalaryn koplugini mysal getirmek bolar.
" 'ynda birparametrli denlemeler masgalasynyn

m durli nokatlarda onun dirli gyzyklaryna)
tilemeler masgalasynyn oramasy diyilyar (4-

Goy, (63) birpametrli deiileme bilen

4 - nji surat ~ masgalasynyin  y =y(x) defleme bilen
kesgitlenyan oramasy bar bolsun, bu yerde y(x) differensirlenyén
funksiyadyr. Goy, M(x, y) nokat (63) denlemanin oramasynyn
erkin nokady bolup, ol berlen ¢yzyklar masgalasynyn ké&bir
cyzygyna hem degisli bolsun. Ol ¢yzyga C  parametrin k&bir
bahasy degisli bolup, ol bellenen x we y Ugin (63) denleme bilen
kesgitlenyér, yagny C=C(x, y). Sonun Ugin oramanyn &hli
nokatlary (Gcin F[x, Y, C(X, y)]=0 denlik yerine yetyar. Eger
y=y(x) bolsa, onda bu denlik tozdestwa owrilyar. C(x, y)
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funksiyany differensirlenyén hemiselikden tapawutly funksiya hasap

edip, ol toZzdestwany x boyunca differensirlalin:
oF OF , OFoC oF oC
— Yt ——
oxX oy oC ox oC oy

ya-da

F,+Fy'+F(C,+Cly)=0. (64)
Bu denlikden M (x, y) nokatda orama gecirilen galtasmanyn burg
koeffisiyentini tapyarys. Sol nokatda berlen ¢yzyklar masgalasynyn
cyzygyna gecirilen galtasmanyn burg koeffisiyentini bolsa (63)
denlemeden taparys. Sol denlemede C-nin hemiselikligi esasynda,
ony differensirlap

F,+Fy =0 (65)
denligi alarys. Cyzyklar masgalasynyn ¢yzygyna we orama sol bir
nokatda gegirilen galtasmalaryn burg koeffisiyentlerinifi biri-birine
denligi tgin, (64) we (65) denlemelerden

F(Ci+Cyy)=0

denligi alarys.Serte g(‘jrac(x, y) # const bolany {gin (C; + C;y’)vs 0
Sona gora-de oramanyn ahli nokatlary ugin F. (x, Y, C) =0 denlik
yerine yetyar.

Seylelikde, (63) ¢yzyklar masgalasynyi oramasy

F(x,y,C)=0, F{(x,y,C)=0 (66)

denlemelerden kesgitlenyar.

1-nji bellik. F(x, y) funksiyanyn hususy dntmlerinin ikisinin
hem nola den bolan nokatlaryna F(x, y)=0 cyzygyn ayratyn
nokatlary diyilyér. Ol ¢yzygyn ayratyn nokatlary

F(x, y)=0, F/(x, y)=0, F/(x, y)=0

denlemeler sistemasyndan kesgitlenyar.

2-nji bellik. Eger (63) c¢yzyklar masgalasy lc¢in kabir y = y(x)
funksiya onun ayratyn nokatlarynyn kopligini kesgitleyan bolsa,
onda ol nokatlaryn  koordinatalary  (66)  denlemeleri
kanagatlandyryar.
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Seylelikde, (66) denlemeler oramany ya-da ayratyn nokatlaryn
koplugini, ya-da olaryn ikisini bilelikde kesgitleyar.

Koordinatalary  (66) denlemeleri  kanagatlandyryan  &hli
nokatlaryn kopligine (63) cyzyklar masgalasynyn diskriminant

cyzygy diyilyér.
§ 7. 12. Empirik formulalar

Gozegciligin netijeleri hasaplanylanda kdpleng seyle meseld dus
gelinyar: x we y ululyklaryn kép sanly bahalary belli, yone
olaryn arasyndaky funksional baglylygyn hasiyeti belli dal. Alnan
maglumatlar boyunga x we y ululyklaryn arasyndaky analitik
baglylygy tapmaly. Seyle meseleleri ¢cozmekde alynyan formulalara
empirik formulalar diyilyar. Gozeggiligin we tejribénin netijesinde
duzulyan empirik formulalar tebigy ylymlarda, hususanda fizikada,
himiyada we beyleki ylymlarda ginisleyin ulanylyar.

Empirik formulalaryny dizmek meselesi seyle amala asyrylyar.
Goy, olceglerin netijeleri esasynda jedwel duiztilen bolsun we

X X, X, X, X, Xy o1 X
Y Loy LY | Ys | L Y [ Vi | [

y:(p(x,Cl,Cz, ..... ,Cm) gOzlenyan empirik formula bolsun, bu
yerde ¢(x,C,,C,,.....,C, ) funksiya x ululyga we C,,C,,......,C,
parametrlere baglydyr. Goy, x, we vy, degislilikde jedwelin birinji
we ikinji setirindaki sanlar we ¢(x, )= o(x,, C,, C,,...,C, ) bolsun.
onda ¢(x,)-y, =¢, (k=12,...,n) sanlara gysarmalar ya-da

hatalar diyilyar. o(x,C,,C,,.....,C, ) funksiyanyii C,,C,,......,.C,

parametrleriniiC.,CJ,.....,C? bahalary nahili alnandae, gysarmalar

in Kici bolar diyen meseld seredelin. Gysarmanyn in Kici bolmak
kriterilerinin icinde ginisleyin yayrany in ki¢i kwadratlar usulyna
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esaslanyan kriteridir: (p(x,Cl,CZ, ..... ,Cm) funksiyanyn parametrlerini
gysarmalaryn kwadratlarynyn

ZSi =gl el +..+g (67)
k=1
jemi in Kici bolar yaly néhili saylap almaly.
Bu usuly ilki bilen x we y ululyklaryn ¢yzykly baglanysykda
bolan haly (¢in beyan edelin,yagny bu halda in kigi kwadratlar usuly
boyunga empirik formulanyn parametrlerini kesgitlemek meselesine

seredelin. Onun Ugin jedweldéki x, we 'y, sanlara tekizligin
gondburcly dekart koordinatalaryndaky

Ml(Xl’ yl)’ MZ(XZ’yZ)""’Mn(Xn’ yn)
nokatlaryn koordinatalary hokmiinde seredelin. Ol nokatlar tas k&bir
goni ¢yzykda yatyar hasap edelin. Bu halda x we vy ululyklar
cyzykly baglydyr diyip gliman etmek tebigydyr, yagny

y=ax+b, (68)
bu yerde a we b kesgitlenilmeli parametrlerdir. (68) denligi
ax+b-y=0 (69)

gornlsde hem yazmak bolar. Mk(xk, yk) nokadyn (68) denleme
bilen kesgitlenyan goni ¢cyzykda yerlesyandigi takmyn bolany tcin,
(68) formulanyn 6zi hem takmyndyr. Sonun g¢in (69) formulanyn
cep boleginde x we y ululyklaryn yerine jedwelden alnan  x,, y,
(k=1 2,...,n) bahalary alsak, onda
ax, +b-y, =¢;
ax, +b-y, =¢,; (70)

ax, +b-y, =¢,
denlikleri alarys, bu yerde ¢, ¢, ,...,&,- gysarmalardyr.

a we b koeffisiyentleri gysarmalar absolyut ululyklary boyunca
mimkin boldugyca kici bolar yaly saylap almak talap edilyér. It Kigi
kwadratlar usulyna layyklykda a we b koeffisiyentleri
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U=gl +&5+..t¢ (71)
gysarmalaryn kwadratlarynyn jemi in Kici bolar yaly alyarys. Eger
bu jem yeterlik kici bolsa, onda gysarmalaryn 6zleri hem absolyut
ululyklary boyunca kici bolar. (70) denlikleri (71) formulada goyup,

u=(ax, +h—y, ) +(ax, +b—y,)* +...+(ax, +b-y,)* (72)
funksiyany, yagny a we b ululyklara goré iki tytgeyénli funksiyany
alarys. Ol funksiyanyin awe b parametrlere goré in kici bahany

ou

. ou
almagynyn zerur serti — =0, — =0.
gynyn $ a b

(72) funksiyanyn a we b gora hususy ontimlerini nola denlap.
afo +b2xk = Zxkyk ;
k=1 k=1 k=1
ay x +bn=>"y,
k=1 k=L

denlemeler sistemasyny alarys we ondan (68) empirik formulanyn a
we b parametrlerini taparys.

Indi x we y ululyklaryn kwadratik baglylyk haly Ggin in Kici
kwadratlar usuly boyunca empirik formulanyn parametrlerini
tapmak meselesine seredelin. Onun Ugin yene-de jedweldaki x, we
Yy sanlara tekizligin nokatlarynyn gonuburgly  dekart
koordinatalary =~ hokminde  garalyn we  olara  degislii
M, (X, ¥, ) M(X,,¥,)...M(x,,y,) nokatlar tas kébir parabolada
yerlesyar hasap edelin. Bu halda x we y ululyklaryn arasynda
takmyn kwadratik baglylyk bar diyip giiman etmek tebigydyr, yagny

y=ax’+bx+c, (74)
bu yerde a, b we ¢ kesgitlenilmeli parametrlerdir.

Eger (74) formulanyn sag boleginde x we y ululyklaryn yerine
jedwelden alnan x,, y, (k=1,2,...,n) bahalary alsak, onda z, =

(73)

—ax,” +bx, +c bolar. Eger a, b, ¢ parametrleri islendik k gin
z, =Y, (k=12,....,n) bolar yaly saylap bolsady,.onda ol if onady
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bolardy. Yone n>3 iicin adatca ony beydip bolmayar, ciinki
y, =ax; +bx, +c, y, =ax; +bx, +c, y,=axZ +bx, +c
denliklerden kesgitlenyan a, b, ¢ parametrler kbpleng
Yy, =ax; +bx, +C,..., y, =axZ +bx, +¢
denlikleri kanagatlandyrmayar. Basgaca aydylanda z, —y, =¢,
(k =12,..... ,n) bolar, bu yerde &, gysarmalar ya-da hatalardyr.
(74) empirik formulanyn a, b, ¢ parametrlerini gysarmalaryn

kwadratlarynyn
U=e’+e2+..+e2=(z, -y, +(z,-y,) +
+(z, -y, ) :(ax22 +bx, +c—y1)2 +(ax22 +bx, +c—y2)2 +
2 2
+....+(axn + bx, +c—yn)
jemi in Kici bolar yaly kesgitléris. Onun (gin bolsa
ou ou ou

—=0,—=0,—=0
oa ob oc

denliklerin yerine yetmegi zerurdyr. u = u(a, b, c) funksiyanyn a,
b, ¢ Uytgeyanler boyunca hususy 6niimlerini tapyp we olary nola
denldp,

k=1 k=1
azn:xf +bzn:xk +nc—Zn:yk ,
k=1 k=1 k=1

normal denlemeler sistemasyny alarys we bu sistemadan (74)
empirik formulanyn parametrlerinin bahalaryny kesgitlaris.

14-nji mysal. Goy, tejrib&nin esasynda argumentin béds bahasyna
gozlenyan y funksiyanyn degisli bas bahasy alnan bolsun:

X

-2

0

1

2

4

y

0,5

1

15

2

3
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x we y ululyklaryn arasyndaky funksional baglylygy y=ax+Db

cyzykly funksiya gornisinde anlatmaly.
< Cyzykly funksiyanyn koeffisiyentlerini tapmak dgin (73)
sistemadan peydalanarys. Onun Ugin jedweli ulanyp alarys:

5 5 5 5

> VX =165 >.x =25 >x =5 Dy =8.

k=1 k=1 k=1 k=1
Sona goré (73) sistema seyle gornisi alar:

25a+5b =16,5,
{Sa +5b =8.

Bu sistemany c¢ozlp taparys: a=0,425 b=1175. Seylelikde,
y =0,425x+1175 go6zlenyan goni ¢yzygyn denlemesidir. >

GoOonukmeler

Lof(x y)=—2Y funksianyn (L 2), F(2 -1), (2 2)
X +Yy
bahalaryny hasaplamaly.

Yy
X
f(@t), f(L y/x) funksiyalary tapmaly.

Funksiyalaryn kesgitlenis oblastyny tapmaly:

3.2=3x+2y-5. 4.z=,9-x*-y*. 5. go—_1

X2 +y?—25

fx2+y2—x
6. 2= |—Z—— . T.u=4/xyz. 8. Uu=x+.Vyz.
2X—x> —y? Y y

Funksiyalaryn dereje ¢yzyklaryny tapmaly:

2. Berlen f(x, y)=xy+-= funksiya boyunca f(y, x), f(-x, —y),

2

9. z=x+Yy.10. z=16x*-9y*. 11. z=— 2.12.z=y—
X°+3y X

Funksiyalaryn dereje Ustlerini tapmaly:

13. u=x-y+z. 4. u=x*+y*—z.
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5 u=— 16. u=—"

X2+9y2+422 . [X2+y2 .
; 33
Funksiyalaryn predellerini tapmaly: 17. lim smxy. 18.1im Xy .
Y Xy
2 2 2,,2 2,,3
19. lim=" 20, lim—=2 . 21, lim>Y_. 22 lim—>—.
o8 Xty e R e Xy +2 ooXT Y
Funksiyalaryn Uzniksizdigini subut etmeli:
23. Z=X-Yy+Xy. 24. 7=x*+y>-3xy.
25. U=X-Yy+Z. 26. u=x*+y*-17°.
Funksiyalaryn 0ziilme nokatlaryny tapmaly:
27. 2= > ! 5. 28. 7= ! .
(x+2)"+(y-3) J(X+4)? +(y-3)?
29.U=%. 30.U= 1 .
X“+y -z sin xyz

Funksiyalaryn hususy énimlerini tapmaly:
31. z=ysin(2x—y). 32. z=x?cos(x+3y). 33. z=44xy.

2\ 2
34, 7=2". 35 7=22Y T a—
X+Y X2 +y

Funksiyalaryn doly differensiallaryny tapmaly:
37. z=x*+y* - 3x%y* +5xy°. 38. z=y*.

3
39. u=xX2+y2+7%. 40.u:iy_sz .

z—5x

41. Funksiyanyn artymyny differensialy bilen calsyryp, takmyn
bahasyny hasaplamaly:

a) \/(l, 03)” +(2,98)* . b)1,98"%. ¢) \/(2,02)2 +(1,03)* +(1,97)° .
Funksiyalaryn ikinji tertipli hususy 6ntimlerini tapmaly:

42. 7=X+y*—xy. 43. 7 =cos(2x—3y).
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a4, 2=2"Y. 45 2=

X+y X+Yy
Funksiyalaryn ekstremumyny tapmaly:
46. 7 = (X—1)* +4y*. A7. 7=x*+2y? —4x+12y.

48. 7 =2x* —4xy +6y° —8x+16y+19.
49. 7 =3x° +2xy* —51x - 24y .
50. Esasy c¢ we C depesinde sol bir burgy bolan &hli Ggburgluklardan
perimetri in uly bolan ugburclugy tapmaly.
51. Dot M, (%, 1), M, (%, ¥,) . M(%,, ¥5) . M,(x,, y,) nokatlara
cenli uzaklyklaryn kwadratlarynyn jemi in kici bolan M(x, y)
nokady tapmaly.
52. Perimetri 2p bolan, bir tarapynyn dasyndan aylananda géwrimi
it uly bolan jisimi emele getiryan tcburclugy tapmaly.

Jogaplar
1. 4/5. —4/5.1. 2. xy+y/x. xy+y/x 2t. 2y/x. 3. Anli Oxy
tekizligi. 4. Merkezi koordinatalar baslagyjynda, radiusy 3-e den
tegelegin icki  we aragédk nokatlarynyn kopligi. 5. Merkezi
koordinatalar baslagyjynda, radiusy 5-e den tegelegin icgki
nokatlarynyii kopligi. 6. Oxy tekizligin x < x* +y* < 2x densizligi
kanagatlandyryan nokatlarynyn koplugi (ayjagaz). 7. Ginisligin
xyz > 0 densizligi kanagatlandyryan nokatlarynyn kopligi. 8. Ginis-
ligin: 1) y>0, z>0; 2) y<0, z<0 sertleri kanagatlandyryan iKi
oktantlarynysi toplumy. 9. x+y=C (géni ¢yzyklar). 10. 16x* -
—9y? =C (C =0 bolanda giperbolalar we C =0 bolanda iki goni
cyzyklar). 11. x*+3y>=C (C >0 bolanda ellipsler). 12. y* =Cx
(parabolalar).13. x—y+z=C (tekizlikler). 14. x*+y*—-z=C (
paraboloidler). 15. x*+9y?+4z>=C (C >0 bolanda ellipsoidler).
16. z> =C*(x* +y*) (C # 0 bolanda konuslar). 17. 1. 18.12. 19.0.
20. Predeli yok. 21. 1. 22. Predeli yok. 27. A(-2, 3).28. A(-4, 3).

29. z=x*+y’ paraboloidde yatyan nokatlar. 30. Koordinatalar
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tekizliklerinde  yatyan  nokatlar.  31. z, =2ycos(2x - ),

z, =sin(2x—y)—ycos(2x—y). 32. z, =2xcos(Xx+3y)—

—x*sin(x+3y), 2/ =-3x*sin(x+3y). 33. Z :£4L, 7 =
g 2\ 4x Y

:14%.34. 2, =y2%In2,, 2, =x2"In2. 35 z;= 2y =
2\ 4y (x+y)

_ 2 _ 2
Z'ﬁiz- _ ZF%v z;:%i .37, (4% -
(x+Y) (x"+y7) (x*+y%)" 2

—6xy? +5y*)dx + (4y® —6x%y +15xy?)dy . 38. 3y*In ydx +
2xdx+ 2ydy + 2zdz 40 3(2y—3z)dx+

+3xy**dy. 39.

NEOERL - (4z-5x)°
2827y +ISX=8Y)AZ ) ) 3153 1) 3,078, ) 3,003, 42.
(4z -5x)
2 2 2 2 2
a_fza_zzz, 0z = 0z =-1 43. a—5:—4cox(2x—3y),
ox- oX OXoy  0yoX OX

2 2 2 2
a—3:—9cox(2x—3y), 0’z = 02 =6cox(2x—3y) 44. a—§=
oy OXo0y  OyoX OX

4y 0’z Ax 0’z 2(x-Y) o’z -2y°

(v oyt (Y axay (x+y)t T ¢ (x+y)t
o’z -2x2 0z 2xy
oy (x+y) gy (x+y)t
47. min f(x, y)=f(-3,2)=-22. 48. minf(x,y)=1(1 -1)=7.
49. max f(x, y)= f(-4, -1) =152, min f(x, y)= f(4,1) =-152,
A(-1, —4) we B(1, 4) ekstremum nokatlary dal. 50. Denyanly.

46. minf(x, y)=f(L 0)=0.

51 x= 2t et Xt X Vit VotYotYe o5 P 3P
4 4 27 2
2=32.
4
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1. 8. GAT INTEGRALLAR
8 8. 1. Ikigat integrallaryii kesgitlenisi we hésiyetleri

1. lIkigat integrallara getirydn meseleler. 1) Silindrik jisimin
gbwrimi hakyndaky mesele. Esasy Oxy tekizlikde yerlesydn S
tekiz figura bolan, gapdallaryndan emele getirijisi Oz okuna
parallel we ugrukdyryjysy S figurany caklendiryédn y c¢yzyk bolan
silindrik Ust bilen we yokarsyndan z = f(x, y) (st bilen giklenen
jisime seredelin (4-nji surat). z  z=fy)

Silindrik jisim atlandyrylyan sol :

jisimin gowrimini tapmak
meselesine garalyn. Ony tapmak
ucin S figurany cyzyklaryn tory

arkaly S, S,,...,S,  boleklere

bolelin (5-nji surat) we olaryn

meydanlaryny degislilikde 0 J -
AS,, AS,....,AS, bilen belgilalii. / LB

Her bir S, (k=1 2,...,n) bolekde 4 X

4-np1 surat

erkin M, (x,,y,) nokady alyp,

funksiyanyn sol nokatdaky f(x,,y,) bahasyny S, bolegin AS,
meydanyna kopeldelin. Sonda, f(xk,yk)ASk kopeltmek hasyl
esasynyn meydany AS, we beyikligi h, = f(xk,yk) bolan silindrik
jisimin gowrimidir. Sonun cin ol kopeltmek hasyllardan dizilen
Zn:f(xk,yk)ASk jem berlen silindrik jisimi takmyn calsyryan

k=1
basgancak silindrik jisimin V, gowrlimine dendir:
vV, =Zf(xk’yk)ASk . (1)
k=1
S, (k =1, 2,...,n) boleklerin diametrlerinin in ulusyny d bilen
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belgilalin. Onda d - 0=n — . Eger

V =limV, =Li£rgk2=;f(xk,yk)ASk 2

predel bar bolsa, onda sol predele silindrik jisimin géwrimi diyilyar.
2) Plastinkanyi massasy hakyndaky mesele. Oxy tekizlikde y
cyzyk bilen cdklenen S figura
seredelin (5-nji surat) we onda
dykyzlygy p=f(x, y) bolan
jisim yayradylan bolsun.
Plastinka  atlandyrylyan ol
figuranyn p=1f(x, y)>0
dykyzlygy belli halynda onun
massasyny tapmak meselesine
aralyn. Onun G¢in  1)-nji 0 o X
?nese)I/edéki yaly S : figuZanJy ITylisuzat
boleklere bolup, alnan boleklerin meydanlaryny AS,, AS,,...,AS,
bilen belgilalin. Her S, bolekdaki dykyzlyk hemiselik we kabir
nokatdaky dykyzlyga den hasap edelin, yagny p, = f(xk, yk).
Onda f(xk,yk)ASk kopeltmek hasyl plastinkanyn S,  bdleginin
massasynyn takmyn bahasy, seyle kdpeltmek hasyllaryn ahlisinin
jemi bolsa S plastinkanyi 6zlnin m, massasynyn takmyn bahasy
bolar, yagny

m, =Z f(Xk!yk)ASk .
k=1

Sonun Gc¢in hem bu jemin d — 0 bolandaky predeli plastinkanyn
massasynyn takyk bahasy bolar:

m=|immn=LiLrng=;f(xk,yk)ASk. (3)

2. Ikigat integralyn kesgitlenisi. Tekizlikde yapyk | ¢yzyk bilen
caklenen S oblastda kesgitlenen z = f(x, y) funksiya garalyn. S
oblasty S, (k=1,2,...,n) boleklere boliip, olaryn meydanlaryny
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AS,, AS,,...,AS, bilen belgilalin. Her bir blek S, oblastda erkin
M, (xk, yk) nokady alyp, funksiyanyn sol nokatdaky bahasyny AS,
meydana kopeldelin we seyle kdpeltmek hasyllardan

., =Zn:f(xkak)ASk (4)

jemi duzelin. Ona f(x, y) funksiyanyn S oblast boyunca integral
jemi diyilyér. S, bolek oblastlaryn diametrlerinin in ulusyny d
bilen belgilalin.

Eger Ve >0 sanginseyle 5 >0 santapylyp, d <& bolanda

-1]<e (5)

densizlik S, boélekden alynyan M, nokada baglanysyksyzlykda yerine
yetydn bolsa, onda | sana | integral jemin d — O bolandaky predeli
diyilyar.

Eger d — 0 bolanda integral jemin predeli bar bolsa, onda sol
predele f(x, y) funksiyanynn S oblast boyunca ikigat integraly

diyilyar we ol J'J' f(x, y)ds ya-da J'J' f(x, y)dxdy bilen belgilenyar:
D D

J'J'f(x, y)ds:ﬂf(x, y)dxdy:Limei;f(xk,yk)ASk, (5)

bu yerde f(x, y) funksiya integral astyndaky funksiya, S bolsa
integrirleme oblasty diyilyar.

Eger f(x, y)  funksiya yapyk kwadratlanyan S oblastda
uzniiksiz bolsa, onda (5) formulanyn sag bolegindéaki predel bardyr
(onun subudyny [1] kitapdan g6rmek bolar). Bu halda f(x, y)
funksiya S oblastda integrirlenyan funksiya diyilyar. Seylelikde,
her bir Uznlksiz funksiya integrirlenyandir. Uzniksiz bolmadyk
funksiyalaryn integrirlenyani hem, integrirlenmeyani hem bardyr.

Bellik. Seredilen meselelerin ikisi hem Z f(x,,y, JAS, integral
k=1
jemi dizmeklige we ol jemin d—0 bolandaky predelini
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tapmaklyga getirildi. Ol predel bolsa kesgitleme boyunca f(x, y)

funksiyanyn S oblast boyunga ikigat integralyna dendir.
Seylelikde, (2) we (5) formulalaryn esasynda

szjf(x, y)ds

denligi yazyp bileris we ol ikigat integralyn geometrik manysyny
anladyar, yagny esasy S bolan we yokarsyndan z = f(x, y) ust
bilen c¢éklenen silindrik jisimin  gOwrliminin f(x, y)zo
funksiyanyn S oblast boyunca ikigat integralyna dendigini
gOrkezyar.

Sonun yaly-da (4) we (5) formulalaryn esasynda

ngf(x, y)ds

denligi yazyp bileris we ol ikigat integralyn fiziki manysyny
aiiladyar, yagny Ust dykyzlygy p= f(x, y)>0 funksiya bolan S
plastinkanyn massasynyn berlen funksiyanyn S oblast boyunca
ikigat integralyna dendigini gérkezyar.

Seylelikde, garalan meselelerinn ikisinin hem ikigat integral
disunjesine getiryandigini gordik.

3. Ikigat integrallaryi hasiyetleri. 1) Eger f(x,y) we g(x,y)
funksiyalar D oblastda integrirlenyan bolsalar, onda  olaryn
algebraik jemi hem sol oblastda integrirlenyar we

g[f (xy)xg(x y)]ds:ijf(x, y)dsigg(x, y)ds

denlik dogrudyr.
2) Hemiselik kopeldijini integral belgisinin dasyna ¢ykarmak

bolar:
”kf (x,y )ds=k” f(x y)ds.

D

3) Eger f(x,y) funksiya D oblastda integrirlenyan bolsa we
D oblast kesismeydan D, we D, Dboleklere bélinen bolsa, onda
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H f(x, y)ds=” f(x, y)ds+” f(x y)ds
D D, D,
denlik dogrudyr.
4) Eger D oblastda integrirlenyan f(x,y) we  g(x,y)

funksiyalar V (x, y) € D Ugin  f(x, y)<g(x,y) deisizligi
kanagatlandyrsa, onda

J'Jf(x, y)dsggg(x, y)ds.

5) Eger f(x, y) funksiya D oblast integrirlenyén bolsa, onda
| f(x, y)| funksiya hem D oblastda integrirlenyar we

‘L[ f(x, y)ds Sg‘f (x, y)|ds.

6) Eger f(x,y) funksiya D oblastda integrirlenyan we
m< f(x,y)<M densizlikleri kanagatlandyryan bolsa, onda
mSS”f(x, y)ds < MS
D

densizlikler dogrudyr, bu yerde S berlen D oblastyni meydanydyr.
Ikigat integralyn bu hasiyetleri onun kesgitlemesi ulanylyp,
ansatlyk bilen subut edilyar.

8 8. 2. Ikigat integrallaryn hasaplanylysy

1. Integrirleme oblasyi gontburgluk haly. Goy, G oblast
a<x<hb, c<y<ddensizlikler boyunca kesgitlenyan géniburcluk

bolsun (6-njy surat). Sol gonuburglukda Uzniksiz f(x, y)zo

funksiya Ugin j j f(x, y)dxdy integralyn hasaplanylysyny gorkezelin.
G

Belli bolgy yaly bu integral esasy G gonuburcluk, yokarsyndan

z=f(x,y) Ust we gapdallaryndan ~ x=a, x=h, y=c, y=d
tekizlikler bilen ¢éklenen silindrik jisimin (6-njy surat) géwrimidir:
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Y :Hf(x, y)ds .

Sonun yaly-da § 6. 6 —da gorkezilen formula boyunca ol géwriim
b
V= .[S(x)dx,

bu yerde S(x) meydan x nokat arkaly gecydn we Ox okuny
perpendikulyar kesyén tekizligin jisimi kesende kesikdéki alynyan
figuranyn meydanydyr. Ol kesikde alynyan figura bolsa
yokarsyndan bellenen x iigin z = f(x, y) (c<y<d) funksiyanyn
cyzgysy bilen c¢éklenen egricyzykly trapesiyadyr we onun S(x)

meydany
d

S(x)=[f(x y)ay

formula boyunca tapylyar. Bu (¢ denliklerin esasynda ikigat
integraly hasaplamak Gcin

[] £(x, y)dxdy = jﬁ f(x, y)dy}dx (6)

formulany alarys. Seylelikde, ikigat integraly hasaplamaklygy iki
sany kesgitli integrallary hasaplamaklyga getirdik. Sunlukda, icki
(kwadrat yaydaky) integral hasaplanylanda x hemiselik hasap
edilyar.

Bellik. Subut edilen (6) formulanyn f(x, y)< 0 bolanda, seyle-
de f(x, y) funksiyanyi géniibirglukda alamatyny tytgedyan haly
ucin hem yerine yetyandigini gorkezmek bolar.

------

i ﬁ . Y)dy}d“i dxi f(x y)dy. ™

afpc

gornusde yazylyar. Edil sonun yaly
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[] £(x, y)dxdy = ij[ﬁ f(x, y)dx}dy = ij[dyi f(x, y)dx  (8)

formulany gérkezmek bolar. (6)-(8) formulalaryn esasynda
b d d b
'[de' f(x, y)dy:'[dy'[ f(x, y)dx (9)

denligi alarys.Bu denlik ikigat integralda integrirlemegin netijesinin
onun integrirleme tertibine bagly daldigini gorkezyar.

2. Integrirleme oblastyn beyleki gémasleri. a) Goy, D oblast
y asagyndan Yy = p(x) funksiyanyn

Gyzgysy, yokarsyndan y = q(x)
funksiyanynn  ¢yzgysy bilen
caklenen oblast bolup, Oy okuna
parallel we D oblast bilen umumy
nokady bolan islendik goéni ¢yzyk
D oblastyn aracagini ditie iki
' nokatda kesyan bolsun (6-njy
I surat). Ona Oy okuna goréd
5 é 5 X yonekey oblast diyelin. Goy,
6-njy surat Gla<x<b c<y<d}
ol oblasty icinde saklayan i kigi
gontburcluk bolsun. Eger f(x, y) funksiya D oblastda tizniiksiz bolsa,
onda ol funksiya sol yaylada integrirlenyéndir we

F(x, y)= f(x,y), (x,y)eD,
0, (xy)eG\D
funksiya Ugin integralyn 3-nji hasiyeti boyunga

H f(x, y)dxdy :HF(X, y )dxdy (10)
D G
denlik dogrudyr. (6) formulanyn esasynda bolsa
b d
[[F(x y)ixdy = [dx[ F(x, y)y. (11)
G a C

[p(x), q(x)] kesimin tutuslygyna D oblastda yerlesyandigi sebépli,

56



p(x)<y<q(x) bolanda F(x, y)= f(x,y) we ol kesimii dasynda
F(x, y)=0. Sona gora hem bellenen x (igin

d p(x) a(x)
[F( y)dy = [F(x y)dy+ [F(x y)dy+
c c p(x)

—

d a(x)
+ [F(x ydy = [f(x ydy.
a(x) p
Sona goréa-de bu denlik esasynda (11) denligi

b q
”F(x, y)dxdy = jdx f(x, ypy. (12)
G a  p(x)

gornusde yazmak bolar. (10) we (12) formulalardan bolsa

j j f(x, y)dxdy = idxqff)f (x, y)dy (13)

a  p(x

— (D
Z B
=

—_—

denlik gelip gykyar.

vl 1-nji mysal. y =8x, y=x%/2,
x=1, x=3 g¢yzyklar bilen ¢aklenen
yapyk D oblast boyunca (7-nji
surat) f(x, y): X—2y funksiyanyt
ikigat integralyny hasaplamaly.

< Bu mysaldaky D oblast Oy
okuna gora yonekey bolan 2-nji
suratdaky oblastdyr:

D{1§x§3; %XzﬁySSX}

o1 3 X Sona gora-de D oblast boyunca
ikigat integraly (13) formulany
ulanyp hasaplamak bolar:

7-nji surat

[] (x=+ 2y )dxdy =
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»—"—.w

8x 3 8X
2 = d =
j/x+ y !(xyjty* /2x

3
(72x ——x —lx jdx (24x 1 x4 ixsj
) 4 8" 20" J

b) Eger D oblast c<y<d, p,(y)<x<aq,(y) densizlikler bilen
kesgitlenyéan bolup, ol Ox okuna gora yénekey oblast bolsa we f(x, y)
funksiya sol oblastda (izniiksiz bolsa, onda a) haldaky yaly

=6021.>

v._.w

d - aly)
j j f(x, y)dxdy = j dy j f(x, y)x (14)
D ¢ ply)

denligi subut etmek bolar.
¢) Eger D oblast hem Ox okuna gérd, hem Oy okuna gora
yonekey oblast bolup, sol oblastda f(x, y) funksiya Uzniiksiz bolsa,

onda (13) we (14) formulalaryn ikisi hem dogrudyr we sonun esasynda bu
halda amatyna garap ikigat integraly hasaplamak (gin olaryn islendigini
ulanmak bolar, ¢linki sol formulalar esasynda

b a(x) d aly)
jdx j f(x, y)dy :jdy jf(x, y )dx (15)
X ¢ mly)

denlik dogrudyr. Bu denlik gaytalanyan integrallarda integrirlemegin
tertibini Gytgedip bolyandygyny gorkezyar. Ony kdpleng gaytalanyan
integrallaryn birisinifi hasaplamasy kyn bolanda ulanyarlar. Ony ulanmak
ucin ilki bilen berlen gaytalanyan integralyn integrirleme ¢akleri boyunca
integrirleme oblasty kesgitleyarler we soiira sol oblast boyunga beyleki
tertipdaki gaytalanyan integralyn integrirleme oblastyny we  céaklerini
kesgitleyarler, yagny berlen a, b, p(x), q(x) funksiyalar boyunca c,

d, p(y) a(y) funksiyalar tapylyar (ya-da tersine).

d) Eger D oblast Ox okuna gora-de, Oy okuna gora-de yénekey
oblast bolman, ony sol gorniisdaki birndge oblastlalara bélip bolyan
bolsa, onda olaryn hersinde degisli formulalary ulanmak arkaly ikigat
integraly hasaplamaklygy gaytalanyan integrallary hasaplamaklyga
getirmek bolar.
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8§ 8. 3. Ikigat integralda tUygeyanleri calsyrmak

1. Egrigyzykly koordinatalarda meydan.Oxy tekizikde endigan |
¢cyzyk bilen caklenen D oblasta seredelin. Goy, x we y gora
birbahaly

u=u(x, y) v=v(x, y) (16)
funksiyalar D oblastda tznuksiz bolup, olaryn sol oblastda tizniiksiz
hususy éntimleri bar bolsun.

Goy, (16) denlikler x we y ululyklary yeke-tdk kesgitleyéan
bolsun, yagny

x=x(u, v), y=y(u, v), (17)
bu yerde x(u, v), y(u, v) funksiyalar Ouv tekizligin D" oblastynda
Uznuksiz bolup, olaryn sol oblastda Uzniiksiz hususy énumleri bar
bolsun.

Serte goré (16) formula D oblastyn her bir M(x, y) nokadyna

D’ oblastyi yeke-tak M'(u, v) nokadyny degisli edyar. (17)
formula bolsa onun tersine, her bir M'(u, v)e D’ nokada yeke-tak

Vv

E' C'

\ g Ar Br

8-nji surat
M (x, y) nokady degisli edyar. Sonia gérd u we v sanlara M(x, y)
nokadyn téze koordinatalary hokmiinde garamak bolar we olara M

------
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Seylelikde, (16) formula D we D’ oblastlaryn nokatlarynyn
arasynda 0zdra birbahaly degisliligi gurnayar, yagny D oblasty D’
oblasta éwiryér. Sunlukda, D oblasty ¢éklendiryan 1 c¢yzyk D’
oblasty ¢caklendiryén 1" ¢yzyga 6zgerdilyér.Su 6zgertmede bellenen

u, Ucin Ouv tekizligin u=u, goénicyzygyna Oxy tekizligin
parametrik denlemesi x =x(u,,v), y=y(u,,v) gérnisde bolan
kabir ¢yzygy degisli bolar (bu yerde v parametrdir). Sonun Ggin
hem su dwurmede Ouv tekizligin u=u,, u=u, +Au, v=v,,

v=v, +Av goni ¢yzyklar bilen cdklenen ABCE gonuburclugy
Oxy tekizligin egricyzykly A'B'C'E’ dortburglugyna dwruler (8-nji
surat). Sunlukda, géniiburglugyn depeleriniii koordinatalary A'(u,,v, ),
B'(u, +Au,v,), C'(u, +Au,v, +Av), E'(u,,v, +Av), egricyzykly
ABCE dortburclugyn depelerinini koordinatalary bolsa seyle bolar:

A(Xv yl)’ X = X(uovvo )v Yi= y(uo’vo)’

B(XZ’ Y, )’ X, = X(uo +Au,v, ), y, = y(uo +Au,v0),
C(Xs)Y5) X5 =x(u, +Au,v, +AV), y, = y(u, +Au,v, +Av),
E(Xy, o) %o =x(Ug,V, +AvV), Yo = YUV, +AV) .

Tukeniksiz kici  Au, Av ululyklaryn yokary tertipli takyklygynda

egricyzykly A'B'C'E’ dortburclugyn meydany AE we AB
wektorlar esasynda gurlan parallelogramyn meydanyna dendir. Ol
wektorlaryn koordinatalary bolsa seyle kesgitlenyar:

E: {Xz —Xn Y, _Y1}:
{x(u0 +Au, vo)—x(uo, v, ) y(u, +Au, v, )— y(uo, v, )}
AE = {X4 — X5, Y, _Y1}:
= {X(uo’ Vo +AV)_ X(um Vo )’ Y(UO, Vo +AV)_ y(uo* Vo )}
Lagranjyn formulasyny ulanyp, olary seyle yazmak bolar:

E={%Au, ﬂAu}, E:{%Av, Y pvt
ou ou ov ov
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Bu wektorlaryn esasynda parallelogramyn meydanyny

ox
AS :‘[A_B E] —mod M M |auay
ox
N oV
formula boyunca ya-da
AS =|I(u, V)AS', AS'=AuAv, (18)
formula boyuncga tapylyar, bu yerde
ox oy
ou ou
I =1(u, v)= x oy (19)
EEY

......

tapawutly hasap ederis. Seylelikde, egrigcyzykly koordinatalarda
meydan (18) formula boyunca tapylyar.
2. Ikigat integralda Uytgeyani calsyrmak formulasy. Eger D

oblastda izniiksiz f(x, y) funksiya tGcin x we y Uytgeyanleri

(17) formula boyunca u we v Uytgeyanler bilen galsyrsak, onda
f(x )= flxu, v) y(u, v)]=F(u, v)

bolar. Bu funksiyanysn D oblast boyunca integral jemini diizelit:

z f(xk7yk)ASk =ZF(Xk7yk)ASk .
k=1 k=1

(18) denlik esasynda ony seyle yazmak bolar:

> F 06 v aS, = 3 F(x yi 1 Asy.
k=1 P

Bu denlikde predele gecip, ikigat integralyn kesgitlemesi esasynda ikigat
integralda Uytgeyanleri ¢élsyrmagyn

H f (x, y)dxdy =” f[x(u,v), y(u,v)]J (u,v)dudv (20)

formulasyny alarys.Eger dekart koordinatalaryny X = pcoso, y = psin ¢
formula boyunga polyar koordinatalary bilen calsyrsak, onda (19) formula
boyunca
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ox oy

op Op cose  sing
I=1(p, ¢)=% oy =‘_p5in@ oosq P @
dp 09
bolar. Sonun Gcin bu halda (20) formula esasynda
H f(X, y)dXdy =H f[pCOS(p, psin (p]p dpdo (22)
D D’

formulany alarys.
2-nji mysal. lkigat .[ .[ (2X— y)dxdy integraly hasaplamaly, bu yerde
D

D oblast x+y=1 x+y=2, 2x-y=1 2x-y=3 goni
cyzyklar bilen ¢éklenen parallelogramdyr
y (9-njy surat).

< Suratdan gornlsi yaly, D oblast Ox
okuna goré-de, Oy okuna gora-de yonekey
déldir. Sonun Ggin integrala (13) we (14)
formulalary gdénimel ulanyp bolmayar.
Olary ulanmak dg¢in D oblasty 9-njy

?)
/ suratda gorkezilisi yaly, ¢ boleklere
o) / K x bolmeli  we degisli ¢ integraly
hasaplamaly.
9-njy surat Yone x we y Uytgeyanleri

U=X+Yy, v=2Xx-Yy
formulalary ulanyp calsyrma girizmek integraly hasaplamaklygy
yenillesdiryar. Bu calsyrmada Oxy koordinatalar sistemasyndaky
X+y=1 X+y=2we 2x—-Yy=1 2x-y=23 gonicgyzyklar Ouv
koordinatalar sistemasynda degislilikde u=1, u=2 we v=1
v =3 goni ¢yzyklara gegyér, yagny D parallelogram integrirlemek
ucin amatly bolan taraplary koordinatalar oklaryna parallel bolan D’
gonuiburgluga 6zgerdilyar. Bu halda yakobian
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ox oyl |1 1

I:I(u,v):a a:5 3 Ltz 1
X |2 1| 909 3
ov ovl| [3 3

Sonun (¢in (20) formulany ulanyp, integraly hasaplarys:

H(Zx—y)dxdy:”lvdudVZE.i'duivdV:

b o 3 37 1
_lj. ﬁ zdu—l(g_ijjdu—EA,l_i >
_31 2 )n - 3l2 2 3 T3

Bellik. Integral astyndaky funksiya ya-da oblasty céklendiryan
cyzygyn denilemesi 6ziinde x*+y® jemi saklayan halynda, kopleng,

integraly  yonekeylesdirmek dekart koordinatalaryndan polyar
koordinatalaryna gecmek arkaly amala

asyrylyar.
3-nji mysal. Ikigat ﬂ exz*yzdxdy
D

Y

integraly hasaplamaly, bu yerde D oblast
x*+y?>=1 towerek bilen caklenen
tegelegin birinji kwadrantda yerlesyan
dortden bir bélegi (10-njy surat).

< Dekart koordinatalaryny
X=pcoso, y=psin¢e formula boyunca polyar koordinatalary bilen
calsyrsak, onda x*+Yy”>=p° bolar we (21) formula esasynda
yakobian | =p bolar. 10-njy suratdan gornisi yaly, ¢ bur¢ O-
dan 7/2-acenli, p bolsa 0-dan 1-e genli ytgeyar. Sonufi Ugin
(22) formulany ulanyp alarys:

n/2 1 /2

[[e dxdy = | dgojepzpdpzl(e—l)j do=2(e-1). >
D 0 2 0 4

0

0 1 X
10-ngy surat
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8 8. 4. Ikigat integrallaryii ulanylysy

1. Geometriyada ikigat integrallaryin ulanylysy. Iki gat
integrallaryn geometriyada kébir ulanylyslaryna biz eyydm dus
geldik. Mysal (¢in, 8 8. 4 —de jisimin gowriminin

V =[] f(x, y)xdy

formula boyunga tapylyandygyny gorkezipdik. Eger ol formulada
f(x, y)=1 alsak, onda V =1-S =S deligi, yagny D oblasty:
meydanyny hasaplamak Ugin

S = [[ dxdy = [[ ds
formulany alarys. ’ ’

2. Fizikada ikigat integrallaryin ulanylysy. 1) Plastinkanyn
agyrlyk merkezinin koordinatalary. Eger tekizligin Ml(xl, Xz),
M,(X,, ¥,)....,M,(x,, y,) nokatlarynda m,, m,,...,m, massalar
yerlesdirilen bolsa, onda § 1.1-n 5-nji mysalynda gorkezilisi yaly, ol
massalaryn sistemasynyn agyrlyk merkezinin koordinatalary

imkxk imkyk
¥ = JoL y = 4

>.m, >.m,

k=1 k=1
formula boyunca tapylyar. Su formuladan peydalanyp,  Oxy
tekizligin D oblastynda yerlesyan plastinkanyn agyrlyk merkezinin
koordinatalaryny tapalyn. Goy, p=p(x, y) plastinkanyn M(x, y)
nokadyndaky dykyzlygy bolsun. D oblasty n bdoleklere bolup,
olaryn meydanlaryny AS,, AS,,...,AS_ bilen belgilalin. Her bir
D, oblastdaky dykyzlygy hemiselik we p, =pk(Xk, yk) den
hasap edelin we sol bolegin  m, =p,(X,, Y, )AS,  massasy
M, (X., Y, ) nokatda toplanan bolsun. Onda n sany M,(x,, V,)

material nokatlaryn sistemasynyn agyrlyk merkezinin koordinatalary
(21) formula esasynda seyle formula boyunca tapylyar:
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zxkp Xy s YK S ZYKP Xy s Yk
= K . y="*= . (22)
Zp X, Yy JAS, Zp X, Yy JAS,

Olar plastlnkanyn agyrlyk merkezmln koordlnatalarynyn takmyn
bahalaryny anladyar. Eger D, oblastlaryn diametrlerinin in ulusy
bolan d — 0 bolanda predele gegsek, onda (22) denliklerin sag
bolegindaki jemlerin predelleri ikigat integrallara den bolar. Sonun
easasynda (22) denliklerde d —0 bolanda predele gecip,
plastinkanyn agyrlyk merkezinin koordinatalary Ggin

X, =% | DI xp(x, yxdy, v, =% IDI yp(x, y)dxdy  (23)

formulalary alarys, bu yerde m ol plastinkanyn massasydyr:
m= _[ _[ p(x, y)dxdy.
D

(23) formuladaky ikigat
= [[xp(x, y)xdy, M, =[[yp(x, y)dxdy
D D

integrallara D plastinkanyn degislilikde Oy we Ox oklaryna goré
statiki momentleri diyilyar. Eger plastinka birjynsly, yagny dykyzlyk
hemiselik bolsa, onda (23) formula

X, = é g xdxdy, Y. = é g ydxdy (24)

gornusi alar, bu yerde S - D oblastyin meydanydyr.

2) Plastinkanyn inersiya momenti. Massasy m bolan material
nokadyn massasynyn sol nokadyn haysydyr bir oka (nokada) cenli
uzaklygynyn kwadratyna kopeltmek hasylyna material nokadyn sol
oka (nokada) goré inersiya momenti diyilyar.

Massalary m;, m,, ,....m_  bolan M,, M,,...,M_ material

n

nokatlaryn Ou okuna (O nokada) gora inersiya momentlerinin
n
Z m, rkz
k=1
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jemine ol nokatlaryn sol oka (nokada) gord inersiya momenti
cenli uzaklygydyr.

Su kesgitlemeden peydalanyp, dykyzlygy p=p(x, y) bolan D
plastinkanyn koordinat oklaryna we koordinata baslangyjyna gora
inersiya momentlerini kesgitlalin. Onun G¢in D oblasty bdleklere
béliip, onuit  AS, meydanly D, béleginin m, =p,(x,, Y, )AS,
massasy M, (x,, y,) nokatda toplanan hasap edeliii. Sunlukda, n
material nokatlaryn sistemasyny alarys. Olaryn Ox, Oy oklaryna
we O baslangyja ¢enli r, uzaklyklarynyn degislilikde

[,2 2
e =Y e =X Mo =X+ Yy

bolyanygy sebépli, material nokatlaryn sistemasynyn Ox, Oy
oklarynawe O baslangyja gora inersiya momentleri degislilikde

N :Zrkzmk :ZYlfp(Xka yk)ASk )
k=1 k=1

I, =) rem, :Z Xep(Xe, YiJAS,

k=1 k=1
lo :Zrkzmk :Z(XE + ylf))(xkv yk)ASk
k=1 k=1
denlikler boyunca kesgitlener we olary degislilikde plastinkanyn OX,
Oy oklarynawe O baslangyja gora inersiya momentlerinin takmyn
bahalary hokmiinde almak bolar. Ol denliklerde d — 0 bolanda
predele gecip, degislilikde D plastinkanyn Ox, Oy oklarynawe O
baslangyja gord inersiya momentlerinini takyk bahalaryny alarys:
L= [[y*p(x y)dxdy, 1, =[[x*p(x, y)ixdy,

D D

I :Jj(xz +y2)p(x, y)dxdy .

Bu deiiliklerden gornUsi yaly 1, =1, +1, .
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§ 8. 5. Ucgat integrallar

1. Uggat integralyn kesgitlenisi. Ginislikde cakli yapyk Q
oblast we sol oblastda kesgitlenen Uzniksiz — u= f(x, v, z)
funksiya seredelin. Q oblasty Q, (k =1, 2,...,n) bdleklere boliip,
olaryn géwrtmlerini  AV,, AV,,...,AV, bilen belgilalin. Her bir
Q, bolekde erkin M, (x,, Y,, z,) nokady alyp, funksiyanyii sol
nokatdaky f(x,, y,,z,) bahasyny Q, bélegi AV, gdwriimine
kdpeldip, &hli seyle kopeltmek hasyllardan

Gn = z f(xkv Yior Zk)AVk (25)
k=1

jemi dizelin. Ona f(x,y,z) funksiyanyi Q oblast boyunca
integral jemi diyilyar. Q, bdlegin d, diametrlerinin in ulusyny d
bilen belgilélin. Eger d — 0 bolanda (25) integral jemin predeli bar
bolsa, onda sol predele f(x, Y, z) funksiyanyn Q oblast boyunca

licgat integraly diyilyar we ol Hj f(x, y, z)dV gorniisde belgilenyar
Q

Seylelikde, kesgitleme boyunca
J.J.J. f(x, vy, z)dv :.U.[ f(x, y, z)dxdydz :!ji_r)r(l)zn: f(Xes Yir 2, AV, .
Q Q k=1

Eger f(x, Y, z) funksiya Q oblastda Uzniiksiz bolsa, onda bu
denligin sag bolegindéki predel bardyr we ol predel Q oblastyn Q,
boleklere bolinmegine we her bolekde alynyan M, nokatlara bagly
daldir.

Eger Q oblastda gowriim dykyzlygy tzniksiz f(x, y, z)>0
funksiya bilen anladylyan kébir jisim paylanan bolsa, onda

(X, ¥y, 2, JAV, kopeltmek hasyl Q, bolegin massasynyii takmyn
bahasyny, (25) integral jem bolsa Q yaylanyn 6zlnin massasynyn
takmyn bahasyny anladyar. Sonun (¢in ol massanyn takyk bahasy
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m=[[[ f(x y, z)av (26)

Ucgat bilen anladylyar we ol (ggat integralyn mehaniki manysyny
gOrkezyar: Ucgat integral integrirleme Q  oblasty dolduryan
massadyr.

Eger (26) formulada f(x, y,z)=1 holsa, onda m=V.1=V
bolar we bu halda ol formula

v:jgjdvzjydxdydz (27)

gornusi alar we ol folmula boyunca Q oblastyn géwrimi tapylyar.

Ucgat integrallaryn hem ikigat integrallaryiiky yaly hasiyetleri
bardyr.

2. Ucgat integrallaryin hasaplanylysy. Q  oblastyn kabir
gornUsleri Gc¢in Gcgat integralyn hasaplanys formulalaryny getirip
cykaralyn. Eger: 1) Oz okuna parallel we Q oblast bilen umumy
nokatlary bolan islendik goni ¢yzyk ol yaylanyn aracégini dife iki
nokatda kesydn bolsa; 2) Q oblastyn Oxy tekizlige D
proyeksiyasy Ox vya- da Oy oka g(’jra yc'jnekey yayla bolsa, onda Q

......

Eger f(x, Y, z) funksiya Oz okuna gora yonekey bolan Q
oblastda Uznulksiz bolsa we ol oblast asagyndan z = zl(x, y) ust
bilen, yokarsyndan z = z (x y) ust bilen caklenen bolsa, onda

[t st | ey, s oy e

z(x, y)
formulanyn dogrudygyny gorkezmek bolar.Sunlukda, eger Oy okuna
gora yonekey D oblast a<x<b, y,(x)<y<y,(x) densizlikler
bilen kesgitlenyan bolsa, onda

2,(%, y)

[ 0. e oy -

2,(x, y)
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y2(¥)| 2(x, y)
I If(x, y, z)dz |dy rdx =
yi() [ z(xy

b Y2 () z,(x y)
jdx jdy j X, Y, 2)dz (29)
a n(x) zxy)
formulany yazyp bileris. Sonun U(;in (28) we (29) denliklerden
z,(x, y)
Hj X, Y, z)dxdydz _j dx jdy j X, y,2)dz  (30)
a i(x) zxy)
formula gellp cykyér.Eger Qoblast a<x< A, b<y<B, c<z<C
densizlikler boyunca kesgitlenyén parallelepiped bolsa, onda (30)
formuladan nususy hal hokmiinde seyle formula gelip ¢ykyar:

J” f(x, y, z)dxdydz :deffdyi:[ f(x, y, z)dz. (31)
Q a b c

—

Bellik. Eger D oblast Ox okuna gora yonekey bolup, ol xl(y)ﬁ
<x< xz(y), ¢ <y <d densizlikler boyunca kesgitlenyan bolsa,onda

.U{ZZ(,X[ ?(X7 Y, Z)dZ} dxdy =

z(x, y)
d | % (y)| z(x v)
—J'{ J' { Jf(x Y, z)dz}dx}dy—
c |y alkxy)

d ( Zz X, y)
j j j X, Y, z d
c x(y) zxy)
denligi yazmak bolar we bu halda uggat integraly hasaplamak dgin
z,(x, y)
Hj X, Y, )dxdydz _jdy jdx j X, Y, 2)dz (32)
¢ x(y) z(xy)
formulany alarys (30) we (32) formulalaryn esasynda
b v2(x) zp(x v) Xz (y) zp(x y)
jdx jdy j X, VY, zdz_jdy jdx j X, Y, z)dz

a yi(¥)  zi(x y) x1(y) zi(xy)
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denligi alarys.

2-nji bellik. Integrirleme  Q  oblastyn beyleki koordinatalar
oklaryna gora yonekey bolan hallary (g¢in hem dgcgat integraly
hasaplamak uUgin degisli formulalary almak bolar. Seylelikde, licgat
integraly hasaplamak Gcin integrirleme cakleri dirli bolan alty
gornlsdaki formulany alarys (olaryn ikisi (30) we (32) formulalar).

§ 8. 6. Ucgat integrallarda ytgeyanleri calsyrmak

1. Dekart koordinatalarynda Uytgeyéanleri calsyrmak. Goy, Oxyz
dekart koordinatalarynyn k&bir Q oblastynda differensirlendan

u=u(x,y, z), v=v(x, y, z), w=w(x y, z) (33)
funksiyalar berlen bolup, olar birbahaly funksiyalary
x=x(u,v,w), y=y(,v,w), z=z(u,v,w) (34)

kesgitleyan bolsun, bu yerde x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) 6z
uytgeyanlerine gora kabir Q'oblastda differensirlenyan funksiyalar.
(34) funksiyalar Q we Q' oblastlary 6zara-birbahaly dwirmekligi

amala asyryar. Sunlukda, ikigat integral Ggin subut edilen (20)
formula menzeslikde lggat integralda Uytgeyanleri ¢alsyrmagyn

.U.[ f(x, y, z)dxdydz =
) .[.U Flx(u, v, w), ylu, v, w), z(u, v, w)]I|dudvdw (35)

formulasyny alarys., bu yerde

ou ov ow
I:I(u,v,w):% % gﬂ (36)

u w

aoa o

ou ov ow

kesgitleyja (34) funksiyalaryn yakobiany diyilydr we ol noldan
tapawutly hasap edilyar.
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2.Ucgat integrallar silindrik we sferik koordinatalarynda.Eger
dekart koordinatalaryny X =pcoso, y=psine, z =z formulalar

boyunca silindrik koordinatalary bilen calsyrsak, onda u =p, v =,
w =z alyp, (36) formuladan yakobiany taparys:
cose —psing O
| =sing pcose O =p.
0 0 1
Sonun dgin hem bu halda formula (35) seyle gornusi alar:

m f(x, y, z)dxdydz =mf(pcos¢, psing, z) pdpdgdz.  (37)
Q Q'

Eger-de dekart koordinatalaryny X =rsin0cosop, y =rsin0sin g,
Z=rcos6 (r>0,0<0<m 0<¢@<2rn) formulalar boyunca
sferik koordinatalary bilen calsyrsak, onda u=r, v=0, w=¢
alyp, (36) formulany ulanyp, yakobiany taparys:
sinBcose rcosOcose —rsinBsine
| =|sin@sing rcosOsing  rsinBcosg =r>sind. (38)
cos0 —rsin® 01

Bu denligin esasynda (35) formula

Hj f(x, y, z)dxdydz =
Q
= Hj f(rsin cose, rsin Osin @, rcosd)r?sinOdrdode  (39)
:

gOrnusde yazylar.

3-nji mysal. .m«/(xz +y? +2%)°dxdydz integraly hasaplamaly,
Q

bu yerde Q oblast x*+ y*+z° <R? sardyr.

< Integraly hasaplamak ug¢in dekart koordinatalaryn sferik
koordinatalary bilen galsyrarys. Sonda Q oblast 0< ¢ <27,
0<0<m, 0< p<R densizlikler bilen kesgitlenydan Q" oblasta
Ozgerdiler. Sonun Ggin (39) formulany ulanyp alarys:
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[[[Vo + y? + 2%y dxdydz = [[[ p°p? sin 6dgded p =
Q o
=2degoiid9j.p7 sinodp
0 0 0

§ 8. 7. Ucgat integrallaryi ulanylysy

Ucgat integrallaryn ulanylysyna biz eyyam dus geldik, yagny
jisimin géwrimi we gowrim dykyzlygy p=p(x, Y, z) funksiya
bilen anladylan material jisimin massasy

v :.mdxdydz, m = m.p(x y, z)dxdydz

Ucgat integrallar arkaly hasaplanylyar. Ikigat integrallaryn ulanylysy
yaly Uicgat integraly géwrim dykyzygy p = p(x, Y, z) funksiya bilen
anladylyan Q material jisimin agyrlyk merkezinin C(xc, Y. zc)
koordinatalary tgin

Xe :%.[b”Xp(X, y, z)dxdydz,
Ye =%j£j yp(x, y, z)dxdydz,

Z, :%jg zp(x, y, z)dxdydz

formulalary alarys, bu yerde m seredilyan Q jisimin massasydyr
we ol yokarda gorkezilen formula boyuncga tapylyar. Sonun yaly-da,
Q material jisimin Ox, Oy, Oz koordinatalar oklaryna we
koordinatalar baslangyjyna goréa inersiya momentleri

I :'m(y2 +2%)p(x, y, z)dxdydz,
Q

1, :'m(x2 +2)p(x, y, z)dxdydz,
Q
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I :.[.U(x2 +y?3)p(x, v, z)dxdydz
Q

l, = m.(xz +y?+2%)p(x, y, z)dxdydz
Q

formulalar boyunca tapylyar. Koordinatalar tekizliklerine goéra
inersiya momentleri bolsa

Ly :Ijjzzp(x, y, z)dxdydz,
l,, ZI.FIXZp(X, y, z)dxdydz,
., :EU y?p(X, y, z)dxdydz
formulalar boyunca kesg itlznyar.
Goénukmeler

Gaytalanyan integrallary hasaplamaly:
4 2 5 2
1. L de xydy . 2. L dxj0 (x+y)dy.

e 6 y 3 8 y

3. '[1 de;dy. 4. '[1 de?dy.

Berlen G goniburcluklar boyunca integrallary hasaplamaly:

5, jx—yzdxdy, G=[2468]. 6 [[(<+y)dxdy, G=[0101].
G G

7.'”(3xy2 +4y*)dxdy, G=[01;24].
8. [[ (sin(3x+2y)dxdy, G=[0, z/4;0, x/4].

Berlen oblastda tzniksiz bolan f(x, y) funksiya dgin ” f dxdy
D

ikigat integraly gaytalanyan integrallar gornisinde yazyp,
integrallaryn c¢élkerini goymaly:
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9. D oblast y=x*, y=4 ¢yzyklar bilen ¢éklenen.
10. D oblast x> +y =2, y*=x* gyzyklar bilen ¢iklenen.
11. D oblast x*+y* <9, x+y=>3 densizlikler bilen kesgitlenen.

12. D oblast x*+y* <1, x*+4y* >1 densizlikler bilen kesgitlenen.
13. D oblast A(-2, —2), B(-1, 2), C(6, 2) depeli tcburgluk.
Ikigat integrallary hasaplamaly:
14, ” xdxdy, D oblast xy =6, x+y =7 ¢yzyklar bilen ¢aklenen.

D

15. J'J'x“ydxdy, D oblast xy=1 y—x=0,x=2 c¢yzyklar bilen
D

caklenen.
16. J’J'(xy2 +1)dxdy, D oblast 0<x<2, x/2<y<,/x/2
D

densizlikler bilen kesgitlenen.
17. J'J'(x+2y)dxdy, D oblast -1<x<3, x/2-1<y<x/2+5/2
D

densizlikler bilen kesgitlenen.
Polyar koordinatalaryny girizip, integrallary hasaplamaly:

18. J'J'«/ZS— x? —y?dxdy, D oblast x?+ y? <9 tegelek.
D

19. ”(xz +y?)dxdy, D oblast x*+y’=1 x*+y* =4 c¢yzyklar
D

bilen ¢aklenen.
20. [[(x*+2x°y* +y*)dxdy, D oblast x*+y* >1, X’ +y* <4
D

densizlikler bilen kesgitlenen.
21. J'J'(x2 —y*)dxdy, D oblast (x*+y?)?*=a’(x*-y?) lemniskata
D

bilen caklenen.
Uytgeyanleri calsyryp, integrallary hasaplamaly:
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22.J'J'(x+y)2dxdy, D oblast x+y=1 x+y=3, y=5%, y=10x
D

¢yzyklar bilen gaklenen.

23. H dxdy47 D oblast x+y=1 x+y=2,3x-y=0,4x-y=0
(x+y)

(;yzyklar bilen ¢aklenen.

X2 yzz X2 yz )
24.}!,/16—?—T dxdy, D oblast ?+7:1 cyzyk bilen

caklenen.
25. ”xydxdy, D oblast x> =3y, x*=5y, y* =X, y* =2x ¢yzyklar
D

bilen ¢aklenen.
Berlen ¢yzyklar bilen ¢dklenen figuralaryn meydanlaryny tapmaly:
26. xy—6=0, 3x-2y =0, x-6y=0.

27. y=4-x*, y=—/4-X* .

28. X*+y’ =4, y* =3x

29. y*=5x, y*=8x, y=5, y=8.

Berlen ¢yzyklar bilen ¢&klenen birjynsly plastinkanyn koordinatalar
oklaryna goré statiki momentlerini, agyrlyk merkezini we inersiya
momentlerini tapmaly:

30. x+y=4,x-3y=0, x+5y=16.

3L y=x*+1 y=x+3

Integrallary hasaplamaly

32. .[dx.[dy.[(x +y®+2)dz. 33. J.dxj. dy I (4x+3)(/jiz+2)5'

-1 —1-x —1-x-y
S|I|ndr|k ya—da sferik  koordinatalaryna gecip, integrallary
hasaplamaly:

34.Ijj(x2+y2+z)2dxdydz, Q oblast x*+y*=a* z=0,z=c
Q

silindr bilen ¢éklenen.
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35.Hj(x2+y2+zz)2dxdydz, Q oblast x*+y*=1y=0,y=1
Q

silindr bilen ¢aklenen.
36. .[U(X?+y2+zz +1)3dxdde’ Q oblast X2+y2+zz <1 saryi
Q

asaky bolegi.

37. ”] dXdde , Q oblast x*+y?+z*=R? sferawe z=0
(xX*+y*+27°+1

teklzllk bilen ¢aklenen.

Jogaplar
1. 9. 2.20. 3. 10. 4.9. 5.35. 6. 2/3.7.268. 8. (\/2+5)/12.
2 4 4 ey 1 2-x2 1 oy
9. de.[xzfdy:jo dy.[iﬁfdx.lo. dej%_z fdyzj.odyjlﬁdeJr

+j12dyﬁjz__yy fdx. 11. jjdxjf’? fdy. 12. J'lldx.[;l_% fdy +

1 ,1\/1,7 2 2y+2 5 19
+ o[ 2 fdy. 13 .[zdy.[ii fdx. 14202 15. 7.

16. 47/105. 17.49. 18. 27/3. 19. 7,57. 20. 21x. 21. a*/3.
22.22. 23. 3/160. 24. 4(64—+/15°). 25.4. 26.12In3. 27.
32/3+27 28, %(@ +47). 29.9,675. 30. C(10/3, 2).

31. M, =117, M, = 2,25 C(1/2, 3/15).32. 185. 33.0.

6 4.2 2.3
34, 2n| By BC AT ) g5 AL, g6 228,
6 4 6 420 315"
g7, ZRA=7)
2
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11.9. EGRICYZYKLY INTEGRALLAR
8 9. 1. Egricyzykly integral distnjesine getiryan meseleler

1. Cyzygyn dugasynyin massasy hakyndaky mesele. Ginisligin
¢cyzygynyn AB dugasy boyunca dykyzlygy p= p(x, Y, z) bolan
jisim vyerlesdirilen hasap edelin. Sol material duganyn massasyny
hasaplamak meselesine seredelin. Onun t¢in AB dugany n sany
A_A (k=12..,n A =A A =B) dugalara bolelin we jisimin
her A _,A, dugadaky ortaca dykyzlygynyp(x, Y, z) funksiyanyn sol
duganyi kébir M, (x,,,,z,) nokatdaky p, = p(X,,Y,,z, )bahasyna
den hasap edelin. A,_; A, duganyn Al, uzynlygyny p, kopeldip, sol
duganyi massasynyi takmyn bahasyny alarys: m, = p(x, , Y, ,z, JAl, .
Sonun esasynda

zmk =zp(xkvyk7zk)Alk (1)
k=1 k=1

jem AB duganyn massasynyn takmyn bahasy bolar. Sonun Ggin ol
jemde d= max Al, > 0 bolanda predele gecip, massanyn takyk

bahasyny alarys:
mzlmzmk =Li_rgzp(xkakvzk)Alk (2)
k=1 k=1

2. Uytgeyan glyjun isini hasaplamak meselesi. Eger F glyc
(ululygy we ugry boyunca) hemiselik we gecilen AB=s yol
gonligyzykly bolsa, onda F guyjin sol yol boyunga isi (F, s):
=|F||s|cos¢ skalyar kopeltmek hasylyna dendir, bu yerde ¢ burg
F we s wektorlaryn arasyndaky burcdur.

Goy, lytgeyéan

F=P(x, y,2)i+Q(x, y, ) j+R(x, y, )k A3)
guyc ginisligin ¢yzygynyn AB dugasy boyunca hereket edyan bolsun
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Sol ¢yzyk boyunga hereket edip, A nokatdan B nokada gecende F
glyjun eden isini hasaplamaly.

AB  dugany n sany A_ A (k=1,2,...n; A/=A,A =B)
dugalara bélelin. A_, A, dugada F giiyc hemiselik we F, = F(M, )
den hasap edelin, bu yerde M, e A A, M, =M (&, ,n,.C, ),
A=A (X, Y. z,). Eger A_,A horda hasap etsek, onda

AL A = {Axk Ay, Az, }7
bolar, bu yerde
AXy =X =Xy AV = Y = Vi AL =2 = 7, 4.
Sonun G¢in hem A, A, bdlekde edilen is
(Fk’ Ak—lAk): P(ak!nkigk)AXk +Q(§kaﬂka€k)AYK +

= R(ak’nkigk)AZk
formula bilen anladylyar. Sona goréd-de AB boyunca edilen isin
takmyn bahasy

W, = Zn:(Fkv Ak—lAk)z Zn:(PkAXk +Q Ay, + RkAzk) (4)

k-1
formula boyunca anladylyar, bu yerde

P = P(awnk’Ck)’ Qy =Q(§kﬂ1k7Ck)1 R, = R(ak’nk’Ck)'
Edilen isin takyk bahasy bolsa (4) jemin d — 0 bolandaky predeline
dendir, yagny

W =limW, = LingZ(PkAxk +Q,Ay, +R,Az,). (5)
>k

n—oo

8 9. 2. Egrigyzykly integralyi birinji gomaisi

1.Integralyii kesgitlenisi we héasiyetleri.Ginigligin bolek-endigan
¢cyzygynyn AB dugasynda (11-nji surat) kesgirlenen u = f(x, Y, z)
funksiya seredelin. AB dugany n sany A_, A (k=1,2,...,n; A, = A,
A, = B) dugalara bolelin we. A, , A, duganynn uzynlygyny Al, bilen
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belgilalin.Her bir A _,A_dugadaerkin M, (x,,Y,,z,) nokady alyp,
funksiyanyn sol nokatdaky f(xk Y zk) bahasyny duganyn Al,
uzynlygyna kdpeldelin we seyle kdpeltmek hasyllardan

n

o, = X,z Al (6)

jemi duzelin. Bu jeme f(x, Y, z) funksiyanyn berlen duga boyunca

integral jemi diyilyar. Eger bu
z B jemin d :msxAIk — 0 bolanda

=
-

A, L edeli bar bolsa, onda sol predele
f(x, y,z) funksiyanyn AB duga
boyunca egricyzykly integralynyn

A " birinji gornlsi yg-da AB _duganyﬁ

. ’/Az,/ uzynlygy ~ boyunca integraly

......

J'f(x, y, z)dl

AB

gornlsde belgilenyar. Seylelikde,

11-nji surat

kesgitleme boyunca

[f(x y, 2)d =Lii‘%; f(X,s Yo 2 )AL . @)

AB

Subut etmezden tizniksiz u = f(x, Y, z) fuksiya Ugin (6) integral
jemin predelinin bardygyny bellalin.

Bellik. 1-nji meselede alnan (1) jem p(x, Y, z) funksiyanyn AB
duga boyunga integral jemidir we sonun Ugin ol integral jemin (2)
predeli p(x, Y, z) funksiyanyn AB duga boyunca egrigyzykly
integralynyn birinji gornisidir, yagny material duganyin massasyny
hasaplamak meselesi egricyzykly integralyn birinji gérnisine getirdi

Egricyzykly integralyn birinji gornusinin kesgitlemesinden onun
asakdaky yonekey hasiyetleri gelip ¢ykyar:

1) Egrigyzykly integralyn birinji gornusi integrirleme dugany
ugruna bagly daldir, yagny
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jf(x, y, z)dl =If(x, y, z)dl.

AB BA
2) Eger f(x,y,2) we g(x,y,z) funksiyalar AB dugada
integrirlenyan bolsa, onda olaryn algebraik jemi hem sol dugada
integrirlenyandir we
J'[f(x, y, 2)£g(x, y, z)dl = J'f(x, y, z)dl + J'g(x, y, z)dl

AB AB AB
denlik dogrudyr.
3) Hemiselik kopeldijini egricyzykly integral belgisinin dasyna
¢ykarmak bolar:
[KE(x, y, 2)dl =k [ £(x, y, 2)dl.
AB AB

4) Eger AB duga AC we CB dugalardan duzilen bolup,
f(x, Y, z) funksiya AB dugada integrirlenyén bolsa, onda ol AC
we CB dugalarda hem integrirlenyandir we

'[f(x, y, z)dl = .[f(x, y, z)dl + j f(x, y, z)dl

AB AC CB
denlik dogrudyr.

2.Egricyzykly integralyn birinji gomusinin hasaplanylysy.Eger
¢yzyk parametrik gornusde berlen bolsa:
x=x(t) y=yt) z=2(t) (a<t<p) ®)
A=(X, Y ZXt:ou B =(X, Ys ZXI:B

we x(t), y(t), z(t) funksiyalar iizniiksiz differensirlenyén bolsalar,

onda AB dugada iizniiksiz f(x, y, z) funksiya igin
B
'[f(x, y, z)dl :'[ flx(t), y(t), z@ONx2+y?+z" dt (@)
AB o
formulanyn dogrudygyny subut etmek bolar. Hususanda, eger AB
duga tutuslugyna Oxy tekizlikde yatyan bolsa (z = 0), onda (9)
formula seyle gornusi alar:

[ f(x, y)i =

AB

f[x(t), y(t)l/x"? + y"2dt (10)

Q ey ™
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Eger tekizligin AB dugasy y=y(x)(@a<x<b) deileme bilen
berlen bolup, y(x) tzniiksiz differensirlenyan funksiya bolsa, onda
(10) formuladan seyle formula gelip ¢ykyar:
b
'[f(x, y)dl :'[f[x, y(x)1+ y?dx (11)

AB a

Eger-de tekizligin AB dugasy polyar koordinatalarynda p = p((p)
(o < ¢ <) dedleme bilen berlen bolup, p(e) funksiya tizniiksiz
differensirlenyan bolsa, onda (10) formuladan

'[ (X y)dl If[pCOS(p, pSIh(pr +p'do (12)

AB

formula gelip ¢ykyar.
8§ 9. 3. Egricyzykly integralyii ikinji gémusi

1.Integralyn kesgitlenisi we hasiyetleri. Ginigligin ¢yzygynyn
baslangyjy A weahyry B bolan AB dugasyna seredelin (1-nji
surat). Goy, sol dugada Uiznuksiz

F(x, y,z)=P(x, y, 2)i+Q(x, y, 2) j+R(x, y, 2)k (13)
wektor funksiya berlen bolsun. AB dugany A, A (k=1,2,...,n;
A, = A, A =B) dugalara bolelin we A _ A (A =A(X.,Y,.Z k))
dugada erkin M, =Mk(§k ,nk,gk) nokady alalyn. Onda A, A,
duganyn koordinatalar oklaryna bolan proyeksiyalary seyle bolar:

AX, =X =Xy AYy =Yy — Y AL =7 -7, .

P(x, v,2), Q(x, y,2), R(x,y,z) funksiyalaryii M, (g, . &)
nokatdaky bahalaryny deislilikde Ax,, Ay,, Az, kopeldip, olary
gosalyn:

P(M k)AXk +Q(Mk)Ayk + R(Mk)Azk =

= P(‘:k Nk 7Ck)AXk +Q(§k Nk ka)AYK + R(ik M 7Ck)AZk :
Seyle anlatmalaryn dhlisi boyunca seyle jemi dizelin:
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5, =Y [P(M, A%, +QM, Ay, +RM Az ] (19)

k=1
Bu jeme (13) wektor funksiyanyn koordinatalar boyunca integral
jemi diyilyar. A _,A, dugalaryi uzynlyklarynyn in ulusyny d bilen
belgilalin. Eger d — 0 bolanda (14) integral jemin predeli bar bolsa,
onda sol predele (13) wektor funksiyanyn egricyzykly integralynyn
ikinji gornisi diyilyar we ol
JP(X, y, z)dx+Q(x, y, 2)dy + R(x, y, z)dz

AB

gOrnusde ya-da gysgaca
J Pdx + Qdy + Rdz
AB

gornusde belgilenyar. Seylelikde, kesgitleme boyunca
J Pdx + Qdy + Rdz =
AB

= L'_rnjzn: [P(M)Ax, +Q(M, Ay, +R(M, )Az, ]. (15)

Bellik. Ikinji meseleddki (4) jem (13) gornusdaki wektor
funksiyanyn koordinatalar boyunca integral jemidir. Sonun t¢in hem
ol integral jemin (5) predeli sol wektor funksiyanyn egricyzykly
integralynyn ikinji gornusidir, yagny Uytgeyan glyjun isini
hasaplamak meselesi egrigcyzykly integralyn ikinji gérniisine getirdi.

Kesgitleme boyunca egricyzykly integralyn ikinji gornisi gin

Jde+Qdy+ Rdz =—Jde+Qdy+Rdz
AB BA

denlik yerine yetyadr, yagny integrirleménin ugry (ytgande
egricyzykly integralyn ikinji gornusi alamatyny ytgedyar, ¢unki bu
halda  bolek  dugalaryn  koordinatalar ~ oklaryna  bolan
proyeksiyalarynyn alamatlary Uytgeyar. Egrigyzykly integralyn
birinji gornusinin beyleki hdsiyetleri egricyzykly integralyn ikinji
gOrnusi Ugin hem yerine yetyar.

2.Egrigyzykly integralyn ikinji gomusininn hasaplanylysy. Eger
AB duga (8) parametrik defnllemeler boyunga berlen bolsa, onda
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JP(K Y Z)dX+Q(X, Y, Z)dy+ R(x, Y, z)dz =

AB
B

= [{PIx(t). y(t). 20 () +QIx(t). y(t). 2(t)ly'(t)+

+R[x(t), y(t), z(t)]z'(tpat (16)
formula dogrudyr. Eger AB duga Oxy tekizlikde yerlesyén bolsa
(z=0), onda (16) formula seyle gérniisi alar:

jP(x, y)dx +Q(x, y)dy =

[Pl vl @) Qi) vy @hot. @)

Eger tekizligin AB dugasy y=y(x)(@a<x<b) deleme bilen
berlen bolup, y(x) zniiksiz differensirlenyan funksiya bolsa, onda
(17) formuladan

jP(x, y)dx +Q(x, y)dy =

AB

[Pl y(+lx, y(ly (o (18

formula gelip ¢ykyar.
3. Egricyzykly integrallaryni birinji we ikinji gomuslerinin
arasyndaky baglanysyk. Giniglikde baslangyjy A  we ahyry B
nokatlarda bolan ugrukdyrylan AB
z duga seredelin.Ol duganyn erkin N

nokadynda gecirilen galtasmany hem

ugrukdyrylan goni ¢yzyk hasap

B edelin (12-nji surat). Galtasmanyn

Ox, Oy, Oz koordinatalar oklary

o)
Y bilen emelegetiryan burglaryny
12-nij surat degislilikde a, B,y bilen

belgilalin. Duganyn uzynlygynyn dl
differensialy tgin a:{dx, dy, dz}  wektor galtasma boyunca
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ugrukdyrylandyr, sonun ugin hem
dx=cosadl, dy=cospdl, dz=cosydl. Bu denlikler esasynda
egrigyzykly integralyn ikinji gérnisini seyle yazmak bolar:

[ Pdx+Qdy +Rdz = [(Pcosa+Qcosp+Rcosyl .

AB AB
Bu denlik egrigyzykly integrallaryn birinji we ikinji gornuslerini
baglanysdyryan formuladyr. Eger AB duga Oxy tekizlikde yerlesyan
bolsa, onda z = 0 bolar we bu formula seyle goérnisi alar:

[Pdx+Qdy = [(Pcoso+Qsinal,
AB AB

gunki bu halda cosp = cos(r/2—a)=sina..
§ 9. 4. Egricyzykly integrallaryn ulanylysy

1. Material duganyin massasy. Eger p = p(x, Y, z) funksiya AB
dugada yerlesdirilen jisimin dykyzlygyny anladyan bolsa, onda (2)
we (7) formulalardan ol material duganyn m massasy Ug¢in

m = '[p(X, y, z)dl (19)

formula gelip ¢ykyar.

2. Cyzygyn dugasynyn uzynlygy.Eger p(x, Y, z)zl bolsa, onda
AB duganyn m massasy U¢in m=1-1=1 bolar. Sonun tgin hem
(19) formuladan AB duganyn | uzynlygyny hasaplamak tgin

1= [dl
AB
formulany alarys.

3. Material duganyn agyrlyk merkezi. Eger p =p(x, Y, z)
funksiya AB dugada yerlesdirilen jisimin dykyzlygyny anladyan
bolsa, onda ol material duganyi agyrlyk C(x.,y,,z,) merkezinii
dekart koordinatalary ugcin § 8 — daki (23) formulalara menzeslikde

1 1
X, =— JXp(X, y, z)dl, y, == jyp(x, y, z)dl,
m AB m AB
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1
z,=—|zp(x, y, z)dl
nl

formulalary alarys, bu yerde m berlen AB duganyn massasydyr we
ol (19) formula boyunca hasaplanyar.

4. Material duganyi inersiya momentleri. Eger AB dugada
dykyzlygy p = p(x, Y, z) funksiya bilen anladylyan jisim
yerlesdirilen bolsa, onda ol material duganyn koordinata oklaryna
we koordinatalar baslangyjyna gora inersiya momentleri

=—jy +z)pxyzdl
=—jx+z)pxyz
I, =— , Y, z)d
, mAjBy+x)pxyz

. 2%/&[()(2 +y? +22)p(X, y, z)dl
formulalar boyunca kesgitlenyar, bu yerde m duganyn massasydyr.
5. Uytgeyan gliyjun isi. Eger AB dugada tizniiksiz P(x,y,z),
Q(x,v,2), R(x,y,z) funksiyalar tigin
F(x, y,2)=P(x, y, 2)i +Q(x, v, ) j+ R(x, y, z)k

wektor funksiya AB duga boyunca W isi edyan Uytgeyan gulyji
anladyan bolsa, onda (5) we (15) formulalaryn esasynda

W = jP(x,y,z)dx+Q(x, y,z)dy +R(x, y,z)dz

AB

formulany alarys.
8 9. 5. Grinin formulasy we onui ulanylysy
1.Grinin formulasy. Bu formula kdbir D oblast boyunga ikigat
integraly sol yaylany céklendirydn yapyk L  ¢yzyk boyunca
egricyzykly integraly baglanysdyryan formuladyr. Bu formulany
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koordinata oklarynyn ikisine gérd hem yonekey bolan D oblast
ucin subur ederis. Goy, ol yayla asagyndan y = yl(x) funksiyanyn
¢yzgysy (ACB duga), yokarsyndan y =y, (x) funksiyanyn ¢yzgysy
(AEB duga) bilen ¢éklenen bolup, olar bilelikde yapyk L ¢yzygy
emele getiryan bolsun (13-nji surat).
Goy, D oblastda we onun L
aragéginde Uzniksiz P(x,y,2), Q(x,y,z)
funksiyalar ~ berlen  bolup, olaryn
tzniksiz  P/(x,y), Qi(x,y) oniimleri
bar bolsun, onda

¥2(x)

H dxdy = idxjf

(x)
b b

)dx IP X, y2 .[ X, Y1
= j P(x, y)dx — j (x,y)dx =
—— jP(x, y)dx — J' P(x, y)dx =—§ P(x, y)dx,

bu yerde L yapyk ¢yzyk boyunca hereket sagat dilinin aylawynyn
tersinedir. Seylelikde,

j j —dxdy = —§ P(x, y)dx (20)
L
formulany subut etdlk. Ed|| sonun yaly
Q
—dxdy = , yd 21
ijaxxy fQ(xy)x (21)

formulany gérkezmek bolar, bu yerde hem L yapyk ¢yzyk boyunca
hereket sagat dilinin aylawynyn tersinedir. (21) denlikden (20)
denligi ayryp, Grinin formulasy atlandyrylyan

I} (@ - a—dexdy = § Pdx -+ Qdy (22)
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formulany alarys.
2. Grinin formulasynyn ulanylysy. Eger (20), (21) we (22)
formulalarda P(x,y)= -y, Q(x,y)=x alsak, onda olar degislilikde

J'J'dxdy:§ydx, J'J'dxdyzixdy, 2ﬂdxdy=3§xdy—ydx
D L D L D L

gornulsleri alar.Bu formulalaryn tglsinin hem ¢ep bolegindaki ikigat
integral yapyk D oblastyn meydanyna dendir. Sonun (g¢in hem
egricyzykly integralyn komegi bilen D oblastyn S meydanyny
tapmak Ggin
S =§de, S =§xdy, S :%§Xdy—ydx
L L L

formulalary alarys.

) 1. 10. UST INTEGRALLARY
§ 10. 1. Ust integrallary dustnjesine getiryan meseleler

1. Material Gstin massasy hakyndaky mesele. Kabir T  (ste
seredelin.Goy,ol Ustde dykyzlygy p = p(x, Y, z)bolan massa yerlesen
bolsun. Sol material Gstlin massasyny tapmak Ggin T Usti dugalaryn
tory arkaly T, boleklere bolelin we ol boleklerin meydanlaryny AS,

(k =1, 2,...,n) bilen belgilalin. Her bir bolekde dykyzlyk hemiselik
we erkin M, (X,, Y,, z,) €T, nokatdakyp, = p(X,, y,, z,) bahasyna
denn hasap edelin. Onda p,AS, Kkopeltmek hasyl T, bdlegin
massasynyn takmyn bahasyny, seyle kdpeltmek hasyllardan diiziilen

m, = kZ; p(l\/l k )AGk = kZ; p(xk Yio Zk)AGk (1)

jembolsa T material Ustlin massasynyn takmyn bahasyny anladyar.
Sona gora T, Dboleklerin diametrlerinii ini ulusy bolan d Ggin
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m= (Ijiggz p(xkv Yior Z )AGk (2)
k=1
predel ol massanyn takyk bahasyny anladyar.
2.Ust arkaly gecyan suwuklyk akymy hakyndaky mesele. Goy,
v(x, v, 2)=P(x, y, 2)i +Q(x, y, 2) j+ R(x, y, )k
tizlik bilen akyéan suwuklyk bilen doldurylan kabir ginislik oblasty
berlen bolsun. Berlen T (st boyunca birlik wagtda akyp cegyén
suwuklygyn 17 mukdaryny tapmak meselesine seredelin. Onun (gin
T sti T, boleklere bolelin we ol béleklerin meydanlaryny AS,
(k=1 2,...,n) bilen belgilalin. Her bir bdlekde tizlik hemiselik we
sol bolegiii erkinM, (x,, Y, z,) nokadyndaky v, =Vv(x,, Y., )
bahasyna den hasap edelin. Sunlukda, birlik wagt aralygynda T,
bolek boyunca akyp gegyan suwuklygyn mukdary takmyn v, AS,

kopeltmek hasyla den bolar, bu yerde v, ululyk v, tizlik

wektoryn Ustin M, nokadynda Uste gecirilen n, normalyn birlik
wektory bilen kegitlenyan oka bolan proyeksiyasy. Sonun esasynda,
eger o,, B, v, burclar n, normalyn koordinata oklary bilen emele
getiryan burclary bolsa, onda
Vo, = (Vkv nk): [P(Mk)cosak +Q(MK)COSBK + R(Mk)COSYk]
formulanyn esasynda
9, AS, =[P(M,)cosa, +Q(M, )cos B, +R(M, )cosy, |AS,
denligi alarys. Sona goréa-de ahli berlen Ust boyunca birlik wagtda
akyp gegyén suwuklygyn mukdary takmyn
11, =Y [P(M, )cosa, +Q(M, )cosp, +R(M, Jcosy, JAS, (3)
k=1
jeme den bolar. Onun d — 0 bolandaky
= LingZ[P(MK)COSak +Q(M, )cosp, + R(M, )cosy, JAS, (4)
A

predeli bolsa suwuklygyn takyk mukdaryna den bolar. (3) we (4)
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denliklerdéki cosa,AS,, cosP,AS,, cosy,AS, kopeltmek hasyllar
T, Ustun degislilikde Oyz, Oxz, Oxy tekizliklere proyeksiyalarydyr.
Olary

(aS,,) =cosa,Ac,, (AS,,), =cosp,Ac,, (AS,,). =cosy,Ac, (5)
bilen belgilap, (3) we (4) formulalary

1, = Z[P | +Q(M,)AS, ) +R(M, s, ) |, ()
—nmz[P | +Q(M,XaS,), +RM, as, )] @)

gornuslerde yazmak bolar.
§ 10. 2. Ust integrallarynyii birinji gomdisi

1. Integralyii kesgitlenisi. Goy, T istde u = f(x, y, z) funksiya
kesgitlenen bolsun. T Usti dugalaryn tory arkaly T, bdleklere bolelin
we ol boleklerin meydanlaryny AS, (k =1, 2,...,n) bilen belgilalin.
Her bir bdlekde erkin Mk(xk, Yis zk)eTk nokady alyp, funksiyanyn
sol nokatdaky f(x,, y,, z,) bahasyny AS, meydana kopeldeliii e
seyle kopeltmek hasyllardan

n

=2 T (X, Vi Z (8)

k=1
jemi dizelin. Bu jeme f(x, Y, z) funksiyanyn T (st boyunca integral
jemi diyilyar. T, boleklerin diametrlerinini in ulusyny d bilen belgilélin.
Eger d — 0 bolanda (8) integral jemin predeli bar bolsa, onda sol predele
T st boyunca Ust integraly ya-da Ust integralyn birinji gornisi
diyilyar we ol J'J' f(x, Y, z)ds bilen belgilenyér, yagny
T

” f(x,y, z)ds = L'E(‘)Zn: f (X, Yo 20 )AS, - (9)
T k=1
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Eger f(x, Y, z) funksiya endigan T stde (iznuksiz bolsa, onda
(8) integral jemin predeli bardyr (ony subutsyz ulanarys).

1-nji bellik. 1-nji meseleddki (1) jem (8) gornisdéki integral
jemdir. Sonun dgin (2) we (9) esasynda material Ustin massasyny
tapmak meselesi Ust integralyn birinji goérnisine getiryar.

2. Integralyn hasaplanylysy. T Ustun k&bir gornisleri tgin Ust
integralyn  birinji gornlsinin  hasaplanysyny gorkezelin. Goy,
endigan T Ust z=g(x, y) denleme bilen berlen bolsun, bu yerde
g(x, y) differensirlenyan funksiyadyr. Goy, T Ust Oxy tekizlige
birbahaly proyektirlenyan bolup, D oblast sol proyeksiya bolsun.
Kesgitleme boyunga (9) denlik yerine yetyar. Ol denlikd&ki integral
jemi Ozgertmek maksady bilen Gstun denlemesini F(x, Y, z)=0
gornisde yazaly#i, bu yerde F(x,y,z)=z-g(x, y). Bu Uste
gecirilen n normal wektoryn koordinatalary (8 7.6 seret)

oF o9 oF _ o9 OF 1

x  x oy oy @

0 0 0 0
p=_qu=_gv pk:(_gj qk:(_gj (10)
M M

bolar.

OX oy OX oy

belgileme esasynda z - g(x, y) =0 Uste gecirile n  normalyn
ugrukdyryjy cosinuslary seyle formula boyunca anladylar:

_—p,cogB = _—q,COSY :—l
1+ p®+0q° J1+p® +q° V1+p®+q°
(5) formulanyn esasynda bolsa

AS, :M =1+ p’ WLqZ(ASXy)k

COSY,
denligi yazyp bileris. Sonun tgin hem integral jem

z f(ka Yo Zk)ASk =
k=1

cosa = (11)
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=3 % Yo 9(x. v WL+ P2+ (85,
k=1
gornusi alar. Bu denlikde d — 0 bolanda predele gecip,

H f(x,y, z)ds :J'J'f[x, y, 9(x, )1+ p?+q*dxdy (12)

formulany alarys, bu yerde p we g (10) denlikden kesgitlenyar.
Seylelikde, T st boyunca Ust integralynyn birinji gorndsini
hasaplamaklyk ol Ustiin Oxy tekizlige proyeksiyasy bolan D oblast
boyunga ikigat integraly hasaplamaklyga getirildi.
2-nji bellik. Eger endigan T st y= g(x, z) denleme bilen
berlen bolup, D, oblast ol stin Oxz tekizlige bolan proyeksiyasy
bolsa, onda integraly hasaplamak tgin

H f(x, y, z)ds :H f[x, g(x, )1+ y.* + y.*dxdz

formula alynyar. Edil sonun yaly, eger T (st x=g(y, z) denleme
bilen berlen bolup, D, oblast ol Gstun Oyz tekizlige bolan
proyeksiyasy bolsa, onda st integraly

” f(x,y, z)ds :”f[g(y, z), y, ZjJ1+ X, + X" dydz
T D,

formula boyunga hasaplanylyar.
§ 10. 3. Ust integrallarynyi ikinji gomisi

1. Ikitaraplayyn Ust. Berlen T uUstde kabir M nokady bellap, sol
nokatda Uste gegirilen birlik n normal wektoryn bir ugruny
gorkezelin. Indi M nokat arkaly T Ustde yerlesyan we sol Ustin
aracagi bilen umumy nokady bolmadyk yapyk L c¢yzyk gecirelin.
M nokady sol nokatda Uste gecirilen birlik n wektor bilen
bilelikde L c¢yzyk boyunca hereket etdirelin. Sunlukda, her bir tdze
nokatda n wektor T Uste normal bolmagynda galmalydyr we ol
Uznuiksiz Gytgemelidir. Seyle hereket edip, M nokat basdaky yerine
gelende birlik n wektoryn ugry 6nkiligine galar ya-da onun ugry
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garsylykly bolar.

Eger endigan T Ustde yerlesydn we onun aracdgi bilen umumy
nokatlary bolmadyk islendik yapyk c¢yzyk boyunga sol Ustiin
normaly hereket edip, basdaky yerine gelende ugruny Uytgetmeyan
bolsa, onda ol Uste ikitaraplayyn Ust diyilyér.

Eger-de T Ustde kabir yapyk ¢cyzyk bar bolup, sol ¢cyzyk boyunca
hereket edip normal basdaky yerine gelende ugruny garsylykly
tarapa lytgedyan bolsa, onda ol Uste birtaraplayyn st diyilyar.

Ikitaraplayyn Uste mysallar: 1) tekizlik, tekizligin islendik bolegi,
tegelek; 2) z = Z(X, y) denileme arkaly kesgitlenen islendik endigan Ust.
Hakykatdan-da, dstin her bir nokadynda normal gecirlende Oz okun
poloZitel ugry bilen yiti bur¢c emele getiryén tarapy onun bir (yokarky),
tarapyny kutek burg emele getiryan tarapy onun beyleki (asaky) tarapyny
kesgitleyar; 3) Oz — 6zuni kesmeyén islendik yapyk ust, mysal tgin sfera,
ellipsoid we s.m. Gowrlimi ¢aklendiryan ustlin her bir nokadynda normaly
icine ugrukdyryp ol dstin icki tarapyny, normaly dasyna ugrukdyryp,
Ustin dasky tarapyny alarys.

Birtaraplayyn (ste yonekey mysal bolup Myobius listi
atlandyrylyan st hyzmat edyar.

2. Integralyi kesgitlenisi. Kabir endigan ikitaraplayyn T stde
kesgitlenen we iiznilksiz R =R(x, y, z) funksiya seredeliii. Berlen

T Gsti T,,...,T, boleklere bolelin. T Gstln we onun boleklerinin
Oxy tekizlige proyeksiyalaryny D we D,,...,D, bilen belgilélin.
D, boleklerin meydanlaryny (ASXy)k bilen belgilalin. Her T,
bélekde erkin M, (X, , Yy, ,2) nokady alyp,

cSn = ZR(Xk7ykv'zk )(Asxy)k (13)

k=1
jemi diizelin, bu yerde (AS,,) wstiii T, boleginii Oxy tekizlige
proyeksiyasynyn ululygydyr we ol M, nokatda uste gecirilen

normal Oz oky bilen yiti bur¢ emele getirydn halynda D,

bdlegin poloZitel alamaty bilen alnan meydanyna, kiitek bur¢ emele
getirydn halynda bolsa otrisatel alamaty bilen alynyan meydayna
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dendir. (12) jeme R(x,y,z) funksiyanyin x we y koordinatalara
gorda T Ust boyunca integral jemi diyilyar.

Eger d -0 bolanda (13) integral jemin T Ustiin boleklere
bolunmegine we sol bdleklerde M, nokadyn saylanyp alynmagyna
bagly bolmadyk tukenikli predeli bar bolsa, onda sol
predele R(x,y,z) funksiyanyn x we y koordinatalar boyunca ust
integraly ya-da Ust integralynyn ikinji gérnusi diyilyar we ol

[[ R(x, y,2)dxdy
.

yazgyda belgilenyar.
Diymek, kesgitleméa gora

” R(x, y,z)dxdy = !jmzn: R(X» Yyr 2, )(ASXy )k . (14)

Eger ikitaraplayyn T (st endigan we sol Ustde R(x, Y, z)
funksiya Uznilksiz bolsa, onda d — 0 bolanda (13) jemin T dstun
boleklere bolinmegine we  bdleklerde alynyan M, nokadyn
saylanyp alynmagyna bagly bolmadyk tikenikli predeli bardygyny

subutsyz kabul edelin.
Edil suna menzeslikde

ﬂ P(x,y,2)dydz = lim Zn: P(X,, Y, 2, )(ASyZ )k : (15)
J'.[Q(x, y,2)dxdz = !jim)zn:Q(xk Vo2 AS,,), (16)

ust integrallaryn ikinji gornisler kesgitlenyar, bu yerde (ASyZ )k we
(ASXZ)k degislilikde T, bolegin Oyz we Oxz tekizliklere bolan
proyeksiyasynyn ululygydyr. (14), (15) we (16) esasynda umumy
gOrnusdéki st integraly kesgitlenyar:

j j Pdydz + Qdxdz + Rdxdy =
L
= ” P(x, y,z)dydz + Q(x, y, z)dxdz + R(x, y, z)dxdy . (17)
L
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1-nji bellik. 2-nji meseledaki (6) jem R(x,y,z) funksiyanyn T
ust boyunca x we y Kkoordinatalara gora, Q(x, y,z) funksiyanyn
x we z koordinatalara gora, P(x, y,z) funksiyanyn z we vy
koordinatalara gor4, integral jemlerinin jemidir. Sonun ¢in hem (7),
(14),(15),(16) we (17)denlikler esasynda Ust arkaly gegyan suwuklyk
akymy hakyndaky mesele Ust integralynyn ikinji gérnisine getiryar,
yagny

H=IjP(x,y,z—)dydz—+Q(x, y,z)dxdz +R(x,y,z)dxdy .

L
2-nji bellik. 2-nji meseledéki (4) predele hem (2) predel yaly (st
inegralyn birinji gornusi diyilyar we ol
J'J'(PCOSa+QcosB+ Rcosy)dS =
.

= !jingzn:[P(Mk)COSak +Q(M, )cosB, +R(M, )cosy, JAS,
Y

gOrnusde belgilenyar.

(3) we (6) formulalaryn sol bir jemleri (yone dirli gérnlsdaki)
anladyandygy sebépli, olaryn predelleri hem dendir (ol predeller bar
halynda), sonun tgin hem

j j Pdydz + Qdxdz + Rdxdy =

T

= [[(Pcosa +Qcosp +Rcosy)ds (18)

denlik dogrudyr we ol Gst integrallarynyn birinji we ikinji
gornuslerinin baglanysygyny gorkezyar.

3. Integralyn hasaplanylysy. Ust integralyi ikinji gornisi bolan
(14) integraly hasaplamak ticin endigan T Ust z = g(x, y) denleme
bilen berlen hasap edelin. Goy, ol Gist Oxy tekizligin D yaylasyna
Ozara-birbahaly proyektirlenyan bolsun. Bu halda (14) denlikdaki
integral jemi

> R ¥,z )88, ), =

k=1
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= kZi;R[Xk’ Yis g(Xk, Yk )](Asxy )k

gornusde yazmak bolar. Bu denlikde d — 0 bolanda predele gegip,
ustin yokarky tarapy ugcin (cosy > 0 hal Ggin)

[[ ROy, 2)dxdy = [[R[x, y, g(x, y)kixdy

T D
formulany, asaky tarapy tc¢in (cosy <0 hal ti¢in) bolsa
[[R(x, v, 2)dxdy = ~[[R[x, y, g(x, y)kixdy

T D

formulany alarys. Sular yaly formulalary (15), (16) we (17)
integrallar Gg¢in hem gorkezmek bolar.

§ 10. 4. Ust integrallaryii ulanylysy

1. Material Gstinm massasy. Eger T  Ustde 0st dykyzlygy
p=p(x, Y, z) bolan jisim yerlesdirilen bolsa, onda (2) we (9)
formulalaryn esasynda ol material Ustlin massasy

m = J'J'p(x, y,2)dS (19)

formula boyunga kesgitlenyar.

2. Ustiin meydany. Eger p(x, Y, z)=1 bolsa, onda m=1-S =S
bolar we sonun Ggin (19) formuladan T Gstuin S meydanyny
hasaplamak tgin

S =jjds (20)

formula alynyar.

3. Material tstun agyrlyk merkezi. Ikigat integral Ggin degisli
formulalaryn getirilip cykarylysyna menzeslikde Ust dykyzlygy
p=p(x,y,z) bolan T material st C(x_, Y., z,) agyrlyk
merkezinin koordinatalary

X, = %D' xp(x, y,2)ds,

95



y, = %g xp(x, y,2)ds,

z, = %J;J' xp(x, y,2)dS

formulalar boyunca kesgitlenyar, bu yerde m material Ustiin
massasydyr we ol (19) formula boyunga tapylyar. Birjynsly (st dgin
(p(x, Y, z) = hemis) bu formulalar yonekey gérnisi alar:

1 1 1
X, =§jzjdS, Y, :ngjde, z, :ngjde,

bu yerde S Ustun meydanydyr we ol (20) formula boyunca tapylyar.
4. Material UstUn inersiya momentleri. Ikigat integral tgin
degisli formulalaryn getirilip ¢ykarylysyna menzeslikde Ust
dykyzlygy p = p(x, Y, z) bolan T material Usttin koordinatalar
oklaryna we koordinata baslangyjyna goré inersiy momentleri

1, = [[(y? +22)p(x, v, 2)ds,
T
1, =H(x2 + 2% (x, y, 2)dS,
T
1, = [[(y? +xp(x,y. 2)as,
T
1, =.[.[(x2 +y?+22p(x, y,2)dS
T
formulalar boyunca kesgitlenyar.
§ 10. 5. Stoksun formulasy
Stoksun formulasy berlen st boyunca integraly sol Usti
caklendirydan yapyk c¢yzyk boyunca egricyzykly integraly
baglanysdyryan formuladyr.
Goy, yapyk L cyzyk bilen ¢dklenen T st z = g(x, y) denleme

bilen berlen bolup, ol L c¢yzygyn Oxy tekizlikdéki proyeksiyasy
bolan 7" ¢yzyk bilen ¢éklenen S oblastyyna 0zara-birbahaly

96



proyektirlenydn bolsun (13-nji surat). Stoksyn formulasyny
gorkezmek Ggin L ¢yzyk boyunca egricyzykly integraly 1" ¢yzyk
boyunca egrigcyzykly integrala, ony bolsa S oblast boyunca ikigat
integrala we in sonunda ikigat integraly T st boyunga Ust integrala
ozgerdelin. Yapyk L cyzygyn z = g(x, y) denleme bilen berlen T
ustde yatyandygy sebapli

LﬂP(x, Y, z)dx:mP[x, ¥, (X, y)]dx (21)
L r
denlik yerine yetyar. 8 10. 4 — ddki (20) formulanyn esasynda
oP OP oz
Pl x, v, g x y dx=- [— ——Jd dy (22)
fipDx v o(n v o[ £+ 22

denligi alarys.
Eger o, B, vy burglar z

z-g(x, y)=0 z=1(xy)
uste gecirilen n normalyn @
koordinata oklary  bilen | o
emele getirydn burclary I + 5
bolsa, onda (10) we (11)
formulalaryn esasynda ////
o9 _ cosP

oy cosy
yada

’ 13-ny1 surat

oz _ cosP
&y  cosy
Bu denligi ulanyp, (21) formulany seyle yazmak bolar

§Plx v, glx, y]dx——ﬂ(a—P—a—Pﬁjdxdy

" oy 0z cosy
(18) formulanyn esasynda

_ H(a_P_a_Pﬁj dxcly - _”(GP _G_P&SBJ cosds =
5\ 0y 0z cosy 0y 0z cosy
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g(—cosﬁ—gcowjds
Seylelikde,
§P[X7 Y, 9(x, y)ldx = J;J.(Z—I:cosﬁ—%cow}ds .

K
Bu formulanyn esasynda (21) formuladan alarys:

fp(x, Y, z)dx = g(g—scosﬁ —%Pcowj ds.

Edil sonun yaly degisli sertler yerine yetende
§Q X, Y, 2)dy = H[ cosk—a—comjds

§R(x, y, z)dx =.U(Ec05a—g—scosﬁjds

formulalary alarys. Bu alnan (¢ denlikleri agzalayyn gosup, Stoksyn
formulasyny alarys:

J.de+Qdy+ Rdz = ”[(—Q—%Jcosw
+ a—R —@ cosa + (a—P _8_Rj cosp]dsS. (23)
oy oz oz 0
Bu formulany seyle hem yazmak bolar:
0Q oJP
Ide+Qdy+Rdz —H __E dxdy +
+ R_R dydz+[a—P—a—Rjd zdx (24)
oy oz oz oX

Bellik. Eger T st Oxy tekizliginde yatyan tekiz yayla bolsa,
onda Stoksyn formulasyndan Grinin formulasy gelip ¢ykyar, ¢unki
bu halda denligin ¢ep bdlegindédki dz boyunga integral we sag
bdleginddiki dydz, dzdx boyunga integrallar nola den bolar.
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8 10. 6. Ostrogradskinii formulasy we onun ulanylysy

1. Ostrogradskiniin formulasy. Bu formula ginisligin yaylasy
boyunca Ucgat inegraly sol yaylany c¢éklendiryan Gst boyunga st
integralyny baglanysdyryan formuladyr. Ginisligin Oz oka goré
yonekey bolan (818.5 seret), asagyndan zZ= zl(x, y) ust,
yokarsyndan z = zz(x, y) ust we gapdallaryndan emele getirijisi
Oz okuna parallel bolan silindrik Gst bilen ¢éklenen G yaylasyna
garalyn. Onun Oxy tekizlige proyeksiyasyny D bilen belgilalin.
Goy, R(x, y, z) weonui R!(x,y, z) énimi G yaylada we onui
aracdginde Uznuksiz funksiyalar bolsun. Belli bolgy yaly bu halda
(8 8.5, (28) seret)

25(x, y)
oR oR
—dxdydz = —dz [dxdy
[fremn]f § %a
denlik yerine yetyar. Sunlukda,
2,(x, y) =
T
2, ) z=1,(x y)

=R[x v, z,(x, y)]-R[x v, z,(x, y)].
Sonun tg¢in hem ahyrky iki denliklerden

'['G['[Z—sdxdydz :JDJR[X, Y, Z,(x, y)}jxdy—'l[s[R[x, y, 2,(x, y)pixdy

denlik gelip ¢ykyéar. Bu denligin sag bolegindéki ikigat integrallary
ust interrallary bilen calsyrmak bolar: birinjisini z = zz(x, y)deﬁleme
bilen berlen T, Ustiun yokarky tarapy boyunca alnan st integraly
bilen, ininjisini z = zl(x, y) denleme bilen berlen T, Gstiin yokarky
tarapy ya-da minus alamaty bilen alnan T, 0stun asaky tarapy
boyunca alnan (st integraly bilen galsyrmak bolar. Seylelikde,

jgg—sdxdydz = '['2[ R[x, v, z}jxdy+gR[x, y, zfixdy,
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bu yerde birinji integral T, Ustlin yokarky tarapy boyunga, ikinjisi
T, Ustlin asaky tarapy boyunca alnan Gst integralydyr.Bu integrallara
T, silindrik ust boyunca alnan we nola den bolan

J’J‘ R[x, y, zHixdy = HR[X, y, z]cosydS
T3 Ty

(T, ustde n wektoryn Oz okuna perpendikulyar bolany sebapli
cosy =0 bolyany t¢in) integraly gosup,

jijg—sdxdydz :.[;[R[x, y, zpixdy +

+HR[X, Y, z}jxdy+HR[x, y, zixdy
deiiligi ya-da " "
IH—ddedz = ﬂ R[x, y, zjxdy = [[R[x, v, z]cosyds
T

denligi alarys, bu )'/erde T=T+T,+T, berlen G vyaylany
caklendiryan 0stdir we integral ol Ustun dasky tarapy boyunca
alynyandyr. Gitisligin G yaylasy we Q(x, y, z), Qj(x, y, z),
R(x, y,z), Rixy,2) funksiyalar ~ degisli  sertleri
kanagatlandyranda

J‘”@dXdde = ﬂQ[X, y, zpxdz = ” R[x, v, z]cosBdS

m—dxdydz = ﬂ P[x, y, zjdzdy =IIR[X, y, z]cosadS

deﬁllklerl gOrkezmek bolar. Ahyrky (¢ denlikleri agzalayyn gosup,
Ostrogradskinin formulasy atlandyrylyan

J.J.J.(ap 8Q aRjdxdydz = J J Pdydz + Qdxdz + Rdxdy  (25)

formulany ya- da
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J‘J‘J‘(ap @wta—dedydz—H Pcosa +QcosB +RcosyS (26)

formulany alarys.

2. Ostrogradskiniin formulasynyn ulanylysy. Bu formulanyn
kdémegi bilen ginigligin kabir G yaylasyny caklendirydn T (st
boyunga (st integraly ulanyp, G ya)’/Ianyﬁ gdermini tapmak bolar.

Q +——1 denlik

Hakykatdan-da, P, R funksiyalar —+
y Q, yalary x oy a

yerine yeter yaly saylap,
j 0 (ap R +a—jdxdydz _ j [[ axclyaz v 27)

denligi alarys. Sonun t¢in hem bu halda Ostrogradskmln (25)
formulasyny ulanyp, Q yaylanyi géwrimini tapmak tcin
V= j j Pdydz + Qdxdz + Rdxdy
T

formulany alarys.
oP 6Q +

6x oy az
bolar we sonun Ugin (27) denlik yerine yeter. Sona gora-de géwrim
tapylyan (28) formula bu halda seyle gornisi alar:

V= %J'J' xdydz + ydxdz + zdxdy . (28)
T

1 1
Eger P ==, == R ==z alsak, onda — =1
9 3 Q 3y 3

§ 10. 7. Wektor meydanynyi akymy, diwergensiyasy,
sirkulyasiyasy, rotory. Ostrogradskinii we Stoksui formulalarynyn
wektor gomusleri

1.Wektor meydanynyii akymy. Belli bolsy yaly (8§ 10. 3-déki 1-nji
we 2-nji bellikler esasynda) birlik wagtda T Ust arkaly akyp gecyéan
suwuklygyn 77 mukdary

e J'J'(PCOSa+QcosB+Rc05y)dS (29)
T
formula bilen anladylyar. Sunlukda, 77 ululyga suwuklygyn T (st
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arkaly akymy diyilyar. P, Q, R funksiyalaryin F = {P, Q, Rjtizlik
wektoryn koordinatalary, cosa, cosB, cosy ululyklaryn tste
gecirilen biplik n wektoryn koordinatalary bolyandygy sebépli,
P cosa +Qcosp + Rcosy = (F, n)
denligin esasynda (29) formulany
1= j j (F, n)dS ya-da I7= j j F dsS (30)
T T

Gornlisde yazmak bolar, bu yerde F, tizlik F wektoryn T Ustln
birlik n normalyna bolan proyeksiyasydyr:
F, =(F, n)=|F|n[cos¢ =|F|cose
(¢ bur¢ F we n wektorlaryn arasyndaky burcdur).
F wektor meydany ugin ” F.dS Gst integralyna sol wektor
T

meydanyn T Ust arkaly akymy diyilyér.

Eger F wektor suwuklygyn hereketinin tizligini ainladyan bolsa,
onda F wektor meydanyn kabir Ust arkaly akymy birlik wagtda sol
ust arkaly akyp gecyan suwuklygyn mudaryna dendir.

Basga gornlsdaki wektor meydanlary tgin akymyn basgaca fiziki
manysy bolar.

2. Wektor meydanynyii diwergensiyasy. F = {P, Q, R} wektor

meydany (cin £+@+@ jeme den bolan we divF bilen
oXx oy oz
belgilenyédn skalyar  funksiya F wektor meydanynyn
diwergensiyasy (dargamasy) diyilyar. Seylelikde,
divF =£+@+@. (31)
ox dy oz

Eger F={P,Q,R} wektor G oblast arkaly akyp gegyan
suwuklygyn tizlik wektory bolsa, onda belli bolsy yaly (26)
formulanyn sag bolegindaki integral T st arkaly G oblastdan
birlik wagt aralygynda ¢ykyan suwuklygyn mukdaryny anladyar. Ol
formulanyn cep boleginden we (31) formuladan gornlsi yaly,
suwuklygyn sol mukdary F  wektoryn diwergensiyasynyn G
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oblast boyunca t¢gat integralyna dendir. Sonun tgin hem divF =0
bolanda T st boyunca degisli integral hem nola den bolar, yagny
yapyk T st arkaly akyp gecydn suwuklygyn mukdary nola dendir.

Wektor meydanynyn akymy we diwergensiyasy dustnjelerinden
peydalanyp, Ostrogradskinin (26) formulasyny wektor gornisinde

yazmak bolar:
[[[divFav = [[(F, nps. 32)

Bu denlik wektor meydanynyn diwergensiyasynyn kébir G oblast
boyunca (c¢gat integralynynn sol oblasty caklediryan T Ust arkaly
wektor meydanyn akymyna dendigini gorkezyar.
3. Wektor meydanynyii sirkulyasyyasy. Goy, wektor meydany
F=P(x v, 2)i+Q(x, vy, 2) j+R(x, y, )k (33)

wektor funksiyasy arkaky berlen bolsun, bu yerde P(x, Y, z),
Q(x, v, z), R(x, y, z) funksiyalar endigan ya-da bolek-endigan L
¢yzykda Uzniiksiz funksiyalar. Onda L ¢yzyk boyunca

J Pdx +Qdy + Rdz

L

egricyzykly integrala F wektor meydanynyn L ¢yzyk boyunca

------

wektor koordinatalar oklary bilena, B, y burclaryny emele getiryén
bolsa,ondaF, =(F, 7)=Pcosa +Qcosa + Rcosa deiilik esasynda

j Pdx +Qdy + Rdz = j FdI (34)
L L

defiligi yazmak bolar. Eger F = {P,Q,R} giiy¢ meydany bolsa, onda
onun L c¢yzyk boyunca sirkulyasiyasy glyc meydanyn L boyunga
edilen igini anladyar. Basga gornisdaki wektor meydanlary (gin
sirkulyasiyanyn basga fiziki manysy bardyr.
4. Wektor meydanynyn rotory.(33) wektoryn koordinatalaryndan

dizulen

R_Q P _R QP

oy ox dz ox ox oy
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wektora (33) wektor meydanynyn rotory diyilyar we rotF  bilen
belgilenyér, yagny

o :(%R_@ji{@j_aij ,—{@_G_F’jk @)

0z oz 0Ox oX oy
Yatda saklamak tign bu formulany
i ] k
rotk :ﬁ o9
OX oy oz
P Q R

gornlisde hem yazmak bolar (bu yerde % P gornusdaki kopeltmek

hasylyna % hususy 6niim diyip dustinmeli).

Indi (34) denlikden we wektor meydanynyn sirkulyasiyasy we
rotory duslinjelerinden peydalanyp, ozal subut edilen egrigyzykly we
ust integrallary baglanysdyryan

§de +Qdy + Rdz =
L

][22 o 272 o 5222 oy s
T\oy oz 0z  OX ox oy
Stoks formulasyny wektor gérniisinde yazalyi:

§F.di = [ (rot F(M), n)ds = [[ (rot F(M)nds. (36)

Bu formula F  wektor meydanynyn yapyk L ¢yzyk boyunca
sirkulyasiyasynyn L ¢yzyk bilen ¢éklendirilen T (st arkaly gecyan
sol wektor meydanynyn rotorynyn akymyna dendigini gorkezyar.

8 10. 8. Gamilton operatory we onui ulanylysy.
Potensial we solenoidal meydany

1. Gamilton operatory. § 7.7 —de girizilen skalyar funksiyanyn
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gradiyenti dusinjesinden gornisi yaly, u=u(x,y, z) skalyar
meydanyndan gradu wektor meydanyna gecmeklige ké&bir amal
(operasiya) hokmiinde garamak bolar. Sunlukda, ol kdp hasiyetleri
boyunca differensirleme amalyna menzesdir, yone bir tapawudy bu
halda skalyar funksiya wektor funksiyasy (differensirleme amalynda
bolsa skalyar funksiya skalyar funksiyasy) degisli bolyar.

Skalyar u funksiyadan gradu wetora gecmeklik V belgi bilen
belgilenyér we ona Gamilton (nabla) operatory diyilyér. Seylelikde,

Vu:gradu=a—ui+a—uj+a—uk. (37)
ox oy 0z

) . 0 0 ©
Kop halatlarda V operatora koordinatalary —, —, — bolan

oXx oy oz

simwoliki wektor hokmiinde seretmek amatly bolyar:
V=ii+ji+kﬁ. (38)
oX "oy 0z

Sunlukda, ol operasiyany skalyar u  funksiya ulanmaklyk (37)
denligi anladyar.

2. Gamilton operatorynyi ulanylysy. Bu operatoryn kdmegi bilen
kabir anlatmalaryn yonekey gornislerde yazylysyny gorkezelin.
Onun Ugin differensirlenyan

F=P(x, y,2)i+Q(x, y, ) j+R(x, y, z)k (39)
wektor funksiya seredelini. Diwergensiyanyn kesgitlemesi we (38)
denlik esasynda
oP 0Q OR

divF =—+—+—=
ox dy oz

=(ﬁp+ﬁQ+3RJ =(V, F),
OX oy 0z

divF = (v, F), (40)
yagny F wektoryn diwergensiyasy simwoliki V wektor bilen F
wektoryn skalyar kopeltmek hasylyna dendir. (35) formula boyunca
anladylan F wektoryn rotoryny
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o <[ ), (P _R); (@0 ),
oy oz oz 0Ox ox oy

0 0 0 0 J 0
=loy oazli+|az ox|j+|ex oylk=[v, F],
Q R R P P Q
rotF =[v, F], (41)

yagny F wektoryn rotory simwoliki V wektor bilen F wektoryn
wektor kopeltmek hasylyna dendir. (39) formuladaky P, Q, R

funksiyalaryn ikinji tertipli izniiksiz hususy 6ntimleri bar hasap edip
we (31), (35) formulalary peydalanyp, divrotF tapalyn:

divrotF:i R_RX +
ox\ oy oz

2 [G_P_a_Rj+i RQ_P|_
oy\oz ox) oz\ ox oy
_0°R 07 Q 0’P  0°R 8 Q 0°P

ayax azax ozoy axay OX0zZ ayaz
Seylelikde,

divrotF =0. (42)

(40) we (41) formulalaryn esasynda
divrotF = (V, rotF)=(v, [V, F])=(V, (v, F)).
Ahyrky iki formulalardan
(vV.[v. F)=(v. (v, F))=0
denlik gelip gykyar we ol ikisi den bolan li¢ wektorlaryn gatysyk
kdpeltmek hasylynyn nola dendigini gorkezyar.
Ikinji tertipli Gznuksiz hususy 6nimleri bar bolan u = u(x, Y, z)

funksiya Ugin (35) we (37) formulalardan peydalanyp, rot gradu tgin

anlatmany tapalyn. (37) formulada P = % Q= 6_u R= % hasap
X

oy

edip alarys:
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wom-[5{)-4(5]
GRS 5

ou  o%u ). (od°u od%u ). (d°u o
= - I+ - j+ - k=0,
ooy  oyoz OX0Z  0Z0X Oyox  oOxoy

rot gradu = 0. (43)
(31) we (35) formulalaryn esasynda bu denligin ¢ep bdlegini
rotgradu = [V, gradu]=[v, Vu] (44)
gornusda yazmak bolar. (43) we (44) formulalardan bolsa
[V, vu]=0 (45)

denlik gelip ¢ykyar. Bu denlik skalyar kopeldijileri bilen
tapawutlanyan iki simwoliki wektorlaryn wektor kopeltmek
hasylynyn nola dendigini gorkezyar.

Goy, ikinji tertipli Gznuksiz hususy oniimleri bar bolan skalyar
u= u(x, Y, z) funksiya we onun gradiyentinin F wektor meydany
berlen bolsun:

F =gradu =@i +a—uj+@k.
oX  OX OX
(31) formuladan peydalanyp div(gradu) igin ailatmany alarys:

div(gradu) = %[%j +%(%§j +§[%j _

o*u  o*u  ofu
PP WY E
ox- oy~ oz
o’u  o°u  o%u
+ + .
ox* oy* oz’
Bu denligin sag boleginéki anlatna u funksiyanyn Laplas operatory

------

div(gradu) = (46)

107



_ 0% 0’u ok

Au 47
ox*  oy* oz’ 47)
(37), (40) we (47) formulalaryn esasynda (46) formulany
(v, vu)=au  (A=V?) (48)
2 2 2
Bellik. Au =0 ya-da 0 lZJ + 0 lZJ + 0 l; =0 denlema Laplas
ox® oy° oz

denlemesi diyilyar. Bu denileméni kanagatlandyryan u = u(x, Y, z)
funksiya garmoniki funksiya diyilyar.

3. Potensial we solenoidal meydany. Eger F =Pi+Qj+Rk
wektor k&bir skalyar funksiyanyn gradiyenti bolsa, yagny

F:gradu:@ijta—ujjt@k, (49)
ox oy 0z

------

deriliklerden

p_M QM g
OX

oy 0z
denlikler gelip ¢ykyar. u = u(x, Y, z) funksiyanyn ikinji tertipli
uzniiksiz hususy ontimleri bar halynda ahyrky denliklerden
oP 0Q oP OR OR _0Q
oy ox o ox oy oz
denlikleri ya-da
P _R_oy P _R_4 R _Q_,
oy ox oz x| oy oz
denlikleri alarys. Bu denlikler esasynda (35) denlikden
rotF =0 (50)
denlik gelip gykyér. Seylelikde, islendik potensial F neydan tgin
(50) denlik yerine yetyandir. Eger F = F(x, y, z) wektor meydany
ugin
divF =0
bolsa, onda ol wektor meydanyna solenoidal ya-da trubka gornusli
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wektor meydany diyilyér. Berlen wektor meydanynyn rotor
meydany solenoidal meydanydyr.

§ 10. 9. Funksiyanyi doly differesiallygy

1. Oblastyi birbaglanysyklylyk dusinjesi. Eger ucolcegli G
oblast degisli islendik yapyk L c¢yzyk (cin sol ¢yzyk bilen ¢éklenen
we tutuslygyna G oblastyi icinde yerlesyan Ust bar bolsa, onda G
oblasta Ustleyin birbaglanysykly oblast diyilyér. Seyle oblastlara sar,
ellipsoid bilen c¢éklenen oblast, iki konsentrik ellipsoid bilen
caklenen oblast mysal bolup biler. Ustleyin birbagnysykly dal
oblastyn mysaly iginden silindr kesilip ayrylan sar bolup biler.
Ustleyin birbagnysykly oblastlar (gcin yerine ytyan hasiyetler
asakdaky teoremadan gelip ¢ykyar.

1-nji teorema.EgerP =P(x, y, ), Q=Q(x, y, z), R=R(x, y, 2)
funksiyalar we olaryn birinji tertipli hususy énumleri kabir yapyk
cakli Ustleyin birbaglanysykly G oblastda tzniiksiz bolsa, onda
asakdaky dort tassyklamalar dengtycludirler, yagny olaryn islendik
birinin yerine yetmeginden beyleki tcusi gelip ¢ykyar:

1.. G oblastda yerlesyén islendik yapyk L c¢yzyk tgin

§ Pdx+Qdy +Rdz = 0. (51)
L

2. G oblastyn islendik A we B nokatlary tcin egricyzykly
integral A we B nokatlary birlesdiryan yoluna bagly daldir:
'[de+Qdy+ Rdz = '[de+Qdy+ Rdz.

ACB AEB
3. Pdx+Qdy+Rdz anlatma kabir funksiyanyn doly
differensialydyr, yagny G oblastda kesgitlenen seyle F(x, 2 z)
funksiya tapylyp,
dF = Pdx + Qdy + Rdz. (52)
4. G oblastda
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Q_P R_Q P_R (53
ox oy oy o1 oz ox
denlikler dogrudyr.
< Subut etmekligi
1=22=3=4=1
yzygiderlikde amala asyrarys.

a) 1= 2 bolyandygyny gorkezelin. Goy, 1 yerine yetsin. G
oblastyn A we B nokatlaryny birlesdiryan we sol oblastda
yerlesyan iki yoluna, yagny ACB we AEB vyollaryna garalyn.Onda
olaryn jemi bolan yapyk L= ACBEA ¢yzyk hem sol oblastda
yerlesydr. Sonun G¢in hem 1-nji sertin esasynda

0= j Pdx + Qdy + dz = I Pdx + Qdy + dz + Ide+Qdy+Rdz:

ACBEA ACB BEA
= j Pdx + Qdy + Rdz — dex + Qdy + Rdz,
ACB AEB
yagny
j Pdx +Qdy + Rdz = .[de+Qdy+ Rdz .
ACB AEB
b) 2 = 3 bolyandygyny gorkezelin. Goy, egricyzykly

j Pdx + Qdy + Rdz
AB

integral integrirleme yoluna bagly dal bolsun. Eger A nokadyi
koordinatalaryny bellesek, yagny A= A(x,, Y, Z,) hasap etsek, onda

ol integrala B = B(x, Y, z) nokadyn koordinatalarynyn funksiyasy

hékmiinde garamak bolar, yagny
B(x,y)
dex+Qdy+ Rdz = dex+Qdy+ Rdz = F(x,y, z).
AB A(%o.Yo)
Ol funksiyanyn differensirlenyandigini  we (52) denligin
dogrudygyny gorkezelin. Onun Ugin G oblastyn her bir B(x,y, z)

nokadynda aa—F we % hususy 6ntimlerin bardygyny we
X
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oF oF oF

—=P(x,y,2), —=0Q(x,y, 2), —=R(x,y, 2 o4
ax(y)ayQ(y)az(y) (54)
denliklerin yerine yetyandigini gorkezmek yeterlikdir, cunki
P(x,y,2), Q(x,y,z) we R(x,y, z)funksiyalaryi tzniksizligi Ugin

(54) denlik esasynda F(x, Y, z) funksiya differensirlenyandir we
(52) yerine yetyandir. aa—F hususy onumin bardygyny gorkezmek
X

ugin F(x, Y, z) funksiyanyn x (ytgeyanine x-+Ax artym berelin:
AF=F(x+Axy, 2)-F(x,y, 2)= Ide+Qdy+ Rdz —

AB,

- Jde +Qdy +Rdz (B, =B,(x+Ax,Y, z)).
AB

Integralyn integrirleme yoluna bagly déldigi esasynda AB, ¢yzygy AB

¢yzyk bilen Ox okuna parallel BB, kesimin jemi hékminde garamak
bolar. Sona gora

X+AX

AF = j Pdx +Qdy + Rdz = j Pdx = .[P(x, y, z)dx
BB, BB, X

denligi alarys. Bu deiligin sag bolegindéki kesgitli integrala orta baha
hakyndaky teoremany ulanyp,

AF P(x+0Ax,y,z) (0<8<1)
X

denligi alarys. Bu denlikde Ax — Obolanda predele gegcip, P(x,y, z)
funksiyanyn  (izniksizligi sebapli aa—FzP(x, y, z) deiligi alarys.
X

F
% =Q(x,Y, z) we aa—F =R(X, Y, z) denliklerin yerine yetyandigi bolsa
z
suna menzeslikde gorkezilyar.
¢) 3= 4 bolyandygyny gorkezelin. Goy, (52) denlik yerine yetsin,
onda (54) denlikler dogrudyr. Sonun Ggin garysyk onlimler hakyndaky
teorema esasynda
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oP 0°F B 0°F _Q
oy Oyox oxoy oX
B . .. OP oQ . . I
denlikleri alarys, ciinki serte gora — we 8_ onumler Uznuksizdirler.
X

oR oQ oP OR
oy o1 o
denlikler hem edil sonun yaly subut edilyar.
d) 4 = 1 gorkezelin. Goy, (53) deilikler yerine yetsin we L ¢yzyk
G oblastda yerlesyan erkin yapyk ¢yzyk, T bolsa G oblastyn iginde
tutuslayyn yerlesyan we L bilen géklenen Ust bolsun. Onda Stoksuii
(23) formulasy esasynda

§ Pdx +Qdy + Rdz=0. (53)
L
Seylelikde, teorema doly subut edildi. >
. . . . oP 0Q
Bellik. Egrigyzykly i§ Pdx + Qdy integral tigin (53) sert — =—
1 oy X

gornusi alar.
Gonukmeler

Egricyzykly integrallaryn birinji gornlsini hasaplamaly:
1. jxdl, L ¢yzyk 2y=x* funksiyanyn grafiginin A(l, 1) we
L

B(L, 1/2) nokatlarynyi arasyndaky dugasy.
2, j V1+x2dl, L ¢yzyk 4y=x* funksiyanyi grafiginin A(0, 0)
L

we B(L, 1/4) nokatlarynys arasyndaky dugasy.
3. jyzdl, L ¢yzyk x*+y?=R? (y=>0) toweregiii yokarky bélegi.
L

4. szydl, L ¢yzyk x=asin’t, y=acos’t (0<t<x/2) astroidin
L

dugasy.
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Egricyzykly integrallaryn ikinji gornusini hasaplamaly:
5. .[«/x2+3ydy+(x—y)dx, L ¢yzyk y=x* funksiyanyn
L

grafiginin  A(0, 0) nokatdan B(l, 1) nokada ¢enli dugasy.
6. J'(x2+y2)dx+xydy, L cyzyk y=e* funksiyanyn grafiginin

L
A(0, 1) nokatdan B(1, 1/4) nokada cenli aralygyn dugasy.
7. deX+ ydy dl, L ¢yzyk x*+y* =R’ (y=>0) téweregin yokarky
boleg|
8. J'(x+2x —yH)dx+(y® —3x%y® +4xy)dy, L asakdaky ¢yzyklar:

a) goni ¢cyzygyn O(0, 0) nokatdan A(1, 1) nokada ¢enli kesimi;

b) OBA dowilk ¢yzyk, bu yerde B(1, 0) nokat;

¢) y=x* parabolanyin O(0, 0) nokatdan A(l,1) nokada cenli
dugasy.

9. J'(xs+3x2y2)dx+(y3+2x3y)dy, L asakdaky cyzyklar:

L
a) goni ¢cyzygyn O(0, 0) nokatdan A(1, 1) nokada ¢enli kesimi;
b) OBA dowilk ¢yzyk, bu yerde B(1, 0) nokat;
¢) y=x* parabolanyin O(0, 0) nokatdan A(l,1) nokada cenli
dugasy.
d) y=x® ¢yzygyn O(0, 0) nokatdan A(1, 1) nokada genli dugasy.
10. Cyzyklaryn gorkezilen dugalarynyn uzynygyny hasaplamaly:
a) x=6acost, y=6asint, z=8at (0<t<2x);
b) x=at, y=av2Int, z=a/t 1<t<10);
11. Gorkezilen yapyk c¢yzyklar bilen caklenen figuralaryn
meydanlaryny tapmaly:
a) y=x*, y*=x. b) x=acos’t, y=asin®t (astroida).
12. Dykyzlygy p(x, y) bolan berlen material ¢yzygyn dugasynyn
massasyny tapmaly:
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a)dy=x* (0<x<1), p(x, y)=Y.
b) x=Iny A< y<4), p(x, y)=yyy +1.

Ust integrallaryn birinji gornisini hasaplamaly:

13. ”(Xz +y*+2°)ds, T Ust z=+/R*—x*—y® yarym sferadyr.
.

14. [[y(x+2)ds, T st y=+/c?~2* Ustiih x=0, x=a tekizlikler
.

bilen kesilen bdlegi.

15. J'J'(x2 +y*+z-2)ds, T st 2z=9-x*-y® lstin z=0
T

tekizlik bilen kesilen bolegi.

Ust integrallaryn ikinji gérniisini hasaplamaly:

16. J'J'(y2 +2z%)dxdy, T st z=+/9—x* Ustinn y=0, y=2 tekizlikler
T

bilen kesilen béleginin yokarky tarapy.

17. J'J'(x2 +3y? +z%)dxdz, T st y=+/x*+2z° istun y=0, y=1
tekizI;kIer bilen kesilen boleginin dasky tarapy.

18. J'J'(2x+3y+4z)dxdy , TUst x+y+z=6 tekizligin x72+y32 =1
siIincIr bilen kesilen bdleginin yokarky tarapy.

19. Berlen wektor meydanlarynyn diwergensiyalaryny tapmaly:

a) (X2 —yD)i+(+y?)]j. b) (x2—2xy+3y)i+(xy—-5y?)j.

Q) xi+y?j+z%k. d) x¥i—xyj+xyzk.

20. Berlen wektor meydanlarynyi rotorlaryny tapmaly:

a) X2+ y?j+z%k. b) yizi+xz?j+xyk.

¢) xyzi+(2x+3y—2) ]+ (X2 + 2k .

21. a=bxi—yj+zk wektor meydanynyii x—2y+2z =4 tekizligii
koordinatalar oklary bilen ¢éklenen bdlegi arkaly gecydn akymyny
tapmaly.
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22. a=xyi+yzj+xzk wektor meydanynyii depeleri O(0, 0, 0),
A(2, 0, 0), B(0,1, 0), C(0, 0, 2) nokatlarda bolan piramidanyn usti
arkaly gecyan akymyny hasaplamaly.

Jogaplar
1. 00221, 28 3 Zpo g 280 53 g 32, L
3 7 2 1155 274 12

1 17 25 71
7.=.8a)>—.b—.¢)—.9aL15 bl5.¢) 15.d)15.
> )5 9 9329 )15 .¢) )

10. a) 20za. b) 9,9a. 11.a)0,6. b) 37a?/8. 12. a) (2+/2—1)/3. b)
24.13. 27R*. 14. a’c?. 15. 7(500410 —23)/15. 16.68. 17. —27
18. 1147 . 19. a) 2x+3y*.b) 3(x—4y).¢) 1+2y+3z°.d) x(1+Y).
20. @) 0. b) (X2 —2x2)i + (Y2 = 2xy) j + (22 = 2y2)K . ¢) i + (xy —2X) ] +
+(2—xz)k . 21. 28. 22.1/3.
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Il.11. SAN HATARLARY
§ 11.1. Hataryi yygnanmagy we dargamagy

1. Hataryn kesgitlenisi we onui jemi. Matematikanyn durli
bolimleri O6wrenilende, seyle hem meseleleri ¢6zmekde onun
ulanylyan vyerlerinde tukenikli jemler bilen birlikde tukeniksiz
jemlere, yagny gosulyjylaryn sany tikeniksiz artyan jemlere dus
gelinyar. Yone beyle jemleriin hemmesi bilen tiikenikli jemler bilen
gecirilydn amallary gegirip bolmayar. Sonun tgin hem biz ilki bilen
ol jemlerin ndmani anladyandygyny, olaryn hasiyetlerini we sonun
esasynda haysy sertlerde tukenikli jemler bilen gecirilydn amallary
tiikeniksiz jemler bilen hem gecirip bolyandygyny anyklarys.

Hakyky sanlaryn a ,a,,...,a,,... yzygiderliginden diiztlen

da,=a+a, ..t +.. (1)

n=1
anlatma tiikeniksiz san hatary, ya-da yone hatar diyilyér.
Sunlukda, a,a,,...,a,,... sanlara onun agzalary, a, sana bolsa

umumy ya-da n-nji agzasy diyilyar. Umumy a, agzasy belli bolan

hatar berlen hasap edilyar. Mysal lg¢in, a, :n_13 bolan (1) hatar

~ 1 98 3
gOrnusde yazylyar.
Ké&bir halatlarda bolsa hatar 6zinin ilkinji agzalary arkaly
a+a,+a;+..

gornusde hem berilyér. Bu halda berlen agzalar boyunca ol hataryn
umumy agzasyny kesgitléap bolar. Mysal tgin, eger hatar ilkinji dort
agzalary gorkezilip,

gornlsde berlen bolsa, onda onun agzalarynyn sanawjylaryndan
dizulen 2,5, 8, 11 sanlar tapawudy 3 we ilkinji agzasy 2-a4 den
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bolan arifmetik progressiyany diizyar. Sonun (cin ol progressiyanyn
umumy agzasy bolan 2+3(n-1)=3n-1 sany sanawjylar Ugin
umumy agza hokminde almak bolar. 2, 6, 18, 54 sanlardan duryan
maydalawjylar bolsa ilkinji agzasy 2-& we maydalawjysy 3-e den
bolan geometrik progressiyanyn agzalaryny anladyar. Sonun Ggin
hem geometrik progressiyanyii umumy agzasy bolan 2-3"" sany
maydalawjylar Ggin  umumy agza hoékminde almak bolar.
Seylelikde, hataryin umumy agzasy a, :%.
Hataryn ilkinji n agzalaryndan duzilen

S,=a,+a,+..+8,=.3,
k=1
jeme hataryn bdlekleyin jemi diyilyar.
Seylelikde,
S,=a, S,=a,+4a,,..., S, =a,+...+a,. (2)
Eger (1) hataryn bolekleyin jeminin {S, }yzygiderliginin tiikenikli

------

S=I1limS, predele hataryn jemi diyilyar we

s=Ya,. 3)

Eger-de {S, } yzygiderligin predeli yok bolsa ya-da tiikeniksizlige
den bolsa, onda (1) hatara dargayan hatar diyilyar.
Kesgitleme esasynda hataryn yygnanmagyny seyle yazmak bolar:
(S =limS, )@ (hatar yygnanyar).

Bu yazgydan yygnanyan hataryn jeminin yeke-tékdigi gelip ¢ykyar.
Bellik. Hatarynn ¢ sana kopeltmek hasyly diyip

D ca, =ca, +Ca, +...+Ca, +...
n=1
hatara dlsunilyér. Hatary sana kdpeltmek onun yygnanmagyna hem,
dargamagyna hem tdasir etmeyar.
1-nji mysal. Geometrik progressiyasynyn agzalaryndan duzilen
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a+aq+aq’ +..+aq"" +... (4)
hataryn haysy sertlerde yygnanyandygyny gérkezmeli.
< Bu hatar Ggin (2) formulanyn esasynda
n1 1 q#1,
S,=a+aq+..+aq" =4 1-q (5
na, g=1.

Sona gora (5) denlikden alarys:
1) |o<1 bolanda {S,} yzygiderligii predeli bardyr:
limS, = lim all-a")__a
n—o n—o 1_q 1_q
2) |g/>1 ya-da g=1 bolanda limS, =c.

n—oo

3) g=-1 bolanda (5) denlikden
s, - all-(-1)
2
bolyandygyny goryaris, yagny S,, =0, S, ,=a, diymek bu
halda {S,,} yzygiderligin predeli yokdur.

Seylelikde, (4) hatar |g/<1 bolanda yygnanyar we |q|>1
bolanda bolsa dargayar.

.. = 1
2-nji mysal.
ity ; n(n+2)
we onun jemini tapmaly.
< Bu hatar t¢gin
1 1 1 1 1 1

S, =—+ + ..+ + + =
1.3 2.4 3.5 (n=2)n (n-1)(n+1) n(n+2)

hataryn yygnanyandygyny gorkezmeli
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() ()
o)

. 1. (3 1 1 j 3
limS, ==Ilim| -————-——|=—.
n— =2 n+l n+2) 4
Diymek, kesgitleme boyunca garalyan hatar yygnanyar we onun
jemi S=3/4.>
2. Hataryn yygnanma sertleri. Hatarlar nazaryyetinin esasy
meselelerinin biri onun yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny
anyklamakdyr. Dirli amaly meseleler ¢oziilende kopleng, hataryn
yygnanyandygyny (jemini tapmazdan) ya-da dargayandygyny
anyklamak talap edilyédr. Sona gord, ilki bilen hataryn yygnanmagy
we dargamagy bilen baglanysykly asakdaky sertlere garalyn.
1-nji teorema (hataryin yygnanmagynyi zerur serti). Eger hatar
yygnanyan bolsa, onda onui umumy agzasynyn predeli nola dendir,
yagny

Sona gora-de

lima, =0. (6)
< Goy, (1) hatar yygnanyan bolsun, yagny
limS, =S, (7)
onda yygnanyan yzygiderligini hasiyeti esasynda
imS, ,=S. (8)

(7) we (8) denliklerin esasynda (2) denlikden gelip ¢ykyan
a, =S, =S, ; denlikde predele gecip, (6) denligi alarys. >

Bellik. (1) hataryn yygnanmagy Ucin (6) denlik dine zerur sert
bolup, ol yeterlik daldir. Onun seyledigi asakdaky mysalda
gorkezilyar.

.. =1 11 1 . .
3-nji mysal. ZH=1+§+§+'"+H+”' garmoniki  hataryn
n=1
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dargayandygyny goérkezmeli.

< Bu hatar G¢in lima, = Iimlzo, yagny (6) sert yerine yetyar,
n—oo n—oo n

yone ol dargayar. Hakykatdan-da, eger tersine, ol yygnanyar diyip

gliman etsek, onda onunn S jemi Ugin

limS, =S, limS, =S, lim(S,,—S,)=S-S=0.

n—oo

Ol bolsa
S,, =S, =i+i+...+i> n-izi
n+l1 n+2 2n 2n 2
densizlige garsy gelyér. Seylelikde, garmoniki hatar dargayar.
Bu teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.
Netije (hataryi dargamagynyii yeterlik serti). Eger
lima, #0 ©)

bolsa, onda (1) hatar dargayar.

< Tersine giiman edelin. Goy, (1) hatar yygnanyan bolsun, onda
1-nji teorema boyunca (6) denlik yerine yetyéar we ol (9) serte
garsy gelyér. Bu garsylyk bizin giman etmamizin naddogrudygyny,
yagny hataryn dargayandygyny gorkezyar. >

4-nji mysal. Z% hataryn yygnanmagyny deriiemeli.
n=1
< Bu hatar dgin  lima, =lim 2n+1 :g, yagny (9) sert yerine
n—> n>e3n+5 3
yetyar we sonun Ucin netije boyunca hatar dargayar. >
Hataryn yygnanmagynyn zerur we yeterlik serti subutsyz

alynyan asakdaky teoremada getirilyar

2-nji teorema (Kosinii Kriterisi). Ve >0 ugin N> n_ tapylyp,

vn>n, we VpeN ucin

n+p

2.

k=n+1

<& (20)
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densizligin yerine yetmegi (1) hataryn yygnanmagy Ucin zerur we
yeterlikdir.

3. Hataryi galyndysy we onui hésiyetleri. (1) hataryn ilkinji n
agzalarynyn taslanmagyndan alnan

> a (11)
k=n+1
hatara (1) hatarynn galyndysy diyilyar we ol 1, bilen belgilenyér.
3-nji teorema. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda onun islendik
galyndysy hem yygnanyar we tersine, eger hataryn haysy-da bolsa
bir galyndysy yygnanyan bolsa, onda hataryn 6zi hem yygnanyar.
Sunlukda,
S=S,+r, (12)
denlik dogrudyr.

m - n+p
< Eger S,=>a, S,=>a degislilikde (1) we (11)
k=1 k=n+1

hatarlaryin bdlekleyin jemleri bolsalar, onda
Sp=S,+S, (13)
bolar. Bu denlikden gornlsi yaly, bellenen n {Ggin limS, =S

m—oo

predelin bar bolmagy dgin lim §p predelin bar bolmagy, yagny (1)
p—ow

hataryn yygnanmagy Ucin (12) hataryn yygnanmagy zerur we
yeterlikdir. Sonun esasynda (13) deilikde m — oo bolanda predele
gecip, (12) denligi alarys. >

Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda ol hatardan tukenikli sany
agzalaryn gosulmagyndan, seyle hem, taslanmagyndan alnan hatar
yygnanyar.

2. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda onun galyndysynyn predeli
nola dendir, yagny !}Ln r=0.
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8 11. 2. Agzalary otrisatel dal hatarlar

1. Agzalary otrisatel dél hatarlaryn yygnanma nysany. Hatarlary
dernemekligi onun agzalary otrisatel dal bolan halyndan baslalyn,
cunki seyle hatarlaryn yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny
anyklamak yenildir.

4-nji teorema. Agzalary otrisatel dal (1) hataryn yygnanmagy
Ucin onun bolekleyin jemlerinin yzygiderliginiii yokardan cékli
bolmagy zerur we yeterlikdir.

< Eger VneN lgin a >0 bolsa, onda (1) hataryn S,
bolekleyin jemi tgin S, —S, , =a, >0 densizlik yerine yetyar. Ol
bolsa {S,} yzygiderligiii kemelmeyandigini aiiladyar. Kemelmeyan
yzygiderligin predelinin bar bolmagy ucin bolsa onun yokardan
cakli bolmagy zerur we yeterlikdir >

Bu teoremanyn sertlerinde hataryn S jemi we Vn e N (gin

S, <S. (14

2. Denesdirme nysanlary. Hatarlary derniemekde ulanylyan
usullaryn biri-de denesdirme usulydyr. Ol bolsa denesdirme
nysanlaryny ulanmaklyga esaslayar.Sunlukda, denesdirilydn hatar
hokmiinde yygnanyandygy vya-da dargayandygy malim bolan
hatarlar ulanylyar. Ony gorkezmek (gin

>a, 1)

Db, (15)

n=1

hatarlara garalyn.

5-nji teorema (1.d.n.). Goy, (1) we (15) hatarlaryn agzalary
vn e N gin

0<a,<b, (16)

densizlikleri kanagatlandyryan bolsun. Onda (15) hataryn
yygnanmagyndan (1) hataryn yygnanmagy, (1) hataryn
dargamagyndan bolsa (15) hataryn dargamagy gelip ¢ykyar.
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< Goy,

k
we (15) hatar yygnanyan bolsun. Onda {S,}| yzygiderlik yygnanyar
we (15) hataryn S jemi Ugin (14) esasynda S <S bolar. Sonun
licin (16) derisizlik esasynda S <S <S dessizlik gelip gykyar.
Sona goré 4-nji teorema boyunca (1) hatar yygnanyar.

Eger (1) hatar dargayan bolsa, onda (15) hatar hem dargayar,
cunki tersine bolan halda teoremanyn subut edilen bélegi esasynda
(1) hatar yygnanyan bolup, ol bolsa teoremanyn sertine garsy gelyar.
Seylelikde, (15) hatar dargayar.

2-nji bellik. Teoremanyn tassyklamalary (16) densizlikler kabir
n,>1 agzadan baslap yerine yetende hem dogrudyr, cunki 3-nji
teoremanyn  1-nji netijesi boyunca hataryn tlkenikli sany
agzalarynyn taslanmagy onun yygnanmagyna tésir etmeyar..

1-nji denesdirme nysanyndan 1-nji mysal esasynda amalyyetde
ulanmak tgin amatly bolan seyle netije alynyar.

1-nji netije. Eger VneN (gin (ya-da kébir n,>1 agzadan
baslap) 0<a,<q", gq<1 sert yerine yetse, onda (1) hatar
yygnanyar, eger-de a, >q", q=>1 sert yerine yetse, onda (1)
hatar dargayar.

5-nji mysal. z(nL hataryn yygnanmagyny deriiemeli.
n=1

+1)3"

< Bu hataryn umumy agzasy Ugin  a, =Ln<in, yagny
(n+1)3" 3

q =% iicin a, <q" densizlik yerine yetyar. Sona gori-de, 1-nji

netije esasynda garalyan hatar yygnanyar. >
6-njy teorema (2.d.n.). Eger agzalary polozitel bolan (1) we (15)
hatarlar Ggin
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|imz—“=k (0<k < +o0) (17)

predel bar bolsa, onda (1) we (15) hatarlaryn ikisi hem birwagtda
yygnanyar ya-da dargayar.

< Predelin kesgitlemesi we (17) denlik esasynda Ve >0 Ugin
seyle n, nomer tapylyp, Vn>n_ (gin

&k
b,

densizlik yerine yetydr. Ondan bolsa ¥n>n, Ugin

<é&

—8<i—k<8, k—g<i<g+k
densizlik gelip gykyar. ¢ sany ¢ <k bolar yaly alyp we k—&=m
(m>0), k+e=M (M >0) begilemeler girizip, ¥Yn>n_ 0gin

m <%< M ya-da mb, <a, <Mb, (18)

densizligi alarys. Eger (15) hatar yygnanyan bolsa, onda ZMbn
n=1

hatar hem yygnanyar. Sona gord (18) densizliklerin sagkysy we
1.d.n. boyunca (1) hatar hem yygnanyar. Eger (1) hatar yygnanyan

bolsa, onda (18) densizliklerin ¢epkisi we 1.d.n. boyunca Zmbn

n=1
hatar yygnanyar. Sonun Ugin (15) hatar hem yygnanyar.

Eger-de (1) we (15) hatarlaryn haysy-da biri dargayan bolsa, onda
olaryn ikinjisi hem dargayandyr, ¢linki ol yygnanyar diyip giiman
edenimizde, teoremanyn subut edilen bélegi boyunca birinji hatar
hem yygnanyan bolardy, ol bolsa serte garsy gelyar. >

3. Kosiniii we Dalamberini nysanlary. Hatarlary dernemekligi
onun 6z agzalarynyn hasiyetleri esasynda hem gecirmek bolar.

7-nji teorema (Kosinin nysany). Eger agzalary otrisatel dal (1)
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hatar Ggin

limzfa, =r (19)

n—oo

predel bar bolsa, onda ol hatar r<1 bolanda yygnanyar, r>1
bolanda bolsa dargayar.

< Yzygiderligin predelinin kesgitlemesi we (19) esasynda

Ve>0 Ucin No>n, tapylyp, vn>n, (Ugin
r-e<ya, <r+e¢ (20)
densizlikler yerine yetyar.

Eger r<1 bolsa,onda ¢ sany q=r+¢& <1 bolar yaly saylap
almak bolar (mysal Ggin, eger ¢ <1-r bolsa). Sonun Gcgin (20)
densizliklerin ikinjisi esasynda vn>n, {cin f/a <q, a,<q"
(q<12) densizlik yerine yeter we sonln (¢in 1.d.n. netijesi boyunca
(1) hatar yygnanyar.

Eger-de r>1 bolsa, onda ¢ sany q=r—-&>1 bolar yaly
almak bolar (mysal ugin, eger & <r-1 bolsa). Sonun ugin (20)
densizliklerin birinjisi esasynda vn>n, U¢in gq<{a,, q"<a,
(g >1) densizlik yerine yeter we sonin Ugin 1.d.n. netijesi boyunca
(1) hatar dargayar. >

8-nji teorema (Dalamberiii nysany). Eger agzalary polozitel (1)

hatar tGgin
lim 2ot 1)
n—ow an
predel bar bolsa, onda ol hatar r<1 bolanda yygnanyar, r>1
bolanda bolsa dargayar.
< Yzygiderligin predelinin kesgitlemesi we (21) denlik esasynda
Ve >0 Ucin Noan, tapylyp, Vn>n, Ugin

a
r-e<—"t<r+eg (22)
a

n

densizlikler yerine yetyar.
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Eger r<1 bolsa,onda £>0 sany g=r+¢& <1 bolar yaly
saylap almak bolar. Sonun U¢in (22) densizliklerin ikinjisi esasynda

<qa, (q<1)densizlik yerine yeter,

n+1

vn>n, ucin ﬂ<q, a
an

yagny ol densizlik n=n,+1 n=n,+2, n=n,+3,... Ugin yerine

yeter. Sonun esasynda

A2 <8 a0, 8.5 <8,,0<8, 40 8, <8, ,0<a,,,0°...(23)

densizlikler yerine yetydr. q<1 bolanda geometrik progressiyanyn

hatarynyn yygnanyandygy sebépli (1-nji mysal), Zano+1q” hatar
n=1

hem yygnanyar. Sonun Ugin (23) densizlik we 1.d.n. boyunca (1)
hataryn galyndysy yygnanyar. Sona gora 3-nji teoremanyn 2-nji
netijesi boyunca (1) hataryn 6zi hem yygnanyar.

Eger-de r>1 bolsa, onda ¢ sany q=r—&>1 bolar yaly
saylamak bolar. Sonun Ugin (22) densizliklerini birinjisi esasynda

vn>n, U¢in < % , a,,;, >0a, (q>1). Ol bolsa n, +1 nomerden
an

baslap hataryn agzalarynyn artyandygyny goérkeyar we sonun (gin

hataryn yygnanmagynyn zerur serti yerine yetmeyar we hatar

dargayar. >

6-njy mysal. Z(SE—ZJ hataryn yygnanmagyny dernemeli.

n=1

< Bu hatar i¢in

: : n \' . 2n 2
limy/a, =limp =lim =—<1
N e \(\ 3n+1 n>e3n4+l 3

Sona goré-de Kosinin nysany boyunca hatar yygnanyar.
. = n’
7-nji mysal.
jimysal. > T

n=1

hataryn yygnanmagyny deriiemeli.
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n’ (n+1)°
<8y =5 A = ’
2"n! 2" (n+1)!

a,, (+)° n®  2"nl(n+1)° _1(n+1jzi
a, 2™+ 2"n! 2"'(n+H!m® 20U n ) n
denliklerin esasynda
2
|imh=1|im(”—”j limE-0<1
n—w an 2 nHw n n—wo N
bolyandygy ucin Dalamberin nysany boyunca hatar yygnanyar.
3. Kosinin integral nysany. Funksiyalaryn kébir gornisi
ucin hususy dél integralyn yygnanmagy hataryn yygnanmagy bilen
baglanysyklydyr.
9-njy teorema (Kosinin integral nysany). Eger f  funksiya
[1, +0) aralykda tizniiksiz, otrisatel dal we artmayan bolsa, onda

> () (24)

hatar we

[e]

j f (x)dx (25)
1
hususy dél integral birwagtda yygnanyar ya-da dargayar.
< Goy, P =[k,k+1, keN we S => f(k) bolsun. f
k=1

funksiyanyn artmayandygy esasynda k <x<k+1 bolanda
fk+1)< f(x)< f(k) (26)

densizlikler yerine yetyar we sert boyunca f funksiya her bir Py

kesimde integrirlenyér. Sonun (gin (26) densizlikleri k — dan

k+1 cenliintegrirlap we sonra jemlap,
n k+l

gf(m)gzjf(x)dxggf(k)

k=1 g
densizlikleri alarys. Olardan bolsa
127



n+1
Spa— 1)< [f(x)dx<s, (27)
1
densizlikler gelip ¢ykyar.
Goy, (25) integral yygnanyan we j f (t)dt=M bolsun, onda
1

n+1

VneN  {cin jf(x)dxéM bolar. Onuii esasynda bolsa (27)
1

densizliklerinn birinjisinden S, < f(1)+ M densizlik gelip ¢ykyar,
yagny {S.} yzygiderlik yokardan caklidir. Onuii kemelmeyandigi
bolsa (24) hataryn agzalarynyn otrisatel daldiginden gelip ¢ykyar.
Seylelikde, ol yzygiderligin predeli bardyr, yagny (24) hatar
yygnanyar.

Goy, (24) hatar yygnanyan bolsun we S =I1limS_ . Sunlukda,

{S,} yzygiderligiii kemelmeyandigi tgin S, <S. VBell, +o)
Ucin n+ 1> B serti kanagatlandyryan N >n sany gorkezmek
bolar. Sonun esasynda (27) densizliklerin ikinjisini ulanyp,
VBe[l,+oo) ucin

B n+l

[f(x)dx<[f(x)dx<s, <8

1 1
densizligi alarys. Ondan bolsa otrisatel dal funksiyanyn hususy dal
(25) integralynyn yygnanyandygy gelip ¢ykyar.

Eger (24) hataryn ya-da (25) integralyn haysy-da birisi dargayan
bolsa, onda olaryn beylekisi hem dargayandyr, ¢iinki tersine giiman
etmegimiz teoremanyn subut edilen bolegi esasynda olaryn ikisinin
hem yygnanyan bolmagyna alyp baryar, ol bolsa serte garsy
gelyar. >

Seylelikde, (24) hatar bilen (25) integralyn ikisi hem birwagtda
yygnanyarlar ya-da dargayarlar.
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8-nji mysal. zip hataryn p parametrin haysy bahalarynda
n=t N
yygnanyandygyny we dargayandygyny anyklamaly.

< Bu hataryn agzalary bolan f(n):ip (iin f(x):i
n X

funksiya x > 1 bolanda poloZitel we p>0 {gin artmayar,
yagny bu halda 9-njy teoremanyn sertleri yerine yetydr. Sonun
Ucin sol teorema esasynda hatar p > 1 bolanda yygnanyar,
0< p<1 bolanda bolsa dargayar, ¢linki bu halda (24) hususy dal

integral

.[X—lpdx
1

gornlsi alar we ol integralyn  p > 1 bolanda yygnanyandygy,
O< p<1 bolanda bolsa dargayandygy ozaldan malimdir. Eger-de

p<0 bolsa, onda Iimip:so we sonun (gin hatar dargayar.

n—o N
Seylelikde, hatar p > 1 bolanda yygnanyar we p<1 bolanda

bolsa dargayar. >

Bellik. Eger hataryn &hli agzalary otrisatel bolsa, onda ony -1
sana kopeldip, ahli agzalary polozitel hatary alarys. Sonun Ugin
beyle hatarlary dernemek Ucin hem agzalary otrisatel dél hatarlar
Ucin subut edilen teoremalary ulanmak bolyar, ¢lnki hataryn
agzalaryny sana kopeltmeklik onun yygnanmagyna-da,
dargamagyna-da tasir etmeyar.

§ 11. 3. Agzalarynyi alamatlary Uytgeyan hatarlar

1.Agzalarynyi alamatlary gezeklesyan hatarlar. Agzalarynyn
alamatlary Uytgeyan hatarlary éwrenmekligi olaryn hususy haly
bolan islendik iki gonsy agzalarynyn alamatlary drli bolan
hatardan baslalyn. Seyle hatara agzalarynyn alamatlary gezeklesyén

......
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Y (-1)"a, =a,-a,+a;-a,+...+(-1)"a, +... (28
n=1
gOrnusde yazylyar, bu yerde Vvne N (gin a,> 0.
10-njy teorema (Leybnisiii nysany). Eger (28) hataryn agzalary
ucin

1° lima, =0,
n—oo
2°. a,>a,,, VneN
sertler yerine yetse, onda (28) hatar yygnanyar we

S,, £S<S,. 1, (29)

|rn|=|S—Sn|§an+1, (30)

buyerde S we S, degislilikde (28) hataryn jemi we bolekleyin
jemi.

< Eger S, = Z(—l)k*lak bolsa, onda 2-nji sert esasynda ¥neN

k=1
UGN Sy —Son =8 — 5., 20, Yagny {S,.} kemelmeyin
yzygiderlikdir. Ondan basga-da
SZn = _(az _as) _"'_(aanz _aZn—l) —8y, <&

densizligin esasynda ol yzygiderlik yokardan c¢aklidir. Diymek, onun
limS, =S predeli bardyr. Sona gora S,,., =S,,+a,,, denlik we
1-nji sert esasynda {82n+1} yzygiderligin hem predeli bardyr:

limS, , =limS, +lima,,  =S.
Seylelikde, lim S, =S predel bardyr we (28) hatar yygnanyar.

Indi (29) we (30) densizlikleri gorkezelin. 2-nji sert esasynda

82n+1 = SZn—l _(aZn - a2n+1) < SZn—l’
yagny {S,,.,}artmayar. Sona géra limsS,, , =limS, =S dedliklerin
we {S,,} yzygiderligin kemelmeyandigi esasynda (29) desizlikler
gelip ¢ykyar. Ony S, ,—a,, <S<S, +a,,, gornlsde yazyp,
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S,,,—-S<a,, we S-S, <a,, , densizlikleri alarys. Olardan
bolsa VneN (gin (30) gelip ¢ykyar. >

9-njy mysal. Z(—l)””ip (p>0) hataryn yygnanmagyny
n

n=1
deriemeli.
< Agzalarynyn alamatlary gezeklesyan bu hatar Ggin p > 0
bolanda Leybnisin nysanynyn sertleri yerine yetydr. Sona gora
hatar sol nysan esasynda yygnanyar. >
Bu hataryn hususy haly bolan p=1 bolanda alynyan

Z(—l)”*ll=1—1+1—£+...+(—1)n+1 +...
ur n 2 3 4
hatar hem yygnanyar we onuii S jemi Ugin (29) esasynda n=1
bolanda 1/2 <'S <5/6 densizlikler yerine yetyar.
2. Absolyut yygnanyan hatarlar. (1) hatar bilen bilelikde onun
agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen

> la| (31)
n=1
hatara garalyn.

Eger (1) hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diizilen (31)

11-nji teorema. Her bir absolyut yygnanyan hatar yygnanyandyr.

< Eger (31) hatar yygnanyan bolsa, onda Kosininn kriterisi esasynda
Ve >0 ucin N>n, tapylyp, Vn>n, we VpeN igin

n+p

D la]<e

k=n+1

densizlik yerine yetydr. Sona gérd n we p belgilerin sol bir bahalary
we Ve>0 (gin
n+p
2.8
k=n+1
yagny Kosinin kriterisi boyunga (1) hatar yygnanyar. >

Bellik. (1) hataryn yygnanmagyndan (31) hataryn yygnanmagy

n+p

< Z|ak|<e,

k=n+1
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gelip ¢cykmayar. Ona 9-njy mysaldaky hatardan p=21 bolanda
alynyan we yygnanyan
z(_l)nﬂi (32)
n=1 n
hatar mysal bolup biler, ¢linki bu hataryn agzalarynyn absolyut
ululyklarynyndan diiziilen hatar dargayan garmoniki hatardyr.
Eger (1) hatar yygnanyan bolup, (31) hatar dargayan bolsa, onda

......

Seyle hatara (32) hatar mysal bolup biler.
. S 1 1 y ¢
10-njymysal. > (1) ln_p (p>1)  hataryn  absolyut

n=1
yygnanmagyny dernemeli.
< Bu hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan dizilen
=1
=n’
hatar 8-nji mysal esasynda p>1 bolanda yygnanyar we sonun
ucin berlen hatar absolyut yygnanyar, 11-nji teorema esasynda bolsa
ol yéne hem yygnanyar. >
4. Hatarlar bilen gecirilydn amallar. Eger (1) hatardan basga

Db, (33)
n=1
hatara garasak, onda olardan alynyan
Z(anibn)=(aiibl)+(azib2)+...+(anibn)+... (34
n=1

hatara (1) we (33) hatarlaryn algebraik jemi diyilyar.
12-nji teorema. Eger (1) we (33) hatarlar yygnanyan bolsa onda
(34) hatar hem yygnanyr we

Y. (a,xb)=>a,£> b, (35)
n=1 n=1 n=1
denlik dogrudyr.
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< Eger S;=>a., S;=> b we S =Y (a th,) bolsa, onda
k=1 k=1 k=1
S,=S; +S/ bolar we sert boyunga limS/ =S’, limS’=S"

n—oo

predeller bardyr. Sonun Ugin

limS, =limS; £limS;=S'+S"=>"a +> b =S,
* n=1 =1

n—oo n—oo n—

yagny (35) yerine yetyar we

0

s=Y(a tb)=>a +>b =5'£5". &
k=1 n=1

n=1
Agzalary
c,=ab, +ab ,+...+ab (n=12,..)) (36)
denlik boyunca kesgitlenyén

DG, =C 4G, +...+C, F (37)
n=1
hatara (1) we (33) hatarlaryn kopeltmek hasyly diyilyar.

Absolyut yygnanyan (1) we (33) hatarlaryn kdpeltmek hasyly
bolan (37) hataryin hem absolyut yygnanyandygyny we onufi jeminin
(1) we (33) hatarlaryn jemlerinin S'-S" kopeltmek hasylyna
dendigini bellalin.

Bellik. Tukenikli jemden tapawutlylykda hatarlar bilen &hli
amallary yerine yetirip bolyan daldir,yone 12-nji teoremdan gornisi
yaly yygnanyan hatarlary gosup hem, ayryp hem bolyar. Sunlukda,
alynyan hatarlar hem yygnanyar. Islendik hatarda onun agzalarynyn
orunlaryny Uytgedip, seyle hem onun agzalaryny toparlap bolyan
daldir. Mysal ¢in, eger

DD =114 1-14 L (D) (38)
n=1
hataryn agzalaryny
1-1-)-(1-1...-21-)+...=1-0—-...-0—...
gbrnisde ya-da
l-)+(1-1)...+(1-1)+...=04+0+...+0+...
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gOrnlsde toparlasak, onda iki halda hem yygnanyan hatar alynyar
we olaryii jemleri degislilikde 1 we O bolar. Yone (38) hatar
dargayar, cunki ol hatar tgin

S,,=0(n=12,..), S,..,=1(n=0,12,...)
we sonun esasynda bolekleyin jemlerin predeli yokdur.

Eger hatar absolyut yygnanyan bolsa, onda bu halda ol hataryn
agzalarynynn orunlarynyn (ytgedilmeginden alynyan hatar hem
absolyut yygnanyar we hataryn jemi 6nkiligine galyar.

Eger hatar sertli yygnanyan bolsa, onda bu halda ol hataryn
agzalarynyn orunlaryny tytgedip, onufi jemi islendik sana den bolar
yaly edip, hat-da ol hatary dargayan hatar gérnisine hem 6zgertmek
bolyandygyny gérkezmek bolar.

Gonukmeler

Hatarlaryn jemlerini tapmaly:

1. 1+l+i+i+... 2. l—l ER
4 16 64 5 25 125
3. 1+2+4+£+ 4. l—§+i—£+
3 9 27 4 16 84
N S SN S
= @2n-D@2n+1) =~ (3n-2)(3n+1)

?Ms LMS

L gy L
= (4n-3)(4n+1) = n(n+1)(n+2)
Denesdirme nysanlaryny ulanyp, hatarlaryn yygnanmagyny
dernemeli:

o0 5n [’} 1 00 2n
9. _— 10. 11. )
§1+52“ nz6+n ;n(2”+1)
1 1 1 n—+/n

. 13, ) ———— 14, —_— .
nz;'n\/n2+1 nz;\/n3+2n2+3 ;nz_n

Kosinin integral nysanyny ulanyp, hatarlaryn yygnanmagyny
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dertiemeli::
= 1 © 1 =1
15. —. 16. _ 17. )
nz;‘n\/ﬁ nz;‘a2+n2 nZ:;‘nInn

Dalamberin we Kosinii nysanyny ulanyp, hatarlaryn yygnanmagyny
deriiemeli:

2(2”) . 19. YL 20y~
7 (n1)? 2 0 3 (2n-1)
n’ = (3n-1Y = (5n-2Y
21. —. 22. 23.
;3” ;(4n+2j ;(Snﬂj

Agzalarynyn alamatlary Uytgeyadn hatarlaryin  yygnanmagyny
deriiemeli:

2, 2( - ni 25, 2( D L % i%
27. r]Z;(—l)"*l—Zn_l. 28. Zcorslsan 29, wl (;3%1

Hatarlaryn absolyut ya-da sertli yygnanmagyny deriemeli:

1 1 = (=)™ G
30. Z( 1) T 25. Z—Sn(3n+1) Z .

— n+3"

Jogaplar

1.4/3.2.5/6 .3.3. 4. 4/7.5.1/2 6.1/3.7.1/4.8. 3/4.

0. ngnanyar 10. Yygnanyar. 11. Dargayar. 12. ngnanyar
13.Yygnanyar. 14. Dargayar. 15. ngnanyar 16. ngnanyar
17. Dargayar 18. Dargayar 19. Yygnanyar. 20. ngnanyar
21. ngnanyar 22. ngnanyar 23. Dargayar. 24. ngnanyar.
25. ngnanyar 26. ngnanyar 27. Dargayar. 27. Yygnanyar.
28. Yygnanyar. 29. Yygnanyar. 30. Sertli yygnanyar. 31, 32.
Absolyut yygnanyar.
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1. 12. FUNKSIONAL YZYGIDERLIKLER
WE HATARLAR

§ 12.1. Funksional yzygiderligiin we hataryi yygnanmagy

1. Funksional yzygiderligin yygnanmagy. Agzalary kabir X

kodplukde kesgitlenen funksiyalar bolan

fL(X), £,(X)se Fy (X)), @)
yzygiderlige funksional yzygiderlik diyilyar we ol {f (x)} bilen
belgilenilydr. x=ae X nokat ticin ol {f (a)} san yzygiderligidir,
Sonun G¢in nokatda funksional yzygiderligin dernelisi san
yzygiderliginki yalydyr.

Eger {f (a)} yzygiderligin predeli bar bolsa, onda (1)
yzygiderlige a nokatda yygnanyan funksional yzygiderlik diyilyér.
Eger {f (a)} yzygiderlik dargayan bolsa, onda (1) yzygiderlige a
nokatda dargayan funksional yzygiderlik diyilyér.

Eger (1) yzygiderlik her bir x e X nokatda yygnanyan bolsa, onda
onui predeli kdbir f(x) funksiya bolar we ona (1) yzygiderligin
predeli diyilyar we ol

limf (x)=f(x), xeX (2)

n—oo

gOrnusde ya-da gysgaca fn?f gornisde yazylyar.

Sunlukda, X koplige yzygiderligin yygnanma oblasty diyilyar.
Aydylanlardan we (2) yazgydan peydalanyp, yzygiderligin X
koplukde yygnanmagyna seyle kesgitleme bermek bolar.

Eger Ve >0 we her bir xe X Ugin N>n, =n_(e,x) tapylyp,
vn>n, tgin |f,(x)- f(x)<e desizlik yerine yetse, onda {f, ()}
yzygiderlige X koplikde f(x) funksiya yygnanyan yzygiderlik
diyilyar.
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Bu kesgitlemede n, = nu(g, x) yazylmagynyn sebébi, ol Ve >0
we her bir xeE  Ugin olara degisli n, belginin bolmalydygyny

anladyar.

1-nji mysal. f, (x)= nl+ N yzygiderligiii yygnanma oblastyny
+X

2

we predelini tapmaly.
< Yzygiderligin ahli agzalary R koplikde kesgitlenendir we her
bir xeR Ugin
. . 1+n
im 100 =fim
Diymek, yzygiderligin yygnanma oblasty ol yzygiderligin
agzalarynyn kesgitlenme oblasty bolan R bilen gabat gelyar we ol
yzygiderligiii predeli f(x)=1 funksiya bolar. >
2.Funksional hataryii yygnanmagy. Agzalary kébir X koplikde
kesgitlenen u,(x), u,(x), ...,u,(x),... funksiyalar bolan

iun(x) =Uy (X)+ Uy (X) .U, (X)+ ... (3)

hatara funksional hatar diyilyar.
Ol hatardan x=ae X bolanda alynyan

iun(a):ul(a)+u2(a)+...+un(a)+... 4

hatar san hatarydyr. Eger bu hatar yygnanyan bolsa, onda (3) hatara
a nokatda yygnanyan hatar, a nokada bolsa onun yygnanma
nokady diyilyar.

San hatary Ugin bolgy yaly, funksional hatary dernemek hem
agzalary ol funksional hataryn bdlekleyin jemleri bolan

S1(X)1 S, (X)ser Sy (X) e (5)
yzygiderligi dernemeklige getirilydr. Seyle hem her bir (1)
funksional yzygiderlige

£ (%) +[ £, ()= F(X) ]+ [ £, ()= £ (x) ]+
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hatar degisli bolup, {f, (x)} onuii bolekleyin jeminiii yzygiderligidir,

yagny S, (x)= f ().

Aydylanlaryn esasynda funksional hatar Ggin subut edilyédn her
bir teoremadan funksional yzygiderlik Ggin degisli teoremany we
tersine, her bir funksional yzygiderlik ticin subut edilyan teoremadan
funksional hatar tgin degisli teoremany almak bolar.

Eger (3) hataryn bélekleyin jeminin  {S,(x)}  yzygiderliginin
her bir x e X nokatda S(x):LmSn(x) predeli bar bolsa, onda (3)

hatara X koplikde yygnanyan hatar, X koplige bolsa onun
yygnanma oblasty diyilyar. Sunlukda, S(x) funksiya (3) hataryn
jemi diyilyér we ol seyle yazylyar:

S(x)=iun(x), xeX. (6)

Funksional hataryn ilkinji n agzalarynyn taslanmagyndan
alynyan hatara ol hataryn galyndysy diyilyar.

Eger (3) funksional hatar X kopliikde yygnanyan bolsa, onda
onun galyndysy hem sol koplikde yygnanyar. Bu halda hataryn

S(x) we galyndysynyn r (x) jemleri hem-de S (x) bdlekleyin
jemi Gigin
S(x)=S,(x)+r,(x), xe X (7)
denlik dogrudyr. Ondan bolsa
!]ilporn(x):o, Xxe X

denlik gelip gykyar.

§ 12.2. Funksional yzygiderligin we
hataryi denidlcegli yygnanmagy

1. Funksional yzygiderliginn dendlcegli yygnanmagy. Eger Ve >0
tgin Nan, =n,(g) tapylyp, Vn>n, we ¥xeX gin
f,(x)- f(x)<e (8)
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densizlik yerine yetse, onda (1) yzygiderlige X koplikde f(x)
funksiya denolcegli yygnanyan yzygiderlik diyilydr. Ol gysgaca
seyle yazylyar:
f.(x)" f(x), xeX vyada f 2f.
X

Bu kesgitlemede n, :nu(g) yazylmagynyn sebébi n, belginin
dine & sana bagly bolup, yone x ululyga bagly déldigini gorkezyar.
Bu kesgitlemeden gornlsi yaly (1) yzygiderligin - X  kdplikde
f(x) funksiya deti6lcegli yygnanmagyndan p, =sup|f (x)— f,(x)|
X
ucin
lim p, =0 ©)

denlik gelip ¢ykyar. Tersine hem dogrudygy ansat gorkezilyar.

Sonuh Ugin (1) yzygiderligin X  koplikde  f(x) funksiya
dendlgegli yygnanyandygyny gorkezmek dgin (9) denligin yerine
yetyandigini gorkezmek yeterlikdir.

1-nji mysal. {x"} yzygiderligih 1) X =[0,1]; 2) X =[0, b]
(b <1) kopliklerde yygnanmagyny deriiemeli.
< 1) 0<x<1 bolanda limx"=0 we x=1 bolanda onun

predeliniii bire defiligi sebali, {x"} yzygiderligiii predeli
0, 0<x<1 bolanda,
f(x)=
1, x=1 bolanda
bolar. Sonun Ggin  p, = sup|f(x)—f,(x)|=1 we bu halda (9)
Xe[O,l]

yerine yetmeyaér, sonia gora hatar dendlcegsiz yygnanyar.

2) xe[o, b] (b <1) bolanda Iim b" =0 bolyandygy sebapli,

Ilmpn =0.

[0 1 N—0 y o [0 1] n—oo

Sonun Ugin bu halda hatar dendlcegli ygnanyar.
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2. Funksional hataryn dendlgegli yygnanmagy. Eger (3)
funksional hataryn bolekleyin jeminiii {S (x)} yzygiderligi X
koplukde dendlcegli yygnanyan bolsa, onda ol hatara X koplikde

......

Eger !]im S,(X)=S(x) we r (x)=S(x)-S,(x) bolsa, onda (3)
hataryn X  koplukde dendlcegli yygnanmagy Ve>0  (gin
Nsn,=n,(¢) tapylyp, ¥n>n, we Vxe X (gin
S(x)-S,(x)|<e yada |r,(x)|<e (8)
densizligin yerine yetmegini anladyar.

Seylelikde, funksonal yzygiderligin dendlgegli yygnanma Kriterisi
esasynda (3) hataryn X koplikde dendlcegli yygnanmagy (gin
P, =sup rn(x)‘ gin limp, =0 defligifi yerine yetmegi zerur we

X n—o0

yeterlikdir.
2-nji mysal. i(x”’l—x”) hataryn 1) X =[0,1]; 2) X =[O0, b]
n=1

(b <1) kopliklerde yygnanmagyny deriiemeli.
< Bu hataryn bélekleyin jemi Ggin
S,(X)=(L-X)+(X=X*)+...+ (X" =x") =1-X"
denligin esasynda 1) x [0, 1] bolanda
1, 0<x<], i 1, 0<x<],
Sn(x)z{ : S(X):Lmsn(x):{o,le

r, (x)| =1 we sofia gora hatar

0, x=1

bolar. Sonun Ggin bu halda p, =sup
(0.1

denélcegsiz yygnanyar. 2) x €[0, b] (b<1) bolanda
P, =suplr, (x)|=sup

[0, b] [0, b]

Sonun Ugin bu halda hatar dendlcegli yygnanyar. >
Funksional hataryn dendlgegli yygnanma kriterisi asakdaky
subutsyz getirilyan teoremada beyan edilyar.
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1-nji teorema (Kosinin kriterisi).  (3) hatryn X  koplikde
dendlgegli yygnanmagy Ugin  Ve>0  igin N>n, =n ()
tapylyp, Vvn>n , AVpeN we VxeX Ugin

fuk(x*«e (9)

k=n+1

densizligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Indi bolsa hataryn gendlcegli yygnanma nysanyny getirelin.
2-nji teorema (Weyerstras). Eger vn>n, >1 we Vxe X (gin

lu,(x) <a, (10)

densizlik yerine yetip, Zan san hatar yygnanyan bolsa, onda (3)

n=1

hatar X  koplikde dendlcegli yygnanyar.
< Serte goré, Zak san hataryn yygnanyandygy sebdpli, san
k=1

hatary ucin Kosinin Kriterisi esasynda Ve>0 ¢in  Noan,

n+p

.3

k=n+1
densizlik yerine yetydr. Bu densizligin we (10) sertin esasynda
vn>n,, VpeN we Vxe X Ugin

n+p
=Ya <¢
k=n+1

tapylyp, Vvn>n, we VpeN Ugin

n+p n+p n+p
Su s S Yace  ap
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Sonun Ugin 1-nji teorema esasynda hatar dendlcegli yygnanyar. >
3-nji  mysal. Z% hataryi [-1, 1] kesimde dendlcegli
n=1

yygnanyanmagyny deriemeli.
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n

% 1 7 ’
ngz we > — hatar yygnanyar.

2

1 Vxe[-1 1] Ugin -
n n-1

Sona gora Weyerstrasyii nysany esasynda hatar [-1, 1] kesimde
dendlgegli yygnanyar.
Weyerstrasyi teoremasyndan seyle netije gelip ¢ykyar.

1-nji netije. Eger an san hatary absolyut yygnanyan bolsa,
n=1

onda
ibn sin nx, ibn CoSNX
hatarlar islendik aralyr(:éa deﬁblgeglin;ygnanyarlar.
< VxeR Ugin [b,sinnx/<|b,| we |b,cosnx<b,| densizliklerin
yerine yetyandigi we i|bn| san hataryin yygnanyandygy sebapli,
he1

subudy 2-nji teoremadan gelip ¢cykyar.

4-nji mysal. ZS':ZnX hataryn R kdplikde dendlcegli

n=1

yygnanyandygyny gorkezmeli.
< b :n_lz >0 bolany Ugin Db,  san hatary absolyut
=1

n

yygnanyar. Sonun Ugin hem garalyan hatar 1-nji netije esasynda R-
de dendlcegli yygnanyar. >

§ 12.3. Dendlcegli yygnanyan funksional
hatarlaryn hésiyetleri

1. Hataryii jemininn UGznoksizligi. Dendlcegli  yygnanyan
hatarlaryn wajyp hasiyetlerinin bardygyny goérkezelin.
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7-nji  teorema. Eger (3) hatar agzalary uzniksiz bolan X
aralykda denélgegli  yygnanyan bolsa, onda ol hataryii S(x) jemi
sol aralykda Uznuksizdir.

< (3) hataryn X aralykda dendlcegli yygnanyandygy sebapli,
onun S (x) bokekleyin jemi we r (x) galyndysy icin sol
aralykda, hususan-da bellenen erkin a e X nokatda seyle denlikler
yerine yetyar:

S(x)=S,(x)+r,(x), S(a)=S,(a)+r,(a).
Olaryn ikinjisini birinjisiden agzalayyn ayryp alarys:

S(x)-S(a)=S,(x)-S,(@)+r,(x)-r.(a).
Bu denlikden bolsa

S(x)—=S(@)| <[, (X) =S, (@)|+]r, ()| +]r, (a)| (12)

densizlik gelip c¢ykyar. Uznikziz funksiyalaryn tukenikli jemi
hokmiinde S, (x) funksiya X aralykda Uzniiksizdir, yagny Ve >0
ligin & > Otapylyp, |x—a| <& bolanda |S,(x)-S,(a)| < &/3 deiisizlik

yerine yetydr. Seyle hem hataryn dendlgegli yygnanyandygy
esasynda, Ve >0 G¢in N>n, tapylyp, vn>n, we Vxe E (Ugin

r.(x)<&/3, hususan-da

r

r](a)‘<e/3 densizlik yerine yetyar.
Sonun ¢in (12) densizlik esasynda Ve > 0 (¢in &6 >0 tapylyp,
[x—a| <& serti kanagatlandyryan Vxe X iigin
E & &
S(X)-S@)|<=+=+—=
S(x)-S(a) 37373°¢

densizlik yerine yetyar we ol S(x) funksiyanyn erkin a nokatda
Uznuksizdigini, yagny X aralykda Utznuksizdigini gorkezyar. >
Bellik. Teoremanyn tassyklamasy esasynda
lim> u, (X) =limS(x) =S(a) =Y u,(a) =) limu,(x)  (13)
X—a =1 X—a =1 =1 X—a
denlik yerine yetyar we ol teoremanyn sertlerinde hatarda agzalayyn
predele gecip bolyandygyny gorkezyar.
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Bu teoremadan seyle netije gelip gykyar.

Netije. Eger &hli agzalary X aralykda (zntksiz bolan hataryn
jemi (Uzniksiz funksiya bolmasa, onda ol hatar sol aralykda
dendlgegli yygnanyan daldir.

< Tersine giman edelin, yagny hatar X aralykda dendlgegli
yygnanyan bolsun. Onda 7-nji teorema boyunca hataryn jemi sol
aralykda 0znuksiz bolup, serte garsy gelydr we alnan garsylyk
netijani subut edyar. >

5-nji  mysal. S(x)=25l:2nx funksiyanyii san  okunda

n=1

uzniksizdigini gorkezmeli.

< Hataryn &hli agzalary san okunda tzntiksiz we hatar 4-nji mysal
esasynda dendlcegli yygnanyar. Sonuini (gin 7-nji teorema boyunca
onuf jemi bolan  S(x) funksiya sol kdplikde tizniiksizdir. >

2. Hataryn agzalayyn integrirlenmegi.

8-nji teorema. Eger ahli agzalary [a, b] kesimde tzniksiz (3)
hatar sol kesimde S(x) jeme defdlgegli yygnanyan bolsa, onda
S(x) funksiya [a, b] kesimde integrirlenydr, a<c<x<b (gin

[s(tydt=3"[u, (t)at (14)
c n=l¢

denlik dogrudyr we bu denligin sag bdlegindaki hatar [a, b]

kesimde dendlcegli yygnanyar.

< Teoremanyh sertlerinde S, (x)=> u,(x), r,(x)=S(x)-S,(x)
k=1

we p, =suplr, (x)‘ igin limp =0. Sonui esasynda n— oo
[a‘ b] n—oo

bolanda
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X X

[s(t)dt :Iguk(t)

c

i[S(t)—Sn(t)]dt

c

= = <

js(t)dt—jsn(t)

gj'\S(t)—sn(t)\dtg (b-a)p, >0,

yagny (14) denlik yerine yetyar. >
Eger (14) denligi

jiun(t)dt = ijx‘un(t)dt, c,xela, b]

¢ h=1 n=l ¢
gornusde  yazsak, onda bu denlik hatary agzalayyn integrirlap
bolyandygyny gorkezyar.
4. Hataryn agzalayyn differensirlenmegi.
9-njy teorema. Eger ahli agzalary [a, b] kesimde (znuksiz
differensirlenyan (13) hatar yygnanyan bolsa we

2u;(x) (15)

hatar [a, b] kesimde dendlcegli yygnanyan bolsa, onda (3) hatar
hem [a, b] kesimde denélcegli yygnanyar, onuii  S(x) jemi sol
kesimde Uznilksiz differensirlenyér we

s'<x>:gu;<x>. (16)

< Eger [a, b] kesimde dendlcegli yygnanyan (15) hataryn jemini
p(x) bilen belgilesek, onda ol [a, b] kesimde Uzniksizdir. 8-nji
teorema boyunca (15) hatary agzalayyn integrirlemek bolar:

jp(t)dt =i.xfur’,(t)dt (a<x<bh).

n=l g

Nyuton-Leybnisin formulasy boyunga ony
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[ pOdt = [u,00-u, @] =5(x)-S(a)

n=1
gornlsde yazmak bolar. Ondan bolsa

S(x) = j p(t)dt +S(a)
denlik gelip ¢ykyar. Bu denligin iki bdlegini hem differensirlap
alynyan S'(x) = p(x) defilikdenwe p(x)= > u;(x) delikden

n=1
(16) denlik gelip ¢ykyar. >
Eger (52) denligi

S0 ~Zuc0)

n=1 n=1

gOrnusde yazsak, onda ol denlik teoremanyn sertlerinde hatary
agzalayyn differensirlép bolyandygyny anladyar.

00

. sin nx L
6-njy mysal. z 2 hataryn jeminin 6nimini tapmaly.
n

n=1

il ::]X Sis densizligin we zis san  hataryii
n n ~=n

yygnanyandygy sebdpli, Weyerstras nysany  boyunca  hatar
dendlcegli yygnanyandyr. Goy, S(X) onuii jemi bolsun. Edil
yokardaky yaly, Weyerstras nysany boyunca

i coSnx

o n’
hatar hem dendlcegli yygnanyandyr. Sonun esasynda hatar tcin  15-
nji teoremanyn &hli sertleri yerine yetyar we sol teorema boyunca ol
hatary agzalayyn differensirlap bolyandyr, yagny

!’

S'(x) = [i sin 3nxJ _ i[sinsnxj _ i cosznx N

-1 N i\ N =t N

146



§ 12.4. Derejeli hatarlar

1. Derejeli hataryn kesgitlenisi we yygnanmagy. Funksional
hatarlaryn icinde 6wrenmekde has yonekeyi we sonun bilen birlikde
amalyyetde kop ulanylyany

>c,(x—a)' (17)

gornusdaki hatardyr. Ona derejeli hatar, C, sanlara bolsa onun
koeffisiyentleri diyilyér. (17) hataryn huusy gérnusi bolan

Sex! (18)
n=0

hatar hem derejeli hatardyr. Bu derejeli hatarlary dernemeklik
birmenzeslikde alnyp barylyandygy sebapli, yonekeylik (gin biz
esasan (18) hatary dernejekdiris.

Derejeli hataryn funksional hatarlaryn hususy haly bolyandygy
sebapli, funksional hatarlar Gcin girizilen &hli dusunjeler, subut
edilen teoremalar derejeli hatarlara hem degislidir. Yone kabir
dustnjeler dine derejeli hatarlara mahsusdyr. Sonun tgcin biz solara
ayratyn garajakdyrys.

10-njy teorema (Abel). Eger (18) derejeli hatar x, =0 nokatda

yygnanyan bolsa, onda ol hatar  |x|<|x,| serti kanagatlandyryan

Vvx Uc¢in hem yygnanyar, 6ziinem absolyut yygnanyar.
< Serte gora, (55) hatardan x =x, bolanda alynyan

i C,Xo (19)
n=0

san hatary yygnanyar. Sona goré-de hataryn yygnanmagynyn zerur
serti esasynda, (19) hataryn umumy agzasynyn predeli nola dendir.

Sona gora predelin hasiyeti boyunca {cnxg} yzygiderlik céklidir,

yagny M >0 santapylyp, ¥YneN (gin <M densizlik

CoXs

yerine vyetydr. Bu densizligin esasynda
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n n

X

X

0

<M

c, X"

CaXo

(20)

0

Eger |x| <|x,| bolsa, onda q= xl <1 we sonud digin hem iMqn

n=0

0

hatar yygnanyar.Sol sebépli (20) densizlik we denesdirme teoremasy
esasynda (18) hatar |x|<|x,| serti kanagatlandyryan — vx iicin

absolyut yygnanyar. Sonun (¢in ol hatar yéne hem yygnanyar.
Bu teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.
Netije. Eger (18) hatar x,  nokatda dargayan bolsa, onda ol

hatar |x| >|x,| serti kanagatlandyryan Vx ugin hem dargayar.
< Tersine giman edelin. Goy, hatar 1% > [x,] serti

kanagatlandyryan kabir % Ggin yygnanyan bolsun. Onda |x|<|

densizligin esasynda 10-njy teorema boyunga hatar x, nokatda
hem yygnanyan bolar, ol bolsa serte garsy gelyar we bu garsylyk
teoremany subut edyér. >

Bu teoremanyin we netijaniin esasynda, eger derejeli hatar X,

nokatda yygnanyan bolsa, onda  (-|x,|, |x,|) interwalyn &hli
nokatlarynda ol hatar absolyut yygnanyar, eger-de x, nokatda
dargayan bolsa, onda (—[x|, |x|) interwalyi dasynda yerlesy4n

ahli nokatlarda ol hatar dargayar.
2. Derejeli hataryin yygnanma radiusy we interwaly. Eger (18)

hatar [ <R bolanda yygnanyan bolup, |x|>R bolanda dargayan

bolsa, onda R sana ol hataryi yygnanma radiusy, (-R, R) interwala

bolsa yygnanma interwaly diyilyér.

(18) gornusdéki islendik derejeli hatar z=0 nokatda
yygnanyar, c¢lnki ol nokatda hataryn birinji agzasyndan beyleki &hli
agzalary nola den we sonun esasynda onun bdlekleyin jeminin
predeli bardyr. Yone derejeli hatar 4hli san okunda hem, san okunda
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yerlesyan interwalda hem yygnanyan bolup biler. Onun seyledigini
asakdaky mysallar gorkezyar.
8-nji mysal. Derejeli hatarlaryn yygnanmagyny deriiemeli:

a) 2% b) D x"; (;)in!x”.
n=0 - n=0 n=0

< Vx 0gin
u n+l 1 1
a) lim| =2 = lim|-——— = |x|lim—— =0,
N> un n>e| (n+1)1x" n—e N +1
yagny hatar Dalamberifi nysany boyunca san okunda yygnanyar;
n+1
By tim 21| | =,
n%‘ u, ‘ n%‘ X" |

yagny hatar Dalamberin nysany boyunca |x| <1 bolanda yygnanyar,
[X|>1 bolanda bolsa dargayar;

l’InJrl

n+1
¢) lim =Iim|(n+l)!X =[x/lim(n+1)=o0

n%w‘ u, ‘ n%w‘ ntx ‘ n—eo
sona gora hatar Dalamberin nysany boyunca dargayar. Diymek,
hatar difie bir z =0 nokatda yygnanyar.

Bellik. Eger (18) derejeli hatar dine bir nokatda yygnanyan bolsa,
onda R =0, eger-de ol hatar &hli x Ucin yygnanyan bolsa, onda
R = hasap edilyér.

Beyleki hallarda (18) hataryn yygnanma radiusynyi onun
koeffisiyentleri arkaly tapylys formulasyny gorkezelin.

Goy, vn=0,1, 2, ... Ggin c, #0 we

Cn+1
C,

lim

n—oo

(21)

R

ulanyp alarys:
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n+1
n+1

|x|:m.
R

Cn+1

Cn

=lim

. u .
lim—=L = |im -
CnX ‘ n—oo

n—oo u n—oo
n

Sonun Ugin hatar |x|<R bolanda yygnanyar, |x|>R bolanda
dargayar, yagny R (18) hataryn ygnanma radiusydyr. (21) denligin
esasynda yyganma radiusy tapmak ucin seyle formula alynyar:

R = lim|—

n—oo C

Bellik. (17) derejeli hataryin hem yygnanma radiusy (22) formula
boyunca tapylyar, yéne ol hataryh yygnanma interwaly |x—a|<R
densizlikden kesgitlenyar, yagny (a—R, a+R) interwaldyr.

3. Derejeli hataryn jeminin Uznuksizligi we integrirlenmegi.

11-nji teorema. Eger R >0 san (18) hataryn yygnanma radiusy
bolsa, onda O<r<R serti kanagatlandyryan ¥r (gin ol hatar

[-r, r] kesimde denélcegli yygnanyar.

. (22)

n+1

< Abelin teoremasy boyunca (18) hatar x=r nokatda absolyut
yygnanyar, yagny
2 [e[r"
n=0

san hatary yygnanyar we sona QoOra

x|<r  deiisizligi

kanagatlandyryan vx (gin

c,X"

<lc,|r"  deiisizligin esasynda,
Weyerstrasyi nysany boyunca (18) hatar |x| <r tcin, yagny [-r, r]
kesimde dendlcegli yygnanyar.

Bu teorema gysgaca seyle okalyar: 6zinin yygnanma interwalynda
tutuslygyna yerlesyén islendik kesimde derejeli hatar dendlgegli
yygnanyar. Ol teoremadan seyle netijeler alynyar:

1-nji netije. Ozuinin  yygnanma  interwalynda tutuslygyna
yerlesyan islendik kesimde derejeli hataryn S(x) jemi tzniksiz
funksiyadyr.
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2-nji netije. Derejeli hatary 6zlnin yygnanma interwalynda
tutuslygyna vyerlesyan islendik kesimde agzalayyn integrirlemek
bolar.

Bellik. 11-nji teorema esasynda eger R >0 san (17) hataryn
yygnanma radiusy bolsa, onda 0 <r <R serti kanagatlandyryan Vr
ticinol hatar [a—r, a+r] kesimde dendlcegli yygnanyar.

Bu belligin esasynda ahyrky teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.

3-nji netije. (17) derejeli hataryii S(x) jemi 6ztniii yygnanma
interwalynda  tutuslygyna vyerlesyan islendik kesimde uzniksiz,
integrirlenydr we yygnanma interwalyna degisli bolan Vvx (gin

JX.S(t)dtziJX.cn(t—a)”dt:icn%. 23)

n=0 g n=0 1
3. Derejeli hataryn jeminin differensirlenmegi.
12-nji teorema. Eger R >0 san (18) hataryn yygnanma radiusy
we S(x) ol hataryn jemi bolsa, onda ol hatardan agzalayyn
differensirlenip alynyan

2 ne,x™ (24)
=1
hataryin hem yygnanma radiusy R bolar we Vxe(-R, R) ugin
S'(x) =Y nc,x"*. (25)
n=1

< ki (24) hataryn (—R, +R) interwalda tutuslygyna yerlesyén
isendik [-r, +r] kesimde yygnanyangyny gérkezelin. Abelin
teoremasy boyunga r < x, <R densizligi kanagatlandyryan bellenen

X, € (-R, R) ugin ZCHXQ san hatary yygnanyar. Sonun (¢in seyle
n=0
K >0 san tapylyp, ¥n {gin <K densizlik yerine yetyar.

Onda | x|<r bolanda

CoXo

151



n-1

‘ncnx"’1

< ‘ncnr"’1

=N

qlr
Cnxg Nl—
X

< nﬁq”’1 (26)
XO
defsizlik yerine yetyar, bu yerde q=r/x, <1. Seylelikde, |x|<r
bolanda (24) hataryn agzalary
Db =300, =, D
n-1 n=1 X, a1
san hatarynyn agzalaryndan uly daldir. Bu hatar Dalamberin nysany
boyunca yygnanyar:
fim Dt — (DA _
N—w bn N—w nq”
Sonun Ugin Weyerstrasyin nysany boyunca (24) hatar dendlcegli
yygnanyar we 9-njy torema boyunca ony agzalayyn differensrlemek
bolar, yagny (25) deilik islendik xe[-r, r]icin yerine yetyar.
Sonun esasynda (24) hatar (—R, +R) interwalyn her bir nokadynda
yygnanyar we (25) denlik yerine yetyar.
(-R, +R) interwalyn dasynda (24) hataryn dargayandygyny
gorkezmek maksady bilen tersine, hatar x, > R nokatda yygnanyar

g<l.

diyip gliman edelifi. (24) hatary R<x, <x, Ugin [0, x| kesimde
integrirldp, (18) hatary alarys. Ol hatar x, >R nokatda yygnanyan
bolmaly, bu bolsa serte sarsy gelyar. Seylelikde, (24) hatar |x|<R
bolanda yygnanyar we |x|>R bolanda dargayar. Diymek,

(=R, +R) ol hataryn hem yygnanma interwalydyr.
Bellik. Eger (25) denligi

!
(z cnx”j => nc,x™*
n=0 n=1

gOrnusde yazsak, onda ol denlik teoremanyn sertlerinde hatary
yygnanma interwalynyn islendik icki nokadynda agzalayyn
differensirlap boyandygyny we differensirlenip alnan hataryin hem

yygnanma radiusynyin R bolyandygyny gorkezyar.
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Bu bellik esasynda 12-nji teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.
Netije. Derejeli hatary yygnanma interwalynda islendik gezek
agzalayyn differensirlemek bolar.

§ 12.5. Teyloryi hatary we onui ulanylysy

1.Teyloryi hatary.Goy, f(x) funksiya (a—R, a+R) interwalda
(x—a) -nyn derejeleri boyunca hatara dagydylyan bolsun, yagny
f(x)=A +AKX-a)+A(x—a)’ +...+ A (x—a)“ +...
(x-a|<R).  (27)

Bu hataryn koeffisiyentlerinin n&hili tapylyandygyny gérkezmek
maksady bilen ol hatary yygnanma interwalynda differensirlélin:

f'(x)=A +2A,(x—a)+3A,(x—a)’ +
+4A, (x—a)° +...+ KA (x—a) '+
f"(x)=2A,+2-3A,(x—a)+
+3-4A,(x—a)’ +...+ k(K -DA (x—a)*+
f"(x)=2-3A,+2-3-4A,(x-a) +...+

Tk(k—1)(k—2)A (x—a)® +

fOX) =k(k-1)(k-2)...2A +(K+DK...2(x—a)+... .
Bu denliklerin &hlisinde x =a goyup alarys:
fl@=A, f'(@=A, f'(@=2A, f"(a)=2-3A,
o T®@)=2-3. (k-1kA .
Bu denliklerden (27) hataryn koeffisiyentlerini taparys :
k
A-t@ A= @ k=23 (29

Bu anlatmalary (27) hatarda goyup alarys:
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f'(a) f"(a)

f(x)=f(a)+ T (x—a)+ 1 (x—a)* + 2
k 29
+...+%(x—a)k+... .

------

a =0 bolanda alynyan
' " (k)
f(x):f(O)jLf (O)x+f (0)x2+...+ﬂxk+... (30)
1 2! k!
hatara Maklorenin hatary diyilyér.

Funksiyany Teyloryn derejeli hatary gornlsinde anlatmagyn
zerur we yeterlik sertini gorkezmek Ugin Teyloryn formulasyna
garalyn. Eger S, (x) Teyloryn hatarynyn bolekleyin jemi bolsa, onda
Teyloryn formulasyny

f(x)=S,(x)+r,(x) (31)
gornusde yazmak bolar, bu yerde r (x) Teyloryn formulasynyi
galyndy agzasy:
f‘””)(c)
(n+1)!
(31) denlikden gornusi yaly Teyloryn hatarynyn f(x) funksiya
yygnanmagy Ugin

r(x)= (x—a)"™ (ce(a—R, a+R)). (32)

limr (x)=0 (33)
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Funksiyanyn Teyloryin hatary boyunca anladylmagynyn
amalyyetde ulanmak (cin amatly bolan yeterlik serti asakdaky
teoremada beyan edilyar.

13-nji teorema. Eger |x—a|<R serti kanagatlandyryan ahli x
ucin f(x) funksiyanyn onimlerinin hemmesi sol bir K >0 san
bilen ¢éklenen bolsa, yagny

[fOX)[<K (n=1,2..) (34)
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bolsa, onda ol funksiya (¢in Teyloryn hatary (a—R, a+R)
interwalda yygnanyar we onun jemi f(x) dendir.

< Teoremanyn sertlerinde (32) denlikden alarys:

_ n+1 n+1
|I’n(X)|=‘f(n+1)(C)‘|(X a) | R

(n+! |SK(n+1)! (x-a|<R). (35)

n+1

Dalamberin nysany boyunca Z hataryn yygnanyandygy
n=0

= (n+1)!
sebépli, ol hataryn umumy agzasy nola ymtylyar, yadny Ve >0

n+1
(n+1)!
yerine yetyér. Seylelikde, Ve >0, Vn>n, we Vxe(a—R, a+R)

ucin seyle n, nomer tapylyp, vn>n, Ggin

<Z densizlik
K

tgin |r(x)|<e, yagny f(x) funksiyanyii Teylor hatarynyi sol
funksiya ygnanmagynyn zerur we yeterlik serti bolan (33) denlik
yerine yetyar. >

Subut etmezden funksiyanyn Teyloryn hataryna dagydylmasynyn
yeke-tékdigini bellalin.

2. Funksiyalaryi Teyloryi hataryna dagydylysy. Kébir elementar
funksiyalaryn Teyloryn hataryna (a=0 halda) dagydylysynyn
mysallaryny gorkezelin.

1) f(x)=@+x)", p-hakyky san.

Bu funksiyanyn énimlerini tapalyi:
f'(x) = pL+x)";
f"(x) = p(p-D(L+x)"7
f"(x)= p(p-D(p-2)L+x)"";
FO0)=p(p-1)...(p—(N-D))(L+x)"".
Onda
f(0) =1 f'(©)=p, '0)=p(p-1), £"(0)=p(p-1)(p-2),
v, T(0) = p(p-1)...[p—-(n-1)]
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bolar. Sona gora (30) formula boyunca f (x) =1+ x)" funksiya {cin
Teyloryn hatary seyle gornisde bolar:

1+i p(p—l)-..l(p—n+1)xn. )
=1 n!
(22) formulany ulanyp, bu hataryi yygnanma radiusyny tapalym:
- — I
2 —tim| Gl i | P(P=D-.(p=n+D(n+D! |
naed [ n—m‘ p(p—l)(p—n+1)(p—n)nl|
lim[2 L g
n—oo p_n

Seylelikde, (36) hatar |x| <1 bolanda yygnanyar. Ol hataryii jeminiii

|| <1 bolanda (1+x)” funksiya defidigini, yagny ol funksiya ticin

@+x)° 1 Ry PPD o P(RED- (o) e (37)
1 2! n!
Teyloryn formulasyny gérkezmek bolar.
Bu formuladan peydalanyp, duirli funksiyalaryn derejeli hatara
dagydylysyny gorkezmek bolar. Mysal ¢in, p=-1 bolanda (37)

formuladan f(x) = li funksiyanyn hatara dagydylysyny alarys:
+ X

L:1—x+x2+...+(—1)"’1x“’1+...(|x|<1). (38)
1+x

Eger bu formulada x-i (—x) bilen ¢alsyrsak, onda f(x) :li
—X
funksiyanyn derejeli hatara dagydylysyny alarys:

li:l+x+x2+...+x”1+... (X <1). (39)
—X
(38) we (39) denlikleri 0-dan x-a cenli integrirlép, degislilikde
X2 Xk+1
IN(L+X) = X——+...+ (-D)" +... (<D, 40
1+x) 5 (-1) i1 (x| <2 (40)
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In(l—x):—x—x?z—...—xrk—... (X <) (41)

formulalary alarys.
2) f(x)=e*funksiyanyn islendik énimi tgin (-r, r) interwalda
‘ fo (x)‘ =e* <e' densizligin yerine yetyandigi sebapli, ol funksiya

ugin
2 n
e =1+ X XL (42)
2 ni
formulany alarys. Bu denligin esasynda
y x x* x° o X"
—1—54-?—?4-4-(—1) F‘f‘ (43)
formulany, olardan bolsa chx = ¢ +28 , shx= ¢ ¢ denlikler
esasynda
e X2n o) X2n+1
chx = , shx = 44
2 2n)! 2 11) ()

formulalary alarys.
3) f(x)=sinx we 4) f(x)=cosx funksiyalaryn ikisi i¢cin hem

‘ f ‘”)(x)‘ <1 bolyandygy sebépli, olaryn ikisi hem Teyloryi hataryna
dagydylyar:

2n+1

sin x = nZ:;(—l)” (an o (45)
COSX = 2(—1)” (Xz—r:)l (46)

(42)-(46) hatarlaryn hemmesi san okunda yygnanyar.

3. Teyloryin hatarynyin ulanylysy. Hatarlar durli takmyn
hasaplamalarda, hususan-da, trigonometrik we  gorkezijili
funksiyalaryn bahalaryny, sanlarynn logarifmlerini we kokleri,
kesgitli integrallary hasaplamakda ginden ulanylyar. Logarifm we

157



gorkezijili funksiyalaryn bahalaryny hasaplamakda (40), (41) we
(42), (43), sinusyn we kosinusyn bahalaryny hasaplamakda (45) we
(46), kokleri hasaplamakda (37) formulalary ulanmak bolar.
Integraly takmyn hasaplamak Ggin ilki integral astyndaky funksiya
hatara dagydylyar we sorira ol hatar agzalayyn integrirlenilyér. Olary
myssallarda gorkezelin.

9-njy mysal. cosl sany 0,0001 takyklykda hasaplamaly.

< x =1 bolanda (46) formuladan alarys:

c051:1—£+£—£+l—...:
21 41 ¢! 8!

1 1 1 1

2 24 720 40320
Bu hatar alamatlary gezeklesyén hatapdyr we onun Ggin Leybnisin
nysanynyn sertleri yerine yetyar. Seyle hataryn jemi onun ilkinji n
agzalarynyn jemi bilen calsyrylanda alnan hatanyn ilkinji taslanan

< 1 =0,0001
40320 10000

bolyandygy Ugin, berlen takyklykda hasaplamak ticin hataryn ilkinji
dort agzalarynyn jemini almak yeterlikdir. Seylelikde,
coslz1—£+i—i=@z 0,5403. >
2 24 720 720
10-njy mysal. </26 sany 0,0001 takyklykda hasaplamaly.
< (38) formulany ulanmak tgin, ilki ony 6zgerdelin:

J26 =/25+1 = \[25(1+1/25) = 5(1+1/25)"2.
x=1/25 we p=1/2 ugin (38) formuladan alarys:

LRy
Al ey

1.2.3-4 25

agzanyn modulyndan uly daldigi we
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1

(1+ij2—1+ 1 __1 + 1 5 +
25 2.25 2°.25% 2*.25° 27.p5%
Bu hatar ikinjiden baglap agzalarynyn alamatlary gezeklesyén hatar
we onun Ugin Leybnisini nysanynyn sertleri yerine yetyér. Sona gora
1 1 . G

= <0,0001 bolyandygy gin hataryn ilkinji U
2%.25° 250000 yanaygy te Y I
agzalaryny almak yeterlikdir. Seylelikde,

1

( 1 jz 1 1 5099

50 8-625 5000

5099
onun esasynda /26 =5-——=5,099. >
Sonun esasy 5000

1+—
25

1 .
11-nji mysal. I de integraly  0,0001 takyklykda
X
0
hasaplamaly.
< Ilki bilen (45) formuladan peydalanyp, integral astyndaky
anlatmany 6zgerdelin:

X XJ(X)Z%X)i%XJQ
Ny 4 3l4) "sil4) 714

X X
1 1x* 1x* 1x°
:————3+——5———7+... .
4 314 514 714
Alnan hatary agzalayyn integrirlap alarys:
1. 3 5 7 1
jde: AT 5+ X == X -+ || =
X 4 3.344° 5.514° 7.7%.4 0
1 1 1 1
==— + - +...
4 3.314° 5.5.4° 7.7.4
Bu hatar t¢in hem Leybnisin nysanynyn sertleri yerine yetyandigi
1 1

1 ] .
we = < bolyand dcin, hataryn iki
5.514° 614400 10000 yancyay te Y

0
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agzasyny almak yeterlikdir. Seylelikde,

1 .
[0 g 1L~ 0,25000-0,00086~0,2491. &
7% 4 3314

8 12.6. Agzalary kompleks bolan hatarlar

1. Kompleks sanlaryin yzygiderliginin predeli. Kompleks
sanlaryii {c,} yzygiderligine garalyn, bu yerde c, =a, +ib,, a, we
b, hakyky sanlar.

Eger Ve>0 Ugin seyle n, nomer tapylyp, Vn>n, Ugin
|c,—¢|<& densizlik yerine yetse, onda c=a+ib sana {c,}
yzygiderligin predeli diyilyar. Bu halda {cn} yzygiderlige ¢ sana

......

Kompleks sanyin modulynyn kesgitlemesi boyunca
lc, —c|=|a, +ib, - (a+ib)| =|(a, —a) +i(b, —b)| =
=/(a,~a)" +(b,~b)’ = p(M,, M), (1)
bu yerde p(M,,M) san M (a,, b,) we M(a, b) nokatlaryn,
yagny ¢, we c sanlary sekillendiryan nokatlaryn arasyndaky

uzaklykdyr. Sonuni tigin  |c, —¢|<&e < p(M,, M) <& esasynda ¢
sanyn {c,} yzygiderligin predeli bolmagynyn geometrik manysy
Ve >0ucin ol yzygiderligin n, nomerden sonky ahli agzalarynyn
merkezi ¢ nokatda bolan ¢ radiusly tegelekde yerlesyandigini we
n-in artmagy bilen onun ¢ sana ¢éksiz yakynlasyandygyny anladyar.

{c,} ={a, +ib,} yzygiderligin yygnanmagy {a,} we {b}
yzygiderliklerin yygnanmagyna denglycludir (ony (1) ulanyp ansat
gorkezmek bolar).

2.Agzalary kompleks sanlar bolan hataryi yygnanmagy. Eger
agzalary c, =a, +ib, kompleks sanlar bolan
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C+Cy+.tCyto= D G, (2)
=1

hataryi bolekleyin S, =c, +c,+...+c, jeminiii {S,} yzygiderliginii
predeli bar bolsa, onda (2) hatara yygnanyan hatar, S=I1imS,

predele bolsa onun jemi diyilyar.
Agzalary kompleks sanlar bolan (2) hatara agzalary hakyky sanlar

bolan iki D> a, we > b, hatarlar degislidir Kompleks sanlaryii
n=1 n=1

yzygiderligi G¢in bolsy yaly, (2) hataryn yygnanmagynyi sol iki
hatarlaryn yygnanmagyna denguycudigini gorkezkek bolar. Eger

sonda ) a =S"we Y b =S" bolsa, onda S =) ¢, =S'+iS"bolar.
n=1 n=1 n=1
Agzalary kompleks sanlar bolan (2) hatar t¢in onun agzalarynyn
modullaryndan diiziilen hatara garalyn:

lc,[+]c, [+...+]c, [+...= D |c, | . (3)
n=1

Bu hataryn agzalary hakyky sanlardyr.
Teorema. Eger (2) hataryn agzalarynyn modullaryndan duzilen
(3) hatar yygnanyan bolsa, onda (2) hatar yygnanyandyr.

<1Goy, ¢, =a, +ib, bolsun, onda |c,|=+/aZ +b} bolar. Sonun

ucin
la,| <@l +b: =[c,|, |b,|<y/ai+bi =[c,|

densizlikler yerine yetyar. Agzalary otrisatel d&l hakyky sanlar bolan
hatarlar tgin belli bolan denesdirme nysanynyboyunca bu yerden (3)

hataryh yygnanmagyndan »_|a, | we D _|b, | hatarlarys, yagny

n=1 n=1

D a, we Y b, hatarlaryii absolyut we sonuii esasynda olaryi

n=1 n=1
Ozlerinin hem yygnanmagy gelip ¢ykyar. Olaryn yygnanmagy bolsa
(2) hataryn yygnanmagyna dengiycludir. >
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Subut edilen bu teorema agzalary kompleks sanlar bolan hatarlary
dernemekde agzalary otrisatel dal hakyky sanlar bolan hatarlar Ggin
belli bolan dhli nysanlary ulanmaklyga mimkingilik beryar.

12-nji mysal. z(l—j:') hataryn yygnanmagyny deriiemeli.
= n!

< Hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan dizilen hatara
Dalamberin nysanyny ulanyp alarys:

n+1

O 1 I K {1 R (|
lim =lim —=lim =
n—wm |Cn| n—wm (n+1)||1+|| n-wo n4+1
2 2
T S G /) —0<1,

e N4l noen4l
yagny hatar absolyut yygnanyar we sonun esasynda teorema
boyunga hatar yygnanyar.
3. Agzalary kompleks funksiyalar bolan derejeli hatarlar.
c=a+ib, ¢, =a +ib, (k=0,1,2,...) kompleks sanlardan we
z =x+1y kompleks funksiyadan dizilen

¢, +¢(z—c)+c,(z—c)* +...+¢,(z—c)" +...:icn(z—c)” 4)

hatara derejeli hatar diyilyar, bu yerde a, b, a,, b, hakyky sanlar
bolup, x we y hakyky funksiyalardyr. Bu hatardan c¢ =0 bolanda
alynyan
Co+CZ+C2 +. 4G,z +...= > ¢, 2" (5)
n=0

hatar hem derejeli hatardyr. (5) hatary (4)-den w=z-c calsyrma
girizip hem almak bolar. Ydnekeylik ticin (5) hatary dernéris.
Abeliii teoremasy. Eger (5) derejeli hatar z =z, =0 bolanda
yygnanyan bolsa, onda ol hatar |z|<|z,| serti kanagatlandyryan vz
ucin hem yygnanyar, 6ziinem absolyut yygnanyar.
Bu teoremanyn subudy agzalary hakyky sanlar bolan derejeli
hatar Ugin degisli teoremanyn subut edilisi yalydyr.
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Abelin teoremasynyn tassyklamasynyn geometrik manysy
seyledir: eger (5) derejeli hatar kompleks tekizligin kabir z

0

nokadynda yygnanyan bolsa, onda ol hatar radiusy |z,| we merkezi

koordinatalar baslangyjynda bolan tegelegin iginde yygnanyandyr.
Abelin teoremasyndan gornisi yaly, (5) hataryn yygnanma
oblasty radiusy R we merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan
tegelek bolup, sol tegelegin icinde hatar absolyut yygnanyar, onun
aracdginde, yagny toweregin nokatlarynda hatar yygnanyan hem,
dargayan hem bolup biler. Sol tegelege (5) hataryn yygnanma
tegelegi, onunn R radiusyna bolsa yygnanma radiusy diyilyar. Eger
hatar dine bir nokatda yygnanyan bolsa, onda R =0 hasap edilyar,
eger-de hatar ahli z Ugin yygnanyan bolsa,onda R =o0 hasap

edilyar.
(5) hataryn yygnama radiusynyn tapylysy agzalary hakyky sanlar
bolan hatar ugin tapylysy yalydyr. Mysal (¢in, ony R=Iim CC”
n+1

formula boyunga tapmak bolar.
13-nji mysal. ZZ—I hataryn yygnanma radiusyny tapmaly.
n-1 N

_—_n_

< Hatar d¢in R=1im ¢
e Cn+1
Ucin hatar islendik z Ucin yygnanyar.
4. Eylerin formulasy. Eger kompleks z funksiya Ugin
z 7° z"
I+—+—+.. +—+...
1 21 n!
hatara seretsek, onda 13-nji mysalyn esasynda ol hatar ahli z Ggin
yygnanyar. Onun jemini e*bilen belgildlin, yagny
. z 7° z"
e =l4+—+—+.. +—+....
121 n!

Bu denlikde z =ix calsyrmany girizip, seyle denligi alarys:

=lim

=lim(n+1) = . Sonui
n—ow n—oo

(n+1)!
n!
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eix:1+@+ﬁ+m+ﬂ
1! 2! n!

x> x X X
=(1——+——...j+i(x——+——...j.
21 41 3! bl

Seylelikde, (45) we (46) formulalar esasynda bu denligi seyle
yazmak bolar:
e™ =cosx+isinx. (6)
Edil suna menzeslikde
e ™ =cosx—isinx . (7
(6) we (7) formulalara Eylerin formulasy diyilyar. Ol formulalardan
cosx we sinx funksiyalar Ggin seyle formulalar alynyar:
COSX = eh+e” , sinx= e —¢ ) .
2 21
Eger z=x+iy bolsa, onda e* =e*" =e*e” deiligin esasynda (6)
formulany ulanyp, seyle formulany alarys:
e’ =e*(cosx+isinx).

§ 12.7. Furyenin hatarlary

1. Furyenin trigonometrik hatary. Trigonometrik funksiyalaryn
sistemasy atlandyrylyan
1, cosx, sin X, cos2X, sin 2x,...,Cosnx, sinnx,... @)
sistema garalyn. Onun seyle hasiyetleri bardyr:
1. Sistemanyn islendik darli iki funksiyasynyn kdpeltmek
hasylynyn [-r, ©] kesimdé&ki integraly nola dendir. Bu hésiyete (1)

......

2. VneN ugin

.[cosz nxdx = jsin 2nxdx =7
denlik dogrudyr.
< Hakykatdan-da, ¥Yn,meN, n=m ugin
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T l ] s T ] l T
Il-cosnxdx =—sinnx | =0, Il-sm nxdx =—-—cosnx | =0,
n 7,1 n ,,,

- -

[ sin nxsin mxdx :% [[cos(n—m)x—cos(n+m)xfix =

-t

_sin(n—m)x flf_sin(n+m)x i

2(n-m) = 2(n+m) = 0

[ cosnxcosmxdx = % [[cos(n —m)x+cos(n+m)xfx =

_sin(n—m)x”+sin(n+m)x _
~ 2(n-m) Jﬂ 2(n+m) Jﬂ 0

[ sin nxcosmxdx :% [[sin(n+m)x+sin(n - m)xfx =

-

cos(n+m)x = cos(n—m)x =
=- | - | =01
2(n+m) = 2(n-m) =

jcosz nxdx =% j(1+ cos2nx)dx = 7,

jsin 2 nxdx =% j(l—cosan)dx 7. >
Berlen (1) trigonometrik funksiyalaryn sistemasy esasynda duzilen

S, > a, cosnx+b, sin nx (2)
n=1
hatara trigonometrik hatar diyilyar.
1-nji teorema. Goy, (2) hatar [-m, ®] kesimde dendlcegli
yygnanyan bolsun we onuii  f(x) jemi gin
f(x)=a—2‘)+2an cosnx +b, sin nx (3)

n=1

denlik yerine yetsin, onda (2) hataryn koeffisiyentleri ticin
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T

a, =1Jf(x)cosnxdx, n=0,12,...,
7[*71'

(4)

T

b, :ij f(x)sinnxdx, n=12,...
ﬂ—;r
formulalar dogrudyr.
< (3) denligin sag bolegindéki hataryn [-m, w®] kesimde
dendlgegli yygnanyandygy we onun &hli agzalarynyn sol kesimde
uzniksizligi sebapli, ol hataryn cosmx (m:O, 1, 2) funksiya
kdpeldilmeginden alynyan hatar hem sol kesimde dendlcegli
yygnanyandyr we ol hataryn &hli agzalary Uzniksizdir. Sona gora
ol hatary [-=n, n] kesimde agzalayyn integrirldp bolyandyr.
Aydylanlarynn esasynda (3) denligin iki bolegini hem cosmx
funksiya kopeldip we alnan hatary [-m, m] kesimde agzalayyn
integrirlap hem-de
(1) sistemanyn hasiyetlerinden peydalanyp,

T

a T 0 T
j f (x)cosmxdx =?° j cosmxdx+ Y a, j COSNX oS MXdx +

o =1

+>.b, jsin nxcos mxdx =a,, J’cos2 mxdx =7a,, m=0,12,...
n=1 - -

denligi alarys. Edil suna menzeslikde, (3) denligin iki bolegini hem
sinmx funksiya kopeldip we alnan hatary [-m, ©] kesimde
integrirlap,
[ £ (x)sin mxdx =b,, [sin® mxdx = b, m=12,...
denligi alarys. Bu denliklerden bolsa subut edilmeli (4) denlikler
gelip ¢ykyar. >

Koeffisiyentleri (4) formulalar boyunga kesgitlenyédn (2)
trigonometrik hatara f funksiya Ugin Furyenin trigonometrik

hatary ya-da gysgaca Furye hatar y, a, we b, sanlara bolsa
Furyenin koeffisiyentleri diyilyar.
166



[-m, ©] kesimde f funksiya Ugin dizllen Furyenin hatary

f(x)~ a—2°+ > a, cosnx -+, sin nx (5)
n=1

gOrnusde yazylyar. Bu yazgy (2) hataryn f funksiya G¢in Furyenin
hatary bolup, ol hatarynn jeminin f funksiya den bolyandygyny
anlatmayar. Yone 1-nji teorema esasynda islendik dendlcegli
yygnanyan trigonometrik Furye hatary sol hataryn jeminin Furye
hatarydyr.

f  funksiya G¢in dizilen Furyenin hatary haysy sertlerde sol
funksiya yygnanyarka diyen soraga jogaby asakdaky teorema beryar

2-nji teorema. Goy, f (x) funksiya we onun f'(x) 6nimi [-=, 7]
kesimde Uznlksiz ya-da onun 1-nji gornisdéki tukenikli sany
uzulme nokatlary bar (yagny boélek tzniksiz) bolsun. Onda f(x)
funksiyanyn Furye hatary san okunda yygnanyar, sonda funksiyanyn
uzniksiz bolan her bir x e (-7, 7) nokadynda hataryn jemi f(x)

funksiya den bolar, funksiyanyn her bir Gziilme x, nokadynda bolsa
f(x,—0)+ f(x,+0)
2

W bolar.

hataryn jemi S(x,) = bolar. [-r, ] kesimin

uclarynda bolsa ol jem S(xx) =

Bellik. Eger san okunda kesgitlenen we 27 periodly periodik
F(x) funksiya Gg¢in [-m, ©] kesimde F(x)= f(x) denlik yerine
yetse, onda F(x) funksiya f(x) funksiyanyn periodik dowamy

Eger [-x, ] kesimde Furyenin hatary f(x) funksiya yygnanyan
bolsa, onda ol hatar san okunda onun periodik dowamyna yygnanyar

2.Jubit we ték fuksiyalar Ucin Furyenii hatary. Eger [, 7]
kesimde f funksiya jlbut bolsa, onda bu halda f (x)cosnx funksiya
hem jubit bolar, f(x)sinnx funksiya bolsa ték bolar. Sonun Ugin
kesgitli integralyn h&siyeti boyunca
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an:EJ’f(x)cosnxdx, n=0,12... ,
7[0

(6)
b,=0, n=12,...
gornusi alar we bu denliklerin esasynda jibt funksiyanyn Furye
hatary
R, > a, cosnx (7)

n=1
gornlisde yazylar. Bu halda Furyenin hatary dine kosinuslary 6ziinde
saklayar.

Eger f funksiya [-7, n] kesimde ték bolsa, onda f(x)cosnx
funksiya hem tékdir, f(x)sinnx funksiya bolsa jibitdir. Sona gora
Furyenin koeffisiyentleri

a,=0, n=012,... ,

8
bn:EJf(x)sinnxdx, n=12,... ®)
T
gOrnusi alar. Sonun esasynda ték funksiyanyn Furye hatary seyle
yazylar:
D b, sinnx. 9)
n=1

Bu halda Furyenin hatary dine sinuslary 6zlinde saklayar.
14-nji mysal. f (x) = x funksiyany Furyenin hataryna dagytmaly.
< Bu funksiya Ggin 2-nji teoremanyn sertleri yerine yetyar, sona
gord ol funksiya Furyenin hataryna dagydylyar. Onun tékdigi
sebapli, (8) formula esasynda a, =0, b, bolsa (8)-den kesgitlenyar.
Bolekleyin integrirlemek usuly esasynda

b, :EJ. f (x)sin nxdx=£{—§cosnx
T 0 T n

" +£.[cos nxdx} = (—1)n+1g :
0 ny n

Sonun Ugin (9) formula boyunca
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n
1 2 3 4
15-nji mysal. f (x) = x> funksiyany Furyeniii hataryna dagytmaly.
< Bu funksiya Ugin 2-nji teoremanyn sertleri yerine yetyar, sona
goré ol funksiya Furyenin hataryna dagydylyar. Onui jubutdigi
sebapli, (6) formula esasynda b, =0, a, bolsa (6)-dan kesgitlenyar.
Bolekleyin integrirlemek usuly esasynda

X=2(smx_sm2x sm3x_s|n4x+m+(_1)n+1 sin nerm)l>

T 3
aozzj.xzdx:h ;
T 3
V4 2 V4
a, =£.[x2 cosnxdx=E ~* sinnx ﬂ—zjxsin nxdx =(—1)”i2.
Ty V4 n 0 ny n

Sonun Ugin (7) formula boyunca
Xz_ﬂ_3_4(COSX_C032X+COS3X_ j .
3 1 2 3 )

3. [-1, 1] kesimde kesgitlenen funksiya Ugin Furyeniii hatary.

Yokarda garalan [-7, =]  funksiya Gcin Furyeniii hatarynyn
nazaryyetini [—I, I] kesimde Kkesgitlenen funksiya gecirmek
maksady bilen x=It/z calsyrma girizelit. Sunlukda, -1 < x <l
bolanda —n <t <z bolar. Sonun ¢in t 0ytgeydnin funksiyasy
bolan  p(t)=f(lt/z) funksiya [-n, ©] kesimde kesgitlenen

funksiya hékminde garap, onun Ugin Furyenini hataryny yazmak
bolar:

p(t)~ a—2° + ian cosnt +b, sin nt.

n=1

Bu hataryn Furye koeffisiyentleri seyle kesgitlenyar:
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a, :ij'p(t)cosntdt, n=0,12,...,
7[*71'

b, :ijp(t)sin ntdt, n=12,...
n

Ozalky x uUytgeyane gegip, [-I, 1] kesimde berlen f funksiya

ucin Furyenin hataryny we onun koeffisiyentlerini seyle gérnlsde
yazarys:

a > nr . Nr

f ~=>+>a, cos——x+b,sin—x,

=i | |
|

a, =|}jf(x)cosnTﬂxdx, n=0,12,...,
|

b, =|1j f(x)sin”T”xdx, n=12,...
|

Sunlukda, eger f jublt bolsa, onda onun Furye hatary we
koeffisiyentleri

a > nr
f~=2+>a, COs==%
n=1

:—j cos—xdx n=0,12,...,
gornusi alar. Eger- de f tak bolsa onda olar seyle gornusi alar:
f~2bnsinnTﬂx, b, ——j sm—xdx n=12,...
n=1

Eger funksiya [0, 1] ke3|mde berlen bolsa, onda ony talap
edilsine gora dine kosinuslar boyunga hem, dine sinuslar boyunca
hem Furye hataryna dagytmak bolar. Onun Ugin berlen funksiyany
[-1, 0] kesime jubut funksiya hokmiinde ya-da tak funksiya
hokmiinde dowam etdirmeli.Y6ne [0, 1] kesimde berlen funksiyany
[-1, 0] kesime basga hili hem dowam etdirmek bolar.
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§ 12.8. Ortogonal sistema boyun¢a Furyenin hatary

8-nji kesgitleme. Eger [a, b] kesimde integrirlenyan
funksiyalaryn
Po (), Pu(X) s Py (), . (10)
sistemasynyn islendik iki dirli funksiyalary tgin
b
[ P (X)p, (x)dx =0 (k = m) (11)

denlik yerine yetse, onda (10) sistema [a, b] kesimde ortogonal

------

i pZ(x)dx=1 (k=0,1,2,...) (12)

sert hem yerine yetse, onda (10) sistema ortonormirlenen sistema
diyilyar.

Trigonomertrik (1) sistemanyi [-7, 7] kesimde (11) deiiligi
kanagatlandyryandygyny biz yokarda gorkezipdik, yagny (10)
sistema sol kesimde ortogonal sistemadyr. Sol sistemanyn ikinji
hasiyeti boyunca

1 cosx sinx cosnx sin nx
sistema [—7[,7[] kesimde ortonormirlenen sistemanyn mysaly
bolup biler.

[a, b] kesimde ortogonal bolan (10) sistema esasynda diiziilen

>¢,p,(x) (13

funksional hatara ortogonal sistemanyii hatary, ¢, (n=0,12....)

sanlara bolsa ol hataryn koeffisiyentleri diyilyar.

Trigonometrik sistema ucin Furyenin hatarynyn
koeffisiyentlerinin ~ kesgitlenisi ~ yaly, (13) hataryin  hem
koeffisiyentlerini kesgitlemek bolar.
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Goy, f funksiya [a,b] kesimde (13) hatara dagydylyan
bolsun we ol hatar f funksiya yygnanyan bolsun, yagny

(0=, P, (). 14

Goy, (10) ulgam [a, b] kesimde ortogonal we k=0,1,2,...
ucin

[ o (x)dx =0 (15)

bolsun. (13) hataryn koeffisiyentlerini tapmak (gin, ol hatardan
p.(x) funksiya képeldilmeginden alynyan hatar agzalayyn |[a, b]
kesimde integrirlenyér diyip kabul edelin. Sonun esasynda (14)
defligin iki bélegini hem p, (x) funksiya képeldip we sofira alnan
hatary [a, b] kesimde integrirldp, (11) sertin esasynda

J 1 0p,(J0x =] , (03, p, (0w =, i ok

denligi alarys we (15) sertin esasynda hataryn koeffisiyentlerini
taparys:

'T f(x)p, (x)dx

G =2 k=012.... (16
[ b (x)dx

Bellik. Eger (13) hatar [a,b] kesimde f funksiya dendlgegli
yygnanyan we  p,(x) funksiyalar [a,b] kesimde Gzniiksiz
bolsalar, onda bu halda hem ol hataryn koeffisiyentleri (16) boyunca
kesgitlenyandir, ¢iinki bu halda (14) hatardan ¢akli p, (x) funksiya
kopeldilip alynyan hatar hem  [a, b] kesimde dendlcegli
yygnanyandyr we sonun (¢in hem ony agzalayyn integrirlép
bolyandyr.
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9-njy kesgitleme. Koeffisiyentleri (16) formulalar boyunca
kesgitlenyan (13) hatara f funksiyanyn [a, b] kesimdéki (10)
ortogonal sistema boyunca Furyeninn hatary, C, sanlara bolsa
Furyenin koeffisiyentleri diyilyar.

f  funksiya Gcin (10) ortogonal sistema boyunca Furyenin
hatary

gOrnusde yazylyar.

Ortogonal sistemanyn Furye hatary (¢in hem ol hataryn haysy
sertlerde yygnanyandygyny, haysy sertlerde hataryn jeminin berlen
funksiya den bolyandygyny, haysy sertlerde dendlcegli
yygnanyandygyny we beyleki hasiyetlerini gorkezyéan teoremalary
subut etmek bolar.

§ 12.9. Furyenin hatarynyii kompleks gomusi

Goy,
f(x)~ a—2°+ > a, cosnx +b, sin nx (17)
n=1
Furye hatary berlen bolsun. Eger ozaldan malim bolan
1 inx —Inx H l inx —inx I inx —inx
cosnx==(e™ +e™") sinnx=—|e™ —-e™)=——=(e"™ —¢e
L o) sinmc= Lo o)=L o)

formulalardan peydalansak, onda (17) hatary
00~ %+ 32 (@, —ib, ™+ (a, +ib, e

gornlsde yazmak bolar. Eger

a 1 . 1 . -
c,=—, Cc,=—la,—-1ib,) c, ==(a,+ib,)=cn
=2 o =(a,-ib,) c,=2(a,+ib)
belgilemeleri girizsek, onda ony has yonekey
f(x)~ > c,e™ (18)
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gorniisde yazyp bileris. Indi bolsa cosnx isin nx =e*™ formuladan
peydalanyp, (18) hataryn  Furye koeffisiyentlerini kompleks
gornlsde kesgitlemek dgin

s

1 1 —inx
C, = a —ib,) :—I cosnx—lsmnx}jx_gjf (x)e"™dx,

c la+|b ——j '”de, n=12,...
2

formulalary alarys. Bu formulalary birikdirip, olary
C, L .[ f(x)e™dx, n=0, £1,+2,... (19)
2r ?

formulanyn Usti bilen anlatmak bolar.

Seylelikde, Furyenin (2) hataryny kompleks gérnisde anlatdyk
we onun koeffisiyentlerini kesgitlemek tcin kompleks gorniisdéki
formulalary gorkezdik.

(19) denligin bahasyny (18) formulada goyup, Furyenin hatarynyn

T

(-3 3™ ] it "a

gorniisde yazylysyny alarys. Edil sunia menizeslikde [, 1] kesimde

berlen f funksiya G¢in Furyenin hataryny hem kompleks gornisde
yazmak bolar.

Bellik. Biz bu yerde ZZn gornusdaki hatara dus geldik. Onun
yygnanmagyna nahili du_sljnilyéndigini yatlalyn. Ol hatar dgin
Sn=sz jeme onun  n- tertipli bdlekleyin jemi diyilyar.

k=-n

Sunlukda, eger 1limS, =S predel bar bolsa, onda ona yygnanyan

hatar we S sana onun jemi diyilyar.
5-nji mysal. f(x)=|x funksiyany (-z, z) aralykda kompleks
gOrnusdéki Furye hataryna dagytmaly.
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< (102) formulany ulanyp, ilki bilen Furye koeffisiyentlerini
tapalyn:

Z%DX'dX = —%jixdx +%]. xdx =%,

0 T
C, = —i Ixe*‘”xdx+ijxe*‘”xdx=

0 T
+Le"”x(inx+l) =

=————e ™(inx+1) o

o

T

e" (1—inz)+

e (L+inz)=

2 2

1 cosan S|nn7z 1[ ]
—
ﬂnZ

Tapylan koeffisiyentleri (101) formulada goyup, berlen
funksiyanyn

£+£ i %emx _E_E i gl (2k+)x

2 745 0 T2 m & (2k+1)

n=0 n=0

gornusdéki kompleks Furye hataryny alarys. >
Gonldkmeler

Funksional hatarlaryn yygnanma oblastlaryny tapmaly:

& 1(2x-3Y S 1 & o 2n-1
Ly (4“5}. 2. Z—(zn—l)xzn-l' 3. ) 4" (3x+2)

n=1 n l n=1 n=1

) 1 n o 5_X2 n
4, 1+= | 2™, 5. . 6.
;( +nj Z3+X é( 4 j

Funksional hatarlaryn dendlcegli yygnanmagyny dernemeli:

7.5“ 21 . 8. z 9 Z:smnx

~x"+3" ~ x*+n*
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., COSNX (-D)"*x? S
10.  ——. 12. Y ———.
nZ:;‘ n¥n Z 7 (L+x%)" nZ:;(1+ x)"

Derejeli hatarlaryn yygnanma radiusyny we interwalny tapmaly:

n

13, szm- 14, i(—l)"sz"x2 T 2(—1)”n22”x”.

n=0

16. Zzn (x+3)" 17, zn—(x+1) 18. Z(l—%)”z(x—e)”.

n=1 - n=1
Funksiyalary Makloren hataryna dagytmaly:
19. f(x) =sh3x 20. f(x)=In(x+5). 21. f(x)=cos2x.

1 1 1
22. f(x)=——. 23. f(X)=———. 24 f(Xx)=———
) X+8 ) 3x+4 9 3-

Jogaplar

1. Ahli x Ggin yygnanyar. 2. (-0, 1), (L +). 3. (-3/4,-7/12).
4. (—,0). 5. Ahli x=+1 (g¢inyygnanyar. 6. (-3, -1), (4, 3) . 7-
- 11. Ahli x ucin dendlcegli yygnanyar. 12 Ahli x (igin yygnanyar,
yone dendlcegli dél.. 13. R=4, (-4, 4). 14. R=1/9, (-1/9, 1/9)
15. R=1/4, (-1/4,1/4). 16. R=0. 17. R=w. 18 R=1/e,

(-1/e, e) .19. 232“ 2;1 20. In5+z( rz ( j (-5<x<5).

21, 1+§(—1)“‘22 )| 2. Z( 1" 23“‘*1) (x]<8). 23 Z_;,( 212(31)
4

(x<3)- 242 3n+1 (< —)
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111 bap. DIFFERENSIAL DENLEMELER

I11. 1. Birinji tertipli differensial defilemeler

81.1 Differensial defilemeler barada esasy duistinjeler

Eger gozlenyéan funksiya we onufi durli tertipdaki énimleri
defilemede saklanyan bolsa, onda bu defilemé differensial defileme
diyilyar. Defilemedaki go6zlenyan funksiyanyfi dniminifi yokary
tertibine defilemanif tertibi diyilyar.

Eger gozlenyan funksiya bir Gyteyanli bolsa, onda degisli
differensial defilemd ady differensial defileme diyilyar. Eger
gOzlenyéan funksiya birnédce Uytgeyanli bolsa, onda bu differensial
defilema hususy onimli differensial defileme diyilyar.

n-nji tertipli umumy ady differensial defileme

Flx, 395" y™) =0 (1)
gornlsde yazylyar, bu yerde x bagly dal Gytgeyan ululyk, y = y(x)
gozlenyan funksiya, ', y",..,v"™ gozlenyan funksiyanyf
énamleri, F(x,7,5",y",..,y™) bolsa berlen funksiya.
Eger (1) defileme v -e géra ¢ozilen bolsa, onda ol
¥y =F(xyy. 5", y™) )

gornusi alar.

(a, b) interwalda kesgitlenen y = ¢ (x) funksiyanyfi n-gezek
ondmleri hem (a,b) interwalda kesgitlenen bolup, (1) defileméani
Vxela,b) Ucin

(2 0(x), " (9,0 (), .. 0™ (x)) = 0
tozdestwa éwirse, onda v = ¢ (x) funksiya (1) defilemanif ¢éziwi
diyilyar.
(1) defilemanin
V(%) = Yo, Y'(%) = Yor o YO (%) =y, (3)
baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢6ziwini tapmaklyga (1)
defileme Ucin Kosinifi meselesi diyilyar.
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(1) defileme dgin Kosinifi meselesinifi ¢ozuwinifi barlygynyfi we
yeke-tékliginifi sertleri asakdaky teoremada getirilyér (teoremany
subutsyz kabul etjekdiris). f

1-nji teorema. Eger f[x,}=,}=’, ...,}r”“ﬂ) funksiya we onun
v 9", ...,v™ 2 boyunca hususy éniimleri
Ix=x|<a, |y-y,|<b, |y'-vyi|<b, ‘y‘“’”—yg”’”‘ﬁb (a>0,b>0)

defsizlikler bilen kesgitlenen G oblastda (zniksiz we ¢éklenen
bolsa, yagny

|F(x. v v ", ..y V)| < c, ‘af'::‘»‘ﬂ:»"s--uf:'n-ﬂ]‘ <c,

FRED
(k=01,..,n—1; y* =y),onda (1) defilemanifi (3) serti
kanagatlandyryan |x — x,| < h aralykda yeke-tak y = y (x) ¢dzlwi
> )
max(C, |y],...|[y")""

MY, YY) €G M (X, Yo, Yoo ¥, ") €6

bardyr, bu yerde C >0, C, >0, h=min(a,

Eger
p=0(x,Cy, Cpen, Cp ) (4)

funksiya 1) €4,C,, ... C,, erkin hemiseliklerifi islendik bahalarynda
(1) defileméni toZdestwa 6wiiryan bolsa;

2) (3) serti kanagatlandyryan C,.C,, ....C, tapylyan bolsa, onda
(4) funksiya (1) differensial defileménifi umumy c¢oziwi diyilyar.
(1) defilemé&nifi (4) umumy ¢ozuwinden erkin hemiseliklerifi berlen
bahasyndan alnan c¢oziwine, yagny v = e(x 2 C0,..,CY)

......

81.2 Birinji tertipli differensial defilemeler.
Uyteyanleri ayyl-sayyl edilyan defilemeler
Flx,y,¥') =0 (5)
defilemd umumy gornusdaki birinji tertipli differensial defileme

......
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Eger (5) defilemani y-e gora ¢oziip bolsa, onda ol  ¥' = f(x,v)
ya-da dy— f(x,y)dx =0 gdrnisde yazylyar.

plx, y)dx + Q(x,y)dy = 0 (6)
defileme onufi hususy gornisidir.
(5) defilemanifi v (x,) =1, serti kanagatlandyryan
¢ = ¢ (x) cozuwini tapmaklyga Kosinin meselesi diyilyar.
Indi defilemé&nifi
p(xy) = f()e).Qlxy) = filx)e,(¥)
bolandaky hususy halyna seredelifi:
fx)e(y) dx+ fi(x)e,(y)dy =0 (7)
F,(x)el(y) + 0bolanda (7) defilemani f, (x) () bolip alarys:
: Sl =0 ®)
Bu defilemanif birinji gosulyjysy difie x-e, ikinjisi difie y-e baglydyr.
(8) defilemani integrirlap, ol defileménin
I Lk
_I"j:_l—;;I dx + % dy =C
umumy ¢Ozuwini alarys.
1-nji  mysal. y"=33y? defilemanii y(1)=1 serti
kanagatlandyryan ¢dzlwini tapmaly.
< Berlen defilemani asakdaky gorniisde yazalyfi:

2 2
%:3y3 defileméni y = 0 bolanda y 3dx kopeldip,

1
v =dy = 3dx gdrnlgde yazarys. Alnan defileméni integrirlalin:
Jy=dy=[3dx, ys=x+c Yaday=(x+¢c)’
(1) = 1 serti ulanyp, C-ni tapalyfi:
y(1)=(1+c)*=1, c¢=0
Diymek berlen meselanifi ¢coziwi y = x* bolar. >
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81.3 Birinji tertipli birjynsly defilemeler

Eger Fi(x, ) funksiya Ggin
F(tx, ty) = t" F(.y) (9)
tozdestwo yerine yetydn bolsa, onda F(x,v) funksiya n olgegli
birjynsly funksiya diyilyar.
Mysal Ggin:
.

F(x,y) =4x + 3y, Fl(x,v)= xgcos:% +xy, Fxy)= ==

funksiyalar degislilikde bir, iki we nol O0lgegli birjynsly
funksiyalardyr. Hakykatdan-da,
F,(tx,ty) = 4tx + 3ty = t(4x + 3y) = tF, (x,y),

. t af 4 a
F,(tx, ty) = (tx)* ccrsti—l- txty = t° (:{.‘ cos— + ;::}F) =t°F(x,y),
¥ y
tx —t —
Fy(trty) = ———= =22 = toF, (x,3).
ty Vv
Eger P(x,v) we Q(x,v) funksiyalar sol bir n olcegli birjynsly
funksiyalar bolsalar, onda (6) differensial defilemé birjynsly
differensial defileme diyilyar. Diymek, eger (6) defileme birjynsly
differensial defileme bolsa, onda
P(tx,ty) = t" P(x,v),Q(tx,ty) = t" @(x,¥) bolar.

Egert = 3 (x # 0) bolsa, onda bu yerden

P(1)= % ree (1)) = Soww
defilikler alnar. Diymek,
Peoy) = x"P(L.7),00xy) = xq(17)
P(x,v) we Q(x,v) funksiyalary (6)-da ornunda goyup,
x"P (1,%)dx +x"Q(1,%)dy = 0
ya-da
P(1Y)dx+ @(1.%)dy=0 (10)
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defilemani alarys.
u =% ya-da y=ux belgileméni girizip, (10)-dan alarys:

P(1,u)dx + Q(1,u)(udx + xdu) =0 ya— da

(P(1,2) +u@(1,))dx + xQ(1,u)du = 0.
Alnan defileme Uytgeyanleri ayyl-sayyl edilyén defilemedir. Goy, bu
differensial defilemanifi umumy ¢6ziwi #(x,u,c) = 0 bolsun. Bu
belgilemani g6z 6nunde tutup, (6) birjynsly differensial defileménif
umumy & (xi c) =0 ¢Oziwini alarys.

2-njimysal. xy' =./x?— y? + v defileméani ¢cozmeli.
< Berlen defileméni x(x = 0) bolup, asakdaky gornlisde yazalyfi:
r | AT
v= [1-E)+2
y X x
Bu defileménin birjynsly differensial defilemedigi aydyfidyr. y = wx
belgileméni ulanyp, alarys: u'x +u =+1—u* +u ya-da
du —

—=41- 2
x 4 lh
uytgeyanleri ayyl-sayyl edelifi :

==, integrirlalifi arcsinu = Inlx| + InC; (€, >0) ya-da

arcsinu = InCylx| ; Cylx| = £Cx bolanlygy igin €, =C
belgilemani ulanalyii.
arcsinu = Inex, bu yerde |lnex| < =
belgilemani g0z oOiilinde tutup, berlen defilemaniii umumy ¢ozlwini
alarys:
aresin® = lncx ya-da y = xsinlncx

defilemanifi Gytgeyanlerini ayyl-sayyl edenimizde, defileméanifi iki
bolegini hem xy1 —wu?® DboOlupdik. Sonuii Ggin kabir ¢ozuwleri
yitirmegimiz mumkin.
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x = 0wev1—u® = 0bolsun. Yone x = 0, sebabi u =% ornunda

goymany ulandyk. Ikinjisinden 1 — i—: =0 vya-da v = +x alarys.

Ornunda goymany ulanyp v = x we y = —x funksiyalaryfi hem
berlen defilemaniii ¢oziwidigini alarys. >

81.3 Birinji tertipli ¢cyzykly differensial defilemeler

a(x)y" + b(x)y = c(x) (11)
defilem& birinji tertipli ¢yzykly differensial defileme diyilydr, bu
yerde v = y(x) gobzlenyan funksiya, a(x), b(x), c(x) (@ <x< )
funksiyalar berlen izniiksiz funksiyalar, sunlukda a(x) = 0 bélip,

v +plx)y = flx) (12)
defilemani alarys, bu yerde

_ b(x) _ clx)
p(x) = mrf(xj =2

(12) deflemaniii  ¢dzlwini u =ulx),v =v(x) funksiyalaryfi
kopeltmek hasyly gornusinde gozlalifi:
YV =uv. (13)
v' =u'v 4w’ defiligi gbz 6filinde tutup, (12) den alarys:
u'v 4+ uwr' 4 p(x)ur = f(x)

ya-da
v+ u(v' +p(x)v) = f(x) (14)
v = v(x) funksiyany
v' +p(x)v=10 (15)
defilemani ¢ozlp taparys. (15)-i goz 6fdnde tutup, (14)-den alarys:
u'v = f(x) . (16)

(15) we (16) defilemeler (ytgeyéanleri ayyl-sayyl edilyén
defilemelerdir. (15) defilemaniii umumy ¢Ozuwini tapalyf:
d

= = (e

182



2% — _p(x)dx denlemani integrirlalifi:
)

v(x) = Cle_'r?":x:'dx. (17)

(16) defilemeden alarys: u’ = Ci f(x)ejp(x)dx ony integrirlap alarys:
1

u(x) == [f()e/?@=™ ax + ¢, (18)
(17), (18) deifilikleri ulanyp, (13)-den berlen defilemanii umumy
¢ozlwini taparys:
y =g~/ plxlax [ff[:c]e*r?’"x:'dxdx +C) (C=C,C). (19
3-nji mysal. y' + 2xy = 2xe~* defilemani cozmeli.
< (19) formulany peydalanyp, berlen defileménifi umumy ¢éziwini
tapalyni:

}i" — e—_l"p(x]'dx (J zxe—xzdx_l_ E!)

81.4 Doly differensially defilemeler

Eger (6) defileméanifi ¢ep bolegi ké&bir F = F(x,v) funksiyanyfi
doly differensialy, yagny dF = P{x,vy)dx + @(x,v)dy bolsa, onda
bu defilemé doly differensially defileme diyilyar.

Bu yagdayda (6) defileméni dF(x,y) = 0 gornisde yazyp bolar,
diymek F(x,y) = C.

aF daF
dF = —dx + —dy = P(x,v)dx + Q(x,y)dy.
dx dv

Bu denlik esasynda alarys:

d

F aF _
7~ Py =elxy).

Asakdaky tassyklama dogrudyr.
(6) defilemanin doly differensially defileme bolmagy gin,
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P(x,y) we Q(x,v) funksiyalaryfi kesgitlenen D oblastynda
AP (x) Q=)

—, Uznuksiz éndmleri bar bolup,
dy dx

ap _ ag

o 20)
sertifi yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. Bu yagdayda, eger (20)
sert yerine yetyan bolsa, onda (6) defilemanifi umumy ¢6ziwi

f; PGey)dx + [0 Q(x,3)dy = C
ya-da
x ¥
[Pyt [ @ndr=c
Mo

o
gOrnusde yazylyar.
4-njimysal. 2x cos® ydx + (8 ir?—xz sin 2y)dy =0
defilemanif ¢ozuwini tapmaly.

< Bu yerde

P(x,v) = 2xcos?y, Q(x,y) =8 i.l.-?—xz sin 2y

Sonun esasynda

dP(x,y 0Q(x,y
() = 2x(—2siny cosy) = —2x sin 2y, Q) =
dy dx

= —2x sin 2y.
x ¥
J 2xcostydx 4 J 83ydy=0
0 0

x*cos’y +6yify=C
Bu yerde (x,, y,) nokadyfi ornuna koordinatalar baslangyjyny aldyk.

Eger(20) sert yerine yetmese, onda (6) defileme doly differensially
defileme daldir. Kabir yagdaylarda bu defileméni u(x,y) funksiya

kopeldip, doly differensially defileme alyp bolyar. u = pu(x,v)
funksiya integrirleyji kopeldiji diyilyar.
1-nji hal. Eger
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= o(x)

bolsa, yagny gatnasyk x-e bagly funksiya bolsa, onda integrirleyji
kopeldiji

rm':x}rix
pu=e . (21)
2-nji hal. Eger
9p _3dQ
dy dx
- = (x)

bolsa, yagny gatnasyk y-e bagly funksiya bolsa, onda integrirleyji
kdpeldiji
- Wy ldy
n=e (22)

formuladan tapylyar.

5-nji mysal.  ydx + x(Inx — v*)dy = 0 defileméanifi umumy
¢oziwini tapmaly.

< Buyerde P(x,y) = y,Q(x,y) = x(lnx —y°)

Alarys: Z—f =1 ,Z—f =1+ Inx —y3. (20) sert yerine yetmeyar.
9P _ 94
dy dx 1-1-Inx+y* 1 _ )
¢ xlmx—yH oz 7
I.E :
(21) formulany ulanyp, alarys: p=e  =e

Berlen defilemanifi iki bolegininem 1/x-e képeldip alarys:
“dx + (lnx —y®)dy = 0.
Alnan defilemé&niii doly differensial defilemedigini gorkezmek kyn
daldir. (x,, y,) nokady (1,;0) diyip, (20) formulany ulanyp, berlen
defilemaniii umumy ¢6zuwini alarys:
[ Zde+ [J(=y®dy = €, yin|x| [ - %f{;’ =C

185



]
ya-da vin|x| — :’T =C. >

I11. 2. Yokary tertipli differensial defilemeler.
§2.1. Kabir n-nji tertipli integrirlenyan differensial defilemelerifi
gOrnusleri. Tertibini peseldip bolyan defilemeler

1. Sag bolegi lzniksiz x-e bagly funksiya bolan defileménifi
hususy halyna seredelifi, yagny

v =Fx). (1)
Bu defilemani n gezek integrirlap, alarys:

yD = J( flx)dx+Cy,

P T %
+C,
n—1 "n—2

}F=J....J.f[x:]dx...dx+£?l ++Cp x4 C,
!

alnan funksiya (1) defilemaniii umumy c¢oziwidir. (2) c¢bzuwde

kesgitsiz integrallary yokarky cégi Uytgeyan ululykly kesgitli

integrallar bilen calsyrmak bolar, yagny ony:

n—1 n—2

X X x
= dx..dx+C C, C
y=| o r@aaei g alS s o
e

+ C,
gornlsde yazmak bolar.

_E...L:f(x)dx cdx = [n_l 1]Jx(x_ O (£)de

o

Kosi formulasyny peydalanyp, umumy ¢ozlwi
1 x _x”_j' xn—!
| o+,

(i
(n—1)! TG
+ Cn—lx + Cn

}F:

n—1 mn— 2
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gOrnlisde yazarys. Eger (1) defilemanifi
y(xg) =y, 5" (x0) = ¥'s e 7" Hg) = 3™
baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan c¢oziwini tapmaklyk talap
edilydn bolsun. Onda (1) defilemani yzygiderli n gezek
xy dan x — e ¢enli integrirlap, bu meselanif ¢ozlwini alarys:
'?‘2 1)
— _ aym=1 Yo
y m—nfb:ﬂ Fae + 2

+}’|} (x_xclj + vy,

(= x,)"t + -

ya-da

Lo
v =G o 1f(t)dt+z (= %)

e

1-nji mysal. ¥"" = sinx cosx denlemanln umumy ¢Ozawini

tapmaly.
< Ug gezek yzygiderli integrirlap, alarys:
y" = —cosx +sinx +C,,
y'=—sinx —cosx + C;x + C;,

-
=

x
y = cosx — sinx + ClE—I— C,x+ Cg
Indi berlen defileménii  y(1) =0,y"(1)=1,y" (1) = 2 sertleri
kanagatlandyryan ¢dzlwini tapalyf.
S0, +C=0

ba |

-1+ 61 =2
inx +—x% —2x + L
V =COSX —5Inx +—x° —2x +—
B ) ) 2 2
2. F(y™,y™)=0. 2)

v~ = > ormunda goymany ulanyp, (2) defileméni
F(z,z")= 0 gbrnlsde yazarys.
Eger alnan defileméanif ¢oziwi =z = @ (x,C,) bolsa, ornunda
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goymany ulanyp, (1) gérnisdéki v = @(x,¢,) differensial
defilemani alarys.

2-nji mysal. y" =1+ (v")? defilemdnii umumy ¢6zuwini
tapmaly.

< ¥" =z ornunda goymany ulanyp alarys: z' =v1+4z2
ya-da :—j =+/1+ z2 . Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edelii we
integrirlalin:
d= d=
= [mEm =t
z = sht,dz = chtdt ornunda goymany ulanalyf:
chtdt - _
e Xt ya-da t=x+C

diymek: z = sht(x+ C,). ¥ = z ornunda goymany peydalanalyfi:
y'" =sh(x+ ;) ikigezek yzygiderli integrirlap, alarys:
vy =ch(x+C)+C,
y= sh(x+C;)+C,x+ G

3.F(x,y™,yt0 y") =0 3
v = z ornunda goymany ulansak, onda
yort = g1 ) = gyt = z(n7k By yagdayda (3)

defileme F(x,zz', ...z} =0 goémisi alar. Alnan
defilemanifi umumy ¢éziwi z = ¢(x,C,,C,, ...,C,_,) bolsa, onda
(1.1) gérnisdaki v = o (x,C,,C,, ...,C, _,.) defilemani alarys. Bu
defilemani  k gezek yzygiderli integrirlap, berlen defileménifi
umumy ¢Ozuwini alarys.

3-nji mysal. xy" —y™ = 0 defilemaniii umumy ¢oziiwini tapy.

< y™ =z belgilemani girizelii, onda ¥* =z’ bolar. Berlen
defileme xz'—z =0 go6rnusi alar. Bu defileméni Uytgeyan ululyklara
goré ayyl-sayyl edip, alarys:

d= ri_z dx

x— =z, — = —, Budenlemani integrirlap alarys:

dx = x

Inlz| = In|x| +In|C;| yada z=C;x
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defiligi alarys. Belgilemani géz ofitinde tutup, ¥™ = €,x denillemani
alarys. Ony dort gezek yzygiderli integrirlalif

2
e

y"=C,—+C,,
E 12 2

xE
"o__
}F == Cla +C‘1x +C3,
2 x:

x
y' ZClz—I-C:E-I-CEx-I-C‘}

.'7-'.25 xg x:
ya-da
y=Cx°+Cox* 4+ Cox* +Cx + (g,

v' = z ornunda goymany ulanyp, berlen defilemé&nifi tertibini bir
birlik kemeldilyar. Bu yerde tdze Uytgeyan bagly dal funksiya y-e
baglydyr: z = z(y) Alarys:

dy , dz dzdy dz

dx VT E& Ty Cdy

m_d( riz)_d( riz)ri}r_ (dz)er d’z
Y TmCa) T el T A\ T ey

_ ,d’z N (r:iz)2
g
we. s.m. Bu afilatmalary (4) defilemede ornunda goyup, (n-1) tertipli
defileme alarys.
4-nji mysal. ¥ +y* =2e7¥ defilemaniii umumy ¢ozlwini

=
Il

=z,

tapmaly.
d ~
< v' =z(y), y" =z= afllatmalary ulanyp, alarys:
.
bl - s ~ -
Zri__i +z2=2e7¥ z' = wornunda goymany
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ulanyp, 3:—: +u=2e¥ ya-da :—;*_—|- 2u=4e™¥ ¢yzykly

defilemani alarys. Bu defileménifi umumy ¢ozlwini (19) formulany
peydalanyp taparys:

o= e_-rzd}' U- de ¥ e'rzd}'d}? + Cl} =
=e ¥ (4J- e Yedy+C,)=e ¥ (4e¥+C,) =

. I, T
=4e V(e

yP =u=4e +Ce™ yada v =i4e7 +CeY,

82.2. n-nji tertipli differensial defilemeler
I. n-nji tertipli gyzykly defilemanifi ¢ozlwlerinifi hasiyetleri

2o ()Y™ + g, ()" 4t g, (DY + g, ()Y = f1(x) (4)
gorntsli  defilem& n-nji teripli ¢yzykly differensial  defileme
f1(x) , q,.(x) (k =0,n) berlen funksiyalar. Bu funksiyalar kabir
[a, b] kesimde Uizniiksiz funksiyalar diyip hasap ederis.
Eger fi(x) £ 0 bolsa, onda (4) defilemd birjynsly dal defileme,
eger f;(x) = 0 bolsa birjynsly defileme diyilyar.
q,(x) = 0 bolanda (4) defileméni g, (x)bollp, alarys:
v +P 0y + e+ Py (0)y' + B (x0) = f(),

Gy (x) —1n ) = fi(x)
Pk(xj - Q'g.(xj U‘-‘: 1! jr f( ) ql}(:xj

qo(x) = 0 bolanda n-nji tertipli birjynsly defileme
v+ )y Y 4+ B (Y + R =0, (6)
gornusi alar. f f
Lyl =y + P ()y™ Y + 4 P ()Y + B (XY (7)
belgilemani girizp, (6) defilleméni

bu yerde
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Llyl=0 (8)
gOrnusde yazalyn.
L[v] belgilemani geljekde ¢yzykly differensial operator asakdaky
hasiyetlere eyedir:
L[Cy] = CL[y] (C = Const) ©)
LIy, + y2]1 = Llw] + L[y, ] (10)
Hakykatdan-da,
Lyl = ()™ + P, () ()Y 4+ + +B,(x)(Cy) =
c(y™ + Py (x)y™Y + -+ B (x)y) = CLIY]
Ly, + 3,1 = O + 30" + P (D) Oy + 3,0 4+
+ Pn[x][}ﬁ + }’2]
= (2 +P.@ "V + o+ B2y

+ (05 + P @y 4+ Bz

= L[}’;L] + L[}’z]
(9),(10) formulalary ulanyp, asakdaky tassyklamalry subut edelifi:
1-nji teorema.Eger vy, ¢yzykly birjynsly L[y] =0 defileménin
¢cozlwi bolsa, onda Cy,; hem bu denleménin ¢6zuwidir, bu yerde

C=Const.
< Teoremanyi sertine gérd L[y,;] =0, onda (2.9) formulany

peydalanyp alarys. L[Cy,] = CL[y,] =0, L[Cy;] =0.>

2-nji teorema.Eger y; we Yy funksiyalar L[v] =0 birjynsly
denlemdanin ¢Ozuwleri bolsa, onda v, +3, funksiya hem bu
denleménin ¢ozuwidir. >

< Teoremanyn sertine gorda L[y,] =0, L[yw,]=0 (10)
formulany peydalanyp, alarys:

Ly, + 1= Lhnl+Llw]l=0 Ly +y,]=0

Diymek, v, + v, funksiya L[y] =0 denlemaniti ¢ozliwi. >

Netijel. Eger vy, v, ..., ¥, funksiyalar L[y¥] =0 denlemanin
cozlwleri bolsa, onda
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y =0y + 0y, +-+Cy,
Funksiya hem bu denleménin ¢owdadir, bu yerde C4,Cs,...,C, erkin
hemiselikdir. Bu tassyklama 1-nji we 2-nji teoremalardan gelip
cykyar.
3-nji teorema. Eger P,(x) (k=0,n) hakyky koeffisiyentli
Lly] =0 deflemanifi ¢coziwi y(x) =u(x) +iv(x) kompleks
funksiya bolsa, onda hakyky wu(x) we hyyaly wv{x) bdlekler hem
bu defileménif ¢oziwidir.
< Teoremanyfi sertine gorda L[u(x) + iv(x)] =0 (9), (10)
formulalary ulanyp, alarys:
Llu(x) +iv(x)] = Llu(x)] +iLlv(x)]= 0,
bu yerden L[u(x)] = 0 we iL[v(x)] =0 toZdestwalary alarys.
2. Cyzykly bagly we ¢yzykly bagly dal funksiyalar.
Wronskinin kesgitleyjisi
Eger [a, k] kesimde kesgitlenen
vy =y (x), ¥2 =302 ¥ = Yu(x) (11)
funksiyalar Ggin a] + a3 + -+ a2 # 0 serti kanagatlandyryan
hakyky e, a,, ..., c,, sanlar bar bolup,

a, v, +a, v, ++a,v, =0 ¥Yx E[ab] (12)
defilik yerine yetse, onda (11) funksiyalara ¢yzykly bagly diyilyar.
Eger (12) defilik difie

a,=a,==a, =0 (2.13)
bolanda yerine yetse, onda (11) funksiyalar ¢yzykly bagly diyilyar.
Mysal G¢in, [a, b] kesimde kesgitlenen

=1 ym=xy; = xzr---: ¥n =™ x"1 (14)
funksiyalar bu kesimde ¢yzykly bagly dal.
Hakykatdan-da, a; +a,x+azxt+ o+ a,x™ =0 deflik
Vx € [a,b] Ucin difie @, =a, =--=a, =0 bolanda yerine

yetyar. Sebabi hakyky koeffisinentli (n-1) derejeli kopagzanyfi
nollarynyfi sany (n-1) den kop daldir.
Eger i # j bolanda k; # k; bolsa
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}Fl — E?k._:r’};,2 — ekzx ""’}Fn — ekn_x’ (15)
we
ek._x’xek._x_' _“’xn._ek.__x’ei'{zx’xekzx’ _“’xnzekzx-l
e*r*, xe*r®, .. x"r*p* (16)

funksiyalar hem islendik [a, ] kesimde ¢yzykly bagly daldir.
Eger w,(x), v,(x), ... y,(x) funksiyalaryfi ii bolmanda biri nola
defi bolsa, onda bu funksiyalar ¢yzykly baglydyr. Hakykatdan-da,
eger v, = 0 bolsa, onda

1y, (x)+ 0y, + -+ 0y, = 0 bolar, bu yerde: @, =1 # 0
Eger n sany funksiyalaryfi arasynda k{(k =< nj)sanysy ¢yzykly bagly
bolsa, onda ahli funksiyalar hem ¢yzykly baglydyr. Hakykatdan-da,
yonekeylik 0¢in @y = 0 bolanda a,y, +a, y, + -+ a,y, =0
bolsun, onda

ayy;+a; v+t ay,+ 0y + -+ 0y, =0,a, #0

a; =ay(x)} wea, = a;(x) (y, #0,y; #0)

funksiyalaryfi ¢yzykly bagly bolmagy ugcin olaryfi proporsional
bolmagy zerur we yeterlikdir. Hakykatdan-da, eger
v, = ky; (k= Const) bolsa, onda kv, —vy, =0 ,
a;y, +a,y, =0 bu yerde a,=—1=0. Tersine, eger
a,*y,? # 0 bolanda a,y, + @, y, = 0 bolsun. Goy, @, = 0, onda
V. = _z_:.yl ya-da

£y

v, =ky,, k=—

—
Mysal Ugin : ¥, ==x, ¥, = 2x funksiyalar islendik [a, b]
kesimde c¢yzykly baglydyr; v, =e*:*,y, =e¥=* (k, = k)

funksiyalar ¢yzykly bagly déldir.
v, = e®sinfix, y, = e cosfix (a7)

funksiyalar islendik [a, b] kesimde ¢yzykly bagly daldir.

4-nji teorema. Eger ¥, =y (x), v, = y(x)e. ¥, = y,(x)

funksiyalar [a, b] kesimde c¢yzykly bagly bolsa, onda
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- - - T
¥y Vs Y
W(x) =Wy Va, o, V] = yi ¥z Yn (18)
b n— 1) I. y D

kesgitleyji [a, b] kesimde toZdestwalayyn nola defidir.

< Teoremanyf sertine gord v, (x), y;(x), ..., v, (x) funksiyalar
[a,b] kesimde ¢yzykly baglydyr. Kesgitlema gord bu kesimde
@V, + @y vy, + - +a, v, = 0deflik
ai + a3 +-+a; = 0 bolanda yerine yetyar.

Bu tozdestwony (n-1) gezek differensirlap alarys:
ayy; +a; yo+ - +a,y, =0,
ay ¥, +az ¥, + - ta,y, =0, (29)

“1}’1':n_1} +a; }’:':n_l} +o-t ‘xn}’n':n_l} =0
Islendik x € [a,b] U¢in ay,a,,..,a, nabellilere gora birjynsly
algebraik defilemeler sistemasyny aldyk. Bu sistemanyfi noldan
tapawutly ¢oziwi bolmagy Ugin kesgitleyjisi nola defi bolmaly,
yagny (10) denlik yerine yetmeli.
(10) kesgitleyja Wronskinin kesgitleyjisi diyilyar.
5-nji teorema. Eger y; = y;(x), ¥ = w(x), ¥, = ¥,(x)
funksiyalar [a, b] kesimde Uznliksiz P, (x) (k = 0,n) koeffisiyentli
¥, 4+ P ()y" " 4+ B (2)y =0 (20)
Defllemaniii ¢yzykly bagly dal ¢oziwleri bolsa, onda Wronskinifi
W= W[y, V,, ..., V,,] kesgitleyjisi [a, b] kesimifi islendik nokadynda
nola defi daldir.
< tersine giiman edelifi, yagny x, € [a, b] nokatda Wronskinifi
kesgitleyjisi nola defi bolsun. Seylelikde,
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‘:‘1}’1[3'5&] + a; ¥ [xul] +-+a,y, [xuj =0,
a, v, (%) +a, v/ (x)++a,v,'(x,)=0, (21)

fxl}’:L':n_l:I (%) + a; }’:':n_l:I (%) + -+ ﬂn}’n':n_l} (%) =0
Algebraik defilemeler sistemasynyii noldan tapawutly c¢ozlwi
bardyr, yagny ai + a3 + -+ a2 = 0.
Teorema 2.1 we 2.2-den
¥ =cyy(x) + 63 yy(x) + -+, ¥,(x) =0 (22)
funksiya (20) defilemanifi ¢cozuwidir.
Bu defillemanii ¢ozuwi (21)-e gora
y(x) =0, () = 0,.., ¥y V() = 0
baslangy¢c serti kanagatlandyryar. Bu baslangyc sert  (20)
defileménifi ¥ = 0 ¢OzUwini-de kanagatlandyryar. Diymek teorema
2.1 —e gora (22) denlemaniti ¢ozliwi y(x,) =0, diymek
ay,(x,)+a,y,(x,)+...+ay (x,)=0 (&’ +a>+...+a’>#0)
Bu yerden x, € [a,b] nokatda ¥, (x),v,(x),...,¥,(x) funksiyalar
cyzykly bagly. Bu bolsa teoremanyfi sertine garsy gelyar. Bu
garsylyk teoremany subut edyar.

3. n tertipli birjynsly ¢yzykly defilemaniii umumy ¢0ziwi
6-njy teorema. Eger vy =yy(x), ¥ = ¥, (%), ¥, = 3,(x)
funksiyalar [, blkesimde kesgitlenen koeffisiyentleri bu kesimde
uzniksiz bolan birjynsly (20) defillemaniii ¢yzykly bagly dal
¢ozlwleri bolsalar, onda bu defilemanifi umumy ¢6ziwi

V=0V T o ¥y T Oy, (23)
formula bilen kesgitlenyar, bu yerde ¢, ¢, ..., ¢, erkin hemiselikdir.
< 3-nji teoremany goz Oflnde tutup, (23) funksiyanyii (20)
defilemé&ni toZdestwa éwiryandigini goreris.
Indi

¥

}I(xuj = };ﬁ’};f [xl}j = Vg, oo ’}Iin—i} (xg.] — }I[En—lj
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serti kanagatlandyryan (20) c¢ozlwinden ¢y, ¢, ..., c,, hemiselikleri
kesgitlalifi, yagny
€1¥1(xp) + €3 ¥2(%) + - + €., (%) = Yoo
cyyy (xg) + 5 3" () + -+, 3, (x0) = ¥, (24)
110 (x0) + €3 3770 (x0) + ot 6, D () = g
Bu sistemanyfi  kesgitleyjisi ~ Wronskiniii  kesgitleyjisidir.
Teoremanyi  sertine  gord [a,b] kesimde  kesgitlenen
vy (x), vy(x), ... ¥,.(x) funksiyalar ¢yzykly bagly dal, sonufi Ggin
islendik x, € [a, b] nokat Gcin W (x,) # 0 Diymek, (24) sistemanyii
yeke-tak ¢, %, ¢,°, ..., c,," ¢cOzliwi bardyr.
Bu bolsa (23) funksiyanyfi (20) defileménifi umumy ¢dziwidigini
afiladyar.
Netije 2.2 c¢yzykly birjynsly defileménifi ¢yzykly bagly dal
coziwlerinifi if uly sany defileménif tertibine defidir.
Kesgitleme: n-nji tertipli gyzykly birjynsly defileménifi islendik n
cyzykly bagly dal ¢ozlwlerine bu defileméaniii fundamental ¢ozuiwi
diyilyar.

§ 2.3. n-nji tertipli hemiselik kosffisiyentli
birjynsly ¢yzykly defilemeler

v +ay ™ e,y +ay =0 (25)
Defileme n-nji tertipli hemiselik koeffisiselik koeffisiyentli birjynsly
cyzykly defileme diyilyér, bu yerde a,, a,, ....a, hemiselik sanlar.
(25) defileme (6) defilemanifi hususy halydyr. Sonufi Ugin §2.2-
- daki alnan netijeler (25) defileme Ggin dogrudyr.
(25) defileméanifi ¢oziwini

y = e** (k= Const) (26)

gornusde gozlalin.
Bu funksiyany we onufi y" = ke®*,y" = k2e**, .., y" =k "e®*
onumlerini (25) denlemede ornunda goyup, alarys:
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kEmek 4 rxlf-s: nolghx 4.1 an_lkekx + anekx =0.

Ya-da e*k"+ak™ +-+a,_,k+a,)=0
(26) funksiyanyf (25) defilemanifi ¢zuwi bolmagy ugin
k" +a k™ +%a, ;k+a,=0 (27)

defiligifi yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

(27) defileme hésiyetlendiriji defileme diyilyar. Bu n-nji tertipli
algebraik defileméanifi n sany koki bardyr, olaryfi gabat gelyanide,
kompleks san bolmagy mimkin.

1) Hasiyetlendiriji defileménifi n-sany durli hakyky koki bolsun. Bu
kokleri k. ky, ...k, (k; #k;i=j) bilen belgilalii. Bu sanlara

degisli (25) defileméanifi kokleri

— kX —
}J’l_e 1 ’}Tz_e

ke Ly, = e'n¥ (28)

Y
funksiyalar bolar. Bu funksiyalar [a,b] kesimde cyzykly bagly
daldir (15-e seret ).

Teorema 6 —yfi netijesine gora, (25) defilemanii umumy ¢Ozuwi

y =cefi¥ 4 c e¥e¥ 4 4o efn ¥ (29)
formuladan kesgitlenyar.
5-nji mysal. y*" — 23" — 3" = 0 defilemanifi umumy ¢dztwini

tapmaly.
< Bu defilemanifi hasiyetlendirijileriji defilemesini yazalyfi:
k—2k*-3k=0
Defileméanifi  kokleri k; = 0,k, =—1, k; =3 bolar. Berlen
defileméaniit umumy ¢ozuwi
v=oc + cze”*+ c;e® bolar.
2. Hasiyetlendiriji defilemanifi kokleri hakyky bolup, olaryfi m
sanysy Ozara defi, beylekileri dirli bolsun:
ky=ky==k, k11K 15 ..k
berlen defileméanifi ¢oztwleri.
v, =efey, =et T, Ly, =e
bolar.

n

x —_ oM , X — x
P}Fm+1_e m+i ’""}Fn_ ghn
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Bu ¢ozuwler ¢yzykly baglydyr, sebdbi m sany ¢6zuw gabat gelyér.
m-sany gabat gelyan ¢céziwlere m-sany ¢yzykly bagly dél.
ky, x m—1_ &, x

vy =ek‘—"‘,}r2 =xe ¥, L,V =X e

cozlwleri degisli edip bolar, seylelikde
k, x m—1_k, x

— k. x — — —
ViTeEe LV TXE T,V TR €= ¥Vme1 T

yuerYp =€
Cozuwler ¢cyzykly bagly daldir. Berlen defilemanifi umumy ¢0zuwi.
};l' =

kmss®

—_— knx:

clek‘—"‘ + czxek‘—x e, € XM Lgkax 4 cmﬂekm‘—x +---4+ cnek-‘lx
ya-da
y=(c;+ €x ++ cpx™ ) M ¥+ g eFmie ¥ 4 fg eFn
funksiyalar bolar.
6-njy mysal. vy — 2y" + y' = 0 defilemanifi umumy ¢oziwini
tapmaly.
< Hasiyetlendirijileriji defilemesi: k* + 2k* + k= 0 bolar. Bu
defileménif ¢oziwleri k;, = k, = 1,k5; = 0 bolar. Umumy ¢oziwi
yazalyii:

m

¥y =(c;+ cx)e* + Cj.
3) Hasiyetlendiriji defilemanifi koklerinifi arasynda kompleks sanlar
hem bar bolsun: ky = a — if5. k, = a +iff . Alarys:
y, = eFi¥ = gla—iBlx — e™(cosfix —isinfix),
v, = ekzx = gla-iflx — e™(cosfix + isinfix).
Teorema 3-ifi netijesine gor4, v, = e**cosfix,y, =e**sinfix
funksiyalar berlen defilemanif ¢oziwidir.
Goy, hésiyetlendiriji defileménifi galan k., k., ..., k,, kokleri dirli we
hakyky sanlar bolsa, berlen defilem&nifi umumy ¢oziwi
y = (c,cosfx + c,isinfix)e®* + c,e¥s * + -+ ¢_e*n* bolar.

7-nji mysal. y"+4y"+13y'=0 denlemanin umumy c¢oziwini
tapmaly.

< Hasiyetlendiriji denleme k3+4k?+13k=0 bolar.
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Bu denlemanin koklerini tapalyn: A3=-2-3i; Ay=-2+3i, A3=0. Umumy
¢ozlwini yazalyn:
y=(C1c083x+C,sin3x)e?+Cs

82.4. n-nji tertipli birjynsly dal denlemeler.

Agakdak%/ n-nji tertipli birjynsly differensial denlema garalyn:
yO+pa()y™ Y+ Hpna(X) Y+Pa()Y=F(x), (30)
bu yerde p.(x)(k=1,n), f(x) funksiyalar [a,b] kesimde liznlksiz.

Berlen denleméni
L[y]=f(x) (31)
gornlsde yazalyn, bu yerde

LIyI= ™ + p,(0)y " + et p, ()" + p, (D

7-nji teorema. Eger 1y, = y,(x)funksiya birjynsly L[y]=0
denleménin ¢ozlwi, v, =13 (x) funksiya degisli birjynsly dél
L[y]=f(x)denleméanin ¢oztwleri bolsa, onda v, + v, = v, (x) + y,(X)
funksiya birjynsly dél denlemanin ¢oztwidir.

< Teoremanyn sertine gora L[v,]= 0, L[v,]=f(x) alarys.

Llyve + 3] = Llypl + L1 =0 + f(x),
Llyp+y] = f(x).
Bu yerden wy, + 1y, —L[y] = f(x) detileménin ¢dziwidigi gelip
cykyar.

Netije2.3 Eger v, = w,(x) funksiya L[y]=0 denleménin umumy
¢Ozuwi, v, = v, (x) funksiya L[y]=f(x) denleménin haysyda bolsa
bir hususy ¢dzlwi bolsa,onda v, + ¥, — L[¥] = f(x) denleméanin
umumy ¢Ozuwidir.

82.5. n-nji tertipli birjynsly dal hemiselik
koeffisiyentli ¢yzykly denlemeler

}Tu_fn} 1 al},(n—l} 4o+ ﬂ’n—j_}’f + a,y = f(-’xj (32)
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defilema garalyfi, bu yerde a,(k = 1,n)hakyky sanlar, f(x)—[a, ]
kesimde Uzniiksiz funksiya.
(32) denlemanin birjynsly denlemesini yazalyn:
vy + gy raq v +a,y=0. (33)
Eger (33) denlemanin umumy v, cozlwi, we (32) denleménin
haysyda bolsa bir y;hususy ¢oziwi belli bolsa, onda netije 2-den
vy Ty (32) denlemanin umumy ¢Ozuwidir. (33) denlemanin
umumy ¢Ozuwinin tapylysyny §2.3-de seredipdik.
(32) defileménifi hususy ¢oziwi ndbelli koeffisinentler usuly bilen
tapylyar.
1) f(x)=e**B,(x), buyerde B, (x)- derejeli kbpagza.
Eger o san degisli hasiyetlendiriji defilemanifi koki dél bolsa, onda
vy =e™@, (x) bolar, bu yerde n-derejeli @, (x) kOpagzanyii
koeffisiyentlerini kesgitlemeli.
8-nji mysal. v"' — " +y' — y=x?+x defilemanii umumy
cozlwlerini tapmaly.
< Ilki bilen bu defilemaniii birjynslysynyfi umumy c¢ozuwini
tapalyfi. Hasiyetlendiriji defilemesinifi koklerini tapalyn.
kP—kitk—-1=0=k, =1k, = —ik; =1,
diymek:
Vo = e + cycosx + cysinx
vy =ax® +bx+ec |
Onuimlerini tapyp, berlen defilemede ornunda goyup, a ,b, ¢ sanlary
tapalyni:
y'" =0,

0—2a+2ax+b—-ax*—bx—c=x*+x
—ax’+ (2a—b)x—2a+b—c=x%+x

! —_ n —_
}Fl—Eax-l-b,}? 1_2ﬂ'r

alarys:
—a=1,
2a—b=1, , a=1,b=1,c=—1,}r1=x2+x—1.
—2at+b—c=0.
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Berlen defilemanifi umumy ¢6ziwi
v =1y, +yy = Ce¥+ Cycosx + Cysinx +x* + x — 1 bolar.
Eger a san hésiyetlendiriji defilemanii m kratny koki bolsa, onda
vy =x"e™ @, (x) bolar.

9-njy mysal. ¥ + 7y" = e~* desileménin umumy ¢oziwini
tapmaly.

< Bu denlemanin birjynslysynyin umumy ¢oziwini tapalyn:

k*4+7k=0=k, =—7,k, = 0.
vy = Cye” ¥ 4+ C,.

v, = xae” ¥, bu funksiyanyf 6niimlerini tapyp, berlen defilemede
ornunda goyalyfi:

- Tx Tx

v, =ae ¥ —Taxe ™,y

= —14ae ¥ + 49axe ¥, —14ae ¥ 4+ 49aqxe” ¥

+ 7axe #Taxe ¥ — 49axe ¥ =e ¥ —
1 1 .

—Ta=la=—=,y; =——-xe '
7 7
diymek:
Y=y ty, =Ce 4+ 0, - Exe_?"‘

2) flx) = e™(P,(x)cosfx+ R, (x)sinfx).
Eger a i kompleks san hasiyetlendiriji defilemanifi kokleri
bolmasa, onda
v, = e®™ (@, (x)cosfx + 5, (x)sinfix). bolar, bu yerde
k = max{n,m}.
10-njy mysal. ¥" 4+ 25y = casx defilemanii umumy ¢oziwini
tapmaly.
< k*+25=0, k, =5i, k, = 5i. Sonu igin
Vg = Cycosbx + Cysinbx
¥, = acosx + bsinx,y| = —asinx + becosx, y; = —acosx —
—bsinx.
—acosx — bsinx + 25acasx + 25bsinx = cosx
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24acosx + 24bsinx = cosx, a=——,b =010,

24

1 , 1
¥, = ,-cosx, ¥y = Cycosdx + (;8in5x + —

Eger a £+ if# kompleks san hésiyetlendiriji denlemanin r kratny koki
bolsa, onda

vy, = x"e®™(Q,(x)cosfx+ 5,(x)sinfix)

11-nji  mysal. v" 4 y = sinx — cosx deillemanin  umumy
¢oziwini tapmaly.

< k?*+1=0=ky = —i, k, =1i,sonud (gin

COEX,

¥g = Cycosx + +C;sinx.
vy = x(acosx + bsinx),
v, = acosx + bsinx + x(—asinx + bcosx),
¥
= —2asinx + Zbcosx
+ x(—acosx — bsin),—2asinx + 2bcosx
— (acosx + bsinx) + x(acosx + bsinx)

= 5inx — COSX,

1 1
—2asinx + 2bxosx = sin — cosx, a= —2— b= —E
1 v
v, = —Ex[co.';x + sinx)
¥ =¥, + ¥, = Cicosx + C,sinx —Ex(cosx + sinx).

82.6. n-nji tertipli cyzykly defferensial defileme.
Lagranzyi usuly

Eger ) )
v+ Py Y 4t R (X)y=0 (34)
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defileménifi  w,(x) hususy ¢Ozlwi belli bolsa, onda v =1y;z
belgilemani girizip, defilemanifi tertibini bir birlik kemeldip bolyar,
alnan defilemede ¢yzykly defilemedir.

Eger (34) defilemanif k sany hususy ¢oziwi belli bolsa, onda bu
defilemanif tertibini k birlik kemeldip bolar.

Eger (34) defilemé&nifi umumy ¢6zuwi belli bolsa, onda onufi
kdmegi bilen

v+ P Y™ 4 B (Dy = fx) (35)

Goy, v=0Cyy;+C; v, +--+C,v, funksiya (34) defileméanif
umumy ¢Oziwi bolsun. (35) defileménifi ¢ozlwini.
¥y =Ci(x)yy + G ()ys + -+ C(x) v, (36)

gornusde gozlenilyar, bu yerde Cy(x)+C, (x)+--+C,(x)
funksiyalar hé&zirlikce ndbellidir. Olary asakdaky gdornusde
kesgitlalifi :

}’1'[_-'{ T ¥ C£ + - +}’nc:z =0,

¥ '€y, '+ +y,'C, =0

J'Fll:n —1]'["'1"_ + v, ':?2—1]'["'1': + -+ }Fn':”—lj C?'; = f(xj_
bu sistemadan ¢, (x) (k = 1,n) tapalyf,
%% = . (x),i = 1,n, integrirlap alarys:

dx
€)= [ oudx + . (k =T7)
bu yerde C, (k =1,n) erkin hemiseliler. ¢, (k =1,n) bahalaryny
(36)-da ornunda goyup, (35) deﬁlemaniﬁ umumy ¢ozuwini taparys.

12-nji mysal. Hususy ¢6ziwi y, == bolan

xv" +2v+xy=0

defilemanifi umumy ¢6ziwini tapmaly.

4 y= %z ornunda goymany girizelii, bu yerde z-tize
g6zlenyan funksiya.

203



+ ]
Mz

y=wz ¥y =yztwz, y'=y'z+ 2y2z'
berlen defilemede ornunda goyup , alarys:
Gey", + 2y + xy )z + xyez" + 2(xyy + y,)2" =0,
xy" 4+ 2y; +xy; =0, sebdbi y, berlen defilemanifi ¢éziwi.
Alarys:
xyyz" + 2(xy  + vy )z’ =0

SN

V= funksiyany g6z ofiinde tutup, z''sinx+ 2z'cosx =10

x=

Ccosx

L
defilemani alarys. Alnan defileméani ‘Z—,-I-z =0 gornisde

Finx
yazalyii.Integrirl&p alarys

In|z'|+ 2In|sinx| = LnC, yada z'sinx = C;.
Yene-de bir gezek integrirlalifi:
z=—Cyctgx+C,, ¥ada z= C_lctgx —|—-[?_2 (Fl = —Cl:}

ornunda goymadan alarys:

— COSX sinx
vy=0C +C,
X

13-nji mysal. y"+y= ;lﬂ defileménii  umumy ¢oziwini
tapmaly.
< llki bilen ¥ + v = 0 defilemanifi umumy ¢éziwini tapalyf:
K+1=0=k,=—i, ky=1i,
Sonun Ugin y, = Cycasx + Cysinx. Indi berlen defileméniii umumy
¢oziwini tapmaly. Ony
vy = Cy(x)cosx + C,(x)sinx.(2.37)
gornusde gozlaliii, bu yerde ¢, (x),C,(x) nabelli funksiyalar. Bu
nabellileri

cosx(C;' (x) + sinxC,"(x) = 0
—sinx ;' (x) + cosxC,'(x) = E:ﬁ}
sistemadan tapalyfi
Cy'(x) = —tgx,C,'(x)=1

Integrirlap alarys: C,(x) = Inl|cosx| +C, , C,(x) =x +C,.
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Tapylan funksiyalary (2.37) ornunda goyup, alarys:

v = Cycosx + C,sinx + cosxin|cosx| + C,sinx.

GoOnukmeler

81.1. v =wo(x,c) (c-erkin hemiselik) funksiya berlen differensial
denleménin ¢oztwimi ?
1) y=x" (1 + ce'lx ), %y + (1 —2x)y = x%;

x

2) y=cet—e ™, xy'+2¢—xy=0;
3) yzce'zx—l-%e", y'4 2y =e*;

4 y=24cv1—x%, (@A—-xy+xy=2x
B) ¥ +y*=cy?, xydy = (x* —y*)dy
6)F=cx+%,xy“—y+§=0:

24+ox

Ny= 1+2x * 2(1+x%y) =y —xy".

81.2. Differensial denlemani ¢ozmeli.

1) (1+y?)dx+(1+h?)dy=0 ; 2) xydx+(x+1)dy=0 ;

3) ' =yi41; 4) (x+xy)dy+(y-xy)dx=0, y(1)=1;
5) (1+y?)dx+xydy=0 ; 6) x/1+y2+yy'Wi+xZ=0;

) Jy?+1dx=xydy=0; 8) e¥(1+y)=1;

9) ¥ =a**¥(a> 0,a = 1);

10) e¥(1+ x*)dy — 2x(1 + e¥)dx= 0;

11) e*sin’y + (L + ™) cosyy’ = 0;  12) 2x%yy' +y* =2
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§ 1.3. Deiilemani ¢ozmeli.

1) (x+ey)dx-xdy=0; 2) xy' =y(lny — Inx);

3) (x-y)dx+(x+y)dy=0; 4) (y*2xy)dx+x2dy=0;
5) x2dy-(yz-xy+x2)dx=0 ; 6) xy —y—y?—x*=0;
Ny*+x%y —xyy =0; &XF—F_X%fzﬂi

9) xy'—ycc.sln§= 0; 10) (y + /=y)dx = xdy.

§ 1.4. Berlen denilemanin umumy ¢6zUwini tapmaly :

1) xy' —2y = 2x*; 2) 2x—y?)y =2y;

3) (x*-x)y +y=x*(2x—1) ; y(-2)=2;

4) y'+ytgzc=$; 5) v'xlnx —y = 3x°In"x ;

6) v —ytgx=—, y(0) =0 7)(e /% —xy)dy —dx =0 ;
8) v +xefy = el1—de" 9) (2e¥ —x)y =1 ;

¥
34—y

10) (siny +xctgy)y = 1 ; 1)y =

12) v' + 2xy = e
§ 1.5. Denillemelerinn umumy ¢oziwini tapmaly:
1) (xIny-x2+cosy)dy+(x3+ylny-y-2xy)dx=0 ;

2) (x—i— ,_zl—z)dx—i-(}r— ,_J;_E)dy=l:l;

Vv —x Ay o

3) x(2x*+y?) +y(x*+2y)y =0 ;

4) (3x2+6xy2)dx+(6x2y+4y3)dy=0 ;

5) (2-9xy?2)xdx+(4y2-6x3)ydy=0; 6) evdx-(2y+xe¥)dy=0 ;
7) 2x(1+x2—y)dx —x*—ydy=0 ;
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T T - B
8) (1+y’sin2x)dx-2ycosxdy=0; 9) *L-dx—*Fdy=o0 ;

I:xz+1:||:cisy

10) (G + 2) e + 5T dy =0

11) (x2+y2+x)dx+ydy=0 ; 12) (x2+y2+y)dx-xdy=0 ;
13) (1-x2y)dx+x2(y-x)dy=0 ; 14) (x2+y)dx-xdy=0 ;
15) (x+y2)dx-2xydy=0 ; 16)

(2x2+2y+5)dx+(2x3+2x)dy=0;

17) (x4Inx-2xy3)dx+3x2y2dy=0; 18)
(x+sinx+siny)dx+cosydy=0 ;

19) (2xy2-3y3)dx+(7-3xy2)dy=0 ;
§ 2.1. Asakdaky dernilemelerin umumy ¢6zUwini tapmaly:
Dy =

2

2) v" =x +cosx ;

(x—13)° :
3) v' ==xe*, y(0)=0 ; 4) y" — 2xlnx ;

| |
5 mo_ 1 — w2 : 6 L — 1+ 12 ;
)y =1y Yy = 1ty

| 7

7y =y"; 8) F”=_,q|1—}’“ ;
Ny =1+y"; 10)y"=J1+y';

11)y" =y'Iny’, y(0) =0, y'(0) =1;
12)y"+y' +2=0,y(0)=0, y'(0)=-2;

13)y" +y" =0 ; 14)xy" +3' =0 ;
15) xy" = (1+ 2x%)y’; 16)xy" =y +x?;
17) xInx y"=y’ ; 18) xy" = y'In™ ;
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19)y'* = (3y — 2y )y"; 20)y"* = 2y'y"+1=0 ;

2) yy" = 2yy'lny =y"* ;

§ 2.2. Asakdaky funksiyalar 6zlerinifi kesgitlenis oblastynda
cyzykly baglymy ?

1) 4,x; 2) 1,2,x x2; 3) X, 2X, XZ;

4) sinx, cosx, cos2xc; 5) 1,sinx,cos2x; 6) 5, cos2x,sin?x;
Wronskinifi kesgitleyjisini hasaplamaly :

7) Lx; 8) %= ; 9) 1,2,x2; 10) eX,xe*; 11) ex, 2, e;

Cozuwlerifi fundemental sistemasy berlen. Cyzykly birjynsly
differensial defilemani yazmaly:

12) ex, ex; 13) e, xe>; 14) ex, xex, x%ex;
15) 1,sinx,cosx; 16) e2x,sinx,cosx; 17) 1, e*sinx,eXxcosx.

§ 2.3. Asakdaky defilemeleriii umumy ¢ézuwlerini tapmaly:

1) y"-2y’-4y=0; 2) 3y"-2y’-8y=0; 3) y'+6y'+9y=0;
4) y"-3y"+3y"-y=0, y(0)=1,y'(0)=2, y"(0)=3;
5) y"-6y'+18y=0 ; 6) y"+6y"+11ly'+6y=0 ; 7)

yV|+2yV+y|V:O ;
8) yIV _8y:O ; 9) yIV_y:O : 10) 2ym_3yn+y/:O .
§ 2.4. Asakdaky defilemeleriii umumy ¢6zuwlerini tapmaly:

1) y"-3y'+2y=e3(x>+x) ; y(0)=1, y'(0)=-2;

Ex

x=+1

2) y"+4y'+4y=e2Inx ; )y -2y +y=
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4) y"-2y'-3y=e# 5) y"-y =2ex-x2;

6) y"-3y'+2y=sinx; 7) y"+4y'-2y=8sin2x ;
8) y"+y=4xcosx; 9) y"+2y'+5y=e*sin2x;
10) y"-5y’'=3x2+sin5x ; 11) y"-3y’'+2y=xcosX ;
12)y"-2y'+y=6xex; 13) y"+y=xsinx;

14) y"+4y'+4y=xe?; 15) y"-4y’'+5y=e2X(sinx+2cosx)

Logranzyn usulyny peydalanyp ¢6zmeli :

16)}F”+F:sljr;x: 17):"?“_23‘?"—'_}?:&::
18) y" —y' = F_,x—lJri ; 19) y"-y'=e?*cose*;
20) Fm + F_n'-" — x;:l H 21) lll;I,n'.l' + 2}?{ +}F — EE_X‘\,"X—F _1 .

Jogaplar

§1.1. 1) Hawa, 2) Yok, 3) Hawa, 4) Hawa, 5)Hawa, 6)Yok,
7) Howwa. 81.2.1) arctg x+arctg y=c; 2) y=c(x+1)e*,x=-1;
3) arctg y=In|cx]|; 4) y-x+In|cx|=0; 5) x2(1+y2)=c;
6)Vi+x?+y1+yi=c; Nnlxl =c+,/y?+1, x=0;
8) ex=c(1-eV); 9)ax+avy=c; 10) 1+e¥y=c(1+x?);
11) arctg e® = —— + ¢; 12) y?-2=cel/x;

Zein*y
81.3.1) x+y=cx2, x=0; 2) y=xel+cx;
Inx*+vy)=c— Earctg(ﬂ ;4 x(y-x)=cy, y=0;
5) (x-y)Incx=x; 6)y+4y?—x?=cx?, y=x;

7)y=ceyx; 8)sinZ=cx; 9) lnex= ctgG lnfj, y = xe?™
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k=0,%*1,%2,...; 10)x1nmc=2.u"x_g,.r v=0, x=0.
8§14.1)y=cx2; 2)x=cy ——}r : 3)y =x? _ =

x—1
Einx

;
coslx

4) y=sinx+cosx; 5)y=(c+x3)Inx. 6)y =
-y* .

Nx=(c+y)e= ; 8)y=(c+x)e1¥; 9)x=cev+ey;

10) x=-cosysiny+csiny ; 11) x=cy3+y?2, y=0;y = (c + x]e_xﬁ.

§15.1) x4+4xy(Iny-1)-4x2y+4siny=c ; 2)

x* + F: + Zarcsini =c;

3) x4+x2y2+yi=C; 4) x3+3x2y2+y4=c; 5) x2-3x3y2+yi=cC;

6) xev-y?=c; 7) ="+ i(xﬂ —y)¥? =c; 8)x-y2c0s2x=c;

9)x+5 +2=c; 10)x+1=2(c-20)siny;

11) 2x+In(x2+y2)=c; 12)x+ Elrctg:: =c;

13) xy2-2x2y-2=cx, ﬂ =1/x2; 14)=x— 3 =c, u= :—1 ;

15) xIn|x|-y?=cx, u= =i 16) 5arctgx+2xy c, x=0,— o i

17) y3+x3(Inx-1)=cx3, u = % : 18) 2exsiny+2ex(x-1)+
+eX(sinx-cosx):c, u=ex; 19) x*— 3 —3xy=c, u= 3%

821.1)y =

} x +c3x—|-c4,

)y = % —sinx + e,x% + cx +cy; 3) y=(X-2)ex+x+2;

4)y =J;—51nx— %xa +cx+c,; 5)y=cy +ox—sin(x+ey) ;
6)y =ch(x+cy)+cy; 7) vy =c, —Inle, — x| ;

8)y =c, —cos(e; +x) ; 9 v=c, —Inlcos(c; +x)|;
10)y = ”‘J’l;}—}{—i- C,; 11)y=x; 12)y=-2x;

13)y = (x+cy)nlx 4+ ¢y +cpx+cg; 14)y =cylnlx| +¢, ;
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15)y =¢e™ + ¢ 16)F=?+Cix‘+czs

17)y = ¢;x(Inx—1); 18)y = (c,x—c]) e:_‘-ﬂ +c,;

19) x = 3¢, P +Inc,P, y = 2¢,P* + P;

20) 12(c,y —x) = cf(x+ ¢,)® + ¢35 21) Iny = cqtg(eyx +c,),
In|(Iny — c,)/(Iny + ¢,)| = 2e,x+ ¢, , (c-X)Iny=1, y=c.

§2.2.1) Hawa; 2) Yok; 3) Yok; 4) Hawa; 5)Hawa; 6) Yok;

7)1 8) == x=0; 9)0; 10)e2; 11)0; 12)y'-y=0;

13) y"+4y'+4y=0; 14) y"+3y"+3y-y=0; 15) y"+y'=0;

16) y"-2y"+y'-2y=0; 17) y"+2y"+2y'=0.

§23.1) y = c,e"VEx 4 ¢ o(17Ex, )y =ce™ + cge_g" ;

)y =e gy + %) ; 4) y=ex(1+X) ;

5)y =e**(c,cos3x+ c,5in3x) ; 6)y =cye * + cpe” 7 + e

7)y =cy + cx+cx” +c,x° + (e + %) ;

8) y = c,8™ + & *(c,cosv/3x + cysiny/3x);

9y =c,e” + e + cycosx + cysinx;

10)y = ¢, + c,6° + cze™2

§24. 1)y = 4(e* — ™) +% (x? — 2x+2)e¥;

-

)y = (Cl +eox+ %lenx— %xzje"x ;
3)y =e*(cy + ¢y —InVx? + 1 +xarctgx) ;
)y =ce "+ g0 +§E4x;

5) ¥ = cycosx+ c,sinx + (2x — 2)e*;

)y =cie* + e+ xe* +x7+ 2;

_ —(B+2)x (vVE+2)x _ 1Bcosix +1Isinix
7y =cqe™™ ) + cpet ) —

T 7 T
8 = ¢,CO0SX T+ C,5in2x + xcosx + x“sinix ;
1 i

;

x

9) v = (cycos2x+ c,5in2x)e” —%xe_xcosi‘x;
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10).y =c, +c,e> —0,2x> —0,12x* —0,048x +0,02(cos 5x —sin 5x)..
1)y = cye* + c,e™ + (0,1x — 0,12)cosx — (0,3x + 0,34) sinx ;
12) v = (ey + cox + x%)e*;

']
13) v = (cl - x:) cosx + (cz + Ej sinx ;

—In = 1 Ix
14)y = (¢ + c;x)e™ +(E_E]E ;

15)y = (clcosx—l- ¢, sinx —;—{cosx—l- xsim:) o
16) y = (c; — x)cosx+ (c, + In|sinx|)sinx ;

17) vy = e*(xn|x| + c;x+ ;) ;

18)y =cie*+c, + (e*+ 1)In(1+e7) ;

19) ¥ = c;e™ + ¢, — cose™ ;

20)y =c; +oxt e +1 —x+xinfx|;
21)y = e ((x+ 1) + ¢, + cx.
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111.3. MATEMATIKI FIZIKANYN ESASY DENLEMELERI
8§ 3.1. Hususy 6numli differensial defilemeler

Tebigatyn kop hadysalary, meselem, yrgyldylar, vyylylyk
gecirijilik, diffuziya we s.m hadysalar matematiki fizikada hususy
ondmli differensial denlemelere getirilip dwrenilyar.

Kesgitleme.  u(x,y...z)  funksiyany, erkin  Xx,y,...,z
argumentleri we su argumentlere gord u(X,y...z) funksiyanyn
hususy 6ntmlerini baglanysdyryan differensial denlemelere hususy
onumli differensial denlemeler diyilyér.

Hususy oOnimli differensial denlemeler umumy gdrnisde
asakdaky valy yazylyp bilner:

k
F(x,y...z u@@@_u - 8ku k):o (1.1)
OX oy 0z, OX*,0y*...07"
bu yerde k,+k,+---+k; =k. (1.1) hususy onumli differensial
denlemd giryan hususy ontmlerin in yokary tertibine denleménin
tertibi diyilyar.,

Biz dine ikinji tertipli we iki, t¢ erkin Uytgeyan argumentlere
gora hususy onumli differensial denlemelere seretjekdiris.

Kesgitleme. u(x,y) funksiya we onun hususy onimlerine gora
cyzykly bolan denlemé& hususy ontumli ¢yzykly differensial denleme

diyilyar.
Meselem:
o°u o%u o°u ou
A(X, y)— +2B(X, +C(X,y)—+D(X,y)—+
( y)ax2 ( y)axay ( y)ay2 ( y)ax

+E(X, y)i}—al;/+G(x, yu+F(x,y)=0. (1.2)

Eger F(x,y)=0 bolsa, onda (1.2) denlema birjynsly ¢yzykly
differensial denilleme diyilyér:
o°u o%u o%u ou
A(X,y)— +2B(x, +C(Xx,y)—+D(x,y)—+
(x,y) PV (x,y) Y (x,y) Y (x,y) =
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+E(X, y)%+G(x, yu+F(x,y)=0.

(1.2) denleme iki nabellili, ikinji tertipli hususy onumli ¢yzykly
differensial denlemedir.

Eger-de hususy onimli differensial denlemeler, dine yokary
tertipli hususy 6ntmlerine goré ¢yzykly denleme bolsa, onda beyle
denlemelere kwazigyzykly differensial denilemeler diyilyar.

2 2 2
AL L VAT P, G )
OX oxoy oy ox oy

Bu denlemede u(x,y) funksiya we onun I-nji tertipli hususy

ontmleri islendik gornlsde gabat gelmegi mimkin. Meselem:

ou ou  au 2[8uj2+

oy

(x2+1)y+xaxay+(y+x)y+x&+y
+x°ud = (x> +3x)y.

Hususy onumli differensial denlemanin ¢o6zuwi diyip, sol
denlemede funksiya we onun hususy oniimleri denlemede ornuna
goylanda denlemani argumentlere gora tozdestwa owiryan islendik
funksiya aydylyar.

Meseleler: 1.
uxY) _g (1.4)
OX
denlema garalyn.

Denlemeden gornisine goré, gozlenilyan u(x,y) funksiya x-a
bagly déaldir, dine y-e bagly funksiyadyr. u(x,y)=¢@(y)-erkin
funksiyadyr. Hakykatdan-da, u(x,y) funksiyadan x-a g0r& énimi
alsak, ol nola den bolar. u(x,y) funksiya x-a bagly daldir. Onda
u =¢(y) funksiya (1.4) denleménin ¢oziwidir.

o%u

1.
oy’®

6y (1.5)

denlema seredelin.
(1.5) denleménin ¢ozuwi asakdaky gornlsde bolar.
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u(x,y) =y’ +yp(x) +w(x) (1.6)
Bu yerde ¢(x) we y(x) - erkin funksiyalar.
Hakykatdan-da, (1.6) denligin iki boleginden hem vy-e gora iki
gezek 6niim alsak:
ou o°u

5=3y +¢(X), 8_y2=6y

we Z—lj ululygyn bahasyny (1.5) denlemede ornuna goysak, onda
y

biz tozdestwo alarys.

8§ 3.2. Hususy onumli ikinji tertipli ¢yzykly differensial
denilemelerin Klassifikasiyasy

Iki Gytgeyanli ikinji tertipli hususy ontmli differensial denlema
seredelin:

2 2 2
A(X, y)a—l2J+ZB(x, y) ou + C(X, y)—+ F(x y,u,— o 8uj
OX oxoy oy? OX oy
(2.1)

Eger berlen oblastda B> — AC >0 sert yerine yetse, onda (2.1)
denilema giperbolik, B> — AC =0 bolanda parabolik, B> — AC <0
bolanda bolsa elliptik tipli (gornusli ) denlemer diyilyar.

Eger B® - AC ailatma berlen oblastda alamatyny (iytgetse,
onda (2.1) denlemé garysyk gornusli denleme diyilyar.

Mysal Gg¢in,

2 2 2
U 20U 30U, M _g
OX oxoy oy OX oy
denleme islendik oblastda giperbolik tipli denlemedir, ¢linki
B? —AC =1 -1x(-3)=1+3=4>0 .
o%u ou ou

(1+x)—+(1 y)ay—+xa— yE:O
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denleme islendik oblastda elliptik tipli denlemedir, ¢linki
~AC=0"-(1+x*)1+y*)<0 .
2 2 2
y28 l21+2xy ou +x28 l:+ya—u:0
OX OXoy oy oy

denleme islendik oblastda parabolik tipli denlema degislidir, ¢linki
B?—-AC =(xy)* —x’y*=0.
o%u 8_u
ya PN
denleme garysyk tipli denlemedir, yagny y >0 bolanda elliptik
tipli denleme, y <0 bolanda giperbolik tipli denleme.

=0

8 3.3. Cyzykly hususy 6numli differensial defilemelerde
taze tytgeyan ululyklary girizmek bilen 6zgertmek.

Ikinji tertipli hususy ontmli

o%u o%u o%u ou ou
A(X,y)— +2B(x, + C(X, —+Fx u,—
( y)ax2 ( )/)6)(ay ( y)ay ( y.u= ayJ

(3.2)
denlema seredelin.
Taze uytgeyan & we n ululyklary

&=&(x,y), n=n(xy) (3.2)
formulalar  arkaly girizilen, bu yerde £(X,¥), n(x,y)
argumentlerine gord iki gezek Uzniksiz differensirlenyén
funksiyalar. Bu funksiyalaryn yakobiany noldan tapawutly diyelin,
yagny

o 95

_|ox oy

I_a_T7 on =0 (3.3)
oX oy

we (3.2) denileme x we y -e gora
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x=x(&n),y=Yy(En)

gornlsde anladylyar.
X we y-e bagly u(x,y) funksiyanyn onimlerini tdze & we n

uytgeyan ululyklara gora tapalyn:
u.g, +u,n,,u, =u.g, +u,mn,;
Uy = Uz 8,8y +Ug, (8,1, +Em, ) + Um0y + U S + U1,
U = U Ef +2U, &y + U, e +UE +U, 70

_ 2 2
uyy B uéégy +2uén§yny +unnny +uéfw +unnw'

(3.4)

Tapylan anlatmalary (3 1) denlemede ornuna goyup, alarys:

ou ou au
Al(é,n)aé aga +C, (&, n)ay (é,n,u 52'd j 0
(3.5)
bu yerde
0°¢ o0& 08 o0&
A= A(aj Ny C(ayj
B,(5.n) = A2, B(%a_m%a_"}ca_"; (3.6)
OX Ox X oy oy ox oy
on on on on
C,. (&) = A[a j +2B=—L oy C(ayJ

G06s goni barlamak bilen

_AC. —(B? O5on _0850n| _ go_ 2
AC, =(B AC)(@ -y ayaj (B2-AC)I® (3.7)

bolyandygyna g6z yetirmek bolar.

Diymek, (3.1) we (3.5) denlemeler sol bir gornisli denlemelere
degislidir, yagny téze uytgeyan ululyklar denleménin tipini
uytgetmeyar.
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8 3.4. Giperbolik tipli defilemeleri kanonik
gornuse getirmek

2 2
A(@_(pj +286_(p6_(p+c % =0 (4.1)
OX oX oy oy

hususy onumli birinji tertipli denlemd seredelin, bu yerde
A=A(xY),B=B(xY),C=C(x,y) funksiyalar (3.1) denlemedaki
funksiyalardyr, 6zem A=0.

(4.1) denlemani

R g A A e R E AR

oy
4.2)
gornlsde yazmak bolar. Bu yerden
A6_¢+(B+m)67(p:0 ; (4.3)
OX oy
op a2 A |99
A6x+(B B AC)E_O : (4.4

Bu denlemelerin her biri ady differensial denlemelerin
sistemasyna getirilyar, yagny

K__ (4.5)
A B+yB2-AC
LI (4.6)
A B-+B’-AC
yagny
Ady—(BjL\/B2 —AC}1X=0, (4.7
Ady—(B—\/BZ—AC}jy=0. (4.8)
Sonky denlemeleri bir denileme gornisde anlatmak bolar, yagny
A(dy)* — 2Bdydx + C(dx)* =0 (4.9)
bolar.

Goy, ¢ (x,y)=c,, ¢,(X,y)=c, (4.7) we (4.8) denlemeler
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sistemasynyn ¢0zuwi bolsun. Bu yagdayda

U= (X Y),U=0,(xY) (4.10)
funksivyalar degislilikde (4.3) we (4.4) denlemelerin ¢ozuwidir hem-
de sol bir wagytda (4.1) denleménin ¢oziwidir. (4.10) denileme bilen
kesgitlenyan cyzyklara (3.1) denleménin hasyetlendiriji ¢yzyklary
yva-da bu denlemanin hésyetlendirijisi diyilyar. (4.9) denlema
harakteristik denleme diyilvyar.

Eger (3.2) formuladaky ¢&(x,y),n(x,y) funksiyalaryn ornuna
(4.10) funksiyalary alsak, onda (3.5) denileme has yonekey gornuse
geler, sebabi onun kébir koeffisiyentleri nola den bolar.

Goy,
2 2 2
A Y)Y 4 2B(x, 1) L e (x y) U4 F(x, y,u,@,a—“J -0
OX oXoy oy OX oy

(4.11)
denleme seredilyén oblastda giperbolik tipli denleme diyelin, yagny

bu oblastda B® — AC > 0 sert yerine yetyan bolsun.

Goy, A we C koeffisiyentler bir wagtda nula den bolmasynlar,
vagny kesgitlilik ticin A =0 bolsun.

B% — AC >0 bolany (gin (4.7) we (4.8) defilemeler sistemasynyi
hakyky durlie, (X,y) =c,,9,(X,y) =c, integrallary,yagny ¢oztwleri
bolar.

(3.2) formuladaky &(x,y),n(x,y) funksiyalaryn ornuna
o, (X, y) we o¢,(X y)funksiyalary alyp, olaryn degislilikde (4.3),
(4.4) denlemelerin ¢ozuwleri bolyliandygyny g6z 6nunde tutup (3.4)
formulalar esasynda alarys.

2 2
A = A(%j 2B 0% O +C(a¢lj -0,

ox ox oy Y
2 2
o =A(%j 428902002 o[ 992| _g
OX oX oy oy

Onda (3.5) denleme asakdaky gorniisde bolar
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o%u ou ou
2B, (&, +K| & nu—,— [=0 4,12
(& U)agan 1(5 n Py anj ( )
yakobianyn (I = 0), noldan tapawutlylygy esasynda B, #0. B,-e
bolup alarys:
2

OU _ | £,p,u, LN (4.13)

ogon o0& on

(4.13) denlema giperbolik tipli denleménin kanonik gornusi diyilyar.
1-nji bellik. Eger A=C =0 bolsa, onda (4.11) denleme eyyadm
kanonik gornusdedir.
2-nji bellik. (4.13) denlemede
S=p+vin=p-v,
M:§+nN:é—n

2 2
taze Uytgeyan ululyklary girizip, ony
o*u  o°u ou ou
2 - 2 :q) ,Lllvlul_l_
ou- ov ou ov

gornlse getirmek bolyar.

8 3.5. Parabolik tipli defilemeleri kanonik
gornuse getirmek.

B>—AC=0 (5.1) serti kanagatlandyryan (3.1) deflema
seredelin.

Goy, A we B koeffisientler bir wagtda nula den bolmasynlar.
Kesgitlilik tigin A= 0 bolsun.

(5.1) sert esasynda (4.3) we (4.4) denlemeler gabat gelyéarler, we

Aa—(p + Ba—(p =0 (5.2)
OX oy

denlmani alarys.

Eger o(x,y) funksiya (5.2) denlemani kanagatlandyryan bolsa,

onda bu funksiya
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8%, c2 _y (5.3)
OX oy

denlemani kanagatlandyryandygyny gorkezelin .

(5.2) denlemanin iki bolegini B -e kopeldip we (5.1) serti g6z
ondine tutup, alarys

0-aB%. Bza—(p:ABa—(p+ACa—(p:A(Ba—(p+Ca—(pj.

OX oy OX oy OX oy
Bu yerden A =0 serti g0z Online tutyp, (5.3) denligi alarys.

Bu yagdayda (4.10)-nyn birinji integraly gabat delyéar. Sonun
ucin ¢(x,y) =C alarys.
v=p(X,y) (5.2) denleménin ¢Ozuwi bolup duryan & =¢(x,y)
funksiya (5.3) denlemanin hem ¢oziwidir.

Goy, &=¢(x,y) bolsun. Seyle &=£&(x,y) saylamada (3.5)
deillemanin A, we B, koeffisientleri nula dendir. Hakykatdan-da,
(3.6) denleménin ikinji formulasyny 6zgerdip alarys:

B, = (A%WL B%ja_n+(5%+(;%Ja_n_
OX oy ) ox OX oy ) oy
Bu yerden B, =0, sebabi & =¢(X,y)-funksiya (5.2) we (5.3)
denlmelerin ¢ozuwidir.
E=p(x,y) funksiya (4.1) denleménin ¢Ozuwi bolany ugin

A =0 bolar.
n =n(x,y) funksiyanyn ornuna
o o¢
_|ox oy
| = on o #0
oxX oy

serti kanagatlandyryan islendik funksiyany almak bolar. Ozgerdilen
(3.5) detilemede N, # 0 bolyandygyny gérkezmek bolar.
Hakykatdan-da (3.6) denlemé&nin tginji formulasynda
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B* — AC =0 serti ulanyp alarys:
2 2 2
N, = A[a—”J 428010 o[ on)| _L|a0n gln|
OX oy oy oy Al oOx oy

Bu yerden N, #0, basga yagdayda kwadrat yayyn ici nula den
bolmaly, yagny

on _ oon

A—+B—=0
OX oy

bolar.
Bu denleme we (5.2) denleme birjynysly sistemany emele

getiryar, yagny nuldan tapawutly ¢oziiwe eyedir. (A2 +B? % 0)
Seylelikde, bu sistemanyn kesgitleyjisi nula dendir, yagny

95 08
OX 8y_0
on on|
ox oy

bu bolsa | # 0 serte garsy gelyar.
Diymek, (3.1) denleme

o%u ou ou

C.¢én)—+F|Enu,—,— |=

16 U)anz 1(5 n PY anJ

gornusi alar.
N, =0 bolany iigin bu defilleméani

2
OV _ | &,pu, MM (5.5)
on og on

gornlsde yazmak bolar.

(5.5) denlemd parabolik tipli denlemadnin kanonik gornisi
diyilyar.

Bellik. Eger A=0,B=0 bolsa, onda (3.1) denleme eyyam
kanonik gornuse getirilendir.
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8§ 3.6. Elliptik tipli defilemeleri kanonik gomuse getirmek.

Goy, (3.1) denleme elliptik tipli denleme bolsun, vyagny
seredilyén oblastda

B>~ AC <0 (6.1)

sert yerine yetsin.
Bu sertin esasynda (4.7) we (4.8) denlemeler catyrymly
kompleks integrallara eye bolar,
@, (x,y)=C,, ¢,(x,y)=C,, 6zem
e (% Y) =8 Y)+in(xy), @, (xy)=&(xy)=in(xy), (6.2)
bu yverde &(x,y),n(X,y) funksiyalar x we y uytgeyanli hakyky
funksiyalar.
@, (X, y) funksiya (4.1) denlemanin ¢6zlwi, onda

2 2
A{%j +ZB[% 09, o[ 92} _y.
OX ox N\ oy oy
yada

A[@_éﬂﬁ_nJ WLZB[a—gHa—77 6_§+i6_nj+c(6_§+i6_nJ =0.
oX  0OX ox ox N\oy oy oy oy

Bu tozdestwanyn ¢ep bolegini 6zgerdip alarys:

{2%) +256_w_f+c[6_fj {42 +2Ba—"a—"+c[a—’7j ]
OX OX oy oy OX oX oy oy

+2{A6_f:6_m51%6_m6_w_n}ca_w_n}o

OX OX X &y oy Ox oy oy

p2E0n  gfoson oEon) coton
OX OX OX 0y 0Oy OX oy oy
(3.6) formula esasynda
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A=C,B =0 (6.3)
Onda (3.5) denleme

o%u o%u ou ou
A——Z+A_S+Rl&nu——|=
o¢ oy o0& 0on
(6.1), (3.3) we (3.7) sertlerden A = 0, sonun gin sonky denlemani
2 2
N T (6.4)
og"  on 0 on

gornlsde yazmak bolar.
(6.4) denlemé elliptik tipli denlemanin kanonik gérnisi diyilyar.

8§ 3.7. Kirsin yrgyldylarynyi defilemesini getirip gykarmak

Uclaryndan dartylan kirs alalyn. Kirs diyip 6rén inge we erkin
egrelydn sim sapajygyna dusunjekdiris. Kirs tésir edydn dartys
dartys guyjin agyrlyk glyje garanynda has uludygy sebapli agyrlyk
guyjini hasaba aljak déldiris.

Denagramlylyk yagdayda kirsin ugry X okun ugry bilen gabat
gelyar diyelin. Biz Kirgin kese yrgyldysyna seredelin; yrgyldy dine
bir tekizlikde bolup gecyéar we kirsin hemme nokatlary X okuna
perpendikulyar hereket edyar diyelin. Wagtyn islendik t pursatynda
kirsin nokatlarynyn denagramlylyk vyagdayyndan Uytgemegini
u=u(x,t) bilen belldlin. Wagtyn islendik pursatynda
u =u(x,t) funksiyanyn grafigi sol pursatdaky Kirsin formasyny
gorkezjekdigi aydyndyr.
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T.(x) T, (%)

v

cyzgy |
Indi has kici yrgyldylara garap gecyanligimiz Ggin u = u(x,t) in we

onun % O6ntminin kici bolanlygy sebapli u =u(x,t) funksiyanyn
X

we % oniminin kwadratlaryny hem-de olaryn kopeltmek
X

hasylyny hasaba aljak daldiris.

Kirsin (x;,X,) aralygyny alalyi. Alnan aralyk yrgyldy wagtynda
M.,M, aralyga deformirlenyar.(cyzgy 1) MM, -duganyn
uzynlygy kesgitli integralyn kOmegi bilen asakdaky vyaly
kesgitlenyar.

Xo au 2
1— —_— ~ —_— —
S _J 1+[8Xj dx=x, =X, =S
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Su yerden gornisine goré Kici yrgyldylar wagtynda Kirsin islendik
alnan aralygynda siynmeklik doremeyar: aralygyn uzynlygy
onkiligine galar. Onda Gukun kanuny esasynda Kkirsin islendik
nokadynda tasir edyan T(x) dartuw guyji wagta gora tytgemeyar.
Indi T (x) dartuw giyjunin x-a bagly daldigini gorkezelin. Kirgin
(x,,x,) aralygynda M, we M, nokatlaryna galtasyanlaryn ugry
boyunca ugrukdyrylan dartys glyji, dasky giycler we inersiya guyji
tasir edyar. Dine kese yrgyldylara seredyanligimiz (gin inersiya
guyji we dasky giiycler u okuna paralleldir. Onda
T,(x,)cose(x,)—T,(x,)cosa(x,) =0
bu yerde «a(x) X -okun polozytel ugry bilen, t wagtda, Kirsin
absisasy X bolan nokadyna gecirelen galtasma c¢yzyk bilen emele
getiren burgudyr:
1 1

JL+tgla(x) \/“[auj

OX

cosa(Xx) =

2
Serte gora [Z—uj ~ 0, onda cosa(x) =1, bu yerdenT,(x,) = T,(X,)
X

bu denligin islendik x, we X, Ucin yerine yetyanligi sebapli T =T,.

Yagny, islendik x,t Gcin T dartuw giiyji hemiselikdir. Indi kirs
yrgyldysynyn denlemesini getirip ¢ykarmaga giriselin. Munun Ggin
kirsin  (x,,x,) aralygynyna téasir edyan a&hli guyjin jemi
denagramlasmalydyr diyen Dalamberyn prinsipinden peydalanalyn.
Kirsin M; we M, nokatlaryna tasir edyan dartuw giyjinin u okuna
bolan proyeksiyasyny Y diysek, onda

Y =T,[sin a(x,) —sina(x,)] .

Indi bizin 6nki eden talaplarymyzyn esasynda
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ou

sina(x):\/ tgagx) = Ox - z% ;
1+tg°a(x) ou X
1+ —
\/ [ax

bolar. Diymek

ya-da
X2 A2
(5 (5., |15
OX )y, \OX )y | 3 OX?

Bo0%u
Y =Toja7dx ;

onda

Eger kirsin (x,,x,) aralygynda tésir edyan u okuna parallel
bolan dasky glyjin dykyzlygy p(x,t) bilen bellesek, onda (x,,X,)
tasir edyén giyjun ululygy

j p(x,t)dx

bolar.

Kirsin dykyzlygyny p(x) bilen bellesek, onda M, M, aralygyn
inersiya glyji

2 d%u
- [P0 dx

ululyga dendir.

Kirsin (x;,x,) aralygyna tésir edyan guyjlerin u okuna
proyeksiyalarynyn jemi nula den bolmalydyr:
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2l 5% o2u
T ——p(X)—+ p(x,t) [dx =0
[|Tooz =Pz +p(xD)

X a ?
Bu yerden x, we X, ululyklaryn erkinliginin esasynda alarys.
o%u o°u
Oa?—p(X)?-i- p(X,t)=0 . (71)

Eger kirs birjynsly bolsa p(x)-hemiselikdir. Onda (7.1) denleméni
askdaky valy yazyp bileris.

2 2
ﬂ:aZZ—‘jH(x,t):o.
X

atZ
Bu yerde
a= [0 fxn=th.
Po Lo
Eger kirse dasky guyc tasir etmeyan bolsa, onda p(x,t) =0 we
o’u  , 0%
ot ox? (7.2)
(7.2) denlemd kirsin erkin yrgyldysynyn denlemesi diyilyar.
8§ 3.8. Baslangyc we gyra sertler. Kosinin meselesi
o’u  , 0%
—=a"— 8.1
ot? ox? 81)

(8.1) denleme XVIII-nji asyrda Danil Bernulli, Dalamber we
Eyler tarapyndan oOwrenilipdir. (8.1)- denleménin tukeniksiz kop
¢coziwi bardyr, diymek Kirsin yrgyldysyny doly kesgitlemek Ggin
(8.1) denleménin yeke 0zi yeterlik daldir. Sunlukda Kirsin
yrgyldysyny doly kesgitlemek tg¢in k&bir tebigy sertler yuze gykyar.
Nokadyn dinamikasyndan belli bolsuna gora, nokadyn hereketini
doly kesgitlemek tg¢in onun baslangy¢ vagdayyny we baslangy¢
tizligini  bilmek zerurdyr. Diymek Kirsin urgyldysyny doly
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kesgitlemek G¢in wagtyn t=0 pursatynda, onun islendik
nokadynyn yagdayyny we baslangyg tizligini bilmek zerurdyr.

l'I|t=0 =po(X) ; g_l:‘ =@, (X) . (8.2)

(8.2) sertler baslangyg sertler diylip atlandyrylyar. Eger Kirsin
caklenen bdlegine seredilyan bolsa, onda onun gyra nokatlarynda
yrgyldynyn nahili bolyandygyny bilmek gerek. Eger kirsin uclary
berkidilen bolsa, onda

u, ,=0 ; ul_, =0 (8.3)

sertler hem berilmelidir.

(8.3) serte gyra sertler diyilyar.

Eger yrgyldylar mayysgak membranada (metal listi) doreyan
bolsa, onda seyle yrgyldylaryn denlemesi asakdaky gornlsde
yazylyar:

0°u 0’u 8%
e = {axz +8y2j+ f(xy).

Eger membranada dasky guy¢ tasir etmeyan bolsa, onda
f (x,y) =0, membrananyn erkin yrgyldysynyn denilemesi

o’u L[ d%u %
=a +
ot? ox> oy’
bolar.

Eger membrananyn yrgyldysynyn denlemesine seredilse, onda
baslangyg sertler asakdaky valy

ou
l'I|t=0 =®o (X’ y) : T = (Pl(xv y)

ot

t=0
bolar.

Eger membrananyn gyrasy berkidilen bolsa, onda gyra serti
alarys:

u|, =0.
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Gowrumde gecyan akustik yrgyldylaryn denlemesini seyle
yazmak bolar:

o’u L[ d%u 0%°u dcu
> = st —+— |+ f(XY,2)
ot ox® oy- oz
Waakumdaky elektromagnit yrgyldylaryn hem ¢ 6lcegli
yrgyldylar denlemesine getirilyandigini biz bellaép gecmelidiris. Su
hili denlemeler Ggin baslangy¢ we gyra sertler asakdaky yaly bolar:
U =@(XY,2) ;

ou

= X,Y,Z ;
at w(XY,2)

t=0
au
on

i -wektor, S -iistiifi icki normal wektory.

=0.

S

8 3.9. Kirsin erkin yrgyldysynyn defilemesinin ¢oztwi.
( Dalamberin ¢ozlwi)

Kirs yrgyldysynyn denlemesi giperbolik tipe degisli bolan
hususy ontmli denlemelerin in yonekeylerinin biridir. 1lki bilen
uzynlygy c¢éklendirilmedik Kirsin erkin yrgyldysynyn denlemesinin
coziwine seredelin. Onden belli bolsy valy Kirsin erkin
yrgyldysynyn denlemesi asakdaky gérnisde bolar.

a_zu =a’ @ . (9.1)
ot? ox? '
a=_|—.
Yo
X—at=c, we Xx+at=c, gyzyklar (9.1)- deilemanin
hasyetlendirijileridir. Eger x—at =¢&, x+at =n diysek, onda
o’u o o’u  o°u
2T A2 T T2
ox* o0& o&kon  on

230



o’u  , 0% o%u , 0%U
> =a > —2a +a >
ot o0& oéon on

o’u o°u . .
vy ululyklaryn tapylan bahalaryny (9.1) denlemede
ornuna goysak,
2
U _ 9.2)
o0éon
denlemani alarys.
Bu yerden
0 ( ou ou
—|—|=0 ya-da —=f : 9.3
an(agj y oz (&) (9.3)
Eger (9.3) denligi & -e goré integirlesek, onda
u=[fe)dE+ f,(n) = £,(&) + 1, () (9.4)
denligi alarys.

Bu yerde f, (&) :j f(&)d&, f,(n)-erkin funksuyalar.
(9.4) denlikde & we n ululyklaryn bahalaryny yerine goyalyn.
u=f (x—at)+ f,(x+at) (9.5)

Eger f, we f, funksiyalar iki gezek uznuksiz differensirlenyéan
funksiyalar bolsalar, onda (9.5) anlatma (9.1) denleménin ¢oztwidir.
Su ¢Ozuw birinji gezek Dalamber tarapyndan agylandygy Ugin ona
Dalamber c¢ozlwi diyilyar. Su ¢oziwin fiziki manysyna seredelin.
Yonekeylik Ucin f,(n) =0 diysek, onda yrgyldayan nokatlaryn
tytgemesi u, = f, (x —at) anilatma arkaly kesgitlenip bilner.

Erkin X nokat alalyn. Edil sunun yaly suysme wagtyn t >0
pursatynda koordinatasy x+at den bolan nokatdan doreyar.
Diymek su yerden gorniisine gora u -nyn tytgemesi kirs boyunga a
tizlik bilen sag tarapa siysyar. Yagny u, = f,(x—at) funksiya
tolkunyn sag tarapa yayraysyna hésyetlendiryar. Edil sunun yaly

u, = f,(x+at) funksiya sol tekizlikdaki tolkunyn cep tarapa
yayraysyny kesgitleyar.
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Diymek (9.5) ¢oziw garsylykly ugurlara yayrayan tolkunlaryn
jemidir.

§ 3.10. Kosinin meselesi

2 2
Mesele. 6_;1 =a’ 6_21 (-0 < X <+, t >0)
ot OX
denlemanin u|t=0 =@(X), % =w(x) (10.1) baslangyg sertleri
t=0

kanagatlandyryan u(x,t) ¢oziwini tapmaly.

Kirsin uzynlygy caklendirilmedik bolany dgin gyra sertler
berilmeyér. (9.5) formulada t =0 diyip (10.1) baslangy¢ serti g6z
ontine tutsak, onda f, (x) + f,(x) =@(x).

oul
Et:o =y (X)
sertlerden bolsa
w0 =-al £, (0~ 1, (9] (10.2)

denligi alarys. (10.2) denligi integrirlap,
l X
00— f,(0 =-=[w(xdx+c
a 0
denligi alarys. Bu yerden
l X
f 00+ f,00 =(x),  f,(x)—,(x) =—gft//(2)dz +C,
0
ya-da

£,(x) = %go(x) —2—1a [v @ +% : (10.3)

c

Q00 = 500+ [w@dz - .
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(10.3) bahalary (9.5) ornuna goyup alaryS'

x—at X+at

u(x, t)——¢(x at)—— j y/(z)dz+ +— (/5(x+at)+i j ¢(z)dz——

>(+at

Bu yerden kesgitli integralyn haSyetInI ulanyp taparys.

X+at

)= 20 at);‘p(“at) [v(@)dz (10.4)
x at

Eger ¢(x) funksiyanyn Uznuksiz ikinji, ¢(x) funksiyanyn
Uzniksiz birinji onimi bar bolsa, onda (10.4) funksiya (erkin)
yrgyldayan kirs denlemesi (c¢in Kosinin meselesinin ¢Ozuwidir.
Kirsin erkin yrgyldysynyn denlemesi Ucin  Kosinin meselesinin
¢coziwinin barlygy we sol ¢oziwin yeke-tdkligi (10.4) formulanyn
alynysyndan gorinyar. Indi sol ¢oziwin durnykly ¢oziw bolmak
meselesine seredelin. Hacan-da ¢(x),y (x) funksiyalary asakdaky

() - (X[ <8, w¥)-y(x)<s
sertleri kanagatlandyryan o(x), w(x) funksiva  bilen
calsyranymyzda ilki basdaky u(x,t) co6ziw bilen tdze U(x,t)
¢Oziwlerin tapawdynyii absolyut ululygy islendik [0,t,] cenli wagt

aralygynda &-den Kkici bolar yaly seyle 6 >0 sany gorkezmek
mumkin. Su tassyklamany subut etmek dgin (10.3) formulany
peydalanalyn.

u(x,t

[p(x+at) g (x+at)| |p(x—at)-g(x—at)
+ +

u(x,t) —G(x,t)‘ < > >

X+at

+2i j I (2)dz — (2)dz],

x—at
bu yerde

u(x,t)— u(x t)‘ <§+ i +2£2at <O(L+t).
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Eger & =ﬁ diysek, onda |u(x,t) —u(x,t) < & .
+

Eger goylan meselanin ¢oziwi bar bolup, ol ¢oziw hem yeke-
tdk we durnukly bolsa, onda ol meseld korrekt goylan diyilyar.
Gorsumiz yaly, Kirs yrgyldysynyn denlemesi Ggin Kosinin meselesi
korrekt goylan meseledir.

Mysal. Eger u|t=0 = X%, % =X (—o0 < X < +0) bolsa, onda
t=0
ol
ot? ox?

denlemanin ¢6zuwini tapmaly.
Bu ¢Oziiwi tapmak tgin

):(p(X—at)—ZF(D(X-Fat)_i_Zia .[y/(z)dz

x—at

u(x,t

formuladan peydalanalyn.
Bizii bu meselamizde ¢(x) = x*;y(x) =x,a=1.
Diymek

_1\2 X+t
u(x,t):(X ) +(X+t)+1jzdz ;
2 27
X+ X+t
Jtzdz=£ :(x+t)2_(x—t)2_
2 2| 2 2
Bu yerden
_$)2 2 2 _1\2
u(x,t):(l t) +(x+t) +(x+t) _(x=1) _

2 2 4 4
==(X+t)"+=(x—-t)%;
2 XD+ (=)

u(x,t) :Ex2 +§xt+§t2 e il o ixar .
4 2 4 4 2 4

234



8 3.11. Kirsin denlemesini Furyenii usuly bilen ¢ozmek

Furyenin ya-da tytgeyan ululyklary paylasdyrmak usuly hususy
onumli differensial denlemeleri ¢bzmekde ginden ulanylyan
usullaryn biridir. Goy, kirs iki tarapyndan berkidilen bolsun. Seyle
meseld seredelin:

Mesele:
o’u  , 0%
—=a " — 11.1
ot? ox? (11.1)
delnlemani we
u, ,=0, ul_ =0 (11.2)
baslangy¢
ou
ul,_, =o(x), a =y (X) (11.3)
t=0

serti kanagatlandyryan u =u(x,t) funksiyany tapmaly. Denlemanin
tozdestwalayyn nula den bolmadyk k&bir hususy ¢oziwini
u(x,t) = X(x)T(t) (11.4)
gornusde gozlalin.
(11.4) denlikden tapylan
o%u

— = X"()T (1),
X
% = X()T"(t).

ikinji 6ntmlerinin bahalaryny (11.1) denlemede yerine goyup alarys:
T"(H)X(x) =a’T ()X "(x),
ya-da
T'(t) _ X"(x)
alT(t) X(x)
Sonky denligin ¢ep bolegi dine t, sag bolegi bolsa dine x-a bagly.
Hacan-da denligin sag bolegi x we t bagly bolmadyk hemiselik
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sana den bolanda seyle denlik bolmagy miumkin. Bu hemiselik sany
A bilen bellesek, onda
T"(t)+a’AT(t) =0, (11.5)
X"(X)+AX(x) =0 (11.6)
denlikleri alarys.

A -nin k&bir bahalarynda (11.6) denleménin (11.1) gyra sertleri
kanagatlandyryan tozdestwalayyn nula den bolmadyk ¢Ozuwi
bardyr.

A-nin seyle bahalaryna onun hususy bahalary diyilyar. Sol
bahalara degisli ¢6zuwe bolsa (11.6), (11.2), (11.3) gyra mesel&nin
hususy funksiyalary diyilyér. Indi (11.1), (11.6) gyra mesel&nin
hususy bahalaryny we hususy funksiyalaryny tapalyn. Ady

differensial denlemeler teoriyasyndan belli  bolsuna  gora,
A >0 bolanda (11.6)- denlemanin umumy ¢Ozuwi asakdaky
yaly bolar.

X(x) = cleij + czeij
c,,C, - erkin hemiselik sanlar.
(11.2) gyra sertleri ulanyp alarys.
¢ +c,=0
{cle*/7X + cze*F’IX =0
Bu sistemanyn ¢ozuwi ¢, =0,c, =0 bolup biler. Onda X (x)=0.
Eger A =0 diysek, ondq (11.6) denleménin umumy ¢Oziwi
X(x)=c,+c,x bolar. Yene-de gyra sertlerin esasynda
¢, =0,c, =0 alarys. Eger-de A >0 bolsa, onda (11.6) denilemanin
umumy ¢oziwi
X (X) = ¢, oSy AX + ¢, sin /A x
gornusde bolar. Gyra sertleri ulansak, onda
¢ 1+¢,-0=0
{cl cos/Al +¢,sin/Al =0
sistema alnar.
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Sistemanyn  birinji denlemesinden ¢, =0 emma, ikinji
defilemesinden c,sin+/21=0 alarys, indi c, #0 diysek, onda

sin/Al =0, yagny VA =$ , k-erkin bitin san (k =1,2,3...)

Diymek (11.1) we (11.2) gyra meselénin nuldan tapawutly ¢6zuwi
2_2

dite ik = K7

|2

bolanda bolup biler. A-nin su hususy bahalaryna
asakdaky valy hususy funksiyalar degislidirler.
X (x) =sinkT’ZX :

Su funksiyalar hemiselik takyklygynda hasaplanyar.
A-nin hususy bahalarynda (11.5) denleménin umumy ¢oziwi
asakdaky valy bolar. (Ady differensial denlemeler teoriyasyna seret)
krat . krnat
T, =24, cosT+bk sin - ;

bu yerde a, ,b, - erkin hemiselik sanlar.
Seylelikde
k;zat} k7

u, (x,t) =X, (X)T, () = [ak cos@ +b, sin I sin T ;

u, (x,t)-funksiyva a,,b, -erkin hemiselik ululyklaryn islendik
bahalarynda (11.3)-denlemani we (11.2)-gyra sertleri
kanagatlandyryar.

(11.3)-denleménin birjynsly we ¢yzykly denileme bolyandy (cin
u(x,t) = ZKak cos@jtbk sin @jsinkl—ﬂx (11.7)
k=1

funksiya hem (11.1) denlemani kanagatlandyryar.

Su yerde aydylan tassyklamalaryn yerine yetmegi tgin (11.7)
hataryn dendlgegli yygnalmagy we x,t boyunca agzama-agza iki
gezek differensirlenyan bolandygy yeterlikdir. Hataryn den 0Olcegli
yygnanmagy  we Xx,t Oytgeyanlik ululyk boyunca hataryn
agzalarynyn ikinji ontdmlerinin bolmagy Ucgin ¢(x) funksiyanyn
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uznuksiz ikinji tertipli 6ntmi bar bolup Gginji tertipli Gnuminin I-nji

jynsly tzneligi dine tukenikli sandaky nokatlarda bolmaly, we w(x)

funksiyanyn Uzniksiz birinji onimlerinin barlygy, ikinji tertipli

ondminin bolsa, I-nji jynsly Uzneligi tlikenekli sandaky nokatlarda
bolmagy yeterlikdir.

Hataryn her bir

k zat . kmat) . kax

[ak cosT +b, sin Tjsm o ;

gornlsdaki jemi (11.2) gyra serti kanagatlandyryanlygy tg¢in (11.7) -

hataryn jemi u=u(x,t) hem (11.2)- serti kanagatlandyryar. Indi

bize u=u(xt) funksiya berlen (11.3)- baslangyc sertleri

kanagatlandyryan yaly a,,b, hemiselik sanlary kesgitlemek gerek.

Onun Ugin Gytgeyan ululyga goré (11.7) denligin 6nimlerini taparys.

ou & k;za[ . krat krat ) . kax
—=) —| —a,Sin——+b, cos—— |sin— ;
ot i3 | I I I
Indi u|t=0 =@(X), % =y (X) baslangyc¢ sertimizi ulanalyn.
t=0
R . kax
p(x) =Y a, sin—— ;
k1 I
l//(X)=szﬂabk sinkT’ZX . (11.9)
k=1

(11.9) anlatmalar @(x)we w(x) funksiyalaryn (0,1) aralykda
sinuslar boyunca Furye hataryna dagydylmasydyr. Furye hatarynyn
koeffisiyentleri  bolan a,,b, bize belli bolan  ¢@(x)we

v (X) funksiyalar arkaly
2 . kmx 2 . kmx
a =—|¢(xX)sin—-adx, b =—— X)sin——dx ;
, |{"’“ | k kﬂa~£W() |

formulalar boyunca kesgitlenyar.
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§ 3.12. Yylylyk gecirijilik defilemesi

Metaldan yasalan bir sterzen alalyn we sol sterzenin gapdal Usti
yylylyk gecirmeyar diyelin. Eger baslangy¢ yagdayda sterzenin dirli
bolekleri dirli temperaturada gyzdyrylan diysek, onda sterzenin has
gyzgyn bdleginden az gyzgyn bolegine yylylyk gecer. Eger sterzenin
esaslary hem yylylyk gecirmeyén bolsa, onda wagtyn ge¢cmegi bilen
sterzenin hemme yerinde temperatura denleser.

Cyzykly vyylylyk gecirijilik hadysasyna seredilende, alnan
sterzen gaty inge diyip kabul edilyar: wagtyn islendik pursatynda
onun kese-kesiginin hemme nokatlarynda temperatura birmenzesdir.
Eger sterZenin oky deregine x okuny kabul etsek, onda u = (x,t)

temperatura x we t wagta gord funksiya hokminde garamak
mumkin.

0/_ _________________ % ________________ / ____________ >

\

Xo

Yylylyk gecirijiliginn detilemesini getirip ¢cykarmak dicin iki sany
onden belli bolan fiziki ululyklara seredelin:
1) Birjinsly jisimin temperaturasyny Au ululyga yokarlandyrmak

ucin gerek bolan yylylyk mukdary

CpVAU (12.1)

dendir. V -jisimin géwrimi, p - onun dykyzlygy, c-udel yylylyk
sygymy.
2) Sterzenin kese-kesiginden At wagtyn icinde akyp gecyén
yylylygyn mukdary kesigin meydanyna, kesige perpendikulyar ugur
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boyunca temperaturanyn Uytgeyis tizligine, At wagt aralygyna
proporsionaldyr:
—kSa—uAt (12.2)
OX
dendir. Bu yerde S - kese-kesigin meydany, k-yylylyk gecirijilik
koeffisiyenti. % bolsa x-okunun polojytel ugry boyunca
X

temperaturanyn Gytgeyis tizligi.
Minus alamatynyn goyulmagynyn sebdbi, yylylyk akymynyn
ululygy polojytel hasap edilyan, yylylyk x- okun artyan ugryna

tarap akan bolsa. Eger %>0 bolsa, onda x-yn artmagy bilen
X

temperatura hem artyar, emma yylylyk bolsa temperaturanyn
yokary yerinden kici tarapyna akar. Diymek yylylyk akymynyn ugry
x -yn kemelyén ugry bilen gabat gelyar.

Lo ou . s
Sonun ugin ™ -yn Oniinde minus alamaty goyulyar.
X

Sterzenin kese-kesiginin absisslary degislilikde x we x+ Ax
bolan aralygy alalyn we onun ¢in yylylyk balansyny dizelin.
(12.2) formula esasynda absissasy x bolan kesikden At wagtyn

icinde akyp gecyén yylylygyn mukdary — kS Z—uAt ululyga dendir.
X
Eger yokary tertipli tlkeneksiz Kici ululyklary hasaba almasak,
onda % hususy onumlerinin x + Ax nokatdaky bahasyny asakdaky
X

yaly hasaplamak bolyar.

2
8—“+dx[@j=a—“+a—‘ij. (12.3)
OX OX OX 0OX
Bu yerden gornusine gord, absissasy x+ Ax bolan kesikden
2
cykyan yylylyk mukdary —kS[Z—i}LZ—SAX ; X - kese-kesiklerden
X

gecydn we x+Ax kesikden c¢ykyan yylylyk akymlaryn
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mukdarlarynyn tapawdyny bilip, At wagtyn iginde sterzenin alnan
aralygynyn alan AQ yylylyk mukdaryny taparys.

2
Q= ks M at+ks| M4 T ax |at ;
OX OX  OX

o%u
AQ = kS — AxAt .
Q ox?
Ikinji tarapdan bolsa, su At wagt icinde temperatura takmynan
%At ~ Au ululyga artyar. Diymek

AQ = CpSAXaa—ltJAt . (12.4)

(SAx=V gb6wrlm)
Alnan (12.3) we (12.4) denlikleri denesdirip alarys.

2
kS a_l;AXAt = ﬁpSAXa—uAt ,
OX ot
ya-da
ou . 02U
oo 2. 12,5
o~ o =
K _ a2 bilen belgilap,
Cp
ou 2 o°u
a_ .0 12.6
ot ox? hee)
denligi alarys.

(12.6) denleme yylylyk gecirijilik denlemesi diyilyar.

k -hemiselige temperatura gecirijilik  koeffisiyenti  diyip
aydylyar. (12.6) denleme birjynsly we ¢yzykly denlemedir. Goy
sterzenin ka boleklerine yylylyk bolip cykaryjylar, va-da yylylyk
sindirjiler bar diyelin, ya-da basgaca aydanda sterzenin iginde
yylylyk cesmeleri bar diymekdir. Yylylyk bdlinip cykmaklygy ya-
da yylylyk sindirmesine yylylyk cesmelerinin dykyzlygy diylen
distnjanin Usti bilen hasyetlendirmek has amatly bolyar.
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Yylylyk cesmesinin dykyzlygy diyip, sterZenii (X, X+ AX)
aralygynda gysga (t,t+ At) wagt aralygynda F(x,t)AxAt den bolan
yylylyk mukdaryny bolip ¢gykaryan F(x,t) funksiya dusunilyar.

F(x,t) <0 bolsa, onda yylylyk bolinip ¢ykmayar, tersine
yylylyk vitgisi bolyar.

Mysal Gcin, sterzenin hemiselik elektrik togy akyp gecende
sterzenden yylylyk bolinip cykyar. Bu yagdayda
F(x,t)=1°R=const. |-togyin ululygy (giyji), R -sterZenin
garsylygy. Sterzenin i¢inde yylylyk cesmesi bar bolsa, onda (12.5)
yylylyk balansyny alanymyzda yylylyk bélinip ¢ykmasyny nazara
almaly. Yagny, (12.5) deilleméanin bélegine F(x,t)AxAt ululygyn
SAxAt ululyga boéllinmesini gosmaly.

ou ,o%u 1
cp p k o + 3 F(x,t) (12.7)
Denligin iki tarapyny cp ululyga bolip,
iF(x,t): f(x,t)
Cps
bilen bell&p alarys.
ou , 0%
—=a°"—
ot ox?
(12.8) denlema yylylyk gecirijiligin denlemesidir (sterjenin iginde
yylylyk ¢esmesi bar).

(12.8) denleme birjynsly denleme daldir.

Eger yylylyk gecirijilik denlemesine iki 0lgegli jisimde
(plastinkda) seretsek, onda denleme asakdaky gdérniisde bolar.

2 2
u_ az(a—g+a—gJ+ f (X, y,1)
ot ox= oy

Iki yylylyk gecirijilik denlemesi ¢ Olgegli jisimde seretsek, onda
yylylyk gecirijilik denlemesi su gérnisde bolar.

2 2 2
@:az ag+8l21+821 + f(x,y,2,1) (12.9)
ot ox® oy- oz
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Eger-de seredilyédn oblastyn iginde yylylyk cesmesi bolmasa,
onda f(x,y,z,t)=0 bolar we (12.9) su gornlse gecer.
ou  L(0°u o*u o
—=a + +
ot ox*  oy* oz’
(12.10)- denleme birjynsly denlemedir.
Eger-de jisimin icinde yylylyk ¢esmesi bolmasa we jisimin &hli

(12.10)

nokatlarynda wagtyn ge¢megi bilen temperatura tiytgemese % =0,

onda jisimde temperaturanyn paylanmak hadysasy Laplasyn
denlemesini kanagatlandyryar.
o*u  o°u o
+ + =
ox*  oy? oz’
Yylylyk gecirijilik defilemesine seredilende baslangyc sert
diymeklik, baglangy¢ t =0 pursatynda jisimin ahli nokatlarynda
temperatura belli diymekdir: u|t=0 =p(X,Y,2), gyra sertler bolsa,

seredilyan fiziki meselelere baglylykda asakdaky (¢ gornlsdaki
bolup biler.
1. Wagtyn islendik pursatynda jisimin tutus Ustlinde
temperatura belli hasap edilyar:
ul, = e(x,y,1)
2. Jisimin Ustlinde temperatura belli dal, yone jisimin giryén ya-
da ondan gykyan yylylyk akymy belli hasap edilyér:
ou
—‘ =y (X Y,2)
on|g
fi, -Ustin normalynyin birlik wektory.
3. Birinji we ikinji gyra sertlerin umumylasdyrylan gornusi

ou
— —hu|_  =F(x,y,2).
P |, =F(xy,2)

(12.11)

h -dasky yylylyk gecirijilik koeffisienti.
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Ucinji gyra mesele kopleng jisim oOzinden yylylyk
gOyberende ulanylyar.

Hakykatdan-da tejribeler esasynda alynysyna goérd T
temperaturaly jisimin Gstunin  ds bdleginden dt wagt
aralygynda T, temperaturaly dasky gursaga goyberilyan yylylyk
mukdary T, —T,,ds, dt ululyklara goni proporsional.

dQ =a(T, —T,)dsdt

a -yylylyk berlis koeffisienti. Seylelikde jisimden dasary ¢ykyan
yylylyk akymy

q=a(T,-T,) . (12.12)

Basga tarapdan bolsa yylylyk gecirijilik netijesinde jisimin i¢

tarapyndan seyle yylylyk akymy jemlenmelidir:

_ou
q= o
(12.12) we (12.13) denlemelerin sag tarapyny denesdirip alarys:

(12.13)

ou a
=2 -T,).
an k (Tl O)

Eger %z h diysek we T =u|_ bolsa, onda alarys:

ou
E_hu|5 = hTo

Indi dasky gursagyn temperaturasy dirli nokatlarda darlidir
diyelin. Eger h, T, ululyklaryi koordinatalar bilen baglanysygy belli

diysek, onda h,T, ululyklar kabir F(x,y,z) funksiya hokminde
seretmek bolar we biz Gglnji tipli gyra mesela geleris.

§ 3.13. Yylylyk gecirijiligi defilemesi tigin Furyenii usuly
Onden belli bolsuna gora, gapdal dsti yylylyk gecirmeyén

sterzende yylylyk cesmesi yok wagtynda yylylyk gecirijiligin
denlemesi asakdaky yaly bolar:
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ou ,0%u
p a pvel (13.1)
Eger sterzen c¢édksiz uzyn bolsa (iki cetinden c¢éaklendirilmedik
sterzene seredelin), onda onun ortalaryndaky temperaturanyn
yayrayysyna dine ilki basdaky sterzene yayran temparatura tasir
edyéar. Gyra nokatlardaky temperatura wagtyn ep-esli dowamynda
onun ortalaryna tésir edip bilmeyér. Sonun G¢in hem caksiz uzyn
sterzende yylylyk gecirijilik denlemesine seredilende, dine
baslangy¢ sertli meseld seredelin.
Mesele: (13.1)-denleméni we baslangy¢

U, =f(X) (-0<x<+w0) (13.2)
serti kanagatlandyryan funksiya tapmaly.

Bu meseldni ¢ozmekden Ondrti (13.1) denlemédni has
yonekeylesdirelin. Onun lgin t -Uytgeyan ululygy 7 =a’t bilen
calsyralyn. Onda

u_oudr _ ,ou
ot Ot dt or
taze girizen 7 - Gytgeyan ululygymyza gora (13.1) denleme
ou 0%

—=— 13.3
ot ox? (133)
gOrnuse geger.
Baslangyc¢ (13.2) sertimiz hem
u(x,7)_, = f(x) (13.4)

gornlse eye bolar.

Goylan meselani ¢cozmek Gcin Furyenin usulyndan peydalanalyn.
Ilki bilen denleménin kabir hususy ¢Ozuwini tapalyn. (13.3)
denleménin hususy ¢ozuwini

u(x,z) = X(X)T (r) (13.5)
gornusde gozlalin.
u(x,7) -nynn we onun onimlerinin bahalaryny (13.3) denlemede
yerine goyup alarys.
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X()T'(r) = X"(X)T(7)
ya-da
T'(r) _ X"(x)
T()  X(x)
(13.6)- denlemé&nin cep tarapy x-a bagly dal, sag tarapy bolsa 7 -a
bagly dal. Diymek
T'(z) _ X"(x) _
T@) X0

(13.6)

C; Cc—const

bu yerden
T(c) =ce” (13.7)
deriligi alarys.

Yylylyk gecirijiligin tebigatyndan belli bolsuna gord, sterzenin
islendik x =x, kese-kesigindaki temperatura u(x,z)= X (X)T(r)
7 -yn islendik (r — oo) bahasynda absolyut ululygy boyunca ¢éaksiz
artyp bilmez.

Hacan-da 7 — o« (t > ) diysek (13.7)- denlikde ¢ hdkman
otrisatel ululyk bolmaly.

Eger ¢ = —A° bilen bellesek, onda

T(r)=ce ™" .
Indi

X"(X)+ A X(x)=0 (13.8)
denleménin umumy ¢Ozuwinin

X (X) = ¢, COSAX + C, Sin AX
bolyandygy bize ady differensial denilemeler teoriyasyndan bellidir.
Seylelikde, biz (13.3) denleménin
u(x,7) = [clc_1 COS AX + C,, C, Sin Ax]e"zf
¢ozlwini taparys, bu yerde cl,cz,a - hemiselik sanlardyr. Gysgaca
a=c.c,p=c,c, diysek,
U(x,7) = (e COSAX + Bsin Ax)e ™" (13.9)
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alarys. u(x,z) funksiyany A-nin islendik bahasynda (13.3)
denlemdni kanagatlandyryar. Onda biz A-nin her bir bahasyna
degisli @ we g saylap alyp bileris. Diymek o we S, A-e ululyga
gora funksiya hokmuinde seretmek mumkin. Seylelikde biz

u, (x,7) = [a (1) cos Ax + B(A)sin Axfe** (13.10)
gornlsli  (13.3) denleménin hususy ¢Ozuwlerinin birjynsly we
¢yzykly denleme bolanlygy dgin

u(x,z) = Tul (x,7)dA = +Jzo[oz(ﬂu)cos X+ B(A)sin Ax]e 7 dA (13.11)

funksiyva hem (13.3) denlemanin ¢Ozuwidir. Indi bize (13.11)
funksiya baslangyc (13.4) serti kanagatlandyryan yaly «(A4),5(4)
ululyklary saylap almak gerek.

(13.2)- denlikden 7 =0 diysek,

ul_, = T[a(/l) cosAx+ B(A)sin Ax]dA = f(x)  (13.12)

denligi alarys.
Matematiki analizden belli bolsuna gord, f(x) funksiyany
Furyenin integralyna dagytmaklyk asakdaky vyaly bolar.

F(x) = %Tdiff (£)cosA(& — X)dE | (13.13)

CoSA(& — X) = cos A& cosAx + sin A& sin Ax
formulany nazara alsak, (13.13) denligi basgaca yazmak mimkin.

~+00

f(x)= T{%T f (é)coslé}coslx +(% I f(&)sin lgd:Jsin lx}dl

—0 —00

(13.14)
(13.12) we (13.14) denlikleri denesdirip,
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a() = [ £()cos 2
- (13.15)

1 ¢ ]
B(2) :ij f(£)sin 2&d&

alarys.
Su yerde birzady bellemek gerek. f(x) funksiyany Furye
integralyna dagytmak ucin f(x) funksiyany Furye hataryna

dagydyp bolyanlygy we I | f(x)dx integralyn yygnanyanlygy

veterlikdir. f(x) funksiyadan edilyan talaplaryn hig birisi goyulan
meselénin fiziki manysyna-da garsy c¢ykmayar, sebébi f(x)
baslangy¢ wagtda sterzenin &hli nokatlarynyn temperaturasyny

gbrkezyar. IKinji I | (x)dx yygnalmagyn talap edilmegi bolsa,

sterzendéki yylyl);k energiyasynyn c¢aklidigini gorkezyar we
a(A)we B(A) ululyklaryn bahasyny (13.11) denlikde yerine goyup
1

u(x,r)zgj'dij' f(5){cosixcos/1§+sin/lxsin;t§}e’lzfd§ =

1%, 2%
:gj;dii f(&)cos(x—&E)e*"dE (13.16)

alarys. Tapylan u(x,7) (13.16) funksiya (13.3) denlemani we (13.4)
baslangyc serti kanagatlandyryar. Diymek u(x,7) goyulan

meseldnin ¢ozuwidir. Indi kabir elementar Owirmeler gecirelin.
(13.16) formulanyn sag tarapynda integrirlemek tertibini calsyrsak,
onda

u(x,7) =%Tf (g)ﬁeff cos(x—g)di}dé (13.17)
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- a x-¢ :
formulany alarys, indi 4 =—; = o bilen bellesek, onda
NN
Te’lzf cosA(x—&)dA = iTeé‘z cosam dd = ——1 (o) ;
- Jr o, Jr

Bu yerden
1(0) = Teé‘z da=+vz; 1'w)= —ﬂfeéz cosawda =21 () .
4 24 2
(13.18)
Q)
I’ =—1
(o) 5 (o)

denlemani ¢ozlp alarys:

(U2

| (w)=ce * . (13.19)
Indi 1(0) =~/z baslangyc serti peydalanyp, 6zbasdak ululyk
bolup c-ni taparys.

c=vr ;
(13.19) denlikde ¢ = N bahany yerine goyup
l(0) =re * (13.20)
alarys. Indi @ -nyn bahasyny yerine goysak, onda
+00 (X—‘L’)2
ﬁ N

je*’lzf cosSA(x—&)dA =—=e (13.21)

4 Vo
Indi (13.21) anlatmanyn bahasyny (13.17) denlikde verine
goyalyn.
+00 7(X7T)2

1
f a0 3.22
N j (e (13.22)

Tapylan funksiya (13.3) denleméni we (13.4) baslangyg serti
kanagatlandyryar.

Gelin baslangyg serti kanagatlandyryandygyny barlap gorelin.
Onun Ggin

o(X,7) =
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=02 E=x-20Vr; d&=-2Ardo.
(13.22) denlik asakdaky gornusi alar:

Tf(f (X) — 2037 o™ doo
T %

u(x,7) =
onda

u‘r=0 =

17 2 1
— | f(X)e " do=—f(X)V7 = f(X).
7 j (x) Nl Wr = (%)

Su yerden gornisine gora, baslangyc (13.4) sert yerine yetiryar.
Indi (13.22) funksiyanyn (13.3) denlemani kanagatlandyryandygyny
barlalyn.

(x=1)’

e (13.23)

p.(%7) =+
N
funksiya (13.8)-nji denlemani kanagatlandyryar.
Hakykatdanam,

% { 1 (X é:)} _(x=8)° é)
or ISy il ’

¢ { 1 (x=& } e
or? 47z\/_r 8c/nr
alnan denlikleri denesdirsek, onda
9P, _ o°¢.
or  ox2
Diymek (13.22)-funksiya (13.3) denlemani kanagatlandyryar.

@ (% 7) funksiyany parametr & -a gora integrirlemekden alynan
u(x,t) funksivanyn hem (13.3) denleménin c¢oziwi bolanlygy
anykdyr.

Indi (13.22)- formullada 7 - ululygyn ornuna 7 =a’t ululygy

goysak, onda (13.2) baslangyc serti we (13.1) denlemani
kanagatlandyryan u(x,t) funksiyany alarys.
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_(x=9)?
4a’t dé.

1 +00
u(x,t)=———=1f(&)e
A
(13.23)- denlikde 7 -nyn ornuna = = a’t bahasyny goyalyi.
_(x=8)?
e 4at (13.24)

1
P (x1) =
: 2avrr

@ (X, t)-funksiya hem (13.1) dedlemaniii ¢ézlwidir. Su ¢ozlwe
vylylyk gecirijiligin fundamental ¢oziwi diyilyar.

§ 3.14. Yylylyk gegirijilik defileme Uicin birinji
gyra meselanin ¢oztwi

ou , 0%

—=a°"—

ot ox?

yylylyk  gecirijilik ~denlemesi igin  D:{0<x<I, 0<t<T}

goniburclykda birinji gyra mesel& seredelin.

Mesele. D -oblastda (14.1) denlemani we baslangyc

u|t=0 =p(x) (0<x<l) (14.2)

+f(x1) (14.1)

hem-de gyra
ul, o =) Ul =u,() (14.3)
serteleri kanagatlandyryan u(x,t) funksiyany tapmaly.
Bu  yerde f(x,t), 1, (1), 1, (1) berlen  lzniksiz ~ we
©(0) = 11,(0), o(l) = u, (0) sertleri kanagatlandyryan funksiyalar.
Biz ilki bilen D -oblastda birjynsly

ou  , 0%

Rl i 14.4

ot ox? (144
denlemani we baslangyc

hem-de
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u,,=0, wul_ =0 (14.6)
gyra sertleri kanagatlandyryan u(x,t) funksiyany tapalyn. Bu
meseléni ¢ozmek Ucin Furye usulyndan peydalanalyn. (14.4)
denleménin hususy ¢ozuwlerini

u(x,t) = X(x)T (t) (14.7)
gornlsde gozlalin. Bu yerden
U, = X"(X)T(t), u, =XXT'(t)

u,.u, -nin bahalaryny (14.4) denlemede yerine goyup
X (X)T'(t) =a’T ()X "(x),

ya-da

T't) _ X"(x)

alT(t) X(x) (14.8)
denlemani alarys. (14.8)-nji denlemeden iki sany

T'()+a’AT(t) =0, (14.9)

X"(X)+AX(x) =0 (14.10)

ady differensial denlemeleri alarys.

(14.4)- denleménin (14.7) gornusdaki tozdestwalayyn nula den
bolmadyk  ¢Oziuwini  tapmak  Ggin, (14.10)  denleménin
X(0)=0, X(I)=0 sertleri kanagatlandyryan nula den bolmadyk
coziwini tapmak zerurdyr. Onden belli bolsuna gora (14.10)
denleménin tozdestwalayyn nula den bolmadyk c¢oziwleri A

2
parametryn A = [nTﬂj (n=1,2,3,...) bahalary tg¢in bardyr:

X (x) =sin nT”X . (14.11)
Parametr A -nii, A = A, bahalaryna (14.8) deinlemanin
_(ma),
T,(t)=a,e )
cozuwleri degislidir. Bu yerde a, -erkin ululyk. Yokarky alnan
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maglumatlardan gérnisine gora, ahli
_(nml,

u (xt) =T, ()X, (x) =a.e 5 sinnTﬂX (14.12)
funksiyalar  (14.4) denlemani we (14.6) gyra sertleri
kanagatlandyrar. (14.4) denleménin ¢yzykly we birjynsly denleme
bolanlygy ugin,

nma

u(xt) = i ane('] t sin % (14.13)

funksiya hem (14.4) denlemanin ¢ozuwidir.
Indi (14.5) baslangyg¢ sertin yerine yetmegini talap edelin.

U(x0) = p(x) = > a, sin @ (14.14)

Bu yerden gornusine gora (14.4) anlatma berlen ¢@(x)
funksiyanyn sinuslar boyunca (0,I) aralykda Furye hataryna
dagydylmasydyr.

a, -koeffisientler 6nden belli bolan

|
a = IE [o(0sin ”T”de (14.15)
0

formula boyunga tapylyar.

Matematik derniewin ,,trigonometrik hatarlar” diylen boliminden
belli bolsuna goré, eger ¢(x) funksiya we onun birinji onimi (0,1)
aralykda tznuksiz bolsa, (tlikenekli nokatlarda funksiyanyn birinji
ondminin birjynsly uzndkliliginin bolmagy mimkindir), onda
(14.14) hatar dendlcegli we absolyut yygnanyandyr. Indi t>0
bolanda,

0<e{']t§1
bolanlygy Gg¢in (14.13) hatar hem absolyut we dendlcegli yygnanyan
hatardyr. Sonun tgin hem (14.13) formula bilen kesgitlenen u(x,t)

funksiva 0<x<1,t<0 oblastda uzniksizdir we (14.5) baslangyc,
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(14.6)- gyra sertleri kanagatlandyryandyr. Indi (14.13) formula bilen
kesgitlenen funksiyanyn (14.4) denleméni kanagatlandyryandygyny
gOrkezmek gerek. Onun Ugin (14.13) hatary agzama-agza t ululyga
gora bir gezek, x-a goré iki gezek differensirlap alnan hatarlaryn
absolyut we dendlcegli yygnalyanlygy goérkezmek yeterlikdir.
(14.13) hatary agzama-agza differensirlap alnan hatarlaryn absolyut
we dendlcegli yygnalyanlygy asakdaky densizliklerden gorinyar:

2 2,2 _(ma) 2 2 (nmay
0<n7ra e['jt<1, 0<n|—fe( ! j <l >0.
Indi D oblastda baslangy¢
ul_ =0 (14.16)
we gyra
u,, =0, u_ =0 (14.17)
serteleri, hem-de
%l:_a ou + f(x,t) (14.18)

denlemani kanagatlandyryan u(x,t) funksiyany tapalyn. Onun Gg¢in
f (x,t) funksiya we onun birinji 6numinin Gzniksizligini ( f (x,t)
funksiyanyn birinji dniminin tukenikli nokatlarynda birinji hususy
uznakliligi bolmagy mimkin) we f(0,t) = f(l,t) =0 sertin yerine
yetmegini talap edelin.

u(x,t)= 3T, (B)sin ? (14.19)

funksiyany hatar gornusde g('jzlaiiﬁ.
Eger f(x,t) funksiyany sinuslar boyunga Furyenin hataryna
dagytsak, onda alarys:
f(xt)= Zf (t)sm— , (14.20)

n=1

0=

JL f(x,t)sin —dx : (14.21)
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2
(14.19) denlikden % we Z—g ondmleri tapalyn.
X

u —=>T (t)sm%
a = |

0°u 2 n’r
STt
o Z:, (0

anx

sin —
I

‘2‘: Zu f(x,t) ululyklaryn bahalaryny (14.18) denlemede
X

yerine goyup alarys.

g[Tn'(t) (aT”jZT (t)— f (t):lsinnTﬂX:O.
Bu yerden
T/(t) + [arl'”j TM-f.()=0 (n=123,..). (1422
Indi baslangyg serti ulanyp alarys.
u(x,0) = 2Tn (0)sin # 0.

Bu yerden T (t) Ggin, T,(0)=0 (14.23) baslangy¢ serti alarys.
(14.22)-denleménin  baslangygc (14.23) serti kanagatlandyryan

¢ozlwi asakdaky gorniisde bolar.
e
TO=[e' "t (0)dr . (14.24)
0

T, (t) -nin bahasyny (14.19) anlatmada yerine goyup meselanin
¢ozlwini tapyarys:

u(x,t) = Z{[e( ][t—fj fn(r)dr}sing. (14.25)
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Eger-de baslangy¢ sertimiz tozdestwalayyn nula den bolmasa, onda
(14.25)-ozlwe U _ = ¢(x) baslangyg, u(0,t)=0;u(l,t)=0 gyra

. . . ou , 0% ey
sertleri  kanagatlandyryan birjynsly a =a Pl denlemanin

X2

¢ozlwini gosmaly.
Indi ilki basdaky goyulan meselede, meselanin goyylusynyn
umumylygyny c¢aklendirmezden, gyra sertleri

u|x=0 =mt)=0; u ol H,(1)=0
alyp bolyandygyny gorkezelin. Onun Ugin téze funksiyany girizelin.
u(x.) = o(x 1)+ 9(x.0)., 0(01) = m(®) + (1m0 - mO
9(x,t) funksiya, baslangy¢ v(x,0) = o(X) —w(x,0) we gyra
v(o,t) =u(0,t) - w(0,t) =0
{v(l,t) =u(l,t)-ow(,t)=0
sertleri kanagatlandyryan
09 ,0°9
a2
ot OX
Denlemanin ¢6zuwi hokminde tapylyar.
Bu yerde f(x,t) = f(x,t)— e, (x1)
Su yerden gomisine gora, u| = (), Ul _ =pu,(t) gyra
sertlerdaki o, (t); w,(t) funksiyalary hemise nula dendir diyip
almak mamkin.

+ f(x.1).

§ 3.15. Diffuziyanyi deilemesi

Eger gursow durli konsentrasiyaly gaz bilen doldurylsa, onda
diffuziya hadysasy uly konsentrasiyaly yerden kigi konsentrasiyaly
vere bolup gecyér. Eger ereydn maddanyn konsentrasiyasy berlen
gowrimde hemiselik bolmasa, onda suna menzes hadysa
suwukluklarda-da hem bolup gegyar.
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Diffuziya baradaky meselelerde né&belli funksiya bolup
diffuzirlenydn maddanyn konsentrasiyasy hyzmat edyar, 6zem i
bilen bellenilyar, yagny ¢ =c(x, Y, z,t).

Diffuziya prosessi yylylyk yayramak prosesine menzes, sonun
ucin ¢ =c(x,y,z,t) funksiya

= 2 2 2
N _ploe,oc,oc (15.1)
ot ox® oy° oz
denlemani kanagatlandyrmaly.
D(D > 0) hemiselik sana diffuziya koeffisiyenti diyilyar.
Baslangyc sert
c=c(x,y,zt)|_, = f(xV,2), (15.2)
bu verde f(x,y,z)- berlen funksiya baslangyc konsentrasiyany
kesgitleyar.
Gyra sertler diyip esasan asakdaky sertlere aydylyar:
o _ 0, (15.3)
on|
c(x, Y, z,t), =f, . (15.4)

Bu yerde A -diffuziya bolup gecydn oblastyn aracagi.

(15.3) sert diffuzirlenydn maddanyn oblastynyn  aragagi
gecilmeyan diwardygyny gorkezyér. (15.4) sert oblastyn
aracaginde konsentrasiyany kesgitleyar.

Diffuziyanyn ¢yzykly meseleleri ( yagny gecirilmeyan diwarly
ingejik yuka trubkada bolyan diffuziya baradaky meseleler )
asakdaky yaly bolar.

~ 2
Mesele. % = D% deilemanin c(x,y,z,t)|_, = f(x)

baslangy¢ we ?:o gyra sert c=c, gyrada, yada trubkanyn
X

gyrasynda yerine yetyan c = c(x,t) ¢0zuwini tapmaly.
Bu mesele sterzende yylylyk vyayramagynyn meselesinin
¢ozllusine menzeslikde Furye usuly bilen ¢ozllyar.
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8§ 3.16. Laplasyn defilemesine getiryan meseleler

Eger yylylyk gecirjilik prosese & Ust bilen ¢éklene T jisimde
seretsek, onda jisimin dirli nokatlaryndaky temperatura asakdaky
detilemani kanagatlandyryar.( Yylylyk cesmesi yok diyip hasap
edilyar ).

2 2 2
@:a282+82+8g . (16.1)
ot ox® oy® oz
Eger yylylyk gecirjilik prosesde has yukajyk plastinkada seretsek,
onda plastinkanyn duarli nokatlaryndaky temperatura asakdaky ug¢
oOlcegli ( yylylyk cesmesi yok hasap edilyér ).
2 2

W _q7 24,0 (162)

ot ox= oy
denlemani kanagatlandyryar.

Goy, indi yylylyk gicirijilik stasionar hala gecipdir diyelin.
Basgaca aydanymyzda jisimin dirli nokatlaryndaky temperatura
wagta bagly bolman, dine nokadyn x,y,z koordinatalaryna bagly
bolyar.

Eger temperatura wagta bagly bolmayan bolsa, onda %:o

bolyar. Bu yerden gdrnlsune gora jisimin ya-da plastikanyn durli
nokatlaryndaky temperatura degislilikde

2 2 2
ZX‘ZJ + Zy‘j + ZZlZJ ~0, (16.3)
2 2
_ZX‘ZJ +_2y U _o (16.4)

denlemeleri kanagatlandyryar.

(16.3), (16.4) denlemeler Laplasyn denlemeleri diylip
atlandyrylyar.

Indi jisimin islendik nokadyndaky temperaturany bilmek ugin,
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bize jisimin & Usttnin her bir nokadyndaky temperaturany bilmek
gerek.

(16.3), (16.4) denlemelerden go6rnisine goOrd T -jisimin,
plastinkanynn ~ nokatlaryndaky  temperaturalaryny  degislilikde
u(x,y,z) we u(x,y) funksiya hokmiinde seretmek mumkin.

Mesele.

1. Jisimin i¢ki nokatlarynda (16.3) dilemani jisimin Ostki

nokatlarynda berlen
ul, = o(M) (16.5)
bahany kanagatlandyryan u(x,y,z) funksiyany tapmaly. Su mesele
birinji gyra mesele ya-da Dirihle meselesi diylip atlandyrylyar.

2. Eger jisimin Ustki nokatlarynda temperatura belli bolman,
onun yerine tstun normalynyn proporsional bolyan yylylyk akymy
belli bolsa, onda (16.5)- sertin yerine

M~ pm) (166)
on|;
gyra sert berilydr. Bu mesele ikinji gyra mesele ya-da Neymen
meselesi diyip atlandyrylyar.

Bu yerde % o -Ustln normalynyn ugry boyunga, u(x,Yy,z)-
funksiyanyn énumidir.

3. Eger (16.5) ya-da (16.6) sertlerin yerine %+hu =f(M)
n 5

serti kanagatlandyryan u(x,y, z) funksiyany tapmaklyk talap edilse,
onda beyle mesele Gglinji gyra mesele diylip atlandyrylyar.

8 3.17. Iki Olcegli Laplasyn defilemesi tgin Dirihléanin meselesi

Iki Olcegli
Uy, +U, =0 (17.1)
Laplasyn denlemesine merkezi , koordinatalar baslangyjynda bolan
R radiusly tegelekde seredelin.
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Mesele: R -radiusly tegelekde (17.1) denlemani
kanagatlandyryan we tegelegi c¢éklendiryan | toéwerekde berilen

u|e = f(r) (17.2) bahany kabul edy&n u(x,y) funksiyany tapmaly.

Bu meselani Furye usuly bilen ¢dzelin. Onun ugin ilki bilen
polyar koordinatalaryna gecelin.

X =T C0S
_ (p} (17.3)
y=rsing
(17.2)- denligin kdomegi bilen (17.1) denleme asakdaky gornuse
getirilyar.
2
1ofpau), 10U _q (17.4)
ror\ op) r°op
Onda u|, = f sertimiz hem u| _ = f,(¢) gorniise eye bolar.
(17.3)- denleménin ¢ozlwini Furye usulyny ulanyp
u=2ao,(re,(e) (17.5)
gornusde gozlalin.
(17.4)- denligin esasynda (17.3) denlemeden
2
1/ d0), 107,
rdrl dr r- de
denligi alarys. Bu yerden
2
Li(rdq’lj:_id P2 (17.6)
@, dr{ dr @, do

(17.6)- denlikden gornusine gora, denligin ¢ep tarapy r-e, sag
tarapy bolsa ¢ ululyga bagly dal. Diymek, beyle denlik dine
hemiselik ululyga den bolup biler:

Li[r dq’lj Y (17.7)
@, dr{ dr
2
1, -
®, do
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d’®,
do®
Bu yerde A -hemiselik ululyk.

(17.9) ady differensial denleméni ¢Ozip alarys.

D, (p) = Acosx/zgo + Bsin \/Igo . (17.10)
A, B -erkin hemiselik ululyklar.

Indi  A-nin islendik 6zbasdak bahany alyp bilmeyandigini
gorkezelin. u(r,p) nokady alalyn. Eger-de ¢-nin yerine ¢+ 2x
alsak, onda yene 6nki nokadymyzy alarys. Bu yerden gornisine
gora, bizin ¢-ululyga goré alan funksiyamyz periody 2z -e den
bolan, periodik funksiya bolmaly. Yagny

D, (¢ +27) = D(p).
Onda (17.10) formuladan gornilsine gora VA bitin san bolmaly.
JA=n (n=123,..) .

+AD, =0 . (17.9)

Ya-da 1 =n’.
(17.10) formulada 2 -ululygyn bahasyny goysak
®, (@) = Acosng + Bsinng (17.11)
alarys.
Indi (17.7) —denlemede A -nin bahasyny yerine goyup alalyi.

r d [ dCDlj )
——r =n
@, dr\ dr
2
rzd—qz)l+ r&—nzq)1 =0 (17.12)
dr dr
(17.12)-denlemani ¢cozmek ugin @, =r* diyip bellalin.Bu yerden
dq)l :arafl’ dzq)l
dr dr?
ululyklaryn bahalaryny (17.12) denlikde yerine goyup
ale=)r* +ar’>—n’r* =0,

=a(a-1)e“"

ya-da
ale-1)+a-n*=0
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denligi alarys.

Bu denlemeden « -ululygy tapyarys.

a=xn ;

Seylelik bilen (17.12) detileménin @, =r" ¢ozlwini tapdyk. Su
detilleménin @, =r™" ¢dzuwini taslayarys, sebdbi ol ¢coziiw n>0
bolanda, tegelegin merkezinden r =0 bolanda tikeneksizlige
owrllyar. Sunluk bilen biz

u, (r,@) =r*(A, cosne + B_sinng) (17.13)
funksiyany tapdyk.

Bizin seredyan denlemdmizin birjynsly we c¢yzykly denleme
bolanlygy sebdpli (17.13) gornisdaki hususy ¢oziwlerin jemi hem
Laplas denlemesini kanagatlandyryar.

u,(r,p)=A, +ir”(An cosng + B, sin ng) (17.14)

n=1

Su (17.14) ¢ozuwi Furye hataryna menzes gérniisde yazmak Ugin
A0:a_20’ An:an’ Bn:bn

bilen bellap alalyn.

a, <& .
u(r,(;>):?°+2rr‘(an cosng +b_sinng) . (17.15)

n=1

(17.15)- denlikdéki nabelli  a,,a,,b, ululyklary kesgitlemek Ggin
u|r=R = f,(p) sertimizi ulanalyn. (17.15) denlikde R =r goysak

f((p)=a—2‘)+Z(R”an cosng + R"b, sin ne) (17.16)
n=1
denligi alarys.
(17.16)-denlik ~ f (p)  funksiyanyn Furye hataryna

dagydylmasydyr. Furye koeffisientlerini kesgitlemek tg¢in bize belli
bolan formulalary ulanaly.
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2
R"a, :lj‘ f,(w)cosnydy ,
4 0

2
wm=1jnwnmmmw,
7[0

yagny

2z

1
a=——|f cosnydy,
"= Rn ! L (W) cosnydy

27

1 )
b =—|f sinnwd
"= R ! (W) sinnydy

Indi R radiusly tegelekde Laplasyn denlemesi ugin Dirihle
meselesinin ¢ozuwini almak tgin (17.15) formulada a,,b,
ululyklaryn bahalaryny yerine goymak yeterlikdir.

GoOonukmeler

I. Asakdaky denlemelerin haysylarynyn hususy onimli differensial
denlemedigini anyklamaly.

1. cos(u, +u,)—cosu, cosu, +sinu, sinu, =0.
2 2 2
2 U Uy, — (U —Uy, ) =0.
s 2
3. sin“(u, +u,)+cos”(u,, +u,)-u=1
4 sin(u,, +u,)—sinu,, cosu, —cosu, sinu, +2u =0.
0 2
5. —tgu—u,secu—-3u+2=0.
OX
6. log uxuy‘—log|uX|—Iog‘uy‘+5u—6:0.

Il. Asakdaky denlemelerin tertiplerini kesgitlemeli.

1. log uxxuw‘—log|uxx|—log‘uw‘+uX +u, =0.
2 2 2 2

2. Uy, + Uy —2ug, +u, ) —2xy =0.
2 A 2 2

3. cos” U, +sin“u,, —2u, —3u, +u=0.
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4, 2(u, —2u)u,, —ai(uX —2u)? —xy =0.
Yy

0 0
5. &(ujy—uy)—ZUWE(uXV—ux)—2ux+2=0.
0
6. 2uxxuxxy—a—y(uxx—uy)2_2uyuxxy+uX =0.

1 U, +4Uu, +U, +U, +u, +2u-— x’y =0.

2 2u,, +2u,, +u, +2u, +2u, —u =0,

3. Uy +2U,, +Uy, +U, +U, +3u—xy? =0.

4. 4u,, +2u, —6u, +6u, +10u,, +4u, +2u=0.
5 2u,, —2u,, +2u,, +3u, —u=0.

6. u, +2u y T2U, +4u , +5U,, —xu, +yu, =0.

V. Asakdaky denlemelerl kanonlk gornulse getirmeli.
Uy +2U,, +5u, —32u =0.

1
2 Uy —2U, +Uu, +9u, +9u, —9u =0.

3 2u,, +3u,, +U, +7u, +4u, —2u=0.

4. Uy +U,, —2u, —3u, —15u, +27x=0.

5. 9, —6u,, +u, +10u, —15u, —50u +x -2y =0.
6 U, +4u,, +10u,, —24u, +42u, +2(x+y)=0.
\%

1

2

. Asakdaky denlemelerin umumy ¢oziwlerini tapmaly.
2u,, —5u,, +3u,, =0.

2u,, +6u,, +4u, +u, +u, =0.
5
3. 3uxx—10uxy+3uyy—2ux+4uy+Eu:0.
VI.Asakdaky Kosinin meselelerini ¢cozmeli.
2y
2
1. 4y2uxx+2(1_y )UXY_UW_W(ZUX_uy)zo’
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VII.

u(x, y)|

0<x<l, t>0 oblastda u, =a’u,, deiilemanin asakdaky

u(x ), =00 u, (%) , =y ().

Uy —2U, +4e” =0, Uu(x, Y)| _, = o(y), u (% Y|, =w(y).
Uy, +2C0SXu,, —sin? xu,, —sin xu, =0,

y=sinx !

=Sin X.
y=sin x

garysyk sertleri kanagatlandyryan ¢oziwini tapmaly.

1.
2.
3.

u(0,t) = u(l,t) = 0, u(x,0) = 0, u, (%,0) =sin2T”x.
u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0) = p(x), u,(x,0) =y (x).
u=(0,t)=u,(,t)=0, u(x,0) :sinSZ—Tx, u, (x,0) :sin%x.

u(0,t) =u,(I,t) =0, u(x,0)=x, u (x0)—smzx+sm?;—lx.
u(o,t) =u(l,t) =0,

u(x,0) = cos = X, U, (x,0) = coss—ﬂ X+ cosS—” X.
2l 2 2l

u,(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0) = (x), u, (x,0) =y (x).

VII.O< x <1, t>0 oblastda u, =a’u, detilemani asakdaky garysyk
sertleri kanagatlandyryan ¢ozlwini tapmaly.

1.

o0 E WP

u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0) = Ax.

u(0,t) =u, (1,t) =0, u(x,0) = p(x).

u, (0,t) =u(l,t) =0, u(x,0)= Al -x).
u,(0,t) =u, (I,t) =0, u(x,0)=U.

u, (0,t) =u, (I,t) + hu(l,t) =0, u(x,0) =¢(x),h>0.
u, (0,t) —hu(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0)=U, h>0.

IX.0<x< p,0<y<s goniburglykda asakdaky denlemeleri
kanagatlandyryanLaplas denlemesinin u(x, y) ¢ozlwini tapmaly.
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1. u(,y)=u,(p,y)=0,u(x,0) =0, u(x,s) = f(x).
2. u,(0,y) =u,(p,y) =0,u(x,0) = A u(x,s) = Bx.

3. u@,y)=U,u,(p,y) =0, uy(x,O)szinZ—:, u(x,s)=0.
Jogaplar

I. 1. Yok. 2. Hawa. 3. Yok. 4. Yok. 5. Yok. 6. Yok.
Il. 1. birinji 2. ikinji 3. birinji. 4. birinji 5. ikinji 6. IKinji
I11.1. Giperbolik. 2. Elliptik. 3. Parabolik. 4. Parabolik.
5. Giperbolik. 6. Elliptik
IV.1. hemme yerinde elliptik, 9.. +8, -89=0,&=y—-x,n=2X
2. hemme yerinde parabolik,
8, +189, +99, -99=0,5=x+y,n=x
3. hemme yerinde giperbolik,
8, +39. -3, +28=0,E=y-x,n=2y X
4. hemme yerinde giperbolik,
8., +3 =28, +&+n =0, =2X-y,n=X+Y.
5. hemme yerinde parabolik,
279, —1059, +309, —1509 —2& +5n =0, & = x+3y,n =X
6. hemme yerinde elliptik,
9, +8, +159, 469, +%g +i6n =0,&=y—2x,7n=+/6x

NG

V. L.u=f(x+Yy)+e@Bx+2y).

TX+y

Xx-y
2u=p(y-x)+e 2 y(y—2x).3.u=[p(x+3y)+y(Bx+y)e * .

2 1 X+2y
a— P [RE— 3 —
VI. 1. u_(x,y)_(p[x 3y j+2 .[ygf(a)da

3
2X+y

2. u(x,y)=(@0+2x—e*)e’ +(p(y)+% jw(z)dz.

266



3. U(X,y) =x+cos(x—y+sin x).
VII. 1. u(x, t)—ism@tsmz—”x
27a I I

2. u(x,t) = Z[ak cosai: t+b, smakTﬂtjsmk—”x

a |

2 _k 2 _k
a, =TI¢(X)SlnTﬂxdx, by =a—jw(x)3|nTﬂxdx.

3. u(x, t)—2—Ism—tsm—x+c035itsm5—”x
ar 2l 2l 2l 2l
4. u(x, t)—2—Ism—tsm—x+2—|sm?ﬁ—”tsm3—ﬂx+
ar 2l 2l 3ar 2l 2l
8_IZZ (-D* (2k +1)a7ztsin 2k + D “
=0 (2k +1) 2l
5. u(x,t)= cos—tcos—x+2—|sm?ﬁ—”tcoss—”x+
2l 2l  3ar 2l 2l
2l Sar o
+——sin——tcos—X.
Sar 2 2l
6.u(x,t) = z a, cost2K DA b, sin (2k+Daz | os(2k D7 X,
2l 2l 2l
2k +D) '
=—I¢( )co % X, jw(x)cos%xd

0

_akrw

VIII. 1. u(x,t)_ZIAz( 1)k+1 (f] skaﬂx

t
G @k
2l

(2k+D7
2l

(2k+1)a7r}

2. u(x,t)=iake[ 2

|
bu yerde a, =sz¢(x)sin
0
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21

[(2k+D)an Zt
1 e s 2k,

8IA L&
3. u(xt)= e
(9 nzkg;(zml)z 2l
4. u(xt)=U.
5.
> h? + A2 ! 2,2
ux,t) =234 —— "k cosA, EdE e cos A, X,
(xt)= z{l(hz zi)m{"’@ & 5} .

bu yerde 4,- AtgAl = hdenlemanin polojytel kokleri.

h—(-D*yh*+ 22 .
6. u(x,t)= ZUZ C 2 - e A, (%),
2 I(h? +22) +h]
bu yerde @, (x) =4, cosA, x+hsin 4, x. A, bolsa
htgAl =—A denlemanin polojytel kokleri.
2k +)x “sh 2k +D)x y

IX. 1. u(xy)= Zak sin

2p 2p
=2 sh’l (2k +1)7rsj £ (x)sin (2k +1)7rxdx
p 2p
2.
2 —
u(x,y):—(p B 2A)y+A—
23
B 4sz i 1 s 2k +Dx «sh 2k +Dx v.3.
T k=0 (2k+l)23h (2k+1)7[5 p p
u(x,y)=U+
+Q Tsh-—y—| ch” 17|24 +Tsh 2> ch—=y |sin 2= x—
/4 2p 2p p 2p 2p 2p
ch 2k +D7zs
_£Z 2p ch (2k +D) 7 ysin 2k +1) “
T k=1 2k+l 2p 2p
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IV. Ahtimallyklar nazaryyeti we matematiki statistika

IV.1. Ahtimallyklar nazaryyetinii esaslary.
§ 1.1 Ahtimallyk ginisligi.

1.Wakalaryi  synplasdyrylmasy.Ahtimallyklar — nazaryyetinin
esasy dusunjelerinin biri waka disunjesidir. Wakanyfi kesgitlemesi
yokdyr.Sol sebdpli,wakalara matematiki usullary ulanmak maksady
bilen elementar wakalar ginisligi diylip atlandyrylan erkin Q = {W}
kdpluge garalyar we bu kopligin islendik bolek kdpligi waka diylip
atlandyrylyar. Q kopligin = w elementlerine elementar wakalar
diyilyar.

Wakalary (¢ topara bolyarler:
1) Hokmany wakalar.

2) Mumkin dal wakalar.

3) Totan wakalar.

Islendik wakanyn ylze ¢ykmagy (cin kabir sertler toplumynyn
bolmagy zerurdyr. Bu sertler toplumy synag ya-da tejribe diylip
atlandyrylyar.K&bir sertler toplumynda hdkman vyiize c¢ykyan
wakalara hokmany wakalar, yuze ¢ykmajakdygy onden belli bolan
wakalara mumkin dal wakalar, ylize ¢ykmaklygy hem, ¢cykmazlygy
hem mumkin bolan wakalara tétan wakalar diyilyar. Hokmany
wakalary Q ya-da U bilen, mimkin dal wakalary @ ya-da V bilen,
totan wakalary bolsa latyn elipbiyinin A, B, C, D,... bas harplary
bilen belgileyérler. Mysal cin, gapda 10 sany ak sar bar bolsun. Bu
gapdan sowuna ¢ykarylan saryii ak bolmagy h6kmany wakadyr.Bu
sertde ol gapdan sowuna ¢ykarylan saryii ak dal bolmagy mumkin
dal wakadyr. Eger gapdaky 10 saryf birnécesi ak, birnacesi ak dél
bolsa, onda bu gapdan sowuna g¢ykarylan saryii ak ya-da ak dal
bolmagy totan wakadyr.

“A wakanyn yuze c¢ykmagy B wakanyn yize ¢ykmagyna
getiryar” diylen tassyklama A cB gornlsde yazylyar. Eger sol bir
wagtda AcB we B <A bolsa, onda A we B wakalara denguycli
diyilyar we A=B gornusde belgilenyar.
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Sol bir synagda bir wakanyn yiize ¢ykmagy beyleki wakanyn
yuze ¢ykmak mumkingiligini yok edyan bolsa, basgaca aydylanda,
sol bir synagda iki waka bilelikde yiize ¢ykyp bilmeyan bolsa,onda
seyle wakalara sygysmayan wakalar diyilyar.

A wakanyn yiize gykmayan wagty we dinie sonda yiize ¢ykyan
waka A wakanyii garsylykly wakasy diyilyar we A bilen belgilenyar
(okalysy: A dal).

2. Wakalar Ustiinde amallar. A we B iki wakanyn jemi ya-da
birlesmesi diylip, bu wakalaryn in bolmanda birinin yize
cykmagyna aydylyar we A+B ya-da AU B bilen belgilenyar.

A we B iki wakanyn kdpeltmek hasyly ya-da kesismesi diylip, bu
wakalaryn bilelikde yuze ¢ykmagyna aydylyar we AB ya-da AN B
bilen belgilenyar.

A we B wakalaryn tapawudy diylip, A wakanyn yize ¢ykyp, B
wakanyn yize cykmazlygyna aydylyar we A\ B bilen belgilenyar.

A\BweB\ A wakalaryn jemine A we B wakalaryn simmetrik
tapawudy diyilyar we A A B bilen belgilenyar.

Wakalar tstiinde amallary Wyennin diagrammalarynda gorkezelin:
(1-nji surat)

) B

AvB

2V

1-nji surat.



Sygysmayan A we B wakalar t¢in AB = @ denglyclilik adalatlydyr.
A we A garsylykly wakalar tigin sol bir wagtda A+ A=Q we
AA =@ dengiyclilikler adalatlydyrlar.

1-nji mysal. Yygnaga gelen talyplaryii arasyndan bir talyp

sowuna saylanyp alynyar. Goy, A waka “ Saylanan talyp matematik”
bolsun, B waka bolsa “ Saylanan talyp tapawutly” bolsun. A+B,

AB, A\B, AABwe A wakalary yazmaly.
< Amallaryf kesgitlemelerinden peydalanyp, yazyp bileris:

A+B = { Saylanan talyp ya matematik,ya tapawutly ya-da tapawutly
matematik.}

AB = { Saylanan talyp tapawutly matematik. }

A\B = { Saylanan talyp tapawutly dal matematik.}

A A B = { Saylanan talyp ya tapawutly d&l matematik, ya-da
tapawutly matematik dal. } >

3.Wakalaryii algebrasy. Eger Q = {w} elementar wakalar gitis-
liginin bolek kdpluklerinin kabir F sistemasy:
1) QeF;
2) Ae F we Be F wakalarugin A+BeF, ABeF;
3) Ac F wakalicin AcF;
sertleri kanagatlandyryan bolsa,onda F sistema wakalaryn algebrasy
diyilyar.
Eger F algebra ucin A, e F,n=1,2,... degisliliklerden UAn eF

n=1

we ﬂAn e F degislilikler gelip ¢ykyan bolsalar, onda F sistema
n=1

wakalaryn sigma-algebrasy diyilyar.
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4. Antimallyk. Ahtimallyklar nazaryyetinifi esasy distifijelerinifi
yene biri dhtimallyk distnjesidir.

Kesgitleme. Eger P (A) san funksiyasy :

1) Islendik Ae F waka Gcgin P (A) > 0 (otrisatel dallik aksiomasy);

2) P(Q)=1 (normirlenenlik aksiomasy);

3) Sygysmayan A we B wakalar t¢in P (A+B) = P (A)+P (B)
(tukenikli additiwlik aksiomasy );

4) B,oB,>..0B,2.. we [| B, = @ wakalar yzygiderligi iicin

n=1
IimP(B,)=0 (uzniuksizlik aksiomasy);

......

Bellik. Uzniiksizlik aksiomasyny B,cB,c..cB, c... we

U B,=Q wakalar yzygiderligi tcin lim P (B,) =1g0rnusde hem
n-1 n—oo
teswirlemek bolar.
Antimallygyfi bu kesgitlemesine defigiiycli bolan yene bir kesgitle-
mesini getirelif.

Kesgitleme. Eger P(A) san funksiyasy:

1) Islendik Ae F waka tgin P(A) >0 (otrisatel dallik aksiomasy);

2) P(Q)=1 (normirlenenlik aksiomasy);
3) Sygysmayan A, A,,..., A, ... wakalar (gin

P[g Anj ) 2‘ P(A,) (nhasaply additiwlik aksiomasy );

......

Antimallyk asakdaky hasiyetlere eyedir:
1) Eger B < A bolsa, onda P(A\B )= P(A)-P(B).
2) Eger B < A bolsa, onda P(B) < P(A).
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3) Garsylykly wakalaryn &htimallyklarynyn jemi bire dendir, yagny
P(A)+P(A)=1.
4) Mumkin dal wakanyn &htimallygy nola dendir,yagny P(&)= 0.
5) Islendik A waka t¢gin 0 < P(A) <1 densizlikler adalatlydyrlar.
Bu hésiyetleri subut edelifi.
< 1) Goy, B < A gatnasyk yerine yetyan bolsun.Onda
A=B+(A\B) defigliyclilik adalatlydyr. Bwe A\B sygysmayan
wakalar bolandyklary sebépli, ahtimallygyii tukenikli additiwlik ak-
siomasyndan peydalanyp,
P(A)=P(B)+P(A\B) (1)
defiligi alarys.Bu yerden taparys:
P(A\B)=P(A)-P(B). >
< 2) Goy, B < A gatnasyk yerine yetyan bolsun.Onda (1)
defilik adalatlydyr. Ahtimallygyf otrisatel daldigini g6z 6flinde
tutup, ol yerden P(B) < P(A) defsizligi alarys. >

< 3) Belli bolsy yaly, A we A garsylykly wakalar iigin
A+A=0Q we AA =@ defigiiyclilikler adalatlydyrlar. Ikinji
defigtycliligi we dhtimallygyf normirlenenlik aksiomasyny g6z
onunde tutup, birinji defiguyclilikgen alarys:

P(A+A)=P(A)+P(A)=P(Q)=1. >

< 4) @ we Qsygysmayan wakalar bolandyklary sebdpli
@+Q =Q defiglyclilikden P (@) + P(Q) =P (Q) defiligi alarys.
Buyerden P(@)=0. >

< 5) @< Ac Q bolandygy sebdpli, &htimallygyf 2-nji hasiye-
tini g6z ofdnde tutup, P (@) < P(A) < P(Q) ya-da 0<P(A)<1
defisizlikleri alarys. >

(Q,F,P) ucluge ahtimallyk ginisligi diyilyar.

§ 1.2. Kombinatorikanyf elementleri.

273



1.Kopeltmek dizguni. Kombinatorika diskret matematikanyf
bélimlerinifi biri bolup,ol dhtimallyklar nazaryyetinde, matematiki
lo-gikada,sanlar nazaryyetinde, hasaplayys tehnikasynda we
kiberneti-kada gifiden ulanylyandygy bilen mdhim &hmiyete
eyedir.Amaly-yetde koplen¢ ké&bir hereketi amala asyrmagyf
mimkin bolan yag-daylaryny hasaplamagyii usullarynyfi sanyny
anyklamak bilen bag-lanysykly meseleler bilen is salysmaly
bolyar.Seyle meselelere kom-binatoriki meseleler
pudaklarynyii wekilleri is salysmaly bolyarlar.My-sal (gin, himik
molekulalardaky atomlaryii mumkin bolan baglany-syklarynyii
gornuslerini anyklamaly bolanda, biolog belok birlesme-lerindéki
aminokislotalaryi  mimkin bolan durli  gezeklesmeler yzy-
giderliklerini hasaplanda, agranom ekin meydanlarynda ekisin durli
usullaryny éwrenende, dispetcer ulaglaryii ugurlar boyunca hereket-
lerinifi grafigini dizende, mudiriii okuw isleri boyunca orunbasary
sapaklaryfi tertibini dizende we sufia mefizes yagdaylarda kombina-
toriki hasaplamalary gecirmeli bolyarlar.

Eger A hereketi n usul bilen amala asyryp bolyan bolsa we bu
usullaryfi her biri Ggin B hereketi m usul bilen amala asyryp bolyan
bolsa,onda gorkezilen tertipde A we B hereketleri nxm usul bilen
amala asyrmak bolar. Kombinatorikanyf bu esasy diizgunine kopelt-
we awtomobilde baryp bolyan bolsa, B séherden C sdhere otluda we
awtomobilde baryp bolyan bolsa,onda A séherden C séhere 3x2= 6
usul bilen barmak bolar ( 2-nji surat ).

Ucar
; Otly ) Otly )
A séh B séh ) h
saner Awtomobil saner Awtomobil C saher

2-nji surat
Indi kopeltmek dizglniniii umumylasdyrmasyny getirelifi.Eger bi-
rinji hereketi n,usul bilen, ikinji hereketi n, usul bilen we s.m. k-njy
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hereketi n, usul bilen amala asyryp bolyan bolsa,onda bu hereket-
lerifi hemmesini bilelikde n,xn,x...x n, usul bilen amala asyr-
mak bolar.

2. Calsyrmalar.

Kesgitleme. 1-den n-e cenli natural sanlaryn kopeltmek
hasylyna n-faktorial diyilyar we n! bilen belgilenyar.Mysal (cin,
51=1.2-3-4-5=120. Kesgitlemeden peydalanyp bu sany
Sl=415=314.5=23-4.5=112-3-4.5 defilikler gdrnusinde hem
yazmak bolar.Sol sebépli islendik natural n san dgin

n'=(n-1)kn
denlik adalatlydyr.

Bellik. 0! = 1 diylip kabul edilyar.

Goy, a,,a,,...,a, elementler berlen bolsun. Bu elementlerin
islendik tertipde yazylan yzygiderligine ¢alsyrma diyilyar. Bu ele-
mentlerifi islendik ikisinden, mysal Ggin, a, we a, elementlerden
a,,a, we a,,a gornisli 21=1-2 =2 sany calsyrma diizmek bolar.
Sufia mefizeslikde, berlen elementlerifi islendik Ugusinden, mysal
ucin,a,,a, we a, elementlerden a,,a,,a;; a,,a;a,; a,,a,,a,;
a,,a;,8,; a,,a,,8,; 8,,8,,a, gornisli 31=1-2-3=6 sany calsyr-
ma diizmek bolar. Bu pikir yoretmani dowam edip, n elementden n!
sany calsyrma diizmek boljakdygyna goz yetirmek bolar. Hakykat-
dan hem, n elementden diizmek mimkin bolan calsyrmalaryfi sany-

ny P bilen belgilalii. P,=n! defiligii adalatlydygyny gdrkeze-
lif.Calsyrmada birinji orunda n elementii islendik birini yazmak
bolar.Sofira ikinji orunda (n-1) elementifi islendik birini yazmak
bolar we s.m.Onda kopeltmek dizglni boyunga hemme n orny
P =n-(n-1)-...-2-1=n! usul bilen doldurmak bolar.

3. Utgasdyrmalar.
Kesgitleme. n elementli kopligin k elementli erkin bélek koplu-

gasdyrmalaryn sany
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n!
Ch=——° 2
" kl(n—k)! (2)
ululyga dendir.
< Berlen A koplugii hemme bolek koplukleriniii kopligini M (A)
bilen, k elementli hemme bdlek kopliklerinifi koéplugini bolsa

M, (A) bilen belgilaliii. M, (A) kopllgifi elementlerinifi sanyny

N ( M, (A)) = CK bilen belgilalii. A kopliigifi k elementli bélek
kopligini almak tgin ( k-1) elementli bolek koplige bu bolek kop-
lige girmeyan n-k +1 elementlerifi birini girizmeli.( k-1) elementli
bolek kopliiklerifi sanynyii C*™* ululyga defi bolandygy we olaryii

her birini n-k +1 usul bilen k elementli bolek koplige dolduryp bol-
yandygy sebdpli, k elementli bolek kopliklerifi sany

cko n—kJrle,1
n k n
ululyga defi bolar. Bu defiligi iterirlap alarys:
Ck n—k+1.c:,1:
=(n—k+1)-(n—k+2).ck,2= =(n—k+1)-...-(n—1).C1=
k-(k-1) v k-(k-1)-...-2 "
_(n=k+1)-(n-k+2)-...-(n-1)-n n!
- K-(k=1)-....2-1 kM (n—k)!
Mysal ti¢in,10 elementden 3 element boyunca utgasdyrmalaryi sany
3 10! _7!-8-9-10=120

7 31.(10-3)  6-7!
bolar.
Teorema. CY=CK, +C'!  defilik adalatlydyr.
< (2) formulany 6zgerdip alarys:
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K n! :(n—1)!-n—(n—1)!-k+(n—1)!-k:

ck =
" kl(n—k)! k!-(n-k)!

~(=-DYn-k)+(n-Dk  (n-1! N (n=1)! 3

B ki(n—k)! S k!(n-k-1)! (k-D!(n—-1—(k-D)!

=C‘, +C¥1. »

Teorema. n elementli kopligii hemme bolek kopliklerinifi sany
2" -e defidir.

< Berlen n elementli kdplugifi elementlerini nomerlalii we her
bir bdlek koplik Ggin nollardan we birliklerden ybarat bolan n uzyn-
lykly yzygiderligi seyle dizelifi: eger k nomerli element bdlek kop-
llige giryan bolsa,onda k-njy orunda 1 yazalyf,eger girmeyan bolsa 0
yazalyfi.Seylelikde,her bir bolek koplige nollardan we birliklerden
ybarat bolan 6z yzygiderligi degislidir.Mysal gin,bos kopluge difie
nollardan ybarat bolan n uzynlykly yzygiderlik degislidir.Onda hem-
me seyle yzygiderliklerifi sany kdpeltmek duzglini boyunca
Q_ZV_% =2

bolar. Diymek, n elmentli kopligifi hemme bolek kdpliklerinifi sany
2" -e defidir. >
Netije. n elementli koplugif k elementli hemme bolek koplukle-

rinii sanynyfl C * ululyga defidigi sebapli, C°+C!+..+C" jem
berlen kopligifi hemme bdlek kopliklerinifi sanyna defidir.Diymek,

C’+Cl+..+C =2"
defilik adalatlydyr.Bu defilige

(a+b)"=> Cka"* b

k=0

Nyutonyfi binomynyfi a=b=1 bolan hususy haly hokminde hem
garamak bolar.

Teorema. Goy, n elementli kabir A kopluk k elementliB,, k,
elementli B,we s.m. k_ elementli B, kopliklerifi jemi gornusinde
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an-aldylyan bolsun,sunlukda k, +k, +...+k,, = n.Onda seyle afilat-
ma usullarynyii sany

C ko _ n!
" K1k, 1k !

......

< n elementli A koplugiii k,elementli B, bélek kopligini ala-
lyfi.Ony C* usul bilen amala asyrmak bolar.Sofira galan n—k, ele-
mentli koplikden k,elementli B,bolek koplugi alalyn.Ony C ﬁikl
usul bilen amala asyrmak bolar we s.m.Onda durli B,,B,,...,B, b6-

lek koplikleri almaklygyfi usullarynyfi C ' ** umumy sany kopelt-
mek dlizguni boyunca

KKk o~ ki~ Ky K
Chltn—clacl, ...Ch

n—ky—.=Kp g —

~nl (n—k)! (n—k —..—k,)! n!
ki(n—K)! KM (n—k, —k,)! Kk M=k, —...—k ) KKtk !

bolar. >

4) Yerlesdirmeler.

Kesgitleme. Her bir elementine 1-den n-e cenli k&bir san
(elementin nomeri) degisli edilen n elementli koplige tertiplesdirilen
diyilyar.

Kesgitleme. n elementli koplugin tertiplesdirilen k elementli
bolek kopligine n elementden k element boyunca yerlesdirme
diyilyar.

Seyle yerlesdirmelerin sany

Ak =

(=K )! (3)
ululyga dendir.



< n elementli A kopligiii k elementli bolek kdplikleriniii sany
C ¥ ululyga defdir.Her bir bolek kopliigi k! usul bilen tertiplesdir-

mek bolar.Diymek,berlen n elementli kopligifi tertiplesdirilen
hemme k elementli bolek koplikleriniii sany

AfokLCEokl— M N
" TRk (n—K)!

bolar. >
Mysal tgin, 10 elementden 3 element boyunga yerlesdirmelerin sany
;100 718.9:10 790

Y (03 7

bolar.
Bellik. Utgasdyrmalarda elementlerin yerlesis tertibinin
ahmiyeti yokdur, yerlesdirmelerde bolsa, &hmiyeti bardyr.

Gonukmeler

1. Dagyf depesine 7 yoda eltyar.
a) Ndce usul bilen yoda boyunga dagyf depesine ¢ykyp we ondan
distp bolar?
b) Bu meseléni ¢ykan yolufi boyunca duslip bolmayan yagday Ugin
cozmeli.

2. Néce usul bilen 6 adam kassa nobata durup biler?

3. Iki sifrasy hem
a) darli bolan;
b) jubdt bolan;
¢) ték bolan, néce sany ikibelgili san bar?

4. 0, 1 ,2, 3, 4, 5 sanlardan ndge sany ugbelgili san dizmek
bolar?

5.0,1,2 3,4, 5sanlardan nace sany 3-e bollinyén tgbelgili san
dizmek bolar?

6. 1, 2, 3, 4, 5 sanlaryii hersini bir gezek ulanyp, olardan néce
sany ucbelgili san diizmek bolar?
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7.0, 1,2, 3, 4, 5 sanlardan nédce sany dortbelgili san dizmek
bolar?

8. 5-e bolinyéan nage sany bésbelgili san bar?

9. Hemme sifralary tak bolan néce sany basbelgili san bar?

10. Cepden saga we sagdan cepe birmefizes okalyan néace sany
bésbelgili san bar?

11. Synpda 10 ders 6wrenilydr. Dusenbede 6 sany durli sapak
okalyar. Nécge usul bilen dusenbede okaljak sapaklaryfi tertibini
dizmek bolar?

12. Néce usul bilen 25 talypdan 3 talyby saylap almak bolar?

13. 0,1, 2,3,4,5,6, 7, 8, 9 sifralardan durli 3 sifrany nace usul
bilen yerlesdirmek bolar?

14. Hig bir tglsi bir gdnide yatmayan n nokat berlen nokatlary
jubut-jubutden birikdirip, ndgce goni gegirmek bolar?

Jogaplar

1. @) 49. b)42. 2.720. 3. a)81. b) 20. ¢) 25. 4. 180. 5. 60.
6.60. 7.1080. 8.18000. 9.5° 10. 900. 11.151200. 12.2300.

13.720. 14. %‘1)

81.3. Ahtimallygyn Kklassyky, statistiki we geometrik
kesgitlemeleri

1.Antimallygyi klassyky kesgitlemesi. Hususy halda, Q ele-
mentar wakalar ginisligi diskret bolanda we w elementar wakalar
dendhtimallykly bolanlarynda islendik A wakanyn ahtimallygy

P =" (4)

gatnasyk bilen hasaplanyar, bu yerde n- synag gecirilende yize ¢y-
kyp biljek &hli elementar wakalaryn sany, m- A wakanyn yize ¢yk-
magyna getiryén elementar wakalaryn sany. (4 ) gatnasyga ahtimal-
lygyn klassyky kesgitlemesi diyilyar. Ahtimallygyn klassyky kesgit-
lemesini ulanmak ugin:
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1) synag gecirilende &hli yize c¢ykyp biljek elementar wakalaryn

sany tukenikli bolmaly;

2) wakalar elementar wakalara boleklenyén bolmaly ;

3) elementar wakalar denédhtimallykly bolmaly.

Emma amalyyetde seyle yagdaylar seyrek dus gelyér. Sol sebépli

ahtimallygyn beyleki kesgitlemelerine hem garayarlar.
2.Antimallygyi statistiki kesgitlemesi. Goy, N synag gegiril-

yéan bolsun we bu synaglaryn N (A) sanysynda A waka yiize ¢ykyan

bolsun.

W(A)=% (5)

......

gylyk hem &timallygyn statistiki kesgitlemesi hokmiinde kabul edil-
yér.

3. Antimallygyii geometrik kesgitlemesi. Gifislikdaki G yay-
lanyfi dlgegini (uzynlygyny, meydanyny, géwriimini ) mesG bilen
we bu yaylada saklanyan g yaylanyfi dlgegini mesgbilen belgilé-
lin.G yayla sowuna oklanan nokadyfi gyayla dismegini Awaka
diyip belgildlifi. Nokadyfi g yayla diismeginifi &htimallygy bu yayla-
nyf dlgegine proporsional we onufi G yaylada yerlesisine bagly dal
diyip hasap edelif.Onda A wakanyfi ahtimallygy

P(A)=—3 (6)
mesG
gatnasyk bilen kesgitlenyér.Bu formula ahtimallygyfi geometrik
kesgitlemesi diyilyar.

1-nji mesele. Gapda her birinde G, A, AR, S, S, Y, Y, Z L, K
harplaryn biri yazylan 11 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar gapdan sowu-
na yeke-yekeden c¢ykarylyp, c¢epden saga yzygider goyulyar.
“GARASSYZLYK?” soziinin yazylmagynyn &htimallygyny tapmaly.

<1 Goy, A waka “GARASSYZLYK” sozlnin yazylmagy bolsun.
Tagtajyklaryn hemmesi gapdan sowuna yeke-yekeden cykarylyp,
cepden saga yzygider goyulsa, bolup biljek dhli elementar wakalaryn
sany bu 11 harpdan dizmek mimkin bolan calsyrmalaryn sanyna
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dendir, yagny, n=11! “GARASSYZLYK?” sozlinde iki sany A harpy
we iki sany Y harpy bolanlygy sebépli A wakanyn yize ¢ykmagyna
yardam beryan ahli elementar yagdaylaryn sany m=2L2! bolar.
Seylelikde, “GARASSYZLYK?” sézlinin yazylmagynyn &htimallygy
m 4
P(A) n 11
bolar. >
2-nji mesele. Tekjede dirli 20 kitap bar. Olaryn onusynyn her
birinin banasy 60 manat, dordusinin her birinin bahasy 50 manat,
altysynyn her birinin bahasy 40 manat. Sowuna alnan iki kitabyn
bahasynyn 100 manat bolmagynyn ahtimallygyny tapmaly.
<1 Goy, A- sowuna alnan iki kitabyn bahasynyn 100 manat
bolmagy bolsun. 20 kitapdan 2 kitaby
n=cz =0 1920 _4q
2118 2
usul boyunca saylap almak bolar. Ikisinifi bahasy 100 manat bolan 2
kitaby

I I I
m=C,y,-Ci+C;} = 100 8 4 _60+6-66
191 151 2121
usul boyunca saylap almak bolar.
Onda
p(a)_M_ 66 _33
n 190 95

3-nji mesele. Eger 200 6nimden ybarat toplumda zaya 6niim-
lerin otnositel yygylygy 0,33 bolsa, bu toplumdaky zaya énimlerin
sanyny tapmaly.

<1 Goy A-zaya dnimler bolsun. N=200, W(A)=0,33 bolandygy

sebépli, zaya oOnumlerin sany N(A)=N-W(A)=200-0,33=66
bolar. >

4-nji mesele. R radiusly tegelegin icinden ataraply kwadrat ¢y-
zylan. Tegelege sowuna oklanan nokadyn kwadrata diismeginin &h-
timallygyny tapmaly.
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< Goy, A waka tegelege sowuna oklanan nokadyn kwadrata
diismegi bolsun. Kwadratyin meydany S,, =a®=2R?, tegelegii
meydany Steg_anz. Onda &ahtimallygyn geometrik kesgitleme-
sinden peydalanyp, gozlenyan ahtimallygy taparys:
SkW. ZRZ

P(A)= S 7 R?

2
teg. 4

Gonukmeler

1. Oynalyan kub iki gezek oklanyar. Jemde 10 ockonyf yiize
¢cykmagynyii ahtimallygyny tapmaly.

2. Oynalyan iki gezek oklanyar. Kopeltmek hasyly 5-e defi
bolan ogkolaryf yiize cykmagynyfi &htimallygyny tapmaly.

3. Oynalyan iki gezek oklanyar. Dlsen ockolaryf tapawudynyf
absolyut ululygynyf 2—-a defi bolmagynyf dhtimallygy ndcé defi?

4. Sowuna alnan telefon belgisi bas sifradan ybarat. Bu sifralaryf
hemmesinif
a) darli bolmagynyfi
b) ték bolmagynyii ahtimallygyny tapmaly.

5. Oynalyan kub 3 gezek oklanyar. Jemi 5-e bdlinyan sany
emele getiryan ogkolaryfi yize cykmagynyii ahtimallygyny tapmaly.

6. Gapda 1, 2, 3, 4, 5, 6 sanlar bilen belgilenen birmefizes 6 sar
bar. Bu sarlar gapdan sowuna yeke-yekeden cykarylyar. Sarlaryf
belgilerinii  kemelyan tertipde c¢ykarylmagynyfi &htimallygyny
tapmaly.

7. Gapda her haysysyna M, M, A, A, A, T, T, E, |, K harplaryfi
biri yazylan 10 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar gapdan sowuna yeke—
yekeden c¢ykarylyarlar we c¢epden saga yzygider goyulyarlar.
“MATEMATIKA” sdzinifi yazylmagynyfi ahtimallygyny tapmaly.

8-nji mesele. Talyplar toparynda 20 talyp bar. Olaryii 12-si
tapawutly okayan talyplar. Sowuna 9 talyp alynyar. Alnan talyplaryfi
5-sinifi tapawutly talyp bolmagynyf ahtimallygyny tapmaly.
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9. Sowuna alnan yylyii yanwar ayynda dort dync¢ gununif
bolmagynyf ahtimallygyny tapmaly.

10. 10 adamyfi arasynda iki dogan bar. Bu 10 adam skameykada
sowuna oturyarlar. Iki doganyfi  yanasyk oturmagynyf
ahtimallygyny tapmaly.

11. Abonent telefon belgisini alanda sofiky U¢ sifrasy yadyna
disenok. Ol sifralaryfi durlidiklerini bilip, sowuna g sifrany alyar.
Gerekli telefon belgisinifi alynmagynyfi ahtimallygyny tapmaly.

12. R radiusly uly tegelegifi icinden r radiusly Kici tegelek
cyzylan. Uly tegelege sowuna oklanan nokadyfn Kici tegelege
dusmeginiii &htimallygyny tapmaly.

13. R radiusly tegelegifi icinden dogry Uchburcluk cyzylan.
Tegelege sowuna oklanan nokadyii bu Ucburgluga dusmeginifi
ahtimallygyny tapmaly.

14. 1ki adam sagat 12.00 bilen 13.00 aralygynda bellesilen yerde
dususmagy sertlesyar. Birinji gelen adam beylekd o (o <60)
minudyii dowamynda garasmaly we eger ikinji adam gelmese
gaytmaly. Eger olaryii bellesilen wagt aralygynda bellesilen yere
gelmekleri totan we bagly dal bolsa, ol iki adamyf
dususmaklygynyf ahtimallygyny tapmaly.

Jogaplar
1. /12 . 2.0,0556. 3.0,2222. 4. a)0,3024 b) 0,03125. 5.
43/216. 6. i 7. ! . 8.033. 0. 4 . 10.0,2. 11
720 151200 7
2 2 PAY:
Lo 13, 303 4y 60 (60-a)’
720 R 4z 60

§ 1.4. Ahtimallyklary gosmak we kopeltmek teoremalary.
IA bolmanda bir wakanyf yize ¢ykmagynyfi dhtimallygy

1. Antimallyklary gosmak teoremasy

Teorema. Erkin A we B wakalar G¢in
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P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) (7)
formula adalatlydyr.
< A we B wakalaryin jemini sygysmayan AB, AB, AB
wakalaryn jemi gornusinde anladalyf ( 3-nji surat )

o A B A+B=AB+AB+AB
Bu defiglycliligi gdz 6ftnde tutup,

P(A+B)=P(AB +AB+AB) =
=P (AB)+P(AB)+P(AB) (*)

defiligi yazyp bileris. A= AB + AB

bolandygy sebapli P(A) = P(AB) + P(AB)

defilik adalatlydyr. Bu yerden taparys
P(AB) = P(A) - P(AB) ()

Edil sutia menizeslikde B = AB + AB defigiiycliligi yazyp bileris.

Onda P(B) =P (AB)+ P (AB)defilik adalatlydyr.Bu yerden

P(AB)=P(B)-P(AB) (%)
defiligi alarys.( * = ) we ( *=* *) anlatmalary ( * ) denlikde ornuna
goyup, ( 7)) formulanyfi adalatlydygyna g6z yetirmek bolar.

(7) formula ahtimallyklary gosmak teoremasy diyilyar. Hususy
halda, sygysmayan A we B wakalar t¢in P(AB ) = 0 bolandygy
sebépli, seyle wakalar tgin ahtimallyklary gosmak teoremasy
P(A+B)=P(A)+P(B) (8)
gornlse geler.( 7)) defilikden gornisi yaly,erkin A we B wakalar tgin
P(A+B)<P(A)+P(B)

defisizlik adalatlydyr.

Erkin A A, ..., A wakalar ucin &htimallyklary gosmak
teoremasynyfi umumylasdyrmasy

3-nji surat

P(A+ A+ +A,) ZiP(Ai)—ZP(Ai A+
(9)
+ ZP(Ai AA) - +(CD)™P(AA,..A)

i<j<k

285



gornusdedir.Bu formulany (7)formuladan we matematiki induksiya
usulyndan peydalanyp subut etmek bolar. Hususy halda,
sygysmayan A,,A,,.., A, wakalar Ggin ahtimallyklary gosmak
teoremasy
P(A+A+ +A,)=P(A)+P(A;)+ +P(A;) (10)
gornuse geler.
2. Sertli ahtimallyk. Ahtimallyklary kopeltmek teoremasy.

Goy, P(A) >0 bolsun.
P(B/A)= P(AB)

P(A) (11)

gatnasyga B wakanyn A waka ylze ¢ykan sertdaki sertli ahtimallygy
diyilyar. ( 11) defiligi 6zgerdip
P(AB)=P(A)-P(B/A)
defiligi alarys. P (B)> 0 bolan sertde suna menzeslikde yazyp bileris
P(BA)=P(B)-P(A/B)
AB=BA bolandygy sebépli,
P(AB)=P(A)-P(B/A)=P(B)-P(A/B) (12)
formulany alarys. ( 12 ) formula &htimallyklary kopeltmek
teoremasy diyilyar.
Erkin A, A,,...,A, wakalar G¢in &htimallyklary kopeltmek

teoremasynyfi umumylasdyrmasy
P(AA,...A )=P(A)-P(A/A)-...-P(A,[AA,.. A ) (13)
gornusdedir. Bu formulany (12) formuladan we matematiki
induksiya usulyndan peydalanyp subut etmek bolar.

Eger A wakanyfi B waka ylze ¢ykan sertdéki sertli ahtimallygy
A wakanyf sertsiz ahtimallygyna defi bolsa, yagny

P(A/B)=P(A) (14)

A wakanyfi B waka bagly daldiginden B wakanyn hem A waka bagly
déldigi gelip ¢ykyar.
< Hakykatdan hem, goy, A waka B waka bagly dél bolsun.Onda
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(14) defilik adalatlydyr.Bu defiligi goz oilinde tutup, (12) defilikden
taparys
P(B)-P(A/B) P(B)-P(A)

P(B/A) = =P(B)
P(A) P(A)
Bagly dal A we B wakalar ugin ahtimallyklary kdpeltmek teoremasy
P(AB)=P(A)-P(B) (15)

gornuse geler. ( 15) denlik iki wakanyn jibutleyin bagly dalliginin
kesgitlemesi hokminde kabul edilydr. Ondan basga-da,wakalaryn
toplumlayyn bagly dallik dustinjesi hem bardyr.
Kesgitleme. Eger A, A,,..., A, wakalaryn islendik kombinasiyasy
bilen beylekilerinin islendik kombinasiyasy bagly dal bolsalar, onda
AL A,,...,A, wakalara toplumlayyn bagly dal ya-da bagly dal
diyilyar.
Mysal Ggin, A, A, A; wakalaryn toplumlayyn bagly dél
bolmaklary tgin A, we A,, A, we A;, A, we A;, A we A,A,,
A,we A A,, A;we A A,, wakalaryn bagly dal bolmaklary zerurdyr.
Toplumlayyn bagly dal A, A,,..., A, wakalar tcin &htimallyklary
kopeltmek teoremasynyn umumylasdyrmasy
P(ALA,...A))=P(A)-P(A,)-...-P(A,) (16)

gornuse geler.

Bellik. AL A,,..., A, wakalaryii toplumlayyn bagly
daldiklerinden olaryfi ~ jubut-jubutden bagly daldikleri  we
A A, ..., A wakalaryfi hem toplumlayyn bagly daldikleri gelip

cykyandyr.
3. Ifi bolmanda bir wakanyfi ylze cykmagynyf ahtimallygy
Ké&bir synag gecirilende bagly dal n wakanyf ifi bolmanda
birinifi ylze ¢ykmagynyfi ahtimallygyny tapmak meselesine garalyfi.
Bagly dal A, A,,...,A, wakalaryfi ifi bolmanda birinifi yize
cykmagyny Awaka diyip belgildlif. A, A,,..., A wakalaryfi hic
birinifi yiize cykmazlygy A, A,... A kopeltmek hasyly gérniisinde
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yazylyar.  AweA, A,.. A wakalar  garsylyklydyrlar.  Onda
P(A)+P (A A,..A)) =1 defilik adalatlydyr. Bu yerden
P (A) =1- P (A A,...A,) defiligi alarys. Bellikden we toplumla-
yyn bagly dal wakalar dcin dhtimallyklary kopeltmek teorema-
syndan peydalanyp, P(A) =1-P (A))-P(A,)-....P(A,) defiligi

i=1, n belgilemeleri girizip,bu defiligi

P(A) :l_ql'qz'---'qn (17)
gornusde yazmak bolar.( 17 ) defilik synag gecirilende bagly dal
A A,,...,A wakalaryfi ifi bolmanda biriniii ylze c¢ykmagynyf
ahtimallygyny tapmagyfi formulasydyr. Hususy halda, eger
A A,,...,A wakalar sol bir p &htimallyk bilen ylze cykyan
bolsalar,onda ( 17 ) formula

P(A) =1-¢" (18)

alarys.q, =P (A,),

gornuse geler.

1-nji mesele. Ké&rhananyn dndiryan énamlerinin 98% -i standart
onumler. Sunlukda standart énimlerin 85% -i yokary hilli. Bu
karhanada 6ndurilen sowuna alnan 6ntimin yokary hilli bolmagynyn
ahtimallygyny tapmaly.

<1 Goy, A-sowuna alnan 6numin standart bolmagy bolsun. B-
sowuna alnan standart O6nimin yokary hilli bolmagy bolsun.
Kdpeltmek teoremasyndan peydalanyp, go0zlenyan d&htimallygy
taparys

98 85
P(AB)=P(A)-P(B/A) 100 100 0,833 >

2-nji mesele. Atyjynyn bir gezek atanda nysanany urmagynyn
ahtimallygy 0,8-e den. Atyjy ¢ gezek nysana atyar. Nysananyn U¢
gezek urulmagynyn dahtimallygyny tapmaly.

<1 Goy, A-atyjynyn birinji gezekde nysanany urmagy, B-ikinji

gezekde nysanany urmagy, C- Uclinji gezekde nysanany urmagy
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bolsun. A, B, C, wakalar bagly d&l. Onda bagly d&al wakalar Ggin

kdpeltmek teoremasyndan peydalanyp, gozlenyédn &htimallygy
taparys

P(ABC) =P(A)-P(B)-P(C)=08-0,8-0,8=10,512 >

3-nji mesele. Ulgamyn nésaz isleyandigini habar bermek Ugin
biri-birine bagly bolman isleyan iki duyduryjy goylan. Ulgamyn
nasaz isleyandigini birinji duyduryjynyn habar bermeginin
ahtimallygy 0,99-a den. Ikinji duyduryjy Gcin bu &htimallyk 0,98-e
den. Ulgamyn ndsaz isleyandigini dine bir duyduryjynyn habar
bermeginin ahtimallygyny tapmaly.
< Wakalary girizelin:
A, -birinji duyduryjynyn habar bermegi.
A, -ikinji duyduryjynyn habar bermegi.
B, -ditie birinji duyduryjynyn habar bermegi.
B, -dine ikinji duyduryjynyn habar bermegi.
Sygysmayan wakalar (c¢in gosmak teoremasyndan we bagly dal
wakalar Ugin kopeltmek teoremasyndan peydalanyp, gdzlenyan
ahtimallygy taparys:
P((Bl + Bz) = P(Bl) + P(Bz) = P(AlAZ) + P(AlAZ) =
=P(A)-P(A)+P(A) -P(A,) =
=0,99.0,02+0,01-0,98=0,0296. »

Conukmeler

1. Dukana getirilen sport geyimlerinifi 50%-i ak, 20%-i gyzyl,
20% -i yasyl we 10%-i gok. Sowuna alnan sport geyiminifi yasyl ya-
da gok bolmagynyii &htimallygyny tapmaly.

2. Atyjynyi bir gezek atanda 10 ogko almagynyfi dhtimallygy
0,4-e defi, 9 ocko almagynyii ahtimallygy 0,3-e defi, 8 we ondan az
ocko almagynyii &htimallygy 0,3-e defi. Atyjynyii bir gezek atanda
9-dan az bolmadyk ocko almagynyfi ahtimallygyny tapmaly.
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3. Talyp gerekli formulany ¢ Kitapdan gozleyar. Formulanyfi
birinji, ikinji, t¢unji kitaplarda bolmagynyf ahtimallygy degislilikde
0,6-a, 0,7-4, 0,8-e defi. Gozlenilyén formulanyfi
a) dine bir kitapda bolmagynyii;

b) dine iki kitapda bolmagynyii;
¢) Uc kitapda hem bolmagynyi &htimallygyny tapmaly.

4. Kébir yerde iyul ayynda ortaca alty giin ygally bolyar. iyul
ayynyi  basky iki glnunde agyk howanyfi bolmagynyif
ahtimallygyny tapmaly.

5. Abonent telefon belgisinifi ifi sofiky sifrasyny yadyndan
cykarypdyr. Ol sowuna bir sifrany alyar. Abonentifi ikiden kop
bolmadyk gezek sowsuz synanysyk etmekliginifi &htimallygyny
tapmaly.

6. Talyp maksatnamanyf 25 soragynyii 20-sini bilyar. Talybyf
synaggy tarapyndan sowuna berlen 3 soragyf 2-den az dal sanysyna
jogap bermeginiii &nhtimallygyny tapmaly.

7. Dukana getirilen joraplaryii 60%-i birinji fabrikanyf, 25%-i
ikinji fabrikanyf, 15%-i t¢tnji fabrikanyii 6nimleri. Sowuna alnan
jorabyfi birinji ya-da tgunji fabrikanyfi énduren dntimi bolmagynyf
ahtimallygyny tapmaly

8. Tejribeligini ge¢cmeli 30 talybyi 15-si sdherifi 48-nji
mekdebine, 8-si 51-nji mekdebine, 7-si bolsa 52-nji mekdebine
ugradyldy. Kesgitli iki talybyfi sol bir mekdebe dismeginifi
ahtimallygyny tapmaly.

9. 1000 lotoreya biletlerinifi 24-si pul utusly we 10-sy haryt
utusly. Sowuna alnan 2 biletifi
a) ifi bolmanda birinifi utusly bolmagynyfj;

b) birinji Dbiletin pul utusly, ikinji biletii bolsa haryt utusly
bolmagynyi ahtimallygyny tapmaly.

10. Bir gunufi dowamynda isleydn abzal bu wagtyfi dowamynda
biri-birine bagly bolman hatardan ¢ykyp bilyan 3 bdlekden ybarat.
I bolmanda bir bolegifi hatardan ¢ykmagy tutus abzalyf hatardan
cykmagyna getiryar. Bir gunidfi dowamynda birinji bdlegifi
dowilmén isglemekliginiii &htimallygy 0,9-a defi. Ikinji we Ucunji
bolekler Ggin bu ahtimallyklar degislilikde 0,95-e we 0,85-e defi.
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Gunufi  dowamynda abzalyfi hatardan ¢ykman islemekliginifi
ahtimallygyny tapmaly.
Jogaplar

1.0,3.2.0,7. 3. a) 0,188 b) 0,452 ¢) 0,336. 4. 20/31 5.0,3
6.209/345.7.0,75. 8.0,331. 9. a) 0,064 b) 0,00024. 10. 0,727.

§ 1.5. Doly ahtimallygyi we Bayesin formulalary

1.Doly &ahtimallygynn formulasy. EgerH,, H,,...,H wakalaryn
toplumy Gcin H,+H, +...+ H, =Q defguyclilik yerine yetyan
bolsa,onda olar wakalaryfi doly toparyny emele getiryar diyilyar.

Teorema. Goy,erkin A waka doly topary emele getiryan
sygysmayan H,,H,,...,H, wakalaryii biri we difie biri bilen
bilelikde yize cykyp bilydn bolsun. Onda doly &htimallygyn
formulasy diylip atlandyrylyan

P(A)=) P(H,)-P(A/H,) (19)
k=1
formula adalatlydyr.
< Sygysmayan H,,H,,...,H,  wakalaryii doly topary emele
getiryandikleri sebépli
A=AQ=AH,+H,+...+H_ )=AH, + AH, +...+ AH_

defiguyclilikler adalatlydyrlar. AH,,AH,,...,AH  wakalar hem

sygysmayan wakalardyrlar. Onda ilki sygysmayan wakalar (cin
ahtimallyklary gosmak teoremasynyfi umumylasdyrmasyny, soira
bagly wakalar Ggin dhtimallyklary kopeltmek teoremasyny ulanyp
alarys

P(A)=P(AH,+...+ AH_ ) =P(AH))+...+ P(AH,) =

=P(H,)-P(A/H,)+...+P(H,)-P(A/H,) =
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:iP(Hk)P(A/Hk) >

H,,H,,...,H, wakalara caklamalar (gipotezalar) hem diyilyar.

Doly &htimallygyf formulasy ulanylanda ¢aklamalaryfi synaga ¢enli
(apriori) ahtimallyklary hasaplanyar.
Teorema. Doly dhtimallyk baradaky teoremanyn sertlerinde
Bayesifi ( Tomas Bayes, 1702-1761, ifilis matematigi )
p(H,/A) =V PATR) 15 (0)

D> P(H,)-P(A/H,)

formulasy adalatlydyr.
< Bagly wakalar cin dhtimallyklary kopeltmek teoremasyndan
peydalanyp,
P(AH,)=P(A)-P(H,/A)=P(H,)-P(A/H))
defiligi yazmak bolar. Bu yerden taparys
P(H i)' P(A/H i)
P(A)
(19) formulany goz 6funde tutup, bu formulany
P(H,/A) = nP(H‘)' PIATHY i=1n

D> P(H,)-P(A/H,)
k=1
gornlsde yazmak bolar. >

Bayesifi formulasy boyunga ¢aklamalaryn synagdan sonky
(‘aposteriori ) ahtimallyklary hasaplanyar.

P(H,/A) =

1-nji mesele. Toplumda birinji zawodyn 28 Onimi, ikinji
zawodyn 22 OnUmi bar. Birinji zawodyn Oniminin yokary hilli
bolmagynyn &htimallygy 0,95-e den, ikinji zawodyn 6énumi ugin bu
ahtimallyk 0,9-a den. Bu toplumdan sowuna alnan éniimin yokary
hilli bolmagynyn ahtimallygyny tapmaly.
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<1 Goy, A-toplumdan sowuna alnan éniimin yokary hilli
bolmagy bolsun. Caklamalary girizelin.
B, -sowuna alnan onlimin birinji zawoda degisli bolmagy;
B, -sowuna alnan ontimin ikinji zawoda degisli bolmagy;
Bu caklamalaryn dhtimallyklaryny tapalyn
28 22
P(B,) = 0" 056, P(B,)= 0" 0,44.
Meselénin serti boyunca
P(A/B;)=095 P(A/B,)=09
Doly ahtimallygyn formulasyndan peydalanyp, g06zlenyan
ahtimallygy taparys

P(A)=P(B,)-P(A/B,)+P(B,)-P(A/B,) =
0,56-0,95+0,44-0,9=0,928. >

2-nji mesele. Sol bir agramda ¢ykys edyan stangistlerin yedisi
sport ussady, Ugusi bolsa at gazanan sport ussady. At gazanan sport
ussadynyn bellenen agramdaky stangany gotermeginin dhtimallygy
0,8-e den, sport ussady t¢in bolsa bu &htimallyk 0,6-a den. Sowuna
cagyrylan tirgen bellenen agramdaky stangany goterdi. Onun sport
ussady bolmagy has dhtimalmy ya-da at gazanan sport ussady?
<1 Goy A-sowuna cagyrylan tirgenin bellenen agramdaky
stangany gotermegi bolsun. Caklamalary girizelin, B, -sowuna
cagyrylan tirgenin sport ussady bolmagy, B,-sowuna cagyrylan
tirgenin at gazanan sport ussady bolmagy. Doly &ahtimallygyn
formulasyndan peydalanyp taparys

P(A)=P(B,)-P(A/B,)+P(B,)-P(A/B,)=0,7-0,6+0,3-0,8 = 0,66.

Bayes formulasyndan peydalanyp gozlenyan dhtimallyklary taparys
P(B, / A) = P(B,)-P(A/B,) _07-06 ~ 0,64
P(A) 0,66
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P(B,)-P(A/B,) _ 0,3-08 ~0.36
P(A) 0,66
Gornlsi yaly, bellenen agramdaky stangany goéterenin sport
ussady bolmagy has ahtimaldyr. Bu yagdayy sport ussatlarynyn

sanynyn at gazanan spor ussatlarynyn sanyndan kopdugi bilen
dustndirmek bolar. >

P(B,/A) =

Gonukmeler

1. Toplumda 3 zawodyii Onlimi bar. Birinji zawodyi
onumlerinifi 0,3%-i zaya. Ikinji we (cunji zawodlar Ucin bu
gorkezijiler degislilikde, 0,2%-e we 0,4%-e def. Eger toplumda
birinji zawodyf 1000 6numi, ikinji zawodyfi 2000 onimi, uclnji
oniimifi 2500 énlmi bar bolsa, bu topluma zaya énumifi dismeginifi
ahtimallygyny tapmaly.

2. Isci bir kysymly 6énumler islenip tayyarlanyan 3 abzala
hyzmat edyar. Birinji abzalyfi zaya 6niim 6ndirmeginifi ahtimallygy
0,02-& defi. Ikinji we Gglnji abzallar Ggin bu &htimallyklar
degislilikde, 0,03-e we 0,04-e defi. Islap tayyarlanylan énumler bir
yassige gayulyarlar. Birinji abzalyf onddrijiligi ikinji abzalyfkydan
Uc esse kop, uclinji abzalyfi ondirijiligi bolsa, ikinji abzalyfikyda iki
esse az. Sowuna alnan 6numif zaya bolmagynyfi ahtimallygyny
tapmaly.

3. Igcinde n sany sar bolan gaba 1 ak sar salynyar. Sofira bu
gapdan sowuna 1 sar c¢ykarylyar. Eger gapdaky sarlaryii basky
dizuminifi refiki baradaky aydylyan ahli mimkin bolan giiman
etmeler defimimkingilikli bolsalar, onda bu gapdan sowuna
cykarylan saryfi ak bolmagynyii ahtimallygyny tapmaly.

4. Skladda 3 fabrikanyfi onimi bar. Olaryii 20%-i birinji
fabrikanyii 6numleri, 46%-i ikinji fabrikanyfi éndmleri, 34%-i bolsa
uclnji fabrikanyi onumleri. Birinji fabrikanyfi 6ntimlerinifi ortaca
3%-i zaya, ikinji fabrikanyi onumlerinii 2%-i  zaya, UUnji
fabrikanyfi dntimlerinifi 1%-i zaya. Eger sowuna alnan éniim zaya
bolsa, onufi birinji fabrika degisli bolmagynyii &htimallygyny
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tapmaly.

5. 10 gabyii dokuzysynda 2 ak we 2 gara sar bar, birinde bolsa 5
ak we 1 gara sar bar. Sowuna alnan gapdan sowuna alnan saryf
akdygy belli bolsa, onuii 5 ak sarly gapdan alnan bolmagynyfi
ahtimallygyny tapmaly.

6. Iki awgy nysana bir wagtda atyar. Birinji atyjynyfi nysanany
urmagynyf ahtimallygy 0,2-a& defi. Ikinji atyjy Gcin bu ahtimallyk
0,6-a defi. Birinji bilelikde atysdan sofi bir atyjynyf urandygy belli
boldy. Birinji atyjynyii nysanany urandygynyfi ahtimallygy nécé
def?

7. Tokayda azasanyii biri acyk meydana ¢ykdy. Ol yerden
gaydyan 5 yol tokaydan c¢ykaryar. Ol yollar bilen yorelende 1
sagatda tokaydan ¢cykmaklygyf ahtimallygy degislilikde 0,6-a, 0,3-e,
0,2-4, 0,1-e, 0,1-e defi. Eger azasan tokaydan cykan bolsa, onuf
birinji yol bilen gaydandygynyfi ahtimallygy nédcé defi?

8. Talyplaryii gurlusyk toparynda birinji yyl talyplarynyf 2
topary, ikinji yyl talyplarynyfi bolsa, 1 topary bar. Birinji yyl
talyplarynyfi her toparynda 5 oglan we 3 gyz bar, ikinji yyl
talyplarynyii toparynda bolsa, 4 oglan we 4 gyz bar. Séhere
ugratmak dgin sowuna alnan topardan sowuna alnan talybyfi
oglandygy belli bolsa, onufi birinji yyl talyby bolmagynyf
ahtimallygyny tapmaly.

9. Synaga gelen 20 talybyii 8-si tapawutly, 6-sy yagsy, 4-si
kanagatlanarly, 2-si  kanagatlanarsyz  tayyarlanan.  Synag
sowalnamalarynda 40 sowal bar. Tapawutly tayyarlanan talyp
hemme sowallary, yagsy tayyarlanan 35 sowaly, kanagatlanarly
tayyarlanan 25 sowaly, kanagatlanarsyz tayyarlanan 10 sowaly
bilyér. Sowuna alnan talyp synagcy tarapyndan hodirlenen 3 sowala
jogap berdi. Onufi
a) yagsy tayyarlanan
b) kanagatlanarsyz talyp bolmagynyfi &htimallygyny tapmaly.

10. Iki gabyf birinjisinde 3 ak we 4 gara sar bar, ikinjisinde
bolsa, 2 ak we 3 gara sar bar. Birinji gapdan ikinji gaba sowuna 2 sar
gecirilyar. Sofira ikinji gapdan sowuna 1 sar alynyar. Eger bu saryf
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akdygy belli bolsa, birinji gapdan ikinji gaba gecirilen 2 saryii refik
boyunga haysy diiziimde bolmagy has &htimal?

Jogaplar
1.0,0031. 2. 0,024 3. "2 4 0322, 5. 0,156 6. 6/7.
2(n+1)

7. 6/13. 8. 5/7. 9. a)0,307. b) 0,002. 10. bir ak, bir gara.

81.5. Bagly dal synaglar yzygyderligi

1. Antimallyklaryf paylanysynyfi binomial kanuny.

Antimallyklar nazaryyetinii amalyyetde ulanylysynda kopleng
sol bir synagyf birndce gezek gaytalanmagy bilen baglanysykly
meseleler dus gelydr.Sunlukda,bu synaglar tapgyrynda kabir
wakanyfi yize cykmalarynyfi sanyny anyklamak gerek bolyar.
Goy, n synag gegirilyan bolsun. Eger bu synaglaryn her birinde ol

synaglaryn netijelerine bagly bolmasa, onda seyle synaglara bagly
dal diyilyar.Goy, bagly dal n synagyn her birinde A waka sol bir
hemiselik p (0< p<1) d&htimallyk bilen yiize ¢ykyan bolsun,
q=1- p &htimallyk bilen bolsa yiize ¢ykmayan bolsun. A wakanyn
bu synaglarda k (0<k <n)gezek ylize ¢ykmagynyn &htimallygy
bagly dél wakalar tcin &htimallyklary kdpeltmek teoremasy boyunca
p“q"™* bolar. Bagly dal n synagda A wakanyin k gezek yiize
¢ykmalarynyii sany C* ululyga defidir. Diymek, bagly dal n
synagda A wakanyn k gezek ylze cykmagynyn P, (k) &htimallygy

n! K

P k =Ck' k| n7k=—'.
n (k) =Cp-p-q ! P

Q" (21)

formula boyunga hasaplanar.Garalan bagly dél synaglar
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yzygiderligine Bernullinifi (Yakob Bernulli,27.12.1654-16.08.1705,

sweysar matematigi) shemasy, ( 21 ) formula bolsa Bernullinif
formulasy diyilydr. P (k)é&htimallyklar  (p+q)" binomyii
dagadylmasyndaky agzalar bolandyklary sebépli, &nhtimallyklaryfi

(27 ) formula bilen berlen paylanysyna binomial paylanys kanuny
diyilyar.

2. Polinomial shema. Goy,bagly dal n synag gecirilydn bolsun
we bu synaglarda doly topary emele getirydn sygysmayan
A A,,...,A,wakalaryi difie biri yize c¢ykyan bolsun. Bu

synaglarda A, waka hemiselik p, ahtimallyk bilen k, gezek, A, waka
hemiselik p, ahtimallyk bilen k,gezek we s.m. A  waka hemiselik
p,, ahtimallyk bilen Kk, gezek yize g¢ykyan bolsun, sunlukda
k, +k, +...+k, =n. Bu wakanyf dhtimallygyny P, (k;,k,,..., k)

bilen belgilalin.Onda Bernullinifi shemasyndaky pikir yoretmeleri
ulanyp

n!

Pn(k17k2""’ km) - m

prTopypRm(22)

formulany alarys.Garalan synaglar yzygiderligine polinomial shema,
(22 ) formula bolsa polinomial formula diyilyar.Hususy halda, m=2
bolanda polinomial formuladan Bernullinifi formulasy alynyar.

3. Muawr-Laplasyn lokal we integral predel teoremalary.
Bernullinifi  shemasynda kabir predel teoremalary getirelifi.
Bagly dal synaglaryfi sany uly bolmadyk yagdayynda haysy hem
bolsa bir A wakanyn k gezek yuze c¢ykmagynyn P. (k)
ahtimallygyny  Bernullinii  formulasy boyunca hasaplamak
amatlydyr.Emma synaglaryn sany artdygyca bu dhtimallygy tapmak
ucin uly we kyn hasaplamalary gecirmeli bolyar. Sol sebdpli,
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synaglaryii sany tukeniksiz artanda P, (k) ahtimallygy hasaplamak
ucin gerek bolan asimptotik formulany tapmaklyk zerurlygy yiize
cykyar.A wakanyfi bagly dal n sanagyfi her birinde yuze
cykmagynyfi p ahtimallygy 0,5-e defi bolan hususy hal Ggin seyle
formulany 1730-njy yylda inlis matematigi Abraham de Muawr
(26.05.1667-27.11.1754)  hodurleydr. Muawryn bu formulasyny
1783-nji yylda fransuz matematigi Pyer Simon Laplas (23.03.1749 -
05.03.1827) (0;1)interwala degisli islendik p d&htimallyk tgin

umumylasdyryar.

Muawr-Laplasyii lokal predel teoremasy. Bagly dal n synagyn
her birinde sol bir hemiselik p(0< p<1) &htimallyk bilen yize
¢ykyan A wakanyn bu synaglarda k gezek yuze ¢ykmagynyn P, (k)

k—np

v1Pq

X2

ahtimallygy takmynan e 2 funksiyanyn x =

—1 . —1 .
JNpg 2z
nokatdaky bahasyna dendir, yagny

S

1 _
Jopq ox

P,(K) =

bu yerde g=1-p. ¢(x) = i-e 2 jublt funksiyadyr we
2r
onuf bahalary tabulirlenendir ( 1-nji Gosmaga ).

Muawr-Laplasyii integral predel teoremasy. Bagly déal n
synagyn her birinde sol bir hemiselik p(0< p <1) ahtimallyk bilen
ylize cykyan A wakanyn bu synaglarda k,-den az bolmadyk gezek,
k,-den bolsa kop bolmadyk gezek yiize ¢cykmagynyn P, (k,;K,)
ahtimallygy takmynan

Xy

1
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kesgitli integrala dendir.Amalyyetde meseleleri ¢6zmekde amatly
bolar yaly bu teorema

P.(kiiky) = @ (X,) - @ (%), (24)
gornilisde yazylyar,bu yerde
y :kl—np’ XZ:kz—np’ q=1-p,
A/npg A/npg
1 0% - . . .
d(X)=——-| e 2 dy - Laplas funksiyasy. Bu funksiya takdir we
\N27 ;{

onufl bahalary tabulirlenendir ( 2-nji Gosmaca ). X argumentifi 5-den
Kici bolmadyk bahalary Ggin @(x) funksiyanyn bahasy 0,5-e den
diylip kabul edilyar.

4. Ahtimallyklaryfi paylanysynyfi Puasson kanuny.

A wakanyn bagly dél n synagyf her birinde yize ¢ykmagynyf
p &htimallygy nola ya-da bire golay boldugyca Muawr-Laplasyn
( 23 ) lokal formulasyny ulanyp, P,(k) ahtimallygy hasaplamak
kynlagyar. Sol sebdpli, synaglaryn sany artdygyca tukeniksiz
kemelyan p ahtimallyk bilen yize ¢ykyan A wakanyn P, (k)
ahtimallygyny hasaplamak Ggin asimptotik formulany tapmak
zerurlygy ylze cykyar.Bu meselénifi ¢ozgidi hokmiinde fransuz
matematigi Puassonyii ( Puasson Simeon Deni, 21.06.1781 -
25.04.1840 ) shemasyny we teoremasyny getirelifi.

Elementar wakalaryn tapgyrlarynyn

Wll !

W21 ! W22 !

Wnl’WnZ’WnS""’Wnn

yzygiderligine garalyﬁ.SunIL.Jkd.a, .her. bi.r tépg.yry.ﬁ Wakalary Ozara
bagly dal we tapgyryn nomerine bagly p, &htimallyk bilen yize
¢cykyan bolsunlar. n-nji tapgyrda ylze ¢ykyan wakalaryn sanyny
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u, bilen belgilalin. Bagly dal synaglaryfi seyle yzygiderligine
Puasson shemasy diyilyar.
Puassonyii teoremasy. Eger n—o p,—0 bolsa, onda

n— oo
k

P(u,=Kk Moo
(:un_ )_ﬁ'e

gatnasyk adalatlydyr, bu yerde A, =n-p,.
< Bernullinin ( 21 ) formulasyny 6zgerdip alarys

Z’ﬂ

— 0 (25)

I A k A n-k
P =k)y=P (k) =CFK. pk. P L ) J1-n =

:(n—l)-(n—z)-...-(n—k+1)(£jk {1_ﬁj”k _

k! n n

s

Islendik & >0 san Ucin A= A(g) san bar bolup, ol yeterlik uly
saylanyp alnanda A, > A bolan n nomerler we fiksirlenen k san Ggin

k An
n e &
—. 2 < =

k! 2
densizlik  adalatlydyr.A, > A  bolan n  nomerler  Ggin

ik ) n—k B
i () B )

A A"
< "1-"
k! n

defisizligi yazmak bolar. 1-x <e™, xe[0;1], dessizlikden
peydalanyp, n> 2k nomerler Ggin
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k An(n=k) k 2
n - A .

n - &
P =k)=—e¢ " <—-e& 2 <— * %
(p,=k) " " > (**)

defisizligi alarys. ( *x* ) we

Ak Ak 7&
_n.efl"g_n.32<£

k! k! 2
defisizliklerden

P(u :k)_l_i:‘.e*’lﬂ <£+£:g (#xx)
! k! 2 2

defisizligi alarys. A, < A bolan n nomerlere garap,

o))

o ) N

IimKl—”j e’l"}—o we lim n : N J_1
n—o0 n n—o0 A
)

n

denlikleri alarys.Onda n>n, (&) nomerler Gigin

Ak
P (:u n = k) - F - €
defisizlik dogrydyr.Diymek, ( 25 ) gatnasyk adalatlydyr.
Amaly maksatlar tgin ( 25 ) formulany

A,
I:)n (k ) ~ F €

-2

n

<& (26)

(27)

gornusde yazmak amatlydyr. ( 27 ) defilige Puassonyfi formulasy
diyilyar. Antimallyklaryfi bu formula bilen berlen paylanysyna
Puasson paylanys kanuny diyilyér.

1-nji mesele. Sehde 5 motor bar. Berlen wagt pursatynda
motoryn isleyandiginin ahtimallygy 0,7-a den. Berlen wagtda 3
motoryn isleyandiginin ahtimallygyny tapmaly.
< Meselénis sertine gora n=5, k=3, p=0,7, g=1-0,7=0,3. Bernulli
formulasyndan peydalanyp, gozlenilyén &htimallygy taparys
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|
P (k)=C20,7°0,3° = % -0,343-0,09=0,3087. >
2-nji mesele. Atyjynyn bir gezek atanda nysanany urmagynyn
ahtimallygy 0,8-e den. Atyjynyn 100 gezek atanda nysanany 85
gezek urmagynyn &htimallygyny tapmaly.
<n=100, k=85, p=0,8. Onda q=1-0,8=0,2.
‘= k—np _ 85-100-08 :§:1.25
Jnpg  /100-08-0,2 4
(p(x) funksiyanyn bahalarynyn tablisasyndan (Gosmaca 1) taparys
¢(1,25)=0,1826
Muawr-Laplasyn lokal predel teoremasyndan peydalanyp,
g0Ozlenyén &htimallygy taparys

1 1
P, (85)~ 000502 0(1,25)= ;01826 =0,04565 >
3-nji mesele. Bagly dal 100 synagyn her birinde A wakanyn
ylze cykmagynyn é&htimallygy 0,75-e den. Bu 100 synagda A
wakanyn 70-den az bolmadyk we 80-den kdp bolmadyk gezek yiize
¢cykmagynyn ahtimallygyny tapmaly.
<1 n=100, k, =70, k,=80, p=0,75.0nda
q=1-0,75=0,25.
« =k1—np= 70-100-0,75 N -5 N
* \Jnpg  4100.0,75-0,25 4,33
_k,-np _ 80-100-075 5
* Jopg  100.0,75-025 433
@(x) funksiyanyn bahalarynyi tablisasyndan (Gosmaca 2) taparys
@(115) = 0,03749
@(x) funksiyanyn tékligini goz oniinde tutup we Muawr-Laplasyn
integral teoremasyndan peydalanyp, gézlenyan ahtimallygy taparys
Py (70;80) = @(1,15) — @(-115) = 2&(1,15) = 20,3749 = 0,7498 >
3-nji mesele. Kérhana bir giinde 1000 éniim éndiiryar. Oniimin

-115.,

X 115.
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pes hilli bolmagynyn ahtimallygy 0,002-& den. Sowuna alnan 3
ondmin pes hilli bolmagynyn ahtimallygyny tapmaly.
<1 n=1000,k =3, p=0,002. Onda

A=np=1000-0,002=2, e ~0135.Puassonyii  formulasyndan
peydalanyp, gozlenyan ahtimallygy taparys

3
Piooo (3) ~ % e’ % % -0135=0,18. >

§ 1.6. Totan ululyklar we olaryn paylanyslary

1. Diskret tétéan ululyk we onui paylanys kanuny.

Antimallyklar nazaryyetinifi esasy diistifijelerinifi yene biri t6tan
ululykdyr.

Kesgitleme. Q elementar wakalar ginigligini R san okuna
owiryan hakyky & (W) san funksiyasyna totan ululyk diyilyér.
Basgaca aydylanda, t6tan ululyk bu tétan wakalara baglylykda ol ya-
da beyleki bahalary kabul edyén Gytgeyan ululykdyr.

Totén ululyklaryfi diskret,tznliksiz we singulyar gérnisleri bardyr.
Ahtimallyklar nazaryyetinde diskret we Uznuksiz totén ululyklar has
gifiigleyin dwrenilyar.

Eger totan ululyk tukenikli ya-da hasaply kdplukden bahalary

kabul edyén bolsa, onda ona diskret totédn ululyk diyilyar.
Belli bir wagt aralygynda duralga gelyan awtobuslaryfi sany,
synagda talybyfi bilim derejesine goyulyan bahanyfi san ululygy,
gOzegcilik edilydn yylda ekinden alynyan hasylyi mukdary,
yurdumyza gyslamaga gelyan guslaryfi sany, hassahanadaky gany
sol bir topara degisli bolan ndsaglaryii sany, nysanany urmaga sarp
ediljek oklaryf sany we s.m.diskret totan ululygyi mysallarydyrlar.

Totan ululyklary latyn elipbiyinin bas harplary bilen, olaryn
kabul edyan bahalaryny bolsa setir harplary bilen belgilemegi
sertleselifi.Diskret totan ululygyn kabul edyén x,, x,,..., x, bahalary
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bilen bu bahalaryn degisli Py Pyy-..y P, @htimallyklarynyn
kanunda p,, p,,..., p, ahtimallyklar p,+ P, +...+p, =1serti
kanagatlandyryandyrlar.Diskret totan ululygyn paylanys kanunyny
tablisa, grafik we formula arkaly bermek bolar. Tablisa arkaly ol

S X | X, || X

n

P P, P, Pn

gornlsde berilyar.

Diskret totdn ululygyn paylanys kanunyny grafik gdrnisde
bermek (cin tekizlikde gonuburcly dekart koordinatalar sistemasyny
gurmaly. Abssissalar okunda diskret totdn ululygyn kabul edyén
X;, X,,..., X, bahalaryny, ordinatalar okunda bolsa bu bahalaryn

CERATY

degisli p,, p,,..., p, @ahtimallyklaryny bellemeli. Sonra (x;, p,;)

i=1,n nokatlary gurmaly we olary goni ¢yzygyn kesimleri bilen
yzygider birikdirmeli. Emele gelen déwik c¢yzyga paylanysyf
kdpburclugy diyilyér.

Diskret totan ululygyii paylanys kanunynyf formula arkaly
berlisine mysal hokmuinde Bernullinifi ( 21 ) we Puassonyfi ( 27 )
formulalaryny getirmek bolar.

2. Paylanys we dykyzlyk funksiyalary.

Diskret totan ululyk kabul edyan bahalary we olaryn degisli
ahtimallyklary bilen berilydr. Emma Uznuksiz tétan ululyklar Ggln
seyle berlisi amala asyryp bolmayar. Sol sebapli, 6z tebigaty
boyunca kopdurli tétdn ululyklaryn &htimallyklaryny sol bir usul
bilen bermeklik cin tétdn ululygyn paylanys funksiyasy disiinjesi
girizilyar.

F(x)=P (& <x) (28)
funksiya & totén ululygyn paylanys funksiyasy diyilyar, bu yerde
X (~o<x<ow) Uytgeyan hakyky ululyk.Geometrik nukday
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nazardan & totan ululygyn paylanys funksiyasy ol totédn ululygyn
(—o0; X) aralykdan bahalary kabul etmeginin dhtimallygydyr.
Paylanys funksiyasy asakdaky hasiyetlere eyedir.
1) Paylanys funksiyanyn bahalar yaylasy [0:1] kesimdir, yagny,
0<F(x)<1
densizlikler adalatlydyrlar.
2) Paylanys funksiyasy kemelmeyén funksiyadyr, yagny, paylanys
funksiyasynyn Kkesgitlenis yaylasyna degisli we x, <X, bolan
islendik x, we X, argumentler ugin F(x,) < F(X,)densizlik
adalatlydyr.
3) Paylanys funksiyasy ¢epden Gzniksizdir, yagny,
!<|Trxn F(Xl) = F(Xo)

denlik yerine yetyandir.
4) Iinj F(x)=F(-—»0)=0 we lim F(x)=F(+wx)=1 predel
gatnasyklar adalatlydyrlar.
Bu hésiyetleri subut edelin.
1) Paylanys funksiyasynyn bu hasiyeti onun kesgitlemesinden gelip
cykyar, sebdbi F(x) paylanys funksiyasy (& < x) wakanyn
ahtimallygydyr,ahtimallyk bolsa, [0;1] kesimden bahalary kabul
edyandir.
2) Goy, x,we X,argumentler tigin X, < x, bolsun. (¢ < x,) wakany
sygysmayan (& < x;) we (x, <& <X,) wakalaryn jemi gornisinde
anladalyn
(E<%)= (E<x)+ (4 <E<x)

Sygysmayan wakalar tcin dhtimallyklary gosmak teoremasynyndan
peydalanyp

P(S<X)=P(E<x)+P(x, <&<X,)
defiligi alarys.( 28 ) belgilemani g6z 6funde tutup, bu defiligi

F(Xz)_F(X1)=P(X1S§<X2) (29)
gornusde yazmak bolar.Bu defiligifi sag tarapy ahtimallyk bolandygy
sebapli F(x,) < F(x,) defisizlik adalatlydyr.
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3) Goy, {x,} artyan yzygiderlik x, nokada yygnanyan bolsun.
A ={&<x,} we A={&<x,} wakalary girizelin. {A, } wakalaryi

yzygiderligi artyandyr we nflen = Adefguyclilik adalatlydyr.Onda
uzniksizlik aksiomasyna goré Am P(A,)=P(A) ya-da

Am F(x,) = F(x,) denlik adalatlydyr.F(x) paylanys funksiyasynyn
monotonlygy sebapli leTrI: F(x,) = F(x,) denlik adalatlydyr.

4) Goy, {x,} monoton kemelyan, {y,} bolsa, monoton artyan san
yzygiderlikleri bolsunlar. A, ={& <x, } we B, ={& <y, } wakalary

girizelin. Goy,
(A =2 we [JB,=Q bolsun.Uzniksizlik aksiomasyndan
=1

n=1

peydalanyp limP(A,)=0 we limP(B,)=1 ya-da limF(x,)=0
we lim F(y,) =1denlikleri yazmak bolar. Paylanys funksiyasynyn

monotonlygy sebapli
IMmF(X)=F(—0)=0 we IlimF(y)=F(+x0)=1
X—>00 y—0

denlikler adalatlydyrlar.
Eger

F() = [ f(y)dy (30)

anlatma adalatly bolsa, onda F(x) paylanys funksiyasyna absolyut
Uznuksiz diyilyar. Seyle paylanys fumksiyaly totan ululyga absolyut
Uzniliksiz ya-da Uznlksiz diyilyar. ( 30 ) anlatmadaky integral
asagyndaky funksiya totan ululygyn dykyzlyk funksiyasy diyilyér.
Dykyzlyk funksiyasy paylanys funksiyasynyn birinji ontimidir
f(x)=F'(x) (31)
Dykyzlyk funksiyasy asakdaky hasiyetlere eyedir.
1) f(x)=0.
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['e]

2) jf(x)dx:l

Dykyzlyk funksiyasynyn 1-nji hésiyeti onun kemelmeyan
funksiyanyn birinji  énimidiginden gelip ¢ykyar. Dykyzlyk
funksiyasynyn 2-nji hasiyetini ( 30 ) anlatmadan we paylanys
funksiyasynyn hésiyetinden peydalanyp almak bolar

['e]

1=F(+0) = [ f(x)dx

Paylan);s funksiyasyna basgaca integral funksiya hem diyilyér.
Dykyzlyk funksiyasyna differensial funksiya ya-da ahtimallygyn

......

Uzniksiz totdn ululygyn Uzne bir bahany almagynyn
ahtimallygynyn nula dendigi sebdpli seyle & totan ululyk Ggin
Pla<é<b)=P(@a<é<b)=P(a<é<h)=P(a<é<b) (32
denlikleri yazmak bolar.

Uznilksiz ¢ totan ululygyn (a;b) aralykdan bahalary kabul
etmeginin P(a <& <b) &htimallygy

P(a<& <b) = f(x)dx (33)

formula boyunca hasaplanyar, bu yerde f (x) funksiya & totén
ululygyn differensial funksiyasy. Hakykatdan hem, (29 ) denlikde
X,-e derek a, x,-& derek b ululyklary goyup we Nyuton-Leybnisin
formulasyndan peydalanyp, alarys

Pa<é<b)=F(b)-F(a)= [F'(x)dx=[ f(x)dx

(32 ) denlikleri g6z 6nlnde tutup, ( 33 ) formulanyn adalatlydygyna
g0z yetirmek bolar.
Indi ké&bir wajyp paylanys funksiyalary getirelin.
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0, x<0,
F()=9>.Cip g™,  0<x<n,

k<x

1, X>n
paylanys funksiyaly totdn ululyga binomial (Bernulli) kanuny

------

0 x<0,
_ k
F(x)= Z%-e’l, x>0, 0< A<,
k<x -

paylanys funksiyaly tétdn ululyga A parametrli Puasson kanuny

------

x (y-a)
1 - 2
F(x)= e ¥ dy, —w<a<w, O0<o<wm
6\/27r'|;0

paylanys funksiyaly totan ululyga a we o® parametrleri bolan

------

o? =1 bolanda standart normal kanunyi

1L
F(X)=—=|e 2d
(0= 7= j y
paylanys funksiyasyny alarys.
0, x<a,
F(x) =422 0<x<b,
b-a
1, X >b.

paylanys funksiyaly tétan ululyga [a;b] kesimde denélgegli kanun

------

0 Xx<0
F(x)= .
1-e™7, x>0, v>0.

paylanys funksiyaly tétan ululyga v parametrli gorkezijili kanun

------
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Fx )__~[1+y

paylanys funksiyaly totan ululyga Kosi kanuny boyunca paylanan
diyilyar.
§ 1.6. Totan ululyklaryi san hasiyetlendirijileri
1. Matematiki garasma.

Belli bolgy yaly, totan ululygyn berilmegi ¢in onun paylanys
funksiyasynyn berilmegi yeterlikdir. Emma kdp meselelerde tétén
ululygyn paylanys funksiyasyny tapmaklyk kyn bolyar ya-da ony
tapmaklyga zerurlyk hem bolmayar. Mysal (cin, birinji atyjynyn
nysanany urmalarynyn ortaga sany ikinji atyjynyn nysanany
urmalarynyn ortaga sanyndan uly bolsa, onda bu birinji atyjynyn
ikinji atyja gord mergenlik derejesinin yokarydygy barada netije
cykarmaklyk dcin  yeterliklidir. Basgaca aydylanda, t6tén
ululyklaryn umumy mukdar hasiyetlendirijileri bolan hemiselik
ululyklary bilmek yeterlik bolyar. Bu hemiselik ululyklara totan
ululyklaryn  san  hasiyetlendirijileri ~ diyilyar.  Seyle san
hasiyetlendirijilerin biri hem matematiki garasmadyr.

Kesgitleme. Diskret & totan ululygyn matematiki garasmasy
diylip, ol totdn ululygyn kabul edyan bahalarynyn degisli
ahtimallyklaryna kopeltmek hasyllarynyn jemine aydylyar

Mﬁ:ixkpk (34)

Bu yerde x,, k=1n, & tétdn ululygyn kabul edyan bahalary,
P, = p(g = xk), k =1,n, ol bahalaryn degisli dhtimallyklary.

Kesgitleme. Uznilksiz & totan ululygyn matematiki garasmasy
diylip
Mgzjxf(x)dx (35)

integrala aydylyar, bu yerde f(x) funksiya & tétén ululygyn
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dykyzlyk funksiyasy.

Matematiki garasmanyn ahtimallyk manysyny anyklalyn. Goy,
N synag gegirilydn bolsun we bu synaglarda & totan ululyk x,
bahany N, gezek, x, bahany N, gezek we suna menzesler, X,
bahany N, gezek kabul edyan bolsun. & totan ululygyn kabul

edyan bahalarynyn orta arifmetiki bahasyny tapalyn
X, = N+ NX +. Ny X, Ny Xy —E 4.+ X, &
N N N N

bu yerde % i =1k, gatnasyk x, bahanyn W, otnositel yygylygy.

Sol sebépli, bu denligi
X, =X W, + X, W, +...+ X, -W,
gOrnlisde yazmak bolar. Synaglaryn sany vyeterlik uly bolanda

wakanyn otnositel yygylygy sol wakanyn yize c¢ykmagynyn
ahtimallygyna takmynan dendir . Sol sebépli sofiky denlikde

W,, i=21k, otnositel yygylyklary degisli p, &htimallyklar bilen
calsyryp alarys
X, =X P+ X, P+ +X - p, =ME .
Diymek,
Mé& = X,
yagny, totan ululygyn matematiki garasmasy ol totan ululygyn kabul
edyan bahalarynyn takmynan orta arifmetiki bahasyna dendir. Bu
matematiki garasmanyn ahtimallyk manysydyr.
Indi matematiki garagsmanyn hasiyetlerine garalyn.
Teorema. Hemiselik ululygyn matematiki garasmasy ol ululygyn
0zline dendir
MC=C,
bu yerde C hemiselik ululyk.
< (34 ) formuladan peydalanyp taparys

MC=YC-p,=C Y p,=C1=C. »
k=1 k=1
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Teorema. Hemiselik ululygy matematiki garasma belgisinin
dasyna ¢ykarmak bolar

M(C&)=C-M¢
< Yazyp bileris

M(CE)=>Cx -p,=C D X p, =C-M& b
k=1 k=1

Teorema. Iki totdn ululygyn jeminin matematiki garasmasy ol
totan ululyklaryn matematiki garasmalarynyn jemine dendir

M(& +8,)=ME + Mg, (36)

< Goy, & totan ululyk xg, X,,...,x, bahalary degislilikde
Py Pyy..., P, atimallyklar  bilen, &, totdn  ululyk bolsa
Y., ¥,,---, Y, bahalary degislilikde q,,q,,...,q,, atimallyklar bilen
kabul edyan bolsunlar. &, totan ululygyn x, bahany, &, totén
ululygyn bolsa y,, bahany kabul etmeginin ahtimallygyny P, bilen
belgilalin. Onda

i) 80 n-Ex(Sin ) S0

i=1l j=1

Doly &htimallygyn formulasy boyunca
zpij:piv zpij:q
j=1 i=1
Onda
M (& +&,) ZX D, +Zy q; =M¢& + Mg, . >

Netije. Tukenikli sany totan ululyklaryﬁ jeminin  matematiki
garasmasy ol totan ululyklaryn matematiki garagsmalarynyn jemine
dendir.

M(E +E, +...+& )= ME +ME, +...+ ME,
Bu denligin adalatlydygyna ( 36 ) denlikden we matematiki
induksiya usulyndan peydalanyp goz yetirmek bolar.
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Teorema. Bagly dal iki totan ululygyn kopeltmek hasylynyn
matematiki  garasmasy ol t6tdn  ululyklaryn — matematiki
garasmalarynyn kopeltmek hasylyna dendir.

M(§152)=M§1'M52 (37)
< Goy, & totan ululyk xg, Xx,,...,x, bahalary degislilikde

CERAT

Py Pyy..., P, atimallyklar  bilen, &, totdn  ululyk bolsa
Y., ¥,,---, Y, bahalary degislilikde q,,q,,...,q,, atimallyklar bilen
kabul edyan bolsunlar. &, totan ululygyn x, bahany, &, totén
ululygyn bolsa y, bahany kabul etmeginiin ahtimallygy bagly dal
wakalar ugin kdpeltmek teoremasy boyunca p, - g, bolar. Onda

M (5152): zzxiyj' PiP; = (in pij.(zyj—qjj =M ME, >
i=1 j=1 i=1 j=1

Netije. Toplumlayyn bagly dal tiikenikli sany tétan ululyklaryn
kopeltmek hasylynyn matematiki garasmasy ol totdn ululyklaryn
matematiki garasmalarynyn kopeltmek hasylyna dendir.
M(é:l'é:z'-~-'§n):M§1'M§2'“-'M§n (38)
Bu denligin adalatlydygyna ( 37 ) denlikden we matematiki
induksiya usulyndan peydalanyp géz yetirmek bolar.

Matematiki garasmanyn diskret totdn ululyklar Gcgin subut

edilen bu hésiyetleri Uzniksiz totdn ululyklar Ggin  hem
adalatlydyrlar.

2. Dispersiya

Durli totan ululyklaryn den matematiki garasmalary bolup biler.
Mysal ugin

£ [-1 [0 |1 10 [0 |10
pJ1 J1 1 P 1 1
3 |3 |3 3 |3 |3

paylanys kanunlar bilen berlen diskret & we n totan ululyklaryn
den matematiki garasmalary bardyr.
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Mé& :—1-1+0-1+1-1:0, Mn:—10-1+0-l+10-1=0
3 3 3 3 3 3

Seyle yagdayda tdétdn ululyklary biri-birinden tapawutlandyrmak
maksady bilen dispersiya diylip atlandyrylyan yene bir
hasiyetlendiriji girizilyar.

Kesgitleme. & totan ululygyn dispersiyasy diylip, ol totan
ululygyn 6zlnin  matematiki garasmasyndan gysarmasynyn
(tapawudynyn) kwadratynyn matematiki garasmasyna aydylyar.
DE=M(E-ME)*  (39)

Diskret totén ululyk tgin dispersiya

D& =Y (x, ~ME) p, (40)

formula boyunca hasaplanyar, bu yerde x,,k=1n , & totin

ululygyn kabul edyan bahalary, p, = p(6=x,), k=1n, bolsa bu
bahalaryn degisli &htimallyklary.
Uzniiksiz totan ululyk tigin dispersiya

Dg:]Yx—MgY-f(mdx (41)

formula boyunca hasaplanyar, bu yerde f (x) funksiya & totén
ululygyn dykyzlyk funksiyasydyr.
Bellik. Tukenikli matematiki garasmasy bolan islendik & totan
ululyk Ggin
M (& - M&) =M (£ +(-1ME)+ME + M[(-1)ME] =
=ME +(-1ME=ME-ME =0
bolandygy sebépli, dispersiya hokminde & tétan ululygyn (& —ME)
gysarmasynyn matematiki garasmasyny almaklygyn manysy yokdur
Dispersiya hokmiinde M|& — M¢&| ululygy kabul etmek

bolardy, emma bu absolyut ululygyn hésiyetleri bilen baglanysykly
kyncylyklara getirerdi.
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Matematiki garasmanyin hasiyetlerinden peydalanyp, ( 39 )
formulany ona denglycli we amaly maksatlar t¢in amatly bolan

D& =Mg* - (M¢) (42)
gornlisde yazmak bolar.Hakykatdan hem,
D& =M (& - ME)' = ME? —2ME - ME +(ME) = ME? — (M)

Dispersiyany diskret totan ululyklar tgin

Dg:ixf'pk_[ixk'ka 1 (43)

formuladan, Uznuksiz totan ululyklar Ggin bolsa

Dngxzf(x)dx—(Txf(x)dxj (44)

formuladan peydalanyp hem hasaplamak bolar.

Dispersiya totan ululygyn kabul edyén bahalarynyn ol totén
ululygyn matematiki garagsmasynyn toweregindéki yayrawyny
hasiyetlendirydr. Bu onun &htimallyk manysydyr.

Indi dispersiyanyn hasiyetlerine garalyn.
Teorema. Hemiselik ululygyn dispersiyasy nula dendir
DC =0,
bu yerde C-hemiselik ululyk.
< Dispersiyanyn kesgitlemesinden peydalanyp taparys
DC=M(C-MC)'=M(C-C)'=M(0)*=0 >
Teorema. Hemiselik ululygy dispersiya belgisinin dasyna
kwadrata goterip ¢cykarmak bolar
D(C&)=C?-Dé&
< Yazyp bileris
D(C&)=M(CE-M(CE)f =M(Cs-CMe) =
=C?-M(£-ME&) =C?-Dé. >
Teorema. Bagly dal iki tétan ululygyn jeminin dispersiyasy ol
totan ululyklaryn dispersiyalarynyn jemine dendir
D( +&,)=D& +Dg,  (45)
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< Eger & we &, totan ululyklar bagly dal bolsalar, onda
(&, —M¢&,) we (&, — ME&, ) tétan ululyklar hem bagly déldirler. Onda
D(&, +¢&,)=M[(&, +&,)-M(5 +&,) =
= M[( 1 _M§1)+( 2 _Mé:z)]z =
=M( +&, ) +2M (5 - M&)-M(E, - ME, )+ M(&, -M&, )" =
D& +Dé&,. >

Netije. Toplumlayyn bagly dal tukenikli sany tétan ululyklaryn
jeminin dispersiyasy ol totén ululyklaryn dispersiyalarynyi jemine
dendir

D, +¢&,+...+&,) =D& + D&, +...+ D¢,

Bu denligi ( 45 ) denlikden we matematiki induksiya usulyndan
peydalanyp subut etmek bolar.

Netije. Bagly dél iki totén ululygyn tapawudynyn dispersiyasy ol
totan ululyklaryn dispersiyalarynyn jemine dendir.

D( 1 _52)= D¢, + DS,
Hakykatdan hem,
D(& -¢&,)=D(& +(-1)&,) = D&, + D[(-1), | =
= Dé:l + (_1)2 ) Dé:z = Dé:l + Dé:z

Netije. Totan ululyk bilen hemiselik ululygyn jeminin

dispersiyasy totan ululygyn dispersiyasyna dendir
D(E+C)=D¢
Hakykatdan hem, & totan ululyk bilen C hemiselik ululyga biri-biri
bilen bagly dal ululyklar hékmiinde garap we DC =0 bolyanlygyny
g6z o6ninde tutup alarys
D(E+C)=D&éE+DC =DE.

3. Orta kwadratik gysarma.

Totan ululygyn dispersiyasynyn kesgitlemesinden gornusi yaly,
totan ululygyn dlgegi bilen onun dispersiyasynyn 6lcegi gabat
gelmeyér. Mysal Ggin, tétan ululyk metrde 6lcenyan bolsa, onun
dispersiyasynyn Olcegi metr kwadrat bolardy. Bu “kemgiligi” aradan
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ayyrmak maksady bilen orta kwadratik gysarma diylip atlandyrylyan
yene-de bir hasiyetlendirijini girizyarler.
Kesgitleme. Dispersiyadan alnan arifmetiki kwadrat koke orta

------

o, =Dé  (46)

Teorema. Toplumlayyn bagly dal tikenikli sany totén
ululyklaryn jeminin orta kwadratik gysarmasy bu totan ululyklaryn
orta kwadratik gysarmalarynyn jeminden alnan kwadrat kdke dendir

Crvtyiae, :\/0521 +0. +...+0;
aGoy, ¢,,&,,...,&, toplumlayyn bagly dal tétan ululyklar
bolsunlar.

4 :51 +§2 +"'+§n
belgilemani girizelin. Dispersiyanyn hasiyetinden peydalanalyn
DE=D(, +&,+...+6,)=D&E +DE, +...+ D&,
Bu yerden

JDE =/D& +DE, +...+ DE,
(46 ) denligi g6z 6nunde tutup, alarys

_ _ 2 2 2
O'é—O'glJréer.,-Jrgn—\/O'él+0'§2+...+0'§n >
Goy, ¢&,,&,,...,¢, birmenzes paylanan totan ululyklar
bolsunlar. Onda olaryn birmenzes san hasiyetlendirijileri bardyr. Bu

& +E, .+ 6,
B n

totan ululyklaryn E orta arifmetiki bahasy

bilen baglanysykly kébir tassyklamalary getirelin.
Teorema. Toplumlayyn bagly d&l, birmenzes paylanan

E,E,,.., & totan ululyklaryn & orta arifmetiki bahasynyn

matematiki garasmasy bu t6tdn ululyklaryn  matematiki
garasmalaryna dendir.

ME=a,
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bu yerde, a=M¢,, i=1n.
< Matematiki garasmanyn hasiyetinden peydalanyp taparys
ME = M(gl +&, +...+§nj: M +ME, +...+ M n-a
n n n
Teorema. Toplumlayyn bagly dal, birmenzes paylanan

E,E,,..., & totan ululyklaryn & orta arifmetiki bahasynyi
dispersiyasy bu tétan ululyklaryn her birinin dispersiyasyndan n esse
kicidir.

: (47)

bu yerde o> =D¢,, i=1n
< Dispersiyanyn hasiyetinden peydalanyp taparys
— .o “ee 2 2
D§=D[§l+§2+ +§nj:D§1+D§22+ Dé‘n:no; _% .
n n n n
Teorema. Toplumlayyn bagly dal, birmenzes paylanan

E,E,,..., & totan ululyklaryn & orta arifmetiki bahasynyi orta
kwadratik gysarmasy bu totan ululyklaryn her birinin orta kwadratik

gysarmasyndan ~/n esse kigidir.

o =2 (48)

Jn’
bu yerde o =,/D&, , i=1n.

<1 Orta kwadratik gysarmanyn kesgitlemesinden peydalanyp

taparys.
2
o =yDE=,"—=Z. »
z : n n

Netije. (47 ) we (48) denliklerden gornusi yaly, toplumlayyn
bagly dal, birmenzes paylanan tétan ululyklaryn orta arifmetiki

v
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bahasynyn yayrawy bu tétén ululyklaryn her birinin yayrawyndan
yeterlik Kigidir.

4. Momentler

v (@)=M(s-a) (49)
ululyga & tétan ululygyn k-njy tertipli momenti diyilyar. Hususy
halda, a=o0 bolanda, bu yerden alarys
v (0)=v,=M"  (50)
Bu ululyga & totan ululygyn k-njy tertipli baslangy¢ momenti

------

v (M&) = 1y = M (& - M&) (51)
gornilse geler. Bu ululyga & t6tan ululygyn k-njy tertipli merkezi
momenti diyilyar.

(50 ) anlatmadan gornsi yaly, birinji tertipli (k=1 bolanda)
baslangy¢ moment matematiki garasmadyr. ( 51 ) ailatmadan
gornusi yaly, ikinji tertipli (k=2 bolanda) merkezi moment
dispersiyadyr.

Merkezi momentler bilen baslangy¢ momentlerin arasynda
yonekey baglanysyklar bar. Bu baglanysyklary matematiki
statistikada ginden ulanylyan basky dort moment lgin yazalyn

Ho = 1

ty =0,

Hy =V, _V12’

Uy =Vy =3V, +2v7,

U, =V, —dvv, +6v] v, =3}

(49), (50), (51) anlatmalarda yaylary absolyut ululygynyn
belgisi bilen calsyryp, degisli absolyut momentleri alarys.
1-nji mesele. Diskret & totan ululyk

g 1 2 3
p 03 |05 |02
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paylanys kanuny bilen berlen. Bu tétan ululygyn matematiki
garasmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny
tapmaly.

< ( 34) formuladan peydalanyp, matematiki garasmany
tapalyn

ME =Y xp, =1-03+2-05+3-0,2=19.
k=1
Indi M&? baslangyc ikinji momenti tapalyi
MéE? =fo -p, =1-0,3+4-05+9-0,2=41.
k=1

(42) formuladan peydalanyp, dispersiyany tapalyn
D& = ME? —(MEY =41-(1,9)° =0,49.
Orta kwadratik gysarmany tapalyn.
o, =|DE=,049=07.

2-nji mesele. Uzniiksiz & totan ululyk

0, x <0,
F(x)=<x*>, 0<x<1,
1, X >1.

paylanys kanuny bilen berlen. Bu tétan ululygyn matematiki
garasmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny
tapmaly.

< lki & totan ululygyn dykyzlyk funksiyasyny tapalyn
0, x <0,
f(x)=F'(x)=42x, 0<x<1,
0, x>1.
Onda ( 35 ) formula boyunca matematiki garagsmany tapalyn
® 1 2 .1 2
MéE :[Ox- f(x)dx:Z}[x-xdx:Ex . :E'

ME? ululygy tapalyn
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o0 1
2 (o2 _ 2 1o
MéE _Ix -f(x)dx_2.(|;x -xdx_Ex ‘O_—
Onda

2
D& = ME? —(ME)? :%_[Ej :i
Indi orta kwadratik gysarmany tapalyii

=1/D5=Jizo,24 >
18

3-nji mesele. Binomal kanun boyunca paylanan & totan ululygyn
matematiki garasmasyny we dispersiyasyny tapmaly.

< Binomal kanun boyunca paylanan tétan ululyk diskret
kysyma degislidir we onun paylanys kanuny
& 0 1 K n

gOrnlsdedir, bu yerde

P.(k)=C,-p“-q"", k
(34) formuladan peydalanyp taparys

ME =2xk =2 KR (K) =Dk Clpt g =
k=0 k=0

C kN . (n=1)tn nk.ank
=2 T kl(n 1 P =2k -1tk -(n—ky " Y

k=0 k=0
(n=1! k-l . nk

pZ o P

n-k = (n-1) - (k-1) we Nyutonyn binomy boyunca
3 (n _1)| k-1 n—-k n-1
X 7 . . = + =
2k o wr P 4=k
bolyandygyny g6z 6niinde tutup alarys
ME=n-p (52)

O,n, p+qg=1
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Indi M&? ikinji baslangy¢ momenti tapalyn
ME? =D % - py =Z‘,k2-F’n(k)=Z‘,k2 -Cy-p*q =
k=1 = k=0

nk2 k  qn-k
Z kln k) P

k=
k? ululygy k? =k k—1)+k gérniisde arladalyn. Onda
n n!
ME? =3 k- (k 1) +k]- W p“-q"™

k=0

SO (e 1), (n=2)(n-1)-n :
_Z;k (k-1) (k—2)!-(k—1)-k-(n—k) kZ; kl(n k)l

IKinji gosulujy ( 52 ) denlik boyunga n- p ululyga den. Onda
[ -2)! 2 ne
ME2 =n-(h—1)- p (n . 02.q"* +np =
: (=D)-p kZ:;‘(k—Z)!-(n—k)! P P
=n-(n-1)p? +np.
(42) formuladan peydalanyp dispersiyany taparys
DE=ME*—(ME) =n-(n—1)p® +np—(np)’ =
=—np* +np =np(l-p) =npg,
Dé=npq (53) >
4-nji mesele. Puasson kanuny boyunca paylanan & tétan ululygyn
matematiki garasmasyny we dispersiyasyny tapmaly.
< Puasson kanuny boyunca paylanan tétén ululyk diskret
kysyma degislidir we onun paylanys kanuny
& 0 1 k
P PR©O) RO | - |P(K)

k

gOrnlsdedir, bu yerde Pn(k)z%-e’l, k=012,..., 0<A<w

(34) formuladan peydalanyp taparys
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ME = ZXK P, Zk P (k)= Zk—e

- = -1 Ak71 A
—e -Zk-(k_ = z = et =2,
k=0 l

yagny

ME=A. (54)
Indi M&? ikinji baslangyc momenti tapalyi

Méﬂ:ixf.pk=ik2,pn(k):ik2.i_k.e—z=
—Z[kk 1)+k]-= e*_zkk ~1)-~ e +Zk e

|klnjl gosulyjy ( 54 ) denllge gora A parametre den. Onda

2 S ik -2
MéE =k2=;k(k—1)- TR e+ A=

0 k-2
=A7e?) L Py R RN L)
2 (k=2)!

(42) formuladan peydalanyp dispersiyany taparys
DE=ME* —(MEY =2 +A-A2 = A,
yagny
Dé=4. > (55)
5-nji mesele. a we o* parametrleri bolan normal kanun boyunca
paylanan & totén ululygyn matematiki garasmasyny we
dispersiyasyny tapmaly.
< Normal kanun boyunga paylanan tétan ululyk Gzniiksiz
kysyma degislidir we onun dykyzlyk funksiyasy

7(x—a)2
f(x)=
o221

.e 2062
gOrnusdedir ( 35 ) formuladan peydalanyp yazyp bileris
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(x-a)?

o0 1 o0 2
ME = | xf (X)dx = xe 29° dx
S L |

—00

X_

(o}
X=a+ocy, dx=o-dy Onda

a_ y belgilemani girizelin. Bu yerden taparys

1 7 2 a :
=—— |(a+o-y)-e 2dy=— e2d+ ezd.
£ JEEI( y)-e Zdy Jr—j y Jr—jy y
jezdy Vor we jyezdy 0
bolandygy sebapll

Mé=a  (56)

bolar.
Indi M&? ikinji baslangyc momentitapalyﬁ
2 T 2 )2
MES = | x“fF(X)dx = x’e 2“ dx
3 j - fj

x-a_ y belgilemani girizip alarys x=a+ocy, dx=o-dy.
o

Fj(a+a y)?-e 2dy \/_ e 2dy+
0 y2
2.e 2
F m[f ’

J*—

Ikinji gosulyjydaky integraly bolekler boyunca integrirleme
usulyndan peydalanyp hasaplalyn
00 ) 7y72 0 7)/72 y2
e 2 d = -e 2 d —) =
{y y £y )

y? 2 y?

(y=u, dy=du, e2d(y7):dv, v=—e 2)
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y2

I i
:—y-e 2 +.[e 2dy:'\/Z

Onda
MéE? =a® +o?
(42) formuladan peydalanyp dispersiyany taparys.
DE=ME? - (MEY =a’+o0% —a’ =o?,

yagny

Dé =0 (57) >
6-njy mesele. [a;b] kesimde dendlgegli kanun boyunca paylanan &
totan ululygyn matematiki garasmasyny we dispersiyasyny tapmaly.

< [a;b] kesimde dendlcegli kanun boyunca paylanan totan
ululyk tzntiksiz kysyma degislidir we onun dykyzlyk funksiyasy

0, x<a,
f(x)= i a<x<b

b-a

0, X > Db.

gornusdedir. ( 35) formuladan peydalanyp, £ totan ululygyn
matematiki garasmasyny tapalyn

R 1 8 b’-a? a+b
ME = [x- f(x) dx=—— [xdx = -
g [f () dx b—a{XX 2b-a) 2

yagny,

=222 (s8)

Indi M&? ikinji baslangye momenti tapalyii.

b*-a® b*+ab+a’
3(b-a) 3
(42) formuladan peydalanyp dispersiyany taparys:

0 l b
2 2 _ 24y —
Mé& _Lx -f(x)dx_b_ai‘x dx =
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Dg:Mgz—(M§)2=b +a3b+a _(b—4a) =(b;za) |

. _(b-a)
yagny, De="—1
7-nji mesele. Gorkezijili kanun boyunca paylanan & tétan ululygyn
matematiki garasmasyny we dispersiyasyny tapmaly.
< Gorkezijili kanun boyunca paylanan tétan ululyk
Uzniiksiz kysyma degislidir we onun dykyzlyk funksiyasy
{ 0, x<0,
f(x) = B}
v-e ™, x>0, v>0.
gornusdedir. ( 35) formuladan peydalanyp, £ t6tan ululygyn
matematiki garagmasyny tapalyi.

(59) >

MéE = Tx f(x)dx=vTer'X dx =
—© 0

\%

00

[x=u, dx=du, e dx=dv, v:—ie”j

1
%

M= (60)

Indi M&? ikinji baslangyc momenti tapalyi

ME? = sz - f(x)dx :vsze’v'xdx =
-0 0

[x2=u, 2xdx =du, e dx=dv, v:—ie”j
1%
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’ T2T w2
+;.[e dx =2

2
0 0

=V'X2 .(_i.e"'xj
1%

(42) formuladan peydalanyp dispersiyany taparys

+ ZJ xe"*dx = 2x(—£e’”)
0 1%

0 v

2 1 1
DS =M&* —(Mg)' =5 - ==,
1% 1% 1%
. 1
yagny, Dg :V—2 (61) >

§ 1.6. Kopolcegli totan ululyklar

Biz su wagta ¢enli kabul edyéan bahalary bir san bilen
kesgitlenyén totan ululyklara, yagny, bir6lcegli tétan ululyklara
garadyk. Emma kabul edyan bahalary birden kop sanlar bilen
kesgitlenyén totan ululyklar hem bardyr. Seyle tétan ululyklara
kopolcegli diyilyar. Mysal Ggin, & = (51,52,...,§n) totan ululyga
n-Olcegli totan ululyk ya-da n-6lgegli wektor diyilyar. Seyle totan
ululygyn paylanys funksiyasy

F(X, Xp0eos X, )= P(E, < X, &) < Xyprony & < X,)
gornusde kesgitlenyar we n-6lcegli paylanys funksiyasy ya-da n
totan ululyklar sistemasynyn paylanys funksiyasy diylip
atlandyrylyar. Hususy halda, ikidlgegli totadn ululyga garalyn.
Kesgitleme. Eger bir t6tdn ululygyn paylanys kanuny beyleki totan
ululygyn kabul edyan bahalaryna bagly bolmasa, onda seyle totan
ululyklara bagly dél diyilyar.
Teorema. £ we n totan ululyklaryn bagly dal bolmaklygy Ggin
(5;17) sistemanyn paylanys funksiyasynyn duzdjilerin paylanys
funksiyalarynyn kopeltmek hasylyna den bolmagy, yagny,
F(xy)=F(x) F(y) (62)

denligin yerine yetmegi zerur we yeterliklidir, bu yerde F(x, y)
funksiya (&;7) sistemanyi paylanys funksiyasy, F,(x) we F,(y)
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funksiyalar bolsa, degislilikde & we n duzdjilerin paylanys
funksiyalary.
< Zerurlygy. Goy, & we n bagly dél tétén ululyklar bolsunlar.
Onda & <x we i<y wakalar hem bagly déldirler. Bagly dal
wakalar Ugin kdpeltmek teoremasy boyunca
PE<xn<y)=PE<x)-Pn<y)
ya-da
F(xy)=F(x) F(y)
bolar.
Yeterligi. Goy, ( 62 ) denlik yerine yetyan bolsun. Onda
PE<xn<y)=PE<x)Pn<y)
bolar. Bu bolsa, &< x we n <y wakalar bagly dal diyildigidir.
Onda & we n totan ululyklar hem bagly daldirler. >
Netije. & we n totan ululyklaryn bagly dal bolmaklygy tgin (5;17)
sistemanyfi dykyzlyk funksiyasynyn duzdjilerin dykyzlyk
funksiyalarynyn kopeltmek hasylyna den bolmagy, yagny
f(xy)=fi(x)-f,(y) (63)
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Bellik. (62 ) we ( 63 ) denlikler zerur we yeterlik tassyklamalar
bolandyklary sebépli, olary totan ululyklaryn bagly daldiklerinin
kesgitlemeleri hokmunde kabul etmek bolar.
1-nji mesele. Oynalyan kubik iki gezek oklanyar. Uge boliinyan
ockonyn yuze ¢cykmalarynyn sanynyi paylanys kanunyny yazmaly.
< Goy, A- uce bollinyan ockonyn yiize gykmagy bolsun.
Oynalyan kubik iki gezek oklananda tice bdlinyan ockonyn yiize
cykmaklarynyn sany diskret totéan ululykdyr. Ony & bilen
belgilalin. & tétan ululyk x, =0, x, =1, X, =2 bahalary kabul
edyar. Oynalyan kubik bir gezek oklananda lce bélinyén ockonyn
(A-wakanyn) yiize cykmagynyn ahtimallygy nusgawy kesgitleme
boyunca
popay=m_2_1
n 6 3
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bolar. Onda q=1-p =§.Indi Bernulli formulasyndan peydalanyp,
X, =0, X, =1, x; =2 bahalaryn degisli dhtimallyklaryny tapalyn.

o (1) (2) _ 2 4 4
pl=p(g=xl=0)=P2(0)=Cz'(gj (5) o9 9
(1) (2.2 2_4
p1=p(g=x2=1)=Pz(1)=C2'[§j'[§j_]_l-]_l 9 9
. (1) (2) _ 2 1 1
plzp(éf:Xg:Z):Pz(Z):CZ'[gj [Ej T2009 9

Bu denlikler diskret & tétan ululygyn paylanys kanunynyn formula

arkaly (analitiki) berlisidir. Bu paylanys kanuny tablisa gérniisde
yazalyn

S
P

0 |1
4 |4
9 |9

& totan ululygyn bu paylanys kanunyny grafik gérniisinde hem
bermek bolar.

n,api

L

oM™

2-nji mesele. Diskret & totan ululyk
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& 2 [-1 Jo |1
p 0,1 |02 |05 10,2
paylanys kanun bilen berlen bolsun. Bu t6tén ululygyn paylanys
funksiyasyny tapmaly we onun grafigini gurmaly.

< Goy, x <2 bolsun. Onda (& < —2) mimkin dal wakadyr.
Sonuii igin P(£ < —2)=0 bolar. Diymek, x < 2 igin

F(x) =P <x)=0.
Goy, —2 < x < -1 bolsun. Onda
F(X)=P(<x)=P(=-2)=0,1

Goy, —1< x <0 bolsun. Onda, sygysmayan wakalar (i¢in gosmak
teoremasy boyunca

F(X)=P(E <x)=P(&=-2)+P(=-1)=01+0,2=03.
bolar. Goy, 0 < x <1 bolsun. Onda
F(X)=P(E <x)=P(=-2)+P(&=-1)+P(¢=0)=01+0,2+05=0,_8.
Goy, x >1 bolsun. Onda
F(X)=P(E <x)=P(&=-2)+P(¢=-1)+P¢=0)+P(¢=1)=01+02+05+0,2=1
Seylelikde,

0, X< =2,

01, —2<x<-1,
F(x)=40,3, -1<x<0,

0,8, 0<x<1,

1 x>1

Bu F(x) paylanys funksiyasynyn grafigini guralyn

329



Fix) a
1.0 - —
0.8
0,4
.
2 LA 0 1

Gornusi yaly, diskret totan ululygyn paylanys funksiyasy
basgancakly funksiyadyr. >
3-nji mesele. & totan ululyk

0, X< -2,
F(x)= 1jtl-arcsini, —-2<X<2,

2 2

1, X> 2.

paylanys funksiyasy bilen berlen. Dykyzlyk funksiyasyny we &
totan ululygyn (-1;1) aralykdan bahalary kabul etmeginin
ahtimallygyny tapmaly.

< f(x) dykyzlyk funksiyasyny f (x) = F'(x) defilikden
peydalanyp tapalyn

0, X< -2,
f(x)= 1.1 . —2<x<2,
2
T N4—-x
0, X > 2.

& totan ululygyn (-1;1) aralykdan bahalary kabul etmeginin
ahtimallygyny

Pla<& <b)=F(b)-F(a)
formuladan peydalanyp tapalyn. (-1;1) aralyk (-2;2) aralyga degisli.
Meselénin serti boyunga (-2;2) aralykda

330



F(x) :£+larcsin§
2 2

Onda
P(-1<¢<1)=F@)-F(-1) L aresint 2 Laresin- 1y -
2 2 2 = 2
2 .1 27 1
=—arcsin==—-—=>=. >
) T 2 7 6 3
4-nji mesele. Uzniiksiz & tétan ululyk
0, xéz,
6
f (x) = {Csin 3x, x<Z<Z
6 3
0, x>
3

dykyzlyk funksiyasy bilen berlen. C parametri we & t6tan ululygyn
F(x) paylanys funksiyasyny tapmaly.
< C parametri dykyzlyk funksiyasynyn

J.f(x)dx:l

hasiyetinden peydalanyp tap:alyﬁ

T

B

© 6 3 © 3
j f (x)dx = dex+cjsin 3xdx+j0dx =cjsin 3xdx =
- - f 3 &
= —Ecos?)xé S
3 =3

Bu yerden C=3. Indi F(x) paylanys funksiyasyny

F() = [ f(y)dy

—00

formuladan peydalanyp tapalyn. Goy, x S% bolsun. Onda
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X

F(x) = jf(y)dy:dey =0.

—00

Goy, %< X S% bolsun. Onda

T

X E X
F(x) = j f (y)dy =j0dy + jssin 3ydy =—cos3y|» =—cos3x.
-0 -0 V4 6
6

Goy, x >% bolsun. Onda

T T

X 5 3 X z
F(X) = j f (y)dy =j0dy +jssin 3ydy + '[Ody =-cos3y|? =1.
—o —0 L a3 6

6 3
Seylelikde,

0, xéz,

6

F(x) =<—cos3x, x<£§£, >

6 3
1, x>

3

§ 1.7. Uly sanlar kanuny

1. Cebysewyn denisizligi we teoremasy

Goy, &,,¢,,...,&, ... totan ululyklar yzygiderligi berlen bolsun. Bu
ululyklarysi n sanysyndan kabir £, =g, (&,,¢,,...,&,,) funksiya
garalyn. Eger a,,a,,...8,,,... hemiselik ululyklar we V& >0 san
ucin

limP{/& —a|<s}=1  (64)

n—oo
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denlik yerine yetyan bolsa, onda &,,&,,...,&, ... totén ululyklar
yzygiderligi U¢in uly sanlar kanuny yerine yetyar diyilyar.
Cebysewin densizligi.
Tukenikli dispersiya eye bolan V& totan ululyk we Ve >0 san
ucin
D
P{le-M&|2e < 8—5 (65)
densizlik adalatlydyr.
< lIki bilen ( 64 ) densizligi
limP{|¢, -a,|>¢}=0  (66)

gornlsde yazyp bolyandygyny bellédlin. Onda
Ple-Mgzef=  [dF(x) <L [(x=M&)2drF (%) <

x-M¢| > & € 1xMg 2

siz T(X—Mg)zdF(x)=%
& &

2
{| E-Mé|=¢ } we {| E-M&|< g} wakalaryn garsylyklydygyny
g0z oniinde tutup, Cebysewin densizligini
Ple-Me|<e)21-28  (67)

&
gornlsde yazyp bolar. >
Teorema (Cebysew) Goy, &;,¢&,,..., &, ... sol bir hemiselik ululyk
bilen ¢éklenen tukenikli dispersiyalary bolan jlbut-jubltden bagly
dal totan ululyklaryn yzygiderligi bolsun. Onda V& > 0 san (gin

lim P{ligk 1S Mg, <g}:1 (68)
n—o N k=1 Nk=1

denlik adalatlydyr.
< (67) densizlikden peydalanyp alarys
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PI=Y¢ —=3'M >
{négk n; 5k e 2
n-¢ ne

Bu densizlikde N — oo predele gegip we &htimallygyn 1-den uly
bolup bilmeyéndigini g6z dénunde tutup,(68) denligin adalatlydygyna
g0z yetireris. >

Indi Cebysewin teoremasynyn hususy hallaryna garalyn.
Teorema( Bernulli ). Goy, u  kébir A wakanyn bagly dal n

synagda yiize cykmalarynyn sany bolsun, p bolsa, ol wakanyn
synaglaryn her birinde ylize ¢cykmagynyn ahtimallygy bolsun. Onda

lim P{ H <g}:1 (69)
denlik adalatlydyr.

—P
n

< A wakanyn k-njy synagda ylize gykmalarynyn sanyny i, bilen

belgilalin. Yazyp bileris

H= g+ +ot gy Mp =0-q+1-p=p; Mg =0-q+1-p=p;

1
Du, =p-q<=;
o =p-q 4

Gornusi yaly, Bernullinin teoremasy Cebysewewin teoremasynyn
hususy halydyr. Diymek, ( 69 ) denlik adalatlydyr. >
Teorema (Puasson). Goy, u kabir A wakanyn bagly dal n synagda

ylize cykmalarynyn sany, p, bolsa k-njy synagda ylze ¢ykmagynyn
ahtimallygy bolsun. Onda V& >0 (gin

lim P{ﬂ— B+P,+..+P| }
n—o0

<&
n n ‘
denilik adalatlydyr.
< Yazyp bileris

=1 (70)
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p ety Mp =0-q +1-p ; My =0-q,+1-p, ;

1
D 1, =pk'qk—z

Bu yerde 1, A wakanyn k-njy synagda yiize cykmalarynyi sany.
Gornusi yaly, Puassonyn teoremasy Cebysewin teoremasynyn
hususy halydyr. Onda ( 70 ) denlik adalatlydyr. >

8 1.8. Merkezi predel teorema barada duistinje

Goy, &,,¢&,,...,&,,... totan ululyklar yzygiderligi berlen

bolsun we bu tétén ululyklaryn tikenikli matematiki garasmalary we
dispersiyalary bar bolsun.

a = MG, bk2 = D¢, Br? =kZbk2 => D¢,
]

belgilemeleri girizelin. &, t6tan ululygyn paylanys funksiyasyny
F. (x) bilen belgilalin. “&,,&, ..., &, ,...t6tan ululyklara nahili sertler
goylanda

1 n

— —-a

5. 2 (b= )
jemin paylanys funksiyasy normal kanunyn paylanys funksiyasyna
yygnanyar? - diylen sowal yuze ¢ykyar. Bu sowalyn jogabynyn
yeterlik serti merkezi predel teorema diylip atlandyrylyan
Lindebergin teoremasynda getirilyar.
Bu teoremanyn dine formulirlenisini getirmek bilen ¢éklenelin.
Teorema (Merkezi predel teorema) Eger &,,&,,...,&,,... totdn

ululyklar yzygiderligi ¥7 >0 san (¢in Lindebergin

j(x—ak)2 dF, (x) =0

k=1 ‘X—ak‘ZT B,

sertini kanagatlandyryan bolsa, onda

‘5
|~
M:
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. 1 ¢ L
ng{ Z(ék—ak)<><}—mje dy

n k=1 —o
gatnasyk x Uytgeyane goré dendlcegli yerine yetyandir.
Hususy halda, &,,&,,..., &, ... t6tdn ululyklar bagly dal we
birmenzes paylanan hem-de tukenikli matematiki garagsmalary we

dispersiyalary bolan yagdayynda, gornukli rus matematigi A.M.
Lyapunowyi teoremasy adalatlydyr.

Teorema ( Lyapunow) Eger &;,¢,,..., &, ,... tlkenikli a matematiki

garasmalary we o dispersiyalary bolan birmenzes paylanan bagly
dal tétan ululyklaryn yzygiderligi bolsa,onda & =& + &, +...+ &,
jemin paylanys kanuny n-in ¢éksiz artmagy bilen normal kanuna
caksiz golaylasyandyr.

Netije. Eger &,,¢,,..., &, totan ululyklar bu teoremanyn sertlerini
kanagatlandyryan bolsalar, onda olaryn orta arifmetiki bahasy n-in

caksiz artmagy bilen normal kanuna ¢éksiz golaylasyandyr.
Hakykatdan hem,

E=§1+§2+...+5n =§_1+é g_n

+...+
n n n n

gosulyjylaryn her birinin a matematiki garasmasy we 9
n

dispersiyasy bardyr we % , 1=1, 2,...,n ululyklar Lyapunowyn

teoremasynyn sertlerini kanagatlandyryarlar.
Bellik. Lyapunowyn teoremasyndan Muawr-Laplasyn lokal predel
teoremasy gelip ¢cykyandyr.

336



1V. 2. Matematiki statistikanyn elementleri
§ 2.1. Totan saylama we onuii paylanys kanuny

1. Bas we saylama toplumlar

Matematiki statistika XV1I asyryn basynda doreyar we
ahtimallyklar nazaryyeti bilen bilelikde gin gerim bilen 6syar.
Statistika adalgasy latyn “status” (yagday) soziinden gelip ¢ykyar.

Matematiki statistika esasan iki meseld garayar.

1) Gozeggeilikler netijesinde statistiki maglumatlary toplamak we
olary toparlamaklygyn usullaryny gérkezmek.

2) YImy we amaly netijeleri almak Gg¢in toplanan statistiki
maglumatlary maksadalayyk derfiemekligin usullaryny islap
dizmek.

Matematiki statistikanyn baslangy¢ dusunjeleri hokminde bas
we saylama toplumlar distinjelerine garayarlar. Birjynsly
elementlerin kopligini bas toplum diyip atlandyryarlar. Bu toplum
haysy hem bolsa bir hil ya-da mukdar nysana goéra dwrenilyar. Bas
toplumyin hemme elementlerini yeke-yekeden éwrenmeklik wagtyn
we serisdelerin kop sarp edilmegi bilen baglanysyklydyr. Sol
sebapli, bas toplumdan elementlerini bélek kdplugini sowuna saylap
alyarlar we gyzyklandyryan nysana géra 6wrenyarler. Bu bolek
koplige saylama diyilyar.

Toplumyn elementlerinin sanyna toplumyn géwrimi diyilyar.
Saylama gegcirilende durli saylap alys usullary ulanylyar.
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1) Mehaniki saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum birnéce bélek
toplumlara mehaniki béltinyar we her bélek toplumdan bir element
sowuna saylanyp alnyp, gyzyklandyryan nysana géra éwrenilyar.
Mysal tgin, 6ndurilen N 6ntimin~ 20% -ni saylap almaly bolsa,

onda 6niimlerin hemmesinin kdplugini ’\% bbélege boImeli we her

bdlekden bir elementi sowuna alyp, gyzyklandyryan nysana goéra
owrenmeli.
2) Kysmy saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum kysmy bdleklere
bollnyér we her bdlekden sowuna bir element alnyp,
gyzyklandyryan nysana goré éwrenilyar. Mysal tgin, kowis
fabriginin ondlryan kdwuslerini pasyllayyn gornusleri we 6lcegleri
boyunca birnace kysmy boleklere bolyérler we her bélekden sowuna
bir jubut kdwus alyp, hil ya-da mukdar nysana géra dwrenyérler.
3)Tapgyrlayyn saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum kysmy
bdleklere bolunyar we her bolekden elementlerin tapgyry sowuna
alnyp, gyzyklandyryan nysana goré éwrenilyar. Mysal t¢in, ¢orek
onduryan k&rhananyn her tamdyrynda bisirilyan ¢orekleri gérnisleri
we Olcegleri boyunca kysmy bdleklere bolyarler we her bélekden
coreklerin tapgyryny sowuna saylap alyp, hil ya-da mukdar nysana
gora dwrenyarler.
Amalyyetde bu usullary utgasdyryp ulanyarlar.

Eger bas toplumdan alnan element gyzyklandyryan nysana
gora éwrenilip, yene-de bas topluma gaytarylsa, onda seyle saylama

......

......

Haysy saylap alys usulynyn ulanylandygyna garamazdan,
dwrenilyan nysan barada dogry netijeleri ¢ykarmaklyga
mimkingilik bermegi tcin, saylamanyn wekilcilikli (reprezentatiw)
bolmagy gerekdir.

2. Saylamanyn statistiki paylanysy.

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir nysana géra dwrenilyan
bolsun. Bu nysan totan ululykdyr, sebébi sol bir gdwrimli dirli
saylamalarda ol 6nden belli bolmadyk diirli bahalary kabul edyar.
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Goy, bas toplumdan n géwriimli saylama gecirilen bolsun we
bu saylamada x, baha n,gezek, x,baha n, gezek, we s.m. x, baha

n, gezek dus gelyan bolsun. Nysanyn kabul edyan x,,X,,..., X,
yazylan yzygiderligine wariasiya hatary diyilyar. Wariantalaryn
gozeggilik edilyan n;,n,,...,n, sanlaryna bu wariantalaryn degisli
gbéwrlmine dendir, yagny,
n+n,+...+n, =n
Wariantalar bilen olaryn degisli )’/ygylyklarynyﬁ sanawyna

yygylygyn statistiki paylanysy diyilyar. Yygylygyn statistiki
paylanysy tablisa we grafik gérnusde berilyar. Tablisa gorniisde ol

X | X X, - X,

ni n1 n2 nk
yaly berilyar. Yygylygyn statistiki paylanysyny grafiki bermeklik
ucin tekizlikde goniburcly dekart koordinatalar ulgamyny gurmaly.

Abssissalar okunda x;, x,,..., X, wariantalary, ordinatalar okunda

bolsa n,,n,,...,n, yygylyklary bellemeli. Sosira (x,,n,), i=1k,
nokatlary gurmaly we olary goni ¢yzygyn kesimleri bilen yzygider
birikdirmeli. Emele gelen dowik ¢yzyk yygylygyn statistiki
paylanysynyn grafiki berlisidir. Bu dowuk ¢yzyga yygylygyn
poligony diyilyér. “Poligonos” grek sozi bolup, kdpburcluk diyen
manyny beryar.

W= @)

n

------

ululyk x, wariantanyn yygylygy, n saylamanyni géwrimi.
Wariantalar bilen degisli otnositel yygylyklaryn sanawyna otnositel
yygylygyn statistiki paylanysy diyilyar. Bu paylanys hem edil
yygylygyn paylanysy yaly tablisa we grafik gérnusinde berilyér.
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Yygylygyi we otnositel yygylygyi paylanysyna saylamanyi
statistiki paylanysy diyilyér.

Eger bas toplum Gzniiksiz nysana gord dwrenilyén bolsa, onda
bu nysanyn kabul edyan bahalarynyin hemmesinin dlsen interwalyny
sol bir h uzynlykly bélek interwallara bolyérler. Her bir bdlek
interwalyn yygylygy hokmiinde bu bolek interwala diisen
wariantalaryn yygylyklarynyn jemini alyarlar we gistogramma
diylip atlandyrylyan figurany guryarlar.

Kesgitleme. Yygylyn (otnositel yygylygyn) gistogrammasy diylip,
esaslary bolek interwallaryn h uzynlyklaryna den, beyiklikleri bolsa,

% [\%j i =1,n, gatnasyklara den bolan goniiburcluklardan
ybarat basgancakly figura aydylyar.

Yygylyn (otnositel yygylygyn) gistogrammasyny gurmak Ugin
tekizlikde gontburcly dekart koordinatalar ulgamyny gurmaly.
Abssissalar okunda h uzynlulkly bolek interwallary, ordinatalar

okunda bolsa % [\%j ululyklary bellemeli we esaslary h ululyga

den, beyiklikleri bolsa % [%j ululyklara den bolan

gondburcluklary gurmaly.
3. Empirik paylanys funksiyasy
« n

F=" @
funksiya empirik paylanys funksiyasy diyilyéar, bu yerde
n, (0<n, <n) iiytgeyan hakyky x (-0 < x <) ululykdan kigi
wariantalaryn sany, n saylamanyn géwriimi. Empirik paylanys
funksiyasy asakdaky hasiyetlere eyedir.
1) Empirik paylanys funksiyasynyn bahalar yaylasy [0;1]
kesimdir, yagny, 0< F"(x) <1 densizlikler adalatlydyrlar.
2) Empirik paylanys funksiyasy kemelmeyan funksiyadyr,
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yagny, bu funksiyanyn kesgitlenis yaylasyna degisli we X, < X,
densizligi kanagatlandyryan islendik x, we x, bahalar tigin

F(x)) <F7(x,) detisizlik adalatlydyr.
1) Eger X, in kigi warianta bolsa, onda x uytgeyén
ululygyn x <x, densizligi kanagatlandyryan hemme bahalary (gin
F'(x)=0 bolar. Egerx, ini uly warianta bolsa, onda x (ytgeyan
ululygyn x> x, densizligi kanagatlandyryan hemme bahalary UGgin
F’(x) =1 bolar.

1-nji mesele. Bas toplumdan n=20 géwrimli saylama gecirilyér:
2,85,335,23,853,235,85,3,523

a) Yygylygyn statistiki paylanysyny tablisa gérnlsinde yazmaly.

b) Yygylygyn poligonyny gurmaly.

¢) Otnositel yygylygyi statistiki paylanysyny yazmaly.

d) Otnositel yygylygyn poligonyny gurmaly.

< a) Saylamadan gornusi yaly 2-lik warianta 4 gezek, 3-lik
warianta 7 gezek, 5-lik warianta 6 gezek, 8-lik warianta 3 gezek
dus gelyar. Onda

X. 2

n.

b) Tekizlikde gonuburcly dekart koordinatalar ulgamyny guralyn.
Abssissalar okunda 2, 3, 5, 8 wariantalary, ordinatalar okunda bolsa
4,7, 6, 3yygylyklary bellalin. Sotira (2;4),(3,7),(5;6), (8;3)
nokatlary guralyn we olary goni ¢yzygyn kesimleri bilen yzygider
birikdirelin.
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m— T\\

2 3 = G

1-nji gyzgy.  Yygylygyh poligony
¢) n,=4,n,=7,n,=6,n,=3 we n=n,+n,+n,+n, =20

bolandygy sebapli

w, =1
n
formuladan peydalanyp, otnositel yygylyklary tapalyn
w="id _on w,=e- _g3s,
n 20 n 20
w,="-8 3w, =23 o1
n 20 n 20
Onda
X, 3 8
- 102 035 |03 [0.15
>
Bellik zw z_:_z
iz n

denllkden peydalanyp, otn03|tel yygylyklaryﬁ bahalarynyn dogry
tapylandygyna g6z yetirmek bolar.
d) b) punktdaka menzes gurluslary ulanyp, alarys
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|
|
|
|
|
|
|
1
3 5 5]

2-nji ¢yzgy.  Otnositel yygylygyn poligony

X,

2-nji mesele. Yygylygyn statistiki paylanysy berlen
X. 1 6 7

n. 5 3 2

Empirik paylanys funksiyasyny tapmaly we onun grafigini gurmaly.
< Bltin san okuny 1, 6, 7 nokatlar bilen, kesismeyén dort
bdlege bolelin we x Uytgeyan ululygyn her bdlekdaki bahalaryna
ayry-ayrylykda garalyn.
Goy, —oo < x <1 bolsun. x Uytgeyan ululygyn bu aralykdaky
bahalarynyn islendiginden Kkigi warianta yokdur. Sol sebépli n, =0
bolar. Onda
. n, 0
P n 10
Goy, 1< x <6 bolsun. x Gytgeyéan ululygyn bu aralykdaky
bahalarynyn islendiginden kigi 1-lik warianta bar we ol 5 gezek dus
gelyér, yagny, n, =5. Onda
. n, 5
F(x) =10 0,5
Goy, 6 < x <7 bolsun. x Uytgeyan ululygyn bu aralykdaky
bahalarynyn islendiginden kigi 1-lik we 6-lyk wariantalar bar. Bu

wariantalar degislilikde 5 we 3 gezek dus gelyarler. Diymek, n, =8.
Onda
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. n, 8
F (x) =10 0,8
Goy, 7 < x < oo bolsun. x tytgeyan ululygyn bu aralykdaky
bahalarynyn islendiginden kigi ~ 1-lik, 6-lyk we 7-lik wariantalar
bar. Bu wariantalar degislilikde 5, 3 we 2 gezek dus gelyarler.
Diymek, n, =10. Onda

. n, 10
F'(x)=—=>="=1.
%) n 10
Seylelikde,
0, X <1,
« 0.5, 1< x<6,
F(x)=
0.8, 6<x<7,
1, X> 7.
F(x) empirik paylanys funksiyanyn grafigini guralyn
it
T _
08 L S _
06 4
0 1
0,2 4.
I 1 2 3 ] - 4 [} 7 3 _XP
3-nji cyzgy

Cyzgydan gornusi yaly, empirik paylanys funksiyasy basgancakly
funksiyadyr. >

3-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen

Interwalyn | Bolek | Bolek interwalyn | Yygylygyi
belgisi interwal yygylygy dykyzlygy
i Xi = Xi41 n;
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h
1 2-4 6 3
2 4-6 12 6
3 6-8 3 15
4 8-10 9 4,5

a) Yygylygyin gistogrammasyny gurmaly.

b) Otnositel yygylygyn gistogrammasyny gurmaly.

< a) Tablisadan gornusi yaly, saylamanyn gowrimi
n=6+12+3+9 =30. Bolek interwallaryn uzynlyklary h=2.
Yygylygyi gistogrammasyny gurmak iicin tekizlikde géniiburcly
koordinatalar ulgamyny guralyn. Abssissalar okunda
(2;4),(4,6),(6;8),(8;10) bolek interwallary, ordinatalar
okunda bolsa 3; 6; 1,5; 4,5 ululyklary bellalin. Sonra esaslary bolek

interwallarynn h =2 uzynlyklaryna den, beyiklikleri bolsa,
3; 6;1,5; 4,5 ululyklara den bolan génuburc¢luklary guralyn.
Pl
— &
A
6

.
|

2 4 5 8 o X
4-nji ¢yzgy. Yygylygyn gistogrammasy
b) ki W, _N formuladan peydalanyp, otnositel yygylyklary
n

tapalyn.

=]

w="_8 _gp w2
n

— =—=04,
n 30

30
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n 3 n 9

3:_3:—:0_l’ W4:—4:—:03
n 30 n 30
. o . W .
Indi otnositel yygylygyi ?' dykyzlygyny tapalyx.
%:Ezo_l, ﬂzﬁzo.z,
h 2 h 2
Woe _01_po5, Wa_03_35.
h 2 h 2

Tekizlikde goniburcgly dekart koordinatalar ulgamyny alyp, esaslary
bolek interwallaryn h =2 uzynlyklaryna den, beyiklikleri bolsa,
0.1, 0.2; 0.05; 0.15 ululyklara den bolan gontburcluklary

guralyn.

02 -

0,15+

0,1 4

0,05

0 >
2 4 & g 10 X

5-nji ¢yzgy. Otnositel yygylygyn gistogrammasy >

§ 2.2. Paylanysyi nébelli parametrlerinii statistiki bahalary

1. Statistiki bahalar

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir mukdar nysana gora
owrenilyan bolsun. Bu nysanyn paylanys funksiyasyny kesgitleyén
parametrleri  bahalandyrmak meselesi ylze c¢ykyar. Adatca
derneyjide owrenilydn nysanyn kabul edyan x;,X,,...,x, bahalary
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bolyar. Bu bahalara biri-biri bilen bagly dél, birmenizes paylanan
&,¢&,,...,&, totdn  ululyklar  hokmiinde  garayarlar — we
bahalandyrylyan 6 nazary parametrin statistiki bahasy hokmiinde bu
totan ululyklardan kabir 0°(&,,&,,...,&, ) funksiyany kabul edyarler.

Argumentleri totan ululyklar bolany sebapli  67°(&,,%,,....&,)
funksiya hem toétén ululykdyr.

Islendik géwrimli saylama gegirilende hem bahalandyrylyan
parametrin dine yakynlasan bahasyny tapmak bolar. Sol sebépli
gerekli yakynlasmany almak maksady bilen statistiki bahalara kabir
talaplary bildiryarler.Goy, 6 bahalandyrylyan parametr, 6" bolsa,
onun statistiki bahasy bolsun.

Kesgitleme. Matematiki garasmasy bahalandyrylyan 6 parametre
den bolan, yagny,

MO =0
deniligi kanagatlandyryan 6" statistiki baha stiysmedik baha diyilyar.

Stysmedik baha artygy ya-da kemi bilen alnan sol bir
yalnyslyklaryn gaytalanyp durmazlygyny upjin edyan hem bolsa, ol
mydama gerekli yakynlasmany beryéar diylen netijani c¢ykarmak
nadogrydyr. Hakykatdan hem, n géwrimli saylama k gezek
gecirilip, degislilikde 6,,0,,...,0, statistiki bahalar tapylan bolsun.
Bu statistiki bahalara 0" totdn ululygyn kabul edyan bahalary
hokmiinde garalyn. Eger bahalandyrylyan 0 parametrin statistiki

bahasy hokmiinde M@~ ululykdan yeterlik daslasan haysy hem
bolsa bir statistiki baha kabul edilse, onda gerekli yakynlasmanyn

alynmazlygy mimkin. Sol sebédpli, 6" tétan ululygyn bahalarynyi
M@~ matematiki garasmanyn toweregindaki yayrawynyin Kigci
bolmagy talap edilyar. 0" tétan ululygyn yayraw Glcegi hokmiinde
M (0" —6)? ululyk kabul edilyar. Hususy halda, 6" siiysmedik baha
bolanda, onun yayraw 0Olgegi dispersiyadyr

M@ -MO")* =DO"
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Kesgitleme. igf M (9*—0)2 ululyga eye bolan 6" statistiki baha

------

Kesgitleme. Islendik & >0 san (gin
lim P 6; 0|2 ¢ }=0

n—oo

detiligi kanagatlandyryan 6, statistiki baha esasly diyilyar.

2. Wariasiya hatarynyin hésiyetlendirijileri

Bas toplumyn Owrenilydn nysanynyn belli paylanysynyn
nabelli  parametrlerini  bahalandyrmakda gozeggilik edilyén
wariantalaryn orta bahalarynyn méhiim &hmiyeti bardyr.

Goy, bas toplum ké&bir mukdar nysana goré éwrenilyan bolsun. Bu
maksat bilen bas toplumdan alnan n gowrimli saylamada
X, X,,..., X, Wariantalar degislilikde n,,n,,....,n, yygylyklar bilen

dus gelyén bolsunlar.
k

n. X

X,=t—  (3)
ululyga saylama orta arifmetiki baha diyilyar.Bas orta baha hem edil
suna menzeslikde kesgitlenyér.

Mukdar nysanyn bahalarynyn saylama orta bahanyn
tdweregindaki yayrawyny hésiyetlendirmek tgin saylama dispersiya
dislnjesi girizilyar.Goy, n gowrimli saylamada X, X,,..., X,
wariantlar degislilikde n,,n,,...,n, yygylyklar bilen dis gelyén
bolsun. Saylama dispersiya diylip, mukdar nysanyn goézegcilik
edilyan  x.,i=1;k Dbahalarynyn X, saylama orta bahadan

S

gysarmalarynyn kwadratlarynyn orta arifmetiki bahasyna aydylyar
we D, bilen belgilenyar

ini (% —X,)*
D=5 — @
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Saylama dispersiyadan alnan arifmetiki kwadrat koke saylama orta
kwadratik gysarma diyilyar we o bilen belgilenyéar

o, =4/D, (5)

K
zni(xi_YS)z

2: n D :i=1 (6)
n-1 ° n-1

ululyga dizedilen dispersiya diyilyar.
Dispersiyanyn formulasyny amaly maksatlar Gicin amatly
bolan

S

D =x"-(x)* (7)

gornlsde yazmak bolar. Hakykatdnan hem,
[

ini(xi_YS)Z inixiz inixi zni

D — =l —2X- i=1 + (Y)Z L=l —
n n n n
XZ -2X-X+(X)* =X = (X)?,
bu yerde

[ [

znixi Znixiz
g = =t X_Z _ i .

n n

Kesgitleme. 11 uly yygylyga eye bolan warianta moda diyilyéar we
M, bilen belgilenyar.
Bellik. Eger bas toplumyn dwrenilyén nysany tizniksiz bolsa, onda
dykyzlyk funsiyasynyn maksimuma eye bolan nokadyna moda
diyilyar.
Kesgitleme. Wariasiya hataryny wariantalaryn sany boyunga den iKi
bolege bolyan warianta mediana diyilyar we M, bilen belgilenyar.
Eger wariantalaryn sany jubdit bolsa, yagny m=2k bolsa, onda
M=%, (8)

Eger wariantalaryn sany tak bolsa, yagny m=2k+1 bolsa, onda

_ X T X

Me_T (9)
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Bellik. Erkin nysan tg¢in
F(x) =% (10)

denleménin ¢ozlwine mediana diyilyar, bu yerde F (x) funksiya
owrenilyan nysanyn paylanys funksiyasy.
Kesgitleme. In uly warianta bilen in Kici wariantanyn tapawudyna
wariasiyanyn gerimi diyilyar we R bilen belgilenyér,yagny

R = X, — Ximin (11)
Kesgitleme. Wariantalaryn saylama orta bahadan absolyut
gysarmalarynyn orta arifmetiki bahasyna orta absolyut gysarma
diyilyar we 0 bilen belgilenyar,yagny

[

2%~ %]
0= (12)
n
Kesgitleme. Orta kwadratik gysarmanyn saylama orta baha
gOterimde anladylan gatnasygyna wariasiya koeffisiyenti diyilyar we
V bilen belgilenyér,yagny
O .
YS
Teorema. X, saylama orta baha X, bas orta bahanyn stiysmedik
bahasydyr,yagny

V =25.100%. (13)

denlik adalatlydyr.

< X =

afilatmada xs ululyga X t6tan ululyk, X, X,,...,X. wariantalara
bolsa, biri-biri bilen bagly dal we bas toplumyn Owrenilyan &
nysany bilen birmenzes paylanan X, X,,..., X, totdn ululyklar

n

350



hokmiinde garalyii. Goy, MX,=a, i=1k, bolsun. Onda

M¢& =X, =a bolar. X s ululygyi matematiki garasmasyny tapalyii:
n K
donXi [ Don-MX,
M>_(S:M i=1 :i=l :n.a:a:_b >
n n n

Teorema. S* diizedilen dispersiya D, bas dispersiyanyn stiysmedik
bahasydyr,yagny

MS? =D, (15)
denlik adalatlydyr.
< D, saylama dispersiya D, bas dispersiyanyn siysen bahasydyr,
yagny
n-1
-

MD, =

S

Db
Bu denligi g6z 6niinde tutup,
MS? =M L.DS =L.|\/|DS =L.n__1Db =D,
n-1 n-1 n-1 n
denligi alarys. >
3. Ynam interwallary.

Saylamanyn kdmegi bilen nazary paylanysyn nébelli
parametrinin bir statistiki bahasyny tapmaklyga nokatlayyn
bahalandyrma diyilyar. Uly bolmadyk gowrimli saylamada
nokatlayyn bahalandyrmanyn gerekli yakynlasmany bermezligi
mimkin. Sol sebdpli interwallayyn bahalandyrmalary ulanyarlar.

Goy, 6 bahalandyrylyan parametr, 8" bolsa, onuf saylama
netijesinde tapylan statistiki bahasy bolsun. Islendik & >0 san Ggin

0-6|<s  (16)
densizlikde & ululyk nace kici boldygyca bahanyn takyklygy sonca-

------
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Islendik 0" statistiki baha ticin (16) densizlik dogrydyr diymeklik
elbetde nddogrydyr. Sonun Ugin (16) densiligin haysy dhtimallyk
bilen yerine yetyandigine garayarlar.
y=plo-67<s)

0 —5<60<0" +5 gornisde yazalyii.

(0 -5, 0"+5) (@7
interwala bahalandyrylan @ parametri ¥ ygtybarlyk bilen 6rtyan
ynam interwaly diyilyar.

Indi belli paylanysyn nébelli parametrlerini bahalandyrmak
ucin ulanylyan ynam interwallaryny getirelin.

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir & mukdar nysana géra
owrenilyan bolsun. Bu nysan a=M¢ we o = \/D_g parametrleri
bolan normal kanun boyunca paylanan diyelin. Goy, a parametr
nabelli, o parametr bolsa belli bolsun. Nabelli a parametrii 6
statistiki bahasy hokmiinde x_S saylama orta bahany kabul edip, a
parametri y ygtybarlyk bilen értyédn ynam interwalyny tapalyn. Bu
maksat bilen bas toplumdan n géwrimli x;,X,,...,x, saylama
gecirelin. Bu wariantalara biri-biri bilen bagly dal, birmenzes
paylanan &,,&,,..., &, totan ululyklar hokmiinde garalyn. Bu totan

ululyklaryn orta arifmetiki bahasyny & bilen belgilélii

_i=l
d n
Belli bolsy yaly
2
- - (o) ()
ME=a, Dé=—, o, =—F.
S S " = n
15
D(X)=——1e 2d
(x) 2n£ y



Laplas funksiyasyndan we Nyuton-leybnisin formulasyndan
peydalanyp, yazyp bileris

7=P{§—a <5}={a—5<§<a+5}=q{¥j_

platé-al  la-5-a :_@(_5\/5]:2(7{&],
o o o d
Jn Jn
an _, (18)
(o)
belgilemani girizip,
20(t) =y (19)

denligi alarys.
o takyklygyn bu bahasyny gz énlinde tutup, yazyp bileris

- - to - o - to
=PJl6-al<o;=Pylf-a<—=,=P{é——F—=<a<é+—=
replledeafpleal< o ople eaci ]
Etbtén ululygy xs ululyk bilen calsyryp, normal kanun boyunca

paylanan & nysanyn nédbelli a parametrini o belli bolanda y
ygtybarlyk bilen 6rtyan

s o _ to
(Xs_ﬁ’ XS+\/HJ (20)

ynam interwalyny alarys.

Bellik. (20) ynam interwalyndaky t tytgeyén ululygy (19) denlikden
we @(x) Laplas funksiyasynyn tablisasyndan ( 2-nji Gosmaca )
peydalanyp tapmak bolar.

Indi a we o parametrleri bolan normal kanun boyunca
paylanan & mukdar nysanyn nabelli a parametrini o nabelli
bolanda y ygtybarlylyk bilen 6rtydn ynam interwalyny tapalyn.
Onuti Ggin bas toplumdan n gowrimli x,, X, ,..., X, saylama gegirelif
we yokarda getirilen pikir yoretmeleri ulanyp
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_¢-a
s
Jn
totan ululygy alalyn, bu yerde n-saylamanyn géwriimi, S-diizedilen
24
orta kwadratik gysarma, & = % - saylama orta baha.

T totan ululyk  k=n-1 erkinlik derejeli we

) ey
S(t,n)= 1 (1+ n—lj
2

z(n=-1)-I

dykyzlyk funksiyaly Styudent [W. Gosset, (13.06.1876-
16.10.1937), inlis matematigi] kanuny boyunca paylanandyr, bu
yerde

I'(z)= J. y* e Vdy
0
gamma funksiya. T tétén ululygyn paylanys funksiyasyny

t
—-a JA
y=P %ay :ZIS(t,n)dt (21)
- 0
Jn
gOrnusde yazmak bolar. (21) denlikdéki yay icindaki densizligi
6zgerdip yazalyn.

Y= P(ﬁ tJ\/_<a<§+t \/_J

& we S totan ululyklary degislilikde xs saylama orta baha we s-
diizedilen orta kwadratik gysarma bilen c¢alsyryp, normal kanun
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boyunca paylanan & nysanyn nabelli a parametrini o nabelli
bolanda y ygtybarlyk bilen értyan

S S
X, —t  —, X +t  — 22
( b4 n b4 \/HJ ( )

ynam interwalyny alarys. t, ululygy berlen n we y boyunca

tablisadan ( 3-nji Gosmaca ) peydalanyp tapmak bolar.

Indi a we o parametrleri bolan normal kanun boyunca
paylanan & mukdar nysanyn nabelli o parametrini y ygtybarlyk
bilen értyan ynam interwalyny tapalyn. Onun ¢in bas toplumdan n
gowrimli x,X,,...,X, saylama gegirip, s diizedilen orta kwadratik
gysarmany tapalyn. Bu diizedilen orta kwadratik gysarmany nabelli
o parametrin statistiki bahasy hokminde kabul edip,

P(|0'—S|<5)= y
denlige garalyn. Bu denlikdaki yay icindaki densizligi 6zgerdip
yazalyn
S—-0<0<S+0

Bu yerden alarys s[l—éj <o< s[l+éj
s s

gzq belgilemani girizip, g<1 bolanda, nébelli o parametri y

ygtybarlyk bilen 6rtyan

(s(1-q); s@+a) (23)
ynam interwalyny alarys. Eger q>1 bolsa, onda
(0; s(+a)) (24)

ynam interwaly ulanylyar. g ululygy berlen n we y boyunca

tablisadan ( 4-nji Gosmaca ) peydalanyp tapmak bolar.
1-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen

X. 1 3 5

n. 3 2 4
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a) Saylama orta bahany;
b) Saylama dispersiyany we orta kwadratik gysarmany;
¢) Duzedilen dispersiyany we diizedilen orta kwadratik gysarmany

tapmaly.
<
k
LM g 0.344.5418 37
a) X, =11 2 FersrtAoTle Sl _g9
n 10 10
k
S0, (5 — X6)°
b) D, = = -
n

3.(1-37)2+2-(3-37)2 +4-(5-3,7)% +1-(8—3,7)’
10

o, =+/D, =+/481~219.

0) szzﬁDS=%-4,81z5,34.Onda s=534~23L >

=481
Onda

2-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen
X; 2 4 5 6

n. 7 5 4 3

a) Modany;

b) Medianany;

¢) Wariasiyanyn gerimini;

d) Bas orta bahanyn stiysmedik bahasyny;

e) Saylama dispersiyany we orta kwadratik gysarmany;

) Bas dispersiyanyn stysmedik bahasyny;

f) Orta absolyut gysarmany;

g) Wariasiya koeffisiyentini tapmaly.

< a) Saylamanyn paylanysyndan gornisi yaly, in uly yygylyga
(n,=7) x, =2 warianta eyedir.Diymek, M, =2
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b) Berlen saylamada wariantalaryn sany ték, yagny, 2k+1=5. Bu
yerdenk=2. Onda M, =x,,, =X;=5

¢) Wariantalaryn in ulusy x; =9, in kigisi bolsa, x, =2. Onda

R =X = Xmin =9—-2=7.

d) Belli bolsy yaly, bas orta bahanyn stiysmedik bahasy X, saylama
orta bahadyr

k

D onx,

X, = :7-2+5-4+4-5+3-6+1-9:ﬁ:4’05
n 20 20

ini (X —X,)*

e) D, == =
n

_ 7-(-2,05)* +5-(-0,05)* + 4-0,95% +3-1,95% +1-4,95°

20
Onda o, =,/D, =+/3,4475 ~186

4) Belli bolsy yaly, bas dispersiyany siiysmedik bahasy s?
diizeldilen dispersiyadyr
n 20

=3,4475

s?=——D, =—-3,4475~ 3,63.
n-1 19

k

ni| % =X, |

n
_ 7-2,05+5-0,05+4-0,95+3-1,95+1-4,95 146
20 ’
o 1,86

g) V=_+-100%="""-100%~4593% >
X ,

3-nji mesele. Goy, bas toplum normal kanun boyunca paylanan &
nysana gora éwrenilyan bolsun. Eger bas toplumdan n=100

géwriimli saylama gegirilip, onun netijesinde xs = 6,62 saylama
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orta baha we o, =2,89 orta kwadratik gysarma tapylan bolsa, &
nysanyn nabelli a=M¢ matematiki garasmasyny y = 0,95
ygtybarlyk bilen 6rtyan ynam interwalyny tapmaly.

< (20) ynam interwalyndan peydalanalyn. 2&(t) = y denilemeden
@(t) =0,475 deiiligi alarys.

Laplas funksiyanyn bahalarynyn tablisasyndan ( 3-nji Gosmaca )
peydalanyp, t argumentin @(t) =0,475 baha degisli t=1,96
bahasyny taparys. Onda

6,62-1,96- 250 < a<6,62+1,96. 200
V100 100

ya-da

6,05<a<7,19 >
4-nji mesele. Kabir jisimi bagly dal 36 dlcemelerin netijesinde
Olceglerin X, = 21,3saylama orta bahasy we s=0,98 diizedilen orta
kwadratik gysarmasy tapylan bolsun. Olgenyan jisimin hakyky a
ululygyny y = 0,99 ygtybarlyk bilen értyan ynam interwalyny
tapmaly.
< (22) ynam interwalyndan peydalanalyi. n=36 we y = 0,99
boyunga tablisadan ( 3-nji Gosmaga ) t, =2,7 bahany taparys.
Onda

21,3—2,7-%< a< 21,3+2,7-%
J36 J36
ya-da
20,86 <a< 21,74 >

5-nji mesele. Bas toplumdan n=10 géwrimli saylama gegirilip, s=5
dizedilen orta kwadratik gysarma tapylan bolsun. Bas toplumyn
normal kanun boyunca paylanan £ nysanynyn nabelli o orta

kwadratik gysarmasyny y =0,95 ygtybarlyk bilen 6rtyan ynam
interwalyny tapmaly.
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< Berlen n=10 we y =0,95 boyunga tablisadan ( 4-nji Gosmaca )
g=0,65 ululygy taparys. q<1 bolandygy sebapli (23) ynam
interwalyndan peydalanyp alarys

5-(1-0,65)<o0<5-(1+0,65) ya-da 1,75<0<825 b

§ 2.3. Empirik paylanysyii normal paylanysdan
gysarmasynyi bahalandyrylysy

1. Empirik momentler

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir & mukdar nysana goéra
dwrenilyan bolsun. Bu maksat bilen bas toplumdan n géwriamli
saylama gegirilip, x,,X,,...,X, wariantalar degislilikde n , n,,...,n,
(n =N, +N,+...+ nr) yygylyklar bilen alnan bolsun. Eger wariasiya
hatarynda islendik iki yanasyk wariantanyn tapawudynyn absolyut
ululygy sol bir h sana den bolsa, onda wariantalara dendaslasan, h
sana bolsa, adim diyilyar. Wariantalar uly sanlar bolan yagdayynda,
hasaplamalary yenillesdirmek maksady bilen

X;—C
u =
' h
sertli wariantalardan peydalanylyar, bu yerde C-islendik x,, i=1r
warianta (yalan nul). Yalan nul hokmiinde wariasiya hatarynyn
ortasyna golay yerlesen warianta alynsa, hasaplamalar has-da
yenillesyar.

Saylamann umumy hasiyetlendirijilerini hasaplamak gin

empirik momentlerden peydalanmak amatlydyr.

ini(xi _C)k
My =12—— - (25)

......

X;, 1=1r-wariantalar, n,, i=1r -wariantalaryn degisli
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yygylyklary, C-yalan nul, n-saylamanyn géwrimi. Hususy halda,
C=0 bolsa, ( 25) gatnasykdan k-njy tertipli

inixik
_ =l

M, (26)

baslangy¢ empirik moment alarys. ( 26 ) ailatmadan gornisi yaly,
birinji tertipli (k=1) baslangy¢ empirik moment saylama orta
bahadyr

Hususy halda, C = xs bolsa, (25 ) gatnasykdan k-njy tertipli
z n; (Xi - )_(s)k
1

mk:i= (27)

n
merkezi empirik momenti alarys. ( 27 ) anlatmadan goérnisi yaly,
ikinji tertipli ( k=2 ) merkezi moment saylama dispersiyadyr

2 n; (Xi — )_(5)2

m, - =D,
Merkezi we adaty momentlerin arasynda
m, =M, —(M/) =D, (28)
my =M, —-3M/,-M} +2(M/f (29)

m, =M} —4aMm/-M}+6(M,f-M]+3M/)f  (30)
gornlsli baglanysyklar bardyr.

Hasaplamalary yenillesdirmek maksady bilen sertli empirik
momentlerden peydalanylyar.

r r _ k
> nug Zni(xi Cj
* i=1 _i=l h

M, =

= (31)
n n
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......

k=1 bolanda ( 31) anlatmadan birinji tertipli sertli empirik momenti

alarys
r Xi—C r r
M= n “hl Y :F(XS_C)
Bu yerden

X, =M, -h+C (32)
('31) anlatmadan taparys

Bu yerden

M, =M, -h (33)
(33) denlikden peydalanyp, ( 28 ), (29 ) we ( 30) denlikleri sertli
empirik momentler arkaly

m2=_M;—(M;)2J-h2=DS (34)
m, = _M;—ij-M;+2(M;)3J-h3 (35)
m4:_MZ—4M1*-M;+6(M1*)2-M;—3(M1*)4J-h4 (36)

gornlsde yazmak bolar.

Amalyyetde kdpleng dendaslagsmadyk wariantalar bilen is
salysmaly bolyar. Bu yagdayda berlen wariantalary denidaslasyan
wariantalara getirmeklik zerurlygy yize ¢ykyar. Onun (¢in berlen
wariantalaryn hemmesinin disen interwalyny sol bir uzynlykly
bdlek interwallara bolyarler we bolek interwallaryn ortalaryny téze
wariantalar hokmiinde kabul edyarler. Seylelikde, tdze dendaslasan
wariantalar alynyar. Téze wariantalaryn yygylyklary hokmiinde
degisli bolek interwallara diisen kdne wariantalaryn yygylyklarynyn
jemini alyarlar.
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Bellik. Berlen dendaslasmadyk wariantalardan tdze dendaslasan
wariantalara gecilip, saylamanyn hésiyetlendirijileri hasaplananda
yalnyslygyn uly bolmazlygy Ugin her bolek interwala berlen
wariantalaryn 8-10 — dan az bolmadyk sanysynyn dismegini
gazanmalydyr.

2. Empirik we derileyji (nazary) yygylyklar

Goy, bas toplum paylanys kanuny nabelli bolan & mukdar
nysana gora éwrenilyan bolsun. Bu bas toplumdan n gowrimli
saylama gecirilende & nysan x, bahany n, gezek, x, bahany n, gezek,

..., X, bahany n, gezek kabul edipdir diyelin. x., i=1k,

wariantalaryn g6zeggilik edilyan n., i =1k, sanlaryna empirik

......

kanun boyunca paylanandygy barada giiman etmeklige esas bar
bolsa, onda onun gézegcilik maglumatlary bilen ylalasygyny
barlamak Ugin nazary yygylyklary hasaplamaly bolyar.Nazary

hasaplanyp tapylann = n-P, ululyklara desileyji yygylyklar diyilyar,
bu yerde n-saylamanyn gowrimi, P,-belli paylanysly & nysanyn
X; bahany kabul etmeginin ahtimallygy.

Eger & (zniksiz nysan bolsa, onda onun kabul edyan hemme
bahalarynyn disen interwalyny kesismeyén k bolek interwallara

bollinyéar we & nysanyn bu bdlek interwallara dismeginin

P, i=1k, ahtimallyklary tapylyar. Soiira diskret paylanysdaky
yalyn' =n- P, formuladan peydalanyp, detileyji yygylyklar tapylyar.
Hususy halda, eger & Uzniksiz nysan normal kanun boyunca
paylanan diylip giiman etmage esas bar bolsa, onda n! deileyji
yygylyklar

-h
n; =n_'(P(ui)
O-S
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formuladan peydalanyp tapylyar, bu yerde n-saylamanyni géwrimi,
h-bolek interwallaryn uzynlyklary, o -saylama orta kwadratik

X, — X o
gysarma, u, =———=, X, -i-nji interwalyn ortasy,
(o}

S
2

— l 2
@(u) \/Z €
Indi saylamanyn maglumatlaryndan peydalanyp, normal
egrinin gurlugyny teswirlalin.
Goy, bas toplumdan n géwrimli saylama gegcirilip,
X; X, X, | - X,

n; n, n, Ny

statistiki paylanys alnan bolsun. Normal egrini gurmak dgin:
1) X, saylama orta bahany we o, saylama orta kwadratik

gysarmany tapmaly;

2) v, =n—'h(p(ui)formuladan peydalanyp, nazary paylanysyn .
ordinatalaryny (denleyji yygylyklary) tapmaly, bu yerde n-
saylamanyn géwrlmi, h-adim ( islendik gonsy iki wariantanyn
arasyndaky uzaklyk),

Ui=Xi_XS! (p(U)ZL977;

o, N 27
3) gonuburgly dekart koordinatalar sistemasynda (xi;yi) nokatlary

gurmaly we olary endigan egri bilen birikdirmeli.

Normal egrinin gurlusyny mysal arkaly gorkezelin.

Mysal. Saylamanyn paylanysy berlen:

x. |40 |45 |50 (55 |60 |65 |70 |75 |80

n |5 6 10 |14 |30 |16 |10 |4 5

Normal egrini gurmaly.
1) X, saylama orta bahany tapalyn
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k

N, X;
; ' '_5-40+4-45+10-50+14-55Jr

X =
: n 100
30-60+16-65+10-70+4-75+5-80
+ =59,8
100
D, saylama dispersiyany tapalyn
k
z n; (Xi - is)2
D=4+ -
) n
~ 5-(40-59,8)* +6-(45-59,8)> +10- (50 —59,8)° N
100
+14- (55-59,8)* +30-(60—59,8)* +16- (65—-59,8)° N
100
2 2 2
N 10-(70-59,8)" +4-(75-59,8)" +5-(80-59,8)" _ 89,96
100
Onda
o, =+/D, =4/89,96 ~ 9,48
2) u = X=X \wariantalary tapalyii
U = X —X, _40-598 -198 _ 200
o, 9,48 9,48
0, = X =X _ 45-59.8 _ -148 _ _156:
o, 9,48 9,48
U = X —X, _50-598 -98 _ 103
o, 9,48 9,48
U = X —X, _55-598 -48 _ 051
o, 9,48 9,48
U = X —%, _60-598 0,2 0,02
o} 9,48 9,48
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X;—X, 65-598 52

Ug=—T= =——=0,55;
o, 9,48 9,48

0, = X =X _ 70-59,8 10,2 ~108:
o, 948 9,48

U, = X=X _ 75-59,8 15,2 —160:
o, 948 9,48

U = X —X, _80-598 202 _ _213,
o, 948 948

o(u) =%e2 funksiyanyi bahalarynyi tablisasyndan

(1-nji Gosmaga) peydalanyp taparys
o(u,)= (- 2,09)= (2,09) = 0,0449;
o(u,)=(-1,56)=(1,56)=01182;
o(uy) = 9(~1,03)= ¢(1,03)=0,2347;
o(u,)=o(-0,51)= ¢(0,51)=0,3503;
o(u;)=(0,02)=03989;  o(u,)=p(0,55)=0,3429;
o(u,)=p(1,08)=0,2227;  ¢(u,)=¢(L,60)=01109;
o(uy)=(2,13)=0,0413;

Y :Lh(p(ui)formuladan peydalanyp, nazary egrinin vy,
O-S
ordinatalaryny tapalyn
v ="M o 1)_% 0,0449 = 52,74-0,0449 ~ 2:

S )

v, =P o(u,) =52,74-01182 ~ 6;

S

vy ="M o) =52,74.0,2347 ~ 12,
(o}

S
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yo ="M ou,) =52,74-03503 ~19;

S

Ve =M o) =52,74-0,3989 ~ 21

S

Vo =M ou,) =52,74.0,3429 ~ 18

S

v, =00 o) =52,74.0,2007 ~12;
O-S

Ys = n—.h(p(us) =52,74-0,1109 = 6;

S

Vo =M ou,) =52,74.0,0413~ 2

S

Berlen we tapylan maglumatlary tablisada yazalyn

-l XX yfth(p(ug):
x| n Xi = X o, (P(ui) ——52,74-¢(u,)
40 5 -19,8 -2,09 0,0449 2
45 6 -14,8 -1,56 0,1182 6
50 10 -9,8 -1,03 0,2347 12
55 14 -4,8 -0,51 0,3503 19
60 30 0,2 0,02 0,3989 21
65 16 5,2 0,55 0,3429 18
70 10 10,2 1,08 0,2227 12
75 4 15,2 1,60 0,1109 6
80 S) 20,2 2,13 0,0413 2

n=100

3) Goniiburgly dekart koordinatalar sistemasynda (x,;y, ) nokatlary
guralyn we olary endigan egri bilen birikdirelin
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Yioaon

30 _ _
2 | Yygylygyh poligony
20 A

15 Morrnal egr

10

™
ol

40 45 S0 55 BO 65 7O 75 &0 x,

6-njy ¢cyzgy

Bu koordinatalar sistemasynda yygylygyn poligonyny hem gurup we
grafikleri denesdirip, nazary egrinin gozeggiligin netijeleri bilen
kanagatlanarly ylalasyandygyny gérmek bolar.

3. Asimmetriya we eksses

Empirik ya-da nazary paylanysyn normal paylanysdan
gysarmasyny bahalandyrmakda asimmetriya we eksses diylip
atlandyrylyan san hasiyetlendirijilerden peydalanylyar.
Kesgitleme. Ugtinji tertipli m, empirik(ya-da u ,nazary) merkezi
momentin orta kwadratik gysarmanyn uclinji derejesine bolan
gatnasygyna asimmetriya diyilyar we A, bilen belgilenyar.

m3

A=—, (37)
O-S
1@ , ey ;
///N " ﬂ :
ol S PO -
o] M, 4 O M, T
7-nji ¢yzgy
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bu yerde m, empirik merkezi Ug¢lnji moment.Asimmetriyanyn
alamatyny empirik ya-da nazary paylanysyn egrisiniii moda goré
yerlesisi boyunca kesgitlalin. Eger empirik ya-da nazary paylanysyn
egrisinin uzyn bolegi modadan sagda bolsa, A, >0 (7-nji ¢yzgy, a)),
eger modadan ¢epde bolsa, A, <0 (7-nji ¢yzgy, b))

Normal paylanys t¢in A, = 0. Hakykatdan hem,

['e]

py =M(E=ME) = [(x=M&F - f (x)dx=

_(x-a)?

__ 1 [(x—a)'-e 27 dx
oN2r 7,

X—a . e e
—— =y belgilemani girizip alarys
(o)

2
3
o)

0 y
- S.e 2dy =0,
o= = £ y y

y2

sebabi y®-e 2 funksiya tak, integrirleme cakleri bolsa simmetrik.
Onda
A = “_g -0
(o}
Sol sebapli, eger asimmetriya nula golay bolsa, bas toplumyn normal
kanun boyunca paylanandygy barada netije ¢ykarmak bolar.
Kesgitleme. Dordunji tertipli m, empirik ( ya-da u,nazary)
merkezi momentin orta kwadratik gysarmanyn doérdunji derejesine
bolan gatnasygy bilen t¢ln tapawudyna eksses diyilyar we E, bilen
belgilenyér
E, =4 3 (38)

4
s

Eksess empirik ya-da nazary paylanysyn egrisiniin normal
paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyn grafigine (normal egré) gora
“kertlik” derejesini hasiyetlendiryar. Empirik ya-da nazary
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paylanysyn egrisiniii normal egra goré E, > 0 bolsa, styri, (8-nji
cyzay, a)), E, <0 bolsa, tekiz ( 8-nji ¢yzgy, b)) depesi bardyr

b

7t fo!

Normal egri Marmal egri

s
. Ep<0
‘\

h J

8-nji cyzgy

Normal paylanys ucin E, =0. Hakykatdan hem,

py =M(E-ME)' = [(x=M&) - f(x)dx =
1%, e
= 2ﬂoo(x—a) e 2 dx

X—a . e e
—— =y belgilemani girizip alarys

o
4 y’ 4 v 2
_ O 4 o4, O 3 . 2 y
= e 2dy= e 2d|—
= | y E;[y [2}

Bolekler boyunca integrirleme usulyndan peydalanyp taparys

34 e L y?
— .e 2 A
Hy for J;Oy [ >
Yene-de bolekler boyunca integrirleme usulyny ulanyp alarys

3t ¢ L 3!
=—_|e 2dy=—+~-=-/27 =35"*
Hy /—27[.[0 Yy

N2
Onda
E, =4-3=0
(o2
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Sol sebépli, eger eksses nula golay bolsa, bas toplumyn normal
paylanysa eyedigini tassyklamak bolar.
Bellik. Eger

|AS|S3O'A we |Ek|S36E

densizlikler adalatly bolsalar, onda empirik paylanysyn normal
paylanysa golaydygy barada netije ¢ykarmak bolar, bu yerde

6 24
Op = H, O = 7,

degislilikde asimmetriyanyn we ekssesin standartlary hokmiinde
kabul edilen ululyklar, n-saylamanyn géwriimi.

1-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen
x. |40 |45|50|55 |60 |65

n |4 5 2010 |6 |5

Sertli momentlerden peydalanyp
a) saylama orta bahany;
b) saylama dispersiyany;
¢) asimmetriyany;
d) ekssesi tapmaly.
< Hasaplamalary yenillesdirmek gin, berlen
X; wariantalardan u, sertli wariantalara gecelin. C yalan nul
hékmiinde wariasiya hatarynyn ortasyna golay yerlesen we in uly
yygylyga (n, = 20) eye bolan x, =50 wariantany kabul edelif.
h =5 bolandygy sebépli, taparys

ulle_C=40_50=—2; u2=X2_C=45_50=—1;
h 5 h 5
u3ZXS—CZSO—SOZO; u4:X4_C:55_50=1;
h 5 h 5
u5:x5;C:60;50:2; u6:xer:C:65—50:3.
5

Basky dort sertli momentleri tapalyn
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k
Zniui
M = i :4-(—2)+5-(—1)+10-1+6-2+5-3:0’48
! n 50

[

zniuiz
. T ~4.4+5.1+10-1+6-4+5-9
n 50

2

n.us
) Z:, M 4.(-8)+5-(-1)+10-14+6-8+5-27

M3 = :3,12
n 50
k
2 615.1410-146.16+5.81
MZ _ 1 _ . + . + . + . + . :11’6

n 50

a) Xs saylama orta bahany tapalyn
X, =M, -h+C=0,48-5+50=52,4
b) D, saylama dispersiyany tapalyn

D, =|M; - (M; F | n? =[2- (0,48 ] 25 = 44,24

0, =+/D, =+/44,24 ~ 6,65.

¢) llki uctinji tertipli m, empirik merkezi momenti tapalyn
m, =[M;—3-M;-M;+2-(M;f]-h3 =
~[312-3.0,48-2+2-(0,48)° | 125~ 57,65

Onda

Onda

d) Dordanji tertipli m, empirik merkezi momenti tapalyn
m, = |M; - 4-M M6 (M M -3 (M) | ne =
h16-4-0,48-312+6-(0,48) -2-3-(0,48)° | 5 ~5134,47.

Onda
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ol (6,65)*
2-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen.

X |95 (8101113 |14 |15 |16 |18 |20 |22 |24 |25

nn |7 (3108 |7 |15]10|5 |8 |12 |6 |5 |4

Sertli momentlerden peydalanyp
a) saylama orta bahany;
b) saylama dispersiyany;
¢) asimmetriyany;
d) ekssesi tapmaly.

< Saylamadan gornisi yaly, wariantalar dendaslasan
déldirler. Olary dendaslasan yagdaya getirelin. Onun Ggin
wariantalaryn hemmesinin diisen (5;25) interwalyny sol bir h =4
uzynlyklary bolan (5;9), (9;13), (13;17), (17;21), (21;25) bolek
interwallara bélelin. Bu bolek interwallaryn ortalaryny 'y,

wariantalar hokmunde kabul edip, dendaslasan
=7 ¥, =1L y,=15 vy, =19, y,=23

wariantalary alarys. Taze y, wariantalaryn n, yygylyklary
hokmitinde degisli bolek interwallara diisen x;, wariantalaryn
yygylyklarynyn jemini alalyn

n=7+3=10; n,=10+8+7=25; n,=15+10+5=30;

n,=8+12=20; n,=6+5+4=15.

Seylelikde, dendaslasan wariantalary bolan
y, |7 11 |15 |19 |23

n |10 |25 |30 |20 |15

paylanysy alarys. C yalan nul hokmiinde x, =15 wariantany kabul
edip, u, sertli wariantalary tapalyn
y,-C 7-15_ 5

y,-C 11-15

u -1
' h 4 2 h 4
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U, = y,—-C _15-15 0, u, - 4,-C _19-15 1
h 4 h 4
ys—C 23-15 5
h 4
Basky dort sertli momentleri tapalyn
k

n.u.
M*—; Y 10-(-2)+25-(-1)+20-1+15-2
. n 100

u; =

=0,05

k
2, mu; 10-4+25-1+20-1+15-4
Y D = S et bt i G
n 100

k
Zniui3
M = :10-(—8)+25-(—1)+20-1+15-8:0’35
n 100

k
4

zniui
M: = _10-16+25-1+20-1+15-16 _ 445
n 100

a) Y, saylama orta bahany tapalyn
Y.=M; -h+C=0,05-4+15=15,2
b) D, saylama dispersiyany tapalyn
D, = [M; ~(Mm; ) J h =45 (0,05 |16 = 2316

o, =D, =+/2314 ~48.

¢) llki uctinji tertipli m, empirik merkezi momenti tapalyn
m, =[M;—3-M;-M;+(M;)3J-h3 =
~[0,35-3.0,05-1,45+2-(0,05)" | 4° ~ 8,496

Onda

Onda
m, 8,496

=—=—""""-~0,08

A=y (4,8)°

O-S
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d) Dordanji tertipli m, empirik merkezi momenti tapalyn
m, =M —4-M M6 (M MG -3 (M) | ne =
[4,45—4-0,05-o,35+6-(o,05)2 -1,45—3-(0,05)“J-44 ~1126,84

Onda

g M 5 112684

crf (4,8)4

§ 2.4. Korrelyasiya nazaryyetinii esasy dustnjeleri

3~-0,88 >

1. Funksional we statistiki baglylyklar.

Belli bolsy yaly, totan ululyklar bagly dal ya-da bagly bolup
bilyérler.Eger & totan ululygyn kabul edyan her bir bahasyna

totan ululygyn kabul edyan kesgitli bir bahasy degisli bolsa, onda &

......

Mysal Ugin, tegelegin S meydany bilen r radiusynyn arasynda

S =xr? gorniisli funksional baglylyk bardyr. Yone, totan ululyklar
totan tasirlerin astynda bolandyklary sebapli, olaryn arasynda
funksional baglylyk seyrek dus gelyar.

Eger bir totan ululygyn Uytgemegi beyleki tétéan ululygyn
paylanysynyn Uytgemegine getiryan bolsa, onda olaryn arasynda
statistiki baglylyk bar diyilyar. Mysal t¢in, sol bir géwrimleri bolan
suwly iki howuza sol bir mukdardaky balyk isbilleri goyberilse, bu
howuzlardan dirli mukdardaky balyk alynar. Isbillerin we
balyklaryn mukdarlarynyn arasynda baglylygyn bardygy aydyndyr.
Emma bu funksional baglylyk dél-de statistiki baglylykdyr.

Goy , & tétan ululygyn her bir bahasyna n totan ululygyn

birn&ce bahasy degisli bolsun. & totéan ululygyn x bahasyna degisli
bolan, n totan ululygyn bahalarynyn y, orta arifmetiki bahasyna
sertli orta baha diyilyar. Eger bu sertli orta baha x Gytgeyane bagly

V=1 (39)

374



funksiya bolsa, onda n we & t6tén ululyklaryn arasynda
korrelyasiya baglylygy bar diyilyar. Basgaca aydylanda,
korrelyasiya baglylygynda bir totén ululygyn Uytgemegi beyleki
totan ululygyn orta bahasynyn Uytgemegine getiryar. ( 39 ) denlema
n totén ululygyn & t6tén ululyga regressiya denilemesi,

f (x) funksiya regressiya funksiyasy, bu funksiyanyn grafigine

......

X, =p(y)
regressiyasy hem edil suiia mefizes kesgitlenyar.Eger f(x) we o(y)
regressiya funksiyalarynyn ikisi hem ¢yzykly bolsa, onda
korrelyasiya ¢yzykly diyilyar.

T6tén ululyklaryn arasyndaky korrelyasiya baglylygynyn
guyjuni totan ululyklaryii bahalarynyii sertli orta bahalaryi
toweregindaki yayraw dc¢egi bilen kesgitleyarler. Yayraw 6lgegi uly
boldugyca, totan ululyklaryn arasyndaky korrelyasiya baglylygy
gowsayar.

2. Regressiya gonusinin deflemesi.

Goy, bas toplum & we n mukdar nysanlara goré 6wrenilyan
bolsun. Bu nysanlaryn arasynda ¢yzykly korrelyasiya baglylygy bar
diyelin. n nysanyn & nysana regressiya gonusinin denlemesini
tapmaklyk maksady bilen, bas toplumdan n gdéwrimli saylama
gecirilip, sanlaryn(x;;y,), (X;Y,),....(x,;y,) n jubiti alnan

bolsun, bu yerde x,, i=1n, & nysanys, y,, i=1n, n nysanyi
kabul edyan bahalary. Goy, bu jubltlerin her birine bir gezek
gozeggilik edilyan bolsun. Onda y, sertli orta bahany ulanmaklygyn
zerurlygy yokdyr. Sol sebépli
Y, = pX+bdenlema derek

Y =px+b (40)
denlemé garayarlar, bu yerde p ululyk regressiyanyn saylama
koeffisiyenti. Anyk (40 ) regressiya denlemesini yazmaklyk ¢in
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o we b ululyklary tapmak yeterlikdir. Bu ululyklary

Y, —y,, i=1n, gysarmalaryii kwadratlarynyi jemi minimal bolar
yaly saylap alalyn, bu yerde Y, gozeggilik edilyédn x. warianta
degisli, (40 ) denlemeden tapylan ordinata, y, bolsa x;, warianta
degisli ordinata. Gysarmalaryn kwadratlarynyn jemi p we b
ululyklardan

G(P;b) = Z(Yi —Yi )2 =Z(Pxi +b-vy; )2
i=1 i=1
funksiyadyr. Bu funksiyanyin minimumyny tapalyn
d—G:ZZ(pxi +b-vy,)-x =0,
pA (41)
—=2> (px +b-y;)=0.
do i3

Bu denlemeler sistemasyny ¢ozlp, taparys

n'zxiyi _zxi 'ZYi
_ i=1 = =

P N n 2 (42
g
g4 -y i-1 (43)

(5]

o we b ululyklaryn bu bahalaryny (40 ) deiilemede ornuna goyup,
n nysanyin £ nysana regressiya gonusinin anyk defilemesini alarys.
Goy, indi £ we 1 nysanlaryn (X; Y) bahalar jibutlerinin

arasynda birden kop gezek gozegcilik edilyanleri hem bar bolsun.
Bu yagdayda n nysanyn & nysana regressiya gonisinin denlemesini
y, =pX+Db (44)
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gornusde gozlalifi. ( 41 ) denlemeler ulgamyny 6zgerdip yazalyn
{niz-ptnibzz_nxy-x-y (45)
X-p+b=Yy
bu yerde n,, ululyk (x; y) jubutin gozeggilik edilen sany. Bu
sistemanyii ikinji denlemesinden taparys.
b=y-X-p
b ululygyn bu bahasyny ( 44 ) denlikde ornuna goyup,regressiya
gondsinin
Vo-¥=plx=x)  (46)
denlemesini alarys. (45 ) ulgamdan p ululygy tapalyn
any X-y—nX-y any X-y—NX-y
T T el

Bu denlgin iki tarapyny hem T gatnasyga kopeldelin
(o}

n

o DN, X-y-nx-y

p-—= (47)
O',7 n'O'g'O',7
n,-X-y—nx-y
rS:Z y XY y (48)
f']-O'g'O',7
belgilemani girizip, taparys
(o}
p:rs'_77
O

r, ululyga saylama korrelyasiya koeffisiyenti diyilyér. p ululygyn
tapylan bahasyny ( 46 ) defilemede ornuna goyup, n nysanyn &
nysana regressiya gonusinin korrelyasiya koeffisiyentli
(o}
v, -y=r-—2(x-Xx) (49)
O
denlemesini alarys.

377



Goy, D, n nysanyn kabul edyany bahalarynyi y orta
bahanyn toweregindéki dispersiyasy, D; bolsa, degisli y, sertli orta
bahanyn toweregindéki dispersiyasy bolsun. Onda

D, =D, -[L-r?) (50)
denlik adalatlydyr. Indi korrelyasiya koeffisiyentinin hésiyetlerine
garalyn.
1). Korrelyasiya koeffisiyentinin absolyut ululygy birden uly daldir,
yagny |r,| <1.Hakykatdan hem, dispersiyanyi otrisatel daldigi
sebapliD, = D, -(1— rf)z O bolar. Bu yerden (1— rf)z 0 ya-da
Ir|<1
2) Eger korrelyasiya koeffisiyenti nula deni we regressiya ¢yzyklary
gonuler bolsalar, onda nysanlar ¢yzykly korrelyasiya baglylygynda
daldirler.Hakykatdan hem, eger r, =0 bolsa, ( 49 ) denilemeden
¥, =¥ denligi alarys. Gornusi yaly, y, sertli orta bahalar x
argumentin islendik bahasynda sol bir hemiselik baha eyedirler. Bu
bosa, nysanlaryn arasynda ¢yzykly korrelyasiya baglylygynyn
yokdugyny anladyar. Bu yagdayda regressiya gonuleri degisli
koordinata oklaryna paralleldirler.
3)Korrelyasiya koeffisiyentinini absolyut ululygynyn artmagy bilen

cyzykly korrelyasiya baglylygy has giiyjeyar we |r,| =1 bolanda
funksional baglylyga gecyar.Hakykatdan hem, ( 50 ) denlikden
gornusi yaly, korrelyasiya koeffisiyentinin absolyut ululygy
artdygyca D; dispersiya kemelydr. Bu bolsa, nysanlaryn arasynda
cyzykly korrelyasiya baglylygynyn glyjunin artyandygyny anladyar.
|r,| =1 bolsa, (50 ) detilikden alarys

D, =D,-(l-r?)=0.
Bu yerden, & we n nysanlaryn bahalarynyi islendik (x; y)
jubutinin
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yx—yzrs'&(X—Y)

O¢
denleméni kanagatlandyryandygy gelip ¢ykyar. Bu bolsa, & we n
nysanlaryn bahalarynyn arasynda ¢yzykly funksional baglylygyn
bardygyny anladyar.

Garalan bu hasiyetlerden goérnisi yaly, saylama korrelyasiya
koeffisiyenti nysanlaryn arasyndaky ¢yzykly baglylygyn glyjuni
hasiyetlendiryar: korrelyasiya koeffisiyentinin absolyut ululygy bire
golay boldugyca baglylyk glyjeyar, nula golay boldugyca gowsayar.
Bellik. Saylamada nysanlaryn bahalarynyn ¢yzykly funksional
baglylykda bolmagy, bas toplumda-da seyle baglylygyn bolmagyny
Upjin etmeyar. Onun Ugin saylamanyi géwriminin uly bolmagy
(n > 50) we saylamanyn wekilcilikli bolmagy gerekdir.

Bellik. Eger saylama korrelyasiya koeffisiyenti nula den bolsa, onda
nysanlar ¢yzykly dél korrelyasiya ya-da funksional baglylygynda
bolup bilerler.

§ 2.5. Statistiki caklamalar we kriteriler
1. Statistiki ¢aklamalar.

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir nysana goré éwrenilyan
bolsun. Bu nysanyn nabelli paylanysy ya-da belli paylanysynyn
nabelli parametrleri barada aydylan giman etmelere statistiki
caklamalar diyilyar. Nabelli 6 parametrin kesgitli bir 6, baha
eyedigi barada aydylan giman etm& yodnekey caklama diyilyér.
Eger 6 parametr kabir koplikden bahalary kabul edyan bolsa, onda
ona ¢ylsyrymly caklama diyilyar. Mysal Gg¢in, eger
1 _(x-af

e 20?2

f(x,a,0)=

o\ 2m
normal kanunyn dykyzlyk funksiyasy bolsa, onda "a=0, o =1"

diylen caklama yonekeydir, "a=a," diylen ¢aklama bolsa

379



cylsyrymlydyr, sebdbi sonky caklamada o parametr islendik
otrisatel dal bahany kabul edip biler.
Statistiki caklamalary barlamaklyk meselesi seyle goyulyar.

Goy, f(x;0) dykyzlyk funksiyaly bas toplumdan bagly dal

X = (X, X500, X)) (51)
saylama gecirilen bolsun. & parametr barada

H,:0 A (A-kabir kopluk)
caklama aydylyar. Bu ¢aklama esasy (nulunjy ya-da barlanylyan)
caklama diyilyar. H,esasy ¢aklama bilen bir hatardaH, : 6 € A

basdes ya-da alternatiw ¢aklama hem garayarlar. Mysal (cin, eger
H, esasy caklama “Puasson kanunynyn A matematiki garasmasy

5-e den” diylen gliman etmeden ybarat bolsa, onda H, bésdes
caklama " A = 5" diylen giiman etme bolar.
H, esasy caklama bilen ( 51 ) saylamanyn ylalasygyny

anyklamak méhim meselelerin biri bolup duryar. Esasy ¢aklamany
barlamak Ugin Kkriteri hokmiinde paylanysy belli bolan t6tén
ululykdan peydalanyarlar. Kesgitli bir kriteri saylanyp alnandan son,
onun bahalar kopligini kesismeyan iki bdlege bdlyérler. Bu
boleklerin birinde esasy caklama kabul edilyér, beylekisinde bolsa
inkar edilyar. Esasy caklamanyn inkdr edilydn bolegine Kkritiki
kopluk diyilyar. Caklamanyn kabul edilyan we kritiki kopliklerini
bolyan nokatlara kritiki nokatlar diyilyar we k,, bilen belgilenyar.

Eger kriteri hokmiinde saylanyp alnan tétén ululygyn paylanys
kanuny gyzyklandyrmayan bolsa, onda ony K bilen belgileyarler.

K < kkr’ K > kkr’ (kkr > 0) K < kkr.l we K > kkr.2' (kkr.l < kkr.2)

densizliker  bilen kesgitlenydn  kopliklere  degislilikde
ceptaraplayyn, sagtaraplayyn we ikitaraplayyn kritiki kdplikler

diyilyar. ( 51 ) saylamanyn S kritiki koplige dismeginin
ahtimallygyny

P(XeS):PG(S):jf(X;H)dX (52)
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bilen belgilalifi. Kritiki kdplugi ( 52 ) &htimallyk in Kici bolar yaly
edip saylayarlar.
2. Kiriterinin ahmiyetlilik derejesi we kuwwatlylygy.

S kritiki koplugin kdmegi bilen gurulyan kriterda S-kriteri
diyilyar. Her bir S-kriteri bilen vyalnyslygyn iki jynsyny
baglanysdyryarlar. ~ Birinji jynsly yalnyslyk dogry H,esasy
caklamanyn inkar edilmegidir. Ikinji jynsly yaliyslyk nadogry H,
esasy caklamanyn kabul edilmegidir. Bu yalnyslyklaryn haysysynyn
nahili netijelere getirjekdigi goyulyan meseld baglydyr.

Pi(A)=jf(x;9)dx, i =01 (53)
A

belgilemani girizelin, bu yerde A-kabir koplik. Onda S-kriterinin
birinji jynsly yalinyslygynyn ahtimallygy

a =P, (S), (54)
ikinji jynsly yaliyslygynyn &htimallygy bolsa
B =PR(S) (55)

bolar, bu yerde S = X \'S (X-bas toplum).Birinji jynsly yaliyslygyi
o ahtimallygyna S-kriterinin &hmiyetlilik derejesi diyilyar.
W(s;e)zj f(x;0)dx (56)
S

funksiya S-kriterinin kuwwatlylyk funksiyasy diyilyér. Bu funksiya
parametrin hakyky bahasy 6 bolanda, H, esasy ¢caklamanyi inkar
edilmeginin dhtimallygydyr. ( 54 )-( 56 ) anlatmalardan gornusi
yaly, birinji we ikinji jynsly yalnyslyklaryn ahtimallyklaryny
kuwwatlylyk funksiyasy arkaly

a=W(S;0), 1-p=W(S;0)
gornusde anlatmak bolar.

Seylelikde, H, basdes caklamada H, esasy caklamany
barlamaklyk meselesi seyle goyulyar: ilki « &hmiyetlilik derejesi
berilyar we beyle ahmiyetlilik derejeleri bolan hemme S-kriterilerin
F, kopllgine garalyar. Sonra bu kriterilerin arasyndan 6 =6,
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bolanda i uly kuwwatlylygy bolan S -kriteri saylanyp alynyar,
yagny
W(S™;0,)=a, W(S";0,)= rSnanW(S;H).

Bu S™ -kritera has kuwwatly ya-da optimal diyilyar.

3. Korrelyasiya koeffisiyentiniin ahmiyetliligi baradaky
caklamanyi barlanysy.

Goy, normal kanun boyunca paylanan bas toplum & we n
mukdar nysanlara goéra Owrenilydn bolsun. Bu toplumdan n
gowrimli saylama gecirilip tapylan r, saylama Kkorrelyasiya
koeffisiyenti nuldan tapawutly bosun. Bu yerden r, bas korrelyasiya
koeffisiyenti hem nuldan tapawutlydyr diyen netije gelip ¢ykmayar.
Sol sebapli, berlen o &hmiyetlilik derejesinde we H, :r, =0 basdes
caklamada r, bas korrelyasiya koeffisiyentinin nula dendigi
baradaky H,:r, =0 esasy ¢aklamany barlamaklyk zerurlygy yize
cykyar. Eger H, esasy caklama kabul edilse, onda r, bas
korrelyasiya koeffisiyenti nula dendir. Diymek, & we n nysanlaryn
arasynda ¢yzykly korrelyasiya baglylygy yokdyr. Eger H, esasy
caklama inkar edilse, onda r, bas korrelyasiya koeffisiyenti nuldan
tapawutlydyr. Bu yagdayda & we n nysanlar ¢yzykly korrelyasiya
baglylygyndadyrlar.

H, esasy caklamany barlamaklyk ugin kriteri hokmunde k= n-2
erkinlik derejeleri bolan Styudent kanuny boyunca paylanan

r,-vn-2
J1-r?

totan ululyk kabul edilyér. Basdes ¢aklama H, :r, =0 bolandygy
sebépli, kritiki kopluk ikitaraplayyndyr. Ikitaraplayyn kritiki koplik
gurulanda T kriterinin bu kopliige diismeginin &htimallygynyn
berlen o &hmiyetlilik derejesine den bolmagyndan ugur alynyar. Bu
yagdayda in uly kuwwatlylyk

T =
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P(T < tkr.l.):% we P(T > tkr.z.):%’ (tkr.l. < tkr.z.)

denlikler adalatly bolanlarynda alynyar. Styudent paylanysynyn nula
goréa simmetrikdigi sebépli, t,, (a;k) sag we —t,, (a;k) cep
(tkr_ > 0) kritiki nokatlary tapmaklyk yeterlikdir. Bu yagdayda
ikitaraplayyn kritiki koplik

|T| <t (e;k)
densizligin komegi bilen gurulyar. H, esasy ¢aklamanyn kabul
ediyan kopligi bolsa |-t,, (a;k);t,, (a;k)| kesimdir.

Saylamanyn maglumatlary boyunga kriterinin gézeggilik
edilen bahasyny T,,,., bilen belgilalif. Berlen o ahmiyetlilik
derejesinde we H, :r, =0 basdes caklamada r, bas korrelyasiya
koeffisiyentinin nula dendigi baradaky H, :r, =0 esasy caklamany
barlamak Ggin ilki T kriterinin gozeggcilik edilen

_rAn-=2
gozeg._ﬁ

bahasy tapylyar. Somra berlen « ahmiyetlilik derejesi, k= n-2
erkinlik derejelerinin  sany we Styudent paylanysynyn Kkritiki
nokatlarynyn tablisasy boyunca(4-nji Gosmaga ) ikitaraplayyn
kritiki  koplik Ggin t,, (a;k) kritiki nokat tapylyar. Eger

T

T |<t,, (e;k) bolsa, onda H, esasy caklamany inkar etmage esas
yokdyr. Eger |T|>t,, (a;k) bolsa, onda H,esasy ¢aklama inkar
edilyar.

4. Pirsonyn Kriterisi.

Goy, bas toplum paylanys kanuny nabelli bolan & nysana gora
dwrenilyan bolsun. Bu nébelli paylanysyn giiman edilyén
kanundygy baradaky c¢aklamany barlamak tcin ulanylyan kritera
ylalasyk kriterisi diyilyér. Beyle kriterilerin biri hem inilis
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matematigi K. Pirsonyn ( Karl Pirson, 27.03.1857-27.04.1936) y°
(hi-kwadrat) kriterisidir. Bu kriterinin hususu halda, & nysan normal

kanun boyunca paylanan diylen guman etmede ulanylysyna garalyi.
Goy, bas toplumdan n géwrimli saylama gegcirilip,

X: X, X, e X

1 m

n. n, n, n

I m

statistiki paylanys alnan we n/ nazary yygylyklar hasaplanan
bolsun. Berlen « &hmiyetlilik derejesinde & nysanyn normal kanun
boyunca paylanandygy baradaky H,esasy ¢aklamany barlamak Ggin
kriteri hOkmiinde
m 12
popbenl
i=1 n;
totan ululykdan peydalanylyar. Saylamanyn géwrimi artdygyca bu
totan ululygyn paylanysy bas toplumyi haysy kanun boyunca
paylanandygyna garamazdan k erkinlik derejeleri bolan we
0, x<0,

f(x)= k;efg-x , x>0,

A
2
dykyzlyk funksiyaly x> paylanys kanunyna yygnanyar, bu yerde
1“(x):jyX*1 -e”Vdy
0

gamma funksiya. Sol sebapli ( 57 ) tétan ululyga x* ylalasyk
kriterisi diyilyéar. Erkinlik derejelerinin sany k= m-1-r denlikden
peydalanyp tapylyar, bu yerde m-dirli wariantalaryn (ya-da bdlek
interwallaryn) sany, r-giman edilydn paylanys kanunynyn
bahalandyrylyan parametrlerinin sany. Normal kanun (gin r=2
(matematiki garasma we orta kwadratik gysarma).Garalyan
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yagdayda, H, esasy caklama adalatly bolanda we berlen «
ahmiyetlilik derejesinde

P(x2 > 1 (@ik))=a
denlik yerine yeter yaly edip sagtaraplayyn kritiki koplik gurulyar.

x® ylalasyk kriterisinin saylamanyn maglumatlary boyunca

gOzegeilik edilip tapylan bahasyny ;(gzozeg_ bilen belgilélin.
Seylelikde, & nysanyin normal kanun boyunca paylanandygy

baradaky — H,esasy caklamany barlamak Ggin ilki n/

nazary
yygylyklary, sotira y? kriteriniii gozeggilik edilyan

m 1
Xgozeg. :Z —
i=1 n;

bahasy tapylyar. Soira berlen o &hmiyetlilik derejesi, k=m-3
erkinlik derejesiniin sany we y° paylanysyin kritiki nokatlarynyi
tablisasy (4-nji Gosmaca boyunca y7, (or;k) kritiki nokat tapylyar.
EQer x2ue,. < X (k) bolsa, onda H, esasy caklamany inkar

etmége esas yokdur. Eger yso., > 22 (a;k)bolsa, onda H, esasy

caklamany inkér edyarler.
Bellik. (57 ) formulany

m n_Z
2i=2rn
i1 N
gornusde hem yazmak bolar.
1-nji gosundy

o(x)= Le? funksiyanyi bahalarynyn tablisasy

X 0 1 2 3 4
0.0 0.3989 | 0.3989 | 0.3989 | 0.3988 | 0.3986
0.1 0.3970 | 0.3965 | 0.3961 | 0.3956 | 0.3951
0.2 0.3910 | 0.3902 | 0.3894 | 0.3885 | 0.3876
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0.3 0.3814 | 0.3802 0.3790 | 0.3778 | 0.3765
0.4 0.3683 | 0.3668 0.3653 | 0.3637 | 0.3621
0.5 0.3521 | 0.3503 0.3485 | 0.3467 | 0.3448
0.6 0.3332 | 0.3312 0.3292 | 0.3271 | 0.3251
0.7 0.3123 | 0.3101 0.3079 | 0.3056 | 0.3034
0.8 0.2897 | 0.2874 0.2850 | 0.2827 | 0.2803
0.9 0.2661 | 0.2637 0.2613 | 0.2589 | 0.2565
1 0.2420 | 0.2396 0.2371 | 0.2347 | 0.2323
1.1 0.2179 | 0.2155 0.2131 | 0.2107 | 0.2083
1.2 0.1942 | 0.1919 0.1895 | 0.1872 | 0.1849
1.3 0.1714 | 0.1691 0.1669 | 0.1647 | 0.1626
1.4 0.1497 | 0.1476 0.1456 | 0.1435 | 0.1415
1.5 0.1295 | 0.1276 0.1257 | 0.1238 | 0.1219
1.6 0.1109 | 0.1092 0.1074 | 0.1057 | 0.1040
1.7 0.0940 | 0.0925 0.0909 | 0.0893 | 0.0878
1.8 0.0790 | 0.0775 0.0761 | 0.0748 | 0.0734
1.9 0.0656 | 0.0644 0.0632 | 0.0620 | 0.0608
2 0.0540 | 0.0529 0.0519 | 0.0508 | 0.0498
2.1 0.0440 | 0.0431 0.0422 | 0.0413 | 0.0404
2.2 0.0355 | 0.0347 0.0339 | 0.0332 | 0.0325
2.3 0.0283 | 0.0277 0.0270 | 0.0264 | 0.0258
2.4 0.0224 | 0.0219 0.0213 | 0.0208 | 0.0203
2.5 0.0175 | 0.0171 0.0167 | 0.0163 | 0.0158
2.6 0.0136 | 0.0132 0.0129 | 0.0126 | 0.0122
2.7 0.0104 | 0.0101 0.0099 | 0.0096 | 0.0093
2.8 0.0079 | 0.0077 0.0075 | 0.0073 | 0.0071
2.9 0.0060 | 0.0058 0.0056 | 0.0055 | 0.0053
3 0.0044 | 0.0043 0.0042 | 0.0040 | 0.0039
3.1 0.0033 | 0.0032 0.0031 | 0.0030 | 0.0029
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3.2 0.0024 | 0.0023 0.0022 | 0.0022 | 0.0021
3.3 0.0017 | 0.0017 0.0016 | 0.0016 | 0.0015
3.4 0.0012 | 0.0012 0.0012 | 0.0011 | 0.0011
3.5 0.0009 | 0.0008 0.0008 | 0.0008 | 0.0008
3.6 0.0006 | 0.0006 0.0006 | 0.0005 | 0.0005
3.7 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004
3.8 0.0003 | 0.0003 0.0003 | 0.0003 | 0.0003
3.9 0.0002 | 0.0002 0.0002 | 0.0002 | 0.0002
X 5 6 7 8 9

0.0 0.3984 | 0.3982 | 0.3980 | 0.3977 | 0.3973
0.1 0.3945 | 0.3939 | 0.3932 | 0.3925 | 0.3918
0.2 0.3867 | 0.3857 | 0.3847 | 0.3836 | 0.3825
0.3 0.3752 | 0.3739 | 0.3725 | 0.3712 | 0.3697
0.4 0.3605 | 0.3589 | 0.3572 | 0.3555 | 0.3538
0.5 0.3429 | 0.3410 | 0.3391 | 0.3372 | 0.3352
0.6 0.3230 | 0.3209 | 0.3187 | 0.3166 | 0.3144
0.7 0.3011 | 0.2989 | 0.2966 | 0.2943 | 0.2920
0.8 0.2780 | 0.2756 | 0.2732 | 0.2709 | 0.2685
0.9 0.2541 | 0.2516 | 0.2492 | 0.2468 | 0.2444
1 0.2299 | 0.2275 | 0.2251 | 0.2227 | 0.2203
1.1 0.2059 | 0.2036 | 0.2012 | 0.1989 | 0.1965
1.2 0.1826 | 0.1804 | 0.1781 | 0.1758 | 0.1736
1.3 0.1604 | 0.1582 | 0.1561 | 0.1539 | 0.1518
14 0.1394 | 0.1374 | 0.1354 | 0.1334 | 0.1315
1.5 0.1200 | 0.1182 | 0.1163 | 0.1145 | 0.1127
1.6 0.1023 | 0.1006 | 0.0989 | 0.0973 | 0.0957
1.7 0.0863 | 0.0848 | 0.0833 | 0.0818 | 0.0804
1.8 0.0721 | 0.0707 | 0.0694 | 0.0681 | 0.0669
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1.9 0.0596 | 0.0584 | 0.0573 | 0.0562 | 0.0551
2 0.0488 | 0.0478 | 0.0468 | 0.0459 | 0.0449
2.1 0.0396 | 0.0387 | 0.0379 | 0.0371 | 0.0363
2.2 0.0317 | 0.0310 | 0.0303 | 0.0297 | 0.0290
2.3 0.0252 | 0.0246 | 0.0241 | 0.0235 | 0.0229
2.4 0.0198 | 0.0194 | 0.0189 | 0.0184 | 0.0180
2.5 0.0154 | 0.0151 | 0.0147 | 0.0143 | 0.0139
2.6 0.0119 | 0.0116 | 0.0113 | 0.0110 | 0.0107
2.7 0.0091 | 0.0088 | 0.0086 | 0.0084 | 0.0081
2.8 0.0069 | 0.0067 | 0.0065 | 0.0063 | 0.0061
2.9 0.0051 | 0.0050 | 0.0048 | 0.0047 | 0.0046
3 0.0038 | 0.0037 | 0.0036 | 0.0035 | 0.0034
3.1 0.0028 | 0.0027 | 0.0026 | 0.0025 | 0.0025
3.2 0.0020 | 0.0020 | 0.0019 | 0.0018 | 0.0018
3.3 0.0015 | 0.0014 | 0.0014 | 0.0013 | 0.0013
3.4 0.0010 | 0.0010 | 0.0010 | 0.0009 | 0.0009
3.5 0.0007 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0006
3.6 0.0005 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0005 | 0.0004
3.7 0.0004 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003
3.8 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002
3.9 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0001
2-nji gosundy
1 % - funksiyanyii bahalarynyii tablisas

@(X):Ege 2 4z yany ryny Yy

X D(X) X D(X) X D(X)
0.00 0.00000 1.25 | 0.78870 2.50 0.98755
0.05 0.03988 1.30 | 0.80640 2.55 0.98922
0.10 0.07968 1.35 | 0.82298 2.60 0.99068
0.15 0.11924 1.40 | 0.83849 2.65 0.99195
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020 | 015852 | 1.45 | 0.85294 | 2.70 | 0.99307
025 | 019741 | 150 | 0.86639 | 2.75 | 0.99404
030 | 023582 | 155 | 0.87886 | 2.80 | 0.99489
035 | 027366 | 1.60 | 0.89040 | 2.85 | 0.99583
040 | 031084 | 1.65 | 0.90106 | 2.90 | 0.99627
045 | 034729 | 1.70 | 0.90067 | 2.95 | 0.99682
050 | 0.38292 | 1.75 | 091988 | 3.00 | 0.99730
055 | 041768 | 1.80 | 0.92814 | 3.10 | 0.99806
0.60 | 045140 | 1.85 | 093569 | 3.20 | 0.99863
0.65 | 048431 | 1.90 | 0094257 | 3.30 | 0.99903
070 | 051607 | 1.95 | 0094882 | 3.40 | 0.99933
075 | 054675 | 2.00 | 0.95450 | 3.50 | 0.99958
0.80 | 057629 | 2.05 | 0.95964 | 3.60 | 0.99968
0.85 | 0.60468 | 2.10 | 096427 | 3.70 | 0.99978
0.90 | 063188 | 2.15 | 0.96844 | 3.80 | 0.99986
095 | 065789 | 220 | 097219 | 3.90 | 0.99990
1.00 | 068269 | 225 | 097555 | 4.00 | 0.99994
1.05 | 070628 | 2.30 | 0097855 | 4.10 | 0.99996
1.10 | 072867 | 2.35 | 098123 | 420 | 0.99997
1.15 | 074985 | 2.40 | 098360 | 4.30 | 0.99998
120 | 076986 | 2.45 | 0.98521 | 4.40 | 0.99999
3-nji gosundy
t, =t(y,n) bahalaryi tablisasy
4 4
N 7095 10990999 | N [095 [ 099 [ 0,999
5 | 2,78 | 460 | 861 | 20 | 2,003 | 2,861 | 3,883
6 | 257 | 403 | 6,86 | 25 | 2,064 | 2,797 | 3,754
7 | 245 | 371 | 596 | 30 | 2,045 | 2,756 | 3,659
8 | 2,37 | 350 | 541 | 35 | 2,032 | 2,720 | 3,600
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9 | 231 | 336 | 504 | 40 | 2,023 | 2,708 | 3,558
10 | 226 | 325 | 4,78 | 45 | 2,016 | 2,692 | 3,527
11 | 223 | 317 | 459 | 50 | 2,000 | 2,679 | 3,502
12 | 220 | 311 | 444 | 60 | 2,001 | 2,662 | 3,464
13 | 2,18 | 3,06 | 432 | 70 | 1,996 | 2,649 | 3,439
14 | 2,16 | 301 | 422 | 80 | 1,001 | 2,640 | 3,418
15 | 2,15 | 298 | 414 | 90 | 1,987 | 2,633 | 3,403
16 | 2,13 | 2,95 | 4,07 | 100 | 1,984 | 2,627 | 39,2
17 | 2,12 | 292 | 4,02 | 120 | 1,980 | 2,617 | 3,374
18 | 2,11 | 290 | 397 | « | 1,960 | 2576 | 3,201
19 | 2,10 | 2,88 | 3,92
4-nji gosundy
q = q(y, n) bahalaryii tablisasy
Y Y

N 095 10990999 | N [095 [ 099 [ 0,999
5 | 1,37 | 2,67 | 564 | 20 | 037 | 058 | 0,88
6 | 1,09 | 2,01 | 38 | 25 | 032 | 049 | 0,73
71092 | 162] 298 | 30 | 028 | 043 | 0,63
8 | 080 |138| 242 | 35 | 026 | 038 | 056
9 | 071 | 1,20 | 206 | 40 | 024 | 035 | 050
10| 065 | 1,08 | 1,80 | 45 | 022 | 032 | 046
11| 059 | 098 | 160 | 50 | 021 | 030 | 0,43
12| 055 | 090 | 145 | 60 | 0,188 | 0,269 | 0,38
13| 052 | 083 | 1,33 | 70 | 0,174 | 0,245 | 0,34
14 | 048 | 0,78 | 1,23 | 80 | 0,161 | 0,226 | 0,31
15| 046 | 073 | 1,15 | 90 | 0,151 | 0,211 | 0,29
16 | 044 | 0,70 | 1,07 | 100 | 0,243 | 0,198 | 0,27
17 | 042 | 0,66 | 1,01 | 150 | 0,115 | 0,160 | 0,211
18 | 040 | 0,63 | 0,96 | 200 | 0,099 | 0,136 | 0,185
19| 039 | 060 | 092 | 250 | 0,089 | 0,120 | 0,162
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MAZMUNY
I bap. MATEMATIKI ANALIZ (dowamy)

11.7. KOP UYTGEYANLI FUNKSIYALAR
§ 7.1. Kop Uytgeyéanli funksiya disunjesi
§ 7. 2. Kdp uytgeyanli funksiyanyn predeli we tizniksizligi
8§ 7. 3. Kdp uytgeyanli funksiyanyi hysysy ontmleri
§ 7. 4. Kop uytgeyanli funksiyanyn doly differensialy
§ 7. 5. Cylsyrymly we anyk dél funksiyalaryn
Differensirlenmegi
§ 7. 6. Uste gegirilen galtasma tekizlik we normal
§ 7. 7. Ugur boyunca 6nim we gradiyent
§ 7. 8. Kdp uytgeyanli funksiyanyn Teylor formulasy
8§ 7. 9. Kdp uytgeyéanli funksiyanyi ekstremumy
§ 7. 10. Sertli ekstremum dus(injesi
8 7. 11. Tekizlikde ¢yzyklar masgalasy
§ 7. 12. Empirik formulalar
Gontukmeler
I1.8. GAT INTEGRALLAR
. Ikigat integrallaryn kesgitlenisi we hasiyetleri
. Ikigat integrallaryn hasaplanylysy
. Ikigat integralda Uygeyanleri calsyrmak
. Ikigat integrallaryn ulanylysy
. Uggat integrallar
. Ucgat integrallarda Gytgeyanleri calsyrmak
§ 8. 7. Ucgat integrallaryi ulanylysy
Gonukmeler
11.9. EGRICYZYKLY INTEGRALLAR
8§ 9. 1. Egrigyzykly integral dusiinjesine getiryan meseleler
8 9. 2. Egrigyzykly integralyn birinji gornuUsi
8 9. 3. Egrigyzykly integralyn ikinji gornisi
§9. 4.
§9.5.

wn W W W W W
© o 0 @ o ®
OO, WN B

Egricyzykly integrallaryn ulanylysy
Grinin formulasy we onun ulanylysy
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Gonukmeler
I1.10. UST INTEGRALLARY
§ 10. 1. Ust integrallary diisiinjesine getiryan meseleler
§ 10. 2. Ust integrallarynya birinji gornisi
§ 10. 3. Ust integrallarynya ikinji gornusi
§ 10. 4. Ust integrallary ulanylysy
§ 10. 5. Stoksyn formulasy
8 10. 6. Ostrogradskinin formulasy we onun ulanylysy
§ 10. 7. Wektor meydanynyii akymy, diwergensiyasy,
sirkulyasiyasy, rotory. Ostrogradskiniin we Stoksyn
formulalarynyn wektor gdmasleri
8§ 10. 8. Gamilton operatory we onun ulanylysy.
Potensial we solenoidal meydany
§ 10. 9. Funksiyanyn doly differesiallygy
Gonlukmeler
I1. 11. SAN HATARLARY
§ 11.1. Hataryn yygnanmagy we dargamagy
8 11. 2. Agzalary otrisatel dal hatarlar
§ 11. 3. Agzalarynyn alamatlary Uytgeyan hatarlar
Gonukmeler
I1. 12. FUNKSIONAL YZYGIDERLIKLER WE HATARLAR
§ 12.1. Funksional yzygiderligin we hataryn yygnanmagy
§ 12.2. Funksional yzygiderligin we hataryn dentlgegli
yygnanmagy
§ 12.3. Dendlcgegli yygnanyan funksional hatarlaryn
hasiyetleri
§ 12.4. Derejeli hatarlar
§ 12.5. Teyloryn hatary we onun ulanylysy
8 12.6. Agzalary kompleks bolan hatarlar
§ 12.7. Furyenin hatarlary
§ 12.8. Ortogonal sistema boyunca furyenin hatary
§ 12.9. Furyenin hatarynyn kompleks gornisi
Gontukmeler
[11 bap. DIFFERENSIAL DENLEMELER
I11. 1. Birinji tertipli differensial defilemeler
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8 1.1. Differensial defilemeler barada esasy dusunjeler

§ 1.2. Birinji tertipli differensial defilemeler. Uyteyanleri ayyl-
sayyl edilyan defilemeler

8§ 1.3. Birinji tertipli birjynsly defilemeler

8§ 1.4. Birinji tertipli ¢yzykly differensial defilemeler

8§ 1.5 .Doly differensially defilemeler

111. 2. Yokary tertipli differensial defilemeler.

§ 2.1. Ké&bir n-nji tertipli integrirlenyén differensial
defilemelerifi gornisleri. Tertibini peseldip bolyan defilemeler

8 2.2. n-nji tertipli differensial defilemeler

§ 2.3. n-nji tertipli hemiselik kosffisiyentli birjynsly ¢yzykly
defilemeler

8§ 2.4. n-nji tertipli birjynsly dal denlemeler

8 2 5. n-nji tertipli birjynsly dal hemiselik koeffisiyentli
cyzykly denlemeler

8§ 2. 6. n-nji tertipli cyzykly defferensial defileme. Lagranzyn
usuly

Gonlikmeler
111.3. MATEMATIKI FIZIKANYN ESASY DENLEMELERI

8 3.1. Hususy 6numli differensial denlemeler

8 3.2. Hususy onumli ikinji tertipli ¢yzykly differensial
denlemelerin klassifikasiyasy

8 3.3. Cyzykly hususy onimli differensial denlemelerde
taze Uytgeyan ululyklary girizmek bilen 6zgertmek.

8 3.4. Giperbolik tipli denlemeleri kanonik gorniise getirmek

8§ 3.5. Parabolik tipli denlemeleri kanonik gornlse getirmek.

8 3.6. Elliptik tipli denlemeleri kanonik gérnuse getirmek.

8 3.7. Kirsin yrgyldylarynyn denlemesini getirip ¢ykarmak

8 3.8. Baslangy¢ we gyra sertler. Kosinin meselesi

8 3.9. Kirsin erkin yrgyldysynyn denlemesinin ¢ozUwi.
(Dalamberin ¢ozuwi)

§ 3.10. Kosinifi meselesi

8§ 3.11. Kirsin denlemesini Furyenin usuly bilen ¢ozmek

§ 3.12. Yylylyk gegirijilik defilemesi

§ 3.13. Yylylyk gecirijiligin defilemesi ticin Furyeniti usuly
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§ 3.14. Yylylyk gecirijilik detileme icin birinji
gyra meselénin ¢oziwi
§ 3.15. Diffuziyanyn denilemesi
8§ 3.16. Laplas denlemesine getiryan meseleler
8§ 3.17. ki Olcegli Laplas denlemesi Gi¢in Dirihle meselesi
Gonlukmeler
IV bap. AHTIMALLYKLAR NAZARYYETI WE
MATEMATIKI STATISTIKA
IV.1. Ahtimallyklar nazaryyetinin esaslary
§ 1.1 Ahtimallyk gifisligi
§ 1.2. Kombinatorikanyfi elementleri
8§ 1.3. Ahtimallygyn klassyky, statistiki we geometrik
kesgitlemeleri
§ 1.4. Antimallyklary gosmak we kopeltmek teoremalary.lfi
bolmanda bir wakanyfi yuze cykmagynyf ahtimallygy
§ 1.5. Doly &htimallygyn we Bayesin formulalary
81.6. Bagly dél synaglar yzygyderligi
§ 1.7. Totén ululyklar we olaryn paylanyslary
§ 1.8. Totén ululyklaryn san hasiyetlendirijileri
§ 1.9. Kopolcegli tétan ululyklar
§ 1.10. Uly sanlar kanuny
8 1.11. Merkezi predel teorema barada distnje
Gonukmeler
IV. 2. MATEMATIKI STATISTIKANYN ELEMENTLERI
8§ 2.1. Totén saylama we onun paylanys kanuny
§ 2.2. Paylanysyn ndbelli parametrlerinin statistiki
bahalary
§ 2.3. Empirik paylanysyn normal paylanysdan gysarmasynyn
bahalandyrylysy
§ 2.4. Korrelyasiya nazaryyetinin esasy disunjeleri
8§ 2.5. Statistiki caklamalar we kriteriler
Gonukmeler
EDEBIYAT
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