
 
O.A yrow, N.Gurbanmämmedow,  

H.Soltanow, M.Almazow 
 
 
 
 
 

ÝOKARY  MATEMATIKA 
 

II 
 
 

Ýokary okuw mekdeplerini  talyplary 
üçin okuw kitaby 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A  g a b a t  -  2 0 1 0  
 
 
 
 
 



 2

 
 
 
 
 

 Ýokary matematika dersi  boýunça u  okuw kitabyna matematiki  
             analizi   dowamy (köp üýtgeýänli  funksiýalary   differensial we  
             integral  hasabyýeti, san  we funksional  hatarlar), ady  we hususy  
             önümli   differensial  de lemeler, matematiki  fizikany    ýönekeý  
             de lemeleri, ähtimallyklar nazaryýeti we matematiki statistikany   
             elementleri girizildi. Her bölümde nazaryýeti berkitmek  maksady  
             bilen mysallar çözülip görkezilýär. 
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S  Ö  Z  B  A    Y 
 

        Birinji kitaby  dowamy bolan bu ikinji kitap uniwersiteti  tebigy 
ylymlary boýunça dürli hünärleri alýan talyplary  hemmesi ulanyp biler 
ýaly edilip gi leýin ýazyldy. O a  matematiki  analizi  dowamy (köp 
üýtgeýänli funksiýalar, olary  predeli, üznüksizligi, önümleri we 
differensiallary,  ikigat,  üçgat,  egriçyzykly   we  üst   integrallary,  san    we   
funksional hatarlar), differensial de lemeler  (birinji  we  ýokary tertipli 
ady  differensial  de lemeler,  birinji   we ikinji    tertipli    hususy   önümli   
differensial    de lemeler, matematiki fizikany  ýönekeý de lemeleri), 
ähtimallyklar nazaryýeti (kombinatorikanyñ elementleri, tötän 
ululyklar we olary  paýlany lary, matematiki gara ma, dispersiýa, 
kwadrat gy arma, matematiki statistikany  elementleri, korrelýasiýa 
nazaryýetini  esasy dü ünjeleri) girizildi. 
   Her bölümde nazaryýeti berkitmek maksady bilen onda beýan edilen 
dü ünjeleri  ulanyly yny görkezýän mysallar getirilýär we olary  
çözüli leri görkezilýär. eýle hem her bölümi  ahyrynda talyplar bilen 
amaly sapaklar geçilende we özba dak i lerde ulanar ýaly köpsanly 
mysallar  getirilýär. 
     Kitapda ýygy-ýygydan du  gelýän  “bar bolup”(“tapylyp”) sözlerini  
ýerine barlygy a ladýan   belgi, “islendik” (“her bir”) sözlerini  ýerine 
bolsa umumylygy a ladýan    belgi   ulanylýar.   BA  ýazgy    A 
sözlemden   B    sözlemi  gelip çykýandygyny a ladýar. Eger-de, onu  
üstesine  B  sözlemden    A  sözlem hem gelip çykýan bolsa, onda ol    

BA  ýazgyda a ladylýar. Mysal üçin,  mPBx ,,0  
gysgaça  ýazgylar   “islendik    uludyr  nol ”,   “islendik  x  degi li   B  ”,  
  “P  degi li    m    tapylyp” diýlip okalýar. Teoremany  subudyny , 
mysaly  çözüli ini  ba langyjyny we ahyryny görkezmek üçin    we     
belgiler ulanylýar. 
     Bu kitapdan fizika hünärini alýan talyplar, eýle hem beýleki 
ýokary okuw mekdeplerini  talyplary peýdalanyp bilerler. 
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II bap. MATEMATIKI  ANALIZ 

(dowamy) 
 

II.7.  KÖP ÜÝTGEÝÄNLI  FUNKSIÝALAR 
§ 7.1. Köp üýtgeýänli funksiýa dü ünjesi 

 
    1. m ölçegli gi lik dü ünjesi. Ilki bilen  m  ölçegli arifmetik 
gi lik dü ünjesini girizeli . Hakyky mxxx ,,, 21  sanlary  
tertiple dirilen  mxxx ,,, 21   toplumyna  m ölçegli nokat, ol 
sanlary  özlerine bolsa onu  koordinatalary diýilýär. unlukda,  

mxxxM ,,, 21   ýazgy   mxxx ,,, 21  sanlary    M    nokady  
koordinatalarydygyny a ladýar. eýle  nokatlary  köplügine  m  
ölçegli arifmetik (koordinat) gi ligi diýilýär. Eger bu gi ligi  
islendik iki mxxxM ,,, 21   we  mxxxM ,,, 21   nokatlaryny  
arasyndaky uzaklyk  

22
22

2
11, mm xxxxxxMM  

formula boýunça kesgitlenýän bolsa, onda o a  m  ölçegli ýewklid 
gi ligi diýilýär we ol  mR   bilen belgilenilýär. A akdaky köplükler 
bu gi ligi  köplüklerine mysal bolup biler. 
    1) Berlen  o

m
oo

o xxxM ,,, 21   nokat üçin koordinatalary  
222

22
2

11 rxxxxxx o
mm

oo  
de sizligi kanagatlandyrýan  mxxxM ,,, 21  nokatlary  M   
köplügine  merkezi  oM   nokatda we radiusy  r  bolan  m  ölçegli  
ýapyk ar diýilýär. 
    2) Eger  M   köplügi  ähli nokatlaryny  koordinatalary üçin 

222
22

2
11 rxxxxxx o

mm
oo  

gi lik ýerine ýetse, onda M  köplüge  m  ölçegli açyk ar diýilýär.  
    3) mxxxM ,,, 21   nokatlary   
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222
22

2
11 rxxxxxx o

mm
oo  

de ligi kanagatlandyrýan M  köplügine m  ölçegli sfera diýilýär.    
    4) Koordinatalary  ba,   kesimde üznüksiz mitxx ii ,,1   
funksiýalar bolan  mxxxM ,,, 21   nokatlary  köplügine  mR  
gi likde üznüksiz çyzyk diýilýär. unlukda, 

axaxaxA m,,, 21    we  bxbxbxB m,,, 21  
nokatlara degi lilikde çyzygy  ba langyç we ahyrky nokatlary 
diýilýär. 
     2. m ölçegli gi ligi  käbir köplükleri. Merkezi   oM   nokatda 
we radiusy     bolan  m  ölçegli açyk ara oM   nokady     etraby 
diýilýär. oM   nokady  özünde saklaýan islendik  m  ölçegli açyk ara 
bolsa ol nokady  etraby diýilýär. 
     Eger köplügi  ähli nokatlary  käbir   m  ölçegli ara degi li bolsa, 
onda o a çäkli köplük diýilýär. eýle köplügi  islendik iki 
nokadyny  arasyndaky uzaklyklaryny  takyk ýokarky çägine onu  
diametri diýilýär.  
     Goý, M  köplük  m  ölçegli mR  gi ligi  käbir köplügi, ýagny  

mRM   bolsun. Eger  M  nokady  islendik etraby  M  köplügi  
M  nokatdan tapawutly i  bolmanda bir nokadyny özünde saklaýan 
bolsa, onda  M   nokada M  köplügi  predel nokady diýilýär. 
Köplügi  predel nokady ol köplüge degi li bolup hem, degi li 
bolman hem biler. Mysal üçin,  4,2 xx   nokatlar 4,2   we  

4,2   köplükleri  her birini  predel nokatlarydyr, ýöne olar birinji 
köplüge degi li bolup, ikinjisine degi li däldir. Eger MM  
nokady ol köplügi  ba ga hiç bir nokadyny özünde saklamaýan 
etraby bar bolsa, onda ol nokada M  köplügi  üz e nokady 
diýilýär. Ähli predel nokatlaryny özünde saklaýan köplüge ýapyk 
köplük diýilýär. Eger  M   nokat M  köplüge özüni  käbir etraby 
bilen degi li bolsa, onda ol nokada ol köplügi  içki nokady 
diýilýär. Hemme nokatlary onu  içki nokatlary bolan köplüge açyk 
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köplük diýilýär. Eger M nokady  islendik etraby M  köplüge 
degi li nokatlary hem, degi li däl nokatlary hem özünde saklaýan 
bolsa,  onda   M   nokada ol köplügi  gyra nokady diýilýär. M  
köplügi  gyra nokatlaryny  toplumyna ol köplügi  araçägi diýilýär. 
Her bir köplük özüni  araçägi bilen bilelikde ýapyk köplügi emele 
getirýär. Mysal üçin, tekizlikde  122 yx   de sizligi 
kanagatlandyrýan  yxM ,   nokatlary  köplügi onu  araçägi bolan 

122 yx   töweri  nokatlary bilen bilelikde 122 yx  de sizligi 
kanagatandyrýan nokatlary  ýapyk köplügini emele getirýär. onu  
ýaly,  m  ölçegli ýapyk är hem mR  gi likde ýapyk köplükdir. 
    3. Köp üýtgeýänli funksiýa dü unjesi.  m  ölçegli arifmetik gi ligi  
käbir   X    köplügini   her bir mxxxM ,,, 21   nokadyna  kesgitli   u  
hakyky sany degi li edýän   f    düzgüne  X   köplükde   kesgitlenen   
m   ölçegli    funksiya   diýilýär   we   ol  mxxxfu ,,, 21   
görnü de ýa-da gysgaça  Mfu  bilen belgilenýär. Hemi elik  C  
san üçin  mR  gi ligi   

Cxxxf m,,, 21  
de ligi kanagatlandyrýan nokatlaryny  köplügine  Mfu  
funksiýany  dereje köplügi diýilýär. Hususan-da,  3,2 mm   
bolanda o a degi lilikde funksiýany  derejei çyzygy we dereje üsti 
diýilýär. “Dereje çyzygy” adalgasy kartografiýadan alnandyr. Ol 
ýerde dereje çyzyklary de iz derejesinden beýiklikleri hemi elik 
bolan ýeri  üstüni  nokatlaryny  emele getirýän çyzyklarydyr. ol 
çyzyk boýunça di e ýeri  nokatlaryny  de iz derejesinden näçe 
ýokarda ýerle ýändigi kesgitlenmän, onu  relýefini  häsiýeti hem 
kesgitlenýär, ol bolsa daglyk ýerler üçin wajypdyr. 

     1-nji mysal. 224
1,

yx
yxf  funksiýany  dereje çyzyklaryny 

tapmaly.  
      Berlen funksiýany  dereje çyzyklary hemi elik  C   üçin 
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C
yx 224

1   

de likden, ýagny  14 22 yxC  de likden kesgitlenýär. Ondan 
bolsa 

1
1

4
1

22

C

y

C

x  

gelip çykýar. Ol ellipsi  de lemesidir. Diýmek, berlen funksiýany  
dereje çyzyklary ellipslerdir.  
 

§ 7. 2. Köp üýtgeýänli funksiýany  predeli we üznüksizligi 
 

     1. Köp üýtgeýänli funksiýany  predeli. Goý, Mfu  funksiýa 
kabir  mRX   köplükde kesgilenen we  oM  nokat  X   köplügi  
predel nokady bolsun. Eger  0   üçin eýle  0   san tapylyp, 

oMM ,0                                    (1)  
erti kanagatlandyrýan her bir  XM   üçin 

BMf                                       (2) 
de sizlik ýerine ýetse, onda  B   sana , Mfu  funksiýany   oM  
nokatdaky  (ýa-da oMM bolandaky) predeli diýilýär . Mfu   
funksiýany   oM  nokatdaky predeli  

BMf
oMM

lim                                       (3) 

görnü de belgilenýär. 
     Eger  M   funksiýany   oM   nokatdaky predeli nola de , 
ýagny 

0lim M
oMM

                                     (4) 

bolsa,onda ol funksiýa oM  nokatda tükeniksiz kiçi funksiýa diýilýär 
     1-nji teorema. Mfu  funksiýany   oM   nokatda predelini  
bolmagy üçin  
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0lim, MxBMf
oMM

                      (5) 

de likleri  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
     Bu teoremany  subudy  § 2.4 –däki 5-nji teoremany  subudy 
ýalydyr. 
     Bir üýtgeýänli funksiýa üçin jemi , köpeltmek hasyly  we paýy  
predeli hakyndaky § 2.5 –de subut edilen 9-njy teorema me ze  
teoremany köp üýteýänli funksiýa üçin hem subut etmek bolar. 
     1-nji bellik. Iki üýtgeýänli  yxfu ,    funksiýany   baM o ,  
nokatdaky   B   predeli üçin 

Byxf
by
ax

,lim                                       (6) 

ýazgy ulanylýar. 
     2-nji mysal. 143lim 2

2
1

yx
y
x

  predeli hasaplamaly. 

      Jemi  predelini  häsiýeti hakyndaky teorema esasynda 
14lim3lim143lim

2
1

2

2
1

2

2
1

yxyx
y
x

y
x

y
x

 

1018314lim3lim
2

2

1
yx

yx
.  

     2. Köp üýtgeýanli funksiýany  artymy. Bu dü ünjäni ýönekeýlik 
üçin iki üýtgeýänli yxfu ,   funksiýa üçin girizeli . 

yxfyyxxfu ,,  
tapawuda yxfu , funksiýany yxM ,  nokatdaky doly artymy,   

yxfyxxfux ,, , 
yxfyyxfuy ,,  

tapawutlara bolsa yxfu ,  funksiýany ol nokatdaky  (x  we  y   
boýunça) hususy artymlary diýilýär. 
     3. Köp üýtgeýanli funksiýany  üznüksizligi. Goý, Mfu  
funksiýa kabir  mRX   köplükde kesgilenen we  XM o  bolsun. 
Eger Mfu  funksiýany   oM   nokatda predeli bar bolup, 
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oMM
MfMf

o

lim                                  (7) 

de lik ýerine ýetse, onda  Mfu  funksiýa oM  nokatda üznüksiz 
funksiýa diýilýär. Ba gaça aýdylanda, eger  0  üçin eýle 0   
san tapylyp, 

oMM ,                                    (8)  
erti kanagatlandyrýan her bir  XM   üçin 

oMfMf                                       (9) 
de sizlik ýerine ýetse, onda   Mfu  funksiýa   oM  nokatda 
üznüksiz funksiýa diýilýär. 
     2-nji mysaldaky funksiýa  2,1oM   nokatda üznüksizdir, çünki 

143, 2 yxyxf  funksiýa üçin 102,1f  we (7) de lik 
ýerine ýetýär: 

2,110143lim 2

2
1

fyx
y
x

. 

     oMfMfu     tapawudy  Mfu  funksiýany   oM  
nokatdaky doly artymy bolýandygy esasynda, ol funksiýany  oM   
nokatda üznüksiz bolmagy üçin 

0lim
0

u   ýa-da  0lim
0 oMfMf               (10) 

de ligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir ( oMM , ). 
     Hakykatdan-de, eger (7) ýerine ýetýän bolsa, onda 

0lim
0 oMfMf   ýa-da  0lim

0
u , 

ýagny (10) de lik ýerine ýetýär. Tersine, eger (10) ýerine ýetýän 
bolsa, onda (7) de lik hem ýerine ýetýär. 
     3-nji mysal. 22 yxz   funksiýany  islendik yx,   nokatda 
üznüksizdigini subut etmeli. 
     Berlen fubksiyany  yx,  nokatdaky doly artymy bolan 

222222 22 yxyyxxyxyyxxz  
de likde  0,0 yx  bolanda predele geçip,   



 10

0lim
0
0

z
y
x

 

de ligi alarys, ýagny funksiýa üznüksizdir.  
     Eger funksiýa käbir köplügi  her bir nokadynda üznüksiz bolsa, 
onda o a ol köplükde üznüksiz funksiýa diýilýär. 
     Kesimde üznüksiz bir üýtgeýäni funksiýalary ka me ze  bolan 
häsiýetler köplükde üznüksiz bolan köp üýtgeýänli funksiýalar üçin 
hem ýerine ýetýär. 
     2-nji teorema. Eger Mfu   funksiýa çakli we ýapyk 
köplükde üznüksiz bolsa, onda ol funksiýa ol köplükde çäklidir we 

 kiçi we i  uly bahalaryny alýar. 
    Mfu  funksiýany  üznüksiz bolmadyk nokatlaryna onu  
üzülme nokatlary diýilýär. Funksiýany  kesgitlenmedik, ýöne 
predeli bar bokatlaryna hem onu  üzülme nokatlary diýilýär. Mysal 
üçin, 21 xyu   funksiýany  üzülme nokatlary  2xy  
parabolany  ähli nokatlarydyr. Bu halda 2xy  parabola onu  
üzülme çyzygy diýilýär. a me ze likde,  221 yxzu   
funksiýa üçin  22 yxz   üst, berlen funksiýany  üzülme üstüdir. 
 

§ 7. 3. Köp üýtgeýänli funksiýany  hysysy önümleri 
 

     1. Hususy önümi  kesgitleni i. Ýönekeýlik üçin iki üýtgeýänli  
yxfz ,  funksiýa garaly . Belli bol y ýaly ol funksiýany   x  we 

y   boýunça  yxM ,   nokatdaky hususy artymlary 
yxfyxxfzx ,, , 
yxfyyxfzy ,,  

de likler bilen kesgitlenýär.  Eger 

y
z

x
z y

y

x

x 00
limlim                                  (11) 

predel bar bolsa, onda ol predele yxfz ,  funksiýany yxM ,  
nokatdaky  x   boýunça (y   boýunça) hususy önümi diýilýär we ol 
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y
f

y
zfz

x
f

x
zfz yyxx ,,,,,,  

belgileri  haýsydyr biri bilen belgilenýär. eýlelikde, kesgitleme 
boýunça 

y
z

y
z

x
z

x
z y

y

x

x 00
limlim . 

Kesgitlemeden görnü i ýaly, iki üýtgeýänli funksiýany   x  boýunça 
hususy önümi bellenen  y  üçin berlen funksiýany   x  boýunça adaty 
önümini a ladýar. onu  üçin hem hususy önümler bir üýtgeýänli 
funksiýalary  önümini  formulalary we düzgünleri boýunça 
hasaplanylýar. Amalyýetde üýtgeýänleri  biri boýunça hususy önüm 
tapylanda ol üýtgeýänden beýlekilerini hemi elik hasap etmek 
bolar. 
     4-nji mysal. yxyxf sin, 2  funksiýany  hususy önümlerini 
we olary    4,1oM   nokatdaky bahalaryny tapmaly.  
      Bir üýtgeýänli funksiýany  önümini  formulalaryny we 
düzgünlerini ulanyp, ilki  y-i   we  so ra   x-i  hemi elik hasap edip 
hususy önümleri taparys: 

yx
y
fyx

x
f cos,sin2 2 . 

Indi olary  4,1oM  nokatdaky bahalaryny hasaplaly : 

,2
2
22)sin2(

oo M
yx

Mx
f  

2
2

2
21)cos( 2

oo M
yx

My
f .  

     yxfz ,  funksiýany  ooo yxM ,   nokatdaky  hususy 
önümlerini eýle geometrik manysy bardyr: 

tgyxftgyxf ooyoox ,,, , 
bu ýerde   burç  Ox oky bilen oooo yxfyxA ,,,  nokatda oyy  
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tekizlik bilen  yxfz ,   üstü  kesi me çyzygyna geçirilen 
galta many  arasyndaky burçdyr;    burç bolsa  Oy  oky bilen  A 
nokatda oxx  tekizlik bilen  yxfz ,   üstü  kesi me çyzygyna 
geçirilen galta many  arasyndaky burçdyr. 
     yxfz ,  funksiýany   x   boýunça hususy önümi funksiýany  
berlen  ( oyy )  ugur boýunça ütgeýi  tizligini  ýa-da bir üýtgeýanli  

oyxf ,   funksiýany   x  boýunça ütgeýi  tizligini a ladýar we ol 
hususy önümi  fiziki manysyny görkezýär. 
     Iki üýtgeýänli funksiýany  hususy önümlerini  kesgitleni ine 
me ze likde, üç üýtgeýänli zyxfu ,,   funksiýany   zyxM ,,  
nokatdaky hususy önümleri eýle kesgitlenýär: 

x
zyxfzyxxf

x
f

x

,,,,lim
0

, 

y
zyxfzyyxf

y
f

y

,,,,lim
0

, 

z
zyxfzzyxf

z
f

z

,,,,lim
0

. 

     Köp üýtgeýänli funksiýany  hususy önümlerine birinji tertipli 
hususy önümler ýa-da birinji hususy önümler hem diýilýär. Hususy 
önümleri  kesgitlemelerinden görnü i ýaly, funksiýany  zyxM ,,  
nokatdaky hususy önümleri ol nokady  funksiýasy bolýandyr. a 
görä onu  hem hususy önümlerini tapmak bolar. 
    Berlen funksiýany  birinji hususy önümlerini  husysy önümlerine 
ol funksiýany  ikinji tertipli hususy önümleri diýilýär. 
     Iki üýtgeýänli yxfz ,  funksiýa üçin kesgitleme boýunça: 

yxfyxf
x
z

xx
z

xxxx ,,2

2

; 

 

yxfyxf
y
z

yy
z

yyyy ,,2

2

; 
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yxfyxf
x
z

yyx
z

xyyx ,,
2

 

yxfyxf
y
z

xxy
z

yxxy ,,
2

. 

     5-nji mysal. 3223 64 yxyyxxz  funksiýany  ikinji hususy 
önümlerini tapmaly. 
     Önüm tapmagy  düzgünlerini we formulalaryny ulanyp, ilki 
birinji hususy önümleri tapaly : 

3222 124,683 yxyx
y
zyxyx

x
z . 

Bu hususy önümleri ulanyp, ikinji hususy önümleri tapaly : 

yx
yx
zyx

x
z 128,86

2

2

2

, 

yx
y

zyx
xy
z 612,,128 2

22

. 

      Ikinji hususy önümler üçin  yyyxxyxx zzzz ,,,   belgilemeler hem 
ulanylýar. yxxy zz ,  hususy önümlere gary yk hususy önümler 
diýilýär. 4-nji mysaldaky funk iýa üçin  yxxy zz  de lik ýerine 
ýetýär. Ýöne ol de lik hemi e ýerine ýetýär diýip bolmaz. Ol de lik 
haýsy ertlerde ýerine ýetýärkä diýen soraga jogaby a akdaky 
teorema berýär. 
     3-nji teorema. Eger ooo yxM ,  nokady  käbir etrabynda 
kesgitlenen  yxfz ,  funksiýany ol etrapda  yxxy ff ,  hususy 
önümleri bar bolup, olar  oM   nokatda üznüksiz bolsalar, onda  

ooyxooxy yxfyxf ,,  
de lik dogrudyr. 
     eýlelikde, eger gary yk önümler üznüksiz bolsalar, onda olar 
de dirler, ýagny hususy önümler differensirlemegi  tertibine bagly 
däldir. 
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     Ikinji tertipli hususy önümleri  x  we  y   boýunça differensirläp, 
üçünji tertipli hususy önümleri ýa-da üçünji hususy önümleri taparys 

3

3

2

33

2

33

2

3

3

3

,,,,,,
y

z
xy

z
yxy

z
xy
z

xyx
z

yx
z

x
z . 

a me ze likde dördünji, bä inji we ondan-da ýokary tertipli 
hususy önümler kesgitlenýär. eýlelikde, yxfz ,  funksiýany  
(n-1) tertipli nususy önümini  birinji hususy önümine onu   n  
tertipli hususy önümi diýilýär. Üç üýtgeýänli funksiýany  ikinji we 
ýokary tertipli hususy önümleri hem ular ýaly kesgitlenilýär. 

     6-njy mysal. 522sin zxtxyu   funksiýany   ,, 22

43

zx
u

tyx
u  

5

5

z
u   hususy önümlerini tapmaly. 

      Üýtgeýänleri  birinden beýlekilerini hemi elik hasap edip, 
hususy önümleri taparys: 

;2cos2,2sin,22sin
32

5 t
tyx

ut
yx

uxzty
x
u  

3
22

4
4

2

3
5

2

2

40,10,2 z
zx

uz
zx

uz
x
u ; 

 

,60,20,5 22
3

3
32

2

2
42 zx

z
uzx

z
uzx

z
u  

2
5

5
2

4

4

120,120 x
z
uzx

z
u .  

 
§ 7. 4. Köp üýtgeýänli funksiýany  doly differensialy 

 
     1. Birinji tertipli doly differensial. Eger  eýle  A  we  B  sanlar  
bar bolup, yxfz ,  funksiýany ooo yxM ,  nokatdaky 

oooo yxfyyxxfz ,,                    (12) 
doly artymy  
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yBxAz                               (13) 
görnü de a ladylýan bolsa, onda yBxA   a latma  yxfz ,  
funksiýany   oM   nokatdaky doly differensialy diýilýär, bu ýerde 

22 yx   we  0  bolanda  0 .          (14) 
yxfz ,  funksiýany  doly differensialy  dz  bilen belgilenýär: 

yBxAdz                                    (15) 
(13), (14) we (15) de liklerden görnü i ýaly, yxfz ,  
funksiýany  doly artymy iki bölekden ybarat bolup, onu  x  we  

y  görä çyzykly bölegi ol funksiýany  differensialyna de dir, 
ikinjisi bolsa,    görä ýokary tertipli tükeniksiz kiçi ululykdyr. 
    4-nji teorema. Eger yxfz ,  funksiýany  doly artymy (13) 
de lik görnü inde a ladylýan bolsa, onda  A    we    B    sanlar ol 
fnksiýany   oM   nokatdaky nususy önümlerine de dir: 

ooyoox yxfByxfA ,,, .                        (16) 
       Eger  0y   bolsa, onda (13) de lik 

xxAzx                                   (17) 
görnü de ýazylar. unlukda, 0x   bolanda  0  bolar. onu  
üçin hem (17) de lik esdasynda 

AyxfA
x
zA

x
z

oox
x

x

x ,,lim,
0

.           (18) 

Eger-de 0y   bolsa, onda (13) de lik 
yyBzy                                   (19) 

görnü i alar. unlukda, 0y   bolanda  0  bolar. onu  üçin 
hem (19) de lik esdasynda  

ByxfB
y
z

B
y
z

ooy
y

y

y ,,lim,
0

.           (20) 

     (16) de likleri  esasynda yxfz ,  funksiýany  (15) doly 
differensialyny  

yyxfxyxfdz ooyoox ,,                       (21) 
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görnü de ýazmak bolar.  
     2. Doly differensialy  barlygy. Haýsy   ertlerde     yxfz ,  
funksiýany  oM  nokatda doly differensialyny  bardygyna a akdaky 
teorema jogap berýär. 
     5-nji teorema. Eger yxfz ,  funksiýany  oM  nokady  käbir 
etrabynda birinji hususy önümleri bar bolup, olar ol nokatda 
üznüksiz bolsalar, onda funksiýany ol nokatda doly differensialy 
bardyr. 
      yxfz ,  funksiýany  oM  nokatdaky (12) doly artymyny 

oooo

oooo

yxfyyxf
yyxfyyxxfz

,,
,,

              

görnü e özgerdeli  we bu de ligi  sagyndaky tapawutlara 
Lagranžy  formulasyny ulanaly : 

,~,,,
,,~,,

yyxfyxfyyxf
xyyxfyyxfyyxxf

oyoooo

oxoooo   (22) 

yyyyxxxx oooo ,~,,~ .                  (23) 
eýlelikde,(23) esasynda 0, 0x y bolanda oo yyxx ~,~  

bolar. ert boýunça  yxfyxf yx ,,,   önümleri  oM  nokatda 
üznüksizligi esasynda, predeli  häsiýeti boýunça (5) de lik esasynda 

,,~,
,,,~

ooyoy

ooxox

yxfyxf
yxfyyxf

                       (24) 

bu ýerde 0,0 yx  bolanda  0,0 . (22)-(24) 
de likleri  esasynda doly differensial eýle görnü de ýazylar: 

yxyyxfxyxfz ooyoox ,, .          (25) 
Bu de ligi  so ky iki go ulyjysyny  jemini özgerdip, ony 

~yxyx                     (26) 

görnüsde ýazaly , bu ýerde 
22,~ yxyx .                  (27) 
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(27) de likden görnü i ýaly,  1,1 yx . onu  üçin hem 

yxyx~ .             (28) 

0,0 yx  bolanda   0,0   bolýandygy üçin, (28)  
de sizlik esasynda  0,0 yx  bolanda   0~ , ýagny 

0  bolanda 0~ . 
     Seýlelikde, (25) formula 

~,, yyxfxyxfz ooyoox                 (29) 
görnü de ýazylar, bu ýerde 0  bolanda 0~ .Bu de ligi (13) 
de lik bilen de dirip, yxfz ,  funksiýany  oM  nokatda 
differensialyny  bardygyny we onu  (21) formula boýunça 
tapylýandygyny alarys.  
     Berlen nokatda doly differensialy bar bolan funksiýa ol nokatda 
differensirlenýän funksiýa diýilýär. 5-nji teorema boýunça berlen 
nokatda we onu  käbir etrabynda hususy önümleri üznüksiz  bolan 
funksiýa ol nokatda differensirlenýändir. 
     Eger funksiýa käbir nokatda differensirlenýän bolsa, onda onu  
ol nokatdaky doly artymyny (29) görnü de a ladyp bolýandyr we 
onu  esasynda 0lim

0
z ,ýagny funksiýa ol nokatda üznüksizdir.  

     Bellik. Eger yxfz ,  funksiýa üçin 5-nji teoremany  ähli 
ertleri  yxM ,   nokady  etrabynda ýerine ýetýän bolsa,onda onu   

y
y
zx

x
zdz  

differensialy dört üýtgeýänleri  funksiýasy bolup, bellenen  yx,   
ücin ol di e x  we  y   üýtgeýanleri  funksiýasydyr. unlukda, eger  

dyydxx ,  alsak, onda funksiýany  doly differensialy üçin 

dy
y
zdx

x
zdz  

formulany alarys. Edil onu  ýaly,eger üç üýtgeýänli zyxfu ,,  
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funksiýany  birinji hususy önümleri üznüksiz bolsa, onda onu  doly 
differensialy 

dz
z
udy

y
udx

x
udu  

formula boýunça kesgitlenýär. Bu formulany  sag bölegindäki her 
bir go ulyja funksiýany  hususy differensiallary diýilýär, ýagny 

dz
z
uuddy

y
uuddx

x
uud zyx ,, . 

     3. Differensialy  takmyn bahalary hasaplamakda ulanyly y. Eger 
yxfz ,  funksiýa oM  nokatda differensirlenýän bolsa, onda 

(21) we (29) formulalar esasynda onu  doly differensialy bilen doly 
artymy eýle baglany ykdadyr: 

0~lim,~
0

dzz . 

onu  üçin hem  dzz   takmyn de ligi ýazyp bileris. Ony 
oooo yxfyyxxf ,, yyxfxyxf ooyoox ,,  

görnü de ýa-da  
yyxfxyxfyxfyyxxf ooyooxoooo ,,,,  (30)  

görnü de ýazmak we ony takmyn hasaplamalarda ulanmak bolar. 

     7-nji mysal. 02,397,1 3  a latmany  takmyn bahasyny 
hasaplamaly. 

     Ilki bilen ony 233 02,0303,0202,397,1  
görnü de ýazyp, 02,0,03,0,3,2 yxyx oo   alaly  we 

23, yxyxf  funksiýa garaly . Onda 3,2, fyxf oo  

123,41732 23 ,  
2323

2

,
2

3
yx

yf
yx

xf yx   we 

727,0
123,4
33,2,455,1

123,4
63,2, yxoox ffyxf . 

onu  üçin hem (30) formula esasynda 
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23 02,0303,02, yyxxf oo  
02,03,203,03,23,2 yx fff  

094,402,0727,003,0455,1123,4 .  
      4.Ýokary tertipli doly differensiallar. yxfz ,  funksiýany  
doly differensialyny  doly differensialyna onu  ikinji tertipli doly 
differensialy diýilýär we ol  zd 2  bilen belgilenýär. 
     eýlelikde, eger  dyzdxzdz yx   bolsa,  onda   dx  we   dy  
hemi elik hasap edip, birinji tertipli doly differensialy  kesgitlemesi 
boýunça taparys: 

dxdyzdxzdyzdxzddzdzd xyxyx
2  

22 dyzdxdyzdydxzdxzdydyzdxz yyxyyxxxyyx  

yxxyyyxyxx zzdyzdxdyzdxz 22 2   
     eýlelikde, yxfz ,  funksiýany  ikinji doly differensialy üçin 

2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd  

formulany alarys. Edil onu  ýaly üçünji tertipli zddzd 23  doly 
differensial üçin eýle formulany alarys: 

3
3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dy

y
zdxdy

yx
zdydx

yx
zdx

x
zzd . 

a meze likde, yxfz ,  funksiýany  1n -nji tertipli doly 
differensialyny  doly differensialyna ol funksiýany    n-nji  tertipli 
doly differensialy diýilýär we ol   zd n   bilen belgilenýär. Onu  üçin 

n

k

k
n

kkn
kkn

n
k
n

n

k
knnnCdydx

yx
zCzd

1 21
11,  

formulany  dogrudygyny görkezmek bolar. Bu formulany gysgaça 

zdy
y

dx
x

zd
n

n  
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görnü de hem ýazmak bolar. Bu formulany  sag bölegine eýle 
dü ünmeli: ilki ol köpagza hökmünde  n   derejä göterilýär we so ra 
alnan a latmany  sanawjylarynda    belgini  degi li derejelerini  
sagyndan   z-i  ýazmaly. Mysal üçin, 

zdy
y

dxdy
yx

dx
x

zdy
y

dx
x

2
2

22
2

2

22

2  

2
2

22
2

2

2

2 dy
y

zdxdy
yx
zdx

x
z . 

     Funksiýany  doly differensialyna ýöne differensial hem diýilýär. 
 

§ 7. 5. Çyl yrymly we anyk däl 
 funksiýalary  differensirlenmegi 

 
     1. Çyl yrymly  funksiýany  differensirlenmegi. Eger   x   we   y  
üýtgeýänlere bagly bolan yxrryxpp ,,,   funksiýalar üçin 

rpFz ,  funksiýa kesgitlenen bolsa, onda 
yxGyxryxpFz ,,,,  

funksiýa  x  we  y  üýtgeýänlere görä çyl yrymly funksiýa diýilýär. 
Goý, yxryxp ,,,   funksiýalar  x  we  y  üýtgeýänlere görä we 

rpF ,   funksiýa   p  we   r   üýtgeýänlere görä differensirlenýän 
funksiýalar bolsun. Bu halda rpFz ,   funksiýany   yx zz ,  
hususy önümlerini  bardygyny görkezeli . Eger yxryxp ,,,  
funksiýalary   x  we  y  üýtgeýänlerini belläp,  y-i  ö küligine goýup 
x-a x  artym bersek, onda   p  we  r  funksiýalar rp xx ,  hususy 
artymlary alar. unlukda, rpFz ,   funksiýa   zx  artymy alar  
we ony (25) formula esasynda 

rpr
r
zp

p
zz xxxxx  

görnü de ýazmak bolar, bu ýerde  0,0 rp xx   bolanda  
0,0   bolar. Ol de ligi agzalaýyn  x -a  bölüp, 
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x
r

x
p

x
r

r
z

x
p

p
z

x
z xxxxx  

de ligi, ondan bolsa 0x  bolanda predele geçip, 0,0  
bolýandygy esasynda 

x
r

r
z

x
p

p
z

x
z                                   (31) 

formulany alarys. Edil onu  ýaly   y   üýtgeýän üçin 

y
r

r
z

y
p

p
z

y
z                                   (32) 

formulany alarys.  
    Eger-de trrtpp ,  di e  t  görä differensirlenýän funksiýa 
bolsa we çyl yrymly tftrtpFz ,  funksiýa kesgitlenen 
bolsa, onda onu   t  görä önümi 

dt
dr

r
z

dt
dp

p
z

dt
dz                                   (33) 

formula boýunça tapylýar we ol (31)-den tx (ýa-da (32)-den ty ) 
bolanda alynýar. O a funksiýany  doly önümi hem diýilýär. Ikiden 
köp üýtgeýänli funksiýa üçin hususy önümler a me ze likde 
kesgitlenýär. Hakykatdan-da,  x,  y  we  z  görä differensirlenýän  

zyxsszyxrrzyxpp ,,,,,,,,   
funksiýalar üçin differensirlenýän çyl yrymly 

zyxgzyxszyxrzyxpFsrpFu ,,,,,,,,,,,,  
funksiýany  hususy önümleri 

;
x
s

s
u

x
r

r
u

x
p

p
u

x
u  

;
y
s

s
u

y
r

r
u

y
p

p
u

y
u  

z
s

s
u

z
r

r
u

z
p

p
u

z
u  

formulalar boýunça tapylýar.  
    Eger-de tsstrrtpp ,,  di e  t  görä differensirlenýän 
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funksiýa bolsa we çyl yrymly tftstrtpFz ,,  funksiýa 
kesgitlenen bolsa, onda onu   t  görä doly önümi 

dt
ds

s
u

dt
dr

r
u

dt
dp

p
u

dt
du  

formula boýunça tapylýar. 

     8-nji mysal. 
y
xxz sin  funksiýany  21,31 tytx  

bolanda   t  boýunça doly önümini tapmaly. 
      Ilki bilen birinji tertipli 

 
22

2

1
,3,cos,cossin

t
t

dt
dy

dt
dx

y
x

y
x

y
z

y
x

y
x

y
x

x
z  

önümleri tapaly . Bu önümleri we (33) formulany yrxp ,  üçin 
ulanyp alarys: 

22

2

1
cos3cossin

t
t

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz

.  

     2. Anyk däl funksiýany  differensirlenmegi. Eger   xyy  
üznüksiz funksiýa anyk däl görnü de berlen 

0, yxF                                         (34) 
de leme bilen kesgitlenýän bolsa, onda onu  haýsy ertlerde 
differensirlenýändigine a akdaky teorema jogap berýär. 
     6-njy teorema. Eger yxF ,   funksiýa  we  onu    ,, yxFx  

yxFy ,  hususy önümleri  yxM ,   nokady özünde saklaýan käbir 
köplükde üznüksiz bolup, ol nokatda 0, yxFy  bolsa, onda (34) 
de lemäni  kesgitleýän xyy  funksiýasyny ol nokatda önümi 
bardyr we ol önüm 

y
F

x
F

dx
dy                                    (35) 

formula boýunça tapylýar. 
      yxM ,   nokatda 0, yxF . Eger  x-a  x  artym bersek, 
onda o a xyy  funksiýany   y  artymy degi li bolar. a görä 
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0, yyxxF . onu  üçin funksiýany  artymy hem nola 
de dir, ýagny 0,, yxFyyxxF . Funksiýany  F  

yxFyyxxF ,,  doly artymyny (25) formula boýunça 

yxy
y
Fx

x
FF  

görnü de a ladyp bolýar,bu ýerde 0,0 yx bolanda 0 , 
0 . Doly artymy   nola de ligi esasynda ahyrky de lik eýle 

görnü i alar: 

0yxy
y
Fx

x
F

. 

Bu de ligi agzalaýyn x -a bölüp, alnan de likden  xy  tapaly : 

y
F

x
F

x
y . 

Bu de likde 0x   bolanda predele geçip alarys: 

.,lim
0 y

F
x
Fy

y
F

x
F

x
y

xx
 

     Bellik. Onümi  bu bahasyny xyy  funksiýany  çyzgysyny  
absissasy   ox   bolan nokadyndaky galta masyny   

ooo xxxyyy  
de lemesinde goýup, 0, yxF   çyzygy   oo yxM ,  nokadynda 
geçirilen galta masyny  de lemesini alarys: 

0,, oooyooox yyyxFxxyxF . 
     Edil a me ze likde, eger  

0,, zyxF  
de lemäni  kesgitleýän  yxzz ,   funksiýasy we onu   

zyxFzyxFzyxF zyx ,,,,,,,,  
husysy önümleri  zyxM ,,   nokady özünde saklaýan käbir 
köplükde üznüksiz bolup, ol nokatda , , 0zF x y z  bolsa, onda 
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yxzz ,   funksiýany  hususy önümleri eýle tapylýar: 

z
F

y
F

y
z

z
F

x
F

x
z , . 

 
§ 7. 6. Üste geçirilen galta ma tekizlik we normal 

 
1. Galta ma tekizligi  de lemesi. Eger gi likde çyzyk 

ttzztyytxx ,,                (36) 
parametrik de lemeler bilen berlen bolup, tztytx ,,   t  görä 
differensirlenýän funnksiýalar bolsa,onda ol çyzyga oooo zyxM ,,  
nokatda oooooo tzztyytxx ,,  geçirilen galta many  
de lemesi 

o

o

o

o

o

o

tz
zz

ty
yy

tx
xx

                              (37) 

görnüsde bolar, bu ýerde ooo tztytx ,,  önümler birwagtda nola 
de  däldir.(36) çyzyga ooo zyxM ,,  nokatda geçirilen galta many  

ugrukdyryjy wektory 
ooo tztytx ,,          (38)                             

bolar.  
     Gi likde differensirlenýän zyxF ,,  
funksiýa arkaly 

                   0,, zyxF              (39)                   
de leme bilen berlen üste seredeli . Ol 
üstü  oooo zyxM ,,  nokady boýunça ol 
üstde bitewiligine ýatýan çyzyk geçireli  

(1-nji surat). Goý, ol çyzyk (36) de leme bilen berlen bolsun, onda 
(37) de leme ol çyzyga ooo zyxM ,,  nokatda geçirilen 
galta many  de lemesidir. (39) de lemede (36) a latmalary goýup,  
t    görä  toždestwolaýyn 0,, tztytxF   de ligi  alarys.  Ony 
çyl yrymly funksiýa hökmünde differensirläp,  

1-nji surat 

n  

 
oM  
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0tzFtyFtxF zyx  
de ligi alarys. ott   üçin ol de lik 

0,,,,,, oooozooooyoooox tzzyxFtyzyxFtxzyxF  
görnü i alar. Hususy önümlerden düzülen 

ooozoooyooox zyxFzyxFzyxF ,,,,,,,,n         (40) 
wektora garaly . Ol wektor (39) üst we oM  nokat bilen doly 
kesgitlenýär we  oM  nokat arkaly geçýän çyzyga bagly däldir. 
      (38) we (40) wektorlar üçin ýerine ýetýän 0,n  de lik 
olary  ortogonaldygyny a ladýar. 
     eýlelikde, (39) üstü  oooo zyxM ,,  nokady arkaly geçýän 
islendik çyzyk üçin ol nokat arkaly geçýän    galta ma wektory n  
wektora perpendikulýardyr. Ba gaça aýdylanda, oM  nokat arkaly 
geçýän üstü  islendik çyzygyny  galta masy n  wektora 
perpedikulýar tekizlikde ýatýar. Ol tekizlige (39) üstü  oM  
nokadynda geçirilen galta ma tekizligi diýilýär, onu  de lemesi 

ooooyoooox yyzyxFxxzyxF ,,,,  
0,, ooooz zzzyxF                           (41) 

görnü dedir. 
     (40) formula boýunça kesgitlenýän  n    wektora oooo zyxM ,,  

nokatda (39) üste geçirilen normaly  wektory diýilýär. oM  nokat 
arkaly geçýän we (40) wektor ugrukdyryjysy bolan göni çyzyga (39) 
üstü ol nokatdaky normaly diýilýär. Onu  de lemesi 

ooo Mz

o

My

o

Mx

o

F
zz

F
yy

F
xx

                             (42) 

görnü dedir. 
     9-njy mysal. 22 yxz   üste 5,2,3oM   nokatda geçirilen 

normaly  we  galta ma tekizligi  de lemelerini ýazmaly. 
      Eger zyxzyxF 22,,  bolsa, onda ,2,2 yFxF yx   
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1zF  bolar. onu  üçin 
 1,422,632

ooo MzMyMx FFF . 

Bulary ulanyp, (41) we (42) esasynda galta ma tekizligi  
052436 zyx  ýa-da  0546 zyx  

de lemesini we normaly  

1
5

4
2

6
3 zyx  

de lemesini alarys.  

     2. Doly differensialy  geometrik manysy. Eger üst  yxfz ,  
ýa-da 0, yxfz   de leme bilen berlen bolsa, onda 

1,,
z
F

y
f

y
F

x
f

x
F  

bolar. onu  üçin hem ol üste geçirilen galta ma tekizligi  de lemesi 

ooo yy
y
fxx

x
fzz  

görnü de bolar. Bu formulada  yyyxxx oo ,  alyp, onu   
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yxfz ,   funksiýany  doly differensialydygyny görýäris: 

y
y
fx

x
fdz . 

eýlelikde, 
dzzz o , 

ýagny iki üýtgeýänli yxfz ,   funksiýany  doly differensialy ol 
funksiýany   x  we  y   üýtgeýänleri  x  we  y  artymlary alandaky 
grafigi bolan  üste oooo zyxM ,,  nokatda geçirilen galta ma 
tekizligi   z   applikatasyny  artymyna de dir (2-nji surat). 

 
§ 7. 7. Ugur boýunça önüm we  gradiýent    

 
     1. Ugur boýunça önüm. Köp üýtgeýänli funksiýany   hususy  
önümlerini  ol funksiýany  degi li ugurlar boýunça üýtgeýi  
tizligini a ladýandygyny belläpdik. Indi bolsa islendik ugur boýunça 
onu  üýtgeýi  tizligini  nähili bolýandygyny görkezmeklige 
giri eli . 
     Berlen oooo zyxM ,,  nokady  käbir etrabynda kesgitlenen we 
differensirlenýän  zyxuu ,,   funksiýa garaly . ol etraba degi li 
bolan zzyyxxM ooo ,,  nokat üçin koordinatalar oklary 

bilen degi lilikde ,,  burçlary emele getirýän lMM o  
wektory alaly  (3-nji surat). Garalýan zyxuu ,,   funksiýany  

oM  nokatdaky doly differensialyny (25) formula me ze likde 

zyxz
z
uy

y
ux

x
uu

MMM
331

000

 

görnü de ýazmak bolar, bu ýerde 0,0,0 xxx  bolanda 

3,2,10 kk  . Bu de ligi agzalaýyn 222 zyxl  
latma bölüp, 
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l
z

z
u

l
y

y
u

l
x

x
u

l
u

MMM 000

 

l
z

l
y

l
x

331                              (43) 

de ligi alarys. 3-nji suratdan görnü i ýaly 

cos,cos,cos
l
z

l
y

l
x

. 

Bu de ligi  esasynda (43) de likde 0l  bolanda predele geçip, 

coscoscoslim
000

0
MMM

l z
u

y
u

x
u

l
u

 

de ligi alarys.Bu predele zyxuu ,,  funksiýany oooo zyxM ,,  

nokatdaky   l   wektory  ugry boýunça önümi diýilýär we
oMl

u  

bilen belgilenýär. eýlelikde,  
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coscoscos
000 MMMM z

u
y
u

x
u

l
u

o

. 

     Erkin  zyxM ,,  nokat üçin bu önüm eýle görnü de ýazylar: 

coscoscos
z
u

y
u

x
u

l
u

.                    (44) 

Bu formuladan görnü i ýaly, lu  önüm di e wektory  ugruna 
bagly bolup, onu  uzynlygyna bagly däldir. 
     10-njy mysal. 222 32 zyxu  funksiýany  1,6,9oM  

nokatdaky  2,2,1l   wektory  ugry boýunça önümini tapmaly. 
      Berlen funksiýa üçin 

3
2cos,

3
2cos,

3
1cos,6,4,2 z

z
uy

y
ux

x
u

 

bolýany sebäpli, (44) formula boýunça alarys: 

,4
3
8

3
2

3
26

3
24

3
12 zyxzyx

l
u

 

6146
3
89

3
2

oMl
u

.  

     Köp üýtgeýänli funksiýany  hususy önümi onu  ugur boýunça 
önümini   hususy  halydyr.  Mysal   üçin,  eger  0,0,1l , ýagny 

90,0   bolsa, onda 

x
u

z
u

y
u

x
u

l
u

2
cos

2
cos0cos  

de lik ýerine ýetýär. 
     2. Skalýar we wektor meýdanlary. Eger gi ligi  köplügini  her 
bir nokadynda käbir ululygy  bahasy kesgitlenen bolsa, onda ol 
ululygy  seredilýän köplükde meýdany berlen diýilýär. Sunlukda, 
skalýar ululyk üçin o a skalýar meýdany, wektor ululyk üçin -
wekror  meýdany diýilýär. Skalýar meýdanlaryna di e san bahalary 
bilen kesgitlenýän temperatura meýdany, dykyzlyk meýdany, 
ýagtylyk meýdany, wektor meýdanlaryna bolsa san bahalary we 
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ugurlary bilen kesgitlenýän tizlik meýdany, güýç meýdany mysal 
bolup biler. 
     Eger seredilýän ululyk tekizlikde berlen bolsa, onda o a degi li 
meýdana tekiz meýdan diýilýär. Tekiz skalýar meýdany yxuu ,  
ýa-da  yxMMMuu ,,  funksiýa bilen kesgitlenýär. Skalýar 
meýdany gi likde zyxuu ,,  ýa-da zyxMMMuu ,,,  
funksiýa bilen kesgitlenýär. Eger käbir  x,  y,  z  dekart koordinatalar  
sistemasynda  u   funksiýa ol koordinatalary  haýsydyr birine, mysal 
üçin   z-e  bagly bolmasa, onda o a degi li skalar meýdana tekiz-
parallel meýdan diýilýär. O a  Oxy  tekizliginde garamak bolar. Oxy 
tekizligine parallel bolan ähli tekizlikler üçin, ol meýdany ol bir 
çyzyk derejeleri bardyr (mysal üçin,  22 yxu  funksiýa bilen 
kesgitlenýän meýdany  dereje çyzygy  Cyx 22  töwerekdir). 
     3. Skalýar meýdanyny  gradiýenti. Goý, gi ligi  käbir 
köplüginde differensirlenýän skalýar  zyxuu ,,  funksiýa berlen 
bolsun. Bu funksiýany  berlen nokatdaky hususy önümleri onu  
degi li koordinatalary bolan wektora ol funksiýany ol nokatdaky 
gradiýenti diýilýär we gradu bilen belgilenýär, ýagny 

kji
z
u

y
u

x
ugradu .                         (45) 

eýlelikde, gi ligi  seredilýän köplüginde wektor meýdany, ýagny 
berlen funksiýany  gradiýent meýdany kesgitlenendir. Funksiýany  
gradiýenti bilen onu  ugur boýunça önümini  nähili baglany ykda 
bolýandygyny a akdaky teorema görkezýär. 
     7-nji teorema. zyxuu ,,  funksiýany   l   wektory  ugry 
boýunça önümi ol funksiýany  gradiýentini   l   wektora bolan 
proýeksiýasyna de dir. 
      Goý,   l   wektor koordinatalar oklary bilen degi lilikde  

,,   burçlary emele getirýän birlik wektor bolsun, ýagny 
coscoscos kjil .                           (46) 

Belli bol y ýaly, (45) we (46) wektorlary  skalýar köpeltmek hasyly 
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coscoscos,
z
u

y
u

x
udradu l               (47) 

de lik boýunça kesgitlenýär. (44) we (47) de liklerden bolsa 

l,dradu
l
u                                     (48) 

de lik gelip çykýar. Eger  gradu  we  l   wektorlary  arasyndaky 
burçy   bilen belgilesek, onda 

graduprgradugradudradu lll coscos,  
de ligi  esasynda (48) de lik 

graduprgradu
l
u

lcos                           (49) 

görnü i alar.  
     Bu teoremadan eýle netijeler gelip çykýar. 
     1-nji netije.Funksiýany  käbir nokatdaky  l  ugur boýunça önümi 

 uly bahany  l  ugur gradiýenti  ugry bilen gabat gelende alýar we 
ol  gradu  de dir. 
     (49) de likden görnü i ýaly, ugur boýunça önüm i  uly bahany  

0   bolanda alýar, ýagny  
2220cos zyx uuugradugradu

l
u .  

     Ba gaça aýdylanda, bu de lik skalýar funksiýany  gradiýenti  
ugruna beýleki ugurlara garany da çalt üýtgeýändigini görkezýär. 
     2-nji netije. zyxuu ,,  funksiýany  Czyxu ,,  de leme 
bilen kesgitlenen dereje üste geçirilen galta many  ugry boýunça 
önümi nola de dir. 
      Bu halda zyxuu ,,  funksiýany  gradiýentini  ugry berlen 
nokat arkaly dereje üste geçirilen normaly  ugry bilen gabat gelýär 
we ol galta ma perpendikulýardyr, ýagny  2 . onu  ücin hem 
(49) de lik esasynda agzalan ugur boýunça önüm nola de dir.  
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§ 7. 8. Köp üýtgeýänli funksiýany  Teýlor formulasy 
 

     Käbir  D   köplükde kesgitlenen yxzz ,   funksiýa garaly . 
Goý, ol köplügi ),( baM o nokadyny  käbir etrabynda funksiýany   
n+1 tertipli 1n  üznüksiz önümi bar bolsun. byxtax ,  

10, tyt   üçin yxft ,    t  görä çyl yrymly funksiýadyr. 
unlukda, 0t  bolanda   ),( baM o  nokady, 1t  bolanda bolsa 

ybxaM ,  nokady alarys we ony oM   nokady  garalýan 
etrabyna degi li hasap ederis. 
  Belli bol y ýaly, bir üýtgeýänli t  funksiýany  Teýlor formulasy 

2

1
1

1! 2!

,
! 1 !

o o
o o o

n n
n no o

o o

t t
t t t t t t

t t t
t t t t

n n

 

bu ýerde  10 . Bu formuladan hususy  0ot  bolan halda 

1
1

2

!1!
0

!2
0

!1
00 n

n
n

n

t
n

tt
n

ttt   (50) 

formulany alarys. Çyl yrymly , ,t f x y f a t x b t y  
funksiýany   t   görä önümlerini tapaly : 

yxdfyfxfyfxft yxtytx , ; 

;,2 222

22

yxfdyfyxfxf

yfxyfyxfxft

yyxyxx

tyyttyxttxytxx  

                     .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 
yxfdtyxfdt nnnn ,,, 11 . 

Bu de likleri  i  so kusynda  t  ululygy  t   bilen al yryp, ondan 
ündäkilerde bolsa 0t   goýup, (50) formula girýän t  

funksiýany  önümlerini taparys:  
                                        0 , ,df a b  
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2 ( )

1 1

0 , , , 0 , ,

, .

n n

n n

d f a b d f a b

t d f a t x b t y
 

Önümi  bu bahalaryny (50) de likde goýup we alnan de likde 1t  
alyp, iki üýtgeýänli funksiýany  Teýlor formulasyny alarys: 

n

k

k

k
bafdbafyxf

1 !
,

,,  

!1
,1

n
ytbxtafd n

                            (51) 

ýa-da 

!1

~

!

1

1 n
Mfd

k
Mfd

MfMf
nn

k

o
k

o ,               (52) 

bu ýerde DybxaMM ,~~ .(51) formula 1n  bolanda 
eýle görnü de ýazylar: 

22 ~,~~,~2~,~
2
1

,,,,

ybafyxbafxbaf

ybafxbafbafyxf

yyxyxx

yx

        (53) 

bu ýerde  , , 0 1a a x b b y .  
  Edil onu  ýaly köp üýtgeýänli mxxxMMMfu ,,,, 21  
funksiýa üçin hem Teýlory  formulasyny getirip çykarmak bolar. 
 

§ 7. 9. Köp üýtgeýänli funksiýany  ekstremumy 
 

     1. Ekstremumy  kesgitleni i. Goý, yxfz ,   funksiýa 

ooo yxM ,  nokady  käbir etrabynda kesgitlenen bolsun. Eger ol 
nokady eýle etraby bar bolup, ol etraby  islendik yxM ,  
nokady üçin oooo yxfyxfyxfyxf ,,,,  de sizlik 
ýerine ýetse, onda oM  nokada yxfz ,   funksiýany  maksimum 
(minimum) nokady diýilýär. Funksiýany  maksimum we minimum 
nokatlaryna onu  ekstremum nokatlary, ol nokatlardaky bahalaryna 
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bolsa funksiýany  ekstremumy diýilýär. Bu kesgitlemeden görnü i 
ýaly, eger oM   funksiýany  ekstremum nokady bolsa, onda onu ol 
nokatdaky  oMfMfz  artymy üçin 0z  ýa-da 0z  
de sizlikleri  haýsydyr biri ýerine ýetýär we tersine, eger oM  
nokady  käbir etrabynda bu de sizlikleri  haýsydyr biri ýerine 
ýetse, onda oM  funksiýany  ekstremum nokadydyr. Köp üýtgeýänli 
funksiýany  ekstremumy hem a me ze likde kesgitlenilýär. 
     2. Ekstremumy  zerur erti. Köp üýtgeýänli funksiýany  
ekstremumyny  zerur erti a akdaky teoremada görkezilýär. 
     8-nji teorema. Ekstremum nokadynda differensirlenýän 
funksiýany ol nokatdaky hususy önümleri nola de dir. 
      Subudyny  ooo yxM ,  nokat onu  ekstremum nokady bolan 
iki üýtgeýänli yxfz ,  funksiýa üçin görkezeli . Onu  üçin oM  
nokady  etrabyndaky oyy erti kanagatlandyrýan nokatlaryna 
seredeli . unlukda, bir üýtgeýänli oyxfxg ,  funksiýany 
alarys we  oxx  ol funksiýany  ekstremum nokadydyr. a görä 
bir üýtgeýänli funksiýany  ekstremumyny  zerur erti boýunça ol 
nokatda 0, ooxo yxfxg de lik ýerine ýetýär. onu  ýaly hem 
bir ügeýänli yxf o ,   funksiýa  garamak  bilen   0, ooy yxf  
de ligi alarys. eýlelikde, oM  ekstremum nokatda 

0,,0, ooyoox yxfyxf .                       (54) 

   (54) ýeterlik ert däldir. Ony 22 yxz  funksiýa tassyklaýar. 
Onu   0,0   nokatdaky hususy önümleri nola de dir, ýöne ol nokat 
onu  ekstremum nokady däldir, çünki ol nokatda onu  bahasy nola 
de dir we 0,0   nokady  hiç bir etrabynda onu  alamaty hemi elik 
däldir: 0x   bolanda  0z  we 0y   bolanda  0z . 
     eýlelikde, (54) ert ekstremumy  zerur ertidir. Ol erti  ýerine  
ýetýän nokatlaryna ekstremumy  bolup biljek nokatlary hem 
diýilýär.  
     2. Ekstremumy  ýeterlik ertleri. Ekstremumy  bolup biljek  
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nokatlaryny  haçan ekstremum nokatlary bolýandygyna a akdaky 
teorema jogap berýär. 
     9-njy teorema. Goý, yxfz ,   funksiýany   baM o ,  
nokady  käbir etrabynda ikinji tertipli üznüksiz hususy önümleri bar 
bolup, oM   nokatda onu  birinji hususy önümleri nola de  we 

  bafCbafBbafA yyxyxx ..,.             (55) 
bolsun. Eger 
     1) 02BAC   bolsa, onda 0A  bolanda oM   funksiýany  
minimum, 0A  bolanda bolsa maksimum nokadydyr; 
     2) 02BAC bolsa, onda oM  nokatda funksiýany  ekstremumy 
ýokdur. 
      Ikinji hususy önümleri  üznüksizligi sebäpli (55) esasynda 

0lim,~,~

,0lim,~,~

,0lim,~,~

303

202

101

Cbaf

Bbaf

Abaf

yy

xy

xx

 

bu ýerde  22 yx . a görä bu de likler we 0. baf x , 
0. baf y  de likler esasynda (53) formula eýle görnü i alar: 

.2
2
1

2
2
1,,

2
32

2
1

22

yyxx

yCyxBxAbafyxf
  

Ony özgerdip, 

                  
2

32

2

1

2

22

2
2

2
2

,,

yxx

C
y
xB

y
xAybafyxf
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görnü de ýa-da 

2
22

2
2

,, C
y
xB

y
xAybafyxf     (56) 

görnü de ýazmak bolar, bu ýerde 
2 2

1 2 3 0

1 2 , lim 0
2

x x y . 

Ýeterlik kiçi    üçin (56) de ligi  sag bölegini  alamaty kwadrat  
 yaýy    içindäki   a latmany ,   ýagny   CBtAt 22   üçagzany   
alamaty bilen kesgitlenýär, bu ýerde  yxt . Mälim bol y ýaly,  

02BAC   we  0A   bolanda üçagzany  alamaty položitel, 
02BAC   we  0A   bolanda üçagzany  alamaty otrisateldir, 
02BAC  bolanda bolsa onu  alamaty üýtgeýändir. onu  üçin 

hem (56) de ligi  esasynda 02BAC   we   0A   bolanda 
bafyxf ,, ,  ýagny  oM   funksiýany  minimum nokadydyr, 

02BAC   we   0A   bolanda bafyxf ,, ,  ýagny  oM   
funksiýany  maksimum nokadydyr. 02BAC  bolanda bolsa 

bafyxf ,,   tapawut alamatyny üýtgedýär we so a görä oM   
funksiýany  ekstremum nokady bolup bilmez.  
     11-nji mysal.  842, 22 yxyxyxf   funksiýany  
ekstremumyny tapmaly. 
      Ilki bilen funksiýany  hususy önümlerini tapaly : 

2,0,2,42,22 yyxyxxyx fffyfxf . 
unlukda, 2,1 yx  bolanda 0,0 yx ff bolar we ol nokatda  

02,040222 ABAC . onu  üçin hem 2,1oM  
funksiýany  minimum nokadydyr we 32,1,min fyxf .  
     1-nji bellik. Eger 02BAC  bolsa,  onda   oM   funksiýany  
ekstremum nokady bolup hem, bolman hem biler. Ony a akdaky  
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mysallar tassyklaýar. 
     12-nji mysal.  322 ,,2, xyyxgyxyxyxf  
funksiýalary  ekstremumyny der emeli. 
      Funksiýalary  ikisi üçin hem 0,0oM  ekstremumy  bolup 
biljek nokadydyr we ol nokatda 02BAC  (özba dak barla !). 

unlukda, yxf ,  0,002 fyx  bolýandygy üçin  oM  
birinji funksiýany  minimum nokadydyr,  00,0g   we oM   
nokady  etrabynda ol funksiýany  alamatyny  üýtgeýändigi sebäpli, 

oM   nokat ikinji funksiýany  ekstremum bokady bolup bilmez.  
   2-nji bellik.Köp üýtgeýänli Mf   funksiýa üçin oMfMf  

Mfd ~
2
1 2  bolýandygy sebäpli, oM   nokat  0~2 Mfd  bolanda 

funksiýany  minimum, 0~2 Mfd  bolanda maksimum nokadydyr. 
 

§ 7. 10. ertli ekstremum dü ünjesi 
 

     1. ertli ekstremumy  kesgitleni i. yxfz ,  funksiýany    x  
we  y  üýtgeýänlerini   

0, yxg                                         (57) 
de ligi     kanagatlandyrýan      ekstremunyny      tapmaklyga    ertli  
ekstremum diýilýär. unlukda, (57)  de lemä baglany yk de lemesi  
diýilýär. 
     Eger (57) de leme xyy  funksiýany kesgitleýän bolsa, onda  
ony yxfz ,  funksiýada goýup, x  görä bir üýtgeýänli 

xyxfz ,                                         (58) 
funksiýany alarys. onu  üçin bu halda iki üýtgeýänli  yxfz ,  
funksiýany ertli ekstremumyny tapmak meselesi bir üýtgeýänli 
funksiýany  ekstremumyny tapmaklyga getirilýär. Ýöne (57) 
de lemeden xyy  funksiýany kesgitlemek hemi e ba artýan 
däldir.Bu halda ertli ekstremumy tapmaklyga ba gaça çemele meli. 
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 2. Lagranžy  usuly. Goý, yxg , differensirlenýän funksiýa bolup,  

0yg   bolsun. Onda mälim bol y ýaly 
y
g

x
gyx  

Çyl yrymly (58) funksiýany differensirläp, xyxx yffz  de ligi 
alarys. Ol funksiýany  ekstremumyny  zerur erti  0xyx yff  

de ligi a ladýar. Bu de lik esasynda
y
f

x
fyx  bolar. xy  

önüm üçin alnan a latmalary de dirip,  

y
f

x
f

y
g

x
g ýa-da

y
g

y
f

x
g

x
f  

de ligi alarys. Bu ýerdäki de  gatna yklary    bilen belgiläp, 

funksiýany ertli ekstremum nokadynda 
y

y

x

x

g
f

g
f

 de likleri, 

olardan bolsa 
0,0 yyxx gfgf                          (59) 

de likleri alarys. Eger Lagranžy  funksiýasy atlandyrylýan 
yxgyxfyxL ,,,,                        (60) 

funksiýa seretsek, onda (59) de likleri  
0,,,0,, yxLyxL yx                        (61) 

görnü de ýazmak bolar.(57)we (61) de liklerden ertli ekstremumy  
bolup biljek nokatlaryny  koordinatalary we   parametri  bahalary  
kesgitlenýär. 
     eýlelikde, yxfz ,  funksiýany  (57) baglany yk de ligi 
kanagatlandyrýan ekstremumyny  bolup biljek nokatlaryny tapmak 
üçin ilki bilen (60) de lik boýunça Lagranžy  funksiýasyny düzüp, 
onu   ,, yx   boýunça hususy önümlerini nola de leýärler we ol 
de lemelerden  ,, yx   kesgitlenýärler. Ol de lemeler ertli 
ekstremumy  zerur ertini a ladýar. 
    Üç we ondanda köp üýtgeýänli funksiýalary ertli ekstremumy, 
ýagny ol funksiýany  baglany yk de lemeleri kanagatlandyrýan 



 39

ekstremumy onu  ýaly tapylýar. Mysal ücin, eger  zyxfu ,,   
funksiýany  

0,,,0,, zyxpzyxg                         (61) 
ertleri kanagatlandyrýan ekstremumyny tapmak talap edilýän bolsa, 

onda ilki bilen Lagranžy  
zyxpzyxgzyxfzyxL ,,,,,,,,,,  

funksiýasy girizilýär we (61) de lemelere ýene-de üç 
0,,,,,0,,,,,0,,,, zyxLzyxLzyxL zyx (62) 

de lemeler go ulýar we ol de lemeler sistemasyndan ekstremumy  
bolup biljek nokatlaryny   zyx ,,  koordinatalary we  ,   
parametrler kesgitlenýär. unlukda, (61) we (62) de lemeler 

zyxfu ,,   funksiýany  ekstremumyny  zerur ertini a ladýar. 
     13-nji mysal. yxz 689   funksiýany   2522 yx   
baglany yk de lemesini kanagatlandyrýan ekstremumyny tapmaly. 
      Ilki bilen (60) de likden peýdalanyp,  

25689,, 22 yxyxyxL  
lagranžy  funksiýasyny düzeli  we hususy önümleri tapaly : 

y
y
Lx

x
L 26;28 . 

Olary nola de läp, 2522 yx  de leme bilen bilelikde 

25
,026
;028

22 yx
y
x

 

sistemany çözeli . Onu  çözüwleri: 
3;4;1,3;4;1 222111 yxyx . 

Ikinji hususy önümleri tapyp, ikinji differensialy taparys: 

.2,2;0;2 222
2

22

2

2

dydxLd
y
L

yx
L

x
L  

Ahyrky de ligi  esasynda 3;4;1 111 yx  bolanda  02 Ld   
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bolýandygy sebäpli, ol nokat ,, yxL  funksiýany ertli minimum 
 nokadydyr, 3;4;1 222 yx  bolanda 02 Ld  we onu   
üçin bu nokat ,, yxL  funksiýany ertli maksimum nokadydyr. 
     eýlelikde,  

;41364893,4,minmin fyxfz  
59)3(6)4(893,4,maxmax fyxfz .  

 
§ 7. 11. Tekizlikde çyzyklar ma galasy 

 
     1. Birparametli de lemeler ma galasy. Tekizlikde  C  parametr 
üçin 

0,, CyxF                                        (63) 
de leme boýunça kesgitlenýän çyzyklary  köplügine birparametrli 
çyzyklar ma galasy diýilýär.O a Cxy 2)1 - depeleri  Oy  okunda 
bolan parabolalary  köplügini; 2)()2 Cxy - depeleri  Ox  okunda 
bolan parabolalary  köplügini; 0CCxy -koordinatalar oklary 
asimptotalary bolan giperbolalary  köplügini mysal getirmek bolar. 

Özüni  her bir nokadynda birparametrli de lemeler ma galasyny  
käbir çyzygyna (özünem dürli nokatlarda onu  dürli çyzyklaryna) 
galta ýan çyzyga ol de lemeler ma galasyny  oramasy diýilýär (4-
nji surat). 
   Goý, (63) birparam    Goý, (63) birpametrli de leme bilen 
kesgitlenýän çyzyklar ma galasyny   xyy  de leme bilen 
kesgitlenýän oramasy bar bolsun, bu ýerde xy  differensirlenýän 
funksiýadyr. Goý,  yxM ,  nokat (63) de lemäni  oramasyny  
erkin nokady bolup, ol berlen çyzyklar ma galasyny  käbir 
çyzygyna hem degi li bolsun. Ol çyzyga  C    parametri  käbir 
bahasy degi li bolup, ol  bellenen  x  we  y   üçin (63) de leme bilen 
kesgitlenýär, ýagny   yxCC , . onu  üçin oramany  ähli 
nokatlary üçin  0,,, yxCyxF  de lik ýerine ýetýär. Eger 

xyy   bolsa, onda bu de lik toždestwa öwrülýär. yxC ,  
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funksiýany differensirlenýän hemi elikden tapawutly funksiýa hasap 
edip, ol toždestwany  x   boýunça differensirläli : 

0y
y
C

C
F

x
C

C
Fy

y
F

x
F  

ýa-da 
0yCCFyFF yxCyx .                        (64) 

Bu de likden yxM ,   nokatda orama geçirilen galta many  burç  
koeffisiýentini tapýarys. ol nokatda berlen çyzyklar ma galasyny  
çyzygyna geçirilen galta many  burç koeffisiýentini bolsa (63) 
de lemeden taparys. ol de lemede  C-ni   hemi elikligi esasynda, 
ony differensirläp 

0yFF yx                                      (65) 
de ligi alarys. Çyzyklar ma galasyny  çyzygyna we orama ol bir 
nokatda geçirilen galta malary  burç koeffisiýentlerini  biri-birine 
de ligi üçin,  (64) we (65) de lemelerden 

0yCCF yxC  
de ligi alarys. erte görä constyxC , bolany üçin 0yCC yx  

a görä-de oramany  ähli nokatlary üçin  0,, CyxFC  de lik 
ýerine ýetýär. 
     eýlelikde, (63) çyzyklar ma galasyny  oramasy 

0,, CyxF ,   0,, CyxFC                       (66) 
de lemelerden kesgitlenýär. 
     1-nji bellik. yxF ,   funksiýany  hususy önümlerini  ikisini  
hem nola de  bolan nokatlaryna  0, yxF   çyzygy  aýratyn 
nokatlary diýilýär. Ol çyzygy  aýratyn nokatlary 

0,,0,,0, yxFyxFyxF yx  
de lemeler sistemasyndan kesgitlenýär. 
    2-nji bellik. Eger (63) çyzyklar ma galasy üçin käbir xyy   
funksiýa onu  aýratyn nokatlaryny  köplügini kesgitleýän bolsa, 
onda ol nokatlary  koordinatalary (66) de lemeleri 
kanagatlandyrýar. 



 42

     eýlelikde, (66) de lemeler oramany ýa-da aýratyn nokatlary  
köplügini, ýa-da olary  ikisini bilelikde kesgitleýär. 
     Koordinatalary (66) de lemeleri kanagatlandyrýan ähli 
nokatlary  köplügine (63) çyzyklar ma galasyny  diskriminant 
çyzygy diýilýär. 
 

§ 7. 12. Empirik formulalar 
 
     Gözegçiligi  netijeleri hasaplanylanda köplenç eýle meselä du  
gelinýär:  x    we    y   ululyklary  köp sanly bahalary belli, ýöne 
olary  arasyndaky funksional baglylygy  häsiýeti belli däl. Alnan 
maglumatlar boýunça  x    we    y   ululyklary  arasyndaky analitik 
baglylygy tapmaly. eýle meseleleri çözmekde alynýan formulalara 
empirik formulalar diýilýär. Gözegçiligi  we tejribäni  netijesinde 
düzülýän empirik formulalar tebigy ylymlarda, hususanda fizikada, 
himiýada we beýleki ylymlarda gi leyi  ulanylýar.  
     Empirik formulalaryny düzmek meselesi eýle amala a yrylýar. 
Goý, ölçegleri  netijeleri esasynda jedwel düzülen bolsun we 
 

x  
1x  2x  3x  …. 

kx  1kx  …. 
nx  

y 
1y  2y     3y  …. 

ky  1ky  …. yn 

 
mCCCxy ,.....,,, 21   gözlenýän empirik formula bolsun, bu 

ýerde mCCCx ,.....,,, 21   funksiýa   x   ululyga we mCCC ,......,, 21  
parametrlere baglydyr. Goý, kx   we  ky  degi lilikde jedweli  birinji 
we ikinji setirindäki sanlar we mkk CCCxx ,...,,, 21  bolsun. 
Onda   kkk yx  nk ,.....,2,1   sanlara gy armalar ýa-da 
hatalar diýilýär. mCCCx ,.....,,, 21  funksiýany  mCCC ,......,, 21  

parametrlerini 00
2

0
1 ,.....,, mCCC bahalary nähili alnanda k  gy armalar 

 kiçi bolar diýen meselä seredeli . Gy armany  i  kiçi bolmak 
kriterilerini  içinde gi leýin ýaýrany i  kiçi kwadratlar usulyna  
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esaslanýän kriteridir: mCCCx ,.....,,, 21  funksiýany  parametrlerini 
gy armalary  kwadratlaryny   

n

k
nk

1

22
2

2
1

2 ...                                     (67) 

jemi i  kiçi bolar ýaly nähili saýlap almaly. 
    Bu usuly ilki bilen  x   we   y   ululyklary  çyzykly baglany ykda 
bolan haly üçin beýan edeli ,ýagny bu halda i  kiçi kwadratlar usuly 
boýunça empirik formulany  parametrlerini kesgitlemek meselesine 
seredeli . Onu  üçin jedweldäki kx   we   ky   sanlara tekizligi  
gönüburçly dekart koordinatalaryndaky 

nnn yxMyxMyxM ,,...,,,, 222111  
nokatlary  koordinatalary hökmünde seredeli . Ol nokatlar tas käbir 
göni çyzykda ýatýar hasap edeli . Bu halda  x    we   y    ululyklar 
çyzykly baglydyr diýip güman etmek tebigydyr, ýagny 

baxy ,                                          (68) 
bu ýerde  a  we  b  kesgitlenilmeli parametrlerdir. (68) de ligi 

0ybax                                      (69) 
görnüsde hem ýazmak bolar. kkk yxM ,   nokady  (68) de leme 
bilen kesgitlenýän göni çyzykda ýerle ýändigi takmyn bolany ücin, 
(68) formulany  özi hem takmyndyr. onu  üçin (69) formulany  
çep böleginde  x  we  y  ululyklary  ýerine jedwelden alnan  kk yx ,  

nk ,,2,1   bahalary alsak, onda 

nnn ybax

ybax
ybax

;
;

222

111

                                 (70) 

de likleri alarys,  bu ýerde n,,, 21 - gy armalardyr.  
     a  we  b  koeffisiýentleri gy armalar absolýut ululyklary boýunça 
mümkin boldugyça kiçi bolar ýaly saýlap almak talap edilýär. I  kiçi 
kwadratlar usulyna laýyklykda  a  we  b  koeffisiýentleri  
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22
2

2
1 ..... nu                                  (71) 

gy armalary  kwadratlaryny  jemi i  kiçi bolar ýaly alýarys. Eger 
bu jem ýeterlik kiçi bolsa, onda gy armalary  özleri hem absolýut 
ululyklary boýunça kiçi bolar. (70) de likleri (71) formulada goýup, 

22
22

2
11 .... nn ybaxybaxybaxu    (72) 

funksiýany, ýagny  a we  b ululyklara görä iki üýtgeýänli funksiýany 
alarys. Ol funksiýany    a we  b  parametrlere görä i  kiçi bahany 

almagyny  zerur erti  .0,0
b
u

a
u  

     (72) funksiýany    a  we  b  görä hususy önümlerini nola de läp. 

n

k
k

n

k
k

n

k
kk

n

k
k

n

k
k

ybnxa

yxxbxa

11

111

2 ;
                           (73) 

de lemeler sistemasyny alarys we ondan (68) empirik formulany   a  
we  b  parametrlerini taparys. 
     Indi x  we   y   ululyklary  kwadratik baglylyk haly üçin i  kiçi 
kwadratlar usuly boýunça empirik formulany  parametrlerini 
tapmak meselesine seredeli . Onu  üçin ýene-de jedweldäki kx   we  

ky   sanlara tekizligi  nokatlaryny  gönüburçly dekart 
koordinatalary hökmünde garaly  we olara degi lii 

nnn yxMyxMyxM ,,...,,,, 22111  nokatlar tas käbir parabolada 
ýerle ýär hasap edeli . Bu halda  x    we   y   ululyklary  arasynda 
takmyn kwadratik baglylyk bar diýip güman etmek tebigydyr, ýagny 

cbxaxy 2 ,                                          (74) 
bu ýerde  a,  b  we  c   kesgitlenilmeli parametrlerdir. 
     Eger (74) formulany  sag böleginde  x  we  y  ululyklary  ýerine 
jedwelden alnan  kk yx ,  nk ,,2,1   bahalary alsak, onda  kz  

cbxax kk
2  bolar. Eger  a,  b,  c  parametrleri islendik  k   üçin 

nkyz kk ,.....,2,1   bolar ýaly saýlap bolsady,.onda ol i  o ady  
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bolardy. Ýöne  3n   üçin adatça ony beýdip bolmaýar, çünki 
cbxaxycbxaxycbxaxy 3

2
332

2
221

2
11 ,,  

de liklerden kesgitlenýän  a,  b,  c  parametrler köplenç 
cbxaxycbxaxy nnn

2
4

2
44 ...,,  

de likleri kanagatlandyrmaýar. Ba gaça aýdylanda  kkk yz  
nk ,.....,2,1  bolar, bu ýerde k gy armalar ýa-da hatalardyr. 

     (74) empirik formulany   a,  b,  c  parametrlerini gy armalary  
kwadratlaryny   

....... 2
22

2
11

22
2

2
1 yzyzu n  

2
22

2
2

2
11

2
2

2 ycbxaxycbxaxyz nn  
22.... nnn ycbxax  

jemi i  kiçi bolar ýaly kesgitläris. Onu  üçin bolsa 

0,0,0
c
u

b
u

a
u  

de likleri  ýerine ýetmegi zerurdyr. cbauu ,,   funksiýany    a,  
b,  c  üýtgeýänler boýunça hususy önümlerini tapyp we olary nola 
de läp, 

,

;

;

111

2

1 11

2

1

3

1

2

1

2

1

3

1

4

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k

n

k
kk

n

k
kk

n

k
k

n

k
kk

n

k
k

n

k
k

n

k
k

yncxbxa

xyxcxbxa

xyxcxbxa

 

normal de lemeler sistemasyny alarys we bu sistemadan (74) 
empirik formulany  parametrlerini  bahalaryny kesgitläris. 
     14-nji mysal. Goý, tejribäni  esasynda argumenti  bä  bahasyna 
gözlenýän   y   funksiýany  degi li bä  bahasy alnan bolsun: 
 

x -2 0 1 2 4 
y 0,5 1 1,5 2 3 
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x   we  y   ululyklary  arasyndaky funksional baglylygy  baxy  
çyzykly funksiýa görnü inde a latmaly. 
      Çyzykly funksiýany  koeffisiýentlerini tapmak üçin (73) 
sistemadan peýdalanarys. Onu  üçin jedweli ulanyp alarys: 

8;5;25;5,16
5

1

5

1

5

1

5

1

2

k
k

k k
k

k
kkk yxxxy . 

a görä (73) sistema eýle görnü i alar: 

.855
,5,16525

ba
ba

 

Bu sistemany çözüp taparys: 175,1,425,0 ba . eýlelikde, 
175,1425,0 xy   gözlenýän göni çyzygy  de lemesidir.  

 
G ö n ü k m e l e r 

1. 2 2

2( , ) xyf x y
x y

  funksiýany   (1, 2), (2, 1), (2, 2)f f f  

bahalaryny hasaplamaly. 

2. Berlen ( , ) yf x y xy
x

  funksiýa boýunça ( , ),f y x  ( , ),f x y  

(1, ), (1, )f t f y x  funksiýalary tapmaly.     
Funksiýalary  kesgitleni  oblastyny tapmaly: 

3. 3 2 5.z x y        4. 2 29z x y .  5.   
2 2

1
25

z
x y

.                          

6. 
2 2

2 22
x y xz
x x y

. 7.u xyz .              8. u x yz . 

Funksiýalary  dereje çyzyklaryny tapmaly: 

9.  z x y . 10. 2 216 9z x y . 11. 2 2

1
3

z
x y

. 12. 
2yz

x
 

Funksiýalary  dereje üstlerini tapmaly: 
13. u x y z .                                  14. 2 2u x y z . 



 47

15. 2 2 2

1
9 4

u
x y z

.                         16. 
2 2

zu
x y

. 

Funksiýalary  predellerini tapmaly: 17. 
1
0

sinlim .
x
y

xy
y

 18.
3 3

2
2

lim .
x
y

x y
x y

 

19. 
2 2

0
0

lim .
x
y

x y
x y

  20.  
2 2

4 40
0

lim .
x
y

x y
x y

 21. 
2 3

2
1

lim .
2x

y

x y
xy

  22. 2 20
0

lim .
x
y

x
x y

 

Funksiýalary  üznüksizdigini subut etmeli: 
23. z x y xy .                                 24. 3 3 3z x y xy . 
25. u x y z .                                   26. 2 2 2u x y z . 
Funksiýalary  üzülme nokatlaryny tapmaly: 

27. 2 2

1
( 2) ( 3)

z
x y

.                    28. 
2 2

1
( 4) ( 3)

z
x y

. 

29. 2 2

1u
x y z

.                               30. 1
sin

u
xyz

. 

Funksiýalary  hususy önümlerini tapmaly: 
31. sin(2 )z y x y .    32. 2 cos( 3 )z x x y .    33. 4 4z xy .                                        

34. 2xyz .                     35. x yz
x y

.                 36. 
2 2

2 2

x yz
x y

. 

Funksiýalary  doly differensiallaryny tapmaly: 
37. 4 4 2 2 33 5z x y x y xy .              38. 3xz y .               

39.  2 2 2u x y z .                           40. 
32 3

4 5
y zu
z x

.    

41. Funksiýany  artymyny differensialy bilen çal yryp, takmyn 
bahasyny hasaplamaly:          
a) 2 2(1,03) (2,98) . b) 1,021,98 . ç) 2 2 2(2,02) (1,03) (1,97) . 
Funksiýalary  ikinji tertipli hususy önümlerini tapmaly: 
42. 2 2z x y xy .                              43. cos(2 3 )z x y . 
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44. x yz
x y

.                                        45. xyz
x y

. 

Funksiýalary  ekstremumyny tapmaly: 
46. 2 2( 1) 4z x y .                   47. 2 22 4 12z x y x y . 
48. 2 22 4 6 8 16 19z x xy y x y . 
49. 3 23 2 51 24z x xy x y . 
50. Esasy  c we C depesinde ol bir burçy bolan ähli üçburçluklardan 
perimetri i  uly bolan uçburçlugy tapmaly. 
51. Dört  1 1 1( , )M x y , 2 2 2( , )M x y , 3 3 3( , )M x y ,  4 4 4( , )M x y nokatlara 
çenli uzaklyklary  kwadratlaryny  jemi i  kiçi bolan  ( , )M x y   
nokady tapmaly. 
52. Perimetri  2p  bolan, bir tarapyny  da yndan aýlananda göwrümi 

 uly bolan jisimi emele getirýän üçburçlugy tapmaly. 
J o g a p l a r 

1.  4 5. 4 5. 1.   2. . . 2 . 2 .xy y x xy y x t y x  3. Ähli   Oxy 
tekizligi.  4. Merkezi koordinatalar ba lagyjynda, radiusy 3-e de  
tegelegi  içki  we araçäk nokatlaryny  köplügi. 5. Merkezi 
koordinatalar ba lagyjynda, radiusy 5-e de  tegelegi  içki  
nokatlaryny  köplügi. 6. Oxy  tekizligi  2 2 2x x y x  de sizligi 
kanagatlandyrýan    nokatlaryny     köplügi  (aýjagaz). 7.  Gi ligi  

0xyz de sizligi kanagatlandyrýan nokatlaryny  köplügi.  8. Gi - 
ligi : 1) 0, 0; 2) 0, 0y z y z ertleri kanagatlandyrýan iki 
oktantlaryny  toplumy. 9. x y C (göni çyzyklar). 10. 216x  

29y C  ( 0C  bolanda giperbolalar we 0C  bolanda iki    göni    
çyzyklar). 11.   2 23x y C  ( 0C  bolanda ellipsler).  12. 2y Cx  
(parabolalar).13. x y z C   (tekizlikler). 14. 2 2x y z C  ( 
paraboloidler). 15. 2 2 29 4 ( 0x y z C C  bolanda ellipsoidler). 
16. 2 2 2 2( ) ( 0z C x y C  bolanda konuslar). 17. 1.  18. 12.  19. 0. 
20.  Predeli ýok. 21. 1.  22. Predeli ýok. 27. ( 2, 3)A . 28. ( 4, 3)A . 
29.  2 2z x y  paraboloidde ýatýan nokatlar.  30. Koordinatalar 
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tekizliklerinde ýatýan nokatlar. 31. 2 cos(2 ),xz y x y  
sin(2 ) cos(2 )yz x y y x y . 32. 2 cos( 3 )xz x x y  

2 2sin( 3 ), 3 sin( 3 )yx x y z x x y . 33. 4
2

1
2 4x

yz
x

,   yz  

4
2

1
2 4

x
y

. 34. 2 ln 2,xy
xz y , 2 ln 2xy

yz x .    35.  2

2
( )x

yz
x y

 ,  

2

2
( )y

xz
x y

.  36. 
2 2

2 2 2 2 2 2

4 4 1,
( ) ( ) 2x y

xy yxz z
x y x y

 . 37. 3(4x  

2 3 3 2 26 5 ) (4 6 15 )xy y dx y x y xy dy .  38.  33 lnxy ydx  
3 13 xxy dy .   39.   

2 2 2

2 2 2xdx ydy zdz
x y z

 40. 2

3(2 3 )
(4 5 )

y z dx
z x

 

2

2(4 5 ) (15 8 )
(4 5 )

z x dy x y dz
z x

. 41.  a) 3,153.  b) 3,978. ç) 3,003. 42. 

2 2 2 2

2 2 2, 1z z z z
x x x y y x

 43.  
2

2 4 (2 3 )z cox x y
x

,  

2 2 2

2 9 (2 3 ), 6 (2 3 )z z zcox x y cox x y
y x y y x

 44. 
2

2

z
x

 

2

2 2 2

4 4,
( ) ( )

y z x
x y y x y

, 
2

2

2( ) ,
( )

z x y
x y x y

45. 
2 2

2 2

2
( )

z y
x x y

. 

2 2

2 2

2 ,
( )

z x
y x y

2

2

2
( )

z xy
x y x y

. 46. min ( , ) (1, 0) 0f x y f .  

47.  min ( , ) ( 3, 2) 22f x y f .  48.  min ( , ) (1, 1) 7f x y f . 
49.  max ( , ) ( 4, 1) 152f x y f ,   min ( , ) (4, 1) 152f x y f ,  

( 1, 4)A  we (1, 4)B  ekstremum nokatlary däl. 50. De ýanly. 

 51. 1 2 3 4 1 2 3 4;
4 4

x x x x y y y yx y  . 52. 3,
2 2
p px y , 

3
4
pz . 
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II. 8.  GAT INTEGRALLAR 

§ 8. 1. Ikigat integrallary  kesgitleni i we häsiýetleri 
 

      1. Ikigat integrallara getirýän meseleler. 1) Silindrik jisimi  
göwrümi hakyndaky mesele. Esasy   Oxy   tekizlikde ýerle ýän   S  
tekiz figura bolan, gapdallaryndan emele getirijisi  Oz   okuna 
parallel we ugrukdyryjysy  S  figurany çäklendirýän  çyzyk bolan 
silindrik üst bilen we  ýokarsyndan  yxfz ,   üst bilen çäklenen 
jisime seredeli  (4-nji surat).              
Silindrik jisim atlandyrylýan ol 
jisimi  göwrümini tapmak 
meselesine garaly . Ony tapmak 
üçin   S figurany çyzyklary  tory 
arkaly 1 2, , , nS S S  böleklere 
böleli  (5-nji surat) we olary  
meýdanlaryny  degi lilikde   

nSSS ,,, 21   bilen belgiläli . 
Her bir 1, 2, ,kS k n  bölekde 
erkin kkk yxM ,  nokady alyp, 
funksiýany ol nokatdaky kk yxf ,  bahasyny  kS  bölegi   kS   
meýdanyna köpeldeli . onda, kkk Syxf ,  köpeltmek hasyl 
esasyny  meýdany kS  we beýikligi kkk yxfh ,  bolan silindrik 
jisimi  göwrümidir. onu  ücin ol köpeltmek hasyllardan düzülen   

n

k
kkk Syxf

1
,  jem berlen silindrik jisimi takmyn çal yrýan 

basgançak ilindrik jisimi  nV  göwrümine de dir: 
n

k
kkkn SyxfV

1
, .                                (1) 

1, 2, ,kS k n   bölekleri  diametrlerini  i  ulusyny  d  bilen  
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belgiläli . Onda  0d n . Eger 

     
0 1

lim lim ,
n

n k k kn d k
V V f x y S                        (2) 

predel bar bolsa, onda ol predele silindrik jisimi  göwrümi diýilýär. 
     2)  Plastinkany  massasy hakyndaky mesele. Oxy  tekizlikde     
çyzyk bilen çäklenen   S   figura 
seredeli  (5-nji surat) we onda    
dykyzlygy yxf ,  bolan 
jisim ýaýradylan bolsun. 
Plastinka atlandyrylýan ol 
figurany  0, yxf  
dykyzlygy belli halynda onu  
massasyny tapmak meselesine 
garaly . Onu  üçin 1)-nji 
meseledäki ýaly S   figurany 
böleklere bölüp, alnan bölekleri  meýdanlaryny  nSSS ,,, 21  
bilen belgiläli . Her kS   bölekdäki dykyzlyk hemi elik we käbir  
nokatdaky dykyzlyga de  hasap edeli , ýagny  kkk yxf , . 
Onda kkk Syxf ,  köpeltmek hasyl plastinkany  kS   bölegini  
massasyny  takmyn bahasy, eýle köpeltmek hasyllary  ählisini  
jemi bolsa  S  plastinkany  özüni  nm   massasyny  takmyn bahasy 
bolar, ýagny 

n

k
kkkn Syxfm

1
, . 

onu  üçin hem bu jemi  0d  bolandaky predeli plastinkany  
massasyny  takyk bahasy bolar: 

0 1
lim lim ,

n

n k k kn d k
m m f x y S .                     (3) 

     2. Ikigat integraly  kesgitleni i. Tekizlikde ýapyk   l   çyzyk bilen 
çäklenen   S  oblastda kesgitlenen   yxfz ,   funksiýa garaly . S  
oblasty 1, 2, ,kS k n  böleklere bölüp, olary  meýdanlaryny 
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,1S  nSS ,,2  bilen belgiläli . Her bir blek kS  oblastda erkin 

kkk yxM ,   nokady alyp, funksiýany ol nokatdaky bahasyny kS   
meýdana köpeldeli  we eýle köpeltmek hasyllardan  

n

k
kkkn SyxfI

1
,                                 (4)   

jemi düzeli . O a yxf ,   funksiýany   S  oblast boýunça integral 
jemi diýilýär. kS  bölek oblastlary  diametrlerini  i  ulusyny  d   
bilen belgiläli . 
     Eger  0  san üçin eýle  0   san tapylyp, d   bolanda 

nII                                         (5) 
de sizlik kS   bölekden alynýan kM  nokada baglany yksyzlykda ýerine 
ýetýän bolsa, onda  I    sana  nI   integral jemi   0d  bolandaky predeli 
diýilýär.  
     Eger 0d  bolanda integral jemi  predeli bar bolsa, onda ol 
predele yxf ,   funksiýany   S   oblast  boýunça ikigat integraly 
diýilýär we ol 

D

dsyxf ,  ýa-da 
D

dxdyyxf ,  bilen belgilenýär: 

0 1

, , lim ,
n

k k kd kD D

f x y ds f x y dxdy f x y S ,       (5)                 

bu ýerde  yxf ,   funksiýa integral astyndaky funksiýa,  S   bolsa 
integrirleme oblasty diýilýär. 
      Eger  yxf ,     funksiýa ýapyk kwadratlanýan  S   oblastda 
üznüksiz bolsa, onda (5) formulany  sag bölegindäki predel bardyr 
(onu  subudyny [1]  kitapdan görmek bolar). Bu halda yxf ,     
funksiýa    S   oblastda integrirlenýän funksiýa diýilýar. eýlelikde, 
her bir üznüksiz funksiýa integrirlenýändir. Üznüksiz bolmadyk 
funksiýalary  integrirlenýäni hem, integrirlenmeýäni hem bardyr. 

      Bellik. Seredilen meseleleri  ikisi hem  
n

k
kkk Syxf

1
,  integral 

jemi düzmeklige we ol jemi   0d   bolandaky  predelini 
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tapmaklyga  getirildi. Ol predel bolsa kesgitleme boýunça yxf ,   
funksiýany    S   oblast boýunça ikigat integralyna de dir. 
     eýlelikde, (2) we (5) formulalary  esasynda 

,
S

V f x y ds  

de ligi ýazyp bileris we ol ikigat integraly  geometrik manysyny 
ladýar, ýagny  esasy   S   bolan we ýokarsyndan  yxfz ,   üst 

bilen çäklenen silindrik jisimi  göwrümini  0, yxf   
funksiýany   S   oblast boýunça ikigat integralyna de digini 
görkezýär. 
     onu  ýaly-da (4) we (5) formulalary  esasynda 

,
S

m f x y ds  

de ligi ýazyp bileris we ol ikigat integraly  fiziki manysyny 
ladýar, ýagny üst dykyzlygy 0, yxf  funksiýa bolan  S   

plastinkany  massasyny  berlen funksiýany    S   oblast boýunça 
ikigat integralyna de digini görkezýär. 
     eýlelikde, garalan meseleleri  ikisini  hem ikigat integral 
dü ünjesine getirýändigini gördük. 
      3. Ikigat integrallary  häsiýetleri. 1) Eger yxf ,   we yxg ,    
funksiýalar    D   oblastda integrirlenýän bolsalar, onda   olary  
algebraik jemi hem ol oblastda integrirlenýär we 

, , , ,
D D D

f x y g x y ds f x y ds g x y ds  

de lik dogrudyr. 
     2) Hemi elik köpeldijini integral belgisini  da yna çykarmak 
bolar:  

, ,
D D

kf x y ds k f x y ds . 

     3)  Eger   yxf ,    funksiýa  D  oblastda  integrirlenýän bolsa we 
D  oblast kesi meýän  1D    we   2D    böleklere bölünen bolsa, onda  
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1 2

, , ,
D D D

f x y ds f x y ds f x y ds  

de lik dogrudyr. 
     4) Eger   D   oblastda integrirlenýän yxf ,    we    yxg ,    
funksiýalar  (x, y)  D    üçin   yxgyxf ,,    de sizligi 
kanagatlandyrsa, onda 

, ,
D D

f x y ds g x y ds . 

    5) Eger yxf ,   funksiýa   D oblast  integrirlenýän bolsa, onda   
| yxf , | funksiýa hem   D  oblastda integrirlenýär we 

, ,
D D

f x y ds f x y ds . 

     6) Eger yxf ,   funksiýa  D oblastda integrirlenýän we   
Myxfm ,   de sizlikleri kanagatlandyrýan bolsa, onda 

,
D

mS f x y ds MS  

de sizlikler dogrudyr, bu ýerde   S   berlen  D oblasty  meýdanydyr.  
     Ikigat integraly  bu häsiýetleri onu  kesgitlemesi ulanylyp, 

satlyk bilen subut edilýär.      
 

§ 8. 2. Ikigat integrallary  hasaplanyly y 
 

     1. Integrirleme oblasy  gönüburçluk haly. Goý,    G   oblast  
dycbxa , de sizlikler boýunça kesgitlenýän gönüburçluk 

bolsun (6-njy surat). ol gönüburçlukda üznüksiz 0, yxf  
funksiýa üçin dxdyyxf

G

,   integraly  hasaplanyly yny görkezeli . 

     Belli bol y ýaly bu integral esasy  G   gönüburçluk, ýokarsyndan  
yxfz ,  üst  we  gapdallaryndan    dycybxax ,,,   

tekizlikler bilen çäklenen silindrik jisimi  (6-njy surat) göwrümidir: 
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G

dsyxfV , . 

onu  ýaly-da § 6. 6 –da görkezilen formula boýunça ol göwrüm 
b

a

dxxSV , 

bu ýerde  xS  meýdan  x   nokat arkaly geçýän we  Ox    okuny 
perpendikulýar kesýän tekizligi  jisimi kesende kesikdäki alynýan 
figurany  meýdanydyr. Ol kesikde alynýan figura bolsa 
ýokarsyndan bellenen  x üçin  dycyxfz ,  funksiýany  
çyzgysy bilen çäklenen egriçyzykly trapesiýadyr we onu  xS  
meýdany 

d

c

dyyxfxS ,  

formula boýunça tapylýar. Bu üç de likleri  esasynda ikigat 
integraly hasaplamak üçin 

b

a

d

cG

dxdyyxfdxdyyxf ,,                           (6) 

formulany alarys. eýlelikde, ikigat integraly hasaplamaklygy iki 
sany kesgitli integrallary hasaplamaklyga getirdik. unlukda, içki 
(kwadrat ýaýdaky) integral hasaplanylanda x hemi elik hasap 
edilýär. 
     Bellik. Subut edilen (6) formulany  0, yxf  bolanda, eýle-
de yxf ,   funksiýany  gönübürçlukda alamatyny üýtgedýän haly 
üçin hem ýerine ýetýändigini görkezmek bolar. 
    (6) formulany  sag bölegine gaýtalanýan integrallar diýilýär we ol  
 

d

c

b

a

b

a

d

c

dyyxfdxdxdyyxf ,, .                   (7) 

görnü de ýazylýar. Edil onu  ýaly 
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b

a

d

c

d

c

b

aG

dxyxfdydydxyxfdxdyyxf ,,,         (8) 

formulany görkezmek bolar. (6)-(8) formulalary  esasynda 
b

a

d

c

d

c

b

a

dxyxfdydyyxfdx ,,                       (9) 

de ligi alarys.Bu de lik  ikigat integralda integrirlemegi  netijesini  
onu  integrirleme tertibine bagly däldigini görkezýär. 
     2. Integrirleme oblasty  beýleki görnü leri. a) Goý,  D  oblast 

agyndan  xpy  funksiýany  
çyzgysy, ýokarsyndan   xqy  
funksiýany  çyzgysy  bilen 
çäklenen oblast bolup, Oy  okuna 
parallel we D oblast bilen umumy 
nokady bolan islendik göni çyzyk 
D oblast  araçägini di e iki 
nokatda kesýän bolsun (6-njy 
surat).  O a    Oy   okuna  görä 
ýönekeý oblast diýeli . Goý, 

dycbxaG ,  
ol oblasty içinde saklaýan i  kiçi 

gönüburçluk bolsun. Eger yxf ,  funksiýa   D  oblastda üznüksiz bolsa, 
onda ol funksiýa ol ýaýlada integrirlenýändir we  

DGyx
Dyxyxf

yxF
\,,0
,,,,

,  

funksiýa  üçin integraly  3-nji häsiýeti boýunça 

GD

dxdyyxFdxdyyxf ,,                          (10) 

de lik dogrudyr. (6) formulany  esasynda bolsa 

            
b

a

d

cG

dyyxFdxdxdyyxF ,, .                       (11) 

     xqxp ,   kesimi  tutu lygyna  D  oblastda  ýerle ýändigi  sebäpli,  

D 

d 

c 

6-njy surat  
b a 

xqy  

xpy  

O x 

y 
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xqyxp   bolanda   yxfyxF ,,   we ol kesimi  da ynda 
0, yxF . a görä hem bellenen   x   üçin 

xq

xp

xp

c

d

c

dyyxFdyyxFdyyxF ,,,  

xq

xp

d

xq

dyyxfdyyxF ,, . 

a görä-de bu de lik esasynda (11) de ligi  
b

a

xq

xpG

dyyxfdxdxdyyxF ,, .                         (12) 

görnü de ýazmak bolar. (10) we (12) formulalardan bolsa 
b

a

xq

xpD

dyyxfdxdxdyyxf ,,                      (13) 

de lik gelip çykýar. 
    1-nji mysal. ,2,8 2xyxy  

,1x  3x  çyzyklar bilen çäklenen 
ýapyk    D  oblast    boýunça  (7-nji  
surat) yxyxf 2,  funksiýany  
ikigat integralyny  hasaplamaly. 
     Bu mysaldaky  D   oblast  Oy  
okuna  görä ýönekeý bolan 2-nji 
suratdaky oblastdyr: 

xyxxD 8
2
1;31 2  

a görä-de   D oblast boýunça 
ikigat integraly (13) formulany 
ulanyp hasaplamak bolar: 

 

D

dxdyyx 2  
7-nji surat 
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3

1
2

2
8

2

3

1 2
8

2
2

dx
x
x

yxydyyxdx
x

x

 

1,602
1
3

20
1

8
124

4
1

2
172 543

3

1

432 xxxdxxxx .  

        b) Eger  D  oblast  yqxypdyc 11,  de sizlikler bilen 
kesgitlenýän bolup, ol  Ox  okuna görä ýönekeý oblast  bolsa we yxf ,   
funksiýa ol oblastda üznüksiz bolsa, onda a) haldaky ýaly 

d

c

yq

ypD

dxyxfdydxdyyxf
1

1

,,                      (14) 

de ligi subut etmek bolar. 
       ç)  Eger   D oblast hem    Ox   okuna görä,  hem   Oy   okuna görä 
ýönekeý oblast bolup, ol oblastda yxf ,   funksiýa üznüksiz bolsa, 
onda  (13) we (14) formulalary  ikisi hem dogrudyr we onu  esasynda bu 
halda amatyna garap ikigat integraly hasaplamak üçin olary  islendigini 
ulanmak bolar, çünki ol formulalar esasynda 

d

c

yq

yp

b

a

xq

xp

dxyxfdydyyxfdx
1

1

,,                    (15)                          

de lik dogrudyr. Bu de lik gaýtalanýan integrallarda integrirlemegi  
tertibini üýtgedip bolýandygyny görkezýär. Ony köplenç gaýtalanýan 
integrallary  birisini  hasaplamasy kyn bolanda ulanýarlar. Ony ulanmak 
üçin ilki bilen berlen gaýtalanýan integraly  integrirleme çäkleri boýunça 
integrirleme oblasty kesgitleýärler we so ra ol oblast boýunça beýleki 
tertipdäki gaýtalanýan integraly  integrirleme oblastyny we   çäklerini   
kesgitleýärler, ýagny  berlen   a,  b,  xqxp ,    funksiýalar boýunça  c,   
d,   yqyp 11 ,    funksiýalar tapylýar (ýa-da tersine). 
     d) Eger  D   oblast  Ox   okuna görä-de,   Oy  okuna görä-de ýönekeý 
oblast bolman, ony ol görnü däki birnäçe oblastlalara bölüp bolýan 
bolsa, onda olary  hersinde degi li formulalary ulanmak arkaly  ikigat 
integraly hasaplamaklygy gaýtalanýan integrallary hasaplamaklyga 
getirmek bolar. 
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E  C  

B  A  

o 

v 

8-nji surat 

A 

B 

u 

y 
C 

E 

o 
x 

 
§ 8. 3. Ikigat integralda üýgeýänleri çal yrmak 

 
     1. Egriçyzykly koordinatalarda meýdan.Oxy tekizikde endigan  l   
çyzyk bilen çaklenen  D oblasta seredeli . Goý,  x   we    y    görä 
birbahaly 

yxvvyxuu ,,,                                (16) 
funksiýalar D  oblastda üznüksiz bolup, olary ol oblastda üznüksiz 
hususy önümleri bar bolsun. 
     Goý, (16) de likler  x   we   y    ululyklary ýeke-täk kesgitleýän 
bolsun, ýagny  

vuyyvuxx ,,, ,                            (17) 
bu ýerde vuyvux ,,,  funksiýalar Ouv  tekizligi D  oblastynda 
üznüksiz bolup, olary ol oblastda üznüksiz hususy önümleri bar 
bolsun. 
     erte görä (16) formula  D  oblasty  her bir  yxM ,  nokadyna  
D   oblasty   ýeke-täk vuM ,   nokadyny degi li edýär. (17) 
formula bolsa onu  tersine, her bir DvuM ,  nokada ýeke-täk 

yxM ,  nokady degi li edýär. a görä  u  we v  sanlara yxM ,  
nokady  täze koordinatalary hökmünde garamak bolar we olara  M  
nokady  egriçyzykly koordinatalary diýilýär.  
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     eýlelikde, (16) formula  D   we  D   oblastlary  nokatlaryny  
arasynda özära birbahaly degi liligi gurnaýar, ýagny  D  oblasty  D  
oblasta öwürýär. unlukda, D oblasty çäklendirýän   l    çyzyk  D  
oblasty çäklendirýän l  çyzyga özgerdilýär. u özgertmede bellenen 

ou   üçin Ouv  tekizligi   ouu   göni çyzygyna   Oxy   tekizligi  
parametrik de lemesi vuxx o , , vuyy o ,  görnü de bolan 
käbir çyzygy degi li bolar (bu ýerde  v    parametrdir). onu  üçin 
hem u öwürmede  Ouv   tekizligi    ouu ,  uuu o ,   ovv ,  
 

vvv o   göni çyzyklar bilen çäklenen  ABCE   gönüburçlugy  
Oxy  tekizligi   egriçyzykly ECBA   dörtburçlugyna öwrüler (8-nji 
surat). unlukda, gönüburçlugy  depelerini  koordinatalary ,, oo vuA  

oo vuuB , ,   ,, vvuuC oo  vvuE oo , , egriçyzykly   
ABCE   dörtburçlugy  depelerini  koordinatalary bolsa eýle bolar: 

oooo vuyyvuxxyxA ,,,,, 1111 ,           
,,,,,, 2222 oooo vuuyyvuuxxyxB            

,,,,,, 3333 vvuuyyvvuuxxyxC oooo     
vvuyyvvuxxyxE oooo ,,,,, 4444  . 

     Tükeniksiz kiçi  vu,   ululyklary  ýokary tertipli takyklygynda 

egriçyzykly ECBA   dörtburçlugy  meýdany  AE   we   AB  
wektorlar esasynda gurlan parallelogramy  meýdanyna de dir. Ol 
wektorlary  koordinatalary bolsa eýle kesgitlenýär: 

1212 , yyxxAB  

oooooooo vuyvuuyvuxvuux ,,,,, , 

1414 , yyxxAE  

oooooooo vuyvvuyvuxvvux ,,,,, . 
Lagranjy  formulasyny ulanyp, olary eýle ýazmak bolar: 

v
v
yv

v
xAEu

u
yu

u
xAB ,,, . 
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Bu wektorlary  esasynda parallelogramy  meýdanyny  

vu

v
y

v
x

u
y

u
x

AEABS mod,  

formula boýunça ýa-da 
,,, vuSSvuIS                             (18) 

formula boýunça tapylýar, bu ýerde 

v
y

v
x

u
y

u
x

vuII ,  .                                     (19) 

(19) kesgitleýjä (17) öwürmäni  ýakobiany diýilýär. Ony noldan 
tapawutly hasap ederis. eýlelikde, egriçyzykly koordinatalarda 
meýdan (18) formula boýunça tapylýar. 
     2. Ikigat integralda üýtgeýäni çal yrmak formulasy. Eger    D  
oblastda üznüksiz  yxf ,   funksiýa üçin   x   we   y   üýtgeýänleri 
(17) formula boýunça  u  we  v   üýtgeýänler bilen çal yrsak, onda 

vuFvuyvuxfyxf ,,,,,  
bolar. Bu funksiýany    D oblast  boýunça integral jemini düzeli :   

k

n

k
kkk

n

k
kk SyxFSyxf

11
,, . 

(18) de lik esasynda ony eýle ýazmak bolar: 

k

n

k
kkk

n

k
kk SIyxFSyxf

11
,, . 

Bu de likde predele geçip, ikigat integraly  kesgitlemesi esasynda ikigat 
integralda üýtgeýänleri çäl yrmagy  

dudvvuJvuyvuxfdxdyyxf
DD

,,,,,             (20) 

formulasyny alarys.Eger dekart koordinatalaryny sin,cos yx  
formula boýunça polýar koordinatalary bilen çal yrsak, onda (19) formula 
boýunça 
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y 

9-njy  surat 

O x 

D2 D3 D1 

cossin
sincos

,
yx

yx

II          (21) 

bolar. onu  üçin bu halda (20) formula esasynda 
ddfdxdyyxf

DD

sin,cos,               (22) 

formulany alarys. 
     2-nji mysal.  Ikigat 

D

dxdyyx2   integraly hasaplamaly, bu ýerde  

D   oblast  32,12,2,1 yxyxyxyx   göni 
çyzyklar bilen çäklenen parallelogramdyr 
(9-njy  surat). 
      Suratdan görnü i ýaly,  D  oblast  Ox  
okuna görä-de, Oy  okuna görä-de ýonekeý 
däldir. onu  üçin integrala (13) we (14) 
formulalary gönümel ulanyp bolmaýar. 
Olary  ulanmak  üçin   D   oblasty 9-njy  
suratda görkezili i ýaly,  üç böleklere 
bölmeli we degi li üç integraly 
hasaplamaly.  
    Ýöne  x  we   y   üýtgeýänleri 

, 2u x y v x y  
formulalary ulanyp çal yrma girizmek integraly hasaplamaklygy 
ýe ille dirýär. Bu çal yrmada  Oxy  koordinatalar sistemasyndaky   

1, 2x y x y  we  2 1, 2 3x y x y  göni çyzyklar  Ouv 
koordinatalar sistemasynda degi lilikde  1, 2u u   we  1,v    

3v   göni çyzyklara geçýär, ýagny D  parallelogram integrirlemek 
üçin amatly bolan taraplary koordinatalar oklaryna parallel bolan D   
gönüburçluga özgerdilýär. Bu halda ýakobian 
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1 1
1 2 13 3( , )

2 1 9 9 3
3 3

x y
u uI I u v
x y
v v

. 

onu  üçin (20) formulany ulanyp, integraly hasaplarys: 
2 3

1 1

1 12
3 3D D

x y dxdy vdudv du vdv  

2 22

1 1

21 1 9 1 1 44 1
13 2 3 2 2 3 3

v du du .  

 
     Bellik. Integral astyndaky funksiýa ýa-da oblasty çäklendirýän 
çyzygy  de lemesi özünde  2 2x y  jemi saklaýan halynda, köplenç, 
integraly ýönekeýle dirmek dekart koordinatalaryndan polýar 

koordinatalaryna geçmek arkaly amala 
yrylýar. 

   3-nji mysal. Ikigat 
2 2x y

D

e dxdy   

integraly hasaplamaly, bu ýerde  D   oblast  
2 2 1x y  töwerek bilen çäklenen 

tegelegi  birinji kwadrantda ýerle ýän 
dörtden bir bölegi (10-njy surat). 
     Dekart koordinatalaryny 

sin,cos yx  formula boýunça polýar koordinatalary bilen 
çal yrsak, onda 2 2 2x y  bolar we (21) formula esasynda 
ýakobian  I   bolar. 10-njy suratdan görnü i ýaly,    burç  0-
dan  2 -ä çenli,   bolsa  0-dan  1-e  çenli üýtgeýär. onu  üçin  
(22) formulany ulanyp alarys: 

2 2 2
2 21

0 0 0

1 ( 1) ( 1).
2 4

x y

D

e dxdy d e d e d e  
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§ 8. 4. Ikigat integrallary  ulanyly y 
 
     1. Geometriýada ikigat integrallary  ulanyly y. Iki gat 
integrallary  geometriýada käbir ulanyly laryna biz eýýäm du  
geldik. Mysal üçin, § 8. 4 –de jisimi  göwrümini   

D

dxdyyxfV ,  

formula boýunça tapylýandygyny görkezipdik. Eger ol formulada 
1, yxf   alsak, onda  SSV 1  de ligi, ýagny  D  oblasty  

meýdanyny hasaplamak üçin 

DD

dSdxdyS  

formulany alarys. 
     2. Fizikada ikigat integrallary  ulanyly y. 1) Plastinkany  
agyrlyk merkezini  koordinatalary. Eger tekizligi  ,, 211 xxM   

nnn yxMyxM ,,,, 222  nokatlarynda nmmm ,,, 21  massalar 
ýerle dirilen bolsa, onda § 1.1-  5-nji mysalynda görkezili i ýaly, ol 
massalary  sistemasyny  agyrlyk merkezini  koordinatalary  

n

k
k

n

k
kk

n

k
k

n

k
kk

m

ym
y

m

xm
x

1

1

1

1 ,                           (21) 

formula boýunça tapylýar. u formuladan peýdalanyp,  Oxy 
tekizligi   D  oblastynda ýerle ýän plastinkany  agyrlyk merkezini  
koordinatalaryny tapaly . Goý, yx,   plastinkany  yxM ,  
nokadyndaky dykyzlygy bolsun. D   oblasty    n   böleklere bölüp, 
olary  meýdanlaryny  nSSS ,,, 21  bilen belgiläli . Her bir 

kD   oblastdaky dykyzlygy hemi elik we kkkk yx ,   de  
hasap edeli  we ol bölegi   kkkkk Syxm ,   massasy  

kkk yxM ,  nokatda toplanan bolsun. Onda  n   sany  kkk yxM ,   
material nokatlary  sistemasyny  agyrlyk merkezini  koordinatalary 
(21) formula esasynda eýle formula boýunça tapylýar: 
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n

k
kkk

n

k
kkkk

n

k
kkk

n

k
kkkk

Syx

Syxy
y

Syx

Syxx
x

1

1

1

1

,

,
,

,

,
.         (22) 

Olar plastinkany  agyrlyk merkezini  koordinatalaryny  takmyn 
bahalaryny a ladýar. Eger  kD   oblastlary  diametrlerini  i  ulusy 
bolan  0d   bolanda predele geçsek, onda (22) de likleri  sag 
bölegindäki jemleri  predelleri ikigat integrallara de  bolar. onu  
easasynda (22) de liklerde 0d   bolanda predele geçip, 
plastinkany  agyrlyk merkezini  koordinatalary üçin  

D D
cc dxdyyxy

m
ydxdyyxx

m
x ,1,,1        (23) 

formulalary alarys, bu ýerde   m  ol plastinkany  massasydyr: 

D

dxdyyxm , . 

(23) formuladaky ikigat 

D D
xy dxdyyxyMdxdyyxxM ,,,  

integrallara  D  plastinkany  degi lilikde   Oy   we Ox  oklaryna görä 
statiki momentleri diýilýär. Eger plastinka birjynsly, ýagny dykyzlyk 
hemi elik bolsa, onda (23) formula 

D D
cc ydxdy

S
yxdxdy

S
x 1,1                    (24) 

görnüsi alar, bu ýerde   S   - D  oblasty  meýdanydyr. 
     2) Plastinkany  inersiýa momenti. Massasy   m   bolan material 
nokady  massasyny ol nokady  haýsydyr bir oka (nokada) çenli 
uzaklygyny  kwadratyna köpeltmek hasylyna material nokady ol 
oka (nokada) görä inersiýa momenti diýilýär. 
     Massalary   1m , nmm ,,,2   bolan   nMMM ,,, 21   material 
nokatlary   Ou okuna (O nokada) görä inersiýa momentlerini  

n

k
kk rm

1

2  
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jemine ol nokatlary ol oka (nokada) görä inersiýa momenti 
diýilýär, bu ýerde  kr  material nokatlary   Ou  okuna (O  nokada) 
çenli uzaklygydyr. 
     u kesgitlemeden peýdalanyp, dykyzlygy  yx,   bolan D  
plastinkany  koordinat oklaryna we koordinata ba langyjyna görä 
inersiýa momentlerini kesgitläli . Onu  üçin  D   oblasty böleklere 
bölüp, onu   kS   meýdanly  kD   bölegini   kkkkk Syxm ,   
massasy  kkk yxM ,  nokatda toplanan hasap edeli . unlukda,  n   
material nokatlary  sistemasyny alarys. Olary   Ox,   Oy   oklaryna 
we  O   ba langyja çenli  kr   uzaklyklaryny  degi lilikde 

22,, kkkkkkk yxrxryr  
bolýanygy sebäpli, material nokatlary  sistemasyny   Ox,   Oy   
oklaryna we  O   ba langyja görä inersiýa momentleri degi lilikde 

n

k
kkkk

n

k
kkx SyxymrI

1

2

1

2 , , 

n

k
kkkk

n

k
kky SyxxmrI

1

2

1

2 , , 

n

k
kkkkk

n

k
kkO SyxyxmrI

1

22

1

2 ,  

de likler boýunça kesgitlener we olary degi lilikde plastinkany  Ox,  
Oy  oklaryna we  O  ba langyja görä inersiýa momentlerini  takmyn 
bahalary hökmünde almak bolar. Ol de liklerde  0d   bolanda 
predele geçip, degi lilikde  D   plastinkany  Ox,  Oy  oklaryna we  O  
ba langyja görä inersiýa momentlerini  takyk bahalaryny alarys: 

D
y

D
x dxdyyxxIdxdyyxyI ,,,, 22  

2 2 ,o
D

I x y x y dxdy . 

Bu de liklerden görnü i ýaly  o x yI I I . 
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§ 8. 5. Üçgat integrallar 
 

     1. Üçgat integraly  kesgitleni i. Gi likde çakli ýapyk  Q   
oblast we ol oblastda kesgitlenen üznüksiz  zyxfu ,,   
funksiýa seredeli . Q   oblasty  nkQk ,,2,1  böleklere bölüp, 
olary  göwrümlerini  nVVV ,,, 21   bilen belgiläli . Her bir  

kQ  bölekde erkin  kkkk zyxM ,,   nokady alyp, funksiýany ol 
nokatdaky  kkk zyxf ,,   bahasyny kQ   bölegi   kV   göwrümine 
köpeldip, ähli eýle köpeltmek hasyllardan  

n

k
kkkkn Vzyxf

1
,,                             (25) 

jemi düzeli . O a zyxf ,,   funksiýany   Q   oblast boýunça 
integral jemi diýilýär. kQ   bölegi    kd   diametrlerini  i  ulusyny  d 
bilen belgiläli . Eger 0d   bolanda (25) integral jemi  predeli bar 
bolsa, onda ol predele zyxf ,,   funksiýany   Q  oblast boýunça 
üçgat integraly diýilýär we ol 

Q

dVzyxf ,,  görnüsde belgilenýär  

    eýlelikde, kesgitleme boýunça 

Q

n

k
kkkkd

Q

VzyxfdxdydzzyxfdVzyxf
10

,,lim,,,, . 

     Eger zyxf ,,   funksiýa  Q  oblastda üznüksiz bolsa, onda bu 
de ligi  sag bölegindäki predel bardyr we ol predel Q  oblasty  kQ  
böleklere bölünmegine we her bölekde alynýan  kM  nokatlara bagly 
däldir. 
     Eger   Q  oblastda  göwrüm dykyzlygy  üznüksiz  0,, zyxf   
funksiýa bilen a ladylýan käbir jisim paýlanan bolsa, onda 

kkkk Vzyxf ,,   köpeltmek hasyl kQ  bölegi  massasyny  takmyn 
bahasyny, (25) integral jem bolsa   Q   ýaýlany  özüni  massasyny  
takmyn bahasyny a ladýar. onu  üçin ol massany  takyk bahasy 
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Q

dVzyxfm ,,                                 (26) 

üçgat bilen a ladylýar we ol üçgat integraly  mehaniki manysyny 
görkezýär: üçgat integral   integrirleme  Q    oblasty doldurýan 
massadyr.  
     Eger (26) formulada 1,, zyxf   bolsa,  onda   VVm 1  
bolar we bu halda ol formula 

QQ

dxdydzdVV                                (27) 

görnüsi alar we ol folmula boýunça  Q  oblasty  göwrümi tapylýar. 
     Üçgat integrallary  hem ikigat integrallary ky ýaly häsiýetleri 
bardyr. 
     2. Üçgat integrallary  hasaplanyly y. Q   oblasty  käbir 
görnü leri üçin üçgat integraly  hasaplany  formulalaryny getirip 
çykaraly . Eger:  1)  Oz  okuna parallel we  Q oblast bilen umumy 
nokatlary bolan islendik göni çyzyk ol ýaýlany  araçägini di e iki 
nokatda  kesýän  bolsa;   2)    Q oblasty   Oxy   tekizlige    D   
proýeksiýasy  Ox   ýa-da  Oy  oka görä ýönekeý ýaýla bolsa, onda  Q  
oblastýaýla  Oz  okuna görä ýönekeý ýaýla diýilýär.  
     Eger  zyxf ,,   funksiýa   Oz   okuna görä ýönekeý bolan  Q 
oblastda üznüksiz bolsa we ol oblast a agyndan yxzz ,1  üst 
bilen, ýokarsyndan yxzz ,2  üst bilen çäklenen bolsa, onda 

dxdydzzyxfdxdydzzyxf
Q D

yxz

yxz

,

,

2

1

,,,,            (28) 

formulany  dogrudygyny görkezmek bolar. unlukda, eger Oy okuna 
görä ýönekeý  D oblast  xyyxybxa 21,   de sizlikler 
bilen kesgitlenýän bolsa, onda 

dxdydzzyxf
D

yxz

yxz

,

,

2

1

,,  
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b

a

xy

xy

yxz

yxz

dxdydzzyxf
2

1

2

1

,

,

,,  

yxz

yxz

xy

xy

b

a

dzzyxfdydx
,

,

2

1

2

1

,,                             (29) 

formulany ýazyp bileris. onu  üçin (28) we (29) de liklerden 
yxz

yxz

xy

xy

b

aQ

dzzyxfdydxdxdydzzyxf
,

,

2

1

2

1

,,,,         (30) 

formula gelip çykýär.Eger Q oblast CzcBybAxa ,,  
de sizlikler boýunça kesgitlenýän parallelepiped bolsa, onda (30) 
formuladan nususy hal hökmünde eýle formula gelip çykýar: 

C

c

B

b

A

aQ

dzzyxfdydxdxdydzzyxf ,,,, .             (31) 

     Bellik. Eger D  oblast  Ox  okuna görä ýönekeý bolup, ol yx1  
dycyxx ,2 de sizlikler boýunça kesgitlenýän bolsa,onda 

dxdydzzyxf
D

yxz

yxz

,

,

2

1

,,  

d

c

yx

yx

yxz

yxz

dydxdzzyxf
2

1

2

1

,

,

,,  

yxz

yxz

yx

yx

d

c

dzzyxfdxdy
,

,

2

1

2

1

,,  

de ligi ýazmak bolar we bu halda üçgat integraly hasaplamak üçin 
yxz

yxz

yx

yx

d

cQ

dzzyxfdxdydxdydzzyxf
,

,

2

1

2

1

,,,,            (32) 

formulany alarys. (30) we (32) formulalary  esasynda 
yxz

yxz

yx

yx

d

c

yxz

yxz

xy

xy

b

a

dzzyxfdxdydzzyxfdydx
,

,

,

,

2

1

2

1

2

1

2

1

,,,,  
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de ligi alarys. 
     2-nji bellik. Integrirleme   Q    oblasty  beýleki koordinatalar 
oklaryna görä ýönekeý bolan hallary üçin hem üçgat integraly 
hasaplamak üçin degi li formulalary almak bolar. eýlelikde, üçgat 
integraly hasaplamak üçin integrirleme çäkleri dürli bolan alty 
görnü däki formulany alarys (olary  ikisi (30) we (32) formulalar). 
 

§ 8. 6. Üçgat integrallarda üýtgeýänleri çal yrmak 
 

     1. Dekart koordinatalarynda üytgeýänleri çal yrmak.  Goý, Oxyz  
dekart koordinatalaryny  käbir  Q  oblastynda differensirlenän 

 zyxwwzyxvvzyxuu ,,,,,,,,              (33) 
funksiýalar berlen bolup, olar  birbahaly funksiýalary 

wvuzzwvuyywvuxx ,,,,,,,,            (34) 
kesgitleýän bolsun, bu ýerde wvuzwvuywvux ,,,,,,,,  öz 
üýtgeýänlerine görä  käbir Q oblastda differensirlenýän funksiýalar. 
    (34) funksiýalar Q  we Q  oblastlary özara-birbahaly öwürmekligi 
amala a yrýar. unlukda, ikigat integral üçin subut edilen (20) 
formula me ze likde üçgat integralda üytgeýänleri çal yrmagy   

Q

dxdydzzyxf ,,  

Q

dudvdwIwvuzwvuywvuxf ,,,,,,,,          (35) 

formulasyny alarys., bu ýerde  

w
z

v
z

u
z

w
y

v
y

u
y

w
x

v
x

u
x

wvuII ,,                         (36) 

kesgitleýjä (34) funksiýalary  ýakobiany diýilýär we ol noldan 
tapawutly hasap edilýär. 
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    2.Üçgat integrallar silindrik we sferik koordinatalarynda.Eger 
dekart koordinatalaryny  zzyx ,sin,cos  formulalar 
boýunça silindrik koordinatalary bilen çal yrsak, onda ,, vu   

zw   alyp, (36) formuladan ýakobiany taparys: 

100
0cossin
0sincos

I . 

onu  üçin hem bu halda formula (35) eýle görnü i alar: 
, , cos , sin ,

Q Q

f x y z dxdydz f z d d dz .     (37) 

Eger-de dekart koordinatalaryny  ,sinsin,cossin ryrx  
cosrz   )20,0,0(r  formulalar boýunça 

sferik koordinatalary bilen çal yrsak, onda  wvru ,,  
alyp, (36) formulany ulanyp, ýakobiany taparys: 

sin
01sincos

cossinsincossinsin
sinsincoscoscossin

2r
r

rr
rr

I .     (38) 

Bu de ligi  esasynda (35) formula  

Q

dxdydzzyxf ,,  

ddrdrrrrf
D

sincos,sinsin,cossin 2      (39) 

görnü de ýazylar. 
     3-nji mysal.  2 2 2 5( )

Q

x y z dxdydz  integraly hasaplamaly, 

bu ýerde  Q  oblast  2 2 2 2x y z R ardyr. 
     Integraly hasaplamak üçin dekart koordinatalaryn sferik 
koordinatalary bilen çal yrarys. onda  Q  oblast 0 2 ,  
0 , 0 R  de sizlikler bilen kesgitlenýän  Q  oblasta 

özgerdiler. onu  üçin (39) formulany ulanyp alarys: 
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2 2 2 5 5 2( ) sin
Q Q

x y z dxdydz d d d  

2
7

0 0 0

sin
R

d d d  

 
§ 8. 7. Üçgat integrallary  ulanyly y 

 
      Üçgat integrallary  ulanyly yna biz eýýäm du  geldik, ýagny 
jisimi  göwrümi we göwrüm dykyzlygy zyx ,,  funksiýa 
bilen a ladylan material jisimi  massasy   

QQ

dxdydzzyxmdxdydzV ,,,  

üçgat integrallar arkaly hasaplanylýar. Ikigat integrallary  ulanyly y  
ýaly üçgat integraly göwrüm dykyzygy zyx ,,  funksiýa bilen 

ladylýan   Q  material jisimi  agyrlyk merkezini  ccc zyxC ,,  
koordinatalary üçin 

,,,1

Q
c dxdydzzyxx

m
x  

,,,1

Q
c dxdydzzyxy

m
y  

Q
c dxdydzzyxz

m
z ,,1  

formulalary alarys, bu ýerde  m  seredilýän  Q  jisimi   massasydyr  
we ol ýokarda görkezilen formula boýunça tapylýar. onu  ýaly-da,  
Q   material jisimi   Ox, Oy, Oz  koordinatalar  oklaryna  we  
koordinatalar ba langyjyna görä inersiýa momentleri 

,,,)( 22

Q
x dxdydzzyxzyI  

,,,)( 22

Q
y dxdydzzyxzxI  
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Q
z dxdydzzyxyxI ,,)( 22 , 

Q

dxdydzzyxzyxI ,,)( 222
0  

formulalar boýunça tapylýar. Koordinatalar tekizliklerine görä 
inersiýa momentleri bolsa 

,,,2

Q
xy dxdydzzyxzI  

,,,2

Q
yz dxdydzzyxxI  

Q
xz dxdydzzyxyI ,,2  

formulalar boýunça kesgitlenýär. 
 

G ö n ü k m e l e r                         
 

Gaýtalanýan integrallary hasaplamaly:  
1. 

4 2

2 1
dx xydy .                             2. 

5 2

3 0
( )dx x y dy . 

3. 
6

1 4

e ydx dy
x

.                                    4. 
3 8

21 4

ydx dy
x

. 

Berlen  G  gönüburçluklar boýunça integrallary hasaplamaly: 

5. 2 , 2, 4; 6,8
G

y dxdy G
x

.     6. 2 2( ) , 0,1; 0,1
G

x y dxdy G .   

7. 2 3(3 4 ) , 0,1; 2, 4
G

xy y dxdy G . 

8. (sin(3 2 ) , 0, 4; 0, 4
G

x y dxdy G . 

Berlen oblastda üznüksiz bolan ( , )f x y  funksiýa üçin 
D

f dxdy  

ikigat integraly gaýtalanýan integrallar görnü inde ýazyp, 
integrallary   çälkerini goýmaly: 
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9. D  oblast 2 , 4y x y  çyzyklar bilen çäklenen. 
10. D  oblast 2 3 22,x y y x  çyzyklar bilen çäklenen. 
11. D  oblast 2 2 9, 3x y x y   de sizlikler bilen kesgitlenen. 
12. D  oblast 2 2 2 21, 4 1x y x y  de sizlikler bilen kesgitlenen. 
13. D  oblast ( 2, 2), ( 1, 2), (6, 2)A B C   depeli ücburçluk. 
Ikigat integrallary hasaplamaly: 
14. ,

D

xdxdy D  oblast 6, 7xy x y  çyzyklar bilen çaklenen.  

15. 4 ,
D

x ydxdy D  oblast 1, 0, 2xy y x x  çyzyklar bilen 

çaklenen.  
16.  2( 1) ,

D

xy dxdy D  oblast 0 2, 2 2x x y x    

de sizlikler  bilen kesgitlenen.  
17.  ( 2 ) ,

D

x y dxdy D  oblast 1 3, 2 1 2 5 2x x y x    

de sizlikler  bilen kesgitlenen.  
Polýar koordinatalaryny girizip, integrallary hasaplamaly: 
18. 2 225 ,

D

x y dxdy D  oblast 2 2 9x y  tegelek.  

19. 2 2( ) ,
D

x y dxdy D  oblast 2 2 2 21, 4x y x y  çyzyklar 

bilen çaklenen.  
20. 4 2 2 4( 2 ) ,

D

x x y y dxdy D  oblast 2 2 2 21, 4x y x y    

de sizlikler  bilen kesgitlenen.  
21. 2 2( ) ,

D

x y dxdy D  oblast 2 2 2 2 2 2( ) ( )x y a x y  lemniskata 

bilen çaklenen.  
Üýtgeýänleri çal yryp, integrallary hasaplamaly: 
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22. 2( ) ,
D

x y dxdy D  oblast 1, 3, 5 , 10x y x y y x y x  

çyzyklar bilen çaklenen.  

23. 4 ,
( )D

dxdy D
x y

 oblast 1, 2, 3 0, 4 0x y x y x y x y  

çyzyklar bilen çaklenen.  

24.
2

2 2

16 ,
9 4D

x y dxdy D  oblast 
2 2

1
9 4
x y  çyzyk bilen 

çaklenen.  
25. ,

D

xydxdy D  oblast 2 2 2 23 , 5 , , 2x y x y y x y x  çyzyklar 

bilen çaklenen.  
Berlen çyzyklar bilen çäklenen figuralary  meýdanlaryny tapmaly: 
26. 6 0, 3 2 0, 6 0xy x y x y . 

27. 2 24 , 4y x y x . 
28. 2 2 24, 3x y y x  
29. 2 25 , 8 , 5, 8y x y x y y . 
Berlen çyzyklar bilen çäklenen birjynsly plastinkany  koordinatalar 
oklaryna görä statiki momentlerini, agyrlyk merkezini we inersiýa 
momentlerini tapmaly: 
30. 4, 3 0, 5 16x y x y x y . 
31. 2 1, 3y x y x  
Integrallary hasaplamaly:  

32. 
1 2 3

2 2

0 0 0

( )dx dy x y z dz . 33. 
0 0 0

5
1 1 1 (4 3 2)x x y

dzdx dy
x y z

. 

Silindrik ýa-da sferik koordinatalaryna geçip, integrallary 
hasaplamaly: 
34. 2 2 2( ) ,

Q

x y z dxdydz Q  oblast   2 2 2 , 0,x y a z z c  

silindr bilen çäklenen. 
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35. 2 2 2 2( ) ,
Q

x y z dxdydz Q  oblast 2 2 1, 0, 1x y y y  

silindr bilen çäklenen. 
36. 2 2 2 3( 1) ,

Q

x y z dxdydz Q  oblast   2 2 2 1x y z ary  

aky bölegi. 

37. 2 2 2 ,
( 1Q

dxdydz Q
x y z

 oblast  2 2 2 2x y z R  sfera we 0z   

tekizlik  bilen çäklenen. 
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II. 9.  EGRIÇYZYKLY  INTEGRALLAR 
§ 9. 1. Egriçyzykly integral dü ünjesine getirýän meseleler 

 
1. Çyzygy  dugasyny  massasy hakyndaky mesele. Gi ligi  
çyzygyny   AB  dugasy boýunça dykyzlygy  zyx ,,   bolan  
jisim ýerle dirilen hasap edeli . ol material dugany  massasyny 
hasaplamak meselesine seredeli . Onu  üçin  AB  dugany  n  sany 

BAAAnkAA nokk ,;,,2,11  dugalara böleli  we jisimi  
her kk AA 1  dugadaky ortaça dykyzlygyny zyx ,,  funksiýany ol 
dugany  käbir kkkk zyxM ,,  nokatdaky kkkk zyx ,, bahasyna 
de  hasap edeli . kk AA 1  dugany  kl  uzynlygyny k   köpeldip, ol 
dugany  massasyny  takmyn bahasyny alarys: kkkkk lzyxm ,, . 

onu  esasynda 
n

k
kkkk

n

k
k lzyxm

11
,,                           (1) 

jem  AB  dugany  massasyny  takmyn bahasy bolar. onu  üçin ol 
jemde  0max kk

ld   bolanda predele geçip, massany  takyk 

bahasyny alarys:  
n

k
kkkkd

n

k
kn

lzyxmm
101

,,limlim                    (2) 

     2. Üýtgeýän güýjü  i ini hasaplamak meselesi. Eger   F   güýç 
(ululygy we ugry boýunça) hemi elik we geçilen sAB  ýol 
gönüçyzykly bolsa, onda   F  güýjü   ol  ýol boýunça i i   sF ,  

cossF   skalýar köpeltmek hasylyna de dir, bu ýerde   burç  
F we  s  wektorlary  arasyndaky burçdur. 
     Goý, üýtgeýän  

kjiF zyxRzyxQzyxP ,,,,,,                (3) 
güýç gi ligi  çyzygyny  AB dugasy boýunça hereket edýän bolsun 
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ol çyzyk boýunça hereket edip,  A  nokatdan  B  nokada geçende  F  
güýjü  eden i ini hasaplamaly. 
     AB   dugany  n    sany 1 01,2, , ; ,k k nA A k n A A A B  
dugalara böleli . kk AA 1  dugada  F  güýç hemi elik we kMFFk  
de  hasap edeli , bu ýerde   ,,,,1 kkkkkkkk MMAAM  

kkkkk zyxAA ,, . Eger kk AA 1  horda hasap etsek, onda                               

kkkkk zyxAA ,,1 , 
bolar, bu ýerde 

1 1 1, , .k k k k k k k k kx x x y y y z z z  
onu  üçin hem kk AA 1  bölekde edilen i  

kkkkkkkkkk yQxPAA ,,,,, 1kF  

kkkk zR ,,  
formula bilen a ladylýar. a görä-de  AB  boýunça edilen i  
takmyn bahasy  

n

k
kkkkkk

n

k
kkn zRyQxPAAW

11
1,kF         (4) 

formula boýunça a ladylýar, bu ýerde 
kkkkkkkkkkkk RRQQPP ,,,,,,,, . 

Edilen i  takyk bahasy bolsa (4) jemi  0d  bolandaky predeline 
de dir, ýagny  

n

k
kkkkkkdnn

zRyQxPWW
10

limlim .             (5) 

 
§ 9. 2. Egriçyzykly integraly  birinji görnü i 

 
    1.Integraly  kesgitleni i we häsiýetleri.Gi ligi  bölek-endigan 
çyzygyny   AB   dugasynda (11-nji surat) kesgirlenen zyxfu ,,   
funksiýa seredeli . AB dugany n  sany ,;,,2,1( 01 AAnkAA kk    

)BAn dugalara böleli  we. kk AA 1  dugany   uzynlygyny kl  bilen  



 79

belgiläli .Her bir kk AA 1  dugada erkin  kkkk zyxM ,,  nokady alyp, 
funksiýany ol nokatdaky kkk zyxf ,,   bahasyny  dugany   kl  
uzynlygyna köpeldeli  we eýle köpeltmek hasyllardan 

n

k
kkkkn lzyxf

1
,,                                (6) 

jemi düzeli . Bu jeme zyxf ,,   funksiýany  berlen duga boýunça 
integral jemi diýilýär. Eger bu 
jemi   0max kk

ld   bolanda  

edeli bar bolsa, onda ol predele 
zyxf ,,   funksiýany   AB duga 

boýunça egriçyzykly integralyny  
birinji görnü i ýa-da AB  dugany  
uzynlygy boýunça integraly 
diýilýär we ol 

AB

dlzyxf ,,  

görnü de belgilenýär. eýlelikde, 
kesgitleme boýunça 

n

k
kkkkd

AB

lzyxfdlzyxf
10

,,lim,, .                  (7) 

     Subut etmezden üznüksiz zyxfu ,,  fuksiýa üçin (6) integral 
jemi  predelini  bardygyny belläli . 
     Bellik. 1-nji meselede alnan (1) jem zyx ,,  funksiýany   AB  
duga boýunça integral jemidir we onu  üçin ol integral jemi  (2) 
predeli zyx ,,  funksiýany   AB duga boýunça egriçyzykly 
integralyny  birinji görnü idir, ýagny material dugany  massasyny 
hasaplamak meselesi egriçyzykly integraly  birinji görnü ine getirdi  
     Egriçyzykly integraly  birinji görnü ini  kesgitlemesinden onu  

akdaky ýönekeý häsiýetleri gelip çykýar: 
     1) Egriçyzykly integraly  birinji görnü i integrirleme dugany 
ugruna bagly däldir, ýagny   

11-nji surat 

1nA  

2A  
1A  

B 

O 

x 

z 

y 
A 
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AB

dlzyxf ,, =
BA

dlzyxf ,, . 

     2)  Eger   zyxf ,,   we   zyxg ,,   funksiýalar  AB   dugada 
integrirlenýän bolsa, onda olary  algebraik jemi hem ol dugada 
integrirlenýändir we 

AB ABAB

dlzyxgdlzyxfdlzyxgzyxf ,,,,,,,,  

de lik dogrudyr. 
     3)  Hemi elik köpeldijini egriçyzykly integral belgisini  da yna 
çykarmak bolar: 

ABAB

dlzyxfkdlzyxkf ,,,, . 

     4) Eger   AB  duga  AC   we   CB    dugalardan düzülen bolup, 
zyxf ,,   funksiýa  AB  dugada integrirlenýän bolsa, onda ol  AC  

we  CB  dugalarda hem integrirlenýändir we 

CBACAB

dlzyxfdlzyxfdlzyxf ,,,,,,  

de lik dogrudyr. 
   2.Egriçyzykly integraly  birinji görnü ini  hasaplanyly y.Eger 
çyzyk parametrik görnü de berlen bolsa: 

,,, ttzztyytxx                   (8) 

tt zyxBzyxA ,,,,,  
we tztytx ,,   funksiýalar üznüksiz differensirlenýän bolsalar, 
onda  AB   dugada üznüksiz zyxf ,,   funksiýa üçin 

dtzyxtztytxfdlzyxf
AB

22,,,,          (9) 

formulany  dogrudygyny subut etmek bolar. Hususanda, eger  AB  
duga tutu lugyna  Oxy  tekizlikde ýatýan bolsa ( 0z ), onda (9) 
formula eýle görnü i alar: 

dtyxtytxfdlyxf
AB

22,,                      (10) 
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Eger tekizligi   AB    dugasy  bxaxyy  de leme bilen 
berlen bolup, xy   üznüksiz differensirlenýän funksiýa bolsa, onda 
(10) formuladan eýle formula gelip çykýar: 

dxyxyxfdlyxf
b

aAB

21,,                          (11) 

Eger-de tekizligi   AB   dugasy  polýar koordinatalarynda  
 de leme bilen berlen bolup,  funksiýa üznüksiz 

differensirlenýän bolsa, onda (10) formuladan  

dfdlyxf
AB

22sin,cos,                  (12) 

formula gelip çykýar. 
 

§ 9. 3. Egriçyzykly integraly  ikinji görnü i 
 

     1.Integraly  kesgitleni i we häsiýetleri. Gi ligi  çyzygyny  
ba langyjy   A   we ahyry   B   bolan  AB  dugasyna seredeli  (1-nji 
surat). Goý, ol dugada üznüksiz 

kjiF zyxRzyxQzyxPzyx ,,,,,,,,         (13) 
wektor funksiýa berlen bolsun. AB  dugany ;,,2,1(1 nkAA kk    

),0 BAAA n  dugalara böleli   we kkkkkkk zyxAAAA ,,(1 ) 
dugada erkin kkkkk MM ,,  nokady alaly . Onda kk AA 1   
dugany  koordinatalar oklaryna bolan proýeksiýalary eýle bolar: 

111 ,, kkkkkkkkk zzzyyyxxx . 
zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,,   funksiýalary  kkkkM ,,  

nokatdaky bahalaryny dei lilikde  kkk zyx ,,  köpeldip, olary 
go aly : 

kkkkkk zMRyMQxMP  

kkkkkkkkkkkk zRyQxP ,,,,,, . 
eýle a latmalary  ählisi boýunça eýle jemi düzeli : 
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n

k
kkkkkkn zMRyMQxMP

1
.            (14) 

Bu jeme (13) wektor funksiýany  koordinatalar boýunça integral 
jemi diýilýär. kk AA 1   dugalary  uzynlyklaryny  i  ulusyny  d  bilen 
belgiläli . Eger 0d  bolanda (14) integral jemi  predeli bar bolsa, 
onda ol predele (13) wektor funksiýany  egriçyzykly integralyny  
ikinji görnü i diýilýär we ol 

dzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB

,,,,,,  

görnü de ýa-da gysgaça 
RdzQdyPdx

AB

 

görnü de belgilenýär. eýlelikde, kesgitleme boýunça 
RdzQdyPdx

AB

= 

n

k
kkkkkkd

zMRyMQxMP
10

lim .           (15) 

     Bellik. Ikinji meseledäki (4) jem (13) görnü däki wektor 
funksiýany  koordinatalar boýunça integral jemidir. onu  üçin hem 
ol integral jemi  (5) predeli ol wektor funksiýany  egriçyzykly 
integralyny  ikinji görnü idir, ýagny üýtgeýän güýjü  i ini 
hasaplamak meselesi egriçyzykly integraly  ikinji görnü ine getirdi. 
     Kesgitleme boýunça egriçyzykly integraly  ikinji görnü i üçin 

RdzQdyPdxRdzQdyPdx
BAAB

 

de lik ýerine ýetýär, ýagny integrirlemäni  ugry üýtgände 
egriçyzykly integraly  ikinji görnü i alamatyny üýtgedýär, çünki bu 
halda bölek dugalary  koordinatalar oklaryna bolan 
proýeksiýalaryny  alamatlary üýtgeýär. Egriçyzykly integraly  
birinji görnü ini  beýleki häsiýetleri egriçyzykly integraly  ikinji 
görnü i üçin hem ýerine ýetýär. 
    2.Egriçyzykly integraly  ikinji görnü ini  hasaplanyly y. Eger 
AB  duga (8) parametrik de lemeler boýunça berlen bolsa, onda 
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dzzyxRdyzyxQdxzyxP
AB

,,,,,,  

tytztytxQtxtztytxP ,,,,{  

dttztztytxR },,                              (16) 
formula dogrudyr. Eger  AB  duga  Oxy   tekizlikde ýerle ýän bolsa 

0z , onda (16) formula eýle görnü i alar: 
dyyxQdxyxP

AB

,,  

dttytytxQtxtytxP },,{ .                (17) 

Eger tekizligi   AB    dugasy  bxaxyy  de leme bilen 
berlen bolup, xy   üznüksiz differensirlenýän funksiýa bolsa, onda 
(17) formuladan  

dyyxQdxyxP
AB

,,  

dxxyxyxQxyxP },,{                            (18) 

formula gelip çykýar. 
     3. Egriçyzykly integrallary  birinji we ikinji görnü lerini  
arasyndaky baglany yk. Gi likde ba langyjy  A    we  ahyry   B  

nokatlarda bolan ugrukdyrylan  AB  
duga seredeli .Ol dugany  erkin N  
nokadynda geçirilen galta many hem 
ugrukdyrylan göni çyzyk hasap 
edeli  (12-nji surat). Galta many   
Ox,   Oy, Oz koordinatalar oklary 
bilen   emelegetirýän burçlaryny 
degi lilikde  ,,   bilen 
belgiläli . Dugany  uzynlygyny   dl  

differensialy üçin },,{ dzdydxdl   wektor galta ma boýunça 

12-nji surat 

z 

x 

y O 

N 

B A 
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ugrukdyrylandyr, onu  üçin hem 
dldzdldydldx cos,cos,cos . Bu de likler esasynda 

egriçyzykly integraly  ikinji görnü ini eýle ýazmak bolar: 
dlRQPRdzQdyPdx

ABAB

coscoscos . 

Bu de lik egriçyzykly integrallary  birinji we ikinji görnü lerini 
baglany dyrýan formuladyr. Eger AB duga Oxy  tekizlikde ýerle ýän 
bolsa, onda 0z  bolar we bu formula eýle görnü i alar: 

dlQPQdyPdx
ABAB

sincos ,  

çunki bu halda  sin2coscos . 
 

§ 9. 4. Egriçyzykly integrallary  ulanyly y 
 

     1. Material dugany  massasy. Eger zyx ,,  funksiýa   AB 
dugada ýerle dirilen jisimi  dykyzlygyny a ladýan bolsa, onda (2) 
we (7) formulalardan ol material dugany   m  massasy üçin 

AB

dlzyxm ,,                                   (19) 

formula gelip çykýar. 
     2. Çyzygy  dugasyny  uzynlygy.Eger 1,, zyx  bolsa, onda  
AB  dugany    m  massasy üçin llm 1   bolar. onu  üçin hem 
(19) formuladan  AB  dugany   l   uzynlygyny hasaplamak üçin 

AB

dll  

formulany alarys. 
    3. Material dugany  agyrlyk merkezi. Eger zyx ,,  
funksiýa   AB dugada ýerle dirilen jisimi  dykyzlygyny a ladýan 
bolsa, onda ol material dugany  agyrlyk ccc zyxC ,,  merkezini  
dekart koordinatalary  üçin § 8 – däki (23) formulalara me ze likde 

AB
c

AB
c dlzyxy

m
ydlzyxx

m
x ,,,1,,,1  
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AB
c dlzyxz

m
z ,,1  

formulalary alarys, bu ýerde  m  berlen  AB  dugany  massasydyr we 
ol (19) formula boýunça hasaplanýar. 
     4. Material dugany  inersiýa momentleri. Eger  AB  dugada 
dykyzlygy  zyx ,,  funksiýa bilen a ladylýan jisim 
ýerle dirilen bolsa, onda ol material dugany  koordinata oklaryna 
we koordinatalar ba langyjyna görä inersiýa momentleri 

AB
x dlzyxzy

m
I ,,,1 22  

AB
y dlzyxzx

m
I ,,,1 22  

AB
z dlzyxxy

m
I ,,,1 22  

AB

dlzyxzyx
m

I ,,1 222
0  

formulalar boýunça kesgitlenýär, bu ýerde  m  dugany  massasydyr. 
     5. Üýtgeýän güýjü  i i. Eger  AB  dugada üznüksiz  zyxP ,, , 

zyxRzyxQ ,,,,,   funksiýalar üçin 
kjiF zyxRzyxQzyxPzyx ,,,,,,,,  

wektor funksiýa  AB  duga boýunça  W  i edýän üýtgeýän güýji 
ladýan bolsa, onda (5) we (15) formulalary  esasynda  

AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxPW ,,,,,,  

formulany alarys. 
 

§ 9. 5. Grini   formulasy we onu  ulanyly y 
 

     1.Grini  formulasy. Bu formula käbir  D   oblast boýunça ikigat 
integraly ol ýaýlany çäklendirýän ýapyk  L    çyzyk boýunça 
egriçyzykly integraly baglany dyrýan formuladyr. Bu formulany 
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koordinata oklaryny  ikisine görä hem ýönekeý bolan  D   oblast  
üçin subur ederis. Goý, ol ýaýla a agyndan  xyy 1   funksiýany  
çyzgysy (ACB duga), ýokarsyndan xyy 2   funksiýany  çyzgysy 
(AEB  duga) bilen çäklenen bolup, olar bilelikde ýapyk  L   çyzygy 

emele getirýän bolsun (13-nji surat). 
Goý,   D    oblastda we onu    L  
araçäginde üznüksiz zyxQzyxP ,,,,,  
funksiýalar berlen bolup, olary  
üznüksiz yxQyxP xy ,,,  önümleri 
bar bolsun, onda 

          
D

xy

xy

b

a

dy
y
Pdxdxdy

y
P 2

1

 

b

a

b

a

b

a

dxxyxPdxxyxPdx
xyy
xyy

yxP 12
1

2 ,,,  

AEB ACB

dxyxPdxyxP ,,  

ACB LBEA

dxyxPdxyxPdxyxP ,,, , 

bu ýerde  L  ýapyk çyzyk boýunça hereket sagat dilini  aýlawyny  
tersinedir. eýlelikde,  

D L

dxyxPdxdy
y
P ,                            (20) 

formulany subut etdik. Edil onu  ýaly 

D L

dxyxQdxdy
x
Q ,                             (21) 

formulany görkezmek bolar, bu ýerde hem L  ýapyk çyzyk boýunça 
hereket sagat dilini  aýlawyny  tersinedir. (21) de likden (20) 
de ligi aýryp, Grini  formulasy atlandyrylýan 

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q

D L

                       (22) 

13-nji surat 

O 

d 

c 

b a 

y 

x 

D 

E 

C 

B A 
xyy 1  

xyy 2  
D 
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formulany alarys. 
     2. Grini  formulasyny  ulanyly y. Eger (20), (21) we (22) 
formulalarda xyxQyyxP ,,,   alsak, onda olar degi lilikde 

D L D LD L

ydxxdydxdyxdydxdyydxdxdy 2,,  

görnü leri alar.Bu formulalary  üçüsini  hem çep bölegindäki ikigat 
integral  ýapyk  D   oblasty  meýdanyna de dir. onu  üçin hem 
egriçyzykly integraly  kömegi bilen  D   oblasty     S   meýdanyny 
tapmak üçin  

L L L

ydxxdySxdySydxS
2
1,,  

formulalary alarys. 
 

II. 10.  ÜST  INTEGRALLARY 
§ 10. 1. Üst  integrallary dü ünjesine getirýän meseleler 

 
     1. Material üstü  massasy hakyndaky mesele. Kabir    T    üste 
seredeli .Goý,ol üstde dykyzlygy zyx ,, bolan massa ýerle en 
bolsun. ol material üstü  massasyny tapmak  üçin T  üsti dugalary  
tory arkaly kT  böleklere böleli  we ol bölekleri  meýdanlaryny kS  

nk ,,2,1  bilen belgiläli . Her bir bölekde dykyzlyk hemi elik 
we erkin kkkkk TzyxM ,,  nokatdaky kkkk zyx ,,  bahasyna 
de  hasap edeli . Onda kk S   köpeltmek hasyl  kT   bölegi  
massasyny  takmyn bahasyny, eýle köpeltmek hasyllardan düzülen 

n

k

n

k
kkkkkkn zyxpMpm

1 1
,,                (1) 

jem bolsa  T  material üstün massasyny  takmyn bahasyny a ladýar. 
a görä  kT   bölekleri  diametrlerini  i  ulusy bolan   d   üçin 
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n

k
kkkkd

zyxpm
10

,,lim                            (2) 

predel ol massany  takyk bahasyny a ladýar. 
    2.Üst arkaly geçýän suwuklyk akymy hakyndaky mesele. Goý,  

kjiv zyxRzyxQzyxPzyx ,,,,,,,,  
tizlik bilen akýän suwuklyk bilen doldurylan käbir  gi lik oblasty 
berlen bolsun. Berlen  T    üst boýunça birlik wagtda akyp ceçýän 
suwuklygy    mukdaryny tapmak meselesine seredeli . Onu  üçin 
T   üsti  kT   böleklere böleli  we ol bölekleri  meýdanlaryny  kS  

nk ,,2,1  bilen belgiläli . Her bir bölekde tizlik hemi elik we 
ol bölegi  erkin kkkk zyxM ,,  nokadyndaky  kkkk zyxvv ,,   

bahasyna de  hasap edeli . unlukda, birlik wagt aralygynda  kT   
bölek boýunça akyp geçýän suwuklygy  mukdary takmyn  kn Sv

k
 

köpeltmek hasyla de  bolar, bu ýerde  
knv  ululyk  kv   tizlik  

wektory   üstü   kM  nokadynda üste geçirilen kn  normaly  birlik 
wektory bilen kegitlenýä  oka bolan proýeksiýasy. onu  esasynda, 
eger  kkk ,,  burçlar kn  normaly  koordinata oklary bilen emele 
getirýän burçlary bolsa, onda 

kkkkkkn MRMQMPv
k

coscoscos, kk nv  
formulany  esasynda 

cos cos cos
kn k k k k k k k kS P M Q M R M S  

de ligi alarys. a görä-de ähli berlen üst boýunça birlik wagtda 
akyp geçýän suwuklygy  mukdary takmyn 

n

k
kkkkkkk SMRMQMP

1
n coscoscos    (3) 

jeme de  bolar. Onu   0d   bolandaky 
n

k
kkkkkkkd

SMRMQMP
10

coscoscoslim   (4) 

predeli bolsa suwuklygy  takyk mukdaryna de  bolar. (3) we (4) 
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 denliklerdäki kkkkkk SSS cos,cos,cos  köpeltmek hasyllar  

kT  üstü  degi lilikde  Oyz, Oxz, Oxy  tekizliklere proýeksiýalarydyr. 
Olary  

kkkxykkkxzkkkyz SSS cos,cos,cos   (5) 
bilen belgiläp, (3) we (4) formulalary 

n

k
kxykkxzkkzyk SMRSMQSMP

1
n ,   (6) 

n

k
kxykkxzkkzykd

SMRSMQSMP
10

lim     (7) 

görnü lerde ýazmak bolar. 
 

§ 10. 2. Üst  integrallaryny  birinji görnü i 
 

     1. Integraly  kesgitleni i. Goý, T  üstde zyxfu ,,  funksiýa  
kesgitlenen bolsun. T  üsti dugalary  tory arkaly kT  böleklere böleli  
we ol bölekleri  meýdanlaryny kS  nk ,,2,1  bilen belgiläli . 
Her bir bölekde erkin kkkkk TzyxM ,,  nokady alyp, funksiýany  
ol nokatdaky kkk zyxf ,,  bahasyny kS  meýdana köpeldeli  e 
eýle köpeltmek  hasyllardan   

n

k
kkkkn Szyxf

1
,,                               (8) 

jemi düzeli . Bu jeme zyxf ,,   funksiýany   T  üst boýunça integral 
jemi diýilýär. kT   bölekleri  diametrlerini  i  ulusyny  d  bilen belgiläli . 
Eger 0d   bolanda (8) integral jemi  predeli bar bolsa, onda ol predele 
T   üst boýunça ü t integraly ýa-da üst integraly  birinji görnü i 
diýilýär we ol 

T

dszyxf ,,  bilen belgilenýär, ýagny 

n

k
kkkkd

T

Szyxfdszyxf
10

,,lim,, .                  (9) 
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     Eger zyxf ,,   funksiýa  endigan  T  üstde üznüksiz bolsa, onda 
(8)  integral jemi  predeli bardyr (ony subutsyz ulanarys). 
     1-nji bellik. 1-nji meseledäki (1) jem (8) görnü däki integral 
jemdir. onu  üçin (2)  we (9) esasynda  material üstü  massasyny 
tapmak meselesi üst integraly  birinji görnü ine getirýär. 
     2. Integraly  hasaplanyly y. T   üstü  käbir görnüsleri üçin üst 
integraly  birinji görnü ini  hasaplany yny görkezeli . Goý, 
endigan  T  üst  yxgz ,   de leme bilen berlen  bolsun, bu  ýerde 

yxg ,   differensirlenýän funksiýadyr. Goý, T  üst  Oxy  tekizlige 
birbahaly  proýektirlenýän  bolup, D  oblast ol  proýeksiýa   bolsun. 
Kesgitleme boýunça (9) de lik ýerine ýetýär. Ol de likdäki integral 
jemi özgertmek maksady bilen üstü  de lemesini 0,, zyxF  
görnü de ýazaly , bu ýerde yxgzzyxF ,,, . Bu üste 
geçirilen  n   normal wektory  koordinatalary  (§ 7.6 seret) 

                     1,,
z
F

y
g

y
F

x
g

x
F  

bolar.  

 
kk M

k
M

k y
gq

x
gp

y
gq

x
gp ,,                (10) 

belgileme esasynda  0, yxgz   üste  geçirile    n    normaly  
ugrukdyryjy cosinuslary eýle formula boýunça a ladylar: 

222222 1
1cos,

1
cos,

1
cos

qpqp
q

qp
p .(11) 

(5) formulany  esasynda bolsa 

kxy
k

kxy
k Sqp

S
S 221

cos
 

de ligi ýazyp bileris. onu  üçin hem integral jem 
n

k
kkkk Szyxf

1
,,  
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n

k
kxykkkk Sqpyxgyxf

1

221,,,  

görnü i alar. Bu de likde  0d   bolanda predele geçip, 
dxdyqpyxgyxfdszyxf

DT

221,,,,,          (12) 

formulany alarys, bu ýerde  p   we  q   (10) de likden kesgitlenýär. 
     eýlelikde, T    üst boýunça üst integralyny  birinji görnü ini 
hasaplamaklyk ol üstü   Oxy  tekizlige proýeksiýasy bolan  D  oblast 
boýunça ikigat integraly hasaplamaklyga getirildi. 
     2-nji bellik. Eger endigan  T   üst  zxgy ,   de leme bilen 
berlen bolup,  1D   oblast ol üstü   Oxz   tekizlige bolan proýeksiýasy 
bolsa, onda integraly hasaplamak üçin 

dxdzyyzxgxfdszyxf zx
DT

221,,,,  

formula alynýar. Edil onu  ýaly, eger T   üst  zygx ,   de leme  
bilen berlen bolup,  2D   oblast  ol  üstü   Oyz    tekizlige bolan 
proýeksiýasy bolsa, onda üst integraly  

dydzxxzyzygfdszyxf zy
DT

221,,,,,
2

 

formula boýunça hasaplanylýar. 
 

§ 10. 3. Üst  integrallaryny  ikinji görnü i 
 

    1. Ikitaraplaýyn üst. Berlen  T üstde käbir  M  nokady belläp, ol 
nokatda üste geçirilen birlik  n  normal wektory  bir ugruny 
görkezeli . Indi M  nokat arkaly T  üstde ýerle ýän we ol üstü  
araçägi bilen umumy nokady bolmadyk ýapyk  L  çyzyk geçireli . 
M  nokady ol nokatda üste geçirilen birlik  n  wektor bilen 
bilelikde  L  çyzyk boýunça hereket etdireli . unlukda, her bir täze 
nokatda  n  wektor T  üste normal bolmagynda galmalydyr we ol 
üznüksiz üýtgemelidir. eýle hereket edip, M nokat ba daky ýerine 
gelende birlik  n  wektory  ugry ö küligine galar ýa-da onu  ugry  
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gar ylykly bolar. 
      Eger endigan T  üstde ýerle ýän we onu  araçägi bilen umumy 
nokatlary bolmadyk islendik ýapyk çyzyk boýunça ol üstü  
normaly hereket edip, ba daky ýerine gelende ugruny üýtgetmeýän 
bolsa, onda ol üste ikitaraplaýyn üst diýilýär. 
      Eger-deT üstde käbir ýapyk çyzyk bar bolup, ol çyzyk boýunça 
hereket edip normal ba daky ýerine gelende ugruny gar ylykly 
tarapa üýtgedýän bolsa, onda ol üste birtaraplaýyn üst diýilýär. 
    Ikitaraplaýyn üste mysallar: 1) tekizlik, tekizligi  islendik bölegi, 
tegelek; 2) yxzz ,  de leme arkaly kesgitlenen islendik endigan üst. 
Hakykatdan-da, üstü  her bir nokadynda normal geçirlende Oz  oku  
položitel ugry bilen ýiti burç emele getirýän tarapy onu  bir (ýokarky),  
tarapyny kütek burç emele getirýän tarapy onu  beýleki (a aky) tarapyny 
kesgitleýär; 3) Öz – özüni kesmeýän islendik ýapyk üst, mysal üçin sfera, 
ellipsoid we .m.  Göwrümi çäklendirýän üstü  her bir nokadynda normaly 
içine ugrukdyryp ol üstü  içki tarapyny, normaly da yna ugrukdyryp, 
üstü  da ky tarapyny alarys. 
     Birtaraplaýyn üste ýönekeý mysal bolup Mýobius listi 
atlandyrylýan üst hyzmat edýär.  
     2. Integraly  kesgitleni i. Käbir endigan ikitaraplaýyn  T   üstde  
kesgitlenen we üznüksiz   zyxRR ,,   funksiýa seredeli . Berlen  
T üsti nTT ,...,1   böleklere böleli .  T   üstü  we onu  böleklerini   
Oxy  tekizlige proýeksiýalaryny  D   we   nDD ,,1  bilen belgiläli . 

kD   bölekleri   meýdanlaryny  
kxyS  bilen  belgiläli . Her  kT   

bölekde erkin kikkk zyxM ,,  nokady alyp,  

                    
n

k
kxykkkn SzyxR

1
,,                            (13) 

jemi düzeli , bu ýerde 
kxyS  üstü   kT   bölegini  Oxy  tekizlige 

proýeksiýasyny  ululygydyr we ol kM  nokatda üste geçirilen 
normal    Oz    oky bilen ýiti burç emele getirýän halynda     kD   
bölegi  položitel alamaty bilen alnan meýdanyna, kütek burç emele 
getirýän halynda bolsa otrisatel alamaty bilen alynýan meýdayna 
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de dir.  (12) jeme  zyxR ,,   funksiýany   x   we  y   koordinatalara 
görä  T   üst  boýunça integral jemi diýilýär.  
       Eger  0d   bolanda (13) integral jemi  T  üstü  böleklere 
bölünmegine we ol böleklerde kM  nokady  saýlanyp alynmagyna 
bagly bolmadyk tükenikli predeli bar bolsa, onda ol 
predele zyxR ,,   funksiýany   x   we  y   koordinatalar boýunça üst 
integraly ýa-da üst integralyny  ikinji görnü i diýilýär we ol 

T

dxdyzyxR ,,  

ýazgyda belgilenýär.  
       Diýmek, kesgitlemä görä 

     
T

n

k
kxykkkd

SzyxRdxdyzyxR
10

,,lim,, .              (14) 

      Eger ikitaraplaýyn  T   üst endigan we ol ü tde zyxR ,,   
funksiýa üznüksiz bolsa, onda 0d  bolanda (13) jemi  T   üstü  
böleklere bölünmegine we  böleklerde alynýan kM  nokady  
saýlanyp alynmagyna bagly bolmadyk tükenikli predeli bardygyny 
subutsyz kabul edeli .  
     Edil a me ze likde  

T

n

k
kyzkkkd

SzyxPzdydzyxP
10

,,lim,, ,             (15) 

T

n

k
kxzkkkd

SzyxQzdxdzyxQ
10

,,lim,,              (16) 

üst integrallary  ikinji görnü ler kesgitlenýar, bu ýerde  
kyzS   we 

kxzS   degi lilikde  kT   bölegi    Oyz  we  Oxz  tekizliklere bolan 
proýeksiýasyny  ululygydyr. (14), (15) we (16) esasynda umumy 
görnü däki üst integraly kesgitlenýär: 

T

RdxdyQdxdzPdydz  

T

dxdyzyxRzdxdzyxQzdydzyxP ,,,,,, .         (17) 
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     1-nji bellik. 2-nji meseledäki (6) jem zyxR ,,   funksiýany  T   
üst boýunça x   we  y   koordinatalara görä, zyxQ ,,  funksiýany  
x   we   z  koordinatalara  görä,   zyxP ,,  funksiýany   z  we   y   
koordinatalara görä, integral jemlerini  jemidir. onu  üçin hem (7),  
(14),(15),(16) we (17)de likler esasynda üst arkaly geçýän suwuklyk 
akymy hakyndaky mesele üst integralyny  ikinji görnü ine getirýär, 
ýagny 

, , , , , ,
T

P x y z dydz Q x y z dxdz R x y z dxdy . 

     2-nji bellik. 2-nji meseledäki (4) predele hem (2) predel ýaly üst 
inegraly  birinji görnü i diýilýär we ol 

T

dSRQP coscoscos  

n

k
kkkkkkkd

SMRMQMP
10

coscoscoslim  

görnü de belgilenýär.  
     (3) we (6) formulalary ol bir jemleri (ýöne dürli görnü däki) 
änladýandygy sebäpli, olary  predelleri hem de dir (ol predeller bar 
halynda), onu  üçin hem 

T

RdxdyQdxdzPdydz  

T

dSRQP coscoscos                       (18)           

de lik dogrudyr we ol üst integrallaryny  birinji we ikinji 
görnü lerini  baglany ygyny görkezýär. 
     3. Integraly  hasaplanyly y. Üst integraly  ikinji görnü i bolan 
(14) integraly hasaplamak üçin endigan T   üst yxgz ,  de leme  
bilen berlen hasap edeli . Goý, ol üst  Oxy   tekizligi   D   ýaýlasyna 
özara-birbahaly proýektirlenýän bolsun. Bu halda (14) de likdäki 
integral jemi 

n

k
kxykkk SzyxR

1
,,  
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n

k
kxykkkk SyxgyxR

1
,,,  

görnü de ýazmak bolar. Bu de likde 0d   bolanda predele geçip, 
üstü  ýokarky tarapy üçin ( 0cos  hal üçin) 

dxdyyxgyxRdxdyzyxR
T D

,,,,,  

formulany, a aky tarapy üçin ( 0cos  hal üçin) bolsa 
dxdyyxgyxRdxdyzyxR

T D

,,,,,  

formulany alarys. ular ýaly formulalary (15), (16) we (17) 
integrallar üçin hem görkezmek bolar. 
 

§ 10. 4. Üst  integrallary  ulanyly y 
 

     1. Material üstü  massasy. Eger  T    üstde  üst dykyzlygy  
zyx ,,   bolan jisim ýerle dirilen bolsa, onda (2) we (9) 

formulalary  esasynda ol material üstü  massasy 

T

dSzyxm ,,                                 (19) 

formula boýunça kesgitlenýär. 
     2. Üstü  meýdany. Eger 1,, zyx  bolsa, onda SSm 1  
bolar we onu  üçin (19) formuladan   T   üstü    S    meydanyny 
hasaplamak üçin  

T

dSS                                           (20) 

formula alynýar. 
     3. Material üstü  agyrlyk merkezi. Ikigat integral üçin degi li 
formulalary  getirilip çykaryly yna me ze likde üst dykyzlygy  

zyx ,,   bolan    T    material üstü  ccc zyxC ,,  agyrlyk 
merkezini  koordinatalary 

,,,1

T
c dSzyxx

m
x  
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,,,1

T
c dSzyxx

m
y  

T
c dSzyxx

m
z ,,1  

formulalar boýunça kesgitlenýär, bu ýerde  m   material üstü  
massasydyr we ol (19) formula boýunça tapylýar. Birjynsly üst üçin 
( zyx ,,  hemi ) bu formulalar ýönekeý görnü i alar: 

T
c

T
c

T
c xdS

S
zxdS

S
yxdS

S
x 1,1,1 , 

bu ýerde  S  üstü  meýdanydyr we ol (20) formula boýunça tapylýar. 
      4. Material üstü  inersiýa momentleri. Ikigat integral üçin 
degi li formulalary  getirilip çykaryly yna me ze likde üst  
dykyzlygy  zyx ,,   bolan   T   material üstü  koordinatalar 
oklaryna we koordinata ba langyjyna görä inersiý momentleri 

,,,22

T
x dSzyxzyI  

,,,22

T
y dSzyxzxI  

,,,22

T
z dSzyxxyI  

T

dSzyxzyxI ,,222
0  

formulalar boýunça kesgitlenýär. 
 

§ 10. 5. Stoksu  formulasy 
 

     Stoksu  formulasy berlen üst boýunça integraly ol ü ti 
çäklendirýän ýapyk çyzyk boýunça egriçyzykly integraly 
baglany dyrýan formuladyr.  
     Goý, ýapyk  L  çyzyk bilen çäklenen  T  üst  yxgz ,  de leme 
bilen berlen bolup, ol  L   çyzygy  Oxy tekizlikdäki proýeksiýasy 
bolan      çyzyk bilen çäklenen   S    oblastyyna özara-birbahaly 
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proýektirlenýän bolsun (13-nji surat). Stoksy  formulasyny 
görkezmek üçin  L   çyzyk boýunça egriçyzykly integraly     çyzyk 
boýunça egriçyzykly integrala, ony bolsa  S  oblast boýunça ikigat 
integrala we i  so unda ikigat integraly  T   üst boýunça üst integrala 
özgerdeli . Ýapyk  L   çyzygy  yxgz ,  de leme bilen berlen   T   
üstde ýatýandygy sebäpli 

, , , , ,
L

P x y z dx P x y g x y dx                     (21) 

de lik ýerine ýetýär. § 10. 4 – däki (20) formulany  esasynda 

, , ,
S

P P zP x y g x y dx dxdy
y z y

            (22) 

de ligi alarys. 
     Eger ,,  burçlar  
      0, yxgz  
 üste geçirilen   n  normaly  
koordinata   oklary      bilen 
emele   getirýän     burçlary 
bolsa,   onda  (10)  we  (11) 
formulalary  esasynda 

        
cos
cos

y
g  

  ýada     

cos
cos

y
z  . 

Bu de ligi ulanyp, (21) formulany eýle ýazmak bolar 

dxdy
z
P

y
PdxyxgyxP

DK cos
cos,,, . 

(18) formulany  esasynda  

dS
z
P

y
Pdxdy

z
P

y
P

TD

cos
cos
cos

cos
cos  
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dS
y
P

z
P

D

coscos . 

     eýlelikde, 

dS
y
P

z
PdxyxgyxP

DK

coscos,,, . 

Bu formulany  esasynda (21) formuladan alarys: 

dS
y
P

z
PdxzyxP

DL

coscos,, . 

     Edil onu  ýaly degi li ertler ýerine ýetende 

dS
z
Q

x
QdyzyxQ

DL

coscos,, , 

dS
x
R

y
RdxzyxR

DL

coscos,,  

formulalary alarys. Bu alnan üç de likleri agzalaýyn go up, Stoksy  
formulasyny alarys: 

cos[
L T y

P
x
QRdzQdyPdx  

dS
x
R

z
P

z
Q

y
R ]coscos .                  (23) 

Bu formulany eýle hem ýazmak bolar: 

dxdy
y
P

x
QRdzQdyPdx

L T

 

dzdx
x
R

z
Pdydz

z
Q

y
R

.                      (24) 

     Bellik. Eger  T   üst  Oxy   tekizliginde ýatýan tekiz ýaýla bolsa, 
onda Stoksy  formulasyndan Grini  formulasy gelip çykýar, çünki 
bu halda de ligi  çep bölegindäki  dz    boýunça integral we sag 
bölegindäiki   dydz,  dzdx  boýunça integrallar nola de  bolar. 
 



 99

§ 10. 6. Ostrogradskini  formulasy we onu  ulanyly y 
 

     1. Ostrogradskini  formulasy. Bu formula gi ligi  ýaýlasy 
boýunça üçgat inegraly ol ýaýlany çäklendirýän üst boýunça üst 
integralyny baglany dyrýan formuladyr. Gi ligi   Oz   oka  görä  
ýönekeý bolan (§18.5 seret), a agyndan  yxzz ,1   üst, 
ýokarsyndan yxzz ,2    üst we gapdallaryndan emele getirijisi  
Oz  okuna parallel bolan silindrik üst bilen çäklenen   G   ýaýlasyna 
garaly . Onu   Oxy  tekizlige proýeksiýasyny  D   bilen belgiläli . 
Goý, zyxR ,,   we onu   zyxRx ,,   önümi  G   ýaýlada we onu  
araçäginde üznüksiz funksiýalar bolsun. Belli bol y ýaly bu halda   
(§ 8. 5 , (28) seret) 

dxdydz
z
Rdxdydz

z
R

G D

yxz

yxz

,

,

2

1

 

de lik ýerine ýetýär. unlukda,  

yxzz
yxzz

zyxRdz
z
Ryxz

yxz ,
,

,,
1

2
,

,

2

1

 

yxzyxRyxzyxR ,,,,,, 12 . 
onu  üçin hem ahyrky iki de liklerden 

dxdyyxzyxRdxdyyxzyxRdxdydz
z
R

DG D

,,,,,, 12  

de lik gelip çykýär. Bu de ligi  sag bölegindäki ikigat integrallary 
üst interrallary bilen çal yrmak bolar: birinjisini yxzz ,2 de leme 
bilen berlen  2T   üstü  ýokarky tarapy boýunça alnan üst integraly 
bilen, ininjisini yxzz ,1   de leme bilen berlen 1T   üstü  ýokarky  
tarapy ýa-da minus alamaty bilen alnan  1T   üstü  a aky tarapy 
boýunça alnan üst integraly bilen çal yrmak bolar. eýlelikde,  

dxdyzyxRdxdyzyxRdxdydz
z
R

TG T 12

,,,, , 
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bu ýerde birinji integral  2T   üstü  ýokarky tarapy boýunça, ikinjisi 

1T  üstü  a aky tarapy boýunça alnan üst integralydyr.Bu integrallara 

3T   silindrik üst boýunça alnan we nola de  bolan 

dSzyxRdxdyzyxR
TT

cos,,,,
33

 

( 3T   üstde  n   wektory   Oz   okuna perpendikulýar bolany sebäpli 
0cos  bolýany üçin) integraly go up, 

dxdyzyxRdxdydz
z
R

G T2

,,  

dxdyzyxRdxdyzyxR
TT 31

,,,,  

de ligi ýa-da 

dSzyxRdxdyzyxRdxdydz
z
R

TG T

cos,,,,  

de ligi alarys, bu ýerde  321 TTTT   berlen   G    ýaýlany 
çäklendirýän üstdir we integral ol üstü  da ky tarapy boýunça 
alynýandyr. Gi ligi   G    ýaýlasy we  ,,,,,, zyxQzyxQ y  

zyxRzyxR z ,,,,,   funksiýalar degi li ertleri 
kanagatlandyranda 

dSzyxRdxdzzyxQdxdydz
y
Q

TG T

cos,,,, , 

dSzyxRdzdyzyxPdxdydz
x
P

TG T

cos,,,,  

de likleri görkezmek bolar. Ahyrky üç de likleri agzalaýyn gosup, 
Ostrogradskini  formulasy atlandyrylýan 

RdxdyQdxdzdydzPdxdydz
z
R

y
Q

x
P

G T

      (25) 

formulany ýa-da  
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dSRQPdxdydz
z
R

y
Q

x
P

G T

coscoscos   (26) 

formulany alarys. 
     2. Ostrogradskini  formulasyny  ulanyly y. Bu formulany  
kömegi bilen  gi ligi  käbir  G  ýaýlasyny çäklendirýän  T  üst  
boýunça üst integraly ulanyp,  G  ýaýlany  göwrümini tapmak bolar. 

Hakykatdan-da,  P,  Q,  R  funksiýalary   1
z
R

y
Q

x
P  de lik 

ýerine ýeter ýaly saýlap, 

Vdxdydzdxdydz
z
R

y
Q

x
P

GG

               (27) 

de ligi alarys. onu  üçin hem bu halda Ostrogradskini  (25)  
formulasyny ulanyp,  Q   ýaýlany  göwrümini tapmak üçin 

RdxdyQdxdzdydzPV
T

 

formulany alarys.  

     Eger  zRyQxP
3
1,

3
1,

3
1  alsak, onda 1

z
R

y
Q

x
P  

bolar we onu  üçin (27) de lik ýerine ýeter. a görä-de göwrüm 
tapylýan (28) formula bu halda eýle görnü i alar: 

zdxdyydxdzdydzxV
T3

1 .                         (28) 

§ 10. 7. Wektor meýdanyny  akymy, diwergensiýasy, 
sirkulýasiýasy, rotory. Ostrogradskini  we Stoksu  formulalaryny  

wektor görnü leri 
 
     1.Wektor meýdanyny  akymy. Belli bol y ýaly (§ 10. 3-däki 1-nji 
we 2-nji bellikler esasynda) birlik wagtda  T   üst arkaly akyp geçýän 
suwuklygy     mukdary  

T

dSRQP coscoscos                          (29) 

formula bilen a ladylýär. unlukda,     ululyga suwuklygy  T   üst  
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arkaly akymy diýilýär. P,  Q ,   R  funksiýalary  RQP ,,F tizlik 
wektory  koordinatalary,  cos,cos,cos   ululyklary  üste 
geçirilen biplik  n   wektory  koordinatalary bolýandygy sebäpli, 

nF ,coscoscos RQP  
de ligi  esasynda (29) formulany 

T

dSnF ,    ýa-da   
T

n dSF                   (30) 

Görnü de ýazmak bolar, bu ýerde  nF   tizlik   F   wektory   T  üstü   
birlik  n   normalyna bolan proýeksiýasydyr: 

coscos, FnFnFnF  
(   burç  F  we n wektorlary   arasyndaky burçdur). 
     F   wektor meýdany üçin  

T
ndSF   üst integralyna ol wektor 

meýdany   T  üst arkaly akymy diýilýär. 
     Eger  F   wektor suwuklygy  hereketini  tizligini a ladýan bolsa, 
onda  F   wektor meýdany  käbir ü t arkaly akymy birlik wagtda ol 
üst arkaly akyp geçýan suwuklygy  mudaryna de dir. 
     Ba ga görnü däki wektor meýdanlary üçin akymy  ba gaça fiziki 
manysy bolar.  
     2. Wektor meýdanyny  diwergensiýasy. RQP ,,F  wektor 

meýdany üçin  
z
R

y
Q

x
P    jeme de  bolan we Fdiv   bilen 

belgilenýän skalýar  funksiýa   F   wektor meýdanyny  
diwergensiýasy  (dargamasy) diýilýär. eýlelikde, 

           .
z
R

dy
Q

x
PdivF                                (31) 

      Eger  F RQP ,,    wektor    G   oblast arkaly akyp geçýän 
suwuklygy  tizlik wektory bolsa, onda belli bol y ýaly (26) 
formulany  sag bölegindäki integral  T    üst  arkaly   G   oblastdan  
birlik wagt aralygynda çykýan suwuklygy  mukdaryny a ladýar. Ol 
formulany  çep böleginden we (31) formuladan görnü i ýaly, 
suwuklygy ol mukdary  F   wektory  diwergensiýasyny    G   
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oblast boýunça üçgat integralyna de dir. onu  üçin hem 0Fdiv   
bolanda  T   üst boýunça degi li integral hem nola de  bolar, ýagny 
ýapyk  T   üst arkaly akyp geçýän suwuklygy  mukdary nola de dir. 
     Wektor meýdanyny  akymy we diwergensiýasy dü ünjelerinden 
peýdalanyp, Ostrogradskini  (26) formulasyny wektor görnü inde 
ýazmak bolar: 

             dSdVdiv
TG

nFF , .                           (32) 

Bu de lik wektor meýdanyny  diwergensiýasyny  käbir   G   oblast 
boýunça üçgat integralyny ol oblasty çäkledirýän T üst arkaly 
wektor meýdany  akymyna de digini görkezýär. 
    3. Wektor meýdanyny  sirkulýasyýasy. Goý, wektor meýdany 

kjiF zyxRzyxQzyxP ,,,,,,              (33) 
wektor funksiýasy arkaky berlen bolsun, bu ýerde  ,,, zyxP  

zyxRzyxQ ,,,,,   funksiýalar endigan ýa-da bölek-endigan  L  
çyzykda üznüksiz funksiýalar. Onda  L  çyzyk boýunça 

L

RdzQdyPdx  

egriçyzykly integrala  F  wektor  meýdanyny    L   çyzyk boýunça 
sirkulýasiýasy diýilýär. Eger L   çyzyga geçirilen birlik gala ma  
wektor koordinatalar oklary bilen ,,  burçlaryny emele getirýän 
bolsa,onda coscoscos, RQPF F de lik esasynda 

dlFRdzQdyPdx
LL

                           (34) 

de ligi ýazmak bolar. Eger RQP ,,F  güýç meýdany bolsa, onda 
onu   L   çyzyk boýunça sirkulýasiýasy güýç meýdany   L   boýunça 
edilen i ini a ladýar. Ba ga görnü däki wektor meýdanlary üçin 
sirkulýasiýany  ba ga fiziki manysy bardyr. 
   4.Wektor meýdanyny  rotory.(33) wektory  koordinatalaryndan 
düzülen 

y
P

x
Q

x
R

z
P

x
Q

y
R ,,  
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wektora  (33)  wektor  meýdanyny  rotory  diýilýär  we   rotF   bilen 
belgilenýär, ýagny 

kjiF
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
Rrot  .         (35) 

       Ýatda saklamak üçn bu formulany 

RQP
zyx

rot

kji

F  

görnü de hem ýazmak bolar (bu ýerde P
y

 görnü däki köpeltmek 

hasylyna  
y
P  hususy önüm diýip dü ünmeli). 

     Indi (34) de likden we wektor meýdanyny  sirkulýasiýasy we 
rotory dü ünjelerinden peýdalanyp, ozal subut edilen egriçyzykly we 
üst integrallary baglany dyrýan 

ds
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

RdzQdyPdx

T

L

coscoscos
 

Stoks formulasyny wektor görnü inde ýazaly : 
 

L T

rotdlF ( F(M), n)ds = 
T

rot( F(M)nds.           (36) 

Bu  formula    F   wektor meýdanyny  ýapyk  L çyzyk boýunça 
sirkulýasiýasyny  L çyzyk bilen çäklendirilen  T   üst arkaly geçýän 
ol wektor meýdanyny  rotoryny  akymyna de digini görkezýär. 

 
§ 10. 8. Gamilton operatory we onu  ulanyly y.  

Potensial we solenoidal meýdany 
 

     1. Gamilton operatory. § 7.7 –de girizilen skalýar funksiýany  
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gradiýenti dü ünjesinden görnü i ýaly,  zyxuu ,,  skalýar 
meýdanyndan  gradu  wektor meýdanyna geçmeklige käbir amal 
(operasiýa) hökmünde garamak bolar. unlukda, ol köp häsiýetleri 
boýunça differensirleme amalyna me ze dir, ýöne bir tapawudy bu 
halda skalýar funksiýa wektor funksiýasy (differensirleme amalynda 
bolsa skalýar funksiýa skalýar funksiýasy) degi li bolýär. 
     Skalýar  u  funksiýadan gradu  wetora geçmeklik    belgi bilen 
belgilenýär we o a Gamilton (nabla) operatory diýilýär. eýlelikde, 

kji
z
u

y
u

x
ugraduu .                      (37) 

     Köp halatlarda    operatora koordinatalary 
zyx

,,   bolan 

simwoliki wektor hökmünde seretmek amatly bolýar: 

zyx
kji  .                                   (38) 

unlukda, ol operasiýany skalýar  u    funksiýa ulanmaklyk (37) 
de ligi a ladýär. 
     2. Gamilton operatoryny  ulanyly y. Bu operatory  kömegi bilen 
käbir a latmalary  ýönekeý görnü lerde ýazyly yny görkezeli . 
Onu  üçin differensirlenýän 

kjiF zyxRzyxQzyxP ,,,,,,               (39) 
wektor funksiýa seredeli . Diwergensiýany  kesgitlemesi we (38) 
de lik esasynda 

z
R

dy
Q

x
PdivF  

F,R
z

Q
y

P
x

, 

FF ,div ,                                     (40) 
ýagny  F   wektory  diwergensiýasy simwoliki    wektor bilen   F  
wektory  skalýar köpeltmek hasylyna de dir. (35) formula boýunça 

ladylan   F   wektory  rotoryny  
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kjiF
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
Rrot = 

Fkji ,
QP
yx

PR
xz

RQ
zy , 

FF ,rot ,                                      (41) 
ýagny  F   wektory  rotory simwoliki    wektor bilen  F  wektory  
wektor köpeltmek hasylyna de dir. (39) formuladaky  RQP ,,   
funksiýalary  ikinji tertipli üznüksiz hususy önümleri bar hasap edip  
we (31), (35) formulalary peýdalanyp, Frotdiv  tapaly : 

z
Q

y
R

x
rotdiv F  

y
P

x
Q

zx
R

z
P

y
 

0
222222

zy
P

zx
Q

yx
R

yz
P

xz
Q

xy
R . 

eýlelikde,  
0Frotdiv .                                      (42) 

(40) we (41) formulalary  esasynda  
FFFF ,,,,, rotrotdiv . 

Ahyrky iki formulalardan 
0,,,, FF  

de lik gelip çykýar we ol ikisi de  bolan üç wektorlary  gaty yk 
köpeltmek hasylyny  nola de digini görkezýär. 
     Ikinji tertipli üznüksiz hususy önümleri bar bolan zyxuu ,,  
funksiýa üçin (35) we (37) formulalardan peýdalanyp, gradurot üçin 

latmany tapaly . (37) formulada
z
uR

y
uQ

x
uP ,,  hasap 

edip alarys:   
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i
y
u

zz
u

y
gradurot  

kj
x
u

yy
u

xz
u

xx
u

z
 

0
222222

kji
yx

u
xy

u
xz
u

zx
u

zy
u

yz
u , 

0gradurot .                                      (43) 
(31) we (35) formulalary  esasynda bu de ligi  çep bölegini 

ugradugradurot ,,                           (44) 
görnü da ýazmak bolar. (43) we (44) formulalardan bolsa 

0, u                                         (45) 
de lik gelip çykýar. Bu de lik skalýar köpeldijileri bilen 
tapawutlanýan iki simwoliki wektorlary  wektor köpeltmek 
hasylyny  nola de digini görkezýär. 
     Goý, ikinji tertipli üznüksiz hususy önümleri bar bolan skalýar 

zyxuu ,,  funksiýa we onu  gradiýentini   F   wektor meýdany 
berlen bolsun: 

kjiF
x
u

x
u

x
ugradu . 

(31) formuladan peýdalanyp gradudiv   üçin a latmany alarys: 

z
u

zy
u

yx
u

x
gradudiv  

,2

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
u  

2

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
ugradudiv .                        (46) 

Bu de ligi  sag böleginäki a latna  u   funksiýany  Laplas operatory 
diýilýär we eýle belgilenýär: 
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2

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
uu                             (47) 

(37), (40) we (47) formulalary  esasynda (46) formulany 
2, uu                           (48) 

     Bellik. 0u  ýa-da  02

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
u  de lemä Laplas 

de lemesi diýilýär. Bu de lemäni kanagatlandyrýän zyxuu ,,  
funksiýa garmoniki funksiýa diýilýär. 
     3. Potensial we solenoidal meýdany. Eger kjiF RQP  
wektor käbir skalýar funksiýany  gradiýenti bolsa, ýagny 

kjiF
z
u

y
u

x
ugradu ,                      (49) 

onda  F   wektor meýdanyna potensial meýdany diýilýär. Ahyrky iki 
de liklerden 

z
uR

y
uQ

x
uP ,,  

de likler gelip çykýar. zyxuu ,,   funksiýany  ikinji tertipli 
üznüksiz hususy önümleri bar halynda ahyrky de liklerden 

z
Q

y
R

x
R

z
P

x
Q

y
P ,,  

de likleri ýa-da 

0,0,0
z
Q

y
R

x
R

z
P

x
Q

y
P

 

de likleri alarys. Bu de likler esasynda (35) de likden  
0Frot                                            (50) 

de lik gelip çykýär. eýlelikde, islendik potensial  F   neýdan üçin 
(50) de lik ýerine ýetýändir. Eger zyx ,,(FF )  wektor meýdany 
üçin 

OdivF  
bolsa, onda ol wektor meýdanyna solenoidal ýa-da trubka görnü li  
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wektor meýdany diýilýär. Berlen wektor meýdanyny  rotor 
meýdany  solenoidal meýdanydyr.       

 
 

§ 10. 9. Funksiýany  doly differesiallygy 
 

     1. Oblasty  birbaglany yklylyk dü ünjesi. Eger üçölçegli  G   
oblast degi li islendik ýapyk  L  çyzyk üçin ol çyzyk bilen çäklenen 
we tutu lygyna  G   oblasty  içinde ýerle ýän üst bar bolsa, onda  G 
oblasta üstleýin birbaglany ykly oblast diýilýär. eýle oblastlara ar,  
ellipsoid bilen çäklenen oblast, iki konsentrik ellipsoid bilen 
çäklenen oblast mysal bolup biler. Üstleýin birbagny ykly däl 
oblasty  mysaly içinden silindr kesilip aýrylan ar bolup biler. 
Üstleýin birbagny ykly oblastlar üçin ýerine ýtýän häsiýetler 

akdaky teoremadan gelip çykýar. 
    1-nji teorema.Eger zyxRRzyxQQzyxPP ,,,,,,,,  
funksiýalar we olaryn birinji tertipli hususy önümleri käbir ýapyk 
çäkli üstleýin birbaglany ykly  G   oblastda üznüksiz bolsa, onda 

akdaky dört tassyklamalar de güýçlüdirler, ýagny  olary  islendik 
birini  ýerine ýetmeginden beýleki üçüsi gelip çykýar: 
     1.. G oblastda ýerle ýän islendik  ýapyk  L   çyzyk üçin 

L

RdzQdyPdx 0 .                                (51) 

     2. G   oblasty  islendik  A   we  B   nokatlary üçin egriçyzykly 
integral  A  we B  nokatlary birle dirýän ýoluna bagly däldir: 

RdzQdyPdxRdzQdyPdx
AEBACB

. 

      3. RdzQdyPdx  a latma käbir funksiýany  doly 
differensialydyr, ýagny G   oblastda kesgitlenen eýle  zyxF ,,    
funksiýa tapylyp, 

RdzQdyPdxdF .                              (52) 
       4. G  oblastda  
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x
R

z
P

z
Q

y
R

y
P

x
Q ,,                      (53) 

de likler dogrudyr. 
         Subut etmekligi 

14321  
yzygiderlikde amala a yrarys.   
     a) 21  bolýandygyny görkezeli . Goý, 1 ýerine ýetsin. G 
oblasty  A   we   B   nokatlaryny birle dirýän we ol oblastda 
ýerle ýän iki ýoluna, ýagny  ACB  we  AEB  ýollaryna garaly .Onda 
olary  jemi bolan ýapyk  ACBEAL    çyzyk  hem  ol   oblastda 
ýerle ýär. onu  üçin  hem  1-nji erti    esasynda  

ACBEA ACB BEA

RdzQdyPdxdzQdyPdxdzQdyPdx0

,
ACB AEB

RdzQdyPdxRdzQdyPdx  

ýagny 
RdzQdyPdxRdzQdyPdx

ACB AEB

. 

     b) 32  bolýandygyny görkezeli . Goý, egriçyzykly 
RdzQdyPdx

AB

 

integral integrirleme ýoluna bagly däl bolsun. Eger A  nokady  
koordinatalaryny bellesek, ýagny 000 ,, zyxAA  hasap etsek, onda 
ol integrala zyxBB ,,  nokady  koordinatalaryny  funksiýasy 
hökmünde garamak bolar, ýagny 

AB

yxB

yxA

zyxFRdzQdyPdxRdzQdyPdx
,

, 00

,, . 

Ol funksiýany  differensirlenýändigini we (52) de ligi  
dogrudygyny görkezeli . Onu  üçin G oblasty  her bir zyxB ,,  

nokadynda 
x
F  we 

y
F  hususy önümleri  bardygyny we  
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       zyxR
z
FzyxQ

y
FzyxP

x
F ,,,,,,,,           (54) 

de likleri  ýerine ýetýändigini görkezmek ýeterlikdir, çünki 
zyxP ,, , zyxQ ,,  we zyxR ,, funksiýalary  üznüksizligi üçin 

(54) de lik esasynda zyxF ,,  funksiýa differensirlenýändir we 

(52) ýerine ýetýändir. 
x
F  hususy önümi  bardygyny görkezmek 

üçin zyxF ,,  funksiýany   x   üýtgeýänine  xx   artym bereli : 

1

,,,,
AB

x RdzQdyPdxzyxFzyxxFF    

zyxxBBRdzQdyPdx
AB

,,11 . 

Integraly  integrirleme ýoluna bagly däldigi esasynda 1AB  çyzygy AB  
çyzyk   bilen  Ox okuna parallel  1BB   kesimi  jemi hökmünde garamak 
bolar. a görä 

1 1

,,
BB BB

xx

x
x dxzyxPPdxRdzQdyPdxF  

de ligi alarys. Bu de ligi  sag bölegindäki kesgitli integrala orta baha 
hakyndaky teoremany ulanyp, 

zyxxP
x
Fx ,,0   100  

de ligi alarys. Bu de likde 0x bolanda predele geçip, zyxP ,,  

funksiýany   üznüksizligi sebäpli zyxP
x
F ,,  de ligi alarys. 

zyxQ
y
F ,,  we  zyxR

z
F ,,  de likleri  ýerine ýetýändigi bolsa 

a me ze likde görkezilýär. 
       ç) 43  bolýandygyny görkezeli . Goý, (52) de lik ýerine ýetsin, 
onda (54) de likler dogrudyr. onu  üçin gary yk önümler hakyndaky 
teorema esasynda 
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x
Q

yx
F

xy
F

y
P 22

 

de likleri alarys, çünki erte görä  
y
P

  we  
x
Q

  önümler üznüksizdirler. 

x
R

z
P

z
Q

y
R ,  

de likler hem edil onu  ýaly subut edilýär. 
       d) 14  görkezeli . Goý, (53) de likler ýerine ýetsin we  L  çyzyk  
G oblastda ýerle ýän erkin ýapyk çyzyk,  T  bolsa   G oblast  içinde 
tutu laýyn ýerle ýän we   L   bilen çäklenen üst bolsun. Onda Stoksu    
(23) formulasy esasynda 

                        
L

RdzQdyPdx 0 .                           (53) 

eýlelikde, teorema doly subut edildi.  

       Bellik. Egriçyzykly 
L

QdyPdx  integral üçin (53) ert  
x
Q

y
P

 

görnü i alar. 
  

G ö n ü k m e l e r 
 

Egriçyzykly integrallary  birinji görnü ini hasaplamaly: 
1. ,

L

xdl L  çyzyk  22y x  funksiýany   grafigini   (1, 1)A  we 

(1, 1 2)B  nokatlaryny  arasyndaky dugasy. 

2. 21 ,
L

x dl L  çyzyk  44y x  funksiýany   grafigini   (0, 0)A  

we (1, 1 4)B  nokatlaryny  arasyndaky dugasy. 
3. 2 ,

L

y dl L  çyzyk  2 2 2 ( 0)x y R y  töweregi  ýokarky bölegi. 

4. 2 ,
L

x ydl L  çyzyk  3 3sin , cos (0 2)x a t y a t t  astroidi   

dugasy. 
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Egriçyzykly integrallary  ikinji görnü ini hasaplamaly: 
5. 2 3 ( ) ,

L

x ydy x y dx L  çyzyk  2y x  funksiýany   

grafigini   (0, 0)A  nokatdan  (1, 1)B  nokada çenli dugasy. 
6. 2 2( ) ,

L

x y dx xydy L  çyzyk  xy e  funksiýany   grafigini   

 (0, 1)A  nokatdan (1, 1 4)B  nokada çenli aralygy   dugasy. 

7. 3 3 ,
L

xdx ydy dl L
x y

 çyzyk  2 2 2 ( 0)x y R y  töweregi  ýokarky 

bölegi.  
8. 3 2 4 2 2 3( 2 ) ( 3 4 ) ,

L

x x y y dx y x y xy dy L  a akdaky çyzyklar: 

a)  göni çyzygy  (0, 0)O  nokatdan (1, 1)A  nokada çenli kesimi; 
b) OBA döwük çyzyk, bu ýerde (1, 0)B  nokat; 
ç) 2y x  parabolany  (0, 0)O  nokatdan (1, 1)A  nokada çenli 
dugasy. 
9. 3 2 2 3 3( 3 ) ( 2 ) ,

L

x x y dx y x y dy L  a akdaky çyzyklar: 

a)  göni çyzygy  (0, 0)O  nokatdan (1, 1)A  nokada çenli kesimi; 
b) OBA döwük çyzyk, bu ýerde (1, 0)B  nokat; 
ç) 2y x  parabolany  (0, 0)O  nokatdan (1, 1)A  nokada çenli 
dugasy. 
d) 3y x  çyzygy  (0, 0)O  nokatdan (1, 1)A  nokada çenli dugasy. 
10. Çyzyklary  görkezilen dugalaryny  uzynygyny hasaplamaly: 
a) 6 cos , 6 sin , 8 (0 2 )x a t y a t z at t ; 
b) , 2 ln , (1 10)x at y a t z a t t ; 
11. Görkezilen ýapyk çyzyklar bilen çäklenen figuralary  
meýdanlaryny tapmaly: 
a) 4 4, .y x y x   b) 3 3cos , sinx a t y a t (astroida). 
12. Dykyzlygy  ( , )x y  bolan  berlen material çyzygy  dugasyny  
massasyny tapmaly:  
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a) 44 (0 1), ( , )y x x x y y .  

b) 2ln (1 4), ( , ) 1x y y x y y y . 
Üst  integrallary  birinji görnü ini hasaplamaly: 
13. 2 2 2( )

T

x y z ds , T  üst  2 2 2z R x y  ýarym sferadyr. 

14. ( )
T

y x z ds , T  üst  2 2y c z  üstü   0,x x a  tekizlikler 

bilen kesilen bölegi. 
15. 2 2( 2)

T

x y z ds , T  üst   2 22 9z x y  üstü   0z  

tekizlik bilen kesilen bölegi. 
Üst  integrallary  ikinji görnü ini hasaplamaly: 
16. 2 2( )

T

y z dxdy , T üst 29z x üstü  0, 2y y  tekizlikler  

bilen kesilen bölegini  ýokarky tarapy. 
17. 2 2 2( 3 )

T

x y z dxdz , T üst 2 2y x z üstü  0, 1y y  

tekizlikler  bilen kesilen bölegini  da ky tarapy. 

18. (2 3 4 )
T

x y z dxdy , T üst 6x y z  tekizligi  
2 2

1
4 9
x y  

silindr  bilen kesilen bölegini  ýokarky tarapy. 
19. Berlen wektor meýdanlaryny  diwergensiýalaryny tapmaly: 
a) 2 2 2 2( ) ( )x y i x y j .   b) 2 2 2( 2 3 ) ( 5 )x xy y i xy y j . 
ç) 2 3xi y j z k .   d) 2x i xy j xyzk . 
20. Berlen wektor meýdanlaryny  rotorlaryny tapmaly: 
a) 2 2 2x i y j z k .   b) 2 2 2y zi xz j x yk . 
ç) 2 2(2 3 ) ( )xyzi x y z j x z k . 
21. a bxi y j zk  wektor meýdanyny  2 2 4x y z  tekizligi  
koordinatalar oklary bilen çäklenen bölegi arkaly geçýän  akymyny 
tapmaly.  



 115 

22. a xyi yz j xzk  wektor meýdanyny  depeleri (0, 0, 0)O , 
(2, 0, 0)A , (0, 1, 0), (0, 0, 2)B C  nokatlarda bolan piramidany  üsti  

arkaly  geçýän  akymyny hasaplamaly.  
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20. a) 0. b) 2 2 2( 2 ) ( 2 ) ( 2 )x xz i y xy j z yz k . ç) ( 2 )i xy x j  
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II. 11. SAN HATARLARY 
 

§ 11.1. Hatary  ýygnanmagy we dargamagy  
 

     1. Hatary  kesgitleni i we onu  jemi. Matematikany  dürli 
bölümleri öwrenilende, eýle hem meseleleri çözmekde onu  
ulanylýan ýerlerinde tükenikli jemler bilen birlikde tükeniksiz 
jemlere, ýagny go ulyjylary  sany tükeniksiz artýan jemlere  du  
gelinýär. Ýöne beýle jemleri  hemmesi bilen tükenikli jemler bilen 
geçirilýän amallary geçirip bolmaýar. onu  üçin hem biz ilki bilen 
ol jemleri  nämäni a ladýandygyny, olary  häsiýetlerini we onu  
esasynda haýsy ertlerde tükenikli jemler bilen geçirilýän amallary 
tükeniksiz jemler bilen hem geçirip bolýandygyny anyklarys. 
     Hakyky sanlary   1 2, ,..., ,...na a a  yzygiderliginden düzülen 

1 2
1

... ...n n
n

a a a a                             (1) 

latma tükeniksiz san hatary, ýa-da ýöne hatar diýilýär. 
     unlukda, ,...,...,, 21 naaa  sanlara  onu  agzalary,    an  sana  bolsa  
umumy ýa-da  n -nji agzasy  diýilýär. Umumy  an  agzasy belli bolan 

hatar berlen hasap edilýär.  Mysal üçin,  3

1
na

n
  bolan (1) hatar 

3 3 3 3
1

1 1 1 1... ...
1 2n n n

 

görnü de ýazylýar. 
     Käbir halatlarda bolsa hatar özüni  ilkinji agzalary arkaly 

...321 aaa  
görnü de hem berilýär. Bu halda berlen agzalar boýunça ol hatary  
umumy agzasyny kesgitläp bolar. Mysal üçin, eger hatar ilkinji dört 
agzalary görkezilip, 

...
54
11

18
8

6
5

2
2  

görnü de berlen bolsa, onda onu  agzalaryny   sanawjylaryndan 
düzülen  2, 5, 8, 11  sanlar tapawudy  3 we ilkinji agzasy 2-ä de  
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bolan arifmetik progressiýany düzýär. onu  üçin ol progressiýany  
umumy agzasy bolan  13132 nn   sany sanawjylar üçin 
umumy agza hökmünde almak bolar. 2, 6, 18, 54 sanlardan durýan 
maýdalawjylar bolsa ilkinji agzasy  2-ä  we maýdalawjysy  3-e  de  
bolan geometrik progressiýany  agzalaryny a ladýar. onu  üçin 
hem geometrik progressiýany  umumy agzasy bolan 132 n  sany 
maýdalawjylar üçin umumy agza hökmünde almak bolar. 

eýlelikde, hatary  umumy agzasy 132
13

nn
na . 

     Hatary  ilkinji  n  agzalaryndan düzülen 

  
n

k
knn aaaaS

1
21 ...  

jeme hatary   bölekleýin jemi  diýilýär. 
     eýlelikde, 

1 1 2 1 2 1, , ... , ...n nS a S a a S a a .            (2) 
     Eger (1) hatary  bölekleýin jemini nS yzygiderligini  tükenikli 
predeli bar bolsa, onda ol hatara ýygnanýan hatar diýilýär. unlukda, 

nn
SS lim   predele hatary  jemi diýilýär we   

1n
naS .                                           (3) 

     Eger-de nS  yzygiderligi  predeli ýok bolsa ýa-da tükeniksizlige 
de  bolsa, onda (1) hatara dargaýan hatar diýilýär. 
    Kesgitleme esasynda hatary  ýygnanmagyny eýle ýazmak bolar: 

nn
SS lim (hatar ýygnanýar). 

Bu ýazgydan ýygnanýan hatary  jemini  ýeke-täkdigi gelip çykýar. 
     Bellik. Hatary    c  sana köpeltmek hasyly diýip 

1 2
1

... ...n n
n

ca ca ca ca  

hatara dü ünilýär. Hatary sana köpeltmek onu  ýygnanmagyna hem,  
dargamagyna hem täsir etmeýär. 
     1-nji mysal. Geometrik progressiýasyny  agzalaryndan düzülen 
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                          ...... 12 naqaqaqa                            (4) 
hatary  haýsy  ertlerde ýygnanýandygyny görkezmeli. 
   Bu hatar üçin (2) formulany  esasynda 

.1,

,1,
1... 1

qna

q
q

aqa
aqaqaS

n

n
n                           (5) 

a görä (5) de likden alarys: 
1) 1q   bolanda nS   yzygiderligi  predeli bardyr: 

q
a

q
qaS

n

nnn 11
1limlim . 

2) 1q   ýa-da  1q   bolanda  nn
Slim . 

3) 1q   bolanda (5) de likden  

2
11 n

n
aS  

bolýandygyny görýäris, ýagny aSS kk 122 ,0 , diýmek bu 
halda nS  yzygiderligi  predeli ýokdur. 
     eýlelikde,  (4) hatar 1q   bolanda ýygnanýar we  1q   
bolanda bolsa dargaýar.  

     2-nji mysal. 
1

1
2n n n

 hatary  ýygnanýandygyny görkezmeli 

we onu  jemini tapmaly. 
      Bu hatar üçin 

1 1 1 1 1 1...
1 3 2 4 3 5 ( 2) ( 1) 1 ( 2)nS

n n n n n n
 

1 1 1 1 1 11 ...
2 3 2 4 3 5
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1 1 1 1 1 1
2 1 1 2n n n n n n

 

1 1 1 11
2 2 1 2n n

. 

a görä-de 
1 3 1 1 3lim lim
2 2 1 2 4nn n

S
n n

. 

     Diýmek, kesgitleme boýunça garalýan hatar ýygnanýar we onu  
jemi  3 4S .  
     2. Hatary  ýygnanma ertleri.  Hatarlar nazaryýetini  esasy 
meselelerini  biri onu  ýygnanýandygyny ýa-da dargaýandygyny 
anyklamakdyr. Dürli amaly meseleler çözülende köplenç, hatary  
ýygnanýandygyny (jemini tapmazdan) ýa-da dargaýandygyny 
anyklamak talap edilýär. a görä,  ilki bilen hatary  ýygnanmagy 
we dargamagy bilen baglany ykly a akdaky ertlere garaly . 
     1-nji teorema (hatary  ýygnanmagyny  zerur erti). Eger hatar 
ýygnanýan bolsa, onda onu  umumy agzasyny  predeli nola de dir, 
ýagny 

0lim nn
a .                                         (6) 

       Goý, (1) hatar ýygnanýan bolsun, ýagny 
     SSnn

lim ,                                         (7) 

onda ýygnanýan yzygiderligi  häsiýeti esasynda 
SSnn 1lim .                                         (8) 

(7) we (8) de likleri    esasynda  (2)   de likden    gelip   çykýan 
 1nnn SSa  de likde predele geçip, (6) de ligi alarys.  
     Bellik. (1) hatary  ýygnanmagy üçin (6) de lik di e zerur ert 
bolup, ol ýeterlik däldir. Onu eýledigi a akdaky mysalda 
görkezilýär. 

     3-nji mysal. 
1

1 1 1 11
2 3n n n

    garmoniki     hatary   
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dargaýandygyny görkezmeli. 

      Bu hatar üçin 1lim lim 0nn n
a

n
, ýagny (6) ert ýerine ýetýär, 

ýöne ol dargaýar. Hakykatdan-da, eger tersine, ol ýygnanýar diýip 
güman etsek, onda onu  S  jemi üçin  

2 2lim , lim , lim( ) 0n n n nn n n
S S S S S S S S . 

Ol bolsa  

2
1 1 1 1 1

1 2 2 2 2n nS S n
n n n n

 

de sizlige gar y gelýär. eýlelikde, garmoniki hatar dargaýar.  
     Bu teoremadan eýle netije gelip çykýar. 
     Netije (hatary  dargamagyny  ýeterlik erti). Eger  

0lim nn
a                                            (9) 

bolsa, onda (1) hatar dargaýar. 
      Tersine güman edeli . Goý, (1) hatar ýygnanýan bolsun, onda 
1-nji   teorema  boýunça   (6)   de lik  ýerine   ýetýär  we  ol  (9)  erte  
gar y gelýär. Bu gar ylyk bizi  güman etmämizi  nädogrudygyny, 
ýagny hatary  dargaýandygyny görkezýär.  

     4-nji mysal. 
1

2 1
3 5n

n
n

 hatary  ýygnanmagyny der emeli. 

      Bu  hatar  üçin    2 1 2lim lim
3 5 3nn n

na
n

,  ýagny  (9)  ert  ýerine  

ýetýär we onu  üçin netije boýunça hatar dargaýar.  
         Hatary  ýygnanmagyny  zerur we ýeterlik erti subutsyz 
alynýan a akdaky teoremada getirilýär  
     2-nji teorema (Ko ini  kriterisi). 0   üçin on   tapylyp, 

onn   we   p    üçin 

             
pn

nk
ka

1
                                       (10) 
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de sizligi   ýerine  ýetmegi  (1) hatary  ýygnanmagy üçin zerur we 
ýeterlikdir. 
      3. Hatary  galyndysy we onu  häsiýetleri.  (1) hatary  ilkinji  n   
agzalaryny  ta lanmagyndan alnan 

1nk
ka                                        (11) 

hatara (1) hatary   galyndysy diýilýär we ol    nr    bilen belgilenýär. 
    3-nji teorema. Eger hatar ýygnanýan bolsa, onda onu  islendik 
galyndysy hem ýygnanýar we tersine, eger hatary  haýsy-da bolsa 
bir galyndysy ýygnanýan bolsa, onda hatary  özi hem ýygnanýar. 

unlukda,  
                                        nn rSS                                         (12) 

de lik dogrudyr. 

       Eger    
pn

nk
kp

m

k
km aSaS

11

~,    degi lilikde (1) we (11) 

hatarlary   bölekleýin  jemleri bolsalar, onda  

m n pS S S                                         (13) 
bolar. Bu de likde  görnü i ýaly, bellenen  n   üçin SSmm

lim  

predeli  bar bolmagy  üçin lim pp
S  predeli  bar bolmagy, ýagny (1) 

hatary  ýygnanmagy üçin  (12) hatary  ýygnanmagy zerur we 
ýeterlikdir. onu  esasynda (13) de likde   m  bolanda predele 
geçip, (12) de ligi alarys.  
     Bu teoremadan eýle netijeler gelip çykýar. 
     1. Eger hatar ýygnanýan bolsa, onda ol hatardan tükenikli sany 
agzalary  go ulmagyndan, eýle hem, ta lanmagyndan alnan hatar  
ýygnanýar. 
     2. Eger hatar ýygnanýan bolsa, onda onu  galyndysyny  predeli  
nola de dir, ýagny   0lim nn

r . 
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§  11. 2. Agzalary  otrisatel  däl hatarlar 
 

      1. Agzalary otrisatel däl hatarlary  ýygnanma ny any. Hatarlary  
der emekligi onu  agzalary otrisatel däl bolan halyndan ba laly , 
çünki eýle hatarlary  ýygnanýandygyny ýa-da dargaýandygyny 
anyklamak  ýe ildir.  
     4-nji teorema. Agzalary otrisatel däl (1) hatary  ýygnanmagy 
üçin onu  bölekleýin jemlerini  yzygiderligini  ýokardan çäkli 
bolmagy zerur we ýeterlikdir. 
      Eger   n    üçin   0na    bolsa,  onda  (1)  hatary    nS    
bölekleýin jemi üçin 01 nnn aSS    de sizlik ýerine ýetýär. Ol 
bolsa   nS  yzygiderligi  kemelmeýändigini a ladýar. Kemelmeýän 
yzygiderligi  predelini  bar bolmagy üçin bolsa onu  ýokardan 
çäkli bolmagy zerur we ýeterlikdir  
     Bu teoremany ertlerinde hatary   S  jemi we n üçin  

nS S .                                             (14) 
     2. De dirme ny anlary. Hatarlary der emekde ulanylýan 
usullary  biri-de de dirme usulydyr. Ol bolsa de dirme 
ny anlaryny ulanmaklyga esaslaýar. unlukda, de dirilýän hatar 
hökmünde ýygnanýandygy  ýa-da  dargaýandygy  mälim  bolan  
hatarlar ulanylýar. Ony görkezmek üçin  

1n
na ,                                          (1) 

1n
nb                                          (15) 

hatarlara garaly . 
    5-nji teorema (1.d.n.). Goý, (1) we (15) hatarlary  agzalary 

n üçin 
nn ba0                                      (16) 

de sizlikleri kanagatlandyrýan bolsun. Onda (15) hatary  
ýygnanmagyndan (1) hatary  ýygnanmagy, (1) hatary  
dargamagyndan bolsa (15) hatary  dargamagy gelip çykýar. 
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      Goý,  

1 1
,

n n

n k n k
k k

S a S b  

we (15) hatar ýygnanýan bolsun. Onda  nS  yzygiderlik ýygnanýar 

we (15) hatary  S  jemi üçin (14) esasynda nS S  bolar. onu  

üçin (16) de sizlik esasynda n nS S S  de sizlik gelip çykýar. 
a görä 4-nji teorema boýunça (1) hatar ýygnanýar. 

     Eger (1) hatar dargaýan bolsa, onda (15) hatar hem dargaýar, 
çünki tersine bolan halda teoremany  subut edilen bölegi esasynda 
(1) hatar ýygnanýan bolup, ol bolsa teoremany ertine gar y gelýär. 

eýlelikde, (15) hatar dargaýar.  
       2-nji bellik. Teoremany  tassyklamalary (16)  de sizlikler käbir   

1on    agzadan ba lap ýerine ýetende hem dogrudyr, çünki 3-nji 
teoremany  1-nji netijesi boýunça hatary  tükenikli sany 
agzalaryny   ta lanmagy onu  ýygnanmagyna täsir etmeýär.. 
      1-nji de dirme ny anyndan 1-nji mysal esasynda amalyýetde 
ulanmak üçin amatly bolan eýle netije alynýar. 
     1-nji netije. Eger   n    üçin  (ýa-da käbir   1on    agzadan 
ba lap)     1,0 qqa n

n    ert  ýerine  ýetse,  onda  (1)  hatar  
ýygnanýar, eger-de   1, qqa n

n    ert ýerine ýetse, onda (1) 
hatar dargaýar. 

     5-nji mysal. 
1 31n

nn
n  hatary  ýygnanmagyny der emeli. 

      Bu hatary  umumy agzasy üçin   nnn n
na

3
1

31
,   ýagny   

3
1q    üçin   n

n qa    de sizlik ýerine ýetýär. a görä-de,  1-nji 

netije esasynda garalýan hatar ýygnanýar.  
     6-njy teorema (2.d.n.). Eger agzalary položitel bolan (1) we (15)  
hatarlar üçin 
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lim n

n
n

a k
b

   ( 0 k )                              (17) 

predel bar bolsa, onda (1)   we (15)  hatarlary  ikisi hem birwagtda 
ýygnanýar ýa-da dargaýar. 
      Predeli  kesgitlemesi we (17) de lik esasynda  0  üçin 
eýle on   nomer tapylyp, on n   üçin  

n

n

a k
b

 

de sizlik ýerine ýetýär. Ondan bolsa on n   üçin 

,n n

n n

a ak k k
b b

 

de sizlik gelip çykýar.   sany  k  bolar ýaly alyp we k m  
( 0), ( 0)m k M M  begilemeler girizip, on n   üçin 

n

n

am M
b

  ýa-da  n n nmb a Mb                   (18)               

de sizligi alarys. Eger (15) hatar ýygnanýan bolsa, onda 
1

n
n

Mb  

hatar hem ýygnanýar. a görä (18) de sizlikleri  sagkysy we 
1.d.n. boýunça (1) hatar hem ýygnanýar. Eger (1) hatar ýygnanýan 

bolsa, onda (18) de sizlikleri  çepkisi we 1.d.n. boýunça  
1

n
n

mb  

hatar ýygnanýar. onu  üçin (15) hatar hem ýygnanýar. 
    Eger-de (1) we (15) hatarlary  haýsy-da biri dargaýan bolsa, onda 
olary  ikinjisi hem dargaýandyr, çünki ol ýygnanýar diýip güman 
edenimizde, teoremany  subut edilen bölegi boýunça birinji hatar 
hem ýygnanýan bolardy, ol bolsa erte gar y gelýär.  
     3. Ko ini  we Dalamberi  ny anlary. Hatarlary der emekligi 
onu  öz agzalaryny  häsiýetleri esasynda hem  geçirmek bolar. 
     7-nji teorema (Ko ini  ny any). Eger  agzalary otrisatel  däl (1)  
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hatar üçin 
ran

nn
lim                                      (19) 

predel bar bolsa, onda ol hatar   1r    bolanda ýygnanýar,    1r    
bolanda bolsa dargaýar. 
      Yzygiderligi  predelini  kesgitlemesi we (19) esasynda   

0    üçin   on   tapylyp,  0nn    üçin 

rar n
n                                 (20) 

de sizlikler ýerine ýetýär.  
     Eger  1r   bolsa, onda     sany 1rq   bolar ýaly saýlap 
almak bolar (mysal üçin,  eger r1  bolsa). onu  üçin (20) 
de sizlikleri  ikinjisi esasynda 0nn    üçin   , nn

n na q a q  
( 1)q de sizlik ýerine ýeter we onü  üçin 1.d.n. netijesi boýunça 
(1) hatar ýygnanýar.  
     Eger-de  1r   bolsa,  onda      sany  1q r   bolar ýaly 
almak bolar (mysal üçin,  eger 1r  bolsa). onu  üçin (20) 
de sizlikleri  birinjisi esasynda 0nn    üçin   , nn

n nq a q a  
( 1)q de sizlik ýerine ýeter we onü  üçin 1.d.n. netijesi boýunça 
(1) hatar dargaýar.  
     8-nji teorema (Dalamberi  ny any). Eger agzalary položitel (1) 
hatar üçin 

r
a

a

n

n

n

1lim                                    (21) 

predel bar bolsa, onda ol hatar   1r    bolanda ýygnanýar,    1r    
bolanda bolsa dargaýar. 
      Yzygiderligi  predelini  kesgitlemesi we (21) de lik esasynda   

0  üçin   on   tapylyp,  onn    üçin  

r
a

ar
n

n 1                                      (22) 

de sizlikler ýerine ýetýär. 
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           Eger  1r   bolsa, onda  0   sany  1rq   bolar ýaly 
saýlap almak bolar. onu  üçin (22) de sizlikleri  ikinjisi esasynda 

on n  üçin 1
1, ( 1)n

n n
n

a q a qa q
a

de sizlik ýerine ýeter, 

ýagny ol de sizlik 1, 2, 3,o o on n n n n n  üçin ýerine 
ýeter. onu  esasynda 

2 3
2 1 3 2 1 4 3 1, , ,

o o o o o o o on n n n n n n na a q a a q a q a a q a q (23) 
de sizlikler ýerine ýetýär. 1q  bolanda geometrik progressiýany  

hataryny  ýygnanýandygy sebäpli (1-nji mysal),  1
1

o

n
n

n
a q  hatar 

hem ýygnanýar. onu  üçin (23) de sizlik we 1.d.n. boýunça (1) 
hatary  galyndysy ýygnanýar. a görä 3-nji teoremany  2-nji 
netijesi boýunça (1) hatary  özi  hem ýygnanýar. 
      Eger-de  1r   bolsa,  onda      sany  1q r   bolar ýaly 
saýlamak bolar. onu  üçin (22) de sizlikleri  birinjisi esasynda 

on n  üçin 1
1, ( 1)n

n n
n

aq a qa q
a

. Ol bolsa 1on  nomerden 

ba lap hatary  agzalaryny  artýandygyny görkeýär we onu  üçin 
hatary  ýygnanmagyny  zerur erti ýerine ýetmeýär we hatar 
dargaýar.   

     6-njy mysal. 
1

2
3 1

n

n

n
n

hatary  ýygnanmagyny der emeli. 

      Bu hatar üçin   

2 2 2lim lim lim 1
3 1 3 1 3

n

n n
nn n n

n na
n n

. 

a görä-de Ko ini  ny any boýunça hatar ýygnanýar.  

     7-nji mysal. 
3

1 2 !n
n

n
n

  hatary  ýygnanmagyny der emeli. 
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3 3

1 1

( 1),
2 ! 2 ( 1)!n nn n

n na a
n n

, 

 
23 3 3

1
1 1 3

( 1) 2 !( 1) 1 1 1:
2 ( 1)! 2 ! 2 ( 1)! 2

n
n

n n n
n

a n n n n n
a n n n n n n

 

de likleri  esasynda 
2

1 1 1 1lim lim lim 0 1
2

n

n n n
n

a n
a n n

 

bolýandygy  üçin  Dalamberi    ny any  boýunça hatar ýygnanýar.  
            3. Ko ini  integral ny any.   Funksiýalary   käbir görnü i  
üçin hususy  däl  integraly  ýygnanmagy hatary  ýygnanmagy  bilen 
baglany yklydyr. 
     9-njy teorema (Ko ini  integral ny any). Eger     f     funksiýa   

,1   aralykda üznüksiz, otrisatel däl we artmaýan bolsa, onda 

1k
kf                                    (24) 

hatar we  

1

dxxf                                   (25) 

hususy däl integral birwagtda ýygnanýar ýa-da dargaýar. 

          Goý, kkkPk ,1,   we   
n

k
n kfS

1
   bolsun.   f   

funksiýany  artmaýandygy esasynda   1kxk    bolanda 
kfxfkf 1                             (26) 

de sizlikler ýerine ýetýär we ert boýunça  f   funksiýa her  bir    Pk   
kesimde integrirlenýär. onu  üçin (26) de sizlikleri    k – dan    
k+1   çenli integrirläp we so ra jemläp, 

n

k

n

k

k

k

n

k
kfdxxfkf

11

1

1
1  

de sizlikleri alarys. Olardan bolsa 
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n

n

n SdxxffS
1

1
1 1                        (27) 

de sizlikler gelip çykýar. 

     Goý, (25) integral ýygnanýan we 
1

f t dt M  bolsun, onda 

n      üçin 
1

1

n

Mdxxf   bolar. Onu    esasynda  bolsa  (27) 

de sizlikleri  birinjisinden  MfSn 11  de sizlik gelip çykýar, 
ýagny nS  yzygiderlik ýokardan çäklidir. Onu  kemelmeýändigi 
bolsa (24) hatary  agzalaryny  otrisatel däldiginden gelip çykýar. 

eýlelikde, ol yzygiderligi  predeli bardyr, ýagny (24) hatar 
ýygnanýar. 
     Goý, (24) hatar ýygnanýan bolsun we   nn

SS lim . unlukda, 

nS  yzygiderligi  kemelmeýändigi üçin  SSn .   ,1B    
üçin   n + 1  B   erti kanagatlandyrýan  n   sany görkezmek 
bolar. onu  esasynda (27) de sizlikleri  ikinjisini ulanyp,  

,1B   üçin 

SSdxxfdxxf n

nB 1

11

 

de sizligi alarys. Ondan bolsa otrisatel däl funksiýany  hususy däl 
(25) integralyny  ýygnanýandygy gelip çykýar. 
       Eger (24) hatary  ýa-da (25) integraly  haýsy-da birisi dargaýan 
bolsa, onda olary  beýlekisi hem dargaýandyr, çünki tersine güman 
etmegimiz teoremany  subut edilen bölegi esasynda  olary   ikisini   
hem  ýygnanýan  bolmagyna alyp barýar, ol  bolsa  erte gar y 
gelýär.  
       eýlelikde, (24) hatar bilen (25) integraly  ikisi hem birwagtda 
ýygnanýarlar ýa-da dargaýarlar. 
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       8-nji mysal.  
1

1
n

pn
  hatary   p  parametri   haýsy bahalarynda 

ýygnanýandygyny we dargaýandygyny anyklamaly. 

         Bu hatary  agzalary  bolan  pn
nf 1   üçin  px

xf 1   

funksiýa    x   1  bolanda  položitel   we    0p    üçin    artmaýar,  
ýagny bu halda  9-njy teoremany   ertleri  ýerine  ýetýär. onu   
üçin ol  teorema  esasynda   hatar  p > 1 bolanda ýygnanýar, 
0 1p   bolanda bolsa dargaýar, çünki bu halda (24) hususy däl 
integral 

dx
x p

1

1  

görnü i  alar  we  ol  integraly    p > 1   bolanda ýygnanýandygy, 
0 1p   bolanda bolsa dargaýandygy ozaldan mälimdir. Eger-de   

0p     bolsa,  onda   01lim pn n
  we onu  üçin hatar dargaýar. 

eýlelikde, hatar   p > 1    bolanda  ýygnanýar  we  1p    bolanda  
bolsa dargaýar.  
     Bellik. Eger hatary  ähli agzalary otrisatel bolsa, onda ony –1 
sana köpeldip, ähli agzalary položitel hatary alarys. onu  üçin 
beýle hatarlary der emek üçin hem agzalary otrisatel däl hatarlar 
üçin subut edilen teoremalary ulanmak bolýar, çünki  hatary   
agzalaryny  sana  köpeltmeklik onu   ýygnanmagyna-da, 
dargamagyna-da täsir etmeýär. 

 
§  11. 3. Agzalaryny   alamatlary üýtgeýän  hatarlar 

 
     1.Agzalaryny  alamatlary gezekle ýän hatarlar. Agzalaryny  
alamatlary üýtgeýän hatarlary öwrenmekligi olary  hususy haly 
bolan islendik iki go y agzalaryny  alamatlary  dürli    bolan    
hatardan ba laly . eyle  hatara agzalaryny  alamatlary gezekle ýän  
hatar diýilýär we ol 



 130

n
n

n
n

n aaaaaa
1

1
4321

1 11        (28) 

görnü de ýazylýar, bu ýerde   Nn    üçin    an > 0. 
       10-njy teorema (Leýbnisi  ny any). Eger (28) hatary  agzalary 
üçin 

1o.  ,0lim nn
a  

  2o.   Nnaa nn ,1  
ertler ýerine ýetse, onda (28) hatar ýygnanýar we 

,122 nn SSS                                        (29) 

1,n n nr S S a                                     (30) 
bu ýerde   S   we   Sn   degi lilikde (28) hatary  jemi we bölekleýin 
jemi. 

     Eger 
n

k
k

k
n aS

1

1)1( bolsa, onda 2-nji ert esasynda n   

üçin ,022122)1(2 nnnn aaSS  ýagny nS2  kemelmeýän 
yzygiderlikdir. Ondan ba ga-da 

1212223212 )()( aaaaaaaS nnnn  
de sizligi  esasynda ol yzygiderlik ýokardan çäklidir. Diýmek, onu   

SS nn 2lim  predeli bardyr. a görä 12212 nnn aSS  de lik we 

1-nji ert esasynda 12nS   yzygiderligi  hem predeli  bardyr: 
.limlimlim 12212 SaSS nnnnnn
 

eýlelikde, SSnn
lim  predel bardyr we  (28) hatar ýygnanýar. 

Indi (29) we (30) de sizlikleri görkezeli . 2-nji ert  esasynda 
2 1 2 1 2 2 1 2 1n n n n nS S a a S , 

ýagny 12nS artmaýar. a görä SSS nnnn 212 limlim de likleri  

we nS2   yzygiderligi  kemelmeýändigi esasynda (29)  de sizlikler 
gelip çykýar. Ony  2 1 2 2 2 1n n n nS a S S a   görnü de ýazyp,    
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nn aSS 212   we 122 nn aSS      de sizlikleri   alarys.  Olardan   
bolsa   n    üçin  (30)  gelip çykýar.  

      9-njy mysal. 
1

1 011
n

p
n p

n
  hatary  ýygnanmagyny 

der emeli. 
      Agzalaryny  alamatlary gezekle ýän bu hatar  üçin  p > 0  
bolanda Leýbnisi  ny anyny   ertleri ýerine ýetýär. a  görä 
hatar ol ny an esasynda ýygnanýar.  
     Bu hatary  hususy haly bolan  1p    bolanda alynýan 

1

1

1 1
4
1

3
1

2
1111 n

n

n

n
 

hatar hem ýygnanýar we onu      S   jemi  üçin (29) esasynda 1n    
bolanda 6521 S   de sizlikler ýerine ýetýär. 

2. Absolýut ýygnanýan hatarlar. (1) hatar  bilen  bilelikde onu  
agzalaryny  absolýut ululyklaryndan düzülen 

1n
na                                                    (31) 

hatara garaly . 
      Eger (1) hatary  agzalaryny  absolýut ululyklaryndan düzülen (31) 
hatar ýygnanýan bolsa, onda (1) hatara absolýut ýygnanýan hatar diýilýär. 

11-nji teorema. Her bir absolýut ýygnanýan hatar ýygnanýandyr. 
      Eger  (31) hatar  ýygnanýan  bolsa, onda  Ko ini   kriterisi esasynda   

0  üçin onN   tapylyp,   onn   we  Np   üçin 
pn

nk
ka

1
 

de sizlik ýerine ýetýär. a görä    n   we   p   belgileri ol bir bahalary 
we  0    üçin 

pn

nk
k

pn

nk
k aa

11

, 

ýagny Ko ini  kriterisi boýunça (1) hatar ýygnanýar.                           
     Bellik. (1) hatary   ýygnanmagyndan  (31) hatary   ýygnanmagy 
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gelip çykmaýar. O a 9-njy mysaldaky hatardan 1p  bolanda 
alynýan we ýygnanýan  

1

1

11 n

n n
                                            (32) 

hatar mysal bolup biler, çünki bu hatary  agzalaryny  absolýut 
ululyklarynyndan düzülen hatar dargaýan garmoniki hatardyr. 
     Eger (1) hatar ýygnanýan bolup, (31) hatar dargaýan bolsa, onda 
bu halda (1) hatara ertli (absolýut däl) ýygnanýan hatar diýilýär. 

eýle hatara (32) hatar mysal bolup biler. 

     10-njymysal. 111
1

1 p
nn

p
n  hatary  absolýut 

ýygnanmagyny der emeli. 
  Bu hatary   agzalaryny  absolýut ululyklaryndan düzülen 

1

1
n

pn
 

hatar 8-nji mysal esasynda   1p   bolanda ýygnanýar we onu  
üçin berlen hatar absolýut ýygnanýar, 11-nji teorema esasynda bolsa 
ol ýöne hem   ýygnanýar.  
      4. Hatarlar bilen geçirilýän amallar. Eger (1) hatardan ba ga  

1
n

n
b                                                   (33) 

hatara garasak, onda olardan alynýan 

1 1 2 2
1
( ) ( ) ( ) ( )n n n n

n
a b a b a b a b           (34) 

hatara (1) we (33) hatarlary  algebraik jemi diýilýär. 
12-nji teorema. Eger (1) we (33) hatarlar ýygnanýan bolsa onda 

(34) hatar hem ýygnanýr we  

1 1 1
( )n n n n

n n n
a b a b                              (35) 

de lik dogrudyr. 
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 Eger 
1

n

n k
k

S a ,  
1

n

n k
k

S b  we  
1
( )

n

n k k
k

S a b  bolsa, onda 

n n nS S S  bolar  we ert boýunça  lim , limn nn n
S S S S  

predeller bardyr.  onu  üçin  

1 1
lim lim limn n n n nn n n n n

S S S S S a b S , 

ýagny (35) ýerine ýetýär we 

1 1 1
( )k k n n

k n n
S a b a b S S .  

     Agzalary  
1 2 1 1 ( 1, 2, )n n n nc a b a b a b n                      (36) 

de lik boýunça kesgitlenýän  

1 2
1

n n
n

c c c c                                 (37)          

hatara (1) we (33) hatarlary  köpeltmek hasyly diýilýär. 
     Absolýut ýygnanýan (1) we (33) hatarlary  köpeltmek hasyly 
bolan (37) hatary  hem absolýut ýygnanýandygyny we onu  jemini  
(1) we (33) hatarlary  jemlerini  S S  köpeltmek hasylyna 
de digini belläli . 
     Bellik. Tükenikli jemden tapawutlylykda hatarlar bilen ähli 
amallary ýerine ýetirip bolýan däldir,ýöne 12-nji teoremdan görnü i 
ýaly ýygnanýan hatarlary go up hem, aýryp hem bolýar. unlukda, 
alynýan hatarlar hem ýygnanýar. Islendik hatarda onu  agzalaryny  
orunlaryny üýtgedip, eýle hem onu  agzalaryny toparlap bolýan 
däldir. Mysal üçin, eger 

1 1

1
( 1) 1 1 1 1 ( 1)n n

n
                   (38) 

hatary  agzalaryny  
1 (1 1) (1 1) (1 1) 1 0 0  

görnü de ýa-da  
(1 1) (1 1) (1 1) 0 0 0  
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görnü de toparlasak, onda iki halda hem ýygnanýan hatar alynýar 
we olary  jemleri degi lilikde  1  we  0  bolar. Ýöne (38) hatar 
dargaýar, çünki ol hatar üçin  

2 2 10 ( 1, 2, ), 1 ( 0, 1, 2, )n nS n S n  
we onu  esasynda bölekleýin jemleri  predeli ýokdur. 
     Eger hatar absolýut ýygnanýan bolsa, onda bu halda ol hatary  
agzalaryny  orunlaryny  üýtgedilmeginden alynýan hatar hem 
absolýut ýygnanýar we hatary  jemi önküligine galýar. 
     Eger hatar ertli ýygnanýan bolsa, onda bu halda ol hatary  
agzalaryny  orunlaryny üýtgedip, onu  jemi islendik sana de  bolar 
ýaly edip, hat-da ol hatary dargaýan hatar görnü ine hem özgertmek 
bolýandygyny görkezmek bolar. 

G ö n ü k m e l e r 
 
Hatarlary  jemlerini tapmaly: 

1. 1 1 11
4 16 64

              2. 1 1 11
5 25 125

 

3. 2 4 81
3 9 27

              4. 3 9 271
4 16 84

 

5. 
1

1
(2 1)(2 1)n n n

.             6. 
1

1
(3 2)(3 1)n n n

. 

7. 
1

1
(4 3)(4 1)n n n

.             8. 
1

1
( 1)( 2)n n n n

. 

De dirme ny anlaryny ulanyp, hatarlary  ýygnanmagyny 
der emeli: 

9.  2
1

5
1 5

n

n
n

.               10. 2
1

1
6n n

.                   11.  
1

2
(2 1)

n

n
n n

. 

12. 
2

1

1
1n n n

.          13. 
3 2

1

1
2 3n n n

        14.  2
2n

n n
n n

. 

 
Ko ini  integral ny anyny ulanyp, hatarlary  ýygnanmagyny  
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der emeli:: 

15.  
1

1
n n n

.               16. 2 2
1

1
n a n

.                   17.  
2

1
lnn n n

. 

Dalamberi  we Ko ini  ny anyny ulanyp, hatarlary  ýygnanmagyny 
der emeli:  

18. 2
1

(2 )!
( !)n

n
n

.               19. 
1 6

a

n
n

n .                     20. 
1

2
3 (2 1)

n

n
n n

. 

21. 
4

1 3n
n

n .                    22. 
1

3 1
4 2

n

n

n
n

          23. 
1

5 2
3 1

n

n

n
n

 

Agzalaryny  alamatlary üýtgeýän hatarlary  ýygnanmagyny 
der emeli:  

24. 1
2

1

1( 1)n

n n
.          25. 1

1

1( 1)
!

n

n n
         26. 2

1

( 3)
1 ( 3)

n

n
n

. 

27. 1

1
( 1)

2 1
n

n

n
n

.      28. 3
1

cos
n

an
n

             29. 
1

1

( 1)n

n n n
 

Hatarlary  absolýut ýa-da ertli ýygnanmagyny der emeli:  

30. 1

1

1( 1)n

n n
.          25. 

1

1

( 1)
3 (3 1)

n

n n n
         26. 

1

1

( 1)
3

n

n
n n

. 

 
J o g a p l a r 

 
1. 4 3 . 2. 5 6  . 3. 3.  4. 4 7 .  5. 1 2   6. 1 3 . 7. 1 4 . 8. 3 4 . 
 9. Ýygnanýar.  10. Ýygnanýar. 11. Dargaýar.  12. Ýygnanýar. 
13.Ýygnanýar.  14. Dargaýar. 15. Ýygnanýar. 16.  Ýygnanýar.  
17.  Dargaýar.   18. Dargaýar.  19. Ýygnanýar. 20.Ýygnanýar.   
21. Ýygnanýar. 22.  Ýygnanýar. 23.  Dargaýar. 24. Ýygnanýar. 
25.Ýygnanýar. 26. Ýygnanýar. 27.  Dargaýar.  27.  Ýygnanýar. 
28. Ýygnanýar. 29. Ýygnanýar. 30. ertli ýygnanýar. 31, 32.  
Absolýut ýygnanýar. 
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II. 12. FUNKSIONAL YZYGIDERLIKLER  
WE HATARLAR 

 
§ 12.1.  Funksional yzygiderligi  we  hatary  ýygnanmagy 

 
     1. Funksional yzygiderligi   ýygnanmagy.  Agzalary  käbir    X   
köplükde kesgitlenen funksiýalar bolan 

1 2, ,..., ,...nf x f x f x                                       (1) 
yzygiderlige funksional yzygiderlik diýilýär we ol   xfn    bilen 
belgilenilýär. x a X  nokat üçin  ol  afn   san yzygiderligidir. 

onu  üçin nokatda funksional yzygiderligi  der eli i san 
yzygiderligi ki ýalydyr. 
      Eger afn  yzygiderligi  predeli bar bolsa, onda (1) 
yzygiderlige  a   nokatda ýygnanýan funksional yzygiderlik diýilýär. 
Eger  afn   yzygiderlik dargaýan bolsa, onda (1) yzygiderlige   a  
nokatda dargaýan funksional yzygiderlik diýilýär.  
    Eger (1) yzygiderlik her bir x X  nokatda ýygnanýan bolsa, onda 
onu  predeli käbir xf  funksiýa bolar we o a (1) yzygiderligi  
predeli diýilýär we ol   

lim ,nn
f x f x x X                            (2) 

görnü de ýa-da  gysgaça   ff
En   görnü de ýazylýar. 

    unlukda,   X   köplüge yzygiderligi  ýygnanma oblasty diýilýär.      
    Aýdylanlardan we (2) ýazgydan peýdalanyp, yzygiderligi  X  
köplükde  ýygnanmagyna eýle kesgitleme bermek bolar. 
      Eger 0  we  her  bir x X   üçin xnn oo ,   tapylyp, 

onn  üçin  xfxfn  de sizlik ýerine ýetse, onda  xfn   
yzygiderlige  X  köplükde   xf    funksiýa ýygnanýan yzygiderlik 
diýilýär. 
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     Bu kesgitlemede  xnn oo ,   ýazylmagyny  sebäbi, ol 0   
we  her  bir  x    üçin  olara  degi li   on   belgini  bolmalydygyny 

ladýar. 

     1-nji mysal. 2

1
xn
nxfn    yzygiderligi  ýygnanma oblastyny 

we predelini tapmaly. 
      Yzygiderligi  ähli agzalary  R   köplükde kesgitlenendir we her 
bir x R  üçin 

11limlim 2xn
nxf

nnn
. 

Diýmek, yzygiderligi   ýygnanma  oblasty ol   yzygiderligi  
agzalaryny  kesgitlenme oblasty  bolan   R   bilen gabat gelýär we ol 
yzygiderligi  predeli 1xf  funksiýa bolar.  
     2.Funksional hatary  ýygnanmagy. Agzalary käbir X köplükde 
kesgitlenen ,1 xu   2 , ... , ,...nu x u x  funksiýalar bolan   

1 2
1

( ) ... ...n n
n

u x u x u x u x                      (3) 

hatara funksional hatar diýilýär.  
     Ol hatardan  x a X  bolanda alynýan  

1 2
1

( ) ... ...n n
n

u a u a u a u a                     (4) 

hatar san hatarydyr. Eger bu hatar ýygnanýan bolsa, onda (3) hatara 
a   nokatda ýygnanýan hatar,  a   nokada bolsa onu  ýygnanma 
nokady diýilýär.  
     San hatary üçin bol y ýaly, funksional hatary der emek hem 
agzalary ol funksional hatary  bölekleýin jemleri bolan  

1 2, ,..., ,...nS x S x S x                        (5) 
yzygiderligi der emeklige getirilýär. eýle hem her bir (1) 
funksional yzygiderlige  

1 2 1 1n nf x f x f x f x f x  
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hatar degi li bolup, nf x onu  bölekleýin jemini  yzygiderligidir,  

ýagny ( )n nS x f x .  
     Aýdylanlary  esasynda funksional hatar üçin subut edilýän her 
bir teoremadan funksional yzygiderlik üçin degi li teoremany we 
tersine, her bir funksional yzygiderlik üçin subut edilýän teoremadan 
funksional hatar üçin degi li teoremany almak bolar.  
     Eger (3) hatary  bölekleýin jemini    xSn    yzygiderligini  
her bir x X  nokatda xSxS nn

lim  predeli bar bolsa, onda (3) 

hatara  X  köplükde ýygnanýan hatar,   X    köplüge bolsa onu  
ýygnanma oblasty diýilýär. unlukda, S x  funksiýa (3) hatary  
jemi diýilýär we ol eýle ýazylýar: 

1
,n

n
S x u x x X .                                  (6) 

     Funksional hatary  ilkinji  n   agzalaryny  ta lanmagyndan 
alynýan hatara ol hatary  galyndysy diýilýär.  
     Eger (3) funksional hatar  X   köplükde ýygnanýan bolsa, onda 
onu  galyndysy hem ol köplükde ýygnanýar. Bu halda hatary  
S x  we galyndysyny  ( )nr x  jemleri hem-de nS x  bölekleýin 
jemi üçin  

( ) ( ),n nS x S x r x x X                             (7)    
de lik dogrudyr. Ondan bolsa 

lim ( ) 0,nn
r x x X  

de lik gelip çykýar. 
 

§ 12.2.  Funksional yzygiderligi  we   
                    hatary  de ölçegli ýygnanmagy 

 
 1. Funksional yzygiderligi  de ölçegli ýygnanmagy. Eger 0   
üçin  oo nn   tapylyp,  onn   we   x X    üçin 

xfxfn                                  (8) 
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de sizlik ýerine ýetse, onda (1) yzygiderlige   X   köplükde   xf    
funksiýa de ölçegli ýygnanýan yzygiderlik diýilýär. Ol gysgaça 
eýle ýazylýar: 

,nf x f x x X    ýa-da   n
X

f f . 

     Bu kesgitlemede oo nn  ýazylmagyny  sebäbi on  belgini  
di e  sana bagly bolup, ýöne x  ululyga  bagly däldigini görkezýär.  
     Bu kesgitlemeden görnü i ýaly (1) yzygiderligi    X   köplükde   

xf  funksiýa de ölçegli ýygnanmagyndan  sup ( ) ( )n n
X

f x f x   

üçin 
lim 0nn

                                            (9) 

de lik gelip çykýar. Tersine hem dogrudygy a sat görkezilýär. 
     onu  üçin (1) yzygiderligi    X   köplükde   xf  funksiýa 
de ölçegli ýygnanýandygyny görkezmek üçin (9) de ligi  ýerine 
ýetýändigini görkezmek ýeterlikdir.   
      1-nji mysal. nx  yzygiderligi   1)  0, 1X ;  2)  0,X b  
( 1)b  köplüklerde ýygnanmagyny der emeli. 
      1)   0 1x  bolanda lim 0n

n
x  we   1x  bolanda onu  

predelini  bire de ligi sebäli, nx  yzygiderligi   predeli 

0, 0 1 ,
( )

1, 1
x bolanda

f x
x bolanda

 

bolar.  onu  üçin   
0, 1

sup ( ) ( ) 1n n
x

f x f x  we  bu  halda  (9)  

ýerine ýetmeýär, a görä hatar de ölçegsiz ýygnanýar. 
 
 2)  0,x b  ( 1)b  bolanda lim 0n

n
b  bolýandygy sebäpli, 

0, 1 0, 1
lim lim sup ( ) ( ) lim sup lim 0n n

n nn n n nx x
f x f x x b . 

onu  üçin bu halda hatar de ölçegli ýgnanýar.  
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     2. Funksional hatary  de ölçegli ýygnanmagy. Eger (3) 
funksional  hatary  bölekleýin jemini  xSn  yzygiderligi  X  
köplükde de ölçegli ýygnanýan bolsa, onda ol hatara  X  köplükde 
de ölçegli ýygnanýan hatar diýilýär. 
     Eger  lim ( ) ( )nn

S x S x  we ( ) ( ) ( )n nr x S x S x  bolsa,  onda   (3)   

hatary  X   köplükde de ölçegli ýygnanmagy  0   üçin  
oo nn   tapylyp,  onn   we   x X    üçin 

nS x S x    ýa-da      nr x                           (8) 
de sizligi  ýerine ýetmegini a ladýar. 
    eýlelikde, funksonal yzygiderligi  de ölçegli ýygnanma kriterisi 
esasynda (3)  hatary   X   köplükde de ölçegli ýygnanmagy  üçin 

supn n
X

r x  üçin lim 0nn
 de ligi  ýerine ýetmegi zerur we 

ýeterlikdir. 

     2-nji mysal. 1

1

n n

n
x x  hatary  1) 0, 1X ;  2) 0,X b  

( 1)b  köplüklerde ýygnanmagyny der emeli. 
      Bu hatary  bölekleýin jemi üçin  

2 1( ) (1 ) ( ) ( ) 1n n n
nS x x x x x x x  

de ligi  esasynda 1) 0, 1x  bolanda    
1, 0 1, 1, 0 1,

( ) , ( ) lim ( )
0, 1 0, 1n nn

x x
S x S x S x

x x
 

bolar. onu  üçin bu halda 
0, 1

sup 1n nr x  we a görä hatar 

de ölçegsiz ýygnanýar. 2) 0, ( 1)x b b  bolanda    

0, 0,
sup sup n n

n n
b b

r x x b  we lim 0nn
. 

onu  üçin bu halda hatar de ölçegli ýygnanýar.  
     Funksional hatary  de ölçegli ýygnanma kriterisi a akdaky  
subutsyz getirilýän teoremada beýan edilýär.  
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     1-nji teorema (Ko ini  kriterisi).   (3)  hatry    X   köplükde 
de ölçegli ýygnanmagy üçin   0    üçin  oo nn  
tapylyp,    pnn o    we   x X    üçin  

pn

nk
k xu

1

                                         (9) 

de sizligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
     Indi bolsa hatary  ge ölçegli ýygnanma ny anyny getireli .  
     2-nji teorema (Weýer tras). Eger 1onn  we x X  üçin 

nn axu                                  (10) 

de sizlik ýerine ýetip, 
1n

na san hatar ýygnanýan bolsa, onda (3) 

hatar X     köplükde de ölçegli ýygnanýar. 

       erte görä,   
1k

ka    san hatary  ýygnanýandygy sebäpli, san 

hatary üçin Ko ini  kriterisi esasynda 0   üçin   on    

tapylyp,   onn    we    p    üçin    
pn

nk
k

pn

nk
k aa

11

   

de sizlik ýerine ýetýär. Bu de sizligi  we (10) erti  esasynda 
pnn o ,  we x X   üçin 

1 1 1

n p n p n p

n k k
k n k n k n

u x u x a .                 (11) 

onu  üçin 1-nji teorema esasynda  hatar de ölçegli ýygnanýar.  

      3-nji mysal. 
1

2
n

n

n
x  hatary  1, 1  kesimde de ölçegli 

ýygnanýanmagyny der emeli. 
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       1, 1x   üçin   22

1
nn

xn

  we   
1

2
1

n n
  hatar ýygnanýar. 

a görä Weýer trasy   ny any  esasynda  hatar 1, 1    kesimde  

de ölçegli ýygnanýar.   
     Weýer trasy  teoremasyndan eýle netije gelip çykýar. 

     1-nji netije.  Eger   
1n

nb   san hatary absolýut ýygnanýan bolsa, 

onda  

1 1
cos,sin

n n
nn nxbnxb  

hatarlar islendik aralykda de ölçegli ýygnanýarlar. 
      x R üçin nn bnxb sin  we nn bnxb cos   de sizlikleri  

ýerine ýetýändigi we 
1

n
n

b  san hatary  ýygnanýandygy sebäpli, 

subudy 2-nji teoremadan gelip çykýar.   

     4-nji mysal.  
1

2
sin

n n
nx    hatary    R   köplükde  de ölçegli  

ýygnanýandygyny görkezmeli. 

       2

1 0nb
n

  bolany  üçin    
1n

nb   san hatary absolýut  

ýygnanýar. onu  üçin hem garalýan  hatar 1-nji  netije esasynda  R-
de  de ölçegli ýygnanýar.   
 

§ 12.3.  De ölçegli ýygnanýan  funksional  
  hatarlary  häsiýetleri 

 
1. Hatary  jemini  üznüksizligi. De ölçegli  ýygnanýan 

hatarlary  wajyp häsiýetlerini  bardygyny görkezeli .  
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     7-nji  teorema. Eger (3) hatar  agzalary üznüksiz bolan  X  
aralykda de ölçegli   ýygnanýan bolsa,  onda ol hatary  xS   jemi 
ol aralykda  üznüksizdir. 

     (3)  hatary   X   aralykda   de ölçegli ýygnanýandygy sebäpli, 
onu   nS x  bökekleýin jemi we nr x   galyndysy ücin  ol 
aralykda, hususan-da bellenen erkin  a X  nokatda eýle de likler 
ýerine ýetýär: 

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )n n n nS x S x r x S a S a r a . 
Olary  ikinjisini birinjisiden agzalaýyn aýryp alarys: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n nS x S a S x S a r x r a . 
Bu de likden bolsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n nS x S a S x S a r x r a                (12) 
de sizlik gelip çykýar. Üznükziz funksiýalary  tükenikli jemi 
hökmünde nS x  funksiýa  X  aralykda  üznüksizdir, ýagny   > 0  

üçin 0 tapylyp, x a  bolanda ( ) ( ) 3n nS x S a  de sizlik 
ýerine ýetýär. eýle hem hatary  de ölçegli ýygnanýandygy 
esasynda,  > 0  üçin  on   tapylyp, on n  we  Ex   üçin   

3nr x ,  hususan-da 3nr a  de sizlik ýerine ýetýär. 
onu  üçin (12) de sizlik esasynda  > 0  üçin  0   tapylyp, 
x a erti kanagatlandyrýan  x X  üçin 

( ) ( )
3 3 3

S x S a  

de sizlik ýerine ýetýär we ol xS  funksiýany  erkin a   nokatda 
üznüksizdigini, ýagny  X  aralykda  üznüksizdigini görkezýär.  
     Bellik. Teoremany  tassyklamasy esasynda  

1 1 1
lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) lim ( )n n nx a x a x an n n

u x S x S a u a u x        (13) 

de lik ýerine ýetýär we ol teoremany ertlerinde hatarda agzalaýyn 
predele geçip bolýandygyny görkezýär. 
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     Bu teoremadan eýle netije gelip çykýar. 
     Netije.  Eger ähli agzalary   X  aralykda   üznüksiz bolan hatary  
jemi  üznüksiz  funksiýa  bolmasa,  onda  ol hatar ol aralykda 
de ölçegli ýygnanýan däldir. 
       Tersine güman edeli , ýagny hatar X   aralykda   de ölçegli  
ýygnanýan bolsun. Onda 7-nji teorema boýunça hatary  jemi  ol 
aralykda üznüksiz bolup, erte gar y gelýär we  alnan gar ylyk 
netijäni subut edýär.  

    5-nji mysal. 
1

2

sin
n n

nxxS  funksiýany  san okunda 

üznüksizdigini görkezmeli. 
     Hatary  ähli agzalary san okunda üznüksiz we hatar 4-nji mysal 
esasynda de ölçegli ýygnanýar. onu   üçin 7-nji teorema boýunça 
onu  jemi bolan   xS   funksiýa ol köplükde üznüksizdir.  
     2. Hatary  agzalaýyn integrirlenmegi. 
     8-nji teorema.  Eger  ähli  agzalary   [a,  b]  kesimde üznüksiz (3) 
hatar ol kesimde xS  jeme de ölçegli ýygnanýan bolsa, onda   

xS  funksiýa  [a, b]  kesimde integrirlenýär,   a c x b   üçin 

           
1

x x

n
nc c

S t dt u t dt                            (14) 

de lik dogrudyr we bu de ligi  sag bölegindäki hatar  [a,  b]  
kesimde de ölçegli ýygnanýar. 

     Teoremany ertlerinde 
1

, ( ) ( ) ( )
n

n k n n
k

S x u x r x S x S x    

we   
,

supn n
a b

r x    üçin   lim 0nn
. onu  esasynda  n  

bolanda 
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1 1
( )

x x x x n

n k
n kc c c c

S t dt u t dt S t dt u t  

( ) ( )
x x x

n n
c c c

S t dt S t S t S t dt  

( ) ( ) 0
b

n n
a

S t S t dt b a ,  

ýagny (14) de lik ýerine ýetýär.  
     Eger (14) de ligi 

baxcdttudttu
n

x

c
n

x

c n
n ,,,

11

 

görnü de   ýazsak, onda  bu  de lik hatary agzalaýyn integrirläp 
bolýandygyny görkezýär. 
     4. Hatary  agzalaýyn differensirlenmegi. 
     9-njy teorema.  Eger ähli agzalary  [a,  b]  kesimde  üznüksiz  
differensirlenýän (13) hatar ýygnanýan bolsa we 

                            
1n

n xu                                                   (15) 

hatar  [a,  b]  kesimde de ölçegli ýygnanýan bolsa, onda (3) hatar 
hem  [a, b]  kesimde de ölçegli ýygnanýar, onu    xS    jemi ol 
kesimde üznüksiz differensirlenýär we 

                       .
1n

n xuxS                                            (16) 

      Eger [a, b]  kesimde de ölçegli ýygnanýan (15) hatary  jemini 
( )p x   bilen  belgilesek,  onda  ol  [a,  b]  kesimde üznüksizdir. 8-nji 

teorema boýunça (15) hatary agzalaýyn integrirlemek bolar: 
 

1

( ) ( )
x x

n
na a

p t dt u t dt a x b .  

Nýuton-Leýbnisi  formulasy boýunça ony 
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1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

n n
na

p t dt u x u a S x S a  

görnü de ýazmak bolar. Ondan bolsa 

( ) ( ) ( )
x

a

S x p t dt S a  

de lik gelip çykýar. Bu de ligi  iki bölegini hem differensirläp 

alynýan  ( ) ( )S x p x  de likden we  
1

( ) n
n

p x u x  de likden 

(16) de lik gelip çykýar.  
     Eger (52) de ligi 

11 n
n

n
n xuxu  

görnü de ýazsak, onda ol de lik teoremany ertlerinde hatary 
agzalaýyn differensirläp bolýandygyny a ladýar. 

     6-njy mysal.  
1

3

sin
n n

nx    hatary  jemini  önümini tapmaly. 

       33

1sin
nn

nx   de sizligi  we    
1

3

1
n n

  san  hatarý  

ýygnanýandygy sebäpli, Weýer tras ny any  boýunça  hatar 
de ölçegli ýygnanýandyr. Goý, xS    onu  jemi bolsun. Edil 
ýokardaky ýaly, Weýer tras ny any boýunça 

1
2

cos
n n

nx  

hatar hem de ölçegli ýygnanýandyr. onu  esasynda hatar ücin   15-
nji teoremany  ähli ertleri ýerine ýetýär we ol teorema boýunça ol 
hatary agzalayyn differensirläp bolýandyr, ýagny 

1
2

1
3

1
3

cossinsin
nnn n

nx
n

nx
n

nxxS .  
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§ 12.4. Derejeli hatarlar 

 
     1. Derejeli hatary  kesgitleni i we ýygnanmagy.  Funksional 
hatarlary  içinde öwrenmekde has ýönekeýi we onu  bilen birlikde 
amalyýetde köp ulanylýany 

0n

n
n axc                                              (17) 

görnü däki hatardyr. O a derejeli hatar,   nc    sanlara  bolsa  onu  
koeffisiýentleri diýilýär. (17) hatary  huusy görnü i bolan 

0

n
n

n
c x                                            (18) 

hatar hem derejeli hatardyr. Bu derejeli hatarlary der emeklik 
birme ze likde alnyp barylýandygy sebäpli, ýönekeýlik üçin biz 
esasan (18) hatary der ejekdiris. 
     Derejeli hatary  funksional hatarlary  hususy haly bolýandygy 
sebäpli, funksional hatarlar üçin girizilen ähli dü ünjeler, subut 
edilen teoremalar derejeli hatarlara hem degi lidir. Ýöne käbir 
dü ünjeler di e derejeli hatarlara mahsusdyr. onu  üçin biz olara 
aýratyn garajakdyrys. 
     10-njy teorema (Abel). Eger (18) derejeli hatar 0ox   nokatda 
ýygnanýan bolsa, onda ol hatar   ox x    erti kanagatlandyrýan 

x  üçin hem ýygnanýar, özünem absolýut ýygnanýar. 
       erte görä, (55) hatardan   ox x    bolanda alynýan 

0

n
n o

n
c x                                                  (19) 

san hatary ýygnanýar. a görä-de hatary  ýygnanmagyny  zerur 
erti esasynda, (19) hatary  umumy agzasyny  predeli nola de dir. 

a görä predeli  häsiýeti boýunça  n
n oc x   yzygiderlik çäklidir, 

ýagny  0M   san tapylyp,  n    üçin   n
n oc x M   de sizlik   

ýerine   ýetýär. Bu     de sizligi  esasynda 
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n n
n n

n n o
o o

x xc x c x M
x x

.                                 (20) 

Eger ox x  bolsa, onda 1
o

xq
x

 we onu  üçin hem  
0n

nMq   

hatar ýygnanýar. ol sebäpli (20) de sizlik we de dirme teoremasy 
esasynda (18) hatar ox x   erti kanagatlandyrýan   x   üçin 

absolýut ýygnanýar. onu  üçin ol hatar ýöne hem ýygnanýar.   
     Bu teoremadan eýle netije gelip çykýar. 
     Netije. Eger (18) hatar  1x    nokatda dargaýan bolsa, onda ol 
hatar 1x x erti kanagatlandyrýan x  üçin hem dargaýar. 

      Tersine güman edeli . Goý,  hatar   1x x    erti  

kanagatlandyrýan käbir x  üçin ýygnanýan bolsun. Onda  1x x  
de sizligi  esasynda  10-njy teorema boýunça  hatar  1x   nokatda 
hem ýygnanýan bolar, ol bolsa erte gar y gelýär we bu gar ylyk 
teoremany subut edýär.  
     Bu teoremany  we netijäni  esasynda, eger  derejeli  hatar ox  

nokatda   ýygnanýan  bolsa,  onda    ,o ox x   interwaly  ähli 

nokatlarynda ol hatar absolýut ýygnanýar, eger-de  1x   nokatda 

dargaýan bolsa, onda 1 1,x x  interwaly   da ynda ýerle ýän 
ähli nokatlarda ol hatar dargaýar. 
     2. Derejeli hatary  ýygnanma radiusy we interwaly. Eger (18) 
hatar x R  bolanda ýygnanýan bolup, x R  bolanda dargaýan 

bolsa, onda R  sana ol hatary  ýygnanma radiusy, ,R R  interwala 
bolsa ýygnanma interwaly diýilýär. 
     (18) görnü däki islendik derejeli hatar 0z    nokatda 
ýygnanýar, çünki ol nokatda hatary  birinji agzasyndan beýleki ähli 
agzalary nola de  we onu  esasynda onu  bölekleýin jemini  
predeli bardyr. Ýöne derejeli hatar ähli san okunda hem, san okunda 
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ýerle ýän interwalda hem ýygnanýan bolup biler. Onu eýledigini 
akdaky mysallar görkezýär. 

   8-nji mysal. Derejeli hatarlary  ýygnanmagyny der emeli: 

a) 
0 !

n

n

x
n

;          b) 
0

n

n
x ;          ç) 

0
! n

n
n x . 

       x   üçin  

                       a) 
1

1 ! 1lim lim lim 0
1 ! 1

n
n

nn n n
n

u x n x
u n x n

, 

ýagny hatar Dalamberi  ny any boýunça san okunda ýygnanýar; 

                                  b) 
1

1lim lim
n

n
nn n

n

u x x
u x

, 

ýagny hatar Dalamberi  ny any boýunça 1x  bolanda  ýygnanýar, 

1x   bolanda bolsa dargaýar; 

                        ç)  
1

1 1 !
lim lim lim 1

!

n
n

nn n n
n

n xu x n
u n x

, 

a görä hatar Dalamberi  ny any boýunça dargaýar. Diýmek,  
hatar di e bir 0z  nokatda ýygnanýar.    
     Bellik. Eger (18) derejeli hatar di e bir nokatda ýygnanýan bolsa, 
onda   0R ,  eger-de  ol  hatar  ähli   x   üçin ýygnanýan bolsa, onda   
R  hasap edilýär. 
     Beýleki hallarda (18) hatary  ýygnanma radiusyny  onu  
koeffisiýentleri arkaly tapyly  formulasyny görkezeli .  
       Goý, 0, 1, 2,n  üçin 0nc  we 

     1 1lim n

n
n

c
c R

                                     (21) 

predel bar bolsun. Onda Dalamberi  ny anyny 
0

n
n

n
c x  hatara 

ulanyp alarys:  
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1
11 1lim lim lim

n
nn n

nn n n
n nn

c x xu c x
u c Rc x

. 

onu  üçin hatar x R  bolanda ýygnanýar, x R  bolanda 
dargaýar, ýagny  R  (18) hatary  ýgnanma radiusydyr. (21) de ligi  
esasynda ýyganma radiusy tapmak üçin eýle formula alynýar:  

 
1

lim n

n
n

cR
c

.                                    (22) 

     Bellik. (17)  derejeli hatary  hem ýygnanma radiusy (22) formula 
boýunça tapylýar, ýöne ol hatary  ýygnanma interwaly x a R  
de sizlikden kesgitlenýär, ýagny ( , )a R a R interwaldyr. 
     3. Derejeli hatary  jemini  üznüksizligi we integrirlenmegi.  
     11-nji teorema. Eger 0R  san (18) hatary  ýygnanma radiusy 
bolsa, onda   0 r R    erti kanagatlandyrýan   r    üçin ol hatar   

,r r   kesimde de ölçegli ýygnanýar. 
      Abeli  teoremasy boýunça (18) hatar   x r    nokatda absolýut 
ýygnanýar, ýagny 

0

n
n

n
c r  

san hatary ýygnanýar we a görä  x r  de sizligi 

kanagatlandyrýan x   üçin   n n
n nc x c r    de sizligi  esasynda, 

Weýer trasy  ny any boýunça (18) hatar x r  üçin, ýagny ,r r    
kesimde de ölçegli ýygnanýar.   
   Bu teorema gysgaça eýle okalýar: özüni  ýygnanma interwalynda 
tutu lygyna ýerle ýän islendik kesimde derejeli hatar de ölçegli 
ýygnanýar. Ol teoremadan eýle netijeler alynýar: 
     1-nji netije. Özüni    ýygnanma     interwalynda        tutu lygyna  
ýerle ýän    islendik   kesimde  derejeli  hatary  xS  jemi  üznüksiz 
funksiýadyr. 
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     2-nji netije. Derejeli hatary özüni  ýygnanma interwalynda 
tutu lygyna ýerle ýän islendik kesimde agzalaýyn integrirlemek 
bolar. 
     Bellik. 11-nji teorema esasynda  eger   0R    san (17) hatary  
ýygnanma radiusy bolsa, onda 0 r R erti kanagatlandyrýan  r    
üçin ol hatar   ,a r a r   kesimde de ölçegli ýygnanýar. 
    Bu belligi  esasynda ahyrky teoremadan eýle netije gelip çykýar. 
     3-nji netije. (17) derejeli  hatary   xS  jemi özüni   ýygnanma  
interwalynda  tutu lygyna ýerle ýän islendik kesimde üznüksiz, 
integrirlenýär   we  ýygnanma interwalyna degi li  bolan  x    üçin 

x

a n

x

a n

n

n
n

n n
axcdtatcdttS

0 0

1

1
.                (23) 

     3. Derejeli hatary  jemini  differensirlenmegi. 
     12-nji teorema. Eger   R > 0   san (18) hatary  ýygnanma radiusy 
we xS  ol hatary  jemi  bolsa, onda ol  hatardan agzalaýyn 
differensirlenip alynýan 

1

1

n
n

n
nc x                                        (24)   

 hatary  hem ýygnanma radiusy   R  bolar  we  ( , )x R R   üçin  

1

1
( ) n

n
n

S x nc x .                                (25) 

       Ilki (24) hatary   ( , )R R  interwalda tutu lygyna ýerle ýän 
isendik ,r r  kesimde ýygnanýangyny görkezeli . Abeli  
teoremasy boýunça  or x R  de sizligi kanagatlandyrýan bellenen  

( , )ox R R  üçin  
0

n
n o

n
c x  san hatary ýygnanýar. onu  üçin eýle  

0K  san tapylyp, n   üçin   n
n oc x K  de sizlik ýerine ýetýär. 

Onda | |x r  bolanda 
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1
1 1 1 1

n
n n n n

n n n o
o o

r Knc x nc r n c x n q
x x

               (26) 

de sizlik ýerine ýetýär, bu ýerde 1oq r x . eýlelikde, | |x r  
bolanda (24) hatary  agzalary  

              
1

n
n

b 1

1 1

n
n

n no

Kb nq
x

 

san hataryny  agzalaryndan uly däldir. Bu hatar Dalamberi  ny any 
boýunça ýygnanýar: 

1
1

( 1)lim lim 1
n

n
nn n

n

b n q q
b nq

. 

onu  üçin Weýer trasy  ny any boýunça (24) hatar de ölçegli 
ýygnanýar we 9-njy torema boýunça  ony agzalaýyn differensrlemek 
bolar, ýagny (25) de lik islendik ,x r r üçin ýerine ýetýär. 

onu  esasynda (24) hatar ( , )R R  interwaly  her bir nokadynda 
ýygnanýar we (25) de lik ýerine ýetýär. 
     ( , )R R  interwaly  da ynda (24) hatary  dargaýandygyny 
görkezmek maksady bilen tersine, hatar 2x R  nokatda ýygnanýar 
diýip güman edeli . (24) hatary 1 2R x x   üçin  10, x   kesimde 
integrirläp, (18) hatary alarys. Ol hatar 1x R  nokatda ýygnanýan 
bolmaly, bu bolsa erte sar y gelýär. eýlelikde, (24) hatar  | |x R  
bolanda ýygnanýar we  | |x R  bolanda dargaýar. Diýmek,   
( , )R R   ol hatary  hem ýygnanma interwalydyr.  
     Bellik. Eger (25) de ligi  

1

0 1

n n
n n

n n

c x nc x  

görnü de ýazsak, onda ol de lik teoremany ertlerinde hatary 
ýygnanma interwalyny  islendik içki nokadynda agzalaýyn 
differensirläp boýandygyny we differensirlenip alnan hatary  hem 
ýygnanma radiusyny   R  bolýandygyny görkezýär. 
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     Bu bellik esasynda 12-nji teoremadan eýle netije gelip çykýar. 
     Netije. Derejeli  hatary ýygnanma interwalynda islendik gezek 
agzalaýyn differensirlemek bolar. 
 

§ 12.5. Teýlory   hatary we onu  ulanyly y 
 

     1.Teýlory  hatary.Goý, ( )f x funksiýa ( , )a R a R  interwalda  
( )x a -ny  derejeleri boýunça hatara dagydylýan bolsun, ýagny 

2
1 2 2( ) ( ) ( ) ( )k

of x A A x a A x a A x a    
( )x a R .        (27) 

Bu hatary  koeffisiýentlerini  nähili tapylýandygyny görkezmek 
maksady bilen ol hatary ýygnanma interwalynda differensirläli : 

2
1 2 3

3 1
4

( ) 2 ( ) 3 ( )

4 ( ) ( ) ;k
k

f x A A x a A x a

A x a kA x a
 

2 3
2 2

4

( ) 2 2 3 ( )

3 4 ( ) ( 1) ( ) ;k
k

f x A A x a

A x a k k A x a
 

3 4
3

( ) 2 3 2 3 4 ( )

( 1)( 2) ( ) ;k
k

f x A A x a

k k k A x a
 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
( ) ( ) ( 1)( 2) 2 ( 1) 2( )k

kf x k k k A k k x a  . 
Bu de likleri  ählisinde  x a  goýup alarys: 

1 3
( )

( ) , ( ) , ( ) 2 , ( ) 2 3 ,

, , ( ) 2 3 ( 1) .
o o

k
k

f a A f a A f a A f a A

f a k kA
 

Bu de liklerden (27) hatary  koeffisiýentlerini taparys : 
( ) ( )( ), ( 2, 3, )

!

k

o k
f aA f a A k

k
.                   (28) 

Bu a latmalary (27) hatarda goýup alarys:  



 154 

2

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1! 2!

( ) ( ) .
!

k
k

f a f af x f a x a x a

f a x a
k

      (29) 

Bu de ligi  sagyndaky hatara Teýlory  hatary diýilýär. Ondan 
0a  bolanda alynýan 

( )
2(0) (0) (0)( ) (0)

1! 2! !

k
kf f ff x f x x x

k
      (30)                    

 hatara Makloreni  hatary diýilýär.  
     Funksiýany Teýlory  derejeli hatary görnü inde a latmagy  
zerur we ýeterlik ertini görkezmek üçin Teýlory  formulasyna 
garaly . Eger ( )nS x Teýlory  hataryny  bölekleýin jemi bolsa, onda 
Teýlory  formulasyny 

 ( ) ( ) ( )n nf x S x r x                             (31) 
görnü de ýazmak bolar, bu ýerde  ( )nr x  Teýlory  formulasyny  
galyndy agzasy:   

( 1)
1( )( ) ( ) ( ( , ))

( 1)!

n
n

n
f cr x x a c a R a R
n

.                 (32) 

(31) de likden görnü i ýaly Teýlory  hataryny  ( )f x  funksiýa 
ýygnanmagy üçin  

lim ( ) 0nn
r x                                      (33) 

de ligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir.  
     Funksiýany  Teýlory  hatary boýunça a ladylmagyny  
amalyýetde ulanmak üçin amatly bolan ýeterlik erti a akdaky 
teoremada beýan edilýär. 
     13-nji teorema. Eger x a R erti kanagatlandyrýan ähli  x 
üçin ( )f x  funksiýany  önümlerini  hemmesi ol bir  0K  san 
bilen çäklenen bolsa, ýagny  

( ) ( ) ( 1, 2, )nf x K n                            (34) 
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bolsa, onda  ol funksiýa üçin Teýlory  hatary ( , )a R a R  
interwalda ýygnanýar we onu  jemi ( )f x  de dir. 
         Teoremany ertlerinde (32) de likden alarys:    

1 1
( 1) ( )( ) ( ) ( )

( 1)! ( 1)!

n n
n

n
x a Rr x f c K x a R
n n

.     (35)                      

Dalamberi  ny any boýunça 
1

0 ( 1)!

n

n

KR
n

 hatary  ýygnanýandygy 

sebäpli,  ol  hatary    umumy agzasy  nola  ymtylýar,  ýadny  0  

üçin eýle  on  nomer tapylyp,  on n  üçin 
1

( 1)!

nKR
n K

 de sizlik 

ýerine ýetýär. eýlelikde, 0 , on n  we ( , )x a R a R  
üçin   ( )nr x , ýagny ( )f x  funksiýany  Teýlor hataryny ol 
funksiýa ýgnanmagyny  zerur we ýeterlik erti bolan (33) de lik 
ýerine ýetýär.  
     Subut etmezden funksiýany  Teýlory  hataryna dagydylmasyny  
ýeke-täkdigini belläli . 
    2. Funksiýalary  Teýlory  hataryna dagydyly y. Käbir elementar 
funksiýalary  Teýlory  hataryna ( 0a  halda) dagydyly yny  
mysallaryny görkezeli . 
     1)  ( ) (1 ) pf x x ,  p – hakyky san.  
     Bu funksiýany  önümlerini tapaly : 

1( ) (1 ) pf x p x ; 
2( ) ( 1)(1 ) ;pf x p p x  

3( ) ( 1)( 2)(1 ) ;pf x p p p x  
.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

( ) ( ) ( 1) ( ( 1))(1 )n p nf x p p p n x . 
Onda  
      (0) 1, (0) , (0) ( 1), (0) ( 1)( 2),f f p f p p f p p p  

( ), , (0) ( 1) ( 1)nf p p p n  
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bolar. a görä (30) formula boýunça ( ) (1 ) pf x x  funksiýa üçin 
Teýlory  hatary eýle görnü de bolar: 

1

( 1) ( 1)1
!

n

n

p p p n x
n

.                          (36) 

     (22) formulany ulanyp, bu hatary  ýygnanma radiusyny tapaly : 

1

( 1) ( 1)( 1)!lim lim
( 1) ( 1)( ) !

n

n n
n

c p p p n nR
c p p p n p n n

 

1lim 1
n

n
p n

. 

Seýlelikde, (36) hatar 1x  bolanda ýygnanýar. Ol hatary  jemini  

1x  bolanda (1 ) px  funksiýa de digini, ýagny ol funksiýa üçin 

2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1 ...
1 2! !

p np p p p p p nx x x x
n

(37) 

Teýlory  formulasyny görkezmek bolar. 
     Bu formuladan peýdalanyp, dürli funksiýalary  derejeli hatara 
dagydyly yny görkezmek bolar. Mysal üçin,  1p  bolanda (37) 

formuladan  1( )
1

f x
x

 funksiýany  hatara dagydyly yny alarys: 

2 1 11 1 ( 1) ( 1)
1

n nx x x x
x

.                  (38) 

Eger bu formulada  x-i  ( x ) bilen çal yrsak, onda 1( )
1

f x
x

  

funksiýany  derejeli hatara dagydyly yny alarys: 
2 11 1 ( 1)

1
nx x x x

x
.                  (39) 

(38) we (39) de likleri  0-dan  x-a  çenli integrirläp, degi lilikde 
2 1

ln(1 ) ( 1) ( 1)
2 1

k
kx xx x x

k
,           (40) 
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2

ln(1 ) ( 1)
2

kx xx x x
k

                 (41) 

formulalary alarys. 
     2) ( ) xf x e funksiýany  islendik önümi üçin ( , )r r  interwalda 

( ) ( )n x rf x e e  de sizligi  ýerine ýetýändigi sebäpli, ol funksiýa 
üçin  

!!2!1
1

2

n
xxxe

n
x                          (42) 

formulany alarys. Bu de ligi  esasynda 

                          
!

1
!3!2!1

1
32

n
xxxxe

n
nx           (43) 

formulany, olardan bolsa  
2

,
2

xxxx eeshxeechx   de likler 

esasynda 

0

12

0

2

!12
,

!2 n

n

n

n

n
xshx

n
xchx                   (44) 

formulalary alarys. 
     3) ( ) sinf x x  we  4) ( ) cosf x x  funksiýalary  ikisi üçin hem 

( ) ( ) 1nf x  bolýandygy sebäpli, olary  ikisi hem Teýlory  hataryna 
dagydylýar: 

0

12

!12
1sin

n

n
n

n
xx ,                             (45) 

 

0

2

!2
1cos

n

n
n

n
xx .                                (46) 

(42)-(46) hatarlary  hemmesi  san okunda ýygnanýar. 
      3. Teýlory  hataryny  ulanyly y. Hatarlar dürli takmyn 
hasaplamalarda, hususan-da, trigonometrik we görkezijili 
funksiýalary  bahalaryny, sanlary  logarifmlerini we kökleri, 
kesgitli integrallary hasaplamakda gi den ulanylýar. Logarifm  we 
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görkezijili funksiýalary  bahalaryny hasaplamakda (40), (41) we 
(42), (43), sinusy  we kosinusy  bahalaryny hasaplamakda (45) we 
(46), kökleri hasaplamakda (37) formulalary ulanmak bolar. 
Integraly takmyn  hasaplamak üçin ilki integral astyndaky funksiýa 
hatara dagydylýar we so ra ol hatar agzalaýyn integrirlenilýär. Olary 
myssallarda görkezeli .   
     9-njy mysal. cos1  sany  0,0001  takyklykda hasaplamaly. 
     1x  bolanda (46) formuladan alarys: 

1 1 1 1cos1 1
2! 4! 6! 8!

 

1 1 1 11
2 24 720 40320

  . 

Bu hatar alamatlary gezekle ýän hatapdyr we onu  üçin Leýbnisi  
ny anyny ertleri ýerine ýetýär. eýle hatary  jemi onu  ilkinji  n  
agzalaryny  jemi bilen çal yrylanda alnan hatany  ilkinji ta lanan 

agzany  modulyndan uly däldigi we 1 1 0,0001
40320 10000

 

bolýandygy üçin, berlen takyklykda hasaplamak üçin  hatary  ilkinji 
dört agzalaryny  jemini almak ýeterlikdir. eýlelikde,  

1 1 1 389cos1 1 0,5403.
2 24 720 720

 

     10-njy mysal. 26  sany  0,0001  takyklykda hasaplamaly. 
     (38) formulany ulanmak üçin, ilki ony özgerdeli : 

1 226 25 1 25(1 1 25) 5(1 1 25) . 
1 25x   we 1 2p   üçin (38) formuladan alarys: 

1 2
2

1 1 1
1 1 1 12 21 1
25 2 25 1 2 25

 

3 4
1 1 1 1 1 1 11 2 1 2 3

1 12 2 2 2 2 2 2
1 2 3 25 1 2 3 4 25

, 
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1
2

3 2 4 3 7 4

1 1 1 1 51 1
25 2 25 2 25 2 25 2 25

 . 

Bu hatar ikinjiden ba lap agzalaryny  alamatlary gezekle ýän hatar 
we onu  üçin Leýbnisi  ny anyny ertleri ýerine ýetýär. a görä 

4 3

1 1 0,0001
2 25 250000

  bolýandygy üçin hatary  ilkinji üç 

agzalaryny almak ýeterlikdir. eýlelikde,  
1
21 1 1 50991 1

25 50 8 625 5000
 . 

onu  esasynda  509926 5 5,099.
5000

  

     11-nji mysal. 
1

0

sin( 4)x dx
x

  integraly  0,0001  takyklykda 

hasaplamaly. 
      Ilki bilen (45) formuladan peýdalanyp, integral astyndaky 

latmany özgerdeli : 
3 5 71 1 1

sin 4 3! 4 5! 4 7! 44
x x x xx

x x
 

2 4 6

3 5 7

1 1 1 1
4 3! 4 5! 4 7! 4

x x x  . 

Alnan hatary agzalaýyn integrirläp alarys: 
1 3 5 7

3 5 7
0

3 5 7

1sin( 4)
04 3 3! 4 5 5! 4 7 7! 4

1 1 1 1
4 3 3! 4 5 5! 4 7 7! 4

x x x x xdx
x

 

Bu hatar üçin hem Leýbnisi  ny anyny ertleri ýerine ýetýändigi  

we 5

1 1 1
5 5! 4 614400 10000

  bolýandygy üçin, hatary  iki  
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agzasyny almak ýeterlikdir. eýlelikde,  
1

3
0

sin( 4) 1 1 0,25000 0,00086 0, 2491
4 3 3! 4

x dx
x

.  

 
§ 12.6. Agzalary  kompleks bolan  hatarlar 

 
     1. Kompleks sanlary  yzygiderligini  predeli. Kompleks 
sanlary   nc  yzygiderligine garaly , bu ýerde  n n nc a ib , na  we 

nb  hakyky sanlar.  
     Eger  0  üçin  eýle   on  nomer  tapylyp,   on n   üçin 

nc c  de sizlik ýerine ýetse, onda  c a ib   sana nc  

yzygiderligi  predeli diýilýär. Bu halda nc  yzygiderlige  c   sana 
ýygnanýan yzygiderlik diýilýär we ol  lim nn

c c  görnü de ýazylýar.  

     Kompleks sany  modulyny  kesgitlemesi boýunça 
( ) ( ) ( )n n n n nc c a ib a ib a a i b b  

2 2( ) ( ) ( , )n n na a b b M M ,                       (1) 
bu ýerde  ( , )nM M  san   ( , )n n nM a b   we   ( , )M a b   nokatlary , 
ýagny  nc  we   c   sanlary ekillendirýän nokatlary  arasyndaky 
uzaklykdyr. onu  üçin   ( , )n nc c M M   esasynda   c  

sany  nc  yzygiderligi  predeli bolmagyny  geometrik manysy 
0 üçin  ol yzygiderligi  on  nomerden so ky ähli agzalaryny  

merkezi  c  nokatda bolan    radiusly tegelekde ýerle ýändigini we  
n-i  artmagy bilen onu  c  sana çäksiz ýakynla ýandygyny a ladýar. 
     n n nc a ib  yzygiderligi  ýygnanmagy na  we nb  
yzygiderlikleri  ýygnanmagyna de güýçlüdir (ony (1) ulanyp a sat 
görkezmek bolar). 
     2.Agzalary kompleks sanlar bolan hatary  ýygnanmagy. Eger  
agzalary n n nc a ib  kompleks sanlar bolan  
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1 2
1

n n
n

c c c c                                        (2) 

hatary  bölekleýin 1 2n nS c c c  jemini  nS yzygiderligini  
predeli bar bolsa, onda (2) hatara ýygnanýan hatar, lim nn

S S  

predele bolsa onu  jemi diýilýär. 
    Agzalary kompleks sanlar bolan (2) hatara agzalary hakyky sanlar 

bolan iki 
1

n
n

a  we   
1

n
n

b  hatarlar degi lidir Kompleks sanlary  

yzygiderligi üçin bol y ýaly, (2) hatary  ýygnanmagyny ol iki 
hatarlary  ýygnanmagyna de güýçüdigini görkezkek bolar. Eger 

onda
1

n
n

a S we 
1

n
n

b S  bolsa, onda 
1

n
n

S c S iS bolar. 

     Agzalary kompleks sanlar bolan (2) hatar üçin onu   agzalaryny  
modullaryndan düzülen hatara garaly : 

1 2
1

| | | | | | | |n n
n

c c c c  .                       (3) 

Bu hatary  agzalary hakyky sanlardyr. 
     Teorema. Eger (2) hatary  agzalaryny  modullaryndan düzülen 
(3) hatar ýygnanýan bolsa, onda (2) hatar ýygnanýandyr. 
     Goý, n n nc a ib  bolsun, onda 2 2

n n nc a b  bolar. onu  
üçin  

2 2 ,n n n na a b c  2 2
n n n nb a b c  

de sizlikler ýerine ýetýär. Agzalary otrisatel däl hakyky sanlar bolan 
hatarlar üçin belli bolan de dirme ny anynyboýunça bu ýerden (3) 

hatary  ýygnanmagyndan 
1
| |n

n
a  we 

1
| |n

n
b  hatarlary , ýagny 

1
n

n
a  we 

1
n

n
b  hatarlary  absolýut we onu  esasynda olary   

özlerini  hem ýygnanmagy gelip çykýar. Olary  ýygnanmagy bolsa 
(2) hatary  ýygnanmagyna de güýçlüdir.  
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    Subut edilen bu teorema agzalary kompleks sanlar bolan hatarlary 
der emekde agzalary otrisatel däl hakyky sanlar bolan hatarlar üçin 
belli bolan ähli ny anlary ulanmaklyga mümkinçilik berýär. 

     12-nji mysal. 
1

(1 )
!n

i
n

 hatary  ýygnanmagyny der emeli. 

      Hatary  agzalaryny  absolýut ululyklaryndan düzülen hatara 
Dalamberi  ny anyny ulanyp alarys: 

1
1 1 ! 1

lim lim lim
1( 1)!1

n
n

nn n n
n

c i n i
c nn i

 

2 21 1 2lim lim 0 1
1 1n nn n

, 

ýagny hatar absolýut ýygnanýar we onu  esasynda teorema 
boýunça hatar ýygnanýar.  
     3. Agzalary kompleks funksiýalar bolan derejeli hatarlar. 

, ( 0,1, 2, )k k kc a ib c a ib k  kompleks sanlardan we 
z x iy  kompleks funksiýadan düzülen  

2
1 2

0
( ) ( ) ( ) ( )n n

o n n
n

c c z c c z c c z c c z c       (4) 

hatara derejeli hatar diýilýär, bu ýerde  , , ,k ka b a b  hakyky sanlar 
bolup,  x  we  y   hakyky funksiýalardyr. Bu hatardan  0c  bolanda 
alynýan  

2
1 2

0

n n
o n n

n
c c z c z c z c z                     (5) 

hatar hem derejeli hatardyr. (5) hatary (4)-den  w z c  çal yrma 
girizip hem almak bolar. Ýönekeýlik üçin (5) hatary der äris.  
     Abeli  teoremasy. Eger (5) derejeli hatar 0oz z  bolanda 
ýygnanýan bolsa, onda ol hatar oz z erti kanagatlandyrýan  z  
üçin hem ýygnanýar, özünem absolýut ýygnanýar. 
     Bu teoremany  subudy agzalary hakyky sanlar bolan derejeli 
hatar üçin degi li teoremany  subut edili i ýalydyr. 
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     Abeli  teoremasyny  tassyklamasyny  geometrik manysy 
eýledir: eger (5) derejeli hatar kompleks tekizligi  käbir  oz  

nokadynda ýygnanýan bolsa, onda ol hatar radiusy oz  we merkezi 
koordinatalar ba langyjynda bolan tegelegi  içinde ýygnanýandyr. 
     Abeli  teoremasyndan görnü i ýaly, (5) hatary  ýygnanma 
oblasty radiusy  R   we merkezi koordinatalar ba langyjynda bolan 
tegelek bolup, ol tegelegi  içinde hatar absolýut ýygnanýar, onu  
araçäginde, ýagny töweregi  nokatlarynda hatar ýygnanýan hem, 
dargaýan hem bolup biler. ol tegelege (5) hatary  ýygnanma 
tegelegi, onu   R  radiusyna bolsa ýygnanma radiusy diýilýär. Eger 
hatar di e bir nokatda ýygnanýan bolsa, onda  0R  hasap edilýär, 
eger-de hatar ähli  z   üçin ýygnanýan bolsa,onda R  hasap 
edilýär. 
     (5) hatary  ýygnama radiusyny   tapyly y agzalary hakyky sanlar 

bolan hatar üçin tapyly y ýalydyr. Mysal üçin, ony 
1

lim n

n
n

cR
c

 

formula boýunça tapmak bolar. 

     13-nji mysal. 
1 !

n

n

z
n

 hatary  ýygnanma radiusyny tapmaly. 

     Hatar üçin 
1

( 1)!lim lim lim( 1)
!

n

n n n
n

c nR n
c n

. onu  

üçin hatar  islendik  z  ücin ýygnanýar.  
     4. Eýleri  formulasy. Eger  kompleks  z   funksiýa üçin 

2

1
1! 2! !

nz z z
n

 

hatara seretsek, onda 13-nji mysaly  esasynda ol hatar ähli  z   üçin 
ýygnanýar. Onu  jemini  ze bilen belgiläli , ýagny 

 
2

1
1! 2! !

n
z z z ze

n
 . 

Bu de likde z ix  çal yrmany girizip, eýle de ligi alarys: 
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2( ) ( ) ( )1
1! 2! !

n
ix ix ix ixe

n
 

2 4 3 5

1
2! 4! 3! 5!
x x x xi x . 

eýlelikde, (45) we (46) formulalar esasynda bu de ligi eýle 
ýazmak bolar: 

cos sinixe x i x .                                 (6) 
Edil a me ze likde  

cos sinixe x i x  .                                  (7) 
(6) we (7) formulalara Eýleri  formulasy diýilýär. Ol formulalardan  
 cos x   we  sin x   funksiýalar üçin eýle formulalar alynýar: 

           cos , sin
2 2

ix ix ix ixe e e ex x
i

. 

Eger   z x iy  bolsa, onda z x iy x iye e e e  de ligi  esasynda (6) 
formulany ulanyp, eýle formulany alarys: 

(cos sin )z xe e x i x . 
 

§ 12.7. Furýeni   hatarlary 
 

    1. Furýeni  trigonometrik hatary. Trigonometrik funksiýalary  
sistemasy atlandyrylýan 

1, cos , sin , cos2 , sin 2 , ,cos , sin ,x x x x nx nx             (7) 
sistema garaly . Onu eýle häsiýetleri bardyr: 
     1. Sistemany  islendik dürli iki funksiýasyny  köpeltmek 
hasylyny   [– , ]  kesimdäki integraly nola de dir. Bu häsiýete (1) 
sistemany ol kesimdäki ortogonallyk häsiýeti diýilýär. 
     2. n   üçin 

nxdxnxdx 22 sincos  

de lik dogrudyr. 
      Hakykatdan-da,  mnmn ,,   üçin 
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,0|cos1sin1,0|sin1cos1 nx
n

nxdxnx
n

nxdx  

dxxmnxmnmxdxnx coscos
2
1sinsin  

0|
2

sin|
2

sin
mn

xmn
mn

xmn , 

dxxmnxmnmxdxnx coscos
2
1coscos  

0|
2

sin|
2

sin
mn

xmn
mn

xmn , 

dxxmnxmnmxdxnx sinsin
2
1cossin  

0|
2

cos|
2

cos
mn

xmn
mn

xmn , 

dxnxnxdx 2cos1
2
1cos2 , 

dxnxnxdx 2cos1
2
1sin 2 .  

Berlen (1) trigonometrik funksiýalary  sistemasy esasynda düzülen  

1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaa
                           (2) 

hatara trigonometrik hatar diýilýär. 
     1-nji teorema. Goý, (2) hatar  [– , ]  kesimde de ölçegli 
ýygnanýan bolsun we onu    xf    jemi üçin 

1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaaxf                     (3) 

de lik ýerine ýetsin, onda (2) hatary  koeffisiýentleri üçin 
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,2,1,sin1

,,2,1,0,cos1

nnxdxxfb

nnxdxxfa

n

n

              (4) 

formulalar dogrudyr. 
      (3) de ligi  sag bölegindäki hatary   [– , ]  kesimde 
de ölçegli ýygnanýandygy we onu  ähli agzalaryny ol kesimde 
üznüksizligi sebäpli, ol hatary  mxcos   ,2,1,0m   funksiýa 
köpeldilmeginden alynýan hatar hem ol kesimde de ölçegli  
ýygnanýandyr we ol hatary   ähli agzalary  üznüksizdir. a görä 
ol hatary  [– , ]  kesimde agzalaýyn integrirläp bolýandyr. 
    Aýdylanlary  esasynda (3) de ligi  iki bölegini hem  mxcos   
funksiýa  köpeldip  we  alnan  hatary   [– , ]  kesimde agzalaýyn  
integrirläp   hem-de 
(1) sistemany  häsiýetlerinden peýdalanyp, 

mxdxnxamxdxamxdxxf
n

n coscoscos
2

cos
1

0  

,2,1,0,coscossin 2

1
mamxdxamxdxnxb mm

n
n  

de ligi alarys. Edil a me ze likde, (3) de ligi  iki bölegini hem   
mxsin   funksiýa köpeldip we alnan hatary  [– , ]  kesimde  

integrirläp, 

,2,1,sinsin 2 mbmxdxbmxdxxf mm  

de ligi alarys. Bu de liklerden bolsa subut edilmeli (4) de likler 
gelip çykýar.  
      Koeffisiýentleri (4) formulalar boýunça kesgitlenýän (2) 
trigonometrik hatara   f    funksiýa üçin Furýeni   trigonometrik 
hatary ýa-da gysgaça Furýe hatar y,  na   we   nb  sanlara bolsa 
Furýeni  koeffisiýentleri diýilýär. 
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      [– , ]  kesimde   f   funksiýa üçin düzülen Furýeni  hatary  

1

0 sincos
2

~
n

nn nxbnxaaxf                         (5) 

görnü de ýazylýar. Bu ýazgy  (2) hatary    f   funksiýa üçin Furýeni  
hatary bolup, ol hatary  jemini    f    funksiýa de  bolýandygyny 

latmaýar. Ýöne 1-nji teorema esasynda islendik de ölçegli 
ýygnanýan trigonometrik Furýe hatary ol hatary  jemini  Furýe 
hatarydyr. 
     f    funksiýa üçin düzülen Furýeni  hatary haýsy ertlerde ol 
funksiýa ýygnanýarka diýen soraga jogaby a akdaky teorema berýär 
     2-nji teorema. Goý, ( )f x funksiýa  we onu  ( )f x  önümi [– , ]  
kesimde üznüksiz ýa-da onu  1-nji görnü däki tükenikli sany 
üzülme nokatlary bar (ýagny bölek üznüksiz)  bolsun. Onda ( )f x   
funksiýany  Furýe hatary san okunda ýygnanýar, onda funksiýany  
üznüksiz bolan her bir ( , )x  nokadynda  hatary  jemi  ( )f x  
funksiýa de  bolar, funksiýany   her bir üzülme ox  nokadynda bolsa 

hatary  jemi  ( 0) ( 0)( )
2

o o
o

f x f xS x    bolar. [– , ]  kesimi  

uçlarynda bolsa ol jem ( ) ( )( )
2

f fS   bolar. 

     Bellik. Eger san okunda kesgitlenen we 2  periodly periodik 
( )F x  funksiýa  üçin   [– , ]   kesimde  ( ) ( )F x f x   de lik ýerine 

ýetse, onda ( )F x  funksiýa ( )f x   funksiýany  periodik dowamy 
diýilýär.  
     Eger [– , ] kesimde Furýeni  hatary ( )f x   funksiýa ýygnanýan 
bolsa, onda ol hatar san okunda onu  periodik dowamyna ýygnanýar  
     2.Jübüt we täk fuksiýalar üçin Furýeni  hatary. Eger   [– , ] 
kesimde  f  funksiýa jübut bolsa, onda bu halda ( )cosf x nx  funksiýa 
hem jübüt bolar, ( )sinf x nx  funksiýa bolsa täk bolar. onu  üçin  
kesgitli integraly  häsiýeti boýunça  
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,2,1,0

,,2,1,0,cos2

0

nb

nnxdxxfa

n

n           (6) 

görnü i alar we bu de likleri  esasynda jübüt funksiýany  Furýe 
hatary  

1

0 cos
2 n

n nxaa
                                  (7) 

görnü de ýazylar. Bu halda Furýeni  hatary di e kosinuslary özünde 
saklaýar. 
    Eger  f  funksiýa [– , ]  kesimde  täk bolsa, onda nxxf cos  
funksiýa hem täkdir, nxxf sin   funksiýa bolsa jübütdir. a görä 
Furýeni   koeffisiýentleri 

,2,1,sin2

,,2,1,0,0

nnxdxxfb

na

n

n

                     (8) 

görnü i alar. onu  esasynda täk funksiýany  Furýe hatary eýle 
ýazylar: 

1
sin

n
n nxb .                                        (9) 

Bu halda Furýeni  hatary di e sinuslary özünde saklaýar. 
     14-nji mysal. ( )f x x  funksiýany Furýeni  hataryna dagytmaly. 
      Bu funksiýa üçin 2-nji teoremany ertleri ýerine ýetýär, a 
görä ol funksiýa Furýeni  hataryna dagydylýar. Onu  täkdigi 
sebäpli, (8) formula esasynda 0na ,  nb  bolsa (8)-den kesgitlenýär. 
Bölekleýin integrirlemek usuly esasynda 

1

0 0

2 2 1 2sin cos cos ( 1)
0

n
n

xb f x nxdx nx nxdx
n n n

. 

onu  üçin (9) formula boýunça  
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1sin sin 2 sin 3 sin 4 sin2 ( 1)
1 2 3 4

nx x x x nxx
n

.  

    15-nji mysal. 2( )f x x  funksiýany Furýeni  hataryna dagytmaly. 
      Bu funksiýa üçin 2-nji teoremany ertleri ýerine ýetýär, a 
görä ol funksiýa Furýeni  hataryna dagydylýar. Onu  jübütdigi 
sebäpli, (6) formula esasynda 0nb ,  na  bolsa (6)-dan kesgitlenýär. 
Bölekleýin integrirlemek usuly esasynda 

3
2

0

2 2 ;
3oa x dx  

2
2

2
0 0

2 2 2 4cos sin sin ( 1)
0

n
n

xa x nxdx nx x nxdx
n n n

. 

onu  üçin (7) formula boýunça  
3

2 cos cos 2 cos34
3 1 2 3

x x xx .  

     3. ,l l  kesimde kesgitlenen funksiýa üçin Furýeni  hatary. 

Ýokarda garalan ,   funksiýa üçin Furýeni  hataryny  

nazaryýetini ,l l  kesimde kesgitlenen funksiýa geçirmek 
maksady bilen ltx  çal yrma girizeli . unlukda,  l  x l   
bolanda    t     bolar. onu  üçin   t   üýtgeýäni  funksiýasy 
bolan    ltftp    funksiýa   [- , ]  kesimde kesgitlenen 
funksiýa hökmünde garap, onu  üçin Furýeni  hataryny ýazmak 
bolar: 

1
.sincos

2
~

n
nn

o ntbntaatp  

Bu hatary  Furýe koeffisiýentleri eýle kesgitlenýär: 
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.,2,1,sin1

,,2,1,0,cos1

nntdttpb

nntdttpa

n

n

 

   Ozalky  x   üýtgeýäne geçip, ,l l  kesimde berlen  f   funksiýa 
üçin  Furýeni  hataryny we onu  koeffisiýentlerini  eýle görnü de 
ýazarys: 

1
,sincos

2
~

n
nn

o x
l

nbx
l

naaf  

,,2,1,0,cos1 nxdx
l

nxf
l

a
l

l
n  

.,2,1,sin1 nxdx
l

nxf
l

b
l

l
n  

unlukda, eger   f   jübüt bolsa, onda onu  Furýe hatary we 
koeffisiýentleri 

1
,cos

2
~

n
n

o x
l

naaf  

,,2,1,0,cos2

0

nxdx
l

nxf
l

a
l

n  

görnü i alar. Eger-de   f   täk bolsa, onda olar eýle görnü i alar: 

1
,sin~

n
n x

l
nbf    .,2,1,sin2

0

nxdx
l

nxf
l

b
l

n  

     Eger funksiýa  [0, l]   kesimde  berlen  bolsa,  onda  ony  talap  
edil ine görä di e kosinuslar boýunça hem, di e sinuslar boýunça 
hem Furýe hataryna dagytmak bolar. Onu  üçin berlen funksiýany  
[ l, 0]  kesime jübüt funksiýa hökmünde ýa-da täk fu ksiýa 
hökmünde dowam etdirmeli.Ýöne  [0, l]  kesimde berlen funksiýany  
[ l, 0]  kesime ba ga hili hem dowam etdirmek bolar. 
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§ 12.8.  Ortogonal  sistema boýunça  Furýeni   hatary 
 

      8-nji kesgitleme. Eger    ba,    kesimde integrirlenýän 
funksiýalary  

,,,, 1 xpxpxp no                    (10) 
sistemasyny  islendik iki dürli funksiýalary üçin 

mkdxxpxp
b

a
mk 0                    (11) 

de lik  ýerine  ýetse, onda  (10)  sistema ba,  kesimde  ortogonal 
sistema diýilýär. Eger-de ondan da gary 

,2,1,012 kdxxp
b

a
k                    (12) 

ert hem ýerine ýetse, onda (10) sistema ortonormirlenen sistema 
diýilýär. 
      Trigonomertrik (1) sistemany    ,    kesimde (11) de ligi 
kanagatlandyrýandygyny biz ýokarda görkezipdik, ýagny (10) 
sistema  ol kesimde ortogonal sistemadyr. ol sistemany  ikinji 
häsiýeti boýunça 

,sin,cos,,sin,cos,
2
1 nxnxxx  

sistema   ,    kesimde ortonormirlenen sistemany  mysaly 
bolup biler. 
      ba,    kesimde ortogonal  bolan (10) sistema esasynda düzülen 

0n
nn xpc                                             (13) 

funksional hatara ortogonal sistemany  hatary,  .2,1,0ncn    
sanlara bolsa ol hatary  koeffisiýentleri diýilýär. 
      Trigonometrik sistema üçin Furýeni  hataryny  
koeffisiýentlerini  kesgitleni i ýaly, (13) hatary  hem 
koeffisiýentlerini kesgitlemek bolar. 
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      Goý,   f    funksiýa   ba,    kesimde (13) hatara dagydylýan 
bolsun we ol hatar   f   funksiýa ýygnanýan bolsun, ýagny 

0n
nn xpcxf  .                                  (14) 

      Goý, (10) ulgam  b,a    kesimde ortogonal we  ,2,1,0k    
üçin 

02
b

a
k dxxp                                  (15) 

bolsun. (13) hatary   koeffisiýentlerini tapmak  üçin,  ol hatardan 
xpk     funksiýa köpeldilmeginden alynýan hatar agzalaýyn  ba,    

kesimde integrirlenýär diýip kabul edeli . onu  esasynda (14) 
de ligi  iki bölegini hem xpk    funksiýa köpeldip we so ra alnan 
hatary  ba,    kesimde integrirläp, (11) erti  esasynda 

b

a
kk

b

a n
nnk

b

a
k dxxpcdxxpcxpdxxpxf 2

0

 

de ligi alarys we (15) erti  esasynda hatary  koeffisiýentlerini 
taparys: 

,2,1,0,
2

k
dxxp

dxxpxf
c b

a
k

b

a
k

k   .           (16) 

      Bellik. Eger (13) hatar ba,    kesimde   f   funksiýa de ölçegli 
ýygnanýan we   xpk    funksiýalar   ba,    kesimde üznüksiz 
bolsalar, onda bu halda hem ol hatary  koeffisiýentleri (16) boýunça 
kesgitlenýändir, çünki bu halda (14) hatardan çäkli  xpk    funksiýa 
köpeldilip alynýan hatar hem  ba,    kesimde  de ölçegli  
ýygnanýandyr we onu  üçin hem ony agzalaýyn integrirläp 
bolýandyr. 
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      9-njy kesgitleme. Koeffisiýentleri (16) formulalar boýunça 
kesgitlenýän (13) hatara  f    funksiýany   ba,   kesimdäki (10)  
ortogonal  sistema  boýunça  Furýeni   hatary,  nc    sanlara  bolsa 
Furýeni  koeffisiýentleri diýilýär. 
        f    funksiýa üçin (10) ortogonal sistema boýunça Furýeni  
hatary  

0
~

n
nn xpcf  

görnü de ýazylýar. 
      Ortogonal sistemany  Furýe hatary üçin hem ol hatary  haýsy 
ertlerde ýygnanýandygyny, haýsy ertlerde hatary  jemini  berlen 

funksiýa de  bolýandygyny,   haýsy   ertlerde   de ölçegli    
ýygnanýandygyny   we   beýleki häsiýetlerini görkezýän teoremalary 
subut etmek bolar. 
  

§ 12.9. Furýeni  hataryny  kompleks görnü i 
 

     Goý, 

       
1

sincos
2

~
n

nn
o nxbnxaaxf                          (17) 

Furýe hatary berlen bolsun. Eger ozaldan mälim bolan 
inxinxinxinxxinx eeiee

i
nxeenx

22
1sin,

2
1cos ln  

formulalardan peýdalansak, onda (17) hatary 
inx

nn
inx

n
nn

o eibaieibaaxf
22

1
2

~
1

 

görnü de ýazmak bolar. Eger 

nnnnnnn
o

o cibacibacac
2
1,

2
1,

2
 

belgilemeleri girizsek, onda ony has ýönekeý  

                       
n

inx
necxf ~                                     (18) 



 174 

görnü de ýazyp bileris. Indi bolsa inxenxinx sincos  formuladan 
peýdalanyp, (18) hatary   Furýe koeffisiýentlerini kompleks 
görnü de kesgitlemek üçin 

,
2
1sincos

2
1

2
1 dxexfdxnxinxxfibac inx

nnn  

,2,1,
2
1

2
1 ndxexfibac inx

nnn  

formulalary alarys. Bu formulalary birikdirip, olary 

 ,2,1,0,
2
1 ndxexfc inx

n            (19) 

formulany  üsti bilen a latmak bolar. 
     eýlelikde, Furýeni  (2) hataryny kompleks görnü de a latdyk 
we onu  koeffisiýentlerini kesgitlemek üçin kompleks görnü däki 
formulalary görkezdik. 
    (19) de ligi  bahasyny (18) formulada goýup, Furýeni  hataryny  

dtetfexf
n

inx int

2
1~  

görnü de ýazyly yny alarys. Edil a me ze likde ,l l  kesimde 
berlen  f   funksiýa üçin Furýeni  hataryny hem kompleks görnü de 
ýazmak bolar. 

      Bellik. Biz bu ýerde  
n

nz   görnü däki hatara du  geldik. Onu  

ýygnanmagyna nähili dü ünilýändigini ýatlaly . Ol hatar üçin  
n

nk
kn zS  jeme  onu   n- tertipli bölekleýin jemi diýilýär. 

unlukda, eger  SSnn
lim   predel bar bolsa, onda o a ýygnanýan 

hatar we   S   sana onu  jemi diýilýär. 
     5-nji mysal.  xxf   funksiýany  ( ,  )  aralykda kompleks 
görnü däki Furýe hataryna dagytmaly. 
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 (102) formulany ulanyp, ilki bilen Furýe koeffisiýentlerini 
tapaly : 

,
22

1
2
1

2
1 0

0
0 xdxxdxdxxc  

0

0
2
1

2
1 dxxedxxec inxinx

n  

.111sincos1

1
2

11
2

11

1
2

11
2

1

222

222

0
2

0

2 ||

n

inin

inxinx

nn
n

n
n

n

ine
n

ine
nn

inxe
n

inxe
n

 

Tapylan koeffisiýentleri  (101)  formulada goýup, berlen 
funksiýany   

0 0

2

12

2 12
2

2
111

2
n
n

n
k

xki
inx

n

k
ee

n
 

görnü däki kompleks Furýe hataryny alarys.  
 

G ö n ü k m e l e r 
 

Funksional hatarlary  ýygnanma oblastlaryny tapmaly:  

1. 
1

1 2 3
! 4 5

n

n

x
n x

.            2. 2 1
1

1
(2 1) n

n n x
.    3. 2 12

1
4 3 2 nn

n
x                          

4. 
1

11 2
n

nx

n n
.            5. 2

1 3

n

n
n

x
x

 .            6. 
2

1

5
4

n

n

x  

Funksional hatarlary  de ölçegli ýygnanmagyny der emeli:  

7. 2
1

1
3n

n x
.                   8. 4 4

1

1
n x n

.           9. 
3

1

sin
n

nx
n n

.  
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10. 
3

1

s
n

co nx
n n

.            11. 
1 2

2
1

( 1)
(1 )

n

n
n

x
x

.         12. 
2

2
1 (1 )n

n

x
x

. 

Derejeli hatarlary  ýygnanma radiusyny we interwalny tapmaly: 

13. 2
0 2

n

n
n

x .                14. 2 2

0
( 1) 3n n

n
x  .     15. 2

0
( 1) 2n n n

n
n x . 

16. 
2

1

2 ( 3)
!

n
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III bap. DIFFERENSIAL DEÑLEMELER 

 
III. 1. Birinji tertipli differensial deñlemeler 

§1.1 Differensial deñlemeler barada esasy dü ünjeler 
Eger gözlenýän funksiýa we onuñ dürli tertipdäki önümleri 

deñlemede saklanýan bolsa, onda bu deñlemä differensial deñleme 
diýilýär. Deñlemedäki  gözlenýän funksiýanyñ  önüminiñ ýokary 
tertibine deñlemäniñ tertibi diýilýär.  
 Eger gözlenýän funksiýa bir üýteýänli bolsa, onda degi li 
differensial deñlemä ady differensial deñleme diýilýär. Eger 
gözlenýän funksiýa birnäçe üýtgeýänli bolsa,  onda bu differensial 
deñlemä hususy önümli differensial deñleme diýilýär. 
 n-nji tertipli umumy ady differensial deñleme  

 = 0                                (1) 
görnü de ýazylýar, bu ýerde x bagly däl üýtgeýän ululyk,  ( )y y x  
gözlenýän funksiýa,  gözlenýän funksiýanyñ 
önümleri,      bolsa  berlen funksiýa. 
      Eger (1) deñleme  -e görä çözülen bolsa,  onda ol 

                         (2)  
görnü i alar. 
     (a, b) interwalda kesgitlenen  funksiýanyñ n-gezek 
önümleri hem (a,b) interwalda kesgitlenen bolup, (1) deñlemäni 

üçin 

 

toždestwa würse, onda  funksiýa (1) deñlemäniñ ç züwi 
diýilýär. 

(1) deñlemäniñ  
( 1) 1( ) , ( ) , , ( )n n

o o o o o oy x y y x y y x y                  (3) 
ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyga (1) 
deñleme üçin Ko iniñ meselesi diýilýär. 
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     (1) deñleme üçin Ko iniñ meselesiniñ çözüwiniñ barlygynyñ we 
ýeke-täkliginiñ ertleri a akdaky teoremada getirilýär (teoremany 
subutsyz kabul etjekdiris). 
     1–nji teorema. Eger    f  funksiýa we onu  

  boýunça hususy önümleri  
( 1) ( 1), , , ( 0, 0)n n

o o o ox x a y y b y y b y y b a b
deñsizlikler bilen kesgitlenen G oblastda üznüksiz we çäklenen 
bolsa, ýagny  

 ,  

 onda (1) deñlemäniñ (3) erti 
kanagatlandyrýan  aralykda ýeke-täk  çözüwi 

bardyr, bu ýerde  1 ( 1)
0, 0, min( , )

max( , , )n

bC C h a
C y y

, 

( ) ( 1)( , , , , ) , ( , , , , )n n
o o o oM x y y y G M x y y y G  

Eger  
                        (4) 

funksiýa  1) erkin hemi elikleriñ islendik bahalarynda  
(1) deñlemäni toždestwa öwürýän bolsa;  
    2) (3) erti kanagatlandyrýan  tapylýan bolsa,  onda 
(4) funksiýa (1) differensial deñlemäniñ umumy çözüwi diýilýär.  
(1) deñlemäniñ (4) umumy çözüwinden erkin hemi elikleriñ berlen 
bahasyndan alnan çözüwine, ýagny   
çözüwe berlen deñlemäniñ hususy çözüwi diýilýär. 

 
§1.2 Birinji tertipli differensial deñlemeler. 
Üýteýänleri aýyl-saýyl edilýän deñlemeler 

                                          (5) 
deñlemä umumy görnü däki birinji tertipli differensial deñleme 
diýilýär.  
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    Eger (5) deñlemäni y-e görä çözüp bolsa, onda ol   
ýa-da    g rnü de ýazylýar. 
 

                     (6)  
deñleme onuñ hususy görnü idir. 
          (5) deñlemäniñ erti kanagatlandyrýan  

 çözüwini tapmaklyga Ko ini  meselesi  diýilýär.   
Indi deñlemäniñ 

 
 bolandaky hususy halyna seredeliñ: 

                       (7)   
Bu deñlemä üýtgeýänleri aýyl-saýyl edilýän deñleme diýilýär. 

bolanda (7) deñlemäni  bölüp alarys: 

                              (8)  

Bu deñlemäniñ birinji go ulyjysy diñe x-e, ikinjisi diñe y-e baglydyr. 
(8) deñlemäni integrirläp, ol deñlemäniñ  

 

 umumy çözüwini alarys. 
   1-nji mysal.  deñlemäniñ erti 
kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly. 
     Berlen deñlemäni a akdaky görnü de ýazalyñ: 

2
33dy y

dx
  deñlemäni  bolanda 

2
3y dx   köpeldip,  

görnü de ýazarys. Alnan deñlemäni integrirläliñ: 

  ýa-da  
erti ulanyp, C-ni tapalyñ:  

 
Diýmek berlen meseläniñ çözüwi  bolar.  
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§1.3 Birinji tertipli birjynsly deñlemeler 
 

Eger  funksiýa üçin  
                               (9) 

toždestwo ýerine ýetýän bolsa, onda  funksiýa n ölçegli 
birjynsly funksiýa diýilýär. 
       Mysal üçin:      

 

funksiýalar degi lilikde bir, iki we nol ölçegli birjynsly 
funksiýalardyr. Hakykatdan-da, 

 

 

 
Eger  funksiýalar ol bir n ölçegli birjynsly 
funksiýalar bolsalar, onda (6) differensial deñlemä birjynsly 
differensial deñleme diýilýär. Diýmek, eger  (6) deñleme birjynsly 
differensial deñleme bolsa, onda  

   bolar. 
Eger   bolsa, onda bu ýerden 

 
deñlikler alnar. Diýmek, 

 
 funksiýalary (6)-da ornunda goýup,  

 

 ýa-da  
              (10) 



 181 

deñlemäni alarys.  

     yu
x

 ýa-da y ux  belgilemäni girizip, (10)-dan alarys: 

 
 

Alnan deñleme üýtgeýänleri aýyl-saýyl edilýän deñlemedir. Goý, bu 
differensial deñlemäniñ umumy çözüwi  bolsun. Bu 
belgilemäni göz öñünde tutup, (6) birjynsly differensial deñlemäniñ 
umumy  çözüwini alarys. 

    2-nji mysal.    deñlemäni çözmeli.  
    Berlen deñlemäni   bolup, a akdaky görnü de ýazalyñ: 

 
Bu deñlemäni  birjynsly differensial deñlemedigi aýdyñdyr.  
belgilemäni ulanyp, alarys:  +u    ýa-da  

 
üýtgeýänleri aýyl-saýyl edeliñ : 

integrirläliñ    ýa-da 

bolanlygy üçin   
belgilemäni ulanalyñ. 

 bu ýerde  

belgilemäni göz öñünde tutup, berlen deñlemäniñ umumy çözüwini 
alarys:  

            ýa-da  

deñlemäniñ üýtgeýänlerini aýyl-saýyl edenimizde, deñlemäniñ iki 
bölegini hem  bölüpdik. onuñ üçin käbir çözüwleri 
ýitirmegimiz mümkin.  
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bolsun. Ýöne  , sebäbi   ornunda  

goýmany ulandyk. Ikinjisinden   ýa-da  alarys. 

Ornunda goýmany ulanyp  we  funksiýalaryñ hem 
berlen deñlemäniñ çözüwidigini alarys.  
 

§1.3 Birinji tertipli çyzykly differensial deñlemeler 
 

                        (11) 
deñlemä birinji tertipli çyzykly differensial deñleme diýilýär, bu 
ýerde   gözlenýän funksiýa, ( ), ( ), ( ) ( )a x b x c x x   
funksiýalar berlen üznüksiz funksiýalar, unlukda   b lüp,  

                               (12)   
deñlemäni alarys, bu ýerde  

 
(12) deñlemäniñ çözüwini   funksiýalaryñ 
köpeltmek hasyly görnü inde gözläliñ: 
                                            .                                                  (13) 

deñligi göz öñünde tutup, (12) den alarys: 

 
ýa-da  

                         (14) 
 funksiýany   

                                     (15)  
deñlemäni çözüp taparys. (15)-i göz öñünde tutup, (14)-den alarys: 

  .                                          (16) 
(15) we (16) deñlemeler üýtgeýänleri aýyl-saýyl edilýän 
deñlemelerdir. (15) deñlemäniñ umumy çözüwini tapalyñ: 
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 de lemäni integrirläliñ: 

 .                       (17)  

(16) deñlemeden alarys: ( )

1

1 ( )
p x dx

u f x e
C

 ony integrirläp alarys:  

  .                         (18) 

(17), (18) deñlikleri ulanyp, (13)-den berlen deñlemäniñ umumy 
çözüwini taparys: 

 .      (19) 
     3-nji mysal.            deñlemäni çözmeli. 
  (19) formulany peýdalanyp, berlen deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapalyñ:

 
 

§1.4 Doly differensially deñlemeler 
 

     Eger (6) deñlemäniñ çep bölegi käbir  funksiýanyñ 
doly differensialy, ýagny bolsa, onda 
bu deñlemä doly differensially deñleme diýilýär.  
     Bu ýagdaýda (6) deñlemäni  görnü de ýazyp bolar, 
diýmek  

 
Bu de lik esasynda alarys: 

. 

akdaky tassyklama dogrudyr. 
     (6) deñlemäniñ doly differensially deñleme bolmagy üçin,  



 184 

 funksiýalaryñ kesgitlenen D oblastynda  

  üznüksiz önümleri bar bolup,  

                                          (20) 

ertiñ ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. Bu ýagdaýda, eger (20) 
ert ýerine ýetýän bolsa, onda (6) deñlemäniñ umumy çözüwi 

 

ýa-da 

 
görnü de ýazylýar. 
     4-nji mysal.  
deñlemäniñ çözüwini tapmaly. 
       Bu ýerde 
  

onu  esasynda  

 

 
 

Bu ýerde ( , )o ox y nokadyñ ornuna koordinatalar ba langyjyny aldyk. 
Eger(20) ert ýerine ýetmese, onda (6) deñleme doly differensially 
deñleme däldir. Käbir ýagdaýlarda bu deñlemäni  funksiýa 
köpeldip, doly differensially deñleme alyp bolýar.  
funksiýa integrirleýji köpeldiji diýilýär. 
      1-nji hal. Eger 
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bolsa, ýagny gatna yk x-e bagly funksiýa bolsa, onda integrirleýji 
köpeldiji   

        .                                (21) 
       2-nji hal. Eger  

 
bolsa, ýagny gatna yk y-e bagly funksiýa bolsa, onda integrirleýji 
köpeldiji   

                                         (22) 
formuladan tapylýar.  
     5-nji mysal.     deñlemäniñ umumy 
çözüwini tapmaly. 
       Bu ýerde  

Alarys:  .   (20) ert ýerine ýetmeýär. 

 

(21) formulany ulanyp, alarys:    
Berlen deñlemäniñ iki böleginihem   1 x -e  köpeldip alarys:   

. 

Alnan deñlemäniñ doly differensial deñlemedigini görkezmek kyn 
däldir. ( , )o ox y  nokady (1;0) diýip, (20) formulany ulanyp, berlen 
deñlemäniñ umumy çözüwini alarys: 

,   
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ýa-da    .  

 
III. 2. Ýokary tertipli differensial deñlemeler. 

§2.1. Käbir n-nji tertipli integrirlenýän differensial deñlemeleriñ 
görnü leri. Tertibini peseldip bolýan deñlemeler 

 
      1. Sag bölegi üznüksiz x-e bagly funksiýa bolan deñlemäniñ 
hususy halyna seredeliñ, ýagny 

 .                                   (1) 
Bu deñlemäni n gezek integrirläp, alarys: 

 

 
                   .   .   .   .  .   .   .    .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

 
alnan funksiýa (1) deñlemäniñ umumy çözüwidir. (2) çözüwde 
kesgitsiz integrallary ýokarky çägi üýtgeýän ululykly kesgitli 
integrallar bilen çal yrmak bolar, ýagny ony: 

 
görnü de ýazmak bolar. 

 
Ko i formulasyny peýdalanyp, umumy çözüwi  
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görnü de ýazarys.   Eger (1) deñlemäniñ  
 

 ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk talap 
edilýän bolsun. Onda (1) deñlemäni yzygiderli n gezek  

çenli integrirläp, bu meseläniñ çözüwini alarys: 

 
ýa-da   

 
         1-nji mysal.  deñlemäniñ umumy çözüwini 

tapmaly. 
      Üç gezek yzygiderli integrirläp, alarys: 

 
, 

 
Indi berlen deñlemäniñ    ertleri 
kanagatlandyrýan çözüwini tapalyñ. 

    

 
2.   .                                     (2) 

        ornunda goýmany ulanyp, (2) deñlemäni 
  görnü de ýazarys. 

Eger alnan deñlemäniñ çözüwi  bolsa, ornunda  
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goýmany ulanyp, (1) görnü däki   differensial  
deñlemäni alarys. 
  2-nji mysal.  deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapmaly. 
         ornunda  goýmany  ulanyp  alarys:           
ýa-da    .  Üýtgeýän  ululyklary  aýyl-saýyl  edeliñ  we  

integrirläliñ: 
    

 ornunda goýmany ulanalyñ: 
                          ýa-da         

diýmek:  .   ornunda goýmany peýdalanalyñ: 
    iki gezek yzygiderli integrirläp, alarys: 

 
 

   3.                                  (3) 
 ornunda goýmany ulansak, onda 

   . Bu ýagdaýda (3) 
deñleme       görnü i alar. Alnan 
deñlemäniñ umumy çözüwi    bolsa, onda 
(1.1) görnü däki   deñlemäni alarys. Bu 
deñlemäni  k gezek yzygiderli integrirläp, berlen deñlemäniñ 
umumy çözüwini alarys. 
     3-nji mysal.  deñlemäniñ umumy çözüwini tapyñ. 
       belgilemäni girizeliñ, onda  bolar. Berlen 
deñleme 0xz z  görnü i alar. Bu deñlemäni üýtgeýän ululyklara 
görä aýyl-saýyl edip, alarys: 

,    Bu de lemäni integrirläp alarys: 

     ýa-da    
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deñligi alarys. Belgilemäni göz öñünde tutup,   de lemäni 
alarys. Ony dört  gezek yzygiderli  integrirläliñ 

 

 

 

 
ýa-da  
                                 , 
bu ýerde:  . 

           3.   =0 . 
  ornunda goýmany ulanyp, berlen deñlemäniñ tertibini bir 
birlik kemeldilýär. Bu ýerde täze üýtgeýän bagly däl funksiýa y-e 
baglydyr:   Alarys: 

 

 
we. .m. Bu añlatmalary (4) deñlemede ornunda goýup, (n-1) tertipli 
deñleme alarys. 
     4-nji mysal.     deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapmaly. 
        añlatmalary ulanyp, alarys:  

      ornunda goýmany  
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ulanyp,      ýa-da       çyzykly 

deñlemäni alarys. Bu deñlemäniñ umumy çözüwini (19) formulany 
peýdalanyp taparys: 

 
     ýa-da        

 
§2.2.  n-nji tertipli differensial deñlemeler 

   I. n-nji tertipli çyzykly deñlemäniñ çözüwleriniñ häsiýetleri 
 

    (4) 
görnü li deñlemä n-nji teripli çyzykly differensial  deñleme  
diýilýär, bu ýerde  gözlenýän funksiýa,  

 ,  berlen funksiýalar. Bu funksiýalar käbir  
 kesimde üznüksiz funksiýalar diýip hasap ederis. 

Eger     bolsa, onda (4) deñlemä birjynsly däl deñleme, 
eger    bolsa birjynsly deñleme diýilýär. 
     bolanda (4)  deñlemäni  bölüp, alarys: 

     (5) 
 bu ýerde  

 
 bolanda n-nji tertipli birjynsly deñleme  

   (6)  
görnü i alar. 

    (7)  
belgilemäni girizp, (6) deñlemäni     
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                                                        (8)  
görnü de ýazalyñ. 

  belgilemäni geljekde çyzykly differensial operator a akdaky 
häsiýetlere eýedir:   

                         (9) 
                        (10) 

  Hakykatdan-da, 

 
(9),(10) formulalary ulanyp, a akdaky tassyklamalry subut edeliñ: 
     1-nji teorema.Eger  çyzykly birjynsly   deñlemäni  
çözüwi bolsa, onda  C  hem bu de lemäni  çözüwidir, bu erde 
C=Const. 
      Teoremany ertine görä   onda (2.9) formulany 
peýdalanyp alarys.    
     2-nji teorema.Eger y1 we y2 funksi alar     birjynsly  
de lemäni  çözüwleri bolsa, onda    funksi a hem bu 
de lemäni  çözüwidir.  
       Teoremany  ertine görä  (10) 
formulany pe dalanyp, alarys: 

 
Di mek,    funksi a     de lemäni  çözüwi.  
     Netije1. Eger  funksi alar   de lemäni  
çözüwleri bolsa, onda 
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Funksi a hem bu de lemäni  çöwüdir, bu erde C1,C2,...,Cn erkin 
hemi elikdir. Bu tassyklama 1-nji we 2-nji teoremalardan gelip 
çykýar. 
     3-nji teorema. Eger      hakyky koeffisiýentli  

    deñlemäniñ  çözüwi      kompleks 
funksiýa bolsa, onda hakyky  we hyýaly     bölekler hem 
bu deñlemäniñ çözüwidir. 
             Teoremanyñ ertine görä   (9), (10) 
formulalary ulanyp, alarys:  

 
 bu ýerden    we    toždestwalary alarys. 

2. Çyzykly bagly we çyzykly bagly däl funksiýalar.   
                          Wronskini  kesgitleýjisi 

Eger   kesimde kesgitlenen   
                  (11)    

funksiýalar    üçin      erti kanagatlandyrýan 
hakyky sanlar bar bolup,   

   (12)  
deñlik ýerine ýetse, onda (11) funksiýalara çyzykly bagly diýilýär. 
Eger (12) deñlik diñe   

                           (2.13)  
bolanda ýerine ýetse, onda (11) funksiýalar çyzykly bagly diýilýär. 
Mysal üçin,   kesimde kesgitlenen  

                     (14)  
funksiýalar bu kesimde çyzykly bagly däl. 
Hakykatdan-da,   deñlik  

 üçin diñe   bolanda  ýerine 
ýetýär. Sebäbi hakyky koeffisi entli (n-1) derejeli köpagzanyñ 
nollarynyñ sany (n-1) den köp däldir. 
Eger  bolanda   bolsa  
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                         (15)  
we 

  
                                       (16) 

funksiýalar hem islendik  kesimde çyzykly bagly däldir. 
Eger   funksiýalaryñ iñ bolmanda biri nola 
deñ bolsa, onda bu funksiýalar çyzykly baglydyr. Hakykatdan-da, 
eger  bolsa, onda   

1  bolar, bu ýerde:  
Eger n sany funksiýalaryñ arasynda sanysy çyzykly bagly 
bolsa, onda ähli funksiýalar hem çyzykly baglydyr. Hakykatdan-da, 
ýönekeýlik üçin  bolanda  
bolsun, onda 

 
 

funksiýalaryñ çyzykly bagly bolmagy üçin olaryñ proporsional 
bolmagy zerur we ýeterlikdir.  Hakykatdan-da, eger 

 bolsa, onda  , 
   bu ýerde . Tersine, eger 

 bolanda    bolsun. Goý, , onda  
   ýa-da  

 
Mysal üçin :   funksiýalar islendik  

kesimde çyzykly baglydyr;   
funksiýalar çyzykly bagly däldir. 

                        (17)  
funksiýalar islendik  kesimde çyzykly bagly däldir.              
     4-nji teorema. Eger   
funksiýalar   kesimde  çyzykly bagly bolsa, onda 
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      (18) 

kesgitleýji   kesimde toždestwalaýyn nola deñdir. 
      Teoremanyñ ertine görä    funksiýalar 

 kesimde çyzykly baglydyr. Kesgitlemä görä bu kesimde  
 deñlik 

  bolanda ýerine ýetýär. 
Bu toždestwony (n-1) gezek differensirläp alarys: 

  (19) 

Islendik  üçin  näbellilere görä birjynsly 
algebraik deñlemeler sistemasyny aldyk. Bu sistemanyñ noldan 
tapawutly çözüwi bolmagy üçin kesgitleýjisi nola deñ bolmaly, 
ýagny (10) de lik ýerine ýetmeli. 
(10) kesgitleýjä Wronskini  kesgitleýjisi diýilýär. 
     5-nji teorema. Eger   
funksiýalar  kesimde üznüksiz     koeffisiýentli  

               (20) 
Deñlemäniñ çyzykly bagly däl çözüwleri bolsa, onda Wronskiniñ 
W  kesgitleýjisi kesimiñ islendik nokadynda 
nola deñ däldir. 
     tersine güman edeliñ, ýagny  nokatda Wronskiniñ 
kesgitleýjisi nola deñ bolsun. eýlelikde,  
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  (21) 

Algebraik deñlemeler sistemasynyñ noldan tapawutly çözüwi 
bardyr, ýagny . 
Teorema 2.1 we 2.2-den  

          (22)  
funksiýa (20) deñlemäniñ çözüwidir. 
Bu deñlemäniñ çözüwi (21)-e görä   

 
ba langyç erti kanagatlandyrýar. Bu ba langyç  ert (20) 
deñlemäniñ  çözüwini-de kanagatlandyrýar. Diýmek teorema 
2.1 –e  görä  (22)  de lemäni  çözüwi    diýmek   

2 2 2
1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) 0 ( 0)o o n n o na y x a y x a y x a a a  

Bu ýerden  nokatda   funksiýalar 
çyzykly bagly. Bu bolsa teoremanyñ ertine gar y gelýär. Bu 
gar ylyk teoremany subut edýär. 
         3. n tertipli birjynsly çyzykly deñlemäniñ umumy çözüwi 
 6-njy teorema.  Eger   
funksiýalar kesimde kesgitlenen koeffisiýentleri bu kesimde 
üznüksiz bolan birjynsly (20) deñlemäniñ çyzykly bagly däl 
çözüwleri bolsalar, onda bu deñlemäniñ umumy çözüwi  

                             (23)  
formula bilen kesgitlenýär, bu ýerde erkin hemi elikdir. 
    3-nji teoremany göz öñünde tutup, (23) funksiýanyñ (20) 
deñlemäni toždestwa öwürýändigini göreris. 

 Indi    
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erti kanagatlandyrýan (20) çözüwinden  hemi elikleri 
kesgitläliñ, ýagny 

 (24) 

Bu sistemanyñ kesgitleýjisi Wronskiniñ kesgitleýjisidir. 
Teoremanyñ ertine görä  kesimde kesgitlenen 

  funksiýalar çyzykly bagly däl, onuñ üçin 
islendik  nokat ücin  Diýmek, (24) sistemanyñ 
ýeke-täk   çözüwi bardyr. 
Bu bolsa (23) funksiýanyñ (20) deñlemäniñ umumy çözüwidigini 
añladýar. 
     Netije 2.2 çyzykly birjynsly deñlemäniñ çyzykly bagly däl 
çözüwleriniñ iñ uly sany deñlemäniñ tertibine deñdir. 
     Kesgitleme: n-nji tertipli çyzykly birjynsly deñlemäniñ islendik n 
çyzykly bagly däl çözüwlerine bu deñlemäniñ fundamental çözüwi 
diýilýär. 
 

§ 2.3.  n-nji tertipli hemi elik kosffisiýentli 
 birjynsly çyzykly deñlemeler 

 
                  (25) 

Deñleme n-nji tertipli hemi elik koeffisi elik koeffisiýentli birjynsly 
çyzykly deñleme diýilýär, bu ýerde  hemi elik sanlar. 
(25) deñleme (6) deñlemäniñ hususy halydyr. onuñ üçin §2.2-      
- däki alnan netijeler (25) deñleme üçin dogrudyr. 
(25) deñlemäniñ çözüwini   

                              (26)  
görnü de gözläliñ. 
Bu funksiýany we onuñ   
önümlerini (25) de lemede ornunda goýup, alarys: 
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. 
  Ýa-da              
(26) funksiýanyñ (25) deñlemäniñ çözüwi bolmagy üçin  

                 (27)  
deñligiñ ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
     (27) deñleme häsiýetlendiriji deñleme diýilýär. Bu n-nji tertipli 
algebraik deñlemäniñ n sany köki bardyr, olaryñ gabat gelýänide, 
kompleks san bolmagy mümkin. 
1) Häsiýetlendiriji deñlemäniñ n-sany dürli hakyky köki bolsun. Bu 
kökleri    )  bilen belgiläliñ. Bu sanlara 
degi li (25) deñlemäniñ kökleri    

                    (28) 
 funksiýalar bolar. Bu funksiýalar  kesimde çyzykly bagly 
däldir (15-e seret ). 
Teorema 6 –yñ netijesine görä, (25) deñlemäniñ umumy çözüwi 

                   (29)  
formuladan kesgitlenýär. 
     5-nji mysal.  deñlemäniñ umumy çözüwini  
tapmaly. 
        Bu deñlemäniñ häsiýetlendirijileriji deñlemesini ýazalyñ: 

 
Deñlemäniñ kökleri  bolar. Berlen 
deñlemäniñ umumy çözüwi 

 bolar. 
       2. Häsiýetlendiriji deñlemäniñ kökleri hakyky bolup, olaryñ m 
sanysy özara deñ, beýlekileri dürli bolsun: 

 
berlen deñlemäniñ çözüwleri. 

 
bolar. 
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Bu çözüwler çyzykly baglydyr, sebäbi m sany çözüw gabat gelýär. 
m-sany gabat gelýän çözüwlere m-sany çyzykly bagly däl. 
    
 çözüwleri degi li edip bolar,  eýlelikde  

Çözüwler çyzykly bagly däldir. Berlen deñlemäniñ umumy çözüwi. 
 

  
ýa-da 

   
funksiýalar bolar. 
     6-njy mysal.   deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapmaly. 
      Häsiýetlendirijileriji deñlemesi:   bolar.  Bu 
deñlemäniñ çözüwleri  bolar. Umumy çözüwi 
ýazalyñ:  

. 
3) Häsiýetlendiriji deñlemäniñ kökleriniñ arasynda kompleks sanlar 
hem bar bolsun:  . Alarys: 

 
 

Teorema 3-iñ netijesine görä,  
funksiýalar berlen deñlemäniñ çözüwidir. 
Goý, häsiýetlendiriji deñlemäniñ galan  kökleri dürli we 
hakyky sanlar bolsa, berlen deñlemäniñ umumy çözüwi 
    bolar. 
     7-nji mysal. y'''+4y''+13y'=0 de lemäni  umumy çözüwini 
tapmaly. 
      Häsi etlendiriji de leme +4 +13k=0  bolar. 
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Bu de lemäni  köklerini tapaly : 1=-2-3i; 2=-2+3i, 3=0. Umumy 
çözüwini azaly : 

y=(C1cos3x+C2sin3x)e-2x+C3 . 
 

§2.4.  n-nji tertipli birjynsly däl de lemeler. 
 

  A akdaky n-nji tertipli birjynsly differensial de lemä garaly : 
y(n)+p1(x)y(n-1) +  . . .+pn-1(x) y'+pn(x)y=f(x),                      (30) 

bu erde (x)(k= ), f(x) funksi alar [a,b] kesimde üznüksiz. 
Berlen de lemäni  

                   L[y]=f(x)                                 (31) 
görnü de azaly , bu erde 
L[y]  
     7-nji teorema. Eger funksi a birjynsly L[y]=0 
de lemäni  çözüwi,  funksi a degi li birjynsly däl 
L[y]=f(x)de lemäni  çözüwleri bolsa, onda (x) 
funksi a birjynsly däl de lemäni  çözüwidir. 
       Teoremany ertine görä L[ ] , L[ ] f(x) alarys. 
        L  

+  
Bu erden  de lemäni  çözüwidigi gelip 
çyk ar. 
     Netije2.3 Eger  funksi a L[y]=0 de lemäni  umumy 
çözüwi,  funksi a L[y]=f(x) de lemäni  ha syda bolsa 
bir hususy çözüwi bolsa,onda      de lemäni  
umumy çözüwidir. 
 

§2.5.  n-nji tertipli birjynsly däl hemi elik 
    koeffisi entli çyzykly de lemeler 

 
                (32) 
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de lemä garaly , bu erde hakyky sanlar, f(x)  
kesimde üznüksiz funksi a. 
(32) de lemäni  birjynsly de lemesini azaly : 

                   (33) 
Eger (33) de lemäni  umumy   çözüwi, we (32) de lemäni  
ha syda bolsa bir hususy çözüwi belli bolsa, onda netije 2-den 

 (32) de lemäni  umumy çözüwidir. (33) de lemäni  
umumy çözüwini  tapyly yny §2.3-de seredipdik.  
  (32) deñlemäniñ hususy çözüwi näbelli  koeffisi entler usuly bilen 
tapylýar.  
1)    bu ýerde  - derejeli köpagza. 
Eger  san degi li häsiýetlendiriji deñlemäniñ köki däl bolsa, onda 

 bolar, bu ýerde n-derejeli  köpagzanyñ 
koeffisiýentlerini kesgitlemeli. 
     8-nji mysal.  deñlemäniñ umumy 
çözüwlerini tapmaly. 
      Ilki bilen bu deñlemäniñ birjynslysynyñ umumy çözüwini 
tapalyñ. Häsiýetlendiriji deñlemesiniñ köklerini tapalyñ. 

, 
diýmek: 

, 
 

Önümlerini tapyp, berlen deñlemede ornunda goýup, a ,b, c sanlary 
tapalyñ: 

, 

 
 

alarys: 

 ,   . 
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Berlen deñlemäniñ umumy çözüwi 
 bolar. 

Eger  san häsiýetlendiriji deñlemäniñ m kratny köki bolsa, onda 
 bolar. 

         9-njy mysal.  de lemäni  umumy çözüwini 
tapmaly. 
         Bu de lemäni  birjynslysyny  umumy çözüwini tapaly : 

 
 

  bu funksiýanyñ önümlerini tapyp, berlen deñlemede 
ornunda goýalyñ: 

 

 
diýmek:  

 
2)  

Eger  kompleks san häsiýetlendiriji deñlemäniñ kökleri 
bolmasa, onda 

 bolar, bu ýerde  
. 

     10-njy mysal.  de lemäni  umumy çözüwini 
tapmaly. 
      . onu  üçin  
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. 

Eger  kompleks san häsi etlendiriji de lemäni  r kratny köki 
bolsa, onda 
      
     11-nji mysal. de lemäni  umumy 
çözüwini tapmaly. 
      onu  üçin  
                             

 

 

 

 
 

     §2.6.  n-nji tertipli çyzykly defferensial deñleme.  
Lagranžy  usuly 

         
       Eger  
                                        (34) 
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deñlemäniñ  hususy çözüwi belli bolsa, onda  
belgilemäni girizip, deñlemäniñ tertibini bir birlik kemeldip bolýar, 
alnan deñlemede çyzykly deñlemedir. 
       Eger (34) deñlemäniñ k sany hususy çözüwi belli bolsa, onda bu 
deñlemäniñ tertibini k birlik kemeldip bolar. 
       Eger (34) deñlemäniñ umumy çözüwi belli bolsa, onda onuñ 
kömegi bilen  

     (35)  
deñlemäniñ çözüwini tapyp bolar, bu usula Lagranžy  usuly diýilýär. 
Goý,  funksiýa (34) deñlemäniñ 
umumy çözüwi bolsun. (35) deñlemäniñ çözüwini.  

                    (36) 
görnü de gözlenilýär, bu ýerde  
funksiýalar häzirlikçe näbellidir. Olary a akdaky görnü de 
kesgitläliñ : 

 
bu sistemadan  tapalyñ,  

 integrirläp alarys: 

 
bu ýerde  erkin hemi eliler.  bahalaryny 
(36)-da ornunda goýup, (35) deñlemäniñ umumy çözüwini taparys. 
     12-nji mysal.  Hususy çözüwi  bolan  

 
deñlemäniñ umumy çözüwini tapmaly. 
       ornunda goýmany girizeliñ, bu ýerde z-täze 

gözlenýän funksiýa. 
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 berlen deñlemede ornunda goýup , alarys: 

, 
, sebäbi  berlen deñlemäniñ çözüwi. 

Alarys: 
 

 funksiýany göz öñünde tutup,  

deñlemäni alarys. Alnan deñlemäni  görnü de 

ýazalyñ.Integrirläp alarys 
 

Ýene-de bir gezek integrirläliñ: 
 

ornunda goýmadan alarys: 

 
     13-nji mysal.   deñlemäniñ umumy çözüwini 

tapmaly. 
      Ilki bilen   deñlemäniñ umumy çözüwini tapalyñ: 

 
Sonu  üçin   Indi berlen deñlemäniñ umumy 
çözüwini tapmaly. Ony 

 
görnü de gözläliñ, bu ýerde   näbelli funksiýalar. Bu 
näbellileri 

   

sistemadan tapalyñ 
 

Integrirläp alarys: . 
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Tapylan funksiýalary (2.37) ornunda goýup, alarys:  

 
 

G ö n ü k m e l e r 
 

§1.1.  (c-erkin hemi elik) funksiýa berlen differensial 
de lemäni  çözüwimi ? 

1)  

 2)    

 3)    

 4)  ,       

 5)   

 6)   

 7)  . 

§1.2. Differensial de lemäni çözmeli. 
 1)  (1+y2)dx+(1+h2)dy=0 ;          2)  xydx+(x+1)dy=0 ; 
 3)   ;                       4)  (x+xy)dy+(y-xy)dx=0,  y(1)=1 ; 

 5)  (1+y2)dx+xydy=0 ;               6)   

 7)      8)   

 9)   

10)  

 11)          12)  
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 1.3. De lemäni çözmeli.
1) (x+ey)dx-xdy=0  2)   

 3) (x-y)dx+(x+y)dy=0 4) (y2-2xy)dx+x2dy=0

5) x2dy-(y2-xy+x2)dx=0 6)

7) 8)

9) 10)

1.4. Berlen de lemäni umumy çözüwini tapmaly :
1) 2)

3) 

4) 5)

6) 7)

8) 9)

10) 11)

12)

1.5. De lemeleri umumy çözüwini tapmaly:
1) (xlny-x2+cosy)dy+(x3+ylny-y-2xy)dx=0

2)

3)

4) (3x2+6xy2)dx+(6x2y+4y3)dy=0
5) (2-9xy2)xdx+(4y2-6x3)ydy=0; 6) e-ydx-(2y+xe-y)dy=0

7)
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8) (1+y2sin2x)dx-2ycos2xdy=0; 9)

10)

11) (x2+y2+x)dx+ydy=0 12) (x2+y2+y)dx-xdy=0
13) (1-x2y)dx+x2(y-x)dy=0 14) (x2+y)dx-xdy=0
15) (x+y2)dx-2xydy=0 16)
(2x2+2y+5)dx+(2x3+2x)dy=0;
17) (x4lnx-2xy3)dx+3x2y2dy=0 18)
(x+sinx+siny)dx+cosydy=0
19) (2xy2-3y3)dx+(7-3xy2)dy=0

2.1. akdaky de lemeleri umumy çözüwini tapmaly:

1) 2)

3) 4)

5) 6)

7) 8)

9) 10)

11)

12)

13) 14)

15) 16)

17) xlnx =y 18)
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19) 20)

21)

2.2. akdaky funksiýalar özleriniñ kesgitleni oblastynda
çyzykly baglymy
1) 4, 2) 1, 2, x, x2 3) x, 2x, x2

4) sinx, cosx, cos2x c; 5) 1, sinx, cos2x 6) 5, cos2x, sin2

Wronskiniñ kesgitleýjisini hasaplamaly

7) 1, 8) 9) 1, 2, x2 10) e-x xe-x 11) ex 2ex e-x

Çözüwleriñ fundemental sistemasy berlen. Çyzykly birjynsly
differensial deñlemäni ýazmaly:

12) e-x ex 13) e-2x xe-2x 14) ex xex x2ex

15) 1, sinx cosx 16) e2x sinx cosx 17) 1, e-xsinx e-xcosx

2.3 akdaky deñlemeleriñ umumy çözüwlerini tapmaly:

1) -2y -4y=0 2) 3y -2y -8y=0 3) +6y +9y=0

4) y -3y +3y -y=0 y(0)=1, (0)=2, (0)=3

5) -6y +18y=0 6) y +6y +11y +6y=0 7)
yVI+2yV+yIV=0

8) yIV -8y=0 9) yIV-y=0 10) 2y -3y +y =0

2.4. akdaky deñlemeleriñ umumy çözüwlerini tapmaly:

1) -3y +2y=e3x(x2+x) y(0)=1, (0)=-2

2) +4y +4y=e-2xlnx 3)
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4) -2y -3y=e4x 5) -y =2ex-x

6) -3y +2y=sinx 7) +4y -2y=8sin2x

8) +y=4xcosx 9) +2y +5y=e-xsin2x

10) -5y =3x2+sin5x 11) -3y +2y=xcosx

12)y -2y +y=6xex 13) +y=xsinx

14) +4y +4y=xe2x 15) -4y +5y=e2x(sinx+2cosx)

Logranžy usulyny peýdalanyp çözmeli

16) 17)

18) 19) -y =e2xcosex

20) 21)

§1.1. 1) Hawa, 2) Ýok, 3) Hawa, 4) Hawa, 5)Hawa, 6)Ýok,
7) Howwa. §1.2.1) arctg x+arctg y=c 2) y=c(x+1)e-x x=-1
3) arctg y=ln|cx| 4) y-x+ln|cx|=0 5) x2(1+y2)=c
6) 7)
8) ex=c(1-e-y 9) ax+a-y=c 10) 1+ey=c(1+x2

11) 12) y2-2=ce1/x

§1.3. 1) x+y=cx2 x=0 2) y=xe1+cx

3) 4) x(y-x)=cy y=0

5) (x-y)lncx=x 6)

7) y=cey/x 8) 9)
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k=0, ±1, ±2,… 10)

§1.4. 1) y=cx2 2) 3)

4) y=sinx+cosx 5) y=(c+x2)lnx 6)

7) 8) 9) x=ce-y+ey

10) x=-cosysiny+csiny 11) x=cy3+y2 y=0 ; 
§1.5.1) x4+4xy(lny-1)-4x2y+4siny=c 2)

3) x4+x2y2+y4=c 4) x3+3x2y2+y4=c 5) x2-3x3y2+y4=c
6) xe-y-y2=c 7) 8) x-y2cos2x=c

9) 10) x2+1=2(c-2x)siny

11) 2x+ln(x2+y2)=c 12)

13) xy2-2x2y-2=cx =1/x2 14)

15) xln|x|-y2=cx = 16) 5arctgx+2xy=c x=0,

17) y3+x3(lnx-1)=cx2 18) 2exsiny+2ex(x-1)+

+ex(sinx-cosx)=c =ex 19)

§2.1. 1)

2) 3) y=(x-2)ex+x+2

4) 5) y=

6) 7)
8) 9)

10) 11) y=x 12) y=-2x

13) 14)
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15) 16)

17) 18)
19)
20) 21)

(c-x)lny=1, y=c
§2.2. 1) Hawa 2) Ýok 3) Ýok 4) Hawa 5) Hawa 6) Ýok;
7) 1; 8) 9) 0; 10) e-2x 11) 12) -y=0

13) +4y +4y=0 14) y +3y +3y -y=0 15) y +y =0
16) y -2y +y -2y=0 17) y +2y +2y =0.

§2.3. 1) 2)
3) 4) y=ex(1+x)
5) 6)
7)
8)
9)
10)
§2.4. 1)

2)

3)

4)

5)
6)
7)

8)
9)
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10). 5 3 2
1 2 0, 2 0,12 0,048 0,02(cos5 sin 5 )xy c c e x x x x x

11)
12)

13)

14)

15)

16)
17)
18)
19)
20)
21)
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III.3.  MATEMATIKI FIZIKANY  ESASY DE LEMELERI 

§ 3.1.  Hususy önümli differensial de lemeler 
 

      Tebigaty  köp hadysalary, meselem, yrgyldylar, ylylyk 
geçirijilik, diffuzi a we .m hadysalar matematiki fizikada hususy 
önümli differensial de lemelere getirilip öwrenil är. 
      Kesgitleme. ),( zyxu  funksi any, erkin zyx ,,,  
argumentleri we u argumentlere görä  ),( zyxu  funksi any  
hususy önümlerini baglany dyr an differensial de lemelere hususy 
önümli differensial de lemeler di il är. 
      Hususy önümli differensial de lemeler umumy görnü de 

akdaky aly azylyp bilner: 

   0
,,

,,,,
21 ikkk

k

zyx
u

z
u

y
u

x
uuzyxF      (1.1)                

bu erde  kkkk i21 . (1.1) hususy önümli differensial 
de lemä gir än hususy önümleri  i okary tertibine de lemäni  
tertibi di il är., 
      Biz di e ikinji tertipli we iki, üç erkin ü tge än argumentlere 
görä hususy önümli differensial de lemelere seretjekdiris. 
      Kesgitleme. ),( yxu  funksi a we onu  hususy önümlerine görä 
çyzykly bolan de lemä hususy önümli çyzykly differensial de leme 
di il ar. 
      Meselem:  

2 2 2

2 2( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )u u u uA x y B x y C x y D x y
x x y y x

  

( , ) ( , ) ( , ) 0uE x y G x y u F x y
y

 .                  (1.2) 

     Eger 0),( yxF  bolsa, onda (1.2) de lemä birjynsly çyzykly 
differensial de leme di il är: 

2 2 2

2 2( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )u u u uA x y B x y C x y D x y
x x y y x
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( , ) ( , ) ( , ) 0uE x y G x y u F x y
y

 . 

(1.2) de leme iki näbellili, ikinji tertipli hususy önümli çyzykly 
differensial de lemedir. 
      Eger-de hususy önümli differensial de lemeler, di e okary 
tertipli hususy önümlerine görä çyzykly de leme bolsa, onda be le 
de lemelere kwaziçyzykly differensial de lemeler di il är. 

          0),,,,(2 2

22

2

2

y
u

x
uuyxF

y
uC

yx
uB

x
uA        (1.3)               

      Bu de lemede ),( yxu  funksi a we onu  I-nji tertipli hususy 
önümleri islendik görnü de gabat gelmegi mümkin. Meselem: 

22 2 2
2 2

2 2( 1) ( )u u u u ux x y x x y
x x y y x y

  

5 3 2( 3 )x u x x y . 
      Hususy önümli differensial de lemäni  çözüwi di ip, ol 
de lemede funksi a we onu  hususy önümleri de lemede ornuna  
go landa de lemäni argumentlere görä toždestwa öwür än islendik 
funksi a a dyl ar. 

Meseleler: 1.    

                              0),(
x

yxu                                           (1.4) 

de lemä garaly . 
      De lemeden görnü ine görä, gözlenil än ),( yxu  funksi a x -a 
bagly däldir, di e y -e bagly funksi adyr. )(),( yyxu -erkin 
funksi adyr. Hakykatdan-da,  ),( yxu  funksi adan x -a görä önümi 
alsak, ol nola de  bolar. ),( yxu  funksi a x -a bagly däldir. Onda 

)(yu  funksi a (1.4) de lemäni  çözüwidir. 

II.                                  y
y
u 62

2

                                          (1.5) 

de lemä seredeli . 
      (1.5) de lemäni  çözüwi a akdaky görnü de bolar. 
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                              )()(),( 3 xxyyyxu                           (1.6) 
      Bu erde )(x  we )(x - erkin funksi alar. 
Hakykatdan-da, (1.6) de ligi  iki böleginden hem y -e görä iki 
gezek önüm alsak: 

2
2

23 ( ), 6u uy x y
y y

 

we 2

2

y
u  ululygy  bahasyny (1.5) de lemede ornuna go sak, onda 

biz toždestwo alarys. 
 

§ 3.2.  Hususy önümli ikinji tertipli çyzykly differensial 
 de lemeleri  klassifikasi asy 

 
      Iki ü tge änli ikinji tertipli hususy önümli differensial de lemä 
seredeli : 

0,,,,),(),(2),( 2

22

2

2

y
u

x
uuyxF

y
uyxC

yx
uyxB

x
uyxA         

(2.1) 
      Eger berlen oblastda  02 ACB   ert erine etse, onda (2.1) 
de lemä giperbolik, 02 ACB  bolanda  parabolik, 02 ACB  
bolanda bolsa elliptik tipli (görnü li ) de lemer di il är. 
      Eger ACB 2  a latma berlen oblastda alamatyny ü tgetse, 
onda (2.1) de lemä gary yk görnü li de leme di il är. 
      Mysal üçin, 

06232 2

22

2

2

y
u

x
u

y
u

yx
u

x
u  

de leme islendik oblastda giperbolik tipli de lemedir, çünki  
0431)3(1122 ACB  . 

0)1()1( 2

2
2

2

2
2

y
uy

x
ux

y
uy

x
ux   
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de leme  islendik oblastda elliptik tipli de lemedir, çünki  
0)1)(1(0 2222 yxACB  . 

02 2

2
2

2

2

2
2

y
uy

y
ux

yx
uxy

x
uy   

de leme islendik oblastda parabolik tipli de lemä degi lidir, çünki   
0)( 2222 yxxyACB  . 

02

2

2

2

y
u

x
uy  

de leme  gary yk tipli de lemedir, agny 0y  bolanda elliptik 
tipli de leme, 0y  bolanda giperbolik tipli de leme. 
 

§ 3.3.  Çyzykly hususy önümli differensial de lemelerde  
täze ü tge än ululyklary girizmek bilen özgertmek. 

       
     Ikinji tertipli hususy önümli  

  0,,,,),(),(2),( 2

22

2

2

y
u

x
uuyxF

y
uyxC

yx
uyxB

x
uyxA                           

(3.1) 
de lemä seredeli . 
      Täze ü tge än  we  ululyklary  

( , ), ( , )x y x y                                      (3.2) 
 formulalar arkaly girizile , bu erde ( , ), ( , )x y x y  
argumentlerine görä iki gezek üznüksiz differensirlen än 
funksi alar. Bu funksi alary   akobiany noldan tapawutly di eli , 
agny    

                           0

yx

yxI                                (3.3)  

we (3.2) de leme  x  we y -e görä  
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),(),,( yyxx  
görnüsde a ladyl ar.  
     x  we y -e bagly ),( yxu  funksi any  önümlerini täze  we  

tge än ululyklara görä tapaly : 

.2

;2

;)(
;,

22

22

yyyyyyyyyy

xyxxxxxxx

xyxyyxxyyxyxxy

yyyxxx

uuuuuu

uuuuuu

uuuuuu
uuuuuu

 (3.4)              

 
      Tapylan a latmalary (3.1) de lemede ornuna go up, alarys:    

0,,,,),(),(2),( 12

2

1

2

12

2

1
uuuF

y
uCuBuA

                                                    (3.5) 
bu erde  

  

.2),(

;),(

;2),(

22

1

1

222

1

y
C

yx
B

x
AC

y
C

xyyx
B

xx
AB

y
C

yx
B

x
AA

      (3.6) 

Gös göni barlamak bilen 

22
2

2
11

2
1 )()( IACB

xyyx
ACBCAB     (3.7)               

bol andygyna göz etirmek bolar. 
      Di mek, (3.1) we (3.5) de lemeler ol bir görnü li de lemelere 
degi lidir, agny täze ü tge än ululyklar de lemäni  tipini 

tgetme är. 
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§ 3.4. Giperbolik tipli de lemeleri kanonik  
görnü e getirmek 

   

                             02
22

y
C

yx
B

x
A                (4.1)                                      

hususy önümli birinji tertipli de lemä seredeli , bu erde 
),(),,(),,( yxCCyxBByxAA  funksi alar (3.1) de lemedäki 

funksi alardyr, özem 0A . 
      (4.1) de lemäni  

  022

y
ACBB

x
A

y
ACBB

x
A  

(4.2)                          
görnü de azmak bolar. Bu erden 

                                02

y
ACBB

x
A  ;                 (4.3)                                    

     02

y
ACBB

x
A  .                  (4.4)                                         

      Bu de lemeleri  her biri ady differensial de lemeleri  
sistemasyna getiril är, agny 

                             
ACBB

dy
A
dx

2
,                               (4.5)                                        

                                    
ACBB

dy
A
dx

2
,                            (4.6)                                      

agny 
      ,02 dxACBBAdy                          (4.7)                                      

                  .02 dyACBBAdy                            (4.8)                                    
      So ky de lemeleri bir de leme görnü de a latmak bolar, agny 

0)(2)( 22 dxCBdydxdyA                           (4.9)                                  
bolar. 
      Go , 1 1 2 2( , ) , ( , )x y c x y c  (4.7) we (4.8) de lemeler  
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sistemasyny  çözüwi bolsun. Bu agda da 
 ),(),,( 21 yxuyxu                          (4.10) 

funksi alar degi lilikde  (4.3) we (4.4) de lemeleri  çözüwidir hem-
de ol bir wagytda (4.1) de lemäni  çözüwidir. (4.10) de leme bilen 
kesgitlen än çyzyklara (3.1) de lemäni  häs etlendiriji çyzyklary 
a-da bu de lemäni  häs etlendirijisi di il är. (4.9) de lemä 

harakteristik de leme di il är. 
       Eger (3.2) formuladaky  ),(),,( yxyx  funksi alary  ornuna 
(4.10) funksi alary alsak, onda (3.5) de leme  has öneke  görnü e 
geler, sebäbi onu  käbir koeffisi entleri nola de  bolar. 
  Go , 

0,,,,),(),(2),( 2

22

2

2

y
u

x
uuyxF

y
uyxC

yx
uyxB

x
uyxA            

(4.11) 
de leme  seredil än oblastda giperbolik tipli de leme di eli , agny 
bu oblastda 02 ACB ert erine et än bolsun. 
      Go , A  we C  koeffisi entler bir wagtda nula de  bolmasynlar, 
agny kesgitlilik üçin 0A  bolsun. 

    02 ACB  bolany üçin (4.7) we (4.8) de lemeler sistemasyny  
hakyky dürli 2211 ),(,),( cyxcyx  integrallary, agny çözüwleri 
bolar. 
      (3.2) formuladaky ),(),,( yxyx  funksi alary  ornuna  

),(1 yx  we ),(2 yx funksi alary alyp, olary  degi lilikde (4.3), 
(4.4) de lemeleri  çözüwleri bol üandygyny göz ö ünde tutup (3.4) 
formulalar esasynda alarys. 

                           

.02

,02

2
222

2
2

1

2
111

2
1

1

y
C

yx
B

x
AC

y
C

yx
B

x
AA

 

      Onda (3.5) de leme a akdaky görnü de bolar 
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0,,,,),(2 1

2

1
uuuFuB               (4.12)                    

akobiany  ( 0I ),  noldan tapawutlylygy esasynda 01B . 1B -e 
bölüp alarys: 

uuuu ,,,,
2

                           (4.13)                                  

(4.13) de lemä giperbolik tipli de lemäni  kanonik görnü i di il är. 
      1-nji bellik. Eger 0CA  bolsa, onda (4.11) de leme e äm 
kanonik görnü dedir. 
      2-nji bellik.   (4.13) de lemede  

2
,

2

,,
 

 täze ü tge än ululyklary girizip, ony 
uuuuu ,,,,2

2

2

2

 

görnü e getirmek bol ar. 
 

§ 3.5.  Parabolik tipli de lemeleri kanonik 
görnü e getirmek. 

 
      02 ACB   (5.1) erti kanagatlandyr an  (3.1) de lemä 
seredeli . 
      Go , A  we B  koeffisientler bir wagtda nula de  bolmasynlar. 
Kesgitlilik üçin 0A  bolsun. 
      (5.1) ert esasynda (4.3) we (4.4) de lemeler gabat gel ärler, we  

0
y

B
x

A                                  (5.2)                                       

de lmäni alarys. 
      Eger ),( yx  funksi a (5.2) de lemäni kanagatlandyr an bolsa, 
onda bu funksi a  
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     0
y

C
x

B                                    (5.3)                                        

de lemäni kanagatlandyr andygyny görkezeli  . 
      (5.2) de lemäni  iki bölegini  B -e köpeldip we  (5.1) erti  göz 

üne tutup, alarys 

y
C

x
BA

y
AC

x
AB

y
B

x
ABO 2 . 

Bu erden 0A erti göz ö üne tutyp, (5.3) de ligi alarys. 
      Bu agda da (4.10)-ny  birinji integraly gabat del är. onu  
üçin  Cyx ),(  alarys. 

),( yxv  (5.2) de lemäni  çözüwi bolup dur an  ),( yx  
funksi a  (5.3) de lemäni  hem çözüwidir. 
      Go , ),( yx  bolsun. le ),( yx  sa lamada (3.5) 
de lemäni  1A  we 1B  koeffisientleri nula de dir. Hakykatdan-da, 
(3.6) de lemäni  ikinji formulasyny özgerdip alarys:  

yy
C

x
B

xy
B

x
AB1 . 

Bu erden 01B , sebäbi ),( yx -funksi a (5.2) we (5.3) 
de lmeleri  çözüwidir. 
      ),( yx  funksi a (4.1) de lemäni  çözüwi bolany üçin 

01A  bolar. 
      ),( yx  funksi any  ornuna  

0

yx

yxI  

 
erti kanagatlandyr an islendik funksi any almak bolar. Özgerdilen 

(3.5) de lemede 01Ñ  bol andygyny görkezmek bolar. 
      Hakykatdan-da (3.6) de lemäni  üçinji formulasynda  
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02 ACB erti ulanyp alarys: 
222

1
12

y
B

x
A

Ay
C

yy
B

x
AÑ . 

Bu erden 01Ñ , ba ga agda da kwadrat  içi nula de  
bolmaly, agny  

0
y

B
x

A  

bolar. 
      Bu de leme we (5.2) de leme birjynysly sistemany emele 
getir är, agny nuldan tapawutly çözüwe e edir. 022 BA  
      lelikde, bu sistemany  kesgitle jisi nula de dir, agny  

0

yx

yx , 

bu bolsa  0I erte gar y gel är. 
      Di mek, (3.1) de leme  

                      0,,,,),( 12

2

1
uuuFuC  

görnü i alar. 
      01Ñ  bolany üçin bu de lemäni 

   uuuu ,,,,2

2

                           (5.5)                       

görnü de azmak bolar. 
      (5.5) de lemä parabolik tipli de lemäni  kanonik görnü i 
di il är. 
      Bellik. Eger 0,0 BA  bolsa, onda (3.1) de leme e äm 
kanonik görnü e getirilendir. 
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§ 3.6.  Elliptik tipli de lemeleri kanonik görnü e getirmek. 
       
      Go , (3.1) de leme elliptik tipli de leme bolsun, agny 
seredil än oblastda  
 

  02 ACB                                          (6.1)                                        
 

ert erine etsin. 
      Bu erti  esasynda (4.7) we (4.8) de lemeler çatyrymly 
kompleks integrallara e e bolar, 

,),(,),( 2211 CyxCyx   özem 
),(),(),(1 yxiyxyx ,    ),(),(),(2 yxiyxyx ,    (6.2)                                                            

bu erde ),(),,( yxyx  funksi alar  x  we y  ü tge änli hakyky 
funksi alar. 
      ),(1 yx  funksi a (4.1) de lemäni  çözüwi, onda  

02
2

111
2

1

y
C

yx
B

x
A . 

ada  

02
22

y
i

y
C

y
i

yx
i

x
B

x
i

x
A . 

Bu toždestwany  çep bölegini özgerdip alarys: 

02

22
2222

yy
C

xyyx
B

xx
Ai

y
C

yx
B

x
A

y
C

yx
B

x
A

 

 

0
yy

C
xyyx

B
xx

A . 

(3.6) formula esasynda  
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   0, 111 BCA                                     (6.3)                                             
Onda (3.5) de leme  

                      0,,,,12

2

12

2

1
uuuF

y
uAuA  

(6.1), (3.3) we (3.7) ertlerden 01A , onu  üçin so ky de lemäni 

    uuuuu ,,,,2

2

2

2

                        (6.4) 

 
görnü de azmak bolar. 
      (6.4) de lemä elliptik tipli de lemäni  kanonik görnü i di il är. 
 
 

§ 3.7.  Kir  yrgyldylaryny  de lemesini getirip çykarmak 
 

      Uçlaryndan dartylan kir  alaly . Kir  di ip örän inçe we erkin 
egrel än sim sapajygyna dü ünjekdiris. Kir  täsir ed än darty  
darty  gü ji  agyrlyk gü je garany da has uludygy sebäpli agyrlyk 
gü jini hasaba aljak däldiris. 
     De agramlylyk agda da kir  ugry X  oku  ugry bilen gabat 
gel är di eli . Biz kir  kese yrgyldysyna seredeli ; yrgyldy di e 
bir tekizlikde bolup geç är we kir  hemme nokatlary X  okuna 
perpendikul är hereket ed är di eli . Wagty  islendik t  pursatynda 
kir  nokatlaryny  de agramlylyk agda yndan ü tgemegini 

),( txuu  bilen belläli . Wagty  islendik pursatynda 
),( txuu funksi any  grafigi ol pursatdaky kir  formasyny 

görkezjekdigi a dy dyr. 
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çyzgy I 

 
Indi has kiçi yrgyldylara garap geç änligimiz üçin ),( txuu  we 

onu   
x
u  önümini  kiçi bolanlygy sebäpli ),( txuu  funksi any   

we   
x
u  önümini  kwadratlaryny hem-de olary  köpeltmek 

hasylyny hasaba aljak däldiris. 
      Kir  ),( 21 xx  aralygyny alaly . Alnan aralyk yrgyldy wagtynda 

21MM   aralyga deformirlen är.(çyzgy I.) 21MM -dugany  
uzynlygy kesgitli integraly  kömegi bilen a akdaky aly 
kesgitlen är. 

Sxxdx
x
uS

x

x
12

2
1

2

1

1  

 

u  

)( 11 xT  

 

)( 22 xT  

     x  
1x  2x  

1M  2M  
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u erden görnü ine görä kiçi yrgyldylar wagtynda kir  islendik 
alnan aralygynda sü nmeklik döreme är: aralygy  uzynlygy 

kiligine galar. Onda Guku  kanuny esasynda kir  islendik 
nokadynda täsir ed än )(xT  dartuw gü ji wagta görä ü tgeme är. 
Indi )(xT  dartuw gü jüni   x -a bagly däldigini görkezeli . Kir  

),( 21 xx  aralygynda 1M  we 2M  nokatlaryna galta anlary  ugry 
bo unça ugrukdyrylan darty  gü ji, da ky gü çler we inersi a gü ji 
täsir ed är. Di e kese yrgyldylara sered änligimiz üçin inersi a 
gü ji we da ky gü çler u  okuna paralleldir. Onda  

0)(cos)()(cos)( 222111 xxTxxT  
bu erde )(x  X -oku  položytel ugry bilen, t  wagtda, kir  
absisasy X  bolan nokadyna geçirelen galta ma çyzyk bilen emele 
getiren burçudyr: 

22

1

1
)(1

1)(cos

x
uxtg

x . 

erte görä 0
2

x
u , onda 1)(cos x , bu erden )()( 2211 xTxT  

bu de ligi  islendik 1x  we 2x  üçin erine et änligi sebäpli 0TT . 
      agny, islendik tx,  üçin T  dartuw gü ji  hemi elikdir. Indi kir  
yrgyldysyny  de lemesini getirip çykarmaga giri eli .  Munu  üçin 
kir  ),( 21 xx  aralygynyna täsir ed än ähli gü jü  jemi 
de agramla malydyr di en Dalambery  prinsipinden pe dalanaly . 
Kir  1M  we 2M  nokatlaryna täsir ed än dartuw gü jini  u  okuna 
bolan pro eksi asyny Y  di sek, onda  

)(sin)(sin 120 xxTY  . 
Indi bizi  ö ki eden talaplarymyzy  esasynda 
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x
u

x
u

x
u

xtg
xtgx

22

1
)(1

)()(sin   ; 

bolar. Di mek  

12

0
xxxx x

u
x
uTY  . 

a-da 

dx
x
u

x
u

x
u x

xxxxx

2

112

2

2

 ; 

onda 

dx
x
uTY

x

x

2

1

2

2

0  ; 

      Eger kir  ),( 21 xx  aralygynda täsir ed än u  okuna parallel 
bolan da ky gü ji  dykyzlygy ),( txp  bilen bellesek, onda ),( 21 xx  
täsir ed än gü jü  ululygy 

2

1

),(
x

x

dxtxp  

bolar. 
      Kir  dykyzlygyny )(x  bilen bellesek, onda 21MM  aralygy  
inersi a gü ji 

dx
t
ux

x

x

2

1

2

2

)(  

ululyga de dir. 
      Kir  ),( 21 xx  aralygyna täsir ed än gü jleri  u  okuna 
proyeksi alaryny  jemi nula de  bolmalydyr: 
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0),()(
2

1

2

2

2

2

0 dxtxp
t
ux

x
uT

x

x

 

Bu erden 1x  we 2x  ululyklary  erkinligini  esasynda alarys. 

  0),()( 2

2

2

2

0 txp
t
ux

x
uT   .                              (7.1) 

Eger kir  birjynsly bolsa )(x -hemi elikdir. Onda (7.1) de lemäni 
kdaky aly  azyp bileris. 

0),(2

2
2

2

2

txf
x
ua

t
u . 

Bu erde 

0

0T
a  ;           

0

),(),( txPtxf  ; 

Eger kir e da ky gü ç täsir etme än bolsa, onda 0),( tx  we   

2

2
2

2

2

x
ua

t
u     .                                           (7.2) 

(7.2) de lemä kir  erkin yrgyldysyny  de lemesi di il är.                                                                                                                             
 

 
§ 3.8.  Ba langyç we gyra ertler. Ko ini  meselesi 

 

   2

2
2

2

2

x
ua

t
u                                         (8.1)          

      (8.1) de leme XVIII-nji asyrda Danil Bernulli, Dalamber we 
ler tarapyndan öwrenilipdir. (8.1)- de lemäni  tükeniksiz köp 

çözüwi bardyr, di mek kir  yrgyldysyny doly kesgitlemek üçin 
(8.1) de lemäni eke özi eterlik däldir. unlukda kir  
yrgyldysyny doly kesgitlemek üçin käbir tebigy ertler üze çyk ar. 
Nokady  dinamikasyndan belli bol una görä, nokady  hereketini 
doly kesgitlemek üçin onu  ba langyç agda yny we ba langyç 
tizligini bilmek zerurdyr. Di mek kir  urgyldysyny doly 
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kesgitlemek üçin wagty  0t  pursatynda, onu  islendik 
nokadyny agda yny we ba langyç tizligini bilmek zerurdyr. 

  )(00
xu

t
 ;     )(1

0

x
t
u

t

  .                                (8.2) 

      (8.2) ertler ba langyç ertler di lip atlandyryl ar. Eger kir  
çäklenen bölegine seredil än bolsa, onda onu  gyra nokatlarynda 
yrgyldyny  nähili bol andygyny bilmek gerek. Eger kir  uçlary 
berkidilen bolsa, onda  

  0
0x

u    ;         0
lx

u                                (8.3) 
 

ertler hem berilmelidir. 
      (8.3) erte gyra ertler di il är. 
      Eger yrgyldylar ma gak membranada (metal listi) döre än 
bolsa, onda le yrgyldylary  de lemesi a akdaky görnü de 
azyl ar: 

),(2

2

2

2
2

2

2

yxf
y
u

x
ua

t
u . 

      Eger membranada da ky gü ç täsir etme än bolsa, onda 
0),( yxf , membranany  erkin yrgyldysyny  de lemesi 

2

2

2

2
2

2

2

y
u

x
ua

t
u  

bolar. 
      Eger membranany  yrgyldysyny  de lemesine seredilse, onda 
ba langyç ertler a akdaky aly 

),(00
yxu

t
 ;     ),(1

0

yx
t
u

t

 

bolar. 
      Eger membranany  gyrasy berkidilen bolsa, onda gyra erti 
alarys: 

0
L

u .  
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      Göwrumde geç än akustik yrgyldylary  de lemesini le 
azmak bolar: 

),,(2

2

2

2

2

2
2

2

2

zyxf
z
u

y
u

x
ua

t
u  

      Waakumdaky elektromagnit yrgyldylary  hem üç ölçegli 
yrgyldylar de lemesine getiril ändigini biz belläp geçmelidiris. u 
hili de lemeler üçin ba langyç we gyra ertler a akdaky aly bolar: 

),,(0 zyxut   ; 

),,(
0

zyx
t
u

t

   ; 

0
sn

u . 

n -wektor, S -üstü  içki normal wektory. 
 

§ 3.9.  Kir  erkin yrgyldysyny  de lemesini  çözüwi. 
( Dalamberi  çözüwi) 

       
      Kir  yrgyldysyny  de lemesi giperbolik tipe degi li bolan 
hususy önümli de lemeleri  i öneke lerini  biridir. Ilki bilen 
uzynlygy çäklendirilmedik kir  erkin yrgyldysyny  de lemesini  
çözüwine seredeli . Ö den belli bol y aly kir  erkin 
yrgyldysyny  de lemesi a akdaky görnü de bolar.   

    2

2
2

2

2

x
ua

t
u   ;                                           (9.1) 

Ta  . 

1catx   we   2catx  çyzyklar (9.1)- de lemäni  
häs etlendirijileridir. Eger  atxatx ,   di sek, onda  

2

22

2

2

2

2

2 uuu
x
u  ; 
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2

2
2

2

2

2
2

2

2

2 uauaua
t
u . 

      2

2

2

2

,
t
u

x
u  ululyklary  tapylan bahalaryny (9.1) de lemede 

ornuna go sak, 

  0
2u                                             (9.2) 

de lemäni alarys. 
      Bu erden 

 0u   ýa-da  )(fu  .                    (9.3)                                                 

Eger (9.3) de ligi -e görä integirlesek, onda 
)()()()( 212 fffdxfu                       (9.4) 

de ligi alarys. 
      Bu erde dff )()(1 , )(2f -erkin funksu alar. 
      (9.4) de likde  we  ululyklary  bahalaryny erine go aly . 

)()( 21 atxfatxfu                                   (9.5) 
      Eger 1f  we 2f  funksi alar iki gezek üznüksiz differensirlen än 
funksi alar bolsalar, onda (9.5) a latma (9.1) de lemäni  çözüwidir. 

u çözüw birinji gezek Dalamber tarapyndan açylandygy üçin o a 
Dalamber çözüwi di il är. u çözüwi  fiziki manysyna seredeli . 

öneke lik üçin 0)(2f  di sek, onda yrgylda an nokatlary  
tgemesi )(11 atxfu latma arkaly kesgitlenip bilner. 

      Erkin X  nokat alaly . Edil unu aly sü me wagty  0t  
pursatynda koordinatasy atx  de  bolan nokatdan döre är. 
Di mek u erden görnü ine görä u -ny  ü tgemesi kir  bo unça  a  
tizlik bilen sag tarapa sü är. agny )(11 atxfu  funksi a 
tolkuny  sag tarapa ra yna häs etlendir är. Edil unu aly 

)(22 atxfu  funksi a ol tekizlikdäki tolkuny  çep tarapa 
ra yny kesgitle är. 



 232 

      Di mek (9.5) çözüw gar ylykly ugurlara ra an tolkunlary  
jemidir. 
 

§ 3.10.  Ko ini  meselesi 
 

       Mesele.    2

2
2

2

2

x
ua

t
u           )0,( tx  

de lemäni   )(),(
0

0
x

t
uxu

t
t

  (10.1)  ba langyç ertleri                                          

kanagatlandyr an ),( txu  çözüwini tapmaly. 
      Kir  uzynlygy çäklendirilmedik bolany üçin gyra ertler 
berilme är. (9.5)  formulada 0t  di ip (10.1) ba langyç erti göz 

üne tutsak, onda )()()( 21 xxfxf .  

)(
0

x
t
u

t

 

ertlerden bolsa   

)()()( 21 xfxfax                           (10.2) 

de ligi alarys. (10.2) de ligi integrirläp, 
x

cdxx
a

xfxf
0

21 )(1)()(  

de ligi alarys. Bu erden  
x

cdzz
a

xfxfxxfxf
0

2121 )(1)()(),()()(  , 

a-da 
x cdzz

a
xxf

0
1 2

)(
2
1)(

2
1)(  ;                       (10.3) 

x cdzz
a

xxf
0

2 2
)(

2
1)(

2
1)(  . 
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(10.3) bahalary (9.5) ornuna go up alarys: 

0

1 1 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

x at x at

x at

c cu x t x at z dz x at z dz
a a

Bu erden kesgitli integraly  häs etini ulanyp taparys: 
 

atx

atx

dzz
a

atxatxtxu )(
2
1

2
)()(),(                     (10.4) 

      Eger )(x  funksi any  üznüksiz ikinji, )(x  funksi any  
üznüksiz birinji önümi bar bolsa, onda (10.4) funksi a (erkin) 
yrgylda an kir  de lemesi üçin Ko ini  meselesini  çözüwidir. 
Kir  erkin yrgyldysyny  de lemesi üçin  Ko ini  meselesini  
çözüwini  barlygy we ol çözüwi eke-täkligi (10.4) formulany  
alyny yndan görün är. Indi ol çözüwi  durnykly çözüw bolmak 
meselesine seredeli . Haçan-da  )(),( xx  funksi alary a akdaky  

)()(,)()( xxxx  
ertleri kanagatlandyr an )(),( xx  funksi a bilen 

çal yranymyzda ilki ba daky ),( txu  çözüw bilen täze ),( txu  
çözüwleri  tapawdyny  absol ut ululygy islendik 0,0 t  çenli wagt 
aralygynda -den  kiçi  bolar  aly  le  0  sany görkezmek 
mümkin. u tassyklamany subut etmek üçin (10.3) formulany 
pe dalanaly . 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( , )

2 2
x at x at x at x at

u x t u x t  

1 ( ) ( )
2

x at

x at

z dz z dz
a

, 

bu erde 

)1(2
222

),(),( tat
a

txutxu . 
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      Eger 
t1

 di sek, onda ),(),( txutxu . 

      Eger go lan meseläni  çözüwi bar bolup, ol çözüw hem eke-
täk we durnukly bolsa, onda ol meselä korrekt go lan di il är. 
Gör ümiz aly, kir  yrgyldysyny  de lemesi üçin Ko ini  meselesi 
korrekt go lan meseledir. 

      Mysal. Eger  x
t
uxu

t
t

0

2
0

,  )( x  bolsa, onda 

2

2

2 x
u

t
u  

 
de lemäni  çözüwini tapmaly. 
      Bu çözüwi tapmak üçin 

atx

atx

dzz
a

atxatxtxu )(
2
1

2
)()(),(  

formuladan pe dalanaly . 
      Bizi  bu meselämizde 1,)(;)( 2 axxxx . 
      Di mek  

tx

tx

zdztxtxtxu
2
1

2
)()(),(

2

 ; 

 
2

)(
2

)(
2

222 txtxzzdz
tx

tx

tx

tx

 ; 

Bu erden  
2 2 2 2(1 ) ( ) ( ) ( )( , )

2 2 4 4
t x t x t x tu x t  

2 23 1( ) ( )
4 4

x t x t ; 

222222

4
1

2
1

4
1

4
3

2
3

4
3),( txtxtxtxtxtxtxu  ; 
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§ 3.11.  Kir   de lemesini Fur eni  usuly bilen çözmek 
 

      Fur eni a-da ü tge än ululyklary pa la dyrmak usuly hususy 
önümli differensial de lemeleri çözmekde gi den ulanyl an 
usullary  biridir. Go , kir  iki tarapyndan berkidilen bolsun. le 
meselä seredeli : 
      Mesele: 

  2

2
2

2

2

x
ua

t
u                                           (11.1) 

del lemäni  we  
 

  0,0
00 xx

uu                                      (11.2)     
ba langyç                

)(),(
0

0
x

t
uxu

t
t

                            (11.3)                      

erti  kanagatlandyr an ),( txuu  funksi any tapmaly. De lemäni  
toždestwala yn nula de  bolmadyk käbir hususy çözüwini 

)()(),( tTxXtxu                                    (11.4) 
görnü de gözläli . 
      (11.4) de likden tapylan 

)()(2

2

tTxX
x
u , 

)()(2

2

tTxX
t
u . 

ikinji önümlerini  bahalaryny (11.1) de lemede erine go up alarys: 
)()()()( 2 xXtTaxXtT , 

a-da  

)(
)(

)(
)(

2 xX
xX

tTa
tT . 

So ky de ligi  çep bölegi di e t , sag bölegi  bolsa di e x -a bagly. 
Haçan-da de ligi  sag bölegi x  we t  bagly bolmadyk  hemi elik 



 236 

sana de  bolanda le de lik bolmagy mümkin. Bu hemi elik sany 
 bilen bellesek, onda 

0)()( 2 tTatT ,                             (11.5) 
  0)()( xXxX                               (11.6) 

de likleri alarys. 
      -ni  käbir bahalarynda (11.6) de lemäni  (11.1) gyra ertleri 
kanagatlandyr an toždestwala yn nula de  bolmadyk çözüwi 
bardyr. 
      -ni le bahalaryna onu  hususy bahalary di il är. ol 
bahalara degi li çözüwe bolsa (11.6), (11.2), (11.3) gyra meseläni  
hususy funksi alary di il är. Indi (11.1), (11.6) gyra meseläni  
hususy bahalaryny we hususy  funksi alaryny  tapaly . Ady  
differensial   de lemeler    teori asyndan    belli     bol una     görä,    

0    bolanda       (11.6)- de lemäni  umumy çözüwi a akdaky 
aly bolar. 

xx ececxX 21)(  
       21 ,cc - erkin hemi elik sanlar. 
      (11.2) gyra ertleri ulanyp alarys. 

0

0

21

21

xx ece
 

Bu sistemany  çözüwi 0,0 21 cc  bolup biler. Onda 0)(xX . 
Eger 0  di sek, onda (11.6) de lemäni  umumy çözüwi 

xccxX 21)(  bolar.  ene-de   gyra  ertleri  esasynda  
0,0 21 cc  alarys. Eger-de 0  bolsa, onda  (11.6) de lemäni  

umumy çözüwi 
xcxcxX sincos)( 21  

görnü de bolar. Gyra ertleri ulansak, onda  

0sincos

001

21

21

lcl
 

sistema alnar.  
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      Sistemany  birinji de lemesinden 01c  emma, ikinji 
de lemesinden 0sin2 lc  alarys, indi 02c  di sek, onda 

0sin l , agny 
l
kt  , k -erkin bitin san )3,2,1(k  

Di mek (11.1) we (11.2) gyra meseläni  nuldan tapawutly çözüwi 

di e 2

22

l
kk bolanda bolup biler. -ni u hususy bahalaryna 

akdaky aly hususy funksi alar degi lidirler. 

l
xkxX n sin)(  ; 

u funksi alar hemi elik takyklygynda hasaplan ar. 
       -ni  hususy bahalarynda (11.5) de lemäni  umumy çözüwi 

akdaky aly bolar. (Ady differensial de lemeler teori asyna seret) 

l
atkb

l
atkaT kkk sincos  ; 

bu erde kk ba , - erkin hemi elik sanlar. 
      lelikde 

l
xk

l
atkb

l
atkatTxXtxu kkkkk sinsincos)()(),(   ; 

),( txuk -funksi a kk ba , -erkin hemi elik ululyklary  islendik 
bahalarynda (11.3)-de lemäni we (11.2)-gyra ertleri 
kanagatlandyr ar. 
      (11.3)-de lemäni  birjynsly we çyzykly de leme bolýandy üçin 

1
sinsincos),(

k
kk l

xk
l
atkb

l
atkatxu              (11.7) 

funksi a hem (11.1) de lemäni kanagatlandyr ar. 
      u erde a dylan tassyklamalary erine etmegi üçin (11.7) 
hatary  de ölçegli ygnalmagy we tx,  bo unça agzama-agza iki 
gezek differensirlen än bolandygy eterlikdir. Hatary  de  ölçegli 
ygnanmagy  we tx,  ü tge anlik ululyk bo unça hatary  

agzalaryny  ikinji önümlerini  bolmagy üçin )(x funksi any  
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üznüksiz ikinji tertipli önümi bar bolup üçinji tertipli önümini  I-nji 
jynsly üz eligi di e tükenikli sandaky nokatlarda bolmaly, we )(x  
funksi any  üznüksiz birinji önümlerini  barlygy, ikinji tertipli 
önümini  bolsa, I-nji jynsly üz eligi tükenekli sandaky nokatlarda 
bolmagy eterlikdir. 
      Hatary  her bir  

l
xk

l
atkb

l
atka kk sinsincos   ; 

görnü däki jemi (11.2) gyra erti kanagatlandyr anlygy üçin (11.7) -
hatary  jemi ),( txuu  hem (11.2)- erti kanagatlandyr ar. Indi 
bize ),( txuu  funksi a berlen (11.3)- ba langyç ertleri 
kanagatlandyr an aly kk ba ,  hemi elik sanlary kesgitlemek gerek. 
Onu  üçin ü tge än ululyga görä (11.7) de ligi  önümlerini taparys.  

1
sincossin

k
kk l

xk
l
atkb

l
atka

l
ak

t
u  ; 

      Indi )(),(
0

0
x

t
uxu

t
t

 ba langyç ertimizi ulanaly . 

1
sin)(

k
k l

xkax  ; 

1
sin)(

k
k l

xkb
l
akx    .                                (11.9) 

(11.9) a latmalar )(x we )(x  funksi alary  ),0( l  aralykda 
sinuslar bo unça Fur e hataryna dagydylmasydyr. Fur e hataryny  
koeffisi entleri bolan kk ba ,  bize belli bolan )(x we 

)(x funksiýalar arkaly 

0 0

2 2( )sin , ( )sin
l l

k k
k x k xa x dx b x dx

l l k a l
; 

formulalar bo unça kesgitlen är. 
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§ 3.12. ylylyk geçirijilik de lemesi 
 

      Metaldan asalan bir steržen alaly  we ol sterženi  gapdal üsti 
ylylyk geçirme är di eli . Eger ba langyç agda da sterženi  dürli 

bölekleri dürli temperaturada gyzdyrylan di sek, onda sterženi  has 
gyzgyn böleginden az gyzgyn bölegine ylylyk geçer. Eger sterženi  
esaslary hem ylylyk geçirme än bolsa, onda wagty  geçmegi bilen 
sterženi  hemme erinde temperatura de le er. 
      Çyzykly ylylyk geçirijilik hadysasyna seredilende, alnan 
steržen gaty inçe di ip kabul edil är: wagty  islendik pursatynda 
onu  kese-kesigini  hemme nokatlarynda temperatura birme ze dir. 
Eger sterženi  oky deregine x  okuny kabul etsek, onda ),( txu  
temperatura x  we t  wagta görä funksi a hökmünde garamak 
mümkin. 

 
      ylylyk geçirijiligi  de lemesini getirip çykarmak üçin iki sany 

den belli bolan fiziki ululyklara seredeli : 
1) Birjinsly jisimi  temperaturasyny u  ululyga okarlandyrmak 

üçin gerek bolan ylylyk mukdary  
                                  uVc                                         (12.1) 

de dir. V -jisimi  göwrümi, - onu  dykyzlygy, c -udel ylylyk 
sygymy. 
2) Sterženi  kese-kesiginden t  wagty  içinde akyp geç än 
ylylygy  mukdary kesigi  me danyna, kesige perpendikul är ugur 

 

0
 

0x
 

x  
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bo unça temperaturany  ü tge  tizligine, t  wagt aralygyna 
proporsionaldyr:  

t
x
ukS                                                (12.2)   

de dir. Bu erde S - kese-kesigi  me dany, k ylylyk geçirijilik 

koeffisi enti. 
x
u  bolsa x -okunu  polojytel ugry bo unça 

temperaturany  ü tge  tizligi. 
      Minus alamatyny  go ulmagyny  sebäbi, ylylyk akymyny  
ululygy polojytel hasap edil än, ylylyk x - oku  art an ugryna 

tarap akan bolsa. Eger 0
x
u  bolsa, onda x -y  artmagy bilen 

temperatura hem art ar, emma  ylylyk bolsa temperaturany  
okary erinden kiçi tarapyna akar. Di mek ylylyk akymyny  ugry 

x -y  kemel än ugry bilen gabat gel är. 

      onu  uçin 
x
u -y  ö ünde minus alamaty go ul är. 

      Sterženi  kese-kesigini  absisslary degi lilikde x  we xx  
bolan aralygy alaly  we onu  üçin ylylyk balansyny düzeli . 
      (12.2) formula esasynda absissasy x  bolan kesikden t  wagty  

içinde akyp geç än ylylygy  mukdary t
x
ukS  ululyga de dir. 

      Eger okary tertipli tükeneksiz kiçi ululyklary hasaba almasak, 

onda 
x
u  hususy önümlerini  xx  nokatdaky bahasyny a akdaky 

aly hasaplamak bol ar. 

x
x
u

x
u

x
ud

x
u

x 2

2

 .                          (12.3) 

       Bu erden görnü ine görä, absissasy xx  bolan kesikden 

çyk an ylylyk mukdary x
x
u

x
ukS 2

2

 ; x - kese-kesiklerden 

geç än we xx  kesikden çyk an ylylyk akymlary  
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mukdarlaryny  tapawdyny bilip, t  wagty  içinde sterženi  alnan 
aralygyny  alan Q ylylyk mukdaryny taparys. 

tx
x
u

x
ukSt

x
ukSQ 2

2

 ; 

tx
x
ukSQ 2

2

. 

Ikinji tarapdan bolsa, u t  wagt içinde temperatura takmynan 

ut
t
u  ululyga art ar. Di mek 

t
t
uxScQ    .                             (12.4) 

( VxS göwrüm) 
Alnan (12.3) we (12.4) de likleri de dirip alarys. 

t
t
uxSñtx

x
ukS 2

2

, 

a-da 

2

2

x
uk

t
uc ;                                   (12.5) 

      2a
c
k  bilen belgiläp,     

     2

2
2

x
ua

t
u                                  (12.6) 

de ligi alarys. 
      (12.6) de leme ylylyk geçirijilik de lemesi di il är. 
      k -hemi elige temperatura geçirijilik koeffisi enti di ip 

dyl ar. (12.6) de leme birjynsly we çyzykly de lemedir. Go  
sterženi  kä böleklerine ylylyk bölüp çykaryjylar, a-da ylylyk 
si dirjiler bar di eli , a-da ba gaça a da da sterženi  içinde 
ylylyk çe meleri bar di mekdir. ylylyk bölünip çykmaklygy a-

da ylylyk si dirmesine ylylyk çe melerini  dykyzlygy di len 
dü ünjäni  üsti bilen häs etlendirmek has amatly bol ar. 
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      ylylyk çe mesini  dykyzlygy di ip, sterženi  ),( xxx  
aralygynda gysga ),( ttt wagt aralygynda txtxF ),(  de  bolan 

ylylyk mukdaryny bölüp çykar an ),( txF  funksi a dü ünil är. 
      0),( txF  bolsa, onda ylylyk bölünip çykma ar, tersine 

ylylyk itgisi bol ar. 
      Mysal üçin, sterženi  hemi elik elektrik togy akyp geçende 
sterženden ylylyk bölünip çyk ar. Bu agda da 

constRItxF 2),( . I -togy  ululygy (gü ji), R -sterženi  
gar ylygy. Sterženi  içinde ylylyk çe mesi bar bolsa, onda (12.5) 
ylylyk balansyny alanymyzda ylylyk bölünip çykmasyny nazara 

almaly. agny, (12.5) de lemäni  bölegine txtxF ),(  ululygy  
txS  ululyga bölünmesini go maly. 

),(1
2

2

txF
Sx

uk
t
uc                               (12.7) 

De ligi  iki tarapyny c  ululyga bölüp, 

),(),(1 txftxF
sc

 

bilen belläp alarys. 

),(2

2
2 txf

x
ua

t
u                                    (12.8) 

(12.8) de lemä ylylyk geçirijiligi  de lemesidir (sterjeni  içinde 
ylylyk çe mesi bar). 

      (12.8) de leme birjynsly de leme däldir. 
      Eger ylylyk geçirijilik de lemesine iki ölçegli jisimde 
(plastinkda) seretsek, onda de leme a akdaky görnü de bolar. 

),,(2

2

2

2
2 tyxf

y
u

x
ua

t
u  

      Iki ylylyk geçirijilik de lemesi üç ölçegli jisimde seretsek, onda 
ylylyk geçirijilik de lemesi u görnü de bolar. 

),,,(2

2

2

2

2

2
2 tzyxf

z
u

y
u

x
ua

t
u                   (12.9) 
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      Eger-de seredil än oblasty  içinde ylylyk çe mesi bolmasa, 
onda 0),,,( tzyxf  bolar we (12.9) u görnü e geçer. 

2

2

2

2

2

2
2

z
u

y
u

x
ua

t
u                           (12.10) 

(12.10)- de leme birjynsly de lemedir. 
      Eger-de jisimi  içinde ylylyk çe mesi bolmasa we jisimi  ähli 

nokatlarynda wagty  geçmegi bilen temperatura ü tgemese 0
t
u , 

onda jisimde  temperaturany  pa lanmak hadysasy Laplasy  
de lemesini kanagatlandyr ar. 

02

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
u                                       (12.11) 

      ylylyk geçirijilik de lemesine seredilende ba langyç ert 
di meklik, ba langyç 0t  pursatynda jisimi  ähli nokatlarynda 
temperatura belli di mekdir:  ),,(

0
zyxu

t
, gyra ertler bolsa, 

seredil än fiziki meselelere baglylykda a akdaky üç görnü däki 
bolup biler. 

1. Wagty  islendik pursatynda jisimi  tutu  üstünde 
temperatura belli hasap edil är:  

),,( tyxu
S

 
2. Jisimi  üstünde temperatura belli däl, öne jisimi  gir än a-

da ondan çyk an ylylyk akymy belli hasap edil är: 

),,( zyx
n
u

S

 

0n -üstü  normalyny  birlik wektory. 
3. Birinji we ikinji gyra ertleri  umumyla dyrylan görnü i 

),,( zyxFhu
n
u

S
. 

h -da ky ylylyk geçirijilik koeffisienti. 
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      Üçinji gyra mesele köplenç jisim özünden ylylyk 
gö berende ulanyl ar. 
      Hakykatdan-da tejribeler esasynda alyny yna görä T  
temperaturaly jisimi  üstüni  ds  böleginden dt  wagt 
aralygynda 0T  temperaturaly da ky gur aga gö beril än ylylyk 
mukdary dtdsTT ,,01  ululyklara göni proporsional. 

dsdtTTdQ )( 01  
ylylyk berli  koeffisienti. lelikde jisimden da ary çyk an 

ylylyk akymy  
   )( 01 TTq  .                          (12.12) 

Basga tarapdan bolsa ylylyk geçirijilik netijesinde jisimi  iç 
tarapyndan le ylylyk akymy jemlenmelidir: 

n
uq   .                              (12.13) 

(12.12) we (12.13) de lemeleri  sag tarapyny de dirip alarys: 
 

)( 01 TT
kn

u . 

Eger  h
k

 di sek we 
S

uT  bolsa, onda alarys: 

0hThu
t
u

S
 

      Indi da ky gur agy  temperaturasy dürli nokatlarda dürlidir 
di eli . Eger 0,Th  ululyklary  koordinatalar bilen baglany ygy belli 
di sek, onda 0,Th  ululyklar käbir ),,( zyxF  funksi a hökmünde 
seretmek bolar we biz üçünji tipli gyra meselä geleris. 

 
§ 3.13.  ylylyk geçirijiligi  de lemesi üçin Fur eni  usuly 

 
      Önden belli bol una görä, gapdal üsti ylylyk geçirme än 
steržende ylylyk çe mesi ok wagtynda ylylyk geçirijiligi  
de lemesi a akdaky aly bolar: 
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2

2
2

x
ua

t
u   ;                                 (13.1) 

Eger steržen çäksiz uzyn bolsa (iki çetinden çäklendirilmedik 
steržene seredeli ), onda onu  ortalaryndaky temperaturany  

ra yna di e ilki ba daky steržene ran temparatura täsir 
ed är. Gyra nokatlardaky temperatura wagty  ep-esli dowamynda 
onu  ortalaryna täsir edip bilme är. onu  üçin hem çäksiz uzyn 
steržende ylylyk geçirijilik de lemesine seredilende, di e 
ba langyç ertli meselä seredeli . 
      Mesele: (13.1)-de lemäni we ba langyç 

)()(
0

xxfu
t

                        (13.2) 
erti kanagatlandyr an funksi a tapmaly.  

      Bu meseläni çözmekden ö ürti (13.1) de lemäni has 
öneke le direli . Onu  üçin t  -ü tge än ululygy ta 2  bilen 

çal yraly .  Onda  
ua

dt
du

t
u 2  ; 

täze girizen - ü tge an ululygymyza görä (13.1) de leme 

2

2

x
u

t
u                                   (13.3) 

görnü e geçer. 
      Ba langyç (13.2) ertimiz hem  

)(,
0

xfxu
t

                         (13.4) 
görnü e e e bolar. 
     Go lan meseläni çözmek üçin Fur eni  usulyndan pe dalanaly . 
Ilki bilen de lemäni  käbir hususy çözüwini tapaly . (13.3) 
de lemäni  hususy çözüwini  

)()(),( TxXxu                                    ( 13.5) 
görnü de gözläli . 
      ),(xu -ny  we onu  önümlerini  bahalaryny (13.3) de lemede 
erine go up alarys. 
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)()()()( TxXTxX  
a-da 

  
)(
)(

)(
)(

xX
xX

T
T    .                           (13.6) 

(13.6)- de lemäni  çep tarapy x -a bagly däl, sag tarapy bolsa -a 
bagly däl. Di mek 

constcc
xX
xX

T
T ;

)(
)(

)(
)(  

bu erden 
cecT 1)(                           (13.7) 

de ligi alarys. 
      ylylyk geçirijiligi  tebigatyndan belli bol una görä, sterženi  
islendik 0xx  kese-kesigindäki temperatura )()(),( TxXxu   

-y  islendik  bahasynda absol ut ululygy bo unça çäksiz 
artyp bilmez. 
      Haçan-da )(t  di sek (13.7)- de likde c  hökman 
otrisatel ululyk bolmaly. 
      Eger 2c  bilen bellesek, onda  

2

)( ceT  . 
Indi  

0)()(
2

xXxX                          (13.8) 
de lemäni  umumy çözüwini   

xcxcxX sincos)( 21  
bol andygy bize ady differensial de lemeler teori asyndan bellidir. 

lelikde, biz (13.3) de lemäni   
2

sincos),( 1211 exccxccxu  
çözüwini taparys, bu erde 121 ,, ccc  - hemi elik sanlardyr. Gysgaça  

1211 , cccc  di sek, 
2

)sincos(),( exxxu                                  (13.9) 
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alarys. ),(xu  funksi any -ni  islendik bahasynda (13.3) 
de lemäni kanagatlandyr ar. Onda biz -ni  her bir bahasyna 
degi li  we  sa lap alyp bileris. Di mek  we , -e ululyga 
görä funksi a hökmünde seretmek mümkin. lelikde biz 

2

sin)(cos)(),( exxxu                (13.10) 
görnü li (13.3) de lemäni  hususy çözüwlerini  birjynsly we 
çyzykly de leme bolanlygy üçin  

dexxdxuxu
2

sin)(cos)(),(),( (13.11)                  

funksi a hem (13.3) de lemäni  çözüwidir. Indi bize (13.11) 
funksi a ba langyç (13.4) erti kanagatlandyr an aly )(),(  
ululyklary sa lap almak gerek. 
       (13.2)- de likden 0  di sek,  

)(sin)(cos)(0 xfdxxu        (13.12)                       

de ligi alarys. 
      Matematiki analizden belli bol una görä, )(xf  funksi any 
Fur eni  integralyna dagytmaklyk a akdaky aly bolar. 

dxfdxf )(cos)(
2
1)(  ,                    (13.13) 

xxx sinsincoscos)(cos  
formulany nazara alsak, (13.13) de ligi ba gaça azmak mümkin. 

dxdfxfxf sinsin)(
2
1coscos)(

2
1)(

 .           (13.14) 
(13.12) we (13.14) de likleri de dirip, 
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df

df

sin)(
2
1)(

cos)(
2
1)(

                                (13.15) 

alarys. 
      u erde birzady bellemek gerek. )(xf  funksi any Fur e 
integralyna dagytmak üçin )(xf  funksi any Fur e hataryna 

dagydyp bol anlygy we dxxf )(  integraly ygnan anlygy 

eterlikdir. )(xf  funksi adan edil än talaplary  hiç birisi go ulan 
meseläni  fiziki manysyna-da gar y çykma ar, sebäbi )(xf  
ba langyç wagtda sterženi  ähli nokatlaryny  temperaturasyny 

görkez är. Ikinji dxxf )( ygnalmagy  talap edilmegi bolsa, 

steržendäki ylylyk energi asyny  çäklidigini görkez är we 
)( we )(  ululyklary  bahasyny (13.11) de likde erine go up 

2

2

1( , ) ( ) cos cos sin sin
2

1 ( ) cos( ) (13.16)
2

u x d f x x e d

d f x e d
      

alarys. Tapylan ),(xu  (13.16) funksi a (13.3) de lemäni we (13.4) 
ba langyç erti kanagatlandyr ar. Di mek ),(xu  go ulan 
meseläni  çözüwidir. Indi käbir elementar öwürmeler geçireli . 
(13.16) formulany  sag tarapynda integrirlemek tertibini çal yrsak, 
onda  

ddxefxu )cos()(
2
1),(

2

           (13.17) 

 



 249 

formulany alarys, indi xá ;  bilen bellesek, onda  

)(1cos1)(cos
22

Idááedxe á  ; 

Bu erden  

 )(
2

cos
2

)(;)0(
22

IdááeIdáeI áá   .   

                                                  (13.18) 

)(
2

)( II  

de lemäni çözüp alarys: 

4

2

)( ceI    .                           (13.19) 
      Indi )0(I  ba langyç erti pe dalanyp, özba dak ululyk 
bolup c -ni taparys. 

c  ; 
(13.19) de likde c  bahany erine go up  

4

2

)( eI                             (13.20) 
alarys. Indi  -ny  bahasyny erine go sak, onda  

4
)( 2

2

)(cos
x

edxe   .                (13.21) 

      Indi (13.21) a latmany  bahasyny (13.17) de likde erine 
go aly . 

4
)( 2

)(
2

1),(
x

efx  .                     (13.22) 

      Tapylan funksi a (13.3) de lemäni we (13.4) ba langyç erti 
kanagatlandyr ar. 
      Geli  ba langyç erti kanagatlandyr andygyny barlap göreli . 
Onu  üçin  
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)( x   ; ddx 2;2 . 

(13.22) de lik a akdaky görnü i alar: 

dexfxu
2

2)(1),( , 

onda 

)()(1)(1 2

0 xfxfdexfu . 

     u erden görnü ine görä, ba langyç (13.4) ert erine etir är. 
Indi (13.22) funksi any  (13.3) de lemäni kanagatlandyr andygyny 
barlaly . 

4
)( 2

2
1),(

x

ex                             (13.23) 

funksi a (13.8)-nji de lemäni kanagatlandyr ar. 
      Hakykatdanam, 

2

2

( )2
4

2 ( )2
4

2

1 ( ) ,
4 8

1 ( )
4 8

x

x

x e

x e

 

alnan de likleri de dirsek, onda        

;2

2

x
 

Di mek (13.22)-funksi a (13.3) de lemäni kanagatlandyr ar. 
      ),(x  funksi any parametr -a görä integrirlemekden alynan 

),( txu  funksi any  hem (13.3) de lemäni  çözüwi bolanlygy 
anykdyr. 
      Indi (13.22)- formullada - ululygy  ornuna  ta 2  ululygy 
go sak, onda (13.2) ba langyç erti we (13.1) de lemäni 
kanagatlandyr an ),( txu  funksi any alarys. 
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def
ta

txu ta
x

2

2

4
)(

)(
2

1),( . 

(13.23)- de likde -ny  ornuna ta 2  bahasyny go aly . 

ta
x

e
a

tx 2

2

4
)(

2
1),(                           (13.24) 

),( tx -funksi a hem (13.1) de lemäni  çözüwidir. u çözüwe  
ylylyk geçirijiligi  fundamental çözüwi di il är. 

 
 

§ 3.14. ylylyk geçirijilik de leme üçin birinji  
gyra meseläni  çözüwi 

 

),(2

2
2 txf

x
ua

t
u                       (14.1) 

ylylyk geçirijilik de lemesi üçin TtlxD 0,0:  
göniburçlykda birinji gyra meselä seredeli . 
      Mesele. D -oblastda  (14.1) de lemäni we ba langyç  

)0()(
0

lxxu
t

                    (14.2) 
hem-de gyra   

)();( 210
tutu

lxx
                  (14.3) 

erteleri  kanagatlandyr an ),( txu  funksi any tapmaly. 
     Bu erde )(),(),,( 21 tttxf  berlen üznüksiz we 

)0()(),0()0( 21 l ertleri kanagatlandyr an  funksi alar. 
     Biz ilki bilen D -oblastda  birjynsly 

2

2
2

x
ua

t
u                              (14.4) 

de lemäni we ba langyç  
)(

0
xu

t
                        (14.5) 

 
hem-de   
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    0
0x

u  ,     0
lx

u                     (14.6) 
gyra ertleri kanagatlandyr an ),( txu  funksi any tapaly . Bu 
meseläni çözmek üçin Fur e usulyndan pe dalanaly . (14.4) 
de lemäni  hususy çözüwlerini  

)()(),( tTxXtxu                       (14.7) 
görnü de gözläli . Bu erden 

)()(),()( tTxXutTxXu txx  

txx uu ,  -ni   bahalaryny (14.4) de lemede erine go up 
)()()()( 2 xXtTatTxX , 

a-da 

)(
)(

)(
)(

2 xX
xX

tTa
tT                              (14.8) 

de lemäni alarys. (14.8)-nji de lemeden iki sany 
0)()( 2 tTatT  ,                              (14.9) 
0)()( xXxX                              (14.10) 

ady differensial de lemeleri alarys. 
      (14.4)- de lemäni  (14.7) görnü däki toždestwala yn nula de  
bolmadyk çözüwini tapmak üçin, (14.10) de lemäni  

0)(,0)0( lXX ertleri kanagatlandyr an nula de  bolmadyk 
çözüwini tapmak zerurdyr. Ö den belli bol una görä (14.10) 
de lemäni  toždestwala yn nula de  bolmadyk çözüwleri  

parametry  ),3,2,1(
2

n
l

n  bahalary üçin bardyr:                          

l
xnxX n sin)(  .                                 (14.11) 

      Parametr -ni  , n  bahalaryna (14.8) de lemäni  
t

l
na

nn eatT )(  
 

çözüwleri degi lidir. Bu erde na -erkin ululyk. okarky alnan   
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maglumatlardan görnü ine görä, ähli 

l
xneaxXtTtxu

t
l
an

nnnn sin)()(),(                  (14.12) 

funksi alar (14.4) de lemäni we (14.6) gyra ertleri 
kanagatlandyrar. (14.4) de lemäni  çyzykly we birjynsly de leme 
bolanlygy üçin, 

l
xneatxu

t
l
an

n
n sin),(

2

1
                     (14.13) 

funksi a hem (14.4) de lemäni  çözüwidir. 
      Indi (14.5) ba langyç erti erine etmegini talap edeli . 

l
xnaxxu

n
n sin)()0,(

1
                          (14.14) 

      Bu erden görnü ine görä (14.4) a latma berlen )(x  
funksi any  sinuslar bo unça ),0( l  aralykda Fur e hataryna 
dagydylmasydyr. 
      na -koeffisientler ö den belli bolan 

dx
l
xnx

l
a

l

n
0

sin)(2                           (14.15) 

formula bo unça tapyl ar. 
      Matematik der ewi  „trigonometrik hatarlar” di len bölüminden 
belli bol una görä, eger )(x  funksi a we onu  birinji önümi ),0( l  
aralykda üznüksiz bolsa, (tükenekli nokatlarda funksi any  birinji 
önümini  birjynsly   üznükliligini  bolmagy mümkindir), onda 
(14.14) hatar de ölçegli we absol ut ygnan andyr. Indi 0t   
bolanda, 

10
2

t
l
na

e  
bolanlygy üçin (14.13) hatar hem absol ut we de ölçegli ygnan an 
hatardyr. onu  üçin hem  (14.13) formula bilen kesgitlenen ),( txu   
funksi a 0 , 0x l t  oblastda üznüksizdir we (14.5) ba langyç,  
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(14.6)- gyra ertleri kanagatlandyr andyr. Indi (14.13) formula bilen 
kesgitlenen funksi any  (14.4) de lemäni kanagatlandyr andygyny 
görkezmek gerek. Onu  üçin (14.13) hatary agzama-agza t  ululyga 
görä bir gezek, x -a görä iki gezek differensirläp alnan hatarlary  
absol ut we de ölçegli ygnal anlygy görkezmek eterlikdir. 
(14.13) hatary agzama-agza differensirläp alnan hatarlary  absol ut 
we de ölçegli ygnal anlygy a akdaky de sizliklerden görün är: 

2 2
2 2 2 2 2

2 20 1, 0 1, 0.
n a n at

l ln a ne e
l l

 

      Indi D  oblastda ba langyç  
0

0t
u                                         (14.16) 

we gyra 
0

0x
u ,  0

lx
u                             (14.17) 

erteleri, hem-de  

),(2

2
2 txf

x
ua

t
u                         (14.18) 

de lemäni kanagatlandyr an ),( txu  funksi any tapaly . Onu  üçin 
),( txf  funksi a we onu  birinji önümini   üznüksizligini ( ),( txf  

funksi any  birinji önümini  tükenikli nokatlarynda birinji hususy 
üznükliligi bolmagy mümkin) we 0),(),0( tlftf erti erine 
etmegini talap edeli . 

1
sin)(),(

n
n l

xntTtxu                        (14.19) 

funksi any hatar görnü de gözläli . 
      Eger ),( txf  funksi any sinuslar bo unça Fur eni  hataryna 
dagytsak, onda alarys: 

1
sin)(),(

n
n l

xntftxf   ,                                 (14.20) 

dx
l
xntxf

l
tf

l

n
0

sin),(2)(    .                             (14.21) 
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(14.19) de likden 
t
u  we 2

2

x
u  önümleri tapaly . 

1
sin)(

n
n l

xntT
t
u , 

1
2

22

2

2

sin)(
n

n l
xk

l
ntT

x
u . 

      ),(,, 2

2

txf
x
u

t
u  ululyklary  bahalaryny (14.18) de lemede 

erine go up alarys. 

0sin)()()(
1

2

n
nnn l

xntftT
l

antT . 

Bu erden 

),3,2,1(0)()()(
2

ntftT
l

antT nnn .         (14.22)                   

Indi ba langyç erti ulanyp alarys. 

0sin)0()0,(
1n

n l
xnTxu . 

Bu erden )(tTn  üçin, 0)0(nT   (14.23) ba langyç erti alarys. 
(14.22)-de lemäni  ba langyç (14.23) erti kanagatlandyr an 
çözüwi a akdaky görnü de bolar. 

dfetT n

t t
l
an

n )()(
0

)(
 .                        (14.24) 

      )(tTn -ni  bahasyny (14.19) a latmada erine go up meseläni   
çözüwini tap arys: 

1

2

0

2

sin)(),(
n

n

t
l
an

l
xndf

l
tetxu   .         (14.25)                        
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Eger-de ba langyç ertimiz toždestwala yn nula de  bolmasa, onda 
(14.25)-çözüwe  )(

0
xu

t
 baslangyç, 0),(;0),0( tlutu  gyra 

ertleri kanagatlandyr an birjynsly 2

2
2

x
ua

t
u  de lemäni  

çözüwini go maly. 
      Indi ilki ba daky go ulan meselede, meseläni  go ylu yny  
umumylygyny çäklendirmezden, gyra ertleri  

0)(;0)( 210
tutu

lxx
 

alyp bol andygyny görkezeli .  Onu  üçin täze funksi any girizeli . 

1 2 1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( ) ( ) ( ) xu x t x t x t x t t t t
l

 

),( tx  funksi a, ba langyç )0,()()0,( xxxv  we gyra 

0),(),(),(
0),0(),0(),(

tltlutlv
ttutov

; 

ertleri kanagatlandyr an 

),(2

2
2 txf

x
a

t
. 

De lemäni  çözüwi hökmünde tapyl ar. 
      Bu erde ),(),(),( txtxftxf t  
      u erden görnü ine görä, )(),( 210

tutu
lxx

 gyra 
ertlerdäki )();( 21 tt  funksi alary hemi e nula de dir di ip 

almak mümkin. 
§ 3.15.  Diffuzi any   de lemesi 

 
      Eger gur ow  dürli konsentrasi aly gaz bilen doldurylsa, onda 
diffuzi a hadysasy uly konsentrasi aly  erden kiçi konsentrasi aly 
ere bolup geç är. Eger ere än maddany  konsentrasi asy berlen 

göwrümde hemi elik bolmasa, onda a me ze  hadysa 
suwukluklarda-da hem bolup geç är.  
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      Diffuzi a baradaky meselelerde näbelli funksi a bolup 
diffuzirlen än maddany  konsentrasi asy   hyzmat ed är, özem ñ  
bilen bellenil är, yagny ),,,( tzyxcc . 
      Diffuzi a prosessi ylylyk ramak prosesine me ze , onu  
üçin ),,,( tzyxcc  funksi a  

2

2

2

2

2

2

z
c

y
c

x
cD

t
ñ                        (15.1) 

de lemäni kanagatlandyrmaly. 
      )0(DD  hemi elik sana diffuzi a koeffisi enti di il är. 
      Ba langyç ert 

),,(),,,(
0

zyxftzyxcc
t

,                      (15.2) 
bu erde  ),,( zyxf - berlen funksi a ba langyç konsentrasi any 
kesgitle är. 
      Gyra ertler di ip esasan a akdaky ertlere a dyl ar: 

0
Ãn

ñ ,                                    (15.3) 

0),,,( ñtzyxc
Ã

.                        (15.4) 
Bu erde  Ã -diffuzi a bolup geç än  oblasty  araçägi. 
       (15.3) ert diffuzirlen än maddany  oblastyny   araçägi 
geçilme än  diwardygyny görkez är. (15.4)  ert oblasty  
araçäginde konsentrasi any kesgitle är. 
      Diffuzi any  çyzykly meseleleri ( agny geçirilme än diwarly  
inçejik uka trubkada bol an diffuzi a baradaky meseleler ) 

akdaky aly bolar. 

      Mesele. 2

2

x
cD

t
ñ  de lemäni   )(),,,(

0
xftzyxc

t
 

ba langyç we 0
x
c   gyra ert 0cc  gyrada, ada trubkany  

gyrasynda erine et än ),( txcc  çözüwini tapmaly. 
      Bu mesele steržende ylylyk ramagyny  meselesini  
çözülü ine me ze likde Fur e usuly bilen çözül är. 
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§ 3.16. Laplasy  de lemesine getir än meseleler 

 
      Eger ylylyk geçirjilik prosese  üst bilen çäklene T  jisimde 
seretsek, onda jisimi  dürli nokatlaryndaky temperatura a akdaky 
de lemäni kanagatlandyr ar.( ylylyk çe mesi ok di ip hasap 
edil är ).  

2

2

2

2

2

2
2

z
u

y
u

x
ua

t
u   .                      (16.1) 

Eger ylylyk geçirjilik prosesde has ukajyk plastinkada seretsek, 
onda plastinkany  dürli nokatlaryndaky temperatura a akdaky üç 
ölçegli ( ylylyk çe mesi ok hasap edil är ). 

2

2

2

2
2

y
u

x
ua

t
u                              (16.2) 

de lemäni kanagatlandyr ar. 
      Go , indi ylylyk giçirijilik stasionar hala geçipdir di eli . 
Ba gaça a danymyzda jisimi  dürli nokatlaryndaky temperatura 
wagta bagly bolman, di e nokady  zyx ,,  koordinatalaryna bagly 
bol ar. 

      Eger temperatura wagta bagly bolma an bolsa, onda  0
t
u   

bol ar. Bu erden görnü une görä jisimi a-da plastikany  dürli 
nokatlaryndaky temperatura degi lilikde 

02

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
u ,                               (16.3) 

02

2

2

2

y
u

x
u                                   (16.4) 

de lemeleri kanagatlandyr ar. 
      (16.3), (16.4) de lemeler Laplasy  de lemeleri di lip 
atlandyryl ar. 
      Indi jisimi  islendik nokadyndaky temperaturany bilmek üçin,  
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bize jisimi   üstüni  her bir nokadyndaky temperaturany bilmek 
gerek. 
      (16.3), (16.4) de lemelerden görnü ine görä T -jisimi , 
plastinkany  nokatlaryndaky temperaturalaryny degi lilikde 

),,( zyxu  we ),( yxu  funksi a hökmünde seretmek mümkin. 
Mesele.  
1.  Jisimi  içki nokatlarynda (16.3) d lemäni jisimi  üstki 

nokatlarynda berlen 
)(Mu                                 (16.5) 

bahany kanagatlandyr an ),,( zyxu  funksi any tapmaly. u mesele 
birinji gyra mesele a-da Dirihle meselesi di lip atlandyryl ar. 

2.  Eger jisimi  üstki nokatlarynda temperatura belli bolman, 
onu erine üstü  normalyny  proporsional bol an ylylyk akymy 
belli bolsa, onda (16.5)- erti erine  

)(M
n
u                             (16.6) 

gyra ert beril är. Bu mesele ikinji gyra mesele a-da Ne men 
meselesi di ip atlandyryl ar. 

      Bu erde ,
n
u  -üstü  normalyny  ugry bo unça,  ),,( zyxu -

funksi any  önümidir. 

3.  Eger (16.5) a-da (16.6) ertleri erine )(Mfhu
n
u  

erti kanagatlandyr an  ),,( zyxu  funksi any tapmaklyk talap edilse, 
onda be le mesele üçünji gyra mesele di lip atlandyryl ar. 
 

§ 3.17.  Iki ölçegli Laplasy  de lemesi üçin Dirihläni  meselesi 
 

      Iki ölçegli   
0yyxx uu                                             (17.1)  

Laplasy  de lemesine merkezi , koordinatalar ba langyjynda bolan  
R  radiusly tegelekde seredeli .  
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      Mesele: R -radiusly tegelekde (17.1) de lemäni 
kanagatlandyr an we tegelegi çäklendir än l  töwerekde berilen 

)(rfu
e

 (17.2) bahany kabul ed än ),( yxu  funksi any tapmaly. 
      Bu meseläni Fur e usuly bilen çözeli . Onu  üçin ilki bilen 
pol ar koordinatalaryna geçeli . 

sin
cos

ry
rx

   .                             (17.3) 

(17.2)- de ligi  kömegi bilen (17.1) de leme a akdaky görnü e 
getiril är. 

011
2

2

2

u
r

ur
rr

 .                      (17.4) 

Onda fu
e

ertimiz hem )(1fu
Rr

 görnü e e e bolar. 
      (17.3)- de lemäni  çözüwini Fur e usulyny ulanyp 

)()( 21 ru                                  (17.5) 
görnü de gözläli . 
      (17.4)- de ligi  esasynda (17.3) de lemeden 

12
2

2

22
1 11

d
d

rdr
dr

dr
d

r
 

de ligi alarys. Bu erden  

  2
2

2

2

1

1

1
d

d
dr

dr
dr
dr  .                   (17.6) 

      (17.6)- de likden görnü ine görä, de ligi  çep tarapy r -e, sag 
tarapy bolsa  ululyga bagly däl. Di mek, be le de lik di e 
hemi elik ululyga de  bolup biler: 

;1

1 dr
dr

dr
dr                            (17.7)      

2
2

2

2

1
d

d                                (17.8) 
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   022
2

2

d
d  .                                     (17.9) 

Bu erde -hemi elik ululyk. 
      (17.9) ady differensial de lemäni çözüp alarys. 

sincos)(2 BA   .                       (17.10) 
BA, -erkin hemi elik ululyklar. 

      Indi -ni  islendik özba dak bahany alyp bilme andigini 
görkezeli . ),(r  nokady alaly . Eger-de -ni erine 2  
alsak, onda ene ö ki nokadymyzy alarys. Bu erden görnü ine 
görä, bizi  -ululyga görä alan funksi amyz periody 2  -e de  
bolan, periodik funksi a bolmaly. agny 
                                                 )()2(2 .                                            
 Onda (17.10) formuladan görnü ine görä  bitin san bolmaly. 

),3,2,1(nn  . 
a-da 2n . 

      (17.10) formulada -ululygy  bahasyny go sak 
nBnA sincos)(2                                           (17.11) 

alarys. 
      Indi  (17.7) –de lemede -ni  bahasyny erine go up alaly . 

21

1

n
dr

dr
dr
dr  

01
21

2
1

2
2 n

dr
dr

dr
dr                     (17.12) 

(17.12)-de lemäni çözmek üçin r1  di ip belläli .Bu erden  

re
dr

dr
dr

d
)1(, 2

1
2

11  

ululyklary   bahalaryny (17.12) de likde erine go up 
0)1( 222 rnrr , 

a-da 
0)1( 2n  
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de ligi alarys. 
      Bu de lemeden -ululygy tap arys. 

n   ; 
      lelik bilen (17.12) de lemäni  nr1  çözüwini tapdyk. u 
de lemäni  nr1  çözüwini ta la arys, sebäbi ol çözüw 0n  
bolanda, tegelegi  merkezinden 0r  bolanda tükeneksizlige 
öwrül är. unluk bilen biz 

)sincos(),( 2 nBnArru nnn                  (17.13) 
funksi any tapdyk. 
      Bizi  sered än de lemämizi  birjynsly we çyzykly de leme 
bolanlygy sebäpli (17.13) görnü däki hususy çözüwleri  jemi hem 
Laplas de lemesini kanagatlandyr ar. 

)sincos(),(
1

0 nBnArAru nn
n

n
n              (17.14) 

      u (17.14) çözüwi Fur e hataryna me ze  görnü de azmak üçin  

nnnn bBaAaA ,;
2

0
0   

bilen belläp alaly . 

)sincos(
2

),(
1

0 nbnar
a

ru nn
n

n  .                (17.15) 

(17.15)- de likdäki näbelli nn baa ,,0  ululyklary kesgitlemek üçin 
)(1fu

Rr
ertimizi ulanaly . (17.15) de likde rR  go sak 

1

0 )sincos(
2

)(
n

n
n

n
n nbRnaR

a
f                (17.16) 

de ligi alarys. 
      (17.16)-de lik )(1f  funksi any   Fur e hataryna 
dagydylmasydyr. Fur e koeffisientlerini kesgitlemek üçin bize belli 
bolan formulalary ulanaly . 
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2

1
0

1 ( ) cosn
nR a f n d , 

                                  
2

1
0

1 ( )sinn
nR b f n d , 

ýagny 
2

1
0

2

1
0

1 ( ) cos ,

1 ( )sin

n n

n n

a f n d
R

b f n d
R

 

      Indi R  radiusly tegelekde Laplasy  de lemesi üçin Dirihle 
meselesini  çözüwini almak üçin (17.15) formulada nn ba ,  
ululyklary  bahalaryny erine go mak eterlikdir. 

 
G ö n ü k m e l e r 

 
I. akdaky de lemeleri  ha sylaryny  hususy önümli differensial 

de lemedigini anyklamaly. 
1. .0sinsincoscos)cos( yxyxyx uuuuuu  

2. .0)( 222
yyxxyyxx uuuu  

3. .1)(cos)(sin 22 uuuuu xyxxxyxx  
4. .02sincoscossin)sin( uuuuuuu xxyxxyxxy  

5. .023sec 2 uuutgu
x x  

6. .065logloglog uuuuu yxyx  
II.  A akdaky de lemeleri  tertiplerini  kesgitlemeli. 

1.  .0logloglog yxyyxxyyxx uuuuuu  

2. .02)2( 2222 xyuuuuu yxyxxxyx  

3. .032sincos 222 uuuuu yxxyxy  
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4. .0)2()2(2 2 xyuu
y

uuu xxyx  

5. .022)(2)( 2
xxxyyyyyy uuu

y
uuu

x
 

6. .02)(2 2
xxxyyyxxxxyxx uuuuu

y
uu  

III. A akdaky de lemeleri  ha sy tipe degi lidigini kesgitlemeli. 
1. .024 2 yxuuuuuu yxyyxyxx  
2. .02222 uuuuuu yxyyxyxx  

3. .032 2xyuuuuuu yxyyxyxx  
4. .024106624 uuuuuuu yzxzxyzzyyxx  
5. .03222 uuuuu xzyxzxy  
6. .05422 zxzzyzyyxyxx yuxuuuuuu  
IV. akdaky de lemeleri kanonik görnü e getirmeli.                              
1. .03252 uuuu yyxyxx  
2. .09992 uuuuuu yxyyxyxx  
3. .024732 uuuuuu yxyyxyxx  
4. .0271532 xuuuuu yxyyxyxx  
5. .0250151069 yxuuuuuu yxyyxyxx  
6. .0)(24224104 yxuuuuu yxyyxyxx  
V. A akdaky de lemeleri  umumy çözüwlerini tapmaly. 
1.  .0352 yyxyxx uuu  
2. .0462 yxyyxyxx uuuuu  

3. .0
16
5423103 uuuuuu yxyyxyxx  

VI. akdaky Ko ini  meselelerini çözmeli. 

1. ,0)2(
1

2)1(24 2
22

yxyyxyxx uu
y
yuuyuy  
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                     ).(),(),(),(
00

xyxuxyxu
yyy

 

2. ,042 y
xyxx euu ).(),(),(),(

00
yyxuyyxu

xxx
 

3. ,0sinsincos2 2
yyyxyxx xuxuxuu  

       .sin),(,cos),(
sinsin

xyxuxxyxu
xyyxy

  

VII. 0,0 tlx  oblastda xxtt uau 2  de lemäni  a akdaky 
gary yk ertleri kanagatlandyr an çözüwini tapmaly. 

1.    ,0),(),0( tlutu .2sin)0,(,0)0,( x
l

xuxu t  

2. ,0),(),0( tlutu ).()0,(),()0,( xxuxxu t  

3. ,0),(),0( tlutu x  .
2

sin)0,(,
2
5sin)0,( x

l
xux

l
xu t  

4. ,0),(),0( tlutu x .
2
3sin

2
sin)0,(,)0,( x

l
x

l
xuxxu t  

5. ,0),(),0( tlutu  

            .
2
5cos

2
3cos)0,(,

2
cos)0,( x

l
x

l
xux

l
xu t  

6. ).()0,(),()0,(,0),(),0( xxuxxutlutu tx  
 

VIII. 0,0 tlx  oblastda xxt uau 2  de lemäni  a akdaky gary yk 
ertleri kanagatlandyr an çözüwini tapmaly. 

1. .)0,(,0),(),0( Axxutlutu  
2. ).()0,(,0),(),0( xxutlutu x  
3. ).()0,(,0),(),0( xlAxutlutu x  
4. .)0,(,0),(),0( Uxutlutu xx  
5. .0),()0,(,0),(),(),0( hxxutlhutlutu xx  
6. .0,)0,(,0),(),0(),0( hUxutluthutu x  
IX. sypx 0,0  göniburçlykda a akdaky de lemeleri 
kanagatlandyr anLaplas de lemesini  ),( yxu çözüwini tapmaly. 
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1. ).(),(,0)0,(,0),(),0( xfsxuxuypuyu x  
2.  .),(,)0,(,0),(),0( BxsxuAxuypuyu xx  

3.         .0),(,
2

sin)0,(,0),(,),0( sxu
p
xTxuypuUyu yx  

J o g a p l a r 
 
I.   1. Ýok.  2. Hawa.  3. Ýok.  4. Ýok.  5. Ýok.  6. Ýok. 
II. 1. birinji  2. ikinji  3. birinji.  4. birinji  5. ikinji  6. Ikinji 
III.1. Giperbolik. 2. Elliptik.  3. Parabolik.   4. Parabolik.                  
5. Giperbolik. 6. Elliptik 
IV.1. hemme erinde elliptik, .2,,08 xxy  
    2.  hemme erinde parabolik, 

.,,09918 xyx  
    3.  hemme erinde giperbolik,  
             .2,,023 xyxy  
    4.  hemme erinde giperbolik,  
              .,2,02 yxyx  
     5. hemme erinde parabolik,  

.,3,0521503010527 xyx  
6.  hemme erinde elliptik,                                        

.6,2,0
6

1
3
16415 xxy  

V.   1. )23()( yxyxfu .  

2. ).2()( 2 xyexyu
yx

3. .)3()3( 16
7 yx

eyxyxu  

VI. 1.  
yx

yx

dyxyxu
2

3
2

3

3

)(
2
1

3
2),(  

       2. 
yx

y

yx dzzyeexyxu
2

2 .)(
2
1)()21(),(  
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       3. )sincos(),( xyxxyxu . 

VII. 1. .2sin2sin
2

1),( x
l

t
l

a
a

txu  

       2. ,sinsincos),(
1

x
l

kt
l

akbt
l

akatxu
k

nk  

      .sin)(2,sin)(2

00

xdx
l

kx
ak

bxdx
l

kx
l

a
ll

kk  

      3. .
2
5sin

2
5cos

2
sin

2
sin2),( x

l
t

l
ax

l
t

l
a

a
ltxu  

       4. x
l

t
l

a
a
lx

l
t

l
a

a
ltxu

2
3sin

2
3sin

3
2

2
sin

2
sin2),(  

           .
2

)12(sin
2

)12(cos
)12(

)1(8
0

22 x
l

kt
l

ak
k

l
k

k

 

       5. 2 3 3( , ) cos cos sin cos
2 2 3 2 2
a l au x t t x t x

l l a l l
 

                     2 5 5sin cos .
5 2 2

l a t x
a l l

 

6. ,
2

)12(cos
2

)12(sin
2

)12(cos),(
0

x
l

kt
l

akbt
l

akatxu
k

kk                                                                                                                                        

0

2 (2 1)( ) cos ,
2

l

k
ka x xdx

l l 0

(2 1)( ) cos .
2

l kx xdx
l

    

VIII. 1.  .sin)1(2),(
1

1
2

x
l

ke
k

lAtxu
k

t
l
kak

 

           2.   
0

2
)12(

,
2

)12(sin),(
2

k

t
l

ak

k x
l

keatxu   

              bu erde  .
2

)12(sin)(2

0

xdx
l

kx
l

a
l

k  
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          3.  .
2

)12(cos
)12(

18),(
0

2
)12(

22

2

x
l

ke
k

lAtxu
k

t
l

ak

 

          4.  .),( Utxu  
5.

,coscos)(
)(

2),(
22

1 0
22

22

xed
hhl

htxu k
ta

k

l

k
k

k k  

  bu erde k - hltg de lemäni  polojytel kökleri. 

          6.  ),(
)(

)1(
2),(

22

1
22

22

xe
hhl

hh
Utxu k

ta

k kk

k
k

k  

         bu yerde xhxx kkkk sincos)( . k  bolsa 
                        lhtg  de lemäni    polojytel kökleri. 

    IX. 1.    ,
2

)12(
2

)12(sin),(
0

y
p

kshx
p

kayxu
k

k  

                       .
2

)12(sin)(
2

)12(2

0

1 xdx
p

kxf
p

sksh
p

a
p

k  

     2.  

A
s

yABpyxu
2

)2(),(
2

.)12()12(cos
)12()12(

14
0 2

2 y
p

kxsh
p

k

p
skshk

pB
k

3.   

( , )u x y U  

12 2 sin
2 2 2 2 2

p s U sTsh y ch Tsh ch y x
p p p p p p

                

.
2

)12(sin
2

)12(
12

2
)12(

4
1

1

x
p

ky
p

kch
k

p
skch

U
k
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         IV. Ähtimallyklar nazaryýeti we matematiki statistika 
 
                   IV.1. Ahtimallyklar nazaryýetini  esaslary. 

      § 1.1  Ahtimallyk gi ligi. 
      1.Wakalaryñ synpla dyrylmasy.Ahtimallyklar nazaryýetini  
esasy dü ünjelerini  biri waka dü ünjesidir. Wakanyñ kesgitlemesi 
ýokdyr. ol sebäpli,wakalara matematiki usullary ulanmak maksady 
bilen elementar wakalar gi ligi diýlip atlandyrylan erkin  w  
köplüge garalýar we bu köplügi  islendik bölek köplügi waka diýlip 
atlandyrylýar. köplügi  w elementlerine elementar wakalar 
diýilýär. 
Wakalary üç topara bölýärler: 
1) Hökmany wakalar. 
2) Mümkin däl wakalar. 
3) Tötän wakalar. 
       Islendik wakany  ýüze çykmagy üçin käbir ertler toplumyny  
bolmagy zerurdyr. Bu ertler toplumy synag ýa-da tejribe diýlip 
atlandyrylýar.Käbir ertler toplumynda hökman ýüze çykýan 
wakalara hökmany wakalar, ýüze çykmajakdygy ö den belli bolan 
wakalara mümkin däl wakalar, ýüze çykmaklygy hem, çykmazlygy 
hem mümkin bolan wakalara tötän wakalar diýilýär. Hökmany 
wakalary  ýa-da U bilen, mümkin däl wakalary Ø ýa-da V bilen, 
tötän wakalary bolsa latyn elipbiýini  A, B, C, D,… ba  harplary 
bilen belgileýärler. Mysal üçin, gapda 10 sany ak ar bar bolsun. Bu 
gapdan owuna çykarylan aryñ ak bolmagy hökmany wakadyr.Bu 
ertde ol gapdan owuna çykarylan aryñ ak däl bolmagy mümkin 

däl wakadyr. Eger gapdaky 10 aryñ birnäçesi ak, birnäçesi ak däl 
bolsa, onda bu gapdan owuna çykarylan aryñ ak ýa-da ak däl 
bolmagy tötän wakadyr.   
      “A wakany  ýüze çykmagy B wakany  ýüze çykmagyna 
getirýär” diýlen tassyklama A B görnü de ýazylýar. Eger ol bir 
wagtda A B we B A bolsa, onda A we B wakalara de güýçli 
diýilýär we A=B görnü de belgilenýär.   
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      ol bir synagda bir wakany  ýüze çykmagy beýleki wakany  
ýüze çykmak mümkinçiligini ýok edýän bolsa, ba gaça aýdylanda, 
ol bir synagda iki waka bilelikde ýüze çykyp bilmeýän bolsa,onda 
eýle wakalara sygy maýan wakalar diýilýär. 

      A wakany  ýüze çykmaýan wagty we di e onda ýüze çykýan 
waka A wakany  gar ylykly wakasy diýilýär we A bilen belgilenýär    
(okaly y: A däl).  
 
      2. Wakalar üstünde amallar. A we B iki wakany  jemi ýa-da 
birle mesi diýlip, bu wakalary  i  bolmanda birini  ýüze 
çykmagyna aýdylýar we A+B ýa-da BA  bilen belgilenýär. 
      A we B iki wakany  köpeltmek hasyly ýa-da kesi mesi diýlip, bu 
wakalary  bilelikde ýüze çykmagyna aýdylýar we AB ýa-da BA  
bilen belgilenýär. 
      A we B wakalary  tapawudy diýlip, A wakany  ýüze çykyp, B 
wakany  ýüze çykmazlygyna aýdylýar we BA \  bilen belgilenýär. 
     BA \ we AB \  wakalary  jemine A we B wakalary  simmetrik 
tapawudy diýilýär we A  B bilen belgilenýär.  
Wakalar üstünde amallary Wýenni  diagrammalarynda görkezeli : 
(1-nji surat)   
   

   
     

 

   

 

 
 
 
 
 

1-nji surat. 
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Sygy maýan A we B wakalar üçin  AB = Ø de güýçlülik adalatlydyr. 
A we A  gar ylykly wakalar üçin ol bir wagtda AA   we  

AA Ø  de güýçlülikler adalatlydyrlar. 

      1-nji mysal. Ýygnaga gelen talyplaryñ arasyndan bir talyp 
owuna saýlanyp alynýar. Goý, A waka “ Saýlanan talyp matematik” 

bolsun, B waka bolsa “ Saýlanan talyp tapawutly” bolsun.  A+B,  
AB,  A\B, A  B we A  wakalary ýazmaly. 

     Amallaryñ kesgitlemelerinden peýdalanyp, ýazyp bileris: 

A+B = { Saýlanan talyp ýa matematik,ýa tapawutly ýa-da tapawutly 
matematik.} 

AB = { Saýlanan talyp tapawutly matematik. } 

A\B = { Saýlanan talyp tapawutly däl matematik.} 

A  B = { Saýlanan talyp ýa tapawutly däl matematik, ýa-da    

 tapawutly matematik däl. }  

      3.Wakalary  algebrasy. Eger w  elementar wakalar gi -
ligini  bölek köplüklerini  käbir F sistemasy: 

1) F ; 
2) FA  we FB  wakalar üçin FBA , FAB ; 
3) FA  waka üçin FA ; 
ertleri kanagatlandyrýan bolsa,onda F sistema wakalary  algebrasy 

diýilýär. 

Eger F algebra üçin FAn , n = 1,2,… degi liliklerden 
1n

n FA  

we 
1n

n FA  degi lilikler gelip çykýan bolsalar, onda F sistema 

wakalary  sigma-algebrasy diýilýär. 
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      4.Ähtimallyk. Ähtimallyklar nazaryýetiniñ esasy dü üñjeleriniñ 
ýene biri ähtimallyk dü ünjesidir. 

      Kesgitleme. Eger P (A) san funksiýasy : 

1) Islendik FA  waka üçin 0)(AP (otrisatel dällik aksiomasy); 

2) 1P      (normirlenenlik aksiomasy); 
3)  Sygy maýan A we B wakalar üçin P (A+B) = P (A)+P (B)   
     (tükenikli additiwlik aksiomasy ); 

4)  ......21 nBBB we  
1n

nB Ø  wakalar yzygiderligi üçin 

      0)(lim nn
BP     ( üznüksizlik aksiomasy); 

ertleri kanagatlandyrýan bolsa, onda o a ähtimallyk diýilýär. 
      Bellik. Üznüksizlik aksiomasyny ......21 nBBB we 

1n
nB  wakalar yzygiderligi üçin 1)(lim nn

BP görnü de hem 

teswirlemek bolar. 
Ähtimallygyñ bu kesgitlemesine deñgüýçli bolan ýene bir kesgitle-
mesini getireliñ. 
      Kesgitleme. Eger )( AP  san funksiýasy: 

1)  Islendik FA  waka üçin 0)(AP  (otrisatel dällik aksiomasy); 

2) 1P      (normirlenenlik aksiomasy); 
3) Sygy maýan ,...,,, 21 nAAA  wakalar üçin  

               
11 n

n
n

n APAP   ( hasaply additiwlik aksiomasy ); 

ertleri kanagatlandyrýan bolsa , onda o a ähtimallyk diýilýär.  

Ähtimallyk a akdaky häsiýetlere eýedir: 
1) Eger AB  bolsa, onda )()(\ BPAPBAP . 
2) Eger AB  bolsa, onda )()( APBP . 
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3) Gar ylykly wakalary  ähtimallyklaryny  jemi bire de dir, ýagny       
                                          1APAP . 

4) Mümkin däl wakany  ähtimallygy nola de dir,ýagny P(Ø)= 0. 
5) Islendik A waka üçin 1)(0 AP  de sizlikler adalatlydyrlar. 
Bu häsiýetleri subut edeliñ. 
       1) Goý, AB  gatna yk ýerine ýetýän bolsun.Onda    

)\( BABA deñgüýçlilik adalatlydyr. B we BA \  sygy maýan 
wakalar bolandyklary sebäpli, ähtimallygyñ tükenikli additiwlik ak-
siomasyndan peýdalanyp, 

                               )\()()( BAPBPAP       ( 1 ) 
deñligi alarys.Bu ýerden taparys: 
                           )()(\ BPAPBAP .    
       2) Goý, AB  gatna yk ýerine ýetýän bolsun.Onda ( 1 ) 
deñlik adalatlydyr. Ahtimallygyñ otrisatel däldigini göz öñünde 
tutup, ol ýerden )()( APBP  deñsizligi alarys.  

       3) Belli bol y ýaly, A  we 
__
A  gar ylykly wakalar üçin 

AA  we AA Ø deñgüýçlülikler adalatlydyrlar. Ikinji 
deñgüýçlüligi we ähtimallygyñ normirlenenlik aksiomasyny göz 
öñünde tutup, birinji deñgüýçlülikgen alarys: 

                    1)()()()(
____

PAPAPAAP .     
       4)  Ø we sygy maýan wakalar bolandyklary sebäpli                                          
Ø   deñgüýçlülikden  )(P)(P)Ø(P  deñligi alarys. 
Bu ýerden  (P Ø ) = 0 .    
      5)  Ø A  bolandygy sebäpli, ähtimallygyñ 2-nji häsiýe-
tini göz öñünde tutup, )(P)A(P)Ø(P   ýa-da  1)(0 AP    
deñsizlikleri alarys.  
     PF ,,  üçlüge ähtimallyk gi ligi diýilýär. 
 

 
         § 1.2.   Kombinatorikanyñ elementleri. 
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      1.Köpeltmek düzgüni. Kombinatorika diskret matematikanyñ 
bölümleriniñ biri bolup,ol ähtimallyklar nazaryýetinde, matematiki 
lo-gikada,sanlar nazaryýetinde, hasaplaýy  tehnikasynda we 
kiberneti-kada giñden ulanylýandygy bilen möhüm ähmiýete 
eýedir.Amaly-ýetde köplenç käbir hereketi amala a yrmagyñ 
mümkin bolan ýag-daýlaryny hasaplamagyñ usullarynyñ sanyny 
anyklamak bilen bag-lany ykly meseleler bilen i  saly maly 
bolýar. eýle meselelere kom-binatoriki meseleler 
diýilýär.Kombinatoriki hasaplamalary geçirmek bilen ylmyñ dürli 
pudaklarynýñ wekilleri i  saly maly bolýarlar.My-sal üçin, himik 
molekulalardaky atomlaryñ mümkin bolan baglany- yklarynyñ 
görnü lerini anyklamaly bolanda, biolog belok birle me-lerindäki 
aminokislotalaryñ mümkin bolan dürli gezekle meler yzy-
giderliklerini hasaplanda, agranom ekin meýdanlarynda eki in dürli 
usullaryny öwrenende, dispetçer ulaglaryñ ugurlar boýunça hereket-
leriniñ grafigini düzende, müdiriñ okuw i leri boýunça orunbasary 
sapaklaryñ tertibini düzende we uña meñze  ýagdaýlarda kombina-
toriki hasaplamalary geçirmeli bolýarlar. 
     Eger A hereketi n usul bilen amala a yryp bolýan bolsa we bu 
usullaryñ her biri üçin B hereketi m usul bilen amala a yryp bolýan 
bolsa,onda görkezilen tertipde A we B hereketleri n m usul bilen 
amala a yrmak bolar. Kombinatorikanyñ bu esasy düzgünine köpelt-
mek düzgüni diýilýär.Mysal üçin, A äherden B ähere uçarda,otluda 
we awtomobilde baryp bolýan bolsa, B äherden C ähere otluda we 
awtomobilde baryp bolýan bolsa,onda A äherden C ähere 3 2= 6  
usul bilen barmak bolar ( 2-nji surat ). 
 
 
 
 
 
 
Indi köpeltmek düzgüniniñ umumyla dyrmasyny getireliñ.Eger bi-
rinji hereketi n 1 usul bilen, ikinji hereketi n 2 usul bilen we .m. k-njy 

A äher  B äher  C äher  

Uçar  
Otly  

Awtomobil  
Otly  

Awtomobil  

2–nji surat  
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hereketi n k usul bilen amala a yryp bolýan bolsa,onda bu hereket-
leriñ hemmesini bilelikde n 1 n 2 …  n k  usul bilen amala a yr-
mak bolar. 
 
      2. Çal yrmalar. 
      Kesgitleme.  1-den n-e çenli natural sanlary  köpeltmek 
hasylyna n-faktorial diýilýär we n! bilen belgilenýär.Mysal üçin,  

12054321!5 .  Kesgitlemeden peýdalanyp bu sany 
5432!1543!254!35!4!5  deñlikler görnü inde hem 

ýazmak bolar. ol sebäpli islendik natural n san üçin 
                                            nnn )!1(!      

de lik adalatlydyr.  
      Bellik.    0! = 1 diýlip kabul edilýär. 
    Goý, naaa ,,, 21  elementler berlen bolsun. Bu elementleri  
islendik tertipde ýazylan yzygiderligine çal yrma diýilýär. Bu ele-
mentleriñ islendik ikisinden, mysal üçin, 1a we 2a  elementlerden 

1a , 2a  we 2a , 1a  görnü li 221!2  sany çal yrma düzmek bolar. 
uña meñze likde, berlen elementleriñ islendik üçüsinden, mysal 

üçin, 1a , 2a  we 3a  elementlerden ;,, 321 aaa  ;,, 231 aaa  ;,, 312 aaa  
;,, 132 aaa  ;,, 213 aaa  123 ,, aaa   görnü li 6321!3  sany çal yr-

ma düzmek bolar. Bu pikir ýöretmäni dowam edip, n elementden  !n  
sany çal yrma düzmek boljakdygyna göz ýetirmek bolar. Hakykat-
dan hem, n elementden düzmek mümkin bolan çal yrmalaryñ sany-
ny nP bilen belgiläliñ. !nPn  deñligiñ adalatlydygyny görkeze-
liñ.Çal yrmada birinji orunda n elementiñ islendik birini ýazmak 
bolar.Soñra ikinji orunda (n-1) elementiñ islendik birini ýazmak 
bolar we .m.Onda köpeltmek düzgüni boýunça hemme n orny 

!12...)1( nnnPn  usul bilen doldurmak bolar. 
      3. Utga dyrmalar. 
      Kesgitleme. n  elementli köplügi  k elementli erkin bölek köplü-
gine n elementden k element boýunça utga dyrma diýilýär. eýle  ut-
ga dyrmalary  sany 
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!!

!
knk

nC k
n                                  ( 2 ) 

ululyga de dir. 
 Berlen A köplügiñ hemme bölek köplükleriniñ köplügini M (A) 

bilen, k elementli hemme bölek köplükleriniñ köplügini bolsa 
M k (A) bilen belgiläliñ. M k (A) köplügiñ elementleriniñ sanyny  
N ( M k (A))  =  C k

n  bilen belgiläliñ. A köplügiñ k elementli bölek 
köplügini almak üçin ( k-1) elementli bölek köplüge bu bölek köp-
lüge girmeýän n-k +1 elementleriñ birini girizmeli.( k-1) elementli 
bölek köplükleriñ sanynyñ C 1k

n  ululyga deñ bolandygy we olaryñ 
her birini n-k +1 usul bilen k elementli bölek köplüge dolduryp bol-
ýandygy sebäpli, k elementli bölek köplükleriñ sany  

                                        11 k
n

k
n C

k
knC  

ululyga deñ bolar. Bu deñligi iterirläp alarys:    

    

.
!)(!

!
12...)1(

)1(...)2()1(
2...)1(

)1(...)1(...
)1(

)2()1(

1

12

1

knk
n

kk
nnknkn

C
kk

nknC
kk

knkn

C
k
knC

n
k
n

k
n

k
n

 

Mysal üçin,10 elementden 3 element boýunça utga dyrmalary  sany 

                          120
!76
1098!7

!310!3
!103

10C  

bolar. 
      Teorema.    1

11
k
n

k
n

k
n CCC       deñlik adalatlydyr. 

       ( 2 ) formulany özgerdip alarys: 
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!))1(1(!)1(
!)1(

!)1(!
!)1(

!)(!
!)1()(!)1(

!k)-(n!k
!)1(!)1(!)1(

!!
!

knk
n

knk
n

knk
knknn

knknnn
knk

nC k
n

      

1
11

k
n

k
n CC  .      

      Teorema. n elementli köplügiñ hemme bölek köplükleriniñ sany 
n2 -e deñdir. 

       Berlen n elementli köplügiñ elementlerini nomerläliñ we her 
bir bölek köplük üçin nollardan we birliklerden ybarat bolan n uzyn-
lykly yzygiderligi eýle düzeliñ: eger k nomerli element bölek köp-
lüge girýän bolsa,onda k-njy orunda 1 ýazalyñ,eger girmeýän bolsa 0 
ýazalyñ. eýlelikde,her bir bölek köplüge nollardan we birliklerden 
ybarat bolan öz yzygiderligi degi lidir.Mysal üçin,bo  köplüge diñe 
nollardan ybarat bolan n uzynlykly yzygiderlik degi lidir.Onda hem-
me eýle yzygiderlikleriñ sany köpeltmek düzgüni boýunça 

n

n

22...22   

bolar. Diýmek, n elmentli köplügiñ hemme bölek köplükleriniñ sany 
n2 -e deñdir.  

     Netije. n elementli köplügiñ k elementli hemme bölek köplükle-
riniñ sanynyñ k

nC  ululyga deñdigi sebäpli, n
nnn CCC ...10  jem 

berlen köplügiñ hemme bölek köplükleriniñ sanyna deñdir.Diýmek, 
                                         nn

nnn CCC 2...10  
deñlik adalatlydyr.Bu deñlige 

                                        
n

k

kknk
n

n baCba
0

 

Nýutonyñ binomynyñ 1ba  bolan hususy haly hökmünde hem 
garamak bolar. 

    Teorema. Goý, n elementli käbir A köplük 1k elementli 1B , 2k  
elementli 2B we .m. mk elementli mB  köplükleriñ jemi görnü inde 
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-aldylýan bolsun, unlukda nkkk m...21 .Onda eýle añlat-
ma usullarynyñ sany 

                                
!...!!

!

21

...21

m

kkk
n kkk

nC m                    

ululyga deñdir. Bu sanlara polinomial koeffisiýentler diýilýär.  

  

       n elementli A köplügiñ 1k elementli 1B bölek köplügini ala-
lyñ.Ony 1k

nC usul bilen amala a yrmak bolar.Soñra galan 1kn  ele-
mentli köplükden 2k elementli 2B bölek köplügi alalyñ.Ony 2

1

k
knC  

usul bilen amala a yrmak bolar we .m.Onda dürli mBBB ,...,, 21  bö-
lek köplükleri almaklygyñ usullarynyñ mkkk

nC ...21 umumy sany köpelt-
mek düzgüni boýunça 

!...!!
!

)!...(!
)!...(...

)!(!
)!(

!)(!
!

...

211

11

212

1

...
...

11

2

1

121

mmm

m

k
kkn

k
kn

k
n

kkk
n

kkk
n

kknk
kkn

kknk
kn

knk
n

CCCC m

m

m

bolar.  
      4) Ýerle dirmeler. 
      Kesgitleme. Her bir elementine 1-den n-e çenli käbir san 
(elementi  nomeri) degi li edilen n elementli köplüge tertiple dirilen 
diýilýär. 
      Kesgitleme. n elementli köplügi  tertiple dirilen k elementli 
bölek köplügine n elementden k element boýunça ýerle dirme 
diýilýär. 

eýle ýerle dirmeleri  sany 

                                         
!

!
kn

nA k
n                                      ( 3 ) 

ululyga de dir. 
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       n elementli A köplügiñ k elementli bölek köplükleriniñ sany 
k
nC  ululyga deñdir.Her bir bölek köplügi !k  usul bilen tertiple dir-

mek bolar.Diýmek,berlen n elementli köplügiñ tertiple dirilen 
hemme k elementli bölek köplükleriniñ sany 

                       
!)(

!
!)(!

!!!
kn

n
knk

nkCkA k
n

k
n  

bolar.  
Mysal üçin, 10 elementden 3 element boýunça ýerle dirmeleri  sany 

                             720
!7

1098!7
!310

!103
10A  

bolar. 
      Bellik. Utga dyrmalarda elementleri  ýerle  tertibini   
ähmiýeti ýokdur,  ýerle dirmelerde bolsa, ähmiýeti bardyr. 

                                          

                                              G ö n ü k m e l e r 
      1. Dagyñ depesine 7 ýoda eltýär.                      
a) Näçe usul bilen ýoda boýunça dagyñ depesine çykyp we ondan 
dü üp bolar? 
b) Bu meseläni çykan ýoluñ boýunça dü üp bolmaýan ýagdaý üçin 
çözmeli. 
     2. Näçe usul bilen 6 adam kassa nobata durup biler? 
     3. Iki sifrasy hem     
a) dürli bolan; 
b) jübüt bolan; 
ç) täk bolan, näçe sany ikibelgili san bar? 
      4. 0, 1 ,2, 3, 4, 5 sanlardan näçe sany üçbelgili san düzmek 
bolar? 
     5. 0, 1 ,2, 3, 4, 5 sanlardan näçe sany 3-e bölünýän üçbelgili san 
düzmek bolar? 
     6. 1, 2, 3, 4, 5 sanlaryñ hersini bir gezek ulanyp, olardan näçe 
sany üçbelgili san düzmek bolar? 
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     7. 0, 1 ,2, 3, 4, 5 sanlardan näçe sany dörtbelgili san düzmek 
bolar? 
     8. 5-e bölünýän näçe sany bä belgili san bar?       
     9. Hemme sifralary täk bolan näçe sany bä belgili san bar?        
      10. Çepden saga we sagdan çepe birmeñze  okalýan näce sany 
bä belgili san bar? 
      11. Synpda 10 ders öwrenilýär. Du enbede 6 sany dürli sapak 
okalýar. Näçe usul bilen du enbede okaljak sapaklaryñ tertibini 
düzmek bolar? 
      12.  Näçe usul bilen 25 talypdan 3 talyby saýlap almak bolar? 
      13.  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sifralardan dürli 3 sifrany näçe usul 
bilen ýerle dirmek bolar? 
      14. Hiç bir üçüsi bir gönüde ýatmaýan n nokat berlen nokatlary 
jübüt-jübütden birikdirip, näçe göni geçirmek bolar? 

                                           J o g a p l a r 
1.  a) 49.  b) 42.   2. 720.   3.  a) 81.  b) 20.  ç) 25.  4. 180.  5. 60. 
6. 60.  7. 1080.  8. 18000.  9. 55   10. 900.  11. 151200.  12. 2300. 

 13. 720.  14. 
2

1nn . 

       §1.3. Ahtimallygy  klassyky, statistiki we geometrik 

kesgitlemeleri 

      1.Ähtimallygyñ klassyky kesgitlemesi. Hususy halda,  ele-
mentar wakalar gi ligi diskret bolanda we w elementar  wakalar 
de ähtimallykly bolanlarynda islendik A wakany  ähtimallygy 

                                                
n
mAP )(                                       ( 4 ) 

gatna yk bilen  hasaplanýar, bu ýerde n- synag geçirilende ýüze çy-
kyp biljek ähli elementar wakalary  sany, m-  A wakany  ýüze çyk-
magyna getirýän elementar wakalary   sany. ( 4 ) gatna yga ähtimal-
lygy  klassyky kesgitlemesi diýilýär.Ähtimallygy  klassyky kesgit-
lemesini ulanmak üçin: 
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1) synag geçirilende ähli ýüze çykyp biljek elementar wakalary          
sany tükenikli bolmaly; 
2) wakalar elementar wakalara böleklenýän bolmaly ; 
3) elementar wakalar de ähtimallykly bolmaly.  
Emma amalyýetde eýle ýagdaýlar seýrek du  gelýär. ol sebäpli 
ähtimallygy  beýleki kesgitlemelerine hem garaýarlar. 
       2.Ähtimallygyñ statistiki kesgitlemesi.  Goý, N synag geçiril-
ýän bolsun we bu synaglary  N (A) sanysynda A waka ýüze çykýan 
bolsun.  

                                            
N

ANAW )()(                                   ( 5 ) 

gatna yga A wakany  otnositel ýygylygy diýilýär. Bu otnositel ýy-
gylyk hem ätimallygy  statistiki kesgitlemesi hökmünde kabul edil-
ýär. 
      3. Ähtimallygyñ geometrik kesgitlemesi.  Giñi likdäki G  ýaý-
lanyñ ölçegini (uzynlygyny, meýdanyny, göwrümini ) Gmes  bilen 
we bu ýaýlada saklanýan g ýaýlanyñ ölçegini gmes bilen  belgilä-
liñ. G  ýaýla owuna oklanan nokadyñ g ýaýla dü megini A waka 
diýip belgiläliñ. Nokadyñ g ýaýla dü meginiñ ähtimallygy bu ýaýla-
nyñ ölçegine proporsional we onuñ G ýaýlada ýerle ine bagly däl 
diýip hasap edeliñ.Onda A  wakanyñ ähtimallygy 

                                             
Gmes
gmesAP )(                                 ( 6 )  

gatna yk bilen kesgitlenýär.Bu formula ähtimallygyñ geometrik 
kesgitlemesi diýilýär. 
      1-nji mesele. Gapda her birinde G, A, A, R, , S, Y, Y, Z, L, K  
harplary  biri ýazylan 11 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar gapdan owu-
na ýeke-ýekeden çykarylyp, çepden saga yzygider goýulýar. 
“GARA SYZLYK” sözüni  ýazylmagy  ähtimallygyny tapmaly. 
     Goý, A waka  “GARA SYZLYK”  sözüni  ýazylmagy bolsun. 
Tagtajyklary  hemmesi gapdan owuna ýeke-ýekeden çykarylyp, 
çepden saga yzygider goýulsa, bolup biljek ähli elementar wakalary  
sany bu 11 harpdan düzmek mümkin bolan çal yrmalary  sanyna 
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de dir, ýagny, n=11!  “GARA SYZLYK” sözünde iki sany A harpy 
we iki sany Y harpy bolanlygy sebäpli A wakany  ýüze çykmagyna 
ýardam berýän ähli elementar ýagdaýlarýn sany !2!2m  bolar. 

eýlelikde, “GARA SYZLYK” sözüni  ýazylmagyny  ähtimallygy 

                                             
!11

4)(
n
mAP  

bolar.  
      2-nji mesele. Tekjede dürli 20 kitap bar. Olary  onusyny  her 
birini  banasy 60 manat, dördüsini  her birini  bahasy 50 manat, 
altysyny  her birini  bahasy 40 manat. owuna alnan iki kitaby  
bahasyny  100 manat bolmagyny  ähtimallygyny tapmaly. 

Goý, A- owuna alnan iki kitaby  bahasyny  100 manat 
bolmagy bolsun. 20 kitapdan 2 kitaby 

                           190
2
2019

!18!2
!202

20Cn  

usul boýunça saýlap almak bolar. Ikisini  bahasy 100 manat bolan 2 
kitaby 

                   66660
!2!2

!4
!5!1

!6
!9!1
!102

4
1
6

1
10 CCCm  

usul boýunça saýlap almak bolar. 
Onda 

                                  
95
33

190
66)(

n
mAP   .    

      3-nji mesele. Eger 200 önümden ybarat toplumda zaýa önüm-
leri  otnositel ýygylygy 0,33 bolsa, bu toplumdaky zaýa önümleri  
sanyny tapmaly. 

Goý A-zaýa önümler bolsun. N=200, W(A)=0,33 bolandygy 
sebäpli, zaýa önümleri  sany 6633,0200)()( AWNAN  
bolar.  
      4-nji mesele. R radiusly tegelegi  içinden a taraply kwadrat çy-
zylan. Tegelege sowuna oklanan nokady  kwadrata dü megini  äh-
timallygyny tapmaly. 
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      Goý, A waka tegelege owuna oklanan nokady  kwadrata 
dü megi bolsun. Kwadraty  meýdany  22

. 2 RaS wk , tegelegi  

meýdany 2
. RS egt . Onda ähtimallygy  geometrik kesgitleme-

sinden peýdalanyp, gözlenyän ähtimallygy taparys: 

                             22)( 2

2

.

.

R
R

S
S

AP
teg

wk .    

 
                                             G ö n ü k m e l e r 
 
      1. Oýnalýan kub iki gezek oklanýar. Jemde 10 oçkonyñ ýüze 
çykmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      2. Oýnalýan iki gezek oklanýar. Köpeltmek hasyly 5–e deñ 
bolan oçkolaryñ ýüze çykmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      3. Oýnalýan iki gezek oklanýar. Dü en oçkolaryñ tapawudynyñ 
absolýut ululygynyñ 2–ä deñ bolmagynyñ ähtimallygy näçä deñ? 
      4. owuna alnan telefon belgisi bä  sifradan ybarat. Bu sifralaryñ 
hemmesiniñ 
a) dürli bolmagynyñ 
b) täk bolmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      5. Oýnalýan kub 3 gezek oklanýar. Jemi 5-e bölünýän sany 
emele getirýän oçkolaryñ ýüze çykmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      6. Gapda 1, 2, 3, 4, 5, 6 sanlar bilen belgilenen birmeñze  6 ar 
bar. Bu arlar gapdan owuna ýeke–ýekeden çykarylýar. arlaryñ 
belgileriniñ kemelýän tertipde çykarylmagynyñ ähtimallygyny 
tapmaly. 
      7. Gapda her haýsysyna M, M, A, A, A, T, T, E, I, K harplaryñ 
biri ýazylan 10 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar gapdan owuna ýeke–
ýekeden çykarylýarlar we çepden saga yzygider goýulýarlar. 
“MATEMATIKA” sözüniñ ýazylmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      8-nji mesele. Talyplar toparynda 20 talyp bar. Olaryñ 12–si 
tapawutly okaýan talyplar. owuna 9 talyp alynýar. Alnan talyplaryñ 
5–siniñ tapawutly talyp bolmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
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      9. owuna alnan ýylyñ ýanwar aýynda dört dynç gününiñ 
bolmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      10. 10 adamyñ arasynda iki dogan bar. Bu 10 adam skameýkada 
owuna oturýarlar. Iki doganyñ ýana yk oturmagynyñ 

ähtimallygyny tapmaly. 
      11. Abonent telefon belgisini alanda soñky üç sifrasy ýadyna 
dü enok. Ol sifralaryñ dürlüdiklerini bilip, owuna üç sifrany alýar. 
Gerekli telefon belgisiniñ alynmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      12. R radiusly uly tegelegiñ içinden r radiusly kiçi tegelek 
çyzylan. Uly tegelege owuna oklanan nokadyñ kiçi tegelege 
dü meginiñ ähtimallygyny tapmaly. 
      13. R radiusly tegelegiñ içinden dogry üçburçluk çyzylan. 
Tegelege owuna oklanan nokadyñ bu üçburçluga dü meginiñ 
ähtimallygyny tapmaly. 
      14. Iki adam sagat 12.00 bilen 13.00 aralygynda belle ilen ýerde 
du magy ertle ýar. Birinji gelen adam beýlekä 60  
minudyñ dowamynda gara maly we eger ikinji adam gelmese 
gaýtmaly. Eger olaryñ belle ilen wagt aralygynda belle ilen ýere 
gelmekleri tötän we bagly däl bolsa, ol iki adamyñ 
du maklygynyñ ähtimallygyny tapmaly. 

 
Jogaplar  

1. 1 12  .  2. 0,0556.    3. 0,2222.    4.  a) 0,3024  b) 0,03125.     5. 

43 216 .  6. 
720
1 .    7. 

151200
1  .   8. 0,33 .    9. 

7
4  .   10. 0,2.     11. 

720
1  .12. 2

2

R
r    13. 

4
33   14. 2

22

60
6060 . 

 
§ 1.4.   Ähtimallyklary go mak we köpeltmek teoremalary. 
Iñ bolmanda bir wakanyñ ýüze çykmagynyñ ähtimallygy 

            
1. Ähtimallyklary go mak teoremasy 

       
      Teorema.   Erkin A we B wakalar üçin  



 285 

)()()()( ABPBPAPBAP        ( 7 ) 
formula adalatlydyr. 
       A we B wakalary  jemini sygy maýan  BAABBA ,,  
wakalary  jemi görnü inde ä ladalyñ ( 3-nji surat ) 
                                         BAABBABA  
                                         Bu deñgüýçliligi göz öñünde tutup,                   

                                          
)()()()(

)()(
BAPABPBAP

BAABBAPBAP
    

((9 )                                   deñligi ýazyp bileris. ABBAA   
                                        bolandygy sebäpli )()()( ABPBAPAP  
                                        deñlik adalatlydyr. Bu ýerden taparys 

                                     )()()( ABPAPBAP                  ( ) 
Edil a me ze likde ABBAB  deñgüýçliligi ýazyp bileris. 
Onda )()()( ABPBAPBP deñlik adalatlydyr.Bu ýerden  
                             )()()( ABPBPBAP              ( ) 
deñligi alarys.(  ) we ( ) a latmalary (  ) de likde ornuna 
goýup, ( 7 ) formulanyñ adalatlydygyna göz ýetirmek bolar.  
(7) formula ähtimallyklary go mak teoremasy diýilýär. Hususy 
halda, sygy maýan A we B wakalar üçin (P AB ) = 0 bolandygy 
sebäpli, eýle wakalar üçin ähtimallyklary go mak teoremasy 
                             )()()( BPAPBAP                   (8) 
görnü e geler.( 7 ) deñlikden görnü i yaly,erkin A we B wakalar üçin 

)()()( BPAPBAP  
deñsizlik adalatlydyr. 
      Erkin nAAA ,...,, 21  wakalar üçin ähtimallyklary go mak 
teoremasynyñ umumyla dyrmasy 

         
)...()1()(

)()()(

21
1

...

1
...21

n
n

kji
kji

ji
ji

n

i
in

AAAPAAAP

AAPAPAAAP
          ( 9 ) 

 A  B  

BA  BA  BA  

3-nji surat 
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görnü dedir.Bu formulany (7)formuladan we matematiki induksiýa 
usulyndan peýdalanyp subut etmek bolar. Hususy halda, 
sygy maýan nAAA ,,..., 21  wakalar üçin ähtimallyklary go mak 
teoremasy 
        )()()()( ...21...21 nn APAPAPAAAP          ( 10 ) 
görnü e geler.    
      2. ertli ähtimallyk. Ähtimallyklary köpeltmek teoremasy.            
     Goý, 0)(AP  bolsun. 

                                     
)(
)()/(

AP
ABPABP                                    (11) 

gatna yga B wakany  A waka ýüze çykan ertdäki ertli ähtimallygy 
diýilýär. ( 11 ) deñligi özgerdip 

)/()()( ABPAPABP  
deñligi alarys. 0)( BP bolan ertde a me ze likde ýazyp bileris 

)/()()( BAPBPBAP  
AB=BA bolandygy sebäpli, 
           )/()()/()()( BAPBPABPAPABP                     ( 12 ) 
formulany alarys. ( 12 ) formula ähtimallyklary köpeltmek 
teoremasy diýilýär. 

Erkin nAAA ,,, 21  wakalar üçin ähtimallyklary köpeltmek 
teoremasynyñ umumyla dyrmasy   

)/()/()( 12112121 nnn AAAAPAAPAPAAAP ( 13 ) 
görnü dedir. Bu formulany (12) formuladan we matematiki 
induksiýa usulyndan peýdalanyp subut etmek bolar.   
     Eger A wakanyñ B waka ýüze çykan ertdäki ertli ähtimallygy 
A wakanyñ ertsiz ähtimallygyna deñ bolsa, ýagny 
                                        )()/( APBAP                                 (14) 
deñlik ýerine ýetýän bolsa, onda A waka B waka bagly däl diýilýär. 
A wakanyñ B waka bagly däldiginden B wakany  hem A waka bagly 
däldigi gelip çykýar. 

 Hakykatdan hem, goý, A waka B waka bagly däl bolsun.Onda  
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(14) deñlik adalatlydyr.Bu deñligi göz öñünde tutup, (12) deñlikden 
taparys   

)(
)(

)()(
)(

)/()()/( BP
AP

APBP
AP

BAPBPABP     

Bagly däl A we B wakalar üçin ähtimallyklary köpeltmek teoremasy  
)()()( BPAPABP                                ( 15 ) 

görnü e geler. ( 15 ) de lik iki wakany  jübütleýin bagly dälligini  
kesgitlemesi hökmünde kabul edilýär. Ondan ba ga-da,wakalary   
toplumlaýyn bagly dällik dü ünjesi hem bardyr. 
Kesgitleme. Eger nAAA ,,, 21  wakalary  islendik kombinasiýasy 
bilen beýlekilerini  islendik kombinasiýasy bagly däl bolsalar, onda 

nAAA ,,, 21  wakalara toplumlaýyn bagly däl ýa-da bagly däl 
diýilýär. 
Mysal üçin, 321 ,, AAA  wakalary  toplumlaýyn bagly däl 
bolmaklary üçin 1A  we 2A , 1A  we 3A , 2A  we 3A , 1A  we 32 AA , 

2A we 31 AA , 3A we 21 AA ,  wakalary  bagly däl bolmaklary zerurdyr. 
Toplumlaýyn bagly däl nAAA ,,, 21  wakalar üçin ähtimallyklary 
köpeltmek teoremasyny  umumyla dyrmasy 
            )()()()( 2121 nn APAPAPAAAP            ( 16 ) 
görnü e geler. 
      Bellik. nAAA ,,, 21 wakalaryñ toplumlaýyn bagly 
däldiklerinden olaryñ jübüt-jübütden bagly däldikleri we 

nAAA ,...,, 21  wakalaryñ hem toplumlaýyn bagly däldikleri gelip 
çykýandyr. 
      3. Iñ bolmanda bir wakanyñ ýüze çykmagynyñ ähtimallygy 
      Käbir synag geçirilende bagly däl n wakanyñ iñ bolmanda 
biriniñ ýüze çykmagynyñ ähtimallygyny tapmak meselesine garalyñ. 
Bagly däl nAAA ,,, 21  wakalaryñ iñ bolmanda biriniñ ýüze 
çykmagyny A waka diýip belgiläliñ. nAAA ,,, 21 wakalaryñ hiç 

biriniñ ýüze çykmazlygy nAAA ...21  köpeltmek hasyly görnü inde 
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ýazylýar. A we nAAA ...21 wakalar gar ylyklydyrlar. Onda 

1)...()( 21 nAAAPAP  deñlik adalatlydyr. Bu ýerden 

)...(1)( 21 nAAAPAP deñligi alarys. Bellikden we toplumla-
ýyn bagly däl wakalar üçin ähtimallyklary köpeltmek teorema-
syndan peýdalanyp, )(...)()(1)( 21 nAPAPAPAP deñligi 

alarys.
_____
,1,)( niAPq ii  belgilemeleri girizip,bu deñligi 

                      nqqqAP ...1)( 21             ( 17 ) 
görnü de ýazmak bolar.( 17 ) deñlik synag geçirilende bagly däl 

nAAA ,,, 21 wakalaryñ iñ bolmanda biriniñ ýüze çykmagynyñ 
ähtimallygyny tapmagyñ formulasydyr. Hususy halda, eger 

nAAA ,,, 21 wakalar ol bir p ähtimallyk bilen ýüze çykýan 
bolsalar,onda ( 17 ) formula 

                               nqAP 1)(                                     (18) 
görnü e geler. 

 
      1-nji mesele. Kärhanany  öndürýän önümlerini  98% -i standart 
önümler. ünlukda standart önümleri  85% -i ýokary hilli. Bu 
kärhanada öndürilen owuna alnan önümi  ýokary hilli bolmagyny  
ähtimallygyny tapmaly. 
      Goý, A owuna alnan önümi  standart bolmagy bolsun. B- 
owuna alnan standart önümi  ýokary hilli bolmagy bolsun. 

Köpeltmek teoremasyndan peýdalanyp, gözlenýän ähtimallygy 
taparys 

833,0
100
85

100
98)/()()( ABPAPABP             

      2-nji mesele. Atyjyny  bir gezek atanda ny anany urmagyny  
ähtimallygy 0,8-e de . Atyjy üç gezek ny ana atýar. Ny anany  üç 
gezek urulmagyny  ähtimallygyny tapmaly. 

Goý, A-atyjyny  birinji gezekde ny anany urmagy, B-ikinji 
gezekde ny anany urmagy, C- üçünji gezekde ny anany urmagy 
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bolsun. A, B, C, wakalar bagly däl. Onda bagly däl wakalar üçin 
köpeltmek teoremasyndan peýdalanyp, gözlenýän ähtimallygy 
taparys 

512,08,08,08,0)()()()( CPBPAPABCP            

      3-nji mesele. Ulgamy  näsaz i leýändigini habar bermek üçin 
biri-birine bagly bolman i leýän iki duýduryjy  goýlan. Ulgamy  
näsaz i leýändigini birinji duýduryjyny  habar bermegini  
ähtimallygy 0,99-a de . Ikinji duýduryjy üçin bu ähtimallyk 0,98-e 
de . Ulgamy  näsaz i leýändigini di e bir duýduryjyny  habar 
bermegini  ähtimallygyny tapmaly. 

Wakalary girizeli : 
1A  -birinji duýduryjyny  habar bermegi. 

2A  -ikinji duýduryjyny  habar bermegi. 

1B -di e birinji duýduryjyny  habar bermegi. 

2B  -di e ikinji duýduryjyny  habar bermegi.   
Sygy maýan wakalar üçin go mak teoremasyndan we bagly däl 
wakalar üçin köpeltmek teoremasyndan peýdalanyp, gözlenýän 
ähtimallygy taparys: 

)()()()()(( 21212121 AAPAAPBPBPBBP  

.0296,098,001,002,099,0
)()()()( 2121 APAPAPAP

 

 
C ö n ü k m e l e r  

 
      1. Dukana getirilen sport geýimleriniñ 50%-i ak, 20%-i gyzyl, 
20% -i ýa yl we 10%-i gök. owuna alnan sport geýiminiñ ýa yl ýa-
da gök bolmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      2. Atyjynyñ bir gezek atanda 10 oçko almagynyñ ähtimallygy 
0,4-e deñ, 9 oçko almagynyñ ähtimallygy 0,3-e deñ, 8 we ondan az 
oçko almagynyñ ähtimallygy 0,3-e deñ. Atyjynyñ bir gezek atanda 
9-dan az bolmadyk oçko almagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
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      3. Talyp gerekli formulany üç kitapdan gözleýär. Formulanyñ 
birinji, ikinji, üçünji kitaplarda bolmagynyñ ähtimallygy degi lilikde 
0,6-a, 0,7-ä, 0,8-e deñ. Gözlenilýän formulanyñ 
a) dine bir kitapda bolmagynyñ; 
b) dine iki kitapda bolmagynyñ; 
ç) üç kitapda hem bolmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      4. Käbir ýerde iýul aýynda ortaça alty gün ygally bolýar. iýul 
aýynyñ ba ky iki gününde açyk howanyñ bolmagynyñ 
ähtimallygyny tapmaly. 
      5. Abonent telefon belgisiniñ iñ soñky sifrasyny ýadyndan 
çykarypdyr. Ol owuna bir sifrany alýar. Abonentiñ ikiden köp 
bolmadyk gezek owsuz synany yk etmekliginiñ ähtimallygyny 
tapmaly. 
      6. Talyp maksatnamanyñ 25 soragynyñ 20-sini bilýär. Talybyñ 
synagçy tarapyndan owuna berlen 3 soragyñ 2-den az däl sanysyna 
jogap bermeginiñ ähtimallygyny tapmaly. 
      7. Dukana getirilen joraplaryñ 60%-i birinji fabrikanyñ, 25%-i 
ikinji fabrikanyñ, 15%-i üçünji fabrikanyñ önümleri. owuna alnan 
jorabyñ birinji ýa-da üçünji fabrikanyñ öndüren önümi bolmagynyñ 
ähtimallygyny tapmaly  
      8. Tejribeligini geçmeli 30 talybyñ 15-si äheriñ    48-nji 
mekdebine, 8-si 51-nji mekdebine, 7-si bolsa 52-nji mekdebine 
ugradyldy. Kesgitli iki talybyñ ol bir mekdebe dü meginiñ 
ähtimallygyny tapmaly. 
      9. 1000 lotoreýa biletleriniñ 24-si pul utu ly we 10-sy haryt 
utu ly. owuna alnan 2 biletiñ 
a) iñ bolmanda biriniñ utu ly bolmagynyñ; 
b) birinji biletiñ pul utu ly, ikinji biletiñ bolsa haryt utu ly 
bolmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      10.  Bir günüñ dowamynda i leýän abzal bu wagtyñ dowamynda 
biri–birine bagly bolman hatardan çykyp bilýän 3 bölekden ybarat. 
Iñ bolmanda bir bölegiñ hatardan çykmagy tutu  abzalyñ hatardan 
çykmagyna getirýär. Bir günüñ dowamynda birinji bölegiñ 
döwülmän i lemekliginiñ ähtimallygy 0,9-a deñ. Ikinji we üçünji 
bölekler üçin bu ähtimallyklar degi lilikde 0,95-e we 0,85-e deñ. 
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Günüñ dowamynda abzalyñ hatardan çykman i lemekliginiñ 
ähtimallygyny tapmaly. 

Jogaplar 
 

1. 0,3. 2. 0,7.   3.  a) 0,188  b) 0,452  ç) 0,336. 4. 20 31   5. 0,3   
6. 209 345 . 7. 0,75.   8. 0,331.  9.  a) 0,064  b) 0,00024.  10.  0,727. 

 
§ 1.5.  Doly ähtimallygy  we Baýesi  formulalary 

 
      1.Doly ähtimallygy  formulasy.  Eger nHHH ,,, 21 wakalary  
toplumy üçin nHHH 21  deñgüýçlilik ýerine ýetýän 
bolsa,onda olar wakalaryñ doly toparyny emele getirýär diýilýär. 

      Teorema. Goý,erkin A waka doly topary emele getirýän 
sygy maýan nHHH ,,, 21  wakalaryñ biri we diñe biri bilen 
bilelikde ýüze çykyp bilýän bolsun. Onda doly ähtimallygy  
formulasy diýlip atlandyrylýan 

                       
n

k
kk HAPHPAP

1
)/()()(           ( 19 ) 

formula adalatlydyr. 
       Sygy maýan nHHH ,,, 21  wakalaryñ doly topary emele 
getirýändikleri sebäpli 

       nn AHAHAHHHHAAA 2121 )(  
deñgüýçlilikler adalatlydyrlar. nAHAHAH ,,, 21  wakalar hem 
sygy maýan wakalardyrlar. Onda ilki sygy maýan wakalar üçin 
ähtimallyklary go mak teoremasynyñ umumyla dyrmasyny, so ra 
bagly wakalar üçin ähtimallyklary köpeltmek teoremasyny ulanyp  
alarys 

)()()()( 11 nn AHPAHPAHAHPAP   
)/()()/()( 11 kk HAPHPHAPHP  
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                                  =
n

k
kk HAPHP

1

)/()(                

nHHH ,,, 21  wakalara çaklamalar (gipotezalar) hem diýilýär. 
Doly ähtimallygyñ formulasy ulanylanda çaklamalaryñ synaga çenli 
(apriori) ähtimallyklary hasaplanýar.  
      Teorema. Doly ähtimallyk baradaky teoremany ertlerinde 
Baýesiñ ( Tomas Baýes, 1702-1761, iñlis matematigi ) 

n

k
kk

ii
i

HAPHP

HAPHPAHP

1
)/()(

)/()()/( ,  
____
,1 ni        ( 20 ) 

formulasy adalatlydyr. 
       Bagly wakalar üçin ähtimallyklary köpeltmek teoremasyndan 
peýdalanyp, 

)/()()/()()( iiii HAPHPAHPAPHAP  
deñligi ýazmak bolar. Bu ýerden taparys 

)(
)/()(

)/(
AP

HAPHP
AHP ii

i  

( 19 ) formulany göz öñünde tutup, bu formulany  

n

k
kk

ii
i

HAPHP

HAPHPAHP

1
)/()(

)/()()/(   ,    
____
,1 ni    

görnü de ýazmak bolar.      
Baýesiñ formulasy boýunça çaklamalarý  synagdan so ky  
( aposteriori ) ähtimallyklary hasaplanýar. 

 
      1-nji mesele. Toplumda birinji zawody  28 önümi, ikinji 
zawody  22 önümi bar. Birinji zawody  önümini  ýokary hilli 
bolmagyny  ähtimallygy 0,95-e de , ikinji zawody  önümi üçin bu 
ähtimallyk  0,9-a de . Bu toplumdan owuna alnan önümi  ýokary 
hilli bolmagyny  ähtimallygyny tapmaly. 
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Goý, A-toplumdan owuna alnan önümi  ýokary hilli 
bolmagy bolsun. Çaklamalary girizeli . 

 1B owuna alnan onümi  birinji zawoda degi li bolmagy; 

2B owuna alnan onümi  ikinji zawoda degi li bolmagy; 
Bu çaklamalary  ähtimallyklaryny tapaly  

                     ,56,0
50
28)( 1BP     .44,0

50
22)( 2BP  

Meseläni erti boýunça 
                   ,95,0)/( 1BAP   9,0)/( 2BAP  
Doly ähtimallygy  formulasyndan peýdalanyp, gözlenýän 
ähtimallygy taparys 

.928,09,044,095,056,0
)/()()/()()( 2211 BAPBPBAPBPAP

 

      2-nji mesele. ol bir agramda çyky  edýän tangistleri  ýedisi 
sport ussady, üçüsi bolsa at gazanan sport ussady. At gazanan sport 
ussadyny  bellenen agramdaky tangany götermegini  ähtimallygy 
0,8-e de , sport ussady üçin bolsa bu ähtimallyk 0,6-a de . owuna 
çagyrylan türgen bellenen agramdaky tangany göterdi. Onu  sport 
ussady bolmagy has ähtimalmy ýa-da at gazanan sport ussady? 

Goý A owuna çagyrylan türgeni  bellenen agramdaky 
tangany götermegi bolsun. Çaklamalary girizeli , 1B owuna 

çagyrylan türgeni  sport ussady bolmagy, 2B owuna çagyrylan 
türgeni  at gazanan sport ussady bolmagy. Doly ähtimallygy  
formulasyndan peýdalanyp taparys 

.66,08,03,06,07,0)/()()/()()( 2211 BAPBPBAPBPAP
 
Baýes formulasyndan peýdalanyp gözlenýän ähtimallyklary taparys 

64,0
66,0

6,07,0
)(

)/()(
)/( 11

1 AP
BAPBPABP  
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36,0
66,0

8,03,0
)(

)/()(
)/( 22

2 AP
BAPBPABP  

Görnü i ýaly, bellenen agramdaky tangany götereni  sport 
ussady bolmagy has ähtimaldyr. Bu ýagdaýy sport ussatlaryny  
sanyny  at gazanan spor ussatlaryny  sanyndan köpdügi bilen 
dü ündirmek bolar.  

 
                                        G ö n ü k m e l e r  
 
      1. Toplumda 3 zawodyñ önümi bar. Birinji zawodyñ 
önümleriniñ 0,3%-i zaýa. Ikinji we üçünji zawodlar üçin bu 
görkezijiler degi lilikde, 0,2%-e we 0,4%-e deñ. Eger toplumda 
birinji zawodyñ 1000 önümi, ikinji zawodyñ 2000 önümi, üçünji 
önümiñ 2500 önümi bar bolsa, bu topluma zaýa önümiñ dü meginiñ 
ähtimallygyny tapmaly. 
      2. çi bir kysymly önümler i lenip taýýarlanýan 3 abzala 
hyzmat edýär. Birinji abzalyñ zaýa önüm öndürmeginiñ ähtimallygy 
0,02-ä deñ. Ikinji we üçünji abzallar üçin bu ähtimallyklar 
degi lilikde, 0,03-e we 0,04-e deñ. I läp taýýarlanylan önümler bir 
ýa ige gaýulýarlar. Birinji abzalyñ öndürijiligi ikinji abzalyñkydan 
üç esse köp, üçünji abzalyñ öndürijiligi bolsa, ikinji abzalyñkyda iki 
esse az. owuna alnan önümiñ zaýa bolmagynyñ ähtimallygyny 
tapmaly. 
      3. Içinde n sany ar bolan gaba 1 ak ar salynýar. Soñra bu 
gapdan owuna 1 ar çykarylýar. Eger gapdaky arlaryñ ba ky 
düzüminiñ reñki baradaky aýdylýan ähli mümkin bolan güman 
etmeler deñmümkinçilikli bolsalar, onda bu gapdan owuna 
çykarylan aryñ ak bolmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      4. Skladda 3 fabrikanyñ önümi bar. Olaryñ 20%-i birinji 
fabrikanyñ önümleri, 46%-i ikinji fabrikanyñ önümleri, 34%-i bolsa 
üçünji fabrikanyñ önümleri. Birinji fabrikanyñ önümleriniñ ortaça 
3%-i  zaýa, ikinji fabrikanyñ önümleriniñ 2%-i  zaýa, üünji 
fabrikanyñ önümleriniñ  1%-i   zaýa.  Eger  owuna  alnan  önüm zaýa  
bolsa, onuñ birinji fabrika degi li bolmagynyñ ähtimallygyny  
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tapmaly. 
      5.  10 gabyñ dokuzysynda 2 ak we 2 gara ar bar, birinde bolsa 5 
ak we 1 gara ar bar. owuna alnan gapdan owuna alnan aryñ 
akdygy belli bolsa, onuñ 5 ak arly gapdan alnan bolmagynyñ 
ähtimallygyny tapmaly. 
      6.  Iki awçy ny ana bir wagtda atýar. Birinji atyjynyñ ny anany 
urmagynyñ ähtimallygy 0,2-ä deñ. Ikinji atyjy üçin bu ähtimallyk 
0,6-a deñ. Birinji bilelikde aty dan soñ bir atyjynyñ urandygy belli 
boldy. Birinji atyjynyñ ny anany urandygynyñ ähtimallygy näçä 
deñ? 
      7.  Tokaýda aza anyñ biri açyk meýdana çykdy. Ol ýerden 
gaýdýan 5 ýol tokaýdan çykarýar. Ol ýollar bilen ýörelende 1 
sagatda tokaýdan çykmaklygyñ ähtimallygy degi lilikde 0,6-a, 0,3-e, 
0,2-ä, 0,1-e, 0,1-e deñ. Eger aza an tokaýdan çykan bolsa, onuñ 
birinji ýol bilen gaýdandygynyñ ähtimallygy näçä deñ? 
      8. Talyplaryñ gurlu yk toparynda birinji ýyl talyplarynyñ 2 
topary, ikinji ýyl talyplarynyñ bolsa, 1 topary bar. Birinji ýyl 
talyplarynyñ her toparynda 5 oglan we 3 gyz bar, ikinji ýyl 
talyplarynyñ toparynda bolsa, 4 oglan we 4 gyz bar. ähere 
ugratmak üçin owuna alnan topardan owuna alnan talybyñ 
oglandygy belli bolsa, onuñ birinji ýyl talyby bolmagynyñ 
ähtimallygyny tapmaly. 
      9.  Synaga gelen 20 talybyñ 8-si tapawutly, 6-sy ýag y, 4-si 
kanagatlanarly, 2-si kanagatlanarsyz taýýarlanan. Synag 
sowalnamalarynda 40 sowal bar. Tapawutly taýýarlanan talyp 
hemme sowallary, ýag y taýýarlanan 35 sowaly, kanagatlanarly 
taýýarlanan 25 sowaly, kanagatlanarsyz taýýarlanan 10 sowaly 
bilýär. owuna alnan talyp synagçy tarapyndan hödürlenen 3 sowala 
jogap berdi. Onuñ 
a) ýag y taýýarlanan 
b) kanagatlanarsyz talyp bolmagynyñ ähtimallygyny tapmaly. 
      10. Iki gabyñ birinjisinde 3 ak we 4 gara ar bar, ikinjisinde 
bolsa, 2 ak we 3 gara ar bar. Birinji gapdan ikinji gaba owuna 2 ar 
geçirilýar. Soñra ikinji gapdan owuna 1 ar alynýar. Eger bu aryñ 
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akdygy belli bolsa, birinji gapdan ikinji gaba geçirilen 2 aryñ reñk 
boýunça haýsy düzümde bolmagy has ähtimal? 
 

Jogaplar  

1. 0,0031.   2.  0,024.   3. 
12
2

n
n .   4.  0,322.   5.  0,156.   6.  6 7 .   

7.  6 13 .   8.  5 7 .   9.  a) 0,307.  b) 0,002.   10. bir ak, bir gara. 
     

§1.5.  Bagly däl synaglar yzygyderligi 
 

        1. Ähtimallyklaryñ paýlany ynyñ binomial kanuny. 

       Ähtimallyklar nazaryýetiniñ amalyýetde ulanyly ynda köplenç 
ol bir synagyñ birnäçe gezek gaýtalanmagy bilen baglany ykly 

meseleler du  gelýär. unlukda,bu synaglar tapgyrynda käbir 
wakanyñ ýüze çykmalarynyñ sanyny anyklamak gerek bolýar.                                                                  
Goý, n synag geçirilýän bolsun. Eger bu synaglary  her birinde ol 
ýa-da beýleki netijäniñ ýüze çykmagynyñ ähtimallygy beýleki 
synaglary  netijelerine bagly bolmasa, onda eýle synaglara bagly 
däl diýilýär.Goý, bagly däl n synagy  her birinde A waka ol bir 
hemi elik )10( pp  ähtimallyk bilen ýüze çykýan bolsun, 

pq 1  ähtimallyk bilen bolsa ýüze çykmaýan bolsun. A wakany  
bu synaglarda )0( nkk gezek ýüze çykmagyny  ähtimallygy 
bagly däl wakalar üçin ähtimallyklary köpeltmek teoremasy boýunça 

knk qp  bolar. Bagly däl n synagda A wakany  k gezek ýüze 
çykmalarynyñ sany k

nC  ululyga deñdir. Diýmek, bagly däl n 
synagda A wakany  k gezek ýüze çykmagyny  )( kPn  ähtimallygy 

knkknkk
nn qp

knk
nqpCkP

)!(!
!)(         ( 21 ) 

formula boýunça hasaplanar.Garalan bagly däl synaglar  
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yzygiderligine Bernulliniñ (Ýakob Bernulli,27.12.1654-16.08.1705, 

weysar matematigi) shemasy, ( 21 ) formula bolsa Bernulliniñ 
formulasy diýilýär. )( kPn ähtimallyklar nqp )(  binomyñ 
dagadylmasyndaky agzalar bolandyklary sebäpli, ähtimallyklaryñ 

 ( 27 ) formula bilen berlen paýlany yna binomial paýlany  kanuny 
diýilýär. 

      2. Polinomial shema.  Goý,bagly däl n synag geçirilýän bolsun 
we bu synaglarda doly topary emele getirýän sygy maýan  

nAAA ,,, 21 wakalaryñ diñe biri ýüze çykýan bolsun. Bu 
synaglarda 1A waka hemi elik 1p ähtimallyk bilen 1k gezek, 2A waka 
hemi elik 2p  ähtimallyk bilen 2k gezek we .m. mA waka hemi elik 

mp  ähtimallyk bilen mk gezek ýüze çykýan bolsun, unlukda 
nkkk m...21 . Bu wakanyñ ähtimallygyny ),...,,( 21 mn kkkP  

bilen belgiläliñ.Onda Bernulliniñ shemasyndaky pikir ýöretmeleri 
ulanyp  

mk
m

kk

m
mn ppp

kkk
nkkkP ...

!...!!
!),...,,( 21

21
21

21         ( 22 ) 

formulany alarys.Garalan synaglar yzygiderligine polinomial shema, 
( 22 ) formula bolsa polinomial formula diýilýär.Hususy halda, m=2 
bolanda polinomial formuladan Bernulliniñ formulasy alynýar. 

      3. Muawr-Laplasy  lokal we integral predel teoremalary.                                                                 
Bernulliniñ shemasynda käbir predel teoremalary getireliñ.        
Bagly däl synaglaryñ sany uly bolmadyk ýagdaýynda haýsy hem 
bolsa bir A  wakany  k gezek ýüze çykmagyny   )(kPn  
ähtimallygyny Bernulliniñ formulasy boýunça hasaplamak 
amatlydyr.Emma synaglary  sany artdygyça bu ähtimallygy tapmak 
üçin uly we kyn hasaplamalary geçirmeli bolýar. ol sebäpli, 
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synaglaryñ sany tükeniksiz artanda )(kPn  ähtimallygy hasaplamak 
üçin gerek bolan asimptotik formulany tapmaklyk zerurlygy ýüze 
çykýar.A wakanyñ bagly däl n sanagyñ her birinde ýüze 
çykmagynyñ p ähtimallygy 0,5-e deñ bolan hususy hal üçin eýle 
formulany 1730-njy ýylda i lis matematigi Abraham de Muawr 
(26.05.1667-27.11.1754)  hödürleýär. Muawry  bu formulasyny 
1783-nji ýylda fransuz matematigi Pýer Simon Laplas (23.03.1749 - 
05.03.1827) )1;0( interwala degi li islendik p  ähtimallyk üçin 
umumyla dyrýar.                                                                          

      Muawr-Laplasy  lokal predel teoremasy. Bagly däl n synagy  
her birinde ol bir hemi elik )10( pp  ähtimallyk bilen ýüze 
çykýan A wakany   bu synaglarda k gezek ýüze çykmagyny   )(kPn  

ähtimallygy takmynan  2

2

2
11 x

e
npq

 funksiýany  
npq

npkx  

nokatdaky bahasyna de dir, ýagny  

                              )( kPn
2

2

2
11 x

e
npq

            ( 23 ) 

bu ýerde  pq 1 .   2

2

2

1
)(

x

ex  jübüt funksiýadyr we 

onuñ bahalary tabulirlenendir ( 1-nji Go maça ).  
      Muawr-Laplasy  integral predel teoremasy.  Bagly  däl   n 
synagy  her birinde ol bir hemi elik 10 pp  ähtimallyk bilen 
ýüze çykýan A wakany  bu synaglarda 1k -den az bolmadyk gezek, 

2k -den bolsa köp bolmadyk gezek ýüze çykmagyny  );( 21 kkPn  
ähtimallygy takmynan 

2

1

2

2

2
1 x

x

y

dye  
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kesgitli integrala de dir.Amalyýetde meseleleri çözmekde amatly 
bolar ýaly bu teorema  
                            )()();( 1221 xxkkPn ,                ( 24 ) 
görnü de ýazylýar,bu ýerde 

npq
npkx 1

1 ,    
npq

npkx 2
2 ,    pq 1 , 

2

1

2

2

2
1)(

x

x

y

dyex   - Laplas funksiýasy. Bu funksiýa täkdir  we 

onuñ bahalary tabulirlenendir ( 2-nji Go maca ). x argumentiñ 5-den 
kiçi bolmadyk bahalary üçin )(x  funksiýany  bahasy 0,5-e de  
diýlip kabul edilýär. 
       4. Ähtimallyklaryñ paýlany ynyñ Puasson kanuny. 
       A wakany  bagly däl n synagyñ her birinde ýüze çykmagynyñ 
p  ähtimallygy nola ýa-da bire golaý boldugyça Muawr-Laplasy   

( 23 ) lokal formulasyny ulanyp, )( kPn  ähtimallygy hasaplamak 
kynla ýar. ol sebäpli, synaglary  sany artdygyça tükeniksiz 
kemelýän p ähtimallyk bilen ýüze çykýan A wakany  )(kPn  
ähtimallygyny hasaplamak üçin asimptotik formulany tapmak 
zerurlygy ýüze çykýar.Bu meseläniñ çözgüdi hökmünde fransuz 
matematigi Puassonyñ ( Puasson Simeon Deni, 21.06.1781 - 
25.04.1840 ) shemasyny we teoremasyny getireliñ. 
      Elementar wakalary  tapgyrlaryny   

                                  ,11w  
                                  ,, 2221 ww  

                                            .    .    .    .    .    .    . 
                                  nnnnn wwww ,,,, 321  
                                   .    .    .    .    .    .    .    .    . 

yzygiderligine garaly unlukda, her bir tapgyry  wakalary özara 
bagly däl we tapgyry  nomerine bagly np  ähtimallyk bilen ýüze 
çykýan bolsunlar. n -nji tapgyrda ýüze çykýan wakalary  sanyny 
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n  bilen belgiläli . Bagly däl synaglaryñ eýle yzygiderligine 
Puasson shemasy diýilýar.                                                                           
      Puassony  teoremasy. Eger 0npn  bolsa, onda 
n  

                  0
!

)( ne
k

kP
k
n

n                             ( 25 )  

gatna yk adalatlydyr, bu ýerde  nn pn . 
        Bernullini  ( 21 ) formulasyny özgerdip alarys 

kn
n

k
n

k
nnn qpCkPkP )()(

kn
n

k
n

nnknk
n 1

)!(!
!  

kn
n

k
n

nnk
knnn 1

!
121  

n
k

nnnk

kn
n

k
n 1121111
!

            (  ) 

Islendik 0  san üçin )(AA  san bar bolup, ol ýeterlik uly 
saýlanyp alnanda An  bolan n nomerler we fiksirlenen k san üçin 

2!
2

n

e
k

k
n  

de sizlik adalatlydyr. An  bolan n nomerler üçin 

n
k

nnnk
kP

kn
n

k
n

n
1121111

!
)(  

kn
n

k
n

nk
1

!
 

deñsizligi ýazmak bolar.  xex1 ,   1;0x , de sizlikden 
peýdalanyp, kn 2  nomerler üçin  
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2!!
)( 2

)( nn

e
k

e
k

kP
k
nn

knk
n

n            (  ) 

deñsizligi alarys. (  ) we 

2!!
2

n

n e
k

e
k

k
n

k
n                                         

deñsizliklerden 

           
22!

)( ne
k

kP
k
n

n              (  ) 

deñsizligi alarys. An  bolan n nomerlere garap,  
 

01lim ne
n

n
n

n
     we     1

1

1111
lim k

n
n

n

n
k

n  

de likleri alarys.Onda )(0nn  nomerler üçin 

                  ne
k

kP
k
n

n !
)(                          ( 26 ) 

deñsizlik dogrydyr.Diýmek, ( 25 ) gatna yk adalatlydyr.   
Amaly maksatlar üçin ( 25 ) formulany 

                            e
k

kP
k

n !
                                    ( 27 ) 

görnü de ýazmak amatlydyr. ( 27 ) deñlige Puassonyñ formulasy 
diýilýär. Ähtimallyklaryñ bu formula bilen berlen paýlany yna 
Puasson paýlany  kanuny diýilýär. 
      1-nji mesele. Sehde 5 motor bar. Berlen wagt pursatynda 
motory  i leýändigini  ähtimallygy 0,7-ä de . Berlen wagtda 3 
motory  i leýändigini  ähtimallygyny tapmaly. 

Meseläni ertine görä n=5,  k=3, p=0,7, q=1-0,7=0,3. Bernulli 
formulasyndan peýdalanyp, gözlenilýän ähtimallygy taparys 
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3087,009,0343,0
!2!3

!53,07,0)( 233
5CkPn .    

       2-nji mesele. Atyjyny  bir gezek atanda ny anany urmagyny  
ähtimallygy 0,8-e de . Atyjyny  100 gezek atanda ny anany 85 
gezek urmagyny  ähtimallygyny tapmaly. 

n=100, k=85, p=0,8. Onda q=1-0,8=0,2. 

25.1
4
5

2,08,0100
8,010085

npq
npkx  

x  funksiýany  bahalaryny  tablisasyndan (Go maça 1) taparys 
1826,025,1  

Muawr-Laplasy  lokal predel teoremasyndan peýdalanyp, 
gözlenýän ähtimallygy taparys 

04565,01826,0
4
125,1

2,08,0100
185100P    

      3-nji mesele.  Bagly däl 100 synagy  her birinde A wakany  
ýüze çykmagyny  ähtimallygy 0,75-e de . Bu 100 synagda A 
wakany  70-den az bolmadyk we 80-den köp bolmadyk gezek ýüze 
çykmagyny  ähtimallygyny tapmaly. 
      .75,0,80,70,100 21 pkkn Onda              

.25,075,01q  

.15,1
33,4
5

25,075,0100
75,0100701

1 npq
npkx , 

.15,1
33,4
5

25,075,0100
75,0100802

2 npq
npkx  

)(x  funksiýany  bahalaryny  tablisasyndan (Go maça 2) taparys 
03749,0)15,1(  

)(x  funksiýany  täkligini göz ö ünde tutup we Muawr-Laplasy  
integral teoremasyndan peýdalanyp, gözlenýän ähtimallygy taparys 

)15,1()15,1()80;70(100P 7498,03749,02)15,1(2   
      3-nji mesele.  Kärhana bir günde 1000 önüm öndürýär. Önümi   
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pes hilli bolmagyny  ähtimallygy 0,002-ä de . owuna alnan 3 
önümi  pes hilli bolmagyny  ähtimallygyny tapmaly. 

.002,0,3,1000 pkn  Onda 
135,0,2002,01000 2enp .Puassony  formulasyndan 

peýdalanyp, gözlenýän ähtimallygy taparys 

18,0135,0
6
8

!3
23 2

3

1000 eP .    

           

§ 1.6.  Tötän ululyklar we olary  paýlany lary 
 

       1. Diskret tötän ululyk we onu  paýlany  kanuny. 
      Ähtimallyklar nazaryýetiniñ esasy dü üñjeleriniñ ýene biri tötän 
ululykdyr. 
      Kesgitleme.  elementar wakalar gi ligini R san okuna 
öwürýän hakyky w  san funksiýasyna tötän ululyk diýilýär. 
Ba gaça aýdylanda, tötän ululyk bu tötän wakalara baglylykda ol ýa-
da beýleki bahalary kabul edýän üýtgeýän ululykdyr. 
Tötän ululyklaryñ diskret,üznüksiz we singulýar görnü leri bardyr.  
Ahtimallyklar nazaryýetinde diskret we üznüksiz tötän ululyklar has 
giñi leýin öwrenilýär. 
     Eger tötän ululyk tükenikli ýa-da hasaply köplükden bahalary 
 kabul edýän bolsa, onda o a diskret tötän ululyk diýilýär. 
Belli bir wagt aralygynda duralga gelýän awtobuslaryñ sany, 
synagda talybyñ bilim derejesine goýulýan bahanyñ san ululygy, 
gözegçilik edilýän ýylda ekinden alynýan hasylyñ mukdary, 
ýurdumyza gy lamaga gelýän gu laryñ sany, hassahanadaky gany 
ol bir topara degi li bolan näsaglaryñ sany, ny anany urmaga sarp 

ediljek oklaryñ sany we .m.diskret tötän ululygyñ mysallarydyrlar. 
      Tötän ululyklary latyn elipbiýini  ba  harplary bilen, olary  
kabul edýän bahalaryny bolsa setir harplary bilen belgilemegi 
ertle eliñ.Diskret tötän ululygy  kabul edýän nxxx ,,, 21 bahalary 
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bilen bu bahalary  degi li  nppp ,,, 21  ähtimallyklaryny  
sanawyna diskret tötän ululygy  paýlany  kanuny diýilýär. Paýlany  
kanunda nppp ,,, 21 ähtimallyklar 121 nppp erti 
kanagatlandyrýandyrlar.Diskret tötän ululygy  paýlany  kanunyny 
tablisa, grafik we formula arkaly bermek bolar. Tablisa arkaly ol 

 1x  2x  … nx  
P  1p  2p  … 

np  

görnü de berilýär.  
Diskret tötän ululygy  paýlany  kanunyny grafik görnü de 

bermek üçin tekizlikde gönübürçly dekart koordinatalar sistemasyny 
gurmaly. Abssissalar okunda diskret tötän ululygy  kabul edýän  

nxxx ,,, 21  bahalaryny, ordinatalar okunda bolsa bu bahalary  
degi li nppp ,,, 21  ähtimallyklaryny bellemeli. So ra ),( ii px  

____

,1 ni  nokatlary gurmaly we olary göni çyzygy  kesimleri bilen 
yzygider birikdirmeli. Emele gelen döwük çyzyga paýlany yñ 
köpburçlugy diýilýär. 

Diskret tötän ululygyñ paýlany  kanunynyñ formula arkaly 
berli ine mysal hökmünde Bernulliniñ ( 21 ) we Puassonyñ ( 27 ) 
formulalaryny getirmek bolar. 

      2.  Paýlany  we dykyzlyk funksiýalary. 
     Diskret tötän ululyk  kabul edýän bahalary we olary  degi li 
ähtimallyklary bilen berilýär. Emma üznüksiz tötän ululyklar üçün 
eýle berli i amala a yryp bolmaýar. ol sebäpli, öz tebigaty 

boýunça köpdürli tötän ululyklary  ähtimallyklaryny ol bir usul 
bilen bermeklik üçin tötän ululygy  paýlany  funksiýasy dü ünjesi 
girizilýär. 

                         xPxF                                          (28) 
funksiýa  tötän ululygy  paýlany  funksiýasy diýilýär, bu ýerde 

xx  üýtgeýän hakyky ululyk.Geometrik nukdaý 
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nazardan  tötän ululygy  paýlany  funksiýasy ol tötän ululygy  
);( x  aralykdan bahalary kabul etmegini  ähtimallygydyr. 

Paýlany  funksiýasy a akdaky häsiýetlere eýedir. 
1)   Paýlany  funksiýany  bahalar ýaýlasy [0:1] kesimdir, ýagny, 

1)(0 xF  
de sizlikler adalatlydyrlar. 
2) Paýlany  funksiýasy kemelmeýän funksiýadyr, ýagny, paýlany  
funksiýasyny  kesgitleni  ýaýlasyna degi li we 21 xx  bolan 
islendik 1x  we 2x  argumentler üçin )()( 21 xFxF de sizlik 
adalatlydyr. 

3) Paýlany  funksiýasy çepden üznüksizdir, ýagny, 
)()(lim 01

0

xFxF
xx

 

de lik ýerine ýetýandir. 
4)   0)()(lim FxF

x
  we   1)()(lim FxF

x
 predel 

gatna yklar adalatlydyrlar. 
Bu häsiýetleri subut edeli . 
1) Paýlany  funksiýasyny  bu häsiýeti onu  kesgitlemesinden gelip 
çykýar, sebäbi  )(xF  paýlany  funksiýasy )( x   wakany  
ähtimallygydyr,ähtimallyk bolsa, [0;1]  kesimden bahalary kabul 
edýändir. 
2) Goý, 1x we 2x argumentler üçin 21 xx  bolsun. )( 2x  wakany 
sygy maýan )( 1x  we )( 21 xx  wakalary  jemi görnü inde 

ladaly   
)( 2x = )( 1x + )( 21 xx  

Sygy maýan wakalar üçin ähtimallyklary go mak teoremasynyndan 
peýdalanyp  
                      )( 2xP = )( 1xP + )( 21 xxP  
deñligi alarys.( 28 ) belgilemäni göz öñünde tutup, bu deñligi 

)()()( 2112 xxPxFxF          ( 29 ) 
görnü de ýazmak bolar.Bu deñligiñ sag tarapy ähtimallyk bolandygy 
sebäpli )()( 21 xFxF deñsizlik adalatlydyr. 
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3) Goý, nx  artýan yzygiderlik 0x  nokada ýygnanýan bolsun. 

nn xA  we 0xA  wakalary girizeli . nA  wakalary  

yzygiderligi artýandyr we AAn
n 1

deñgüýçlilik adalatlydyr.Onda 

üznüksizlik aksiomasyna görä )()(lim APAP nn
 ýa-da      

)()(lim 0xFxF nn
 de lik adalatlydyr.F(x) paýlany  funksiýasyny  

monotonlygy sebäpli  )()(lim 0
0

xFxF nxx
 de lik adalatlydyr. 

4)  Goý,   nx  monoton kemelýän, ny  bolsa,  monoton  artýan  san  
yzygiderlikleri bolsunlar. nn xA  we nn yB  wakalary  
girizeli . Goý, 

1n
nA Ø   we   

1n
nB  bolsun.Üznüksizlik aksiomasyndan  

peýdalanyp 0)(lim nn
AP   we 1)(lim nn

BP  ýa-da 0)(lim nn
xF         

we 1)(lim nn
yF de likleri ýazmak bolar. Paýlany  funksiýasyny  

monotonlygy sebäpli 
             0)()(lim FxF

x
  we   1)()(lim FyF

y
 

de likler  adalatlydyrlar. 
Eger 

                                   
x

dyyfxF )()(                                      ( 30 ) 

latma adalatly bolsa,  onda F(x)  paýlany  funksiýasyna  absolýut 
üznüksiz diýilýär. eýle paýlany  fumksiýaly tötän ululyga absolýut 
üznüksiz ýa-da  üznüksiz diýilýär. ( 30 ) a latmadaky integral 

agyndaky funksiýa tötän ululygy  dykyzlyk funksiýasy diýilýär. 
Dykyzlyk funksiýasy paýlany  funksiýasyny  birinji önümidir 
                                         )()( / xFxf                               ( 31 ) 

Dykyzlyk funksiýasy a akdaky häsiýetlere eýedir. 
1)   .0)(xf  



 307 

2)    1)( dxxf  

Dykyzlyk funksiýasyny  1-nji häsiýeti onu  kemelmeýän 
funksiýany  birinji önümidiginden gelip çykýar. Dykyzlyk 
funksiýasyny  2-nji häsiýetini  ( 30 ) a latmadan we paýlany  
funksiýasyny  häsiýetinden peýdalanyp almak bolar 

dxxfF )()(1  

Paýlany  funksiýasyna ba gaça integral funksiýa hem diýilýär. 
Dykyzlyk funksiýasyna differensial funksiýa ýa-da ähtimallygy  
paýlany yny  dykyzlygy hem diýilýär. 

Üznüksiz tötän ululygy  üz e bir bahany almagyny  
ähtimallygyny  nula de digi sebäpli eýle  tötän ululyk üçin 

)()()()( baPbaPbaPbaP    ( 32) 
de likleri ýazmak bolar. 

Üznüksiz   tötän ululygy  );( ba aralykdan  bahalary kabul 
etmegini  )( baP  ähtimallygy 

                              
b

a

dxxfbaP )()(                          ( 33 ) 

formula boýunça hasaplanýar, bu ýerde f (x) funksiýa  tötän 
ululygy  differensial funksiýasy.   Hakykatdan hem,  ( 29 ) de likde 

1x -e derek a,  2x -ä  derek b ululyklary goýup we Nýuton-Leýbnisi  
formulasyndan peýdalanyp, alarys 

b

a

b

a

dxxfdxxFaFbFbaP )()()()()( /  

( 32 ) de likleri göz ö ünde tutup, ( 33 ) formulany  adalatlydygyna 
göz ýetirmek bolar. 

Indi käbir wajyp paýlany  funksiýalary getireli . 
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nx

nxqpC
x

xF
xk

knkk
n

,1

,0,
,0,0

)(  

paýlany  funksiýaly tötän ululyga binomial (Bernulli) kanuny 
boýunça paýlanan diýilýär. 

..0,0,
!

,00
)(

xk

k

xe
k

x
xF  

paylany  funksiýaly tötän ululyga  parametrli Puasson kanuny 
boýunça paýlanan diýilýär. 

x ay

dyexF ,
2

1)( 2

2

2   ,a   0  

paylany  funksiýaly tötän ululyga a we 2  parametrleri bolan  
normal kanun boýunça paýlanan diýilýär. Hususy halda, a=0, 

12  bolanda standart normal kanuny  

                                           
x y

dyexF 2

2

2
1)(  

paýlany  funksiýasyny alarys. 

                           

.,1

,0

,,0

)(

bx

bx
ab
ax

ax

xF  

paylany  funksiýaly tötän ululyga ba;  kesimde de ölçegli kanun 
boýunça paýlanan diýilýär. 

                           .
.0,0,1

00
)(

xe
x

xF x  

paylany  funksiýaly tötän ululyga  parametrli görkezijili kanun 
boýunça paýlanan diýilýär. 



 309 

                                          
x

dy
y

xF 21
11)(  

paylany  funksiýaly tötän ululyga Ko i kanuny boýunça paýlanan 
diýilýär. 

             § 1.6.  Tötän ululyklary  san häsiýetlendirijileri 

1. Matematiki gara ma. 
      Belli bol y ýaly, tötän ululygy  berilmegi üçin onu  paýlany  
funksiýasyny  berilmegi ýeterlikdir. Emma köp meselelerde tötän 
ululygy  paýlany  funksiýasyny tapmaklyk kyn bolýar ya-da ony 
tapmaklyga zerurlyk hem bolmaýar. Mysal üçin, birinji atyjyny  
ny anany urmalaryny  ortaça sany ikinji atyjyny  ny anany 
urmalaryny  ortaça sanyndan uly bolsa, onda bu birinji atyjyny  
ikinji atyja görä mergenlik derejesini  ýokarydygy barada netije 
çykarmaklyk üçin ýeterliklidir. Ba gaça aýdylanda, tötän 
ululyklary  umumy mukdar häsiýetlendirijileri bolan hemi elik 
ululyklary bilmek ýeterlik bolýar. Bu hemi elik ululyklara tötän 
ululyklary  san häsiýetlendirijileri diýilýär. eýle san 
häsiýetlendirijileri  biri hem matematiki gara madyr. 
      Kesgitleme. Diskret  tötän ululygy  matematiki gara masy 
diýlip, ol tötän ululygy  kabul edýän bahalaryny  degi li 
ähtimallyklaryna köpeltmek hasyllaryny  jemine aýdylýar 

                                  
n

k
kk pxM

1
                                   ( 34 ) 

Bu ýerde ,,1,
____

nkxk   tötän ululygy  kabul edýan bahalary, 

,,1,
____

nkxpp kk  ol bahalary  degi li ähtimallyklary.  
      Kesgitleme.  Üznüksiz  tötän ululygy  matematiki gara masy 
diýlip 

                             dxxfxM )(                               ( 35 ) 

integrala aýdylýar, bu ýerde )(xf funksiýa tötän ululygy   
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dykyzlyk funksiýasy. 
Matematiki gara many  ähtimallyk manysyny anyklaly . Goý, 

N synag geçirilýän bolsun we bu synaglarda  tötän ululyk 1x  
bahany 1N  gezek, 2x  bahany 2N  gezek we a me ze ler, kx  
bahany kN  gezek kabul edýän bolsun.  tötän ululygy  kabul 
edýän bahalaryny  orta arifmetiki bahasyny tapaly  

     ,2
2

1
1

2211

N
Nx

N
Nx

N
Nx

N
xNxNxNx k

k
kk

a  

bu ýerde ,
N
N i  ,,1

____

ki gatna yk ix  bahany  iW  otnositel ýygylygy.  

ol sebäpli, bu de ligi 
kka WxWxWxx 2211  

görnü de ýazmak bolar. Synaglary  sany ýeterlik uly bolanda 
wakany  otnositel ýygylygy ol wakany  ýüze çykmagyny  
ähtimallygyna takmynan de dir . ol sebäpli soñky de likde 

____

,1, kiWi , otnositel ýygylyklary degi li ip  ähtimallyklar bilen 
çal yryp alarys 

Mpxpxpxx kka 2211 . 
Diýmek, 

axM  
ýagny, tötän ululygy  matematiki gara masy ol tötän ululygy  kabul 
edýän bahalaryny  takmynan orta arifmetiki bahasyna de dir. Bu 
matematiki gara many  ähtimallyk manysydyr. 

Indi matematiki gara many  häsiýetlerine garaly . 
      Teorema. Hemi elik ululygy  matematiki gara masy ol ululygy  
özüne de dir 

MC=C , 
bu ýerde C  hemi elik ululyk. 

 ( 34 ) formuladan peýdalanyp taparys 

                       
n

k
k

n

k
k CCpCpCMC

11
.1    
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      Teorema. Hemi elik ululygy matematiki gara ma belgisini  
da yna çykarmak bolar 

MCCM  
    Ýazyp bileris 

n

k
kk

n

k
kk MCpxCpxCCM

11
.)(     

      Teorema. Iki tötän ululygy  jemini  matematiki gara masy ol 
tötän ululyklary  matematiki gara malaryny  jemine de dir 

2121 MMM         ( 36 ) 
  Goý,  1  tötän ululyk nxxx ,,, 21  bahalary degi lilikde 

nppp ,,, 21  atimallyklar bilen, 2 tötän ululyk  bolsa 

myyy ,,, 21  bahalary degi lilikde mqqq ,,, 21  atimallyklar bilen 
kabul edýän bolsunlar. 1  tötän ululygy  nx  bahany, 2  tötän 
ululygy  bolsa my  bahany kabul etmegini  ähtimallygyny nmP  bilen 
belgiläli . Onda 

ij

n

i

m

j
ji pyxM

1 1
21

m

j

n

i
ijj

n

i

m

j
iji pypx

1 11 1

 

Doly ähtimallygy  formulasy boýunça 

                          
m

j

n

i
jjiiji qppp

1 1

,  

Onda 

                    
n

i

m

j
jjii MMqypxM

1 1
2121 .    

      Netije. Tükenikli sany tötän ululyklary  jemini  matematiki 
gara masy ol tötän ululyklary  matematiki gara malaryny  jemine 
de dir. 

nn MMMM 2121  
Bu de ligi  adalatlydygyna ( 36 ) de likden we matematiki 
induksiýa usulyndan peýdalanyp göz ýetirmek bolar. 



 312 

      Teorema. Bagly däl iki tötän  ululygy  köpeltmek hasylyny  
matematiki gara masy ol tötän ululyklary  matematiki 
gara malaryny  köpeltmek hasylyna de dir. 
                        2121 MMM                               ( 37 ) 
       Goý,  tötän ululyk nxxx ,,, 21  bahalary degi lilikde 

nppp ,,, 21  atimallyklar bilen, 2 tötän ululyk  bolsa 

myyy ,,, 21  bahalary degi lilikde mqqq ,,, 21  atimallyklar bilen 
kabul edýän bolsunlar. 1  tötän ululygy  nx  bahany, 2  tötän 
ululygy  bolsa my  bahany kabul etmegini  ähtimallygy bagly däl 
wakalar üçin köpeltmek teoremasy boýunça mn qp  bolar. Onda 

ji

n

i

m

j
ji ppyxM

1 1
21 21

11
MMqypx j

m

j
j

n

i
ii    

      Netije. Toplumlaýyn bagly däl tükenikli sany tötän ululyklary  
köpeltmek hasylyny  matematiki gara masy ol tötän ululyklary  
matematiki gara malaryny  köpeltmek hasylyna de dir. 

nn MMMM 2121 )(        ( 38 ) 
Bu de ligi  adalatlydygyna ( 37 ) de likden we matematiki 
induksiýa usulyndan peýdalanyp göz ýetirmek bolar. 

Matematiki gara many  diskret tötän ululyklar üçin subut 
edilen bu häsiýetleri üznüksiz tötän ululyklar üçin hem 
adalatlydyrlar. 

      2.   Dispersiýa 
      Dürli tötän ululyklary  de  matematiki gara malary bolup biler. 
Mysal üçin 

 -1 0 1   -10 0 10 
p 

3
1  

3
1  

3
1  

p 
3
1  

3
1  

3
1  

paýlany  kanunlar bilen berlen diskret  we  tötän ululyklary  
de  matematiki gara malary bardyr. 
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     0
3
11

3
10

3
11M ,  1 1 110 0 10 0

3 3 3
M  

eýle ýagdaýda tötän ululyklary biri-birinden tapawutlandyrmak 
maksady bilen dispersiýa diýlip atlandyrylýan ýene bir 
häsiýetlendiriji girizilýär. 
      Kesgitleme.  tötän ululygy  dispersiýasy diýlip, ol tötän 
ululygy  özüni  matematiki gara masyndan gy armasyny  
(tapawudyny ) kwadratyny  matematiki gara masyna aýdylýar. 

2MMD          ( 39 ) 
Diskret tötän ululyk üçin dispersiýa 

                    
n

k
kk pMxD

1

2                            ( 40 ) 

formula boýunça hasaplanýar, bu ýerde 
____

,1, nkxk  ,  tötän 

ululygy  kabul edýän bahalary, kk xpp , 
____

,1 nk , bolsa bu 
bahalary  degi li ähtimallyklary. 

Üznüksiz tötän ululyk üçin dispersiýa 

                  dxxfMxD )(2                          ( 41 ) 

formula boýunça hasaplanýar, bu ýerde f (x) funksiýa  tötän 
ululygy  dykyzlyk funksiýasydyr. 
      Bellik. Tükenikli matematiki gara masy bolan islendik  tötän 
ululyk üçin 

MMMMMMM 11)(  
01 MMMM  

bolandygy sebäpli, dispersiýa hökmünde  tötän ululygy  )( M   
gy armasyny  matematiki gara masyny almaklygy  manysy ýokdur 

Dispersiýa hökmünde MM  ululygy kabul etmek  
bolardy, emma bu absolýut ululygy  häsiýetleri bilen baglany ykly 
kynçylyklara getirerdi. 
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Matematiki gara many  häsiýetlerinden peýdalanyp, ( 39 ) 
formulany o a de güýçli we amaly maksatlar üçin amatly bolan  
                                     22 MMD                                  ( 42 ) 
görnü de ýazmak bolar.Hakykatdan hem, 

22222 2 MMMMMMMMD  
Dispersiýany diskret tötän ululyklar üçin 

                          
2

11

2
n

k
kk

n

k
kk pxpxD  ,                     ( 43 ) 

formuladan, üznüksiz tötän ululyklar üçin bolsa 

                      
2

2 )()( dxxfxdxxfxD                   ( 44 ) 

formuladan peýdalanyp hem hasaplamak bolar. 
Dispersiýa tötän ululygy  kabul edýän bahalaryny  ol tötän 

ululygy  matematiki gara masyny  töweregindäki ýaýrawyny 
häsiýetlendirýär. Bu onu  ähtimallyk manysydyr. 

Indi dispersiýany  hasiýetlerine garaly . 
      Teorema. Hemi elik ululygy  dispersiýasy nula de dir 

,0DC  
bu ýerde C-hemi elik ululyk. 

Dispersiýany  kesgitlemesinden peýdalanyp taparys 
0)0( 222 MCCMMCCMDC    

     Teorema. Hemi elik ululygy dispersiýa belgisini  da yna 
kwadrata göterip çykarmak bolar 

DCCD 2  
Ýazyp bileris 

.222

22

DCMMC

CMCMCMCMCD
 

      Teorema. Bagly däl iki tötän ululygy  jemini  dispersiýasy ol 
tötän ululyklary  dispersiýalaryny  jemine de dir 

2121 DDD        ( 45 ) 
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Eger  1  we 2  tötän ululyklar bagly däl bolsalar, onda 

11 M  we 22 M  tötän ululyklar hem bagly däldirler. Onda 
2

212121 MMD  
2

2211 MMM  
2

222211
2

21 2 MMMMMMM  

21 DD .     
       Netije. Toplumlaýyn bagly däl tükenikli sany tötän ululyklary  
jemini  dispersiýasy ol tötän ululyklary  dispersiýalaryny  jemine 
de dir 

nn DDDD 2121 )(     
Bu de ligi ( 45 ) de likde  we matematiki induksiýa usulyndan 

peydalanyp subut etmek bolar. 
      Netije. Bagly däl iki tötän ululygy  tapawudyny  dispersiýasy ol 
tötän ululyklary  dispersiýalaryny  jemine de dir. 

2121 DDD  
Hakykatdan hem, 

212121 1))1(( DDDD  

212
2

1 )1( DDDD  
      Netije. Tötän ululyk bilen hemi elik ululygy  jemini  
dispersiýasy tötän ululygy  dispersiýasyna de dir 

DCD )(  
Hakykatdan hem,  tötän ululyk bilen C hemi elik ululyga biri-biri 
bilen bagly däl ululyklar hökmünde garap we 0DC  bolýanlygyny 
göz ö ünde tutup alarys 

DDCDCD )( . 

       3.  Orta kwadratik gy arma. 
      Tötän ululygy  dispersiýasyny  kesgitlemesinden görnü i ýaly, 
tötän ululygy  ölçegi bilen onu  dispersiýasyny  ölçegi gabat 
gelmeýär.  Mysal üçin, tötän ululyk metrde ölçenýan bolsa, onu  
dispersiýasyny  ölçegi metr kwadrat bolardy. Bu “kemçiligi” aradan 
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aýyrmak maksady bilen orta kwadratik gy arma diýlip atlandyrylýan 
ýene-de bir häsiýetlendirijini girizýärler. 
      Kesgitleme. Dispersiýadan alnan arifmetiki kwadrat köke orta 
kwadratik gy arma diýilýär. 
                                       D         ( 46 ) 
      Teorema. Toplumlaýyn bagly däl tükenikli sany tötän 
ululyklary  jemini  orta kwadratik gy armasy bu tötän ululyklary  
orta kwadratik gy armalaryny  jeminden alnan kwadrat köke de dir 
                           222

2121 nn
 

Goý, n,,, 21  toplumlaýyn bagly däl tötän ululyklar 
bolsunlar. 
                                 n21  
belgilemäni girizeli . Dispersiýany  häsiýetinden peýdalanaly  
               nn DDDDD 2121 )(  
Bu ýerden 
                           nDDDD 21  
( 46 ) de ligi göz ö ünde tutup, alarys 
                  222

2121 nn
        

Goý, n,,, 21  birme ze  paýlanan tötän ululyklar 
bolsunlar. Onda olary  birme ze  san häsiýetlendirijileri bardyr. Bu 

tötän  ululyklary      
n

n21
__

  orta arifmetiki bahasy 

bilen baglany ykly käbir tassyklamalary getireli . 
      Teorema. Toplumlaýyn bagly däl, birme ze  paýlanan 

n,,, 21  tötän ululyklary  
__

 orta arifmetiki bahasyny  
matematiki gara masy bu tötän ululyklarýn matematiki 
gara malaryna de dir. 

                                         aM
__

,             
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bu ýerde, 
____

,1, niMa i . 
 Matematiki gara many  häsiýetinden peýdalanyp taparys 

a
n

an
n

MMM
n

MM nn 2121
__

 

      Teorema. Toplumlaýyn bagly däl, birme ze  paýlanan 

n,,, 21  tötän ululyklary  
__

 orta arifmetiki bahasyny   
dispersiýasy bu tötän ululyklarýn her birini  dispersiýasyndan n esse 
kiçidir. 

n
D

2

,                          ( 47 ) 

bu ýerde 
____

2 ,1, niD i  
  Dispersiýany  häsiýetinden peýdalanyp taparys 

nn
n

n
DDD

n
DD nn

2

2

2

2
2121    

      Teorema. Toplumlaýyn bagly däl, birme ze  paýlanan 

n,,, 21  tötän ululyklary  
__

 orta arifmetiki bahasyny  orta 
kwadratik gy armasy bu tötän ululyklary  her birini  orta kwadratik 
gy armasyndan n  esse kiçidir. 

n
__ ,              ( 48) 

bu ýerde 
_____

,1, niD i . 
Orta kwadratik gy armany  kesgitlemesinden peýdalanyp 

taparys. 

nn
D

2__

__ .       

      Netije. ( 47 ) we ( 48 ) de liklerden görnü i ýaly, toplumlaýyn 
bagly däl, birme ze  paýlanan tötän ululyklary  orta arifmetiki 
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bahasyny  ýaýrawy bu tötän ululyklary  her birini  ýaýrawyndan 
ýeterlik kiçidir. 

       4.   Momentler 
k

k aMa                  ( 49 ) 
ululyga  tötän ululygy  k-njy tertipli momenti diýilýär. Hususy 
halda,  a=o  bolanda, bu ýerden alarys 

k
kk M0          ( 50 ) 

Bu ululyga  tötän ululygy  k-njy tertipli ba langyç momenti 
diýilýär. Eger Ma  bolsa, onda k-njy tertipli moment 

k
kk MMM )(            ( 51 ) 

görnü e geler. Bu ululyga  tötän ululygy  k-njy tertipli merkezi 
momenti diýilýär. 

( 50 ) a latmadan görnü i ýaly, birinji tertipli (k=1 bolanda) 
ba langýç moment matematiki gara madyr. ( 51 ) a latmadan 
görnü i ýaly, ikinji tertipli (k=2 bolanda) merkezi moment 
dispersiýadyr. 

Merkezi momentler bilen ba langyç momentleri  arasynda 
ýönekeý baglany yklar bar. Bu baglany yklary matematiki 
statistikada gi den ulanylýan ba ky dört moment üçin ýazaly  

,10  
,01  

,2
122  

,23 2
12133  

.364 4
12

2
13144  

( 49 ), ( 50 ), ( 51 ) a latmalarda ýaýlary absolýut ululygyny  
belgisi bilen çal yryp, degi li absolýut momentleri alarys. 

1-nji mesele. Diskret  tötän ululyk  

 1 2 3 
p 0,3 0,5 0,2 



 319 

paýlany  kanuny bilen berlen. Bu tötän ululygy  matematiki 
gara masyny, dispersiýasyny we orta kwadratik gy armasyny 
tapmaly. 

 ( 34 ) formuladan peýdalanyp, matematiki gara many 
tapaly  

n

k
kk pxM

1
.9,12,035,023,01  

Indi 2M  ba langyç ikinji momenti tapaly  
n

k
kk pxM

1

22 .1,42,095,043,01  

(42) formuladan peýdalanyp, dispersiýany tapaly  
.49,09,11,4 222 MMD  

Orta kwadratik gy armany tapaly . 
.7,049,0D             

2-nji mesele. Üznüksiz   tötän ululyk 

.1,1
,10,

,0,0
)( 2

x
xx

x
xF  

paýlany  kanuny bilen berlen. Bu tötän ululygy  matematiki 
gara masyny, dispersiýasyny we orta kwadratik gy armasyny 
tapmaly. 

        Ilki  tötän ululygy  dykyzlyk funksiýasyny tapaly  

.1,0
,10,2

,0,0
)()( /

x
xx

x
xFxf  

Onda ( 35 ) formula boýunça matematiki gara many tapaly  

.
3
2

3
22)(

1

0

3
1

0

xxdxxdxxfxM  

2M  ululygy tapaly  
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.
2
1

2
12)(

1

0

4
1

0

222 xxdxxdxxfxM  

Onda 

18
1

3
2

2
1)(

2
22 MMD  

Indi orta kwadratik gy armany tapalyñ 

24,0
18
1D           

3-nji mesele. Binomal kanun boýunça paýlanan  tötän ululygy  
matematiki gara masyny we dispersiýasyny  tapmaly. 

     Binomal kanun boýunça paýlanan tötän ululyk diskret 
kysyma degi lidir we onu  paýlany  kanuny 

 0 1 … k … n 
P )0(nP  )1(nP  … )(kPn  … )(nPn  

görnüsdedir, bu ýerde 

,)( knkk
nn qpCkP     .1,,0

_____

qpnk  
( 34 ) formuladan peýdalanyp taparys 

n

k

n

k

knkk
nn

n

k
kk qpCkkPkpxM

0 01
)(  

knk
n

k

knk
n

k
qp

knkk
nnkqp

knk
nk

00 )!()!1(
)!1(

)!(!
!  

knk
n

k
qp

knk
npn 1

1 )!()!1(
)!1(  

n-k = (n-1) - (k-1) we Nýutony  binomy boýunça 

1)(
)!()!1(

)!1( 11

1

nknk
n

k
qpqp

knk
n  

bolýandygyny göz ö ünde tutup alarys 
pnM      ( 52 ) 
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Indi 2M  ikinji ba langyç momenti tapaly  
n

k

n

k

knkk
nn

n

k
kk qpCkkPkpxM

0 0

22

1

22 )(  

.
!!

!
0

2 knk
n

k
qp

knk
nk  

2k  ululygy kkkk 12  görnü de a ladaly . Onda 
knk

n

k
qp

knk
nkkkM

0

2

!!
!1  

knk
n

k

knk
n

k
qp

knk
nkqp

knkkk
nnnkk

00 )!(!
!

!)1()!2(
)1()!2(1

 
Ikinji go ulujy ( 52 ) de lik boýunça pn  ululyga de . Onda 

npqp
knk

npnnM knk
n

k

2

2

22

!)!2(
)!2()1  

.1 2 nppnn  
(42) formuladan peýdalanyp dispersiýany taparys 

2222 1 npnppnnMMD  
npqpnpnpnp )1(2 , 

qpnD         ( 53 )                       
4-nji mesele. Puasson kanuny boýunça paýlanan  tötän ululygy  
matematiki gara masyny we dispersiýasyny tapmaly. 

     Puasson kanuny boýunça paýlanan  tötän ululyk diskret 
kysyma degi lidir we onu  paýlany  kanuny 

 0 1 … k … 
P )0(nP  )1(nP  … )(kPn  … 

görnü dedir, bu ýerde e
k

kP
k

n !
)( ,    0,,2,1,0k  

( 34 ) formuladan peýdalanyp taparys 
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0 01 !
)(

k k

k

n
k

kk e
k

kkPkpxM  

ee
k

e
kk

ke
k

k

k

k

.
!1!1 1

1

0

, 

ýagny 
M .       (54) 

Indi 2M  ikinji ba langyç momenti tapaly  

e
k

kkPkpxM
k k k

k

nkk
0 0 0

2
222

!
)(  

0 00

1
!

1
k k

kk

k

k

e
k

ke
k

kke
k

kkk

Ikinji go ulyjy ( 54 ) de lige görä  parametre de . Onda 

2

2

)1()!2(
1

k

k

e
kkk

kkM  

.
)!2(

22

2

2
2 ee

k
e

k

k

 

(42) formuladan peýdalanyp dispersiýany taparys 
2222 MMD , 

ýagny 
                                D  .           ( 55 )                
5-nji mesele. a  we 2  parametrleri bolan normal kanun boýunça 
paýlanan  tötän ululygy  matematiki gara masyny we 
dispersiýasyny tapmaly. 

      Normal kanun boýunça paýlanan tötän ululyk üznüksiz 
kysyma degi lidir we onu  dykyzlyk funksiýasy 

2

2

2

2
1)(

ax

exf  

görnü dedir ( 35 ) formuladan peýdalanyp  ýazyp bileris 
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dxexdxxxfM
ax

2

2

2

2
1)(  

yax  belgilemäni girizeli . Bu ýerden taparys 

dyxdyax ,  Onda 

.
22

)(
2
1 222

222

dyeydyeadyeyaM
yyy

22

2

dye
y

 we  02

2

dyey
y

 

bolandygy sebäpli 
aM         ( 56 ) 

bolar. 
Indi 2M  ikinji ba langyç momenti tapaly . 

dxexdxxfxM
ax

2

2

2222

2
1)(  

yax  belgilemäni girizip alarys dydxyax , .  

dyeyadyeydyeya

dyeadyeyaM

yyy

yy

22
2

222
2

2

2
2

222

222

22

2
.

22
2

2
)(

2
1

 

Ikinji go ulyjydaky integraly bölekler boýunça integrirleme 
usulyndan peýdalanyp hasaplaly  

)
2

(
2

222

22

ydeydyey
yy

 

),)
2

(,,( 2
2

2

22 yy

evdvydedudyuy  
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222

22

dyeey
yy

. 

Onda 
222 aM  

(42) formuladan peýdalanyp dispersiýany taparys. 
222222 aaMMD , 

ýagny 
2D            ( 57 )               

6-njy mesele. [a;b] kesimde de ölçegli kanun boýunça paýlanan  
tötän ululygy  matematiki gara masyny we dispersiýasyny tapmaly. 

   [a;b] kesimde de ölçegli kanun boýunça paýlanan  tötän 
ululyk üznüksiz kysyma degi lidir we onu  dykyzlyk funksiýasy 

.,0

,1
,,0

)(

bx

bxa
ab

ax

xf  

görnü dedir. ( 35 ) formuladan peýdalanyp,   tötän ululygy  
matematiki gara masyny tapaly  

,
2)(2

1)(
22 ba

ab
abdxx

ab
dxxfxM

b

a

 

ýagny, 

2
baM           ( 58 ) 

Indi 2M  ikinji ba langyç momenti tapaly . 

,
3)(3

1)(
2233

222 aabb
ab
abdxx

ab
dxxfxM

b

a

 

(42) formuladan peýdalanyp dispersiýany taparys: 
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1243

2222
22 ababaabbMMD , 

ýagny,                             
12

2abD            ( 59 )              

7-nji mesele. Görkezijili kanun boýunça paýlanan  tötän ululygy  
matematiki gara masyny we dispersiýasyny tapmaly. 

   Görkezijili kanun boýunça paýlanan  tötän ululyk 
üznüksiz kysyma degi lidir we  onu  dykyzlyk funksiýasy 

.0,0,
,0,0

)(
xe

x
xf x  

görnü dedir. ( 35 ) formuladan peýdalanyp,   tötän ululygy  
matematiki gara masyny tapaly . 

0

)( dxexdxxfxM x  

xx eddxedudxux 1,,,  

111

000

xxx edxeex , 

ýagny, 
1M            ( 60 ) 

Indi 2M  ikinji ba langyç momenti tapaly  

0

222 )( dxexdxxfxM x  

xx eddxeduxdxux 1,,2,2  
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2
0000

2 22)1(221 dxeexdxxeex xxxx

 
(42) formuladan peýdalanyp dispersiýany taparys 

222
22 112MMD , 

  ýagny,                          2

1D             ( 61 )             

                      
§ 1.6.  Köpölçegli tötän ululyklar 

 
Biz u wagta çenli kabul edýän bahalary bir san bilen 

kesgitlenýän tötän ululyklara, ýagny, birölçegli tötän ululyklara 
garadyk.  Emma kabul edýän bahalary birden köp sanlar bilen 
kesgitlenýän tötän ululyklar hem bardyr. eýle tötän ululyklara 
köpölçegli diýilýär. Mysal üçin, n,,, 21  tötän ululyga 
 n-ölçegli tötän ululyk ýa-da n-ölçegli wektor diýilýär. eýle tötän 
ululygy  paýlany  funksiýasy 

nnn xxxPxxxF ,,,,,, 221121  
görnü de kesgitlenýär we n-ölçegli paýlany  funksiýasy ýa-da n 
tötän ululyklar sistemasyny  paýlany  funksiýasy diýlip 
atlandyrylýar. Hususy halda, ikiölçegli tötän ululyga garaly . 
Kesgitleme. Eger bir tötän ululygy  paýlany  kanuny beýleki tötän 
ululygy  kabul edýän bahalaryna bagly bolmasa, onda eýle tötän 
ululyklara bagly däl diýilýär. 
Teorema.  we  tötän ululyklary  bagly däl bolmaklygy üçin 

;  sistemany  paýlany  funksiýasyny  düzüjileri  paýlany  
funksiýalaryny  köpeltmek hasylyna de  bolmagy, ýagny, 

yFxFyxF 21,               ( 62 ) 
de ligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterliklidir, bu ýerde yxF ,  
funksiýa ;  sistemany  paýlany  funksiýasy, xF1  we yF2  
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funksiýalar bolsa, degi lilikde  we düzüjileri  paýlany  
funksiýalary. 

   Zerurlygy. Goý,   we  bagly däl tötän ululyklar bolsunlar. 
Onda x  we  y  wakalar hem bagly däldirler. Bagly däl 
wakalar üçin köpeltmek teoremasy boýunça  

yPxPyxP ,  
ýa-da 

yFxFyxF 21,  
bolar. 
Ýeterligi. Goý, ( 62 ) de lik ýerine ýetýan bolsun. Onda  

yPxPyxP ,  
bolar. Bu bolsa,  x  we  y  wakalar bagly däl diýildigidir. 
Onda   we  tötän ululyklar hem bagly däldirler.    
Netije.  we  tötän ululyklary  bagly däl bolmaklygy üçin ;  
sistemanyñ  dykyzlyk funksiýasyny  düzüjileri  dykyzlyk 
funksiýalaryny  köpeltmek hasylyna de  bolmagy, ýagny  

yfxfyxf 21,       ( 63 ) 
de ligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir.  
Bellik. ( 62 ) we ( 63 ) de likler zerur we ýeterlik tassyklamalar 
bolandyklary sebäpli, olary tötän ululyklary  bagly däldiklerini  
kesgitlemeleri hökmünde kabul etmek bolar. 
1-nji mesele. Oýnalýan kubik iki gezek oklanýar. Üçe bölünýän 
oçkony  ýüze çykmalaryny  sanyny  paýlany  kanunyny ýazmaly. 

   Goý, A- uçe bölünýän oçkony  ýüze çykmagy bolsun. 
Oýnalýan kubik iki gezek oklananda üçe bölünýän oçkony  ýüze 
çykmaklaryny  sany diskret tötän ululykdyr.  Ony   bilen 
belgiläli .  tötän ululyk 01x , 12x , 23x  bahalary kabul 
edýär. Oýnalýan kubik bir gezek oklananda üçe bölünýän oçkony  
(A-wakany ) ýüze çykmagyny  ähtimallygy nusgawy kesgitleme 
boýunça 

3
1

6
2)(

n
mAPP  
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bolar. Onda 
3
21 pq .Indi Bernulli formulasyndan peýdalanyp, 

01x , 12x , 23x  bahalary  degi li ähtimallyklaryny tapaly . 

9
1

9
1

!0!2
!2

3
2

3
122

 
9
4

9
2

!1!1
!2

3
2

3
111 

9
4

9
4

!2!0
!2

3
2

3
100

02
2
2231

1
2221

20
0
2211

CPxPP

CPxPP

CPxPP

     

 
Bu de likler diskret  tötän ululygy  paýlany  kanunyny  formula 
arkaly (analitiki) berli idir. Bu paýlany  kanuny tablisa görnü de 
ýazaly  

 0 1 2 

p 
9
4  

9
4  

9
1  

 tötän ululygy  bu paýlany  kanunyny grafik görnü inde hem 
bermek bolar.  

 
 

2-nji mesele. Diskret  tötän ululyk  
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 -2 -1 0 1 
p 0,1 0,2 0,5 0,2 

paýlany  kanun bilen berlen bolsun. Bu tötän ululygy  paýlany  
funksiýasyny tapmaly we onu  grafigini gurmaly. 

Goý, 2x  bolsun. Onda 2  mümkin däl wakadyr. 
onu  üçin 02P  bolar. Diýmek, 2x  üçin 

0)( xPxF . 
Goý, 12 x  bolsun. Onda 

1,0)2()( PxPxF  
Goý, 01 x  bolsun. Onda, sygy maýan wakalar üçin go mak 
teoremasy boýunça 

.3,02,01,0)1()2()( PPxPxF  
bolar. Goý, 10 x  bolsun. Onda  

.8,05,02,01,0)0()1()2()( PPPxPxF
Goý, 1x  bolsun. Onda 

.12,05,02,01,0)1()0()1()2()( PPPPxPxF
eýlelikde, 

1,1
,10,8,0
,01,3,0

`,12,1,0
,2,0

)(

x
x
x
x

x

xF  

Bu F(x) paýlany  funksiýasyny  grafigini guraly  
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Görnü i ýaly, diskret tötän ululygy  paýlany  funksiýasy 
basgançakly funksiýadyr.    
3-nji mesele.  tötän ululyk  

.2,1

,22,
2

arcsin1
2
1

,2,0

)(

x

xx
x

xF  

paýlany  funksiýasy bilen berlen. Dykyzlyk funksiýasyny we  
tötän ululygy  (-1;1) aralykdan bahalary kabul etmegini  
ähtimallygyny tapmaly. 

   f (x) dykyzlyk funksiýasyny )()( / xFxf de likden 
peýdalanyp tapaly  

.2,0

,22,
4

11
,2,0

)(
2

x

x
x

x

xf  

 tötän ululygy  (-1;1) aralykdan bahalary kabul etmegini  
ähtimallygyny 

)()( aFbFbaP  
formuladan peýdalanyp tapaly . (-1;1) aralyk (-2;2) aralyga degi li. 
Meseläni erti boýunça (-2;2) aralykda  
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2
arcsin1

2
1)( xxF  

Onda 

)
2
1arcsin(1

2
1

2
1arcsin1

2
1)1()1(11 FFP  

.
3
1

6
2

2
1arcsin2       

4-nji mesele. Üznüksiz  tötän ululyk 

.
3

,0
36

,3sin

,
6

,0

)(

x

xxC

x

xf  

dykyzlyk funksiýasy bilen berlen. C parametri we  tötän ululygy  
F(x) paýlany  funksiýasyny tapmaly. 

   C  parametri dykyzlyk funksiýasyny  

1)( dxxf  

häsiýetinden peýdalanyp tapaly  

1
3

3cos
3

3sin03sin0)(

3

6

3

6

6 3

6 3

CxC

xdxCdxxdxCdxdxxf
 

Bu ýerden C=3. Indi F(x) paýlany  funksiýasyny 
x

dyyfxF )()(  

formuladan peýdalanyp tapaly . Goý, 
6

x  bolsun. Onda 
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.00)()(
xx

dydyyfxF  

Goý,  
36

x  bolsun. Onda 

.3cos3cos3sin30)()(
6

6

6

xyydydydyyfxF x
xx

 

Goý, 
3

x  bolsun. Onda 

.13cos03sin30)()( 3

6

6

3

3

6

ydyydydydyyfxF
xx

 

eýlelikde, 

.
3

,1

,
36

,3cos

,
6

,0

)(

x

xx

x

xF         

 
 

                             § 1.7.   Uly sanlar kanuny 
 
1. Çeby ewy  de sizligi we teoremasy 
Goý,  n,...,, 21 ,… tötän ululyklar yzygiderligi berlen bolsun. Bu 
ululyklary  n sanysyndan käbir ),...,,( 21 nnn g  funksiýa  
garaly . Eger ,..,..., 21 naaa .  hemi elik ululyklar we 0  san 
üçin  

        1lim nnn
aP          ( 64 ) 
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de lik  ýerine ýetýän bolsa, onda ,...,...,, 21 n  tötän ululyklar 
yzygiderligi üçin uly sanlar kanuny ýerine ýetýär diýilýär. 
Çeby ewi  de sizligi. 
Tükenikli dispersiýa eýe bolan  tötän ululyk we 0  san 
üçin  

       2

DMP         ( 65 )  

de sizlik adalatlydyr. 
   Ilki bilen ( 64 ) de sizligi  

0lim nnn
aP        ( 66 ) 

görnü de ýazyp  bolýandygyny belläli . Onda  

2
2

2

2
2

)(1

)()(1)(

DxdFMx

xdFMxxdFMP
MxMx

  

M  we M  wakalaryn gar ylyklydygyny 
göz ö ünde tutup, Çeby ewi  de sizligini 

21 DMP      ( 67 ) 

görnü de  ýazyp bolar.     
Teorema (Çeby ew)  Goý, ,...,...,, 21 n ol bir hemi elik ululyk 
bilen çäklenen tükenikli dispersiýalary bolan jübüt-jübütden  bagly 
däl tötän ululyklary  yzygiderligi  bolsun. Onda 0 san üçin  

     111lim
11

n

k
k

n

k
kn

M
nn

P      ( 68 ) 

de lik  adalatlydyr. 
   ( 67 ) de sizlikden peýdalanyp alarys 



 334 

2
1

2

2
1

11

1

1

1

111

n

k
k

n

k
kn

k
k

n

k
k

D
nn

D
M

nn
P  

;11 222 n
c

n
nc

 

Bu de sizlikde n  predele geçip we ähtimallygy  1-den uly 
bolup bilmeýändigini göz ö ünde tutup,(68) de ligi  adalatlydygyna 
göz ýetireris.     

Indi Çeby ewi  teoremasyny  hususy hallaryna  garaly . 
Teorema( Bernulli ). Goý,   käbir A wakany  bagly däl n   
synagda ýüze çykmalaryny  sany bolsun, p bolsa, ol wakany  
synaglary  her birinde ýüze çykmagyny  ähtimallygy bolsun. Onda 

           1lim p
n

P
n

        ( 69 ) 

de lik adalatlydyr. 
  A wakany  k-njy synagda ýüze çykmalaryny  sanyny k  bilen  

belgiläli . Ýazyp bileris 

;
4
1

;10;10;... 2
21

qpD

ppqMppqM

k

kkn

 
Görnü i ýaly, Bernullini  teoremasy Çeby ewewi  teoremasyny  
hususy halydyr. Diýmek, ( 69 ) de lik adalatlydyr.     
Teorema (Puasson).  Goý,  käbir A wakany  bagly däl n  synagda 
ýüze çykmalaryny  sany, kp  bolsa k-njy synagda ýüze çykmagyny  
ähtimallygy bolsun. Onda 0  üçin 

         1...lim 21

n
PPP

n
P n

n
       ( 70 ) 

de lik adalatlydyr. 
  Ýazyp bileris 
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4
1

;10;10;... 2
1

kkk

kkkkkkn

qpD

pqMpqM
 

Bu ýerde k  A wakany  k-njy synagda ýüze çykmalaryny  sany. 
Görnü i ýaly, Puassony  teoremasy Çeby ewi  teoremasyny  
hususy halydyr. Onda ( 70 ) de lik adalatlydyr.      
                                                                              

§ 1.8.  Merkezi predel teorema barada dü ünje 
 

Goý,  ,...,...,, 21 n  tötän ululyklar yzygiderligi berlen 
bolsun we bu tötän ululyklary  tükenikli matematiki gara malary we 
dispersiýalary bar bolsun. 

k

n

k
knkkkk DbBDbMa

1

222 ,,  

belgilemeleri girizeli .  k  tötän ululygy  paýlany  funksiýasyny 
)(xFk  bilen belgiläli . “ ,...,...,, 21 n tötän ululyklara nähili ertler 

goýlanda 
n

k
kk

n
a

B 1

1
           

jemi  paýlany  funksiýasy normal kanuny  paýlany  funksiýasyna 
ýygnanýar? ”- diýlen sowal ýüze çykýar. Bu sowaly  jogabyny  
ýeterlik erti merkezi predel teorema diýlip atlandyrylýan 
Lindebergi  teoremasynda getirilýär. 
Bu teoremany  di e formulirleni ini getirmek bilen çäkleneli . 
Teorema (Merkezi predel teorema)  Eger ,...,...,, 21 n  tötän 
ululyklar  yzygiderligi 0 san üçin Lindebergi  

n

k Bax
kk

n
n

nk

xdFax
B 1

2
2 0)(1lim    

ertini kanagatlandyrýan bolsa, onda 
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x yn

k
kk

n
n

dyexa
B

P 2

1

2

2
1)(1lim      

gatna yk x üýtgeýäne görä de ölçegli ýerine ýetýändir. 
Hususy halda, ,...,...,, 21 n tötän ululyklar bagly däl we 
birme ze  paýlanan hem-de tükenikli matematiki gara malary we  
dispersiýalary bolan ýagdaýynda, görnükli rus matematigi A.M. 
Lýapunowy  teoremasy adalatlydyr. 
Teorema ( Lýapunow) Eger ,...,...,, 21 n tükenikli a  matematiki 
gara malary we 2  dispersiýalary bolan birme ze  paýlanan bagly 
däl tötän ululyklary  yzygiderligi bolsa,onda n...21  
jemi  paýlany  kanuny n-i  çäksiz artmagy bilen normal kanuna 
çäksiz golaýla ýandyr.   
Netije. Eger n,...,, 21  tötän ululyklar bu teoremany ertlerini 
kanagatlandyrýan bolsalar, onda olary  orta arifmetiki bahasy n-i  
çäksiz artmagy bilen normal kanuna çäksiz golaýla ýandyr.    
Hakykatdan hem, 

                  
nnnn
nn ...

... 2121
__

  

go ulyjylary  her birini  
n
a  matematiki gara masy we 

n

2

 

dispersiýasy bardyr we ni
n

i ,...,2,1,  ululyklar Lýapunowy  

teoremasyny ertlerini kanagatlandyrýarlar. 
Bellik. Lýapunowy  teoremasyndan Muawr-Laplasy  lokal predel 
teoremasy gelip çykýandyr.  
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IV. 2.  Matematiki statistikany  elementleri 

§ 2.1. Tötän saýlama we onu  paýlany  kanuny 

 

1. Ba  we saýlama toplumlar 
Matematiki statistika XVII asyry  ba ynda döreýär we 

ähtimallyklar nazaryýeti bilen bilelikde gi  gerim bilen ösýär. 
Statistika adalgasy latyn “status” (ýagdaý) sözünden gelip çykýar. 

Matematiki statistika esasan iki meselä garaýar. 
1) Gözegçilikler netijesinde statistiki maglumatlary toplamak we 
olary toparlamaklygy  usullaryny görkezmek. 
2) Ylmy we amaly netijeleri almak üçin toplanan statistiki 
maglumatlary maksadalaýyk der emekligi  usullaryny i läp 
düzmek. 

Matematiki statistikany  ba langyç dü ünjeleri hökmünde ba  
we saýlama toplumlar dü ünjelerine garaýarlar. Birjynsly 
elementleri  köplügini ba  toplum diýip atlandyrýarlar. Bu toplum 
haýsy hem bolsa bir hil ýa-da mukdar ny ana görä öwrenilýär. Ba  
toplumy  hemme elementlerini ýeke-ýekeden öwrenmeklik wagty  
we seri deleri  köp sarp edilmegi bilen baglany yklydyr. ol 
sebäpli, ba  toplumdan elementleri  bölek köplügini owuna saýlap 
alýarlar we gyzyklandyrýan ny ana görä öwrenýärler. Bu bölek 
köplüge saýlama diýilýär. 
Toplumy  elementlerini  sanyna toplumy  göwrümi diýilýär. 
Saýlama geçirilende dürli saýlap aly  usullary ulanylýar. 
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1) Mehaniki saýlap aly  usuly. Bu usulda ba  toplum birnäçe bölek 
toplumlara mehaniki bölünýär we her bölek toplumdan bir  element 
owuna saýlanyp alnyp, gyzyklandyrýan ny ana görä öwrenilýär. 

Mysal üçin, öndürilen N önümi     20% -ni saýlap almaly bolsa, 
onda önümleri  hemmesini  köplügini 5

N  bölege bölmeli we her 

bölekden bir elementi owuna alyp, gyzyklandyrýan   ny ana görä 
öwrenmeli.       
2) Kysmy saýlap aly  usuly. Bu usulda ba  toplum kysmy böleklere 
bölünýär we her bölekden owuna bir element alnyp, 
gyzyklandyrýan ny ana görä öwrenilýär. Mysal üçin, köwü  
fabrigini  öndürýän  köwü lerini pasyllaýyn görnü leri we ölçegleri 
boýunça birnäçe kysmy böleklere bölýärler we her bölekden owuna 
bir jübüt köwü  alyp, hil ya-da mukdar ny ana görä öwrenýärler. 
3)Tapgyrlaýyn saýlap aly  usuly. Bu usulda ba  toplum kysmy 
böleklere bölünýär we her bölekden elementleri  tapgyry owuna 
alnyp, gyzyklandyrýan ny ana görä öwrenilýär. Mysal üçin, çörek 
öndürýän kärhanany  her tamdyrynda bi irilýän çörekleri görnü leri 
we ölçegleri boýunça kysmy böleklere bölýärler we her bölekden 
çörekleri  tapgyryny owuna saýlap alyp, hil ýa-da mukdar ny ana 
görä öwrenýärler. 
Amalyýetde bu usullary utga dyryp ulanýarlar. 

Eger ba  toplumdan alnan element gyzyklandyrýan ny ana 
görä öwrenilip, ýene-de ba  topluma gaýtarylsa, onda eýle saýlama 
gaýtalanýan diýilýär. Eger element ba  topluma gaýtarylmasa, onda 
eýle saýlama gaýtalynmaýan diýilýär. 

Haýsy saýlap aly  usulyny  ulanylandygyna garamazdan, 
öwrenilýän ny an barada dogry netijeleri çykarmaklyga 
mümkinçilik bermegi üçin, saýlamany  wekilçilikli (reprezentatiw) 
bolmagy gerekdir. 

2. Saýlamany  statistiki paýlany y. 
Goý, ba  toplum haýsy hem bolsa bir ny ana görä öwrenilýan 

bolsun.  Bu ny an tötän ululykdyr, sebäbi ol bir göwrümli dürli 
saýlamalarda ol ö den belli bolmadyk dürli bahalary kabul edýär. 
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Goý, ba  toplumdan n göwrümli saýlama geçirilen bolsun we 
bu saýlamada 1x  baha 1n gezek, 2x baha 2n  gezek, we .m. kx baha 

kn  gezek du  gelýan bolsun. Ny any  kabul edýän kxxx ,,, 21  
bahalaryna wariantalar diýilýär. Wariantalary  artýan tertipde 
ýazylan yzygiderligine wariasiýa hatary diýilýar. Wariantalary  
gözegçilik edilýän knnn ,,, 21  sanlaryna bu wariantalary  degi li 
ýygylyklary diýilýär. Hemme ýygylyklary  jemi saýlamany  
göwrümine de dir, ýagny, 

nnnn k21  
Wariantalar bilen olary  degi li ýygylyklaryny  sanawyna 

ýygylygy  statistiki paýlany y diýilýär. Ýygylygy  statistiki 
paýlany y tablisa we grafik görnü de berilýär. Tablisa görnü de ol 

ix  1x  2x  … kx  

in  1n  2n  … kn  
ýaly berilýär. Ýygylygy  statistiki paýlany yny grafiki bermeklik 
üçin tekizlikde gönüburçly dekart koordinatalar ulgamyny gurmaly. 
Abssissalar okunda kxxx ,,, 21  wariantalary, ordinatalar okunda 

bolsa knnn ,,, 21  ýygylyklary bellemeli. So ra 
____
,1,, kinx ii , 

nokatlary gurmaly we olary göni çyzygy  kesimleri bilen yzygider 
birikdirmeli. Emele gelen döwük çyzyk ýygylygy  statistiki 
paýlany yny  grafiki berli idir. Bu döwük çyzyga ýygylygy  
poligony diýilýär.  “Poligonos” grek sözi bolup, köpburçluk diýen 
manyny berýär. 

           
n
nW i

i          (1) 

gatna yga ix  wariantany  otnositel ýygylygy diýilýär, bu ýerde in  
ululyk ix  wariantany  ýygylygy, n saýlamany  göwrümi. 
Wariantalar bilen degi li otnositel ýygylyklary  sanawyna otnositel 
ýygylygy  statistiki paýlany y diýilýär. Bu paýlany  hem edil 
ýygylygy  paýlany y ýaly tablisa we grafik görnü inde berilýär. 
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Ýygylygy  we otnositel ýygylygy  paýlany yna saýlamany  
statistiki paýlany y diýilýär. 

Eger ba  toplum üznüksiz ny ana görä öwrenilýän bolsa, onda 
bu ny any  kabul edýän bahalaryny  hemmesini  dü en interwalyny 
ol bir h uzynlykly bölek interwallara bölýärler. Her bir bölek 

interwaly  ýygylygy hökmünde bu bölek interwala dü en 
wariantalary  ýygylyklaryny  jemini alýarlar we gistogramma 
diýlip atlandyrylýan figurany gurýarlar. 
Kesgitleme. Ýygyly  (otnositel ýygylygy ) gistogrammasy diýlip, 
esaslary bölek interwallary  h uzynlyklaryna de , beýiklikleri bolsa, 

,,1,
____

ni
h

W
h
n ii  gatna yklara de  bolan gönüburçluklardan 

ybarat basgançakly figura aýdylýar. 
Ýygyly  (otnositel ýygylygy ) gistogrammasyny gurmak üçin 

tekizlikde gönüburçly dekart koordinatalar ulgamyny gurmaly. 
Abssissalar okunda h uzynlulkly bölek interwallary, ordinatalar 

okunda bolsa 
h

W
h
n ii ululyklary bellemeli we esaslary h ululyga 

de , beýiklikleri bolsa 
h

W
h
n ii  ululyklara de  bolan 

gönüburçluklary gurmaly. 

 3. Empirik paýlany  funksiýasy 

         
n
nxF x)(*           (2) 

funksiýa empirik paýlany  funksiýasy diýilýär, bu ýerde 
nnn xx 0  üýtgeýän hakyky xx  ululykdan kiçi 

wariantalary  sany, n saýlamany  göwrümi. Empirik paýlany  
funksiýasy a akdaky häsiýetlere eýedir. 
1) Empirik paýlany  funksiýasyny  bahalar ýaýlasy [0;1] 
kesimdir, ýagny, 1)(0 * xF  de sizlikler adalatlydyrlar. 
2) Empirik paýlany  funksiýasy kemelmeýän funksiýadyr, 



 341 

ýagny, bu funksiýany  kesgitleni  ýaýlasyna degi li we 21 xx  
de sizligi kanagatlandyrýan islendik 1x  we 2x  bahalar üçin 

)()( 2
*

1
* xFxF  de sizlik adalatlydyr. 

1) Eger 1x  i  kiçi warianta bolsa, onda x üýtgeýän 
ululygy  1xx  de sizligi kanagatlandyrýan hemme bahalary üçin 

0)(* xF  bolar. Eger kx  uly warianta bolsa, onda x üýtgeýän 
ululygy  kxx de sizligi kanagatlandyrýan hemme bahalary üçin 

1)(* xF  bolar. 
1-nji mesele. Ba  toplumdan n=20 göwrümli saýlama geçirilýär: 
2, 8, 5, 3, 3, 5, 2, 3, 8, 5, 3, 2, 3, 5, 8, 5, 3, 5, 2, 3 
a)  Ýygylygy  statistiki paýlany yny tablisa görnü inde ýazmaly. 
b)  Ýygylygy  poligonyny gurmaly. 
ç)  Otnositel ýygylygy  statistiki paýlany yny ýazmaly. 
d)  Otnositel ýygylygy  poligonyny gurmaly. 

  a) Saýlamadan görnü i ýaly 2-lik warianta 4 gezek, 3-lik 
warianta    7 gezek, 5-lik warianta 6 gezek, 8-lik warianta 3 gezek 
du  gelýär. Onda 

ix  2 3 5 8 

in  4 7 6 3 

b)  Tekizlikde gönüburçly dekart koordinatalar ulgamyny guraly . 
Abssissalar okunda 2, 3, 5, 8  wariantalary, ordinatalar okunda bolsa 
4, 7, 6, 3 ýygylyklary belläli . So ra 3;8,6;5,7;3,4;2   
nokatlary guraly  we olary göni çyzygy  kesimleri bilen yzygider 
birikdireli . 
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1-nji çyzgy.    Ýygylygy  poligony 

ç)  3,6,7,4 4321 nnnn  we 204321 nnnnn  
bolandygy sebäpli 

n
nW i

i  

formuladan peýdalanyp, otnositel ýygylyklary tapaly   

,2.0
20
41

1 n
nW    ,35.0

20
72

2 n
nW  

,3.0
20
63

3 n
nW    15.0

20
34

4 n
nW  

Onda 

ix  2 3 5 8 

iW  0.2 0.35 0.3 0.15 

        
     

Bellik. 11
111 n

nn
nn

nW
n

i
i

k

i

i
k

i
i  

de likden peýdalanyp, otnositel ýygylyklary  bahalaryny  dogry 
tapylandygyna göz ýetirmek bolar. 
d)  b) punktdaka me ze  gurlu lary ulanyp, alarys 
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2-nji çyzgy.     Otnositel ýygylygy  poligony 

 
2-nji mesele. Ýygylygy  statistiki paýlany y berlen 

ix   1  6  7 

in   5  3  2 

Empirik paýlany  funksiýasyny tapmaly we onu  grafigini gurmaly. 
  Bütin san okuny 1, 6, 7 nokatlar bilen, kesi meýän dört 

bölege böleli  we x üýtgeýän ululygy  her bölekdäki bahalaryna 
aýry-aýrylykda garaly . 
Goý, 1x  bolsun. x üýtgeýän ululygy  bu aralykdaky 
bahalaryny  islendiginden kiçi warianta ýokdur. ol sebäpli 0xn  
bolar. Onda  

0
10
0)(*

n
nxF x  

Goý, 61 x  bolsun. x üýtgeýän ululygy  bu aralykdaky 
bahalaryny  islendiginden kiçi 1-lik warianta bar we ol 5 gezek du  
gelýär, ýagny, 5xn . Onda 

5,0
10
5)(*

n
nxF x  

Goý, 76 x  bolsun. x üýtgeýän ululygy  bu aralykdaky 
bahalaryny  islendiginden kiçi 1-lik we 6-lyk  wariantalar bar. Bu 
wariantalar degi lilikde 5 we 3 gezek du  gelýärler. Diýmek, 8xn . 
Onda 
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8,0
10
8)(*

n
n

xF x  

Goý, x7  bolsun. x üýtgeýän ululygy  bu aralykdaky 
bahalaryny  islendiginden kiçi      1-lik, 6-lyk we 7-lik wariantalar 
bar. Bu wariantalar degi lilikde 5, 3 we 2 gezek du  gelýärler. 
Diýmek, 10xn . Onda 

.1
10
10)(*

n
nxF x  

eýlelikde, 

.7,1
,76,8.0
,61,5.0

,1,0

)(*

x
x
x

x

xF  

)(* xF  empirik paýlany  funksiýany  grafigini guraly   

 
                                                3-nji çyzgy 
Çyzgydan görnü i ýaly, empirik paýlany  funksiýasy basgançakly 
funksiýadyr.          
 

3-nji mesele. Saýlamany  paýlany y berlen 

Interwaly  
belgisi 

i  

Bölek 
interwal 

1ii xx  

Bölek interwaly  
ýygylygy 

in  

Ýygylygy  
dykyzlygy  
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h
ni  

1 2-4 6 3 
2 4-6 12 6 
3 6-8 3 1,5 
4 8-10 9 4,5 

a) Ýygylygy  gistogrammasyny gurmaly. 
b) Otnositel ýygylygy  gistogrammasyny gurmaly.  

  a)  Tablisadan görnü i ýaly, saýlamany  göwrümi 
3093126n . Bölek interwallary  uzynlyklary 2h . 

Ýygylygy  gistogrammasyny gurmak üçin tekizlikde gönüburçly 
koordinatalar ulgamyny guraly . Abssissalar okunda 

)10;8(,)8;6(,)6;4(,)4;2(  bölek interwallary, ordinatalar 
okunda bolsa 5,4;5,1;6;3  ululyklary belläli . So ra esaslary bölek 
interwallary  2h  uzynlyklaryna de , beýiklikleri bolsa, 

5,4;5,1;6;3  ululyklara de  bolan gönüburçluklary guraly . 

 
4-nji çyzgy.    Ýygylygy  gistogrammasy 

b)  Ilki 
n
nW i

i  formuladan peýdalanyp, otnositel ýygylyklary 

tapaly . 

2.0
30
61

1 n
nW ,     4.0

30
122

2 n
nW , 
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1.0
30
33

3 n
nW ,     3.0

30
94

4 n
nW  

Indi otnositel ýygylygy  
h

Wi  dykyzlygyny tapaly . 

1.0
2
2.01

h
W

,         2.0
2
4.02

h
W

, 

05.0
2
1.03

h
W

,         15.0
2
3.04

h
W

. 

Tekizlikde gönüburçly dekart koordinatalar ulgamyny alyp,  esaslary 
bölek interwallary  2h  uzynlyklaryna de , beýiklikleri bolsa, 

15.0;05.0;2.0;1.0  ululyklara de  bolan gönüburçluklary 
guraly . 
 

 
     5-nji çyzgy.    Otnositel ýygylygy  gistogrammasy         

 
§ 2.2.  Paýlany  näbelli parametrlerini  statistiki bahalary 

 
1. Statistiki bahalar 

Goý, ba  toplum haýsy hem bolsa bir mukdar ny ana görä 
öwrenilýän bolsun. Bu ny any  paýlany  funksiýasyny kesgitleýän 
parametrleri bahalandyrmak meselesi ýüze çykýar. Adatça 
der eýjide öwrenilýän ny any  kabul edýän nxxx ,,, 21  bahalary 



 347 

bolýar. Bu bahalara biri-biri bilen bagly däl, birme ze  paýlanan 
n,,, 21  tötän ululyklar hökmünde garaýarlar we 

bahalandyrylýan  nazary parametri  statistiki bahasy hökmünde bu 
tötän ululyklardan käbir  n,,, 21

*  funksiýany kabul edýärler. 
Argumentleri tötän ululyklar bolany sebäpli n,,, 21

*  
funksiýa hem tötän ululykdyr. 

Islendik göwrümli saýlama geçirilende hem bahalandyrylýan 
parametri  di e ýakynla an bahasyny tapmak bolar. ol sebäpli 
gerekli ýakynla many almak maksady bilen statistiki bahalara käbir 
talaplary bildirýärler.Goý,  bahalandyrylýan parametr, *  bolsa, 
onu  statistiki bahasy bolsun. 
Kesgitleme. Matematiki gara masy bahalandyrylýan  parametre 
de  bolan, ýagny, 

*M  
de ligi kanagatlandyrýan *  statistiki baha süý medik baha diýilýär. 

Süý medik baha artygy ýa-da kemi bilen alnan ol bir 
ýal lyklary  gaýtalanyp durmazlygyny üpjün edýän hem bolsa, ol 
mydama gerekli ýakynla many berýär diýlen netijäni çykarmak 
nädogrydyr. Hakykatdan hem, n göwrümli saýlama k gezek 
geçirilip, degi lilikde **

2
*

1 ,,, k  statistiki bahalar tapylan bolsun. 
Bu statistiki bahalara *  tötän ululygy  kabul edýän bahalary 
hökmünde garaly . Eger bahalandyrylýan  parametri  statistiki 
bahasy hökmünde *M  ululykdan ýeterlik da la an haýsy hem 
bolsa bir statistiki baha kabul edilse, onda gerekli ýakynla many  
alynmazlygy mümkin. ol sebäpli, *  tötän ululygy  bahalaryny  

*M  matematiki gara many  töweregindäki ýaýrawyny  kiçi 
bolmagy talap edilýär. *  tötän ululygy  ýaýraw ölçegi hökmünde 

2* )(M  ululyk kabul edilýär. Hususy halda, *  süý medik baha 
bolanda, onu  ýaýraw ölçegi dispersiýadyr 

*2** )( DMM  
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Kesgitleme. 2*
*

inf M  ululyga eýe bolan *  statistiki baha 

effektiw diýilýär. 
Kesgitleme. Islendik 0  san üçin 

0lim *
nn

P  

de ligi kanagatlandyrýan *
n  statistiki baha esasly diýilýär.  

2. Wariasiýa hataryny  häsiýetlendirijileri 
Ba  toplumy  öwrenilýän ny anyny  belli paýlany yny  

näbelli parametrlerini bahalandyrmakda gözegçilik edilýän 
wariantalary  orta bahalaryny  möhüm ähmiýeti bardyr. 
Goý, ba  toplum käbir mukdar ny ana görä öwrenilýän bolsun.  Bu 
maksat bilen ba  toplumdan alnan n göwrümli saýlamada 

kxxx ,,, 21  wariantalar degi lilikde knnn ,,, 21  ýygylyklar bilen 
du  gelýän bolsunlar.  

n

xn
x

k

i
ii

s
1 ,             ( 3 ) 

ululyga saýlama orta arifmetiki baha diýilýär.Ba  orta baha hem edil 
a me ze likde kesgitlenýär. 

Mukdar ny any  bahalaryny  saýlama orta bahany  
töweregindäki ýaýrawyny häsiýetlendirmek üçin  saýlama dispersiýa 
dü ünjesi girizilýär.Goý, n göwrümli saýlamada kxxx ,,, 21  
wariantlar degi lilikde knnn ,,, 21 ýygylyklar bilen dü  gelýän 
bolsun. Saýlama dispersiýa diýlip, mukdar ny any  gözegçilik 
edilýän kixi ;1,  bahalaryny  sx  saýlama orta bahadan 
gy armalaryny  kwadratlaryny  orta arifmetiki bahasyna aýdylýar 
we sD  bilen belgilenýär 

n

xxn
D

k

i
sii

s
1

2)(
              (4) 
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Saýlama dispersiýadan alnan arifmetiki kwadrat köke  saýlama orta 
kwadratik gy arma diýilýär we s  bilen belgilenýär 

                                     ss D                      ( 5 )    

1

)(

1
1

2

2

n

xxn
D

n
ns

k

i
sii

s           ( 6 ) 

ululyga düzedilen dispersiýa diýilýär. 
Dispersiýany  formulasyny amaly maksatlar üçin amatly 

bolan 
22 )(xxD              ( 7 ) 

görnü de ýazmak bolar. Hakykatdnan hem, 

n

n
x

n

xn
x

n

xn

n

xxn
D

k

i
i

k

i
ii

k

i
ii

k

i
sii

1211

2

1

2

)(2
)(

 
2222 )()(2 xxxxxx , 

bu ýerde 

n

xn
x

k

i
ii

1  ,            .1

2
___

2

n

xn
x

k

i
ii

 

Kesgitleme. I  uly ýygylyga eýe bolan warianta moda diýilýär we 
oM  bilen belgilenýär. 

Bellik.  Eger ba  toplumy  öwrenilýän ny any üznüksiz bolsa, onda 
dykyzlyk funsiýasyny  maksimuma eýe bolan nokadyna moda 
diýilýär. 
Kesgitleme. Wariasiýa hataryny wariantalary  sany boýunça de  iki 
bölege bölýän warianta mediana diýilýär we  eM  bilen belgilenýär. 
Eger wariantalary  sany jübüt bolsa, ýagny m=2k bolsa, onda  

                                  1ke xM        ( 8 ) 
Eger wariantalary  sany täk bolsa, ýagny m=2k+1 bolsa, onda 

2
1kk

e
xxM          ( 9 ) 
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Bellik.  Erkin ny an üçin 

                                        
2
1)(xF               ( 10 ) 

de lemäni  çözüwine mediana diýilýär, bu ýerde )(xF funksiýa 
öwrenilýän ny any  paýlany  funksiýasy. 
Kesgitleme.  uly warianta bilen i  kiçi wariantany  tapawudyna 
wariasiýany  gerimi diýilýär we R bilen belgilenýär,ýagny  
                                    minmax xxR       ( 11 ) 
Kesgitleme. Wariantalary  saýlama orta bahadan absolýut 
gy armalaryny  orta arifmetiki bahasyna orta absolýut gý arma 
diýilýär we  bilen belgilenýär,ýagny 

n

xxn
k

i
sii

1         ( 12 ) 

Kesgitleme. Orta kwadratik gy armany  saýlama orta baha 
göterimde a ladylan gatna ygyna wariasiýa koeffisiýenti diýilýär we 
V bilen belgilenýär,ýagny 

%100
s

s

x
V .     ( 13 ) 

Teorema. sx  saýlama orta baha bx  ba  orta bahany  süý medik 
bahasydyr,ýagny 

                                      bs xXM
__

     ( 14 ) 
de lik adalatlydyr. 

                         
n

xn
x

n

i
ii

s
1  

latmada sx
_

 ululyga sX
__

 tötän ululyk, nxxx ,,, 21  wariantalara 
bolsa, biri-biri bilen bagly däl we ba  toplumy  öwrenilýän  
ny any bilen birme ze  paýlanan nXXX ,,, 21  tötän ululyklar 
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hökmünde garaly . Goý, 
____
,1, kiaMX i , bolsun. Onda 

axM b  bolar. sX ululygy  matematiki gara masyny tapaly : 

b

k

i
ii

n

i
ii

s xa
n

an
n

MXn

n

Xn
MXM 11

__

       

Teorema. 2S  düzedilen dispersiýa bD  ba  dispersiýany  süý medik 
bahasydyr,ýagny 
                                    bDMS 2         ( 15 ) 
de lik adalatlydyr. 

   sD  saýlama dispersiýa bD  ba  dispersiýany  süý en bahasydyr, 
ýagny 

bs D
n

nMD 1  

Bu de ligi göz ö ünde tutup,  

bbss DD
n

n
n

nMD
n

nD
n

nMMS 1
111

2  

de ligi alarys.     

3. Ynam interwallary. 
Saýlamany  kömegi bilen nazary paýlany  näbelli 

parametrini  bir statistiki bahasyny tapmaklyga nokatlaýyn 
bahalandyrma diýilýär. Uly bolmadyk göwrümli saýlamada 
nokatlaýyn bahalandyrmany  gerekli ýakynla many bermezligi 
mümkin. ol sebäpli interwallaýyn bahalandyrmalary ulanýarlar.  

Goý,  bahalandyrylýan parametr, *  bolsa, onu  saýlama 
netijesinde tapylan statistiki bahasy bolsun. Islendik 0  san üçin 

         *       (16) 
de sizlikde  ululyk näçe kiçi boldygyça bahany  takyklygy onça-
da uludyr. ol sebäpli  ululyga bahany  takyklygy diýilýär. 
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Islendik *  statistiki baha üçin (16) de sizlik dogrydyr diýmeklik 
elbetde nädogrydyr. Sonu  üçin (16) de siligi  haýsy ähtimallyk 
bilen ýerine ýetýandigine garaýarlar. 

*P  
ähtimallyga bahalandyrmany  ygtybarlygy diýilýär. (16) de sizligi  

**  görnü de ýazalyñ. 
** ;        (17) 

interwala bahalandyrylan  parametri  ygtybarlyk bilen örtýan 
ynam interwaly diýilýär. 

Indi  belli paýlany  näbelli parametrlerini bahalandyrmak 
üçin ulanylýan ynam interwallaryny getireli . 

Goý, ba  toplum haýsy hem bolsa bir  mukdar ny ana görä 
öwrenilýän bolsun. Bu ny an Ma  we D  parametrleri 
bolan normal kanun boýunça paýlanan diýeli . Goý, a  parametr 
näbelli,  parametr bolsa belli bolsun. Näbelli a parametri  *  
statistiki bahasy hökmünde sx saýlama orta bahany kabul edip, a 
parametri  ygtybarlyk bilen örtýän ynam interwalyny tapaly . Bu 
maksat bilen ba  toplumdan n göwrümli nxxx ,,, 21  saýlama 
geçireli . Bu wariantalara  biri-biri bilen bagly däl, birme ze  
paýlanan n,,, 21  tötän ululyklar hökmünde garaly . Bu tötän 

ululyklary  orta arifmetiki bahasyny 
_

 bilen belgiläli  

n

n

i
i

1
_

 

Belli bol y ýaly 

.,,
2__

nn
DaM  

x y

dyex
0

2

2

2
1)(  
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Laplas funksiýasyndan we Nýuton-leýbnisi  formulasyndan 
peýdalanyp, ýazyp bileris 

_ _ nP a a a  

2a a a a n n

n n

. 

tn                  ( 18 ) 

belgilemäni girizip,  
)(2 t                 ( 19 ) 

de ligi alarys. 
 takyklygy  bu bahasyny göz ö ünde tutup, ýazyp bileris 

n
ta

n
tP

n
taPaP

____
 

tötän ululygy sx
_

 ululyk bilen çal yryp, normal kanun boýunça  
paýlanan  ny any  näbelli a parametrini  belli bolanda  
ygtybarlyk bilen örtýän 

                     
n

tx
n

tx ss ;                 (20) 

ynam interwalyny alarys. 
Bellik. (20) ynam interwalyndaky t üýtgeýän ululygy (19) de likden 
we (x) Laplas funksiýasyny  tablisasyndan ( 2-nji Go maça ) 
peýdalanyp tapmak bolar. 

Indi a we  parametrleri bolan normal kanun boýunça 
paýlanan  mukdar ny any  näbelli a parametrini  näbelli 
bolanda  ygtybarlylyk bilen örtýän ynam interwalyny tapaly . 
Önu  üçin ba  toplumdan n göwrümli nxxx ,,, 21  saýlama geçireli  
we ýokarda getirilen pikir ýöretmeleri ulanyp 
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n
S

aT
_

 

tötän ululygy alaly , bu ýerde n-saýlamany  göwrümi, S-düzedilen 

orta kwadratik gy arma, 
n

n

i 1
1_

- saýlama orta baha. 

T tötän ululyk k=n-1 erkinlik derejeli we 

22

1
1

2
1)1(

2),(

n

n
t

nn

n

ntS  

dykyzlyk funksiýaly Stýudent  [W. Gosset, (13.06.1876-
16.10.1937), i lis matematigi] kanuny boýunça paýlanandyr, bu 
ýerde 

0

1)( dyeyz yz  

gamma funksiýa. T tötän ululygy  paýlany  funksiýasyny 

t

dtntSt

n
S

aP
0

_

),(2              (21) 

görnü de ýazmak bolar. (21) de likdäki ýaý içindäki de sizligi 
özgerdip ýazaly . 

n
Sta

n
StP jj

__
 

 we S tötän ululyklary degi lilikde sx
_

 saýlama orta baha we  s- 
düzedilen orta kwadratik gy arma bilen çal yryp, normal kanun 
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boýunça paýlanan   ny any  näbelli a parametrini  näbelli 
bolanda  ygtybarlyk bilen örtýän 

n
stx

n
stx ss ,              (22) 

ynam interwalyny alarys. t  ululygy berlen n we  boýunça 
tablisadan ( 3-nji Go maça ) peýdalanyp tapmak bolar.  

Indi a we  parametrleri bolan normal kanun boýunça 
paýlanan  mukdar ny any  näbelli  parametrini  ygtybarlyk 
bilen örtýän ynam interwalyny tapaly . Onu  üçin ba  toplumdan n 
göwrümli nxxx ,,, 21  saýlama geçirip, s düzedilen orta kwadratik 
gy armany tapaly . Bu düzedilen orta kwadratik gy armany näbelli 

 parametri  statistiki bahasy hökmünde kabul edip, 
sP  

de lige garaly . Bu de likdäki ýaý içindäki de sizligi özgerdip 
ýazaly  

ss  

Bu ýerden alarys        
s

s
s

s 11  

q
s

 belgilemäni girizip, q<1 bolanda, näbelli  parametri  

ygtybarlyk bilen örtýän 
             qsqs 1;1             (23) 

ynam interwalyny alarys. Eger 1q  bolsa, onda 
                qs 1;0                    (24) 

ynam interwaly ulanylýar. q  ululygy berlen n we  boýunça 
tablisadan ( 4-nji Go maça ) peýdalanyp tapmak bolar.  
1-nji mesele. Saýlamany  paýlany y berlen 

ix  1 3 5 8 

in  3 2 4 1 
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a) Saýlama orta bahany; 
b) Saýlama dispersiýany we orta kwadratik gy armany; 
ç) Düzedilen dispersiýany we düzedilen orta kwadratik gy armany 
tapmaly. 

 

a)              7,3
10
37

10
815432131

n

xn
x

k

i
ii

a  

b)
n

xxn
D

k

i
sii

s
1

2
_

)(

81,4
10

)7,38(1)7,35(4)7,33(2)7,31(3 2222

 

Onda 
.19,281,4ss D  

ç)     34,581,4
9

10
1

2
sD

n
ns . Onda    .31,234,5s      

  
2-nji mesele. Saýlamany  paýlany y berlen 

ix  2 4 5 6 9 

in  7 5 4 3 1 

a) Modany; 
b) Medianany; 
ç) Wariasiýany  gerimini; 
d) Ba  orta bahany  süý medik bahasyny; 
e) Saýlama dispersiýany we orta kwadratik gy armany; 
ä) Ba  dispersiýany   süý medik bahasyny; 
f) Orta absolýut gy armany; 
g) Wariasiýa koeffisiýentini tapmaly. 

  a) Saýlamany  paýlany yndan görnü i ýaly, i  uly ýygylyga  
2)7( 11 xn  warianta eýedir.Diýmek,  20M  
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b) Berlen saýlamada wariantalary  sany täk, ýagny, 2k+1=5. Bu 
ýerden k=2. Onda  531 xxM me  
ç) Wariantalary  i  ulusy ,95x  i  kiçisi bolsa, .21x  Onda  

.729minmax xxR  
d) Belli bol y ýaly, ba  orta bahany  süý medik bahasy sx  saýlama 
orta bahadyr 

05,4
20
81

20
91635445271

n

xn
x

k

i
ii

s  

e)   
n

xxn
D

k

i
sii

s
1

2)(
 

4475,3
20

95,4195,1395,04)05,0(5)05,2(7 22222

 

Onda    86,14475,3ss D  

ä) Belli bol y ýaly, ba  dispersiýany  süý medik bahasy 2s  
düzeldilen dispersiýadyr 

.63,34475,3
19
20

1
2

sD
n

ns  

f) 
n

xxn
k

i
sii

1  

46,1
20

95,4195,1395,0405,0505,27  

g)      %93,45%100
05,4
86,1%100

s

s

x
V       

3-nji mesele. Goý, ba  toplum normal kanun boýunça paýlanan  
ny ana görä öwrenilýän bolsun. Eger ba  toplumdan n=100 

göwrümli saýlama geçirilip, onu  netijesinde 62,6
_

sx  saýlama 
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orta baha we 89,2s orta kwadratik gy arma tapylan bolsa,  
ny any  näbelli Ma  matematiki gara masyny 95,0  
ygtybarlyk bilen örtýän ynam interwalyny tapmaly. 

   (20) ynam interwalyndan peýdalanaly . )(2 t de lemeden  
475,0)(t  deñligi alarys. 

Laplas funksiýany  bahalaryny  tablisasyndan ( 3-nji Go maça ) 
peýdalanyp, t argumenti  475,0)(t  baha degi li  t=1,96  
bahasyny taparys. Onda 

100
89,296,162,6

100
89,296,162,6 a  

ýa-da 
19,705,6 a            

4-nji mesele. Käbir jisimi bagly däl 36 ölçemeleri  netijesinde 
ölçegleri  3,21sx saýlama orta  bahasy we s=0,98 düzedilen orta 
kwadratik gy armasy tapylan bolsun. Ölçenýän jisimi  hakyky a 
ululygyny 99,0  ygtybarlyk bilen örtýan ynam interwalyny 
tapmaly. 

    (22) ynam interwalyndan peýdalanaly . n=36 we 99,0  
boýunça tablisadan  ( 3-nji Go maça ) 7,2t  bahany taparys. 
Onda 

36
98,07,23,21

36
98,07,23,21 a  

ýa-da 
74,2186,20 a             

5-nji mesele. Ba  toplumdan n=10 göwrümli saýlama geçirilip, s=5 
düzedilen orta kwadratik gy arma tapylan bolsun. Ba  toplumy  
normal kanun boýunça paýlanan  ny anyny  näbelli  orta 
kwadratik gy armasyny 95,0  ygtybarlyk bilen örtýän ynam 
interwalyny tapmaly. 
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   Berlen n=10 we 95,0  boýunça tablisadan ( 4-nji Go maça ) 
q=0,65 ululygy taparys. q<1 bolandygy sebäpli (23) ynam 
interwalyndan peýdalanyp alarys 

)65,01(5)65,01(5    ýa-da   25,875,1     
 

§ 2.3.  Empirik paýlany  normal paýlany dan  
gy armasyny  bahalandyryly y 

 

1.  Empirik momentler 
Goý, ba  toplum haýsy hem bolsa bir  mukdar ny ana görä 

öwrenilýän bolsun. Bu maksat bilen ba  toplumdan n göwrümli 
saýlama geçirilip, rxxx ,,, 21  wariantalar degi lilikde rnnn ,,, 21  

rnnnn 21  ýygylyklar bilen alnan bolsun. Eger wariasiýa 
hatarynda islendik iki ýana yk wariantany  tapawudyny  absolýut 
ululygy ol bir h sana de  bolsa, onda wariantalara de da la an, h 
sana bolsa, ädim diýilýär. Wariantalar uly sanlar bolan ýagdaýynda, 
hasaplamalary ýe ille dirmek maksady bilen 

h
Cxu i

i  

ertli wariantalardan peýdalanylýar, bu ýerde C-islendik 
____
,1, rixi  

warianta (ýalan nul). Ýalan nul hökmünde wariasiýa hataryny  
ortasyna golaý ýerle en warianta alynsa, hasaplamalar has-da 
ýe ille ýär. 

Saýlaman  umumy häsiýetlendirijilerini  hasaplamak üçin 
empirik momentlerden peýdalanmak amatlydyr. 

n

Cxn
M

r

i

k
ii

k
1/         ( 25 ) 

ululyga k-njy tertipli adaty empirik moment diýilýär, bu ýerde 
____
,1, rixi -wariantalar, 

____
,1, rini -wariantalary  degi li 
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ýygylyklary, C-ýalan nul, n-saýlamany  göwrümi. Hususy halda, 
C= 0  bolsa, ( 25 ) gatna ykdan k-njy tertipli 

n

xn
M

r

i

k
ii

k
1            ( 26 ) 

ba langyç empirik moment alarys. ( 26 ) a latmadan görnü i ýaly, 
birinji tertipli (k=1) ba langyç empirik moment saýlama orta 
bahadyr 

s

r

i
ii

x
n

xn
M

_
1

1  

Hususy halda, sxC
_

 bolsa, ( 25 ) gatna ykdan k-njy tertipli  

n

xxn
m

r

i

k
sii

k
1

_

)(
            ( 27 ) 

merkezi empirik momenti alarys. ( 27 ) a latmadan görnü i ýaly, 
ikinji tertipli ( k=2 ) merkezi moment saýlama dispersiýadyr 

s

r

i
sii

D
n

xxn
m 1

2
_

2

)(
 

Merkezi we adaty momentleri  arasynda  

sDMMm 2/
1

/
22                                             ( 28 ) 

2/
1

/
2

/
1

/
33 23 MMMMm                                 ( 29 ) 

4/
1

/
2

2/
1

/
3

/
1

/
44 364 MMMMMMm         ( 30 ) 

görnü li baglany yklar bardyr. 
Hasaplamalary ýe ille dirmek maksady bilen ertli empirik 
momentlerden peýdalanylýar. 

n
h

Cxn

n

un
M

r

i

k
i

i

r

i

k
ii

k
11*                              ( 31 ) 
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ululyga k-njy tertipli ertli empirik moment diýilýär. Hususy halda, 
k=1 bolanda ( 31) a latmadan birinji tertipli ertli empirik momenti 
alarys 

Cx
hn

n
C

n

xn

hn
h

Cxn
M s

r

i
i

r

i
ii

r

i

i
i 11 111*

1  

Bu ýerden 
ChMxs

*
1          ( 32 )                                               

( 31) a latmadan taparys 

/1* 11
kk

r

i

k
ii

kk M
hn

Cxn

h
M  

Bu ýerden 
k

kk hMM */         ( 33 ) 
( 33 ) de likden peýdalanyp, ( 28 ), ( 29 ) we ( 30) de likleri ertli 
empirik momentler arkaly  

sDhMMm 22*
1

*
22                                           ( 34 ) 

33*
1

*
2

*
1

*
33 23 hMMMMm                              ( 35 ) 

44*
1

*
2

2*
1

*
3

*
1

*
44 364 hMMMMMMm        ( 36 ) 

görnü de ýazmak bolar. 
Amalyýetde köplenç de da la madyk wariantalar bilen i  

saly maly bolýar. Bu ýagdaýda berlen wariantalary de da la ýan 
wariantalara getirmeklik zerurlygy ýüze çykýar. Onu  üçin berlen 
wariantalary  hemmesini  dü en interwalyny ol bir uzynlykly 
bölek interwallara bölýärler we bölek interwallary  ortalaryny täze 
wariantalar hökmünde kabul edýärler. eýlelikde, täze de da la an 
wariantalar alynýar. Täze wariantalary  ýygylyklary hökmünde 
degi li bölek interwallara dü en köne wariantalary  ýygylyklaryny  
jemini alýarlar. 
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Bellik. Berlen de da la madyk wariantalardan täze de da la an 
wariantalara geçilip, saýlamany  häsiýetlendirijileri hasaplananda 
ýal lygy  uly bolmazlygy üçin her bölek interwala berlen 
wariantalary  8-10 – dan az bolmadyk sanysyny  dü megini 
gazanmalydyr.  

2. Empirik we de leýji (nazary) ýygylyklar 

Goý, ba  toplum paýlany  kanuny näbelli bolan  mukdar 
ny ana görä öwrenilýan bolsun. Bu ba  toplumdan n göwrümli 
saýlama geçirilende  ny an 1x bahany 1n gezek, 2x bahany 2n gezek,  

,…, kx bahany kn  gezek kabul edipdir diýeli . 
____
,1, kixi , 

wariantalary  gözegçilik edilýän 
____
,1, kini , sanlaryna empirik 

ýygylyklar diýilýär. Eger  ny any  haýsy hem bolsa bir kesgitli 
kanun boýunça paýlanandygy barada güman etmeklige esas bar 
bolsa, onda onu  gözegçilik maglumatlary bilen ylala ygyny 
barlamak üçin nazary ýygylyklary hasaplamaly bolýar.Nazary 
hasaplanyp tapylan ii Pnn / ululyklara de leýji ýygylyklar diýilýär, 
bu ýerde   n-saýlamany  göwrümi, iP -belli paýlany ly  ny any  

ix  bahany kabul etmegini  ähtimallygy. 
Eger  üznüksiz ny an bolsa, onda onu  kabul edýän hemme 

bahalaryny  dü en interwalyny kesi meýän k bölek interwallara 
bölünýär we  ny any  bu bölek interwallara dü megini  

____
,1, kiPi , ähtimallyklary tapylýar. So ra diskret paýlany daky 

ýaly ii Pnn / formuladan peýdalanyp, de leýji ýygylyklar tapylýar. 
Hususy halda, eger  üznüksiz ny an normal kanun boýunça 
paýlanan diýlip güman etmäge esas bar bolsa, onda /

in  de leýji 
ýygylyklar 

i
s

i uhnn /  
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formuladan peýdalanyp tapylýar, bu ýerde n-saýlamany  göwrümi, 
h-bölek interwallary  uzynlyklary, s -saýlama orta kwadratik 

gy arma, 
s

si
i

xxu ,    ix -i-nji interwaly  ortasy, 

2

2

2
1 u

eu  

Indi saýlamany  maglumatlaryndan peýdalanyp, normal 
egrini  gurlu yny teswirläli . 

Goý, ba  toplumdan n göwrümli saýlama geçirilip, 
ix  1x  2x  … kx  

in  1n  2n  … kn  
statistiki paýlany  alnan bolsun. Normal egrini gurmak üçin: 
1)  sx  saýlama orta bahany we s  saýlama orta kwadratik 
gy armany tapmaly; 

2)   )( i
s

i uhny formuladan peýdalanyp, nazary paýlany  iy  

ordinatalaryny (de leýji ýygylyklary) tapmaly, bu ýerde n-
saýlamany  göwrümi, h-ädim ( islendik go y iki wariantany  
arasyndaky uzaklyk), 

s

si
i

xxu ,     2

2

2
1)(

u

eu ; 

3)   gönüburçly dekart koordinatalar sistemasynda ii yx ;  nokatlary 
gurmaly we olary endigan egri bilen birikdirmeli. 
Normal egrini  gurlu yny mysal arkaly görkezeli . 
Mysal. Saýlamany  paýlany y berlen: 

ix  40 45 50 55 60 65 70 75 80 

in  5 6 10 14 30 16 10 4 5 
Normal egrini gurmaly. 
1)  sx  saýlama orta bahany tapaly  
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100
551450104544051

n

xn
x

k

i
ii

s  

8,59
100

805754701065166030  

 sD  saýlama dispersiýany tapaly  

96,89
100

)8,5980(5)8,5975(4)8,5970(10
100

)8,5965(16)8,5960(30)8,5955(14
100

)8,5950(10)8,5945(6)8,5940(5

)(

222

222

222

1

2

n

xxn
D

k

i
sii

s

 

Onda 
48,996,89ss D  

2)   
s

si
i

xxu  wariantalary tapaly  

;09,2
48,9

8,19
48,9

8,5940
1

s

si xxu  

;56,1
48,9

8,14
48,9

8,5945
2

s

si xxu  

;03,1
48,9

8,9
48,9

8,5950
3

s

si xxu  

;51,0
48,9

8,4
48,9

8,5955
4

s

si xxu  

;02,0
48,9
2,0

48,9
8,5960

5
s

si xxu  
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;55,0
48,9
2,5

48,9
8,5965

6
s

si xxu  

;08,1
48,9
2,10

48,9
8,5970

7
s

si xxu  

;60,1
48,9
2,15

48,9
8,5975

8
s

si xxu  

.13,2
48,9

2,20
48,9

8,5980
9

s

si xxu  

2

2

2
1)(

u

eu  funksiýany  bahalaryny  tablisasyndan                 

(1-nji Go maça) peýdalanyp taparys     
                          ;0449,009,209,21u       
                          ;1182,056,156,12u  

;2347,003,103,13u  
;3503,051,051,04u  

             ;3989,002,05u     ;3429,055,06u  
             ;2227,008,17u      ;1109,060,18u         
                                     ;0413,013,29u  

)( i
s

i uhny formuladan peýdalanyp, nazary egrini  iy  

ordinatalaryny tapaly  

;20449,074,520449,0
48,9

5100)( 11 uhny
s

 

                             ;61182,074,52)( 22 uhny
s

                                            

                            ;122347,074,52)( 33 uhny
s
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;193503,074,52)( 44 uhny
s

 

;213989,074,52)( 55 uhny
s

 

;183429,074,52)( 66 uhny
s

 

;122227,074,52)( 77 uhny
s

 

;61109,074,52)( 88 uhny
s

 

                          ;20413,074,52)( 99 uhny
s

                                           

Berlen we tapylan maglumatlary tablisada ýazaly  
 

 
ix  

 
in  

 
si xx  

s

si
i

xxu  
 

iu  
)( 99 uhny

s

 

iu74,52  
40 5 -19,8 -2,09 0,0449           2 
45 6 -14,8 -1,56 0,1182           6 
50 10 -9,8 -1,03 0,2347          12 
55 14 -4,8 -0,51 0,3503          19 
60 30 0,2 0,02 0,3989          21 
65 16 5,2 0,55 0,3429          18 
70 10 10,2 1,08 0,2227          12 
75 4 15,2 1,60 0,1109           6 
80 5 20,2 2,13 0,0413           2 
 n=100     

3) Gönüburçly dekart koordinatalar sistemasynda ii yx ;  nokatlary 
guraly  we olary endigan egri bilen birikdireli      
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                                               6-njy çyzgy 
 
Bu koordinatalar sistemasynda ýygylygy  poligonyny hem gurup we 
grafikleri de dirip, nazary egrini  gözegçiligi  netijeleri bilen 
kanagatlanarly ylala ýandygyny görmek bolar. 

3. Asimmetriýa we eksses 
Empirik ýa-da nazary paýlany  normal paýlany dan 

gy armasyny bahalandyrmakda asimmetriýa we eksses diýlip 
atlandyrylýan san häsiýetlendirijilerden  peýdalanylýar. 
Kesgitleme. Üçünji tertipli 3m empirik(ýa-da 3 nazary) merkezi 
momenti  orta kwadratik gy armany  üçünji derejesine bolan 
gatna ygyna asimmetriýa diýilýär we sA bilen belgilenýär. 

          3
3

s
s

mA   ,         ( 37 ) 

 
 
 
 
 

7-nji çyzgy 
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bu ýerde 3m  empirik merkezi  üçünji moment.Asimmetriýany  
alamatyny empirik ýa-da nazary paýlany  egrisini  moda görä 
ýerle i boýunça kesgitläli . Eger empirik ýa-da nazary paýlany  
egrisini  uzyn bölegi modadan sagda bolsa, 0sA  (7-nji çyzgy, a)), 
eger modadan çepde bolsa, 0sA  (7-nji çyzgy, b)) 
    Normal paýlany  üçin 0sA . Hakykatdan hem, 

dxxfMxMM )(33
3  

dxeax
ax
2

2

2
)(

3

2
1  

yax  belgilemäni girizip alarys 

,0
2

23
3

3

2

dyey
y

 

sebäbi 23

2y

ey funksiýa täk, integrirleme çäkleri bolsa simmetrik. 
Onda 

03
3

sA  

ol sebäpli, eger asimmetriýa nula golaý bolsa, ba  toplumy  normal 
kanun boýunça paýlanandygy barada netije çykarmak bolar. 
Kesgitleme. Dördünji tertipli 4m  empirik ( ýa-da 4 nazary)  
merkezi momenti  orta kwadratik gy armany  dördünji derejesine 
bolan gatna ygy bilen üçü  tapawudyna eksses diýilýär we kE bilen 
belgilenýär 

    34
4

s
k

mE           ( 38 ) 

Eksess empirik ýa-da nazary paýlany  egrisini  normal 
paýlany  dykyzlyk funksiýasyny  grafigine (normal egrä) görä  
“kertlik” derejesini häsiýetlendirýär. Empirik ýa-da nazary 
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paýlany  egrisini  normal egrä görä 0kE bolsa, süýri, (8-nji 
çyzgy, a)), 0kE  bolsa, tekiz ( 8-nji çyzgy, b))  depesi bardyr 
       

 
 
 
 
 
 

8-nji çyzgy 
 

Normal paýlany  üçin 0kE . Hakykatdan hem, 

dxxfMxMM )(44
4  

dxeax
ax
2

2

2
)(

4

2
1  

yax  belgilemäni girizip alarys 

222

2
23

4
24

4

4

22

ydeydyey
yy

 

Bölekler boýunça integrirleme usulyndan peýdalanyp taparys 

22
3 2

2
4

4

2

ydey
y

 

Ýene-de  bölekler boýunça integrirleme usulyny ulanyp alarys 

4
4

2
4

4 32
2

3
2

3
2

dye
y

 

Onda 

034
4

kE  
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ol sebäpli, eger eksses nula golaý bolsa, ba  toplumy  normal 
paýlany a eýedigini tassyklamak bolar. 
Bellik. Eger 

AsA 3      we         EkE 3  

de sizlikler adalatly bolsalar, onda empirik paýlany  normal 
paýlany a golaýdygy barada netije çykarmak bolar, bu ýerde 

nA
6 ,      

nE
24 , 

degi lilikde asimmetriýany  we ekssesi  standartlary hökmünde 
kabul edilen ululyklar, n-saýlamany  göwrümi. 

1-nji mesele. Saýlamaný  paýlany y berlen 

ix  40 45 50 55 60 65 

in  4 5 20 10 6 5 

ertli momentlerden peýdalanyp 
a) saýlama orta bahany; 
b) saýlama dispersiýany; 
ç) asimmetriýany; 
d) ekssesi tapmaly. 

   Hasaplamalary ýe ille dirmek üçin, berlen 
ix wariantalardan iu ertli wariantalara geçeli . C ýalan nul 

hökmünde wariasiýa hataryny  ortasyna golaý ýerle en we i  uly 
ýygylyga 203n  eýe bolan 503x  wariantany kabul edeli . 

5h  bolandygy sebäpli, taparys 

;1
5

5045;2
5

5040 2
2

1
1 h

Cxu
h

Cxu  

;1
5

5055;0
5

5050 4
4

3
3 h

Cxu
h

Cxu  

.3
5

5065;2
5

5060 6
6

5
5 h

Cxu
h

Cxu  

Ba ky dört ertli momentleri tapaly  
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48,0
50

3526110)1(5)2(41*
1 n

un
M

k

i
ii

 

        2
50

954611015441

2

*
2 n

un
M

k

i
ii

 

.12,3
50

27586110)1(5)8(41

3

*
3 n

un
M

k

i
ii

 

        6,11
50

815166110151641

4

*
4 n

un
M

k

i
ii

 

a) sx
_

 saýlama orta bahany tapaly  
4,5250548,0*

1 ChMxs  
b) sD  saýlama dispersiýany tapaly  

24,442548,02 222*
1

*
2 hMMDs  

Onda 
.65,624,44ss D  

ç) Ilki üçünji tertipli 3m  empirik merkezi momenti tapaly  
33*

1
*
2

*
1

*
33 23 hMMMMm  

65,5712548,02248,0312,3 3  
Onda 

196,0
08,294

65,57
3
3

s
s

mA  

d) Dördünji tertipli 4m  empirik merkezi momenti tapaly  
44*

1
*
2

2*
1

*
3

*
1

*
44 364 hMMMMMMm  

.47,5134548,03248,0612,348,046,11 442  
Onda 
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.37,03
65,6

47,51343 44
4

s
k

mE       

2-nji mesele. Saýlamaný  paýlany y berlen. 

ix  5 8 10 11 13 14 15 16 18 20 22 24 25 

in  7 3 10 8 7 15 10 5 8 12 6 5 4 

ertli momentlerden peýdalanyp 
a) saýlama orta bahany; 
b) saýlama dispersiýany; 
ç) asimmetriýany; 
d) ekssesi tapmaly. 

  Saýlamadan görnü i ýaly, wariantalar de da la an 
däldirler. Olary de da la an ýagdaýa getireli . Onu  üçin 
wariantalary  hemmesini  dü en (5;25) interwalyny ol bir h = 4 
uzynlyklary bolan (5;9), (9;13), (13;17), (17;21), (21;25) bölek 
interwallara böleli . Bu bölek interwallary  ortalaryny iy  
wariantalar hökmünde kabul edip, de da la an 

23;19;15;11;7 54321 yyyyy  
wariantalary alarys. Täze iy  wariantalary  in  ýygylyklary 
hökmünde degi li bölek interwallara dü en ix  wariantalary  
ýygylyklaryny  jemini  alaly  

;3051015;257810;1037 321 nnn  
.15456;20128 54 nn  

eýlelikde, de da la an wariantalary bolan 
iy  7 11 15 19 23 

in  10 25 30 20 15 

paýlany y alarys. C ýalan nul hökmünde 153x  wariantany kabul 
edip, iu ertli wariantalary tapaly  

;1
4

1511;2
4
157 2

2
1

1 h
Cyu

h
Cyu  
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;1
4

15194;0
4

1515 4
4

3
3 h

Cu
h

Cyu  

2
4

15235
5 h

Cyu  

Ba ky dört ertli momentleri tapaly  

05,0
100

215120)1(25)2(101*
1 n

un
M

k

i
ii

 

          45,1
100

4151201254101

2

*
2 n

un
M

k

i
ii

 

          35,0
100

815120)1(25)8(101

3

*
3 n

un
M

k

i
ii

 

          45,4
100

161512012516101

4

*
4 n

un
M

k

i
ii

 

a) sy  saýlama orta bahany tapaly  
2,1515405,0*

1 ChMys  
b) sD  saýlama dispersiýany tapaly  

16,231605,045,1 22*
1

*
2 hMMDs  

Onda 
.8,414,23ss D  

ç) Ilki üçünji tertipli 3m  empirik merkezi momenti tapaly  
33*

1
*
2

*
1

*
33 3 hMMMMm  

496,8405,0245,105,0335,0 33  
Onda 

08,0
8,4

496,8
33

3

s
s

mA  
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d) Dördünji tertipli 4m  empirik merkezi momenti tapaly  
44*

1
*
2

2*
1

*
3

*
1

*
44 364 hMMMMMMm  

84,1126405,0345,105,0635,005,0445,4 442  
Onda 

88,03
8,4

84,11263 44
4

s
k

mE          

 
§ 2.4.  Korrelýasiýa nazaryýetini  esasy dü ünjeleri 

 
1.  Funksional we statistiki baglylyklar. 

Belli bol y ýaly, tötän ululyklar bagly däl ýa-da bagly bolup 
bilýärler.Eger  tötän ululygy  kabul edýän her bir bahasyna  
tötän ululygy  kabul edýän kesgitli bir bahasy degi li bolsa, onda  
we  tötän ululyklary  arasynda funksional baglylyk bar diýilýär. 
Mysal üçin, tegelegi  S meýdany bilen r radiusyny  arasynda 

2rS  görnüsli  funksional baglylyk bardyr. Ýöne, tötän ululyklar 
tötän täsirleri  astynda bolandyklary sebäpli, olary  arasynda 
funksional baglylyk seýrek du  gelýär. 

Eger bir tötän ululygy  üýtgemegi beýleki tötän ululygy  
paýlany yny  üýtgemegine getirýän bolsa, onda olary  arasynda 
statistiki baglylyk bar diýilýär. Mysal üçin, ol bir göwrümleri bolan 
suwly iki howuza ol bir mukdardaky balyk i billeri goýberilse, bu 
howuzlardan dürli mukdardaky balyk alynar. I billeri  we 
balyklary  mukdarlaryny  arasynda baglylygy  bardygy aýdy dyr. 
Emma bu funksional baglylyk däl-de statistiki baglylykdyr. 

Goý ,  tötän ululygy  her bir bahasyna  tötän ululygy  
birnäçe bahasy degi li bolsun.  tötän ululygy  x bahasyna degi li 
bolan,  tötän ululygy  bahalaryny  xy  orta arifmetiki bahasyna 
ertli orta baha diýilýär. Eger bu ertli orta baha x üýtgeýäne bagly  

)(xfy x        ( 39 ) 
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funksiýa bolsa, onda  we  tötän ululyklary  arasynda 
korrelýasiýa baglylygy bar diýilýär. Ba gaça aýdylanda,  
korrelýasiýa baglylygynda bir tötän ululygy  üýtgemegi beýleki 
tötän ululygy  orta bahasyny  üýtgemegine getirýär. ( 39 ) de lemä 

 tötän ululygy   tötän ululyga regressiýa de lemesi, 
)(xf funksiýa regressiýa funksiýasy, bu funksiýany  grafigine 

bolsa, regressiýa çyzygy diýilýär.  tötän ululygy   tötän ululyga 
yxy  

regressiýasy hem edil a me ze  kesgitlenýär.Eger xf  we y  
regressiýa funksiýalaryny  ikisi hem çyzykly bolsa, onda 
korrelýasiýa çyzykly diýilýär. 

Tötän ululyklary  arasyndaky korrelýasiýa baglylygyny  
güýjüni tötän ululyklary  bahalaryny ertli orta bahalary  
töweregindäki ýaýraw öçegi bilen kesgitleýärler. Ýaýraw ölçegi uly 
boldugyça, tötän ululyklary  arasyndaky korrelýasiýa baglylygy 
gow aýar. 

2.  Regressiýa gönüsini  de lemesi. 
Goý, ba  toplum  we  mukdar ny anlara görä öwrenilýän 

bolsun. Bu ny anlary  arasynda çyzykly korrelýasiýa baglylygy bar 
diýeli .  ny any   ny ana regressiýa gönüsini  de lemesini 
tapmaklyk maksady bilen, ba  toplumdan n göwrümli saýlama 
geçirilip, sanlary 11; yx ,   22 ; yx ,…, nn yx ;   n  jübüti alnan  

bolsun, bu ýerde ,,1,
___

nixi   ny any , ,,1,
___

niyi   ny any  
kabul edýän bahalary. Goý, bu jübütleri  her birine bir gezek 
gözegçilik edilýän bolsun. Onda xy ertli orta bahany ulanmaklygy  
zerurlygy ýokdyr. ol sebäpli 

bxy x de lemä derek 
bxY              ( 40 ) 

de lemä garaýarlar, bu ýerde ululyk regressiýany  saýlama 
koeffisiýenti. Anyk  ( 40 ) regressiýa de lemesini ýazmaklyk üçin 
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 we b ululyklary tapmak ýeterlikdir. Bu ululyklary 

,,1,
___

niyY ii  gy armalary  kwadratlaryny  jemi minimal bolar 
ýaly saýlap alaly , bu ýerde  iY  gözegçilik edilýän ix   warianta 
degi li, ( 40 ) de lemeden tapylan ordinata, iy  bolsa ix  warianta 
degi li ordinata. Gy armalary  kwadratlaryny  jemi  we b 
ululyklardan 

n

i
ii

n

i
ii ybxyYbG

1

2

1

2;  

funksiýadyr. Bu funksiýany  minimumyny tapaly  

n

i
ii

n

i
iii

ybx
db
dG

xybx
d
dG

1

1

.02

,02
                ( 41 ) 

Bu de lemeler sistemasyny çözüp, taparys 

n

i

n

i
ii

n

i

n

i

n

i
iiii

xxn

yxyxn

1

2

1

2

1 1 1                    ( 42 ) 

n

i

n

i
ii

n

i

n

i

n

i
iii

n

i
ii

xxn

yxxyx
b

1

2

1

2

1 1 11

2

                ( 43 ) 

 we b ululyklary  bu bahalaryny ( 40 ) de lemede ornuna goýup, 
 ny any   ny ana regressiýa  gönüsini  anyk deñlemesini alarys. 

Goý, indi  we  ny anlary   yx;  bahalar jübütlerini  
arasynda birden köp gezek gözegçilik edilýanleri hem bar bolsun.  
Bu ýagdaýda  ny any   ny ana regressiýa gönüsini  de lemesini 

bxy x        ( 44 ) 
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görnü de gözläliñ. ( 41 ) de lemeler ulgamyny özgerdip ýazaly  

ybx
yxnbxnxn yx

2

       ,       ( 45 ) 

bu ýerde yxn  ululyk yx;  jübüti  gözegçilik edilen sany. Bu 
sistemanyñ ikinji de lemesinden taparys. 

xyb  
b  ululygy  bu bahasyny ( 44 )  de likde ornuna goýup,regressiýa 
gönüsini   

xxyyx           ( 46 )  
de lemesini alarys. ( 45 ) ulgamdan  ululygy tapaly  

222 n
yxnyxn

xxn

yxnyxn xyxy  

Bu de lgi  iki tarapyny hem  gatna yga köpeldeli  

n
yxnyxnxy                 ( 47 ) 

n
yxnyxn

r xy
s                         ( 48 ) 

belgilemäni girizip, taparys 

sr  

sr  ululyga saýlama korrelýasiýa koeffisiýenti diýilýär.  ululygy  
tapylan bahasyny  ( 46 ) de lemede ornuna goýup,   ny any   
ny ana regressiýa  gönüsini  korrelýasiýa koeffisiýentli  

xxryy sx          ( 49 ) 

de lemesini alarys.  
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Goý, yD  ny any  kabul edýän y bahalaryny  y  orta 

bahany  töweregindäki dispersiýasy, *
yD  bolsa, degi li xy ertli orta 

bahany  töweregindäki dispersiýasy bolsun. Onda 
2* 1 syy rDD           ( 50 ) 

de lik adalatlydyr. Indi korrelýasiýa koeffisiýentini  häsiýetlerine 
garaly . 
1). Korrelýasiýa koeffisiýentini  absolýut ululygy birden uly däldir, 
ýagny 1sr .Hakykatdan hem, dispersiýany  otrisatel däldigi 

sebäpli 01 2*
syy rDD bolar. Bu ýerden 01 2

sr  ýa-da  

1sr  
2) Eger korrelýasiýa koeffisiýenti nula de  we regressiýa çyzyklary 
gönüler bolsalar, onda   ny anlar çyzykly korrelýasiýa baglylygynda 
däldirler.Hakykatdan hem, eger 0sr   bolsa, ( 49 ) de lemeden 

yyx  de ligi alarys. Görnü i ýaly, xy ertli orta bahalar x 
argumenti  islendik bahasynda ol bir hemi elik baha eýedirler. Bu 
bosa, ny anlary  arasynda çyzykly korrelýasiýa baglylygyny  
ýokdugyny a ladýar. Bu ýagdaýda regressiýa gönüleri degi li 
koordinata oklaryna paralleldirler.                                 
3)Korrelýasiýa koeffisiýentini  absolýut ululygyny  artmagy bilen 
çyzykly korrelýasiýa baglylygy has güýjeýär we 1sr  bolanda 
funksional baglylyga geçýär.Hakykatdan hem, ( 50 ) de likden 
görnü i ýaly, korrelýasiýa koeffisiýentini  absolýut ululygy 
artdygyça *

yD  dispersiýa kemelýär. Bu bolsa, ny anlary  arasynda 
çyzykly korrelýasiýa baglylygyny  güýjüni  artýandygyny a ladýar. 

1sr  bolsa, ( 50 ) de likden alarys 

.01 2*
syy rDD  

Bu ýerden,  we  ny anlary  bahalaryny  islendik yx;  
jübütini  
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xxryy sx  

de lemäni kanagatlandyrýandygy gelip çykýar. Bu bolsa,  we  
ny anlary  bahalaryny  arasynda çyzykly funksional baglylygy  
bardygyny a ladýar. 

Garalan bu häsiýetlerden görnü i ýaly, saýlama korrelýasiýa 
koeffisiýenti ny anlary  arasyndaky çyzykly baglylygy  güýjüni 
häsiýetlendirýär: korrelýasiýa koeffisiýentini  absolýut ululygy bire 
golaý boldugyça baglylyk güýjeýär, nula golaý boldugyça gow aýar. 
Bellik. Saýlamada ny anlary  bahalaryny   çyzykly funksional 
baglylykda bolmagy, ba  toplumda-da eýle baglylygy  bolmagyny 
üpjün etmeýär. Onu  üçin saýlamany  göwrümini  uly bolmagy 

50n  we saýlamany  wekilçilikli bolmagy gerekdir. 
Bellik. Eger saýlama korrelýasiýa koeffisiýenti nula de  bolsa, onda 
ny anlar çyzykly däl korrelýasiýa ýa-da funksional baglylygynda 
bolup bilerler. 
 
                  § 2.5.  Statistiki çaklamalar we kriteriler 
1. Statistiki çaklamalar. 

Goý, ba  toplum haýsy hem bolsa bir ny ana görä öwrenilýan 
bolsun. Bu ny any  näbelli paýlany y ýa-da belli paýlany yny  
näbelli parametrleri barada aýdylan güman etmelere statistiki 
çaklamalar diýilýär. Näbelli  parametri  kesgitli bir 0  baha 
eýedigi barada aýdylan güman etmä ýönekeý çaklama diýilýär. 
Eger  parametr käbir köplükden bahalary kabul edýän bolsa, onda 

a çyl yrymly çaklama diýilýär. Mysal üçin, eger 

2

2

2

2
1,,

ax

eaxf  

normal kanuny  dykyzlyk funksiýasy bolsa, onda "1,0"a  
diýlen çaklama ýönekeýdir, "" 0aa  diýlen çaklama bolsa 
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çyl yrymlydyr, sebäbi so ky çaklamada  parametr islendik 
otrisatel däl bahany kabul edip biler.  

Statistiki çaklamalary barlamaklyk meselesi eýle goýulýar. 
Goý, ;xf  dykyzlyk funksiýaly ba  toplumdan bagly däl 

nxxxx ,,, 21             ( 51 ) 
saýlama geçirilen bolsun.  parametr barada 

AH :0     (A-käbir köplük) 
çaklama aýdylýar. Bu çaklama esasy (nulunjy ýa-da barlanylýan) 
çaklama diýilýär. 0H esasy çaklama bilen bir hatarda AH :1  
bäsde  ýa-da alternatiw çaklama hem garaýarlar. Mysal üçin, eger 

0H  esasy çaklama “Puasson kanunyny   matematiki gara masy 
 5-e de ”  diýlen güman etmeden ybarat bolsa, onda 1H  bäsde  
çaklama "5"  diýlen güman etme bolar. 

0H  esasy çaklama bilen ( 51 ) saýlamany  ylala ygyny 
anyklamak möhüm meseleleri  biri bolup durýar. Esasy çaklamany 
barlamak üçin kriteri hökmünde paýlany y belli bolan tötän 
ululykdan peýdalanýarlar. Kesgitli bir kriteri saýlanyp alnandan so , 
onu  bahalar köplügini kesi meýän iki bölege bölýärler. Bu 
bölekleri  birinde esasy çaklama kabul edilýär,  beýlekisinde bolsa 
inkär edilýär. Esasy çaklamany  inkär edilýän bölegine kritiki 
köplük diýilýar. Çaklamany  kabul edilýän we kritiki köplüklerini 
bölýän nokatlara kritiki nokatlar diýilýär we krk  bilen belgilenýär. 

Eger kriteri hökmünde saýlanyp alnan tötän ululygy  paýlany  
kanuny gyzyklandyrmaýan bolsa, onda ony K bilen belgileýärler. 

1.0,, krkrkrkr kKkkKkK  we )(. 2.1.2. krkrkr kkkK  
de sizliker bilen  kesgitlenýän köplüklere degi lilikde 
çeptaraplaýyn, sagtaraplaýyn we ikitaraplaýyn kritiki köplükler 
diýilýär. ( 51 ) saýlamany  S kritiki köplüge dü megini  
ähtimallygyny 

S

dxxfSPSxP );()(               ( 52 ) 
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bilen belgiläliñ. Kritiki köplügi ( 52 ) ähtimallyk i  kiçi bolar ýaly 
edip saýlaýarlar. 

2.  Kriterini  ähmiýetlilik derejesi we kuwwatlylygy. 
S  kritiki köplügi  kömegi bilen gurulýan kriterä S-kriteri 

diýilýar. Her bir S-kriteri bilen ýal lygy  iki jynsyny 
baglany dyrýarlar. Birinji jynsly ýal lyk dogry 0H esasy 
çaklamany  inkär edilmegidir. Ikinji jynsly ýal lyk nädogry 0H  
esasy çaklamany  kabul edilmegidir. Bu ýal lyklary  haýsysyny  
nähili netijelere getirjekdigi goýulýan meselä baglydyr. 

1;0,);()( idxxfAP
A

i                        ( 53 ) 

belgilemäni girizeli , bu ýerde A-käbir köplük. Onda S-kriterini  
birinji jynsly ýal lygyny  ähtimallygy 

),(0 SP               ( 54 ) 
ikinji jynsly ýal lygyny  ähtimallygy bolsa 

),(1 SP              ( 55 ) 
bolar, bu ýerde SXS \  (X-ba  toplum).Birinji jynsly ýal lygy  

 ähtimallygyna S-kriterini  ähmiýetlilik derejesi diýilýär. 

S

dxxfSW );();(      ( 56 ) 

funksiýa S-kriterini  kuwwatlylyk funksiýasy diýilýär. Bu funksiýa 
parametri  hakyky bahasy  bolanda, 0H  esasy çaklamany  inkär 
edilmegini  ähtimallygydyr. ( 54 )-( 56 ) a latmalardan görnü i 
ýaly, birinji we ikinji jynsly ýal lyklary  ähtimallyklaryny 
kuwwatlylyk funksiýasy arkaly 

);(1),;( SWSW  
görnü de a latmak bolar. 

eýlelikde,  1H  bäsde  çaklamada 0H  esasy çaklamany 
barlamaklyk meselesi eýle goýulýar: ilki  ähmiýetlilik derejesi 
berilýär we beýle ähmiýetlilik derejeleri bolan hemme S-kriterileri  
F  köplügine garalýar. So ra bu kriterileri  arasyndan 1  



 382 

bolanda i  uly kuwwatlylygy bolan    *S -kriteri saýlanyp alynýar, 
ýagny 

).;(max);(,);( 1
*

0
* SWSWSW

FS
 

Bu *S -kriterä has kuwwatly ýa-da optimal diýilýär. 

3.  Korrelýasiýa koeffisiýentini  ähmiýetliligi baradaky  
çaklamany  barlany y. 

Goý, normal kanun boýunça paýlanan ba  toplum  we  
mukdar ny anlara görä öwrenilýän bolsun. Bu toplumdan n 
göwrümli saýlama geçirilip tapylan sr  saýlama korrelýasiýa 
koeffisiýenti nuldan tapawutly bosun. Bu ýerden br  ba  korrelýasiýa 
koeffisiýenti hem nuldan tapawutlydyr diýen netije gelip çykmaýar. 

ol sebäpli, berlen  ähmiýetlilik derejesinde we 0:1 brH  bäsde  
çaklamada br  ba  korrelýasiýa koeffisiýentini  nula de digi 
baradaky 0:0 brH  esasy çaklamany barlamaklyk zerurlygy ýüze 
çykýar. Eger 0H  esasy çaklama kabul edilse, onda br  ba  
korrelýasiýa koeffisiýenti nula de dir. Diýmek,  we  ny anlary  
arasynda çyzykly korrelýasiýa baglylygy ýokdyr. Eger  0H  esasy 
çaklama inkär edilse, onda br  ba  korrelýasiýa koeffisiýenti nuldan 
tapawutlydyr. Bu ýagdaýda  we  ny anlar çyzykly korrelýasiýa 
baglylygyndadyrlar. 

0H  esasy çaklamany barlamaklyk üçin kriteri hökmünde k= n-2 
erkinlik derejeleri bolan Stýudent kanuny boýunça paýlanan 

21
2

s

s

r
nrT  

tötän ululyk kabul edilýär. Bäsde  çaklama 0:1 brH  bolandygy 
sebäpli, kritiki köplük ikitaraplaýyndyr. Ikitaraplaýyn kritiki köplük 
gurulanda T kriterini  bu köplüge dü megini  ähtimallygyny  
berlen  ähmiýetlilik derejesine de  bolmagyndan ugur alynýar. Bu 
ýagdaýda i  uly kuwwatlylyk 
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2.1.rktTP    we    ,
2.2.rktTP       )( .2..1. rkrk tt  

de likler adalatly bolanlarynda alynýar. Stýudent paýlany yny  nula 
görä simmetrikdigi sebäpli, );(. kt rk  sag we );(. kt rk  çep 

0.rkt  kritiki nokatlary tapmaklyk ýeterlikdir. Bu ýagdaýda 
ikitaraplaýyn kritiki köplük 

ktT rk ;.  
de sizligi  kömegi bilen gurulýar. 0H  esasy çaklamany  kabul 
ediýän köplügi bolsa );();;( .. ktkt rkrk  kesimdir. 

Saýlamany  maglumatlary boýunça kriterini  gözegçilik 
edilen bahasyny .gezogT  bilen belgiläliñ. Berlen  ähmiýetlilik 
derejesinde we 0:1 brH  bäsde  çaklamada br  ba  korrelýasiýa 
koeffisiýentini  nula de digi baradaky 0:0 brH  esasy çaklamany 
barlamak üçin ilki T kriterini  gözegçilik edilen 

2.
1

2

s

s
gezog

r

nrT  

bahasy tapylýar.  So ra berlen  ähmiýetlilik  derejesi,  k= n-2 
erkinlik derejelerini  sany we Stýudent paýlany yny  kritiki 
nokatlaryny  tablisasy boýunça(4-nji Go maça ) ikitaraplaýyn 
kritiki köplük üçin );(. kt rk  kritiki nokat tapylýar. Eger 

ktT rk ;.  bolsa, onda 0H  esasy çaklamany inkär etmäge esas 

ýokdyr. Eger ktT rk ;.  bolsa, onda 0H esasy çaklama inkär 
edilýär. 

4.   Pirsony  kriterisi. 

Goý, ba  toplum paýlany  kanuny näbelli bolan  ny ana görä 
öwrenilýän bolsun. Bu näbelli paýlany  güman edilýän 
kanundygy baradaky çaklamany barlamak üçin ulanylýan kriterä 
ylala yk kriterisi diýilýär. Beýle kriterileri  biri hem i lis 
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matematigi K. Pirsony  ( Karl Pirson, 27.03.1857-27.04.1936) 2  
(hi-kwadrat) kriterisidir. Bu kriterini  hususu halda,  ny an normal 
kanun boýunça paýlanan diýlen guman etmede ulanyly yna garaly . 

Goý, ba  toplumdan n göwrümli saýlama geçirilip, 

ix  1x  2x  … mx  

in  1n  2n  … mn  

statistiki paýlany  alnan we /
in  nazary ýygylyklar hasaplanan 

bolsun. Berlen  ähmiýetlilik derejesinde  ny any  normal kanun 
boýunça paýlanandygy baradaky 0H esasy çaklamany barlamak üçin 
kriteri hökmünde  

          
m

i i

ii

n
nn

1
/

2/
2        ( 57 ) 

tötän ululykdan peýdalanylýar. Saýlamany  göwrümi artdygyça bu 
tötän ululygy  paýlany y ba  toplumy  haýsy kanun boýunça 
paýlanandygyna garamazdan k erkinlik derejeleri bolan we 

.0,

2
2

1
,0,0

1
22

2

xxe
k

x

xf
kx

k  

dykyzlyk funksiýaly 2   paýlany  kanunyna ýygnanýar, bu ýerde 

0

1 dyeyx yx  

gamma funksiýa. ol sebäpli ( 57 ) tötän ululyga 2  ylala yk 
kriterisi diýilýär. Erkinlik derejelerini  sany k= m-1-r de likden 
peýdalanyp tapylýar, bu ýerde m-dürli wariantalary  (ýa-da bölek 
interwallary ) sany, r-güman edilýän paýlany  kanunyny  
bahalandyrylýan parametrlerini  sany. Normal kanun üçin r=2 
(matematiki gara ma we orta kwadratik gy arma).Garalýan 
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ýagdaýda, 0H  esasy çaklama adalatly bolanda we berlen  
ähmiýetlilik derejesinde 

kP rk ;.
2  

de lik ýerine ýeter ýaly edip sagtaraplaýyn kritiki köplük gurulýar. 
2  ylala yk kriterisini  saýlamany  maglumatlary boýunça 

gözegçilik edilip tapylan bahasyny 2
.gezog  bilen belgiläli . 

eýlelikde,  ny any  normal kanun boýunça paýlanandygy 
baradaky  0H esasy çaklamany barlamak üçin ilki /

in  nazary 
ýygylyklary, so ra 2  kriterini  gözegçilik edilýän 

m

i i

ii
gezog n

nn
1

/

2/
2

.  

bahasy tapylýar. So ra berlen  ähmiýetlilik  derejesi,  k=m-3 
erkinlik derejesini  sany we 2  paýlany   kritiki nokatlaryny  
tablisasy (4-nji Go maça boýunça );(2

. krk  kritiki nokat tapylýar. 

Eger kkrgozeg ;2
.

2
. bolsa, onda 0H  esasy çaklamany inkär 

etmäge esas ýokdur. Eger kkrgozeg ;2
.

2
. bolsa, onda 0H  esasy 

çaklamany inkär edýärler. 
Bellik. ( 57 ) formulany 

n
n
nm

i i

i

1
/

2
2  

görnüsde hem ýazmak bolar. 
1-nji go undy 

2

2

2
1 x

ex     funksiýany  bahalaryny  tablisasy 

x 0 1 2 3 4 
0.0 0.3989 0.3989 0.3989 0.3988 0.3986 
0.1 0.3970 0.3965 0.3961 0.3956 0.3951 
0.2 0.3910 0.3902 0.3894 0.3885 0.3876 
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0.3 0.3814 0.3802 0.3790 0.3778 0.3765 
0.4 0.3683 0.3668 0.3653 0.3637 0.3621 
0.5 0.3521 0.3503 0.3485 0.3467 0.3448 
0.6 0.3332 0.3312 0.3292 0.3271 0.3251 
0.7 0.3123 0.3101 0.3079 0.3056 0.3034 
0.8 0.2897 0.2874 0.2850 0.2827 0.2803 
0.9 0.2661 0.2637 0.2613 0.2589 0.2565 
1 0.2420 0.2396 0.2371 0.2347 0.2323 

1.1 0.2179 0.2155 0.2131 0.2107 0.2083 
1.2 0.1942 0.1919 0.1895 0.1872 0.1849 
1.3 0.1714 0.1691 0.1669 0.1647 0.1626 
1.4 0.1497 0.1476 0.1456 0.1435 0.1415 
1.5 0.1295 0.1276 0.1257 0.1238 0.1219 
1.6 0.1109 0.1092 0.1074 0.1057 0.1040 
1.7 0.0940 0.0925 0.0909 0.0893 0.0878 
1.8 0.0790 0.0775 0.0761 0.0748 0.0734 
1.9 0.0656 0.0644 0.0632 0.0620 0.0608 
2 0.0540 0.0529 0.0519 0.0508 0.0498 

2.1 0.0440 0.0431 0.0422 0.0413 0.0404 
2.2 0.0355 0.0347 0.0339 0.0332 0.0325 
2.3 0.0283 0.0277 0.0270 0.0264 0.0258 
2.4 0.0224 0.0219 0.0213 0.0208 0.0203 
2.5 0.0175 0.0171 0.0167 0.0163 0.0158 
2.6 0.0136 0.0132 0.0129 0.0126 0.0122 
2.7 0.0104 0.0101 0.0099 0.0096 0.0093 
2.8 0.0079 0.0077 0.0075 0.0073 0.0071 
2.9 0.0060 0.0058 0.0056 0.0055 0.0053 
3 0.0044 0.0043 0.0042 0.0040 0.0039 

3.1 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 
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3.2 0.0024 0.0023 0.0022 0.0022 0.0021 
3.3 0.0017 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 
3.4 0.0012 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 
3.5 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 
3.6 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 
3.7 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 
3.8 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 
3.9 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 

 
x 5 6 7 8 9 

0.0 0.3984 0.3982 0.3980 0.3977 0.3973 
0.1 0.3945 0.3939 0.3932 0.3925 0.3918 
0.2 0.3867 0.3857 0.3847 0.3836 0.3825 
0.3 0.3752 0.3739 0.3725 0.3712 0.3697 
0.4 0.3605 0.3589 0.3572 0.3555 0.3538 
0.5 0.3429 0.3410 0.3391 0.3372 0.3352 
0.6 0.3230 0.3209 0.3187 0.3166 0.3144 
0.7 0.3011 0.2989 0.2966 0.2943 0.2920 
0.8 0.2780 0.2756 0.2732 0.2709 0.2685 
0.9 0.2541 0.2516 0.2492 0.2468 0.2444 
1 0.2299 0.2275 0.2251 0.2227 0.2203 

1.1 0.2059 0.2036 0.2012 0.1989 0.1965 
1.2 0.1826 0.1804 0.1781 0.1758 0.1736 
1.3 0.1604 0.1582 0.1561 0.1539 0.1518 
1.4 0.1394 0.1374 0.1354 0.1334 0.1315 
1.5 0.1200 0.1182 0.1163 0.1145 0.1127 
1.6 0.1023 0.1006 0.0989 0.0973 0.0957 
1.7 0.0863 0.0848 0.0833 0.0818 0.0804 
1.8 0.0721 0.0707 0.0694 0.0681 0.0669 
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1.9 0.0596 0.0584 0.0573 0.0562 0.0551 
2 0.0488 0.0478 0.0468 0.0459 0.0449 

2.1 0.0396 0.0387 0.0379 0.0371 0.0363 
2.2 0.0317 0.0310 0.0303 0.0297 0.0290 
2.3 0.0252 0.0246 0.0241 0.0235 0.0229 
2.4 0.0198 0.0194 0.0189 0.0184 0.0180 
2.5 0.0154 0.0151 0.0147 0.0143 0.0139 
2.6 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110 0.0107 
2.7 0.0091 0.0088 0.0086 0.0084 0.0081 
2.8 0.0069 0.0067 0.0065 0.0063 0.0061 
2.9 0.0051 0.0050 0.0048 0.0047 0.0046 
3 0.0038 0.0037 0.0036 0.0035 0.0034 

3.1 0.0028 0.0027 0.0026 0.0025 0.0025 
3.2 0.0020 0.0020 0.0019 0.0018 0.0018 
3.3 0.0015 0.0014 0.0014 0.0013 0.0013 
3.4 0.0010 0.0010 0.0010 0.0009 0.0009 
3.5 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0006 
3.6 0.0005 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 
3.7 0.0004 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 
3.8 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 
3.9 0.0002 0.0002 0.0002 0.0001 0.0001 

2-nji go undy  

dzex
x z

0

2

2

2
1     funksiýany  bahalaryny  tablisasy 

x (x) x (x) x (x) 
0.00 0.00000 1.25 0.78870 2.50 0.98755 
0.05 0.03988 1.30 0.80640 2.55 0.98922 
0.10 0.07968 1.35 0.82298 2.60 0.99068 
0.15 0.11924 1.40 0.83849 2.65 0.99195 
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0.20 0.15852 1.45 0.85294 2.70 0.99307 
0.25 0.19741 1.50 0.86639 2.75 0.99404 
0.30 0.23582 1.55 0.87886 2.80 0.99489 
0.35 0.27366 1.60 0.89040 2.85 0.99583 
0.40 0.31084 1.65 0.90106 2.90 0.99627 
0.45 0.34729 1.70 0.90067 2.95 0.99682 
0.50 0.38292 1.75 0.91988 3.00 0.99730 
0.55 0.41768 1.80 0.92814 3.10 0.99806 
0.60 0.45140 1.85 0.93569 3.20 0.99863 
0.65 0.48431 1.90 0.94257 3.30 0.99903 
0.70 0.51607 1.95 0.94882 3.40 0.99933 
0.75 0.54675 2.00 0.95450 3.50 0.99958 
0.80 0.57629 2.05 0.95964 3.60 0.99968 
0.85 0.60468 2.10 0.96427 3.70 0.99978 
0.90 0.63188 2.15 0.96844 3.80 0.99986 
0.95 0.65789 2.20 0.97219 3.90 0.99990 
1.00 0.68269 2.25 0.97555 4.00 0.99994 
1.05 0.70628 2.30 0.97855 4.10 0.99996 
1.10 0.72867 2.35 0.98123 4.20 0.99997 
1.15 0.74985 2.40 0.98360 4.30 0.99998 
1.20 0.76986 2.45 0.98521 4.40 0.99999 

3-nji g undy  
),( ntt  bahalary  tablisasy 

 

n  
 

n  
 

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999 
5 
6 
7 
8 

2,78 
2,57 
2,45 
2,37 

4,60 
4,03 
3,71 
3,50 

8,61 
6,86 
5,96 
5,41 

20 
25 
30 
35 

2,093 
2,064 
2,045 
2,032 

2,861 
2,797 
2,756 
2,720 

3,883 
3,754 
3,659 
3,600 
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9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

2,31 
2,26 
2,23 
2,20 
2,18 
2,16 
2,15 
2,13 
2,12 
2,11 
2,10 

3,36 
3,25 
3,17 
3,11 
3,06 
3,01 
2,98 
2,95 
2,92 
2,90 
2,88 

5,04 
4,78 
4,59 
4,44 
4,32 
4,22 
4,14 
4,07 
4,02 
3,97 
3,92 

40 
45 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
120 

 

2,023 
2,016 
2,009 
2,001 
1,996 
1,001 
1,987 
1,984 
1,980 
1,960 

2,708 
2,692 
2,679 
2,662 
2,649 
2,640 
2,633 
2,627 
2,617 
2,576 

3,558 
3,527 
3,502 
3,464 
3,439 
3,418 
3,403 
39,2 
3,374 
3,291 

 
4-nji go undy 

 nqq , bahalary  tablisasy 

n  
 

n  
 

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

1,37 
1,09 
0,92 
0,80 
0,71 
0,65 
0,59 
0,55 
0,52 
0,48 
0,46 
0,44 
0,42 
0,40 
0,39 

2,67 
2,01 
1,62 
1,38 
1,20 
1,08 
0,98 
0,90 
0,83 
0,78 
0,73 
0,70 
0,66 
0,63 
0,60 

5,64 
3,88 
2,98 
2,42 
2,06 
1,80 
1,60 
1,45 
1,33 
1,23 
1,15 
1,07 
1,01 
0,96 
0,92 

20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
60 
70 
80 
90 

100 
150 
200 
250 

0,37 
0,32 
0,28 
0,26 
0,24 
0,22 
0,21 

0,188 
0,174 
0,161 
0,151 
0,143 
0,115 
0,099 
0,089 

0,58 
0,49 
0,43 
0,38 
0,35 
0,32 
0,30 
0,269 
0,245 
0,226 
0,211 
0,198 
0,160 
0,136 
0,120 

0,88 
0,73 
0,63 
0,56 
0,50 
0,46 
0,43 
0,38 
0,34 
0,31 
0,29 
0,27 

0,211 
0,185 
0,162 
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M  A  Z  M  U  N  Y 

 
 II bap. MATEMATIKI  ANALIZ (dowamy) 

 
II.7.  KÖP ÜÝTGEÝÄNLI  FUNKSIÝALAR 

§ 7.1.  Köp üýtgeýänli funksiýa dü ünjesi 
§ 7. 2. Köp üýtgeýänli funksiýany  predeli we üznüksizligi 
§ 7. 3. Köp üýtgeýänli funksiýany  hysysy önümleri 
§ 7. 4. Köp üýtgeýänli funksiýany  doly differensialy 
§ 7. 5. Çyl yrymly we anyk däl funksiýalary  

Differensirlenmegi 
§ 7. 6. Üste geçirilen galta ma tekizlik we normal 
§ 7. 7. Ugur boýunça önüm we  gradiýent    
§ 7. 8. Köp üýtgeýänli funksiýany  Teýlor formulasy 
§ 7. 9. Köp üýtgeýänli funksiýany  ekstremumy 
§ 7. 10. ertli ekstremum dü ünjesi 

       § 7. 11. Tekizlikde çyzyklar ma galasy 
       § 7. 12. Empirik formulalar 

G ö n ü k m e l e r 
II. 8.  GAT INTEGRALLAR 

§ 8. 1. Ikigat integrallary  kesgitleni i we häsiýetleri 
§ 8. 2. Ikigat integrallary  hasaplanyly y 
§ 8. 3. Ikigat integralda üýgeýänleri çal yrmak 
§ 8. 4. Ikigat integrallary  ulanyly y 
§ 8. 5. Üçgat integrallar 
§ 8. 6. Üçgat integrallarda üýtgeýänleri çal yrmak 
§ 8. 7. Üçgat integrallary  ulanyly y 

G ö n ü k m e l e r  
II. 9.  EGRIÇYZYKLY  INTEGRALLAR 

§ 9. 1. Egriçyzykly integral dü ünjesine getirýän meseleler 
§ 9. 2. Egriçyzykly integraly  birinji görnü i 
§ 9. 3. Egriçyzykly integraly  ikinji görnü i 
§ 9. 4. Egriçyzykly integrallary  ulanyly y 
§ 9. 5. Grini   formulasy we onu  ulanyly y 
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G ö n ü k m e l e r 
II. 10.  ÜST  INTEGRALLARY 

§ 10. 1. Üst  integrallary dü ünjesine getirýän meseleler 
§ 10. 2. Üst  integrallaryny  birinji görnü i 
§ 10. 3. Üst  integrallaryny  ikinji görnü i 
§ 10. 4. Üst  integrallary  ulanyly y 
§ 10. 5. Stoksy  formulasy 
§ 10. 6. Ostrogradskini  formulasy we onu  ulanyly y 

§ 10. 7. Wektor meýdanyny  akymy, diwergensiýasy, 
sirkulýasiýasy, rotory. Ostrogradskini  we Stoksy                      

formulalaryny  wektor görnü leri 
§ 10. 8. Gamilton operatory we onu  ulanyly y.                     

Potensial we solenoidal meýdany 
§ 10. 9. Funksiýany  doly differesiallygy 

G ö n ü k m e l e r 
II. 11. SAN HATARLARY 

§ 11.1. Hatary  ýygnanmagy we dargamagy  
§ 11. 2. Agzalary  otrisatel  däl hatarlar 
§ 11. 3. Agzalaryny   alamatlary üýtgeýän  hatarlar 

G ö n ü k m e l e r 
II. 12. FUNKSIONAL YZYGIDERLIKLER WE HATARLAR 

§ 12.1.  Funksional yzygiderligi  we  hatary  ýygnanmagy 
§ 12.2.  Funksional yzygiderligi  we hatary  de ölçegli                     

ýygnanmagy 
§ 12.3.  De ölçegli ýygnanýan  funksional  hatarlary                     

häsiýetleri 
§ 12.4. Derejeli hatarlar 
§ 12.5. Teýlory   hatary we onu  ulanyly y 
§ 12.6. Agzalary  kompleks bolan  hatarlar 
§ 12.7. Furýeni   hatarlary 
§ 12.8. Ortogonal  sistema boýunça  furýeni   hatary 
§ 12.9. Furýeni  hataryny  kompleks görnü i 

G ö n ü k m e l e r 
III bap. DIFFERENSIAL DEÑLEMELER 
III. 1. Birinji tertipli differensial deñlemeler 
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§ 1.1. Differensial deñlemeler barada esasy dü ünjeler 
§ 1.2. Birinji tertipli differensial deñlemeler. Üýteýänleri aýyl-

saýyl edilýän deñlemeler 
§ 1.3. Birinji tertipli birjynsly deñlemeler 
§ 1.4. Birinji tertipli çyzykly differensial deñlemeler 
§ 1.5 .Doly differensially deñlemeler 

III. 2. Ýokary tertipli differensial deñlemeler. 
§ 2.1. Käbir n-nji tertipli integrirlenýän differensial 

deñlemeleriñ görnü leri. Tertibini peseldip bolýan deñlemeler 
§ 2.2.  n-nji tertipli differensial deñlemeler 
§ 2.3.  n-nji tertipli hemi elik kosffisiýentli birjynsly çyzykly 

deñlemeler 
§ 2.4.  n-nji tertipli birjynsly däl de lemeler 
§ 2 5.  n-nji tertipli birjynsly däl hemi elik koeffisi entli 

çyzykly de lemeler 
§ 2. 6.  n-nji tertipli çyzykly defferensial deñleme. Lagranžy  

usuly 
G ö n ü k m e l e r 

III.3.  MATEMATIKI FIZIKANY  ESASY DE LEMELERI 
§ 3.1.  Hususy önümli differensial de lemeler 
§ 3.2. Hususy önümli ikinji tertipli çyzykly differensial                         

de lemeleri  klassifikasi asy 
§ 3.3. Çyzykly hususy önümli differensial de lemelerde                       

täze ü tge än ululyklary girizmek bilen özgertmek. 
§ 3.4. Giperbolik tipli de lemeleri kanonik görnü e getirmek 
§ 3.5. Parabolik tipli de lemeleri kanonik görnü e getirmek. 
§ 3.6. Elliptik tipli de lemeleri kanonik görnü e getirmek. 
§ 3.7. Kir  yrgyldylaryny  de lemesini getirip çykarmak 
§ 3.8. Ba langyç we gyra ertler. Ko ini  meselesi 
§ 3.9. Kir  erkin yrgyldysyny  de lemesini  çözüwi. 

(Dalamberi  çözüwi) 
§ 3.10. Ko ini  meselesi 
§ 3.11. Kir   de lemesini Fur eni  usuly bilen çözmek 
§ 3.12. ylylyk geçirijilik de lemesi 
§ 3.13. ylylyk geçirijiligi  de lemesi üçin Fur eni  usuly 
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§ 3.14. ylylyk geçirijilik de leme üçin birinji                         
gyra meseläni  çözüwi 

§ 3.15.  Diffuzi any   de lemesi 
§ 3.16. Laplas de lemesine getir än meseleler 
§ 3.17. Iki ölçegli Laplas de lemesi üçin Dirihle meselesi 

G ö n ü k m e l e r 
 IV bap.  ÄHTIMALLYKLAR NAZARYÝETI WE  
                MATEMATIKI STATISTIKA 
IV.1. Ahtimallyklar nazaryýetini  esaslary 

§ 1.1  Ahtimallyk gi ligi 
§ 1.2. Kombinatorikanyñ elementleri  
§ 1.3. Ahtimallygy  klassyky, statistiki we geometrik                     

kesgitlemeleri 
§ 1.4. Ähtimallyklary go mak we köpeltmek teoremalary.Iñ 

bolmanda bir wakanyñ ýüze çykmagynyñ ähtimallygy 
§ 1.5. Doly ähtimallygy  we Baýesi  formulalary 
§1.6. Bagly däl synaglar yzygyderligi 
§ 1.7. Tötän ululyklar we olary  paýlany lary 
§ 1.8.  Tötän ululyklary  san häsiýetlendirijileri 
§ 1.9.  Köpölçegli tötän ululyklar 
§ 1.10. Uly sanlar kanuny 
§ 1.11.  Merkezi predel teorema barada dü ünje 

Gönükmeler 
IV. 2.  MATEMATIKI STATISTIKANY  ELEMENTLERI 

§ 2.1. Tötän saýlama we onu  paýlany  kanuny 
§ 2.2. Paýlany  näbelli parametrlerini  statistiki                      

bahalary 
§ 2.3.  Empirik paýlany  normal paýlany dan gy armasyny  

bahalandyryly y 
§ 2.4.  Korrelýasiýa nazaryýetini  esasy dü ünjeleri 
§ 2.5.  Statistiki çaklamalar we kriteriler 

Gönükmeler 
EDEBIÝAT 

 




