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I. 2.  BIRINJI  WE IKINJI TERTIPLI  ALGEBRAIK  ÇYZYKLAR 
§ 2.1. Tekizlikde göni çyzyklar 

 
     1. Göni çyzyklary  dürli görnü leri. Tekislikde gönüburçly dekart 
koordinatalar sistemasyna görä göni çyzyklary dürli usullar boýunça berip 
bolar. a baglylykda olar dürli görnü däki de lemeler arkaly a ladylýar. 
Gönüburçly dekart koordinatalar sistemasyny   Oy  okuna parallel bolan we  
onu   Ox  okuny   0,aA   nokatda kesýän göni çyzyga seredelei  (1-nji 
surat). Ol göni çyzygy  de lemesi  

ax                           (1) 
görnü däki de lemedir.Hakykatdan-da,ol göni 
çyzygy  islendik  yxM ,   nokadyny   x  
koordinatasy (1) de lemäni kanagatlandyrýar 
we ol göni çyzykda ýatmaýan hiç bir nokady  
x    koordinatasy ony kanagatlandyrmaýar. 
Eger  0a   bolsa, onda göni çyzyk  Oy  oky 
bilen gabat gelýär we onu  de lemesi   

0x                            (2) 
bolar. 
     Orta mekdebi  matematikasyndan belli bol y ýaly  Oy   okuny kesýän 
göni çyzygy  de lemesi 

bkxy                                               (3) 
görnü dedir, bu ýerde  tgk   onu  burç koeffisiýenti bolup, - göni 
çyzyk bilen  Ox  okuny  arasyndaky burçdyr, OBb  bolsa göni çyzygy   
Oy    okunda kesip alýan ugrukdurulan  OB   kesimini  ululygydyr. (3) 
de lemä göni çyzygy  burç koeffisiýentli de lemesi diýilýär. Eger göni 
çyzyk  Ox   okuna parallel bolsa, ýagny  0,0 k , onda (3) de leme 

by  
görnüsi alar. Ox  okuny  ähli nokatlaryny   y   koordinatasy  nola de dir. 

a görä-de  Ox  okuny  de lemesi 
0y  

bolar. (3) göni çyzygy  burç koeffisiýentini ol göni çyzykda ýatýan iki 
dürli  2211 ,,, yxMyxB   nokatlary   koordinatalary   arkaly  a latmak 
bolar. (3)  göni  çyzykda    ýatýandygy   üçin   olary     koordinatalary   ol 
 

1-nji surat 

y 

x O 
A 

M 
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 Okuw  kitabyna  analitik  geometriýa,  ýokary  algebra,     
             wematematiki analizi  bölümleri (analizi    ba langyjy  
             we bir üýtgeýänli  funksiýany  differensial we integral  
             hasabyýeti), birinji we ýokary  tertipli ady   differensial  
             de lemeler, ähtimallyklar nazaryýetini  we matematiki  
             statistikany      elementleri    girizildi.   Her    bölümde 
             nazaryýeti berkitmek maksady bilen çözülip görkezilen  
             mysallar getirilýär. 
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   16.Depeleri 10,4,8,6,2,4 CBA  nokatlarda bolan üçburçlugy  
medianalaryny  esaslaryny tapmaly. 
   17. Bir ujy   5,4A   nokatda bolan  [AB]    kesimi  ortasy  7,3C   
nokatda ýerle ýär. Kesimi  beýleki ujyny tapmaly. 
   18. Berlen  2,1A   we  4,1B   nokatlar  boýunça  [AB]    kesimi  A  
nokatdan ba lap  1:2  gatna ykda bölýän  C   nokady tapmaly. 
   19. [AB]   kesim   A   nokatdan ba lap  1,4C    nokat bilen 1:4  
gatna ykda  bölünen. A  nokady  koordinatalaryny tapmaly.  
   20. ABC   üçburçluklary  meýdanlaryny tapmaly: 
1) 8,4,2,6,2,2 CBA ;  2) 2,6,8,4,5,1 CBA . 
   21. Üçburçlugy  5,3A ,  2,6B   depeleri berlen. ABC  üçburçlugy  
meýdany   15-e  de  bolar ýaly  Oy   okunda  C  nokady tapmaly. 
 

J o g a p l a r  
 

     1.  1)   3;   2)  7 ;   3)  14;  4) 5  .   2. 1)   5;   2)  13;   3)  6;  4)   5. 
3. 1) 3 ; 2) 1 : 3) 8A A A . 5. 3,3,5,2,4,3)1 111 CBA . 

6. 1 1 11) 1, 2 , 3, 2 , 4, 7A B C . 8. 1, 3 , 0, 6 , 5, 0A B C . 

9. 4,2,0,3,2,2,43,2 DCBA .  10.  1)  5;   2)  27 ;  
3) 29 ;  4)  5;  5) 10. 11.  32. 12. 31,31,31,31 21 CC . 
13. 332 .  14. 20.  15.  1)  (4,  1);  2)  0,4  ;   3) 3,3  . 16.  1)  
(1,   5);   2)   (0,   -4);   3)   (5,   -1).  17.  9,10B .  18.  38,31C .  
19. 0,3A .  20.  1) 24;   2)  18.  21.  22,0,2,0 21 CC . 
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G ö n ü k m el e r 
 

     1. Ugrukdyrylan AB   kesimi  ululyklaryny tapmaly: 
     ;5,2)1 BA   ;4,3)2 BA   ;8,6)3 BA  7,2)4 BA  
     2. Ugrukdyrylan AB   kesimi  uzynlyklaryny tapmaly: 

;8,3)1 BA   ;9,4)2 BA   ;1,5)3 BA  8,3)4 BA . 
     3. Belli bolan 5,2)1 ABB ; 2,3)2 BAB  3,5)3 BAB  
boýunça koordinatalar okunda  A  nokady  koordinatalaryny tapmaly. 
     4. Gönüburçly dekart koordinatalarynda nokatlary gurmaly: 
     0,51,0,2,1,5,3,3,2,4,1 FEDCBA . 
     5. Ox  okuna görä 3,3,5,2,4,3 CBA nokatlara simmetrik 
nokatlary tapmaly. 
     6. Koordinatalar ba langyjyna göra  7,4,2,3,2,1 CBA  
nokatlara simmetrik nokatlary tapmaly. 
     7. Polýar koordinatalarynda  43,4,4,1,4,3 CBA , 

43,2D  nokatlary gurmaly. 
     8. Polýar koordinatalarynda berlen ,5,2,6,3,2 CBA  
nokatlary  gönüburçly dekart koordinatalaryny tapmaly. 
     9. Dekart koordinatalarynda berlen  1,1,0,3,2,0,1,1 DCBA  
nokatlary  polýar koordinatalaryny tapmaly. 
   10. Berlen 8,6,4,3,0,0,3,4 DCBA   nokatlar boýunça 
1)  A   we  B;   2)  A   we  C;   3)  A   we   D;   4)  B  we   C;  5)  B  we  D  
nokatlary  arasyndaky uzaklyklary hasaplamaly. 
   11. Iki çatyk depeleri 2,9,6,5 BA   nokatlarda bolan kwadraty  
meýdanyny hasaplamaly. 
   12. 0,2,2,0 BA   depeleri  berlen de taraply  ABC   üçburçlugy   C  
depesini  koordinatalaryny tapmaly. 
   13. 3,5,5,3 BA   depeleri berlen de taraply  ABC   üçburçlugy   
meýdanyny hasaplamaly. 
   14. 9,5,6,1,1,1 CBA depeleri berlen  ABCD  rombu  meýdanyny 
hasaplamaly. 
   15. AB   kesimi  ortasyny  koordinatalaryny tapmaly:  1)  ,7,3A  

9,5B ;   1,3,1,5)2 BA  ; 12,8,6,2)3 BA . 
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S  Ö  Z  B  A    Y 
 

     Matematikany  usullaryny  durmu da du  gelýän köp amaly meseleleri 
çözmekde gi den ulanylmagy, tebigy ylymlary  ugurlaryndan, ol sanda  
ekologiýa boýunça hünär alýan talyplardan ýokary matematikany  o at 
bilmeklerini we onu  usullaryny ele alyp,  tebigy ylymlarda du  gelýän 
dürli görnü däki meseleleri çozmeklikde ulanmaklygy ba armagyny talap 
edýär.  
      Bu okuw kitaby uniwersiteti  ekologiýa hünärini alýan talyplaryna  
niýetlenip ýazyldy. O a analitik geometriýany  göni çyzykda koordinatalar, 
tekizlikde koordinatalar sistemasy, tekizlikde birinji we ikinji tertipli 
algebraik çyzyklar bölümleri; ýokary algebrany  kesgitleýjiler we olary  
kömegi bilen çyzykly de lemeler sistemasyny  çözüli i, matrisalar, olary  
häsiýetleri we olar bilen geçirilýän amallar, wektor algebrasy bölümleri; 
kompleks sanlar dü ünjesi we olar bilen geçirilýän amallar; matematiki 
analizi  funksiýa, funksiýany  predeli we üznüksizligi, funksiýany  önümi 
we differensialy we olary  ulanyly yny görkezýän bölümler, eýle hem 
kesgitsz we kesgitli integrallar, olary  ulanyly lary hem-de hususy däl 
integrallary  bölümleri; birinji   we    ýokary tertipli ady differensial   
de lemeler, ähtimallyklar nazaryýetini  we matematiki tatistikany  
elementleri girizildi.  
    Her bölümde nazaryýeti berkitmek maksady bilen bölümde beýan edilen 
dü ünjeleri  ulanyly yny görkezýän mysallar getirilýär we olary  
çözüli leri görkezilýär. eýle hem her bölümi  ahyrynda talyplar bilen 
amaly sapaklar geçilende we özba dak i lerde ulanar ýaly köpsanly 
mysallar  getirilýär. 
     Kitapda ýygy-ýygydan du  gelýän  “bar bolup”(“tapylyp”) sözlerini  
ýerine barlygy a ladýan   belgi, “islendik” (“her bir”) sözlerini  ýerine 
bolsa umumylygy a ladýan    belgi   ulanylýar.   BA  ýazgy    A 
sözlemden    B    sözlemi  gelip çykýandygyny a ladýar. Eger-de, onu  
üstesine  B  sözlemden    A  sözlem hem gelip çykýan bolsa, onda ol    

BA  ýazgyda a ladylýar. Mysal üçin,  mPBx ,,0  
gysgaça  ýazgylar   “islendik    uludyr  nol ”,   “islendik  x  degi li   B  ”,  
  “P  degi li   m   tapylyp” diýlip okalýar. Teoremany  subudyny , mysaly  
çözüli ini  ba langyjyny we ahyryny görkezmek üçin     we     belgiler 
ulanylýar. 
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I bap. ANALITIK  GEOMETRIÝA 
          WE  OKARY  ALGEBRA 

 
I.1.  TEKIZLIKDE  ANALITIK  GEOMETRIÝA 

§ 1.1. Göni çyzykda koordinatalar 
 
1. Ugrukdyrylan kesim. Käbir göni çýzyk alaly  we onu  kesgitleýän 

iki ugurlaryny  birini saýlap, ony položitel ugur, beýlekisini otrisatel ugur 
hasap edeli . Položitel ugry kesgitlenen göni çyzyga ok diýilýär. Onu  
islendik kesimini  uzynlygyny ölçemek üçin ol okda uzynlyk birligini, 
ýagny mas tab alaly . Uçlary  A   we  B   nokatlar bolan kesime seredeli . 
Eger   A  we  B   nokatlary  haýsysyny  ol kesimi  ba langyjy, haýsyny  
ahyrydygy görkezilen bolsa, onda o a ugrukdyrylan kesim diýilýär. 
Kesimi  ugry diýlip ba langyçdan ahyra tarap bolan ugur hasap edilýär. 
Ba langyjy  A   we  ahyry   B  nokat bolan ugrukdyrylan kesim   AB   bilen, 

onu  uzynlygy bolsa  AB  ýa-da  AB   bilen  belgilenýär. Dürli bolan iki  

A    we   B    nokatlar iki sany  AB   we   BA   ugrukdyrylan kesimleri 
kesgitleýär. Eger  A  we  B   nokatlar gabat gelýän bolsa, onda AA   kesime 
nol kesim diýilýär. Ugry oku  položitel ugry bilen gabat glende go mak 
alamaty bilen, otrisatel ugry bilen gabat gelende  aýyrmak alamaty bilen 
alynýan ugrukdyrylan  AB  kesimi  uzynlygyna ol kesimi  ululygy 
diýilýär we  AB  bilen belgilenýär, unlukda   BAAB   de lik dogrudyr. 
Bu kesgitlemäni  esasynda okda islendik ýagdaýda  ýerle ýän dürli   A,   B   
we    C    nokatlary    ugrukdyrylan  AB ,    BC ,   AC   kesimlerini  
ululyklary üçin 

ACBCAB                                    (1) 
de lik ýerine ýetýär. 

2. Koordinatalar oky. Käbir  x   göni çyzykda   O   we   B   nokatlary 
belläli  (1-nji surat) we  olara degi lilikde koordinatalary  ba langyç we 
birlik nokatlary diýeli .  

Göni çyzykda OB   kesim bilen ugurda  položitel ugry saýlap alaly . 
Položitel ugry, hasap ba langyjy we uzynlygy ölçemek üçin mas tab 

birligi kesgitlenen  Ox   göni çyzyga koordinatalar oky diýilýär. ol oku  
erkin  M  nokady üçin (1-nji surat)  ugrukdyrylan OM   kesimi  ululygyna   
M   nokady  koordinatasy diýilýär. Eger ol nokady  koordinatasy   x 
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hökmünde  töweregi   erkin  yxBB ,   nokady üçin  OB   kesimi    Ox  
oky bilen emele getirýan burçuny almak bolar. Bu halda berlen töweregi  

parametrik de lemeleri 
20sin,cos ttRytRx    (19)                  

görnü de bolar. Olardan  t   parametri ýoklap 
(olary kwadrata göterip we go up), töweregi  
(15) de lemesini alarys. 
    Indi bolsa R  radiusly töweregi  göni çyzyk 
boýunça togalananda onu  käbir bellenen 
nokadyny  çyzýan çyzygyna garaly . O a 
sikloid diýilýär. Göni çyzygy gönüburçly 
dekart koordinatalar sistemasyny   Ox    oky 
hökmünde alaly  (12-nji surat). Goý, bellenen  

nokat töweregi  ba langyç ýagdaýynda koordinatalar ba lagyjynda bolsun  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
we töwerek  t  ( MCN)  burç öwrülenden so  ol yxMM ,  nokada 
barsyn.Onda suratdan görnü i ýaly 

,,, RCKCMCNCKMPyPKOKOPx  
tRCNtRMNPKRtMKOK cos,sin, . onu  üçin hem  

tRRytRRtx cos,sin  ýa-da 
tRyttRx cos1,sin                          (20) 

bolar. Bu de lemelere sikloidi  parametrik de lemeleri diýilýär. 
 
 
 
 

11-nji surat 

y 

x O 

B 

O 

12-nji surat 

y 

x O P K 

C 
N 

M 
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üçin onu  koordinatasy (16) de lemeleri  birnji de lemesini hem, ikinji  
de lemesini hem kanagatlandyrýar, ýagny 

0,
,0,

yxG
yxF

                                           (!7) 

de lemeler sistemasyny kanagatlandyrýar.Tersine, eger-de käbir oo yxK ,  
nokady    oo yx ,   koordinatalary  (16)  çyzyklary  birinjisinde hem, 
ikinjisinde hem ýatýan bolsa, onda ol nokat olary  kesi me nokadydyr. 
     eýlelikde, çyzyklary  kesi me nokatlaryny tapmak üçin olary  
de lemelerini  sistemasyny çözmek zerurdyr. unlukda, hakyky kökleri  
sany olary  kesi me nokatlaryny  sanyna de dir. Eger (17) sistemany  
hakyky kökleri ýok bolsa, onda (16) çyzyklar kesi ýän däldir. 
      8-nji mysal.  21,1 2222 yxyx   çyzyklary  kesi me 
nokatlaryny tapmaly (10-njy surat).. 
  Kesi me nokatlary tapmak üçin 

21

,1
22

22

yx

yx
 

sistemany çözeli . Ikinji de lemeden 
birinjini aýryp alarys:  0,02 yy . 
Birinji de lemede  0y  goýup,  

1,1 21 xx  alarys. eýlelikde, 
çyzyklar 0,1,0,1 BA nokatlarda 
kesi ýärler.   
     3. Çyzygy  parametrik de lemeleri. Goý, tekizligi  gönüburçly dekart 
koordinatalarynda käbir çyzyk berlen bolsun. Käbir hallarda onu  erkin  
nokadyny  yx,  koordinatalaryny (parametr atlandyrylýän) üçünji t   
ululyk arkaly a ladyp bolýar:  

tytx , .                                     (18) 
Eger  t   parametr käbir (tükenikli ýa-da tükeniksiz) aralykda üýtgände (18) 
formuladan berlen çyzygy  islendik nokadyny  koordinatalary alynýan 
bolup, çyzykda ýatmaýan hiç bir nokady  koordinatalary alynmaýan bolsa, 
onda (18) de lemelere çyzygy  parametrik de lemeleri diýilýär. 
     Mysal üçin, eger tekizlikde merkezi koordinatalar ba langyjynda we 
radiusy R  de  bolan töwerek berlen bolsa (11-nji surat), onda   t  parametr  

y 

x 
O 

-1 1 

1 

10-njy surat 
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                                            O         B        M 
                                                                                x 
                                                     1-nji surat 

 
bolsa, onda kesgitleme boýunça    

OMx                                               (2) 
bolar. unlukda,  xM   ýazgy  x-i   M  nokady  koordinatasydygyny 

ladýar. 
     eýlelikde, eger koordinatalar okuny  nokady berlen bolsa, onda ol 
nokady  koordinatasy bolan sany görkezmek bolar, eýle hem berlen san 
üçin koordinatalar okunda ol san koordinatasy bolan ýeke-täk bir nokady 
gurmak bolar. Diýmek, koordinatalar okuny  nokatlary bilen hakyky 
sanlary  köplügini  arasynda özara birbahaly degi lilik gurnalandyr. a 
görä hakyky sanlary  köplügine san oky we her bir hakyky sana san 
okuny  nokady hem diýilýär. 
     Ugrukdyrylan kesimi  ululygyny we onu  uzynlygyny ol kesimi  
ba langyjyny  we ahyryny  koordinatalary arkaly a latmak bolar.  
     Eger oku   2211 , xMxM   iki nokady berlen bolsa, onda 
ugrukdyrylan 21MM  kesimi  ululygy we onu  uzynlygy degi lilikde 

12211221 ; xxMMxxMM                  (3) 
formulalar boýunça a ladylýär.  
     Hakykatdan-da,  koordinatalar okuny   21,, MMO   nokatlary üçin (1) 
formula esasynda 

2211 OMMMOM  
de ligi we (2) formula esasynda    2211 , OMxOMx  de likleri ýazmak 
bolar. Olardan bolsa 121221 xxOMOMMM  de lik gelip çykýar. 
Ugrukdyrylan 21MM  kesimi  uzynlygyny  onu  ululygyny  absolýut 
ululygyna de ligi üçin 1221 xxMM   bolar. 
      1M   we   2M  nokatlary  arasyndaky uzaklyk  21 , MM   bilen hem 
belgilenýär. onu  üçin (3) formulalary  ikinjisi 

1221 , xxMM  
görnü de ýazylýar. 1221 xxxx   de ligi  esasynda koordinatalar 
okuny  iki nokadyny  arasyndaky uzaklygy tapmaklyk (3) formula 
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esasynda olary  koordinatalaryny  birinden beýlekisini aýryp, tapawudy  
modulyny almaklygy a ladýar. 
     1-nji mysal.   Berlen  7,2 21 MM   nokatlary  arasyndaky 
uzaklygy we  ugrukdyrylan  21MM   kesimi  ululygyny tapmaly. 
       7,2 21 xx  üçin (3) formulany ulanyp taparys: 

927,9927, 2121 MMMM .  
 

§ 1.2. Tekizlikde   koordinatalar sistemasy 
 

    1.Gönüburçly dekart koordinatalar sistemasy. Umumy  O  ba langyjy 
we birme ze  mas tab birligi bolan özara perpendikulýar  Ox    we   Oy  
oklar tekizlikde gönüburçly dekart koordinatalar sistemasyny emele 

getirýär. Sol sistemadaky   
Ox    oka absissa oky  we   
Oy    oka ordinata oky 
diýilýär. Ol oklary  
kesi me nokadyna 
koordinatalar ba langyjy, 
olary  ýerle ýän 
tekizligine koordinatalar 
tekizligi diýilýär we  Oxy  
bilen belgilenýär.Goý, 
seredilýän tekizlikde erkin   
M    nokat berlen bolsun. 

ol nokatdan Ox   we   Oy  
oklaryna degi lilikde   MA    we   MB perpendikulýarlary geçireli  (2-nji 
surat). unlukda, perpendikulýarlary  oklar bilen kesi meginden alnan 
ugrukdyrylan   OA   we   OB  kesimleri   OA   we    OB   ululyklaryna  
degi lilikde  M    nokady  gönüburçly  x  we  y koordinatalary diýilýär, 
ýagny  OByOAx , . M    nokady    x  we  y koordinatalaryna 
degi lilikde ol nokady  absissasy we ordinatasy diýilýär. M    nokady  
koordinatalaryny   x   we   y  bolýandygy  yxM ,   ýazgyda a ladylýar. 

unlukda, ýaýy  içinde ilki onu  absissasy, ikinji ordinatasy görkezilýär. 
Absissa okunda ýerle ýän nokatlar üçin   0y   we ordinata okunda 
ýerle ýän nokatlar üçin  0x , koordinatalar ba langyjy üçin bolsa 

0,0 yx  0,0 yx  

0,0 yx  0,0 yx  

IV III 

II I 

y 

O x 

B 

A 

M 

2-nji surat 
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merkezi koordinatalar ba langyjynda we radiusy bä e de  bolan töweregi  
kesgitleýär. Käbir  de leme bilen  kesgitlenýän köplük bir nokady (mysal 
üçin, 022 yx  de leme di e bir 0,0  nokady), käbir de leme bolsa 
bo  köplügi kesgitleýär (mysal üçin, 0122 yx  de leme, çünki 
tekizligi  hiç bir nokady ol de lemäni kanagatlandyrmaýar). Çyzygy  
de lemesini  kesgitlemesi esasynda berlen nokady   çyzykda ýatýanlygy 

sat görkezilýär. Eger nokady  koordinatalary de lemede goýulanda san 
de lik (toždestwo) alynsa, onda nokat  çyzykda ýatýar, eger-de toždestwo 
alynmasa, onda nokat  çyzykda ýatmaýar. 
    7-nji mysal. Merkezi  baM ,   nokatda we radiusy  R  bolan töweregi  
de lemesini düzmeli. 
     Goý,   yxBB ,    töweregi  erkin 
nokady bolsun (9-njy surat). Belli bol y 
ýaly töweregi  – tekizligi  bir nokatdan 
(merkezden) de  da lykda bolan 
nokatlaryny  köplügi bolýandygy 
esasynda we onu  islendik nokadyny  
merkezden uzaklygyny    R   sana  de ligi 
üçin iki nokady  arasyndaky uzaklygy  
formulasyny ulanyp, 

RbyaxBM 22,  
de ligi alarys. Ondan bolsa gözlenýän töweregi  de lemrsini alarys: 

222 Rbyax .                                (14) 
     Bu töweregi  islendik nokadyny  koordinatalary ol töweregi  
de lemesini kanagatlandyrýar. Eger yxN ,   nokat ol towerekde 
ýatmaýan bolsa, onda   RNM ,   ýa-da   RNM ,   bolar  we  
onu  üçin onu  koordinatalary (14) de lemäni kanagatlandyrmaýar. (14) 

de lemeden  0ba   bolanda alynýan 
222 Ryx                                          (15) 

de lemä töweregi  kanonik de lemesi diýilýär. 
     2. Çyzyklary  kesi mesi. Goý, iki  çyzyk  

0,,0, yxGyxF                                 (16) 
de lemeler arkaly berlen bolsun. Olary  kesi me nokadyny tapaly . Olary  
kesi me nokady birinji  çyzyga hem, ikinji  çyzyga hem degi lidir,    onu  

9-njy surat 

x O 

b 

y 

a 

B 

M M M 
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1313323221212
1 yyxxyyxxyyxxS  

formulany alarys. Ondan bolsa 
ýönekeý ögertmeler esasynda (12) 
formula gelip çykýar.Üçburçlugy  
islendik ba gaça ýerle i üçin hem 
(12) formula onu  ýaly subut 
edilýär.  
    6-njy mysal. Depeleri ,1,1A  

2,8,4,6 CB   nokatlarda 
bolan  ABC üçburçlugy    S   
meýdanyny tapmaly. 
    Üçburçlugy  meýdanyny (12) 
formulany ulanyp taparys: 

816
2
114181216

2
1S  (kw.birlik).  

 
§ 1. 4. Tekizlikde   koordinatalary baglany dyrýan 

de lemeleri  geometrik manysy 
 

     1. Tekizlikde  çyzygy  de lemesi. Goý, gönüburçly dekart 
koordinatalarynda  x  we  y  üýtgeýänler  

0, yxF                                           (13) 
görnü däki de ligi kanagatlanyrýan bolsun. Eger bu de lik  x  we   y 
jübütleri   ähli bahalary üçin ýerine ýetse, onda o a tozdestwo diýilýär, 
käbir bahalary üçin ýerine ýetende bolsa o a de leme diýilýär. De lemäni       
mysallary: ,02522 yx   ,0532 yx  toždestwony  mysallary: 

,022 yxyxyx   0yxyx . 
    Eger  L   çyzykda ýerle ýän ähli nokatlary  koordinatalary (13) 
de lemäni kanagatlandyrýan bolup, ol  çyzykda ýatmaýan hiç bir nokady  
koordinatalary ol de lemäni kanagatlandyrmasa, onda (13) de lemä  L   
çyzygy  de lemesi diýilýär. Ba gaça aýdylanda,  L   çyzyk (13) de lemäni 
kanagatlandyrýan tekizligi yx, koordinatalaryny  köplügini a ladýar. 
Mysal  üçin,   0yx   de leme göni çyzygy – birinji we üçünji 

koordinatalar burçlaryny  bissektrisasyny, 02522 yx  de leme 

F E D 

8-nji surat 

3y  

2y  
1y  

3x  2x  1x  O 

y 

x 

C 

B 

A 
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0,0 yx . Koordinatalar oklary tekizligi dört böleklere bölýär. Olara 
çärýekler ýa-da kwadrantlar diýilýär. Olary  nomerleni i we olarda 
ýerle ýän nokatlary  koordinatalaryny  alamatlary 2-nji suratda 
görkezilendir. 
     eýlelikde, tekizligi  her bir  M    nokadyna onu  gönüburçly 
koordinatalary atlandyrýan tertiple dirilen  sanlary   yx,   jübüti degi li 
we tersine, sanlary  her bir yx,   jübütine tekizlikde koordinatalary ol 
sanlar bolan ýeke-täk nokat degi lidir. Beýle diýildigi tekizlikde gönüburçly 
dekart koordinatalar sistemasy tekizligi  ähli nokatlaryny  köplügi bilen 
sanlary  jübuti arasynda özära birbahaly degi liligi gurnaýar we ol 
geometrik meseleleri çözmekde algebraik usullary ulanmaklyga ýardam 
berýär. 
     2. Polýar koordinatalar sistemasy. Tekizlikde polýus atlandyrylýan   O   
nokada we ol nokatdan çykýan hem-de polýar oky atlandyrylýan  OP  
öhlä seredeli . eýle hem kesimleri  uzynlygyny ölçemek üçin mas tab 

birligi we polýusy  töwereginde aýlawy  položitel ugry kesgitlenen hasap 
edeli . Tekizligi  islendik   M   nokady  bilen   O  polýusy  arasyndaky     
uzaklyga ol nokady  polýar radiusy, OM   bilen gabat getirmek üçin OP  
polýar oky sagat dilini  hereketini  gar ysyna (položitel ugra) aýlamaly 
bolýan    burça bolsa polýar burçy diýilýär (3-nji surat). unlukda,   we 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  sanlara  M  nokady  polýar koordinatalary diýilýär.  sana onu  birinji 
koordinatasy,   sana -  ikinji koordinatasy diýilýär we  ,M   bilen 
belgilenýär. Polýus üçin  0  bolup, ýöne  kesgitlenmedikdir. Adatça ol 
koordinatalar 20;0  çaklerde üýtgeýär hasap 
edilýär. Ýöne käbir hallarda  2 - den uly bolan burçlara, eýle-de otrisatel, 
ýagny polýar okdan sagat dilini  hereketi boýunça alynýan bürçlara hem 
seretmeli bolýar. 

4-nji surat 3-nji surat 

  

 
 

y 

x P O O 

M M 
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     Nokady  polýar koordinatalary bilen gönüburçly koordinatalaryny  
baglany ygyny görkezmek üçin koordinatalar ba langyjy polýus bilen we 
položitel ýarym  Ox oky polýar oky bilen gabat gelýän gönüburçly 
koordinatalar sistemasyna seredeli  (4-nji surat). Ol suratdan görnüsi ýaly  
M   nokady   gönüburçly  yx,   koordinatalary bilen onu  ,   polýar 
koordinatalary eýle baglany ykdadyr: 

sin,cos yx  .                                  (4) 
Bu formula tekizligi  gönüburçly dekart koordinatalaryny onu  polýar 
koordinatalary bilen a ladýar. Ol formuladan nokady   polýar 
koordinatalaryny onu  dekart koordinatalary bilen a ladýan eýle formula 

alynýar:   
2222

22 sin,cos,
yx

y

yx

xyx  

     2-nji mysal. Polýar koordinatalarynda berlen ,
4
3,3,

4
,2 BA  

2
,2,0,4,,3,

2
,1 FEDC   nokatlary      gurmaly      we 

 koordinatalar ba langyjy polýus 
bilen  we    Ox   okuny  položitel 
ugry polýar oky  bilen gabat 
gelýän dekart koordinatalarynda 
ol  nokatlary  koordinatalaryny 
tapmaly. 
      Polýar koordinatalarynda  
A   nokady gurmak üçin  O  
polýusdan  OP polýar okuna  

4   burç boýunça öhle geçireli  (5-nji surat) we ol öhlede uzynlygy  
2-ä   de  bolan   [OA]  kesimi guraly . ol kesimi  so ky ujy 4,2A  
nokat bolar. Beýleki  B,  C,  D,  E,  F   nokatlar hem edil olar ýaly gurulýar 
(5-nji surata seret). Berlen nokatlary  dekart koordinatalaryny tapmak üçin 
(4) formuladan peýdalanarys.  A   nokat üçin 

2,2,2
2
22

4
sin2,2

2
22

4
cos2 Ayx . 

Edil onu  ýaly beýleki nokatlary  dekart koordinatalary tapylýar: 

5-nji surat 

D 

B F 

O 

C 

E 
P 

A 
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21

321

21

33

21

2211

21

3

3
21

3

1
mm

mmm
mm

xm
mm

xmxm

mm
m

x
mm

m
x

x , 

21

321

21

33

21

2211

mm
mmm

mm
ym

mm
ymym

y , 

321

332211

321

332211 ,
mmm

ymymym
y

mmm
xmxmxm

x  . 

     Matematiki  induksiýadan peýdalanyp,  nMMM ,,, 21   nokatlarda 
ýerle en   nmmm ,,, 21   massalary  sistemasyny  agyrlyk merkezini  
koordinatalaryny tapmak bolar: 

n

nn

n

nn

mmm
ymymym

y
mmm

xmxmxm
x

21

2211

21

2211 ,  .  

     3. Üçburçlugy  meýdany.  332211 ,,,,, yxCyxByxA   depeleri 
bolan  bir göni çyzykda ýatmaýan üçburçlugy   S  meýdany (8-nji surat) 

121313122
1 yyxxyyxxS          (12) 

formula boýunça tapylýar. 
     ABC   üçburçlugy  meýdanyny 

ABFDBCEFADECABC SSSS  
de lik boýunça tapmak bolar, bu ýerde   ABFDBCEFADEC SSS ,,   
trapesiýalary  meýdanlarydyr. Ol meýdanlar bolsa eýle tapylýar: 

2
CEAD

DES ADEC ,
2

1313 yyxx
 

,
22

3232 yyxxBFEC
EFS BSEF  

,
22

2112 yyxxBFAD
DFS ABFD  

olary  bahalaryny formulada goup, 



 12

gatna ykda  bölýär. a  görä  (9)  formulany  ulanyp  we  ol    formulada 
4,3,2,1 2211 yxyx  göýup, M  nokady  koordinatalaryny 

taparys: 

5
311

4312,3
311

3311 yx .  

     5-nji mysal. Tekizligi   nnn yxMyxMxxM ,,,,,, 222211  
nokatlarynda  nmmm ,,, 21   massalar ýerle dirilen. Ol massalary  
sistemasyny  agyrlyk merkezini  koordinatalaryny tapmaly. 
      Ilki  2n   hala garaly  we  21 , mm   massalar  21, MM  nokatlarda 
ýerle ýän bolsun. Onda mehanikany  belli prinsipi esasynda ol massalary  
sistemasyny   yxM ,   agyrlyk  merkezi   21MM   kesimi 21 , mm   
massalara ters proporsional böleklere, ýagny  12 : mm  gatna ykdaky 
böleklere bölýär. a görä (5) formula esasynda massalary  sictemasyny  

yxM ,   agyrlyk merkeziini  koordinatalary üçin 

;
1

,
1 12

2121

12

2121

mm
ymmy

y
mm

xmmx
x  

21

2211

21

2211 ,
mm

ymym
y

mm
xmxm

x                        (11) 

formulany alarys. Edil onu  ýaly nn yxMyxMxxM ,,,,, 3222211  
nokatlarda ýerle en 321 ,, mmm   massalary  sistemasyny   yxM ,  
agyrlyk merkezini  koordinatalaryny tapmak bolar. Eger 21 , mm  
massalary ol sistemany   yxM ,   agyrlyk merkezinde jemlesek, onda  

yxM ,   nokady  ýerle ýän ýeri üýtgemez. Indi  yxM ,   nokada   3M   
nokatda ýerle ýän  3m   massa bilen yxM ,  nokatda jemlenen 21 mm  
massalary  sistemasyny  agyrlyk merkezi hökmünde gararys. unlukda, 

yxM ,   nokat   21 , mm  massalary  sistemasyny   hem agyrlyk 
merkezidir we  yx ,  koordinatalar (11) formulany  sag bölegi bilen 
kesgitlenýär. a görä yxM ,  agyrlyk merkezi  3MM  kesimi 

213 : mmm  gatna ykda bölýän nokat hökmünde (5) formulany 
ulanyp taparys: 

 9

2,0,0,4,0,3,1,0,
2

23,
2

23 FEDCB . 

 
§ 1. 3. Tekizlikde   analitik geometriýany  käbir meseleleri 

 
     1. Iki nokady  arasyndaky uzaklyk. Tekizligi  i lndik  111 , yxM  
we  222 , yxM   iki nokadyny  arasyndaky   21 , MM   uzaklyk 

2
12

2
12 yyxx                              (5) 

 
formula bilen kesgitlenýär. 
      Ony görkezmek üçin   1M   
we  2M  nokatlardan  Ox,   Oy   
oklaryna   perpendikulýarlary 
geçirip, olary  esaslaryny   

2211 ,,, BABA   bilen, 
perpendikulýarlary  kesi me 
nokadyny   K   bilen belgiläli  
(6-njy surat). Pifagory  
teoremasyny gönüburçly   

21KMM   ücburçluga  ulanyp,  
2

2
2

1 KMKM                                         (6)                                 
formulany alarys. Bu ýerde ücburçlugy  KM 1 , KM 2  katetlerini  

KMKM 21 ,   uzynlyklary koordinata oklaryny  ugrukdyrylan  

2121 , BBAA    kesimlerini  uzynlyklary bilen gabat gelýär. a görä (3) 
formula boýunça 

1221212211 , yyBBKMxxAAKM  
de likleri  we olary  esasynda (6) de likden (5) formulany alarys. 
     1M  nokady  koordinatalary  ba langyjy bilen gabat gelýän hususy haly 
üçin (5) formula  

2
2

2
22, yxMO                                   (7) 

gör i alar. 
     3-nji mysal.  6,8,2,5 21 MM   nokatlary  arasyndaky uzaklygy 

K 

6-njy surat 

O 

y 

x 

2B  

2A  

1B  

1A  

2M  

1M  
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we  2M   nokatdan koordinatalar ba langyjyna çenli uzaklygy tapmaly. 
      Berlen nokatlar üçin  6,8,2,5 2211 yxyx   bolýandygy 
sebäpli, (5) we (7) formulalar esasynda taparys: 

,51692658, 22
21 MM  

.1068, 22
2MO  

    2. Kesimi berlen gatna ykda bölmek. Tekizlikde dürli  1M    we     2M  
nokatlary alyp ( 1M  nokady birinji, 2M  nokady ikinji hasap edip) olar 
arkaly položitel ugry kesgitlenen göni çyzyk geçireli  we mas tab birligini 
alaly . Goý,  M  ol göni çyzygy   2M  bilen gabat gelmeýän käbir nokady 
bolsun. Onda 

2

1

MM
MM

                                              (8) 

sana    M    nokady  ugrukdyrylan   21MM   kesimi bölýän gatna ygy 
diýilýär, bu ýerde  21 , MMMM  görkezilen oku  ugrukdyrylan  

21 , MMMM  kesimlerini  ululyklarydyr. Oku  položitel ugry ba gaça 
kesgitlenende ýa-da mas tab birligi ba gaça alnanda hem (8) gatna yk 
üýtgemeýär, çünki iki halda hem sanawjy we maýdalawjy ol bir sana 
köpeldilýär. Eger   M   nokat  1M   we   2M  nokatlary  arasynda ýerle ýän 
bolsa, onda  0   bolar.  Bu  halda   M   nokat   21MM   kesimi içinden 
bölýär diýilýär. Eger   M   nokat  21MM  kesimi  da ynda ýerle ýän bolsa, 
onda  0   bolar we bu halda   M  nokat  21MM  kesimi da yndan bölýär 
diýilýär. 1 bolup bilmez, çünki tersine, ol de lik ýerine ýetende 

21 MMMM  de lik alnar we onu  esasynda  021 MMMM  bolar, 
ýagny   021MM ,  ýöne ol de lik  1M   we   2M  nokatlar gabat gelende 
bolup biler, ol bolsa erte gar y gelýär. Eger  M   nokat  1M   nokat bilen 
gabat gelýän bolsa, onda  0 . Eger  M  nokat  2M  nokada  ýakynla ýan 
bolsa, onda  san artar.  
     Kesimi berlen gatna ykda bölmek meselesi eýle okalýar:  M  nokady  

21MM   kesimi böleklere belýän     gatna ygy berlen. ol nokady  
koordinatalaryny tapmaly. Ol a akdaky tassyklama esaslanýar. 

 11

     Eger   yxM ,   nokat 111 , yxM   we   222 , yxM   nokatlar bilen 
çäklenen   21MM  kesimi    gatna ykda bölýän bolsa, onda ol nokady  
koordinatalary 

1
,

1
2121 yy

y
xx

x                              (9) 

formula boýunça kesgitlenýär. 
  21 ,, MMM  nokatlardan  
Ox    okuna perpendikulýar 
göýberip, olary  esaslaryny   

21 ,, BBB   bilen belgiläli  
(7-nji surat). Onda parallel 
göni çyzyklary  arasyndaky 
kesimleri  proporsionallyk 
häsiýeti boýunça (8) erti  
esasynda 

2

1

2

1

MM
MM

BB
BB

 

de ligi alarys. (3) formula esasynda alynýan  xxBBxxBB 2211 ,  
de likleri ulanyp, bu de ligi 

2121
2

1 1,, xxxxxxx
xx

xx
 

görnü de ýazmak bolar. Ondan bolsa  1 erti ulanyp, (9) formulany  
birinjisini alarys. Onu  ikinjisi edil a me ze likde   ( 21 ,, MMM  
nokatlardan  Oy   okuna perpendikulýar geçirip) subut edilýär.  
     Eger   M   nokat  21MM  kesimi  ortasynda ýerle ýän bolsa, onda 1  
bolar we bu halda (9) formula  

2
,

2
2121 yy

y
xx

x                                 (10) 

görnüsi alar. 
     4-nji mysal. Berlen 4,3,2,1 21 MM  nokatlar boýunça 21MM  
göni çyzykda  1M   nokada  2M  nokatdan üç esse ýakyn bolan we  21MM  
kesimi  da ynda ýerle ýän   M  nokady tapmaly. 
     erte görä gözlenýän  yxM ,    nokat   21MM   kesimi 31    

7-nji surat 

O  

y  

x  B  2B  1B  

M  

2M  

1M  
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uzaklyga bolan gatna ygy hemi elik ululykdyr we ellipsi  
(giperbolany ) 

ekssentrisitetine de dir. 
     Ellipsi  çep fokusyna we çep direktrisasyna seredeli . Eger 

yxM ,   ellipsi  erkin nokady bolsa (12-nji surat), onda 

,, axaxdxar

 

xa
xa

ax

xa
d
r . 

     Eger  yxM ,  giperbolany  
çep ahasyny  erkin nokady bolsa, 
onda 

,, axdxar  

ax
xa

d
r . 

     Beýleki hemme hallar hem ular ýaly görkezilýär.  
 

§ 2. 6.  Parabola 
 

     1. Parabolany  kesgitleni i we onu  de lemesi. . Tekizlikde berlen 
nokatdan (fokusdan) we berlen göni çyzykdan (direktrisadan) de  da lykda 
bolan tekizligi  ähli nokatlaryny  köplügine parabola diýilýär.  
     Parabolany  de lemesini getirip çykarmak üçin gönüburçly dekart 
koordinatalar sistemasyny   Ox  okuny fokusdan geçýän we direktrisa 
perpendikulýar alyp, položitel ugruny direktrisadan fokusa tarap hasap 
edeli . Koordinatalar ba langyjyny fokus bilen direktrisany   ortasynda 
ýerle direli  (13-nji surat). Eger fokus bilen direktrisany  arasyndaky 
uzaklyk  p  bolsa, onda fokusy  koordinatalary   0,2pF   bolar. 
Parabolany  erkin  yxM ,   nokadyny alyp, ol nokatdan fokusa çenli  

a  
r 

d 

y 

x O 1F  

M 

12-nji surat 
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de lemäni kanagatlandyrýar, ýagny 

bkxybkxy 2211 , . 
Olary  birinjisini ikinjiden aýryp, 1212 xxkyy de ligi, ondan bolsa 

12

12

xx
yy

k                                            (4) 

de ligi alarys, çünki göni çyzygy   Oy  okuny kesýandigi üçin  21 xx . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
 Goý, göni çyzygy    k   burç koeffisiýenti we onu   11 , yxN   nokady 
berlen bolsun. Onu  de lemesini düzeli .  Go i çyzygy  erkin yxM ,   
nokadyny belläp, (4) formula boýunça   yyxx 22 ,   alyp, onu  burç 

koeffisiýentini tapaly : 
1

1

xx
yy

k . Bu de likden bolsa 

11 xxkyy                                      (5) 
gelip çykýar. Bu de lemä berlen ugur boýunça berlen nokat arkaly 
geçýän göni çyzygy  de lemesi diýilýär. 
     Tekizlikde berlen nokat (dessäni  merkezi) arkaly geçýän ähli göni 
çyzyklary  köplügine göni çyzyklary  dessesi diýilýär. (5) görnü däki 
de lemede  k   islendik hakyky san bahany alýan bolsun. onu  esasynda 

1kk  alyp, göni çyzygy  käbir de lemesini, 2kk  alyp, göni çyzygy  
ba ga de lemesini we . m. göni çyzygy  dürli de lemelerini alarys. 

eýlelikde, (5) görnü däki de leme 11 , yxN   nokat arkaly geçýän (Oy   

12 xx  

2x  

1x  
1y  

2y  

3-nji surat 2-nji surat 

y 

x O 

B 

A 

 

 

y 

O x 

N 

M 

B 
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okuna parallel bolmadyk) ähli göni çyzyklary  köplügini kesgitleýär. a 
görä  merkezi  11 , yxN   nokat bolan göni çyzyklary  dessesi 

11 xxkyy  
de leme boýunça kesgitlenýär. 
     Indi  bolsa  dürli  iki  21212211 ,,,,, yyxxyxMyxB  nokatlar 
arkaly geçýän göni çyzygy  de lemesini düzeli .Göni çyzygy  11, yxB   
nokat arkaly geçýändigi sebäpli, (4) formula esasynda (5) de leme 

1
12

12
1 xx

xx
yy

yy     ýa-da    
12

1

12

1

xx
xx

yy
yy

          (6) 

görnü de ýazylar.Bu de lemä berlen iki nokat arkaly geçýän göni 
çyzygy  de lemesi diýilýär. 
     De  gatna yklary  t   bilen belgiläp alarys:  

,
12

1

12

1 t
xx

xx
yy
yy

  txxxxtyyyy 121121 , . 

Olardan bolsa  
txxxxtyyyy 121121 ,                      (7) 

de lemeler    gelip   çykýar.  (7)   de liklerden   0t    bolanda  11, yxB  
nokady ,  1t  bolanda  22 , yxN   nokady    10 t   bolanda      bolsa  
BN   kesimi  islendik içki nokadyny  koordinatalary alynýar. unlukda, t   

ululyk tükeniksiz  ,   aralykda üýtgände yxM ,   nokat 
seredilýän göni çyzygy  çyzýar. (7) de lemelere göni çyzygy  parametrik 
de lemeleri diýilýär. 
     Goý, AB   göni çýzyk koordinat oklarynda ululyklary   a  we  b  bolan 
kesimleri kesip alýan bolsun, ýagny bBaAbOBaOA ,0,0,,,  (3-
nji surat). (6) de lemäni  byxyax 2211 ,0,0,   üçin  ulanyp, 

1,
0
0

b
y

a
x

a
ax

b
y                                  (8) 

de lemäni alarys. O a koordinatalar oklaryny  kesimlerindäki göni 
çyzygy  de lemesi diýilýär. 
     2. Göni çyzygy  umumy de lemesi. x  we  y  üýtgeýänlere görä birinji 
tertipli   

0CByAx                                        (9) 
görnü däki de lemä birinji tertipli umumy de leme diýilýär, bu ýerde   A   
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ýarym oklaryny, fokuslaryny  koordinatalaryny we ekssentrisitetini 
tapmaly. 
      De lemäni  iki bölegini hem  20-ä  bölüp, giperbolany  de lemesini  

1
54

22 yx  

görnü de ýazarys we ony (46) de leme bilen de dirip,  5,4 22 ba  
de likleri alarys, ýagny  5,2 ba . (45) de lik esasynda  

2
3,0,3,0,3,3,9 21

222

a
cFFcbac .  

 
§ 2. 5. Ellipsi  we giperbolany  direktrisalary 

 
     Ellipsi  uly okuna perpendikulýar, merkezine görä simmetrik we ondan 
a  uzaklykda  ýerle ýän iki göni çyzyklara ellipsi  direktrisalary diýilýär 
(a – uly oky, ekssentrisitet). Eger ellips (35) kanonik de leme boýunça 
berlen bolsa, onda  ba . onu  üçin bu halda dekart kkordinatalar 
sistemasynda direktrisalar 

axax ,                                         (55) 

de lemeler boýunça kesgitlenýär. Ellips üçin  10  bolýandygy sebäpli 
aa  bolar we a görä direktrisalary  ellips bilen umumy nokady 

ýokdur. 
     Giperbolany  hakyky okuna perpendikulýar, merkezine görä simmetrik 
we ondan a  uzaklykda  ýerle ýän iki göni çyzyklara giperbolany  
direktrisalary diýilýär (a – uly oky, ekssentrisitet). Eger giperbola (46)  
kanonik de leme boýunça berlen bolsa, onda ol  dekart koordinatalar 
sistemasynda onu  direktrisalary (55) de lemeler boýunça kesgitlenýär. 
Giperbola üçin  1  bolýandygy sebäpli aa  bolar we a görä 
direktrisalary  giperbola bilen umumy nokady ýokdur. 
     Elllipsi  we giperbolany  direktrisalaryny  häsiýetleri a akdaky 
teoremada görkezilýär. 

      3-nji teorema. Ellipsi  (giperbolany ) erkin  yxM ,   
nokadyndan fokusa   çenli  r   uzaklygyny    ol   nokatdan   degi li  
direktrisa   çenli  d 
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oklary diýilýär. Oklary  biri giperbolany onu  depeleri atlandyrylýan  1A  
we  2A  nokatlarda kesýär (10-njy surat). O a giperbolany  hakyky oky 
diýilýär, beýleki oka bolsa onu  hyýaly oky diýilýär, ol nokady  giperbola 
bilen umumy nokady ýokdur. Kesimleri   bBBaAA 2,2 2121  
uzynlyklaryna hem giperbolany  oklary diýilýär. onu  üçin  a  we   b  
ululyklara giperbolany  ýarym oklary diýilýär. ba  bolanda (46) de leme 

222 ayx                                           (52) 
görnüsi alýar we o a de taraply giperbola diýilýär. 

12

2

2

2

b
y

a
x                                         (53) 

de leme  Oy   oky hakyky oky bolan giperbolany kesgitleýär (11-nji surat). 
   3.Giperbolany  ekssentrisiteti. Giperbolany  fokuslaryny  arasyndaky 
uzaklygy   onu  depelerini  arasyndaky uzynlyga bolan gatna ygyna 
giperbolany  ekssentrisiteti diýilýär. Eger  Ox  oky giperbolany  hakyky 
oky bolsa, onda kesgitleme boýunça ekssentrisitet 

a
c                                               (54) 

de lik boýunça kesgitlenýär. Giperbola üçin  ac   bolany sebäpli  1  
bolar. (45) formulany  esasynda (54) de likden 

1,1 2
2

a
b

a
b  

de likler gelip çykýar. eýlelikde, giperbolany  ekssentrisiteti esasy 
gönüburçlugy  formasyny we giperbolany  özüni  formasyny 
häsiýetlendirýär. 
     Giperbolany   M   nokadyny onu   1F   we  2F   fokuslary bilen 
birle dirýän kesimlere ol nokady  fokal radiuslary diýilýär. Olary    1r   
we  2r   uzynlyklary (49) we (50) formulalar boýunça kesgitlenýär. (54) 
de lik esasynda olar sag aha üçin 

axraxr 21 ,  
görnü de we çep aha üçin 

axraxr 21 ,  
görnü de ýazylýar. 
       5-nji mysal.  2045 22 yx   de leme boýunça berlen giperbolany  
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we B  koeffisiýentleri  ikisi birwagtda nola de  däldir, ýagny 
022 BA .                                         (10) 

Birinji tertipli de leme bilen nähili çyzygy  kesgitlenýändigine a akdaky 
teorema jogap berýär. 
    1-nji teorema.Tekizlikde her bir göni çyzyk bellenen gönüburçly dekart  
koordinatalar sistemasynda birinji tertipli de leme bilen kesgitlenýär we 
tersine, dekart koordinatalaryna görä birinji tertipli her bir de leme 
tekizlikde  käbir göni çyzygy kesgitleýär. 
      Eger berlen göni çyzyk  Oy    okuny kesýan bolsa, onda onu  
de lemesi  bkxy   ýa-da   0bykx  bolar.. Eger göni çyzyk  Oy   
okuna  parallel  bolsa,  onda  ol   ax  ýa-da   0ax  de leme bilen 
kesgitlenýär. Bu de lemeleri  her birisi  (9) görnü däki dekart 
koordinatalaryna görä birinji tertipli de lemedir 
     Goý, birinji tertipli (9) de leme berlen bosun. Eger   0B   bolsa, onda 
ol de lemäni  y  görä çözüp, 

B
Cx

B
Ay  

de lemäni alarys we ony  BCbBAk ,   begileme girizip, 
bkxy  

görnü de ýazmak bolar. Ol de leme bolsa göni çyzygy  burç koeffisiýentli 
de lemesidir. Eger  0B   bolsa, onda (10) erti  esasynda  0A  bolar. 

onu  üçin (9) de lemäni   ACaax   görnü de ýazmak bolar. Ol 
bolsa  Oy   okuna parallel bolan öni çyzygy  de lemesidir. eýlelikde, (9) 
de leme tekizlikde käbir göni çyzygy kesgitleýär.  
     Dekart koordinatalaryna görä birinji tertipli algebraik de lemeler bilen 
kesgitlenýän çyzyklara biribji tertipli çyzyklar diýilýär. Subut edilen 1-nji 
teorema birinji tertipli çyzyklary  göni çyzyklardygyny a ladýar.  
     (9) görnü däki de lemä göni çyzygy  umumy de lemesi diýilýär. 
     3. Iki göni çyzygy  arasyndaky burç.  Hiç biri  Oy   okuna parallel 
bolmadyk iki göni çyzyga seredeli . Bu halda göni çyzyklar burç 
koeffisiýentli de lemeler arkaly berlip bilner: 

,, 1111 tgkbxky                                 (11) 

2222 , tgkbxky .                                (12) 

 ( erte görä  2121 ,,90,90 kk ). Ikinji göni çýzygy  
birinji göni çyzyga gy arma bürçuny, ýagny kesi me nokady  töwereginde 
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birinji göni çyzygy  ikinji bilen gabat gelmegi üçin aýlanma burçuny    
bilen belgiläli . 1k  we 2k   belli bolanda ol burçu  tapyly  formulasyny 
getirip çykaraly . NAA 21   üçburçlukdan (4-nji surat)    21 , 

12  de likler alynýar. onu  üçin hem 

21

12

21

12
12 11 kk

kk
tgtg
tgtg

tgtg                    (13) 

     Eger göni çyzyklary  birisi (mysal üçin ikinjisi)  Oy   okuna parallel 
bolsa, onda  22  we a görä   12  bolar. Eger göni 

çyzyklar özara parallel bolsalar, onda   
2121 , tgtg  bolar, ýagny  

21 kk   de lik ýerine ýetýär. Eger tersine, 

21 kk  bolsa, onda 21 tgtg   bolar we 
burçlary   0  we  - i   arasynda 
bolýandygy üçin ol de likden 21  
de lik gelip çykýar, ýagny göni çyzyklar 
paralleldir. eýlelikde, 21 kk   de lik  
(11) we (12)  göni çyzyklary  
parallelligini  zerur we ýeterlik ertidir. 

     Goý, (11) we (12)  de likler boýunça berlen göni çyzyklar 
perpendikulýar bolsun, ýagny  2 . Bu halda 0ctg   bolar we onu  
esasynda  

01,0
11

21
12

21 kk
kk
kk

tg
ctg  

de lik alynýar we ondan 

2
1

1
k

k                                               (14) 

de lik gelip çykýar. Tersine, eger (14)  ert ýerine ýetse, onda 

2
,0,01 21 ctgkk , 

ýagny göni çyzyklar özära perpendikulýar. eýlelikde, (14) de lik (11) we 
(12) göni çyzyklary  perpendikulýarlygyny  zerur we ýeterlik ertidir. Ol 
ert ba gaça eýle okalýar: perpendikulýar göni çyzyklary  burç 

koeffisiýentleri ululyklary boýunça özara ters we alamatlary gar ylykly. 

4-nji surat 

2  
1  

 

y 

x O 2A  1A  

N 
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22

2222

22

axx

axxaxx

a
baxx

a
bMN  

2222

222

,
axx

abMN
axx

axx
a
b . 

Bu de likden görnü i ýaly  x-i  çäksiz artmagy bilen  MN  kesimi  
uzynlygy nola ymtylýar. a görä  MNMP   de sizligi  esasynda 
MP   hem nola ymtylýar, ýagny  M   nokat koordinatalar ba langyjyndan 

da la dygyça ol  nokatdan göni çyzyga çenli uzaklyk nola ymtylýar. (46) 
giperbolany  (51) göni çyzyk bilen umumy nokatlary ýokdur, çünki olary  
de lemelerini  sistemasyny  çözüwi ýokdur. 
     (51) de leme bilen kesgitlenýän göni çyzyga giperbolany  asimptotasy 
diýilýär. Giperbolany  iki asimptotasy bar bolup, olar eýle kesgitlenýär: 

., x
a
byx

a
by  

     Giperbolany  çyzgysyny ekillendirmek üçin ilki bilen taraplary  2a we 
2b,  degi lilikde  Ox  we  Oy  oklaryna parallel we merkezi koordinatalar 
ba langyjynda bolan esasy gönübürçluk gurulýar. Onu  gar ylykly 
depelerinden geçýän göni çyzyklar giperbolany  asimptotalary bolýar.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Olary gurup, so ra giperbolany  özüni gurýarys (10-njy surat). Ol (çep we 
sag) ahalary atlandyrylýan iki bölekden ybaratdyr. Giberbolany  
simmetriklik merkezine onu  merkezi, simmetriklik oklaryna bolsa ýöne 

y 

x O O 

y 

x  2F  
2A  

2B  
1F  

1A  

1B  

10-njy surat 11-nji surat 
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koordinatalary (46) de lemäni kanagatlandyrýan  M   nokady  giperbolada 
ýatýandygyny we onu  üçin (40) de ligi  ýerine ýetýändigini görkezdik.   
    (46) de leme giperbolany  de lemesidir. O a giperbolany  kanonik 
de lemesi diýilýär. Onu  ikinji derejeli de lemeligi ücin giperbola ikinji 
tertipli çyzykdyr. 
     2. Giperbolany  formasyny  der ewi. Giperbolany  (46) de lemesi 
esasynda   22 ax ,  ýagny  ax   we  ax . Bu de sizlikler ax   we  

ax   göni çyzyklary  arasynda giperbolany  hiç bir nokadyny  
ýokdugyny a ladýar. (46) de lemä  x  we  y  ululyklary  di e ikinji (jübüt) 
derejesini  girýändigi sebäpli giperbola koordinatalar oklaryna görä 

simmetrkdir. a görä-de onu  birinji çärýekde 22 ax
a
by  de leme 

bilen kesgitlenýän formasyny öwrenmek ýeterlikdir. ax  bolanda 0y ,   
a görä 0,aA   nokat goperbolada ýatýandyr (9-njy surat). (46) 

de lemeden görnü i ýaly  x-i  çaksiz artmagy bilen  y  çäksiz artýar.  
     Giperbolany  dugasyny  nokatlary 
koordinatalar ba langyjyndan 
da la dygyça  

x
a
by                         (51) 

göni çycyga ýakynla ýandygyny 
görkezeli . Bellenen   x   üçin giperbolada 

a  yxM ,   nokat  we (51) göni 
çyzykda   YxN ,  nokat degi lidir. M   
nokatdan göni çyzyga  MP   

perpendikulýar indereli . Giperbolany  dugasy göni çyzykdan a akdadyr, 
çünki 

yYyax
a
bx

a
bx

a
bY ,222 . 

MN  kesimi  uzynlygy eýle tapylýar: 
22 axx

a
byYMN . 

Ony özgerdeli : 

9-njy surat 

y 

x O A 

M 
P 

N 
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     Eger göni çyzyklar umumy görnü de 
0111 CyBxA                                        (15) 
0222 CyBxA                                        (16) 

de lemeler bilen berlen bolsa, onda olary  arasyndaky burçu  tangensi 

2121

1221

BBAA
BABA

tg                                       (17) 

formula boýunça kesgitlenýär. Hakykatdan-da, eger (15) we (16) 
de lemeleri 

1

1

1

1

B
C

x
B
A

y  , 

2

2

2

2

B
C

x
B
A

y  

görnü lerde ýazyp, olary degi lilikde (11) we (12) de lemeler bilen 
de dirsek, onda burç koeffisiýentler üçin 

2

2
2

1

1
1 ,

B
A

k
B
A

k                                    (18) 

de likleri alarys. Olary (13) formulada goýup we alnan de ligi özgerdip, 
(17) formulany alarys. 
     (18) de likleri  esasynda (15) we (16) görnü däki göni çyzyklary  
parallelligini  zerur we ýeterlik ertleri  

2

1

2

1

B
B

A
A

 

de lik ýa-da   
tBBtAA 2121 ,  

de likler bilen a ladylýar, perpendikulýarlyk erti bolsa 

2

2

1

1

A
B

B
A

  ýa-da   02121 BBAA  

de lik bilen a ladylýär. Bu ertleri  esasynda 
0,0 CAyBxCByAx  

de likler boýunça berlen göni çyzyklar özara perpendikulýardyr. 
     1-nji mysal. Umumy görnü de berlen 

0128,01553 yxyx  
göni çyzyklary  arasyndaky burçy tapmaly. 
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     erte görä  2,8,5,3 2211 BABA  . a görä-de (17)  
formula esasunda taparys: 

.45,1
34
34

2283
5823tg  

     4. Nokatdan göni çyzyga çenli uzaklyk. Tekizlikde gönüburçly dekart 
koordinatalarynda 111 , yxM   nokat we de lemesi 0CByAx  
umumy görnü de bolan göni çyzyk berlen bolsun (5-nji surat). 111 , yxM  
nokatdan ol göni çyzyga çenli uzaklygy  formulasyny getirip çykaraly . 
Ol uzaklyk  1M  nokatdan göni çyzyga inderilen perpendikulýary  
kesimini  uzynlygyna de dir.Eger ol 
perpendikulýary  esasy 222 , yxM  
nokat bolsa, onda gözlenýän uzaklyk 

21MMd                        (19) 
formula boýunça a ladylýar. Umumy 
görnü de berlen göni çyzygy  burç 
koeffisiýenti  BAk . onu  üçin o a 
perpendikulýar bolan  21MM  göni 
çyzygy  burç koeffisiýenti  ABk1  
bolar. Belli bol y ýaly 111 , yxM   we  

222 , yxM   nokatlar arkaly geçýän 
göni çyzygy  bürç koeffisiýenti (4) formula boýunça kesgitlenýär. onu  
esasynda 

A
B

xx
yy

12

12  

de ligi ýazmak bolar. De  gatna yklary  t   bilen belgiläp, 

BtyyAtxxt
A

xx
B

yy
1212

1212 ,,  

de likleri alarys. Onda  111 , yxM  we BtyAtxM 112 ,   nokatlar 
üçin (19) formula esasynda 

tBABtAtMMd 2222
21                    (20) 

bolar. Indi  t   parametri kesgitläli . 2M   nokady  berlen göni çyzykda 
ýatýandygy üçin onu  koordinatalary ol de lemäni kanagatlandyrýar: 

5-nji surat 

y 

x O 

2M  

1M  
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22242222 22 xccxaayccxxa , 
22222222 acayaxac  .                        (44) 

(41) de sizligi  esasynda  022 ac  we onu  üçin 
222 acb                                           (45) 

 belgileme girizip, (44) de likden  

12

2

2

2

b
y

a
x                                            (46) 

de lemäni alarys.Diýmek,giperbolany  islendik nokadyny  koordinatalary 
(46) de lemäni kanagatlandyrýar. Tersine hem dogrudygyny, ýagny 
koordinatalary (46) de lemäni kanagatlandyrýan  M   nokady  giperbolada 
ýatýandygyny we onu  üçin (40) de ligi  ýerine ýetýändigini görkezeli . 
(45) we(46) de liklerden peýdalanyp alarys: 

2

22
22222

1 2
a

xbbccxxycxMF  

ax
a
ca

a
cxacx

a
xc 2

2
2

22

2  , 

ýagny 

ax
a
cMF1 .                                       (47) 

Edil onu  ýaly  

ax
a
cMF2  .                                       (48) 

Bu de liklerde  alamatlary onu  sag bölekleri otrisatel däl bolar ýaly 
almaly. (46) formulany  esasynda  ax  we (41) esasynda  ca . a 
görä-de  ax   bolanda (47) we (48)  de likler 

,1 ax
a
cMF    ax

a
cMF2                          (49) 

görnü i alar. onu  üçin hem aMFMF 221   bolar. ax   bolanda  

ax
a
cax

a
cMFax

a
cax

a
cMF 21 , .    (50) 

Sonu  üçin bu halda aMFMF 221  de lik ýerine ýetýär. eýlelikde,  
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§ 2.4. Giperbola 
 
     1. Giperbolany  kesgitleni i we onu  de lemesi. Tekizlikde berlen iki 
nokatlara (fokuslara) çenli uzaklyklary  tapawudyny  moduly hemi elik 
bolan (we 2a  sana de  alynýan) tekizligi  ähli nokatlaryny  köplügine 
giperbola diýilýär. 1F   we  2F   fokuslary  arasyndaky (fokus)  uzaklygy  
2c  bilen belgiläli .Onda giperbolany  erkin   M   nokady üçin (8-nji surat)  
kesgitleme boýunça 

aMFMF 221   ýada    aMFMF 221              (40) 

bolar. 21MFF  üçburçlukdan görnü i ýaly 2121 FFMFMF , ýagny 
    ca .                      (41) 

Gönüburçly dekart koordinatalar 
sistemasyna görä giperbolany  
de lemesini düzeli . Onu  üçin  Ox  oky 
fokuslar arkaly geçer ýaly we položitel 
ugry 1F -den 2F  tarapa bolar ýaly alaly  
(8-nji surat). Koordinatalar   ba langyjyny  

21FF   kesimi  ortasynda alaly , onda  
0,,0, 2211 cFFcFF  bolar.  M   

nokady  koordinatalaryny  x,  y   bilen 
belgiläli . Onda iki nokady  arasyndaky 
uzaklygy  formulasy esasynda  

22
2

22
1 , ycxMFycxMF .             (42) 

Bu a latmalary (40) de likde goýup, eýle de ligi alarys: 

aycxycx 22222 .                     (43) 
Alnan de leme giperbolany  de lemesidir, çünki ony di e giperbolany  
islendik nokadyny  koordinatalary kanagatlandyrýar. Ony (33) de lemäni 
ýönekeýle diri imiz ýaly ýönekeýle direli : 

aycxycx 22222 , 
222222222 2442 yccxxycxaayccxx , 

222222 ,444 acxycxaacxycxa . 
Ahyrky de lemäni kwadrata göterip alarys: 

8-nji surat 

y 

x O 

M 

2F  1F  
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022 CByAx  ýa-da  011 CBtyBAtxA . 
Ondan bolsa   022

11 tBACByAx  de lik gelip çýkýar. Bu 
de likden bolsa  022 BA erti  esasynda   

22
11

BA
CByAx

t                                     (21) 

de lik alynýar. (20) we (21) formulalary  esasynda 111 , yxM   nokatdan 
0CByAx  göni çyzyga çenli uzaklygy tapmak üçin 

22

11

BA

CByAx
d                                     (22) 

formula gelip çykýar.  
     2-nji mysal. 3,6M  nokatdan  01543 yx  de leme boýunça 
berlen göni çýzyga çenli uzaklygy tapmaly. 
      (22) formula esasynda  

3
5
15

5
151318

43

153463
22

d .  

 
§ 2.2. Töweregi  umumy de lemesi 

 
     Tekizlikde  x   we   y   dekart koordinatalaryna görä ikinji derejeli 

02 22 FEyDxCyBxyAx                       (23) 
algebraik de lemä seredeli , bu ýerde  A,  B,  C   koeffisiýentler birwagtda 
nola de  däldir, ýagny 

0222 CBA .                                    (24) 
    § 1. 4 -de  töweregi  de lemesini  (14)  formula boýunça a ladyly yny 
görüpdik. Eger ol formulada ýaýlary açsak, onda ol 

022 2222 babyaxyx  
görnü i alar. Bu de lemäni (23) de leme bilen de dirip, 0,1 BCA  
bolýandygyny görýäris. ondan ugur alyp, (23) de lemäni  0, BCA  
bolan halyna garaly : 

022 FEyDxAyAx                             (25) 
Bu de lemäni  nähili çyzygy kesgitleýändigi a akdaky teoremadan 
görünýär. 
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     2-nji teorema. Eger  x   we   y   dekart koordinatalaryna görä (25) 
de leme tekizlikde käbir çyzygy kesgitleýän bolsa, onda ol töwerekdir. 
      (25) de lemäni agzalaýyn  A 0A  sana bölüp, 

022 feydxyx                               (26) 
de ligi alarys, bu ýerde  AFfAEeADd ,, . Bu de lemäni  çep 
böleginde doly kwadratlary almak üçin ony özgerdeli : 

,0
4442

2
42

2
222

2
2

2 edfeyeydxdx  

fedeydx
4422

2222

.                     (27) 

Bu de ligi  sag bölegindäki algebraik jem položitel, otrisatel we nola de  
bolup biler. Olary  hersini aýratynlykda der äli . 

1. Eger  0
44

22

fed   bolsa,  onda 2
22

44
Rfed , ,

2
ad  

be
2

  belgilemeleri girizip,  

222 Rbyax                              (28) 
de lemäni alarys we ol  R  radiusly we merkezi   baM ,   nokatda bolan 
töweregi kesgitleýär. 

2. Eger  0
44

22

fed  bolsa, onda (27) de leme 

022 byax  

görnü i alar.Ol de lemäni koordinatalary
2

,
2

, ebdabyax   

bolan ýeke-täk nokat kanagatlandyrýar. 

     3.  0
44

22

fed  bolsa, onda 2
22

44
Rfed  belgileme girizip, 

(27) de lemäni 
222 Rbyax  

görnü de ýazmak bolar. Bu de ligi tekizligi  hiç bir nokady 
kanagatlandyrmaýar, a görä ol hiç bir çyzygy kesgitlemeýär. 
     eýlelikde, (25) de leme ýa hiç bir de lemäni kesgitlemeýär, ýa bir 
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a
c                                                 (39) 

formula boýunça kesgitlenýär. Ellips üçin  ac0   bolýandygy esasynda 
(39) de likden  10  de sizlik alynýar (töwerek üçin  0c  bolany 
sebäpli  0 ). 222 cab  we (39) de ligi  esasynda  

2
2

1,1
a
b

a
b  

formulalar gelip çykýar. Bu formulalary  esasynda ekssentrisitet ellipsi  
formasyny kesgitleýär; ekssentrisitet näçe uly boldugyça ellips onça 
süýnmekdir. Ekssentrisiteti  örän kiçi bahalarynda  a  we  b   biri-birlerine 
ýakyndyr, ýagny ellips töwerege ýakyndyr. Eger-de    bire ýakyn bolsa, 
onda  b  san   a   bilen de direni de kiçidir we bu halda ellips uly oku  
ugry boýunça gaty süýnmekdir.  
     Belli bol y ýaly planetalar we käbir kometalar elliptik orbitalar boýunça 
hereket edýärler. unlukda, planetalary  orbitalaryny  ekssentrisiteti örän 
kiçi bolup, kometalary ky uludyr, ýagny bire ýakyndyr. eýlelikde, 
planetalar tas töwerek boýunça herket edýän bolup, kometalar bolsa birden  
Güne ýakynla ýar (Gün fokuslary  birinde ýerle ýär), birden bolsa ondan 
da la ýar   
     Ellipsi   M   nokadyny onu   1F   we  2F   fokuslary bilen birle dirýän 
kesimine ol nokady  fokal radiuslary diýilýär. Olary    1r   we  2r   
uzynlyklary (36) we (37) formulalar boýunça kesgitlenýär. (39) de lik 
esasynda olar 

xarxar 21 ,  
görnü de ýazylýar. 
     4-nji mysal.  192163 22 yx   de lemäni  ellipsi kesgileýändigini 
görkezip, onu  ýarym oklaryny, fokusyny we ekssentrisitetini tapmaly. 
       Berlen de lemäni agzalaýyn  192-ä  bölüp, 

1
1264

22 yx  

ellipsi  de lemesini alarys. Bu ýerden  görnü i  ýaly  32,8 ba   we  

132126422 bac . a görä hem ,413  
0,132,0,132 21 FF .  
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Olary  birinjisi ellipsi   Ox okundan a akda ýerle ýän ýarysyny, ikinjisi  
bolsa ol okdan ýokarda ýerle ýän beýleki ýarsyny kesgitleýär. Bu 
de lemeleri  ikinjisinden görnü i ýaly,  x   0-dan  a   çenli artanda  y  b-den  
0-a  çenli kemelýär. unlukda,  0x  bolanda  by  bolar we  bB ,0   
nokat, ax  bolanda  0y  bolar  we  0,aA   nokat alynýar  we onu  
esasynda ellipsi  birinji çärýekde ýerle ýän bölegi 7-nji  a  suratdaky ýaly, 
tutu  ellipsi  özi bolsa  7-nji  b  suratdaky ýaly bolýar. 
 
 
 
 
 
 
 
  
                                                                               
                   a                                                           b 

 
 
 

       Ellipsi  koordinatalar oklary bilen kesi me nokatlaryna (7-nji 
suratdaky  BBAA ,,, 11  nokatlara) ellipsi  depeleri diýilýär. Ellipsi  

simmetriýa oklaryna (Ox  we  Oy  oklara) onu  oklary, ellipsi  oklaryny  
kesi me nokadyna ellipsi  merkezi diýilýär. bBBaAA 2,2 11  kesimlere 
hem ellipsi  oklary diýilýär. a görä  bOBaOA ,   kesimlere ellipsi  
ýarym oklary diýilýär. Fokuslar  Ox   okunda ýerle ýän halda  ba  bolar. 

onu  üçin hem  aOA  kesime uly ýarym ok, bOB  kesime bolsa kiçi 
ýarym ok diýilýär. 
     (35) denlmemä ba  bolanda hem seretmek bolar, ýöne bu halda  ol uly 
ýarym oky bOB  bolan ellipsi kesgitleýär, onu  fokuslary bolsa  Oy  
okunda ýerle ýändir. Rab   bolan halda (35) denlmeme 222 Ryx  
görnü i alar we ol merkezi koordinatalar ba langyjynda we radiusy  R  de  
bolan töweregi kesgitleýär. 
     3.Ellipsi  ekssentrisiteti. Fokuslary  arasyndaky uzaklygy  uly oku  
uzynlygyna bolan gatna ygyna ellipsi  ekssentrisiteti diýilýär. ba bolan 
halda (35) ellipsi  ekssenrtisiteti  

7-nji surat 

1A

1B  

1F  2F
O 

y y 

x x O 

B B 

A A 
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nokady kesgitleýär, ýa-da töweregi kesgitleýär.  
     3-nji mysal. 01916844 22 yxyx  de leme bilen kesgitlenýän  
töweregi  merkezini we radiusyny tapmaly. 
      Berlen de lemäni özgerdeli : 

,0
4

194222 yxyx  0
4

19414412 22 yyxx , 

4
121 22 yx . 

Bu de lemäni (28) de leme bilen de dirip, töweregi  merkezini   
2,1M  nokat we radiusyny  21R  bolýandygyny görýäris.  

     4-nji mysal.  0258622 yxyx   de lemäni  tekizlikde nähili 
nokatlary  köplügini kesgitleýändigini anyklamaly. 
      Berlen de lemäni özgerdip, 043 22 yx  görnü de ýazmak 
bolar. Bu de lemäni koordinatalary  4,3 yx   bolan ýeke-täk nokat 
kanagatlandyrýar. onu  üçin hem berlen de leme ýeke-täk  4,3M  
nokady kesgitleýär.  
 

§ 2.3. Ellips 
 

     1. Ellipsi  kesgitleni i we onu  de lemesi. Tekizlikde berlen iki 
nokatlara (fokuslara) çenli uzaklyklary  jemi hemi elik bolan (we 2a  sana 
de   alynýan) tekizligi  ähli nokatlaryny  köplügine ellips diýilýär.   

     Fokuslary  1F  we  2F , olary  arasyndaky 
uzaklygy  2c  bilen belgiläli , ýagny 

cFF 221 .                           (29) 
Eger   yxM ,  ellipsi  erkin nokady we   

MFMF 21 ,    ol nokatdan fokuslara çenli 
uzaklyklar bolsa, onda kesgitleme boýunça 

aMFMF 221                   (30) 
de lik ýerine ýetýär. 21MFF   üçburçlukdan 
görnü i ýaly (6-njy surat)  

2121 FFMFMF   de sizlik ýerine ýetýär. Ol de sizlik (29) we (30) 
de likler esasynda eýle görnü i alýar: 

6-njy surat 

y 

O x  

M  

2F  1F  
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caca ,22 .                                        (31) 
     Gönüburçly dekart koordinatalar sistemasyna görä ellipsi  de lemesini  
düzeli .Onu  üçin  Ox okuny fokuslar arkaly geçer ýaly  we položitel ugry 

1F -den 2F  tarapa bolar ýaly alaly  (6-njy surat). Koordinatalar ba langyjy  

21FF   kesimi  ortasynda alaly , onda  0,,0, 2211 cFFcFF  
bolar.  M   nokady  koordinatalaryny  x,  y   bilen belgiläli . 
     Iki nokady  arasyndaky uzaklygy  formulasy esasynda  

22
2

22
1 , ycxMFycxMF .             (32) 

Bu a latmalary (30) de likde goýup, eýle de ligi alarys: 

aycxycx 22222 .                     (33) 
Alnan de leme ellipsi  de lemesidir, çünki ony di e ellipsi  islendik 
nokadyny  koordinatalary kanagatlandyrýar. Ony ýönekeýle dirmek üçin 
kökleri  birini de ligi  sag bölegine geçirip, alnan de ligi kwadrata 
götereli  we me ze  agzalary toplaly : 

2222 2 ycxaycx , 
222222222 2442 yccxxycxaayccxx , 

cxaycxacxaycxa 222222 ,444 . 
Ahyrky de lemäni kwadrata göterip alarys: 

22242222 22 xccxaayccxxa , 
22222222 caayaxca  .                        (34) 

(31) de sizligi  esasynda  022 ca  we onu  üçin 222 cab   
belgileme girizmek bolar. onu  esasynda (34) de lik 222222 bayaxb                                                               
görnü i alar. Ol de likden bolsa 

12

2

2

2

b
y

a
x                                          (35) 

de lik alynýar. eýlelikde, ellipsi  islendik nokadyny  koordinatalary (35) 
de lemäni kanagatlandyrýar. Tersine hem dogrudygyny, ýagny 
koordinatalary (35) de lemäni kanagatlandyrýan  M   nokady  ellipsde 
ýatýandygyny we onu  üçin (30) de ligi  ýerine ýetýändigini görkezeli . 
(35) de likden  2y  tapyp:  2222 1 axby    we ony (32) de likleri  
birinjisinde goýup hem-de 222 cab   de likden peýdalanyp alarys: 
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2

22
22222

1 2
a

xbbccxxycxMF  

x
a
caa

a
cxacx

a
xc 2

2
2

22

2  , 

bu ýerde alamat de ligi  sag bölegi položitel bolar ýaly saýlanyp alynýar. 
ac   we (35) esasynda  ax   bolany üçin go mak alamatyny almak 

zerurdyr, ýagny 

x
a
caMF1 .                                       (36) 

Edil onu  ýaly (32) de ligi  ikinjisinden 

x
a
caMF2                                         (37) 

Ahyrky iki de liklerden bolsa (30) de lik gelip çykýar we ol  M   nokady  
ellipsde ýatýandygyny a ladýar. eýlelikde, (35) de leme ellipsi  
de lemesidir. O a ellipsi  kanonik de lemesi diýilýär. Onu  ikinji derejeli 
de lemeligi ücin ellips ikinji tertipli çyzykdyr.  
      2. Ellipsi  formasyny  der eli i. Ellipsi  (35) de lemesini  esasynda  

2222 , byax  , ýagny bybaxa , .Bu de sizlikler ellipsi  
tutu lygyna esasy  2a   we beýikligi  2b   bolan gönüburçlukda 
ýerle ýändigini we onu  merkezini  koordinatalar ba langyjyndadygyny 

ladýar. (35) de lemä  x-i  di e ikinji (jübüt) derejesini  girýändigi üçin 
ellips  Oy  okuna simmetrikdir. Hakykatdan-da, eger  111 , yxM   nokat 
ellipsde ýatýan bolsa, onda  112 , yxM  nokat hem ellipsde ýatýandyr, 
çünki 

12

2
1

2

2
1

2

2
1

2

2
1

b
y

a
x

b
y

a
x

, 

ol bolsa  1M   we  2M  nokatlary   Oy   okuna görä simmetrikdigini 
ladýar. onu  ýaly hem ellips  Ox   okuna görä-de simmetrikdir. Ellipsi  

koordinata oklaryna görä simmetrikligi esasynda onu  formasyny di e 
birinji çärýekde der emek ýeterlikdir. (35) de lemeden  y-i  tapaly : 

2222 , xa
a
byxa

a
by .                   (38) 
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oklary bilen kesi me nokatlaryny tapmaly. 
    27. De lemeleri özgerdip we täze koordinatalara geçip, olary  haýsy 
çyzyklary kesgitleýändigini anyklamaly we olary gurmaly: 
 02381849)1 22 yxyx .   02093254916)2 22 yxxy . 
 0722)3 2 yxy .                  044)4 2 yxx . 
 0734)5 yxxy .                  01645036259)6 22 yxyx  
 0181242)7 22 yxyx .    01996418169)8 22 yxyx . 
 03181849)9 22 xyxy .  014)10 2 yxx . 
 

J o g a p l a r 
 

     1. 43)3,5)2,2)1 xyxyxy .  2.  043 yx  .  3.   
3)3,33)2,3)1 xyxyxy .  4.  ,135)2,45)1   

2)3 arctg .  5.  4,5)3;3,4)2;2,3)1 bababa . 

6.  20C .  7. 21)3,45)2,135)1 arctg .  8.  1)  we  2)  
göni çyzyklar parallel, 1)  we  3),  2)  we 3)  göni çyzyklar perpendikulýar. 
9. 01156 yx . 10. 0132 yx .  11.   AByx 01832 ,   

ACxBCyx 03,022 .  12. 3,2 .  13. 5,0)2;8,0)1 . 
14.  1 .  15. 052125 yx .  16. 4953 22 yx . 17. ,3)1 a  

2,23,1)2;6,4 RbaRb .  18.  5.  19.  ,52,6 ba  

32,0,4,0,4 21 FF : 2) ,6,0,6,0,8,72 21 FFba  
43 .  20.  10x .  21.  4843)1 22 yx  ellipsi  içi we  2x  göni 

çyzygy   sagy; 200825)2 22 yx  ellipsi  içi we 2y   göni çyzygy  
agy.  22. xyFFba 43,45,0,5,0,5,3,4)1 21 ; 

xyFFba 43,45,0,10,0,10,6,8)2 21 ; 
xyFFba 125,513,13,0,13,0,5,12)3 21 .  

23. 7,5,3)3;748,724)2;320,310)1 dxdydx . 
24.  M   nokat üçin  5,11 21 rr ;  N   nokat üçin 15,9 21 rr . 
25. 5,20,5,2)2;2,0,2)1 xFxF .  26. 942 xy ,  

6,0,6,0,0,9 CBA . 
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uzaklygy  r   bilen we direktrisa çenli uzaklygy  d   bilen belgiläli  
( MNdMFr , ). Onda kesgitleme boýunça  dr  bolar.Iki nokady   
arasyndaky uzaklygy  formulasy boýunça 

2
2

2
,

2
ypxrpxd , 

a görä 

22
2

2 pxypx .                                 (56) 

de lemäni  alarys. Ol   parabolany   de lemesidir. Ony  ýönekeý   görnü e 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
getirmek üçin onu  iki bölegini hem kwadrata göterip alarys: 

44

2
22

2
2 ppxxyppxx  

ýa-da 
pxy 22 .                                             (57) 

(56) we (57) de lemeler de güýçlüdirler.  
     (57) de lemä parabolany  kanonik de lemesi diýilýär. Bu de lemeden 

0x   de sizlik gelip çykýar ( 0p  bolany üçin), ýagny parabola 
tutu lygyna  Oy  okdan sagda ýerle ýär. De lemä  y-i   ikinji dereje bolup 
girýänligi üçin parabola  Ox  oka görä simmetrikdir;  x-i   çäksiz artmagy 
bilen  y  hem çäksiz artýandyr. Parabolany   pxy 2   de lemä degi li 
dugasy 13-nji suratda, parabolany  özi bolsa 14-nji suratda ekillendirilen. 
Direktrisany , ýagny  0,2pB   nokat arkaly geçýän we  Oy  okuna 

d 

r 

M 

14-nji surat 13-nji surat 

N 

F 

y 

x 

y 

x O 
B O 
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parallell bolan göni çyzygy  de lemesi   2px   bolar. 
     Bellik. akdaky de lemeleri  her birisi hem parabolany kesgitleýär: 

qyxqyxpxy 2,2,2 222 . 
 
 
 

§ 2. 7. Ellipsi  giperbolany , parabolany  polýar de lemesi 
 
     Goý,  l  ellipsi , giperbolany  ýa-da parabolany  dugasy bolsun. Onu  
erkin  M   nokadyndan fokusa çenli uzaklygy  r  bilen, degi li direktrisa 
çenli uzaklygy bolsa  d  bilen belgiläli  (15-
nji surat). Onda 2-nji teorema esasynda 

d
r .                         (58) 

     Fokusdan direktrisa perpendikulýar göni 
çyzyk geçirip, kesi me nokadyny  A   bilen 
belgiläli . M  nokady ol göni çyzyga bolan 
proýeksiýasyny  N  bilen belgiläli . F  nokat 
arkaly  AN   göni çyzyga perpendikulýar 
geçirip,onu  l çyzyk bilen kesi me nokadyny 
P  bilen belgiläli . [FP] kesimi  uzynlygyny        
p  bilen belgiläli , ýagny  

pFP  
we o a  l  çyzygy  fokal parametri diýeli . 
    Polýusy F nokatda we polýar oky  FN  bolan koordinatalar sistemasynda   
M  nokady    ,  polýar koordinatalary üçin  

cos, AFANKMdr                      (59) 
de likleri alarys. (58) de lik   l   çyzygy  islendik nokadynda, ol sanda  P 
nokatda hem ýerine ýetýär, onu  üçin hem 

pAF
AF
p

BP
FP

,, . 

Ahyrky de ligi  esasynda (59) formulany  ikinjisi eýle görnü i alar: 

cospd .                                        (60) 

(59) we (60) de likler esasynda (58) de lik 

 

l 

p 

 

d 

r 

P 

N F A 

B 
K M 

15-nji surat 
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01534,1,2)1 yxM  ; 02186,1,3)1 yxM . 
    14. Depeleri  1,3,2,1,1,2 CBA    bolan üçburçlugy   B  
depesinden  göyberilen perpendikulýary  uzynlygyny tapmaly. 
    15. 091125,013125 yxyx  göni çyzyklardan de  da la an 
nokatlary  köplügini  de lemesini düzmeli. 
    16. Radiusy  7R   we  merkezi  5,3C   nokatda bolan töweregi  
de lemesini ýazmaly. 
    17. Töwerekleri  radiuslaryny we merkezlerini  koordinatalaryny 
tapmaly:  0312844)2;01186)1 2222 yxyxyxyx . 
    18. 0928;046614 2222 yxyxyxyx töwerekleri  
merkezlerini  arasyndaky uzaklygy tapmaly. 
    19. Ellipsleri  ýarym oklaryny, fokuslaryny we ekssentrisitetlerini 

tapmaly: 1
2036

)3,1
2036

)2,1
2036

)1
222222 yxyxyx . 

    20.  3202016 22 yx  de leme bilen kesgitlenýän ellipsi   
direktrisasyny  de lemesini ýazmaly. 
    21. De sizlikler bilen kesgitlenýän köplükleri anyklamaly we olary 
dekart koordinatalar sistemasynda ekillendirmeli: 

2,200825)2.2,4843)1 2222 yyxxyx .   
    22. Giperbolalary  ýarym oklaryny, fokuslaryny, ekssentrisitetlerini we 
asimptotalaryny tapmaly: 

 1
25144

)3,1
3664

)2,1
916

)1
222222 yxyxyx . 

    23. Giperbolalary  hersini  direktrisalaryny we olary  arasyndaky 

uzaklygy tapmaly: 1
3628

)3,1
2425

)2,1
1620

)1
222222 yxyxyx . 

    24. Giperbola  6397 22 yx  de leme bilen kesgitlenen . 21,6M  
we  142,9N   nokatlary  fokal radiuslaryny tapmaly. 
    25. Parabolany  fokusyny, direktrisasyny  de lemesini tapmaly we 
olary  hemmesini gurmaly; yxxyxy 2)3,10)2,8)1 222  . 
    26. Ox  okuna simmetrik we   22,7,4,5 NM   nokatlar arkaly 
geçýän parabolany  de lemesini düzmeli we ol parabolany  koordinatalar 
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Ol ellips köne sistemany  koordinatalar ba langyjy boýunça geçýär 
(ba daky de lemede azat agzany  ýoklugy sebäpli ol de lemäni  

0,0 yx  nokat kanagatlandyrýar). 
 

G ö n ü k m e l e r 
     1. Birinji koordinatalar burçuny  bissektrisasyna parallel we  Oy  okdan 
ululyklary 43)3;5)2;2)1 bbb  bolan kesimleri kesýän göni 
çyzyklary düzmeli. 
     2. Koordinatalar ba langyjy we  3,4B   nokat arkaly geçýän göni 
çyzygy  de lemesini ýazmaly. 
     3. Oy  okundan  3b   kesimi kesýän we  Ox  oky bilen  135)1 ; 

45)3;60)2  burçlary emele getirýän göni çyzyklary düzmeli. 
     4. Göni çyzyklary   Ox  oky bilen emele getirýän burçlaryny tapmaly: 

0136)3;0733)2:0522)1 yxyxyx . 
     5. Göni çyzyklary  koordinatalar oklarynda kesýän kesimlerini  
ululyklaryny tapmaly we göni çyzyklary gurmaly:  1) 0632 yx ; 

02054)3;01243)2 yxyx . 
     6. C-ni  haýsy bahasynda  043 Cyx göni çyzyk  Oy  okunda 

5b  kesimi kesýär? 

     7.  Göni çyzyklary  arasyndaky burçlary tapmaly:  ,2
3
4)1 xy  

013,05)3;54,1
5
3)2;3

7
1 yxyxxyxyxy . 

     8. Göni çyzyklary  haýsylary parallel, haýsylary perpendikulýar? 
0253)4,0527)3;01144)2;0372)1 yxyxyxyx      

9. 0743,0532 yxyx  göni çyzyklary  kesi me nokady arkaly  
0765 yx  göni çyzyga perpendikulýar göni çyzyk geçirmeli. 

    10. Depeleri  5,3,1,2,4,3 CBA    bolan üçburçlugy   B  
depesinden  AC   tarapa geçirilen beýikligini  de lemesini düzmeli. 
    11.  Üçburçlugy  21,3,2,6,4,3 CBA   depeleri üstünde ýatýan 
göni çyzyklary  de lemelerini düzmeli. 
    12. Depeleri  10,7,9,3,8,2 CBA    bolan üçburçlugy  
medianalaryny  kesi me nokadyny tapmaly. 
    13. Berlen nokatdan göni çyzyga çenli uzaklygy tapmaly:  
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cos1
p                                         (61) 

görnü de ýazylar. O a ellipsi , giperbolany , parabolany  polýar 
de lemesi diýilýär (ol de leme giperbolany  iki ahasyny  birini 
kesgitleýär). 
     Parabola üçin fokal parametr  (57) de lemedäki   p  bilen gabat gelýär. 
Degi lilikde (35) we (46) de lemeler bilen berilýän ellips we giperbola ücin  
fokal parametr 

a
bp

2

                                             (62) 

formula boýunça a ladylýar. Hakykatdan-da, kesgitleme boýunça fokal 
parametr  P  nokady  ordinatasyny  modulyna de dir (AN  oky  Ox  oky 
hasap edýäris). Ellipsi   ycP ,   nokadyny  koordinatalaryny (35) 
de lemede goýup alarys: 

2

4

2

222

2

2
22

2

2

2

2

1,1
a
b

a
cab

a
cby

b
y

a
c . 

Bu de likden bolsa (61) de lik gelip çykýar. Bu netije ycP ,   nokady  
koordinatalaryny (46) de likde goýanymyzda hem alynýar. ypP ,2  
nokady  koordinatalaryny  (57) de lemede goýmak arkaly parabolany  
fokal parametrini  fokusdan direktrisa çenli uzaklyga de digi barlanylýar. 

     6-njy mysal. Polýar koordinatarynda berlen
cos54

9  de lemäni   

haýsy çyzygy kesgitleýändigini anyklamaly. 
      De lemäni  sag bölegini  sanawjysyny we maýdalawjysyny  4-e  
bölüp, ony (61) görnü däki 

cos451
49  

de lemä getireris. Ony (61) de leme bilen de dirip alarys: 

1
4
5,

4
92

a
c

a
bp . 

Bu ýerden görnü i ýaly berlen de leme ýarym oklary  3,4 ba  bolan 
giperbolany kesgitleýär.  
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§ 2. 8.  Gönüburçly dekart koordinatalaryny özgertmek 
 
     1. Parallel göçürmek. Goý, umumy mas tab kesimi we položitei ýarym 
oklaryny  ugurlary gabat gelýän iki sany  Oxy  (köne) we  XYO1  (täze)  
gönübürçly dekart koordinatalar sistemasy berlen bolsun. Eger täze 
sistemany  koordinatalaryny  ba langyjy  b,1 aO   nokatda bolup, onu  
köne koordinatalary  byax ,   bolsa, onda seýle sistemalary  birisi 
parallel göçürmek arkaly beýlekisinden alynýar diýilýär (16-njy surat). Bu  

suratdan görnü i ýaly  Ox   okuny    
xMAO ,,   we  Oy  okuny   yMBO ,,  

nokatlary üçin nokady  koordinatasyny  
kesgitlemesi esasynda  M   nokady  köne  
x   we   y  koordinatalaryny onu  täze 
koordinatalary arkaly a latmak bolar: 

bYyaXx , .          (63) 
Bu formuladan peýalanyp, ol nokady  täze 
koordinatalaryny onu  köne 
koordinatalary arkaly a latmak bolar: 

byYaxX , .           (64) 
     2. Koordinatalar oklaryny öwürmek. Goý,  täze   yxO   gönüburçly 
dekart koordinatalar sistemasy köne  Oxy   sistemany   O   nokadyny  
da yndan    burç öwrülmeginden alynýan bolsun (17-nji surat). Ol 
sistemalary  her haýsy bilen degi lilikde  ,   we   ,   polýar 
 koordinatalaryny baglany dyraly . !7-nji suratdan görnü i ýaly ol polýar 
koordinatalar üçin   ,   de likler dogrudyr. Bu de likler 
esasynda polýar we dekart koordinatalary baglany dyrýan  
    
 
 
 
 
 
 
 
 
  

16-njy surat 

1O  

y Y 

X 

x A 

B 

O 

M YM  

XM  

yM  

xM  

18-nji surat 

y  

x  

y  x  

O  

O 

y 

x 

 

17-nji surat  

O 

y 

x 

M 

 
  

   

x  

y  
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de leme ýa bo  köplügi, ýa nokady, ýa (kesi ýän, parallel, gabat gelýän) iki 
göni çyzygy ýa-da ellips (töwerek), giperbola, parabola çyzyklary  birini 
kesgitleýär. 
     10-njy mysal. 01616565 22 yxyxyx  de leme bilen berlen 
çyzygy  görnü ini kesgitlemeli we ony gurmaly. 
      Berlen de lemäni (65) formulany ulanyp özgerdenimizde  yx   
köpeltmek hasyly  koeffisiýentini nola de  etmek üçin   burçy (88) 

de likden kesgitläris: 45,902,0
6
55

2
2

B
CActg . Bu 

halda (65) formula 

yxyyxx
2
2,

2
2                          (89) 

görnüsi alar. Ony berlen de lemede göyup alarys: 
222222 2

2
532

2
5 yyxxyxyyxx  

02828 yxyx , 
0284.021682 2222 yyxyyx , 

0824,082224
2222 yxyyx . 

Bu de lemede   
2, yYxX        (90)                        

formula   boýunça  täze  koordinatalara 
geçip, 

1
28

,84
22

22 YXYX     (91)                         

de lemäni alarys. Bu de leme ýarym 
oklary  2,22 ba   bolan  
ellipsi kesgitleýär. Onu  merkezi  

0,0 YX  bolan nokatdadyr.(89) 
we (90) formulalary ulanyp alarys:  

1,1,2,0 yxyx . onu  üçin ellipsi  merkezi we täze  
XYO1   koordinatalar sistemasyny  ba langyjy  1,11O   nokatda 

ýerle ýär. ol sistemada (91) de leme bilen kesgitlenýän ellipsi guraly  
(22-nji surat). unlukda, köne  Oxy  sistemada gurlan çyzygy hem alarys. 

22-nji surat 

1 

-1 
1O  

O 

y 

x 

Y 

X 
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,sinsincos2cos 22
1 CBAA  

,sincossincos 22
1 BACB  

22
1 cossincos2sin CBAC . 

(87) de lemedäki  1B   koeffisiýent nola de  bolar ýaly    burcy aýlap 
alaly , ýagny ol burçy  

 2 2cos sin cos sin 0C A B  
de lemäni  çözüwi hökmünde alaly . Ol de lemeden  

B
CActg

2
2 .                                              (88) 

de ligi alarys.Bu halda  1A   we  1C   koeffisiýentleri  ikisini  birwagtda 
nola de  bolup bilmejegini subut edeli . Tersine,  0,0 11 CA  güman 
edip,                    0sinsincos2cos 22 CBA , 

0cossincos2sin 22 CBA  

de lemeleri alarys. Olary  birijisinden ikinjisini aýryp, 
CA

Bctg 22   

de ligi alarys we ony (88) de lik bilen de dirip, 
CA

B
B
CA 2

2
 

de ligi, ýagny  224 CAB   de ligi alarys, ol bolsa di e  0B   
bolanda ýerine ýetýär we ol  0B   erte gar y gelýär. 
     eýlelikde, köne dekart koordinatalaryndan käbir    burça öwürmek 
arkaly täze dekart koordinatalaryna geçilende alynýan de lemäni  
derejesini  peselip bimejekdigini subut etdik. onu  ýaly-da parallel 
göçürmekde we umumy bolan (66) formulalary ulanyp koordinatalary 
özgerdenimizde-de de lemäni   derejesi  peselmeýär. Ba gaça  aýdylanda, 
eger berlen çyzyk käbir dekart koordinatalar sistemasynda ikinji derejeli 
de leme bilen kesgitlenýän bolsa, onda ol islendik ba ga dekart 
koordinatalar sistemasynda hem ikinji derejeli de leme bilen kesgitlenýär. 
     Koeffisiýent  01B   bolanda (87) de leme eýle görnü i alar: 

022 111
2

1
2

1 FyExDyCxA . 
Bu de leme (69) görnü däki de lemedir. onu  ücin onu  ýönekeý görnü e 
getirili i ol de lemäni ki ýalydyr. 
      Alnan netijeleri a akdaky teorema görnü inde getirmek bolar. 
     3-nji teorema. Gönüburçly dekart koordinatalaryna görä ikinji derejeli 
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sin,cos yx   formulalary ulanyp alarys: 
sinsincoscoscoscosx  

,sincos yx  
cossinsincossinsiny  

,cossin yx  
ýagny 

cossin
,sincos

yxy
yxx

.                                 (65) 

    Täze  yx ,   koordinatalary köne  x,   y   koordinatalar arkaly a latmak 
üçin bu sistemany  yx ,   görä çözmek zerurdyr. Ýöne ony ba gaça hem 
görkezmek bolar:  yxO   sistemany köne sistema hökmünde alyp, ony  

  burça  öwürmek  arkaly   Oxy   sistema alynýar, onu  üçin (65) 
formulada  x  we  x ,  y  we  y  koordinatalary  orunlaryny çal yryp,  -
ny  ýerine  ýazmak ýeterlikdir. 
     Umumy halda, eger  Oxy   we    yxO  iki gönüburçly dekart 
koordinatalar sistemasy berlen bolsa (18-nji surat), onda go maça  yxO  
sistemany girizip we yzygiderli (63) we (65) formulalary ulanyp, 

byxy
ayxx

cossin
,sincos

                               (66) 

formulany alarys. 
 

§ 2. 9. Koordinatalary özgertmek formulalaryny  ulanyly y 
 

     1. cbxaxy 2   de lemäni  kesgitlýän çyzygy. De lemäni  sag 
böleginde doly kwadraty almak üçin ony özgerdeli : 

;
442

2 2

2

2

2
2 c

a
b

a
bx

a
bxay  

2

2

2

24 a
bxac

a
by . 
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Bu de likde  

c
a

byY
a

bxX 2

2

4
,

2
 

formulalar boýunça täze koordinatalara geçip, ýagny parallel göçürme 
geçirip, özgerdilip alnan de lemäni 2aXY görnü de ýazmak bolar. Ol 
de leme bolsa  XYO1  koordinatalar sistemasynda parabolany kesgitleýär. 
Diýmek, berlen de leme  oky  Oy  okuna parallel bolan  parabolany 
kesgitleýär. onu  ýaly-da CByAyx 2   de leme hem parabolany 
kesgitleýär, ýone ol parabolany  oky  Ox  okuna parallel bolýar. 

     2. 
dcx
baxy    de lemäni  kesgitleýän çyzygy. Bu de lemede  0c  

we  0bcad   hasap edeli , çünki  0c  bolanda  mkxy  
görnü däki  we 0bcad  bolanda ly   görnü däki göni çyzyk alynýar. 
De lemäni özgertmekligi a akdaky ýaly geçireli : 

c
dxc

a
b

c
d

c
dxa

c
dxc

a
bxa

dcx
baxy  

 

c
dx

c
adbc

c
a

c
dxc

c
adbc

c
dxa

2
, 

ýagny 

2,
c

adbcC

c
dx

C
c
ay . 

Bu de lemäni  

c
dx

C
c
ay                                            (67) 

görnü de ýazyp, täze koordinatalary 

 51

görnü däki de lemeleri  haýsy-da bolsa birine getirilýär. 
     9-njy mysal. 01513218169 22 xyxy  de lemäni  kesgitleýän 
çyzygyny anyklamaly we ony gurmaly. 
     De lemäni ýönekeýle dirip alarys: 

,01511691216129 22 xxyy  
,14411619 22 xy  

1
16

1
9
1,1

9
1

16
1 2222 yxxy . 

Bu de lemede 1,1 yYxX  formulalary ulanyp,  koordinatalar 
ba langyjy  1,11O   nokatda 
bolan täze dekart 
koordinatalarynda   

1
169

22 YX  

de lemäni alarys. Ol de leme 
hakyky oky  YO1   we parametrleri  

,3a  4b  bolan giperbolany 
kesgitleýär.Köne we täze dekart 
koordinatalaryny we täze 
koordinatalarda giperbolany 
guraly . unlukda, berlen 
de lemäni  köne dekart 
koordinatalar  sistemasynda  nähili  
çyzygy   kesgitleýandigini  
hem göreris (21-nji surat).  

       2. Ikinji derejeli umumy de leme.  Gönüburçly  x  we  y  dekart 
koordinatalaryna görä ikinji derejeli umumy görnü däki 

0222 22 FEyDxCyBxyAx                      (86) 
de lemä seredeli  we bu ýerde  0B   hasap edeli . 
     Bu de lemede (65) formulany ulanyp, täze  yx ,   koordinatalaryna 
geçeli . Onda ol de leme eýle görnü i alar: 

0222 111
2

11
2

1 FyExDyCyxBxA ,            (87) 
bu ýerde 

21-nji surat 

4 

3 
1O  

O 

y Y 

x 
X 
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     3) Goý, 0,0 CA   bolsun. Onda 0D  bolanda (69) de lemäni 

,022
2

2

2
2 F

C
EDx

C
Ey

C
EyC  

0
2

2

2

2

Fx
D

C
EF

xD
C
EyC  

görnü de ýazmak bolar. Ol de lemeden  CDp   belgileme girizip we 
täze koordinatalary  

C
EyY

CD
EFCxX ,

2

2

 

formulalar boýunça kesgitläp,  
pXY 22                                             (81) 

de ligi alarys.Bu de leme oky  XO1   bolan parabolany kesgitleýar. 
     Eger  0D   bolsa, onda (69) de leme 

F
C
E

C
EyC

22

 

görnü i alar. Ony bolsa  F
C
EL

C
EyY

2

,  begileme girizip, 

LCY 2                                             (82) 
görnü de ýazmak bolar.Bu de leme L sana,ýagny( 0,0,0 LLCLC ) 
ertlere baglylykda a akdaky de lemeleri  birine getirilýär: 

22 bY  ,                                            (83) 
22 bY                                              (84) 

02Y .                                               (85) 
unlukda, (83) de leme iki sany parallel bY  göni çyzyklary, (85) 

de leme iki sany gabat gelýän göni çyzyklary kesgitleýär, (84) de leme 
bolsa hiç bir çyzygy  kesgitlemeýär. 
     Bellik.  Eger   0,0 AC   bolsa, onda  3-nji hala me ze likde (69) 

de leme  0E   bolanda   qYX 22   de lemä we  0E   bolanda 
0,, 22222 XaXaX  
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c
ayY

c
dxX ,  

formulalar boýunça girizeli . Onda täze  XYO1   koordimatalarda  (67) 
de leme 

X
CY  ýa-da  0, CCXY                          (68) 

görnü de ýazylar. Bu de leme bolsa de taraply giperbolany kesgitleýär. 
a görä seredilýän de leme hem de taraply giperbolany kesgitleýär. 

     7-nji mysal. 522 2 xxy  de lemäni  kesgitleýän çyzygyny 
anyklamaly we ony gurmaly. 
      De lemäni ýönekeýle dirip alary : 

,
2
5

2
112

2
1

2
5

2
1 22 xxxxy  

22 1
2
12,21

2
1 xyxy . 

Eger  2,1 yYxX   belgileme girizsek, onda täze  XYO1  dekart 

koordinatalar sistemasynda ol de leme  2

2
1 XY  görnü de ýazylar. Bu 

de leme bolsa parabolany kesgitleýär. Indi  Oxy  we  XYO1   koordinatalar 

sistemalaryny we täze sistemada  2

2
1 XY   kanonik de lemesi boýunça 

parabolany guraly  (19-njy surat).       
 

20-nji surat 19-njy surat 

1 

7 

4 

3 

1 

2 

2 

-2 

1O  1O  

O O 

X X 

Y Y 

x x 

y y 
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. 

     8-nji mysal. 
2
144

x
xy de lemäni  kesgitleýän çyzygyny anyklamaly 

we gurmaly. 
      De lemäni ýönekeýle dirip alarys: 

,06842,01442 xxyxxy  
642,06242 yxxxy  

Eger  4,2 yYxX  formulalar boýunça täze sistemany girizsek, 
onda  täze  XYO1   sistemada  6XY  de lemäni alarys, ol de taraply 
parabolany kesgitleýar. Oxy  we  XYO1   koordinatalar sistemalaryny we 
täze sistemada  6XY   giperbolany guraly  (20-nji surat). 
 

§ 2. 10. Ikinji derejeli de lemeleri ýönekeýle dirmek 
 

     1. Koordinatalary  köpeltmek hasylynyny özünde saklamaýan 
de leme. Goý, dekart koordinatalaryna görä ikinji derejeli 

02222 FEyDxCyAx                           (69) 
görnü däki de leme berlen bolsun, bu ýerde 

022 CA                                            (70) 
     A akdaky üç hala seredeli :  
     1)  A  we  C  koeffisiýentleri  alamatlary me ze  ( 0AC , bu halda 
(69) de lemä elliptik görnü li de leme diýilýär); 
     2)  A  we  C  koeffisiýentleri  alamatlary dürli ( 0AC , bu halda (69) 
de lemä giperbolik görnü li de leme diýilýär); 
    3)  A  we  C  koeffisiýentleri  birisi nola de  ( 0AC , bu halda (70) 
erti  esasynda beýleki koeffisiýent  noldan tapawutly we (69) de lemä 

parabolik görnü li de leme diýilýär); 
     1)  De lemäni  çep bölegini doly kwadratlara getirip alarys: 

022
22

2

2
2

2

2
2 F

C
E

A
D

C
Ey

C
EyC

A
Dx

A
DxA . 

F
C
E

A
D

C
EyC

A
DxA

2222

.                  (71) 

Bu de ligi  sag bolegini  K  bilen belgiläp: F
C
E

A
DK

22

 we 
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C
EyY

A
DxX ,                                 (72) 

formulalar boýunça täze koordinatalary girizip, (71) de ligi 
KCYAX 22                                        (73) 

görnü e getireris. Bu de lemäni  K  sana, ýagny 0,0,0 KAKAKA  
ertlere baglylykda a akdaky de lemeleri  birine getirmek bolar: 

;12

2

2

2

b
Y

a
X                                          (74) 

12

2

2

2

b
Y

a
X  ,                                      (75) 

bu de lemelerde  
K
C

bK
A

a 22

1,1 ; 

02

2

2

2

b
Y

a
X ,                                       (76) 

bu ýerde  01,1
22 AC

b
A

a
 . 

     (74) de leme ýarym oklary  a  we   b  bolan ellipsi   ( ba  bolanda) 
töweregi kesgitleýär, (76) de leme bir nokady  ( 0,0 YX  täze 
koordinatalar sistemasynda, unlukda onu  köne koordinatalary (72) 
formuladan tapylýar), (75) de leme bolsa hiç bir çyzygy kesgitlemeýär. 
     2) Bu halda  0AC   bolany üçin (73) de leme a akdaky de lemeleri  
birine getirilýär: 

;12

2

2

2

b
Y

a
X                                          (78) 

;1,1 2

2

2

2

2

2

2

2

b
Y

a
X

b
Y

a
X                         (79) 

02

2

2

2

b
Y

a
X .                                       (80) 

     (78) de leme hakyky oky  XO1   bolan giperbolany, (79) de leme 
hakyky oky  YO1   bolan giperbolany,(80) de leme bolsa iki sany kesi ýän 

X
a
bYX

a
bY ,   göni çyzyklary kesgitleýär. 
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33)
3
1;

3
2 xy ; 34) 3;2 yx ; 

35) )sin(;)cos( yx ;  
36) sincos;coscos yx ;  37)sistema kesgitlenen däl;  

38) 6a bolanda sistema kesgitlenen, 6a bolanda sistema kesgitlenmedik, 
6a bolanda gar ylykly ; 39) 90ab bolanda sistema kesgitlenen, 

15;6 ba bolanda kesgitlenmedik, 90ba emma 15;6 ba  bolanda 
gar ylykly ;  40) 2;2;3 zyx  ;   41) 1zyx  ;  
42) 1;2;1 zyx ;   43) 2;3;2 zyx  ;   44)  

2,2,3,1 4321 xxxx  

1,3,1,2)45 4321 xxxx   ,1,2)46 21 xx  

3,4 43 xx   2/3,3/1,2,0)47 4321 xxxx  

3,2,3/2,2/1)48 4321 xxxx   
7
6104)49 1x  

1,10,
7
47 432 xxx   

07
27

)50   
dcdc
baba

)51  

792
0103
551

)52    
261713
32279
292211

)53     

10317
2091216
35272317
23191710

)54  

2/12/3
12

)55     
35
47

)56     
ac
bd

bcad
1)57  

cossin
sincos

)58    
242927
344138
111

)59    

131
7185

11298
)60        

112
3/113/5
3/123/7

)61  
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2221

1211

aa
aa

I. 3  ÇYZYKLY ALGEBRA 
§ 3. 1. Kesgitleýjiler we olary  häsiýetleri 

   
 1. Ikinji we üçünji tertipli kesgitleýjiler. 12212211 aaaa  sana    

22211211 ,,, aaaa   dört sandan düzülen   
 

 
 

 
kwadrat tablisany  ikinji tertipli kesgitleýjisi diýilýär we ol   

                                           
2221

1211

aa
aa

 

görnü de belgilenýär, ýagny                                                              

                               21122211

2221

1211 aaaa
aa
aa

                   (1)       

22211211 ,,, aaaa  sanlara ikinji tertipli kesgitleýjiniñ elementleri diýilýär. 
Kesgitleýjiniñ her bir elementi iki indeksli  harp bilen belgilenip, birinji 
indeksi onuñ ýerle ýän setiriniñ nomerini, ikinjisi sütüniniñ nomerini 
añladýar we ol elementi  olary  kesi mesinde ýerle ýändigini görkezýär 
(mysal üçin, 21a  element kesgitleýjiniñ ikinji setiri bilen birinji sütünini  
kesi mesinde ýerle ýär) 

)3,2,1,( kia ki   dokuz  sandan düzülen 

                           

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 

kwadrat tablisadan kesgitlenýän  
 
 
                   (2) 
 
 
sana üçünji tertipli kesgitleýji diýilýär, (2) formulanyñ sag bölegindäki 
algebraik jemi  her bir go ulyjysyny  kesgitleýjiniñ her bir setirinden we 

312213133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

113223332112 aaaaaa
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her bir sütüninden alnan bir we diñe bir elementleri  köpeltmek 
hasylydygyny belläli . Bu köpeltmek hasyllar go mak ýa-da aýyrmak 
alamaty bilen alynýar. Haýsylaryny “+” alamaty, haýsylaryny “–”  alamaty 
bilen almalydygyny ýatda saklamak üçin 1-nji suratda görkezilen shema 
peýdalydyr.                                                                                                                                          

             “-”                                                         “+” 

 
                                                  1-nji surat. 
Kesgitleýjini  haýsydyr bir elementini  ýerle ýän setiriniñ we sütünini   
çyzylmagyndan alynýan kesgitleýjä ol elementiñ minory diýilýär. Mysal 
üçin,  

                                                  
3332

1312

aa
aa

                                           (3) 

ikinji tertipli kesgitleýji (2) kesgitleýjini  21a  elementiniñ minorydyr. (1) 
kesgitleýjiniñ 21a  elementini  minory  12a  elementdir (birinji tertipli 
kesgitleýji), kia  elementi  minoryny  kiM  bilen belgiläliñ. Kesgitleýjini  

kia  elementiniñ  ki)1(  alamat bilen alnan minoryna onu  algebraik 

doldurgyjy diýilýär. Mysal üçin, (2) kesgitleýjiniñ 21a  elementini  
algebraik doldurgyjy minus alamaty bilen alnan (3) kesgitleýji bolar. kia  

elementi  algebraik doldurgyjy kiA  bilen belgilenýär. 

unlukda, ki
kiA )1( kiM .              

       2. Kesgitleýjiniñ häsiýetleri .    
Kesgitleýjileri  häsiýetleri a akdaky teoremalar bilen berilýär. 

       1-nji teorema. 1) Ähli setirleri degi li sütünleri bilen çal yrylanda 
kesgitleýji üýtgemez; 

2) Iki sütüniniñ (setirini ) orny çal yrylanda kesgitleýjini  diñe 
alamaty üýtgär; 

3) Iki de  sütüni (setiri) bar bolan kesgitleýji nola deñdir; 
4) Käbir sütüni  (setiri ) elementleri üçin umumy köpeldijini 

kesgitleýji belgisini  ö üne çykarmak bolar; 
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Matrisalary  köpeltmek hasylyny tapmaly 
 

52
43

45
23

50.       
dc
ba

51.  

 

231
521
652

352
143
231

52.     

569
314
523

374
596
485

53.  

 

2112
6543
5475
9687

2133
1235
3423
4312

54.  

 
akdaky matrisalary  ters matrisalaryny tapmaly. 

dc
ba

57.56.55.
75
43

43
21

 

325
436
752

cossin
sincos

59.58.  

153
132
543

60.  

 
J o g a p l a r 

 

1) 1 ;     2) 2  ;    3) 1;    4) 0 ;     5) 0 ;    6) 1 ;   7) 4ab ;    8) 22b  ; 9) 1 ;    
10)  )sin( ;      11)  cos  ;    12) 1 ;    13) 1 ;  14) 40 ; 
15) 3  ;  16)100 ;  17) 5  ;  18) 0 ;  19)1 ;  20) 1 ;  21) 2 ;  22) 4 ;  23) 8    24)6 

;  25)20 ;  26)0 ;  27) 2223 cbaabc  ;  28) abccba 3222  ;  29)0 

; 30) abcxcbax 23 )(2 ;  31) 1;3 yx  ;   32) 2;5 yx    
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.396
,264

yx
yx

37.      
.39
,24

ayx
yax

38.       39 
9 6,

.
10 10
ax y

x by
          

322
,3473
,10532

zyx
zyx
zyx

40.                     

1254
,2233
,3465

zyx
zyx
zyx

41.    

03235
,01326
,04234

zyx
zyx
zyx

42.                 

10243
.0522

,02325

zyx
zyx
zyx

43.  

  Näbellileri yzygiderli ýok etmek usuly bilen a akdaky de lemeler 
sistemalaryny çözmeli. 

.2294
,342
,3532

,3523

4321

421

4321

4321

xxxx
xxx
xxxx
xxxx44.

     

.078232
,0123
,03322
,07534

4321

321

4321

4321

xxxx
xxx

xxxx
xxxx45.

 

.023
,0243
,06332
,0322

4321

4321

4321

421

xxxx
xxxx
xxxx
xxx46.

      

.78323
,62932
,2463
,646

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx47.

 

.07368
,0323310
,04296
,032332

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx48.

 

.927368
,146323310

,2633018133
,79952

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx49.

 

 

 59

5) Eger käbir sütüni  (setiri ) ähli elementleri nola deñ bolsa, onda ol 
kesgitleýji nola deñdir. 

 Üçünji tertipli (2) kesgitleýjä garaly . 
1) Ol kesgitleýjide her bir setiri ol nomerli sütün bilen çal yraly , 

onda  

312312133221332211

332313

322212

312111

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

      

täze kesgitleýji alarys. 
         Bu de ligi (2) bilen deñe direnimizde kesgitleýjileri  de digini 
görmek bolar, çünki, görkezilen de likleri  sag bölekleri deñdir.  

2) Eger (2) kesgitleýjide ikinji we üçünji sütünleri  orunlaryny 
çal yrsak, onda   

312312123321312213322311

323331

222321

121311

aaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

 

 
  
 
de ligi alarys. Ýaýdaky algebraik jemi  (2) formulany  sag bölegine de  
bolany üçin täze kesgitleýji ondan di e alamaty bilen tapawutlanýar. 
Beýleki ýagdaýlar hem a me ze likde görkezilýär.  

3) Kesgitleýjini  bilen belgiläliñ. Goý, onuñ iki de  sütüni bar 
bolsun. Bu sütünleri çal yryp, ol bir  kesgitleýjini alarys. 2-nji häsiýete 
görä kesgitleýjiniñ alamaty üýtgeýändir, ýagny,  bolar, bu ýerden 
bolsa 0  deñligi alarys.   

4) Goý, (2) kesgitleýjide ikinji sütüniñ elementleriniñ umumy  
köpeldijisi bar bolsun. Onda 

 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

, 

çünki 

113223331221132231 aaaaaaaaa

)

(

113223332112

312213133221312312

332211332211322113

aaaaaa
aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
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)
(

112332331221312213132132

312312332211112332332112

312213132132312312332211

aaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaa

 

5) Eger käbir sütüni  (setiri ) ähli elementleri nola de  bolsa, onda 
(2) de ligi  sag bölegindäki algebraik jemi  her bir go ulujysy, nol 
köpeldijisi bolan köpeltmek hasyly hökmünde nola deñ bolar we onuñ üçin 

 nola deñdir  
Netije: Iki proporsional sütünli (setirli) kesgitleýji nola deñdir.  

 Hakykyatdan-da, bu sütünleriñ birini  elementlerini  umumy 
köpeldijisini kesgitleýjiniñ öñüne çykaryp, iki de  sütünli kesgitleýjini 
alarys. Ol bolsa nola deñdir.  Ikinji tertipli kesgitleýjiniñ ähli häsiýetleri 
uña meñze likde subut edilýär.  

2-nji teorema. Eger käbir sütüniñ (setiriñ) elementlerini ol bir 
köpeldijä köpeldilip, beýleki sütüniñ (setiriñ) degi li elementlerine go sak, 
onda kesgitleýji üýtgemez. 

  Goý, mysal üçin, (2) kesgitleýjiniñ üçünji sütüniniñ elementlerine 
 sana köpeldilen 2-nji sütüni  degi li elementleri go ulan bolsun. Onda  

32333231

22232221

12131211

aaaa
aaaa
aaaa

 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

323231

222221

121211

aaa
aaa
aaa

 

=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

323231

222221

121211

aaa
aaa
aaa

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 

bolar, çünki 
 

)
()

(
)()()(

)()()(

322211322112

312212123221223112322211113223

322112312213133221312312332211

113222233233211231221213

121332213122231233332211

aaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa
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325
214
423

.
571
823
534

.
243
352
123

.
341
235
312

17.16.15.14.

  

011
101
110

.
631
321
111

.
812
278
124

.
812
278
543

21.20.19.18.  

812516
954
111

.
6481
4971
2551

.
506
617
302

.
547
010
365

25.24.23.22.

    

00

00
...

987
654
321

e
dcb

a

acb
bac
cba

bac
acb
cba

29.28.27.26.  

 

cxx
xbx
xxa

30.  

Kesgitleýjileri  kömegi bilen a akdaky de lemeler sistemalaryny     
çözmeli. 

 
           

).cos(
),sin(

36

.01485
,01374

34

.1054
,432

32

tgyx
ytgx

yx
yx

yx
yx

.

.

.

 

.sincossin
,cossincos

35

02
,175

33

.
273
,152

31

yx
yx

yx
yx

yx
yx

.

.

.
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444442

42443243

4
3

2
54

2
5

4
3

2
511

;
4
3

2
5;

2
3512;4

2
5

xxxxxxx

xxxxxxxx
 

de likleri alarys. eýlelikde, berlen sistemanyñ      

4
2
5;

4
3

2
5;

4
3

2
5

434241 xxxxxx  

çözüwi bardyr, bu ýerde 4x  islendik hakyky bahalary alyp bilýär. Diýmek 
bu sistemanyñ  tükeniksiz köp çözüwi bardyr. 

 
Gönükmeler 

Kesgitleýjileri hasaplamaly 
 

 1.   .
37
25

  2.  
43
21

.     ...
128
96

..
58
23

.
2bab

aba z

543  

                

.....
1

1
.

2222

baba
babababa

baba
baba

nn
nn

876

 

 .11109
cossin
sincos

..
cossin
cossin

..
cossin
sincos

.  

               

                  .

1
)1(

1
2

1
2

1
)1(

..

1
1

1
2

1
2

1
1

.

2

2

2

22

2

2

2

2

22

2

t
t

t
t

t
t

t
t

t
t

t
t

t
t

t
t

1312  
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de lik ýerine ýetýär we onu  sagyndaky ýaýy  içindäki algebraýik jem 
nola de dir.   

Bellik. Bu teoremada ol bir wagtda käbir sütüniñ (setiriñ) hemme 
elementleri iki go ulyjynyñ jemine deñ bolan kesgitleüýjini  iki 
kesgitleýjiniñ jemine deñ bolup, birinji kesgitleýjiniñ degi li sütüniniñ 
(setiriniñ)  elementleriniñ onuñ birinji go ulyjylary, ikinji kesgitleýjiniñki 
bolsa ikinji go ulyjylary bolýandygy subut edildi. 

3-nji teorema. Kesgitleýji islendik setiriñ (sütüniñ) elementleriniñ 
olaryñ algebraik doldurgyçlaryna köpeltmek hasyllarynyñ jemine deñdir. 

Ikinji tertipli kesgitleýji üçin teorema aýdyñ, onuñ tassyklamasy 
(1) formuladan gelip çykýar. (2) kesgitleýjini  bilen belgiläp, sag bölegini 
özgerdeliñ.  

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
113122322113

33213123123223332211113223

332112312213133221312312332211

)(

)()(

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aaaaaa

aaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaa

 

Bu ýerden 

           
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11 ,,

aa
aa

A
aa
aa

A
aa
aa

A                 (4)                                   

bolýany üçin  
                              131312121111 AaAaAa                                        (5) 

de ligi alarys, bu ýerde 131211 ,, AAA  degi lilikde 131211 ,, aaa  
elementleriñ algebraik doldurgyçlary. 

(5) de lige birinji setiriñ elementleri boýunça kesgitleýjini dagytmak 
formulasy diýilýär. Beýleki setirleriñ we sütünleriñ elementleri boýunça 
dagytmak a meñze  görkezilýär. 

4-nji teorema. Goý, -käbir üçünji tertipli kesgitleýji bolsun. 
Haýsydyr bir setiriñ (sütüniñ) algebraik doldurguçlarynyñ islendik 

321 ,, qqq  sanlara köpeltmek hasyllarynyñ jemi berlen kesgitleýjiden 

ol  setiriñ  (sütüniñ)   321 ,, qqq  sanlar setiri (sütüni) bilen 
çal yrylmagyndan alynýan  kesgitleýjä deñdir. 

 (2) kesgitleýjiniñ birinji setirine we kesgitleýjä seredeliñ: 
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333231

232221

321

aaa
aaa
qqq

  

3-nji teorema esasynda 332211 QqQqQq  , bu ýerde 321 ,, QQQ  
degi lilikde 321 ,, qqq  elementleri  algebraik doldurguçlary. oña  

rä 133122111 ,, AQAQAQ   bolýany üçin bu ýerden 

133122111 AqAqAq  de ligi alarys(bu ýerde 131211 ,, AAA  sanlar 
(4) formulalar arkaly kesgitlenýär).  

5-nji teorema. Haýsydyr bir setiriñ (sütüniñ) elementleriniñ beýleki 
setiriñ (sütüniñ) degi li elementlerini  algebraik doldurgyçlaryna 
köpeltmek hasyllarynyñ jemi nola deñdir. 

 Ikinji tertipli kesgitleýji üçin teorema aýdyñdyr (iki de  setirli 
kesgitleýjini alarys). (2) deñlik bilen kesgitlenýän  kesfitleýji berlen 
bolsun. 0231222122111 AaAaAa  de ligi   görkezeli . 4-nji teorema 
boýunça 

             .

333231

131211

131211

231322122111

aaa
aaa
aaa

AaAaAa  

Iki de  setirli kesgitleýji hökmünde bu de ligi  sagyndaky kesgitleýji nola 
de dir. onu  üçin 
                         0231322122111 AaAaAa  
bolar. 

1-nji mysal. 

786
514
321

 

 üçünji tertipli kesgitleýjini üç usul bilen hasaplamaly.  
 1) 4940561896607 ; 

 

 79

.16243
;12245
;032
;5

4321

431

4321

4321

xxxx
xxx

xxxx
xxxx

 

 Onu  matrisasyny düzeli  we özgerdeli : 

6     2-   4     3
2     4     0     5
1-   1      3-   2
 1     1      1      1

1
12   
0   
5   

3-  5-   1     0
3-  1-   5-   0
3-  1 -   5-   0
 1    1     1      1

16
13- 

0 1- 
5   

3    5-   1      0
0    0     0     0
3-   1 -   5-   0

 1      1     1      1

16
3- 

0 1- 
5   

 

Sistemany  çözüwi ýokdur, çünki so ky matrisa näbellilerdäki ähli 
koeffisiýentler nola de  bolup, azat agzasy noldan tapawutly bolan de lemä 
degi li setiri özünde saklaýar. 
 7-nji mysal. De lemeler sistemasyny çözmeli. 

.66657
;76342
;2223

;1

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

 Onu  matrisasyny  ýazaly  we özgerdeli  

6 -   6     5    7
6     3-   4-   2
2-   2     1     3
 1-   1     1      1

6   
7   
2   
1   

1     1-   2-   0
8    5-   6-   0
1     1 -   2-   0
 1 -   1     1      1

1
5  
1- 
1   

0    0    0      0
5    2-   0     0
1    1 -    2-   0

 1-   1      1      1

0   
8   
 1- 

1   

 

bolany üçin  berlen sistema 

.852
;12
;1

43

432

4321

xx
xxx
xxxx

 

De lemeleri  sistemasyna getirilýär. Ondan bolsa  
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.13822
;03444
;6612

;234

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

 

 Onu  matrisasyny düzeli  we ony özgerdeli : 

3
8
4
2

9000
92000

3820
3411

1
0
6
2

3822
3444
61211
3411

 

Ikinji matrisa birinjiden onu  birinji setirini yzygiderlikde (-1)-e, (-4)-e,  
(-2)-ä köpeldilmegi we degi lilikde ikinji, üçünji, dördünji setirlerine 
go ulmagy arkaly alnandyr; dik çyzyk bilen bu ýerde azat agzalary  sütüni 

lünip aýrylan. Ikinji matrisa a akdaky de lemeler sistemasy degi lidir: 

.39
;8920
;4382
;234

4

43

432

4321

x
xx
xxx
xxxx

 

Bu ýerden 

.
2
1342,

2
1

4382,
4
19820,

3
1

43212

4323434

xxxxx

xxxxxxx
 

  eýlelikde berlen sistemanyñ çözüwi: 

.
3
1,

4
1;

2
1,

2
1

4321 xxxx  

 6-njy mysal. De lemeler sistemasyny çözmeli: 
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 2)   ;49)26(3)2(2331
86
14

3
76
54

2
78
51

1  

3) Birinji setiri  – 4-e    köpeldip, ikinji setiriñ degi li elementlerine go up, 
soñra birinji setiri  – 6-a  köpeldip, üçünjä go anymyzda  

                                    
1140
770
321

 

kesgitleýjini alarys.Bu kesgitleýjini birinji sütüni  elementleri boýunça 
dagydyp, 

                          49)2877(
114
77

1  

de ligi alarys.  
 3. n-nji tertipli kesgitleýji. Matematiki induksiýa usulyndan 
peýdalanyp, ýagny (n-1)-nji tertipli kesgitleýji dü ünjesi belli hasap edip, n-
nji tertipli kesgitleýji dü ünjesini girizeli . Onu  üçin n sütünden we n 
setirden ybarat bolan sanlaryñ kwadrat tablisasyna seredeliñ: 

                                   

nnnn

n

n

aaa
aaa
aaa

A
...
...
...

21

22221

11211

                                      (6) 

a  n-nji tertipli matrisa diýilýär (§3.3 seret). 
 (6) matrisanyñ i-nji setirini we k-njy sütünini çyzmak arkaly 
alynýan (n-1)-nji tertipli kesgitleýjä n-nji tertipli matrisanyñ ika  
elementiniñ minory diýilýär. ika  elementiñ minoryny ikM  bilen belgiläris. 

ika  elementiñ algebraik doldurgyjy diýip, onu  ki)1(  alamat bilen alnan 

minoryna aýdylýar we ikA  bilen belgilenýär, ýagny ik
ki

ik MA )1( . 
n

k
kk

k Ma
1

11
1)1(  sana, (6) matrisanyñ n-nji tertipli kesgitleýjisi diýip 

aýdylýar,  we ol eýle belgilenýär. 
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333231

232221

131211

...
.............

...
...

det

aaa

aaa
aaa

A  

eýlelikde, kesgitlmä görä, 

                                     

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
.............

...
...

det

21

22221

11211

                               (7) 

ýa-da   
n

k
kk Aa

1
11 .  

 Bu formula n-nji tertipli kesgitleýjini degi li matrisanyñ birinji 
setiriniñ elementleri we (n-1)-nji tertipli kesgitleýjiler bolan algebraik 
doldurgyçlary boýunça dagytmak düzgünini añladýar. Bu formuladan n=2  
bolanda  formula (1), n=3 bolanda  formula  (5) alynýar. Kesgitleýjini 
dagytmak üçin onuñ  birinji setiriniñ elementlerini we oña degi li  
minorlaryndan  ba ga beýleki  setiriniñ  elementlerini, eýle hem islendik 
sütüniniñ  elementlerini ulanyp  bolmaýarmy diýen sorag ýüze çykýar . 
 Bu soraglara a akdaky teoremalar jogap berýär. 

1. n-nji tertipli kesgitleýji üçin  i(i=1,2,..,n)  setiriñ nomeri 
nähili bolsa-da n-nji tertipli (7) kesgitleýji üçin 

                         
n

k
ikik

ki MaA
1

)1(det  

ýa-da dagytmak formulasy diýip atlandyrylýan 

                       ),...,3,2,1(
1

niAa
n

k
ikki  

formula dogrudyr.  
2. n-nji tertipli kesgitleýji üçin k-njy sütüniniñ (k=1,2,..,n)                                    

nomeri nähili bolsa-da  n-nji tertipli (7) kegitleýji üçin 

 
n

i
kiki

ki MaA
1

)1(det  

ýa-da bu kesgitleýjini k-njy sütün boýunça dagytma formulasy diýip 
atlandyrylýan.   
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                              (40) 
 

 
 

 
bu ýerde k <n;                      
 

,

0...0
.................................................

...
;...

;222222

111212111

knk

nnkk

nnkk

bxx

bxaxaxa
bxaxaxaxa

 (41) 

bu ýerde .,0 nkbk  
 (39) sistemanyñ ýeke-täk çözüwi bar, nx  so ky de lemeden, 1nx  
ondan ö ki de lemeden, we .m. 1x  bolsa birinji de lemeden tapylýar. 
 (40) sistemanyñ tükeniksiz köp çözüwi bar. So ky de lemeden bir 
näbellini (mysal üçin, kx -ny bu de lemä girýän galan n-k sany 

),...,,( 21 nkk xxx  näbellileri  üsti bilen a ladyp bolýar. So kudan ö de 
gelýän de lemeden 1kx  näbelli bu näbellileri  üsti bilen a ladylyp bilner 
we .m. Alnan formulalarda nkk xxx ,...,, 21  näbelliler islendik bahalary 
alyp biler.  
 (41) sistemany  çözüwi ýokdur, sebäbi onu  so ky de lemesini 
näbellileri  hiç bir bahalary kanagatlandyryp bilmez. 

unlukda, näbellileri yzygiderli ýoklamak usuly islendik çyzykly 
de lemeler sistemasina ulanylarlyklydyr. Sistema eýle usul bilen 
çözülende, özgertmeler de lemeleri  üstünde däl-de, eýsem näbellileri  
koffiýesentlerinden we azat agzalaryndan düzülen matrisalar üstünde 
geçirilýär. 
 5-nji mysal. De lemeler sistemasyny çözmeli: 

,...
...............................................................

...
;...

;222222

111212111

knkkkk

nnkk

nnkk

baxa

bxaxaxa
bxaxaxaxa
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....
.................................................

;...
...

;...

211

33232131

;22222121

11212111

mnnmnmm

nn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

011a  hasap edip, (33) ulgamy  birinji de lemesini 
11

21

a
a

  sana  

köpeldip, ikinjä go anymyzda 1x  näbellini  koeffisiýenti nola öwrülýän 

de lemäni alýarys. Birinji de lemäni 
11

31

a
a

 sana köpeldip, üçünjä 

go anymyzda hem 1x  agzany saklamaýan de lemäni alýarys. eýle 
ýörelgäni dowam etdirip, (37) sistema ekwiwalent bolan eýle sistema 
geleris:                       
 
  
                                                                                                                                  (38)  
       
                           
                                                                                                 
 
 
bu ýerde ),...,3,2;,...,3,2( nkmia ki -käbir täze koeffisiýentler. 

022a  hasap edip, (38) sistemanyñ ba ky iki de lemesini üýtgetmän, 
galanlaryny 2x  näbellidäki koeffisiýent nola öwrüler ýaly özgerdeli . u 
ýörelgäni dowam etdirip, (38) sistemany a akdaky sistemalaryñ birine 
getirip bolar: 

      

,
.................................................

;...
...

;...

33333

;22323222

11313212111

nnnn

nn

nn

nn

bxa

bxaxa
bxaxaxa
bxaxaxaxa

     (39) 

 
bu ýerde ;),...,4,3(0,...,0,0 2211 nkaaa kk  
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....
.................................................

...
;...

2211

;22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

.0...
...............................................

;0...
;0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

                                 
n

i
kiki nkAa

1
)...,3,2,1(   

formula dogrudyr. 
n-nji tertipli (n>3) kesgitleýjiler üçin hem 1-5-nji teoremalaryñ 
dogrudygyny subutsyz belläliñ. Hususanda, 5-nji teorema 
             )(0...2211 kiAaAaAa ninkikik  
deñlik arkaly añladylýar. 

 
§ 3. 2.  Kesgitleýjileriñ kömegi bilen çyzykly deñlemeler sistemasynyñ 

züli i 
 1. De lemeler sistemasy we onu  çözüwi. nxxx ,...,, 21  
näbellilere görä n çyzykly de lemeler sistemasyna  garaly :  
                              
                                                                                                  
        (8) 
   
  
 
Näbellileriñ koeffisiýentleri iki indeksli  harp bilen belgilenip, olary  
birinjisi de lemäniñ nomerini, ikinjisi näbelliniñ nomerini görkezýär. 
Eger azat agzalaryñ kb( hemi elikleriñ ),...,1 nk arasynda noldan 
tapawutlylary bar bolsa, onda deñlemeler sistemasyna birjynsly däl sistema 
diýilýär. Eger ähli azat agzalar nola deñ bolsa, onda oña birjynsly 
de lemeler sistemasy diýilýär we ol   
  
 
 
                (9) 
 
 
görnü de ýazylýar. 
 Eger nxxx ,...,, 21  näbelliler degi lelikde nccc ,...,, 21  sanlar bilen 
çal yrylanda (8) sistemany  her bir de lemesi toždestwa öwrülýän bolsa, 
onda  

                               nn cxcxcx ,...,, 2211                      (10) 



 66

sanlary  toplumyna (8) sistemany  çözüwi diýilýär.  
2. Kramer düzgüni. (8) sistemanyñ de lemeleriniñ näbellilerini  

koeffisiýentlerinden düzülen kesgitleýjä deñlemeler sistemasynyñ 
kesgitleýjisi diýilýär. Ony  bilen belgiläliñ. Ol kesgitleýjiden kx  
näbellileri  koeffisiýentlerinden düzülen sütüni azat agzalary  sütüni bilen 
çal yrylmagyndan alnan kesgitleýjini k  bilen belgiläli . eýlelikde  

                

nnnnn

n

n

k

nnnn

n

n

abaa

abaa
abaa

aaa

aaa
aaa

......
............................
......
......

,

...
.....................

...

...

21

222221

111211

21

22221

11211

             (11) 

bu ýerde k – 1,2,…,n sanlary  biri 
 6-njy teorema (Kramer). Eger (8) sistemanyñ  kesgitleýjisi noldan 
tapawutly bolsa, onda ol sistemanyñ ýeke-täk 

                             n
nxxx ,...,, 2

2
1

1                         (12)     

çözüwi bardyr. 
 (8) deñlemeller sistemanyñ birinjisini  iki bölegini hem  

kesgitleýjiniñ ka1  elementiniñ kA1  algebraik doldurgujyna, ikinji 

de lemäniñ iki bölegini kA2  algebraik doldurguja we .m., ahyrsoñunda i  

soñky deñlemäniñ iki bölegini knA  köpeldeliñ. Olary agzalaýyn go up we 
meñze  agzalary toplap alarys: 

....)...

(...)...(...)

...()...(

221122

1122122

22211211221111

knnkknknnnkn

knkknknkkkknn

kkknnkk

AbAbAbxAaAa

AaxAaAaaxAa

AaAaxAaAaAa

 

5-nji teorema laýyklykda )( kixi  näbellileriñ koeffisiýenleriniñ hemmesi 
nola deñ; 3-nji teorema görä kx -ny  koeffisiýenti sistemanyñ  
kesgitleýjisine de ; 4-nji teorema laýyklykda bu de ligi  sag bölegi k  
kesgitleýjä deñdir. unlukda soñky de lik kkx  görnü i alar. 0  
we k san 1,2,…,n sanlaryñ biri bolany sebäpli ol deñlikden (12) formulalar 
gelip çykýar.  

 75

(33) sistemadan (35) de lik boýunça kesgitlenen ikinji de lemesi bilen 
tapawutlanýan 

          

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2;

31 1 32 2 3 3

1 1 2 2

... ;
...
... ;

.................................................
... .

n n

n n

n n

m m m n n m

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

                        (37) 

de lemeler sistemasyna garaly : 
Eger nccc ,...,, 21  sanlar (33) sistemanyñ çözüwi bolsa, onda olar 

(37) sistemanyñ hem çözüwi bolarlar, ýagny eger kk cx  (k=1,2,…,n) 
bahalar (33) sistemanyñ hem her bir de lemesini kanagatlandyrýan bolsa, 
onda olar (37) sistemanyñ hem her bir de lemesini kanagatlandyrarlar, 
sebäbi ikinji de lemeden ba ga hemmesi (33) sistemanyñ deñlemeleri ýaly, 
ikinjisi bolsa(36) de lik esasynda (34) de leme bilen gabat gelýär. Tersine 
hem dogry: eger nccc ,...,, 21  sanlar (37) sistemanyñ çözüwi bolsa, onda 
olar (33) sistemanyñ hem çözüwi bolar, çünki (33) sistemanyñ ikinji 
de lemesi (37) sistemanyñ birinji de lemesini )(  köpeldip, ikinji bilen 
go ulmagy netijesinde alynýar, beýleki de lemeler iki sistemada-da de dir. 

eýlelikde, (33) we (37) sistemalar ekwiwalentdir. 
Eger (33) sistema birnäçe gezek görkezilen özgertmeler ulanylsa, onda 

alnan täze sistema berlen (33) sistema ekwiwalent boljakdygy dü nükli. 
Seredilen görnü däki özgertmeler geçirilende, täze sistemada ähli 
koeffisiýentleri nola de  bolan de leme bolup biler. Eger eýle de lemäni  
azat agzasy hem nola de  bolsa, onda de lemäni näbellileri  islendik 
bahalary kanagatlandyrar; bu de lemäni ta lap, berlen sistema ekwiwalent 
bolan de lemeler sistemasyny alarys. Eger seredilýän de lemede azat agza 
noldan tapawutly bolsa, onda näbellileri  hiç bir bahalary de lemäni 
kanagatlandyrmaz, onu  üçin alnan de lemeler sistemasyny  we o a 
ekwiwalent bolan berlen sistemany  çözüwi ýokdur.                                  

(33) sistemanyñ çözüwini tapmak  üçin ulanaylýan näbellileri 
yzygiderli ýoklamak usuly, ýagny Gauss usuly diýip atlandyrylýan usul 

akdakydan ybarat: 
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....
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2211

;22222121

11212111

mmmmmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

21

22221211212111 )...()...(

bb
xaxaxaxaxaxa nnnn

de , uly tertipli minorlary bolsa nola de dir. Ýönekeý özgertmeleri  
kömegi bilen islendik matrisany diagonal görnü e getirip bolar: 
1) iki setiri  ýa-da iki sütüni  ornuny üýtgedip; 2) sütüni  (setiri ) 
elementlerini noldan tapawutly erkin sana köpeldip;  3) bir setire (sütüne) 
käbir sana köpeldilen beýleki setiri (sütüni) go up. Görkezilen 
özgertmelerde matrisany  rangy üýtgemeýär. 
 

§3. 4.  Näbellileri yzygiderli ýoklamak usuly 

 Goý, n näbellili m çyzykly algebraik de lemleri   
 
 
                   
          (33) 
 
 
 
 
sistemasy berlen bolsun. (33) sistemada  de lemeleri  m sany näbellileri  n 
sanyndan kiçi, uly ýa-da de  bolup biler.  
       ix   näbelliler degi lilikde ic  sanlar (i=1,…,n)  bilen çal yrylandan so  
sistemanyñ her bir de lemesini to destwo öwürýän nccc ,...,, 21  sanlary  
toplumyna (33) sistemanyñ çözüwi diýilýär.  

Eger iki sany de lemeler sistemasynyñ ol bir çözüwleri bar bolsa, 
onda olara ekwiwalent sistemalar diýilýär. (33) sistemanyñ bir 
de lemesini  iki bölegini hem 0  sana köpeldip, ol sistemanyñ beýleki 
de lmesini  degi li elementleri bilen go aly , netijede täze de lemäni 
alarys. Mysal üçin, eger birinji de lemäni 0  sana köpeldip, ikinjä 
go sak, onda a akdaky de lemäni alarys: 
                                                 
 
                                                                                                       (34) 
ýa-da  
                          ,... 22222121 bxaxaxa nn                    (35) 
bu ýerde  
             .,),...,2,1( 212212 bbbnkaaa kkk (36) 

 67

 2-nji mysal. 
 

                                                                        
 
 
deñlemeler sistemasyny çözmeli. 

 Sistemanyñ  kesgitleýjisini we k  kesgitleýjilerini (k=1,2,3) düzeliñ: 

786
514
321

, ,
789
5115
322

1 ,
796
5154
321

2

986
1514
221

3  

unlukda, 049 , ýagny 6-njy teoremanyñ erti ýerine ýetýär. 

321 ,,  kesgitleýjileri hasaplap, (12) formulalary ulanýarys (n=3 
diýip).  49,98,147 321  bolany üçin sistemanyñ  

1
49
49,2

49
98,3

49
147 zyx  ýeke-täk çözüwi bardyr.  

  
   Netije. Eger (9) birjynsly sistemanyñ nola de  bolmadyk çözüwi 
bar bolsa, onda onu  kesgitleýjisi nola de dir. Hakykatdan hem, eger 
tersine, 0  bolsa, onda (9) sistemanyñ  ýeke-täk nol çözüwi bardyr (ähli 

0k  bolany üçin) we ol erte gar y gelýär.  
 0  bolanda (8) de lemeler sistemasyny  ýa-ha tükenüksiz köp 
çözüwi bardyr ýa-da çözüwi ýokdur. 
 

§ 3. 3.  Matrisalar we olar bilen geçirilýän amallar 
 1. Matrisalar barada dü ünje. m setirden we n sütünden ybarat 
gönüburçly tablisada ýerle en m n sanlary  sistemasyna matrisa diýilýär. 
Matrisadaky sanlara onu  elementleri diýilýär. Matrisany  (ýokardan a ak 
sanalýan)  i-nji  setirini  we  (çepden  saga  sanalýar)   k-njy sütünini  
kesi mesinde ýerle en element ika  bilen belgilenýär, i we k sanlara bolsa 
elementi  indeksleri diýilýär. Matrisa a akdaky belgileri  biri bilen 
 belgilenýär: 

;9786
;1554

;232

zyx
zyx
zyx
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11211
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22221

11211

  (13)     

ýa-da has gysgaça  
                                 mnikmnikmnik aaa ,,)(                                   (14)  
görnü de hem ýazylýar, bu ýerde i san 1-den m-e çenli, k bolsa 1-den n-e 
çenli  üýtgeýär.  Käwagt  matrisany  bir  harp,  meselem,  A,  B  bilen  
belgilenýär, ýöne onda A, B diýip gönüburçly tablisa dü ünilýär. Bir 
setirden ybarat bolan matrisa setir, bir sütünden ybarat bolan matrisa sütün 
matrisasy diýilýär. Hemme elementleri nola de  bolan matrisa nol matrisa 
diýilýär. n setiri we n sütüni  bolan matrisa n-nji tertipli kwadrat matrisa 
diýilýär (birinji tertipli kwadrat matrisa ýeke-täk elemente de  bolýar): 

                                    

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
......................

...

...

21

22221

11211

                                     (15) 

 Matrisany  elementleri ýaly elementleri bolan kesgitleýjä, ýagny 
(11) formulany   kesgitleýjisine Kwadrat matrisany  kesgitleýjisi 
diýilýär. Kwadrat däl gönüburçly matrisany  kesgitleýjisini  ýokdugyny 
belläp geçeli . (15) kwadrat matrisany  nnaaa ,...,, 2211  elementlerden 
düzülen diogonalyna onuñ esasy diogonaly diýilip aýdylýar. Esasy 
diogonalda ýerle meýän ähli elementleri nola de  bolan kwadrat matrisa 
diagonal matrisa diýilýär: 

                    

nn

nn

a
a

a
aaadiag

...00
0...0
0...0

...,, 22

11

2211                            (16) 

Hemme diagonal elementleri 1-e de  bolan diagonal matrisa birlik matrisa 
diýilýär. Eger ony E bilen belgilesek, onda 
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5111
31
05

)7)(3()5(021479)3(103157
)7()2()5(524409)2(153450

)7)(1()5(322419)1(133251
AB

 
BA kesgitlenen däl, sebäbi B matrisany  sütünlerini  sany A matrisany  
setirlerini  sanyna de  gelenok.  
 (19) formula arkaly kesgitlenýän B matrisa seredeli . Setirlerini  
sany sütünlerini  sanyna de  bolar ýaly edip, ýagny käbir kwadrat matrisa 
alnar ýaly ondan birnäçe setirleri we sütünleri çyzaly ;  onu  kesgitleýjisine 
B matrisany  minory diýip aýdylýar. 
 m setirli we n sütünli matrisany  köp minorlary bar, olary  käbiri 
nola de , ba galary noldan tapawutly bolmagy mümkin. Noldan tapawutly 
minorlary  i  uly tertibine matrisany  rangy diýilýär. Mysal üçin , 

084
063

B  

matrisany  rangy 1-e de  çünki onu  2-nji tertipli ähli minorlary 

08
06

04
03

84
63

 

nola de , birinji tertipli minorlary  arasynda noldan tapawutlylary bar. 
Matrisany  rangy tapylanda kiçi tertipli minorlardan uly tertipli minorlara 
geçmeli. Eger noldan tapawutly k-njy tertipli minor tapylan bolsa, onda 
di e bu minory saklaýan (k+1)-nji tertipli minorlary hasaplamak gerek: 
eger-de olary  hemmesi nola deñ bolsa, onda matrisany  rangy k de . 
Matrisany  rangyny hasaplamagy  ony diagonal görnü e getirmeklige 
esaslanýan ba ga usuly hem bardyr. Eger m setirli we n sütünli matrisany  

rraaa ,...,, 2211     ),min(0 nmr  elementlerden ba ga ähli 
elementleri nola de  bolsa, onda o a diagonal matrisa diýilýär. eýle 
matrisany  rangy r-e de , sebäbi onu  rraaa ,...,, 2211   esasy diagonally r-
nji tertipli minory noldan tapawutly rraaa ...2211  köpeltmek hasyla 



 72

ijs = lj
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de likler  ýerine ýetýär. a görä bu ýerden nji ,...,3,2,1,  üçin ijij ts   
ýa-da (AB)C=A(BC) de lik alynýar. 

Ters matrisalar AX=B görnü däki matrisa de lemeleri çözmekde 
peýdalanylýar, bu ýerde A we B – berlen matrisalar, özem A matrisany  
kesgitleýjisi noldan tapawutly, X-gözlenilýän matrisa. De lemäni  iki 
bölegini hem çepinden 1A -e köpeldip, (30) de likleri ulansak, 
onda BAX 1  de ligi alarys. Eger XA=B de leme berlen bolsa, onda ony 
sagyndan 1A -e köpeltmek bilen 1BAX  de ligi alarys. Kesgitleýjisi 
nola de  bolan matrisa aýratyn matrisa diýilýär. Aýratyn matrisany  ters 
matrisasy ýokdur. 

AB köpeltmek hasylyny  kesgitlemesini A köpeldiji matrisany  
sütünlerini  sany B köpeldiji matrisany  setirlerini  sanyna de  bolan 
kwadrat däl matrisal üçin hem girizmek bolar. Bu ertde A matrisany  
islendik (m) sany setiri, B matrisany  islendik  (n) sany sütüni bolup biler. 
AB matrisany  m setiri we n sütüni bolar, onu  elementleri (27) formula 
arkaly kesgitlenýär.  

4-nji mysal. AB köpeltmek hasyly tapmaly: 

A=

3017
2540

1321
,     B= 

79

51

23

45

; 

BA köpeltmek hasyly alyp bolarmy? 
 A matrisany  sütünlerini  sany B matrisany  setirlerini  sanyna 

de . (27) formula arkaly alarys: 
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                         )1,...,1,1(
1...00
0...10
0...01

diagE                       (17) 

Setirlerini  we sütünlerini  sanlary de  matrisalara ölçegde  matrisalar 
diýilýär. 

Eger A we B deñ lçegli  matrisalar bolup, A matrisany  her bir ika  
elementi degi lilikde B matrisany  ikb  elementine de , ýagny ikik ba  
bolsa onda A we B matrisalara de  matrisalar diýil  ýär we  
                                             A = B                     (18) 
görnü de ýazylýar. 
 2. Matrisalary  üstünde amallar. Ters matrisa 

      A=

mnmm

n
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22221
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 ,            B= 

mnmm

n

nn

bbb

bbb
bbb
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22221

112

            (19) 

matrisalar üçin her bir elementi ol matrisalary  degi li elementlerini  
jemine de  bolan, ýagny  elementleri 
                    ikikik bac     ),...,1;,...,2,1( nkmi                   (20) 
de lik boýunça  kesgitlenýän 

                             

mnmm

n

n

ccc

ccc
ccc

...
.....................

...
...

21

22221

11211

                                        (21) 

matrisa  A we B matrisalaryñ jemi diýilýär. A we B matrisalary  jemi  
                                         C = A+B                                                      (22) 
görnü de belgilenýär. Olary  tapawudy hem .m. kesgitlenýär : 
                                          D=A – B ,                                                  (23) 
bu ýerde  

                                      ikikikmnik baddD ,  .                    (24) 
 A matrisany  ähli elementlerini  sana köpeldilmegi bilen alnan  
                                           B= A                                                 (25) 
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matrisa A matrisany   sana köpeltmek hasyly diýilýär, unlukda, 
                                            ikik ab .                                                 (26) 

ol bir tertipli A we B iki kwadrat matrisa üçin a akdaky düzgün boýunça 
düzülen ol tertipli üçünji P kwadrat matrisa olaryñ AB k peltmek hasyly 
diýilýär: P matrisany  i-nji setir bilen k-njy sütünini  kesi mesinde 
ýerle ýän ik  elementi A matrisany  i-nji setirini  elementlerini  B 
matrisany  k-njy sütünini  degi li elementlerine köpeltmek hassyllaryny  
jemine de , ýagny 
                      nkinkikikkiik babababa ...33211 .                      (27) 
Umuman matrissalar orun çal yrma kanunyna boýun bolmaýarlar, ýagny   
                                              AB BA .                                                  (28) 

3-nji mysal.  2-nji tertipli 

A= 
00
03

,        B=
04
00

 

matrisalary  AB we BA köpeltmek hassyllaryny tapmaly.   

2222 , ikik bBaA   matrisalar üçin (27) formulany ulanyp, 
görkezilen köpeltmek hassyllary  umumy a latmalaryny tapýarys: 

AB= 
2221

1211

aa
aa

 
2221

1211

bb
bb

= 
2222122121221121

2212121121121111

babababa
babababa

 

 

BA= 
2221

1211

bb
bb

  
2221

1211

aa
aa

 =  
2222122121221121

2212121121121111

abababab
abababab

, 

 Bizi  mysalymyzda 

AB = 
00
00

00004000
00034003

04
00

00
03

, 

 

BA = 
012
00

00040034
00000030

00
03

04
00

. 

 
Bu köpeltmek hassyllary üçin (28) de sizlik ýerine ýetýär. Bu mysalda AB-
nol matrisa. Bu mysal köpeldijileri  ikisini  hem nol matrisa bolmadyk 
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ýagdaýynda olary  köpeltmek hasylyny  nol matrisa bolup biljekdigini 
görkezýär. Kwadrat matrisalar köpeldilende (17) birlik matrisa sanlary 
köpeltmekdäki birlik ýalydyr, ýagny 
                                       AEAAE                                               (29) 
Birlik E matrisa üçin 
                                     EAAAA 11                                         (30) 
de ligi kanagatlandyrýan 1A  matrisa A matrisany  ters matrisasy diýilýär.   
                                                 0                                                  (31) 

erti kanagatlandyrýan matrisa aýratyn däl matrisa diýilýär. 

                        
11A  

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

...
.....................

...
...

21

22212

12111

                                  (32) 

matrisa garaly , bu ýerde ikA  (15) matrisany  ika  elementlerini  algebraik 
doldurgyçlary (setiri  algebraik doldurgyçlary sütünde ýazylýar). (32) 
matrisa üçin (30) de ligi  ýerine ýetýändigine barlagy  üsti bilen göz 
ýetirip bolýar. Diýmek, (32) matrisa (15) matrisany  ters matrisasydyr. 1A  
matrisany  berlen aýratyn däl A matrisa üçin (30) erti kanagatlandyrýan 
ýeke-täk matrisadygyny belläli . Hakykatdan hem, eger C matrisa 
AC=CA=E de ligi kanagatlandyrýan bolsa, onda  

111111 , AEAACACAACCEAACCAA  
de likler esasynda  .1A  
 Bellik. Matrisalary  köpeltmek hasylyny  assosiatiwlik häsiýeti 
bardyr, ýagny (AB)C=A(BC). Goý, n tertipli üç erkin 

ijijij cCbBaA ,,   matrisalar berlen bolsun. Belgilemeleri 
girizeli :     
                                    ,, ijij vVBCuUAB  

., ijij tTBCAsSCAB  

il = ba
n

K
ik

1
,  vkj = ejkl cb ,  S=UC,  T=AV 

bolýany sebäpli, 



 116

bilen, tekizligi  nokatlar köplügi we kompleks sanlary  köplügi özara 
birbahaly degi lilikli köplüklerdir. unlukda, hakyky san absissalar okunda 
we hyýaly san ordinatalar okunda ekillendirilýär. onu  üçin hem 
absissalar okuny-hakyky ok, ordinatalar okuny bolsa-hyýaly ok diýip 
atlandyrýarlar. Kompleks sanlar ekillendirilen tekizlige kompleks tekizlik 
diýilýär. z  we – z sanlar 0 nokada görä,  z we z  sanlar bolsa hakyky oka 
görä simmetrik ýerle ýärler. 
 

 
 

21-nji surat. 
 
 Kompleks sanlaryñ yixz  görnü däki azgysyna olaryñ 

algebraik görnü i di il är .  
2. Kompelks sanlary  trigonometrik görnü i. z = x + iy kompleks 

sanyñ tekizlikdäki  ekiline seredeliñ we tekizlikde pol ar kordinatalar 
ulgamyny alalyñ. Go  , O  pol us dekart kordinatalar sistemasyny  
ba langyjy bilen we pol ar oky Ox  oky bilen gabat gelsin . Onda z nokadyñ 
koordinalary (r , ) bolar , bu yerde r = z  ,  bolsa hakyky Ox oky bilen z 
wektoryñ arasyndaky burç. unlukda, eger burç sagat dilini  hereketini  
tersine ös än hasaplanylsa +   we sagat dilini  hereketini  ugruna 
hasaplansa  kabul edil är. Bu burça z(z 0) kompleks sanyñ argumenti 
di il är we argz belgi bilen belgilen är . z = 0 san üçin argument 
kesgitlenme är.  
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I. 4.  WEKTOR  ALGEBRASY 
§ 4. 1.  Esasy   dü ünjeler 

   Ugrukdyrylan  kesime wektor diýilýär.Suratda wektory  ugry  
adatça peýkam bilen belgilenýär .(1-nji surat)    
                                      
A                B    Eger wektory  ba langyjy A no-     
C             D                            katda, ahyry   B nokatda bolsa, 
                                onda wektor AB  ýa-da  AB  bilen    
  M      N     L         K             belgilenýär. Wektory  ba langy- 
                                              jyna onu  goýma nokady hem  di-      
      1-nji surat                       ýilýär. Wektorlar b,a  we  .m  

bilen ýa-da ba,  we .m  bilen belgilenýär. a  wektory   uzynlygyna  bu 

wektory  moduly diýilýär. Ol  a  görnü de ýazylýar. Wektory  moduly – 

otrisatel däl skalýar ululykdyr.          
 Ba langyjy we ahyry gabat gelyän wektora nol wektor diýilýär, we 
ol O   bilen belgilenýär. Nol wektory  moduly nola de , ugry bolsa 
kesgitlenmedikdir. Uzynlygy bire de  bolan wektora birlik wektor diýilýär 
Parallel gönülerde (ýa-da bir gönüde) ýatýan wektorlara kollinear wektorlar 
diýilýär. Mysal üçin, 
1-nji suratda CD   we  KLMN ,  we CDMN ,   we  KL  wektorlar 
kollineardyrlar. De  uzynlykly ugurda   kollinear wektorlara de   wektorlar 
diýilýär. 

 (2-nji (a) suratdaky ABCD parallelogramy  BC  we AD  wektorlary de )    
AB  we CD wektorlary  ugurlary gar ylykly bolany üçin CDAB  ,     

CDAB  
 
 

 
                
 

1OM  2OM  wektorlary  ugurlary dürli bolany üçin 21 OMOM  
bolýandygyny belläli , bu ýerde M1, M2  nokatlar O nokatda merkezi  bolan 
R radiusly töweregi  dürli iki nokadydyr (2- nji (b) surat). De  uzynlykly  
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gar ylykly  ugrukdyrylan   wektorlara gar ylykly wektorlar diýilýär. (2-nji 
(a) suratdaky AB  we CD ). a  wektora gar ylykly wektor – a  bilen 
belgilenýär.  
    Parallel tekizliklerde (ýa-da bir tekizlikde) ýatýan wektorlara komplanar 
wektorlar diýilýär.  
 Her bir a  wektor we A nokat üçin ba langyjy A nokatda we a  
wektora de  bolan, ýagny AB a  bolýan ýeke-täk AB  wektorlary gurup 
bolýanlygy wektorlarlary  de ligini  kesgitlemesinden gelip çykýar. 
  Goýma nokadyny erkin saýlap bolýan wektora erkin wektor 
diýilýar.    
 

§ 4. 2.  Wektorlar bilen geçirilýän çyzykly amallar 
 

 Wektorlary go maklyga, aýyrmaklyga we sana köpeltmeklige olar 
bilen geçirilýän çyzykly amallar diýilýär.  
 b  wektor a  wektory  so undan goýulanda ba langyjy  a  
wektory  ba langyjy bilen , so y b  wektory  so y bilen gabat gelýän  
üçünji c  wektora a  we b  iki  wektory  jemi diýilýär (3-nji (a) surat ). c   
wektor üçburçluk ( 3-nji (a)  surat) ýa-da parallelogram  (3-nji (b) surat) 
düzgüni boýunça alynýar. 

                                        
Üç we ondan-da köp wektorlary  jemi hem a me ze likde kesgitlenýär. 
4-nji suratda üç sany a , b , c  wektorlary  jemi ekillendirilen.   
Görnü i ýaly wektorlary  jemi kommutatiwlik häsiýete eýe:                                               
                                        abba ,                                                                                                        

 115

)()()()( 2121222121 yyixxiyxiyxzz    (6)                            

1z we 2z  iki kompleks sany  paýy diýip, 21 zzz  de ligi 

kanagatlandyrýan z sana aýdylýar we 21 : zz  ýa-da 
2

1
z
z

 belgi bilen 

belgilenýär: 

                                21 : zzz   ýa-da   
2

1

z
zz                                       

         Islendik iki 0, 21 zz kompleks san üçin 21 zzz de ligi  ýeke-täk 

çözüwi bardyr.Dogrudan hem, bu de ligi  iki bölegini-de 2z  sana 
köpeldip, 

                                       2221 zzzzz                               (7) 

de ligi alarys. Ÿöne,  2
222 zzz  we  02z , çünki 02z . 

Indi (7) de ligi 2
2

1
z

sana köpeldip, 

                          2
2

21

22

21

2

1

z
zz

zz
zz

z
zz                          (8)                       

de ligi alarys. 
         Eger 222111 , iyxziyxz  bolsa, onda (8) formula  
       

2
2

2
2

211
2

2
2

2

2121

2222

2211

22

11

2

1 )(
yx

yxyxi
yx

yyxx
iyxiyx
iyxiyx

iyx
iyx

z
z x  

görnü i alar. 
 

 § 5. 2.  Kompleks sanlary  geometrik ekillendirili i we olary  
trigonometrik görnü i 

 
          1. Kompleks sany ekillendirli i. Goý, tekizlikde gönüburçly 
dekart koordinatalar sistemasy berlen bolsun. iyxz  kompleks san 
tekizlikde koordinatalary  (x; y)bolan nokat bilen belgilenýär. eýlelik 
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nnn zazaaz )()(  

de ligi alýarys. onu  ýaly, 
                                       2121 zzzz  

                            mnmn zbzabzaz )()(  
de likleri  dogrudugyny a satlyk bilen barlamak bolar. Indi 

,zz  
2zzz  

formulalary (3) we(4) de liklerden alyp bolýandygyny belläli . 
             Kompleks sanlary köpeltmek we go mak amallary üçin a akdaky  
   1. ,1221 zzzz    .1221 zzzz  

   2. ),()( 321321 zzzzzz     

   3. .3121321 )( zzzzzzz  
 de likleri  ýerine ýetýändigini görmek kyn däldir. (özba dak görkezmeli). 
          1-3 häsiýetlere görä, kompleks sanlar bilen geçirilýän köpeltmek we 
go mak amallar hakyky sanlar bilen geçirilýän degi li amallar ýalydyr. 0 
we 1 sanlary  häsiýetleri kompleks sanlar köplüginde hakyky sanlar 
köplügindäki ýalydyr. 
                                   z  + 0=z,          1· z = z. 
Kompleks sanlar üçin hem go mak amalyna ters bolan aýyrmak amaly we 
köpeltmek amalyna ters bolan bölmek amaly bardyr. 
         Islendik iki 21 , zz kompleks sanlar üçin üçinji z kompleks san 
tapylyp, olar üçin  
                                         21 zzz                                                 (5) 
de lik ýerine ýetýär. z ana 2z hem-de 1z sanlary  tapawudy diýilýär we 

12 zz belgi bilen belgilenýär : 
                                             12 zzz . 
0-z tapawut –z bilen belgilenýär. (1) we (2) de liklerden islendik iki 
kompleks sanlar üçin (5) de lemäni  di e ýeke-täk çözüwini  bardygy 
gelip çykýar. 
     eýlelikde, 

),()( 321321 zzzzzz
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çünki ABOAOB a + b  we BBOBOB 11 b + a (3-nji surat (b))                                

BCABOABCOBOC cba  we  

BCABOAACOAOC cba   bolandygyna görä 
wektorlar üçin assosiatiwlik häsiýeti ýerine ýetýär:                                                                                               

                        cbacba  .                                  (44) 
Jem kesgitlenende wektorlary  komplanarlygy göz ö ünde tutulmady. 

cba ,,  üç sany komplanar däl wektorlary  jemi parallelepiped 

düzgüninden alynýar: ýagny cba  jem OD  wektora de , bu ýerde OD 
kesim O nokatda goýlan OA = a  , OB =b  , OC = c   wektorlarda gurlan 
parallelepipedi  diagonaly (5-nji sur ).    

                                       
 Jemi    kesgiitlemesinden                  
                                              aoa                                             (45) 
bolýandygy   gelip çykýar.                                                                                                                             
                                       oaa  ,                                            (46) 

 ýagny gar ylykly  wektorlary  jemi nol wektora de . b  wektor bilen  
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jemde a wektory berýän d  wektora a  we b  iki wektory  ba  
tapawudy diýilýär. 
                       eger  adb  bolsa, onda  ,dba                         (47) 

a  we b  wektorlary  ba  tapawudyny almak üçin olary bir nokatdan 
goýup, ikinji wektory  so uny birinji wektory  so y bilen birikdirmek 
zerurdyr (6-njy a surat). 
 

 
                                  baba                                             (48)                   

bolýandygyny belläli , ba  tapawut a  we (– b ) iki wektory  jemine de , 
bu ýerde (– b ) wektor b  wektora gar ylykly wektor ( 6-njy (b) 
surat). OA a ,   OB b  wektordan gurlan OABC parallelogramy   
wektor-diagonallary degi lilikde bu wektorlary  jemi we tapawudydyr (6-
njy (ç)surat).  
                                              b a                                                   (49)  

wektora a  wektory   sana köpeltmesi diýilýär. unlukda, b  wektor  1) 

ab  ;  2)      >  0  bolanda   b   we a  wektorlar birme ze  

ugrukdyrylan ; 3)  < 0 bolanda    gar ylykly  ugrukdyrylan ertleri 
kanagatlandyrýar.  (7 –nji (a) suratda aaa 5,3,2,  wektorlar görkezilen); 

eger  =0  ýa-da a =0  bolsa, onda   b =0 boljakdygy dü üniklidir.   
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   Eger y = 0 bolsa, onda xz  hakyky sany alýarys. Diýmek, hakyky 
sanlar kompleks sanlary  hususy kalydyr. x = 0 bolanda alynýan  z = i  y 
sana sap hyýaly san diýilýär. 
        Iki 111 iyxz  we 222 iyxz  kompleks san di e 21 xx , 

21 yy bolanda de  diýip hasap edilýär, ýagny                  

                  .ImIm,ReRe 212121 zzzzzz         (1)   
        Eger x = 0 we y = 0 bolsa,  onda  z = x + i  y kompleks san nola de  
diýilýär.  
 Eger 22211 , iyxziyxz bolsa, onda 1 2 1 2z x x i y y  
kompleks sana ol kompleks sanlary  jemi diýilýär.                  
                 .21212211 yyixxiyxiyx   (2) 

)( 12212121 yxyxiyyxxz  kompleks sana bolsa ol kompleks 
sanlary  köpelmek hasyly diýilýär. Bu formulany ))(( 2211 iyxiyx  
köpeltmek  hasyldan köpagzalary  köpeldili  düzgüninden peýdalanyp we 

12i de ligi ulanyp alyp bileris. 

 2 2x y sana iyxz kompleks sany  moduly diýilýär we 

z  belgi bilen belgilenýär. 

                            22 yxiyxz                                  (3) 

0z bolýandygy aýdy dyr we 0z de lik di e z=0 bolanda ýerine 
ýetýär. 

iyx kompleks sana iyxz kompleks san bilen çatyrymly san 

diýilýär we z belgi bilen belgilenýär: 

                                       .iyxiyxz                          (4)                                

Kesgitlemä görä, zz)( de lik islendik kompleks san üçin dogrudyr. 

Eger z = x bolsa, onda .xxz  Diýmek, hakyky san bilen çatyrymly 
san onu  özi bolýar. 

         22 )()( zzzz de ligi ulanyp, nn zz )()( de ligi ýe illik 
bilen alyp bileris. Bu de likden bolsa, hakyky a san üçin 
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11. Eger a  we b  wektorlar kollinear däl bolsa, onda -ny  haýsy 
bahasynda ba  we ba3  wektorlar kollinear bolar? 
12. cba ,,  wektorlary  gary yk köpeltmek hasylyny tapmaly. 

2,2,2,5,3,7,1,1,1)1 cba     

1,1,2,1,0,4,1,5,3)2 cba  

1,3,1,1,4,3,0,1,2)3 cba  

2,1,2,1,2,3,3,2,1)4 cba  
 

Jogaplar 
 

2 131. ( 12 , 2) ; (0 ,0); 2. , ;
7 7

3. 0 , 1 , 4
 

0

0 0

4. 1) 3 / 2 ; 2)0 ; 3) 6. 5. 1) 3 ; 2) 1 ; 3) 0 ; 4) 22 ; 5) 1 ; 6) 0.

6. 1) 0 ; 2) arccos 4 / 5 ; 3) 90 ; 4) arccos 3 / 10 ;

5) arccos 5 / 9 ; 6) 180 ; 7) 90 .
7. 1) ( 28 , 14) ; 2) 13 ; 3) 77. 8. 1) 0 ; 2) 4 ; 3) 2.
9. 1) ( 11 , 19 , 7); 2) (0 , 0 , 0) ; 3) (0 ,0, 15).

910. 1) 2 , ; 2) , 4 , , .11. 3 .
2

12. 1) 0 ; 2) 23 ; 3) 0 ; 4) 6.

b a a b b c c a
 

 
I. 5.  Kompleks sanlar barada dü unje 

§  5. 1.  Kompeks sanlary  kesgitleni i we olar bilen geçirilýän amallar 
 

       Goý, x,y hakyky sanlar bolsun. Onda  yixz   a latma kompleks 

san diýilýär, bu ýerde 1i . unlukda, x- onu  hakyky bölegi, y- 
bolsa onu  hyýaly bölegi diýip atlandyrylýar. Olar üçin Rez = x,   Im z = y 
belgiler ulanylýar. 
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Wektory  sana köpeltmek  hasylyny  a akdaky häsiýetleri bardyr:                                
                                 ( a )=(  ) a ;                                           (50)  

                                ( a + b )= a  + b ;                                         (51)                  
                                 ( + ) a = a + a                                          (52)          
Bu     häsiýetleri subut edeli    
         ,)(,)( aaaaa  

bolýanlygy üçin a  we a)(   wektorlary   de  uzynlyklary bardyr. 

we birme ze  ugrukldyrylandyr çünki bu ugurlar  >0 bolanda a  
wektory  ugry bilen gabat gelýär we < 0 bolanda o a gar ylyklydyr 

netijede, ( a )=( ) a , ýagny (50) de lik dogrudyr. 

      Eger >0 bolsa, onda (51) de lik  a  we b  wektorlary  kollinear däl  
bolanda OAB we OA1B1 (7-nji (b) surat) üçburçlyklary  me ze liginden, bu 
ýerde OA = ,a  AB = b , 1OA a , bOB1 ;  ýa-da   a   we b  
wektorlar kollinear bolanda SOB we SO1B1 (7-nji (ç) surat) üçburçlyklary  
me ze liginden gelip çykýar, bu ýerde aOASOSO ,1 , bAB . 

0  bolan ýagdaý a me ze likde görkezilýär. 
      0  diýip guman edeli . (52) de ligi  iki böleginde duran 
wektorlary  birme ze  ugurlary bar  

a

aaaaaaaa

)(
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bolany üçin olary  de  uzynlyklary bar. unlukda, ( + ) a = a + a . 

Eger <0 we mysal üçin,  bolsa, onda +  we (- ) - ny  
birmenze  alamatlary   bar ;   subut edileni  esasynda         
       )( a a)( ,)( aa   

.)( aaa  
Matematiki induksiýany  usulyny  kömegi bilen  

         nn aaaaaa ...)...( 2121                   (53) 

       nn aaaa ...)...( 2121                        (54) 
de likleri  subut etmek  bolar 

 
§4. 3.  Iki wektory  kollinearlyk erti 

 
       Eger a -käbir nol däl wektor we 0a - ol wektory  ugry boýunça 
ugrukdyrylan birlik wektor bolsa ( 8-nji surat ), onda wektory sana 
köpeltmegi  kesgitlemesinden 
 
                        0aaa                                                                 (55) 

de lik gelip çykýar. Bu de ligi  iki bölegini    
a
1

0  

 0a        sana köpeldip alarys:                                                                       

          a
a

a 1
0         ýa-da          

a
aa0                                          (56) 

       Teorema. Nol däl a  we b  iki wektory  kollinear bolmagy üçin   
                                          ab                                                       (57) 
de ligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir.  

     Hakykatdan hem, wektory sana köpeltmegi  kesgitlemesine görä    
   eger (57) de lik ýerine ýetýän bolsa, onda b  we a  wektorlar kollinear, bu   
   bolsa çykýar.Tersine, eger b we a  kollinear  wektorlar bolsa , onda 0a  we  
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)7,1(,)1,4()1 ba                          )2,1,10(,)5,2,3()4 ba  

)3,1(,)1,2()2 ba                                )1,15,4(,)3,0,1()5 ba  

)2,4(,)2,1()3 ba                              )1,9,7(,)5,1,2()6 ba  

bolsa bwea  wektorlary  skalýar köpeltmek hasylyny hasaplamaly. 

6.  a  we b  wektorlary  arasyndaky burçy tapmaly. 

)4,2(,)2,1()1 ba                                  )1,1,5(,)1,1,1()5 ba  

)2,4(,)2,1()2 ba                                )2,2,2(,)1,1,1()6 ba                   

)1,2(,)2,1()3 ba                                )2,1,3(,)1,1,1()7 ba  

)2,4(,)1,1()4 ba  

7. )2,4(,)1,5(,)2,1( cba üç wektor berlen. 
    Hasaplamaly 

    1) ( , ) ( , )b a c c a b ,   
2

2) ,a b c ,  
2

3) ( , 3 )b b a c . 

8. ABC üçburçlukda taraplaryny  uzynlygy berlipdir. Eger, 
4,3,5)1 ACBCAB  

5,4,7)2 ACBCAB  

3,2,3)3 ACBCAB  

bolsa ),( BCAC  skalýar köpeltmek hasylyny tapmaly. 

9. bwea  wektorlary  wektor köpeltmek hasylyny hasaplamaly. 

)5,3,2(,)2,1,3()1 ba ; 

)2,2,4(,)1,1,2()2 ba ;  )0,2,3(,)0,1,6()3 ba  
10. A latmalary ýönekeýle dirmeli 

cbacba

baba

52,
2
1)2

,)1
 



 110

üç wektory  gary yk köpeltmek hasyly  

                             

333

222

111

ZYZ
ZYX
ZYX

cba                                             (121) 

formula bilen kesgitlenýär. 
   cbacba ,  bolany üçin,  

               
22

11
3

22

11
3

22

11
3 YX

YX
Z

ZX
ZX

Y
ZY
ZY

Xcba  

de ligi alarys. Ol bolsa (121) formula de güýçlüdir. Çünki, so ky de ligi  
sag bölegi (121) de likden kesgitlenýän üçünji tertipli kesgitleýjini  üçünji 
setiri  elementleri boýunça dagytmasydyr.  
 

Gönükmeler 
 

1. )3,1(,)1,5(,)2,1( cba  wektorlar berlen. ,32 cba   

cba 9516  wektorlary  koordinatolaryny tapmaly. 

2. )1,4(,)1,2(,)3,1( cba  wektorlar berlipdir.  

0cba   de lik ýerine ýeter ýaly  we  sanlary tapmaly. 

3.    )4,3,1(,)1,1,1(,)5,2,1(,)2,0,3( dcba  wektorlar 

berlipdir. 0dcba  de lik ýerine ýeter ýaly ,,  
sanlary tapmaly. 
4.  Eger, 

             045),(,1,3)1 baLba  

             090),(,2,4)2 baLba  

             3,2)3 ba bwea  wektorlar gar ylykly ugrukdurylan 

bolsa bwea  wektorlary  skalýar köpeltmek hasylyny tapmaly. 
5.  Eger, 
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    0b  birlik wektorlar birme ze   ugrukdurylan (8-nji (a)surat) ýa-da olary   
   gar ylykly ugurlary bar (8-nji (b) surat ),  ýagny,                                                

  
   

   
                  
 
 
             

          
  00 ba    ýa-da             00 ba                                  (58) 

(56) formulany göz ö ünde tutup, so ky de likleri eýle ýazmak bolar: 

  
b
b

a
a

             ýa-da            
b
b

a
a

.          Bu de liklerden  

   a
a

b
b            ýa-da          a

a

b
b         gelip çykýar, ýagny 

  ,ab        bu ýerde          
a

b
       ýa-da      

a

b
 

 
§ 4. 4. Wektory  oka bolan proýeksiýasy  

 
                                                 
                                         Gi likde AB wektor  we l ok berlen bolsun. 
                                      (9-njy surat). Goý, A1 nokat A nokady  l oka 

                                proýeksiýasy , B1 nokat bolsa  B nokady  l              
                                oka proýeksiýasy bolsun. Ýagny berlen   
                                nokatlardan bu oka geçirilen perpendikulýar-                      
                               lary  esaslary bolsun. 

    
  11BA  wektory  ululygyna AB  wektory   l  oka proýeksiýasy diýilýär we 

ABprl  bilen belgilenýär, ýagny   
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                                       ABprBA l11                                     (59) 

  AB wektory  proýeksiýasy üçin                                          
                                            prl AB=/AB/ cos                                     (60) 

de lik dogrudyr, bu ýerde   burç AB  wektor bilen l oku  arasyndaky 
burçdyr. ba  bolanda (18) de nlik easynda 
                                         bprapr ll                                        (61) 
bolar. Ýagny, de  wektorlary ol bir oka proýeksiýalaryny  de digi gelip 
çykýar. 

          Wektory  oka bolan proýeksiýalaryny  a akdaky häsiýetleri    bar : 
                       ;)( bpraprbapr lll                         (62) 

                                   aprapr ll )(                                      (63) 

                      Goý, baACbBCaAB ,, , A1, B1, C1  bolsa, degi lilikde A, 

B, C nokatlary  l oka proýeksiýalary bolsun (10-
njy sur). l oku  A1, B1, C1 üç nokady üçin esasy 
toždestwany ýazaly : A1B1+B1C1=A1C1.                                                            

 
Kesgitlemä görä )(,, 1111 baprACbprCBaprBA lll   Bu üç 
de likleri  ö däki de likde goýanymyzda, (62) de ligi alarys . (63) de lik 
OAA1, OBB1  üçburçlyklary  me ze liginden gelip çykýar.  
(11-nji surat)                                                                                                                                                
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üçlük bolsa onda “go mak” , çep üçlük bolsa “aýyrmak” alamaty alynýar. 
So ky üç de liklerden,  
                             VcbahScba ,,,                 (115) 
de likleri alarys.  
 1-nji netije. Wektorlary  komplanar bolmagy üçin  
                                           0, cba                                         (116)   
de ligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
            Goý, cba ,,   komplanar wektorlar bolsun, onda cba,  we 
bu ýagdaýda (116) de lik ýerine ýetýär.  
          Eger-de (116) de lik ýerine ýetýän bolsa, onda wektorlar komplanar 
bolar. Çünki, tersine bolan ýagdaýynda taraplary bu wektorlar bolan 
parallelepipedi  göwrümi noldan tapawutly bolar. Ýagny, 

0, Vcba . Bu bolsa erte gar y gelýär.  
 2-nji netije.    
                                      cbacba ,,                                     (117)  
           Skalýar köpeltmek hasylyny  köpeldijileri  tertibine bagly 
däldigine görä     acbcba ,, .    3-nji teorema laýyklykda 

                            Vcba, ,   Vacb, . 

),,( cba  , acb ,,  – ugurda  üçlükler bolany üçin so ky iki de likde ol bir 
alamaty almaly. Onda, 
                                   .,,, cbaacbcba   

(116) de ligi göz ö ünde tutup, cba,  we cba ,  gary yk köpeltmek 

hasyly cba   bilen belgileýärler, ýagny 

                                      .,, cbacbacba                           (118) 

 Bellik.   cba ,,   wektorlar üçin  

               bcaabccabbacacbcba              (119)      
 de likler dogrudyr.            
 2. Koordinatalary bilen berlen wektorlary  gary yk köpeltmek hasyly             
       4-nji teorema.  
           ),,(),,,(),,,( 333222111 ZYXcZYXbZYXa         (120) 
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1 7 4 14
2

 

§ 4. 10. Üç wektory  gary yk köpeltmek hasyly 
 

       1. Gary yk köpeltmek hasylyny  kesgitleni i. Goý, cba ,,  wektorlar 

berlen bolsun. a  wektory b  wektora wektor köpeldeli , alnan ba,  

köpeltmek hasyly c  wektora skalýar köpeldeli , netijede wektor-skalyar 
köpeltmek hasyly ýa-da cba ,,  üç wektory  cba,  gary yk köpeltmek 
hasyly diýip atlandyrylýan sany alarys. 
  4-nji teorema. Üç komplanar däl wektorlary  cba,  gary yk 

köpeltmek hasyly,  cba ,,  sag üçlük bolanda, go mak  
 

 
                                              20-nji surat. 
alamaty bilen alnan, cba ,,  çep üçlük bolanda bolsa, “-” alamaty bilen 

alnan cOCbOBaOA ,,  wektorlarda  gurlan parallelepipedi  
göwrümine de dir. 
         Taraplary bOBaOA ,  wektorlar bolan parallelograma 
garaly . (20-nji surat). Görnü i ýaly bu parallelogram garalýan 
parallelepipedi  esasydyr. Onu  S meýdany (101) formula boýunça 
tapylýar. 
        (102) de ligi ulanyp, )()(, ceSceScba  de ligi alarys. (82) 

de lige görä  cprcprece ee)(  bolar. 

         Beýleki tarapdan, hcpre , bu ýerde h   parallelepipedi  OADB 

esasyna geçirilen beýikligidir (20-nji surat). unlukda, ),,( cba – sag 
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Matematiki induksiýa usulyny ulanyp,                   
                llllll apraprapraaapr ...)...( 2121          (64) 
de ligi subut edip bolýar (özba dak görkezi  !). Eger                               

 laaa ,...,, 21                                      (65) 
wektorlary  erkin tükenikli sistemasy, l,...,, 21  hakyky sanlary  
erkin sistemasy bolsa, onda    
                            ll aaaa ...211                                      (66) 
wektora  (65) sistemany  wektorlaryny   çyzykly kombinasiýasy                                   
diýilýär . (63) we (64) de liklerden 

)67(...)...( 22112211 llllllll apraprapraaapr
 de lik gelip çykýar.  
   
   

§ 4. 5.  Gi likde wektory  gönüburçly dekart  koordinatalary. 
Wektory  uzynlygy. Wektory  ugrukdyryjy  kosinuslary 

   
 Gi likde ba langyjy gönüburçly dekart koordinatalar 
sistemasyny  ba langyjy bilen gabat gelýän, ahyry M nokatda bolan  

OMr  wektora M nokady  radius wektory diýilýär (12-nji surat). 
 r  wektory  koordinatalar oklaryna bolan  
                          rprZrprYrprX zyx ,,                 (68) 
proýeksiýalaryna onu  X, Y, Z gönüburçly dekart koordinatalary diýilýär.  
                 ZYXrZYXrZYXr ,,,,,,,,                  (69) 
ýazgylary  her biri r wektory  X, Y, Z koordinatalaryny  bardygyny 

ladýar. Eger x, y, z - gi likde M nokady  gönüburçly dekart 
koordinatalary bolsa, onda                                        
                                                                X=x, Y=y, Z=z,                                                                  (70) 
Ýagny OM  radius–wektory  koordinatalary berlen nokady  
koordinatalaryna de dir.  
    Koordinatalar oklaryny  (ortlar diýip atlandyrylýan) kji ,,  birlik 
wektorlaryna we  
                           kZOCjYOBiXOA ,,                   (71) 
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wektorlara garaly  , bu ýerde A, B, C - gönüburçly parallelepipedi  
depeleri, OM  bolsalar onu  dioganaly (12-nji surat)  (A, B, C nokatlar M 
nokady  koordinatalar  oklaryna bolan proýeksiýalary, OA=X, OB=Y, 
OC=Z bolsa OM  wektory   koordinatalar oklaryna proýeksiýalary). 
Wektorlary  jemini  kesgitleni ine görä OCOBOAOM , onu  
üçin  
                                kZjYiXr .                                       (72) 

Bu formula  r   wektory   kji ,,   bazis wektorlary boýunça dagytmasyny 

ladýar. (72) formulany  sag bölegindäki wektorlara  r   wektory  
düzüjileri ýa-da komponentleri diýilýär. Gönüburçly parallelepipedi  
diagonalyny  kwadraty hakyndaky teoremany  esasynda (69) (ýa-da (72)) 
wektory  uzynlygyny onu  koordinatalary arkaly a ladýan formulany 
alarys: 

                                     222 ZYXr                              (73) 

    Wektory  koordinatalar oklary bilen emele getirýän ,,  
burçlaryny  kosinuslaryna  wektory  ugrukdyryjy kosinuslary diýilýär. (18) 
formulany göz ö ünde tutup, (69) wektor üçin 
                .cos,cos,cos rZrYrX                (74) 

de likleri alarys. (73) we (74) de liklerden  r   wektory  ugrukdyryjy 
kosinuslary üçin:  
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2

22

11
2

22

11
2

22

11

YX
YX

ZX
ZX

ZY
ZY

S                       (113) 

formula bilen hasaplanýar  
            2-nji netije. ABC üçburçlugy  meýdany   

                                   ACABS ,
2
1

                                      (114) 

formula boýunça kesgitlenýär. Bu formula (101) formuladan gelip çykýar. 
Çünki ABC üçburçlugy  meýdany AB  we AC  wektorlary  üstünde 
gurlan parallelogramy  meýdanyny  ýarysyna de dir. 
 1-nji mysal. )3,2,1(,)6,5,7( ba  wektorlar 

berlen ba,  wektor köpeltmek hasylyny  koordinatalaryny tapmaly.  
             (112) formuladan peýdalanyp alarys: 

            ,
21
57

31
67

32
65

321
657, kji
kji

ba   

                     .9,15,3,,9153, bakjiba       
             2-nji mysal. Üçburçlugy  depeleri  A (-1, -1, 1), B (1, -3, 4)       
C (3, -1, -5) nokatlarda ýerle en. Onu  meýdanyny tapmaly.  
            (82) formula boýunça ),3,2,2(AB  )6,0,4(AC . 
wektorlary tapyp,  

      )8,24,12(
04
22

,
64
32

,
60
32

, ACAB  bolýanlygy 

sebäpli (114) formuladan peýdalanyp taparys: 
 

2 2 2 2 2 2 21 1 1, 12 24 8 4 (3 6 2 )
2 2 2

S AB AC  
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      .,,,,),()(, cabaacabacbcba   
  2. Koordinatalary bilen berlen wektorlary  wektor köpeltmek hasyly.         
       3-nji teorema.     
                          ),,(),,,( 222111 ZYXbZYXa                 (110) 

iki wektory  ba,  wektor köpeltmek hasyly 

                    k
YX
YX

j
ZX
ZX

i
ZY
ZY

ba
22

11

22

11

22

11,                  (111) 

formula bilen a ladylýar. 
          Kesgitlemeden we (104) de likden sag gönüburçly dekart 
koordinatalar ulgamynda kji ,,  birlik wektorlary  wektor köpeltmek hasyly 
üçin a akdaky tablissa gelip çykýar: 

                          

.0,,,,,

;,,0,,,

;,,,,0,

kkijkjik

ikjjjkij

jkikjiii

 

Wektor köpeltmek hasylyny  häsiýetlerini we tablissany göz ö ünde tutup,  

,,)(,)(

)()(),(,

21212121

2121222111

kjYZZYkiXZZX

jiKYYXkZjYiXkZjYiXba
 

de ligi, ýagny 
kXYYXjXZZXiYZZYba )()()(, 212121212121  

de ligi alarys. Bu ýerde ikinji tertipli kesgitleýjä geçip, (111) formulany 
alarys.  
      Bu formulany üçünji tertipli kesgitleýji görnü ünde hem ýazmak bolar: 

                                 )112(.,

222

111

ZYX
ZYX
kji

ba  

 1-nji netije. (68) wektorlary  üstünde gurlan parallelogramy  
meýdany  
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222
cos

ZYX

X  ; 
222

cos
ZYX

Y ,                

            
222

cos
ZYX

Z                                            (75) 

formulalary alarys. 
(75) de likleri  her birini  iki bölegini hem kwadrata göterip we 

agzalaýyn go up, 
                              1coscoscos 222                         (76) 
de ligi alarys. eýlelikde, wektory  ugrukdurujy kosinuslaryny  
kwadratlaryny  jemi bire de dir. 

 (74) formulalardan e  birlik wektory  koordinatalaryny  onu  
ugrukdyryjy kosinuslaryna de digi, ýagny 
                                )cos,cos,(cose                             (77) 
gelip çykýar . 
      1-nji mysal.  )2,2,1(a  wektor berlen . Onu  uzynlygyny we a  

wektory  ugry boýunça ugrukdurylan  0a  birlik wektory tapmaly.     
        a  wektory  uzynlygyny (31) formula boýunça  taparys:   

       ;32)2(1 222a (33) formula boýunça 

           
3
2,

3
2,

3
1,

3
2cos,

3
2cos,

3
1cos 0a           

        
§ 4. 6.  Wektor gatna yklaryndan koordinata gatna yklaryna geçmek 

 
       1. Wektory sana köpeltmegi  koordinatalary.  Goý, 

),,( 111 ZYXa wektor we 0  san berlen bolsun. ab  wektory  
koordinatalaryny tapmaly. Proýeksiýalary   häsiýetleri we kesgitlemeleri 
esasynda b  wektory  gözlenilýän X2, Y2, Z2  koordinatalary 
                        121212 ,, ZZYYXX                         (78) 
formulalar arkaly a ladylýandygyny alýarys, sebäbi: 

    .,,)( 2212 bprZbprYXapraprbprX zyxxx  
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(78) de likler a =(X1, Y1, Z1)  ,   b =(X2, Y2, Z2) iki wektory  
kolinearlygyny  zerur we ýeterlik ertini aladýar. Eger  X1, Y1, Z1  sanlary  
hiç biri nola de  däl bolsa, onda bu de likleri eýle ýazmak bolar: 

                                    
1

2

1

2

1

2

Z
Z

Y
Y

X
X

  .                                       (79) 

eýlelikde, wektorlary  biratly koordinatalary proporsional bolanda 
we di e onda wektorlar kollineardyr. 
       2. Iki wektory  jemini  (tapawudyny ) koordinatalary. Goý,  iki  
sany a =(X1, Y1, Z1)    we     b =(X2, Y2, Z2)  wektorlar berlen bolsun. (62)  
we  (68) formulalar esasynda ba  jemi  wektoryny   X, Y, Z   
koordinatalaryny alarys: 
                   212121 ,, ZZZYYYXXX                   (80) 

a – b = a  + (–b )    bolany üçin  
                        ,,, 212121 ZZZYYYXXX         (81) 

bu ýerde  ZYX ,, sanlar ba   wektory   koordinatalarydyr. 

       3. Iki nokat bilen berlen wektory  koordinatalary. 21MM   
wektory  ba langyjy M1(X1,Y1,Z1) nokatda, ahyry M2 (X2, Y2, Z2) nokatda 
ýerle är. M1 we M2 nokatlary  koordinatalaryny  üsti bilen onu  
koordinatalary üçin a latmany tapaly . M1 we M2 nokatlary   

                                            
13-nji surat 

 

2211 , OMrOMr (13-nji surat) radius wektorlaryna garaly .   

1221 rrMM . (70) de lige görä  ),,(,),,( 22221111 zyxrzyxr  

bolýandygyny göz ö ünde tutup, (81) de likden 21MM  wektory  X, Y, Z 
koordinatalary  üçin:    
                          X = x2 - x1,  Y = y2 - y1,  Z = z2 - z1                               (82) 

 105

wektory O nokady                                                töwereginden sagat dilini  
hereketini  ugry boýunça 090 burça öwreli .                                                                           
 Alnan 2OA  wektor 0,ca  wektor köpeltmek hasyly bolar.  
Hakykatdan-da,  

1) ;sinsin4
2

cos 012 caaaOAOA    

2)  2OA   wektor 0,ca  wektorlary  her birine perpendikulýar. 

3) 20 ,, OAca  wektorlar sag üçlügi emele getirýär.  

18-nji suratdaka me ze  gurlu y geçireli .  A  nokatdan  bAB   
wektory alyp goýaly , onda .baOB  Goý, 1A   we 1B  nokatlar    
degi lilikde P tekizlige A    we     B  nokatlary  ortogonal proýeksiýalary 
bolsun. P tekizlikde O nokady  töwereginden 11BOA   üçburçlugy 090  
burça öwrüp, 22 BOA  üçburçlugy  alarys. 19-njy surat..       

2222 BAOAOB          we    
 
      
 
                               

                                           19-njy surat. 
 

0220202 ,,,,),( cbBAcaOAcbaOB  bolýanlygy üçin 

bu ýerden ( 810 ) de lik gelip çykýar. Ony agzalaýyn c  sana  köpeldip, 

0ccc  formulany göz ö ünde tutsak, onda (108) de ligi alarys. (109) 

de lik (105), (108) de liklerden gelip çykýar:    

B
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           (105) de lik gös-göni kesgitlemeden gelip çykýar. Indi (106) 
de ligi görkezeli . ba),(  we ba,  wektorlary  de  uzynlyklary bar. 

Çünki 0  (18-nji surat) bolanda ,sin),( baba  0  

bolanda sin)sin(),( bababa  . eýle hem bu 

wektorlar ugurda , sebäbi 0  bolanda olary  ugry ba,  wektory  ugry 

bilen gabat gelýär, 0  bolanda bolsa ol wektorlar ba,  wektora 
gar ylykly ugrukdurlandyr.  
       (107) formula (105) we (106) formulalardan gelip çykýar. Hakykatdan-
da,  
                    .,,),()(, baababba   

          (108) de ligi ilki bilen c  birlik wektor bolandaky ýagdaý üçin, ýagny 
                             
               )810(1),( 0000 ccbcacba  

 
                                             18-nji surat. 
de ligi görkezeli . Erkin a  wektory  birlik 0c  wektora wektor köpeltmek 

hasylyny kesgitläli . Bellenen O nokatdan 0cOC  we aOA  wektory 

alyp goýaly . O nokady  üsti bilen 0c  wektora perpendikulýar bolan  P   
tekizligi geçireli  (18-nji surat). Goý,  1A   nokat   A nokady   P tekizlige 

ortogonal proýeksiýasy bolsun. 0c  wektory  tarapyndan seredeni de 1OA  
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de likleri alarys. eýlelikde, wektory  koordinatalaryny tapmak üçin onu  
ahyryny  koordinatalaryndan ba langyjyny  degi li koordinatalaryny 
aýyrmak zerurdyr. 
       4. Wektorlary  çyzykly kombinasiýasyny  koordinatalary. n sany  
a 1={X1, Y1, Z1}, a 2={X2, Y2, Z2},…,  nnnn ZYXa ,,  wektorlar we 
olary  çyzykly kombinasiýasy 
                              nn aaaa ...2211                                (83)      
berlen bolsun. (67), (68)  formulalary   göz  ö ünde tutup, (83) wektory  
koordinatalaryny  

)84(
;...
;...
;...

2211

2211

2211

nn

nn

nn

XZZZ
XXYY
XXXX

 

de likler bilen kesgitlemek bolar. 
 

§ 4. 7.  Iki wektory  skalýar köpeltmek hasyly 
       1. Skalýar köpeltmek hasylyny  kesgitleni i. a  we b  wektorlary  
uzynlyklaryny  olary  arasyndaky burçu  kosinusyna köpeltmek hasylyna 
de  bolan sana a  we b  iki wektory  skalýar köpeltmek hasyly diýilýär. 
Biz skalýar köpeltmek hasylyny   ba  görnü de belgilejekdiris. Diýmek,  

                                              cosbaba  .                          (85) 

bprb acos  we apra bcos  (14-nji surat) bolýanlygyny göz 

ünde tutup,  (85) de ligi  
                                                 bpraba a

                               (86) 

                                                 aprbba b
                               (87) 

görnü de ýazmak bolar. 
 
 
 
 
 

 
                                                   14-nji surat. 

b  

a  
O A 

A1 

B1 

B 
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a  wektory  özüne skalýar köpeltmek hasylyna a wektory  skalýar 
kwadraty diýilýär: 

        )88(.,0cos
22202

aaaaaaaa             

unlukda, wektory  skalýar kwadraty onu  uzynlygyny  kwadratyna de , 

onu  üçin 0a  bolanda 0,02 aa  bolanda 0
2

a . Goý, a  we b  

wektorlar perpendikulýar bolsun, ýagny 090 , onda 0cos  we  

                                                  0ba  .                                          (89) 

Tersine, eger (89) de lik ýerine ýetýän bolsa, onda a  we b – nol däl 
wektorlar bolanda 090 , ýagny ba . Eger wektorlary  biri nol 
wektor bolsa, onda ony beýlekisine perpendikulýar hasap etmek bolar 
(sebäbi nol wektory  kesgitli ugry ýok). 
 Skalýar köpeltmek hasylylyny  

1) Orun çal yrma 
                                abba ;                                         (90) 
2) Utga dyrma (san köpeldijä görä)                          
                           baba)(  ;                                   (91) 
3) Wektorlary  jemine görä paýla dyrma 
                        cabacba )(  .                               (92) 

häsiýetleri bar. 
 (90)-(92) formulalary  dogrudygyny görkezeli . (90) formula (85) 
formuladan gelip çykýar. (87) we (63) formulalary ulanyp, (91) formulany 
alýarys. 
             )()()( baaprbaprbaprbba bbb

 

(92) formula hem a me ze  subut edilýär: 
 cabacprabpracprbpracbpracba aaaaa )()()(  

(90), (91) formulalardan  
                               )()()()( baba                             (93) 
de lik gelip çykýar.  
            Hakykatdan-da,   
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1) ertden ba,  wektor köpeltmek hasylyny  modulyny  a  we b  
wektorlary  üstünde gurlan S parallelogramy  meýdanyna de ligi gelip 
çykýar (16-njy surata seret), ýagny 
                                          

                                      Sba ,                                                 (101) 

onu  üçin  
                                      ,, eSba     (102) 
 
bu ýerde  e  wektor ba,  wektora ugurda  birlik wektorydyr. 

Goý, a  we b  wektorlar kollinear, ýagny 0  ýa-da  

bolsun. Onda 0sin we 0,ba . onu  üçin hem   

                              0,ba .                                                (103) 
Eger (103) de lik ýerine ýetýän bolsa, onda nol däl wektorlar üçin  

,0sin  bu ýerden bolsa 0 , , ýagny a  we b  kollinear 
wektorlardyr. Eger wektorlary  biri nol wektor bolsa, onda ony beýlekisine 
kollinear diýip hasap etmek bolar. unlukda, (103) de lik a  we b  iki 
wektory  kollinearlygyny  zerur we ýeterlik ertini a ladýar. Hususan-da, 
her bir a  wektor üçin  
                                         0,aa                                                    (104) 

Iki wektory  wektor köpeltmek hasylyny  a akdaky häsiýetleri bar: 
1)                       ;,, abba                                          (105) 
 
 2)                      baba ,),( ;                                   (106) 

                          ;,)(, baba      (107) 
3) Paýlama 
 

                           
)109(,,)(,

)108(;,,),(

cabacba

cbcacba
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          Eger kji ,,  birlik wektorlary  üçlügi sag (çep) üçlük bolsa, onda 
gönüburçly dekart koordinatalar sistemasyna sag (çep) koordinatalar 
sistemasy diýilýär. 
 

§ 4. 9.  Iki wektory  wektor köpeltmek hasyly 
 

1. Wektor köpeltmek hasylyny  kesgitleni i. Eger ba,  bilen 
belgilenýän wektor a akdaky  

1) sin, baba , bu ýerde  burç a  we b  wektorlary  arasyndaky 

burç.                                                             
2) ba,  wektor a  we b  wektorlary  her birine perpendikulýar;  

3) ),,(,,,,( kjiwebaba  üçlükler bir oriýentasiýaly üçlükler; 

ertleri kanagatlandyrýan bolsa, onda o a a  wektory  b  wektora wektor 
köpeltmek hasyly diýilýär. 
      Wektorlary  wektor köpeltmek hasyly ba  görnü de hem belgilenýär.
  

                              
(a) 

 
        16-njy surat      

 
 

(b) 
                                                                                                                     
                                                                  17-nji surat 
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)()())(())(())(())(( baabababbaba  
2. Koordinatalary bilen berlen wektorlary  skalýar köpeltmek hasyly. 
       2-nji teorema.  
               ),(,),,( 222111 ZYXbZYXa                                  (94) 
iki wektory  skalýar köpeltmek hasyly 
                 212121 ZZYYXXba                                        (95) 
formula arkaly a ladylýar. 
  (88), (89) formulalary  kömegi bilen kji ,,  birlik wektorlary   
skalýar köpeltmek hasyly üçin  

    

1,0,0

;0,1,0

;0,0,1

2

2

2

kjkik

kjjij

kijii

                              (96) 

de likleri alarys. a  we b  wektorlary  birlik  wektorlar boýunça 
                   ., 222111 kZjYiXbkZjYiXa  
dagytmasyny peýdalanyp, (90)–(93) formulalara laýyklykda (96)  de likleri 
göz ö unde tutup,  

.

)()(

212121

2

21

212121112121

21

2

21222111

ZZYYXXkZZ

jkYZikXZkjZYijYYijXYkiZX

jiYXiXZkZjYiXkZjYiXba

 

de ligi alarys.  
         Bellik. Eger ab  bolsa, onda (95) formula 2

1
2

1
2
1 ZYXaa  

görnü i alar. a görä  
22

aaaa  de ligi  esasynda, 

         2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
, ZYXaZYXa          (97)    

        1-nji netije. (94) wektorlary  arasyndaky burçu  kosinusy 
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2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
ZYXZYX

ZZYYXX
               (98) 

formula arkaly kesgitlenýär. 
2-nji netije. (94)  wektorlary  perpendikulýarlygyny  zerur we 

ýeterlik erti 
                              0212121 ZZYYXX                              (99) 
de lik arkaly a ladylýar.  

3-nji netije. Eger l ok koordinatalar oklary bilen degi lilikde ,,  

burçlary emele getirýän bolsa, onda c =(X,  Y,  Z ) wektory  bu oka 
proýeksiýasy 
                   coscoscos ZYXcprl                     (100) 
de lik bilen kesgitlenýär.  
         Hakykatdan hem, eger e  wektor  l - oku  birlik wektory bolsa, onda 
(86) formulany  kömegi bilen taparys: 
                    cecprcprcprcprece llll ,1  

bu formuladan (95) de lik esasynda (100) formula gelip çykýar. 
2-nji mysal. Berlen )7,8,11(,)8,2,7( ba  wektorlary  

arasyndaky burçy tapmaly. 
 (98) formuladan peýdalanyp taparys. 

0

222222

45

2
2

2117
117

)7()8(11)8(27

)7()8()8(2117cos
 

 
       § 4. 8. Wektorlary  sag we çep üçlügi. Sag we çep koordinatalar 

sistemasy 
 

          Bir nokatdan çykýan we görkezilen tertipde alnan  ( a -birinji wektor, 
b -ikinji, c -üçünji) aOA , cOCbOB ,  üç komplanar däl 

wektorlara cba ,,  wektorlar üçlügi diýilýär (15-nji a,b surat.) 
 

 101

 
15-nji surat 

c  wektory  ahyryndan a  we b  wektorlary  emele getirýän tekizligine 
garaly . Eger a  wektordan  b   wektora i  gysga öwrüm sagat dilini  
hereketini  gar ysyna edilýän bolsa, onda cba ,,  wektor üçlügine sag üçlük 
(15-nji (a)surat), eger-de görkezilen öwrüm sagat dilini  ugry boýunça 
amala a yrylýan bolsa, onda cba ,,  wektorlar üçlügüne çep üçlük diýilýär 
(15-nji (b) surat). 
        Ikisi hem sag ýa-da ikisi hem çep bolan iki üçlüge ugurda  (bir 
oriýentasiýaly) üçlükler diýilýär. Eger bir üçlük sag bolup, beýlekisi çep 
bolsa, onda olara ters ugurda  (dürli oriýentasiýaly) üçlükler diýilýär. 15-nji 
(ç) suratda görkezili i ýaly wektorlary  aýlawly orun çal yrmada (birinjisi 
ikinjisi bilen, ikinjisi üçünji bilen, üçünjisi birinji bilen çal yrlanda) üçlügi  
oriýentasiýasy üýtgemeýär. Eger iki wektory  ornuny çal yrsak, onda 
üçlügi  oriýentasiýasy üýtgeýär, mysal üçin, eger cba ,,  – sag üçlük  emele 

getirýän bolsa, onda  cab ,,   çep üçlük bolar. eýlelikde, eger üç sany 

ba, we c  komplanlar däl wektorlar berlen bolsa, onda olar alty sany üçlügi 

emele getirýär. Olardan cba ,, ; acb ,, ; bac ,,  üçlükler ol bir 

oriýentasiýaly abcbcacab ,,;,;,,  beýleki orentasiýaly üçlüklerdir.  
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(a aky) çägi diýilýär. Hem ýokardan, hem a akdan çäkli yzygiderlige bolsa 
çakli yzygiderlik diýilýär. 
     Bu kesgitlemäni  esasynda  nx    yzygiderligi  çäkli bolmagy üçin 
eýle 0K  san tapylyp, Nn  üçin Kxn ||  de sizligi  ýerine ýetmegi 

zerur we ýeterlikdir. Mysal üçin, 
2

cos,1
2

n
n

  yzygiderlikler çakli,  

2n   yzygiderlik bolsa a akdan çäkli bolup, ýokardan çäkli däldir. 
     1-nji teorema. Eger   nx  yzygiderligi  predeli bar bolsa, onda ol 
yzygiderlik çäklidir. 
      Goý,  axnn

lim   bolsun. Onda kesgitleme boýunça, 1  üçin eýle  

on  belgi tapylyp, onn  üçin  1|| axn  bolar, ýagny 1|||| axn . 

onu  üçin, eger  K   san  ||,...,||,1|| 1 onxxa   sanlary  i  ulusy bolsa, 

onda  Nn   üçin   Kxn ||   bolar  we  ol    nx    yzygiderligi  
çäklidigini a ladýar.  

2-nji teorema. Eger   nx   we   ny   yzygiderlikleri  predelleri bar 
bolsa, onda nn yx ,   nn yx   we   nn yx   (paý kesgitlenende) 
yzygiderlikleri  hem predelleri bardyr we 

nnnnnnn
yxyx limlimlim ,                           (3) 

nnnnnnn
yxyx limlimlim ,                             (4) 

0lim
lim

lim
lim nnnn

nn

n

n

n
y

y

x

y
x

                             (5) 

de likler dogrudyr (subudyny  funksiýany  predeli üçin so ra subut ediljek  
teoremany ky ýaly bolany sebäpli, biz ony subutsyz ulanarys). 
      Bu teoremadan eýle netijeler gelip çykýar. 
      1-nji netije. Ýygnanýan yzygiderlikleri  tükenikli algebraik jemini  
predeli go ulyjylary  predellerini ol algebraik jemine de dir. 
     2-nji netije. Eger  nx   yzygiderlik ýygnanýan bolsa, onda  hemi elik   
c   san üçin  ncx   yzygiderlik hem ýygnanýandyr we  nn xccx limlim . 
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                                               22-nji surat 
 
                                     sin,cos ryrx       
alarys . Diymek, 
                                       )sin(cos irz     
      Kompleks sanyñ le görnü däki azgysyna onu  trigonometrik 
görnü i di il är.  
      Eger iyxz   we  zarg  bolsa , onda  

                   
2222

sin,cos
yx

y
yx

x
    .               (9) 

z = x+iy kompleks sany  argumentini tapmak üçin (9) sistemany çözmek 
ýeterlik. (9) sistemany  tükeniksiz köp çözüwi bardyr we ol 
çözüwler ,2,1,0,20 kk  …, formula boýunça ýazylýar, 
bu ýerde 0  (9) sistemany   käbir çözüwi. 
          eýlelik bilen, kompleks sany  argumenti bir bahaly kesgitlenmeýär. 
Eger   z=x+iy  kompleks sany  argumentini  käbir bahasy 0  bolsa, onda 

,2arg 0 kz  ,...,2,1,0k bolar. 
 1-nji bellik. (9) sistemany  deregine 

                                             
x
ytg                                                 (10) 

de lemäni hem almak bolar, ýöne (10) de lemäni  kökleri (9) sistemany  
çözüwi bolup bilmeýär. 
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 Goý, 11arg z   we  22arg z  bolsun, onda 

)11()sin(
)cos()cossincos(sinsinsin

coscos)sin(cos)sin(cos

21

2121122121

212122211121

i
rri

rririrzz

Diýmek, 

21212121 argarg)(arg; zzzzzzzz  
Matematiki induksiýa usuluny ulanyp, 

)12(
......

,arg...argarg)...arg(

2121

2121

nn

nn

zzzzzz
zzzzzz

de likleri alarys. Eger zzzz n...21 bolsa, onda  

                         )sin(cos ninrz nn  
formulany alarys. O a Muawry  formulasy diýilýär. 

)13()(sin)cos(

)cossincos(sinsinsincoscos

)sin(cos)sin(cos
)sin(cos)sin(cos

)sin(cos
)sin(cos

2121
2

1

12212121
2

1

2222

2211

2

1

222

111

2

1

i
r
r

i
r
r

ii
ii

r
r

ir
ir

z
z

Diýmek,             21
2

1

2

1

2

1 argargarg, zz
z
z

r
r

z
z

 

      
   2-nji bellik.  Goý,   

.)sin 2i  Onda, 21 zz  de lik di e 21 rr  we 
...,2,1,0,221  bolanda dogrudyr. 

 
§ 5. 3.  Kompleks sanlardan kök almak 

 
 Eger az n  bolsa, onda z  kompleks sana a kompleks  
sany  n derejeli köki diýilýär we n a  belgi bilen belgilenýär. 

2221111 (cos,)sin(cos rzirz
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ýetýär, ýagny  a  san  nx    yzygiderligi  predelidir. Diýmek, hemi elik 
sany  predeli  onu  özüne de dir. 
         Logiki belgilemeleri    kömegi  bilen   a   sany   nx   yzygiderligi  
predeli  bolýandygyny  gysgaça eýle ýazmak bolar: 

axnnnax noonn
:0lim . 

     1-nji mysal.  n11    yzygiderligi  predelini  bire  de digini subut 
etmeli we  01,0,1,0   üçin   on   belgini kesgitlemeli. 

      Eger   0   üçin    1on    alsak,  ýagny    on   belgi 
hökmünde 1   sana de  ýa-da ondan uly bolan i  kiçi natural sany alsak, 
onda onn   üçin 

o
n nnn

x 111111  

de sizlik  ýerine  ýeter  we  kesgitleme boýunça  yzygiderligi  predeli 
bire  de dir. unlukda, 01,0,1,0  bolanga degi lilikde 

100,10 oo nn  bolar.  
     Bu mysaly  çözüwinden  n1   yzygiderligi  hem predelini  bardygy 
we onu  nola  de ligi  gelip çykýar. 
     (2) de sizligi    axa n    de sizliklere de güýçlüdigini we 

aa ,  aralygy   a  nokady     etrabydygyny nazara alsak,onda  a   
sany  nx   yzygiderligi  predeli  bolmaklygyny  geometrik manysy onu  
islendik  etrabynda  yzygiderligi  tükeniksiz köp agzalaryny , ýagny 
etraby  da ynda di e tükenikli sany agzalaryny  ýerle ýändigini a ladýar. 
     Eger yzygiderligi  predeli bar bolsa, onda ol predel ýeke-täkdir. 
Hakykatdan-da, eger nx   yzygiderligi    a    we    b   de   hem-de  ba  
bolan iki predeli bar  diýsek, onda   3ab    üçin   aa ,   we 

bb ,   aralyklary  her biri yzygiderligi  tükeniksiz köp agzalaryny  
özünde  saklaýan  bolmaly, ýöne ol beýle bolup  bilmez, çünki 
görkezilen aralyklary  umumy nokady ýokdur. 
     2. Yzygiderligi  predelini  esasy häsiýetleri. Eger eýle B  san 
tapylyp, n    üçin  BxBx nn  bolsa,    onda  nx   yzygiderlige 
ýokardan (a akdan) çäkli yzygiderlik,  B  sana bolsa yzygiderligi  ýokarky 
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II. 2.  FUNKSIÝANY   PREDELI 

§ 2.1. Yzygiderligi  predeli 
  

      1.Yzygiderligi  predelini  kesgitleni i. Funksiýany  predelini ilki 
onu  hususy haly bolan yzygiderligi  predeli dü unjesini girizmekden 
ba larys.  
     Eger her bir  n  natural sana  nfxn   hakyky san degi li edilse, onda 

,3,2,1nnfxn                                      (1) 
sanlary  toplumyna hakyky sanlary  yzygiderligi ýa-da gysgaça 
yzygiderlik diýilýär we ol nx ýa-da ,3,2,1, nxn  bilen belgilenýär. 
      Yzygiderligi düzýän sanlara onu  agzalary diýilýär. Yzygiderlik, 
köplenç,   umumy agzasy diýip atlandyrylýan   nx   arkaly berilýär. 
     Mysal üçin,  

      1)   ...,
3
1,

2
1,11

n
 ;                  2)  ,

9
1,

4
1,11

2n

n

 ; 

      3)   ...,1,1,1,1cos n  ;    4)  ,2,0,2,011 n  . 
Yzygiderligi   agzalary tükeniksiz köp bolup, onu  içinde gabat gelýänleri 
hem bardyr (3-nji, 4-nji yzygiderliklere seret).  
      1-nji kesgitleme. Eger 0 san üçin eýle oo nn  belgi (nomer)  
tapylyp,  onn   üçin 

axn                                              (2) 
de sizlik ýerine ýetse, onda    a    sana   nx    yzygiderligi  predeli (ýa-da 
limiti)  diýilýär. 
     unlukda,  a   sany   nx   yzygiderligi  predeli  bolýandygy 

axx nnn limlim  

ýazgy arkaly a ladylýar we ol  “limit  nx  de dir  a” diýlip okalýar (bu 
ýerde “lim”  belgisi latynça “limites” sözüni  ba ky üç harpy bolup, ol  
predel diýmekdir) . Tükenikli predeli bar yzygiderlige  ýygnanýan, predeli 
ýok yzygiderlige bolsa dargaýan yzygiderlik diýilýär. 
     Eger    n   üçin   xn = a   bolsa, ýagny ol  hemi elik bolsa, onda bu 
halda    0|| axn   we   0  we   Nn  üçin axn  ýerine  
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 Goý, 0arg a , a = , rzz ,arg  bolsun. Biz zan  
tapaly . Kesgitlemä görä 

az n  
Muawry  formulasyna görä, 
                                )sin(cos ninrz nn  
Diýmek, 
                  ,)sin(cos)sin(cos ininr n  
bu ýerden, ýokarda eden belligimizi ýatlap, 
                  ...,,2,1,0,2, nr n  
de ligi alarys. Ondan bolsa 

                   ,...,2,1,0,2,
n

r n  

de likleri alarys. 
 Diýmek, 

                          .
2

sin
2

cos
n

i
n

a nn  

Indi  

                          
n

i
n

z n
k

2
sin

2
cos  

kompleks sanlary  di e n sanyny  dürlüdigini görkezeli  110 ,...,, nzzz  
sanlar dürlüdirler, çünki 

              
n
n

nn n
)1(2,...,2, 110  

burçlar dürli we olary  tapawudy 2 -den kiçi. 0zzn  bolýandygyna göz 
ýetireli . 

                                 22
nn

nn . 

Onda, 

0sincos2sin2(cos z
n

i
n

k
n

i
n

z nn
n   

unu  ýaly-da 1111 , nn zzzz  we .m 
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eýlelik bilen az n  de lemäni  di e n sany dürli  

,1...,,1,0,2sin2cos n
n

i
n

z n
n  

kökleri bardyr. 
Gönükmeler 

 
1. Amallary ýerine ýetirmeli. 

2

3

1) (2 3 )(3 2 ) 2)( ) ( ) 3) (3 2 )
1 24)(1 ) 5) 6)
1 1

i i a bi a bi i
i ii
i i

                                   

2. De lemelri çözmeli 
2 2 21) 25 0 , 2) 2 5 0, 3) 4 13 0 ,x x x x x   

3. A akdaky kompleks sanllary wektor görnü inde ekillendirmeli, olary  
modulyny, argumentini tapmaly hem-de trigonometrik görnü de ýazmaly. 

)cos1(sin)9,22)8

3)7,31)6,22)5

2)4,3)3,2)2,3)1

iziz

iziziz

izizzz

 

4. A akdaky de likleri subut etmeli. 

2

2121
2

1

2

1

21212121

)5

)4,)3

)2,)1

zzz

zzzz
z
z

z
z

zzzzzzzz

 

5. Muawry  formulasy boýunça hasaplamaly. 

6
56

3
4

5610

3
sin

3
cos1)8,122)7,1)6

3)5,
4

sin
4

cos1)4

1)3,31)2,)1()1

iii

ii

iii
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    .
5

25)4
x

xy     .31)5 53 xxy     .5)6 xy  

8. Funksiýalary   nokatlar boýunça grafiklerini gurmaly: 
.1)5.)4.22)3.22)2.2)1 22 xyxyxyxyxy  

    .)10;13)9.13)8.3)7.1)6 3332 xyxyxyxyxy  

    9. Berlen  123 2 xxxf  boýunça funksiýany  2,2 xfxf   
bahalaryny tapmaly.  
    10. Berlen   1xxf   we     22xxg   funksiýalar boýunça 
çyl yrymly   xgf   we   xfg   funksiýalary kesgitlemeli.   
    11. Funksiýalary  ters funksiýalaryny kesgitlemeli: 
     .1)2.)1 3xybaxy   22)4.2ln)3 xyxy . 
    12. Funksiýalary  haýsysy jübüt,  täk , jübüt hem däl, täk hem däl? 

.53)1 24 xxy  .
1
1)3.23)2 2

x

x

e
eyxxy 4) xxy . 

 
J o g a p l a r 

 
1. 1)  ;2,1,0A   2) ;4,3,2,1A   3) ;2,1,0,1,2A  

 4) 5,4,3,2,1A .  2. ;4,3,5BA ;4BA ;5\ BA   
.3\ AB    3. ;4,1BA  ;2,1BA  ;1,1\ BA  

.4,2\ AB   4. 1) ;4,4 21 xx  2) ,11x     ;52x    3) ,81x    
;22x    4) ,11x   ;22x  ,33x  ;44x    5) ,11x   ;22x  ,33x  

64x .    6)  4,3 xx .   5. 1)  3531 x ;   2) 14 x ;  
3) 21,41 xx ;   4) .0x     6.   1) ,11f  ,230f  

311f ;    2)  ,00f  ,16f  03f .  
7.  1)   ;2,2    2)  ;7,3    3)  ;5,5    4) 5,2 ;     ;,)5   

,)6 .  9. ,171432 2 xxxf .432 2xxf  

10. ,12xxgf 1xxfg . 11. 1) ;abyx  2) 13 yx ; 

3)  ;2yex  4) .log2 2 yx  12. 1)  jübüt. 2) jübüt hem däl,  täk hem däl. 
3)  täk.  4)  täk.  
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bolar, ýagny   21 xx  ýa-da   21 xx   bolup bilmez, çünki beýle bolanda  f  
funksiýany  artýanlygy esasynda  21 xfxf    ýa-da    21 xfxf  
bolardy. Olar bolsa 21 xfxf erte gar y gelýär. eýlelikde, 21 yy  
erti kanagatlandyrýan islendik   21, yy   üçin  2211 xygygx  

de sizlik  alynýar,   ol  bolsa   )(g  funksiýany  artýandygyny a ladýar. 
Teoremany  ikinji bölegi hem onu  ýaly subut edilýär.   
     Bellik. f  funksiýany  ters funksiýasy, köplenç, 1f   bilen belgilenýär.  
Özara ters funksiýalary  grafikleri   xy   göni çyzyga görä simmetrikdir.      

 
G ö n ü k m e l e r 

 
1. Köplügi  ähli elementlerini kesgitlemeli: 
1)  023: 23 xxxxA R .    2)  0432 xxxA :N .                                   
3)  5241: xxA .               4)  64 xxA :N .                                     

     2. 020: 2 xxxA R   we  012: 2 xxxB R   üçin 
ABBABABA \,\,,   köplükleri  elementlerini kesgitlemeli. 

     3.   2,1A   we  4,1B   üçin   ABBABABA \,\,,   
köplükleri kesgitlemeli.  
     4. De lemeleri çözmeli: 

1) .4x          2)  .32x     3) .53x       4) .1552 xx   

5) .662 xxx   6)  127127 22 xxxx . 
5. De sizlikleri çözmeli:  

1) .323x       2) 352x   .3) .31
x

x    4) .1
1
1

x
x  

6. Funksiýany  görkezilen nokatlardaky bahalaryny hasaplamaly: 

.1;0;1,
2

32)1
2

x
xxf     3;6;0,3sin)2 xxf .  

   7.  Funksiýany  kesgitleni  köplügini kesgitlemeli: 

    .73)2.43)1 42 xxyxy       .
25

3)3
2x

y  
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6. 3sin3cossincos 3 ii  de likden peýdalanyp 3sin  we 
3cos  funksiýalary  burçu  funksiýalaryny  üsti bilen a latmaly. 

7. 6 1z   kökü  hemme bahalaryny tapmaly. 
8. Tapmaly 

463 3 31) , 2) 1 , 3) 2 2 , 4) , 5) 1 , 6) 8 8 3i i i i i  
9. De lemelri çözmeli  

3 41) 8 0, 2) 4 0x x  
10. xxxx sin...3sin2sinsin  jemi tapmaly. 

Görkezme. 
i
eex

xixi

2
sin  formuladan peýdalanmaly. 

 
Jogaplar: 

 
1.  2 21)12 5 , 2) , 3)12 5 , 4) 2 2 , 5) , 6)1i a b i i i i  

2.  iii 32)3,21)2,5)1  

3.  
2

sin
2

cos
2

sin2)9,
4

3sin
4

3cos2)8 ii  

5.  
27)8,31512)7,8)6,8)5

2232)4,)1(4)3,64)2,32)1

iii

iii
 

6.   
cossin3cos3cos

coscossin33sin
23

32

7. cos sin ; 0,5
3 3

k ki k     

0 0 06

3 3 18. 1) , , 2) ; , 3) , 4) ,
2 2 2

5) 2 cos sin ; 45 , 165 , 285

6) 2 3 , 2 1 3

i i ii i i

i

i i

 

1sin sin
2 29. 1) 2, 1 3; 2) 1; 10.

sin
2

nx n x
i x . 
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II bap. MATEMATIKI  ANALIZ 

 
II.1.  KÖPLÜK WE FUNKSIÝA DÜ ÜNJESI 

§ 1.1. Köplük dü ünjesi 
 
Matematikada ýygy-ýygydan  köplükler bilen i  sal ylýar. Köplük diýip 

käbir ny an boýunça birle dirilen ulgama, topluma, ýygynda dü ünýäris. 
Mysal hökmünde okalgadaky matematiki analiz kitaplaryny  köplügine, 
üçburçlugy  depelerini  köplügine,  jübüt sanlary  köplügine garamak 
bolar. Köplügi düzüjilere  onu   agzalary ýa-da elementleri diýilýär. 
Ýokardaky mysallarda köplügi  agzalary bolup degi lilikde matematiki 
analiz kitaplary, üçburçlugy  depeleri we jübüt  sanlar hyzmat edýärler. Ol 
köplükleri  ilki ikisi tükenikli, üçünjisi bolsa tükeniksiz köplükdir. 
Köplükler ba  harplar bilen, onu  agzalary bolsa setir harplary bilen 
belgilenýär. Eger  a   element   A   köplügi  agzasy bolsa, onda ol Aa   
(ýa-da aA )  ýazgyda  belgilenýär   we    a   degi li   A   köplüge (ýa-da   
A   köplüge degi li  a)  diýlip okalýar,  a   elementi    A   köplüge degi li 
däldigi bolsa   Aa  ýazgyda belgilenýär we   a   degi li däl   A   köplüge 
diýlip okalýar. Eger  A   köplük    a, b, c   we  olar  ýaly  berlen  beýleki  
agzalardan düzülen bolsa, onda ol  ,...,, cbaA  ýazgyda a ladylýar. 
Mysal üçin, ,...3,2,1  we ...3,2,1,0,1,2,3...,  degi lilikde 
natural we bitin sanlary  köplügini a ladýar. unlukda,  3 ,  ýöne  

3 .  
      Eger  B   köplügi  islendik  agzasy    A   köplügi  hem agzasy bolsa, 
onda  B  köplüge  A  köplügi  bölek köplügi ýa-da  A  köplügi  bölegi 
diýilýär we  AB   (ýa-da BA )   görnü de a ladylýar (bu ýagdaýda  A  
köplük  B  köplügi özünde saklaýar hem diýilýär). Mysal üçin, jübüt 
sanlary  köplügi bitin sanlary   Z köplügini  bölek köplügidir. Özünde hiç 
bir agzany saklamaýan köplüge bo  köplük diýilýär we Ø  bilen 
belgilenýär. M   köplügi   P  häsiýetdäki 1M  bölegi xPMxM :1  
görnü de a ladylýar. Mysal üçin, 0: xx  bitin sanlary  
köplügini  položitel bölegidir we 01:Ø 2xNx .  
       Rasional sanlar diýip  qp  0qbitin,qp,   görnü däki    sanlara, 
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koordinatalar ba langyjyna görä simmetrikdir.              
    Eger Xxx 21, üçin 21 xx  bolanda 21 xfxf )( 21 xfxf  
ýa-da 21 xfxf )( 21 xfxf  bolsa, onda  f  funksiýa   X   
köplükde, degi lilikde, artýan (kemelýän) ýa-da kemelmeýän (artmaýan) 
funksiýa diýilýär. 
     Bu häsiýetler funksiýany  grafigini gurmaklygy ýe ille dirýär.  
 

§ 1.6. Ters funksiýa 
 

       Goý,  f : X Y   we her bir  )(1 XfYy   ululyga  xfy  bolýan  
Xx  ululyk degi li bolsun. Onda 1Y  köplükde, umuman aýdylanda, 

köpbahaly )(gx  funksiýa kesgitlenendir. O a  xfy   funksiýany  
ters funksiýasy diýilýär. 
     Mysal üçin, eger 3x  bolsa, onda yx 3  onu  birbahaly ters 
funksiýasydyr, eger   = x2     bolsa, onda x  onu  köpbahaly ters 
funksiýasydyr, ýöne ol funksiýany   [0, 4] kesimde kesgitlenen  we 2,0  

kesimde birbahaly  bolan  x  ters funksiýasy bardyr.           
     1-nji teorema.  X  köplükde artýan (kemelýän)   f  funksiýany  

XfY   köplükde kesgitlenen birbahaly artýan (kemelýän) ters )(g    
funksiýasy bardyr. 
     Teoremany artýan funksiýa üçin subut edeli . Ilki bilen ters 
funksiýany  birbahalydygyny görkezeli . Onu  üçin tersine güman edeli . 
Goý, yY  ululyga xfy erti kanagatlandyrýan iki sany 21 xx   
ululyklar degi li bolsun, ýagny  1xfy   we   2xfy ,  onda  

21 xfxf   bolar.  Ýöne  ol  mümkin  däl,   sebäbi   21 xx   bolanda  

21 xx   ýa-da   21 xx  bolýanlygy üçin,  f(x) funksiýany  artýanlygyndan 

21 xfxf  ýa-da 21 xfxf  de sizlik alynýar, ýagny iki halda-da  

21 xfxf   de lik ýerine ýetmeýär. Diýmek, yY   ululyga di e   bir 
ygx    ululyk degi li bolýar, ýagny ters funksiýa birbahalydyr. Indi 

onu  artýandygyny görkezeli . Goý, erkin  Yyy 21 ,  üçin 11 xfy  , 

22 xfy  bolsun.  Eger    2211 yxfxfy  bolsa, onda 21 xx    
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funksiýalar diýilýär. Olara 

x ,  xx ,   3 /)4( xxx  
funksiýalar mysal bolup bilerler. 
      4) Transsendent funksiýa. Rasional we irrasional bolmadyk islendik 
funksiýalara transsendent funksiýalar diýilýär. Olara ähli trigonometrik we 
ters trigonometrik funksiýalar, görkezijili we logarifm funksiýalar hem-de 

=cos x ,   =x+tg x 
görnü däki we olar ýaly funksiýalar degi lidirler. 
       5) Giperbolik funksiýalar.A akdaky de likler bilen kesgitlenen 

       
2

,
2

xxxx eechxeeshx  

funksiýalara degi lilikde giperbolik sinus we giperbolik kosinus diýilýär. 
Olary  üsti bilen kesgitlenen 

                thx ,
chx
shx

       cthx=
shx
chx

   

funksiýalara degi lilikde giperbolik tangens we giperbolik kotangens 
diýilýär. Bu funksiýalar üçin  

,, chxshyshxchyyxshshxshychxchyyxch  
,1,22,2 2222 xshxchshxchxxshxshxchxch  

2
12,

2
21 22 xchxshxchxh  

formulalar dogrudyr. 
     6. Funksiýany  grafigi. Esasy elementar funksiýalary  grafikleri bize 
mekdepden belli bolsa,  elementar  funksiýalary  grafiklerini  käbirleri 
bilen biz  I  bapda tan ypdyk. Funksiýalary  grafikleri gurlanda 
peýdalanylýan onu  käbir häsiýetlerini ýatlaly .  
     Eger   funksiýany  kesgitleni  oblastyna degi li   islendik  x   we   x  
üçin   xfxfxfxf   de lik ýerine ýetse, onda   f   
funksiýa  jübüt (täk) funksiýa diýilýär. 
     Eger eýle   0T    san bar bolup, f funksiýany  kesgitleni  oblastyna 
degi li    islendik   x, Tx   üçin    xfTxf   de lik ýerine ýetse, 
onda o a periodik  funksiýa diýilýär. eýle T sanlary  i  kiçisine bolsa 
onu  periody diýilýär. unlukda, funksiýany  özüne  T-periodik   funksiýa 
diýilýär.Jübüt funksiýany  grafigi  oy  okuna, täk funksiýany ky bolsa 
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irrasional sanlar diýip rasional bolmadyk sanlara aýdylýar. Her bir rasional 
san ýa bitin , ýa  tükenikli ýa-da tükeniksiz periodik droblar görnü inde 

ladylýan sandyr. Irrasional san bolsa  tukeniksiz periodik däl droblar 
görnü inde a ladylýan sandyr. Ähli rasional  we irrasional sanlary  
köplügine hakyky sanlary    R  köplügi diýilýär. Hakyky sanlar ululyklary 
boýunça tertiple dirilendirler, ýagny islendik iki  a   we  b   hakyky sanlar 
üçin   bababa ,,   hallary  birden biri dogrudyr. Analitik 
geometriýadan mälim bol y ýaly, hakyky sanlary  köplügi bilen san 
okuny  nokatlaryny  arasynda birbahaly degi lilik gurnalandyr, yagny san 
okuny  her bir nokadyna di e bir hakyky san degi lidir we tersine. a 
görä “x  nokat” we “x san” dü ünjelerini de  manyda ulanmak bolar.  

A   we  B  köplükleri  i  bolmanda birine degi li bolan ähli agzalary  
köplügine olary  birle mesi diýilýär  we  BA  bilen belgilenýär. 

A   we   B  köplükleri  ikisine-de degi li bolan ähli agzalary   
köplügine olary  kesi mesi diýilýär we BA  bilen belgilenýär. 
      A   köplügi   B  köplüge degi li bolmadyk ähli agzalaryny   köplügine 
olary  tapawudy diýilýär we  A\B   bilen  belgilenýär. 
  

§ 1. 2. Aralyk, kesim we sany  absolýut ululygy 
 

      Hakyky   a    we    b    ba  sanlar  üçin   bxa  de sizlikleri 
kanagatlandyrýan  x   nokatlary  köplügine aralyk diýilýär we ba,  bilen 
belgilenýär.Seýlelikde, bxaxba :, . Edil onu  ýaly, çepi ýapyk 

bxaxba :,    we sagy ýapyk bxaxba :,   aralyklar 
kesgitlenýär. bxa   de sizlikleri kanagatlandyrýan   x   nokatlary  
köplügine bolsa kesim diýilýär we  ba,   bilen belgilenýär, ýagny 

bxaxba :, . eýle hem  aralyklary  beýleki görnü leri üçin 
akdaky belgilemeler ulanylýar: 

,:,,:, axxaaxxa  
.:,,:, bxxbbxxb  

xx :,  
      c  nokady özünde saklaýan islendik ba,   aralyga   c   nokady  etraby,  

cc ,    aralyga  bolsa  c   nokady     etraby diýilýär. Mysal üçin, 
1c  nokady  5,0  etraby  5,1;5,05,01;5,01  aralykdyr. Eger  
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c   nokat aralykda özüni  käbir etraby bilen saklanýan bolsa, onda ol 
nokada aralygy  içki nokady diýilýär. ba,    aralygy  ähli nokatlary onu  
içki nokatlarydyr.  a   we   b    nokatlara aralygy  gyra ýa-da uç nokatlary 
diýilýär, olar aralyga degi li däldir. ba,   kesim  bolsa  içki  we  uç  
nokatlardan durýandyr. 
       a  sany  absolýut ululygy (moduly)  |a|   bilen belgilenýär we 

bolsa 0eger   ,
bolsa,   0eger ,

||
aa

aa
a  

de lik bilen kesgitlenýär. Bu kesgitlemeden a akdaky häsiýetler gelip 
çykýar. 
      1. Islendik   a   san üçin  ||,||,||||,0|| aaaaaaa .  

2. aa || . babba || . 
3. |||||| baba .    4. |||||||| baba .       

5. .,
b
a

b
acbaabc  

 
§ 1. 3. Köplügi  çäkleri 

 
Çoý,  X   käbir san köplügi bolsun. 
1-nji kesgitleme. Eger  eýle   B    san tapylyp, Xx  üçin Bx  

Bx   bolsa,  onda   X    köplüge ýokardan (a akdan) çäkli köplük,  B   
sana bolsa ol köplügi  ýokarky (a aky) çägi diýilýär.  

(Ýazgylary gysgaltmak üçin bu ýerde iki kesgitleme birden 
getirilendir,olary  birisi ýaýy  içinde alnan sözlere degi lidir. Iki sözlemi  
bir sözlemde a ladyly  bu usulyndan so ra-da köp peýdalanjakdyrys) 

Yokardan we a akdan çäkli köplüge.çäkli köplük diýilýär. 
Islendik tükenikli aralyk ( ),,,,,,, babababa   çäklidir, 

,a   aralyk bolsa a akdan çäklidir, ýöne ýokardan çäkli däldir. 
Eger  B   san   X   köplügi  ýokarky (a aky) çägi bolsa, onda   B sandan 

uly (kiçi) bolan islendik  B   san hem ol köplügi  ýokarky (a aky) çägi 
bolar, ýagny ýokardan (a akdan) çäkli köplügi  tükeniksiz köp ýokarky 
(a aky) çäkleri bardyr.  

Yokardan (a akdan) çäkli  X   köplügi  ýokarky (a aky) çäklerini  i  
kiçisine (i  ulusyna) ol köplügi  takyk ýokarky (takyk a aky) çägi diýilýär 

 129

takyk çäklerini tapmaly. 

      ,0x   üçin   1
1

0
x

x
, a görä-de ol funksiyany  

bahalaryny    1,0Y   köplügini  a aky   0m , ýokarky 1M  çäkleri 
bardyr we  0m  onu  takyk a aky çägidir. 1M   sany  ol funksiýany  
takyk ýokarky çägidigini görkezmek üçin, takyk ýokarky çägi  
häsiýetinden peýdalanarys: 0   üçin x,0  tapylyp,  

1
1 x

x
  ýa-da   

1x   de sizlik ýerine ýetýär, ýagny   x-i   bu 

de sizlikleri kanagatlandyrýan bahalary üçin  1xf   de sizlik 
ýerine ýetýär. Ol bolsa 1M   sany   funksiýany  takyk ýokarky 
çägidigini görkezýär.  
     

§ 1. 5. Elementar funksiýalar 
 

    Cy   hemi elik, axy  derejeli, 10 aay x   görkezijili, 
10log axy a  logarifmik, ,sin xy  ,cos xy ,tgxy  ,ctgxy   

trigonometrik we ,arcsin xy  ,arccos xy  ,arctgxy  ,arcctgxy   ters 
trigonometrik funksiýalara  esasy elementar  funksiýalar diýilýär.Esasy 
elementar  funksiýalar bilen  tükenikli sany arifmetik amallary  
geçirilmeginden hem-de olary  çyl yrymlaryndan alynýan islendik 
funksiýalara elementar funksiýalar diýilýär. Olar a akdaky toparlara 
bölünýär. 
      1) Bitin rasional funksiýa. Eger   m  0   bitin san bolsa, onda 

mm
mm

omm axaxaxaxPxPy 1
1

1,  
( mo aaa ,,,0 1 - hemi elik sanlar) görnü däki funksiýa bitin rasional 
funksiýa ýa-da   m   derejeli köpagza diýilýär. 
      2) Drob rasional funksiýa (rasional drob).  m   we  n derejeli 

xxPm nQwe     köpagzalar  üçin,  xQxPy nm  görnü däki 
funksiýa drob rasional funksiýa diýilýär. 
      Bitin  we drob rasional funksiýalara rasional funksiýalar diýilýär. 
      3) Irrasional funksiýa. Görkezijileri bitin hem-de drob bolan derejeli 
funksiýalary  üstünde tükenikli sany arifmetik amallary  geçirilmeginden 
hem-de olary  çyl yrymlaryndan alynýan funksiýalara irrasional 
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köplügine onu  grafigi diýlip aýdylýandygyny ýatlaly . Funksiýany  
grafigi  bir ýa-da birnäçe böleklerden durýan çyzyklardyr. Funksiýany  
grafik  usul boyunça berli ini  dürli mysallary bize mekdep 
matematikasyndan mälimdir. Bu usul fiziki ölçeglerde köp ulanylýar we 
grafikleri özi ýazýan abzallar çyzýar. Mysal üçin, atmosferany  basy yny  
beýikliklere baglylykda üýtgeý ini barograf atly özi ýäzýän abzal lentada 
grafik görnü inde çyzýar. Funksiýany eýle usul boýunça berli ini  
ýönekeý mysallaryny  biri-de ýüregi  i leý ini häsiýetlendirýän 
kardiogrammadyr.   

4. Kompýuter usuly. Funksiýany  berli ini  bu usuly bir ululygy  
beýleki ululyga baglylygyny  programmalary  we algoritmleri   kömegi 
bilen kompýuterleri ulanyp görkezili ini a ladýar. Ol usul kompýuterleri 
peýdalanyp, dürli amaly meseleleri çözmekde ulanylýandyr. 

  x   we   y   ululyklary  arasyndaky baglylygy  formulany  üsti bilen  
xfy   görnü de berli ine  anyk funksiýa, 0, yxF  görnü de 

berli ine bolsa  anyk däl funksiýa diýilýär. Ýönekeýlik üçin üýtgeýän 
ululyklary  arasyndaky baglylygy  parametr atlandyrylýän üçünji   t   
ululygy  üsti bilen 

tyy
txx ,

 

görnüsde berilýän hallaryna hem du  gelinýär. Funksiýany eyle berli ine 
parametrik görnüsde berlen funksiýa diýilýär. 
     Eger  X   köplükde kesgitlenen   f   funksiýa üçin eýle   mM    san 
tapylyp, Xx  üçin mxfMxf   bolsa,  onda   f    funksiýa 
ýokardan (a akdan) çäkli funksiýa diýilýär. X    köplükde hem ýokardan, 
hem a akdan çäkli funksiýa ol köplükde çäkli funksiýa diýilýär. 
Seýlelikde, X  köplükde  f  funksiýany  çäkli bolmaklygy eýle 0K  can 
tapylyp, Xx  üçin Kxf de sizligi  ýerine ýetýändigini a ladýar.  
     X    köplükde kesgitlenen   f    funksiýany  bahalar köplügini  käbir 
köplük bolýandygy esasynda,  ýokardan (a akdan) çäkli funksiýany    X   
köplükdäki takyk ýokarky xf

X
sup  (takyk a aky xf

X
inf )  çägini  

kesgitleni i  köplügin takyk çäklerini  kesgitleni i ýalydyr. 

     2-nji mysal. 
x

xxf
1

funksiýany    ,0X   aralykdaky 
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we    
sup ( inf )M X m X  

bilen belgilenýär (sup we inf  latynça supremum–i  uly we infimum-i  kiçi 
sözlerden alnandyr). 

Takyk ýokarky  M  (takyk a aky   m)  çägi eýle häsiýeti bardyr: 
0   üçin  xX   tapylyp,  mxMx  bolar. 

1-nji mysal. ,1,,31,21,1 nX  köplügi  çäklidigini subut 
etmeli we onu  takyk çäklerini tapmaly. 

Islendik natural  n   san üçin 110 n  de sizlik ýerine ýetýär, 
ýagny köplük çäklidir we  1  onu  ýokarky,  0  bolsa a aky 
çägidir..Yokarky   M = 1  çägi  köplügi  takyk ýokarky çägidigini 
görkezmek üçin takyk ýokarky çägi  häsiýeti boýunça 0   üçin 

11 n   de sizligi kanagatlandyrýan  n   natural sany  bardygyny 
görkezmeli.  eýle  san    n = 1  bolup biler, çünki  11   de sizlik 

0   üçin dogrudyr. Indi bolsa  0m    sany  köplügi  takyk a aky 
çägi bolýandygyny görkezeli . Onu  üçin takyk a aky  çägi  häsiýeti 
boýunça 0   üçin  01 n  ýa-da n1  de sizligi 
kanagatlandyrýan    n    natural sany  bardygyny görkezmeli. Ony çözüp, 

1n   de sizligi alarys. onu  üçin gözlenýän  san hökmünde bu 
de sizligi kanagatlandyrýan islendik natural sany almak bolar. eýlelikde,  

0m   san köplügi  takyk a aky çägidir.  
Eger hakyy sanlary    X   köplügi  ýokardan  (a akdan)  çäkli   bolmasa,  

onda kesgitleme boýunça )(infsup XX  alynýar. 
     Ýokardan (a akdan) çäkli islendik köplügi  takyk ýokarky (takyk a aky) 
çägi bardyr. 

 
§ 1.4. Funksiýa dü ünjesi 

 
      Tebigaty  hadysalary öwrenilende we der elende, eýle hem dürli 
amaly we tehniki meselelerde  garalýan ululyklary  içinde ol bir bahalary 
alýanlary hem, dürli bahalary alýanlary hem du ýar. Olara degi lilikde 
hemi elik we üýtgeýän ululyklar diýilýär.. Seýrek du  gelýän hemi elik 
ululyklara töweregi  uzynlygyny  onu  diametrine bolan gatna ygyny 

ladýan we    de , kwadraty  diagonalyny  onu  tarapyna bolan 
gatna ygyny a ladýan we   2  de , üçburçlugy  içki burçlaryny  jemini 
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ladýan we  o180   de   sanlar mysal bolup biler. Howany  temperaturasy, 
atmosferany  basy y, ýurdumyzda ilaty  aýlyk köpeli i wagta baglylykda 
üytgeýändir. Amalyýetde her bir üýtgeýän ululygy  üýtgemegi bir ýä-da 
bir äçe ululyklara baglydyr. Mysal üçin, töweregi   C   uzynlygy we 
tegelegi   S  meýdany onu    R   radiusyna, hemi elik temperaturada gaby  
içindäki gazy  basy y ol gazy  göwrümine, hemi elik tizlik bilen hereket 
edýän jisimi  geçen ýoly wagta baglydyr. Bu mysallary  hemmesinde bir 
ululygy  her bir bahasyna beýleki ululygy  kesgitli bahasy degi lidir.  
      2-nji kesgitleme. X  köplügiñ her bir  x  agzasyna  Y  köplügiñ kesgitli  
y  agzasyny degi li edýän  f  düzgüne  (amala)    X  köplükde kesgitlenen 
funksiýa ýa-da   X   köplügiñ   Y   köplüge öwürmesi diýilýär. 
       Funksiýa YXf : ,  xfx  ýa-da xfy  görnü lerde,  käbir 
ýagdaýda bolsa diñe  f  bilen hem belgilenýär. unlukda, xX  ululyga 
baglany yksyz üýtgeýän ululyk ýa-da  f  funksiýanyñ üýtgeýäni 
(argumenti), xfyY  bolsa  f  funksiýanyñ  x  ululyga degi li bahasy 

diýilýär.. Mysal üçin, eger  82xy   bolsa, onda   f   her bir hakyky   x    
sany kwadrata göterip we o a  8   go up, alnan jemden kwadrat kök 
almaklygy a ladýar. Funksiýanyñ kesgitlenen X köplügine onyñ kesgitleni  
köplügi, bahalarynyñ  köplügine   bolsa  bahalar  köplügi  diýilýär   we    ol 

XxxfXf :  bilen belgilenýär. 
      Eger   f   funksiýa   X   köplügiñ her bir agzasyna   Y   köplügiñ diñe bir 
agzasyny degi li edýän bolsa, onda o a birbahaly funksiýa, eger-de birden 
köp agzasyny degi li edýän bolsa – köpbahaly funksiýa diýilýär. Mysal 
üçin, xy 52   de leme x  görä ikibahaly xy 5   funksiýany 
kesgitleýär. Biz, köplenç, birbahaly funksiýalara garajakdyrys. 
       y    ululygy  di e bir   x   ululygy  funksiýasy hökmünde kesgitleni i  
ýaly, iki ululygy  yxfz , , üç ululygy  zyxfu ,,  we köp ululygy   

mxxfu ,,1  funksiýalaryny hem kesgitlemek bolar. 
      Eger   f   funksiýa   X   köplügiñ   Y   köplüge   öwürmesi,  F   funksiýa  
bolsa  Y  köplügiñ  Z  köplüge öwürmesi bolsa, onda xfFz  funksiýa  
x  görä çyl yrymly funksiýa ýa-da   F   we   f    funksiýalary  çyl yrymy 
diýilýär. O a  funksiýany  funksiýasy hem diýilýar. Ony  z we  u    
ululyklar arkaly    xfuuFz ,   görnü de ýazmak bolar. onu  ýaly 
ikiden kop funksiýalary  çyl yrymly funksiýasy kesgitlenýär.Mysal üçin,   
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x  görä çyl yrymly 2 2ln 3z x  funksiýany  ,,ln,2 tvvuuz  

32xt    funksiýalar arkaly a latmak bolar. 
      Her bir   x   ululyga    y   ululygy degi li edýän   f   düzgüne baglylykda 
funksiýalar esasan a akdaky  usullarda berilýär: 
     1.Analitik usul. Funksiýa bu usulda   x    we     y    ululyklary  
arasyndaky baglylygy görkezýän, ýagny argumenti  bahasy bilen haýsy 
amallary ýerine ýetireni de funksiýany  degi li bahasyny  alynýandygyny 
görkezýän formula arkaly berilýär. Mysal üçn, 
     1) 24 xy   formula kesgitleni  köplügi 2,2   kesim we bahalar 
köplügi  2,0    kesim bolan funksiýany a ladýar. 

     2)  y=sgn x = 

bolandax
bolandax
bolandax

0,1
,0,0
,0,1

        

(sgn  latynça   signum –  alamat  sözünden  alnan  .  Ol  “  de dir signum  x”  
diýlip okalýar). Bu funksiýa birnäçe formulany  üsti bilen berlendir. Ol san 
okunda kesgitlenip, onu  bahalar köplügi  –1, 0  we 1 üç nokatdan durýan 
köplükdir.  
     2. Tablisa usuly. Bu usulda  funksiýany  kesgitleni  köplügine   degi li 
bolan   x   ululygy  her bir bahasyny  ýanynda    y   ululygy  degi li bahasy 
ýazylyp, tablisa alynýar. A akdaky tablisada hlor-wodorod garyndysyna 
ýagtylygy  täsirini  netijesi görkezilendir. unlukda, onu  bir setirinde 
emele gelen duzly kislotany    m   mukdaryny  san bahalary, beýlekisinde 
bolsa ýagtylygy  garynda täsir edýän   t    wagtyny  degi li mukdary 
görkezilendir. 
 

T sek 4 5 6 7 8 9 10 
M  mg 2,1 2,6 4,7 19,3 48,5 79,6 110 

 
      Funksiýany  beýle berli ini  kemçiligi, tablisada funksiýany  bahalary 
argumenti  hemme bahalary üçin görkezilmän, di e käbir bahalary üçin 
görkezilýändir. Funksiýany  tablisa usulynda berli ine bize mekdepden 
tany  nolan logarifmleri  we trigonometrik funksiýalary  tablisalary mysal 
bolup biler. 
       3.Grafik usuly. Ilki bilen xfy  funksiýany  kesgitleni  köplügine 
degi li ähli  x  ücin koordinatalary xfx,  bolan tekizligi  nokatlaryny  
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   41) .1lim
0
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   43) .sinlim
0 x

xtgx
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                               44) .cos11lim
0 x

xx
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   45) .lim
0

xctgx
x

                                        46) .31lim
2

2

0

xctg

x
xtg  

     Käbir predelleri hasaplamak üçin belli bolan trigonometrik formulalary 
peýdalanmak zerur bolýar:                  

xtg
tgxxtgxxxxxx 2

22

1
22,sincos2cos,cossin22sin ,                

,
2
cos1

2
cos,

2
cos1

2
sin 22 xxxx .

cos1
cos1

2
2

x
xxtg  

.   yxyxyxyx sinsin,
2

cos
2

sin2sinsin  
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      2-nji mysal. 
976
325lim 2

2

nn
nn

n
  predeli tapmaly. 

     Drobu  sanawjysyny we maýdalajysyny   2n    bölüp we predeli  
häsiýetlerinden peýdalanyp alarys: 

2

2

2

2

2

2

976lim

325lim

976
325lim

976
325lim

nn

nn

nn
nn

nn
nn

n

n

nn
 

6
5

9lim7lim6lim

3lim2lim5lim
2

2

nn

nn

nnn

nnn , 

çünki  hemi elik   c   san üçin    0lim,0lim 2ncnc
nn

.  

     3. Monoton yzygiderligi  predeli.  Eger   n   üçin   1nn xx   

1nn xx   ýa-da  1nn xx  1nn xx  de sizlik ýerine ýetse, onda nx  
yzygiderlige,degi lilikde kemelmeýän (artmaýan) ýa-da artýan (kemelýän) 
yzygiderlik diýilýär. Olara gysgaça monoton yzygiderlikler diýilýär. 
      3-nji teorema. Ýokardan (a akdan) çäkli kemelmeýän (artmaýan) 
islendik nx   yzygiderligi  predeli bardyr we  

nnnnnn
xxxx inflimsuplim . 

     Islendik monotonn yzygiderligi  ýa a akdan, ýä-da ýokardan çäkli 
bolýandygy üçin, bu teorema gysgaça eýle hem okalýär: monoton çäkli 
yzygiderligi  predeli bardyr. 
      Eger yzygiderlik ýokardan çäkli we kemelmeýän bolsa, onda onu  
takyk ýokarky  nxM sup   çägi bardyr. Takyk ýokarky çägi  häsiýeti 
boýunça  n   üçin  Mxn   we  0   san üçin  on  belgi  tapylyp, 

Mx
on . Onda yzygiderligi  kemelmeýändigi sebäpli  onn   üçin   

MMxxM nno
  de sizlik,   ýagny  Mxn   de sizlik 

ýerine ýeter. Ol bolsa  nnn
xMx suplim  de ligi a ladýar. A akdan 

çäkli artmaýan yzygiderlik üçin  mxnn
lim  nxinf   de lik edil onu  

ýaly subut edilýär.  
     Teoremany ertlerinde nx  yzygiderligi  islendik agzalary üçin   

mxMx nn   de sizlik dogrudyr. 
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     Bu teoremadan peýdalanyp, 

,3,2,1,11 n
n

x
n

n                               (6) 

yzygiderligi  predelini  bardygyny subut edeli .  Nýuton binomy diýip 
atlandyrylýan 

33221

!3
21

!2
1

1
bannnbannbanaba nnnnn  

nkkn b
n

nnnnba
k

knnn
!

11
!

11  

formuladan peýdalanyp alarys: 

32
1

!3
211

!2
11

1
111

n
nnn

n
nn

n
n

n
x

n

n  

nnnnn
nnnn

n

2111
!3

111
!2

121
!

11
 

n
n

nnn
112111

!
1                            (7) 

Bu de likden görnü i ýaly,  n   sany  ulalmagy bilen birinjiden ba ga her 
bir go ulyjy we go ulyjylary  sany ulalýandyr. a görä hem-de 
go ulyjylary  ählisini  položiteldigi sebäpli,  n   üçin   1nn xx  
bolar, ýagny yzygiderlik artýandyr. Onu  ýokardan çäklidigini görkezmek 
üçin ilki (7) de sizligi  sag bölegindäki ähli ýaýlary  içindäki a latmalary 
birlik bilen  we so ra alnan droblary  maýdalawjylaryndaky köpeldijileri  
hemmesini 2  bilen çal yryp, 

12
1

2
12

32
1

32
1

2
12 nn n

x  

de sizligi alarys. Bu ýerden geometrik progressiýany   jemini   formulasy 

esasynda,  3
2

112 1nnx , ýagny n   üçin   3nx  de sizlik 

alynýar. eýlelikde, yzygiderlik artýar we ýokardan çäkli, onu  üçin hem 
3-nji   teorema  esasynda (6) yzygiderligi    predeli   bardyr. Ony   e   bilen 
belgilemek kabul edilendir, ýagny 

e
n

n

n

11lim .                                          (8) 
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     2. Yzygiderligi   ilkinji  ,71,51,31,1  agzalaryny ulanyp, onu  
umumy agzasyny  formulasyny ýazmaly.  
     3. Yzygiderligi   ilkinji  n   agzalaryny  jemi  23nSn  formula bilen 

ladylýar. Ol yzygiderligi  arifmetik progressiýadygyny subut etmeli we 
onu  ilkinji agzasyny we tapawudyny tapmaly. 
    4.Yzygiderlikleri  haýsysyny  ýokardan, a akdan, ýokardan we a akdan 
çäklidigini anyklamaly: 

1)   12nxn .   2)  
2

2
2n

nxn .  3)  
n

n n
x 11 .  4)  nn

nx
3

. 

      5. Yzygiderlikleri  haýsysyny  artýandygyny, kemelýändigini, 
monoton däldigini kesgitlemeli: 

     1)  
3

2
n

xn .  2)  2

1
n

x
n

n .  3)  nxn 1ln .  4) n
nx 3 .   

     6. Kesgitlemeden peýdalanyp, de likleri subut etmeli: 

0
1

1lim)4.1
4

14lim)3.2
3

2lim)2.01lim)1
1

42 nn
n

n
n n

n

n

nnn
     

7. 2
1
32lim

n
n

n
  predeli ulanyp, 2

1
32

n
n   de sizligi   

01,0;1,0  üçin onn  bolanda  ýerine ýetýän  on  belgileri görkezmeli.  
8, Predelleri tapmaly: 

.11lim)3.
31

1lim)2.
3
11lim)1

n

nnnnn n
 

.
12

3lim)6.
43
12lim)5.31lim)4 2n

n
n
n

n nn

n

n
 

.
22

3lim)9.
232
53lim)8.

1
2lim)7 3

3

22

2

n
n

nn
nn

n
n

nnn
 

9. Yzygiderlikleri  predelerini tapmaly: 

1)  nnxn 1 .                           2)  
1

321
2n

nxn . 

3)  3

2222 321
n

nxn .          4)  
1

1
32

1
21

1
nn

xn . 

10. Funksiýalary  predellerini tapmaly: 
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Ol irrasional san bolup, 590457182818284,2e   .Esasy  e  san bolan 
logarifmik funksiýa   xln    görnü de belgilenýär. 
     4. Saklanýan kesimler  teoremasy.  Eger    kesimleri       nn ba ,  
yzygiderligini  her bir so kysy ö ündäkini  içinde saklanýan bolsa: 

nn bababa ,,, 2211  , 
ýagny islendik  n  üçin nnnn bbaa 11   de sizlik ýerine ýetse, onda 
ol yzygiderlige saklanýan kesimler yzygiderligi diýilýär 
     4-nji teorema. Eger saklanýan kesimleri nn ba , yzygiderligi üçin 

0lim nnn
ab  de lik ýerine ýetse, onda ol yzygiderligi  ähli kesimlerine 

degi li ýeke-täk nokat bardyr.  
     erte  görä   na  kemelmeýän,  nb   artmaýan yzygiderlikdir we 
islendik  n   ücin    11 , abba nn . eýlelikde,  monoton we çäkli 
yzygiderlikler bolup, olary  2-nji teorema esasynda predelleri bardyr: 

.lim,lim bbaa nnnn
 

a görä bu de likleri  we  0lim nnn
ab   de ligi  esasynda  

ababab nnnnnnn
limlimlim0  

de ligi alarys, ýagny ol yzygiderlikleri  predelleri de dir. Ony   c    bilen 
belgiläp, islendik  n  ücin   nn bca  de sizligi alarys, ýagny   c   nokat 
yzygiderligi  ähli kesimlerine degi lidir. Ol nokady  ýeke-täkdigini 
görkezmek üçin tersine güman edeli . Goý, ol kesimleri  ählisine degi li 
ýene bir ccc 11  nokat bar bolsun. Onda islendik  n   ücin 

1ccab nn  bolar  we  onu  esasynda   0lim 1ccab nnn
, ol 

bolsa erte gar y gelýär.  
 

§ 2.2. Funksiýany  predeli 
 

     1.Funksiýany  predelini  kesgitleni i. Goý,  f  funksiýa   a   nokady  
käbir etrabynda kesgitlenen bolsun (funksiýany   a   nokatdaky predeli 
dü ünjesi girizilende onu ol nokatda kesgitlenmegi hökman däldir). 
     2-nji kesgitleme. Eger  a  sana ýygnanýan  nx axn  yzygiderlik  



 140

üçin )( nxf  yzygiderlik  B  sana  ýygnanýan  bolsa,  onda   B  sana       f    
funksiýany    a   nokatdaky (ýa-da  ax   bolandaky) predeli diýilýär. 
    B  sany    f   funksiýany    a   nokatdaky predeli bolýandygy 

Bxf
ax

)(lim   ýa-da  Bxf )(   ax  

görnü de belgilenýär.  
     3-nji mysal. xxgCxf ,  funksiýalary  a nokatdaky predelini 
tapmaly. 
       a  sana ýygnanýan  nx axn  yzygiderlik ücin ,Cxf n  

nn xxg   bolýandygy üçin, degi lilikde, olary  predelleri    C   we  a  
sanlara de dir. a görä-de 1-nji kesgitleme esasynda Cxf

ax
lim      we  

axg
ax

lim   bolar.  

     4-nji mysal.  )1sin()( xxf  funksiýany   0a   nokatda predelini  
ýokdugyny subut etmeli. 
       Bu funksiýa 0x  nokatlary  hemmesinde kesgitlenendir. Goý, 

)2,1,0(
12

2 n
n

xn  bolsun. Onda 0lim nx , ýöne 

n
nxf )1()( .  onu  üçin  ol hiç bir predele  ymtylmaýar. a görä-de 

2-nji kesgitleme esasynda   funksiýany   0a  nokatda predeli  ýokdur.  
     Funksiýany  predelini  2-nji kesgitlemesine de güýçli bolan ýene bir 
kesgitlemesini getireli . 
     3-nji kesgitleme.Eger 0  san üçin 0)( san tapylyp,  

ax0 erti kanagatlandyrýan x  üçin  Bxf   de sizlik 
ýerine ýetse, onda B sana   f   funksiýany    a   nokatdaky predeli  diýilýär. 
      B  sany   f  funksiýany    a   nokatdaky predeli bolýandygyny gysgaça     

     )0(  )0(  ),||0( xax ) : |)(| Bxf         (9) 
görnü de a latmak bolar.  
       1-nji bellik. Belgileri  kömegi bilen käbir tassyklamalary  inkär 
edili ini hem gysgaça ýazmak bolar. Mysal üçin,  B   sany     f    
funksiýany     a    nokatdaky predeli  däldigini a ladýan ýazgyny gysgaça  

 ( >0 ) ( > 0) (0 < |x–a| < , x ) : |f(x)–B|               (10) 
görnü de a latmak bolar. 
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Cy   göni çyzygy   xfy   funksiýany  çyzgysyny kesýändigini 
ladýar. 

  
   Eger ba,   kesimi  käbir   c   nokadynda  0cf   bolsa, onda  ol 
nokada  f   funksiýany  noly diýilýär. 
     16-njy teorema (Funksiýany  noly hakynda). Eger ba,  kesimde 
üznüksiz  f  funksiýany ol kesimi  uçlaryndaky bahalaryny  alamatlary 
dürli bolsa, ýagny 0bfaf  de sizlik ýerine ýetse,  onda 
funksiýany   ba,   aralykda i  bolmanda bir noly bardyr. 
     Bu teorema 15-nji teoremany  0BA  we  0C  bolýan hususy haly 
bolup, onu  geometrik manysy 0bfaf  bolanda afa,  we 

bfb,   nokatlary  birle dirýän   xfy  üznüsiz funksiýany  çyzgysy 
Ox  okuny kesýändir. 
     ba,   kesimde üznüksiz funksiýalary  köplügini  baC ,   bilen 
belgiläris. unlukda, baCf ,   ýazgy   f   funksiýany  ba,   kesimde 
üznüksizdigini a ladýar. 
 

G ö n ü k m e l e r 
 

     1. Umumy agzasy berlen yzygiderligi  ilkinji bä  agzasyny ýazmaly: 

     .
1

1)1 2n
nxn     .11)2 2

1

n
nx

n

n       3)  
nn

nx 12 . 

4-nji surat 

y y 

x x 

B 

O O 

C 
A 
C 

B A 

a c b c b a 
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Eger  f  funksiýa  ba,  kesimi  ähli içki nokatlarynda üznüksiz bolup,  a   

nokatda sagdan we   b   nokatda çepden üznüksiz bolsa, onda   f    funksiýa  
 ba,   kesimde üznüksiz funksiýa diýilýär. 
     Eger eýle  bac ,   nokat tapylyp,  bax ,   üçin    cfxf  
( cfxf )  de sizlik ýerine ýetse, onda cf   sana    f    funksiýany   

ba,  kesimdäki i  uly (i  kiçi) bahasy diýilýär. 
     23-nji mysaldaky funksiýany  bahalar köplügi 1,0  aralykdyr, a 
görä ol funksiýa çäklidir we onui  takyk çäkleri bardyr. unlukda, takyk 

aky çägi funksiýany  i  kiçi bahasy bilen gabat gelýär (ol nola de ), ýone 
funksiýa i  uly bahany almaýar.       
   14-nji teorema (Weýer tras). Eger  
f    funksiýa  ba,   kesimde    
üznüksiz bolsa, onda ol funksiýa ol 
kesimde çäklidir we i  kiçi  m  we  i  
uly   M    bahalary alýandyr, ýagny 
eýle bacc ,, 21   tapylyp,  

mcf 1  we Mcf 2  bolar.  
     Bu teoremany  geometrik manysy 
3-nji suratda ekillendirilendir.  
     Kesimde üznüksiz funksiýa üçin 
ýerine ýetýän bu teorema aralykda üznüksiz funksiýa üçin dogry däldir. 
Mysal  üçin,   1,0   aralykda  üznüksiz   25xy   funksiýa ol aralykda  

0m   we   5M  bahalary almaýar, çunki funksiýa ol bahalary 0x   we  
1x  nokatlarda alýar, olar bolsa seredilýän aralyga degi li däldir. 

     15-nji teorema (Aralyk baha hakynda). Eger   f  funksiýa ba,  
kesimde üznüksiz bolup, BbfafA  bolsa, onda ol funksiýa  A  
we  B  bahalary  arasyndaky islendik  C  bahany alýar, ýagny cba,  
tapylyp,  Ccf   de lik ýerine ýeter. 
Bu  teoremany   geometrik   manysy  4-nji  suratda görkezilendir we ol  

BCA  (ýa-da BCA )  erti  kanagatlandyrýan    islendik   C    üçin   

3-nji surat 

M 

m 

O 

y 

x b a 1c  2c  
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        5-nji mysal.  xxxf 1sin)(  funksiýany   0a  nokatdaky 
predelini   nola de digini subut etmeli. 
     Eger  0   üçin    alsak, onda  |||1sin| xxx   de sizlik 
esasynda ||0 x erti kanagatlandyrýan x  üçin |1sin| xx  
de sizlik ýerine ýetýär. onu  üçin hem 3-nji kesgitleme esasynda    

.01sinlim
0

xx
x

  

    6-njy mysal. 3-nji kesgitlemeden peýdalanyp,  1)52(lim
2

x
x

  de ligi 

subut etmeli we    sany   0,1  we  0,01 bahalaryna degi li   sany 
kesgitlemeli. 
        Kesgitleme  boýunça,   0   üçin   |42||152| xx  

|2|2 x  de sizligi   |2| x  bolanda ýerine ýetmegi üçin  
san hökmünde 2  sany ýa-da ondan kiçi bolan položitel sany almak 
bolar. unlukda,  1,0   bolanda 05,0)1,0(    we  01,0   bolanda   

005,0)01,0(    bolar.   
     Indi  f  funksiýany   x   bolandaky predeli  dü ünjesini   girizeli .        
Eger 0 san  üçin  eýle  0K  san tapylyp, Kx erti 

kanagatlandyrýan  x   üçin  Bxf )(   de sizlik ýerine ýetse, onda  
B   sana   f    funksiýany   x   bolandaky predeli diýilýär we ol 

Bxf
x

)(lim    görnü de ýazylýar. unlukda, eger   x   di e položitel ýa-

da di e otrisatel bahalary alýan bolsa, onda olar degi lilikde  
                             Bxf

x
)(lim       we     Bxf

x
)(lim   

görnü de a ladylýar 
.     2. Birtaraplaýyn predeller.  Funksiýany  argumentini   a  sana haýsy 
tarapyndan ymtylýanlygyna baglylykda birtararaplaýyn predel dü ünjesi 
girizilýär. Eger 2-nji kesgitlemede go maça  islendik  n   üçin     axn   

axn ert  ýerine ýetse,  onda   B  sana   f    funksiýany   a  nokatdaky   
sag (çep) predeli diýilýär we ol eýle belgilenýär:   

)0()(lim afxfB
oax

)).0()(lim( afxfB
oax

   

     Eger 3-nji kesgitlemede ax0   erti  ýerine  axa  
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axa   ert  ýerine  ýetse,  onda   B   sana   f   funksiýany       a 
nokatdaky sag (çep) predeli diýilýär. 

        Eger  f  funksiýany   a  nokatda sag we çep predelleri  bar bolup, 
Bafaf )0()0(   bolsa, onda  .)(lim Bxf

ax
 Eger birtaraplaýyn 

predeller dürli bolsa, ýa-da olary  i  bolmanda birisi ýok bolsa, onda   a  
nokatda funksiýany  predeli ýokdur. 

       7-nji mysal. f(x)=sgnx   funksiýany   0a   nokatdaky sag we 
çep predellerini hasaplamaly. 

         Goý, Nn  üçin  0limlim,0,0 nnnn xxxx  
bolsun, onda  1sgnlim,1sgnlim nn xx . onu  üçin hem 
kesgitleme esasynda     ,1sgnlim

0
x

x
    .1sgnlim

0
x

x
   

§ 2. 3.  Tükeniksiz kiçi we tükeniksiz uly funksiýalar 
 

     1. Tükeniksiz kiçi  funksiýalar we olary  häsiýetleri. Eger 0  
üçin  0   san tapylyp, ax0 erti kanagatlandyrýan x  üçin  

|| x   bolsa,  onda   x   funksiýa    a   nokatda  (ýa-da   ax   
bolanda) tükeniksiz kiçi funksiýa diýilýär. Ol 0)(lim x

ax
 görnü de 

ladylýar. 
     5-nji teorema.  f   funksiýany    a   nokatdaky  predelini   B   sana de  
bolmagy üçin 

0lim, xxBxf
ax

                  (11) 

de likleri  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
      Goý,   Bxf

ax
lim   bolsun.  Onda   Bxfx   we 0  

üçin ax0  bolanda Bxfx ||  de sizlik ýerine 
ýetýär, ýagny  (11)  de likler ýerine ýetýär.  
      Eger-de  (11) de likler ýerine ýetýän bolsa, onda 

xf
ax

lim xB
ax

lim BxB
ax

lim .  

      6-njy teorema. ax   bolanda tükeniksiz kiçi bolan tükenikli sany 
funksiýalary   algebraik jemi ax   bolanda tükeniksiz kiçi funksiýadyr. 
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      2.  a
x

a x

x
ln1lim

0
 . Görkezijili funksiýany  üznüksizligi esasynda 

0x     bolanda  01xay  bolar. 1xay  de ligi  esasynda 
yxya a

x 1log,1 .  onu  üçin hem 

a
ey

y
x

a

aay

x

x
ln

log
1

1log
lim1lim

00
. 

Bu ýerden ea  bolanda  11lim
0 x

e x

x
  formula gelip çykýar. 

3. 
x

x
x

1)1(lim
0

. Bu formulany  subut etmek üçin  1-nji we  

2-nji wajyp predellerden we 0x  bolanda 01ln xy  
bolýanlygyndan peýdalanyp alarys: 

x
x

x

11lim
0

.1ln
1ln

1lim
1ln

0 x
x

x
e x

x
 

       24-nji mysal.  
x
x

x
2

2
cos

sinlnlim  predeli  hasaplamaly. 

         Predeli  hasaplamak üçin 1--nji  wajyp predeli  hususy halyny 
ulanarys: 

x
x

x
2

2
cos

sinlnlim
x

x
x

2

2

2
cos

cos1lnlim .
2
1

cos
cos1lnlim

2
1

2

2

2
x

x
x

  

      25-nji mysal.    
65
13lim 2

2

2

2

xx

xx

x
 predeli  hasaplamaly. 

        Predeli hasaplamak üçin 2-nji wajyp predelden  peýdalanarys: 

              
65
2

2
13lim

65
13lim 2

2

2

2

22

2

2

22

xx
xx

xxxx

xx

x

xx

x
= 

                   
2
13lim 2

2

2

2

xx

xx

x
.3ln3

32
12lim

2 xx
xx

x
  

 
§ 2. 11.  Kesimde  üznüksiz  funksiýalary  häsiýetleri 
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     Eger funksiýany    a   nokatda  birtaraplaýyn predellerini  i  bolmanda 
biri ýok  ýa-da tükeniksizlige de  bolsa, onda  a  nokada   f  funksiýany   
üzülme nokadyny  ikinji görnü i diýilýär. 
   22-nji mysal. xxf 1   we  xxg 13 funksiýalary  üzülme nokadyny 
anyklamaly. 
      Bu funksiýalar üçin 0x  nokat üzülme nokadyny  ikinji görnü idir, 
çünki  0,0 ff   we 0,00 gg .  
     Eger  f  funksiýa   ba,  kesimi  tükenikli sany birinji görnü däki 
üzülme nokatlaryndan ba ga ähli nokatlarynda üznüksiz bolsa, onda   f   
funksiýa  ba,  kesimde bölek üznüksiz funksiýa diýilýär. 
     23-nji mysal.   xxxf   funksiýany       1,,0 bb  kesimde 
bölek üznüksizdigini subut etmeli. 
      Ol funksiýany   ,2,1nna   nokatlar üçin birtaraplaýyn 
predellerini hasaplaly :          

,1lim nnxx
onx

    

nnxx
onx

0lim  

ýagny  na   nokatlar funksiýany  
birinji görnü däki üzülme nokatlary 
bolup, ähli beýleki nokatlarda  ol 
funksiýa  üznüksizdir, ýagny ol bölek 
üznüksizdir. Onu  çyzgysy 2-nji suratda ekillendirilendir  

 
§ 2. 10. Käbir wajyp predeller 

 

     1. e
x

x
a

a

x
log

)1(log
lim

0
. Bu de ligi subut etmek üçin 

xaa
a xx

xx
x 1

1log1log11log
 

de likden we logarifmik funksiýany  üznüksizliginden peýdalanarys: 

exx
x

x
ax

xaxax

a

x
log1limlog1loglim

1log
lim

1

0

1

00
. 

Bu ýerden ea  bolan hususy halda 1
)1ln(

lim
0 x

x
x

formula alynýar. 

2-nji surat 

O x 4 3 2 1 

1 

y 
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      Goý, xxx ,,   funksiýalar ax  bolanda tükeniksiz kiçi 
funksiýalar  bolsun, ýagny  0   üçin  01   tapylyp, 10 ax  
bolanda 3x , 02   tapylyp, 20 ax   bolanda 3x  
we   03   tapylyp, 30 ax   bolanda    3x   de sizlikler 
ýerine ýetýär. Onda  321 ,,min   san üçin  ax0  bolanda 
de sizlikleri  üçüsi hem ýerine ýeter. a görä  xxxxu  
funksiýa üçin 

333
xxxxu ,     

de sizlik ýerine ýetýär, ýagny ax   bolanda   xxxxu   
tükeniksiz kiçi funksiýadyr.  
      7-nji teorema. Tükeniksiz kiçi funksiýany  çäkli funksiýa köpeltmek 
hasyly tukeniksiz kiçi funksiýadyr. 
      Eger ax  nokady   käbir etrabynda   xb   çäkli funksiýa bolsa, 
ýagny eýle 0C  tapylyp, ol etrapda Cxb  we ax  bolanda x   
tükeniksiz kiçi funksiýa bolsa, ýagny 0  üçin  ax   nokady  käbir 
etrabynda Cx   de sizlik ýerine ýetse, onda ol etraplary  kiçisinde  

C
C

xbxxbx  

de sizlik ýerine ýeter, ýagny ax  bolanda   xbx   tükeniksiz kiçi 
funksiýadyr.  
     Bu teoremalardan eýle netije gelip çykýar. 
     Netije. Iki tükeniksiz kiçi funksiýalary  köpeltmek hasyly, eyle hem 
tükeniksiz kiçi funksiýany  hemi elik sana köpeltmek hasyly tükeniksiz 
kiçi funksiýadyr. 
    2. Tükeniksiz uly funksiýalar.  Eger  0K   üçin  0   tapylyp, 

ax0 erti kanagatlandyrýan x  üçin      Kxf ||    bolsa,  
onda ol funksiýa  a  nokatda tükeniksiz uly funksiýa diýilýär we ol  

xf
ax

lim   ýazgyda a ladylýar. unlukda,  di e Kxf  ýa-da di e 

Kxf   de sizlik   ýerine  ýetse, onda   degi lilikde  xf
ax

lim   
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ýa-da xf
ax

lim .  

     Mysal üçin, eger 0,1 xxxf  bolsa, onda ol tükeniksiz uly 
funksiýadyr, çunki  0K   üçin  Kxx 10  bolanda Kx1   
de sizlik ýerine ýetýär. unlukda, 0x  bolanda xf

x 0
lim   we   

0x  bolanda  .lim
0

xf
x

 Eger 3,31 2 xxxf  bolsa, onda 

0K   üçin  Kx 13  bolanda Kx 231  bolar, ýagny ol 
funksiýa 3x  bolanda tükeniksiz uludyr we funksiýany  di e položitel 
bahalary alýandygy üçin .lim

3
xf

x
 

     Tükeniksiz kiçi we tükeniksiz uly funksiýalar eýle baglany ykdadyr. 
      Eger  0   san tapylyp, ax0 erti kanagatlandyrýan x  

üçin  0xf  bolsa, onda xf  funksiýany   a  nokatda tükeniksiz kiçi 
funksiýa bolmagy üçin xf1  funksiýany  tükeniksiz uly funksiýa 
bolmagy zerur we ýeterlikdir. 
     Hakykatdan-da, eger 0lim xf

ax
 bolsa, onda islendik 01  san 

üçin eýle 0  tapylyp, ax0 erti kanagatlandyrýan x  üçin   

,1|| xf  ýagny xf1        bolar. Diýmek,  xf1   funksiýa   a  
nokatda tükeniksiz uludyr. Tersi hem dogry bolýandygy a me ze likde 
görkezilýär. 

    unlukda,eger 0,0lim xfxf
ax

 bolsa, onda 
xfax

1lim ,  

eger  xf
ax

lim   bolsa, onda   01lim
xfax

. 

                    § 2. 4. Funksiýany  predelini  esasy häsiýetleri 

 
     9-njy teorema. Eger   f   we    g   funksiýalary    a   nokatda  

BxgAxf
axax

)(lim,)(lim  predelleri bar  bolsa, onda ),()( xgxf    

)()( xgxf  we   xgxf   funksiýalary  hem   a   nokatda  predelleri   
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de likler ýerine ýeter, ýagny  f  funksiýa  a  nokatda üznüksiz bolar.   
Funksiýany   a  nokatda üznüksizliginden, onu ol nokatda hem çepden, 
hem sagdan üznüksizligi gelip çykýar we onu  esasynda  (22) de likler 
ýerine ýetýär.  eýlelikde,   f  funksiýany   a  nokatda üznüksiz bolmagy 
üçin onu ol nokatda hem sagdan, hem çepden üznüksiz bolmagy, ýagny 
(22) de likleri  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
     2. Funksiýany  üzülme nokatlary. Eger   f  funksiýa  a  nokatda  
üznüksiz bolmasa, onda  a  nokada  f  funksiýany  üzülme nokady diýilýär. 
     Eger funksiýany     a   nokatda biri-birine de  bolmadyk birtaraplaýyn 

xfoaf
oax

lim    we   xfoaf
oax

lim             (23) 

predelleri  bar  bolsa,  onda   a  nokada   f  funksiýany   üzülme nokadyny  
birinji görnü i diýilýär. 
     Ba gaça aýdylanda, eger (23) predeller bar bolup, olary  i  bolmanda 
birisi funksiýany   af   bahasyna  de  bolmasa,  onda   a  nokada   f  
funksiýany  üzülme nokadyny  birinji görnü i diýilýär. unlukda, 

oafoaf tapawuda funksiýany  a nokatdaky bökmesi diýilýär. 
     21-nji mysal. 0x  nokat xxf sgn   funksiýany  üzülme 
nokadyny  birinji görnü idir, çünki  1sgnlim,1sgnlim

00
xx

xx
  we 

00f .Onu  bökmesi 211ofof  bolar. 
     Eger  (23)  predeller bar bolup, 

Aoafoafxf
ax

lim  

de likler ýerine ýetse we afA   bolsa  ýa-da  a  nokatda  f  kesgitlenen 
bolmasa, onda   a   nokada   f  funksiýany  aýrylýan üzülme nokady 
diýilýär. Bu halda üzülme nokady eýle atlandyrylmagy, funksiýany ol 
nokatdaky bahasyny üýtgedip, ýagny  Aaf  alyp, funksiýany  a  
nokatda hem üznüksiz edip (ýagny üzülme nokadyny aýryp) bolýandygy 
bilen dü ündirilýär.  
    Mysal üçin, 0x  nokat xxg sgn  funksiýany  üzülme nokadydyr, 
çünki 

.0|0sgn|1|sgn|lim|)sgn|lim gxx
oxox

 

     Eger  10g  alsak,  onda   0x  nokatda xg  funksiýa üznüksiz 
bolar, ýagny  0x   ol funksiýany  aýrylýan üzülme nokadydyr. 
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çyl yrymly xxxF cos
2

sin  funksiýa hökmünde 13-nji teorema  

boýunça üznüksizdir.   
     19-njy mysal. xtgxf  funksiýa  Zkkx ,2    nokatda 
üznüksizdir. 
      Bu funksiýany  üznüksizligi xsin  we   xcos  funksiýalary  
üznüksizliginden gelip çykýar.  
     20-nji mysal. 10 aaxf x  görkezijili funksiýa  x R  
nokatda üznüksizdir. 
      Ilki bilen bu funksiýany  0x  nokatda üznüksizdigini, ýagny 

1lim x

ox
a  de ligi  ýerine ýetýändigini görkezeli . 

     Goý, 1a   bolsun, onda 
n

x
n

11
 bolanda  nxn aaa 11  

de sizlikler ýerine ýetýändir. Bu de sizliklerden  n  bolanda, 0x  
we   1lim 1 na  bolýandygy sebäpli 1lim x

ox
a  gelip çykýar. 1a  

bolanda hem ol edil onu  ýaly görkezilýär. a görä b R   üçin hem 
x

bx
alim bxb

bx
aalim bbx

bx

b aaa lim . 

     Bu ýerden  b  nokady  erkinliginden  xaxf  funksiýany  x R  
nokatda üznüksizligi gelip çykýar.  
 

§ 2. 9. Funksiýany  birtaraplaýyn üznüksizligi 
we üzülme nokatlary 

 
     1. Funksiýany  birtaraplaýyn üznüksizligi.  Eger   f  funksiýany   a  
nokatda  sag (çep) predeli bar bolup, ol predel funksiýany   a  nokatdaky 
bahasyna de  bolsa, ýagny 

afafxf
ax

0lim
0

  afafxf
ax

0lim
0

 , 

onda  f   funksiýa   a   nokatda sagdan (çepden) üznüksiz funksiýa diýilýär. 
     Kesgitlemeden görnü i ýaly, eger  f  funksiýa  a  nokatda hem çepden, 
hem sagdan üznüksiz bolsa, onda 

              afoafoaf                                (22) 
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bardyr we a akdaky de likler dogrudyr: 
),(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf

axaxax
                    (12)  

),(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax

                        (13) 

)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

xg
xf

ax

ax
ax

        ).0)(lim( xg
ax

                    (14) 

      Teoremany ertlerinde 5-nji teorema boýunça 
0limlim,, xxxBxgxAxf

axax
      (15) 

de likleri ýazmak bolar. onu  üçin (15) de likler esasynda 
0lim, xxxxBAxgxf

ax
 

de likler ýerine ýetýär. a görä-de 5-nji teorema boýunça 

),(lim)(lim)()(lim xgxfBAxgxf
axaxax

 

ýagny (12) de lik subut edildi. (15) de likler esasynda 

xxxBxABAxgxf , 

0lim xxxBxA
ax

 

de likler ýerine ýetýär. onu  üçin 5-nji teorema boýunça 

)(lim)(lim)()(lim xgxfBAxgxf
axaxax

. 

eýlelikde, (13)  de lik  hem  subut edildi. (14)  de ligi  subut  etmek  üçin  

0)(lim Bxg
ax

  ert ýerine ýetende (15) de ligi ulanyp alarys: 

xBB
xAxB

B
A

xB
xA

B
A

xg
xf  .                   (16) 

Eger   xAxBxv
xBB

xu ,1  belgileme girizsek, onda 

(16) de lik esasynda 

,0lim, xvxuxvxu
B
A

xg
xf

ax
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çünki ax  bolanda  xu   çäkli funksiýadyr,  xv   bolsa tükeniksiz kiçi 
funksiýadyr. onu  üçin hem 5-nji teorema boýunça 

)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

B
A

xg
xf

ax

ax
ax

,  

ýagny (14) de lik hem subut edildi.  

     Bu teoremadan eýle netijeler gelip çykýar. 

     1-nji netije.Eger funksiýalary  algebraik jemini  her bir 
go ulyjysyny   a    nokatda predeli bar bolsa, onda ol jemi  hem predeli 
bardyr we go ulyjylary  predellerini olar ýaly algebraik jemine de dir. 

     2-nji netije. Hemi elik köpeldijini predel belgisini  da yna 
çykarmak bolar. 

     3-nji netije. Eger  f   funksiýany   a   nokatda predeli bar bolsa, 
onda natural   m   san üçin 

m

ax

m

ax
xfxf limlim  

de lik dogrudyr. Hususan-da,  mm

ax

m

ax
axx limlim . 

     8-nji mysal. 783lim 2

1
xx

x
  predeli tapmaly. 

      9-njy teorema we onu  netijeleri esasynda 

7lim8lim3lim783lim
11

2

1

2

1 xxxx
xxxx  

1271813 2 .  

      Bellik. Funksiýalary  predelleri   tapylanda,   köplenç,  
00 ,0,1,0,,,

0
0

 

görnü däki kesgitsizliklere du  gelinýär. onu  üçin  ilki  olary özgerdip,  
belli bolan formulalary ulanyp bolar ýaly görnü lere getirmeli. Sunlukda, 
predel tapylanda eýle häsiýetden hem peýdalanylýar. 
      Eger ax  üçin xgxf  de lik ýerine ýetip, Bxf

ax
lim  
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,xgxf  xgxf   we  xgxf   0ag   funksiýalar  hem  
a  nokatda üznüksizdirler. 
    Eger  f    funksiýa  a  nokatda üznüksiz bolup, 0af  bolsa, onda ol 
nokady  käbir etrabynda funksiýany  alamaty  af   sany  alamaty bilen 
gabat gelýär. 
       15-nji mysal.   Nn   üçin  nxxf  funksiýa  x R nokatda 
üznüksizdir. 
       Bu funksiýany  x R  nokatda üznüksiligi xxg  funksiýany  
üznüksizliginden esasy häsiýet boýunça gelip çykýar.  
     16-njy mysal.  nn

nn
on axaxaxaxP 1

1
1 ...   bitin rasional 

funksiýa  x R   nokatda üznüksizdir. 
       Bu funksiýany  x R   nokatda üznüksizligi  13-nji  we  15-nji 
mysallarda garalan funksiýalary  x R  nokatda üznüksizliginden, esasy 
häsiýet boýunça gelip çykýar.  
     17-nji mysal.  xQxPxf mn  drob rasional funksiýa  xQm  
köpagzany  köki bolmadyk   x R   nokatda üznüksizdir. 
      Bu funksiýany  üznüksizligi esasy häsiýet boýunça  16-njy mysaldaky  
funksiýany  üznüksizliginden gelip çykýar.      
     13-nji teorema (Çyl yrymly funksiýany  üznüksizligi). Eger 

xu  funksiýa   a  nokatda üznüksiz, ufy  funksiýa  ab  
nokatda üznüksiz bolsa, onda xfxF  çyl yrymly funksiýa  a  
nokatda üznüksizdir. 
      Eger ax  bolsa,  onda     funksiýany   a  nokatda 
üznüksizliginden  ax  gelip çykýar, ýagny bu . onu  üçin   f   
funksiýany    b   nokatda üznüksizliginden  bfuf   gelip çykýar. 

eýlelikde, 
,limlimlim aFafbfufxfxF

buaxax
 

ýagny xfxF  funksiýa  a  nokatda üznüksizdir.  
     18-nji mysal.  xxf cos  funksiýa x R  nokatda üznüksizdir. 

       Bu funksiýa üznüksiz xu
2

 we   uy sin   funksiýalara görä 
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tapawuklylykda bu ýerde   axn    ýa-da   ax   ert talap edilmeýär.     
     Eger  axx   we    afxafafxff   
tapawutlar degi lilikde   x    üýtgeýäni  we funksiýany   a  nokatdaky 
artymlary bolsa, onda (21) de ligi  0lim f

ox
  görnü de ýazmak bolar. 

a görä-de funksiýany   a  nokatda üznüksizligini  kesgitlemesini ýene 
bir görnü de getirmek bolar. 
     4-nji kesgitleme. Eger  f  funksiýany    x   üýtgeýänini   a  nokatdaky         

x    artymy    nola  ymtylanda funksiýany ol nokatdaky artymy nola 
ymtylýan bolsa, onda   f   funksiýa   a   nokatda üznüksiz funksiýa diýilýär.  
     14-nji mysal.  xxf sin   funksiýany   a R  nokatda 
üznüksizdigini görkezmeli. 

      Mälim bol y ýaly, 
2

0 x   bolanda   .|||sin| xx onu  

esasynda 
2

0 x   bolanda hem  xxx sinsin  bolar. Eger 

2
x  bolsa, onda .

2
1sin xx eýlelikde Ra  üçin  

xxsin . Bu de sizligi  esasynda: 

2
cos

2
sin2sinsin xaxaxaf  

.
2

2
2

sin2 x
xx

 

onu  üçin hem  0lim f
ox

,   ýagny   xxf sin   funksiýa a R  

nokatda üznüksizdir.  
 

§ 2.8. Üznüksiz funksiýalary  esasy häsiýetleri 
 
    Nokatda üznüksiz funksiýany ol nokatda predelini  barlygy esasynda, 
predeli bar funksiýalar üçin ýerine ýetýän häsiýetleri  hemmesi üznüksiz 
funksiýalar üçin hem dogrudyr. Olary  esasylaryny ýatlaly . 
     Eger   f  we   g  funksiýalar  a  nokatda  üznüksiz  bolsalar,      onda  

 147

predel bar bolsa, onda Bxg
ax

lim   predel hem bardyr. Bu häsiýeti  

ulanyly yny görkezeli . 

     9-njy mysal. 
65
23lim 2

2

2 xx
xx

x
  predeli tapmaly. 

2x  bolanda  sanawjy hem, maýdalawjy hem nola ymtylýar we  
00  görnü däki kesgitsizlik alynýar. Ony açmak üçin ilki  özgertmeler 

geçirip, so ra predeli tapmaly: 

1
1

1
3
1lim

23
21lim

65
23lim

222

2

2 x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
.  

     10-njy teorema. Eger   a   nokady  käbir etrabynda kesgitlenen  f 
funksiýany   0lim Bxf

ax
 predeli  bar   bolsa,  onda    a    nokady    

aU     etraby tapylyp, ol etrapda   B > 0   bolanda  xf  položiteldir we 

2
Bxf  ,  B < 0  bolanda otrisateldir we 

2
Bxf .  

      Teoremany ertlerinde 2B  üçin 0  tapylyp, ax0   

bolanda 
22
B

Bxf
B

B  de sizlikler ýerine ýetýär.Olary  

çepindäkisinden B > 0  bolanda, 0
2
Bxf   de sizligi, 

sagyndakysyndan bolsa  B < 0  bolanda, 0
2
Bxf   de sizligi alarys.  

11-nji teorema. Eger  a nokady   käbir etrabynda kesgitlenen  f   we   
g    funksiýalar üçin  ol etraby  ax  bolan islendik nokadynda 

xgxf  we ,lim Axf
ax

Bxg
ax

lim  predeller bar bolsa, onda   

BA    bolar.  
 Eger tersine,  BA   diýip güman etsek, onda  ert esasynda 9-njy 

teorema boýunça 0lim BAxgxf
ax

 bolar. a görä 10-njy 

teorema esasynda   a   nokady  ax  bolan islendik etrabynda 
0xgxf , ýagny xgxf  bolar.  Ol  bolsa  erte  gar y  gelýär.  
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Diýmek, BA  de sizlik ýerine ýetýär.  
Bu teorema iki bölegini  hem predeli bar bolan  de sizlikde predele 

geçip bolýandygyny a ladýar, unlukda de sizlik belgisine de lik belgisi 
hem go ulýar. Mysal üçin, islendik 0x  nokatda  22 55 xx ,    ýöne  

2

0

2

0
5lim5lim xx

xx
. 

      12-nji teorema.  Eger   a  nokady  käbir etrabynda kesgitlenen   
gf ,,   funksiýalar üçin ol etrapda 

                                            )()()( xgxxf                              (17)  
de sizlikler ýerine ýetse we Bxgxf

axax
lim)(lim  predel bar bolsa, 

onda Bx
ax

)(lim . 

         ertleri  esasynda  0   üçin  a  nokady eýle 21 ,  etraplary 
tapylyp, ol etraplarda degi lilikde  )(xfB   we  Bxg )(   
bolar. Onda 21 ,min  üçin a nokady   etrabynda ol de sizlikleri  
ikisi hem ýerine ýeter. onu  üçin ol etrapda (17)  de sizlikler esasynda 

,)()()( BxgxxfB  ýagny                          
|)(| Bx .  Diýmek,  Bx

ax
)(lim .  

 
§ 2.5.  Ajaýyp predeller 

 
       1. Birinji ajaýyp predel. Radiusy  r,  merkezi 
burçuny  radian ölçegi   x   20 x  bolan 
töwerege seredeli  (1-nji surat).  
     OAB   üçburçlugy  meýdany  OAB  sektory  
meýdanyndan, ol sektory  meýdany bolsa  OAK  
üçburçlugy   meýdanyndan kiçidir. a görä 
                                                                                                1-nji surat 

tgxrxrxr
22

sin
2

222

 

de sizlikleri we olary  22r  -ä  bölüp, 
tgxxxsin                      (18) 

de sizlikleri alarys. Olardan bolsa 

K 

O 

B 

A x 
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§ 2. 7.  Üznüksiz  funksiýalar 
 

        Goý,  f   funksiýa   a   nokady  käbir etrabynda kesgitlenen bolsun. 
      1-nji kesgitleme.  Eger  f  funksiýany   a  nokatda predeli  bar bolup, ol 
predel funksiýany ol nokatdaky bahasyna de  bolsa, ýagny 

                     ,lim afxf
ax

                                    (21) 

onda   f   funksiýa   a   nokatda üznüksiz funksiýa diýilýär. 
     13-nji mysal.  Hemi elik   Cxf   we   xxg  funksiýalar san 
okuny  islendik   a   nokadynda üznüksizdir: 

.limlim,lim agaxxgafCxf
axaxax

 

     onu  üçin  ax
ax

lim   de lik esasynda funksiýany   a  nokatda 

üznüksizligini a ladýan  (21)  de ligi 

,limlim xfxf
axax

 

görnü de ýazmak bolar. Ol de lik üznüksiz funksiýa üçin predeli   “lim” 
belgisi bilen funksiýany häsiýetlendirýän “ f “ belgini  ornuny çal yryp 
bolýandygyny a ladýar. 
     Kesgitlemeden görnü i ýaly, funksiýany  nokatda üsnüksiz bolmagyny  
esasy ertlerini  biri-de ol funksiýany ol nokatda predelini   bolmagydyr. 

onu  üçin hem funksiýany  predelini   1-nji   we  2-nji kesgitlemelerini 
ulanyp, funksiýany  nokatda üznüksizlik kesgitlemesini gi leýin eýle 
dü ündirmek bolar. 
     2-nji kesgitleme. Eger   a  sana   ýygnanýan   nx  yzygiderlik üçin 

nxf  yzygiderlik  af   sana ýygnanýan bolsa, onda   f   funksiýa  a  
nokatda üznüksiz funksiýa diýilýär. 
     3-nji kesgitleme. Eger 0  üçin 0  tapylyp, || ax    
de sizligi kanagatlandyrýan  x  üçin   || afxf   de sizlik ýerine 
ýetse, onda   f   funksiýa   a   nokatda üznüksiz funksiýa diýilýär. 
     Bu kesgitlemäni ulanyp, funksiýany   a nokatda üznüksizligini a ladýan 

afxf
ax

lim    ýazgyny gysgaça eýle ýazmak bolar: 

|:|,||00 afxfxax . 
     Kesgitlemelerden görnü i ýaly, predeli   kesgitlemelerinden 
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k
x
x

ax
1

1lim  predel bar bolsa, onda k
x
x

ax
lim . Ony subut etmek 

üçin  ax   bolanda      
x
x

x
x

x
x

x
x 1

1

1

1

    de likde predele 

geçmek ýeterlikdir. 

      12-nji mysal. 30

5sinlim
xx
x

x
  predeli tapmaly. 

      0x   bolanda  xxxxx ~,5~5sin 3   bolýandygy üçin 

agzalan häsiýeti  esasynda  55lim5sinlim
030 x

x
xx
x

xx
.  

      Tükeniksiz uly funksiýalar hem ular ýaly de dirilýändir. Ony 
mysallarda dü ündireli . 

       1. 52xxp   funksiýa x    bolanda 43xxq    
görä kiçi tertipli tükeniksiz uly funksiýadyr, cünki 

01lim
4
51

lim
4
5limlim 2

2

3

2

xxx
x

x
x

xq
xp

xxxx
. 

2. xxxp 1   we   xxq 1  funksiýalar  0x   bolanda  

de güýçli tükeniksiz uly funksiýalar, çünki  11limlim
00

x
xq
xp

xx
. 

     3. 132 4 xxxp   funksiýa x    bolanda  12xxq  
funksiýa görä ikinji tertipli tükeniksiz uly funksiýadyr, çünki 

2
121
132lim

12
132lim

1
132lim 43

43

4

4

22

4

xx
xx

xx
xx

x
xx

xxx
. 

unlukda, 132 4 xxxp   we  124 xxxg   funksiýalar  

x   bolanda de  tertipli tükeniksiz uly funksiýalardyr. 
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xx

x
cos

1
sin

1 ,   1sincos
x

xx                   

de sizlikler gelip çykýar. Ahyrky de sizliklerden bolsa 

                   x
x

x cos1sin10                                     (19) 

de sizlikler alynýar. Eger 0  üçin   sany  2  we  sanlary    
kiçisi bolar ýaly  alsak, onda x0  bolanda (19) de sizliklerden  

xxxx
x

x
2

sin2
2

sin2cos1sin1 2  

de sizlik gelip çykýar.Ol bolsa 1sinlim
x

x
ox

 predeli  bardygyny 

ladýar. a görä xsin  funksiýany  täkligi esasynda 

     .1sinlim
)(

)sin(limsinlim
00 x

x
x

x
x

x
xoxx

 

     Diýmek, garalýan funksiýany   0a   nokatda biri-birine de  bolan 
birtaraplaýyn predelleri  bardyr we onu  esasynda  

1sinlim
x

x
ox

 

de ligi alarys. O a birinji ajaýyp predel diýilýär. 
     Bellik. Birinji ajaýyp predel subut edilende 20 x   bolanda 
görkezilen  xxxx cos1,sin     de sizlikleri     ulanyp,  ,0sinlim

0
x

x
 

1coslim
0

x
x

  de likleri subut etmek bolar (özba dak görkezi ). 

     10-njy mysal. 
x

x
x

cos1lim
0

  predeli tapmaly. 

      0x   bolanda  00  görnü däki kesgitsizlik alynýar, So a görä ol 
predeli tapmak üçin ilki käbir özgertmeleri geçirmeli we so ra birinji 
ajaýyp predeli ulanmaly: 

0012sinlim
2

2sin
lim

2sin2
limcos1lim

00

2

00
x

x
x

x
x

x
x

xxxx
 

     2. Ikinji ajaýyp predel. Goý, 1x  bolsun.  Eger   x-i   bitin bölegini 
ladýan x  funksiýa üçin xn  alsak, onda  anx  bolar, bu ýerde  
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n  natural sandyr we  a  san 10 a   erti kanagatlandyrýar. unlukda, 
nxnnxn 1111,1  bolar we bu de sizlikler esasynda  

11111
1

11
nxn

nxn
                       (20) 

de sizlikler gelip çykýär. Mälim bol y ýaly  en n11lim . a görä  

,111lim11lim11lim
1

ee
nnn n

n

n

n

n
 

ee
n

n

n
n

n

n
n

n 1111lim

111lim

1
11lim

1

 

predeller hem bardyr. onu  esasynda   nx   bolanda (20) 
de sizliklerde predele geçip,  

e
x

x

x

11lim  

de ligi alarys.Goý, 1x  bolsun. Eger yx  alsak, onda subut edilen 
de ligi  esasynda 

y

y

y

y

x

x yyx 1
11lim11lim11lim  

ee
yy y

y

y
1

1
11lim

1
11lim

1

 

de lik gelip çykýär. Bu iki haly  esasynda 

e
x

x

x

11lim  

ikinji ajaýyp predel atlandyrylýan de lik alynýar. Bu  de likden    xu 1  

belgileme girizip,   eu u

u

1

0
1lim    formulany alarys. 

     11-nji mysal. x

x
x21lim  predeli tapmaly. 

      Eger   tx 2   çal yrma  girizsek,  onda   x  bolanda  t  
bolýandygy esasynda 
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.11lim11lim11lim21lim 22 eeetttx t

t

t

t

t

t

x

x
 

 
§ 2. 6.  Funksiýalary  de dirili i 

     Tükeniksiz kiçi funksiýalary  algebraik jemini  we köpeltmek 
hasylyny  tükeniksiz kiçi funksiýa bolýandygy bellidir.Ýöne olary  paýy  
beýle däldir. Goý,   0lim,0lim xx

axax
  bolsun. Eger: 

     1. 0lim
x
x

ax
  bolsa, onda x  funksiýa ax  bolanda x  

görä ýokary tertipli tükeniksiz kiçi funksiýa diýilýär. Bu halda 
axxox ,  

ýazgy ulanylýar we ol eýle okalýar: x   de dir  o  kiçi  x ,  ax  
bolanda. 

    2. 0lim C
x
x

ax
 bolsa, onda x  we x  funksiýalara 

ax  bolanda  de  tertipli tükeniksiz kiçi funksiýalar diýilýär. Onu  üçin  
axxOx ,  

ýazgy ulanylýar we ol eýle okalýar: x   dendir  O  uly   x   
ax  bolanda. Hususanda, eger  1C   bolsa, onda olara de güýçli 

tükeniksiz kiçi funksiýalar diýilýär we  axxx ,~   görnüsde 
belgilenýär. 

   3. 0lim C
x
x

kax
  bolsa, onda x  funksiýa ax  bolanda 

x   görä  k  tertipli tükeniksiz kiçi funksiýa diýilýär.  
     Mysal üçin, 0x   bolanda  xsin   we  x   de güýçli tükeniksiz  

kiçi funksiýalardyr,  xcos1   funksiýa bolsa  x   görä ikinji tertipli 
tükeniksiz kiçi funksiýadyr, çünki 

2
1

2
2sinlim

2
12sin2limcos1lim,1sinlim

2

02

2

0200 x
x

x
x

x
x

x
x

xxxx
     

De güýçli tükeniksiz kiçi funksiýalary  predelleri tapylanda ulanylýan 

eýle häsiýeti bardyr. Eger   axxxxx ,~,~ 11   we  
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     1-nji bellik. Eger  funksiýa    ],[ ba    kesimde  kesgitlenen  bolup, i  uly  
ýa-da i   kiçi  bahany kesimi  ujunda alýan  bolsa  onda  ol  nokatda  
funksiýany   önümini   nola  de    bolmazlygy hem mümkindir. Ony 

akdaky mysal tassyklaýar.  
        1-nji mysal.  xxf )(   funksiýa  ]1,0[   kesimi   0x   nokadynda  

  kiçi   bahany   we   1x   
nokadynda  i   uly  bahany 
alýar,  ýöne  ol  nokatlary   
ikisinde  hem  funksiýany   
önümi  bire  de dir.                                
     Eger f  funksiýa ],[ ba  
kesimi  içki nokatlarynda  
differensirlenýän  bolup,  a  we  
b  nokatlarda  onu   degi lilikde  
sag   we   çep   önümleri   bar   
bolsa, onda  o a  ol kesimde  
differensirlenýän  

                          1-nji surat                            funksiýa  diýilýär. 
    Rolu  teoremasy. Goý,   f   funksiýa   ],[ ba   kesimde  üznüksiz we 
onu   içki  nokatlarynda differensirlenýän bolup,   )()( bfaf  bolsun. 
Onda  i  bolmanda  bir   ),( bac    nokat  tapylyp,  0)(cf . 
       f   funksiýany   ],[ ba     kesimde  üznüksizligi  üçin Weýer trasy  
teoremasy  esasynda  funksiýa  ol  kesimde i   uly )(max xfM

bxa
  we  i   

kiçi   )(min xfm
bxa

  bahalary alýar. unlukda, eger: 

      1)  mM  bolsa, onda  ],[ ba   kesimde  ýerine  ýetýän  Mxfm  
erti  esasynda funksiýa ol kesimde hemi elik bolar we onu  üçin onu   

önümi  ba,   aralygy  ähli nokatlarynda nola de dir. 
2) mM   bolsa, onda )()( bfaf   erti  esasynda funksiýa M   we 

m  bahalary  i   bolmanda birini içki ),( bac  nokatda alar. a görä 
Fermany  teoremasy esasynda  0)(cf   bolar.  
   0bfaf   hususy hal üçin bu teorema gysgaça eýle okalýar:  
diefferensirlenýän funksiýany  iki dürli köklerini  arasynda onu   

 o       a       c                   c      b      x 
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2
cos

2
cos2coscos,

2
cos

2
sin2 yxyxyxyxyx ,    

2
sin

2
sin2coscos yxyxyx , 

   47) .sin2sinsinlim 20 x
axaxa

x
 48) .sinsinlim

0 x
xaxa

x
                                                  

   49) .coscoslim 20 x
nxmx

x
        50) .

cos1
cos2coscoslim

0 x
axaxa

x
 

   51) .sinlim 30 x
xtgx

x
52) .1coslim 20 x

x
x

  53) .
cos

2sin2coslim
2 x

xx
x

   

  54) .
cos21

3sinlim
3 x

x
x

   55) .
2cos2
cos22cos1lim

0 x
xx

x
                 

   56)  .cos1lim 20 x
x

x
        57) .

1
1cos2lim 24 xtg

x
x

           58)  .
2sin

lim
0 x

tgx
x

 

     11. akdaky  0x   bolanda tükeniksiz kiçi bolan funksiýalary   
haýsysy   xx   funksiýa  görä  de   tertipli, ýokary tertipli,  kiçi tertipli 
tükeniksiz kiçi funksiýadyr? 
   1) ;3xx              2) ;sin4 xx                 3) ;5 2xx  

   4) ;sin3 2 xx      5) ;3 2 xxx              6) ;3 tgxx  
12. Berlen funksiýalary  berlen nokatlarda üznüksizligini barlamaly:     
 1)    1xxf   funksiýany    1,1 xx   nokatlarda. 

 2)   
1,

,1,1

xx

x
xxf  funksiýany   1x   nokatda. 

3) 
1,1
,1,3
,1,12

xx
x
xx

xf  funksiýany   1x   nokatda. 

    13. Funksiýa görkezilen nokatda nähili kesgitlenende ol nokatda ol 
üznüksiz bolar: 

1) 1,
1
1

2

3

x
x
xxf .                     2)  0,1ln x

x
xxf . 
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    14. Funksiýany  üzulme nokatlaryny tapmaly, olary  görnü lerini 
kesgitlemeli we funksiýany  çyzgysyny gurmaly: 

   1)  
3
1

x
xxf .            2)  29

9
x

xf .             3)  1
1

3 xxf . 

    15. Funksiýany  üzulme nokatlaryny tapmaly we ol nokatlarda onu  
bökmesini kesgitlemeli: 

   1)  
2,1
,2,

xx
xx

xf .                      2) 
1,23

,1,32
xx
xx

xf  

   16. De lemäni  görkezilen aralykda i  bolmanda bir köküni  bardygyny 
subut etmeli: 1) 2,1,0643 xx .    2) 2,1,095,015,24 xx . 

J o g a p l a r 
 

1. 1)  133;175;52;53;1 54321 xxxxx . 2) ;21x  
256;165;94;43 5432 xxxx .  3)   4;  2;  16;  8;  64.   

2. 2121 nxn .    4.  1)  a akdan  .  2) -  4)  ýokardan we a akdan.  
5.  1)  kemelýär.  2)  monoton däl.  3)  artýar.  4)  kemelýär.  
7.  9901,0;91,0 oo nn .   8.  1)  1.  2)  0.  3) 1e  .  4)  3e .  5)  32 . 
6)  0.   7)  2.   8)  1/2 .   9)  3/2 .  9.  1)  0.  2)  1/2 .  3)  1/3 .  4)  1.  
10.  1)  0 .  2) –7 .  3)  3 .   4) 1 . 5) 3.  6)  –1/7.   7) 2.   8) 1/3.   9) 2/3.  
10).3/2 .  11)  –8.   12)  1/2.  13)  1/3. 14)  1/3.  15)  1/2 .  16)  1.   17)  1.   
18)  1/2 .  19)  15/2.  20)  1/2.   21)  3.  22)  5/2.  23)  12/5.  24)  1/16.  
25)  –1. 26)  0.  27)  . 28)  2/3.  29) .1e 30) .1e   31) .e   32) .2e  33)  2.  
34)  2.  35)  0.  36)  1/2  .  37)  2.  38)  x.  39)  m/n . 40)  2 .  41) .e   
 42)  0.   43)  0.  44)  1/2 .  45)  1.  46) .3e  47)  sin . 48  cos2 .      49)  

222 mn .  50)  cos2 .  51) 1/2 .  52) 41 .   53)   22 .        54)  
23 .  55)  1.  56)  21 .  57) 41 .  58)  21 . 11.  1),  2)  - de  tertipli. 3),  

4)  -  ýokary tertipli,  5),  6)  -  kiçi tertipli.     12. 1) ikisinde-de üznüksiz .2)  
üznüksiz .3)  üznüksiz däl. 13.  1) 231f .   2) 10f . 
14. 1)  3x  ikinji görnü li üzülme nokat. 2) 3,3 xx  ikinji görnü li  
üzülme nokatlar.  3)  1x  ikinji görnü li üzülme nokat. 15.  1) ,2x   

10202 ff .   2) ,1x 40101 ff . 
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II. 4. DIFFERENSIRLENÝÄN  FUNKSIÝALAR   

    HAKYNDAKY  ESASY  TEOREMALAR 
 

§ 4. 1. Funksiýany    orta  bahasy  
 hakyndaky  teoremalar 

 
     1. Önümi  noly hakyndaky teoremalar.  Eger 0)(cf  de lik ýerine 
ýetse, onda  c  sana )(xf  önümi   noly ýada köki diýilýär. 
     Fermany  teoremasy. Eger ba,  aralykda kesgitlenen f   funksiýa  

bac ,  nokatda  differensirlenýän bolup, ol nokatda  i   kiçi ýa-da i  
uly bahany alsa, onda  0)(cf . 
       Kesgitlilik üçin f  funksiýa  c   nokatda i   uly bahany alýan bolsun, 
ýagny  )(cUx   üçin  )()( cfxf .Onda   0x   üçin   

                        0)()(
x

cfxcf                                         (1) 

we   0x    üçin 

                     0)()(
x

cfxcf
.                .                        (2) 

f    funksiýany       nokatda  differensirlenýänligi  esasynda  

      )()()(lim
0

cf
x

cfxcf
x

                                  (3) 

predel bardyr. onu  üçin (1) we (2) de sizliklerde 0x  bolanda 
predele geçip, degi lilikde 0)(cf   we  0)(cf    de sizlikleri  alarys. 
Olardan  bolsa  0)(cf   de lik gelip  çykýar.   
      Önümi   geometrik   manysyny   esasynda,  funksiýany   i  uly  ýa-da  

  kiçi  bahany  alýan  nokadynda  funksiýany   önümini   nola  de   
bolmagy  )(xfy     funksiýany  çyzgysyna ))(,( cfc  nokatda geçirilen 
galta many    ox  oka  paralleldigini a ladýar we ol   bu  teoremany    
geometrik manysyny görkezýär (1-nji surat). Bu teoremany  fiziki manysy 
göni çyzyk boýunça hereket edilip, yzyna gaýdylyp ba lanjak pursatda 
tizligi  nola de digini,  ýagny  hereketi   ýokdugyny  a ladýar. a  görä 
c   nokada funksiýany  duruw nokady hem diýilýär.  
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6)  .9
4

2

x
x      7)  .

5
2       8)  .26 2 xx                9)  .241520 24 xxx    

10)  .13935 43 xxx     11)  .
2

13
x

x          12) .
25

615
4

24

x
xxx  

13)  .
25

455
4x

x  14)   2

222

32
10543053

x
xxx .        15)   .

5

30
63

2

x

x  

16)  .
34

2
3 x

   17)   .
44

5
22 xx

x      18)      .
632

5
2 xxx

 

19)  .cossin3 2 xx    20)  .cos2 2xx     21)   .
2

sin x     22)   .
2

sin
2
3 3

2 xx   

23) xxxx sincos2 . 24)  .
3cos2

5coscos5
2 x

xx  25)  xx cos2 . 26)  .
sin1
1

x
 

27)  .
cossin

2
2xx

 28)  .
1cos
18

22

23

x
xxtg  29)  

x
x

2sin
2cos16

3 . 30)  xtg 2 .  

31)  .
cos4

2sin4
2 xxx
xx  32)  

4 32cos14

2sin

x

x .33) .ln2
x

x 34) 2

2ln2
x
x

x
.    

35)   
xsin

1 .  36)    
x
2 .   37)   xxe .   38)    2

2

2
xex .    39) xe xx ln1ln  

40).  
2

xx ee                    41). xxx 22ln2 2  .                    42). 
x

e x

2
.. 

43)  xxtg 2sin2322 22  .     44)  .
1 x

x              45)  
19

24
33

2

xx
x  . 

46)  2

2

1 x
x  .  47)  21 x  .  48)   41

1
x

.  49)  
1
42

1
1

2 x
xctg

x
 . 

50)  .
1

2
2

2

2x

x

e

xe    51)  
1

1
xe

.   52)   
xcos32

5 .  53)   22 xa . 

54)  
762

1
2 xx

.    55)  294
6

x
.    56)  

xx 5
1

2 .      57)    .
14

1
2x
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II. 3. FUNKSIÝANY    ÖNÜMI  WE  DIFFERENSIALY 

                                   
§ 3.1. Eunksiýany   önümi 

 
      1. Funksiýany  önümi dü ünjesi. Funksiýany  predeli dü ünjesi bilen 
ýakyn  baglany ykda bolan ýene bir wajyp  dü ünjeleri   biri-de 
funksiýany     önümi  dü ünjesidir. 
     Goý, )(xfy   funksiýa x  nokady   käbir  )(xU  etrabynda   
kesgitlenen  bolup,  x  üýtgeýäni   x   artymy   üçin   )(xUxx   
bolsun. )(xfy   funksiýany  x  nokatdaky  )()( xfxxfy  
artymyny   üýtgeýäni     x    artymyna  bolan  

                         
x

xfxxf
x
y )()(                                (1) 

gatna ygyna  garaly .  
     1-nji kesgitleme. Eger (1) gatna ygy    0x    bolanda predeli  bar   
bolsa,   onda  ol  predele  )(xfy   funksiýany    x   nokatdaky  önümi  
diýilýär. 
     )(xfy    funksiýany    x   nokatdaky  önümi  )(xf   bilen,  ýa-da  

)(xy     bilen,  ýa-da  gysgaça   y     bilen  belgilenilýär. 
      Diýmek,  önümi   kesgitlemesi  boýunça 

x
xfxxf

x
yxf

xx

)()(limlim)(
00

 .                      (2) 

      Kesgitlemeden  peýdalanyp,  mysal  hökmünde  käbir  elementar  
funksiýalary   önümlerini  tapaly . 
      1-nji mysal.. Cxf )(  – hemi elik  funksiýa. 
      Islendik  x   we   x   üçin   bu  funksiýany   artymy  nola  de dir,  
ýagny 0)()( CCxfxxfy .  Onda  (2)  formula  esasynda 

                          0,0lim)(
0

C
x
yxf

x
. 

     eýlelikde,  hemi elik  funksiýany   önümi  nola  de dir. 
     2-nji mysal. ,)( pxxf  p R. 
     Bu  funksiýa  üçin pp xxxxfxxfy )()( . onu  üçin  
hem  (2)  formula  esasynda  
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x
x
x

x
x

xxx
x
yxf

p

p

x

pp

xx

11
limlimlim)(

000
 

11

0

1
11

lim pp

p

x

p pxpx

x
x

x
x

x ,  1pp pxx . 

Bu formuladan hususy hal hökmünde 

2

11,
2

1,1
xxx

xx  

formulalar alynýar. 
     Funksiýany    nokatdaky  sag  we  çep predelleri   dü ünjelerinden  
peýdalanyp,  funksiýany    nokatdaky  sag  we çep önümleri  dü ünjelerini   
girizeli . 
     2-nji kesgitleme. Eger   (1)  gatna ygy   0x   )0( x   
bolanda predeli  bar  bolsa, onda  ol predele  )(xfy   funksiýany  x   
nokatdaky sag (çep) önümi diýilýär. 
     )(xfy  funksiýany   x   nokatdaky  sag  (çep)  önümi )(xf  ))(( xf   
bilen  belgilenilýär.  Diýmek, kesgitlemä  görä,  

x
yxf

x 0
lim)(        

x
yxf

x 0
lim)(  . 

Bu  önümlere   birtaraplaýyn   önümler   diýilýär.   Olar    )0(xf   we   
)0(xf   görnü de  hem  belgilenilýär. 

       1-nji we 2-nji  kesgitlemelerden hem-de  funksiýany   birtaraplaýyn 
predellerini   häsiýetleri  esasynda  a akdaky  tassyklamalar  alynýar. 
     1. Eger  f   funksiýany   x   nokatda  önümi  bar  bolsa,  onda  onu   x   
nokatda  sag  önümi hem,  çep  önümi hem  bardyr  we  olar  de dirler:   
                                    )()()( xfxfxf . 
     2. Eger  f   funksiýany   x   nokatda  sag  we  çep  önümleri  bar 
bolup,  olar  de   bolsalar,  onda  ol  funksiýany    x   nokatda  önümi 
bardyr  we  ol  önümleri   hemmesi  de dirler. 
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11.  Herekete ba lanyndan so   t   wagtda (sekuntda) geçen ýoly (metr) 
12525,1 2 tts   de leme bilen berlen lifti  wagty   2t  pursatdaky 

tizligini tapmaly.  
  12. Funksiýalary  ikinji tertipli önümini tapmaly: 

  1)   .153 2345 xxxxxy     2)      .ln xxy      3) xey cos . 
  4)  .2sin xy         5)  .arctgxy         6)  xxy 4 . 
    13. Funksiýalary  üçünji tertipli önümini tapmaly: 
  1) .132 23 xxy   2) .2xey   3) .ln3 xxy    4) .xxey  
    14. Funksiýalary  dördünji tertipli önümini tapmaly: 
  1) .13 23 xxy   2) .4xey x  
    15. Parametrik görnü de berlen funksiýalary  birinji we ikinji önümlerini 
tapmaly:   

1) .3, 22 ttytx  2) ., 32 tt eyex     
3) .cos1,sin tayttax  
16. Anyk däl görnü de berlen funksiýalary  önümini tapmaly: 

1) 075 22 yxyx .  2)  ayx .   3)  0sin2 yxyy . 
    17. Funksiýalary  differensialyny tapmaly: 

1) .1
x

arcctgy             2) .arcsin 2xy                  3) .sin1 2 xy  

4) .
1 2x

arctgxy           5) .cos23 2xy            6) .2arccos xy  

 18.Differensialy  kömegi bilen funksiýalary  takmyn bahasyny tapmaly: 
  1) .006,1   2)  .93   3)  .03,1 5   4)  .1,0e      5)  .61cos     6)  .21,10lg  

   19. 
2

4 xy   funksiýany  ikinji tertipli  differensialyny tapmaly. 
 

J o g a p l a r 
 

1. 1) .3   2)  .2x 3)  .148 x  4) .2x  5)  .
3

1
2x

 6)  .
1 2x

x  

     2. 1)  .6 2x  2)  .2
2x

 3) 22 1

6

x

x .   4)  .2
3x

    5) .
3

11
3 xxx
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50) .arcsin
2xey                           51) .

1
1.

1
ln xx

x

e
y

e
ey  

  52) .
25
25ln

xtg
xtgy                  53) .arcsin

22

2
22

a
xaxaxy  

  54) .
5

32
5

1 xarctgy                55) .
2
3 xarctgy    

 56) .
5

ln 5
x

xy                           57) .
1

1ln
4
1

2x

xy    

 58) .
1

1ln
2

2

xx

xxy                   59) .
11

11ln
2
11

2

2
2

x

xxy  

  60) .
1

arcsin xarctgx
x

xxy  

  61) .ln
ax
ax

x
aarctgy       62) .

3
2arcsin xy  

     3. 2xy   egri çyzyga  4;2A   nokatda geçirilen galta many  
de lemesini ýazmaly.  
     4. xy sin   sinusoida  0;A   nokatda geçirilen galta many  
de lemesini ýazmaly.  
     5. 235 xy   egri çyzyga  absissasy   2x  bolan   nokatda geçirilen 
galta many  burç koeffisiýentini tapmaly.  
     6. xy 2   parabola  4;8A   nokatda geçirilen normaly  de lemesini 
ýazmaly.  
    7. 2522 yx   töwerege  4;3A   nokatda geçirilen normaly  
de lemesini ýazmaly.  
    8. Nokady   hereketini   ttx sin  de lemesi boýunça onu  tizligini 
kesgitlemeli.  
     9.   Hereketini   kanyny  532 tts   de leme bilen berlen nokady  
wagty   2t  pursatdaky a) geçen  ýoluny  we  b) tizligini tapmaly.  
    10. Hereketini   kanuny  34 2ts   de leme bilen berlen jisimi  
wagty   2t  pursatdaky  tizligini tapmaly.  
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     3. Eger  f   funksiýany    x  nokatda  sag  we  çep  önümleri  bar  bolup,  
olar  de   bolmasalar,  onda  x   nokatda onu   önümi  ýokdur.    
      3-nji mysal. ||)( xxf . 
    Eger 0x   bolsa,  onda   xxf )(   bolar  we  onu  üçin   2-nji  mysal  
esasynda   1|| x . a me ze likde 0x  bolanda 1|| x .      Eger-de   

0x  bolsa, onda  

x
x

x
fxf

x
y ||)0()0(

 

de lik esasynda 

,1limlim
00 x

x
x
y

xx
         1)(limlim

00 x
x

x
y

xx
. 

   Diýmek,  ||)( xxf   funksiýany   0x    nokatdaky  sag önümi  1  we  
çep  önümi   1     bolýandyr.  a  görä,   3-nji  tassyklama   esasynda   

||)( xxf   funksiýany   0x   nokatda  önümi ýokdur. 
   Eger  käbir  x   nokatda     

   
x

xfxxf
x

)()(lim
0

   ýa-da    
x

xfxxf
x

)()(lim
0

 

predel bar bolsa,  onda funksiýany   +   ýa-da    de  bolan  tükeniksiz  
önümi  bar  diýilýär. Geljekde funksiýany   önümi  bar  diýip   tükenikli  
önüme    dü ünjekdiris 
     2. Önümi   fiziki  manysy.  Goý,  material  nokat  göni  çyzyk  boýunça 
hereket edýän bolup, )(xfy ol nokady  hereketini   kanunyny,  ýagny  

0t  wagtdan  xt   wagt  aralygynda    geçen ýoluny  a latsyn.  Onda  
)()( xfxxfy   tapawut   xt   wagtdan    xxt   wagt 

aralygynda,  ýagny  x   wagtda geçilen  ýoly  a ladýar.  onu   üçin  hem  

         orv
x

xfxxf
x
y )()(

                             (3) 

gatna yk  material nokady ol  wagt  aralygyndaky ortaça  tizligidir. Eger 
hereket de ölçegli bolmasa, onda bellenen x  üçin x ululygy  üýtgemegi  
bilen  ortaça  orv   tizlik  hem  üýtgär  we  x   näçe  kiçi  boldugyça   orv    
tizlik  nokady   x  pursatdaky  hereketini  onça  o at  häsiýetlendirer. 
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    Eger (3)    gatna ygy ,  ýagny  ortaça  tizligi   0x   bolanda predeli  
bar   bolsa,   onda   ol  predele   material   nokady    x   pursatdaky tizligi 
diýilýär.  Diýmek,   

                                   .)()(lim
0

v
x

xfxxf
x

                                (4) 

Ýöne  bu  predel   f   funksiýany    x   nokatdaky  önümini  hem a ladýar.   
        eýlelikde,   vxf )(   we  ol  de lik  önümi   mehaniki   

manysyny  a ladýar.  Diýmek,  x   nokatda  funksiýany  )(xf   önümini   
barlyk  meselesi  material  nokady   x   pursatdaky  tizligini  kesgitlemek  
meselesidir. 

     2. Onümi  himiki manysy. Goý, )(xfy  himiki reaksiýa geçýän 
jisimi  x   pursatdaky mukdaryny a ladýan bolsun. Onda x  wagt 
aralygynda himiki reaksiýa geçýän jisimi  mukdary  

)()( xfxxfy   bolar.  a  görä   xy  gatna yk   x   wagt  
aralygyndaky himiki reaksiýany  ortaça tizligidir. Ol gatna ygy  (4) 
predeline bolsa himiki reaksiýany    x   pursatdaky tizligi diýilýär. Ol 
predel  f   funksiýany    x   nokatdaky  önümini hem a ladýar, ýagny  

vxf )( . Ol de lik onümi  himiki manysyny a ladýar we himiki 
reaksiýany  tizligini tapmak meselesini  önüm dü ünjesine getirýändigini 
görkezýär. 

      3. Önümi   geometrik  manysy. Goý, )(xfy  funksiýa  ox   
nokady  käbir etrabynda kesgitlenen we üznüksiz bolsun. Ol  funksiýany  
çyzgysyndaky ),( oo yxA ))(( oo xfy  we ),( yyxxB oo  nokatlar 

arkaly kesiji göni çyzyk  geçireli . Onu   Ox oky  bilen  emele  getirýän  
burçuny )( x  bilen   belgiläli  (1-nji  surat).  Eger )(lim

0
x

x
 

predel bar bolsa, onda tgk  burç  koeffisiýentli   AC  göni  çyzyga  
)(xfy   funksiýany   çyzgysyna  A    nokatda  geçirilen galta ma 

diýilýär. 1-nji surat  esasynda   

       
x

xfxxf
x
y

AD
BDxtg oo )()(

)( ,               (5) 

ýagny  .)( xyarctgx   Eger  f  funksiýany  ox  nokatda  önümi 
bar  bolsa, onda arktangensi  üznüksizligi sebäpli, 
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4) .1
2x

y                5) .512
3 x

xy     6)  .3
3 3

3

x
xy    

    7)  .
5

12xy           8) .122 xxy            9) .543 23 xxy  

  10) .35 54 xxy    11) .1 xxy   12) .
5

3
2

3

x
xy  

 13) .
25

5
3x

xy     14) .
32
53

32

x
xy          15) .

5

2
53x

y  

 16) 3 2 .34 xy  17) .
4

5
2x

y            18) .
3
2

x
xy  

 19) .sin 3 xy         20) .sin 2xy                   21) .
2

cos2 xy    

 22) .
2

cos
3xy      23) .cos2 xxy                24) .

3cos
2sin

x
xy  

 25) .cos2sin22 xxxxy   26) .
sin1

cos
x

xy  27) .
cossin
cossin

xx
xxy  

 28) .124 xtgy  29) .2ctgxtgxy       30) .tgxxy  

 31) .
x

tgxy          32) .cos14 2 xy         33) .ln 2 xy    

 34) .lnln21
x
xx

x
y    35) .

2
ln xtgy   36) .ln 2xy  

  37) .1 xexy     38) .84 22 xexxy  39) .ln xxey  

  40) .
2

xx eey              41) .22 xxy                  42) .xey  

  43) .2cos2 23 xxtgy     44) .ln xx xeey    45) .
1
9ln 3

3

x
xy   

  46) .arctgxxy                            47) .arcsin
2
11

2
2 xxxy  

  48) .
2
1

1
1ln

4
1 arctgx

x
xy .           49) .

1
42sinln

x
xy  
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                      dxxfdy )(                               (31) 
formula  boýunça  kesgitlenilýär we o a funksiýany   x  nokatdaky  birinji 
differensialy ýa-da birinji  tertipli  differensialy  diýilýär. Ol differensial   x-
e   görä funksiýadyr. Eger onu  hem x  nokatda differensialy bar bolsa, 
onda ol  differensiala  )(xyy  funksiýany  x   nokatdaky ikinji 
differensialy diýilýär we ol   yd 2   ýa-da   xfd 2   bilen belgilenýär 
        eýlelikde,   

)(2 dydyd   ýa-da  ))(()(2 xdfdxfd . 
Sunlukda,  

2222 ))(()( dxdxdxxfdxdxxfdxxfdxdfdxfd . 
    a  me ze likde, )(xfy   funksiýany   x   nokatdaky  n  tertipli   

yd n   differensialy yd n 1  differensialy  differensialyna de dir, ýagny 
                                              )( 1 yddyd nn . 
    )(xfy   funksiýany   n  tertipli  yd n   differensialy  üçin   

                        nnn dxyyd )(                                          (32) 
formulany   dogrudygyny  görkezmek bolar.Bu  de likden  önüm  üçin   

                      n

n
n

dx
ydy )(                                               (33) 

de ligi  alarys. Görkezilen de likler di e  baglany yksyz üýtgeýän   x  ücin  
dogry bolup, txx   funksiýa bolan haly üçin ýerine ýetýän däldir. 

 
G ö n ü k m e l e r 

 
1. Kesgitlemeden peýdalanyp, funksiýalary  önümini tapmaly: 
1) .3xy              2)  .8 2xy                    3)  .14 2xy     

    4) .
3

3xy              5) .
3

1
x

y                      6) ..1 2xy  

     2. Funksiýalary  önümini tapmaly: 

1) .21 3xy           2)  .2
x

xy                3)  .
1

3
2x

y     
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)(lim)(lim
00 oxx

xfarctg
x
yarctgx  

de ligi  alarys.  Diýmek,  çyzgyny   A    nokadynda   galta ma  bardyr  we  
)( oxfarctg , ýagny  galta many  ktg   burç  koeffisiýenti )( oxf    

önüme de dir:  )( oxftg    
we   ol    önümi  geometrik  
manysyny a ladýar. 
     eýlelikde, egri çyzyga 
galta ma geçirmek meseläni  
hem önüm dü ünjesine 
getirýändigini gördük. 
    Indi ox  nokatda önümi bar  
bolan )(xfy  funksiýany  
grafigine ),( oo yxA  nokatda 
geçirilen galta many  

)())(( ooo xfxxxfy  
we normaly  
 

)()(
)(

1
oo

o
xfxx

xf
y  

de lemelerini ýazyp  bileris. 
 

§ 3. 2.  Funksiýany  differensirlenmegi 
 
     1. Differensirlenmegi  üznüksizlik bilen baglany ygy. Eger   x  
nokatda funksiýany    önümi bar bolsa, onda o a  ol nokatda 
differensirlenýän funksiýa diýilýär. a görä funksiýany  önümini 
tapmaklyga differensirlemek hem diýilýär. x  nokatda differensirlenýän   f   
funksiýa üçin  (2) de lik ýerine ýetýändir we predeli  häsiýeti esasynda  

)()( xxf
x
y  

de ligi hem-de  ondan gelip çykýan  
 xxxxfy )()(                                  (6) 

de ligi ýazyp bileris, bu ýerde 0)(lim
0

x
x

.  

1-nji surat 

xxo  

)( oo xfy  

ox  

D 

C 

B 

A 

 
o x 

y 
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     1-nji teorema. Eger  f    funksiýa  x   nokatda  differensirlenýän  bolsa,  
onda  ol  funksiýa  ol  nokatda  üznüksizdir. 
         x  nokatda  differensirlenýän  )(xfy   funksiýany   y   artymy  
üçin (6) ýerine ýetýändir we onu  üçin hem  0lim

0
y

x
, ýagny funksiýa  

x    nokatda  üznüksizdir.  
       Bu  teoremany   tersi  dogry däldir,  ýagny  funksiýany  nokatda   
üznüksizliginden  ol  funksiýany   ol  nokatda  differensirlenmegi  gelip  
çykmaýar.  O a  0x   nokatda üznüksiz,  ýöne  ol  nokatda  önümi ýok  
bolan 3-nji mysaldaky || xy   funksiýany mysal görkezmek bolar. 
     Eger funksiýa käbir aralygy  ähli nokatlarynda differensirlenýän bolsa, 
onda o a ol aralykda differensirlenýän funksiýa diýilýär. 1-nji teorema 
boýunça aralykda differensirlenýän funksiýa ol aralykda üznüksizdir. 
     2. Differensirlemegi   esasy  düzgünleri. Funksiýalary  önümini 
tapmak üçin, köplenç, a akdaky teorema ulanylýar. 
     2-nji teorema. Eger  )(xuu   we  )(xvv  funksiýalary  x   nokatda  
önümleri bar bolsa, onda  ol  nokatda   ,vu    vu   we  vu /   ( 0)(xv   
bolanda)   funksiýalary   hem  önümleri  bardyr  hem-de   

                  vuvu )( ,                                      (7) 
                  vuvuuv)( ,                                       (8) 

                 2v
vuvu

v
u                                       (9) 

formulalar  dogrudyr. 
          Goý,  )()()( xvxuxy    bolsun,   onda   

.)]()([)()(
)]()([)()()()(

vuxvxxvxuxxu
xvxuxxvxxuxyxxyy

 

Bu ýerden  0x    bolanda 

                                     
x
v

x
u

x
y  

de lik  alynýar.  Ol de likde   0x   bolanda, predele   geçip,  

vu
x
v

x
u

x
y

xxx 000
limlimlim  

de ligi alarys,  ýagny vuvuy . 
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görnü de ýazmak bolar. Bu  formula  x   üýtgeýäne  ýakyn  bolan  bahalar  
üçin (ýagny ýeterlik kiçi  x  üçin) funksiýany  bahalaryny (28) de ligi   
sag  bölegindäki  x   göra  çyzykly  funksiýa  bilen  ýakynla dyrýar. Ony 
ulanmak  üçin   

          ))(()()( axafafxf                             (29) 
görnü de  ýazmaklyk  amatlydyr. 
      11-nji mysal.  )1()( xxf   funksiýany   0x   nokady    
etrabyndaky  takmyn  bahasyny  tapmaly. 
     (29) formulany  )1()( xxf   funksiýa  we  0a  üçin  ulanaly : 
                                 ,)0()0()1( xffx    
                    .1)0(,)0(,)1()( 1 ffxxf  

eýlelikde, 
                  xx 1)1( .                                      (30)  

      12-nji mysal.  3 027,27   a latmany  takmyn bahasyny tapmaly. 
      Ilki bilen ony 333 001,013027,027027,27  görnü de  ýazyp,  
so ra   3/13 )001,01(001,01  a latmany hasaplaly . Onu  üçin (30) 

formulada ,001,0x 3/1  goýup, 
3
001,3001,0

3
11)001,01( 3/1  

takmyn  de ligi  alarys.  onu   üçin  001,3)001,01(3027,27 3/13 .  
     13-nji mysal.  7529sin 0   a latmany   takmyn  bahasyny  tapmaly. 
        Bu  a latmany  tapmak  üçin  (28)  formulany  ulanarys. Onu   üçin 
ol  formulada  )(xf    funksiýany   ornunda  xsin   goýup,  

                            xxxxx cossin)sin(  

formulany alarys. Bu  formulada  ox 30 , 
3600

3ox  alsak, onda   

3600
30cos30sin

3600
30sin7529sin 0000  

.499237,0
7200

35,0
36002

3
2
1  

      6. Ýokary tertipli differensiallar. Mälim  bol y  ýaly,  eger  )(xyy  
funksiýa x   nokatda differensirlenýän  bolsa,  onda   onu   differensialy 
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   dttdxdttfdy )(,)([                       (25) 

de likleri  alarys.  (14)  formula boýunça  )()()([ tftf . onu   
üçin  (25)  de likler   esasynda   

         dxxfdxfdttfdy )()()()( .            (26)        
de ligi alarys.  (24)  we  (26)  formulalary  de dirip, çyl yrymly   

)]([ tf  funksiýany  hem differensialyny   ýene-de  ol  bir  (24) formula  
boýunça  kesgitlenýändigini  görýäris.  Funksiýany   differensialyny   bu 
häsiýetine  differensialy   inwariantlyk  häsiýeti  diýilýär  
     Differensialy   inwariantlyk   häsiýetini  ulanmaklyk  çyl yrymly  
funksiýalary   differensialyny   tapmaklygy  ýönekeýle dirýär.  Ony  
mysalda  görkezeli . 
    10-njy mysal. 122 xarctgy  funksiýany   differensialyny tapmaly. 

)1(12)1( 2222 xarctgdxarctgxarctgd  

)1(112 2
2

2 xd
x

xarctg  

..
1

122
1

1

)1(
12

1112

2

2

22

2

2
22

2

dx
xx

xarctgxdx
xx

xarctg

xd
xx

xarctg

 

      5.Takmyn  hasaplamalarda  differensialy  ulanyly y.  Funksiýany  
differensialy dü ünjesi girizilende   dy  differensialy   y   artyma  de  
däldigini görüpdik. 0),()( xxoxx  bolýandygy esasynda  (24) 
formulany ),( xodyu  0x  görnü de ýazmak  bolar. onu  üçin 

x -den ýokary tertipde bolan tükeniksiz  kiçi  takyklykda  
                      dyy .                                       (27) 

Bu  formula )(xfy   funksiýany   y   artymyny    dy   differensialy   
takmyn bahasy bilen çal yrmaklyga  mümkinçilik  berýär.  (22)  formulany 
we   )()( xfxxfy   de ligi  ulanyp,  (27)  formulany  

              xxfxfxxf )()()(                          (28) 
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     Goý,  indi  )()()( xvxuxy   bolsun, onda 

)]()()[()()]()([
)()()()()()(

xvxxvxuxxvxuxxu
xvxuxxvxxuxyxxyy

 

 Bu  ýerden  x 0   bolanda  

            
x
vxuxxv

x
u

x
y )()(                       (10) 

de lik alynýar. 1-nji teorema esasynda  
                 )()(lim

0
xvxxv

x
.                              (11) 

a görä  0x  bolanda (10) de likde predele geçip,  

vuvu
x
vxuxxv

x
u

x
y

xxxx 0000
lim)()(limlimlim  

de ligi alarys,  ýagny vuvuuvy .  
        Goý,  )(/)()( xvxuxy   we  0)(xv   bolsun, onda 

)(
)(

)(
)()()(

xv
xu

xxv
xxuxyxxyy  

)()(
)()()()(

xvxxv
xuxxvxvxxu  

.
)()(

)]()()[()()]()([
xvxxv

xvxxvxuxvxuxxu  

eýlelikde,   0x   bolanda   

                  
)()( xvxxv

x
vuv

x
u

x
y  .                               (12) 

(I1)  de lik  esasynda bu de likde 0x   bolanda  predele geçip, 

20
lim

v
vuvu

x
y

x
 

de digi  alarys, ýagny   2v
uvvu

v
uy   .  

    1-nji netije. Hemi elik  c  we differensirlenýän wvu ,, funksiýalar üçin   

,, wuvwvuvwuuvwwvuwvu  
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2,
u
uc

u
cuccu  

formulalar  dogrudyr. 
     3.Trigonometrik we logarifm funksiýalary  önümi. xxf sin)(    
funksiýa  üçin  

2
cos

2
sin2sin)sin( xxxxxxy . 

a görä  hem  (2)  formula we  1-nji ajaýyp  predel esasynda  

xxx
x

x
x
yxf

xxx
cos

2
coslim

2
2sinlimlim)(

000
, 

ýagny xx cos)(sin . a me ze likde xx sin)(cos . Onda (9)  
formulany  esasynda   xxtgx cossin         ),2/( Zx     we 

xxctgx sincos ,(x )Z funksiýalary   önümlerini   taparys:  

 
xx

xxxx
x
xtgx 22

'

cos
1

cos
)(cossincos)(sin

cos
sin)( ,  

         
xx

xxxx
x
xctgx 22 sin

1
sin

)(sincossin)(cos
sin
cos)(  .  

        )0,10(log)( xaxxf a  logarifmik funksiýa  üçin 
 xxxxxy aaa 1loglog)(log  

bolar. a görä ikinji ajaýyp predelden we logarifmik funksiýany  
üznüksizliginden peýdalanyp,   

)1(loglim1)1(log1limlim
000 x

x
x

x
xx

x
xx

y
axaxx

 

  
ax

e
xx

x
xx

x
x a

xx

xa
xx

ax ln
1log1)1(limlog1)1(loglim1

00
 

de ligi alarys,  ýagny 
ax

e
x

x aa ln
1log1)(log . Bu  ýerden   a = e 

bolanda xx 1)(ln  formula  alynýar.  
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de lik alynýar.Bu de likden bolsa önümi   geometrik  manysyny  we (22)  
formula esasynda  CE dyxxfxtg )( , xxfdy )(  de ligi 
alarys we ol differensialy  geometrik manysyny a ladýar.  2-nji suratdan  

dyy  bolýandygy has  aýdy   görünýär. 
     3. Differensialy  formulasy we düzgünleri. Eger xy   bolsa,  onda 

dxdy  we (22) de lik esasynda xxxdy , ýagny dxx  bolar.  
onu   üçin  (22)  formula   

                      dxxfdy )(                                        (24)  
görnü de ýazylar we  ol  )(xfy   funksiýany   differensialyny tapmak 
üçin esasy formuladyr. 
    (24)  formula  esasynda  (8), (9), (10)  formulalardan  peýdalanyp,  
differensialy tapmaklygy  esasy düzgünlerini  görkezeli : 

,)()()( dvdudxvdxudxvudxvuvud  
,)()()( udvvdudxvudxuvdxvuvudxvuvud  

222 v
udvvdu

v
dxvudxuvdx

v
vuvudx

v
u

v
ud  

      Hemi elik  cu   funksiýa  üçin (24)  formulany   esasynda 
0dcdu     we  so ky  iki  formulalardan  a akdakylar  alynýar:   

                         2,)(
v
cdv

v
cdcdvcvd  

         9-njy mysal. xxy sin   funksiýany  differensialyny tapmaly. 
     Differensialy   düzgünlerinden,  (24)  formuladan   we  önümi   
tablisasyndan  peýdalanyp,  differensialy  taparys: 

dxxxdxxxxxdxdxdy sin)(sinsin)(sin  

.
2
sincos dx

x
xxdxx   

 .     4. Çyl yrymly funksiýany  differensialy. Eger txxfy ,  
özlerini  üýtgeýänlerine görä differensirlenýän funksiýalar bolsa, onda  

tfy   funksiýa   t    görä çyl yrymly funksiýadyr. a görä  (24) 
formulany  ulanyp,   
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     1.Differensial dü ünjesi. Eger )(xfy   funksiýa   x   nokatda  
differensirlenýän bolsa, onda (6) de likden görnü i ýaly, onu ol  
nokatdaky artymy  

                           xxxxfy )(                                  (21) 
görnü de  a ladylýar. unlukda, bu de lig  sag bölegindäki gö ulyjylary  
ikisi hem 0x  bolanda tükeniksiz  kiçidir, ýöne 

0)(lim)(lim
00 xf

x
xxf
xx

xx
 

de likden  görnü i   ýaly, ikinji    go ulyjy     birinjä  görä  ýokary tertipli 
tükeniksiz kiçi ululykdyr. ol  sebäpli xxf   go ulyja  differensirlenýän  
funksiýany   y  artymyny   ba  bölegi  diýilýär. 
     Kesgitleme. )(xfy  funksiýany   x  nokatdaky artymyny   ba   
bölegine  ol  funksiýany  x   nokatdaky  differensialy  diýilýär  we  dy   
ýa-da  xdf   bilen  belgilenilýär.   

       eýlelikde, eger 
)(xfy  funksiýa x  

nokatda differensirlenýän 
bolsa,  onda  kesgitleme 
boýunça 
   xxfdy .  (22) 
Bu  formulany   esasynda 
(21)  de ligi                

xxdyy )(  (23)                                
görnü de  ýazmak  bolar. 
Bu  ýerden  görnü i  ýaly  

dyy .  
            2.Differensialy  

geometrik manysy. Ony görkezmek üçin )(xfy  funksiýany  
çyzgysynda ),( oo yxA we ),( yyxxB oo   nokatlary   alyp,   A   
nokatda  çyzga  galta ma  geçireli .  Onda  2-nji suratdan  görnü i  ýaly, 

x  artyma degi li y  artym  CB   kesimi  ululygyna, dy    differensial   
bolsa  CE    kesimi   ululygyna  de dir,  çünki  ACE den               

x
CE

AC
CEtg  

2-nji surat 

oo xfy
 

O 

E 

C A 

y 

xxo  x 

B 

ox  
 

dy 
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§ 3. 3. Ters we çyl yrymly funksiýany  önümi 
 

     1.Ters funksiýany  önümi. Goý, xfy   we ygx   özara ters 
funksiýalar bolsun. 
     3-nji teorema. Eger xfy  we ygx  differensirlenýän  özara 
ters funksiýalar bolup,  0xf  bolsa, onda olary  önümleri üçin 

xf
yg 1                                            (13) 

formula dogrudyr. 
       Differensirlenýän funksiýalar üçin 00 yx . a görä 

x
yy

x 1  

de likde predele geçip, (13) de ligi alarys.  
     2.Ters trigonometrik we görkezijili funksiýalary  önümi. Mälim 
bol y ýaly,  11arcsin xxy  funksiýa  22sin yyx  

funksiýany   ters  funksiýasydyr  we  0cossin yy . a  görä 3-nji  
teorema esasynda  

22 1
1

sin1
1

cos
1

)(sin
1)(arcsin

xyyy
x . 

Edil a me ze likde 

. 
22 1

1
cos1

1
sin
1

)(cos
1)(arccos

xyyy
x  

     arctgxy   funksiýany  bolsa tgyx   funksiýa üçin ters funksiýa  

bolýandygy  sebäpli, ytgytgy 22 1cos1  de lik   we  (13) formula 
esasynda 

222 1
1

1
1

cos1
1

)(
1)(

xytgytgy
arctgx  . 

Edil onu  ýaly 

222 1
1

)1(
1

sin1
1

)(
1)(

xyctgyctgy
arcctgx . 
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     )10( aay x  görkezijili  funksiýany  yx alog   logarifmik 
funksiýany   ters  funksiýasydygy esasynda  3-nji teorema boýunça  

aa
e

a
e

y
yey

a x

a

x

aaa

x ln
logloglog

1
)(log

1)( . 

Bu   formuladan xx ee )(   formulany alarys.   
       3. Çyl yrymly funksiýany  önümi. Bu funksiýany  önümini tapmak 

akdaky teorema esaslanýar. 
      4-nji teorema. Eger )(xu  we )(ufy  funksiýalar özlerini  
üýtgeýänlerine görä diferensirlenýän bolsa, onda )]([ xfy  çyl yrymly 
funksiýany   önümi   üçin  

      )()()( xuufxy            )( xux ufy        (14)   
formula  dogrudyr. 
      )(ufy   funksiüany    u   boýunça differensirlenýändigi üçin, (6) 
de lik esasynda 

uuuufy )()( .                 (15) 
Bu  de ligi  0x   bölüp, ony  

                 
x
uu

x
uuf

x
y )()(                       (16) 

görnü de ýazmak bolar. )(xu  funksiýany  x  nokatda önümini    
barlygyndan  onu   ol  nokatda  üznüksizligi  gelip  çykýar,  ýagny    

0x  bolanda,    0u  bolar   we   onu   esasynda   0)( u .  
onu   üçin  (16) de likde   0x   bolanda predele  geçip,  

)]([ xfy   çyl yrymly  funksiýa  üçin  (14)  formulany  alarys.   
     4-nji mysal.  75sin xy  funksiýany  önümini tapmaly. 
      Eger berlen funksiýany   75,sin xuuy   görnü de ýazsak,  
onda    5,75coscos xuxuuy   de likleri  esasynda (14) 
formula boýunça   75cos5575cos xxxy .  
     Eger )(xyy  funksiýa  F(x,y)=0  de leme  arkaly  anyk  däl görnü de 
berlen  bolsa,  onda    ),( yxF    funksiýa  x   ululyga     görä çyl yrymly 
funksiýa hökmünde garap,  )(xyy  önümi 0]),([ yxF    de lemeden   
tapmak  bolar. 
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funksiýany kesgitleýän bolsa, onda ol de lemäni  iki bölegini hem 
differensirläp,   xy   önümi  nähili tapylýandygy bize ozaldan mälimdir. 

onu  üçin differensirlenip alnan de ligi ýene bir gezek differensirläp we 
alnan de lemede birinji önümi  bahasyny goýup, funksiýany  ikinji 
önümini tapmak bolar. 

     13-njy mysal.   Anyk  däl    12

2

2

2

b
y

a
x

   de leme      arkaly 

kesgitlenýän   xyy   funksiýany  ikinji önümini tapmaly. 
 Çyl yrymly funksiýa hökmünde garap, de ligi  iki bölegini hem 

differensirläli  we birinji önümi tapaly : 

ya
xbyy

b
y

a
x

2

2

22 ,022
. 

Differensirlenip alnan de ligi ýene bir gezek differensirläli  we birinji 
önümi  bahasyny de lemede goýup, ikinji önümi tapaly : 

,011
2

2
22 y

b
yy

ba
 

2

2

4

4

2

2
2

2

2 11
y
x

a
b

a
b

y
y

a
b

y
y  

32

4

2

2

2

2

32

4

ya
b

b
y

a
x

ya
b

.  

       Parametrik  görnü de )(),( tytx  de likler arkaly  berlen 
funksiýany  birinji önümi (19) formula bilen tapylýar. ol   formuladan  
hem-de  çyl yrymly  we  ters  funksiýalary   önümleri  tapylýan  
formulalardan  peýdalanyp ikinji önümi taparys: 

)(
)()()()(

)(
)(
)(

)(
)()( 3 t

tttt
t

t
t

t
txy t

x

 

Bu önümden peýdalanyp funksiýany  üçünji we so ky önümleri tapylýar.   
 

§ 3. 5. Funksiýany  differensialy 
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)(xfy   funksiýany   x   nokatdaky  ikinji (ýa-da  ikinji  tertipli) önümi  
diýilýär, Ikinji önümi  önümine üçünji tertipli önüm diýilýär   we  ,m. 
Ikinjiden ba lap ähli önümlere ýokary tertipli önümler diýilýär we 

,,,, 54 yyyy  ýa-da ,,,),( 54 xfxfxfxf  
bilen belgilenýär. 
       Umuman, )(xfy   funksiýany )()1( xf n  önümini  birinji önümine  
ol funksiýany    n nji  önümi  ýa-da   n   tertipli  önümi  diýilýär: 

])([)( )1()( xfxf nn . 
      Funksiýany   nolunjy  önümi  diýlip  funksiýany   özüne  
dü ünilýändigini   belläli .     Ýokary   tertipli    önümler   fizikada   we   
beýleki   ylymlarda  gi leýin   ulanylýandyr.  Mysal  hökmünde,   ikinji   
önümi   mehaniki   manysyny  görkezeli . 
    Eger   )(xfy   funksiýa    material   nokady    göni    çyzyk boýunça   
hereketini    a ladýan   bolsa,  onda  )(xf   önümi  material  nokady  x  
pursatdaky tizligidigini  ýokarda  görüpdik. onu   üçin  funksiýany   

)(xf   ikinji  önümi  tizligi   üýtgeýi   tizligi bolar, ýagny hereket edýän 
material nokady   x   pursatdaky tizlenmesidir. 
      Kesgitlemeden  görnü i   ýaly,   ýokary    tertipli   önümleri tapmaklyk  
üçin  di e  birinji    tertipli   önümleri      tapmaklygy ba armalydyr. 
      8-nji nysal.  xxf cos    funksiýany    n nji  önümi üçin 

                        2cos)(cos )( nxx n                                   (20) 
formulany subut etmeli. 
     2cossin)(cos xxx  de lik  (20)  formulany   1n   üçin   
dogrudygyny görkezýär. Goý, ol formula kn   üçin  dogry bolsun,  onda  

   2cos])[(cos)(cos )()1( kxxx kk  
2)1(cos2sin kxkx  

de lik ol  formulany   1kn   bolanda  hem   dogrudygyny  görkezýär.  
onu  üçin matematiki induksiýa usuly esasynda (20)  formula Nn  

üçin  dogrudyr.    
      a me ze likde, Nn  üçin   2sin)(sin )( nxx n   de ligi 
subut etmek bolar.  
      2. Anyk däl we parametrik görnü de berlen funksiýalary  ýokary 
tertipli önümleri. Eger anyk däl  0, yxF   de leme käbir   xyy    
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    5-nji mysal.  0cos yxy   anyk däl de lemäni   kömegi bilen berlen 
)(xyy  funksiýany  )(xyy  önümini tapmaly.   

      De lemäni  çep bölegine     x   ululyga  görä    çyl yrymly  funksiýa  
hökmünde   garap,   (8)  we  (9)   formulalary    ulanyp taparys:   

,0sin yyyxy          )./(sin xyyy    
     4. Funksiýany  logarifmik önümi. Eger  0x   bolsa, onda 

xx
xx

x
x 1ln,1ln  

de likleri  esasynda  xx 1ln   bolar.Bu formulany ulanyp, çyl yrymly 
xfy ln   funksiýany  önümini tapaly . (14) formula esasynda 

xf
xfu

u
uxfy 1)(ln)||(ln .                    (17) 

unlukda, )||(ln xf   önüme xf   funksiýany  logarifmik önümi 
diýilýär we ol (17) formula boýunça tapylýar. 
      6-njy mysal.  xxy   funksiýany  önümini tapmaly. 
      Položitel  x  üçin funksiýany logarifmläp, ony  xxy lnln   görnü de 
ýazarys. (17) we logarifmi  önümini  formulasyny .ulanyp alarys: 

1ln1ln,1ln1ln xxxyyx
x

xx
y
y x .  

     5. Giperbolik funksiýalary  önümi. Çyl yrymly we görkezijili 

funksiýalary  önümini  formulasy esasynda  xxxx eeee , . 

a görä             chxeeeeshx
xxxx

22
 , 

     shxeeeechx
xxxx

22
, 

xchxch
xshxch

xch
shxchxchxshx

chx
shxthx 22

22

2
1 , 
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xshxsh
xchxsh

xsh
chxshxshxchx

shx
chxcthx 22

22

2
1 . 

      6. Funksiýalary  önümini  tablisasy. Funksiýalary  önümleri tapylan  
mysallary bir ýere toplap, önümler  üçin  eýle  tablisany  alarys. 

1. constCC ,0 . 

2. 0,1 xppxx pp R,  

      Rxnnxx nn ,,1 . 

3. xxx exaaaa xeR;,10,ln . 

4. 0,10,
ln
1log xa

ax
xa . 

      0,10
ln
1log xa

ax
xa . 

      0,1ln x
x

x . 

5. R.xxx ,cossin    

6. R.xxx ,sincos  

7. ..,
2

,
cos

1
2 nnx

x
tgx  

8. ..,,
sin

1
2 nnx

x
ctgx  

9. 1,
1

1arcsin
2

x
x

x . 

10. 1,
1

1arccos
2

x
x

x  

11. Rx
x

arctgx ,
1

1
2 . 

12. Rx
x

arcctgx ,
1

1
2 . 
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13. Rxchxshx ,  

14. Rxshxchx ,  

15. Rx
xch

thx ,1
2  

16. 0,1
2 x
xsh

cthx   

     7. Parametrik görnü däki funksiýany  önümi.  Goý,  x  we   y   
ululyklar  t   parametri   funksiýasy hökmünde   

                       )(),( tytx                             (18) 
görnü de berlen bolsun. Eger )(t  we )(t  funksiýalary  önümleri we 

)(tx  funksiýany  xgt  ters  funksiýasy  bar   bolsa,   onda    ters  
funksiýany  önümi (13) formula esasynda txg 1  de lik boýunça 
tapylýar. a görä çyl yrymly xgy  funksiýany  önümi (14) 
formula boýunça eýle tapylýar:   

t
txgtxgxy )()]([)(  .                      (19) 

    7-nji mysal.   Parametrik   görnü de  berlen   
ttayttax cos1,sin  

funksiýany   )(xy   önümini  tapmaly.   
      Ilki  bilen  funksiýalary    t  boýunça  önümlerini  tapaly : 

tatytatx sin)(,cos1)( . 
onu   üçin  )(xy   önümi  (19)  formula  boýunça  tapmak  bolar: 

2cos1
sin)( tctg

ta
taxy .   

 
§ 3. 4. Ýokary tertipli önümler 

 
      1. Anyk funksiýany  ýokary tertipli önümleri. Eger   )(xfy   
funksiýany  x   nokatda  önümi bar bolsa, onda )(xf  önüme ol  
funksiýany  birinji (ýa-da birinji tertipli) önümi diýilýär. Eger ol 
funksiýany   )(xf    önümini   hem  önümi  bar   bolsa,  onda   bu önüme 
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.28  3) .2233,3352 minmax yyyy  4), .11min eeyy  

5)  .412,412 minmax yyyy       6) minmax ,20 yyy  
4373,1251 min yyy .   7.   1)   0,   aralykda ýokaryk 

güberçek,  ,0    aralykda a ak güberçek we  7,0A   epin   nokady. 2) 
1,   we   ,1  aralyklarda a ak güberçek, 1,1   aralykda 

ýokaryk güberçek , 19,1A , 9,1B  epin nokatlary. 3)  3,  
we 3,0   aralyklarda ýokaryk güberçek, 0,3   we   ,3   
aralyklarda a ak güberçek, 2315,3,2,0,2315,3 CBA   
epin nokatlary.  4) 31,   we    ,31   aralyklarda a ak 
güberçek, 31.31    aralykda ýokaryk güberçek,  ,34,31A     

,34,31B   epin nokatlary.  8.  1)  .1,1 xx  2) .2,0 xyx  
3) ., xyxy 4) .1,1 yx  10. 1)  .9;19   2) .14;6  3) .3;13  

11.  .2ab   12. Tarapy  S  bolan kwadrat.  13.  Go ulyjylary  ikisi hem 
a/2   de .  14.  Äpi gäni  ini  .42 p  15. Esasyny  diametri 3 2V . 

16. Üçburçlugy  katetleri  2  we  4  de  bolmaly.  17.  1)  .25826,2  

2)  2,13459 .  3) .673593,0   4)  0,682328 . 
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onümini  i  bolmanda bir köki bardyr. 
     Bu teoremany eýle geometrik 
manysy bardyr:  a    we    b   
nokatlary  arasynda in bolmanda bir   
c    nokat bar bolup, ol nokatda 
funksiýany  çyzgysyna geçirilen 
galta ma   Ox   okuna paralleldir (2-
nji surat). 
    Rolu  teoremasyny   hemme  
ertleri  wajypdyr, ýagny  onu  
ertlerini     haýsy-da    bolsa    biri  

                      2-nji surat                 ýerine    ýetmese,   onda    onu  
tassyklamasy dogry däldir. Ony  a akdaky mysal tassyklaýar. 
    2-nji mysal.   11|,|)( xxxf . Bu   funksiýa üçin Rolu  
teoremasyny  0x   nokatda   differensirlenýär    diýlen  ertlerinden  
ba galary ýerine ýetýär. O a garamazdan  1,1   aralykda funksiýany  
önümini  nola de  nokady ýokdur, çünki  01 x   bolanda  1xf , 

10 x   bolanda  1xf . 0x   nokatda bolsa onu  önümi ýokdur.  
      2. Orta  baha  hakyndaky teoremalar. ),( ba  aralygy  içindäki   c   
nokat bilen baglany ykly subut edilýän tassyklamalara orta baha hakyndaky 
teoremalar diýilýär 
     Ko ini  teoremasy.  Goý,  ],[ ba  kesimde  üznüksiz  f   we   g   
funksiýalar  onu   hemme  içki  nokatlarynda differensirlenýän  bolup, 

0)(xg   bolsun.  Onda    cba ),(   nokat  bar  bolup, 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf                                              (4) 

de lik  ýerine ýetýär. 
      Ilki   bilen   0)()( agbg   bolýandygyny  görkezeli . Eger  onu  
tersine  güman  etsek,   onda  ],[ ba    kesimde  g   funksiýa  üçin  Rolu   
teoremasyny   hemme  ertleri  ýerine  yeterdi  we  onu  üçin   cba ),(   
nokat  tapylyp,  0)(cg  bolardy.  Ol   bolsa  teoremany   ertine  gar y  
gelýär. Diýmek, 0)()( agbg . a görä 

)]()([
)()(
)()()()()( agxg

agbg
afbfafxfxF  

y 

o        a       c                  b      x 
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funksiýa   garap   bileris.   Teoremany    ertlerinde   bu   funksiýa   ],[ ba     
kesimde  üznüksiz  we  onu  içki  nokatlarynda   differensirlenýär  hem-de   

)(
)()(
)()()()( xg

agbg
afbfxfxF . 

Ondan   ba ga-da  )()( bFaF . eýlelikde,  F   funksiýa    Rolu  
teoremasyny   hemme  ertlerini kanagatlandyrýar. Sonu  üçin hem   

cba ),(   nokat tapylyp,   

0)(
)()(
)()()()( cg

agbg
afbfcfcF . 

Bu  de likden  bolsa 0)(cg ertin  esasynda  (4)   formulany  alarys.   
     O a  Ko ini   formulasy  diýilýär.  
     Ko ini  teoremasyndan  netije  hökmünde a akdaky teoremany  alarys. 
    Lagranžy  teoremasy. Goý, f  funksiýa ],[ ba   kesimde  üznüksiz  we  
onu  içki  nokatlarynda differensirlenýän  bolsun. Onda   cba ),(   nokat  
tapylyp, 

                ))(()()( abcfafbf                                  (5) 
de lik  yerine  ýetýär. 
      Teoremany ertlerinde   )(xf   we  xxg )(   funksiýalar  Ko ini    
teoremasyny  hemme ertlerini  kanagatlandyrýar we  ol funksiýalar üçin 
hem Ko ini  formulasy dogrudyr. a görä ol                                  
formuladan    xxg )(   hususy halda   (5)  formula gelip çykýar.  
    O a  Lagranžy   ýa-da  tükenikli   artymy   formulasy  diýilýär.  
Lagranžy   formulasyny 

)()()()( bcacf
ab

afbf  

görnü de  ýazyp, onu  çep bölegini  ))(,( afaA  we ))(,( bfbB   
nokatlardan  geçýän  kesiji  göni  çyzygy   burç koeffisiýentidigini,  sag   
bölegini  bolsa  ))(,( cfcC   nokatda  çyzga   geçirilen  galta many   burç 
koeffisiýentidigini görýäris.  onu    esasynda  Lagranžy    teoremasyny   
geometrik manysy  ],[ ba   kesimde  üznüksiz we  onu   içki  nokatlarynda 
differensirlenýän   )(xfy   funksiýany   çyzgysynda  absissasy  c    de   
bolan   nokat   bar   bolup,   ol   nokatda   çyzga   geçirilen  galta many  

))(,( afaA   we  ))(,( bfbB   nokatlaryny birle dirýän kesiji göni çyzyga 
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1) .533 xxy   2) .63 23 xxy        3) .32 24 xxy  

   11. Trapesiýany  gapdal taraplaryny  we kiçi esasyny  uzynlygy   a  sana 
de  . Trapesiýany  meýdany i  uly bolar ýaly onu  uly  b   tarapyny 
kesgitlemeli.  

   12. Meýdany   S  de  bolan ähli gönüburçluklary  içinde i  kiçi 
perimetrlisini tapmaly.  

   13. Položitel   a   sany kublaryny  jemi i  kiçi bolar ýaly iki go ulyja 
dagytmaly. 

   14. Yokarsy ýarym töwerek bolan gönüburçluk görnü däki äpi gäni  
perimetri  p  sana de . I  köp ýagtylyk göýbermek üçin äpi gäni  ölçegleri 
nähili bolmaly ? 

   15. Silindrik görnü li konserwa bankasyny  göwrümi  V  de . Onu  
beýikligi we esasyny  diametri nähili bolanda ony ýasamaklyga az galaýy 
sarp ediler?  

   16. 2,1M  nokat arkaly göni çyzyk nähili geçirilende onu  birinji 
kwadrantda kesip alýan üçburçlugyny  meýdany i  kiçi bolar?. 

   17. Hordalar ýa-da galta malar usulyny ulanyp, de lemeleri  hakyky 
köklerini tapmaly:  

1) .0723 xx                                  2) .089,096,13 xx    
2) 3)  .0343 xx                             4) .013 xx  

J o g a p l a r 

    

     2.  1)  .1e  2)  .1  3)  9/4 .   4. 1)  1/2.   2)  3 .  3)  1/2.  4)  1.  5)  0.   
6)  0 .  7)  0.  8)  0.  9)  10 .  11)  4.  12)  1/e.  13)  1.  14)  81e  . 15)  2e . 
16)  2.  17)  1/2 .   5.  1)   1,   we   ,1    aralyklarda kemelýär, 

1,1  aralykda artýar. 2) 2,  aralykda kemelýär, ,2  aralykda 
artýar. 3) 1,1  aralykda kemelýär, 1,   we  ,1   aralyklarda 
artýar.  4) 0,1  we 1,0  aralyklarda kemelýär, 1,   we  ,1  
aralyklarda artýar.  6.  1)  .11max yy  2) 5,41 minmax yyyy  
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   12) ctgx

x
x ln

1

0
lim .13) .sinlim

0

tgx

x
x  14) .

2
coslim

21

0

x

x

x 15) 2
0

2lim
xtg

x
x  

   16) 
xx

xee xx

x sin
2lim

0
.  17) xxx ee

xtgx 3cos1lim
0

. 

5. Funksiýalary  kemelýän we artýan aralyklaryny kesgitlemeli: 

1) 33 xxy . 2)  xxy 42 . 3) 12
3
2 3 xxy .4) 533

x
xy  

     6. Funksiýalary  ekstremumyny tapmaly: 

1) .2 2xxy 2)  .3159 23 xxxy  3) .76
2
5

3
1 23 xxxy   

4) .ln xxy     5) 
42x

xy .   6)  .2
2
3

3
2

4
23

4

xxxy  

 7.   Funksiýalary  grafiklerini  a ak we ýokaryk güberçek aralyklaryny 
we epin nokatlaryny tapmaly: 

 1)  763 xxy .                                  2) .956 24 xxxy  

4)  .2610 35 xxxy                        5)  .
1

1
2x

y  

 8. Funksiýalary  grafiklerini  asimptotalaryny tapmaly:  

1) .
12x

xy   2)  .24 2

x
xxy     3)  .42xy       4) .1

1
xey  

 9. Funksiýalary der emeli we grafiklerini gurmaly: 

 1) .233 xxy    2) .135 23 xxxy  3) .396 23 xxxy  

    4) .34 24 xxy   5) .65 42 xxy       6) .355 xxy  

   7) .
33

1
2 xx

y     8)  .
1

1
2x

xy                 9) .
1
1

2

2

x
xy  

   10.Funksiýalary  2,2  kesimde i  kiçi we i  uly bahalaryny tapmaly: 
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paralleldigini a ladýar (3-nji surat). 
Lagranžy  formulasyndaky 
c  nokat      a   we   b    
nokatlary  arasyndaky  
nokatdyr,  ýagny   

.bca  Onda 
)/()( abac  

  üçin   10   we  
)( abac  bolar. a 

görä   Lagranžy  
formulasyny 

                               3-nji surat  
)))((()()( ababafafbf         ( 10 )               

görnü de ýazmak bolar.  
      Lagranžy  teoremasyndan eýle netijeler gelip çykýar. 
      1-nji netije. Eger ),( ba  aralygy  hemme nokatlarynda f  funksiýany  
önümi nola  de   bolsa, onda ol aralykda funksiýa hemi elikdir.   
       ),( ba  aralygy   erkin   x   we    ox   nokatlary üçin   Lagranžy   
teoremasy boýunça xcxxxcfxfxf ooo ))(()()( de lik ýerine  
ýetýär. Ol de likden bolsa 0)(cf erti  esasynda ),( ba  aralykda 

)()( oxfxf  de lik alynýar, ýagny funksiýa ol aralykda hemi elikdir.  
       2-nji netije.  Eger  ),( ba  aralygy  hemme nokatlarynda      we  g   
funksiýalary  önümleri  de   bolsalar, onda ol aralykda  olary   tapawudy  
hemi elikdir.   
    Teoremany ertlerinde ),( ba  aralykda )()()( xgxxf  funksiýa  
üçin    0)(xf  bolar.  onu   üçin 1-nji netije esasynda ol aralykda  

cxgxxf )()()( .   
 

§4. 2. Lopitaly  kesgitsizlikleri  açmak düzgüni 
 
     Funksiýalary  )(/)( xgxf  gatna ygyny  ax  bolanda predeli  
tapylanda  00  we     görnü däki kesgirsizliklere köp du  gelipdik. Bu 
halda kesgitsizlikleri açmaklygy  ýönekeý usullaryny  biri bolan Lopitaly   
düzgünini   ulanmak bolar. 

y 

o       a      c                        c      b        x    
b 
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     1, Kesgitsizligi   00  görnü ini  açyly y.  Bu görnü däki kesgitsizligi 
açmaklyk a akdaky teorema esaslanýar. 
     Lopitaly  teoremasy (düzgüni). Eger f  we   g    funksiýalar   ax   
nokady  käbir etrabynda differensirlenýän bolup, ol nokatda nola de  
bolsalar we ax  bolanda  xgxf   gatna ygy  predeli  bar bolsa, 
onda  )(/)( xgxf   gatna ygy  hem predeli bardyr we 

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax
                                 (6) 

 de lik dogrudyr. 
      Goý, ax    nokat  f   we   g    funksiýalary         differensirlenýän 
etrabyna degi li nokat  bolsun. Onda Ko ini  teoremasy boýunça  x  we  a  
nokatlary  arasynda eýle  c  nokat tapylyp, 

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agxg
afxf  

de lik ýerine ýetýär. erte görä  0agaf . onu  üçin ol de lik 

)(
)(

)(
)(

cg
cf

xg
xf                                            (7) 

görnü i alar.  c   nokady   x  we  a   nokatlary  arasynda ýerle ýändigi üçin 
acax .. onu  esasynda (7) de likde predele geçip,  

)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

cg
cf

xg
xf

axacax
 

de ligi alarys, ýagny (6) subut edildi.  
      1-nji bellik. Bu teorema  f   we    g    funksiýalar  ax   nokatda 
kesgitlenmedik bolup, 0)(lim)(lim xgxf

axax
 de lik ýerine ýetende hem 

dogrudyr. Hakykatdan-da, eger f  we  g  funksiýalary ax  nokatda hem 
üznüksiz bolar ýaly 

0lim)(,0lim)( xgagxfaf
axax

 

de likleri kanagatlandyrýar diýip alsak, onda bu hal ýokarda subut edilen 
teorema getirilýär. 
     2-nji bellik. Bu teorema  a   bolanda, ýagny 

0lim,0lim xgxf
xx
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n 1nx  41nx  7
11 4nnn xxgx  

3
2
1

 
1607,1
1614,1
15,1

 

 

8393,2
8386,2
85,2

 
1607,1
1607,1
1614,1

 

 

Bu tablisadan görnüsi ýaly, de lemäni  köki  1607,1c  de dir.  

 

G ö n ü k m e l e r 

 

     1. Funksiýalara 1,1  kesimde Rolu  teoremasyny ulanyp 
bolmaýandygyny subut etmeli: 

     1)  .3 xy     2) .1 xy    3) .sin xxy  

     2. Funksiýalara görkezilen kesimde Lagranžy  teoremasyny ulanyp,  c  
sany kesgitlemeli: 

     1) .,1,ln exxy   2) .1,2,3 xxxy  3) .4,1, xxy  

     3. 08153 5 xx  de lemäni  ýeke-täk hakyky köküni  bardygyny 
subut etmeli.    

     4. Lopitaly  düzgüninden peýdalanyp, predelleri tapmaly: 

1) 
x
x

x 10sin
5sinlim

0
.    2) 

x
x

x cos
3coslim

2
 .    3) 20

cos1lim
x

x
x

.     4) 
1

lnlim
1 x

x
x

. 

5) xx e
x 2

lim .  6) 0lnlim
0

nxx n

x
.  7) .

sin
11lim

0 xxx
 8) 4

lnlim
x

x
x

. 

9) 220

1
1

21lim
xex xx

. 10) xx
x

1lnlnlim
01

.  11)   
4

lim
0

xxctg
x

. 
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,1112 xcdgxgcgxc  

,2223 xcdgxgcgxc  

---------------------------------------------- 

111 nnnn xcdgxgcgxc  

bu ýerde  1,,2,1 nid i   c   we  1ix -i   arasyndaky käbir sanlar.Bu 
de likleri agzalaýyn köpeldip we so ra gysgaldyp, 

11 noon xgxgxgxcxc  

de ligi alarys. Bu de likden bolsa (34) erti  esasynda 
n

on qxcxc  

de sizlik gelip çykýar. 10 q erti  esasynda  0lim nq  we onu  üçin  

bu de sizlikden (35) de lik gelip çykýar. 

     25-nji mysal. Iterasiýa usuly boýunça   047 xx   de lemäni  
hakyky köküni tapmaly. 

      De lemäni 47 xx  görnü de ýazyp we 4,7 xxrxxp  
funksiýalary  grafiklerini   kesi me nokadyny tapyp, de lemäni  köküni  

1,2  kesime degi lidigini bilýäris.De lemäni  köküni içinde saklaýan 
uzynlygy kiçi bolan kesimi tapaly . 01,1,02,1 ff   bolýandygy 
üçin, de lemäni  köki  1,1,2,1   kesimi  içindedir. 7 4xxg  
belgileme girizip, de lemäni (32) görnü de ýazmak bolar. unlukda, 

1,1,2,1x  üçin 

106,0
4

1
7
1

47

1
7 67 6

q
xx

xg  

de sizlik, ýagny (34) ert ýerine ýetýär.Nolunjy ýakynla many 15,1ox  
alyp we beýleki ýakynla malary   7

1 4nn xx   formula boýunça 
hasaplap, a akdaky tablisany düzeli : 
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de likler ýerine ýetende hem dogrudyr. Hakykatdan-da, eger tx 1  alsak, 
onda  0tx   esasynda 

01lim,01lim
00

tgtf
tt

 

bolar. eýle hem 

2

2

00 11
11lim

1
1lim

)(
)(lim

ttg
ttf

tg
tf

xg
xf

ttx
 

xg
xf

tg
tf

xt
lim

1
1lim

0
. 

a görä bu de ligi  sagyndaky predel bar bolanda onu  çepindäki predel 
hem bardyr we 

xg
xf

xg
xf

xx
lim

)(
)(lim  

de lik dogrudyr. 
       3-nji bellik.  Eger  )(/)( xgxf   gatna yk   hem   0/0   kesgitsizligi  

ladyp,  )(xf   we   )(xg   funksiýalar    ax   nokady  etrabynda 
differensirlenýän bolup, ax  bolanda  xgxf   gatna ygy  predeli  
bar bolsa, onda  

)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

xg
xf

axaxax
 

de lik dogrudyr, ýagny degi li ertler ýerine ýetende Lopitaly  düzgünini 
birnäçe gezek ulanmak bolar.  
    3-nji mysal. xxxf sin)(   we  3)( xxg   funksiýalar üçin 

)(
)(lim

0 xg
xf

x
  predeli  tapmaly.   

      xxf cos1)(   we   23)( xxg       funksiýalary    )(/)( xgxf  
gatna ygy  hem   0/0  kesgitsizligi  a ladýar  hem-de  olar  0x   nokady   
etrabynda 3-nji belligi ertlerini kanagatlandyrýar. So a görä-de 

6
1

)(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xx
.   

        2.Kesgitsizligi    görnü ini  açyly y. Bu görnü däki 
kesgitsizlik üçin hem Lopitaly  teoremasy dogrudyr.Ýöne ol teoremada 
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0)(lim)(lim xgxf
axax

erti )(lim)(lim xgxf
axax

ert bilen 

çal yrmaly.. 

      4-nji mysal.  0lnlim p
x

x
px

  predeli tapmaly. 

 Bu predel üçin  görnü däki kesgitsizlik alynýar. Ony açmak 
üçin Lopitaly  düzgüninden peýdalanmak bolar: 

.01lim1limlnlim 1 pxpxpx pxpx
x

x
x  

      5-nji mysal.  ]5/[lim 2 x

x
x   predeli  tapmaly. 

       2)( xxf    we    xxg 5)(   funksiýalar   üçin   xxf 2)(    we  

)(xg 5ln5x  önümleri    )(/)( xgxf   gatna ygy   kesgitsizligi  
ladýar  hem-de  ol  önümler üçin Lopitaly  teoremasyny ertleri ýerine 

ýetýär.  unlukda,   

.0
5ln5

2lim
)5ln5(

)2(lim
)(
)(lim 2xxxxx

x
xg
xf  

onu  üçin hem 

.0
)5(
)(lim

5
lim

22

xxxx

xx
   

                 
     3.  Kesgitsizlikleri  beýleki  görnü lerini  açyly y.   Kesgitsizlikleri    
beýleki   

,0     ,     ,00      ,1     0  
görnü leri   yokarda  garalan   iki    kesgitsizliklere  getirilýär.    Ilki   bilen  
so ky   üçüsini   0   görnü däki  kesgitsizlige  getirilýändigini  
görkezeli .  Eger  ax    bolanda  )(xf    funksiýa   ,0   1  ýa-da     
ymtylýan  bolup,  )(xg   funksiýa  bolsa  degi lilikde  0,    ýa-da   0    
ymtylýan  bolsa,  onda  so ky  üç  kesgitsizlikler    ax    bolanda    

)()]([ xgxfy    funksiýany    predeli  tapylanda  alynýar.  Ol predeli   
tapmak  üçin  bolsa   

                 )(ln)(ln xfxgy      )0)(( xf                                (8) 
funksiýany    predelini  tapmak  ýeterlikdir.  (8)  de ligi   sag  bölegini  
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     5. Iterasiýa usuly. Bu usuly ulanmak üçin ilki bilen (27) görnü däki 
de lemäni  

xgx                                               (32) 

görnü däki de lemä  getirmeli  (ony dürli  usullar   bilen  ýerine   ýetirmek 

bolar). Eger  ox   (32) de lemäni  köküni  käbir ýakynla an  bahasy bolsa, 

onda ony de lemäni  köküne nolunjy ýakynla ma hökmünde alyp, birinji 

1x   ýakynla ma 
                                          oxgx1  

de likden tapylýar. onu  ýaly dowam etdirip, islendik  nx   ýakynla many 

,3,2,11 nxgx nn                                (33) 

formula boýunça yzygiderlikde kesgitleýäris. onu  üçin (33) formula 
boýunça de lemäni  çözüwini tapmaklyga yzygiderli ýakynla malar usuly 
ýa-da iterasiýa usuly diýilýär. Haýsy ertlerde yzygiderli ýakynla malar 
(33) de lemäni  çözüwine ýygnanýarka diýen soraga a akdaky teorema 
jogap berýär. 

     11-nji teorema. Eger (32) de lemäni   c  köküni we onu  (33) formula 
boýunça hasaplanylýan yzygiderli ýakynla malaryny özünde saklaýan 
aralykda 

1qxg                                            (34) 

ert ýerine ýetse, onda yzygiderli ýakynla malar de lemäni  köküne 
ýygnanýandyr, ýagny 

cxnlim .                                           (35) 

      (33) formuladan alynýan  oxgx1  we   c  sany  (32) de lemäni  
köki bolýandygy üçin ýerine ýetýän  cgc   de likler esasynda 
Lagranžy  teoremasyny ulanyp,  

ooo xcdgxgcgxc 1  

de ligi alarys, bu ýerde  od   san   c  we   ox -y   arasyndaky sandyr. onu  
ýaly de likleri beýleki ýakynla malar üçin hem ýazmak bolar: 
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        24-nji mysal. Galta malar usuly   boýunça  033 xx    
de lemäni  hakyky köküni tapmaly. 

    33 xxxf  funksiýa  üçin 072,011 ff we  2,1   
kesimde 

06,013 2 xxfxxf  bolýany üçin, ol kesimde de lemäni  
ýeke-täk köki bardyr we ony (31) formulany ulanyp tapmak bolar. Önu  
üçin ilki bilen de lemäni  köküni içinde saklaýan has kiçi kesimi tapaly . 

. 0497,033,13,13,1,0072,032,12,12,1 33 ff  

de sizlikleri  esasynda kök 3,1;2,1  kesimi  içindedir. Ol kesimi  
ortasyndaky 25,1x  nokatda   0203125,0325,125,125,1 3f  
bolýandygy üçin, köki içinde saklaýan 25,1;20,1  kesimi alarys.Nolunjy 
ýakynla ma  hökmünde  25,1ox   alarys,  çünki  0oo xfxf .   (31)  

formulany ulanyp, a akdaky tablisany düzeli : 

 

 

N 

 

 

nx  

 

 
3
nx  

 

3

3

n

n

n

x
x

xf

 

 

13 2
n

n

x

xf
 

 

n

n

xf
xf

 

n

n

n

n

xf
xf

x
x 1

 

0 

1 

2 

1,25 

1,214286 

1,213412 

1,953125 

1,790452 

1,786590 

0,203125 

0,004738 

0,000002 

5,6875 

5,42347 

5,417107 

0,035714 

0,000874 

0,0000004 

1,214286 

1,213412 

1,2134116 

 

Bu tablisadan görnü i ýaly, de lemäni  köki  21341,1c   de dir.  

     3-nji bellik. Hordalar we galta malar usullaryny  ulanylýan ertlerinde 
ol usullary  ikisini birwagtda hem ulanmak bolar. unlukda, ol usullar bilen 
tapylýan ýakynla malary  yzygiderligini   birisi artyp, beýlekisi bolsa 
kemelip de lemäni  köküne ymtylýandyr. Ol usullary gezeklesdirip hem 
ulanmak bolar. 
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predeli    tapylanda   ýokarda   agzalan   üç   ýagdaýda   hem     0   
görnüsdäki kesgitsizlik  alynýar.  onu   üçin  di e  0   we    
görnüsdäki kesgitsizlikleri  açmaklygy   öwrenmeklik  ýeterlikdir. Ölar 
bolsa 0/0   we   /   görnü däki  kesgitsizliklere  getirilýär. 
    Goý,  0)(lim xf

ax
   we   )(lim xg

ax
  bolsun, onda   

xf
xg

xg
xfxgxf 11)()(  

de likleri   esasynda   0  görnü däki  kesgitsizlikden    0/0   ýa-da  
/   görnü däki  kesgitsizlik  alynýar.  

     Eger   )(lim xf
ax

    we    )(lim xg
ax

   bolsa,  onda     

)(
1

)(
1

)(
1

)(
1)()(

xgxfxfxg
xgxf  

de ligi   esasynda      görnü däki  kesgitsizlikden   0/0  görnüsdäki 
kesgitsizlik  alynýar.  

     6-njy mysal.  
1

11lim
0 xx ex

  predeli    tapmaly.   

   Bu   ýerde      görnü däki  kesgitsizlik alynýar.  Ony  
ýönekeýle dirip,  0/0    görnü däki    kesgitsizlige    getireli    we  so ra     
Lopitalýn  düzgünini ulanaly  : 

])1([
]1[lim

)1(
1lim

1
11lim

000 x

x

xx

x

xxx ex
xe

ex
xe

ex
                 

.
2
1

2
lim

]1[
)1(lim

1
1lim

000 xx

x

xxx

x

xxx

x

x xee
e

xee
e

xee
e      

    Bellik. xgxf   görnü däki funksiýany  predelini  tapmak  üçin  ilki  
(8)  de ligi   sag  bölegini  predeli   tapylýar  we  so ra eýle  de likden  
peýdalanylýar:  

.lim)]([lim
)(ln)(lim)(ln)()( xfxgxfxg

ax

xg

ax
axeexf  

    7-nji mysal.  11

1
lim x

x
x  predeli   tapmaly.   

      Bu predel  1   görnü däki  kesgitsizlikdir.  )1/(1 xx    funksiýany 
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ixxe ln  görnü de    ýazsak,   onda   derejäni   görkezijisinde   0/0    
görnü däki   kesgitsizlik   alynýar.  Lopitaly  düzgünini  peýdalanyp,  ilki  
ol predeli   tapaly : 

.11lim
1

1lim
)1(
)(lnlim

1
lnlim

1111 x
x

x
x

x
x

xxxx
 

onu   üçin hem   

.limlim 11
lnlim)1/(ln

1

)1/(1

1
1 eeeex x

x
xx

x

x

x
x   

 
§  4. 3. Teýlory  formulasy we onu  ulanyly y     

 
1. Köpagza üçin Teýlory   formulasy. Goý,  x  görä  n  derejeli 

02
21 n

n
no bxbxbxbbxP                  (9) 

köpagza berlen bolsun. Kbir  a   san üçin ony hemi e ax   görä  n     
derejeli köpagza görnü inde a ladyp bolýandygyny görkezeli .Onu  üçin    
(9) de likde tax    çal yrma girizip,  

n
no atbatbatbbatP 2

21  
de ligi alarys. Bu de ligi  sag bölegini derejelere göterip we  t   görä de  
derejeli agzalary topla dyryp, 

n
no tctctccatP 2

21  
köpagzany alarys.Eger bu de likde  axt  goýup, ýene ö ki   x  ululyga  
geçsek, onda   xP   köpagzany  ax   tapawudy  derejesi boýunça 
dagydyly yny alarys: 

.2
21

n
no axcaxcaxccxP            (10) 

Bu köpagzany  näbelli  nkck ,,1,0    köeffisiýentlerini tapmak üçin 
ony yzygiderli  n   gezek differensirläli : 

,1322

,32
2

32

12
321

n
n

n
n

axncnaxccxP

axncaxcaxccxP
 

             n
n ncxP 321   

Bu de liklerde we (10) de likde   ax   goýup, 

n
n

o cnaPcaPcaPcaP !,,!2,, 21   
de likleri alarys we olardan näbelli koeffisiýentleri taparys: 
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,3,2,1
1

11 n
xfaf

xbfafx
x

n

nn
n                   (30) 

formuladan kesgitlenilýär (11-nji surat). 

     4. Galta malar usuly. Goý, de lemäni   c    köki içinde bolan ba,   
kesimde  f    funksiýa üçin hordalar usulyndaky ertler ýerine ýetsin. Bu 
halda nolunjy ýakynla many  bxo   alyp,  birinji    1x   ýakynla many  B   
nokatda  xfy   funksiýany  grafigine geçirilen (12-nji surat)  

bxbfbfy  

galta many   ox oky bilen kesi me nokadyny  absissasy hökmünde alary : 

bf
bfbx1 . 

unlukda,  bxa 1  bolar. Indi 
xfy   funksiýany  grafigine 

111 , xfxB   nokatda galta ma 
geçirip,  2x   ýakynla many 
galta many  Ox oky bilen kesi me 
nokadyny  absissasy hökmünde 
taparys: 

1

1
12 xf

xf
xx . 

Edil onu  ýaly dowam etdirip, n-nji  
ýakynla many taparys: 

,3,2,1
1

1
1 n

xf
xf

xx
n

n
nn .                       (31) 

Bu de lik boýunça kesgitlenen nx  yzygiderligi  hem predeli bardyr, ol 
predel de lemäni  takmyn köküdir we onu  üçinem (29) ýerine ýetýändir. 

        2-nji bellik. Nolunjy   ox    ýakynla ma    0oo xfxf       ertden 

kesgitlenýär.      

12-nji surat 

2x  1x  o 

y 

x 

B 

A 

a 
b 
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     23-nji mysal. Hordalar  usuly   boýunça    013 xx    de lemäni  
hakyky köküni tapmaly. 
       13 xxxf  funksiýa üçin 01,05,0 ff  we  islendik   x   
ücin 013 2xxf  bolýandygy sebäpli, 1;5,0   kesimde de lemäni  
ýeke-täk köki bardyr. 06xxf erti  ýerine ýetýändigi esasynda,  

11,1,375,05,0,5,0 fbfbfxfx oo  

bahalary ulanyp, (28) formuladan peýdalanyp taparys:   

;636364,0
375,01

375,0115,0
1

o

oo

xfbf
xbfbfx

x  

;671196,0
105935,01

105935,0636364,0

1

11
2 xfbf

xbfbfx
x  

.679662,0
026428,01

026428,0671196,0

2

22
3 xfbf

xbfbfx
x  

 

 

 

 

 

 

                  10-njy surat                                                  11-nji surat 

onu  ýaly dowam edip,  ,682292,0,682176,0,681691,0 654 xxx  

682327,0,682326,,682319,0 987 xoxx ýakynla malary taparys.  

eýlelikde, 0,0001  takyklykda de lmäni  köki tapyldy. 

     1-nji bellik. Eger 0,0 xfxf     (ýa-da    0,0 xfxf ) 
bolsa, onda bu halda  bxo  alynýar we  ,,, 321 xxx   ýakynla malar 

2M  
1M  

o 

y 

x 

B 

b c 
x2 x1 a=x0 

A 

f"(x)>0 
y 

x o 

A 

a c 
x1 x2 

M1 
M2 

b=x0 

B 

f"(x)>0 
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.
!

,,
!2

,
!1

, 21 n
aPcaPcaPcaPc

n

no  

Olary (9) de likde goýup, köpagza üçin Teýlory  formulasy diýilýän 
n

n

ax
n

aPaxaPaxaPaPxP
!!2!1

2  

formulany alarys. Bu formula  x-i   derejesine görä  xP   köpagzany 
ax   tapawudy  derejesi boýunça  köpagza görnü inde a latmaklyga 

mümkinçilik berýär we ony köpagzany   a   sana ýakyn bolan bahalaryny 
hasaplamakda ulanmak amatlydyr, çünki ax   tapawudy  ýeterlik kiçi 
bolýandygy üçin käbir derejeden ba lap go ulyjylary ta lamak bolar. 
     2. Erkin funksiýa üçin Teýlory  formulasy. Indi bolsa erkin )(xf  
funksiýany  haýsy etlerde ax   tapawudy  derejesi boýunça  köpagza 
görnü inde a ladylýandygyny görkezeli  we unlukda göýberilýän 
ýal lygy tapaly . 
      Teýlory  teoremasy. Eger f  funksiýany  a   nokady   käbir  
etrabynda  1n   tertipli   önümi   bar   bolsa,   onda  ol   etraba   degi li   
islendik ax  üçin a  we x  nokatlary   arasynda  eýle c  nokat  tapylyp,  

            
n

k
n

k
k

xrax
k

afxf
0

)(

)()(
!

)()(                  (11) 

formula  dogrudyr,  bu  ýerde   
1

)1(

)(
)!1(

)()( n
n

n ax
n

cfxr  .                             (12)  

          Goý,  
n

k

k
k

n ax
k

afxP
0

)(

)(
!

)( ,   xrxPxf nn              (13)     

bolsun. Onda teoremany subut etmek üçin   xrn  ücin (12) de ligi 
görkezmek ýeterlikdir. Bellenen   ax   ücin   xa,   kesimde 

1

1

1

)(

)(
!

)(
n

n
nn

k

k
k

ax
xrtx

tx
k

tftfxftF  

funksiýa garaly .Teoremany ertlerinde ol funksiýa ],[ xa   kesimde 
üznüksiz  we  differensirlenýändir we (13) esasynda 
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0)(
!

)()()(
1

)(

xrxrxrax
k

afafxfaF nnn

n

k

k
k

, 

0)(
!

)(
1

1

1

)(

n
n

nn

k

k
k

ax
xrxx

xx
k

xfxfxfxF , 

ýagny  F funksiýa ],[ xa  kesimde Rolu  teoremasyny  ähli ertlerini  
kanagatlandyrýar. a görä   cxa,   nokat tapylyp,  

                 0
)(1

)(
!

)()( 1

)1(

n
n

n
n

n

ax
xrcxn

cx
n

cfcF . 

Bu de likden bolsa (12) formula gelip çykýar we teorema subut bolýar.   
     1-nji bellik. Teoremany  ertlerinde  cf n 1   funksiýa çäklidir, a 
görä (12) de lik esasynda 

,0
!1

lim
!1

limlim
111

n
axcf

axn
axcf

ax
xr n

axn

nn

axn
n

ax
 

ýagny  ax   bolanda  xrn   funksiýa   nax   görä ýokary tertipli 
tükeniksiz kiçi funksiýadyr, onu  esasynda 

axaxoxr n
n                             (14) 

de ligi ýazmak bolar. 
       (11) formula Teýlory  formulasy, ondaky xrn   funksiýa bolsa ol 
formulany  galyndy agzasy diýilýär. unlukda, (12) we (14) formulalar 
boýunça kesgitlenen funksiýalara dei lilikde Lagranžy  we Peanony  
galyndy agzalary diýilýär.  

.     3.  Makloreni   formulasy.  Teýlory  (11) formulasyndan  0a   
bolanda  alynýan   

              xrx
n

fxf n
n

n

k

n

0

)(

!
)0()(                           (15) 

formula Makloreni   formulasy  diýilýär. Bu halda (12) we (14) galyndy 
agzalar  

n
n

n
n

n xoxrx
n

cfxr ,
)!1(

)()( 1
)1(

                      (16) 

görnü lerde ýazylar. 
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funksiýany  kesimi  uçlaryndaky bahalaryny  alamatlary dürli bolsun. 
Onümi  alamatlaryny  hemi elikligi esasynda  ba,   kesimde  funksiýa ýa 
artýandyr, ýa-da kemelýändir. a görä hem de lemäni  köki ýeke-täkdir. 
Ikinji önümi  alamatyny  hemi elikligi esasynda bolsa xfy   
funksiýany  çyzgysy ýokaryk ýä-da a ak güberçekdir. 
    Kesgitlilik üçin, 0,0 xfxf  bolsun. Onda bu halda xfy  
funksiýany  çyzgysy a ak güberçekdir we funksiýa artýandyr (10-njy 
surat). Nolunjy (ba langyç) ýakynla ma hökmünde  axo   alyp, birinji  

1x   ýakynla many  afaA ,   we   bfbB ,   nokatlary birle dirýän 

ab
ax

afbf
afy  

hordany   ox  oky bilen kesi me nokadyny  absissasyny almak bolar: 

afbf
abfbafx1 . 

unlukda,  f   funksiýany  kanagatlandyrýan ertlerinde  bxa 1   bolar. 
Indi  111 , xfxA   nokady alyp,  BA1   hordany geçireli  we ol hordany  
ox  oky bilen kesi me nokadyny  absissasyny ikinji 2x  ýakynla ma 
hökmünde alaly : 

1

11
2 xfbf

xbfbfx
x . 

unlukda, bxxa 21  bolar. onu  ýaly dowam etdirip, (n-1)-nji  1nx   
ýakynla many ulanyp,  n-nji  nx   ýakynla many 

        ,3,2,1
1

11 n
xfbf

xbfbfx
x

n

nn
n                              (28) 

formuladan taparys. eýdip tapylan  ýakynla malary  nx  yzygiderligi 
çäkli we monotondyr. a görä hem onu  predeli bardyr we ol predel (27) 
de lemäni  takmyn çözüwidir. unlukda, de lemäni   c    köküni  nx  
ýakynla madan tapawudy eýle bahalandyrylýar: 

xfr
r
xf

cx
bxa

n
n min .                           (29) 

0,0 xfxf  bolanda hem ýakynla malar (28) –den kesgitlenýär. 
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çözüwlerini tapmaklyk kynla ýar. A akda (27) görnü däki de lemäni 
takmyn çözmekligi  käbir usullaryna serederis. 
    1. Grafik usuly. Bu usul bilen de lemäni  çözüwini tapmak üçin berlen 

xf  funksiýa boýunça  xfy  funksiýany  grafigini gurýarlar we onu  
absissa oky bilen kesi me nokadyny tapýarlar. ol nokady  absissasy 
de lemäni  köküdir. xfy funksiýany  grafigini gurmak kyn bolanda 
de lemäni xrxp  görnü de ýazyp, xryxpy ,  funksiýalary  
grafiklerini gurýarlar we de lemäni  köküni olary  kesi me nokadyny  
absissasy hökmünde tapýarlar. Grafik usulyndan de lemäni  ýeke-täk köki 
ýerle ýän aralygy kesgitlemekde hem peýdalanmak bolar. Mysal üçin, eger  
f   funksiýa käbir ba,  kesimde üznüksiz we monotonn ( 0xf  ýa-da 

0xf )   bolup, kesimi  uçlaryndaky bahalaryny   alamatlary dürli bosa, 
onda ol kesimde (27) de lemäni  ýeke-täk köküni  bardygy grafikden 
görünýär.  
     2. Kesimi ýarpa bölmek usuly. Goý,   f    funksiýa  (27) de lemäni  
ýeke-täk köküni içinde saklaýan ba,   kesimde üznüksiz we kesimi  
uçlarynda funksiýany  bahalaryny  alamatlary dürli bolsun. Kesgitlilik 
üçin, 0,0 bfaf   hasap edeli . ba,   kesimi ýarpa bölüp, olardan 
uçlarynda funksiýany  bahalaryny  alamatlary dürli bolýan kesimi saýlap 
alaly  we ony  11 , ba  bilen belgiläli . Indi 11 , ba  kesimi de  ikä bolüp, 
uçlarynda funksiýany  bahalaryny  alamatlary dürli bolan bölegini 

22 , ba  bilen belgiläli  we u ýörelgäni dowam etdireli . eýlelikde, 
uzynlyklary n

nn abab 2  bolan kesimleri  nn ba ,  
yzygiderligini alarys. unlukda, islendik  n  üçin  nn bfaf 0  bolar. 
Saklanýan kesimler hakyndaky teorema esasynda ol kesimleri  hemmesine 
degi li bolan ýeke-täk  c  nokat bar bolup,  cba nn limlim  de lik 
dogrudyr. a görä-de, baCf ,   bolýandygy üçin nn bfaf 0  
de sizlikde predele geçip,  0cf   de ligi  alarys,  ýagny  c  de lemäni  
köküdir. Onu  takmyn bahasy hökmünde nn ba ,  kesimi  ortasyny, ýagny 

2nn ba  nokady almak bolar. unlukda, kökü  ol nokatdan uzaklygy  
12nab   sandan uly däldir. 

     3. Hordalar usuly. Goý, de lemäni   c    köki içinde bolan ba,   
kesimde üznüksiz hemi elik alamatly xf  we xf   önümler bar bolup, 
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       2-nji bellik. Mälim bol y ýaly, islendik üznüksiz we täk funksiýany  
0x  nokatdaky   bahasy   nola   de dir.  onu   üçin   ),( aa   aralykda  

differensirlenýän  täk  funksiýany   önümini   jübütligini  we  jübüt  
funksiýany   önümini   täkligini  nazara  alsak,  onda  islendik  tertipdäki  
önümi bar bolan täk f  funksiýa üçin 0)0()2( kf  we  jübüt f  funksiýa  
üçin  0)0()12( kf  bolar. onu   esasynda Makloreni  formulasy islendik 
tertipdäki önümi bar  bolan jübüt funksiýa  üçin      

           xrx
k

fxf n
k

n

k

k

2
2

0

)2(

)!2(
)0()(                       (17) 

görnü de,  täk  funksiýa  üçin  bolsa   

                 xrx
k

fxf n
k

n

k

k

12
12

0

)12(

)!12(
)0()(                (18) 

görnü de  ýazylar 
      4.Käbir funksiýalary  Teýlor formulasy. Eger xexf )( bolsa,  onda 

xk exf )()(  bolýandygy üçin ,1)0()(kf   .Nk   a görä ol  funksiýa 
üçin  (15)   formula eýle görnü i alar: 

xr
n
xxxe n

n
x

!
...

!2!1
1

2

.                        (19) 

    .sin)( xxf  Bu funksiýa täkdir we )2sin()()( kxxf k  (§ 3.4, 
mysal  8  seret).  a  görä  (18)  formula  we   2sin)0()12( nf n  

nn )1(cos de lik boýunça 

xr
n
xxxx n

n
n

12

123

)!12(
)1(...

!3
sin .               (20) 

.cos)( xxf Bu funksiýa üçin  )2cos()()( kxxf k  (§ 3.4, mysal 8 
seret). Onu  jübütligi   üçin (17) formula we  nn nf )1()cos()0()2(  
de lik esasynda 

xr
n

xxxx n

n
n

2

242

)!2(
)1(...

!4!2
1cos  .                (21) 

      ).1()1ln()( xxxf  Bu funksiýa üçin matematiki induksiýany  
esasynda 
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Nk
x
kxf k

k
k ,

)1(
)!1()1()(

1
)(  

formulany görkezmek bolar  (ony özba dak görkezi !). onu   üçin  
)!1()1()0( 1)( kf kk  de lik esasynda. bu  funksiýa  üçin  Makloreni   

formulasy eýle  bolar: 

.)1(...
2

)1ln( 1
2

xr
n
xxxx n

n
n                   (22) 

      mxxf )1()( .  Bu  funksiýa  üçin  
Nkxkmmmxf kmk ,)1)(1)...(1()()(  

bolýandygy a sat görkezilýär. a görä )1)...(1()0()( kmmmf k  
de lik esasynda bu funksiýa üçin Makloreni   formulasy      

2

!2
)1(

!1
1)1( xmmxmx m  

xrx
n

nmmm
n

n

!
)1)...(1(                           (23) 

görnü de bolar.  
     Eger  nm natural san bolsa, onda  0)()1( xf n ,  ýagny 0)(xrn  
bolar we ol formuladan Nýutony  binomyny  forrmulasy alynýar: 

....
!2

)1(
!1

1)1( 2 nn xxnnxnx  

     5. Teýlory  formulasyny  ulanyly y.  Bu formulany  käbir meseleler 
çözülende ulanyly yny mysallarda görkezeli . 
     8-nji mysal. )1/()1()( 2xxxf   funksiýany  x   üýtgeýäni  bitin  
položitel  derejesi  boýunça  4x   çenli   dagytmaly   we   )0()4(f   
hasaplamaly. 
        Berlen   funksiýany 122 )1)((1)( xxxxf   görnü de  ýazyp, 
(23) formulany  ulanarys:     

))(1)((1)( 4
422 xrxxxxxf  

)(1 4
432 xrxxxx . 

Bu  de ligi Makloreni  formulasy  bilen  de dirip, 1!4)0()4(f  de ligi  
alarys. Bu   ýerden  .24)0()4(f    
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goýup, 2dy   bolýandygyny görýäris. Diýmek, tegelegi  içinden 
çyzylan gönüburçluklary  i  uly meýdanlysy kwadratdyr. eýlelikde, 
togalak agaçdan kesilip alnan zy yndysy az bolan pürsi  kese kesigi 
kwadrat bolmalydyr, ýagny ol esasy kwadrat bolan gönüburçly 
parallelepiped görnü däki pürsdir.  
     22-nji mysal.Gaz garyndysy azody  we kislorody  oksidinden durýar. 
Garyndydaky azot oksidini maksimal tizlik bilen okislendirýän kislorody  
konsentrasiýasyny tapmaly. 
     Amalyýeti  öwrülmezlik ertlerinde 22 22  reaksiýany  
tizligi ycxv 2  formula boýunça a ladylýar, bu ýerde  x   NO-ny  wagty  
islendik pursadyndaky konsentrasiýasy;  y   2 -ni  konsentrasiýasy;  c  
bolsa reaksiýany  tizligini  konsentrasiýasy bolup, ol reagirleýji 
komponentlere bagly bolman di e temperatura baglydyr 0c . Gazy  
konsentrasiýasyny göwrüm prosentinde a ladyp alarys: 

322 100100,100 xxcxcxvxy . 
xvv   funksiýany der emek üçin onu  önümlerini tapaly :  

xcxvxxcxv 6200,3200 2 . 
Birinji önümi nola de läp, funksiýany   3200,0 21 xx   duruw 
nokatlaryny taparys. unlukda,  03200,00 vv   bolýandygy 
esasynda    01x   funksiýany  minimum, 32002x  maksimun nokady 
bolar. eýlelikde,  %3,33100%,7,662 xyxx  ýa-da  5,0xy  
bolanda okislenmegi  tizligi maksimal bolar.  
 
 

§ 4. 8. De lemeleri takmyn çözmekligi  usullary 
 

     Matematikada, tehnikada we beýleki tebigy ylymlarda du  gelýän dürli 
meseleler çözülende 

0xf                                                 (27) 
görnü däki de lemäni  çözüwlerini tapmaly bolýar. Eger  f   çyzykly, 
kwadrat  ýa-da käbir ba ga ýönekeý funksiýa bolsa, onda (27) de lemäni  
çözüli  usullary bize mekdep matematikasyndan bellidir. Ýöne  f   
funksiýany  çyl yrymly hallarynda (27) görnü däki de lemäni  
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     10-njy teorema. Eger ],[ ba   kesimde üznüksiz  f   funksiýa üçin 
     1) 0bfaf   bolup, bax ,  üçin 00 xfxf  bolsun; 
     2)  ba,  onu  differensirlenýän aralygy bolup, ol aralygy  di e bir  c   
nokadynda  0cf   bolsun.  
     Onda funksiýany  i  uly (i  kiçi) bahasy cf  de dir. 
      Goý, bax ,  üçin,  0xf  bolsun, onda birinji ert boýunça  f  
funksiýa i  uly bahany di e kesimi  içinde alyp biler. Fermany  teoremasy 
esasynda bolsa ol nokatda funksiýany  önümi nola de dir. Ikinji erti  
esasynda bolsa 0xf  de lik di e bir bac ,   nokatda ýerine ýetýär. 

onu   üçin  hem  funksiýany   i   uly  bahasy cf  de dir. 
Teoremany  ikinji bölegi onu  ýaly subut edilýär.  
     21-nji mysal. Togalak agaçdan zy yndysy az bolar ýaly dörtgyra  pürs 
kesmeli. 
     Geometriýa dilinde bu mesele eýle okalýar: 
berlen tegelegi  içinden i  uly meýdanly 
gönüburçluk çyzmaly (9-njy surat). 
   Eger gönüburçlugy  taraplary  x,   y   we 
diametri  d   bolsa, onda onu  meýdany xyS . Bu 

de likde  22 xdy  goýup, gönüburçlugy  
meýdany üçin 

22 xdxxS  
funksiýany alarys. unlukda, meseläni   manysyna   görä  dx0  bolar.  
     eýlelikde, ba daky mesele 22 xdxxS  funksiýany  d,0   
kesimde i  uly bahasyny tapmaklyga getirildi. Ol funksiýa üçin 

02
22

22

xd

xdxS  

de lemäni  d,0   kesime degi li bolan di e bir 2dx  köki bardyr. ol  
kesimde xS  funksiýa  üçin 10-njy teoremany  ähli ertleri ýerine ýetýär: 

dx ,0   üçin 0xS  we  00 dSS  we ol funksiýa ol kesimde  
üznüksizdir. a görä ol teorema boýunça  xS   funksiýa i  uly bahany  

2dx   nokatda  alýandyr.   x-i   bu bahasyny  22 xdy de likde 

x 

d y 

9-njy surat 

 205

     Indi bolsa   islendik  takyklykda  e   sany  hasaplap  bolýan  formulany  
getirip   çykaraly .   xexf )(   funksiýa  üçin Teýlor  formulasyny    
hususy   haly  bolan   Makloren   formulasyndan 1x   bolanda   

nrn
e

!
1...

!2
11  

de lik  alynýar.   u   formula  boýunça   e   san  kesgitlenip,     n   sany   
näçä   de digi     e  sany   haýsy  takyklykda  hasaplanylýandygyna  
baglydyr. Ol  san  Lagranžy    galyndy  agzasyndan  alynýan   

)!1(
3

)!1(
|)1(|

nn
ern  

de sizlik  ulanylyp  tapylýar.   
      9-njy mysal. 610  takyklykda   e   sany  hasaplamaly. 
      Ony görkezmek üçin (20) formuladan 1x   bolanda alynýan  

1
!

1...
!2

11 nr
n

e  

de likden peýdalanarys.  
610

)!1(
3|1|

n
rn  

de sizligi   9n   bolanda   ýerine  ýetýändigi esasynda    

.718281,2
!9

1...
!2

11e   

    10-njy mysal.  
!4!2

1cos
42 xxx   ýakynla an  formulada  x   

üýtgeýäni   haýsy  bahalarynda  ýal lyk   00005,0    sandan   kiçidir? 
       xxf cos)(   funksiýa   üçin  görkezilen  Makloreni  (21)  
formulasyndan  we  Lagranžy   galyndy  agzasyndan görnü i  ýaly,  
meseläni  çözmek  üçin  

00005,0
!6

||)(|
6

6
x

xr  

 de sizligi  çözmek ýeterlikdir. Bu ýerden  575,0|| x    alynýar.    

    11-nji mysal.  ]/)1[(sinlim 56 2

0
xxxx

x
  predeli hasaplamaly.   
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      Bu predeli   hasaplamak  üçin  galyndy   agzasy    Peanony ky bolan 
akdaky Makloreni  formulalaryndan  peýdalanarys: 

),(
)!12(

)1(...
!5!3

sin 2
12

1
53

n
n

n xo
n
xxxxx  

mx)1(  

)(
!

)1)...(1(...
!2

)1(1 2 nn xox
n

nmmmxmmmx  

Gözlenýän   predeli  maýdalawjysynda  5x   bolany  üçin,  sanawjydaky  
funksiýalara  Makloreni  formulasyny  ulananymyzda  x   üýtgeýäni   
bä inji   derejeden  so kylaryny    hemmesini   )( 5xo    girizeris:    

),(
!5!3

sin 5
53

xoxxxx  

),(
72
5

6
1

)(
72
5

6
11)1(1

553

4426/126 2

xoxxx

xoxxxxxxx
 

)(
90
71sin 556 2 xoxxxx . 

onu   üçin hem 

.
90
7)(

90
7

lim1sinlim 5

55

05

6 2

0 x

xox

x
xxx

xx
   

 
§ 4. 4.  Funksiýany  monotonlygy we ekstremumy   

 
    1. Funksiýany  monotonlyk ny anlary. Ilki bilen funksiýany  
hemi elikligini  zerur we ýeterlik ertini görkezeli . Mälim bol y 
ýaly Cxf  hemi elik funksiýany  önümi nola de dir. Lagranžy  
teoremasyny  1-nji netijesi boýunça önümi nola de  bolan funksiýa 
hemi elikdir. onu  üçin hem  0)(xf  ert    f   funksiýany  hemi elik 
bolmagyny  zerur we ýeterlik ertidir.  
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     6. Ýokardaky maglumatlary ulanyp, funksiýany  grafigini gurýarys.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

§ 4. 7. Funksiýany  i  kiçi we i  uly bahalary  
we meseleleri çözmekde olary  ulanyly y 

 
      Matematikada, fizikada, himiýada we durmu da du  gelýän köp 
meseleler käbir funksiýalary  kesimdäki i  kiçi we i  uly bahalaryny  
tapmaklyga getirilýär. Kesimde üznüksiz funksiýalary  Weýer trasy  
teoremasy  boýunça ol  kesimde i  uly we i  kiçi bahalary alýandygy üçin, 
ol funksiýany  ],[ ba   kesimi  içindäki i  uly  bahalaryny )(af   we  )(bf  
bahalary  bilen  de dirip, f  funksiýany  i  uly bahasyny taparys. 

onu   ýaly  hem  funksiýany   ],[ ba   kesimdäki  i  kiçi bahasy  tapylýar.  
      20-nji mysal.  11232)( 23 xxxxf    funksiýany   ]3,2[    
kesimdäki i  kiçi we i  uly  bahalaryny  tapmaly. 
      1266)( 2 xxxf  önümi nola de läp, onu  1x   we 2x  nol 
nokatlaryny tapaly  we funksiýany ol nokatlardaky  bahalaryny kesimi   
uçlaryndaky  bahalary  bilen  de direli : 

.83,19)2(,8)1(,32 ffff  
    eýlelikde, funksiýany  i  kiçi bahasy 192f  we i  uly  bahasy 

81f .  
         Käbir ýagdaýda funksiýany  i  uly we i  kiçi bahalaryny tapmak üçin 

akdaky teoremany ulanmak amatlydyr.  

1  

1 

1 1  o 

y 

x 

9-njy surat 
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    19-njy mysal.  
1
1

2

2

x
xxf   funksiýany  der emeli  we  grafigini  

gurmaly.  
      I.  Funksiýa   1,1 xx    nokatdan   ba ga    x R   nokatlarda  
kesgitlenen   we  üznüksizdir, 1,1 xx  onu  üzülme nokatlarydyr. 
    2. )]1/(1[lim 22

1
xx

x
.Diýmek, 1,1 xx göniçyzyklar grafigi  

dik asimptotalarydyr,  1y   bolsa onu   ýapgyt asimptotasydyr,  çünki      

,0
1

1lim)(lim 2

2

xx
x

x
xf

xx
    

 1
1
1lim]0)([lim 2

2

x
xxxf

xx
. 

    3. Funksiýany  önümlerini tapaly : 

32

2

22 1

134,
1

4

x

xxf
x

xxf  

Önümi  nola  de läp, onu   0x  köküni taparys. 1,1 xx  nokatlary  
önümi  hem üzülme nokatlary bolýandygy üçin, san okuny 1,1 xx  
we   0x  nokatlar arkaly böleklere bölüp, olarda onümi  alamatlaryny 
anyklaly .   01,1 xx  bolanda    0xf   we  funksiýa  ol  
aralyklarda artýar, 1,10 xx    bolanda 0xf  we  funksiýa  ol  
aralyklarda kemelýär. 040,00 ff  bolýandygy  
esasynda   0x  funksiýany     maksimum  nokadydyr   we   funksiýany  
maksimum bahasy  10f . 
     4. 1x   we  1x   bolanda  0xf   we funksiýany  grafigi  ol 
aralyklarda a ak güberçekdir, 11 x   bolanda bolsa 0xf  we 
funksiýany    grafigi   ol  aralykda   ýokaryk    güberçekdir.  Funksiýany   
grafigini  epin nokady ýokdur, çünki ikinji önümi hiç bir nokatda nola de  
däldir we funksiýany  kesgitlenmedik nokatlarynda kesgitlenmedikdir. 
     5. 0x   bolanda  10fy  bolýandygy üçin funksiýany  grafigi  
Oy   oky bilen   1,0A  nokatda kesi ýändir,  Ox   bilen bolsa kesi ýän 
däldir, çünki  011 22 xx   de lemäni  hakyky köki ýok. 
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     1-nji teorema. Eger ),( ba  aralykda differensirlenýän f  funksiýa  üçin  
ol aralykda )0)((0)( xfxf   bolsa, onda ),( ba  aralykda  ol funksiýa 

kemelmeýändir (artmaýandyr). Eger-de )0)((0)( xfxf  bolsa, onda 
funksiýa ),( ba  aralykda artýandyr (kemelýändir). 
      Goý, ),( ba  aralykda 0)(xf  we baxx ,, 21    üçin  21 xx   
bolsun.  Onda  ],[ 21 xx   kesimde Lagranžy   teoremasyny   hemme ertleri 
ýerine  ýetýär we  onu  esasynda  ),( 21 xx  aralykda    c   nokat tapylyp,   

       ))(()()( 1212 xxcfxfxf                      (24) 
de lik ýerine ýetýär.Bu de likden bolsa 12,0)( xxcf ertler esasynda   

0)()( 12 xfxf  de sizlik gelip çykýar, ýagny  f    funksiýa   ),( ba  
aralykda  kemelmeýändir. 0)(xf   bolandaky  subudy  onu    ýalydyr.  

eýle hem  )0)((0)( xfxf   bolanda   f  funksiýany  artýandygy    
(kemelýändigi)  onu  ýaly  subut  edilýar.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    a                                                                           b          
 
     Bu teoremany  ýönekeý geometrik manysy bardyr. Eger käbir aralykda 

xfy  funksiýany  grafigine geçirilen galta ma  Ox   oky bilen ýiti 
0tg   burçy emele getirýän bolsa (4-nji  a  surat), onda funksiýa ol 

aralykda artýandyr. Eger-de galta ma  Ox   oky bilen kütek  0tg  
burçy emele getirýän bolsa (4-nji  b   surat), onda funksiýa ol aralykda 
kemelýändir. 
     12-nji mysal. 296)( 23 xxxxf  funksiýany   artýan we 
kemelýan aralyklaryny tapmaly. 

4-nji surat 

y 

x O O 

y 

x 
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             3133439123)( 22 xxxxxxxf   de ligi  
esasynda  1x   we   3x   bolanda  önüm položiteldir we funksiýa  

,3,1,  aralyklarda artýandyr, 31 x bolanda önüm otrisateldir  
we  funksiýa  3,1  aralykda  kemelýändir.   
     2. Funksiýany  ekstremumy. Ekstremumy  zerur erti. Goý,   f    
funksiýa   a   nokady  käbir  ,aU  etrabynda kesgitlenen bolsun. Eger 

,aUx  üçin afxfafxf   de sizlik ýerine ýetse, onda 
a   nokada   f    funksiýany  maksimum (minimum) nokady diýilýär. 
Funksiýany  maksimum (minimum) nokatdaky bahasyna bolsa ol 
funksiýany  maksimumy (minimumy) diýilýär. Funksiýany  
maksimumyna we minimumyna bolsa onu  ekstremumy diýilýär.  
    Funksiýany    a    nokatdaky bahasyny  onu  di e ol nokady  käbir 
etrabyndaky bahalary bilen de dirilýändigi üçin bu kesgitlemedäki 
ekstremuma funksiýany  etrap ekstremumy hem diýilýär. 
     2-nji teorema (Ekstremumy  zerur erti). Eger   f    funksiýa  a  
ekstremum nokadynda differensirlenýän bolsa, onda  0af . 

 a    nokady   funksiýany  ekstremum nokady bolany üçin ol 
nokady eýle ,aU  etraby tapylyp, funksiýany  af  bahasy ol 
etrapdaky bahalaryny  i  ulusy ýa-da i  kiçisidir. a görä  Fermany  
teoremasy esasynda 0af  bolar.   
     eýlelikde, differensirlenýän funksiýany  ekstremum nokatlaryny 
tapmak üçin 0)(xf de lemäni çözmek zerurdyr (onu  çözüwine önümi  
nol nokady ýa-da funksiýany  duruw nokady diýilýär). Ol nokady   
ekstremum nokady  bolman hem  bilýändigini belläli . Mysal üçin,  

3xxf  funksiýany  23xxf  önümi üçin 00f , ýöne  0x   ol  
funksiýany  ekstremum  nokady  däldir, sebäbi )1,1(  aralykda  ol artýar. 
     onu   üçin hem  0)(xf   erte   ekstremumy   zerur  erti  diýilýär.  
Funksiýany  differensirlenmeýän, ýagny önümini  tükeniksizlige öwrülýän 
ýa-da ýok nokady  hem  onu  ekstremum  nokady  bolup  biler,  ol 

akdaky  mysallarda  görkezilýär.  

       13-nji mysal.  a)  ||)( xxf ;   b)   3 2xxf  funksiýalary  
ekstremum nokatlaryny tapmaly.. 

 217

,)(limlim)(limlim k
x
x

x
bk

x
xbkx

x
xf

xxxx
 

bxbkxxf
xx

)]([lim])([lim . 

     Ýeterlik.  Goý,  (26) predeller  bar  bolsun,  onda  onu   ikinji  de ligi  
bkxxfx )()(  funksiýany  x  bolanda tükeniksiz kiçidigini 

ladýar  we  bu  ýerden  (25)  de likler  alynýar, ýagny bkxy  göni 
çyzyk )(xfy   funksiýany  grafigini  ýapgyt asimptotasydyr.  
    Funksiýany  grafigini  x   bolandaky  ýapgyt   asimptotasy hem 
onu  ýaly  kesgitlenýär. 

    18-nji mysal.
1

)(
2

x
xxxf  funksiýany  grafigini  asimptotalaryny 

tapmaly.   
      1x  göni çýzyk funksiýany  grafigini   dik asimptotasydyr, çünki 

1
lim

2

1 x
xx

x
.  Funksiýany  

1
22

1
221

1
22)(

2

x
x

x
xx

x
xxxf  

görnü de ýazyp, 0
1

2lim
xx

 de ligi  esasynda 2xy   göni çyzygy  

funksiýany  grafigini  ýapgyt asimptotasydygyny alarys.  
    2.  Funksiýany  der eli i we onu  grafigi. Funksiýany  der emekligi  
eýle  tertipde  geçirmek  bolar.  

     1. Funksiýany  kesgitleni  oblastyny we üzülme nokatlaryny tapmaly.  
 2. Funksiýany  grafigini  asimptotalaryny  tapmaly. 

     3. Funksiýany     artýan   we   kemelýän    aralyklaryny kesgitlemeli we 
ekstremum nokatlaryny hem-de ekstremum  bahalaryny   tapmaly. 
     4.Funksiýany  a ak we ýokaryk güberçek  aralyklaryny  hem-de  epin 
nokatlaryny  kesgitlemeli.  
     5. Funksiýany  grafigini  koordinatalar oklary bilen kesi me 
nokatlaryny tapmaly. 
     6. Alnan   maglumatlar  esasynda funksiýany  grafigini gurmaly. 
     Funksiýa jübüt ýa-da täk bolanda onu  grafigini  simmetrikligini nazara 
alyp, ony di e 0x   bolanda der emek ýeterlikdir. 
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kesgitleni   oblastyny  3 41, ,  0,41 3 ,   ),0(   aralyklara  
bölüp,  olary  her  birinde  ikinji  önümi   alamatyny  kesgitläli .  
    1) Eger 3 41,x   bolsa, onda 0)(xf   we  funksiýa   a ak  
güberçekdir.  
    2) Eger 0,41 3x  bolsa,  onda  0)(xf   we  funksiýa ýokaryk  
güberçekdir. 
     3) Eger  ,0x   bolsa,   onda   0)(xf   we   funksiýa    a ak   
güberçekdir.  
       eýlelikde,  ikinji   önüm  3 41x     we     0x    nokatlardan  

geçende  alamatyny  üýtgedýär. unlukda, 3 41x   funksiýany  epin 
nokady bolup, 0x    epin  nokady däldir, çünki ol nokatda  funksiýa  
kesgitlenmedikdir.  
 

§ 4. 6. Funksiýany  grafigini   
           asimptotalary we der eli i 

 
     1. Funksiýany  grafigini  asimptotalary, Eger   ,lim

0
xf

ax
 

xf
ax 0

lim   predelleri  i  bolmanda birisi   ýa-da     de  bolsa,  

onda ax  göni çýzyga xfy funksiýany  grafigini  dik asimptotasy 
diýilýär.  Eger  f   funksiýa   

         0)(lim),()( xxbkxxf
x

               (25) 

görnü de a ladylýan  bolsa,  onda  bkxy   göni  çyzyga   )(xfy   
funksiýany  grafigini   ýapgyt asimptotasy diýilýär.   
    9-njy teorema. )(xfy   funksiýany  grafigini   x   bolanda  

bkxy   ýapgyt asimptotasyny   bolmagy  üçin   

        bkxxfk
x
xf

xx
])([lim,)(lim               (26) 

predelleri   bolmagy  zerur  we ýeterlikdir. 
     Zerurlyk.  Goý, bkxy  göni çyzyk )(xfy   funksiýany  
grafigini   ýapgyt asimptotasy bolsun, ýagny (25) de likler ýerine ýetsin,  
onda  
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         0x    nokatda  olary  birinjisini  önümi  ýokdur, ikinjisini  
önümi bolsa tükeniksizlige de dir, ýöne  ol  nokat  funksiýalary  ikisini  
hem minimum nokadydyr, çünki 0   üçin   x   bolanda 
olary  ikisi üçin hem    00)( fxf .  
       Funksiýany  duruw nokadyna, eýle hem onümini  tükeniksizlige de  
ýa-da ýok nokadyna  onu  ekstremumyny   bolup biljek  nokady diýilýär. 
Ol nokady   haçan hakykatdan hem funksiýany   ekstremum nokady 
bolýandygyny bilmek üçin go maça barlag geçirmeli. Onu  üçin bolsa  
ýeterlik  ertleri ulanmaly. 
      2.Ekstremumy   ýeterlik  ertleri.  Eger    a    nokady  käbir  
etrabynda  kesgitlenen  f   funksiýa üçin  0   tapylyp, ),( aa    we   

),( aa   aralyklarda  funksiýany   alamatlary  dürli-dürli  bolsa, onda  ol  
funksiýa  a   nokatdan  geçende  alamatyny  üýtgedýär diýilýär.  
    3-nji teorema (Birinji  ýeterlik  ert). Eger f   funksiýa  a   nokady  
käbir  etrabynda  differensirlenýän  bolup, 0af  we a  nokatdan  
geçende  f   önüm   alamatyny  üýtgedýän bolsa,  onda  a   nokatda  f   
funksiýany   ekstremumy  bardyr. unlukda,  eger:  
      1. Önümi  alamaty go makdan aýyrmaga üýtgese, onda  a  nokat    f 
funksiýany  maksimum nokadydyr. 
     2. Önümi  alamaty aýyrmakdan go maga üýtgese, onda  a  nokat   f  
funksiýany  minimum nokadydyr. 
     Eger-de funksiýany  önümi  a  nokatdan  geçende alamatyny   
üýtgetmese,  onda ol nokatda funksiýany   ekstremumy ýokdur. 
       Goý, x   garalýan  etraba  degi li  erkin  nokat  bolsun. Onda   ],[ xa   
(ýa-da  ],[ ax ) kesimde f   funksiýa  Lagranžy   teoremasyny   ertlerini  
kanagatlandyrýar  we  onu   üçin cxa ),(   (ýa-da   cax ),( )  nokat 
tapylyp, ))(()()( axcfafxf  de lik dogrudyr. Eger  ax  bolanda 

0)(xf  we  xa  bolanda 0)(xf  bolsa, onda  iki  ýagdaýda-da  ol  
de likden  )()( afxf  de sizlik   alynýar  we  ol   a   nokady   f   
funksiýany  maksimum  nokadydygyny  a ladýar. 2-nji ert ýerine ýetende 
a  nokady  funksiýany  minimum nokadydygy onu  ýaly  görkezilýär. 
    Eger funksiýany  f  önümi   a  nokatdan  geçende alamatyny   
üýtgetmese, onda ol  nokatda  onu   ekstremumyny   ýokdugy  16-njy 
teoremadan  gelip  çykýar,  çünki  bu  halda  funksiýa  monotondyr.  
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     Bu teoremany eýle geometrik manysy bardyr: eger differensirlenýän 
funksiýany   grafigini   afaA ,   nokadynda galta ma  Ox   okuna 
parallel, ondan çepdäki nokatlarynda galta ma ol ok bilen kütek, sagdaky 
nokatlarda bolsa ýiti burç emele getirýän bolsa, onda  a  onu  maksimum 
nokadydyr (5-nji   a  surat ). Eger-de galta ma ondan çepdäki nokatlarda ol 
ok bilen kütek, sagdaky nokatlarynda bolsa ýiti burç emele getirýän bolsa, 
onda  a  onu  minimum nokadydyr (5-nji  b   surat) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              a                                                                b               
  
      Bu düzgün boýunça funksiýany  ekstremumyny tapmak üçin onu  
kesgitlenen aralygyny  differensirlenmeýän we duruw  nokatlary arkaly 
aralyklara bölmeli we olarda önümi  alamatlaryny kesgitlemeli (onu  üçin 
bolsa her aralygy  bir nokadynda önümi  alamatyny bilmek ýeterlikdir). 
        14-nji mysal. 32 12 xxxf  funksiýany  ekstremumyny 
tapmaly. 

       Funksiýany  san okuny  ähli nokatlarynda önümi bardyr: 
4512123122 2223 xxxxxxxxf  . 

Funksiýany  önümini  nollary 1,8,0,2 321 xxx . ol nokatlar 
arkaly san okuny   1,8,0,8,0,2,2, , ,1  aralyklara 
böleli  we  olara degi li   –3,  –1,  0,  2   nokatlarda önumi  alamatlaryny 
kesgitläp, önümi  degi li aralyklardaky alamatlaryny anyklarys: 

  2,)1      aralykda    0xf  , 
 8,0,2)2    aralykda     0xf , 

                            1,8,0)3        aralykda    0xf , 
                            ,1)4          aralykda    0xf . 

5-nji surat 

A 

A 

a a 

y 

O x 

y 

O x 
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    Teoremany    0)(af   erti   zerur    bolup,   ýöne   ol   ýeterlik   
däldir.    
Mysal üçin,  4)( xxf  funksiýany   212)( xxf   ikinji  önümi  0x   
nokatda  nola de dir, ýöne  ol  nokat  funksiýany   epin  nokady  däldir, 
çünki  0x  nokady   islendik  etrabynda  ol  funksiýa a ak güberçekdir. 
     Funksiýany  ikinji önümini  ýok nokady hem onu   epin nokady   bolup  
biler.  Ony  0x   nokatda   önümi ýok, ýöne ol nokat onu  epin nokady 
bolan   31xxf   funksiýa tassyklaýar. 
     8-nji teorema (Ýeterlik  ert). Eger  a   nokady   käbir  etrabynda 
ikinji  önümi  bar  bolan f   funksiýa üçin 0)(af   bolup,   f   önümi   
ol  etrapda   a   nokady   çepinde we  sagynda  alamatlary  dürli-dürli 

bolsa, onda ))(,( afaA   nokat  xfy  funksiýany  grafigini  epin  
nokadydyr. 
      Funksiýany  ikinji  önümini   a   nokatdan  çepde   we   sagda   
alamatlaryny  dürlüligi  esasynda,  6-njy teorema  boýunça   a   nokatdan 
çepde we  sagda  funksiýany  grafigini  güberçeklik ugurlary  dürli bolar. 

onu  üçin ))(,( afaA  nokat xfy  funksiýany  grafigini  epin 
nokadydyr.  
       eýlelikde,   funksiýany   epin  nokatlaryny   hem-de onu   a ak we  
ýokaryk güberçek  aralyklaryny  kesgitlemek  üçin  a akdaky  düzgünden  
peýdalanmak  bolar.   
   1. Funksiýany   ikinji  önümini  nola  de   hem-de  ikinji  önümini  ýok   
(ýa-da tükeniksizlide de ) nokatlaryny  tapmaly.   
   2. Funksiýany   kesgitleni   oblastyny  ol  nokatlar  hem-de  funksiýany   
üzülme nokatlary   arkaly  aralyklara  bölmeli  we  alnan  aralyklary    her   
birinde   funksiýany    ikinji   önümini  alamatlaryny  kesgitlemeli.  

    17-nji mysal. 241)( x
x

xf  funksiýany  epin nokatlaryny,  a ak  we 

ýokaryk  güberçek  aralyklaryny  tapmaly.   
        Funksiýany   ikinji   önümini  tapaly : 

x
x

xf 81)( 2 ,        3

3

3

4/1882)(
x

x
x

xf . 

Diýmek, funksiýany   ikinji  önümi  0x   nokatda  tükeniksizlige de dir  
we  3 41x    nokatda  nola  de dir.  onu    üçin  hem  funksiýany   



 214

görnü de bolar. xfy  funksiýany ox  nokady  käbir etrabynda  2n  
üçin  Teýlory   formulasy boýunça dagydyp, 

xxcxxcfxxxfxfxfy ooooo ,,
2

 

de ligi alarys. So ky iki de likden bolsa 
2

2 oxxcfYy  

de lik gelip çykýar. erte görä  0cf  bolýandygy üçin bu de likden 
0Yy ,  ýagny   Yy  de sizlik gelip çykýar. Ol de sizlik  xfy  

funksiýany  grafigyny ol grafiga erkin  baxxfxM ,,  nokatda 
geçirilen galta madan ýokarda ýerle ýändigini a ladýar, ýagny ba,  
aralykda . xfy  funksiýany  grafigi a ak güberçekdir. Teoremany  
ikinji tassyklamasy onu  ýaly subut edilýär.  
     2. Funksiýany  grafigini  epin nokady.  Eger a  nokady  käbir  

etrabynda   kesgitlenen   f   üçin  
xfy    funksiýany   grafigini    ol  

etrapda  a   nokady   çepinde we 
sagynda  güberçeklik ugurlary dürli-dürli  
bolsa, onda ))(,( afaA   nokada onu   
grafigini   epin  nokady (8-nji surat).,  a  
nokada bolsa  f    funksiýany  epin 
nokady diýilýär. 
      7-nji teorema (zerur  ert).  Eger 

))(,( afaA   epin   nokady    üçin  f   funksiýany    a   nokatda    üžnüksiz 
ikinji   önümi  bar  bolsa,  onda   0)(af .  

  Eger tersine 0)(af  (ýa-da  0)(af )  bolsa, onda  f önümi   
a   nokatda üznüksizligi esasynda  a   nokady  käbir etrabynda hem ol 
alamat saklanar we 6-njy teorema esasynda   a   nokady ol etrabynda 
funksiýany  grafigi a ak (ýa-da ýokaryk) güberçek bolar, ýagny  a nokat 
funksiýany    epin  nokady bolup bilmez. Bu gar ylyk teoremany subut 
edýär.  

o a 

y 

x 
8-nji surat 
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      eýlelikde, ekstremumy  birinji ýeterlik erti boýunça  x =  –2   nokat   
funksiýany  maksimum,  x = –0,8   nokat  minimum nokadydyr,   x = 1   
nokatda bolsa onu   ekstremumy ýokdur. unlukda, funksiýany   
maksimum bahasy   f(–2) = 0,  minimum bahasy bolsa   f(–0,8) = –8,4.  
     Bellik. Bu teorema   f   funksiýa   a  nokatda üznüksiz bolup, ol nokatda 
onu  önümi ýok  halynda hem dogrudyr. 
     Kabir hallarda ekstremumy tapmak üçin funksiýany  ikinji önümini  
barlygyny  talap edýän  a akdaky  teoremany   ulanmak amatly bolýar.   
     4-nji teorema (Ikinji  ýeterlik ert). Goý, f  funksiýany   a   nokatda  
ikinji önümi bar bolup, 0)(af  bolsun.Onda a  nokat 0)(af  bolanda 
funksiýany  minimum, 0)(af  bolanda bolsa maksimum nokadydyr.   

  Ikinji onümi  kesgitlemesine we teoremany ertine görä 

ax
xf

ax
afxfaf

axax
limlim  

de ligi ýazmak bolar.Bu de lik esasynda 0)(af  bolanda, funksiýany  
predelini  häsiýeti boýunça   a   nokady  käbir  etrabynda 

0
ax
xf  

de sizlik ýerine ýeter.  onu  üçin ax   bolanda   0xf   we ax   
bolanda  0xf   bolar we ekstremumy  birinji ýeterlik erti boýunça    a    
nokat  funksiýany  minimum nokadydyr. Ikinji tassyklama hem onu  ýaly 
subut edilýär.  
   15-nji mysal. 1510 24 xxxf  funksiýany  ekstremumyny tapmaly 
      0204 3 xxxf   de lemäni    5,0,5 321 xxx   
çözüwleri bardyr. ol nokatlarda 2012 2xxf   ikinji önümi  
bahalaryny  alamatlaryny kesgitläli :  ,0200,0405 ff  

0405f . eýlelikde, ekstremumy  ikinji ýeterlik erti boýunça  
5,5 31 xx   nokatlar funksiýany  minimum, 02x   nokat   bolsa 

maksimum   nokadydyr. unlukda,  1055 ff     funksiýany  
minimum  bahasy we 150f   maksimum bahasy   bolar.  
    eýlelikde,  funksiýany   ekstremumy  üçin ýene-de  bir  düzgün aldyk.  
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    Bu  düzgüni  funksiýany   a   nokatda   ikinji    önümi   ýok     ýa-da    
0)(af   bolanda  ulanyp   bolmaýar.   Bu  halda   ekstremumy   tapmak   

üçin  a akdaky teoremany  ulanmak amatlydyr. 
     5-nji teorema (Üçünji ýeterlik ert). Goý, f  funksiýany  a  nokatda   
n   tertipli önümi  bar  bolup,  

0)(),1,...,1(0)( )()( afniaf ni  
ertler ýerine ýetsin. Onda  n   jübüt bolup,  0)()( af n  bolanda a   nokat 
f   funksiýany  maksimum, 0)()( af n   bolanda  bolsa minimum  

nokadydyr.  Eger  n   täk   bolsa,   onda    a   nokatda   f   funksiýanyñ    
ekstremumy  ýokdur. 
          Teoremany   ertlerinde  

))(()(
!

)()()(
)(

nn
n

axoax
n

afafxf  

Teýlor formulasy  dogrudyr. Onda   ax    bolanda 

0
)(

))((),( n

n

ax
axoaxb  bolýandygy  üçin,  ax    bolanda  ),( axb   

tükeniksiz  kiçidir.  onu   üçin   Teýlor  formulasyndan  alynýan  

n
n

axaxb
n

afafxf )(),(
!

)()()(
)(

 

de likdäki  kwadrat  ýaýy   içindäki  a latmany   alamaty  )()( af n  
önümi   alamaty  bilen  gabat  gelýär.  onu   üçin  n   jübüt  bolanda,  
 0)( nax   bolýandygy  sebäpli,  )()( afxf     tapawudy  alamaty 
hem   )()( af n   önümi   alamaty   bilen   gabat   gelýär.  ol  sebäpli  

0)()( af n  bolanda 0)()( afxf  ,  ýagny   a   nokat f  funksiýany   
minimum nokadydyr, 0)()( af n    bolanda  bolsa   0)()( afxf   we  
a    nokat maksimum nokadydyr.  Eger   n   täk san bolsa,  onda  nax )(   

latma  we  onu  bilen   birlikde   bolsa    )()( afxf   tapawut    a    
nokatdan  geçende  alamatyny  üýtgedýär, a görä hem  a   nokat 
funksiýany  ekstremum nokady bolup bilmez.        
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     16-njy mysal. 3464 234 xxxxxf  funksiýany  ekstremum 
nokatlaryny tapmaly. 
     412124 23 xxxxf   önümi  ýeke-täk   1x   nol nokady 
bardyr. ol nokatda beýleki önümleri  bahalaryny hasaplaly : 

,01,122412 2 fxxxf . 01,2424 fxxf   we 
0241,24 IVIV fxf   bolany üçin, ekstremumy  üçünji ýeterlik 

erti boýunça  1x  nokat funksiýany  minimum nokadydyr we 
minimum bahasy .21f  

 
§ 4. 5.  Funksiýany  grafigini  güberçekligi 

we epin nokatlary 
 

    1.Funksiýany  grafigini  güberçeklik ugurlary. Eger käbir aralykda 
xfy  funksiýany  grafigi o a geçirilen islendik galta madan ýokarda 

(a akda) ýerle ýän bolsa, onda onu  grafigi ol aralykda a ak (ýokaryk) 
güberçek  diýilýär. A ak  güberçek  grafige oýuk (6-njy surat) we  ýokaryk   
 
 
 
 
 
 
 
 
      
güberçek  grafige bolsa ýöne güberçek grafik  (7-nji surat) hem diýilýär.   
      6-njy teorema. Eger   f    funksiýany  ba,  aralykda ikinji önümi bar 
bolup, 00 xfxf   bolsa,  onda  xfy  funksiýany   grafigi 
ol aralykda a ak (ýokaryk) güberçekdir. 

      Goý, ba,  aralykda 0xf  bolsun.  Bellenen   baxo ,   üçin  

oo xfx ,   nokatda xfy  funksiýany  grafigine galta ma geçireli . 
Eger onu  nokatlaryny  üýtgeýän ordinatasyny   Y   bilen belgilesek, onda 
ol galta many  de lemesi 

ooo xxxfxfY  

7-nji surat 6-njy surat 

y y 

o o x x 
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II. 5.  KESGITSIZ INTEGRAL 
 

§  5.1.  Kesgitsiz integraly   
kesgitleni i we onu  häsiýetleri 

 
     1. Asyl funksiýa we kesgitsiz integral. Mälim bol y ýaly, differensial 
hasabyýeti  esasy meselelerini  biri  funksiýany differensirlemekdir. Ýöne 
matematikada, tebigy ylymlarda we tehnikada differensirlemeklige ters 
bolan  meseleler hem du  gelýär. Mysal üçin, berlen tizligi arkaly  material 
nokady  göni çyzyk boýunça  geçen ýoluny kesgitlemek we himiki 
reaksiýany  tizligi boýunça o a gatna ýan jisimi  mukdaryny tapmak  
eyle meselelerdir. Ba gaça aýdylanda, bu meseleler berlen xfxF   

önüm boýunça  F  funksiýany  özüni tapmaklygy a ladýar. 
      Eger  X  aralykda  F  funksiýa üçin xfxF  de lik ýerine ýetse, 
onda   F  funksiýa  ol  aralykda  f   funksiýany  asyl funksiýasy diýilýär.  
   Mysal üçin, xxF sin  funksiýa san okunda xxf cos  funksiýany   

asyl  funksiýasydyr, çünki  Rx   üçin  xfxxxF cossin ; 
xxF ln   funksiýa   0x   üçin   xxf /1   funksiýany   asyl  

funksiýasydyr, çünki  0x    üçin  xfxxxF 1ln . 
       Eger  F  funksiýa  X  aralykda  f  funksiýany  asyl funksiýasy bolsa,   
onda islendik   hemi elik   C   san  üçin  CxF xfxF , ýagny 

CxFxG    funksiýa     hem    X   aralykda   f   funksiýany  asyl 
funksiýasydyr. unlukda, dürli iki asyl funksiýalary  tapawudy hemi elik C  
sana. de dir: CxFxG .  
     eýlelikde,  eger  F  funksiýa   X  aralykda   f  funksiýany  asyl 
funksiýalaryny  birisi bolsa, onda ol aralykda onu  islendik  asyl 
funksiýasy  CxFxG   görnü de a ladylýar (C-erkin hemi elik san), 
ýagny CxF   köplük    f   funksiýany    X   aralykdaky ähli asyl 
funksiýalaryny  köplügidir. 
     Kesgitleme.  f   funksiýany   X  aralykdaky ähli asyl funksiýalaryny  
köplügine  f   funksiýany ol aralykdaky kesgitsiz integraly diýilýär we ol 

             dxxf                        (1) 
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bilen belgilenilýär. Bu ýerde  belgä integral belgisi, dxxf  a latma 
integral astyndaky a latma,  f   funksiýa bolsa integral astyndaky funksiýa 
diýilýär. 
     eýlelikde, kesgitleme boýunça  

    CxFdxxf  .                        (2) 
Kesgitlemeden görnü i ýaly,  funksiýany  kesgitsiz integralyny tapmaklyk 
ol funksiýany  asyl funksiýasyny tapmaklygy a ladýar. onu  üçin berlen 
funksiýany  asyl funksiýasyny tapmaklyga integrirlemek hem diýilýär. Ony 
tapmak üçin bolsa (2) formula ulanylýar. Kesgitsiz integrala, köplenç ýöne 
integral hem diýilýär.. 
     2.Kesgitsiz integraly  esasy häsiýetleri. 1. Eger    f   funksiýany    X   
aralykda asyl funksiýasy bar bolsa, onda 

            a)  ;xfdxxf      b) dxxfdxxfd  
de likler dogrudyr. 
       Eger  F   funksiýa   X    aralykda    f    funksiýany    asyl funksiýasy  
bolsa, onda (2) formula esasynda  

xfxFCxFdxxf . 
Bu de lik we differensialy  kesgitlemesi boýunça  

dxxfdxdxxfdxxfd .  
     Bu häsiýet önüm we integraly , eýle hem differensial we integraly  
özara biri-birlerine ters bolan amallardygyny görkezýär. 

2. Eger   g   funksiýa   X   aralykda differensirlenýän bolsa, onda 
xdg Cxgdxxg .                              (3) 

      Bu  de lik   X  aralykda   g  funksiýany   gf  funksiýa üçin asyl 
funksiýasy bolýandygy sebäpli kesgitlemeden gelip çykýar.  
     3. Eger    f  funksiýany   X  aralykda  asyl funksiýasy bar bolsa, onda 
islendik hemi elik  k  san  üçin   kf   funksiýany  hem ol aralykda asyl 
funksiýasy bardyr we 0k  bolanda 

                  dxxfkdxxfk ,                                   (4) 

de lik dogrudyr, ýagny hemi elik 0k   köpeldijini integraly  astyndan                    
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80) .
25
25ln

102
1 C

x
x       81) .3232

8
3 3 Cxx  

82) .
2
1ln 2 Cxxx        83) .2ln 2 Cxx  

84) .
9

613 3 Cex x  85) .2cos
4
12sin

2
Cxxx

 86) .
4

12 2 Cex x  

87) .
2

sin8
2

cos46 Cxxx   88) .2ln2 Cxx  

89) .2sin
4

522cos
4

15102 2

Cxxxxx
  

90) .4
4
3ln4

2
3 22 Cxxxxx      91) .

3
2ln

3
2 Cxxx  

92) .322 Cxxe x     93) .2ln2ln 2 Cxxx  

94) .1lnln
1

Cxx
x

x
  95) .2ln2 Cxx    96) .

13
1

3 C
x

 

97) .
2

1
2
1 Cxarctg     98) .

1
5ln

4
1 C

x
x

  

99) .
2

1
2
152ln

2
1 2 Cxarctgxx     100)  .

2
3ln C

x
x

 

101)  .
3
12 3 Cxctgctgxtgx     102)  .

2
2

2
1 Cxtgarctg  

103)   .
5

2

5
2ln

5
1 C

xtg

xtg
   104)     .

2
ln

2
1

24
1

2
2 Cxtgxtgxtg  
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41) ;32ln2 Cxx  42) Cxxx 1ln2
2

2

 ; 43) ;1ln Ce x  

44)   ;123

Ce xxx          45)   ;
3
1 3 Ce xtg           46)    ;

3
2

6
1 Cxarctg   

47)    ;
23
23ln

12
1 C

x
x    48)   ;

4
3arcsin

3
1 Cx    49)    ;arcsin

2
5 2 Cx  

50)   ;lnarcsin Cx    51)    ;ln4
3
1 3 Cx    52)     ;42 Ce x   

53)   ;
1

Ce x    54)    ;
2ln3

2
3

C
x

       55)    ;cos1cosln 2 Cxx  

56)   ;
3
1 3 Ctgx           57) ;

1
1 C

x
                 58) ;

3
12arcsin Cx  

59) ;
3

12
3

2 Cxarctg  60) ;32arcsin Cx  61) ;
3
1

3
1 Cxarctg  

62) ;12 Cxarctg  63) ;
532
532ln

5
1 C

x
x                     

64) ;2cos
2
13sin

3
1 Cxx  65) ;5sin

5
13cos

3
1 Cxx   

66) ;3sin Cx  67) ;
4

sin 4

Cx  68) ;
6

cos 6

Cx  

 69) .2sin
4
1

2
1 Cxx  70) .2sin

4
1

2
1 Cxx  71) .4cos

8
1 Cx  

72) .
2
1coscos

2
1 Cxx  73) .

3
5sin

10
3

3
13sin

26
3 Cxx  

74) Cxxx coscos
3
2cos

5
1 35 . 75) .sinsin

3
2sin

5
1 35 Cxxx  

76) .6sin
12
14sin

8
1 Cxx  77) .cos

3
1cos

5
1 35 Cxx   

78) .2sin
48
14sin

64
1

16
1 3 Cxxx  79) .

7
3

21
1 Cxarctg  
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çykaryp bolar. 
        Goý,   F  funksiýa   X  aralykda   f   funksiýany  asyl funksiýasy 
bolsun, ýagny  .xfxF  Onda xkfxkF  de ligi  esasynda 

xkF  funksiýa   xkf   funksiýany  asyl funksiýasy bolar we onu  üçin  

dxxkfCxkFCxFkdxxfk 1 , 

bu ýerde  1C = kC .   
     4. Eger  f  we  g   funksiýalary   X  aralykda asyl funksiýalary bar bolsa, 
onda  gf   funksiýany  hem ol aralykda asyl funksiýasy bardyr we 

         dxxgdxxfdxxgxf                     (5) 

formula dogrudyr, ýagny algebraik jemi  integraly integrallary  algebraik 
jemine  de dir.  
      Goý,   F   we   G   funksiýalar   X  aralykda degi lilikde  f  we   g   
funksiýalary  asyl funksiýalary bolsun, ýagny  xfxF   we   

.xgxG  Onda xgxfxGxF   we onu  üçin    

21 CxGCxFdxxgdxxf = 

dxxgxfCxGxFCCxGxF 21 , 

bu ýerde 21 CCC .   
     Bu häsiýet islendik tükenikli sany funksiýalary  go ulyjylary üçin hem 
dogrudyr. 
    3. Kesgitsiz integrallary   tablisasy. Integrirlemegi  differensirlemege 
ters amaldygy esasynda elementar funksiýalary  önümlerini  tablisasyndan 
peýdalanyp, kesgitsiz integrallary  tablisasyny almak bolar. Onu  üçin 
önümi  tablisasyny  her bir formulasyndan, ýagny xfxF  
görnü däki  de likden, integraly  kesgitlemesi boýunça 

CxFdxxf  

formulany  alynýandygyny bilmek ýeterlikdir. Mysal üçin, önümi  
tablisasyny  xtgxxx 2cos1,cossin  formulalaryndan kesgitsiz 
integral üçin 

Ctgx
x

dxCxxdx 2cos
,sincos  
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formulalary alarys. a me ze likde, önümi  tablisasyny  beýleki 
formulalaryny ulanyp, kesgitsiz integrallary  a akdaky tablisasyny alarys:   

1. Cdxdx1  . 

2. Cxdxx
1

1

  1 . 

3. C
a

adxa
x

x

ln
  )10( a , Cedxe xx . 

4. Cx
x

dx ||ln  ( ox ) . 

5. Cxdxosxc sin  . 

6. Cxdxinxs cos  . 

7. ZkkxCtgx
x

dx ,
2cos 2  . 

8. ZkkxCctgx
x

dx ,
sin 2  . 

9. 11arccosarcsin
1 2

xCxCx
x

dx  . 

      10.  .
1 2 CarcctgxCarctgx

x
dx  

      11.  Cshxdxhxc . 

      12.  Cchxdxhxs . 

      13.  Cxth
xch

dx
2 . 

      14.  Cxcth
xsh

dx
2   ox  . 

 15.  Caxx
ax

dx ||ln 22

22
.  

 16. axC
xa
xa

axa
dx ||ln

2
1

22 . 
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J o g a p l  a r  
 

1.  1) ;
7

7

Cx   2)  ;
4
3 3 Cxx   3)  C

x 44
1 ;  4)  Cxx

42

42

; 

5)   Cxxxx
26

2
4

6

;    6)  Cxxx 22  ;    7)   C
x

x
2

4

2
3

12
 ; 

8)  Cxxxx
23

84
2

;   9) C
xx

x 22
912 ;   10)   Cxxln2  ; 

11)   Cxx
43

43

 ;    12)  C
xx

x 22
11ln2  ;       13) Ce x4

4
1  ; 

14)  ;2
2
1 22 Cxee xx   15)    ;12 Cx     16)    ;

44
1 Cxarctg  

17) ;
5

arcsin Cx  18) ;7cos
7
1 Cx  19) ;

3ln
3 C

x

20) ;
2
1 2 Cee xx   

21)    ;5ln 2 Cxx       22)      ;5
5
1 Cxtg       23)       ;3sin

3
1 Cx   

 24)   ;
4
4ln

8
1 C

x
x           25)   ;3

3
1 Cxctg       26)    ;sin2 Cxx   

27)    ;cos
2

3
2

Cxxx       28)    ;
2
1 12 Ce x           29)      ;

12ln
12 C

x

 

30) ;5
4
1 4 Cx 31)   ;2121

3
1 Cxx   32)    ;1

8
1 42 Cx   

33)  ;
8

5
82

Cx    34)   .11
3
1 22 Cxx    35)   ;1ln

2
1 2 Cx   

36)   C
x 313

1 ;         37)   Ce xx 2
;             38)       Cx 2cos

2
1 ;  

39) .4cos
24
1 6 Cx                                 40) ;1ln

32

32

Cxxxx   
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  57) .
122 xx

dx       58) .
2 2xx

dx         59) .
1 2xx

dx   

   60) .
23 2xx

dx   61) ;
24 2xx
dx           62) .

122 2 xx
dx  

  63) .
132 xx

dx       64) .2sin3cos dxxx  65) .5cos3sin dxxx  

   66) .3cos dxx      67) .cossin 3 xdxx        68) .sincos 5 xdxx  

  69) .sin1 2 dxx    70) .cos1 2 dxx         71) .2cos2sin xdxx   

  72) .
4
1sin

4
3cos xdxx 73) .

3
4cos3cos xdxx   74) .sin 5 xdx   

  75) .cos 5 xdx             76) .5sinsin xdxx        77) .cossin 23 xdxx  

  78) .cossin 42 xdxx   79) .
73 2x

dx                80) .
25 2x

dx  

  81) .323 dxx          82) .
2 xx

dx               83) .
22x

dx  

  84) .52 3 dxex x    85) .2cos xdxx            86) .2 dxxe x   

  87) .
2

sin32 dxxx  88) .ln dx
x
x            89) .2sin852 xdxxx   

  90) .ln43 xdxx    91) .ln xdxx         92) .12 dxex x  

  93) .ln 2 xdx               94) .
1

ln
2x

xdx           95) .
2

dx
x

x              

  96) .
1 4x

dx              97) .
522 xx

dx     98) .
562 xx

dx     

  99) .
522 xx

xdx     100) .
32 xx

dx  101) .
cossin 24 xx

dx     

 102) .
cos35 x

dx      103) .
cos32 x

dx      104) .
sincos1

sin1
xx

dxx  
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     Bu formulalary , onu  ýaly-da her bir tapylan integraly  dogrudygyny 
barlamak üçin olary  iki bölegini hem differensirlemeli. unlukda, eger 
integrirlenip alnan funksiýany   önümi  integral astyndaky funksiýa de  
bolsa, onda ol integraly  dogry hasaplanylandygyny a ladýar. 
     Bellik. Kesgitsiz integrallary  tablisasynda   x   baglany yksyz üýtgeýän 
ululyk bolup, ol käbir differensirlenýän funksiýa bolanda hem tablisa 
dogrudyr. Hakykatdan-da, Goý, xfxF   we  (2) de lik ýerine ýetýän 
bolsun hem-de  xgu   differensirlenýän funksiýa bolsun. Onda birinji 
differensialy  inwariantlyk häsiýeti esasynda  duufduuFudF  
we onu  esasynda 

CuFduuf .                                      (6) 

eýlelikde, (2) formulany  ýerine ýetýänliginden (6) formulany  ýerine 
ýetýändigi gelip çykýar we ol (2) formuladan ux   goýup alynýar. onu  
üçin integrallary  tablisasyny  ähli formulalary   x-i   ornunda  u   bolanda 
hem dogrudyr. Olary ulanmak üçin integral astyndaky a latmany ýönekeý 
özgertmeler arkaly  duugdxxf  görnü e getirmeli. 
        

§  5. 2. Integrirlemegi   esasy  usullary 
 
     1.Dagytmak usuly. Bu usul ýönekeý özgertmeler geçirip, integral 
astyndaky  f  funksiýany asyl funksiýalary a sat tapylýan  nif i ,1    

funksiýalary  kömegi   bilen  
n

i
ii fkf

1
  görnü de a ladyp ulanylýar. 

unlukda, integraly   3-nji we  4-nji  häsiýetleri boýunçä  f  funksiýany  
integralyny hasaplamak üçin eýle formula alynýar: 

dxxfkdxxf i

n

i
i

1

                                  (7) 

     1-nji mysal. dx
x

x
2

5
 integraly hasaplamaly. 

     Ýaýy  içini kwadrata göterip we (7) de ligi hem-de integraly  
tablisasyny   2-nji  we  4-nji  formulalaryny ulanyp, integraly hasaplarys: 
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dx
x

x
2

5 dx
x

xx 25102  

= dxx 2 dxx 2110
x

dx25 Cxxx ||ln25
3

20
3

2/3
3

.   

Integrallary  jemi tapylanda, adatça, hemi elik sanlar jemlenip, olar bir  C  
bilen belgilenýär. 

      2-nji mysal. dx
xxx

ex x
223 sin

5
1

713sin4    integraly 

hasaplamaly. 
 Integraly   3-nji, 4-nji  häsiýetlerinden we tablisany   3-nji,  6-njy,  

2-nji,  7-nji  we  10-njy  formulalaryndan peýdalanyp alarys: 

dx
xxx

ex x
223 sin

5
1

713sin4  

x
dx

x
dxdxxdxexdx x

22
3

sin
5

1
73sin4  

Cctgxarctgxxex x 57
2
13cos4 2 .  

     3-nji mysal.  dx
xx

x
22

2

1
21   integraly hasaplamaly. 

      Integral astyndaky funksiýany 222 121 xxx  görnü de ýazyp 
we integraly iki integraly  jemi görnü inde a ladyp hem-de tablisany     2-
nji  we 7-nji  formulalaryny ulanyp, integraly hasaplarys: 

dx
xx

xdx
xx

xdx
xx

xxdx
xx

x
22

2

22

2

22

22

22

2

11
1

1
)1(

1
21  

.1
11 2

2
22 Carctgx

xx
dxdxx

x
dx

x
dx   

     2.Üýtgeýäni  çal yrmak  usuly. Integral hasaplanylanda köplenç halda 
täze üýtgeýäni  girizmek bilen ol a sat hasaplanylýan integrala getirilýär. 
Bu usula üýtgeýäni çal yrmak usuly diýilýär. Ol usul eýle teorema 
esaslanýar.  
     1-nji teorema. Eger   F   funksiýa   f   funksiýany  asyl funksiýasy we   

xt   differensirlenýän bolsa, onda  xF  funksiýa xxf  
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13) .4 dxx            14) .
2

dxee xx              15) .
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dx              17) .
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dx              26) .cos2 dxx       27) .sin3 dxxx  

28) .12 dxe x              29) .23 2 dxxx            30) dxx 35    

31) .21 dxx          32) .1
32 dxxx        33) .25

72 xdxx    

34) .1 2 dxxx        35) .
12x

xdx                 36) .
1 4x

dx  

37) .21
2

dxxe xx  38) .sin 2 xdxx         39) .4sin4cos 5 xdxx  

40) .
1

3

x
dxx                 41) .

32
12 dx

x
x             42) .

1
12

dx
x

x  

43) .
1 x

x

e
dxe             44) .123 2123

dxxxe xxx  

    45) .3sec 23 xdxe xtg   46) .
94 2x

dx             47) .
49 2x

dx     

   48) .
916 2x

dx         49) .
1

5
4x

xdx             50) .
ln1 2 xx

dx  

   51) .ln4 2

dx
x

x    52) .
4x

x

e
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x
dxe x

 

  54) .2 23
dxxx            55) ;

cos1

sin
2 x

xdx         56) ;
cos 32

2

x
dxx  
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         xxxx sinsin
2
1cossin  formulany ulanyp 

alarys: 

xdxdxxxxdxx 77sin
14
1sin7sin

2
13cos4sin  

.cos
2
17cos

14
1sin

2
1 Cxxdxx    

     4. dxbxax
pnm  görnü däki integral.  Bu ýerde ba, R  we   

pnm ,,  - rasional sanlar. Bu integrala binomial differensialy  integraly 

diýilýär. Ol integraly  di e üç halda, ýagny 
n

mp 1,  we   p
n

m 1
 

sanlary  haýsy-da hem bolsa biri bitin san bolanda integrirlenýändigini, 
beýleki hallarda bolsa  elementar funksiýalarda a ladylmaýandygyny  XIX 
asyry  ortalarynda  rus matematigi P.Ž. Çeby ew subut edipdir. 
     3-nji bellik. Elementar funksiýalarda a ladylmaýan ba ga integrallar 
hem bardyr. Olara a akdaky integrallar mysal bolup biler:  
      1. dxe x2

            2. .2 dxxosc           3. .2 dxxins  

      4. 
x

dx
ln

                5. .cos dx
x

x
              6. dx

x
xsin

.  

 
 

G ö n ü k m e l e r 
 

1. Integrallary hasaplamaly: 

1) .6dxx               2)  .3 dxx .                          3)   .5x
dx  

4)  .3 dxxx        5)  .14 35 dxxxx      6)  .32 dxxx  

7)  .3
3 3

3

dx
x

x   8)  .2
2
dxx                  9)  .3

3

2

dx
x
xx  

10) .2
x

dxx       11) .212 dxxx                12) .12
3

2

dx
x

xx  
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funksiýany  asyl funksiýasydyr, ýagny 
             CxFdxxxf                         (8) 

formula dogrudyr. 
       Çyl yrymly  xF    funksiýa üçin 

xxfxxFxF  
de lik ýerine ýetýär, ýagny  xF  funksiýa  xxf  funksiýany  
asyl funksiýasydyr we onu  esasynda (7) formula ýerine ýetýär.   
      Amalyýetde (8) formulany ulanmak üçin ony amatly bolan 

xdxfdxxxf  

CxFCuFduuf  

görnü de ýazýarlar, ýagny ilki  x   funksiýa  u  bilen çal yrylýar we alnan  
funksiýany  ýokarda getirilen bellik esasynda  u    görä asyl funksiýasy 
tapylýar, so ra ýene-de ö ki  x  üýtgeýäne geçilýär. Bu formulany ulanmak 
üçin ilki berlen integraly (8) görnü e özgertmeli. 

     4-nji mysal. 11
3
1

1

1
3
1

1
32

1
3

3

3

3

2

xdx
x

xd

x

dxx  

CxCuduu 1
3
2

3
2

3
1 32

1

. 

     Eger  
u

uf 1   bolsa, onda onu  asyl funksiýasyny  ||ln uuF  

bolýandygy üçin, (8) formula eýle görnü i alar: 

Cx
x
xddx

x
x ln . 

     5-nji mysal. Cxdx
x
x

x
xdx 4ln

2
1

4
4

2
1

4
2

2

2

2 . 

Garalan mysallary  hemmesinde integral ilki (8) görnü e getirilip, so ra ol 
formula ulanylýar, ýöne amalyýetde ba gaça hem çemele ilýär, ýagny 
üýtgeýäni gönümel çal yrmak bilen integral a sat hasaplanylýan görnü e 
getirilýär. 
     6-njy mysal.   dxx 45cos  integraly hasaplamaly. 
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       Bu integraly hasaplamak üçin  45 xt  çal yrmany girizeli . Onda  
5,54 dtdxtx . onu  üçin hem 

CxCttdtdxx 45sin
5
1sin

5
1cos

5
145cos    

     Bu integraly ba gaça ýokarda getirilen bellikden peýdalanyp hem 
hasaplamak bolar: 

45
5
145cos45cos xdxdxx  

.45sin
5
1sin

5
1cos

5
1 CxCuudu  

    Üýtgeýäni çal yrmagy  bir görnü i bolan eýdip integraly 
hasaplamaklyga differensial astyna girizmek usuly hem diýilýär we ol dürli 
görnü däki kesgitsiz integrallary hasaplamakda gi leýin ulanylýar. 

     7-njy mysal. dxxxm cossin   integraly hasaplamaly. 

       Bu integraly hasaplamak üçin differensial astyna girizmek usulyndan 
peýdalanarys: 

xdxdxxx mm sinsincossin  

.sin
1

1
1

1 11 Cx
m

Cu
m

duu mmm    

     3. Bölekleýin  integrirlemek  usuly. Bu usul eýle teorema esaslanýar. 
     2-nji teorema. Eger  xuu  we x  funksiýalar käbir aralykda 

differensirlenýän bolup, xdux  integral bar bolsa, onda xdxu  
integral hem bardyr we 

      xxuxdxu xdux                    (9) 
formula dogrudyr. 
       Differensirlemegi  düzgüni esasynda  

xdxuxduxxxud . 
Bu ýerden alynýan xduxxxudxdxu de ligi  iki 
bölegini hem integrirläp we integraly  4-nji hem-de 2-nji häsiýetlerini 
 ulanyp, (9) formulany alarys.   
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    c) Eger   m   we  n  sanlary  ikisi hem birwagtda täk ýa-da jübüt bolsalar, 
onda  3-nji ert ýerine ýetýär, onu  üçin hem xtgt  çal yrmany ulanmak 
bolar. Ýöne bu halda  integraly ba gaça hasaplamak amatlydyr. Mysal üçin,   
m  we  n  görkezijileri  ikisi hem täk we položitel bolanda integraly 

2
1cossin 1212 dxxx lk dxxxxx lk cossin2cossin 22  

xdxx lk

2cos
2

2cos1
2

2cos1
4
1

 

görnü de ýazyp,  xt 2cos   çal yrmany ulanmak amatly bolýar 
        1-nji bellik. Käbir hallarda trigonometrik a latmany  integralyny 
hasaplamaklygy trigonometrik formulalardan peýdalanmak arkaly hem 
ýönekeýle dirmek bolar. Meselem, eger  m  we  n  görkezijileri  ikisi hem 
jübüt bolsa, onda 

2
2cos1cos,

2
2cos1sin 22 xxxx  

formulalardan peýdalanmak integraly hasaplamagy a satla dyrýar. 
      21-nji mysal. dxxx 42 cossin  integraly hasaplamaly. 

        Integral astyndaky funksiýany  

xx 42 cossin ,12cos2sin
8
1coscossin 2222 xxxxx  

görnü de ýazaly . Onda integral a sat hasaplanylar:  

 dxxxdxxdxx 4cos1
16
12sin2sin

16
1cossin 242    

Cxxx 4sin
64
1

16
12sin

48
1 3    

       2-nji bellik. Eger-de, integral astyndaky funksiýa  xxcossin , 
xx sinsin  ýa-da xxcoscos  köpeltmek hasylyna (ýa-da olary  

položitel derejelerine) de  bolsa, onda ol integraly hasaplamak üçin 
trigonometrik funksiýalary  köpeltmek hasylyny jeme öwürýän formulalar 
ulanylýar. 
      22-nji mysal. dxxx 3cos4sin  integraly hasaplamaly. 
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2

2 1
1

21

2
sin1 t

t
t
dt

x
dx

 

.

2
1

2
1

2
1

2 2 C
xtg

C
tt

dt
  

     Integral astyndaky funksiýany  käbir hususy görnü leri üçin, ýagny     
      1. xxRxxR cos,sincos,sin  bolanda xt sin çal yrma; 
      2. xxRxxR cos,sincos,sin  bolanda xt cos çal yrma; 
      3. xxRxxR cos,sincos,sin  bolanda tgxt çal yrma; 
ulanylýar we integral rasional funksiýany  integralyna getirilýär.  

     20-nji mysal. dx
x
x

4

5

cos
sin

 integraly hasaplamaly. 

       Bu ýerde integral astyndaky 
x
xxxR 4

5

cos
sincos,sin  funksiýa 2-nji 

erti kanagatlandyrýar. onu  üçin ony ilki 

x
x

x
x
xxxR sin

cos
sin

cos
sincos,sin 4

22

4

5

 

görnü de ýazyp, so ra   xt cos   çal yrmany ulanarys: 

xd
x
xdxx

x
xdx

x
x cos

cos
cos1sin

cos
sin

cos
sin

4

22

4

22

4

5

 

dtdttdttdt
t
t 24
4

22

21
 

= Cx
xx

ct
tt

cos
cos

2
cos3

12
3
1

33 .  

     Indi xxxxR nm cossincos,sin  hala aýratynlykda garap geçeli . 
Goý,  m  we  n  bitin sanlar bolsun. 
    a)  Eger   n-täk bolsa, onda  1-nji ert ýerine ýetýär, onu  üçin hem 

xt sin  çal yrma ulanylýar. 
    b)  Eger   m- täk bolsa, onda  2-nji ert ýerine ýetýär, onu  üçin hem 

xt cos  çal yrma ulanylýar. 
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     O a bölekleýin integrirlemegi  formulasy diýilýär we ol gysgaça  
duuud  

görnü de ýazylýar. 
     Bu   formula   esasynda   du   görnü däki  integral  köplenç 

hasaplamasy a sat bolan   du   görnü däki integrala getirilýär. 

      8-nji mysal. dxex x  integraly hasaplamaly. 

       Eger    xu , dxed x    bolsa, onda   bu  de likleri    birinjisini 
differensirlesek, ikinjisini integrirlesek ,dxdu  xe  bolar. onu  üçin 
hem (9) formulany  esasynda  

xx xedxex .1 CxeCexedxe xxxx   

     9-njy mysal. xdxx n ln  1n  integraly hasaplamaly. 

      Eger dxxdxu n,ln  bolsa,  onda   ,
x

dxdu
1

1

n
x n

 bolar. 

onu  üçin hem (9) formulany ulanyp alarys: 

dxx
n

x
n
xdxxx n

n
n

1
1ln

1
ln

1

 

.
1

1ln
111

1ln
1

111

C
n

x
n
xC

n
x

n
x

n
x nnn

  

     Käbir integrallar hasaplanylanda bölekleýin integrirlemek usuly 
gaýtalanylyp birnäçe gezek ulanylýar. 
     10-njy mysal. dxxx cos2  integraly hasaplamaly. 

      Eger dxxdxu cos,2  bolsa, onda xdxxdu sin,2  bolar. 
onu  üçin hem (9) formulany ulanyp, 

dxxxxxdxxx sin2sincos 22  
de ligi alarys. So ky integraly hasaplamak üçin ýene-de bölekleýin 
integrirlemek usulyny ulanarys. Goý, dxxdxu sin,  bolsun, onda 

xdxdu cos,  bolar. onu  üçin hem (9) formulany  esasynda  
dxxxxxxdxxx cos2cos2sincos 22  



 242

CxxxxCxxxxx cos2sin2sin2cos2sin 22 .   
     Käbir halatlarda bölekleýin integrirlemek usulyny gaýtalap ulanmaklyk 
ba daky integrala görä çyzykly de lemä getirýär. Ony indiki mysal 
tassyklaýar. 
     11-nji mysal. dxbxeI ax cos   integraly hasaplamaly. 

      Eger dxbxdeu ax cos,  bolsa, onda ,dxaedu ax  bx
b

sin1
  

bolar. onu  üçin (9) formulany ulanyp alarys: 

dxbxe
b
aebx

b
I axax sinsin1  

Eger bu integraly hasaplamak üçin  axeu ,    dxbxd sin  alsak,   onda        

dxaedu ax , bx
b

cos1
 bolar. onu  üçin integrala ýene-de (9) 

formulany ulanyp,  I   integrala görä çyzykly 

I
b
abxe

b
abxe

b
I axax

2

2

2 cossin1  

de lemäni alarys. Ol de lemäni    I    görä çozüp, integraly hasaplarys: 

C
ba

bxabxbedxbxeI
ax

ax
22

cossincos .  

     Amalyýeti  görkezi i ýaly, bölekleýin integrirlemek usuly bilen 
hasaplanylýan integrallary  köpüsi a akdaky ýaly iki topara bölünýärler. 
     Birinji topara xP   köpagza üçin dxxfxP  görnü daki integrallar 

degi lidir. unlukda, xf  funksiýa  
arcctgxxarctgxxx ,,arccos,arcsin,ln  

görnü däki funksiýalary  biri bolanda xu hökmünde ol funksiýa alynýar, 
axaxekx cos,sin,   görnü däki funksiýalary  biri bolan halynda bolsa 

xPxu   alynýar. 
     Ikinji topara 

dxxdxxdxbxedxbxe axax lncos,lnsin,sin,cos  
görnü däki integrallar girýärler. Bu integrallary hasaplamak üçin 11-nji 
mysaldaky ýaly bölekleýin integrirlemek usuly iki gezek ulanylýar. 
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ax

dxadxax
ax

dxa
2

2

2
. 

eýlelikde,  

ax

dxadxaxaxxdxax
2

222 , 

de ligi alarys, ondan bolsa 

ax

dxaaxxdxax
2

222  

de lik gelip çykýar. So ky integrala jedweli  15-nji formulasyny ulanyp 
alarys: 

Caxxaaxxdxax 222 ln
2
1

.  

     3. dxxxR cos,sin   görnü däki integral. Bu ýerde vuR ,  funksiýa 

u   we   v    görä  rasional funksiýadyr. Bu halda xxtgt 2/  
çal yrmany ulanyp, integraly rasional funksiýany  integralyna getirmek 
bolar. Bu çal yrmany we 

     
21
21cos,

21
22sin 2

2

2 xtg
xtgx

xtg
xtgx  

formulalary ulanyp, 

22

2

2 1
2,2,

1
1cos,

1
2sin

t
dtdxarctgtx

t
tx

t
tx  

de likleri alarys.  eýlelikde, garalýan integral  

22

2

2 11
1,

1
22cos,sin

t
dt

t
t

t
tRdxxxR  

görnü i alar, ýagny integral rasional funksiýany  integralyna getirildi. 

     19-njy mysal. 
x

dx
sin1

 integraly hasaplamaly. 

       (25)  formulany  esasynda alarys: 



 250

t
ct

t
cttxtcx

22

22
2  

we integral  t    görä rasional funksiýany  integraly bolar we a sat 
hasaplanylar: 

.lnln

2

2 2
2

2

2

2
CcxxCt

t
dt

t
ct

dt
t

ct

cx

dx   

     Käbir hususy hallarda integrallar differensial astyna girizmek ýa-da 
bölekleýin integrirlemek usullaryny ulanyp hasaplanylýar.  

     17-nji mysal. 
463 2 xx

dx  integraly hasaplamaly. 

      Ilki bilen kök astyndaky funksiýany özgerdip, ony 

3
113463 22 xxx  

görnü de ýazaly  we so ra integraly hasaplamak üçin differensial astyna 
girizmek usulyny hem-de tablisany  15-nji formulasyny ulanaly : 

Cxx
x

xd

xx

dx
3
111ln

3
1

311

1
3

1

463
2

22
.  

     18-nji mysal. dxax 2  integraly hasaplamaly. 

      Bölekleýin integrirleme usulyny ulanmak üçin axu 2 , dv = dx 

alaly . Onda xv
ax

xdxdu ,
2

bolar. onu  üçin (9) formula esasynda 

ax

dxxaxx
ax

xdxxaxxdxax
2

2
2

2

22 . 

So ky integraly ýönekeýle direli : 

dx
ax

axdx
ax

aax

ax

dxx
2

2

2

2

2

2
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     Bölekleýin integrirlemek usuly bilen hasaplanylýan integrallary  içinde 
bu iki topara girmeýänlerini  hem bardygyny belläli . 

     12-nji mysal. kB kax
dx

22
 integraly hasaplamaly. 

       Bu  integral  ýokardaky iki  topary  hiç birine-de degi li däldir. 
Hasaplamak üçin ilki ony 

     kB
222

222

2

11
a

dx
ax

xax
a k 122 kax

dx  

kax

dxx
x

a 222

1
212 2

11
a

B
a k kax

xadx
22

22

 

görnü e getirip, so ky integraly hasaplamak üçin bölekleýin integrirlemek 

usulyny ulanarys. Goý,   k
ax

xaddxu
22

22

,    bolsun, onda ,dxdu  

1221

1
kaxk

. Sonu  üçin integral eýle görnü i alar: 

.
12

1
12

1
12122212 kkkk B

kaaxka
xB

a
B  

Bu ýerden bolsa kB   integraly hasaplamak üçin rekurrent formula alynýar: 

121222 12
32

12
kkk B

ka
k

axka
xB .               (10) 

Alnan formulany  kömegi bilen ,...3,2k  üçin kB  integraly hasaplap 
bolar. Hakykatdan-da, differensialy  astyna girizmek usuly we integraly  
tablisasyny   10-njy formulasy ulanylyp tapylýan 

C
a
xarctg

aax
axd

aax
dxB 1

1
1

2221  

integraly peýdalanyp, 2B  integraly hasaplarys. So ra 2B  integraly ulanyp,  

3B  integraly   taparys.  onu    ýaly  dowam   etdirip, Nk  üçin kB  
integraly hasaplap bileris. 
 

§  5. 3.  Rasional  droblary   integrirleni i 



 244

 
      1.Rasional droblary  elementar droblara dagydyly y. Goý, xP  
we   xQ  koeffisiýentleri hakyky sanlar bolan köpagzalar bolsun. Eger 

xP  köpagzany  derejesi xQ  köpagzany  derejesinden kiçi bolsa, onda  
xQxP   a latma dogry rasional drob diýilýär. Eger xQxP  dogry 

rasional drob bolmasa, onda köpagzany köpagza bölmegi  düzgüni 
boýunça ony  

xQ
xPxR

xQ
xP 1  

görnü de ýazmak bolar. Bu ýerde xR  we   xP1  käbir köpagzalar, 
xQxP1  bolsa dogry rasional drob. onu  üçin biz di e dogry rasional 

droblary    mk
qpxx

NMx
ax

A
2

,   dörnü däki elementar droblary  

jemleri görnü inde a ladyly yny görkezeris, bu ýerde   k,  m  narural sanlar  
A, M,   N,   a,   p,   q    hakyky  sanlar  we  042 qp , ýagny  kwadrat 
üçagzany  kökleri kompleks sanlardyr. Onu  üçin a akdaky teoremadan 
peýdalanylýar.       
     3-nji teorema.  Goý,  xQxP   rasional drobu  maýdalawjysy 

mn
mm

k
n

k qxpxqxpxaxaxxQ 2
11

2
1 ...... 11  

görnü de a ladylýan bolsun, bu ýerde  niai ,,2,1   sanlar xQ  
köpagzany ik gat dürli hakyky kökleri, ssss zxzxqxpx 2  we 

lszz ss ,,2,1,   sanlar bolsa xQ  köpagzany   sm  gat dürli 
kompleks kökleridir. Onda eýle 

,,,2,1;,,2,1 npkiA p
p

i  

lrmsNM r
r
s

r
s ,,2,1;,,2,1,  

hakyky sanlar bar bolup, 

n

n

k
n

n
k

n

n

k
k

ax

A
ax

A
ax

A
ax

A
xQ
xP ......... 1

1

1

1

1
1

1

1  
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1
66

3

23

5

3 t
dtt

tt
dtt

xx
dx . 

1
11

1
2

3

t
tt

t
t

 

de ligi ulanyp, integraly hasaplarys: 

1
616 2

3 t
dtdttt

xx
dx  

1
16666 2

t
tddttdtdtt  

Ctttt |1|ln6632 23  
.|1|ln632 363 Cxxxx   

     2. dxcbxaxxR 2,   görnü däki integral. Bu integraly 

hasaplamak üçin a akdaky Eýler ornuna goýma usullary ulanylýar. 
     1)  eger   0a   bolsa, onda  

xatcbxax 2  
çal yrma girizilýär. 
     2)  eger   0c   bolsa, onda 

cxtcbxax 2  
çal yrma girizilýär. 
     3) eger-de  kwadrat  üçagzany  hakyky  21 xx   kökleri bar bolsa,onda 

txxcbxax 1
2  

çal yrma ulanylýar. Üç halda hem irrasional funksiýany  integraly  rasional 
funksiýany  integralyna  özgerdilýär. 

     16-njy mysal. 
cx

dx
2

  integraly hasaplamaly. 

     01a   bolany üçin  xtcx2   goýalay . Onda 

dt
t

ctdx
t

ctxxtxtcx 2

22
222

2
,

2
,2  

bolar. onu  esasynda  
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mm at
dtMPN

atm
M

22122 212
. 

So ky integraly bölekleýin integrirlemek usuly bilen hasaplap bolýar, çünki 
ol integral ýokarda hasaplanan  mB  integraldan di e integrirlemäni  
üýtgeýän   t   ululygy bilen tapawutlanýar. onu  üçin hem 

dx
qpxx

NMx
m2

 

görnü däki  integral  17-nji mysalda  görkezilen  kB   integral  ýaly 
hasaplanylýar. 
     eýlelikde, xQxP  dogry rasional drobu  integralyny  hemi e 
elementar funksiýalarda a ladylýandygyny görkezdik. Bu ýerden islendik 

xQxP  rasional drobu  köpagza bilen dogry rasional drobu  jemi 
görnü inde a ladylýandygy esasynda, islendik rasional drobu  integralyny  
tapylýandygyny alýarys. 
                                             

§  5. 4. Irrasional we trigonometrik 
funksiýalary  integrirleni i 

 
      Irrasional we trigonometrik funksiýalary  integrallary üýtgeýäni 
çal yrmak  bilen  rasional   funksiýalary   integrallaryna   getirilýär.  eýle 
integrallary  dürli görnüslerine aýratynlykda garap geçeli . Garalýan 
integrallary  hemmesinde integral astyndaky funksiýa üytgeýänlerine görä 
rasional funksiýadyr. 
     1. dxxxxR krr ,,, 1   görnü däki integral. Bu ýerde  krr ,,1   

rasional sanlar. Eger olary  umumy maýdalawjylary  m   sana de  bolsa, 
onda  1, mm mtdxtx   esasynda   x-  rasional  derejeleri,   t-ni  bitin 
derejelerine geçer we netijede integral astyndaky funksiýa   t   görä rasional 
funksiýa bolar. 

     15-nji mysal.  
3 xx

dx
 integraly hasaplamaly. 

      Bu integralda 2/11r  we  3/12r . onu  üçin hem olary  umumy 
maýdalawjysy  6m  bolýar. Diýmek, 6tx , dttdx 56  çal yrma 
girizmek bolar. onu  esasynda 
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......
1

11

11
2

11

11
2

1
1

1
1

m
mm

qxpx

NxM

qxpx
NxM

 

....
22

11
l

ll

m
ll

l
m

l
m

ll

ll

qxpx

NxM

qxpx
NxM

                     (11) 

de lik dogrudyr. 
      Bu de likde xQ  köpagzany  her bir  k   gat  hakyky   a   köküne 

k
k

ax
A

ax
A

ax
A

2
21  

görnü däki  elementar  droblary  jemi we  her bir çatyrymly kompleks 
m   gat  bolan, 2 qpxxzxzxzz  köklere bolsa 

m
mm

qpxx

NxM

qpxx

NxM
qpxx

NxM
222

22
2

11 ...  

görnü däki elementar  droblary  jemi degi lidir. 
    Amalyýetde alnan elementar droblary  näbelli koeffisiýentlerini tapmak 
üçin (11) de ligi  iki bölegini hem umumy maýdalawja getirip, so ra 
olary  sanawjylaryndaky  x  ululygy  de  derejelerini  koeffisiýentlerini 
de leýäris. unlukda, ol näbellilere görä de lemeler sistemasy alynýar we 
olar ol sistemany çözüp tapylýar.  

     13-nji mysal.  
11
242

22

23

xxx
xxx

  rasional droby elementar droblary  

jemine dagytmaly. 
      3-nji teorema  boýunça 

11111
242

22
21

22

23

xx
NMx

x
A

x
A

xxx
xxx . 

Bu de lemäni umumy maýdalawja getirip we sanawjylardaky 
321 ,,, xxxxo  ululyklary  koeffisiýentlerini de läp, olary tapmak üçin 

2:
,12:

,42:
,2:

21
0

2
1

2
2

1
3

NAAx
NMAx

MNAx
MAx
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sistemany alarys we ony çözüp taparys: ,0,3,2 21 MAA . 1N . 
eýlelikde, garalýan rasional drob eýle ýazylýar: 

.
1

1
1

3
1

2
11
242

2222

23

xxxxxxx
xxx

 

Eger xQ  köpagzany  di e hakyky we dürli kökleri bar bolsa, ýagny 
....21 naxaxaxxQ , 

onda 

n

n

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xP ...

2

2

1

1  

bolar. Bu de likden näbelli koeffisiýentleri tapmak a satdyr. Mysal üçin, 
eger bu de ligi  iki bölegini hem kax  köpeldijä köpeldip,alnan de ligi  

iki böleginde-de  kax  goýsak, onda kA  koeffisiýenti tapmak üçin 

nkkkkkk

k
k aaaaaaaa

aPA
....... 111

 

formulany alarys. Bu formuladan görnü i ýaly, kA  koeffisiýenti tapmak 
üçin xQxP  drobu  maýdalawjysyndaky kax  köpeldijini  üstüni 
çyzmaly we alnan drobda  kax   goýup, ony hasaplamaly. 

     14-nji mysal. 
11

2
xxx

x
 droby elementar droblary  jemine 

dagytmaly. 
      Teoremany  esasynda  

1111
2 321

x
A

x
A

x
A

xxx
x . 

1A  koeffisiýenti tapmak üçin de ligi  çep bölegindäki drobu  
maýdalawjysynda 1x  tapawudy çyzyp,  alnan a latmada 1x  goýup 
alarys: 2/31A . a me ze likde beýleki näbellileri  tapýarys: 

2/1,2 32 AA  . eýlelikde, 

.
12

12
12

3
11

2
xxxxxx

x   

 247

 
2 . Elementar  droblary  integrirleni i 

 
     3-nji teoremadan görnü i ýaly, dogry rasional droblary integrirlemeklik    

akdaky dört  görnü däki elementar droblary integrirlemeklige getirilýär. 

  I.
ax

A
   II. 

ax
A   III. 

qpxx
NMx

2    IV. 
qpxx

NMx
2

. 

Bu ýerde ;,...,3,2 n  aqpNMAm ,,,,,;,...,3,2  hemi elik 
hakyky sanlar we qpxx 2  üçagzany  hakyky köki ýokdur, ýagny 

042pq . 
Bu elementar droblary  integrirleni ine aýratynlykda garaly . 

I. .||ln CaxA
ax
axdAdx

ax
A

 

    II. .
1 1 C

axk
AaxdaxAdx

ax
A

k
k

k  

     III   we    IV   integrallar  üçin  qpxx2  kwadrat üçagzany eýle 
görnü de a ladaly : 
 22 2/pxqpxx ,2/,4/ 222 pxtatpq . Onda   

  II. 2/
4/2/

2/2/
222 pxd

pqpx
MpNpxMdx

qpxx
NMx

 

= 2222 2/
at

dtMpN
at

tdtM  

2222

22

22 at
dtMpN

at
atdM

 

.1
2

ln
2

22 C
a
tarctg

a
MpNatM

 

IV
mmm at

dtMPN
at

atdMdx
qpxx

NMx
2222

22

2 22
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 1   bolsa, onda de dirme ny any we 11-nj mysal esasynda 
1

dxxg     

integral ýygnanýandyr, 1,1 xxg  bolanda bolsa,  ol integral 
dargaýandyr. 
     8-nji teorema. Eger  ,a   aralykda alamaty üýtgeýän   f   funksiýa 

üçin  
a

dxxf   integral ýygnanýan bolsa, onda  
a

dxxf   integral  hem 

ýygnanýandyr.  

     Bu halda  
a

dxxf   integrala absolýut ýygnanýan integral diýilýär. 

     2. Çäksiz funksiýany  hususy däl integrallary. Eger  f   funksiýa  b  
nokady  käbir etrabynda çäksiz bolup,  0, ba  kesimde uznüksiz 

bolsa we  
b

a

dxxf
0

lim   predel bar bolsa, onda ol predele   f    funksiany  

ba,  aralykdaky ýygnanýan hususy dal integraly diýilýär we eýle 
belgilenýär:  

b

a

b

a

dxxfdxxf
0

lim                                   (36) 

Eger (36)  predel ýok ýa-da tükeniksizlige de  bolsa, onda o a dargaýan 
hususy däl integral diýilýär. 
     Eger   f   funksiýa a   nokady  käbir etrabynda çäksiz we ba ,  

0  kesimde üznüksiz bolsa, onda  f   funksiýany   b,a   aralykdaky 
hususy däl integraly edil a me ze likde kesgitlenýär: 

b

a

b

a

dxxfdxxf
0

lim .                               (37) 

    Eger-de  f   funksiýa  ba,   kesimi  käbir içki  c  nokadyny  etrabynda 
çäksiz bolsa, onda  onu   ba,   kesimdäki hususy däl integraly 
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II. 6.  KESGITLI  INTEGRAL 
§ 6. 1.  Integral dü ünjesine getirýän meseleler 

 
     1.Egriçyzykly trapesiýany  meýdany hakyndaky mesele. Egriçyzyly 
trapesiýa, ýagny ýokarsyndan otrisatel däl we üznüksiz bolan xfy  
funksiýany  çyzgysy, çepinden we sagyndan bxax ,  göni çyzyklar we 

agyndan Ox oky bilen çäklenen figura garaly . ba, kesimi 

bxxxxa nno 11 ...  nokatlar arkaly  ii xx ,1 ni ,1   

böleklere böleli  we olary  uzynlyklaryny  1iii xxx  ni ,1  bilen 

belgiläli . ii xx ,1   kesimi  erkin it    nokadyny alyp, funksiýany ol 
nokatdaky itf   bahasyny hasaplaly . unlukda, ii xtf   köpeltmek 
hasyly esasy ix we beýikligi itf bolan gönüburlugy  meýdanydyr. eýle 
 
                y 
 
 
 
 
 
 
 
                           
                               a                          a                               b   
                0                 1t    1x   2t 2x                      1nx nt nx            x    
 

1-nji surat 
köpeltmek hasyllardan 

n

i
iin xtfS

1

 

lemi düzeli . O a  f   funksiýany  ba,  kesimdäkii integral jemi diýilýär. 
Ol  integral  jemi   her  bir go ulyjysy  degi li gönüburçlugy  meýdanyna, 
jemi  özi bolsa ol meýdanlary  jemine, ýagny  egriçyzykly trapesiýany 
takmyn çal yrýan basgançak figurany  meýdanyna de dir (1-nji surat).  
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     Integral jem ba,  kesimi  böleklere bölüni ine we her bölek kesimde 
alynýan erkin it  nokatlara baglydyr. unlukda, kesimi  böleklere bölünme 
n sany artdygyça basgançak figurany  meýdany egriçyzykly trapesiýany  
meýdanyna  ýakynla ar. Goý,  nixd i ,1max   bolsun. 
      Eger 0  üçin 0  tapylyp, ba,  kesimi  islendik 

bölünme nokatlary we islendik nixxt iii ,1,1  üçin d  bolanda  
|| IS n  

de sizlik ýerine ýetse, onda  I  sana  nS   integral jemi   0d   bolandaky 
predeli diýilýär. 
      Eger 0d  bolanda ( ba,  kesimi  bölek kesimlerini  sany çäksiz 
artanda) integral jemi    S  predeline egriçyzykly trapesiýany  meýdany 
diýilýär, ýagny 

n

i
iid

xtfS
1

0
lim .                                   (1) 

     2.Tizligi boýunça geçilen ýoly tapmak meselesi. Goý,  M  nokat göni 
çyzyk boýunça üýtgeýän   tfv   tizlik bilen hereket edýän bolsun. M  
nokady   ot -dan   T   çenli wagt aralygynda geçen ýoluny kesgitlemeli. 
     Tto ,   kesimi uzynlyklary  1iii ttt   bolan  1, tto , 21 , tt , . . . ,  

Tttt nnn ,1  böleklere böleli . Kiçi bolan it  wagt aralygynda 
hereketi  tizligi hemiselik we  iiii ttttf ,~~

1   de  hasap edeli . Onda 
ol wagt aralygynda nokady  geçen ýoly takmyn ii ttf ~   de dir. Bölek 

wagt aralyklarynda geçilen ii ttf ~   ýollary jemläp, M  nokady   ot -dan  T   
çenli wagt aralygynda geçen ýoluny  takmyn bahasyny taparys: 

n

i
iin ttfs

1

~ . 

Bu de likde  nitd i ,1max   nola ymtylanda predele geçip, nokady   
geçen ýoluny  takyk bahasyny taparys: 

n

i
iid

ttfs
1

0

~lim . 

     eýlelikde, M  nokady   ot -dan  T   çenli wagt aralygynda geçen ýoly  
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B

B x
dx

1

lim . 

     Diýmek,  integral  1a  bolanda ýygnanýar,  1  bolanda bolsa 
dargaýar.   
     Eger  F   funksiýa  f  funksiýany  asyl funksiýasy bolsa, onda Nýuton-
Leýbnis formulasy esasynda 

aFFaFbFdxxfdxxf
b

b

a
b

a

limlim  

de lik dogrudyr, bu ýerde  bFF
b
lim . 

   A aky çägi tükeniksiz bolan hususy däl integral hem edil onu  ýaly 
kesgitlenýär: 

b

a
a

b

dxxfdxxf lim .                                  (35) 

Çäklerini  ikisi hem tükeniksiz bolan hususy däl  integral  bolsa çäklerini  
biri tükeniksiž bolan iki integraly  jemi görnü inde, ýagny 

c

c

dxxfdxxfdxxf . 

görnü de ýazylyp der elýär, bu ýerde  c   san  ,  aralyga degi li 
erkin sandyr.  
     Bir çägi tükeniksiz bolan hususy däl integrallary  ikisini  hem der eli i 
me ze  bolany üçin, der emekde ulanylýan teoremalary olary  bir görnü i, 
ýagny ýokarky çägi tükeniksiz bolan integral üçin getireris. 
     7-nji teorema. Eger ax  üçin xfxg0  de sizlik ýerine ýetse 

we   
a

dxxf   integral  ýygnanýan  bolsa,  onda    
a

dxxg   integral hem 

ýygnanýandyr; eger-de  
a

dxxg   integral dargaýan bolsa 
a

dxxf   

integral hem dargaýandyr. 
     Bu teorema de dirme ny any  diýilýär. Ol ny an ulanylanda, köplenç, 
integrallary  biri hökmünde ýygnanýandygy ýa-da dargaýandygy belli  
bilan integral alynýar. Mysal üçin, eger  ,1   aralykda xxg 1 , 
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§ 6. 8.  Hususy däl integrallar 
 

     Kesgitli integral dü ünjesi girizilende a akdaky ertleri  ýerine ýetmegi 
talap edilýärdi: 1)  integraly    a  we  b   çäklerini  tükenikli san bolmagy; 
2)  integral astyndaky funksiýany  ba,  kesimde çäkli bolmagy.Bu halda 
kesgitli integrallara hususy inegrallar hem diýilýär. Eger görkezilen iki 
ertleri  i  bolmanda biri ýerine ýetmese, onda kesgitli integrala hususy däl 

inegral diýilýär. eýle integrallary  görnü lerine aýratynlykda garap 
geçeli . 
     1. Çäkleri tükeniksiz bolan hususy däl integrallar. Goý,  f    funksiýa 

ax   ücin üznüksiz bolsun.Ýokarky  b  çägi üýtgeýänli 
b

a

dxxfbh                                           (33) 

integrala garaly . Ol integraly  birnäçe häsiýetleri, hususanda  ýokarky 
çägine görä differensirlenýän funksiýadygy §6.4 –de görkezilipdi.   
      Eger (33) funksiýany   b   bolanda tükenikli predeli bar bolsa, 
onda ol predele   f    funksiýany   ,a  aralykdaky ýygnanýan hususy 
däl integraly diýilýär we ol 

b

a
b

a

dxxfdxxf lim                                  (34) 

görnü de belgilenýär.Eger (34) predel ýok ýa-da tükeniksizlige de  bolsa, 
onda o a dargaýan hususy däl integral diýilýär. 

          11-nji mysal. Hususy däl  
1 x

dx   integraly    parametri  haýsy 

bahalarynda ýygnanýandygyny barlamaly. 
      Nýuton-Leýbnisi  formulasy ulanylyp alynýan 

bolanda  1,
-1
1-

1

bolanda,1,ln
1

1
b

b

x
dxb

 

de lik esasynda,  1  bolanda 

1
1lim

1

B

B x
dx , 

1  bolanda bolsa 
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tfv  funksiýany  Tto ,  kesimdäki integral jemini  predeline de dir. 
    3. Tizligi boýunça jisimi  mukdaryny tapmak meselesi. Goý, himiki 
reaksiýa gatna ýan käbir jisimi  himiki öwürmesini  tizligi  t   bagly 
üýtgeýän   tfv   funksiýa bolsun. ot -dan    T   çenli wagt aralygynda 
reaksiýa gatna ýan jisimi   m  mukdaryny kesgitlemeli. Edil 2-nji mysalda 
geçiren amallarymyz ýaly amallary ýerine ýetirip, jisimi  mukdaryny  

n

i
iin ttfm

1

~  

jemi  predeli hökmünde tapmak bolar, ýagny 
n

i
iid

ttfm
1

0

~lim . 

  ular ýaly ba ga-da dürli meseleleri  integral jemi  predelini tapmaklyga 
getirýändigi sebäpli, eýle pedeli tapmaklyk aýratyn der eldi we ol kesgitli 
integral dü unjesine getirdi. 

 
§ 6. 2.  Kesgitli integral dü ünjesi 

 
     1. Kesgitli integraly  kesgitleni i. Goý, f funksiýa ba, kesimde 
kesgitlenen bosun. ba, kesimi bxxxxa nno 11 ...  nokatlar 

arkaly  ii xx ,1 ni ,1   bölek kesimlere bölüp, olary  uzynlyklaryny  

1iii xxx  ni ,1  bilen belgiläli . Bölek kesimleri  i  ulusyny  
uzynlygyny  d   bilen belgiläli , ýagny  ini

xd
1
max  .  Her  bir  bölek  

ii xx ,1   kesimde erkin it  nokady alyp we funksiýany  itf   bahasyny 
ol kesimi  ix   uzynlygyna köpeldip, ii xtf  köpeltmek hasyly alarys. 
eýle köpeltmek hasyllardan 

n

i
iin xtffS

1

                                    (2)  

lemi düzeli . O a  f  funksiýany  ba,  kesimdäkii integral jemi diýilýär. 
     (2) de likden görnü i ýaly, integral jem ba,  kesimi böleklere bölýän 
nokatlara we bölek kesimlerde alynýan  ntt ,...,1  nokatlara baglydyr, ýagny 
olary  üýtgemegi bilen integral jem hem üýtgeýändir. 
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     Kesgitleme. Eger nd 0  bolanda (2) integral jemi  tükenikli  I  
predeli  bar bolsa, onda ol predele  f  funksiýany  ba,  kesimdäki kesgitli 
integraly diýilýär we ol eýle belgilenýär: 

fSdxxfI p
od

b

a
lim .                             (3) 

Bu  ýerde  a  we  b  sanlara  degi lilikde  kesgitli   integraly     a aky     we 
ýokarky çäkleri diýilýär. unlukda,  f  funksiýany  özüne   ba,   kesimde  
integrirlenýän funksiýa diýilýär.  
     Bu formuladan görnü i ýaly, kesgitli integraly  bahasy hemi elik san 
bolup, ol   f   funksiýa  hem-de   a   we  b  sanlara baglydyr. onu  üçin 
hem  f  funksiýa we integraly  çäkleri berlen bolsa, onda ol kesgitli integral 
ýeke-täk kesgitlenýär we käbir sana de dir. Beýle diýildigi kesgitli 
integraly  integrirleme üýtgeýänine bagly däldigini a ladýar, ýagny 

b

a

b

a

b

a

duufdttfdxxf  

de likler dogrudyr. 
     2. Integrirlenýän funksiýany  çäkliligi. Eger   f   funksiýa ba,  
kesimde integrirlenýän bolsa, onda ol kesimde funksiýa çäklidir. 
Hakykatdan-da, eger tersine güman etsek, ýagny  f  funksiýa ba,  
kesimde çäksiz bolsa, onda  ol funksiýa  käbir ii xx ,1   kesimde  çäksiz  
bolar. eýle bolanda  it  nokady saýlap almak bilen integral jemi islendikçe 
ulaldyp bolar. onu  üçin bu halda integral jemi  tükenikli predeli bolup 
bilmez. Alnan gar ylyk integrirlenýän funksiýany  çäklidigini görkezýär. 
Ýöne bu tassyklamany  tersi dogry däldir  Onu eýledigi a akdaky 
mysaldan aýdy  görünýär. 
     1-nji mysal. ba,  kesimde Dirihle funksiýasy  atlandyrylýan  

bolsasanirrasionalx
bolsasanrasionalx

xf
,0

,,1
 

funksiýa garaly . Onu   ba,   kesimde   çäklidigi   aýdy dyr. Ýöne     ol  
funksiýa ba,  kesimde  integrirlenmeýär, çünki ba,  kesimi   islendik 
bölünmesi üçin   iii xxt ,1     rasional sanlar bolanda integral jem  
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b

a
nnno yyyyyyyyhdxxf 224212312 24

3
. 

a parabolalar ýa-da Simpson formulasy diýilýär. Bu formulany ulanyp 
kesgitli intrgraly hasaplamaklyga parabolalar usuly diýilýär. unlukda,  f  
funksiýany  dördünji tertipli üznüksiz önümi bar halynda göýberilýän 
ýal lyk 

xfMM
n

abR iv

bxan max,
2880 4

5
  

de sizlik boýunça bahalandyrylýar. . 

     12-nji mysal.  
1

0

2

dxe x   integraly Simpson usuly bilen  001,0  çenli 

takyklykda hasaplamaly. 
       Zerur bolan takyklykda integraly hasaplamak üçin ilki bilen 

31244 242

xxexf xIV  önümi tapaly . 1,0  kesimde  1
2xe   we  

5|3124| 24 xx  bolýandygy sebäpli 20|| xf IV . onu  üçin  

42880
20||

n
Rn 1000

1  

de sizlik 144/10004n   bolanda ýerine ýetýär. Onu  üçin bolsa 2n , 
ýagny 42n  almak ýeterlikdir. Indi 1,0  kesimi ,4/1,0 1xxo  

2/12x , 1,4/3 43 xx  nokatlar arkaly de  dört böleklere böleli  we 
ol nokatlarda funksiýany  bahalaryny hasaplaly : ;0000,1oy  

;7788,0;9394,0 21 yy  3y =0,5698; 4y =0,3679. Onda. Simpson 
formulasy esasynda  

1

0

2

dxe x  

7469,05698,09394,047788,023679,00000,1
12
1 . 

     eýlelikde, 001,0  takyklykda 

747,0
1

0

2

dxe x .  
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nabh 2  bolan jübut  nm 2  de  böleklere bölüp, bölünme nokatlar 
arkaly Oy okuna parallel göni çyzyklary geçireli . Onda trapesiýany 
ýokarsyndan çäklendirýän AB duga  ,...,, 21 MMM o nnn MMM 21222 ,,,  
nokatlar boýunça böleklere bölüner. Ýokarsyndan 21 MMM o duga bilen 
çäklenen egriçýzykly trapesiýany ýokarsyndan  21 ,, MMM o nokatlar 
arkaly geçýän parabola bilen çäklenen parabolik trapesiýa bilen çal yraly . 

eýle  parabolany  de lemesi  cbxaxy 2    görnü de bolup, onu  
koeffisiýentleri parabolany  21 ,, MMM o nokatlar arkaly geçýänlik 
ertinden peýdalanyp tapylýar. Beýleki  ;,, 432 MMM  654 ,, MMM    we 
.m.  nokatlar üçin hem eýle çal yrmalary geçirýäris.    

   332211 ,,,0,, yhKyKyhK  nokatlardan geçýän cbxaxy 2  
parabola bilen çäklenen parabolik trapesiýany  meýdanyny tapaly . 
     Parabolany  321 ,, KKK    nokatlar arkaly geçýändigi üçin, parabolany   
de lemesinden onu  koeffisiýentlerini tapmak üçin 

cbhahycycbhahy 2
32

2
1 ,,  

de likleri alarys. Olardan bolsa 231
2 ;22 ycyycah  de likler 

alynýar. Bu de likler esasynda parabolik trapesiýany  meýdany üçin 
h

h

h

h

h

h

dxxbdxcaxdxcbxaxS 22  

321
2 4

3
62

3
yyyhcahh  

formulany alarys. Bu formulany 
n

n

x

x

x

x

x

a

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxf
2

22

4

2

2

 

de ligi  sagyndaky integrallara ulanyp,  

43221 4
3

4
3

yyyhyyyhdxxf
b

a
o  

nnn yyyh
21222 4

3
 

de ligi alarys. Ony ba gaça eýle görnü de ýazmak bolar 
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abxxtffS
n

i
i

n

i
in

1
1

1
, 

eger-de iii xxt ,1   irrasional sanlar bolsa, onda  integral jem 
n

i
i

n

i
in xxtffS

1
1

1

00 . 

Bu  bolsa   fSn  integral jemi  0d  bolanda predelini  ýokdugyny 
ladýar, ýagny Dirihle funksiýasy  ba,   kesimde integrirlenmeýär. 

    ba,  kesimde  integrirlenýän   funksiýalary     köplügi   R ba,    bilen 
belgilenýär. unlukda, f R ba,   ýazgy   f   funksiýany  ba,  kesimde  
integrirlenýändigini a ladýar.  
     Subut etmezden käbir integrirlenýän funksiýalary belläp geçeli : 
     1. Eger  f   funksiýa ba,  kesimde üznüksiz bolsa, onda  ol kesimde ol 
funksiýa integrirlenýändir. 
     2. Eger  f  funksiýany  ba,  kesimde tükenikli sany birinji görnü däki 
üzülme nokatlary bar bolsa, onda  ol kesimde ol integrirlenýändir. 
     3. Eger  f   funksiýa ba,  kesimde monoton bolsa, onda  ol kesimde ol 
funksiýa integrirlenýändir. 
     2-nji mysal. constCxf  funksiýany  ba,  kesimde 
integrirlenýändigini subut etmeli.. 
      ba,  kesimi  ii xx ,1  bölek kesimi  islendik it  nokady üçin  

Ctf i  bolar. onu  üçin abCxCxCxCfS nn ...21  we 
(2) formula esasynda  

abCabCfSCdx
odn

b

a
od

limlim .   

 
§ 6. 3.  Kesgitli  integraly   esasy  häsiýetleri  

1. .0
a

a

dxxf           2. 
a

b

b

a

dxxfdxxf  

häsiýetleri  subutsyz kabul edilýändigini belläli . 
     3. Eger   f   funksiýa  ba, ,   ca, ,    bc,     kesimleri    i    ulusynda  
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integrirlenýän bolsa, onda ol funksiýa beýleki kesimleri  ikisinde hem 
integrirlenýändir we  a,  b,  c   nokatlary  islendik ýerle i üçin 

dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

                             (4) 

de lik dogrudyr. 
       Goý,  bca  bolsun, onda  f   funksiýany  ba,  kesimde 
integrirlenýändigi ücin, onu ol kesimdäki islendik integral jemini  predeli 
bardyr. onu  üçin  c  nokady kesimi böleklere bölýän nokatlary  biri bilen 
gabat gelýär hasap edeli . Mysal üçin, eger mxc bolsa, onda integral jemi 

n

mi
ii

m

i
iii

n

i
in xtfxtfxtffS

111
 

görnü de ýazyp, ol de likde 0d  bolanda predele geçip, (4) de ligi 
alarys. Nokatlary  ba gaça ýerle ýän hallarynda (4) de ligi  subudy 
seredilen hala getirilýär. Mysal üçin, eger   cba   bolsa, onda subut 
edileni  esasynda  

dxxfdxxfdxxf
c

b

b

a

c

a

 

de lik dogrudyr. a görä 2-nji häsiýet boýunça 
b

c

c

a

c

b

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf ,  

ýagny (4) de lik ýerine ýetýär.  
     4. Eger  f   funksiýa ba,  kesimde integrirlenýän bolsa, onda hemi elik 
k  san üçin   kf   funksiýa hem ol kesimde integrirlenýändir we 

b

c

b

a

dxxfkdxxkf  

de lik dogrudyr. 
     5. Eger  f  we  g  funksiýalar ba,  kesimde integrirlenýän bolsalar,onda  

gf   funksiýa hem ol kesimde integrirlenýändir we 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf                         (5) 
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tapmaklygy gönüburçlugy , göniçyzykly trapesiýany  we parabolik 
trapesiýany  meýdanyny tapmak bilen çal yrmaklygy a ladýar. 
     1. Gönüburçluklar usuly. Kesgitli integraly hasaplamagy  i  ýönekeý  
usuly ony  kesgitlemesi bilen bagly bolan takmyn usuldyr. Eger ba,  
kesimi 1,1, ninabhihaxi    nokatlar  arkaly  de   n  
böleklere bölüp, bölek  ii xx ,1  kesimde alynýan erkin nokady  1ix  de  
alsak, onda ba,  kesimde üznüksiz  f  funksiýa üçin düzülen integral jeme 
integraly  takmyn bahasy hökmünde garamak bolar:  

1,0,... 11 nkxfyyyy
n

abdxxf kkno

b

a

. 

Bu formulany ulanyp, kesgitli integraly  hasaplamaklyga gönüburçluklar 
usuly diýilýär. unlukda, kesgitli integral bu usul bilen hasaplanylanda 
göýberilýän ýal lyk  ( xf  önüm   ba,  kesimde üznüksiz bolanda) 

xfMM
n
abR

bxan max,
2

2

          

de sizlik boýunça bahalandyrylýar.  
     2. Trapesiýalar usuly. Eger egri çyzykly trapesiýany  meýdanyny 
hasaplamak üçin ýene-de ba,  kesimi  de   n  böleklere bölüp, her 
bölekdäki egri çyzykly trapesiýany gönüçyzykly trapesiýa bilen çal yrsak, 
onda  olary   meýdanlaryny   jemine  egriçyzykly   trapesiýany     takmyn 
meýdany hökmünde garamak bolar, ýagny 

kkn
no

b

a

xyyyyyy
n

abdxxf ,...
2 11 . 

Bu formulany ulanyp, kesgitli integraly hasaplamaklyga trapesiýalar usuly 
diýilýär unlukda, kesgitli integral trapesiýalar usuly bilen hasaplanylanda 
(ikinji tertipli üznüksiz önümi bolan  f  funksiýa üçin) göýberlen ýal lyk 

xfMM
n
abR

bxan max,
12 2

3

      

de sizlik boýunça bahalandyrylýar. Bu formula kesgitli integral trapesiýalar 
usuly bilen hasaplanylanda göýberlen ýal lygy  gönüburçluklar usuly 
bilen hasaplanylandakydan azdygyny görkezýär. 

1. Parabolalar usuly. Berlen ba,  kesimi hersini  uzynlygy  
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    Bil imiz ýaly, jisimi  ýylylyk sygymy diýip jisimi  birlik massasyny  
temperaturasyny  C1   ýokarlandyrmak üçin zerur bolan ýylylygy  
mukdaryna aýdylýar.Ýöne tejribäni  görkezi i ýaly, ýylylygy  ol mukdary 
jisimi  dürli temperaturasynda dürlüdir. a görä hem  ýylylygy  sygymy  

diýip,  
du
dQCu    de lik  boýunça  kesgitlenýän   ululyga   dü ünilýär,  bu 

ýerde  dQ  differensial jisimi  u-dan  duu  temperatura çenli gyzdyrmak 
üçin jisimi  birlik massasyna täsir edilýän  ýylylyk mukdarydyr. (Massa 
birligi hökmünde gramm, ýylylyk birligi hökmünde kaloriýa alynýar). 
     Ýylylyk sygymy  kesgitlemesinden we meseläni  sertinden 

u
du
dQ 000142,01053,0  ýa-da 

duudQ 000142,01053,0  
de lemäni alarys. onu  esasynda  1 kg  demiri C10 -dan C100  çenli 
gyzdyrmak üçin zerur bolan ýylylygy  mukdary  

1799,10000071,01053,0000142.01053.0
100

10

100

10

2uuduuQ kkal 

onu  üçin 20  kg  demiri gyzdyrmak üçin zerur bolan ýylylygy  mukdary 
203,5982  kkal.  
 

§6.7.  Kesgitli  integrallary  hasaplamagy   takmyn  usullary 
 

     Mälim bol y ýaly, kesgitli integrallary hasaplamaklyk, esasan Nýuton-
Leýbnis formulasyna esaslanyp, ol integral astyndaky funksiýany  asyl 
funksiýasyny bilmekligi talap edýär. Ýöne her bir funksiýany  asyl 
funksiýasyny tapmak a sat mesele däldir, çünki elementar funksiýany  asyl 
funksiýasyny  elementar funksiýa bolmaýany hem bardyr. Käbir hallarda 
bolsa asyl funksiýalary tapmaklyk köp hasaplamalary talap edýär. eýle 
ýagraýlarda kesgitli integrallary hasaplamak üçin takmyn usullary ulanmak 
amatly bolýar. 

b

a

dxxfI  

kesgitli integraly  egriçyzykly trapesiýany  meýdanyna de digi üçin, bu 
integraly hasaplamagy  a akda getiriljek takmyn usullary ol meýdany 
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de lik dogrudyr.              
       4-nji we 5-nji häsiýetleri  subudyny  me ze ligi üçin, 5-nji häsiýeti 
subut etmek bilen çäkleneris. ba,   kesimi  islendik böleklere bölünmesi 
üçin 

i

n

i
iin xtgtfgfS

1

 

gSfSxtgxtf nni

n

i
ii

n

i
i

11

 

de lik ýerine ýetýär. Bu de likde 0d  bolanda predele geçip, onu  sag 
bölegini  predelini  barlygyndan çep bölegini  hem predelini  bardygyny, 
ýagny gf  funksiýany   ba,   kesimde  integrirlenýändigini we (5) 
formulany alarys.      
      6.  Eger   f  funksiýa ba,  kesimde integrirlenýän bolup, bax ,   
üçin   0xf   bolsa, onda 

0
b

a

dxxf                                          (6) 

       De sizligi  subudy bu halda  f  funksiýany  integral jemini  we 
onu  predelini  otrisatel däldiginden gelip çykýar.  
       7. Eger   f   we   g   funksiýalar  ba,  kesimde  integrirlenýän bolup,  

bax ,   üçin  xgxf   bolsa, onda 

                      
b

a

b

a

dxxgdxxf                               (7) 

de sizlik ýerine ýetýär. 
     Subudy 6-njy häsiýetden gelip çykýar, çünki bu halda bax ,   
üçin  0xfxg .      
        8.  Eger  f   funksiýa  ba,   kesimde integrirlenýän bolsa, onda   f  
funksiýa hem ol kesimde integrirlenýär we 

b

a

b

a

dxxfdxxf                             (8) 

de sizlik ýerine ýetýär. 
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 Eger bax ,   üçin ýerine ýetýän xfxfxf   
de sizlige 7-nji häsiýeti ulansak, onda 

dxxfdxxfdxxf
b

a

b

a

b

a

 

de sizligi alarys, ol bolsa (8) de sizlige de güýçlüdir.  
 9. Eger   f   funksiýa  ba,   kesimde integrirlenýän bolup,  bax ,  

üçin Mxfm   de sizlikleri kanagatlandyrýan bolsa, onda 

               abMdxxfabm
b

a

.                (9) 

       Eger  Mxfm  de sizlikleri  a-dan  b  çenli integrirläp,    7-nji 
häsiýeti we  2-nji mysaly ulansak, onda (9) de sizlik gelip çykýar.   
     10. (Orta baha hakyndaky teorema). Eger  f  funksiýa  ba,   kesimde 
integrirlenýän bolup,  bax ,  üçin Mxfm   de sizlikleri  
kanagatlandyrýan bolsa, onda eýle  Mm   tapylyp, 

abdxxf
b

a

                                      (10) 

de lik dogrudyr. 
 Bu teoremany ertlerinde (9) de sizlik ýerine ýetýär, ondan bolsa 

Mdxxf
ab

m
b

a

1  

de sizlik gelip çykýar. Eger 
b

a

dxxf
ab

1  

belgileme girizsek, onda  subut edilmeli de ligi alarys.  
     Bellik.  Eger   f    funksiýa ba,   kesimde üznüksiz bolsa, onda ol 
kesimde ol funksiýa integrirlenýändir we Mxfm  . a görä bu 
halda hem (10) ýerine ýetýär we  Mm . So ky iki de sizlikler 
esasynda bolsa kesimde üznüksiz funksiýany  aralyk bahalary hakyndaky 
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mukdaryny  üýtgeý ini kesgitläli . Bir minurtda  4 l   suwuklyk,  t  
minutda   lt4   suwuklyk girýär we ol  lt4   suwuklukda  t42,0  

t8,0 kg   duz  bar. Seýle hem  t   wagtda  gapdan   lt4    suwuklyk  
çykýar.Eger  t  pursatda  (20 l)  gapda  ty   kg  duz bar bolsa,onda gapdan 
çykýan  lt4  suwuklukda  tyt2,0  kg   duz bolar ( t   wagtda gapda 
duzu  mukdary üýtgemedik halynda). Ýöne ol wagtda onu   0t   
bolanda tükeniksiz kiçi bolan ululyk üýtgeýändigi üçin, gapdan çykýan 

lt4  suwuklukda tyt2,0   kg   duz bardyr, bu ýerde 0t  
bolanda  0t . Seýlelikde, t   wagtda gaba girýän suwuklykda 

t8,0  kg   duz, gapdan çykanda bolsa tyt2,0   kg  duz bardyr. 
Onda ol wagtda duzu  tytty  artymy olary  tapawudyna de dir: 

tytttytty 2,08,0 . 
De ligi  iki bölegini hem t  bölüp, alnan de likde 0t  bolanda 
predele geçip, 0lim

0t
 de ligi  esasynda 

y
dt
dy 2,08,0  

de ligi alarys. Ol ikinji görnü däki denlemedir we onu  çözüwi 
teCy 2,0

12,08,0  
görnü de bolar. Ony  5-e köpeldip alarys: 

1
2,0 5,4 CCCey t . 

Hemi elik  C  sany meseläni   0t   bolanda  0y ertini ulanyp taparys 
.4,440 0 CCCe  

eýlelikde,  tey 2,044 . a görä 10 min geçende gapda  
459,31353,0444444 2102,0 eey  kg 

duz bardyr.  
     13-nji mysal. Eger 0-dan  200  çenli  temperaturada   uC  demiri  
ýylylyk sygymy    

uCu 000142,01053,0  
formula boýunça kesgitlenýän bolsa, onda  10  temperaturasy bolan  20 kg 
demiri 100  temperatura çenli gyzdyrmak üçin zerur bolan ýylylygy  
mukdaryny tapmaly. 
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gözlenýän funksiýa hökmünde almalydygyny anyklamalydyr. So ra  x  
argument  x  artym alanda gözlenilýän  y  funksiýany  alýan artymyny  
kesgitläp,  xyxxy   tapawudy  meseläni   ertlerindäki  
ululyklar bilen  baglany dyrmaly. Ol tapawudy  x - a  bölüp  we  0x  

bolanda predele geçip,  
dx
dyy   önümi özünde saklaýan de leme alarys. 

a differensial de leme diýilýär ( eýle de lemeleri so ra II.12-nji 
bölümde gi leýin öwreneris). Onu  ýönekeý görnü lerine garap geçeli : 

       1. xf
dx
dyxfy ,  .  Ony   dxxfdy  görnüsde ýazyp, we ol 

de ligi integrirläp,  gözlenilýän funksiýany taparys:   
,CxFCdxxfy  

bu ýerde  xF   funksiýa  xf - i   asyl funksiýasydyr. Bu de likdäki  C 
hemi elik san meseläni ertinden kesgitlenilýär. 

     2.   .bay
dx
dy  Ony   dx

bay
dy  görnüsde ýazyp, we ol de ligi 

integrirläp,  gözlenilýän funksiýany taparys: 

,Cx
bay

dy   ,Cxa
bay
bayd  

1lnln Caxbay ,   11 ln, CaCbeCay ax . 
     Himiki reaksiýalary  we fiziki  prosesleri  köpüsi üçin üýtgeýän 
ululygy  tizligini  üýtgeý i ol ululygy  birinji derejesine proporsionaldyr 

we olar kx
dt
dx   de leme bilen a ladylýar. unlukda, olara birinji tertipli 

prosesler diýilýär. Ol de leme ikinji görnü däki de lemäni  hususy haly 
bolup, himiki proses üçin o a girýän   x   ululyk jisimi  mukdaryny,   k  
reaksiýany  tizlik hemi eligini we  t   wagty a ladýar. 

     12-nji mysal. Her litrinde  0,2  kg  duz bolan suwuklyk minutda  4  l  
tizlik bilen içinde  20  l  suw bolan gaba üznüksiz guýulýar. Gaba guýulan 
suwuklyk suw bilen gary ýar we garyndy ol tizlik bilen gapdan çykýar. 10 
minut geçenden so  gapda näçe duz bolar? 

 Baglany yksyz üýtgeýän ululyk hökmünde  t   wagty,  tejribe 
ba lanandan   t   minut geçenden so ky duzu  mukdary hökmünde   ty   
funksiýany alaly .  t    wagtdan  tt  wagta çenli  aralykda duzu  
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teorema boýunça  eýle  bac ,   tapylyp,  cf   bolar. a görä-de 
(10) de likden 

abcfdxxf
b

a

.                                    (11) 

de lik gelip çykýar. unlukda, bu de likden alynýan 
b

a

dxxf
ab

cf 1  

sana   f   funksiýany    ba,   kesimdäki orta bahasy diýilýär. 

     3-nji mysal. 
0

6sin3 dxx  integraly bahalandyrmaly. 

      xxf 6sin3   funksiýa üçin  ,0   kesimde  4sin33 6 x  
de sizligi  ýerine ýetýändigi üçin, 9-njy häsiýet  esasynda 

4sin33
0

6 dxx  

de sizligi alarys.  
 
                    § 6. 4.  Ýokarky  çägi  üýtgeýänli  integral  

 
     1.Ýokarky çägi  üýtgeýänli  integraly  üznüksizligi. Eger  f  funksiýa 

ba,  kesimde integrirlenýän bolsa, onda ol funksiýa 3-nji häsiýet boýunça 
bax ,  üçin xa,  kesimde hem integrirlenýär. onu  üçin  

            bxadttfxF
x

a

                    (12) 

integrala garamak bolar. Bu funksiýa ýokarky çägi üýtgeýänli integral 
diýilýär. 
     1-nji teorema. Eger  f  funksiýa ba,  kesimde integrirlenýän bolsa,  
onda   F   funksiýa ol kesimde üznüksizdir. 
      Goý, erkin bax ,  nokat üçin baxx ,  bolsun. Onda (12) 
de lik esasynda 
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xx

x

xx

a

x

a

dttfdttfdttfxFxxF . 

f  funksiýany  ba,   kesimde integrirlenýändigi üçin ol funksiýa ol 
kesimde çäklidir, ýagny bax ,  üçin Mxfm  ýerine ýetýär. a 
görä orta baha hakyndaky teorema esasynda eýle Mm   tapylyp,   

xdttfxFxxFF
xx

x

 

de lik ýerine ýetýär. Bu de likden bolsa  0x   bolanda  0F  gelip 
çykýar we ol (12) de lik boýunça kesgitlenýän funksiýany  ba, kesimde  
üznüksizdigini görkezýär.  
     2.Ýokarky çägi üýtgeýänli integraly  differensirlenmegi. (12) 
integraly  esasy häsiýetlerini  biri-de onu  differensirlenme häsiýetidir. 
     2-nji teorema. Eger   f   funksiýa  ba,   kesimde üznüksiz bolsa, onda 
(12) formula boýunça kesgitlenen  F  funksiýa  differensirlenýändir we  

xfxF .                                           (13) 
      Goý, bax ,  üçin baxx ,  bolsun.Onda (12) de lik esasynda 

xx

x

xx

a

x

a

dttfdttfdttfxFxxF  

de ligi alarys. (11) formula esasynda ony  

10, xxcxcfdttfxFxxF
xx

x

 

görnü de ýazmak bolar, ýagny  xcfF . Ondan gelip çykýan 

xxfcf
x
F    

de likde  0x   bolanda predele geçip,  f  funksiýany    ba,   kesimde 
üznüksizligi esasynda, (12) de lik boýunça kesgitlenýän   F  funksiýany   
differensirlenýändigini we (13) de ligi alarys.  
     3. Üznüksiz funksiýany  asyl funksiýasyny  barlygy. ba,  kesimde 
üznüksiz  her  bir    f    funksiýany ol kesimde asyl funksiýasy bardyr we 
onu  erkin      asyl  funksiýasy 
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duygV
d

c

2  

formula dogrudyr. 
      11-nji mysal. 6,1,6 xxxy  çyzyklar bilen çäklenen egriçyzykly 
trapesiýany   Ox    oku  da yndan aýlanmagyndan alynýan jisimi  
göwrümini tapmaly. 
     Trapesiýany ýokarsyndan çäklendirýän 6xy   giperbolany  
de lemesinden  xy 6   tapyp we (32) formulany ulanyp alarys: 

301
6
13613636 6

1

6

1
2 x

dx
x

V .  

     5. Üýtgeýän güýjü  i i. Goý, M material nokat xFF  üýtgeýän 
güýjü  täsiri esasynda Ox ok boýunça güýjü  ugruna ugurda  hereket edýän 
bolsun. M   nokady   a-dan  b  geçmegi üçin xFF   güýjü  eden i ini 
tapmaly, bu ýerde xF   funksiýa  ba,    kesimde üznüksizdir. 
     ba,   kesimi uzynlyklary  1iii xxx   bolan nixx ii ,1,1    n   
böleklere böleli . Her bölekde erkin  it   nokat alyp, ol bölekdäki güýç 
hemi elik we itF  de  hasap edeli . Onda ii xtF  köpeltmek hasyl 
güýjü  ix  kesimdäki i ini  takmyn bahasyny a ladýar. eýle  köpeltmek 
hasyllary jemläp, xFF   güýjü  ba,  kesimdäki i ini   

n

i
iin xtFA

1

                                    (33) 

takmyn bahasyny alarys. Ol jem ba,    kesimde üznüksiz xF   
funksiýany  integral jemidir. a görä-de nixd i ,1max  üçin ol 
jemi  nd 0   bolanda predeli bardyr we ol  üýtgeýän  xFF   
güýjü   ba,  kesimdäki i ini a ladýar. eýle hem ol predel xF   
funksiýany  ba,  kesimdäki integralyna de dir, ýagny 

b

a

n

i
iid

dxxFxtFA
10

lim  . 

     6. Käbir fiziki we himiki meseleler. Fiziki we himiki meseleler 
çözülende ilki bilen haýsy ululygy baglany yksyz üýtgeýän ululyk, haýsyny 
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n

k
kkn xtSV

1

                                      (31) 

jem ba,  kesimde  üznüksiz xS   funksiýany   integral  jemidir. Ol jem 
bölek silindrlerden düzülen we berlen jisimi takmyn çal yrýan basgançak 
jisimi  göwrümini a ladýar. 
     Eger  nkxd k ,1max   üçin    0d   bolanda  (31)  jemi   V   
predeli bar bolsa, onda ol predele   G   jisimi  göwrümi diýilýär. 
      xS   funksiýany  ba,  kesimde üznüksizligi esasynda (31) integral 
jemi  predeli bardyr, ýagny jisimi  göwrümi 

b

a

n

k
kkd

dxxSxtSV
10

lim  

formula boýunça tapylýar.    

Eger jisim ýokarsyndan üznüksiz bxaxfy  funksiýany    
grafigini  dugasy bilen çäklenen  egriçyzykly trapesiýany   Ox  okuny  
da yndan aýlanmagyndan alnan bolsa (9-njy b surat), onda onu  Ox  okuna 
perpendikulýar kese-kesigi tegelekdir we  x  nokat üçin onu  radiusy xf  
de dir. onu  üçin ol kese-kesigi  meýdany  xfxS 2    we   (31)   
formula esasynda aýlanma jisimi  göwrümi üçin 

dxxfV
b

a

2                                          (32) 

formula alynýar. a me ze likde, ygxdycyx ,,,0  çyzyklar 
bilen çäklenen  cCDd  egriçyzykly trapesiýany  (9-njy  ç  surat)  Oy   
okuny  da yndan aýlananda alnan jisimi  göwrümi üçin 

 271

               
x

a

Cdttfx                              (14) 

görnü dedir (bu ýerde  C – hemi elik san). 
        f   funksiýany   ba,   kesimde üznüksizligi esasynda ol kesimde   
F  funksiýa differensirlenýär we  xfxF  de lik ýerine ýetýär, ýagny 
F  funksiýa ba,  kesimde  f  funksiýany  asyl funksiýasydyr. Dürli  we  
F asyl funksiýalary  biri-birlerinden hemi elik san bilen 
tapawutlanýandygy üçin,  CxFx  bolar, ýagny  (14) formula  
ýerine ýetýär.  
      4. Nýuton - Leýbnis  formulasy. Eger   f  funksiýa ba,  kesimde 
üznüksiz bolsa, onda ol funksiýa ol kesimde integrirlenýändir we onu      
asyl funksiýasy üçin 

b

a

b

a

xabdxxf                            (15) 

formula dogrudyr. 
       Bu ertlerde  f  funksiýany  integrirlenýändigi we onu  erkin asyl 
funksiýasyny  (14) formula boýunça kesgitlenýändigi esasynda, (14) 
formulada  ax   goýup,  Ca   de ligi alarys we ol formulany 

x

a

adttfx  

görnü de ýazarys. Bu formuladan bolsa bx  bolanda (15)  formula gelip 
çykýar.   
        (15) de lige Nýuton - Leýbnis formulasy diýilýär.  
  
                             § 6. 5.  Integrirlemegi  usullary 

 
     1. Üýtgeýäni çal yrmak usuly. Bu usul eýle teorema esaslanýar. 
     3-nji teorema. Eger   f   funksiýa ba,   kesimde üznüksiz  we  g  
funksiýa  ,   kesimde üznüksiz differensirlenýän bolup, ag , 

bg  bolsa we  ,t   üçin tg   funksiýany  bahalary     ba,   
kesime degi li bolsa, onda 
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          dttgtgfdxxf
b

a

                              (16) 

formula dogrudyr. 
       Goý,   F   funksiýa    f   funksiýany   ba,   kesimdäki käbir asyl 
funksiýasy bolsun, diýmek  F  funksiýa ba,   kesimde differensirlenýär. 

onu  üçin hem çyl yrymly  tgF   funksiýa hem ,   kesimde 
differensirlenýär we  

tgtgftgtgFtgF . 
Bu  de lik tgF  funksiýany   ,   kesimde tgtgf  funksiýany   
asyl funksiýasydygyny a ladýar. eýlelikde,  Nýuton-Leýbnis formulasy 
esasynda 

aFbFdxxf
b

a

 

we 

gFgFdttgtgf . 

erte görä,  agbg , .  onu  esasynda so ky de likleri  sag 
bölekleri de  bolar. onu  üçin olary  çep bölekleri hem de dir, ýagny  
(16) formula ýerine ýetýär.   
       Ol formula kesgitli integraly  üýtgeýäni çal yrmak formulasy diýilýär. 

     4-nji mysal. 
3

0 1
dx

x
x  integraly hasaplamaly. 

      Integraly hasaplamak üçin  1xt   çal yrmany ulanarys. Onda 
tdtdxtx 2,12  bolar. 1xt   de ligi ulanyp, integraly  çäklerini 

taparys: 01x    bolanda 11t    we   32x    bolanda 22t   bolar. Onda 
(16) formula esasynda 

2

1

2

1

2
2

1

2
2

1

23

0

221221
1

dtdttdtttdt
t

tdx
x
x  

.
3
812212

3
22

3
2 33

2

1

2

1

3 tt   
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(29)  funksiýany   integral  jemini   predeline de digini görkezmek bolar.  
onu  esasynda hem  aýlanma üstü  meýdanyny   

dxxfxfq
b

a

2
12                                (30) 

formula boýunça tapylýandygy subut edilýär.  
     Bellik. Eger üst dycygx de leme bilen berlen  AB dugany   
Oy   okuny  da yndan aýlanmagyndan alynýan bolsa, onda onu  meýdany 

dyygygq
d

c

2
12  

formula boýunça tapylar. 
     10-njy mysal. 2xy   göni çyzygy  koordinata oklaryny  arasynda 
ýerle ýän kesimini  Ox okuny  da yndan aýlanmagyndan alynýan üstüni  
meýdanyny tapmaly. 
      Göni çyzygy  kesimi üçin  1,202 yxxy . a 
görä (30) formula esasynda 

2

0

2

0

2221122 dxxdxxq  

.24
2

222
2

0

2xx  

     5. Jisimi  göwrümi. Goý,   x   nokatda  Ox  okuna perpendikulýar 
tekizlik geçirilende berlen  G  jisimi  kese kesiginde alynýan xS   
meýdany  belli bolsun we ol  x  görä ba,  kesimde üznüksiz funksiýa 
bolsun.   Ol  jisimi    V   göwrümini tapmak üçin ba,  kesimi 

bxxxxa nno 11 ...  nokatlar arkaly böleklere böleli  we ol 
nokatlar boýunça  Ox  oka  perpendikulýar tekizlikler geçireli . unlukda, 
jisim  n   gatlaklara  bölüner (9-njy a surat).  Eger   1kxx   we  kxx  
tekizlikleri  arasyndaky gatlagy beýikligi  kx  we esasyny  meýdany  

kkkk xxttS ,1,  bolan silindr bilen çal yrsak, onda ol silindri  
göwrümi kk xtS   de  bolar. Onda eýle göwrümleri  jeminden düzülen 
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2222 yx  
de likler esasynda, polýar koordinatalarynda berlen dugany  uzynlygy 

dl 22  

formula boýunça tapylar 
     4. Aýlanma üstü  meýdany. Goý, ba,  kesimde üznüksiz we otrisatel 
däl   f  funksiýa  üçin    AB  duga xfy bxa  funksiýany  grafigi 
arkaly berlen bolsun. Eger bxxxxa nno 11 ...  nokatlar 
arkaly ba,  kesimi böleklere bölsek, onda olara AB dugany  

iiii xfxMM , ni ,1  nokatlary degi li bolar (8-nji surat). Ol 
nokatlary yzygiderli birikdirip, käbir döwük çyzyk alarys, unlukda onu   

ii MM 1   bölegini  uzynlygy 

    2
1

2
1 iiiii xfxfxxl                    (26) 

de dir. Döwük çyzygy   ii MM 1  bölegi   Ox  oku  da yndan aýlananda 
kesik konusy  ii xfxf (1  bolan halda silindri) emele getirýär. Ol 
aýlanma üstü  meýdany iii lyy 1   de dir. Onda ähli döwük çyzygy   
Ox  okuny  da yndan aýlanmagyndan emele gelen üstüni  meýdany 

                     ii

n

i
iiin xfylyyq ,

1
1                                 (27) 

de dir. Eger  f  funksiýany  ba,  kesimde üznüksiz önümi bar bolsa, onda 
(26) de ligi (25) görnü de ýazmak bolar. onu  üçin (27) de lik 

iiii

n

i
i

ii
n xcxxcf

yy
q 1

1

21 1
2

2                (28) 

görnü i  alar.  Bu  jemi   0d   bolandaky   q  predeline aýlanma üstü , 
ýagny bxaxfy ,  funksiýany  grafigini   Ox  okuny  da yndan 
aýlanmagyndan emele gelen üstüni  meýdany diýilýär.  
        (28) de likden görnüsi ýaly, ol jem 

xfxf 212                                      (29) 
funksiýany  integral jemi däldir.Ýöne ol jemi 0d bolandaky predelini   
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       2. Bölekleýin integrirlemek usuly. Bu usul eýle teorema esaslanýar. 
      4-nji teorema. Eger   u  we   v funksiýalar   ba,  kesimde üznüksiz 
differensirlenýän bolsalar,  onda eýle formula dogrudyr 

b

a

b
a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu | .            (17) 

        Köpeltmek hasyly differensirlemek  düzgünini ulanyp, xvxu = 
xvxuxvxu  de ligi  alarys. Bu   de ligi    sag   bölegini  ba,  

kesimde üznüksizligi üçin onu  çep bölegi hem ol kesimde üznüksizdir. 
onu  üçin ol de ligi    a-dan  b  çenli integrirläp, integraly  häsiýetini we 

çep bölekdäki funksiýany  asyl funksiýasyny   xvxu  bolýandygy üçin, 
Nýuton-Leýbnis formulasyny ulanyp,  

b

a

b

a

b

a
dxxvxudxxvxuxvxu  

de ligi alarys. Bu ýerden bolsa a satlyk bilen (17) formula alynýar.  
     Ol  formula gysgaça 

b

a

b

a

b

a

vduuvudv  

görnü de ýazylýar we o a bölekleýin integrirlemegi  formulasy diýilýär. 

     5-nji mysal.  dxxe x
3

21

2    integraly hasaplamaly. 

       Eger   3,21,, 2 baexvxxu x   alsak, onda 1xu  we 
22xexv    bolýandygy esasynda, (17) formulany ulanyp taparys: 

.
4
5

2
1

22
1

2
6

3

21

23

21

2
3

21

23

21

2 exedxeexdxxe
x

x
x

x   

 
 
 
 

§ 6. 6. Kesgitli integraly  ulanyly y 
 



 274

     1. Egriçyzykly figurany  meýdany.Ilki bilen egriçyzyly trapesiýany , 
ýagny ýokarsyndan  0xfxfy   üznüksiz funksiýany  grafigi, 
çepinden we sagyndan  degi lilikde  ax   we   bx  göni çyzyklar we 

agyndan  Ox    oky bilen çäklenen figurany  (1-nji surat) meýdanyny  
integral arkaly tapyly  formulasyny görkezeli . Egriçyzykly trapesiýany  
meýdany hakyndaky meselä seredenimizde onu  meýdanyny  (1) predele 
de digini we kesgitli integral dü ünjesini girizenimizde ol predeli  kesgitli 
integrala de digini (3) formulada görüpdik. a görä-de (1) we (3) 
formulalar boýunça egriçyzykly trapesiýany  meýdany ücin 

b

a

dxxfS                                             (18) 

formulany alarys.  
      a me ze likde, eger egriçyzykly 
trapesiýa sagyndan ygx funksiýany  
grafigi, a agyndan we ýokarsyndan  

dycy ,   göni çyzyklar we çepinden   
Oy  oky bilen çäklenen bolsa, onda onu  
meýdany 

d

c

dyygS                          (!9) 

formula boýunça tapylýar (2-nji surat). 

Eger   ABCD figura a agyndan  
xfy 1  we ýokarsyndan  
xfy 2  funksiýalary  

grafikleri, çepinden we 
sagyndan bolsa  ax  we  

bx  göni çyzyklar bilen 
çäklenen bolsa, onda onu  
meýdanyna MBCN we MADN  
egriçyzykly trapesiýalary    
meýdanlaryny  tapawudy   
hökmünde   tapmak  bolar (3-nji surat).                            3-nji surat         
     onu   üçin  hem  formula  (18)  esasynda  ol  figurany   meýdany üçin                                           

 

B 

A 

D 

  y=f2(x) 

 y=f1(x) 
N M 

a b 

y 

2-nji surat 

d 

c 

o x 

x=
g(

y)
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n

i
ii

n

i
in xcflP

1

2

1

1  

de ligi, ýagny (24) integraly  integral jemini alarys. ba,   kesimde 

xf 21  funksiýany  üznüksizligi esasynda,  nixd i ,1max~  

ücin   0~d  bolanda ol jemi  predeli bardyr we ol predel (24) integrala 
de dir. dd~  bolýandygy üçin  0~0 dd . a görä 

dxxfxcfPl
b

a

n

i
ii

d
nd

2

1

2

0~0
11limlim  .  

     9-njy mysal. 50,3 xxy  dugany  uzynlygyny tapmaly. 

       3xy   de likden 23 xy  önümi tapyp we (24) formulany 
ulanyp alarys: 

dxxdxxl
5

0

5

0

2

4
91

2
31 =                 

.
27

335|
4

91
27
8

4
91

4
91

9
4 5

0

5

0

2
32/1 xxdx   

     Eger  AB  duga ttytx ,    parametrik görnü de 
berlen bolup, ba ,  bolsa, onda dttdxtx ,  
çal yrma girizip we parametrik görnü däki funksiýany  önümini  
formulasyndan peýdalanyp, (24) formuladan onu  uzynlygy üçim 

dtttdtt
t
tdxxfl

b

a

22
2

2 11  

formulany alarys. 
     Eger AB  duga  polýar koordinatalarynda   de leme 
arkaly berlen bolsa, bu ýerde  üznüksiz differensirlenýän funksiýa 
we   A  we   B   nokatlara    we     degi li bilsa, onda polýar we dekart 
koordinatalaryny baglany dyrýan formula esasynda  AB   dugany     
parametre görä  sin,cos yx  de lemesini alarys. a görä 

cossin,sincos yx , 
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bilen belgiläli . Eger  döwük çyzygy   i-nji bölegini   uzynlygy  il   bolsa, 
onda perimetr ol bölekleri  jemine de  bolar:   

n

i
in lP

1

 

Goý,   nild i ,1max   bolsun. Eger 0d   bolanda  perimetri   l   
predeli bar bolsa, onda ol predele  AB   dugany  uzynlygy diýilýär: 

n

i
id

ll
1

0
lim  

Bu kesgitlemeden peýdalanyp, ba,   kesimde üznüksiz  differensirlenýän f   
funksiýa üçin,  AB   dugany  uzynlygyny  

dxxfl
b

a

21                                         (24) 

formula boýunça tapylýandygyny görkezeli . 

                                            8-nji surat 
     Eger  iiii xfxMM ,   bolsa, onda döwük çyzygy   i-nji  bölegini  

uzynlygy 2
1

2
1 iiiii xfxfxxl bolar.Lagranžy  formulasy 

esasynda 
iiiiiiii xcxxxcfxfxf 111 . 

onu  üçin  

1
21 iiiiii xxxxcfl .                        (25) 

Bu de lik esasynda döwük çyzyklary  perimetri ücin 
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dxxfxfS
b

a
12                         20  

formulany alarys. 
     Eger egriçyzykly figura çepinden 
we sagyndan ygxygx 21 ,  
funksiýalary  grafikleri, a agyndan 
we ýokarsyndan  dycy ,   göni 
çyzyklar bilen (4-nji surat) çäklenen 
bolsa, onda onu  meýdany 

dyygygS
d

c
12       (21)                                 

formula boýunça tapylýar. 
                                                                               4-nji surat          
     Egriçyzykly    figurany      ba ga görnü lerini   meýdanlaryny  tapmak  
üçin  olary  her  böleginde   ýokarda getirilen formulalary ulanyp bolar ýaly 
böleklere bölmeli. 
   6-njy mysal. 22xy   parabola  we  xyx 2,2  göni çyzyklar bilen 
çäklenen figurany  meýdanyny tapmaly  (5-nji surat).  
      Çyzyklar 2,2,0,0  we 4,2   
nokatlarda kesi ýärler. Ol figurany   
ýokarsyndan xy 2  göni çyzyk bilen, 

agyndan 22xy   parabola bilen 
çäklenýänligi  esasynda, (20)   formuladan 
peýdalanarys: 

.
3
8

62
2

2

0

3
2

2

0

2 xxdxxxS   

  
 1-nji bellik.Eger egriçyzykly trapesiýany 
ýokarsyndan   çäklendirýän   egri     çyzyk  

ttytx ,    parametrik görnü de berlen bolup, 
ba ,  bolsa, onda dttdxtx ,  çal yrma girizip, (18) 

formuladan onu  meýdany üçin 

5-nji surat 

2 

4 

o 

y 

x 

d 

c 

o 

y 

x 

x=
g 2

(y
) 

x=
g 1

(y
) 
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dtttS                                          (22) 

formulany alarys. 
     7-nji mysal. tbytax sin,cos   ellips bilen çäklenen figurany  
meýdanyny tapmaly.  
      Ellipsi  koordinatalar oklaryna görä simmetrikligi sebäpli, onu  
birinji çärýekde ýerle ýän bölegini  meýdanyny tapyp, ony  4-e  köpeltmek 
ýeterlikdir. Bu halda  x   ululyk  0-dan  a   çenli ýütgeýär. onu  üçin   t   
parametr   2 -den  0-a  çenli üýtgeýär. a görä  (22) formula esasynda 

2

0

0

2

2

0

2

2
2cos14sin4sinsin4 dttabtdtabdttatbS  

abttabtdtabdtab
2

0

2

0

2

0
2

2sin22cos22  .  

            2. Polýar koordinatalarynda meýdany  formulasy. Goý,  
funksiýa   ,   kesimde    üznüksiz    we   otrisatel  däl    bolsun. Polýar 
koordinatalarynda    funksiýany  grafigi we polýar oky bilen   

we  burçlary emele 
getirýän öhleler bilen 
çäklenen  egriçyzykly  
OAB sektory  (6-njy 
surat) meýdanyny  

dS 2

2
1  (23)         

formula   boýunça    
tapylýandygyny    görkezeli .    
      Onu  üçin OAB sektory niMOM ii ,,2,11  elementar sektorlara 
böleli  we  i-nji sektory  burçuny 1iii bilen belgiläli .  

iii ,1  üçin i-nji bölek sektory radiusy  ii  we merkezi 
burçy  i  bolan tegelek sektor bilen çal yraly . Onu  meýdany  

22
iiiS  de dir. eýle sektorlary  meýdanlaryny   
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n

i
iii

n

i

ii
nS

1

2

1

2

2
1

2
 

jemi bolsa egriçyzykly 
sektory takmyn çal yrýan 
basgançak sektory  
meýdanyna de dir. Eger  

nid i ,1max   
üçin   ol  jemi    0d   
n  bolanda predeli 

bar bolsa, onda ol predele 
egriçyzykly sektory  
meýdany diýilýär. 

eýlelikde, kesgitleme 
esasynda ol sektorýn 
meýdany 

dS
n

i
iiid

2

1

2

0 2
1

2
1lim   

bolar, çünki bu halda integral jemi  predeli bardyr. 
     8-nji mysal.  2sin22 a   lemniskata bilen çäklenen figurany  
meýdanyny tapmaly (7-nji surat). 
      Lemniskatany   4    öhlä görä simmetrikligi esasynda, onu  

41  bölegini  meýdanyny taparys: 

    .
4
12cos

4
22sin

4
12sin

2
1

4
1 2

4

0

4

0

2
2

4

0

2 aadadaS  

onu  esasynda  2aS .     
     3. Egri çyzygy  dugasyny  uzynlygy. Goý,  ba,   kesimde üznüksiz f   
funksiýa üçin,  AB   duga  xfy   funksiýany  grafigi hökmünde berlen 
bolsun. ba, kesimi bxxxxa nno 11 ...  nokatlar arkaly  
böleklere böleli . Ol nokatlara  AB   dugada   nMMM ,,, 21   nokatlar 
degi li bolar (8-nji surat). Olary hordalar arkaly birle dirip,  AB   dugany  
içinden çyzylan käbir döwük çyzygy alarys. Onu  perimetrini nP  
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Bu funksiýany we onuñ   
önümlerini (25) de lemede ornunda goýup, alarys: 

. 
  Ýa-da              
(26) funksiýanyñ (25) deñlemäniñ çözüwi bolmagy üçin  

                 (27)  
deñligiñ ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
     (27) deñleme häsiýetlendiriji deñleme diýilýär. Bu n-nji tertipli 
algebraik deñlemäniñ n sany köki bardyr, olaryñ gabat gelýänide, 
kompleks san bolmagy mümkin. 
1) Häsiýetlendiriji deñlemäniñ n-sany dürli hakyky köki bolsun. Bu 
kökleri    )  bilen belgiläliñ. Bu sanlara 
degi li (25) deñlemäniñ kökleri    

                    (28) 
 funksiýalar bolar. Bu funksiýalar  kesimde çyzykly bagly 
däldir (15-e seret ). 
Teorema 6 –yñ netijesine görä, (25) deñlemäniñ umumy çözüwi 

                   (29)  
formuladan kesgitlenýär. 
     Mysal 5.  deñlemäniñ umumy çözüwini  
tapmaly. 
        Bu deñlemäniñ häsiýetlendirijileriji deñlemesini ýazalyñ: 

 
Deñlemäniñ kökleri  bolar.  Berlen  
deñlemäniñ umumy çözüwi 

 bolar. 
       2. Häsiýetlendiriji deñlemäniñ kökleri hakyky bolup, olaryñ m 
sanysy özara deñ, beýlekileri dürli bolsun: 

 
berlen deñlemäniñ çözüwleri. 
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b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf                            (38) 

görnü de kesgitlenýär. unlukda, ol integral (38) de ligi  sag bölegindäki 
integrallary  ikisi hem ýygnananda ýygnanýandyr. Edil onu  ýaly     f   
funksiýany  ba,   kesimi  uçlaryny  ikisini  etrabynda-da çäklenmedik 
halynda hem hususy däl integral (38) de lik boýunça keskitlenýär, ýone ol 
de likde  bac ,   erkin nokatdyr. 

     12-nji mysal.
2

1 1x
dx

 integraly  0  parametri  haýsy 

bahalarynda ýygnanýandygyny barlamaly. 
 Bu integral (37) görnü däki integraldyr. onu  ücin hem Nýuton-

Leýbnis formulasyny ulanyp, (37) de lik esasynda  1   bolanda 

1
1lim

1
1lim

1
1lim

1

1

0

2

1

1

0

2

1
0

2

1

x
x

xd
x

dx
 

10,
1

1
,1,

 

de ligi we  1   bolanda 

lnlim1lnlim
1
1lim

1 0

2

10

2

1
0

2

1

x
x
xd

x
dx

 

de ligi alarys. eýlelikde, integral   10   bolanda ýygnanýar,  1   
bolanda dargaýar.  
     Çäksiz funksiýany  hususy däl integrallary üçin hem 7-nji we 8-nji 
teoremalalar ýaly teoremalar dogrudyr. Bu halda hem de dirilýän integral 
hökmünde ýygnanýandygy ýa-da dargaýandygy belli bolan integral 
alynýar.  

     13-nji mysal. 
2

1
23 151 xx

dx
 integraly  ýygnanýandygyny 

barlamaly. 
     Integral astyndaky funksiýa üçin 
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31323 1
1

1
1

151
1

xxxx
 

de sizligi  ýerine ýetýändigi we  12- nji mysal esasynda 
2

1
311x

dx
  integraly  ýygnanýandygy üçin, de dirme  ny any boýunça 

integral ýygnanýandyr.   
 

§ 6. 9.  Eýler integrallary barada dü ünje 
                                 1.Eýler gamma-funksiýasy.  
 
Hususy däl 

0

1dttex xt                                      (39) 

görnü däki ntegrala Eýler integralyny  ikinji görnü i  ýa-da Eýler gamma-
funksiýasy diýilýär.  

Bu integral hususy däl integrallara mahsus bolan  aýratynlyklary  
ikisini hem özünde saklaýandyr. Birinjiden-ä integrirlemeklik tükeniksiz 
bolan    ,0   aralykda   geçirilýär,   ikinjiden   bolsa    x < 1  bolanda  
integral  astyndaky funksiýa   t = 0  nokatda çäksizdir. Mälim bol y ýaly, 
beýle integraly der emek üçin ony xxx 21  integrallary  
jemi görnü inde ýazýarlar, bu ýerde 

1

1
2

1

0

1
1 , dtetxdtetx txtx . 

Bu integrallary  birinjisi   x > 0  üçin de dirme ny any boýunça 
ýygnanýandyr, çünki    t  [0, 1]   üçin 

11 xtx tet    we    
1

0

1dtt x  

integral ýygnanýandyr. Integrallary   ikinjisi hem ol ny an boýunça  

ýygnanýar, çünki 0limlim
1

2

1

t

x

t

tx

t e
t

t
et

 de lik esasynda ýeterlik uly   
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erti kanagatlandyrýan (20) çözüwinden  hemi elikleri 

kesgitläliñ, ýagny 

 (24) 

Bu sistemanyñ kesgitleýjisi Wronskiniñ kesgitleýjisidir. Teoremanyñ 
ertine görä  kesimde kesgitlenen   

funksiýalar çyzykly bagly däl, onuñ üçin islendik  nokat 
ücin  Diýmek, (24) sistemanyñ ýeke-täk   
çözüwi bardyr. 
Bu bolsa (23) funksiýanyñ (20) deñlemäniñ umumy çözüwidigini 
añladýar. 
     Netije 2.2 çyzykly birjynsly deñlemäniñ çyzykly bagly däl 
çözüwleriniñ iñ uly sany deñlemäniñ tertibine deñdir. 
     Kesgitleme: n-nji tertipli çyzykly birjynsly deñlemäniñ islendik n 
çyzykly bagly däl çözüwlerine bu deñlemäniñ fundamental çözüwi 
diýilýär. 
 

§ 2.3 n-nji tertipli hemi elik kosffisiýentli birjynsly çyzykly 
deñlemeler 

 
                  (25) 

Deñleme n-nji tertipli hemi elik koeffisi elik koeffisiýentli birjynsly 
çyzykly deñleme diýilýär, bu ýerde  hemi elik sanlar. 
(25) deñleme (6) deñlemäniñ hususy halydyr. onuñ üçin §2.2-      
- däki alnan netijeler (25) deñleme üçin dogrudyr. 
(25) deñlemäniñ çözüwini   

                              (26)  
görnü de gözläliñ. 
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     tersine  güman  edeliñ,  ýagny   nokatda Wronskiniñ 
kesgitleýjisi nola deñ bolsun. eýlelikde,  

  (21) 

Algebraik deñlemeler sistemasynyñ noldan tapawutly çözüwi bardyr, 
ýagny . 
Teorema 2.1 we 2.2-den  

          (22)  
funksiýa (20) deñlemäniñ çözüwidir. 
Bu deñlemäniñ çözüwi (21)-e görä   

 
ba langyç erti kanagatlandyrýar. Bu ba langyç  ert (20) deñlemäniñ 

 çözüwini-de kanagatlandyrýar. Diýmek teorema 2.1 –e  görä  
(22)  de lemäni  çözüwi    diýmek   

2 2 2
1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) 0 ( 0)o o n n o na y x a y x a y x a a a  

Bu ýerden  nokatda   funksiýalar 
çyzykly bagly. Bu bolsa teoremanyñ ertine gar y gelýär. Bu 
gar ylyk teoremany subut edýär. 
 
         3. n tertipli birjynsly çyzykly deñlemäniñ umumy çözüwi 
 
 6-njy teorema.  Eger   
funksiýalar kesimde kesgitlenen koeffisiýentleri bu kesimde 
üznüksiz bolan birjynsly (20) deñlemäniñ çyzykly bagly däl 
çözüwleri bolsalar, onda bu deñlemäniñ umumy çözüwi  

                             (23)  
formula bilen kesgitlenýär, bu ýerde erkin hemi elikdir. 
    3-nji teoremany göz öñünde tutup, (23) funksiýanyñ (20) 
deñlemäni toždestwa öwürýändigini göreris. 

 Indi    
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t  üçin 12

1

t
et tx

,  ýagny  21 tet tx  we   
1

2t
dt

  integral ýygnanýar.   

eýlelikde, x1    we x2  integrallary  ikisi birden  x > 0   üçin 
ýygnanýar we onu  esasynda  x    integral  hem    x >  0    üçin  
ýygnanýar. eýlelikde, x-  her bir položitel bahasy üçin Eýler gamma-  
funksiýasy kesgitlenendir. 
     Bölekleýin integrirleme formulasyny ulanyp,  

xdtetxetedtdtetx txtxtxtx

0

1

000

|1  

de ligi alarys, çünki 0lim
0

t

x

t

tx

e
tet eýlelikde,  x > 0 üçin    

xx 1                                        (40) 
formula dogrudyr. (39) formuladan   x = 1   bolanda alynýan 

11
0

dte t  

de lik esasynda (40) formuladan   x = 1, 2, . . . , n   bolanda alarys: 
,!3!23234,!2223,!1112  

!1211 nnnn                         (41) 
 

     2. Eýler beta-funksiýasy. Hususy däl  
1

0

11 1, dtttyxB yx                              (42) 

integrala  Eýler integralyny  birinji görnü i ýa-da Eýler beta-funksiýasy 
diýilýär. 
     Bu integrala hususy däl integral diýilmegi  11 1,, yx ttyxtf  
funksiýany   0 < x < 1  bolanda  t = 0  nokatda we 0 < y < 1 bolanda  t = 1   
nokatda çäksizligi esasyndadyr. onu  üçin integraly  

,1,
21

0

11
1 dtttyxB yx        

1

21

11
2 1, dtttyxB yx  
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integrallary   yxByxByxB ,,, 21    jemi görnü inde a ladarys. 

     21,0t    bolanda   11 yt  funksiýany   üznüksizligi  sebäpli ol  

çäklidir, ýagny  1
11 Mt y  we  onu  üçin   yxtf ,, 1

1
xtM .  

1,21t   bolanda    1xt   funksiýany  üznüksizligi sebäpli ol funksiýa 

çäklidir, ýagny  2
1 Mt x   we 1

2 1,, ytMyxtf . onu  esasynda, 

yxB ,1  integraly     x > 0   bolanda ýygnanýan  
21

0

1dtt x   integral bilen, 

yxB ,2    integraly  bolsa    y > 0   bolanda ýygnanýan  
1

21

1)1( dtt y   

integral bilen de dirip, yxB ,    integraly    x >  0,   y > 0    bolanda 
ýygnanýandygyny alarys. eýlelikde, Eýler beta-funksiýasy   x > 0,  y > 0  
bolanda kesgitlenendir. 
     (43) integralda   u = 1– t   çal yrma girizip, 

0

1

11
1

0

11 11, duuudtttyxB yxyx    

xyBduuu xy ,1
1

0

11                              (44) 

de ligi alarys, ýagny  beta-funksiýa üýtgeýänlerine görä  simmetrikdir. 
     Eýleri  gamma-funksiýasy bilen beta-funksiýasyny baglany dyrýan 
eýle formula bardyr: 

yx
yxyxB ,  .                                    (45) 

Bu formuladan   21yx   bolanda  11  de lik esasynda 
1

0
2

1

0

2
11

0

2
1

2

1
1

2
1,

,2
1

2
1

tt
dt

tt
dtdtttB  

1

0

1

0
2

12arcsin
2141

21 t
t

td
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                        (17)  
funksiýalar islendik  kesimde çyzykly bagly däldir.              
     4-nji teorema Eger   
funksiýalar   kesimde  çyzykly bagly bolsa, onda 

  (18) 

kesgitleýji   kesimde toždestwalaýyn nola deñdir. 
      Teoremanyñ ertine görä    funksiýalar 

 kesimde çyzykly baglydyr. Kesgitlemä görä bu kesimde  
 deñlik 

  bolanda ýerine ýetýär. 
Bu toždestwony (n-1) gezek differensirläp alarys: 

  (19) 

Islendik  üçin  näbellilere görä birjynsly 
algebraik deñlemeler sistemasyny aldyk. Bu sistemanyñ noldan 
tapawutly çözüwi bolmagy üçin kesgitleýjisi nola deñ bolmaly, 
ýagny (10) de lik ýerine ýetmeli. 
(10) kesgitleýjä Wronskini  kesgitleýjisi diýilýär. 
     5-nji teorema. Eger   
funksiýalar  kesimde üznüksiz     koeffisiýentli  

               (20) 
Deñlemäniñ çyzykly bagly däl çözüwleri bolsa, onda Wronskiniñ 
W  kesgitleýjisi kesimiñ islendik nokadynda 
nola deñ däldir. 
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Hakykatdan-da,   deñlik  
 üçin diñe   bolanda  ýerine 

ýetýär. Sebäbi hakyky koeffisi entli (n-1) derejeli köpagzanyñ 
nollarynyñ sany (n-1) den köp däldir. 
Eger  bolanda   bolsa  

                         (15)  
we 

  
                                       (16) 

funksiýalar hem islendik  kesimde çyzykly bagly däldir. 
Eger   funksiýalaryñ iñ bolmanda biri nola deñ 
bolsa, onda bu funksiýalar çyzykly baglydyr. Hakykatdan-da, eger 

 bolsa, onda   
1  bolar, bu ýerde:  

Eger n sany funksiýalaryñ arasynda sanysy çyzykly bagly 
bolsa, onda ähli funksiýalar hem çyzykly baglydyr. Hakykatdan-da, 
ýönekeýlik üçin  bolanda  
bolsun, onda 

 
 funksiýalaryñ 

çyzykly bagly bolmagy üçin olaryñ proporsional bolmagy zerur we 
ýeterlikdir.  Hakykatdan-da, eger  bolsa, onda 

 ,    bu ýerde . Tersine, 
eger  bolanda     bolsun. Goý, , 
onda     ýa-da  

 
Mysal üçin:    funksiýalar islendik   

kesimde çyzykly baglydyr;   
funksiýalar çyzykly bagly däldir. 
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de ligi alarys. a görä  0x   bolanda  0x   bolýandygy üçin  

772,1
2
1

.                                    (46)  

de ligi alarys. Ony ulanyp, hususy däl  
0

2

dxe x   integraly hasaplamak 

bolar. Onu  üçin ol integralda tx  çal yrma girizip,  alarys:  

22
1

2
1

2
1

2
1

0

1
2
1

0

2
1

0

2

dttedttedxe ttx , 

ýagny  
20

2

dxe x  . 

 
G ö n ü k m e l e r 

 
     1. Nýuton-Leýbnis formulasyndan peýdalanyp, kesgitli integrallary 
hasaplamaly:  

1) .
1

0

4dxx        2) .1
1

1

2 dxx        3) .
4

1

dxx         4) .
2

1

dx
x

dx  

5) .
0

1

2 dxe x      6) .4sin
2

0

xdx         7) .cos
2

0

xdx      8) .
cos

2

0
2 x

dx  

2. Üýtgeýäni çal yrmak usulyndan peýdalanyp,integrallary hasaplamaly  

1) 
4

1

.
42 x

xdx    2) .1
2ln

0

dxe x     3) .49
7

0

2 dxx  4) .
1

14

0 x
x  

5) 
1

0
22

.
1x

xdx   6) .54
1

12

dxx   7) 
1

0

.
1 xx

dx     8) 
1

0

.
13

dx
x
dx  

9) 
0

2
3 .

21 x
dx 10) 

21

0
32

.
1

5

x

xdx    11) 
7

0
3 2

.
8 x

dx   12) 
3

0
2

.
1

dx
x

xdx  

     3. Bölekleýin integrirlemek usulyndan peýdalanyp, kesgitli integrallary 
hasaplamaly: 
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     1) 
e

xdx
1

2 .ln     2) 
e

xdxx
1

2 .ln       3) .
13

2

0 x
xdx       4)

2

0

3 .23 dxex x   

4. Berlen egri çyzyklar bilen çäklenen figuralary  meýdanlaryny 
hasaplamaly: 

1) .4,1,0,12 xxyxy   2) .,1,0,ln exxyxy  
3)  .05,012 xxy              4)  .0,042 yyxx  
5) .0,02 xyxy                  6)  .0,062 xyyx  
5. Polýar koordinatalarynda berlen egri çyzyklar blen çäklenen 

figuralary  meýdanlaryny hasaplamaly: 
     1) cos1ar  (kardioida).        2) 2cosar  . 
     6. Egri çyzyklary  dugalaryny  uzynlygyny hasaplamaly: 

1) 1
2

2xy  egri çyzygy   ox  oky bien kesilen bölegi . 

     2)  32 xy   egri çyzygy   
3
4x   göni çyzyk bien kesilen bölegi . 

3)
23

sinln xxy  

     7. Egri çyzygy  dugasyny   ox  okuny  da yndan aýlanmagyndan emele 
gelen üstü  meýdanyny hasaplamaly: 

1) axa
x
xachy .                2) 22

3

3

xxy . 

8. Egri çyzyklar bilen çäklenen figuralary   ox  okuny  da yndan 
aýlanmagyndan emele gelen jisimleri  göwrümini hasaplamaly:  

1)  .4,2 32 xxy            2)  .1,0,0,
2
1 xxyeey xx  

9. Her  litrinde  0,3  kg  duz bolan suwuklyk minutda  2   l  tizlik bilen 
içinde  10  l  suw bolan gaba üznüksiz guýulýar. Gaba guýulan suwuklyk 
suw  bilen  gary ýar  we  garyndy  ol  tizlik  bilen gapdan çykýar. 5 minut  
geçenden so  gapda näce duz bolar? 
     10. Göwrümi   3200 m  bolan otagy  howasynda  %15,0  kömürtur y 
gaz   2CO  saklanýar. Wentilýator otaga düzüminde  2%04,0 CO  bolan 
howany  minutda  320 m  tizlik bilen  salýar. Näçe minutdan so  otagy   
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Di mek,    funksi a     de lemäni  çözüwi.  
     1-nji netije. Eger  funksi alar   de lemäni  
çözüwleri bolsa, onda 

 
Funksi a hem bu de lemäni  çöwüdir, bu erde C1,C2,...,Cn erkin 
hemi elikdir. Bu tassyklama 1-nji we 2-nji teoremalardan gelip 
çykýar. 
     3-nji teorema. Eger      hakyky koeffisiýentli  

    deñlemäniñ çözüwi     kompleks 
funksiýa bolsa, onda hakyky  we hyýaly     bölekler hem bu 
deñlemäniñ çözüwidir. 
             Teoremanyñ ertine görä   (9), (10) 
formulalary ulanyp, alarys:  

 
 bu ýerden    we    toždestwalary alarys. 
 

2. Çyzykly bagly we çyzykly bagly däl funksiýalar.   
                          Wronskini  kesgitleýjisi 
 

Eger   kesimde kesgitlenen   
                  (11)    

funksiýalar    üçin      erti kanagatlandyrýan 
hakyky sanlar bar bolup,   

   (12)  
deñlik ýerine ýetse, onda (11) funksiýalara çyzykly bagly diýilýär. 
Eger (12) deñlik diñe   

                           (2.13)  
bolanda ýerine ýetse, onda (11) funksiýalar çyzykly bagly diýilýär. 
Mysal üçin,   kesimde kesgitlenen  

                     (14)  
funksiýalar bu kesimde çyzykly bagly däl. 
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görnü i alar. 
    (7)  

belgilemäni girizp, (6) deñlemäni     
                                                        (8)  

görnü de ýazalyñ. 
  belgilemäni geljekde çyzykly differensial operator a akdaky 

häsiýetlere eýedir:   
                         (9) 
                        (10) 

  Hakykatdan-da, 

 
(9),(10) formulalary ulanyp, a akdaky tassyklamalry subut edeliñ: 
     1-nji teorema.Eger  çyzykly birjynsly   deñlemäni  
çözüwi bolsa, onda  C  hem bu de lemäni  çözüwidir, bu erde 
C=Const. 
      Teoremany ertine görä   onda (2.9) formulany 
peýdalanyp alarys.    
     2-nji teorema.Eger y1 we y2 funksi alar     birjynsly  
de lemäni  çözüwleri bolsa, onda    funksi a hem bu 
de lemäni  çözüwidir.  
       Teoremany  ertine görä  (10) 
formulany pe dalanyp, alarys: 
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howasyndaky kömürtür y gazy   mukdary üç esse azalar? 
     11. Trapesiýalar usuly bilen  10n  alyp, integrallary hasaplamaly: 

1) 
1

0
31 x

dx .       2) .
21

1

0
3x

dx          3) 
1

0
331 x

dx .         4) 
1

0
341 x

dx . 

12. Parabolalar usuly bilen  102n  alyp, integrallary hasaplamaly: 

     1)  
1

0
21 x

dx .       2) .
2

1

0
22 x

dx         3) 
1

0
223 x

dx .         4) 
1

0
224 x

dx . 

     13. 0,001  çenli takyklykda integrallary hasaplamaly: 

     1) 
2

0

.sin dxx .    2) .
2

1

dxe x             3) 
2

0

.
2

cos dxx .       4) 
3

0
2 x

dx . 

     14. Hususy däl integrallary  ýygnanýandygyny ýa-da dargaýandygyny 
barlamaly: 

     1)  
0

6 .
1x

dx   2)  
0

23

2

.
1

dx
x

x   3) 
0

2 .
1 x

dx            4) .
1 2x

dx  

     5) .
1

1

0
2x
dx      6)  .

1

1

0
2

4

x

dxx        7) .
8

8
3 x
dx                 8) .

1

1
3x

dx  

 
J o g a p l a r 

 
     1. 1)  1/5 .  2)  8/3 .  3)  14/3 .  4)  ln2 .  5) .212e  6)  0.  7)  1. 8) 1. 
2.   1)  .223   2)  .24   3)   .449    4)  4/3 . 5)  1/4.    6)  194/3 
7)  .2  8)  2/3 .  9)  0,24 . 10)  35/36 .  11)  3 .  12)  1 .  3.  1)  .2e  2)  

.912 3e   3)  8 .  4) .975 6e   4. 1) 24.  2)  1.  3)  32/2 .  4) 32/2 .  
5)  1/6 .  6)  125/6 .  5.  1)  23 2a .  2) 22a  . 6. 1) 32ln6  
2)    112/27 .   3)  23ln .  7.   1)    .222 sha   2)    .921734  8.  
1) .  2)  .2822 ee  9.  .9,1 kg  10.  24 min . 11. 1) 0,83502. 2)  
0,74766 .  3)  0,68976 .  4)  0,64719 .  12.  1)  0,785398. 2)  0,231824 .  3)  
0,107250 .  4)  0,061245 .  13.  1)  1,000001 .  2)  4,67078 .  3)  1,414214 .     
4)  0,916402 . 14.  1)  1/5 .  2)  1/3 .  3) , 4)  ýygnanýar. 5), 8)  dargaýar. 6), 
7) ýygnanýar .    
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III bap. DIFFERENSIAL DEÑLEMELER 

 
III. 1. Birinji tertipli differensial deñlemeler 

§1.1 Differensial deñlemeler barada esasy dü ünjeler 
 

Eger gözlenýän funksiýa we onuñ dürli tertipdäki önümleri 
deñlemede saklanýan bolsa, onda bu deñlemä differensial deñleme 
diýilýär. Deñlemedäki  gözlenýän funksiýanyñ  önüminiñ ýokary 
tertibine deñlemäniñ tertibi diýilýär.  
 Eger gözlenýän funksiýa bir üýteýänli bolsa, onda degi li 
differensial deñlemä ady differensial deñleme diýilýär. Eger 
gözlenýän funksiýa birnäçe üýtgeýänli bolsa,  onda bu differensial 
deñlemä hususy önümli differensial deñleme diýilýär. 
 n-nji tertipli umumy ady differensial deñleme  

 = 0                                (1) 
görnü de ýazylýar, bu ýerde x bagly däl üýtgeýän ululyk,  ( )y y x  
gözlenýän funksiýa,  gözlenýän funksiýanyñ önümleri,   

   bolsa  berlen funksiýa. 
      Eger (1) deñleme  -e görä çözülen bolsa,  onda ol 

                         (2)  
görnü i alar. 
     (a, b) interwalda kesgitlenen  funksiýanyñ n-gezek 
önümleri hem (a,b) interwalda kesgitlenen bolup, (1) deñlemäni 

üçin 

 

toždestwa würse, onda  funksiýa (1) deñlemäniñ ç züwi 
diýilýär. 

(1) deñlemäniñ  
( 1) 1( ) , ( ) , , ( )n n

o o o o o oy x y y x y y x y                  (3) 
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        añlatmalary ulanyp, alarys:  

      ornunda goýmany  

ulanyp,      ýa-da       çyzykly 

deñlemäni alarys. Bu deñlemäniñ umumy çözüwini (19) formulany 
peýdalanyp taparys: 

 
     ýa-da        

 
§2.2  n-nji tertipli differensial deñlemeler 

   I. n-nji tertipli çyzykly deñlemäniñ çözüwleriniñ häsiýetleri 
 

 (4) 
görnü li deñlemä n-nji teripli çyzykly differensial  deñleme  diýilýär, 
bu ýerde  gözlenýän funksiýa,  

 ,  berlen funksiýalar. Bu funksiýalar käbir  
 kesimde üznüksiz funksiýalar diýip hasap ederis. 

Eger    bolsa, onda (4) deñlemä birjynsly däl deñleme, eger   
 bolsa birjynsly deñleme diýilýär. 

     bolanda (4)  deñlemäni  bölüp, alarys: 
     (5) 

 bu ýerde  

 
 bolanda n-nji tertipli birjynsly deñleme  

   (6)  
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,    Bu de lemäni integrirläp alarys: 

                    ýa-da             
deñligi alarys. Belgilemäni göz öñünde tutup,   de lemäni 
alarys. Ony dört  gezek yzygiderli  integrirläliñ 

 

 

 

 
ýa-da  
                                 , 
bu ýerde:  . 

           3.   =0 . 
  ornunda goýmany ulanyp, berlen deñlemäniñ tertibini bir 
birlik kemeldilýär. Bu ýerde täze üýtgeýän bagly däl funksiýa y-e 
baglydyr:   Alarys: 

 

 
we. .m. Bu añlatmalary (4) deñlemede ornunda goýup, (n-1) tertipli 
deñleme alarys. 
     Mysal 4.     deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapmaly. 
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ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyga (1) 
deñleme üçin Ko iniñ meselesi diýilýär. 
     (1) deñleme üçin Ko iniñ meselesiniñ çözüwiniñ barlygynyñ we 
ýeke-täkliginiñ ertleri a akdaky teoremada getirilýär (teoremany 
subutsyz kabul etjekdiris). 
     1–nji teorema. Eger    f  funksiýa we onu  

  boýunça hususy önümleri  
( 1) ( 1), , , ( 0, 0)n n

o o o ox x a y y b y y b y y b a b
deñsizlikler bilen kesgitlenen G oblastda üznüksiz we çäklenen bolsa, 
ýagny  

 ,  

 onda (1) deñlemäniñ (3) erti 
kanagatlandyrýan  aralykda ýeke-täk  çözüwi 

bardyr, bu ýerde  1 ( 1)
0, 0, min( , )

max( , , )n

bC C h a
C y y

, 

( ) ( 1)( , , , , ) , ( , , , , )n n
o o o oM x y y y G M x y y y G

 Eger  
                                                                (4) 

funksiýa  1) erkin hemi elikleriñ islendik bahalarynda  
(1) deñlemäni toždestwa öwürýän bolsa;  
    2) (3) erti kanagatlandyrýan  tapylýan bolsa,  onda 
(4) funksiýa (1) differensial deñlemäniñ umumy çözüwi diýilýär.  
(1) deñlemäniñ (4) umumy çözüwinden erkin hemi elikleriñ berlen 
bahasyndan alnan çözüwine, ýagny   
çözüwe berlen deñlemäniñ hususy çözüwi diýilýär. 
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§1.2 Birinji tertipli differensial deñlemeler. 
Üýteýänleri aýyl-saýyl edilýän deñlemeler 

 
                                          (5) 

deñlemä umumy görnü däki birinji tertipli differensial deñleme 
diýilýär.  
    Eger (5) deñlemäni y-e görä çözüp bolsa, onda ol   
ýa-da    g rnü de ýazylýar. 
 

                     (6)  
deñleme onuñ hususy görnü idir. 
          (5) deñlemäniñ erti kanagatlandyrýan  

 çözüwini tapmaklyga Ko ini  meselesi  diýilýär.   
Indi deñlemäniñ 

 
 bolandaky hususy halyna seredeliñ: 

                       (7)   
Bu deñlemä üýtgeýänleri aýyl-saýyl edilýän deñleme diýilýär. 

bolanda (7) deñlemäni  bölüp alarys: 

                              (8)  

Bu deñlemäniñ birinji go ulyjysy diñe x-e, ikinjisi diñe y-e baglydyr. 
(8) deñlemäni integrirläp, ol deñlemäniñ  

 

 umumy çözüwini alarys. 
   Mysal 1.  deñlemäniñ erti kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmaly. 
     Berlen deñlemäni a akdaky görnü de ýazalyñ: 

2
33dy y

dx
  deñlemäni  bolanda 

2
3y dx   köpeldip,  

görnü de ýazarys. Alnan deñlemäni integrirläliñ: 
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        ornunda goýmany ulanyp, (2) 
deñlemäni   görnü de ýazarys. 
Eger alnan deñlemäniñ çözüwi  bolsa, ornunda  
goýmany ulanyp, (1) görnü däki   differensial  
deñlemäni alarys. 
  Mysal 2.  deñlemäniñ umumy çözüwini tapmaly. 
         ornunda  goýmany  ulanyp  alarys:           
ýa-da   . Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edeliñ we 

integrirläliñ: 
    

 ornunda goýmany ulanalyñ: 

                          ýa-da         

diýmek:  .   ornunda goýmany peýdalanalyñ: 
    iki gezek yzygiderli integrirläp, alarys: 

 
 

   3.                                  (3) 
 ornunda goýmany ulansak, onda 

   . Bu ýagdaýda (3) 
deñleme      görnü i alar. Alnan deñlemäniñ 
umumy  çözüwi     bolsa, onda (1.1) 
görnü däki   deñlemäni alarys. Bu 
deñlemäni  k gezek yzygiderli integrirläp, berlen deñlemäniñ umumy 
çözüwini alarys. 
     Mysal 3.  deñlemäniñ umumy çözüwini tapyñ. 
       belgilemäni girizeliñ, onda  bolar. Berlen 
deñleme 0xz z  görnü i alar. Bu deñlemäni üýtgeýän ululyklara 
görä aýyl-saýyl edip, alarys: 



 310

Ko i formulasyny peýdalanyp, umumy çözüwi  

 
görnü de ýazarys.   Eger (1) deñlemäniñ  

 
 ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk talap 
edilýän bolsun. Onda (1) deñlemäni yzygiderli n gezek  

çenli integrirläp, bu meseläniñ çözüwini alarys: 

 
ýa-da  

 
   Mysal 1.  deñlemäniñ umumy çözüwini tapmaly. 
      Üç gezek yzygiderli integrirläp, alarys: 

 
, 

 
Indi berlen deñlemäniñ    ertleri 
kanagatlandyrýan çözüwini tapalyñ. 

    

 
2.   .                                     (2) 
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  ýa-da  
erti ulanyp, C-ni tapalyñ:  

 
Diýmek berlen meseläniñ çözüwi  bolar.  
 

§1.3 Birinji tertipli birjynsly deñlemeler 
 

Eger  funksiýa üçin  
                               (9) 

toždestwo ýerine ýetýän bolsa, onda  funksiýa n ölçegli 
birjynsly funksiýa diýilýär. 
       Mysal üçin:      

 

funksiýalar degi lilikde bir, iki we nol ölçegli birjynsly 
funksiýalardyr. Hakykatdan-da, 

 

 

 
Eger  funksiýalar ol bir n ölçegli birjynsly 
funksiýalar bolsalar, onda (6) differensial deñlemä birjynsly 
differensial deñleme diýilýär. Diýmek, eger  (6) deñleme birjynsly 
differensial deñleme bolsa, onda  

   bolar. 
Eger   bolsa, onda bu ýerden 

 
deñlikler alnar. Diýmek, 
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 funksiýalary (6)-da ornunda goýup,  

 

 ýa-da  
              (10) 

 deñlemäni alarys. 
 belgilemäni girizip, (10)-dan alarys: 

 
 

Alnan deñleme üýtgeýänleri aýyl-saýyl edilýän deñlemedir. Goý, bu 
differensial deñlemäniñ umumy çözüwi  bolsun. Bu 
belgilemäni göz öñünde tutup, (6) birjynsly differensial deñlemäniñ 
umumy  çözüwini alarys. 

    Mysal 2.    deñlemäni çözmeli.  
    Berlen deñlemäni   bolup, a akdaky görnü de ýazalyñ: 

 
Bu deñlemäni  birjynsly differensial deñlemedigi aýdyñdyr.  
belgilemäni ulanyp, alarys:  +u    ýa-da  

 
üýtgeýänleri aýyl-saýyl edeliñ : 

integrirläliñ     ýa-da 

bolanlygy üçin   
belgilemäni ulanalyñ. 

 bu ýerde  

belgilemäni göz öñünde tutup, berlen deñlemäniñ umumy çözüwini 
alarys:  
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Alnan deñlemäniñ doly differensial deñlemedigini görkezmek kyn  
däldir. ( , )o ox y  nokady (1;0) diýip, (20) formulany ulanyp, berlen 
deñlemäniñ umumy çözüwini alarys: 

,   

ýa-da    .  

 
III. 2. Ýokary tertipli differensial deñlemeler. 

§2.1 Käbir n-nji tertipli integrirlenýän differensial deñlemeleriñ 
görnü leri. Tertibini peseldip bolýan deñlemeler 

 
  1. Sag bölegi üznüksiz x-e bagly funksiýa bolan deñlemäniñ 
hususy halyna seredeliñ, ýagny 

                                     (1) 
Bu deñlemäni n gezek integrirläp, alarys: 

 

 
                   .   .   .   .  .   .   .    .   .   .   .   .   .   .   .   .   . 

 
alnan funksiýa (1) deñlemäniñ umumy çözüwidir. (2) çözüwde 
kesgitsiz integrallary ýokarky çägi üýtgeýän ululykly kesgitli 
integrallar bilen çal yrmak bolar, ýagny ony: 

 
görnü de ýazmak bolar. 
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Eger(20) ert ýerine ýetmese, onda (6) deñleme doly differensially 
deñleme däldir. Käbir ýagdaýlarda bu deñlemäni  funksiýa 
köpeldip, doly differensially deñleme alyp bolýar.  
funksiýa integrirleýji köpeldiji diýilýär. 
      1-nji hal. Eger 

 
bolsa, ýagny gatna yk x-e bagly funksiýa bolsa, onda integrirleýji 
köpeldiji   

        .                                (21) 
       2-nji hal. Eger  

 
bolsa, ýagny gatna yk y-e bagly funksiýa bolsa, onda integrirleýji 
köpeldiji   

                                         (22) 
formuladan tapylýar.  
     Mysal 5.     deñlemäniñ umumy 
çözüwini tapmaly. 
       Bu ýerde  
Alarys:  .   (20) ert ýerine ýetmeýär. 

 

(21) formulany ulanyp, alarys:    
Berlen deñlemäniñ iki böleginihem   1 x -e  köpeldip alarys:   

. 
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            ýa-da  

deñlemäniñ üýtgeýänlerini aýyl-saýyl edenimizde, deñlemäniñ iki 
bölegini hem  bölüpdik. onuñ üçin käbir çözüwleri 
ýitirmegimiz mümkin.  

bolsun. Ýöne  , sebäbi   ornunda  

goýmany ulandyk. Ikinjisinden   ýa-da  alarys. 

Ornunda goýmany ulanyp  we  funksiýalaryñ hem 
berlen deñlemäniñ çözüwidigini alarys.  
 

§1.3 Birinji tertipli çyzykly differensial deñlemeler 
 

                        (11) 
deñlemä birinji tertipli çyzykly differensial deñleme diýilýär, bu 
ýerde   gözlenýän funksiýa, ( ), ( ), ( ) ( )a x b x c x x   
funksiýalar berlen üznüksiz funksiýalar, unlukda   b lüp,  

                               (12)   
deñlemäni alarys, bu ýerde  

 
(12) deñlemäniñ çözüwini   funksiýalaryñ 
köpeltmek hasyly görnü inde gözläliñ: 
                                            .                                                  (13) 

deñligi göz öñünde tutup, (12) den alarys: 

 
ýa-da  

                         (14) 
 funksiýany   

                                     (15)  
deñlemäni çözüp taparys. (15)-i göz öñünde tutup, (14)-den alarys: 
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  .                                          (16) 
(15) we (16) deñlemeler üýtgeýänleri aýyl-saýyl edilýän 
deñlemelerdir. (15) deñlemäniñ umumy çözüwini tapalyñ: 

      
 de lemäni integrirläliñ: 

 .                       (17)  

(16) deñlemeden alarys: 
( )

1

1 ( )
p x dxu f x e

C
 ony integrirläp alarys:  

  .                         (18) 

(17), (18) deñlikleri ulanyp, (13)-den berlen deñlemäniñ umumy 
çözüwini taparys: 

 .      (19) 
     Mysal 3.            deñlemäni çözmeli. 
  (19) formulany peýdalanyp, berlen deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapalyñ:

 
 
 

§1.4 Doly differensially deñlemeler 
 

     Eger (6) deñlemäniñ çep bölegi käbir  funksiýanyñ 
doly differensialy, ýagny bolsa, onda 
bu deñlemä doly differensially deñleme diýilýär.  
     Bu ýagdaýda (6) deñlemäni  görnü de ýazyp bolar, 
diýmek  
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Bu de lik esasynda alarys: 

. 

akdaky tassyklama dogrudyr. 
     (6) deñlemäniñ doly differensially deñleme bolmagy üçin, 

 funksiýalaryñ kesgitlenen D oblastynda  

  üznüksiz önümleri bar bolup,  

                                          (20) 

ertiñ ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. Bu ýagdaýda, eger (20) 
ert ýerine ýetýän bolsa, onda (6) deñlemäniñ umumy çözüwi 

 

ýa-da 

 
görnü de ýazylýar. 
     Mysal 4. deñlemäniñ 
çözüwini tapmaly. 
       Bu ýerde 
  

onu  esasynda  

 

 
 

Bu ýerde ( , )o ox y nokadyñ ornuna koordinatalar ba langyjyny aldyk. 
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bolar.  
      2-nji mesele. Tekjede dürli 20 kitap bar. Olary  onusyny  her 
birini  banasy 60 manat, dördüsini  her birini  bahasy 50 manat, 
altysyny  her birini  bahasy 40 manat. owuna alnan iki kitaby  
bahasyny  100 manat bolmagyny  ähtimallygyny tapmaly. 
  Goý, A- owuna alnan iki kitaby  bahasyny  100 manat bolmagy 
bolsun. 20 kitapdan 2 kitaby 

                                 190
2
2019

!18!2
!202

20Cn  

usul boýunça saýlap almak bolar. Ikisini  bahasy 100 manat bolan 2 
kitaby 

                  66660
!2!2

!4
!5!1

!6
!9!1
!102

4
1
6

1
10 CCCm  

usul boýunça saýlap almak bolar. 
Onda 

                                 
95
33

190
66)(

n
mAP   .    

      3-nji mesele. Eger 200 önümden ybarat toplumda zaýa önümleri  
otnositel ýygylygy 0,33 bolsa, bu toplumdaky zaýa önümleri  sanyny 
tapmaly. 

Goý A-zaýa önümler bolsun. N=200, W(A)=0,33 bolandygy 
sebäpli, zaýa önümleri  sany 6633,0200)()( AWNAN  
bolar.  
      4-nji mesele. R radiusly tegelegi  içinden a taraply kwadrat 
çyzylan. Tegelege sowuna oklanan nokady  kwadrata dü megini  
ähtimallygyny tapmaly. 
      Goý, A waka tegelege owuna oklanan nokady  kwadrata 
dü megi bolsun.Kwadraty  meýdany 22

. 2 RaS wk , tegelegi  

meýdany 2
. RS egt . Onda ähtimallygy  geometrik kesgitlemesin-

den  peýdalanyp, gözlenyän ähtimallygy taparys: 
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bolar. 

Bu çözüwler çyzykly baglydyr, sebäbi m sany çözüw gabat gelýär. 
m-sany gabat gelýän çözüwlere m-sany çyzykly bagly däl. 
    
 çözüwleri degi li edip bolar,  eýlelikde  

Çözüwler çyzykly bagly däldir. Berlen deñlemäniñ umumy çözüwi. 
 

  
ýa-da 

   
funksiýalar bolar. 
     6-njy mysal.   deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapmaly. 
      Häsiýetlendirijileriji deñlemesi:   bolar.  Bu  
deñlemäniñ çözüwleri  bolar. Umumy çözüwi 
ýazalyñ:  

. 
3) Häsiýetlendiriji deñlemäniñ kökleriniñ arasynda kompleks sanlar 
hem bar bolsun:  . Alarys: 

 
 

Teorema 3-iñ netijesine görä,  
funksiýalar berlen deñlemäniñ çözüwidir. 
Goý, häsiýetlendiriji deñlemäniñ galan  kökleri dürli we 
hakyky sanlar bolsa, berlen deñlemäniñ umumy çözüwi 
    bolar. 
      7-nji mysal. y'''+4y''+13y'=0 de lemäni  umumy çözüwini 
tapmaly. 
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      Häsi etlendiriji de leme +4 +13k=0  bolar. 
Bu de lemäni  köklerini tapaly : 1=-2-3i; 2=-2+3i, 3=0. Umumy 
çözüwini azaly : 

y=(C1cos3x+C2sin3x)e-2x+C3 . 
 

§2.4. n-nji tertipli birjynsly däl de lemeler 
 

  A akdaky n-nji tertipli birjynsly differensial de lemä garaly : 
y(n)+p1(x)y(n-1) +  . . .+pn-1(x) y'+pn(x)y=f(x),                      (30) 

bu erde (x)(k= ), f(x) funksi alar [a,b] kesimde üznüksiz. 
Berlen de lemäni  

                   L[y]=f(x)                                 (31) 
görnü de azaly , bu erde 
L[y]  
     7-nji teorema. Eger funksi a birjynsly L[y]=0 
de lemäni  çözüwi,  funksi a degi li birjynsly däl 
L[y]=f(x)de lemäni  çözüwleri bolsa, onda (x) 
funksi a birjynsly däl de lemäni  çözüwidir. 
       Teoremany ertine görä L[ ] , L[ ] f(x) alarys. 
        L  

+  
Bu erden  de lemäni  çözüwidigi gelip 
çyk ar. 
     Netije2.3 Eger  funksi a L[y]=0 de lemäni  umumy 
çözüwi,  funksi a L[y]=f(x) de lemäni  ha syda bolsa bir 
hususy çözüwi bolsa,onda      de lemäni  
umumy çözüwidir. 
 

§2.5 n-nji tertipli birjynsly däl hemi elik koeffisi entli çyzykly 
de lemeler 

 
                (32) 
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       3.Ähtimallygyñ statistiki kesgitlemesi.  Goý, N synag geçiril-
ýän bolsun. Bu synaglary  N (A) sanysynda A waka ýüze çykýan 
bolsun.  

                                              
N

ANAW )()(                                  (4) 

gatna yga A wakany  otnositel ýygylygy diýilýär. Bu otnositel ýy-
gylyk hem ätimallygy  statistiki kesgitlemesi hökmünde kabul 
edilýär. 
       4.Ähtimallygyñ geometrik kesgitlemesi. Giñi likdäki  G  ýaý-
lanyñ ölçegini (uzynlygyny, meýdanyny, göwrümini ) Gmes  bilen 
we bu ýaýlada saklanýan g ýaýlanyñ ölçegini gmes bilen belgi-
läliñ. G  ýaýla owuna oklanan nokadyñ g ýaýla dü megini A waka 
diýip belgiläliñ. Nokadyñ g ýaýla dü meginiñ ähtimallygy bu ýaýla-
nyñ ölçegine proporsional we onuñ G ýaýlada ýerle ine bagly däl 
diýip hasap edeliñ.Onda A  wakanyñ ähtimallygy 

                                         
Gmes
gmesAP )(                                        (5)  

gatna yk bilen kesgitlenýär.Bu formula ähtimallygyñ geometrik 
kesgitlemesi diýilýär. 
       1-nji mesele. Gapda her birinde G, A, A, R, , S, Y, Y, Z, L, K  
harplary  biri ýazylan 11 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar gapdan owuna 
ýeke-ýekeden çykarylyp, çepden saga yzygider goýulýar. 
“GARA SYZLYK” sözüni  ýazylmagy  ähtimallygyny tapmaly. 
     Goý, A waka  “GARA SYZLYK”  sözüni  ýazylmagy bolsun. 
Tagtajyklary  hemmesi gapdan owuna ýeke-ýekeden çykarylyp, 
çepden saga yzygider goýulsa, bolup biljek ähli elementar wakalary  
sany bu 11 harpdan düzmek mümkin bolan çal yrmalary  sanyna 
de dir, ýagny, n=11!  “GARA SYZLYK” sözünde iki sany A harpy 
we iki sany Y harpy bolanlygy sebäpli, A wakany  ýüze çykmagyna 
getirýän ähli elementar wakalarýn sany !2!2m  bolar. eýlelikde, 
“GARA SYZLYK” sözüni  ýazylmagyny  ähtimallygy 

                                             
!11

4)(
n
mAP  
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      Sygy maýan A we B wakalar üçin  AB = Ø de güýçlülik adalat-
lydyr. A we A  gar ylykly wakalar üçin ol bir wagtda AA  we 

AA Ø  de güýçlülikler adalatlydyrlar. 

                      § 3.  Ahtimallygy  dürli kesgitlemeleri  
      1.Ähtimallyk.Ähtimallyklar nazaryýetiniñ esasy dü üñjeleriniñ 
ýene biri ähtimallyk dü ünjesidir.                                                

       Kesgitleme. Eger )( AP  san funksiýasy: 

1)  Islendik FA  waka üçin 0)(AP  (otrisatel dällik aksiomasy); 

2) 1P      (normirlenenlik aksiomasy); 
3) Sygy maýan ,...,,, 21 nAAA  wakalar üçin  

               
11 n

n
n

n APAP   ( hasaply additiwlik aksiomasy ); 

ertleri kanagatlandyrýan bolsa , onda o a ähtimallyk diýilýär.  

      Ähtimallyk a akdaky häsiýetlere eýedir: 
1) Eger AB  bolsa, onda )()(\ BPAPBAP . 
2) Eger AB  bolsa, onda )()( APBP . 
3) Gar ylykly wakalary  ähtimallyklaryny  jemi bire de dir, ýagny       

                                          1APAP . 
4) Mümkin däl wakany  ähtimallygy nola de dir,ýagny P( Ø )= 0. 
5) Islendik A waka üçin 1)(0 AP  de sizlikler adalatlydyrlar. 
      2.Ähtimallygyñ klassyky kesgitlemesi. Hususy halda,  ele-
mentar wakalar gi ligi diskret bolanda we w elementar  wakalar 
de ähtimallykly bolanlarynda islendik A wakany  ähtimallygy 

                                               
n
mAP )(                                          (3) 

gatna yk bilen  hasaplanýar, bu ýerde n- synag geçirilende ýüze çy-
kyp biljek ähli elementar wakalary  sany, m-  A wakany  ýüze çyk-
magyna getirýän elementar wakalary   sany. (3) gatna yga ähtimal-
lygy  klassyky kesgitlemesi diýilýär.  
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de lemä garaly , bu erde hakyky sanlar, f(x)  
kesimde üznüksiz funksi a. 
(32) de lemäni  birjynsly de lemesini azaly : 

                   (33) 
Eger (33) de lemäni  umumy   çözüwi, we (32) de lemäni  
ha syda bolsa bir hususy çözüwi belli bolsa, onda netije 2-den 

 (32) de lemäni  umumy çözüwidir. (33) de lemäni  umumy 
çözüwini  tapyly yny §2.3-de seredipdik.  
  (32) deñlemäniñ hususy çözüwi näbelli  koeffisi entler usuly bilen 
tapylýar.  
1)    bu ýerde  - derejeli köpagza. 
Eger  san degi li häsiýetlendiriji deñlemäniñ köki däl bolsa, onda 

 bolar, bu ýerde n-derejeli  köpagzanyñ 
koeffisiýentlerini kesgitlemeli. 
     Mysal 8.  deñlemäniñ umumy 
çözüwlerini tapmaly. 
      Ilki bilen bu deñlemäniñ birjynslysynyñ umumy çözüwini 
tapalyñ. Häsiýetlendiriji deñlemesiniñ köklerini tapalyñ. 

, 
diýmek: 

, 
 

Önümlerini tapyp, berlen deñlemede ornunda goýup, a ,b,  c sanlary 
tapalyñ: 

, 

 
 

alarys: 

 ,   . 
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Berlen deñlemäniñ umumy çözüwi 
 bolar. 

Eger  san häsiýetlendiriji deñlemäniñ m kratny köki bolsa, onda 
 bolar. 

         9-njy mysal.  de lemäni  umumy çözüwini 
tapmaly. 
         Bu de lemäni  birjynslysyny  umumy çözüwini tapaly : 

 
 

  bu funksiýanyñ önümlerini tapyp, berlen deñlemede 
ornunda goýalyñ: 

 

 
diýmek:  

 
2)  

Eger  kompleks san häsiýetlendiriji deñlemäniñ kökleri 
bolmasa, onda 

 bolar, bu ýerde  
. 

     10-njy mysal.  de lemäni  umumy çözüwini 
tapmaly. 
      . onu  üçin  
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ol bir synagda bir wakany  ýüze çykmagy beýleki wakany  
ýüze çykmak mümkinçiligini ýok edýän bolsa, onda eýle wakalara 
sygy maýan wakalar diýilýär. 
         A wakany  ýüze çykmaýan wagty we di e onda ýüze çykýan 
waka A wakany  gar ylykly wakasy diýilýär we A bilen belgilenýär    
(okaly y: A däl).  
  2. Wakalar üstünde amallar. A we B iki wakany  jemi ýa-da 
birle mesi diýlip, bu wakalary  i  bolmanda birini  ýüze çykma-
gyna aýdylýar we A+B ýa-da BA  bilen belgilenýär. 
      A we B iki wakany  köpeltmek hasyly ýa-da kesi mesi diýlip, bu 
wakalary  bilelikde ýüze çykmagyna aýdylýar we AB ýa-da BA  
bilen belgilenýär. 
      AweB wakalary  tapawudy diýlip, A wakany  ýüze çykyp, B 
wakany  ýüze çykmazlygyna aýdylýar we BA \  bilen belgilenýär. 
      BA \ we AB \  wakalary  jemine A we B wakalary  simmetrik 
tapawudy diýilýär we A  B bilen belgilenýär.  
      Wakalar üstünde amallary Wýenni  diagrammalarynda 
görkezeli : (2-nji surat).   
   

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
        
 
 2-nji surat. 
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!

!
kn

nA k
n                                 (2) 

ululyga de dir. 
                  § 2.  Wakalar we olary  üstünde amallar. 
       1.Wakalaryñ synpla dyrylmasy.Ahtimallyklar nazaryýetini  
esasy dü ünjelerini  biri waka dü ünjesidir. Wakanyñ kesgitlemesi 
ýokdyr. ol sebäpli,wakalara matematiki usullary ulanmak maksady 
bilen elementar wakalar gi ligi diýlip atlandyrylan erkin  w  
köplüge garalýar we bu köplügi  islendik bölek köplügi waka diýlip 
atlandyrylýar. köplügi  w elementlerine elementar wakalar iýilýär. 
Wakalary üç topara bölýärler: 
1) Hökmany wakalar. 
2) Mümkin däl wakalar. 
3) Tötän wakalar. 
       Islendik wakany  ýüze çykmagy üçin käbir ertler toplumyny  
bolmagy zerurdyr. Bu ertler toplumy synag ýa-da tejribe diýlip 
atlandyrylýar.Käbir ertler toplumynda hökman ýüze çykýan 
wakalara hökmany wakalar, ýüze çykmajakdygy ö den belli bolan 
wakalara mümkin däl wakalar, ýüze çykmaklygy hem, çykmazlygy 
hem mümkin bolan wakalara tötän wakalar diýilýär. Hökmany 
wakalary  ýa-da U bilen, mümkin däl wakalary Ø ýa-da V bilen, 
tötän wakalary bolsa latyn elipbiýini  A,  B,  C,  D,… ba  harplary 
bilen belgileýärler. Mysal üçin, gapda 10 sany ak ar bar bolsun. Bu 
gapdan owuna çykarylan aryñ ak bolmagy hökmany wakadyr.Bu 
ertde ol gapdan owuna çykarylan aryñ ak däl bolmagy mümkin däl 

wakadyr. Eger gapdaky 10 aryñ birnäçesi ak, birnäçesi ak däl bolsa, 
onda bu gapdan owuna çykarylan aryñ ak ýa-da ak däl bolmagy 
tötän wakadyr.   

“A wakany  ýüze çykmagy B wakany  ýüze çykmagyna 
getirýär” diýlen tassyklama A B görnü de ýazylýar. Eger A    
wakanyñ ýüze çykmagy B wakanyñ ýüze çykmagyna we B wakanyñ 
ýüze çykmagy A wakanyñ ýüze çykmagyna getirýän bolsa, onda ol 
wakalara de güýçli diýilýär we A=B görnü de belgilenýär.   
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. 

Eger  kompleks san häsi etlendiriji de lemäni  r kratny köki 
bolsa, onda 
      
     Mysal 11. de lemäni  umumy çözüwini 
tapmaly. 
      onu  üçin  
                             

 

 

 

 
 
§2.6 n-nji tertipli çyzykly defferensial deñleme. Lagranžy  usuly 

 
        Eger  
                                        (34) 
deñlemäniñ  hususy çözüwi belli bolsa, onda  
belgilemäni girizip, deñlemäniñ tertibini bir birlik kemeldip bolýar, 
alnan deñlemede çyzykly deñlemedir. 
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       Eger (34) deñlemäniñ k sany hususy çözüwi belli bolsa, onda bu 
deñlemäniñ tertibini k birlik kemeldip bolar. 
       Eger (34) deñlemäniñ umumy çözüwi belli bolsa, onda onuñ 
kömegi bilen  

     (35)  
deñlemäniñ çözüwini tapyp bolar, bu usula Lagranžy  usuly diýilýär. 
Goý,  funksiýa (34) deñlemäniñ 
umumy çözüwi bolsun. (35) deñlemäniñ çözüwini.  

                    (36) 
görnü de gözlenilýär, bu ýerde  
funksiýalar häzirlikçe näbellidir. Olary a akdaky görnü de kesgitläliñ 
: 

 
bu sistemadan  tapalyñ,  

 integrirläp alarys: 

 
bu ýerde  erkin hemi eliler.  bahalaryny 
(36)-da ornunda goýup, (35) deñlemäniñ umumy çözüwini taparys. 
     Mysal 12.  Hususy çözüwi  bolan  

 
deñlemäniñ umumy çözüwini tapmaly. 
       ornunda goýmany girizeliñ, bu ýerde z-täze 

gözlenýän funksiýa. 
 

 berlen deñlemede ornunda goýup , alarys: 
, 
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       2. Çal yrmalar. 
       Kesgitleme.  1-den n-e çenli natural sanlary  köpeltmek hasy-
lyna n-faktorial diýilýär we n! bilen belgilenýär. 
Mysal üçin,  12054321!5 .  Kesgitlemeden peýdalanyp, bu 
sany 5432!1543!254!35!4!5  deñlikler görnü inde 
hem ýazmak bolar. ol sebäpli, islendik natural n san üçin 
                                              nnn )!1(!      

de lik adalatlydyr.  
      Bellik.    0! = 1 diýlip kabul edilýär. 
      Goý, naaa ,,, 21  elementler berlen bolsun. Bu elementleri  
islendik tertipde ýazylan yzygiderligine çal yrma diýilýär. Bu ele-
mentleriñ islendik ikisinden, mysal üçin, 1a we 2a  elementlerden 

1a , 2a  we 2a , 1a  görnü li 221!2  sany çal yrma düzmek bolar. 
uña meñze likde, berlen elementleriñ islendik üçüsinden, mysal 

üçin, 1a , 2a  we 3a  elementlerden ;,, 321 aaa  ;,, 231 aaa  ;,, 312 aaa  
;,, 132 aaa  ;,, 213 aaa  123 ,, aaa   görnü li 6321!3  sany çal yr-

ma düzmek bolar. Bu pikir ýöretmäni dowam edip, n elementden  !n  
sany çal yrma düzmek boljakdygyna göz ýetirmek bolar.  
      3. Utga dyrmalar. 
      Kesgitleme. n  elementli köplügi  k elementli erkin bölek köp-
lügine n elementden k element boýunça utga dyrma diýilýär. 

eýle utga dyrmalary  sany 

                                            
!!

!
knk

nC k
n                                  (1) 

ululyga de dir. 
     4. Ýerle dirmeler. 
     Kesgitleme.  Her  bir  elementine  1-den  n-e çenli käbir san 
(elementi  nomeri) degi li edilen n elementli köplüge tertiple dirilen 
diýilýär. 
     Kesgitleme. n elementli köplügi  tertiple dirilen k elementli bö-
lek köplügine n elementden k element boýunça ýerle dirme diýilýär. 
     eýle ýerle dirmeleri  sany 



 334

IVbap. Ähtimallyklar nazaryýetiniñ we matematiki 
statistikany  elementleri 

               § 1.  Kombinatorikanyñ elementleri. 
 

     1. Köpeltmek düzgüni. Kombinatorika diskret matematikanyñ 
bölümleriniñ biri bolup,ol ähtimallyklar nazaryýetinde, matematiki 
logikada,sanlar nazaryýetinde, hasaplaýy  tehnikasynda we 
kibernetikada giñden ulanylýandygy bilen möhüm ähmiýete 
eýedir.Amalyýetde köplenç käbir hereketi amala a yrmagyñ mümkin 
bolan ýagdaýlaryny hasaplamagyñ usullarynyñ sanyny anyklamak 
bilen baglany ykly meseleler bilen i  saly maly bolýar. eýle 
meselelere kombinatoriki meseleler diýilýär. Kombinatoriki 
hasaplamalary geçirmek bilen ylmyñ dürli pudaklarynýñ wekilleri i  
saly maly bolýarlar.Mysal üçin, himik molekulalardaky atomlaryñ 
mümkin bolan baglany yklarynyñ görnü lerini anyklamaly bolanda, 
biolog belok birle melerindäki aminokislotalaryñ mümkin bolan 
dürli gezekle meler yzygiderliklerini hasaplanda, agranom ekin 
meýdanlarynda eki iñ dürli usullaryny öwrenende, dispetçer 
ulaglaryñ ugurlar boýunça hereketleriniñ grafigini düzende, müdiriñ 
okuw i leri boýunça orunbasary sapaklaryñ tertibini düzende we 
uña meñze  ýagdaýlarda kombinatoriki hasaplamalary geçirmeli 

bolýarlar. 
       Eger A hereketi n usul bilen amala a yryp bolýan bolsa we bu 
usullaryñ her biri üçin B hereketi m usul bilen amala a yryp bolýan 
bolsa,onda görkezilen tertipde A we B hereketleri n m usul bilen 
amala a yrmak bolar. Kombinatorikanyñ bu esasy düzgünine 
köpeltmek düzgüni diýilýär. Mysal üçin, A äherden B ähere 
uçarda,otluda we awtomobilde baryp bolýan bolsa, B äherden C 
ähere otluda we awtomobilde baryp bolýan bolsa,onda A äherden C 
ähere 3 2= 6  usul bilen barmak bolar (1-nji surat). 

 
 
 
 
 

A äher  B äher  C äher  

Uçar  

Otly  
Awtomobil  

Otly  
Awtomobil  

1-nji surat.   327

, sebäbi  berlen deñlemäniñ çözüwi. 
Alarys: 

 
 funksiýany göz öñünde tutup,  

deñlemäni alarys. Alnan deñlemäni  görnü de 

ýazalyñ.Integrirläp alarys 
 

Ýene-de bir gezek integrirläliñ: 
 ornunda 

goýmadan alarys: 

 
     Mysal 13.   deñlemäniñ umumy çözüwini tapmaly. 

      Ilki bilen   deñlemäniñ umumy çözüwini tapalyñ: 

 
Sonu  üçin   Indi berlen deñlemäniñ umumy 
çözüwini tapmaly. Ony 

 
görnü de gözläliñ, bu ýerde   näbelli funksiýalar. Bu 
näbellileri 

   

sistemadan tapalyñ 
 

Integrirläp alarys: . 
Tapylan funksiýalary (2.37) ornunda goýup, alarys:  
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G ö n ü k m e l e r 
§1.1.  (c-erkin hemi elik) funksiýa berlen differensial 
de lemäni  çözüwimi ? 
1)  

 2)    
 3)    

 4)  ,       
 5)   
 6)   

 7)  . 

§1.2. Differensial de lemäni çözmeli. 
 1)  (1+y2)dx+(1+h2)dy=0 ;          2)  xydx+(x+1)dy=0 ; 
 3)   ;                       4)  (x+xy)dy+(y-xy)dx=0,  y(1)=1 ; 
 5)  (1+y2)dx+xydy=0 ;               6)   
 7)      8)   
 9)   
10)  
 11)          12)  
 § 1.3. De lemäni çözmeli. 
 1) (x+ey)dx-xdy=0 ;                       2)   
 3) (x-y)dx+(x+y)dy=0 ;                  4) (y2-2xy)dx+x2dy=0 ; 
 5) x2dy-(y2-xy+x2)dx=0 ;               6)  
 7)              8)  

 9)                10)  

§ 1.4.Berlen de lemäni  umumy çözüwini tapy . 
1)                       2)  
3)  
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7)  
8)  
9)  
10)  
§2.5. 1)  

2)  

3)     

4)  ; 

5)  
6)  
7)  

8)  
9)  

10). 5 3 2
1 2 0, 2 0,12 0,048 0,02(cos5 sin 5 )xy c c e x x x x x . 

11)  

12) 13)  

14)  

15)  

16)  
17)     
18)  
19)     
20)  
21)  



 332

11) 2x+ln(x2+y2)=c ;   12)  

13) xy2-2x2y-2=cx ,  =1/x2 ;   14)  

15) xln|x|-y2=cx ,  =    16) 5arctgx+2xy=c ,  x=0,  

17) y3+x3(lnx-1)=cx2,    18) 2exsiny+2ex(x-1)+  

      +ex(sinx-cosx)=c ,  =ex ;   19)  

§2.1. 1)  

2)    3) y=(x-2)ex+x+2 ; 

4)    5) y=  

6)   7)   
8)    9)  

10)     11) y=x ;   12) y=-2x ; 

13)    14)  

15)    16)     

17)    18)  
19)     
20)    21)  
          (c-x)lny=1,  y=c . 
§2.2. 1) Hawa ;  2) Ýok ;  3) Ýok ;   4) Hawa ;   5) Hawa ;   6) Ýok; 
7) 1;   8)    9) 0;   10) e-2x ;   11) 0 ;   12) y -y=0 ;  

13) y +4y +4y=0 ;   14) y +3y +3y -y=0 ;   15) y +y =0 ; 
16) y -2y +y -2y=0 ;   17) y +2y +2y =0. 

§2.3. 1)    2)  
3)    4) y=ex(1+x) ;    
5)    6)  
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4)                    5)  

6) 7)  

8)              9)  
10)         11)  

12)  
§ 1.5. De lemeleri  umumy çözüwini tapmaly. 
1)  (xlny-x2+cosy)dy+(x3+ylny-y-2xy)dx=0  ; 
2)   

3)   
4)  (3x2+6xy2)dx+(6x2y+4y3)dy=0  ; 
5)  (2-9xy2)xdx+(4y2-6x3)ydy=0;   6)  e-ydx-(2y+xe-y)dy=0  ; 
7)   

8)  (1+y2sin2x)dx-2ycos2xdy=0;   9)   

10)  

11) (x2+y2+x)dx+ydy=0  ;            12) (x2+y2+y)dx-xdy=0  ; 
13) (1-x2y)dx+x2(y-x)dy=0  ;        14) (x2+y)dx-xdy=0  ; 
15) (x+y2)dx-2xydy=0  ;              16) (2x2+2y+5)dx+(2x3+2x)dy=0; 
17) (x4lnx-2xy3)dx+3x2y2dy=0 ;  18) (x+sinx+siny)dx+cosydy=0  ; 
19) (2xy2-3y3)dx+(7-3xy2)dy=0  ; 
§ 2.1. A akdaky de lemeleri  umumy çözüwini tapmaly. 
1)                                   2)   

3)                       4)   

5)                               6)   

7)    ;                                        8)   

9)                                   10)  
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11)  
12)  
13)                                 14)  
15)                           16)  

17) xlnx y =y   ;                                       18)  

19)                          20)  
21)  
§ 2.2. A akdaky funksiýalar özleriniñ kesgitleni  oblastynda 
çyzykly baglymy ? 
1)  4, x ;                           2)  1, 2, x, x2 ;             3)  x, 2x, x2 ; 
4)  sinx, cosx, cos2x c;    5)  1, sinx, cos2x ;       6)  5, cos2x, sin2x ; 
Wronskiniñ kesgitleýjisini hasaplamaly. 
7)  1, x ;    8)      9)  1, 2, x2 ;  10) e-x , xe-x ;  11) ex , 2ex , e-x ; 

Çözüwleriñ fundemental sistemasy berlen. Çyzykly birjynsly 
differensial deñlemäni ýazmaly: 
12) e-x , ex ;                 13) e-2x , xe-2x ;            14) ex , xex , x2ex ; 
15) 1, sinx , cosx ;      16) e2x , sinx , cosx ;    17) 1, e-xsinx , e-xcosx . 
§ 2.3. A akdaky deñlemeleriñ umumy çözüwlerini tapmaly: 
1)  y -2y -4y=0 ;      2)  3y -2y -8y=0 ;               3)  y +6y +9y=0 ; 
4)  y -3y +3y -y=0 ,  y(0)=1, y (0)=2,  y (0)=3 ; 
5)  y -6y +18y=0 ;   6)  y +6y +11y +6y=0 ;    7)  yVI+2yV+yIV=0 ; 
8)  yIV -8y=0 ;          9)  yIV-y=0 ;                       10) 2y -3y +y =0 ; 
§ 2.5. A akdaky deñlemeleriñ umumy çözüwlerini tapyñ: 
1)  y -3y +2y=e3x(x2+x) ;  y(0)=1,  y (0)=-2 ; 
2)  y +4y +4y=e-2xlnx ;                         3)   

4)  y -2y -3y=e4x ;                                                   5)  y -y =2ex-x2 ; 
6)  y -3y +2y=sinx ;                      7)  y +4y -2y=8sin2x ; 
8)  y +y=4xcosx ;                         9)  y +2y +5y=e-xsin2x ; 
10) y -5y =3x2+sin5x ;                11) y -3y +2y=xcosx ; 
12)y -2y +y=6xex ;                      13) y +y=xsinx ;  
14) y +4y +4y=xe2x ;                   15) y -4y +5y=e2x(sinx+2cosx) . 
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Logranžy  usulyny peýdalanyp çözmeli : 
16)                       17)  

18)                    19) y -y =e2xcosex ; 

20)                      21)  

J o g a p l a r 
§1.1. 1) Hawa, 2) Ýok, 3) Hawa, 4) Hawa, 5)Hawa, 6)Ýok,  
7) Howwa. §1.2.1) arctg x+arctg y=c ;  2) y=c(x+1)e-x , x=-1 ; 
3) arctg y=ln|cx| ;  4) y-x+ln|cx|=0 ;  5) x2(1+y2)=c ;   
6)    7)  
8) ex=c(1-e-y) ;   9) ax+a-y=c ;   10) 1+ey=c(1+x2) ; 
11)    12) y2-2=ce1/x ; 

§1.3. 1) x+y=cx2 ,  x=0 ; 2) y=xe1+cx ;  
3)    4) x(y-x)=cy ,  y=0 ; 

5) (x-y)lncx=x ;   6)  

7) y=cey/x ;   8)    9)  

     k=0, ±1, ±2,… ;   10)  

§1.4. 1) y=cx2 ;   2)    3)     

4) y=sinx+cosx ;   5) y=(c+x2)lnx .   6)  

7)    8)    9) x=ce-y+ey ; 
10) x=-cosysiny+csiny ; 11) x=cy3+y2 ,  y=0 ;   
§1.5.1) x4+4xy(lny-1)-4x2y+4siny=c ;   2)  

3) x4+x2y2+y4=c ;   4) x3+3x2y2+y4=c ;   5) x2-3x3y2+y4=c ; 
6) xe-y-y2=c ;   7)    8) x-y2cos2x=c ;       

 9)    10) x2+1=2(c-2x)siny ;    
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§ 2. 3 n-nji tertipli hemi elik kosffisiýentli birjynsly çyzykly 
deñlemeler 

§ 2. 4. n-nji tertipli birjynsly däl de lemeler 
§ 2. 5 n-nji tertipli birjynsly däl hemi elik koeffisi entli çyzykly 

de lemeler 
§ 2. 6 n-nji tertipli çyzykly defferensial deñleme. Lagranžy  

usuly 
G ö n ü k m e l e r 
 
IVbap. Ähtimallyklar nazaryýetiniñ we matematiki statistikany  
elementleri 

§ 1.  Kombinatorikanyñ elementleri. 
§ 2.  Wakalar we olary  üstünde amallar. 
§ 3.  Ahtimallygy  dürli kesgitlemeleri.  
§ 4.  Ähtimallyklary go mak we köpeltmek teoremalary.        
§ 5.  Tötän ululyklar we olary  paýlany lary. 
§ 6.  Tötän ululyklary  san häsiýetlendirijileri. 
§ 7. Saýlamany  statistiki paýlany y 
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         § 4.  Ähtimallyklary go mak we köpeltmek teoremalary.        
     
  1.Ähtimallyklary go mak teoremasy. 
      Teorema.   Erkin A we B wakalar üçin  
                                    )()()()( ABPBPAPBAP            (6) 
formula adalatlydyr. 
       A we B wakalary  jemini sygy maýan  BAABBA ,,  wa-
kalary  jemi görnü inde ä ladalyñ ( 3-nji surat ): 
                                         BAABBABA  
                                         Bu deñgüýçlüligi göz öñünde tutup,                   

                                         
)()()(

)()(
BAPABPBAP

BAABBAPBAP
   (7)     

(8)((9 )                             deñligi ýazyp bileris. ABBAA   
                                        bolandygy sebäpli, )()()( ABPBAPAP  
                                        deñlik adalatlydyr. Bu ýerden taparys: 
                                        )()()( ABPAPBAP                           (8) 
Edil a me ze likde ABBAB  deñgüýçlüligi ýazyp bileris. 
Onda )()()( ABPBAPBP deñlik adalatlydyr.Bu ýerden  
                             )()()( ABPBPBAP                                  (9) 
deñligi alarys.(8) we (9) a latmalary (7) de likde ornuna goýup,(6)  
formulanyñ adalatlydygyna göz ýetirmek bolar.  
      (6) formula ähtimallyklary go mak teoremasy diýilýär.Hususy 
halda, sygy maýan A we B wakalar üçin (P AB )  =  0  bolandygy se-
bäpli, eýle wakalar üçin ähtimallyklary go mak teoremasy 
                             )()()( BPAPBAP                                 (10) 
görnü e geler. 
      2. ertli ähtimallyk. Ähtimallyklary köpeltmek teoremasy.      
      Goý, 0)(AP  bolsun. 

 A  B  

BA  BA  BA  

3-nji surat. 
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)(
)()/(

AP
ABPABP                                (11) 

gatna yga B wakany  A waka ýüze çykan ertdäki ertli ähtimallygy 
diýilýär. (11) deñligi özgerdip, 
                                    )/()()( ABPAPABP                
deñligi alarys. 0)( BP bolan ertde a me ze likde ýazyp bileris: 
                                   )/()()( BAPBPBAP                  
AB=BA bolandygy sebäpli, 
                           )/()()/()()( BAPBPABPAPABP       (12) 
formulany alarys.(12) formula ähtimallyklary köpeltmek teoremasy 
diýilýär. 
        Bagly däl A we B wakalar üçin ähtimallyklary köpeltmek 
teoremasy  
                                      )()()( BPAPABP                               (13) 
görnü e geler. (13) de lik iki wakany  jübütleýin bagly dälligini  
kesgitlemesi hökmünde kabul edilýär. Ondan ba ga-da,wakalary   
toplumlaýyn bagly dällik dü ünjesi hem bardyr. 
       Kesgitleme.Eger nAAA ,,, 21 wakalary  islendik kombinasiýa-
sy bilen beýlekilerini  islendik kombinasiýasy bagly däl bolsalar, 
onda nAAA ,,, 21  wakalara toplumlaýyn bagly däl ýa-da bagly däl 
diýilýär. 
Mysal üçin, 321 ,, AAA  wakalary  toplumlaýyn bagly däl bolmakla-
ry üçin 1A  we 2A , 1A  we 3A , 2A  we 3A , 1A  we 32 AA , 2A we 

31 AA , 3A  we 21 AA ,  wakalary  bagly däl bolmaklary zerur-
dyr.Toplumlaýyn bagly däl nAAA ,,, 21  wakalar üçin ähtimal-
lyklary köpeltmek teoremasyny  umumyla dyrmasy 
                    )()()()( 2121 nn APAPAPAAAP             (14) 
görnü e geler. 
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G ö n ü k m e l e r 
 
II. 5.  KESGITSIZ INTEGRAL 
 

§  5. 1.  Kesgitsiz integraly  kesgitleni i we onu  häsiýetleri 
§  5. 2. Integrirlemegi   esasy  usullary 
§  5. 3.  Rasional  droblary   integrirleni i 
§  5. 4. Irrasional we trigonometrik funksiýalary  integrirleni i 

G ö n ü k m e l e r 
 
II. 6.  KESGITLI  INTEGRAL 

§ 6. 1.  Integral dü ünjesine getirýän meseleler 
§ 6. 2.  Kesgitli integral dü ünjesi 
§ 6. 3.  Kesgitli  integraly   esasy  häsiýetleri  
§ 6. 4.  Ýokarky  çägi  üýtgeýänli  integral  
§ 6. 5.  Integrirlemegi  usullary 
§ 6. 6. Kesgitli integraly  ulanyly y 
§ 6.7.  Kesgitli  integrallary  hasaplamagy   takmyn  usullary 
§ 6. 8.  Hususy däl integrallar 
§ 6. 9.  Eýler integrallary barada dü ünje 

G ö n ü k m e l e r 
 
III bap. DIFFERENSIAL DEÑLEMELER 
 
III. 1. Birinji tertipli differensial deñlemeler 

§ 1.1 Differensial deñlemeler barada esasy dü ünjeler 
§ 1.2 Birinji tertipli differensial deñlemeler. Üýteýänleri aýyl-

saýyl edilýän deñlemeler 
§ 1.3 Birinji tertipli birjynsly deñlemeler 
§ 1.4 Birinji tertipli çyzykly differensial deñlemeler 
§ 1.5 Doly differensially deñlemeler 

III. 2. Ýokary tertipli differensial deñlemeler. 
§ 2. 1 Käbir n-nji tertipli integrirlenýän differensial deñlemeleriñ 

görnü leri. Tertibini peseldip bolýan deñlemeler 
§ 2. 2  n-nji tertipli differensial deñlemeler 
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§ 2. 1. Yzygiderligi  predeli 
§ 2. 2. Funksiýany  predeli 
§ 2. 3.  Tükeniksiz kiçi we tükeniksiz uly funksiýalar 
§ 2. 4. Funksiýany  predelini  esasy häsiýetleri 
§ 2. 5.  Ajaýyp predeller 
§ 2. 6.  Funksiýalary  de dirili i 
§ 2. 7.  Üznüksiz  funksiýalar 
§ 2. 8. Üznüksiz funksiýalary  esasy häsiýetleri 
§ 2. 9. Funksiýany  birtaraplaýyn üznüksizligi we üzülme 

nokatlary 
§ 2. 10. Käbir wajyp predeller 
§ 2. 11.  Kesimde  üznüksiz  funksiýalary  häsiýetleri 

G ö n ü k m e l e r 
 
II. 3. FUNKSIÝANY    ÖNÜMI  WE  DIFFERENSIALY 
                                   

§ 3. 1. Eunksiýany   önümi 
§ 3. 2.  Funksiýany  differensirlenmegi 
§ 3. 3. Ters we çyl yrymly funksiýany  önümi 
§ 3. 4. Ýokary tertipli önümler 
§ 3. 5. Funksiýany  differensialy 

G ö n ü k m e l e r 
 
II. 4. DIFFERENSIRLENÝÄN  FUNKSIÝALAR   
    HAKYNDAKY  ESASY  TEOREMALAR 
 

§ 4. 1. Funksiýany    orta  bahasy hakyndaky  teoremalar 
§ 4. 2. Lopitaly  kesgitsizlikleri  açmak düzgüni 
§ 4. 3. Teýlory  formulasy we onu  ulanyly y     
§ 4. 4.  Funksiýany  monotonlygy we ekstremumy   
§ 4. 5.  Funksiýany  grafigini  güberçekligi we epin nokatlary 
§ 4. 6. Funksiýany  grafigini  asimptotalary we der eli i 
§ 4. 7. Funksiýany  i  kiçi we i  uly bahalary we meseleleri 

çözmekde olary  ulanyly y 
§ 4. 8. De lemeleri takmyn çözmekligi  usullary 
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      Bellik. nAAA ,,, 21 wakalaryñ toplumlaýyn bagly däldikle-

rinden olaryñ jübüt-jübütden bagly däldikleri we nAAA ,...,, 21  wa-
kalaryñ hem toplumlaýyn bagly däldikleri gelip çykýandyr. 
     1-nji mesele. Kärhanany  öndürýän önümlerini  98% -i standart 
önümler. ünlukda standart önümleri  85% -i ýokary hilli. Bu 
kärhanada öndürilen owuna alnan önümi  ýokary hilli bolmagyny  
ähtimallygyny tapmaly. 
    Goý, A owuna alnan önümi  standart bolmagy bolsun. B- 
owuna alnan standart önümi  ýokary hilli bolmagy bolsun. 

Köpeltmek teoremasyndan peýdalanyp, gözlenýän ähtimallygy 
taparys: 

                  833,0
100
85

100
98)/()()( ABPAPABP .      

       2-nji mesele. Atyjyny  bir gezek atanda ny anany urmagyny  
ähtimallygy 0,8-e de . Atyjy üç gezek ny ana atýar. Ny anany  üç 
gezek urulmagyny  ähtimallygyny tapmaly. 

Goý, A-atyjyny  birinji gezekde ny anany urmagy, B-ikinji 
gezekde ny anany urmagy, C- üçünji gezekde ny anany urmagy 
bolsun. A, B, C, wakalar bagly däl. Onda bagly däl wakalar üçin 
köpeltmek teoremasyndan peýdalanyp, gözlenýän ähtimallygy 
taparys: 

         512,08,08,08,0)()()()( CPBPAPABCP .     

      3-nji mesele. Ulgamy  näsaz i leýändigini habar bermek üçin 
biri-birine bagly bolman i leýän iki duýduryjy  goýlan. Ulgamy  
näsaz i leýändigini birinji duýduryjyny  habar bermegini  
ähtimallygy 0,99-a de . Ikinji duýduryjy üçin bu ähtimallyk 0,98-e 
de . Ulgamy  näsaz i leýändigini di e bir duýduryjyny  habar 
bermegini  ähtimallygyny tapmaly. 

       Wakalary girizeli : 
1A  -birinji duýduryjyny  habar bermegi. 

2A  -ikinji duýduryjyny  habar bermegi. 
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1B -di e birinji duýduryjyny  habar bermegi. 

2B  -di e ikinji duýduryjyny  habar bermegi.   
Sygy maýan wakalar üçin go mak teoremasyndan we bagly däl 
wakalar üçin köpeltmek teoremasyndan peýdalanyp, gözlenýän 
ähtimallygy taparys: 

)()()()()(( 21212121 AAPAAPBPBPBBP  
.0296,098,001,002,099,0)()()()( 2121 APAPAPAP                   

                                                                  

               § 5.  Tötän ululyklar we olary  paýlany lary. 

       1. Diskret tötän ululyk we onu  paýlany  kanuny. 
       Kesgitleme.  elementar wakalar gi ligini R san okuna 
öwürýän hakyky wX  san funksiýasyna tötän ululyk diýilýär. 
Ba gaça aýdylanda, tötän ululyk bu tötän wakalara baglylykda ol ýa--
da beýleki bahalary kabul edýän üýtgeýän ululykdyr. 
      Tötän ululyklaryñ diskret,üznüksiz we singulýar görnü leri 
bardyr.Ahtimallyklar nazaryýetinde diskret we üznüksiz tötän 
ululyklar has giñi leýin öwrenilýär. 
      Eger tötän ululyk tükenikli ýa-da hasaply köplükden bahalary 
 kabul edýän bolsa, onda o a diskret tötän ululyk diýilýär.Belli bir 
wagt aralygynda duralga gelýän awtobuslaryñ sany, synagda talybyñ 
bilim derejesine goýulýan bahanyñ san ululygy, gözegçilik edilýän 
ýylda ekinden alynýan hasylyñ mukdary, ýurdumyza gy lamaga 
gelýän gu laryñ sany, hassahanadaky gany ol bir topara degi li 
bolan näsaglaryñ sany, ny anany urmaga sarp ediljek oklaryñ sany 
we .m.diskret tötän ululygyñ mysallarydyrlar. 
      Tötän ululyklary latyn elipbiýini  ba  harplary bilen, olary  kabul 
edýän bahalaryny bolsa setir harplary bilen belgilemegi 
ertle eliñ.Diskret tötän ululygy  kabul edýän nxxx ,,, 21 bahalary 

bilen bu bahalary  degi li nppp ,,, 21 ähtimallyklaryny  sana-
wyna diskret tötän ululygy  paýlany  kanuny diýilýär. Paýlany  
kanunda nppp ,,, 21  ähtimallyklar 121 nppp erti kana-
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§ 4. 1.  Esasy   dü ünjeler 
§ 4. 2.  Wektorlar bilen geçirilýän çyzykly amallar 
§ 4. 3.  Iki wektory  kollinearlyk erti 
§ 4. 4. Wektory  oka bolan proýeksiýasy  
§ 4. 5.  Gi likde wektory  gönüburçly dekart  koordinatalary. 

Wektory  uzynlygy. Wektory  ugrukdyryjy  kosinuslary 
§ 4. 6.  Wektor gatna yklaryndan koordinata gatna yklaryna 

geçmek 
§ 4. 7.  Iki wektory  skalýar köpeltmek hasyly 
§ 4. 8. Wektorlary  sag we çep üçlügi. Sag we çep koordinatalar 

sistemasy 
§ 4. 9.  Iki wektory  wektor köpeltmek hasyly 
§ 4. 10. Üç wektory  gary yk köpeltmek hasyly 

Gönükmeler 
 
I. 5.  Kompleks sanlar barada dü unje 

§  5. 1.  Kompeks sanlary  kesgitleni i we olar bilen geçirilýän 
amallar 

§ 5. 2.  Kompleks sanlary  geometrik ekillendirili i we olary  
trigonometrik görnü i 

§ 5. 3.  Kompleks sanlardan kök almak 
Gönükmeler 
 
II bap. MATEMATIKI  ANALIZ 
 
II.1.  KÖPLÜK WE FUNKSIÝA DÜ ÜNJESI 

§ 1. 1. Köplük dü ünjesi 
§ 1. 2. Aralyk, kesim we sany  absolýut ululygy 
§ 1. 3. Köplügi  çäkleri 
§ 1. 4. Funksiýa dü ünjesi 
§ 1. 5. Elementar funksiýalar 

§ 1. 6. Ters funksiýa 
G ö n ü k m e l e r 
 
II. 2.  FUNKSIÝANY   PREDELI 
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M  A  Z  M  U  N  Y 
 
SÖZBA Y 
I bap. ANALITIK  GEOMETRIÝA WE  OKARY  ALGEBRA 
 
I.1.  TEKIZLIKDE  ANALITIK  GEOMETRIÝA 

§ 1. 1. Göni çyzykda koordinatalar 
§ 1. 2. Tekizlikde   koordinatalar sistemasy 
§ 1. 3. Tekizlikde   analitik geometriýany  käbir meseleleri 
§ 1. 4. Tekizlikde   koordinatalary baglany dyrýan de lemeleri  

geometrik manysy 
G ö n ü k m e l e r 
 
I. 2.  BIRINJI  WE IKINJI TERTIPLI  ALGEBRAIK  ÇYZYKLAR 

§ 2. 1. Tekizlikde göni çyzyklar 
§ 2. 2. Töweregi  umumy de lemesi 
§ 2. 3. Ellips 
§ 2. 4. Giperbola 
§ 2. 5. Ellipsi  we giperbolany  direktrisalary 
§ 2. 6.  Parabola 
§ 2. 7. Ellipsi  giperbolany , parabolany  polýar de lemesi 
§ 2. 8.  Gönüburçly dekart koordinatalaryny özgertmek 
§ 2. 9. Koordinatalary özgertmek formulalaryny  ulanyly y 
§ 2. 10. Ikinji derejeli de lemeleri ýönekeýle dirmek 

G ö n ü k m e l e r 
 
I. 3  ÇYZYKLY ALGEBRA 

§ 3. 1. Kesgitleýjiler we olary  häsiýetleri 
§ 3. 2.  Kesgitleýjileriñ kömegi bilen çyzykly deñlemeler 

sistemasynyñ ç züli i 
§ 3. 3.  Matrisalar we olar bilen geçirilýän amallar 
§3. 4.  Näbellileri yzygiderli ýoklamak usuly 

Gönükmeler 
 
I. 4.  WEKTOR  ALGEBRASY 
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gatlandyrýandyrlar.Diskret tötän ululygy  paýlany  kanunyny tablisa, 
grafik we formula arkaly bermek bolar. Tablisa arkaly ol 

X  1x  2x  … nx  
P  1p  2p  … 

np  

görnü de berilýär.  
Diskret tötän ululygy  paýlany  kanunyny grafik görnü de 

bermek üçin tekizlikde gönübürçly dekart koordinatalar sistemasyny 
gurmaly. Abssissalar okunda diskret tötän ululygy  kabul edýän  

nxxx ,,, 21  bahalaryny, ordinatalar okunda bolsa bu bahalary  
degi li nppp ,,, 21  ähtimallyklaryny bellemeli. So ra ),( ii px , 

____

,1 ni  nokatlary gurmaly we olary göni çyzygy  kesimleri bilen 
yzygider birikdirmeli. Emele gelen döwük çyzyga paýlany yñ köp-
burçlugy diýilýär. 

      2.Paýlany  we dykyzlyk funksiýalary.Diskret tötän ululyk  
kabul edýän bahalary we olary  degi li ähtimallyklary bilen berilýär. 
Emma üznüksiz tötän ululyklar üçün eýle berli i amala a yryp 
bolmaýar. ol sebäpli, öz tebigaty boýunça köpdürli tötän ululyk-
lary  ähtimallyklaryny ol bir usul bilen bermeklik üçin tötän ululy-
gy  paýlany  funksiýasy dü ünjesi girizilýär. 

                                           xXPxF                               (15) 
funksiýa X  tötän ululygy  paýlany  funksiýasy diýilýär, bu ýerde 

xx  üýtgeýän hakyky ululyk. 
Paýlany  funksiýasy a akdaky häsiýetlere eýedir: 

1)  Paýlany  funksiýany  bahalar ýaýlasy [0:1] kesimdir.  
2) Paýlany  funksiýasy kemelmeýän funksiýadyr.  
3) Paýlany  funksiýasy çepden üznüksizdir.  
4) 0)()(lim FxF

x
  we    1)()(lim FxF

x
 predel de -

likler adalatlydyrlar. 
      Eger 
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x

dyyfxF )()(                                (16) 

latma adalatly bolsa,  onda F(x)  paýlany  funksiýasyna  absolýut 
üznüksiz diýilýär. eýle paýlany  fumksiýaly tötän ululyga absolýut 
üznüksiz ýa-da  üznüksiz diýilýär. (16) a latmadaky integral a agyn-
daky funksiýa tötän ululygy  dykyzlyk funksiýasy diýilýär. Dykyz-
lyk funksiýasy paýlany  funksiýasyny  birinji önümidir: 
                                    )()( / xFxf .                                           (17) 

Dykyzlyk funksiýasy a akdaky häsiýetlere eýedir: 
1)   .0)(xf  

2)    1)( dxxf . 

            § 6.  Tötän ululyklary  san häsiýetlendirijileri. 
      1.Matematiki gara ma.Belli bol y ýaly, tötän ululygy  beril-
megi üçin onu  paýlany  funksiýasyny  berilmegi ýeterlikdir. Emma 
köp meselelerde tötän ululygy  paýlany  funksiýasyny tapmaklyk 
kyn bolýar ya-da ony tapmaklyga zerurlyk hem bolma-ýar. Mysal 
üçin, birinji atyjyny  ny anany urmalaryny  ortaça sany ikinji 
atyjyny  ny anany urmalaryny  ortaça sanyndan uly bolsa, onda bu 
birinji atyjyny  ikinji atyja görä mergenlik derejesini  ýokarydygy 
barada netije çykarmaklyk üçin ýeterliklidir. Ba gaça aýdylanda, 
tötän ululyklary  umumy mukdar häsiýetlendirijileri bolan hemi elik 
ululyklary bilmek ýeterlik bolýar. Bu hemi elik ululyklara tötän 
ululyklary  san häsiýetlendirijileri diýilýär. eýle san häsiýetlen-
dirijileri  biri hem matematiki gara madyr.                      

      Kesgitleme. Diskret X  tötän ululygy  matematiki gara masy 
diýlip, ol tötän ululygy  kabul edýän bahalaryny  degi li 
ähtimallyklaryna köpeltmek hasyllaryny  jemine aýdylýar: 

                                            
n

k
kk pxMX

1
                                   (18) 
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13. . . , , 
1980. 
14. . . . 1, 2.  . , 
1983. 
15. . . . 
1,2.  . « . », 1972. 
16. . . 

, , 1971. 
17. .. .  

. , , 1986. 
18. . . , . , 
1990. 
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Bu ýerde ,,1,
____

nkxk  X tötän ululygy  kabul edýan bahalary, 

,,1,
____

nkxXpp kk  ol bahalary  degi li ähtimallyklary.  
      Kesgitleme. Üznüksiz X tötän ululygy  matematiki gara masy 
diýlip, 

                                       dxxfxMX )(                                    (19) 

integrala aýdylýar, bu ýerde )(xf funksiýa X tötän ululygy  
dykyzlyk funksiýasy. 
     Indi matematiki gara many  häsiýetlerine garaly . 
 1) Hemi elik ululygy  matematiki gara masy ol ululygy  özüne 
de dir,ýagny 
                                                MC=C , 
bu ýerde C  hemi elik ululyk. 
2) Hemi elik ululygy matematiki gara ma belgisini  da yna 
çykarmak bolar: 
                                               MXCCXM  

3) Iki tötän ululygy  jemini  matematiki gara masy ol tötän 
ululyklary  matematiki gara malaryny  jemine de dir: 
                        2121 MXMXXXM .                                            
      Netije. Tükenikli sany tötän ululyklary  jemini  matematiki ga-
ra masy ol tötän ululyklary  matematiki gara malaryny  jemine 
de dir,ýagny 
                    nn MXMXMXXXXM 2121  
4) Bagly däl iki tötän  ululygy  köpeltmek hasylyny  matematiki 
gara masy ol tötän ululyklary  matematiki gara malaryny  köpelt-
mek hasylyna de dir,ýagny 
                                       2121 MXMXXXM                            
      Netije. Toplumlaýyn bagly däl tükenikli sany tötän ululyklary  
köpeltmek hasylyny  matematiki gara masy ol tötän ululyklary  
matematiki gara malaryny  köpeltmek hasylyna de dir, ýagny 
                       nn MXMXMXXXXM 2121 )( .           
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         2.Dispersiýa. Dürli tötän ululyklary  de  matematiki gara -
malary bolup biler.  

eýle ýagdaýda tötän ululyklary biri-birinden tapawutlandyrmak 
maksady bilen dispersiýa diýlip atlandyrylýan ýene bir umumy 
häsiýetlendiriji girizilýär. 
      Kesgitleme. X  tötän ululygy  dispersiýasy diýlip, ol tötän ulu-
lygy  özüni  matematiki gara masyndan gy armasyny  kwadra-
tyny  matematiki gara masyna aýdylýar we DX bilen belgilenýär: 
                                       2MXXMDX .                              (20) 

formula boýunça hasaplanýar, bu ýerde 
____

,1, nkxk  , X tötän ululy-

gy  kabul edýän bahalary, kk xXpp , 
____

,1 nk , bolsa bu baha-
lary  degi li ähtimallyklary. 
      Matematiki gara many  häsiýetlerinden peýdalanyp, (20) formu-
lany o a de güýçli we amaly maksatlar üçin amatly bolan  
                                        22 MXMXDX                               (21) 
görnü de ýazmak bolar.  
            Dispersiýa tötän ululygy  kabul edýän bahalaryny  ol tötän 
ululygy  matematiki gara masyny  töweregindäki ýaýrawyny 
häsiýetlendirýär. Bu onu  ähtimallyk manysydyr. 
      Indi dispersiýany  hasiýetlerine garaly . 
1) Hemi elik ululygy  dispersiýasy nola de dir: 
                                                        ,0DC  
bu ýerde C-hemi elik ululyk. 
2) Hemi elik ululygy dispersiýa belgisini  da yna kwadrata göterip 
çykarmak bolar: 
                                                  DXCCXD 2 . 
3) Bagly däl iki tötän ululygy  jemini  dispersiýasy ol tötän ululyk-
lary  dispersiýalaryny  jemine de dir: 
                                      2121 DXDXXXD .                       
          Netije. Toplumlaýyn bagly däl tükenikli sany tötän ululyk- 
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Çyzgydan görnü i ýaly, empirik paýlany  funksiýasy basgançakly 
funksiýadyr.  
      3-nji mesele. Saýlamany  paýlany y berlen: 

Interwaly  
belgisi 

i  

Bölek 
interwal 

1ii xx  

Bölek interwaly  
ýygylygy 

in  

Ýygylygy  
dykyzlygy 

h
ni  

1 2-4 6 3 
2 4-6 12 6 
3 6-8 3 1,5 
4 8-10 9 4,5 

 Ýygylygy  gistogrammasyny gurmaly. 
      Tablisadan görnü i ýaly, saýlamany  göwrümi 

3093126n .Bölek interwallary  uzynlyklary 2h . Ýy-
gylygy  gistogrammasyny gurmak üçin tekizlikde gönüburçly 
koordinatalar sistemasyny guraly .Abssissalar okunda (2;4),(4;6), 

)10;8(,)8;6(  bölek interwallary, ordinatalar okunda bolsa 
5,4;5,1;6;3  ululyklary belläli . So ra esaslary bölek interwallary  

2h  uzynlyklaryna de , beýiklikleri bolsa, 5,4;5,1;6;3  ululyklara 
de  bolan gönüburçluklary guraly : 

 
                        6-njy surat.    Ýygylygy  gistogrammasy.        
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lege böleli  we x üýtgeýän ululygy  her bölekdäki bahalaryna aýry-
aýrylykda garaly .Goý, 1x  bolsun. x üýtgeýän ululygy  bu 
aralykdaky bahalaryny  islendiginden kiçi warianta ýokdur. ol 
sebäpli 0xn  bolar. Onda:  

0
10
0)(*

n
nxF x . 

Goý, 61 x  bolsun. x üýtgeýän ululygy  bu aralykdaky bahalary-
ny  islendiginden kiçi 1-lik warianta bar we ol 5 gezek du  gelýär, 
ýagny, 5xn . Onda: 

5,0
10
5)(*

n
nxF x . 

Goý, 76 x  bolsun. x üýtgeýän ululygy  bu aralykdaky bahala-
ryny  islendiginden kiçi 1-lik we 6-lyk  wariantalar bar. Bu warian-
talar degi lilikde 5 we 3 gezek du  gelýärler. Diýmek, 8xn . Onda 

.8,0
10
8)(*

n
nxF x  

Goý, x7  bolsun. x üýtgeýän ululygy  bu aralykdaky bahala-
ryny  islendiginden kiçi 1-lik, 6-lyk we 7-lik wariantalar bar. Bu 
wariantalar degi lilikde 5, 3 we 2 gezek du  gelýärler. Diýmek, 

10xn . Onda    .1
10
10)(*

n
nxF x  

      Indi )(* xF  empirik paýlany  funksiýany  grafigini guraly :  

 
                                                5-nji surat. 

 349 

lary  jemini  dispersiýasy ol tötän ululyklary  dispersiýalaryny  
jemine de dir: 
                       nn DXDXDXXXXD 2121 )( . 
      Netije. Bagly däl iki tötän ululygy  tapawudyny  dispersiýasy ol 
tötän ululyklary  dispersiýalaryny  jemine de dir: 
                                       2121 DXDXXXD . 

     Netije. Tötän ululyk bilen hemi elik ululygy  jemini  dispersi-
ýasy tötän ululygy  dispersiýasyna de dir: 
                                               DXCXD )( . 

        Kesgitleme. Dispersiýadan alnan arifmetiki kwadrat köke orta 
kwadratik gy arma diýilýär: 

                                               DXX .                                    (22) 
      1-nji mesele. Diskret X tötän ululyk  

X  1 2 3 
p 0,3 0,5 0,2 

paýlany  kanuny bilen berlen. Bu tötän ululygy  matematiki 
gara masyny, dispersiýasyny we orta kwadratik gy armasyny tap-
maly. 

 (18) formuladan peýdalanyp, matematiki gara many tapa-
ly : 

                       
n

k
kk pxMX

1
.9,12,035,023,01  

Indi 2MX  ba langyç ikinji momenti tapaly : 

                  
n

k
kk pxMX

1

22 .1,42,095,043,01  

(21) formuladan peýdalanyp, dispersiýany tapaly : 
                      .49,09,11,4 222 MXMXDX  
Orta kwadratik gy armany tapaly : 
                                   .7,049,0DX    

      2-nji mesele. Üznüksiz  X tötän ululyk 
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.1,1

,10,
,0,0

)( 2

x
xx

x
xF  

paýlany  kanuny bilen berlen. Bu tötän ululygy  matematiki 
gara masyny, dispersiýasyny we orta kwadratik gy armasyny 
tapmaly. 
      Ilki X tötän ululygy  dykyzlyk funksiýasyny tapaly : 

                                 
.1,0
,10,2

,0,0
)()( /

x
xx

x
xFxf  

Onda (19) formula boýunça matematiki gara many tapaly : 

                       .
3
2

3
22)(

1

0

3
1

0

xxdxxdxxfxMX  

Indi 2MX  ululygy tapaly : 

                 .
2
1

2
12)(

1

0

4
1

0

222 xxdxxdxxfxMX    

Onda 

                     ,
18
1

3
2

2
1)(

2
22 MXMXDX    

24,0
18
1DXX .      

§ 7. Saýlamany  statistiki paýlany y 
      1. Ba  toplum we saýlama. Matematiki statistika XVII asyry  
ba ynda döreýär we ähtimallyklar nazaryýeti bilen bilelikde gi  ge-
rim bilen ösýär. Statistika adalgasy latyn “status” (ýagdaý) sözünden 
gelip çykýar. 

Matematiki statistika esasan iki meselä garaýar: 

 355 

nokatlary guraly  we olary göni çyzygy  kesimleri bilen yzygider 
birikdireli : 

               
                            4-nji surat.    Ýygylygy  poligony. 
      ç)  3,6,7,4 4321 nnnn  we 204321 nnnnn  
bolandygy sebäpli, 

                                                  
n
nW i

i  

formuladan peýdalanyp, otnositel ýygylyklary tapaly :  

                         ,2.0
20
41

1 n
nW    ,35.0

20
72

2 n
nW  

                       ,3.0
20
63

3 n
nW    15.0

20
34

4 n
nW . 

Onda 

ix  2 3 5 8 

iW  0.2 0.35 0.3 0.15 
 
      2-nji mesele. Ýygylygy  statistiki paýlany y berlen: 

ix   1  6  7 

in   5  3  2 

Empirik paýlany  funksiýasyny tapmaly we onu  grafigini gurmaly. 
  Bütin san okuny 1, 6, 7 nokatlar bilen, kesi meýän dört bö- 
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de , beýiklikleri bolsa 
h

W
h
n ii  ululyklara de  bolan gönüburç-

luklary gurmaly. 

      3. Empirik paýlany  funksiýasy. 

                                          
n
nxF x)(*                                      (24) 

funksiýa empirik paýlany  funksiýasy diýilýär, bu ýerde 
nnn xx 0  üýtgeýän hakyky xx  ululykdan kiçi wa-

riantalary  sany, n saýlamany  göwrümi. Empirik paýlany  funksi-
ýasy a akdaky häsiýetlere eýedir: 
1) Empirik paýlany  funksiýasyny  bahalar ýaýlasy [0;1] kesimdir. 
2) Empirik paýlany  funksiýasy kemelmeýän funksiýadyr. 
3) Eger 1x  i  kiçi  warianta  bolsa,  onda  x üýtgeýän ululygy  1xx  
de sizligi kanagatlandyrýan hemme bahalary üçin 0)(* xF . 
Eger kx  uly warianta bolsa,onda x üýtgeýän ululygy kxx  de -
sizligi kanagatlandyrýan hemme bahalary üçin 1)(* xF . 
      1-nji mesele. Ba  toplumdan n=20 göwrümli saýlama geçirilip, 
2, 8, 5, 3, 3, 5, 2, 3, 8, 5, 3, 2, 3, 5, 8, 5, 3, 5, 2, 3 sanlar alnan. 
a)  Ýygylygy  statistiki paýlany yny tablisa görnü inde ýazmaly. 
b)  Ýygylygy  poligonyny gurmaly. 
ç)  Otnositel ýygylygy  statistiki paýlany yny ýazmaly.  
d)  Otnositel ýygylygy  poligonyny gurmaly. 

        a) Saýlamadan görnü i ýaly, 2-lik warianta 4 gezek, 3-lik 
warianta 7 gezek, 5-lik warianta 6 gezek, 8-lik warianta 3 gezek du  
gelýär. Onda: 

ix  2 3 5 8 

in  4 7 6 3 

      b)  Tekizlikde gönüburçly dekart koordinatalar sistemasyny gu-
raly . Abssissalar okunda 2, 3, 5, 8  wariantalary, ordinatalar okunda 
bolsa 4, 7, 6, 3 ýygylyklary belläli . So ra (2;4), (3;7) , (5;6),(8;3)           
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1) gözegçilikler netijesinde statistiki maglumatlary toplamak we ola-
ry toparlamaklygy  usullaryny görkezmek. 
2) ylmy we amaly netijeleri almak üçin toplanan statistiki maglumat-
lary maksadalaýyk der emekligi  usullaryny i läp düzmek. 

Matematiki statistikany  ba langyç dü ünjeleri hökmünde ba  
we saýlama toplumlar dü ünjelerine garaýarlar. Birjynsly elementle-
ri  köplügini ba  toplum diýip atlandyrýarlar. Bu toplum haýsy hem 
bolsa bir hil ýa-da mukdar ny ana görä öwrenilýär. Ba  toplumy  
hemme elementlerini ýeke-ýekeden öwrenmeklik wagty  we seri -
deleri  köp sarp edilmegi bilen baglany yklydyr. ol sebäpli, ba  
toplumdan elementleri  bölek köplügini owuna saýlap alýarlar we 
gyzyklandyrýan ny ana görä öwrenýärler. Bu bölek köplüge saýla-
ma diýilýär. 
Toplumy  elementlerini  sanyna toplumy  göwrümi diýilýär. 
Saýlama geçirilende dürli saýlap aly  usullary ulanylýar: 
      a) Mehaniki saýlap aly  usuly. Bu usulda ba  toplum birnäçe 
bölek toplumlara mehaniki bölünýär we her bölek toplumdan bir  
element owuna saýlanyp alnyp, gyzyklandyrýan ny ana görä öwre-
nilýär. Mysal üçin, öndürilen N önümi     20% -ni saýlap almaly 
bolsa, onda önümleri  hemmesini  köplügini 5

N  bölege bölmeli we 

her bölekden bir elementi owuna alyp, gyzyklandyrýan   ny ana 
görä öwrenmeli.       
      b) Kysmy saýlap aly  usuly. Bu usulda ba  toplum kysmy bö-
leklere bölünýär we her bölekden owuna bir element alnyp, gyzyk-
landyrýan ny ana görä öwrenilýär. Mysal üçin, köwü  fabrigini  ön-
dürýän  köwü lerini pasyllaýyn görnü leri we ölçegleri boýunça bir-
näçe kysmy böleklere bölýärler we her bölekden owuna bir jübüt 
köwü  alyp, hil ya-da mukdar ny ana görä öwrenýärler. 
      ç) Tapgyrlaýyn saýlap aly  usuly. Bu usulda ba  toplum kysmy 
böleklere bölünýär we her bölekden elementleri  tapgyry owuna al-
nyp, gyzyklandyrýan ny ana görä öwrenilýär. Mysal üçin, çörek ön-
dürýän kärhanany  her tamdyrynda bi irilýän çörekleri görnü leri we 
ölçegleri boýunça kysmy böleklere bölýärler we her bölekden 
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çörekleri  tapgyryny owuna saýlap alyp, hil ýa-da mukdar ny ana 
görä öwrenýärler. 
      Amalyýetde bu usullary utga dyryp ulanýarlar. 
      Eger ba  toplumdan alnan element gyzyklandyrýan ny ana görä 
öwrenilip, ýene-de ba  topluma gaýtarylsa, onda eýle saýlama gaý-
talanýan diýilýär. Eger element ba  topluma gaýtarylmasa, onda eý-
le saýlama gaýtalynmaýan diýilýär. 

Haýsy saýlap aly  usulyny  ulanylandygyna garamazdan, öw-
renilýän ny an barada dogry netijeleri çykarmaklyga mümkinçilik 
bermegi üçin, saýlamany  wekilçilikli (reprezentatiw) bolmagy 
gerekdir. 

      2. Saýlamany  statistiki paýlany y.Goý, ba  toplum haýsy hem 
bolsa bir ny ana görä öwrenilýan bolsun.  Bu ny an tötän ulu-lykdyr, 
sebäbi ol bir göwrümli dürli saýlamalarda ol ö den belli bolmadyk 
dürli bahalary kabul edýär.Goý, ba  toplumdan n göw-rümli saýlama 
geçirilen bolsun we bu saýlamada 1x  baha 1n gezek, 2x baha 2n  
gezek, we .m. kx baha kn  gezek du  gelýan bolsun. Ny- any  kabul 
edýän kxxx ,,, 21  bahalaryna wariantalar diýilýär. Wa-riantalary  
artýan tertipde ýazylan yzygiderligine wariasiýa hatary diýilýar. 
Wariantalary  gözegçilik edilýän knnn ,,, 21  san-laryna bu 
wariantalary  degi li ýygylyklary diýilýär. Hemme ýygylyklary  
jemi saýlamany  göwrümine de dir, ýagny, nnnn k21  
Wariantalar bilen olary  degi li ýygylyklaryny  sanawyna ýygyly-
gy  statistiki paýlany y diýilýär. Ýygylygy  statistiki paýlany y tab-
lisa we grafik görnü de berilýär. Tablisa görnü de ol 

ix  1x  2x  … kx  

in  1n  2n  … kn  
ýaly berilýär. Ýygylygy  statistiki paýlany yny grafiki bermeklik 
üçin tekizlikde gönüburçly dekart koordinatalar sistemasyny 
gurmaly. Abssissalar okunda kxxx ,,, 21  wariantalary, ordinatalar 
okunda bolsa knnn ,,, 21  ýygylyklary bellemeli. So ra 
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____
,1,, kinx ii , nokatlary gurmaly we olary göni çyzygy  kesimleri 

bilen yzygider birikdirmeli. Emele gelen döwük çyzyk ýygylygy  
statistiki paýlany yny  grafiki berli idir. Bu döwük çyzyga 
ýygylygy  poligony diýilýär.  “Poligonos” grek sözi bolup, 
köpburçluk diýen manyny berýär. 

                                                    
n
nW i

i                                       (23) 

gatna yga ix  wariantany  otnositel ýygylygy diýilýär, bu ýerde in  
ululyk ix  wariantany  ýygylygy, n saýlamany  göwrümi. Warian-
talar bilen degi li otnositel ýygylyklary  sanawyna otnositel 
ýygylygy  statistiki paýlany y diýilýär. Bu paýlany  hem edil 
ýygylygy  paýlany y ýaly tablisa we grafik görnü inde berilýär. 
Ýygylygy  we otnositel ýygylygy  paýlany yna saýlamany  
statistiki paýlany y diýilýär. 

Eger ba  toplum üznüksiz ny ana görä öwrenilýän bolsa, onda 
bu ny any  kabul edýän bahalaryny  hemmesini  dü en interwalyny 
ol bir h uzynlykly bölek interwallara bölýärler. Her bir bölek inter-

waly  ýygylygy hökmünde bu bölek interwala dü en wariantalary  
ýygylyklaryny  jemini alýarlar we gistogramma diýlip atlandy-
rylýan figurany gurýarlar. 
      Kesgitleme. Ýygyly  (otnositel ýygylygy ) gistogrammasy 
diýlip, esaslary bölek interwallary  h uzynlyklaryna de , beýiklikleri 

bolsa, ,,1,
____

ni
h

W
h
n ii  gatna yklara de  bolan gönüburç-

luklardan ybarat basgançakly figura aýdylýar. 
Ýygyly  (otnositel ýygylygy ) gistogrammasyny gurmak üçin 

tekizlikde gönüburçly dekart koordinatalar sistemasyny gurmaly. 
Abssissalar okunda h uzynlulkly bölek interwallary, ordinatalar 

okunda bolsa 
h

W
h
n ii ululyklary bellemeli we esaslary h ululyga 




