I. 2. BIRINJI WE IKINJI TERTIPLI ALGEBRAIK CYZYKLAR
8§ 2.1. Tekizlikde goni gyzyklar

1. Goni g¢yzyklaryn durli gorniasleri. Tekislikde gontburcly dekart
koordinatalar sistemasyna gora goni ¢yzyklary dirli usullar boyunca berip
bolar. Sona baglylykda olar dirli gérniisdéki denlemeler arkaly anladylyar.
Gondburcly dekart koordinatalar sistemasynyn Oy okuna parallel bolan we
onui Ox okuny A(a, 0) nokatda kesyan goni gyzyga seredeleiii (1-nji
surat). Ol goni ¢yzygyn denlemesi

Xx=a a Y
gornusdaki denlemedir.Hakykatdan-da,ol goni
¢yzygyn islendik M(x, y) nokadynyii x
koordinatasy (1) denleméni kanagatlandyryar
we ol goni gyzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn
X koordinatasy ony kanagatlandyrmayar.
Eger a=0 bolsa, onda goni gyzyk Oy oky A
bilen gabat gelyar we onun denlemesi 0 X

x=0 2

bolar. 1-nji surat

Orta mekdebin matematikasyndan belli bolsy yaly Oy okuny kesyan
goni ¢yzygyn denlemesi

y=kx+b (3)

gornusdedir, bu yerde k=tgo onun bur¢ koeffisiyenti bolup, o - goni

cyzyk bilen Ox okunyn arasyndaky burcdyr, b =0B bolsa goni ¢yzygyn

Oy okunda kesip alyan ugrukdurulan OB  kesiminii ululygydyr. (3)

......

cyzyk Ox okuna parallel bolsa, yagny a =0, k=0, onda (3) denleme
y=b
gorndsi alar. Ox okunyn &hli nokatlarynyn y koordinatasy nola dendir.
Sona goré-de Ox okunyn denlemesi
y=0
bolar. (3) goni ¢yzygyn burg koeffisiyentini sol goni ¢yzykda yatyan iki
durli B(x, y;), M(x,, y,) nokatlaryi koordinatalary arkaly anlatmak
bolar. (3) goni ¢yzykda yatyandygy (gin olaryii koordinatalary sol
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Okuw kitabyna analitik geometriya, yokary algebra,
we matematiki analizin bolimleri (analizin baslangyjy,
bir Oytgeyanli funksiyanyn differensial we integral
hasabyyeti, san we funksional hatarlar), birinji we yokary
tertipli ady differensial denlemeler, &htimallyklar
nazaryyetinin we matematiki statistikanyn elementleri
girizildi. Her bolimde nazaryyeti berkitmek maksady
bilen cozilip gorkezilen mysallar getirilyar.

Dosent O.Asyrowyi redaksiyasy bilen

16.Depeleri A(- 4, 2), B(6, 8), C(4, —10) nokatlarda bolan tigburglugyi
medianalarynyn esaslaryny tapmaly.

17. Bir ujy A(4, 5) nokatda bolan [AB] kesimin ortasy C(-3, 7)
nokatda yerlesydr. Kesimiii beyleki ujyny tapmaly.

18. Berlen A(L 2) we B(-1 4) nokatlar boyunga [AB] kesimi A
nokatdan baslap 1:2 gatnasykda bélyan C nokady tapmaly.

19. [AB] kesim A nokatdan baslap C(4, 1)  nokat bilen 1:4
gatnagykda bolinen. A nokadyn koordinatalaryny tapmaly.

20. ABC cburcluklaryn meydanlaryny tapmaly:
1) A(-2, -2),B(6,2), C(4,8); 2) A(-1 5), B(4,8), C(6, 2).

21. Ugburglugyii A(3, 5), B(6, —2) depeleri berlen. ABC (ichurglugyn
meydany 15-e den bolar yaly Oy okunda C nokady tapmaly.

Jogaplar
1.1) 3, 2) —7; 3) 14; 4 -5. 2.1) 5; 2) 13; 3) 6; 4) 5.
3.1) A(-3); 2) A@L): 3) AB).5.1) A3 -4), B(-2, -5),C,(-3, 3).
6.1) AL -2), B3, 2),C,(-4, -7).8. A(l, ﬁ), B(0, - 6),C(-5, 0).
9. AlV2, 3n/4), B2, 7/2), C(3, 0), DW2, w/4). 10. 1) 5; 2) 72;
3) ¥29; 4) 5; 5)10.11. 32.12. C,[L++/3, 1+43), C,[1- 3, 1-43).
13. 324/3. 14.20. 15. 1) (4, 1); 2) (-4, 0); 3) (-3, —3).16. 1)

(1, 5); 2) (0, -4); 3) (5 -1). 17. B(-10, 9). 18. C(Y3, 8/3).
19. A(3, 0). 20. 1)24; 2) 18. 21. C,(0, 2), C,(0, 22).
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Goénukmeler

1. Ugrukdyrylan AB Kesimit ululyklaryny tapmaly:
1) A(2) B(): 2) AB) B(-4); 3) A(-6). B8): 4) A(-2) B(-7)
2. Ugrukdyrylan AB  kesimiii uzynlyklaryny tapmaly:
1) A@) B@); 2) A4) B(-9); 3) A(-5) B(L); 4) A(-3), B(-8).
3. Bellibolan1) B(2), AB=5; 2) B(3), BA=-2 3) B(5), BA=-3
boyunga koordinatalar okunda A nokadyn koordinatalaryny tapmaly.
4. Gonuburcly dekart koordinatalarynda nokatlary gurmaly:
AL, 4), B(2, -3), C(-3, 5), D(-1, -2), E(0, 1) F(5, 0).
5. Ox okuna gord A(3, 4), B(-2, 5), C(-3, —3)nokatlara simmetrik
nokatlary tapmaly.
6. Koordinatalar baslangyjyna géra A(-1, 2), B(-3, —2), C(4, 7)
nokatlara simmetrik nokatlary tapmaly.
7. Polyar koordinatalarynda  A(3, ©/4), B(l, —n/4), C(4, 3n/4),
D(2, —3n/4) nokatlary gurmaly.
8. Polyar koordinatalarynda berlen A(2, n/3), B(6, —n/2), C(5, =)
nokatlaryn goniburcly dekart koordinatalaryny tapmaly.
9. Dekart koordinatalarynda berlen A(-1, 1), B(0, 2),C(3, 0), D(1, 1)
nokatlaryn polyar koordinatalaryny tapmaly.
10. Berlen A(4, 3), B(0, 0),C(~3, —4), D(6, 8) nokatlar boyunca
1) A weB; 2 A weC; 3) A we D; 4 Bwe C;5 BweD
nokatlaryn arasyndaky uzaklyklary hasaplamaly.
11. Iki catyk depeleri A(5, 6), B(9, 2) nokatlarda bolan kwadratyii
meydanyny hasaplamaly.
12. A(0, 2), B(2, 0) depeleri berlen dentaraply ABC (igburglugyii C
depesinin koordinatalaryny tapmaly.
13. A(-3, —5), B(5,3) depeleri berlen defitaraply ABC Ugburglugyi
meydanyny hasaplamaly.
14. AL, 1), B(, 6), C(5, 9)depeleri berlen ABCD rombui meydanyny
hasaplamaly.
15. [AB] kesimin ortasynyi koordinatalaryny tapmaly: 1) A(3, —7),
B(5, 9); 2) A-5 -1), B(-3, -1);3) A2, 6), B(-8, —12).
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SOZBASY

Matematikanyn usullarynyn durmusda dus gelydn kdp amaly meseleleri
cozmekde ginden ulanylmagy, tebigy ylymlaryn ugurlaryndan, sol sanda
psihologiya boyunca hiindr alyan talyplardan “Yokary matematika” dersini
onat bilmeklerini we onut usullaryny ele alyp, tebigy ylymlarda dus gelyéan
dirli gérnigdaki meseleleri cozmeklikde ginden ulanmaklygy basarmagyny
talap edyar.

Bu okuw kitaby uniwersitetin psihologiya hiindrini alyan talyplaryna
niyetlenip yazyldy. Ona analitik geometriyanyn goni ¢yzykda koordinatalar,
tekizlikde koordinatalar sistemasy, tekizlikde birinji we ikinji tertipli
algebraik ¢yzyklar bolimleri; yokary algebranyn kesgitleyjiler we olaryn
kdmegi bilen ¢yzykly denlemeler sistemasynyn ¢oziilisi, matrisalar, olaryn
hasiyetleri we olar bilen gegirilyan amallar, wektor algebrasy bolimleri;
kompleks sanlar distinjesi we olar bilen gecirilydn amallar; matematiki
analizin funksiya, funksiyanyn predeli we tzniksizligi, funksiyanyn énimi
we differensialy we olaryn ulanylysyny gorkezyan bolumler, kesgitsz we
kesgitli integrallar, olaryn ulanylyslary hem-de hususy dal integrallaryn
boltimleri, seyle hem san we funksional hatarlar distnjeleri; birinji
weyokary tertipli ady differensial denlemeler, olaryn ¢6zilis usullary;
ahtimallyklar nazaryyetinin we matematiki statistikanyn elementleri
girizildi. Her bélimde nazaryyeti berkitmek maksady bilen b6élimde beyan
edilen dustnjelerin ulanylysyny gorkezyédn mysallar getirilydr we olaryn
cozlligleri gorkezilyar. Seyle hem her bolimin ahyrynda talyplar bilen
amaly sapaklar gecilende we 0Ozbasdak islerde ulanar yaly kdpsanly
mysallar getirilyar.

Kitapda yygy-yygydan dus gelydn “bar bolup”(“tapylyp”) sozlerinini
yerine barlygy anladyan 3 belgi, “islendik™ (“her bir”) sdzlerinin yerine
bolsa umumylygy anladyan Vv belgi ulanylyar. A= B yazgy A
sozlemden B  sozlemin gelip ¢ykyandygyny anladyar. Eger-de, onun
Ustesine B sozlemden A sozlem hem gelip ¢ykyan bolsa, onda ol
A< B yazgyda anladylyar. Mysal gin, Ve>0, ¥xeB, P>m3
gysgaca yazgylar “islendik & uludyr nol”, “islendik x degisli B ”,

“P degisli m tapylyp” diylip okalyar. Teoremanyn subudynyn, mysalyi
cozilisinin baglangyjyny we ahyryny gorkezmek ticin < we > belgiler
ulanylyar.



| bap. ANALITIK GEOMETRIYA
WE YOKARY ALGEBRA

I.1. TEKIZLIKDE ANALITIK GEOMETRIYA
§ 1.1. GoOni ¢yzykda koordinatalar

1. Ugrukdyrylan kesim. Ké&bir goni ¢yzyk alalyn we onun kesgitleyan
iki ugurlarynyn birini saylap, ony polozitel ugur, beylekisini otrisatel ugur
islendik kesiminin uzynlygyny o6lcemek dgin ol okda uzynlyk birligini,
yagny masstab alalyin. Uclary A we B nokatlar bolan kesime seredelit.
Eger A we B nokatlaryn haysysynyn ol kesimin baslangyjy, haysynyn
Kesimin ugry diylip baslangycdan ahyra tarap bolan ugur hasap edilyér.
Baslangyjy A we ahyry B nokat bolan ugrukdyrylan kesim AB bilen,
onud uzynlygy bolsa ‘AB‘ ya-da ‘AB‘ bilen belgilenyar. Dirli bolan iki

A we B nokatlar iki sany AB we BA ugrukdyrylan kesimleri

kesgitleyédr. Eger A we B nokatlar gabat gelyan bolsa, onda AA kesime
nol kesim diyilyér. Ugry okun poloZitel ugry bilen gabat glende gosmak
alamaty bilen, otrisatel ugry bilen gabat gelende ayyrmak alamaty bilen
alynyan ugrukdyrylan ~ AB kesimin uzynlygyna sol kesimin ululygy
diyilydr we AB bilen belgilenyar, sunlukda AB =-BA denlik dogrudyr.
Bu kesgitleménin esasynda okda islendik yagdayda yerlesyan dirli A, B
we C nokatlaryn ugrukdyrylan AB, BC, AC kesimlerinin
ululyklary dgin

AB +BC =AC (¢))
denlik yerine yetyar.

2. Koordinatalar oky. K&bir x go6ni ¢yzykda O we B nokatlary
bellalin (1-nji surat) we olara degislilikde koordinatalaryn baslangy¢ we
birlik nokatlary diyelin.

Goni ¢yzykda OB kesim bilen ugurdas poloZitel ugry saylap alalyn.

PoloZitel ugry, hasap baslangyjy we uzynlygy 6lcemek (gin masstab

......

erkin M nokady ticin (1-nji surat) ugrukdyrylan OM kesimiii ululygyna
M nokadyn koordinatasy diyilyar. Eger ol nokadyn koordinatasy x

8

hokminde toweregiti erkin B=B(x, y) nokady iigin OB kesimin Ox
oky bilen emele getiryan burcuny almak bolar. Bu halda berlen téweregin
parametrik denlemeleri

y x=Rcost, y=Rsint (0<t<2r) (19)
gOrnlisde bolar. Olardan t parametri yoklap
————— .B (olary kwadrata goterip we gosup), téweregin

! (15) denillemesini alarys.

0O X Indi bolsa R radiusly tdweregin goni gyzyk
boyunca togalananda onun k&bir bellenen
nokadynyn cyzyan ¢yzygyna garalyn. Ona

sikloid diyilyar. Goni c¢yzygy gonlburcly
11-nji surat dekart koordinatalar sistemasynyn Ox oky
hokminde alalyn (12-nji surat). Goy, bellenen

nokat toweregin baslangyc yagdayynda koordinatalar baslagyjynda bolsun

C
N

12-nji surat

y

we towerek t ( MCN) burg 6wriilenden soii ol M = M(x, y) nokada
barsyn.Onda suratdan gornusi yaly
Xx=0P=0K -PK, y=MP=CK-CN, CM =CK =R,
OK=MK =Rt, PK=MN=Rsint, CN =Rcost. Sonun igcin hem
x=Rt—Rsint, y=R-Rcost ya-da
x=R(t-sint), y=R(L-cost) (20)

......
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ucin onun koordinatasy (16) denlemelerinn birnji derilemesini hem, ikinji
denlemesini hem kanagatlandyryar, yagny
F(x, =0,
(x, y) (!7)
G(x, y)=0
denlemeler sistemasyny kanagatlandyryar.Tersine, eger-de kabir K(xo, yo)
nokadyn  x,, Y, koordinatalary (16) c¢yzyklaryn birinjisinde hem,
ikinjisinde hem yatyan bolsa, onda ol nokat solaryn kesisme nokadydyr.
Seylelikde, cyzyklaryn kesisme nokatlaryny tapmak (gin olaryn
denilemelerinin sistemasyny ¢6zmek zerurdyr. Sunlukda, hakyky koklerin
sany olaryn kesisme nokatlarynyn sanyna dendir. Eger (17) sistemanyn
hakyky kokleri yok bolsa, onda (16) ¢yzyklar kesisyan daldir.

8-nji mysal. x?+y?=1 x2+(y-1°=2 cyzyklaryn kesisme
nokatlaryny tapmaly (10-njy surat)..

< Kesigme nokatlary tapmak ticin y
X +y% =1,
x2+(y-1)y°=2 .
sistemany cozelin. Ikinji derilemeden
birinjini ayryp alarys: 2y =0, y=0. 0
Birinji detilemede  y=0 goyup, -1\\/1 X
X, =-1 X, =1 alarys. Seylelikde,

¢yzyklar A(—1, 0), B(, 0)nokatlarda
kesigyarler. >
3. Cyzygyii parametrik deillemeleri. Goy, tekizligiti géniburcly dekart
koordinatalarynda kébir ¢yzyk berlen bolsun. Kébir hallarda onun erkin
nokadynyn (x, y) koordinatalaryny (parametr atlandyrylyan) Ugunji t
ululyk arkaly anladyp bolyar:
x=ot) y=wlt). (18)
Eger t parametr kabir (tikenikli ya-da tiikeniksiz) aralykda Uytgénde (18)
formuladan berlen ¢yzygyn islendik nokadynyn koordinatalary alynyan
bolup, ¢yzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn koordinatalary alynmayan bolsa,

......

10-njy surat

Mysal (cin, eger tekizlikde merkezi koordinatalar baslangyjynda we
radiusy R den bolan towerek berlen bolsa (11-nji surat), onda t parametr

20

0] B M
X
1-nji surat
bolsa, onda kesgitleme boyunca
x =0M )
bolar. Sunlukda, M(x) yazgy x-ii M nokadyii koordinatasydygyny

anladyar.

Seylelikde, eger koordinatalar okunyn nokady berlen bolsa, onda sol
nokadyn koordinatasy bolan sany gérkezmek bolar, seyle hem berlen san
ucin koordinatalar okunda sol san koordinatasy bolan yeke-tak bir nokady
gurmak bolar. Diymek, koordinatalar okunyni nokatlary bilen hakyky
sanlaryn kopliginin arasynda ¢zara birbahaly degislilik gurnalandyr. Sona
gord hakyky sanlaryn kopliigine san oky we her bir hakyky sana san
okunyn nokady hem diyilyér.

Ugrukdyrylan kesimin ululygyny we onuni uzynlygyny sol kesimin
baslangyjynyn we ahyrynyn koordinatalary arkaly anlatmak bolar.

Eger okun  M,(x), M,(x,)  iki nokady berlen bolsa, onda

ugrukdyrylan M,M,, kesimii ululygy we onuii uzynlygy degislilikde
MM, =X, = x5 [MiM,[ =[x, — x| ©)
formulalar boyunca anladylyar.
Hakykatdan-da, koordinatalar okunyn O, M,, M, nokatlary Ggin (1)
formula esasynda
OM,+M M, =0M,
denligi we (2) formula esasynda  x, =OM,, x, =0OM, dexlikleri yazmak
bolar. Olardan bolsa M;M, =0M, —-OM, =X, —x,; denlik gelip ¢ykyar.
Ugrukdyrylan M M, kesimiii uzynlygynyi onuii ululygynyii absolyut
ululygyna deiiligi tgin  [M,M,|=|x, — x| bolar.
M, we M, nokatlaryi arasyndaky uzaklyk p(M,, M,) bilen hem
belgilenydr. Sonun Ugin (3) formulalaryi ikinjisi
p(My, M2)=|X2 — Xy
gorniisde yazylyar. |x, —X,|=|x, —X,| deiiligiii esasynda koordinatalar
okunyn iki nokadynyn arasyndaky uzaklygy tapmaklyk (3) formula
9



esasynda olaryn koordinatalarynyn birinden beylekisini ayryp, tapawudyn
modulyny almaklygy anladyar.
1-nji mysal.  Berlen M,(2), M,(~7) nokatlaryii arasyndaky

uzaklygy we ugrukdyrylan M,;M, kesimin ululygyny tapmaly.
4 X =2, X, =—7 ugin (3) formulany ulanyp taparys:
p(My, M,)=-7-2=]-9=9, MM, =-7-2=-9. >

8 1.2. Tekizlikde koordinatalar sistemasy

1.Gondburcly dekart koordinatalar sistemasy. Umumy O baslangyjy
we birmenzes masstab birligi bolan 6zara perpendikulyar Ox we Oy
oklar tekizlikde gontburcly dekart koordinatalar sistemasyny emele
getirydr. Sol sistemadaky
y Ox oka absissa oky we
I B M Oy  oka ordinata oky
| diyilyar. Ol  oklaryn
kesisme nokadyna
x<0,y>0 x>0,y>0 koordinatalar  baslangyjy,
olaryn yerlesyan
O A X tekizligine  koordinatalar
x<0,y<0 [x>0,y<0  tekizligi diyilya

bilen belgilenyar.Goy,
seredilyén tekizlikde erkin
M  nokat berlen bolsun.
Sol nokatdan Ox we Oy
oklaryna degislilikde MA we MB perpendikulyarlary gegirelin (2-nji
surat). Sunlukda, perpendikulyarlaryn oklar bilen kesismeginden alnan
ugrukdyrylan OA we OB kesimlerin OA we OB ululyklaryna
degislilikde M nokadyn gonuburcly x we vy koordinatalary diyilyar,
yagny x=0A, y=0B. M nokadyn x we Yy koordinatalaryna
degislilikde sol nokadyn absissasy we ordinatasy diyilyar. M nokadyn
koordinatalarynyn x we y bolyandygy M(x, y) yazgyda anladylyar.
Sunlukda, yayyn icinde ilki onun absissasy, ikinji ordinatasy gorkezilyér.
Absissa okunda yerlesydn nokatlar Ggin y=0 we ordinata okunda
yerlesydn nokatlar tgin  x=0, koordinatalar baslangyjy ucin bolsa

i v

2-nji surat

10

merkezi koordinatalar baslangyjynda we radiusy base den bolan tdweregi
kesgitleyar. Kébir denleme bilen kesgitlenyan kopliuk bir nokady (mysal
tgin, x?+y? =0 denleme dine bir (0, 0) nokady), kébir deiileme bolsa
bos koplugi kesgitleyar (mysal Ugcin, x*+y?+1=0 defleme, ciinki
tekizligin hi¢ bir nokady ol denleméni kanagatlandyrmayar). Cyzygyn
denlemesinin kesgitlemesi esasynda berlen nokadyn c¢yzykda yatyanlygy
ansat gorkezilydr. Eger nokadyn koordinatalary denlemede goyulanda san
denlik (toZdestwo) alynsa, onda nokat ¢yzykda yatyar, eger-de toZdestwo
alynmasa, onda nokat ¢yzykda yatmayar.

7-nji mysal. Merkezi M (a, b) nokatda we radiusy R bolan téweregin
denlemesini dizmeli.

< Goy, B=B(x, y) toweregin erkin y
nokady bolsun (9-njy surat). Belli bolsy B
yaly toéweregini — tekizligin bir nokatdan
(merkezden) den  daslykda  bolan bl---
nokatlarynyn kopligi bolyandygy
esasynda we onuni islendik nokadynyn
merkezden uzaklygynyn R sana denligi ,
ucin iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn O a X
formulasyny ulanyp,

p(M, B)=y(x—a) +(y-b)’ =R
denligi alarys. Ondan bolsa gozlenyén téweregin denilemrsini alarys:
(x-af +(y-b)’ =R?.>> (14)
Bu toweregin islendik nokadynyn koordinatalary ol toweregin
denllemesini  kanagatlandyryar. Eger N(x, y) nokat sol towerekde
yatmayan bolsa, onda  p(M, N)<R vya-da p(M, N)>R bolar we
sonun Ugin onun koordinatalary (14) denlemani kanagatlandyrmayar. (14)
deiilemeden a=b=0 bolanda alynyan

x* +y? =R’ (15)

......

9-njy surat

2. Cyzyklaryn kesismesi. Goy, iki gyzyk
F(x y)=0. G(x, y)=0 (16)
denilemeler arkaly berlen bolsun. Olaryn kesisme nokadyny tapalyn. Olaryn
kesisme nokady birinji ¢yzyga hem, ikinji ¢yzyga hem degislidir, sonun
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S = 2|06 =%, )(y1 + Yo )+ (6 = X5 )Y, + ¥ )+ (X5 =%, )(ys + yl)“

formulany alarys. Ondan bolsa
y yonekey ogertmeler esasynda (12)
formula gelip ¢ykyar.Ucburclugyi
islendik basgaca yerlesisi icin hem
(12) formula sonun yaly subut
edilyar. >

6-njy mysal. Depeleri A(1, 1),
B(6, 4), C(8, 2) nokatlarda
bolan ~ ABC (Ugburclugyn S
meydanyny tapmaly.
8-nji surat < Ugburclugyn meydanyny (12)

formulany ulanyp taparys:

S =%[(6—1)(2—1)—(8—1)(4—1)]=%|[—16]|=8 (kw.birlik). >

8§ 1. 4. Tekizlikde koordinatalary baglanysdyryan
denillemelerin geometrik manysy

1. Tekizlikde cyzygyi defilemesi. Goy, gontburgly dekart
koordinatalarynda x we y uytgeyanler
F(x, y)=0 (13)
gornlisdaki denligi kanagatlanyryan bolsun. Eger bu denlik x we 'y

......

kabir bahalary tgin yerine yetende bolsa ona denlleme diyilyar. Denilemanin
mysallary: x* +y? -25=0, 2x+3y-5=0, tozdestwonyn mysallary:
(x+y)x—y)-x*+y?=0, (x—y)-x+y=0.

Eger L c¢yzykda vyerlesydn &hli nokatlaryn koordinatalary (13)

denllemdni kanagatlandyryan bolup, sol ¢yzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn
koordinatalary ol denlemani kanagatlandyrmasa, onda (13) denlemd L

......

kanagatlandyryan tekizligiﬁ(x, y)koordinatalarynyﬁ koplugini anladyar.
Mysal dgin, x—-y=0 denleme goni ¢yzygy — birinji we Uclnji
koordinatalar burglarynyn bissektrisasyny, x%+y?—-25=0 defleme
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x=0, y=0. Koordinatalar oklary tekizligi dort boleklere bolyar. Olara
caryekler ya-da kwadrantlar diyilyar. Olaryn nomerlenisi we solarda
yerlesydan nokatlaryn  koordinatalarynynn alamatlary  2-nji  suratda
gorkezilendir.

Seylelikde, tekizligin her bir M nokadyna onun gonuburcly
koordinatalary atlandyryan tertiplesdirilen sanlaryn (x, y) jubuti degisli
we tersine, sanlaryn her bir (x, y) jubdtine tekizlikde koordinatalary sol
sanlar bolan yeke-tédk nokat degislidir. Beyle diyildigi tekizlikde gontiburcly
dekart koordinatalar sistemasy tekizligin &hli nokatlarynyn kopligi bilen
sanlaryn jlbuti arasynda Ozdra birbahaly degisliligi gurnayar we ol
geometrik meseleleri ¢6zmekde algebraik usullary ulanmaklyga yardam
beryar.

2. Polyar koordinatalar sistemasy. Tekizlikde polyus atlandyrylyan O
nokada we sol nokatdan ¢ykyan hem-de polyar oky atlandyrylyan OP
sOhla seredelin. Seyle hem kesimlerin uzynlygyny élcemek Ggin masstab
birligi we polyusyn towereginde aylawyn polozitel ugry kesgitlenen hasap
edelin. Tekizligin islendik M nokady bilen O polyusyn arasyndaky p
uzaklyga sol nokadyn polyar radiusy, OM bilen gabat getirmek (cin OP
polyar oky sagat dilinifi hereketinin garsysyna (poloZitel ugra) aylamaly
bolyan ¢ burca bolsa polyar burgy diyilyar (3-nji surat). Sunlukda, p we

M y M

3-nji surat 4-nji surat

......

koordinatasy, ¢ sana - ikinji koordinatasy diyilyar we M (p, @) bilen
belgilenyar. Polyus t¢in p=0 bolup, yone ¢ kesgitlenmedikdir. Adatca ol
koordinatalar 0 <p <+o0; 0 <@ <21 caklerde Uytgeyar hasap

edilyar. Yone kébir hallarda 2r - den uly bolan burglara, seyle-de otrisatel,
yagny polyar okdan sagat dilinifi hereketi boyunga alynyan birclara hem
seretmeli bolyar.
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Nokadyn polyar koordinatalary bilen gonlburcly koordinatalarynyn
baglanysygyny gorkezmek (gcin koordinatalar baslangyjy polyus bilen we
poloZitel yarym Ox oky polyar oky bilen gabat gelydn gonuburcly
koordinatalar sistemasyna seredelin (4-nji surat). Ol suratdan gornisi yaly
M nokadyi géniiburgly (x, y) koordinatalary bilen onud (p, ¢) polyar
koordinatalary seyle baglanysykdadyr:

X=pCOSQ®, y=psSine . 4
Bu formula tekizligin gontburgly dekart koordinatalaryny onun polyar
koordinatalary bilen anladyar. Ol formuladan nokadyn polyar
koordinatalaryny onun dekart koordinatalary bilen aniladyan seyle formula

ap- X y
alynyar: p=+/x?+y?, cOSQp=——,
[x2 +y2 [2 Ly

2-nji mysal. Polyar koordinatalarynda berlen A(Z, %J B(S, —EnJ,

sing =

4
C(l, g} D(3, =), E(4, 0), F(Z, —%) nokatlary — gurmaly  we

koordinatalar baslangyjy polyus
C A bilen we Ox okunyn poloZitel
I/ ugry polyar oky bilen gabat
E gelydn dekart koordinatalarynda
P ol nokatlaryn koordinatalaryny

tapmaly.
B < Polyar koordinatalarynda
F . A nokady gurmak Ugin O
5-nji surat polyusdan ~ OP polyar okuna
¢=mn/4 burg boyunca sohle gegirelini (5-nji surat) we sol sdhlede uzynlygy
2-4 def bolan [OA] kesimi guralyn. Sol kesimin soiiky ujy A(2, n/4)
nokat bolar. Beyleki B, C, D, E, F nokatlar hem edil solar yaly gurulyar

(5-nji surata seret). Berlen nokatlaryn dekart koordinatalaryny tapmak dgin
(4) formuladan peydalanarys. A nokat Ugin

X= 2(:032—2£ V2, y= 2sm—= */_ V2, ANz, V2).

Edil sonun yaly beyleki nokatlaryn dekart koordmatalary tapylyar:
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m m;xX; + m,X ms;X
3 X 171 272 + 373

3
‘o m+m, ©_ m+m, m, +m,
1M m, +m, +m,

m, +m, m, +m,
my, + MY, + M3Y3
m, +m, m, +m,
m, +m, + m, ’
m, +m,
_ MyX +MyX; + MaXg Cy= My, + My, + M3y, _
m, +m, +m; m, +m, +m;

Matematiki induksiyadan peydalanyp, M;, M,,...,M, nokatlarda
yerlesen  m;, m,,...,m, massalaryn sistemasynyn agyrlyk merkezinin
koordinatalaryny tapmak bolar:

_MyXy + MyXp 4+ M X, - My + MYy 4.4 MYy
m +m, +...+m, m,+m, +...+m,
3. Ugburglugyii meydany. A(x;, y,), B(X,, ¥,), C(xs, y5) depeleri
bolan bir goni ¢yzykda yatmayan tcburglugyn S meydany (8-nji surat)

S =%| [(Xz - Xl)(ys - yl)_ (Xs - Xl)(yz - y1)]| (12)

formula boyunga tapylyar.
< ABC (cburglugyn meydanyny

S asc = Sapec * Secer ~ S asrp
denlik boyunca tapmak bolar, bu yerde Sapec: Spcer s S apFD

trapesiyalaryn meydanlarydyr. Ol meydanlar bolsa seyle tapylyar:
[AD[+[CE[ _ (s =x Mys +¥1)

SADEc =|DE|‘ 2 2
EC| +|BF
BSEF —|EF| | | 2| | X3)2(y2 +y )

—|DF| |AD| |BF| (Xz Xl)(y1+y2)
2

ABFD

olaryn bahalaryny formulada goup,
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gatnagykda bolyar. Sona goré (9) formulany ulanyp we ol formulada
X, =-1 y,=-2, X,=3, y,=4 goyup, M nokadyn koordinatalaryny
taparys:
_-1+(v3)3_ o -2+(-13)4
TTie(Cys) YT ()

5-nji mysal. Tekizligin  M,(x,, X,), M,(X,, ¥5) ... .M, (X,, ¥y,)
nokatlarynda m;, m,,...,m,  massalar yerlesdirilen. Ol massalaryn
sistemasynyn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny tapmaly.

< Ilki n=2 hala garalyn we m,, m, massalar M,, M, nokatlarda
yerlesydn bolsun. Onda mehanikanyn belli prinsipi esasynda ol massalaryn
sistemasynyii M (x, y) agyrlyk merkezi M;M, kesimi m,, m,
massalara ters proporsional béleklere, yagny A =m,:m, gatnasykdaky
boleklere bolyér. Sona gora (5) formula esasynda massalaryn sictemasynyn
M(x, y) agyrlyk merkeziinin koordinatalary iigin

>

:X1+(m2/m1)xz =y1+(m2/m1)y2 )
1+m,/m ' 1+m,/m,
X = m X, + My X, y= my, +m,y, (11)
m1+m2 m1+m2

formulany alarys. Edil sonun yaly M, (x;, X,), M,(X,, ¥, ) Ms(x,, ¥, )
nokatlarda yerlesen m;, m,, m; massalaryn sistemasynyn M(x, y)
agyrlyk merkezinin koordinatalaryny tapmak bolar. Eger m;, m,
massalary sol sistemanyn M '(x’, y') agyrlyk merkezinde jemlesek, onda
M(x, y) nokadyii yerlesy4n yeri Gytgemez. Indi M(x, y) nokada M,
nokatda yerlesydn m, massa bilen M'(x’, y’') nokatda jemlenen m, +m,
massalaryn sistemasynyn agyrlyk merkezi hokmiinde gararys. Sunlukda,
M’(x’, y’) nokat m,, m, massalaryii sistemasynyii hem agyrlyk
merkezidir we  x’, y’ koordinatalar (11) formulanyni sag bolegi bilen
kesgitlenyar. Sona gora M(x, y) agyrlyk merkezi MM, kesimi
A=m,:(m, +m,) gatnasykda bolyan nokat hokmiinde (5) formulany
ulanyp taparys:
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2 2

B(—ﬂ, —ﬂ} c(0, 1), D(-3, 0), E(4, 0), F(0, -2).

§ 1. 3. Tekizlikde analitik geometriyanyi kébir meseleleri

1. Iki nokadyi arasyndaky uzaklyk. Tekizligif isindik M, (x,, y;)
we M,(x,, y,) ikinokadynyn arasyndaky p=p(M,, M,) uzaklyk

pz\/(xz_xl)2+(y2_y1)2 ®)

formula bilen kesgitlenyar.
M, Ony gorkezmek Gigin M,
we M, nokatlardan Ox, Oy
oklaryna  perpendikulyarlary
gecirip, olaryn  esaslaryny
A,B,, A, B, bilen,
perpendikulyarlarynn  kesisme
nokadyny K bilen belgilalin

X (6-njy  surat). Pifagoryn

. teoremasyny gOnuburcly
6-njy surat M,KM, Ucburgluga ulanyp,

p=yM,K? + M,K? (6)

formulany alarys. Bu yerde ucburclugyn MK, M,K Katetlerinin
IMJK|, [M,K| uzynlyklary koordinata oklarynyii ugrukdyrylan
AA,, BB, kesimleriniii uzynlyklary bilen gabat gelyar. Sona gora (3)
formula boyunga
M K=AA =X, —=x;, M, K=BB,=y, -y,
denlikleri we olaryn esasynda (6) denlikden (5) formulany alarys.
M, nokadyn koordinatalaryn baslangyjy bilen gabat gelyan hususy haly

ugin (5) formula
PO, M, )=y +Y; Y]
gOrnusi alar.

3-nji mysal. M, (5, —2), M, (8, —6) nokatlaryn arasyndaky uzaklygy
13



we M, nokatdan koordinatalar baslangyjyna genli uzaklygy tapmaly.
< Berlen nokatlar ugin x, =5, y, =-2, x, =8, y, =—6 bolyandygy
sebépli, (5) we (7) formulalar esasynda taparys:

p(My, M, )=1/(8-5)° +((-6)-(-2)] =v8+16=5,
p(0, M,)=1/8% +(-6)* =10. >

2. Kesimi berlen gatnasykda bélmek. Tekizlikde dirli M; we M,
nokatlary alyp (M, nokady birinji, M, nokady ikinji hasap edip) olar
arkaly poloZzitel ugry kesgitlenen goni ¢yzyk gecirelin we masstab birligini
alalyn. Goy, M sol goni ¢yzygynn M, bilen gabat gelmeyén kabir nokady
bolsun. Onda

x:MlM

MM,

sana M nokadyn ugrukdyrylan  M;M, Kkesimi bélyén gatnasygy
diyilyar, bu yerde M, M, MM, gorkezilen okun ugrukdyrylan

(8)

M,M, MM, kesimlerinin ululyklarydyr. Okun poloZitel ugry basgaca
kesgitlenende ya-da masstab birligi basgaca alnanda hem (8) gatnasyk
uytgemeyar, c¢lnki iki halda hem sanawjy we maydalawjy sol bir sana
kopeldilyar. Eger M nokat M, we M, nokatlaryi arasynda yerlesyan

bolsa, onda A >0 bolar. Bu halda M nokat M,M, kesimi iginden
bolyar diyilyar. Eger M nokat M,M, kesimin dasynda yerlesyan bolsa,
onda A <0 bolar we bu halda M nokat M,M, kesimi dasyndan bolyar
diyilydr. A =-1 bolup bilmez, ¢linki tersine, ol deilik yerine yetende
M;M =—- MM, deiilik alnar we sonui esasynda M;M + MM, =0 bolar,
yagny M;M, =0, yone ol denlik M, we M, nokatlar gabat gelende
bolup biler, ol bolsa serte garsy gelydar. Eger M nokat M; nokat bilen
gabat gelyan bolsa, onda A =0. Eger M nokat M, nokada yakynlagyan
bolsa, onda || san artar.

Kesimi berlen gatnasykda bdlmek meselesi seyle okalyar: M nokadyn

M;M, kesimi boleklere belydan A gatnagygy berlen. Sol nokadyn
koordinatalaryny tapmaly. Ol asakdaky tassyklama esaslanyar.
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Eger M(x, y) nokat M,(x,, y;) we M,(x,, y,) nokatlar bilen

céklenen M M, kesimi A gatnasykda bolyan bolsa, onda ol nokadyn
koordinatalary
X:x1+kx2 :y1+ky2
1+ 1+
formula boyunga kesgitlenyar.

y

©)

1 M,, M, M, nokatlardan
Ox  okuna perpendikulyar
gbOyberip, olaryn esaslaryny
B,, B, B, bilen belgilalin
(7-nji surat). Onda parallel
goni ¢yzyklaryn arasyndaky
kesimlerin  proporsionallyk
hasiyeti boyunga (8) sertin

: esasynda
Ol B B B X
' .. ? BlB _ MlM _
7-nji surat _BBZ _—MMZ -

denligi alarys. (3) formula esasynda alynyan B,B=x-x,, BB, =X, —X
denlikleri ulanyp, bu denligi

TN g, x—x =M%, = X), XL )= X, + A%,

X, — X
gornusde yazmak bolar. Ondan bolsa A = -1 serti ulanyp, (9) formulanyni
birinjisini alarys. Onun ikinjisi edil suna menzeslikde (M;, M, M,
nokatlardan Oy okuna perpendikulyar gegirip) subut edilyér. >
Eger M nokat M;M, kesimin ortasynda yerlesyan bolsa, onda A =1
bolar we bu halda (9) formula
Lt Vit

Y 5 (10)

gornusi alar.
4-nji mysal. Berlen M, (=1, —2), M, (3, 4) nokatlar boyunca MM,

goni gyzykda M, nokada M, nokatdan ug esse yakyn bolan we MM,
kesimin dagynda yerlesydn M nokady tapmaly.
< Serte gord gézlenyan M(x, y) nokat M,M, kesimi A =-1/3
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uzaklyga bolan gatnasygy hemiselik ululykdyr we ellipsin
(giperbolanyn)
ekssentrisitetine dendir.
< Ellipsin ¢ep fokusyna we cep direktrisasyna seredelin. Eger
M(x, y) ellipsi erkin nokady bolsa (12-nji surat), onda

a a
r=a+ex, d=x—|—-——|[=X+—,
€ €

r a+ex a-+ex
= =&
d a a+ex
€

d M
[ A\ X+
_ 61/8 Fl O/ X [
Eger M(x, y) giperbolanyn

cep sahasynyn erkin nokady bolsa,
onda
12-nji surat a
r=—a-—ex, d=-x——,

€

r—a-—-sx _

d —-x-ale ¢
Beyleki hemme hallar hem sular yaly gorkezilyéar. >

§ 2. 6. Parabola

1. Parabolanyin kesgitlenisi we onum derilemesi. . Tekizlikde berlen
nokatdan (fokusdan) we berlen goni ¢yzykdan (direktrisadan) den daslykda
bolan tekizligini ahli nokatlarynyn koplugine parabola diyilyar.

Parabolanyn denlemesini getirip cykarmak t¢gin gonuburcly dekart
koordinatalar sistemasynynn Ox okuny fokusdan gegyén we direktrisa
perpendikulyar alyp, poloZitel ugruny direktrisadan fokusa tarap hasap
edelin. Koordinatalar baslangyjyny fokus bilen direktrisanyn ortasynda
yerlesdirelin (13-nji surat). Eger fokus bilen direktrisanyn arasyndaky
uzaklyk p bolsa, onda fokusyn koordinatalary F(p/2, 0) bolar.

Parabolanyn erkin M (x, y) nokadyny alyp, ol nokatdan fokusa genli
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denlemani kanagatlandyryar, yagny
y, =kx; +b, y,=kx, +b.
Olaryi birinjisini ikinjiden ayryp, y, -y, =k(x, — x, ) defiligi, ondan bolsa
k Yo~ W 4)
X2 =X

denligi alarys, ¢cunki géni ¢yzygyn Oy okuny kesyandigi Ggin X, # X, .

X 0] A X

2-nji surat 3-nji surat

Goy, goni gyzygyn k burg koeffisiyenti we onuii N(x,, y,) nokady
berlen bolsun. Onun derlemesini diizelin. Goni gyzygyn erkin M(x, y)
nokadyny bellap, (4) formula boyunga x, =X, y, =Yy alyp, onun burg
koeffisiyentini tapalyi: k =21 . Bu defilikden bolsa
- M
Y=y =k(x=x) )
gelip cykyar. Bu denlemd berlen ugur boyunca berlen nokat arkaly

......

......

deiilemede k islendik hakyky san bahany alyan bolsun. Sonun esasynda
k =k, alyp, goni ¢yzygyn kabir denlemesini, k =k, alyp, goni ¢yzygyn
basga denlemesini we s. m. goni ¢yzygyn durli denlemelerini alarys.
Seylelikde, (5) gérnisdaki deiileme N(x,, y,) nokat arkaly gegyin (Oy
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okuna parallel bolmadyk) ahli goni ¢yzyklaryn koplugini kesgitleyédr. Sonia
gora merkezi N(x,, y,) nokat bolan géni gyzyklaryn dessesi

Y-V :k(x_xl)
denleme boyunca kesgitlenyar.

Indi bolsa diirli iki B(x, y,), M(X,, y,) X, #X,, ¥,# Y, nokatlar
arkaly gecyan goni gyzygyn denilemesini diizelin.Géni ¢yzygyn B(x,, ;)
nokat arkaly gecyéandigi sebépli, (4) formula esasynda (5) derileme

Yo =W Y-¥ _ X=X

y-yr=-2—t(x-x) ya-da ©)
Xp =X Yo=Y Xp—X%
gornusde yazylar.Bu detilema berlen iki nokat arkaly gegyéan goni
cyzygyn denlemesi diyilyér.
Deri gatnasgyklary t bilen belgilép alarys:
Y-V _ X=X
= =t, y—-y, =Y, —y)t, x=%x =(x, = x)t.
VT Y—% (yz yl) 1 (2 1)
Olardan bolsa
Y=Y+ (¥, = V)t x=x+(x, —x)t (7

denilemeler gelip gykyar. (7) denliklerden t=0 bolanda B(x,, y;)
nokadyn, t=1 bolanda N(x,, y,) nokadyn O<t<1 bolanda  bolsa
[BN] kesimin islendik igki nokadynyn koordinatalary alynyar. Sunlukda, t
ululyk tilkeniksiz ~ (~oo, +) aralykda Uytgande M(x, y) nokat
seredilyén goni ¢cyzygy cyzyar. (7) denllemelere goni ¢yzygyn parametrik
denlemeleri diyilyar.

Goy, (AB) gbni gyzyk koordinat oklarynda ululyklary a we b bolan
kesimleri kesip alyan bolsun, yagny OA=a, OB=b, A(a, 0), B(0, b) (3-
nji surat). (6) denlemani x, =a, y, =0, x, =0, y, =b Ugin ulanyp,

y_—Ozx—a’ X, ¥ (8)
b-0 -a a b
denleméni alarys. Ona koordinatalar oklarynyn kesimlerindaki goni
cyzygyn denlemesi diyilyér.

2. GOni gyzygyn umumy dedilemesi. X we y Uytgeyanlere gora birinji

tertipli

Ax+By+C=0 9)
gornlisdaki denlemd birinji tertipli umumy denileme diyilyér, bu yerde A
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yarym oklaryny, fokuslarynyn koordinatalaryny we ekssentrisitetini

tapmaly.
< Denleménin iki bolegini hem 20-& bolup, giperbolanyn denlemesini
2 2
R A |
4 5

gorniisde yazarys we ony (46) detileme bilen denesdirip, a®=4, b*> =5
denlikleri alarys, yagny a=2, b= \J5. (45) denlik esasynda

c?=a’+b?=9, ¢=3, F(-3 0), F((3 0) &=

. >

N w

<
a
8 2. 5. Ellipsin we giperbolanyi direktrisalary

Ellipsini uly okuna perpendikulyar, merkezine goéra simmetrik we ondan
a/e uzaklykda yerlesyan iki goni gyzyklara ellipsiti direktrisalary diyilyar
(a—uly oky, € —ekssentrisitet). Eger ellips (35) kanonik defileme boyunca
berlen bolsa, onda a>b . Sonun Ggin bu halda dekart kkordinatalar
sistemasynda direktrisalar

X=——, X=
€

denlemeler boyunca kesgitlenyar. Ellips Ggin 0 < e <1 bolyandygy sebépli
a/e>a bolar we sona géra direktrisalaryri ellips bilen umumy nokady
yokdur.

Giperbolanyn hakyky okuna perpendikulyar, merkezine goéra simmetrik
we ondan a/e uzaklykda yerlesyan iki goni ¢yzyklara giperbolanyii
direktrisalary diyilyar (a — uly oky, & —ekssentrisitet). Eger giperbola (46)
kanonik denileme boyunga berlen bolsa, onda sol dekart koordinatalar
sistemasynda onun direktrisalary (55) denlemeler boyunca kesgitlenyér.
Giperbola tigin & >1 bolyandygy sebdpli a/¢ <a bolar we soria gora
direktrisalaryn giperbola bilen umumy nokady yokdur.

Elllipsin we giperbolanyn direktrisalarynyn hasiyetleri agakdaky
teoremada gorkezilyar.

3-nji  teorema. Ellipsin  (giperbolanyi) erkin M(x, y)
nokadyndan fokusa c¢enli r wuzaklygynyn sol nokatdan degisli
direktrisa cenli d

4, x=2 (55)
e
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oklary diyilyar. Oklaryn biri giperbolany onuti depeleri atlandyrylyan A,
we A, nokatlarda kesyar (10-njy surat). Ona giperbolanyn hakyky oky
diyilyér, beyleki oka bolsa onun hyyaly oky diyilydr, ol nokadyn giperbola
bilen umumy nokady yokdur. Kesimlerin |A A)|=2a, |B,B,|=2b

......

ululyklara giperbolanyn yarym oklary diyilydr.a =b bolanda (46) deiileme

x? —y?=a? (52)
gorniisi alyar we ona dentaraply giperbola diyilyar.
X2 y2

denileme Oy oky hakyky oky bolan giperbolany kesgitleyér (11-nji surat).

3.Giperbolanyn ekssentrisiteti. Giperbolanyn fokuslarynyn arasyndaky
uzaklygyn onun depelerinin arasyndaky uzynlyga bolan gatnasygyna
giperbolanyn ekssentrisiteti diyilyar. Eger Ox oky giperbolanyn hakyky
oky bolsa, onda kesgitleme boyunca ekssentrisitet

£=— (54)
a

denlik boyunca kesgitlenyér. Giperbola G¢in ¢ >a bolany sebépli ¢>1
bolar. (45) formulanyn esasynda (54) denlikden

bY b 5
e=,1+—|, —=+v&"-1

a a

denlikler gelip ¢ykyar. Seylelikde, giperbolanyn ekssentrisiteti esasy
gonuburclugyn formasyny we giperbolanyn 6ziinin formasyny
hésiyetlendiryar.

Giperbolanyn M nokadyny onun F, we F, fokuslary bilen
birlesdiryan kesimlere sol nokadyn fokal radiuslary diyilyar. Olaryn r,
we r, uzynlyklary (49) we (50) formulalar boyunca kesgitlenyér. (54)
denlik esasynda olar sag saha tgin

r=ex+a, r,=eX—a
gdrnlisde we ¢ep saha Ugin
rn=-ex—a, r,=—ex+a
gornusde yazylyar.
5-nji mysal. 5x* —4y? =20 detileme boyunca berlen giperbolanyi
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we B koeffisiyentlerin ikisi birwagtda nola den déldir, yagny
A% +B%?#0. (10)

Birinji tertipli denleme bilen néhili ¢yzygyn kesgitlenyandigine asakdaky
teorema jogap beryar.

1-nji teorema.Tekizlikde her bir goni ¢yzyk bellenen goniiburcly dekart
koordinatalar sistemasynda birinji tertipli denleme bilen kesgitlenyar we
tersine, dekart koordinatalaryna gord birinji tertipli her bir denleme
tekizlikde k&bir goni cyzygy kesgitleyar.

< Eger berlen goni cyzyk Oy  okuny kesyan bolsa, onda onun
deiilemesi y=kx+b ya-da kx—y-+b=0 bolar.. Eger goni ¢yzyk Oy
okuna parallel bolsa, onda ol x=a ya-da x-a=0 denleme bilen
kesgitlenyar. Bu denlemelerin her birisi (9) gornisdéki dekart
koordinatalaryna gora birinji tertipli derilemedir

Goy, birinji tertipli (9) denileme berlen bosun. Eger B =0 bolsa, onda
ol denleméni y gora ¢ozip,

yo Ay C
B B

derileméani alarys we ony k=— A/B, b=—C/B begileme girizip,
y=kx+b

gérnusde yazmak bolar. Ol deiileme bolsa goni ¢yzygyn burg koeffisiyentli
denlemesidir. Eger B=0 bolsa, onda (10) sertin esasynda A= 0 bolar.
Sonuii Uigin (9) defileméni x=a (a=-C/A) gérnisde yazmak bolar. Ol
bolsa Oy okuna parallel bolan 6ni ¢yzygyn derilemesidir. Seylelikde, (9)
denleme tekizlikde kabir goni ¢yzygy kesgitleyar. >

Dekart koordinatalaryna goré birinji tertipli algebraik denlemeler bilen

teorema birinji tertipli gyzyklaryn goni ¢yzyklardygyny anladyar.
(9) gornusdéki denlema goni ¢yzygyn umumy denlemesi diyilyér.
3. ki goni ¢yzygyn arasyndaky burg. Hic biri Oy okuna parallel

bolmadyk iki goni ¢yzyga seredelin. Bu halda goni ¢yzyklar burg
koeffisiyentli denilemeler arkaly berlip bilner:

y=kx+b,, k;=tga,, (1)

y=k,x+b,, k,=tga,. (12)
(Sertegora o, #90°, o, #90°, k; #oo, k, #o0). IKinji goni cyzygyn
birinji goni ¢yzyga gysarma blrcuny, yagny kesisme nokadyn tdwereginde
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birinji goni ¢yzygyn ikinji bilen gabat gelmegi t¢in aylanma burguny 0
bilen belgilalin. k; we k, belli bolanda ol bur¢un tapylys formulasyny
getirip ¢ykaralyn. A/ A,N (Ggcburclukdan (4-nji surat) o, +0=a,,

0 =0, —a, denlikler alynyar. Sonur gin hem

)= tgo, —tga; Kk, —k;
Vo1 tgo,tgot, 1+ kK,

Eger goni ¢yzyklaryn birisi (mysal Ggin ikinjisi) Oy okuna parallel

bolsa, onda o, =m/2 we sona gord 6 =m/2—a, bolar. Eger goni
cyzyklar 6zara parallel bolsalar, onda

tgo =tg(a, - (13)

y o, =a,, tga, =tga, bolar, yagny
N k, =k, denlik yerine yetyar. Eger tersine,
) k, =k, bolsa, onda tgo, =tga, bolar we
burclaryn 0 we - in arasynda
bolyandygy Ucin ol denlikden o, = a.,
1 i denlik gelip ¢ykyar, yagny goni ¢yzyklar
Ol/A ﬁ% X paralleldir. Seylelikde, k, =k, desilik
4-niji surat (12) we (12) goni ¢yzyklaryn

parallelliginin zerur we yeterlik sertidir.

Goy, (11) we (12) denlikler boyunca berlen goni ¢yzyklar
perpendikulyar bolsun, yagny 6=m/2. Bu halda ctgd =0 bolar we sonuti
esasynda

ctgo——— —1TKK2 o 4Lk —0
tg0  k, —k;
denlik alynyar we ondan
1
k,=—— 14
=T (14)

denlik gelip ¢ykyar. Tersine, eger (14) sert yerine yetse, onda
1+kk, =0, ctgo=0, 9=g,

yagny goni ¢yzyklar 6zéra perpendikulyar. Seylelikde, (14) denlik (11) we
(12) goni gyzyklaryn perpendikulyarlygynyn zerur we yeterlik sertidir. Ol
sert basgaca seyle okalyar: perpendikulyar goni ¢yzyklaryn burg
koeffisiyentleri ululyklary boyunca 6zara ters we alamatlary garsylykly.
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! ab
a x+\/x -a’ x+\/x2—a2.
Bu denlikden gornisi yaly x-in ¢éksiz artmagy bilen MN Kkesimin
uzynlygy nola ymtylyar. Sotia géra |MP|<|MN| densizligin esasynda
|MP| hem nola ymtylyar, yagny M nokat koordinatalar baslangyjyndan

daslasdygyca ol nokatdan goni ¢yzyga cenli uzaklyk nola ymtylyar. (46)
giperbolanyn (51) goni ¢yzyk bilen umumy nokatlary yokdur, ¢tinki olaryn
denlemelerinin sistemasynyn ¢ozUwi yokdur.

(51) denlleme bilen kesgitlenyén géni ¢yzyga giperbolanyi asimptotasy
diyilyér. Giperbolanyn iki asimptotasy bar bolup, olar seyle kesgitlenyar:
yzgx yz—gx

a a

Giperbolanyn ¢yzgysyny sekillendirmek Ggin ilki bilen taraplary 2a we
2b, degislilikde Ox we Oy oklaryna parallel we merkezi koordinatalar
baslangyjynda bolan esasy gonuburcluk gurulyar. Onun garsylykly
depelerinden gegyan goni ¢cyzyklar giperbolanyn asimptotalary bolyar.

10-njy surat 11-nji surat

Olary gurup, sonra giperbolanyn 6ziini guryarys (10-njy surat). Ol (¢ep we
sag) sahalary atlandyrylyan iki bdlekden ybaratdyr. Giberbolanyn
simmetriklik merkezine onun merkezi, simmetriklik oklaryna bolsa yone
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koordinatalary (46) denleméani kanagatlandyryan M nokadyn giperbolada
yatyandygyny we onun Ugin (40) detligin yerine yetyandigini gorkezdik.

(46) denleme giperbolanyn denlemesidir. Ona giperbolanyn kanonik
denlemesi diyilyar. Onun ikinji derejeli denlemeligi icin giperbola ikinji
tertipli ¢yzykdyr.

2. Giperbolanyn formasynyi deriiewi. Giperbolanyn (46) denlemesi
esasynda x?>a’, yagny x<-a we x>a.Bu densizlikler x=-a we
Xx=a goni gyzyklaryn arasynda giperbolanyn hi¢ bir nokadynyn
yokdugyny anladyar. (46) deillem& x we y ululyklaryn dine ikinji (jubt)
derejesinin giryandigi sebapli giperbola koordinatalar oklaryna gora

simmetrkdir. Sotia géra-de onu birinji ¢aryekde y =E\/ x? —a? defileme
a

bilen kesgitlenyé&n formasyny éwrenmek yeterlikdir. x=a bolanda y =0,
soia gora A(a, 0) nokat goperbolada yatyandyr (9-njy surat). (46)
denlemeden gornisi yaly x-ini ¢aksiz artmagy bilen y c¢éksiz artyar.
Giperbolanyn dugasynyn nokatlary

y koordinatalar baglangyjyndan
daslasdygyca
o y=2x (50)
a

goni ¢ycyga yakynlagyandygyny
gorkezelin. Bellenen x (gin giperbolada

0 A X oha M(x, y) nokat we (51) géni
¢yzykda N(x, Y) nokat degislidir. M
nokatdan goni ¢yzyga MP
perpendikulyar inderelin. Giperbolanyn dugasy goni ¢yzykdan asakdadyr,

cinki
Y =EX=E\/?>E\/X2 —a’=y, Y>y.
a a a

MN kesimin uzynlygy seyle tapylyar:
IMN|=Y — yzg[x— x? —azj.
a

9-njy surat

Ony 0zgerdelin:
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Eger goni ¢yzyklar umumy goérnisde

Ax+By+C, =0 (15)
Ax+B,y+C, =0 (16)
denlemeler bilen berlen bolsa, onda olaryn arasyndaky burgun tangensi
B, -A,B
g6 = AB, ~AB, (17)
AA, + BB,

formula boyunga kesgitlenyar. Hakykatdan-da, eger (15) we (16)
denlemeleri

C

yz_ﬁx__l ,
Bl Bl

yotey Co
BZ BZ

gornuslerde yazyp, olary degislilikde (11) we (12) denlemeler bilen
denesdirsek, onda burg koeffisiyentler tgin
k, = _ﬁ’ K, Z_ﬁ (18)
Bl BZ
denlikleri alarys. Olary (13) formulada goyup we alnan denligi 6zgerdip,
(17) formulany alarys.
(18) denliklerin esasynda (15) we (16) gornusdéki goni gyzyklaryn
parallelliginin zerur we yeterlik sertleri

A_B
A2 BZ
denlik ya-da
A =At, B, =Bt
denlikler bilen anladylyar, perpendikulyarlyk serti bolsa
—%:i—z ya-da AA, +BB,=0

denlik bilen anladylyér. Bu sertlerin esasynda

Ax+By+C=0, Bx-Ay+C=0
denlikler boyunca berlen goni ¢cyzyklar 6zara perpendikulyardyr.

1-nji mysal. Umumy goérnisde berlen

3x-5y+15=0, 8x-2y-1=0

goni gyzyklaryn arasyndaky burcy tapmaly.
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< Sertegora A =3, B, =-5 A, =8, B, =-2 .Sonagora-de (17)

formula esasunda taparys:
tgo = 3:(-2)-8(-9) _3 1 0=45
3-8+(-2)-(-2) 34

4. Nokatdan goni ¢yzyga cenli uzaklyk. Tekizlikde gonuburcly dekart
koordinatalarynda M, (x,, y;) nokat we deiilemesi Ax + By +C =0
umumy gérniisde bolan géni gyzyk berlen bolsun (5-nji surat). M, (x,, ;)
nokatdan sol goni gyzyga cenli uzaklygyn formulasyny getirip gykaralyn.
Ol uzaklyk M, nokatdan géni ¢yzyga inderilen perpendikulyaryn
kesiminin uzynlygyna dendir.Eger ol
perpendikulyaryii esasy M, (x,, Y,) y
nokat bolsa, onda gdzlenyéan uzaklyk

d=|M1M2| (19) N

formula boyunga anladylyar. Umumy
gOrnlsde berlen goni ¢yzygyn burg
koeffisiyenti k =— A/B. Sonu Ugin ona M,
perpendikulyar bolan M ;M , goni
¢yzygyn burg koeffisiyenti k, =B/A
bolar. Belli bolsy yaly M,(x,, y,) we 5-nji surat
M,(x,, y,) nokatlar arkaly gecyan
goni ¢yzygyn burg koeffisiyenti (4) formula boyunca kesgitlenyar. Sonun
esasynda

M,

Yo-Y¥. B

X, =X A
denligi yazmak bolar. Den gatnagyklary t bilen belgilap,
Y, =Y, X, —X
ZB L= 2A Lot, X,=% +At, y,=y, +Bt

dedlikleri alarys. Onda M, (x,, y,) we M,(x, + At, y, + Bt) nokatlar
ucin (19) formula esasynda

d =[M,M,|=(At)? +(Bt)? =VA? + B2t (20)
bolar. Indi t parametri kesgitlalin. M, nokadyn berlen goni ¢yzykda
yatyandygy Ug¢in onun koordinatalary sol derileméani kanagatlandyryar:
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az(x2 —2cx+c¢% + yz)za4 —2a%cx +c%x?,

(cz—az)xz—azyzzaz(cz—az). (44)
(41) densizligin esasynda c? —a® >0 we sonuii iigin
b?=c?-a? (45)
belgileme girizip, (44) denlikden
X2 y2
?_b—zzl (46)

denlemani alarys.Diymek,giperbolanyn islendik nokadynyn koordinatalary
(46) denlemani kanagatlandyryar. Tersine hem dogrudygyny, yagny
koordinatalary (46) denleméni kanagatlandyryan M nokadyn giperbolada
yatyandygyny we onun Ugin (40) denligin yerine yetyandigini gorkezelin.
(45) we(46) denliklerden peydalanyp alarys:

2,2
IFM|=q/(x+c)’ +y? =\/x2+20x+02—b2+b )2( -

a
c?x? , cx 2 c
= S—t2cx+a” = (—+aJ =J_r(—x+aJ,
a a a
yagny
|F1M|=J_r(§x+a) (47)

Edil sonun yaly
|F2M|=J_r(£x—aJ . (48)
a

Bu denliklerde alamatlary onun sag bélekleri otrisatel dal bolar yaly
almaly. (46) formulanyt esasynda |x>a we (41) esasynda a<c. Sotia
gora-de x>a bolanda (47) we (48) denlikler

FEM[=Sx+a, |[F,M[=<x-a (49)
a a
gorniisi alar. Sonuii tigin hem |F,M|—|F,M|=2a bolar. x<-a bolanda
|F1M|=—(£x+aJ=—£x—a, |F2M|=—(£x—aJ=—£x+a. (50)
a a a a
Sonuii tigin bu halda |F,M|—|F,M|=-2a deilik yerine yetyar. Seylelikde,
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§ 2.4. Giperbola

1. Giperbolanyii kesgitlenisi we onun defilemesi. Tekizlikde berlen iki
nokatlara (fokuslara) cenli uzaklyklaryn tapawudynyn moduly hemiselik
bolan (we 2a sana den alynyan) tekizligin ahli nokatlarynyn kdpliigine
giperbola diyilyér. F, we F, fokuslaryn arasyndaky (fokus) uzaklygy
2c¢ bilen belgilélin.Onda giperbolanyn erkin M nokady tgin (8-nji surat)
kesgitleme boyunga

|FM|-|F,M|=2a yada |F,M]|-|F,M|=x+2a (40)
bolar. F,MF, ticburclukdan gornisi yaly |F,M|-|F,M|<|F,F,|, yagny
a<c. (41)
Gondburcly dekart koordinatalar y
sistemasyna goré giperbolanyn M

denilemesini diizelin. Onun tgin Ox oky
fokuslar arkaly gecer yaly we poloZitel
ugry F, -den F, tarapa bolar yaly alalyn
(8-nji surat). Koordinatalar baslangyjyny

[F,F,] kesimiti ortasynda alalyi, onda F, O F, X
F,=F,(-c, 0), F,=F,(c, 0)bolar. M
nokady koordinatalaryny x, y bilen 8-nji surat

belgildlin. Onda iki nokadyn arasyndaky
uzaklygyn formulasy esasynda

IFM|=y/(x+c)* +y?, |[F;M|=4/(x—c)* +y>. (42)
Bu anlatmalary (40) denlikde goyup, seyle denligi alarys:
Jx+cf +y2 —J(x—c) +y? =+2a. (43)
Alnan denleme giperbolanyn denlemesidir, ¢linki ony dine giperbolanyn

islendik nokadynyn koordinatalary kanagatlandyryar. Ony (33) denileméani
yonekeylesdirisimiz yaly yonekeylesdirelin:

Jx+cf +y2 =y(x—c) +y? +2a,

x2 +2cx+c? +y? =4a® +4ay/(x—cf +y? +x% —2cx+c? +y?,

+4ay(x—cf +y? =4cx—4a?, +ay(x-c)’ +y® =cx—a’.

Ahyrky denlemani kwadrata goterip alarys:
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Ax, + By, +C =0 ya-da A(x, + At)+ B(y, + Bt)+C =0.
Ondan bolsa  Ax, + By, +C + (A2 + Bz)t =0 deslik gelip gykyar. Bu
derilikden bolsa A? + B2 =0 sertin esasynda
_ A +By, +C
A% + B?
dedlik alynyar. (20) we (21) formulalaryi esasynda M, (x;, y,) nokatdan
Ax+ By + C =0 goni ¢yzyga ¢enli uzaklygy tapmak tgin

t= 1)

J_ |Ax, + By, +C|
VA% + B?
formula gelip ¢ykyar.

2-nji mysal. M (-6, 3) nokatdan 3x -4y +15=0 defileme boyunca
berlen goni ¢cyzyga ¢enli uzaklygy tapmaly.
< (22) formula esasynda
] 3-(-6)-4-3+15 |-18-13+15 |-15] -

32 4+ (-4) 5 5

(22)

§ 2.2. Toéweregin umumy defilemesi

Tekizlikde x we y dekart koordinatalaryna gora ikinji derejeli
Ax? + 2Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F =0 (23)
algebraik denlemad seredelin, bu yerde A, B, C koeffisiyentler birwagtda
nola den daldir, yagny
A% +B%?+C?#0. (24)
8 1.4 -de tdweregin denlemesinin (14) formula boyunca aniladylysyny
gorupdik. Eger sol formulada yaylary agsak, onda ol
x? +y? —2ax-2by+a®+b*=0
gornisi alar. Bu denleméni (23) denleme bilen denesdirip, A=C =1, B=0
bolyandygyny goryaris. Sondan ugur alyp, (23) denleménin A=C, B=0
bolan halyna garalyi:
Ax? + Ay* + Dx+Ey+F =0 (25)
Bu denleménin nahili gyzygy kesgitleyandigi asakdaky teoremadan
gorunyar.
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2-nji teorema. Eger x we y dekart koordinatalaryna gora (25)
denleme tekizlikde kabir cyzygy kesgitleyan bolsa, onda ol téwerekdir.
< (25) denilemani agzalayyn A (A=0) sana bélip,
x* +y?+dx+ey+ f=0 (26)
denligi alarys, buyerde d =D/A, e=E/A, f=F/A.Bu deiilemanin ¢ep
boleginde doly kwadratlary almak tgin ony 6zgerdelin:

2 2 2 2
ML S y2+2£y+e— +f—d——e—=0,
2 4 2 4 4 4

d Y e} d? e?
X+—| +|y+=| =—+—-". 27
( ZJ (y ZJ I &7

Bu denligin sag bolegindéki algebraik jem poloZitel, otrisatel we nola deni
bolup biler. Olaryn hersini ayratynlykda dernalin.

2 g2 2 g2 d
1. Eger —+——f >0 bolsa, onda — +—— f =R?, —=-a,
4 4 4 2
%z—b belgilemeleri girizip,
(x-a)’ +(y—b)’ =R? (28)

deileméni alarys we ol R radiusly we merkezi M (a, b) nokatda bolan

toweregi kesgitleyar.
2 2

2. Eger dT+eT_ f =0 bolsa, onda (27) derileme
(x-a)* +(y-b)* =0
gornusi alar.Ol denleméni koordinatalary x=a, y=Db (a = —%, b= —%J
bolan yeke-tédk nokat kanagatlandyryar.
d? e? d? e?

3. — +——f <0 bolsa, onda — +— — f =—R? belgileme girizip,
4 4 4 4

(27) denlemani
(x—a)° +(y-b)’ =-R?
gornlisde yazmak bolar. Bu denligi tekizligin hi¢ bir nokady
kanagatlandyrmayar, sonia gora ol hi¢ bir gyzygy kesgitlemeyar.
Seylelikde, (25) denleme ya hic bir denileméni kesgitlemeyér, ya bir
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g=< (39)
a
formula boyunca kesgitlenyér. Ellips icin 0<c<a bolyandygy esasynda

(39) denlikden 0<e<1 densizlik alynyar (téwerek icin ¢=0 bolany
sebdpli €=0). b? =a? —c? we (39) denligiii esasynda

2
g= 1—(BJ , b_ 1-g?
\ a a

formulalar gelip ¢ykyar. Bu formulalaryn esasynda ekssentrisitet ellipsin
formasyny kesgitleyar; ekssentrisitet nace uly boldugyca ellips sonca
stiynmekdir. Ekssentrisitetin ran kici bahalarynda a we b biri-birlerine
yakyndyr, yagny ellips towerege yakyndyr. Eger-de ¢ bire yakyn bolsa,
onda b san a bilen denesdireninde kicidir we bu halda ellips uly okun
ugry boyunca gaty siynmekdir.

Belli bolsy yaly planetalar we kébir kometalar elliptik orbitalar boyunca
hereket edyéarler. Sunlukda, planetalaryn orbitalarynyn ekssentrisiteti oran
kici bolup, kometalarynky uludyr, yagny bire yakyndyr. Seylelikde,
planetalar tas towerek boyunca herket edyén bolup, kometalar bolsa birden
Gune yakynlasyar (Gun fokuslaryn birinde yerlesyér), birden bolsa ondan
daslasyar

Ellipsin M nokadyny onun F;, we F, fokuslary bilen birlesdiryan
kesimine sol nokadyn fokal radiuslary diyilyéar. Olaryn r, we r,
uzynlyklary (36) we (37) formulalar boyunca kesgitlenyér. (39) denlik
esasynda olar

rn=a+ex, r,=a-—ex
gornusde yazylyar.

4-nji mysal. 3x? +16y% =192 detileménin ellipsi kesgileyandigini
gorkezip, onun yarym oklaryny, fokusyny we ekssentrisitetini tapmaly.

< Berlen denleméni agzalayyn 192-&4 bélup,

X2 y2
— ==
64 12
ellipsiii defilemesini alarys. Bu yerden gorniisi yaly a=8, b=2v3 we

c=+va? —b? =+/64 12 =+2/13. Soiia gora hem ¢ =~/13/4,
F-2v18, o) F(2v13, 0).»
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Olaryn birinjisi ellipsin Ox okundan asakda yerlesyan yarysyny, ikinjisi
bolsa sol okdan yokarda yerlesyan beyleki yarsyny kesgitleyar. Bu
denlemelerin ikinjisinden gornusi yaly, x 0-dan a ¢enli artanda y b-den
0-a genli kemelyar. Sunlukda, x=0 bolanda y=b bolar we B(0, b)
nokat, x=a bolanda y=0 bolar we A(a, 0) nokatalynyar we sonui
esasynda ellipsin birinji caryekde yerlesyan bolegi 7-nji a suratdaky yaly,
tutus ellipsin 6zi bolsa 7-nji b suratdaky yaly bolyar.

y y

R
_

X

7-nji surat
Ellipsin koordinatalar oklary bilen kesisme nokatlaryna (7-nji
suratdaky A, A, Bq ,B nokatlara) ellipsii depeleri diyilyar. Ellipsii

simmetriya oklaryna (Ox we Oy oklara) onun oklary, ellipsin oklarynyn
kesisme nokadyna ellipsini merkezi diyilyar. A/A=2a, B,B =2b kesimlere
hem ellipsin oklary diyilyér. Sona gérda OA=a, OB =b kesimlere ellipsin
yarym oklary diyilyér. Fokuslar Ox okunda yerlesyan halda a>b bolar.
Sonun Ugin hem OA =a kesime uly yarym ok, OB =b kesime bolsa Kigi
yarym ok diyilyar.

(35) denlmemd a <b bolanda hem seretmek bolar, yone bu halda ol uly
yarym oky OB =b bolan ellipsi kesgitleyar, onuti fokuslary bolsa Oy
okunda yerlesyandir. b=a =R bolan halda (35) denlmeme x* +y? =R?
gornisi alar we ol merkezi koordinatalar baslangyjynda we radiusy R den
bolan toweregi kesgitleyér.

3.Ellipsin ekssentrisiteti. Fokuslaryn arasyndaky uzaklygyn uly okun
uzynlygyna bolan gatnasygyna ellipsii ekssentrisiteti diyilyar. a >b bolan
halda (35) ellipsin ekssenrtisiteti
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nokady kesgitleyér, ya-da toweregi kesgitleyar. >

3-nji mysal. 4x? +4y? —8x+16y +19=0 defileme bilen kesgitlenyan
tOweregin merkezini we radiusyny tapmaly.

< Berlen denleméni 6zgerdelin:

X% +y? —2x+4y+%=0, (x2—2x+1)+(y2+4y+4)—1—4+%=0,

(x-1 +(y+2) =%.
Bu denlemani (28) denleme bilen denesdirip, toweregin merkezinin
M (L —2) nokat we radiusynyi R =1/2 bolyandygyny géryéris. >
4-nji mysal. x* +y? +6x—8y+25=0 deflemanin tekizlikde nahili
nokatlaryn kopligini kesgitleyandigini anyklamaly.
< Berlen deilemani ozgerdip, (x +3)* +(y —4)* =0 gorniisde yazmak
bolar. Bu denleméni koordinatalary x=-3, y=4 bolan yeke-tdk nokat

kanagatlandyryar. Sonuti U¢in hem berlen derileme yeke-tak M (— 3, 4)
nokady kesgitleyar. >

§ 2.3. Ellips

1. Ellipsin kesgitlenisi we onun defilemesi. Tekizlikde berlen iki
nokatlara (fokuslara) cenli uzaklyklaryn jemi hemiselik bolan (we 2a sana

......

Fokuslary F, we F,, olaryn arasyndaky
y uzaklygy 2c bilen belgildlin, yagny
M |FLF,|=2c. (29)
Eger M(x, y) ellipsin erkin nokady we
|F,M|, |F,M| sol nokatdan fokuslara cenli

F 0 F, x uzaklyklar bolsa, onda kesgitleme boyunca
1 i |F1M|+|F2M|=2a (30)
6-njy surat dedlik yerine yetyar. F,MF, ugburclukdan

gornisi yaly (6-njy surat)
|F,M|+|F,M|>|F,F,| densizlik yerine yetyar. Ol deiisizlik (29) we (30)
denlikler esasynda seyle gornisi alyar:

33



2a>2c, a>c. (31)
Gonlburcly dekart koordinatalar sistemasyna gora ellipsin derilemesini
dizelin.Onun tgin Ox okuny fokuslar arkaly gecer yaly we poloZitel ugry
F,-den F, tarapa bolar yaly alalyn (6-njy surat). Koordinatalar baslangyjy
[F,F,] kesimiti ortasynda alalyi, onda F, =F,(~c, 0), F, =F,(c, 0)
bolar. M nokadyn koordinatalaryny x, y bilen belgilalin.
Iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn formulasy esasynda

IFM|=y(x+c)’ +y?, |FM|=y(x—c)* +y*. (32)
Bu anlatmalary (30) denlikde goyup, seyle denligi alarys:
Jx+cP +y? +y(x—c)? +y? =2a. (33)
Alnan denleme ellipsini denlemesidir, ¢linki ony dine ellipsin islendik
nokadynyn koordinatalary kanagatlandyryar. Ony yonekeylesdirmek Ggin
koklerin birini denligin sag bolegine gegirip, alnan denligi kwadrata
goterelin we menzes agzalary toplalyn:

Jx+c) +y? =2a—/(x—c) +y?,

x2 +2cx+c? +y? =4a® —day(x—cf +y® +x2 —2cx +c? + y?,

day/(x —c)’ +y? =4a’ —4cx, ay/(x—c)® +y? =a’ —cx.
Ahyrky denleméni kwadrata goterip alarys:
a’ (x2 —2cx+¢% + y? ): a* —2a’cx +c2x2,
(az—cz)x2+a2y2=a2(a2—cz). (34)
(31) detisizligin esasynda a? —c? >0 we sonui tigin b* =a? —c?
belgileme girizmek bolar.Sonun esasynda (34) denlik b?x* + a?y? = a?b?
gornusi alar. Ol denlikden bolsa

X2 y
denlik alynyar. Seylelikde, ellipsin islendik nokadynyn koordinatalary (35)
denlemani kanagatlandyryar. Tersine hem dogrudygyny, yagny
koordinatalary (35) denleméani kanagatlandyryan M nokadyn ellipsde
yatyandygyny we onun Ugin (30) denligin yerine yetyandigini gorkezelin.
(35) defilikden y? tapyp: y? =b2(1-x2/a®) we ony (32) defiliklerifi

2

birinjisinde goyup hem-de b% =a? —c? deiilikden peydalanyp alarys:
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2,2
|F,M|= (x+c)2+y2=\/x2+20x+02+b2—b X _

a_2

c?x? , cX 2 c
= —t2x+a’ =.|—+a| =Ha+—X]|,
a a a
bu yerde alamat denligini sag bolegi polozitel bolar yaly saylanyp alynyar.

c<a we (35) esasynda |x| <a bolany icin gosmak alamatyny almak
zerurdyr, yagny

IFM[=a+<x. (36)
a
Edil sonun yaly (32) denligin ikinjisinden
IF,M|=a-Sx (37)
a

Ahyrky iki denliklerden bolsa (30) denlik gelip ¢cykyar we ol M nokadyn
ellipsde yatyandygyny anladyar. Seylelikde, (35) denleme ellipsiti
denlemesidir. Ona ellipsin kanonik denlemesi diyilyéar. Onun ikinji derejeli
denlemeligi tcin ellips ikinji tertipli cyzykdyr.

2. Ellipsin formasynyi dertielisi. Ellipsin (35) denlemesinin esasynda
x?<a?, y?<b? ,yagny —a<x<a, —b<y<b.Budensizlikler ellipsiii
tutuslygyna esasy 2a we beyikligi 2b bolan génuburclukda
yerlesyandigini we onuni merkezinin koordinatalar baslangyjyndadygyny
anladyar. (35) denlemd x-ini dine ikinji (jlbdt) derejesinin giryandigi tcin
ellips Oy okuna simmetrikdir. Hakykatdan-da, eger M,(x,, y,) nokat
ellipsde yatyan bolsa, onda M, (- x;, y,) nokat hem ellipsde yatyandyr,
cinki

a’ b> a® b?
ol bolsa M, we M, nokatlaryn Oy okuna gord simmetrikdigini

anladyar. Sonun yaly hem ellips Ox okuna gora-de simmetrikdir. Ellipsiti
koordinata oklaryna goréd simmetrikligi esasynda onun formasyny dine
birinji caryekde dernemek yeterlikdir. (35) denlemeden y-i tapalyn:

b b
yz—gx/az —x?, y=+gx/a2 —x?. (38)

35
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oklary bilen kesisme nokatlaryny tapmaly.

27. Denlemeleri 6zgerdip we tdze koordinatalara gecip, olaryn haysy
cyzyklary kesgitleyandigini anyklamaly we olary gurmaly:
1) 9x? +4y? —18x+8y—23=0. 2)16y* —9x? +54x+32y—209=0.
3) y?+2x-2y-7=0. 4) x? —4x+4y=0.
5) xy—4x+3y-7=0. 6) 9x% + 25y% —36x—50y —164=0
7) X2 +2y? +4x-12y +18=0. 8) 9x? —16y? —18x —64y —199=0.
9) 9y? —4x? +18y +8x—-31=0. 10) x? +4x-y-1=0.

Jogaplar

1.1) y=x+2,2) y=x-5,3) y=x+3/4. 2. 3x—-4y=0. 3.
1) y=-x-3, 2) y=4/3x-3, 3) y=x-3. 4. 1) 9=45", 2) ¢=135,
3) p=arctg2. 5. 1) a=3,b=-2; 2) a=4,b=3; 3) a=-5b=4.
6. C=20. 7.1) ¢=135", 2) p=45", 3) p=arctg(l/2). 8. 1) we 2)
goni ¢yzyklar parallel, 1) we 3), 2) we 3) goni gyzyklar perpendikulyar.
9. 6x—5y-11=0.10. 2x +3y+1=0. 11. 2x+3y-18=0 (AB),
x—2y-2=0 (BC), x-3=0 (AC). 12. (2, -3). 13.1) 0;8; 2) 0,5.
14. 1. 15. 5x+12y -52=0. 16. (x+3)° +(y-5)* =49 . 17. 1) a=-3,
b=4, R=6; 2) a=1,b=-3/2,R=2. 18. 5. 19. a=6, b=2,/5,
F(-4, 0), F,(4, 0),e=2/3:2) a=27, b=8, F,(0,-6), F,(0, 6),
£=3/4. 20. x=%10. 21. 1) 3x* +4y? =48 ellipsifi ici we x=2 goni
Cyzygyn sagy; 2) 25x* +8y? =200 ellipsini ici we y=2 goni ¢yzygyi
asagy. 22.1) a=4, b=3, F,(-5, 0), F,(5 0), e=5/4, y=+(3/4)x;
2) a=8, b=6, F,(-10, 0), F,(10, 0), e=5/4, y=+(3/4)x;
3) a=12, b=5, F,(0, -13), F,(0, 13), £=13/5, y=+(5/12)x.
23. 1) x=%10/3, d =20/3; 2) y=+24/7, d=48/7;3) x=435,d=7.
24. M nokat Ggin r, =11, r, =5; N nokat Ggin r, =9, r, =15.
25.1) F(2, 0), x=-2; 2) F(~25, 0) x=25. 26. y> =—4(x-9),
A9, 0), B(0, -6), C(0, 6).
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uzaklygy r  bilen we direktrisa g¢enli uzaklygy d bilen belgilalin
(r=|MF|, d=|MN|). Onda kesgitleme boyunga r=d bolar.Iki nokady
arasyndaky uzaklygyn formulasy boyunca

2
d=x+2 r= (X—BJ +y?,
2 2
sona gora
2

p 2 p
_r =X+, 56
(x ZJ +y x+2 (56)

denlemani alarys. Ol parabolanyn denlemesidir. Ony yonekey gornlse

y

o/
N

13-nji surat 14-nji surat
getirmek Ggin onun iki bolegini hem kwadrata goterip alarys:

p? p?

X2 — pX+—+ Y2 =Xx> + px+-—
Y 4 y p 4

ya-da
y2=2px. (57)
(56) we (57) denlemeler dengyclidirler.

(57) denleméa parabolanym kanonik denlemesi diyilyar. Bu deiilemeden
x>0 densizlik gelip cykyar ( p >0 bolany lgin), yagny parabola
tutuslygyna Oy okdan sagda yerlesyar. Denilemd y-in ikinji dereje bolup
giryanligi tgin parabola Ox oka gord simmetrikdir; x-ifi ¢éksiz artmagy
bilen y hem géksiz artyandyr. Parabolanyii y=,/2px deiilemé degisli
dugasy 13-nji suratda, parabolanyn 6zi bolsa 14-nji suratda sekillendirilen.
Direktrisanyf, yagny B(— p/2, 0) nokat arkaly gegyan we Oy okuna
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parallell bolan goni gyzygyn defilemesi  x=-p/2 bolar.
Bellik. Asakdaky defilemelerin her birisi hem parabolany kesgitleyar:
y2=-2px, x?=2qy, x°=-2qy.

§ 2. 7. Ellipsin giperbolanyii, parabolanyii polyar defilemesi

Goy, | ellipsin, giperbolanyn ya-da parabolany dugasy bolsun. Onuri
erkin M nokadyndan fokusa ¢enli uzaklygy r bilen, degisli direktrisa
cenli uzaklygy bolsa d bilen belgilélin (15-

nji surat). Onda 2-nji teorema esasynda K]

ﬁ
I

T=¢. (58) B f :.

Fokusdan direktrisa perpendikulyar goni ol /7 .
cyzyk gegirip, kesisme nokadyny A bilen i
belgilalin. M nokadyn sol goni ¢yzyga bolan X F(D N

proyeksiyasyny N bilen belgilélin. F nokat
arkaly AN goni ¢yzyga perpendikulyar
gecirip,onun | ¢yzyk bilen kesisme nokadyny
P bilen belgilélin. [FP] kesimin uzynlygyny |
p bilen belgildlin, yagny
[FP[=p 15-nji surat
we ona | ¢yzygyn fokal parametri diyelin.
Polyusy F nokatda we polyar oky FN bolan koordinatalar sistemasynda
M nokadyn p, ¢ polyar koordinatalary tgin
r=p, d=|KM|=|AN|=|AF|+pcose (59)

denlikleri alarys. (58) denlik | c¢yzygyn islendik nokadynda, sol sanda P
nokatda hem yerine yetyar, sonun ¢in hem

FP

uzs, ng, |AF|=£.

BP| |AF| £
Ahyrky denligin esasynda (59) formulanyn ikinjisi seyle gornisi alar:

d=£+pCOS(p. (60)
€
(59) we (60) denlikler esasynda (58) derlik
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) M(2, 1), 4x-3y-15=0;1) M(3, 1), 6x+8y-21=0.

14. Depeleri A(2, —1), B(-1 —2), C(3, 1) bolan iighurglugyn B
depesinden gdyberilen perpendikulyaryn uzynlygyny tapmaly.

15. 5x +12y —13=0, 5x+12y —91=0 goni ¢yzyklardan den daslasan
nokatlaryn kopliginin denlemesini dizmeli.

16. Radiusy R=7 we merkezi C(-3, 5) nokatda bolan toweregiii
denlemesini yazmaly.

17. Towereklerin radiuslaryny we merkezlerinin koordinatalaryny
tapmaly: 1) x? +y? +6x -8y —11=0; 2) 4x? +4y® —8x+12y -3=0 .

18.x% + y2 +14x -6y —46=0; x?+y? +8x+2y+9=0 towereklerin
merkezlerinin arasyndaky uzaklygy tapmaly.

19. Ellipslerin yarym oklaryny, fokuslaryny we ekssentrisitetlerini
2 2 2 2 2 2

tapmaly: 1)X—+y_=1, 2) X—+y_=1, 3) XY q
36 20 36 20 36 20

20. 16x? +20y? =320 denleme bilen kesgitlenyan ellipsin
direktrisasynyn denlemesini yazmaly.

21. Densizlikler bilen kesgitlenyan koplikleri anyklamaly we olary
dekart koordinatalar sistemasynda sekillendirmeli:

1) 3x% +4y? <48, x>2.2) 25x? +8y? <200, y<2.

22. Giperbolalaryn yarym oklaryny, fokuslaryny, ekssentrisitetlerini we
asimptotalaryny tapmaly:

2 2 2 2 2 2
DX Y g XY g X Y g
16 9 64 36 144 25
23. Giperbolalaryn hersinin direktrisalaryny we olaryn arasyndaky
X2 y2 X2 y2 X2 y2
uzakl tapmaly: 1) ——2—=1, 2) -——+=-—=1 3) — —-1—=
yoy tapmaly: 1) 20 16 ) 25 24 ) 28 36

24. Giperbola 7x* —9y? =63 detileme bilen kesgitlenen . M (6, Jﬁ)

we N(— 9, 2@) nokatlaryn fokal radiuslaryny tapmaly.

25. Parabolanyn fokusyny, direktrisasynyn denlemesini tapmaly we
olaryi hemmesini gurmaly; 1) y? =8x, 2) y?=-10x, 3) x?=2y .

26. Ox okuna simmetrik we M (5, 4), N(?, - 2\/5) nokatlar arkaly
gecyén parabolanyn denlemesini diizmeli we ol parabolanyn koordinatalar
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Ol ellips kone sistemanyn koordinatalar baslangyjy boyunca gegyar
(basdaky denlemede azat agzanyn yoklugy sebdpli ol derileméani
x=0, y=0 nokat kanagatlandyryar).

Gonukmeler
1. Birinji koordinatalar burcunyn bissektrisasyna parallel we Oy okdan

ululyklary 1) b=2; 2) b=-5; 3) b=3/4 bolan kesimleri kesyan goni
cyzyklary diizmeli.

2. Koordinatalar baslangyjy we B(4, 3) nokat arkaly gegyan goni
¢yzygyn denlemesini yazmaly.

3. Oy okundan b=-3 kesimi kesydn we Ox oky bilen 1) ¢ =135";
2) 9=60"; 3) ¢ =45" burclary emele getiryan goni ¢cyzyklary diizmeli.

4. GOni gyzyklarynn Ox oky bilen emele getiryan burclaryny tapmaly:
1) 2x-2y+5=0: 2) 3x+3y—-7=0; 3) 6x—3y-1=0.

5. Goni gyzyklaryn koordinatalar oklarynda kesyan kesimlerinii
ululyklaryny tapmaly we goni ¢yzyklary gurmaly: 1) 2x -3y —6=0;
2) 3x+4y-12=0; 3) 4x+5y-20=0.

6. C-nin haysy bahasynda 3x —4y + C =0goni ¢yzyk Oy okunda
b =5 kesimi kesyéar?

7. Goni ¢yzyklaryn arasyndaky burclary tapmaly: 1) yzgx—z,
y=%x+3; 2) y=§x+1, y=4x-5;3) x-y+5=0,3x-y-1=0.

8. Goni ¢yzyklaryn haysylary parallel, haysylary perpendikulyar?
1) 2x-7y+3=0;2) 4x-14y+1=0; 3) 7x+2y-5=0, 4)3x+5y-2=0
9. 2x-3y—-5=0, 3x—4y—7=0 goni ¢yzyklaryn kesisme nokady arkaly
5x + 6y —7=0 goni ¢yzyga perpendikulyar goni ¢yzyk gecirmeli.

10. Depeleri A(3, 4), B(-2, 1), C(-3, —5) bolan tgburglugyn B
depesinden AC tarapa gecirilen beyikliginin denilemesini diizmeli.

11. Ugburglugyi A(3, 4), B(6, 2), C(3, 1/2) depeleri istiinde yatyan
goni ¢yzyklaryn denlemelerini dizmeli.

12. Depeleri A(2, —8), B(-3, 9), C(7, -10) bolan igburglugys
medianalarynyn kesisme nokadyny tapmaly.

13. Berlen nokatdan goni ¢yzyga ¢enli uzaklygy tapmaly:
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-— B (61)
1-gcoso

goérnusde yazylar. Ona ellipsin, giperbolanyn, parabolanyn polyar
kesgitleyar).

Parabola tcin fokal parametr (57) denlemedéki p bilen gabat gelyar.
Degislilikde (35) we (46) denilemeler bilen berilyén ellips we giperbola ticin
fokal parametr

b2
p= Y (62)
formula boyunga anladylyar. Hakykatdan-da, kesgitleme boyunca fokal
parametr P nokadyn ordinatasynyn modulyna denidir (AN oky Ox oky
hasap edyris). Ellipsin  P(-c, y) nokadynyn koordinatalaryny (35)
denllemede goyup alarys:

Cof 02y e pefy ) b7’ —c?) b
; tip =l Yy =bil-— s =
a b a a a

Bu defilikden bolsa (61) denlik gelip gykyar. Bu netije P(~c, y) nokadyn
koordinatalaryny (46) deilikde goyanymyzda hem alynyar. P(— p/2, y)
nokadyn koordinatalaryny (57) deillemede goymak arkaly parabolanyn

fokal parametrinin fokusdan direktrisa ¢enli uzaklyga dendigi barlanylyar.

6-njy mysal. Polyar koordinatarynda berlen p =L derilemdnin
4-5cos@

haysy cyzygy kesgitleyandigini anyklamaly.
< Denileménin sag boleginin sanawjysyny we maydalawjysyny 4-e
bolip, ony (61) gérnisdaki
9/4
P= o N
1—(5/4)cos ¢
denlema getireris. Ony (61) denleme bilen denesdirip alarys:
b> 9 c 5

>1.

a 4 - a 4
Bu yerden gornusi yaly berlen detileme yarym oklary a=4, b=3 bolan
giperbolany kesgitleyéar. >
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8 2. 8. Gonuburcly dekart koordinatalaryny 6zgertmek

1. Parallel go¢irmek. Goy, umumy masstab kesimi we poloZitei yarym
oklarynyn ugurlary gabat gelyén iki sany Oxy (kone) we O, XY (taze)
gonubircly dekart koordinatalar sistemasy berlen bolsun. Eger taze
sistemanyn koordinatalarynyn baslangyjy Ol(a, b) nokatda bolup, onun
kone koordinatalary x=a, y=b bolsa, onda seyle sistemalaryn birisi

suratdan gornlsi yaly  Ox  okunyn
y Y O, A, M, we Oy okunyn O, B, M y
M ____MY___M nokatlary ucin nokadyn koordinatasynyn
g kesgitlemesi esasynda M nokadyn kdne
X we Yy Kkoordinatalaryny onun téze
M, koordinatalary arkaly anlatmak bolar:
< x=X+a, y=Y+b. (63)
Bu formuladan peyalanyp, ol nokadyn téze
o A M, X koordinatalaryny onuii kéne
koordinatalary arkaly anlatmak bolar:
16-njy surat X=x—-a, Y=y-b. (64)

2. Koordinatalar oklaryny dwirmek. Goy, tdze Ox'y" goniburcly
dekart koordinatalar sistemasy kdne Oxy sistemanyn O nokadynyn
dasyndan o  bur¢ Owrllmeginden alynyan bolsun (17-nji surat). Ol
sistemalaryn her haysy bilen degislilikde p’, ¢’ we p, ¢ polyar
koordinatalaryny baglanysdyralyn. 17-nji suratdan gornusi yaly ol polyar
koordinatalar tgin  p=p’, ¢=a+¢" denlikler dogrudyr. Bu denlikler
esasynda polyar we dekart koordinatalary baglanysdyryan

O,

y y y"

17-nji surat 48 18-nji surat

denleme ya bos kopliigi, ya nokady, ya (kesisyén, parallel, gabat gelyan) iki
goni ¢cyzygy ya-da ellips (tdwerek), giperbola, parabola ¢yzyklaryn birini
kesgitleyar.

10-njy mysal. 5x? —6xy + 5y? +16x —16y =0 defileme bilen berlen
cyzygyn gornisini kesgitlemeli we ony gurmaly.

< Berlen defileméni (65) formulany ulanyp 6zgerdenimizde x'y’
kopeltmek hasylyn koeffisiyentini nola deri etmek tgin o burgy (88)

e 25;6520, 200=90°, o=45".Bu

denlikden kesgitléris: ctg2o =

halda (65) formula

X=%(X'—y'), y=%(><'+y') (89)

gornusi alar. Ony berlen denilemede gdyup alarys:
%(XIZ _ 2Xryr+ ylz)_s(xlz _ y72)+g(xr2 + 2Xryr+ yr2)+
+8J2(x' - y')-8v2(x' +y')=0,
2x'%2 +8y'2 —1612y'=0. X% +4y'? —8y2y' =0,
x'? +4(y’2 —2\/§y’+2)—8=0, x'? +4(y'—\/§)2 ~-8=0.
Bu denlemede
X=x, Y=y =42  (90)

formula boyunga tdze koordinatalara y X
gecip, y
2 2
X% 4+4Y% =8, X—+Y—= (91)

8 2
denlemani alarys. Bu derileme yarym I
oklary a=2v2, b=+/2 bolan I >
ellipsi kesgitleyar. Onuni merkezi O

X =0, Y =0 bolan nokatdadyr.(89)
we (90) formulalary ulanyp alarys:
X'=0, y'= V2, x=-1, y =1. Sonun Ugin ellipsiti merkezi we téze
O, XY koordinatalar sistemasynyi baslangyjy O,(~1, 1) nokatda

yerlesydr. Sol sistemada (91) detileme bilen kesgitlenyén ellipsi guralyn
(22-nji surat). Sunlukda, kone Oxy sistemada gurlan gyzygy hem alarys.
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22-nji surat



A, = Acos® o+ 2B cos asino + Csin® a,
B, =(C — A)cosasina + B(cos2 o —sin® a),
C, =Asin® o — 2Bcosasina +Ccos® a.
(87) denilemedéki B, koeffisiyent nola den bolar yaly o burcy saylap
alalyn, yagny ol burcy
(C-A)cosasina +B(cos” a—sin’a)=0
denileménin ¢oziwi hokmiinde alalyn. Ol denlemeden

A-C
ctg2a = . 88
g20=—1 (88)

denligi alarys.Bu halda A, we C, koeffisiyentlerin ikisinin birwagtda
nola den bolup bilmejegini subut edelin. Tersine, A =0, C, =0 giiman

edip, Acos? o+ 2Bcosasina +Csin2a =0,
Asin? a.— 2B cos asin o+ C cos? o= 0
denllemeleri alarys. Olary birijisinden ikinjisini ayryp, ctg2o = —%
2B

P L . . A-C
denligi alarys we ony (88) denlik bilen denesdirip, 2B A C
deiiligi, yagny 4B2=—(A-C)* deiiligi alarys, ol bolsa ditie B =0
bolanda yerine yetyar we ol B =0 serte garsy gelyar.

Seylelikde, kone dekart koordinatalaryndan kabir o burca éwirmek
arkaly taze dekart koordinatalaryna gecilende alynyan denleménin
derejesinin peselip bimejekdigini subut etdik. Sonun yaly-da parallel
goglirmekde we umumy bolan (66) formulalary ulanyp koordinatalary
6zgerdenimizde-de denleménifi derejesi peselmeydr. Basgaca aydylanda,
eger berlen ¢yzyk kabir dekart koordinatalar sistemasynda ikinji derejeli
deiileme bilen kesgitlenyén bolsa, onda ol islendik basga dekart
koordinatalar sistemasynda hem ikinji derejeli derileme bilen kesgitlenyar.

Koeffisiyent B, =0 bolanda (87) denleme seyle gornisi alar:

A X% +Cy"? +2D,x" +2E,y'+ F, =0.
Bu denleme (69) gorniisdaki denlemedir. Sonun (cin onun yonekey gornise
getirilisi sol denleméninki yalydyr.

Alnan netijeleri asakdaky teorema gornusinde getirmek bolar.

3-nji teorema. Gonuburcly dekart koordinatalaryna gora ikinji derejeli
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X=pcosp, y=psine formulalary ulanyp alarys:
x=pcos@=p’cos(a+ @)= (p'cosp’)cos o —(p'sin ¢')sin o =
=x'cosa —y'sina,
y=psin@=p’sin(a+¢')=(p'cos ¢’)sin a + (p’sin ¢')cos o0 =
=x'sina + y'cosa,
yagny

65
y=x'sino + y'cosa (65)

X =Xx'cos o — y’'sin oc,}
Téze x', y' koordinatalary kdne x, y koordinatalar arkaly anlatmak
licin bu sistemany x’, y' gora ¢ézmek zerurdyr. Yéne ony basgaca hem
gorkezmek bolar: Ox'y" sistemany kone sistema hokminde alyp, ony
(~a) burca 6wirmek arkaly Oxy sistema alynyar, sonun (gin (65)
formulada x we x', y we Yy’ koordinatalaryn orunlaryny calsyryp, o -
nyi yerine (— o) yazmak yeterlikdir.
Umumy halda, eger Oxy we O'x'y" iki gonuburgly dekart
koordinatalar sistemasy berlen bolsa (18-nji surat), onda gosmaga O'x"y"
sistemany girizip we yzygiderli (63) we (65) formulalary ulanyp,

x=x"cosa —y'sina+a,
. , (66)
y=X'sina+y'cosa +b

formulany alarys.

8 2. 9. Koordinatalary 6zgertmek formulalarynyn ulanylysy

1. y=ax? + bx+c deiilemanin kesgitlyan ¢yzygy. Denlemaniii sag
boleginde doly kwadraty almak tcin ony 0zgerdelin:

=a x2+2£x+£ —£+C'
Y= 2a 4a®) 4a®

b2 b\’
+———Cc=a Xx+—| .
y 43’ ( 23}

49



Bu denlikde
b b?
X _x+£, Y _y+(E—cJ
formulalar boyunga téze koordinatalara gegip, yagny parallel goclirme
gecirip, dzgerdilip alnan deilleméni Y =aX? gérniisde yazmak bolar. Ol
denleme bolsa O, XY koordinatalar sistemasynda parabolany kesgitleyar.
Diymek, berlen defileme oky Oy okuna parallel bolan parabolany
kesgitleyar. Sonuii yaly-da x = Ay® + By + C deiileme hem parabolany
kesgitleyér, yone ol parabolanyi oky Ox okuna parallel bolyar.
ax+b

2. y= q defilemanin kesgitleyan ¢cyzygy. Bu denilemede ¢ =0
CX +

we ad —bc =0 hasap edelin, ¢linki ¢=0 bolanda y=kx+m
gornusdaki we ad —bc=0 bolanda y =1 gornusdaki goni gyzyk alynyar.
Denleméni 6zgertmekligi asakdaky yaly gegirelin:

b d d b

al x+—| ax+——-——+—

y ax+b a C Cc a
cx+d d d
Cl X+ — cl Xx+—
c c

a(x+dJ+bC_ad bc — ad
c c a c?
c
yagny
y=24 Cd’ Czbc—zad.
X+ — ¢
c
Bu denleméni
a C
y-—=—"g (67)
c
X+ —
c

gornusde yazyp, tdze koordinatalary
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gOrnlisdaki denlemelerin haysy-da bolsa birine getirilyar.
9-njy mysal. 9y? —16x? +18y + 32x —151=0 deinlemanin kesgitleyan
cyzygyny anyklamaly we ony gurmaly.
< Denlemani yonekeylesdirip alarys:
oy? + 2y +1)-16(x? — 2x+1)-9+16-151=0,
9y +1)° —16(x —1)* =144,

CRE U P Ut Y Ry

16 9 9 16
Bu denilemede X =x-1, Y =y+1 formulalary ulanyp, koordinatalar

baslangyjy O, (L, —1) nokatda

y Y bolan taze dekart
Q / koordinatalarynda
\ / 2 2
\\ // — X_ + Y_ =1
N | e 9 16
AN / desileméni alarys. Ol defileme

hakyky oky O,Y we parametrleri
a=3, b=4 bolan giperbolany
kesgitleyar.Kone we taze dekart
koordinatalaryny we téze
—|=t— koordinatalarda giperbolany
Y, N guralyn. Sunlukda, berlen
denlemanin kdne dekart
koordinatalar sistemasynda nahili
21-nji surat cyzygy kesgitleyandigini
hem goreris (21-nji surat).
2. Ikinji derejeli umumy derileme. Gonlburcly x we y dekart
koordinatalaryna gora ikinji derejeli umumy goérnisdéki
Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F =0 (86)
denilemd seredelin we bu yerde B =0 hasap edelii.
Bu denilemede (65) formulany ulanyp, tdze x’, y’ koordinatalaryna
gecelin. Onda ol derileme seyle gornisi alar:
A X% +2B,xy +C,y'? +2D,x' + 2E,y'+ F, =0, (87)

»_xo\
7
LA P
>

bu yerde
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3) Goy, A=0, C=0 bolsun. Onda D =0 bolanda (69) deilemani
2 2
Cly® +2Ey+E— +2Dx-E_4F =0,
C” c? C
E2

£)2 F-——
Cly+—| =-2D| x+ C x—+F=0
C 2D

gorniisde yazmak bolar. Ol deiilemeden p=-D/C belgileme girizip we
taze koordinatalary

i =
X =X+ E’ Y = y+ E
2CD C
formulalar boyunca kesgitlap,
Y? =2pX (81)

denligi alarys.Bu denilleme oky O, X bolan parabolany kesgitleyar.
Eger D=0 bolsa, onda (69) denleme

2 2
Cly+ EV_E_ F
C C
o E E? . o
gornusi alar. Ony bolsa Y =y + c’ L o F begileme girizip,
CY?=L (82)

gornlisde yazmak bolar.Bu derileme L sana,yagny(LC >0, LC <0, L=0)
sertlere baglylykda asakdaky denilemelerin birine getirilyar:

Y?=b?, (83)
Y? =-b? (84)
Y?=0. (85)

Sunlukda, (83) denleme iki sany parallel Y =+b goni ¢yzyklary, (85)
denleme iki sany gabat gelyan goni ¢cyzyklary kesgitleyar, (84) denileme
bolsa hi¢ bir ¢yzygy kesgitlemeyar.

Bellik. Eger C=0, A=0 bolsa, onda 3-nji hala menzeglikde (69)

defileme E =0 bolanda X?%=2qY deiilemawe E =0 bolanda
X%?=a?, X?=-a%, X?=0
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X=X+E, Y=y—E
c c

formulalar boyunca girizelin. Onda tdze O, XY koordimatalarda (67)
denleme

Y=% ya-da XY =C, C=0 (68)

gOrnlisde yazylar. Bu denleme bolsa denitaraply giperbolany kesgitleyar.
Sona gora seredilyan derileme hem deritaraply giperbolany kesgitleyar.
7-nji mysal. 2y =x% — 2x+5 deflemanin kesgitleyan ¢yzygyny
anyklamaly we ony gurmaly.
< Denlemani yonekeylesdirip alarys:

yzlx2 —X+E=£(X2 —2x+1)—l+é,
2 2 2 2 2

yzl(x—l)2 +2, y—2=1(x—1)2.
2 2
Eger X =x-1 Y =y-2 belgileme girizsek, onda tdaze O, XY dekart
koordinatalar sistemasynda ol deileme Y = % X 2 gorniisde yazylar. Bu
denleme bolsa parabolany kesgitleyar. Indi Oxy we O, XY koordinatalar

sistemalaryny we téze sistemada Y = % X ? kanonik defilemesi boyunca

parabolany guralyn (19-njy surat). >

yry YAy
3 \
2 0, X o 4 X
1— 2
O 1 X \-2 O X
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19-njy surat 20-nji surat



.. 4x +14
8-nji mysal. y=
X+ 2

denlemanin kesgitleyan ¢yzygyny anyklamaly
we gurmaly.
< Denileméni yonekeylesdirip alarys:
y(x+2)-4x-14=0, y(x+2)-4x-8-6=0,
y(x+2)-4(x+2)-6=0, (x+2)y-4)=6
Eger X =x+2, Y =y-4 formulalar boyunca tdze sistemany girizsek,
onda taze O, XY sistemada XY =6 denlemani alarys, ol dentaraply
parabolany kesgitleyar. Oxy we O, XY koordinatalar sistemalaryny we
taze sistemada XY =6 giperbolany guralyn (20-nji surat).

8§ 2. 10. Ikinji derejeli defilemeleri yonekeylesdirmek

1. Koordinatalaryi képeltmek hasylynyny 6ziinde saklamayan
derileme. Goy, dekart koordinatalaryna goré ikinji derejeli

Ax? +Cy? +2Dx+2Ey + F =0 (69)
gornlisdaki denleme berlen bolsun, bu yerde
A% +C2%0 (70)

Asakdaky Uc¢ hala seredelini:

1) A we C koeffisiyentlerin alamatlary menzes (AC >0, bu halda
(69) denlemad elliptik gornisli derileme diyilyar);

2) A we C koeffisiyentlerin alamatlary durli ( AC <0, bu halda (69)
denlema giperbolik gérnisli deiileme diyilyar);

3) A we C koeffisiyentlerin birisi nola deir ( AC =0, bu halda (70)
sertini esasynda beyleki koeffisiyent noldan tapawutly we (69) denlemé
parabolik gornisli deilleme diyilyér);

1) Denlemanin ¢ep bolegini doly kwadratlara getirip alarys:

2 2 2 2
A(x2 +2%x+%J+C(y2 +2%y+E—J—D——E—+F=O.

C? A C
2 2 2 2
AX+2 +C y+E =D—+E——F. (72)
A C A C

2 2

Bu denligin sag bolegini K bilen belgildp: K :DT +? - F we
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D E
X—X+X, Y_y+E (72)
formulalar boyunca tdze koordinatalary girizip, (71) denligi
AX?+CY?=K (73)
gorniise getireris. Bu denlemani K sana, yagny (KA >0, KA<0, KA=0)
sertlere baglylykda asakdaky denilemelerin birine getirmek bolar:
X% y?

a2 b—2=1, (74)
2 2
)a(—2+:)—2=_1, (75)
bu detilemelerde i=A i=£;
a? K p? K
2 2
?4':)—2:0, (76)

bu yerde a—12=A, b%:c (A>0).

(74) denileme yarym oklary a we b bolan ellipsi (a=b bolanda)
toweregi kesgitleydr, (76) denleme bir nokady ( X =0, Y =0 téze
koordinatalar sistemasynda, sunlukda onun kone koordinatalary (72)
formuladan tapylyar), (75) defileme bolsa hig bir ¢yzygy kesgitlemeyar.

2) Bu halda AC <0 bolany gin (73) denleme asakdaky denlemelerin
birine getirilyéar:

s %)
X2 y? X2 vz
PO T T 7
X% y?

(78) denleme hakyky oky O, X bolan giperbolany, (79) denleme
hakyky oky O,Y bolan giperbolany,(80) deilleme bolsa iki sany kesisyan

Y = _b X, Y _b X goni ¢yzyklary kesgitleyar.
a a
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2 1
B)y=—:X==; WNX=2;y=-3;
)Y 3 3 ) y
3B)Xx=cos(f—a);y=sin(f—-a);
36) X =COSa COS ; Y =CO0Sa Sin 3 ; 37)sistema  kesgitlenen  dal;

38) a # +6 bolanda sistema kesgitlenen, a = 6 bolanda sistema kesgitlenmedik,

a=—6bolanda garsylykly ; 39)ab = 90bolanda sistema kesgitlenen,
a =6 ;b =15 bolanda kesgitlenmedik, ab =90 emma a # 6 ;b # 15 bolanda

garsylykly 0)x=3;)y=-2;2=2 ; Ax=y=z=1
Q)x=1y=2;2=-1; B)x=2y=-3;2=-2 ; 44)
X, =-1,X,=3,X=-2,X%X,=2

45) X, =2, %, =1,%X,=-3,x,=1 46) x, =-2,X%, =1,

X, =4,X,=3 47)x,=0,x,=2,%x;,=1/3,x, =-3/2

48) x, =112, x, =-213,x, =2, x,=-3 49) X :1042

72 ac+by ap+bd
X2=7£, X3:_10’X4:l 50) 51) “ 7 b
7 70 ca+dy cf+ds
10 17 19 2
15-5 11 -22 29 13 23 297 32
52)[310 0| 53)| 9 -27 32| 54)
16 12 9 20
2 9 -7 13 —17 26
7 1 310
-2 1 7 -4 d -b
55) 56) 57)
312 -1/2 -5 3 ad -bcl-c a
_ 1 -1 1
CcoS SIn
58) s'na cosaj e
— Sl
o “* 27 -29 24
-8 29 -11 -7/3 2 -13
60)| -5 18 -7 61)| 5/3 -1 -1/3
1 -3 1 -2 1 1
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I.3 CYZYKLY ALGEBRA
§ 3. 1. Kesgitleyjiler we olaryn hasiyetleri
1. Ikinji we Gglnji tertipli kesgitleyjiler. a,, a,, —a,, a,, sana
Ay ,845,8,,ay, dOrt sandan diziilen

[all a'12 j
a21 a22

kwadrat tablisanyn ikinji tertipli kesgitleyjisi diyilyéar we ol
%1 a2

dz1 a2
gérnlsde belgilenyér, yagny
11 a12

a21 a22

=a,a,—a;,a, (1)

e

Kesgitleyjinifi her bir elementi iki indeksli harp bilen belgilenip, birinji
indeksi onuf yerlesyan setirinifi nomerini, ikinjisi stttninifi nomerini
afiladyar we sol elementin olaryn kesismesinde yerlesyandigini gorkezyér
(mysal Ggin, a,; element kesgitleyjinifi ikinji setiri bilen birinji suttninin
kesismesinde yerlesyar)

aji (I,k =1,2,3) dokuz sandan dizilen

a, a, a,

a21 a22 a23

a31 a32 a33
kwadrat tablisadan kesgitlenyéan

Q; d, a3
Ay Ay gy | =8y Qg Ay Hay, Ay Ay T8y 8y g3 838583 — (2)
%1 & s —-4,3,3,—-a,4,4a,

......

T
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her bir sdtininden alnan bir we difie bir elementlerin kopeltmek
hasylydygyny belldlin. Bu kopeltmek hasyllar gosmak ya-da ayyrmak
alamaty bilen alynyar. Haysylaryny “+” alamaty, haysylaryny “~” alamaty
bilen almalydygyny yatda saklamak (gin 1-nji suratda goérkezilen shema
peydalydyr.

c_7 u+n

1-nji surat.
Kesgitleyjiniti haysydyr bir elementininn yerlesyén setirinifi we sitlninin
¢cyzylmagyndan alynyan kesgitleyja sol elementifi minory diyilyar. Mysal
ugin,
%, Y3

3)

dsp Az

ikinji tertipli kesgitleyji (2) kesgitleyjinin a,, elementinifi minorydyr. (1)

yae .

kesgitleyji), &, elementin minoryny M;, bilen belgildlifi. Kesgitleyjinin
a; elementinifi (—1)i+k alamat bilen alnan minoryna onuini algebraik
doldurgyjy diyilyar. Mysal (gin, (2) kesgitleyjinifi a,; elementinin
algebraik doldurgyjy minus alamaty bilen alnan (3) kesgitleyji bolar. a;,
elementin algebraik doldurgyjy A bilen belgilenyar.

Sunlukda, A, = (-1)""™* M, .
2. Kesgitleyjinifi hasiyetleri .
Kesgitleyjilerin hasiyetleri asakdaky teoremalar bilen berilyér.
1-nji teorema. 1) Ahli setirleri degisli sttunleri bilen calsyrylanda
kesgitleyji Uytgemez;
2) Iki sltdninif (setirinin) orny calsyrylanda kesgitleyjinin difie
alamaty Uytgar;
3) Iki den sutiini (setiri) bar bolan kesgitleyji nola defidir;
4) Ké&bir sutinin (setirin) elementleri Gcin umumy képeldijini
kesgitleyji belgisinin 6niine cykarmak bolar;
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Matrisalaryn képeltmek hasylyny tapmaly

S R B

1-32)\(256 58-4)\(3 25
52./3 -4 1|12 5| 53.|6 9-5|4 -13
2-53)132 47-3)9 65

2 -1 3 -4\(7869
3 -2 4 -3||5745
5 -3-2 1/|3 456
3-3-1 2)l2112

54.

Asakdaky matrisalaryn ters matrisalaryny tapmaly.

1 2 3 4 a b
55. 56. 57.
Fe) =) = d

. 2 5 7 3 -4 5
cosa —sina
58.(_ ] 59.|6 3 4]60.|2 -3 1
sina  cosa
5 -2 -3 3 -5 -1
Jogaplar

1)1; 2)—2: 3)—1; 40; 50; 6)—1;: 7)dab; 8)—2b?:9)1;
10) sin(e—fB); 11) cosa+f ; 12)1; 13) —1; 14)40;

15)—3 ; 16)100; 17)—5; 18)0; 19)1; 20)1; 21)2; 22)4; 23)—8 24)6
© 25)20; 26)0; 27)3abc—a® —b?—c?; 28)a’ +b% +c? —3abc ; 29)0
. 30)2x3 —(a+b+c)x? +abc; 31)x=3;y=-1; 32)x=5;y=2

87



4 =2 4y =2 —9y=
37.{x+6y , 38.{ax+y , 39.{ax 9y =6,

6x+9y =3. 9x+ay =3. 10x—by =10

2x+3y+5z =10, 5Xx—-6y+4z=3,
40.<3x+7y+4z =3, 41.< 3x—-3y+2z2=2,

X+2y+22=3 4x-5y+2z=1

4x-3y+22+4=0,
42.46x—-2y+3z2+1=0, 43.4 2x—-2y+5z=0.

5x—-3y+2z+3=0 3Xx+4y+2z+10

Nabellileri yzygiderli yok etmek usuly bilen asakdaky deilemeler
sistemalaryny ¢ozmeli.

44. 3X, —2X, —5X; + X, =3, 45. 4x, —3X, — X; +5X, —-7=0,

5x+2y+3z+2=0,

2%, —3X, + X3 +5%X, =3, X, —2X, —2X; —3X, —3= 0,
X, +2X, —4x, = -3, 3X, — X, + 2X, +1=0,
X, — X, —4X; +9x, =22. 2%, +3X, + 2%, —8x, +7 =0.
46. 2X, — 2X, +X,+3=0, 47.X+ X,— 6X,—-4X,=6,
2%, +3X, +X; —3X, +6= 0, 3X, — X, — 6X; —4X, =2,
3X, + 4%, =X, +2X, =0, 2%, +3X, + 9X;+2X, = 6,
X, +3X, + X; — X, —2=0. 3X, +2X, +3X; +8x, =—7.

48. 2, —3X, +3X, +2X, —3=0,
6X, +9X, -2X; — X, +4=0,
10x, +3x, —3%, —2x, —3=0,
8X, +6X, + X;+3x,+7=0.

49. X + 2X,+ 5X; + 9%, =79,
3x, +13x, +18x; +30x, = 263,
10x, +3x, —3X; — 2X, —3 =146,
8X, +6X, + X3 +3X, +7=92.
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5) Eger kabir sutlnin (setirin) &hli elementleri nola defi bolsa, onda ol
kesgitleyji nola defidir.

<1 Uciinji tertipli (2) kesgitleyja garaly.

1) Ol kesgitleyjide her bir setiri sol nomerli sitiin bilen calsyralyn,
onda

all aZl a31
a'12 a'ZZ a'32 = a'll aZZ a33 + a'21 a'32 a'13 + a'12 a'23 a'31 -
Ay 8y Ay -a,a,a,-a,a,a,-2a,a,a

31 722 21 712 733 23 732 11

taze kesgitleyji alarys.

Bu denligi (2) bilen defiesdirenimizde kesgitleyjilerin dendigini
gormek bolar, ¢linki, gérkezilen denliklerin sag bolekleri defidir.

2) Eger (2) kesgitleyjide ikinji we 0cunji sutlnlerin orunlaryny
calgyrsak, onda

&, &, a,

a, a, a,/=4,a,a,+4a,4a,a,+a,a,a,-a,a,a, -
a, a, a, —d,8,4a,—-a,a,a; = _(an a,a; +

+a,a,a,+a,a,a,—a,a,a, —

23 31 21 732 13
—a,a,3a,—-3a,4a, a11)
denligi alarys. Yaydaky algebraik jemin (2) formulanyi sag bolegine deri
bolany Ugin tdze kesgitleyji ondan dinie alamaty bilen tapawutlanyar.
Beyleki yagdaylar hem suna menzeslikde gorkezilyar.

3) Kesgitleyjini A bilen belgilalii. Goy, onufi iki den sutuni bar
bolsun. Bu sutiinleri calsyryp, sol bir A kesgitleyjini alarys. 2-nji hasiyete
goré kesgitleyjinifi alamaty Uytgeyandir, yagny, A =—A bolar, bu yerden
bolsa A =0 defiligi alarys.

4) Goy, (2) kesgitleyjide ikinji situnifi elementlerinii umumy A
kopeldijisi bar bolsun. Onda

a, 2a, a,] |a, a, a,
a'21 A a'22 a'23 :A a'21 a'22 a'

a'31 A a‘32 a‘33 a'31 a‘32 a‘33

23( 1

cinki
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a11ﬂ“azz a33+ﬂ“ a, a23a31+ﬂ“ a,a,a,—a, Aazz a, —
_Aa12a21a33_ﬂ“a32a23a11:A(auazz a,+a,a,a, +
+a,a,3,-3,a,a,-a,3,a,—-3a,43, a11)

5) Eger kabir suttnin (setirin) ahli elementleri nola den bolsa, onda
(2) denligin sag bolegindaki algebraik jemin her bir gosulujysy, nol
kopeldijisi bolan kopeltmek hasyly hokmunde nola defi bolar we sonufi igin
A nola defidir >

Netije: Iki proporsional sttunli (setirli) kesgitleyji nola defidir.

<{ Hakykyatdan-da, bu situnlerifi birinia elementlerinia umumy
kopeldijisini kesgitleyjiniii 6ftne ¢ykaryp, iki den sutlnli kesgitleyjini
alarys. Ol bolsa nola defidir. Ikinji tertipli kesgitleyjinifi &hli hasiyetleri
sufia mefizeslikde subut edilyar. >

2-nji teorema. Eger k&bir situnifi (setirifi) elementlerini sol bir
kopeldija kopeldilip, beyleki suttnifi (setirifi) degisli elementlerine gossak,
onda kesgitleyji Uytgemez.

< Goy, mysal Ucin, (2) kesgitleyjinifi iigiinji sitiininifi elementlerine
A sana kopeldilen 2-nji suttinin degisli elementleri gosulan bolsun. Onda

a, a, a,+Aa, a, a, a,| |a, a, Aa,
a, a, a,+Ala,|=1a, a, a,/+la, a, Aa,l=
a, a, a,+Aa, a, a, a,l l|a, a, Aa,
a, a, a, a, a, a,| |a, a, a,
=la, a, a,+Ala, a, a,l=1a, a, a,
a, a, a, a, a, a,| |a, a, a,
bolar, ¢linki

a1 ap(as3 +Aagz) +arp(a3 +187) 831+ @z a3 (3 + 4 817) —

— (g +Aap)ay az —ap ay (Agz +Aagy) — (B3 +48p) a3 311 =
=(ay189p 833+ &1 8p383) +8p1 B3p A3 — 8138y A3y — & 8p1 A3p —

— 83837 8y1) + A (11897 83y + 8y 831 8p) + 891 837 By —Byp App A3y —

—ayp 8183y — 1897 337)
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213 32 4 -3 5 32 -4
14.5 3 2. 15.12 53| . 16.3 -2 8| . 17.41 -2
143 34 2 1 -7 -5 52 -3
3 4 -5 4 2-1 11 011
18.8 7 -2/ . 19.8 7-2 . 20.1 23| . 2110
2 -1 8 2 -1 8 1 36 110
56 3 203 1 5 25 1 1
22,01 0 . 23716 . 2417 49 . 25,4 5 9
745 605 18 64 16 25 81
123 abec abec 0ado
26.1456] . 27.bca . 28jcab . 29.b c d
789 cab bca 0e O
a X X
30.|x b x
X X C

Kesgitleyjilerin kodmegi bilen asakdaky denlemeler sistemalaryny
cozmeli.

3L {2x+5y=1,.
X+7y=2 - {2x—3y=4,
33 {5x—7y=1, 4x -5y =10.
X—2y=0 2 {4x+7y+13=0,
5x+8y+14=0.

35 XCOSa — ysSina = cos f,
" |xsina + ycosa =sin S. 2% xtgo + y =sin(a + B),
" |x-ytga =cos(a + B).

85



5 3 5 3
Xg =—=X4—=4;2X, =1-X3+ X, =5—=X,; Xo =———X4;
3 2 4 2 3 4 2 4 2 2 4 4
5 3 S) 5 3
X=1-X,+ X, =1-| =—=X, |-| =X =4 |+ X, =———X
2 4 (2 4 4} (2 4 j 475
denlikleri alarys. Seylelikde, berlen sistemanyii
5 3. 5 3. S)
N T Ty TNt

¢Ozliwi bardyr, bu yerde X, islendik hakyky bahalary alyp bilyar. Diymek
bu sistemanyfi tlkeniksiz kop ¢cozuwi bardyr.

Gonukmeler
Kesgitleyjileri hasaplamaly

5 2 1 2 3 2 6 9 a’ ab
.2 . 3. . 4. . b.
7 3 34 8 5 812 ab b?
5 n+1 n . a+b a-b a’+ab+b?a?-ab+b?
“I'n n=1" “la-b a+b’ a+b a—b '
9 cosa —Sina sina cosa cosa Sina
Isina—cosa|  ~[sing cosp| sing cosf|
1-t> 2t (1-1t)> 2t
2 2 2 2
12, 1+t° 1+t 13, 1+t 1+t
-2t 1-t? 2t (1+1)?
1+t? 1+t2 1+t2  1+t2 |
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nola dendir. >

Bellik. Bu teoremada sol bir wagtda k&bir sttunifi (setirifi) hemme
elementleri iki gosulyjynyfi jemine defi bolan kesgitletyjinin iki
(setirinifl) elementlerinifi onufi birinji gosulyjylary, ikinji kesgitleyjinifiki
bolsa ikinji gosulyjylary bolyandygy subut edildi.

3-nji teorema. Kesgitleyji islendik setirifi (stttnifi) elementlerinifi
olaryfi algebraik doldurgyclaryna képeltmek hasyllarynyii jemine defidir.

<]Ikinji tertipli kesgitleyji Ucin teorema aydyf, onufi tassyklamasy
(1) formuladan gelip ¢ykyar. (2) kesgitleyjini A bilen belgildp, sag bélegini
Ozgerdelifi.
A= @y 8pp 833 T8y, 8y3 85 + 8y Az 813 — 8138y 83; — 8y, 8y 833 —

—adyaga; =a; (azz Qg3 — Ay asz) +a, (azs az —ady ass) +

Ay, Ay a, ady a1 Ay
+ay, (a21 Az —ay a31) =4, —dp +ay,
3 Qg Ay Qg 31 Ay
Bu yerden
_ Ay Ay dy Ay _ dy Ay )
1= v P — ) 3 =
dz Agg dy QAg d; Ay
bolyany (gin
A = all All + a12 A12 + a13 A13 (5)

denligi alarys, bu yerde Ajq, Ay, Az degislilikde a;1,a;5,a43
elementlerifi algebraik doldurgyclary.

(5) denlige birinji setirifi elementleri boyunga kesgitleyjini dagytmak
formulasy diyilyar. Beyleki setirlerifi we sutlnlerii elementleri boyunca
dagytmak suna mefizes gorkezilyar.

4-nji teorema. Goy, A-kdbir Gglnji tertipli kesgitleyji bolsun.
Haysydyr bir setirifi (sttlnifi) algebraik doldurguclarynyfi islendik
0;,0,,0; sanlara kopeltmek hasyllarynyfi jemi berlen A kesgitleyjiden

sol setirifi  (sutlinif) (;,9,,0; sanlar setiri (sutini) bilen
calsyrylmagyndan alynyan A’ kesgitleyja defidir.
<1 (2) kesgitleyjinifi birinji setirine we A’kesgitleyja seredelifi:
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0, 9, Qs
A'= Ay 8y Ay
Ay Qg Agg

3-nji teorema esasynda A'=¢q,Q, +0, Q, + 0, Q, , bu yerde Q,,Q,,Q,
degislilikde q,,q,,0, elementlerin algebraik doldurguclary. Sofia
gordQ, = A,, Q,=A,, Q,=A; bolyany Ugin  bu  yerden
A'=q, A, +0, A, +0, A deiligi alarys(bu yerde A,,A,,A; sanlar
(4) formulalar arkaly kesgitlenyar). >

5-nji teorema. Haysydyr bir setirifi (stttnifi) elementlerinifi beyleki
setiriii  (sOtunifi)  degisli  elementlerinin  algebraik  doldurgyclaryna
kdpeltmek hasyllarynyfi jemi nola defidir.

<1 Ikinji tertipli kesgitleyji tcin teorema aydyfidyr (iki den setirli
kesgitleyjini alarys). (2) defilik bilen kesgitlenydn A kesfitleyji berlen
bolsun. a1 Ayq +315 Apy +8y, Ap3 =0 denligi  gorkezelin. 4-nji teorema
boyunca
A1 G2 3
g Aoy +agp Agp +apz Apg =ayg app &gl
31 dgp dz3

Iki den setirli kesgitleyji hokmunde bu denligin sagyndaky kesgitleyji nola
dendir. Sonu gin

g1 Agp +3gp Agy +343 Ag3 =0

bolar.
1-nji mysal.
1 -2 3
A=4 -1 5
6 -8 7

Ucunji tertipli kesgitleyjini ti¢ usul bilen hasaplamaly.
<11) A=—-7-60-96+18+56+40 = —49;
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X1+ Xy + X3 + X4 =5;

2X; —3Xy + X3 + X, =0;
S5X; +4X5 + 2%, =12;

3%, +4X, —2X5 +6X, =-1.

<] Onun matrisasyny diizelin we 6zgerdelin:

11 11 5 1 1 11| 5 1 11 1] 5
2 -3 1-1 o 0 -5-1-3 -10 0 -5-1-3|-10
- -

5 0 4 2| 12 0 -5-1-3 -13 0 0 0 0f-3
3 4 -2 6/-1 0 1-5-3-16 0 1-5 3|-16

Sistemanyn ¢oziwi yokdur, ¢linki sonky matrisa nabellilerdéki ahli
koeffisiyentler nola den bolup, azat agzasy noldan tapawutly bolan deflema
degisli setiri 6zlinde saklayar.
7-nji mysal. Denlemeler sistemasyny ¢ozmeli.
Xp + Xy +Xg =Xy =1
33X + Xy +2X3 —2X, = 2,

<1 Onun matrisasyny yazalyi we dzgerdelif

11 1-1)1 1 1 1-1] 1 1 1 1-1 1
31 2-2 2 0-2-1 1| -1 0-2 -11|-1
2 -4-3 6 7/ |0-6-58 5| |0 0-25| 8
7 5 6 -6/ 6 0-2-1 1/-1 0 00O

bolany (i¢gin berlen sistema
X1 + Xy + X3 = X4 =1;
2Xy + X3 — X4 =1;
2X5 —5X, =-8.
Denlemelerin sistemasyna getirilydr. Ondan bolsa
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X, + X, +4X, +3X, =2;
X, — X, +12X, + 6X, = 6;
4x, +4x, —4X, +3x, =0;
2%, +2X, +8%, -3, =1.
<1 Onun matrisasyny diizelin we ony dzgerdelin:

1 14 372 1 1 4 3|2
1-112 6|6 0-2 8 3|4
4 4-4 30 ~ 0 0 -20 -9-8
22 8-31 0 0 0 -9-3

Ikinji matrisa birinjiden onun birinji setirini yzygiderlikde (-1)-e, (-4)-e,
(-2)-4 kopeldilmegi we degislilikde ikinji, Gcunji, dordinji setirlerine
gosulmagy arkaly alnandyr; dik ¢yzyk bilen bu yerde azat agzalaryn sittni
bélunip ayrylan. Ikinji matrisa asakdaky denlemeler sistemasy degislidir:

X, + X, +4X; +3X, = 2;

—2X, +8X; +3X, = 4,

— 20X, —9x, = -8;
-9x, = -3.
Bu yerden
1 1
x4:§, 20x3:8—9x4:>X3=Z, 2X, =8X; +3X, —4=

1 1
=X, ===, X =2-X,—4X,-3X,=—.
2 2 1 2 3 4 2
Seylelikde berlen sistemanyfi ¢ozliwi:

1 1 1 1
X, == Xy === Xy ==, X, == .>
S R
6-njy mysal. Denlemeler sistemasyny ¢ozmeli:
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+2 +3

~15 |48 J4a-1
2) A:l‘ =1-33+2(=2) +3(-26) = —49;

-8 7 6 7 |6 -8
3) Birinji setiri —4-e  kopeldip, ikinji setirifi degisli elementlerine gosup,
sofira birinji setiri — 6-a kopeldip, Uciinja gosanymyzda

1 -2 3
A=l0 7 -7
04 -11

kesgitleyjini alarys.Bu kesgitleyjini birinji sitinin elementleri boyunca
dagydyp,

7 -7
A:J.‘ J:(—77+28):—49
4 -1

detiligi alarys. >

3. n-nji tertipli kesgitleyji. Matematiki induksiya usulyndan
peydalanyp, yagny (n-1)-nji tertipli kesgitleyji dustinjesi belli hasap edip, n-
nji tertipli kesgitleyji disunjesini girizelin. Onun Ugin n sutinden we n
setirden ybarat bolan sanlaryf kwadrat tablisasyna seredelifi:

dy1 d99...94p
A=|ay a..8 (6)

dy dy2.--ap

(6) matrisanyf i-nji setirini we k-njy sutinini ¢yzmak arkaly
alynyan (n-1)-nji tertipli kesgitleyja n-nji tertipli matrisanyfi a,,
elementinifi minory diyilyar. a, elementifi minoryny M, bilen belgilaris.
a;, elementifi algebraik doldurgyjy diyip, onun (-1)"** alamat bilen alnan

minoryna aydylyar we A, bilen belgilenyar, yagny A, = (-1)"*M, .

n
Z(—l)“" ay My sana, (6) matrisanyii n-nji tertipli kesgitleyjisi diyip
k=1

aydylyar, we ol seyle belgilenyar.
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a,;, d;,...a;

a, a,..a
A — det A — 21 22 23
Ay Agy ... 8
Seylelikde, kesgitlméa goré,
a;; dp, ..y,
A = det A= Ay Ay .8y, ()
a, a,,...dy,

n
k=1

Bu formula n-nji tertipli kesgitleyjini degisli matrisanyfi birinji
setirinii elementleri we (n-1)-nji tertipli kesgitleyjiler bolan algebraik
doldurgyclary boyunca dagytmak dizginini afiladyar. Bu formuladan n=2
bolanda formula (1), n=3 bolanda formula (5) alynyar. Kesgitleyjini
dagytmak Gcin onuii  birinji setirinii elementlerini we ofia degisli
minorlaryndan basga beyleki setirinii elementlerini, seyle hem islendik
sttuninif elementlerini ulanyp bolmayarmy diyen sorag ylize ¢ykyar .

Bu soraglara asakdaky teoremalar jogap beryér.

1. n-nji tertipli kesgitleyji Ggin i(i=1,2,..,n) setirifi nomeri
nahili bolsa-da n-nji tertipli (7) kesgitleyji Ugin

n .
k=1
ya-da dagytmak formulasy diyip atlandyrylyan

n
k=1
formula dogrudyr.
2. n-nji tertipli kesgitleyji Ucin  k-njy sttdninii  (k=1,2,..,n)
nomeri n&hili bolsa-da n-nji tertipli (7) kegitleyji Ggin

n .
i=1
ya-da bu kesgitleyjini k-njy sltin boyunga dagytma formulasy diyip
atlandyrylyan.
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8y Xy + 8, Xp +8y Xy, ot Ay, X, =Dy
ay, X, +ay X, +..+ay, X, =h, (40)

bu yerde k <n;

a;, Xy +a5, X, + 8y X, ..o+ ay, X, =by;
Ay X, + 85, X, +...+ a5, X

n

(41)
0-X, +..+0-x, =b/
bu yerde by #0 , k <n.

(39) sistemanyf yeke-ték ¢cOzuwi bar, X, sonky denlemeden, X,_;
ondan o6nki denlemeden, we s.m. X; bolsa birinji denlemeden tapylyar.

(40) sistemanyii tiikeniksiz kdp ¢Ozliwi bar. Sonky denlemeden bir
nabellini (mysal (Ggin, X, -ny bu denleméd giryéan galan n-k sany
(Xis1s Xgssee-» X, ) nébellilerin Gsti bilen anladyp bolyar. Sonkudan énde
gelyan denlemeden Xx,_; nébelli bu ndbellilerin usti bilen anladylyp bilner

we s.m. Alnan formulalarda X.;,X,5,..., X, nabelliler islendik bahalary

alyp biler.

(41) sistemanyn ¢ozlwi yokdur, sebdbi onun sonky denlemesini
nabellilerin hi¢ bir bahalary kanagatlandyryp bilmez.

Sunlukda, nébellileri yzygiderli yoklamak usuly islendik ¢yzykly
denlemeler sistemasina ulanylarlyklydyr. Sistema seyle usul bilen
cozilende, ozgertmeler denlemelerin Ustinde dal-de, eysem nabellilerin
koffiyesentlerinden we azat agzalaryndan dizilen matrisalar Ustlinde
gecirilyar.

5-nji mysal. Denlemeler sistemasyny ¢ézmeli:
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dyy

a;, =0 hasap edip, (33) ulgamyn birinji denlemesini ——= sana
aiy
kopeldip, ikinja gosanymyzda X; nabellinia koeffisiyenti nola owriilyén
a
defleméni alyarys. Birinji denlemani ——L sana kopeldip, Ugiinja
aip

gosanymyzda hem X, agzany saklamayan denlemani alyarys. Seyle
yorelgani dowam etdirip, (37) sistema ekwiwalent bolan seyle sistema
geleris:

a;g X, +a, X, +..+a, X, =b;
n = bZ’; (38)

Ay X, + 8y X, +...+ a8y, X
Ay X, + a5 X, +...+ag, X

n

an Xy +a,, X, +...+a,, X, =b..

mn-®'n m

bu yerde aj, (i=2,3,...,m;k =2,3,...,n) -kdbir taze koeffisiyentler.
a5, # 0 hasap edip, (38) sistemanyfi basky iki deflemesini tytgetman,
galanlaryny X, nabellidaki koeffisiyent nola dwriiler yaly 6zgerdelin. Su
yorelgani dowam etdirip, (38) sistemany asakdaky sistemalaryfi birine
getirip bolar:
A Xy +ah X3 +...+ a5, X, =Dy
a4 X3 +..+aj, X, =by; (39)

buyerde a,, # 0,a), #0,...,a,, #0 (k=34,...,n);
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A:Zalk Alk (k:1,2,3...,n)
i=1
formula dogrudyr.
n-nji tertipli  (n>3) Kkesgitleyjiler G¢in  hem 1-5-nji teoremalaryf
dogrudygyny subutsyz bellalifi. Hususanda, 5-nji teorema
akl Ai1+ak2 Ai2 ++akn Ain :0 (i?ﬁk)

defilik arkaly afiladylyar.

§ 3. 2. Kesgitleyjilerifi kdmegi bilen ¢yzykly defilemeler sistemasynyfi
cozulisi
1. Deilemeler sistemasy we onuii ¢OzOWI.  X;, Xy,..., X,
nabellilere gora n ¢yzykly denlemeler sistemasyna garalyn:
Ay X +a, X, o +a, X, =b;

A, Xy + a8y X, +..+a,, X, =Db,

(8)

an X, +a,X,+..+a,,Xx, =b,.

Nabellilerifi koeffisiyentleri iki indeksli a harp bilen belgilenip, olaryn
birinjisi denlemanifi nomerini, ikinjisi ndbellinii nomerini gérkezyar.
Eger azat agzalaryfi (b, hemiseliklerii k =1,...,n) arasynda noldan
tapawutlylary bar bolsa, onda defilemeler sistemasyna birjynsly dal sistema
diyilyar. Eger &hli azat agzalar nola defi bolsa, onda ofia birjynsly
denlemeler sistemasy diyilyar we ol
a, X, +a, X, +..+a, x, =0;
Ay Xy + a8y, X, +..+8,, X, =0;
............................................... ©)
an X, +a, X, +..+a,,X, =0.
gornlisde yazylyar.
Eger X;,X,,..., X, ndbelliler degislelikde c,,C,,...,C, sanlar bilen

calsyrylanda (8) sistemanyn her bir denilemesi toZzdestwa éwrilyan bolsa,
onda
Xy =C , X, =Cy ,..,X,=C, (10)
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sanlaryn toplumyna (8) sistemanyn ¢ozuwi diyilyar.
2. Kramer duzguni. (8) sistemanyfi denlemelerinifi nébellilerinin
koeffisiyentlerinden  diiziilen kesgitleyja defilemeler  sistemasynyii

kesgitleyjisi diyilyar. Ony A bilen belgildlifi. Ol kesgitleyjiden X,
nabellilerin koeffisiyentlerinden diiziilen situni azat agzalaryn sttiini bilen
calsyrylmagyndan alnan kesgitleyjini A, bilen belgildlin. Seylelikde

ayq Q... 8y, a;p Qg ...by..ag,
Ay Ay ...8y Ay gy ..Dy.. @y

= " ,A = " (11)
y App -8, Ay Ay -b,.ag,

bu yerde k — 1,2,...,n sanlaryn biri
6-njy teorema (Kramer). Eger (8) sistemanyfi kesgitleyjisi noldan
tapawutly bolsa, onda ol sistemanyfi yeke-tak
A1 AZ An
X =—=, X, =—% , .., X, =— 12
1 A 2 A n A ( )

¢oziiwi bardyr.
< (8) defilemeller sistemanyifi birinjisiniii iki boélegini hem A

kesgitleyjiniii  a;, elementinii A, algebraik doldurgujyna, ikinji
denleménif iki bolegini A, algebraik doldurguja we s.m., ahyrsofiunda in
sofiky defilemanifi iki bolegini A, kopeldelifi. Olary agzalayyn gosup we
mefizes agzalary toplap alarys:

(8y1 Ay + 8 Agy +oot gy Ay ) Xy +(Bgp Ay a8 Ay +.t

+a,, Ay )Xo ot (g Fay Ag et an Ag) X+t (@, A +

+ay, Apy +otan, A ) X, =b Ay by Ay D A
5-nji teorema layyklykda x; (i # k) nabellilerifi koeffisiyenlerinifi hemmesi
nola defi; 3-nji teorema gora X, -nyn koeffisiyenti sistemanyfi A
kesgitleyjisine den; 4-nji teorema layyklykda bu denligin sag bolegi A,
kesgitleyja defdir. Sunlukda sofiky denlik AX, =A, gornusi alar. A=0
we k san 1,2,...,n sanlaryfi biri bolany sebé&pli ol defilikden (12) formulalar
gelip cykyar. >
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(33) sistemadan (35) denlik boyunca kesgitlenen ikinji denlemesi bilen
tapawutlanyan
a, X +a, X, +..+a, X, =b;
Ay, X + 8y X, +...+a;, X, =h.
Qg X, + 8y X, + ot By, X, =Dy (37)

g X+ &, X, +..+a,,X, =D

-
denlemeler sistemasyna garalyn:

Eger ¢;,C,,...,C, sanlar (33) sistemanyf ¢ozliwi bolsa, onda olar

(37) sistemanyfi hem ¢ozlwi bolarlar, yagny eger X, =c, (k=1,2,...,n)
bahalar (33) sistemanyfi hem her bir denlemesini kanagatlandyryan bolsa,
onda olar (37) sistemanyfi hem her bir denlemesini kanagatlandyrarlar,
sebdbi ikinji denlemeden basga hemmesi (33) sistemanyfi defilemeleri yaly,
ikinjisi bolsa(36) denlik esasynda (34) denleme bilen gabat gelyér. Tersine
hem dogry: eger ¢;,C,,...,C, sanlar (37) sistemanyfi ¢6ziiwi bolsa, onda
olar (33) sistemanyii hem ¢Oziwi bolar, ¢inki (33) sistemanyfi ikinji
denlemesi (37) sistemanyfi birinji defilemesini (—4) kopeldip, ikinji bilen
gosulmagy netijesinde alynyar, beyleki denlemeler iki sistemada-da dendir.
Seylelikde, (33) we (37) sistemalar ekwiwalentdir.

Eger (33) sistema birndce gezek gorkezilen 6zgertmeler ulanylsa, onda
alnan téze sistema berlen (33) sistema ekwiwalent boljakdygy disnukli.
Seredilen gornusdaki Ozgertmeler gecgirilende, tdze sistemada 4hli
koeffisiyentleri nola den bolan denleme bolup biler. Eger seyle denlemanin
azat agzasy hem nola den bolsa, onda denleméni nébellilerin islendik
bahalary kanagatlandyrar; bu denleméni taslap, berlen sistema ekwiwalent
bolan denlemeler sistemasyny alarys. Eger seredilydn denlemede azat agza
noldan tapawutly bolsa, onda nébellilerin hi¢ bir bahalary denleméini
kanagatlandyrmaz, sonun (gin alnan denlemeler sistemasynyn we ona
ekwiwalent bolan berlen sistemanyn ¢6ziwi yokdur.

(33) sistemanyfi ¢ozlwini tapmak  G¢in ulanaylyan nabellileri
yzygiderli yoklamak usuly, yagny Gauss usuly diyip atlandyrylyan usul
asakdakydan ybarat:
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den, uly tertipli minorlary bolsa nola dendir. Yénekey o6zgertmeleriii
kdmegi bilen islendik matrisany diagonal gorniise getirip bolar:

1) iki setirin ya-da iki sOtnin ornuny Uytgedip; 2) sOtunin (setirin)
elementlerini noldan tapawutly erkin sana kopeldip; 3) bir setire (sutline)
kabir sana kopeldilen beyleki setiri (sttlni) gosup. Gorkezilen
dzgertmelerde matrisanyi rangy Uytgemeyar.

83. 4. Nabellileri yzygiderli yoklamak usuly
Goy, n nabellili m ¢yzykly algebraik denlemlerin

a, X, +a, X, +..+a, X, =b;
A, X, +8, X, +..+a,, X, =b, (33)

X, +a,,X, +ota, X =

mm m m *

sistemasy berlen bolsun. (33) sistemada denlemelerin m sany nébellilerin n
sanyndan Kici, uly ya-da den bolup biler.

X; ndbelliler degislilikde c; sanlar (i=1,...,n) bilen calsyrylandan sof
sistemanyfi her bir denlemesini tozdestwo 6wiryan ¢, ,C,,...,C, sanlaryn
toplumyna (33) sistemanyf ¢ozlwi diyilyér.

Eger iki sany denlemeler sistemasynyii sol bir ¢ozlwleri bar bolsa,
onda olara ekwiwalent sistemalar diyilyar. (33) sistemanyfi bir
denlemesinin iki bolegini hem A = 0 sana kopeldip, sol sistemanyf beyleki
denlmesinin degisli elementleri bilen gosalyn, netijede tédze denlemani
alarys. Mysal dgin, eger birinji defleméani A # 0 sana kopeldip, ikinja
gossak, onda asakdaky denlemani alarys:

A@gy X +ap, X, +.+a, X,)+ (8, X, +ay, X, +...+8,, X,) =

=1 bl + b2 (34)
ya-da

ah X +ahy Xy +...+ a5, X, =bj, (35)
bu yerde

a, =Aa, +a,, (k=12..,n), b,=Ab +b,. (36)
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2-nji mysal.
X—2y+3z2=2;
4x -y +52 =15
6X—-8y+72=0;

defilemeler sistemasyny ¢ozmeli.
< Sistemanyfi A kesgitleyjisini we A, kesgitleyjilerini (k=1,2,3) duzelifi:

1 -2 3 2 -2 3 12 3 1 -2 2
A=|4 -1 5| /A, =15-1 5], A, =415 5 ,A; =14 -1 15
6 -8 7 9-87 697 6 8 9

Sunlukda, A =—-49 = 0, yagny 6-njy teoremanyii serti yerine yetyar.
Ay, A, Ag kesgitleyjileri hasaplap, (12) formulalary ulanyarys (n=3
diyip). A, =-147,A, =-98,A; = —49 bolany ig¢in sistemanyfi

-147 -98 - 49
X = =3 =——=2,7=——=1 yeke-tdk coztiwi bardyr.
y — 19 — 19 y ¢ y

Netije. Eger (9) birjynsly sistemanyii nola deri bolmadyk ¢6ziiwi
bar bolsa, onda onun kesgitleyjisi nola dendir. Hakykatdan hem, eger
tersine, A # 0 bolsa, onda (9) sistemanyfi yeke-tak nol ¢ozuwi bardyr (&hli
A, =0 bolany ugin) we ol serte garsy gelyar.

A =0 bolanda (8) deinlemeler sistemasynyn ya-ha tikenutksiz kop
¢ozUwi bardyr ya-da ¢ozlwi yokdur.

§ 3. 3. Matrisalar we olar bilen gecirilyan amallar

1. Matrisalar barada dustinje. m setirden we n sutiinden ybarat
gOnuburcly tablisada yerlesen mxn sanlaryn sistemasyna matrisa diyilyar.
Matrisadaky sanlara onun elementleri diyilyar. Matrisanyn (yokardan asak
sanalyan) i-nji setirinin we (¢epden saga sanalyar) k-njy sutlninin
kesismesinde yerlesen element a, bilen belgilenyér, i we k sanlara bolsa
elementin indeksleri diyilyar. Matrisa asakdaky belgileriti biri bilen
belgilenyar:
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ap  Qqp ... Ay ajp Q... ajp Q...
a a a a a .a a a
21 A | 21 A | 21 A | (13)
Ay Ao - App Ay Ao - A Ay Ao - A
ya-da has gysgaca
(G TS (- (14)

gornlisde hem yazylyar, bu yerde i san 1-den m-e cenli, k bolsa 1-den n-e
cenli Uytgeydr. Kdwagt matrisany bir harp, meselem, A, B bilen
belgilenyar, yéne sonda A, B diyip goniburcly tablisa distnilyér. Bir
setirden ybarat bolan matrisa setir, bir sttlinden ybarat bolan matrisa sttin
diyilyér. n setiri we n sitiini bolan matrisa n-nji tertipli kwadrat matrisa
diyilyér (birinji tertipli kwadrat matrisa yeke-tak elemente den bolyar):

8 8, ... 8y,
A_|P Bz By 1)
ay A, - &,

Matrisanyn elementleri yaly elementleri bolan kesgitleyjd, yagny
(11) formulanynn A kesgitleyjisine Kwadrat matrisanyn kesgitleyjisi
diyilydr. Kwadrat dal goniburcly matrisanyn Kkesgitleyjisinin yokdugyny
bellap gegelin. (15) kwadrat matrisanyt a,,,a,,,...,d,, elementlerden

17 nn
dizllen diogonalyna onufi esasy diogonaly diyilip aydylyar. Esasy
diogonalda yerlesmeyan &hli elementleri nola deri bolan kwadrat matrisa

......

a, 0..0
diag(a,;,a,,,...a,)={0 a,..0 (16)
0 0..a,

Hemme diagonal elementleri 1-e den bolan diagonal matrisa birlik matrisa
diyilydr. Eger ony E bilen belgilesek, onda
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1.5+2-3+3-1+(-1)9 1.44+2-2+3(-5)+ (-1)(-7)
AB=|0-5+4-3+5-1+(-2)9 0-4+4-2+5(-5)+(-2)-(-7)
7-5+1-3+0-1+(-3)9 7-441-2+0-(-5)+ (-3)(-7)
5 0
=-1 -3
11 51

BA kesgitlenen dal, seb&bi B matrisanyn sutlnlerinin sany A matrisanyn
setirlerinin sanyna def gelenok. =

(19) formula arkaly kesgitlenyan B matrisa seredelin. Setirlerinin
sany sutinlerinin sanyna den bolar yaly edip, yagny kabir kwadrat matrisa
alnar yaly ondan birnéce setirleri we suttnleri ¢yzalyn; onun kesgitleyjisine
B matrisanyin minory diyip aydylyar.

m setirli we n sttlinli matrisanyn kop minorlary bar, olaryn kébiri
nola den, basgalary noldan tapawutly bolmagy mimkin. Noldan tapawutly

......

3 -6 0
B=
4 -8 0
matrisanyn rangy 1-e den ¢unki onun 2-nji tertipli &hli minorlary
3 -6 30 -6 O
4 -8 4 0 -8 0

nola den, birinji tertipli minorlaryn arasynda noldan tapawutlylary bar.
Matrisanyn rangy tapylanda kigci tertipli minorlardan uly tertipli minorlara
gecmeli. Eger noldan tapawutly k-njy tertipli minor tapylan bolsa, onda
dine bu minory saklayan (k+1)-nji tertipli minorlary hasaplamak gerek:
eger-de olaryn hemmesi nola defi bolsa, onda matrisanyn rangy k den.
Matrisanynn rangyny hasaplamagyn ony diagonal goérniise getirmeklige
esaslanyan basga usuly hem bardyr. Eger m setirli we n sutlinli matrisanyn
a,, 8y, ... ,a (0O<r<min(m,n)) elementlerden basga ahli

» Grr

elementleri nola den bolsa, onda ona diagonal matrisa diyilyér. Seyle
matrisanyn rangy r-e den, sebabi onuni a,;,a,,, ...,a, esasy diagonally r-

» yr

nji tertipli minory noldan tapawutly a,;,-a,, -...-a,, kopeltmek hasyla
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n n

n
Sii:zuilclj :zzaikbklclj ;
-1

I=1 k=1
n n n

t; = zaikvkj = zzaik kaCIj
k=1 k=1 I=1

denlikler yerine yetydr. Sona gora bu yerden i, j =1,2,3,...,n Ugin s; =t;

ya-da (AB)C=A(BC) denlik alynyar.

Ters matrisalar AX=B gornisdaki matrisa derilemeleri ¢tzmekde
peydalanylyar, bu yerde A we B — berlen matrisalar, 6zem A matrisanyn
kesgitleyjisi noldan tapawutly, X-gozlenilydn matrisa. Denleméanini iki
bolegini hem cepinden A™-e kopeldip, (30) deslikleri ulansak,
onda X = A™'B deiligi alarys. Eger XA=B defileme berlen bolsa, onda ony
sagyndan A~ -e kopeltmek bilen X =BA™ deiiligi alarys. Kesgitleyjisi
nola den bolan matrisa ayratyn matrisa diyilyar. Ayratyn matrisanyn ters
matrisasy yokdur.

AB kdpeltmek hasylynyn kesgitlemesini A kdpeldiji matrisanyn
suttinlerinin sany B kopeldiji matrisanyn setirleriniin sanyna deni bolan
kwadrat dal matrisal Ggin hem girizmek bolar. Bu sertde A matrisanyn
islendik (m) sany setiri, B matrisanyn islendik (n) sany sitiini bolup biler.
AB matrisanyn m setiri we n sitiini bolar, onun elementleri (27) formula
arkaly kesgitlenyér.

4-nji mysal. AB kdpeltmek hasyly tapmaly:

5 4
123-1 3 9
A=1045-2|, B= ;
1-5
710-3
9 -7

BA kopeltmek hasyly alyp bolarmy?

< A matrisanyn slttnlerinin sany B matrisanyn setirlerinin sanyna
den. (27) formula arkaly alarys:
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1 0..0
E=/0 1..0|=diag(11..1) 7
0 0..1

Setirlerinin we sutunlerinin sanlary den matrisalara 6lgcegdes matrisalar
diyilyar.

Eger A we B defi 6lgegli matrisalar bolup, A matrisanyi her bir a;,
elementi degislilikde B matrisanyii b, elementine den, yagny a, =b,
bolsa onda A we B matrisalara den matrisalar diyilyar we

A=B (18)
gornusde yazylyar.
2. Matrisalaryi Ustunde amallar. Ters matrisa
an a12 ain bn blZ bln
A= a21 a22 aZn , B= bZl bZZ bZn (19)
aml amZ amn bml me bmn

matrisalar G¢in her bir elementi ol matrisalaryn degisli elementlerinin
jemine deti bolan, yagny elementleri

c, =, +b, (=12..m; k=1..,n) (20)
denlik boyunca kesgitlenyéan
Cy Cp...Cyh
Co Cy Cypy .Gy 1)
Coi Crz - Cop
matrisa A we B matrisalaryfi jemi diyilyar. A we B matrisalaryn jemi
C=A+B (22)
gornusde belgilenydr. Olaryn tapawudy hem s.m. kesgitlenyar :
D=A-B, (23)
bu yerde
D= (dik )mn’ dy =a, —by . (24)
A matrisanyn ahli elementlerini 4 sana kopeldilmegi bilen alnan
B=1A (25)
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matrisa A matrisanyn A sana kopeltmek hasyly diyilyar, sunlukda,
by = Aay. (26)

Sol bir tertipli A we B iki kwadrat matrisa tcin asakdaky diizgiin boyunca
duzilen sol tertipli Gglinji P kwadrat matrisa olaryii AB képeltmek hasyly
diyily&r: P matrisanyni i-nji setir bilen k-njy situninin kesismesinde
yerlesydan p, elementi A matrisanyn i-nji setirinin elementlerinin B
matrisanyn k-njy sutlninin degisli elementlerine kdpeltmek hassyllarynyn
jemine den, yagny

Pic = &y +ayby +aby +..+a, b, (27)
Umuman matrissalar orun ¢alsyrma kanunyna boyun bolmayarlar, yagny
AB#BA. (28)

3-nji mysal. 2-nji tertipli

() oL

matrisalaryn AB we BA kopeltmek hassyllaryny tapmaly.
<lA=(a,),, B=(b,), matrisalar tgin (27) formulany ulanyp,
gorkezilen kopeltmek hassyllaryii umumy anlatmalaryny tapyarys:

AB= ay ap | (by by _(ayby+a, by A, b, +a, by
8y 8y ) \by by ay by +ay by, @y b, +a,b,

BA= by by ay d, | (bya,+b,a, bya,+b,ay
by by ) {8y @y by ay +0y 8, by a, +by, ay,

Bizin mysalymyzda
g [30)(00)_(3:0+0:4 3:0+0.0) (00
~l00){40) 10.0+0-4 0.0+0.0) 00/
- [00)(30)_(0:3+0-0 0:0+0:0) (0 0
“140/l00) (4-3+0-0 4.0+0-0) (12 0/

Bu kopeltmek hassyllary ti¢in (28) densizlik yerine yetydr. Bu mysalda AB-
nol matrisa. Bu mysal kopeldijilerin ikisinin hem nol matrisa bolmadyk
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yagdayynda olaryn képeltmek hasylynyn nol matrisa bolup biljekdigini
gorkezyar. Kwadrat matrisalar kopeldilende (17) birlik matrisa sanlary
kopeltmekdéki birlik yalydyr, yagny

AE=EA=A (29)
Birlik E matrisa Ggin
ATA=AAT=E (30)
detiligi kanagatlandyryan A" matrisa A matrisanyi ters matrisasy diyilyar.
A#0 (31)
serti kanagatlandyryan matrisa ayratyn dal matrisa diyilyar.
A Ay Ay
4 1 .
At 1A A A, -
A | o
Ay Ay A

matrisa garalyn, bu yerde A, (15) matrisanyn a, elementlerinin algebraik
doldurgyclary (setiriti algebraik doldurgyclary sutunde yazylyar). (32)
matrisa Ucin (30) denligin yerine yetyandigine barlagyn Usti bilen g6z
yetirip bolyar. Diymek, (32) matrisa (15) matrisanyi ters matrisasydyr. A~
matrisanyn berlen ayratyn dal A matrisa gin (30) serti kanagatlandyryan
yeke-tdk matrisadygyny belldlin. Hakykatdan hem, eger C matrisa
AC=CA=E denligi kanagatlandyryan bolsa, onda

CAAT =C(AA)=CE=C, CAA'=(CA)JA*—EA =A™
denlikler esasynda C = A™.
Bellik. Matrisalaryn kdpeltmek hasylynyn assosiatiwlik hasiyeti
bardyr, yagny (AB)C=A(BC). Goy, n tertipli t¢ erkin
A=(g;) B=Ib;) C=I\c;) matrisalar berlen bolsun. Belgilemeleri
girizelin:
AB=U=(u;) BC=V=[v)
(AB)C =S = (Sij )’ A(BC) =T= (tij)

n
u= Y ayb , vig=bycy, S=UC, T=AV
K=1

bolyany sebépli,
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bilen, tekizligin nokatlar kopliigi we kompleks sanlaryn kopligi 6zara
birbahaly degislilikli képliklerdir. Sunlukda, hakyky san absissalar okunda
we hyyaly san ordinatalar okunda sekillendirilyér. Sonun tgin hem
absissalar okuny-hakyky ok, ordinatalar okuny bolsa-hyyaly ok diyip
atlandyryarlar. Kompleks sanlar sekillendirilen tekizlige kompleks tekizlik

diyilyér. z we —z sanlar 0 nokada goéra, z we Z sanlar bolsa hakyky oka
g0Ord simmetrik yerlesyérler.

A y
-z z
X
_x N
_z “SeE
A
¥
21-nji surat.

Kompleks sanlaryii z=x+iy gornisdaki yazgysyna olaryii
algebraik gornusi diyilyar .

2. Kompelks sanlaryi trigonometrik gérndsi. z = x + iy kompleks
sanyfi tekizlikdaki sekiline seredelii we tekizlikde polyar kordinatalar
ulgamyny alalyfi. Goy , O polyus dekart kordinatalar sistemasynyn
baslangyjy bilen we polyar oky Ox oky bilen gabat gelsin . Onda z nokadyfi

koordinalary (r, ¢ ) bolar , bu yerde r :‘Z‘ , @ bolsa hakyky Ox oky bilen z

wektoryii arasyndaky bur¢. Sunlukda, eger bur¢ sagat dilinin hereketinin
tersine Osydn hasaplanylsa +¢  we sagat dilinin hereketinin ugruna
hasaplansa — ¢ kabul edilyar. Bu burca z(z # 0) kompleks sanyfi argumenti
diyilydr we argz belgi bilen belgilenydr . z = 0 san (gin argument
kesgitlenmeyar.

120

I.4. WEKTOR ALGEBRASY
§4.1. Esasy dustnjeler
Ugrukdyrylan  kesime wektor diyilydr.Suratda wektoryn ugry
adatca peykam bilen belgilenyér .(1-nji surat)

A— B Eger wektoryn baslangyjy A no-
C D katda, ahyry B nokatda bolsa,
onda wektor AB ya-da AB bilen
M N L K belgilenyér. Wektoryn baslangy-
> < jyna onun goyma nokady hem di-
1-nji surat yilyar. Wektorlar a,b wes.m

bilen ya-da a,b we s.m bilen belgilenyar. a wektoryn uzynlygyna bu
wektorynn moduly diyilyar. Ol H gornusde yazylyar. Wektoryin moduly —
otrisatel dal skalyar ululykdyr.

......

ol O bilen belgilenydr. Nol wektoryn moduly nola den, ugry bolsa
kesgitlenmedikdir. Uzynlygy bire den bolan wektora birlik wektor diyilyar
Parallel gonilerde (ya-da bir goniide) yatyan wektorlara kollinear wektorlar
diyilyér. Mysal tgin,

1-nji suratda CD we MN,KL we MN,CD we KL wektorlar
kollineardyrlar. Den uzynlykly ugurdas kollinear wektorlara denn wektorlar
diyilyar.

(2-nji (a) suratdaky ABCD parallelogramyn BC we AD wektorlary der)
AB we CDwektorIaryn ugurlary garsylykly bolany ucin ABHCDU

Ay

2-nji surat (b

OM; OM, wektorlaryn ugurlary dirli bolany tgin OM;# OM,
bolyandygyny belldlin, bu yerde M;, M, nokatlar O nokatda merkezi bolan
R radiusly téweregin dirli iki nokadydyr (2- nji (b) surat). Den uzynlykly
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garsylykly ugrukdyrylan wektorlara garsylykly wektorlar diyilyér. (2-nji
(a) suratdaky AB we CD). a wektora garsylykly wektor — a bilen
belgilenyar.
Parallel tekizliklerde (ya-da bir tekizlikde) yatyan wektorlara komplanar
wektorlar diyilyar.
Her bir a wektor we A nokat t¢in baslangyjy A nokatda we a

wektora den bolan, yagny AB= a bolyan yeke-tdk AB wektorlary gurup
bolyanlygy wektorlarlaryn defliginin kesgitlemesinden gelip ¢ykyar.

Goyma nokadyny erkin saylap bolyan wektora erkin wektor
diyilyar.

8 4. 2. Wektorlar bilen gecirilyan ¢yzykly amallar

Wektorlary gosmaklyga, ayyrmaklyga we sana kdépeltmeklige olar
bilen gecirilyan ¢cyzykly amallar diyilyar.
b wektor a wektoryn sonundan goyulanda baslangyjy a

wektoryn baslangyjy bilen , soity b wektoryin sony bilen gabat gelydn
ucunji ¢ wektora a we b iki wektoryn jemi diyilyar (3-nji (a) surat ). c
wektor Ucburcluk ( 3-nji (a) surat) ya-da parallelogram (3-nji (b) surat)
dlizgiini boyunca alynyar.
4 b B4
L

& - al /

B
0 & T
@) 3-nj1 surat (b)

Uc we ondan-da kop wektorlaryn jemi hem suna menzeslikde kesgitlenyar.

4-nji suratda G¢ sany a, b, ¢ wektorlaryn jemi sekillendirilen.
Gornusi yaly wektorlaryn jemi kommutatiwlik hasiyete eye:

a+b=b+a,
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2y =23 = (X +1Y2) = (X +1y) = (% = X2) +i(y; —¥2) (6)
z,we z, iki kompleks sanyn payy diyip, Z; = Z - Z, deiligi

VA
kanagatlandyryan Zsana aydylyar we Z; : Z, ya-da -1 belgi bilen
Zy
belgilenyar:
o 4
Z:Z]_ZZ ya-da .l =—
Zy
Islendik iki z,,z, # O kompleks san ligin z, = z- z,dedligii yeke-tak
¢oziiwi bardyr.Dogrudan hem, bu denligin iki bolegini-de z_2 sana
kopeldip,
deiiligi alarys. Yone, z, -z, =|z,|° we |z,|# 0, cinki z, # 0.
Indi (7) denligi izsana kopeldip,
Z2
4 _ 17 47

7, 107, \22‘2

(8)

denligi alarys.
Eger 2z, =X, +1y;, Z, =X, +1y, bolsa, onda (8) formula

i _ X +iy1 _ (Xl +iy1)(X2 _iyz) _ XXt WY, +i X Y1 = XY,

= . . - - 2 2 2 2
Z, X, 1y, (Xz +1y, )(Xz - Iyz) X, tY, X, TY,
gornlsi alar.

8 5. 2. Kompleks sanlaryn geometrik sekillendirilisi we olaryn
trigonometrik gornusi

1. Kompleks sanyii sekillendirlisi. Goy, tekizlikde goniiburgly
dekart koordinatalar sistemasy berlen bolsun. z = X +1iy kompleks san
tekizlikde koordinatalary (x; y)bolan nokat bilen belgilenyar. Seylelik
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_ - ——N

az"=a-(z")=a-(2)
denligi alyarys. Sonun yaly,

2,+2,=2,+1,

az" +bz™ =a(z)" +b(z)"
denliklerin dogrudugyny ansatlyk bilen barlamak bolar. Indi
2= ‘E‘
22 =|7°
formulalary (3) we(4) denliklerden alyp bolyandygyny bellalin.

Kompleks sanlary kopeltmek we gosmak amallary (gin asakdaky
2.(zy+25) + 23 =20 + (2, + 23), (21 2,) 23 = 24(Z;, - Z3),

denliklerin yerine yetyandigini gérmek kyn daldir. (6zbasdak gorkezmeli).

1-3 hésiyetlere gora, kompleks sanlar bilen gecirilyan képeltmek we
gosmak amallar hakyky sanlar bilen gecirily&dn degisli amallar yalydyr. 0
we 1 sanlaryn hésiyetleri kompleks sanlar kopliiginde hakyky sanlar
kopllgindéki yalydyr.

z + 0=z, l-z=1z

Kompleks sanlar G¢in hem gosmak amalyna ters bolan ayyrmak amaly we
kdpeltmek amalyna ters bolan bolmek amaly bardyr.

Islendik iki z,, z,kompleks sanlar Gcin Gginji z kompleks san
tapylyp, olar tigin

Z+2,=1, 5)
denlik yerine yetydr. z ana z, hem-de z, sanlaryn tapawudy diyilyar we
Z, — Z, belgi bilen belgilenyar :

1=12,-1,.
0-z tapawut -z bilen belgilenyar. (1) we (2) denliklerden islendik iki
kompleks sanlar tcin (5) denlemanin dine yeke-ték ¢ézuwinin bardygy

gelip ¢ykyar.
Seylelikde,
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a+(b+c)
¢ (@l f e e
4-nji surat
ciinki OB =OA + AB = a+b weOB = OB + B!B = b +a (3-nji surat (b))
OC =0B+BC = (0A+AB)+BC = (a+b)+c we
OC=0A+AC=0A+(AB+BC)=(a+b)+c  bolandygyna gora
wektorlar Ucin assosiatiwlik hésiyeti yerine yetyér:
(a+b)+c=a+(b+c). (44)
Jem Kkesgitlenende wektorlaryn komplanarlygy gdz oniinde tutulmady.

a,b,c ¢ sany komplanar dal wektorlaryn jemi parallelepiped
diizgiininden alynyar: yagny at+b+c jem OD wektora dei, bu yerde OD

kesim O nokatda goylan OA=a , OB=b , OC=c wektorlarda gurlan
parallelepipedin diagonaly (5-nji sur ).

o = 8
5-tijl surat
Jemin kesgiitlemesinden
a+o0=a (45)
bolyandygy gelip ¢ykyar.
a+(-a)=0, (46)

yagny garsylykly wektorlary jemi nol wektora de. b wektor bilen
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jemde awektory beryan d wektora a we b iki wektoryn a-b
tapawudy diyilyér.

eger b+d =a bolsa, onda a—b =d, (47)
a we b wektorlaryn a-b tapawudyny almak Ugin olary bir nokatdan
goyup, ikinji wektoryn sonuny birinji wektoryn sony bilen birikdirmek
zerurdyr (6-njy a surat).

6-njy surat

a-b=a+(-b) (48)
bolyandygyny bellalin, a-b tapawut a we (—5) iki wektoryn jemine den,
bu yerde (—5) wektor b wektora garsylykly wektor ( 6-njy (b)

surat).@; a, OB=b wektordan gurlan OABC parallelogramyn
wektor-diagonallary degislilikde bu wektorlaryn jemi we tapawudydyr (6-
njy (¢)surat).

b=a a (49)

wektora a wektoryn o sana kdpeltmesi diyilydr. Sunlukda, b wektor 1)
‘5‘:|a| H ; 2) o > 0 bolanda 5 we 5 wektorlar birmenzes
ugrukdyrylan ; 3) «a < 0 bolanda garsylykly ugrukdyrylan sertleri
kanagatlandyryar. (7 —nji (a) suratda a,—2a,3,5a wektorlar gorkezilen);

eger a =0 ya-da a=0 bolsa, onda b =0 boljakdygy disuniklidir.
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Eger y = 0 bolsa, onda z = x hakyky sany alyarys. Diymek, hakyky
sanlar kompleks sanlaryn hususy kalydyr. x = 0 bolanda alynyan z =iy
sana sap hyyaly san diyilyar.

Iki z; =% +1y; we Z, =X, +1y, kompleks san ditie X; =X, ,
Y, = Y, bolanda den diyip hasap edilyér, yagny
(z=2,)= (Rez; =Rez,,Imz; =Imz,). ()
Eger x =0 we y = 0 bolsa, onda z = x + i y kompleks san nola den
diyilyar.

Egerz, = X, +1y,Z, = X, +1y,bolsa, onda z = (X + X, ) +i(y, +Y,)
(O +iyy)+ 0 +iy2)= (0 + %)+ iy +¥2) )
Z=XX,—VY,Y, +i(X,y, +X,y,;)  kompleks sana bolsa ol kompleks
sanlaryn kopelmek hasyly diyilyar. Bu formulany (X, +1iy,)(X, +1y,)
kopeltmek hasyldan kopagzalaryn kdpeldilis diizguninden peydalanyp we

i® = —1desiligi ulanyp alyp bileris.

|| belgi bilen belgilenyér.

2| = |x+iy| = y/x* +y° 3)

‘Z‘ > Obolyandygy aydyndyr we ‘Z‘ = O denlik dine z=0 bolanda yerine
yetyar. _
X —iy kompleks sana Z = X + 1y kompleks san bilen catyrymly san
diyilyar we z belgi bilen belgilenyar:

E:x+iy:x—iy. (4)

Kesgitlema gord, (Z) = Zdenlik islendik kompleks san Ggin dogrudyr.

Eger z = x bolsa, onda E = )_( = X. Diymek, hakyky san bilen catyrymly
san onun 6zi bolyar.

(22) =177 =(2)? deiligi ulanyp, (z") = (2)" deiiligi yeiillik
bilen alyp bileris. Bu denilikden bolsa, hakyky a san (icin
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11. Eger a we b wektorlar kollinear dal bolsa, onda A -nyi haysy
bahasynda Aa+b we 3a+ Ab wektorlar kollinear bolar?

12. a, b, ¢ wektorlaryn garysyk kopeltmek hasylyny tapmaly.
T)a (1,-11),b(7,3,-5), c(-2,2,-2)
2)a (3,51),b(4,0,-1), c(2,1,1)

3)a(2,1,0),b(3,4,-1),c(-1,-3,1)
#a(1,2,3),b(3,-21),¢c(2,1,2)
Jogaplar
: : 2, 13
L(-12,-2); (0.0 2.a=2, f==

3.a=0,p=-1,y=-4

4.1)3/\2 ; 2)0; 3)-6. 5.1)3:2)-1: 3)0: 4)22:5)-1:6)0.

6.1) 0 ; 2) arccos(4/5) ; 3) 90° ; 4) arccos(—S/\/TO) ;
5) arccos(5/9) ; 6) 180° ; 7) 90°.
7.1)(-28,-14) ; 2)-13; 3)77.8.1)0; 2) -4 ; 3) 2.
9.1) (-11,19,-7); 2) (0,0, 0) : 3) (0,0,-15).
= =7 . - - —  — 9 - —
10.1) Z[b : a] ; 2) [a : b]+4[b : c}+5[c : a}.ll. Azi\/§.
12.1)0 ; 2)-23 : 3) 0 ; 4) 6.

I. 5. Kompleks sanlar barada disunje
§ 5. 1. Kompeks sanlaryn kesgitlenisi we olar bilen gecirilyan amallar

Goy, x,y hakyky sanlar bolsun. Onda z =Xx-+1iy ailatma kompleks
san diyilyar, bu yerde 1 =+/—1. Sunlukda, x- onui hakyky bélegi, y-

bolsa onun hyyaly bolegi diyip atlandyrylyar. Olar Ggin Rez =%, Imz=y
belgiler ulanylyar.
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iy
a By
. "2a B~ ApB
357 '/<\ \
> O a A TA O A1 B
(@) (b) (€)
7-nji surat
Wektoryn sana kdpeltmek hasylynyn asakdaky hasiyetleri bardyr:

a(pa)y(ap)a; (50)
a(atb)=aa+ab; (51)
(a+Pla=a a+pf a (52)

Bu hésiyetleri subut edelin
o(Ba)| =a] | a|=lal ] fa] . [(o3)] =[ap] |8 =|a B] 4] ,
bolyanlygy ugin a(ﬂa) we (a8)a wektorlaryii den uzynlyklary bardyr.

we birmenzes ugrukldyrylandyr c¢lnki bu ugurlar o § >0 bolanda a
wektoryn ugry bilen gabat gelydr we o f < 0 bolanda ona garsylyklydyr
netijede, & (B a)=(a B)a, yagny (50) deiilik dogrudyr.

Eger o >0 bolsa, onda (51) denlik aweb wektorlaryn kollinear dal
bolanda OAB we OA;B; (7-nji (b) surat) tcburclyklaryn menzegliginden, bu

yerde OA=a, AB=b, OA=a a,0OB =ab; ya-da a we b
wektorlar kollinear bolanda SOB we SO;B; (7-nji (¢) surat) ugburglyklaryn

menizesliginden gelip ¢ykyar, bu yerde SO =aSO,0A=a, AB=bh.

a < 0 bolan yagday suna menzeglikde gorkezilyar.
aff >0 diyip guman edelin. (52) denligin iki béleginde duran
wektorlaryn birmenzes ugurlary bar

o+ pa| = |wa| +|pa| = |o [ + |B] o] = (o] +|B])a = e + ][] =
=|(@+p)d
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bolany gin olaryn den uzynlyklary bar. Sunlukda, (a + )5 =a5+,8 a.
Eger o /3 <0 we mysal iiin, || >|a| bolsa, onda o + 8 we (-a ) - nyi
birmenzes alamatlary bar; subut edilenin esasynda
(+pB)a+(-a)a=(a+p—-a)a=pa,
(e +p)a=aa+ fa.
Matematiki induksiyanyn usulynyn kémegi bilen
a(@i+az+..+an)=qai+aaz+..+aan (53)
(0 +a, +..+a,)a=cai+aas +..+aan (54)
denlikleri subut etmek bolar

84. 3. Iki wektoryn kollinearlyk serti

Eger a-kabir nol dil wektor we ao- sol wektoryn ugry boyunca
ugrukdyrylan birlik wektor bolsa ( 8-nji surat ), onda wektory sana
kopeltmegin kesgitlemesinden

_=H50 (55)
denlik gelip ¢ykyar. Bu deiiligini iki bolegini o, = W
a

(]5\ # 0) sana kopeldip alarys:
aw=ta  yada  ao = (56)
g g
Teorema. Nol dal a we b iki wektoryn kollinear bolmagy ugin
b=ca (57)
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
< Hakykatdan hem, wektory sana kdpeltmegin kesgltlemesme gora

eger (57) denlik yerine yetyan bolsa, onda b we a wektorlar kollinear, bu
bolsa ¢ykyar.Tersine, eger bwe a kollinear wektorlar bolsa , onda a0 we
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) a(4,-1),b(-1,-7) 4)a(3,2,-5),b(10,1,2)
2)a(2,1),b@,-3) 5)a(1,0,3), b(-4,15,1)
3)a(L,2),b(-4,2) 6) a(2,1,5),b(7,-9,-1)
bolsa @ We b wektorlaryn skalyar kdpeltmek hasylyny hasaplamaly.
6. aweb wektorlaryn arasyndaky burgy tapmaly.

1) a(1,2),b(2,4) 5)a(l,—1,1),b(5,1,1)
2)a(l,2),b(4,2) 6)a(l,-1,1),b(-2,2,-2)
3)a(,2),b(-2,1) 7)a(l,-1,1),b(3,1,-2)

4)a(l,-1),b(-4,2)
7.a(-1,2) ,b(5,1), c(4,—2) i wektor berlen.
Hasaplamaly
)b(a,c)-c(a,b), 2)\a\ b.c) 3)\b\ +(b,a+3c).
8. ABC ucburclukda taraplarynyn uzynlygy berlipdir. Eger,
1|AB|=5 , |BC|=3 , |AC|=
2)|AB|=7 , [BC|=4 , |AC|=
3)|AB|=3 , [BC|=2 , |AC|=
bolsa (A_C,ﬁ) skalyar kopeltmek hasylyny tapmaly.
9.a we b wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyny hasaplamaly.
Da(3,-1,2),b(2,-3,-5);

2)a(2,-1,1),b(-4,2,-2); 3)a(6,1,0), b(3,-2,0)
10. Anlatmalary yonekeylesdirmeli
1)[a+b a- bJ

2)[a—b+%c , —5+25—55}
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uc wektoryn garysyk kopeltmek hasyly

Xl Yl Zl
abc=|X, Y, Z, (121)
Z3 Y3 Z3

formula bilen kesgitlenyér.

< 556 = [5, B]E bolany ugin,

Yl Zl Xl Zl Xl Yl
Y2 ZZ X2 ZZ X2 Y2
denligi alarys. Ol bolsa (121) formula dengtycludir. Clnki, sonky denligin
sag bolegi (121) denlikden kesgitlenyén tcunji tertipli kesgitleyjinin ¢unji
setirin elementleri boyunca dagytmasydyr. >

abc =X,

3 3

Gonukmeler

1. a(, 2), b(-5,-1),c(-1 3) wektorlar berlen. 2a+3b—c,
16a+5b—9c wektorlaryi koordinatolaryny tapmaly.
2.a(1,3),b(2,-1), c(—4,1) wektorlar berlipdir.

aa+ ﬁB +c=0 deilik yerine yeter yaly « we [ sanlary tapmaly.
3. a(3,0,-2),b(1,2,-5), c(-1,1,1), d (-1,3,4) wektorlar

berlipdir. a5+ﬁ5+}/6+azo denilik yerine yeter yaly o ,f,y
sanlary tapmaly.
4. Eger,

1) \5\:3 , \B\ =1, L(a,b) =45
2) \5\: 4, \B\ =2, L(a,b)=90°
3) H: 2, ‘5‘ -3 a We b wektorlar garsylykly ugrukdurylan

bolsa @ We b wektorlaryn skalyar kdpeltmek hasylyny tapmaly.
5. Eger,
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b, birlik wektorlar birmetizes ugrukdurylan (8-nji (a)surat) ya-da olaryn
garsylykly ugurlary bar (8-nji (b) surat ), yagny,

iy it iy s
e . —»
b booh
— e a 4
(a) B-j1 surat (h
a0 =ho YVa-da a0 =—ho (58)
(56) formulany goz 6niinde tutup, soniky denlikleri seyle yazmak bolar:
g = g ya-da g = —g : Bu denliklerden
el B A
— b ~ -
b= Ua ya-da b= —Ua gelip ¢ykyar, yagny
g g
b s B P
b=aa, buyerde a== yada a=-—1=
g g
8 4. 4. Wektoryi oka bolan proyeksiyasy
B _
i | Ginislikde AB wektor we I ok berlen bolsun.
! (9-njy surat). Goy, A; nokat A nokadyn | oka
¥ : proyeksiyasy , B, nokat bolsa B nokady |
AP |7 oka proyeksiyasy bolsun. Yagny berlen
Aq By nokatlardan bu oka gegirilen perpendikulyar-
9-njy surat laryn esaslary bolsun.

A B, wektoryii ululygyna AB wektoryi | oka proyeksiyasy diyilyar we
pr, AB bilen belgilenydr, yagny
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AB, = pl’,ﬁ (59)
AB wektoryn proyeksiyasy gin
pr AB=/AB/ cos ¢ (60)

denlik dogrudyr, bu yerde ¢ bur¢c AB wektor bilen I okuni arasyndaky
burcdyr. a=b bolanda (18) dennlik easynda

pr, a= prb (61)
bolar. Yagny, den wektorlaryi sol bir oka proyeksiyalarynyn dendigi gelip

cykyar.
Wektoryti oka bolan proyeksiyalarynyn asakdaky hasiyetleri  bar :

pr(a+b)=pra+prb; (62)

pr, (ea) = o pr,a (63)
Goy, AB=a,BC=h, AC=a+b, A, B, C; bolsa, degislilikde A
B C nokatlaryn | oka proyeksiyalary bolsun (10-

njy sur). | okun A,, By, C; ¢ nokady ugin esasy
toZzdestwany yazalyn: A;B;+B;C;=A;C;.

10-njy surat
Kesgitlemi gora A B, = pr,a,B,C, = pr,b, AC = pr,(a+b) Bu i

denlikleri 6ndéki denlikde goyanymyzda, (62) denligi alarys . (63) denlik
OAA;, OBB; ucburglyklaryn menzesliginden gelip ¢ykyar.

(11-nji surat)

11-nji surat.
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uclik bolsa onda “gosmak” , ¢ep Uclik bolsa “ayyrmak” alamaty alynyar.
Sonky (¢ denliklerden,
ablc=+sh, [ablc=+Vv (115)
denlikleri alarys. >
1-nji netije. Wektorlaryn komplanar bolmagy Ggin

[a, b]c =0 (116)
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
< Goy, a, b, c komplanar wektorlar bolsun, onda [5, B]LE we
bu yagdayda (116) denlik yerine yetyar.

Eger-de (116) denlik yerine yetyan bolsa, onda wektorlar komplanar
bolar. CUnki, tersine bolan yagdayynda taraplary bu wektorlar bolan
parallelepipedin ~ géwrimi  noldan  tapawutly  bolar.  Yagny,
[5, B]E =+V # 0. Bu bolsa serte garsy gelyar. >

2-nji netije.
[a, b] c=a [b, c] (117)
< Skalyar kopeltmek hasylynyn kopeldijilerin tertibine bagly

daldigine gora a[b,c =|b,cla. 3-nji teorema layyklykda
A bJc=sv, [b clazv.
(2,b,) , (b,c,a) - ugurdas glikler bolany tigin sonky iki derlikde sol bir
alamaty almaly. Onda,
3, bJc =|b, cla = ap, ¢| >

(116) denligi goz oniinde tutup, [a, b]c we a[b, c] garysyk kopeltmek
hasyly abc bilen belgileyarler, yagny

abc=|a, blc =alp, ¢ (118)
Bellik. 5,5,6 wektorlar tgin
abc=bca=cab=-bac=-cha=-ach (119)

denlikler dogrudyr.
2. Koordinatalary bilen berlen wektorlaryi garysyk kdpeltmek hasyly
4-nji teorema.

a = (X1’Y1’Z1)a B: (XzaYzizz)’ E: (X3,Y3,Z3) (120)
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Lyt
2

§ 4. 10. Ug wektoryn garysyk kopeltmek hasyly

1. Garysyk kopeltmek hasylynyn kesgitlenisi. Goy, a,b,c wektorlar
berlen bolsun. a wektory b wektora wektor kopeldelin, alhan [5, 5]

kopeltmek hasyly ¢ wektora skalyar kopeldelin, netijede wektor-skalyar
kopeltmek hasyly ya-da a,b,c uc wektoryn [5, B]E garysyk kopeltmek
hasyly diyip atlandyrylyan sany alarys.

4-nji teorema. Ug komplanar dal wektorlaryn [5,5]6 garysyk
kopeltmek hasyly, (5,5,6) sag Ugluk bolanda, gosmak

orRT T PEE

20-nji surat.
cep Ucluk bolanda bolsa, “-” alamaty bilen

alamaty bilen alnan,

X

ol

‘OI
N—

alnan OA=a, OB = 5 OC =c wektorlarda gurlan parallelepipedif
gOéwriimine dendir.

< Taraplary OA=a, OB=b wektorlar bolan parallelograma
garalyn. (20-nji surat). Gornisi yaly bu parallelogram garalyan
parallelepipedin esasydyr. Onun S meydany (101) formula boyunca
tapylyar.

(102) denligi ulanyp, [a, bjc = (Se)c = S(ec) dexligi alarys. (82)
denlige gora (éE) :H préE = préE bolar.

Beyleki tarapdan, préc_: =+ h, bu yerde h parallelepipedin OADB
esasyna gecirilen beyikligidir (20-nji surat). Sunlukda, (5, b, E)— sag
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Matematiki induksiya usulyny ulanyp,

pr, (a1+az+..+a1)= pr,a: + pr,az ot pr,E. (64)
denligi subut edip bolyar (6zbasdak gorkezin !). Eger
a,, a, .., q (65)

wektorlaryn erkin tlkenikli sistemasy, «; , o, ,...,c; hakyky sanlaryn
erkin sistemasy bolsa, onda
a= a1a1+aa2+ Ao, ai (66)

wektora (65) sistemanyn wektorlarynyn ¢yzykly kombinasiyasy
diyilyér . (63) we (64) denliklerden

pr,(a a1+ a,az +...+a,a1) = o, pr,ai + o, pr,az + ...+ a, pr,ar (67)
denlik gelip ¢ykyar.

8 4. 5. Giniglikde wektoryn gontburcly dekart koordinatalary.
Wektoryn uzynlygy. Wektoryn ugrukdyryjy kosinuslary

Giniglikde  baslangyjy  goniburcly  dekart  koordinatalar
5|stemasynyn baslangyjy bilen gabat gelyédn, ahyry M nokatda bolan

r= OM wektora M nokadyn radius wektory diyilyér (12-nji surat).
r wektoryn koordinatalar oklaryna bolan

X = per , Y= pryF , L= przF (68)
proyeksiyalaryna onuti X, Y, Z gontburcly dekart koordinatalary diyilyar.
r(X,y,z), r={x,y,z}, r=(X,Y,2) (69)

yazgylaryn her biri r wektoryin X, Y, Z koordinatalarynyni bardygyny
anladyar. Eger x y z - ginislikde M nokadyn gonuburcly dekart
koordinatalary bolsa, onda
X=x, Y=y Z=z7, (70)

Yagny OM  radius-wektoryn  koordinatalary  berlen  nokadyi
koordinatalaryna dendir.

Koordinatalar oklarynyn (ortlar diyip atlandyrylyan) i, j, k birlik
wektorlaryna we

OA=Xi,0B=Yj,0C=Zk (72)
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Z A
C
[ Y
M.
k4r
0} pf >t
7 B
A
X 12-nji surat.

wektorlara garalyn , bu yerde A, B, C - gonlburcly parallelepipedin
depeleri, OM bolsalar onun dioganaly (12-nji surat) (A, B, C nokatlar M
nokadyn koordinatalar oklaryna bolan proyeksiyalary, OA=X, OB=Y,
OC=Z bolsa OM wektoryn koordinatalar oklaryna proyeksiyalary).
Wektorlaryn jeminifi kesgitlenisine géra OM =0OA+OB+0C, sonui
ugin

r=Xi+Yj+2zk. (72)

Bu formula r wektoryn i, ] k bazis wektorlary boyunca dagytmasyny

anladyar. (72) formulanyn sag boéleginddki wektorlara r  wektoryn
dizljileri ya-da komponentleri diyilyar. Gonuburcly parallelepipedin
diagonalynyn kwadraty hakyndaky teoremanyn esasynda (69) (ya-da (72))
wektoryn uzynlygyny onun koordinatalary arkaly anladyan formulany

alarys:
H Ny (73)

Wektoryn  koordinatalar oklary bilen emele getirydn «, B,y
burclarynyn kosinuslaryna wektoryn ugrukdyryjy kosinuslary diyilyér. (18)
formulany g6z 6niinde tutup, (69) wektor gin

:‘F‘ cosa, Y =M cosp, Z =H cosy. (74)

denlikleri alarys. (73) we (74) denliklerden r wektoryn ugrukdyryjy
kosinuslary Ggin:
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2 2 2
S :\/Yl Zl Xl Zl Xl Yl (113)
Y2 ZZ X2 ZZ X2 Y2
formula bilen hasaplanyar
2-nji netije. ABC uc¢burclugyn meydany
S =%‘ [A_B,A_C” (114)

formula boyunca kesgitlenyar. Bu formula (101) formuladan gelip gykyar.

Cunki ABC ucburglugyn meydany AB we AC wektorlaryn Ustiinde
gurlan parallelogramyn meydanynyn yarysyna dendir.

1-nji mysal. a=(7,-5,-6), b=(1,—2,-3) wektorlar

berlen [5, 5] wektor kopeltmek hasylynyn koordinatalaryny tapmaly.
< (112) formuladan peydalanyp alarys:

i ] K

SR 5 —¢. [7 -6 |7 -5

[a,b]=7—5—6= s _3'h _3ith 2k,
1-2 -3

la,b]=3i+15j-9, [a, b|]={315,-9}>
2-nji mysal. Ucburclugyn depeleri A (-1, -1, 1), B (1, -3, 4)
C (3, -1, -5) nokatlarda yerlesen. Onun meydanynytapmaly

< (82) formula boyunga AB = (2,-2,3), AC = (4,0,-6).
wektorlary tapyp,
(a8, Aacl=([ 2 3% 31° "q|-a2248  bogan

0-6|14-6|4 o YAy

sebdpli (114) formuladan peydalanyp taparys:

S =%‘[E, A_C]‘ =%\/122 +247 +8 =%\/42(32 +6242%) =
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la,(b+c)|=-|b+c).a]=—|p.a]-[c.a]=[a.b|+[a,c] >
2. Koordinatalary bilen berlen wektorlaryn wektor kopeltmek hasyly.
3-nji teorema.

a:(XI’Yl’Zl)! B:(Xzinizz) (110)
iki wektoryn [a, b] wektor képeltmek hasyly
_ X, Z X, Y, |-
[a,b = - bk (111)
XZ ZZ XZ Y2

formula bilen anladylyar.
< Kesgitlemeden we (104) denlikden sag gonuburcly dekart

koordinatalar ulgamynda i, j,k birlik wektorlaryn wektor kopeltmek hasyly
ucin asakdaky tablissa gelip ¢ykyar:
[llJ—O IjJ k, [i,k|=—]

iil=+[ii]-0. [i i,

kil=1, [ki]=-. [k|=0.

Wektor kdpeltmek hasylynyn hésiyetlerini we tablissany gdz éniinde tutup,
la,b = (X, i+Y, G+ 2,50, (X,i+Y, 5+ 2,K)]= (X, Y, =Y,k 1]+
(6,2, ~ 22X,k ]+ (1.2, - 2%,)[ k]
denligi, yagny
la.b|= (1,2, - 2,,)i - (X,Z, - Z,X,) T+ (XY, =Y, X, )k
denligi alarys. Bu yerde ikinji tertipli kesgitleyja gecip, (111) formulany
alarys. >

Bu formulany Gcinji tertipli kesgitleyji gornusiinde hem yazmak bolar:

ik
[a.b]=|x, v, z,]. 112)
X2 Y2 ZZ

1-nji netije. (68) wektorlaryn Gstinde gurlan parallelogramyn
meydany
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Y
cosa = X ; COSf3 =

JXP4y?4 72 JXZiv2iz?
cosy = Z (75)

JX24+Y24272
formulalary alarys.

(75) denliklerin her birinin iki bolegini hem kwadrata goterip we
agzalayyn gosup,
cos® o +cos® f+cos’y =1 (76)
denligi alarys. Seylelikde, wektoryn ugrukdurujy kosinuslarynyn
kwadratlarynyt jemi bire dendir.

(74) formulalardan e birlik wektoryn koordinatalarynyn onun
ugrukdyryjy kosinuslaryna dendigi, yagny

e =(cosa, cos 3, c0Sy) 77
gelip ¢ykyar .
1-nji mysal. a = (L —2,2) wektor berlen . Onuii uzynlygyny we a
wektoryn ugry boyunca ugrukdurylan ao birlik wektory tapmaly.
4 a wektoryn uzynlygyny (31) formula boyunca taparys:

‘5‘ =J1* +(-2)? +2% =3 (33) formula boyunca

1 2 2 — (1 2 2)
cosa=—,C0sff=——,C08y=—,a0=|=-,——,— | >
3 3 3 3 33

8 4. 6. Wektor gatnasyklaryndan koordinata gatnasyklaryna gecmek

1. Wektory sana koOpeltmegin koordinatalary. Goy,
a=(X,,Y,,Z,)wektor we & %0 san berlen bolsun. b=aa wektoryi
koordinatalaryny tapmaly. Proyeksiyalaryni hasiyetleri we kesgitlemeleri

esasynda b wektoryn gozlenilyan X,, Y,, Z, koordinatalary
X,=aX,,Y,=aY,,Z,=aZl, (78)
formulalar arkaly anladylyandygyny alyarys, sebabl
Xz—prb pr, (aa) apria=aX;,Y, =pr, b, Z, =pr, b.
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(78) deiilikler a=(Xy, Yi, Zi) , b=(Xa Ya Z») iki wektoryi
kolinearlygynyn zerur we yeterlik sertini aladyar. Eger Xi, Y, Z; sanlaryn
hic¢ biri nola deti dal bolsa, onda bu dexlikleri seyle yazmak bolar:
Xo Yo _Zy 79)
X1 Yl Zl
Seylelikde, wektorlaryn biratly koordinatalary proporsional bolanda
we dine sonda wektorlar kollineardyr.
2. lki wektoryi jeminii (tapawudynyii) koordinatalary. Goy, iki

sany az(xl, Y1, Z1)) we  b=(Xy Yz Z;) wektorlar berlen bolsun. (62)
we (68) formulalar esasynda a+b jemin wektorynyn X Y, Z
koordinatalaryny alarys:
X=X +X,, Y=Y, +Y, ,Z=2,+7, (80)
a-b=a +(-b) bolany iiin
X'=X;-X,,Y'=Y,-Y,,2'=2,-2, , (81)
buyerde X'Y', Z'sanlar a—b wektoryn koordinatalarydyr.

3. Iki nokat bilen berlen wektoryin koordinatalary. M;M,

wektoryn baslangyjy Mi(X1,Y1,Z;1) nokatda, ahyry M, (X;, Y2, Z,) nokatda
yerlesér. M; we M, nokatlaryn koordinatalarynyn Gsti bilen onun
koordinatalary tcin anlatmany tapalyn. M; we M, nokatlaryn

ZAaM M

13-nji surat

r= OM,,r, =0OM, (13-nji surat) radius wektorlaryna garalyn.

bolyandygyny géz 6nlinde tutup, (81) denlikden M, M, wektoryn X, Y, Z
koordinatalary ugin:
X:XZ'X]_, Y:yz-yl, Z:ZZ'Z]_ (82)
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wektory O nokadyn

hereketinin ugry boyunca 90° burga éwrelin.
Alnan @ wektor [5, a] wektor kopeltmek hasyly bolar.
Hakykatdan-da,

1 08 = [OR [aleos 5 -4 | ~[asin o ~[a[esino:

téwereginden sagat dilinin

2) @ wektor a,c_o wektorlaryn her birine perpendikulyar.
3)5,&,@ wektorlar sag Uclugi emele getiryar.

18-nji suratdaka menzes gurlusy gegirelin. A nokatdan AB=b
wektory alyp goyalyn, onda OB=a+h. Goy, A, we B, nokatlar
degislilikde P tekizlige A we B nokatlaryn ortogonal proyeksiyalary
bolsun. P tekizlikde O nokadyn téwereginden OA B, tcburclugy a = 90°
burca  éwrip, OA,B,  Ucburglugy alarys.  19-njy  surat..

@2 Zﬁz +A,B, we

ot a/'|ﬂ :
(£

19-njy surat.

OB, = [(5+5),Q], @: [EQ , AB, = [_ a] bolyanlygy (gin
bu yerden (108") denlik gelip ¢ykyar. Ony agzalayyn ‘E‘ sana kopeldip,
E:‘E‘a formulany g6z onlinde tutsak, onda (108) denligi alarys. (109)

denlik (105), (108) denliklerden gelip ¢ykyar:
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<1(105) denlik gos-goni kesgitlemeden gelip ¢ykyar. Indi (106)
denligi gorkezelin. [(a 5),5] we a[a,B] wektorlaryn den uzynlyklary bar.

Cinki « >0 (18-nji surat) bolanda [(aa),B]: o ‘5‘ ‘5‘ sing, a<0
bolanda [(aa),B]: ‘aa‘ ‘5‘ sin(z — ) = ‘5‘ ‘5‘ sing . Seyle hem bu
wektorlar ugurdas, sebabi o > 0 bolanda olaryn ugry [5,5] wektoryn ugry

bilen gabat gelydr, o <0 bolanda bolsa ol wektorlar [5,5] wektora

garsylykly ugrukdurlandyr.
(107) formula (105) we (106) formulalardan gelip ¢ykyar. Hakykatdan-
da,

[a.(8b)]=-[(8b).a]=-plp.a]= pla.b]
(108) denligi ilki bilen ¢ birlik wektor bolandaky yagday (cin, yagny

@+b).c|=[ac|+Ioes]  (co]=1) (108)
ic A
= A
[ | QJ E : ;_.-'f
/ B -/
/ < |
/! e | ,.":f
4, . |
18-nji surat.

denligi gorkezelin. Erkin a wektoryn birlik a wektora wektor kopeltmek

hasylyny kesgitlélin. Bellenen O nokatdan oC = a we OA=a wektory

alyp goyalyn. O nokadyn Usti bilen a wektora perpendikulyar bolan P

tekizligi gegirelin (18-nji surat). Goy, A, nokat A nokadyn P tekizlige

ortogonal proyeksiyasy bolsun. a wektoryn tarapyndan seredeninde @
108

denlikleri alarys. Seylelikde, wektoryn koordinatalaryny tapmak (gin onuti
ahyrynyn koordinatalaryndan baslangyjynyn degisli koordinatalaryny
ayyrmak zerurdyr.

4. Wektorlaryn ¢yzykly kombinasiyasynyi koordinatalary. n sany

alz{XL Y1, Z1}, azz{xz, Yo, Zo},..., an = {X 0 Y ,Zn} wektorlar we
olaryn ¢yzykly kombinasiyasy
azalal +a252 +...+an5n (83)

berlen bolsun. (67), (68) formulalary g6z o6ninde tutup, (83) wektoryn
koordinatalaryny

X=a, X +a,X,+..+a X ;

Y=aY +a,X,+.+o, X, ; (84)

Z=o 2, +a,Z,+..+a,X,;
denlikler bilen kesgitlemek bolar.

8 4. 7. Iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly

1. Skalyar kdpeltmek hasylynyn kesgitlenisi. a we b wektorlaryn
uzynlyklarynyn olaryn arasyndaky burcun kosinusyna képeltmek hasylyna

den bolan sana a we b iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly diyilyér.
Biz skalyar kdpeltmek hasylyny ab gornusde belgilejekdiris. Diymek,
ab= H ‘5‘ cosg . (85)

‘5‘ COSQ = pr55 we ‘5‘ CoSQp = prBE (14-nji surat) bolyanlygyny goz
ontinde tutup, (85) denligi

ab :‘a‘ pr-b (86)

ab = ‘5‘ pr.a (87)
gornusde yazmak bolar.

14-nji surat.
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a wektoryn Oziine skalyar kopeltmek hasylyna awektoryﬁ skalyar
kwadraty diyilyar:

2" ~aa=[a|a cos0” =[d", a-f @9
Sunlukda, wektoryn skalyar kwadraty onun uzynlygynyn kwadratyna den,
sonun Ugin H #0 bolanda a’ > 0 , H =0 bolanda 52 =0. Goy, aweb
wektorlar perpendikulyar bolsun, yagny ¢ =90°, onda cosg =0 we

ab=0. (89)

Tersine, eger (89) denlik yerine yetydn bolsa, onda a we b- nol dél
wektorlar bolanda ¢ =90°, yagny a _Lb. Eger wektorlaryn biri nol
wektor bolsa, onda ony beylekisine perpendikulyar hasap etmek bolar
(sebébi nol wektoryn kesgitli ugry yok).
Skalyar kdpeltmek hasylylynyn
1) Orun galsyrma

ab=ba; (90)
2) Utgasdyrma (san kopeldija gord)
(¢a)b=cab; (91)
3) Wektorlaryn jemine gora paylasdyrma
a(b+c)=ab+ac . (92)

hasiyetleri bar.

(90)-(92) formulalaryn dogrudygyny goérkezelin. (90) formula (85)
formuladan gelip ¢ykyar. (87) we (63) formulalary ulanyp, (91) formulany
alyarys.

(zab) = ‘5‘ pr. (za) = ‘B‘a pr.a=o ‘5‘ pr.a = a(ab)
(92) formula hem suna menzes subut edilyar:
a(b+c)= ‘5‘ pr. (b+c) = ‘5‘(pr55+ pr.c) = H pr55+‘5‘ pr.c=ab+ac
(90), (91) formulalardan

(@a)(Bb) = (a B)(ab) (93)
denlik gelip ¢ykyar.
Hakykatdan-da,
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1) sertden [5,5] wektor kdpeltmek hasylynyn modulynyn a we b
wektorlaryn Ustlinde gurlan S parallelogramyn meydanyna denligi gelip
cykyar (16-njy surata seret), yagny

‘[5,5] =S (101)
Sonun Ggin
la.b]=se, (102)

bu yerde e wektor [5, 5] wektora ugurdas birlik wektorydyr.
Goy, a we b wektorlar kollinear, yagny ¢ =0 ya-da p=r
bolsun. Onda singp =0 we ‘[5 5] =0 . Sonuti ugin hem
la.b]=0. (103)
Eger (103) denlik yerine yetyadn bolsa, onda nol déal wektorlar (gin
sinp =0, bu yerden bolsa ¢ =0, ¢ =7, yagny a we b kollinear
wektorlardyr. Eger wektorlaryn biri nol wektor bolsa, onda ony beylekisine

kollinear diyip hasap etmek bolar. Sunlukda, (103) denlik a we b iki
wektoryn kollinearlygynyn zerur we yeterlik sertini anladyar. Hususan-da,

her bir a wektor tgin

aa|=0 (104)
Iki wektoryn wektor kopeltmek hasylynyn asakdaky hasiyetleri bar:

1) la.b]=~[b.a]; (105)
2) [(a 5),5] =a 5 _]; (106)
[a.(80)|= pla.b]; (107)

3) Paylama
l@+D).c|=[a,c|+|p.c]; (108)
la,(0+c)]=[ab|+[ac (109)
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Eger i,],R birlik wektorlaryn tcliigi sag (cep) tclik bolsa, onda
goniburcly dekart koordinatalar sistemasyna sag (cep) koordinatalar
sistemasy diyilyar.

8 4. 9. Iki wektoryn wektor kopeltmek hasyly

1. Wektor kopeltmek hasylynyi kesgitlenisi. Eger [5, 5] bilen
belgilenyan wektor asakdaky

1)‘[5, b|= \5\ ‘B‘Sin @, bu yerde ¢ burg aweb wektorlaryn arasyndaky
burg.

2) [5, 5] wektor a we b wektorlaryn her birine perpendikulyar;

3) (5,5, [5,,5]) we (i,],i) uclukler bir oriyentasiyaly tglikler;

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda ona a wektoryn b wektora wektor
kopeltmek hasyly diyilyar.

Wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyaxB gornusde hem belgilenyar.

. 2

b
aa(a<0)A-4 >y
(@)
16-njy surat ~
b e
[ a 9
aa(a=0) (b)
17-nji surat
106

(@2)(Bb) = a(a(h)) = a((Ab)a) = a(B(ba)) = af(ba) = af(ab)
2. Koordinatalary bilen berlen wektorlaryi skalyar kopeltmek hasyly.
2-nji teorema.

5-:(X1’Y1’Z1)’B:(X21Y2 Zz) (94)
iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly
ab=X X, +YY,+Z2Z, (95)

formula arkaly anladylyar.
< (88), (89) formulalaryn kémegi bilen i, j, k birlik wektorlarys
skalyar kopeltmek hasyly gin
i"=1ij=0ik=0;
7i=0,7 =1 jk=0; (96)
Ki=0,kj=0k =1
denlikleri alarys. aweb wektorlaryn birlik wektorlar boyunca
a=X,i+Y,j+Z,k, b=X,i+Y,j+Z,k.
dagytmasyny peydalanyp, (90)-(93) formulalara layyklykda (96) denlikleri
g0z 6nunde tutup,

ab=(X,i+Y, ] +Z,K) (X,i+Y, ] +Z,K) = Z,X,0 +X,Y,i]+
+ X, Z,ik+Y, X, Ji+YY, ji+Y,Z, jk+Z,X,ki+ZY,kj+
+Z,2,K =X X, +YY, + 2,7, .
denligi alarys. >
Bellik. Eger b=a bolsa, onda (95) formula aa= X} +Y,* +Z}

- o -2 —|2 I3 P4
gornusi alar. Sona goré aa=a = ‘a‘ denligin esasynda,

W =xzavzez? | =y XTevieZE @)

1-nji netije. (94) wektorlaryn arasyndaky burcun kosinusy
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XX, +YY,+2,Z,
IXEHY2 422 X247+ 22
formula arkaly kesgitlenyar.

2-nji netije. (94) wektorlaryn perpendikulyarlygynyn zerur we
yeterlik serti

Cosop = (98)

X X, +Y)Y,+72,72,=0 (99)
denlik arkaly anladylyar.
3-nji netije. Eger | ok koordinatalar oklary bilen degislilikde «, 3,y
burclary emele getirydn bolsa, onda E:(X, Y, Z ) wektoryn bu oka
proyeksiyasy
pr.c = X cosa +Y cos B +Z cosy (100)
denlik bilen kesgitlenyar.
Hakykatdan hem, eger e wektor |- okus birlik wektory bolsa, onda
(86) formulanyn kdmegi bilen taparys:
Eﬁz‘é‘pr@ =1-prc=prc, prc=ec
bu formuladan (95) denlik esasynda (100) formula gelip ¢ykyar.
2-nji mysal. Berlen a= (7,2,-8), b= (11,-8,-7) wektorlaryi
arasyndaky burgy tapmaly.
< (98) formuladan peydalanyp taparys.

7-11+2-(=8) + (=8) (-7) 117 2
Cosg = = =—
J72+22+(-8)2 112 +(-8)% +(-7)? 17W2 2

@ =45 >

8 4. 8. Wektorlaryn sag we ¢ep Ucliigi. Sag we ¢ep koordinatalar
sistemasy

Bir nokatdan ¢ykyan we gorkezilen tertipde alnan (5 -birinji wektor,
b -ikinji, c-tcinji) OA=a, OB=b,0C=c (¢ komplanar dl
wektorlara a,b,c wektorlar ucltgi diyilyar (15-nji a,b surat.)
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._,-/"/ /-’ s t \
x/ n b X A\
(a’) Il'Ill f"f \II @

. 1)
'\\.I q . ..‘(J /

N —

(€
15-nji surat

c wektoryn ahyryndan aweb wektorlaryn emele getiryén tekizligine
garalyn. Eger a wektordan b wektora ia gysga Owrim sagat dilinin
hereketinin garsysyna edilydn bolsa, onda a,b,c wektor ucliigine sag ucluk
(15-nji (a)surat), eger-de gorkezilen dwriim sagat dilinifi ugry boyunca

amala asyrylyan bolsa, onda a,b,c wektorlar Gcligtne cep Uclik diyilyar
(15-nji (b) surat).

Ikisi hem sag ya-da ikisi hem cep bolan iki Uclige ugurdas (bir
bolsa, onda olara ters ugurdas (durli oriyentasiyaly) tclukler diyilyér. 15-nji
(¢) suratda gorkezilisi yaly wektorlaryn aylawly orun galsyrmada (birinjisi
ikinjisi bilen, ikinjisi d¢nji bilen, G¢tnjisi birinji bilen ¢algyrlanda) tcliigin
oriyentasiyasy Uytgemeyar. Eger iki wektoryn ornuny calsyrsak, onda

ucliigin oriyentasiyasy (ytgeyar, mysal t¢in, eger a,b,c —sag tclik emele
getirydn bolsa, onda b,a,c cep Uclik bolar. Seylelikde, eger U¢ sany

a,bwe ¢ komplanlar dal wektorlar berlen bolsa, onda olar alty sany tcltgi

emele getirydar. Olardan 5,5,6; b,c,a; 6,5,5 uclukler sol bir

oriyentasiyaly b,a,c; a, c b; c, b,a beyleki orentasiyaly tcliklerdir.
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cakli yzygiderlik diyilyar.
Bu kesgitlemanin esasynda {x,} yzygiderligiii ¢akli bolmagy Ugin
seyle K >0 san tapylyp, Vne N gin | x, |< K densizligin yerine yetmegi

zerur we yeterlikdir. Mysal (gin, {iz} {cos%} yzygiderlikler cakli,
n

{2} yzygiderlik bolsa asakdan gakli bolup, yokardan cakli daldir.

1-nji teorema. Eger {xn} yzygiderligin predeli bar bolsa, onda ol
yzygiderlik caklidir.

< Goy, limx,=a bolsun. Onda kesgitleme boyunca, e =1 (gin seyle

n—oo
n, belgi tapylyp, Vn>n, Ucin |X,, —a|<1 bolar, yagny | X, | <|a|+1.
Sonun tgin, eger K san [a|+1| X [,...,[ X, | sanlaryi ifi ulusy bolsa,

onda VneN dgin |x,|<K bolar we ol {x,} yzygiderligin

2-nji teorema. Eger {xn} we {yn} yzygiderliklerini predelleri bar

bolsa, onda {Xn iyn}, {Xn -yn} we {Xn/yn} (pay kesgitlenende)
yzygiderlikleriti hem predelleri bardyr we

lim(x, +y,)=limx, +limy,, (3)
lim(x, - y,)=lim x, - lim y,, 4)
o imx, o
lim =122 (“Ilm Y, ¢o) (5)

ey, limy,
n—oo

denlikler dogrudyr (subudynyn funksiyanyn predeli Gigin sofira subut ediljek
teoremanyiiky yaly bolany sebépli, biz ony subutsyz ulanarys).

Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji netije. Yygnanyan yzygiderliklerin tilkenikli algebraik jeminin
predeli gosulyjylaryn predellerinin sol algebraik jemine dendir.

2-nji netije. Eger {x,} yzygiderlik yygnanyan bolsa, onda hemiselik
¢ sanicin {cx,} yzygiderlik hem yygnanyandyr we limcx, =climx, .
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0 X

22-nji surat

X=rcose, y=rsing
alarys . Diymek,
z=r(cose +isin @)

Kompleks sanyf seyle godrnisdaki yazgysyna onun trigonometrik
gornasi diyilyéar.

Eger z=Xx+1y we argz = ¢ bolsa, onda

y

X
z = x+iy kompleks sanyn ¢ argumentini tapmak ucin (9) sistemany ¢ozmek
yeterlik. (9) sistemanyn tikeniksiz kop ¢Ozuwi bardyr we ol
cozuwlerp =, + 2kz, k=0, +1, +2, ..., formula boyunca yazylyar,

CosSp = , Sing = ©)

bu yerde ¢, (9) sistemanyn kabir ¢ozuwi.
Seylelik bilen, kompleks sanyn argumenti bir bahaly kesgitlenmeyar.
Eger z=x+iy kompleks sanyn argumentinif kabir bahasy ¢, bolsa, onda
argz =@, +2kr, k=0, +1, +2,...,bolar.
1-nji bellik. (9) sistemanyn deregine

tgp =2 (10)
X

denlemani hem almak bolar, yone (10) denleménin kokleri (9) sistemanyn
¢ozUwi bolup bilmeyar.
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Goy, argz, = ¢, we argz, = ¢, bolsun, onda

Z,-7, = 1,(COS@, +ising,) - 1,(Cosg, +isin,) = ,r,[cosp, cose, —
—sin ¢, sin @, +i(sin @, cos@, +sin @, cose, )] = r,r,[cos(p, + @,) +
+isin(p, +¢,)] 1)
Diymek,

2,2, =|2| |2,] ; arg(z, - 2,) = argz, +argz,
Matematiki induksiya usuluny ulanyp,
arg(z,-z,..z,)=argz, +argz, +...+arg z,,

(12)

2,-2,..2,| =|z)||2,| .|z,
denlikleri alarys. Eger z, =z, =...=z, = Z bolsa, onda

2" =r"(cosng+isinng)
formulany alarys. Ona Muawryn formulasy diyilyér.
z, r(cosp +ising) 1 (cose, +ising,)(cosep, —ising,)

o
z, Tr,(cose,+ising,) r, (cose,+ising,)(cose, —ising,)

¢ : : L :
=L [cosg, cose, +sin @, sin @, +i(sin ¢, cosp, —sin @, cosg,)]|=
I’2

r -
= r—l[COS((pl —@,) +isin (@, — (Pz)] 13)
2
z r z
Diymek, L= arg(—lj =argz, —argz,
Z2 r2 Z2
2-nji bellik. Goy, z, =1, (cosg, +ising,), z, =1, (Cos @, +
+ising,). Onda, Z, =1, denlik  dine n=r, we

0, =@, +2xkr,k =0, +1,+2,... bolanda dogrudyr.
§ 5. 3. Kompleks sanlardan kok almak

Eger z" = a bolsa, onda z kompleks sana a kompleks

sanyn n derejeli koki diyilyar we Q/g belgi bilen belgilenyar.
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yetyér, yagny a san {xn} yzygiderligin predelidir. Diymek, hemiselik
sanyn predeli onun 6ziine dendir.
Logiki belgilemeleriti  kémegi bilen a sanyii {x,} yzygiderligin
predeli bolyandygyny gysgaca seyle yazmak bolar:
(ﬁli_rlloxn =aT<:> (Ve>0)(Nan,3)(vn>n, ):|x, —a|<e.

1-nji mysal. {1+1/n} yzygiderligin predeliniii bire dendigini subut
etmeliwe £=01 &=0,01 tgin n, belgini kesgitlemeli.

< Eger Ve>0 dUgin  n,>1/e alsak, yagny n, belgi
hokmiinde 1/e sana defi ya-da ondan uly bolan in kici natural sany alsak,

onda vn>n, ugin
| —ﬂz‘(l+ij—4 Lol
n n

densizlik yerine yeter we kesgitleme boyunca yzygiderligin predeli
bire dendir. Sunlukda, ¢ =0,1, £ =0,01 bolanga degislilikde
n, =10, n, =100 bolar. >

Bu mysalyn ¢6ziwinden {I/n} yzygiderligiii hem predelinin bardygy
we onun nola denligi gelip ¢ykyar.

(2) densizligin  a—-e<Xx,<a+e¢ densizliklere denglygludigini we
(a—g, a+g) aralygyn a nokadyn ¢ -etrabydygyny nazara alsak,onda a
sanyn {xn} yzygiderligin predeli bolmaklygynyn geometrik manysy onun
islendik ¢ etrabynda yzygiderligini tiikeniksiz kop agzalarynyn, yagny
etrabyn dasynda dine tlikenikli sany agzalarynyn yerlesyéndigini anladyar.

Eger yzygiderligin predeli bar bolsa, onda ol predel yeke-tékdir.
Hakykatdan-da, eger {x,} yzygiderligit a we b deii hem-de a<b
bolan iki predeli bar diysek, onda e=(b—a)/3 Ggin (a-¢, a+e) we
(b—&, b+g) aralyklaryn her biri yzygiderligin tiikeniksiz kop agzalaryny
6zinde saklayan bolmaly, yone ol beyle bolup bilmez, ¢linki
gorkezilen aralyklaryin umumy nokady yokdur.

2. Yzygiderligin predelinin esasy hésiyetleri. Eger seyle B san
tapylyp, ¥neN igin x, <B (x,>B)bolsa, onda {x,} yzygiderlige
yokardan (asakdan) ¢akli yzygiderlik, B sana bolsa yzygiderligin yokarky

139



I. 2. FUNKSIYANYN PREDELI
§ 2.1. Yzygiderligiti predeli

1.Yzygiderligin predeliniin kesgitlenisi. Funksiyanyn predelini ilki
onun hususy haly bolan yzygiderligin predeli disunjesini girizmekden
baslarys.

Eger her bir n natural sana x, = f(n) hakyky san degisli edilse, onda

x,=f(n) (=12 3,..) )

sanlaryn toplumyna hakyky sanlaryn yzygiderligi ya-da gysgaca
yzygiderlik diyilyar we ol {x,}ya-da x,, n=1, 2, 3,... bilen belgilenyar.

Yzygiderligi dizyan sanlara onun agzalary diyilyar. Yzygiderlik,
kopleng, umumy agzasy diyip atlandyrylyan X, arkaly berilyar.

Mysal Gcin,

1 11 . 9", 1 1
v atia Bl

3) {cosan}=-1,+1,-1,+1,..; 4) {1+(—l)”}:0, 2,0 2,....
Yzygiderligin agzalary tiikeniksiz kép bolup, onun icinde gabat gelyanleri
hem bardyr (3-nji, 4-nji yzygiderliklere seret).

1-nji kesgitleme. Eger Ve > 0san (igin seyle n, =n, () belgi (nomer)
tapylyp, Vn>n, Ggin

|Xn - a| <g (2
deﬁsizlik yerine yetse, onda a sana {xn} yzygiderligin predeli (ya-da

Sunlukda, a sanyﬁ {x,} yzygiderligii predeli bolyandygy

limx, =limx, =a

n—o0
yazgy arkaly anladylyar we ol “limit x, dendir a” diylip okalyar (bu
yerde “lim” belgisi latynga “limites” sozinin basky U¢ harpy bolup, ol
predel diymekdir) . Tikenikli predeli bar yzygiderlige yygnanyan, predeli
yok yzygiderlige bolsa dargayan yzygiderlik diyilyar.
Eger Vne N c¢in x,=a bolsa, yagny ol hemiselik bolsa, onda bu
halda |x,-al=0 we Ve>0we VneN igin |x, —al<e& yerine
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Goy, arga=0, |[d=p, argz =g, |7/ =r bolsun. Biz Ya =z
tapalyn. Kesgitlemé goré
=a
Muawryn formulasyna gora,
" =r"(cosng +isin ne)

Diymek,

r"(cosng +isinng) = p(cos@+isin o) ,
bu yerden, yokarda eden belligimizi yatlap,

p=r"np=0+2kr, k=0, +1, + 2,...,
denligi alarys. Ondan bolsa

r:Q/;, (p:0+2Kﬂ,K:0,il,i2,...,
n

denlikleri alarys.
Diymek,

Q/E:Q/; [coséwr?mZ +isin 0+2Kﬂj .

Indi

2 . 2
Z, :Q/;[cose+n’(” visin &7 Kﬂj

n
kompleks sanlaryn dine n sanynyn durlidigini gorkezelin z,,z,,...,Z, 4
sanlar dirlidirler, ¢lnki

0 0+ 2kr 0+2(n-Yx
Po=—, 0= L
n n n

burclar durli we olaryn tapawudy 27 -den kici. z, = z, bolyandygyna g6z
yetirelin.

0+ 2k _0
@, =n +2r.
n n
Onda,
0 0
Z, :Q/; (cog —+2r +|5|n +2k7z p cos—+|5|n =1,
n n
Sununyaly-da z,,, =2, ,2, = s.m
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Seylelik bilen z" = a denleméanin dine n sany durli
0+2 .. 042
Z, =Q/;(cos Kﬂ+|sm0 Kﬂj , k=01 .., n-1,
n n

kokleri bardyr.

Gondkmeler
1. Amallary yerine yetirmeli.
1 (2+3i)(3-2i) 2)(a+bi)(a—hi) 3) (3-2i)?
. 1+i 2i
4)(1+i)® 5)—— 6) —
A )1—i )1+i

2. Denlemelri ¢ézmeli
Dx*+25=0, 2)x*-2x+5=0, 3)x*+4x+13=0,
3. Asakdaky kompleks sanllary wektor gornusinde sekillendirmeli, olaryn

modulyny, argumentini tapmaly hem-de trigonometrik gornusde yazmaly.
Vz=3, 2)z=-2, 3)z=3i, 4)z=-2i

5)2=2-2i , 6)z=1+iv/3 , T7)z=-V3-1i

8)z=-+2+iV2 | 9)z =sina +i(l—cosa)
4. Asakdaky denlikleri subut etmeli.
Vz,-z,=2-12, , 2)2,-2,=12,-1,
2\ 7 .
| L (== , 4)z2,+2,=12,+1,
Z, z,
- 2
5)z-z=|z

5. Muawryn formulasy boyunca hasaplamaly.

Da+)® . 20-iv3f . 3(1+iy
4)[l+cos%+isin%j : 5)(\/§+i)3

6)(L—i) , 7)(2+iJEf , 8)[l+cos%+isin%j
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4)y=5_? f;z 5) y=31-x+3/x-3.  6) y=5".

8. Funksiyalaryn nokatlar boyunca grafiklerini gurmaly:

) y=2x. 2) y=2x+2. 3) y=2x—-2. 4) y=x2 5) y=x*+1.

6) y=x2-1.7) y=x3/3. 8) y=x3/3+1. 9) y=x%/3-1,10) y =X

9. Berlen f(x)=3x?—2x+1 boyunca funksiyanyn f(x-2), f(x/2)
bahalaryny tapmaly.

10. Berlen  f(x)=+/x+1 we  g(x)=x?>-2 funksiyalar boyunca
cylsyrymly  f[g(x)] we g[f(x)] funksiyalary kesgitlemeli.

11. Funksiyalaryn ters funksiyalaryny kesgitlemeli:

) y=ax+b. 2) y=(x-1°. 3) y=In2x. 4) y=2%2.

12. Funksiyalaryn haysysy jubit, tak , jublt hem dal, tdk hem dal?

1) y=3x* +5x%. 2) y=3x?+2x. 3) y=eX+i. 4) y=xx.
e —
Jogaplar

1.1) A={0,1,2}; 2) A={1,2,3,4}; 3) A={-2,-10,1 2};
4) A={1,2,3 4,5}. 2. AUB={-5,34}; ANB=1{4}; A\B={-5};
B\A={3}. 3.AUB=(-14); ANB=[2]; A\B=(-1,1);
B\A=(2,4). 41) x,=-4,%x,=4;2) ,=-1,  X,=5; 3)x =-8,
X,=2; 4) %=1 X,=2; X3=3, X, =4, 5) X =1 X,=2; X;=3,
X,=6. 6) x<3, x>4. 5.1) —-1/3<x<5/3; 2) —4<x<-1;
3)x<-1/4, x>12; 4)x>0. 6. 1) f(-1)=-1, f(0)=-3/2,
f(l)=-43; 2) f(0)=0, f(n/6)=1 f(n/3)=0.
7.1 [F2.2); 2) [-37); 3) (-55); 4[25]; 5)(-o0 +oo);
6)(— oo, + ). 9. f(x—2)=3x2 —14x +17, f(x/2)=3x?/4.
10. flg(x)]=vx2 -1, g[f(x)]=x-1.11. 1) x=(y -b)/a; 2) x=3y +1;

3) x=ey/2; 4) x=2log, y. 12. 1) jubdt. 2) jibut hem dal, tédk hem dal.
3) tdk. 4) tak.
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bolar, yagny x =X, ya-da X, > X, bolup bilmez, ¢linki beyle bolanda f
funksiyanyn artyanlygy esasynda f(x)=f(x,) vya-da f(x)> f(x,)
bolardy. Olar bolsa f(x,)< f(x,) serte garsy gelyar. Seylelikde, y, <y,
serti kanagatlandyryan islendik vy, y, dgin  x =g(y,)<g(y,)=x,
densizlik alynyar, ol bolsa g(y) funksiyanyn artyandygyny aladyar.
Teoremanyn ikinji bolegi hem sonuti yaly subut edilyér.

Bellik. f funksiyanyn ters funksiyasy, kopleng, f* bilen belgilenyar.
Ozara ters funksiyalaryn grafikleri y=x goni ¢cyzyga goéra simmetrikdir.

Goénukmeler

1. Koplugin ahli elementlerini kesgitlemeli:

1) A=fxeR:x*-3x? +2x=0}. 2) A={xeN: x?-3x—-4<0/.

3) A={xeZz:14<2" <5}, 4) A={xeN: —4<x<6).

2. A={xeR:x2+x-20=0f we B={xeR:x?—x+12=0} (i
AUB, ANNB, A\B, B\ A kopliklerin elementlerini kesgitlemeli.

3. A=(-12] we B=[4) iugin AUB, ANB, A\B, B\A

kopldkleri kesgitlemeli.
4. Denlemeleri cozmeli:

) [{=4. 2 [x-2/=3. 3 [x+3=5  4)[x’-5x+5=1.
5) ‘xz —6x+6‘=|x|. 6) ‘xz —7x+12‘=x2 —7x+12.
5. Densizlikleri ¢zmeli:

1) Bx-2<3.  2)[2x+5<3 3) L PN X—_i <1,
X+
6. Funksiyanyn gorkezilen nokatlardaky bahalaryny hasaplamaly:

2
1) f(x)= 2:+_23, ~10;1. 2)f(x)=sin3x, 0; n/6; n/3.

7. Funksiyanyn kesgitlenis koplugini kesgitlemeli:

) y=3vd4-x*. 2 y=v3+x+87-x. 3) y=—3 -

25_x2
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6. (cosa +isina)’ = cos3a +isin 3a deiilikden peydalanyp sin 3a we
cos3a funksiyalary o burgun funksiyalarynyn usti bilen atilatmaly.

7. 2= Q/i kokin hemme bahalaryny tapmaly.
8. Tapmaly

D3, 2)¥-1, 3yY-2+2i, 4)i, 5)Y-1+i, 6)Y-8+8i\/3
9. Denlemelri ¢ézmeli

Dx*+8=0, 2)x*+4=0

10. sin X +sin 2X +siN 3X +...+ Sin X jemi tapmaly.

Xi —Xi

Gorkezme. sin X = 2— formuladan peydalanmaly.
i

Jogaplar:

1. 1)12+5i, 2)a?+b?, 3)12-5i, 4)—2+2i, 5)i, 6)1+i

2. )45 , 2)1+2i , 3)-2+3i
3. 8)2 coss—”+isin3—” , 9)25ing cosZ +isin<
4 4 2 2 2
_D32i, 264, 40— 2)2(3+ 242
‘58, 6)8i , 7)5120-iv3) ., 8)-27
sin 3a = 3sin a cos® a — cos® a ke .. kr. ., =—
6. 7.c0s—+isin—; k=0,5
cos3a = cos® o —3sin’ o cosa
8. 1)-i, i3 2)+i ; 34 3)-i, a4
2 2 V2

5)%/2 (cosg +ising); ¢=45", 165", 285°
6)12(\/§+i) , i2(—1+i\/§)

.. nx . n+l
sm—sm—2 X

9. 1)-2, 1+3; 2) +1; 10. .
sinE
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Il bap. MATEMATIKI ANALIZ

11.1. KOPLUK WE FUNKSIYA DUSUNJESI
§ 1.1. Kopluk dusunjesi

Matematikada yygy-yygydan koplikler bilen is salsylyar. Koplik diyip
kabir nysan boyunca birlesdirilen ulgama, topluma, yygynda dislinyaris.
Mysal hokmiinde okalgadaky matematiki analiz kitaplarynyn kopligine,
ucburglugyn depelerinin kopligine, jubut sanlaryn kopligine garamak
bolar. Koplugi duzijilere onun agzalary ya-da elementleri diyilyar.
Yokardaky mysallarda kopliigin agzalary bolup degislilikde matematiki
analiz kitaplary, tgburclugyn depeleri we jiblt sanlar hyzmat edyarler. Ol
kopluklerinn ilki ikisi tukenikli, Gcunjisi bolsa tikeniksiz koplikdir.
Koplikler bas harplar bilen, onuni agzalary bolsa setir harplary bilen
belgilenydr. Eger a element A Kkopllgin agzasy bolsa, onda ol a € A
(ya-da A>a) yazgyda belgilenydr we a degisli A kopluge (ya-da
A koplige degisli a) diylip okalyar, a elementin A kdpllge degisli
daldigi bolsa a ¢ A yazgyda belgilenyar we a degisli ddl A kdplige
diylip okalyar. Eger A koplik a, b, ¢ we solar yaly berlen beyleki
agzalardan duziilen bolsa, onda ol A = {a, b, c} yazgyda anladylyar.
Mysal tigin, N=1{1,2,3,..} we Z={..~3-2,-1,0,1,2,3...} degislilikde
natural we bitin sanlaryn kopllgini anladyar. Sunlukda, —3e€Z, yone
-3¢N.

Eger B koplugin islendik agzasy A  koplugin hem agzasy bolsa,
onda B koplige A koplugin bolek kopliugi ya-da A kopligin bélegi
diyilydrwe B — A (ya-da A> B) gornusde anladylyar (bu yagdayda A

......

sanlaryn kopliigi bitin sanlaryii Z kopliiginin bolek kopliigidir. Oziinde hig
bir agzany saklamayan koplige bos koplik diyilydar we @  bilen
belgilenyar. M képlugin P hasiyetdaki M, bélegi M, = {x e M : P(x)}
gornisde anladylyar. Mysal igin, N={xeZ:(x>0)} bitin sanlaryi
kopliginii poloZitel bolegidir we @ ={xe N :x2 +1=0}.

Rasional sanlar diyip p/q (p, q — bitin, q;tO) gornusdaki  sanlara,
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koordinatalar baglangyjyna gord simmetrikdir.

Eger VX, X, € X Ugin x, <x, bolanda f(x,)< f(x,)(f(x,)> f(x,))
ya-da f(x,)< f(x,)(f(x,)> f(x,)) bolsa, onda f funksiya X
koplikde, degislilikde, artyan (kemelyén) ya-da kemelmeyén (artmayan)
funksiya diyilyér.

Bu hésiyetler funksiyanyn grafigini gurmaklygy yenillesdiryar.

8 1.6. Ters funksiya

Goy, f:X —Y we herbir yeY,=f(X) ululyga y= f(x) bolyan
xe X ululyk degisli bolsun. Onda Y, koplukde, umuman aydylanda,
kopbahaly x=g(y) funksiya kesgitlenendir. Ona y = f(x) funksiyanyn
ters funksiyasy diyilyar.

Mysal Ucin, eger y =X/3 bolsa, onda X =3y onun birbahaly ters
funksiyasydyr, eger y = x*>  bolsa, onda x=+/y onui kopbahaly ters
funksiyasydyr, yone ol funksiyanyi [0, 4] kesimde kesgitlenen we [0, 2]

kesimde birbahaly bolan x:\/; ters funksiyasy bardyr.

1-nji teorema. X koplikde artyan (kemelyan) f funksiyanyn
Y = f(X) koplikde kesgitlenen birbahaly artyan (kemelyén) ters g(y)
funksiyasy bardyr.

< Teoremany artyan funksiya Ugin subut edelin. Ilki bilen ters
funksiyanyn birbahalydygyny goérkezelin. Onun Ugin tersine gliman edelin.

Goy, Y>y ululyga y=f(x) serti kanagatlandyryan iki sany X, # X,
ululyklar degisli bolsun, yagny y=f(x) we y=f(x,), onda
f(x)= f(x,) bolar. Yone ol mimkin dl, sebabi X, #X, bolanda
X, > X, ya-da X, <X, bolyanlygy tgin, f(x) funksiyanyn artyanlygyndan
f(x)> f(x,) ya-da f(x)< f(x,) densizlik alynyar, yagny iki halda-da
f(x,)= f(x,) dedlik yerine yetmeyar. Diymek, Y >y ululyga difie bir
x=g(y) ululyk degisli bolyar, yagny ters funksiya birbahalydyr. Indi
onun artyandygyny gorkezelin. Goy, erkin y,, Yy, €Y igin y, = f(x) ,
y, = f(x,) bolsun. Eger vy, =f(x)< f(x,)=y, bolsa, onda x <X,
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......

y=aI%, y=x+4x, y=3(x=4)/x+x

funksiyalar mysal bolup bilerler.

4) Transsendent funksiya. Rasional we irrasional bolmadyk islendik
funksiyalara transsendent funksiyalar diyilyar. Olara &hli trigonometrik we
ters trigonometrik funksiyalar, gorkezijili we logarifm funksiyalar hem-de

y=COS\/;, y=X+tg X
gornlsdaki we solar yaly funksiyalar degislidirler.
5) Giperbolik funksiyalar.Asakdaky denlikler bilen kesgitlenen

g —e™* e¥+e™*
shx = 2 , chx=

funksiyalara degislilikde giperbolik sinus we giperbolik kosinus diyilyar.
Olaryn Usti bilen kesgitlenen

thx= s_hx , cthx= %

chx shx
funksiyalara degislilikde giperbolik tangens we giperbolik kotangens
diyilyér. Bu funksiyalar tigin
ch(x + y) = chxchy + shxshy, ~sh(x + y)= shxchy + chxshy,
ch2x = ch®x +sh?x, sh2x = 2shxchx, ch®x—sh®x =1,
ch?x = 1+ch2x  shix= ch2x -1

formulalar dogrudyr.

6. Funksiyanyn grafigi. Esasy elementar funksiyalaryn grafikleri bize
mekdepden belli bolsa, elementar funksiyalaryn grafiklerinini kabirleri
bilen biz | bapda tansypdyk. Funksiyalaryn grafikleri gurlanda
peydalanylyan onun kabir hésiyetlerini yatlalyn.

Eger funksiyanyn kesgitlenis oblastyna degisli islendik x we —x
tgin  f(—x)=f(x) (f(-x)=—f(x)) denlik yerine yetse, onda  f
funksiya jubut (tak) funksiya diyilyar.

Eger seyle T >0 san bar bolup, f funksiyanyn kesgitlenis oblastyna
degisli islendik x, x+T Ucgin  f(x+T)=f(x) denlik yerine yetse,
onda ona periodik funksiya diyilydr. Seyle T sanlaryn i kigisine bolsa
onun periody diyilydr. Sunlukda, funksiyanyn ézine T-periodik funksiya
diyilyér.Jubit funksiyanyn grafigi oy okuna, tdk funksiyanynky bolsa
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irrasional sanlar diyip rasional bolmadyk sanlara aydylyar. Her bir rasional
san ya bitin , ya tlkenikli ya-da tlikeniksiz periodik droblar gérnlsinde
anladylyan sandyr. Irrasional san bolsa tukeniksiz periodik dal droblar
gorniisinde anladylyan sandyr. Ahli rasional we irrasional sanlaryi
kopligine hakyky sanlaryn R koplugi diyilyér. Hakyky sanlar ululyklary
boyunca tertiplesdirilendirler, yagny islendik iki a we b hakyky sanlar
ucin  a<b, a=b, a>b  hallaryn birden biri dogrudyr. Analitik
geometriyadan malim bolgy yaly, hakyky sanlaryn kopliugi bilen san
okunyn nokatlarynyn arasynda birbahaly degislilik gurnalandyr, yagny san
okunyn her bir nokadyna dine bir hakyky san degislidir we tersine. Sona
gora “x nokat” we “x san” diistinjelerini deri manyda ulanmak bolar.

A we B kopliklerin in bolmanda birine degisli bolan &hli agzalaryn
kdplugine olaryn birlesmesi diyilyar we AU B bilen belgilenyar.

A we B kopluklerin ikisine-de degisli bolan &hli agzalaryn

A kopligin B koéplige degisli bolmadyk &hli agzalarynyn képligine
olaryn tapawudy diyilyar we A\B bilen belgilenyar.

8 1. 2. Aralyk, kesim we sanyii absolyut ululygy

Hakyky a we b (a<b) sanlar Ugin a<x<b densizlikleri
belgilenyar.Seylelikde, (a,b)={x: a<x<b}. Edil sonun yaly, gepi yapyk
[a,b)={x: a<x<b} we sagy yapyk (a,b]={x: a<x<b} aralyklar
kesgitlenydr. a<x<b densizlikleri kanagatlandyryan x  nokatlaryn
kopliigine bolsa kesim diyilyar we [a,b] bilen belgilenyar, yagny
[a,b]={x: a<x<b}. Seyle hem aralyklaryn beyleki gdrnisleri tgin
asakdaky belgilemeler ulanylyar:

(a,+w)={x: x>a}, [a,+o)={x:x>a},
(o0,b)={x: x<b}, (-oo,b]={x: x<b}.
(— o0, +00)={x: —00 < x<+0}

¢ nokady 6ziinde saklayan islendik (a, b) aralyga ¢ nokadyn etraby,
(c-5,c+05) aralyga bolsa ¢ nokadyn & etraby diyilyar. Mysal Gigin,
c=1 nokadyn 8=0,5 etraby (1-0,5 1+0,5)=(0,5 15) aralykdyr. Eger
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c nokat aralykda 6zlnin kébir etraby bilen saklanyan bolsa, onda ol
nokada aralygyn icki nokady diyilyar. (a,b) aralygyn &hli nokatlary onuii
icki nokatlarydyr. a we b nokatlara aralygyn gyra ya-da ug nokatlary
diyilyar, olar aralyga degisli daldir. [a,b] kesim bolsa icki we ug
nokatlardan duryandyr.
a sanyn absolyut ululygy (moduly) |a|] bilen belgilenyar we
a, egera>0 bolsa,
2 l_{— a, eger a <0 bolsa
denlik bilen kesgitlenydar. Bu kesgitlemeden asakdaky hé&siyetler gelip
cykyar.
1.Islendik a sanigin |a|>0, |a|]=|-a|, agla|, —a<]|al.
2. (ake)e(-e<a<e). (a-bl<e)=(b-e<a<b+e).
3. |latblgal+|b|. 4. |axb]al-|b].

[

5. |abc|=|a|bjc|, b

a
b

§ 1. 3. Koplugiii ¢akleri

Coy, X kabir san koplugi bolsun.

1-nji kesgitleme. Eger seyle B san tapylyp, Vx e X Ugin x<B
(XZ B) bolsa, onda X kopliige yokardan (asakdan) céakli kopluk, B
sana bolsa ol kopligin yokarky (asaky) ¢agi diyilyar.

(Yazgylary gysgaltmak Ggin bu vyerde iki kesgitleme birden
getirilendir,olaryn birisi yayyn iginde alnan sozlere degislidir. Iki sdzlemin
bir sézlemde anladylys bu usulyndan sorira-da kop peydalanjakdyrys)

Yokardan we asakdan cékli koplige.cakli kopluk diyilyar.

Islendik tukenikli aralyk ([a,b] [a,b), (a,b] (a,b))  caklidir,
(a, + oo) aralyk bolsa asakdan ¢éklidir, yone yokardan cakli déldir.

Eger B san X kopligin yokarky (asaky) ¢agi bolsa, onda B sandan
uly (kici) bolan islendik B’ san hem ol kopligin yokarky (asaky) cagi
bolar, yagny yokardan (asakdan) cakli kopligin tikeniksiz kdp yokarky
(asaky) cakleri bardyr.

Yokardan (asakdan) cékli X koplugin yokarky (asaky) céklerinin ifi
kicisine (in ulusyna) ol koplugin takyk yokarky (takyk asaky) cégi diyilyar
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takyk céaklerini tapmaly.
<4 VXe [0, + oo) ucin 0< 1L <1, sona gora-de ol funksiyanyn
+ X

bahalarynyn Y = [0,1] kopliginin asaky m =0, yokarky M =1 cakleri
bardyr we m =0 onun takyk asaky ¢dgidir. M =1 sanyn ol funksiyanyn

takyk yokarky cdgidigini gorkezmek Ugin, takyk yokarky cégin
hasiyetinden peydalanarys: Ve >0 ucin [0,+oo)3x tapylyp,

X >1l-¢ yada X> 1-¢ densizlik yerine yetyér, yagny x-in bu
1+x g
derisizlikleri kanagatlandyryan bahalary dgin  f (x) >1-¢  densizlik

yerine yetydar. Ol bolsa M =1 sanyn funksiyanyn takyk yokarky

§ 1. 5. Elementar funksiyalar

y=C  hemiselik, y=x? derejeli, y=a* (0<a=1) gorkezijili,
y=log, x (0<a=1) logarifmik, y=sinx, y=cosx, y=tgx, Yy =ctgx,
trigonometrik we y =arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx, ters

trigonometrik funksiyalara esasy elementar funksiyalar diyilyar.Esasy
elementar  funksiyalar bilen  tukenikli sany arifmetik amallaryn
gecirilmeginden hem-de olaryn ¢ylsyrymlaryndan alynyan islendik
funksiyalara elementar funksiyalar diyilyar. Olar asakdaky toparlara
bollnyar.
1) Bitin rasional funksiya. Eger m > 0 bitin san bolsa, onda
y=P (x) P (x)=ax"+ax"™+...+a, x+a,

m
(a, #0,a,,...,a,,- hemiselik sanlar) gérniisdaki funksiya bitin rasional
funksiya ya-da m derejeli kdpagza diyilyar.

2) Drob rasional funksiya (rasional drob). m we n derejeli
P.(x) we Q,(x)  kopagzalar tgin, y=P,(x)/Q,(x) gdrniisdaki
funksiya drob rasional funksiya diyilyér.

Bitin we drob rasional funksiyalara rasional funksiyalar diyilyar.

3) Irrasional funksiya. Gorkezijileri bitin hem-de drob bolan derejeli

funksiyalaryn Ustiinde tiikenikli sany arifmetik amallaryn gecirilmeginden
hem-de olaryn c¢ylsyrymlaryndan alynyan funksiyalara irrasional
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koplligine onun grafigi diylip aydylyandygyny vyatlalyin. Funksiyanyn
grafigi bir ya-da birndce boleklerden duryan ¢yzyklardyr. Funksiyanyn
grafik usul boyunca berlisinin dirli mysallary bize mekdep
matematikasyndan mélimdir. Bu usul fiziki olceglerde kdp ulanylyar we
grafikleri 6zi yazyan abzallar ¢yzyar. Mysal (¢in, atmosferanyn basysynyn
beyikliklere baglylykda tytgeysini barograf atly 6zi yézyan abzal lentada
grafik gornisinde cyzyar. Funksiyanyn seyle usul boyunca berlisinin
yonekey mysallarynyni  biri-de ylregin isleysini  hé&siyetlendiryan
kardiogrammadyr.

4. Kompyuter usuly. Funksiyanyn berliginin bu usuly bir ululygyn
beyleki ululyga baglylygynyn programmalaryn we algoritmlerin  kdmegi
bilen kompyuterleri ulanyp gorkezilisini anladyar. Ol usul kompyuterleri
peydalanyp, durli amaly meseleleri ¢cozmekde ulanylyandyr.

X we vy ululyklaryn arasyndaky baglylygyn formulanyn sti bilen
y=1f(x) gornisde berlisine anyk funksiya, F(x, y)=0 gérnisde
ululyklaryn arasyndaky baglylygyn parametr atlandyrylyén dgiinji t
ululygyn Usti bilen

{x:x(t),

y=y(t)
gornusde berilyén hallaryna hem dus gelinyér. Funksiyanyn seyle berlisine

......

Eger X kopliikde kesgitlenen f funksiya lgin seyle M (m) san
tapylyp, Vx e X tgin f(x)<M (f(x)>m) bolsa, onda f funksiya
yokardan (asakdan) ¢akli funksiya diyilyar. X  koplikde hem yokardan,
hem asakdan céakli funksiya sol koplikde c¢akli funksiya diyilyar.
Seylelikde, X koplikde f funksiyanyn ¢akli bolmaklygy seyle K >0 can
tapylyp, vx € X gin | f (x) < K dessizligin yerine yetyandigini anladyar.

X koplukde kesgitlenen f  funksiyanyn bahalar képliginin kébir
koplik bolyandygy esasynda, yokardan (asakdan) cékli funksiyanyn X

kopliikdaki takyk yokarky sup f(x) (takyk asaky inf f(x)) caginii
X
kesgitlenisi koplugin takyk ¢éklerinin kesgitlenisi yalydyr.
2-nji mysal. f(x):li funksiyanyn X =[0, + ) aralykdaky
+ X

132

we
M =sup X (m=inf X)

bilen belgilenyér (sup we inf latynca supremum—in uly we infimum-in Kici
sOzlerden alnandyr).

Takyk yokarky M (takyk asaky m) cdgin seyle hésiyeti bardyr:
Ve >0 Ugin X >x, tapylyp, x, >M —¢ (x, <m+eg) bolar.

1-nji mysal. X ={1,1/2,1/3,...,1/n,...} koplugin caklidigini subut
etmeli we onun takyk céaklerini tapmaly.

< lslendik natural n san Ugin 0<1/n<1 detisizlik yerine yetyar,
yagny koplik céklidir we 1  onun yokarky, O bolsa asaky
cagidir..Yokarky M = 1 c¢dgin koplugin takyk yokarky cagidigini
gorkezmek ucin takyk yokarky cdgin hésiyeti boyunga Ve >0 (gin
1/n>1-¢ densizligi kanagatlandyryan n natural sanyn bardygyny
gorkezmeli. Seyle san n =1 bolup biler, ¢cinki 1>1-¢ densizlik
Ve >0 gin dogrudyr. Indi bolsa m=0 sanyn kopligin takyk asaky
cagi bolyandygyny gorkezelin. Onun Ugin takyk asaky cagin héasiyeti
boyunca Ve >0 licin 1/n<0+¢ vyada 1/n<eg deisizligi
kanagatlandyryan  n natural sanyn bardygyny goérkezmeli. Ony ¢6z(p,
n>1/¢ densizligi alarys. Sonun icin gozlenyan san hokmiinde bu
densizligi kanagatlandyryan islendik natural sany almak bolar. Seylelikde,
m =0 san koplugin takyk asaky cégidir. >

Eger hakyy sanlaryn X kopligi yokardan (asakdan) ¢akli bolmasa,
onda kesgitleme boyunca sup X =+ (inf X =—) alynyar.

Yokardan (asakdan) cakli islendik koplugin takyk yokarky (takyk asaky)
cégi bardyr.

§ 1.4. Funksiya dUsunjesi

Tebigatyn hadysalary owrenilende we deriielende, seyle hem durli
amaly we tehniki meselelerde garalyan ululyklaryn iginde sol bir bahalary
alyanlary hem, dirli bahalary alyanlary hem dusyar. Olara degislilikde

......

ululyklara toweregin uzynlygynyn onuni diametrine bolan gatnasygyny
anladyan we rm den, kwadratyn diagonalynyn onun tarapyna bolan

gatnasygyny aiiladyan we V2 det, ucburclugyn icki burclarynyn jemini
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ailladyan we 180° deni sanlar mysal bolup biler. Howanyn temperaturasy,
atmosferanyn basysy, yurdumyzda ilatyn aylyk kopelisi wagta baglylykda
uytgeyandir. Amalyyetde her bir Gytgeyan ululygyn Gytgemegi bir ya-da
birndce ululyklara baglydyr. Mysal Ugin, toweregin C uzynlygy we
tegelegin S meydany onun R radiusyna, hemiselik temperaturada gabyn
icindaki gazyn basysy ol gazyn gowrimine, hemiselik tizlik bilen hereket
edyan jisimin gecen yoly wagta baglydyr. Bu mysallaryin hemmesinde bir
ululygyn her bir bahasyna beyleki ululygyn kesgitli bahasy degislidir.

2-nji kesgitleme. X koplugifi her bir x agzasyna Y koplugifi kesgitli
y agzasyny degisli edyan f dizgine (amala) X koplikde kesgitlenen
funksiya ya-da X koplugifi Y kopluge dwirmesi diyilyar.

Funksiya f:X =Y, x— f(x) ya-da y = f(x) gorniislerde, kabir
yagdayda bolsa difie f bilen hem belgilenydr. Sunlukda, X > x ululyga
baglanysyksyz Uytgeyan ululyk ya-da  f  funksiyanyfi {ytgeyéni
(argumenti), Y >y = f(x) bolsa f funksiyanyfi x ululyga degisli bahasy

diyilyar.. Mysal Gicin, eger y=+/x* +8 bolsa, onda f her bir hakyky x
sany kwadrata goterip we ona 8  gosup, alnan jemden kwadrat kok
almaklygy anladyar. Funksiyanyfi kesgitlenen X koplugine onyf kesgitlenis

......

f(X)={f(x): x e X} bilen belgilenyar.

Eger f funksiya X koplugif her bir agzasyna Y kopligifi difie bir
agzasyny degisli edyédn bolsa, onda ona birbahaly funksiya, eger-de birden
kdp agzasyny degisli edydn bolsa — kdpbahaly funksiya diyilyar. Mysal
iicin, y?=5x deileme x gord ikibahaly yzi\/a funksiyany
kesgitleyér. Biz, kdpleng, birbahaly funksiyalara garajakdyrys.

y ululygyn dine bir x ululygyn funksiyasy hokmiinde kesgitlenisi
yaly, iki ululygyn z=f(x,y), g ululygyii u= f(x,y,z) we kép ululygyn
u=f(x,...,x,) funksiyalaryny hem kesgitlemek bolar.

Eger f funksiya X kopligifi Y koplige oOwurmesi, F funksiya
bolsa Y kopliigifi Z kopliige wirmesi bolsa, onda z=F[f(x)] funksiya
X goré cylsyrymly funksiya ya-da F we f funksiyalaryn gylsyrymy
diyilydr. Ona funksiyanyn funksiyasy hem diyilyar. Ony z we u
ululyklar arkaly z=F(u), u= f(x) gorniisde yazmak bolar.Sonun yaly
ikiden kop funksiyalaryn ¢ylsyrymly funksiyasy kesgitlenyar.Mysal tgin,
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x gora cylsyrymly z =In?+/x?*+3 funksiyany z=u?, u=Inv, v=4/,

t=x?+3 funksiyalar arkaly aflatmak bolar.

Her bir x ululyga vy ululygy degisli edydn f dlzgiine baglylykda
funksiyalar esasan asakdaky usullarda berilyar:

1_Analitik usul. Funksiya bu usulda x we y  ululyklaryn
arasyndaky baglylygy gorkezyéan, yagny argumentin bahasy bilen haysy
amallary yerine yetireninde funksiyanyn degisli bahasynyn alynyandygyny
gorkezyan formula arkaly berilyar. Mysal (i¢n,

1) y=+4-x* formula kesgitlenis képligi [-2, 2] kesim we bahalar
kopligi [0, 2] kesim bolan funksiyany afiladyar.

1, x >0 bolanda ,
2) y=sgnX=1) 0 x =0 bolanda |,
—-1,x < 0 bolanda

(sgn latynca signum — alamat s6ziinden alnan . Ol “y dendir signum x”
diylip okalyar). Bu funksiya birndce formulanyn Usti bilen berlendir. Ol san
okunda kesgitlenip, onun bahalar képligi -1, 0 we 1 (¢ nokatdan duryan
koplukdir.

2. Tablisa usuly. Bu usulda funksiyanyn kesgitlenis kopliigine degisli
bolan x ululygyn her bir bahasynyi yanynda y ululygyn degisli bahasy
yazylyp, tablisa alynyar. Asakdaky tablisada hlor-wodorod garyndysyna
yagtylygyn tésirinin netijesi gorkezilendir. Sunlukda, onun bir setirinde
emele gelen duzly kislotanyn m mukdarynyn san bahalary, beylekisinde
bolsa yagtylygyn garynda tésir edydan t  wagtynyn degisli mukdary
gorkezilendir.

T sek 4 5 6 7 8 9 10
M mg 2,1 2,6 47 | 193 | 485 | 79,6 | 110

Funksiyanyn beyle berliginin kemgiligi, tablisada funksiyanyn bahalary
argumentin hemme bahalary tgin gorkezilmén, dine kabir bahalary gin
gorkezilyandir. Funksiyanyn tablisa usulynda berlisine bize mekdepden
tanys nolan logarifmleriti we trigonometrik funksiyalaryn tablisalary mysal
bolup biler.

3.Grafik usuly. Ilki bilen y = f(x) funksiyanyn kesgitlenis képligine
degisli &hli x (cin koordinatalary (x, f(x)) bolan tekizligii nokatlarynyn
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X
29) |im(1—1J .
X—00 X

X+1
31) lim| 2X*3
x—o| 2X+1

33) lim

x—0 X

In(1+ 2x).

x2 1)
35) Iim( 5 J :
X—»00 X

37) lim 192X

x—0 X

39) lim sin mx <_

x=0 sin nx

m
n

41) Iin(1)(1+ tgx )%

43) lim

x—0 X

45) lim xctgx.
x—0

Ké&bir predelleri hasaplamak tgin belli bolan trigonometrik formulalary
peydalanmak zerur bolyar:

sin 2x = 2sin xcos X, €0s2x =cos® x—sin’ x, tg2x =

2 X 1l-cosx

sin“ —
2

tgx —sin x

)

2

. . . X+
sin x+smy=25|n—y

30) lim

X—»00

32) lim

34

X—>00

) lim

)
B

1 1+x

x=0 X 1—x

36) lim
x-05in 2X

sin X

38) lim2" sm—
2"

n—oo

40) lim(1 - x)g %X <3>

42) lim
x—0 X

44) lim («/1+ X —1)cos X
x—0 X '

T

[4\/1+ x? — 1jtg g

46) lim{1+ 3tgx)* "

2 X 1l+cosx

2

Ccos
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2tgx
1-tg2x
2 X _1-cosx
' 2 1+cosx
=Y sinx—sin y=

.. 5n% —2n+3
2-nji mysal.  lim ——
- 6n% +7n -9

< Drobun sanawjysyny we maydalajysyny n
hasiyetlerinden peydalanyp alarys:
50 —2n+3 5-2/n+3/n’
lim = lim
oo 6n? +7n—9 "= 6+7/n—9/n

predeli tapmaly.

2 bolip we predelin

I|m(5—2/n+3/n2)
I|m(6+7/n 9/n? )
lms=im(zn)+imfon) g
- - _ - 2 6
lm 6+ i (7/n)- im{o/n°)
lim(c/n)=0, lim(c/n?)=0. >
n—owo n—oo
3. Monoton yzygiderligiii predeli. Eger ¥VneN Ugin X, <X,
(x, >x,,,) ya-da x, <X, (x,>x,,,) defsizlik yerine yetse, onda {x, }
yzygiderlige,degislilikde kemelmeyan (artmayan) ya-da artyan (kemelyan)
yzygiderlik diyilyar. Olara gysgaca monoton yzygiderlikler diyilyar.
3-nji teorema. Yokardan (asakdan) c¢akli kemelmeyén (artmayan)
islendik {x,} yzygiderligin predeli bardyr we
lim x,, =sup{x, } (ﬁlim X, =inf {x, }).

n—oo
Islendik monotonn yzygiderligin ya asakdan, ya-da yokardan ¢akli

bolyandygy Ugin, bu teorema gysgaca seyle hem okalyér: monoton ¢ékli
yzygiderligin predeli bardyr.

< Eger yzygiderlik yokardan ¢ékli we kemelmeyén bolsa, onda onun
takyk yokarky M =sup{x,} cagi bardyr. Takyk yokarky Gagiii hasiyeti
boyunca ¥neN Ugin x, <M we Ve>0 sanigin n, belgi tapylyp,
X, >M —&. Onda yzygiderligin kemelmeyandigi sebapli vn>n, ugin

cunki hemiselik ¢ san {igin

M-e<x, <

M|<g densizlik

yerine yeter. Ol bolsa lim x, =M =sup{x,} deiiligi anladyar. Asakdan
n—oo

cakli artmayan yzygiderlik tgin  lim x, =m = =inf{x,} deilik edil sonun

yaly subut edilyar. >
Teoremanyn sertlerinde {xn} yzygiderligin islendik agzalary ugin
X, <M (x,>m) densizlik dogrudyr.
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Bu teoremadan peydalanyp,

1 n
X, =(1+HJ , n=1 2, 3,... (6)

yzygiderligin predelinin bardygyny subut edelin. Nyuton binomy diyip
atlandyrylyan

(a+b)"=a" +2a”*1b + n(n2l—1) a"?b? +—n(n —l)l(n -2) a"3b% 4.+
-1 (0-k+1) rer  n(-1)...(n—n+1)
" a" b +... o
formuladan peydalanyp alarys:

n
xn=(1+1J 4,0 1,nh-1) 1 nlh-1n-2) 1
n 1 n 2l n? 3l nd

n(n—1)...(n—n+1) 1 P 1[1_£j+1[ _ij[l_g}

n! 2! n

A o

Bu denlikden gornusi yaly, n sanyi ulalmagy bilen birinjiden basga her
bir gosulyjy we gosulyjylaryn sany ulalyandyr.Sona goérd hem-de
gosulyjylaryn ahlisinin poloziteldigi sebépli, VYneN lcin X, <X,
bolar, yagny yzygiderlik artyandyr. Onuti yokardan c¢aklidigini gérkezmek
ucin ilki (7) densizligin sag bolegindaki ahli yaylaryn igindéki anlatmalary
birlik bilen we sorira alnan droblaryii maydalawjylaryndaky kopeldijilerii
hemmesini 2 bilen calsyryp,

bn

1 1 1 1 1
Xp <2+ —+——+.. .+ ———<2+—+...+
2 2-3 2-3-...-n 2 2t

densizligi alarys. Bu yerden geometrik progressiyanyn jeminin formulasy

esasynda,

ucin - x, <3 densizlik

alynyar. Seylelikde, yzygiderlik artyar we yokardan ¢akli, sonun tgin hem
3-nji teorema esasynda (6) yzygiderligin predeli bardyr. Ony e bilen
belgilemek kabul edilendir, yagny

1 n
Iim(1+—J =e. 8)
n—oo n
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1) lim (x2 +6X + 8)

X—>-2
2
. XS+ 2X+3
3) lim——s—.
-1 x2 41

5) lim

7) lim

19) IM—m
x=03/1+ x «3/1
V24X — «/3x

21) lim

J9+2x -5
23) lim .
X—8 i/__z

-2 \J4x +1 —/Bx — 1'

()

25) li Im

2x* = x+3

27) lim =5

X—00 ¥

H 3 2 _
2) xII—Tl(X 2X° + 3x 1).
2_
4 lim X =3X*+2
x—1 X =1
3 2
6) IimZx +3X° =X
x—0 X
2_
g) lim X —>X+6
x>2 x2 —7x+10
4 2
10) lim—* 3
x=0 x> 4 x% 4+ 2x

«/1+ 1

12) lim————

14) lim

m«/1+3x —4/1-2X
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2. Yzygiderligin ilkinji 1, 1/3,1/5, 1/7, ... agzalaryny ulanyp, onui
umumy agzasynyn formulasyny yazmaly.

3. Yzygiderliginn ilkinji n agzalarynyi jemi S, =3n® formula bilen
anladylyar. Ol yzygiderligin arifmetik progressiyadygyny subut etmeli we
onun ilkinji agzasyny we tapawudyny tapmaly.

4.Yzygiderliklerin haysysynyn yokardan, asakdan, yokardan we asakdan
caklidigini anyklamaly:

n
1) x,=n?-1. 2) xnz%. 3) xn=(1+%J . 4) xn=31n.
5. Yzygiderliklerin  haysysynyn artyandygyny, kemelyandigini,
monoton daldigini kesgitlemeli:

n
1) xn=é. 2) Xn:(_nl) 3) x,=In(l+n). 4) x, =3".

o
6. Kesgitlemeden peydalanyp, denlikleri subut etmeli:

- n+l . 2n 4" -1 (=)™
D) lim—==0.2) lim =2. 3) lim—_—=1. 4) lim—"—=0

n—wo n—onN+3 n»wo 4 nso N4+1
7. lim 2n+3 =2 predeli ulanyp, 2n+3 2l<e densizligin
noe N+1 1

e=0,1 0,01 t¢in n>n, bolanda yerine yetyan n, belgileri gorkezmeli.
8, Predelleri tapmaly:

n
) lim 1+i. 2) lim 1 : 3) lim 1—l :
n—o0 3" n—wnl 43" n—o n
n
4 tim{1+3] . 5) lim2"—1. 6) lim—"—°_
N—o n n>» 3n+ 4 n>o 2102 +1
2 _ 3
7) lim 2" g) tim "=30+8) gy 300
noon® +1 n—>o 2n° 4+3n -2 n—>o 2n° + 2
9. Yzygiderliklerin predelerini tapmaly:
1) x, = mTi-+n. 2) Xn:1+2+23+...+n.
n®+1
2 2 2 2
3) Xn:1 +2°+3°+...+n . 4) Xn:i+ 1 L 1 .
n 1.2 2-3 n(n+1)

10. Funksiyalaryn predellerini tapmaly:
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Ol irrasional san bolup, e = 2,718281828459045... .Esasy e san bolan
logarifmik funksiya Inx gornusde belgilenyar.
4. Saklanyan kesimler teoremasy. Eger kesimlerii {[an, b, ]}
yzygiderliginin her bir sonkysy o6niindakinin icinde saklanyan bolsa:
[a,,0,]>[a,,b,]>...0[a,,b,]>...,
<b

yagny islendik n Ggcin a, <a <b, densizlik yerine yetse, onda

......

n+1 n+1

4-nji teorema. Eger saklanyan kesimleriﬁ{[an, b, ]}yzygiderligi ucin
lim(b, —a,)=0 denlik yerine yetse, onda ol yzygiderligin &hli kesimlerine

n—oo

degisli yeke-tdk nokat bardyr.
< Serte goré {an} kemelmeyén, {bn} artmayan yzygiderlikdir we
islendik n dcin  a, <b, b, >a,. Seylelikde, monoton we cakli
yzygiderlikler bolup, olaryn 2-nji teorema esasynda predelleri bardyr:
lima,=a, limb, =b.

n—oo n—oo

Sotia géra bu denliklerin we lim(b, —a,)=0 denligin esasynda
n—oo

Ozr!i_rﬂo(bn—an)zr!i_rﬂebn—r!i_rﬂoan =b-a
denligi alarys, yagny ol yzygiderliklerinn predelleri dendir. Ony ¢ bilen
belgildp, islendik n Gcin a, <c<b, dernsizligi alarys, yagny ¢ nokat
yzygiderligin &hli Kkesimlerine degislidir. Ol nokadyn yeke-tédkdigini
gOrkezmek (gcin tersine giiman edelin. Goy, sol kesimlerin dhlisine degisli
yene bir c, (c1 # c) nokat bar bolsun. Onda islendik n  {cin

b, —a, 2|c—c,| bolar we sonuii esasynda lim(b, —a,)>|c—c|=0, ol
n—oo
bolsa serte garsy gelyar.>
§ 2.2. Funksiyanyn predeli
1.Funksiyanyi predelinin kesgitlenisi. Goy, f funksiya a nokadyn

kabir etrabynda kesgitlenen bolsun (funksiyanyn a nokatdaky predeli
distinjesi girizilende onun sol nokatda kesgitlenmegi hokman daldir).

2-nji kesgitleme. Eger a sana yygnanyan V{x,}(x, =a) yzygiderlik
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tgin {f(x,)} yzygiderlik B sana yygnanyan bolsa, onda B sana f
funksiyanyin a nokatdaky (ya-da X — a bolandaky) predeli diyilyar.
B sanyn f funksiyanyn a nokatdaky predeli bolyandygy
limf(x)=B yada f(x) >B (x—a)
X—a

gOrnlisde belgilenyar.

3-nji mysal. f(x)=C, g(x)=x funksiyalaryh a nokatdaky predelini
tapmaly.

< a sana yygnanyan V{x,}(x, #a) yzygiderlik icin f(x,)=C,
g(x,)=x, bolyandygy igin, degislilikde, olaryn predelleri C we a
sanlara deridir. Sotia géra-de 1-nji kesgitleme esasynda lim f (x) =C we

X—a

limg(x)=a bolar. >

X—a

4-nji mysal. f(x)=sin(l/x) funksiyanyii a =0 nokatda predelinin
yokdugyny subut etmeli.

< Bu funksiya X # 0 nokatlaryn hemmesinde kesgitlenendir. Goy,

xn:L (n=0,1,2...) bolsun. Onda limx,=0, yone
m(2n+1)

f(x,) =(-1)". Sonui Ggin ol hig bir predele ymtylmayar. Sona gora-de
2-nji kesgitleme esasynda funksiyanynn a =0 nokatda predeli yokdur. >
Funksiyanyn predelinin 2-nji kesgitlemesine dengtycli bolan yene bir
kesgitlemesini getirelin.
3-nji kesgitleme.Eger Ve >0 san tgin 6 = 6 (¢) > 0 san tapylyp,
0<[x—a| <35 serti kanagatlandyryan Wx igin |f(x)-B|<e densizlik
yerine yetse, onda B sana f funksiyanyn a nokatdaky predeli diyilyéar.
B sanyn f funksiyanyn a nokatdaky predeli bolyandygyny gysgaca
(Ve>0) (6>03) (O« x-alko,vx)):|f(x)-Blke 9)
gdrnlsde anlatmak bolar.
1-nji bellik. Belgilerin komegi bilen k&bir tassyklamalaryn inkar
edilisini hem gysgaca yazmak bolar. Mysal ugin, B sanyn f
funksiyanynn a nokatdaky predeli daldigini anlladyan yazgyny gysgaca
(>0 F) (Vo >0)(0<|x—a|< o, x3T):|f(x)-B|>¢ (10
gornlsde anlatmak bolar.
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y=C goni ¢yzygyn y=f(x) funksiyanyn gyzgysyny kesyandigini
anladyar.

y
B .
C a8
Ar---t L
(0] a c b X
4-nji surat

Eger [a,b] kesimin kabir ¢ nokadynda f(c)=0 bolsa, onda ol
nokada f funksiyanyn noly diyilyar.

16-njy teorema (Funksiyanyi noly hakynda). Eger [a, b] kesimde
Uznuksiz f funksiyanyn sol kesimin uglaryndaky bahalarynyn alamatlary
durli bolsa, yagny f(a)- f(b)<0 densizlik yerine yetse,  onda
funksiyanyn (a, b) aralykda in bolmanda bir noly bardyr.

Bu teorema 15-nji teoremanyin A-B <0 we C =0 bolyan hususy haly
bolup, onuii geometrik manysy f(a)- f(b)<0 bolanda (a, f(a)) we
(b, f(b)) nokatlary birlesdiryan y = f(x) Uznisiz funksiyanyi gyzgysy
Ox okuny kesyéndir.

[a, b] kesimde tizniiksiz funksiyalaryn képliigini C[a,b] bilen
belgilaris. Sunlukda, f C[a,b] yazgy f funksiyanyi [a, b] kesimde
Uznuksizdigini anladyar.

Goénukmeler

1. Umumy agzasy berlen yzygiderligin ilkinji bds agzasyny yazmaly:

n-1
1) X, znz_+1. 2) X, sz(n’Ll). 3) X, —on-(-)"
n°+1 n
165



Eger f funksiya [a,b] kesimin &hli icki nokatlarynda tizniiksiz bolup, a
nokatda sagdan we b nokatda ¢epden lzniiksiz bolsa, onda f funksiya
[a,b] kesimde tizniiksiz funksiya diyilyar.

Eger seyle cela,b] nokat tapylyp, Vxela, b] igin  f(x)< f(c)
(f(x)>f(c)) densizlik yerine yetse, onda f(c) sana f funksiyanyn
[a,b] kesimdaki in uly (in kici) bahasy diyilyar.

23-nji mysaldaky funksiyanyn bahalar kopligi [O, 1) aralykdyr, sona
gora ol funksiya caklidir we onuin takyk cakleri bardyr.Sunlukda, takyk
asaky ¢agi funksiyanyn ini ki¢i bahasy bilen gabat gelyar (ol nola den), yone
funksiya in uly bahany almayar.

14-nji teorema (Weyerstras). Eger
f funksiya  [a,b]  kesimde
Uzniksiz bolsa, onda ol funksiya sol
kesimde ¢aklidir we in kici m we in
uly M bahalary alyandyr, yagny
seyle  ¢,c, €la,b] tapylyp,
f(c,)=m we f(c,)=M bolar.

Bu teoremanyn geometrik manysy g
3-nji suratda sekillendirilendir. 3-nji surat

Kesimde (zniiksiz funksiya Ugin
yerine yetydn bu teorema aralykda uznuksiz funksiya tcin dogry daldir.

Mysal dgin, (0, 1) aralykda Uzniiksiz y=>5x* funksiya sol aralykda
m=0 we M =5 bahalary almayar, gunki funksiya ol bahalary x=0 we
x =1 nokatlarda alyar, olar bolsa seredilyé&n aralyga degisli daldir.

15-nji teorema (Aralyk baha hakynda). Eger f funksiya [a,b]
kesimde Gizniiksiz bolup, A= f(a)= f(b)=B bolsa, onda ol funksiya A
we B bahalaryn arasyndaky islendik C bahany alyar, yagny (a, b)ac
tapylyp, f(c)=C derilik yerine yeter.
Bu teoremanyn geometrik manysy 4-nji suratda gorkezilendir we ol
A<C<B (ya-da A>C >B) serti kanagatlandyryan islendik C ugin
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5-nji mysal.  f(x)=xsin (/x) funksiyanyi ~a=0 nokatdaky
predelinin nola dendigini subut etmeli.
< Eger Ve>0 iigin 6 =¢ alsak, onda |xsin(l/x)|<|x| densizlik
esasynda O0<|X|< & serti kanagatlandyryan Vx Ggin | xsin(l/x)|< &
densizlik yerine yetydr. Sonun Uc¢in hem 3-nji kesgitleme esasynda
Iximxsin( x)=0. >

6-njy mysal. 3-nji kesgitlemeden peydalanyp, Iim2(2x+5) =1 deiligi

subut etmeli we & sanyn 0,1 we 0,01 bahalaryna degisli o6 sany
kesgitlemeli.

< Kesgitleme boyunca, Ve>0  Ucin |2x+5-1|2x+4|=
=2|X+2|<¢& densizligii |x+2|<d bolanda yerine yetmegi lgcin &
san hékminde & =&/2 sany ya-da ondan kigi bolan polozitel sany almak
bolar. Sunlukda, &=0,1 bolanda 6(0,1)=0,05 we &=0,01 bolanda
0(0,01) = 0,005 bolar.

Indi f funksiyanyn X — oo bolandaky predeli disunjesini girizelin.

Eger Ve>0 san igin seyle K >0 san tapylyp, |X| >K  serti
kanagatlandyryan VX cin |f(x)—B|<e& deisizlik yerine yetse, onda
B sana f  funksiyanyi X—oo bolandaky predeli diyilyar we ol
lim f(x)=B gornisde yazylyar. Sunlukda, eger x ditie poloZitel ya-
X—0
da dine otrisatel bahalary alyan bolsa, onda olar degislilikde
Iim f(x)=B we Im f(x)=B
X—>+00 X—>—0
gOrnlsde anladylyar
2. Birtaraplayyn predeller. Funksiyanyi argumentiniii a sana haysy
tarapyndan ymtylyanlygyna baglylykda birtararaplayyn predel disunjesi
girizilyér. Eger 2-nji kesgitlemede gosmaca islendik n (gin X, >a
(x, <a) sert yerine yetse, onda B sana f funksiyanyi a nokatdaky
sag (cep) predeli diyilyar we ol seyle belgilenyar:
B= lim f(x)=f(a+0) (B= Ilim f(x)=f(a-0)).
X—a+o0 X—>a-0
Eger 3-nji kesgitlemede 0 < |X - a| <O sertinyerine a<x<a+o
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(a—5< x<a) sert yerine yetse, onda B sana f funksiyanyn a

nokatdaky sag (cep) predeli diyilyar.
Eger f funksiyanyn a nokatda sag we ¢ep predelleri bar bolup,

f(a+0)=f(a—0)=B bolsa, onda lim f(x) = B. Eger birtaraplayyn

predeller drli bolsa, ya-da olaryn in bolmanda birisi yok bolsa, onda a
nokatda funksiyanyn predeli yokdur.

7-nji mysal. f(x)=sgnx funksiyanyn a =0 nokatdaky sag we
cep predellerini hasaplamaly.

< Goy, Vne N igin x, >0, x| <0, limx, =lim x| =0
bolsun, onda limsgnx, =1,  limsgnx; =—1. Sonu tigin hem
kesgitleme esasynda  lim sgnx =1, Iimosgn x=-1.>

X—>—

X—>+0

8 2. 3. Tukeniksiz Kici we tikeniksiz uly funksiyalar

1. Tukeniksiz kici funksiyalar we olaryn hésiyetleri. Eger Ve >0
ucin & >0 san tapylyp, 0<|x—a| <O serti kanagatlandyryan Vx ugin
|a(x)l<e bolsa, onda «(x) funksiya a nokatda (ya-da X —>a
bolanda) tiikeniksiz kigi funksiya diyilyar. Ol lima(x)=0 gornisde

X—a
anladylyar.

5-nji teorema. f funksiyanyin a nokatdaky predelinin B sana den
bolmagy (cin

f(x)=B+a(x) lim a(x)=0 (12)
X—a
denliklerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
< Goy, lim f(x)=B bolsun. Onda a(x)=f(x)-B we Ve>0
X—a
igin 0<|x—a/<& bolanda |a(x)|=|f(x)—B|<e demnsizlik yerine
yetyér, yagny (11) denlikler yerine yetyér.

Eger-de (11) denlikler yerine yetyan bolsa, onda

lim f(x)= lim[B +a(x)]= B+lima(x)=B .>
X—a X—a X—=>a

6-njy teorema. X — a bolanda tlkeniksiz kici bolan tikenikli sany
funksiyalaryn algebraik jemi X — a bolanda tiikeniksiz Kigi funksiyadyr.
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X

.a” -
2. lim
x—0 X

=Ina . Gorkezijili funksiyanyn tzniksizligi esasynda

x—0 bolanda y=a*-1—0 bolar. y=a” -1 derligin esasynda
a*=y+1, x=log,(l+y). Sonui ligin hem

lim2 =% _jim Y !

= =Ilna.
x>0 x  y-olog,(1+y) log,e

X

Bu yerden a=e bolanda lim ¢

x—0 X

=1 formula gelip ¢ykyar.

A
3 fimdtx° -1
x—0 X

2-nji wajyp predellerden we x—0 bolanda y=AIn(l+x)—0
bolyanlygyndan peydalanyp alarys:

=. Bu formulany subut etmek G¢in 1-nji we

A Aln(+x)
= (@Q+x)-1_ fim & 1kln(1+x)=k.
x>0 X x>0 LIn(l+ x) X
. . Insin x .
24-nji mysal. lim 32 predeli hasaplamaly.
x-7 COS” X
< Predeli hasaplamak Gc¢in 1--nji wajyp predelin hususy halyny
ulanarys:
__Insinx . Iny1-cos®x 1. In{l—cos®x 1
lim SZ :I|m$:——llml—2)=—_.>
x»>% COS“X  x,T  COS” X 24,5 —CO0S" X 2
2 2 2
x-x-2
25-nji mysal.  lim —————— predeli hasaplamaly.
x>2 X° —5X+6

< Predeli hasaplamak (¢in 2-nji wajyp predelden peydalanarys:
Cogdz_g L (3_g x2_x2
lim——-—=lim| — X — =
x>2 X —5X+6 2| X" —Xx—-2 X" -5X+6
xox-2 _
lim 32 1 (x—2)(x+1)
52 x2 = x =2 %2 (x—2)x—3)

=-3In3. >

8 2. 11. Kesimde uznuksiz funksiyalaryi hésiyetleri

163



Eger funksiyanyn a nokatda birtaraplayyn predellerinii in bolmanda
biri yok ya-da tlikeniksizlige den bolsa, onda a nokada f funksiyanyn

22-nji mysal. f(x)=1/x we g(x)=3"*funksiyalarys iizilme nokadyny
anyklamaly.
< Bu funksiyalar tGgin x =0 nokat tiziilme nokadynyn ikinji gornisidir,
glinki f(=0)=—0, f(+0)=+0 we g(-0)=0, g(+0)=+w.>
Eger f funksiya [a,b] kesimii tikenikli sany birinji gorniisdaki
uztlme nokatlaryndan basga &hli nokatlarynda tzniiksiz bolsa, onda f

......

funksiya [a,b] kesimde bolek iizniiksiz funksiya diyilyar.
23-nji mysal.  f(x)=x—[x] funksiyanyii [0, b], b>1 kesimde
bolek Uznuksizdigini subut etmeli.
< Ol funksiyanyn a=n (n=1,2,...) nokatlar Ugin birtaraplayyn
predellerini hasaplaly:
Jim ()=o),

y
. I e s
1im (x~[x)=0=n~[n] AT
yagny a=n nokatlar funksijanyii O 1 2 3 4 x
birinji gornisdaki Gzilme nokatlary

bolup, &hli beyleki nokatlarda ol 2-nji surat
funksiya Uznuksizdir, yagny ol bolek

Uzniiksizdir. Onun gyzgysy 2-nji suratda sekillendirilendir >

8§ 2. 10. Kabir wajyp predeller

1, Iingw —log, e . Bu deiiligi subut etmek tgin
X— X
1
wzlloga(H x)=log, (L+ X)x
X X
denlikden we logarifmik funksiyanyn tzniksizliginden peydalanarys:

1 1

Iingw = Iing{loga(1+ X)x:| = Iog{ling(1+ X)x:| =log, €.

In(L+ x)

Bu yerden a =e bolan hususy halda Iing
X—> X

=1 formula alynyar.
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a Goy, a(x), B(x), y(x) funksiyalar x — a bolanda tiikeniksiz Kigi
funksiyalar bolsun, yagny Ve >0 igin 8, >0 tapylyp, 0<|x—a| <3,
bolanda |o(x) <&/3, §, >0 tapylyp, 0<|x—a <38, bolanda |B(x)<s/3
we §;>0 tapylyp, O<|x—a <3, bolanda |y(x)<e/3 deiisizlikler
yerine yetyar. Onda §=min{3;, §,, 8} san iigin 0<|x—a/ <& bolanda
denisizliklerin Ggiisi hem yerine yeter. Sona gord u(x)=a/(x)+B(x)+7y(x)
funksiya tgin

Ju(x) <Jau(x) + [B(x) +[v(x) <§+§+§= £,

defisizlik yerine yetydr, yagny X —a bolanda u(x)=a(x)+B(x)+7y(x)
tlkeniksiz kigi funksiyadyr. >

7-nji teorema. Tukeniksiz kic¢i funksiyanyn cakli funksiya kopeltmek
hasyly tukeniksiz kici funksiyadyr.

<Eger x=a nokadyn Kkabir etrabynda b(x) ¢kli funksiya bolsa,
yagny seyle C >0 tapylyp,sol etrapda |b(x] <C we x — a bolanda o(x)
tlkeniksiz kici funksiya bolsa, yagny Ve >0 U¢in x=a nokadyn kébir
etrabynda |oc(xj <¢/C densizlik yerine yetse, onda ol etraplaryi kigisinde

|a(x)p(x) = |au(xJ|o(x) < %C =¢

defsizlik yerine yeter, yagny X — a bolanda a(x)o(x) tikeniksiz Kigi
funksiyadyr. >

Bu teoremalardan seyle netije gelip ¢ykyar.

Netije. Iki tlkeniksiz kici funksiyalaryn kopeltmek hasyly, seyle hem
tikeniksiz Kici funksiyanyn hemiselik sana kopeltmek hasyly tlkeniksiz
kici funksiyadyr.

2. Tukeniksiz uly funksiyalar. Eger VK >0 dUcin & >0 tapylyp,
O<|x—a <& serti kanagatlandyryan ¥x dgin | f(x)> K bolsa,
onda ol funksiya a nokatda tukeniksiz uly funksiya diyilyar we ol
lim f(x)=c0 yazgyda anladylyar. Sunlukda, difie f(x)>K ya-da difie

X—a

f(x)<—K densizlik yerine yetse, onda degislilikde lim f(x)=-+oo
X—a
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ya-da lim f(x)=—o0.

X—a
Mysal Ggin, eger f(x)=1/x, x—0 bolsa, onda ol tikeniksiz uly
funksiyadyr, cunki VK >0 gin [ =|x—0/<1/K =38 bolanda [I/x>K
densizlik yerine yetydr. Sunlukda, x<0 bolanda Iing f(x):—oo we

x>0 bolanda lim f(x)=-+o0. Eger f(x)=1/(x-3)?, x—3 bolsa, onda
X—>

¥K >0 gin |x—3<1/VK =8 bolanda 1/(x-3)° >K bolar, yagny ol
funksiya x — 3 bolanda tlkeniksiz uludyr we funksiyanyn dinie poloZitel
bahalary alyandygy tgin lim f(x)=+o0.
X—>
Tukeniksiz kici we tlikeniksiz uly funksiyalar seyle baglanysykdadyr.
Eger & >0 santapylyp, 0<|x—a| <& serti kanagatlandyryan Vx

tgin  f(x)=0 bolsa, onda f(x) funksiyanyii a nokatda tikeniksiz kigi
funksiya bolmagy (gcin ]/f(x) funksiyanyn tikeniksiz uly funksiya
bolmagy zerur we yeterlikdir.

Hakykatdan-da, eger limf(x)=0 bolsa, onda islendik /& (¢>0) san
igin seyle 5 >0 tapylyp, 0 <|x—a| <& serti kanagatlandyryan Wx igin
| f(x)l<¥/e, yagny [l f(x]>&  bolar. Diymek, 1/ f(x) funksiya a

nokatda tukeniksiz uludyr. Tersi hem dogry bolyandygy sufia mefizeslikde
gorkezilyar.

Sunlukda,eger lim f(x):O, f(x)¢0 bolsa, onda |imL:oo,

T

eger lim f (x)=oco bolsa, onda il_rgﬁ =0.

§ 2. 4. Funksiyanyii predeliniii esasy hasiyetleri

9-njy teorema. Eger f we g funksiyalaryn a  nokatda
lim f(x)=A, limg(x)=B predelleri bar bolsa, onda f(x)=+g(x),
X—a X—a

f(x)-g(x) we f(x)/g(x) funksiyalaryi hem a nokatda predelleri
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denlikler yerine yeter, yagny f funksiya a nokatda Uzniksiz bolar.
Funksiyanyni a nokatda (iznuksizliginden, onuti sol nokatda hem ¢epden,
hem sagdan Uznuksizligi gelip ¢cykyar we sonuin esasynda (22) denlikler
yerine yetyér. Seylelikde, f funksiyanyn a nokatda tzniksiz bolmagy
ucin onun sol nokatda hem sagdan, hem ¢epden lizniiksiz bolmagy, yagny
(22) denliklerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

2. Funksiyanyn UzUlme nokatlary. Eger f funksiya a nokatda
Uznuksiz bolmasa, onda a nokada f funksiyanyn tziilme nokady diyilyar.

Eger funksiyanynn a nokatda biri-birine den bolmadyk birtaraplayyn

fla-0)= lim f(x) we f(a+o)= lim f(x) (23)
predelleri bar bolsa, onda a nokada f funksiyanyn (zilme nokadynyn
birinji gornisi diyilyar.

Basgaca aydylanda, eger (23) predeller bar bolup, olaryn in bolmanda
birisi funksiyanyn f(a) bahasyna den bolmasa, onda a nokada f
funksiyanynn Uzilme nokadynyn birinji gornisi  diyilyér. Sunlukda,
f (a + o)— f (a — o)tapawuda funksiyanyn a nokatdaky bdkmesi diyilyér.

21-nji mysal. x=0 nokat f(x)=sgn X funksiyanyni 0zilme
nokadynyn birinji gérnisidir, ctinki XIi_r)rjosgn X=-1 XIi_)njosgn x=1 we

f(0)=0.0Onun békmesi f(+0)— f(-0)=1-(-1)=2 bolar.
Eger (23) predeller bar bolup,
limf(x)=f(a—o0)=f(a+0)=A

denlikler yerine yetse we A # f(a) bolsa ya-da a nokatda f kesgitlenen
bolmasa, onda a nokada f funksiyanyn ayrylyan Uzulme nokady
diyilydr. Bu halda Gzilme nokadyn seyle atlandyrylmagy, funksiyanyn sol
nokatdaky bahasyny uytgedip, yagny f(a)=A alyp, funksiyany a
nokatda hem Uzniksiz edip (yagny Uzulme nokadyny ayryp) bolyandygy
bilen dustndirilyar.

Mysal Ggin, x =0 nokat g(x)=|sgn x| funksiyanyi iiziilme nokadydyr,
cinki

lim |sgn x)|= lim |sgnx|=1=sgn0 = g(0).

Eger g(0)=1 alsak, onda x=0 nokatda g(x) funksiya iizniiksiz
bolar, yagny x =0 ol funksiyanyn ayrylyan tziilme nokadydyr.
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sylsyrymly F(x)= sin(% - XJ =cosx funksiya hokmiinde 13-nji teorema

boyunca Uznuksizdir. >

19-njy mysal. f (x) =tg X funksiya VXx#7m/2+kz,keZ nokatda
Uznuksizdir.

< Bu funksiyanyn UGzniksizligi sinx we  cosx funksiyalaryi
Uznuksizliginden gelip ¢ykyar. >

20-nji mysal. f(x)=a*(0<a=1) gorkezijili funksiya VxeR
nokatda Uznuksizdir.

< ki bilen bu funksiyanyn X =0 nokatda Uznuksizdigini, yagny
lima” =1 denligin yerine yetyandigini gorkezelix.

X—0

, 1 1 _
Goy, a>1 bolsun, onda ——<Xx<= bolanda a?¥"<a*<a'"
n n

densizlikler yerine yetyéndir. Bu densizliklerden n— oo bolanda, x - 0
we lima¥" =1 bolyandygy sebapli lima* =1 gelip c¢ykyar. a<1
X—0

bolanda hem ol edil sonuti yaly gorkezilyar. Sona gorda Vb e R (igin hem

lima* = lima”a*®=a"lima*® =a".

x—b x—b x—b
Bu yerden b nokadyn erkinliginden f(x) =a” funksiyanyn Vx eR
nokatda tznuksizligi gelip ¢ykyar. >

§ 2. 9. Funksiyanyi birtaraplayyn tizniksizligi
we Uzulme nokatlary

1. Funksiyanyi birtaraplayyn Uzniksizligi. Eger f funksiyanyn a
nokatda sag (cep) predeli bar bolup, ol predel funksiyanyni a nokatdaky
bahasyna den bolsa, yagny

lim_f(x)=f(a+0)= f(a) (xl—llan—o f(x)=f(a-0)=f(a)),
onda f funksiya a nokatda sagdan (¢epden) tizniiksiz funksiya diyilyér.

Kesgitlemeden gornisi yaly, eger f funksiya a nokatda hem ¢epden,
hem sagdan uizniiksiz bolsa, onda

f(a+o)=f(a-0)=f(a) (22)
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bardyr we asakdaky derlikler dogrudyr:
lim[f (x) £ g(x)]=lim f (x) % lim g(x), (12)
lim[ f (x)g(x)]=lim f (x) lim g(x), (13)
g _m e
a2 g(x)  limg(x)
< Teoremanyn sertlerinde 5-nji teorema boyunca

f(x)=A+a(x) g(x)=B+p(x), lima(x)=limp(x)=0  (15)

denlikleri yazmak bolar. Sonun Ggin (15) denlikler esasynda

{0+ 9(x)= (A B)+ a(x) £ B, limfo(x) £ B(x)]=0

denlikler yerine yetyér. Sona gora-de 5-nji teorema boyunga

(limg(x) #0) (14)

lim[f (x) £ g(x)]= A+ B =lim f (x) + lim g(x),

yagny (12) denlik subut edildi. (15) denlikler esasynda

f(x)-g(x)=(A-B)+[AB(x)+ Ba(x)+a(x)- B(x)].

lim[AB(x) + Ba(x) + a(x)- B(x)] =0
denlikler yerine yetyér. Sonun Ugin 5-nji teorema boyunca
lim[f (x)- g(x)]= A-B=lim f(x)-lim g(x) -

Seylelikde, (13) denlik hem subut edildi. (14) denligi subut etmek (gin
limg(x)=B =0 sert yerine yetende (15) deiligi ulanyp alarys:

f(x) A A+alx) A Ba(x)-AB(x)
o) B BB B BB o
Eger u(x):W, v(x) = Bau(x) - AB(x) belgileme girizsek, onda

(16) denlik esasynda



¢linki X — a bolanda u(x) gakli funksiyadyr, v(x) bolsa tiikeniksiz Kigi
funksiyadyr. Sonun tgin hem 5-nji teorema boyunca
lim f (x)
i £ _A T

xag(x) B limg(x)’
yagny (14) denlik hem subut edildi. >

Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji netije.Eger funksiyalaryn algebraik jeminin her bir
gosulyjysynyin a nokatda predeli bar bolsa, onda ol jemin hem predeli
bardyr we gosulyjylaryn predellerinin solar yaly algebraik jemine dendir.

2-nji netije. Hemiselik kopeldijini predel belgisinin dasyna
cykarmak bolar.

3-nji netije. Eger f funksiyanynn a nokatda predeli bar bolsa,
onda natural m san Ggin

| (x)" = fim ()

—a

deflik dogrudyr. Hususan-da, lim(x)" = Qim x)m =a".

X—a —a

8-nji mysal. Iiml(Sx2 +8x —7) predeli tapmaly.

< 9-njy teorema we onun netijeleri esasynda

Xli_Tl(SXZ +8X— 7): X"_,n,ll(SXZ )+ XIi_)r[11(8x) - XIi_)r[1l(7)=

=3(-1)° +8(-1)-7=-12. >

Bellik. Funksiyalaryn predelleri tapylanda, kopleng,
9, 2, w—o00, Oxoo, 17, 0%, oo°

0 o
gornlisdaki kesgitsizliklere dus gelinydr. Sonun Gcin ilki olary 6zgerdip,
belli bolan formulalary ulanyp bolar yaly goérnislere getirmeli. Sunlukda,
predel tapylanda seyle hasiyetden hem peydalanylyar.

Eger Vx=a tgin f(x)=g(x) deilik yerine yetip, lim f(x)=B
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f(x)£g(x), f(x)-g(x) we f(x)/g(x) (g(a)=0) funksiyalar hem
a nokatda uznuksizdirler.
Eger f funksiya a nokatda tiznlksiz bolup, f(a)¢0 bolsa, onda ol

nokadyn kabir etrabynda funksiyanyn alamaty f(a) sanyn alamaty bilen
gabat gelyar.

15-nji mysal. VneN gin f(x)=x" funksiya Vx e R nokatda
Uznuksizdir.

< Bu funksiyanyi Vx e R nokatda tizniiksiligi g(x)=x funksiyanyii
Uznuksizliginden esasy hasiyet boyunca gelip ¢ykyar. >

16-njy mysal. P (x)=ax"+ax"" +..+a,_,x+a, bitin rasional
funksiya Vx € R nokatda uzniiksizdir.

< Bu funksiyanynn VX e R nokatda uUzniksizligi 13-nji we 15-nji
mysallarda garalan funksiyalaryn ¥x € R nokatda iznliksizliginden, esasy
hasiyet boyunca gelip ¢ykyar.>

17-nji mysal.  f(x)=P,(x)/Q,(x) drob rasional funksiya Q(x)
képagzanyn koki bolmadyk Vx e R nokatda tizniiksizdir.

< Bu funksiyanyn tzniksizligi esasy hésiyet boyunca 16-njy mysaldaky
funksiyanyn tznuksizliginden gelip ¢ykyar. >

13-nji teorema (Cylsyrymly funksiyanyn Uznuksizligi). Eger
u=g(x) funksiya a nokatda iizniiksiz, y = f(u) funksiya b=q(a)
nokatda (izniiksiz bolsa, onda F(x)= f[p(x)] cylsyrymly funksiya a
nokatda Uznuksizdir.

< Eger Xx—>a bolsa, onda ¢  funksiyanyn ~a  nokatda

Uznuksizliginden (p(X)—) (p(a) gelip ¢ykyar, yagny u — b. Sonun lgin f
funksiyanyn b nokatda tzniksizliginden f(u)—> f(b) gelip ¢ykyar.
Seylelikde,
im F ()= lim £[g(c)]= lim £(u)= £(b)= 1 [o(a)] - F (a)
yagny F(x)= f[o(x)] funksiya a nokatda tizniiksizdir. >
18-nji mysal. f(x)= cosx funksiya Vx € R nokatda Gznuksizdir.

< Bu funksiya tUznuksiz u :%— X we y=sinu funksiyalara gora
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tapawuklylykda bu yerde X, #a ya-da X # a serttalap edilmeyaér.
Eger AX=x-a we Af = f(x)-f(a)= f(a+Ax)-f(a)
tapawutlar degislilikde x  Uytgeyanin we funksiyanyi a nokatdaky
artymlary bolsa, onda (21) deriligi AIim Af =0 gornisde yazmak bolar.
X—>0
Sona goré-de funksiyanyi a nokatda Uznuksizliginin kesgitlemesini yene
bir gérnlsde getirmek bolar.
4-nji kesgitleme. Eger f funksiyanyn x (ytgeyaninifi a nokatdaky
AX artymy nola ymtylanda funksiyanyn sol nokatdaky artymy nola
ymtylyan bolsa, onda f funksiya a nokatda Uzniksiz funksiya diyilyar.

14-nji mysal. f (x)= sinx  funksiyanyn =~ VaeR  nokatda
Uzniksizdigini gorkezmeli.

< Malim bolsy yaly, 0<x<% bolanda |sin x|<|x|. Sonui
esasynda 0<|x|<% bolanda hem [sin x| =sin|x|<|x| bolar. Eger

|x|2% bolsa, onda |sinx|£l<%£|x|. Seylelikde VaeR iicin

|sin x| <|x. Bu deiisizligifi esasynda:

|Af| =]sin(a+ Ax)-sin g = Zsin%cos (a+%} <
< 2lsin 2| < 2M =|Ax|
2 2

Sonun Ggin hem  lim Af =0, yagny f(x)=sin X funksiya Va eR

AX—0

nokatda tznuksizdir. >
§ 2.8. Uzniiksiz funksiyalaryn esasy hasiyetleri
Nokatda tznlksiz funksiyanymn sol nokatda predelinin barlygy esasynda,
predeli bar funksiyalar gin yerine yetyan hdasiyetleriti hemmesi lzniiksiz
funksiyalar tcin hem dogrudyr. Olaryn esasylaryny yatlaly.
Eger f we g funksiyalar a nokatda zniksiz bolsalar, onda
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predel bar bolsa, onda lim g(x): B predel hem bardyr. Bu hasiyetiti

X—a

ulanylysyny gorkezelin.
) X2 -3x+2
9-njy mysal. lim———

redeli tapmaly.
x>2 X% —5X + 6 P pmaty

< X— 2 bolanda sanawjy hem, maydalawjy hem nola ymtylyar we
0/0 gorniisdaki kesgitsizlik alynyar. Ony agmak tgin ilki &zgertmeler
gegirip, sonra predeli tapmaly:
x2-3x+2 . (x-1)(x-2) . (x-1) 1

l - _ _ o1
02 X% —Bx+ 6 xl—q;(x—S)(x—Z) xl—q;(x—S) -1 g

10-njy teorema. Eger a nokadyn kébir etrabynda kesgitlenen f
funksiyanynn  lim f(x):B;&O predeli bar bolsa, onda a nokadyn
X—a

U(a) etraby tapylyp, sol etrapda B >0 bolanda f(x) poloziteldir we
f(x) >g , B<0 bolanda otrisateldir we f (X)<% .

< Teoremanyi sertlerinde & =|B|/2 tgin 8> 0 tapylyp,0<|x—a/<§
| B o
bolanda B -5 <f (x) <B +7 densizlikler yerine yetyar.Olaryi

cepindakisinden B > 0 bolanda, f(x)>%>0 detisizligi,

sagyndakysyndan bolsa B < 0 bolanda, f(x)<g< 0 desisizligi alarys.

11-nji teorema. Eger a nokadyn ké&bir etrabynda kesgitlenen f we
g funksiyalar Gcin  sol etrabyini x=a bolan islendik nokadynda

f(x)<g(x) we lim f(x)=A, limg(x)=B predeller bar bolsa, onda

A<B bolar.
< Eger tersine, A>B diyip gliman etsek, onda sert esasynda 9-njy
teorema boyunga lim[f(x)-g(x)]=A-B>0 bolar. Sofia gord 10-njy
X—a

teorema esasynda a nokadyn x=a bolan islendik etrabynda
f(x)—g(x)>0, yagny f(x)>g(x) bolar. Ol bolsa serte garsy gelyar.
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Diymek, A<B densizlik yerine yetyér. >

Bu teorema iki boleginin hem predeli bar bolan densizlikde predele
gecip bolyandygyny anladyar, sunlukda densizlik belgisine denlik belgisi
hem gosulyar. Mysal (icin, islendik x=0 nokatda 5+ x?>5-x%, yone
. 2\ 2
le_r)r(l)(5+x )—!(I_F)T(])(S X )

12-nji teorema. Eger a nokadyn kabir etrabynda kesgitlenen
f, ¢, g funksiyalar icin sol etrapda

F(x)<p(x)<g(x) a7
densizlikler yerine yetse we lim f(x)=Ilim g(x): B predel bar bolsa,
X—a X—a

onda lime(x)=B.

< Sertlerin esasynda Ve >0 Ugin a nokadyn seyle 3,, &, etraplary
tapylyp, sol etraplarda degislilikde B-g< f(x) we g(X)<B+e¢
bolar. Onda &=min{8,, 8,} tgin a nokadyn & etrabynda ol densizlikleriii
ikisi hem yerine yeter. Sonuii Ugin sol etrapda (17) densizlikler esasynda
B-e<f(X)<p(x)<g(x)<B+eg, yagny
|p(x)—B|< & . Diymek, IXi_rE(p(x) =B.>

8 2.5. Ajayyp predeller K
1. Birinji ajayyp predel. Radiusy r, merkezi :
burgunyn radian olcegi  x (0 <X< 7z/2) bolan A
tOwerege seredelin (1-nji surat). A

OAB ucburglugyn meydany OAB sektoryn
meydanyndan, ol sektoryin meydany bolsa OAK
ucburglugyn meydanyndan kigidir. Sona gora
1-nji surat
I,2 . I,2 r.2
—SIN X < — X < —1gX
2 2 2

defisizlikleri we olary (r?/2) -4 bolip,
Sin X < X < tgx (18)
densizlikleri alarys. Olardan bolsa
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§ 2. 7. Uzniiksiz funksiyalar

Goy, f funksiya a nokadyn kébir etrabynda kesgitlenen bolsun.
1-nji kesgitleme. Eger f funksiyanyn a nokatda predeli bar bolup, ol
predel funksiyanyn sol nokatdaky bahasyna den bolsa, yagny

lim f(x)= f(a) (21)

—a
onda f funksiya a nokatda lzniksiz funksiya diyilyar.
13-nji mysal. Hemiselik f(x)=C we g(x)=x funksiyalar san
okunyn islendik a nokadynda tzniiksizdir:
im 1()~C = 1(a), lim g(x)-lim x~a-g(a)

Sonuii Ugin  limx=a denlik esasynda funksiyanyi a nokatda

X—a
Uznuksizligini anladyan (21) deiligi
im (0= 1{im x)
gornlisde yazmak bolar. Ol denlik tznuksiz funksiya Ugin predelin “lim”
belgisi bilen funksiyany hasiyetlendiryan “ f “ belgininn ornuny calsyryp
bolyandygyny anladyar.

Kesgitlemeden gornisi yaly, funksiyanyn nokatda tisniiksiz bolmagynyn
esasy sertlerinin biri-de ol funksiyanyn sol nokatda predelinin bolmagydyr.
Sonun Ugin hem funksiyanyn predelinin 1-nji  we 2-nji kesgitlemelerini
ulanyp, funksiyanyn nokatda uznlksizlik kesgitlemesini ginisleyin seyle
dislndirmek bolar.

2-nji kesgitleme. Eger a sana yygnanyan v{xn} yzygiderlik Ggin
{f(x,)} yzygiderlik f(a) sana yygnanyan bolsa, onda f funksiya a
nokatda Uznuksiz funksiya diyilyar.

3-nji kesgitleme. Eger Ve >0 (gin 6 = 5(3) >0 tapylyp, | x—al< o
defsizligi kanagatlandyryan Vx Ugin | f(x)- f(a)l<e densizlik yerine
yetse, onda f funksiya a nokatda tizniiksiz funksiya diyilyar.

Bu kesgitleméani ulanyp, funksiyanyn a nokatda Gizniiksizligini anladyan
lim (x) = f (a) yazgyny gysgaca seyle yazmak bolar:

X—a
(Ve>0) (6>0 3) (x—al<d,vx):| f(x)- f(a)<e.
Kesgitlemelerden gornusi yaly, predelin kesgitlemelerinden
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Iimal—(x) k predel bar bolsa, onda lim—~ a(x) k . Ony subut etmek
x—a ﬁl(x) X—a (x)
ucin X — a bolanda a(x) = ( ) ( )’Bl(x) denlikde predele

Blx) ai(x) Bi(x) ()

gecmek yeterlikdir.

12-nji mysal. Iirr(1) sin Sx predeli tapmaly.

X+ X3

< X — 0 bolanda sin5x ~5x, X+ x>~ x bolyandygy ticin

sm5>; lim 5x 5 o

x=>0 X

agzalan hasiyetifi esasynda lim
x=0 X + X

Tukeniksiz uly funksiyalar hem sular yaly denesdirilyandir. Ony
mysallarda disundirelin.
1. p(x)=x?+5 funksiya x — o bolanda q(x)= x* —4
gora kigi tertipli tikeniksiz uly funksiyadyr, cinki
jim 2 _ iy X8 145 L
X—>00 q(x) X—o0 X3 -4 X200 Y — 4/)( x—0 X

2. p(x)=(1+x)/x we qg(x)=1x funksiyalar x — 0 bolanda

denguiycli tiikeniksiz uly funksiyalar, ¢linki Ilrr(lj g((x)) = Iing(1+ x) =1.

3. p(x)=2x*+3x+1 funksiya x — oo bolanda q(x)=x*+1
funksiya gora ikinji tertipli tlkeniksiz uly funksiyadyr, ¢unki

lim 2x* +3x+1 _lim 2x* +3x+1 _ i 2+3/x° +1Ux*

X (X2 +1)2 on x4 2x+1 oe 14 2/x3 +1/x*

=2.

Sunlukda, p(x)=2x*+3x+1 we g(x)=x*+2x+1 funksiyalar

X — oo bolanda den tertipli tiikeniksiz uly funksiyalardyr.
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X 1 sin X
1<—«< , Cosx<——«<l1

sinX COSX X
densizlikler gelip ¢ykyar. Ahyrky densizliklerden bolsa

0< 1—ﬂ<1 COSX (19)

X
densizlikler alynyar. Eger Ve >0 icin § sany 7/2 we & sanlaryi
Kigisi bolar yaly alsak, onda 0 < x <& bolanda (19) densizliklerden
sin x

-2
X

L, X X
<|1—cosx|=25|n25<25|n5< X<é&

densizlik gelip c¢ykyar.Ol bolsa Iimsm—le predelinn  bardygyny
X—>+0 X
anladyar.Sora gord sin x funksiyanyn tékligi esasynda
sinx im sin(—x) _lim sinx_1

x>0 X X—>+0 ( X) x—>+0 X

Diymek, garalyan funksiyanyn a=0 nokatda biri-birine den bolan
birtaraplayyn predelleri bardyr we sonun esasynda
. sinx
lim——=1
X—0 X

......

Bellik. Blrlnjl ajayyp predel subut edllende 0<x<m/2 bolanda
gorkezilen sinx<x, 1—cosx<x densizlikleri  ulanyp, Iimsinx:O,

limcos x =1 denlikleri subut etmek bolar (6zbasdak gorkezin).

x—0
. . 1- X .
10-njy mysal. Ilrr(l)—COS predeli tapmaly.
X— X

< Xx=0 bolanda 0/0 gérnisdaki kesgitsizlik alynyar, Sotia gord ol
predeli tapmak Gcin ilki kabir ozgertmeleri gecirmeli we sofira birinji
ajayyp predeli ulanmaly:

1-cosx _ . 2sin’(x/2) _ - sin(x/2)

lim——— =Iim limsin(x/2)=1-0=01
x—0 X x—0 X x—0 X/2 %—>0 ( / )

2. lkinji ajayyp predel. Goy, X >1 bolsun. Eger x-ifi bitin bolegini
anladyan [x] funksiya tgin n = [x] alsak, onda x = n+a bolar, bu yerde
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n natural sandyr we a san 0<a <1 serti kanagatlandyryar. Sunlukda,
n<x<n+l 1/(n+1)<l/x<In bolar we bu dersizlikler esasynda

[l+ij <[l+lj <[l+lj (20)
n+1 X n

densizlikler gelip cykyar. Malim bolsy yaly Iim(1+]/n)” =e. Sofia gora

n+l n
Iim(1+ij = Iim(1+£J Iim(1+1J=e-1=e,
n—w n n—co n) now n

1 Iim@+y(n+1)™
1+ =2 =—=e
n+1 lim@+Y(n+1) 1
n—oo
predeller hem bardyr. Sonun esasynda X — +o0 (n - oo) bolanda (20)
densizliklerde predele gegip,

lim [1+£j =e
X—>-+00 X

denligi alarys.Goy, X < —1 bolsun. Eger X = —Yy alsak, onda subut edilen
denligin esasynda

X -y y
lim [1+3j ~ lim (1—% ~ lim (1+Lj _
o7 x) ey ey -l

y-1
= lim 1+i lim 1+L =e-l=e
y—>+0 y_l y—>+00 y_l

denlik gelip ¢ykyar. Bu iki halyn esasynda

Iim[1+1j =e
X—00 X

ikinji ajayyp predel atlandyrylyan deilik alynyar. Bu desilikden u =1/x

lim

n—oo

belgileme girizip, Iirr(l)(1+ u)]/“ =e formulany alarys.
11-nji mysal. lim(L+2/x)"* predeli tapmaly.

< Eger x=2t calsyrma girizsek, onda X — oo bolanda t — oo
bolyandygy esasynda
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lim(L+2/x) = lim(1+1/t)" :!m(1+]/t)t m(um)t =e-e=e’. >

X—>0 tow

§ 2. 6. Funksiyalaryi denesdirilisi
Tukeniksiz kici funksiyalaryn algebraik jeminiii we kopeltmek
hasylynyn tukeniksiz kici funksiya bolyandygy bellidir.Y6ne olaryn payy
beyle daldir. Goy, lima(x)=0, lim B(x)=0 bolsun. Eger:
X—a X—a

1 Iim%zo bolsa, onda c(x) funksiya x — a bolanda B(x)
x—a B(x
gord yokary tertipli tikeniksiz kigi funksiya diyilyar. Bu halda
a(x)=0o(B(x)), x—>a
yazgy ulanylyar we ol seyle okalyar: oc(x) dendir o kisi S(x), x —a
bolanda.

2. Iim%zc 0 bolsa, onda a(x) we B(x) funksiyalara
x—a 3 X
X — a bolanda den tertipli tiikeniksiz Kigi funksiyalar diyilydr. Onun Ggin
a(x)=0(B(x)), x—>a
yazgy ulanylyar we ol seyle okalyar: a(x) dendir O uly ()
X — a bolanda. Hususanda, eger C =1 bolsa, onda olara denguygli
tikeniksiz kici funksiyalar diyilyar we a(x)~ B(x), x —a gérnisde
belgilenyar.
3. Iim:kL(x)) =C =0 bolsa, onda a(x) funksiya X — a bolanda
X—a X
,B(x) gora k tertipli tikeniksiz kici funksiya diyilyar.
Mysal tgin, X — 0 bolanda sin x we x denguycli tikeniksiz
kici funksiyalardyr, 1—cosx funksiya bolsa x goré ikinji tertipli
tlkeniksiz kigi funksiyadyr, cinki

. . . 2
fim SNX 1 i 1C0sX _ o 2sin (x/2) =£"m(sm(/x2/2)j =%
X

x>0 X x—0 X x—=0 X2 2 x>0
Dengyecli tlikeniksiz kigi funksiyalaryn predelleri tapylanda ulanylyan

seyle hasiyeti bardyr. Eger a(x)~ o (x), B(x)~ B,(x),x > a we
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1-nji bellik. Eger funksiya [a,b] kesimde kesgitlenen bolup, ifi uly
ya-da in Kkigi bahany kesimin ujunda alyan bolsa onda sol nokatda
funksiyanyin Oniminin nola den  bolmazlygy hem mimkindir. Ony
asakdaky mysal tassyklayar.

1-nji mysal. f(x)=x funksiya [0,1] kesimin Xx=0 nokadynda
in kigi bahany we x=1
nokadynda in uly bahany
alyar, yone ol nokatlaryn
ikisinde  hem  funksiyanyn
onimi bire dendir.

Eger f funksiya [a,b]
kesimin  icki  nokatlarynda
differensirlenyan bolup, a we
b nokatlarda onun degislilikde
sag we c¢ep Onlmleri bar
bolsa, onda oma sol kesimde
differensirlenyan

1-nji surat funksiya diyilyar.

Roluii teoremasy. Goy, f funksiya [a,b] kesimde (zniksiz we
onuii igki nokatlarynda differensirlenyan bolup, f(a)= f(b) bolsun.
Onda in bolmanda bir ce(a,b) nokat tapylyp, f'(c)=0.

a T funksiyanyn [a,b] kesimde tzniiksizligi Gcin Weyerstrasyii

teoremasy esasynda funksiya sol kesimde in uly M =max f(x) we in

a<x<b

Kici m=min f(x) bahalary alyar. Sunlukda, eger:

a<x<b
1) M =m bolsa, onda [a,b] kesimde yerine yetyan m< f(x)<M
sertini esasynda funksiya sol kesimde hemiselik bolar we sonun (i¢in onun
énimi (a,b) aralygyn &hli nokatlarynda nola dendir.

2) M >m bolsa, onda f(a)= f(b) sertin esasynda funksiya M we
m bahalaryn it bolmanda birini icki ¢ € (a, b) nokatda alar. Sona gora
Fermanyi teoremasy esasynda f'(c) =0 bolar. >

f(a)=f(b)=0 hususy hal iigin bu teorema gysgaca seyle okalyar:
diefferensirlenyén funksiyanyn iki dirli kdklerinin arasynda onun
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—2sin 2 Y cos XY cosx+cosy=2003ucosﬂ,
2 2 2
cosx—cosy:—ZsinXLZysin%,

47) tim sm(a+x)+sm(2a—x)—25|na. 48) lim sm(a+x)—sm(a—x).
x—0 X x—0 X

49) tim &% mx—zcos ™ 50) tim cos(a + x) + cos(a—x)—Zcosa.
x—0 X x—0 1—cos x

51) lim tgx—ssmx. 52) lim «/coszx—ll 53) lim cos(x/2)—sm(x/2).
x—0 X x—0 X X—>n/2 COS X

54) lim sm(x—n/S). £5) fjm LT C05 2X —2C08 X
x-m/3 1—2c0s X x>0 2C0S X — 2

56) lim=—°=*  57) fim ‘/EL’ZH 58) lim—9% .
x>0 x x>n/4 1—tg2x x—=0 §In 2X

11. Asakdaky x—0 bolanda tikeniksiz kici bolan funksiyalaryn
haysysy B(x)=x funksiya géra den tertipli, yokary tertipli, Kici tertipli
tlkeniksiz kigi funksiyadyr?

1) a(x)=3x; 2) a(x)=4sinx; 3) a(x)=5x%;

4) ax)=3sin?x;  5) ax)=3x* +x; 6) a(x)=3/tgx;
12. Berlen funksiyalaryn berlen nokatlarda tizniiksizligini barlamaly:
1) f(x)=x+1 funksiyanyi x=-1, x=1 nokatlarda.

1
x>

2) f(x)=1x’ x21, funksiyanyii x =1 nokatda.
X,

x? +1, x<1,
3) f(x)=13, x=1, funksiyanyii x=1 nokatda.
x+1 x>1
13. Funksiya gorkezilen nokatda nahili kesgitlenende sol nokatda ol
Uznuksiz bolar:
x* -1

D fx)="5— x=1 2) f(x)=

, Xx=0.

In(L+ x)
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14. Funksiyanyn Uzulme nokatlaryny tapmaly, olaryn gornlslerini
kesgitlemeli we funksiyanyn ¢yzgysyny gurmaly:
x—1 9 L
1) f(x)=——. 2) f(x)= : 3) f(x)=3*1,
) F0=222 D )= ) ()

15. Funksiyanyn Uzulme nokatlaryny tapmaly we sol nokatlarda onun
bokmesini kesgitlemeli:

X, X<2, —2X+3, x<1],
1) f(x)= : 2) f(x)=
X+1, x>2 3X+2, x=21
16. Denleménin gorkezilen aralykda in bolmanda bir kokiinin bardygyny
subut etmeli: 1) x> +4x-6=0, (1, 2). 2) x*-215x+0,95=0, (1, 2).

Jogaplar

1. 1) x,=1; x, =3/5; X3 =2/5; X, =5/17; x;=3/13.2) %, =2;
X, ==3/4; x;=4/9; x,=-5/16; x,=6/25. 3) 4; 2; 16; 8; 64.
2. x,=1/(2n—-1)*. 4. 1) asakdan . 2) - 4) yokardan we asakdan.
5. 1) kemelydr. 2) monoton dal. 3) artyar. 4) kemelyér.
7. n,(01)=9; n,(0,01)=99. 8. 1) 1. 2) 0. 3)e*. 4) €. 5) 2/3.
6) 0. 7) 2. 8) 1/2. 9) 32.9.1)0.2) 1/2.3) 1/3.4) 1.
10. 1) 0. 2)-7. 3) 3. 4) -1.5)3. 6) -1/7. 7)2. 8)1/3. 9)2/3.

10).3/2. 11) -8. 12) 1/2. 13) 1/3.14) 1/3. 15) 1/2. 16) 1. 17) 1.
18) 1/2. 19) 15/2. 20) 1/2. 21) 3. 22) 5/2. 23) 12/5. 24) 1/16.

25) —1.26) 0. 27) «©.28) 2/3. 29) e*.30) e*. 31) e. 32) e®. 33) 2.
34) 2. 35) 0. 36) 1/2 . 37) 2. 38) x. 39) m/n.40) 2/n. 41) e.

42) 0. 43) 0. 44) 1/2. 45) 1. 46) €. 47) —sina.48 2coso.  49)
(12 -m?)/2. 50) —2cosa. 51) 1/2. 52) -1/4. 53) ~2/2.  54)
\/§/2. 55) 1. 56) /2. 57) /4. 58) 1/2.11. 1), 2) - de tertipli. 3),
4) - yokary tertipli, 5), 6) - kici tertipli.  12. 1) ikisinde-de Uznuksiz .2)
lizniiksiz .3) Uzniksiz dal. 13. 1) f(1)=3/2. 2) f(0)=1.

14. 1) x=-3 ikinji gornlsli tzilme nokat. 2) x =-3, x =3 ikinji gornusli
Uzulme nokatlar. 3) x=-1 ikinji gornusli dztilme nokat. 15. 1) x =2,
f(2+0)-f(2-0)=1. 2) x=1, f(1+0)- f(1-0)=4.
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I1. 4. DIFFERENSIRLENYAN FUNKSIYALAR
HAKYNDAKY ESASY TEOREMALAR

§ 4. 1. Funksiyanyi orta bahasy
hakyndaky teoremalar

1. Oniimiii noly hakyndaky teoremalar. Eger f'(c) =0 denlik yerine
yetse, onda C sana f'(x) onumini noly yada koki diyilyar.

Fermanyn teoremasy. Eger (a, b) aralykda kesgitlenen f funksiya
cCe (a, b) nokatda differensirlenyén bolup, sol nokatda in Kigi ya-da in
uly bahany alsa, onda f'(c)=0.

< Kesgitlilik tigin f funksiya ¢ nokatda inn uly bahany alyan bolsun,
yagny VxeU(c) tgin f(x) < f(c).Onda Ax>0 dgin

f(c+Ax) - f(c) <0

1
v @)
we AXx <0 ugin
f(c+Ax)—f(c)20. @
AX
f funksiyanyti ¢ nokatda differensirlenyanligi esasynda
lim f(c+Ax)—f(c) _ (c) 3)

Ax—0 AX

predel bardyr. Sonun Ugin (1) we (2) densizliklerde Ax — 0 bolanda
predele gegip, degislilikde f'(c) <0 we f'(c) >0 densizlikleri alarys.
Olardan bolsa f'(c)=0 denlik gelip gykyar. >

Oniimin geometrik manysynyn esasynda, funksiyanyn i uly ya-da
in kici bahany alyan nokadynda funksiyanyni Onlminin nola den
bolmagy y= f(x) funksiyanyi ¢yzgysyna (c, f(c)) nokatda gegirilen
galtasmanynn ox oka paralleldigini anladyar we ol bu teoremanyn
geometrik manysyny gorkezyar (1-nji surat). Bu teoremanyn fiziki manysy
goni ¢yzyk boyunca hereket edilip, yzyna gaydylyp baslanjak pursatda
tizligin nola dendigini, yagny hereketiin yokdugyny anladyar. Sonia gora
¢ nokada funksiyanyn duruw nokady hem diyilyér.
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6) x* _9 7)

X4

8) 6x% —2x. 9) 20x* —15x? + 24x.

arlro

3x-1 12) - x4 —15x? + 6x
2Jx (5-2x)*

5(5 + 4) (3x? + 5] (30x? — 54x ~10) 30
6o T . 15) fersF
2 5x 5

—= . 17) - . 18) :
V4 +3x (x2+4)\/x2+4 2(x+3)Vx2 +x—-6
3

—

10) (x-5)*(x+3)*(9x-13) 11)

13)

16)

19) 3sin?xcosx. 20) 2xcosx®. 21) _sme. 22) —gxzsin%.
. 5c0s x — cos 5x 2 1
23) x(2cos x — xsin x). 24) ——"—"""=_ 25) x*cos X . 26) o
2c0s? 3x 1-sinx
3(y2
27) 2 o9 29 (XZ +1). 20) ~10CSZX a0y gy
(sin x + cos x) cos?(x? +1) sin® 2x
4x —sin 2x sin 2x 2In x 2 Inx-2
31) - XZSNEX gpy SR 33 34 £y N2 2
4x+/x cos? x 44/(1+ cos? X)S X X x2
2
3B/) 1. 36) 2. 37) xe*. 38) e, 39) e {+Inx)
sin x X 2
s0), &1 41). (2x+x? In2)* 42) e
5 . : A

43) 2tg22x(3—2sin22x). 4g) - X
1+x

46) —— . 47) \1- T p— —ctg 2x+4
1+x 1-x* (x+1) x+1
50) —2X¢ L s I C 53) va’—x? .
NS e’ +1 2 +3C0s X
1 6 1 1
5 ———— . 55 . 56 .57 .
) 2x% +6x+7 ) 4+ 9x° ) X% +5x ) a(x? —1)
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24x2
45 .
) ixs —9ix3 —1i

I1. 3. FUNKSIYANYN ONUMI WE DIFFERENSIALY
8§ 3.1. Eunksiyanyi énumi

1. Funksiyanyi 6ntmi disinjesi. Funksiyanyn predeli diisiinjesi bilen
yakyn baglanysykda bolan yene bir wajyp duslnjelerin biri-de
funksiyanynn  6nimi disunjesidir.

Goy, y=1(x) funksiyax nokadyn kabir U(x) etrabynda
kesgitlenen bolup, x Uytgeyanii Ax artymy Ggin X+ Ax eU(x)
bolsun. y= f(x) funksiyanyfi X nokatdaky Ay = f(x+Ax)— f(x)
artymynyn Uytgeyanin  AX artymyna bolan

Ay _ F(x+Ax) - (%)

AX AX @

gatnasygyna garalyn.
1-nji kesgitleme. Eger (1) gatnasygyn AXx — 0 bolanda predeli bar

bolsa, onda sol predele y= f(x) funksiyanyn X nokatdaky onumi
diyilyar.
y=f(x) funksiyanyn X nokatdaky onumi f'(x) bilen, ya-da
y'(x) Dbilen, ya-da gysgaca Yy’ bilen belgilenilyar.
Diymek, 6numin kesgitlemesi boyunga
£r(x) = lim &Y = fim XA =109 )
Ax—>0 AX  Ax—>0 AX
Kesgitlemeden peydalanyp, mysal hokmiinde kébir elementar
funksiyalaryn ontmlerini tapalym.
1-nji mysal.. f (x) =C - hemiselik funksiya.
Islendik X we Ax ugin bu funksiyanyn artymy nola dendir,
yagny Ay = f(x+Ax)— f(x)=C-C=0. Onda (2) formula esasynda

f'(x)=lim ﬂ=O, C'=0.
Ax—0 AX
Seylelikde, hemiselik funksiyanyn 6nimi nola dendir.
2-nji mysal. f(x)=x", peR.
Bu funksiya Ugin Ay = f (x + Ax) — f (x) = (x + Ax)? — x”. Sonu iigin
hem (2) formula esasynda
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f'(x)=|imﬂ=|imwz|im xP> 27
Ax—>0 AX  Ax—0 AX Ax—0 AX
Ax\°
1) s |
_ P X — P10y Pl P) — ny Pl
X fm e i)

X
Bu formuladan hususy hal h6kmiinde

X'=1, («/;) :L, [Ej 1
2/x (x x°
formulalar alynyar.

Funksiyanynn — nokatdaky sag we c¢ep predelleri  disUnjelerinden
peydalanyp, funksiyanyni nokatdaky sag we c¢ep oniimleri disunjelerini
girizelin.

2-nji kesgitleme. Eger (1) gatnasygyn Ax—+0 (Ax— -0)
bolanda predeli bar bolsa, onda sol predele y= f(x) funksiyanyn X
nokatdaky sag (cep) onumi diyilyar.

y = f(X) funksiyanyi X nokatdaky sag (cep) onimi f/(x) (f'(x))
bilen belgilenilyar. Diymek, kesgitlem& gor4,

, . Ay , .
f+(x):AIX|Ln+OR [f(x)= lim —j .
Bu ontmlere birtaraplayyn ontmler diyilyar. Olar  f'(x+0) we
f'(x—0) gornisde hem belgilenilyar.
1-nji we 2-nji kesgitlemelerden hem-de funksiyanyn birtaraplayyn
predellerinin hésiyetleri esasynda asakdaky tassyklamalar alynyar.

1. Eger f funksiyanyn X nokatda &niimi bar bolsa, onda onun X

nokatda sag Onumi hem, cep Onimi hem bardyr we olar dendirler:
F/(x) = f/(x)=/(x).

2.Eger f funksiyanyn X nokatda sag we cep oniimleri bar
bolup, olar den bolsalar, onda ol funksiyanyn X nokatda 6nimi
bardyr we ol onimlerin hemmesi dendirler.
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11. Herekete baslanyndan son t wagtda (sekuntda) gecen yoly (metr)
s =15t> + 2t +125 deileme bilen berlen liftiti wagtyin t=2 pursatdaky
tizligini tapmaly.
12. Funksiyalarym ikinji tertipli 6ntimini tapmaly:
) y=x>-3x"+x3-5x2+x-1. 2) y=xInx. 3)y=e™*,
4) y=sin2x. 5) y=arctgx. 6) y=x++4—x.
13. Funksiyalaryn tc¢inji tertipli 6nimini tapmaly:
1) y=2x3-3x>+1. 2) y=e*. 3) y=x’Inx. 4) y=xe™*.
14. Funksiyalaryn dordunji tertipli éniimini tapmaly:
1) y=x>+3x*+1. 2) y=e* +x*.
15. Parametrik gornlisde berlen funksiyalaryn birinji we ikinji ontimlerini
tapmaly:
1) x=t?, y=t?/3-t. 2) x=e?, y=e.
3) x=a(t-sint), y=a(l-cost).
16. Anyk dal gérnusde berlen funksiyalaryn éntimini tapmaly:
1) x®+5xy+y2-7=0.2) +/x+,/y=+a. 3) y? +xy+siny=0.
17. Funksiyalaryn differensialyny tapmaly:

1) y = arcctg 1 2)y = (arcsinx)*. 3) y=+v1+sin?x.
X
4) y= arctgx_ 5) y=3/(2+cosx)*. 6) y=arccos(2x).

V1+x®

18.Differensialyni kdmegi bilen funksiyalaryn takmyn bahasyny tapmaly:
1) J1,006. 2) /9. 3) (1,03°. 4) e®. 5) cos61°. 6) Ig10,21.
19. y=4*X2 funksiyanyn ikinji tertipli differensialyny tapmaly.

Jogaplar
1.1) 3. 2) -2x.3) 8(4x—-1). 4) x2. 5) —%. 6) .
(x-3) V1+x°
2 6x 2 11
2.1) —6x2.2) -2 .3) -2 4 - 5y
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. 2 e* 1
50) y =arcsinle* |. 51) y=1In Ay = )
)Y ( ) )Y e +1 <y eX+1>
V5 +1g(x/2) X a? x
52) y=In—=2 27 53) y=—+/a? —x% + —arcsin—.
)Y “glx2) )73 2" a
1 2X+3 3
54) y=——arctg ——. 55) y=arctg — X.
)Y 7 g 7 )Y 95

56) y=Ing|—— . 57) y=Sin_X-1
X+5 4 x2 -1
1, Vx%+

2 —_— —
X +l-x 59) y=/x? +1+ =X -1
VX2 +1+x 2 X2 +1+1

60) y = xarcsin Ll —Jx +arctg/x.
X +

(=Y

58) y=In

X—a
X+a

61) y=arctg 2 +In 62) y=arcsin%2.
X

3. y=x* egri ¢yzyga A(2;4) nokatda gegirilen galtasmanyn
denlemesini yazmaly.

4. y=sinx sinusoida  A(m; 0) nokatda gegirilen galtasmanyii
denlemesini yazmaly.

5. y=5-3x" egrigyzyga absissasy x=-2 bolan nokatda gegirilen
galtasmanyn burc koeffisiyentini tapmaly.

6. y>=x parabola A(8; 4) nokatda gegirilen normalyn denlemesini
yazmaly.

7. x*+y?=25 towerege A(3;-4) nokatda gegirilen normalyi
denlemesini yazmaly.

8. Nokadyn hereketinin x =t —sint denlemesi boyunca onun tizligini
kesgitlemeli.

9. Hereketinin kanyny s=t®>-3t+5 defileme bilen berlen nokadyii
wagtyn t=2 pursatdaky a) gecen yoluny we b) tizligini tapmaly.

10. Hereketinin kanuny s=4t> -3 deiileme bilen berlen jisimin
wagtyn t=2 pursatdaky tizligini tapmaly.

192

3. Eger f funksiyanyn x nokatda sag we c¢ep Onimleri bar bolup,
olar den bolmasalar, onda X nokatda onunn éniimi yokdur.

3-nji mysal. f(x)=|x].

Eger x>0 bolsa, onda f(x)=x bolar we sonun lgin 2-nji mysal
esasynda |x|'=1. Suna menzeslikde X <0 bolanda |x|'=-1.  Eger-de
X =0 bolsa, onda

Ay  f(0+Ax)-f(0) |Ax|

AX AX AX
denlik esasynda
im &Y im 221 gim Yo gim 5 g
Ax—>+0 AX Ax—>+0 AX Ax—>-0 AX Ax—>-0  AX

Diymek, f(x)=| x| funksiyanyn x=0 nokatdaky sag énimi 1 we
cep onimi -1 bolyandyr. Sona gord, 3-nji tassyklama esasynda
f(x)=| x| funksiyanyii x=0 nokatda 6nimi yokdur.

Eger kdbir X nokatda

lim f (x+ Ax)— f(x) _ o Yada  lim f (x+ Ax)— f(x) o

AX—0 AX Ax—0 AX
predel bar bolsa, onda funksiyanyn +c ya-da —o0 den bolan tukeniksiz

......

onimi bar diyilyar. Geljekde funksiyanyn onimi bar diyip tikenikli
onume  duslnjekdiris
2. Onumin fiziki manysy. Goy, material nokat goni ¢yzyk boyunca
hereket edyan bolup, y = f (x) sol nokadyn hereketinii kanunyny, yagny
t =0 wagtdan t=x wagt aralygynda gegen yoluny arlatsyn. Onda
Ay = f(x+Ax)—f(x) tapawut t=Xx wagtdan t=x+AXx wagt
aralygynda, yagny AXx wagtda gecilen yoly anladyar. Sonun (gin hem
Ay  f(x+Ax)—-f(x
Ay fxEa0-fe) @
AX AX
gatnasyk material nokadyn sol wagt aralygyndaky ortaga tizligidir. Eger
hereket dendlgegli bolmasa, onda bellenen X (gin Ax ululygyn Uytgemegi

bilen ortaca Vv, tizlik hem Uytgdr we AX nage Kici boldugyca Vv,
tizlik nokadyni X pursatdaky hereketini sonca onat hdasiyetlendirer.
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Eger (3) gatnasygyn, yagny ortaca tizligin Ax — 0 bolanda predeli
bar bolsa, onda sol predele material nokadyn x pursatdaky tizligi
diyilyér. Diymek,

lim f(x+Ax)— f(x) v
Ax—0 AX
Yone bu predel f funksiyanyn x nokatdaky oniimini hem ailadyar.
Seylelikde, f'(xX)=v we ol denlik onimin mehaniki
manysyny afladyar. Diymek, X nokatda funksiyanyn f'(x) ontminin
barlyk meselesi material nokadyn X pursatdaky tizligini kesgitlemek
meselesidir.

3. OnUimin himiki manysy. Goy, y = f(x) himiki reaksiya gegyan
jisimin x  pursatdaky mukdaryny anladyan bolsun. Onda Ax wagt
aralygynda himiki reaksiya gecyan jisimin mukdary
Ay = f(Xx+AXx)— f(x) bolar. Sotia gorda Ay/Ax gatnagyk Ax wagt
aralygyndaky himiki reaksiyanyn ortaga tizligidir. Ol gatnasygyn (4)
predeline bolsa himiki reaksiyanyn x  pursatdaky tizligi diyilyar. Ol
predel f funksiyanyn x nokatdaky Onumini hem anladyar, yagny
f'(xX)=v. Ol denlik oniminn himiki manysyny anladyar we himiki
reaksiyanyn tizligini tapmak meselesinin 6nim disinjesine getiryandigini
gorkezyar.

4. Onumin geometrik manysy. Goy, y= f(x) funksiya X,
nokadyn kabir etrabynda kesgitlenen we tzniiksiz bolsun. Ol funksiyanyn
¢yzgysyndaky A(X,,Y,) (Y, = f(x,)) we B(X, +AX, Y, +Ay) nokatlar

arkaly kesiji goni ¢yzyk gecirelif. Onun Ox oky bilen emele getiryén
burcuny S = B(AX) bilen belgilalia (1-nji surat). EgerAIir_TJO,B(AX):a

(4)

predel bar bolsa, onda k =tga burc koeffisiyentli AC goni ¢yzyga
y=f(x) funksiyanyn c¢yzgysyna A  nokatda gecirilen galtasma
diyilyér. 1-nji surat esasynda
BD Ay f(x,+Ax) - f(x,
tgp(a =00 = - 1Pt BI=T(), (5)
yagny pB(Ax)=arctg(Ay/Ax). Eger f funksiyanyn x, nokatda onimi
bar bolsa, onda arktangensin tUznuksizligi sebapli,
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1 1 x> 3
4) y=—. B) y=24X ———+5. 6) y=o 4o
) y=— ) y=2Vx - ) V=53
7) y=2x5+1. 8) y=x%(2x-1) 9) yz(x3 +3X4x2 —5)
4 5 X3—3
10) y=(x-5)*(x+3)°. 11) y=(x-1)V/x. 12) V=t o
2 3
13) VZLs- 14) y=£3x_+5l. 15) yz%_
(5-2x) 2x-3 (x* +5)
16) y=3(4+3x)%. 17) y=—> . 18)y = |X=2.
x> +4 X+3
19) y=sin®x. 20) y =sin x°. 21) y=coszg.
x3 5 sin 2x
22) y=c0s—.  23) y=X°COSX. 24) y= :
2 cos 3X
25)y = (x? — 2)sin x + 2xcos X, 26)y=—o X 27)y =L XZCOX
1-sinx Sin X + Cos X
28)y=tg“(x2 +1) 29) y=(tgx—ctgx)’.  30) y=x—tgx.
31) y=% 32 y-4icos?x.  33) y=In?x.
Jx
34) y=2+2Ix-"% 35 y=|ntgg. 36) y=Inx2.
X X
37) y=(x-1e*. 38) y=(x*—4x+8p¥2. 39) y=e".
a0) y=5"¢ 41) y=x22". 42) y=e’
3_
43) y =tg>2xcos? 2x. 44) yzln(efx+xefx). 45) y=In X3 i
X —_
46) y = X — arctgx. 47) yzgx/l—x2 +%arcsin X.
1 1+x 1 . 2X+4
48) y =—In——+ =—arctgx.. 49) y =Insin .
)Y 4 1-x 2 g )y X+1
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dy = f'(x)dx (31)
formula boyunca kesgitlenilydr we ona funksiyanynn x nokatdaky birinji
differensialy ya-da birinji tertipli differensialy diyilyar. Ol differensial x-
e gord funksiyadyr. Eger onuii hem X nokatda differensialy bar bolsa,
onda sol differensiala y=y(X) funksiyanyi X nokatdaky ikinji
differensialy diyilyar we ol d?y ya-da d?f(x) bilen belgilenyar

Seylelikde,
d’y=d(dy) ya-da d*f(x)=d(df (x)).

Sunlukda,
42 (x) = d(df (x)) =d (£ (x)ex) = (F"(x)dx) dx = £ "(x)dx? (dx? = (x)? ).

Sutia menzeslikde, y = f(x) funksiyanyfi X nokatdaky n tertipli
d"y differensialy d""y differensialyn differensialyna deridir, yagny

dy=d(@d"'y).
y = f(x) funksiyanyn n tertipli d"y differensialy ugin
d"y =yMdx" (32)

formulanyn dogrudygyny godrkezmek bolar.Bu denlikden 6nim (gin

d"y

M =—= 33

Y =g (33)

denligi alarys. Gorkezilen denlikler diie baglanysyksyz lytgeyan x Ucin
dogry bolup, x=x(t) funksiya bolan haly tgin yerine yetyan daldir.

Goénukmeler

1. Kesgitlemeden peydalanyp, funksiyalaryn 6niimini tapmaly:

1) y=3x. 2) y=8-x2. 3) y=(4x-1).
3
4)y=x?. 5)y=%. 6) y=v1+x..
2. Funksiyalaryn 6ntimini tapmaly:
1) y=1-2¢¢.  2) y=2*2. 3) y= 23 .
X xc -1
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. . Ay ,
Aler_rj0 B(AX) = Aler_rj0 arctg [5] =arctgf '(x,)
denligi alarys. Diymek, ¢yzgynynn A nokadynda galtagsma bardyr we
a = arctgf '(X,) , yagny galtasmanyn tga =k burg koeffisiyenti f'(x,)
onume dendir: tga = f'(x,)
y / we ol  onimin geometrik
manysyny anladyar.

Seylelikde, egri ¢yzyga
galtasma gecirmek meselanin
C

hem onim disunjesine
v, = f (%, A D getiryandigini gorduk.

Indi X, nokatda 6niimi bar
A( B

bolan y= f(x) funksiyanyn
grafigine A(X,,Y,) nokatda
gecirilen galtagsmanyn

0 X X, + AX
o ” Y= F/(%,)(X=%,) + (%,)
1-nji surat we normalyn
=— 1 (X=%,)+ T(x,)
y f’(XO) 0 0

denlemelerini yazyp bileris.
§ 3. 2. Funksiyanyn differensirlenmegi

1. Differensirlenmegin Uzniksizlik bilen baglanysygy. Eger x
nokatda funksiyanyn onimi bar bolsa, onda ona sol nokatda
differensirlenyan funksiya diyilydr. Sona gord funksiyanyn onimini
tapmaklyga differensirlemek hem diyilydr. x nokatda differensirlenyan f
funksiya tgin (2) denlik yerine yetyandir we predelin hasiyeti esasynda

A f'(X) + a(Ax)
AX

denligi hem-de ondan gelip ¢ykyan
Ay = T'(X)AX + o (AX) AX (6)
denligi yazyp bileris, bu yerde AIimooz(Ax) =0.
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1-nji teorema. Eger f funksiya X nokatda differensirlenyén bolsa,
onda ol funksiya sol nokatda uzniiksizdir.

< X nokatda differensirlenyan y = f(x) funksiyanyn Ay artymy
ucin (6) yerine yetyandir we sonun (igin hem AIir_IJOAy =0, yagny funksiya

X nokatda Gznuksizdir. >

Bu teoremanyn tersi dogry daldir, yagny funksiyanyn nokatda
Uznuksizliginden ol funksiyanyni sol nokatda differensirlenmegi gelip
cykmayar. Ona x =0 nokatda izniksiz, yone sol nokatda Onimi yok
bolan 3-nji mysaldaky y =| x| funksiyany mysal gérkezmek bolar.

Eger funksiya kabir aralygyn ahli nokatlarynda differensirlenyan bolsa,

......

boyunca aralykda differensirlenyan funksiya sol aralykda tznuksizdir.

2. Differensirlemegin esasy duzgUnleri. Funksiyalaryn onimini
tapmak ugin, kopleng, asakdaky teorema ulanylyar.

2-nji teorema. Eger u=u(x) we v=v(x) funksiyalaryn X nokatda
ondmleri bar bolsa, onda sol nokatda u+v, u-v we u/v (v(x)=0
bolanda) funksiyalaryn hem onimleri bardyr hem-de

(Uxv)' =u'+v', (7
(uv) =uv+uv’, (8)

(EJ :u'v—zuv' ©)
v v

formulalar dogrudyr.
< Goy, y(x)=u(x)£v(x) bolsun, onda
Ay = y(X + AX) = y(X) = u(x + AX) £ v(x + AX) —[u(x) £ v(X)] =
=U(X+ AX) —u(X) £[v(x+ AX) —v(X)] = Au £ Av .
Bu yerden Ax=0 bolanda

Ay _Au Av
AX  AX T AX
denlik alynyar. Ol denlikde Ax — 0 bolanda, predele gegip,
. Ay . Au . Av .
lim —=Ilim —+ lim —=u'+v

Ax—>0 AX Ax—>0 AX  Ax—=0 AX

dedligi alarys, yagny y'=(u J_rv)' =u'+v'.
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gornlisde yazmak bolar. Bu formula X Uytgeydne yakyn bolan bahalar
ucin (yagny yeterlik kici  Ax wgin) funksiyanyn bahalaryny (28) denligin
sag bolegindaki Ax gora ¢yzykly funksiya bilen yakynlasdyryar. Ony
ulanmak tgin
f(x)= f(a)+ f'(a)(x—a) (29)
gérnusde yazmaklyk amatlydyr.
11-nji mysal. f(x)=@+x)* funksiyanyn x=0  nokadyn
etrabyndaky takmyn bahasyny tapmaly.
< (29) formulany f(x) =L+ x)* funksiya we a =0 U¢in ulanalyn:
@+x)* = f(0)+ f'(0)x,
f'(X)=al+x)*"t, f'(0)=a f0)=1
Seylelikde,
@+x)* =1+ax. > (30)
12-nji mysal. 3/27,027 anlatmanyni takmyn bahasyny tapmaly.
< Iki bilen ony 3/27,027 =3/27+0,027 = 33/1+0,001 gornusde yazyp,
sofira  3/1+ 0,001 = (1+0,001)'® afilatmany hasaplalyfi. Onun Ugin (30)

formulada x=0,001, «=1/3 goyup, (1+0,001)"3 z1+%,0,001= 3,0301

takmyn derligi alarys. Sonun Ugin 3/27,027 =3(1+0,001)*3 ~3,001. >
13-nji mysal. sin29°57" ailatmanyii takmyn bahasyny tapmaly.
< Bu anlatmany tapmak ugcin (28) formulany ulanarys. Onun (gin
sol formulada f(x) funksiyanyii ornunda sinx goyup,

Sin(X + AX) ~Sin X + COSX - AX

formulany alarys. Bu formulada x =30°, Ax=-3° = - alsak, onda

sin 29°57" = sin| 30° — —~ T
3600 3600

1 V3 7 _ 0,5_ﬂ —0,499237. >
2 2 3600 7200

6. Yokary tertipli differensiallar. Malim bolsy yaly, eger y = y(X)
funksiya x nokatda differensirlenydn bolsa, onda onun differensialy

jzsin 30° —cos30° -
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— {flp@®)} dt, dx = ¢'(t)dt (25)

denlikleri alarys. (14) formula boyunca {f[go(t)}' = f'(p) - @'(t) . Sonui
ugin (25) denlikler esasynda
dy = f'(p)e'(t)dt = f'(p)dx = f'(x)dx. (26)

denligi alarys. (24) we (26) formulalary denesdirip, c¢ylsyrymly
f[e(t)] funksiyanyni hem differensialynysi yene-de sol bir (24) formula
boyunga kesgitlenyandigini goryaris. Funksiyanyn differensialynyn bu
hasiyetine differensialyni inwariantlyk hasiyeti diyilyér

Differensialyn inwariantlyk  hdsiyetini  ulanmaklyk ¢ylsyrymly
funksiyalaryn differensialyny  tapmaklygy yonekeylesdirydr. Ony
mysalda gorkezelin.

10-njy mysal. y = arctg?+/x* —1 funksiyanyn differensialyny tapmaly.

d(arctg?+/x? —1) = 2arctgy/' x* —1d (arctgv x? —1) =
= 2arctgv x° —1-i2d(\/x2 ~-1)=

_2arctg\/ 1—
\/ -1

arcth -1 2arctg\/ 1
— " 2xdx=
X2 x% -1 xvxt—1

5. Takmyn hasaplamalarda differensialyn ulanylysy. Funksiyanyn
differensialy duslnjesi girizilende dy differensialyn Ay artyma den
daldigini goripdik. a(Ax)Ax=0(Ax), Ax—0 bolyandygy esasynda (24)
formulany Au —dy = 0(Ax), Ax — 0 gdrntsde yazmak bolar. Sonut tgin
AX -den yokary tertipde bolan tikeniksiz kigi takyklykda

Ay =~ dy . (27

Bu formula y= f(x) funksiyanyfi Ay artymyny dy differensialyi

takmyn bahasy bilen galsyrmaklyga mimkingilik beryar. (22) formulany
we Ay=f(x+Ax)— f(x) denligi ulanyp, (27) formulany

f(x+Ax)~ f(x)+ f'(X)Ax (28)

d(¢-1) =
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Goy, indi y(x) =u(x)v(x) bolsun, onda
Ay = y(X+ AX) — y(X) = u(X + AX)V(X + AX) —u(X)v(x) =
=[u(x+ AX) —u(X)Jv(x + AX) + u(X)[v(x + AX) — v(X)]
Bu yerden Ax#0 bolanda

Ay Au Av
— = —V(X+AX) +u(x)— 10
o ¢ )+uk)— (10)
denlik alynyar. 1-nji teorema esasynda
AIimov(x+Ax)=v(x). (12)
X—>

Sona gord Ax — 0 bolanda (10) denlikde predele gegip,

lim ﬂ_ lim au lim v(x+Ax)+u(x) I|m ﬂ_uv+uv
Ax—>0 AX  Ax—>0 AX Ax—> 0 AX

detiligi alarys, yagny y =(uv) =u'v+uv'.

Goy, y(x)=u(x)/v(x) we v(x)=0 bolsun, onda
U(x+Ax) u(x) _
V(X+AX)  v(x) -
_u(X+ AX)V(X) = V(X + Ax)u(x)
- V(X + AX) - v(X) -

Ay = y(x+Ax) - y(x) =

_ [u(x+ AX) —u(x)Jv(x) — u(x)[v(x + AX) — v(X)]
N V(X + AX)V(X) '

Seylelikde, Ax =0 bolanda
Au AV

A Ax A (12)
AX V(X + AX)V(X)
(11) denlik esasynda bu denlikde Ax — 0 bolanda predele gecip,
Ay _u V—uv’
lim —
AX—0 AX V2

. e , , (u u'v-v'u
dendigi alarys, yagny vy =(—J = 5
v v

1-nji netije. Hemiselik ¢ we differensirlenyén u, v, w funksiyalar (gin

. D>

’

(U+v—w) =" +v =W, (W) =u'vw+uv'w+uw,
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(cu) =cu’, (EJ =—CL2'

u

formulalar dogrudyr.
3.Trigonometrik we logarifm funksiyalaryi 6ndmi. f (x)=sin x

funksiya ugin
Ay = sin(x + Ax) —sin x = 2sin %cos(x +%) :
Sona gord hem (2) formula we 1-nji ajayyp predel esasynda

f'(x)= lim ﬂ= lim M lim cos(x+—J =C0S X,
Ax—>0 AX  Ax—>0 AX/Z AX—0 2
yagny (sin X)"' =cosx. Suna menzeslikde (cosx)'=-sinx. Onda (9)
formulanyti esasynda  tgx =sin x/cos x (x#=ml2+xn,keZ) we
ctgx =cos x/sin x (X # k7, k € Z) funksiyalaryii énimlerini taparys:

!

(tgx) = sinx | _ (sinx)'cosx—sin x(cosx)’ 1
COS X cos? x cos? x '
’
(ctgx)’ = cosx | _ (cosx)’sinx—cosx(sinx)’ 1
sin x sin? x sin®x

f(x)=1log, x (0 <a=#1 x>0) logarifmik funksiya Ugin
Ay =log, (x + Ax) - log, x =log,, (1 + Ax/x)
bolar. Sonia gord ikinji ajayyp predelden we logarifmik funksiyanyn
uzniiksizliginden peydalanyp,

Ay ] Ax, 1 . X AX
lim —=Ilim—Ilog,.(1+—)==lim —log, (1+—) =
Ax—>0 AX  Ax—0 AX ga( x) X Ax—0 AX ga( x)
1. AX 1 . AX 1 1
== 1lim log. (1+ =) =Zlog.| lim 1+ =) |==log. e =
~lim log, (1+=7) ™ == g{w( ) = log, e=——

deriligi alarys, yagny (log, x)’ :lloga e :L .Bu yerden a=e
X xlna

bolanda (In x)' =1/x formula alynyar.
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denlik alynyar.Bu denlikden bolsa éniiminn geometrik manysynyn we (22)
formula esasynda CE = =tgaAx= f'(X)Ax=dy, dy=f'(x)Ax deiligi
alarys we ol differensialyn geometrik manysyny anladyar. 2-nji suratdan
Ay # dy bolyandygy has aydyn gorunyar.

3. Differensialyn formulasy we diizgtnleri. Eger y = X bolsa, onda
dy =dx we (22) denlik esasynda dy=x'Ax=Ax, yagny Ax=dx bolar.
Sonun Ugin (22) formula

dy = f'(x)dx (24)
gorniisde yazylar we ol y= f(x) funksiyanysi differensialyny tapmak
tcin esasy formuladyr.

(24) formula esasynda (8), (9), (10) formulalardan peydalanyp,
differensialy tapmaklygyn esasy diizglnlerini gorkezelin:

dlutv)=(Uuzxv)dx=(u"+v)dx=u'dx £v'dx =du * dv,
d(u-v)=(u-v)dx=(u'v+uv)dx = vu'dx + uv'dx = vdu + udv,

u u u'v—uv’ vu'dx —uv'dx  vdu —udv

dj—|=|—|dx= —dx = 5 = -

Vv Vv Vv Vv Vv
Hemiselik u = c funksiya gin (24) formulanyn esasynda

du=dc=0 we soriky iki formulalardan asakdakylar alynyar:

c cadv

d(cv) =cdv, d [—j =——

Vv v
9-njy mysal. y = \/; sin x funksiyanyn differensialyny tapmaly.

< Differensialyn  duzgiinlerinden, (24) formuladan we Onimin
tablisasyndan peydalanyp, differensialy taparys:

dy = /xd (sin x) + sin xd(vx )= +/x (sin x)'dx + sin x{/x | dx =

sin x
/X cos xdx + 2\/;dx. >
4. Gylsyrymly funksiyanyii differensialy. Eger y= f(x), x =o(t)
Ozlerinin Uytgeyénlerine gora differensirlenydn funksiyalar bolsa, onda
y=flp(t)] funksiya t gord gylsyrymly funksiyadyr. Soiia gora (24)
formulany ulanyp,
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1.Differensial distnjesi. Eger y = f(x) funksiya X nokatda
differensirlenydn bolsa, onda (6) denlikden gornisi yaly, onun sol
nokatdaky artymy

Ay = f'(X)AX + a(AX)AX (21)

gornlisde anladylyar. Sunlukda, bu deflign sag bolegindaki gosulyjylaryn
ikisi hem AX — 0 bolanda tikeniksiz kigidir, yone
im o (AX)AX i o (AX) 0

mo0 f(x)AX a0 f/(x)

denlikden gornlsi valy, ikinji gosulyjy  birinjd gord yokary tertipli

tUkeniksiz kigi ululykdyr. Sol sebépli f'( )Ax gosulyja differensirlenyan

......

Kesgitleme. y = f(x) funksiyanyn x nokatdaky artymynyni  bas
bolegine sol funksiyanyn X nokatdaky differensialy diyilyar we dy
ya-da df (x) bilen belgilenilyar.

Seylelikde, eger

y y=f(x) funksiya X
nokatda differensirlenyén
bolsa, onda kesgitleme

E boyunca

dy dy = f'(x)Ax. (22)

A Bu formulanyn esasynda

(21) denligi

o Ay =dy + o (AX)AX (23)

gornusde yazmak bolar.

Bu yerden gornisi yaly

2-nji surat Ay #dy .

~—
O

Yo = f(x,

2.Differensialyn

geometrik manysy. Ony gorkezmek (cin y= f(x) funksiyanyn
cyzgysynda A(X,,Y,)we B(x, +Ax,y, +Ay) nokatlary alyp, A
nokatda ¢yzga galtasma gecirelin. Onda 2-nji suratdan gornisi yaly,
AX artyma degisli Ay artym CB kesimin ululygyna, dy differensial
bolsa CE kesimini ululygyna dendir, ¢iinki AACE —den

CE _CE

AC  Ax
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tgo =

8§ 3. 3. Ters we gylsyrymly funksiyanyi 6nami

1.Ters funksiyanyii 6niimi. Goy, y = f(x) we x = g(y) ozara ters
funksiyalar bolsun.

3-nji teorema. Eger y = f(x
ters funksiyalar bolup, f'(x)#=0

)we X = g( ) differensirlenyén Gzara
bolsa, onda olaryn ontimleri Gigin

formula dogrudyr.
< Differensirlenyan funksiyalar tigin (Ax — 0) < (Ay — 0). Sofa gord

(13)

Ax 1
Ay Ay
AX

denlikde predele gegip, (13) denligi alarys. >

2.Ters trigonometrik we gorkezijili funksiyalaryii onumi. Mé&lim
bolsy yaly, y=arcsinx (~1<x<1) funksiya x=siny (-z/2<y<z/2)
funksiyanyi ters funksiyasydyr we (sin y)' =cosy#0. Sona gora 3-nji
teorema esasynda
1 1 1 1

(arcsinx)' = ———= = =
(siny)" cosy 1-sin?y 1-x’

Edil suna menzeglikde
1 1

1 1
(cosy) -siny _fi—cos’y  1-x’

y =arctgx funksiyanyn bolsa x =tgy funksiya Ugin ters funksiya

. (arccosx)’ =

bolyandygy sebapli, (tgy)' =1/cos® y=1+1tg?y denlik we (13) formula
esasynda

B 1 B 1 1
(tgy)’ L'cos’y 1+tg’y 1+x°

(arctgx)' =
Edil sonun yaly
1 1 1

arcctgx)’ = = = =_ _
(arcctgx) (ctgy)" —1/sin?y —(l+ctg?y)  1+x?
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y=a"(0<a=1) gorkezijili funksiyanyn x=1log, y logarifmik
funksiyanyn ters funksiyasydygy esasynda 3-nji teorema boyunga
s 1 1 y a*
(a_ ) = ,: = =
(log, y)" (loge)/y log,e log,e
Bu formuladan (e*)' =e* formulany alarys.
3. Cylsyrymly funksiyanyn 6ntmi. Bu funksiyanyi 6ntimini tapmak
asakdaky teorema esaslanyar.
4-nji teorema. Eger u=¢@(x) we y= f(u) funksiyalar ozlerinii
uytgeyanlerine gora diferensirlenyan bolsa, onda y = f[p(X)] cylsyrymly
funksiyanynn énimi Ugin
Y=t ue (= fu) 1)

=a*lna.

formula dogrudyr.
< y=1f(u) funksitianyn u boyunca differensirlenyandigi tgin, (6)
denlik esasynda

Ay = f'(U)Au + a(Au)Au . (15)
Bu denligi Ax=0 bélip, ony

Ay Au Au

= - /W)= +a(Au)— 16

Ax (u) Ax+a( u) A (16)

gorniisde yazmak bolar.u =¢@(x) funksiyanyfi X nokatda Oniminif
barlygyndan onun sol nokatda Uznlksizligi gelip ¢ykyar, yagny
AX — 0 bolanda, Au— 0 bolar we sonuii esasynda «a(Au)—0.

Sonun  Ggin  (16) denlikde AX— 0 bolanda predele gegip,
y = flp(x)] ¢ylsyrymly funksiya Ucin (14) formulany alarys.

4-nji mysal. y =sin(5x —7) funksiyanyi éniimini tapmaly.

< Eger berlen funksiyany y =sinu, u=5x—-7 gornisde yazsak,
onda  y'(u)=cosu=cos(5x—7), u'(x)=5 dedliklerin esasynda (14)
formula boyunga  y'(x)=cos(5x —7)-5="5cos(5x — 7). >

Eger y = y(x) funksiya F(x,y)=0 defileme arkaly anyk dal gorniisde
berlen bolsa, onda F(X,y) funksiya X ululyga  gora cylsyrymly
funksiya hokmiinde garap, y' = y'(x) onimi [F(X,y)]'=0 defilemeden
tapmak bolar.
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funksiyany kesgitleyan bolsa, onda ol denlemanin iki bdélegini hem
differensirlap, y’(x) ontmin néhili tapylyandygy bize ozaldan malimdir.
Sonun Ugin differensirlenip alnan denligi yene bir gezek differensirlap we
alnan denlemede birinji 6nimifi bahasyny goyup, funksiyanyn ikinji
o6numini tapmak bolar.
X2 y2
13-njy mysal. Anyk dal ?—b—zzl derileme  arkaly
kesgitlenyan y=y(x) funksiyanyi ikinji énimini tapmaly.
< Cylsyrymly funksiya hokminde garap, denligin iki bélegini hem
differensirlalin we birinji 6ntimi tapalyn:
2x 2 2
2 yo y=2X
a“ b a‘y
Differensirlenip alnan denligi yene bir gezek differensirlalin we birinji
onlmin bahasyny denlemede goyup, ikinji 6niimi tapalyn:
1 1 y

?_b_zylz _b_zy” — 0’

y”—i ﬁ_y'z —1 K_EX_Z =
y aZ y aZ a4 yZ

b4 X2 y2 b4
Tarylar o) ey

Parametrik gornisde X = @(t), y=w(t) denlikler arkaly berlen
funksiyanyn birinji 6niimi (19) formula bilen tapylyar. Sol  formuladan
hem-de c¢ylsyrymly we ters funksiyalaryn oOnumleri tapylyan
formulalardan peydalanyp ikinji 6niimi taparys:

{v/’(t)]
y"(x){‘/"(t)]: ') ] _w' e’ ) -y 0" (t)
oM, 'O 0(1)

Bu 6niimden peydalanyp funksiyanyn tgtnji we soriky ontimleri tapylyar.

§ 3. 5. Funksiyanyi differensialy
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y = f(x) funksiyanyin X nokatdaky ikinji (ya-da ikinji tertipli) oniimi
diyilydr, IKkinji énlmin onlmine Uclnji tertipli 6nim diyilyar —we s,m.
IKinjiden baslap &hli 6nimlere yokary tertipli onimler diyilyar we

y', y" y@ O yada £7(x), £7(x) FU(x), fO(x)...
bilen belgilenyar.

Umuman, Yy = f(x) funksiyanyi f "2 (x) éniiminia birinji éniimine
ol funksiyanyn n—nji 6nimi ya-da n tertipli énimi diyilyar:

FO)=[F"2 (7.

Funksiyanyn ~ nolunjy ~ ontimi  diylip  funksiyanynn ~ 0zlne
dustnilyandigini  bellalin. Yokary tertipli  onumler fizikada we
beyleki ylymlarda ginisleyin ulanylyandyr. Mysal hokminde, ikinji
onimin mehaniki manysyny gorkezelin.

Eger y=f(x) funksiya material nokadys goni ¢yzyk boyunca
hereketini  anladyan bolsa, onda f'(X) Onimin material nokadyn X
pursatdaky tizligidigini yokarda gorupdik. Sonun Ggin funksiyanyn
f"(x) ikinji onumi tizligin Uytgeyis tizligi bolar, yagny hereket edyéan
material nokadyn X pursatdaky tizlenmesidir.

Kesgitlemeden gornisi yaly, yokary tertipli 6nlmleri tapmaklyk
ucin dine birinji tertipli onumleri  tapmaklygy basarmalydyr.

8-nji nysal. f(x)=cosx funksiyanyi n—nji 6nimi igin

(cos x)™ = cos(x + n(z/2)) (20)
formulany subut etmeli.

< (cos x)' =—sin x =cos(x +/2) detilik (20) formulanyi n=1 Ugin
dogrudygyny gorkezyar. Goy, ol formula n=k ugin dogry bolsun, onda

(cosx) ™ =[(cosx)™ ] = [cos(x+k(z/ 2))]' =

=—sin(x +k(z/2))=cos(x + (k +1) z/2)
denlik ol formulanyti n=k +1 bolanda hem dogrudygyny gorkezyar.
Sonun ugin matematiki induksiya usuly esasynda (20) formula ¥ne N
ucin dogrudyr. >

Sufia menizeslikde, Vne N dgin  (sin x)™ =sin(x + n(z/2)) deiligi
subut etmek bolar.

2. Anyk dal we parametrik gérnusde berlen funksiyalaryn yokary
tertipli nimleri. Eger anyk dél F(x, y)= 0 denleme kdbir y= y(x)
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5-nji mysal. xy+cosy =0 anyk dal derileméniii kémegi bilen berlen
y =y(X) funksiyanysi y' = y'(x) éntimini tapmaly.
< Denlemanin ¢ep bolegine  x ululyga gérd ¢ylsyrymly funksiya
hokmiinde garap, (8) we (9) formulalary ulanyp taparys:
y+xy'—siny-y' =0, y'=yl/(siny-x). >
4. Funksiyanyi logarifmik 6nimi. Eger x=0 bolsa, onda

’

(Inx) :%, (In(=x)) :%:E

X

denliklerin esasynda (In x|) =1/x bolar.Bu formulany ulanyp, ¢ylsyrymly

y=In|f(x) funksiyanyi oniimini tapalyii. (14) formula esasynda

1, f'(x)
"=(In| f(x)])'=(nju))’'==u'= . 17
y'=(In| £(x))" = (Inful) = = ) (17)
Sunlukda, (In|f(x)])’ onime f(x) funksiyanyn logarifmik 6ntmi
diyilyar we ol (17) formula boyunca tapylyar.
6-njy mysal. y=x* funksiyanyni 6niimini tapmaly.
< PolozZitel x tgin funksiyany logarifmldp, ony Iny=xInx gdrnisde
yazarys. (17) we logarifmin 6nliminin formulasyny .ulanyp alarys:
Y nxex-Loinxet y'=y(nx+1)=x*(Inx+1).>
y X
5. Giperbolik funksiyalaryin onumi. Cylsyrymly we gorkezijili

!

!
funksiyalaryn ontminin formulasy esasynda (ex) =e”, (e’x) =—e
!

!

X

Sotia gora (shx) ={e —Ze* J =8 +2e* =chx ,
(chx)'z(e +2e* J _€ ‘Zef = shx,

ch?x ch?x ch?x’

(thx), — (ﬂJ, (th), ChX - (ChX), ShX _ Ch 2X _ ShZ X ~ 1
chx
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(cthx)

’

'_(c_th _(chx)'shx—(shx)'chx_shzx—chzx__ 1
shx sh?x sh?x sh?x

6. Funksiyalaryi 6niminin tablisasy. Funksiyalaryn éniimleri tapylan
mysallary bir yere toplap, 6nimler (gin seyle tablisany alarys.

1. (C) =0, C=const.
2. (xp)'=pxp’1, peR, x>0
(x”)'=nx”*1, neN, xeR.
3. (ax)':axlna, O<a=#l xeR; (ex)'=ex.
4. (Iogax)’: 1 0<az1 x>o.
xIna
(Ioga|x|)’= O<a#l x=0.
xIna
(Inx)’:l, x>0.
X
5. (sinx) =cosx, xeR.
6. (cosx) =-sinx, xeR
7. (tgx)’:coslzx, X%+, neZ
d 1
8. (ctgx) oy XE neZzZ
9. (arcsinx) = X <1
1_ 2
10. (arccosx) =— X <1
1-x?
11. (arctgx)=l+x2, xeR
12. (arcctgx) = - 12, xeR.
1+x
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13. (shx) =chx, xeR

!

14. (chx) =shx, xeR

!

16. (cthx) :—Sh—lzx, X0

7. Parametrik gornlisdéki funksiyanyin onami. Goy, X we Y

ululyklar t parametrinn funksiyasy hékminde
x=p(), y=vy() (18)
gornisde berlen bolsun. Eger ¢(t) we y(t) funksiyalaryn éntmleri we
X=¢@(t) funksiyanyn t = g(x) ters funksiyasy bar bolsa, onda ters
funksiyanyn énimi (13) formula esasynda g'(x)=1/¢'(t) denlik boyunca
tapylyar. Sona gora cylsyrymly y=yy|g(x)] funksiyanyi oniimi (14)

formula boyunga seyle tapylyar:

y'() = fwlg GO} =w'(t)g'(x)=‘(‘;,—((f)) - (19)

7-nji mysal. Parametrik goérnisde berlen

x=a(t-sint), y=a(l-cost) (—oo<t<+x)
funksiyanynn y'(x) Onimini tapmaly.
< lIki bilen funksiyalarysi t boyunga ontmlerini tapalyii:
x'(t) = a(l—cost), y'(t)=asint.
Sonun Ggin y'(X) onimi (19) formula boyunca tapmak bolar:
asint

_asint__ggl o
a(l—cost) 97

y'(x)=

§ 3. 4. Yokary tertipli 6niimler

1. Anyk funksiyanyi yokary tertipli onimleri. Eger y= f(X)
funksiyanyn X  nokatda onimi bar bolsa, onda f'(x) o6ntme ol
funksiyanyn birinji (ya-da birinji tertipli) onumi diyilyar. Eger ol
funksiyanyn f’(x) ©nlminin hem énimi bar bolsa, onda bu éniime
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=-28. 3) Yok = Y(2)=35/3, Yon = ¥(3)=23/2. 4), y,, = V(Ye)=—Ye.
5) Yma =Y()=Y4, Vi =¥(=2)=-Y4.  6) Yo =¥(0)=2 Ypin =
=y(-1)=5/12, Y., = Y(3)=-37/4. 7. 1) (-, 0) aralykda yokaryk
gubercek, (0, +o0) aralykda asak gilbercek we A(0, 7) epin nokady. 2)
(~oo, -1) we (L +o0) aralyklarda asak giibercek, (—1,1) aralykda
yokaryk giibergek , A(-1, —19), B(1, —9) epin nokatlary. 3) (—oo, —\/§)
we (0, ﬁ) aralyklarda yokaryk gubercek, (—\/5, 0 ) we (\/§ +oo)
aralyklarda asak gubercek, A(— V3,153 + 2), B(0, 2),C(\/§,—15\/§+ 2)
epin nokatlary. 4) (—oo, —]/\/5) we (]/\/5 +oo) aralyklarda asak
gubercek, (—]/\/5 ]/\/5) aralykda yokaryk gubercek, A(—l/\/§, 4/3),
B{/v/3, 4/3), epin nokatlary. 8. 1) x=-1 x=1.2) x=0, y=—x+2.
3) y=—-X, y=x.4) x=1, y=1.10.1) -19; 9. 2) —-6; 14. 3) -13; 3.
11. b=2a. 12. Tarapy VS bolan kwadrat. 13. Gosulyjylaryn ikisi hem
a/2 den. 14. Apisganifiini 2p/(4+n ). 15. Esasynyn diametri 3/V/2r .

16. Ugburclugyn katetleri 2 we 4 ded bolmaly. 17. 1) —2,25826.
2) 2,13459. 3) —0,673593. 4) 0,682328 .

236

onuminin it bolmanda bir koki bardyr.
Bu teoremanyn seyle geometrik
y manysy bardyr: a we b
nokatlaryn arasynda in bolmanda bir
c nokat bar bolup, sol nokatda
funksiyanynn g¢yzgysyna gegirilen
galtasma Ox okuna paralleldir (2-
nji surat).
Rolun teoremasynyn hemme

o a ¢ b x sertleri wajypdyr, yagny onui
sertlerinin  haysy-da bolsa biri
2-nji surat yerine yetmese, onda onun
tassyklamasy dogry déldir. Ony asakdaky mysal tassyklayar.
2-nji mysal. f(x)= x|, —-1<x<1. Bu funksiya {gin Roluf

teoremasynyin X =0 nokatda differensirlenydr  diylen sertlerinden
basgalary yerine yetyar. Ona garamazdan (~1,1) aralykda funksiyanyii
éniimini nola den nokady yokdur, ¢iinki —1<x<0 bolanda f'(x)=-1,
0<x<1 bolanda f’(x)=1. x=0 nokatda bolsa onuii 6niimi yokdur.

2. Orta baha hakyndaky teoremalar. (a,b) aralygyn iginddki c
nokat bilen baglanysykly subut edilyan tassyklamalara orta baha hakyndaky
teoremalar diyilyar

Kosinifi teoremasy. Goy, [a,b] kesimde uzniksiz f we g
funksiyalar onun hemme icki nokatlarynda differensirlenyédn bolup,
g'(x) #0 bolsun. Onda (a,b)>c nokat bar bolup,

f(b)-f(a) _ f'(c)
g(b)-g(a) g'(c)
denlik yerine yetyar.

< llki bilen g(b)—g(a)=0 bolyandygyny gorkezelin. Eger onun
tersine guman etsek, onda [a,b] kesimde g funksiya Ugin Rolun
teoremasynyfi hemme sertleri yerine yeterdi we sonuf tgin (a,b)>cC
nokat tapylyp, g’(c)=0 bolardy. Ol bolsa teoremanysi sertine garsy
gelyar. Diymek, g(b)—g(a)=0. Sona gora

fO)- @)
$0) (190~ 9@]
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(4)

F(x)=f(x)- f(a)-



funksiya garap bileris. Teoremanyii sertlerinde bu funksiya [a,b]
kesimde Uzniiksiz we onun icki nokatlarynda differensirlenydar hem-de
P =100~ gy

g(b)-g(a)
Ondan basga-da F(a)=F(b). Seylelikde, F funksiya Rolufi
teoremasynyin  hemme  sertlerini kanagatlandyryar. Sonuni Ugin hem
(a,b) > c nokat tapylyp,

F© =10 -~ D=1 @ g g
g(b)-g(a)

Bu deilikden bolsa g’(c) # 0 sertin esasynda (4) formulany alarys. >

Ona Kosinin formulasy diyilyar.

Kosinin teoremasyndan netije htkmiinde asakdaky teoremany alarys.

Lagranzyii teoremasy. Goy, f funksiya [a,b] kesimde Uzniiksiz we
onun i¢ki nokatlarynda differensirlenyan bolsun. Onda (a, b) > ¢ nokat
tapylyp,

f(b)-f(a)=f'(c)(b-a) ()

denlik yerine yetyar.

< Teoremanyn sertlerinde  f(x) we g(x)=x funksiyalar Kosinin
teoremasynyn hemme sertlerini kanagatlandyryar we sol funksiyalar {gin
hem Kosinin formulasy dogrudyr. Sona goré sol
formuladan g(x) = x hususy halda (5) formula gelip ¢ykyar. >

Ona Lagranzyn vya-da tikenikli  artymyn formulasy diyilyar.
Lagranzyn formulasyny

RIOERIC f'(c) (a<c<bh)
b-a

gorniisde  yazyp, onuii cep bdleginin A(a, f(a)) we B(b, f(b))
nokatlardan gecyan kesiji goni ¢yzygyn burc koeffisiyentidigini, sag
boleginiti bolsa C(c, f(c)) nokatda ¢yzga gecirilen galtasmanys burg
koeffisiyentidigini goryéris. Sonun esasynda LagranZyn teoremasynyn
geometrik manysy [a,b] kesimde (izniiksiz we onun icki nokatlarynda
differensirlenyan y = f(x) funksiyanyin ¢yzgysynda absissasy C defi
bolan nokat bar bolup, sol nokatda c¢yzga gecirilen galtasmanyn
A(a, f(a)) we B(b, f (b)) nokatlaryny birlesdiryan kesiji goni ¢yzyga
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1) y=x>+3x-5. 2) y=x*+3x*-6.  3) y=x*-2x*+3.

11. Trapesiyanyn gapdal taraplarynyn we Kici esasynyn uzynlygy a sana
den . Trapesiyanyn meydany in uly bolar yaly onun uly b tarapyny
kesgitlemeli.

12. Meydany S den bolan &hli goéniburcluklaryn icinde in Kigi
perimetrlisini tapmaly.

13. PolozZitel a sany kublarynyn jemi in Kici bolar yaly iki gosulyja
dagytmaly.

14. Yokarsy yarym towerek bolan gonlburgluk gornusdaki &pisgénin
perimetri p sana den. In kdp yagtylyk géybermek Ggin &pisganin dlgegleri
nahili bolmaly ?

15. Silindrik gornugli konserwa bankasynyn géwrimi V  den. Onun
beyikligi we esasynyn diametri néhili bolanda ony yasamaklyga az galayy
sarp ediler?

16. M(L 2) nokat arkaly géni gyzyk nahili gegirilende onu birinji
kwadrantda kesip alyan Gg¢burglugynyn meydany in Kici bolar?.

17. Hordalar ya-da galtasmalar usulyny ulanyp, denlemelerin hakyky
koklerini tapmaly:

1) x®-2x+7=0. 2) x* -1,96x-0,89=0.

2) 3) x*+4x+3=0. 4) x* + x-1=0.

Jogaplar

2.1) e-1.2) -1.3) 94. 4.1) 1/2. 2) -3. 3) 1/2. 4) 1. 5) 0.
6) 0. 7) 0.8)0.9) 10. 11) 4. 12) 1/e. 13) 1. 14) e¥® . 15) 2",
16) 2. 17) 1/2. 5. 1) (-, -1) we (1, +w) aralyklarda kemelyar,
(-1, 1) aralykda artyar. 2) (o, 2) aralykda kemelyar, (2, + ) aralykda
artyar. 3) (—1, 1) aralykda kemelyar, (-, —1) we (1, + ) aralyklarda
artyar. 4) (-1, 0) we (0, 1) aralyklarda kemelyar, (— o, —1) we (L, + )
aralyklarda artyar. 6. 1) y,. =Y(1)=1. 2) Y, = YD) =4, ¥, =Y(5)=
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1

¥ x
12) lim x"* 13) lim (sin x)** . 14) Iing(cosé} .15) Iirrg(Z—x)tg7
X X

Xx—>+0 Xx—>+0

16) lim e” —e _ —2x. 17) lim tgx -1+ cosSx.
x=>0 X —S8IinX x—0 X _ g%
5. Funksiyalaryin kemelyan we artyan aralyklaryny kesgitlemeli:

1) y=3x-x3.2) y=x*-4x.3) y=§x3—2x+1.4) y=3x+§+5
X

6. Funksiyalaryn ekstremumyny tapmaly:

1) y=2x-x%.2) y=x*>-9x?+15x-3. 3)y=%x3—gx2+6x+7.

x* 2 3
. 6) y=— —Sx¥—Zx%+2.
X2 +4 )y 4 3 2
7. Funksiyalaryn grafikleriniii asak we yokaryk gibercek aralyklaryny
we epin nokatlaryny tapmaly:

4) y=xInx. 5)y=

1) y=x®-6x+7. 2) y=x*—6x% +5x-9.

1

4) y=x°-10x3+6x+2. 5) y= ~.
1+x

8. Funksiyalaryn grafiklerinifi asimptotalaryny tapmaly:

1

X 4+ 2x — x? L
1) y=X2_1- 2) y=f. 3) y=Ax*-4. 4)y=elx.

9. Funksiyalary derinemeli we grafiklerini gurmaly:
1) y=x3-3x+2. 2) y=x*>-5x?+3x-1. 3) y=x®-6x*+9x-3.
4) y=x*-4x*+3. 5) y=5x>—-x*-6. 6) y=x>-5x+3.

1 X+1 x? +1
)Y x2 +1 )Y x? -1

7 =
)Y x?2 —3x+3

10.Funksiyalaryi [-2, 2] kesimde in kici we in uly bahalaryny tapmaly:
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paralleldigini anladyar (3-nji surat).
Lagranzyn formulasyndaky

y C nokat a we b
nokatlaryn arasyndaky
nokatdyr, yagny

a<c<b. Onda
0=(c-a)l(b-a)
ucin 0<0<1 we
c=a+6(b—a) bolar. Sona
gbra LagranZzyn
formulasyny

3-nji surat
f(hy—f(a)=f'(a+0(b—a))(b—a) (0<0<1)
gornusde yazmak bolar.
Lagranzyn teoremasyndan seyle netijeler gelip ¢ykyar.
1-nji netije. Eger (a,b) aralygyn hemme nokatlarynda f funksiyanyn

onimi nola den bolsa, onda sol aralykda funksiya hemiselikdir.

< (a,b) aralygyn erkin x we x, nokatlary Ucin Lagranzyn
teoremasy boyunga f (x) — f (x,)= f'(c)(x — X,) (X, <c< x)dedlik yerine
yetydr. Ol denlikden bolsa f'(c)=0 sertin esasynda (a,b) aralykda
f(x)= f(x,) denlik alynyar, yagny funksiya sol aralykda hemiselikdir. >

2-nji netije. Eger (a,b) aralygyn hemme nokatlarynda ¢ we @

funksiyalaryn oniimleri den bolsalar, onda sol aralykda olaryni tapawudy
hemiselikdir.

< Teoremanyi sertlerinde (a,b) aralykda f(x)=¢(x)—g(x) funksiya
tgin  f'(x) =0 bolar. Sonuii Ugin 1-nji netije esasynda sol aralykda

fF)=e(x)-g(x)=c. >
84. 2. Lopitalyn kesgitsizlikleri agmak dizguni

Funksiyalaryn f(x)/g(x) gatnasygynyin x — a bolanda predeli
tapylanda 0/0 we oo/o0 gOrnlisdaki kesgirsizliklere kop dus gelipdik. Bu
halda kesgitsizlikleri agmaklygyn yénekey usullarynym biri bolan Lopitalyn
dizglinini ulanmak bolar.
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1, Kesgitsizligii 0/0 gérnusiniin acylysy. Bu gorniisdaki kesgitsizligi
acmaklyk asakdaky teorema esaslanyar.

Lopitalyii teoremasy (diizgtini). Eger f we @ funksiyalar x=a
nokadyn kabir etrabynda differensirlenydn bolup, sol nokatda nola den
bolsalar we X — a bolanda f’(x)/g'(x) gatnasygyn predeli bar bolsa,
onda f(x)/g(x) gatnasygyn hem predeli bardyr we

fim ) _ ji 09
x—a g(x) x—a g'(x)

(6)

denlik dogrudyr.
< Goy, x#a nokat f we g funksiyalaryi differensirlenyan

etrabyna degisli nokat bolsun. Onda Kosinin teoremasy boyunca x we a
nokatlaryn arasynda seyle c nokat tapylyp,

fx)—-fa) _f'(c)
g(x)-g(a) g'(c)
deflik yerine yetyar. Serte gora f(a)=g(a)=0. Sonus tgin ol deiilik
f(x) f'(c
(0 _1'©) -
g(x) 9'(c)
gornusi alar. ¢ nokadyn x we a nokatlaryn arasynda yerlesyandigi ugin
(x > a)= (c —a).. Sonun esasynda (7) denlikde predele gegip,
tim ) _ jim (O _ i 00
x—a g(x) coa g (C) x-a g (X)
denligi alarys, yagny (6) subut edildi. >
1-nji bellik. Bu teorema f we g funksiyalar x=a nokatda
kesgitlenmedik bolup, lim f(x)=1lim g(x) =0 denlik yerine yetende hem

dogrudyr. Hakykatdan-da, eger f we g funksiyalary x=a nokatda hem
Uzniiksiz bolar yaly
f(a)=lim f(x)=0, g(a):iin;g(x):O
denlikleri kanagatlandyryar diyip alsak, onda bu hal yokarda subut edilen
teorema getirilyar.
2-nji bellik. Bu teorema a=o bolanda, yagny

lim f(x)=0, lim g(x)=0

X—»00
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n X1 X,y —4 X, = g(xn—l): UXp1—4

1 -115 -2,85 -11614
-11614 —2,8386 -11607
-11607 - 2,8393 -11607

Bu tablisadan gornusi yaly, detileménin koki ¢ =-11607 dendir. >
Gonukmeler

1. Funksiyalara [-1,1] kesimde Roluii teoremasyny ulanyp
bolmayandygyny subut etmeli:

1) y=¥x. 2 y=1-|x]. 3) y=[sinx|+x.

2. Funksiyalara gorkezilen kesimde Lagranzyn teoremasyny ulanyp, ¢
sany kesgitlemeli:

1) y=Inx, xefl, e]. 2) y=x-x3, xe[-2,1]. 3) y=+/x, xelt, 4].

3. 3x®> +15x —8=0 deinleméanin yeke-tak hakyky kokiniii bardygyny
subut etmeli.

4. Lopitalyn diizguninden peydalanyp, predelleri tapmaly:

1) lim 31X oy fim C083X gy i 12C0SX gy i X
x=0sin10x x—1/2 COS X x—0 )(2 x->1 X -1
. X2 ) (1 1 _Inx

5) lim =. 6) lim x"Inx (n>0). 7) ||m(——_—J. 8) lim —-.
x>+ X x—+0 x=0\ X  SIn X X+ Y

9) iml2-—2 X 10) lim Inx-In=x). 11) limxctgX.
—1)x? x—0 4

x—0{ x @2¥ x—1-0
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C—X,= g(C)— g(xn—l): g,(dn—lxc - Xn—l)
buyerde d; (i=1 2,...,n-1) ¢ we X ,-ifi arasyndaky kébir sanlar.Bu
denlikleri agzalayyn kdpeldip we soiira gysgaldyp,
C—X,= (C — X% )g ,(Xo )g ,(Xl) - g ,(Xn—l)
denligi alarys. Bu denlikden bolsa (34) sertin esasynda

e = x,| <|c—x,|a"

derisizlik gelip gcykyar.0<q <1 sertin esasynda limq" =0 we sonui Ugin
bu densizlikden (35) denlik gelip gykyar.

25-nji mysal. Iterasiya usuly boyunca X’ + x+4=0 desilemanin
hakyky kokini tapmaly.

< Deileméni x” = —x -4 gérnisde yazyp we p(x)=x", r(x)=-x-4
funksiyalaryﬁ grafikleriniﬁ kesisme nokadyny tapyp, deﬁleméniﬁ k('ijniﬁ

uzynlygy kici bolan kesimi tapalyi. f(—1,2)< 0, f(~11)>0 bolyandygy
tigin, defilemanin koki [-12, —11] kesimin igindedir. g(x)=4-x—-4
belgileme girizip, denlemani (32) gornisde yazmak bolar. Sunlukda,
vx e[-1,2, —=11] igin

oLt |
R TE=
densizlik, yagny (34) sert yerine yetyédr.Nolunjy yakynlasmany x, =-115

alyp we beyleki yakynlagsmalary — x, =1/-x,, -4 formula boyunca
hasaplap, asakdaky tablisany dizeli:

% 1 g-006<1

7 6
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deilikler yerine yetende hem dogrudyr. Hakykatdan-da, eger x =1/t alsak,
onda (x—w)=(t—>0) esasynda

i 1/)=0, fimoly/)=0

bolar. Seyle hem

tim %) iy f(]/t)=|im f'(]/t)(_]/tzt
oo g(x) —0gt) o g'Wt)f-vt?)
KDL
"y e

Sona gora bu denligin sagyndaky predel bar bolanda onun ¢epindaki predel
hem bardyr we

tim 1+ _ ji L)
X—0 g(x) x—>® g (X)
denlik dogrudyr.

3-nji bellik. Eger f'(x)/g'(x) ogatnasyk hem 0/0 kesgitsizligi
anladyp, f'(x) we @'(x) funksiyalar x=a nokadyn etrabynda
differensirlenyn bolup, X — a bolanda f"(x)/g"(x) gatnasygy predeli
bar bolsa, onda

fim ) _ i £ _ iy 1700
x—a g(x) x—>a (X) x>a g (X)
denlik dogrudyr, yagny degisli sertler yerine yetende Lopitalyn duzgunini
birndce gezek ulanmak bolar.
3-nji mysal. f(x)=x-sinx we g(x)=x> funksiyalar tiin
f(x)

lim——= predeli tapmaly.
x—0 g(x)

a f'(xX)=1-cosx we g'(x)=3x> funksiyalaryii f'(x)/g’(x)
gatnasygy hem 0/0 kesgitsizligi anladyar hem-de olar x=0 nokadyn
etrabynda 3-nji belligin sertlerini kanagatlandyryar. Sona goré-de

f(x) . f"(x) 1

=lim——"=—.

x>0 g(x) x20g"(x) 6
2.Kesgitsizligin /oo gornlsinii  agylysy. Bu gorntsdaki
kesgitsizlik Gcin hem Lopitalyn teoremasy dogrudyr.Yone ol teoremada
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limf(x)=limg(x)=0 serti limf(x)=limg(x)=0  sert bilen
calsyrmaly..
4-nji mysal. lim Inx (p>0) predeli tapmaly.

X—>+00 Xp
< Bu predel Ugin oo/o gorntisdaki kesgitsizlik alynyar. Ony agmak
ucin Lopitalyn diizgininden peydalanmak bolar:

1/x . 1

. Inx .
lim — = lim ]

X—+0 Y p X—>+00 pX p-

5-nji mysal. lim [x?/5*] predeli tapmaly.

a f(x)=x> we g(x)=5" funksiyalar Gcin f'(x)=2x we

g'(x) =5"In5 onimlerin  f'(x)/g’(x) gatnasygy oo/ kesgitsizligi
anladyar hem-de ol onumler (gin Lopitalyn teoremasynyi sertleri yerine
yetyér. Sunlukda,
lim mz lim (2—)()': lim #
X > 400 g"(x) X > 400 (5X|n 5)' x>+ 5% |In 25
Sonun Ggin hem

=0.

2 2\n"
lim X~ 1im &) _¢
x>0 B xsto (SX)”

3. Kesgitsizliklerin beyleki gérnuslerinii acylysy. Kesgitsizliklerin

beyleki

0.0, ow-oo, 0° 1% °
gornusleri yokarda garalan iki kesgitsizliklere getirilyar. 1lki bilen
sonky Ucusinin 0-00  gornusdaki  kesgitsizlige  getirilyandigini
gorkezelin. Eger X —a bolanda f(x) funksiya 0, 1 ya-da oo
ymtylyan bolup, g(Xx) funksiya bolsa degislilikde 0, oo vya-da 0
ymtylyan bolsa, onda sonky U¢ kesgitsizlikler X—a bolanda
y=[f(X)]°” funksiyanyfi predeli tapylanda alynyar. Ol predeli
tapmak 0gin bolsa

Iny=g(x)In f(x) (f(x)>0) 8)
funksiyanyn predelini tapmak yeterlikdir. (8) denligin sag bdleginin
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5. Iterasiya usuly. Bu usuly ulanmak Ggin ilki bilen (27) gornusdéki
denlemani

x=g(x) (32)
gOrnlisdaki denlema getirmeli (ony dirli usullar bilen yerine yetirmek
bolar). Eger x, (32) denleménin kokuinin kabir yakynlasan bahasy bolsa,
onda ony denleménin kdkine nolunjy yakynlasma hokminde alyp, birinji

X, yakynlasma

X =9(X,)
denlikden tapylyar.Sonun yaly dowam etdirip, islendik x, yakynlasmany
x,=9(x,,) (n=123,..) (33)

formula boyunca yzygiderlikde kesgitleyéris. Sonun Ugin (33) formula
boyunga derileménin ¢cozuwini tapmaklyga yzygiderli yakynlasmalar usuly
ya-da iterasiya usuly diyilydr. Haysy sertlerde yzygiderli yakynlasmalar
(33) denleménin ¢oziwine yygnanyarka diyen soraga asakdaky teorema
jogap beryar.

11-nji teorema. Eger (32) denleménin ¢ kokini we onui (33) formula
boyunca hasaplanylyan yzygiderli yakynlagmalaryny 6ziinde saklayan
aralykda
lg'(x)<q<1 (34)
sert yerine yetse, onda yzygiderli yakynlagsmalar denleméaninn kdkiine
yygnanyandyr, yagny
limx, =c. (35)
< (33) formuladan alynyan x, =g(x,) we ¢ sanyi (32) deiilemanii
koki bolyandygy (gin yerine yetyan c=g(c) denlikler esasynda
LagranZyn teoremasyny ulanyp,
C—X = g(C)— g(xo)= g'(do)(c - Xo)
denligi alarys, bu yerde d, san ¢ we Xx,-yn arasyndaky sandyr. Sonun
yaly denilikleri beyleki yakynlagmalar tcin hem yazmak bolar:
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24-nji mysal. Galtasmalar usuly boyunca x*+x-3=0

denleménin hakyky kokini tapmaly.

a f(x)=x3+x-3 funksiya tgin f(1)=-1<0, f(2)=7>0we [1, 2]
kesimde
f'(x)=3x? +1>0, f"(x)=6x>0 bolyany ugin, sol kesimde denileménin
yeke-tak koki bardyr we ony (31) formulany ulanyp tapmak bolar. Onui
ucin ilki bilen denilemanin kokini icinde saklayan has kigi kesimi tapalyn.
. f(L2)=@12)* +1,2-3=-0,072<0, f(13)=(13)’ +13-3=0,497>0

defisizliklerin esasynda kok [L2;1,3] kesimin igindedir. Ol kesimiii
ortasyndaky x=1,25 nokatda f(1,25)=(125)" +1,25—-3=0,203125>0
bolyandygy tgin, kéki iginde saklayan [1,20; 1,25] kesimi alarys.Nolunjy
yakynlasma hékmiinde x, =125 alarys, ¢inki f(x,)f"(x,)>0. (31)

formulany ulanyp, asakdaky tablisany dizelin:

Xny =
Fxa)= [F/()= | flx) [=% -
N X, X3 =x*+ |=3x}+1 () | fx)
+X, -3 f '(Xn)
1,25 1,953125 | 0,203125 15,6875 0,035714 |1,214286
1,214286 (1,790452 | 0,004738 [5,42347 10,000874 [1,213412
1,213412(1,786590 | 0,000002 [5,417107 |0,0000004|1,2134116

Bu tablisadan gornlsi yaly, denileménin koki ¢=1,21341 dendir. >

3-nji bellik. Hordalar we galtagmalar usullarynyn ulanylyan sertlerinde
ol usullaryn ikisini birwagtda hem ulanmak bolar. Sunlukda, ol usullar bilen
tapylyan yakynlasmalaryn yzygiderliginin birisi artyp, beylekisi bolsa
kemelip denleménin kokine ymtylyandyr. Ol usullary gezeklesdirip hem
ulanmak bolar.
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predeli  tapylanda yokarda agzalan (¢ yagdayda hem 0-00
gornusdaki kesgitsizlik alynyar. Sonun Ugin dine 0-c0 we oo—o0
gorniisdaki kesgitsizlikleri acmaklygy — 6wrenmeklik yeterlikdir. Olar
bolsa 0/0 we oo/oo gornisdaki kesgitsizliklere getirilyar.

Goy, limf(x)=0 we limg(x)=o0 bolsun, onda
X—a X—a

f(x)-g(x)= f(Xyg(lx): g(X)/f%x)

denliklerin esasynda 0-o00 gorniisdéki kesgitsizlikden 0/0 vya-da
oofoo gornisdaki kesgitsizlik alynyar.
Eger lim f(x)=+0 we limg(x)=+c bolsa, onda
X—a X—a

11 1 1
f(x)-g(x)= - '
07000 {g(x) f(x)}/f(x) 9(x)

denligin esasynda oo—oo gornusdaki kesgitsizlikden 0/0 gérnisdaki
kesgitsizlik alynyar.

6-njy mysal. Iim[l—xij predeli tapmaly.
x->0(x e’ -1

< Bu yerde oo—oo  gornusdaki  Kkesgitsizlik alynyar. Ony
yonekeylesdirip, 0/0 gornisdaki kesgitsizlige getirelin  we sofira
Lopitalyn dizgunini ulanalyn :
. (1 1 J et -1-x . [e*¥-1-x]
lim| ————— [=Ilim =lim =
-0 x(eX =1) x>0 [x(e* —-1)]

. e’ -1 . (e* -1’ . e 1
=lim =lim =lim =—.D>
x>0eX + xe* —1 x>0[e* +xe* -1 *>02e* +xe* 2

Bellik. [f(x)]°™ gornisdaki funksiyanyh predelini tapmak tigin ilki
(8) denligin sag bdleginin predeli tapylyar we soira seyle denlikden
peydalanylyar:

) ) lim g (x)In f(x)
lim[ f (X)]Q(X) = limed™INf() _ ax>a )
X—a X—a

7-nji mysal. Iirrlxj/(“) predeli tapmaly.
X—
< Bupredel 1” gorniisdaki kesgitsizlikdir. x*™  funksiyany
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e/ gorisde  yazsak, onda derejanin  gorkezijisinde 0/0
gornlisdaki  kesgitsizlik alynyar. Lopitalyn dizginini peydalanyp, ilki
sol predeli tapalyn:

lim "X jim 000" i YX i L g
x->1 X -1 x—>1()(—]_)' x->1 1 x>l X

Sonun Ggin hem

. Inx

. . . » lim—
lim x/0 = lim "™/ =gt =gl =g »

x—1 x—1
§ 4. 3. Teyloryii formulasy we onui ulanylysy

1. Kdpagza Ugin Teyloryin formulasy. Goy, x gord n derejeli
P(x)=b, +b,x +b,x? +...+b,x" (b, #0) )
kdpagza berlen bolsun. Kbir a san Ggin ony hemise x—a goré n
derejeli kdpagza gornusinde anladyp bolyandygyny gorkezelin.Onui Ugin
(9) denlikde x —a=t calsyrma girizip,
P(t+a)=b, +b,(t+a)+b,y(t+a) +...+b,(t+a)"
denligi alarys. Bu denligin sag bolegini derejelere goterip we t goré den
derejeli agzalary toplasdyryp,
P(t+a)=c, +ct +c,t? +...+Ct"
kdpagzany alarys.Eger bu denlikde t=x—a goyup, yene 6iki x ululyga
gecsek, onda P(x) kopagzanyn x—a tapawudyn derejesi boyuncga
dagydylysyny alarys:
P(x)=c, +c,(x—a)+c,(x—a)* +...+¢c,(x—a)". (10)
Bu képagzanyn nabelli ¢, (k=0,1...,n) koeffisiyentlerini tapmak igin
ony yzygiderli n gezek differensirlalin:
P'(x)=c, +2¢c,(x—a)+3cs(x—a)* +...+nc,(x —a)"™,
P

"(x)=2c, +2-3c;(x —a)+...+ (n—2nc, (x —a)"?,

P (x)=1.2-3---nc,
Bu denliklerde we (10) denillikde x=a goyup,
P(a‘):Col P'(a):cl, P"(a)=2!cz,...,P(”)(a)zn!c

denlikleri alarys we olardan ndbelli koeffisiyentleri taparys:

n
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x = Xoaf(@)=bf(x,) (h=123... (30)
fa)-f(x,1)
formuladan kesgitlenilyar (11-nji surat).

4. Galtasmalar usuly. Goy, defilemanin ¢ koki icinde bolan [a, b]
kesimde f funksiya Ucin hordalar usulyndaky sertler yerine yetsin. Bu
halda nolunjy yakynlasmany x,=b alyp, birinji x; yakynlasmany B
nokatda y= f(x) funksiyanyn grafigine gegirilen (12-nji surat)

y—f(b)="1'(b)fx-b)
galtasmanyn ox oky bilen kesisme nokadynyn absissasy hokmunde alarys:
X, =b— f(b)

f'(b)
Sunlukda, a<x,<b bolar. Indi
y y=1f(x)  funksiyanyn grafigine
B B,(x,, f(x,))  nokatda galtasma
: gegirip, X, yakynlasmany

galtasmanyn Ox oky bilen kesisme
nokadynyn  absissasy  hokmiinde

a taparys:
0 _/ X% b X ) £(x,)
A X, =X, — ; .
f'(x)

12-nji surat
Edil sonun yaly dowam etdirip, n-nji
yakynlasmany taparys:

f(x,4)
X, =X, 4 — n=1 2,3, ...). 31
T ) (32)
Bu denlik boyunca kesgitlenen {xn} yzygiderligin hem predeli bardyr, ol
predel denleménin takmyn kokudir we onuti Gginem (29) yerine yetyandir.

2-nji bellik. Nolunjy x, yakynlasma f(x,)f"(x,)>0  sertden

kesgitlenyar.
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23-nji mysal. Hordalar usuly boyunca  x*+x-1=0 denileménin
hakyky kokini tapmaly.

2 f(x)=x®+x-1 funksiya igin f(0,5)<0, f(1)>0 we islendik x
ticin f'(x)=3x>+1>0 bolyandygy sebapli, [0,5; 1] kesimde deilemaniii
yeke-tak koki bardyr. f"(x)=6x>0 sertif yerine yetyandigi esasynda,

x, =05, f(x,)=f(05)=-0,375 b=1 f(b)=f(1)=1
bahalary ulanyp, (28) formuladan peydalanyp taparys:
X, f(0)-bf (x,) 05-1-1-(-0,375)

_ _ ~0,636364;
= (b)- f(x,) 1+ 0,375
_xf (b)-bf(x,) 0,636364 (- 0,105935) ~0.671196;
flo)-f(x,) 1+ 0,105935
_ X f(b)-bf(x,) 0,671196 - (- 0,026428) ~0.679662.
flo)- f(x,) 1+ 0,026428
y f (x)>0 B oA f(0>0
b=X0
0 0 a X
B
10-njy surat 11-nji surat

Sonun yaly dowam edip, x, =0,681691, x; =0,682176, x, =0,682292,
X, =0,682319, x4 =0,682326, X, =0,682327 yakynlasmalary taparys.
Seylelikde, 0,0001 takyklykda denlménin koki tapyldy.

1-nji bellik. Eger f'(x)<0, f"(x)>0 (ya-da f'(x)>0, f"(x)<0)
bolsa, onda bu halda x, =b alynyar we x,, X,, X;, ... Yyakynlasmalar
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’ ! (n)
CO :P(a)’ Cl:ﬂ C2 :ﬂ . ’Cn = P (a)
21 n!
Olary (9) denlikde goyup, kdpagza lg¢in Teyloryn formulasy diyilyén

P~ Pla) s 212 a) P18 oy +...+%(x—a)”

1!

formulany alarys. Bu formula x-in derejesine goré P(x) kopagzany
x—a tapawudyn derejesi boyunca kopagza gornisinde anlatmaklyga
mumkingilik beryér we ony kdpagzanyn a sana yakyn bolan bahalaryny
hasaplamakda ulanmak amatlydyr, cinki x—a tapawudyn yeterlik Kici
bolyandygy Ugin kébir derejeden baslap gosulyjylary taslamak bolar.

2. Erkin funksiya ucin Teyloryn formulasy. Indi bolsa erkin f(x)
funksiyanyn haysy setlerde x —a tapawudyn derejesi boyunca kdpagza
gornusinde anladylyandygyny gorkezelin we sunlukda gdyberilyan
yaliyslygy tapalyn.

Teyloryii teoremasy. Eger f funksiyanyi a  nokadyn  kabir
etrabynda n+1 tertipli O6numi bar bolsa, onda sol etraba degisli
islendik x=a Ugin a we X nokatlaryn arasynda seyle ¢ nokat tapylyp,

()
=y 1@ k(a)(x a)* +1,(x) 11)

k=0 -

formula dogrudyr, bu yerde
™ (c) ni1
"n(X)=W(X—a) : 12)
< Goy,

SRAIC PR

P)=> B ix-a), 10-RM=rK) @3

k=0
bolsun. Onda teoremany subut etmek Ggin  r,(x) dcin (12) dedligi

gorkezmek yeterlikdir. Bellenen x>a icin [a, x] kesimde

t® ) (x=t)""r, (x)
F(t)= f(x)- f(t X—t) ——7"r
O T P
funksiya garalyn.Teoremanyn sertlerinde ol funksiya [a,X] kesimde
uzniiksiz we differensirlenyandir we (13) esasynda
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F@)=f(x- f(a if(k)(a)(x—a)k—rn(x)=rn(x)—rn(x)=0,

k=1

n £ (x) (x=x)"r,(x)
F —x)f -2 o,
( ) kz ( ) (X_a)n+l
yagny F funksiya [a,X] kesimde Rolufi teoremasynyn &hli sertlerini

kanagatlandyryar. Sona gora (a, x) 5> C nokat tapylyp,
F)= ™ (c) x_0)" + (n+1)(x=0)"r () _
n! (x--a)r”'1
Bu denlikden bolsa (12) formula gelip ¢ykyar we teorema subut bolyar. >
1-nji bellik. Teoremanyi sertlerinde f ™(c) funksiya caklidir, sofia
gora (12) denlik esasynda
jim 00 _ i £V N -a)
oa(x—a)' o2 (n+li(x—a)" xa  (n+1)!
yagny x—a bolanda r,(x) funksiya (x—a)" géra yokary tertipli
tlkeniksiz kici funksiyadyr, Sonut esasynda

r(x)=o((x-a)") (x—>a) (14)

defiligi yazmak bolar.

(11) formula Teyloryi formulasy, ondaky r,(x) funksiya bolsa sol
formulanyn galyndy agzasy diyilyar. Sunlukda, (12) we (14) formulalar
boyunca kesgitlenen funksiyalara deislilikde Lagranzyn we Peanonyn
galyndy agzalary diyilyar.

3. Makloreninn  formulasy. Teyloryn (11) formulasyndan a=0
bolanda alynyan

n (n)
f(x)= Z%X” +1,(x) (15)

k=0

agzalar

f (v (c) W ( )
) n

F(X) = oD x)=o(x") (16)

gornuslerde yazylar.
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funksiyanyn kesiminn uclaryndaky bahalarynyn alamatlary dirli bolsun.
Oniimin alamatlarynyn hemiselikligi esasynda [a, b] kesimde funksiya ya
artyandyr, ya-da kemelyéndir. Sona gord hem denleménin koki yeke-tékdir.
Ikinji ~ 6nimin  alamatynynn  hemiselikligi esasynda bolsay = f(x)
funksiyanyn ¢yzgysy yokaryk ya-da asak giibercekdir.

Kesgitlilik dgin, f'(x)>0, f"(x)>0 bolsun. Onda bu halda y= f(x)
funksiyanyn cyzgysy asak gubercekdir we funksiya artyandyr (10-njy
surat). Nolunjy (baslangyc) yakynlasma hokmiinde x,=a alyp, birinji
x, yakynlasmany A(a, f(a)) we B(b, f(b)) nokatlary birlesdirydn

y—-f(a) x-a

f(b)- f(a) b-a
hordanyn ox oky bilen kesisme nokadynyn absissasyny almak bolar:

L _af (b)-bf(a)

Yof(b)-f(a)
Sunlukda, f funksiyanyn kanagatlandyryan sertlerinde a<x, <b bolar.
Indi A, (x,, f(x,)) nokady alyp, AB hordany gegirelii we ol hordanyn
ox oky bilen kesisme nokadynyn absissasyny ikinji x, yakynlasma
hokminde alalyn:

. = X, f (b) - bf (x,)
Toth)- )

Sunlukda, a < x; <X, <b bolar. Sonun yaly dowam etdirip, (n-1)-nji x,
yakynlasmany ulanyp, n-nji x, yakynlasmany

X, = o f0)=bF (x,.1) (n=123,..) (28)
f(0)~ f(xos)

formuladan taparys. Seydip tapylan yakynlasmalaryn {xn} yzygiderligi

cakli we monotondyr. Sona gora hem onun predeli bardyr we ol predel (27)

denlemanin takmyn ¢ozuwidir. Sunlukda, denlemanin ¢ kokinin X

yakynlasmadan tapawudy seyle bahalandyrylyar:

|xn—c|sM (r min | f'(x 1) (29)

r a<x<b

f'(x)<0, f"(x)<0 bolanda hem yakynlasmalar (28) —den kesgitlenyar.
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cozUwlerini tapmaklyk kynlasyar. Asakda (27) gornlsdéki denlemani
takmyn ¢ozmekligin kabir usullaryna serederis.

1. Grafik usuly. Bu usul bilen denlemanin ¢oztwini tapmak tcin berlen
f(x) funksiya boyunga y = f(x) funksiyanyn grafigini guryarlar we onuf
absissa oky bilen kesisme nokadyny tapyarlar.Sol nokadyn absissasy
denileménin kokidir. y = f(x)funksiyanys grafigini gurmak kyn bolanda
denilemédni  p(x)=r(x) goérnisde yazyp,y=p(x), y=r(x) funksiyalaryn
grafiklerini guryarlar we denileménin kokini olaryn kesisme nokadynyn
absissasy hokmiinde tapyarlar. Grafik usulyndan denlemdnin yeke-ték koki
yerlesyan aralygy kesgitlemekde hem peydalanmak bolar. Mysal ugin, eger
f funksiya kabir [a, b] kesimde tizniiksiz we monotonn ( f'(x)>0 ya-da
f'(x)<0) bolup, kesimif uglaryndaky bahalarynys alamatlary diirli bosa,
onda sol kesimde (27) denileménin yeke-tdk koklnin bardygy grafikden
gorunyar.

2. Kesimi yarpa bdlmek usuly. Goy, f funksiya (27) deileméanin
yeke-tak kokiini icinde saklayan [a, b] kesimde Gzniksiz we kesimi
uclarynda funksiyanyn bahalarynyn alamatlary dirli bolsun. Kesgitlilik
tgin, f(a)<0, f(b)>0 hasap edelifi. [a, b] kesimi yarpa boliip, olardan
uclarynda funksiyanyn bahalarynyn alamatlary dirli bolyan kesimi saylap
alalyn we ony [a;, b;] bilen belgilali. Indi [a,, b,] kesimi def iké bolip,
uclarynda funksiyanyn bahalarynyn alamatlary dirli bolan bdlegini
[a,, b,] bilen belgilalin we su yorelgani dowam etdirelifi. Seylelikde,
uzynlyklary b, —a, =(b—a)/2"  bolan  kesimlerin  {[a,, b, ]
yzygiderligini alarys. Sunlukda, islendik n dgin f(a,)<0< f(b,) bolar.
Saklanyan kesimler hakyndaky teorema esasynda ol kesimleriii hemmesine
degisli bolan yeke-tak ¢ nokat bar bolup, lima, =Ilimb, =c denlik
dogrudyr. Sota géra-de, f €C[a, b] bolyandygy igin f(a,)<0< f(b,)
densizlikde predele gecip, f(c):O denligi alarys, yagny c¢ denlemanin
kokudir. Onuii takmyn bahasy hokmiinde [a,, b, | kesimiii ortasyny, yagny
(a, +b,)/2 nokady almak bolar. Sunlukda, kékiin ol nokatdan uzaklygy

(b—a)/2™* sandan uly daldir.
3. Hordalar usuly. Goy, deiilemanii ¢ koki icinde bolan [a, b]
kesimde Uzniiksiz hemiselik alamatly f'(x) we f"(x) 6nimler bar bolup,
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2-nji bellik. Mé&lim bolsy yaly, islendik tznuksiz we tak funksiyanymn
X =0 nokatdaky bahasy nola dendir. Sonun (gin (—a,a) aralykda
differensirlenyan tédk funksiyanyn Onuminifi jubutligini  we jlbut
funksiyanyn oniiminin tékligini nazara alsak, onda islendik tertipdaki
oniimi bar bolan tak f funksiya igin f ) (0)=0 we jibit f funksiya

iigin  f D (0)=0 bolar. Sonui esasynda Maklorenin formulasy islendik
tertipdéki 6niimi bar bolan jubit funksiya tigin

@90
003 Lo D (1) 1)
k=0
gOrnusde, tdk funksiya Ugin bolsa
FE0) 2
0= Gy +mald) (18)
k=0 .

gornusde yazylar

4.Kabir funksiyalaryi Teylor formulasy. Eger f (x) =e”bolsa, onda
f ) (x)=e* bolyandygy ticin % (0)=1, ke N. Sota gora ol funksiya
ucin (15) formula seyle gornisi alar:

X X2 n

e _1+]_l+?+ +F+r() (19)
f(x)=sinx. Bu funksiya takdir we f® (x)=sin(x+kz/2) (§ 3.4,
mysal 8 seret). Sonia gord (18) formula we f @™ (0) =sin(nm + n/2)=
= cos nrt = (1) " detilik boyunca
3 2n+1

) X X
sinX=X——+..+(-)"—+r X). 20
5 D' Grr o (X) (20)

f (X) = cosx.Bu funksiya tgin f® (x)=cos(x + kz/2) (8§ 3.4, mysal 8
seret). Onui jibutligi  tigin (17) formula we  f @™ (0) =cos(nz) = (-1)"

denlik esasynda
2 4 2n

x2 X X
cosx:l—E+I+...+( " @ )|+r2n( X) . (21)

f(X)=In(1+x) (x>-1). Bu funksiya ¢in matematiki induksiyanym
esasynda
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() (k- D)!
1+ x)*
formulany gorkezmek bolar (ony Ozbasdak gorkezin!). Sonun  Ugin
f ©(0) = (-1)**(k —=1)! deiilik esasynda. bu funksiya iigin Maklorenin

formulasy seyle bolar:

f 0 (x) = , keN

2 n

In(1+ x):x—X?+...+(—l)”’1X—+rn(x). (22)
n
f(x)=@+x)". Bu funksiya (gin
fOX)=m(m-1)..m-k+DA+x)"* keN
bolyandygy arisat gorkezilyar. Soma géra f® (0) =m(m—1)...(m—k +1)
denlik esasynda bu funksiya t¢in Makloreniti formulasy

a+x)"m =1+EX+MX2 o
1 2!
N m(m-1)..(m-n+1)

" X" +r,(x) (23)

gornisde bolar.
Eger m=n-—natural san bolsa, onda f ™ (x)=0, yagny r (x)=0
bolar we ol formuladan Nyutonyi binomynyn forrmulasy alynyar:
n(n-1)
2!
5. Teyloryii formulasynyi ulanylysy. Bu formulanyn ké&bir meseleler
cozulende ulanylysyny mysallarda gorkezelin.
8-nji mysal. f(x)=(1+x)/(L+x?) funksiyany X (ytgeyanii bitin

4

X2+ ..+ x"

n_q4 0
@+ x) _1+l|x+

poloZitel ~derejesi boyunca x* cenli dagytmaly we f“(0)
hasaplamaly.

< Berlen funksiyany f(x)=1+(x—x?)(1+x*)™" gérnisde yazyp,
(23) formulany ulanarys:

f(x) =1+ (x-x?)A-x*+x* +1,(x)) =
=1+ x-x* = x>+ x* +r,(x).

Bu denligi Maklorenini formulasy bilen deiiesdirip, f (0)/4!1=1 deligi
alarys. Bu yerden f“(0)=24. >
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goyup, y=d/\/§ bolyandygyny goryéris. Diymek, tegelegin iginden
¢yzylan gonuburcluklaryn in uly meydanlysy kwadratdyr. Seylelikde,
togalak agacdan kesilip alnan zynyndysy az bolan pirsin kese kesigi
kwadrat bolmalydyr, yagny ol esasy kwadrat bolan gonutburgly
parallelepiped gornlsdéki pursdir. >

22-nji mysal.Gaz garyndysy azodyn we kislorodyn oksidinden duryar.
Garyndydaky azot oksidini maksimal tizlik bilen okislendiryén kislorodyn
konsentrasiyasyny tapmaly.

< Amalyyetin 6wrilmezlik sertlerinde 2NO+ O, =2NO, reaksiyanyn

tizligi v=cx?y formula boyunca adladylyar, bu yerde x NO-nyn wagtyn
islendik pursadyndaky konsentrasiyasy; y  O,-niii konsentrasiyasy; c
bolsa reaksiyanyn tizliginin konsentrasiyasy bolup, ol reagirleyji
komponentlere bagly bolman dine temperatura baglydyr (c>0). Gazyn
konsentrasiyasyny géwrlim prosentinde anladyp alarys:

y=100-X, v=cx?(100 - x)=c{L00x? - x*).
v=Vv(x) funksiyany deriiemek iigin onu éniimlerini tapalyi:

v(x)=c(200x - 3x? ), v"(x)=c(200 - 6x).

Birinji onimi nola denldp, funksiyanyn x, =0, X, =200/3  duruw
nokatlaryny taparys. Sunlukda, v’(0)>0, v"(200/3)<0  bolyandygy
esasynda x, =0 funksiyany minimum, x, =200/3 maksimun nokady
bolar. Seylelikde, x=x, =66,7%, y=100-x=333% ya-da y/x~0,5
bolanda okislenmegin tizligi maksimal bolar. >

8 4. 8. Deiillemeleri takmyn ¢ozmekligin usullary

Matematikada, tehnikada we beyleki tebigy ylymlarda dus gelyan durli
meseleler ¢oziilende

f(x)=0 (27)

gOrnlisdaki denlemanin ¢ozUwlerini tapmaly bolyar. Eger f  ¢yzykly,

kwadrat ya-da kabir basga yonekey funksiya bolsa, onda (27) denlemanin

¢ozilis usullary bize mekdep matematikasyndan bellidir. Yoéne  f

funksiyanynn  ¢ylsyrymly hallarynda (27) gornlsdaki  denleménin
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10-njy teorema. Eger [a,b] kesimde tizniiksiz f funksiya igin

1) f(a)= f(b)=0 bolup, ¥xe(a, b) tigin f(x)>0 (f(x)<0) bolsun;

2) (a, b) onun differensirlenyéan aralygy bolup, sol aralygyn dine bir c
nokadynda f’(c)=0 bolsun.

Onda funksiyanyi it uly (iti kigi) bahasy f (c) dendir.

< Goy, Vxe(a, b) tgin, f(x)>0 bolsun, onda birinji sert boyunca f
funksiya in uly bahany dine kesimit iginde alyp biler. Fermanyn teoremasy
esasynda bolsa sol nokatda funksiyanyn oniimi nola dendir. Ikinji sertin
esasynda bolsa f'(x)=0 delik difie bir ce(a, b) nokatda yerine yetyar.
Sonuii Ggin hem funksiyanys i uly bahasy f(c) dendir.
Teoremanyn ikinji bolegi sonun yaly subut edilyar. >

21-nji mysal. Togalak agacdan zynyndysy az bolar yaly dortgyran piirs
kesmeli.

Geometriya dilinde bu mesele seyle okalyar: X
berlen tegelegin iginden in uly meydanly
gonuburcluk gyzmaly (9-njy surat). y d

<Eger gOnuburclugyn taraplary x, y we
diametri d bolsa, onda onui meydany S =xy. Bu

deiilikde y=+/d*-x* goyup, géniburclugyi 9-njy surat

meydany Ugin
S(x)= xd? - x2
funksiyany alarys. Sunlukda, meseldnin manysyna gérd 0<x<d bolar.
Seylelikde, basdaky mesele S(x)=xv'd? — x* funksiyanyi [0, d]

kesimde it uly bahasyny tapmaklyga getirildi. Ol funksiya tgin

$'(x)= d? —2x?
denileménin [0, d] kesime degisli bolan dite bir x =d/«/2 kéki bardyr.Sol
kesimde S(x) funksiya igin 10-njy teoremanyii &hli sertleri yerine yetyar:
vxe (0, d) tgin S(x)>0 we S(0)=S(d)=0 we ol funksiya sol kesimde
izniiksizdir. Sona géra sol teorema boyunga S(x) funksiya in uly bahany

=0

x=d/2 nokatda alyandyr. x-ii bu bahasyny y=+/d?—x? deiilikde
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Indi bolsa islendik takyklykda e sany hasaplap bolyan formulany
getirip cykaralyn. f(x)=e* funksiya (gin Teylor formulasynyn
hususy haly bolan Makloren formulasyndan x =1 bolanda

1
e=1+—+...+—+r,
2!

denlik alynyar. Su formula boyunca e san kesgitlenip, n sanyi
nacd dendigi e sanyn haysy takyklykda hasaplanylyandygyna
baglydyr. Ol san Lagranzyn galyndy agzasyndan alynyan

e 3
R R eaEY

densizlik ulanylyp tapylyar.
9-njy mysal. 10~ takyklykda e sany hasaplamaly.
< Ony gorkezmek ¢in (20) formuladan x =1 bolanda alynyan

1 1
e=lt o tut r,(1)

denlikden peydalanarys.
I, (1)|<L <10°°
(n+1!
densizligin n=9 bolanda yerine yetydndigi esasynda

ezl+£+...+£z 2,718281. >
2! 9

2 4

X
10-njy mysal.  cosX zl—EjLX yakynlasan  formulada X

Uytgeyanin haysy bahalarynda yaltyslyk 0,00005 sandan Kkigidir?

< f(x)=cosx funksiya  Ugin gorkezilen Maklorenin (21)
formulasyndan we Lagranzyn galyndy agzasyndan gornisi yaly,
meselani ¢ozmek Ugin

6
X
|5 (X) |s|% <0,00005

defisizligi ¢ozmek yeterlikdir. Bu yerden | x|< 0,575 alynyar. >
11-nji mysal. Iirrg[(sin x—x8/1-x*)/x°] predeli hasaplamaly.
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< Bu predeli hasaplamak (gin galyndy agzasy Peanonynky bolan
asakdaky Maklorenin formulalaryndan peydalanarys:

3 5 2n-1
sinx=x—~—+X 4 .4 (—1)”’1X—+ o(x*"),
3 5l (2n —1)!
@+x)" =
=1+ mx +—m(ml—l) X2+ .+ m(m—l)...Em—n D 4o +0(x")
n!

Gozlenyan predelin maydalawjysynda Xx°> bolany (icin, sanawjydaky
funksiyalara Maklorenin formulasyny ulananymyzda X Uytgeyénin
basinji derejeden soikylarynyii hemmesini 0(x°) girizeris:
: X x°
Sin X =X——+—+0(x%),
3 o

x¥1—x* = x(1—x*)"® = x 1-Lye _ 3 e +o(x") |=
6 72
1

VSRR +0(x%),
6 72

sin x — x§/1-x? :%x5 +0(x%).
Sonun Ugin hem
. AN o(x°)
i SIN X~ x§/1—x° 90 7

l A —im— -
x—0 X x—0 X 90

8§ 4. 4. Funksiyanyii monotonlygy we ekstremumy

1. Funksiyanyin monotonlyk nysanlary. Ilki bilen funksiyanyn
hemigelikliginin zerur we yeterlik sertini gorkezelin. Malim bolsy
yaly f(x)=C hemiselik funksiyanyn 6nimi nola dendir. LagranZyi
teoremasynyni 1-nji netijesi boyunca 6nimi nola den bolan funksiya
hemigelikdir. Sonun Ugin hem f'(x)=0 sert f funksiyanyn hemiselik
bolmagynyn zerur we yeterlik sertidir.
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6. Yokardaky maglumatlary ulanyp, funksiyanyn grafigini guryarys.

y

/N

9-njy surat

§ 4. 7. Funksiyany i Kici we if uly bahalary
we meseleleri ¢ggzmekde olaryi ulanylysy

Matematikada, fizikada, himiyada we durmusda dus gelyan kdp
meseleler kabir funksiyalaryn kesimddki in Kkici we in uly bahalaryny
tapmaklyga getirilyar. Kesimde (zniksiz funksiyalaryn Weyerstrasyn
teoremasy boyunca sol kesimde in uly we in ki¢i bahalary alyandygy Ugin,
ol funksiyanyn [a,b] kesimin i¢indaki in uly bahalaryny f(a) we f(b)
bahalary bilen defiesdirip, f funksiyanyi ini uly bahasyny taparys.

Sonufi yaly hem funksiyanyn [a,b] kesimdaki in kigi bahasy tapylyar.

20-nji mysal. f(x)=2x®-3x?-12x+1 funksiyanyn [-2, 3]
kesimdaki in kici we it uly bahalaryny tapmaly.

< f'(x)=6x? —6x—12 6niimi nola denldp, onui x=-1 we x =2 nol
nokatlaryny tapalyn we funksiyanyn sol nokatlardaky bahalaryny kesimin
uclaryndaky bahalary bilen denesdirelin:

f(-2)=-3, f(-1)=8, f(2)=-19, f(3)=-8.
Seylelikde, funksiyanyn in Kici bahasy f(2)=-19 we in uly bahasy
f(-1)=8.>
Kabir yagdayda funksiyanyn in uly we in kigi bahalaryny tapmak {cin
asakdaky teoremany ulanmak amatlydyr.
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19-njy mysal. f(x):xz+i funksiyany deriemeli we grafigini
X

gurmaly.
< I. Funksiya x=-1, x=1 nokatdan basga VxeR nokatlarda

kesgitlenen we (zniksizdir, x=-1, x=1 onun Uztulme nokatlarydyr.
2. lim [(x® +1)/(x? ~1)] =< Diymek, x=-1, x=Lgonicyzyklar grafigin
dik asirﬁptotalarydyr, y =1 bolsa onun yapgyt asimptotasydyr, c¢lnki
f(x) x? +1

lim ——~==1lim =0,
X—o X X—0 ¥ X2 _1

lim[f (x) - 0-X] = Iim{xz +1}:1.

xool X2 —1
3. Funksiyanyn onimlerini tapalyt:
0= o) 43x? +1
-1 -1

Oniimi nola dedldp, onuii X =0 kokini taparys. x=-1, x=1 nokatlaryi
ondmin hem Gzilme nokatlary bolyandygy tgin, san okuny x=-1, x=1
we X =0 nokatlar arkaly boleklere boliip, olarda oniimini alamatlaryny
anyklalyn.  x<-1, —1<x<0 bolanda  f'(x)>0 we funksiya sol
aralyklarda artyar, 0<x<1, x>1 bolanda f'(x)<0 we funksiya sol
aralyklarda kemelyar. f'(0)=0, f"(0)=-4<0 bolyandygy
esasynda x =0 funksiyanyn maksimum nokadydyr we funksiyanyni
maksimum bahasy f(0)=-1.

4. x<-1 we x>1 bolanda f"(x)>0 we funksiyanyii grafigi sol
aralyklarda asak giibergekdir, —1<x<1 bolanda bolsa f"(x)<0 we
funksiyanyn grafigi sol aralykda yokaryk gubergekdir. Funksiyanyi
grafiginin epin nokady yokdur, ¢tinki ikinji 6numi hic bir nokatda nola den
daldir we funksiyanyn kesgitlenmedik nokatlarynda kesgitlenmedikdir.

5. x=0 bolanda y=f(0)=-1 bolyandygy igin funksiyany: grafigi
Oy oky bilen A0, —1) nokatda kesisyandir, Ox bilen bolsa kesisyin
daldir, ginki (x? +1)/(x2 ~1)=0  defilemanii hakyky koki yok.
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1-nji teorema. Eger (a, b) aralykda differensirlenyan f funksiya dgin
sol aralykda f'(x)>0 (f'(x)<0) bolsa, onda (a, b) aralykda ol funksiya
kemelmeyéndir (artmayandyr). Eger-de f'(x)>0 (f'(x)<0) bolsa, onda
funksiya (@, b) aralykda artyandyr (kemelyandir).

< Goy, (a,b) aralykda f'(x)>0 we Vx,,x, e(a, b) dgin X <X,
bolsun. Onda [X;,X,] kesimde Lagranzyii teoremasynyii hemme sertleri
yerine yetyar we sonufi esasynda (X;,X,) aralykda c¢ nokat tapylyp,

F(x,) = T (x) = £(©)(x, — %) (24)

denlik yerine yetyar.Bu denlikden bolsa f'(c) >0, x, > x; sertler esasynda
f(x,)— f(x)) =0 densizlik gelip ¢ykyar, yagny f funksiya (a,b)
aralykda kemelmeyandir. f'(x) <0 bolandaky subudy sonun yalydyr.
Seyle hem f'(x)>0 (f'(x)<0) bolanda f funksiyanyn artyandygy
(kemelyandigi) sonun yaly subut edilyar. >

y y

0] Y X

4-nji surat
Bu teoremanyn yonekey geometrik manysy bardyr. Eger kabir aralykda
y=f(x) funksiyanyii grafigine gegirilen galtasma Ox oky bilen yiti
o (tga > O) burgy emele getiryan bolsa (4-nji a surat), onda funksiya sol
aralykda artyandyr. Eger-de galtasma Ox oky bilen kitek o (tgo.<0)

burgy emele getiryan bolsa (4-nji b surat), onda funksiya sol aralykda
kemelyéndir.

12-nji mysal. f(x)=x>—-6x?+9x—2 funksiyanyii  artyan we
kemelyan aralyklaryny tapmaly.
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a f/(x)=3x? —12x+9=3(x2 —4x+3)=3(x—1)(x—3) denligin
esasynda x<1 we x>3 bolanda 06num poloZiteldir we funksiya
(~o0, 1), (3, +0) aralyklarda artyandyr,1< x <3bolanda éniim otrisateldir
we funksiya (1, 3) aralykda kemelyandir.

2. Funksiyanyn ekstremumy. Ekstremumyi zerur serti. Goy, f
funksiya a nokadyn kabir U(a,5) etrabynda kesgitlenen bolsun. Eger
vxeU(a, §) dgin f(x)< f(a) (f(x)> f(a)) deiisizlik yerine yetse, onda
a nokada f funksiyanyn maksimum (minimum) nokady diyilyar.
Funksiyanyti maksimum (minimum) nokatdaky bahasyna bolsa ol
funksiyanynn ~ maksimumy  (minimumy)  diyilydr.  Funksiyanyn
maksimumyna we minimumyna bolsa onun ekstremumy diyilyér.

Funksiyanyn a nokatdaky bahasynyn onun difie sol nokadyn kabir
etrabyndaky bahalary bilen denesdirilydndigi Ggin bu kesgitlemedéki
ekstremuma funksiyanyn etrap ekstremumy hem diyilyar.

2-nji teorema (Ekstremumyn zerur serti). Eger f  funksiya a
ekstremum nokadynda differensirlenyan bolsa, onda f'(a)=0.

< a nokadyn funksiyanyn ekstremum nokady bolany Ggin ol
nokadyn seyle U(a,5) etraby tapylyp, funksiyanyn f(a) bahasy sol
etrapdaky bahalarynyn in ulusy ya-da in Kigisidir. Sona gord Fermanyn
teoremasy esasynda f'(a)=0 bolar. >

Seylelikde, differensirlenyédn funksiyanyn ekstremum nokatlaryny
tapmak Ugin f'(x) = 0 denlemani ¢6zmek zerurdyr (onun ¢ézlwine énimin
nol nokady ya-da funksiyanyn duruw nokady diyilydr). Ol nokadyn
ekstremum nokady bolman hem bilydndigini belldlin. Mysal Ucgin,
f(x)=x® funksiyanyi f'(x)=3x? 6numi tgin f'(0)=0, yéne x=0 ol
funksiyanyn ekstremum nokady daldir, sebabi (-1, 1) aralykda ol artyar.

Sonun Gginhem f'(X)=0 serte ekstremumyn zerur serti diyilyar.
Funksiyanyn differensirlenmeyén, yagny éniminin tikeniksizlige éwriilyén
ya-da yok nokady hem onun ekstremum nokady bolup biler, ol
asakdaky mysallarda gorkezilyér.

13-nji mysal. a) f(x)=|x|; b) f(x)=3x* funksiyalaryn
ekstremum nokatlaryny tapmaly..
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)y ctbra() b a0

X—+0 X X—>+%0 X X—=40 X Xo+o X

lim [f (x) —kx] = lim [b+ & (x)] =b .

Yeterlik. Goy, (26) predeller bar bolsun, onda onui ikinji dedligi
a(x) = f(x)—kx—b funksiyanyni x — 4o bolanda tukeniksiz kigidigini
atiladyar we bu yerden (25) delikler alynyar, yagny y =kx+b goni
cyzyk y = f(x) funksiyanyn grafiginin yapgyt asimptotasydyr. >

Funksiyanyn grafiginin X — —co bolandaky yapgyt asimptotasy hem
sonun yaly kesgitlenyér.

X2 + X

18-nji muysal. f (x) = funksiyanyn grafiginin asimptotalaryny

tapmaly.
< x=1 goni ¢yzyk funksiyanyn grafiginin dik asimptotasydyr, cunki
X% +x
lim
x—1 X —

=ow. Funksiyany

2
f(= X +;<_+12—2z(x—l))((x_+12)—2=x+2_é

gornisde yazyp, lim il =0 denligin esasynda y=x+2 goni gyzygyn
X—00 X —_

funksiyanyn grafiginin yapgyt asimptotasydygyny alarys. >

2. Funksiyanyi dermelisi we onun grafigi. Funksiyany dernemekligi
seyle tertipde gegirmek bolar.

1. Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny we tzllme nokatlaryny tapmaly.

2. Funksiyanyn grafiginin asimptotalaryny tapmaly.

3. Funksiyanyn artyan we kemelyédn aralyklaryny kesgitlemeli we
ekstremum nokatlaryny hem-de ekstremum bahalaryny tapmaly.

4.Funksiyanyn asak we yokaryk giibercek aralyklaryny hem-de epin
nokatlaryny kesgitlemeli.

5. Funksiyanynn grafiginin koordinatalar oklary bilen kesisme
nokatlaryny tapmaly.

6. Alnan maglumatlar esasynda funksiyanyn grafigini gurmaly.

Funksiya jiblt ya-da tak bolanda onun grafiginin simmetrikligini nazara
alyp, ony diie x>0 bolanda derfiemek yeterlikdir.
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kesgitlenis oblastyny (—oo,—l/i/Z), (—J/i/ZO) (0, +o0) aralyklara
bolup, olaryn her birinde ikinji 6nimin alamatyny kesgitlélin.
1) Eger Xe(—oo,—]/i/Z) bolsa, onda f"(x)>0 we funksiya asak
glbercgekdir.
2) Eger XE(—I/S\/Z,O) bolsa, onda f"(x)<0 we funksiya yokaryk
glbercgekdir.
3) Eger X e (0, +oo) bolsa, onda f"(x)>0 we funksiya asak
glbergekdir.
Seylelikde, ikinji 6nim x:—]/i/z we x=0 nokatlardan

gecende alamatyny Uytgedyar. Sunlukda, x:—]/ 4 funksiyanyn epin
nokady bolup, x=0 epin nokady déldir, ¢iinki ol nokatda funksiya
kesgitlenmedikdir. >

8§ 4. 6. Funksiyanyn grafiginin
asimptotalary we dertielisi

1. Funksiyanyii grafiginiii asimptotalary, Eger lim f(x),

x—a-0

Iimof(x) predellerini ifi bolmanda birisi +o ya-da —oo def bolsa,
X—a+
ondax=a gbni gyzyga y= f(x)funksiyanyi grafiginin dik asimptotasy
diyilyar. Eger f funksiya
f(X)=kx+b+a(x), lima(x)=0 (25)
X—>+00

gornisde anladylyan bolsa, onda y=kx+b goni ¢cyzyga y= f(x)
funksiyanyn grafiginin yapgyt asimptotasy diyilyar.
9-njy teorema. y = f(x) funksiyanyn grafiginin x — 400 bolanda
y =kx+Db yapgyt asimptotasynyin bolmagy (gin
lim m:k, lim[f(x)—kx]=b (26)

X—>+0 X
predellerii bolmagy zerur we yeterlikdir.
< Zerurlyk. Goy, y=kx+b goni ¢cyzyk y=f(x) funksiyanyi
grafiginin yapgyt asimptotasy bolsun, yagny (25) denlikler yerine yetsin,
onda
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< x=0 nokatda olaryn birinjisinin 6numi yokdur, ikinjisinin
onimi bolsa tiikeniksizlige dendir, yone ol nokat funksiyalaryn ikisinin
hem minimum nokadydyr, cunki VY6 >0 Ugin -6 <Xx<¢d bolanda
olaryii ikisi Ggin hem  f(x)>0= f(0). >

Funksiyanyn duruw nokadyna, seyle hem ontiminin tiikeniksizlige den

......

Ol nokadyn hacan hakykatdan hem funksiyanyn ekstremum nokady
bolyandygyny bilmek (cin gosmaca barlag gecirmeli. Onun (gin bolsa
yeterlik sertleri ulanmaly.

2.Ekstremumyii  yeterlik sertleri. Eger a nokadyn kabir

etrabynda kesgitlenen f funksiya Ggin &6 >0 tapylyp, (a—5,a) we
(a,a+9) aralyklarda funksiyanyti alamatlary drli-diirli bolsa, onda ol

3-nji teorema (Birinji yeterlik sert). Eger f funksiya a nokadyn
kabir etrabynda differensirlenyan  bolup, f'(a)=0 we a nokatdan
gecende f' &nim alamatyny Uytgedyan bolsa, onda a nokatda f

funksijanyﬁ ekstremumy bardyr. Sunlukda, eger:

1. Onumin alamaty gosmakdan ayyrmaga Uytgese, onda a nokat f
funksiyanyi maksimum nokadydyr.

2. Oniimin alamaty ayyrmakdan gosmaga iytgese, onda a nokat f
funksiyanyn minimum nokadydyr.

Eger-de funksiyanyn onlmi a nokatdan  gecende alamatyny
uytgetmese, onda ol nokatda funksiyanyn ekstremumy yokdur.

< Goy, X garalyan etraba degisli erkin nokat bolsun. Onda [a, X]
(ya-da [x,a]) kesimde f funksiya Lagranzyi teoremasynyh sertlerini
kanagatlandyryar we sonuii Ucin (a,X)>C (ya-da (X,a)>C) nokat
tapylyp, f(x)— f(a) = f'(c)(x—a) deilik dogrudyr. Eger x<a bolanda
f'(x) >0 we a<x bolanda f'(x) <0 bolsa, onda iki yagdayda-da ol
detilikden  f(x) < f(a) densizlik alynyar we ol a nokadyn f
funksiyanyn maksimum nokadydygyny anladyar. 2-nji sert yerine yetende
a nokadyn funksiyanyn minimum nokadydygy sonun yaly gorkezilyar.

Eger funksiyanyn f' onimi a nokatdan gegende alamatyny
uytgetmese, onda sol nokatda onun ekstremumynyn yokdugy 16-njy
teoremadan gelip ¢ykyar, cunki bu halda funksiya monotondyr. >
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Bu teoremanyn seyle geometrik manysy bardyr: eger differensirlenyan
funksiyanyn grafiginin A(a, f (a)) nokadynda galtasma Ox okuna
parallel, ondan cepdéaki nokatlarynda galtasma sol ok bilen kitek, sagdaky
nokatlarda bolsa yiti bur¢ emele getirydn bolsa, onda a onuin maksimum
nokadydyr (5-nji a surat). Eger-de galtasma ondan ¢epdéki nokatlarda sol
ok bilen kutek, sagdaky nokatlarynda bolsa yiti bur¢ emele getiryan bolsa,
onda a onun minimum nokadydyr (5-nji b surat)

a 5-nji surat b

Bu diizgliin boyunga funksiyanyn ekstremumyny tapmak (gin onun
kesgitlenen aralygyny differensirlenmeyan we duruw nokatlary arkaly
aralyklara bolmeli we olarda 6niimin alamatlaryny kesgitlemeli (onut Ggin
bolsa her aralygyn bir nokadynda éniimin alamatyny bilmek yeterlikdir).

14-nji mysal. f(x)=(x+2)°(x=1)° funksiyanyn ekstremumyny
tapmaly.
< Funksiyanyn san okunyt ahli nokatlarynda 6niimi bardyr:
f/(x)=2(x +2)(x =1)° +3(x+2)*(x =1)* = (x + 2)(x-1)* (5x + 4) .

Funksiyanyni 6nliminin nollary x, =-2, x, =-0,8, X,=1. Sol nokatlar
arkaly san okuny  (-o0,—2), (-2,-08), (-08,1), (1, +) aralyklara
bolelin we solara degisli -3, -1, 0, 2 nokatlarda 6numin alamatlaryny
kesqitlap, onimin degisli aralyklardaky alamatlaryny anyklarys:

1) (-o,-2) aralykda f'(x)>0,

2) (~2,-08) aralykda f'(x)<0,

3) (-08,1) aralykda f'(x)>0,

4) (L,+0)  aralykda f'(x)>0.
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Teoremanyn f”(a)=0 serti zerur bolup, yone ol vyeterlik
daldir.
Mysal tigin, f(x) =x* funksiyanynn f”(x)=12x> ikinji 6nimi x=0
nokatda nola dendir, yone ol nokat funksiyanynn epin nokady déldir,
cunki x =0 nokadyn islendik etrabynda ol funksiya asak gubercekdir.

Funksiyanyn ikinji 6niiminin yok nokady hem onun epin nokady bolup
biler. Ony x =0 nokatda onlmi yok, yone sol nokat onuf epin nokady
bolan  f(x)=x"® funksiya tassyklayar.

8-nji teorema (Yeterlik sert). Eger a nokadyn kabir etrabynda
ikinji ontmi bar bolan f funksiya tgin f”(a)=0 bolup, f" &nimin
sol etrapda a nokadyn cepinde we sagynda alamatlary durli-durli
bolsa, onda A(a, f(a)) nokat y= f(x) funksiyanyi grafiginii epin
nokadydyr.

< Funksiyanyn ikinji 6numiniin @ nokatdan ¢epde we sagda
alamatlarynyn durliligi esasynda, 6-njy teorema boyunca @ nokatdan
cepde we sagda funksiyanyn grafiginin glberceklik ugurlary dirli bolar.
Sonui Ugin A(a, f(a)) nokat y=f(x) funksiyanyn grafiginiii epin
nokadydyr. >

Seylelikde, funksiyanyn epin nokatlaryny hem-de onun asak we

yokaryk guibercek aralyklaryny kesgitlemek (gin asakdaky diizgiinden
peydalanmak bolar.

1. Funksiyanyn ikinji 6numinii nola den hem-de ikinji 6niminin yok
(ya-da tikeniksizlide den) nokatlaryny tapmaly.

2. Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny sol nokatlar hem-de funksiyanyn

Uzilme nokatlary arkaly aralyklara bélmeli we alnan aralyklaryn her
birinde funksiyanyn ikinji 6niminin alamatlaryny kesgitlemeli.

17-nji mysal. f(x):1+4x2 funksiyanyn epin nokatlaryny, asak we
X
yokaryk giibercek aralyklaryny tapmaly.
< Funksiyanyn ikinji oniimini tapalyn:
1 2 x*+1/4
f'(x) =——+8x, f'"(x)=—+8=8—+F—.
X X X
Diymek, funksiyanyn ikinji onimi Xx =0 nokatda tiikeniksizlige dendir
we x:—]/i/z nokatda nola dendir. Sonuni Ugin hem funksiyanyn
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gomiisde bolar. y = f(x) funksiyany x, nokadyn kabir etrabynda n=2
ucin Teyloryn formulasy boyunga dagydyp,

= £(8)= 1) £ N x, )+

denligi alarys. Sonky iki denlikden bolsa
f"(c
y_Y =¥(X_ X0)2

deflik gelip gykyar. Serte gora f"(c)>0 bolyandygy gin bu deflikden

y-Y >0, yagny y>Y defsizlik gelip gykyar. Ol densizlik y= f(x)

funksiyanyn grafigynyn sol grafiga erkin  M(x, f(x)) (xe(a,b)) nokatda

gecirilen galtasmadan yokarda yerlesyandigini aiiladyar, yagny (a, b)

aralykda .y= f(x) funksiyanyn grafigi asak gubercekdir. Teoremanyn

ikinji tassyklamasy sonun yaly subut edilyar. >

2. Funksiyanyn grafiginiii epin nokady. Eger a nokadyn kabir

etrabynda kesgitlenen f  {gin
y y=f(x) funksiyanyi grafiginiii sol

etrapda @ nokadyn ¢epinde we

sagynda guberceklik ugurlary dirli-ddrli

\/\ bolsa, onda A(a, f(a)) nokada onui

E grafiginin epin nokady (8-nji surat)., a

0 a x hokada bolsa f funksiyanyn epin

......

X=X, ), ce(x,, x)

8-nji surat 7-nji teorema (zerur sert). Eger

A(a, f(a)) epin nokady dgin f funksiyanyn a nokatda UZzniksiz
ikinji ©onimi bar bolsa, onda f"(a)=0.

< Eger tersine f"(a) >0 (ya-da f"(a)<0) bolsa, onda f" oniimin
a nokatda Uzniksizligi esasynda a nokadyn kabir etrabynda hem sol
alamat saklanar we 6-njy teorema esasynda a nokadyn sol etrabynda
funksiyanyn grafigi asak (ya-da yokaryk) giibercek bolar, yagny a nokat
funksiyanynn  epin nokady bolup bilmez. Bu garsylyk teoremany subut
edyar. >

218

Seylelikde, ekstremumyn birinji yeterlik serti boyunca x = -2 nokat
funksiyanynn maksimum, x =-0,8 nokat minimum nokadydyr, x =1
nokatda bolsa onun  ekstremumy yokdur. Sunlukda, funksiyanyn
maksimum bahasy f(-2) =0, minimum bahasy bolsa f(-0,8) = -8,4. >

Bellik. Bu teorema f funksiya a nokatda izniiksiz bolup, sol nokatda
onun 6nlimi yok halynda hem dogrudyr.

Kabir hallarda ekstremumy tapmak Ugin funksiyanyn ikinji éniminin
barlygyny talap edydn asakdaky teoremany ulanmak amatly bolyar.

4-nji teorema (Ikinji yeterlik sert). Goy, f funksiyanyn a nokatda
ikinji oniimi bar bolup, f'(a2) =0 bolsun.Onda a nokat f "(a) >0 bolanda
funksiyanyn minimum, f”(a) <0 bolanda bolsa maksimum nokadydyr.

< lkinji ontimin kesgitlemesine we teoremanyi sertine gora
£7(a)= lim - ()= 1@)_jp ')
X—a X—a Xx—a X —a
denligi yazmak bolar.Bu denlik esasynda f"(a) >0 bolanda, funksiyanyi
predelinin hésiyeti boyunca a nokadyn kabir & —etrabynda
—f (X) >0
X—a
defsizlik yerine yeter. Sonuf Ugin x<a bolanda f'(x)<0 we x>a
bolanda f'(x)>0 bolar we ekstremumyn birinji yeterlik serti boyunca a

nokat funksiyanyin minimum nokadydyr. Ikinji tassyklama hem sonun yaly
subut edilyéar. >

15-nji mysal. f(x)=x* —10x? +15 funksiyany: ekstremumyny tapmaly
< f'(x)=4x®-20x=0 denlemanin X, =—/5, X, =0, X, =~/5
¢6ziiwleri bardyr. Sol nokatlarda f"(x)=12x?-20  ikinji Gnumin
bahalarynyn alamatlaryny kesgitlalin: f "(— NG ): 40>0, f"(0)=-20<0,
f "(\/g)z 40> 0. Seylelikde, ekstremumyn ikinji yeterlik serti boyunca

X, =5, X; =+/5 nokatlar funksiyanyii minimum, x, =0 nokat bolsa

maksimum nokadydyr. Sunlukda, f(— \/g)z f(\/§)=—10 funksiyanyii
minimum bahasy we f(0)=15 maksimum bahasy bolar. >
Seylelikde, funksiyanyn ekstremumy (gin yene-de bir dizgln aldyk.
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Bu dizglni funksiyanyii a nokatda ikinji 6nimi yok  ya-da
f"(a)=0 bolanda ulanyp bolmayar. Bu halda ekstremumy tapmak
tcin asakdaky teoremany ulanmak amatlydyr.

5-nji teorema (Uglinji yeterlik sert). Goy, f funksiyanyn a nokatda
n tertipli Gniimi bar bolup,

f@=0 (i=1..n-1), f™@=0
sertler yerine yetsin. Onda n jibiit bolup, f(a) <0 bolanda a nokat

f  funksiyanyn maksimum, f(a)>0 bolanda bolsa minimum
nokadydyr. Eger n tdk bolsa, onda a nokatda f funksiyanyfi
ekstremumy yokdur.

< Teoremanyn sertlerinde

f(x)= f(a)jL%(x—a)n +o((x—a)")

Teylor formulasy dogrudyr. Onda X —a bolanda
o((x—a)"
p(x,2) = 2 =)
(x-a)
tikeniksiz Kigidir. Sonun Ugin Teylor formulasyndan alynyan

f(x)- f(a) { () +b(x,a)}(x—a)”

n!

— 0 bolyandygy ucin, x —>a bolanda b(x,a)

denlikdaki kwadrat yayyn icindaki ailatmanyii alamaty f ™ (a)
onimin alamaty bilen gabat gelydr. Sonun Ugin n jlbit bolanda,
(x—a)" >0 bolyandygy sebapli, f(x)— f(a) tapawudyi alamaty
hem f™(a) o6nimin alamaty bilen gabat gelyar. Sol sebapli
f (™M (a)>0 bolanda f(x)—f(a)>0, yagny a nokat f funksiyanyn
minimum nokadydyr, f(a)<0 bolanda bolsa f(x)— f(a)<0 we
a nokat maksimum nokadydyr. Eger n tik san bolsa, onda (x—a)"
aiilatma we onufi bilen birlikde bolsa  f(x)— f(a) tapawut a

nokatdan gecende alamatyny Uytgedyar, sona gord hem a nokat
funksiyanyn ekstremum nokady bolup bilmez. >
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16-njy mysal. f(x)=x* +4x® +6x? + 4x+3 funksiyanyii ekstremum
nokatlaryny tapmaly.

a f'(x)=4x*+12x* +12x+4 Onimin yeke-tdk x=-1 nol nokady
bardyr. Sol nokatda beyleki onumlerin bahalaryny hasaplalyin:
f'(x)=12x% +24x +12, f"(-1)=0,.f"(x)=24x+24, f"(-1)=0  we
fV(x)=24, f"V(-1)=24>0 bolany Ugin, ekstremumyn Ggiinji yeterlik
serti boyunga  x=-1 nokat funksiyanyn minimum nokadydyr we
minimum bahasy f(-1)=2. >

8 4. 5. Funksiyanyi grafiginin gibercekligi
we epin nokatlary

1.Funksiyanyi grafiginiii gibergeklik ugurlary. Eger kabir aralykda
y= f(x) funksiyanyn grafigi ona gegirilen islendik galtasmadan yokarda
(asakda) yerlesyéan bolsa, onda onun grafigi sol aralykda asak (yokaryk)
gubercek diyilyéar. Asak gubercek grafige oyuk (6-njy surat) we yokaryk

y y

0]

. X 0 X
6-njy surat 7-nji surat
glbercek grafige bolsa yone gubercek grafik (7-nji surat) hem diyilyar.
6-njy teorema. Eger f funksiyanyn (a, b) aralykda ikinji ntimi bar
bolup, f"(x)>0 (f"(x)<0) bolsa, onda y= f(x) funksiyanyi grafigi
sol aralykda asak (yokaryk) giibercekdir.
< Goy, (a, b) aralykda f”(x)>0 bolsun. Bellenen x, (a, b) gin
(x,, f(x,)) nokatda y= f(x) funksiyanyn grafigine galtasma gegirelit.
Eger onun nokatlarynyn lytgeyan ordinatasyny Y bilen belgilesek, onda
ol galtagsmanyn denlemesi

¥ = £(x)+ £70% Jx =)
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11.5. KESGITSIZ INTEGRAL

8 5.1. Kesgitsiz integralyn
kesgitlenisi we onui hésiyetleri

1. Asyl funksiya we kesgitsiz integral. Mélim bolgy yaly, differensial
hasabyyetin esasy meselelerinin biri funksiyany differensirlemekdir. Yéne
matematikada, tebigy ylymlarda we tehnikada differensirlemeklige ters
bolan meseleler hem dus gelyar. Mysal Ugin, berlen tizligi arkaly material
nokadyn goni ¢yzyk boyunca gecen yoluny Kkesgitlemek we himiki
reaksiyanyn tizligi boyunca ona gatnasyan jisimin mukdaryny tapmak
seyle meselelerdir. Basgaca aydylanda, bu meseleler berlen F'(x)= f(x)
onim boyunca F funksiyanyn 6zlini tapmaklygy anladyar.

Eger X aralykda F funksiya ugin F’(x)= f(x) denlik yerine yetse,
onda F funksiya sol aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy diyilyar.

Mysal tigin, F(x)=sinx funksiya san okunda f(x)=cosx funksiyanyi
asyl funksiyasydyr, giinki WxeR (gin F'(x)=(sinx) =cos x = f(x);
F(x)=|nx funksiya Vx>0 (gin f(x)=1/x funksiyanyni asyl
funksiyasydyr, cinki Wx >0 tgin F'(x)=(Inx) =1/x = f(x).

Eger F funksiya X aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy bolsa,
onda islendik hemiselik C san tcin [F(x)+C] = F'(x)=f(x), yagny
G(x)=F(x)+C funksiya hem X aralykda f funksiyanyn asyl
funksiyasydyr. Sunlukda, durli iki asyl funksiyalaryn tapawudy hemiselik C
sana. dendir: G(x)—F(x)=C.

Seylelikde, eger F funksiya X aralykda f funksiyanyn asyl
funksiyalarynyn birisi bolsa, onda sol aralykda onun islendik asyl
funksiyasy G(x)=F(x)+C gorniisde anladylyar (C-erkin hemiselik san),
yagny {F(x)+C} koplik f funksiyanyii X aralykdaky ahli asyl
funksiyalarynyn kopligidir.

Kesgitleme. f funksiyanyn X aralykdaky ahli asyl funksiyalarynyn
kopligine f funksiyanyn sol aralykdaky kesgitsiz integraly diyilyér we ol

[ £ (x)x 1)
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bilen belgilenilyar. Bu yerde '[ belgd integral belgisi, f(x)dx anlatma
integral astyndaky anlatma, f funksiya bolsa integral astyndaky funksiya
diyilyar.

Seylelikde, kesgitleme boyunca

j f(x)dx = F(x)+C . )

Kesgitlemeden gornusi yaly, funksiyanyn kesgitsiz integralyny tapmaklyk
ol funksiyanyn asyl funksiyasyny tapmaklygy anladyar. Sonui (gin berlen
funksiyanyn asyl funksiyasyny tapmaklyga integrirlemek hem diyilyar. Ony
tapmak Ugin bolsa (2) formula ulanylyar. Kesgitsiz integrala, kdpleng yone
integral hem diyilyar..

2.Kesgitsiz integralyn esasy hésiyetleri. 1. Eger f funksiyanyn X
aralykda asyl funksiyasy bar bolsa, onda

a) ([ = f(xk byd([ f(x £ (x)dx

denlikler dogrudyr.

< Eger F funksiya X aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy
bolsa, onda (2) formula esasynda

(£ ()ax) = (F()+C) = F(9)= £(x).

Bu denlik we differensialyn kesgitlemesi boyunca

d([ £ (x)ax)= [ £( X)) dx = £ (x)dx. o

Bu hésiyet onim we mtegralyn, seyle hem differensial we integralyn
Ozara biri-birlerine ters bolan amallardygyny gorkezyar.
2. Eger g funksiya X aralykda differensirlenyan bolsa, onda

[dg(x)=[g'(x)dx=g(x)+C. ©)
< Bu denlik X aralykda g funksiyanyn f =g’ funksiya Ugin asyl

funksiyasy bolyandygy sebdpli kesgitlemeden gelip ¢cykyar. >
3. Eger f funksiyanyn X aralykda asyl funksiyasy bar bolsa, onda

islendik hemiselik k san tgin kf funksiyanyf hem sol aralykda asyl
funksiyasy bardyr we k = 0 bolanda

[ict (x)dx =k | £ (x)dx, @)
denlik dogrudyr, yagny hemiselik k = Q0 k&peldijini integralyn astyndan

238

)1
2410

82)

84)

In

13-6x

|x 5+

1 2
x+§+ X° + X

x5,
In \/_ \/_| C.

+C.

1) g(zx—a)i/zx—a +C.

83)

e 4+ C. 85) gsin 2x+%c032x+c. 86) —

In‘x+\/x2 —2‘+C.

87) (6 —4x)cos§+85in§+c. 88) 2v/x(Inx -2)+C.

2x?

89) —

-10x+15

2X
COS 2X +

_55in2x+C.

2x+1 02X

3 2 2
90 X2 —4x [Inx==x%+4x+C. 91) =xvx|Inx-=|+C.
)(2 J 4 )3 \/_( 3J

92)

94) LInx—In(x+1)+C. 95) x—2In|x+2|+C. 96) -
X+1

ex(x2

97) larctg x+1 +C.
2 2

9) 1In‘x2 +2x+5‘——arcth—+1+C. 100) In|2=
2 2 2 X—

98) —In

X—

x-1

—2x+3)+C. 93) x(lnzx—ZInx+2)+C.

X=She.

3+C.
2

101) tgx — 2ctgx — % ctg®x+C. 102) %arctg(Ztg g} +C.

103)

—1n

75

tg§+x/§
X

tgX — /5
9 V5

+C.

104)

x 1 ,x 1
tg-+—-t9g°=+—=In
g2 4 g 2 2
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X
tg—|+C
gz

1

+C.

_ 1 _.c
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2
4) x-2In2x+3+C; 42) -+ x+ 2Ix-1+C ; 43 ~Infl+e™)+C;

44) XL C 45) %etg?’uc; 46) %arctg%+c;
47) iIn3x_2+C; 48) 1arcsin%ﬁtc; 49) Earcsinx2+C;
12 |3x+2 3 4 2
50) arcsin(Inx)+C; 51) —%(4—Inx)3+C; 52) 2Je*+4+C;
1 x
53) e X +C; 54) 32| 2+C; 55) —In‘cosx+\/1+coszx‘+c;
n
56) %tgx3+c; 57) —ilﬁtc; 58) arcsin 2X = +C;
X_
2 2X+1 1 X+1
59) —arctg——— +C; 60) arcsin(2x-3)+C; 61) —arctg——+C,;
NERR (@x=3)+C: 00) Jpardo 3
62) arctg(2x —1)+C; 63) ilnM +C;
\/E 2x+3+\/§
1. 1 1 1 .
64) —sin3x +—=cos2x +C; 65) ——cos3x+—=sin5x+C;
3 2 3 5
=4 6
66) sin(x +3)+C; 67) 2 X . C: 68) —COSG Xic:

69) 1x+lsin 2x+C. 70) 1x—lsin2x+C. 71) —lcos4x+C.
2 4 2 4 8

72) —%cosx+cos%x+c. 73) %sin5x+isin§x+c.

74) —écos5 x+§cos3 X—cos X +C . 75) ésin5 x—%sin3 X+sinx+C.

76) 1sin 4x—isin 6x+C. 77) lcos5 x—lcos3 x+C.
8 12 5 3

78) L Lsinax+Lsin®2x+c. 79) Larctg x\/E +C.
16 64 48 J21 7
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cykaryp bolar.
< Goy, F funksiya X aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy
bolsun, yagny F'(x)= f(x). Onda [kF(x)] =kf(x) denligini esasynda
kF(x) funksiya kf (x) funksiyanyn asyl funksiyasy bolar we sonui iigin
kj f (x)dx = k[F(x)+ C]=kF(x)+C, =.[kf (x)dx,

buyerde C,=kC. >

4. Eger f we g funksiyalaryn X aralykda asyl funksiyalary bar bolsa,
onda f +g funksiyanyn hem sol aralykda asyl funksiyasy bardyr we

[0+ g0kix= [ £ (x)ax = [ g(x)ax (5)
formula dogrudyr, yagny algebraik jemin integraly integrallaryn algebraik
jemine dendir.

< Goy, F we G funksiyalar X aralykda degislilikde f we g
funksiyalaryin asyl funksiyalary bolsun, yagny  F'(x)=f(x) we

G'(x)=g(x). Onda [F(x)£G(x)| = f(x)£ g(x) we sonui iigin
'[ f(x)dx + '[g(x)dx =[F(x)+C,]x[G(x)+C,]=

=[F()=G(x)]+[C, £ C,]=[F(x) £ G(x)]+ C = [ (x)= g(x)lx,
buyerde C=C, £C,. >
Bu hésiyet islendik tiikenikli sany funksiyalaryn gosulyjylary t¢in hem
dogrudyr.
3. Kesgitsiz integrallaryi tablisasy. Integrirlemegin differensirlemege

ters amaldygy esasynda elementar funksiyalaryn ontimlerinin tablisasyndan
peydalanyp, kesgitsiz integrallaryn tablisasyny almak bolar. Onun (gin

onimin tablisasynyn her bir formulasyndan, yagny F’(x)= f(x)
gornlisdaki denlikden, integralyn kesgitlemesi boyunga
If(x)dx: F(x)+C
formulanyni alynyandygyny bilmek yeterlikdir. Mysal dgin, 6nimin
tablisasynyn (sin x)' =C0S X, (tgx)' —1/cos? x formulalaryndan kesgitsiz
integral icin
dx

cos? X

jcosxdx:sinx+C, .[ =tgx+C
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formulalary alarys. Suna menzeglikde, 6numin tablisasynyn beyleki
formulalaryny ulanyp, kesgitsiz integrallaryn asakdaky tablisasyny alarys:

1. jldx:jdx+C .

a+l

2. jx“dx: +C (a=-1).

a+l

3. jaxdx= 2 _,c (0<a¢1),jexdx:eX+C.

Ina
4. j%=|n|x|+c (x#0).
X

5. jcosxdx:sinx+C .

6. jsinxdx:—cosx+C .

7. I d); =tgx+C(x¢£+kn,keZ).
CoS“ X 2

8. J.d)z( =—ctgx+C (xzkn,keZ) .
sin? x

9. j dx =arcsinx +C =—arccosx+C (1< x<1) .
1-x?

dx
10. -[1+ " arctgx + C = —arcctgx + C.

11. jchxdx: shx+C.
12. jshxdx:chx+C.

7 =

13 | X _thxicC.
chx

14. | X _ _thx+C (x20).

2
=In|x++vx?+a’|+C.

sh<x
a+x

d
15. jﬁ
J- dx 1

=—1In
a’?-x> 2a

16. +C (x|=a).
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Jogaplar
7 2 4
X 3 1 X° X
1.1) =—+C; 2) ~x¥x+C; 3) ——+C; 4 —-=—+C;
) 7 )4 U ) 4x* ) 2 4
x4, X 2 _o/x+C x* 3
5) ——x"+—-x+C; 6) x“=-2x4x+C; 7) ———+C;
) 6 2 ) ) 12 2x°
2
8) 4x+§x\/;+x—+c; 9)x+£—i2+C; 10) 2Injx|+x+C ;
3 2 Jxoo2x

3

4
1) XX 1c; 12 2|n|x|—1+i+c; 13) - te# 4
3 4 X 2x? 4

14) %(e“—e“)—zxw; 15) Vx?+1+C; 16) %arctg§+c;

3 +C;20) e* Lo +C;
In3 2

17) arcsing+c; 18) —%cos7x+C; 19)

21) In‘x+\/x2—5‘+C; 22) éthx+C; 23) %sin3x+C;

20y LnX=4ic. 25 —legaxec:  26) 2xasinxC:
8 [x+4 3
2 1 X
27) 3x+X—+cosx+C; 28) —e?4C: 29) 12 +C;
2 2 In12

30) %(x+5)4+c; 31) %(1+2x)\/1+2x+c; 32) %(x2—1)4+c;

, )8
33) beesf . 34) %(1+x2)\/1+x2+c. 35) %In(x2+1)+c;
36) — 1 ~+C; 37) e 4C: 38) —lcosx2+C;
3(x-1) 2

1 6 x? X3
39) ——cos®’4x+C. 40) x——+——Injx+1+C;
24 2 3
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59) j

1+ X+ x?

dx
57 58) | ——.
)'[ —2x+1 )I\/2+x—x2
X dx ) X
GO)J‘,/gx_XZ_ZI 61)~[4+2x+x2’ 62)~[2x2—2x+1'

63) | —.
) -[x2 +3x+1
66)Jcos(x+3)dx. 67) Jsin?’ xcosxdx.  68) JcosS xsin xdx.

69) J(l—sinz x)dx. 70) J(l—cosz x)dx. 71) Jsin 2X C0S 2XdX.

72) J‘coséxsinlxdx.n) Jcoschosﬂxdx. 74) JsinSde.
4 4 3

75) JcosS xdx. 76) Jsin xsin5xdx.  77) _[sin?’ xcos? xdx.
78) _[sm xcos” xdx. 79)j x 7 0) ~[5x2 —
dx
81) [32x—3dx.  82) . 83) .
J I 1=
84) J(Zx—s)e’?’xdx. 85) chos 2xdXx. 86) Jxe’zxdx.
Inx

87) J 2X — 3 sm—dx 88)'[

90) J 3x—4)Inxdx. 91) J\/;In xdXx. 92) J(xz +1)exdx.

93) _[Inzxdx. 94)j In de 95) jx S 0%
+
dx
96 )| ——. 98 | ——.
)'[ (x+1)* )jx +2X+5 )j x? —6x+5
xdx
YY|l—— 100) | ——.101) | ———
)jx +2x+5 )I x—3) jsm XCos2 X
102) [————. 103) [-———. 104) j _(@+sinxjdx_
5-3cos X 2+3cos X (L+cosx)sin x
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64) J(cos 3x —sin 2x)dx. 65)-[(sin 3X + c0s 5x Jx.

89) J(xz —5x+8)sin 2xdX.

Bu formulalaryn, sonun yaly-da her bir tapylan integralyn dogrudygyny
barlamak dgin olaryn iki bdlegini hem differensirlemeli. Sunlukda, eger
integrirlenip alnan funksiyanyin 6numi integral astyndaky funksiya den
bolsa, onda ol integralyn dogry hasaplanylandygyny anladyar.

Bellik. Kesgitsiz integrallaryn tablisasynda x baglanysyksyz lytgeyan
ululyk bolup, ol kabir differensirlenyan funksiya bolanda hem tablisa
dogrudyr. Hakykatdan-da, Goy, F'(x)=f(x) we (2) denlik yerine yety4n
bolsun hem-de u= g(x) differensirlenyan funksiya bolsun. Onda birinji
differensialyii inwariantlyk hésiyeti esasynda dF(u)=F'(u)du = f(u)du
we sonun esasynda

Jf(u)du:F(u)+C. (6)
Seylelikde, (2) formulanyn yerine yetyéanliginden (6) formulanyni yerine
yetyandigi gelip ¢ykyar we ol (2) formuladan x=u goyup alynyar. Sonun
ucin integrallaryn tablisasynyn &hli formulalary x-in ornunda u bolanda
hem dogrudyr. Olary ulanmak ugin integral astyndaky anlatmany yonekey
6zgertmeler arkaly f(x)dx = g(u)du gérnise getirmeli.

8 5. 2. Integrirlemegin esasy usullary

1.Dagytmak usuly. Bu usul yodnekey ozgertmeler gegirip, integral
astyndaky f funksiyany asyl funksiyalary afsat tapylyan fi(i :1,n)
n
funksiyalaryn kémegi bilen f =Zki f, gornisde anladyp ulanylyar.
i=1
Sunlukda, integralynn 3-nji we 4-nji hasiyetleri boyuncd f funksiyanyn
integralyny hasaplamak ucin seyle formula alynyar:

[/ ()dx = Yk, [ F,(x)ax @)
5 , i=1
1-nji mysal. .[ (X_TJ dx integraly hasaplamaly.
X

< Yayyi icini kwadrata géterip we (7) defligi hem-de integralyn
tablisasynyn 2-nji we 4-nji formulalaryny ulanyp, integraly hasaplarys:
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g0

3
:szdx —10.[x]/2dx+ 25.[%=X— 20 x*? +25In|x|+C. >
X 3

Integrallaryn jemi tapylanda, adatca, hemiselik sanlar jemlenip, olar bir C
bilen belgilenyar.

+
x2 x?+1 sin?x

2-nji  mysal. I(4sinx+3ex—i+ ! > de integraly

hasaplamaly.
< Integralyn 3-nji, 4-nji hé&siyetlerinden we tablisanyn 3-nji, 6-njy,
2-nji, 7-nji we 10-njy formulalaryndan peydalanyp alarys:

.[(4sinx+3ex—i3+ 27 + _52 )dx:
X X +1 sin©x

=4.[sinxdx+3.|.exdx—.[ 3dx+7.[x 1 SISi:)Z(x:

=-4co0s x + 3e* +%x2 + 7arctgx — 5¢ctgx + C . >

2
3-nji mysal. j X%(j%)dx integraly hasaplamaly.

< Integral astyndaky funksiyany 1+ 2x? =1+ x? + x* gérniisde yazyp
we integraly iki integralyn jemi gornlsinde anladyp hem-de tablisanyn  2-
nji we 7-nji formulalaryny ulanyp, integraly hasaplarys:

1+2x2  r@+x?)+x® o 14X
Jx2(1+ xz)dx_ x2(1+ XZ) d)(_~[x2(1+ xz)dx+~[x2(l+ X2

dx dx 9 dx 1
x2+-[1+x2 J.x dX+-[1+x2 X+arctgx+C. >
2.Uytgeyani calsyrmak usuly. Integral hasaplanylanda kopleng halda
taze Uytgeyani girizmek bilen ol ansat hasaplanylyan integrala getirilyar.
Bu usula Uytgeyani calsyrmak usuly diyilydr. Ol usul seyle teorema
esaslanyar.
1-nji teorema. Eger F funksiya f funksiyanyn asyl funksiyasy we

t=g(x) differensirlenyan bolsa, onda F[p(x)] funksiya f [o(x)]e'(x)

2

)dx =
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13) Jz"‘xdx. 14) I(ex —e’x)2 dx.
dx
)J’X T 17) j—m
19) [3*dx. 20) [(e* +e > Jix.
22) Icos Tey 23) _[cos3xdx.
25) Ism v 26) J(2+cos X)X
28) jez“ldx. 29) jax-zzxdx.
31) [Viv2xd.  32) jx x? —1f dx.
xdx

34) jx 1+ x2dx. 35)]'

37) Jex*xz (1+2x)dx. 38) J sin x? xdx.

xdx
15) j v

18) _[sin 7xdx.

21)”%.

x2-16

24) J’

27) J(3+ X —sin x)dx.

30) [(x+5)dx

33) I(xz +5)72xdx.
dx

 [o

39) _[cosS 4xsin 4xdx.

o w2le o]
13) | 1+Xed’i a4y [ (ax? +2x—1)dx.
45) j e9% sec? 3xdx. 46) J’ y” +9. 47) J’ s
48) Iﬁ 49) j% 50) jﬁ
51)j mLLLYN 52)”2:‘%. 53)]e dx
54)j2X3x2dx. 55) I%O‘:’;X 56) jc;(sd); .
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< sinaxcos fx = %[sin(a + B)x+sin(a— B)x ] formulany ulanyp
alarys:

. ler. . 1.
Ism 4xcos3xdx :EI [sin 7x +sin x]dx :E.[sm 7xd(7x)+

+1J'sin xdx = —ic037x—£cosx+C. >
2 14 2

4. jxm(a+bx”)pdx gornisdaki integral. Bu yerde a, beR we

m, n, p - rasional sanlar. Bu integrala binomial differensialyn integraly

diyilyér. Ol integralyn dine t¢ halda, yagny p, m+1 we m+1+ p
n n

sanlaryn haysy-da hem bolsa biri bitin san bolanda integrirlenyandigini,
beyleki hallarda bolsa elementar funksiyalarda anladylmayandygyny XIX
asyryi ortalarynda rus matematigi P.Z. Cebysew subut edipdir.

3-nji bellik. Elementar funksiyalarda anladylmayan basga integrallar
hem bardyr. Olara asakdaky integrallar mysal bolup biler:

L je’xzdx 2. jcos (%2 Jox. 3. jsin (%2 Jx.
dx .[COSX Ism
In x

Goénukmeler

1. Integrallary hasaplamaly:

1) Jxedx. 2) Ji/;dx.. 3) j%
4) J(x—x?’)dx. 5) J(x5—4x3+x—1)dx. 6) J(Zx—3\/§)dx.
7 j(x—3+%de. 8) j(2+&)2dx. 9) J‘ﬁm—;aldx

2+x 2x2 +x-1

10) j 11) j x2(1+ 2x)dx. 12) j dx.
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funksiyanyn asyl funksiyasydyr, yagny
[ o0’ (x)dx = Flo(x)]+C 8)
formula dogrudyr.
< Cylsyrymly F[(p(x)] funksiya Ggin

{Flo()]l} =Flo()lo'(x)= fp(x)o'(x)
deilik yerine yetyar, yagny F [(p(x)] funksiya f [o(x)]e'(x) funksiyanyi
asyl funksiyasydyr we sonun esasynda (7) formula yerine yetyar. >
Amalyyetde (8) formulany ulanmak Ugin ony amatly bolan

[ flo)ke'()dx = [ [o(x)]de(x)
= f(u )dU=F( )+C = Flo(x )]+C

gorniisde yazyarlar, yagny ilki ¢(x) funksiya u bilen calsyrylyar we alnan
funksiyanyn yokarda getirilen bellik esasynda u  gord asyl funksiyasy
tapylyar, sofira yene-de onki x Uytgeyéne gecilyar. Bu formulany ulanmak
ucin ilki berlen integraly 8) gornuse ozgertmeh

4-nji mysal.'[ xdx (X _1 = '[ 1):

J—_ 3 -1
=§ju7du =§JU+C =§\/x3 ~1+C.

Eger f(u):l bolsa, onda onun asyl funksiyasynyii F(u)=In|u|
u

bolyandygy Ugin, (8) formula seyle gornisi alar:
¢'(x),. _ [ do(x)
dx = =In|p(x)+C.
j(p(x) J [o(x)

o(x)
_1c(x*-4
—4 2 x*-4
Garalan mysallaryn hemmesinde integral ilki (8) gdrniise getirilip, sonra sol
formula ulanylyar, yone amalyyetde basgaca hem cemelesilyar, yagny
uytgeyani gonimel calsyrmak bilen integral ansat hasaplanylyan goérnise
getirilyar.
6-njy mysal. j cos(5x —4)dx integraly hasaplamaly.

x:lln‘x2 —4‘+C.
2
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< Bu integraly hasaplamak tgin t=5x—4 calgyrmany girizelin. Onda
x = (t +4)/5, dx=dt/5. Sonun gin hem
jcos(Sx —4)x =%jcostdt =%sin t+C =%sin(5x ~-4)+C »
Bu integraly basgaca yokarda getirilen bellikden peydalanyp hem
hasaplamak bolar:

'[cos(5x —4)dx = '[cos(5x —4). % d(5x—-4)=

=£J'cos udu = sinu+C =lsin(5x—4)+ C.
) 5 5 5
Uytgeyéni  calsyrmagyn bir gornlsi  bolan  seydip integraly

......

gornlisdaki kesgitsiz integrallary hasaplamakda ginisleyin ulanylyar.
7-njy mysal. j sin™ xcos xdx integraly hasaplamaly.
< Bu integraly hasaplamak tgin differensial astyna girizmek usulyndan
peydalanarys:
jsinm X COS xdx:jsinm x d(sin x) =

s M+l

='[umdu= l‘um+1+C=ilsm Xx+C. >
m + m +

3. Bolekleyin integrirlemek usuly. Bu usul seyle teorema esaslanyar.
2-nji teorema. Eger u= u(x) we v = u(x) funksiyalar kabir aralykda

differensirlenyan bolup, '[ v(x)du(x) integral bar bolsa, onda '[ u(x)do(x)
integral hem bardyr we

Ju()do(x) = u(x)o(x)- [o(x)du(x) ©)
formula dogrudyr.

< Differensirlemegin diizgiini esasynda
du(x)-v(x)]= v(x)du(x)+u(x)do(x).
Bu yerden alynyan u(x)do(x)=d|u(x)-v(x)]-uv(x)du(x)denligii iki
bolegini hem integrirldp we integralyn 4-nji hem-de 2-nji hasiyetlerini
ulanyp, (9) formulany alarys.
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c) Eger m we n sanlaryn ikisi hem birwagtda tak ya-da jubit bolsalar,
onda 3-nji sert yerine yetyéar, sonuf ticin hem t =tg X calsyrmany ulanmak
bolar. Yone bu halda integraly basgaca hasaplamak amatlydyr. Mysal Gigin,
m we n gorkezijilerin ikisi hem tdk we poloZitel bolanda integraly

21+1

] 1. )
Ism””xcos xdx:E jsm”xcosz' x2sin Xcos xdx =

k |
_ _lj‘[l—coszxj [1+ costj d(cos2x)
4 2

2

gornusde yazyp, t=cos2x calsyrmany ulanmak amatly bolyar

1-nji bellik. Kabir hallarda trigonometrik anlatmanyn integralyny
hasaplamaklygy trigonometrik formulalardan peydalanmak arkaly hem
yonekeylesdirmek bolar. Meselem, eger m we n gorkezijilerin ikisi hem
jubt bolsa, onda

" 1-cos2x 2 1+cos2x
sin XzT,COS X=T

formulalardan peydalanmak integraly hasaplamagy ansatlasdyryar.
21-nji mysal. '[sin 2 x cos* xdx integraly hasaplamaly.
< Integral astyndaky funksiyany
sin® xcos* x = =sin® xcos” xcos’ x =%sin 22x(cos2x+1),
gornlisde yazalyn. Onda integral ansat hasaplanylar:

Isin 2 xcos* xdx :%J'sin 22xd(sin 2x)+%j(l—cos4x)dx =

~Lsintox+ Ly Lsinaxsc
48 16 64
2-nji bellik. Eger-de, integral astyndaky funksiya sina xcospg X,

sina xsin S x ya-da CcoSaxcos X kdpeltmek hasylyna (ya-da olaryn

poloZitel derejelerine) den bolsa, onda ol integraly hasaplamak (gin
trigonometrik funksiyalaryn kdpeltmek hasylyny jeme éwiryan formulalar
ulanylyar.

22-nji mysal. '[ sin 4xcos3xdx integraly hasaplamaly.
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dx 2dt 3
-[1+sinx_J[1+ 2t j(1+t2)_

—'[ = 1 +C=- X+C.>
(1+1)° +1 1+tg§

Integral astyndaky funksiyanym kabir hususy gérnusleri tgin, yagny
1. R(sin x,—cos x)= —R(sin x,cos x) bolanda t = sin x galsyrma;
2. R(~sin x,cosx) = —R(sin x,cos x) bolanda t = cos x galsyrma;
3. R(—sin x,—cos x) = R(sin x, cos x) bolanda t = tgx calsyrma;
ulanylyar we integral rasional funksiyanyn integralyna getirilyar.

20-nji mysal. '[ dx integraly hasaplamaly.

X . .
o funksiya 2-nji

< Bu yerde integral astyndaky R(sin x,cosx)=
cos” x

serti kanagatlandyryar. Sonut Ggin ony ilki

sin®x (sin2 x)2
cos*x  cos’x
gorniisde yazyp, sonra t =cos X ¢alsyrmany ulanarys:

J'Sinsx dx:j(sin2 X)Z i XdX:—jMd COSX =

cos* x cos? x cos* x

sin x

R(sin x,cosx) =

N 1-t2f R -2 _
__I X dt_—jt dt+2jt dt—jdt_

_L_E_HC: 1 2 —-cosx+C.»>

3t 3cos®x  cosx
Indi R(sin x,cosx)=sin™ xcos" x hala ayratynlykda garap geceli.
Goy, m we n bitin sanlar bolsun.
a) Eger n-ték bolsa, onda 1-nji sert yerine yetydr, sonun Ugin hem
t =sin x calsyrma ulanylyar.
b) Eger m- ték bolsa, onda 2-nji sert yerine yetyér, sonun ¢in hem
t =cos X calgsyrma ulanylyar.
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Ona bolekleyin integrirlemegin formulasy diyilyar we ol gysgacga
Iudu:uu—judu
gornlisde yazylyar.
Bu formula esasynda judu gorntsdaki integral  kopleng

hasaplamasy ansat bolan I vdu gornisdaki integrala getirilyar.
8-nji mysal. j xe™dx integraly hasaplamaly.

<Eger u=x, do=e"dx bolsa, onda bu denliklerin birinjisini
differensirlesek, ikinjisini integrirlesek du =dx, v =e* bolar. Sonus igin
hem (9) formulanyn esasynda
jxexdx = xe* - jexdx: xe* —e* +C=¢e*(x-1)+C. >

9-njy mysal. '[ x" In xdx (n # —1) integraly hasaplamaly.
n+1

bolar.

< Eger u=Inx,dv =x"dx bolsa, onda du:%, v=
X n+1

Sonun tgin hem (9) formulany ulanyp alarys:

n+1

In x—L x"dx =

X
jx” Inxdx =

n+1 n+1
n+l n+l n+1
=X Inx— 1 X :X Inx——1 +C. >
n+1 n+in+1 n+1 n+1

Ké&bir integrallar hasaplanylanda bdélekleyin integrirlemek usuly
gaytalanylyp birndce gezek ulanylyar.

10-njy mysal. _[XZ cos x dx integraly hasaplamaly.

< Eger u=x%, dvu=cosxdx bolsa, onda du=2xdx,v =sinXx bolar.
Sonun tgin hem (9) formulany ulanyp,

[ x?* cosxdx = x?sin x — 2] xsin x dx
denligi alarys. Sonky integraly hasaplamak Ugcin yene-de bolekleyin
integrirlemek usulyny ulanarys. Goy, U =X, dv =sin xdx bolsun, onda
du = dx, v =-cosx bolar. Sonun ticin hem (9) formulanys esasynda
[ x?cosxdx = x? sin x +2xcosx — 2] cos xdx =
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= x%sin X+ 2xcosx —2sin X+ C :(x2 —Z)Sin X+ 2XcosX+C .>

Kabir halatlarda bolekleyin integrirlemek usulyny gaytalap ulanmaklyk
basdaky integrala goréd c¢yzykly denlemé getiryér. Ony indiki mysal
tassyklayar.

11-nji mysal. | = I e® cosbx dx integraly hasaplamaly.

< Eger u=e*,dv =coshxdx bolsa, onda du=ae* dx, v :%sin bx
bolar. Sonun ¢in (9) formulany ulanyp alarys:

I =£sin bx - e® ——ajeax sin bx dx
b b

Eger bu integraly hasaplamak Ggin u=e*, dv=sinbxdx alsak, onda
du=ae™dx, v= —%cos bx bolar. Sonufi Ggin integrala yene-de (9)
formulany ulanyp, | integrala gora ¢yzykly

1 ) a a?
| ==e®sinbx+—e* cosbx—b—zl

b b?
denleméni alarys. Ol denlemdni | gord ¢ozlp, integraly hasaplarys:
ax :
| = Je™ cosbx dx =< (bsm2bx+ acoshx) +C.>
a’+b®

Amalyyetin gorkezisi yaly, bolekleyin integrirlemek usuly bilen
hasaplanylyan integrallaryn kdpusi asakdaky yaly iki topara boltinyérler.

Birinji topara P(x) kopagza Ugian(x)f(x)dx gérniisdaki integrallar

degislidir. Sunlukda, f(x) funksiya
Inx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx

gorniisdaki funksiyalaryn biri bolanda u(x) hékmiinde sol funksiya alynyar,
e, sinax, cosax gornisdaki funksiyalaryn biri bolan halynda bolsa
u(x)=P(x) alynyar.

Ikinji topara

[e cosbxdx, [e™sinbxdx, [sin(Inx)dx, [cos(In x)dx

gornusdaki integrallar giryérler. Bu integrallary hasaplamak Ggin 11-nji
mysaldaky yaly bélekleyin integrirlemek usuly iki gezek ulanylyar.
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d d
—a'[\/ﬁz'[\/x2+adx—ajﬁ.

Seylelikde,

j\/xz+adx=x\/x2+a—'[\/x2+adx+a'[

dx
Vx? +a
denligi alarys, ondan bolsa

ZJ\/XZ +adx=xyx> +a+a'[

dx
Vx? +a
denlik gelip ¢ykyar. Sonky integrala jedwelinn 15-nji formulasyny ulanyp
alarys:

j X2 +adx=%[x\/x2 +a+a|n‘x+\/x2 +aH+C. >

3. '[R(sin x, cos x)dx gérniisdaki integral. Bu yerde R(u, v) funksiya

u we v gord rasional funksiyadyr. Bu halda t=tg(x/2) (—7[ <X< 7z)

calsyrmany ulanyp, integraly rasional funksiyanyn integralyna getirmek
bolar. Bu calsyrmany we

2
sin x=—29W2)_ (v/2) cosx = 1= ¥/2) (v/2)

1+tg2(x/2)’ T1+19%(x/2)
formulalary ulanyp,
_ 2
sinx=i2, COSX=1 tz, x = 2arctgt, dx= 2dt2
1+t 1+t 1+t

denlikleri alarys. Seylelikde, garalyan integral
: 2t 1-t*) dt
R(sinx,cosx)dx=2| R ,
-[ ( ) -[ [1+t2 1+t2jl+t2
gOrnisi alar, yagny integral rasional funksiyanyn integralyna getirildi.
dx

1+sin X
< (25) formulanyn esasynda alarys:

19-njy mysal. .[ integraly hasaplamaly.
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2 2
\/x2+c=t—x=t—t c_ti+c

2t 2t
we integral t  gord rasional funksiyanyn integraly bolar we ansat
hasaplanylar:

t? +c
dx 2t2 dt
J. —x2+c: e T:In|t|+C=In‘x+\/x2+c‘+C. >
2t

Kabir hususy hallarda integrallar differensial astyna girizmek ya-da
bélekleyin integrirlemek usullaryny ulanyp hasaplanylyar.

dx
N3x? +6X +4

< 1lki bilen kok astyndaky funksiyany dzgerdip, ony

17-nji mysal. j integraly hasaplamaly.
2 2 1
3x +6x+4=3{(x+1) +§}

gornusde yazalyn we soira integraly hasaplamak ugin differensial astyna
girizmek usulyny hem-de tablisanyn 15-nji formulasyny ulanalyn:

x+1

J.\/3x +6x+4 \/_J.,/x+1 Y +1/3

18-nji mysal. I \x? +adx integraly hasaplamaly.

——Inx+1+ (x +1)? +1 +C.>

< Boélekleyin integrirleme usulyny ulanmak licin u=+/x* + a, dv = dx
xdx

Vx?+a
Jx2 +adx=xyx2 +a - x‘ﬂzx X% +a-—
f P s Xl

alalyn. Onda du = , V=xbolar. Sonun Gcin (9) formula esasynda

x2dx

\/x2+a.

Soriky integraly y('jnekeylesdireliﬁ:

x2dx x+a x+a
kg o

J.\/X +a \/X +a \/X +a
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Bolekleyin integrirlemek usuly bilen hasaplanylyan integrallaryn icinde
bu iki topara girmeyanleriniii hem bardygyny bell&lin.

dx
(x2 +a’ )k
< Bu integral yokardaky iki toparyn hig birine-de degisli daldir.
Hasaplamak dgin ilki ony

|3k:a_12.[x2+a2—x2 Ix:ij( dx ~

12-nji mysal. B, = I integraly hasaplamaly.

(x2 +a2)k a® - (x2 4 az)k_1
1 xdx 1 1 d(a2 +X2)
__ZIX 2 2f  a’ kfl_zz.[x 2 A2
a (x +a ) a a (x +a )
gOrnlse getirip, sonky integraly hasaplamak ticin bolekleyin integrirlemek
2 2
usulyny ulanarys. Goy, u=x, dv zd(a—+xk) bolsun, onda du = dx,
(x2 + az)
v=— — - Sonuii t¢in integral seyle gornusi alar:
(k —1)x? +2?)
1 X 1

P e kD
Bu yerden bolsa B, integraly hasaplamak Ggin rekurrent formula alynyar:
_ X N 2k -3 B
2a°(k-1)x* +a? )" 2a*(k-1) 7
Alnan formulanyi kdmegi bilen Vk =2,3,... Ucin B, integraly hasaplap

bolar. Hakykatdan-da, differensialyn astyna girizmek usuly we integralyn
tablisasynyn 10-njy formulasy ulanylyp tapylyan

B, '[ de/a _larctg +C
x? +a’ 1+(x/a)? a

integraly peydalanyp, B, integraly hasaplarys. Soira B, integraly ulanyp,
B, integraly taparys. Sonuii yaly dowam etdirip, Yk € N Ugin B,
integraly hasaplap bileris.

(10)

8 5. 3. Rasional droblaryn integrirlenisi
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1.Rasional droblaryn elementar droblara dagydylysy. Goy, P(x)
we Q(x) koeffisiyentleri hakyky sanlar bolan kopagzalar bolsun. Eger
P(x) kopagzanyn derejesi Q(x) kopagzanyn derejesinden kigi bolsa, onda
P(x)/Q(x) anlatma dogry rasional drob diyilyar. Eger P(x)/Q(x) dogry
rasional drob bolmasa, onda koOpagzany kopagza bolmegin duzgini
boyunga ony

P(x) _ R(x)+ P.(x)
Qx)

Qx)
gornusde yazmak bolar. Bu yerde R(x) we Pl(x) kabir kdpagzalar,
Pl(x)/Q(x) bolsa dogry rasional drob. Sonun Ugin biz dinie dogry rasional

A Mx+ N
(x-a)’ (x2 + px+q)m
jemleri gornusinde anladylysyny gorkezeris, bu yerde k, m narural sanlar
A M, N, a p, q hakyky sanlar we p2/4—q<0, yagny kwadrat

Ucagzanyn kokleri kompleks sanlardyr. Onun (gin asakdaky teoremadan
peydalanylyar.
3-nji teorema. Goy, P(x)/Q(x) rasional drobuni maydalawjysy

Q(X)=(x-a,)*.(x—a,)" (x2 +pX+ ql)f1 ...(x2 + P X+ qm)(”
gomiisde aladylyan bolsun, bu yerde a; (i=12,...,n) sanlar Q(x)

droblaryn dornusdaki elementar droblaryn

kopagzanyi k; gat diirli hakyky kokleri, x* + p X + g =(x - zs)(x—fs) we
z,, Z, (s=12,...,1) sanlar bolsa Q(x) képagzanyn m, gat drli
kompleks kokleridir. Onda seyle

AP (i=12,...k,; p=12,..,n),

MI, NS (s=12,...,m,; r=12..,1)
hakyky sanlar bar bolup,
1 1 n
P(x)= A +...+ i +...+ A +...+L+
QkX) x-a " (x-a)" x=a,  (x-a,)"
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todt t3dt
J‘\/;+\/_ J‘t3+t2 B I

t+1
3 t41- 1
t+1 t+1
denligi ulanyp, integraly hasaplarys:

_6jt —t41 dt—GJ.

N
= 6[tdt—6[tdt + 6] dt - 6j (tr1)
=2t% - 3t? +6t—6|n|t+1|+C=
=2x-3/x +6%x —In|¥x +1|+C. >
2. '[R( ax +bx+cjdx gornusdéaki integral. Bu integraly

hasaplamak Ugin asakdaky Eyler ornuna goyma usullary ulanylyar.
1) eger a>0 bolsa, onda

Vax? +bx+c¢ =t ++/ax
calsyrma girizilyar.

2) eger c¢>0 bolsa, onda

Vax? +bx+c¢ = xt++/c
calsyrma girizilyar.

3) eger-de kwadrat Ugagzanyn hakyky x, = x, kokleri bar bolsa,onda

Vax? +bx+¢ = (x—x )t

calsyrma ulanylyar. Ug halda hem irrasional funksiyanyn integraly rasional
funksiyanyn integralyna 6zgerdilyar.

16-njy mysal. j o
VX2 +c

< a=1>0 bolanyiigin +/x* + ¢ =t—x goyalayi. Onda

t? —¢c t? +c

, dx=
2t 2t2

integraly hasaplamaly.

X2 +c=1t% - 2tx + X%, x= dt

bolar. Sonun esasynda
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_ M . ( N MP J I dt
2-m)t2 +a? )" 2 L (2 +a?)
Sonky integraly bolekleyin integrirlemek usuly bilen hasaplap bolyar, ¢lnki
ol integral yokarda hasaplanan B, integraldan dine integrirleménin
uytgeyan t ululygy bilen tapawutlanyar. Sonut t¢in hem

J- Mx + N x

(x2 + pX+ q)
gornusdaki integral 17-nji mysalda gorkezilen B, integral yaly
hasaplanylyar.

Seylelikde, P(x)/Q(x) dogry rasional drobun integralynyfi hemise
elementar funksiyalarda anladylyandygyny gorkezdik. Bu yerden islendik
P(x)/Q(x) rasional drobun kopagza bilen dogry rasional drobui jemi
gornlisinde anladylyandygy esasynda, islendik rasional drobun integralynyn
tapylyandygyny alyarys.

8 5. 4. Irrasional we trigonometrik
funksiyalaryn integrirlenisi

Irrasional we trigonometrik funksiyalaryn integrallary Uytgeyani
calsyrmak bilen rasional funksiyalaryn integrallaryna getirilyar. Seyle
integrallaryn durli gérnislerine ayratynlykda garap gecelin. Garalyan
integrallaryin hemmesinde integral astyndaky funksiya tytgeyanlerine gora
rasional funksiyadyr.

1. '[R(x, T, xk )jx gornusdéki integral. Bu yerde r,...,r,

rasional sanlar. Eger olaryn umumy maydalawjylary m sana den bolsa,
onda x=t™, dx=mt™? esasynda x-in rasional derejeleri, t-niii bitin

derejelerine gecer we netijede integral astyndaky funksiya t goré rasional
funksiya bolar.

15-nji mysal. integraly hasaplamaly.

'[ dx

Vx +3/x
< Bu integralda r, =1/2 we r, =1/3. Sonun t¢in hem olaryn umumy

maydalawjysy m=6 bolyar. Diymek, x=t°, dx=6t>dt calsyrma

girizmek bolar. Sonun esasynda
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1 1 1 1
|\/|1)(_|_N1 . Mle+le

-1l . — ..+
X"+ P X+0, (x2+p1x+ql)l
M'x+ N! M! x+N!
. il I il o (11)
X"+ P X+q, (x2+p,x+q,)'

denlik dogrudyr.
Bu deilikde Q(x) kdpagzany her bir k gat hakyky a kokiine
AL, AL LA
x-a (x-af  (x-a)f
gornisdaki elementar droblaryn jemi we her bir ¢atyrymly kompleks
m gat z, Z ((x— 7)x-2)=x*+ px+q bolan) koklere bolsa
M,x+ N, N M,x+N, M,Xx+ N,

Fot—
X* + px+(q (x2+px+q)2 (x2+px+q)m
gornusdaki elementar droblaryn jemi degislidir.

Amalyyetde alnan elementar droblaryn ndbelli koeffisiyentlerini tapmak
Ucin (11) denligin iki boélegini hem umumy maydalawja getirip, sofira
olaryn sanawjylaryndaky x ululygyn den derejelerinin koeffisiyentlerini
denleyadris. Sunlukda, sol nabellilere goré denlemeler sistemasy alynyar we
olar sol sistemany ¢ozlp tapylyar.

22 +4x* + x+2
AN rasional droby elementar droblaryn
(x—1)2(x* + x+1)

13-nji mysal.

jemine dagytmaly.
< 3-nji teorema boyunca
2X° +4x° +x+2 A A Mx + N
2(2 = + 2 2 '
(x-1°( +x+1) x-1 (x-1)° x*+x+1
Bu denlemdni umumy maydalawja getirip we sanawjylardaky
x°, x!, x%, x? ululyklaryn koeffisiyentlerini defilap, olary tapmak tigin
X1 A +M=2
x> A, +N-2M =4,
X' A, +M-2N =1,
X A +A +N=2
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sistemany alarys we ony ¢ozlp taparys: A =2,A, =3, M =0,. N =1.
Seylelikde, garalyan rasional drob seyle yazylyar:
2} +4X7 +x+2 2 3 1
2(2 = + 2t 2 :
(x-17(x* +x+1) x-1 (x=1f x*+x+1
Eger Q(x) kdpagzanyn dine hakyky we durli kdkleri bar bolsa, yagny

Q(x)=(x-a,)x-a,).(x—-a,),

P(X): A + i .ot A

Q(x) x-a, x-a, X-a,
bolar. Bu denlikden nabelli koeffisiyentleri tapmak ansatdyr. Mysal {gin,
eger bu denligin iki bélegini hem x—a, kopeldija kopeldip,alnan denligin

onda

iki boleginde-de x = a, goysak, onda A, koeffisiyenti tapmak tgin
Ak — P(ak)
(ak - a'l)"'(ak —a, )(ak — 8 )""(ak —a, )

formulany alarys. Bu formuladan gornusi yaly, A, koeffisiyenti tapmak

ucin P(x)/ Q(x) drobun maydalawjysyndaky Xx—a, kopeldijinin dstiini
¢yzmaly we alnan drobda X =a, goyup, ony hasaplamaly.
X+2

14-nji ., —
MY DX (x+ )

droby elementar droblaryn jemine

dagytmaly.
< Teoremanyi esasynda

X+ 2 ALALA

(x-Dx(x+1) x- 1% Txet

A Kkoeffisiyenti tapmak Ugin denligin ¢ep bdlegindaki drobun

maydalawjysynda x —1 tapawudy c¢yzyp, alnan anlatmada x =1 goyup

alarys: A =3/2. Sona menzeslikde beyleki nabellileri  tapyarys:
A, =-2, A, =1/2 . Seylelikde,

X+2 3 2 1
—Dx(x+1)  2(x-1) x  2(x+1)

>
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2 . Elementar droblaryn integrirlenisi

3-nji teoremadan gornisi yaly, dogry rasional droblary integrirlemeklik
asakdaky dort gornisdaki elementar droblary integrirlemeklige getirilyér.

A A MeeN M+

X—a (x—a) X2 + px+q (X2+px+q)ﬂ '
Buyerde o =2,3,...,n; f=2,3,...m; AM,N,p,q,a— hemiselik
hakyky sanlar we x*+ px+q Ucagzanyn hakyky koki yokdur, yagny

q-p?/4>0.
Bu elementar droblaryn mtegrlrlenisine ayratynlykda garalyn.
. j dx _Aj ) = Aln|x—a|+C.
x a
IIJ —dx = AJ X —a) d(x—a): A +C.

L-k)x—a)
I we IV integrallar iicin x* + px+q kwadrat (icagzany seyle
gornusde anladalyn:
x2+px+q—(x+p/2)2 (a- p2/4)—t2+a2,t:x+p/2,.Onda
“J Mx + N —J x+p/2 (N—Mp/2)d(x+p/2)=
X* + px+q (x+p/2) (q—p2/4)

tdt dt
_M.[tz (N—MD/Z).[t2+a2:

=_jd!t2+a ’ [ mjj dt _
t? +a’ 2 Pt?+a?

:—In‘t2+a2‘+ N —pjiarctgljtc.
a

[ _
|vj Mx+N x—%jM( ij(t dt

x +px+q - (t +a) -

m
z+az)
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o >1 bolsa, onda denesdirme nysany we 11-nj mysal esasynda J. g(x)dx
1

integral yygnanyandyr, g(x)>1/x*, o<1 bolanda bolsa, ol integral
dargayandyr.
8-nji teorema. Eger [a, +o0) aralykda alamaty tytgeydn f funksiya

figin 'ﬂf(xjdx integral yygnanyan bolsa, onda '[f(x)dx integral hem
a a

yygnanyandyr.

......

2. Céksiz funksiyanyi hususy dél integrallary. Eger f funksiya b

nokadyn kabir etrabynda céksiz bolup, [a, b—¢] (e>0) kesimde uzniiksiz
b—¢

bolsa we I‘irrg '[ f(x)dx predel bar bolsa, onda ol predele f funksianyn
a

[a, b) aralykdaky yygnanyan hususy dal integraly diyilyar we seyle

belgilenyar:
b

b—¢
J £ 0c)dx = lim [ £ (x)x (36)
a a
Eger (36) predel yok ya-da tikeniksizlige deni bolsa, onda ona dargayan
hususy dal integral diyilyar.

Eger f funksiya a nokadyn kabir etrabynda céksiz we [a+s, b]
(e > 0) kesimde (izniiksiz bolsa, onda f funksiyanyii (a, b] aralykdaky

hususy dal integraly edil suna merizeslikde kesgitlenyér:
b

J £ ()dx = lim 'Tf(x)dx. (37)

a ate
Eger-de f funksiya [a, b] kesimin kébir icki ¢ nokadynyn etrabynda
céksiz bolsa, onda onun [a, b] kesimdéaki hususy déal integraly
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I1.6. KESGITLI INTEGRAL
§ 6. 1. Integral dustinjesine getiryan meseleler

1.Egrigyzykly trapesiyanyi meydany hakyndaky mesele. Egricyzyly
trapesiya, yagny yokarsyndan otrisatel dal we (zniksiz bolan y = f(x)
funksiyanyn ¢yzgysy, ¢epinden we sagyndan x=a, x =b goni ¢yzyklar we
asagyndan Ox oky bilen céklenen figura garalyn. [a,b] kesimi
a=X, <X <..<X.; <X, =b nokatlar arkaly  [x_,X ] (i :L_n)
boleklere bolelin we olaryi uzynlyklaryny AX, =X, —X;, (i=1n) bilen
belgilalin. [Xi—l’xi] kesimin erkin {;  nokadyny alyp, funksiyanyn sol
nokatdaky f(t;) bahasyny hasaplalyi. Sunlukda, f(t;)Ax; képeltmek
hasyly esasy Ax;we beyikligi f (t;)bolan goniiburlugyn meydanydyr.Seyle

y

0 t, x t,X Xpy t

1-nji surat
kopeltmek hasyllardan

S, =Zn: f(t; )AX;

lemi duizelifi. Oa f funksiyanyii [a, b] kesimdakii integral jemi diyilyar.
Ol integral jemini her bir gosulyjysy degisli génuburclugyn meydanyna,
jemin 0zi bolsa sol meydanlaryn jemine, yagny egri¢yzykly trapesiyany
takmyn calgyryan basgancak figuranyn meydanyna dendir (1-nji surat).
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Integral jem [a, b] kesimini boleklere boéltnisine we her bolek kesimde
alynyan erkin t; nokatlara baglydyr. Sunlukda, kesimin boleklere béltinme
n sany artdygyca basgancak figuranyn meydany egrigcyzykly trapesiyanyn
meydanyna yakynlasar. Goy, d =maxAx; (i =1,_n) bolsun.

Eger Ve>0 tgin 5=5(c)>0 tapylyp, [a,b] kesimiii islendik
béliinme nokatlary we islendik t, € [x, ,, X, ](I :l_n) ticin d <& bolanda

|S, - lke
densizlik yerine yetse, onda | sana S, integral jemin d — 0 bolandaky
predeli diyilyar.

Eger d — 0 bolanda ([a, b] kesimin bolek kesimlerinin sany c¢aksiz
artanda) integral jemin S predeline egricyzykly trapesiyanyn meydany
diyilyér, yagny

n
S =5m; f(t; )AX; . 1)
2.Tizligi boyunca gegilen yoly tapmak meselesi. Goy, M nokat goni
¢yzyk boyunca iytgeydn v= f(t) tizlik bilen hereket edyan bolsun. M
nokadyn t,-dan T cenli wagt aralygynda gecen yoluny kesgitlemeli.

[t,, T] kesimi uzynlyklary At =t; —t,, bolan [t,, t,], [t,, t,], ...,
[t,,. t,] (t,=T) boleklere bélelin. Kigi bolan At, wagt aralygynda
hereketii tizligi hemiselik we f(E) (€ eft, ,, t,]) deit hasap edeli. Onda
sol wagt aralygynda nokadyn gecgen yoly takmyn f(i'i)Ati dendir. Bolek
wagt aralyklarynda gegilen f(i'i)Ati yollary jemlép, M nokadyn t,-dan T
cenli wagt aralygynda gegen yolunyn takmyn bahasyny taparys:

sn=3 1)t

Bu denlikde d =max At; (i =1_n) nola ymtylanda predele gegip, nokadyn
gecen yolunyn takyk bahasyny taparys:

n
Seylelikde, M nokadyn t,-dan T cenli wagt aralygynda gecen yoly
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B
. dx
lim | — =40,

B—+o a
1 X

Diymek, integral a>1 bolanda yygnanyar, « <1 bolanda bolsa
dargayar. >

Eger F funksiya f funksiyanyn asyl funksiyasy bolsa, onda Nyuton-
Leybnis formulasy esasynda

+00

[ £ (x)ax= bllrpj f (x)dx = lim [F(b) - F(a)]= F(+ ) - F (a)

a a
deiilik dogrudyr, bu yerde F(+o0)= lim F(b).

=b—)+oo
Asaky ¢dgi tlkeniksiz bolan hususy dal integral hem edil sonun yaly
kesgitlenyar:

b b
[ £(x)ax= tim [ £ (x)ax. (35)

Céklerinin ikisi hem tukeniksiz bolan hususy dal integral bolsa ¢éklerinin
biri tlikeniksizZ bolan iki integralyn jemi gornlsinde, yagny

+00 c +00

jf(x)dx: j f(x)ox + j f(x)dx .

—0 —0 C
gorniisde yazylyp deriielyar, bu yerde ¢ san (- oo, +o0) aralyga degisli
erkin sandyr.

Bir cégi tukeniksiz bolan hususy dal integrallaryn ikisinin hem dernelisi
menzes bolany Ugin, dernemekde ulanylyan teoremalary olaryn bir gornisi,
yagny yokarky cdgi tlikeniksiz bolan integral tgin getireris.

7-nji teorema. Eger Vx>a (gin 0< g(x)< f(x) detsizlik yerine yetse
we J.f(x)dx integral yygnanyan bolsa, onda J.g(x)dx integral hem

a a
+00

yygnanyandyr; eger-de J. g(x)dx integral dargayan bolsa J. f (x)dx
a a
integral hem dargayandyr.
Bu teorema deniesdirme nysany diyilydr. Ol nysan ulanylanda, képlenc,
integrallaryn biri hokmiinde yygnanyandygy ya-da dargayandygy belli
bilan integral alynyar. Mysal ticin, eger [1, + o) aralykda g(x)<1/x*,
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8 6. 8. Hususy dal integrallar

Kesgitli integral distinjesi girizilende asakdaky sertlerin yerine yetmegi
talap edilydrdi: 1) integralyn a we b céklerinin tiikenikli san bolmagy;
2) integral astyndaky funksiyanyi [a, b] kesimde ¢&kli bolmagy.Bu halda
kesgitli integrallara hususy inegrallar hem diyilyar. Eger gorkezilen iki
sertlerin in bolmanda biri yerine yetmese, onda kesgitli integrala hususy dal
inegral diyilyar. Seyle integrallaryn gorniuslerine ayratynlykda garap
gecelin.

1. Gakleri tukeniksiz bolan hususy dal integrallar. Goy, f funksiya
Vx>a Ucin tznlksiz bolsun.Yokarky b cégi uytgeyanli

b
h(b) = [ f (x)ax (33)
a
integrala garalyn. Ol integralyn birndge hdsiyetleri, hususanda yokarky
céagine goré differensirlenyéan funksiyadygy 86.4 —de gorkezilipdi.

Eger (33) funksiyanyn b — +o bolanda tukenikli predeli bar bolsa,

onda ol predele f funksiyanyn [a, +o0) aralykdaky yygnanyan hususy

dal integraly diyilyar we ol
+00 b

| f (x)dx = lim [ £ (x)dx (34)

gornlisde belgilenyar.Eger (34) predel yok ya-da tiikeniksizlige den bolsa,
onda ona dargayan hususy dél integral diyilyar.

11-nji mysal. Hususy dél I d—: integralyn o parametrinn haysy
X
1
bahalarynda yygnanyandygyny barlamaly.
< Nyuton-Leybnisiti formulasy ulanylyp alynyan

b Inb, a=1 bolanda,
dx
- = 1-a
~!~ b 1 , a =1 bolanda
1-a 1- a
denlik esasynda, o >1 bolanda
B
. dx 1
lim | —=——,

B—+x 1 XOL o — 1
o <1 bolanda bolsa
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v=f(t) funksiyanyn [t,, T] kesimdaki integral jeminiii predeline dendir.
3. Tizligi boyunca jisimiii mukdaryny tapmak meselesi. Goy, himiki
reaksiya gatnasyan ké&bir jisimifi himiki déwirmesinin tizligi t bagly
lytgeyan v=f(t) funksiya bolsun. t,-dan T genli wagt aralygynda
reaksiya gatnasyan jisimin m mukdaryny kesgitlemeli. Edil 2-nji mysalda
geciren amallarymyz yaly amallary yerine yetirip, jisimini mukdaryny

m, =D (E)at

jemin predeli hokmiinde tapmak bolar, yagny

n

m=lim f(E )t
=]

Sular yaly basga-da dirli meselelerin integral jemin predelini tapmaklyga
getiryandigi sebépli, seyle pedeli tapmaklyk ayratyn dernieldi we ol kesgitli
integral diisunjesine getirdi.

8 6. 2. Kesgitli integral distnjesi

1. Kesgitli integralyin kesgitlenisi. Goy, f funksiya [a,b] kesimde
kesgitlenen bosun. [a, b] kesimia =X, < X, <..< X, , <X, =b nokatlar
arkaly [Xﬁl, ,]( =1 n) bolek kesimlere bollp, olaryn uzynlyklaryny
A% =X —X.; (i=1n) bilen belgilalin. Bolek kesimlerin i ulusynyii
uzynlygyny d bilen belgilalin, yagny d =maxAx; . Her bir bolek

I<i<n
[%._1,%,] kesimde erkin t; nokady alyp we funksiyanyn f(t;) bahasyny

sol kesimin Ax, uzynlygyna képeldip, f(t;)Ax, kopeltmek hasyly alarys.
Seyle kdpeltmek hasyllardan

Z f(t 2

lemi diizelin. Ona f funksiyanyn [a b] kesimdakii integral jemi diyilyar.
(2) denlikden gornusi yaly, integral jem [a, b] kesimi boleklere bolyéan

nokatlara we bolek kesimlerde alynyan t,,...,t, nokatlara baglydyr, yagny
olaryn tytgemegi bilen integral jem hem Uytgeyéndir.
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Kesgitleme. Eger d -0 (n —>oo) bolanda (2) integral jemin tiikenikli |
predeli bar bolsa, onda ol predele f funksiyanyn [a, b] kesimdaki kesgitli

......

b
I =[f(x)Hx= lim Sp(f). )
a d—o
Bu yerde a we b sanlara degislilikde kesgitli integralyn asaky we
yokarky cakleri diyilyar. Sunlukda, f funksiyanyn 6zline [a, b] kesimde
integrirlenyén funksiya diyilyar.

Bu formuladan gornisi yaly, kesgitli integralynn bahasy hemiselik san
bolup, ol f funksiya hem-de a we b sanlara baglydyr. Sonun Ugin
hem f funksiya we integralyn cékleri berlen bolsa, onda ol kesgitli integral
yeke-tdk kKkesgitlenyar we kébir sana dendir. Beyle diyildigi kesgitli
integralyn integrirleme lytgeyanine bagly daldigini anladyar, yagny

i f (x)dx =i f (t)dt =i f (u)du

a a a

denlikler dogrudyr.

2. Integrirlenyan funksiyanyi c¢ékliligi. Eger f funksiya [a, b]
kesimde integrirlenydn bolsa, onda sol kesimde funksiya céaklidir.
Hakykatdan-da, eger tersine giman etsek, yagny f funksiya [a, b]
kesimde céksiz bolsa, onda ol funksiya kabir [Xi—lixi] kesimde c¢éksiz
bolar. Seyle bolanda t; nokady saylap almak bilen integral jemi islendikge
ulaldyp bolar. Sonun G¢in bu halda integral jemin tikenikli predeli bolup
bilmez. Alnan garsylyk integrirlenyan funksiyanyn caklidigini gorkezyar.
Yone bu tassyklamanyn tersi dogry daldir Onun seyledigi asakdaky
mysaldan aydyn gorunyar.

1-nji mysal. [a, b] kesimde Dirihle funksiyasy atlandyrylyan

f(x) 1, x rasional san bolsa,
" _{0, x irrasional san bolsa
funksiya garalyn. Onun [a, b] kesimde caklidigi aydyndyr. Yoéne ol
funksiya [a, b] kesimde integrirlenmeyar, ciinki [a, b] kesimin islendik
bolinmesi ugin e[xH,xi] rasional sanlar bolanda integral jem
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b

h
J 100 =2y + Yan + 40y + Yo bt Vo 1)+ 2+ Yo ot Yans )]

a
Ona parabolalar ya-da Simpson formulasy diyilydr. Bu formulany ulanyp
kesgitli intrgraly hasaplamaklyga parabolalar usuly diyilyar. Sunlukda, f
funksiyanyn dordinji tertipli Uznuksiz 6ntmi bar halynda goyberilyan
yaliyslyk
5
|Rn|§(b_—a)4M , M = max
2880n asxsb

densizlik boyunca bahalandyrylyar. .

fiv (XX

1
12-nji mysal. J.e’x2 dx integraly Simpson usuly bilen 0, 001 cenli
0

takyklykda hasaplamaly.
< Zerur bolan takyklykda integraly hasaplamak dcin ilki bilen

fV(x)=4e™ (4x4 —12x° +3) oniimi tapalyi. [0, 1] kesimde ™ <1 we
| 4x* —12x* + 3| <5 bolyandygy sebapli | f " (x)| < 20. Sonun tgin

Ry 2 1
2880n* " 1000

densizlik n* >1000/144 bolanda yerine yety4r. Onui {icin bolsa n =2,
yagny 2n=4 almak yeterlikdir. Indi [0,1] kesimi x, =0, x, =1/4,
X, =1/2, X, =3/4, X, =1 nokatlar arkaly den dort boleklere bolelin we

sol  nokatlarda funksiyanyn bahalaryny hasaplalyn: y, =1, 0000;

y, =0,939%; vy, =0, 7788; Y;=0,5698; Y,=0,3679. Onda. Simpson
formulasy esasynda

~ % [1,0000+0,3679 + 20,7788+ 4(0,9394 + 0,5698)] ~ 0,7469 .

Seylelikde, 0, 001 takyklykda

1
je**z dx ~ 0,747 . >
0
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h=(b—a)/2n bolan jibut m=2n deii bdleklere bélup, blinme nokatlar
arkaly Oy okuna parallel goni c¢yzyklary gegcirelii. Onda trapesiyany
yokarsyndan céklendiryan AB duga M, , M;, M, ,...,M,. ,,M,, ;,M,,
nokatlar boyunca béleklere boliner. Yokarsyndan M, M; M, duga bilen
céklenen egrigyzykly trapesiyany yokarsyndan M, M;, M, nokatlar
arkaly gegyén parabola bilen ¢éklenen parabolik trapesiya bilen calsyralyn.
Seyle parabolanyn denlemesi y=ax?+bx+c  gdrniisde bolup, onuii
koeffisiyentleri parabolanyn M, M;, M, nokatlar arkaly gecgyanlik
sertinden peydalanyp tapylyar. Beyleki M,, M;, M,; M,, M, My we
s.m. nokatlar icin hem seyle calsyrmalary geciryaris.

K, (~h,y,), K,(0,y,), Ks(h y;) nokatlardan gegyan y=ax’+bx+c
parabola bilen ¢éklenen parabolik trapesiyanyn meydanyny tapalyn.

Parabolanyn K, K,,K; nokatlar arkaly gecyandigi tg¢in, parabolanyn
denlemesinden onun koeffisiyentlerini tapmak (gcin

y, =ah’*-bh+c, y, =c, y, =ah*+bh+c

dedlikleri alarys. Olardan bolsa 2ah®+2c=y,+y,; c=Y, denlikler
alynyar. Bu detilikler esasynda parabolik trapesiyanyn meydany ucin

S= }(ax2+bx+c)dx j(ax +c)dx+bjxdx_
~h

-h

h h
:g(Zahz + 6C)=§(y1 + 4y2 + ys)

formulany alarys. Bu formulany

Xy Xan

if(x)}lx:iff(x)dx+Jf(x)dx+...+ Jf(x)dx

Xz X2n-2
denligin sagyndaky integrallara ulanyp,
b

h h
'[ f(x)dXzE(yO +4y, + y2)+§(y2 +Ay, +Y, )+

a

h
+ E(y2n72 +4Y o1+ Yon)
denligi alarys. Ony basgaca seyle gornlisde yazmak bolar
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n

:Zf(ti)Axl:Zn:Axi =b-a,
i=1 i=1

eger-de {; e[Xi_l,Xi] irrasional sanlar bolsa, onda integral jem

n n
=D f(t;) Ax, =D 0Ax, =0.
i=1 i=1
Bu bolsa S,(f) integral jemin d —0 bolanda predelinin yokdugyny
anladyar, yagny Dirihle funksiyasy [a, b] kesimde integrirlenmeyar.

[a, b] kesimde integrirlenyan funksiyalaryn kopligi R[a,b] bilen
belgilenyar. Sunlukda, f eR[a,b] yazgy f funksiyanyn [a, b] kesimde
integrirlenyandigini anladyar.

Subut etmezden k&bir integrirlenyén funksiyalary bellép gecelin:

1. Eger f funksiya [a, b] kesimde (zniksiz bolsa, onda sol kesimde ol
funksiya integrirlenyéndir.

2. Eger f funksiyanyn [a, b] kesimde tukenikli sany birinji gornusdéki
Uzilme nokatlary bar bolsa, onda sol kesimde ol integrirlenyandir.

3. Eger f funksiya [a, b] kesimde monoton bolsa, onda sol kesimde ol
funksiya integrirlenyéndir.

2-nji mysal. f(x)=C=const funksiyanyii [a,b] kesimde
integrirlenyandigini subut etmeli..

< [a b] kesimin [xI Y I] bolek kesimiii islendik t; nokady Ugin
f(t,)=C bolar. Sonuii igin S, (f)=CAx, +CAX, +...+ CAx, =C(b—a) we
(2) formula esasynda

b
[cdx=1ims, (f)=limC(b-a)=C(b-a). >
a

d—o d—o

8 6. 3. Kesgitli mtegralyn esasy ha5|yetler|

1. '[ X)dx = 0. '[ dX-—'[

hasiyetlerin subutsyz kabul edilyandigini bellalln.
3.Eger f funksiya [a,b], [a,c], [c,b] kesimlerin iii ulusynda
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integrirlenyan bolsa, onda ol funksiya beyleki kesimlerin ikisinde hem
integrirlenyandir we a, b, ¢ nokatlaryn islendik yerlesisi G¢in
b

b c
j f (x )l :j f(x)dx+J f (x)dx (4)
a a c

denlik dogrudyr.

< Goy, a<c<b bolsun, onda f funksiyanyn [a, b] kesimde
integrirlenyandigi tcin, onun sol kesimdaki islendik integral jeminitn predeli
bardyr. Sonun ¢in ¢ nokady kesimi boleklere bolyan nokatlaryn biri bilen
gabat gelyar hasap edelin. Mysal Ugin, eger ¢ = x,, bolsa, onda integral jemi

Zf AX, _Zf )AX; +Zf

i=m+1
gérnusde yazyp, ol denllkde d —>O bolanda predele gegip, (4) denligi
alarys. Nokatlaryn basgaca yerlesyadn hallarynda (4) denligin subudy
seredilen hala getirilydr. Mysal ¢in, eger a<b<c bolsa, onda subut

edilenin esasynda
c

c

j f(x)px = j )dx+j f (x)dx

a b
denlik dogrudyr. Sona gora 2-nji haS|yet boyunca

b c c c b
j f(x)dx = j f(x)dx —j f(x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx
a a b a c
yagny (4) denlik yerine yetyar. >
4. Eger f funksiya [a, b] kesimde integrirlenyan bolsa, onda hemiselik
k san tgin kf funksiya hem sol kesimde integrirlenyandir we

ka(xhx: kif X )dx

denlik dogrudyr.
5. Eger f we g funksiyalar [a, b] kesimde integrirlenydn bolsalar,onda

f £g funksiya hem sol kesimde integrirlenyéndir we
b b b

J.[ f(x)+g(x)jdx =J. f(x)dx J_rJ. g(x)dx (5)

a a a
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tapmaklygy gonlburclugyn, gonigyzykly trapesiyanyn we parabolik
trapesiyanyn meydanyny tapmak bilen calsyrmaklygy anladyar.

1. Gonuburcluklar usuly. Kesgitli integraly hasaplamagyn in yonekey
usuly onyn kesgitlemesi bilen bagly bolan takmyn usuldyr. Eger [a,b]

kesimi x; =a+ih, h=(b—a)/n (i =1n —1) nokatlar arkaly den n
boleklere bolup, bolek [Xi—lixi] kesimde alynyan erkin nokady X, , den

alsak, onda [a,b] kesimde Uznuksiz f funksiya Ggin diizilen integral jeme

integralyn takmyn bahasy hokmiinde garamak bolar:
b

If(X)dXzb_

a
Bu formulany ulanyp, kesgitli integraly hasaplamaklyga goéniburcluklar
usuly diyilyar. Sunlukda, kesgitli integral bu usul bilen hasaplanylanda

goyberilyan yaliyslyk ( f'(x) onim [a, b] kesimde tizniiksiz bolanda)

8 (Yo + Yot oot Yor ) Vie = F(x) (k=0,n—1).

|Rn|s(b2n) M, M =max|f'(x)

as<x<b
densizlik boyunca bahalandyrylyar.

2. Trapesiyalar usuly. Eger egri ¢yzykly trapesiyanyni meydanyny
hasaplamak Ucin yene-de [a,b] kesimi den n Dboleklere bdlip, her
bolekdéki egri ¢yzykly trapesiyany gonigyzykly trapesiya bilen galsyrsak,
onda olaryn meydanlarynyn jemine egrigyzykly trapesiyanyn takmyn
meydany hokmiinde garamak bolar, yagny

b
b-aly,+Yy
J f(X)dxz—[u+ Yyt ynl} Vi =Y(%)-
A n 2
Bu formulany ulanyp, kesgitli integraly hasaplamaklyga trapesiyalar usuly
diyily&r Sunlukda, kesgitli integral trapesiyalar usuly bilen hasaplanylanda
(ikinji tertipli Gzniksiz ('jnUmi bolan f funksiya lgin) gdyberlen yaliyslyk

) "
Rl =82, = a7

densizlik boyunca bahalandyrylyar. Bu formula kesgitli integral trapesiyalar
usuly bilen hasaplanylanda goyberlen yaliyslygyn goéniburcluklar usuly
bilen hasaplanylandakydan azdygyny gorkezyar.

1. Parabolalar usuly. Berlen [a,b] kesimi hersinin uzynlygy
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< Bilgimiz yaly, jisimin yylylyk sygymy diyip jisimin birlik massasynyn
temperaturasyny 1°C  yokarlandyrmak Ugcin zerur bolan yylylygyn
mukdaryna aydylyar.Yone tejribanin gorkezisi yaly, yylylygyn ol mukdary
jisimin durli temperaturasynda dirludir.Sona gord hem yylylygyn sygymy

diyip, C =(;—Q defilik boyunca kesgitlenyan ululyga diisiinilyar, bu
u

u

yerde dQ differensial jisimi u-dan u -+ du temperatura ¢enli gyzdyrmak

ucin jisimin birlik massasyna tasir edilyan yylylyk mukdarydyr. (Massa

birligi hokmunde gramm, yylylyk birligi h6kmtinde kaloriya alynyar).
Yylylyk sygymyn kesgitlemesinden we meselénin sertinden

((le_Q =0,1053+ 0,000142u ya-da
u

dQ =(0,1053 +0,000142u )du

denileméni alarys. Sonuti esasynda 1 kg demiri 10° C -dan 100° C c¢enli
gyzdyrmak Ugin zerur bolan yylylygyn mukdary
100
Q= '[ (0.1053 +0.000142u)du = (O 1053u +0,000071u’? _10,1799 kkal
10 10
Sonun U¢in 20 kg demiri gyzdyrmak Ugin zerur bolan yylylygyn mukdary
203,5982 Kkkal. >

86.7. Kesgitli integrallary hasaplamagyin takmyn usullary

Malim bolsy yaly, kesgitli integrallary hasaplamaklyk, esasan Nyuton-
Leybnis formulasyna esaslanyp, ol integral astyndaky funksiyanyn asyl
funksiyasyny bilmekligi talap edyar. Yoéne her bir funksiyanyn asyl
funksiyasyny tapmak ansat mesele daldir, ¢linki elementar funksiyanyn asyl
funksiyasynyn elementar funksiya bolmayany hem bardyr. Ké&bir hallarda
bolsa asyl funksiyalary tapmaklyk kdp hasaplamalary talap edyér. Seyle
yagraylarda kesgitli integrallary hasaplamak tg¢in takmyn usullary ulanmak

amatly bolyar.
b
= J. f (x)dx

integraly hasaplamagyn asakda getiriljek takmyn usullary ol meydany
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denlik dogrudyr.

< 4-nji we 5-nji hésiyetlerin subudynyn menzesligi gin, 5-nji hasiyeti
subut etmek bilen ¢akleneris. [a, b] kesimin islendik bdleklere bélinmesi
ugin

+ =Zn: (t,)]ax; =

i=1

—Zf %0t )Ax =5, (1)£5, (o)

i=1
denlik yerine yetyar. Bu denlikde d — 0 bolanda predele gecip, onun sag
boleginin predelinin barlygyndan ¢ep bdleginin hem predelinin bardygyny,
yagny f +g funksiyanyn [a, b] kesimde integrirlenyandigini we (5)
formulany alarys. >

6. Eger f funksiya [a, b] kesimde integrirlenydn bolup, VXG[a,b]

tgin  f(x)>0 bolsa, onda

b

j f(x)dx >0 (6)
a
< Densizligin subudy bu halda f funksiyanyn integral jeminin we
onun predelinin otrisatel daldiginden gelip cykyar. >
7.Eger f we g funksiyalar [a, b] kesimde integrirlenyén bolup,

vx e[a,b] tcin f(x)<g(x) bolsa, onda

[ £ (x)ax< Jb' g(x)dx @)

densizlik yerine yetyar.
< Subudy 6-njy hasiyetden gelip cykyar, ciinki bu halda Vx [a,b]

tgin g(x)— f(x)>0. >
8. Eger f funksiya [a,b] kesimde integrirlenyan bolsa, onda £

funksiya hem sol kesimde integrirlenyar we
b

j f (x)dx

a

b

< j| f (x)dx (8)

a

densizlik yerine yetyar.
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< Eger Vxelab] dgin yerine yetyan —|f(x)< f(x)<|f(x)
densizlige 7-nji hasiyeti ulansak, onda

_ 't“ f (x)olx < 'tf f (x)dx S'h f (x)Jdx

densizligi alarys, ol bolsa (8) densizlige dengiyclidir. >
9. Eger f funksiya [a, b] kesimde integrirlenyan bolup, VX e [a,b]
tcin m< f(x)ﬁ M densizlikleri kanagatlandyryan bolsa, onda
b
m(b—a)ﬁjf(x)deM(b—a). (9)
a
< Eger m< f(x)ﬁ M densizlikleri a-dan b ¢enli integrirlap, 7-nji
hasiyeti we 2-nji mysaly ulansak, onda (9) densizlik gelip ¢ykyar. >
10. (Orta baha hakyndaky teorema). Eger f funksiya [a, b] kesimde
integrirlenyan bolup, ~ Vx ela,b] Ggin m< f(x)<M  deiisizlikleri
kanagatlandyryan bolsa, onda seyle pu (m<u<M) tapylyp,

i f(x)dx=p(b—a) (10)

denlik dogrudyr.

< Bu teoremanyn sertlerinde (9) densizlik yerine yetyér, ondan bolsa
b

'[ f(x)dx<M

a

m<

densizlik gelip gykyar. Eger

1 b
belgileme girizsek, onda subut edilmeli denligi alarys. >

Bellik. Eger f funksiya [a, b] kesimde Uzniksiz bolsa, onda sol
kesimde ol funksiya integrirlenyandir we m < f(x)ﬁ M . Sona gord bu
halda hem (10) yerine yetydr we m<u<M . Sonky iki densizlikler
esasynda bolsa kesimde Uznuiksiz funksiyanyn aralyk bahalary hakyndaky

m f(x)dx
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mukdarynyn Oytgeysini kesgitldlin. Bir minurtda 4 | suwuklyk, At
minutda 4At | suwuklyk girydr we sol 4At | suwuklukda 0,2-4At=
=0,8At kg duz bar. Seyle hem At wagtda gapdan 4At | suwuklyk
cykyar.Eger t pursatda (20 1) gapda y(t) kg duz bar bolsa,onda gapdan
cykyan 4At | suwuklukda 0,2Aty(t) kg duz bolar (At wagtda gapda
duzun mukdary Gytgemedik halynda). Yéne sol wagtda onuii At —0
bolanda tiikeniksiz kici bolan ululyk Uytgeyandigi Ucin, gapdan ¢ykyan
4At | suwuklukda 0,2At[y(t)+a] kg duz bardyr, bu yerde At—0
bolanda o =a(At)— 0. Seylelikde, At wagtda gaba giry4n suwuklykda
08At kg duz, gapdan gykanda bolsa 0,2At[y(t)+a] kg duz bardyr.
Onda sol wagtda duzun y(t + At)— y(t) artymy olaryi tapawudyna defdir:
y(t+ At)—y(t)=08At —0,2At[y(t) + a].

Denligin iki bolegini hem At bolup, alnan denlikde At— 0 bolanda
predele gegip, AI!r_n)ooczo denligin esasynda

dy
=2 -08-0,2
dt y

denligi alarys. Ol ikinji gorniisdéki denlemedir we onun ¢oziwi
08-02y=C,e*
gornusde bolar. Ony 5-e kopeldip alarys:
y=4-Ce %" C=5C,.
Hemiselik C sany meselanin t=0 bolanda y =0 sertini ulanyp taparys
0=4-Ce’=4-C, C=4.
Seylelikde, y=4—4e™*? . Sona géra 10 min gecende gapda
y=4-4e%% =4 472 ~4-4.01353~3,459 kg
duz bardyr. >
13-nji mysal. Eger 0-dan 200° cenli temperaturada C, demirin
yylylyk sygymy
C, =0,1053+0,000142u
formula boyunca kesgitlenyéan bolsa, onda 10° temperaturasy bolan 20 kg

demiri 100° temperatura c¢enli gyzdyrmak Ugin zerur bolan yylylygyn
mukdaryny tapmaly.
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gozlenyan funksiya hokminde almalydygyny anyklamalydyr. Sonra x
argument Ax artym alanda gozlenilydn y funksiyanyn alyan artymyny
kesgitlap, y(x +Ax)—y(x) tapawudy meseldnin sertlerindaki

ululyklar bilen baglanysdyrmaly. Ol tapawudy Ax-a bolip we Ax—0

bolanda predele gegip, y'=% ontmi 6zunde saklayan detleme alarys.
X

Ona differensial denleme diyilydr (seyle denlemeleri sonra I1.12-nji
boélimde ginigleyin dwreneris). Onun yonekey gornlslerine garap gecelin:
1.y =f(x), %: f(x) . Ony dy=f(x)dx gérnisde yazyp, we ol
denligi integrirlap, g)'(;zlenilyan funksiyany taparys:
y=jf(x)dx+C=F(x)+C,

bu yerde F(x) funksiya f(x)-iii asyl funksiyasydyr. Bu delikdiki C
hemiselik san meseldnin sertinden kesgitlenilyar.

2. ﬂ:ay+b. Ony dy
dx ay+b

integrirlép, gozlenilyén funksiyany taparys:
'[—dy =Xx+C, I—d(ay+b)=a(x+c),
ay+b ay+b
In(ay +b)=ax+InC,, ay=C,e®* -b, (aC=1InC,).
Himiki reaksiyalaryn we fiziki  proseslerin kopisi Ggin (ytgeyén
ululygyn tizliginin Gytgeysi ol ululygyn birinji derejesine proporsionaldyr

=dx gornisde yazyp, we ol deligi

we olar %z kx defileme bilen anladylyar. Sunlukda, olara birinji tertipli

......

bolup, himiki proses Ugin ona girydn x ululyk jisimin mukdaryny, k
reaksiyanyn tizlik hemiseligini we t wagty anladyar.
12-nji mysal. Her litrinde 0,2 kg duz bolan suwuklyk minutda 4 |
tizlik bilen iginde 20 | suw bolan gaba Uznlksiz guyulyar. Gaba guyulan
suwuklyk suw bilen garysyar we garyndy sol tizlik bilen gapdan ¢ykyar. 10
minut gecenden son gapda nége duz bolar?
< Baglanysyksyz Uytgeyan ululyk hokminde t wagty, tejribe
baslanandan t minut gegenden soiiky duzui mukdary hokmiinde  y(t)
funksiyany alalyn. t wagtdan t+ At wagta cenli aralykda duzun
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teorema boyunca seyle cela, b] tapylyp, p=f(c) bolar. Sona gora-de

(10) denlikden
b

[ £(x)dx=f(c)b-a). (11)
denlik gelip ¢ykyar. Sunlukda, bu denlikden alynyan
1 b
= f(c):ml f (x)dx
sana f funksiyanyi [a, b] kesimdaki orta bahasy diyilyar.

3-nji mysal. I (3+ sin® x)dx integraly bahalandyrmaly.
0

< f(x)=3+sin® x funksiya igin [0, nt] kesimde 3<3+sin®x<4
densizligin yerine yetyandigi i¢in, 9-njy hasiyet esasynda

Sns.[(3+sin6 x)dxs4n
0
densizligi alarys. >

§6.4. Yokarky cagi Uytgeyanli integral

1.Yokarky cagi Uytgeyanli integralyii Gizniiksizligi. Eger f funksiya
[a, b] kesimde integrirlenyén bolsa, onda ol funksiya 3-nji héasiyet boyunca
VX e [a,b] tein [a, x] kesimde hem integrirlenyar. Sonun gin
X
F(x)=[ ()t (a<x<b) (12)
a
integrala garamak bolar. Bu funksiya yokarky c¢agi Uytgeyanli integral
diyilyar.
1-nji teorema. Eger f funksiya [a, b] kesimde integrirlenydn bolsa,
onda F funksiya sol kesimde tUznuksizdir.
< Goy, erkin xe[a, b] nokat igin x+Axel[a, b] bolsun. Onda (12)
denlik esasynda
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X+AX X X+AX

F(x+ax)-F(x)= [ ft)dt—[f()de= [f(t)t.

a a X
f funksiyanyn [a, b] kesimde integrirlenyandigi Ugin ol funksiya sol
kesimde caklidir, yagny Vx € [a,b] tigin m< f(x)<M yerine yetyar.Soiia
g0ra orta baha hakyndaky teorema esasynda seyle p (m <u<M ) tapylyp,

X+AX
AF =F(x + Ax)-F(x)= '[ f (t)dt = pAx

denlik yerine yetyér. Bu denlikden bolsa Ax—0 bolanda AF — 0 gelip
cykyar we ol (12) denlik boyunca kesgitlenydn funksiyanyn [a, b]kesimde
tizniksizdigini gorkezyar.

2.Yokarky c¢agi Uytgeyanli integralyn differensirlenmegi. (12)
integralyn esasy hasiyetlerinin biri-de onun differensirlenme hasiyetidir.

2-nji teorema. Eger f funksiya [a, b] kesimde (zniksiz bolsa, onda
(12) formula boyunca kesgitlenen F funksiya differensirlenyandir we

F'(x)=f(x). (13)
< Goy, x € [a,b] tigin x+ Ax [a,b] bolsun.Onda (12) denlik esasynda
X+AX X X+AX
F(x+ax)-F()= [ ft)de—[f(t)de= [ f(t)ot

denligi alarys. (11) formula esasynda ony

X+AX
F(x+Ax)-F(x)= .[ f(t)dt = f(c)Ax, c=x+0Ax (0<0<1)

gorniisde yazmak bolar, yagny AF = f(c)Ax. Ondan gelip gykyan

AF
—=f(c)= f(x+ 6AX

"= £(0)= Flx+ o)
denlikde Ax — 0 bolanda predele gecip, f funksiyanyn [a, b] kesimde
Uznuksizligi esasynda, (12) denlik boyunca kesgitlenyan F funksiyanyn
differensirlenyandigini we (13) denligi alarys. >

3. Uzniiksiz funksiyanyn asyl funksiyasynyn barlygy. [a, b] kesimde

Uznuksiz her bir f funksiyanyn sol kesimde asyl funksiyasy bardyr we
onun erkin ¢ asyl funksiyasy
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vV =x[g*(ydu
C
formula dogrudyr.
11-nji mysal. Xy =6, x =1, X = 6 ¢yzyklar bilen céklenen egrigcyzykly
trapesiyanyn  Ox okun dasyndan aylanmagyndan alynyan jisimin
goéwrlimini tapmaly.
< Trapesiyany yokarsyndan céklendirydn Xy =6 giperbolanyn
denilemesinden y =6/x tapyp we (32) formulany ulanyp alarys:
6
36 1
V =n[= dx=-36n=
1 X X
5. Uytgeyan guyjui isi. Goy, M material nokat F =F(x) Uytgeyan
glyjun tasiri esasynda Ox ok boyunga guyjln ugruna ugurdas hereket edyén
bolsun. M nokadyn a-dan b gegmegi igin F =F(x) giyjin eden isini
tapmaly, bu yerde F(x) funksiya [a, b] kesimde tizniiksizdir.

6 1
= —367{— —lj =30m. >
1 6

[a, b] kesimi uzynlyklary Ax, =x; —x,, bolan [x,;, x;] (i =1,_n) n
boleklere bolelin. Her bolekde erkin t; nokat alyp, sol bolekdaki giyc
hemiselik we F(t;) den hasap edelii. Onda F(t; )Ax; kopeltmek hasyl
guyjun Ax; kesimdéki isinin takmyn bahasyny anladyar. Seyle kopeltmek
hasyllary jemlép, F =F(x) giyjiin [a, b] kesimdaki isinin

A, = z F(t; )Ax, (33)

takmyn bahasyny alarys. Ol jem [a, b] kesimde (zniiksiz F(x)
funksiyanyn integral jemidir. Sona goré-de d =max Ax; (i =1_n) ucin ol
jemitt d >0 (n— o) bolanda predeli bardyr we ol (ytgeyan F =F(x)
giyjin [a, b] kesimdéki isini anladyar. Seyle hem ol predel F(x)
funksiyanyn [a, b] kesimdaki integralyna dendir, yagny

n b

A=lim > F(t; )Ax, =£F(x)dx :

6. Kabir fiziki we himiki meseleler. Fiziki we himiki meseleler
¢Ozllende ilki bilen haysy ululygy baglanysyksyz tytgeyan ululyk, haysyny

287



V, z S(t, )AX, (31)

jem [a,b] kesimde Uzniksiz S( ) funk5|yanyf1 integral jemidir. Ol jem
bolek silindrlerden diizilen we berlen jisimi takmyn calsyryan basgancak
jisimin géwrimini anladyar.

Eger d=maxAx, (k:l,_n) ucin  d—>0 Dbolanda (31) jemin V
predeli bar bolsa, onda sol predele G jisimiti gowrimi diyilyar.

S(x) funksiyanyn [a,b] kesimde uznuksizligi esasynda (31) integral
jemin predeli bardyr, yagny jisimin gowrimi

N b
Vv =(Ijin?)Z:S(tk)Axk =.[S(x)dx
= a

formula boyunga tapylyar.

Xy Cx X b

bah

S-njy surat

Eger jisim yokarsyndan (zniksiz y=f(x)(a<x<b) funksiyanyi
grafiginin dugasy bilen ¢aklenen egrigyzykly trapesiyanyn Ox okunyn
dasyndan aylanmagyndan alnan bolsa (9-njy b surat), onda onuii Ox okuna
perpendikulyar kese-kesigi tegelekdir we x nokat ticin onun radiusy f(x)
dendir. Sonun Ggin ol kese-kesigin meydany S(x)=nf2(x) we (31)
formula esasynda aylanma jisimin géwrimi (gin

b

V= f2(xJix (32)
formula alynyar. Suia menzeslikde, x=0, y=c, y=d, x=g(y) gyzyklar

bilen cdklenen cCDd egricyzykly trapesiyanyn (9-njy ¢ surat) Oy
okunyn dasyndan aylananda alnan jisimin géwrimi tgin
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X) =j f(t)dt+C (14)

a

gornlisdedir (bu yerde C — hemiselik san).

< f funksiyanyn [a,b] kesimde Gzniiksizligi esasynda sol kesimde
F funksiya differensirlenyar we F'(x)= f(x) deiilik yerine yetyar, yagny
F funksiya[a, b] kesimde f funksiyanyi asyl funksiyasydyr. Diirli ¢ we
F asyl funksiyalaryn  biri-birlerinden  hemiselik ~ san  bilen
tapawutlanyandygy ugin, @(x)=F(x)+C bolar, yagny (14) formula
yerine yetyéar.

4. Nyuton - Leybnis formulasy. Eger f funksiya [a, b] kesimde
Uznuksiz bolsa, onda ol funksiya sol kesimde integrirlenyandir we onunn ¢
asyl funksiyasy Ugin

if Jdx = o(b) - o(a )=<p(x)( (15)

formula dogrudyr.

< Bu sertlerde f funksiyanyn integrirlenyéndigi we onun erkin asyl
funksiyasynyn (14) formula boyunca kesgitlenyéndigi esasynda, (14)
formulada X=a goyup, (p(a)=C denligi alarys we ol formulany

X

o(x)= f(thdt + o(a)

a

gorniisde yazarys. Bu formuladan bolsa x =b bolanda (15) formula gelip
cykyar. >
(15) denilige Nyuton - Leybnis formulasy diyilyar.
8 6. 5. Integrirlemegin usullary

1. Uytgeyéani calsyrmak usuly. Bu usul seyle teorema esaslanyar.
3-nji teorema. Eger f funksiya [a, b] kesimde tizniiksiz we g

funksiya [o, B] kesimde Uzniiksiz differensirlenyan bolup, g(a)=a,
g(B)=b bolsawe Vtela, p] tgin g(t) funksiyanyi bahalary [a, b]
kesime degisli bolsa, onda
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b

[ ()= j (t)]o ()t (16)

a o

formula dogrudyr.

< Goy, F funksiya f funksiyanyii [a,b] kesimdaki kébir asyl
funksiyasy bolsun, diymek F funksiya [a, b] kesimde differensirlenyar.
Sonuii iigin hem cylsyrymly  F[g(t)] funksiya hem [a, B] kesimde
differensirlenyar we

{Flo®)] =Flowle't)= fla)at).

Bu denlik F[g(t)] funksiyanyi [o, B] kesimde f[g(t)lg'(t) funksiyanyii
asyl funksiyasydygyny anladyar. Seylelikde, Nyuton-Leybnis formulasy
esasynda

f(x)x = F(b)- F(a)

D ey T

[ o0l ek - Flofp)-Flofe)]

Serte gord, g(B)=b, g(a)=a. Sonun esasynda sonky denliklerifi sag

bolekleri den bolar. Sonun Ugin olaryn ¢ep bolekleri hem dendir, yagny
(16) formula yerine yetyar. >

Ol formula kesgitli integralyn Uytgeyani ¢alsyrmak formulasy diyilyar.

3

4-nji mysal. I

X
o VX+1
< Integraly hasaplamak ticin t=+/x+1 calsyrmany ulanarys. Onda
x=t%—1, dx=2tdt bolar. t =+/x+1 deligi ulanyp, integralyn caklerini
taparys: X, =0 bolanda t, =1 we x, =3 bolandat, =2 bolar. Onda
(16) formula esasynda

3

dx integraly hasaplamaly.

X 2t2_1 2(2 }j 2 ) 2
! _Hldx:]'—t 2tdt=2Jl't -1 t=2J't dt—zjl'dtz
2 3|2 2 9 8
NG R R T
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(29) funksiyanyn integral jeminin predeline dendigini goérkezmek bolar.
Sonun esasynda hem aylanma Ustiin meydanynyn

b
q=2njf(xh/1+f'z(x)dx (30)

a
formula boyunga tapylyandygy subut edilyér.
Bellik. Eger st x=g(y) (c <y <d)deiileme bilen berlen AB duganyii

Oy okunyn dasyndan aylanmagyndan alynyan bolsa, onda onuti meydany
d

q=2r[g(yW1+g'" (y)dy

C
formula boyunga tapylar.
10-njy mysal. y+ x =2 goni ¢yzygyn koordinata oklarynyn arasynda
yerlesyan kesiminiin Ox okunyn dasyndan aylanmagyndan alynyan stunin
meydanyny tapmaly.
< Goni ¢yzygyn kesimi tgin  y=2-X (0 <x< 2), y'=-1. Sona
gora (30) formula esasynda

q= ZRT(Z—X)«/de = Zﬁn'zf(Z—x)dx =
_Z\ET{ZX—7J =42

5. Jisimifi géwrimi. Goy, x nokatda Ox okuna perpendikulyar
tekizlik gegirilende berlen G jisimin kese kesiginde alynyan S(x)
meydany belli bolsun we ol x goré [a,b] kesimde Uzniiksiz funksiya
bolsun. Ol jisimin V. gbwrimini tapmak (gin [a,b] kesimi

a=X, <X <..<X,4 <X, =Db nokatlar arkaly béleklere boleli we sol
nokatlar boyunca Ox oka perpendikulyar tekizlikler gecirelin. Sunlukda,
jisim n gatlaklara boliner (9-njy a surat). Eger X=X, , Wwe X=X,
tekizliklerin arasyndaky gatlagy beyikligi Ax, we esasynyn meydany
S(t, ), ty €[%s x| bolan silindr bilen calsyrsak, onda ol silindrin
gowriimi S(t, JAx, dei bolar. Onda seyle géwriimlerin jeminden diziilen
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X% +y'? =p?(0)+p*(6)
denlikler esasynda, polyar koordinatalarynda berlen duganyt uzynlygy

- [ o e

formula boyunca tapylar

4. Aylanma Ustun meydany. Goy, [a, b] kesimde uznUksiz we otrisatel
ddl f funksiya iigin AB duga y = f(x)(a<x<b) funksiyanyn grafigi
arkaly berlen bolsun. Eger a=X, <X <...<X,4; <X, =b nokatlar
arkaly [a,b] kesimi boleklere bdlsek, onda olara AB duganyn
M, =M, (x, f(x)){i=1n) nokatlary degisli bolar (8-nji surat). Ol
nokatlary yzygiderli birikdirip, kabir dowuk ¢yzyk alarys, sunlukda onun
M; M, bdleginii uzynlygy

Ii = \/(Xi - XH)Z +(f(xi)_ f(XH))Z (26)
dendir. Dowlk ¢yzygyn M, M, bolegi Ox okun dasyndan aylananda
kesik konusy (f(x,,)= f(x) bolan halda silindri) emele getiryar. Ol

aylanma Ustin meydany n(y, , +y;)l; dendir. Onda &hli dowilk gyzygyn

Ox okunyn dasyndan aylanmagyndan emele gelen Gstiinin meydany
n
an = WZ(VH +yi)ls v = (%) (27)
i=1
dendir. Eger f funksiyanyi [a,b] kesimde Uzniiksiz 6nlimi bar bolsa, onda
(26) denligi (25) gorniisde yazmak bolar. Sonun tgin (27) denlik

q, = Zniw L+ f2(c;) A% (x4 <c <X) (28)

gornusi alar. Bu jemin d —0 bolandaky q predeline aylanma Ustin,
yagny y= f(x), a<x<b funksiyanyn grafiginin Ox okunyn dasyndan
aylanmagyndan emele gelen Ustlinin meydany diyilyar.
(28) denlikden gornusi yaly, ol jem
2nf (X1 + f'2(x) (29)
funksiyanyn integral jemi daldir.Y&ne ol jemiii d — 0bolandaky predelinin
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2. Bolekleyin integrirlemek usuly. Bu usul seyle teorema esaslanyar.
4-nji teorema. Eger u we v funksiyalar [a, b] kesimde uzniiksiz
differensirlenyan bolsalar, onda seyle formula dogrudyr

b b

Julb (e =ulMx) [l @)

a a

< Kopeltmek hasyly differensirlemek dizgiinini ulanyp, [u(x)v(x)] =

=u'(x)v(x)+ u(x)v'(x) defligi alarys. Bu denligin sag boleginiii [a, b]
kesimde tzniiksizligi Ggin onuni ¢ep bolegi hem sol kesimde Gzniksizdir.
Sonun Ugin ol denligi  a-dan b cenli integrirldp, integralyn hésiyetini we
cep bolekdaki funksiyanyii asyl funksiyasynyi u(x)v(x) bolyandygy Ugin,
Nyuton-Leybnis formulasyny ulanyp,

u(x)x v(x)(: = .? u"(x v(x)dx + .? u(xv'(x)dx

denligi alarys. Bu yerden bolsa ansatlyk bilen (17) formula alynyar. >

Ol formula gysgaca
b

- '[ vdu
a a
gornusde yazylyar we ona bolekleyin integrirlemegin formulasy diyilyér.
3

5-nji mysal. '[ xe?*dx integraly hasaplamaly.
12
< Eger u(x)=x, v/(x)=e®*, a=1/2, b=3 alsak, onda u'(x)=1 we

b b
'[udv=uv
a

v(x)=e? /2 bolyandygy esasynda, (17) formulany ulanyp taparys:

3 2x | 3 3 2x 3
'[xezxdx=xe —ljezxdx=e (X—EJ =Ee6. >
72 2 |2 2]/2 2 22 4

8 6. 6. Kesgitli integralyn ulanylysy
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1. Egrigcyzykly figuranyn meydany.llki bilen egrigcyzyly trapesiyanyn,
yagny yokarsyndan y=f(x) (f(x)>0) zniiksiz funksiyanyi grafigi,
cepinden we sagyndan degislilikde x=a we x=b goni ¢yzyklar we
asagyndan Ox oky bilen ¢éklenen figuranyn (1-nji surat) meydanynyn
integral arkaly tapylys formulasyny gorkezelin. Egricyzykly trapesiyanyn
meydany hakyndaky mesel& seredenimizde onuti meydanynyn (1) predele
dendigini we kesgitli integral disunjesini girizenimizde ol predelin kesgitli
integrala dendigini (3) formulada gorlpdik. Sona goré-de (1) we (3)
formulalar boyunca egricyzykly trapesiyanyn meydany tcin

b

§ = [ (x)dx (18)

formulany alarys.

Suna menzeslikde, eger egrigyzykly
trapesiya sagyndan x = g(y)funksiyanyn
grafigi, asagyndan we yokarsyndan
y=c, y=d goni¢yzyklar we ¢epinden
Oy oky bilen ¢éklenen bolsa, onda onun
meydany

d
s=[g(y)y (19)

formula boyunga tapylyar (2-nji surat).

2-nji surat

Eger ABCD figura asagyndan ¥
y="f(x) we yokarsyndan B y=F>(x)

y=f) - funksijalarys
grafikleri,  cepinden  we
S; iygdar;dr?? ISZyzyk)iaT abi:’gﬁ A ////

%

caklenen bolsa, onda onui y=Ff1(x) b
meydanyna MBCN we MADN M N
egrigyzykly trapesiyalaryn ﬁL a b z
meydanlarynyn tapawudy

hokmiinde tapmak bolar (3-nji surat). 3-nji surat

Sonurni Ugin hem formula (18) esasynda ol figuranyi meydany Ggin
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n n
i=1 i=1
dedligi, yagny (24) integralyn integral jemini alarys. [a, b] kesimde
1+ f'2(x) funksiyanyf Uzniiksizligi esasynda, d = max AXx, (i =1_n)
ticin d —0 bolanda ol jemin predeli bardyr we ol predel (24) integrala
dendir. d <d bolyandygy iicin (d —>0):>(d —>0). Sota gora
n

b
| = lim P, = lim 11/1+ f2(c, A, =£J1+ f2(x)dx . >

d—0 =

9-njy mysal. y = «/? 0 < x <5 duganyn uzynlygyny tapmaly.
a y=+/x° denlikden y'=3yx/2 onumi tapyp we (24) formulany

ulanyp alarys:
5 3 2 5 9x
I=]./1+|=+/X| dx= 1/1+—dx:

5 1/2 E
:ﬂj(lJr%j d(l+%j:£[l+%jzi):ﬁ, >
9 0 4 4 27 4 ) o0 27
Eger AB duga x=0o(t), y=y(t)(a<t<p) parametrik gornisde
berlen bolup, a=¢(a) @(B)=b bolsa, onda x=o(t), dx=e'(t)dt

calsyrma girizip we parametrik gornisdaki funksiyanyn oOnuminin
formulasyndan peydalanyp, (24) formuladan onun uzynlygy ¢im

b B (s )\ 2 B
= [ 2o = | 1+(‘(';,_((:))J (00t = [0 20+ v et
a o o}
formulany alarys.

Eger AB duga polyar koordinatalarynda p=p(8) (. <6<B) deileme
arkaly berlen bolsa, bu yerde p=p(6) zniiksiz differensirlenyan funksiya
we A we B nokatlara o we [ degisli bilsa, onda polyar we dekart
koordinatalaryny baglanysdyryan formula esasynda AB  duganyn ©
parametre gérd x =p(0)cos 8, y =p(8)sin® denlemesini alarys.Sona géra

x'=p'(0)cos @ — p(0)sin O, y'=p'(0)sin O+ p(6)cosH,
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bilen belgilalin. Eger déwuk ¢yzygyn i-nji boleginin uzynlygy I, bolsa,
onda perimetr ol boleklerin jemine den bolar:

i=1

Goy, d=maxlj (i:l,_n) bolsun. Eger d -0 bolanda perimetrin |
predeli bar bolsa, onda sol predele AB duganyn uzynlygy diyilyar:
n
I=1lim ) I
d—0 -y
Bu kesgitlemeden peydalanyp, [a, b] kesimde Uzniksiz differensirlenyan f
funksiya G¢in, AB duganyn uzynlygynymn

|='b[,/1+ f2(x)dx (24)

formula boyunga tapylyandygyny gorkezelin.

|

I D WD W WU WD V. W SI S

0 =x”X

8-nji surat
Eger M, =M, (x;, f(x;)) bolsa, onda déwiik ¢yzygyn i-nji boleginin

uzynlygy I, =/(x, = x4 )? +[f (x;)— f(x., ) bolar.Lagranzyii formulasy
esasynda
FOx) = fxia)= £e fx —xi) (xig < <%).

I, =41+ F2(c;)Ax, (Ax, =% =X 4). (25)

Bu denlik esasynda déwiik ¢yzyklaryn perimetri ticin

Sonun Ggin
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formulany alarys.

Eger egricyzykly figura cepinden Y
we sagyndan x=g,(y), x=9,(y) at
funksiyalaryn grafikleri, asagyndan
we yokarsyndan y=c, y=d goni
cyzyklar bilen (4-nji surat) ¢éklenen
bolsa, onda onuin meydany

d
s=[lo.()-0.ly v °
c 0
formula boyunga tapylyar. X
4-nji surat

Egricyzykly figuranyn ~ basga gornlsleriniii meydanlaryny tapmak
ucin olary her boleginde yokarda getirilen formulalary ulanyp bolar yaly
boleklere bélmeli.

6-njy mysal.y=x2/2 parabola we x=2, y=2x goni ¢yzyklar bilen
caklenen figuranyn meydanyny tapmaly (5-nji surat).

< Gyzyklar (0,0), (2, 2) we (2, 4)
nokatlarda kesisyérler. Ol figuranyn
yokarsyndan y =2x goni ¢yzyk bilen, 4}----__

asagyndan y=x2/2 parabola bilen

caklenyénligi esasynda, (20) formuladan
peydalanarys:

2 2 32 E
Szj.(ZX—X—JdX:(XZ—X—J =§. > :

° 2 6 Jo 3 0 2 "
1-nji bellik.Eger egrigyzykly trapesiyany 5-nji surat
yokarsyndan caklendiryan egri  ¢yzyk
x=0(t), y=w(t) (e <t <p) parametrik gorniisde berlen  bolup,

a=o(a) @(B)=b bolsa, onda x=q(t), dx=q'(t)dt calsyrma girizip, (18)
formuladan onun meydany ugin
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B

S = [lt)o'(t)dt (22)
formulany alarys.
7-nji mysal. x=acost, y=bsint ellips bilen céklenen figuranyn
meydanyny tapmaly.
< Ellipsin koordinatalar oklaryna goérda simmetrikligi sebdpli, onun
birinji ¢aryekde yerlesyan boleginin meydanyny tapyp, ony 4-e kopeltmek
yeterlikdir. Bu halda x ululyk O-dan a cenli yitgeyar. Sonun Ggin t
parametr 1/2-den 0-a cenli Uytgeyér. Sona goré (22) formula esasynda
- . " "?1_ cos 2t
S =4'[ bsint(-asint)dt = 4ab '[smz tdt = = 4ab '[ T dt=
/2 0 0 2
/2 /2 .
=2ab '[dt —2ab '[cos 2tdt =2ab(t _sh ZtJ
0 2

0

/2
=nab . >
0

2. Polyar koordinatalarynda meydanyi formulasy. Goy, p(@)
funksiya [a, ] kesimde Gzniiksiz we otrisatel dal bolsun. Polyar
koordinatalarynda p = p(@) funksiyanyn grafigi we polyar oky bilen o
we S burglary emele
getiryédn sohleler bilen
caklenen  egrigyzykly
OAB sektoryn (6-njy
surat) meydanynyn

14
N SZE!’) (0)d6 (23)

6-njy surat

formula boyunca
tapylyandygyny gorkezelin.

Onui iigin OAB sektory OM, ,M; (i=1,2, ... ,n) elementar sektorlara
bolelin we  i-nji sektoryn burguny A6, =0, —6,, bilen belgilélin.
¢, €[0,,,0;] tgin i-nji bolek sektory radiusy p; =p(p;) we merkezi
burgy A8, bolan tegelek sektor bilen cgalgyralyn. Onuii meydany

AS; =(pi2Aei)/ 2 dendir. Seyle sektorlaryn meydanlarynyn
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1 pZA0;, 1
Snzszz—_ piz((Pi)Agi

jemi Dbolsa egricyzykly
sektory takmyn calsyryan
basgancak sektoryn
meydanyna dendir. Eger
d = max A6, (i =1, n)
ucin ol jemin  d—0
(n—> ) bolanda predeli
- X Dbar bolsa, onda sol predele
L egricyzykly sektoryn
g meydany diyilyar.
i Seylelikde,  kesgitleme
esasynda ol  sektoryn
7-nji surat me)'/dany

R 1k,
S _‘I’I—%E;pi (o7 )6, —E;[P (0)do

bolar, ¢unki bu halda integral jemin predeli bardyr.

8-nji mysal. p®=a’sin20 lemniskata bilen céklenen figuranyi
meydanyny tapmaly (7-nji surat).

< Lemniskatanynn 6=m/4 so6hla gord simmetrikligi esasynda, onui
1/4 boleginin meydanyny taparys:

1 n/ 4 n/ 4 2 /4

1.1 J‘azsinzedezia2 J sin 20d(20)= -2 cos 20 S
2 S 4 0 4 4

4 0

Sonui esasynda S =a?. >

3. Egri gyzygyii dugasynyii uzynlygy. Goy, [a, b] kesimde tizniiksiz f
funksiya tgin, AB duga y=f(x) funksiyanyn grafigi hokminde berlen
bolsun. [a,b] kesimi a=x, <X <..<X,, <X, =Db nokatlar arkaly

boleklere bolelin. Ol nokatlara AB dugada M,, M,,...,M, nokatlar
degisli bolar (8-nji surat). Olary hordalar arkaly birlesdirip, AB duganyn
icinden ¢yzylan kabir dowik ¢yzygy alarys. Onun perimetrini P,
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i(anJ_rbn)=(a1ibl)+(a2J_rbz)+...+(anirbn)+... (34)

hatara (1) we (33) hatarlaryn algebraik jemi diyilyar.
12-nji teorema. Eger (1) we (33) hatarlar yygnanyan bolsa onda
(34) hatar hem yygnanyr we

> (3, tb) =) a,£) b, (35)
n=1 n=1 n=1
denlik dogrudyr.
320

D ey

f (x)dx :j f (x)dx +j~ f (x)dx (38)

gornlisde kesgitlenyar. Sunlukda, ol integral (38) denligin sag boélegindaki
integrallaryn ikisi hem yygnananda yygnanyandyr. Edil sonun yaly f
funksiyanyn [a, b] kesimin uclarynyn ikisinin etrabynda-da ¢éklenmedik
halynda hem hususy dal integral (38) denlik boyunca keskitlenyar, yone ol
deiilikde c e [a, b] erkin nokatdyr.

2
12-nji  mysal. I (d—);-)a integralyn o >0  parametrin  haysy
X_
1

bahalarynda yygnanyandygyny barlamaly.
< Bu integral (37) gornusdaki integraldyr. Sonun lcin hem Nyuton-
Leybnis formulasyny ulanyp, (37) denlik esasynda o #1 bolanda

2 2 1-a 1-a

d . dix-1) . -1 21—
J. qullmJ. (X q):llm(x ) ¢
1 (X_l) £—0 (X_l) >0 1—o |ue 0 1—q

o, a>1

l+e

L,0<a<l
1-a

denligiwe o =1 bolanda

2 2 _ 2
| X im | D _ iy In(x—l)( — lim(~Ing) = oo
1 (X—l)a 0 3 (X—l) -0 L. &0

deniligi alarys. Seylelikde, integral 0 <o <1 bolanda yygnanyar, o >1
bolanda dargayar. >

Caksiz funksiyanyn hususy dal integrallary Gc¢in hem 7-nji we 8-nji
teoremalalar yaly teoremalar dogrudyr. Bu halda hem detiesdirilyén integral
hékminde yygnanyandygy ya-da dargayandygy belli bolan integral
alynyar.

2
13-nji  mysal. J. ax - integralyn  yygnanyandygyny
1 Ax=1+5(x-1)

barlamaly.
< Integral astyndaky funksiya tgcin
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1 1 1

Ux—1+5(x-1) = 3/(x-1) B (x-1)"°

densizligin yerine yetydndigi we 12- nji mysal esasynda
2

integralyn yygnanyandygy ugin, deiiesdirme nysany boyunca

'[ dx
1 (X _1)1/3
integral yygnanyandyr. >

§ 6. 9. Eyler integrallary barada dustnje
1.Eyler gamma-funksiyasy.

Hususy dal
r(x)= e t**dt (39)
0

gornlisdaki ntegrala Eyler integralynyn ikinji gérnusi ya-da Eyler gamma-
funksiyasy diyilyar.

Bu integral hususy dél integrallara mahsus bolan ayratynlyklaryn
ikisini hem 0ziinde saklayandyr. Birinjiden-& integrirlemeklik tiikeniksiz
bolan [0,+oo) aralykda gegirilyar, ikinjiden bolsa x < 1 bolanda
integral astyndaky funksiya t =0 nokatda ¢aksizdir. Mélim bolsy yaly,
beyle integraly deriiemek Ugin ony F(x)=Fl(x)+F2(x) integrallaryn
jemi gornisinde yazyarlar, bu yerde

1 +o0
r(x)=[vtetdt,  r,(x)= [t dt.
0 1

Bu integrallaryn birinjisi VvV x > 0 (gin denesdirme nysany boyunca
yygnanyandyr, ¢linki Vvt e [0, 1] Ugin

1
et <t*? we j 1t
0

integral yygnanyandyr. Integrallaryn ikinjisi hem sol nysan boyunca
X-1,-t X+1
= lim

to+o @

=0 denlik esasynda yeterlik uly

yygnanyar, ¢tnki lim "
t—>+0

t72
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n+p

D la<e

k=n+1
densizlik yerine yetyér. Sona géra n we p belgilerin sol bir bahalary
we Ve>0 (gin
n+p
2.8
k=n+1
yagny Kosinin kriterisi boyunga (1) hatar yygnanyar. >

Bellik. (1) hataryn yygnanmagyndan (31) hataryn yygnanmagy

gelip ¢ykmayar. Ona 9-njy mysaldaky hatardan p=1 bolanda

alynyan we yygnanyan

n+p

< Z|ak|<e,

k=n+1

0

(- @)

n=1 n
hatar mysal bolup biler, ¢linki bu hataryn agzalarynyn absolyut
ululyklarynyndan diiziilen hatar dargayan garmoniki hatardyr.
Eger (1) hatar yygnanyan bolup, (31) hatar dargayan bolsa, onda
bu halda (1) hatara sertli (absolyut dal) yygnanyan hatar diyilyar.
Seyle hatara (32) hatar mysal bolup biler.

10-njymysal. i(—l)”+li (p>1)  hataryin  absolyut

n=1 nP
yygnanmagyny deriiemeli.
< Bu hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiztilen
1
= nf

hatar 8-nji mysal esasynda p>1 bolanda yygnanyar we sonun Ggin

berlen hatar absolyut yygnanyar, 11-nji teorema esasynda bolsa ol
yone hem yygnanyar. >
4. Hatarlar bilen gecirilyan amallar. Eger (1) hatardan basga

b, (33)

hatara garasak, onda olardan alynyan
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limS, ,=limS, +lima,, . =S.
Seylelikde, lim S, =S predel bardyr we (28) hatar yygnanyar.
Indi (29) we (30) densizlikleri gorkezelin. 2-nji sert esasynda

82n+1 = SZn—l _(aZn - a2n+1) < SZn—l’
yagny {S,,,,fartmayar. Sona gora lims,,,, =limsS,, =S deiliklerit
we {S,,} yzygiderligin kemelmeyandigi esasynda (29) desizlikler
gelip ¢ykyar. Ony S, ,-a, <S<S, +a,,. go0rnisde yazyp,
S,,,—-S<a,, we S-S, <a, , densizlikleri alarys. Olardan
bolsa VneN (gin (30) gelip gykyar. >

00

9-njy mysal. Z(—l)””ip (p>0) hataryii yygnanmagyny
n

n=1
dernemeli.
< Agzalarynyn alamatlary gezeklesyan bu hatar dcin p > 0
bolanda Leybnisin nysanynyn sertleri yerine yetydr. Sona gora hatar
sol nysan esasynda yygnanyar. >
Bu hataryn hususy haly bolan p=1 bolanda alynyan

Z(—l)””l=1—1+1—£+...+(—1)n+1 +...

ary n 2 3 4
hatar hem yygnanyar we onuii S jemi Ugin (29) esasynda n=1
bolanda 1/2 <'S <5/6 desizlikler yerine yetyar.

2. Absolyut yygnanyan hatarlar. (1) hatar bilen bilelikde onun
agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen

> Jay| (31)
n=1
hatara garalyn.

Eger (1) hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan duzilen (31)

......

11-nji teorema. Her bir absolyut yygnanyan hatar yygnanyandyr.
<1 Eger (31) hatar yygnanyan bolsa, onda Kosinin kriterisi esasynda

Ve >0 ucin N>n, tapylyp, Vn>n, we VpeN igin
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Xx=1,-t
t Ggin

<1, yagny t*'e <t we I% integral yygnanyar.
1

t72

Seylelikde, 7,(x) we I',(x) integrallaryi ikisi birden ¥ x > 0 {igin
yygnanyar we sonun esasynda [’ (x) integral hem Vv x >0 (gin

yygnanyar. Seylelikde, x-ini her bir poloZitel bahasy t¢in Eyler gamma-
funksiyasy kesgitlenendir.
Bolekleyin integrirleme formulasyny ulanyp,

r(x+1)= +Jzotxetdt - —Ttxd(et): et [+ th“etdt = xI"(x)
0 0 0 0

detligi alarys, ctinki —t*e™

= lim (—t—tj = 0.Seylelikde,V x > 0 tgin

0 t—+ool e

I(x+1)=xI(x) (40)
formula dogrudyr. (39) formuladan x =1 bolanda alynyan

r@)=fe'dt=1
0

denlik esasynda (40) formuladan x=1,2,...,n bolanda alarys:
r(2)=1.-r@)=1, r(3)=2-r(2)=21, r(4)=3-r(2)=3-2!1=3,
r'(n+1)=n(n-1)--2-1=n! (41)

2. Eyler beta-funksiyasy. Hususy dél
1
B(x, y)= [t (@-1)""dt (42)
0
integrala Eyler integralynyn birinji gornlsi ya-da Eyler beta-funksiyasy
diyilyar.
Bu integrala hususy dal integral diyilmegi  f(t, x, y)=t**(1-t)""

funksiyanyin 0 <x <1 bolanda t =0 nokatdawe 0 <y <1 bolanda t=1
nokatda céksizligi esasyndadyr. Sonun Ggin integraly

12 1
B,(x, y)= [t (1-t)7dt,  B,(x y)= [t {L-t)dt
0 72
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integrallaryn B(x, y)= Bl(x, y)+ B, (x, y) jemi gornlisinde anladarys.
te[0,2/2] bolanda (1-t)"™ funksiyanyn Gzniiksizligi sebépli ol
caklidir, yagny (L—t)’" <M, we sonun ugin  f(t,x, y)< M t*™".
tefl/2,1] bolanda t** funksiyanyii tzniiksizligi sebapli ol funksiya
caklidir, yagny t** <M, we f(t,x, y)<M,(1—t)". Sonuii esasynda,

12
Bl(x, y) integraly x>0 bolanda yygnanyan J.tx’ldt integral bilen,
0

1
B, (X, Y) integraly bolsa y > 0 bolanda yygnanyan j(l—t)y’ldt
12
integral bilen denesdirip, B(x, y) integralyn x>0, y>0 bolanda
yygnanyandygyny alarys. Seylelikde, Eyler beta-funksiyasy x>0, y >0
bolanda kesgitlenendir.
(43) integralda u= 1 t calsyrma g|r|2|p,

B(x, y)= It“l t)"dt = J.(l—u)x’luy’ldu=

1

= Iuy’l(l—u)x’ldu =B(y, x) (44)
0
denligi alarys, yagny beta-funksiya Uytgeyanlerine goré simmetrikdir.
Eylerin gamma-funksiyasy bilen beta-funksiyasyny baglanysdyryan
seyle formula bardyr:
r\x)r
B(x, y):—( )r(y). (45)
I'(x+y)
Bu formuladan Xx =Yy = ]/2 bolanda 7°(1)=1 denlik esasynda

r{%j_s(zl’ 1} jt21 t zdt—'[\/tl 5 j\/t =

:1 d(t-1/2) _arcsin(2t 11 =
! T arcsin(2t 1)(0
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teoremalary ulanmak bolyar, clinki hataryn agzalaryny sana kopeltmeklik
onun yygnanmagyna-da, dargamagyna-da tasir etmeyar.

§ 7. 3. Agzalarynyn alamatlary tytgeyan hatarlar

1.Agzalarynyin alamatlary gezeklesyan hatarlar. Agzalarynyn
alamatlary Uytgeyan hatarlary 6wrenmekligi olaryn hususy haly
bolan islendik iki gonsy agzalarynyn alamatlary durli bolan
hatardan baslalyn. Seyle hatara agzalarynyn alamatlary gezeklesyén
hatar diyilyar we ol

Y (-1)"a, =a-a,+a,-a,+...+(-1)"a
n=1
gOrnusde yazylyar, bu yerde Vvne N (gin a,> 0.
10-njy teorema (Leybnisini nysany). Eger (28) hataryn
agzalary tg¢in

+... (28)

n

1° lima, =0,
2°. a,>a,,, VneN
sertler yerine yetse, onda (28) hatar yygnanyar we
S,, <SS, ., (29)
|rn|=|S—Sn|£an+1, (30)

buyerde S we S, degislilikde (28) hataryn jemi we bdlekleyin
jemi.

< Eger S, = Z(—l)k*lak bolsa, onda 2-nji sert esasynda VneN

k=1
UGIN Sy —San =gy —om2 20,  Yagny {S, } kemelmeyan
yzygiderlikdir. Ondan basga-da
Syp=a—(a,—a3) = —(8,,, —a,4) —8,, <&
densizligin esasynda ol yzygiderlik yokardan céklidir. Diymek, onuni
!]m S,, =S predeli bardyr. Sona géra S, , =S,, +a,,, denlik we 1-

nji sert esasynda {82n+1} yzygiderligin hem predeli bardyr:
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B n+1

[ f(x)dx < J' x)dx<S, <S

1
densizligi alarys. Ondan bolsa otrlsatel dél funksiyanyn hususy dél
(25) integralynyn yygnanyandygy gelip ¢cykyar.

Eger (24) hataryn ya-da (25) integralyn haysy-da birisi dargayan
bolsa, onda olaryn beylekisi hem dargayandyr, ¢unki tersine giiman
etmegimiz teoremanyn subut edilen bolegi esasynda olaryn ikisinin
hem yygnanyan bolmagyna alyp baryar, ol bolsa serte garsy
gelyar. >

Seylelikde, (24) hatar bilen (25) integralyn ikisi hem birwagtda
yygnanyarlar ya-da dargayarlar.

8-nji mysal. zip hataryn p parametrin haysy bahalarynda

n=t N

yygnanyandygyny we dargayandygyny anyklamaly.
< Bu hataryn agzalary bolan f(n):i (icin f(x):i
nP xP
funksiya x > 1 bolanda poloZitel we p>0 (c¢in artmayar,
yagny bu halda 9-njy teoremanyn sertleri yerine yetyér. Sonun
Ucin sol teorema esasynda hatar p > 1 bolanda yygnanyar,
0< p<1 bolanda bolsa dargayar, ¢linki bu halda (24) hususy dél

integral

gornlsi alar we ol integralyn  p > 1  bolanda yygnanyandygy,
O0< p<1 bolanda bolsa dargayandygy ozaldan malimdir. Eger-de

p<0 bolsa, onda |Imi¢0 we sonun Ugin hatar dargayar.

n—>oon
Seylelikde, hatar p > 1 bolanda yygnanyar we p<1 bolanda
bolsa dargayar. >
Bellik. Eger hataryn &hli agzalary otrisatel bolsa, onda ony —1 sana

kopeldip, ahli agzalary poloZitel hatary alarys. Sonun Ggin beyle hatarlary
dernemek (cin hem agzalary otrisatel dal hatarlar Ggin subut edilen
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denligi alarys. Sona gord x >0 bolanda F(x) >0 bolyandygy Ugin

rej —Jn ~1,772. (46)

denligi alarys. Ony ulanyp, hususy dal J. e dx integraly hasaplamak
0

bolar. Onun Ggin ol integralda x = \/f calsyrma girizip, alarys:
o ) 1 ) 1
[edx :E.[e’tt 2t :lje’ttz =it :ﬂ,
0 2% 2% 2 (2 2
Jn

yagny [e ™ dx=-+
5 2

Goniukmeler

1. Nyuton-Leybnis formulasyndan peydalanyp, kesgitli integrallary

hasaplamaly:
1

1) .[x“dx. 2) j[(xz +1)dx. 3) j\/;dx. 4) .[—dx
n;Zl 1':/2 1':/2

5) j’e“dx. 6) j sindxdx.  7) J’ cos xdx.  8) j

cos® x
2. Uytgeyam galsyrmak usulyndan peydalanyp mtegrallary hasaplamaly

In2

2)J'e—dx 3)J'\/49 x2 dx. 4)J'

DIM'

xdx
5) o .6) Jl'z,/4 5x dx. 7)'[1+x)\/_ !.' NS

9) 'E(l—;(x) 10)j )j\/i 12)?

3. Bolekleyin mtegrlrlemek usulyndan peydalanyp, kesgltll mtegrallary
hasaplamaly:

\/;+1

O'——.r—\

5xdx
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e e 2 2
dx
1) [In2xdx. 2) [xInxdx.  3) 22X 4)[(3-2x)e"**dx.

4. Berlen egri cyzyklar bilen caklenen figuralaryin meydanlaryny
hasaplamaly:

1) y=x*+1 y=0, x=1, x=4. 2) y=Inx, y=0, x=1, x=e.

3) y?-x+1=0, x-5=0. 4) x? —4x+y=0, y=0.

5) y—x*=0, y—x=0. 6) x=y-y*+6=0, x=0.

5. Polyar koordinatalarynda berlen egri ¢yzyklar blen céklenen
figuralaryn meydanlaryny hasaplamaly:

1) r=a(l-cos ) (kardioida). ~ 2) r=acos2 .

6. Egri cyzyklaryn dugalarynyn uzynlygyny hasaplamaly:

2
1) vy =X7—1 egri ¢yzygyn ox oky bien kesilen bolegi .
2) y*>=x% egricyzygyn x =% goni ¢yzyk bien kesilen bélegi .

. TT TT
)y=Insinx | =<x<—=
)Y (3 2)

7. Egri ¢yzygyn dugasynyni ox okunyt dasyndan aylanmagyndan emele
gelen Ustun meydanyny hasaplamaly:

3
1) y=ach> (~a<x<a). 2)y=X? (-2<x<2).
X

8. Egri cyzyklar bilen c¢dklenen figuralaryn ox okunyn dasyndan
aylanmagyndan emele gelen jisimleriti gdwrimini hasaplamaly:

1) 2y2=x3’ X=4. 2) yzé(eX_ex)’ y=0, x=0, x=L1.

9. Her litrinde 0,3 kg duz bolan suwuklyk minutda 2 1 tizlik bilen
icinde 10 | suw bolan gaba (zniiksiz guyulyar. Gaba guyulan suwuklyk
suw bilen garysyar we garyndy sol tizlik bilen gapdan ¢ykyar. 5 minut
gecenden son gapda nace duz bolar?

10. Géwriimi 200 m® bolan otagyn howasynda 015 % kémiirtursy
gaz (CO,) saklanyar. Wentilyator otaga diziminde 0,04% CO, bolan

howany minutda 20 m? tizlik bilen salyar. Nage minutdan son otagyi
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hususy dal integral birwagtda yygnanyar ya-da dargayar.
< Goy, B =k k+1] keN we S =) f(k) bolsun. f
k=1

funksiyanyn artmayandygy esasynda k <x<k+1 bolanda

fk+1)< f(x)< f(k) (26)
densizlikler yerine yetydr we sert boyunca f funksiya her bir Py
kesimde integrirlenydr. Sonun Ugin (26) densizlikleri k—dan k+1
cenli integrirlap we sonra jemléap,

kZ:f(k +1)ggkff (x)dxgkz:f(k)

densizlikleri alarys. Olardan bolsa

f1)< Tf (x)dx <SS, (27)

1

S

n+
densizlikler gelip ¢ykyar.
Goy, (25) integral yygnanyan we j f(t)dt=M bolsun, onda
1

n+1

vneN  {cin jf(x)dxéM bolar. Onuii esasynda bolsa (27)
1

densizliklerinn birinjisinden S, < f(1)+M densizlik gelip ¢ykyar,
yagny {S,} yzygiderlik yokardan gaklidir. Onun kemelmeyandigi
bolsa (24) hataryn agzalarynyn otrisatel déaldiginden gelip ¢ykyar.
Seylelikde, ol yzygiderligin predeli bardyr, yagny (24) hatar
yygnanyar.

Goy, (24) hatar yygnanyan bolsun we S =IlimS_ . Sunlukda,

{S,} yzygiderligin kemelmeyandigi igin S <S. VBell, +o)
ucin n + 1 > B serti kanagatlandyryan N >n sany gorkezmek
bolar. Sonun esasynda (27) densizliklerin ikinjisini ulanyp,
VBe[l,+oo) ucin
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hataryn yygnanmagynyn zerur serti yerine yetmeydr we hatar
dargayar. >

6-njy mysal. Z(SE—ZJ hataryn yygnanmagyny deriiemeli.

n=1
< Bu hatar ¢in

/ " 2n 2
Ilmﬂ/ =limp =lim =—<1
n—e n—e (3n +1j n->e3n+l 3

Sona goré-de Kosinin nysany boyunca hatar yygnanyar.
. = nd
7-nji mysal.
jimysal. 3 —T

n=1

| hataryn yygnanmagyny deriiemeli.

n’ (n+1)°
<8 =5 A = ’
2"n! 2" (n+1)!

a,, (+)° n*  2'nl(n+1)° _1(n+1jzi
a, 2™+ 2"n! 2"'(n+H!m* 20U n ) n
denliklerin esasynda
2
|imh=1|im(”—”j imE-0<1
n—o an 2 n—Hw n n—wo N
bolyandygy Ucin Dalamberin nysany boyunca hatar yygnanyar.
3. Kosinin integral nysany. Funksiyalaryn kabir gornusi
ucin hususy dél integralyn yygnanmagy hataryn yygnanmagy bilen

baglanysyklydyr.
9-njy teorema (Kosinin integral nysany). Eger f  funksiya

[1, +0) aralykda tizniiksiz, otrisatel dal we artmayan bolsa, onda

i f(k) (24)
hatar we )
T f (x)dx (25)

howasyndaky komdirtiirsy gazyn mukdary (¢ esse azalar?
11. Trapesiyalar usuly bilen n=10 alyp, integrallary hasaplamaly'

©odx ¢ dx
Y £1+x3' 2)~([1+2x3' )Il 33 )I1+4x

12. Parabolalar usuly bilen 2n =10 alyp, integrallary hasaplamaly:

1) 2) 0 odx 3) 0 dx 2) 0 odx
J.1+x ' ~([22+x2 ~([32+le ~([42+le

13. 0,001 cenli takyklykda integrallary hasaplamaly:

/2 2 /2

1) J.sin xdx.. Z)Iexdx. 3) J.cos—dx )I

24X

0 1
14. Hususy dal integrallaryn yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny
barlamaly'

K T odx
Y '[ (x+1)° -2 '([(x3+1) dx. 3) ~[1+x 4 ~[01+le
¢ dx t x“dx dx © dx
5){)( o 6).([ — 7)[3{/_ 8).[?.
Jogaplar

1.1) 1/5. 2) 8/3. 3) 14/3. 4) In2. 5) (e? —1)/2. 6) 0. 7) 1.8) 1.
2. 1) (3v2)2. 2) (4-n)2. 3) 49n/4. 4) 4/3.5) U4 6) 194/3
7) m/2.8) 2/3. 9) 0,24.10) 35/36. 11) 3. 12) 1. 3. 1) 2. 2)
(2¢° +1)/0. 3) 8. 4) (e +7)/9. 4.1)24. 2) 1. 3) 32/2. 4)32/2.
5) 1/6. 6) 125/6. 5. 1) (3ma”)/2. 2) (ra®)/2 .6.1) V6 +In(y2 ++/3)
2) 112/27. 3) (n3)2. 7. 1) ma’(sh2+2). 2) (34417 -2}/9. 8.

1) . 2) nfe? —e?)8+m/2.9. ~19kg. 10. 24 min . 11. 1) 0,83502. 2)
0,74766 . 3) 0,68976 . 4) 0,64719. 12. 1) 0,785398. 2) 0,231824 . 3)
0,107250 . 4) 0,061245. 13. 1) 1,000001. 2) 4,67078 . 3) 1,414214 .
4) 0,916402.14. 1) 1/5. 2) 1/3. 3), 4) yygnanyar. 5), 8) dargayar. 6),

7) yygnanyar .
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I1. 7. SAN HATARLARY
§ 7.1. Hataryn yygnanmagy we dargamagy

1. Hataryn kesgitlenisi we onum jemi. Matematikanyn dirli
bolimleri dwrenilende, seyle hem meseleleri ¢ozmekde onun
ulanylyan yerlerinde tikenikli jemler bilen birlikde tikeniksiz
jemlere, yagny gosulyjylaryn sany tikeniksiz artyan jemlere dus
gelinyédr. Yone beyle jemlerin hemmesi bilen tikenikli jemler bilen
gecirilydn amallary gecirip bolmayar. Sonun tgin hem biz ilki bilen
ol jemlerin ndmani anladyandygyny, olaryn hasiyetlerini we sonun
esasynda haysy sertlerde tlkenikli jemler bilen gecirilydn amallary
tiikeniksiz jemler bilen hem gecirip bolyandygyny anyklarys.

Hakyky sanlaryn a ,a,,...,a,,... yzygiderliginden diiztlen

da,=a+a, ..t +.. (1)
=1
anlatma tikeniksiz san hatary, ya-da yone hatar diyilyér.

Sunlukda, a,,a,,...,a,,... sanlara onun agzalary, a, sana bolsa
umumy ya-da n-nji agzasy diyilydr. Umumy a, agzasy belli bolan

hatar berlen hasap edilyar. Mysal (g¢in, a, =n—13 bolan (1) hatar

gOrnusde yazylyar.

Hataryn ilkinji n agzalaryndan dizilen

S,=a,+a,+..+8,=.3,
k=1

jeme hataryn bélekleyin jemi diyilyar.

Seylelikde,

S,=a, S,=a,+4a,,..., S, =a,+..+a,. (2)
Eger (1) hataryii bélekleyin jeminin {S, }yzygiderliginin tikenikli
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(g >1) densizlik yerine yeter we soniin Ugin 1.d.n. netijesi boyunca
(1) hatar dargayar. >
8-nji teorema (Dalamberin nysany). Eger agzalary polozitel (1)
hatar tGgin
lim Znt (1)

n—oo an
predel bar bolsa, onda ol hatar r<1 bolanda yygnanyar, r>1
bolanda bolsa dargayar.
< Yzygiderligin predelinin kesgitlemesi we (21) denlik esasynda
Ve >0 ucin Noan, tapylyp, Vn>n, Ugin

a
r-e<—"l<r+eg (22)
a

n
densizlikler yerine yetyar.

Eger r<1 bolsa, onda ¢>0 sany g=r+¢&<1 bolar yaly
saylap almak bolar. Sonun Ggin (22) densizliklerin ikinjisi esasynda
vn>n, Ugin h<q, a

an
ol densizlik n=n,+1 n=n,+2, n=n,+3,... (gin yerine yeter.
Sonun esasynda
8, o <8 a0 8,5 <3, ,,0<8, ,0% a,.,<a ;0<8a, ,0...(23)
densizlikler yerine yetydr. q<1 bolanda geometrik progressiyanyn

<qa, (q<1)densizlik yerine yeter, yagny

n+1

hatarynyn yygnanyandygy sebépli (1-nji mysal), Zano+lq” hatar
n=1

hem yygnanyar. Sonun Ugin (23) densizlik we 1.d.n. boyunga (1)
hataryn galyndysy yygnanyar. Sona gord 3-nji teoremanyn 2-nji
netijesi boyunca (1) hataryn 6zi hem yygnanyar.

Eger-de r>1 bolsa, onda ¢ sany q=r—-&>1 bolar yaly
saylamak bolar. Sonun dgin (22) densizliklerin birinjisi esasynda

>qa, (q>1). Ol bolsa n, +1 nomerden

n+1

vn>n, Ggin q<h, a
an
baslap hataryn agzalarynyn artyandygyny gorkeyar we sonuii (gin
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densizligi alarys. Eger (15) hatar yygnanyan bolsa, onda ZMbn
n=1

hatar hem yygnanyar. Sona goré (18) densizliklerin sagkysy we 1.d.n.
boyunca (1) hatar hem yygnanyar. Eger (1) hatar yygnanyan bolsa,

onda (18) densizliklerin ¢epkisi we 1.d.n. boyunga Zmbn hatar
n=1
yygnanyar. Sonun Ugin (15) hatar hem yygnanyar.

Eger-de (1) we (15) hatarlaryn haysy-da biri dargayan bolsa, onda
olaryn ikinjisi hem dargayandyr, ¢lnki ol yygnanyar diyip giiman
edenimizde, teoremanyn subut edilen bdlegi boyunca birinji hatar
hem yygnanyan bolardy, ol bolsa serte garsy gelyar. >

3. Kosinin we Dalamberii nysanlary. Hatarlary dernemekligi
onun 6z agzalarynyn hasiyetleri esasynda hem gecirmek bolar.

7-nji teorema (Kosinin nysany). Eger agzalary otrisatel dal (1)

hatar tGgin
limafa, =r (19)

n—oo

predel bar bolsa, onda ol hatar r<1 bolanda yygnanyar, r>1
bolanda bolsa dargayar.

< Yzygiderligin predelinin  kesgitlemesi we (19) esasynda

Ve>0 Ucin No>n, tapylyp, vn>n, (Ugin
r-e<ya, <r+e¢ (20)
densizlikler yerine yetyar.

Eger r<1 bolsa, onda ¢ sany q=r+¢<1 bolar yaly saylap
almak bolar (mysal Ucin, eger &<1-r bolsa). Sonun dgin (20)
densizliklerin ikinjisi esasynda ¥n>n,  (gin Q/aT<q, a, <q"
(q<1) densizlik yerine yeter we sonin Ugin 1.d.n. netijesi boyunca
(1) hatar yygnanyar.

Eger-de r>1 bolsa, onda & sany q=r—¢>1 bolar yaly
almak bolar (mysal Ggin, eger &<r—-1 bolsa). Sonun (gin (20)
densizliklerin birinjisi esasynda ¥n>n, {cin qgq<#g/a,, q"<a,

n'
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S=I1limS, predele hataryn jemi diyilyar we

s=Ya,. 3)

Eger-de {S,} yzygiderligin predeli yok bolsa ya-da tiikeniksizlige
den bolsa, onda (1) hatara dargayan hatar diyilyar.
Kesgitleme esasynda hataryn yygnanmagyny seyle yazmak bolar:
(S = Lm S, )@ (hatar yygnanyar).
Bu yazgydan yygnanyan hataryn jeminin yeke-tékdigi gelip ¢ykyar.
Bellik. Hatarynn ¢ sana kdpeltmek hasyly diyip

D ca, =ca, +Ca, +...+Ca, +...

n=1
hatara dusunilyér. Hatary sana kdpeltmek onun yygnanmagyna hem,
dargamagyna hem tdsir etmeyar.
1-nji mysal. Geometrik progressiyasynyn agzalaryndan diizilen
a+ag+aq®+..+aq """ +... (4)
hataryn haysy sertlerde yygnanyandygyny gérkezmeli.
< Bu hatar Gg¢in (2) formulanyn esasynda
n1 1 q#1,
S,=a+aq+..+aq" =4 1-q (5)
na, g=1.

Sona gora (5) denlikden alarys:
1) |a/<1 bolanda {S,} yzygiderligin predeli bardyr:

limS, = lim al-a")_ a
n—o n—o 1_q 1_q
2) |g/>1 ya-da g=1 bolanda limS, =c.

n—oo

3) g=-1 bolanda (5) denlikden
s _ all—(-1)")
" 2
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bolyandygyny goryaris, yagny S,, =0, S,, ; =a, diymek bu halda
{Sn} yzygiderligin predeli yokdur.

Seylelikde, (4) hatar |g/<1 bolanda yygnanyar we |q|>1
bolanda bolsa dargayar.

.. = 1
2-nji mysal. ;m
we onun jemini tapmaly.

< Bu hatar t¢gin

1 1 1 1 1 1

S, =—+ + ..+ + + =
1.3 2.4 3.5 (n=2)n (n-1)(n+1) n(n+2)

A2
() sl
A2

nmsn=inm(§_i_ij=§.

hataryn yygnanyandygyny gorkezmeli

Sona gora-de

n— =2 n+l n+2) 4

Diymek, kesgitleme boyunca garalyan hatar yygnanyar we onun
jemi S=3/4.>

2. Hataryn yygnanma sertleri. Hatarlar nazaryyetinin esasy
meselelerinin biri onun yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny
anyklamakdyr. Durli amaly meseleler c¢ozilende kopleng, hataryn
yygnanyandygyny (jemini tapmazdan) vya-da dargayandygyny
anyklamak talap edilyér. Sona gora, ilki bilen hataryn yygnanmagy
we dargamagy bilen baglanysykly asakdaky sertlere garaly.

1-nji teorema (hataryin yygnanmagynyi zerur serti). Eger hatar
yygnanyan bolsa, onda onun umumy agzasynyn predeli nola dendir,
yagny
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1-nji netije. Eger VneN Ugin (ya-da kabir n, >1 agzadan
baslap) 0<a,<q", gq<1 sert yerine yetse, onda (1) hatar
yygnanyar, eger-de a,>q", q>1 sert yerine yetse, onda (1)
hatar dargayar.
5-nji mysal. Z(L hataryn yygnanmagyny deriiemeli.
_1 n

+1)3"

< Bu hataryn umumy agzasy tgin  a, :Ln<in, yagny
(n+1)3" 3

q =% igin @, <q" densizlik yerine yetyir. Sona gora-de, 1-nji

netije esasynda garalyan hatar yygnanyar. >
6-njy teorema (2.d.n.). Eger agzalary polozitel bolan (1) we (15)
hatarlar Ggin
lim3—k  (0<k<+m) (17)

n—oo bn

predel bar bolsa, onda (1) we (15) hatarlaryn ikisi hem birwagtda
yygnanyar ya-da dargayar.

< Predelin kesgitlemesi we (17) denlik esasynda Ve >0 Ugin
seyle n, nomer tapylyp, ¥n>n_ (gin

&k
b

densizlik yerine yetydr. Ondan bolsa ¥n>n, ugin

<&

n

—8<i—k<8, k—g<i<g+k
densizlik gelip gykyar. ¢ sany ¢ <k bolar yaly alyp we k—&=m
(m>0), k+e=M (M >0) begilemeler girizip, ¥Yn>n_ Ggin

m <%< M ya-da mb, <a, <Mb, (18)

n
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nysanlaryny ulanmaklyga esaslayar.Sunlukda, denesdirilyan hatar
hokmiinde yygnanyandygy ya-da dargayandygy malim bolan
hatarlar ulanylyar. Ony gorkezmek (gin

>a, 1)

Db, (15)

n=1

hatarlara garalyn.

5-nji teorema (1.d.n.). Goy, (1) we (15) hatarlaryn agzalary
vn e N gin

0<a,<b, (16)

densizlikleri  kanagatlandyryan bolsun. Onda (15) hataryn
yygnanmagyndan (1) hataryn  yygnanmagy, (1) hataryn
dargamagyndan bolsa (15) hataryn dargamagy gelip ¢ykyar.

< Goy,

we (15) hatar yygnanyan bolsun. Onda {S,}| yzygiderlik yygnanyar
we (15) hataryii S jemi iigin (14) esasynda S_ <S bolar. Sonui {igin
(16) derisizlik esasynda S, <S <S densizlik gelip ¢ykyar. Sona
g0ré 4-nji teorema boyunga (1) hatar yygnanyar.

Eger (1) hatar dargayan bolsa, onda (15) hatar hem dargayar,
cunki tersine bolan halda teoremanyn subut edilen bdlegi esasynda
(1) hatar yygnanyan bolup, ol bolsa teoremany sertine garsy gelyér.
Seylelikde, (15) hatar dargayar.

2-nji bellik. Teoremanyn tassyklamalary (16) densizlikler k&bir
n,>1 agzadan baslap yerine yetende hem dogrudyr, ¢lnki 3-nji
teoremanyn 1-nji netijesi boyunca hataryn tiikenikli sany agzalarynyn
taglanmagy onun yygnanmagyna tasir etmeyar..

1-nji denesdirme nysanyndan 1-nji mysal esasynda amalyyetde
ulanmak Ggin amatly bolan seyle netije alynyar.
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lima, =0. (6)
< Goy, (1) hatar yygnanyan bolsun, yagny
limS, =S, (7)
onda yygnanyan yzygiderligin hasiyeti esasynda
limS,,=S. (8)

(7) we (8) denliklerin esasynda (2) denlikden gelip c¢ykyan
a, =S, —S, ; denlikde predele gecip, (6) denligi alarys. >

Bellik. (1) hataryn yygnanmagy Ucin (6) denlik dine zerur sert
bolup, ol yeterlik déldir. Onun seyledigi asakdaky mysalda
gorkezilyar.

.. =1 11 1 . .
3-nji mysal. Z—=1+§+—+...+—+... garmoniki  hataryn
n=t N n

dargayandygyny goérkezmeli.

< Bu hatar G¢in lima, = Iimizo, yagny (6) sert yerine yetyar,

n—-wo N

yone ol dargayar. Hakykatdan-da, eger tersine, ol yygnanyar diyip
gliman etsek, onda onun S jemi Ggin
limS, =S, limS, =S, lim(S,,-S,)=S-S=0.

n—oo

Ol bolsa
S,, =S, =L+L+...+i> n-iz L
n+l n+2 2n 2n 2
densizlige garsy gelyar. Seylelikde, garmoniki hatar dargayar.
Bu teoremadan seyle netije gelip ¢gykyar.
Netije (hataryn dargamagynyi yeterlik serti). Eger
lima, #0 (9)

n—oo

bolsa, onda (1) hatar dargayar.

< Tersine giman edelin. Goy, (1) hatar yygnanyan bolsun, onda
1-nji teorema boyunca (6) denlik yerine yetyar we ol (9) serte
garsy gelyar. Bu garsylyk bizin gliman etmamizin nddogrudygyny,
yagny hataryn dargayandygyny gorkezyar. >
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4-nji mysal. Z% hataryn yygnanmagyny deriiemeli.
n=1 o+

2n+1 =§, yagny (9) sert yerine

< Bu hatar dgin  lima, =lim

N> > 3n+5
yetyar we sonun U¢in netije boyunca hatar dargayar. >
Hataryn yygnanmagynyn zerur we vyeterlik serti subutsyz
alynyan asakdaky teoremada getirilyar
2-nji teorema (Kosinin Kriterisi). Ve >0 (¢in N>n_ tapylyp,
vn>n, we VpeN Ucin
n+p
2.8
k=n+1
densizligin yerine yetmegi (1) hataryn yygnanmagy Ug¢in zerur we
yeterlikdir.
3. Hataryn galyndysy we onuin hésiyetleri. (1) hataryn ilkinji
n agzalarynyn taslanmagyndan alnan
> a (11)
k=n+1
hatara (1) hatarynn galyndysy diyilyar we ol 1, bilen belgilenyér.
3-nji teorema. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda onun islendik
galyndysy hem yygnanyar we tersine, eger hataryn haysy-da bolsa bir

galyndysy yygnanyan bolsa, onda hataryn 0zi hem yygnanyar.
Sunlukda,

<& (20)

S=S, +r, 12)
denlik dogrudyr.

m - n+p
< Eger S,=>a, S,=>3a degislilikde (1) we (11)
k=1 k=n+1

hatarlaryn bdlekleyin jemleri bolsalar, onda
Sm = Sn + §p (13)
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bolar. Bu denlikden gornlsi yaly, bellenen n Ggin limS_ =S

m—oo

predelin bar bolmagy Gcin lim §p predelin bar bolmagy, yagny (1)
p—ow

hataryn yygnanmagy Uc¢in (12) hataryn yygnanmagy zerur we
yeterlikdir. Sonun esasynda (13) denlikde m — o bolanda predele
gecip, (12) denligi alarys. >

Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda ol hatardan tiikenikli sany
agzalaryn gosulmagyndan, seyle hem, taslanmagyndan alnan hatar
yygnanyar.

2. Eger hatar yygnanyan bolsa, onda onun galyndysynyn predeli
nola dendir, yagny !}Ln r=0.

8 7.2. Agzalary otrisatel dal hatarlar

1. Agzalary otrisatel dal hatarlaryn yygnanma nysany.
Hatarlary dernemekligi onun agzalary otrisatel dél bolan halyndan
baslalyn, c¢lnki seyle hatarlaryn yygnanyandygyny va-da
dargayandygyny anyklamak yenildir.

4-nji teorema. Agzalary otrisatel dal (1) hataryn yygnanmagy
ucin onun bolekleyin jemlerinin yzygiderliginin yokardan ¢akli
bolmagy zerur we yeterlikdir.

< Eger VvneN ¢in  a,>0 bolsa, onda (1) hataryn S,
bolekleyin jemi tgin S, —S,, =a,>0 densizlik yerine yetyar. Ol
bolsa {S,} yzygiderligiii kemelmeyandigini anladyar. Kemelmeyén
yzygiderligin predeliniin bar bolmagy Ugin bolsa onun yokardan c¢akli
bolmagy zerur we yeterlikdir >

Bu teoremanyn sertlerinde hataryn S jemi we Vn e N (gin

S, <S. (14

2. Denesdirme nysanlary. Hatarlary dernemekde ulanylyan

usullaryn biri-de denesdirme usulydyr. Ol bolsa denesdirme
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1

!

sin(x/4) dx ~

X

1
4

1

WE

~0,25000-0,00086 =0,2491.

3-3L4

Goniukmeler
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< Eger S;=>a., S;=> b we S =Y (a th,) bolsa, onda
k=1 k=1 k=1

S,=S;+S/ bolar we sert boyunga limS/ =S’, limS’=S"

n—oo

predeller bardyr. Sonun Ugin

lims, =1ims; J_rnI_LrOnSr:’=S’J_rS”=Zanian =S,
n=1 =1

n—oo

yagny (35) yerine yetyar we

0

s=Y(a tb)=>a +>b =5'£5". >
k=1 n=1

n=1
Agzalary
c,=ab, +ab ,+...+ab (n=12,...) (36)
denlik boyunca kesgitlenyén

DG, =C 4G, +...+C, F (37)
n=1
hatara (1) we (33) hatarlaryn kopeltmek hasyly diyilyar.

Absolyut yygnanyan (1) we (33) hatarlaryn kopeltmek hasyly
bolan (37) hataryn hem absolyut yygnanyandygyny we onuin jeminii
(1) we (33) hatarlaryn jemlerinin S’'-S” kopeltmek hasylyna
dendigini bell&lin.

Bellik. Tukenikli jemden tapawutlylykda hatarlar bilen &hli
amallary yerine yetirip bolyan daldir,yone 12-nji teoremdan gornusi
yaly yygnanyan hatarlary gosup hem, ayryp hem bolyar. Sunlukda,
alynyan hatarlar hem yygnanyar. Islendik hatarda onun agzalarynyn
orunlaryny (ytgedip, seyle hem onun agzalaryny toparlap bolyan
daldir. Mysal ucin, eger

DD =114 114 (D) (38)
n=1
hataryn agzalaryny
1-1-)-(1-1...-1-D+...=1-0—-...-0—...
gornlsde ya-da
l-)+(1-1)...+(1-1)+...=04+0+...+0+...
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gornusde toparlasak, onda iki halda hem yygnanyan hatar alynyar we
olaryn jemleri degislilikde 1 we O bolar. Yone (38) hatar dargayar,
cunki ol hatar ugin

S,,=0(n=12,..), S,,.,=1(n=0,12,...)
we sonun esasynda bolekleyin jemlerini predeli yokdur.

Eger hatar absolyut yygnanyan bolsa, onda bu halda ol hataryn
agzalarynynn orunlarynyn Uytgedilmeginden alynyan hatar hem
absolyut yygnanyar we hataryn jemi 6nkuligine galyar.

Eger hatar sertli yygnanyan bolsa, onda bu halda ol hataryn
agzalarynyn orunlaryny tytgedip, onun jemi islendik sana den bolar
yaly edip, hat-da ol hatary dargayan hatar gérnusine hem 6zgertmek
bolyandygyny gérkezmek bolar.

11. 8. FUNKSIONAL YZYGIDERLIKLER
WE HATARLAR

§ 8.1. Funksional yzygiderligin we hataryi yygnanmagy

1. Funksional yzygiderligin yygnanmagy. Agzalary kabir X
kopliikde kesgitlenen funksiyalar bolan

fL(X), £,(X)se Fu (X)), @)

yzygiderlige funksional yzygiderlik diyilyar we ol {f (x)} bilen

belgilenilydr. x=ae X nokat Ggin ol {f (a)} san yzygiderligidir.

Sonun Ugin  nokatda funksional yzygiderligin dernelisi san
yzygiderliginki yalydyr.

Eger {f (a)} yzygiderligin predeli bar bolsa, onda (1)

......

......

Eger (1) yzygiderlik her bir x e X nokatda yygnanyan bolsa, onda
onui predeli kabir f(x) funksiya bolar we ona (1) yzygiderligin
predeli diyilyar we ol
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Bu hatar ikinjiden baglap agzalarynyn alamatlary gezeklesyén hatar
we onun Ugin Leybnisini nysanynyn sertleri yerine yetyér. Sona gora
1 1 . I
= <0,0001 bolyandygy ugin hataryn ilkinji (
2*.25° 250000 yanaygy te Y I
agzalaryny almak yeterlikdir. Seylelikde,
1

( 1 jz 1 1 5099

1+— ==
25 50 8-625 5000

5099
onun esasynda /26 =5-—— =5,099. >
Sonun esasy 5000

1
11-nji mysal. I

0

SINY4) 4 integraly  0,0001  takyklykda
X
hasaplamaly.
< ki bilen (45) formulanyn birinjisini peydalanyp, integral
astyndaky anlatmany 6zgerdelin:

X XJ(X)Z%X)i%XJQ
N7 4 3l4) "sl4) 714

X X
1 1x* 1x* 1x°
=t = +... .
4 314 514 714
Alnan hatary agzalayyn integrirlap alarys:
1 .- 3 5 7 1
jwdx: X X 5+ X == X =+ || =
X 4 3.31.4° 5.514° 7.714 0
1 1 1 1
==— + - +...
4 3.314° 5.5L4° 7.71L47
Bu hatar t¢in hem Leybnisin nysanynyn sertleri yerine yetyandigi
we t 1 < L bolyandygy (cin, hataryn iki
5.5-4° 614400 10000 ’
agzasyny almak yeterlikdir. Seylelikde,

0
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funksiyalaryn bahalaryny hasaplamakda (40), (41) we (42), (43),
sinusyn we kosinusyn bahalaryny hasaplamakda (45), kokleri
hasaplamakda (37) formulalary ulanmak bolar. Integraly takmyn
hasaplamak Ugin ilki integral astyndaky funksiya hatara dagydylyar
we sonra ol hatar agzalayyn integrirlenilydr. Olary myssallarda
gorkezelin.
9-njy mysal. cosl sany 0,0001 takyklykda hasaplamaly.
< x =1 bolanda (45) formulanyn ikinjisinden alarys:
1 1 1 1 1 1 1 1
cosl=1-—+———"4+——.. =1l —+———+——...
2! 41 6! 8! 2 24 720 40320
Bu hatar alamatlary gezeklesyan hatapdyr we onun gin Leybnisin
nysanynyn sertleri yerine yetydr. Seyle hataryin jemi onun ilkinji n
agzalarynyn jemi bilen c¢alsyrylanda alnan hatanyn ilkinji taslanan
L < 1 =0,0001
40320 10000
bolyandygy tcin, berlen takyklykda hasaplamak (gin hataryn ilkinji
dort agzalarynyn jemini almak yeterlikdir. Seylelikde,
coslz1—£+i—i=@z0,5403. >
2 24 720 720
10-njy mysal. J26 sany 0,0001 takyklykda hasaplamaly.
< (38) formulany ulanmak tgin, ilki ony 6zgerdelin:

26 =/25+1 = \[25(1+1/25) = 5(1+1/25)"2.
x=1/25 we p=1/2 ugin (38) formuladan alarys:

" (11+215fl+%2151*;§121j(%)1
Jﬁ)(zZj(iﬂz(zl)(zZJ(ZBJHZM

1.2.3 25 1.2.3-4 25

agzanyn modulyndan uly déldigi we

1

(1+ij2—1+1— L + 1 5 +
25 2.25 2%.252 2%.25% p7.pgt T

342

limf (x)=f(x), xeX (2)

gOrnusde ya-da gysgaca fn?f gornisde yazylyar.
Sunlukda, X koplige yzygiderligin yygnanma oblasty diyilyar.
Aydylanlardan we (2) yazgydan peydalanyp, yzygiderligin X
koplukde yygnanmagyna seyle kesgitleme bermek bolar.
Eger Ve >0 we her bir xe X Ugin N>n, =n_(e,x) tapylyp,
vn>n, tgin |f,(x)- f(x)<e desizlik yerine yetse, onda {f, (x)}
yzygiderlige X koplikde f(x) funksiya yygnanyan yzygiderlik

......

Bu kesgitlemede n, = no(g, x) yazylmagynyn sebabi, ol Ve >0
we her bir xeE Ugin olara degisli n, belginiin bolmalydygyny
anladyar.

1-nji mysal. f (x)= nl+n yzygiderligiin yygnanma oblastyny

X2
we predelini tapmaly.
< Yzygiderligin &hli agzalary R koplikde kesgitlenendir we her
bir xeR Ugin
. . 1+n
im 00 =lim
Diymek, yzygiderligin  yygnanma oblasty ol yzygiderligin
agzalarynyn kesgitlenme oblasty bolan R bilen gabat gelyér we ol
yzygiderligiii predeli f(x)=1 funksiya bolar. >
2.Funksional hataryn yygnanmagy. Agzalary kabir X kdplikde
kesgitlenen u,(x), u,(x), ...,u,(x),... funksiyalar bolan

iun(x) =Uy (X)+ Uy (X) +. U, (X)+ ... (3)

......

=1.

Ol hatardan x=ae X bolanda alynyan
iun(a):ul(a)+u2(a)+...+un(a)+... (4)
n=1
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hatar san hatarydyr. Eger bu hatar yygnanyan bolsa, onda (3) hatara a
nokatda yygnanyan hatar, a nokada bolsa onun yygnanma nokady

......

San hatary Ugin bolgy yaly, funksional hatary dernemek hem
agzalary ol funksional hataryn bdlekleyin jemleri bolan

S1(X)1 S, (X)seer Sy (X) e (5)
yzygiderligi dernemeklige getirilyar. Seyle hem her bir (1) funksional
yzygiderlige

£ (%) +[ £, ()= L (x) ]+ [ £, ()= £ (x) ]+

hatar degisli bolup, { f, (x)}onui bolekleyin jeminin yzygiderligidir,
yagny S, (x)= f ().

Aydylanlaryn esasynda funksional hatar ti¢in subut edilyén her bir
teoremadan funksional yzygiderlik Ggin degisli teoremany we tersine,
her bir funksional yzygiderlik 0gin subut edilydn teoremadan
funksional hatar ticin degisli teoremany almak bolar.

Eger (3) hataryn bolekleyin jeminin  {S,(x)} yzygiderliginin her
bir xe X nokatda S(x)=1im S, (x) predeli bar bolsa, onda (3) hatara

X kopliukde yygnanyan hatar, X kopliuge bolsa onuni yygnanma
oblasty diyilyar. Sunlukda, S(x) funksiya (3) hataryi jemi diyilyar
we ol seyle yazylyar:

S(x)=2un(x), xeX. (6)

Funksional hataryn ilkinji n  agzalarynyn taslanmagyndan
alynyan hatara ol hataryn galyndysy diyilyar.

Eger (3) funksional hatar X koplikde yygnanyan bolsa, onda
onun galyndysy hem sol kopliikde yygnanyar. Bu halda hataryn

S(x) we galyndysynyi r,(x) jemleri hem-de S (x) bdlekleyin jemi
ucin

S(x)=S, (x)+r,(x), xe X (7)
denlik dogrudyr. Ondan bolsa
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(38) we (39) denlikleri 0-dan x-a cenli integrirlép, degislilikde

2 k+1

X X

In(1+x):x—?+...+(—1) TR (X <1, (40)
X2 x¥

In(l—X)=—X—?—...—?—... (|X|<1) (41)

formulalary alarys.
2) f(x)=e"funksiyanyn islendik énimi tgin (-r, r) interwalda
‘ fo (x)‘ =e* <e' densizligin yerine yetyandigi sebapli, ol funksiya

ucin
2 n
e =1+ X X XL (42)
2 nl
formulany alarys. Bu denligin esasynda
,X x x* x° o X"
_1—E+E—§+...+(—l) e (43)
formulany, olardan bolsa chx = ¢ +28 , shx= ¢ ¢ denlikler
esasynda
o0 X2n o) X2n+1
chx = , shx = 44
2 2n) 2 +1) ()

formulalary alarys.
3) f(x)=sinx we 4) f(x)=cosx funksiyalaryn ikisi t¢in hem

‘f‘”)(x)‘ <1 bolyandygy sebépli, olaryn ikisi hem Teyloryi hataryna

dagydylyar:

. e . X2n+1 L) . X2n

sin x nZ:;( 1) Gna1) coS X HZ:;( 1) ) (45)
(42)-(45) hatarlaryin hemmesi san okunda yygnanyar.

3. Teyloryn hatarynyin ulanylysy. Hatarlar dirli takmyn
hasaplamalarda, hususan-da, trigonometrik  we  gorkezijili
funksiyalaryn bahalaryny, sanlaryn logarifmlerini we kokleri, kesgitli
integrallary hasaplamakda ginden ulanylyar. Logarifm we gorkezijili
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FO0)=p(p-1)...(p—(N-D))(L+x)"".
Onda
f(0) =1 f'(0)=p, '0)=p(p-1), £"(0) = p(p-1(p-2),
v, T(0) = p(p-1)...[p—(n-1)]
bolar. Sona gora (30) formula boyunca f (x) =1+ x)" funksiya {i¢in
Teyloryn hatary seyle gérnisde bolar:
- p(p-1)...(p—n+1) ,
1+Z=; nr X" (36)
(22) formulany ulanyp, bu hataryn yygnanma radiusyny tapalyn:

R=Iimc—“:|im| p(p-1...(p—n+1)(n+1)! |:
n—w Cn+1 n—m‘p(p—l)...(p—n+]_)(p_n)n!|
T LR

n—oo p_n

Seylelikde, (36) hatar |x| <1 bolanda yygnanyar. Ol hataryi jeminii
|X| <1 bolanda (1+x)” funksiya defdigini, yagny ol funksiya tigin

@+x)° 1 Ry PPD e PR (o) e (37)
1 2! n!
Teyloryn formulasyny gérkezmek bolar.
Bu formuladan peydalanyp, durli funksiyalaryn derejeli hatara
dagydylysyny gorkezmek bolar. Mysal (¢in, p=-1 bolanda (37)

formuladan f(x) = li funksiyanyn hatara dagydylysyny alarys:
+ X

L:1—x+x2+...+(—1)”’1x”’1+...(|x|<1). (38)
1+x

Eger bu formulada x-i (—x) bilen ¢alsyrsak, onda f(x) :li
—X
funksiyanyn derejeli hatara dagydylysyny alarys:

li:l+x+x2+...+x”1+...(|x|<1). (39)
—X
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limr (x)=0, xe X

denlik gelip gykyar.

§ 8.2. Funksional yzygiderligin we
hataryi dendlcegli yygnanmagy

1. Funksional yzygiderligin dendlcegli yygnanmagy. Eger Ve >0
tgin Nan, =n,(g) tapylyp, Vn>n, we ¥xeX gin

f,(x)- f(x)<e (8)
densizlik yerine yetse, onda (1) yzygiderlige X koplikde —f(x)
funksiya dendlgegli yygnanyan yzygiderlik diyilyar. Ol gysgaca seyle
yazylyar:
f.(x)_ f(x), xeX vyada f 2f.
X

Bu kesgitlemede n, =n0(e) yazylmagynyn sebdbi n, belginin
dine ¢ sana bagly bolup, yone x ululyga bagly daldigini gorkezyar.
Bu kesgitlemeden gornusi yaly (1) yzygiderligin = X  koplikde
f(x) funksiya defidlcegli yygnanmagyndan p, =sup|f (x)— f,(X)|
X
ugin
limp, =0 ©)

n—o0

denlik gelip ¢ykyar. Tersine hem dogrudygy ansat gorkezilyar.

Sonun Ugin (1) yzygiderligin X  koplikde  f(x) funksiya
dendlcegli yygnanyandygyny gorkezmek ucin (9) denligin yerine
yetyandigini gérkezmek yeterlikdir.

1-nji mysal. {x"} yzygiderligih 1) X =[0,1]; 2) X =[0, b]
(b <1) kopliklerde yygnanmagyny deriiemeli.

< 1) 0<x<1 bolanda limx" =0 we x=1 bolanda onun

n—oo

predeliniii bire defiligi sebali, {x"} yzygiderligiii predeli

325



1, x=1 bolanda
bolar. Sonun ugin p, = sup |f(x)— fn(x)| =1 we bu halda (9) yerine
Xe[O,l]

0< x<1 bolanda,
f(x)= {

yetmeyar, sona goré hatar dendlgegsiz yygnanyar.

2) xe[o, b] (b <1) bolanda Iim b" =0 bolyandygy sebapli,

Ilmpn =0.

n—>w [0 1 n—oo E[O 1] n—oo

Sonun Ugin bu halda hatar dendlcegli ygnanyar.

2. Funksional hataryin dendlgegli yygnanmagy. Eger (3)
funksional hataryn bolekleyin jeminin {S (x)} yzygiderligi X
koplukde dendlgegli yygnanyan bolsa, onda ol hatara X kdpliukde
dendlcegli yygnanyan hatar diyilyar.

Eger !]im S,(X)=S(x) we r (x)=S(x)-S,(x) bolsa, onda (3)
hataryn X  koplukde dendlgegli yygnanmagy Ve >0  (gin
Nsn,=n,(¢) tapylyp, ¥n>n, we Vxe X (gin
(x)=S,(x)|<e ya-da |r(x)<e (8)
densizligin yerine yetmegini anladyar.

Seylelikde, funksonal yzygiderligin dendlgegli yygnanma Kriterisi
esasynda (3) hataryn X koplukde dendlcegli yygnanmagy (gin
rn(x)‘ gin limp =0 defligit yerine yetmegi zerur we

yeterlikdir.
2-nji mysal. Z(x”’l—x”) hataryn 1) X =[0,1]; 2) X =[0, b]
n=1
(b <1) kopliklerde yygnanmagyny deriiemeli.
< Bu hataryn bélekleyin jemi Ggin
S,(X)=(L=X)+(X=X*)+...+ (X" =x") =1-X"
denligin esasynda 1) x [0, 1] bolanda
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13-nji teorema. Eger [x—a|<R serti kanagatlandyryan ahli x
ucin f(x) funksiyanyn énimlerinin hemmesi sol bir K >0 san
bilen ¢éklenen bolsa, yagny

[FOX)[<K (n=1,2..) (34)
bolsa, onda ol funksiya tg¢in Teyloryn hatary (a—R, a+R)
interwalda yygnanyar we onun jemi f(x) dendir.

< Teoremanyn sertlerinde (32) denlikden alarys:
a) | R
+1)! |‘ (n+1)!

Ir (x)|_\f<“+1>( )\|(X (x—a<R). (35

n+1

Dalamberin nysany boyunca Z(KR D hataryn yygnanyandygy
=+

sebépli, ol hataryn umumy agzasy nola ymtylyar, yadny Ve >0

n+1

ucin seyle n, nomer tapylyp, vn>n, Ggcin

<2 dessizlik
(n+1)! K

yerine yetyar. Seylelikde, Ve >0, Vn>n, we Vxe(a—R, a+R)
tgin  |r,(x)|<e, yagny f(x) funksiyanyn Teylor hatarynyn sol
funksiya ygnanmagynyn zerur we yeterlik serti bolan (33) denlik
yerine yetyar. >

Subut etmezden funksiyanyn Teyloryn hataryna dagydylmasynyn
yeke-tékdigini bellalin.

2. Funksiyalaryin Teyloryni hataryna dagydylysy. Kabir
elementar funksiyalaryn Teyloryn hataryna (a=0 halda)
dagydylysynyn mysallaryny gorkezelin.

1) f(x)=@+x)", p-hakyky san.

Bu funksiyanyi énimlerini tapalyi:

f'(x) = pL+x)*;

f'(x) = p(p-1)L+x)"7;
f7(x)=p(p-1)(p-2)T+x)"";
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Bu denliklerden (27) hataryn koeffisiyentlerini taparys :

f“(a)
A=T@) A=—r—

Bu anlatmalary (27) hatarda goyup alarys:
f(x)=f (a)Jr%(x—aﬂ%(x—a)2 +

(k=23 ..). (28)

f () (a) (29)

k!

oot (x—a)“+... .

......

bolanda alynyan

f'(0)  , f"(0) » f0) i
f(x)=f(0)+ T X+ T X +...+Tx +... (30

hatara Maklorenin hatary diyilyér.

Funksiyany Teyloryn derejeli hatary gérnusinde anlatmagyn zerur
we yeterlik sertini gorkezmek Ucin Teyloryn formulasyna garalyn.
Eger S, (x) Teyloryn hatarynyn bolekleyin jemi bolsa, onda Teyloryi
formulasyny

f(x)=S,(x)+r,(x) (31)
gorntsde yazmak bolar, bu yerde r (x) Teyloryn formulasynyn
galyndy agzasy:

™ (c) )
r(x)= (x—a)"™ (ce(a—R, a+R)). (32
(n+1)!
(31) denlikden gornusi yaly Teyloryn hatarynyn f(x) funksiya

yygnanmagy Ugin

limr (x)=0 (33)
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Funksiyanyn  Teyloryn hatary boyunca anladylmagynyn
amalyyetde ulanmak (c¢in amatly bolan yeterlik serti asakdaky
teoremada beyan edilyar.
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1 0<x<]l

0, x=1

1 0<x<1, .
Sn(x)={0 eol S(X):!,Tlsn(x):{

bolar. Sonus G¢in bu halda p, =supl|r, (x)‘ =1 we sona gora hatar
[0.1]
denélcegsiz yygnanyar. 2) x [0, b] (b<1) bolanda
P, =suplr, (x)|=sup|x"| =b" we limp, =0.

[o. b] [0, b]

Sonun Ugin bu halda hatar dendlcegli yygnanyar. >

Funksional hataryn dendlcegli yygnanma kriterisi asakdaky
subutsyz getirilyan teoremada beyan edilyar.

1-nji teorema (Kosinin kriterisi). (3) hatryn X  koOplikde
dendlgegli yygnanmagy tigin  ¥e >0 (gin N>n, =n_(¢) tapylyp,

vn>n, AVpeN we VxeX ucin

fuk(x*«e (9)

k=n+1

densizligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Indi bolsa hataryn gendlcegli yygnanma nysanyny getirelin.
2-nji teorema (Weyerstras). Eger vn>n,>1 we Vxe X (gin

lu,(x) <a, (10)

densizlik yerine yetip, Zan san hatar yygnanyan bolsa, onda (3)
n=1

hatar X  koplikde dendlcegli yygnanyar.
< Serte gorg, Zak san hataryn yygnanyandygy sebdpli, san
k=1

hatary ti¢in Kosinin Kriterisi esasynda Ve >0 gin N>n, tapylyp,

n+p

D%

k=n+1
yetyar. Bu densizligin we (10) sertin esasynda Yn>n,, VpeN we
Vxe X Ugin

n+p
= Y a <e densizlik yerine

k=n+1

vn>n, we VpeN ugin
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n+p

2 Ui (x)

k=n+1

Sonun Ugin 1-nji teorema esasynda hatar dendlcegli yygnanyar. >

< f‘uk(x)‘é fak«e. (11)

k=n+1 k=n+1

3-nji mysal. Z% hataryn [-1, 1] kesimde dendlgegli
n=1

yygnanyanmagyny deriemeli.

n 0 1 ; ;
X Siz we » = hatar yygnanyar.

a4 vxe[-1 1] Ugin Pt e -
n=1

Sona gora Weyerstrasyni nysany esasynda hatar [-1, 1] kesimde

dendlgegli yygnanyar.
Weyerstrasyi teoremasyndan seyle netije gelip ¢ykyar.

1-nji netije. Eger ibn san hatary absolyut yygnanyan bolsa,
onda "
ibn sin nx, ibn COSNX
hatarlar islendik aralylzala deﬁblgeglin;’/lygnanyarlar.
< ¥xeR dgin |b sinnx <[b,| we |b, cosnx|<|b,| densizliklerin
yerine yetyandigi we i|bn| san hataryii yygnanyandygy sebapli,
subudy 2-nji teoremadar:_gljelip cykyar. >

4-nji mysal. ZS':ZnX hataryi R koplikde dendlcegli

n=1

yygnanyandygyny gorkezmeli.
< b :n_lz >0 bolany dgin  Y'b, san hatary absolyut
=1

n

yygnanyar. Sonun U¢in hem garalyan hatar 1-nji netije esasynda R-
de dendlcegli yygnanyar. >
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!
(z cnx”j =Y nc,x"*
n=0 n=1

gornusde yazsak, onda ol denlik teoremanyn sertlerinde hatary

yygnanma interwalynyn islendik icki nokadynda agzalayyn
differensirlap boyandygyny we differensirlenip alnan hataryn hem
yygnanma radiusynyin R bolyandygyny gorkezyar.
Bu bellik esasynda 12-nji teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.
Netije. Derejeli hatary yygnanma interwalynda islendik gezek
agzalayyn differensirlemek bolar.

§ 8.5. Teyloryi hatary we onun ulanylysy

1.Teyloryii hatary.Goy, f (x) funksiya (a—R, a+R) interwalda
(x—a) -nyn derejeleri boyunca hatara dagydylyan bolsun, yagny
f(x)=A +AKX-a)+A(x—a)’ +...+ A (x—a)“ +...
(x-al<R).  (27)

Bu hataryn koeffisiyentlerinini n&hili tapylyandygyny gérkezmek
maksady bilen ol hatary yygnanma interwalynda differensirlalin:

f'(x)=A +2A,(x—a)+3A,(x—a)’ +
A, (x—a)® +...+ KA (x—a) " +...;
f"(x)=2A,+2-3A,(x—a)+
+3-4A,(x—a)’ +...+k(k -1 A (x—a)?+...;
f"(x)=2-3A,+2-3-4A,(x-a) +...+
Tk(k—D)(k-2)A (x—a)®+...;

fOX) =k(k-1)(k-2)...2A +(K+Dk...2(x—a)+... .
Bu denliklerin ahlisinde x =a goyup alarys:
f(@=A, f'(@=A, f'(@)=2A, f"(a)=2-3A,
v T®@) =23, (k-1kA .
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X, € (-R, R) Ggin ZCHXQ san hatary yygnanyar. Sonun Ugin seyle
n=0

K >0 san tapylyp, ¥n {gin
Onda | x[< r bolanda

CoXo

<K densizlik yerine yetyar.

n-1

<nfgm (26)
X

0

‘ncnx"’1 =n

< ‘ncnr"’1

| T
CXg ||~
X

densizlik yerine yetydr, bu yerde q=r/x, <1. Seylelikde, |x[<r
bolanda (24) hataryn agzalary
> b= b, =13 g
n=1 n=1 X, n=
san hatarynyn agzalaryndan uly daldir. Bu hatar Dalamberin nysany
boyunca yygnanyar:
lim 2t — i (DA
e o noe Qg
Sonun gin Weyerstrasyin nysany boyunca (24) hatar dendlgegli
yygnanyar we 9-njy torema boyunca ony agzalayyn differensrlemek
bolar, yagny (25) deiilik islendik xe[-r, r]icin yerine yetyar.
Sonun esasynda (24) hatar (—R, +R) interwalyn her bir nokadynda
yygnanyar we (25) denlik yerine yetyar.
(-R, +R) interwalyn dasynda (24) hataryn dargayandygyny
gorkezmek maksady bilen tersine, hatar x, >R nokatda yygnanyar

g<1l.

diyip giiman edelin. (24) hatary R<x, <X, (Gcin [0, x,] kesimde
integrirldp, (18) hatary alarys. Ol hatar x, >R nokatda yygnanyan

bolmaly, bu bolsa serte sarsy gelyar. Seylelikde, (24) hatar |x|<R
bolanda yygnanyar we | x|>R bolanda dargayar. Diymek,

(=R, +R) ol hataryn hem yygnanma interwalydyr.
Bellik. Eger (25) denligi
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§ 8.3. Denodlcegli yygnanyan funksional
hatarlaryin hasiyetleri

1. Hataryin jeminin 0Oznuksizligi. Dendlgegli  yygnanyan
hatarlaryn wajyp hasiyetlerini subutsyz bell&p gecelin.
7-nji  teorema. Eger (3) hatar agzalary Uzniksiz bolan X
aralykda dendlcegli yygnanyan bolsa, onda ol hataryn S(x) jemi
sol aralykda Uzniksizdir.
Bellik. Teoremanyn tassyklamasy esasynda

lim>u, () = limS(x) = S(a) = Y u, (@) =Y. limu, () (13)

denlik yerine yetyar we ol teoremanyi sertlerinde hatarda agzalayyn
predele gecip bolyandygyny gorkezyar.

Bu teoremadan seyle netije gelip ¢gykyar.

Netije. Eger ahli agzalary X aralykda Uznuksiz bolan hataryn
jemi lzniksiz funksiya bolmasa, onda ol hatar sol aralykda
dendlgegli yygnanyan daldir.

5-nji  mysal. S(x)=25':2nx funksiyanyn san  okunda

n=1

uzniksizdigini gorkezmeli.

< Hataryn &hli agzalary san okunda Uzniiksiz we hatar 4-nji mysal
esasynda dendlcegli yygnanyar. Sonuni (gin 7-nji teorema boyunca
onuf jemi bolan  S(x) funksiya sol kdplikde tizniiksizdir.

2. Hataryn agzalayyn integrirlenmegi.

8-nji teorema. Eger ahli agzalary [a, b] kesimde Uzniiksiz (3)
hatar sol kesimde S(x) jeme dedlgegli yygnanyan bolsa, onda
S(x) funksiya [a, b] kesimde integrirlenydr, a<c<x<b (gin

[s()dt=3[u, ()t (14)

n=l¢
denlik dogrudyr we bu denligin sag bdlegindaki hatar [a, b] kesimde
dendlgegli yygnanyar.

Eger (14) denligi
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jiun(t)dt = ijx‘un(t)dt, c,xela, b]

¢ =l n=l ¢
gornusde  yazsak, onda bu denlik hatary agzalayyn integrirlép
bolyandygyny gorkezyar.
4. Hataryi agzalayyn differensirlenmegi.
9-njy teorema. Eger ahli agzalary [a, b] kesimde (zniksiz
differensirlenyan (13) hatar yygnanyan bolsa we

2u;(x) (15)

hatar [a, b] kesimde dendlgegli yygnanyan bolsa, onda (3) hatar
hem [a, b] kesimde dendlgegli yygnanyar, onun  S(x) jemi sol
kesimde Uznilksiz differensirlenyér we

S'(x)=>"uy () (16)
n=1
Eger (52) denligi
S0 ~Zu)
n=1 n=1
gornusde yazsak, onda ol denlik teoremanyn sertlerinde hatary

agzalayyn differensirlép bolyandygyny anladyar.

00

. sin nx L
6-njy mysal. z 3 hataryn jeminin 6nimini tapmaly.
n

n=1
5|:3nx Sn—ls densizligin we nz‘n_ls san  hataryii
yygnanyandygy sebapli, Weyerstras nysany  boyunca  hatar
dendlcegli yygnanyandyr. Goy, S(X) onunt jemi bolsun. Edil
yokardaky yaly, Weyerstras nysany boyunca

= COSNX
>

N
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Bu teorema gysgaca seyle okalyar: ¢zlnin yygnanma interwalynda
tutuslygyna yerlesyan islendik kesimde derejeli hatar dendlcegli
yygnanyar. Ol teoremadan seyle netijeler alynyar:

1-nji netije. Oziinin  yygnanma  interwalynda tutuslygyna
yerlesyan islendik kesimde derejeli hataryn S(x) jemi tzniksiz
funksiyadyr.

2-nji netije. Derejeli hatary 0zinin yygnanma interwalynda
tutuslygyna yerlesyén islendik kesimde agzalayyn integrirlemek
bolar.

Bellik. 11-nji teorema esasynda eger R >0 san (17) hataryn
yygnanma radiusy bolsa, onda 0<r <R serti kanagatlandyryan Vvr

ticin ol hatar [a—r, a+r] kesimde dendlgegli yygnanyar.
Bu belligin esasynda ahyrky teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.
3-nji netije. (17) derejeli hataryn S(x) jemi 6ziiniii yygnanma
interwalynda  tutuslygyna yerlesyén islendik kesimde (zniksiz,
integrirlenydr we yygnanma interwalyna degisli bolan Vvx (gin

n+1

fsﬁ)m:ijcn(t—a)”dt=icn%. 23)

n=0
4. Derejeli hataryn jeminin differensirlenmegi.
12-nji teorema. Eger R >0 san (18) hataryn yygnanma radiusy
we S(x) ol hataryn jemi bolsa, onda ol hatardan agzalayyn
differensirlenip alynyan

2 ne,x"™ (24)
n=1
hataryin hem yygnanma radiusy R bolar we Vxe(-R, R) ugin
S'(x) =Y nc,x"*. (25)
n=1

< llki (24) hataryn (R, +R) interwalda tutuslygyna yerlesyan
isendik [-r, +r] kesimde yygnanyangyny gorkezelii. Abelin
teoremasy boyunga r <X, <R densizligi kanagatlandyryan bellenen
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Cn+1

Cn

lim

n—oo

1
=5 (21)

hatara

c,X"

predel bar bolsun. Onda Dalamberiii nysanyny >’
n=0

ulanyp alarys:

n+l
n+1

mMZH,

c, R

=lim

. u .
lim=L = |im -
CnX ‘ n—oo

n—owo u n—owo
n

Sonun Ggin hatar |x/<R bolanda yygnanyar, |x|>R bolanda

dargayar, yagny R (18) hataryn ygnanma radiusydyr. (21) denligin
esasynda yyganma radiusy tapmak ucin seyle formula alynyar:

. |c
R=Ilim—/

" Cha
Bellik. (17) derejeli hataryn hem yygnanma radiusy (22) formula
boyunca tapylyar, yone ol hataryii yygnanma interwaly |x—a|<R
densizlikden kesgitlenyar, yagny (a—R, a+R) interwaldyr.
3. Derejeli hataryn jeminin Gznuksizligi we integrirlenmegi.
11-nji teorema. Eger R >0 san (18) hataryn yygnanma radiusy
bolsa, onda O<r <R serti kanagatlandyryan Vr (gin ol hatar

[-r, r] kesimde denélcegli yygnanyar.

. (22)

< Abelin teoremasy boyunca (18) hatar x=r nokatda absolyut
yygnanyar, yagny
2 [ei|r
n=0

san hatary yygnanyar we sona gora

x|<r  densizligi

kanagatlandyryan Vvx (gin

c,X"

<lc,|r"  deiisizligin esasynda,
Weyerstrasyii nysany boyunca (18) hatar |x|<r tgin, yagny [-r, r]
kesimde dendlcegli yygnanyar.
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hatar hem dendlgegli yygnanyandyr. Sonun esasynda hatar ticin  15-
nji teoremanyn &hli sertleri yerine yetyar we sol teorema boyunca ol
hatary agzalayyn differensirlap bolyandyr, yagny

S'(x) = [i sin 3nxJ _ i[sinsnxj _ i cosznx N

n=1 n n=1 n n=1 n

§ 8.4. Derejeli hatarlar

1. Derejeli hataryn kesgitlenisi we yygnanmagy. Funksional
hatarlaryn iginde 6wrenmekde has yonekeyi we sonun bilen birlikde
amalyyetde kop ulanylyany

icn(x ~a)' (17)

gornusdaki hatardyr. Ona derejeli hatar, C, sanlara bolsa onui
koeffisiyentleri diyilyér. (17) hataryn huusy gornisi bolan

Sex! (18)
n=0

hatar hem derejeli hatardyr. Bu derejeli hatarlary dernemeklik
birmenzeslikde alnyp barylyandygy sebapli, yonekeylik (gin biz
esasan (18) hatary dernejekdiris.

Derejeli hataryn funksional hatarlaryn hususy haly bolyandygy
sebapli, funksional hatarlar Gc¢in girizilen ahli distinjeler, subut edilen
teoremalar derejeli hatarlara hem degislidir. Yone kébir dustinjeler
dine derejeli hatarlara mahsusdyr. Sonun (gin biz solara ayratyn
garajakdyrys.

10-njy teorema (Abel). Eger (18) derejeli hatar x, =0 nokatda

yygnanyan bolsa, onda ol hatar || <|x,| serti kanagatlandyryan
Vvx Uc¢in hem yygnanyar, 6ziinem absolyut yygnanyar.
< Serte gora, (55) hatardan x =x, bolanda alynyan

Sex! (19)
n=0
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san hatary yygnanyar. Sona goré-de hataryn yygnanmagynyn zerur
serti esasynda, (19) hataryn umumy agzasynyn predeli nola dendir.

Sota gora predelin hésiyeti boyunca {c,x)} yzygiderlik caklidir,
yagny M >0 san tapylyp, VneN (gin

yerine vyetydr. Bu densizligin esasynda
n

n
<m|x
XO

XO

(20)

Eger |x|<|x,| bolsa, onda q=

X1 <1 we sonui tigin hem > Mg”
X

n=0

hatar yygnanyar.Sol sebépli (20) densizlik we denesdirme teoremasy
esasynda (18) hatar |x|<|x,| serti kanagatlandyryan — Wwx Ugin

absolyut yygnanyar. Sonun (cin ol hatar yéne hem yygnanyar.
Bu teoremadan seyle netije gelip ¢ykyar.
Netije. Eger (18) hatar x, nokatda dargayan bolsa, onda ol hatar

|| >|x,| serti kanagatlandyryan Vx ugin hem dargayar.

< Tersine giiman edelin. Goy, hatar %] > x| serti
kanagatlandyryan kabir X Ggin yygnanyan bolsun. Onda |x|<|¥
densizligin esasynda 10-njy teorema boyunca hatar x, nokatda

hem yygnanyan bolar, ol bolsa serte garsy gelydar we bu garsylyk
teoremany subut edyér. >
Bu teoremanyn we netijanin esasynda, eger derejeli hatar x,

nokatda yygnanyan bolsa, onda  (-|x,|, |,|) interwalyn &hli
nokatlarynda ol hatar absolyut yygnanyar, eger-de x,  nokatda
dargayan bolsa, onda (—|x|, |x|) interwalyi dasynda yerlesyan &hli

nokatlarda ol hatar dargayar.
2. Derejeli hataryn yygnanma radiusy we interwaly. Eger (18)

hatar |x|<R bolanda yygnanyan bolup, |x>R bolanda dargayan
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bolsa, onda R sana ol hataryi yygnanma radiusy, (-R, R) interwala

bolsa yygnanma interwaly diyilyér.

(18) gornisdaki islendik derejeli hatar z=0 nokatda yygnanyar,
cunki ol nokatda hataryn birinji agzasyndan beyleki ahli agzalary
nola den we sonun esasynda onun bolekleyin jeminin predeli bardyr.
Yone derejeli hatar ahli san okunda hem, san okunda yerlesyan
interwalda hem yygnanyan bolup biler. Onun seyledigini asakdaky
mysallar gorkezyar.

8-nji mysal. Derejeli hatarlaryn yygnanmagyny deriiemeli:

a) Z% b) D x"; (;)in!x”.
n=0 - n=0 n=0

< Vx 0gin
Xn+1n|

l’InJrl

~|x{lim—2 =0,

a) lim = I|m|
oo +1

e[y, | (D)

yagny hatar Dalamberin nysany boyunga san okunda yygnanyar;

n+1

X
=lim

n—oo XrI

b) I|m

n—oo

. -IY.

yagny hatar Dalamberiii nysany boyunca |x| <1 bolanda yygnanyar,
[X|>1 bolanda bolsa dargayar;

l’InJrl

n+1
¢) lim =Iim|(n+l)!X =[x/lim(n+1)=o0

n—m‘ un ‘ n—>oo‘ nlx ‘ n—oo
sona gOré hatar Dalamberin nysany boyunca dargayar. Diymek,
hatar dinie bir z =0 nokatda yygnanyar.

Bellik. Eger (18) derejeli hatar dinie bir nokatda yygnanyan bolsa,
onda R =0, eger-de ol hatar ahli x (cin yygnanyan bolsa, onda
R = hasap edilyér.

Beyleki hallarda (18) hataryn yygnanma radiusynyin onun
koeffisiyentleri arkaly tapylys formulasyny gorkezelin.

Goy, vn=0,1, 2, ... Ggin c, #0 we
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Defileme n-nji tertipli hemiselik koeffisiselik koeffisiyentli birjynsly
cyzykly defileme diyilyér, bu yerde a,, a,, ..., a, hemiselik sanlar.
(25) defileme (6) defilemanifi hususy halydyr. Sonufi tgin §2.2-
- daki alnan netijeler (25) defileme Ggin dogrudyr.
(25) defilemanifi ¢oziwini

y = e** (k= Const) (26)
gornusde gozlalin.
Bu funksiyany we onufi y' = ke**,y" = kZe¥¥, .,y =k ek
onumlerini (25) denlemede ornunda goyup, alarys:

ke + a; k nolgh® 4.4 an_lkekx -+ anekx = 0.

Ya-da e*k"+ak™ +-+a,_,k+a,)=0
(26) funksiyanyf (25) defilemanifi ¢bzuwi bolmagy ugin
k®+ak™l 44+ a, k+a,=0 (27)

defiligifi yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
algebraik defileménifi n sany koki bardyr, olaryfi gabat gelyénide,
kompleks san bolmagy mimkin.
1) Hasiyetlendiriji defileménifi n-sany durli hakyky koki bolsun. Bu
kokleri  ky, k. ...k, (k,#k;,i=j ) bilen belgilalii. Bu sanlara
degisli (25) defileméanifi kokleri

y, =efe ¥y, =ef¥ L,y =efn¥ (28)
funksiyalar bolar. Bu funksiyalar [a,b] kesimde cyzykly bagly
daldir (15-e seret ).
Teorema 6 —yii netijesine gor4, (25) defilemanifi umumy ¢6zuwi

}==clek‘—x+ Czekix-l-----i—cnek-“z (29)
formuladan kesgitlenyar.
Mysal 5. ¥ — 2y" — 3y" = 0 defilemanifi umumy ¢6zlwini
tapmaly.

< Bu defilemanifi hasiyetlendirijileriji defilemesini yazalyf:
k—2k*-3k=0
Defileméanifi  kokleri  k; = 0,k, =—1, k; =3 bolar. Berlen
defileméaniit umumy ¢ozuwi
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I11 bap. DIFFERENSIAL DENLEMELER

I11. 1. Birinji tertipli differensial defilemeler
81.1 Differensial defilemeler barada esasy dustinjeler

Eger gozlenyan funksiya we onufi durli tertipdaki ontmleri
defilemede saklanyan bolsa, onda bu defileméa differensial defileme
diyilyar. Defilemedéki gozlenyén funksiyanyi  onliminifi yokary
tertibine defilemanif tertibi diyilyar.

Eger gozlenyan funksiya bir Gyteyanli bolsa, onda degisli
differensial defilemd ady differensial defileme diyilyar. Eger
gOzlenyan funksiya birndge Uytgeyanli bolsa, onda bu differensial
defilema hususy 6nimli differensial defileme diyilyar.

n-nji tertipli umumy ady differensial defileme

F(x,y,%"5", e, y™)=0 (1)
gOrnusde yazylyar, bu yerde x bagly dal Gytgeyéan ululyk, y=y(x)
gozlenyan funksiya, y*,v" ..., v gdzlenyan funksiyanyfi éniimleri,
F(x,v,5",y", ...y'™) bolsa berlen funksiya.

Eger (1) defileme ‘=) -e gora ¢oziilen bolsa, onda ol

v =F(xy, vy y" e, y™) (2)
gornusi alar.

(a, b) interwalda kesgitlenen v = @ (x) funksiyanyfi n-gezek
ondmleri hem (a,b) interwalda kesgitlenen bolup, (1) defileméni
Vxe(a,b) Ggin

(2,009, 0' (1),0" (2, .6™ (1)) = 0
tozdestwa éwiirse, onda v = ¢ (x) funksiya (1) defilemanifi ¢czlwi

(1) defillemanifi
V(%) = Yor V(%)= Yo cor YOO (%) = ¥, 3)
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baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢6ziwini tapmaklyga (1)
defileme Ucin Kosinifi meselesi diyilyar.

(1) defilleme Ggin Kosinifi meselesinifi ¢ozuwinifi barlygynyi we
yeke-tékliginifi sertleri asakdaky teoremada getirilyér (teoremany
subutsyz kabul etjekdiris). f

1-nji teorema. Eger  f(x,1,¥',..,y™ V) funksiya we onui

v 9", ...,v™ 2 boyunca hususy éniimleri
x=x|<a, |[y-y,|<b, |y'-yi|<b, ‘y‘”’”—yé”’”‘sb (a>0, b>0)

defisizlikler bilen kesgitlenen G oblastda tzniiksiz we ¢éklenen bolsa,
yagny

|F(e, v, v, 3", ..y P)| = C, ‘f‘f'ixs:»a,:,--uy"“"") < c,

A
}.'. L4

(k=041,..,n—1; y'¥ =y),onda (1) defileménifi (3) serti

kanagatlandyryan |x — x,| < h aralykda yeke-tak y = y (x) ¢ozlwi
> )

max(C, |y’|,...‘y‘”’”‘) ’

M(X’ Y y”""y(n))EG’ M(Xo’yo’yéa-..ayo(nil))eG

bardyr, bu yerde C >0, C, >0, h=min(a,

Eger
=0 (x,Cy,Cyy, C, ) (4)

funksiya 1) €4.C,, ....C,, erkin hemiseliklerifi islendik bahalarynda
(1) defileméni toZzdestwa dwiryan bolsa;

2) (3) serti kanagatlandyryan C,,C,, ....C,  tapylyan bolsa, onda
(4) funksiya (1) differensial defileménifi umumy ¢ozlwi diyilyar.
(1) defillemaniii (4) umumy cozlwinden erkin hemiseliklerifi berlen
bahasyndan alnan ¢ozuwine, yagny vy = e(x,ci.C2, .., C2
cozliwe berlen defilemé&nif hususy ¢ozuwi diyilyér.
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gornusi alar. f ?
LIyl =y Y+ P )y Y + -+ P, () + B, (x)y  (7)

belgilemani girizp, (6) defilleméni

L[y] =0 (8)
gOrnusde yazalyn.

L[v] Dbelgilemani geljekde c¢yzykly differensial operator asakdaky

hasiyetlere eyedir:
L[Cy] = CL[y] (C = Const) 9)
LIy, + y2]1 = LIy ] + LIy,] (10)
Hakykatdan-Qa, f
L[Cyl = (€)™ + P, (x) (€)™ + -+ + +R,(x)(Cy) =
cy™ + Py ()y™ ™+ + P,(x)y) = CLIy]
Ly +v2] = (n + 320" + P10 Gy +32) 70+
+ Pn(xj(yl"'}’:j
= (0 + P @y 4 4 RO
+ (35 + Py + -+ B (D)
= L[y,] + L[y,]
(9),(10) formulalary ulanyp, asakdaky tassyklamalry subut edelifi:
1-nji teorema.Eger vy, ¢yzykly birjynsly L[y] =0 defilemanin
¢ozlwi bolsa, onda Cy; hem bu denleménin ¢oziwidir, bu yerde
C=Const.
< Teoremanyn sertine gord L[w,] =0, onda (2.9) formulany

peydalanyp alarys. L[Cy,] =CL[yy] =0, L[Cw]=0.>
2-nji teorema.Eger y; we y funksiyalar L[y] =0 birjynsly

§ 2.3 n-nji tertipli hemiselik kosffisiyentli birjynsly ¢yzykly
defilemeler

y® +ay"+a v +ay=0 (25)
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d ~
< v' =z(y), y" =z= afilatmalary ulanyp, alarys:
-

d 2 -y 2 y
Zd_: +z%=2e7¥ z®=wornunda goymany

ulanyp, 3:—: +u=2e”  yada :—;4— 2u = 4e™¥ cyzykly

defilemani alarys. Bu defilemanifi umumy ¢6ztwini (19) formulany
peydalanyp taparys:

u=e f2ar (J- 4e7 el 28y gy 1 Cl) =
=g~ [4] e_)'eb'd}r +C)= e_z}'[dle}' + E‘lj =

=4 V0 e

yi=u=4eV+ e yada y' =+4e +Ce 2,

82.2 n-nji tertipli differensial defilemeler
I. n-nji tertipli ¢yzykly defilemanifi ¢coziwlerinifi hasiyetleri

2o() Y™ + 4, ()Y + -+ g, (DY + 4, (Dy = fi(x) (B)
gornusli defilemé& n-nji teripli ¢yzykly differensial defileme diyilyar,
bu yerde ¥ = y(x) gozlenyan funksiya,
fi(x) , g, (x) (k=0.n) berlen funksiyalar. Bu funksiyalar kébir
[a, b] kesimde Uizniiksiz funksiyalar diyip hasap ederis.

Eger f,(x) % 0 bolsa, onda (4) defilema birjynsly dal defileme, eger
g,(x) = 0bolanda (4) defilemani g,(x)bolip, alarys:
v+ P )y 4t B (2)Y + B(x) = F(x),
bu yerde

g, (%) fix)
P = k = 1’ R = —
=0 k=1m, f=E
q,(x) = 0 bolanda n-nji tertipli birjynsly defileme

}r':n:' + .P:L(xj}?l:n_ﬂ 44 pn_l(xj},-’_i_ 'Pn Exj =10, (6)
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§1.2 Birinji tertipli differensial defilemeler.
Uyteyanleri ayyl-sayyl edilyan defilemeler

Flx,y,¥')=0 (5)
defilemda umumy gornisdaki birinji tertipli differensial defileme

......

Eger (5) defilemani y-e gora ¢dzip bolsa, onda ol  y' = f(x,¥)
ya-da dy — f(x,y)dx =0 gérnisde yazylyar.

p(x, y)dx + Q(x, y)dy =0 (6)
defileme onufi hususy gornusidir.
(5) defilemanii v (x,)=1v, serti kanagatlandyryan
o = ¢ (x) cozltiwini tapmaklyga Kosinifi meselesi diyilyar.
Indi defilemanifi
p(xy) = fx)e(¥).Qlx,y) = filx)e;(¥)
bolandaky hususy halyna seredelifi:
flde(y) de+ fi(x)e,(y)dy =0 (7)
fi(x)@(v) = 0bolanda (7) defilemani f; (x)@(y) bolip alarys:
Iodx +28dy =0 (8)
Bu defilemanif birinji gosulyjysy difie x-e, ikinjisi difie y-e baglydyr.
(8) defilemani integrirlap, ol defileménin
F(=) @y ()
B HIg A=
umumy ¢Ozuwini alarys.
Mysal 1. y" = 33/w? defilemanifi y(1) = 1 serti kanagatlandyryan
¢oziwini tapmaly.
< Berlen defileméni asakdaky gérnisde yazalyf:

2 2
%:3y3 defileméni v = 0 bolanda y 2dx kopeldip,

v =dy = 3dx gornlsde yazarys. Alnan defilemani integrirlalif:
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_r}r_gd}r= [3dx, yi=x+c yaday=(x+c)
v(1) = 1 serti ulanyp, C-ni tapalyfi:

y(1)=(1+c) =1, c=0
Diymek berlen meselanifi ¢oziiwi y = x* bolar. >

81.3 Birinji tertipli birjynsly defilemeler

Eger F(x, ¥) funksiya Ggin
F(tx, ty) =t™ F(x,) )
toZdestwo yerine yetyadn bolsa, onda F(=x,v) funksiya n 6lcegli
birjynsly funksiya diyilyar.
Mysal Ggin:

Fy(x,y) =4x +3y, Flx,y)= xZ cl::rs;i_ +xy, Flx,y)= ?

funksiyalar degislilikde bir, iki we nol dlgegli birjynsly
funksiyalardyr. Hakykatdan-da,
F,(tx,ty) = 4tx + 3ty = t(4x + 3y) = tF, (x,¥),

) tx . ox )
F,(tx,ty) = (tx)* cos p + txty = t° (x‘ cos—+ x}r) =t°F, (x,v),
v v
tx —ty x—V¥
Fy(tx,ty) = — = ~ =tF, (x,v).
ty ¥

Eger P(x,v) we @(x,v) funksiyalar sol bir n dlcegli birjynsly
funksiyalar bolsalar, onda (6) differensial defilemd birjynsly
differensial defileme diyilydar. Diymek, eger (6) defileme birjynsly
differensial defileme bolsa, onda

P(tx, ty) = t" P(x,y),Q(tx,ty) = t" Q(x,3) bolar.

Egert = % (x # 0) bolsa, onda bu yerden
yy 1 ¥y 1
P(lr;j - xn P(xr};r]rgtlrx) _xn Q(x’};r:]
defilikler alnar. Diymek,
¥V Vv
P " = ?‘EP 1!L » » = m 1rL
(xy) =x"P(12), Q) =x"¢(17)

348

£ =7 Z =% Budetlemani integrirlap alarys:
dx = x
Inlz| = In|x| + InlC,| ya-da z=Cyx

defiligi alarys. Belgilemani g6z 6fitinde tutup, ¥™ = C,x denlemani

alarys. Ony dort gezek yzygiderli integrirlalif

v =C x—4—|-('.' £+Cx—|-£'
s 14! 22 3 4
5 3 2
}’:C1§+C23+C3 +Cx+Cy
ya-da
¥ =Cx®+Cx®+ Cax? + Cox + C,
bu yerde: C; = = _z%C_EZE

3. Flyy'y", ...,}r':”:')ZO .
y" =z ornunda goymany ulanyp, berlen defilemanifi tertibini bir
birlik kemeldilyar. Bu yerde taze Uytgeyan bagly dal funksiya y-e
baglydyr: z = z(y) Alarys:
, _dz dzdy  dz
y = dx EE =E 5

m_d( ciz} d( riz)d}r_ (dz)z_l_ d’z
Y T @ \Fay) T ax\Faylde “\\dx) T ay?

_,d’z . (dz)z
“ay? T
we. s.m. Bu afilatmalary (4) defilemede ornunda goyup, (n-1) tertipli
defileme alarys.
Mysal 4. ¥ +y** =2e™ defilemanii umumy c¢oziwini

tapmaly.
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yrt =5 ornunda goymany ulanyp, (2)
defilemani F(z,z') = 0 gdrnisde yazarys.
Eger alnan defilemanifi ¢coziwi z= ¢ (x,C,) bolsa, ornunda
goymany ulanyp, (1) gérnisdéki vy~ = @(x, ¢,) differensial
defilemani alarys.

Mysal 2. y* = /1 + (¥"")* defilemanifi umumy ¢ézlwini tapmaly.
< ¥" =2z ornunda goymany ulanyp alarys: z' =+1+42z°
ya-da :—3 =1+ z2 . Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edelifi we
&
integrirlalin:
d= - d= - +
i O I EEET TS

z = sht,dz = chtdt ornunda goymany ulanalyf:

chtdt - _
Ao rte ya-da t=x+Cy

diymek: z = sht(x + C4). ¥" = z ornunda goymany peydalanalyfi:
y" =sh(x+ C,;) ikigezek yzygiderli integrirlap, alarys:
vy =ch(x+c))+C,,
y = sh(x + Cy) + Cyx + Gy
3. F[x’}r':k}’}rfk+1}’_”’}F':rz}) =0
v = z ornunda goymany ulansak, onda
F':k+1} =z }Fl:k+2} — z""’.“’};r':?‘!:' — zn-k) By yagdayda (3)
defileme  F(x,z,z',..,z") = 0 gérniisi alar. Alnan defilemanif
umumy  ¢ozuwi z=g(x,C4,Cs,...C,_,) bolsa, onda (1.1)
gornisdaki v = @(x,€.C,, ..., C,_,) defilemani alarys. Bu
defilemani k gezek yzygiderli integrirlap, berlen defilemanifi umumy
¢ozlwini alarys.
Mysal 3. xy¥ — ™ = 0 defilemanifi umumy ¢ozlwini tapyii.
< v =z belgilemini girizelii, onda y¥ =z' bolar. Berlen
defileme xz'—z =0 gornlsi alar. Bu defilemani Uytgeyan ululyklara
gora ayyl-sayyl edip, alarys:
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P(x,v) we Q(x, v) funksiyalary (6)-da ornunda goyup,
x™P (1,§}dx 4+ x"Q (1, j’—f) dy =0
ya-da
P(1,Y)dx+ @(1,%)dy =0 (10)
defilemani alarys.
U zj—f yada y = ux belgilemani girizip, (10)-dan alarys:
P(1,u)dx + Q(1,u) (udx + xdu) =0 ya—da
(P(1.1) +uQ(1,u))dx + xQ(1,u)du = 0.
Alnan defileme Uytgeyanleri ayyl-sayyl edilyén defilemedir. Goy, bu
differensial defilemanifi umumy ¢oziwi #(x,u,c) = 0 bolsun. Bu
belgilemani gbz 6iilinde tutup, (6) birjynsly differensial defilemanin
umumy ¢ (xif") =0 ¢oziiwini alarys.
Mysal 2. xy' = /x? —y% + y defilemani ¢cozmeli.
< Berlen defilemani x{(x = 0) bolup, asakdaky gorniisde yazalyii:
b AR
v= 1)+
4 X X
Bu defileménin birjynsly differensial defilemedigi aydyfidyr. v = ux
belgileméni ulanyp, alarys: u'x +u =+v1—u? +u ya-da
d’u —
x— =+4/1—u"
uytgeyanleri ayyl-sayyl edelifi :
= i—x, integrirlalii  arcsinu = In|x| +Inc, (C, = 0) ya-da

ST

arcsinu = InC,lx| ; C,lx| = £C,x bolanlygy  Ucin +C,=C
belgilemani ulanalyii.
arcsinu = Incx, bu yerde |lnex| =

[ W |

belgilemani goz 6iilinde tutup, berlen defileménifi umumy ¢oziwini
alarys:
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aresin> = Inex ya-da vy = xsinlncx

&£
defilemanifi Uytgeyanlerini ayyl-sayyl edenimizde, defileméanifi iki
bolegini hem x+1 —w2 bollpdik. Sonuii Ugin kabir c¢ozlwleri
yitirmegimiz mumkin.
x = 0we1—u? =0bolsun. Yone x = 0, sebabi u =% ornunda

goymany ulandyk. Ikinjisinden 1 —i—:z 0 vya-da v = tx alarys.
Ornunda goymany ulanyp ¥ =x we y = —x funksiyalaryfi hem
berlen defilemanifi ¢bzlwidigini alarys. >

81.4. Birinji tertipli ¢yzykly differensial defilemeler

alx)y' +b(x)y = c(x) (11)
defilem& birinji tertipli ¢yzykly differensial defileme diyilyar, bu
yerde v =y(x) gobzlenyan funksiya, a(x), b(x), c(x) (e« <x<p)
funksiyalar berlen tzniksiz funksiyalar, sunlukda a(x) = 0 bélup,

v +p()y = Flx) (12)
defilemani alarys, bu yerde

b(x clx
P =2, F) = 55
(12) defileménif gozuwml u=ul(x),v =v(x) funksiyalaryi

kopeltmek hasyly gérnusinde gozlalin:
YV =uv. (13)
v' =u'v+ uv' defiligi g6z 6Alnde tutup, (12) den alarys:
u'v + uv' + p(x)uv = f(x)
ya-da
v+ ulv +plx)v) = flx) (14)
v = v(x) funksiyany
v +p(x)v=0 (15)
defilemani ¢ozlp taparys. (15)-1 goz 6fdnde tutup, (14)-den alarys:
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x n—1 n—2
y= (n_l 1)! Ln(x_ )" f(t)dt +C1$_ 1—|' C:ﬂ_ 2 +
+C,_x+C,
gOrnusde yazarys. Eger (1) defilemanifi
y(xg) = ¥, ¥ (5) = ¥5', . r}f”_ltxﬁ] ="
baslangyc sertleri kanagatlandyryan cozlwini tapmaklyk talap
edilydn bolsun. Onda (1) defilemdni yzygiderli n gezek
x5 dan x — e ¢enli integrirldp, bu meselanifi ¢dzlwini alarys:
'n 1)

J (x — t)™ 1f[t)dt—|— o 1j|[x_xﬁjn-1_|_...

-1

o (n—n

+ ¥o [x uj + vy,
ya-da

¥y =

ﬂ—1]lf (x =)™ 1f(t)dr+z IE}(x_xDjf

Mysal 1. ¥""' = sin x cos x defilemanifi umumy ¢coziwini tapmaly.
< Ug gezek yzygiderli integrirlap, alarys:

v" = —cosx + sinx +C,,

v' = —sinx —cosx + C;x + C,,

-
=

x
¥V = coSxX — SinX —I-ClE—I- Cox+ Cq
Indi berlen defilemanifi y(1)=0,v'(1)=1,¥"(1) = 2 sertleri
kanagatlandyryan ¢6ziwini tapalyf.

2+C0,+6=0

b | =

—1+C, =2
= nx +2x% = 2x +
¥V = CO5FX — SInX Ex X >
2. Fy"1,y0)=0 2)
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daldir. (x,, y,) nokady (1;0) diyip, (20) formulany ulanyp, berlen
defilemaniii umumy ¢6zuwini alarys:

x Y ¥ 3 — A

i Tdx+ [[(=yDdy =, yin|x| [[ -Z[) =

-1
ya-da ylIn|x|— :’T =C. >

I11. 2. Yokary tertipli differensial defilemeler.
§2.1 Kabir n-nji tertipli integrirlenyén differensial defilemelerifi
gornusleri. Tertibini peseldip bolyan defilemeler

1. Sag bolegi Uzniiksiz x-e bagly funksiya bolan defilemanifi
hususy halyna seredelifi, yagny

v = f) 1)

Bu defilemani n gezek integrirlap, alarys:
}FI:?'!_:I-:I = f f[x]dx + Cj_,

D) )”f(xjdxdx tCx 4G,

xn—l xn—;

C,
+ “n—2

tedC,xtC,

v = J Jf[x]dx wdx +Cy
n—1
——
alnan funksiya (1) defileménii umumy c¢oziwidir. (2) c¢oziwde
kesgitsiz integrallary yokarky cdgi Uytgeyan ululykly kesgitli
integrallar bilen calsyrmak bolar, yagny ony:

n—1 n—2

X X x
=1 .. dx..dx + C C, C
o o

+ C,
gornlsde yazmak bolar.

L: L:f[x]dx = (n — 1)!L:(1_ £ (t)dt

Kosi formulasyny peydalanyp, umumy ¢ozlwi
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w'v = f(x) . (16)
(15) we (16) defilemeler Uytgeyanleri ayyl-sayyl edilydn
defilemelerdir. (15) defilemaniii umumy ¢Ozuwini tapalyn:
dur

= —p(x)v
£ = —p(x)dx defilemani integrirlalif:
'[:J(_'xj = Cle—.r’p':x}rix . (17)

(16) defilemeden alarys: u’ =Ci f(x)ejp(x)dx ony integrirlap alarys:
1

u(x) =2 [ F)el? @ ax +c, . (18)
(17), (18) defilikleri ulényp, (13)-den berlen defilemaniii umumy
¢ozUwini taparys: f
y = g~ plx)dx [_rf[x]e'r?’"x]dx dx + E') (c=c,0). (19
Mysal 3. v 4+ 2xy = 2xe~*" defilemani ¢cozmeli.
< (19) formulany peydalanyp, berlen defilemanifi umumy ¢ézlwini
tapalyni:

};r = E-—,r'plix:'rix (J Exe—xzdx_l_ C)

=™ (ZJM"‘ +0) = (x*+0).

81.5. Doly differensially defilemeler

Eger (6) defilemanifi cep bolegi kdbir F = F(x,y) funksiyanyf
doly differensialy, yagny dF = P(x,y)dx + Q(x,y)dy bolsa, onda
bu defilemé doly differensially defileme diyilyér.

Bu yagdayda (6) defilemani dF (x,y) = 0 gornisde yazyp bolar,
diymek Fix,v) = C.

aF dF

dF = —dx 4+ —dy = P(x,y)dx + Q (x,y)dy.
dx dy

351



Bu denlik esasynda alarys:

ar

aF
a = .P(.’?C,}Fj,a—}_ = Q(Jxr}r}

Asakdaky tassyklama dogrudyr.
(6) defilemaniii doly differensially defileme bolmagy ugin,
P(x,v) we Q(x,v) funksiyalaryi  kesgitlenen D  oblastynda

BP(xy) BQUed) -« i o
%}}@;—:” tizniiksiz ontimleri bar bolup,

ar _ 8g
3 3y (20)

sertifi yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. Bu yagdayda, eger (20)
sert yerine yetyan bolsa, onda (6) defilemanift umumy ¢oz0wi
L, P(xy)de + [7 Qlx,y)dy = C

ya-da
X ¥
[ Peuvo ax+ [ oGaray=c
¥o

gOrnusde yazylyar.
Mysal 4. 2xcos® ydx + (8 i..'@ — x* sin 2y)dy = 0 defileménifi
¢oziwini tapmaly.

< Buyerde

P(x,y) = 2xcos’y, Q(x,y) =8 ia?—xz sin 2y

Sonun esasynda

dP(zx, v dd{x, v
(o) = 2x(—2siny cosy) = —2x sin 2y, Q(x =
dy dx

= —2xsin Zy.
x ¥
J Excosz}rdx-i-J 8:ydy=0
o o
x*cos’yv +6y3fy=C

Bu yerde (x,, y,) nokadyfi ornuna koordinatalar baslangyjyny aldyk.
Eger(20) sert yerine yetmese, onda (6) defileme doly differensially
defileme daldir. Kébir yagdaylarda bu defileméni w(x,v) funksiya
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kopeldip, doly differensially defileme alyp bolyar. u = u(x,y)
funksiya integrirleyji kopeldiji diyilyar.
1-nji hal. Eger
8P aQ

dy dx

Q
bolsa, yagny gatnasyk x-e bagly funksiya bolsa, onda integrirleyji
kopeldiji

= ¢(x)

rml:x]dx
u=e . (21)
2-nji hal. Eger
9F _dq
dy dx
—— =y

P
bolsa, yagny gatnasyk y-e bagly funksiya bolsa, onda integrirleyji
kopeldiji
_ rﬂf"':}':'rl'.‘-'
p=e (22)
formuladan tapylyar.
Mysal 5. wdx + x(lnx — y*)dy = 0 defileménii umumy
¢oziwini tapmaly.
< Buyerde P(x,y) = v, Q(x,¥) = x(lnx —y3)

Alarys: Z—f =1 ,Z—f = 1+ Inx —y? (20) sert yerine yetmeyar.
ap  aQ
dy  9x 1—1—Inx+y? 1
= = - =0
Q x(Inx — y%) x
—JI‘% —lnx=y
(21) formulany ulanyp, alarys: u =e =e

Berlen defilemanifi iki bolegininem 1/x-e kopeldip alarys:
Zdx + (Inx — y¥)dy = 0.
Alnan defilemaniii doly differensial defilemedigini gérkezmek kyn
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w(ay=NA @)
N
gylyk hem &timallygyn statistiki kesgitlemesi hokminde kabul
edilyar.

)Zl.Ahtimallygyﬁ geometrik kesgitlemesi. Gifiglikdaki G yay-
lanyfi Olcegini (uzynlygyny, meydanyny, géwrimini ) mesG bilen
we bu yaylada saklanyan g yaylanyfi Olcegini mesg bilen belgi-
lalif. G yayla sowuna oklanan nokadyf gyayla diismegini A waka
diyip belgilélifi. Nokadyfi g yayla dismeginifi &htimallygy bu yayla-
nyfi 6lcegine proporsional we onufi G yaylada yerlesisine bagly dal
diyip hasap edelii.Onda A wakanyfi ahtimallygy

P(A) = 5)
mesG

gatnasyk bilen kesgitlenyar.Bu formula ahtimallygyfi geometrik
kesgitlemesi diyilyar.

1-nji mesele. Gapda her birinde G, A, A/R, S, S, Y, Y, Z L, K
harplaryn biri yazylan 11 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar gapdan sowuna
yeke-yekeden c¢ykarylyp, cepden saga yzygider goyulyar.
“GARASSYZLYK?” soziinin yazylmagynyn &htimallygyny tapmaly.

<1 Goy, A waka “GARASSYZLYK” sozlnin yazylmagy bolsun.
Tagtajyklaryn hemmesi gapdan sowuna yeke-yekeden cykarylyp,
cepden saga yzygider goyulsa, bolup biljek &hli elementar wakalaryn
sany bu 11 harpdan dizmek mumkin bolan calsyrmalaryn sanyna
dendir, yagny, n=11! “GARASSYZLYK” sozlinde iki sany A harpy
we iki sany Y harpy bolanlygy sebdpli, A wakanyn yiize ¢ykmagyna
getiryan ahli elementar wakalaryn sany m = 212! bolar. Seylelikde,
“GARASSYZLYK?” s6ziinin yazylmagynyn &dhtimallygy

4

m
P(A) =—=—
(A) n 11

bolar. >
2-nji mesele. Tekjede dirli 20 kitap bar. Olaryn onusynyn her
birinin banasy 60 manat, dordusinin her birinin bahasy 50 manat,
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y=c; + c,e "+ cye® bolar.
2. Hasiyetlendiriji defileméanifi kokleri hakyky bolup, olaryii m
sanysy Ozara defi, beylekileri durli bolsun:

Ky =ky = =Kpikpsy Kpags e Ky
Onda berlen defillemanifi ¢ozuwleri
}1'1 = ek‘_x’}:r: = ek‘_ x""’}’m = ek‘_x’}:l'm_i-l = e;'{i"l"|.+'_:r’_“’_'!.‘:l'?‘i = ekﬂ.z

bolar.
Bu cozuwler ¢yzykly baglydyr, sebdbi m sany ¢c6zuw gabat gelyar.
m-sany gabat gelyan ¢éziwlere m-sany ¢yzykly bagly dél.
m—1_k, x

}rl=gk‘.x’}rz =xek‘.x’_”’}rm=x g

cozlwleri degisli edip bolar, seylelikde
v, = gk‘.:’r’}r: = xek‘. x’ s ¥y = xm_lek‘. I’}Fm+1 =
= Ekm+‘.x’ e Vg = Ek

Cozuwler ¢cyzykly bagly daldir. Berlen defilemanifi umumy ¢0zuwi.
}:l' =

n* .
r

c,er ¥+ cxe®i ¥ L ™ eM i E g eFme® g gFn
ya-da
y=(c; % cax++ ™) e¥a¥ f g L efmea¥ 4 g gFn X
funksiyalar bolar.
6-njy mysal. »
tapmaly.
< Hasiyetlendirijileriji defilemesi: k* + 2k*+ k=0 bolar. Bu
defilemaniii coziwleri ky =k, = 1,kq = 0 bolar. Umumy ¢Ozuwi
yazalyii:

1]

"—2y" 4+ y" = 0 defilemanifi umumy ¢oziwini

v = (e, + c;x)e* + Cg.
3) Hasiyetlendiriji defileméanifi koklerinifi arasynda kompleks sanlar
hem bar bolsun: k; = a—if, k, = a +if . Alarys:

y, = ef:¥ = gla=iBlx — gex(cpefy — isinfix),

Vo = ek ¥ = pla—iflx — e™(cosfix + isinfix).

Teorema 3-ifi netijesine goOrd, ¥, = e**cosfx,y, = e® “sinfix
funksiyalar berlen defileménifi ¢ozwidir.
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Goy, hasiyetlendiriji defilemanifi galan k4, kg, ..., k,, kokleri dirli we
hakyky sanlar bolsa, berlen defilemanifi umumy ¢ozlwi
y = (cycosfx + cyisinfix)e®* + cpe¥s ¥ + -+ ¢ _e¥n* bolar.

7-nji mysal. y"'+4y"+13y'=0 denlem&nin umumy c¢oziwini
tapmaly.

< Hasiyetlendiriji denilleme k®+4k*+13k=0 bolar.
Bu denlemanin koklerini tapalyn: A;=-2-3i; A,=-2+3I, A3=0. Umumy
¢ozlwini yazalyn:

y=(C1c0s3x+C,sin3x)e?+Cs

82.4. n-nji tertipli birjynsly dal deiilemeler

Asakdaky n-nji tertipli birjynsly differensial denlemé garalyn:
YO+p100y ™ + 4+ paa () Y +pa()y=F(x), (30)
bu yerde p.(x)(k=1,n), f(x) funksiyalar [a,b] kesimde liznlksiz.
Berlen denleméni

LLyl=f(x) (31)
gornlsde yazalyn, bu yerde

Lyl= ™ + p,()y ™ + o+ p, (¥ + p (D).

7-nji teorema. Eger vy, = y,(x)funksiya birjynsly L[y]=0
denleménin ¢Ozuwi, y; =14 (x) funksiya degisli birjynsly dal
L[y]=f(x)denilemanin ¢coztwleri bolsa, onda v, + v, = w,(x) + ¥,(X)
funksiya birjynsly dél denlemanin ¢oztwidir.

< Teoremanyn sertine goré L[wv,]= 0, L[v,]=f(x) alarys.
LIy, + 3] = LIvo] + Llw] =0 + f(x),
Llyety] = f(x).

Bu verden v, + 3, —L[¥] = f(x) denlemanin ¢6zlwidigi gelip
cykyar.

Netije2.3 Eger v, = y,(x) funksiya L[y]=0 denilemé&niin umumy
cozlwi, ¥, = v, (x) funksiya L[y]=f(x) denlemé&nin haysyda bolsa bir
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Sygysmayan A we B wakalar Ggin AB = @ denguyclilik adalat-
lydyr. Awe A garsylykly wakalar {icin sol bir wagtda A+ A = Q we
AA =@ dengiyclilikler adalatlydyrlar.

) § 3. Ahtimallygyn durli kesgitlemeleri
1.Ahtimallyk.Ahtimallyklar nazaryyetinifi esasy disufijelerinifi
yene biri dhtimallyk distnjesidir.
Kesgitleme. Eger P(A) san funksiyasy:
1) Islendik Ae F waka tgin P(A) >0 (otrisatel dallik aksiomasy);
2) P(Q)=1 (normirlenenlik aksiomasy);
3) Sygysmayan A, A,,..., A, ... wakalar (gin

P(g Anj - Z P (An) (‘hasaply additiwlik aksiomasy );

sertleri kanagatlandyryan bolsa , onda onia ahtimallyk diyilyar.
Ahtimallyk asakdaky hésiyetlere eyedir:

1) Eger B < A bolsa, onda P(A\B)=P(A)-P(B).

2) Eger B < A bolsa, onda P(B) < P(A).

3) Garsylykly wakalaryn ahtimallyklarynyni jemi bire dendir, yagny

P(A)+P(A)=1.

4) Mumkin dal wakanyn &htimallygy nola dendir,yagny P( @ )= 0.

5) Islendik A waka t¢gin 0 < P(A) <1 densizlikler adalatlydyrlar.
2.Ahtimallygyi klassyky kesgitlemesi. Hususy halda, Q ele-

mentar wakalar ginigligi diskret bolanda we w elementar wakalar

den&htimallykly bolanlarynda islendik A wakanyn ahtimallygy

P(A) =% 3)

gatnasyk bilen hasaplanyar, bu yerde n- synag gecirilende yize ¢y-
kyp biljek ahli elementar wakalaryn sany, m- A wakanyn ylze gyk-
magyna getiryan elementar wakalaryn sany. (3) gatnasyga ahtimal-
lygyn klassyky kesgitlemesi diyilyar.
3.Ahtimallygyfi statistiki kesgitlemesi. Goy, N synag gegiril-
yéan bolsun. Bu synaglaryn N (A) sanysynda A waka yize ¢ykyan
bolsun.
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Sol bir synagda bir wakanyn yiize ¢ykmagy beyleki wakanyn
yuze ¢ykmak mimkingiligini yok edyén bolsa, onda seyle wakalara
sygysmayan wakalar diyilyar.

A wakanyn yiize ¢ykmayan wagty we dinie sonda yiize ¢ykyan
waka A wakanyn garsylykly wakasy diyilyar we A bilen belgilenyar
(okalysy: A dal).

2. Wakalar Ustiinde amallar. A we B iki wakanyn jemi ya-da
birlesmesi diylip, bu wakalarynn in bolmanda birinin yize ¢ykma-
gyna aydylyar we A+B ya-da A B bilen belgilenyér.

A we B iki wakanyn kopeltmek hasyly ya-da kesismesi diylip, bu
wakalaryn bilelikde yize ¢ykmagyna aydylyar we AB ya-da AN B
bilen belgilenyar.

AweB wakalaryn tapawudy diylip, A wakanyn ylze ¢ykyp, B
wakanyn yize ¢ykmazlygyna aydylyar we A\ B bilen belgilenyar.

A\BweB\ A wakalaryn jemine A we B wakalaryn simmetrik
tapawudy diyilyar we A A B bilen belgilenyar.

Wakalar  Ustinde amallary Wyennin  diagrammalarynda
gorkezelin: (2-nji surat)

Qg B

ww

Q, B
b

AvB

2-nji surat.
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hususy ¢ézlwi bolsa,onda Vg + vy —L[yv] = f(x) denlemanit
umumy ¢Ozuwidir.

82.5 n-nji tertipli birjynsly dal hemiselik koeffisiyentli cyzykly
deiilemeler

v tay ™t ta, 4y ey =£(0) (32)
defilema garalyi, bu yerde a,(k = 1,m)hakyky sanlar, f(x)—[a, b]
kesimde Uzniiksiz funksiya.
(32) denlemanin birjynsly denlemesini yazalyn:
vty 4 tra v +a,y =0. (33)
Eger (33) denleménin umumy 1y, ¢Ozuwi, we (32) denlemanin
haysyda bolsa bir w;hususy ¢oziwi belli bolsa, onda netije 2-den
¥p T ¥4 (32) denleménin umumy ¢oziwidir. (33) deilemanin umumy
¢coziwinin tapylysyny 82.3-de seredipdik.
(32) defillemanii hususy ¢Oziwi nébelli koeffisinentler usuly bilen
tapylyar.
1) F(x) =e** P, (x), buyerde B, (x)- derejeli kbpagza.
Eger a san degisli hasiyetlendiriji defilemanifi koki dal bolsa, onda
vy = e“@,(x) bolar, bu yerde n-derejeli @,(x) kdpagzanyf
koeffisiyentlerini kesgitlemeli.
Mysal 8. y"' —y" +v' —y=x%+x defilemanii umumy
coziwlerini tapmaly.
< ki bilen bu defilemaniii birjynslysynyi umumy c¢ozlwini
tapalyfi. Hasiyetlendiriji defilemesinifi koklerini tapalyn.
K-k +k—-1=0=k = Lk,= —i,ky =1,
diymek:
¥y = ¢,e¥ + cyco5x + cysinx
y; =ax? +bx+c |
Onuimlerini tapyp, berlen defilemede ornunda goyup, a ,b, ¢ sanlary
tapalyni:
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y',=2ax+b, y' =2a, y" =0,
0—2a+2ax+b—ax?—bx—c=x>+x
—ax?+(2a—b)x—2a+b—c=x*+x
alarys:
—a =1,
2a—b=1, {, a=1b=1c=-1y =x*+x—1
—2at+b—c=0.
Berlen defilemanii umumy ¢6ziwi
v=v,+v, =Ce*+ C,cosx + Cysinx + x>+ x— 1 bolar.
Eger @ san hésiyetlendiriji defileménifi m kratny koki bolsa, onda
v, = xMe®™ g (x) bolar.
9-njy mysal. ¥'"" + 7y’ = e~ denilemanin umumy ¢oziiwini
tapmaly.
< Bu denlemanin birjynslysynyn umumy ¢oziwini tapalyn:
K*+7k=0=ky=—-7k;,= 0.
Yo =Cie "+ C,.
v, =xae”"*, bu funksiyanyii oniimlerini tapyp, berlen defilemede
ornunda goyalyfi:
vi =ae " —Taxe *,y
= —14ae” ¥ + 49axe ¥, —14ae”* + 49axe” ¥
+ 7axe *Taxe ™ — 49axe” F = ¥ —
1 1

-7 = 1){1:——’}11 = —Dxg"
7 7

Tx
diymek:
y=y,+v, =Cie ™ +C, - ;xe_“
2) f(x) = e®™ (P, (x)cosfx+ R, (x)sinfx).

Eger a +if kompleks san hésiyetlendiriji defilemanifi kokleri

bolmasa, onda
v, = e™(@,(x)cosfx + S, (x)sinfix). bolar, bu yerde

k = max{n,m}.
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)

ululyga dendir.
8 2. Wakalar we olaryn Usttinde amallar.

1.Wakalaryii synplasdyrylmasy.Ahtimallyklar nazaryyetinin
esasy dusunjelerinin biri waka distnjesidir. Wakanyii kesgitlemesi
yokdyr.Sol sebépli,wakalara matematiki usullary ulanmak maksady
bilen elementar wakalar ginisligi diylip atlandyrylan erkin Q= {W}
kodpluge garalyar we bu kopligin islendik bolek kopligi waka diylip
atlandyrylyar. Q kopliigin w elementlerine elementar wakalar iyilyar.
Wakalary (¢ topara bolyarler:
1) Hokmany wakalar.
2) Mumkin dal wakalar.
3) Totén wakalar.

Islendik wakanyn ylize ¢ykmagy ucin kabir sertler toplumynyn
bolmagy zerurdyr. Bu sertler toplumy synag ya-da tejribe diylip
atlandyrylyar.K&bir sertler toplumynda hokman vyiize c¢ykyan
wakalara hokmany wakalar, yize ¢cykmajakdygy onden belli bolan
wakalara mimkin dal wakalar, ylize ¢ykmaklygy hem, ¢ykmazlygy
wakalary Q ya-da U bilen, miimkin dal wakalary @ ya-da V bilen,
totdn wakalary bolsa latyn elipbiyinin A, B, C, D,... bas harplary
bilen belgileyarler. Mysal Ugcin, gapda 10 sany ak sar bar bolsun. Bu
gapdan sowuna ¢ykarylan saryfi ak bolmagy hokmany wakadyr.Bu
sertde ol gapdan sowuna gykarylan saryf ak dal bolmagy mimkin dal
wakadyr. Eger gapdaky 10 saryfi birndgesi ak, birndgesi ak dal bolsa,
onda bu gapdan sowuna ¢ykarylan saryfi ak ya-da ak dal bolmagy
totan wakadyr.

“A wakanyn yize ¢ykmagy B wakanyn yiize c¢ykmagyna
getiryar” diylen tassyklama AcB goOrnisde yazylyar. Eger A
wakanyf yiize ¢ykmagy B wakanyf ylize gykmagyna we B wakanyfi
yuze ¢ykmagy A wakanyf yilize ¢cykmagyna getiryén bolsa, onda ol
wakalara dengycli diyilyar we A=B gdrniisde belgilenyar.
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2. Calsyrmalar.

Kesgitleme. 1-den n-e cenli natural sanlaryn képeltmek hasy-
lyna n-faktorial diyily&r we n! bilen belgilenyar.

Mysal c¢in, 5!=1.2-3-4-5=120. Kesgitlemeden peydalanyp, bu

sany 5!=4L5=314.5=213-4.5=12-3-4-5 defilikler gornisinde

hem yazmak bolar.Sol sebépli, islendik natural n san {cin
n'=(n-1)kn

denlik adalatlydyr.

Bellik. 0! =1 diylip kabul edilyar.

Goy, a,,a,,...,a, elementler berlen bolsun. Bu elementlerin
islendik tertipde yazylan yzygiderligine calsyrma diyilyér. Bu ele-
mentlerifi islendik ikisinden, mysal tgin, a, we a, elementlerden
a,,a, we a,,a, gornlsli 2!=1.-2 =2 sany ¢alsyrma dizmek bolar.
Sufa merizeslikde, berlen elementlerifi islendik tgtsinden, mysal
ucin, a,,a, we a, elementlerden a,,a,,a,; a;,a,,a,; a,,a,,as;
a,,a;,8,; a,,a,,a,; a;,a,,8, gornusli 3'=1-2-3 =6 sany calsyr-
ma diizmek bolar. Bu pikir yoretmani dowam edip, n elementden n!
sany c¢alsyrma diizmek boljakdygyna g6z yetirmek bolar.

3. Utgasdyrmalar.

Kesgitleme. n elementli koplugin k elementli erkin bdlek kop-
ligine n elementden k element boyunga utgasdyrma diyilyar.

Seyle utgasdyrmalaryn sany
K n!
Cr kl(n—k)! @
ululyga dendir.

4. Yerlesdirmeler.

Kesgitleme. Her bir elementine 1-den n-e cenli kabir san
(elementin nomeri) degisli edilen n elementli kdpliige tertiplesdirilen
diyilyar.

Kesgitleme. n elementli koplugin tertiplesdirilen k elementli bo-
lek kopllgine n elementden k element boyunca yerlesdirme diyilyar.

Seyle yerlesdirmelerin sany
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10-njy mysal. ¥" + 25y = cosx defilemaniii umumy ¢dziwini
tapmaly.
< k*+25=0, k, =5i, k, = 5i. Sonui iigin

Vg = Cycosbx + Cysinbx

¥, = acosx + bsinx,y; = —asinx + beosx, y, = —acosx —

—bsinx.

—acosx — bsink + 25acosx + 25 bsiny = cosx
24acosx + 24bsinx = cosx, @ = E b =10,

1 , 1
o, £osx, ¥ = Cyeos5x + Cosinby +

Eger a + iff kompleks san hasiyetlendiriji denleménin r kratny koki
bolsa, onda
vy, =x"e®™(Q,(x)cosfx+ 5, (x)sinfix)
Mysal 11. v" + v = sinx — cosx defilemaniin umumy ¢ozlwini
tapmaly.
< k*+1=0=k, = —i, k, =1, sonud (gin
¥y = Cycosx ++C,sinx.

Vi = COSX.

y; = x(acosx + bsinx),
y; = acosx + bsinx + x(—asinx + bcosx),
"
= —2asinx + 2bcosx
+ x(—acosx — bsin),—2asinx + 2bcosx
— (acosx + bsinx) + x(acosx + bsinx)

= sinx — cosx,

—2asinx + 2bxosx = sin — cosx, a = —2— b= —E
1 v
Vi = —Ex[cosx + sinx)
¥ =¥, + ¥, = C,cosx + Cysinx —Ex(cosx + sinx).
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82.6 n-nji tertipli ¢yzykly defferensial defileme. Lagranzyi usuly

Eger
vy 4+ Py Y+t R (x)y=0 (34)
defilemanifi v, (x) hususy c¢oziwi belli bolsa, onda ¥ =,z
belgilemani girizip, defilemanifi tertibini bir birlik kemeldip bolyar,
alnan defilemede ¢yzykly defilemedir.
Eger (34) defilemanif k sany hususy ¢6zuwi belli bolsa, onda bu
defilemaniii tertibini k birlik kemeldip bolar.
Eger (34) defilemé&nifi umumy ¢6zuwi belli bolsa, onda onufi
kdmegi bilen
y™ 4+ Py 4+ P (Dy = f(x) (35)
defilemé&nifi ¢oziwini tapyp bolar, bu usula Lagranzyn usuly diyilyér.
Goy, v=0Cy¥vy+Cy yo+-+C,y, funksiya (34) defilemanifi
umumy ¢Oziwi bolsun. (35) defilemé&nifi ¢ozlwini.
y=C(x)yy +C (x)y, + -+ C (x)y, (36)
gornusde gozlenilyar, bu vyerde C,(x)+C, (x)+ -+C, (%)
funksiyalar héazirlikce nabellidir. Olary asakdaky gornusde kesgitlalif

1€y + ¥, €+ +y,C, = 0,
y'City,'C++y,'Cp=0

}:rll:?‘z _1}Cj|l_ + }:r: I:n—i::lczl' + e + }J,nl::l’z—i::l C?l; — )C‘(xj-
bu sistemadan ¢, (x) (k = 1,n) tapalyf,
dey,

=g (x)i= 1,n, integrirlap alarys:

6.0 = [ 9+ (k = T7)

bu yerde c,(k=1,n) erkin hemiseliler. c,(k =1,n) bahalaryny
(36)-da ornunda goyup, (35) defilemanifi umumy ¢ozuwini taparys.
Mysal 12. Hususy ¢ozlwi v, = ‘"xﬁ bolan
xy" +2y+xy =0
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IVbap. Ahtimallyklar nazaryyetinifi we matematiki
statistikanyn elementleri
8 1. Kombinatorikanyii elementleri.

1. Kopeltmek diizgini. Kombinatorika diskret matematikanyfi
bélimlerinifi biri bolup,ol ahtimallyklar nazaryyetinde, matematiki
logikada,sanlar  nazaryyetinde, hasaplayys tehnikasynda we
kibernetikada gifiden ulanylyandygy bilen mdhim &hmiyete
eyedir. Amalyyetde kopleng ké&bir hereketi amala asyrmagyf mimkin
bolan yagdaylaryny hasaplamagyf usullarynyfi sanyny anyklamak
bilen baglanysykly meseleler bilen is salysmaly bolyar.Seyle
meselelere  kombinatoriki meseleler diyilyar. Kombinatoriki
hasaplamalary gecirmek bilen ylmyifi dirli pudaklarynyfi wekilleri is
salysmaly bolyarlar.Mysal tgin, himik molekulalardaky atomlaryfi
mimkin bolan baglanysyklarynyfi gornislerini anyklamaly bolanda,
biolog belok birlesmelerindaki aminokislotalaryii mimkin bolan
durli gezeklesmeler yzygiderliklerini hasaplanda, agranom ekin
meydanlarynda ekisifi ddrli usullaryny Owrenende, dispetcer
ulaglaryf ugurlar boyunga hereketlerinifi grafigini duzende, midirifi
okuw isleri boyunca orunbasary sapaklaryfi tertibini diizende we
sufia mefizes yagdaylarda kombinatoriki hasaplamalary gecirmeli
bolyarlar.

Eger A hereketi n usul bilen amala asyryp bolyan bolsa we bu
usullaryfi her biri icin B hereketi m usul bilen amala asyryp bolyan
bolsa,onda gorkezilen tertipde A we B hereketleri nxm usul bilen
amala asyrmak bolar. Kombinatorikanyfi bu esasy dulzginine
kopeltmek dizguni diyilyar. Mysal dcin, A sdherden B sdhere
ucarda,otluda we awtomobilde baryp bolyan bolsa, B séherden C
sahere otluda we awtomobilde baryp bolyan bolsa,onda A séherden C
séhere 3x2=6 usul bilen barmak bolar (1-nji surat).

Ucar
; Otly ) Otly )
A sah B séh ) C séh
saner Awtomobil saner Awtomobil saner

1-nji %@t.



10).y =c¢, + ¢, - 0,2x* —0,12x* —0,048x + 0,02(cos 5x —sin 5x) .
11) y = c,e* + c,e™ + (0,1x — 0,12)cosx — (0,3x + 0,34)sinx ;
12)y =(cy + c,x +x%)e*13)y = (cl - x:z] cosx + (cz + ﬂ sinx ;
14)y=(c, + e x)e™* + (lx_s_ %) e™

15)y = (clcosx-i- ¢ sinx — %cosx + xsinx:] e .

16) vy = (¢ — x)cosx + (¢, + Insinx|)sinx ;

17) y = e*(xInlx| + c,x + c,) ;

18)y=c,e*+c, + (e*+1)In(1+e7™) ;

19) y = c;e" + ¢, — cose™ ;

20)y=c, tc,x+cge™+1—x+ xlnlx| ;

2)y = E_x[g x+1)5% 4 ¢, +c,x.
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defilemanift umumy ¢6zuwini tapmaly.
sinx , .. e , "
4 y=——z ornunda goymany girizelii, bu yerde z-taze

g6zlenyan funksiya.

y=wz ¥ =yz+tyz, ¥y =y'z+2yz
berlen defilemede ornunda goyup , alarys:

Cey™ + 2y + xyy )z + 232" + 2(xy; +3,)2' =0,
v, berlen defilemaniii ¢ozuwi bolany tigin xy", + 2y, +xy, = 0.
Sonun Ugin denileme seyle gornisi alar:

£+ |'|'
¥z

xyy 2+ 2(xy) +yy)z' =10

v, = Ix funksiyany g0z oOflnde tutup, z"sinx+ 2z'cosx =10

cosx

i
defilemani alarys. Alnan defillemani Z—,+2 =0 gornusde

yazalyfi.Integrirl&p alarys
Inlz'| 4 2Inl|sinx| = LnC, yada z'sin’x = C,.
Yene-de bir gezek integrirlalifi:
z=—Cyctgx+ C,, yada z=Cyctgx +C, (€, =—C,)ornunda
goymadan alarys:

Mysal 13. y" + v =
< llki bilen y* 4+ y = 0 defilemanifi umumy ¢dziwini tapalyf:
K+1=0=k,=—i, k,=1i,
Sonun Ugin ¥, = Cycosx + C,sinx. Indi berlen defilemanii umumy
¢oziwini tapmaly. Ony

¥y = Cy(x)cosx + C,(x)sinx.(2.37)
gornusde gozlalif, bu yerde C,;(x),C,(x) nabelli funksiyalar. Bu
nabellileri

1 ~ T s s e e
defilemanift umumy ¢6zuwini tapmaly.
T3

co

casxC, (x) + sinxC,'(x) =0 }
1

—sinxC,'(x) + cosxC,'(x) =

cosx
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sistemadan tapalyfi 15)y = Clexm tc,: 16)y= x? +exit ey

Cl" (x] = —tgx, Cz"(:c] =1 x
Integrirlap alarys: ¢, (x) = Inlcosx| + C, , C,(x) = x + C,. 17)y = e;x(lnx —1); 18)y = (cx— chefs +cy
Tapylan funksiyalary (2.37) ornunda goyup, alarys: 19) x = 3¢, P? +Inc,P, y = 2¢,P* + P;
y = C,cosx + C,sinx + cosxin|cosx| + C,sinx. 20) 12(cyy —x) = ci(x+ ¢;)° +¢5; 21) Iny = cytg(cyx +cy),
In|(Iny — ¢y )/(Iny +c4)| = 2¢;x + ¢4, (c-X)Iny=1, y=c.
Gonukmeler §2.2.1) Hawa ; 2) Yok : 3) Yok ; 4)Hawa; 5)Hawa:; 6) Yok;

_ o . _ _ 7)1, 8 —=;x=0; 9)0; 10)e>; 11)0; 12)y"-y=0;
81.1. v =wo(x,c) (c-erkin hemiselik) funksiya berlen differensial *
13) y"+4y'+4y=0; 14) y"+3y"+3y-y=0; 15) y"+y'=0;

denleménin ¢oziwimi ? woo MR

1) y=x* (1 +ce'lx ) x4y 4+ (1 —2x)y = x%; 16) y"-2y +y_2}/_0_’ 1y +ZX +2y=0. .
§23.1) y = ¢,V 4 ¢ o17/Fx, D)y =™ +cpeF

)y =e ey + %) 4) y=e(1+x) ;

5)y =e**(c,cos3x+ c,5in3x); 6) y =cie ™ + ce”F + e
Ny =cy+cx+ex” +o,x® + e (e + %) ;

8) y = c,e™ + e *(c,cosv/3x + cysiny/3x) ;

X

2) y=ce*—e™™, xy'+2y —xy=0;
3) FZCE_EJ{'F%EK, FJ+2F=EJ{;

4) y=2+cv1—x?, (@—-xT)y'+xy=2x
5) x* +y*=cy?, xydy = (x> —y*)dy
G)F:mc—l-g,}{y“—y-h%:l]:

7)) y=

9)y =cye” + c,e7 " + cycosx + cysinx;
L 21+ xy) =y —xy 10) v = ¢, + c,e* + 6™
§2.5. 1)y = 4(e* — e*) + = (x% — 2x + 2)e®*;

24+ox
1+ 2x

81.2. Differensial defilemani ¢ozmeli. _ 1 5 T oY\ oy
1) (1+y?)dx+(1+h?)dy=0; 2) xydx+(x+1)dy=0 : 2)y = (e # cx+ Jxlinx —Jx?) 7,
) xy =y +1; 4) (x+xy)dy+(y-xy)dx=0, y(1)=1; 3)y =e*(cy + ¢, —Invx? + 1 +x arctgx) ;
5) (1+y2)dX+Xydy:0 , 6) Xﬁ"l'l 1 + F: + FFJ‘H'I 1 + Xz = ﬂ H 4) };r = Cle_x + CnEEIx + E E4x .
L g 1

7) Jy*+ 1ldes=xydy=0; 8) e¥(1+y)=1;

9) ¥ =a*¥(a= 0,a# 1);

10) e¥(1+ x*)dy — 2x(1 + e¥)dx= 0;

11) e*sin®y + (1 + e™)cosyy' = 0; 12) 2x’yy' +y* =2

5) ¥ = c,cosx+ c,sinx + (2x — 2)e*;
6)y =cie* + e ¥+ xe®+x7 4+ 2;

N (ELa 16coedx +122indx
Ny =c.e~WVEH2x L o (VB2 _
)V 1 + e 25

8) y = ¢ cosx+ c,sin2x + xcosx + x%sin2x ;

x

9) ¥y = (c,cos2x+ c,sin2x)e” —ixe_xcosi‘x;
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7) y=ce’*; 8)sin§=cx; 9) 111cx=ctg@1n§), v = xei™k

k=0, +1, £2,... ; 10)x1ncx— 2 .-"x_g,r y=0, x= 0.
§14. ) y=0x; 2)x=cy—3v?; 3)y=x"— 5
4) y=sinx+cosx ; 5) y=(cHd)Inx. B)y == ;

I'.'DB x
=

L f
7x=(c+y)e= ; 8)y=(c+x)e"; 9)x=ceV+e’;
10) x=-cosysiny+csiny ; 11) x=cy*+y?, y=0y = (c+ x)e .

§1.5.1) x*+4xy(Iny-1)-4x’y+4siny=c ; 2) x*+ y* + Earcsin:: =c ;

3) X' xyPHy'=c ;. 4) XC+3x%yP+yi=c; 5) X-3x°yHy'=c;
6) xe¥-y’=c; 7)x*+(x*—y)** =c; 8)x-y’cos’x=c;

9) x+ ;‘—i -IE =c; 10) X*+1=2(c-2x)siny ;
11) 2x+In(+yA)=c ; 12)x+ arctg” =c;

1

13) xy?-2xy-2=cx, pu=1h; 14)x— E —c, p=1%;
1
142

15) xIn|x|-y*=cx, u :% . 16) 5arctgx+2xy—c x=0, —
17) y’+x3(Inx-1)=cx’, pu = % ; 18) 2€”siny+2e*(x-1)+
+e*(sinx-cosx)=c, u=€*; 19)x*—_—3xy=c, p=—.

¥ ¥

§2.1.1)y :Erxl_a} xidexte,;

-
2y = f—4 —sinx +cyx% + cx+ oy 5 3) y=(X-2)e"+x+2 ;

4)3,?=J:{i—slrli':—%}wzs'—|-t:j_x-|—z:2 ; 5)y=c; +c,x—sin(x +cy) ;

6)y=ch(x+c,) +c,; 7) vy =c, —Inle, — x| ;
8) v =rc, —cc-s[cl—l-x] 9)yv = ¢, —Inlcos(c, +x)|;
lx-h:

10) y == - —}{—I- C,; 11)y=x; 12)y=-2x;
B)y=(x+c)lnlx+cyl +yx+cy; 14) v = ¢ylnlx| + ¢, ;
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§ 1.3. Deiileméni ¢cozmeli.

1) (x+ey)dx-xdy=0 ; 2) xy =y(lny— Inx);

3) (x-y)dx+(x+y)dy=0 ; 4) (y?-2xy)dx+x2dy=0 ;

5) X“dy-(y*-xy+x°)dx=0 ; B)xy —y —4y2—x2=0;
Ny’ +x’y —xyy' = 0; 8)xy —y—xtg>=0;
9)xy'—}rc051nf—{=ﬂ; 10) [],r-l-wa’x_],r)dx:xd}i’.

§ 1.4.Berlen deiilemé&nin umumy ¢6ziwini tapyi.

1) =y —2y =2x*; 2) (2x—y?)y =2y;

3) (XE—X)F"F}’_X:(EX— 1) 5 y(=2) = 2;

4) vy tytge=—

6) ¥ —ytgx=—3, :f(ﬂ"J =0 ;7)(e™/? —xy)dy—dx =0 ;
8) y + xey=elt@e" . 9) (28" —x)y =1

¥

10) (sin®y + x ctgy)y' = 1 ; 1)y = -

34 -y

5) yxInx —y = 3x°In’x ;

12) v' + 2xy = e .

8 1.5. Denlemelerln umumy ¢cOzUwini tapmaly.
1) (xIny-x? +cosy)dy+(x +ylny-y-2xy)dx=0 ;
2) (x )dx—l—(y— _m)dy=ﬂ:
JyT—x
3) x(Ex +}=' ND4+yx2+ 29Ny =0 ;
4) (3x*+6xy?)dx+(6x%y+4y*)dy=0
5) (2-9xy?)xdx+(4y*-6x%)ydy=0; 6) eYdx-(2y+xe?)dy=0
7) 2x(1+ x? —y)dx — {x*—ydy=0 ;

8) (1+y2sin2x)dx-2ycosixdy=0; 9) = dx— =¥ gy =0
x I:xz'-l-i:l:nsy _
10) (5 +2)dx + 2 2 dy =0 ;
11) (x2+y2+x)dx+ydy:O : 12) (x2+y2+y)dx-xdy:0 X
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13) (1-x3y)dx+x%(y-x)dy=0 :  14) (*+y)dx-xdy=0 ;

15) (x+y?)dx-2xydy=0 ; 16) (2x%+2y+5)dx+(2x3+2x)dy=0;
17) (xX*Inx-2xy*)dx+3x%y?dy=0 ; 18) (x+sinx+siny)dx+cosydy=0 ;
19) (2xy?-3y?)dx+(7-3xy*)dy=0 ;

8§ 2.1. Asakdaky deinilemeleriii umumy ¢ozuwini tapmaly.

1)y = ° 2) v" =x +cosx ;

3=
3) v =xe*, y(0)=10 ; 4) y" — 2xInx ;
| |
5 mo_ 1_ wrl : 6 L — 1+ r2 ;
) ¥ Ji-y ) ¥ Jity
| -
7y =y" 8) }’”=_H|1—F“:

9) F.'::l_l_y.lﬂ . lO)F”=1~III|11+Ff ;

1) y" =y'Iny’, y(0) =0, y'(0) = 1;
12)y"+y'+2=0,y(0)=0, y'(0)=-2;

13) y" +y" =0 ; M) xy"+y' =0,

15) x}rr.r - (1 4+ zxzjyf ; 16) x}rr.r — Fr + x: :

17) xInx y"=y’ ; 18) xy" = }Fflny— :

19) }J'Iz = EE}J’ —_ 2};"]3}”: 20) Fuz _ EF.'F.W +1=0:
21) W“ _Ewrln};r:yﬂ :

§ 2.2. Asakdaky funksiyalar ozlerinifi kesgitlenis oblastynda
cyzykly baglymy ?

1) 4,x; 2) 1,2, % % ; 3) X, 2%, X*;

4) sinx, cosx, cos2x c; 5) 1,sinx, cos2x;  6) 5, cos’X, sin’X ;
Wronskinifi kesgitleyjisini hasaplamaly.

7) 1,x; 8) x,i : 0 9) 1,2, %% 10)e™, xe™; 11) e*, 2%, e™;

Cozawleriin fundemental sistemasy berlen. Cyzykly birjynsly
differensial defilemani yazmaly:
12) e™, e*; 13) e xe™; 14) e*, xe*, x%e*;
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15) 1, sinx, cosx;  16) e™, sinx, cosx; 17)1,e™sinx, e™cosx .
8§ 2.3. Asakdaky defilemeleriii umumy ¢oziwlerini tapmaly:

1) y"-2y-4y=0; 2) 3y"-2y-8y=0; 3) y"+6y'+9y=0;
4) y"-3y"+3y-y=0, y(0)=1, y'(0)=2, y"(0)=3;

5) y'-6y'+18y=0; 6) y”+6y"+11ly'+6y=0; 7) y''+2y'+y'V=0;
8) y' -8y=0; 9) yV-y=0; 10) 2y"-3y"+y'=0 ;

8 2.5. Asakdaky defilemeleriii umumy c¢oziwlerini tapyn:
1) y"-3y+2y=e™(x'+x) ; y(0)=1, y'(0)=-2;

2) y'+ay'+ay=eInx ; ) y' —2y +y=

4) y'-2y-3y=e"™ 5) y'-y =2e"x;

6) y"-3y'+2y=sinx ; 7) y'+4y'-2y=8sin2x ;

8) y"+y=4xcosx ; 9) y"+2y'+5y=e”sin2x ;

10) y"-5y'=3x%+sin5x ; 11) y"-3y'+2y=XCOSX ;
12)y"-2y'+y=6xe” ; 13) y"+y=xsinX ;

14) y"+4y'+4y=xe* ; 15) y"-4y'+5y=e?(sinx+2c0sX) .
Logranzyn usulyny peydalanyp ¢cozmeli :

16) }F” + ¥y = sljr;x
)y —v =53
20)v" +y" = Rx;l ;

E}E

x=+1

X
e

; y"—2y'+y=7

i
x

; 19) y"-y'=e**cose” ;

2D) v" + 2y +y =3eFx+1;
) Jogaplar )
81.1. 1) Hawa, 2) Yok, 3) Hawa, 4) Hawa, 5)Hawa, 6) Yok,
7) Howwa. §1.2.1) arctg x+arctg y=c ; 2) y=c(x+1)e™, x=-1;
3) arctg y=In|cx]| ; 4) y-x+In|cx|=0 ; 5) x*(1+y*)=c ;
B)Vi+x2+1+yl=c; Inlxl=c+y2+1, x=0;
8) e*=c(1-eY); 9)a*+a¥=c; 10) 1+e’=c(1+x°);
11) arctge®* = LI 12) y?-2=ce'’™ ;

ZeinZy

1+cx

§1.3. 1) x+y=cx?, x=0; 2) y=xe'*™:

3) lnix2 + yzj —c— Eﬂrctg(f—{) ; 4) x(y-x):cy , y:O ;

5) (x-y)inex=x; B)y +v*—x*=x’, y=x;
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408

altysynyn her birinin bahasy 40 manat. Sowuna alnan iki kitabyn
bahasynyn 100 manat bolmagynyn ahtimallygyny tapmaly.

< Goy, A-sowuna alnan iki kitabyn bahasynyn 100 manat bolmagy
bolsun. 20 kitapdan 2 kitaby

I .
nocz - 20 _19-20

—=""""=190
218! 2
usul boyunca saylap almak bolar. Ikisinifi bahasy 100 manat bolan 2

kitaby

I I I
m:CjO-Cé+Cf=10'- o & _60+6-66
191 151 2121
usul boyunca saylap almak bolar.
Onda
p(a)_M_ 66 _33
n 190 95

3-nji mesele. Eger 200 déniimden ybarat toplumda zaya dniimlerin
otnositel yygylygy 0,33 bolsa, bu toplumdaky zaya énumlerin sanyny
tapmaly.
<1 Goy A-zaya onumler bolsun. N=200, W(A)=0,33 bolandygy
sebépli, zaya oOnumlerin sany N(A)=N-W(A)=200-0,33=66
bolar. >
4-nji mesele. R radiusly tegelegin icgindenataraply kwadrat
cyzylan. Tegelege sowuna oklanan nokadyn kwadrata dismeginin
ahtimallygyny tapmaly.
< Goy, A waka tegelege sowuna oklanan nokadyn kwadrata
diismegi bolsun.Kwadratyii meydany S,, =a’=2R?, tegelegin
meydany S, =7 R?. Onda dhtimallygynn geometrik kesgitlemesin-
den peydalanyp, gézlenyan ahtimallygy taparys:
2
P(A)= Sku =2—Rz=3.
Sy, 7*R™ 7w

§ 4. Ahtimallyklary gosmak we képeltmek teoremalary.

1.Ahtimallyklary gosmak teoremasy.
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Teorema. Erkin A we B wakalar ugin
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) (6)
formula adalatlydyr.
< A we B wakalaryn jemini sygysmayan AB, AB, AB wa-
kalaryn jemi gornisinde &nladalyf ( 3-nji surat ):
o A B A+B=AB+AB+AB
Bu defiguycliligi gbz 6funde tutup,

P(A+B)=P(AB + AB+ AB) = @

=P (AB)+P(AB)+P(AB)
defiligi yazyp bileris. A= AB + AB
bolandygy sebapli, P(A) = P(AB) + P(AB)
defilik adalatlydyr. Bu yerden taparys:
P(AB) = P(A)-P(AB) (8)
Edil suna menzeslikde B = AB + AB defigiiycliiligi yazyp bileris.
Onda P(B) =P (AB)+ P (AB) defilik adalatlydyr.Bu yerden

P(AB)=P(B)-P(AB) 9)

defiligi alarys.(8) we (9) anlatmalary (7) denlikde ornuna goyup,(6)
formulanyf adalatlydygyna g6z yetirmek bolar. >

(6) formula ahtimallyklary gosmak teoremasy diyilyéar.Hususy
halda, sygysmayan A we B wakalar tcin P(AB ) = 0 bolandygy se-

bapli, seyle wakalar t¢in ahtimallyklary gosmak teoremasy
P(A+B)=P(A)+P(B) (10)

3-nji surat.

gornuse geler.
2. Sertli ahtimallyk. Ahtimallyklary kopeltmek teoremasy.
Goy, P(A) >0 bolsun.

P(B/A) = P(AB)

P(A) (11)

gatnasyga B wakanyn A waka yize ¢ykan sertdéki sertli &nhtimallygy

......

P(AB)=P(A)-P(B/A)
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§ 4. Antimallyklary gosmak we kopeltmek teoremalary.382

§ 5. Totan ululyklar we olaryn paylanyslary. 386

8 6. Totén ululyklaryn san hasiyetlendirijileri. 388

§ 7. Saylamanyn statistiki paylanysy 392

Gonukmeler 398

Edebiyat 399
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defiligi alarys. P (B)> 0 bolan sertde sunia menzeslikde yazyp bileris:
P(BA)=P(B)-P(A/B)
AB=BA bolandygy sebépli,
P(AB)=P(A)-P(B/A)=P(B)-P(A/B) (12)
formulany alarys.(12) formula &htimallyklary kopeltmek teoremasy

......

Bagly dal A we B wakalar Ggin &htimallyklary kopeltmek

teoremasy
P(AB) =P(A)-P(B) (13)

gornuse geler. (13) denlik iki wakanyn jubutleyin bagly dalliginin
kesgitlemesi hokminde kabul edilydr. Ondan basga-da,wakalaryni
toplumlayyn bagly dallik dustinjesi hem bardyr.

Kesgitleme.Eger A, A,,..., A wakalaryn islendik kombinasiya-
sy bilen beylekilerinin islendik kombinasiyasy bagly dal bolsalar,
onda A, A,,...,A, wakalara toplumlayyn bagly dél ya-da bagly dal

......

Mysal tgin, A, A,, A; wakalaryi toplumlayyn bagly dal bolmakla-
ry agin A, we A,, A, we A;, A, we A;, A we AA;, A,we
AA;, A, we AA,, wakalaryn bagly dal bolmaklary zerur-
dyr.Toplumlayyn bagly dal A, A,,...,A, wakalar {gin &htimal-
lyklary kopeltmek teoremasynyn umumylasdyrmasy

P(AJA,...A))=P(A)-P(A,)-...-P(A,) (14)
gornlse geler.

Bellik. A, A,,...,A wakalaryfi toplumlayyn bagly déldikle-
rinden olaryfi jubiit-jiibiitden bagly daldikleri we A, A, ..., A  wa-
kalaryfi hem toplumlayyn bagly daldikleri gelip ¢ykyandyr.

1-nji mesele. Kérhananyn ondlryén ontmlerinin 98% -i standart
onumler. Slnlukda standart ontimlerin 85% -i yokary hilli. Bu

karhanada 6ndurilen sowuna alnan éniimin yokary hilli bolmagynyn
ahtimallygyny tapmaly.
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<1Goy, A-sowuna alnan Onimin standart bolmagy bolsun. B-
sowuna alnan standart onumin yokary hilli bolmagy bolsun.
Kopeltmek teoremasyndan peydalanyp, g0zlenyan &htimallygy
taparys:

98 85
P(AB)=P(A)-P(B/A) 100 100 0833. o

2-nji mesele. Atyjynyn bir gezek atanda nysanany urmagynyn
ahtimallygy 0,8-e den. Atyjy U¢ gezek nysana atyar. Nysananyn (¢
gezek urulmagynyn ahtimallygyny tapmaly.

<1 Goy, A-atyjynyn birinji gezekde nysanany urmagy, B-ikinji
gezekde nysanany urmagy, C- Uclnji gezekde nysanany urmagy
bolsun. A, B, C, wakalar bagly dal. Onda bagly dal wakalar Ggin

kdpeltmek teoremasyndan peydalanyp, gozlenyan &htimallygy
taparys:

P(ABC)=P(A)-P(B)-P(C)=08-08:-08=0512. >

3-nji mesele. Ulgamyn ndsaz isleyandigini habar bermek (gin
biri-birine bagly bolman isleyén iki duyduryjy goylan. Ulgamyn
ndsaz isleyandigini birinji duyduryjynyn habar bermeginin
ahtimallygy 0,99-a den. IKinji duyduryjy tgin bu &htimallyk 0,98-e
den. Ulgamyn ndsaz isleyandigini dine bir duyduryjynyn habar
bermeginin ahtimallygyny tapmaly.

< Wakalary girizelin:
A, -birinji duyduryjynyn habar bermegi.
A, -ikinji duyduryjynyn habar bermegi.
B, -ditie birinji duyduryjynyn habar bermegi.
B, -dine ikinji duyduryjynyn habar bermegi.
Sygysmayan wakalar (gin gosmak teoremasyndan we bagly dal

wakalar (gin kopeltmek teoremasyndan peydalanyp, gozlenyén
ahtimallygy taparys:

P((Bl + Bz) = P(Bl) + P(Bz) = P(A1K2) + P(KlAZ) =
=P(A)-P(A)+P(A)-P(A,))=0,99-0,02+0,01-0,98 = 0,0296. >
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§ 5. Totan ululyklar we olaryi paylanyslary.
1. Diskret totan ululyk we onuii paylanys kanuny.

Kesgitleme. Q elementar wakalar ginisligini R san okuna
owiryan hakyky X (W) san funksiyasyna totan ululyk diyilyar.
Basgaca aydylanda, t6tan ululyk bu tétdn wakalara baglylykda ol ya--
da beyleki bahalary kabul edyén Gytgeyan ululykdyr.

Totan ululyklaryf  diskret,lznlksiz we singulyar gornUsleri
bardyr.Ahtimallyklar nazaryyetinde diskret we Uzniksiz t6tén
ululyklar has gifiigleyin éwrenilyar.

Eger t('jtén ululyk tUkeniin ya da hasaply koplikden bahalary
wagt aralygynda duralga gelyan awtobuslaryfi sany, synagda talybyii
bilim derejesine goyulyan bahanyii san ululygy, gdzeggilik edilyan
yylda ekinden alynyan hasylyfi mukdary, yurdumyza gyslamaga
gelydn guslaryii sany, hassahanadaky gany sol bir topara degisli
bolan nésaglaryfi sany, nysanany urmaga sarp ediljek oklaryii sany
we s.m.diskret totan ululygyi mysallarydyrlar.

Totan ululyklary latyn elipbiyinin bas harplary bilen, olaryn kabul
edydn bahalaryny bolsa setir harplary bilen belgilemegi
sertleselif.Diskret totan ululygyn kabul edyan x, X,,..., X, bahalary
bilen bu bahalaryn degisli p,, p,,..., p, ahtimallyklarynyi sana-

......

wyna diskret totan ululygyn paylanys kanuny diyilyar. Paylanys
kanunda p,, p,,..., p, ahtimallyklar p, + p, +...+ p, = 1serti kana-
gatlandyryandyrlar.Diskret totan ululygyn paylanys kanunyny tablisa,
grafik we formula arkaly bermek bolar. Tablisa arkaly ol

X | X X, | | X

n

P P, P, P,

gornlsde berilyar.
Diskret totan ululygyn paylanys kanunyny grafik gornisde
bermek Ggin tekizlikde gonubirgly dekart koordinatalar sistemasyny
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gurmaly. Abssissalar okunda diskret totan ululygyn kabul edyén
X, X,,..., X, bahalaryny, ordinatalar okunda bolsa bu bahalaryn

degisli p,, p,,..., p, ahtimallyklaryny bellemeli. Sonra (x;,p,),

i=1,n nokatlary gurmaly we olary goni ¢yzygyn kesimleri bilen
yzygider birikdirmeli. Emele gelen déwik ¢yzyga paylanysyfi kép-
burclugy diyilyar.

2.Paylanys we dykyzlyk funksiyalary.Diskret totan ululyk
kabul edyan bahalary we olaryn degisli ahtimallyklary bilen berilyér.
Emma Uznlksiz tétdn ululyklar Gcin seyle berlisi amala asyryp
bolmayar. Sol sebépli, 6z tebigaty boyunca kopdirli tétan ululyk-
laryn &htimallyklaryny sol bir usul bilen bermeklik Ggin totan ululy-
gyn paylanys funksiyasy dustnjesi girizilyar.

F(x)=P (X <x) (15)
funksiya X totan ululygyn paylanys funksiyasy diyilyar, bu yerde
X (=00 < x <) Uiytgeyan hakyky ululyk.

Paylanys funksiyasy asakdaky hasiyetlere eyedir:
1) Paylanys funksiyanyn bahalar yaylasy [0:1] kesimdir.
2) Paylanys funksiyasy kemelmeyén funksiyadyr.
3) Paylanys funksiyasy ¢epden tzniksizdir.
4) Xlimw F(X)=F(-0)=0 we Xlirpw F(x) = F(+) =1 predel den-

likler adalatlydyrlar.
Eger

F()= [ f(y)dy (16)

anlatma adalatly bolsa, onda F(x) paylanys funksiyasyna absolyut
Uznuksiz diyilyér. Seyle paylanys fumksiyaly t6tan ululyga absolyut
Uzniksiz ya-da Uzniksiz diyilyar. (16) anlatmadaky integral asagyn-
daky funksiya tétan ululygyn dykyzlyk funksiyasy diyilyar. Dykyz-
Iyk funksiyasy paylanys funksiyasyny birinji dnimidir:
f(x)=F'(x). a7
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Dykyzlyk funksiyasy asakdaky hésiyetlere eyedir:
1) f(x)=0.
2) j f (x)dx =1.

—o0

§ 6. Totan ululyklaryii san hasiyetlendirijileri.

1.Matematiki garasma.Belli bolgy yaly, tétdn ululygyn beril-
megi U¢in onun paylanys funksiyasynyn berilmegi yeterlikdir. Emma
kdop meselelerde totan ululygyn paylanys funksiyasyny tapmaklyk
kyn bolyar ya-da ony tapmaklyga zerurlyk hem bolma-yar. Mysal
ucin, birinji atyjynyn nysanany urmalarynyn ortaga sany ikinji
atyjynyn nysanany urmalarynyn ortagca sanyndan uly bolsa, onda bu
birinji atyjynyn ikinji atyja gorda mergenlik derejesinin yokarydygy
barada netije ¢ykarmaklyk tcin yeterliklidir. Basgaca aydylanda,
totan ululyklaryn umumy mukdar hasiyetlendirijileri bolan hemiselik
ululyklary bilmek yeterlik bolyar. Bu hemiselik ululyklara totan
ululyklaryin san hasiyetlendirijileri diyilyar. Seyle san héasiyetlen-
dirijilerin biri hem matematiki garasmadyr.

Kesgitleme. Diskret X totdn ululygyn matematiki garasmasy
diylip, ol toétdn ululygyn kabul edydn bahalarynyn degisli
ahtimallyklaryna kopeltmek hasyllarynyn jemine aydylyar:

MX = Zxk Py (18)
k=1

Bu yerde x,, k=1n, X totdn ululygyn kabul edyan bahalary,

p, =p(X =x), k=1Ln, ol bahalaryn degisli ahtimallyklary.
Kesgitleme. Uzniiksiz X tétan ululygyn matematiki garasmasy
diylip,
MX = j x f (x)dx (19)
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integrala aydylyar, bu vyerde f(x) funksiya X t6tdn ululygyn
dykyzlyk funksiyasy.

Indi matematiki garasmanyn hasiyetlerine garalyn.

1) Hemiselik ululygyn matematiki garasmasy ol ululygyn 06zine
dendir,yagny

MC=C,
bu yerde C hemiselik ululyk.
2) Hemiselik ululygy matematiki garasma belgisinin dasyna
¢ykarmak bolar:

M(CX)=C-MX
3) Iki t6tan ululygyn jeminin matematiki garasmasy ol totan
ululyklaryn matematiki garasmalarynyn jemine dendir:

M (X, + X, )=MX, +MX,.

Netije. Tukenikli sany totan ululyklaryn jeminin matematiki ga-
rasmasy ol totdn ululyklaryn matematiki garagmalarynyn jemine
dendir,yagny

M(X,+ X, +...+ X, )= MX, + MX, +...+ MX |
4) Bagly dal iki totan ululygyn kopeltmek hasylynyn matematiki
garasmasy ol totan ululyklaryn matematiki garasmalarynyn kopelt-
mek hasylyna dendir,yagny
M (X, X,)=MX, -MX,

Netije. Toplumlayyn bagly dal tukenikli sany totan ululyklaryn
kopeltmek hasylynyn matematiki garasmasy ol totan ululyklaryn
matematiki garasmalarynyn kdpeltmek hasylyna dendir, yagny

M(X,- X, ..o X, )=MX,-MX, -...-MX, .

2.Dispersiya. Durli tétan ululyklaryn den matematiki garas-
malary bolup biler.

Seyle yagdayda tétan ululyklary biri-birinden tapawutlandyrmak
maksady bilen dispersiya diylip atlandyrylyan yene bir umumy
hasiyetlendiriji girizilyéar.
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Kesgitleme. X totén ululygyn dispersiyasy diylip, ol totan ulu-
lygyn Ozinin matematiki garasmasyndan gysarmasynyn kwadra-
tynyn matematiki garagsmasyna aydylyar we DX bilen belgilenyar:

DX =M (X —MX)?. (20)

formula boyunca hasaplanyar, bu yerde x,,k =1,n , X totan ululy-

gyi kabul edyén bahalary, p, = p(X =x,), k=1,n, bolsa bu baha-
laryn degisli &htimallyklary.
Matematiki garasmanyn hasiyetlerinden peydalanyp, (20) formu-
lany ona denglycli we amaly maksatlar G¢in amatly bolan
DX = MX? —(MX )’ (21)
gornlsde yazmak bolar.

Dispersiya totdn ululygyn kabul edyén bahalarynyn ol tétén
ululygyn matematiki garasmasynyn toweregindaki yayrawyny
hasiyetlendiryar. Bu onun &htimallyk manysydyr.

Indi dispersiyanyn hasiyetlerine garalyn.
1) Hemiselik ululygyn dispersiyasy nola dendir:
DC =0,
bu yerde C-hemiselik ululyk.
2) Hemiselik ululygy dispersiya belgisiniin dasyna kwadrata goterip
¢ykarmak bolar:
D(CX)=C?-DX.
3) Bagly dal iki totén ululygyn jeminin dispersiyasy ol tétén ululyk-
laryn dispersiyalarynyn jemine dendir:
D(X, + X,)=DX, + DX,.

Netije. Toplumlayyn bagly dél tukenikli sany tétén ululyk-
laryn jeminin dispersiyasy ol tétdn ululyklaryn dispersiyalarynyi
jemine dendir:

D(X;+ X, +...+X,)=DX, +DX, +...+ DX,.
Netije. Bagly dal iki totan ululygyn tapawudynyn dispersiyasy ol
totan ululyklaryn dispersiyalarynyn jemine dendir:
D(X, - X, )= DX, +DX,.
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Netije. Totdn ululyk bilen hemiselik ululygyn jeminin dispersi-
yasy totan ululygyn dispersiyasyna dendir:
D(X+C)=DX .

Kesgitleme. Dispersiyadan alnan arifmetiki kwadrat kdke orta

......

oy, =+ DX . (22)
1-nji mesele. Diskret X totan ululyk
X 1 2 3
p 0,3 0,5 0,2

paylanys kanuny bilen berlen. Bu tétdn ululygyn matematiki
garasmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny tap-
maly.

< (18) formuladan peydalanyp, matematiki garasmany tapa-
lyn:

MX => X p, =1-03+2-05+3:0,2=19.
k=1
Indi MX ? baslangyc ikinji momenti tapalyii:
MX? = ZXKZ -p,=1-03+4-05+9-0,2=41.
k=1

(21) formuladan peydalanyp, dispersiyany tapalyi:

DX = MX?2—(MX )’ =4,1-(1,9)" =0,49.
Orta kwadratik gysarmany tapalyi:

o, =/DX =4/049=0,7. >

2-nji mesele. Uzniiksiz X totan ululyk

0, x <0,
F(x)=<x*, 0<x<1,
1, x>1.
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3-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen:

Interwalyn | Bolek | Bolek interwalyn | Yygylygyn
belgisi interwal yygylygy dykyzlygy
i Xj = X n; n;
h
1 2-4 6 3
2 4-6 12 6
3 6-8 3 1,5
4 8-10 9 4,5

Yygylygyn gistogrammasyny gurmaly.

< Tablisadan gornusi yaly, saylamanyn gowrimi
n=6+12+3+9=30.Bolek interwallaryii uzynlyklaryh=2. Yy-
gylygyn gistogrammasyny gurmak ucin tekizlikde gonuburgly
koordinatalar sistemasyny guralyn.Abssissalar okunda (2;4),(4;6),
(6;8),(8;10) bolek interwallary, ordinatalar okunda bolsa
3;6;15; 4,5 ululyklary belldlin. Sonra esaslary bdlek interwallaryn
h =2 uzynlyklaryna den, beyiklikleri bolsa, 3;6;1,5; 4,5 ululyklara
den bolan gonuburgluklary guralyn:

Ly

— &
h
6

0 -
2 4 B B 10 X

6-njy surat.  Yygylygyn gistogrammasy. >

Gonukmeler
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paylanys kanuny bilen berlen. Bu tétdn ululygyn matematiki
garasmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny

tapmaly.
< ki X totén ululygyn dykyzlyk funksiyasyny tapalyi:
0, X <0,
f(x)=F'(x)=42x, 0<x<1,
0, x>1.

Onda (19) formula boyunga matematiki garasmany tapalyn:
o0 1
MX = '[x- f(X)dX=2IX-XdX=EX3‘1 :E.
7 5 3 o 3

Indi MX? ululygy tapaly:
o0 1
MX? = Ixz : f(X)dX:ij2 -xdx:lx“‘1 L
s 5 2 0 2

Onda

2
DX =MX? —(MX)? =1—@j =i,

2
Jox = [
oy =DX = --=0,24. >

§ 7. Saylamanyi statistiki paylanysy

1. Bas toplum we saylama. Matematiki statistika XVI1 asyryn
basynda doreyar we ahtimallyklar nazaryyeti bilen bilelikde gin ge-
rim bilen Osydr. Statistika adalgasy latyn “status” (yagday) s6ziinden
gelip ¢ykyar.

Matematiki statistika esasan iki meseld garayar:
1) gozeggilikler netijesinde statistiki maglumatlary toplamak we ola-
ry toparlamaklygyn usullaryny gorkezmek.
2) ylmy we amaly netijeleri almak (¢in toplanan statistiki maglumat-
lary maksadalayyk derinemekligin usullaryny islap dizmek.
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Matematiki statistikanyn baslangy¢ dusunjeleri hokminde bas
we saylama toplumlar distinjelerine garayarlar. Birjynsly elementle-
rin kopllgini bas toplum diyip atlandyryarlar. Bu toplum haysy hem
bolsa bir hil ya-da mukdar nysana géréd éwrenilyér. Bas toplumyn
hemme elementlerini yeke-yekeden éwrenmeklik wagtyn we seris-
delerin kop sarp edilmegi bilen baglanysyklydyr. Sol sebapli, bas
toplumdan elementlerin bdlek kdpligini sowuna saylap alyarlar we
gyzyklandyryan nysana goré éwrenyarler. Bu bdlek kopliige sayla-
Toplumyn elementlerinin sanyna toplumyn géwrimi diyilyar.
Saylama gegirilende durli saylap alys usullary ulanylyar:

a) Mehaniki saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum birnage
bdlek toplumlara mehaniki bélunyar we her bolek toplumdan bir
element sowuna saylanyp alnyp, gyzyklandyryan nysana gora éwre-
nilyéar. Mysal Gcin, éndirilen N éniminn  20% -ni saylap almaly

bolsa, onda 6ntimlerin hemmesinin képligini ’\% bdlege bolmeli we

her bolekden bir elementi sowuna alyp, gyzyklandyryan nysana
gora dwrenmeli.

b) Kysmy saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum kysmy bo-
leklere bolunyar we her bélekden sowuna bir element alnyp, gyzyk-
landyryan nysana gora dwrenilyar. Mysal (¢in, kdwus fabriginin 6n-
diryan kowuslerini pasyllayyn gornusleri we 6lcegleri boyunca bir-
nace kysmy boleklere bolyérler we her bélekden sowuna bir jubit
kéwis alyp, hil ya-da mukdar nysana goéra dwrenyaérler.

¢) Tapgyrlayyn saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum kysmy
bdleklere bolinyar we her bélekden elementlerin tapgyry sowuna al-
nyp, gyzyklandyryan nysana gora éwrenilyar. Mysal (¢in, ¢érek on-
diryéan kdrhananyn her tamdyrynda bisirilyén ¢orekleri gérnusleri we
Olcegleri boyunca kysmy boleklere bolyarler we her bdlekden
coreklerin tapgyryny sowuna saylap alyp, hil ya-da mukdar nysana
gora dwrenyarler.

Amalyyetde bu usullary utgasdyryp ulanyarlar.

Eger bas toplumdan alnan element gyzyklandyryan nysana gora
owrenilip, yene-de bas topluma gaytarylsa, onda seyle saylama gay-
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aralykdaky bahalarynyn islendiginden kici warianta yokdur. Sol
sebapli n, =0 bolar. Onda:

. n, 0

P n 10
Goy, 1< x <6 bolsun. x lytgeyan ululygyn bu aralykdaky bahalary-
nyn islendiginden Kici 1-lik warianta bar we ol 5 gezek dus gelyar,
yagny, n, =5. Onda:

. n, 5

F (x) =10 0,5.
Goy, 6 < x <7 bolsun. x tiytgeyan ululygyn bu aralykdaky bahala-
rynyn islendiginden kici 1-lik we 6-lyk wariantalar bar. Bu warian-

talar degislilikde 5 we 3 gezek dus gelyérler. Diymek, n, =8. Onda

« n, 8

F (x) =10 0,8.
Goy, 7 < x < oo bolsun. x Uytgeyan ululygyn bu aralykdaky bahala-
rynyn islendiginden kici 1-lik, 6-lyk we 7-lik wariantalar bar. Bu
wariantalar degislilikde 5, 3 we 2 gezek dus gelyarler. Diymek,

n =10.0nda F(="-10_1
n 10
Indi F™(x) empirik paylanys funksiyanyn grafigini guralyn:
F*(x)ll
T _

08 L S _

06 4

0 1

0,2 4.

I 1 2 3 ] - 4 [} 7 3 _X’
5-nji surat.

Cyzgydan gornisi yaly, empirik paylanys funksiyasy basgancakly
funksiyadyr. >
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B|l———————————————— T
I
|

4

4-nji surat.  Yygylygyn poligony.
¢) n,=4,n,=7,n,=6,n,=3we n=n+n,+n,+n, =20
bolandygy sebapli,

xl

w, =1t
n
formuladan peydalanyp, otnositel yygylyklary tapaly:
VL S Y VYL S A
n 20 n 20
=08 g3 w3 g5,
n 20 n 20

Onda

X; 2 3 5 8

w02 035 |03 |0.15

2-nji mesele. Yygylygy statistiki paylanysy berlen:
X. 1 6 7

n. 5 3 2

Empirik paylanys funksiyasyny tapmaly we onun grafigini gurmaly.
< Butin san okuny 1, 6, 7 nokatlar bilen, kesismeyan dort bo-

lege bolelin we x tytgeyan ululygyn her bolekdéki bahalaryna ayry-

ayrylykda garalyn.Goy, —oo < x <1 bolsun. x lytgeyan ululygyn bu
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talanyan diyilyar. Eger element bas topluma gaytarylmasa, onda sey-
le saylama gaytalynmayan diyilyér.

Haysy saylap alys usulynyn ulanylandygyna garamazdan, 6w-
renilyan nysan barada dogry netijeleri ¢ykarmaklyga mimkingilik
bermegi (¢in, saylamanyn wekilcilikli (reprezentatiw) bolmagy
gerekdir.

2. Saylamanyi statistiki paylanysy.Goy, bas toplum haysy hem
bolsa bir nysana goré éwrenilyan bolsun. Bu nysan tétén ulu-lykdyr,
sebébi sol bir géwrimli dirli saylamalarda ol 6nden belli bolmadyk
durli bahalary kabul edyar.Goy, bas toplumdan n géw-riimli saylama
gecirilen bolsun we bu saylamada x, baha n, gezek, x,baha n,

gezek, we s.m. x,baha n, gezek dus gelyan bolsun. Ny-sanyn kabul

......

artyan tertipde yazylan yzygiderligine wariasiya hatary diyilyar.
Wariantalaryn gozeggilik edilyan n,,n,,...,n, san-laryna bu

jemi saylamanyn gowrlmine dendir, yagny, n, +n, +...+n, =n
Wariantalar bilen olaryn degisli )’/ygylyklarynyﬁ sanawyna yygyly-
gyn statistiki paylanysy diyilyar. Yygylygyn statistiki paylanysy tab-
lisa we grafik gérnusde berilyér. Tablisa gérniusde ol

X. )(1 X2 Xk

ni n1 n2 nk
yaly berilyar. Yygylygyn statistiki paylanysyny grafiki bermeklik
ucin tekizlikde gonuburgly dekart koordinatalar sistemasyny
gurmaly. Abssissalar okunda Xx,,X,,...,X, wariantalary, ordinatalar

okunda bolsa n,n,,...,n,  yygylyklary bellemeli. Sonra

(x;,n,), i=1k, nokatlary gurmaly we olary goni gyzygyn kesimleri

bilen yzygider birikdirmeli. Emele gelen déwik ¢yzyk yygylygyn
statistiki paylanysynyn grafiki berlisidir. Bu dowik ¢yzyga
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yygylygyn poligony diyilyar.  “Poligonos” grek sozi bolup,
kdpburcluk diyen manyny beryar.
w, =1 (23)
n

......

ululyk x wariantanyn yygylygy, n saylamanyn géwrimi. Warian-

talar bilen degisli otnositel yygylyklaryn sanawyna otnositel
yygylygyn statistiki paylanysy diyilydr. Bu paylanys hem edil
yygylygyn paylanysy yaly tablisa we grafik gornlsinde berilyar.
Yygylygyin we otnositel yygylygyii paylanysyna saylamanyi
statistiki paylanysy diyilyér.

Eger bas toplum lzniiksiz nysana goré oéwrenilyén bolsa, onda
bu nysanyn kabul edyan bahalarynyin hemmesiniin dusen interwalyny
sol bir h uzynlykly bolek interwallara bdlyarler. Her bir bolek inter-
walyn yygylygy hékminde bu bélek interwala diisen wariantalaryn
yyagylyklarynyn jemini alyarlar we gistogramma diylip atlandy-
rylyan figurany guryarlar.

Kesgitleme. Yygylyn (otnositel yygylygyn) gistogrammasy
diylip, esaslary bolek interwallaryn h uzynlyklaryna den, beyiklikleri

bolsa, % [\%j i=1n, gatnasyklara den bolan goniburg-

luklardan ybarat basgancakly figura aydylyar.

Yygylyn (otnositel yygylygyi) gistogrammasyny gurmak tigin
tekizlikde gonlburcly dekart koordinatalar sistemasyny gurmaly.
Abssissalar okunda h uzynlulkly bolek interwallary, ordinatalar

okunda bolsa % [\%j ululyklary bellemeli we esaslary h ululyga

den, beyiklikleri bolsa % [%j ululyklara den bolan goniburg-
luklary gurmaly.
3. Empirik paylanys funksiyasy.
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Fr(x) = % (24)

funksiya empirik paylanys funksiyasy diyilyéar, bu yerde
n, (0<n, <n) tiytgeyan hakyky x (—oo< x <o) ululykdan kigi wa-
riantalaryn sany, n saylamanyn géwrimi. Empirik paylanys funksi-
yasy asakdaky hasiyetlere eyedir:
1) Empirik paylanys funksiyasynyn bahalar yaylasy [0;1] kesimdir.
2) Empirik paylanys funksiyasy kemelmeyén funksiyadyr.
3) Eger x, in Kki¢i warianta bolsa, onda x lytgeyan ululygyn x <x,
densizligi kanagatlandyryan hemme bahalary dcgin  F"(x)=0.
Eger x, in uly warianta bolsa,onda x tytgeyan ululygyn x > x, den-
sizligi kanagatlandyryan hemme bahalary tgin F™(x) =1.

1-nji mesele. Bas toplumdan n=20 géwrimli saylama gecirilip,
2,8,53,35/23,8,5,3,23,5,8,5, 3,5, 2, 3sanlar alnan.
a) Yygylygyn statistiki paylanysyny tablisa gorniisinde yazmaly.
b) Yygylygyn poligonyny gurmaly.
¢) Otnositel yygylygyi statistiki paylanysyny yazmaly.
d) Otnositel yygylygyn poligonyny gurmaly.

< a) Saylamadan gornisi yaly, 2-lik warianta 4 gezek, 3-lik
warianta 7 gezek, 5-lik warianta 6 gezek, 8-lik warianta 3 gezek dus
gelyér. Onda:

X; 2 3 5 8

n. 4 7 6 3

b) Tekizlikde gonuburgly dekart koordinatalar sistemasyny gu-
ralyn. Abssissalar okunda 2, 3, 5, 8 wariantalary, ordinatalar okunda
bolsa 4, 7, 6, 3 yygylyklary bellalin. Sonra (2;4), (3;7) , (5;6),(8;3)
nokatlary guralyn we olary goni ¢yzygyn kesimleri bilen yzygider
birikdirelin:
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