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Yokary matematika dersi boyunca su okuw gollanmanyn
birinji kitabyna analitik geometriya, yokary algebra we
matematiki analizin bolimleri (analizin baslangyjy we
bir Gytgeyéanli funksiyanyn differensial we integral
hasabyyeti) girizildi. Her bélimde nazaryyeti berkitmek
maksady bilen ¢Ozllip gorkezilen mysallar, bélimlerin
ahyrynda bolsa amaly sapaklarda hem-de 6zbagsdak islerde
ulanar yaly képsanly mysallar getirilyar.



SOZBASY

Matematikanyn usullary durmusda dus gelydn kop meseleleri
cozmeklige yardam edydr. Sonun t¢in hem tebigy ugurlardan hiinar alyan
talyplaryn “Yokary matematika” dersini onat bilmekleri we onuii
usullaryny tebigy ylymlarda dus gelyan durli gornisddki meseleleri
cozmeklikde ulanmaklygy basarmagy zerurdyr

Bu okuw gollanmasy uniwersitetini tebigy ylymlary boyunca durli
hunérleri alyan talyplaryii hemmesi ulanyp biler yaly edilip yazyldy. Ol iki
kitapdan ybarat bolup, onun birinji kitabyna analitik geometriya we yokary
algebra hem-de matematiki analizin baslangyjy we bir Gytgeyénli
funksiyanyn differensial we integral hasabyyeti girizildi. Her bélimde
nazaryyeti berkitmek maksady bilen bélimde beyan edilen distnjelerin
ulanylysyny gorkezydn mysallar getirilydar we olaryn c¢ozilisleri
gorkezilyar. Seyle hem her bolimin ahyrynda talyplar bilen amaly sapaklar
gecilende we 6zbasdak islerde ulanar yaly képsanly mysallar getirilyér.

Kitapda yygy-yygydan dus gelydn “bar bolup”(“tapylyp”) soézlerinin
yerine barlygy anladyan 3 belgi, “islendik” (“her bir”) sdzlerinin yerine
bolsa umumylygy anladyan Vv belgi ulanylyar. A= B yazgy A
sozlemden B  sozlemin gelip ¢cykyandygyny anladyar. Eger-de, onuni
ustesine B sozlemden A sbdzlem hem gelip ¢ykyan bolsa, onda ol
A< B vyazgyda anladylyar. Mysal Ucin, Ve>0, VxeB, P>m3
gysgaca yazgylar “islendik & uludyr nol”, “islendik x degisli B ”,
“P degisli  m tapylyp” diylip okalyar. Teoremanyn subudynyn,
mysalyn ¢ozilisinin baglangyjyny we ahyryny gorkezmek Ggin < we >
belgiler ulanylyar.



I bap. ANALITIK GEOMETRIYA
WE YOKARY ALGEBRA

I.1. TEKIZLIKDE ANALITIK GEOMETRIYA
§ 1.1. Goni ¢yzykda koordinatalar

1. Ugrukdyrylan kesim. Kébir goni ¢yzyk alalyn we onun kesgitleyan
iki ugurlarynyn birini saylap, ony poloZitel ugur, beylekisini otrisatel ugur
islendik kesiminini uzynlygyny 6lgemek tgin ol okda uzynlyk birligini,
yagny masstab alalyn. Uglary A we B nokatlar bolan kesime seredelin.
Eger A we B nokatlaryin haysysynyn ol kesimin baslangyjy, haysynyn
Kesimin ugry diylip baslangycdan ahyra tarap bolan ugur hasap edilyér.
Baglangyjy A we ahyry B nokat bolan ugrukdyrylan kesim AB bilen,
onui uzynlygy bolsa ‘AB‘ ya-da ‘AB‘ bilen belgilenyér. Durli bolan

iki A we B nokatlar iki sany AB we BA ugrukdyrylan kesimleri

kesgitleydr. Eger A we B nokatlar gabat gelydn bolsa, onda AA kesime
nol kesim diyilydr. Ugry okurni poloZitel ugry bilen gabat glende gosmak
alamaty bilen, otrisatel ugry bilen gabat gelende ayyrmak alamaty bilen
alynyan ugrukdyrylan ~ AB kesimin uzynlygyna sol kesimini ululygy
diyilydr we AB bilen belgilenyar, sunlukda AB =-BA denlik dogrudyr.
Bu kesgitleménin esasynda okda islendik yagdayda yerlesyan dirli A, B
we C nokatlaryn ugrukdyrylan AB, BC, AC kesimlerinin
ululyklary dgin

AB +BC =AC €))
denlik yerine yetyar.

2. Koordinatalar oky. Kabir x goni gyzykda O we B nokatlary
bellalin (1-nji surat) we olara degislilikde koordinatalaryn baslangyc we
birlik nokatlary diyelin.

Goni ¢yzykda OB kesim bilen ugurdas poloZitel ugry saylap alalyn.

PoloZitel ugry, hasap baslangyjy we uzynlygy 6lgemek {¢gin masstab

......

erkin M nokady ugcin (1-nji surat) ugrukdyrylan OM kesimiti ululygyna
M nokadyn koordinatasy diyilyar. Eger ol nokadyn koordinatasy x
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@) B M

X
1-nji surat
bolsa, onda kesgitleme boyunca
Xx=0M 2
bolar. Sunlukda, M(x) yazgy x-ii M nokadyi koordinatasydygyny

anladyar.

Seylelikde, eger koordinatalar okunyn nokady berlen bolsa, onda sol
nokadyn koordinatasy bolan sany gérkezmek bolar, seyle hem berlen san
ucin koordinatalar okunda sol san koordinatasy bolan yeke-tak bir nokady
gurmak bolar. Diymek, koordinatalar okunyn nokatlary bilen hakyky
sanlaryn kopllginin arasynda 6zara birbahaly degislilik gurnalandyr. Sona
gord hakyky sanlaryn kopliigine san oky we her bir hakyky sana san
okunyn nokady hem diyilyér.

Ugrukdyrylan kesimini ululygyny we onun uzynlygyny sol kesimin
baslangyjynyn we ahyrynyn koordinatalary arkaly anlatmak bolar.

Eger okuii  M,(x,), M,(x,) iki nokady berlen bolsa, onda
ugrukdyrylan M,M,, kesimin ululygy we onui uzynlygy degislilikde
MM, =X, = Xq; |M1M2|=|X2_X1| 3)
formulalar boyunca anladylyar.
Hakykatdan-da, koordinatalar okunyn O, M;, M, nokatlary tgin (1)
formula esasynda
OM, + M,M, =OM,
denligi we (2) formula esasynda  x;, =OM,, x, =0OM, denlikleri yazmak
bolar. Olardan bolsa M;M, =OM, -OM, =x, —X, denlik gelip ¢ykyar.
Ugrukdyrylan MM, kesimin uzynlygynyi onuii ululygynyi absolyut
ululygyna deiiligi tgin  [M,M,|=|x, — x| bolar.
M, we M, nokatlaryi arasyndaky uzaklyk p(M,, M,) bilen hem
belgilenyar. Sonun Ugin (3) formulalaryn ikinjisi
p(M11 M2)=|X2 - X1|
gorniisde yazylyar. |x, —x,|=|x, —x,| deiligiii esasynda koordinatalar
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okunyn iki nokadynyn arasyndaky uzaklygy tapmaklyk (3) formula
esasynda olaryn koordinatalarynyn birinden beylekisini ayryp, tapawudyn
modulyny almaklygy anladyar.

1-nji mysal.  Berlen M,(2), M,(~7) nokatlaryii arasyndaky

uzaklygy we ugrukdyrylan M,;M, kesimii ululygyny tapmaly.
4 X =2, X, =—7 ugin (3) formulany ulanyp taparys:
p(My, M, )=|-7-2=|-9=9, M\M, =-7-2=-9. >

8 1.2. Tekizlikde koordinatalar sistemasy

1.Gondburcgly dekart koordinatalar sistemasy. Umumy @)
baslangyjy we birmenzes masstab birligi bolan ¢zara perpendikulyar Ox
we Oy oklar tekizlikde gontburcly dekart koordinatalar sistemasyny
emele getiryér. Sol

y sistemadaky Ox  oka
I B M absissa oky we Oy oka
| ordinata oky diyilyar. Ol
oklaryn kesisme nokadyna

x<0,y>0 |x>0,y>0 koordinatalar baslangyjy,
olaryn yerlesyén

O A X tekizligine koordinatalar

x<0,y<0 |[x>0,y<0 tekizligi diyilyar we Oxy
bilen belgilenyar.Goy,

al v seredilyan tekizlikde erkin

M nokat berlen bolsun.
Sol nokatdan Ox we Oy
oklaryna degislilikde MA we MB perpendikulyarlary gegirelii (2-nji
surat). Sunlukda, perpendikulyarlaryi oklar bilen kesismeginden alnan
ugrukdyrylan OA we OB kesimlerihn OA we OB ululyklaryna
degislilikde M nokadyn goniburgly x we y koordinatalary diyilyar,
yagny x=0A, y=0OB. M nokadyn x we y koordinatalaryna
degislilikde sol nokadyn absissasy we ordinatasy diyilydr. M nokadyn
koordinatalarynyn x we y bolyandygy M(x, y) yazgyda ailadylyar.
Sunlukda, yayyn icinde ilki onun absissasy, ikinji ordinatasy gorkezilyar.
Absissa okunda yerlesyan nokatlar t¢in  y=0 we ordinata okunda

2-nji surat
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yerlesydn nokatlar Ggin  x=0, koordinatalar baslangyjy ucin bolsa
x=0, y=0. Koordinatalar oklary tekizligi dort boleklere bolyér. Olara

caryekler ya-da kwadrantlar diyilydar. Olaryn nomerlenisi we solarda
yerlesydn nokatlarynn  koordinatalarynyni alamatlary  2-nji  suratda
gorkezilendir.

Seylelikde, tekizligin her bir M nokadyna onun goéniburcly
koordinatalary atlandyryan tertiplesdirilen sanlaryn (x, y) jubuti degisli
we tersine, sanlaryn her bir (x, y) jubdtine tekizlikde koordinatalary sol

sanlar bolan yeke-td4k nokat degislidir. Beyle diyildigi tekizlikde
gondburcly dekart koordinatalar sistemasy tekizligin &hli nokatlarynyn
kopligi bilen sanlaryn jubuti arasynda 6zéra birbahaly degisliligi gurnayar
we ol geometrik meseleleri ¢ozmekde algebraik usullary ulanmaklyga
yardam beryar.

2. Polyar koordinatalar sistemasy. Tekizlikde polyus atlandyrylyan
O nokada we sol nokatdan ¢ykyan hem-de polyar oky atlandyrylyan OP
sOhla seredelin. Seyle hem kesimlerin uzynlygyny oélcemek gin masstab
birligi we polyusyn téwereginde aylawyn poloZitel ugry kesgitlenen hasap
edelin. Tekizligin islendik M nokady bilen O polyusyn arasyndaky p
uzaklyga sol nokadyn polyar radiusy, OM bilen gabat getirmek tgin OP
polyar oky sagat dilinin hereketinin garsysyna (poloZitel ugra) aylamaly
bolyan ¢ burca bolsa polyar burgy diyilyéar (3-nji surat). Sunlukda, p we

M y M

3-nji surat 4-nji surat

¢ sanlara M nokadyn polyar koordinatalary diyilyér. p sana onun birinji
belgilenydr. Polyus tgin p=0 bolup, yone ¢ kesgitlenmedikdir. Adatca
ol koordinatalar 0 <p < +00; 0 <@ <27 caklerde iytgeyar hasap

edilyar. Yone kabir hallarda 2r - den uly bolan burclara, seyle-de otrisatel,
yagny polyar okdan sagat dilinini hereketi boyunca alynyan burglara hem
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seretmeli bolyar.

Nokadyn polyar koordinatalary bilen goniburcly koordinatalarynyn
baglanysygyny gorkezmek {gin koordinatalar baslangyjy polyus bilen we
poloZitel yarym Ox oky polyar oky bilen gabat gelydn goniburcly
koordinatalar sistemasyna seredelifi (4-nji surat). Ol suratdan gornisi yaly
M nokadyn géniburgly (x, y) koordinatalary bilen onu (p, ¢) polyar
koordinatalary seyle baglanysykdadyr:

X=pCOSQp, y=psSine . 4
Bu formula tekizligin gonuburcly dekart koordinatalaryny onun polyar
koordinatalary bilen anladyar. Ol formuladan nokadyn polyar
koordinatalaryny onun dekart koordinatalary bilen aniladyan seyle formula

ap- X y
alynyar: p=+4x°+y?, coSp=—uw—1y, R
[x2 +y2 /X2 +yz

2-nji mysal. Polyar koordinatalarynda berlen A(Z, %J 8(3, —%n},

sing =

C(l, g} D(3, =), E(4, 0), F(Z, —%J nokatlary — gurmaly — we

koordinatalar baslangyjy polyus

C A bilen we Ox okunyn poloZitel
l/ ugry polyar oky bilen gabat
£ gelyan dekart koordinatalarynda

P ol nokatlaryn koordinatalaryny

o
O

tapmaly.
B < Polyar koordinatalarynda
F A nokady gurmak Ucin O

5-nji surat polyusdan  OP polyar okuna

¢=m/4 bur¢ boyunca sbhle gecirelin (5-nji surat) we sol sohlede
uzynlygy 2-& den bolan [OA] kesimi guralyn. Sol kesimin sonky ujy
A(2, m/4) nokat bolar. Beyleki B, C, D, E, F nokatlar hem edil solar

yaly gurulyar (5-nji surata seret). Berlen nokatlaryn dekart
koordinatalaryny tapmak (gin (4) formuladan peydalanarys. A nokat (gin

x=2005%=2.g=\/§, y=25in%=2.%=\/§, A(\/E, \/E)

Edil sonun yaly beyleki nokatlaryn dekart koordinatalary tapylyar:
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B(_ﬂ 32

2 > J C(0. 1), D(-3, 0). E(4, 0), F(0, -2).

§ 1. 3. Tekizlikde analitik geometriyanyi kébir meseleleri

1. Iki nokadyi arasyndaky uzaklyk. Tekizligif isindik M, (x,, y;)
we M,(x,, y,) ikinokadynyn arasyndaky p=p(M,, M,) uzaklyk

p=\/(x2—x1)2+(y2—y1)2 Q)

formula bilen kesgitlenyar.
M, Ony gorkezmek tigin M,
we M, nokatlardan Ox, Oy
oklaryna perpendikulyarlary
gecirip, olaryn esaslaryny
A,B,, A, B, bilen,
perpendikulyarlaryn  kesisme
nokadyny K bilen belgilalin

X (6-njy  surat).  Pifagoryn

. teoremasyny gonuburcly
6-njy surat M,KM, Ucburgluga ulanyp,
p=M,K? + M,K? 6)

formulany alarys. Bu yerde dcbur¢lugyn M;K, M,K Katetlerinin
MK, [M,K| uzynlyklary koordinata oklarynyii ugrukdyrylan
AA,, BB, kesimlerinin uzynlyklary bilen gabat gelydr. Sona goré (3)
formula boyunca
M K=AA =X, —-x;, M,K=BB,=y, -y,
denlikleri we olaryn esasynda (6) denlikden (5) formulany alarys.
M, nokadyn koordinatalaryn baslangyjy bilen gabat gelyan hususy haly

ugin (5) formula
PO, My)=4X; +y; Y]

gOrnusi alar.



3-nji mysal. M, (5, —2), M, (8, —6) nokatlaryn arasyndaky uzaklygy
we M, nokatdan koordinatalar baslangyjyna ¢enli uzaklygy tapmaly.

< Berlen nokatlar ugin x, =5, y, =-2, x, =8, y, =—6 bolyandygy
sebépli, (5) we (7) formulalar esasynda taparys:

p(My, M,)=y/(8-5) +((-6)-(~2)7 =¥a+16 =5,
p(0, M,)=18% +(-6)* =10.>

2. Kesimi berlen gatnasykda bolmek. Tekizlikde durli M,  we
M, nokatlary alyp (M; nokady birinji, M, nokady ikinji hasap edip) olar
arkaly poloZitel ugry kesgitlenen goni ¢yzyk gecireliti we masstab birligini
alalyn. Goy, M sol goni ¢gyzygyn M, bilen gabat gelmeyén kébir nokady
bolsun. Onda

MM
MM,
sana M nokadyii ugrukdyrylan M,M, kesimi bolydn gatnasygy
diyilyér, bu yerde MM, MM, gorkezilen okun ugrukdyrylan

A (8)

M,M, MM, kesimleriniii ululyklarydyr. Okus poloZitel ugry basgaca
kesgitlenende ya-da masstab birligi basgaca alnanda hem (8) gatnasyk
uytgemeyar, cunki iki halda hem sanawjy we maydalawjy sol bir sana
kopeldilyar. Eger M nokat M, we M, nokatlaryn arasynda yerlesyéan

bolsa, onda A >0 bolar. Bu halda M nokat M,M, kesimi iginden
bolyar diyilyar. Eger M nokat M,M, kesimiii dasynda yerlesyan bolsa,
onda %<0 bolar webuhalda M nokat M,M, kesimi dasyndan bolyar
diyilydr. A =-1 bolup bilmez, c¢inki tersine, ol deilik yerine yetende
M;M =- MM, deilik alnar we sonun esasynda M;M + MM, =0 bolar,
yagny M;M, =0, yone ol denlik M, we M, nokatlar gabat gelende
bolup biler, ol bolsa serte garsy gelyar. Eger M nokat M, nokat bilen
gabat gelyan bolsa, onda A =0.Eger M nokat M, nokada yakynlasyan
bolsa, onda || san artar.

Kesimi berlen gatnasykda bolmek meselesi seyle okalyar: M nokadyn
M,M, kesimi boleklere belyan 2 gatnasygy berlen. Sol nokadyi
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koordinatalaryny tapmaly. Ol asakdaky tassyklama esaslanyar.
Eger M(x, y) nokat M,(x,, y,) we M,(x,, y,) nokatlar bilen

céklenen M ;M, kesimi A gatnagykda bolyéan bolsa, onda ol nokadyn

koordinatalary
X; + AX +A
w1 2 y- Y1 tAY, )
1+ 1+
formula boyunga kesgitlenyar.

<1 M,, M, M, nokatlardan
y

Ox  okuna perpendikulyar
gbyberip, olaryn esaslaryny
B,, B, B, bilen belgilalin
(7-nji surat). Onda parallel
goni ¢yzyklaryn arasyndaky
kesimlerin  proporsionallyk
hasiyeti boyunca (8) sertin

: esasynda
O| B ) B B, X BB MM N
7-nji surat BB, - MM, -

denligi alarys. (3) formula esasynda alynyan B,B=x-Xx,, BB, =x, —X
denlikleri ulanyp, bu denligi

XN g x—x =M%, — ), XL+ )= X, + A%,

X, — X
gornusde yazmak bolar. Ondan bolsa X = -1 serti ulanyp, (9) formulanyn
birinjisini alarys. Onun ikinjisi edil suna menzeslikde (M, M, M,
nokatlardan Oy okuna perpendikulyar gecirip) subut edilyér.
Eger M nokat M;M, kesimin ortasynda yerlesyan bolsa, onda A =1
bolar we bu halda (9) formula
w= Xt % _N1itY

Y 5 (10)

gornusi alar.

4-nji mysal. Berlen M, (-1, —2), M,(3, 4) nokatlar boyunga M,M,
goni gyzykda M, nokada M, nokatdan ug esse yakyn bolanwe MM,
kesimin dasynda yerlesydn M nokady tapmaly.
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< Serte gord gézlenyan M(x, y) nokat M,M, kesimi A =-1/3
gatnagykda bolyar. Sona goré (9) formulany ulanyp we ol formulada
X, =-1 y,=-2, X,=3, y,=4 goyup, M nokadyn koordinatalaryny
taparys:
=—1+(—]/3)-3=_3’ y=_2+(_]/3)‘4=—5.>

1+(-13) 1+(-13)

5-nji mysal. Tekizligin = M,(x,, X,), M,(X,, ¥y) ... .M, (X,, ¥y,)

nokatlarynda m;, m,,...,m,  massalar yerlesdirilen. Ol massalaryn

sistemasynyn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny tapmaly.
< ki n=2 hala garalyn we m;, m, massalar M,, M, nokatlarda

yerlesyan bolsun. Onda mehanikanym belli prinsipi esasynda ol massalaryn
sistemasynyii  M(x, y) agyrlyk merkezi M,M, kesimi m,, m,
massalara ters proporsional boleklere, yagny A =m,:m, gatnasykdaky

boleklere bolyér. Sona gora (5) formula esasynda massalaryn sictemasynyn
M(x, y) agyrlyk merkeziinin koordinatalary iigin

_ x1+(m2/m1)x2 _ y1+(m2/m1)y2.
1+m,/m ' 1+m,/m,
m m m m
X = 1 X + 2X2’ y= 1Yt MY, (11)
m1+m2 m1+m2

formulany alarys. Edil sonufi yaly M, (x;, X,), M,(X,, Y, ) Ms(x,, ¥, )
nokatlarda yerlesen m;, m,, m; massalaryn sistemasynyn M(x, y)
agyrlyk merkezinin koordinatalaryny tapmak bolar. Eger m,, m,
massalary sol sistemanyii M'(x’, y') agyrlyk merkezinde jemlesek, onda
M(x, y) nokadyn yerlesyan yeri Gytgemez. Indi M(x, y) nokada M,
nokatda yerlesyan m, massa bilen M’(x’, y’) nokatda jemlenen m, +m,
massalaryn sistemasynyn agyrlyk merkezi hokmiinde gararys. Sunlukda,
M'(x’,y’) nokat m,, m, massalaryi sistemasynyii hem agyrlyk
merkezidir we x’, y’' koordinatalar (11) formulanyn sag bdlegi bilen
kesgitlenyar. Soma gora M(x, y) agyrlyk merkezi MM, kesimi
A=m,:(m, +m,) gatnasykda bolydn nokat hokmiinde (5) formulany
ulanyp taparys:
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mj m;X; + M, X, M3 X,
Xq +
‘= m+m, ~_ m+m, m1+m2’
14 mj m; +m, +m;
m, +m, m, +m,
my, + MY, + M3Y3
m, +m, m, +m,
m, +m, + mj, ’
m, +m,
X = My Xy + My X, + M3Xg Cy= myy; + My, + M3y, _
m, +m, +m; m, +m, +m;

Matematiki induksiyadan peydalanyp, M,, M,,...,M_ nokatlarda
yerlesen  m;, m,,...,m, massalaryn sistemasynyn agyrlyk merkezinin
koordinatalaryny tapmak bolar:

oo Xt MpXy +.. 4 My X,y - My +MYp 4. 4 MyYy
m +m, +...+m, m,+m, +...+m,
3. Ugburglugyii meydany. A(x;, y,), B(X,, v,), C(xs, y5) depeleri
bolan bir goni ¢yzykda yatmayan tcburglugyn S meydany (8-nji surat)

$ =1 [0 =% )05 =10 (6 =y -yl (22

formula boyunga tapylyar.
< ABC (cburglugyn meydanyny

S asc = Sapec * Secer ~ S asrp
denlik boyunca tapmak bolar, bu yerde Sapec: Spcer s S apFD

trapesiyalaryn meydanlarydyr. Ol meydanlar bolsa seyle tapylyar:

_ |AD| +|CE| _ (Xs - Xl)(ys + yl)
S ApEC —|DE| > = ) ,
_ |EC|+|BF|_(X2_X3) y2+y3)
Sgser —|EF| > = > ,
_ |AD|+|BF|_(X2 _Xl)(y1+y2)
S ABFD —|DF|‘ 2 - 2 '

olaryn bahalaryny formulada goup,
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5 =105 =5 )0 +¥2)+ 0 =56)(02 + v2)+ s = )05 )|

formulany alarys. Ondan bolsa
y yonekey dgertmeler esasynda (12)
Y3 formula gelip ¢ykyar.Ucburclugyn
islendik basgaca yerlesisi Ugin
hem (12) formula sonun yaly
subut edilyar. >

6-njy mysal. Depeleri A(L, 1),
B(6, 4), C(8, 2) nokatlarda
bolan  ABC (gburclugyn S
meydanyny tapmaly.
8-nji surat < Ugburclugyn meydanyny (12)

formulany ulanyp taparys:

Y[
Y,

S =%[(6—1)(2—1)—(8—1)(4—1)]=%|[—16]|=8 (kw.birlik). >

§ 1. 4. Tekizlikde koordinatalary baglanysdyryan
denillemelerin geometrik manysy

1. Tekizlikde cyzygyi defilemesi. Goy, gontburgly dekart
koordinatalarynda x we y uytgeyanler

F(x, y)=0 (13)
gornlisdaki denligi kanagatlanyryan bolsun. Eger bu denlik x we vy
jubdtlerin  &hli bahalary (gin yerine yetse, onda ona tozdestwo diyilyar,
kabir bahalary (¢in yerine yetende bolsa ona denleme diyilyér. Denleménin
mysallary: x? +y? -25=0, 2x+3y-5=0, tozdestwonyn mysallary:
(x+y)x-y)-x*+y?=0, (x—y)-x+y=0.

Eger L c¢yzykda yerlesydn &hli nokatlaryn koordinatalary (13)
denlemani kanagatlandyryan bolup, sol ¢yzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn
koordinatalary ol denleméni kanagatlandyrmasa, onda (13) denlemd L
¢yzygyn denlemesi diyilyar. Basgaca aydylanda, L ¢yzyk (13) deflemani
kanagatlandyryan tekizligiﬁ(x, y)koordinatalarynyﬁ koplugini anladyar.
Mysal G¢in, x—y=0 deileme goni c¢yzygy — birinji we Gglnji
koordinatalar burclarynyn bissektrisasyny, x?+y?—-25=0 denleme
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merkezi koordinatalar baslangyjynda we radiusy bése den bolan toweregi
kesgitleyar. Kabir denleme bilen kesgitlenyén kopluk bir nokady (mysal
tgin, x?+y? =0 denleme ditie bir (0, 0) nokady), kabir defileme bolsa
bos kopliigi kesgitleyar (mysal Ucin, x*+y?+1=0 defleme, cinki
tekizligin hi¢c bir nokady ol denlemani kanagatlandyrmayar). Cyzygyn
denlemesinin kesgitlemesi esasynda berlen nokadyn ¢yzykda yatyanlygy
ansat gorkezilydr. Eger nokadyn koordinatalary denlemede goyulanda san
denlik (tozdestwo) alynsa, onda nokat ¢yzykda yatyar, eger-de toZzdestwo
alynmasa, onda nokat g¢yzykda yatmayar.

7-nji mysal. Merkezi M (a, b) nokatda we radiusy R bolan téweregin
denlemesini diizmeli.

< Goy, B=B(x, y) toweregin erkin y
nokady bolsun (9-njy surat). Belli bolsy B
yaly toéweregini — tekizligin bir nokatdan
(merkezden)  den  daslykda  bolan  pl___
nokatlarynyn kopligi bolyandygy
esasynda we onun islendik nokadynyn
merkezden uzaklygynyn R sana denligi ,
ucin iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn O a X
formulasyny ulanyp,

p(M, B)=y/(x—a)} +(y—b)? =R
denligi alarys. Ondan bolsa gozlenyén toweregin denilemrsini alarys:
(x-af +(y-b)’ =R?.>> (14)
Bu tOweregin islendik nokadynyn koordinatalary ol tOweregin
denlemesini kanagatlandyryar. Eger N(x, y) nokat sol towerekde
yatmayan bolsa, onda  p(M, N)<R vya-da p(M, N)>R bolar we
sonun Ugin onun koordinatalary (14) denileméni kanagatlandyrmayar. (14)
deiilemeden a=b=0 bolanda alynyan

x* +y? =R’ (15)

......

9-njy surat

2. Cyzyklaryn kesismesi. Goy, iki gyzyk
F(x y)=0. G(x, y)=0 (16)
denilemeler arkaly berlen bolsun. Olaryn kesisme nokadyny tapalyi. Olaryn
kesisme nokady birinji ¢yzyga hem, ikinji ¢yzyga hem degislidir, sonun
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Ucin onun koordinatasy (16) derilemelerini birnji denilemesini hem, ikinji
denlemesini hem kanagatlandyryar, yagny
F(x, =0,
(x, y) -
G(x, y)=0
denlemeler sistemasyny kanagatlandyryar.Tersine, eger-de ké&bir K(xo, yo)
nokadyn  x,, y, koordinatalary (16) c¢yzyklaryn birinjisinde hem,
ikinjisinde hem yatyan bolsa, onda ol nokat solaryn kesisme nokadydyr.
Seylelikde, c¢yzyklaryn kesisme nokatlaryny tapmak dgin olaryn
denilemelerinin sistemasyny ¢6zmek zerurdyr. Sunlukda, hakyky koklerin
sany olaryn kesisme nokatlarynyn sanyna dendir. Eger (17) sistemanyn
hakyky kokleri yok bolsa, onda (16) ¢yzyklar kesisyan daldir.
8-nji mysal. x*+y?=1 x*+(y-1°=2 ¢yzyklaryi kesisme
nokatlaryny tapmaly (10-njy surat)..

< Kesigme nokatlary tapmak ticin y
X +y% =1,
X2+(y—1)2=2} 1
sistemany cozelin. Ikinji derilemeden
birinjini ayryp alarys: 2y =0, y=0. 0
Birinji denilemede  y=0 goyup, -1\\j1 X
X, =-1 X, =1 alarys. Seylelikde,

¢yzyklar A(—1, 0), B(L, 0)nokatlarda
kesigyarler. >
3. Cyzygyn parametrik derlemeleri. Goy, tekizligin gonuburcly
dekart koordinatalarynda kabir ¢yzyk berlen bolsun. Kabir hallarda onun
erkin nokadynyn (x, y) koordinatalaryny (parametr atlandyrylyén) tcunji
t ululyk arkaly anladyp bolyar:
x=ot) y=wlt). (18)
Eger t parametr kabir (tiikenikli ya-da tikeniksiz) aralykda tytgande (18)
formuladan berlen ¢yzygyn islendik nokadynyn koordinatalary alynyan
bolup, ¢yzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn koordinatalary alynmayan bolsa,

......

10-njy surat

Mysal Ugin, eger tekizlikde merkezi koordinatalar baslangyjynda we
radiusy R den bolan towerek berlen bolsa (11-nji surat), onda t parametr
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hokminde toweregin erkin B =B(x, y) nokady iigin OB kesimii Ox
oky bilen emele getiryan burcuny almak bolar. Bu halda berlen téweregin

y

v
NIVA

11-nji surat

parametrik denlemeleri

x=Rcost, y=Rsint (0<t<2r) (19)
gOrnlsde bolar. Olardan t parametri yoklap
(olary kwadrata goterip we gosup), tOweregin
(15) denilemesini alarys.

Indi bolsa R radiusly téweregin goni ¢yzyk
boyunca togalananda onuni k&bir bellenen
nokadynyn ¢yzyan ¢yzygyna garalyn. Ona
sikloid diyilyar. Goni c¢yzygy gonuburcly
dekart koordinatalar sistemasynyn Ox oky
hokminde alalyn (12-nji surat). Goy, bellenen

nokat toweregin baslangyc yagdayynda koordinatalar baslagyjynda bolsun

y
c
N
O[P K ‘ »

12-nji surat

we towerek t ( MCN) burg éwriilenden soii ol M = M(x, y) nokada
barsyn.Onda suratdan gornusi yaly

x=0P =0K - PK,

y=MP=CK -CN, CM =CK =R,

OK=MK =Rt, PK=MN=Rsint, CN =Rcost. Sonun i¢in hem
x=Rt—Rsint, y=R-Rcost ya-da
x=R(t-sint), y=R(L-cost) (20)

......
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Goénukmeler

1. Ugrukdyrylan AB Kesimit ululyklaryny tapmaly:
1) A2) B(5): 2) A@3) B(-4); 3) A(-6) B(@): 4) A(-2) B(-7)
2. Ugrukdyrylan AB Kesimiti uzynlyklaryny tapmaly:
1) A@3), B(8); 2) A(4), B(-9); 3) A(-5), B(1); 4) A(-3) B(-8).
3. Bellibolan1) B(2), AB=5; 2) B(3), BA=-2 3) B(5), BA=-3
boyunca koordinatalar okunda A nokadyn koordinatalaryny tapmaly.
4. Gondburcly dekart koordinatalarynda nokatlary gurmaly:
AL 4), B(2, -3), C(-3, 5), D(-1 -2), E(0, 1) F(5, 0).
5. Ox okuna gérd A3, 4), B(~2, 5), C(~3, —3)nokatlara simmetrik
nokatlary tapmaly.
6. Koordinatalar baslangyjyna géra A(-1, 2), B(-3, —2), C(4, 7)
nokatlara simmetrik nokatlary tapmaly.
7. Polyar koordinatalarynda A(3, n/4), B(l, —n/4), C(4, 3n/4),
D(2, —3n/4) nokatlary gurmaly.
8. Polyar koordinatalarynda berlen A(2, n/3), B(6, —n/2), C(5, =)
nokatlaryn goniburcly dekart koordinatalaryny tapmaly.

9. Dekart koordinatalarynda berlen A(-1, 1), B(0, 2),C(3, 0), D(1, 1)
nokatlaryn polyar koordinatalaryny tapmaly.

10. Berlen A(4, 3), B(0, 0),C(~3, —4), D(6, 8) nokatlar boyunga
1) A weB; 2)A weC; 3) Awe D; 4 Bwe C; 5 BweD
nokatlaryn arasyndaky uzaklyklary hasaplamaly.

11. Iki catyk depeleri A(5, 6), B(9, 2) nokatlarda bolan kwadratyi
meydanyny hasaplamaly.

12. A(0, 2), B(2, 0) depeleri berlen dentaraply ABC iigburglugyn C
depesinin koordinatalaryny tapmaly.

13. A(-3, —5), B(5, 3) depeleri berlen defitaraply ABC Ugburglugyi
meydanyny hasaplamaly.

14. A1, 1), B(L 6), C(5, 9)depeleri berlen ABCD rombun meydanyny
hasaplamaly.

15. [AB] kesimii ortasynyii koordinatalaryny tapmaly: 1) A(3, —7),
B(5, 9); 2) A(-5, -1), B(-3, -1);3) A2, 6), B(-8, -12).
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16.Depeleri A(- 4, 2), B(6, 8), C(4, —10) nokatlarda bolan tigburglugyi
medianalarynyn esaslaryny tapmaly.

17. Bir ujy  A(4, 5) nokatda bolan [AB] kesimiii ortasy C(-3, 7)
nokatda yerlesyar. Kesimin beyleki ujyny tapmaly.

18. Berlen A(, 2) we B(-1, 4) nokatlar boyunca [AB] kesimi A
nokatdan baslap 1:2 gatnasykda bélydn C nokady tapmaly.

19. [AB] kesim A nokatdan baslap C(4, 1)  nokat bilen 1:4

gatnasykda bolinen. A nokadyn koordinatalaryny tapmaly.
20. ABC ucburcluklaryn meydanlaryny tapmaly:

1) A(-2, -2), B(6,2), C(4,8); 2) A1 5), B(4,8), C(6, 2).
21. Ugburglugyn A(3, 5), B(6, —2) depeleriberlen. ABC Ugburglugyii
meydany 15-e den bolar yaly Oy okunda C nokady tapmaly.

Jogaplar

1.1) 3, 2) —7; 3) 14; 4 -5. 2.1) 5; 2) 13; 3) 6; 4) 5.
3.1) A(-3); 2) AQL): 3) A@B).5.1) A3, —4), B(-2 -5),C,(-3, 3).
6.1) AL -2), B3 2),C,(-4, -7).8 A(l, ﬁ), B(0, - 6),C(-5, 0).
9. AlV2, 3n/4), B2, 7/2), C(3, 0), D2, n/4). 10. 1) 5; 2) 72;
3) ¥29; 4) 5; 5)10.11. 32.12. C,[1++3, 1++73), C,[1-+3, 1-+3).
13. 324/3. 14.20. 15. 1) (4, 1); 2) (-4, 0); 3) (-3, —3).16. 1)
(1, 5); 2) (0, -4); 3) (5 -1). 17. B(-10, 9). 18. C(Y3, 8/3).
19. A(3, 0). 20. 1)24; 2) 18. 21. C,(0, 2), C,(0, 22).
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I. 2. BIRINJI WE IKINJI TERTIPLI ALGEBRAIK CYZYKLAR
8 2.1. Tekizlikde goni gyzyklar

1. Goni gyzyklaryn darli gérnusleri. Tekislikde goniburcly dekart
koordinatalar sistemasyna gora goni ¢yzyklary dirli usullar boyunca berip
bolar. Sona baglylykda olar dirli gérnisdaki denlemeler arkaly anladylyar.
Gondburcly dekart koordinatalar sistemasynyn Oy okuna parallel bolan
we onuii Ox okuny A(a, 0) nokatda kesyin goni gyzyga seredelei (1-
nji surat). Ol goni ¢yzygyn denlemesi

x=a a Y
gornusdaki denlemedir.Hakykatdan-da,ol goni
¢yzygyn islendik M(x, y) nokadynyii x
koordinatasy (1) denleméani kanagatlandyryar
we ol goni gyzykda yatmayan hi¢ bir nokadyn
X koordinatasy ony kanagatlandyrmayar.
Eger a=0 bolsa, onda goni gyzyk Oy oky A
bilen gabat gelyar we onun denlemesi O X

x=0 2

bolar. 1-nji surat

Orta mekdebin matematikasyndan belli bolsy yaly Oy okuny kesyan
goni ¢yzygyn denlemesi
y=kx+b (3)
gornusdedir, bu yerde k=tgo onun burg koeffisiyenti bolup, o - goni
cyzyk bilen Ox okunyn arasyndaky burcdyr, b =0B bolsa goni ¢cyzygyn
Oy okunda kesip alyan ugrukdurulan OB  kesiminii ululygydyr. (3)
denlema goni ¢yzygyn burg koeffisiyentli denlemesi diyilydr. Eger goni
cyzyk Ox okuna parallel bolsa, yagny a =0, k=0, onda (3) denileme
y=b
gornusi alar. Ox okunyn &hli nokatlarynyn y koordinatasy nola dendir.
Sona goré-de Ox okunyn denlemesi
y=0
bolar. (3) goni ¢yzygyn burg koeffisiyentini sol goni ¢yzykda yatyan iki
durli B(x, y;), M(x,, y,) nokatlaryn koordinatalary arkaly anlatmak
bolar. (3) goni ¢yzykda yatyandygy Ucin olaryin koordinatalary sol
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denlemani kanagatlandyryar, yagny
y, =kx; +b, y,=kx, +b.
Olaryii birinjisini ikinjiden ayryp, y, -y, =k(x, — x, ) defiligi, ondan bolsa
K = Yo— W @)
Xy — X
denligi alarys, ¢cunki géni ¢yzygyn Oy okuny kesyandigi Ggin X, # X, .

y A y
AN B
' ' >y2
b X X
at !
/ Y '
(04 N )
@] XVZ X @] A X
2-nji surat 3-nji surat

Goy, goni gyzygyn k burg koeffisiyenti we onuii N(x,, y,) nokady
berlen bolsun. Onun derlemesini diizelin. Goni gyzygyn erkin M(x, y)
nokadyny bellap, (4) formula boyunga x, =X, y, =Yy alyp, onun burg

koeffisientini tapalyi: k =21 . Bu defilikden bolsa

1
y=yi=k(x=x) )
gelip cykyar. Bu denlemd berlen ugur boyuncga berlen nokat arkaly

......

Tekizlikde berlen nokat (dessanin merkezi) arkaly gecyan ahli goni
cyzyklaryn kopligine goni cyzyklaryn dessesi diyilyédr. (5) gornusdaki
denlemede k islendik hakyky san bahany alyan bolsun. Sonun esasynda
k =k, alyp, goni ¢yzygyn kabir denlemesini, k =k, alyp, goni ¢yzygyn
basga denlemesini we s. m. goni ¢yzygyn duirli denlemelerini alarys.
Seylelikde, (5) gérniisdaki deiileme N(x,, y,) nokat arkaly gegyan (Oy
okuna parallel bolmadyk) &hli goni gyzyklaryn koplugini kesgitleyar. Sonia
gora merkezi N(x,, y,) nokat bolan géni gyzyklaryn dessesi

21



Y-V :k(x_xl)
denleme boyunca kesgitlenyar.
Indi bolsa diirli iki B(x,, y,), M(X,, y,) X, #X,, Y,# Y, nokatlar
arkaly gecyan goni gyzygyn denlemesini diizelin.Géni ¢yzygyn B(x,, ;)
nokat arkaly gecyéandigi sebépli, (4) formula esasynda (5) derileme

Y-y =2 (%) yada BT (g
Xy =X Yo=Y Xp—X
gornlisde yazylar.Bu derilema berlen iki nokat arkaly gegyan goni
cyzygyn denlemesi diyilyér.
Der gatnasgyklary t bilen belgilép alarys:

Y=% _ X=X =t, y—v,=(y, =V )t, x=%x =(x, —x, )t.

Vo — Ve X=X Y—% (yz yl) 1 (2 1)
Olardan bolsa

Y=Y+ (¥, = V)t x=x+0x, =x)t (7
denilemeler gelip gykyar. (7) deiliklerden t=0 bolanda B(x,y;)
nokadyn, t=1 bolanda N(x,, y,) nokadyin O<t<1 bolanda  bolsa
[BN] kesimiii islendik igki nokadynyn koordinatalary alynyar. Sunlukda,
t ululyk tilkeniksiz (~oo, +o0) aralykda Gytginde M(x, y) nokat
seredilyén goni ¢yzygy cyzyar. (7) deiilemelere goni ¢yzygyn parametrik
denlemeleri diyilyar.

Goy, (AB) goni gyzyk koordinat oklarynda ululyklary a we b bolan
kesimleri kesip alyan bolsun, yagny OA=a, OB=b, A(a, 0), B(0, b)
(3-nji surat). (6) denlemani x, =a, y, =0, x, =0, y, =b ugin ulanyp,

y_—Ozx—a’ §+l=1 (8)
b-0 -a a b
denleméni alarys. Ona koordinata oklarynyn kesimlerindéki goni
cyzygyn denlemesi diyilyér.

2. Goni gyzygyi umumy denlemesi. x we y Uytgeyéanlere goré birinji

tertipli

Ax+By+C=0 9)
gornlisdaki denlemd birinji tertipli umumy denileme diyilyér, bu yerde A
we B koeffisiyentlerin ikisi birwagtda nola den daldir, yagny

A% +B%#0. (10)
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Birinji tertipli denleme bilen nahili ¢yzygyn kesgitlenyandigine asakdaky
teorema jogap beryar.

1-nji teorema.Tekizlikde her bir goni ¢yzyk bellenen goniburcly dekart
koordinatalar sistemasynda birinji tertipli denleme bilen kesgitlenyar we
tersine, dekart koordinatalaryna gord birinji tertipli her bir denleme
tekizlikde ké&bir goni ¢cyzygy kesgitleyar.

< Eger berlen goni ¢yzyk Oy  okuny kesyan bolsa, onda onun
denilemesi y=kx+b ya-da kx-—y+b=0 bolar.. Eger goni ¢yzyk Oy
okuna parallel bolsa, onda ol x=a ya-da x-a=0 denleme bilen
kesgitlenydr. Bu denlemeleriti her birisi (9) gornusdaki dekart
koordinatalaryna gora birinji tertipli derilemedir

Goy, birinji tertipli (9) denlleme berlen bosun. Eger B =0 bolsa, onda
ol denleméni y gora ¢ozip,

yo Ay C
B B
derileméani alarys we ony k=— A/B, b=—C/B begileme girizip,
y=kx+b

gornlisde yazmak bolar. Ol detileme bolsa goni ¢yzygyn burg koeffisiyentli
denlemesidir. Eger B =0 bolsa, onda (10) sertin esasynda A =0 bolar.
Sonui Gigin (9) denleméni x=a (a=-C/A) gbrnisde yazmak bolar.
Ol bolsa Oy okuna parallel bolan 6ni ¢yzygyn denlemesidir. Seylelikde,
(9) denleme tekizlikde kabir goni ¢yzygy kesgitleyér.

Dekart koordinatalaryna gora birinji tertipli algebraik denlemeler bilen
kesgitlenyan ¢yzyklara biribji tertipli cyzyklar diyilyar. Subut edilen 1-nji
teorema birinji tertipli gyzyklaryn goni ¢yzyklardygyny anladyar.

(9) gornusdéki denlema goni ¢yzygyn umumy denlemesi diyilyar.

3. Iki goni ¢yzygyn arasyndaky burc. Hic biri Oy okuna parallel
bolmadyk iki goni c¢yzyga seredelin. Bu halda goéni c¢yzyklar burg
koeffisiyentli denlemeler arkaly berlip bilner:

y=kx+b,, k;=tga,, (11)
y=k,x+b,, k,=tga,. (12)
(Serte gord o, #90°, o, #90°, k; #o, k, =oc0). IKinji goni ¢yzygyn
birinji goni ¢yzyga gysarma burguny, yagny kesisme nokadyn towereginde
birinji goni ¢yzygyn ikinji bilen gabat gelmegi U¢in aylanma burguny 6
bilen belgilalin. k; we k, belli bolanda ol burcun tapylys formulasyny
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getirip ¢ykaralyn. A A N  (g¢burclukdan (4-nji surat) o, +0=a,,

0 =0, —a, denlikler alynyar. Sonur t¢in hem

_tga, —tgo,  k, —k;

1+ tgo,tgot, 1+ kK,
Eger goni ¢yzyklaryn birisi (mysal cin ikinjisi) Oy okuna parallel

bolsa, onda a,=7/2 we sona gord ©=m/2—a, bolar. Eger goni

cyzyklar 0Ozara parallel bolsalar, onda

tg0 =tg(at, — ;) (13)

y o, =a,, tga, =tga, bolar, yagny
N k, =k, denlik vyerine yetyar. Eger

A tersine, k, =k, bolsa, onda tgo, =tga,,

bolar we burglaryn 0 we =w- in

arasynda bolyandygy ucin ol denlikden

. o, o, =a, denlik gelip ¢ykyar, yagny goni

Ol/A /Az X c¢yzyklar paralleldir. Seylelikde, k; =k,
4-nji surat denlik (11) we (12) gbni ¢yzyklaryn

parallelliginin zerur we yeterlik sertidir.

Goy, (11) we (12) denlikler boyunca
berlen goni ¢cyzyklar perpendikulyar bolsun, yagny 6=m/2. Bu halda
ctgo =0 bolar we sonun esasynda

Ctgezizwzo’ 1+kk, =0
g6  k, —k;
denlik alynyar we ondan
1
kj =—— 14
=T (14)

denlik gelip ¢ykyar. Tersine, eger (14) sert yerine yetse, onda
1+kk, =0, ctgo=0, 9=g,

yagny goni ¢yzyklar 6zéra perpendikulyar. Seylelikde, (14) denlik (11) we
(12) goni ¢yzyklaryn perpendikulyarlygynyn zerur we yeterlik sertidir. Ol
sert basgaca seyle okalyar: perpendikulyar goni ¢yzyklaryn burg
koeffisiyentleri ululyklary boyunca 6zara ters we alamatlary garsylykly.
Eger goni ¢yzyklar umumy goérniisde
Ax+By+C, =0 (15)
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Ax+B,y+C, =0 (16)
denilemeler bilen berlen bolsa, onda olaryn arasyndaky burgut tangensi

— AIBZ B A2 Bl (17)
AA, + BB,

formula boyunca kesgitlenydr. Hakykatdan-da, eger (15) we (16)
denlemeleri

tgo

C
yz_ﬁx__l ,

Bl Bl
yz_ix__2
BZ BZ

gornuslerde yazyp, olary degislilikde (11) we (12) denlemeler bilen
denesdirsek, onda burg koeffisiyentler tgcin
A
K, =_ﬁ, k, =——2 (18)
Bl BZ
denlikleri alarys. Olary (13) formulada goyup we alnan denligi 6zgerdip,
(17) formulany alarys.
(18) denliklerin esasynda (15) we (16) gornusdaki goni gyzyklaryn
parallelliginin zerur we yeterlik sertleri

A_B
A2 BZ
denlik ya-da
A =At, B, =Bt
denlikler bilen anladylyar, perpendikulyarlyk serti bolsa
—%:i—z ya-da AA, +BB,=0
denlik bilen anladylyér. Bu sertlerin esasynda
Ax+By+C=0, Bx-Ay+C=0
denlikler boyunca berlen goni ¢cyzyklar 6zara perpendikulyardyr.
1-nji mysal. Umumy goérnisde berlen
3x-5y+15=0, 8x-2y-1=0
goni ¢yzyklaryn arasyndaky burgy tapmaly.
< Sertegora A =3, B, =-5 A, =8, B,=-2 .Sonagora-de (17)
formula esasunda taparys:
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tg0 = 3:(-2)-8(-9) _3 1 0=45
3-8+(-2)-(-2) 34

4. Nokatdan goni ¢gyzyga ¢enli uzaklyk. Tekizlikde géniiburcly dekart
koordinatalarynda M, (x,, y;) nokat we deiilemesi Ax + By +C =0
umumy gérniisde bolan géni gyzyk berlen bolsun (5-nji surat). M, (x,, ;)
nokatdan sol goni gyzyga cenli uzaklygyn formulasyny getirip gykaralyn.
Ol uzaklyk M, nokatdan géni ¢yzyga inderilen perpendikulyaryn
kesiminin uzynlygyna dendir.Eger ol perpendikulyaryn esasy M, (xz, yz)
nokat bolsa, onda gdzlenyan uzaklyk

d=|M;M, (19) Y

formula boyunga anladylyar. Umumy
gOrnlisde berlen goni ¢yzygyn burg
koeffisiyenti k =— A/B. Sonui (cin ona N
perpendikulyar bolan M,;M, goni
¢yzygyn burg koeffisiyenti  k, =B/A
bolar. Belli bolsy yaly M,(x,, y,) we
M,(x,, y,) nokatlar arkaly gegyan
goni ¢yzygyn burg Kkoeffisiyenti (4) 5-nji surat
formula boyunga kesgitlenyédr. Sonun
esasynda

M,

M,

Yo=¥% _B
X, =X A
denligi yazmak bolar. Den gatnagyklary t bilen belgilap,
yzl;yl =X2;X1 =t, X,=X, +At, y,=y, +Bt
dedlikleri alarys. Onda M, (x,, y,) we M,(x, + At, y, + Bt) nokatlar

tcin (19) formula esasynda
d =|M,M,| =/(A? +(Bt)? =v/AZ + B[t (20)
bolar. Indi t parametri kesgitlalin. M, nokadyn berlen goni ¢yzykda

yatyandygy Ugin onun koordinatalary sol derileméani kanagatlandyryar:
Ax, + By, +C =0 ya-da A(x, + At)+ B(y, + Bt)+C =0.
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Ondan bolsa  Ax, + By, +C + (A2 + Bz)t =0 denlik gelip gykyar. Bu
derilikden bolsa A? + B2 =0 sertin esasynda
_ A +By, +C

A? + B?
deflik alynyar. (20) we (21) formulalaryi esasynda M, (x;, y,) nokatdan
Ax+ By + C =0 goni ¢yzyga ¢enli uzaklygy tapmak tgin

t= (1)

J_ |Ax, + By, +C|
VA% + B?
formula gelip ¢ykyar.

2-nji mysal. M (-6, 3) nokatdan 3x -4y +15=0 defileme boyunca
berlen goni ¢cyzyga ¢enli uzaklygy tapmaly.
< (22) formula esasynda
] 3-(-6)-4-3+15 |-18-13+15 |-15] ,

32 +(-4) 5 5

(22)

>

8§ 2.2. Toéweregin umumy defilemesi

Tekizlikde x we y dekart koordinatalaryna gord ikinji derejeli
Ax? + 2Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F =0 (23)
algebraik denlema seredelin, bu yerde A, B, C koeffisiyentler birwagtda
nola den déldir, yagny
A% +B%?+C?#0. (24)
8 1.4 -de tdweregin denlemesinin (14) formula boyunca aniladylysyny
gorlpdik. Eger sol formulada yaylary a¢sak, onda ol
x? +y? —2ax-2by+a®+b*=0
gornisi alar. Bu denleméni (23) denleme bilen denesdirip, A=C =1, B=0
bolyandygyny goryaris. Sondan ugur alyp, (23) denleménin A=C, B=0
bolan halyna garalyi:
Ax? + Ay* + Dx+Ey+F =0 (25)
Bu denlemdnin néhili ¢yzygy Kkesgitleydndigi asakdaky teoremadan
gorunyar.
2-nji teorema. Eger x we y dekart koordinatalaryna gord (25)
denleme tekizlikde kabir cyzygy kesgitleyan bolsa, onda ol téwerekdir.
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< (25) denilemani agzalayyn A (A=0) sana bélip,
x> +y?+dx+ey+ f=0 (26)
deiiligi alarys, bu yerde d=D/A, e=E/A, f=F/A.Bu deillemanii
cep boleginde doly kwadratlary almak ticin ony 6zgerdelin:

2 2 2 2
NP LS i Y y2i28y & +f—d——e—=0,
2 4 2 4 4 4

d Y e} d? e?
X+—| +|y+—| =—+—-1. 27
( ZJ (y ZJ I &7

Bu denligin sag bolegindéki algebraik jem poloZitel, otrisatel we nola deni
bolup biler. Olaryn hersini ayratynlykda dernalin.
2 e2 2 e2 d
1. Eger —+——f >0 bolsa, onda — +—— f =R?, —=-a,
4 4 4 2

% =—b belgilemeleri girizip,

(x-a)’ +(y—b)’ =R? (28)
denileméni alarys we ol R radiusly we merkezi M (a, b) nokatda bolan
toweregi kesgitleyar.

2 2

2. Eger dT+eT_ f =0 bolsa, onda (27) derileme

(x—a)’ +(y-b)’ =0

gornusi alar.Ol denlemdni koordinatalary x=a, y=b (a = —%, b= —%J

bolan yeke-tédk nokat kanagatlandyryar.

d? e? d? e’
3. — +——f <0 bolsa, onda — +— — f =—R? belgileme girizip,
4 4 4 4

(27) denlemani
(x-a)’ +(y—b)’ =-R?
gornlisde yazmak bolar. Bu denligi tekizligin hi¢ bir nokady
kanagatlandyrmayar, sonia gora ol hi¢ bir gyzygy kesgitlemeyar.
Seylelikde, (25) denileme ya hi¢ bir denleméni kesgitlemeyér, ya bir
nokady kesgitleyér, ya-da toweregi kesgitleyar. >
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3-nji mysal. 4x? +4y? —8x+16y +19=0 defileme bilen kesgitlenyan
tOweregin merkezini we radiusyny tapmaly.
< Berlen denleméni 6zgerdelin:

X% +y? —2x+4y+%=0, (x2—2x+1)+(y2+4y+4)—1—4+%=0,

(x-1° +(y+2) =%.

Bu denleméni (28) denleme bilen denesdirip, téweregin merkezinin
M (L —2) nokat we radiusynyi R =1/2 bolyandygyny géryaris. >

4-nji mysal. x% +y? +6x—8y+25=0 deflemanin tekizlikde nahili
nokatlaryn kopligini kesgitleyandigini anyklamaly.

< Berlen defilemani 6zgerdip, (x+3)° + (y — 4)° =0 gérniisde yazmak
bolar. Bu defnlleméni koordinatalary x=-3, y=4 bolan yeke-tdk nokat
kanagatlandyryar. Sonun Ggin hem berlen denleme yeke-tak M(— 3, 4)
nokady kesgitleyar.

§ 2.3. Ellips

1. Ellipsin kesgitlenisi we onuin denlemesi. Tekizlikde berlen iki
nokatlara (fokuslara) cenli uzaklyklaryn jemi hemiselik bolan (we 2a sana

......

Fokuslary F, we F,, olaryn arasyndaky

y uzaklygy 2c bilen belgildlin, yagny
M |FLF,|=2c. (29)
Eger  M(x, y) ellipsiii erkin nokady we

/ |F,M|, |F,M| sol nokatdan fokuslara genli

F 0 F,  x uzaklyklar bolsa, onda kesgitleme boyunca
1 i |F1M|+|F2M|=2a (30)
6-njy surat dedlik yerine yetyar. F,MF, ugburclukdan

gornisi yaly (6-njy surat)
|F,M|+|F,M|>|F,F,| densizlik yerine yetyar. Ol deiisizlik (29) we (30)
denlikler esasynda seyle gornisi alyar:

2a>2c, a>c. (31)
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Gonlburcly dekart koordinatalar sistemasyna gora ellipsin derilemesini
dizelin.Onun tgin Ox okuny fokuslar arkaly gecer yaly we poloZitel ugry
F,-den F, tarapa bolar yaly alalyn (6-njy surat). Koordinatalar baslangyjy
[F,F,] kesimiii ortasynda alaly, onda F, =F,(~c, 0), F,=F,(c, 0)
bolar. M nokadyn koordinatalaryny x, y bilen belgil&lin.

Iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn formulasy esasynda

IFM|=y(x+c)’ +y?, |FM|=y/(x—c)* +y*. (32)

Bu anlatmalary (30) denlikde goyup, seyle denligi alarys:

\/(x+(:)2+y2 +\/(x—c)2+y2 =2a. (33)
Alnan denleme ellipsin denilemesidir, clinki ony dine ellipsini islendik
nokadynyn koordinatalary kanagatlandyryar. Ony yonekeylesdirmek gin
koklerin birini denligin sag bolegine gecirip, alnan denligi kwadrata
goterelin we menzes agzalary toplalyn:

Jx+c) +y? =2a—/(x—c) +y?,

2

x2 +2cx+c? +y?=4a® —day(x—cf +y® +x2 —2cx +c? +y?,

da/(x —c)’ + y? =4a® —4cx, ay(x—c)® +y? =a’ —cx.
Ahyrky denleméni kwadrata goterip alarys:
a’ (x2 —2cx+¢% +y? ): a* —2a’cx +c2x2,
(az—cz)x2+a2y2=a2(a2—cz). (34)

(31) densizligin esasynda a?-c®>0 we sonui lgin b?=a?—c?
belgileme girizmek bolar.Sonun esasynda (34) denlik b?x* + a?y? = a?b?
gornusi alar. Ol denlikden bolsa

X2 y2

? + b_2 =1 (35)
denlik alynyar. Seylelikde, ellipsin islendik nokadynyn koordinatalary (35)
denlemdni kanagatlandyryar. Tersine hem dogrudygyny, yagny
koordinatalary (35) denllemani kanagatlandyryan M  nokadyn ellipsde
yatyandygyny we onun Ugin (30) denligin yerine yetyandigini gorkezelin.
(35) deilikden y? tapyp: y? =b2(L-x2/a®) we ony (32) deiliklerifi

birinjisinde goyup hem-de b% =a? —c? deiilikden peydalanyp alarys:
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2,2
IR M| =4/ (x+c)* +y? =\/x2+2(:x+(:2+b2—b )2( -

a

c?x? 5 cX 2 c
= S t2cx+at = |—+a| =Ha+—Xx]|,
a a a
bu yerde alamat deligini sag bolegi polozitel bolar yaly saylanyp alynyar.

c<a we (35) esasynda |x| <a bolany tcin gosmak alamatyny almak
zerurdyr, yagny

IFM[=a+Sx. (36)
a
Edil sonun yaly (32) denligin ikinjisinden
IF,M[=a-<x (37)
a

Ahyrky iki denliklerden bolsa (30) denlik gelip ¢gykyar we ol M nokadyn
ellipsde yatyandygyny anladyar. Seylelikde, (35) denleme ellipsin
denlemesidir. Ona ellipsin kanonik detilemesi diyilydr. Onun ikinji derejeli
denilemeligi tcin ellips ikinji tertipli cyzykdyr.

2. Ellipsin formasynyi dertielisi. Ellipsin (35) denlemesinin esasynda
x?<a?, y?<b?,yagny —a<x<a, —b<y<b.Bu densizlikler ellipsii
tutuslygyna esasy 2a we beyikligi  2b bolan goéniburclukda
yerlesyandigini we onuti merkezinin koordinatalar baslangyjyndadygyny
anladyar. (35) denilemd x-in dine ikinji (jublt) derejesinin giryandigi Ugin
ellips Oy okuna simmetrikdir. Hakykatdan-da, eger M,(x,, y,) nokat
ellipsde yatyan bolsa, onda M, (-x,, y,) nokat hem ellipsde yatyandyr,
cinki

SR

a’ b> a? b?
ol bolsa M,; we M, nokatlaryn Oy okuna gora simmetrikdigini

anladyar. Sonun yaly hem ellips Ox okuna gora-de simmetrikdir. Ellipsin
koordinata oklaryna gord simmetrikligi esasynda onun formasyny dine
birinji caryekde dernemek yeterlikdir. (35) denlemeden y-i tapalyn:

b b
yz—E\/a2 - x?, y=+gx/a2 —x?. (38)

Olaryn birinjisi ellipsin Ox okundan asakda yerlesyan yarysyny, ikinjisi
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bolsa sol okdan yokarda yerlesydn beyleki yarsyny kesgitleyér. Bu
denlemelerin ikinjisinden gornlsi yaly, x 0-dan a c¢enli artanda y b-
den 0-a c¢enli kemelydr. Sunlukda, x=0 bolanda y=Db bolar we
B(0, b) nokat, x=a bolanda y=0 bolar we A(a, 0) nokat alynyar
we sonun esasynda ellipsin birinji céryekde yerlesyén bolegi 7-nji a
suratdaky yaly, tutus ellipsin 6zi bolsa 7-nji b suratdaky yaly bolyar.

y y

R Y
B/

X

7-nji surat

Ellipsin koordinatalar oklary bilen kesisme nokatlaryna (7-nji suratdaky
A, A, By, B nokatlara) ellipsin depeleri diyilyér. Ellipsi simmetriya

oklaryna (Ox we Oy oklara) onun oklary, ellipsin oklarynyn kesisme
nokadyna ellipsin merkezi diyilydr. A/A=2a, B,B=2b kesimlere hem
ellipsini oklary diyilydr. Sona gord OA=a, OB=Db kesimlere ellipsin
yarym oklary diyilydr. Fokuslar Ox okunda yerlesyén halda a>b bolar.
Sonun Ugin hem OA=a kesime uly yarym ok, OB =b kesime bolsa kigi
yarym ok diyilyar.

(35) denlmemd a<b bolanda hem seretmek bolar, yone bu halda ol
uly yarym oky OB =b bolan ellipsi kesgitleyar, onun fokuslary bolsa Oy

okunda yerlesyandir. b=a=R bolan halda (35) denlmeme x? + y? =R?

gornusi alar we ol merkezi koordinatalar baglangyjynda we radiusy R den
bolan toweregi kesgitleyar.

3.Ellipsin ekssentrisiteti. Fokuslaryn arasyndaky uzaklygyn uly okun
uzynlygyna bolan gatnasygyna ellipsiti ekssentrisiteti diyilydr. a >b bolan
halda (35) ellipsin ekssenrtisiteti
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£=— (39)
a

formula boyunca kesgitlenyér. Ellips ticin 0<c<a bolyandygy esasynda
(39) denlikden 0<eg<1 densizlik alynyar (towerek icin ¢=0 bolany

sebdpli €=0). b? =a? —c? we (39) denligiii esasynda

2
€= 1—(9J , B= 1-¢?
a a

formulalar gelip ¢ykyar. Bu formulalaryn esasynda ekssentrisitet ellipsin
formasyny kesgitleyar; ekssentrisitet néce uly boldugyca ellips sonca
stiynmekdir. Ekssentrisitetin ¢ran kici bahalarynda a we b biri-birlerine
yakyndyr, yagny ellips tdwerege yakyndyr. Eger-de ¢ bire yakyn bolsa,
onda b san a bilen denesdireninde kigidir we bu halda ellips uly okun
ugry boyunca gaty stiynmekdir.

Belli bolsy yaly planetalar we kabir kometalar elliptik orbitalar boyunca
hereket edyérler. Sunlukda, planetalaryn orbitalarynyn ekssentrisiteti 6rén
kici bolup, kometalarynky uludyr, yagny bire yakyndyr. Seylelikde,
planetalar tas tdwerek boyunca herket edyén bolup, kometalar bolsa birden
Gune yakynlasyar (Gun fokuslaryn birinde yerlesyér), birden bolsa ondan
daslasyar

Ellipsin M nokadyny onun F, we F, fokuslary bilen birlesdiryan
kesimine sol nokadyn fokal radiuslary diyilyar. Olaryn r, we T,
uzynlyklary (36) we (37) formulalar boyunca kesgitlenyar. (39) denlik
esasynda olar

rn=a+ex, r,=a-—ex
gOrnlisde yazylyar.

4-nji mysal. 3x? +16y? =192 detilemanin ellipsi kesgileyandigini
gorkezip, onun yarym oklaryny, fokusyny we ekssentrisitetini tapmaly.

< Berlen denlemani agzalayyn 192-& bolip,
2 2

X_ + y_ =1
64 12
ellipsiti detilemesini alarys. Bu yerden gorniisi yaly a=8, b=2+/3 we

c=+va? —b? =+.64 -12 =+2./13 . Soiia gora hem & =+/13/4,
F-2v13, o) F,(2v13, 0).»
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8 2.4. Giperbola

1. Giperbolanyn kesgitlenisi we onun denlemesi. Tekizlikde berlen
iki nokatlara (fokuslara) cenli uzaklyklaryn tapawudynyn moduly
hemigelik bolan (we 2a sana den alynyan) tekizligin &hli nokatlarynyn
kopligine giperbola diyilyar. F, we F, fokuslaryn arasyndaky (fokus)
uzaklygy 2c bilen belgilalin.Onda giperbolanyn erkin M nokady (gin
(8-nji surat) kesgitleme boyunca

|FM[-|F,M|=2a yada |FM|-|F,M|=+2a (40)
bolar. F,MF, ticburclukdan gornisi yaly |F,M|—|F,M|<|F,F,|, yagny
a<c. (41)
Gondburcly dekart koordinatalar y
sistemasyna gora giperbolanyn M

denilemesini diizelin. Onun Ggin Ox  oky
fokuslar arkaly gecer yaly we poloZitel
ugry F,-den F, tarapa bolar yaly alalyn
(8-nji surat). Koordinatalar baslangyjyny

[F,F,] kesimiin ortasynda alalyf, onda £ O = >
F,=F,(-c, 0), F,=F,(c, 0) bolar. M
nokadyn koordinatalaryny x, y  bilen 8-nji surat

belgilalin. Onda iki nokadyn arasyndaky
uzaklygyn formulasy esasynda

IFM|=y/(x+c)* +y?, |[FM|=4/(x—c)* +y>. (42)
Bu anlatmalary (40) denlikde goyup, seyle denligi alarys:
Jx+cf +y? —J(x—c)? +y? =+2a. (43)
Alnan denleme giperbolanyn denlemesidir, ¢linki ony dine giperbolanyn
islendik nokadynyn koordinatalary kanagatlandyryar. Ony (33) denileméani
yonekeylesdirisimiz yaly yonekeylesdirelit:

Jx+cl +y? =/(x—c)? +y? +2a,

x2 +2cx+c? +y? =4a® +day(x—cf +y? +x% —2cx+c? +y?,

+4ay/(x—cf +y? =4dcx—4a?, +ay(x—-c)’ +y® =cx—a’.

Ahyrky denlemani kwadrata goterip alarys:
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az(x2 —2cx+c¢% + yz)za4 —2a%cx +c%x?,

(cz—az)xz—azyzzaz(cz—az). (44)
(41) densizligin esasynda c? —a? >0 we sonuii iigin
b?=c*-a? (45)
belgileme girizip, (44) denlikden
X2 y2
?—b—zzl (46)

denlemani alarys.Diymek,giperbolany islendik nokadynyn koordinatalary
(46) denlemani kanagatlandyryar. Tersine hem dogrudygyny, yagny
koordinatalary (46) denleméni kanagatlandyryan M nokadyn giperbolada
yatyandygyny we onun Ugin (40) denligin yerine yetyandigini gorkezelin.
(45) we(46) denliklerden peydalanyp alarys:

2,2
IFM|=4/(x+c)* +y? =\/x2+2(:x+(:2—b2+b )2( -

a
2
c?x? , cx c
= S t2cx+at =,|—+a| =H—Xx+a],
a a a

|F1M|=J_{§x+a). (47)

yagny

Edil sonun yaly
|F2M|=J_r(£x—a) . (48)
a

Bu denliklerde alamatlary onun sag bdlekleri otrisatel dal bolar yaly
almaly. (46) formulanyii esasynda |x|>a we (41) esasynda a<c. Sofia
goréd-de x>a bolanda (47) we (48) denlikler
FEM[=Sx+a, |[FM[=<x-a (49)
a a
gorniisi alar. Sonuii tigin hem |F,M|—|F,M|=2a bolar. x<-a bolanda

|F1M|=—(£x+aJ=—£x—a, |F2M|=—(£x—aJ=—£x+a. (50)
a a a a
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Sonuii tigin bu halda |F,M|—|F,M|=-2a deiilik yerine yetyar. Seylelikde,
koordinatalary (46) denleméni kanagatlandyryan M nokadyn giperbolada
yatyandygyny we onun Ugcin (40) denligin yerine yetyandigini gorkezdik.

(46) denleme giperbolanyn denlemesidir. Ona giperbolanyn kanonik
denlemesi diyilyar. Onun ikinji derejeli denilemeligi tcin giperbola ikinji
tertipli ¢yzykdyr.

2. Giperbolanyn formasynyn deriiewi. Giperbolanyn (46) denilemesi
esasynda x?>a’, yagny x<-a we Xx>a. Bu densizlikler x=-a
we x=a goni ¢yzyklaryn arasynda giperbolanyn hi¢ bir nokadynyn
yokdugyny anladyar. (46) denlemd x we y ululyklaryn dine ikinji (jubt)
derejesinin giryandigi sebépli giperbola koordinatalar oklaryna gora

simmetrkdir. Sotia gora-de onui birinji caryekde y _D X277 geileme
a

bilen kesgitlenyan formasyny éwrenmek yeterlikdir. x=a bolanda y =0,

sonia gora A(a, 0) nokat goperbolada yatyandyr (9-njy surat). (46)

denlemeden gornisi yaly x-ini ¢aksiz artmagy bilen y c¢éksiz artyar.
Giperbolanyn dugasynyn nokatlary

y koordinatalar baslangyjyndan
daslasdygyca
" b
1 y_gx (51)
E goni cycyga yakynlasyandygyny
' gorkezelin. Bellenen X ucin
5 .. > giperbolada oia M (x, y) nokat we

(51) goni gyzykda  N(x, Y) nokat
9-njy surat degislidir. M nokatdan goni gyzyga MP
perpendikulyar inderelin. Giperbolanyn

dugasy goni ¢yzykdan asakdadyr, ¢linki

Y=Ex=2x/?>2\/x2 —a’=y, Y>y.
a a a
MN kesimin uzynlygy seyle tapylyar:
|MN|=Y—y=E[x— xz—azj.
a

Ony 0zgerdelin:
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b xz—(x2 a’ N| ab

~a Xx+vVx% —a? M x+vx* —a?
Bu denlikden gornisi yaly x-in c¢aksiz artmagy bilen MN kesimin
uzynlygy nola ymtylyar. Sofia gora |MP|<|MN| deiisizligin esasynda
|MP| hem nola ymtylyar, yagny M nokat koordinatalar baslangyjyndan

daslasdygyca ol nokatdan goni ¢yzyga cenli uzaklyk nola ymtylyar. (46)
giperbolanyn (51) goni ¢yzyk bilen umumy nokatlary yokdur, ¢linki olaryn
denlemelerinin sistemasynyn ¢ozUwi yokdur.

(51) denleme bilen kesgitlenyén goni ¢yzyga giperbolanyn asimptotasy
diyilyér. Giperbolanyn iki asimptotasy bar bolup, olar seyle kesgitlenyar:
yzgx yz—gx

a a

Giperbolanyn ¢gyzgysyny sekillendirmek Ggin ilki bilen taraplary 2a we
2b, degislilikde Ox we Oy oklaryna parallel we merkezi koordinatalar
baslangyjynda bolan esasy gonubircluk gurulyar. Onun garsylykly
depelerinden gecyan goni ¢cyzyklar giperbolanyn asimptotalary bolyar.

10-njy surat 11-nji surat

Olary gurup, soiira giperbolanyn 6zuni guryarys (10-njy surat). Ol (cep we
sag) sahalary atlandyrylyan iki bolekden ybaratdyr. Giberbolanyn

37



simmetriklik merkezine onun merkezi, simmetriklik oklaryna bolsa yéne
we A, nokatlarda kesyér (10-njy surat). Ona giperbolanyn hakyky oky
diyilyér, beyleki oka bolsa onun hyyaly oky diyilyar, ol nokadyn giperbola
bilen umumy nokady yokdur. Kesimlerin —|AA)|=2a, |B;B,|=2b
uzynlyklaryna hem giperbolanyn oklary diyilydr. Sonun gin a we b
ululyklara giperbolanyn yarym oklary diyilydr.a =b bolanda (46) deiileme

x? —y?=a? (52)
gOrnisi alyar we ona dentaraply giperbola diyilyar.
X2 y2

denileme Oy oky hakyky oky bolan giperbolany kesgitleyér (11-nji surat).

3.Giperbolanyi ekssentrisiteti. Giperbolanyn fokuslarynyn arasyndaky
uzaklygyn onun depelerininn arasyndaky uzynlyga bolan gatnasygyna
giperbolanyn ekssentrisiteti diyilydr. Eger Ox oky giperbolanyn hakyky
oky bolsa, onda kesgitleme boyunca ekssentrisitet

£=— (54)
a

denlik boyunca kesgitlenyar. Giperbola ¢in c¢c>a bolany sebapli ¢>1
bolar. (45) formulanyn esasynda (54) denlikden

bY b 3
E= 1+(—J , —=veg" -1

a a
denlikler gelip ¢ykyar. Seylelikde, giperbolanyn ekssentrisiteti esasy
gontburclugyn formasyny we giperbolanyn  6zinin  formasyny
hasiyetlendiryér.

Giperbolanyn M nokadyny onun F, we F, fokuslary bilen
birlesdiryan kesimlere sol nokadyn fokal radiuslary diyilyar. Olaryn
we r, uzynlyklary (49) we (50) formulalar boyunca kesgitlenyér. (54)
denlik esasynda olar sag saha tgin

rn=ex+a, r,=eX—a
gornusde we ¢ep saha Gcin
rn=-ex—a, r,=—ex+a
gOrnlisde yazylyar.
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5-nji mysal. 5x? —4y? =20 deileme boyunca berlen giperbolanyi
yarym oklaryny, fokuslarynyn koordinatalaryny we ekssentrisitetini
tapmaly.
< Denleménin iki bolegini hem 20-& bolup, giperbolanyn denlemesini
2 2

XY 4
4 5
gorniisde yazarys we ony (46) detileme bilen denesdirip, a®=4, b =5

denlikleri alarys, yagny a=2, b=+/5. (45) denlik esasynda
c?=a’+b?=9, ¢=3, F(-3 0), F((3 0) &=

. >

N w

<
a
8 2. 5. Ellipsin we giperbolanyi direktrisalary

Ellipsin uly okuna perpendikulyar, merkezine goré simmetrik we ondan
a/e uzaklykda yerlesyan iki goni ¢cyzyklara ellipsin direktrisalary diyilyar
(a—uly oky, € —ekssentrisitet). Eger ellips (35) kanonik defileme boyunca
berlen bolsa, onda a>b. Sonun Ggin bu halda dekart kkordinatalar
sistemasynda direktrisalar

a a

X=——, X=— (55)
€ €

denlemeler boyunca kesgitlenyér. Ellips Gigin 0< e <1 bolyandygy sebdpli
a/e>a bolar we sona gora direktrisalaryii ellips bilen umumy nokady
yokdur.

Giperbolanyn hakyky okuna perpendikulyar, merkezine gérd simmetrik
we ondan a/e uzaklykda yerlesyan iki goni cyzyklara giperbolanyi

......

kanonik denleme boyunca berlen bolsa, onda sol dekart koordinatalar
sistemasynda onun direktrisalary (55) denlemeler boyunca kesgitlenyar.
Giperbola tgin e>1 bolyandygy sebapli a/e<a bolar we sona gora
direktrisalaryn giperbola bilen umumy nokady yokdur.

Elllipsin  we giperbolanyn direktrisalarynyn hésiyetleri asakdaky
teoremada gorkezilyér.

3-nji teorema. Ellipsiii (giperbolanys) erkin M(x, y) nokadyndan
fokusa c¢enli r uzaklygynyn sol nokatdan degisli direktrisa cenli d
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uzaklyga bolan gatnasygy hemiselik ululykdyr we ellipsin (giperbolany)
ekssentrisitetine dendir.

< Ellipsin ¢ep fokusyna we ¢ep direktrisasyna seredelin. Eger M (x, y)
ellipsin erkin nokady bolsa (12-nji surat), onda
a a
r=a+ex, d =x—(——)=x+—,
s €
y ra+ex a+ex _

= =€
d a a+ex
€

X+

d M
/ r/\ €
—3/e\_F O/ X Eger M(x, y) giperbolanyi cep

sahasynyn erkin nokady bolsa, onda

a
r=—-a-—ex, d=-x——,
" €
12-nji surat
r—a—ex _
d -x-ale

Beyleki hemme hallar hem sular yaly gorkezilyar. >
8 2. 6. Parabola

1. Parabolanyn kesgitlenisi we onun defilemesi. . Tekizlikde berlen
nokatdan (fokusdan) we berlen goni c¢yzykdan (direktrisadan) den
daslykda bolan tekizligin ahli nokatlarynyn képliigine parabola diyilyar.

Parabolanyn denlemesini getirip ¢ykarmak (gin gonuburgly dekart
koordinatalar sistemasynyn Ox okuny fokusdan gecyan we direktrisa
perpendikulyar alyp, poloZitel ugruny direktrisadan fokusa tarap hasap
edelin. Koordinatalar baslangyjyny fokus bilen direktrisanyn ortasynda
yerlesdirelin (13-nji surat). Eger fokus bilen direktrisanyn arasyndaky

uzaklyk p bolsa, onda fokusyi koordinatalary — F(p/2, 0) bolar.
Parabolanyn erkin M(x, y) nokadyny alyp, ol nokatdan fokusa cenli
uzaklygy r  bilen we direktrisa ¢enli uzaklygy d bilen belgilalin
(r=|MF|, d=|MN|). Onda kesgitleme boyunga r=d bolar.Iki nokady
arasyndaky uzaklygyn formulasy boyunca

2
d=x+£, r= (X—BJ +y?,
2 2
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sona gora

2
p 2 P
X—— | +y°  =x+—. 56
( 2} y 5 (56)
denlemani alarys. Ol parabolanyn denlemesidir. Ony yonekey gornlse
y
y
N4 M—
r /
0 X
Bl Of F X \\
13-nji surat 14-nji surat

getirmek Ggin onun iki bélegini hem kwadrata goterip alarys:

p? p?

X2 — pX+——+ Y2 =X® + px+-—
p 4 y Y 4

ya-da
y2=2px. (57)
(56) we (57) denlemeler dengyclidirler.

(57) denlema parabolanyn kanonik detilemesi diyilyar. Bu denilemeden
x>0 densizlik gelip gykyar (p>0 bolany Ugin), yagny parabola
tutuslygyna Oy okdan sagda yerlesyar. Denlemé y-in ikinji dereje bolup
giryanligi Ggin parabola Ox oka gord simmetrikdir; x-in caksiz artmagy
bilen y hem c¢éksiz artyandyr. Parabolanyi y=\/2_px denilemd degisli
dugasy 13-nji suratda, parabolanyn 6zi bolsa 14-nji suratda sekillendirilen.
Direktrisanyf, yagny B(— p/2, 0) nokat arkaly gegyan we Oy okuna
parallell bolan géni ¢yzygyn detilemesi  x=-p/2 bolar.

Bellik. Asakdaky defnilemelerin her birisi hem parabolany kesgitleyar:

y2==2px, x?=2qy, x?=-2qy.
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§ 2. 7. Ellipsini giperbolanyi, parabolanyi polyar defilemesi

Goy, | ellipsin, giperbolanyn ya-da parabolany dugasy bolsun. Onui
erkin M nokadyndan fokusa ¢enli uzaklygy r bilen, degisli direktrisa
cenli uzaklygy bolsa d bilen belgilélin (15-
nji surat). Onda 2-nji teorema esasynda

r N !

I .. 58) B B/

d © (58) P/

Fokusdan direktrisa perpendikulyar goni p| /T :
cyzyk gegirip, kesisme nokadyny A bilen ':
belgildlin. M nokadyn sol goni ¢yzyga bolan 2 Fq’ N

proyeksiyasyny N bilen belgilélin. F nokat
arkaly AN goni ¢yzyga perpendikulyar
gecirip,onun | ¢yzyk bilen kesisme nokadyny
P bilen belgilélin. [FP] kesimin uzynlygyny |
p bilen belgildlin, yagny
[FP|=p 15-nji surat
we ona | ¢yzygyn fokal parametri diyelin.
Polyusy F nokatda we polyar oky FN bolan koordinatalar sistemasynda
M nokadyn p, ¢ polyar koordinatalary tgin
r=p, d=|KM|=|AN|=|AF|+pcose (59)

denlikleri alarys. (58) denlik | c¢yzygyn islendik nokadynda, sol sanda P
nokatda hem yerine yetyar, sonun ¢in hem

FP
uzg’ ng’ |AF|=£.
BP| |AF| £
Ahyrky denligin esasynda (59) formulanyn ikinjisi seyle gornisi alar:
d=£+pCOS(p. (60)
€
(59) we (60) denlikler esasynda (58) derlik
-—P (61)
1-gcoso

gornusde yazylar. Ona ellipsin, giperbolanyn, parabolanyn polyar

denlemesi diyilyar (ol denleme giperbolanyn iki sahasynyn birini
kesgitleyar).
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Parabola tcin fokal parametr (57) denlemedaki p bilen gabat gelyar.
Degislilikde (35) we (46) denilemeler bilen berilydn ellips we giperbola
ucin fokal parametr

b2
p= Y (62)
formula boyunca anladylyar. Hakykatdan-da, kesgitleme boyunca fokal
parametr P nokadyn ordinatasynyn modulyna dendir (AN oky Ox oky
hasap edyaris). Ellipsin  P(~c, y) nokadynyi koordinatalaryny (35)
denlemede goyup alarys:

2 2 2 2 2 2 4
(-¢) L yz:bz(l_c_}ﬂu):b__

a’ a’ a’ a’

Bu denlikden bolsa (61) deiilik gelip gykyar. Bu netije P(~c, y) nokadyn
koordinatalaryny (46) deilikde goyanymyzda hem alynyar. P(—p/2, y)

nokadyn koordinatalaryny (57) derilemede goymak arkaly parabolanyn
fokal parametrinin fokusdan direktrisa ¢enli uzaklyga dendigi barlanylyar.
6-njy mysal. Polyar koordinatarynda berlen p = 9 derilemdnin
4-5cos@
haysy cyzygy kesgitleyandigini anyklamaly.
< Denlemanin sag bdleginin sanawjysyny we maydalawjysyny 4-e
bolip, ony (61) gérnisdaki
9/4
p="—"FT"~—""
1—(5/4)cos ¢
denlema getireris. Ony (61) denleme bilen denesdirip alarys:
b* 9 ¢ 5
PT R Te TaTs
Bu yerden gornisi yaly berlen denleme yarym oklary a=4, b=3 bolan
giperbolany kesgitleyar. >

>1.

§ 2. 8. Gonuburcly dekart koordinatalaryny 6zgertmek

1. Parallel go¢urmek. Goy, umumy masstab kesimi we poloZitei
yarym oklarynyn ugurlary gabat gelyén iki sany Oxy (kone) we O, XY
(tdze) gonuburgly dekart koordinatalar sistemasy berlen bolsun. Eger téze
sistemanyn koordinatalarynyn baslangyjy Ol(a, b) nokatda bolup, onun
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kone koordinatalary x=a, y=b bolsa, onda seyle sistemalaryn birisi
suratdan gornisi yaly Ox  okunyn
y Y O, A, M, we Oy okunyn O, B, M y
M ____'\ﬂv___ M nokatlary Ggin nokadyn koordinatasynyn
g : kesgitlemesi esasynda M nokadyn kone
: X we Yy koordinatalaryny onun tdze
IM koordinatalary arkaly anlatmak bolar:
X x=X+a, y=Y+b. (63)
I Bu formuladan peyalanyp, ol nokadyn
© A M, X tize koordinatalaryny onui kéne
koordinatalary arkaly anlatmak bolar:
16-njy surat X=x-a, Y=y-b. (64)
2. Koordinatalar oklaryny éwirmek. Goy, tdze Ox'y" goniburcly
dekart koordinatalar sistemasy kéne Oxy sistemanyn O nokadynyn
dasyndan o bur¢c Owrllmeginden alynyan bolsun (17-nji surat). Ol
sistemalaryn her haysy bilen degislilikde p’, ¢’ we p, ¢ polyar
koordinatalaryny baglanysdyralyn. !7-nji suratdan gornisi yaly ol polyar
koordinatalar Ggin  p=p’, ¢=a+¢" denlikler dogrudyr. Bu denlikler
esasynda polyar we dekart koordinatalary baglanysdyryan

O,

Yy y yn
N oM : :
| y\
/P
P : % o
04 r n
{ A N x
P\ 1@
0 X O X
17-nji surat 18-nji surat

X=pcosp, y=psine formulalary ulanyp alarys:
X =pcos@=p’'cos(o+¢')=(p'cosp’)cos o — (p’sin ¢')sin o =
=x'cosa —y'sina,
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y=psing=p’sin(a+¢')=(p'cos ¢’)sin a + (p"sin ¢')cos o0 =
=x'sina + y'cosa,
yagny
X = X',C-OS o— y:5|n oc,} | (65)
y=x'sino + y'cosa
Taze x', y' koordinatalary kéne x, y koordinatalar arkaly anlatmak
iicin bu sistemany x’, y’' gor4 ¢6zmek zerurdyr. Yéne ony basgaca hem
gorkezmek bolar: Ox'y" sistemany kone sistema hokmiinde alyp, ony
(~a) burca dwirmek arkaly Oxy sistema alynyar, sonuii igin (65)
formulada x we x', y we Yy’ koordinatalaryn orunlaryny calsyryp, o -
nyi yerine (—a) yazmak yeterlikdir.

Umumy halda, eger Oxy  we O'x'y" iki gonuburcly dekart
koordinatalar sistemasy berlen bolsa (18-nji surat), onda gosmaca O'x"y"
sistemany girizip we yzygiderli (63) we (65) formulalary ulanyp,

x=x’c<_33a— y’smoc+a,} (66)
y=x'sina+y'cosa +b
formulany alarys.

8 2. 9. Koordinatalary 6zgertmek formulalarynyn ulanylysy

1. y=ax? +bx+c deiilemanin kesgitlydn ¢yzygy. Deiileméanin sag
boleginde doly kwadraty almak tgin ony 6zgerdeli:
yza(x2 + 2£X+£J—£+C'
2a  4a®) 4a®
b? b \?
y+E—c=a(x+£J :
Bu denlikde

b b?
X=X+—, Y=y+|—-C
2a d (4a2 J
formulalar boyunca tdze koordinatalara gegip, yagny parallel gécirme
gecirip, dzgerdilip alnan defilemédni Y =aX? gdrniisde yazmak bolar. Ol
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denleme bolsa O, XY koordinatalar sistemasynda parabolany kesgitleyar.
Diymek, berlen denleme oky Oy okuna parallel bolan parabolany
kesgitleyar. Sonun yaly-da x= Ay? + By +C denleme hem parabolany
kesgitleyér, yone ol parabolanyin oky Ox okuna parallel bolyar.
_ & +3 denileménin kesgitleyan gyzygy. Bu denilemede ¢ =0
CX +
we ad-bc=0 hasap edelin, ¢linki c¢=0 bolanda y=kx+m

gornusdaki we ad —bc =0 bolanda y=1 gdrnusdaki goni ¢yzyk alynyar.
Denleméni 6zgertmekligi asakdaky yaly gegirelin:
) ool
axX+—| ax+———+—
_ax+b a c c a

Yo xad ( dJ_ ( dJ
Cl X+ — Cl X+—
Cc Cc

a(x+dJ+bC_ad bc —ad
c c a c?
c
yagny
y=24 Cd, Czbc—zad.
X+ — ¢
c
Bu denleméani
a C
y-—=—"g (67)
X+ —
c

gornusde yazyp, tze koordinatalary

X=x+9, Y=y—E
c C

formulalar boyunca girizelin. Onda tdze O, XY koordimatalarda (67)
denleme

Y=% ya-da XY =C, C#0 (68)
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gornlisde yazylar. Bu denleme bolsa denitaraply giperbolany kesgitleyar.
Sona gora seredilyan derileme hem denitaraply giperbolany kesgitleyar.
7-nji mysal. 2y =x% — 2x+5 defleménin kesgitleyan cyzygyny
anyklamaly we ony gurmaly.
< Denlemani yonekeylesdirip alarys:

yzlx2 —x+§=£(x2 —2x+1)—£+é,
2 2 2 2 2

yzl(x—l)2 +2, y—2=1(x—1)2.
2 2
Eger X =x-1 Y =y-2 belgileme girizsek, onda tdaze O, XY dekart
koordinatalar sistemasynda ol derileme Y = % X 2 gérniisde yazylar. Bu
denleme bolsa parabolany kesgitleyar. Indi Oxy we O, XY koordinatalar

sistemalaryny we téze sistemada Y = % X 2 kanonik defilemesi boyunca

parabolany guralyn (19-njy surat). >

ypr v YALY
7
< \
N~

2l O, X o, 4 X
1 2

0] 1 X \-2 O X
19-njy surat 20-nji surat

8-nji mysal. y= ax+ ;4 denlemanin kesgitleyan ¢yzygyny anyklamaly
X+

we gurmaly.
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< Deinileméni yonekeylesdirip alarys:
y(x+2)-4x-14=0, y(x+2)-4x-8-6=0,
y(x+2)-4(x+2)-6=0, (x+2)y-4)=6
Eger X =x+2, Y =y-4 formulalar boyunca tdze sistemany girizsek,
onda taze O, XY sistemada XY =6 denlemani alarys, ol dentaraply
parabolany kesgitleyar. Oxy we O, XY koordinatalar sistemalaryny we
taze sistemada XY =6 giperbolany guralyn (20-nji surat).

§ 2. 10. Ikinji derejeli denilemeleri yonekeylesdirmek

1. Koordinatalaryin kopeltmek hasylynyny o6ziinde saklamayan
derileme. Goy, dekart koordinatalaryna goré ikinji derejeli

Ax? +Cy? +2Dx+2Ey + F =0 (69)
gornlisdaki denleme berlen bolsun, bu yerde
A% +C2%0 (70)

Asakdaky (¢ hala seredelin:

1) A we C Kkoeffisiyentlerin alamatlary menzes (AC >0, bu halda
(69) denlema elliptik gornisli derileme diyilyar);

2) A we C koeffisiyentlerin alamatlary durli ( AC <0, bu halda (69)
denlema giperbolik gérnisli deiileme diyilyar);

3) A we C koeffisiyentlerin birisi nola den ( AC =0, bu halda (70)
sertini esasynda beyleki koeffisiyent noldan tapawutly we (69) denlemé
parabolik gornisli deilleme diyilyér);

1) Denlemanin ¢ep bolegini doly kwadratlara getirip alarys:

2 2 2 2
Ax2+22x+D—2 +C y2+2Ey+E DT E ro0
A A C C

2 2 2 2
A(X+2J +C(y+EJ =D—+E——F. (72)
A C

2 2

Bu denligin sag bolegini K bilen belgildp: K :DT +% - F we

D E
X=X+—, Y=y+— 72
A y*e (72)

formulalar boyunca tdze koordinatalary girizip, (71) denligi
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AX?+CY? =K (73)
gorniise getireris. Bu denlemani K sana, yagny (KA >0, KA<0, KA=0)
sertlere baglylykda asakdaky denilemelerin birine getirmek bolar:

X% y?

a2 +b—2=1; (74)
2 2
)a(—2+:)—2=_1, (75)
bu detilemelerde i=A i=£;
a? K p? K
2 2
);2 +:)—2=0, (76)

bu yerde a—12=A, b%:c (A>0).

(74) denileme yarym oklary a we b bolan ellipsi (a=b bolanda)
toweregi kesgitleyar, (76) denleme bir nokady ( X =0, Y=0 téaze
koordinatalar sistemasynda, sunlukda onuni kone koordinatalary (72)
formuladan tapylyar), (75) derileme bolsa hig bir ¢yzygy kesgitlemeyér.

2) Bu halda AC <0 bolany ugin (73) denleme asakdaky denlemelerin
birine getirilyéar:

X2 yz
2 ot o
X2 Y2 X2 Y2 .
e Tt g
X2 y?
PO @0

(78) denleme hakyky oky O,X bolan giperbolany, (79) denleme
hakyky oky O,Y bolan giperbolany,(80) deilleme bolsa iki sany kesisyan
Y = b X, Y =E

a a
3) Goy, A=0, C=0 bolsun. Onda D =0 bolanda (69) deilemani

X goni ¢yzyklary kesgitleyar.
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2 2
C y2+2Ey+E— +2Dx—E—+F=O,
cC’ c? C

2
£)2 F—E—
Cly+—| =-2D| x+ C x—+F=0
C 2D

gdrnusde yazmak bolar. Ol deiilemeden p=-D/C belgileme girizip we
taze koordinatalary

=
X =X+ E’ Y = y+ E
2CD C
formulalar boyunca kesgitlap,
Y? =2pX (81)

denligi alarys.Bu deiilleme oky O, X bolan parabolany kesgitleyar.
Eger D=0 bolsa, onda (69) denleme

2 2
Cly+ EV_E_ F
C C
o E E? . o
gornusi alar. Ony bolsa Y =y + <’ L o F begileme girizip,
CY?=L (82)
gornlisde yazmak bolar.Bu derileme L sana,yagny(LC >0, LC <0, L=0)
sertlere baglylykda asakdaky denilemelerin birine getirilyar:

Y?=b?, (83)
Y?=-b° (84)
Y?=0. (85)

Sunlukda, (83) denleme iki sany parallel Y =+b goni ¢yzyklary, (85)
denleme iki sany gabat gely&dn goni ¢yzyklary kesgitleyér, (84) denleme
bolsa hi¢ bir ¢yzygy kesgitlemeyar.

Bellik. Eger C=0, A=0 bolsa, onda 3-nji hala menzeslikde (69)

defileme E =0 bolanda X?=2qY deilemawe E =0 bolanda
X%?=a?, X?=-a%, X?=0
gornlisdaki denlemelerin haysy-da bolsa birine getirilyar.
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9-njy mysal. 9y? —16x? +18y + 32x —151=0 deiilemanin kesgitleyan
cyzygyny anyklamaly we ony gurmaly.
< Denlemani yonekeylesdirip alarys:
oy? + 2y +1)-16(x? — 2x+1)-9+16-151=0,
9y +1)° —16(x —1)* =144,

(yo1f  (-1F (1P (edf

16 9 9 16
Bu derilemede X =x-1, Y =y+1 formulalary ulanyp, koordinatalar

baslangyjy O,(L, —1) nokatda

yAY bolan taze dekart
< / koordinatalarynda
\ / 2 2
\\ // — X_ + Y_ =1
e 9 16
AN pd denlemani alarys. Ol deileme

hakyky oky oY we
parametrleri a=3, b=4 bolan
giperbolany kesgitleyar.Kone we
tdze dekart koordinatalaryny we
=t - taze koordinatalarda giperbolany
y \ guralyn. Sunlukda, berlen
/ N detileménit kéne dekart
koordinatalar sistemasynda
21-nji surat nahili ¢cyzygy kesgitleyandigini
hem goreris (21-nji surat).
2. Ikinji derejeli umumy derileme. Goniburcly x we y dekart
koordinatalaryna gora ikinji derejeli umumy goérnisdéki
Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F =0 (86)
denilemd seredelin we bu yerde B =0 hasap edelii.
Bu denilemede (65) formulany ulanyp, tdze x’, y’ koordinatalaryna
gecelin. Onda ol derileme seyle gornisi alar:
A X% +2B,xy +C,y'? +2D,x' + 2E,y'+ F, =0, (87)

Ve
Ve
w

bu yerde
A, = Acos® o+ 2B cos asino + Csin’ o,
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B, =(C — A)cosasin o + B(cos2 o —sin® a),
C, =Asin® o — 2Bcosasino +Ccos® a.
(87) denlemedaki B, koeffisiyent nola den bolar yaly o burcy saylap
alalyn, yagny ol burgy
(C - A)cosasina +
+ B(cos2 o —sin? a): 0
denileménin ¢oziwi hokmiinde alalyn. Ol denlemeden

ctg2a = A-C
2B

denligi alarys.Bu halda A, we C, koeffisiyentlerin ikisinin birwagtda
nola den bolup bilmejegini subut edelin. Tersine, A =0, C, =0 glman
edip,

(88)

Acos? o+ 2Bcosasina +Csin2a =0,
Asin? o, —2Bcosasino +Ccos? a=0

denllemeleri alarys. Olaryn birijisinden ikinjisini ayryp, Ctg2a=—%
- S .. A-C 2B
deniligi alarys we ony (88) denlik bilen detesdirip, =—
iligi alary y (88) den fesdirip, — 2 PN

deiligi, yagny 4B*=—(A—C)* deiligi alarys, ol bolsa diie B=0
bolanda yerine yetyar we ol B =0 serte garsy gelyar.

Seylelikde, kone dekart koordinatalaryndan kébir o burca éwirmek
arkaly téze dekart koordinatalaryna gegilende alynyan denleménin
derejesinin peselip bimejekdigini subut etdik. Sonun yaly-da parallel
gocirmekde we umumy bolan (66) formulalary ulanyp koordinatalary
6zgerdenimizde-de denleménin derejesi peselmeydr. Basgaca aydylanda,
eger berlen gyzyk kabir dekart koordinatalar sistemasynda ikinji derejeli
denileme bilen Kkesgitlenyan bolsa, onda ol islendik basga dekart
koordinatalar sistemasynda hem ikinji derejeli denleme bilen kesgitlenyér.

Koeffisiyent B, =0 bolanda (87) denleme seyle gornisi alar:

A X% +Cy"? +2D,x" +2E,y'+ F, =0.
Bu denleme (69) gornusdéki denlemedir. Sonun Ucin onun yonekey
gornlse getirilisi sol denlemaninki yalydyr.

Alnan netijeleri asakdaky teorema gorntsinde getirmek bolar.

52



3-nji teorema. Gonuburgly dekart koordinatalaryna gora ikinji derejeli
denleme ya bos kopligi, ya nokady, ya (kesisyéan, parallel, gabat gelyan)
iki goni ¢yzygy ya-da ellips (towerek), giperbola, parabola gyzyklaryn
birini kesgitleyar.

10-njy mysal. 5x% —6xy +5y? +16x —16y =0 detileme bilen berlen
cyzygyn gornisini kesgitlemeli we ony gurmaly.

< Berlen denleméni (65) formulany ulanyp 6zgerdenimizde X'y’
kopeltmek hasylyn koeffisiyentini nola den etmek Ucin o burgy (88)

derilikden kesgitlaris: ctg2o. = AZ_BC =5;65=O, 20.=90°, a=45". Bu
halda (65) formula
'\/E ’ ’ '\/E ’ ’
X=7(X -y y=7(x +y') (89)

gornusi alar. Ony berlen denilemede gdyup alarys:
5 12 "t 2] _ 12 12 5 12 "t 12
Ex 2Xy' +y 3lx y +EX +2X'y' +y' )+

+8v2(x' - y')-8v2(x' +y')=0,
2x'2 +8y'2 —1642y'=0. x'2+4y'2 —8J2y' =0,
x'? +4(y’2 —2\/§y’+2)—8=0, x'? +4(y'—\/§)2 -8=0.
Bu denlemede
X=x, Y=y —=+2  (90)
formula boyunca tdze koordinatalara
gecip,
X2 y?
X2+4Y2=8, ?4'7:1 (91)

denlemani alarys. Bu derileme yarym
oklary a= 2\/5, b= \/E bolan

ellipsi  kesgitleydr. Onun  merkezi
X =0, Y=0 bolan nokatdadyr.(89)

we (90) formulalary ulanyp alarys:

x"=0, y':x/E, x=-1, y=1. Sonun Ucin ellipsin merkezi we téze

O, XY  koordinatalar sistemasynyn baslangyjy —O;(-1, 1) nokatda

yerlesyar. Sol sistemada (91) denleme bilen kesgitlenyan ellipsi guralyn
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(22-nji surat). Sunlukda, kdne Oxy sistemada gurlan ¢yzygy hem alarys.
Ol ellips kone sistemanyn koordinatalar baslangyjy boyunca gegyér
(basdaky denlemede azat agzanyn yoklugy sebépli ol denlemani
x=0, y=0 nokat kanagatlandyryar).

Goénukmeler

1. Birinji koordinatalar burcunyn bissektrisasyna parallel we Oy okdan
ululyklary 1) b=2; 2) b=-5; 3) b=3/4 bolan kesimleri kesyan goni
cyzyklary diizmeli.

2. Koordinatalar baslangyjy we B(4, 3) nokat arkaly gegyan goni
¢yzygyn denlemesini yazmaly.

3. Oy okundan b=-3 kesimi kesydn we Ox oky bilen 1) ¢ =135";
2) 9=60"; 3) ¢=45" burclary emele getiryan goni ¢yzyklary diizmeli.

4. GOni gyzyklaryn Ox oky bilen emele getiryan burclaryny tapmaly:
1) 2x-2y+5=0: 2) 3x+3y—-7=0; 3) 6x—3y-1=0.

5. GoOni ¢yzyklaryn koordinatalar oklarynda kesyan kesimlerinin
ululyklaryny tapmaly we goni ¢yzyklary gurmaly: 1) 2x -3y —-6=0;

2) 3x+4y-12=0; 3) 4x+5y-20=0.

6. C-nin haysy bahasynda 3x-4y+C=0g0ni ¢yzyk Oy okunda

b =5 kesimi kesyéar?

7. GoOni ¢gyzyklaryn arasyndaky burglary tapmaly: 1) y= % X=2,

y=%x+3; 2) y=§x+1, y=4x-5;3) x-y+5=0,3x-y-1=0.
8. Goni ¢yzyklaryn haysylary parallel, haysylary perpendikulyar?
1) 2x-7y+3=0;2) 4x-14y+1=0; 3) 7x+2y-5=0, 4)3x+5y-2=0
9. 2x-3y-5=0, 3x—-4y—-7=0 goni ¢yzyklaryn kesisme nokady
arkaly 5x+6y—7=0 goni ¢cyzyga perpendikulyar goni ¢yzyk gecirmeli.
10. Depeleri A(3, 4), B(-2, 1), C(-3, —5) bolan tgburglugyn B
depesinden AC tarapa gegcirilen beyikliginin denrilemesini diizmeli.
11. Ugburclugyi A(3, 4), B(6, 2), C(3, 1/2) depeleri istiinde yatyan
goni ¢yzyklaryn denlemelerini dizmeli.
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12. Depeleri  A(2, -8), B(-3, 9), C(7,-10)  bolan ugburglugys
medianalarynyn kesisme nokadyny tapmaly.

13. Berlen nokatdan goni ¢yzyga ¢enli uzaklygy tapmaly:
1) M(2, -1), 4x-3y-15=0;1) M(3, 1), 6x+8y-21=0.

14. Depeleri A(2, —1), B(-1 —2), C(3, 1) bolan iighurglugyn B
depesinden gdyberilen perpendikulyaryn uzynlygyny tapmaly.

15. 5x +12y —13=0, 5x+12y —91=0 goni ¢cyzyklardan den daslasan
nokatlaryn képluginin derilemesini diizmeli.

16. Radiusy R=7 we merkezi C(-3, 5) nokatda bolan toweregin
denlemesini yazmaly.

17. Towereklerin radiuslaryny we merkezlerinin koordinatalaryny
tapmaly: 1) x? +y? +6x -8y —11=0; 2) 4x? +4y* —8x+12y -3=0 .

18.x% + y? +14x -6y —46=0; x* +y® +8x+2y +9=0 towereklerin
merkezlerinin arasyndaky uzaklygy tapmaly.

19. Ellipslerin yarym oklaryny, fokuslaryny we ekssentrisitetlerini
2 2 2 2 2 2

tapmaly: 1 X—+y_=1, 2) X—+y_=1, 3) XY 4
36 20 36 20 36 20

20. 16x? +20y? =320 denleme bilen kesgitlenyan ellipsin
direktrisasynyn denlemesini yazmaly.

21. Densizlikler bilen kesgitlenyédn koplikleri anyklamaly we olary
dekart koordinatalar sistemasynda sekillendirmeli:
1) 3x% +4y? <48, x>2.2) 25x? +8y? <200, y<2.

22. Giperbolalaryn yarym oklaryny, fokuslaryny, ekssentrisitetlerini we
asimptotalaryny tapmaly:

2 2 2 2 2 2
DX Y g XY g X Y g
16 9 64 36 144 25
23. Giperbolalarynn hersinin direktrisalaryny we olaryn arasyndaky
X2 y2 X2 y2 X2 y2
uzakl tapmaly: 1) ——-—=1, 2) - —+-—=1, 3) — -1—=1,
yoytapmaly 20 16 ) 25 24 ) 28 36

24. Giperbola 7x? —9y? =63 defileme bilen kesgitlenen. M (6, \/ﬁ)
we N(— 9, 2@) nokatlaryn fokal radiuslaryny tapmaly.
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25. Parabolanyn fokusyny, direktrisasynyn denlemesini tapmaly we
olary hemmesini gurmaly; 1) y? =8x, 2) y?=-10x, 3) x?=2y .

26. Ox okuna simmetrik we M (5, 4), N (7, - 2\/5) nokatlar arkaly
gecyan parabolanyn denlemesini dizmeli we ol parabolanyn koordinatalar
oklary bilen kesisme nokatlaryny tapmaly.

27. Denlemeleri 6zgerdip we tdze koordinatalara gegip, olaryn haysy
cyzyklary kesgitleyandigini anyklamaly we olary gurmaly:

1) 9x? +4y? —18x+8y—-23=0. 2)16y* —9x? +54x+32y—209=0.
3) y?+2x-2y-7=0. 4) x? —4x+4y=0.

5) xy—4x+3y-7=0. 6) 9x% + 25y% —36x—-50y —164=0
7) X2 +2y? +4x-12y +18=0. 8) 9x? —16y? —18x —64y —199=0.
9) 9y? —4x? +18y +8x—-31=0. 10) x? +4x-y-1=0.

Jogaplar

1.1) y=x+2, 2) y=x-5,3) y=x+3/4. 2. 3x-4y=0. 3.
1) y=-x-3, 2) y=+/3x-3, 3) y=x-3. 4. 1) ¢=45°, 2) ¢=135",
3) p=arctg2. 5. 1) a=3,b=-2; 2) a=4,b=3; 3) a=-5Db=4.
6. C=20. 7.1) ¢=135", 2) ¢=45", 3) p=arctg(l/2). 8. 1) we 2)

goni gyzyklar parallel, 1) we 3), 2) we 3) goni ¢yzyklar perpendikulyar.
9. 6x—-5y-11=0.10. 2x +3y+1=0. 11. 2x+3y-18=0 (AB),

x—2y-2=0 (BC), x-3=0 (AC). 12. (2, -3). 13.1)08; 2) 05.

14. 1. 15. 5x+12y -52=0. 16. (x+3)° +(y-5)* =49 . 17. ) a=-3,
b=4, R=6; 2) a=1b=-3/2,R=2. 18. 5. 19. a=6, b=2,/5,

F (-4, 0), F,(4, 0),e=2/3:2) a=27, b=8, F,(0,-6), F,(0, 6),

£=3/4. 20. x=%10. 21. 1) 3x* +4y? =48 ellipsifi ici we x=2 goni
cyzygyn sagy; 2) 25x? +8y? =200 ellipsin ici we y=2 goni ¢yzygyn
asagy. 22.1) a=4, b=3, F,(-5, 0), F,(5 0), e=5/4, y=+(3/4)x;

2) a=8, b=6, F,(-10, 0), F,(10, 0), e=5/4, y=+(3/4)x;

3) a=12, b=5, F,(0, -13), F,(0, 13), £=13/5, y=+(5/12)x.
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23. 1) x=+10/3, d =20/3; 2) y=+24/7, d=48/7;3) x=435,d=7.
24. M nokat Ggin r, =11, r,=5; N nokatlgin r, =9, r, =15.
25.1) F(2, 0), x=-2; 2) F(~25, 0) x=25. 26. y* =—4(x-9),
A9, 0), B(0, -6), C(0, 6).
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I.3 CYZYKLY ALGEBRA
§ 3. 1. Kesgitleyjiler we olaryn hasiyetleri
1. Ikinji we ucunji tertipli kesgitleyjiler. a;; a,, —a,, a,, sana
ayq,845,85,ay, dOrt sandan diziilen

[all a'12 j
a‘21 a'22

kwadrat tablisanyn ikinji tertipli kesgitleyjisi diyilyar we ol
%1 a2

dz1 a2
gérnlsde belgilenyér, yagny

all a12
a21 a22

=a,a,—a;,a, (1)

22

e

Kesgitleyjinifi her bir elementi iki indeksli harp bilen belgilenip, birinji
indeksi onuf yerlesyan setirinifi nomerini, ikinjisi stttninifi nomerini
afiladyar we sol elementin olaryn kesismesinde yerlesyandigini gorkezyér
(mysal Ggin, a,; element kesgitleyjinifi ikinji setiri bilen birinji sutininin
kesismesinde yerlesyar)

iy (I,k =1,2,3) dokuz sandan diizilen

a, a, a,

a21 a22 a23

a31 a32 a33
kwadrat tablisadan kesgitlenyéan

Q; d, a5
Ay Ay Ay | =8y Qg Ay Hay, Ay Ay T8y 8y g3 — 838583 — (2)
% & 8y —-4,3,3,—-a,4,4a,

sana uctnji tertipli kesgitleyji diyilyar, (2) formulanyfi sag bélegindaki

algebraik jemin her bir gosulyjysynyn kesgitleyjinifi her bir setirinden we
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her bir sltuninden alnan bir we difie bir elementlerin kopeltmek
hasylydygyny belldlin. Bu kopeltmek hasyllar gosmak ya-da ayyrmak
alamaty bilen alynyar. Haysylaryny “+” alamaty, haysylaryny “~” alamaty
bilen almalydygyny yatda saklamak (gin 1-nji suratda gorkezilen shema
peydalydyr.

c_7 u+n

1-nji surat.
Kesgitleyjiniii haysydyr bir elementinini yerlesyén setirinifi we sttlninin
¢yzylmagyndan alynyan kesgitleyja sol elementifi minory diyilyér. Mysal
ugin,
% Y3

3)

dsp Az

ikinji tertipli kesgitleyji (2) kesgitleyjinin a,; elementinifi minorydyr. (1)

yae .

......

algebraik doldurgyjy minus alamaty bilen alnan (3) kesgitleyji bolar. a;,
elementin  algebraik doldurgyjy A bilen belgilenyar.

2. Kesgitleyjinifi hasiyetleri .
Kesgitleyjilerin hasiyetleri asakdaky teoremalar bilen berilyér.
1-nji teorema. 1) Ahli setirleri degisli stitinleri bilen calsyrylanda
kesgitleyji Uytgemez;
alamaty Uytgdr;
3) Iki den sutiini (setiri) bar bolan kesgitleyji nola defidir;
4) Kabir sutinin (setirin) elementleri cin umumy kopeldijini
kesgitleyji belgisinin 6niine cykarmak bolar;
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5) Eger kabir sitinin (setirin) ahli elementleri nola defi bolsa, onda
ol kesgitleyji nola defidir.

< Ugiinji tertipli (2) kesgitleyja garaly.

1) Ol kesgitleyjide her bir setiri sol nomerli sltiin bilen ¢alsyralyn,
onda

a, a, a,
a, 4, a,|=a,4a,4a,+4a,a,4a,+a,a,a, —
A 8y -a,4a,4,—-4a,4a,a,;,—-4a,4a,a4a,

taze kesgitleyji alarys.
Bu denligi (2) bilen defiesdirenimizde kesgitleyjileriti dendigini
gormek bolar, ¢linki, gorkezilen denliklerin sag bolekleri defidir.
2) Eger (2) kesgitleyjide ikinji we Uclnji stttnlerin orunlaryny
calgyrsak, onda
&, &, a,

a, a, a,/=4,a,a,+a,a,a,+a,a,a,-a,a,a, -
a, a, a, —a,8,4a,—-a,3a,a,; = _(an a,a;+

+a,a,4a,+4a,4a,a,—-4a,a,4a, -

21 732
—-a,a,3a,—-3a,4a, a11)
denligi alarys. Yaydaky algebraik jemii (2) formulanyii sag bolegine dei
bolany Ugin tdze kesgitleyji ondan dine alamaty bilen tapawutlanyar.
Beyleki yagdaylar hem suna menzeslikde gorkezilyar.

3) Kesgitleyjini A bilen belgildlifi. Goy, onufi iki den sitlni bar
bolsun. Bu sttnleri calsyryp, sol bir A kesgitleyjini alarys. 2-nji hasiyete
gora kesgitleyjinifi alamaty Uytgeyandir, yagny, A = —A bolar, bu yerden
bolsa A =0 defiligi alarys.

4) Goy, (2) kesgitleyjide ikinji suttinifi elementlerinii umumy A
kopeldijisi bar bolsun. Onda

a, 2a, a,] |a, a, a,
a'21 A a'22 a'23 :A a21 a22 a'23 1

a‘31 A a‘32 a‘33 a‘31 a‘32 a‘33
cinki
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a11ﬂ“azz a33+ﬂ“ a, a23a31+ﬂ“ a,a,a,—a, Aazz a, —
_Aa12a21a33_ﬂ“a32 a23a11=ﬂ“(a11a22 a,+a,a,a, +
+a,a,3,-3,a,a,-a,3,a,—-3a,43, a11)

5) Eger kabir sitinin (setirin) ahli elementleri nola den bolsa, onda
(2) denligin sag bolegindédki algebraik jemin her bir gosulujysy, nol
kopeldijisi bolan kdpeltmek hasyly hokmiinde nola defi bolar we sonufi
ticin A nola defidir >

Netije: Iki proporsional sttunli (setirli) kesgitleyji nola defidir.

<1 Hakykyatdan-da, bu sitiinlerifi birinia elementlerinia umumy
kopeldijisini kesgitleyjinifi 6ftne ¢ykaryp, iki den sltinli kesgitleyjini
alarys. Ol bolsa nola defidir. Ikinji tertipli kesgitleyjinifi &hli hasiyetleri
sufia mefizeslikde subut edilyar. >

2-nji teorema. Eger kabir sutinifi (setirifi) elementlerini sol bir
kopeldija kopeldilip, beyleki suttnifi (setirifi) degisli elementlerine gossak,
onda kesgitleyji Uytgemez.

Goy, mysal (cin, (2) kesgitleyjinii Ucunji sttdninifi

elementlerine A sana kopeldilen 2-nji sutinin degisli elementleri gosulan
bolsun. Onda

a, a, a,+Aa, a, a, a,| |a, a, Aa,
a, a, a,+Aa,|=1a, a, a,/+la, a, Aa,l=
a, a, a,+Aa, a, a, a,l l|a, a, Aa,
a, a, a, a, a, a,| |a, a, a,
=la, a, a,+Ala, a, a,l=1a, a, a,
a, a, a, a, a, a,| |a, a, a,
bolar, ¢linki

a1 ap(asz+Aagz) +arp(a3 +183) 831+ @y a3 (3 + 4 817) —

— (g +Adap)ay az —apay (Agzg +Aagy) — (3 +48p) a3 811 =
=(ay189p 833+ &y 8p383) +8p1 B3p A3 — 8138y A1 — & 8p1 A3y —
—8y3837 8y1) + A (11897 83y + 8y 831 8pp + 891 837 By —Byp App A3y —

—ayp 8183y — 1897 a37)
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denlik yerine yetydr we onun sagyndaky yayyn icindéki algebrayik jem
nola dendir. >

Bellik. Bu teoremada sol bir wagtda kébir sutlinifi (setirifi) hemme
elementleri iki gosulyjynyfi jemine defi bolan kesgitlelyjinin iki
kesgitleyjinifi jemine defi bolup, birinji kesgitleyjinifi degisli sttuninif
(setirinifi) elementlerinifi onufi birinji gosulyjylary, ikinji kesgitleyjinifiki
bolsa ikinji gosulyjylary bolyandygy subut edildi.

3-nji teorema. Kesgitleyji islendik setirifi (suttinifi) elementlerinifi
olaryfi algebraik doldurgyclaryna képeltmek hasyllarynyii jemine defidir.

<likinji tertipli kesgitleyji ticin teorema aydyfi, onufi tassyklamasy
(1) formuladan gelip ¢ykyar. (2) kesgitleyjini A bilen belgilédp, sag
bolegini dzgerdelifi.
A= @y 8y 833 T8y, 8y3 85 + 8y Az 813 — 8138y 83; — 8y 8y 833 —

—adyaga; =a; (azz Qg3 —ay asz) +a, (azs dg —ady ass) +

A, Ay a, adym a Ay
+ay, (a21 Az — Ay a31) =4, —dp +ay;
Ay Ay Ay Qg 31 Ay
Bu yerden
A1 _ Ay Apy dy Ay _ dy Ay )
1= v P — ) 3 =
dz Agg dy QAg dy Ay
bolyany (gcin
A = a'll All + a'12 AlZ + a'13 A13 (5)

denligi alarys, bu yerde Ajq,Asp, A1z degislilikde a;1,8;5,8;3

elementlerifi algebraik doldurgyclary.
(5) denlige birinji setirifi elementleri boyunca kesgitleyjini dagytmak

......

dagytmak suna mefizes gorkezilyar.
4-nji teorema. Goy, A-k&bir Ucunji tertipli kesgitleyji bolsun.
Haysydyr bir setirii (sttlnifi) algebraik doldurguclarynyfi islendik

0;,0,,(; sanlara képeltmek hasyllarynyfi jemi berlen A kesgitleyjiden

sol setirifi  (sUtlnif) (;,9,,0; sanlar setiri (sGtini) bilen
calsyrylmagyndan alynyan A’ kesgitleyja defidir.

T
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0, 9, Qs
A'= Ay 8y Ay
Ay Qg Qg

3-nji teorema esasynda A'=q,Q, +0, Q, +0,Q, , bu yerde Q,,Q,,Q,
degislilikde q,,q,,q; elementlerin algebraik doldurguclary. Sofia
gordQ, = A,, Q,=A,, Q,=A; bolyany Ggin bu yerden
A'=q, A, +0, A, +0, A deiligi alarys(bu yerde A, A,,A; sanlar
(4) formulalar arkaly kesgitlenyar). >
5-nji teorema. Haysydyr bir setirifi (sutinifi) elementlerinifi beyleki
setiriii  (suttinifi) degisli  elementlerinin  algebraik doldurgyclaryna
kdpeltmek hasyllarynyfi jemi nola defidir.
< Ikinji tertipli kesgitleyji tcin teorema aydyfidyr (iki den setirli
kesgitleyjini alarys). (2) defilik bilen kesgitlenydn A Kkesfitleyji berlen
bolsun. a;1 Aoy +ay Apy +345 Ap3 =0 dedligi  gorkezelin. 4-nji teorema
boyunca
A1 G2 3
g Aoy +agp Agp +apz Apg =ayy app &gl
31 dgp dz3
Iki den setirli kesgitleyji hokmiinde bu denligin sagyndaky kesgitleyji nola
dendir. Sonu gin
a1 Agy +81p Agp + 83 Ag3 =0

bolar.
1-nji mysal.
1 -2 3
A=4 -1 5
6 -8 7

Ucunji tertipli kesgitleyjini ti¢ usul bilen hasaplamaly.
<I1) A=-7-60-96+18+56+40=—-49;
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=1-33+2(=2) +3(=26) = —49;
87 67 6 -8

3) Birinji setiri —4-e  kopeldip, ikinji setirifi degisli elementlerine gosup,
sofira birinji setiri — 6-a kopeldip, Uciinja gosanymyzda

-1 5 4 5 4 -1
2) A=J.‘ ‘+2‘ ‘+3‘

1 -2 3
A=l0 7 -7
04 -11

kesgitleyjini alarys.Bu kesgitleyjini birinji sutlinin elementleri boyunca
dagydyp,

7 -7
A= = (-77+28) =-49
4 -1
denligi alarys. >
3. n-nji tertipli kesgitleyji. Matematiki induksiya usulyndan
peydalanyp, yagny (n-1)-nji tertipli kesgitleyji dustinjesi belli hasap edip,
n-nji tertipli kesgitleyji disunjesini girizelifi. Onun Ggin n sttlinden we n
setirden ybarat bolan sanlaryf kwadrat tablisasyna seredelifi:
dy1 d99...94p
A=|ay 8.8 (6)
Ay Ano---8pp

......

(6) matrisanyf i-nji setirini we k-njy sttunini ¢yzmak arkaly
alynyan (n-1)-nji tertipli kesgitleyja n-nji tertipli matrisanyii a,,
elementinifi minory diyilyér. a, elementiii minoryny M, bilen belgilaris.
i+k

a, elementifi algebraik doldurgyjy diyip, onuit (—1)"™ alamat bilen alnan

minoryna aydylyar we A, bilen belgilenyar, yagny A, = (-1)"*M,, .
n

Z(—l)l”‘ ay My sana, (6) matrisanyii n-nji tertipli kesgitleyjisi diyip
k=1

aydylyar, we ol seyle belgilenyar.
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a, a,..a
A — det A — 21 22 23
a‘31 a‘32 a‘33
Seylelikde, kesgitlméa goré,
a;; ap,..qy,
A = det A= Ay Ay .8y, (7
anl an2 . 'ann

n
k=1

Bu formula n-nji tertipli kesgitleyjini degisli matrisanyfi birinji
setirinii elementleri we (n-1)-nji tertipli kesgitleyjiler bolan algebraik
doldurgyclary boyunca dagytmak diizgtinini afiladyar. Bu formuladan n=2
bolanda formula (1), n=3 bolanda formula (5) alynyar. Kesgitleyjini
dagytmak dgin onufi  birinji setirinifi elementlerini we ofia degisli
minorlaryndan basga beyleki setirinii elementlerini, seyle hem islendik
sttuninif elementlerini ulanyp bolmayarmy diyen sorag ylize ¢ykyar .

Bu soraglara asakdaky teoremalar jogap beryér.

1. n-nji tertipli kesgitleyji Ggin i(i=1,2,..,n) setirifi nomeri
nahili bolsa-da n-nji tertipli (7) kesgitleyji Ugin

n .
k=1
ya-da dagytmak formulasy diyip atlandyrylyan

n
k=1
formula dogrudyr.
2. n-nji tertipli kesgitleyji Gc¢in k-njy sOtuninifi  (k=1,2,..,n)
nomeri néhili bolsa-da n-nji tertipli (7) kegitleyji Ggin

n .

i=1
ya-da bu kesgitleyjini k-njy sitiin boyunca dagytma formulasy diyip
atlandyrylyan.
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A:Zalk Alk (k:1,2,3...,n)
i=1
formula dogrudyr.
n-nji tertipli (n>3) kesgitleyjiler Ucin hem 1-5-nji teoremalaryf
dogrudygyny subutsyz bellalifi. Hususanda, 5-nji teorema
a.kl Ai1+ak2 Ai2 ++akn Ain :0 (iik)

defilik arkaly afiladylyar.

8§ 3. 2. Kesgitleyjilerifi kdmegi bilen ¢yzykly defilemeler sistemasynyf
cozulisi
1. Deilemeler sistemasy we onui ¢OzZOWI.  X;,Xy,..., X,
nabellilere gora n ¢yzykly denlemeler sistemasyna garalyn:
ay X, +ap, X, +..+a, X, =b;
A, Xy + 8y X, +..+a,, X, =Db,.

n

(8)

A X, +a,X, +...+a,,X, =D

Nabellilerifi koeffisiyentleri iki indeksli a harp bilen belgilenip, olaryn
birinjisi denlemanifi nomerini, ikinjisi ndbellinii nomerini gérkezyar.
Eger azat agzalaryfi (b, hemiseliklerii k =1,...,n)arasynda noldan
tapawutlylary bar bolsa, onda defilemeler sistemasyna birjynsly dal sistema
diyilydr. Eger &hli azat agzalar nola defi bolsa, onda ofia birjynsly
denlemeler sistemasy diyilyar we ol
a;, X, +a, X, +..+a, X, =0;
Ay Xy + 8y, X, +..+8,, X, =0;
............................................... ©)
auX,+a, X, +..+a,,x, =0.
gOrnlisde yazylyar.
Eger X;,X,,..., X, ndbelliler degislelikde c,,c,,...,C, sanlar bilen

calsyrylanda (8) sistemanyn her bir denilemesi toZzdestwa éwrilyan bolsa,
onda

Xy =C , X, =Cy ,..,X,=C, (10)



sanlaryn toplumyna (8) sistemanyn ¢oziwi diyilyéar.
2. Kramer duizgini. (8) sistemanyfi denlemelerinifi n&bellilerinin
koeffisiyentlerinden duzilen Kkesgitleyja defilemeler  sistemasynyii

kesgitleyjisi diyilydr. Ony A bilen belgildlifi. Ol kesgitleyjiden X,
nabellilerin koeffisiyentlerinden dizllen situni azat agzalaryn sutini bilen
calsyrylmagyndan alnan kesgitleyjini A, bilen belgildlin. Seylelikde

aq ... 9y, a;p Qg ...by...ay,
Ay Ay ...y Ay Ay ..by.. @y

= "L A= " (11)
ay App -8, Ay Ay -b,.ag,

bu yerde k — 1,2,...,n sanlaryn biri
6-njy teorema (Kramer). Eger (8) sistemanyf kesgitleyjisi noldan
tapawutly bolsa, onda ol sistemanyfi yeke-tak

A A, A,
X, =—, Xo=—, ... , X, =— 12
LUA T2 A A (12)

¢oziiwi bardyr.
<1 (8) defilemeller sistemanyfi birinjisiniti iki bolegini hem A

kesgitleyjinii  a;, elementinii A, algebraik doldurgujyna, ikinji
denleménif iki bolegini A,, algebraik doldurguja we s.m., ahyrsofiunda
in sofiky defileménifi iki bolegini A, kopeldelifi. Olary agzalayyn gosup
we mefizes agzalary toplap alarys:

(811 Ay + 8 Agy +oot gy Ay ) Xy +(Bgp Ay +ag Ay +.t

+a,, Ay )Xo oot (g +ay Ag ot an Ag) X+t (@, A +

+ay, Apy +otag, A ) X, =b Ay by Ay D A
5-nji teorema layyklykda x; (i # k) nabellilerifi koeffisiyenlerinifi
hemmesi nola defi; 3-nji teorema goéréa X, -nyn koeffisiyenti sistemanyfi A
kesgitleyjisine den; 4-nji teorema layyklykda bu denligin sag bolegi A
kesgitleyja defidir. Sunlukda sofiky denlik AX, = A, gornisi alar. A =0
we k san 1,2,...,n sanlaryf biri bolany sebapli ol defilikden (12) formulalar
gelip cykyar. >
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2-nji mysal.

X—2y+32=2;
4x -y +52 =15
6X—-8y+72=9;

defilemeler sistemasyny ¢ozmeli.
<] Sistemanyii A kesgitleyjisini we A, kesgitleyjilerini  (k=1,2,3)
dizelif:

1 -2 3 2 -2 3 12 3 1 -2 2
A=|4 -1 5| A =15-15|, A,=|4155 ,A;=|4 -1 15
6 -8 7 9 -8 7 697 6 8 9

Sunlukda, A =—-49 = 0, yagny 6-njy teoremanyii serti yerine yetyar.
Ay, A, Aj kesgitleyjileri hasaplap, (12) formulalary ulanyarys (n=3
diyip). A, =-147,A, =-98,A; = —49 bolany ig¢in sistemanyfi
X_—147_3 _-98 _—49

= = =——=2,7=——=1 yeke-tdk ¢oziwi bardyr.
~49 ~49 “a9 Y ¢ Y

Netije. Eger (9) birjynsly sistemanyfi nola den bolmadyk ¢oziwi
bar bolsa, onda onun kesgitleyjisi nola dendir. Hakykatdan hem, eger
tersine, A #0 bolsa, onda (9) sistemanyfi yeke-tdk nol ¢oziiwi bardyr
(&hli A, =0 bolany ugin) we ol serte garsy gelyar.

A =0 bolanda (8) denilemeler sistemasynyn ya-ha tiikentiksiz kop
¢ozUwi bardyr ya-da ¢ozlwi yokdur.

§ 3. 3. Matrisalar we olar bilen gecirilyan amallar
1. Matrisalar barada disiinje. m setirden we n sitinden ybarat
gOnuburcly tablisada yerlesen mxn sanlaryn sistemasyna matrisa diyilyar.
Matrisadaky sanlara onun elementleri diyilyar. Matrisanyn (yokardan asak
sanalyan) i-nji setirinin we (¢epden saga sanalyar) k-njy sitlninin
kesismesinde yerlesen element a, bilen belgilenyr, i we k sanlara bolsa

......

belgilenyar:
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a a a a

ml m2 = “mn

ya-da has gysgaca

ml mn

(aik)mn’ ”aik”mn’ [aik ]mn (14)

gérnusde hem yazylyar, bu yerde i san 1-den m-e cenli, k bolsa 1-den n-e
cenli UOytgeydr. Kdwagt matrisany bir harp, meselem, A, B bilen
belgilenydr, yone sonda A, B diyip gonlburcly tablisa disunilyar. Bir
setirden ybarat bolan matrisa setir, bir stittinden ybarat bolan matrisa sttin
matrisasy diyilydr. Hemme elementleri nola deri bolan matrisa nol matrisa
diyilyér. n setiri we n situni bolan matrisa n-nji tertipli kwadrat matrisa
diyilydr (birinji tertipli kwadrat matrisa yeke-tak elemente den bolyar):

8 8, ... 8y,
A_|P Bz By 1)
ay A, - A,

Matrisanyn elementleri yaly elementleri bolan kesgitleyja, yagny
(11) formulanyn A kesgitleyjisine Kwadrat matrisanyn Kkesgitleyjisi
diyilyar. Kwadrat dal gonuburgly matrisanyn kesgitleyjisinin yokdugyny
bellap gecelin. (15) kwadrat matrisanyn a,,,a,,,...,d,, elementlerden

17 nn
dizilen diogonalyna onufi esasy diogonaly diyilip aydylyar. Esasy
diogonalda yerlesmeyan &hli elementleri nola den bolan kwadrat matrisa

......

a, 0..0
diag(a,,a,,,...a,)={0 a,..0 (16)
0 0..a,

Hemme diagonal elementleri 1-e den bolan diagonal matrisa birlik matrisa
diyilydr. Eger ony E bilen belgilesek, onda
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1 0..0
E=|0 1..0|=diag(1},... ) a7
0 0..1

Setirlerininn we sitinlerinin sanlary den matrisalara 6lgegdes matrisalar
diyilyar.

Eger A we B defi 6lgegli matrisalar bolup, A matrisanyn her bir
a;, elementi degislilikde B matrisanynn by, elementine den, yagny

a, =D, bolsa onda A we B matrisalara den matrisalar diyilyar we

A=B (18)
gornlsde yazylyar.
2. Matrisalaryn tstiinde amallar. Ters matrisa
an a12 ain bn blZ bln
A= aZl a22 aZn , B= bZl b22 b2n (19)
aml amZ amn bml me bmn

matrisalar Gcin her bir elementi ol matrisalaryn degisli elementlerinin
jemine deti bolan, yagny elementleri

c, =a, +b, (=12..m; k=1..,n) (20)
denlik boyunca kesgitlenyén

Cy, Cp ... Cy
Cy Cyp ...Cy,

C= (21)
Coi Cm2 - Cin

matrisa A we B matrisalaryfi jemi diyilyar. A we B matrisalaryn jemi

C=A+B (22)
gornusde belgilenydr. Olaryn tapawudy hem s.m. kesgitlenyar :

D=A-B, (23)
bu yerde

D= (dik )mn’ dy =ay —by . (24)

A matrisanyn ahli elementlerini 4 sana kopeldilmegi bilen alnan
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B=1A (25)
matrisa A matrisanyn A sana kopeltmek hasyly diyilyar, sunlukda,

b, =4a, . (26)
Sol bir tertipli A we B iki kwadrat matrisa tcin asakdaky diizgiin boyunca
duzilen sol tertipli tcunji P kwadrat matrisa olaryii AB kopeltmek hasyly
diyilydr: P matrisanyn i-nji setir bilen k-njy sltininiii kesismesinde
yerlesydn p, elementi A matrisanyn i-nji setirinin elementlerinin B
matrisanyn k-njy situninin degisli elementlerine kdpeltmek hassyllarynyn
jemine den, yagny

Pic = &yl +ayby +aby +..+a b, . (27)
Umuman matrissalar orun ¢alsyrma kanunyna boyun bolmayarlar, yagny
AB#BA. (28)

3-nji mysal. 2-nji tertipli

() s

matrisalaryn AB we BA kopeltmek hassyllaryny tapmaly.
<lA=(a,),, B=(b,), matrisalar iigin (27) formulany ulanyp,
gorkezilen kopeltmek hassyllaryii umumy anlatmalaryny tapyarys:

AB= ay ap | (by by _(ayby+a, by a, b, +a, by
8y 8y ) \by by by +ay by, @y h, +a,hb,

BA= by by ay d, | (bya,+b,a, bya,+b,ay
by by ) {8y @y by ay +0y 8, by a, +by, ay,

Bizin mysalymyzda
g [30)(00)_(3:0+0:4 3:0+0.0) (00
~l00){40) 10.0+0-4 0.0+0.0) (00

- [00)(30)_(0-3+0-0 0.0+0:0) (0 0
“140/l00) (4-3+0-0 4.0+0-0) (12 0/
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Bu kopeltmek hassyllary Ggin (28) densizlik yerine yetyar. Bu mysalda
AB-nol matrisa. Bu mysal koépeldijilerinn ikisinin hem nol matrisa
bolmadyk yagdayynda olaryn kopeltmek hasylynyin nol matrisa bolup
biljekdigini gorkezyar. Kwadrat matrisalar kopeldilende (17) birlik matrisa
sanlary kopeltmekdaki birlik yalydyr, yagny
AE=EA=A (29)

Birlik E matrisa Ggin

ATA=AAT=E (30)
defiligi kanagatlandyryan A~ matrisa A matrisanyii ters matrisasy
diyilyar.

A#0 (31)
serti kanagatlandyryan matrisa ayratyn dal matrisa diyilyar.
A Ay Ay
4 1 .
At 1A A A, -
A |
An Ao Ay

matrisa garalyn, bu yerde A, (15) matrisanyn a, elementlerinin
algebraik doldurgyglary (setirifi algebraik doldurgyclary sitlinde yazylyar).
(32) matrisa ¢in (30) denligin yerine yetyandigine barlagyn usti bilen goz
yetirip bolyar. Diymek, (32) matrisa (15) matrisanyn ters matrisasydyr.
A" matrisanyii berlen ayratyn dal A matrisa Gcin (30) serti
kanagatlandyryan yeke-tdk matrisadygyny bellalin. Hakykatdan hem, eger
C matrisa AC=CA=E deiligi kanagatlandyryan bolsa, onda

CAA' =C(AA)=CE=C, CAA'=(CA)A*—EA* =A™

denlikler esasynda C = A™.

Bellik. Matrisalaryn kdpeltmek hasylynyn assosiatiwlik hasiyeti
bardyr, yagny (AB)C=A(BC). Goy, n tertipli t¢ erkin
A= (aij ) B= (bij ) C= (cij) matrisalar berlen bolsun. Belgilemeleri
girizelin:

AB=U=(y;) BC=V=|y

ij

)
(ABIC=s=(s;)  ABC)=T=(t)

]
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n

uin= Zaikb , Vi = b, c., S=UC, T=AV

kI “ej 1
K=1
bolyany sebépli,
n n n
S§= D uiCy = D ) aybCy ;
1=1 1=1 k=1

n n n
t; = zaikvkj = zzaikbklclj
k=1 k=1 1=1
detilikler yerine yetyar. Sona gora bu yerden i, j =1,2,3,...,n Ugin
s; =1t; Yya-da (AB)C=A(BC) deiilik alynyar.

Ters matrisalar AX=B gornusdéki matrisa denlemeleri ¢ézmekde
peydalanylyar, bu yerde A we B — berlen matrisalar, 6zem A matrisanyn
kesgitleyjisi noldan tapawutly, X-g6zlenilydn matrisa. Denleménin iki
bolegini hem cepinden A™-e kopeldip, (30) deilikleri ulansak,
onda X = A'B deiiligi alarys. Eger XA=B deiileme berlen bolsa, onda
ony sagyndan A™-e kopeltmek bilen X =BA™ deiligi alarys.

matrisanyn ters matrisasy yokdur.

AB kopeltmek hasylynyn kesgitlemesini A kopeldiji matrisanyn
suttinlerinin sany B kdpeldiji matrisanyn setirlerinin sanyna den bolan
kwadrat dal matrisal Gg¢in hem girizmek bolar. Bu sertde A matrisanyn
islendik (m) sany setiri, B matrisanyn islendik (n) sany sutiini bolup biler.
AB matrisanyn m setiri we n sutini bolar, onun elementleri (27) formula
arkaly kesgitlenyér.

4-nji mysal. AB kdpeltmek hasyly tapmaly:

5 4
123-1 3 9
A=1045-2|, B= ;
1-5
710-3
9 -7

BA kopeltmek hasyly alyp bolarmy?

< A matrisanyn suttinlerinin sany B matrisanyn setirlerinin sanyna
den. (27) formula arkaly alarys:
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1.5+2-3+3-1+(-1)9 1.4+2-2+3(=5) + (-1)(-7)

AB=|0-5+4-3+5-1+(-2)9 0-4+4-2+5(-5)+(-2)- (-7)
7-5+1-3+0-1+(-3)9 7-4+41-2+0-(=5)+ (=3)(-7)
5 0
=|-1 -3
11 51

BA kesgitlenen dél, sebabi B matrisanyn sttunlerinin sany A matrisanyn
setirlerinin sanyna den gelenok. >

(19) formula arkaly kesgitlenydn B matrisa seredelin. Setirlerinini
sany sutlnlerinin sanyna den bolar yaly edip, yagny kébir kwadrat matrisa
alnar yaly ondan birndge setirleri we sutunleri ¢yzalyn; onun
kesgitleyjisine B matrisanyn minory diyip aydylyar.

m setirli we n sttlnli matrisanyn kop minorlary bar, olaryn kabiri
nola den, basgalary noldan tapawutly bolmagy mimkin. Noldan tapawutly

......

3 -6 0
B=
4 -8 0
matrisanyn rangy 1-e den ¢unki onun 2-nji tertipli &hli minorlary

3 -6 30 -6 O
4 -8 4 0 -8 0

nola den, birinji tertipli minorlaryn arasynda noldan tapawutlylary bar.
Matrisanyn rangy tapylanda kigi tertipli minorlardan uly tertipli minorlara
gecmeli. Eger noldan tapawutly k-njy tertipli minor tapylan bolsa, onda
dine bu minory saklayan (k+1)-nji tertipli minorlary hasaplamak gerek:
eger-de olaryn hemmesi nola defi bolsa, onda matrisanyn rangy k den.
Matrisanynn rangyny hasaplamagyn ony diagonal goérnise getirmeklige
esaslanyan basga usuly hem bardyr. Eger m setirli we n sitinli matrisanyn
a,, 8y, ... ,a (0<r<min(m,n)) elementlerden basga ahli

P
elementleri nola den bolsa, onda ona diagonal matrisa diyilyér. Seyle
matrisanyn rangy r-e den, sebabi onui a,,,a,,, ...,a, esasy diagonally r-

nji tertipli minory noldan tapawutly a;; -a,, - ...-a,, kopeltmek hasyla
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den, uly tertipli minorlary bolsa nola dendir. Ydnekey o6zgertmelerii
kdmegi bilen islendik matrisany diagonal gdrniise getirip bolar:

1) iki setirin ya-da iki sOtunifni ornuny Uytgedip; 2) sutunin (setirii)
elementlerini noldan tapawutly erkin sana képeldip; 3) bir setire (sitiine)
kabir sana kopeldilen beyleki setiri (sOtini) gosup. Gorkezilen
6zgertmelerde matrisanyi rangy Uytgemeyar.

83. 4. Nabellileri yzygiderli yoklamak usuly
Goy, n nabellili m ¢yzykly algebraik denlemlerin

a, X, +a, X, +..+a, X, =b;
A, X, +8, X, +..+a,, X, =b, (33)

., X, + 8, X, + ot A, X, =

sistemasy berlen bolsun. (33) sistemada denlemelerin m sany nébellilerin
n sanyndan Kigi, uly ya-da den bolup biler.

X; nabelliler degislilikde c; sanlar (i=1,...,n) bilen calsyrylandan

son sistemanyfi her bir denlemesini tozdestwo oOwiryan c,,C,,...,C,
Eger iki sany denlemeler sistemasynyii sol bir ¢ézuwleri bar bolsa,
onda olara ekwiwalent sistemalar diyilydar. (33) sistemanyfi bir
denlemesinin iki bolegini hem A =0 sana kopeldip, sol sistemanyfi
beyleki denlmesinin degisli elementleri bilen gosalyn, netijede téze
denlemani alarys. Mysal (icin, eger birinji denleméni A = 0 sana kopeldip,
ikinja gossak, onda asakdaky denleméni alarys:
A@g X +a, X, +.+a, X,)+ (8, X, +ay, X, +...+8,, X,) =

=Ab, +D, (34)
ya-da

ah X +ah Xy +...+ a5, X, =bj, (35)
bu yerde

a, =Aa, +a,, (k=12..,n), b,=Ab +b,. (36)
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(33) sistemadan (35) denlik boyunca kesgitlenen ikinji denlemesi bilen
tapawutlanyan
a, X +a, X, +..+a,x, =b;
Ay, X + 8y X, +...+a;, X, =h;.
gy X, + 8y X, + ot By, X, =Dy (37)

A X, + 85, X+, X, =D,
denlemeler sistemasyna garalyn:

Eger c;,C,,...,C, sanlar (33) sistemanyf ¢Oziwi bolsa, onda olar
(37) sistemanyii hem ¢ozuwi bolarlar, yagny eger X, =c, (k=1,2,...,n)
bahalar (33) sistemanyfi hem her bir denlemesini kanagatlandyryan bolsa,
onda olar (37) sistemanyfi hem her bir denlemesini kanagatlandyrarlar,
sebabi ikinji denlemeden basga hemmesi (33) sistemanyii defilemeleri
yaly, ikinjisi bolsa(36) deilik esasynda (34) deilleme bilen gabat gelyar.
Tersine hem dogry: eger ¢;,C,,...,C, sanlar (37) sistemanyii ¢OzUwi
bolsa, onda olar (33) sistemanyfi hem ¢oziiwi bolar, ¢linki (33) sistemanyii
ikinji denlemesi (37) sistemanyfi birinji denlemesini (—A) kopeldip, ikinji
bilen gosulmagy netijesinde alynyar, beyleki denlemeler iki sistemada-da
dendir. Seylelikde, (33) we (37) sistemalar ekwiwalentdir.

Eger (33) sistema birndge gezek gorkezilen 6zgertmeler ulanylsa,
onda alnan téze sistema berlen (33) sistema ekwiwalent boljakdygy
disndkli. Seredilen gornusdaki Gzgertmeler gecirilende, tdze sistemada
ahli koeffisiyentleri nola den bolan denleme bolup biler. Eger seyle
denleménin azat agzasy hem nola den bolsa, onda denlemani nébellilerin
islendik bahalary kanagatlandyrar; bu denleméni taglap, berlen sistema
ekwiwalent bolan denlemeler sistemasyny alarys. Eger seredilyan
denlemede azat agza noldan tapawutly bolsa, onda nébellilerin hi¢ bir
bahalary denleméani kanagatlandyrmaz, sonun ugin alnan denlemeler
sistemasynyn we ona ekwiwalent bolan berlen sistemanyn ¢dztiwi yokdur.

(33) sistemanyfi c¢ozuwini tapmak  (c¢in ulanaylyan nabellileri
yzygiderli yoklamak usuly, yagny Gauss usuly diyip atlandyrylyan usul
asakdakydan ybarat:

76



a,;, = 0 hasap edip, (33) ulgamyn birinji denlemesini _8a sana
aiy
kopeldip, ikinja gosanymyzda X; ndbellinin koeffisiyenti nola dwriilyéan
a
denlemani alyarys. Birinji dealemani ——3L sana kopeldip, Ugiinja
aip

gosanymyzda hem X, agzany saklamayan denleméni alyarys. Seyle
yorelgéni dowam etdirip, (37) sistema ekwiwalent bolan seyle sistema
geleris:

ag X, +a, X, +..+a, X, =b;
n =0y, (38)

/.
=b};

Ay X, +am X, +...+ a5, X

ay X, +ag X, +..+a5, X

n

! ! !
ar X, +a,, X, +..+a, X, =b .

mn-®'n m

bu yerde aj, (i=2,3,...,m;k =2,3,...,n) -kédbir taze koeffisiyentler.
a5, # 0 hasap edip, (38) sistemanyfi basky iki deflemesini tiytgetman,
galanlaryny X, nabellidaki koeffisiyent nola dwrtiler yaly 6zgerdelin. Su
yorelgéni dowam etdirip, (38) sistemany asakdaky sistemalaryfi birine

getirip bolar:
<)
! ! !’ !’
Q4 Xg +..+aj, X, =by; (39)

bu yerde a,, # 0,a), #0,...,a,, #0 (k=34,...,n);
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8y Xy + 8, Xp +8y Xyt By, X, =Dy o)
! ! ! ! 40
ay, X, +ay X, +..+ay, X, =h,
ay X, +..ta., =b,
bu yerde k <n;
Ay, X, +a5, X, + 8y X, .8y, X, =by;
ay, X, +ay X, +..+a;, X, =bh, | (1)

bu yerde by #0 , k <n.
(39) sistemanyii yeke-ték ¢oziiwi bar, X, sonky denlemeden, X,_;
ondan onki denlemeden, we s.m. X; bolsa birinji denlemeden tapylyar.
(40) sistemanyii tikeniksiz kdp ¢6zuwi bar. Sonky denlemeden bir
nabellini (mysal Ggin, X, -ny bu denlemad girydan galan n-k sany
(Xgi1s Xgszs+--» X, ) nébellilerin Gsti bilen anladyp bolyar. Sonkudan 6nde
gelyan denlemeden X,_; nédbelli bu ndbellilerin Gsti bilen anladylyp bilner

we s.m. Alnan formulalarda X,_;,Xy,2,..., X, nabelliler islendik bahalary

alyp biler.

(41) sistemanyn ¢Ozuwi yokdur, seb&bi onun sonky denlemesini
nabellilerin hi¢ bir bahalary kanagatlandyryp bilmez.

Sunlukda, nabellileri yzygiderli yoklamak usuly islendik ¢yzykly
denlemeler sistemasina ulanylarlyklydyr. Sistema seyle usul bilen
cozilende, 6zgertmeler denlemelerin Ustiinde dél-de, eysem nabellilerin
koffiyesentlerinden we azat agzalaryndan dizilen matrisalar Ustlinde
gecirilyar.

5-nji mysal. Denlemeler sistemasyny ¢ézmeli:
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X + X, +4%X, +3X, =2;
X, —X, +12X, + 6X, =6;
4x, +4x, —4X, +3x, =0;
2%, +2X, +8%, —3x, =1.
<l Onua matrisasyny dizelin we ony 6zgerdelin:

1 14 372 1 1 4 3|2
1-112 6|6 0 -2 8 3|4
4 4-4 30 ~ 0 0 -20 -9-8
22 8-31 0 0 0 -9-3

Ikinji matrisa birinjiden onun birinji setirini yzygiderlikde (-1)-e, (-4)-e,
(-2)-4 kopeldilmegi we degislilikde ikinji, Gcunji, dordinji setirlerine
gosulmagy arkaly alnandyr; dik ¢yzyk bilen bu yerde azat agzalaryn sitlni
bélunip ayrylan. Ikinji matrisa asakdaky denlemeler sistemasy degislidir:

X, + X, +4X; +3X, = 2,
—2X, +8X; +3X, = 4,

—20x; —9x, = -8;
-9x, = -3.
Bu yerden
1 1
x4:§, 20x3:8—9x4:>X3=Z, 2X, =8X; +3X, - 4=

1 1
=>X, ===, X =2-X,—4X,-3X,=—.
2 2 1 2 3 4 2
Seylelikde berlen sistemanyf ¢oziiwi:
X1:1’X :—EX :E’X4:l>

2" 2770 g 3
6-njy mysal. Denlemeler sistemasyny ¢ozmeli:
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X1+ Xy + X3+ X4 =5;

2X; —3X, + X3 + X, =0;
SX; +4X5 + 2%, =12;

3X; +4X, —2X5 +6x, =-1.

<1 Onui matrisasyny diizelin we dzgerdeliii:

11115 1 1 11| 5 1 11 1 5
2-3 1-1 o 0 -5-1-3 -10 0 -5-1-3|-10
- -

5 0 4 2 12 0 -5-1-3 -13 0 0 0 0f-3
3 4 -2 6/-1 0 1-5-3-16 0 1-5 3|-16

Sistemanyn ¢oziwi yokdur, ¢linki sonky matrisa nabellilerdéki ahli
koeffisiyentler nola den bolup, azat agzasy noldan tapawutly bolan
denlemd degisli setiri 6zlinde saklayar.
7-nji mysal. Denlemeler sistemasyny ¢ozmeli.
X; + Xy +Xg =Xy =1
33Xy + Xy +2X3 —2X, = 2,

<1 Onun matrisasyny yazalyii we dzgerdelii
11111 1 1 1-1 1 1 1 1-1 1
3 1 2 -2 2 0 -2 -1 1 -1 0-2 -11f-1
2-4-3 6 7/ |0-6-58 5| [0 0-25| 8
7 5 6 -6/ 6 0-2-1 1/-1 0 00O

bolany di¢gin berlen sistema
X + Xy + X3 — X4 =1;
2Xy + X3 — X4 =1;
2X5 —5X, =-8.
Deiilemelerin sistemasyna getirilyar. Ondan bolsa
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X3 =gx4 —4, 2X2 =1_X3 +X4 =5_gx41 X2 =g_%x4’

5 3 5 5 3
X=1-X,+ X, =1-| =—=X; |—| =X =4 |+ X, =———X
2 4 (2 4 4} (2 4 j 4 2 4 4

denlikleri alarys. Seylelikde, berlen sistemanyfi
5 3. 5 3

_ 5
xl_E—Zx4,x2_ x3:§x4—4

PR — X4 ;
2 4
¢Ozliwi bardyr, bu yerde X, islendik hakyky bahalary alyp bilyar. Diymek
bu sistemanyfi tlkeniksiz kop ¢cozuwi bardyr.

Gonukmeler
Kesgitleyjileri hasaplamaly
52 1 2 3 2 6 9 a’ ab
. 2. . 3. . 4. . b.
7 3 34 8 5 812 ab b?
6 n+1 n . a+b a-b a’+ab+b? a?-ab+b?
“I'n n=1" “la-b a+b’ a+b a—b '
9 cosa —Sina sina Ccosa cosa Sina
‘Isina—cosa|  ~ sing cospB|  sinB cosp|
1-t> 2t (1-t)> 2t
2 2 2 2
12, 1+t° 1+t 13, 1+t 1+t
-2t 1-t? 2t (1+1)?
1+t? 1+t2 1+t2  1+t2 |
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213 32 4 -3 5 32 -4
14.5 3 2. 15.12 53| . 16.13 -2 8| . 17.14 1 -2
143 342 1 -7 -5 52 -3
3 4 -5 4 2-1 11 011
18.8 7 -2 . 19.8 7-2 . 20.1 23| . 21.10
2 -1 8 2 -1 8 1 36 110
56 3 203 1 5 25 1 1
22.101 0/ . 23.|71 6 . 2417 49 . 2514 5 9
745 605 18 64 16 25 81
123 abec abec 0ado0
26.456] . 27.bca . 28 cab . 29.bcd
789 cab bca 0e O
a X X
30.(x b x
X X C

Kesgitleyjilerin  komegi bilen asakdaky denlemeler
sistemalaryny  ¢ozmeli.
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2% +5y =1
31.{"+ y

3X+7y:2. 2x_3y:4’
32.
3 {5x—7y:1, 4x -5y =10.
Xx-2y=0 24 Ax+7y+13=0,
" |5x+8y+14=0.

- {xcow —ysina = cos f3,
" | xsina + ycosa =sin . ” xtge + y = sin(e + ),
" |x—ytga =cos(a + B).

4X+6y =2, ax+4y =2,
37. 38.
6X+9y =3 9x+ay =3.
ax—9y =6,
39, y
10x—by =10
2x+3y+5z2=10, 5Xx—-6y+4z=3,
40.<3x+7y+4z =3, 41.< 3x—-3y+2z2=2,
X+2y+2z2=3 4x-5y+2z=1
4x-3y+2z+4=0, 5x+2y+3z+2=0,
42.46x—-2y+3z2+1=0, 43.4 2x—-2y+5z=0.
5x—-3y+2z+3=0 3X+4y+2z+10
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Nabellileri yzygiderli yok etmek wusuly bilen asakdaky
denilemeler sistemalaryny ¢ozmeli.

44, 3X, —2X, —=5X; + X, =3, 45. 4%, —3X, — X; +5x, —7=0,

2%, —3X, + X3 +5%, = -3, X, —2X, —2X; —3X, —3= 0,
X, + 2X, —4x, = -3, 3X, — X, + 2X, +1=0,
X, — X, —4X; +9X, =22, 2%, +3X, + 2%, —8x, +7 =0.
46. 2X, — 2X, +X,+3=0, 47. X, + X, — 6X,—4x, =6,
2%, +3X, +X; —3X, +6= 0, 3X, — X, — 6X; —4X, =2,
3X, + 4%, =X, +2X, =0, 2%, +3X, + 9X;+2X, = 6,
X +3X, + X;— X, —2=0. 3X, +2X, +3X; +8x, =—7.

48. 2X, —3X, +3X; +2X, —3=0,
6X, +9X, -2X; — X, +4=0,
10x, +3x, —3%, —2x, —3=0,
8X, +6X, + X;+3x,+7=0.

49. X, + 2X,+ 5X; + 9%, =79,
3%, +13x, +18x, + 30x, = 263,
10x, +3x, —3X; — 2X, —3 =146,
8X, +6X, + X3 +3X, +7=92.

Matrisalaryn kopeltmek hasylyny tapmaly
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A RO B

1-32)\(256 58-4)\(3 25
52./3 -4 1|12 5| 53.|6 9-5||4 -13
2-53)132 47-3)9 65

2 -1 3 -4\(7869
3-2 4 -3||5745
5 -3-2 1/|3 456
3-3-1 2)l2112

54.

Asakdaky matrisalaryn ters matrisalaryny tapmaly.

1 2 3 4 a b
55. 56. S7.
(3 4] (5 7] (C d ]

. 2 5 7
cosa —sina
58.(_ ) 59./16 3 4
sina cosa
5 -2 -3
3 -4 5
60.|2 -3 1
3 -5 -1
JOGAPLAR:
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n1; 2)-2; 3)-1; 40; 5)0; 6)-1; 7)4ab;
8)-2b%:9)1; 10) sin(a-p); 11) cosa+p; 12)1; 13)
-1, 14) 40;

15)—3 ; 16)100; 17)-5; 18)0; 19)1; 20)1; 21)2; 22) 4 ;
23)-8  24)6 ; 25)20 : 26)0 ; 27)3abc—a’-b%*-c? ;
28)a® +b%+c?-3abc ; 29)0 ; 30)2x°—(a+b+c)x? +abc;

3)x=3;y=-1 ; 32)x=5;y=2 33)y=§;x:%;
MNx=2;y=-3; 35)x=cos(f—a);y=sin(f-a);

36) X =Ccosa coS B ; y=cosa sin B; 37)sistema kesgitlenen dal;
38)a = +6 bolanda sistema kesgitlenen, a=6bolanda sistema

kesgitlenmedik, a=-6bolanda garsylykly ; 39)ab = 90bolanda
sistema  kesgitlenen, a=6;b=15bolanda  kesgitlenmedik,

ab =90emma a=6;b=15 bolanda garsylykly ;
40)x=3;y=-2;2=2 ; 4l)x=y=2z=1; 42)x=1,y=2;2=-1;
43)x=2,y=-3;2=-2; 44) x,=-1,X, =3, X, =-2,X, =2
45) X, =2, %, =1,%=-3,%x,=1 46)x, =-2,X%,=1,

X, =4,%X,=3 47) x,=0,x,=2,%x,=1/3,%x, =-3/2

48) x, =112, x, =-213,x, =2, x,=-3 49) X :1042

72 b bs
X, =72 x, =10, x, =1 50) 51y 2 TP af+
7 70 ca+dy cf+do

10 17 19 23
15 -5 11 —22 29 7 98 27 o
52)[310 0| 53)| 9 —27 32| 54
16 12 9 20
2 9 -7 13 —17 26
7 1310
-2 1 7 -4 d -b
55) 56) 57) — =
312 —1/2 5 3 ad_bcl-c a
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1 -1 1

58) _;‘:z i'g:;} 50)|—38 41 -34
27 —29 24
8 20 -11 _7/3 2 -1/3
60)[-5 18 -7| 61)| 5/3 -1 -1/3
1 -3 1 2 1 1

l.4. WEKTOR ALGEBRASY
84.1. Esasy dusUnjeler
Ugrukdyrylan kesime wektor diyilydr.Suratda wektoryn ugry
adatca peykam bilen belgilenyér .(1-nji surat)

A——B Eger wektoryn baslangyjy A no-
C »D > katda, ahyry B nokatda bolsa,
onda wektor AB ya-da AB bilen
M N L K belgilenyér. Wektoryn baslangy-
> < jyna onun goyma nokady hem di-
1-nji surat yilyar. Wektorlar a,b wes.m

bilen ya-da a, b we s.m bilen belgilenyér. a wektoryn uzynlygyna bu
wektoryn moduly diyilyér. Ol H gornusde yazylyar. Wektoryin moduly —
otrisatel dal skalyar ululykdyr.

Baslangyjy we ahyry gabat gelyén wektora nol wektor diyilyar, we

ol O bilen belgilenyér. Nol wektoryn moduly nola den, ugry bolsa
kesgitlenmedikdir. Uzynlygy bire den bolan wektora birlik wektor diyilyér
Parallel gonllerde (ya-da bir gonude) yatyan wektorlara kollinear
wektorlar diyilydr. Mysal tgin,

1-nji suratda CD we MN ,KL we MN ,CD we KL wektorlar
kollineardyrlar. Den uzynlykly ugurdas  kollinear wektorlara den
wektorlar diyilyar.
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(2-nji (a) suratdaky ABCD parallelogramyn BC we AD wektorlary den)
AB we C_Dwektorlaryﬁ ugurlary garsylykly bolany Ggin QEHC_DU \

NR -~ I

¥s) (N
A
A D

2-nji surat (b

OM; OM, wektorlaryn ugurlary dirli bolany tgin OM; = OM,
bolyandygyny bellélin, bu yerde M;, M, nokatlar O nokatda merkezi
bolan R radiusly toweregin dirli iki nokadydyr (2- nji (b) surat). Den
uzynlykly garsylykly ugrukdyrylan  wektorlara garsylykly wektorlar
diyilyar. (2-nji (a) suratdaky AB we CD). a wektora garsylykly wektor
— a bilen belgilenyar.
Parallel tekizliklerde (ya-da bir tekizlikde) yatyan wektorlara komplanar
wektorlar diyilyar.
Her bir a wektor we A nokat ucin baslangyjy A nokatda we a

wektora den bolan, yagny AB=a bolyan yeke-tdk AB wektorlary gurup

bolyanlygy wektorlarlaryn defliginin kesgitlemesinden gelip ¢ykyar.
Goyma nokadyny erkin saylap bolyan wektora erkin wektor
diyilyar.

8 4. 2. Wektorlar bilen gecirilyan ¢yzykly amallar
Wektorlary gosmaklyga, ayyrmaklyga we sana kopeltmeklige olar
bilen gecirilyan ¢cyzykly amallar diyilyar.

b wektor a wektoryn sonundan goyulanda baslangyjy a
wektoryn baslangyjy bilen , sony b wektoryn sony bilen gabat gelyan
wektor Ugburcluk ( 3-nji () surat) ya-da parallelogram (3-nji (b) surat)
dlizgiini boyunca alynyar.
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(a)

3-nj1 surat

Ug we ondan-da kop wektorlaryn jemi hem suna menzeslikde kesgitlenyar.

4-nji suratda ¢ sany a,b,c wektorlaryn jemi sekillendirilen.
Gornisi yaly wektorlaryn jemi kommutatiwlik hasiyete eye:

a+b=b+a,

a+(b+c)

fa+b)+c

4-nji surat
ciinki OB =OA + AB = a+b weOB = OB + B!B = b +a (3-nji surat (b))
OC =0B+BC = (OA+AB)+BC = (a+b)+c we
&Z@H—A_C:@H-(E-FB_C): (5+5)+E bolandygyna gora
wektorlar Ugin assosiatiwlik hésiyeti yerine yetyar:

(a+b)+c=a+(b+c). (44)

Jem kesgitlenende wektorlaryin komplanarlygy g6z oninde tutulmady.

a,b,c Uc sany komplanar dal wektorlaryi jemi parallelepiped
dizglninden alynyar: yagny at+b+c jem OD wektora deii, bu yerde

OD kesim O nokatda goylan @\:a , @=b , E:c wektorlarda
gurlan parallelepipedin diagonaly (5-nji sur ).
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5-tijl surat
Jemin kesgiitlemesinden
a+o=a (45)
bolyandygy gelip ¢cykyar.
a+(-a)=o0, (46)

yagny garsylykly wektorlaryin jemi nol wektora den. b wektor bilen

jemde awektory beryan d wektora a we b iki wektoryn a-b
tapawudy diyilyér.

eger b+d =a bolsa, onda a—b =d, (47)
a we b wektorlaryn a-b tapawudyny almak (gin olary bir nokatdan

goyup, ikinji wektoryn sonuny birinji wektoryn sony bilen birikdirmek
zerurdyr (6-njy a surat).

(48)

tapawut a we (—5) iki wektoryn jemine
den, bu yerde (—5) wektor b wektora garsylykly wektor ( 6-njy (b)
surat).@;a, OB=b wektordan gurlan OABC parallelogramyn

bolyandygyny bellélin, a—
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wektor-diagonallary degislilikde bu wektorlaryn jemi we tapawudydyr (6-
njy (¢)surat).

b=a a (49)

wektora a wektoryn o sana kdpeltmesi diyilyér. Sunlukda, b wektor 1)
‘5‘:|a| ‘5‘ ; 2) a >0 bolanda b we a wektorlar birmenzes
ugrukdyrylan ; 3) «a < 0 bolanda garsylykly ugrukdyrylan sertleri
kanagatlandyryar. (7 —nji (a) suratda a,—2a,3,5a wektorlar gorkezilen);
eger a =0 ya-da a=0 bolsa, onda b =0 boljakdygy disuniklidir.

r 3
[ ]
)
ke
b n o |
=2

L%

[ ]

3,54 N
> O a TAL O A1 B
(@) (b) (€)
7-nji surat
Wektoryn sana kdpeltmek hasylynyn asakdaky hasiyetleri bardyr:

a(pa)y(ap)a; (50)
a(atb)=aa+ab; (51)
(a+p)la=a a+pf a (52)

Bu hésiyetleri subut edelin
la(p2) =[of |5 2| =lol 18] [a] . [(cs2)| =[aep] [e] =] ] ]
bolyanlygy ugin a(ﬂa) we (aﬂ)a wektorlaryti den uzynlyklary bardyr.

we birmenzes ugrukldyrylandyr ¢inki bu ugurlar « f >0 bolanda a
wektoryn ugry bilen gabat gelyar we o S < 0 bolanda ona garsylyklydyr
netijede, o (B a)=(a ,B)a, yagny (50) denlik dogrudyr.

Eger a >0 bolsa, onda (51) denlik aweb wektorlaryn kollinear dél
bolanda OAB we OA;B; (7-nji (b) surat) tcburclyklaryn menzegliginden,

bu yerde OA=a, AB=b, OA =a a,0B,=ab;yada a we b
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wektorlar kollinear bolanda SOB we SO;B; (7-nji (¢) surat) tcburclyklaryn
metizesliginden gelip ¢ykyar, bu yerde S_O1 =aSO,0A=a, AB=bh.
a < 0 bolan yagday suna menzeglikde gorkezilyar.
aff >0 diyip guman edelin. (52) denligin iki bdleginde duran
wektorlaryn birmenzes ugurlary bar
‘a5+ ,35‘ = ‘aa‘ + ‘,35‘ =|a| ‘5‘ +|B] ‘5‘ = Qa| + |,B|)5 =la + B ‘5‘ =
=|(@+p)d
bolany tgin olaryn den uzynlyklary bar. Sunlukda, (a + )5 =a5+,8 a.
Eger a 3 <0 we mysal igin, 8] > |a| bolsa, onda & + 8 we (- ) - nyit
birmenzes alamatlary bar ; subut edilenin esasynda
(+pB)a+(-a)a=(a+p—-a)a=pa,
(e +p)a=aa+ fa.
Matematiki induksiyanyn usulynyn kémegi bilen
a(@i+az+..+an)=qai+aaz+..+aan (53)
(,+0y+..+a,)a=qai+qas +...+aan (54)
denlikleri subut etmek bolar

84. 3. Iki wektoryn kollinearlyk serti

Eger a-kabir nol dal wektor we ao- sol wektoryn ugry boyunca
ugrukdyrylan birlik wektor bolsa ( 8-nji surat ), onda wektory sana
kopeltmegin kesgitlemesinden

a=[alao (55)

|

denlik gelip ¢ykyar. Bu denligin iki bolegini o, =

D |

(]5\ # 0) sana kopeldip alarys:
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B=ra ya-da a0 = — (56)
g g
Teorema. Nol dil a we b iki wektoryn kollinear bolmagy ugin
b=aa
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
<{ Hakykatdan hem, wektory sana képeltmegin kesgitlemesine géra
eger (57) denlik yerine yetyan bolsa, onda b we a wektorlar kollinear, bu

bolsa ¢ykyar.Tersine, eger bwe a kollinear wektorlar bolsa , onda a_0

(57)

we
E birlik wektorlar birmenzes ugrukdurylan (8-nji (a)surat) ya-da
olaryn
garsylykly ugurlary bar (8-nji (b) surat ), yagny,
&G a a4 a
. —
b booh
———— > a4
(a) B-j1 surat (h
ao=ho ya-da a0 =-ho (58)
(56) formulany goz 6niinde tutup, soniky denlikleri seyle yazmak bolar:
g == ya-da g =—=. Bu denliklerden
el b e
P
b==a ya-da b —a gelip ¢ykyar, yagny
g g
boad.  buy B ow oM
b=aa, bu yerde o =1 ya-da o=-1=
A g
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§ 4. 4. Wektoryii oka bolan proyeksiyasy

B
g | Ginislikde AB wektor we I ok berlen bolsun.
| (9-njy surat). Goy, A; nokat A nokadyn | oka
P : proyeksiyasy , B; nokat bolsa B nokadyn |
AP | _ 7 oka proyeksiyasy bolsun. Yagny berlen
A4 By nokatlardan bu oka gegirilen perpendikulyar-
9-njy surat laryn esaslary bolsun.

A B, wektoryii ululygyna AB wektoryii | oka proyeksiyasy diyilyar
we pr,ﬁ bilen belgilenyér, yagny
AB, = pl’,ﬁ (59)
AB wektoryn proyeksiyasy (gin

pr; AB=/AB/ cos ¢ (60)

denlik dogrudyr, bu yerde ¢ burg AB  wektor bilen | okuii arasyndaky
burcdyr. a=b bolanda (18) dennlik easynda

pr a= prb (61)
bolar. Yagny, dent wektorlaryn sol bir oka proyeksiyalarynyn dendigi gelip

cykyar.
Wektoryti oka bolan proyeksiyalarynyn asakdaky hasiyetleri  bar :

pr, (a"‘B) = pr|a+ pl’,B : (62)
pr,(ea) = pr,a (63)
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Goy, AB=a,BC=b, AC=a+b, A, B, C; bolsa, degislilikde A
B C nokatlaryn | oka proyeksiyalary bolsun (10-njy sur). | okun A, By, C;
Uc nokady Ugin esasy tozdestwany yazalyn: A;B;+B;C,=A;C;.

10-njy surat

Kesgitlema gora A B, = prla, B.C, = pI’,B , AC = pr, (5+B) Bu
Uc denlikleri ondéaki denlikde goyanymyzda, (62) denligi alarys . (63)
denlik OAA;, OBB; ucburclyklaryn menzesliginden gelip ¢ykyar.

(11-nji surat)

a=0 4 a<0 A
- _ a .

/ai/“i X %:a IBl C)/'? X

o Al Bl "L Q=g L/ Al L

B
(a)
11-nji surat. @
Matematiki induksiya usulyny ulanyp,
pr,(ai+az +...+ar) = pr,ar + pr,az +...+ pr,a (64)
denligi subut edip bolyar (6zbasdak gorkezit !).
Eger, A, A, .., (65)

wektorlaryn erkin tukenikli sistemasy, o, , a, ,...,«; hakyky sanlaryi
erkin sistemasy bolsa, onda
a=o,a1t+taaz +..+o,a (66)

wektora (65) sistemanyn wektorlarynyn ¢yzykly kombinasiyasy
diyilyér . (63) we (64) denliklerden

pr, (o a1+ a,82 +...+ @ a1) = @, Pr, a1 + a, pr,az +...+ o, pr,ai (67)
dernilik gelip ¢ykyar.
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8 4. 5. Ginislikde wektoryn gontburcly dekart
koordinatalary.Wektoryi uzynlygy. Wektoryn ugrukdyryjy
kosinuslary

Giniglikde  baslangyjy  goniburcly  dekart  koordinatalar
sistemasynyn baslangyjy bilen gabat gelyan, ahyry M nokatda bolan

r =0M wektora M nokadyn radius wektory diyilydr (12-nji surat).
I wektoryn koordinatalar oklaryna bolan

X =prr, Y=pr,r, Z=prr (68)
proyeksiyalaryna onuti X, Y, Z gontburcly dekart koordinatalary diyilyar.
r(X,y,z), r={x,Y,z}, r=(X,Y,2) (69)

yazgylaryn her biri r wektoryn X, Y, Z koordinatalarynyn bardygyny
anladyar. Eger x y z - ginislikde M nokadyn gonuburcly dekart
koordinatalary bolsa, onda

Z A
C
A
M
k4r
0} pf >t
7 B
A
X 12-nji surat.
X=x, Y=y Z=2. (70)

Yagny OM  radius-wektoryi  koordinatalary  berlen  nokadyi
koordinatalaryna dendir.

Koordinatalar oklarynyn (ortlar diyip atlandyrylyan) i, ] k birlik
wektorlaryna we
OA=Xi,0OB=Yj,OC=2Zk (71)
wektorlara garalyn , bu yerde A, B, C - go6nuburcly parallelepipedin

depeleri, OM bolsalar onun dioganaly (12-nji surat) (A, B, C nokatlar M
nokadyn koordinatalar oklaryna bolan proyeksiyalary, OA=X, OB=Y,

OC=Z bholsa OM wektoryn koordinatalar oklaryna proyeksiyalary).
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Wektorlaryn jeminin kesgitlenisine goré OM =0A+0B+0C , sonun
ugin

r=Xi+Yj+2zk. (72)
-

Bu formula r  wektoryn j, k  bazis wektorlary boyunca

dagytmasyny anladyar. (72) formulanyn sag bolegindéki wektorlara r
wektoryn  duzdjileri ya-da  komponentleri  diyilydr.  Goniburcly
parallelepipedin diagonalynyn kwadraty hakyndaky teoremanyn esasynda
(69) (ya-da (72)) wektorynn uzynlygyny onun koordinatalary arkaly

alladyan formulany alarys:
\F\:Jx%v%z2 (73)

Wektoryn koordinatalar oklary bilen emele getirydn o, S,y

(18) formulany g6z 6nlinde tutup, (69) wektor tgin
X :Mcow, Y :‘F‘cosﬁ  Z =Hcos;/. (74)

denlikleri alarys. (73) we (74) denliklerden r wektoryn ugrukdyryjy
kosinuslary tgcin:

X Y
CoSa = ; COSfB = \
JX2+Y24+Z7° JX2+Y24+2°2
Z

Cosy = (75)

NOGER A
formulalary alarys.

(75) denliklerin her birinin iki bolegini hem kwadrata géterip we
agzalayyn gosup,
cos® o +cos® f+cos’ y =1 (76)
denligi alarys. Seylelikde, wektoryn ugrukdurujy kosinuslarynyn
kwadratlarynyt jemi bire dendir.
(74) formulalardan e birlik wektoryn koordinatalarynyn onun
ugrukdyryjy kosinuslaryna dendigi, yagny
e =(cosa, cos 3, COSy) (77)
gelip ¢ykyar .
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1-nji mysal. a= (4,—2,2) wektor berlen . Onuii uzynlygyny we a
wektoryn ugry boyunga ugrukdurylan ao birlik wektory tapmaly.
< a wektoryn uzynlygyny (31) formula boyunga taparys:

H =12 +(-2)*+2% =3; (33) formula boyunca

1 2 2 - (1 2 2)
cosa=—,C08f=——,C0Sy=—,a0 =|-,——, - | >
3 3 3 3 3 3

8 4. 6. Wektor gatnasyklaryndan koordinata gatnasyklaryna gecmek
1. Wektory sana kopeltmegin koordinatalary. Goy,

a=(X,,Y,,Z,)wektor we o %0 san berlen bolsun. b = cza wektoryn
koordinatalaryny tapmaly. Proyeksiyalaryn hésiyetleri we kesgitlemeleri
esasynda 5 wektoryn gozlenilyan X,, Y,, Z, koordinatalary
X,=aX,,Y,=aY,,Z,=aZ, (78)
formulalar arkaly anladylyandygyny alyarys, sebabi:
X, =prb=pr(aa)=apra=aX,;,Y,=prb,Z,=pr,b.

(78) deillikler a=(Xy, Y Z) , b=(Xs, Ya Z5) iki wektoryi
kolinearlygynyn zerur we yeterlik sertini aladyar. Eger Xj, Y1, Z; sanlaryn
hi¢ biri nola den dél bolsa, onda bu denlikleri seyle yazmak bolar:
Xp Yo 2, 79)
X1 Yl Zl
Seylelikde, wektorlaryn biratly koordinatalary proporsional bolanda
we dinie sonda wektorlar kollineardyr.
2. Iki wektoryn jeminin (tapawudynyi) koordinatalary. Goy, iki
sany a=(Xy, Y1, Z1) we b =(Xy Yz, Z;) wektorlar berlen bolsun. (62)

we (68) formulalar esasynda a+b jemin wektorynyn X Y, Z
koordinatalaryny alarys:
X=X +X,, Y=Y, +Y, ,Z=2,+7, (80)
a-b=a+ (—5) bolany Ggin
X'=X;-X,,Y'=Y,-Y,,2'=2,-2, , (81)
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buyerde X',Y', Z'sanlar a—b wektory koordinatalarydyr.

3. Iki nokat bilen berlen wektoryi koordinatalary. MM,

wektoryn baslangyjy Mi(X1,Y1,Z;) nokatda, ahyry M, (X,, Y, Z;) nokatda
yerlesér. M; we M, nokatlarynn koordinatalarynynn (sti bilen onun
koordinatalary Gcin anlatmany tapalyn. M; we M, nokatlaryn

ZAaM M

13-nji surat
r. =0M,,r, =0OM, (13-nji surat) radius wektorlaryna garalyn.

M,M, =r2 —r1. (70) derilige gérd ri =(X;,Y¥;,2;), I, =(X5,Y¥5,2;)
bolyandygyny géz 6niinde tutup, (81) denlikden M, M, wektoryn X, Y, Z
koordinatalary (gin:
X:XZ'X]_, Y:yz-yl, Z:ZZ'Z]_ (82)
denlikleri alarys. Seylelikde, wektoryn koordinatalaryny tapmak tgin onuti
ahyrynyn koordinatalaryndan baglangyjynyn degisli koordinatalaryny
ayyrmak zerurdyr.
4. Wektorlaryi ¢gyzykly kombinasiyasynyii koordinatalary. n sany
a:={Xy, Y1, Z}, a;={Xa, Yo, Z5},..., an=1X,,Y,,Z,} wektorlar we
olaryn ¢yzykly kombinasiyasy
azalal +a252 +...+an5n (83)
berlen bolsun. (67), (68) formulalary g6z oniinde tutup, (83) wektoryn
koordinatalaryny
X=a, X +a,X,+..+a X ;
Y=aY +a,X,+.+o, X, ; (84)
Z=o 2, +a,Z,+..+a,X,;

denlikler bilen kesgitlemek bolar.
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8 4. 7. ki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly

1. Skalyar kdpeltmek hasylynyn kesgitlenisi. a we b wektorlaryn
uzynlyklarynyn olaryn arasyndaky burcun kosinusyna kdpeltmek hasylyna

def bolan sana a we b iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly diyilyér.

Biz skalyar kdpeltmek hasylyny ab gornusde belgilejekdiris. Diymek,
ab= H ‘5‘ Cosg . (85)

‘5‘ COSQ = pr55 we ‘5‘ CoSQp = prEE (14-nji surat) bolyanlygyny goz

ontinde tutup, (85) denligi

ab :H pr.b (86)
ab = ‘5‘ pr.a (87)
gornlisde yazmak bolar.
4 B

14-nji surat.

a wektoryn 0Ozlne skalyar kopeltmek hasylyna awektoryﬁ skalyar
kwadraty diyilyar:

—2 _— — — 0 — 2 —2 —1 2

a :aa:‘a‘ ‘a‘ cosO :‘a‘ a :‘a‘ : (88)
Sunlukda, wektoryn skalyar kwadraty onun uzynlygynyn kwadratyna den,
sonun Ugin ‘a‘ #0 bolanda a* >0, ‘a‘ 0 bolanda a =0. Goy, a

we b wektorlar perpendikulyar bolsun, yagny ¢ =90°, onda cos¢e =0

we
ab=0. (89)

Tersine, eger (89) denlik yerine yetydn bolsa, onda a we b- nol dal
wektorlar bolanda ¢ =90°, yagny alb. Eger wektorlarya biri nol
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wektor bolsa, onda ony beylekisine perpendikulyar hasap etmek bolar
(sebdbi nol wektoryn kesgitli ugry yok).
Skalyar kdpeltmek hasylylynyn
1) Orun galsyrma

ab=ba; (90)
2) Utgasdyrma (san kopeldija gord)
(¢a)b=cab; (91)
3) Wektorlaryn jemine gora paylasdyrma
a(b+c)=ab+ac . (92)

hasiyetleri bar.

(90)-(92) formulalaryn dogrudygyny gorkezelin. (90) formula (85)
formuladan gelip ¢ykyar. (87) we (63) formulalary ulanyp, (91) formulany
alyarys.

(e ab) = ‘5‘ pr, (e a) = ‘B‘a pra=a ‘5‘ pr.a=a(ab)
(92) formula hem suna menzes subut edilyar:
a(b+c) = ‘5‘ pr. (b+c) = H(pr55+ pr.c) = H pr55+‘5‘ pr.c=ab+ac
(90), (91) formulalardan
(ea)(Bb) = (a B)(ab) (93)

denlik gelip ¢ykyar.
Hakykatdan-da,

(@@)(Bb) = a(a(Bb)) = a((Bb)a) = a(B(ba)) = & (ba) = aB(ab)

2. Koordinatalary bilen berlen wektorlaryn skalyar kopeltmek

hasyly.
2-nji teorema.
a=(X,Y,Z),b=(X,Y,Z2,) (94)
iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly
ab=X X,+VYY,+22Z, (95)

formula arkaly anladylyar.
< (88), (89) formulalaryn komegi bilen i, j, k birlik
wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly tcin
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ji=0,j =1 jk=0: (96)

denlikleri alarys. aweb wektorlaryn birlik wektorlar boyunga

a=X,i+Y, j+Z,k, b=X,i+Y,j+Z,k.
dagytmasyny peydalanyp, (90)-(93) formulalara layyklykda (96)
denlikleri g6z 6nunde tutup,

ab=(X,i+Y, ] +Z,K) (X,i+Y, ] +Z,K) = Z,X,0 +X,Y,i]+
+ X, Z,ik+Y, X, Ji+YY, ji+Y,Z, jk+Z,X,ki+ZY,kj+
42,2,k =X X, +YY, + 2,7, .
denligi alarys. >
Bellik. Eger b =a bolsa, onda (95) formula aa= X7 +Y,* +Z;

- o -2 —|2 I3 P4
gornusi alar. Sona gordé aa=a = ‘a‘ denligin esasynda,

A =xzavziez? | =y XTevieZE @)

1-nji netije. (94) wektorlaryn arasyndaky burcun kosinusy

XX, +YY,+2,Z,
IXZ Y2+ 22 X242+ 272
formula arkaly kesgitlenyar.

2-nji netije. (94) wektorlaryn perpendikulyarlygynyn zerur we
yeterlik serti

coSp =

(98)

X X, +Y)Y,+72,72,=0 (99)
denlik arkaly anladylyar.
3-nji netije. Eger | ok koordinatalar oklary bilen degislilikde «, 3,y
burclary emele getiryan bolsa, onda E:(X, Y, Z ) wektoryn bu oka
proyeksiyasy
pr,c = Xcosa +Y cospB +Zcosy (100)
denlik bilen kesgitlenyar.
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Hakykatdan hem, eger e wektor | - okun birlik wektory bolsa, onda
(86) formulanyn kémegi bilen taparys:
ec=‘e‘pr,c=1- pr,c = pr,c, pr,c=¢ec
bu formuladan (95) denlik esasynda (100) formula gelip ¢ykyar.
2-nji mysal. Berlen a=(7,2,-8), b=(11,-8,-7) wektorlaryn
arasyndaky burgy tapmaly.
< (98) formuladan peydalanyp taparys.

7-11+2-(=8) + (=8) (-7) 117 W2
cosp = - Sl
J72+22+(-8)2 112+ (-8)% +(-7)? 1TW2 2

p=45" >

8 4. 8. Wektorlaryn sag we ¢ep ucligi. Sag we ¢ep koordinata
sistemasy

Bir nokatdan c¢ykyan we gorkezilen tertipde alnan (a-birinji
wektor, b -ikinji, ¢ -uglnji) OA=a,0OB=b,0C=c uc komplanar dél
wektorlara a,b,c wektorlar ucltgi diyilyar (15-nji a,b surat.)

N i
—

©

15-nji surat
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c wektoryn ahyryndan aweb wektorlaryn emele getiryén tekizligine
garalyn. Eger a wektordan b wektora in gysga dwrim sagat dilinin
hereketinin garsysyna edilyan bolsa, onda a,b,c wektor ucliigine sag
Ucluk (15-nji (a)surat), eger-de gorkezilen 6wrim sagat dilinin ugry
boyunga amala asyrylyan bolsa, onda a,b,c wektorlar tcligtine gep tclik
diyilyér (15-nji (b) surat).

Ikisi hem sag ya-da ikisi hem ¢ep bolan iki Uglige ugurdas (bir
oriyentasiyaly) Ucltkler diyilyar. Eger bir Uclik sag bolup, beylekisi cep

......

nji (¢) suratda gorkezilisi yaly wektorlaryn aylawly orun galsyrmada
(birinjisi ikinjisi Dbilen, ikinjisi Gc¢lnji bilen, Gclnjisi birinji bilen
calsyrlanda) Uclligin oriyentasiyasy Uytgemeyér. Eger iki wektoryn ornuny
calsyrsak, onda Ugliigin oriyentasiyasy Uytgeyar, mysal tgin, eger a,b,c —
sag Uclik emele getiryén bolsa, onda b,a,c cep Ucluk bolar. Seylelikde,
eger U¢ sany a,bwe ¢ komplanlar dal wektorlar berlen bolsa, onda olar
alty sany ucligi emele getiryér. Olardan 5,5,6; 5,5,5; 6,5,5 uclikler
sol bir oriyentasiyaly 5,5,6; a, EB; E, 5,5 beyleki orentasiyaly
ucluklerdir.

Eger i,],R birlik wektorlaryn Gcligi sag (¢ep) tc¢lik bolsa, onda
gonuburcly dekart koordinatalar sistemasyna sag (¢ep) koordinatalar
sistemasy diyilyar.

8 4. 9. lki wektoryn wektor kopeltmek hasyly
1. Wektor kopeltmek hasylynyn kesgitlenisi. Eger [5, 5] bilen
belgilenyan wektor asakdaky
1)‘[5, b =\5\ ‘B‘Singo, bu yerde ¢ burc a we b wektorlaryn
arasyndaky burg.
2) [5, 5] wektor a we b wektorlaryn her birine perpendikulyar;

3) (5,5, [5,,5]) we (i,],i) uclukler bir oriyentasiyaly tglikler;
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sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda ona a wektoryn b wektora wektor
kopeltmek hasyly diyilyar.
Wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyaxB gorniisde  hem
belgilenyar.
. 2

b
aa(a<0)A-4 >y
(a)
16-njy surat ~
b =
®» a i
aa(a=0) (b)

17-nji surat
1) sertden [5,5] wektor kopeltmek hasylynyn modulynyn a we b
wektorlaryn Ustiinde gurlan S parallelogramyn meydanyna denligi gelip
cykyar (16-njy surata seret), yagny

‘[5,5 =S (101)

Sonun Ggin
la.b]=se, (102)

bu yerde e wektor [5, 5] wektora ugurdas birlik wektorydyr.

Goy, a we b wektorlar kollinear, yagny ¢ =0 ya-da o =7
bolsun. Onda singp =0 we ‘[5 5] =0 . Sonuti ugin hem

la,b]=0. (103)
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Eger (103) denlik yerine yetyan bolsa, onda nol dal wektorlar Ggin
sinp =0, bu yerden bolsa ¢ =0, ¢ =7, yagny a we b kollinear
wektorlardyr. Eger wektorlaryn biri nol wektor bolsa, onda ony
beylekisine kollinear diyip hasap etmek bolar. Sunlukda, (103) denlik a
we b iki wektoryn kollinearlygynyn zerur we yeterlik sertini anladyar.

Hususan-da, her bir 5 wektor dgin

aa|=0 (104)
Iki wektoryn wektor kopeltmek hasylynyn asakdaky hasiyetleri bar:

1) la.b]=~[b.a]; (105)
2) |(@a).b]=alab]; (106)
[a.(80)|= pla.b]; (107)

3) Paylama
@+b).c|=[a.cl+p.c|; (108)
la,(0+c)]=[ab|+[ac (109)

<1(105) denlik gos-goni kesgitlemeden gelip ¢ykyar. Indi (106)
denligi gorkezelin. [(a a),b| we a[a,B] wektorlaryn den uzynlyklary bar.
Cunki a >0 (18-nji surat) bolanda [(aa),51:|a| ‘5‘ ‘5‘ singp, a<0
bolanda [(aa),B]:‘aa‘ ‘5‘ Sin(ﬂ—(p):|a| H ‘5‘ sing . Seyle hem bu
wektorlar ugurdas, seb&bi o >0 bolanda olaryn ugry [5,5] wektoryn

ugry bilen gabat gelyér, a <0 bolanda bolsa ol wektorlar [5,5] wektora
garsylykly ugrukdurlandyr.

(107) formula (105) we (106) formulalardan gelip ¢ykyar.
Hakykatdan-da,

l2.(6B)|=-l(sb).2]=-p.2)= pla.b]
(108) denligi ilki bilen c¢ birlik wektor bolandaky yagday ugin,
yagny
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@+b).c)=laco [+ [pes] (oo =1) (108)

c
4 A
el d
[ ||;D T | _flll
[
| ]
Gi | ,;"
, AT | /
P Fram < i
A —‘_'{- al | .-'I
/ - L/
;I ‘__.- | I.-"'
A, I/
E A
18-nji surat.

denligi gorkezelin. Erkin a wektoryn birlik Q wektora wektor
kopeltmek hasylyny kesgitlalin. Bellenen O nokatdan E:a we
OA=a wektory alyp goyalyn. O nokadyn usti bilen a wektora
perpendikulyar bolan P tekizligi gecirelin (18-nji surat). Goy, A, nokat
A nokadyn P tekizlige ortogonal proyeksiyasy bolsun. a wektoryn
tarapyndan seredeninde @ wektory @) nokadyn
towereginden sagat diliniii hereketinin ugry boyunca 90° burca dwrelin.
Alnan @ wektor [5, a] wektor kopeltmek hasyly bolar.
Hakykatdan-da,

1 08, =R [aleos 5 -4 | [asin o ~[a[esino;

2) @ wektor a,c_o wektorlaryn her birine perpendikulyar.
S)E,Q,@ wektorlar sag Uclugi emele getiryar.

18-nji suratdaka menzes gurlusy gecirelin. A nokatdan AB=b
wektory alyp goyalyn, onda OB =a+b. Goy, A we B, nokatlar

degislilikde P tekizlige A we B nokatlaryn ortogonal proyeksiyalary
bolsun. P tekizlikde O nokadyn téwereginden OAB,  ugburclugy
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a =90° burca owrip, OA,B, (Ucburglugy alarys. 19-njy surat..
OB; =0A;z + A,B, we

o4 4
a )
o «..-—-—-— B
Z i
Bi—u
P

19-njy surat.

OB, = [(5+5),Q], @: [EQ , AB, = [_ a] bolyanlygy (gin
bu yerden (108") denlik gelip ¢ykyar. Ony agzalayyn ‘E‘ sana kopeldip,

E:‘E‘a formulany goz oniinde tutsak, onda (108) denligi alarys. (109)
denlik (105), (108) denliklerden gelip ¢ykyar:

la,(0+0)]= |0 +¢).a)=—|p.a)-[c.a)=[a.b]+[a.c] >

2. Koordinatalary bilen berlen wektorlaryin wektor kopeltmek
hasyly.

3-nji teorema.

a:(XI’Yl’Zl)! B:(Xzinizz) (110)
iki wektoryn [a, b] wektor képeltmek hasyly
— 1 Y, Z, |- X, Z, |- X, Y, |-
a’b]: et N P R B B 1 (111)
Y2 ZZ XZ ZZ XZ Y2

formula bilen anladylyar.
< Kesgitlemeden we (104) denlikden sag gonuburcly dekart

koordinatalar ulgamynda i, j,k birlik wektorlaryn wektor kdpeltmek
hasyly Ug¢in asakdaky tablissa gelip ¢ykyar:
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iil=0 [ii]=k fik|]=-]

-kl il

kil=7. [ki]=-. [kk|=0.
Wektor kdpeltmek hasylynyn hasiyetlerini we tablissany géz énilinde tutup,
la,b = (X, i+Y, G+ 2,50, (X,i+Y, 5+ 2,K) = (X, Y, =Y,K,)[ 1]+
+(6,Z, - 22Xk ]+ (1.2, - 2%,) [ K]
denligi, yagny
la.b|= (1,2, - 2,,)i - (X,Z, - Z,X,) T+ (XY, -V, X, )k
denligi alarys. Bu yerde ikinji tertipli kesgitleyj& gecip, (111) formulany
alarys. >

Bu formulany Gglnji tertipli kesgitleyji gorniisiinde hem yazmak

bolar:

J ok
[a.b]=Ix, v, Z,]. 112)
X2 Y2 ZZ
1-nji netije. (68) wektorlaryn Ustiinde gurlan parallelogramyn
meydany
2 2 2
S :\/Yl Zl Xl Zl Xl Yl (113)
Y2 ZZ X2 ZZ X2 Y2
formula bilen hasaplanyar
2-nji netije. ABC Ugburclugyn meydany
S =1‘ [AB.AC] (114)

formula boyunca kesgitlenyar. Bu formula (101) formuladan gelip ¢ykyar.

Cunki ABC ucburglugyn meydany AB we AC wektorlaryn Ustunde
gurlan parallelogramyn meydanynyn yarysyna dendir.

1-nji mysal. a=(7,-5,-6), b=(1,-2,-3) wektorlar

berlen [5, 5] wektor kopeltmek hasylynyn koordinatalaryny tapmaly.
< (112) formuladan peydalanyp alarys:
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i j k
g J 5 6. |7 -6~ |7 -5
[b] 7 -5 —-6= » _3'h _3ith 2k,
1 -2 -3

la,b]=3i+15j-9, [a, b|]={315-9}>
2-nji mysal. Ucburclugyn depeleri A (-1, -1, 1), B (1, -3, 4)
C (3, -1, -5) nokatlarda yerlesen. Onun meydanyny tapmaly.

< (82) formula boyunca AB=(2,—2,3), AC=(4,0,—6).

wektorlary tapyp,
a8, acl=|[ 2 2% 31° "4l-az248 bolyan
0-6|14-6j4 o YAy

sebdpli (114) formuladan peydalanyp taparys:

:—‘[AB AC|= \/122 +24? +8° =%J42 (32 +67 +2%) =

“L17.4-140
2

§ 4. 10. Ug wektoryn garysyk képeltmek hasyly
1. Garysyk kopeltmek hasylynyi kesgitlenisi. Goy a, b,c wektorlar

berlen bolsun. a wektory b wektora wektor kopeldelin, alnan [
kopeltmek hasyly ¢ wektora skalyar kopeldelin, netijede wektor-skalyar

kopeltmek hasyly ya-da a,b,c uc wektoryn [5, B]E garysyk kopeltmek
hasyly diyip atlandyrylyan sany alarys.

4-nji teorema. Ug¢ komplanar dal wektorlaryn [E,B]E garysyk
kopeltmek hasyly, (5,5,6) sag Ugluk bolanda, gosmak
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IS HCE
)
e

20-nji surat.
alamaty bilen alnan, (a,b c) cep ucluk bolanda bolsa, “-” alamaty bilen
@)

alnan ﬁ:a, OB=5,
goéwriimine dendir.

< Taraplary OA=a, OB=Db wektorlar bolan parallelograma
garalyn. (20-nji surat). Gornusi yaly bu parallelogram garalyan
parallelepipedin esasydyr. Onun S meydany (101) formula boyunca
tapylyar.

(102) deiligi ulanyp, [a, bJc = (Se)c = S(ec) denligi alarys. (82)

C =c wektorlarda gurlan parallelepipedin

denlige gord (ec) = H préE = préa bolar.
Beyleki tarapdan, préc_: =+ h, bu yerde h parallelepipedin OADB

esasyna gegirilen beyikligidir (20-nji surat). Sunlukda, (5, b, E)— sag
uclik bolsa onda “gosmak” , ¢ep Uclik bolsa “ayyrmak’™ alamaty alynyar.
Sonky (¢ denliklerden,
[a, b]c =+Sh, [a, b]c =+V (115)
denlikleri alarys. >
1-nji netije. Wektorlaryn komplanar bolmagy tcin
[a, b]c =0 (116)
denligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
< Goy a, b, c komplanar wektorlar bolsun, onda [5, B]LE we
bu yagdayda (116) denlik yerine yetyar.
Eger-de (116) denlik yerine yetyan bolsa, onda wektorlar komplanar
bolar. Cunki, tersine bolan yagdayynda taraplary bu wektorlar bolan
parallelepipedin ~ gowriimi  noldan  tapawutly  bolar.  Yagny,

[5, B]E =+V # 0. Bu bolsa serte garsy gelyar. >
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2-nji netije.
la, b]c=alb, ¢ (117)
< Skalyar kopeltmek hasylynyn kdpeldijilerin tertibine bagly
daldigine gora 5[5,6]: B,E a. 3-nji teorema layyklykda
B blc—+v, [bclacsv.
(a,b,c) , (B,E,E) — ugurdas Uclikler bolany iicin sonky iki deslikde sol
bir alamaty almaly. Onda,
a blc=|b, cJa=alp, c| >
(116) denligi g6z 6niinde tutup, [5, B]E we 5[5, E] garysyk kopeltmek
hasyly abc bilen belgileyarler, yagny

abc =|a, blc =alp, ¢ (118)
Bellik. 5,5,6 wektorlar tgin
abc=bca=cab=-bac=-cha=-ach (119)

denlikler dogrudyr.
2. Koordinatalary bilen berlen wektorlaryi garysyk kopeltmek
hasyly.
4-nji teorema.
a= (X1’Y1’ Zl)’ b= (XziYZ’Zz)’ c= (X3,Y3,Z3) (120)
tc wektoryn garysyk kopeltmek hasyly

Xl Yl Zl
abc=(X, v, Z, (121)
Z3 Y3 Z3

formula bilen kesgitlenyér.

< abc= [a, b] ¢ bolany dgin,
Yl Zl Xl Zl Xl Yl
Y2 ZZ X2 ZZ X2 Y2
denligi alarys. Ol bolsa (121) formula denguyclidir. Cunki, sonky denligin
sag bolegi (121) denlikden kesgitlenyén Gglnji tertipli kesgitleyjinin t¢inji
setirin elementleri boyunca dagytmasydyr. >

abc =X,

3 3
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Gonukmeler

1. a(l,2), b(-5,-1),c(-1 3) wektorlar berlen. 2a+3b—c,
16a+5b—9c wektorlaryi koordinatolaryny tapmaly.
2.a(1,3),b(2,-1), c(—4,1) wektorlar berlipdir.

aa+ ﬁB +c=0 deilik yerine yeter yaly « we [ sanlary tapmaly.
3. a(3,0,-2),b(,2,-5), c(-1,1,1), d(-1,3,4) wektorlar

berlipdir. a5+ﬁ5+}/6+azo detilik yerine yeter yaly «,f,y
sanlary tapmaly.
4. Eger,

1) \5\:3 , \B\ =1, L(a,b) =45
2) \5\: 4, \B\ =2, L(a,b)=90°
3) H: 2, ‘5‘ -3 a We b wektorlar garsylykly ugrukdurylan

bolsa @ we b wektorlaryn skalyar kdpeltmek hasylyny tapmaly.
5. Eger,

1) a(4,-1),b(-1,-7) 4)a(3,2,-5),b(10,1,2)
2)a(2,1),b(1,-3) 5) a(1,0,3), b(-4,15,1)
3)a(l,2),b(-4,2) 6) a(2,1,5),b(7,-9,-1)

bolsa a we b wektorlaryn skalyar kdpeltmek hasylyny hasaplamaly.
6. aweb wektorlaryn arasyndaky burgy tapmaly.

1) a(1,2),b(2,4) 5)a(,—1,1), b(5,1,1)
2)a(l,2),b(4,2) 6) a(l,—1,1) ,b(-2,2,-2)
3)a(,2),b(-2,1) 7)a(l,-1,1),b(3,1,-2)

4)a(,-1),b(-4,2)
7.a(-1,2) ,b(5,1), c(4,—2) g wektor berlen.
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Hasaplamaly

Db(a,c)—c(a,b)

2/d" -(b.c)

3| +(b,a+3c)
8. ABC ucburclukda taraplarynyn uzynlygy berlipdir. Eger,
1)|AB|=5 , |BC|=3 , |AC|=4
2)|AB|=7 , |[BC|=4 , |AC|=5
3)|AB|=3 , [BC|=2 , |AC|=3
bolsa (AC,BC) skalyar képeltmek hasylyny tapmaly.
9.aweb wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyny hasaplamaly.
) a(3,-1,2),b(2,-3,-5)
2)a(2,-1,1),b(-4,2,-2)
3) a(6,1,0),b(3,-2,0)
10. Anlatmalary yonekeylesdirmeli
Dfa+b, a-b
2)[5_5%5 , _a+25_55}

11. Eger a we b wektorlar kollinear dal bolsa, onda A -nyii haysy
bahasynda Aa+b we 3a+ Ab wektorlar kollinear bolar?

12. a, b, ¢ wektorlaryn garysyk kopeltmek hasylyny tapmaly.
Da(1,-11),b(7,3,-5), c(-2,2,-2)
2)a(3,5,1),b(4,0,-1), c(2,1,1)

3)a(2,1,0),b(3,4,-1), c(-1,-3,1)
#a(1,2,3),b(3,-21),c(2,1,2)

b
b

—
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Jogaplar

1.(-12,-2) : (0,0);

.a=0,=-1,y=-4

4.1)3/+/2 ; 2)0 ; 3)-6.

513;2)-1; 30;4)22;5-1;6)0.

6.1) 0 ; 2) arccos(4/5) ; 3) 90° ; 4) arccos(—S/\/E);
5) arccos(5/9) ; 6) 180° ; 7) 90°.

7.1) (-28, -14) ; 2) 13 ; 3) 77.

8.1)0; 2 -4; 32

9.1) (-11,19,-7) ; 2)(0,0,0) ; 3) (0,0,—15).

10.12pp . a| ; 2) [5,5]+4[5,a]+§[5,a].

11. 1 = +/3.
12.1)0; 2)-23 ; 3) 0 ; 4) 6.

I. 5. Kompleks sanlar barada disunje
§ 5. 1. Kompeks sanlaryn kesgitlenisi we olar bilen gecirilyan
amallar.
Goy, x,y hakyky sanlar bolsun. Onda z =Xx+1iYy anlatma kompleks

san diyilyar, bu yerde 1= \/—_1 Sunlukda, x- onun hakyky bolegi, y-
bolsa onun hyyaly bélegi diyip atlandyrylyar. Olar Gicin Rez=x, Imz=y
belgiler ulanylyar.

Eger y = 0 bolsa, onda z = x hakyky sany alyarys. Diymek, hakyky
sanlar kompleks sanlaryn hususy kalydyr. x = 0 bolanda alynyan z =iy
sana sap hyyaly san diyilyar.
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Iki z, =X +1iy; we Z, =X, +1y, kompleks san ditie X; = X,
Y, = Y, bolanda den diyip hasap edilyér, yagny
(z=2,)= (Rez; =Rez,,Imz; =Imz,) ()
Eger x =0 we y = 0 bolsa, onda z = x + i y kompleks san nola den
diyilyar.

Egerz, = X, +1y,Z, = X, +1y,bolsa, onda z = (X + X, ) +i(y, +Y,)
(O +iyy)+ (0 +iy2)= (0 + %)+ iy +¥2) ()
Z=XX,—VY,Y, +i(X,y, +X,Yy,)  kompleks sana bolsa ol kompleks
sanlaryin kopelmek hasyly diyilyar. Bu formulany (X, +1y,)(X, +1Y,)
kopeltmek hasyldan kdpagzalaryn kdpeldilis dizglninden peydalanyp we

i® = —1desiligi ulanyp alyp bileris.

we |Z| belgi bilen belgilenyar.

2| = |x+iy| = /x* +y° ©)
‘Z‘ > Obolyandygy aydyiidyr we ‘Z‘ = O denlik dite z=0 bolanda yerine
yetyar. _
X —iy kompleks sana Z = X + 1y kompleks san bilen catyrymly san
diyilyar we z belgi bilen belgilenyar:
E:x+iy:x—iy. 4)

Kesgitlema géra, (Z) = Z deiilik islendik kompleks san Ggin dogrudyr.

Eger z = x bolsa, onda E = )_( = X. Diymek, hakyky san bilen gatyrymly
san onun 6zi bolyar.

(2%) =17z =(2)? deiligi ulanyp, (z") = (2)" deiiligi Verillik
bilen alyp bileris. Bu denilikden bolsa, hakyky a san (icin

a"=a-(z")=a-(2)"

denligi alyarys.
Sonun yaly,
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L1 +2,=71+1,

——nN
az" +bz™ =a(z) +b(z)"
denliklerin dogrudugyny ansatlyk bilen barlamak bolar.
Indi,

7=z,
- 2
22 =g
formulalary (3) we(4) denliklerden alyp bolyandygyny bellalin.

Kompleks sanlary kopeltmek we gosmak amallary (gin asakdaky
2.(2y +25) + 23 = 20 + (2, + 23), (21 - 25) 23 = 4 (2, - 23),

denliklerin yerine yetyandigini gérmek kyn daldir. (6zbasdak gorkezmeli).

1-3 hésiyetlere gord, kompleks sanlar bilen gegirilyan kdpeltmek we
gosmak amallar hakyky sanlar bilen gecirilydn degisli amallar yalydyr. 0
we 1 sanlarynn hdsiyetleri kompleks sanlar kopliginde hakyky sanlar
kopllgindéki yalydyr.

z + 0=z, l-z=1z

Kompleks sanlar i¢in hem gosmak amalyna ters bolan ayyrmak amaly we
kopeltmek amalyna ters bolan bolmek amaly bardyr.

Islendik iki z,, z,kompleks sanlar ucin Gginji z kompleks san

tapylyp, olar tigin

Z+2,=1, 5)
denlik yerine yetydr. z ana z, hem-de z, sanlaryn tapawudy diyilyar we
Z, — Z, belgi bilen belgilenyar :

1=12,-1,.

0-z tapawut -z bilen belgilenyar. (1) we (2) denliklerden islendik iki
kompleks sanlar tcin (5) denilemanin dine yeke-ték ¢cdziwinin bardygy
gelip ¢ykyar.
Seylelikde,
21 =2y = (X +iyp) = (Xp +1y5) = (X = X) +i(y1 —Y,) (6)
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z,we z, iki kompleks sanyn payy diyip, Z; = Z - Z, deiligi

z
kanagatlandyryan Zsana aydylyar we Z; : Z, ya-da -1 belgi bilen
Zy
belgilenyar:
o 4
Z:Z]_ZZ ya-da .l =—
Zy
Islendik iki z,,z, # O kompleks san li¢in z, = z -z, dexligin yeke-

ték ¢oziiwi bardyr.Dogrudan hem, bu denligin iki bélegini-de z_2 sana
kopeldip,

. — 2 .
deiiligi alarys. Yone, z,-z, =|z,|" we |z,|# 0, ciinki z, #0.

Indi (7) denligi izsana kopeldip,
Z2

_Ah_4l 4l

7, 107, \22‘2

(8)

denligi alarys.
Eger 2z, =X, +1y;, Z, =X, +1y, bolsa, onda (8) formula

i — X +iy1 _ (Xl +iy1)(X2 _iyz) — XX, V1Y, +i X Y1 = XY,
Z, X+t iyz (Xz + iyz )(Xz _iyz) Xz2 + 3/22 Xz2 + 3/22
gornusi alar.

8 5. 2. Kompleks sanlaryn geometrik sekillendirilisi we olaryn
trigonometrik gornisi
1. Kompleks sanyii sekillendirlisi. Goy, tekizlikde goniiburgly

dekart koordinatalar sistemasy berlen bolsun. z = x +1iy kompleks san
tekizlikde koordinatalary (x; y)bolan nokat bilen belgilenyar. Seylelik
bilen, tekizligin nokatlar kopliigi we kompleks sanlaryn kopligi 6zara
birbahaly degislilikli kopliklerdir. Sunlukda, hakyky san absissalar okunda
we hyyaly san ordinatalar okunda sekillendirilyér. Sonun tgin hem
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absissalar okuny-hakyky ok, ordinatalar okuny bolsa-hyyaly ok diyip
atlandyryarlar. Kompleks sanlar sekillendirilen tekizlige kompleks tekizlik

diyilyér. z we — z sanlar 0 nokada goré, z we z sanlar bolsa hakyky oka
g0Ord simmetrik yerlesyérler.

A y
-z z
X
_x N
_z “SeE
A
¥
21-nji surat.

Kompleks sanlaryi  z=Xx+1iy gornisdaki yazgysyna olaryf
algebraik gornusi diyilyar .

2. Kompelks sanlaryi trigonometrik gornusi. z = x + iy kompleks
sanyfi tekizlikdéki sekiline seredelifi we tekizlikde polyar kordinatalar
ulgamyny alalyfi. Goy , O polyus dekart kordinatalar sistemasynyn
baslangyjy bilen we polyar oky Ox oky bilen gabat gelsin . Onda z

nokadyfi koordinalary (r , ¢ ) bolar , bu yerde r :‘Z‘ , @ bolsa hakyky Ox

oky bilen z wektoryfi arasyndaky burg. Sunlukda, eger burg sagat dilinin
hereketinin tersine 6syan hasaplanylsa +¢ we sagat dilinin hereketinin

ugruna hasaplansa —¢ kabul edilyér. Bu burca z(z# 0) kompleks sanyii
argumenti diyilydr we argz belgi bilen belgilenydr . z = 0 san ugin
argument kesgitlenmeyér.
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Y

0 X

22-nji surat

X=rcose, y=rsing
alarys . Diymek,
z=r(cose +isin @)

Kompleks sanyfi seyle gornlsdaki yazgysyna onun trigonometrik
gornasi diyilyéar.

Eger z=Xx+1y we argz = ¢ bolsa, onda

y

X
—_— —_— . 9
Py T ey
z = x+iy kompleks sanyn¢ argumentini tapmak wgin (9) sistemany
cozmek yeterlik. (9) sistemanyn tlikeniksiz kdp c¢ozuwi bardyr we ol
cozuwler p =, + 2kz, k=0, +1, +2, ..., formula boyunca yazylyar,

CoSp = , Sinp =

bu yerde ¢, (9) sistemanyn kabir ¢ozuwi.

Seylelik  bilen, kompleks sanyn argumenti bir bahaly
kesgitlenmeyar. Eger z=x+iy kompleks sanyn argumentinin kabir bahasy
@, bolsa, onda argz =g, +2kz, k=0, +1, +2,..., bolar.

1-nji bellik. (9) sistemanyn deregine

tgp =~ (10)
X

denlemani hem almak bolar, yone (10) denlemanin kokleri (9) sistemanyn
¢ozUwi bolup bilmeyar.
Goy, argz, = ¢, we argz, = ¢, bolsun, onda
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2,7, = 1,(CoS@, +ising,) - 1,(cosg, +isin,) = ,r,[cosp, cose, —
—sin ¢, sin @, +i(sin @, cos@, +sin @, cose, )] = r,r,[cos(p, + @,) +
+isin(e, +¢,)] 1)
Diymek,

2,2, =|2| |z,] ; arg(z, - 2,) = argz, +argz,
Matematiki induksiya usuluny ulanyp,

arg(z, - z,...z,) =argz, +argz, +...+arg z, } 12)

2, 2,..2,| =|z.|2,] - |2,]

denlikleri alarys. Eger z, =z, =...=z, = z bolsa, onda
2" =r"(cosng+isinng)
formulany alarys. Ona Muawryn formulasy diyilyér.
z, r(cosp +ising) 1, (cose, +ising,)(cosp, —ising,)

)
z, Tr,(cose,+ising,) r, (cose,+ising,)(cose, —ising,)

¢ : : o :
=L [cosp, cosg, +sin @, sin @, +i(sin ¢, cosp, —sin @, cosg,)]|=
I’2

= :_1 [COS((Pl —@,) +isin (¢, — (Pz)] (13)

Diymek,
, arg| — |=argz, —argz,

Z,

2-nji bellik. Goy, z, =1, (cose, +ising,), z, =r,(Cosg, +
+ising,).  Onda, Z, =1, denlik  dine n=r, we
o, =@, +2xm,k =0, +1,+2,... bolanda dogrudyr.

8 5. 3. Kompleks sanlardan kok almak

Eger z" = a bolsa, onda z kompleks sana a kompleks
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sanyn n derejeli koki diyilyér we 2/a belgi bilen belgilenyar.
Goy, arga=0, |a]=p, argz=¢, |z|=r bolsun. Biz ¥a =z
tapalyn. Kesgitlemé goré
=a
Muawryn formulasyna gora,
2" =r"(cosng +isin ng)
Diymek,
r"(cosng +isinng) = p(cos@+isin o) ,
bu yerden, yokarda eden belligimizi yatlap,
p=r"np=0+2kr, k=0, +1, + 2,...,
denligi alarys. Ondan bolsa

er/;, (p:0+2Kﬂ,K:0,il,i2,...,
n

denlikleri alarys.
Diymek,

Q/E:Q/; [c059+sm +isin 9+r?mj .

Indi,

0+2 .. 0+2
z, =i/p [cos 7 L isin Kﬂj
n n
kompleks sanlaryn dine n sanynyn dirludigini gorkezelin z,,z,,...,Z,

sanlar darlidirler, ¢lnki
0 _ O0+2kr _0+2(n-Dx

%ZH,%— n e Py n
burclar dirli we olaryn tapawudy 27 -den Kici. z, =z, bolyandygyna

g0z yetirelin.

0+2xr 6
=—+2r1.
n n

@, =N
Onda,

z, = Q/; (co{g + ZnJ +1 sin[g + 2kﬂj_j = Q/; cosg +1 singj =1,
n n n n
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Sununyaly-da z,,, =2, ,z, =2, wes.m

Seylelik bilen z" = a denlemanin dine n sany durli

z, =Q/;(COSQ+2Kﬂ+iSin0+2Kﬂj , k=01 .., n-1,
n n

kokleri bardyr.

Gonukmeler
1. Amallary yerine yetirmeli.
1) (2+3i)(3-2i) 2)(a+bi)(a—Dhi)
3) (3-2i)? 4)(1+i)°
1+i 2i
5)— 95—
1-1 )1+i

2. Denlemelri ¢ézmeli
1)x*+25=0,

3)x* +4x+13=0 ,
3. Asakdaky kompleks sanllary wektor gornusinde sekillendirmeli, olaryn
modulyny we argumentini tapmaly hem-de trigonometrik gdrniisde
yazmaly.

Vz=3, 2)z=-2, 3)z=3i, 4)z=-2i

5)z=2-2i , 6)z=1+iv3 , T)z=-V3-1i

2)x* —2x+5=0

8)z=-+2+iV2 | 9)z =sina +i(l—cosa)

4. Asakdaky denlikleri subut etmeli.

Nz,-2,=2,-12, , 2)2,-2,=12,-12,
2z _

| L (== , 4)z2,+2,=12,+1,
Z, z,

5)z-z=|°
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5. Muawryn formulasy boyunca hasaplamaly.

Da+)® . -3 . 3(1+iy
4)(l+cos%+isin%j , 5)(\/§+if

6)(1—i)° 7)(2+i\/ﬁ)5 : 8)[1+cos%+isin%j

6. (cosa +isina)’ =cos3a +isin3a denlikden peydalanyp sin 3a
we cos3a funksiyalary o burgun funksiyalarynyn Gsti bilen anlatmaly.

7. z=%1 kokin hemme bahalaryny tapmaly.
8. Tapmaly

nii , 2¥-1 , 3¥Y-2+2i
DT, 5Y-1+i, 6)4-8+8iV3

9. Denlemelri ¢cozmeli

)x*+8=0 : 2)x*+4=0
10. sin X +sin 2x +sin 3X +...+sin x jemi tapmaly.
Gorkezme. sin x :% formuladan peydalanmaly.
i
Jogaplar:
L )12+5i, 2)a*+b*, 3)12-5i
" 4-2+42i , 5)i , 6)l+i

2. D45i , 2)1+2i , 3)-24+3i

3. 8)2 coss—”+isin3—” , 9)25ing cosZ +isin<
4 4 2 2 2
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, D32 284 aa-i) 2)2(3+ 242

o

58, 6)8i , 7)5120-iV3) , 8)-27

sin 3 = 3sin a cos® o — cos® &
cos3a = cos® a —3sin® a cosa

cosk—ﬂ+isink—”; k=0,1,..5
3 3
N-i, i£:/3 A 34 C -,
2 2
4)i% . 5)2(cosp +ising); =45 165, 285°

6)12(\/§+ i) : iz(—1+ |\/§)

D-2 , 143
2) +1H

. hx . n+1
Sin—sin——X
2 2

. X
SIn —
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. 6. GINISLIKDE ANALITIK GEOMETRIYA
8 6. 1. Ginislikde koordinatalar sistemasy

1. Gonudburgly dekart koordinatalar sistemasy. Bir nokatda
kesisydn Ozara perpendikulyar ¢ Ox, Oy, Oz oklardan ybarat bolan
koordinatalar sistemasyna ginisligin gonlburcly dekart koordinatalar
sistemasy diyilyar.

z Sunlukda, Ox, Oy, Oz oklara
koordinata oklary,olaryn kesisme O
4 - M, nokadyna bolsa koordinatalar baslan-

......

| 7 Oy oka ordinatalar oky, Oz - oka bolsa

[ applikatalar ~ oky  diyilydr.  Bu

| Lia koordinata oklaryn poloZitel ugurlary

g)— L ). peykamjyklar  bilen  gérkezilendir
7 Y (1-nji surat).

A{r Ox we Oy; Ox we Oz; Oy we

M, Oz  oklaryn  dstinden  gegyén

1-nji surat tekizliklere koordinata tekizlikleri

diyilydr we  degislilikde Oxy, Oxz,

Oyz bilen belgilenyér. Olar ginisligi oktantalar diylip atlandyrylyan sekiz

bolege bolyar .

1-nji suratdan gornusi yaly ilkinji dort I, 11, 11, IV oktantalar Oxy
tekizliginden yokarda, sonky V, VI, VII, VIII oktantalar bolsa Oxy
tekizliginden asakda yerlesyar.

Gonuburgly koordinatalar sistemasy ginislikde nokadyn ornuny
kesgitleméage mumkingilik beryér. Ginigligin nokatlarynyn koordinatalary-
nyn alamatlary asakdaky 1-nji tablisada gorkezilendir.

Diymek, eger ginislikde gonuburgly dekart koordinatalar
sistemasy berlen bolsa, onda ginisligini her bir nokadyna tertiplesdirilen (x,
y, ) sanlar Gglugini degisli etmek bolar.Tersine, eger tertiplesdirilen (x, y,
z) sanlar Gglugi berlen bolsa, onda ginislikde absissasy x, ordinatasy vy,
applikatasy z bolan yeke-tdk nokady gorkezmek bolar. Seylelikde,
ginigligin nokatlary bilen sanlaryn tertiplesdirilen (x, y, z) Ucluginin
arasynda Ozara birbahaly degislilik gurnalandyr.

Goy, ginislikde erkin M nokadyn yagdayyny kesgitlemek gerek
bolsun. Onun Gigin M nokatdan Oyz,Oxz,Oxy tekizliklere degislilikde
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MM,, MM, , MM, perpendikulyarlary gegirelin. Bu ti¢ perpendikulyaryn
ululygy M nokadyn ginislikdaki ornuny kesgitleyar. Eger M, nokatdan
Oy we Oz oklara, M, nokatdan Ox we Oz oklara, M, nokatdan Ox
we Oy oklara perpendikulyarlar gecirsek, onda kabir OMy M3z My M; M,
M, M parallelepipedi alarys (1-nji surat ).

1-nji tablisa
Oktantalar Koordinatalaryn alamatlary
X y 4
I + + +
I - + +
i - - +
[\ + - +
\Y + + -
VI - + -
il - - -
VIl + - -

MM;=0M,, MM,=0M,, MM3;=0OM, sanlara M nokadyn
Koordinatalary X, y, z bolan M nokat M(x,y,z) gornlsde yazylyar.
Sunlukda, Oyz tekizligin nokatlary t¢in x=0, Oxz tekizligin nokatlary Ggin
y=0 we Oxy tekizligin nokatlary tg¢in z=0. Seyle hem Ox okun nokatlary
ucin y=0, z=0; Oy okun koordinatalary tcin x=0, z=0 we Oz okun
koordinatalary tcin x=0, y=0.

Seylelikde, ginislikde islendik M(x,y,z) nokadyn yagdayy

baslangyjy koordinatalar baslangyjynda, ahyry M nokatda bolan OM

wektor bilen kesgitlenyér.
1-nji mysal. A(3;2;6) nokady gurmaly.

< A nokady guralyn.Onun lgin Ox okun poloZitel
ugrunda uzynlygy 3 élceg birligine den bolan kesimi
alyp goyalyn. Sol kesimin ahyryndan sag tarapa Oy
okuna parallel bolan yarym goni ¢yzyk gegcirelin we
onun (stiinde 2 olgeg birligine den bolan kesimi
alyp goyalyn. Sonky  kesiminn  ahyryndan
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yokarlygyna Oz okuna parallel bolan yarym goni
cyzyk gegirelin we onun Ustunde 6 Olgeg birligine
deri bolan kesimi alyp goyalyn. A(3;2;6) nokatdyr
(2-nji surat). >

2. Silindrik we sferik koordinatalar. Kabir
tekizlikde O nokady we O nokatdan ¢gykyan Op
sOhlani alalyn (3-nji surat). O nokatdan berlen
tekizlige perpendikulyar goni c¢yzyk gecirelin we
onun poloZitel ugruny gorkezip, ol oky Oz bilen
belgilalin. Uzynlygy 6lcemek (g¢in 6lgeg birligini
saylap alalyn.

3-nji surat. 4-nji surat.

Goy, M qginigligin erkin nokady, N onun berlen tekizlige
proyeksiyasy , M, bolsa onunt Oz oka proyeksiyasy bolsun. O polyusa we
Op polyar okuna gord N nokadyn tekizlikdaki polyar koordinatalaryny
p We ¢ Dbilen belgilalin.

p, @, Z sanlara M nokadyn silindrik koordinatalary diyilyér, bu
yerde p, ¢ sanlar N nokadyn polyar koordinatalary (p>0; 0<¢ <2r7),
z=0M, bolsa Oz okundaky OM, ugrukdyrylan kesimiii ululygy.
M (p; @; z)yazgy silindrik koordinatalary p,p,z bolan M nokady
anladyar. Seyle koordinatalarynn silindrik  koordinatalary  diylip
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atlandyrylmagy p = const koordinata Ustlin, yagny birinji koordinatalary
sol bir hemiselik o san bolan nokatlaryn kdpluginin silindr bolany bilen
disundirilyar.

Eger goniuburcly dekart koordinatalar sistemasyny  3-nji
suratdaky yaly saylap alsak, onda M nokadyn X, y, z dekart koordinatalary
onun p, @, z silindrik koordinatalary bilen

X=pCoSQp; Yy=pSing;, z=12
formulalar bilen baglansyklydyr.

Giniglikde sferik koordinatalaryny girizmek dgin umumy O
baslangyjy bolan U¢ 6zara perpendikulyar Ox, Oy, Oz oklara seredelinn we
masstab birligini saylap alalyn (4-nji surat).

Goy, M ginisligin erkin nokady, N onun Oxy tekizlige
proyeksiyasy, r bolsa M nokatdan koordinata baslangyjyna cenli uzaklyk
bolsun. O bilen o_|v|’ kesimiin Oz oky bilen emele getiryan burcuny, ¢
bilen Ox oky ON sohle bilen gabat gelmegi ucin Ox oky sagat dilinin
tersine dwilirme burgy belgildlin. 6 bu yerde giniglik burgy, ¢ burca
uzaklyk burgy diyilyér. r, 6, p sanlara(0 <r <+o00; 0<0 < 7; 0 < @ <2m)
M nokadyn sferik koordinatalary diyilyar we ol M (r; 0; ¢) gornisde
yazylyar.Seyle koordinatalara sferik koordinatalary diyilmegi r=const
koordinata Ustlin sfera bolyany bilen distndirilyar.

Eger goniiburcly dekart koordinatalar sistemasyny 4-nji suratdaky
yaly saylap alsak, onda M nokadyn X; y; z dekart koordinatalary onun
r; 0; ¢ sferik koordinatalary bilen

X=rsin@cose; y=rsingdsine; z=rcoso
formulalar bilen baglanysyklydyr.

3. Ginislikde iki nokadyn arasyndaky uzaklyk. Goy, ginisligin
dekart koordinatalar sistemasynda M, (X,,V;,z;) we M,(X,,Y,,Z,)
nokatlar berlen bolsun. Ol nokatlaryn arasyndaky uzaklygyn

p(M,M,) =\/(X2 - X1)2 +(y, - yl)2 +(z, - 21)2
formula boyunca tapylyandygyny gorkezelii. Onui tgin M, we M,

nokatlar arkaly koordinatalar tekizliklerine parallel tekizlikleri gecirelin.
Sunlukda kébir parallelepipedi alarys (5-nji surat).
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< 4
| M,
\ ///
A////lé—_’_— 5
/
A
0
Y
X
5-nji surat

M, we M, nokatlar ol parallelepipedin garsylykly depeleridir.
M, nokatdan c¢ykyan Ozara perpendikulyar gapyrgalaryii uclaryny
A,B,C bilen belgilalin. Ol nokatlar ugin A(X,,Y,,2,), B(X,Y,,2),
C(x.,Y,,2,) bolar.Stereometriyadan belli bolan formulanyn esasynda
2 2 2 2
IM,M,|" =|M, A" +|M,B|" +|MC]|
denligi yzyp bileris., bu yerde MM, diagonalyn, M,A; M,B; M,C
gapdal gapyrgalaryn uzynlygydyr.  p(M;,M,)=M;M, belgileme
girizelin.
Sunlukda, M;A=|x, - x| , M;B=ly, —y,| , M,C =]z, — 7
bolyandygyndan peydalanyp,
2 2 2
p(M,,M,) =M,M, =M, A +[M,B]" +|M,C|

formula esasynda gorkezilmeli formulany alarys.

2-nji mysal. A(2;4;5) we B(1;2;6) nokatlaryn arasyndaky
uzaklygy tapmaly.

< Iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn formulasy esasynda

p=\/(X2—X1)+(y2—y1)+(22—21)=

JA=2)2+(2-4)?+(6-5) =1+4+1=+/6 >
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3-nji mysal. Iki A(-2;1;4) we B(3;0;1) nokatlardan
dendaslykda Oz okun Ustlinde yatan nokady tapmaly.
<1 Oz okuii Ustiinde yatan nokadyn koordinatasy C(0;0;z) bolar. AC we
BC uzaklyklary tapalyn.

AC =0+ 2 +(0-1F +(z -4 =/4+1+2>~82+16 =
=22 -82+21; BC=1(0-3) +(0-0)+(z-1 =
=9+22-22+1=+/22-22+10.
AC=BC serte gora

V22 -8z+21 =22 -22+10
denligi yazyp bileris.Bu denlemani ¢dzlp, C nokadyn applikatacyny
taparys.

72 -8z+21=2*-22+10; -6z=-11 2:1—61.

Seylelikde gdzlenyéan nokat C[O;O;%) bolar.>

86.2 Ginislikde Ustin we gyzygyn denlemeleri
1.Ginislikde Ustun denilemesi. Goy, ¢ x,y, z Uytgeyanli kabir
F(x,y,2)=0 1)
denileme berlen bolsun. Eger bu dekart koordinatalar sistemasynda T dstiin
ahli nokatlary (1) denlemani kanagatlandyryan bolsa we ol Ustde yatmayan
hi¢ bir nokat ol deiileméni kanagatlandyrmayan bolsa, onda (1) denlema T
ustin denlemesi diyilyar.

Bu kesgitleme boyunca T (st koordinatalary (1) denleméni
kanagatlandyryan nokatlaryn koplugini anladyar.

Mysal hokmiinde merkezi C(a;b;c) nokatda, radiusy R-e den bolan
sferanyn denilemesini dizelin.

Bilsimiz yaly sfera merkez diylip atlandyrylyan berlen C nokatdan
den uzaklykda bolan ginigligin nokatlarynyn kopligi hékminde
kesgitlenyar. Sonun (cin sferanyn erkin M (X,Yy,z) nokady ({gin
p(C,M)=R bolar we

p(CM)=/(x—a)* +(y—b)* +(z )’
formulanyn esasynda
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Jx—af +(y-bf+(z—cf =R )
ya-da

(x—a)* +(y—b)* +(z—c) =R? @3)

Bu sferada yatmayan N nokat (cin (2) denlik yerine yetmeyar we
sonuii Ugin onun koordinatalary (3) denleméni kanagatlandyrmayar.
Seylelikde, (3) detileme merkezi C(a,b,c) nokatda we radiusy R bolan
sferanyn denlemesidir. Hususy halda, sferanyin merkezi koordinatalar
baslangyjy bilen gabat gelende, onun denlemesi

x* +y? +2° =R?
bolar.Bu derilema sferanyn kanonik (yonekey ) denilemesi diyilyar.

Dekart koordinatalaryna gord n-nji derejeli algebraik denleme
bilen kesgitlenyan Uste n-nji tertipli Ust diyilyar.

Mysal Ggin,

8x%y?z% +12x3y*z—2xy+5=0
denlema sekizinji derejeli denleme ya-da sekizinji tertipli Ust diyilyéar.
Tekizlik birinji tertipli Ust, sfera bolsa ikinji tertipli Gstdir.

2.Giniglikde cyzygyn denlemesi. Ginislikde ¢yzyga iki Gstln
kesismesi hokmiinde seretmek bolar, sonun tgin ¢yzyk iki denleme bilen
kesgitlenyar.

Goy, l¢gyzyk  F(xy;2)=0; F,(X;y; z)=0 denilemeler
bilen kesgitlenyan Ustlerin kesisme ¢yzygy bolsun, yagny | ¢yzygyn
islendik nokadynyn koordinatalary

F(xy;2)=0,
o } @
2 (Xy;2)=0

denlemeler sistemasyny kanagatlandyryar.Sonun tgin hem (4) detlemeler
| ¢yzygyn denlemesidir.
Mysal Ggin,

X2 +y?+2°=9,
z=0

denlemeler sistemasy Oxy tekizlikde vyatyan radiusy R=3 bolan
x> +y?=R? toweregi kesgitleyar.Bu sistemanyi birinjisi merkezi
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koordinatalar baslangyjynda we radiusy R=3 bolan sferanyn denlemesi,
ikinjisi bolsa Oxy koordinatalar tekizligin denlemesidir. Dekart
koordinatalar sistemasynda koordinata oklarynyn denlemelerini yazalym.

Oxz we Oxy koordinata tekizliklerin kesisme ¢yzygy bolan Ox oky
y=0; z=0 denlemer bilen kesgitlenyér; Oy oky Oyz ,Oxy tekizlikleriti
kesisme ¢yzygy hokminde X =0; z=0denlemeler bilen kesgitlenyar;
Oz koordinata oky bolsa x=0; y=0 denilmeler bilen kesgitlenyar.

3. Ginisligin koordinatalarynyn bir we iki denlemelerinin
geometrik manysy.

Goy, ginislikde dekart koordinatalar sistemasynda

D(x,y,2) =0 ()
denleme berlen bolsun.

Koordinatalary (5) denleméani kanagatlandyryan nokatlar
kopligine seredelin. Ginisligin her bir nokatlar kdpligine figura diyilyér.
Seylelikde her bir (5) denlleme ginislikde kébir figurany kesgitleyar.

Ginisligin haysy nokatlar kopliginin

AX® + Ay® + Az* + 2Bx+2Cy +2Dz+E =0  (6)
denlemani kesgitleyandigini gorelin. Bu ikinji derejeli denleme bolup,
uytgeyanlerin kwadratlarynyn koeffisiyenti sol bir sana dendir. Seyle hem
bu denileme Uytgeyanlerini kdpeltmek hasylyny saklamayar.

Teorema. Eger (6) denleme ginislikde kabir Usti kesgitleyan
bolsa, onda ol Ust sferadyr.
<A # 0 bolany Ugin (6) denligin iki bélegini hem A sana bélup alarys:

, , , 2B 2C 2D E
XT+y +2°+—X+—Yy+—2+—=0
A A A A
B C D E .
buyerde —=b;—=c; —=d, —=ebelgileme girizip alarys:
y A A A g ginzip alary:

X +y*+2°+2bx+2cy+2dz+e=0
Doly kwadraty bolip alarys:
(x+bfF+(y+cf+(z+d)f=f (@
buyerde f =b*+c*+d*—e.
f(f>0,f=0, f<0) funksiya baglylykda (7) denleme asakdaky
denlemelerin birine getirilyar:
(x+bf +(y+cf +(z+d)f =R?, (8)
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(x+bf +(y+cf+(z+df =0, (9
(x+bf +(y+c)f +(z+dy =-R%.  (10)

(8) derileme merkezi C(—b;—c;—d) nokatda, radiusy R bolan sferany

kesgitleydr, (9) denleme gorkezilen nokady Kkesgitleyéar; (10) bos
koplukdir. >

X=a deinleme Ox oka perpendikulyar bolan tekizligi

kesgitleyar; x* —a® =0 deiileme deiilemeleri x = a;x = —a bolan iki

X 2 z

tekizligi kesgitleyar; — — <Y + £

M

dolduryan ginisligin nokatlar kopligini kanagatlandyryar.

Goy,
F(x,y,2) = O,} 1)
D(x,y,2)=0

=0 denleme bolsa iki oktantany

iki sany denleme berlen bolsun. Eger bu denlemelerin her biri Usti
kesgitleyéan bolsa we bu Ustler kébir goni ¢yzyk boyunca kesisyéan bolsalar,
onda (11) sistema Ustlerinn kesismesinin ¢yzygyny kesgitleydr. Umumy
yagdayda (11) sistema ginisligin kabir nokatlar kopligini kesgitleyér.

Mysal (gin,
X2 +y?+z2 =1,
X 'y 2z
—+=——=0
by

sistema X* + y* + 2% =1 sferanyi birinji we yedinji oktanta degisli bolan
nokatlar kopligini kesgitleyar.

4. Ginislikde ¢yzygyn parametrik denlemeleri.

X= (Pl(t)v y=¢, (t)1 = (PS(t)

......

@, (1), 0, (t), o, (t) kébir t tytgeyanden funksiyalardyr.
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Parametrik  denlemeler esasan hem  hereket edydn nokadyn
trayektoriyasyny beyan etmek (cin mehanikada has kdép ulanylyar, bu
yagdayda t Uytgeyan wagt bolup hyzmat edyar. Mysal hékmiinde aylawly
cyzygyn parametrik denlemesini getirip
cykaralyn.

Hemiselik burg tizligi bilen Oz
okun dasyndan aylanyan tegelek silindrin
emele getirijisi boyunca hereket edyan
nokatlaryn emele getiryén ¢yzygyna aylawly

......

Ginigligin ~ dekart  koordinatalar
sistemasynynn Oz oky hokmiinde silindrii
aylanma okuny alalyn (6-njy surat). V bilen
emele getirijinin  ugruna  gonigyzykly
hereket ~ edydn  nokadyn  hemiselik
tizligini, w bilen aylanma hereketin tizligini, %
R bilen silindrini radiusyny belgilalin. Goy,
baslangy¢ yagdayda nokat Ox okun Gstiinde bolsun ( A nokat bilen gabat
gelsin), t wagtda bolsa M yagdayda bolsun. M nokadyn Oxy tekizlige
proyeksiyasyny N bilen, N nokadyn Ox oka proyeksiyasyny P bilen,
N nokadyn Oy oka proyeksiyasyny bolsa Q bilen belgildli, OP we
ON g¢yzyklaryn arasyndaky burgy ¢ bilen belgilép alarys:

X=0P =Rcos¢p; y=0Q =Rsingp; z=MN =Vt.
@ = ot bolany lcin X=Rcosawt; y=Rsinot; z=vt (12)
Bu denlemd aylawly ¢yzygyn parametrik denlemeleri diyilyar.

A~ 6-njy surat

86.3. Ginislikde tekizlik

1.Berlen nokadyn Ustiinden gegyan berlen wektora perpendikulyar
tekizlik.  Goy, goOnuburcly dekart koordinatalar  sistemasynda

M, (X,, Yo, 2,) nokat we nola deii bolmadyk n =(A;B;C) wektor
berlen bolsun. M, nokadyn Ustiinden gegyan n wektora perpendikulyar

bolan tekizligin denlemesini duzelin. Bu halda nwektora tekizligin normal
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wektory diyilyar.Ol tekizligi « bilen belgildlin we sol tekizlikde erkin
M(X;y; z) nokat alalyn (6-njy
surat).

MM :(X_Xo;y_YO;Z_Zo)
wektoryn o tekizlikde yatyanlygy

. M____'_____ M sebépli, ol n wektora
/] perpendikulyardyr.  Seylelikde ol
a wektorlarynn  skalyar  kopeltmek
hasyly nola dendir, yagny
T-nji sarat

MM =0
Yone MM =(X—X.;Y—YoiZ-2,); n= (A;B;C), sonun tgin
koordinatalary bilen berlen wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylynyn
formulasyny ulanyp,
AX=%,) +B(y-¥,) +C(z-2,) =0 (13)
denileméni alarys.
Ona berlen nokadyn 0stinden gegyan berlen wektora perpendikulyar

girizip
Ax+By+Cz+ D=0 (14)

gornlisde yazmak bolar. (13) we (14) denlemelerde X, y, z ululyklaryn
koeffisiyentlerinin normal wektoryn koordinatalarydygyny bellép gecelin.

4-nji mysal. M, (1;2;-1) nokadyn Ustiinden gecydn n (4;7;9)
wektora perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini diizmeli.
< (13) denligi ulanyp alarys:

AX-D)+7(y—-2)+9(z+1) =0

ya-da 4x+7y+92-9=0. »

5-nji mysal. M (3;0;4) we N(5;6;9) nokatlar berlipdir. M
nokadyn Ustlinden gegyéan we MN wektora perpendikulyar bolan
tekizligin denlemesini diizmeli.
< M nokadyn Ustlinden gegyan tekizligin denlemesini yazalyn.

A(x-3)+B(y-0)+C(z—-4)=0
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MN normal wektory tapalyn.
MN =(5-3)i+(6-0)j+(9—-4)k =2i +6j+5k.
Seylelikde gozlenyan tekizligin denilemesi
2(x—3)+6(y—-0)+5(z-4)=0

ya-da 2X+6Yy+5z—-26 =0 bolar.>

2.Tekizligin  umumy denlemesi. Goniburcly dekart
koordinatalar sistemasynda islendik tekizlik birinji derejeli algebraik
denleme, yagny

Ax+By+Cz+ D=0 (15)

gornlisdaki denleme bilen kesgitlenyér, bu yerde A,B,C hemiselik sanlaryn
in bolmanda biri noldan tapawutlydyr. Hakykatdan-da, eger X,, Y, Z,
(15) derileméni kanagatlandyryan sanlar bolsa, onda
AX, + By, +Cz, + D =0 bolar. Bu toZzdestwony (15) — den ayryp alarys:

A(X - Xo)+ B(y - YO) +C(z- Zo):0
Bu denleme (13) gérnusdaki denleme bolup, ol M,(X,,Y,,Z,) nokat

arkaly gecydn we normal wektory n=(A, B, C) bolan tekizlikdir.
Seylelikde, (14) denleme hem tekizligi kesgitleyér. (14) denilema tekizligin
(14) denleménin k&bir hususy hallaryna seredelin.
1)D=0. Bu yagdayda (14) denleme
AX+By+Cz=0 (16)
gornusi  alar. Bu dernilemani
0O(0;0;0) koordinata baslangyjy
kanagatlandyryar. Sonuni Ugin (16)
denleme koordinatalar
baslangyjyndan  gegyan tekizligin
denilemesidir (8-nji surat).
2) C=0. Bu halda (14) seyle gornisi

Y 7 alar :
/ ' AX+By+D=0 (17)

8-nji surat
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Bu yagdayda ﬁ:(A;B;O) wektor Oz oka we berlen tekizlige

perpendikulyar bolar. Sonun tgin (16) tekizlik Oz oka parallel bolar (9-njy
surat).

9-njy surat.
3) B=0 bolandaky Ax+Cz+D =0 tekizlik Oy oka parallel bolar.
4) A=0 bolandaky = By+Cz+D=0 tekizlik Ox oka parallel bolar.
5) C=0,D=0 bolanda Ax+By=0 denleméni alarys.D=0 bolanda
tekizligin koordinatalar baslangyjyndan gegyéandigi, C=0 bolanda bolsa Oz
oka parallel bolyandygy sebédpli Ax+By =0 tekizlik Oz okun Ustlinden
gecyan tekizlikdir (10-njy surat).

10-njy surat.

6) B=0;D=0 bolanda alynyan Ax+Cz =0 tekizlik Oy okun Ustunden
gecer.

7) A=0; D=0 bolanda alynyan By+Cz=0 tekizlik Ox okun ustiinden
gecer.

8) A=0; B=0 bolanda Cz+D =0 denlemani alarys.Bu tekizligin

n= (0;0;C) normal wektory Ox we Oy oklara perpendikulyardyr,
Cz+D =0 tekizlik bolsa Oxy tekizlige paralleldir.
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9) A=0; C=0 bolanda alynyanBy+D =0 tekizlik Oxz tekizlige
parallel bolar.

10) B=0;C=0 bolsa Ax+ D =0 tekizlik Oyz tekizlige parallel bolar.

11) A=0; B=0; D=0 bolsun. D=0 bolanda tekizligin koordinatalar
baslangyjyndan gegyandigi, A=0;B=0 bolanda bolsa tekizligin Oxy
tekizlige parallel bolyandygy sebépli Cz=0 ya-da z=0 denileme Oxy
tekizligin denlemesidir.

12) A=0; C=0; D=0 bolanda alynyan By =0 ya-da y=0 denleme
Oxz tekizligin denilemesidir.

13) B=0; C=0; D=0 bolanda alynyan Ax =0 ya-da x =0 deileme
Oyz tekizligin denilemesidir.

Derilemesi bilen berlen tekizligi gurmak gin bir goni ¢yzygyn
Ustlinde yatmayan U¢ nokady tapmaly.Tekizligini bir nokadyny tapmak
ucin x we y Uytgeyanlere erkin x, we y, san bahalaryny berip, tekizligin
denilemesinden z, bahany tapyarys we M(Xy:Y0:Zo) NOkKady
kesgitleyaris. Edil suna menzeslikde beyleki iki nokady hem tapyp bolyar.

Adatca sol ¢ nokat hokminde tekizligin koordinata oklary bilen
kesisme nokatlary alynyar. Soiira tapylan t¢ nokadyn Usti bilen tekizlik
gecirmeli.

6-njy mysal. 5x+2y+3z-15=0 tekizligi gurmaly.

< Onun Ugin berlen denilemede y=0 ,z=0 goyup x=3 alarys, sona
menizeglikde x=0; z=0; y=7,5 we x=0; y=0; z=5 nokatlary taparys.
Seylelikde M(3;0;0); N(0;7,5;0) we K(0;0;5) nokatlary aldyk. Bu tapylan
nokatlary goni ¢yzyklar bilen birlesdirelin. Ol hem go6zlenyan tekizligi
berer (11-nji surat).>

A
z

KL5

X 11-nji surat
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7-nji  mysal. M(1;-2;3) nokatdan gegcyan we Oz oka
perpendikulyar bolan tekizligifi deilemesini dizmeli.

<10z oka perpendikulyar tekizlik Oxy koordinata tekizligine
paralleldir we onun denlemesi Cz+D=0. Bu denlemede M nokadyn
koordinatalaryny goyup alarys: 3C+D=0, bu yerden D=-3C. Seylelikde
Cz-3C=0, C(z-3)=0, C = 0 bolany (¢in z-3=0 ya-da z=3.1>

8-nji mysal. M(4;2;-5) nokatdan we Oy okun Ustlinden gegyén
tekizligin denilemesini diizmeli.
<1 Oy okun Ustlinden gegyan tekizligin denlemesi Ax+Cz=0 bolar.Bu
denlemede M nokadyn koordinatalaryny goyup alarys: 4A-5C=0, bu

yerden A :%C . Seylelikde gozlenyan tekizligin denillemesi

%Cx+Cz =0 ya-da C[%X+ zj=0; 5x4z =0 bolar.>

9-njy mysal. M(1;1;2) we N(5;3;-2) nokatlardan gegyan we Ox
okuna parallel tekizligin denlemesini diizmeli.
<1 Ox okuna parallel tekizligin denlemesi By+Cz+D=0 bolar. Gézlenyan
tekizlik M we N nokatlaryn ustlinden gegyanligi sebépli, olaryn
koordinatalary sonky derileméni kanagatlandyrmaly. M we N nokatlaryn
koordinatalaryny denllemede goyup alarys:

B+2C+D=0; 3B-2C+D=0, bu yerden B= —%; C= —% .

Seylelikde gozlenyéan tekizligin denlemesi

—%y—%z + D =0 ya-da 2y+z-4=0 bolar.

3. Tekizligin normal deiillemesi.Goy, kébir tekizlik berlen bolsun.
Koordinata baslangyjyndan berlen tekizlige perpendikulyar bolan goni
cyzyk gegirelin we olaryn kesisme nokadyny P bilen belgilélin. Sol goni
cyzygyn (ﬁ normalyni) poloZitel ugry oP wektoryn ugry bilen gabat
gelyédr diyelin.n normalyn Ox, Oy, Oz koordinata oklary bilen emele
getiryan burclaryny degislilikde «, S, y bilen, oP wektoryn ululygyny
bolsa p bilen belgilalin, yagny p =OP. (12-nji surat).
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12-nji surat.

Eger M(x; y; z) nokat tekizligin erkin nokady we r =OM - onuit
radius wektory bolsa, onda

npnm =p.
Seylelikde, m wektoryn n oka proyeksiyasy

npnm =XCoSa + yCcos B +zcosy
denlik bilen kesgitlenydr. Sonky iki denlikden alarys:
Xcoso+Yycosp+zcosy—p=0. (18)
Tekizligin umumy defilemesini (18) gérniise getirmek bolar. Onun
Ucin Ax+By+Cz+D =0 denlemanin iki bolegini hem g # Osana
kopeldip alarys:
pAX +uBy +uCz +ub=0 (19)
L sany asakdaky derilikler yerine yeter yaly saylap alalyi:
UA=coSa; uB=cosf; uC =cosy;uD=—-p (20)
Birinji ¢ denleménin iki bolegini hem kwadrata goterip, soira
agzalayyn gosup alarys:

n?(A? +B? + C?) =cos® o+ cos? B+cos?y =1.

Belli bolsy, yaly A? + B2 +C? 0, onda
1

H:
++JA2 +B?+C?
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(21) denlik bilen kesgitlenydn u sana normirleyji kopeldiji diyilyér.
uD =—p denlikden gornisi yaly (21) denlikde alamat tekizligin umumy
denlemesindédki D azat agzanyn alamatyna garsylykly saylanyp
alynmalydyr. i1 kopeldijinin bu bahasyny (20) denliklerde goyup,
cosa, cosf, cosy we p ululyklary berlen AB,C we D koeffisiyentler
arkaly anladyan formulany alarys:

A B
COSf =——F———————, cosﬁ:— :
+y A’ +B? +C? +4 A’ +B? +C?
C D
cosy = ;

. p= .
+4/ A2+ B2 4C2 FJA2 4 B2 42

Bu formulalar tekizligin umumy denilemesinden normal denlemd gegis
formulalarydyr. Seylelikde tekizligii umumy denlemesi x normirleyji
kopeldija kopeltmek arkaly normal goérnise getirilyar.

10-njy mysal. 2x+3y-6z+21=0 tekizligin derilemesini normal
gornuse getirmeli.
< (21) denlikden peydalanyp, g normirleyji kopeldijini tapalyn.
D=21>0 bolany ug¢in formulada “minus” alamatyny alarys:

1 1

V2P 432462 T
Seylelikde berlen tekizligin normal denlemesi
—gx—§y+§z—3=0.
77 7
8§ 6.4. Berlen nokatlaryi Ustiinden gecyan tekizlikler
1. Berlen (¢ nokadyn Ustinden gegyan tekizligin
derilemesi.Goy bir goni ¢yzygyn Ustinde yatmayan berlen
M, (X3 Y1:2) My (%5 Y,32,), M5(Xs5Y5:2,)  Uc  nokadyn — Gstiinden
gecydn & tekizligin denlemesini diizmek gerek bolsun. o tekizlikde
erkin M(x; y; z) nokat alalyn (13-nji surat).

MM = (X=X, Y = ¥1,Z=2)i MiMy, = (X, = X, Yo = Y1, 2, = Z3);

M{Mj =(X; — X1, Y3 — Y1, 23— 24)
wektorlar o tekizlikde yatyarlar, olar komplanardyr. Sonyin (gin olaryn
garysyk kopeltmek hasyly nola dendir:
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M.
¢ M

M /

7\ .

| L A{]
7; &

aq

13-nji surat.

Wektorlaryn komplanarlyk sertinin esasynda alarys:

X=X% Y=Y -4

X, =% Yo=Y Z,-7|=0. (22)

X3 =X Ys—Y1 Z3— 7
Bu denleme M,,M,,M, nokatlaryn Ustinden gecgyan tekizligin
denlemesidir.

11-nji mysal. M, (3;0;4) ,My(5; 2; 6) we M3(2; 3; -3) nokatlaryi
ustlinden gegyan telkizligin denlemesini yazmaly.
< formuladan peydalanyp alarys:

x-3y-01z-4 x-3yz-4
5-32-06-4 |=0 2 2 2|=0
2-33-0 -3-4 -1 3 -7

Bu kesgitleyjini birinji setirin elementleri boyunca dagydyp yazalyn :
-20(x—-3)+12y+8(z-4)=0, 5x-3y—-2z-7=0.
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2. Berlen iki nokadyf Ustinden gecgyén tekizligifi defilemesi.

Berlen iki M, (x,Y;,z) we M,(x,,Y,,2,) nokatlaryfi ustinden gecyén
tekizliklerifi defilemesini yazalyfi.Onufi Ugin erkin Gglinji M;(X3,Y5,23)
nokady alalydi we (22) formulany ulanyp, ¢ nokadyn Ustlinden gegyén
tekizligin denlemesini yazalyn:

X=X Y=Y 2-4

Xo =% Yo=Y Z,=2|=0

X3=X Y= Y1 53— 4
M3 nokadyn erkin bolany ugin, X=X =K, Ya— Y= Ky, z3—2, =k;
erkin sanlardyr.Seylelikde, islendik erkin kj,k,,k, sanlar ugin

X=X Y=Y, Z—-7

X=X Yo=Y Z,—73|=0

ke ko kg

denlik yerine yetyandir. Bu deileme M; we M, nokatlaryn Ustinden
gecyan tekizligifi defilemesidir.Sona gord k,,k,,k, sanlara dirli bahalary
bermek bilen, berlen M; we M, nokatlaryfi Ustlinden gecyan durli
tekizlikleri almak bolar.

86.5.1ki tekizligifi 6zara yerlesisi
1.1ki tekizligin parallellik we perpendikulyarlyk serti.

Ax+By+C,z+D; =0 we A,x+B,y+C,z+D, =0
defilemeleri  bilen berlen tekizlikelere seredelif. Bu tekizliklerifi
degislilikde n, =(A,, B,, C,),n,=(A,, B,, C,) normal wektorlary
bardyr.

Eger tekizlikler parallel bolsalar, onda olara perpendikulyar bolan

n, =(A;B;;C;) we n, =(A;;B,:C,)
wektorlar  Kkollinear bolar we tersine.Sonun Ggin hem wektorlaryn
kollinearlyk sertine gora

A_BL_C g
AQ BZ C2
(23) derilik iki tekizligifi parallellik sertidir.
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Eger (23) sert yerine yetmese, onda tekizlikler kesisyarler. Hususy
halda, eger tekizlikler perpendikulyar bolsalar, onda olara perpendikulyar

bolan n, we n, wektorlar hem Ozara perpendikulyar bolarlar.
Wektorlaryfi perpendikulyarlyk sertine gora
AA, +B,B,+C,C, =0 (24)
Bu defilik iki tekizligifi perpendikulyarlyk sertidir.
12-nji mysal. 6x+8y—-4z-6=0 we 3x+4y-2z+3=0
tekizliklerifi paralleldigini gérkezmeli .
< Tekizliklerin denlemelerinden gornisi yaly
izgzz- B, 8 ., C -4

A, 3 B, 4 cC, -2
Seylelikde, izizﬁ yagny tekizlikler paralleldirler. >
A2 2 C2

13-nji  mysal. 2x+3y—-4z+1=0 we 5x-2y+z+6=0
tekizliklerii 6zara perpendikulyardygyny gorkezmeli .

< Tekizliklerifi perpendikulyarlyk serti yerine yetyar, yagny

2:5+3-(-2)+(-4)-1=0.

Seylelikde, tekizlikler 6zara perpendikulyardyr. >

2. Iki tekizligii arasyndaky burg. Goy iki tekizlik
A x+By+C,z+D, =0,A,x+B,y+C,z+D, =0defilemeleri  bilen
berlen bolsun. Bu tekizliklerifi kesismeginden emele gelyan ikigranly
burclaryfi biri bu tekizliklere perpendikulyar bolan n, =(A;;B;;C,) we

E =(A,;B,;C,) wektorlaryfi arasyndaky ¢ burca defi bolar.Sona gora-
de iki wektoryfi skalyar kopeltmek hasylynyfi kesgitlemesi esasynda
alarys:

cos MM _ AA, +B,B, +C,C, 29
n,|-n,| AZ+B2+C2\/AZ+B2+C2

Bu formula iki tekizligifi arasyndaky ¢ burgy tapmaklygyfi formulasy
diyilyar.
14-nji mysal. x-2y+3=0 we y+2z-5=0 tekizliklerif
arasyndaky burgy tapmaly .
<(25) formulany ulanyp alarys:
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cosqo LOF(21402_—2 o

N1+4-41+4 5
Seylelikde, ¢ ~113°35.>

86.6. Tekizligin kesimlerdéki denlemesi

Eger tekizlik d&hli koordinata oklaryny kesip, koordinata
baslangyjyndan ge¢meydn bolsa, onda onun denlemesini “kesimlerdéki
denleme” diylip atlandyrylyan gorniisde bermeklik amatly bolyar.

Giniglikde koordinata oklaryny kesydn we koordinata
baslangyjyndan gecmeyan tekizlige seredelin. Ol tekizligin denlemesini

Ax+By+Cz+D=0 (26)
gornlisde yazalyn, bu yerde A, B,C koeffisiyentlerin hi¢ biri hem nola deni
daldir.

M 14-nji surat.
X

Tekizligii  koordinata oklaryndan kesip alyan kesiminin
uzynlyklaryny degislilikde a,b,c bilen bellgilalii. M (a;0;0) nokat
berlen tekizlige degisli nokatdyr.Sonufi Gcin bu nokadyii koordinatalary
(26) deflleméni kanagatlandyrmalydyr, yagny

D
Aa+D=0 ya-da A=——.
a
Sufia mefizeglikde P(0;b;0) we N(0;0;c) nokatlaryfi koordinatalary

hem (26) defileméani kanagatlandyrmalydyr:
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Bb+ D=0 vya-da B:—%

Cc+D=0 ya-da C:—%.
A, B, C koeffisiyentlerifi bu tapylan bahalaryny (26) defilemede ornuna
goyup alarys:

-EX—Ry—EZ-I- D=0
a b C
Defiligifi iki bolegini hem —D sana boliip alarys:

§+l+5:1 (27)
a b c

15-nji  mysal.  Tekizligin ~ umumy  4x-3y+2z-12=0
defilemesini onufi kesimlerdéki defilemesine getirmeli.

< Berlen 4x-3y+2z-12=0 defilemanifi iki bolegini hem 12-3
bolup alarys:

4x 3y+£_
12 12 12

1, 5+—+—=1. >
3

86.7.Nokatdan tekizlige cenli uzaklyk

Nokatdan tekizlige gecirilen perpendikulyaryfi uzynlygyna
nokadyfi tekizlikden uzaklygy diyilyér.

Nokatdan tekizlige ¢enli uzaklygyi formulasyny getirip gykaralyfi.

Goy, Ax+By+Cz+D=0 tekizlik we tekizligifi Ustlinde
yatmayan Mo(Xo; Yo; Zo) nokat berlen bolsun.Berlen M, nokatdan berlen
tekizlige perpendikulyar gegirelifi.Sol perependikulyaryfi esasyny

M(x,y,z) bilen, My nokatdan tekizlige cenli uzaklygy d bilen
belgilalifi (15-nji surat).

Iki nokadyii arasyndaky uzaklygyf formulasyny ulanyp alarys:

d=[MoM | =y(x= )" + (y — y0)? + (- 2,)°

Gurlusa gord MM = (X—X,; Y — ¥,; Z—2,) Wektor tekizligifi

ﬁ:(A,B,C) normal wektoryna paralleldir, yagny MOM//H.

146



_—

M, M we n wektorlaryii parallellik serti boyunca

X=X _ Y=Y _2-%

= =1.
A B C
Mo
L m
15-nji surat.

Sona goré-de
X=X, =AA, y—Yy,=1B; -2z, =AC. (28)
Bu bahalary formulada goyup alarys:

d =vA?A?+ B2+ 22 +C? =|i|J A* +B? +C? (29)

A -ny kesgirtlemek tcin (28) defliklerden, x, y, z ululyklaryfi bahalaryny
tapalyfi:

X=X+ 4 A, y=Yo+ 1B, =70+ A C.

Bu tapylan bahalary berlen tekizligifi defilemesinde goyup,

A(Xx, + AA) + B(y, +AB)+C(z,+AC)+ D =0

denligi alarys we bu defilikden A -ny kesgitléris:
A(A* +B? +C?) + Ax, + By, + Cz, + D=0,
_ A% +By,+Cz,+D
A +B+C?

Bu bahany (19) defilikde goyup alarys:
_ AX +By,+Cz, +D|

A=

d= A’+B%2+C =
A’ +B2+C2 |
=|Ax0+By0+Czo+ D|; ’ =|Ax0+By0+Czo+ D| (30)
JA? +B2+C? VA2 +B2+C?

Bu formula nokatdan tekizlige ¢enli uzaklygyfi formulasy diyilyar.
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16-njy mysal. My(7;-8;3) nokatdan x+2y—-2z-12=0 tekizlige
cenli uzaklygy tapmaly.
<1(30) formulany ulanyp alarys
do |1-7+2-(—8)+(—2)-3—12| B |—27| g
V12 +22 4 (=2)2 3
17-nji mysal. x+2y-2z+7=0 tekizlige parallel bolan we M(4;3;-2)
nokatdan d=7 aralyk daslykda yatan tekizligin detilemesini diizmeli.
< Gozlenyén tekizligin denlemesini x+2y-2z+D=0 gornusde gozlélin. M
nokatdan bu tekizlige cenli uzaklyk
[4+2:3-2-(-2)+D| [14+D|

N1+4+4 3

Serte gord d=7. Onda D-ni kesgitlemek Gg¢in alarys: 7

>

|14+ D| ]
=——— vyada
21=+(14+D), buyerden D, =7; D, =-35.

Seylelikde, meselénin sertini  x+2y-2z+7=0 ; x+2y-2z-35=0 tekizlikler
kanagatlandyryar. Birinji tekizlik berlen tekizlik bilen gabat gelyéar. >

§86.8.Gifislikde goni ¢yzyk

1. GOni ¢yzygyi wektor-parametrik defilemesi. Goni ¢yzygyfi
Ustlinde yatyan ya-da ona parallel bolan islendik wektora ol goni ¢yzygyn
ugrukdyryjy — wektory diyilyar.Ugrukdyryjy wektoryn ugrukdyryjy
kosinuslaryna bolsa goni ¢yzygyn ugrukdyryjy kosinuslary diyilyér.

Berlen Mo(Xo, Yo, Zo) nokatdan gecyan we a=(a,,a,,a;) ugrukdyryjy
wektory bolan goni ¢yzygyin defilemesini dizelifi. Onufi (cgin M0A=§
wektora seredelifi (16-njy surat).

Goy, M(x, vy, z) goni ¢yzygyh erkin nokady, r=0M onufi
radius- wektory, F(; =0M, bolsa M, nokadyn radius-wektory bolsun,
onda OM,+M,M =OM; M_,M =at bolar. Sonuii tigin

r=r+at
wektor denlemani alarys.Ona goni ¢yzygyfi wektor-parametrik defilemesi
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diyilyar. Bu denlemedaki wektorlaryn koordinatalardaky

z

o

16-njy surat.
r=0M =(x,y,2); 1,=0M; =(Xy,¥,,2, ); a=(a;,a,,a,)

yazgylaryny ulanyp, wektor formasyndaky defilemeden goni cyzygyn
koordinata formasyndaky parametrik denllemesini alarys:

X=X, =ayt,
Y= Yo =ast, (31)
Z—17,=a,t.
(31) sistemadan alarys:
X = Xp —t: Y—Yo —t: Z-1, —t.
a'1 a2 a3
Bu denlikler esasynda alynyan
X — X - z2-12
0 — y yO — 0 (32)

al a2 a3
defilemd goni ¢yzygyfi kanonik defilemesi diyilyar.
18-nji mysal. M(-1;2;5) nokatdan gecyan a= (9;—2;4) wektora
parallel bolan goni ¢yzygyf parametrik defilemesini diizmeli.
< (31)defiligi ulanyp alarys:
X=-1+90t,y=2-2t;z=5+4t. o>
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19-njy mysal. My(1; 0; -1) we My(-2; 1; 2) nokatlardan gegyan
goni ¢cyzygyii kanonik defilemesini diizmeli.

<1 Goni gyzygyi ugrukdyryjy wektory  M;M, =(-3;1,3) bolar.
Onda (32) formula esasynda alarys:
x-1 'y z+1 >

-3 1 3
20-nji mysal. Oy okuna parallel we M(1; 0; 2) nokatdan gegyan
goni ¢yzygyii kanonik defilemesini diizmeli.
<GOni ¢yzygyfi ugrukdyryjy wektory hokminde j=(0;1;0)
birlik wektory almak bolar. Sona gora (32) defilik esasynda alarys:

x-1_y_z2-2
0 1 0

2. Berlen iki nokadyfi Gstinden gegyan goni gyzygyf
defilemesi. Goy, iki sany durli M;(X;,y;,z;) we M,(X,,Y,,Z,)
nokatlar berlen bolsun. Bu nokatlaryf stinden gegyan goni ¢yzygyh
defilemesini dizelifi. Ugrukdyryjy a wektor hokmiinde

a=MM,=(X,-X, Y, = ¥1, 2, - 2,)
wektory almak bolar.
Onda goni ¢yzygyii kanonik defilemesi esasynda

X_X1: Y-¥% :Z_Zl (33)
=% Yo=Y 74
denlemdni alarys.Ona iki nokadyfi Gstiinden gegyan goni c¢yzygyh
defilemesi diyilyar.
21-nji mysal. A(1;2;-1) we B(0;3;-4) nokatlaryn Ustiinden
gegyan goni ¢yzygyn denlemesini diizmeli.
<1 (33) formulanyn esasynda alarys:
x—1= y—2 _ z+3 ya-da x—1= y—2 _ z+1
-1 1 -3 1 -1 3
3. Ginislikde goni c¢yzyklaryn 6zara yerlesisi. Goy, iki goni
cyzyk parametrik defilemeleri bilen berlen bolsun
X=X +at;y=y, +a,t; z=2z +ay, (34)
X=X, +bt; y=y,+b,t; z=27, +b;t. (35)

2>
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(34) goni gyzyk Mi(x1,y1,21) nokatdan, (35) goni gyzyk bolsa Mx(Xz2,Y2,22)
nokatdan gegyar. Bu goni ¢yzyklaryn degislilikde a=(a;,a,,a;) we
b =(b,,b,,b,) ugrukdyryjy wektorlary bolar. (34) we (35) goni

cyzyklaryfi arasyndaky burg a we b ugrukdyryjy wektorlaryn
arasyndaky burca defidir. Eger berlen iki goni ¢gyzygyf arasyndaky burgy
¢ bilen belgilesek, onda

- -

_ aby +a,b, +agh,
JaZ+aZ+a2 y[b? +bZ +b2
Eger goni c¢yzyklar parallel bolsa, onda olaryfi ugrukdyryjy
wektorlary paralleldir. Diymek, iki goni ¢yzygyfi parallellik serti

b _b b
& a 8
Eger goni ¢gyzyklar perpendikulyar bolsa, onda olaryfi ugrukdyryjy
wektorlary perpendikulyardyr.Diymek, iki goni cyzygyf
perpendikulyarlyk serti

a-b

a-
cos<p=r

ab +ab, +ab, =0.

22-nji mysal X3 _y*2_ 2 e X*+2_y-3 245
T -1 42 1 1 2
goni ¢yzyklaryfi arasyndaky yiti burgy tapmaly .
< Formuladan peydalanyp alarys:
1-1+2 1 cosp=tip=60°
VI+1+42 414142 27 2’ '
Indi parametrik denlemeleri bilen berlen iki goni ¢yzygyn

giniglikde 6zara yerlesisine seredelin. Onun Ugin a =(a;;a,;a;) ,b
= (b;;b,;b,) ugrukdyryjy wektorlara, seyle hem

Cos ¢ =

MM, = (X, — X, Y, — V5, Z, — ;) Wektora seredelifi. a,b we M,M,
wektorlar komplanar dal bolanda we dine sonda berlen ¢yzyklaryn
atanak ¢yzyklardygy aydyndyr.Bu halda a,bwe MM, wektorlaryii
garysyk kdépeltmek hasyly noldan tapawutlydyr, yagny

151



X=X Y=Y 1,4

ab we M;M, wektorlar komplanar bolanda we dine sonda berlen

goni ¢yzyklar tekizlikde yatyarlar we a,b, M, M, wektorlaryn
garysyk kopeltmek hasyly nola dendir, yagny

a‘l a2 a3
b, b, b, |=0.

X, =Xy Yo=Y £, 4

Eger bu kesgitleyjinini ilkinji iki setiri proporsional bolmasa, onda
cyzyklar kesisyérler, eger kesgitleyjinin ilkinji iki setiri proporsional bolsa,

onda goni ¢yzyklar parallel bolarlar, eger Et,B,MlM2 wektorlaryn Ggsi
hem kollinear bolsa, yagny kesgitleyjinin &hli setirleri proporsional bolsa,
onda goni ¢yzyklar gabat gelyarler.

23-nji mysal. My(2;-3;—7) nokatdan gegyan we ugrukdyryjy
wektory a= (4,-6;5) bolan goni cyzygyni parametrik denlemesini
dizmeli.

< Meseldnin sertine gora

Xo=2,Yg =32y =—1;8 =4;a, =—6;3;,=5.

Onda formuladan peydalanyp alarys:

X=2+4t;y=-3-6t;,z=-7+5t. >

24-nji  mysal. X=1-9t; y=2+8t;z=3-7t we
X =6-2t;y =5+ 3t;z =4+t parametrik denlemeleri bilen berlen iki goni
cyzygyn Ozara yerlesisini dernemeli:
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< Denlemelerin koeffisiyentlerini ulanyp, alarys:

-9 8 -7 |98 -7][98 -7 )
-2 3 L|=F2 3 1=F7 0 0=| JJ:7(8+21);to,yagny
6-1 5-2 4-3 |53 1 |5 3 1

goni ¢yzyklar atanakdyrlar.

86.9. Ginislikde goni ¢yzygyn we tekizligin kébir meselesi
1. Iki tekizligin kesisme goni ¢yzygy hokmuinde.

Umumy denlemeleri bilen berlen iki tekizlige seredelin:
Ax+By+Cz+D, =0; Ax+B,y+C,z+D, =0.
Bu tekizlikler tgin olaryn parallellik serti yerine yetmeyér diyip
gliman edelin. Goy,

ALB
o F o vagny
A, B

Bu yagdayda tekizlikler
AX+ Bly+Clz+D1=O,} (36)
Ax+B,y+C,z+D, =0
denlemeler bilen kesgitlenydn goni ¢yzyk boyunca kesisyarler.(36)
denlemani,yagny goni ¢yzygy parametrik gornuse getirelin. Onun Ugin
goni ¢yzykda nokady we ugrukdyryjy wektory saylap almak zerurdyr.

#0 bolsun.

A B
A,

2

Ugrukdyryjy wektor hékminde a= ﬁ;n_; wektory almak bolar, bu
yerde nj we ni2 seredilyédn tekizliklerin ~ normal wektorlarydyr.
n =(A,B,C), n,=(A,B,,C,), bolyandygy icin iki wektoryi wektor
kdpeltmek hasylynyn formulasy boyunca

B.C| |AC| |A Bl}

a=

{BZ C2 AQ CZ AQ BZ
bolar.Nokady saylap almak tgin (36) sistemada erkin z=z, bahany bellap,
asakdaky denlemeler sistemasyny alarys:

Ax+By=-Cyz, - D, }

Ax+B,y=-C,z,-D,.
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Bu sistemanyn kesgitleyjisi noldan tapawutlydyr. Ony ¢6zlp, X=X, we
Y=Y, bahalary alarys. Seylelikde M(Xo,Y0,20) nokat bellenildi.
Seylelikde, goni ¢yzygyn parametrik denlemesi asakdaky gornusde bolar:

BC, AC AB,
BZCZ AQCZ AQBZ

24-nji mysal. Umumy gornisde berlen tekizliklerin kesismesi
hokminde berlen

X=X+ t, y=Yy,+ t, z=2,+ t.

3Xx—-4y+z-2=0
7X-5y+52-9=0
goni ¢yzygyn umumy denlemesi bilen berlen goni ¢yzygyn parametrik

defilemesini yazmaly.
< Sistemadan z,=0 bolanda alynyan

3X—4y=2
TX—-5y= 9}

sistemany ¢Ozup X,=2;y,=1 bahalary alarys, yagny goéni cyzygyn

bellenen M, (2;1;0) nokady alyndy. i, =(3;—4;1); 1, =(7;-5;5) bolany

ugin
(41 [31] [3-4
[](

J ={-15,-8.13}.
-55" |75/'|]7-5

bolar.Sonun ugin goni ¢yzygyn parametrik denlemesi
x=2-15t; y=1-8t; z=13t bolar.>

2. Ginislikde goni ¢yzygyn we tekizligin 6zara yerlesisi. Umumy
gorniusde berlen
Ax+By+Cz+D=0 (37)

hem-de parametrik denlemeleri bilen berlen
X=Xy +at, y=Yy,+ta,t, z=2,+ast (38)
goni ¢yzyga seredelin.

Goni ¢yzygyn we tekizligin umumy nokadyny tapmak tcin olaryn
denillemelerinin  sistemasyny ¢6zmek zerurdyr. (38) denlikler bilen
kesgitlenyan x, y, z ululyklary (37) deiilemede goyup alarys:

A(xy +at) + B(y, +a,t) +C(z, +at)+ D=0
ya-da
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(Aa, + Ba, + Ca,)t + (Ax, + By, +Cz, + D) =0 (39)

Eger Aa, + Ba, + Ca, # 0 bolsa, onda (34) denileménin yeke-ték
¢oziiwi bardyr:
_ AX+By, +Cz, + D

"~ Aa +Ba,+Ca,

Goni ¢yzyk bilen tekizlik koordinatalary t-nifi bahasyny (38) denliklerde
ornuna goymak bilen tapylyan yeke-tdk nokatda kesisyarler.Eger
Aa, +Ba, +Ca; =0, Ax,+By,+Cz,+D =0 bolsa, onda (39) denileme
t-nin hi¢ bir bahasyny kanagatlandyrmayar, bu yagdayda goni ¢yzyk bilen
tekizligin -~ umumy nokady yokdyr. Eger Aa +Ba,+Ca; =0,
Ax, + By, +Cz, + D=0 bolsa, onda (39) denleme t-nin islendik bahasyny
kanagatlandyryar, bu yagdayda goni ¢cyzyk tutuslygyna tekizlikde yatyar.

Bellik. Sonky iki halda yerine yetydn Aa, +Ba,+Ca; =0 sert
goni gyzyk bilen tekizligin parallelliginin zerur we yeterlik sertini anladyar
(ol sert Ozara perpendikulyar bolan n =(A,B,C) we a= (a,,a,,a3)
wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylynyn nola denliginden hem gelip
cykyar).

25-nji  mysal. Xx=1-t, y=2+3t, z=6-4t goni gyzygyn
X+ y+2z-3=0 tekizlik bilen kesisme nokadyny tapmaly.

< Aa, +Ba, + Ca, =0 sertin yerine yetmeyéandigi sebépli (yagny
1.(-)+1-3+1-(-4) #0) gobni ¢yzyk we tekizlik Kkesisyérler. Goni
cyzygyn denlemesinddki x,y,z-lerin bahalaryny tekizligin denlemesinde
ornuna goyup alarys:

1-t+2+3t+6-4t-3=0, —-2t+6=0, t=3.
t-nin bu bahasyny goni ¢yzygyn denlemesinde goyup, goni ¢yzyk bilen
tekizligin kesisme nokadyny taparys:
Xx=1-3=-2, y=249=11 z=6-12=-6. M(-2;11,-6).>

3. Goni ¢yzygyn we tekizligin arasyndaky burg. Parametrik

gdrnlsde berlen
X=X +at, Yy=Y,+ait, z=z,+agt
goni gyzyk bilen Ax+ By + Cz + D = 0 tekizligin arasyndaky ¢ burgy
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tapalyn. n= (A,B,C) wektoryn berlen tekizlige perpendikulyar bolany
ucin, goni ¢yzygyn ugrukdyryjy a=(a;,a,,a,) wektory n wektor bilen

W= % —@ ya-da y = % + @ burgy emele getiryér (17-nji surat).

Bize belli bolsy yaly
n-a
COSy = ———
Al-la

Emma ¢ burcun yiti we poloZitel bolyandygy sebdpli

sing =|cosy|.
Sonun Ggin hem
|Aa, + Ba, + Cay|

VA’ + B2 +C2 -\/afjtaﬁjtas2 '
iz‘k z7 f“zT A
% M %2
// / /L:P |
oy /f

17-nji surat.

sing =

Bu formula goni ¢yzygyn we tekizligin arasyndaky burgy kesgitleyér.

Eger goni ¢yzyk tekizlige parallel bolsa, onda goni ¢yzygyn
ugrukdyryjy a wektory tekizligin normal [ wektoryna perpendikulyar
bolar.

Sonun Ggin goni ¢yzygyn tekizlige paralellik serti

X*+y* =/ (2) +9;(2)
bolar. Eger goni ¢yzyk tekizlige perpendikulyar bolsa, onda goni ¢yzygyn
ugrukdyryjy a wektory tekizligin normal [ wektoryna parallel bolar.
Sona gora-de goni ¢yzygyn tekizlige perpendikulyarlyk serti
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bolar.

26-njy mysal. x=-3+2t, y=1-3t, z=t goni ¢yzyk bilen
2X — y + z + 3 = 0 tekizligin arasyndaky burgy tapmaly.

< Tekizligifi normal wektory n= (2;-1), goni gyzygyfi
ugrukdyryjy wektory a= (2,-3;1) bolar.

Formulanyfi esasynda alarys:
2:2+(-1)-(-3)+1-
Sinp— 22Dy
V224 (1) 412 2% + (-3)2 + 12
8 8 4 442
V6414 2421 21 21

sinp~0,8730 , @=~60°49 >.

~0,8730

6.10. Ikinji tertipli Ustler

1. Ellipsoid.Oxyz goniburc¢ly koordinatalar sistemasynda

......

......

(40) denlemd ellipsoidin kanonik denilemesi diyilyar, a b, c
ululyklara ellipsoidin yarym oklary diyilyér.(40) denlemeden gornusi yaly
koordinata tekizlikleri ellipsoidin simmetriya tekizlikleridir, koordinatalar
baslangyjy simmetriya merkezidir.Koordinata oklarynyn ellipsoid bilen
kesisme nokatlaryna ellipsoidin depeleri diyilyér.

Ellipsoidin ~ Oxy  tekizligine parallel tekizlik bilen kesigine

seredelin, goy ol tekizlik z=h denleme bilen berlen bolup, h\ < ¢ bolsun.
Onda kesikde emele gelyén ¢yzyk asakdaky denlemeler bilen kesgitlenyar.
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=1—; z=h 4)
c

18-nji surat 19-njy surat.

2
1—h—2 poloZitel sany k* bilen belgilap,(41) denleméni
c

XZ y2
—1 7=h
@ o

gornlisde yazmak bolar. Bu yerden goérnusi yaly, (40) ellipsoidin z=h
(|h[ < c) tekizlik bilen kesigi |h| ululygyi artmagy bilen kemelyan —ak

we bk yarym oklary bolan ellipsdir, h\ =c bolanda bu ellips ellipsoidin

depelerine dartylyar. Ellipsoidin Oxz we Oyz koordinatalar tekizliklerine
parallel tekizlikler bilen kesigi yokardaka menzesdir.

2 2
Oxz koordinata tekizligi ellipsoid bilen L2+g7=1; y=0
a
denleme bilen kesgitlenyéan ellips boyunca kesisyar, Oyz tekizlik bolsa

y2 2

ellipsoid bilen o +(Z;—2 =1, x=0 denlemeli ellips boyunga kesisyar.

Eger ellipsoidin iki yarym oky den bolsa, mysal c¢in , eger a=b
bolsa, onda
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2 2 2

X2 y? oz
—+—=+—=1 (42
a? a? ¢? (42)

denleméni alarys.Bu ellipsoidin Oxy tekizlige parallel z=h tekizlik bilen
kesismeginden merkezi Oz okunda bolan

h2
X +y? =(1—?)a2; z=h

towerek alynyar.Sonun Ugin seyle ellipsoid  Oxz tekizliginde yerlesen

2 2
Lz+% =1 ellipsin Oz okunyn dasyndan aylanmagyndan alnyp bilner.

a

......

ahli ¢ yarym oklary den bolsa, yagny a=b=c bolsa, onda
X2 +y2+22=3.2
denileméni alarys.Bu denleme sferanyn denlemesidir.Sfera ellipsoidin
hususy halydyr.
27-nji mysal. 9x? +16y? + 3622 —18x + 64y — 2167 + 253 =0 (isti
kanonik gorniise getirmeli we gornisini kesgitlemeli.
< Berlen denlemanin ¢ep boélegini 6zgerdip alarys:
9(X* —2x+1)+16(y* +4y +4) +36(z> —62+9)—9-64—-324+253=0
ya-da  9(x—1)> +16(y +2)* +36(z—3)* =144.
Derligin iki bolegini 144-e bolip alarys:
_1\2 2 Y
(x=D?  (y+2° (z-3° _,
16 9 4
Bu denleméni (40) denleme bilen denesdirsek, ol tstun yarym oklary a=4;
b=3; c=2, merkezi (1;-2;3) nokatda bolan ellipsoid Gstdiigini gérmek
bolar.>
2. Giperboloid. Oxyz goniuburcly koordinatalar sistemasynda

X2 y2 Z2
2w et @
denleme bilen kesgitlenyén Uste bir oyukly giperboloid diyilyar (19-njy
surat).
Oxyz goniburcly koordinatalar sistemasynda
XZ y2 ZZ
et ¥
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denleme bilen kesgitlenyan (ste bolsa iki oyukly giperboloid diyilyér
(20-nji surat)

z) 2]

20-nji surat. 21-nji surat.

(43) we (44) denlemelere giperboloidin kanonik denlemeleri diyilyar. a,b,c
ululyklara bir oyukly (iki oyukly) giperboloidini yarym oklary diyilyar.Bir
oyukly we iki oyukly giperboloidlerin ikisi Gc¢in hem koordinatalar
tekizlikleri simmetriya tekizlikleridir, koordinatalar baslangyjy simmetriya
merkezidir.

Giperboloidin koordinatalar tekizliklerine parallel tekizlikler bilen
kabir kesigini bellalin.Mysal Ugin, bir oyukly (43) giperboloid z=h
tekizlik bilen

Xy K
— 4+ =1+, z=h
a7

ellips boyunca, Y = h(|h|#b) tekizlik bilen
2 V¥ .
1—7, y=h.

a2

giperbola boyunca; y=b tekizlik bilen bolsa
x> 7
———=0; y=b
a’ ¢ ¢
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iki goni ¢yzyk boyunca kesisyar.

Ellipsoida  menzeslikde eger bir oyukly ya-da iki oyukly
giperboloidin a we b yarym oklary den bolsa, onda ona aylanma
giperboloid diyilyar we bir oyukly giperboloid Oz okun dasyndan

2 2
X z
X 2 -1 y=0
a? c? y

giperbolanyn aylanmagyndan alynyar, iki oyukly giperboloid bolsa Oz
okun dasyndan giperbolanyn aylanmagyndan alynyar.

28-nji mysal. 4x* -9y’ +362° —16Xx—-54y-722-65=0
denleméni kanonik gornise getirmeli we gdrnisini kesgitlemeli.
< Berlen denlemé&nin ¢ep bolegini 6zgerdelin.
4(x% —4x+4)—-9(y2 +6y+9)+36(22 —27+1)—16+81—36—65=0
ya-da 4(x—2)* -9(y+3)* +36(z-1)* =36
Derligin iki bdlegini 36-a bolup alarys:
(x=2° _(y+3° (@-D° _,

9 4 1
X=x-2;Y=y+3;Z=z-1 tdze koordinatalary girizip, alarys:
X% Y* z°
——+—=1
9 4 1

Bu st bir oyukly giperboloidi kesgitleyar. >

29-njy mysal. 3x* —4y” +62° +24x+8y -362+122=0
ustin gondsini kesgitlemeli.
< Berlen denleméni yonekeylesdirelin.
3(x? +8x+16) —4(y? -2y +1) + 6(z° =62 +9) —48+ 454 +122=0Va-da
3(x+4)* —4(y-1)°* +6(z-3)* = -24;

449 (y-D* (-9 _

8 6 4
Bu denleméni agakdaky gorniisde yazmak bolar:
X% vz z°
— ——+—=-1; bu yerde X=x+4; Y=y-1; Z=2-3.
8 6 4

Bu denleme iki oyukly giperboloidi kesgitleyar. >
3. Paraboloid. Oxyz goniburcly koordinatalar sistemasynda
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Xy

......

Oxyz gonuburcly koordinatalar sistemasynda
X 2 y 2
=7 7 (46)
denleme bilen kesgitlenyén (ste giperboloik paraboloid diyilyar (22-nji
surat)
Z‘}

X

22-nji surat. 23-nji surat
(45) we (46) denlemelere paraboloidin kanonik denlemeleri diyilyér.
Oxz we Oyz tekizlikler paraboloidin simmetriya tekizlikleridir.Bu
tekizliklerin kesismesine (Oz oka) paraboloidin oky, Oz okun paraboloid
Elliptik we giperbolik paraboloidlerin ikisi hem Oxz we Oyz
koordinatlar tekizliklerine parallel bolan tekizlikler bilen parabola
boyunca kesisyérler. x=h tekizlik elliptik paraboloidi
h2 y2
rara
parabola boyunca kesyér.(44) denlikden Oxy tekizlige parallel z=h(h>0)
tekizligin elliptik paraboloidi ellips boyunca kesyandigi gelip ¢ykyar.(46)
detilikden bolsa z =h(h #0) tekizligin giperbolik paraboloidi giperbola
boyunca kesyandigi gorlinyar. Oxy tekizlik giperbolik paraboloidi iki goni
¢yzyk boyunca kesyar.
Eger a=b bolsa, onda elliptik paraboloide aylanma paraboloid

x=h
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x*
a’’
dasyndan aylanmagyndan alynyar.

30-njy mysal. 4x* —9y* —8x —36y—72z+184 =0
denileméni kanonik gorniise getirmeli we gdrnisini kesgitlemeli.
< Denlemanin ¢ep bolegini 6zgerdelin.
A(x* —2x+1)—9(y* +4y+4) - 722 —-4+36+184=0;

diyilydr.Aylanma paraboloid z = y =0 parabolanyin Oz okui

2 2
jada  A(x—1)2—9(y+2)? =72(z—3): & ;1) _by +42) —2(z-3)
2 2

ya-da RS S 27

9 4
bu yerde X=x-1, Y=y+2, Z=z-3.
Sonky denleméni (46) denleme bilen denesdirsek, onda bu denleménin
giperbolik paraboloiddigine gdz yetirmek bolar.

§86.11 Ikinji tertipli silindr we konus

1. Ikinji tertipli silindr.Ol dirli gorniisde bolup, Oxyz

gonuburcly koordinatalar sistemasynda asakdaky derilemeler bilen
2 2
kesgitlenyar: a) §+§ =1 47
(elliptik silindr, hususy a=b halda tegelek silindr,23-nji surat).
by XY’ _4 (giperboliksilindr) (48)

a?’ b?

¢) y’=2px (parabolik silindr) (49)
(47)-(49) denlemelere silindrin kanonik denlemeleri diyilyar.
(47)-(49) denlemeler z Uytgeyani saklamayar.Oxy tekizlikde (47) denleme
yarym oklary a we b bolan ellipsi kesgitleyar.Eger (x;y) nokat sol ellipsde
yatyan bolsa, onda islendik z (gin (x;y;z) nokat (47) Uste degisli bolar.
2 2
Seyle nokatlary kopliigi Oxy tekizlikde :2+ y

b72=

1 ellips

bilen kesisydn we Oz oka parallel goni ¢yzyklaryn emele getiryén
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2 2
ustlinden ybaratdyr. Ol :—2 + g—z =1 ellipse berlen Gstun ugrukdyryjy

......

yagdaylaryna onun emele getirijileri diyilyar.
Kabir berlen ugra parallel we berlen L ¢yzygy kesyan goni ¢yzyklar bilen
Giperbolik we parabolik silindrilerde ((48) we (49)) ustin
ugrukdyryjy cyzyklary giperbola we paraboladyr, emele getirijileri bolsa
Oxy tekizliginde giperbolanyn we parabolanyn Ustlinden gegcyén we Oz oka
parallel bolan goni ¢yzyklardyr.(48) we (49) Ustler degislilikde 24-nji we
(25)-nji suratlardada sekillendiriilendir.

Z
N
0
X
Y x
24-nji surat 25-nji surat.
31-nji mysal. x> + 4y —6X+16y +9 =0 Ustii gorniisini

kesgitlemeli.
< Denillemdnin ¢ep bolegini yonekeylesdirelin.
(x> —6x+9)+4(y> +4y+4)-16=0

_ay? 2 g (x=37 (y+2)° _
(x=3)"+4(y +2)° =16; 16 + 2 =1

2 2
X— + Y— =1;Dbu yerde X=x-3 ;Y=y+2.
16 4
Bu denleme a=4, b=2 bolan elliptik silindri kesgitleyar. >
32-nji mysal. y> —4x—6Yy +17 = 0 istiin gornisini
kesgitlemeli.
< Berlen denlemani yonekeylesdirelin.
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(y2 -6y +6)—4x—-9+17=0; (y—3)?=4(x-2); Y?=4X ;
bu yerde Y=y-3 ; X=x-2.
Seylelikde berlen st parabolik silindri kesgitleyér >
2. lkinji tertipli konus. Oxyz go6nuburcly koordinatalar

sistemasynda

XZ y2 Z2

—_— e ——=

a b o G0
denleme bilen kesgitlenyan Uste ikinji tertipli konus ya-da gysgaca konus
diyilyér.(44) denlemd konusyn kanonik denlemesi diyilyar.Bu st
koordinatalar tekizliklerine gord simmetrikdir. Uste degisli we simetriya
merkezi bolan koordinata baslangyjyna konusyn depesi diyilyér.Konusyn

x=0 we y=0 tekizlikler bilen kesiginin denlemeleri
c C
Z=t—y we z=1—X
b a

bolan  goni c¢yzyklardyr. z=h (h=0) tekizlikde yarym oklary

zﬂ bl:w X2 yz

bolan — += =1 ellips alynyar.Eger a =D bolsa,
c C a,

......

tekizlikde x* + y* =a” téwerek alynyar.

Bellik. Goni gyzygyn hereket etmeginden alynyan Uste ¢gyzyklayyn
ust,onda yatyan goni cyzyklara bolsa goni ¢yzykly emele getirijiler
diyilyar.

Seyle Ustlere ikinji tertipli Gstler bolan silindr, konus, bir gowakly
giperboloid we giperbolik paraboloid mysal bolup bilerler.

Gonukmeler.
1. a)A(4;1;2);b) B(2;-1;3); ¢) C(7; 1; 2); d) D(3; 0; 4); €) E(0; -4; 2)
nokatlaryf haysylary 3x—5y+2z-17 tekizlige degisli?
2. Berlen M (0;-1;3) we M; (1;3;5) nokatlar igin M; nokatdan gegyan
we MM, wektora perpendikulyar bolan tekizligifi defilemesini

dizmeli.
3. M(a;a;0) nokatdan gegydn we sol nokadyfn radius wektoryna

perpendikulyar bolan tekizligifi defilemesini dizmeli.
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10.

11.

12.

13.

14.

M; (2;-1;3) nokatdan gegydn we koordinatalar oklaryndan defi
kesimleri kesip alyan tekizligifi defilemesini diizmeli.

A(-4;0;4) nokatdan gegydn, Ox we Oy koordinatalar oklaryndan
a=4, b=3 kesimleri kesip alyan tekizligifi defilemesini diizmeli.
Tekizlikleri gurmaly:

a)2x+y-z+46=0 ; b)x-y-z=0;

¢) y-2z+48=0 ; d) 7x-5=0 ;

e) y+z=0 ;o D ox+z=1

A (5;1;-1) nokatdan x-2y-2z+4=0 tekizlige cenli uzaklygy
tapmaly.

A (1;2;3) nokatdan  2x—-2y+z-3=0 tekizlige cenli uzaklygy
tapmaly.

X—2y+2z-8=0 we x+z-6=0 tekizliklerifi arasyndaky burgy
tapmaly.

M (2;2;-2) nokatdan gecydan we x—-2y-3z=0 tekizlige parallel
bolan tekizligifi defilemesini diizmeli.

M(-1;-1;2) nokatdan gecyan we

X—2y+2—-4=0, x+2y—-2z+4=0 tekizliklere perpendikulyar
bolan tekizligifi defilemesini yazmaly.

a) A(7; 6, 7), B(5; 10; 5), C(-1; 8; 9); b) A(2; 4; 8),B(-3; 1; 5),C(6; -
2; 7) nokatlardan gegyan tekizligifi defilemesini diizmeli .

A (4;3;0) noklatdan gegydn S (-1; 1; 1) wektora parallel bolan goni
¢yzygyn defilemesini yazmaly.

A (3;-2;-1) we B (5; 4; 5) nokatlardan gecyan goni ¢yzygyn

defilemesini diizmeli

15.

Koordinatalar baslangyjyndan we A(a;b;c) nokatdan gecyén goni

cyzygyh defilemesini yazmaly.

16.

X-2 y-3 71—
4 -12 3

goni ¢yzygyn ugrukdyryjy wektorynyii

ugrukdyryjy kosinuslaryny kesgitlemeli.

X-2 y-4 7+3

17. A(2;-3;-8) nokatdan gegydn a) Oz oka D) =

3 -2 5

goni ¢cyzyga parallel bolan goni ¢cyzygyf kanonik defilemesini yazmaly.

Xy x-1 y-1 8

z " A
18. = =2 == gonicyzygyd —— =— gonigyzyga

2 3 1 1 -1 1
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perpendikulyardygyny gérkezmeli.
19. A (3;-2;-1) nokatdan gecyén 41 ll Z;l goni ¢yzyga
perpendikulyar bolan tekizligifi defilemesini yazmaly.

20. A(1;2;3) nokatdan 4x-5y—-8z+21=0 tekizlige inderilen
perpendikulyaryfi defilemesini yazmaly.
21. y=x goni ¢yzygyl Ox okufi dasyndan aylanmagyndan alnan (stif

defilemesini diizmeli.
2 2 2

22. % + é —% =0 konusyii z=c tekizlik bilen kesismeginden
emele gelen ¢yzygynyii defilemesini diizmeli.

23. X2 +y*+47°-1=0 defleme haysy usti kesgitleyar?

24. x* +y*—7?-1=0 defleme haysy isti kesgitleyar?

25. x? —y? —7% —4 =0 deiileme haysy Usti kesgitleyar?

26 7 =x*+y? defileme haysy usti kesgitleyar?

27. Asakdaky defilemeler haysy ustleri kesgitleyér?

X2 y2
a) X2 +y2=25b) x> +y?+22=16:C) — +2— =1
) y? ) y’ )6 29
X’ y2 2 2 2 2
——-=—=1; e =bx; f)x"+y" =2z°?
16 )y ) y

Jogaplar

1. B(2;-1;3),D(3,04). 2. x+4y+2z=2.3. X+y=a.
4 X+y+z1=4.7.3 8 g .9.%. 10. x—2y-32=4.
11. 2x+3y+4z=3.12. a) 3x+5y+7z2=100,

Xx-4 y-3 2z

b) 15X +17y — 422 +238=0.13. = =Y "°_ %
-1 1 1
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g X283 _y+2 24l o X V2
1 3 3 a b ¢
16.c03a=i,cos,8=—g,cos;/=i.
13 13 13
17. ) x—2=y+3=z+8 b) x—2=y+3=z+8
0 0 1 3 -2 5
19, 4x—y+3z-11=0. 20 X-1_¥=2_2-3
-5 -8
X2 y2
21. x> =y* +1°. 22. —2+b—2=1; Z = C. 23. Ellipsiii Oz okunyi
a

2

dasyndan aylanmagyndan alnan ellipsoid x° + 12/4 =1 y=0.

24. Giperbolanyn Oz okunyn dasyndan aylanmagyndan alnan oyukly
giperboloid: x* —z*=1y=0. 25. Giperbolanyi Ox okuii dasyndan
aylanmagyndan alnan iki oyukly giperboloid: x* —y*=4,y=0. 26.
Parabolanynn Oz okunyn dasyndan aylanmagyndan alnan paraboloid:
z=x%y=0.

27. a) Tegelek silindr, b) sfera, ¢)elliptik silindr, d) giperbolik silindr,
e)parabolik silindr, f) konus.
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Il bap. MATEMATIKI ANALIZ

11.1. KOPLUK WE FUNKSIYA DUSUNJESI
§ 1.1. Kopluk dusunjesi

Matematikada yygy-yygydan koplikler bilen is salsylyar. Koplik
diyip kabir nysan boyunca birlesdirilen ulgama, topluma, yygynda
distnyaris. Mysal hokmiinde okalgadaky matematiki analiz kitaplarynyn
koplugine, tgburclugyn depelerinin kopligine, jubit sanlaryn kopligine
garamak bolar. Koplugi dizijilere onun agzalary ya-da elementleri
diyilyar. Yokardaky mysallarda kopliugiti agzalary bolup degislilikde
matematiki analiz kitaplary, G¢burclugyn depeleri we jibit sanlar hyzmat
edyarler. Ol kopluklerin ilki ikisi tikenikli, Gglnjisi bolsa tikeniksiz
koplukdir. Koplikler bas harplar bilen, onun agzalary bolsa setir harplary
bilen belgilenyar. Eger a element A kopligin agzasy bolsa, onda ol
aec A (ya-da A>a) yazgyda belgilenyar we a degisli A kdoplige
(ya-da A koplige degisli a) diylip okalyar, a elementin A koplige
degisli daldigi bolsa a ¢ A yazgyda belgilenydr we a degisli dal A
kopllge diylip okalyar. Eger A kopluk a, b, ¢ we solar yaly berlen
beyleki agzalardan diziilen bolsa, onda ol A= {a, b, c} yazgyda
anladylyar. Mysal gin, N ={1,2,3,...} we Z=1{..-3-2,-1,0,1,2,3...}
degislilikde natural we bitin sanlaryn kopllgini anladyar. Sunlukda,
-3eZ, yone —3¢N.

Eger B koplugin islendik agzasy A  koplugin hem agzasy bolsa,
onda B Kkopluge A koplugin bolek kopliugi ya-da A koplugin bolegi
diyilydr we B c A (ya-da A> B) gornlsde anladylyar (bu yagdayda
A koplik B kopllgi 6zinde saklayar hem diyilyar). Mysal Ugin, jubdt
sanlaryn kopliigi bitin sanlaryn Z kopliginin bolek kopliigidir. Oziinde hig
bir agzany saklamayan koplige bos koplik diyilydr we @  bilen
belgilenyar. M koplugin P hésiyetdaki M, bolegi M, = {x e M : P(x)}
gorniisde anladylyar. Mysal igin, N={xeZ:(x>0)} bitin sanlaryi
kopliginii poloZitel bolegidir we @ ={xe N :x2 +1=0}.

Rasional sanlar diyip p/q (p,q—bitin,q;to) gorniisdéki  sanlara,
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irrasional sanlar diyip rasional bolmadyk sanlara aydylyar. Her bir rasional
san ya bitin , ya tikenikli ya-da tiikeniksiz periodik droblar gorniisinde
anladylyan sandyr. Irrasional san bolsa tukeniksiz periodik dal droblar
gorniisinde anladylyan sandyr. Ahli rasional we irrasional sanlaryn
kopligine hakyky sanlaryin R kopligi diyilyér. Hakyky sanlar ululyklary
boyunca tertiplesdirilendirler, yagny islendik iki a we b hakyky sanlar
Ucin  a<b, a=b, a>b  hallaryn birden biri dogrudyr. Analitik
geometriyadan malim bolsy yaly, hakyky sanlaryn kopligi bilen san
okunyn nokatlarynyn arasynda birbahaly degislilik gurnalandyr, yagny san
okunyn her bir nokadyna dine bir hakyky san degislidir we tersine. Sona
goré “x nokat” we “x san” distnjelerini den manyda ulanmak bolar.

A we B kopliklerin in bolmanda birine degisli bolan ahli agzalaryn
kdplugine olaryn birlesmesi diyilyar we AU B bilen belgilenyar.

A we B kopliklerin ikisine-de degisli bolan &hli agzalaryn

A koplugin B kopluge degisli bolmadyk &hli agzalarynyn koplugine
olaryn tapawudy diyilyar we A\B bilen belgilenyar.

8 1. 2. Aralyk, kesim we sanyii absolyut ululygy

Hakyky a we b (a<b) sanlar Gigin a<x<b densizlikleri
kanagatlandyryan x nokatlaryn képliigine aralyk diyilyar we (a,b) bilen
belgilenyar.Seylelikde, (a,b)={x: a<x<b}. Edil sonun yaly, ¢epi yapyk
[a,b)={x: a<x<b} we sagy yapyk (a,b]={x: a<x<b} aralyklar
kesgitlenydr. a<x<b densizlikleri kanagatlandyryan x  nokatlaryn
kopligine bolsa kesim diyilyar we [a,b] bilen belgilenyar, yagny
[a,b]={x: a<x<b}. Seyle hem aralyklaryi beyleki gorisleri tgin
asakdaky belgilemeler ulanylyar:

(a,+w)={x: x>a}, [a,+o)={x:x>a},
(~oo,b)={x: x<b}, (-o,b]={x: x<b}.
(=0, +00)={Xx: —o0< X <400}

¢ nokady 6ziinde saklayan islendik (a, b) aralyga ¢ nokadyn etraby,
(c-5,c+05) aralyga bolsa ¢ nokadyn & etraby diyilyar. Mysal Gigin,
c=1 nokadyn 5=0,5 etraby (L-0,5; 1+0,5)=(0,5; 15) aralykdyr. Eger
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c nokat aralykda o6zinin kabir etraby bilen saklanyan bolsa, onda ol
nokada aralygyn igki nokady diyilyar. (a,b) aralygyn ahli nokatlary onui
icki nokatlarydyr. a we b nokatlara aralygyn gyra ya-da uc nokatlary
diyilyar, olar aralyga degisli daldir. [a,b] kesim bolsa icki we ug
nokatlardan duryandyr.

a sanyn absolyut ululygy (moduly) |a| bilen belgilenyéar we

a, egera>0 bolsa,
Ial={

—a, egera<0bolsa
denlik bilen kesgitlenydr. Bu kesgitlemeden asakdaky hésiyetler gelip
cykyar.
1. Islendik a sanigin |a|>0, |a|=|-a], aga|, —-a<]|a]|.
2. (ake)e(-e<a<e). (a-bl<e)=(b-e<a<b+e).
3. |latblgal+|b].
4. |latbPfal-|b].

a a
5. abe| =[alblc), H:H

§ 1. 3. Koplugiii ¢akleri

Coy, X kabir san képlugi bolsun.

1-nji kesgitleme. Eger seyle B san tapylyp, Vx e X lgin x<B
(XZ B) bolsa, onda X kdoplige yokardan (asakdan) ¢akli kopluk, B
sana holsa ol koplugiii yokarky (asaky) cagi diyilyar.

(Yazgylary gysgaltmak Ggin bu yerde iki kesgitleme birden
getirilendir,olaryn birisi yayyn icinde alnan sozlere degislidir. Iki sézlemin
bir sozlemde anladylys bu usulyndan sonra-da kop peydalanjakdyrys)

Yokardan we asakdan c¢ékli kopluge.cakli koplik diyilyar.

Islendik tikenikli aralyk ([a,b] [a,b), (a,b] (a,b))  caklidir,
(a, + oo) aralyk bolsa asakdan ¢éklidir, yone yokardan cakli déldir.

Eger B san X koplugin yokarky (asaky) ¢agi bolsa, onda B sandan
uly (kici) bolan islendik B’ san hem ol kopliiginn yokarky (asaky) cagi
bolar, yagny yokardan (asakdan) cakli kopllgin tikeniksiz kop yokarky
(asaky) cakleri bardyr.
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Yokardan (asakdan) ¢akli X koplugin yokarky (asaky) ¢aklerinin in
kicisine (in ulusyna) ol koplugin takyk yokarky (takyk asaky) ¢agi diyilyar
we

M =supX (m=inf X)

bilen belgilenyér (sup we inf latynca supremum—in uly we infimum-in Kici
sOzlerden alnandyr).

Takyk yokarky M (takyk asaky m) cdgin seyle hésiyeti bardyr:
Ve >0 Ugin X >x, tapylyp, x, >M —¢ (x, <m+eg) bolar.

1-nji mysal. X ={1,1/2,1/3,...,4/n,...} kopligin caklidigini subut
etmeli we onun takyk céaklerini tapmaly.

< Islendik natural n san dgin 0<1/n<1 defsizlik yerine yetyar,
yagny kopluk céklidir we 1  onun yokarky, 0 bolsa asaky
cagidir..Yokarky = M = 1 cdgin kopligin takyk yokarky cégidigini
gorkezmek Ugcin takyk yokarky cégin hdsiyeti boyunca Ve >0 (gin
1/n>1-¢ defsizligi kanagatlandyryan n natural sanyi bardygyny
gorkezmeli. Seyle san n =1 bolup biler, ¢linki 1>1—¢ densizlik
Ve >0 Ucin dogrudyr. Indi bolsa m=0 sanyn kopligin takyk asaky
cagi bolyandygyny gorkezelin. Onun Ugin takyk asaky ¢agin héasiyeti
boyunca V& >0 icin 1/n<0+¢ vyada 1/n<e densizligi
kanagatlandyryan n natural sanyn bardygyny gorkezmeli. Ony ¢ozip,
n>1/¢ deiisizligi alarys. Sonui Gicin gézlenyan san hokmiinde bu
densizligi kanagatlandyryan islendik natural sany almak bolar. Seylelikde,
m =0 san koplugin takyk asaky cégidir. >

Eger hakyy sanlaryn X kopligi yokardan (asakdan) cékli bolmasa,
onda kesgitleme boyunca sup X =+ (inf X =—) alynyar.

Yokardan (asakdan) cakli islendik kopliigin takyk yokarky (takyk
asaky) cégi bardyr.

§ 1. 4. Ululyklaryn takmyn bahalary

1. Takmyn bahalaryn absolyut we otnositel hatalary. Amalyyetde
Olcegler bilen baglanysykly ululyklaryn san bahalaryny kesgitlanimizde,
dirli sebéplere gord, biz olaryn takmyn bahalaryny tapyarys. Seyle hem
tehnikada, fizikada, himiyada we beyleki ylymlarda ululyklaryni
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hemmesinini diyen yaly takmyn bahalary berilydr. Sona goré ululyklaryn
takyk bahalaryna seyrek gabat gelinyar we, kopleng, ululyklaryn takmyn
bahalary bilen is salysmaly bolyar.

Ké&bir ululygyn takyk A bahasy bilen onun takmyn a bahasynyn
tapawudynyi absolyut ululygyna, yagny A, =|A-al sana A ululygyi
a takmyn bahasynyn absolyut hatasy diyilyér. Bu kesgitlemanin esasynda
A=azxA, denligi yazmak bolar. Sunlukda, absolyut hata néce Kici
boldugyca takmyn baha sonca takyk baha yakyn bolar. Adat¢a gézlenyan
ululygyn takyk bahasy belli bolmayar. Sonuni Ugin hem ol ululygyn
absolyut hatasyny tapyp bolmayar.Bu hallarda absolyut hatany ondan Kigi
bolmadyk kabir polozitel san bilen bahalandyrmaly bolyar. Ol sana
ululygyn a takmyn bahasynyn absolyut hatasynyn c¢dgi diyilyar we h
bilen belgilenilyar. Seylelikde, A—a| =A, <h densizligi yazmak bolar.
Amalyyetde absolyut hatanyn cégi hokminde A, <h densizligi
kanagatlandyryan we A, sana has yakyn bolah h san alynyar. Ol
sany ulanyp, seyle yazgyny alarys:

(A=ath)e(a-h<A<a+h).
Bu halda a sana A sanyn h cenli takyklykdaky takmyn bahasy diyilyar.
Bu yerden gornisi yaly, ululygyn takyk bahasy a, =a-h, a,=a+h
sanlaryn arasyndadyr. Sona gord bu denlik esasynda ululygyn takmyn
bahasy we onuti absolyut hatasynyn ¢agi, degislilikde
a, +a a, —a
a=———— we h=—"-—-—+

1)
denliklerden tapylyar.
2-nji mysal. Eger pejin tenperaturasynyn 1130° C -dan kici daldigi

we 1140° C-dan uly daldigi belli bolsa, onda temperatura haysy
takyklykda bellidir?

< Serte gord 1130° C we 1140° C bahalaryn pejin temperaturasynyn
kemi we artygy bilen alnan bahalary bolyandygy sebépli, a, =1130°,
.a, =1140° bolar. Sonun Ggin hem
gty 1130° +1140°

= =1135",
2 2
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hole—a _ 1140° -1130° _ 5
2 2

yagny pejin temperaturasy 5° ¢enli takyklykda bellidir we onun bahasy
1135° £5° dendir. >

Olgeglerin we hasaplamalaryn takyklygyny hésiyetlendiriji san absolyut
hata bolman, ol otnositel hatadyr. Absolyut hatanyn a bahanyn absolyut
ululygyna bolan gatnasygyna, yagny

A, |A-3

L

a

a

sana A sanyitakmyn a bahasynyi otnositel hatasy diyilyar. &=h/|al
sana bolsa otnositel hatanyn ¢é&gi diyilyéar.Seylelikde, otnositel hatanyn ¢égi
belli bolanda absolyut hatanyn cagi h=3Ja] formuladan tapylyandyr.
Otnositel hata kdpleng prosentde hasaplanylyar.
3-nji mysal. Agramy 25 t demirydl wagonyn 25 kg cenli takyklykdaky
ya-da 2 gr dermanyn 0,02 gr ¢enli takyklykdaky cekimlerinifi haysysy has
takyk gecirilipdir?
< Meselani ¢ozmek dgin ol gekimlerin otnositel hatalaryny kesgitlalin:
25 0,02

8, =———==0,001=01%, 6, =——=0,01=1%.
25000 2

Bu denliklerden gornlsi yaly, demiryol wagonynyn ¢ekiminin otnositel
hatasy dermanyn ¢ekiminin otnositel hatasyndan 10 esse kicidir. >

2. Takmyn bahalar bilen gegirilyan amallar. Eger h,, h, sanlar
degislilikde A, B sanlaryn a, b takmyn bahalarynyn absolyut
hatalarynyn cakleri bolsa, yagny a=A+h,, b=B+th,,onda A+B we
A—-B sanlaryn a+b we a-b takmyn bahalarynyn h h,
absolyut hatalarynyn cékleri (igin

ha+b = ha + hb’ ha—b = ha + hb (2)
denlikler dogrudyr. Basgaca aydylanda, jemin we tapawudyn absolyut
hatalarynyn cékleri absolyut bahalaryn ¢éklerinin jemine dendir.

Eger 3,, 9, deislilikde A, B sanlaryn a, b takmyn bahalarynyn
otnositel hatalarynyt ¢ékleri bolsa, onda AB we A/B sanlaryii ab we
a/b takmyn bahalaryn 3, 845 Otnositel hatalarynyn cakleri tgin

Oap =0, +0p, 8a/b =0, +90 3)
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denlikler dogrudyr.
Absolyut we otnositel hatalaryn ¢éklerini baglanysdyryan

h=3dlal, 5=
g

formulalary we (2) we (3) denlikleri ulanyp, kopeltmek hasylynyn we

payyn absolyut hatalarynyn céklerini hem-de jemin we tapawudyn

otnositel hatalarynyn ¢aklerini taparys:

hay =8 4[ab] = (3, + 8, Jab| = (| T |J|ab| h.|bl + hy 4],
h,b h

hao =858/ =(5, + 8, Ja/b| = (| ; |b|J| a/b| =22 b8,
ey _ha+hy a4 8, o o Ibl

P la+b]  Ja+b la+b] “latb]  Pla+b|’
ey _heeh sl

b la—b| la—b| “la=b  °la-b’

Bellik. Inn soniky formuladan gornusi yaly, biri-birlerine yakyn bolan uly
sanlar t¢in olaryn tapawudynyn otnositel hatasynyn ¢éginin 6ran uly san
bolmagy dahtimaldyr. Sonuni Ugin kébir Ozgertmeler gecirip, olar yaly
sanlaryn tapawudyny tapmakdan daslasjak bolmaly.

4-nji mysal. Okalyan otagyn (durli yerinde gecirilen dlgegler esasynda)
uzynlygy a=122+0,03(m) we ini b=83+0,02 alyndy. Otagyi
meydanyny we hatalarynyn caklerini kesgitlemeli.

< Onun meydany S=~12,2-83=10126. Sunlukda, otnositel we
absolyut hatalaryn ¢ékleri seyle kesgitlener:

5, =293 _ 00025, 5, - 2%2 _0,0025,
12,2 8,3

85 =5, +5,=0,0050, h, =3 -S=0,0050-101,26 ~ 0,51,
Seylelikde, S =101,26+0,51(m?). o
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§ 1.5. Funksiya dusunjesi

Tebigatyn hadysalary éwrenilende we dernielende, seyle hem durli
amaly we tehniki meselelerde garalyan ululyklarym iginde sol bir bahalary
alyanlary hem, durli bahalary alyanlary hem dusyar. Olara degislilikde
hemiselik we Uytgeyén ululyklar diyilyar.. Seyrek dus gelydn hemiselik
ululyklara téweregin uzynlygynyn onuni diametrine bolan gatnasygyny
anladyan we 7 den, kwadratyn diagonalynyn onun tarapyna bolan
gatnasygyny anladyan we V2 den, ucburclugyn icki burglarynyn jemini
atladyan we  180° den  sanlar mysal bolup biler. Howanyn
temperaturasy, atmosferanyn basysy, yurdumyzda ilatyn aylyk kopelisi
wagta baglylykda Uytgeyandir. Amalyyetde her bir Uytgeyan ululygyn
uytgemegi bir ya-da birnéce ululyklara baglydyr. Mysal ticin, toweregin C
uzynlygy we tegelegin S meydany onun R radiusyna, hemiselik
temperaturada gabyn icinddki gazyn basysy ol gazyn gowriimine,
hemiselik tizlik bilen hereket edyén jisimin gecen yoly wagta baglydyr. Bu
mysallaryin hemmesinde bir ululygyn her bir bahasyna beyleki ululygyn
kesgitli bahasy degislidir.

2-nji kesgitleme. X koplugifi her bir x agzasyna Y kopligifi kesgitli
y agzasyny degisli edyan f dizglne (amala) X koplikde kesgitlenen
funksiya ya-da X koplugifi Y kopluge dwirmesi diyilyar.

Funksiya f:X =Y, x— f(x)ya-da y = f(x) gornislerde, kabir
yagdayda bolsa difie f bilen hem belgilenyar. Sunlukda, X > x ululyga
baglanysyksyz Uytgeydn ululyk ya-da f  funksiyanyii Uytgeyani
(argumenti), Y >y = f(x) bolsa f funksiyanyfi x ululyga degisli bahasy
diyilydr.. Mysal ugin, eger yzm bolsa, onda f her bir hakyky x
sany kwadrata goterip we ona 8  gosup, alnan jemden kwadrat kok

almaklygy anladyar. Funksiyanyf kesgitlenen X koplugine onyfi kesgitlenis
kopligi, bahalarynyfi kopliigine bolsa bahalar koplugi diyilydr we ol

f(X)={f(x): x e X} bilen belgilenyar.

Eger f funksiya X kopliugifi her bir agzasyna Y koplugifi difie bir
agzasyny degisli edyan bolsa, onda ona birbahaly funksiya, eger-de birden
kop agzasyny degisli edyan bolsa — kdpbahaly funksiya diyilyar. Mysal
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iicin, y?=5x denleme x gora ikibahaly y:i@ funksiyany
kesgitleyér. Biz, kdpleng, birbahaly funksiyalara garajakdyrys.

y ululygyn dinie bir x ululygyn funksiyasy hokmiinde kesgitlenisi
yaly, iki ululygyii z= f(x,y), Ug ululygyii u= f(x,y,z) we kép ululygyn
u=f(x,...,x,) funksiyalaryny hem kesgitlemek bolar.

Eger f funksiya X koplugifi Y kopluge owirmesi, F funksiya
bolsa Y képligifi Z képlige éwiirmesi bolsa, onda z=F[f(x)] funksiya
x gora ¢ylsyrymly funksiya ya-da F we f funksiyalaryn gylsyrymy
diyilydr. Ona funksiyanyn funksiyasy hem diyilyar. Ony z we u
ululyklar arkaly z=F(u), u=f(x) gérnisde yazmak bolar.Sonud yaly
ikiden kop funksiyalaryn c¢ylsyrymly funksiyasy kesgitlenyar.Mysal gin,

X gora cylsyrymly z = Inz(\/ x? + 3] funksiyany z=u?, u=Inv, v=q/t,

t=x?+3 funksiyalar arkaly aflatmak bolar.

Her bir x ululyga y ululygy degisli edyan f duzglne baglylykda
funksiyalar esasan asakdaky usullarda berilyandir:

1_Analitik usul. Funksiya bu usulda x we y  ululyklaryn
arasyndaky baglylygy gorkezyan, yagny argumentifi bahasy bilen haysy
amallary yerine yetireninde funksiyanyn degisli bahasynyn alynyandygyny
gorkezyan formula arkaly berilyar. Mysal (i¢n,

1) y=+4-x* formula kesgitlenis képligi [-2, 2] kesim we bahalar
kopligi [0, 2] kesim bolan funksiyany afiladyar.

1, x >0 bolanda ,
2) y=sgn x = 0,x=0 bolanda |,
—-1,x < 0 bolanda
(sgn latynga signum — alamat sdziinden alnan . Ol *y dendir signum x”
diylip okalyar). Bu funksiya birndce formulanyn Usti bilen berlendir. Ol san
okunda kesgitlenip, onun bahalar kopligi -1, 0 we 1 U¢ nokatdan duryan
koplukdir.

2. Tablisa usuly. Bu usulda funksiyanyn kesgitlenis kopliigine degisli
bolan x ululygyn her bir bahasynyn yanynda vy ululygyn degisli
bahasy yazylyp, tablisa alynyar. Asakdaky tablisada hlor-wodorod
garyndysyna yagtylygyn tasirinin netijesi gorkezilendir. Sunlukda, onun bir
setirinde emele gelen duzly kislotanyn m  mukdarynyn san bahalary,
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beylekisinde bolsa yagtylygyn garynda tésir edyan t wagtynyn degisli
mukdary gorkezilendir.

T sek 4 5 6 7 8 9 10
M mg 2,1 2,6 47 1193 | 485 | 79,6 | 110

Funksiyanyn beyle berlisiniti kemgiligi, tablisada funksiyanyn bahalary
argumentin hemme bahalary dgcin gorkezilmén, dine kabir bahalary (gin
gorkezilyandir. Funksiyanyn tablisa usulynda berlisine bize mekdepden
tanys nolan logarifmlerinn we trigonometrik funksiyalaryn tablisalary mysal
bolup biler.

3. Grafik usuly. Ilki bilen y = f(x) funksiyanyn kesgitlenis kopliigine
degisli ahli x (cin koordinatalary (x, f(x)) bolan tekizligin nokatlarynyn
kopligine onun grafigi diylip aydylyandygyny yatlalyin. Funksiyanyn
grafigi bir ya-da birnéce boleklerden duryan c¢yzyklardyr. Funksiyanyn
grafik usul boyunca berlisinin dirli  mysallary bize mekdep
matematikasyndan mélimdir. Bu usul fiziki 6lceglerde kdp ulanylyar we
grafikleri 6zi yazyan abzallar ¢yzyar. Mysal ti¢in, atmosferanyn basysynyn
beyikliklere baglylykda tytgeysini barograf atly 6zi yazyan abzal lentada
grafik gornlsinde ¢yzyar. Funksiyanyn seyle usul boyunca berliginin
yonekey mysallarynynn  biri-de  yuregin isleysini  hasiyetlendiryén
kardiogrammadyr.

4. Kompyuter usuly. Funksiyanyn berlisinin bu usuly bir ululygyn
beyleki ululyga baglylygynyn programmalaryin we algoritmlerin kdmegi
bilen kompyuterleri ulanyp gorkezilisini anladyar. Ol usul kompyuterleri
peydalanyp, durli amaly meseleleri ¢cozmekde ulanylyandyr.

x we y ululyklaryn arasyndaky baglylygyn formulanyn Gsti bilen
y=f(x) gomiisde berlisine anyk funksiya, F(x, y)=0 gérnisde
ululyklaryn arasyndaky baglylygyn parametr atlandyrylyén Gcinji — t
ululygyn sti bilen

{x = x(t),

y=y(t)
gornusde berilyan hallaryna hem dus gelinyér. Funksiyanyn seyle berlisine

......

Eger X koplukde kesgitlenen f funksiya ugin seyle M (m) san
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tapylyp, Vx e X tgin f(x)<M (f(x)>m) bolsa, onda f funksiya
yokardan (asakdan) cékli funksiya diyilyar. X koplikde hem yokardan,

......

Seylelikde, X koplukde f funksiyanyn ¢ékli bolmaklygy seyle K >0 can

tapylyp, vx € X gin | f (x) < K dessizligin yerine yetyandigini anladyar.

X koplikde kesgitlenen f funksiyanyn bahalar kopllginin kabir

koplik bolyandygy esasynda, yokardan (asakdan) ¢akli funksiyanyn X

koplikdaki takyk yokarky sup f(x) (takyk asaky inf f(x)) caginin
X

kesgitlenisi koplugin takyk ¢éklerinin kesgitlenisi yalydyr.

5-nji mysal. f(x):ﬁ funksiyanyn X =[0, + ) aralykdaky
takyk céaklerini tapmaly.

<4 VXe [0,+oo) ucin 0£ﬁ<1, sona gora-de ol funksiyanyn

bahalarynyn Y =[0,1] kopliginin asaky m=0, yokarky M =1
cékleri bardyr we m =0 onun takyk asaky ¢dgidir. M =1 sanyn ol
funksiyanyn takyk yokarky cdagidigini gorkezmek Ugin, takyk yokarky
cagin hésiyetinden peydalanarys: Ve >0  gin [0,+oo)3x tapylyp,
L>l—g ya-da x>l_—‘9 densizlik yerine yetyar, yagny x-in bu
1+x g

densizlikleri kanagatlandyryan bahalary (gin f(x)>1—g densizlik
yerine yetydr. Ol bolsa M =1 sanyn funksiyanyn takyk yokarky

cagidigini gorkezyar. >
§ 1. 6. Elementar funksiyalar

y=C hemiselik, y=x?* derejeli, y=a* (0<a=1) gorkezijili,
y=log, x (0<a=1) logarifmik, y=sinx, y=cosx, y=tgx, Yy =ctgx,
trigonometrik we y=arcsinx, y=arccosx, Yy=arctgx, Yy =arcctgx,

ters trigonometrik funksiyalara esasy elementar funksiyalar diyilyar.Esasy
elementar  funksiyalar bilen  tikenikli sany arifmetik amallaryn
gecirilmeginden hem-de olaryn ¢ylsyrymlaryndan alynyan islendik
funksiyalara elementar funksiyalar diyilyar. Olar asakdaky toparlara
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bollnyar.
1) Bitin rasional funksiya. Eger m > 0 bitin san bolsa, onda
y=P (x) P,(x)=ax"+ax"™ +...+a, x+a,
(a, #0,a,,...,a,, - hemiselik sanlar) gérniisddki funksiya bitin rasional
funksiya ya-da m derejeli kdpagza diyilyar.

2) Drob rasional funksiya (rasional drob). m we n derejeli
P.(x) we Q,(x) kopagzalar tgin, y=P,(x)/Q,(x) gémisdaki
funksiya drob rasional funksiya diyilyér.

Bitin we drob rasional funksiyalara rasional funksiyalar diyilyar.

3) Irrasional funksiya. Gorkezijileri bitin hem-de drob bolan derejeli

funksiyalaryn Ustlinde tiikenikli sany arifmetik amallaryn gecirilmeginden
hem-de olaryn cylsyrymlaryndan alynyan funksiyalara irrasional

......

y=x, y=x+x, y=3(x—=4)/x+x

funksiyalar mysal bolup bilerler.

4) Transsendent funksiya. Rasional we irrasional bolmadyk islendik
funksiyalara transsendent funksiyalar diyilyar. Olara dhli trigonometrik we
ters trigonometrik funksiyalar, gorkezijili we logarifmik funksiyalar hem-
de

y=COS\/;, y=X+tg X
gornlsdaki we solar yaly funksiyalar degislidirler.
5) Giperbolik funksiyalar.Asakdaky denlikler bilen kesgitlenen

g —e™* e¥+e™*
shx = 2 , chx=

......

Olaryn Usti bilen kesgitlenen

thx= s_hx , cthx= %
chx shx

funksiyalara degislilikde giperbolik tangens we giperbolik kotangens
diyilyér. Bu funksiyalar tgin
ch(x + y) = chxchy + shxshy, ~sh(x + y)= shxchy + chxshy,
ch2x = ch®x +sh?x, sh2x = 2shxchx, ch®x—sh’x =1,
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_1+ch2x

ch?x — sh?x :M

formulalar dogrudyr.

6. Funksiyanyn grafigi. Esasy elementar funksiyalaryn grafikleri bize
mekdepden belli bolsa, elementar funksiyalaryn grafikleriniti kébirleri
bilen biz | bapda tansypdyk. Funksiyalaryn grafikleri gurlanda
peydalanylyan onun kabir hésiyetlerini yatlalyn.

Eger funksiyanyn kesgitlenis oblastyna degisli islendik x we —x
tgin  f(-x)=f(x) (f(~x)=—f(x)) denlik yerine yetse, onda f
funksiya jubut (tak) funksiya diyilyar.

Eger seyle T >0 san bar bolup, f funksiyanyn kesgitlenis oblastyna
degisli islendik x, x+T dgin  f(x+T)=f(x) deiilik yerine yetse,
onda ona periodik funksiya diyilyar. Seyle T sanlaryn in kigisine bolsa
onun periody diyilydr. Sunlukda, funksiyanyn 6zine T-periodik funksiya
diyilyar.Jubit funksiyanyn grafigi oy okuna, tdk funksiyanynky bolsa
koordinatalar baglangyjyna gora simmetrikdir.

Eger VX, X, € X Ugin x, <x, bolanda f(x,)< f(x,)(f(x,)> f(x,)
ya-da f(x,)< f(x,)(f(x,)> f(x,)) bolsa, onda f funksiya X
koplikde, degislilikde, artyan (kemelyén) ya-da kemelmeyéan (artmayan)
funksiya diyilyar.

Bu hésiyetler funksiyanyn grafigini gurmaklygy yenillesdiryar.

8 1.7. Ters funksiya

Goy, f:X —Y weherbir yeY, =f(X) ululyga y= f(x) bolyan
xe X ululyk degisli bolsun. Onda Y, koplikde, umuman aydylanda,
kopbahaly x=g(y) funksiya kesgitlenendir. Ofa y = f(x) funksiyanyi
ters funksiyasy diyilyar.

Mysal Ugin, eger y =x/3 bolsa, onda x =3y onud birbahaly ters
funksiyasydyr, eger y = x* bolsa, onda x=+,/y onun képbahaly ters
funksiyasydyr, yéne ol funksiyanyn [0, 4] kesimde kesgitlenen we [0, 2]
kesimde birbahaly bolan x:\/; ters funksiyasy bardyr.

1-nji teorema. X koplikde artyan (kemelyan) f funksiyanyn
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Y = f(X) koplikde kesgitlenen birbahaly artyan (kemelyan) ters g(y)
funksiyasy bardyr.

< Teoremany artyan funksiya Ugin subut edelin. Ilki bilen ters
funksiyanyn birbahalydygyny gorkezelin. Onun (gin tersine gliman edelin.

Goy, Y >y ululyga y=f(x) serti kanagatlandyryan iki sany X, # X,
ululyklar degisli bolsun, yagny y=f(x) we y=f(x,), onda
f(x)= f(x,) bolar. Y6ne ol mimkin dl, sebdbi X, #X, bolanda
X, > X, VYya-da X, <X, bolyanlygy dugcin,  f(x) funksiyanyn
artyanlygyndan  f(x)> f(x,) ya-da f(x)< f(x,) defsizlik alynyar,
yagny iki halda-da f(x )= f(x,) deilik yerine yetmeyar. Diymek, Y >y
ululyga dine bir x=g(y) ululyk degisli bolyar, yagny ters funksiya
birbahalydyr. Indi onui artyandygyny gorkezeliii. Goy, erkin 'y, y, €Y
tgin y, = f(x), ¥, = f(x,) bolsun. Eger vy, = f(x)< f(x,)=y, bolsa,
onda x <X, bolar,yagny x =x, ya-da X, >Xx, bolup bilmez, gunki
beyle bolanda f funksiyany artyanlygy esasynda f(x )= f(x,) ya-da
f(x)> f(x,) bolardy. Olar bolsa f(x)< f(x,) serte garsy gelyar.
Seylelikde, vy, <y, serti kanagatlandyryan islendik Y. Y, Ucin
x, =9(y,)<g(y,)=x, densizlik alynyar, ol bolsa g(y) funksiyanyn
artyandygyny anladyar. Teoremanyn ikinji bolegi hem sonun yaly subut
edilyar. >

Bellik. f funksiyanyn ters funksiyasy, kopleng, f1  bilen
belgilenilyar. Ozara ters funksiyalaryn grafikleri y=x goni ¢yzyga gora
simmetrikdir.

Gonukmeler
1. Koplugin ahli elementlerini kesgitlemeli:
1) A=xeR:x*-3x? +2x=0}. 2) A={xeN: x?-3x-4<0/.
3) A={xez:14<2" <5}, 4) A={xeN: -4<x<6},
2. A={xeR:x2+x-20=0f we B={xeR:x?—x+12=0} (i
AUB, ANB, A\B, B\ A kopliklerin elementlerini kesgitlemeli.
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3. A=(-12] we B=[L4) ugin AUB, ANB, A\B, B\A
koplukleri kesgitlemeli.
4. Denlemeleri ¢ozmeli:

1) [{=4. 2 [x-2/=3. 3 [x+3=5  4) [’ -5x+5=1.
5) ‘xz —6x+6‘=|x|. 6) ‘xz —7x+12‘=x2 —7x+12.

5. Densizlikleri ¢cozmeli:

X+1

x—-1
x+1

6. Jisimin agramy kesgitlenende absolyut hatasy A, <0,01g bolan
a=2,57 g takmyn netije alnan. a sanyn otnositel hatasynyn & c¢égini
kesgitlemeli.

7. Funksiyanyn gorkezilen nokatlardaky bahalaryny hasaplamaly:

2 p—
1) f(x)=2X 23, ~10;1. 2)f(x)=sin3x, O; n/6; n/3.
X+
8. Funksiyanyn kesgitlenis koplugini kesgitlemeli:

1) y=3J4-x%. 2) y=3+x+87-x. 3 yzL.

1) [3x-2/<3.  2)[2x+5<3 .3) <3. 4) <1.

25 — x?
4)y=5_— 5%;2 5) y=3¥1-x+3/x-3.  6) y=5*.

9. Funksiyalaryn nokatlar boyunca grafiklerini gurmaly:
) y=2x. 2) y=2x+2. 3) y=2x-2. 4) y=x2 5) y=x*+1.
6) y=x*-1.7) y=x%/3. 8) y=x3/3+1. 9) y=x%/3-1,10) y=|x
10. Berlen f(x)=3x? — 2x +1 boyunca funksiyanyii f(x—2), f(x/2)
bahalaryny tapmaly.
11. Berlen f(x)=+/x+1 we g(x)=x?-2 funksiyalar boyunca
cylsyrymly f[g(x)] we g[f(x)] funksiyalary kesgitlemeli.
12. Funksiyalaryn ters funksiyalaryny kesgitlemeli:
) y=ax+b. 2) y=(x-1°. 3) y=In2x. 4) y=2%2.
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13. Funksiyalaryn haysysy jubit, tak , jublt hem dal, tdk hem dal?

1) y=3x* +5x%. 2) y=3x?+2x. 3) y=eX+i. 4) y=xx.
e —
Jogaplar

1.1) A={0,1,2}; 2) A={1,2,3,4}; 3) A={-2,-10,1, 2};
4) A={1,2,3,4,5. 2. AUB={-5,3 4}; ANB={4}; A\B={5}:
B\A={3}. 3.AUB=(-14); ANB=[12]; A\B=(-1,1);
B\A=(2,4). 4.1) x,=-4,x,=4; 2) x,=-1, x,=5; 3) x,=-8,
X, =2; 4) X, =1 X,=2; X3=3, X, =4; 5) X =1L X,=2; X3=3,
X,=6. 6) x<3, x>4. 5.1) —-1/3<x<5/3; 2) —4<x<-1;
3)x<-14, x>12; 4)x>0. 6. 5~04%. 7. 1) f(-1)=-1,
f(0)=-3/2, f(1)=-Y3; 2) f(0)=0, f(n/6)=1 f(n/3)=0.
8.1 [-2,2]; 2) [-3,7]; 3) (-5,5); 4)[2,5]; 5)(-c0, +0);
6) (= oo, +0). 10. f(x—2)=3x> —14x +17, f(x/2)=3x%/4.
11 flg(x)]=vx2 -1, g[f(x)]=x-1.12. 1) x=(y -b)/a; 2) x=3[y +1;
3) x=ey/2; 4) x=2log, y. 13. 1) jubdt. 2) jibut hem dal, tédk hem dal.
3) tak. 4) tak.
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I. 2. FUNKSIYANYN PREDELI
§ 2.1. Yzygiderligifi predeli

1.Yzygiderligin predeliniin kesgitlenisi. Funksiyanyn predelini ilki
onun hususy haly bolan yzygiderligin predeli disunjesini girizmekden
baslarys.

Eger her bir n natural sana x, = f(n) hakyky san degisli edilse, onda

x,=f(n) (=12 3,..) )

sanlaryn toplumyna hakyky sanlaryn yzygiderligi ya-da gysgaca
yzygiderlik diyilyar we ol {x,}ya-da x,, n=1, 2, 3,... bilen belgilenyar.

Yzygiderligi dizyan sanlara onun agzalary diyilyar. Yzygiderlik,
kopleng, umumy agzasy diyip atlandyrylyan X, arkaly berilyéar.

Mysal Gcin,

1 11 . ) ,1 1
b fatia Bl

3) {cosan}=-1,+1,-1,+1,..; 4) {1+(—l)”}:0, 2,0 2,....
Yzygiderligin agzalary tiikeniksiz kdp bolup, onun i¢inde gabat gelyénleri
hem bardyr (3-nji, 4-nji yzygiderliklere seret).

1-nji kesgitleme. Eger V& > 0san ugin seyle n, = no(g) belgi (nomer)
tapylyp, Vvn>n, 0gin

‘Xn - a\ <g (2
densizlik yerine yetse, onda a sana {xn} yzygiderligin predeli (ya-da

Sunlukda, a sanyii {x,} yzygiderligiii predeli bolyandygy

limx, =limx, =a

n—oo
yazgy arkaly anladylyar we ol “limit x, dendir a” diylip okalyar (bu
yerde “lim” belgisi latynca “limites” sdzunin basky U¢ harpy bolup, ol
predel diymekdir) . Tukenikli predeli bar yzygiderlige yygnanyan, predeli
yok yzygiderlige bolsa dargayan yzygiderlik diyilyar.
Eger VneN ¢in x,=a bolsa, yagny ol hemiselik bolsa, onda

185



bu halda |Xx,-al=0 we Ve>0 we VneN igin |x,-a <e
yerine yetyér, yagny a san {xn} yzygiderligin predelidir. Diymek,
hemiselik sanyn predeli onun 6ziine dendir.
Logiki belgilemelerin kémegi bilen a sanyn {x,} yzygiderligif
predeli bolyandygyny gysgaca seyle yazmak bolar:
(ﬁli_rlloxn =a)e (Ve>0)(N>n,3)(vn>n, ):[x, —a<e.

1-nji mysal. {I+1/n} yzygiderligin predelinii bire dendigini subut
etmeliwe £=01 &=0,01 tgin n, belgini kesgitlemeli.

< Eger Ve >0 ucin n,>1/e alsak, yagny n, belgi hkminde
1/e sana den ya-da ondan uly bolan in kici natural sany alsak, onda

vn>n, Ugin
|x, —1= (1+ij—4 P Y
n n n

densizlik yerine yeter we kesgitleme boyunca yzygiderligin predeli bire
dendir. Sunlukda, ¢ =0,1, £ =0,01 bolanga degislilikde n, =10, n, =100
bolar. >

Bu mysalyn ¢oziiwinden {1/n} yzygiderligii hem predeliniii bardygy
we onun nola denligi gelip ¢ykyar.

(2) densizligin  a—e<x,<a+¢ densizliklere denglycludigini we
(a—g, a+g) aralygyn a nokadyn ¢ etrabydygyny nazara alsak,onda a
sanyn {xn} yzygiderligin predeli bolmaklygynyn geometrik manysy onun
islendik ¢ etrabynda yzygiderligin tukeniksiz kop agzalarynyn, yagny
etrabyn dasynda dine tlikenikli sany agzalarynyn yerlesyéndigini anladyar.

Eger yzygiderligin predeli bar bolsa, onda ol predel yeke-takdir.
Hakykatdan-da, eger {x,} yzygiderligit a we b dei hem-de a<b
bolan iki predeli bar diysek, onda e=(b—a)/3 ugin (a-e, a+e)
we (b—g, b+eg) aralyklaryin her biri yzygiderligii tikeniksiz kép
agzalaryny oziinde saklayan bolmaly, yone ol beyle bolup bilmez, ¢unki
gorkezilen aralyklaryin umumy nokady yokdur.

2. Yzygiderligin predelinin esasy hésiyetleri. Eger seyle B san
tapylyp, ¥YneN  dgin x,<B (x,>B) bolsa, onda {x,}
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yzygiderlige yokardan (asakdan) cékli yzygiderlik, B sana bolsa
yzygiderligin yokarky (asaky) ¢agi diyilyar. Hem yokardan, hem asakdan

......

Bu kesgitleménin esasynda {x,} yzygiderligiii ¢&kli bolmagy igin
seyle K >0 san tapylyp, Vvne N Ugin | x, |< K densizligin yerine yetmegi

zerur we yeterlikdir. Mysal gin, {12} {coszn} yzygiderlikler gakli,
n

In?} yzygiderlik bolsa asakdan gakli bolup, yokardan cakli daldir.

1-nji teorema. Eger {xn} yzygiderligin predeli bar bolsa, onda ol
yzygiderlik ¢éklidir.

< Goy, limx,=a bolsun. Onda kesgitleme boyunga, & =1 (gin

n—oo
seyle n, belgi tapylyp,vn>n_ 6 fdgcin |X,—al<l bolar, yagny
| xp [<|al+1. Sonun Ugin, eger K san |al+L[Xq[,...[ Xy |
sanlaryi in ulusy bolsa, onda Vne N dgin |X,|<K bolar we ol

2-nji teorema. Eger {xn} we {yn} yzygiderliklerini predelleri bar

bolsa, onda {Xn iyn}, {Xn -yn} we {Xn/yn} (pay kesgitlenende)
yzygiderlikleriti hem predelleri bardyr we

lim(x, +y,)=limx, +limy,, (3)

lim(x, - y,)=lim x, - lim y,, (4)

ey, limy,
n—oo

denlikler dogrudyr (subudynyn funksiyanyn predeli (gin somra subut
ediljek teoremanynky yaly bolany sebépli, biz ony subutsyz ulanarys).

Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji netije. Yygnanyan yzygiderliklerini tikenikli algebraik jeminin
predeli gosulyjylaryn predellerinini sol algebraik jemine dendir.

2-nji netije. Eger {x,} yzygiderlik yygnanyan bolsa, onda hemiselik
¢ sanicin {cx, } yzygiderlik hem yygnanyandyr we limex, =climx, .

imy, ;tO) (5)

—>0
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. . 50?2 -2n+3 :
2-njimysal.  lim ————— predeli tapmaly.
iy n>o 6n? +7n -9 P pmaty
<1 Drobun sanawjysyny we maydalajysyny n
hasiyetlerinden peydalanyp alarys:
H 2
50?2 -2n+3 . 5-2/n+3/n? r!ﬁ‘;(5—2/”+3/” )
lim ——————=1im s=1 =
>0 60’ +7n-9 1>26+7/n-9/n2  lim(6+7/n—9/n?)
n—o0

- - - 2
_tm5 - lin(z/n)+ imfy/n°) s

- - - 2 H

lim .+ im (7/n) - lim{o/n°) -6

2 poliip we predelii

cinki hemiselik ¢ sanicin lim(c/n)=0, lim(c/n?)=0. >

3. Monoton yzygiderligiii predeli. Eger ¥vneN Ugin X, <X,
(x, >x,,) ya-da x, <X, (x,>x,,,) defsizlik yerine yetse, onda {x,}
yzygiderlige,degislilikde kemelmeyén (artmayan) ya-da artyan (kemelyan)
yzygiderlik diyilyar. Olara gysgaca monoton yzygiderlikler diyilyar.

3-nji teorema. Yokardan (asakdan) cékli kemelmeyéan (artmayan)
islendik {x,} yzygiderligin predeli bardyr we

lim x,, =sup{x, } (ﬁlim X, =inf {x, }}.
n—o0 —®

Islendik monotonn yzygiderligin ya asakdan, ya-da yokardan cakli
bolyandygy (cin, bu teorema gysgaca seyle hem okalyar: monoton cékli
yzygiderligin predeli bardyr.

< Eger yzygiderlik yokardan cékli we kemelmeyén bolsa, onda onun
takyk yokarky M =sup{x,} cagi bardyr. Takyk yokarky c4gifi hasiyeti
boyunca ¥neN Ugin x, <M we Ve>0 sanigin n, belgi tapylyp,
X, >M —&. Onda yzygiderligin kemelmeyandigi sebapli vn>n, Ugin
M —g<x, <X, <M <M +¢ densizlik, yagny |x, -M|<s densizlik
yerine yeter. Ol bolsa lim x, =M =sup{x,} deiligi aiiladyar. Asakdan

n—oo
cakli artmayan yzygiderlik Ggin lim x, =m =inf{x,} deiilik edil sonuii
n—oo

yaly subut edilyar. >

Teoremanyn sertlerinde {xn} yzygiderligin islendik agzalary ugin
X, <M (x,>m) densizlik dogrudyr.
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Bu teoremadan peydalanyp,

1 n
X, =(1+J , n=1 2, 3,... (6)
n
yzygiderligin predelinin bardygyny subut edelin. Nyuton binomy diyip
atlandyrylyan

(a+b)"=a" +2a”’1b + n(n _1)a”*2b2 +—n(n —l)l(n — 2)a”*sbs +o+

2! !
+n(n—l)..i.((ln—k+1)ankbk+m+n(n—1)...€n—n+1)bn
! n!
formuladan peydalanyp alarys:
xn=(l+1J =1+E£+7n(n—l).i+—n(n—1)(n—2).i+m+

n 1n 2 n? 3 n®
+n(n—1)...(n—n+l).l=2+1(1_1j+1(1_1j[1_2j+m+

nl n" 2! n) 3 n n

.

Bu denlikden gornisi yaly, n sanyn ulalmagy bilen birinjiden basga her
bir gosulyjy we gosulyjylaryn sany ulalyandyr.Sona gord hem-de
gosulyjylaryn &hlisinin poloziteldigi sebépli, VYneN Ucin X, <X,
bolar, yagny yzygiderlik artyandyr. Onun yokardan ¢éklidigini gorkezmek
ucin ilki (7) densizligin sag bolegindéki &hli yaylaryn icindaki anlatmalary
birlik bilen we sorira alnan droblaryii maydalawjylaryndaky kopeldijilerii
hemmesini 2 bilen calsyryp,

1 1 1 1 1
Xg <24+ —+—+...+———<2+—-+...+
2 2-3 2-3-...-n 2 2"t

densizligi alarys. Bu yerden geometrik progressiyanyn jeminin formulasy

esasynda, Xx,<2+1- <3, yagny VneN (g¢in x, <3 densizlik

2n—1
alynyar. Seylelikde, yzygiderlik artyar we yokardan ¢ékli, sonun Ggin hem
3-nji teorema esasynda (6) yzygiderligin predeli bardyr. Ony e bilen
belgilemek kabul edilendir, yagny

n
Iim(l+J =e. (8)

n—oo



Ol irrasional san bolup, e = 2,718281828459045... .Esasy e san bolan
logarifmik funksiya Inx gornusde belgilenyar.
4. Saklanyan kesimler teoremasy. Eger kesimlerii {[an, b, ]}
yzygiderliginin her bir sonkysy o6niindakinin icinde saklanyan bolsa:
[a,,0,]>[a,,b,]>...0[a,,b,]>...,
<b

yagny islendik n Ggcin a, <a <b, densizlik yerine yetse, onda

......

n+1 n+1

4-nji teorema. Eger saklanyan kesimleriﬁ{[an, b, ]}yzygiderligi ugin
r!i_r)r;(bn ~a,)=0 deilik yerine yetse, onda ol yzygiderligin &hli
kesimlerine degisli yeke-tak nokat bardyr.

< Serte gora {an} kemelmeyén, {bn} artmayan yzygiderlikdir we
islendik n Gcin a, <b, b, >a,. Seylelikde, monoton we ¢ékli

yzygiderlikler bolup, olaryn 2-nji teorema esasynda predelleri bardyr:
lima,=a, limb, =b.

n—oo n—oo

Sotia géra bu denliklerin we lim(b, —a,)=0 denligin esasynda
n—oo

0=lim(b, —a,)=limb, - lima, =b—-a

n—o n—oo n—oo

denligi alarys, yagny ol yzygiderliklerin predelleri dendir. Ony ¢ bilen
belgildp, islendik n Gcin a, <c <b, densizligi alarys, yagny c nokat
yzygiderligin &hli kesimlerine degislidir. Ol nokadyn yeke-tdkdigini
gOrkezmek Ugin tersine gliman edelin. Goy, sol kesimlerin &hlisine degisli
yene bir ¢, (clqéc) nokat bar bolsun. Onda islendik n  f(cin

b, —a, 2|c—c,| bolar we sonui esasynda lim(b, —a,)>|c—c|=0, ol
n—oo

bolsa serte garsy gelyar.>
§ 2.2. Funksiyanyn predeli

1.Funksiyanyi predelinin kesgitlenisi. Goy, f funksiya a nokadyn
kabir etrabynda kesgitlenen bolsun (funksiyanyn a nokatdaky predeli
distinjesi girizilende onun sol nokatda kesgitlenmegi hokman daldir).

2-nji kesgitleme. Eger a sana yygnanyan V{x,}(x, =a) yzygiderlik
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tgin {f(x,)} yzygiderlik B sana yygnanyan bolsa, onda B sana  f

funksiyanyin a nokatdaky (ya-da X — a bolandaky) predeli diyilyar.
B sanyn f funksiyanyn a nokatdaky predeli bolyandygy

lim f(x)=B ya-da f(x)—>B (x—>a)
gornlisde belgilenyar.
3-nji mysal. f(x)=C, g(x)=x funksiyalaryn a nokatdaky
predelini tapmaly.
< a sanayygnanyan V{x,}(x, =a) yzygiderlik ticin f(x )=C,
g(xn): X, bolyandygy tgin, degislilikde, olaryn predelleri C we a
sanlara dendir. Sona gord-de 1-nji kesgitleme esasynda le_r)r‘!1 f(x):C

we limg(x)=a bolar. >
X—a

4-nji mysal.  f(X) :sin1 funksiyanyn a =0 nokatda predelinin
X

yokdugyny subut etmeli.
< Bu funksiya X =0 nokatlaryin hemmesinde kesgitlenendir. Goy,
2 .
X, =—— (n=0,1,2...) bolsun. Onda limx =0, yone
"= lona) ¢ ) ” Y

f(x,)=(-1)". Sonui tigin ol hig bir predele ymtylmayar. Sona gora-de
2-nji kesgitleme esasynda funksiyanynn a = 0 nokatda predeli yokdur. >
Funksiyanyn predelinii 2-nji kesgitlemesine dengiygli bolan yene bir
kesgitlemesini getirelin.
3-nji kesgitleme.Eger Ve >0 san (igin & = 6 (&) > 0 san tapylyp,
0<|x—a| <& serti kanagatlandyryan ¥x tgin |f(x)-B|<e densizlik
yerine yetse, onda B sana f funksiyanyn a nokatdaky predeli diyilyér.
B sanyn f funksiyanyin a nokatdaky predeli bolyandygyny gysgaca
(Ve>0) (6>03) (0O« x—-alko,vx)):|f(x)-Blke 9)
gornusde anlatmak bolar.
1-nji bellik. Belgilerin kémegi bilen k&bir tassyklamalaryn inkar
edilisini hem gysgaca yazmak bolar. Mysal Uc¢in, B sanyn f
funksiyanyn a nokatdaky predeli daldigini anilladyan yazgyny gysgaca
(>0 F) (Vo >0)(0<|x—a|< o, x3T):|f(x)-B|>¢ (10
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gornusde anlatmak bolar.
5-nji mysal.  f(x)=xsin(l/x) funksiyanyi ~a=0 nokatdaky
predelinin nola dendigini subut etmeli.
<Eger Ve>0 Ugin & =¢ alsak, onda |xsin(l/x)|<|x| densizlik
esasynda O<|x|<S serti kanagatlandyryan Vx dgin | xsin(1/x)|< e
densizlik yerine yetydr. Sonun Ucin hem 3-nji kesgitleme esasynda
Iximxsin( x)=0. >

6-njy mysal. 3-nji kesgitlemeden peydalanyp, Iim2(2x+5) =1 denligi

subut etmeli we & sanyn 0,1 we 0,01 bahalaryna degisli & sany
kesgitlemeli.

< Kesgitleme boyunca, Ve>0  Ucin |2x+5-1|52x+4|=
=2|X+2|< ¢ densizligin |Xx+2|< 5 bolanda yerine yetmegi tgin &
san hokminde & =¢/2 sany ya-da ondan kici bolan polozitel sany almak
bolar. Sunlukda, &€ =01 bolanda 6(0,1) =0,05 we &=0,01 bolanda

0(0,01) = 0,005 bolar.
Indi f funksiyanyn X — oo bolandaky predeli disunjesini girizelin.

Eger Ve>0 san Ggin seyle K >0 san tapylyp, \X\ > K serti
kanagatlandyryan Vx ucin |f(X)—B|<e& densizlik yerine yetse, onda
B sana f  funksiyanyn X —>oo bolandaky predeli diyilyar we ol
lim f(x)=B gornusde yazylyar. Sunlukda, eger x dine polozitel ya-
X—>00
da dine otrisatel bahalary alyan bolsa, onda olar degislilikde
Iim f(x)=B we Ilm f(x)=B
X—>+00 X—>—0
gOrnlsde anladylyar
2. Birtaraplayyn predeller. Funksiyanyi argumentininn a sana haysy
tarapyndan ymtylyanlygyna baglylykda birtararaplayyn predel disunjesi
girizilyar. Eger 2-nji kesgitlemede gosmaca islendik n Ggin  x, >a
(x, <a) sert yerine yetse, onda B sana f funksiyanyn a nokatdaky
sag (cep) predeli diyilyar we ol seyle belgilenyar:
B= lim f(x)=f(a+0) (B= Ilim f(x)=f(a-0)).

X—a+o0
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Eger 3-nji kesgitlemede 0 < \x - a\ <O sertinyerine a<x<a+o

(a—5< x<a) sert yerine yetse, onda B sana f funksiyanyn a

nokatdaky sag (cep) predeli diyilyar.
Eger f funksiyanyn a nokatda sag we ¢ep predelleri bar bolup,

f(a+0)=f(a—0)=B bolsa, onda lim f(x) = B. Eger birtaraplayyn

predeller dirli bolsa, ya-da olaryn in bolmanda birisi yok bolsa, onda a
nokatda funksiyanyn predeli yokdur.

7-nji mysal. f(x)=sgnx funksiyanyn a =0 nokatdaky sag we ¢ep
predellerini hasaplamaly.

< Goy, VneN dugin x,>0, x; <0, lim x, =lim x/ =0
bolsun, onda  limsgnx, =1 limsgnx; =-1. Sonui Ugin hem
kesgitleme esasynda  lim sgnx =1, Iimosgnx:—l. >
X—>—

X—>+0

8 2. 3. Tukeniksiz Kici we tikeniksiz uly funksiyalar

1. Tukeniksiz Kici funksiyalar we olaryn hésiyetleri. Eger V& >0
ucin 6 >0 santapylyp, 0< \x—a\ <o serti kanagatlandyryan Vx (gin
|a(x)l<e bolsa, onda a(x) funksiya a nokatda (ya-da X—>a
bolanda) tikeniksiz kigi funksiya diyilyar. Ol lima(x)=0 gornisde

X—a
anladylyar.

5-nji teorema. f funksiyanyni a nokatda predelinin B sana den
bolmagy (cin

f(x)=B+a(x) lim a(x)=0 (12)
X—a
denliklerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
< Goy, lim f(x)=B bolsun. Onda a(x)=f(x)-B we Ve>0
X—a
igin 0<|x—a <5 bolanda |a(x)|=|f(x)-B|<e deisizlik yerine
yetyér, yagny (11) denlikler yerine yetyér.
Eger-de (11) denlikler yerine yetyan bolsa, onda
lim f(x)= lim[B +a(x)]= B+lima(x)=B .»
6-njy teorema. X — a bolanda tukeniksiz kigi bolan tikenikli sany
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funksiyalaryn algebraik jemi X — a bolanda tiikeniksiz Kigi funksiyadyr.

< Goy, a(x), B(x), y(x) funksiyalar x — a bolanda tiikeniksiz kigi
funksiyalar bolsun, yagny Ve >0 dgin &, >0 tapylyp, 0<|x—a|<3,
bolanda |a(x) <¢/3, 8, >0 tapylyp, 0<|x—a/ <3, bolanda |B(x)<e/3
we 8,>0 tapylyp, O<|x—a/ <8, bolanda |y(x)]<e/3 densizlikler
yerine yetyar. Onda §=min{3,, 5,, 8,} sanicin 0<|x-a <& bolanda
deisizliklerin tiglisi hem yerine yeter. Sotia gora  u(x)= au(x)+p(x) +v(x)
funksiya tgin

lu(x) <oulx) + [B(x) +[v(x) <§+§+ % =g,

defisizlik yerine yetydr, yagny X —a bolanda u(x)= a(x)+p(x)+v(x)
tlkeniksiz kigi funksiyadyr. >

7-nji teorema. Tukeniksiz Kigi funksiyanyn cékli funksiya kopeltmek
hasyly tukeniksiz kici funksiyadyr.

<Eger x=a nokadyn Kkabir etrabynda b(x) cékli funksiya bolsa,
yagny seyle C >0 tapylyp,sol etrapda |b(x)<C we X — a bolanda a(x)
tlkeniksiz kici funksiya bolsa, yagny Ve >0 U¢in x=a nokadyn kébir
etrabynda \a(x} <¢/C densizlik yerine yetse, onda ol etraplaryn kigisinde

| (x)b(x) =]o(x)b(x) < éC =¢

defsizlik yerine yeter, yagny X —> a bolanda a(x)o(x) tiikeniksiz Kigi
funksiyadyr. >

Bu teoremalardan seyle netije gelip ¢ykyar.

Netije. Iki tukeniksiz kigi funksiyalaryn kopeltmek hasyly, seyle hem
tlkeniksiz kici funksiyanyn hemiselik sana kopeltmek hasyly tiikeniksiz
kici funksiyadyr.

2. Tukeniksiz uly funksiyalar. Eger VK >0 ugin 6 >0 tapylyp,
0<|x—a| <& serti kanagatlandyryan ¥x tgin | f(x)|> K bolsa,

lim f(x)=o0 yazgyda anladylyar. Sunlukda, diiie f(x)> K ya-da dine

f(x)<—K defsizlik yerine yetse, onda degislilikde lim f(x)=+oo
X—a
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ya-da lim f(x)=—o0.

X—a
Mysal gin, eger f(x)=1/x, x—0 bolsa, onda ol tikeniksiz uly
funksiyadyr, cunki VK >0 (gin |[X=|x-0[<1/K =8 bolanda [1/x>K
densizlik yerine yetydr. Sunlukda, x<0 bolanda Iing f(x):—oo we
X—>

x>0 bolanda lim f(x)=+o0. Eger f(x)=1/(x-3)’, x — 3 bolsa, onda
X—>

VK >0 igin [x—3 <1/VK =38 bolanda 1/(x —3)° > K bolar, yagny ol
funksiya x — 3 bolanda tiikeniksiz uludyr we funksiyanyn dine poloZitel
bahalary alyandygy tgin lim f(x)=+o.
X—>
Tukeniksiz kici we tlikeniksiz uly funksiyalar seyle baglanysykdadyr.
Eger 5 >0 santapylyp, 0<|x—a| <& serti kanagatlandyryan Vx
tgin f(x)#0 bolsa, onda f(x) funksiyanyn a nokatda tiikeniksiz kigi
funksiya bolmagy igin 1/ f (x) funksiyanyn tlkeniksiz uly funksiya
bolmagy zerur we yeterlikdir.
Hakykatdan-da, eger limf(x)=0 bolsa, onda islendik 1/¢ (¢ >0) san
X—a
cin seyle 5 >0 tapylyp, 0 <|x—a| <& serti kanagatlandyryan vx tgin
| f(x)l<Y/e, yagny [1/ f(x)>&  bolar. Diymek, 1/ f(x) funksiya a
nokatda tiikeniksiz uludyr. Tersi hem dogry bolyandygy suna menzeslikde
gorkezilyar.

Sunlukda,eger Iimf(x):O, f(x);tO bolsa, onda Iimf%x):oo,

eger lim f (x)=oco bolsa, onda le—rgft() =0.

§ 2. 4. Funksiyanyii predeliniii esasy hasiyetleri

9-njy teorema. Eger f we g funksiyalaryn a  nokatda
lim f(x)=A, limg(x)=B predelleri bar bolsa, onda f(x)=+g(x),
X—a X—a
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f(x)-g(x) we f(x)/g(x) funksiyalaryii hem a nokatda predelleri
bardyr we asakdaky derlikler dogrudyr:

yrg[f (x) £ 9(x)]= lim f (x) £ lim g(x), (12)
Iin;[f (x)g(x)]= lim £ (x) lim g(x), (13)

fo _lmfeo

iim 0 im g0 (limg(x) = 0). (14)

< Teoremanyn sertlerinde 5-nji teorema boyunca
f(x)=A+a(x) g(x)=B+B(x), lima(x)=limp(x)=0  (15)
denlikleri yazmak bolar. Sonun Ggin (15) denlikler esasynda
(0 9= (A% B) +[a() 2 B0, limfu() % B(x)]=0
denlikler yerine yetyér. Sona gora-de 5-nji teorema boyunga
lim[f (x) £ g(x)]= A+ B =lim f (x) + lim g(x),
yagny (12) denlik subut edildi. (15) denlikler esasynda
f(x)-g(x)=(A-B)+[AB(x)+ Ba(x)+ a(x)- B(x)],
lim[AB(x) + Ba(x) + a(x)- B(x)]= 0
denlikler yerine yetydr. Sonun ¢in 5-nji teorema boyunca
lim[f (x)- g(x)]= A-B=lim f(x)-lim g(x) .
Seylelikde, (13) denlik hem subut edildi. (14) denligi subut etmek (gin
limg(x)=B =0 sert yerine yetende (15) deiligi ulanyp alarys:
fx) A_A+alx) A_Ba(x)-AB(X)
g(x) B B+B(x) B  B[B+Rx)]

(16)

Eger u(x)= v(x) = Bau(x) - AB(x) belgileme girizsek, onda

1
B[B +B(x)]
(16) denlik esasynda
F0 A 60v(x), limfu(x)v(x)]=0,
g(x) B o
glinki X — a bolanda u(x) ¢&kli funksiyadyr, v(x) bolsa tikeniksiz
kici funksiyadyr. Sonui tgin hem 5-nji teorema boyunca
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lim f(x)
lim 00 A _s5a T
x>a g(x) B limg(x)
X—a
yagny (14) denlik hem subut edildi. >
Bu teoremadan seyle netijeler gelip ¢ykyar.

1-nji netije.Eger funksiyalaryn algebraik jeminin her bir gosulyjysynyn
a nokatda predeli bar bolsa, onda ol jeminn hem predeli bardyr we
gosulyjylaryn predellerinin solar yaly algebraik jemine dendir.

2-nji netije. Hemiselik kopeldijini predel belgisinini dagyna ¢ykarmak
bolar.

3-nji netije. Eger f funksiyanyn a nokatda predeli bar bolsa, onda
natural m san Ggin

lim| (x)" |= \ygl f()"

X—a

deflik dogrudyr. Hususan-da, lim(x)" = Qim x)m =a".

X—a —a

8-nji mysal. Iiml(Sx2 +8x —7) predeli tapmaly.

< 9-njy teorema we onun netijeleri esasynda

. 2 _ . 2 - _ H J—
fim Bx° +8x - 7)= lim(3x2 )+ lim (8x) - lim(7)=

=3(-1)° +8(-1)-7=-12. >

Bellik. Funksiyalaryn predelleri tapylanda, kopleng,
9, f, w—o00, Oxoo, 17, 0%, oo®

0 o
gornlisdaki kesgitsizliklere dus gelinyér. Sonun Ugin ilki olary dzgerdip,
belli bolan formulalary ulanyp bolar yaly gérnislere getirmeli. Sunlukda,
predel tapylanda seyle hasiyetden hem peydalanylyar.

Eger Vx=a Ggin f(x)=g(x) deilik yerine yetip, lim f(x)=B
X—a
predel bar bolsa, onda lim g(x): B predel hem bardyr. Bu hasiyetin
X—a

ulanylysyny gorkezelin.
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) X2 -3x+2
9-njy mysal. lim————

redeli tapmaly.
x>2 X% —5X + 6 P pmaty

< X — 2 bolanda sanawjy hem, maydalawjy hem nola ymtylyar we 0/0
gornlisdaki kesgitsizlik alynyar. Ony agmak Ugin ilki 6zgertmeler gegirip,
sonra predeli tapmaly:
2 pa— p— p— p—
fim % 3x+2_“m(x )(x-2) . (x-1) 1_,,

o2 X —5x+6_X—>2(x—3)(x—2)_xl—>2(x—3) -1

10-njy teorema. Eger a nokadyn kébir etrabynda kesgitlenen f
funksiyanyn lim f(x): B =0 predeli bar bolsa, onda a nokadyn
X—a

U(a) etraby tapylyp, sol etrapda B >0 bolanda f(x) poloZiteldir we
f(x) >§ , B<0 bolanda otrisateldir we f (x)<§ .

< Teoremanyii sertlerinde & = |B|/2 tigin &> 0 tapylyp, 0 <|x—a| <3
bolanda

_lg G/
B-"l<f(x)<B+
2 2
densizlikler yerine yetyér.Olaryin cepindékisinden B > 0  bolanda,

f(x)>2>0 detisizligi, sagyndakysyndan bolsa B < 0  bolanda,

f(x)<2< 0 deiisizligi alarys. >
11-nji teorema. Eger a nokadyn ké&bir etrabynda kesgitlenen f we
g funksiyalar Ugin sol etrabyn x=a bolan islendik nokadynda
f(x)<g(x) we lim f(x)=A, limg(x)=B predeller bar bolsa, onda
X—a X—a
A<B bolar.

< Eger tersine, A>B diyip gliman etsek, onda sert esasynda 9-njy
teorema boyunga lim[f(x)-g(x)]=A-B>0 bolar. Sotia gord 10-njy
X—a
teorema esasynda a nokadyn x=a bolan islendik etrabynda
f(x)—g(x)>0, yagny f(x)>g(x) bolar. Ol bolsa serte garsy gelyar.
Diymek, A<B densizlik yerine yetyér. >
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Bu teorema iki béleginin hem predeli bar bolan dernsizlikde predele
gecip bolyandygyny anladyar, sunlukda densizlik belgisine denlik belgisi
hem gosulyar. Mysal iigin, islendik x =0 nokatda 5+ x?>5-x?, yone

: 2\ 2
le_r)r(l)(5+x )—!(I_F)T(])(S X )
12-nji teorema. Eger a nokadyn k&bir etrabynda kesgitlenen
f, ¢, g funksiyalar ticin sol etrapda
f(x)<p(x)<g(x) a7

densizlikler yerine yetse we lim f(x) = lim g(x): B predel bar bolsa,
X—a X—a
onda lime(x)=B.
X—a

< Sertlerin esasynda Ve >0 Ucin a nokadyn seyle &, 8,
etraplary tapylyp, sol etraplarda degislilikde B-e< f(x) we
g(x) <B+¢ bolar. Onda 8=min{3,, ,} icin a nokadyn & etrabynda
ol densizliklerin ikisi hem yerine yeter. Sonuni Ugin sol etrapda (17)
densizlikler esasynda

B-e<f(X)<p(x)<g(x)<B+eg,
yagny |@(x)—Bl<e&. Diymek, IXi_rQ(p(x) =B.>

8 2.5. Ajayyp predeller

1. Birinji ajayyp predel. Radiusy r, merkezi burgunyn radian dlcegi
X (0 <x<rm/ 2) bolan téwerege seredelifi (1-nji surat).

OAB ucburglugyn meydany OAB sektoryn
meydanyndan, ol sektoryin meydany bolsa OAK K
ucburglugyn meydanyndan kigidir. Sona gora

r.2 r.2 r.2
—8in X < — X < —tgXx \
2 2" " A

defisizlikleri we olary (r?/2) bolip,

Sin X < X < tgx (18)
densizlikleri alarys. Olardan bolsa
X 1 sin x .
I<—«< , Cosx<——«<1 1-nji surat
sin X  COSX X
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densizlikler gelip ¢ykyar. Ahyrky densizliklerden bolsa
0<1—Sm—x<l—cosx (19)
X
desisizlikler alynyar. Eger Ve >0 Ggin § sany 7/2 we & sanlaryit
Kigisi bolar yaly alsak, onda 0 < x <& bolanda (19) densizliklerden
in X
S
X
densizlik gelip ¢ykyar.Ol bolsa

L X X
S\l—cosx\=25ln25<25ln5<x<g

sinx

lim —=1
X—=>+0 X
predelin bardygyny ariladyar.Sona gord sin x funksiyanyn takligi esasynda
lim sinx _ lim sin(—x) _lim sin x 1
x—>-0 X X—>+0 (—X) x—>+0 X

Diymek, garalyan funksiyanyn a=0 nokatda biri-birine den bolan
birtaraplayyn predelleri bardyr we sonun esasynda
. sinx
lim——=1
X—0 X

......

Bellik. Birinji ajayyp predel subut edilende 0 < x<7z/2 bolanda
gorkezilen sinx<x, 1—cosx<x densizlikleri  ulanyp, Iirrgsinx:O,
X—>

Iirrg cos x=1 denlikleri subut etmek bolar (6zbasdak gorkezin).
X

1-cosx

10-njy mysal. Iirr(1) predeli tapmaly.

< x=0 bolanda 0/0 gérnusdéki kesgitsizlik alynyar, Sona gora ol
predeli tapmak Gcin ilki kabir 6zgertmeleri gecirmeli we sonra birinji
ajayyp predeli ulanmaly:
11— _2sin%(x/2) . sin(x/2),. .
lim 208X _ g 28 x/ ):Ilms t )I|m3|n(x/2):1-0:01>

x—0 X x—0 X x—0 X/ 2 x—0

2. Ikinji ajayyp predel. Goy, X >1 bolsun. Eger x-ini bitin bolegini
anladyan [x] funksiya tigin n = [x] alsak, onda x = n+a bolar, bu yerde
n natural sandyr we a san 0 <a <1 serti kanagatlandyryar. Sunlukda,
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n<x<n+1 1/(n+1)<1x<1/n bolar we bu deisizlikler esasynda

[l+lj <[l+lj <[l+lj (20)
n+1 X n

densizlikler gelip gykyar. Malim bolsy yaly lim(1+1/n)" = e . Sona gora

n+l n
Iim(1+1j = Iim(1+1J Iim(1+1J=e-1=e,
n—w n n—co n) now n

1 lim@+y(n+1)™
_ N> - =
1} lim(@1+(n+1) 1
n—oo
predeller hem bardyr. Sonun esasynda X — 400 (n - oo) bolanda (20)
densizliklerde predele gegip,

lim [1+ 1) =e
X—>-+00 X

denligi alarys.Goy, X < —1 bolsun. Eger X = —Yy alsak, onda subut edilen
denligin esasynda

X -y y
lim [1+1j — lim (1—1j - lim (1+1j _
X——0 X y—>+o0 y y—>+00 y— 1

y-1
= lim 1+i lim 1+i =e-l=e
y—>+0 y_l y—>+0 y_l

denlik gelip ¢ykyar. Bu iki halyn esasynda

Iim[l+ lj =e
X—00 X

ikinji ajayyp predel atlandyrylyan desilik alynyar. Bu denlikden u =1/x

Iim(1+
n—oo

n+

belgileme girizip, Iirr(l)(1+ u)]/“ =e formulany alarys.
11-nji mysal. lim(L+2/x)"* predeli tapmaly.

< Eger x=2t calsyrma girizsek, onda X — o bolanda t — o
bolyandygy esasynda
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lim(L+2/x) = lim(@+2/t)" = lim@+Y/t) im@+Yt) =e-e=¢e*. >
X—>0 t—oo t—ooo t—oo
§ 2. 6. Funksiyalaryi denesdirilisi
Tukeniksiz Kici funksiyalaryn algebraik jeminiii we kopeltmek
hasylynyn tiikeniksiz kici funksiya bolyandygy bellidir.Yéne olaryn payy
beyle daldir. Goy, lima(x)=0, lim B(x)=0 bolsun. Eger:
X—a X—a

1 Iimg((x))zo bolsa, onda a(x) funksiya x — a bolanda f3(x)
x—a B X
gora yokary tertipli tlikeniksiz kici funksiya diyilyar. Bu halda

a(x)=0(p(x)) x—a

yazgy ulanylyar we ol seyle okalyar: o(x) dendir o kici B(x), x —a
bolanda.

2 tim @Y _c g bolsa, onda c(x) we B(x) funksiyalara x — a

2 B(x)

......

a(x)=0(B(x)), x—>a

yazgy ulanylyar we ol seyle okalyar: (x) dendir O uly B(x) x—a
bolanda. Hususanda, eger C =1 bolsa, onda olara denguycli tukeniksiz

......

3. lim ;(((X)) =C#0 bolsa, onda a(x) funksiya x — a bolanda S(x)
X—a X

......

Mysal Ggin, X — 0 bolanda sinx we x denguygli tiikeniksiz Kici
funksiyalardyr, 1—cosx funksiya bolsa x goré ikinji tertipli tlkeniksiz
kici funksiyadyr, ciinki

sin x . 1-CosX 2sin?(x/2) _1"m(sin(x/2)j2 1
2

Iim——=1 Iim =lim
X/2

x>0 X x—0 X2 x—0 X2 2 x>0
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Dengyecli tikeniksiz kici funksiyalaryn predelleri tapylanda ulanylyan
seyle hasiyeti bardyr. Eger a(x)~ o (x), B(x)~ B,(x), x >a we

o(x)

=k predel bar bolsa, onda lim—~ =k . Ony subut etmek (igin
x—a ﬁl (X) X—a B(x)
X — a bolanda

a(x) _ a(x) a,(x) By(x)
B(x)  ay(x) Bi(x) B(x)

denlikde predele gecmek yeterlikdir.

sin 5x

12-nji mysal. lim predeli tapmaly.

X0 X + X°
< Xx—0 bolanda sin5x~5x, x+Xx®~x bolyandygy (gin
agzalan hasiyetii esasynda lim sin Sx =lim X =5.>

x=0 ¥ 4 X3 x=>0 X

Tukeniksiz uly funksiyalar hem sular yaly denesdirilydndir. Ony
mysallarda digundirelin.

1. p(x)=x*+5 funksija x > oo bolanda q(x)=x*—4 gora
kici tertipli tukeniksiz uly funksiyadyr, ctnki

2 2
fim PO _ i X 45 145 Lo
X—>00 q(x) X—>00 X3 -4 X—0 Y — 4/X2 x—0 X
2. p(x)=@+x)/x we q(x)=1/x funksiyalar x — 0 bolanda
dengliygli tikeniksiz uly funksiyalar,ginki lim g((:)) =lim(1+x)=1.

x—0

3. p(x)=2x*+3x+1 funksija x —> oo bolanda q(x)=x?+1
funksiya gora ikinji tertipli tikeniksiz uly funksiyadyr, ¢lnki

Co2xt43x+1 . 2xM4+3x+1 . 243X +1UX!

| ;— = lim—; = lim 3 =2

X (X2 +1) on x4 2x+1 oe 14 2/x3 +1/x
Sunlukda, p(x)=2x*+3x+1 we g(x)=x*+2x+1 funksiyalar
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X — oo bolanda den tertipli tiikeniksiz uly funksiyalardyr.
§ 2. 7. Uzniiksiz funksiyalar

Goy, f funksiya a nokadyn kébir etrabynda kesgitlenen bolsun.
1-nji kesgitleme. Eger f funksiyanyn a nokatda predeli bar bolup,
ol predel funksiyanyn sol nokatdaky bahasyna den bolsa, yagny

lim f(x)= f(a), (21)

X—a

onda f funksiya a nokatda lizniiksiz funksiya diyilyar.

13-nji mysal. Hemiselik f(x)=C we g(x)=x funksiyalar san

okunyn islendik a nokadynda Uzniiksizdir:

lim f(x)=C = f(a), limg(x)=limx=a=g(a)

X—a X—a X—a

Sonui Ggin  limx=a denlik esasynda funksiyanyn a nokatda
X—a
Uznuksizligini anladyan (21) deiligi
im (0= 1{im x)

gornlisde yazmak bolar. Ol denlik Uznuksiz funksiya tgin predelin “lim”
belgisi bilen funksiyany hé&siyetlendiryan “ f “ belgininn ornuny calsyryp
bolyandygyny anladyar.

Kesgitlemeden gornusi  yaly, funksiyanyn nokatda (sniksiz
bolmagynyn esasy sertlerinin biri-de ol funksiyanyn sol nokatda predeliniti
bolmagydyr. Sonui (g¢in hem funksiyanyn predelinin  1-nji ~ we 2-nji
kesgitlemelerini ulanyp, funksiyanyn nokatda tUznuksizlik kesgitlemesini
ginisleyin seyle dustindirmek bolar.

2-nji kesgitleme. Eger a sana yygnanyan v{xn} yzygiderlik tgin
{f(x,)} yzygiderlik f(a) sana yygnanyan bolsa, onda f funksiya a
nokatda tznuksiz funksiya diyilyar.

3-nji kesgitleme. Eger Ve >0 lgin 6 = 5(3) >0 tapylyp, | x—al<o
defsizligi kanagatlandyryan Vx tgin | f(x)— f(a)l<e densizlik yerine
yetse, onda f funksiya a nokatda tizniiksiz funksiya diyilyar.

Bu kesgitlemani ulanyp, funksiyanyn a nokatda (zniksizligini
atiladyan lim f (x) =f (a) yazgyny gysgaca seyle yazmak bolar:

X—a
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(ve>0) (6>0 3) (x—al<d,vx)| f(x)- f(a)<e.
Kesgitlemelerden gornusi yaly, predelin kesgitlemelerinden

tapawuklylykda bu yerde X, #a ya-da X # a serttalap edilmeyaér.

Eger Ax=x-a we Af=f(x)-f(a)=f(a+Ax)-f(a)
tapawutlar degislilikde x  Uytgeydnin we funksiyanynn a nokatdaky
artymlary bolsa, onda (21) detligi AIX|[n>0 Af =0 gérnisde yazmak bolar.
Sona goré-de funksiyanyi a nokatda uUzniksizliginin kesgitlemesini yene
bir gorniisde getirmek bolar.

4-nji kesgitleme. Eger f funksiyanyn x (ytgeyaninin a nokatdaky
AX artymy nola ymtylanda funksiyanyn sol nokatdaky artymy nola
ymtylyan bolsa, onda f funksiya a nokatda Uzniiksiz funksiya diyilyér.

14-nji mysal. f(x)=sinx funksiyanyn ~ VaeR  nokatda
Uzniksizdigini gérkezmeli.

< Mélim bolgy yaly, 0<x<% bolanda |sin x|<|x]|. Sonun
esasynda 0<|x|<% bolanda hem [sin x| =sin|x| <|X| bolar. Eger

|x|2% bolsa, onda |sinx|£l<%£|x|. Seylelikde VaeR iigin

|sin x| <|x. Bu deiisizligifi esasynda:

|Af| =sin(a+ Ax)-sina| = Zsin%cos (a+%} <
< 2lsin 2| < 2M =|AX.
2 2

Sonut tgin hem AIim Af =0, yagny f(x)= sin x funksiya Va eR
X—0
nokatda tznuksizdir. >
§ 2.8. Uzniiksiz funksiyalaryn esasy hasiyetleri

Nokatda Uzniiksiz funksiyanyn sol nokatda predelinin barlygy esasynda,
predeli bar funksiyalar Ugin yerine yetyan hdsiyetlerin hemmesi Uzniiksiz
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funksiyalar tcin hem dogrudyr. Olaryn esasylaryny yatlalyn.
Eger f we g funksiyalar a nokatda tznuksiz bolsalar, onda

f(x)£g(x), f(x)-g(x) we f(x)/g(x) (g(a)=0) funksiyalar hem
a nokatda uznuksizdirler.
Eger f funksiya a nokatda (izniiksiz bolup, f(a)¢0 bolsa, onda ol

nokadyn kabir etrabynda funksiyanyn alamaty f (a) sanyn alamaty bilen
gabat gelyar.

15-njimysal. VneN igin f(x)=x" funksiya Vx R nokatda
Uznuksizdir.

< Bu funksiyanyi Vx € R nokatda tizniiksiligi g(x)= x funksiyanyii
Uznuksizliginden esasy hasiyet boyunca gelip ¢ykyar. >

16-njy mysal. P (x)=ax"+ax"" +..+a, X+a, bitin rasional
funksiya Vx € R nokatda uzniiksizdir.

< Bu funksiyanyn Vx e R nokatda uUznuksizligi 13-nji we 15-nji
mysallarda garalan funksiyalaryn VX € R nokatda Uzniksizliginden, esasy
hasiyet boyunca gelip ¢ykyar.>

17-nji mysal. f(x)="P,(x)/Q, (x) drob rasional funksiya Q(x)
kdpagzanyn koki bolmadyk Vx e R nokatda tizniiksizdir.

< Bu funksiyanyn (znuksizligi esasy hasiyet boyunca  16-njy
mysaldaky funksiyanyn Uznuksizliginden gelip ¢ykyar. >

13-nji teorema (Cylsyrymly funksiyanyii Uznuksizligi). Eger
u=q(x) funksiya a nokatda iizniiksiz, y = f(u) funksiya b=q(a)
nokatda Gzniiksiz bolsa, onda F(x)= f[p(x)] cylsyrymly funksiya a
nokatda Uznuksizdir.

< Eger x—a bolsa, onda ¢  funksiyanyn a nokatda

Uznuksizliginden (p(X)—)(p(a) gelip cykyar, yagny u — b. Sonui Ggin
f funksiyanyn b nokatda Uzniiksizliginden f(u)—> f(b) gelip
cykyar. Seylelikde,
lm F ()= lim f[g(c)]= lim £(u)= £(b)= 1 [o(a)] - F(a)
yagny F(x)= f[o(x)] funksiya a nokatda tizniiksizdir. >
18-nji mysal. f(x)=cosx funksiya VX € R nokatda uzniiksizdir.
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< Bu funksiya tUznuksiz u :%— X we Yy =sinu funksiyalara goréa

eylsyrymly  F(x)= sin(% —~ XJ =cosx funksiya hokminde 13-nji

teorema boyunca tznuksizdir. >

19-njy mysal. f (x) =tg X funksiya Vx#7z/2+Kkr,keZ nokatda
uznuksizdir.

< Bu funksiyanyn Uzniksizligi sinx we cos x funksiyalaryi
Uznuksizliginden gelip ¢ykyar. >

20-nji mysal. f(x)=a*(0<a=1) gorkezijili funksiya VxeR
nokatda Uznuksizdir.

< ki bilen bu funksiyanyn x =0 nokatda tznlksizdigini, yagny
lima” =1 denligin yerine yetyandigini gorkezelix.

X—0

, 1 1 _
Goy, a>1 bolsun, onda —=<x<= bolanda a*"<a*<a'"
n n

densizlikler yerine yetyandir. Bu densizliklerden n— oo bolanda, x — 0
we limaY" =1 bolyandygy sebapli lima* =1 gelip cykyar. a<1
X—0

bolanda hem ol edil sonuti yaly gorkezilyar. Sona gorda Vb e R (igin hem
lima* = lima®a*”=a’lima*® =a".
x—b x—b x—b

Bu yerden b nokadyn erkinliginden f(x) =a” funksiyanyii Vx € R
nokatda tznuksizligi gelip ¢ykyar. >

§ 2. 9. Funksiyanyi birtaraplayyn Gzniksizligi
we Uzulme nokatlary

1. Funksiyanyn birtaraplayyn Uzniksizligi. Eger f funksiyanyn a
nokatda sag (cep) predeli bar bolup, ol predel funksiyanyn a nokatdaky
bahasyna den bolsa, yagny

lim f(x)=f(a+0)= f(a) (IirTJO f(x)=f(a-0)=f(a)),
onda f funksiya a nokatda sagdan (¢epden) tizniiksiz funksiya diyilyér.
Kesgitlemeden gornisi yaly, eger f funksiya a nokatda hem ¢epden,
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hem sagdan uizniiksiz bolsa, onda

f(a+o)=f(a-0)=f(a) (22)
denlikler yerine yeter, yagny f funksiya a nokatda Uznuksiz bolar.
Funksiyanyni a nokatda zniksizliginden, onun sol nokatda hem ¢epden,
hem sagdan Uzniksizligi gelip ¢ykyar we sonun esasynda (22) denlikler
yerine yetyar. Seylelikde, f funksiyanyi a nokatda Uzniksiz bolmagy
Ucin onuti sol nokatda hem sagdan, hem ¢epden tzniiksiz bolmagy, yagny
(22) denliklerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

2. Funksiyanyn 0Ozilme nokatlary. Eger f funksiya a nokatda
Uzniksiz bolmasa, onda a nokada f funksiyanyn (zilme nokady
diyilyar.

Eger funksiyanyn a nokatda biri-birine den bolmadyk birtaraplayyn

fla-o)= lim f(x) we f(a+o)= lim f(x) (23)
predelleri bar bolsa, onda a nokada f funksiyanyn Uzilme nokadynyn

......

Basgaca aydylanda, eger (23) predeller bar bolup, olaryn in bolmanda
birisi funksiyanyn f(a) bahasyna den bolmasa, onda a nokada f
funksiyanyn Gzllme nokadynyn birinji gornusi diyilyar. Sunlukda,
f(a+0)-f(a—0) tapawuda funksiyanyn a nokatdaky bokmesi
diyilyar.

21-nji mysal. x=0 nokat f (x) =sgnx  funksiyanynn Uzulme
nokadynyn birinji gérnisidir, ¢unki XIi_r)171osgn X=-1 XIi_)njosgn x=1 we

f(0)=0.0nun békmesi f(+0)— f(-0)=1-(-1)=2 bolar.
Eger (23) predeller bar bolup,
limf(x)=f(a—0)=f(a+0)=A

denlikler yerine yetse we A # f(a) bolsa ya-da a nokatda f

kesgitlenen bolmasa, onda a nokada f funksiyanyn ayrylyan Gzilme
nokady diyilyar. Bu halda (zllme nokadyn seyle atlandyrylmagy,

funksiyanyn sol nokatdaky bahasyny uytgedip, yagny f(a)= A alyp,
funksiyany a nokatda hem tzniksiz edip (yagny lzulme nokadyny ayryp)
bolyandygy bilen disundirilyar.
Mysal tigin, x = 0 nokat g(x)=|sgn x| funksiyanyi tziilme nokadydyr,
cinki
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lim |sgn x) |= lim |sgnx|=1# sgn0|=g(0).

Eger g(0)=1 alsak, onda x=0 nokatda g(x) funksiya iizniiksiz
bolar, yagny x =0 ol funksiyanyn ayrylyan tziilme nokadydyr.
Eger funksiyanyn a nokatda birtaraplayyn predellerinin in bolmanda
biri yok ya-da tiikeniksizlige den bolsa, onda a nokada f funksiyanyn
22-nji mysal. f(x)=1/x we g(x)=23"*funksiyalaryii iziilme nokadyny
anyklamaly.
< Bu funksiyalar ugin x =0 nokat uizilme nokadynyn ikinji gornisidir,
glinki f(-0)=—0, f(+0)=+0 we g(-0)=0, g(+0)=+w.>
Eger f funksiya [a,b] kesimin tikenikli sany birinji gormiisdaki
uztlme nokatlaryndan basga ahli nokatlarynda tzniiksiz bolsa, onda f
funksiya [a,b] kesimde bolek iizniiksiz funksiya diyilyar.
23-nji mysal.  f(x)=x—[x] funksiyanyn [0, b} b>1 kesimde
bolek tznuksizdigini subut etmeli.
< Ol funksiyanyin a=n (n=12,...) nokatlar Ggin birtaraplayyn
predellerini hasaplaly:

im (x—[x) =1 n[n], '
tim (x=[x)=0=n~[n] (Vs

yagny a=n nokatlar funksiyanyn O| 1 2 3 40X

birinji gornisdaki Gzilme nokatlary

bolup, 4&hli beyleki nokatlarda ol 2-nji surat

funksiya Uznuksizdir, yagny ol bdlek

Uzniiksizdir. Onun gyzgysy 2-nji suratda sekillendirilendir >

§ 2. 10. Ké&bir wajyp predeller

1. lim %9ad+X)

x—0

=log, e. Bu denligi subut etmek (gin

wzlmga(H x)=1log,, (L+ )
X X

denlikden we logarifmik funksiyanyn tzniksizliginden peydalanarys:

1
X
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x—0 X x—0

IimM = Iim{loga(1+ x)i} = Iog{ling(1+ x)i} =log, €.

Bu yerden a =e bolan hususy halda IingM =1 formula alynyar.
X— X
2. Iingal —~—Ina . Gorkezijili funksiyany tizniiksizligi esasynda
X—> X

x—0 bolanda y=a*-1—0 bolar. y=a” -1 deiligin esasynda
a*=y+1, x=log,(l+y). Sonui ligin hem
X

.at -1 . y 1
lim =lim =
x>0 x  y-olog,(1+y) log,e

=Ina.

X

Bu yerden a=e bolanda lim ¢

x—0 X

=1 formula gelip ¢ykyar.

}\' p—
lim @+x"* -1

3. =A. Bu formulany subut etmek G¢in 1-nji we

x—0 X
2-nji wajyp predellerden we x—0 bolanda y=AIn(l+x)—0
bolyanlygyndan peydalanyp alarys:
M+x) -1 e 1 In(1+x)

lim~—————=lim A =\
x>0 X x>0 A In(L+ x) X
. . Insin x .
24-nji mysal. lim Sz predeli hasaplamaly.
x-7 COS” X
< Predeli hasaplamak tcin 1--nji wajyp predelin hususy halyny
ulanarys:
__Insinx . Iny1-cos®x 1. In{l—cos®x 1
lim — >—=lim SOS = ——Ilml—2)=——. >
x>% COS“X  x,T  COS” X 24,5 —CO0S“X 2
2 2 2
x-x-2
25-nji mysal.  lim ——————— predeli hasaplamaly.

x>2 X* —5X+6
< Predeli hasaplamak (g¢in 2-nji wajyp predelden peydalanarys:

T L R S N [V
lim =lim 5 X—
X°—X—-2 X“—-5x+6

X—2 X2 —BXx+6 X—2

210



_jim 31 (x=2)x+)

=-3In3.
2 x2 —x =2 %2 (x—2)x—3) ns.»

8 2. 11. Kesimde uznuksiz funksiyalaryi hésiyetleri

Eger f funksiya [a,b] kesimin &hli icki nokatlarynda tizniiksiz bolup, a
nokatda sagdan we b nokatda ¢epden tzniiksiz bolsa, onda f funksiya
[a,b] kesimde tizniiksiz funksiya diyilyar.

Eger seyle cela,b] nokat tapylyp, Vxela, b] tgin f(x)< f(c)
(f(x)>f(c)) densizlik yerine yetse, onda f(c) sana f funksiyanyi
[a,b] kesimdaki in uly (in kici) bahasy diyilyar.

23-nji mysaldaky funksiyanyn bahalar kdplugi [O, 1) aralykdyr, sona
gora ol funksiya céklidir we onuin takyk cakleri bardyr.Sunlukda, takyk
asaky cagi funksiyanyn i kici bahasy bilen gabat gelyar (ol nola den),
yone funksiya inn uly bahany almayar.

14-nji teorema (Weyerstras). Eger
f funksiya  [a,b]  kesimde M-
Uzniksiz bolsa, onda ol funksiya sol
kesimde céklidir we in kici m we in
uly M bahalary alyandyr, yagny

ofF-t---------
]
]
]
]
1
1
1
a

f(c,)=m we f(c,)=M bolar. O| a

seyle  ¢,c, €la,b] tapylyp, T[T |
2 C b x
Bu teoremanyn geometrik manysy g
3-nji suratda sekillendirilendir. 3-nji surat

Kesimde (zniiksiz funksiya (gin
yerine yetydn bu teorema aralykda Uzniiksiz funksiya Ugin dogry daldir.

Mysal tgin, (0, 1) aralykda tzniksiz y=5x* funksiya sol aralykda
m=0 we M =5 bahalary almayar, cunki funksiya ol bahalary x=0
we x =1 nokatlarda alyar, olar bolsa seredilyan aralyga degisli daldir.

15-nji teorema (Aralyk baha hakynda). Eger f funksiya [a,b]
kesimde Gzniiksiz bolup, A= f(a)# f(b)=B bolsa, onda ol funksiya A
we B bahalaryn arasyndaky islendik C bahany alyar, yagny (a, b)ac
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tapylyp, f (c) =C deilik yerine yeter.

Bu teoremanyn geometrik manysy 4-nji suratda gorkezilendir we ol
A<C<B (ya-da A>C >B) serti kanagatlandyryan islendik C ugin
y=C gbni ¢yzygyn y=f(x) funksiyanyn gyzgysyny kesyandigini
anladyar.

y
B
C
A_
O X
4-nji surat

Eger [a,b] kesimin kibir ¢ nokadynda f(c)=0 bolsa, onda ol
nokada f funksiyanyn noly diyilyar.

16-njy teorema (Funksiyanyi noly hakynda). Eger [a, b] kesimde
Uznuksiz f funksiyanyn sol kesimin uglaryndaky bahalarynyn alamatlary
durli bolsa, yagny f(a)- f(b)<0 densizlik yerine yetse, onda
funksiyanyn (a, b) aralykda in bolmanda bir noly bardyr.

Bu teorema 15-nji teoremanyin A-B <0 we C =0 bolyan hususy haly
bolup, onuii geometrik manysy f(a)-f(b)<0 bolanda (a, f(a)) we
(b, f(b)) nokatlary birlesdiryan y = f(x) tzniisiz funksiyanys ¢yzgysy
Ox okuny kesyandir.

[a, b] kesimde tizniiksiz funksiyalaryn képliigini C[a,b] bilen
belgilaris. Sunlukda, f C[a,b] yazgy f funksiyanys [a, b] kesimde
Uznuksizdigini anladyar.

212



Goénukmeler

1. Umumy agzasy berlen yzygiderligin ilkinji bds agzasyny yazmaly:
) x, =21 gy, =L2(”+1). 3) x, =2"V
n°+1 n

2. Yzygiderligini ilkinji 1, 1/3,1/5, /7, ... agzalaryny ulanyp, onuii
umumy agzasynyn formulasyny yazmaly.

3. Yzygiderligiti ilkinji n agzalarynyn jemi S, =3n® formula bilen
anladylyar. Ol yzygiderligin arifmetik progressiyadygyny subut etmeli we
onun ilkinji agzasyny we tapawudyny tapmaly.

4.Yzygiderliklerin haysysynyn yokardan, asakdan, yokardan we asakdan
caklidigini anyklamaly:

n+2 n
1) Xn =n2 —1. 2) Xn :nz—

1 n
5 3) X”Z(IJFFJ . 4) xn=3—n.

5. Yzygiderliklerin haysysynyn artyandygyny, kemelyandigini,
monoton daldigini kesgitlemeli:
.

n
1) xn=é. 2) xn=(_n—1) 3) X, =In(l+n). 4) x,=3",

6. Kesgitlemeden peydalanyp, denlikleri subut etmeli:

n_ _q\n+l
B im0, 2) tim-2 22 3 im A 1o gy im CY g
now n?2 n—wo N+ 3 now 44 nso nN4+1
7. lim 2n+3:2 predeli ulanyp, 2n+3_2 <g  densizligin
noo n41 n+1

e=0,1 0,01 t¢in n>n, bolanda yerine yetyan n, belgileri gorkezmeli.
8, Predelleri tapmaly:

n
) tim(1+-1 ] 2) lim—1 . 3) lim(1-1] .
n—w 3" n—wnl 43" n—w n
n
4 tim{1+3] . 5) lim2"—1. 6) lim—"—°_
N—w n n>» 3n+ 4 n>o 2102 +1
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. 2n?
7) lim
) oo n? 41

3
g) tim N=30+5) gy, 3
oo 2n° +3n -2

9. Yzygiderliklerin predelerini tapmaly:

1) x, =v/n+1-/n.

12 +22+3%+...+n

3) x, =

n n3

2) X, =

4) X, =i+

+
1.2 2.3

10. Funksiyalaryn predellerini tapmaly:

1) Xli_)rflz(x2 +6X + 8)

2
3) limX 23
-1 X< +1

5) lim

x—0 X

1+x+x% -1
m—=>-"= =
x—0 X

3 2
. 31+3x° -1
O e

19 lim——>%X
=031+ x —31-x
V24X —+/3x-2

21) lim

x->2 \J4x +1—~Bx-1

2) Iiml(xs —2x% +3x —1).

2 —
4y lim X =*2
x—1 X =1
3 2
6) lim 2X° +3X x.
x—0 X
2 —
8) ”mx—5x+6.
x>2 x2 —7x+10
) x4 +3x?
10) lim .
) x>0 x° 4+ x3 + 2x?
12) lim¥AHx =1
x—0 X
3
14) lim L+3x
x>-1 1+ X

A1+ X =41+ %2
16) lim :
0 J1+x-1

V34 x4+ %2 49— 2% + X2

18) lim
X2 x? —3x+2
3
20) lim V12X +1
x>-13/2 4+ X + X
22) "n?) 1+ 3x —«/21—2x.
x> X+ X
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2
23) lim Y2 2X =5 24) |im£—l“x_1_2.

x—8 i/;_z . X—5 (X—5)2
/ / 3 2
25) im L-x— 1) 26) lim * ~2¥*+3
x>0 X x—>o X% +7X -1
4 4 3
27) lim 2 X3 28) lim 2%~ +5
x—>o X2 —8X+5 x—>o 3" —5x° +1
1) x
29) Iim(l——} . 30) Iim(—} .
X—>0 X x—o\ 1+ X
X+1 X
31 lim[ 23] 32) lim[ X*1)
x—o| 2X +1 x—o| X -1
33) fim N+ 2%) 34) lim L 1tX.
x—0 X x->0x 1-Xx
X2 —1)" sin x
35) Iim( . J . 36) lim——.
X—0 X x—0 §in 2X
37) lim 192X 38) lim 2" sin—*-.
x=>0 X n—w on
. sinmx /m . X /2
39) lim = 40) lim(l-xjtg—. (—.
) x=0 §in Nx <n > ) x—>1( )tg 2 <n>
[\4/1+ x? —1jtg5
41) lim(1+ tgx)*® 42) lim 3
x—0 x—0 X
43) lim tgx—smx. 44) lim («/l+x —1)003nx.
x—0 X x—0 X
45) lim xctgx. 46) lim(L+ 3tg2x)™ *.
x—0 x—0

Ké&bir predelleri hasaplamak tcin belli bolan trigonometrik formulalary
peydalanmak zerur bolyar:
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. . . 2tgx
sin2x = 2sin Xcos X, €0s2x =cos® x—sin’ x, tg2x = g

1-tg2x
Sinzx_l—cosx 2 X 1l+cosx 2 X 1l-cosx
’ 2 2 2 1+cosx
: : X+ X— : :
sinx+siny = 2sin 2 Y cos XY sin x —sin y=

= Zsin%cos%, COS X +COS Y = 2c0s 2 Y cos X =Y

2 1
C0S X —COS y = —2sin usin%,
47) tim sin(a + x)+sm(2a —X)— 2sin 2 49) lim sin(a + x)—sin(a - x).
x—0 X x—0 X
49) Tim S5 M - COSMX 500 i cos(a + x)+ cos(a—x)—2cos a
x—0 X x—0 1—cos X
51) lim X —SINX 52) lim Y22 X =1,
x—0 X x>0 X
53) lim cos(x/2)—sm(x/2). 54) lim sm(x—n/S).
X2 COS X x-n/3 1 —2C0S X
55) Iim1+ cost—Zcosx. 56) Iiml—cosx
x—0 2C0S X — 2 =0 X
57) lim */EL)ZH 58) lim—9% .
X—>n/4 ]__tg X x—0 Sin 2X

11. Asakdaky x—0 bolanda tlkeniksiz kici bolan funksiyalaryn
haysysy B(x)=x funksiya géra den tertipli, yokary tertipli, Kici tertipli
tlkeniksiz kigi funksiyadyr?

1) a(x)=3x; 2) a(x)=4sinx; 3) a(x)=5x%;
4) ax)=3sin?x;  5) ax)=3x* +x; 6) a(x)=3/tgx;

12. Berlen funksiyalaryn berlen nokatlarda tizniiksizligini barlamaly:
1) f(x)=x+1 funksiyanyn x=-1, x=1 nokatlarda.
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>
2) f(x)=9x’ x21, funksiyanyii x=1 nokatda.
X, x<l1
x2 +1, x<1,
3) f(x)=143, x=1, funksiyanyii x=1 nokatda.
Xx+1 x>1

13. Funksiya gorkezilen nokatda nahili kesgitlenende sol nokatda ol
Uznuksiz bolar:

, Xx=0.

x3 -1 In(L+ x)
1) f(x) T 1. 2) f(x) -
14. Funksiyanyn Uzulme nokatlaryny tapmaly, olaryn gornislerini
kesgitlemeli we funksiyanyn ¢yzgysyny gurmaly:
x—-1 9 L
1) f(x) el 2) f(x) vt 3) f(x)=3x1,
15. Funksiyanyn tzulme nokatlaryny tapmaly we sol nokatlarda onun
bokmesini kesgitlemeli:

X, X<2, —2X+3, x<1],
2 f(X):{x+1, X>2 2) f(x):{ X+2, x>1

16. Denleménin gorkezilen aralykda in bolmanda bir kokunin bardygyny
subut etmeli:

1) x*+4x-6=0, (1 2). 2) x* -215x+0,95=0, (L, 2)
Jogaplar
1. 1) x,=1; x, =3/5; X3 =2/5; X, =5/17; X =3/13.2) x, =2;
X, =—3/4; x;=4/9; x,=-5/16; x;=6/25. 3) 4; 2; 16; 8; 64.
2. x,=1/(2n-1)?. 4. 1) asakdan . 2) - 4) yokardan we asakdan.

5. 1) kemelydr. 2) monoton dal. 3) artyar. 4) kemelyér.
7. n,(01)=9; n,(0,01)=99. 8. 1) 1. 2) 0. 3)e*. 4) e*. 5) 2/3.
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6) 0. 7)2. 8) 1/2. 9) 3/2.9.1)0.2) 1/2.3) 1/3.4) 1.

10. 1) 0. 2)-7. 3) 3. 4) -1.5)3. 6) -1/7. 7)2. 8)1/3. 9)2/3.
10).3/2. 11) -8. 12) 1/2. 13) 1/3.14) 1/3. 15) 1/2. 16) 1. 17) 1.
18) 1/2. 19) 15/2. 20) 1/2. 21) 3. 22) 5/2. 23) 12/5. 24) 1/16.

25) -1.26) 0. 27) «.28) 2/3. 29) e*.30) e’ 31) e. 32) e’. 33) 2.
34) 2. 35) 0. 36) 1/2 . 37) 2. 38) x. 39) m/n.40) 2/n. 41) e.

42) 0. 43) 0. 44) 1/2. 45) 1. 46) €. 47) —sina.48 2cosa.
49) (n2-m?)2. 50) —2cosc. 51) 1/2 . 52) —Y4. 53) +2/2.
54) +/3/2. 55) 1. 56) 1/2. 57) 1/4. 58) 1/2.11. 1), 2) - den tertipli.
3), 4) - yokary tertipli, 5), 6) - Kkici tertipli. 12. 1) ikisinde-de
lizniiksiz .2) Uzniksiz .3) Uzniksiz ddl. 13. 1) f(1)=3/2. 2) f(0)=1.
14. 1) x=-3 ikinji gornlsli tzilme nokat. 2) x =-3, x =3 ikinji gornusli
Uzulme nokatlar. 3) x=-1 ikinji gornusli dztilme nokat. 15. 1) x =2,
f(2+0)-f(2-0)=1. 2) x=1, f(1+0)- f(L-0)=4.
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I1. 3. FUNKSIYANYN ONUMI WE DIFFERENSIALY
§ 3.1. Eunksiyanyii 6nimi

1. Onim dusunjesi. Funksiyanysi predeli diisiinjesi bilen yakyn
baglanysykda bolan yene bir wajyp disunjelerin biri-de funksiyanyn
onumi dlsinjesidir.

Goy, y=Tf(x) funksiya x nokadyn kabir U(x) etrabynda
kesgitlenen bolup, x Uytgeyanin Ax artymy (gin X+ Ax eU(X)
bolsun. y = f(x) funksiyanyi X nokatdaky Ay = f(x+Ax)— f(X)
artymynyn Uytgeyanin  AX artymyna bolan

Ay  f(x+Ax) - f(x)
AX AX

1)

gatnasygyna garalyn.
1-nji kesgitleme. Eger (1) gatnagsygyn Ax — 0 bolanda predeli bar

bolsa, onda sol predele y= f(x) funksiyanyn X nokatdaky onumi
diyilyar.
y=f(x) funksiyanyfi X nokatdaky onimi f’'(x) bilen, ya-da
y'(x) bilen, ya-da gysgaca Yy’ bilen belgilenilyar.
Diymek, 6numin kesgitlemesi boyunga
£r(x) = lim &Y = fim XA =109 )
Ax—>0 AX  Ax—>0 AX
Kesgitlemeden peydalanyp, mysal hokminde kébir elementar
funksiyalaryn ontmlerini tapalyn.
1-nji mysal.. f (x) =C - hemiselik funksiya.
Islendik X we AXx dcin bu funksiyanyn artymy nola dendir,
yagny Ay = f(x+Ax)— f(x)=C-C=0. Onda (2) formula esasynda

f'(x)=lim ﬂ=O, C'=0.
Ax—0 AX
Seylelikde, hemiselik funksiyanyn oniimi nola dendir.
2-nji mysal. f(x)=x", peR.
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Bu funksiya Ggin Ay = f (x+ Ax) — f (x) = (x + Ax)" — x". Sonu iigin
hem (2) formula esasynda
p
(1+ AXJ -1
X

f'(x) = lim ﬂz lim Mz limxP>~2"*/7  _
Ax—>0 AX  Ax—0 AX Ax—0 AX
p
(1+AXJ 1 ,
_ P X B | P) — ny Pl
=X AleT0 A X p=px", (x ) px*t .

X
Bu formuladan hususy hal h6kmiinde

!

ol (34

X
formulalar alynyar.

Funksiyanyn nokatdaky sag we ¢ep predelleri disunjelerinden
peydalanyp, funksiyanyn nokatdaky sag we ¢ep 6niimleri disunjelerini
girizelin.

2-nji kesgitleme. Eger (1) gatnasygyn Ax—+0 (AX— -0)
bolanda predeli bar bolsa, onda sol predele y= f(x) funksiyanyn X
nokatdaky sag (¢ep) 6numi diyilyar.

y = f(x) funksiyanyn X nokatdaky sag (gcep) onumi f/(x)
(f/(x)) bilen belgilenilyar. Diymek, kesgitlema gora,

. . A
£/(x) = lim &Y [f’(x): lim —yj .
Ax—>+0 AX Ax—>-0 AX
Bu 6numlere birtaraplayyn ontmler diyilyar. Olar  f'(x+0) we
f'(x—0) gornisde hem belgilenilyar.

1-nji we 2-nji kesgitlemelerden hem-de funksiyanyn birtaraplayyn
predellerinin hasiyetleri esasynda asakdaky tassyklamalar alynyar.

1. Eger f funksiyanyi X nokatda oniimi bar bolsa, onda onui

X nokatda sag 6nimihem, ¢ep 6nimi hem bardyr we olar dendirler:
F/(x)= /()= f/(x).
2.Eger f funksiyanyn X nokatda sag we cep oniimleri bar
bolup, olar den bolsalar, onda ol funksiyanyn X nokatda 6nimi
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bardyr we ol dnumleriti hemmesi dendirler.
3. Eger f funksiyanyn x nokatda sag we c¢ep onumleri bar

bolup, olar den bolmasalar, onda X nokatda onuri 6nimi yokdur.
3-nji mysal. f(x)=|x].
Eger x>0 bolsa, onda f(x)=x bolar we sonun gin 2-nji mysal
esasynda |x|'=1. Suna menzeslikde x <0 bolanda |x|'=-1. Eger-de
X =0 bolsa, onda
Ay f(0+Ax)-f(0) |Ax|

AX AX AX
denlik esasynda
im 2 2 gim X1 im Yo gim W
Ax—+0 AX Ax—>+0 AX Ax—>-0 AX Ax—>-0  AX

Diymek, f(x)=|x| funksiyanyin x=0 nokatdaky sag onimi 1 we
cep onimi -1 bolyandyr. Sona gord, 3-nji tassyklama esasynda
f(x)=| x| funksiyanyiin x=0 nokatda 6nimi yokdur.

Eger kdbir X nokatda

lim f(X+Ax)— f(X) o

Ax—0 AX
ya-da
lim f (x+ Ax)— f(x) o
Ax—0 AX
predel bar bolsa, onda funksiyanyn +oo0 vya-da —o0 den bolan

tlkeniksiz 6numi bar diyilyar. Geljekde funksiyanynn oniimi bar diyip
tikenikli 6niime dislnjekdiris
2. Onimiti  fiziki manysy. Goy, material nokat goni ¢yzyk
boyunga hereket edydn bolup, y= f(x) sol nokadyt hereketinifi
kanunyny, yagny t=0 wagtdan t=Xx wagt aralygynda gecen yoluny
alatsyn. Onda Ay = f(Xx+Ax)—f(x) tapawut t=X wagtdan
t = X+ AXx wagt aralygynda, yagny Ax wagtda gecilen yoly anladyar.
Sonun dgin hem
Ay  f(x+Ax)—f(x
&y _fxea0-f0) @
AX AX
gatnasyk material nokadyn sol wagt aralygyndaky ortaga tizligidir. Eger
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hereket dendlcegli bolmasa, onda bellenen X Ggin Ax ululygyn Uytgemegi
bilen ortaca v, tizlik hem lytgar we AX nége kici boldugyca Vv,
tizlik nokadyn X pursatdaky hereketini sonca onat hésiyetlendirer.

Eger (3) ogatnasygyn, yagny ortaga tizligin Ax — 0 bolanda
predeli bar bolsa, onda sol predele material nokadyn x pursatdaky
tizligi diyilydr. Diymek,

lim f(x+Ax)—f(x):V. 4
Ax—0 AX
Yone bu predel f funksiyanyn x nokatdaky oniimini hem ailadyar.
Seylelikde, f'(x)=v we ol deslik oniimin mehaniki manysyny
atladyar. Diymek, X nokatda funksiyanyn f’(X) onGminin barlyk
meselesi material nokadyn X pursatdaky tizligini kesgitlemek
meselesidir.

2. OnUmii himiki manysy. Goy, Yy = f(x) himiki reaksiya gecyan
jisimin x  pursatdaky mukdaryny anladyan bolsun. Onda Ax wagt
aralygynda himiki reaksiya gegyan jisimin mukdary
Ay = f(x+Ax)— f(x) bolar. Sona gord Ay/Ax gatnasyk Ax wagt
aralygyndaky himiki reaksiyanyn ortaca tizligidir. Ol gatnasygyn (4)
predeline bolsa himiki reaksiyanyn x  pursatdaky tizligi diyilyéar. Ol
predel f funksiyanyi x nokatdaky o6numini hem arnladyar, yagny
f'(xX)=v. Ol denlik onimiii himiki manysyny anladyar we himiki
reaksiyanyn tizligini tapmak meselesinin 6niim dustinjesine getiryandigini
gorkezyar.

3. Onumin geometrik manysy. Goy, y= f(x) funksiya X,
nokadyn kabir etrabynda kesgitlenen we tzniiksiz bolsun. Ol funksiyanyn
¢yzgysyndaky A(X,,Y,) (Y, = f(x,)) we B(X, +AX, Y, +Ay) nokatlar
arkaly kesiji goni ¢yzyk gecirelin. Onun Ox oky bilen emele getiryan
burcuny S = B(AX) bilen belgilalin (1-nji surat). EgerAIir_TJO,B(AX):a

predel bar bolsa, onda k =tga burg koeffisiyentli AC goni ¢yzyga

y= f(x) funksiyanyti c¢yzgysyna A  nokatda gecirilen galtasma
diyilyér. 1-nji surat esasynda
BD Ay f(x, +Ax)— f(x,

tgp(ax)= B2 - &Y _ T # A0 = Tx,),

5
AD Ax AX ®)
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yagny pB(Ax)=arctg(Ay/Ax). Eger f funksiyanyn X, nokatda ontimi
bar bolsa, onda arktangensin tUznuksizligi sebapli,
. ) A ,
Aler_rj0 B(AX) = Aler_rj0 arctg [A_i] =arctgf '(x,)

denligi alarys. Diymek, ¢yzgynyin A nokadynda galtasma bardyr we
a = arctgf '(X,) , yagny galtasmanyn tga =k burg koeffisiyenti f'(x,)

onume dendir: tga = f'(x,)
y / we ol onimin geometrik

manysyny anladyar.

Seylelikde, egri ¢yzyga

galtasma gecirmek meselanin

C hem  6nim  dislnjesine
D getiryandigini gordik.

Indi X, nokatda onumi bar

bolan y= f(x) funksiyanyn
grafigine A(X,,Y,) nokatda

0 b X X A x gecirilen galtasmanyn
o y = £/(x,)(x=%,) + f(x,)
1-nji surat we normalyii
1
y=- (x=X%y) + F(X,)

(%)

denlemelerini yazyp bileris.
§ 3. 2. Funksiyanyn differensirlenmegi

1. Differensirlenmegini UGznuksizlik bilen baglanysygy. Eger x
nokatda funksiyanyn onimi bar bolsa, onda ona sol nokatda
differensirlenydn funksiya diyilydr. Sona goérd funksiyanyii onimini
funksiya tgin (2) denlik yerine yetyandir we predelin hasiyeti esasynda

ﬂ= f'(x) + a(AX)
AX

denligi hem-de ondan gelip ¢ykyan
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Ay = T'(X)AX + o (AX) AX (6)
denligi yazyp bileris, bu yerde AIimooz(Ax) =0.

1-nji teorema. Eger f  funksiya X nokatda differensirlenyan
bolsa, onda ol funksiya sol nokatda Uznuksizdir.

< X nokatda differensirlenyan y = f(x) funksiyanyii Ay artymy
ucin (6) yerine yetyandir we sonun (igin hem AIir_n)oAy =0, yagny funksiya

X nokatda Gzniksizdir. >

Bu teoremanyn tersi dogry déldir, yagny funksiyanyn nokatda
Uznuksizliginden ol funksiyanyn sol nokatda differensirlenmegi gelip
cykmayar. Ona x =0 nokatda tzniksiz, yone sol nokatda onimi yok
bolan 3-nji mysaldaky y =| x| funksiyany mysal gérkezmek bolar.

Eger funksiya kabir aralygyn ahli nokatlarynda differensirlenyan bolsa,

......

boyunca aralykda differensirlenyan funksiya sol aralykda tizniiksizdir.

2. Differensirlemegin esasy duzgunleri. Funksiyalaryii onimini
tapmak Ugin, kopleng, asakdaky teorema ulanylyar.

2-nji teorema. Eger u=u(x) we v=v(x) funksiyalaryn X nokatda
onumleri bar bolsa, onda sol nokatda u+v, u-v we u/v (v(x)#0
bolanda) funksiyalaryn hem onimleri bardyr hem-de

(Uxv)' =u'+v', 7
(uv) =uv+uv’, (8)

(EJ :u'v—zuv' ©)
v v

formulalar dogrudyr.
< Goy, y(xX)=u(x)£v(x) bolsun, onda
Ay = y(X + AX) = y(X) = u(x + AX) £ v(x + AX) —[u(x) £ v(X)] =
=U(X+ AX) —u(X) £[v(x+ AX) —v(X)] = Au £ Av .
Bu yerden Ax=0 bolanda
Ay _ Au + Av

AX  AX T AX
denlik alynyar. Ol denlikde Ax — 0 bolanda, predele gegip,
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. A . Au . Av
lim & lim —= lim —=u"xVv'
Ax—>0 AX Ax—>0 AX  Ax—=0 AX

defligi alarys, yagny y'=(u J_rv)' =u'+v'.
Goy, indi y(x) =u(x)v(x) bolsun, onda
Ay = y(X+ AX) = y(X) = u(x + AX)V(X + AX) —u(X)v(x) =
=[u(x+ AX) —u(X)Jv(x + AX) + u(X)[v(x + Ax) — v(X)]
Bu yerden Ax#0 bolanda

Ay Au Av
— = —V(X+AX)+u(x)— 10
™ Ax ( ) ()AX (10

denlik alynyar. 1-nji teorema esasynda
lim v(x + AX) =v(X). (12)
Ax—0
Sona gord Ax — 0 bolanda (10) denlikde predele gegip,
Ay

. . Au . . Av
lim — = lim — lim v(x + AX) + u(x) lim —=u'v+uv’
Ax—>0 AX  Ax—>0 AX Ax—>0 Ax—0 AX

detiligi alarys, yagny y’ =(uv)' =u'v+uv'.

Goy, y(x)=u(x)/v(x) we v(x)=0 bolsun, onda
u(x+Ax) u(x)
V(X + AX) - v(X) -
_Uu(X+ AX)V(X) = V(X + Ax)u(x)

- V(X + AX) - v(X) -

Ay = y(x+Ax) - y(x) =

~ [u(x+ AX) —u(x)Jv(x) —u(x)[v(x + AX) — v(X)]
N V(X + AX)V(X) '

Seylelikde, Ax =0 bolanda
Au AV

A _ A Ax (12)
AX V(X + AX)V(X)
(11) denlik esasynda bu denlikde Ax — 0 bolanda predele gecip,
. Ay uv-uv
lim — =
Ax—0 AX V2
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. e , , (u u'v-v'u
dendigi alarys, yagny vy =(—J = 5
v v

1-nji netije. Hemiselik ¢ we differensirlenyén u, v, w funksiyalar Ggin

]

(Utv—w) =" +v =W, (0vw) =u'vw+uv'w+uw,

(cu)'zcu’, (EJ =—CL2'

u u
formulalar dogrudyr.
3.Trigonometrik we logarifmik funksiyalaryin onumi. f(x)=sin x

funksiya ugin
Ay = sin(x + Ax) —sin x = 2sin %cos(x +%J

Sona gord hem (2) formula we 1-nji ajayyp predel esasynda
f'(x)=lim Ay _ lim —sm(Ax/Z). lim cos(x +&J =COS X,
M—>0 AX - M0 AX/2 A0 2
yagny (Sin X)’ =cosx. Sutia metizeslikde (cosx)'=-sinx. Onda (9)
formulanysi esasynda  tgx =sin x/cos x (x#=mwl2+xm,keZ) we
ctgx = cos x/sin x (X # k7, k € Z) funksiyalaryii éniimlerini taparys:

!

(tgx) = sinx | _ (sinx)'cosx—sin x(cosx)’ 1
COS X cos? x cos? x '
’
(ctgx)’ = cosx | _ (cosx)’sinx—cosx(sinx)’ _ 1
sin x sin? x sin®x

f(x)=log, x (0 <a =1 x>0) logarifmik funksiya Ugin
Ay =log, (x + Ax) - log, x =log,, (L + Ax/X)
bolar. Sona gora ikinji ajayyp predelden we logarifmik funksiyanyn
uzniksizliginden peydalanyp,

Ay L] AX, 1. X AX,
A~ A, 09a =) =3 lim 2 10g. A+ =) =
_1 . AX X/AX_l . AX X/AX _1 _ 1
—XAILTOIOQa(l-F X) _XIOQE‘LIQTO(“ X) _Xlogae_xlna
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deriligi alarys, yagny (log, x)’ :lloga e :L .Bu yerden a=e
X xlna

bolanda (In x)" =1/x formula alynyar.
§ 3. 3. Ters we ¢ylsyrymly funksiyanyi 6nami

1.Ters funksiyanyii 6ntmi. Goy, y = f(x) we x = g(y) ozara ters
funksiyalar bolsun.

3-nji teorema. Eger y = f(x) we x = g(y) differensirlenyan o6zara
ters funksiyalar bolup, f'(x)#0 bolsa, onda olary# éniimleri tigin

g '(Y) = f '(X) (13)

formula dogrudyr.
< Differensirlenyan funksiyalar tigin (Ax — 0) < (Ay — 0). Sofa gord

M _ 1
Ay Ay
AX

denlikde predele gegip, (13) denligi alarys. >

2.Ters trigonometrik we gorkezijili funksiyalaryi énimi. Malim
bolsy yaly, y=arcsinx (~1<x<1) funksiya x=siny (~z/2<y<z/2)
funksiyanyi ters funksiyasydyr we (sin y)' =cosy 0. Sona gora 3-nji
teorema esasynda

1 1 1 1
(siny)" cosy J1-sin’y 1-x’
Edil suna menzeslikde

1 1 1 _ 1
(cosy)’ -siny _ 1-cos’y  V1-x’
y =arctgx funksiyanyn bolsa x =tgy funksiya Ugin ters funksiya

(arcsin x)' =

. (arccosx)’ =

bolyandygy sebapli, (tgy)' —1/cos? y=1+tg2y denlik we (13) formula
esasynda
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B 1 B 1 1
(tay)’ 1/cos’y 1+tg?y 1+x

(arctgx)' =

Edil sonun yaly
11 1 1
(ctgy) —1/sin?y - (L+ctgly) 1+x°
y=a"(0<a=1) gorkezijili funksiyanyn x =1log,y logarifmik
funksiyanyn ters funksiyasydygy esasynda 3-nji teorema boyunga
(") = I SR 2 -
(log,y)' (log,e)/y log,e log,e
Bu formuladan (e*)' =e* formulany alarys.
3. Cylsyrymly funksiyanyn 6nimi. Bu funksiyanyi onimini tapmak
asakdaky teorema esaslanyar.
4-nji teorema. Eger u=¢(x) we y= f(u) funksiyalar ozlerinii
uytgeyanlerine gora diferensirlenyan bolsa, onda y = f[@(X)] ¢ylsyrymly
funksiyanyn oniimi Ugin
y'(x) = f'(u)-u’(x) (v, =f/-u) (14

(arcctgx)' =

=a*lna.

formula dogrudyr.
< y=f(u) funksitanyn u boyunca differensirlenyandigi tgin, (6)
denlik esasynda

Ay = f'(u)Au + a(Au)Au. (15)
Bu denligi Ax=0 bélip, ony

Ay Au Au

= fru)— Au) — 16

Ax (u) Ax+a( u) A (16)

gornlisde yazmak bolar.u =¢(Xx) funksiyanyfi X nokatda 6niminii
barlygyndan onuii sol nokatda Uznlksizligi gelip ¢ykyar, yagny
AX — 0 bolanda, Au— 0 bolar we sonun esasynda a(Au)—0.

Sonun  Ugin  (16) denlikde AX— 0 bolanda predele gecip,
y = flp(x)] ¢ylsyrymly funksiya tcin (14) formulany alarys.
4-nji mysal. y =sin(5x —7) funksiyanyii 6nimini tapmaly.
< Eger berlen funksiyany y =sinu, u =5x-7 gbrnusde yazsak,
onda  y'(u)=cosu=cos(5x—7), u'(x)=5 denlikleriii esasynda (14)
formula boyunga  y'(x)=cos(5x —7)-5="5cos(5x — 7). >
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Eger y = y(x) funksiya F(x,y)=0 defileme arkaly anyk dal gorniisde
berlen bolsa, onda F(Xx,y) funksiya X ululyga gora gylsyrymly
funksiya hokminde garap, y'=y'(x) onimi [F(x,y)]'=0
derilemeden tapmak bolar.

5-nji mysal. xy+cosy =0 anyk dal denlemdnin kémegi bilen berlen
y = y(x) funksiyanyin y" = y'(x) onimini tapmaly.

< Denleménin ¢ep bolegine  x ululyga gord c¢ylsyrymly funksiya
hokmiinde garap, (8) we (9) formulalary ulanyp taparys:

y+xy'—siny-y' =0, y'=yl/(siny-x). >

4. Funksiyanyi logarifmik 6nimi. Eger x=0 bolsa, onda

’

(Inx) :%, (In(= x)) :%:E

X

denliklerin esasynda (In x|) =1/x bolar.Bu formulany ulanyp, ¢ylsyrymly

y=In|f(x)] funksiyanyi onimini tapalyii. (14) formula esasynda

1, f'(x)
"=(In| f(x))'=(nuf) ==u"=—>=. 17
y'=(In| £(x))" = (Inful) == ) (17)
Sunlukda, (In| f(x)])’ ©6nime f(x) funksiyanyn logarifmik &nimi
diyilyéar we ol (17) formula boyunca tapylyar.
6-njy mysal. y=x* funksiyanyni 6niimini tapmaly.
< PolozZitel x Ugin funksiyany logarifmldp, ony Iny=xInx gornisde
yazarys. (17) we logarifmin 6niiminin formulasyny .ulanyp alarys:
Y nxex-Lomxet y'=y(nx+1)=x*(Inx+1).>
y X
5. Giperbolik funksiyalaryin o6ndmi. Cylsyrymly we gorkezijili

!

—X

!/
funksiyalaryn ontiminin formulasy esasynda (ex) =e”, (e’x) =—e

Sofa gora (shx) =| =8 | =& %€ _onx,
2 2
, X —X X a—X
(chx) =| & X8 | 8 8 gy,
2 2



’ ' ! _ ! 2, 9
(thx) z(ﬂJ _ (shx) chx —(chx) shx _ch®x—sh®x 1

chx ch?x ~ c¢h®x  ch®x’

¢ (chx) (chx) shx—(shx) chx sh?x —ch?x 1
(CthX) = — = 5 = 2 = — > .
shx sh®x sh”x sh”x
6. Funksiyalaryin onUminin tablisasy. Funksiyalaryn oénimleri
tapylan yokardaky mysallary bir yere toplap, ontmler (cin seyle
tablisany alarys.

1. (C) =0, C=const.
x)—pxpl, peR, x>0

2. (
(x” =nx"", neN, xeR.

) '
>

3. (aX =a* Ina O<a=#l xeR; (ex)=ex.
4. (Iogax) , O<a=zl x>0.
xlna
(I09||): O<a#l x=0.
(Inx) x>0.

5. (smx) =cosXx, XxeR.

6. (cosx) =—sinx, xeR.

’

T
7. (t ) — ) Z..
(tgx) = oy (Fp T ne
' 1
8. (ctgx)_—sinzx, X#m, neZ.
9. (arcsinx) = L X <1.
1-x°
10. (arccosx) =— L X <1

1-x?
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arctgx): ! xer.

11.
1+ x°

12.

arcctgx) =7 1 ~, XeR.
+X

(

(
13. (shx) =chx, xeR
14. (chx) _shx xeR

15. (thx) xeR

2y

16. (cthx) :—Shiz, X0
X

7. Parametrik gornisdaki funksiyanyi oénimi. Goy, X we

ululyklar t parametrinn funksiyasy hékminde
x=p), y=vy()

y

(18)

gornusde berlen bolsun. Eger ¢(t) we w(t) funksiyalaryn ontimleri we
X=¢@(t) funksiyanyn t= g(x) ters funksiyasy bar bolsa, onda ters
funksiyanyn éniimi (13) formula esasynda g'(x)=1/¢/(t) denlik boyunca
tapylyar. Sofia gora cylsyrymly y=wy[g(x)] funksiyanyii énimi (14)

formula boyunga seyle tapylyar:
!/ ! !/ ! ,t
y'00={wlg(0]} =v'(®)g (x):"’,—((t)) -
7-nji mysal. Parametrik goérnisde berlen
x=a(t-sint), y=a(l-cost) (—oo<t<+x)
funksiyanynn y'(x) Oniimini tapmaly.
< lIki bilen funksiyalaryn t gora ontmlerini tapalyn:
x'(t) = a(l—cost), y'(t)=asint.

Sonun Ggin y'(x) o6numi (19) formula boyunca tapmak bolar:

asint

t
y'(x )—WZCIQE- >
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§ 3. 4. Yokary tertipli ontimler

1. Anyk funksiyanyi yokary tertipli onimleri. Eger Yy = f(X)
funksiyanyn X nokatda ontimi bar bolsa, onda f'(x) ©nime ol
funksiyanyn birinji (ya-da birinji tertipli) 6numi diyilyar. Eger ol
funksiyanyn f’(x) ontminin hem énimi bar bolsa, onda bu éniime
y = f(x) funksiyanyti X nokatdaky ikinji (ya-da ikinji tertipli) oniimi
diyilyér, Ikinji 6nlimin énimine Gglnji tertipli 6nim diyilyar  we s,m.
Ikinjiden baslap ahli 6niimlere yokary tertipli 6nimler diyilyar we

vy vy y@ vy yada (%), f"(x), f(4)(x), f(S)(x),...
bilen belgilenyar.

Umuman, y = f(x) funksiyanyn f "2 (x) éniiminif birinji éniimine
ol funksiyanyn n—nji 6nimi ya-da n tertipli énimi diyilyar:

FO)=[F"7 (7.

Funksiyanynn ~ nolunjy ~ 6nimi  diylip  funksiyanyn  G6zine
disunilyéndigini  bellalin. Yokary tertipli  ontmler fizikada we
beyleki ylymlarda ginisleyin ulanylyandyr. Mysal hokminde, ikinji
onimin mehaniki manysyny gorkezelin.

Eger y=f(x) funksiya material nokadyn goni c¢yzyk boyunca
hereketini anladyan bolsa, onda f'(x) onumin material nokadyn X
pursatdaky tizligidigini yokarda gorupdik. Sonun dgin funksiyanyn
f"(x) ikinji onumi tizligin Gytgeyis tizligi bolar, yagny hereket edyan
material nokadyn X pursatdaky tizlenmesidir.

Kesgitlemeden gornlsi yaly, yokary tertipli onimleri tapmaklyk
Ucin dine birinji  tertipli ondmleri  tapmaklygy basarmalydyr.

8-nji nysal. f(x)=cosx funksiyanyii n—nji énimi igin

(cos x)™ = cos(x + n(z/2)) (20)
formulany subut etmeli.

< (cosx)’ =—sinx =cos(x+7/2) delik (20) formulanyn n=1 dgin
dogrudygyny gorkezyar. Goy, ol formula n=k ugin dogry bolsun, onda

(cosx) ™ =[(cosx)™ ] = [cos(x+k(z/ 2))]' =
=—sin(x +k(z/2))=cos(x + (k +1) z/2)
denlik ol formulanyti n=k +1 bolanda hem dogrudygyny gorkezyar.
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Sonun ugin matematiki induksiya usuly esasynda (20) formula ¥ne N
ucin dogrudyr. >

Sutia menizeslikde, Vne N dgin  (sinx)™ =sin(x + n(z/2)) deiligi
subut etmek bolar.

2. Anyk dal we parametrik gornisde berlen funksiyalaryi yokary
tertipli 6numleri. Eger anyk dél F(x, y)= 0 denleme kébir y= y(x)
funksiyany kesgitleydn bolsa, onda ol denleménin iki bolegini hem
differensirlap, y’(x) onumin nahili tapylyandygy bize ozaldan malimdir.
Sonun Ugin differensirlenip alnan denligi yene bir gezek differensirlap we
alnan denlemede birinji 6nimin bahasyny goyup, funksiyanyn ikinji
O6numini tapmak bolar.
y2
"2

X2
13-njy mysal. Anyk dal 2 b =1 denleme arkaly
a

kesgitlenyan y=y(x) funksiyanyi ikinji éniimini tapmaly.
< Cylsyrymly funksiya hokminde garap, denligin iki bolegini hem

differensirlalin we birinji 6nimi tapaly:

2x 2y . b®x

2 e Y =Y Y =

a“ b a‘y
Differensirlenip alnan denligi yene bir gezek differensirlalin we birinji
onimin bahasyny denlemede goyup, ikinji 6niimi tapalyn:

l l 12 y "

y”—i E_y'z —1 K_EX_Z -
y aZ y aZ a4 y2

b4 X2 y2 b4
Tarylar o) ey

Parametrik gornisde x =¢@(t), y=w(t) denlikler arkaly berlen
funksiyanyn birinji 6niimi (19) formula bilen tapylyar. Sol  formuladan
hem-de c¢ylsyrymly we ters funksiyalaryn ontmleri tapylyan
formulalardan peydalanyp ikinji 6niimi taparys:
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{v/’(t)]
LM w'®e' () -y (e (1)

" ' t
y (X):|:l//l():| - ' 13
P'(t) ], @'(t) " (1)
Bu 6niimden peydalanyp funksiyanyn tgtnji we soriky ontimleri tapylyar.

§ 3. 5. Funksiyanyi differensialy

1.Differensial distnjesi. Eger y= f(x) funksiya X nokatda
differensirlenydn bolsa, onda (6) denlikden gornlsi yaly, onun sol
nokatdaky artymy
Ay = f'(X)AX + a(AX)AX (21)
gornlisde anladylyar. Sunlukda, bu denlign sag bolegindéki gosulyjylaryn
ikisi hem AX — 0 bolanda tikeniksiz kigidir, yone
a(AX)AX . o(AX)
=1 =0
mo0 f(x)AX a0 f/(x)
denlikden gornlsi yaly, ikinji —gosulyjy  birinjd goré yokary tertipli
tiikeniksiz kici ululykdyr. Sol sebapli f’(x)Ax gosulyja differensirlenyan

......

Kesgitleme. y = f(x) funksiyanyn x nokatdaky artymynyfi bas
bolegine sol funksiyanynn X nokatdaky differensialy diyilyar we dy
ya-da df(x) bilen belgilenilyar.

Seylelikde, eger

y y=f(x) funksiya X
nokatda differensirlenyéan
bolsa, onda kesgitleme

E boyunca

dy = f'(x)Ax. (22)

C Bu formqlapyﬁ esasynda
(21) denligi

a Ay =dy + a(AX)AX (23)

gornlisde yazmak bolar.

Bu yerden gornisi yaly

2-nji surat Ay #dy .

SN~

Yo = f(x,
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2.Differensialyin geometrik manysy. Ony godrkezmek (gin
y = f(x) funksiyanyn g¢yzgysynda A(x,,Yy,)we B(X, +AX,Yy, +Ay)
nokatlary alyp, A nokatda ¢yzga galtasma gecirelin. Onda 2-nji
suratdan gornusi yaly, Ax artyma degisli Ay artym CB kesimin
ululygyna, dy differensial bolsa CE kesimiii ululygyna dendir,
cunki AACE —den

CE CE
Qoo =—7=—

AC  AXx
denlik alynyar.Bu denlikden bolsa éniiminn geometrik manysynyn we (22)
formula esasynda CE = =tgaAx= f'(x)Ax=dy, dy= f'(x)Ax deligi
alarys we ol differensialynn geometrik manysyny anladyar. 2-nji suratdan
Ay # dy bolyandygy has aydyn gorinyar.

3. Differensialyn formulasy we dizginleri. Eger y = X bolsa, onda
dy =dx we (22) denlik esasynda dy=x'Ax=Ax, yagny Ax=dx bolar.
Sonun Ugin (22) formula

dy = f'(x)dx (24)
gorniisde yazylar we ol y= f(x) funksiyanyn differensialyny tapmak
tcin esasy formuladyr.

(24) formula esasynda (8), (9), (10) formulalardan peydalanyp,
differensialy tapmaklygyn esasy diizglnlerini gorkezelin:

dlutv)=(Uuzxv)dx=(u"+v)dx=u'dx £v'dx =du * dv,
d(u-v)=(u-v)dx=(u'v+uv)dx = vu'dx + uv'dx = vdu + udv,
d(EJ _ (EJ dx — u’v—zuv’ dx = vu’dx—zuv’dx _ vdu _szV
Vv Vv Vv Vv Vv

Hemiselik u = c funksiya gin (24) formulanyn esasynda

du=dc=0 we soriky iki formulalardan asakdakylar alynyar:
C cdv

d(cv) =cdv, d [—j =——

v v
9-njy mysal. y = \/; sin x funksiyanyn differensialyny tapmaly.

< Differensialyn duzginlerinden, (24) formuladan we Onimin
tablisasyndan peydalanyp, differensialy taparys:
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dy =/xd (sin x) +sin xd(v/x )= v/x (sin x)'dx -+ sin x(v/x ) dx =
sin x
/x cos xdx + ik dx. >
4. Cylsyrymly funksiyanyi differensialy. Eger y= f(x), x =ol(t)
Ozlerinin Uytgeyanlerine gora differensirlenyén funksiyalar bolsa, onda
y=flp(t)] funksiya t gora gylsyrymly funksiyadyr. Sota gora (24)
formulany ulanyp,

dy = {Flp(t)} dt, dx = g'(t)dlt (25)

denilikleri alarys. (14) formula boyunca {f[go(t)}' = f'(p) - @'(t) . Sonuii
ugin (25) denlikler esasynda
dy = f'(p)e'(t)dt = f'(p)dx = f'(x)dx. (26)

denligi alarys. (24) we (26) formulalary denesdirip, c¢ylsyrymly
f[p(t)] funksiyanyi hem differensialynynn yene-de sol bir (24) formula
boyunca kesgitlenyandigini goryéris. Funksiyanyn differensialynyn bu
hasiyetine differensialynn inwariantlyk hasiyeti diyilyér

Differensialyn inwariantlyk  hésiyetini ulanmaklyk ¢ylsyrymly
funksiyalaryn differensialyny  tapmaklygy yonekeylesdiryér. Ony
mysalda gorkezelin.

10-njy mysal. y = arctg?+/x* —1 funksiyanyn differensialyny tapmaly.

d(arctg?+/x* —1) = 2arctgy/x* —1d (arctgv x? —1) =
= 2arctgv x° —1-i2d(\/x2 -1)=
X

= 2arctgy x* —1-% ! d(x*-1) =
X" X2 -1
arctgy x* —1 2arctgy x* -1
=————2XUX=—F——0X.
XX -1 XX -1
5.Takmyn hasaplamalarda differensialyi ulanylysy. Funksiyanyn

differensialy disunjesi girizilende dy differensialyn Ay artyma den
daldigini gorupdik. o(Ax)Ax =0(Ax), Ax—0 bolyandygy esasynda (24)
formulany Au —dy = 0(Ax), Ax — 0 gdrntsde yazmak bolar. Sonut tgin
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AX -den yokary tertipde bolan tikeniksiz kigi takyklykda
Ay ~ dy. (27
Bu formula y = f(x) funksiyanyii Ay artymyny dy differensialyn
takmyn bahasy bilen calsyrmaklyga mumkingilik beryar. (22) formulany
we Ay=f(x+Ax)— f(x) denligi ulanyp, (27) formulany
f(X+Ax)~ f(x)+ f'(X)Ax (28)
gornlisde yazmak bolar. Bu formula x (ytgeyéne yakyn bolan bahalar
ucin (yagny yeterlik kici Ax Ugin) funksiyanyn bahalaryny (28) denligin
sag bolegindaki Ax gora ¢yzykly funksiya bilen yakynlasdyryar. Ony
ulanmak tgin
f(x)= f(a)+ f'(a)(x—a) (29)
gornlisde yazmaklyk amatlydyr.
11-nji mysal. f(x)=(@1+x)* funksiyanyn x=0 nokadyn
etrabyndaky takmyn bahasyny tapmaly.
< (29) formulany f(x) =L+ x)* funksiya we a =0 U¢in ulanalyn:
@+x)* = f(0)+ f'(0)x,
f'(X)=al+x)*", f'(0)=a f0)=1
Seylelikde,
@+x)* =1+ax. > (30)
12-nji mysal. 3/27,027 anlatmanyni takmyn bahasyny tapmaly.
< 1Iki bilen ony 3/27,027 =3/27+0,027 = 33/1+0,001 gorniigde yazyp,
sofra  3/1+ 0,001 = (1+0,001)"® anlatmany hasaplalys. Onuf Ggin (30)

formulada x=0,001, =1/3 goyup, (1+0,001)3 z1+%,0,001= 3,0301

takmyn derligi alarys. Sonun Ugin 3/27,027 =3(1+0,001)*3 ~3,001. >
13-nji mysal. sin29°57" ailatmanyii takmyn bahasyny tapmaly.
< Bu anlatmany tapmak dgin (28) formulany ulanarys. Onun Ggin
sol formulada f(x) funksiyanyii ornunda sinx goyup,
Sin(X + AX) ~Sin X + COSX - AX

formulany alarys. Bu formulada x =30°, Ax=-3° = —ﬁ alsak, onda
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sin 29°57" :sin(SOO —ﬁj ~sin30° —cos 30° - ——

3600
1 \/§ T 7Z'\/§

_2_ N2 05 "V2 499237, b
2 2 3600 7200

6. Yokary tertipli differensiallar. Malim bolsy yaly, eger y = y(x)
funksiya x nokatda differensirlenydn bolsa, onda onun differensialy
dy = f'(x)dx (31)
formula boyunca kesgitlenilydr we ona funksiyanyn x nokatdaky birinji
differensialy ya-da birinji tertipli differensialy diyilyar. Ol differensial
x-e goré funksiyadyr. Eger onui hem X nokatda differensialy bar bolsa,
onda sol differensiala y=y(X) funksiyanyin X nokatdaky ikinji
differensialy diyilyar we ol d?y ya-da d?f(x) bilen belgilenyar
Seylelikde,
d’y=d(dy) ya-da d®f(x)=d(df (x)).
Sunlukda,
42 (x) = d(df (x)) =d (£ (x)ex) = (F"(x)dx) dx = £ "(x)dx? (dx? = (x)? ).
Sutia mefizeslikde, y = f(x) funksiyanyn X nokatdaky n tertipli
d"y differensialy d""y differensialyn differensialyna deridir, yagny
d'y=d@d"'y).
y = f(x) funksiyanyn n tertipli d"y differensialy ugin
d"y=y®™dx" (32)
formulanyn dogrudygyny godrkezmek bolar.Bu denlikden 6nim (gin
d"y
M == 33
N (33)
denligi alarys. Gorkezilen denlikler ditie baglanysyksyz lytgeyan x Ucin
dogry bolup, x=x(t) funksiya bolan haly tgin yerine yetyan daldir.

Goénukmeler

1. Kesgitlemeden peydalanyp, funksiyalaryn 6niimini tapmaly:
1) y=3x. 2) y=8-x2. 3) y=(4x-1).
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3
X_
2. Funksiyalaryn ontimini tapmaly:
1) y=1-2¢¢.  2) y=2*2. 3) yo—°
X x? -1
1 1 x> 3
4) y=—. 5) y=24X——=+5. 6) y=—+—.
) V= ) y=2vx i ) V=G
7) y=2x5+1. 8) y=x%(2x-1) 9) yz(x3 +3X4x2 —5)
10) y=(x—5) (x+3F. 11) y=(x-1vx. 12) y=X =3
: : —
2 3
13) VZLs- 14) y=£3x_+5l. 15) yz%_
(5-2x) 2x-3 (x* +5)
3 2 5 X—2
16) y=§/(4+3x)°. 17) y= . 18)y = .
VX + 4 X+3
19) y=sin®x. 20) y =sin x°. 21) y=coszg.
x3 5 sin 2x
22) y=c0s—.  23) y=X°COSX. 24) y= :
2 cos 3X
25)y=(x2—2)sinx+2xcosx. 26)y=—BX_ 5gyy - SNXZCOSX
1-sinx Sin X + Cos X

28)y=tg“(x2 +1) 29) y=(tgx—ctgx)’.  30) y=x—tgx.

31) y=% 32 y-4icos?x.  33) y=In?x.
Jx
In x

3) y=22mx="% 35) y—intgX. 36) y=Inx2.
X X 2

37) y=(X—1)eX. 38) y:(x2 —4X+8)ex/2, 39) y=ge*x.

e¥ —e™*

40) y = 41) y=x22%. 42) y=e¥*.
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x3 -9

43) y=tg32xcos? 2x.  44) y=In(e™ +xe ™). 45) y=

46) y =X — arctgx. 47) y_—\/l x% + ;arcsmx
48) yzlln“—x+ L arctgx. . 49) y=Insin 2x+4
1-x 2
2 e 1
50) y =arcsinle* |. 51) y=In Ay'= :
)Y ( ) )Y eX+1<y eX+1>
2
52) yzlnw. 53) yzéva2 “x? + 2 arcsin .
V5 —tg(x/2) 2 2 a
1 2x+3 3
54) y=—arctg—— 55) y=arctg —x.
V5 V5 2

[

56) y =Ing|—— . 57) y=In x-1

VX% +1-x x?+1-1
In

_ 59) y=vx? +1+—In
Vx2+1+x X +1+41

60) y = xarcsin Ll —Jx+ arctg\/;.
X+

|_\

58) y=

-a
X+a
3. y=x* egri gyzyga A(2;4) nokatda gegirilen galtasmanyn
denlemesini yazmaly.

4. y=sinx sinusoida A(m 0) nokatda gegirilen galtasmanyi
denlemesini yazmaly.

5. y=5-3x" egrigyzyga absissasy x=-2 bolan nokatda gegirilen
galtagsmanyn burg koeffisiyentini tapmaly.

6. y>=x parabola A(8; 4) nokatda gecirilen normalyn denlemesini
yazmaly.

7. x> +y?=25 towerege A(3;-4) nokatda gegirilen normalyn
denlemesini yazmaly.

61) y= arctg 2 i 62) y=arcsin%2.
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8. Nokadyn hereketinin x =t —sint defilemesi boyunca onun tizligini
kesgitlemeli.
9. Hereketinin kanyny s=t?>-3t+5 deiileme bilen berlen nokadyn
wagtyn t=2 pursatdaky a) gecen yoluny we b) tizligini tapmaly.
10. Hereketinii kanuny s=4t?> -3 defileme bilen berlen jisimin
wagtyn t=2 pursatdaky tizligini tapmaly.
11. Herekete baslanyndan son t wagtda (sekuntda) gecen yoly (metr)
s =15t* + 2t +125 defileme bilen berlen liftiii wagtyii t=2 pursatdaky
tizligini tapmaly.
12. Funksiyalaryn ikinji tertipli 6niimini tapmaly:
1) y=x>-3x"+x3-5x2+x-1. 2) y=xInx. 3)y=e™*.
4) y=sin2x. 5) y=arctgx. 6) y=x+4/4-X.
13. Funksiyalaryn tc¢lnji tertipli 6niimini tapmaly:
1) y=2x3-3x>+1. 2) y=e*. 3) y=x’Inx. 4) y=xe™*.
14. Funksiyalaryn dordunji tertipli éniimini tapmaly:
1) y=x>+3x*+1. 2) y=e* +x*.
15. Parametrik gornlsde berlen funksiyalaryn birinji we ikinji
onumlerini tapmaly:
1) x=t2, y=t2/3-t. 2) x=e?, y=e®.
3) x=a(t-sint), y=a(l-cost).
16. Anyk dal gorniisde berlen funksiyalaryn 6niimini tapmaly:
1) x?+5xy+y2-7=0.2) Jx+/y=+a. 3) y?+xy+siny=0.
17. Funksiyalaryn differensialyny tapmaly:

1)y=arcctg£. 2)y = (arcsinx)*. 3) y=v1+sin?x.
X

arctgx N
4) y= o 5) y=3/(2+cosx)*. 6) y= arccos(z )

18.Differensialyni kdmegi bilen funksiyalaryn takmyn bahasyny tapmaly:
1) y1,006. 2) /9. 3) (1,03°. 4) e®. 5) cos61°. 6) Ig10,21.
19. y=4*X2 funksiyanyn ikinji tertipli differensialyny tapmaly.
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Jogaplar

1 X
1.1) 3. 2) —2x.3) 8(4x-1). 4) x*.5) — . 6) :
(x-3)° V1+x?
2 6x 2 1 1
2.1) -6x2.2) —= .3) ——F—. 4 -, B —4+_——_,
A ) A N e
6) xz—%. 7) % 8) 6x —2x. 9) 20x* —15x? + 24x.
X
3x-1 x* —15x% + 6x
10) (x-5)*(x+3)*(9x-13) 11 : 12) - ——— "%
) (x-8) (k3 (ox-13) - 11) = L
2 2 2 2
19 5(5+4x4). Loy (3x2+5) (3ox —254x—10). 15 - 30
(5-2x) (2x—3) (x*+5)
2 5x 5
16) ———. 17) - . 18) :
V4+3x (x2+4)\/x2+4 2(x+3)Vx2 +x-6
(2 2 sin x 3, . x°
19) 3sin“ xcosx. 20) 2xcosx“. 21) - 22) _EX sm7.

23) x(2c0s X— xsin ). 24) 2CSXZCOOX o5y 2 sy 26) — = .
2c0s? 3x 1-sinx
32
27) 2 o9 2O (XZ +1). 20) ~18CSZX a0y gy
(sin x + cos x) cos?(x? +1) sin® 2x
4x —sin 2x sin 2x 2Inx 2 Inx-2
31) - XZSNAX gpy  SIMAX 3 34) £ X 72
4x+/x cos? x 44/(1+ cos2 x)3 X NG
2
3B/) 1 .36) 2. 37) xe*. 38) Xe¥?. 39 e™{+Inx)
sin x X 2
s0). &1 41). (2x+x? In2p* 42) e
. . . N

X

24x?
. 45 .
1+ x ) (x* —9)x* -1
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43) 2g?2x(3-2sin?2x). 44) -




1 2X+4
46) —— . 47) \1- L 49) - ctg .
1+X 1-x* (x+1) x+1

2xe*’ 1 J5
50 —— 51 . 52) —— Y% . 53) Ja?-x?.
) ,/1 a2x ) e’ +1 ) 2 +3c0s X )

1 6 1

1
- 55 . 56 . 57 .
2Xx% + 6X +7 ) 4 +9x2 ) X2 +5x ) 4ix2—1)

2 3
58) ——2 . 59) XX *1 60y aresing X . 61) 22
W2 +1 X X+1 x*—a’

1 63 xarctg . 64) a0V ayng X
V5 + 4x — x2 (x2+2 X2 +1

V1—e™ arcsiny1-e?
6. y=36—-4x. 7. 4x+3y=0. 8 v=1-cost. 9.a)3 b)l
10.16. 11. 8(m/s). 12. 1) 20x®-36x* +6x-10. 2) I/x.

54)

62)

65) -

3. y=4x-4 . 4. y=n-x. 5 k=12.

. . 2X 1
3) e°°”(sm2x—cosx). 4) —4sin2x.5) —————. 6) ———
(1+ x2 )2 4(4 - x)*
13. 1) 12. 2) 8**. 3) 6Inx+11. 4) e ™*(3-x)
-1 1+t°
14. 1) yV =0. 2) e*+41.15. 1 ;Y= .
)Y ) )y 0V T
2) y'=3!/2; y"=3/4e'. 3) y'=ctg(t/2); y"=-1/4asin*(t/2).
16.1) —2X+Y o —\ﬁ. 3 — Y g7 ) ®
5X + 2y X X+ 2y +C0Sy 1+x?
2) 2arcsin x dx 3) sin2xdx 1- xarctgx __2sinxdx
1+x% Jo_x2 /1+x 32 +cosx
6) —%. 18. 1) 1,003. 2) 2083. 3) 1,15. 4) 1,1. 5) 0,4849
1-27

6) 1,009. 19. 4~ 2In4(2x? In4—1)dx? .+
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I1. 4. DIFFERENSIRLENYAN FUNKSIYALAR
HAKYNDAKY ESASY TEOREMALAR

§ 4. 1. Funksiyanyi orta bahasy
hakyndaky teoremalar

1. Oniimiii noly hakyndaky teoremalar. Eger f'(c) =0 denlik yerine
yetse, onda C sana f'(x) onumini noly yada koki diyilyar.

Fermanyn teoremasy. Eger (a, b) aralykda kesgitlenen f funksiya
Ce (a, b) nokatda differensirlenydn bolup, sol nokatda in Kkigi ya-da in
uly bahany alsa, onda f'(c)=0.

< Kesgitlilik tgin f funksiya ¢ nokatda ifi uly bahany alyan bolsun,
yagny VxeU(c) tgin f(x)< f(c).Onda Ax>0 dgin

f(c+Ax) - f(c) <0
AX

(1)

we AXx <0 ugin

fe+M)-f(©)
AX o

f funksiyanyti ¢ nokatda differensirlenyanligi esasynda
lim f(c+Ax)—f(c) _ (c) 3)
AX

Ax—0

predel bardyr. Sonuni Ugin (1) we (2) densizliklerde Ax — 0 bolanda
predele gecip, degislilikde f'(c)<0 we f'(c)>0  densizlikleri
alarys. Olardan bolsa f'(c)=0 delik gelip ¢ykyar. >

Oniimin geometrik manysynyn esasynda, funksiyanyn in uly ya-da
i kici bahany alyan nokadynda funksiyanyni oniminin nola den
bolmagy y = f(x) funksiyanyn ¢yzgysyna (c, f (c)) nokatda gegirilen
galtasmanynn ox oka paralleldigini anladyar we ol bu teoremanyn
geometrik manysyny gorkezyar (1-nji surat). Bu teoremanyn fiziki manysy
goni ¢yzyk boyunga hereket edilip, yzyna gaydylyp baslanjak pursatda
tizligin nola dendigini, yagny hereketiin yokdugyny anladyar. Sonia goré
¢ nokada funksiyanyn duruw nokady hem diyilyér.
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1-nji bellik. Eger funksiya [a,b] kesimde kesgitlenen bolup, if
uly ya-da in Kici bahany kesimini ujunda alyan bolsa onda sol nokatda
funksiyanynn 6niminiii nola den  bolmazlygy hem mumkindir. Ony
asakdaky mysal tassyklayar.

1-nji mysal. f(x)=x funksiya [0,1] kesimii X =0 nokadynda
in kigi bahany we x=1
nokadynda in uly bahany
alyar, yone ol nokatlaryn
ikisinde hem  funksiyanyn
onimi bire dendir.

Eger f funksiya [a,b]
kesimin icki  nokatlarynda
differensirlenyan bolup, a
f ; : g we b nokatlarda  onun
ol a ¢ ¢ b X degislilikde sag we c¢ep

onumleri bar bolsa, onda ona
sol kesimde differensirlenyén
1-nji surat funksiya diyilyar.

Roluii teoremasy. Goy, f funksiya [a,b] kesimde uzniksiz we
onui icki nokatlarynda differensirlenyan bolup, f(a)= f(b) bolsun.
Onda in bolmanda bir ce(a,b) nokat tapylyp, f'(c)=0.

a T funksiyanyi [a,b] kesimde izniiksizligi {igin Weyerstrasyi

teoremasy esasynda funksiya sol kesimde it uly M =max f(x) we

a<x<b

in kici m=min f(x) bahalary alyar. Sunlukda, eger:

as<x<b

1) M =m bolsa, onda [a,b] kesimde yerine yetyan m< f(x)<M
sertin esasynda funksiya sol kesimde hemiselik bolar we sonun Ggin onun
énimi (a,b) aralygyn &hli nokatlarynda nola deidir.

2) M>m bolsa, onda f(a)= f(b) sertin esasynda funksiya M
we m bahalaryi ifi bolmanda birini icki ¢ € (a, b) nokatda alar. Sonia
gora Fermanyi teoremasy esasynda f'(c) =0 bolar. >

f(a)=f(b)=0 hususy hal iigin bu teorema gysgaca seyle okalyar:
diefferensirlenyan funksiyanyn iki dirli koklerinin arasynda onun
ondiminin in bolmanda bir koki bardyr.
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Bu teoremanyn seyle geometrik
y manysy bardyr: a we b
nokatlaryn arasynda in bolmanda
bir c nokat bar bolup, sol
nokatda funksiyanyn c¢yzgysyna
gecirilen galtasma  Ox  okuna
paralleldir (2-nji surat).
Rolunn teoremasynynn ~ hemme

o a3 C b x sertleri wajypdyr, yagny onui

sertlerinin  haysy-da bolsa biri

2-nji surat yerine  yetmese, onda onun
tassyklamasy dogry déldir. Ony asakdaky mysal tassyklayar.

2-nji mysal.  f(x)= x|, —1<x<1. Bu funksiya Ucin Rolui

teoremasynyin X =0 nokatda differensirlenyér  diylen sertlerinden
basgalary yerine yetydr. Ona garamazdan (~1,1) aralykda funksiyanyi
éniiminif nola den nokady yokdur, ¢iinki —1<x<0 bolanda f'(x)=-1,
0<x<1 bolanda f'(x)=1. x=0 nokatda bolsa onui 8niimi yokdur.

2. Orta baha hakyndaky teoremalar. (a,b) aralygyn iginddki c

nokat bilen baglanysykly subut edilydn tassyklamalara orta baha
hakyndaky teoremalar diyilyar

Kosinifi teoremasy. Goy, [a, b] kesimde uzniksiz f we ¢
funksiyalar onun hemme i¢ki nokatlarynda differensirlenyan bolup,
g'(x) #0 bolsun. Onda (a,b)>c nokat bar bolup,

f(b)-f(a) _ f'(c)
g(b)-g(a) g'(c)
denlik yerine yetyar.

< Ilki bilen g(b)—-g(a)=0 bolyandygyny gorkezelin. Eger onun
tersine glman etsek, onda [a,b] kesimde g funksiya (gin Rolun
teoremasynyn hemme sertleri yerine yeterdi we sonur tcin (a,b)>c
nokat tapylyp, g'(c) =0 bolardy. Ol bolsa teoremanyi sertine garsy
gelyar. Diymek, g(b)—g(a)=0. Sona gora

_fO)-f@
$0) (190~ 9@]

(4)

F(x)=f(x)-f(a)
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funksiya garap bileris. Teoremanyn sertlerinde bu funksiya [a, b]
kesimde Uzniksiz we onun igki nokatlarynda differensirlenydr hem-de
P =110~ D= g

g(b)-g(a)
Ondan basga-da F(a)=F(b). Seylelikde, F funksiya Rolufi
teoremasynyin  hemme sertlerini kanagatlandyryar. Sonun Ugin hem
(a,b) > c nokat tapylyp,

Fi©=1©- D@ g g
g(b)-g(a)

Bu deilikden bolsa g’(c) # 0 sertin esasynda (4) formulany alarys. >

Ona Kosinin formulasy diyilyar.

Kosinin teoremasyndan netije htkmiinde asakdaky teoremany alarys.

Lagranzyi teoremasy. Goy, f funksiya [a,b] kesimde (zniksiz we
onun igki nokatlarynda differensirlenydn bolsun. Onda (a, b) >c¢ nokat
tapylyp,

f(b)-f(a)=f'(c)(b-a) ()

denlik yerine yetyar.

< Teoremanyn sertlerinde  f(x) we g(x)=x funksiyalar Kosinin
teoremasynyn hemme sertlerini kanagatlandyryar we sol funksiyalar tgin
hem Kosinin formulasy dogrudyr. Sona gora sol
formuladan g(x) = x hususy halda (5) formula gelip ¢ykyar. >

Ona Lagranzyn vya-da tikenikli  artymyn formulasy diyilyéar.
Lagranzyn formulasyny

TO=T@ _¢¢) (a<c<b)

b-a
gornlisde  yazyp, onufi ¢ep boleginin A(a, f(a)) we B(b, f(b))
nokatlardan gecyan kesiji goni ¢yzygyn burg koeffisiyentidigini, sag
boleginiti bolsa C(c, f(c)) nokatda ¢yzga gecirilen galtasmanys burg
koeffisiyentidigini goryéris. Sonun esasynda LagranZyn teoremasynyn
geometrik manysy [a, b] kesimde (izniksiz we onui icki nokatlarynda
differensirlenyan y = f(x) funksiyanyfi ¢yzgysynda absissasy C dei
bolan nokat bar bolup, sol nokatda c¢yzga gecirilen galtasmanyn
A(a, f(a)) we B(b, f (b)) nokatlaryny birlesdiryan kesiji goni ¢yzyga
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paralleldigini anladyar (3-nji surat).
Lagranzyn formulasyndaky

y C nokat a we b
nokatlaryn arasyndaky
nokatdyr, yagny

a<c<b. Onda
0=(c-a)l(b-a)
ucin 0<O0<1 we
c=a+6(b—a) bolar.
" b ¥ Soagora Lagranzyi
formulasyny

3-nji surat
f(hy—f(a)=f'(a+0(b—a))(b—a) (0<0<1)
gornlisde yazmak bolar.
Lagranzyn teoremasyndan seyle netijeler gelip ¢ykyar.
1-nji netije. Eger (a,b) aralygyn hemme nokatlarynda f funksiyanyn

onimi nola den bolsa, onda sol aralykda funksiya hemiselikdir.

< (a,b) aralygyn erkin x we x, nokatlary ucin Lagranzyn
teoremasy boyunga f (x) — f(x,) = f'(c)(x —x,) (X, <c< x)denlik yerine
yetydr. Ol denlikden bolsa f'(c)=0 sertin esasynda (a,b) aralykda
f (x)= f(x,) denlik alynyar, yagny funksiya sol aralykda hemiselikdir. >

2-nji netije. Eger (a,b) aralygyn hemme nokatlarynda ¢ we g
funksiyalaryn 6nimleri den bolsalar, onda sol aralykda olaryn tapawudy
hemiselikdir.

< Teoremanyii sertlerinde (a, b) aralykda f (x)=¢@(x)—g(Xx) funksiya
tgin  f'(x) =0 bolar. Sonun Ugin 1-nji netije esasynda sol aralykda

fF)=e(x)-g(x)=c. >
84. 2. Lopitalyn kesgitsizlikleri agmak diizgtni

Funksiyalaryn f(x)/g(x) gatnasygynyn x —a bolanda predeli
tapylanda 0/0 we oo/oo gornisdaki kesgirsizliklere kép dus gelipdik.

Bu halda kesgitsizlikleri acmaklygyn yonekey usullarynyi biri bolan
Lopitalynn dizgunini ulanmak bolar.
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1, Kesgitsizligii 0/0 gornusiniii agylysy. Bu gornusdaki kesgitsizligi
acmaklyk asakdaky teorema esaslanyar.

Lopitalyii teoremasy (diizgtini). Eger f we ¢ funksiyalar x=a
nokadyn ké&bir etrabynda differensirlenyan bolup, sol nokatda nola den
bolsalar we x — a bolanda f'(x)/g'(x) gatnasygyi predeli bar bolsa,
onda f(x)/g(x) gatnasygyn hem predeli bardyr we

mﬂ: Iim& (6)
x—>a g(X) x-a g'(x)
denlik dogrudyr.
< Goy, x#a nokat f we @ funksiyalaryn differensirlenyan

etrabyna degisli nokat bolsun. Onda Kosinin teoremasy boyunca x we a
nokatlaryn arasynda seyle c nokat tapylyp,

fx)-f(a) _ f'(c)
g(x)-g(@ g'(c)
deflik yerine yetyar. Serte gora f(a)=g(a)=0. Sonus tgin ol deiilik
f(x) f'(c
(0 _1'©) -
g(x) 9'(c)
gornusi alar. ¢ nokadyn x we a nokatlaryn arasynda yerlesyandigi
ligin (x > a)=> (c — a).. Sonuii esasynda (7) deiilikde predele gegip,
tim ) _ i Q) _ iy £00
x—a g(x) coa g (C) x-a g (X)
denligi alarys, yagny (6) subut edildi. >
1-nji bellik. Bu teorema f we g funksiyalar x=a nokatda
kesgitlenmedik bolup, lim f(x) =lim g(x) =0 denlik yerine yetende hem

dogrudyr. Hakykatdan-da, eger f we @ funksiyalary x =a nokatda hem
Uznuksiz bolar yaly
f(a)=lim f(x)=0, g(a)=limg(x)=0
X—>a X—a

denlikleri kanagatlandyryar diyip alsak, onda bu hal yokarda subut edilen
teorema getirilyar.
2-nji bellik. Bu teorema a=o bolanda, yagny

lim f(x)=0, limg(x)=0
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detilikler yerine yetende hem dogrudyr. Hakykatdan-da, eger x =1/t alsak,
onda (x—w)=(t—>0) esasynda

lim f(1/t)=0, lim g(/t)=0
bolar. Seyle hem

jim O iy 0O o)
X—300 g(x) t—0 g(]/t) t—0 g'(]/t)(_]/tz)
Cim LW £
0 g'(1/t) == g'(x)

Sona gord bu denligin sagyndaky predel bar bolanda onun g¢epindéki
predel hem bardyr we

denlik dogrudyr.
3-nji bellik. Eger f'(x)/g’'(x) ogatnasyk hem 0/0 kesgitsizligi

anladyp, f'(x) we @'(x) funksiyalar x=a nokadyn etrabynda
differensirlenyén bolup, X — a bolanda f"(x)/g"(x) gatnasygyn predeli
bar bolsa, onda

tim - _ i 1) _ i 1)

x—>a g(x) x—a g’(x) x—a g”(x)
denlik dogrudyr, yagny degisli sertler yerine yetende Lopitalyn dizglnini
birndce gezek ulanmak bolar.

3-nji mysal. f(x)=x-sinx we g(x)=x> funksiyalar tiin

. f(x
IlmL predeli tapmaly.
x—0 g(x)

a f'(x)=1-cosx we g'(x)=3x> funksiyalaryii f'(x)/g’(x)
gatnasygy hem 0/0 kesgitsizligi anladyar hem-de olar x=0 nokadyn
etrabynda 3-nji belligin sertlerini kanagatlandyryar. Sona goréa-de

o fx) . f'(x) 1

lim =lim——"=—.

x>0 g(x) x»0g"(x) 6
2.Kesgitsizligin /o gornlsinii agylysy. Bu gornisdaki
kesgitsizlik ticin hem Lopitalyni teoremasy dogrudyr.Yéne ol teoremada

250



limf(x)=limg(x)=0 serti limf(x)=limg(x)=0 gert bilen
X—a X—a X—a X—a
calsyrmaly..
In x
p

4-nji mysal. lim —= (p>0) predeli tapmaly.

X—>+0 ¥

< Bu predel tigin oo/oo gorniisdaki kesgitsizlik alynyar. Ony agmak
ucin Lopitalyn dizguninden peydalanmak bolar:

. Inx . X . 1
lim —= lim L = lim —=0.>
x—+0 ¥ P Rl ¢ PL xS po

5-nji mysal. lim [x?/5*] predeli tapmaly.
X—>+00

a f(x)=x*> we g(x)=5" funksiyalar igin f'(x)=2x we

g'(x) =5*In5 oniimlerin ~ f'(x)/g’(x) gatnasygy oo/ kesgitsizligi
ailadyar hem-de ol ontmler lgin Lopitalyn teoremasynyn sertleri yerine
yetyér. Sunlukda,

X > 400 g"(x) X > +o0 (5X|n 5)' x>+ 5% In 25
Sonun Ggin hem

=0.

2 2\n"
lim X~ im &) _o. &
x>0 §¥  xsto0 (SX)”

3. Kesgitsizliklerin beyleki gérnuslerinii acylysy. Kesgitsizliklerin

beyleki
0.0, ow—-oo, 0° 1% °
gornlsleri yokarda garalan iki Kkesgitsizliklere getirilyar. 1lki bilen
sonky  Uc¢lsinin  0-c0  gornlsdaki  kesgitsizlige getirilyandigini
gorkezelin. Eger x—a bolanda f(x) funksiya 0, 1 ya-da oo
ymtylyan bolup, g(x) funksiya bolsa degislilikde 0, o vya-da 0
ymtylyan bolsa, onda sonky (¢ Kkesgitsizlikler X—a bolanda
y=[f(x)]°® funksiyanyii predeli tapylanda alynyar. Ol predeli
tapmak 0gin bolsa
Iny=g(x)In f(x) (f(x)>0) 8)

funksiyanyn predelini tapmak yeterlikdir. (8) denligin sag bdleginin
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predeli  tapylanda yokarda agzalan (¢ yagdayda hem 0-00
gornlisdaki kesgitsizlik alynyar. Sonun Ugin dine 0-o0 we oo—o0
gorniisdiki kesgitsizlikleri agmaklygy  dwrenmeklik yeterlikdir. Olar
bolsa 0/0 we oo/oo gornisdaki kesgitsizliklere getirilyar.

Goy, Iinlf(x)zo we IXi_rDig(x):oo bolsun, onda

f(x)-g(x)= f(X)/g(lx): g(X)/f%x)

denliklerin esasynda 0-o0 gornisdéki kesgitsizlikden 0/0 ya-da
oofoo gornisdaki kesgitsizlik alynyar.
Eger lim f(x)=+00 we limg(x)=+c bolsa, onda
X—a X—a
1 1 1 1
f(x)—g(x){———} s
9(x) f(x) f(x) 9(x)
denligin esasynda oo—oo gornisdaki kesgitsizlikden 0/0 gérnusdaki
kesgitsizlik alynyar.
. (1 1
6-njy mysal. Ilm[——x—j predeli tapmaly.
x->0(x e’ -1
< Bu yerde oo—oo gOrnlsdaki  kesgitsizlik alynyar. Ony
yonekeylesdirip, 0/0 gornisddki kesgitsizlige getirelin we soiira
Lopitalyn dizgunini ulanalyn :

. (1 1 . e'-1-x . [e*-1-X]
lim| —— =lm——=lm=———-=
x>0\ ¥ e*—-1 x—0 X(ex -1) x>0 [X(eX _]_)]’
. e’ -1 . (e* -1’ . e 1
x>0eX + xe* —1 x>0[e* +xe* -1 *>02e* +xe* 2

Bellik. [f(x)]°™ gornisdaki funksiyany predelini tapmak tgin ilki
(8) denligin sag boleginin predeli tapylyar we somra seyle delikden
peydalanylyar:

- 900 _ fim @900 F(x) _ o mexinfe)
Ixm[f(x)] _Ixme =e .
7-nji mysal. Iirrlxj/(x’l) predeli tapmaly.
X—.
< Bupredel 1” gorniisdaki kesgitsizlikdir. x*™*  funksiyany
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e/ girnilsde  yazsak, onda derejaniin  gorkezijisinde 0/0
gornlisdaki kesgitsizlik alynyar. Lopitalyn dizglnini peydalanyp, ilki
sol predeli tapalyn:

lim AT i 000 i VX i L g

x>l X =1 x-1 ()(—]_)' x->1 1 x>l X
Sonuni Ggin hem

. Inx

. . . » lim—
lim x/0 = lim "™/ =gt =gl =g »

x—1 x—1
§ 4. 3. Teyloryii formulasy we onui ulanylysy

1. Kdpagza Ugin Teyloryn formulasy. Goy, x gord n derejeli
P(x)=b, +b,x +b,x? +...+b,x" (b, #0) 9)

kdpagza berlen bolsun. Kbir a san (gin ony hemise x—a gord n
derejeli kdpagza gornisinde anladyp bolyandygyny gorkezelin.Onun (gin
(9) denlikde x —a=t calsyrma girizip,

P(t+a)=b, +b,(t+a)+b,y(t+a) +...+b,(t +a)"
denligi alarys. Bu denligin sag bolegini derejelere goterip we t goré den
derejeli agzalary toplasdyryp,

P(t+a)=c, +ct +c,t? +...+C,t"

kdpagzany alarys.Eger bu denlikde t=x—a goyup, yene 6niki x ululyga
gecsek, onda P(x) kdpagzanyn x—a tapawudyn derejesi boyunga
dagydylysyny alarys:

P(x)=c, +c,(x—a)+c,(x—a)* +...+¢c,(x—a)". (10)
Bu képagzanyn nébelli ¢, (k=0,1,...,n) koeffisiyentlerini tapmak Ugin
ony yzygiderli n gezek differensirlalini:

P'(x)=c, +2c,(x—a)+3cs(x—a)* +...+nc,(x —a)"™,
P"(x)=2c, +2-3c5(x —a)+...+ (n—L)nc, (x —a)"?,
p(”)(x)zl. 2-3---nc,
Bu denliklerde we (10) denillikde x=a goyup,
P(a)=c,, P'(a)=c,, P"(a)=2lc,,....P™(a)=nlc,

denlikleri alarys we olardan nébelli koeffisiyentleri taparys:
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P'(a P'(a P(a
¢, =P(a), Cl:—l(u)’ sz—g(u)""’cnz n|()

Olary (9) denlikde goyup, kdpagza lg¢in Teyloryn formulasy diyilyén

wgzp@y+%$hx_@+iﬂﬂu_ay+W+E%$9@_ay

2!
formulany alarys. Bu formula x-iii derejesine gora P(x) képagzany
Xx—a tapawudyn derejesi boyunca kopagza gornisinde anlatmaklyga
mumkingilik beryér we ony kdpagzanyn a sana yakyn bolan bahalaryny
hasaplamakda ulanmak amatlydyr, ¢linki x—a tapawudyn yeterlik Kici
bolyandygy Ugin kébir derejeden baslap gosulyjylary taslamak bolar.

2. Erkin funksiya tgin Teyloryi formulasy. Indi bolsa erkin f(x)
funksiyanyn haysy setlerde x —a tapawudyn derejesi boyunca kdpagza
gornlisinde anladylyandygyny gorkezelin we sunlukda goyberilyén
yalnyslygy tapalyn.

Teyloryii teoremasy. Eger f funksiyanyn a nokadyn kabir
etrabynda n+1 tertipli onimi bar bolsa, onda sol etraba degisli
islendik x=a Ugin a we X nokatlaryn arasynda seyle ¢ nokat tapylyp,

()
=y 1@ k(a)(x a)* + 1. () (11)

formula dogrudyr, bu yerde -
=t gyr 12)

" (n+)! '
< Goy,
SRR G)

Py(x)= D — = (x~ f(x)= Py (x)=r, (x) (13)

k! (
k=0
bolsun. Onda teoremany subut etmek dgin  r,(x) Ucin (12) deiiligi
gorkezmek yeterlikdir. Bellenen x>a icin [a, x] kesimde
M, 0 x=)"r(x)
F(t)= f(x)-f(t)- ) —=(x-t) ——F——">~
L
funksiya garalyn.Teoremanyn sertlerinde ol funksiya [a,x] kesimde

Uznuksiz we differensirlenyandir we (13) esasynda
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F@)=f(x- f(a i @ () - 1, ()= 1y (x)— 1, (x)=0,

k=1

900 (g X0 K)

F( ) kz (X_a)n+1 =0,
yagny F funksiya [a,x] kesimde Roluii teoremasynyn ahli sertlerini
kanagatlandyryar. Sona gora (a, x) 5> C nokat tapylyp,

f ™D (c) (x—0)" + (n+1)(x—c)"r,(x)
(X _ a)n+1
Bu denlikden bolsa (12) formula gelip ¢ykyar we teorema subut bolyar. >
1-nji bellik. Teoremanyh sertlerinde f ™(c) funksiya caklidir, sofia
goré (12) denlik esasynda

jim 00 _ i £V e -a)

oa(x—a)" =2 (n+1)l(x—a)" oa  (n+1)!
yagny x—a bolanda r,(x) funksiya (x—a)" gora yokary tertipli
tlkeniksiz kici funksiyadyr, Sonur esasynda

r(x)=o((x-a)") (x—>a) (14)

=0.

F'(c)=—

denligi yazmak bolar.

(11) formula Teyloryi formulasy, ondaky r,(x) funksiya bolsa sol
formulanyn galyndy agzasy diyilyér. Sunlukda, (12) we (14) formulalar
boyunca kesgitlenen funksiyalara deislilikde LagranZzyni we Peanonyi
galyndy agzalary diyilyar.

3. Makloreniii formulasy. Teyloryn (11) formulasyndan a=0
bolanda alynyan

n f(n) (O)
f(x)= ) ——2x" +r,(x 15
(=2~ () (15)
formula Maklorenin formulasy diyilyar. Bu halda (12) we (14) galyndy
agzalar

BRI I
W= X =) (16)

gornuslerde yazylar.
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2-nji bellik. Mé&lim bolsy yaly, islendik tzniiksiz we ték funksiyanyn
X =0 nokatdaky bahasy nola dendir. Sonuin Ugin (—a,a) aralykda
differensirlenydn tdk funksiyanyn onlminin jubGtligini we jubit
funksiyanyn oniminin takligini nazara alsak, onda islendik tertipdaki
oniimi bar bolan tak f funksiya igin f 9 (0)=0 we jibiit f funksiya

tigin f Y (0)=0 bolar. Sonuti esasynda Maklorenii formulasy islendik
tertipdéki oniimi bar bolan jubdit funksiya tigin

f 90
003 Lo D (1) 1)
k=0
gOrnusde, tdk funksiya Ugin bolsa
- FE0) g
f(x)= ZWX + Fonia (X) (18)
k=0 :

gOrnlisde yazylar

4.Kabir funksiyalaryi Teylor formulasy. Eger f (x) =e*bolsa,
onda f® (x)=e* bolyandygy ticin % (0)=1, ke N. Soma gora ol
funksiya G¢in (15) formula seyle gérnisi alar:

X2 n

X X
e =1+—+—+. wh T, 19
TR () (19)

f (x) =sin x. Bu funksiya takdir we f % (x)=sin(x + kz/2) (§ 3.4,
mysal 8 seret). Sona géra (18) formula we f "V (0) =sin(nr + n/2)=

= cos nrt = (1) " detilik boyunca
3 2n+1

) X X
sinX=X——+..+(-)"—+r X). 20
5 D' Grr o (X) (20)

f (x) = cosx. Bu funksiya iigin  f % (x)=cos(x + kz/2) (§ 3.4, mysal 8
seret). Onuii jibiitligi  ticin (17) formulawe f ™ (0) =cos(nz) = (-1)"

denlik esasynda
2 4 2

x2 X
cosx:l—E+E+...+( 1" @ )|+r2n(). (21)

f(X)=In(1+x) (x>-1). Bu funksiya t¢in matematiki induksiyanym
esasynda
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() (k- D!
1+ x)*
formulany gérkezmek bolar (ony Ozbasdak gorkezin!). Sonun gin
f ©(0) = (-1)**(k —=1)! denlik esasynda. bu funksiya {cin Maklorenii

formulasy seyle bolar:

f 0 (x) = , keN

In(1+ x):x—x—22+...+(—l)”1%+rn(x). (22)
f(x)=@+x)". Bu funksiya (gin
fOX)=m(m-1)..m-k+D@A+x)"* keN
bolyandygy arisat gorkezilyar. Soma géra f® (0)=m(m—1)...(m—k +1)
denlik esasynda bu funksiya t¢in Makloreniti formulasy

Q)" =1+ Dy 4 mm-1) 2,
1 2!
N m(m-1)...(m-n+1) X" 4T, (x) (23)

n!
gornisde bolar.
Eger m =n - natural san bolsa, onda f ™" (x)=0, yagny r (x)=0
bolar we ol formuladan Nyutonyn binomynyn forrmulasy alynyar:
n n(n-1
@+x)"=1+—x+ (n=1)
il 2!
5. Teyloryii formulasynyi ulanylysy. Bu formulanyn ké&bir meseleler
¢oziilende ulanylysyny mysallarda gorkezelin.
8-nji mysal. f(x)=(1+x)/(1+x?) funksiyany X Uytgeyanii bitin

4

X2+ ..+ x"

poloZitel derejesi boyunca x* cenli dagytmaly we f®(0)
hasaplamaly.

< Berlen funksiyany f(x)=1+(x—x?)(1+x*)™" gérnisde yazyp,
(23) formulany ulanarys:

f(x) =1+ (x-x?)A-x*+x* +1,(x)) =
=1+ x-x* = x>+ x* +r,(x).

Bu desiligi Maklorenin formulasy bilen detiesdirip, f ) (0)/4!=1 desligi
alarys. Bu yerden f“(0)=24. >
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Indi bolsa islendik takyklykda e sany hasaplap bolyan
formulany getirip ¢ykaralyn. f(x)=e* funksiya (gin Teylor
formulasynyn hususy haly bolan Makloren formulasyndan
x=1 bolanda

1
e=1+—+...+—+r,
2!

denlik alynyar. Su formula boyunca e san Kkesgitlenip, n
sanyn  ndcd  dendigi e sanyn haysy takyklykda
hasaplanylyandygyna baglydyr. Ol san Lagranzyn  galyndy
agzasyndan alynyan
L@k o<
(n+D)!  (n+1)!

densizlik ulanylyp tapylyar.

9-njy mysal. 10° takyklykda e sany hasaplamaly.

<1 Ony gorkezmek G¢in (20) formuladan x =1 bolanda alynyan

1 1
e=1+5+...+a+rn(1)

denlikden peydalanarys.

3
|m®km+m

densizligin n=9 bolanda yerine yetyandigi esasynda
ezl+£+...+£z2,718281. >
2! al

<107°

2 4

10-njy mysal. cosx:l—%+% yakynlasan formulada x

Uytgeyanin haysy bahalarynda vyalinyslyk  0,00005  sandan
kicidir?

< f(x)=cosx funksiya Ugin gorkezilen Maklorenin (21)
formulasyndan we LagranZzyn galyndy agzasyndan gornusi yaly,
meselani ¢ozmek Ggin
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6
X
|%(xnsﬂzgu<opooos

densizligi ¢ozmek yeterlikdir. Bu yerden | x|<0,575 alynyar. >
11-nji mysal. Iirrg[(sin x—x¥1-x*)/x°] predeli hasaplamaly.

< Bu predeli hasaplamak Uc¢in galyndy agzasy Peanonynky
bolan asakdaky Maklorenin formulalaryndan peydalanarys:

X3 X5 2n-1
SiNX=X—"—+"—+..+ (D" ——+0(x™),
3 5l (2n —1)!
@L+x)" =
drmyxe M= e m(m—l)...Em—n D 4o +0(x")
n!

Gozlenyén predelin maydalawjysynda x>  bolany  (gcin,
sanawjydaky funksiyalara Maklorenini formulasyny ulananymyzda
x Uytgeyanin basinji  derejeden sonkylarynyn  hemmesini
o(x°) girizeris:

3 5

sin x = x—X—+—+o(X5),
3 5

x¥1-x* =x(1-x?)"® = x(l—%x2 —% x* +o(x4)j =

VI SRR +0(x%),
6 72

sinx—xy1-x* = % X° +0(x%).
Sonun tgin hem

7 5 5

Y ) —X”+0(X>)

lim SN X XVZXT o0 T T
X x>0 X 90

x—0
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§ 4. 4. Funksiyanyii monotonlygy we ekstremumy

1. Funksiyanyin monotonlyk nysanlary. Ilki bilen funksiyanyn
hemigelikliginitn zerur we yeterlik sertini gorkezelin. Malim bolsy
yaly f(x)=C hemiselik funksiyanyn 6niimi nola dendir. Lagranzyn
teoremasynyn 1-nji netijesi boyunca 6nimi nola den bolan funksiya
hemigelikdir. Sonun Ggin hem f'(x)=0 sert f funksiyanyn hemiselik
bolmagynyn zerur we yeterlik sertidir.

1-nji teorema. Eger (a,b) aralykda differensirlenyan f funksiya

ucin sol aralykda f'(x)>0 (f'(x)<0) bolsa, onda (a, b) aralykda ol
funksiya kemelmeyandir (artmayandyr). Eger-de f'(x)>0 (f'(x)<0)
bolsa, onda funksiya (a, b) aralykda artyandyr (kemelyandir).

< Goy, (a,b) aralykda f'(x)>0 we Vx,,x, €(a, b) gin X, <X,
bolsun. Onda [X;,X,] kesimde Lagranzyn teoremasynyii hemme
sertleri yerine yetyar we sonui esasynda (X;,X,) aralykda ¢ nokat
tapylyp,

F(x;)— f(x) = F/(C)(x, — ;) (24)

denlik yerine yetyar.Bu denlikden bolsa f '(c) >0, x, > X, sertler esasynda
f(x,)— f(x)) =0 densizlik gelip ¢ykyar, yagny f funksiya (a,b)
aralykda kemelmeyandir. f'(x) <0 bolandaky subudy sonun yalydyr.
Seyle hem f'(x)>0 (f'(x)<0) bolanda f funksiyanyn artyandygy
(kemelyandigi) sonun yaly subut edilyar. >

y y

o \ X
a 4-nji surat

Bu teoremanyn yonekey geometrik manysy bardyr. Eger kabir aralykda
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y=f(x) funksiyanyn grafigine gegirilen galtasma Ox oky bilen yiti
o (tga > O) burgy emele getiryan bolsa (4-nji a surat), onda funksiya sol
aralykda artyandyr. Eger-de galtasma Ox oky bilen kiitek o (tgo.<0)
burgy emele getiryén bolsa (4-nji b surat), onda funksiya sol aralykda
kemelyéndir.
12-nji mysal. f(x)=x>-6x?+9x—2 funksiyanyn artyan we
kemelyan aralyklaryny tapmaly.
a f'(x)=3x*-12x+9= 3(x2 —4x + 3): 3(x—1)x—-3) denligin
esasynda x<1 we x>3 bolanda o6num poloZiteldir we funksiya
(~o0, 1), (3, + o) aralyklarda artyandyr,1< x < 3 bolanda 6niim otrisateldir

we funksiya (1, 3) aralykda kemelyandir.

2. Funksiyanyn ekstremumy. Ekstremumyii zerur serti. Goy, f
funksiya a nokadyn kébir U(a,5) etrabynda kesgitlenen bolsun. Eger
vxeU(a, §) tgin f(x)< f(a) (f(x)> f(a)) deiisizlik yerine yetse, onda

......

a nokada f funksiyanyii maksimum (minimum) nokady diyilyér.
Funksiyanyi maksimum (minimum) nokatdaky bahasyna bolsa ol

funksiyanynn ~ maksimumy  (minimumy)  diyilydr.  Funksiyanyn
maksimumyna we minimumyna bolsa onun ekstremumy diyilyar.
Funksiyanyin a nokatdaky bahasynyn onun dinie sol nokadyn kébir
etrabyndaky bahalary bilen denesdirilydndigi Ucin bu kesgitlemedéki
ekstremuma funksiyanyn etrap ekstremumy hem diyilyar.
2-nji teorema (Ekstremumyn zerur serti). Eger f  funksiya a

ekstremum nokadynda differensirlenyan bolsa, onda f'(a)=0.

< a nokadyn funksiyanyn ekstremum nokady bolany (cin ol
nokadyn seyle U(a,5) etraby tapylyp, funksiyanyn f(a) bahasy sol
etrapdaky bahalarynyn ifi ulusy ya-da in kigisidir. Sona gord Fermanyn
teoremasy esasynda f'(a)=0 bolar. >

Seylelikde, differensirlenyédn funksiyanyn ekstremum nokatlaryny
tapmak Ugin f'(x) = 0 deilleméni ¢cozmek zerurdyr (onun ¢éziwine dniimin
nol nokady ya-da funksiyanyni duruw nokady diyilydr). Ol nokadyn
ekstremum nokady bolman hem bilyéndigini belldlin. Mysal Ggin,
f(x)=x® funksiyanyn f'(x)=3x? 6nimi tgin f'(0)=0, yone x=0 ol
funksiyanyn ekstremum nokady daldir, sebabi (-1, 1) aralykda ol artyar.
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Sonun Gginhem f'(X)=0 serte ekstremumyn zerur serti diyilyar.
Funksiyanyn differensirlenmeyan, yagny oniminin tlkeniksizlige
owrllyan ya-da yok nokady hem onun ekstremum nokady bolup biler,
ol asakdaky mysallarda gorkezilyar.

13-nji mysal. a) f(x)=x|; b) f(x):i/? funksiyalary
ekstremum nokatlaryny tapmaly..

< Xx=0 nokatda olaryn birinjisinin 6numi yokdur, ikinjisinin
onimi bolsa tlikeniksizlige dendir, yone ol nokat funksiyalaryn ikisinin
hem minimum nokadydyr, cunki V6 >0 ¢in —J <x<o6 bolanda
olaryii ikisi Ggin hem  f(x)>0= f(0). >

Funksiyanyn duruw nokadyna, seyle hem onliminin tikeniksizlige deni
ya-da yok nokadyna onumn ekstremumynyn bolup biljek nokady diyilyar.
Ol nokadynn hagan hakykatdan hem funksiyanyn ekstremum nokady
bolyandygyny bilmek Ugcin gosmaca barlag gegirmeli. Onun Ugin bolsa
yeterlik sertleri ulanmaly.

2.Ekstremumyii yeterlik sertleri. Eger a  nokadyn kabir

etrabynda kesgitlenen f funksiya igin 6 >0 tapylyp, (a—5,a) we
(a,a+9) aralyklarda funksiyanyn alamatlary durli-dirli bolsa, onda
ol funksiya a nokatdan gecende alamatyny uytgedyar diyilyar.

3-nji teorema (Birinji yeterlik sert). Eger f funksiya a nokadyi
kabir etrabynda differensirlenydn bolup, f'(a)=0 we a nokatdan
gecende f' oOnim alamatyny Uytgedyéan bolsa, onda a nokatda f

funksiyanyn ekstremumy bardyr. Sunlukda, eger:

1. Oniimin alamaty gosmakdan ayyrmaga iiytgese, onda a nokat f
funksiyanyn maksimum nokadydyr.

2. Oniimint alamaty ayyrmakdan gosmaga Uytgese, onda a nokat f
funksiyanyn minimum nokadydyr.

Eger-de funksiyanyn oOnimi  a nokatdan  gecende alamatyny
uytgetmese, onda ol nokatda funksiyanyn ekstremumy yokdur.

< Goy, x garalyan etraba degisli erkin nokat bolsun. Onda [a, X]
(ya-da [x,a]) kesimde f funksiya LagranZyfi teoremasynyi sertlerini
kanagatlandyryar we sonufi Ucin (a,X) > ¢ (ya-da (x,a)>cC) nokat
tapylyp, f(x)— f(a) = f'(c)(x—a) deilik dogrudyr. Eger x <a bolanda

262



f'(x) >0 we a<x bolanda f’(x) <0 bolsa, onda iki yagdayda-da ol
detilikden f(x) < f(a) defsizlik alynyar we ol a nokadyn f
funksiyanynn maksimum  nokadydygyny anladyar. 2-nji sert yerine
yetende a nokadyn funksiyanyi minimum nokadydygy sonun yaly
gorkezilyar.

Eger funksiyanyn f' onimi a nokatdan gegende alamatyny
uytgetmese, onda sol nokatda onun ekstremumynyn yokdugy 16-njy
teoremadan gelip ¢ykyar, cunki bu halda funksiya monotondyr. >

Bu teoremanyn seyle geometrik manysy bardyr: eger differensirlenyan
funksiyanyn grafiginin A(a, f(a)) nokadynda galtasma Ox okuna
parallel, ondan ¢epdéki nokatlarynda galtasma sol ok bilen kitek, sagdaky
nokatlarda bolsa yiti bur¢ emele getiryan bolsa, onda a onun maksimum
nokadydyr (5-nji a surat ). Eger-de galtasma ondan cepdéki nokatlarda
sol ok bilen kiitek, sagdaky nokatlarynda bolsa yiti bur¢ emele getiryén
bolsa, onda a onuni minimum nokadydyr (5-nji b surat)

a 5-nji surat b

Bu dizgin boyunca funksiyanyn ekstremumyny tapmak dgin onufi
kesgitlenen aralygyny differensirlenmeyan we duruw nokatlary arkaly
aralyklara bélmeli we olarda 6nlimin alamatlaryny kesgitlemeli (onun Ggin
bolsa her aralygyn bir nokadynda dniimin alamatyny bilmek yeterlikdir).

14-nji mysal. f(x)=(x+2)*(x—1)° funksiyanyn ekstremumyny
tapmaly.
< Funksiyanyn san okunyn &hli nokatlarynda 6numi bardyr:
f/(x)=2(x +2)(x =1)° +3(x+2)*(x =1)* = (x + 2)(x—1)*(5x + 4) .
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Funksiyanynn  onuminin  nollary X, =-2, X, =-0,8, Xx,=1. Sol
nokatlar arkaly san okuny  (—o,—2), (-2,-08), (-08,1), (1, +)
aralyklara bolelin we solara degisli -3, -1, 0, 2 nokatlarda 6numin

alamatlaryny kesgitldp, ©6nimin degisli aralyklardaky alamatlaryny
anyklarys:

1) (-o,-2) aralykda f'(x)>0),

2) (~2,-08) aralykda f'(x)<0,

3) (-08,1) aralykda f'(x)>0,

4) (L,+0)  aralykda f'(x)>0.

Seylelikde, ekstremumyn birinji yeterlik serti boyunca x = -2 nokat
funksiyanyn maksimum, x =-0,8 nokat minimum nokadydyr, x =1
nokatda bolsa onun  ekstremumy yokdur. Sunlukda, funksiyanyn
maksimum bahasy f(-2) =0, minimum bahasy bolsa f(-0,8) = -8,4. >

Bellik. Bu teorema f funksiya a nokatda Gzniksiz bolup, sol
nokatda onun 6niimi yok halynda hem dogrudyr.

Kabir hallarda ekstremumy tapmak Ugin funksiyanyn ikinji éniminit
barlygyny talap edydn asakdaky teoremany ulanmak amatly bolyar.

4-nji teorema (Ikinji yeterlik sert). Goy, f funksiyanyfi a nokatda
ikinji 6ntimi bar bolup, f'(a) =0 bolsun.Onda a nokat f "(a) >0 bolanda
funksiyanyn minimum, f”(a) <0 bolanda bolsa maksimum nokadydyr.

< lkinji ontimin kesgitlemesine we teoremanyi sertine gora

7(a)= lim - ()= 1@)_jp ')
X—a X—a x—a X —a
denligi yazmak bolar.Bu deflik esasynda f"(a) >0 bolanda, funksiyanyn
predelinin hésiyeti boyunca a nokadyn kabir & — etrabynda
—f (X) >0
X—a
defsizlik yerine yeter. Sonuf iigin x<a bolanda f'(x)<0 we x>a
bolanda f'(x)>0 bolar we ekstremumyn birinji yeterlik serti boyunga
a nokat funksiyanyin minimum nokadydyr. Ikinji tassyklama hem sonun
yaly subut edilyar. >

15-nji mysal. f(x)=x*-10x* +15 funksiyanyn ekstremumyny

tapmaly.
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< f'(x)=4x®-20x=0 deilemanin  x, =—/5, X, =0, X, =+/5
¢oziiwleri bardyr. Sol nokatlarda f”(x)=12x?-20 ikinji onimii
bahalarynyi alamatlaryny kesgitllit: f"(—\/§)=40>0, f"(0)=-20<0,
f”(\/§)=40>0. Seylelikde, ekstremumyn ikinji yeterlik serti boyunca
xlz—\/g, X3 =+/5 nokatlar funksiyanys minimum, X, =0 nokat bolsa
maksimum nokadydyr. Sunlukda, f(— \/g)z f(ﬁ):—lo funksiyanyn
minimum bahasy we f(0)=15 maksimum bahasy bolar. >

Seylelikde, funksiyanyn ekstremumy (gin yene-de bir dizgln aldyk.

Bu duzguni funksiyanyn a nokatda ikinji ©6nimi yok  ya-da
f"(a) =0 bolanda ulanyp bolmayar. Bu halda ekstremumy tapmak
cin asakdaky teoremany ulanmak amatlydyr.

5-nji teorema (Uglinji yeterlik sert). Goy, f funksiyanyn a nokatda
n tertipli Gnimi bar bolup,

f@=0 (i=1..,n-1), f™@)=0

sertler yerine yetsin. Onda n jubiit bolup, f™(a)<0 bolanda a
nokat f funksiyanyii maksimum, f((a) >0 bolanda bolsa minimum
nokadydyr. Eger n tak bolsa, onda a nokatda f funksiyanyf

ekstremumy yokdur.
< Teoremanyn sertlerinde

f
f(x)= f(a)jL#(x—a)n +o((x—a)")
n!
Teylor formulasy dogrudyr. Onda X —a bolanda

(x,a) = 2= g
(x-a)
bolyandygy igcin, X —a bolanda b(x,a) tikeniksiz kigidir. Sonui
ucin Teylor formulasyndan alynyan

f(X)_f(a){f‘”)(a)

n!

+b(x, a)}(x —a)"

denlikdaki kwadrat yayyn icindaki anlatmanyn alamaty f™(a)
onimin alamaty bilen gabat gelydr. Sonun (cin n jubut bolanda,
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(x—a)" >0 bolyandygy sebapli, f(x)—f(a) tapawudyn alamaty
hem f®™(a) o6nimin alamaty bilen gabat gelyar. Sol sebapli
f (™M (a) >0 bolanda f(x)—f(a)>0, yagny a nokat f funksiyanyi
minimum nokadydyr, f((a)<0 bolanda bolsa f(x)—f(a)<0 we
a nokat maksimum nokadydyr. Eger n tak sanbolsa, onda (x—a)"
aiilatma we onuii bilen birlikde bolsa  f(x)—f(a) tapawut a
nokatdan gegende alamatyny Uytgedyar, sona gord hem a nokat
funksiyanyn ekstremum nokady bolup bilmez. >

16-njy mysal. f(x)=x* +4x? +6x? + 4x +3 funksiyanyn ekstremum
nokatlaryny tapmaly.

a f'(x)=4x®+12x* +12x+4 onimin yeke-tdk x=-1 nol nokady
bardyr. Sol nokatda beyleki ©&nimlerin bahalaryny hasaplalym:
f'(x)=12x% +24x +12, f"(-1)=0,.f"(x)=24x+24, f"(-1)=0 we
fV(x)=24, f"V(~1)=24>0 bolany tgin, ekstremumyii iigiinji yeterlik
serti boyunca  x=-1 nokat funksiyanyn minimum nokadydyr we
minimum bahasy f(-1)=2. >

§ 4. 5. Funksiyanyn grafiginin gtbergekligi
we epin nokatlary

1.Funksiyanyi grafiginiin glberceklik ugurlary. Eger kébir aralykda
y= f(x) funksiyanyn grafigi ona gecirilen islendik galtasmadan yokarda
(asakda) yerlesyan bolsa, onda onun grafigi sol aralykda asak (yokaryk)
gubercek diyilyar. Asak gibercek grafige oyuk (6-njy surat) we yokaryk

y y

6-njy surat 7-nji surat
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glbercek grafige bolsa yone gubercgek grafik (7-nji surat) hem diyilyér.

6-njy teorema. Eger f funksiyanyn (a, b) aralykda ikinji 6ntimi bar
bolup, f"(x)>0 (f"(x)<0) bolsa, onda y= f(x) funksiyanyn grafigi
sol aralykda asak (yokaryk) gubercekdir.

< Goy, (a, b) aralykda f"(x)>0 bolsun. Bellenen x, e(a, b) ftigin
(x,, T(x,)) nokatda y= f(x) funksiyanyn grafigine galtasma gegirelin.
Eger onun nokatlarynyn iytgeyan ordinatasyny Y bilen belgilesek, onda
ol galtasmanyn denlemesi

Y= f(xo)+ f '(Xo)(x_ Xo)
gorniisde bolar. y = f(x) funksiyany x, nokadyn kabir etrabynda n=2
ucin Teyloryn formulasy boyunca dagydyp,

= 106= 1)+ 1 Hxx )+ ) e
denligi alarys. Sonky iki denlikden bolsa
y-Y =fT(C)(><—><o)2

denlik gelip ¢ykyar. Serte géra f"(c)>0 bolyandygy Ugin bu deiilikden
y-Y >0, yagny y>Y deiisizlik gelip gykyar. Ol densizlik y= f(x)
funksiyanyn grafigynyn sol grafiga erkin  M(x, f(x)) (x e (a,b)) nokatda
gecirilen galtasmadan yokarda yerlesyandigini aiiladyar, yagny (a, b)
aralykda .y= f(x) funksiyanyn grafigi asak gubercekdir. Teoremanyn
ikinji tassyklamasy sonun yaly subut edilyar. >

2. Funksiyanyn grafiginii epin nokady. Eger a nokadyn kabir
etrabynda kesgitlenen f  Ggin
y y=f(x) funksiyanyn grafiginin sol
etrapda @ nokadyn cepinde we

sagynda  guberceklik ugurlary dirli-
dirli bolsa, onda A(a, f(a)) nokada
onun grafiginin epin nokady (8-nji
0 a x  surat)., a nokada bolsa f funksiyanyn
epin nokady diyilyar.

7-nji teorema (zerur sert). Eger
A(a, f(a)) epin nokady dgin f funksiyanyn a nokatda UZniksiz

g

8-nji surat
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ikinji ©onimi bar bolsa, onda f"(a)=0.

< Eger tersine f"(a) >0 (ya-da f"(a)<0) bolsa, onda f" oniimin
a nokatda Gznuksizligi esasynda a nokadyn kébir etrabynda hem sol
alamat saklanar we 6-njy teorema esasynda a nokadyn sol etrabynda
funksiyanyn grafigi asak (ya-da yokaryk) gibercek bolar, yagny a nokat
funksiyanynn  epin nokady bolup bilmez. Bu garsylyk teoremany subut
edyar. >

Teoremanyi f"(a) =0 serti zerur bolup, yone ol yeterlik daldir.
Mysal iigin, f(X) =x" funksiyanyii f"(x)=12x* ikinji énimi x =0
nokatda nola dendir, yone ol nokat funksiyanyn epin nokady déldir,
cunki x =0 nokadyn islendik etrabynda ol funksiya asak gubercekdir.

Funksiyanyn ikinji oniiminin yok nokady hem onun epin nokady
bolup biler. Ony x=0 nokatda 6numi yok, yone sol nokat onun epin
nokady bolan  f(x)=x"® funksiya tassyklayar.

8-nji teorema (Yeterlik sert). Eger a nokadyn kébir etrabynda
ikinji ©nimi bar bolan f funksiya G¢in f"(2)=0 bolup, f”"
onimin sol etrapda a nokadyn cepinde we sagynda alamatlary durli-
dirli bolsa, onda A(a, f(a)) nokat y = f(x) funksiyanyn grafiginin epin
nokadydyr.

< Funksiyanyn ikinji 6niminin  a nokatdan cepde we sagda
alamatlarynyn dirltligi esasynda, 6-njy teorema boyunca a nokatdan
cepde we sagda funksiyanyn grafiginin giiberceklik ugurlary dirli bolar.
Sonun Ggin A(a, f(a)) nokat y=f(x) funksiyanyn grafiginiii epin
nokadydyr. >

Seylelikde, funksiyanyin epin nokatlaryny hem-de onun asak we
yokaryk gibercek aralyklaryny kesgitlemek (cin asakdaky diizglnden
peydalanmak bolar.

1. Funksiyanyn ikinji oniminin nola den hem-de ikinji oniiminin yok
(ya-da tiikeniksizlide den) nokatlaryny tapmaly.

2. Funksiyanyn  kesgitlenis  oblastyny sol nokatlar  hem-de
funksiyanyn Uzilme nokatlary arkaly aralyklara bdlmeli we alnan
aralyklarynn her birinde funksiyanyn ikinji 6niminin alamatlaryny
kesgitlemeli.
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17-nji mysal. f(x):%+4x2 funksiyanyn epin nokatlaryny, asak we
yokaryk gibercek aralyklaryny tapmaly.

< Funksiyanyn ikinji oniimini tapalyn:

3
F)=——s8x, =2 +8=8% T4
X X X
Diymek, funksiyanyn ikinji 6nimi X =0 nokatda tikeniksizlige dendir
we x:—]/i/z nokatda nola dendir. Sonun Ugin hem funksiyanyn
kesgitlenis oblastyny (—oo,—l/i/Z), (—J/i/ZO) (0, +o0) aralyklara
bolup, olaryn her birinde ikinji 6nimin alamatyny kesgitlélin.
1) Eger Xe(—oo, —J/Q{/Z) bolsa, onda f"(x) >0 we funksiya asak
glbercgekdir.
2) Eger XE(—]/S\/Z, 0) bolsa, onda f"(x)<0 we funksiya yokaryk
glbergekdir.
3) Eger XE(O, +oo) bolsa, onda f"(x)>0 we funksiya asak
glbercgekdir.

Seylelikde, ikinji 6nim x:—]/i/z we x=0 nokatlardan
gecende alamatyny Uytgedydr. Sunlukda, X:—J/ 4 funksiyanym epin
nokady bolup, x=0 epin nokady daldir, ciinki ol nokatda funksiya
kesgitlenmedikdir. >

8§ 4. 6. Funksiyanyn grafiginin
asimptotalary we dernielisi

1. Funksiyanyii grafiginiii asimptotalary, Eger lim f(x),

x—a-0
Iimof(x) predellerii it bolmanda birisi +o0 ya-da —oo den bolsa,
X—a+
ondax=a goéni ¢yzyga y = f(x)funksiyanyn grafiginin dik asimptotasy
diyilyar. Eger f funksiya
f(X)=kx+b+a(x), lima(x)=0 (25)
X—>+00
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gornlisde ailadylyan bolsa, onda y=kx+b goni ¢cyzyga y=f(X)
funksiyanyn grafiginin yapgyt asimptotasy diyilyar.
9-njy teorema. y = f(x) funksiyanys grafiginin X — +oo bolanda
y =kx+Db yapgyt asimptotasynyin bolmagy (gin
lim ﬂ:k, lim[f(x)—kx]=b (26)

X—>+0 X
predelleriti bolmagy zerur we yeterlikdir.
< Zerurlyk. Goy, y=kx+b goni ¢yzyk y=f(x) funksiyanyi
grafiginin yapgyt asimptotasy bolsun, yagny (25) denlikler yerine yetsin,

onda
fim 1O iy D +a00 o b a0

X—>+0 X X—>+00 X X—=>+00 X X—+0 X
lim[f(x)—kx]= lim[b+a(x)]=b.

Yeterlik. Goy, (26) predeller bar bolsun, onda onui ikinji denligi
a(x) = f(x)—kx—b funksiyanyin x — +oo bolanda tukeniksiz kigidigini
atiladyar we bu yerden (25) dedlikler alynyar, yagny y =kx+b goni
cyzyk y = f(x) funksiyanyn grafiginin yapgyt asimptotasydyr. >

Funksiyanyn grafiginin X — —co bolandaky yapgyt asimptotasy hem
sonun yaly kesgitlenyér.

X2 + X

18-nji muysal. f(x) =

funksiyanyn grafiginin asimptotalaryny

tapmaly.
< x=1 goni ¢yzyk funksiyanyn grafiginitn dik asimptotasydyr, ¢tinki
2
lim XX . Funksiyany
x-»1 X—1

x2+x+2—2=(x—l)(x+2)—2=x+2_i

f(x)=
) x-1 x-1 x-1

gornusde yazyp, lim il =0 denligin esasynda y=x+2 goni ¢yzygyn
X—0 X —

funksiyanyn grafiginin yapgyt asimptotasydygyny alarys.

2. Funksiyanyi dermelisi we onun grafigi. Funksiyany derinemekligi
seyle tertipde gegirmek bolar.

1. Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny we tzUllme nokatlaryny tapmaly.
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2. Funksiyanyn grafiginin asimptotalaryny tapmaly.

3. Funksiyanyn artyan we kemelyan aralyklaryny kesgitlemeli we
ekstremum nokatlaryny hem-de ekstremum bahalaryny tapmaly.

4.Funksiyanyn asak we yokaryk gubercek aralyklaryny hem-de epin
nokatlaryny kesgitlemeli.

5. Funksiyanyn grafiginin koordinatalar oklary bilen kesisme
nokatlaryny tapmaly.

6. Alnan maglumatlar esasynda funksiyanyn grafigini gurmaly.

Funksiya jlbit ya-da tdk bolanda onun grafiginin simmetrikligini
nazara alyp, ony diie x>0 bolanda dernemek yeterlikdir.

2

19-njy mysal. f(x)= X2 1
X

funksiyany derniemeli we grafigini

gurmaly.
< |. Funksiya x=-1, x=1 nokatdan basga VxeR nokatlarda
kesgitlenen we Uzniksizdir, x=-1, x=1 onun 0ziilme nokatlarydyr.

2. Xli_)rr+11[(x2+1)/(x2—1)]=oo. Diymek, x=-1, x=1 goni cyzyklar
grafigin dik asimptotalarydyr, y=1 bolsa onun yapgyt asimptotasydyr,
cunki

f(x) x? +1

lim——==1lim 5 =0,
X—o X X—>0 X‘X _1'

2
lim[ (x) = 0-x] = Iim{xz +1}:1.
X—>00 X—o| x° -1

3. Funksiyanyn onimlerini tapalyt:
, —4x , 4(3x% +1
f(x)= ()= 40" 11
1 (x? -1)
Onimi  nola dedldp, onun  x=0 kokini taparys. x=-1, x=1

nokatlaryn onimin hem Uzilme nokatlary bolyandygy dgin, san okuny
x=-1, x=1 we Xx=0 nokatlar arkaly boleklere boliip, olarda oniimin

alamatlaryny anyklalyn.  x<-1, —1<x<0 bolanda  f'(x)>0 we
funksiya sol aralyklarda artyar, 0<x<1, x>1 bolanda f'(x)<0 we
funksiya sol aralyklarda kemelydr. f'(0)=0, f"(0)=-4<0 bolyandygy
esasynda x =0 funksiyanyn maksimum nokadydyr we funksiyanyi
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maksimum bahasy f(0)=-1.

4. x<-1 we x>1 bolanda f"(x)>0 we funksiyanyn grafigi sol
aralyklarda asak gibercekdir, —1<x<1 bolanda bolsa f"(x)<0 we
funksiyanyn grafigi sol aralykda yokaryk glbercekdir. Funksiyanyin
grafiginin epin nokady yokdur, ¢tinki ikinji 6ntiimi hic bir nokatda nola den
daldir we funksiyanyn kesgitlenmedik nokatlarynda kesgitlenmedikdir.

5. x=0 bolanda y= f(0)=-1 bolyandygy Ugin funksiyanyn grafigi
Oy oky bilen A(0, —1) nokatda kesisyandir, Ox bilen bolsa kesisyan
daldir, ginki (x? +1)/(x2 ~1)=0  defilemanii hakyky koki yok.

6. Yokardaky maglumatlary ulanyp, funksiyanyn grafigini guryarys.

y

-1 o 1 X
!

an

9-njy surat

§ 4. 6. Funksiyany if Kici we if uly bahalary
we meseleleri ¢gdzmekde olaryi ulanylysy

Matematikada, fizikada, himiyada we durmusda dus gelydn kop
meseleler kabir funksiyalaryn kesimdaki in Kkici we in uly bahalaryny
tapmaklyga getirilydr. Kesimde Uzniksiz funksiyalaryn Weyerstrasyn
teoremasy boyunca sol kesimde in uly we in Kici bahalary alyandygy
ucin, ol funksiyanyn [a,b] kesimin igindéki in uly bahalaryny f(a) we
f (b) bahalary bilen denesdirip, f funksiyany ifi uly bahasyny taparys.
Sonufi yaly hem funksiyanyn [a,b] kesimdaki in kigi bahasy tapylyar.
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20-nji mysal. f(x)=2x®-3x?-12x+1  funksiyanyn [-2, 3]
kesimdaki in kici we it uly bahalaryny tapmaly.
< f'(x)=6x? —6x—12 6niimi nola denldp, onui x=-1 we x =2 nol
nokatlaryny tapalyn we funksiyanyn sol nokatlardaky bahalaryny kesimin
uclaryndaky bahalary bilen denesdirelin:
f(-2)=-3, f(-1)=8, f(2)=-19, f(3)=-8.
Seylelikde, funksiyanyn in Kici bahasy f(2)=-19 we in uly bahasy
f(-1)=8.>
Kabir yagdayda funksiyanyn in uly we in kigi bahalaryny tapmak
ucin asakdaky teoremany ulanmak amatlydyr.
10-njy teorema. Eger [a,b] kesimde tizniiksiz f funksiya igin
1) f(a)= f(b)=0 bolup, ¥xe(a, b) tigin f(x)>0 (f(x)<0) bolsun;
2) (a, b) onun differensirlenyan aralygy bolup, sol aralygyn dine bir ¢
nokadynda f'(c)=0 bolsun.
Onda funksiyanyi it uly (iti kigi) bahasy f (c) dendir.
< Goy, Vxe(a, b) tgin, f(x)>0 bolsun, onda birinji sert boyunga f
funksiya in uly bahany dine kesimin icinde alyp biler. Fermanyn
teoremasy esasynda bolsa sol nokatda funksiyanyn onimi nola dendir.
Iinji sertin esasynda bolsa f'(x)=0 deflik ditie bir ce(a, b) nokatda
yerine yetyar. Sonun Ugin hem funksiyanyii it uly bahasy f(c) dendir.
Teoremanyn ikinji bolegi sonun yaly subut edilyar. >
21-nji mysal. Togalak agag¢dan zynyndysy az bolar yaly dortgyran piirs
kesmeli.

Geometriya dilinde bu mesele seyle okalyar: X
berlen tegelegin iginden in uly meydanly
gonuburcluk gyzmaly (9-njy surat). y d

<Eger goOnuburclugyn taraplary x, y we
diametri d bolsa, onda onun meydany S =xy. Bu

defilikde y=+/d*-x* goyup, géniburclugyi 9-njy surat

meydany Ugin
S(x)=xyd? - x?

funksiyany alarys. Sunlukda, meseldnin manysyna gérd 0<x<d bolar.
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Seylelikde, basdaky mesele S(x)=xvd?—x? funksiyanyii [0, d]
kesimde in uly bahasyny tapmaklyga getirildi. Ol funksiya tgin

, d? —2x?

S'(X)= —

Vd? —x?

denlemaniii [0, d] kesime degisli bolan dine bir x=d/+/2 koki bardyr.Sol

kesimde S(x) funksiya iigin 10-njy teoremanyii &hli sertleri yerine yetyar:

vxe(0,d) tgin S(x)>0 we S(0)=S(d)=0 we ol funksiya sol kesimde

izniiksizdir. Sona gord sol teorema boyunga S(x) funksiya it uly bahany

=0

x=d/v2 nokatda alyandyr. x-iti bu bahasyny y=+/d®—x? deiilikde
goyup, y=d/\/§ bolyandygyny goryéris. Diymek, tegelegifi i¢inden
¢yzylan gonlburgluklaryn in uly meydanlysy kwadratdyr. Seylelikde,
togalak agacdan kesilip alnan zynyndysy az bolan pirsin kese kesigi
kwadrat bolmalydyr, yagny ol esasy kwadrat bolan gonuburgly
parallelepiped gornlsdéki pursdir. >

22-nji mysal.Gaz garyndysy azodyn we kislorodyn oksidinden duryar.
Garyndydaky azot oksidini maksimal tizlik bilen okislendiryan kislorodyn
konsentrasiyasyny tapmaly

< Amalyyetin 6wrilmezlik sertlerinde 2NO + O, =2NO, reaksiyanyn
tizligi v=cx?y formula boyunca afladylyar, bu yerde x NO-nyn wagtyi
islendik pursadyndaky konsentrasiyasy; y O,-nin konsentrasiyasy; c
bolsa reaksiyanyn tizliginin konsentrasiyasy bolup, ol reagirleyji
komponentlere bagly bolman dine temperatura baglydyr (c>0). Gazyn
konsentrasiyasyny géwriim prosentinde anladyp alarys:

y=100-X, v=cx?(100 - x)=c{L00x? - x*).

v=Vv(x) funksiyany deriiemek iigin onu éniimlerini tapalyi:
v(x)=c(200x - 3x? ), v"(x)=c(200 - 6x).

Birinji 6nimi nola denldp, funksiyanyni x, =0, x, =200/3  duruw
nokatlaryny taparys. Sunlukda, v"(0)>0, v"(200/3)<0  bolyandygy
esasynda x, =0 funksiyanyn minimum, x, =200/3 maksimun nokady
bolar. Seylelikde, x=x, =66,7%, y=100-x=333% ya-da y/x=~05
bolanda okislenmegin tizligi maksimal bolar. >
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8 4. 7. Denlemeleri takmyn ¢c6zmekligin usullary

Matematikada, tehnikada we beyleki tebigy ylymlarda dus gelyan dirli
meseleler ¢oziilende
f(x)=0 (27)
gOrnlisdaki denlemanin cozuwlerini tapmaly bolyar. Eger f  ¢yzykly,
kwadrat ya-da kébir basga yonekey funksiya bolsa, onda (27) denileménin
¢ozilis usullary bize mekdep matematikasyndan bellidir. Yone f
funksiyanynn ¢ylsyrymly hallarynda (27) gornisdaki  denleménin
cozUwlerini tapmaklyk kynlasyar. Asakda (27) gornlsdaki denleméni
takmyn ¢cozmekligin kabir usullaryna serederis.
1. Grafik usuly. Bu usul bilen denleménin ¢éziwini tapmak tgin berlen

f(x) funksiya boyunga y=f(x) funksiyanyn grafigini guryarlar we
onun absissa oky bilen kesisme nokadyny tapyarlar.Sol nokadym absissasy
denileménin kokudir. y = f(x)funksiyanyn grafigini gurmak kyn bolanda
denileméni p(x)=r(x) gorniisde yazyp, y = p(x), y=r(x) funksiyalaryn
grafiklerini guryarlar we denlemanin kokuni olaryn kesisme nokadynyn

absissasy hokmiinde tapyarlar. Grafik usulyndan denlemanin yeke-tak koki
yerlesyan aralygy kesgitlemekde hem peydalanmak bolar. Mysal (gin,

eger f funksiya kabir [a, b] kesimde iizniksiz we monotonn ( f'(x)>0
ya-da f'(x)<0) bolup, kesimiii uglaryndaky bahalarynyi alamatlary
dirli bosa, onda sol kesimde (27) denleménin yeke-tdk kokiinin bardygy
grafikden gortinyar.

2. Kesimi yarpa bdlmek usuly. Goy, f funksiya (27) denleménin
yeke-tak kokini icinde saklayan [a, b] kesimde tzniiksiz we kesimi
uclarynda funksiyanyn bahalarynyn alamatlary dirli bolsun. Kesgitlilik
tgin, f(a)<0, f(b)>0 hasap edeliii. [a, b] kesimi yarpa boliip, olardan
uclarynda funksiyanyn bahalarynyn alamatlary dirli bolyan kesimi saylap
alalyi we ony [a,, b, ] bilen belgilalin. Indi [a,, b, ] kesimi def ikd bolup,
uclarynda funksiyanyn bahalarynyn alamatlary dirli bolan bdélegini
[a,, b,] bilen belgilalin we su yorelgani dowam etdirelifi. Seylelikde,
uzynlyklary b, —a, =(b-a)/2" bolan kesimleria  {[a,, b, ]}
yzygiderligini alarys. Sunlukda, islendik n tgin f(a,)<0< f(b,) bolar.
Saklanyan kesimler hakyndaky teorema esasynda ol kesimlerin hemmesine
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degisli bolan yeke-tdék ¢ nokat bar bolup, lima, =limb, =c denlik
dogrudyr. Sonia géra-de, f €C[a, b] bolyandygy tgin f(a,)<0< f(b,)
densizlikde predele gecip, f(c):O denligi alarys, yagny c denleménin
kokidir. Onufi takmyn bahasy hékmiinde [a,, b,] kesimin ortasyny,
yagny (a, +b,)/2 nokady almak bolar. Sunlukda, kdkif ol nokatdan

uzaklygy (b—a)/2™* sandan uly daldir.

3. Hordalar usuly. Goy, deiilemanin ¢ koki icinde bolan [a, b]
kesimde (izniiksiz hemiselik alamatly f'(x) we f"(x) ontimler bar bolup,
funksiyanyn kesimin uclaryndaky bahalarynyn alamatlary dirli bolsun.
Onlimin alamatlarynyn hemiselikligi esasynda [a, b] kesimde funksiya
ya artyandyr, ya-da kemelyandir. Sonia gérd hem denleménin koki yeke-
takdir. Ikinji onimin alamatynyii hemiselikligi esasynda bolsay = f(x)
funksiyanyn ¢yzgysy yokaryk ya-da asak giibercekdir.

Kesgitlilik Ggin, f'(x)>0, f"(x)>0 bolsun. Onda bu halda y= f(x)
funksiyanyn ¢yzgysy asak glbercekdir we funksiya artyandyr (10-njy
surat). Nolunjy (baslangyg) yakynlasma hokminde x,=a alyp, birinji
x, yakynlasmany A(a, f(a)) we B(b, f(b)) nokatlary birlesdirydn

y—-fla) x-a

f(b)- f(a) b-a
hordanyn ox oky bilen kesisme nokadynyn absissasyny almak bolar:

.. _af(b)-bf(a)

btb)-fla)
Sunlukda, f funksiyanyn kanagatlandyryan sertlerinde a<x, <b bolar.
Indi A/(x,, f(x,)) nokadyalyp, AB hordany gegirelii we ol hordanyn
ox oky bilen kesisme nokadynyn absissasyny ikinji x, yakynlasma
hokmiinde alalyn:

X _le(b)—bf(xl)
Toth)-fly)

Sunlukda, a < x; <X, <b bolar. Sonun yaly dowam etdirip, (n-1)-nji x,
yakynlasmany ulanyp, n-nji x, yakynlasmany
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X, = o1 f0)=DF (x, 1) (n=123,..) (28)
f(0) = f(xos)

formuladan taparys. Seydip tapylan yakynlasmalaryn {xn} yzygiderligi
cakli we monotondyr. Sona gorda hem onun predeli bardyr we ol predel
(27) denlemanin takmyn ¢ozuwidir. Sunlukda, deillemanin ¢ kokunin x,
yakynlasmadan tapawudy seyle bahalandyrylyar:

[ £(x,) ( L )

— . \r=min f(x)). (29)

f'(x)<0, f"(x)<0 bolanda hem yakynlasmalar (28) —den kesgitlenyar.

X, —¢| <

23-nji mysal. Hordalar usuly boyunca x3®+x-1=0 defleménii
hakyky kokini tapmaly.
a1 f(x)=x*+x-1 funksiya igin f(0,5)<0, f(1)>0 we islendik x
ticin f'(x)=3x? +1>0 bolyandygy sebépli, [0,5 1] kesimde defilemanin
yeke-tak koki bardyr. f"(x)=6x>0 sertif yerine yetyandigi esasynda,
x, =05, f(x,)=f(05)=-0,375 b=1 f(b)=f(1)=1
bahalary ulanyp, (28) formuladan peydalanyp taparys:
= o f(b)— bf (xo): 05-1-1-(-0,375) ~ 0,636364
f(b)— f(x,) 1+0,375
_ % f(b)-bf(x,) 0636364 —(-0105935)
fb)-f(x,) 1+0,105935
xzf( )-bf(x,) 0,671196 — (- 0,026428)
fb)-f(x,) 1+0,026428

~0,671196;

~0,679662.

f'(x)>0 B

a=Xp i
0 - /Y chbx 0

1

10-njy surat 11-nji surat
277



Sonun yaly dowam edip, x, =0,681691, x, =0,682176, x, =0,682292,
X, =0,682319, x4 =0,682326, X, =0,682327 yakynlasmalary taparys.
Seylelikde, 0,0001 takyklykda denlménin koki tapyldy.

1-nji bellik. Eger f'(x)<0, f"(x)>0 (ya-da f'(x)>0, f"(x)<0)
bolsa, onda bu halda x, =b alynyar we x,, X,, X;, ... Yyakynlagmalar

x = Xasf(@)=bf(x, ) (h=123... (30)
f@)-f(x,1)
formuladan kesgitlenilyar (11-nji surat).

4. Galtagmalar usuly. Goy, defilemanin ¢ koki iginde bolan [a, b]
kesimde f funksiya Ugin hordalar usulyndaky sertler yerine yetsin. Bu
halda nolunjy yakynlasmany x, =b alyp, birinji x; yakynlasmany B
nokatda y= f(x) funksiyanyn grafigine gegirilen (12-nji surat)

y—f(b)=1'(b)fx-b)
galtasmanyn ox oky bilen kesisme nokadynyn absissasy hokmiinde alarys:
f(b)
X, =b-——+.
t'(b)
Sunlukda, a<x,<b bolar. Indi
y y=1f(x)  funksiyanyn grafigine
B B,(x,, f(x))  nokatda galtasma
: gegirip, X, yakynlasmany
galtasmanyn Ox oky bilen kesisme
nokadynyn absissasy hokminde

a taparys:
of .~ X%Xb X X2=XI—M.
A f'(x)
12-nji surat Edil sonun yaly dowam etdirip, n-nji
yakynlasmany taparys:
f () (h=123 ..). (31)

Xp =Xpq —
noo f(X,4)

Bu denlik boyunca kesgitlenen {xn} yzygiderligin hem predeli bardyr, ol

predel denileménin takmyn kokudir we onun tginem (29) yerine yetyéndir.

2-nji bellik. Nolunjy x, yakynlasma f(x,)f"(x,)>0  sertden
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kesgitlenyar.
24-nji mysal. Galtasmalar usuly boyunca x*+x-3=0

denleménin hakyky kokini tapmaly.

< f(x)=x%+x -3 funksiya dgin f(1)=-1<0, f(2)=7>0we [1, 2]
kesimde
f'(x)=3x*+1>0, f"(x)=6x>0 bolyany igin, sol kesimde detileménin
yeke-tak koki bardyr we ony (31) formulany ulanyp tapmak bolar. Onuii
ucin ilki bilen denilemanin kokini icinde saklayan has kigi kesimi tapalyn.
. f(L2)=@12)* +1,2-3=-0,072<0, f(1,3)=(13)’ +13-3=0,497>0
denisizliklerin esasynda kok [1,2;1,3] kesimiii igindedir. Ol kesimiii
ortasyndaky x=1,25 nokatda f(1,25)=(1,25)° +1,25 —3=0,203125 >0
bolyandygy Ugin, kéki icinde saklayan [1,20; 1,25] kesimi alarys.Nolunjy
yakynlasma hékmiinde x, =125 alarys, ¢inki f(x,)f"(x,)>0. (31)
formulany ulanyp, asakdaky tablisany dizelin:

, Xni1 =
N f(xn)= f (Xn)= f(xn) =X, —
3 '
Xn Xn =x*+ [=3x2+1 | f (%) f(x,)
+X, -3 T f(x,)
011,25 1,953125 | 0,203125 55,6875  0,035714 [1,214286
1 | 1,214286 1,790452 | 0,004738 [(5,42347 0,000874 [1,213412
2 |1,21341211,786590 | 0,000002 5,417107 [0,0000004[1,2134116

Bu tablisadan gornisi yaly, denileménin koki ¢ =1,21341 dendir. >

3-nji bellik. Hordalar we galtasmalar usullarynym ulanylyan sertlerinde
ol usullaryn ikisini birwagtda hem ulanmak bolar. Sunlukda, ol usullar
bilen tapylyan yakynlasmalaryn yzygiderliginin birisi artyp, beylekisi
bolsa kemelip denlemanin kokiine ymtylyandyr. Ol usullary gezeklesdirip
hem ulanmak bolar.

5. Iterasiya usuly. Bu usuly ulanmak Ugin ilki bilen (27) goérnlsdaki
denlemani

x=g(x) (32)

gOrnlisdaki denlema getirmeli (ony dirli usullar bilen yerine yetirmek
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bolar). Eger x, (32) denleménin kokuinin kabir yakynlasan bahasy bolsa,
onda ony denleménin kdkine nolunjy yakynlasma hokminde alyp, birinji
X, yakynlasma

X =9(X,)
denlikden tapylyar.Sonun yaly dowam etdirip, islendik x, yakynlasmany
x,=9(x,,) (n=123,..) (33)

formula boyunga yzygiderlikde kesgitleyaris. Sonun (gin (33) formula
boyunca denleménin ¢oziwini tapmaklyga yzygiderli yakynlagmalar usuly
ya-da iterasiya usuly diyilyér. Haysy sertlerde yzygiderli yakynlasmalar
(33) denlemanin ¢6ziiwine yygnanyarka diyen soraga asakdaky teorema
jogap beryér.
11-nji teorema. Eger (32) denleméanin ¢ kokini we onun (33) formula
boyunca hasaplanylyan yzygiderli yakynlasmalaryny 6ziinde saklayan
aralykda
lg'(x)<q<1 (34)
sert yerine yetse, onda yzygiderli yakynlagsmalar denleménin kdkine
yygnanyandyr, yagny
limx, =c. (35)
< (33) formuladan alynyan x, = g(x,) we ¢ sanyh (32) denlemanii
koki bolyandygy igin yerine yetyan c=g(c) deilikler esasynda
LagranZyn teoremasyny ulanyp,
C—X = g(C)— g(xo)= g'(do)(c - Xo)
denligi alarys, bu yerde d, san ¢ we Xx,-yn arasyndaky sandyr. Sonun
yaly derilikleri beyleki yakynlagmalar tcin hem yazmak bolar:
c—x%, =g(c)-g(x)=9'(d;, e - x,),
c—x3 =9g(c)-a(x,)=9'(d, \c-x,),
C—X,= g(C)— g(xn—l): g,(dn—lxc - Xn—l)
buyerde d; (i=1 2,...,n-1) ¢ we X ,-ifi arasyndaky kébir sanlar.Bu
denlikleri agzalayyn kdpeldip we soiira gysgaldyp,
C—X,= (C — X% )g,(xo )g,(xl) g,(xn—l)
denligi alarys. Bu denlikden bolsa (34) sertin esasynda
e = x,| <|c—x,|a"
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densizlik gelip gykyar.0 < q <1 sertiti esasynda limqg" =0 we sonua (gin
bu densizlikden (35) denlik gelip gykyar.

25-nji mysal. Iterasiya usuly boyunca  x’ +x+4=0 denleméanii
hakyky kokini tapmaly.

< Deileméni x” =—x—4 gormisde yazyp we p(x)=x", r(x)=—x -4
funksiyalaryn grafikleriniti kesisme nokadyny tapyp, denlemanin kokinin

uzynlygy kigi bolan kesimi tapalyi. f(~1,2)<0, f(~11)>0 bolyandygy
tigin, denlemanin koki [-1,2, —11] kesimin icindedir. g(x)=4-x—-4
belgileme girizip, denlemani (32) gornisde yazmak bolar. Sunlukda,

vxe[-1,2, =11] igin
l9'(x) = -t _1.;“] =0,06<1
7(x-4° 7 Y(=x-af
densizlik, yagny (34) sert yerine yetyar.Nolunjy yakynlasmany x, =-115

alyp we beyleki yakynlagsmalary  x,=%/—-x,, —4 formula boyunca
hasaplap, asakdaky tablisany dizeli:

n Xn-1 ~Xpa =4 Xn = g(xn—l)z YXpa —4
1 -115 -2,85 -11614
2 | -11614 —2,8386 -11607
3 -11607 —2,8393 -11607

Bu tablisadan gornisi yaly, denileménin koki ¢ =-1,1607 dendir. >
Gonukmeler

1. Funksiyalara [-1,1] kesimde Roluii teoremasyny ulanyp
bolmayandygyny subut etmeli:

1) y=3x. 2) y=1-|x. 3)y=[sinx+x.
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2. Funksiyalara gorkezilen kesimde Lagranzyn teoremasyny ulanyp, ¢

sany kesgitlemeli:
1) y=Inx, xefl, e]. 2) y=x-x3, xe[-2,1]. 3) y=+/x, xelt, 4].

3. 3x° +15x —8=0 denlemanin yeke-tak hakyky kokiinin bardygyny

subut etmeli.
4. Lopitalyn diizguninden peydalanyp, predelleri tapmaly:

im3NOX oy fim 953K gy i 12COSX gy INX
x—0 5in 10x x—>1/2 COS X x—0  x? x—1 X —1
2
5) lim 2. 6) lim x"Inx (n>0). 7) |im(1—_i} 8) lim '”—4)‘
x—+0 X X—>H x=>0\ X SIn X X+ X
(1 2 V1 . . X
9) Luﬂg(;— T —JX_Z' 10) Xl_l)rlrjolnx-ln(l—x). 11) le_r)r(l)xctgz.
I ; 1 X ye 1g ™
- nctgx - . (1) . A - _ 9—
12) lim x"%9*.13) XIl_)rilo(sm x)%. 14) Ixm(cos ZJ .15) le_r)rg(z X)2
16) Iime —e _ —2x. 17) lim tgx -1+ cosSx.
x>0 X —sin X x>0 X _g

5. Funksiyalaryin kemelyan we artyan aralyklaryny kesgitlemeli:
1) y=3x-x3.2) y=x*-4x.3) yzgx3 —2x+1.4) y=3x+§+5
X

6. Funksiyalaryn ekstremumyny tapmaly:
1) y=2x-x%.2) y=x*-9x?+15x-3. 3)y=%x3 —gxz +6X+7.

X x* 2 3
4) y=xInx. 5)y= . 6) y=—-—=x®-Zx?+2.
) Y )Y x> +4 )y 4 3 2
7. Funksiyalaryn grafiklerinin asak we yokaryk gubercek aralyklaryny
we epin nokatlaryny tapmaly:

1) y=x®-6x+7.

2) y=x*—6x% +5x-9.
1
1+x%
8. Funksiyalaryn grafiklerinini asimptotalaryny tapmaly:
1

p— 2 -
X_ 2 y——4+2x X 3) y=+x2-4. 4) y=elx,
X

x2 —

4) y=x°-10x3+6x+2. 5) y=

1) y=
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9. Funksiyalary derinemeli we grafiklerini gurmaly:
1) y=x*-3x+2. 2) y=x*>-5x?+3x-1. 3) y=x*-6x*+9x-3.
4) y=x*-4x*+3. 5) y=5x>—-x*-6. 6) y=x>-5x+3.

1 X+1 x? +1
7 = 8 = . 9 = .
)Y x? —3x+3 )y x? +1 )Y x? -1

10.Funksiyalaryi [-2, 2] kesimde in kici we in uly bahalaryny tapmaly:
1) y=x>+3x-5. 2) y=x>+3x*-6. 3) y=x*-2x*+3.

11. Trapesiyanyn gapdal taraplarynyn we Kigi esasynyn uzynlygy a
sana den . Trapesiyanyn meydany in uly bolar yaly onuni uly b tarapyny
kesgitlemeli.

12. Meydany S den bolan &hli goniburcluklaryn iginde in Kigi
perimetrlisini tapmaly.

13. Polozitel a sany kublarynyn jemi i Kici bolar yaly iki gosulyja
dagytmaly.

14. Yokarsy yarym towerek bolan goniburgluk gorniisdaki &pisgénin
perimetri p sana den. I kdp yagtylyk goybermek Ggin &pisgéanin olcegleri
nahili bolmaly ?

15. Silindrik gornusli konserwa bankasynyn géwrimi V defi. Onun
beyikligi we esasynyn diametri n&hili bolanda ony yasamaklyga az galayy
sarp ediler?

16. M(1, 2) nokat arkaly géni gyzyk nahili gegirilende onud birinji
kwadrantda kesip alyan ¢burglugynyn meydany in Kici bolar?.

17. Hordalar ya-da galtasmalar usulyny ulanyp, denlemelerinn hakyky
koklerini tapmaly:

1) x®-2x+7=0. 2) x* -1,96x-0,89=0.
2) 3) x*+4x+3=0. 4) x* + x-1=0.
Jogaplar

2.1) e-1.2) -1.3) 9/4. 4.1) 1/2. 2) —-3. 3) 1/2. 4) 1. 5) 0.

6) 0.7) 0.8)0.9) 10. 11) 4. 12) 1/e. 13) 1. 14) e¥® . 15) e?~.
16) 2. 17) 1/2. 5. 1) (-, -1) we (1, +) aralyklarda kemelyar,
(-1, 1) aralykda artyar. 2) (o, 2) aralykda kemelyar, (2, + ) aralykda
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artyar. 3) (—1, 1) aralykda kemelyar, (-, —1) we (1, + ) aralyklarda
artyar. 4) (-1, 0) we (0, 1) aralyklarda kemelyar, (— o, —1) we (L, + )
aralyklarda artyar. 6. 1) y.. =Y(1)=1. 2) Y = YD) =4, ¥, =Y(5)=
=-28. 3) Yok = Y(2)=35/3, Ypn = ¥(3)=23/2. 4), y,y;, = V(Ye)=—Ye.
5) Yo =Y(2)=Y4, Yoin =¥(=2)=-1/4.  6) Yy, =Y(0)=2, Yy =
=y(-1)=5/12, y,;, = Y¥(3)=—37/4. 7. 1) (-, 0) aralykda yokaryk
gubercek, (0, + o) aralykda asak giibergek we A(0, 7) epin nokady.
2) (o, —1) we (1, +) aralyklarda asak giibercek, (~1,1) aralykda
yokaryk gibergek , A(~1, —19), B(L —9) epin nokatlary. 3) (— o, —\/5)
we (0, ﬁ) aralyklarda yokaryk guibercek, (—\/5, 0 ) we (\/5 +oo)
aralyklarda asak gibercek, A(— V3,153 + 2), B(0, 2),C(J§,—15\/§ ¥ 2)
epin nokatlary. 4) (— 0, —]/\/5) we (]/ﬁ +oo) aralyklarda asak
glbergek, (—]/ NEY ]/\/5) aralykda yokaryk glibercek, A(—l/ J3, 4/3),
BL/v/3, 4/3), epin nokatlary. 8. 1) x=-1 x=1.2) x=0, y=—-X+2.
3) y=-%, y=x.4) x=1, y=1.10.1) -19; 9. 2) —-6; 14. 3) —-13; 3.
11. b=2a. 12. Tarapy VS bolan kwadrat. 13. Gosulyjylaryn ikisi hem
a/2 den. 14. Apisganifiini 2p/(4+n ). 15. Esasynyn diametri 3/V/2r .
16. Ucburclugyn katetleri 2 we 4 ded bolmaly. 17. 1) —2,25826.

2) 2,13459. 3) —0,673593. 4) 0,682328 .
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11.5. KESGITSIZ INTEGRAL

8 5.1. Kesgitsiz integralyn
kesgitlenisi we onun hasiyetleri

1. Asyl funksiya we kesgitsiz integral. Malim bolsy yaly, differensial
hasabyyetin esasy meselelerinini biri funksiyany differensirlemekdir. Yone
matematikada, tebigy ylymlarda we tehnikada differensirlemeklige ters
bolan meseleler hem dus gelyér. Mysal (icin, berlen tizligi arkaly material
nokadyn goni ¢yzyk boyunca gecen yoluny kesgitlemek we himiki
reaksiyanyn tizligi boyunga ona gatnasyan jisimiii mukdaryny tapmak
seyle meselelerdir. Basgaga aydylanda, bu meseleler berlen F'(x)= f(x)
onim boyunca F funksiyanyn 6zlni tapmaklygy anladyar.

Eger X aralykda F funksiya (gin F’(x)= f(x) denlik yerine yetse,
onda F funksiya sol aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy diyilyar.

Mysal iigin, F(x)=sin x funksiya san okunda f(x)=cosx funksiyanyn

asyl funksiyasydyr, giinki WxeR (gin F'(x)=(sinx) =cosx = f(x);
F(x)=|nx funksiya Vx>0 dgin f(x)=1/x funksiyanyn asyl
funksiyasydyr, cinki Wx >0 tgin F'(x)=(Inx) =1/x = f(x).

Eger F funksiya X aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy bolsa,
onda islendik hemiselik C san tgin [F(x)+C] = F'(x)= f(x), yagny
G(x)=F(x)+C funksiya hem X aralykda f funksiyanys asyl
funksiyasydyr. Sunlukda, durli iki asyl funksiyalaryn tapawudy hemiselik
C sana. dendir: G(x)-F(x)=C.

Seylelikde, eger F funksiya X aralykda f funksiyanyn asyl
funksiyalarynyn birisi bolsa, onda sol aralykda onun islendik asyl

funksiyasy G(x)=F(x)+C gornisde anladylyar (C-erkin hemiselik san),
yagny {F(x)+C} koplik f funksiyanyn X aralykdaky &hli asyl
funksiyalarynyn kopligidir.

Kesgitleme. f funksiyanyn X aralykdaky &hli asyl funksiyalarynyn
kopligine f funksiyanyn sol aralykdaky kesgitsiz integraly diyilyér we ol

[ £ (x)x 1)
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bilen belgilenilyar. Bu yerde j belgd integral belgisi, f(x)dx anlatma
integral astyndaky anlatma, f funksiya bolsa integral astyndaky funksiya
diyilyar.

Seylelikde, kesgitleme boyunca

j f(x)dx = F(x)+C . )

Kesgitlemeden gornisi yaly, funksiyanyn kesgitsiz integralyny tapmaklyk
ol funksiyanyn asyl funksiyasyny tapmaklygy anladyar. Sonun tgin berlen
funksiyanyn asyl funksiyasyny tapmaklyga integrirlemek hem diyilyar.
Ony tapmak {g¢in bolsa (2) formula ulanylyar. Kesgitsiz integrala, kopleng
yone integral hem diyilyar..

2.Kesgitsiz integralyn esasy hésiyetleri. 1. Eger f funksiyanyn X
aralykda asyl funksiyasy bar bolsa, onda

a) ([ = f(x)k byd([ f(x £ (x)dx

denlikler dogrudyr.
< Eger F funksiya X aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy
bolsa, onda (2) formula esasynda

([ £(x)ax) = (F()+C) = F(9)= £(x).

Bu denlik we differensialyn kesgitlemesi boyunca

d([ £ (x)ax)= [ £( X)) dx = £ (x)dx. o

Bu hésiyet 6nim we mtegralyn, seyle hem differensial we integralyn
Gzara biri-birlerine ters bolan amallardygyny gorkezyar.
2. Eger g funksiya X aralykda differensirlenyan bolsa, onda

[dg(x)=[g'(x)dx=g(x)+C. ©)
< Bu denlik X aralykda g funksiyanyn f =g’ funksiya (gin asyl

funksiyasy bolyandygy sebdpli kesgitlemeden gelip ¢ykyar. >
3. Eger f funksiyanyn X aralykda asyl funksiyasy bar bolsa, onda
islendik hemiselik k san tgin Kkf funksiyanyfi hem sol aralykda asyl

funksiyasy bardyr we k = 0 bolanda
[ict (x)dx =k | £ (x)dx, 4)
denlik dogrudyr, yagny hemiselik k = 0 k&peldijini integralyn astyndan
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cykaryp bolar.
< Goy, F funksiya X aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy
bolsun, yagny F'(x)= f(x). Onda [kF(x)] =ki(x) defiligif esasynda
kF(x) funksiya kf (x) funksiyanyi asyl funksiyasy bolar we sonui iigin
k.[ f (x)dx = k[F(x)+ C]=kF(x)+C, =.[kf (x)dx,
buyerde C,=kC. >

4. Eger f we g funksiyalaryin X aralykda asyl funksiyalary bar bolsa,
onda f +g funksiyanyn hem sol aralykda asyl funksiyasy bardyr we

[0+ gOkix= [ £ (x)ax = [ g(x)ax (5)
formula dogrudyr, yagny algebraik jemin integraly integrallaryn algebraik
jemine dendir.

< Goy, F we G funksiyalar X aralykda degislilikde f we g
funksiyalaryin asyl funksiyalary bolsun, yagny — F'(x)=f(x) we
G'(x)=g(x). Onda [F(x)£G(x)| = f(x)£ g(x) we sonui iigin

jf(x)dxijg(x)dx:[F(x)+ C,|x[G(x)+C,]=

=[F()=G(x)]+[C, £ C,]=[F(x) £ G(x)]+ C = [ (x)= g(x)kx,
buyerde C=C, £C,. >

Bu hésiyet islendik tukenikli sany funksiyalaryn gosulyjylary tgin hem
dogrudyr.

3. Kesgitsiz integrallaryn tablisasy. Integrirlemegin differensirlemege
ters amaldygy esasynda elementar funksiyalaryn Onimlerinin
tablisasyndan peydalanyp, kesgitsiz integrallaryn tablisasyny almak bolar.
Onuni  Ugin  6nimin tablisasynyn her bir formulasyndan, yagny
F’(x)= f(x) gornusdaki denlikden, integralyn kesgitlemesi boyunga

I f(x)dx = F(x)+C
formulanynn alynyandygyny bilmek yeterlikdir. Mysal (gin, 6nlimin
tablisasynyf (sinx) =cos x, (tgx) =1/cos? x formulalaryndan kesgitsiz
integral icin

dx
cos? X

jcosxdx:sinx+C, '[ =tgx+C
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formulalary alarys. Suna menzeslikde, oniimin tablisasynyn beyleki
formulalaryny ulanyp, kesgitsiz integrallaryn asakdaky tablisasyny alarys:

1. jldx:jdx+C.
a+l
2. | x%dx= +C (a#-1).
J a+1 ( )
aX
3. jaxdx= +C (0<a¢1),jexdx:eX+C.
Ina
4. %=In|x|+C(X¢o).
X
5. jcosxdx:sinx+C.
6. jsinxdx:—cosx+C.
TT
7. =tgx+C | xz—+km,keZ | .
Icoszx g ( y EJ
dx
8. J._Z =—ctgx+C (xzkn,keZ) .
sin® x
dx .
9. j =arcsinx +C =—arccosx+C (1< x<1) .
1-x?2
10. J. o =arctgx + C = —arcctgx + C.
1+ x2
11. jchxdx:shx+C.
12. jshxdx:chx+C.
13 | X _thxiC.
ch?x
dx
14, jshzxz—cthx+c (x=0) .
15 j%zlnlx+\lx2ia2|+c.
X°*a
dx 1, |la+x
16. =—1In +C (| x|#a).
J.az—xz 2a |a—-x (x1=2)
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Bu formulalaryn, sonun yaly-da her bir tapylan integralyn dogrudygyny
barlamak (cin olaryn iki bolegini hem differensirlemeli. Sunlukda, eger
integrirlenip alnan funksiyanyn ontimi integral astyndaky funksiya den
bolsa, onda ol integralyn dogry hasaplanylandygyny ailadyar.

Bellik. Kesgitsiz integrallaryn tablisasynda X baglanysyksyz
uytgeyan ululyk bolup, ol kébir differensirlenyan funksiya bolanda hem
tablisa dogrudyr. Hakykatdan-da, Goy, F'(x)= f(x) we (2) deilik yerine
yetydn bolsun hem-de u=g(x) differensirlenyén funksiya bolsun. Onda

birinji differensialyn inwariantlyk hasiyeti esasynda
dF(u)=F'(u)du = f(u)du we sonun esasynda
jf(u)du:F(u)+C. (6)

Seylelikde, (2) formulanyn yerine yetyanliginden (6) formulanyn yerine
yetyandigi gelip ¢ykyar we ol (2) formuladan x=u goyup alynyar. Sonun
ucin integrallaryn tablisasynyn &hli formulalary x-ifi ornunda u bolanda
hem dogrudyr. Olary ulanmak Ggin integral astyndaky anlatmany yonekey
6zgertmeler arkaly f(x)dx = g(u)du gérniise getirmeli.

8 5. 2. Integrirlemegin esasy usullary

1.Dagytmak usuly. Bu usul yonekey oOzgertmeler gecirip, integral
astyndaky f funksiyany asyl funksiyalary anisat tapylyan fi(i :1,n)

n
funksiyalaryn komegi bilen f =Zki f, gornisde anladyp ulanylyar.
i=1
Sunlukda, integralyn 3-nji we 4-nji hasiyetleri boyungd f funksiyanyn
integralyny hasaplamak ucin seyle formula alynyar:

[/£()dx = Yk, [ F,(x)ax @
5 , i=1
1-nji mysal. J. (x——} dx integraly hasaplamaly.

Jx

<aYayyn icini kwadrata goterip we (7) deiiligi hem-de integralyii
tablisasynyn 2-nji we 4-nji formulalaryny ulanyp, integraly hasaplarys:

g o 2
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:szdx —lOJXJ/ZdX+ 25.[d—):(= X—;—Exg’z

Integrallaryn jemi tapylanda, adatca, hemiselik sanlar jemlenip, olar bir C
bilen belgilenyér.

+25In|x[+C. >

2-nji mysal. .[(4sin X +3e* —X—13+ x27+1+ sin52 "

)dx integraly

hasaplamaly.
< Integralyn 3-nji, 4-nji hé&siyetlerinden we tablisanyn 3-nji, 6-njy,
2-nji, 7-nji we 10-njy formulalaryndan peydalanyp alarys:

I(4sinx+3ex—i+ ! + 5 de:

x> x%2+1 sin?x

=4.[sin xdx+3.[exdx—jX73dX+7j Xz(jil+5.[si:)2(x:

=—4cos x + 3e* +%x2 + 7arctgx — 5¢ctgx + C . >

2
3-nji mysal. j ﬁ%)dx integraly hasaplamaly.

< Integral astyndaky funksiyany 1+ 2x% =1+ x? + x® gorniisde yazyp
we integraly iki integralyn jemi gérnlsinde anladyp hem-de tablisanyn
2-nji we 7-nji formulalaryny ulanyp, integraly hasaplarys:

1+2x%  p@+x?)+x® o 14X x? B
-[xz(1+x2)x_ x2(1+x2) _-[x2(1+x2)dx+~[x2(l+x2)dx_
dx

x2 J1+x 1+ x°? X

2.Uytgeyani calsyrmak usuly. Integral hasaplanylanda kopleng halda
taze Uytgeyédni girizmek bilen ol ansat hasaplanylyan integrala getirilyar.
Bu usula Gytgeyani calsyrmak usuly diyilydr. Ol usul seyle teorema
esaslanyar.

1-nji teorema. Eger F funksiya f funksiyanyn asyl funksiyasy we

t=¢(x) differensirlenyan bolsa, onda F[qp(x)] funksiya f[o(x)]e’(x)
funksiyanyn asyl funksiyasydyr, yagny

[ flo0)le’(x)dx = Flo(x)]+C 8)

2

- +J. o =J.x*2dx+'|. o =—£+arctgx+C.>

formula dogrudyr.
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< Cylsyrymly F[(p(x)] funksiya Ggin

{Flo()]l} =Flo(x)lo'(x)= fp(x)lo'(x)
denlik yerine yetydr, yagny F[(p(x)] funksiya f[o(x)le'(x) funksiyanyi
asyl funksiyasydyr we sonun esasynda (7) formula yerine yetyar. >
Amalyyetde (8) formulany ulanmak Ugin ony amatly bolan

[ flo)ke'()dx = [ [o(x)]de(x)
= f(u )dU=F( )+C = Flo(x )]+C

gorniisde yazyarlar, yagny ilki ¢(x) funksiya u bilen calsyrylyar we
alnan funksiyanyn yokarda getirilen bellik esasynda u  goré asyl
funksiyasy tapylyar, soira yene-de onki x Uytgeydne gecilyar. Bu
formulany ulanmak Ugin ilki berlen mtegraly (8) gornuse ozgertmeli.

4-nji mysal.'[ Ko _1pdbe 1) =_J‘ - x* —1)=

\/—_ 3 Jx® -1
=§ju7du =§JU+C =§\/x3 ~1+C.

Eger f(u):1 bolsa, onda onun asyl funksiyasynyii F(u)=In|u|
u

bolyandygy Ugin, (8) formula seyle gornisi alar:
de: d(p—(x)zln(px +C.
F ot @ =100 = ot

2

x 1 (X )dx In‘x2—4‘+C.
—4 27 x*-
Garalan mysallaryn hemmesinde mtegral |Ik| (8) gornuse getirilip, sonra
sol formula ulanylyar, yone amalyyetde basgaca hem ¢emelesilyar, yagny
uytgeyani gontimel calsyrmak bilen integral ansat hasaplanylyan gorniise
getirilyar.

6-njy mysal. j cos(5x —4)dx integraly hasaplamaly.

5-nji mysal. J.

< Bu integraly hasaplamak Ggin t=5x-4 calsyrmany girizelin.
Onda x=(t+4)/5, dx=dt/5. Sonuii iigin hem

291



1 1. 1.
jcos(Sx—4)jx_gjcostdt_gsmt+C_ES|n(5x—4)+C >

Bu integraly basgaca yokarda getirilen bellikden peydalanyp hem
hasaplamak bolar:

jcos(Sx —4)dx = jcos(Sx —4). % d(5x—-4)=

=ljcosudu ~Lsinu +C=15in(5x—4)+C.
5 5 5

Uytgeyani calsyrmagyn bir gornisi  bolan seydip integraly
hasaplamaklyga differensial astyna girizmek usuly hem diyilyar we ol
dirli gérnusdaki kesgitsiz integrallary hasaplamakda ginisleyin ulanylyar.

7-njy mysal. j sin™ xcos xdx integraly hasaplamaly.

< Bu integraly hasaplamak (i¢in differensial astyna girizmek usulyndan
peydalanarys:

jsinm X COS xdx:jsinm x d(sin x) =

s M+l

='[umdu= l‘um+1+C=ilsm X+C. >
m + m +

3. Bolekleyin integrirlemek usuly. Bu usul seyle teorema esaslanyar.
2-nji teorema. Eger U= u(x) we v = u(x) funksiyalar kabir aralykda

differensirlenyan bolup, '[ v(x)du(x) integral bar bolsa, onda '[ u(x)do(x)
integral hem bardyr we

Ju()do(x) = u(x)o(x)- [o(x)du(x) ©)
formula dogrudyr.

< Differensirlemegin diizgiini esasynda
du(x)-v(x)]= v(x)du(x)+u(x)do(x).
Bu yerden alynyan
u(x)do(x) = d[u(x)-v(x)]-v(x)du(x)

denligin iki bolegini hem integrirlap we integralyn 4-nji hem-de 2-nji
hasiyetlerini ulanyp, (9) formulany alarys. >

Ona bolekleyin integrirlemegin formulasy diyilyar we ol gysgaga

Iudu:uu—judu
gornlisde yazylyar.
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Bu formula esasynda judu gornisdaki  integral  kopleng
hasaplamasy ansat bolan I vdu gornisdaki integrala getirilyar.

8-nji mysal. j xe™dx integraly hasaplamaly.

<Eger u=Xx, dvo=e"dx bolsa, onda bu denliklerin birinjisini
differensirlesek, ikinjisini integrirlesek du =dx, v =e€* bolar. Sonun
tcin hem (9) formulanyn esasynda

jxexdx = xe* - jexdx: xe* —e* +C=¢e*(x-1)+C. >
9-njy mysal. '[ x" In xdx (n # —1) integraly hasaplamaly.

. dX Xn+l
< Eger u=Inx,dv =x"dx bolsa, onda du=—, v = bolar.
X n+1

Sonun dgin hem (9) formulany ulanyp alarys:

n+1

jx” Inxdx = X
n+1

n+l n+l n+l
=X Inx— L x +C=X Inx—L +C. >
n+1 n+in+1 n+1 1

Ka&bir integrallar hasaplanylanda bolekleyin integrirlemek usuly
gaytalanylyp birndce gezek ulanylyar.

Inx— 1 jx”dx:
n+1

10-njy mysal. _[XZ cos x dx integraly hasaplamaly.

< Eger u=x?, dv=cosxdx bolsa, onda du = 2xdx,v =sin x bolar.
Sonun dgin hem (9) formulany ulanyp,
[ x?* cosxdx = x?sin x — 2] xsin x dx
denligi alarys. Sonky integraly hasaplamak dgcin yene-de bdlekleyin
integrirlemek usulyny ulanarys. Goy, u =X, dv =sin xdx bolsun, onda
du =dx, v =-cosx bolar. Sonun ticin hem (9) formulanys esasynda

[ x?cosxdx = x?sinx+2xcosx — 2/ cos xdx =

= x%sin X+ 2xcos X —2sin X+ C :(x2 —2)sin X+ 2XcosX+C .>

Kabir halatlarda bélekleyin integrirlemek usulyny gaytalap ulanmaklyk
basdaky integrala gord cyzykly denlemd getiryar. Ony indiki mysal
tassyklayar.
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11-nji mysal. I:jeaX cosbxdx (a, b - hemiselik) integraly
hasaplamaly.
< Eger u=e*,dvo=cosbxdx bolsa, onda du=ae®dx,

L= %sin bx bolar. Sonun Ggin (9) formulany ulanyp alarys:

I =£sin bx - e® ——ajeax sin bx dx
b b
Eger bu integraly hasaplamak tgin u=e®, dv=sinbxdx alsak, onda
du=ae®dx, v =—%cosbx bolar. Sonuii Ugin integrala yene-de (9)

formulany ulanyp, | integrala gora ¢yzykly
1 A a a’
| =—e" sinbx+—-e™ cosbx ——-1
denleméni alarys. Ol denllemdni | gord cozlp, integraly hasaplarys:
e (bsin bx + acos bx)
a’+b®

Amalyyetin gorkezisi yaly, bolekleyin integrirlemek usuly bilen
hasaplanylyan integrallaryn kdpusi asakdaky yaly iki topara boltnyérler.

Birinji topara P(x) kopagza Ugin

.[P(x)f(x)dx
gorniisdaki integrallar degislidir. Sunlukda, f(x) funksiya
Inx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx

gorniisdaki funksiyalaryn biri bolanda u(x) hékmiinde sol funksiya alynyar,
kx

| =[e®™ cosbxdx = +C.>

e, sinax, cosax goOrnlsdaki funksiyalaryn biri bolan halynda bolsa
u(x)=P(x) alynyar.
Ikinji topara
[e cosbxdx, [e™sinbxdx, [sin(Inx)dx, [cos(In x)dx
gOrnlsdaki integrallar giryérler. Bu integrallary hasaplamak Ggin 11-nji
mysaldaky yaly bélekleyin integrirlemek usuly iki gezek ulanylyar.

Bolekleyin integrirlemek usuly bilen hasaplanylyan integrallaryn icinde
bu iki topara girmeyanleriniii hem bardygyny bell&lin.
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12-nji mysal. B, = .[ - integraly hasaplamaly.

(x2 + az)
< Bu integral yokardaky iki toparyn hic birine-de degisli déldir.
Hasaplamak ugin ilki ony

B, - l'[x2+a2—x2 ij( dx

a? (x2+a2)k a’ ?az)k_l_
1 xdx 1 1 d(a2 +X2)
__.[X—k__z k-1 ZIX 2 2\
a (x2+a2) a 2a (X +a )
gOrnlse getirip, sonky integraly hasaplamak tcin bolekleyin integrirlemek
2 2
usulyny ulanarys. Goy, u=X, dv= da” +x bolsun, onda du = dx,
(x2 + az)
L=— — - Sonuii t¢in integral seyle goérnusi alar:
(k —1)x? +2?)

1 X 1

B, =—B,,+ - B,

k az k-1 2a2(k _1)()(2 n az)k—l 2a2(k _1) k-1
Bu yerden bolsa B, integraly hasaplamak Ggin rekurrent formula alynyar:

X 2k -3

B, = + B, .
©2a?(k-1fx+a?)T 2at(k-1)
Alnan formulanyn kémegi bilen Yk =2,3,... igin B, integraly hasaplap

bolar. Hakykatdan-da, differensialyn astyna girizmek usuly we integralyn
tablisasynyn 10-njy formulasy ulanylyp tapylyan
B, ='[ o =£'[ d(xa) =larctg5+C
x?+a’® a’'l+(xa) a a
integraly peydalanyp, B, integraly hasaplarys. Soira B, integraly ulanyp,
B, integraly taparys. Sonun yaly dowam etdirip, Yk € N (gin B,
integraly hasaplap bileris.

(10)
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§ 5. 3. Rasional droblaryn integrirlenisi

1.Rasional droblaryi elementar droblara dagydylysy. Goy, P(x)
we Q(x) koeffisiyentleri hakyky sanlar bolan kdpagzalar bolsun. Eger
P(x) kdpagzanyn derejesi Q(x) kdpagzanyn derejesinden kigi bolsa,
onda P(x)/Q(x) anlatma dogry rasional drob diyilyar. Eger P(x)/Q(x)
dogry rasional drob bolmasa, onda kdpagzany kopagza bolmegin dizgiini

boyunca on
yung y M _ R(X)+ Png))
Q(x

Qx)
gornusde yazmak bolar. Bu yerde R(x) we Pl(x) kabir kopagzalar,
Pl(x)/Q(x) bolsa dogry rasional drob. Sonun Ugin biz difie dogry rasional

Mx + N
(x—a)"’ (x2 + px+q)m
jemleri gornisinde anladylysyny gorkezeris, bu yerde k, m narural sanlar
A M, N, a p, q hakyky sanlar we p2/4—q<0, yagny kwadrat
Ucagzanyn kokleri kompleks sanlardyr. Onun (gin asakdaky teoremadan
peydalanylyar.
3-nji teorema. Goy, P(x)/Q(x) rasional drobuni maydalawjysy

Q(X)=(x-a,)*.(x—a,)" (x2 + X+ ql)f1 ...(x2 +p, X+ qm)(”
gorniisde anladylyan bolsun, bu yerde a; (i=12,...,n) sanlar Q(x)

droblaryn

dornusdaki elementar droblaryn

kopagzanyi k; gat diirli hakyky kokleri, x* + px +q = (x - zs)(x —Es) we
z,, Z, (s=1,2,...,1) sanlar bolsa Q(x) képagzanyn m, gat durli
kompleks kokleridir. Onda seyle

AP (i=12,...k,; p=12..,n),

MI, NS (s=12,...,m,; r=12..,1)
hakyky sanlar bar bolup,
1 1 n
P(x): A +..+ A +..+ n +...+—Ak" +
Qk) x-a, " (x-a)*  x-a,  (x-a,)"

296



1 1 1 1
|\/|1)(_|_N1 . Mle+le

- — ..+
XT 4 pX+0 (x2+p1x+ql)l
M.!x+ N/ M! x+N!
21)(#+...+ il o (11)
X+ px+q (x2+p,x+q,)'

denlik dogrudyr.
Bu deilikde Q(x) kdpagzany her bir k gat hakyky a kokiine
A, A = +oot A -
x-a (x-a) (x—-a)
gornusdaki elementar droblaryn jemi we her bir catyrymly kompleks
m gat z, Z ((x— z)x—2)=x?+ px+q bolan) kéklere bolsa
M,x+ N, N M,x+N, .y M,Xx+N,

X* + px+q (x2+px+q)2 (x2+px+q)m
gornusdaki elementar droblaryn jemi degislidir.

Amalyyetde alnan elementar droblaryn nabelli koeffisiyentlerini tapmak
ucin (11) denligin iki bolegini hem umumy maydalawja getirip, sofira
olaryn sanawjylaryndaky x ululygyn den derejelerinin koeffisiyentlerini
denleyadris. Sunlukda, sol nébellilere goéré denlemeler sistemasy alynyar we
olar sol sistemany ¢ozlp tapylyar.

22X +4x% +x+2
(x—12(x? +x+1)

13-nji mysal. rasional droby elementar droblaryn

jemine dagytmaly.
< 3-nji teorema boyunca
2x° +4x° +x+2 A A Mx + N
2(2 = + 2t 3 '
(x—12( +x+1) x-1 (x=1) x*+x+1
Bu denlemdni umumy maydalawja getirip we sanawjylardaky
x°, x!, x%, x? ululyklaryn koeffisiyentlerini defilap, olary tapmak tigin
X1 A +M=2
x> A, +N-2M =4,
X' A, +M-2N =1,
X A +A +N=2
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sistemany alarys we ony ¢ozip taparys: A =2,A,=3,M =0,. N =1.
Seylelikde, garalyan rasional drob seyle yazylyar:
2} +4X7 +x+2 2 3 1
2(2 = + 2t 2 :
(x-17(x® +x+1) x-1 (x=1f x*+x+1
Eger Q(x) kopagzanyn dine hakyky we durli kdkleri bar bolsa, yagny
Q(x)=(x—a,)x-a,).(x—-a,),

P(X)= A + Ay +..t A

Q(x) x-a, x-a, X-a,
bolar. Bu denlikden néabelli koeffisiyentleri tapmak ansatdyr. Mysal ugin,
eger bu denligin iki bélegini hem x —a, kdpeldija kopeldip,alnan denligin

onda

iki boleginde-de x = a, goysak, onda A, koeffisiyenti tapmak tgin

Ak — P(ak)
(ak - a'l)"'(ak —a, )(ak — 8 )""(ak - an)
formulany alarys. Bu formuladan gornisi yaly, A, koeffisiyenti tapmak

ucin P(x)/Q(x) drobun maydalawjysyndaky X —a, kopeldijinin Gstuni
¢yzmaly we alnan drobda X =a, goyup, ony hasaplamaly.

X+2

14-nji . ———
MY G D)X (x+1)

droby elementar droblaryin jemine

dagytmaly.
< Teoremanyi esasynda

X+2 A A A

= +—=4+—.
(x=1)x(x+1) x-1 x x+1
A koeffisiyenti tapmak Ucin denligin ¢ep bdlegindaki drobun
maydalawjysynda x —1 tapawudy ¢yzyp, alnan anlatmada x =1 goyup
alarys: A =3/2. Sona menzeslikde beyleki nébellileri  tapyarys:
A, =-2, A, =1/2 . Seylelikde,

X+2 3 2 1

(x—Dx(x+1) 2(x-1) x  2(x+1)
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2 . Elementar droblaryn integrirlenisi

3-nji teoremadan gornusi yaly, dogry rasional droblary integrirlemeklik
asakdaky dort gorniisdéki elementar droblary integrirlemeklige getirilyér.

A A IMxeN M+ N

X—a (x—a) X2 + px+q (X2+px+q)ﬂ '

Bu vyerde «a=23..n, p=23...m AM,N pqga-
hemiselik hakyky sanlar we x? + px+q ticagzanyi hakyky koki yokdur,
yagny q—p®/4>0.

Bu elementar droblaryn mtegrlrlenisine ayratynlykda garalyn.

. j dx _Aj ) = Aln|x-a|+C.

x a

IIJ —dx = ij a) d(x—a)= A +C.

L-k)x—a)
I we IV integrallar ticin X + px+q kwadrat licagzany seyle
gornusde anladalyn:
X2+ px+q = (x+ p/2)2 (q p2/4) t?+a% t=x+p/2, .Onda

Mx + N (x+ p/2 +(N-Mp/2) B
. jx + pX+q _j (x+p/2) (q p /4) Al pr2)=
tdt dt
_M.[tz (N—Mp/2)jt2+a2 =
_M jd!t2+a ’ [ mjj dt _
t’ +a 2 t2+a2
=—In‘t +a ‘+( j arctg +C
Mx+ N M t? +a’ dt
v =— =
j (% + px+q)’ =7 I( a?)" ( 2 jj(t2+a2)m
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_ M +(N ~ MPJ I dt
20-m)t2+a?)"”" 2 L (2 +a?)
Sonky integraly boélekleyin integrirlemek usuly bilen hasaplap bolyar,
cunki ol integral yokarda hasaplanan B, integraldan difie integrirleménin

uytgeyan t ululygy bilen tapawutlanyar. Sonut t¢in hem

J- Mx + N «

(x2 + pX+ q)m
gornlsdaki integral 17-nji mysalda gorkezilen B, integral yaly
hasaplanylyar.

Seylelikde, P(x)/Q(x) dogry rasional drobuni integralynysi hemise
elementar funksiyalarda anladylyandygyny gorkezdik. Bu yerden islendik
P(x)/Q(x) rasional drobuni kopagza bilen dogry rasional drobun jemi
gornlisinde  anladylyandygy esasynda, islendik rasional drobun
integralynyn tapylyandygyny alyarys.

8 5. 4. Irrasional we trigonometrik
funksiyalaryi integrirlenisi

Irrasional we trigonometrik funksiyalaryn integrallary (ytgeyani
calsyrmak bilen rasional funksiyalaryn integrallaryna getirilyar. Seyle
integrallaryni dirli gornislerine ayratynlykda garap gecelin. Garalyan
integrallaryii hemmesinde integral astyndaky funksiya Uytgeyanlerine géra
rasional funksiyadyr.

1. '[R(x, T, xk )jx gornusdéki integral. Bu yerde r,...,r,

rasional sanlar. Eger olaryn umumy maydalawjylary m sana den bolsa,
onda x=t™, dx=mt™" esasynda x-ifi rasional derejeleri, t-nini bitin
derejelerine geger we netijede integral astyndaky funksiya t  gord
rasional funksiya bolar.

J’ dx
Vx +3/x

< Buintegralda r, =1/2 we r, =1/3. Sonun ug¢in hem olaryin umumy

15-nji mysal. integraly hasaplamaly.

maydalawjysy m=6 bolyar. Diymek, x=t°, dx=6tdt calsyrma
girizmek bolar. Sonun esasynda
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t>dt t3dt
JVQZ+J”' J‘t3+t2: I

t+1
AR
t+1 t+1
denligi ulanyp, integraly hasaplarys:
=6t —t+1dt—6
L3 R
t+1
= 6[t*dt—6tdt +6[ dt - 6j o

=2t* -3t* +6t—6In|t+1|+C=
=2x -3/x +6¥x -In|¥x +1|+C. >
2. '[R( ax +bx+cjdx gornusdaki integral. Bu integraly

hasaplamak Ugin asakdaky Eyler ornuna goyma usullary ulanylyar.
1) eger a>0 bolsa, onda

Vax? +bx+c¢ =t++/ax
calsyrma girizilyar.

2) eger c¢>0 bolsa, onda

Vax? +bx+c =xtt+/c
calsyrma girizilyar.

3) eger-de kwadrat Ugagzanyn hakyky x, = x, kokleri bar bolsa,onda

Vax® +bx+c = (x—x )t

calsyrma ulanylyar. Uc halda hem irrasional funksiyanys integraly
rasional funksiyanyn integralyna 6zgerdilyér.

dx
i +c
< a=1>0 bolany ugin mzt—x goyalayn. Onda
t?-c . t’+c

X2 +c=t% - 2tx + X%, x= . dx
2t 2t2

16-njy mysal. j integraly hasaplamaly.

dt

bolar. Sonun esasynda
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2 2
\/x2+c=t—x=t—t c_t+c

2t 2t
we integral t  gord rasional funksiyanyn integraly bolar we ansat
hasaplanylar:

t2 +¢
J' dx___[_2t? =J.$=In|t|+C=In‘x+\/x2+c‘+C.>
VX2 +c t*+c t
2t

Kabir hususy hallarda integrallar differensial astyna girizmek ya-da
bolekleyin integrirlemek usullaryny ulanyp hasaplanylyar.

dx
V3x? +6X + 4

< 1lki bilen kok astyndaky funksiyany 6zgerdip, ony

17-nji mysal. j integraly hasaplamaly.

3x? +6x+4=3[(x+1)2 +%}

gornlisde yazalyn we sonra integraly hasaplamak tgin differensial astyna
girizmek usulyny hem-de tablisanyﬁ 15-nji formulasyny ulanalyn:

x+1

J.x/3x +6x+4 \/_J.,/x+1 Y +1/3

18-nji mysal. I \x? +adx integraly hasaplamaly.

——In +C.>

X+1+ (x+1)2 +%

< Boélekleyin integrirleme usulyny ulanmak licin u=+/x* + a, dv = dx
xdx

Vx?+a
VX2 +adx=xvx2 +a - x‘ﬂzx x? +a-—
I Do een]

alalyn. Onda du = , V=X bolar. Sonun Gcin (9) formula esasynda

x2dx

\/x2+a.

Soriky integraly y('jnekeylesdlrelln

x2dx x+a—a x?+a
o 35 Nrarr i N
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—aj dx =.[\/x2+adx—aj dx .
x?+a x?+a
Seylelikde,

j\/xz+adx=x\/x2+a—j\/x2+adx+aj d

x? +a

denligi alarys, ondan bolsa

2.[\/x2 +adx =xyx? +a+aj d

X% +a

denlik gelip ¢cykyar. Soriky integrala jedwelin 15-nji formulasyny ulanyp

alarys:
J.\/x2 +adx=%[x\/x2 +a +a|n‘x+\/x2 +aH+C. >

3. jR(sin X, cos x)dx gornisdaki integral. Bu yerde R(u, v) funksiya

u we v goréd rasional funksiyadyr. Bu halda t =tg (x/2) (—7r <X< 7z)

calsyrmany ulanyp, integraly rasional funksiyanyt integralyna getirmek
bolar. Bu ¢alsyrmany we

2tg(x/2) cosx_ 119 2(x/2)

sin X= ) =
1+1g°(x/2) 1+tg%(x/2)
formulalary ulanyp,
_ 2
sinx=i2, COSX=1 tz, x = 2arctgt, dx= 2dt2
1+t 1+t 1+t

denlikleri alarys. Seylelikde, garalyan integral

: 2t 1-t*) dt
R(sinx,cosx)dx=2|R ,
-[ ( ) -[ [1+t2 1+t2jl+t2
gOrnisi alar, yagny integral rasional funksiyanyn integralyna getirildi.
19-njy mysal. .[ d)_( integraly hasaplamaly.
1+sinx
< (25) formulanyn esasynda alarys:
j dx 2dt B
1+sin X [“ 2t2j(1+t2)
1+t
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+C=- 2 +C. >

X
1+tg—
g2

_2'[ 1+t B l+t

Integral astyndaky funksiyanym kabir hususy gornusleri tgin, yagny
1. R(sin x,—cos x)= —R(sin x,cos x) bolanda t =sin x alsyrma;
2. R(~sin x,cosx) = —R(sin x,cosx) bolanda t = cos x galsyrma;
3. R(-sin x,—cos x) = R(sin x, cos x) bolanda t = tgx calsyrma;
ulanylyar we integral rasional funksiyanyn integralyna getirilyar.

20-nji mysal. .[ dx integraly hasaplamaly.

. X
< Bu yerde integral astyndaky R(Sln X,COS X) = 7— funksiya 2-nji

COS™ X
serti kanagatlandyryar. Sonun Ggin ony ilki
. . 2
sin®x (sm2 x)
cos*x  cos'x
gorniisde yazyp, sonra t =cos x ¢alsyrmany ulanarys:

jSinSde—jﬁ—M X sin xdx = jﬁ—ll €05 %) dcosx =

cos* x cos X cos* x

R(sin x,cosx) = sin X

— 1‘t£ dt:—jt’4dt+2jt’2dt—jdt:

1 2 1

2
=—-——-t+c= v —cosx+C.p>
3t t 3C0s° X COSX

Indi R(sin x,cosx)=sin™ xcos” x hala ayratynlykda garap gegeli.
Goy, m we n bitin sanlar bolsun.

a) Eger n-tédk bolsa, onda 1-nji sert yerine yetyér, sonun i¢in hem
t =sin x c¢alsyrma ulanylyar.

b) Eger m- ték bolsa, onda 2-nji sert yerine yetyér, sonuni (¢in hem
t =cos X calsyrma ulanylyar.

c) Eger m we n sanlaryn ikisi hem birwagtda tdk ya-da jlbut
bolsalar, onda  3-nji sert yerine yetydr, sonun Ucgin hem t=tgXx
calsyrmany ulanmak bolar. Yéne bu halda integraly basgaca hasaplamak
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amatlydyr. Mysal Gicin, m we n gorkezijilerin ikisi hem tdk we poloZitel
bolanda integraly

] 1. )
J‘sm””xcos2I+1 X dx =5 jsm 2Ky cos? x2sin xcosxdx =

k |
_ _lj-[l—coszxj [1+ costj d(cos2x)
4 2 2

gornusde yazyp, t=cos2x calsyrmany ulanmak amatly bolyar

1-nji bellik. K&bir hallarda trigonometrik anlatmanyn integralyny
hasaplamaklygy trigonometrik formulalardan peydalanmak arkaly hem
yonekeylesdirmek bolar. Meselem, eger m we n gorkezijilerin ikisi hem
jubt bolsa, onda

. 1-cos2x 2 1+cos2x
sin XzT,COS x=T

formulalardan peydalanmak integraly hasaplamagy ansatlasdyryar.
21-nji mysal. '[sin % x cos* xdx integraly hasaplamaly.
< Integral astyndaky funksiyany
sin® xcos* x = =sin® xcos® xcos’ x =%sin 22x(cos2x+1),
gornlisde yazalyn. Onda integral ansat hasaplanylar:

.[sin 2 xcos* xdx :%jsin 22xd(sin 2x)+%j(l—cos4x)dx =

~Lsintox+ Ly Lsinaxsc »
48 64

2-nji bellik. Eger-de, integral astyndaky funksiya sino xcospf X,
sina xsin S x ya-da cosaxcos fx kopeltmek hasylyna (ya-da olarys

poloZitel derejelerine) den bolsa, onda ol integraly hasaplamak (gin
trigonometrik funksiyalaryn kopeltmek hasylyny jeme dwiryan formulalar
ulanylyar.

22-nji mysal. j sin 4xcos3xdx integraly hasaplamaly.
. 1,. .
< sinaxcos fx = E[sm(oz + B)x+sin(e — B)x ] formulany ulanyp
alarys:
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. ler. . 1.
Ism 4xcos3xdx :EI [sin 7x +sin x]dx :E.[sm 7xd(7x)+

+1.[sin xdx = —i0037x—£cosx+C. >
2 14 2

4. jxm(a+bx”)pdx gornisdaki integral. Bu yerde a, beR we

m, n, p - rasional sanlar. Bu integrala binomial differensialyn integraly
+1 m+1
we +

diyilyér. Ol integralyn dine ¢ halda, yagny p, m

sanlaryin haysy-da hem bolsa biri bitin san bolanda integrirlenyandigini,
beyleki hallarda bolsa elementar funksiyalarda anladylmayandygyny XIX
asyryi ortalarynda rus matematigi P.Z. Cebysew subut edipdir.

3-nji bellik. Elementar funksiyalarda anladylmayan basga integrallar
hem bardyr. Olara asakdaky integrallar mysal bolup biler:

L je’xzdx 2. jcos(xz)dx. 3. jsin(xz)dx.

X X in x
) d— S.I&dx. G.Is—dx.
In x X X

Goénukmeler

1. Integrallary hasaplamaly:

1) jxﬁdx. 2) ji/idx.. 3) j%

4) .[(x - xs)dx. 5) j(xS —4x3 + x—l)dx. 6) J'(ZX—S\/;)dx.
7) j(x—;+%de. 8) [(2+xfox 9) jﬁx*&T;Sfdx.

2+ x)d ) 2y 2 1
10) j% 11) jx (1+ 2x)dx. 12) I%dx.
13) [ £ 14) [le* -~ Jox. 15) | xdx

\/x2+1.
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d .
)jx Y 17) j\/%iixz 18) [sin7xdx.
19) [3*dx. 20) j(e re?lx. 21 j\/%
X —
d
22) j — 5X. 23) [ cos 3xcx. 24) | > 1(16
25) jsm Fa 26) [(2+cosx)dx.  27) [(3+x—sinx)x.
28) jez”ldx. 29) jsx 22 dx. 30) j(x+5)3dx

31) [V1+2xdx. 32)[ x(x2-1fdx.  33) j(x2 +5)' 2xdx.
d
iy

xdx

34) jx 1+ x2dx. 35)]'

37)je“*21+2xhx.3&.[mnx xdXx. 39)jUB54Xﬁn4ﬂk.

xdx 4_1)J'2x 1 42)IX +1
43) J’1+Xedx 44 je“x (332 4 2x — 1)K,
45) jethX sec? 3xdx. 46)j v +9. 47) ng2—4

5xdx

® '[\/16—9le ) j\/l—x“' >0 jx\/l—lnzx'

51)[4 In x)° dx. 52)IJ§§£Z_ 53)j xdx
+
54)jZX3x2dx. 55) | sinxdx_ . g ) [ x2dx_

Vitcos?x cos® x°
dx
57 58 . 59 .
)I 2 _2x+1 )jJ2+X_X2 )I1+x+x2
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60) | 62) |

2x2 —2x+1

dx 61) ,[ dx ]
Jax—x2_2 44 2x+x2
63) J.m 64) j(cos 3x —sin 2x)dx. 65)j(sin 3X + cos 5x Jdx.
66)jcos(x +3)dx.  67) jsins xcosxdx.  68) jcosS xsin xdx.

69) j(l—sinz x)dx. 70) j(l—cosz x)dx. 71) jsin 2X cos 2xdx.

72) jcosixsinlxdx.n) jcoschosixdx.M) jsinSde.
4 4 3

75) jcosS xdx. 76) jsin xsin5xdx.  77) jsins x cos? xdx.
dx
80 .
) '[5X2 -2
dx dx
81) [¥2x—3dx.  82) [—2_. 83) [—— .

84) j (2x-5)e*dx. 85) j xcos2xdx.  86) j xe 2Xdx.

87) [(2x-3) sm—dx 88) j'”—xdx 89) j(x2 — 5X + 8)sin 2xdx.

90) [(3x-4)Inxdx. 91) [VxInxdx. ~ 92) j(x2 +1p%dx.

93) [In? xdkx. 94)j In de 95) jx+2
dx dx dx
96) | ——. ) |———. 98) | ——.
)'[x+1)4 )Ix2+2x+5 )Ix2—6x+5
xdx dx dx
9) | 5—— 100) | —(—~ - 101) | —F——.
)Ix +2X+5 )I(X—Z)( -3) Isin X cos2 X
1+smxdx
102) | ——. 103) | ——
)~[5—SCOSX )~[2+3003x )~[1+cosx smx
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Jogaplar

x' 3 1 x? x4
1.1) —+C; 2) =x¥x+C; 3) ———+C; 4 —-—+C;
) 7 )4 Vr ) 4x4 ) 2 4
x5 x?2 x* 3
5) 2 —x*+2 _x4C: B) x2—2xJ/x+C: 7) -2 4C:
) 6 2 ) ) 12 2x°
2
8) 4x+§x\/;+x—+C; 9) x+£—i2+c; 10) 2In|x|+x+C :
3 2 Jx o 2x

3

4
1) XX e 1) amy-2+ L ic; 13 -te* e
3 4 X 2x2 4

1) L _e>)-2x+C;: 15) VX2 +1+C: 16) “arctgX+C:
2 477

3 +C;20) e —le*2X +C;
In3 2

17) arcsing+C; 18) —%cos7x+C; 19)

21) In‘x+\/x2—5‘+C; 22) %tg5x+C; 23) %sin3x+c;

28y Lin*=% . c. 25) —Legaxsc:  26) 2x+sinx+C:
8 [x+4 3
2 X
27) 3x+X—+cosx+C; 28) 1ez”l+C; 29) 12 +C:
2 2 In12

30) %(x+5)4+C; 31) %(1+2x)\/1+2x+C; 32) %( 2_1) +c;

33) gxz_;5i+c; 34) %(1+x2}\/1+x2+C. 35) %In(x2+1)+C;

36) — ! -+C; 37) e 4 C; 38) —lcosx2+C;
3(x-1) 2
2 3

39) _ L costax+c. 40) x—X—+X——In|x+]4+C;
24 2 3
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2
41) x-2In]2x+3+C; 42) X?+ x+2In[x-1+C ;43) —In(1+e’x)+C;

44y X 45) %ew +C; 46) %arctgz—gx+C;
47) iIn -2 +C; 48) larcsin%+C; 49) Earcsin x?+C;
12 |3x+2 3 4 2

50) arcsin(lnx)+C; 51) —%(4—Inx)3+C; 52) 2Ve*+4+C;
1

53) ¢ *+C: 54) > _+C: 55 —In‘cosx+\/1+coszx‘+C;

3In2
56) %tgxs +C: 57) —il+c; 58) arcsin 2%+
X_

+C;

59) %arctg%+c; 60) arcsin(2x —3)+C; 61) %arctg%+c;

62) arctg(2x—1)+C; 63) M

+C;
2x+3+\/§

im
J5

64) %sinSx+%cost+C; 65) —%cosSx+%sin5x+C;

sin® x cos® x

66) sin(x+3)+C; 67) +C; 68) —

+C;

69) 1x+lsin2x+C. 70) 1x—lsin 2x+C. 71) —lcos4x+C.
2 4 2 4 8

72) —%cosx+cos%x+C. 73) %singx+isin§x+C.

74) —%0035 x+§cos3 X—cosXx+C .75) %sin5 x—%sin3 X+sinx+C.

76) Lsinax— Lsinex+c. 77) L ossx—Leos?xc.
8 12 5 3

78) L Lsinax+Lsin®ox+c. 79) Larctg x\/E +C.
16~ 64 48 J21 7
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y 1 |n|x*/§_*/§|+c. 81) > (2x—3R/2x—3+C.
2410 |x\/§+\/§| 8
82) Inx+%+\/x2+x+C. 83)In‘x+\/x2—2‘+C.
84) 13_6)(e3’X+C.85)§sin2x+%0032x+c.86)—2X+1e2X+C.

87) (6 —4x)cos§+85ing+ C. 88) 2J/x(Inx—-2)+C.

2x%2 —10x +15

89) _fCOSZX’L 2X=5 Gnax+C.

90) (gxz —4xJInx—%x2 +4x+C. 91 %xﬁ(lnx—%}+c.

92) ex(x2 —2x+3)+C. 93) x(ln2 x—2|nx+2)+C.

94)Llnx—ln(x+1)+C. 95) x—2In|x+2/+C. 96)—;3+C

X+1 3(x +1)
97)1arcth—+1+C. 98)—Inx—5 +C.

2 2 Xx—1
99)lln‘x2+2x+5‘——arctgx—+l+c. 100) n* =3 c.

2 2 2 -2

1 5 1 X
101) tgx—thgx—Ectg x+C. 102 Earctg 2tg§ +C.
tg§+\/§ )
103) —In—=—|+C. 104) tg—+— tg —+ tg +C.
J5 tg%—ﬁ 2 22

311



I1.6. KESGITLI INTEGRAL
§ 6. 1. Integral dustinjesine getiryan meseleler

1.Egrigyzykly trapesiyanyin meydany hakyndaky mesele. Egricyzyly
trapesiya, yagny yokarsyndan otrisatel dal we (zniksiz bolan y = f(x)
funksiyanyn ¢yzgysy, ¢epinden we sagyndan x=a, x=b goni gyzyklar
we asagyndan Ox oky bilen cédklenen figura garalyn. [a, b] kesimi
a=X, <X <..<X,; <X, =b nokatlar arkaly  [x_,,X] (i :L_n)
boleklere bolelif we olaryii uzynlyklaryny Ax, =X, =X, , (i=1n) bilen
belgilalin. [x, ,,x,] kesimiii erkin t;
nokatdaky f(t;) bahasyny hasaplalyn. Sunlukda, f(t;)Ax; képeltmek
hasyly esasy Ax;we beyikligi f (t;)bolan goniiburlugyn meydanydyr.Seyle

nokadyny alyp, funksiyanyn sol

y

0 t, o x t,X Xpy

1-nji surat
kopeltmek hasyllardan

5, = (1)

lemi duizelifi. Oa f funksiyanyii [a, b] kesimdakii integral jemi diyilyér.
Ol integral jemini her bir gosulyjysy degisli gdnuburclugyn meydanyna,
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jemin 6zi bolsa sol meydanlaryn jemine, yagny egricyzykly trapesiyany
takmyn calgyryan basgancak figuranyn meydanyna dendir (1-nji surat).

Integral jem [a, b] kesimin boleklere bélunisine we her bélek kesimde
alynyan erkin t; nokatlara baglydyr. Sunlukda, kesimin boleklere boliinme
n sany artdygyca basgancak figuranyn meydany egrigyzykly trapesiyanyn
meydanyna yakynlasar. Goy, d =maxAx; i=1,n) bolsun.

Eger Ve>0 tgin 5=5(¢)>0 tapylyp, [a,b] kesimin islendik
béliinme nokatlary we islendik t, € [x, ,, X, ](I :l_n) ticin d <& bolanda

|S, - lke
densizlik yerine yetse, onda | sana S, integral jemii d —0 bolandaky
predeli diyilyar.

Eger d —»0 bolanda ([a, b] kesimin bolek kesimlerinin sany ¢aksiz
artanda) integral jemin S predeline egrigyzykly trapesiyanyn meydany
diyilyér, yagny

n
S =5m; f(t; )AX; . 1)

2.Tizligi boyunca gegilen yoly tapmak meselesi. Goy, M nokat goni
gyzyk boyunca liytgeyan v = f(t) tizlik bilen hereket edyan bolsun. M
nokadyn t,-dan T cenli wagt aralygynda gecen yoluny kesgitlemeli.

[t,, T] kesimiuzynlyklary At =t; —t,, bolan [t,,t,], [t,, t,], ...,
[t., t,] (t,=T) boleklere bélelin. Kici bolan At, wagt aralygynda
hereketiii tizligi hemiselik we f(t;) (t [t,,, t,]) deii hasap edelii. Onda
sol wagt aralygynda nokadyn gegen yoly takmyn f(f, )Ati dendir. Bolek
wagt aralyklarynda gecilen f(f, )Ati yollary jemlap, M nokadyn t,-dan
T cenli wagt aralygynda gecen yolunyn takmyn bahasyny taparys:

n
i=1
Bu denlikde d =max At; (i =1_n) nola ymtylanda predele gecip, nokadyn
gecen yolunyn takyk bahasyny taparys:
n

s=1im " f(f)At, .
i=1
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Seylelikde, M nokadyn t,-dan T cenli wagt aralygynda gecen yoly
v=f(t) funksiyanyn [t,, T| kesimdaki integral jeminiii predeline dendir.

3. Tizligi boyunga jisimin mukdaryny tapmak meselesi. Goy, himiki
reaksiya gatnasyan kabir jisimin himiki éwurmesinin tizligi t bagly
lytgeyan v=f(t) funksiya bolsun. t,-dan T genli wagt aralygynda
reaksiya gatnasyan jisimin m mukdaryny kesgitlemeli. Edil 2-nji mysalda
geciren amallarymyz yaly amallary yerine yetirip, jisimini mukdaryny

m, =D ()t

jemin predeli hokmiinde tapmak bolar, yagny
n

m = lim > f(E )t

Sular yaly basga-da dirli meselelerin integral jemin predelini tapmaklyga
getiryandigi sebépli, seyle pedeli tapmaklyk ayratyn dernieldi we ol kesgitli
integral diisunjesine getirdi.

8 6. 2. Kesgitli integral distnjesi

1. Kesgitli integralyii kesgitlenisi. Goy, f funksiya [a,b] kesimde
kesgitlenen bosun. [a, b] kesimia =X, < X, <...< X, , < X, =b nokatlar
arkaly [x e ,]( =1 n) bolek kesimlere bolup, olaryn uzynlyklaryny
A =X —X.; (i=1n) bilen belgilalin. Bolek kesimlerii ifi ulusynyn
uzynlygyny d bilen belgildlin, yagny d =maxAx; . Her bir bolek

I<i<n
[%._1,%] kesimde erkin t; nokady alyp we funksiyanyn f(t;) bahasyny

sol kesimifi Ax; uzynlygyna képeldip, f(t;)Ax; képeltmek hasyly alarys.
Seyle kdpeltmek hasyllardan

Z f(t )

lemi dizelin. Ona f funksiyanyn [a b] kesimdakii integral jemi diyilyar.
(2) denlikden gornusi yaly, integral jem [a, b] kesimi boleklere bolyéan
nokatlara we bolek kesimlerde alynyan t,,...,t, nokatlara baglydyr, yagny
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olaryn tytgemegi bilen integral jem hem Uytgeyéandir.

Kesgitleme. Eger d >0 (n —>oo) bolanda (2) integral jemin tikenikli
| predeli bar bolsa, onda ol predele f funksiyanyn [a, b] kesimdaki
kesgitli integraly diyilyar we ol seyle belgilenyar:

b
I =[f(xHx=lim Sp(f). 3)
a d—o

Bu yerde a we b sanlara degislilikde kesgitli integralyn asaky we
yokarky cékleri diyilydr. Sunlukda, f funksiyanyn 6ziine [a, b] kesimde
integrirlenyén funksiya diyilyar.

Bu formuladan gornusi yaly, kesgitli integralyn bahasy hemiselik san
bolup, ol f funksiya hem-de a we b sanlara baglydyr. Sonun (gin
hem f funksiya we integralynn cékleri berlen bolsa, onda ol kesgitli
integral yeke-tdk kesgitlenyar we kabir sana dendir. Beyle diyildigi kesgitli
integralyn integrirleme Uytgeyanine bagly daldigini anladyar, yagny

i f (x)dx =} f (t)dt =i f (u)du

a a

denlikler dogrudyr.

2. Integrirlenyén funksiyanyn céakliligi. Eger f funksiya [a, b]
kesimde integrirlenydn bolsa, onda sol kesimde funksiya céklidir.
Hakykatdan-da, eger tersine guman etsek, yagny f funksiya [a, b]
kesimde ¢dksiz bolsa, onda ol funksiya kabir [Xi—lixi] kesimde ¢éksiz
bolar. Seyle bolanda t; nokady saylap almak bilen integral jemi islendikce
ulaldyp bolar. Sonun {cin bu halda integral jemin tikenikli predeli bolup
bilmez. Alnan garsylyk integrirlenyan funksiyany caklidigini gorkezyar.
Yone bu tassyklamanyn tersi dogry daldir Onun seyledigi asakdaky
mysaldan aydyn gorunyar.

1-nji mysal. [a, b] kesimde Dirihle funksiyasy atlandyrylyan

f(x) 1, x rasional san bolsa,

" _{0, x irrasional san bolsa
funksiya garalyn. Onun [a, b] kesimde caklidigi aydyndyr. Yoéne ol
funksiya [a, b] kesimde integrirlenmeyar, ciinki [, b] kesimin islendik

315



bolinmesi ugin e[xH,xi] rasional sanlar bolanda integral jem

5,(1)=3 £(t,) A% = Ax =b-a,

i=1
eger-de t; e[Xi_l,Xi] irrasional sanlar bolsa, onda integral jem

sn(f)zzn: f(ti)Axlzzn:OAxi =0.

i i=1
Bu bolsa S,(f) integral jemii d —0 bolanda predeliniii yokdugyny
anladyar, yagny Dirihle funksiyasy [a, b] kesimde integrirlenmeyar.

[a, b] kesimde integrirlenyan funksiyalaryn kopligi R[a,b] bilen
belgilenyar. Sunlukda, f eR[a,b] yazgy f funksiyanyn [a, b] kesimde
integrirlenyandigini anladyar.

Subut etmezden k&bir integrirlenyén funksiyalary bellép gecelin:

1. Eger f funksiya [a, b] kesimde Uznuksiz bolsa, onda sol kesimde
ol funksiya integrirlenyandir.

2. Eger f funksiyanyn [a, b] kesimde tukenikli sany birinji gornusdaki
Uzulme nokatlary bar bolsa, onda sol kesimde ol integrirlenyandir.

3. Eger f funksiya [a, b] kesimde monoton bolsa, onda sol kesimde
ol funksiya integrirlenyandir.

2-nji mysal. f(x)=C=const funksiyanyn [a,b] kesimde
integrirlenyandigini subut etmeli..

< [a,b] kesimin [x,,,x;] bolek kesimin islendik t, nokady gin
f(t,)=C bolar. Sonuii tigin S, (f)=CAx, +CAX, +...+ CAx, =C(b—a) we
(2) formula esasynda

b
[cdx=1ims, (f)=limC(b-a)=C(b-a). >
a

d—o d—o

§ 6. 3. Kesgitli integralyn esasy hasiyetleri

1. if(x)dx:O. 2. if(x)dx:—if(x)dx
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hasiyetlerin subutsyz kabul edilyéndigini bellalin.
3.Eger f funksiya [a,b], [a,c], [c,b] kesimlerin iii ulusynda
integrirlenyan bolsa, onda ol funksiya beyleki kesimleriti ikisinde hem

integrirlenyandir we a, b, ¢ nokatlaryn islendik yerlesisi t¢in
b

b c
jf(x)dx:j f(x)dx+J f (x)dx (4)
a a c

denlik dogrudyr.

< Goy, a<c<b bolsun, onda f  funksiyanyn [a, b] kesimde
integrirlenyandigi tcin, onun sol kesimddki islendik integral jeminin
predeli bardyr. Sonun Ggin ¢ nokady kesimi béleklere bolyan nokatlaryn
biri bilen gabat gelyar hasap edelin. Mysal ugin, eger ¢ =x,, bolsa, onda
integral jemi

=Zn:f(t ) AX; _Zf )AX; +Zf

i=m+1
gornisde yazyp, ol denlikde d —>O bolanda predele gegip, (4) denligi
alarys. Nokatlaryn basgaca yerlesydn hallarynda (4) denligin subudy
seredilen hala getirilyar. Mysal Ugin, eger a<b<c bolsa, onda subut

edilenin esasynda

c b c

j f(x)px = j f (x)dx + j f (x)dx
denlik dogrudyr Sona gora 2-nji haS|yet boyunga

j (x)dx = j (x)dx jf()dx jf()dx+
b a
yagny (4) den|lk yerine yetyar. >
4. Eger f funksiya [a, b] kesimde integrirlenyan bolsa, onda hemiselik
k san tgin kf funksiya hem sol kesimde integrirlenyandir we

ka(xhx: kif X )dx

f (x)dx

O e T

denlik dogrudyr.
5. Eger f we g funksiyalar [a, b] kesimde integrirlenydn bolsalar,onda
f £g funksiya hem sol kesimde integrirlenyéndir we
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Q)

D ey T
—h
—~
>
~—
o
>
H+

D e
«Q

b
(1100 g0x)kx=
denlik dogrudyr.

< 4-nji we 5-nji hésiyetlerin subudynyn menzesligi U¢in, 5-nji hésiyeti
subut etmek bilen céakleneris. [a, b] kesimin islendik boleklere bollinmesi
ugin

+ =Zn: (t,)]ax; =

i=1

_Zf AX, +z )Ax, =S, (f)£S,(g)

denlik yerine yetyar. Bu denllkde d — 0 bolanda predele gegip, onun sag
boleginin predelinin barlygyndan ¢ep bélegininn hem predelinin bardygyny,
yagny f +g funksiyanyn [a, b] kesimde integrirlenyandigini we (5)
formulany alarys. >
6. Eger f funksiya [a, b] kesimde integrirlenyén bolup, VXG[a,b]
tgin  f(x)>0 bolsa, onda
b
j f(x)dx >0 (6)
a
< Densizligin subudy bu halda f funksiyanyn integral jeminin we
onun predelinin otrisatel daldiginden gelip ¢ykyar. >
7.Eger f we g funksiyalar [a, b] kesimde integrirlenyén bolup,
vx e[a,b] tcin f(x)<g(x) bolsa, onda
b

'[ f(x)dx <

a

g(x)dx (7)

D ey

densizlik yerine yetyar.
< Subudy 6-njy hasiyetden gelip gykyar, ciinki bu halda Vx [a,b]
tgin g(x)— f(x)>0. >
8. Eger f funksiya [a,b] kesimde integrirlenyan bolsa, onda |f]|
funksiya hem sol kesimde integrirlenyar we
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b

< j| f (x)dx @)

a

.T f (x)dx

densizlik yerine yetyar.
< Eger Vxela,b] ucin yerine yetyan —|f(x)< f(x)<|f(x)
densizlige 7-nji hasiyeti ulansak, onda

- 'tn f (x)olx < 'tf f(x)dx S,h f (x)ox

densizligi alarys, ol bolsa (8) densizlige denguyclidir. >
9. Eger f funksiya [a, b] kesimde integrirlenyan bolup, VXG[a,b]
ucin m< f(x)ﬁ M densizlikleri kanagatlandyryan bolsa, onda
b
m(b—a)ﬁjf(x)deM(b—a). (9)
a
< Eger m< f(x)ﬁ M densizlikleri a-dan b cenli integrirlap, 7-nji
hasiyeti we 2-nji mysaly ulansak, onda (9) densizlik gelip ¢ykyar. >
10. (Orta baha hakyndaky teorema). Eger f funksiya [a, b]
kesimde integrirlenyan bolup, vxelab] dgin m<f(x)<M

densizlikleri kanagatlandyryan bolsa, onda seyle p (m <pu< M) tapylyp,
b
[ £ ()dx=p(b-a) (10)
a

denlik dogrudyr.

< Bu teoremanyn sertlerinde (9) densizlik yerine yetyér, ondan bolsa
b

ia'[f(x)dst

a

m<

densizlik gelip gykyar. Eger
1 b
belgileme girizsek, onda subut edilmeli denligi alarys. >
Bellik. Eger f funksiya [a, b] kesimde Uznuksiz bolsa, onda sol
kesimde ol funksiya integrirlenyandir we m < f(x)ﬁ M . Sona goréd bu
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halda hem (10) yerine yetydr we m<u<M . Sonky iki densizlikler
esasynda bolsa kesimde tzniksiz funksiyanyn aralyk bahalary hakyndaky
teorema boyunca seyle cela, b] tapylyp, u=f(c) bolar. Soiia gora-de

(10) denlikden
b

[ £(x)dx=f(c)b-a). (11)
a
denlik gelip ¢ykyar. Sunlukda, bu denlikden alynyan
1 b
= f(c):ml f (x)dx
sana f funksiyanyi [a, b] kesimdaki orta bahasy diyilyar.

3-nji mysal. I (3+ sin® x)dx integraly bahalandyrmaly.
0

< f(x)=3+sin® x funksiya igin [0, nt] kesimde 3<3+sin®x<4
densizligin yerine yetyandigi ¢in, 9-njy hasiyet esasynda
Sns.[(3+sin6 x)dxs4n
0
densizligi alarys. >

§6.4. Yokarky cagi uytgeyanli integral

1.Yokarky cagi Uytgeyanli integralyii Uzniiksizligi. Eger f funksiya
[a, b] kesimde integrirleny&dn bolsa, onda ol funksiya 3-nji hasiyet
boyunga VXe[a,b] ucin [a, x] kesimde hem integrirlenydr. Sonun ugin
X
F(x)=[ f(t)dt (a<x<b) (12)
a
integrala garamak bolar. Bu funksiya yokarky c¢agi Uytgeyanli integral
diyilyar.
1-nji teorema. Eger f funksiya [a, b] kesimde integrirlenyén bolsa,
onda F funksiya sol kesimde tizniksizdir.
< Goy, erkin xe(a, b] nokat iigin x+ Axe[a, b] bolsun. Onda (12)
denlik esasynda
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X+AX X X+AX

F(x+ax)-F(x)= [ f(t)dt—[f()de= [f(t)t.

a a X
f funksiyanyn [a, b] kesimde integrirlenyandigi tgin ol funksiya sol
kesimde caklidir, yagny Vx € [a,b] tigin m< f(x)<M yerine yetyar.Soiia
g0rd orta baha hakyndaky teorema esasynda seyle p (m <u<M ) tapylyp,

X+AX
AF =F(x + Ax)—F(x)= '[ f (t)dt = pAx
denilik yerine yetydr. Bu denilikden bolsa Ax — 0 bolanda AF — 0 gelip
cykyar we ol (12) denlik boyunca kesgitlenyan funksiyanyn [a, b]kesimde
tzntiksizdigini gorkezyar.
2.Yokarky cagi uUytgeyanli integralyn differensirlenmegi. (12)
integralyn esasy hasiyetlerinin biri-de onun differensirlenme hasiyetidir.
2-nji teorema. Eger f funksiya [a, b] kesimde (zniiksiz bolsa, onda
(12) formula boyunga kesgitlenen F funksiya differensirlenyandir we
F'(x)=f(x). (13)
< Goy, x € [a,b] tigin x+ Ax [a,b] bolsun.Onda (12) denlik esasynda
X+AX X X+AX
F(x+ax)-F()= [ fo)de—[f(t)de= [ f(t)ot

a a X

denligi alarys. (11) formula esasynda ony

X+AX
F(x+Ax)-F(x)= .[ f(t)dt = f(c)Ax, c=x+60Ax (0<0<1)

gorniisde yazmak bolar, yagny AF = f(c)Ax. Ondan gelip gykyan

AF
—=1f(c)= f(x+ 6AX

" £(0)= Flx+ o)
denlikde Ax— 0 bolanda predele gecip, f funksiyanyn [a, b] kesimde
Uznuksizligi esasynda, (12) denlik boyunca kesgitlenyan F funksiyanyn
differensirlenyandigini we (13) deligi alarys. >

3. Uzniiksiz funksiyanyi asyl funksiyasynyi barlygy. [a, b] kesimde

Uznuksiz her bir f funksiyanyn sol kesimde asyl funksiyasy bardyr we
onun erkin ¢ asyl funksiyasy
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X

o(x)=| f(t)dt+C (14)

a

gornlsdedir (bu yerde C — hemiselik san).

< f funksiyanyn [a, b] kesimde tizniksizligi esasynda sol kesimde
F funksiya differensirlenyar we F'(x)= f(x) deiilik yerine yetyér, yagny
F funksiya[a, b] kesimde f funksiyanyn asyl funksiyasydyr. Dirli ¢ we
F asyl funksiyalaryn  biri-birlerinden  hemiselik  san  bilen
tapawutlanyandygy tcin, ¢(x)=F(x)+C bolar, yagny (14) formula
yerine yetyér.

4. Nyuton - Leybnis formulasy. Eger f funksiya [a, b] kesimde

Uznuksiz bolsa, onda ol funksiya sol kesimde integrirlenyéndir we onun
¢ asyl funksiyasy (gin

J k= olo)-ofe) <ol ®

formula dogrudyr.

< Bu sertlerde f funksiyanyn integrirlenyandigi we onun erkin asyl
funksiyasynyn (14) formula boyunga kesgitlenyandigi esasynda, (14)
formulada Xx=a goyup, (p(a)=C denligi alarys we ol formulany

X

o(x)= f(thdt + o(a)

a

gorniisde yazarys. Bu formuladan bolsa x =b bolanda (15) formula gelip
cykyar. >
(15) denilige Nyuton - Leybnis formulasy diyilyar.
8 6. 5. Integrirlemegin usullary

1. Uytgeyéani calsyrmak usuly. Bu usul seyle teorema esaslanyar.
3-nji teorema. Eger f funksiya [a, b] kesimde tzniiksiz we g

funksiya [, B] kesimde Uzniiksiz differensirlenyén bolup, g(a)=a,
g(B)=b bolsawe Vtela, B] tgin g(t) funksiyanyii bahalary [a, b]
kesime degisli bolsa, onda
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[ 100 = ooy as)

formula dogrudyr.
< Goy, F funksiya f funksiyanyii [a,b] kesimdaki kabir asyl
funksiyasy bolsun, diymek F funksiya [a, b] kesimde differensirlenyar.
Sonuii Gigin hem ¢ylsyrymly  F[g(t)] funksiya hem [o, B] kesimde
differensirlenyar we
(Flo)] =Floo'(t)= flalot)-
Bu deiilik F[g(t)] funksiyanyni [o, B] kesimde f[g(t)lg'(t) funksiyanyn

asyl funksiyasydygyny anladyar. Seylelikde, Nyuton-Leybnis formulasy
esasynda

f(x)x = F(b)- F(a)

D ey T

fg(t)lo (t)dt = F[g(B)]- Flg(ot)]-

Serte gora, g(B)=b, g(a)=a. Sonun esasynda soiiky deiiliklerini sag
bolekleri den bolar. Sonun Ugin olaryn ¢ep bolekleri hem dendir, yagny
(16) formula yerine yetyar. >
Ol formula kesgitli integralyn Uytgeyani ¢alsyrmak formulasy diyilyar.
3

R ey ™

4-nji mysal. I X
pVx+l
< Integraly hasaplamak tgin t = Jx+1 calsyrmany ulanarys. Onda
x=t2 -1 dx=2tdt bolar. t =+/x +1 denligi ulanyp, integralyn céklerini
taparys: x, =0 bolanda t; =1 we x,=3 bolanda t, =2 bolar. Onda
(16) formula esasynda

dx integraly hasaplamaly.

X th_l 2 , 2 ; 2
'([mdx=ITtht=2'1[(t —1)dt=2J't dt—zjl'dtz

2 =§(23 ~1°)-2(2-1)= %

1

2t32

1

-2t
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2. Bolekleyin integrirlemek usuly. Bu usul seyle teorema esaslanyar.
4-nji teorema. Eger u we v funksiyalar [a, b] kesimde iizniksiz

differensirlenyan bolsalar, onda seyle formula dogrudyr

b b

Julb (e =ulm) [l @)

a a

< Kopeltmek hasyly differensirlemek dizgiinini ulanyp, [u(x)v(x)] =

=u'(x)v(x)+u(x)v'(x) dedligi alarys. Bu denligin sag boleginiii [a, b]
kesimde Gzniiksizligi Ggin onun ¢ep bolegi hem sol kesimde Uzniksizdir.
Sonun Ugin ol deniligi  a-dan b ¢enli integrirldp, integralyn hésiyetini we
¢ep bélekdaki funksiyanyn asyl funksiyasynyii u(x)v(x) bolyandygy dgin,
Nyuton-Leybnis formulasyny ulanyp,

u(x)x v(x){: = .? u"(x v(x)dx + .? u(xv'(x)dx

denligi alarys. Bu yerden bolsa ansatlyk bilen (17) formula alynyar. >

Ol formula gysgaca
b

—'[vdu

b b
'[udv=uv
a

a
a

gornusde yazylyar we ona bolekleyin integrirlemegini formulasy diyilyér.
3
5-nji mysal. .[ xe?*dx integraly hasaplamaly.
72
< Eger u(x)=x, v(x)=e?, a=1/2, b=3 alsak, onda u’(x)=1 we

v(x)=e?/2 bolyandygy esasynda, (17) formulany ulanyp taparys:

3 3 2X
—1.[ezxdx=e (X—EJ
2 |2 2]/2 2 2

3 2X 3

e
Ixezxdx =X
2

6

5
=—e®. >
4

12
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8 6. 6. Kesgitli integralyn ulanylysy

1. Egricyzykly figuranyi meydany.llki bilen egrigyzyly trapesiyanyn,
yagny yokarsyndan y=f(x) (f(x)>0) uzniiksiz funksiyanyi grafigi,
cepinden we sagyndan degislilikde x=a we x=Db goni ¢yzyklar we
asagyndan Ox oky bilen céklenen figuranyn (1-nji surat) meydanynyn
integral arkaly tapylys formulasyny gorkezelin. Egricyzykly trapesiyanyn
meydany hakyndaky mesel& seredenimizde onun meydanynyn (1) predele
dendigini we kesgitli integral distinjesini girizenimizde ol predelin kesgitli
integrala dendigini (3) formulada gorupdik. Sona gora-de (1) we (3)
formulalar boyunca egricyzykly trapesiyanyn meydany tcin

b
§ = [ (x)dx (18)

formulany alarys.

Suna menzeslikde, eger egrigyzykly
trapesiya sagyndan x = g(y ) funksiyanyii
grafigi, asagyndan we yokarsyndan
y=c, y=d gbni  cyzyklar we
cepinden Oy oky bilen ¢éklenen bolsa,
onda onun meydany

d
s=[g(y)dy (19)

formula boyunga tapylyar (2-nji surat).

g(y)

X=

2-nji surat

Eger ABCD figura asagyndan ¥
y="f(x) we yokarsyndan B
y= fz(x) funksiyalaryi
grafikleri, cepinden we
sagyndan bolsa X=a we
Xx=Db gbni c¢yzyklar bilen A
caklenen bolsa, onda onun
meydanyna MBCN we MADN _L M

g1 a

y=fa(x)

egrigyzykly trapesiyalaryn

meydanlarynymn tapawudy

hokmiinde tapmak bolar (3-nji surat). 3-nji surat
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Sonuni Ugin hem formula (18) esasynda ol figuranyin meydany Ggin

s = 11060 1 (20

formulany alarys.

Eger egricyzykly figura cepinden Y
we sagyndan x=g,(y) x=g,(y) |
funksiyalaryn grafikleri, asagyndan
we yokarsyndan y=c, y=d goni
cyzyklar bilen (4-nji surat) ¢éklenen
bolsa, onda onuin meydany

d
s=[lo.(v)-ayly @) °
c 0
formula boyunga tapylyar. X
4-nji surat

Egricyzykly figuranynn  basga gornislerinii meydanlaryny tapmak
ucin olary her boleginde yokarda getirilen formulalary ulanyp bolar
yaly boleklere bolmeli.

6-njy mysal. y=x2/2 parabola we x=2, y=2x goni ¢yzyklar bilen
caklenen figuranyn meydanyny tapmaly (5-nji surat).

< Gyzyklar (0,0), (2, 2) we (2, 4)
nokatlarda kesigyérler. Ol figuranyn
yokarsyndan y =2x goni ¢yzyk bilen, 4l-_____

asagyndan y=x2/2 parabola bilen

caklenyénligi esasynda, (20) formuladan
peydalanarys:

2 2 32 E
S:I(ZX—X—de=(x2—X—J =§. > :

: 2 6 Jo 3 0 2 "
1-nji bellik.Eger egrigyzykly trapesiyany 5-nji surat
yokarsyndan caklendiryan egri  ¢yzyk
x=0(t), y=w(t) (e <t <p) parametrik gérniisde berlen bolup,

a=o(a) ¢B)=b bolsa, onda x=qlt) dx=¢'(t)dt calsyrma girizip,
(18) formuladan onuni meydany ugin
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= [yttt 22)

a

formulany alarys.

7-nji mysal. x=acost, y=bsint ellips bilen ¢éklenen figuranyn
meydanyny tapmaly.

< Ellipsin koordinatalar oklaryna gord simmetrikligi sebapli, onun
birinji caryekde vyerlesydn boleginin meydanyny tapyp, ony  4-e
kopeltmek yeterlikdir. Bu halda x ululyk 0-dan a ¢enli yitgeyar.
Sonuii Ugin  t parametr m/2-den 0-a cenli Uytgeyar. Sona gora (22)
formula esasynda

r w2 "1 cos 2t
S =4'[ bsint(-asint)dt = 4ab '[sinz tdt==4ab'[—dt=
/2 0 0 2
/2 n/2 . /2
=2ab '[dt —2ab '[cos 2tdt =2ab(t _sn ZtJ =mab . >
0 0 2 0

2. Polyar koordinatalarynda meydanyi formulasy. Goy, p(@)
funksiya [a, ] kesimde Gzniiksiz we otrisatel dal bolsun. Polyar
koordinatalarynda o =p(0) funksiyanyn grafigi we polyar oky bilen o
we [ burcglary emele
getiryén sohleler bilen
caklenen  egrigyzykly
OAB sektoryn (6-njy
surat) meydanynyn

1%
N SZE!’) (0)d6 (23)

formula boyunca

6-njy surat

tapylyandygyny gorkezelin.

Onuii igin OAB sektory OM, ;M; (i=1,2, ... ,n) elementar sektorlara
bolelin we i-nji sektoryn burguny A6; =6, —0,, bilen belgilélin.
¢, €[0,,,0;] Ucin i-nji bolek sektory radiusy p; =p(p;) we merkezi
burcy A6, bolan tegelek sektor bilen calsyralyn. Onun meydany
AS; =( ?Aei)/ 2 dendir. Seyle sektorlaryn meydanlarynyn
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n piZAGi 1S,
= — O — . . A .
S, i§=1 > 5 i§=lp. (@, )20,

jemi bolsa egricyzykly

sektory takmyn calsyryan

basgancak sektoryn

- meydanyna dendir. Eger
d = max A6, (i =1_n)
ucin ol jemin  d—0
(n— ) bolanda predeli

) X par bolsa, onda sol
L predele egricyzykly
g sektoryn meydany

diyilyér. Seylelikde,
kesgitleme esasynda ol
7-nji surat sektoryn meydany

1, 1k,
S _‘I‘I—T)E;pi (i )26, —E;[P (6)d6

bolar, cunki bu halda integral jemin predeli bardyr.
8-nji mysal. p?=a’sin20 lemniskata bilen céklenen figuranyn
meydanyny tapmaly (7-nji surat).
< Lemniskatanyn ©=m/4 sohld gora simmetrikligi esasynda, onufi
1/4 boleginiti meydanyny taparys:
1 n/ 4 w4 2 o/

st Jazsinzedezlaz J sin 20d(20)= -2 cos 20 S
4”24 4" 4 0o 4

Sonui esasynda S =a?. >

3. Egri gyzygyii dugasynyii uzynlygy. Goy, [a, b] kesimde iizniiksiz
f funksiya igin, AB duga y=f(x) funksiyanyn grafigi hékmiinde
berlen bolsun. [a,b] kesimi a=Xx, <X, <..<X,, <X, =b nokatlar
arkaly boleklere bélelin. Ol nokatlara AB dugada M, M,,...,M,

nokatlar degisli bolar (8-nji surat). Olary hordalar arkaly birlesdirip, AB
duganyi i¢inden ¢yzylan kabir déwik ¢yzygy alarys. Onun perimetrini P,
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bilen belgilalin. Eger déwuk ¢yzygyn i-nji boleginin uzynlygy I, bolsa,
onda perimetr ol boleklerin jemine den bolar:

n
P.=>1,
i=1

Goy, d=maxlj (i:l,_n) bolsun. Eger d -0 Dbolanda perimetrin |
predeli bar bolsa, onda sol predele AB duganyn uzynlygy diyilyar:

n
I=1lim ) |
d—0 -y
Bu kesgitlemeden peydalanyp, [a, b] kesimde Uzniiksiz differensirlenyan

f funksiya G¢in, AB duganyn uzynlygynyn

| ='b[,/1+ f2(x)dx (24)

formula boyunga tapylyandygyny gorkezelin.

|

I D WD W WU WD V. W SI S

0 =x”X

8-nji surat
Eger M, =M, (x;, f(x;)) bolsa, onda déwiik ¢yzygyn i-nji boleginin

uzynlygy I, =+/(x; %1 )2 +[f (%)= f (x4 )]} bolar.Lagranzyi formulasy
esasynda
FOx) = Fxia)= £e Mx —xi) (xig < <%).

I, =41+ F2(c;)Ax, (Ax, =% =X 4). (25)

Bu denlik esasynda déwik ¢yzyklaryn perimetri ticin

Sonun Ggin
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P, =Zn:li =Zn:,/1+ f'2(c, )Ax,

denligi, yagny (24) integralyn integral jemini alarys. [a, b] kesimde
1+ f'2(x) funksiyanyii izniksizligi esasynda, d = max AXx; (i =1_n)
ticin d —0 bolanda ol jemin predeli bardyr we ol predel (24) integrala
dendir. d <d bolyandygy iicin (d —>0):>(d —>0). Sota gora
n b
I=lim P, =1im > 1+ £2(c; JAx = [{1+ £2(x)dx . >
— d—04
i=1 a
9-njy mysal. y = \/? 0 < x <5 duganyn uzynlygyny tapmaly.
< yzx/F denlikden y’=3\/§/2 onumi tapyp we (24) formulany

ulanyp alarys:
5 3 2 5 9x
I =|,/1+| =+/x | dx=|,/1+—dx=
[ (2] ol

5 1/2 E
:ﬂj[lJr%j d(l+%j:£[l+%jz|5:§, >
9 0 4 4 27 4 ) o0 27
Eger AB duga x=0olt), y=wy(t) (a<t<p) parametrik gornisde
berlen bolup, a=o(a) o(B)=b bolsa, onda x=o(t), dx=q'(t)dt

calsyrma girizip we parametrik gornusdéki funksiyanyin 6niminin
formulasyndan peydalanyp, (24) formuladan onun uzynlygy ¢im

b B (s )\ 2 B
= [ ()= | 1+(‘(';,_((:))J (0t = [P0+ v et
a o3 o3
formulany alarys.

Eger AB duga polyar koordinatalarynda p=p(0) (o< 0<p) denleme
arkaly berlen bolsa, bu yerde p =p(0) tzniiksiz differensirlenyan funksiya
we A we B nokatlara o we [ degisli bilsa, onda polyar we dekart
koordinatalaryny baglanysdyryan formula esasynda AB  duganyn ©
parametre gérd x =p(0)cos 8, y =p(6)sin® denlemesini alarys.Sona géra

X' =p'(0)cos @ — p(0)sin O, y'=p'(0)sin O+ p(0)cosH,
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X% +y'?=p2(0)+p*(6)
denlikler esasynda, polyar koordinatalarynda berlen duganyt uzynlygy

- [V o e

formula boyunga tapylar

4. Aylanma Ustun meydany. Goy, [a,b] kesimde Uznuksiz we
otrisatel dal f funksiya igin AB duga y = f(x) (a <x<b) funksiyanyi
grafigi arkaly berlen bolsun. Eger a=X, <X <..<X,4; <X, =D
nokatlar arkaly [a,b] kesimi boleklere bolsek, onda olara AB duganyn
M, =M, (x,, f(x,))[i=1n) nokatlary degisli bolar (8-nji surat). Ol
nokatlary yzygiderli birikdirip, k&bir dowuk c¢yzyk alarys, sunlukda onun
M; M, bdleginii uzynlygy

Ii = \/(Xi - XH)Z + ( f (Xi )_ f(Xi—l ))2 (26)
dendir. Dowuk ¢yzygyn M; ;M; bdlegi Ox okun dasyndan aylananda
kesik konusy (f(x,_,)= f(x) bolan halda silindri) emele getiryar. Ol

aylanma Gstiin meydany n(y, , +y;)l; dendir. Onda ahli dowiik gyzygyi

Ox okunyn dasyndan aylanmagyndan emele gelen Ustunin meydany
n
an = WZ(VH +yi)ls v =f(x) (27)
i=1
dendir. Eger f funksiyanyn [a, b] kesimde (znuksiz 6niimi bar bolsa,
onda (26) denligi (25) gérniisde yazmak bolar. Sonut tgin (27) denlik

0 =20y U T, (nse<x) @9

gornusi alar. Bu jemin d —0 bolandaky g predeline aylanma Ustin,
yagny y = f(x), a<x<b funksiyanyi grafiginin Ox okunyn dasyndan
aylanmagyndan emele gelen Ustlinin meydany diyilyar.
(28) denilikden gornisi yaly, ol jem
2nf (X1 + f'2(x) (29)
funksiyanyn integral jemi daldir.Y&ne ol jemiii d — 0bolandaky predelinin
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(29) funksiyanyn integral jeminii predeline dendigini gérkezmek bolar.
Sonun esasynda hem aylanma Ustiin meydanynyn

b
q=2njf(xh/1+f'z(x)dx (30)

a
formula boyunga tapylyandygy subut edilyér.
Bellik. Eger st x=g(y) (c <y <d)deiileme bilen berlen AB duganyii
Oy okunyn dagyndan aylanmagyndan alynyan bolsa, onda onuin meydany

g =2nig(y)\/1+ 9" (y)dy

formula boyunga tapylar.

10-njy mysal. y + X =2 goni ¢yzygyn koordinata oklarynyt arasynda
yerlesyan kesiminifi Ox okunyn dasyndan aylanmagyndan alynyan dstlnin
meydanyny tapmaly.

< GoOni gyzygyn kesimi tgin 'y =2-—X (0 <x< 2), y'=-1. Sona

goré (30) formula esasynda
2 2

q :ZnI(Z—xk/1+ldx = Zx/EnJ.(Z—x)dx =
0 0
2
:2\/57{2X—X7j 2 42>
0

5. Jisimin géwrimi. Goy, x nokatda Ox okuna perpendikulyar
tekizlik gecirilende berlen G jisimiii kese kesiginde alynyan S(x)

meydany belli bolsun we ol x goré [a,b] kesimde Uzniiksiz funksiya
bolsun. Ol jisimin V. g6wrimini tapmak Ggin [a,b] kesimi
a=X, <X <..<X,4 <X, =b nokatlar arkaly béleklere béleli we sol
nokatlar boyunca Ox oka perpendikulyar tekizlikler gecirelin. Sunlukda,
jisim n gatlaklara boluner (9-njy a surat). Eger x=X,, we X=X,
tekizliklerin arasyndaky gatlagy beyikligi Ax, we esasynyn meydany
S(t, ), ty €[xs x| bolan silindr bilen galsyrsak, onda ol silindrin
gowriimi S(t, JAx, dei bolar. Onda seyle géwriimlerin jeminden diziilen
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V, =D S(t, JAx, (31)

k=1

jem [a,b] kesimde Uzniksiz S(x) funksiyanyn integral jemidir. Ol jem
bolek silindrlerden diziilen we berlen jisimi takmyn calsyryan basgancak
jisimin géwrimini anladyar.

Eger d=maxAx, (k:l,_n) ucin  d—>0 bolanda (31) jemin V
predeli bar bolsa, onda sol predele G jisimiti gowrimi diyilyar.

S(x) funksiyanyn [a,b] kesimde Gznuiksizligi esasynda (31) integral
jemin predeli bardyr, yagny jisimin géwrimi

N b
Vv =(Ijin?)Z:S(tk)Axk =.[S(x)dx
= a

formula boyunga tapylyar.

bah

S-njy surat

Eger jisim yokarsyndan (zniksiz y=f(x)(a<x<b) funksiyanyi
grafiginin dugasy bilen ¢éklenen egrigyzykly trapesiyanynn Ox okunyn
dasyndan aylanmagyndan alnan bolsa (9-njy b surat), onda onun Ox
okuna perpendikulyar kese-kesigi tegelekdir we x nokat Ugin onun

radiusy f(x) dendir. Sonuf tgin ol kese-kesigii meydany S(x)= f?(x)
we (31) formula esasynda aylanma jisimin gowriimi Ggin

b
V= f2(xJix (32)

formula alynyar. Suiia menzeslikde, x=0, y=c, y=d, x=g(y) cyzyklar
bilen céklenen c¢CDd egrigyzykly trapesiyanyn (9-njy ¢ surat) Oy
okunyn dasyndan aylananda alnan jisimin géwrimi tgin
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vV =x[g*(ydu

c

formula dogrudyr.

11-nji mysal.xy =6, x=1, x=6  ¢yzyklar bilen ¢éklenen
egrigyzykly trapesiyanynn Ox  okun dasyndan aylanmagyndan alynyan
jisimin géwrimini tapmaly.

< Trapesiyany yokarsyndan c¢édklendirydn Xy =6 giperbolanyn
denlemesinden y =6/x tapyp we (32) formulany ulanyp alarys:

6

= TC'[—dX = —367:—

= —36n[£— j =30m. >
6

1

5. Uytgeyan guyjun isi. Goy, M material nokat F =F(x) Uytgeyan
glyjun tésiri esasynda Ox ok boyunga guyjin ugruna ugurdas hereket
edydn bolsun. M nokadyn a-dan b gegmegi iigin F = F(x) glyjiii eden
isini tapmaly, bu yerde F(x) funksiya [a, b] kesimde tizniksizdir.

[a, b] kesimi uzynlyklary Ax, =X, —x,, bolan [x_y, %] (i=1 n) n
boleklere bolelin. Her bolekde erkin t; nokat alyp, sol bolekdéaki glyc
hemiselik we F(t;) deii hasap edelin. Onda F(t;)Ax; kopeltmek hasyl
guyjun Ax; kesimdéki isinin takmyn bahasyny anladyar. Seyle kopeltmek
hasyllary jemlép, F =F(x) giyjiin [a, b] kesimdaki isinin

A, = Zn: F(t )ax; (33)

i-1
takmyn bahasyny alarys. Ol jem [a,b]  kesimde dzniksiz F(x)
funksiyanyn integral jemidir. Sona goré-de d =maxAXx; (i =1_n) ucin ol
jemitt d >0 (n— ) bolanda predeli bardyr we ol Uytgeyan F =F(x)
giyjin [a, b] kesimdéki isini anladyar. Seyle hem ol predel F(x)
funksiyanyn [a, b] kesimdaki integralyna dendir, yagny

N b
A_(Ijl_rg > F(t; )Ax, =£F(x)dx :

6. Kabir fiziki we him|k| meseleler. Fiziki we himiki meseleler
cozilende ilki bilen haysy ululygy baglanysyksyz uytgeyén ululyk,
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haysyny gozlenyan funksiya hokminde almalydygyny anyklamalydyr.
Sonira x argument Ax artym alanda gozlenilydn y funksiyanyn alyan
artymyny kesgitlap, y(x +Ax)—y(x) tapawudy meseldnini sertlerindaki
ululyklar bilen baglanysdyrmaly. Ol tapawudy Ax-a bolip we Ax—0

bolanda predele gecip, Y’ =% onimi 6ziinde saklayan denleme alarys.
X

boélimde ginigleyin dwreneris). Onun yonekey gornlslerine garap gecelin:
1. y'= f(x), %: f(x) . Ony dy= f(x)dx gérnisde yazyp, we ol
X
denligi integrirlap, goézlenilyan funksiyany taparys:
yzj f(x)dx+C =F(x)+C,

bu yerde F(x) funksiya f(x)-iii asyl funksiyasydyr. Bu dedlikdiki C
hemiselik san meseldnin sertinden kesgitlenilyar.

2. ﬂ:ay+b. Ony dy
dx ay+b

integrirlép, gozlenilyén funksiyany taparys:
I—dy =Xx+C, I—d(ay+b)=a(x+c),
ay+b ay+b
In(ay +b)=ax+InC,, ay=C,e®* -b, (aC=1InC,).
Himiki reaksiyalaryn we fiziki prosesleriti kdpusi Ugin Uytgeyéan
ululygyn tizliginin Gytgeysi ol ululygyn birinji derejesine proporsionaldyr

=dx gornlsde yazyp, we ol denligi

we olar % =kx denleme bilen anladylyar. Sunlukda, olara birinji tertipli

prosesler diyilyar. Ol denleme ikinji gornusdéki denleménin hususy haly
bolup, himiki proses t¢in ona giryan x ululyk jisimin mukdaryny, k
reaksiyanyn tizlik hemiseligini we t wagty anladyar.
12-nji mysal. Her litrinde 0,2 kg duz bolan suwuklyk minutda 4 |
tizlik bilen icinde 20 | suw bolan gaba lznUksiz guyulyar. Gaba guyulan
suwuklyk suw bilen garysyar we garyndy sol tizlik bilen gapdan ¢ykyar.
10 minut gecenden son gapda ndce duz bolar?
< Baglanysyksyz Uytgeyan ululyk hékminde t wagty, tejribe
baslanandan t minut gegenden soiiky duzui mukdary hékmiinde  y(t)
funksiyany alalyn. t wagtdan t+ At wagta cenli aralykda duzun
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mukdarynyn Uytgeysini kesgitlalin. Bir minurtda 4 | suwuklyk, At
minutda 4At | suwuklyk giryér we sol 4At | suwuklukda 0,2-4At=

=0,8At kg duz bar. Seyle hem At wagtda gapdan 4At 1 suwuklyk

cykyar.Eger t pursatda (20 1) gapda y(t) kg duz bar bolsa,onda gapdan
gykyan 4At | suwuklukda 0,2Aty(t) kg duz bolar (At wagtda gapda
duzui mukdary tytgemedik halynda). Yone sol wagtda onun At — 0
bolanda tlikeniksiz kicgi bolan ululyk Uytgeyéandigi gin, gapdan ¢ykyan
4At 1 suwuklukda 0,2At[y(t)+a] kg duz bardyr, bu yerde At—0
bolanda o =a(At)— 0. Seylelikde, At wagtda gaba giry4n suwuklykda

08At kg duz, gapdan gykanda bolsa 0,2At[y(t)+a] kg duz bardyr.
Onda sol wagtda duzuni y(t + At)— y(t) artymy olaryn tapawudyna defdir:

y(t+At)—y(t)=08At —0,2At[y(t) + a].

Denligin iki bolegini hem At bolip, alnan denlikde At— 0 bolanda
predele gegip, AIEToa:O denligin esasynda

dy
—=08-0,2
dt y
denligi alarys. Ol ikinji gorniisdéki denlemedir we onun ¢oziwi
08-02y=C,e*
gdrnlsde bolar. Ony 5-e kdpeldip alarys:
y=4-Ce %" C=5C,.
Hemiselik C sany meselanin t=0 bolanda y =0 sertini ulanyp taparys
0=4-Ce’=4-C, C=4.
Seylelikde, y=4—4e %% Sona géra 10 min gecende gapda
y=4-4e%% =4 47 ~4-4.01353~3,459 kg
duz bardyr. >
13-nji mysal. Eger 0-dan 200° ¢enli temperaturada C, demirin
yylylyk sygymy
C, =0,1053+0,000142u
formula boyunca kesgitlenyan bolsa, onda 10° temperaturasy bolan 20 kg
demiri 100° temperatura cenli gyzdyrmak dcin zerur bolan yylylygyn
mukdaryny tapmaly.
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< Bilsimiz yaly, jisimin yylylyk sygymy diyip jisimin birlik massasynyn

temperaturasyny 1°C  yokarlandyrmak (gin zerur bolan yylylygyn

mukdaryna aydylyar.Yone tejribanin gorkezisi yaly, yylylygyn ol mukdary

jisimin durli temperaturasynda dirludir.Sona gord hem yylylygyn sygymy

diyip, C, =(:]—Q denlik boyunca kesgitlenyan ululyga dustnilydr, bu
u

yerde dQ differensial jisimi u-dan u -+ du temperatura ¢enli gyzdyrmak

ucin jisimin birlik massasyna tasir edilyan yylylyk mukdarydyr. (Massa

birligi hokmiinde gramm, yylylyk birligi hokmiinde kaloriya alynyar).
Yylylyk sygymyi kesgitlemesinden we meselanin sertinden

(;—Q =0,1053 + 0,000142u
u

denlemani ya-da
dQ =(0,1053 +0,000142u )du

denileméni alarys. Sonun esasynda 1 kg demiri 10° C -dan 100° C c¢enli
gyzdyrmak Ugin zerur bolan yylylygyn mukdary
100

100
Q= [(0.1053+0.000142u)du = (01053u +0,000071u? | =101799 kkal

10 10

Sonun U¢in 20 kg demiri gyzdyrmak Ugin zerur bolan yylylygyn mukdary
203,5982 Kkkal. >

86.7. Kesgitli integrallary hasaplamagyn takmyn usullary

Malim bolgy yaly, kesgitli integrallary hasaplamaklyk, esasan Nyuton-
Leybnis formulasyna esaslanyp, ol integral astyndaky funksiyanyn asyl
funksiyasyny bilmekligi talap edydr. Yone her bir funksiyanyn asyl
funksiyasyny tapmak ansat mesele déldir, ¢linki elementar funksiyanyn
asyl funksiyasynyn elementar funksiya bolmayany hem bardyr. Ké&bir
hallarda bolsa asyl funksiyalary tapmaklyk kép hasaplamalary talap edyér.
Seyle yagraylarda kesgitli integrallary hasaplamak tgin takmyn usullary
ulanmak amatly bolyar.

I =.b[ f (x)dx
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kesgitli integralyn egrigyzykly trapesiyanyin meydanyna dendigi tgin, bu
integraly hasaplamagyn asakda getiriljek takmyn usullary ol meydany
tapmaklygy goniburclugyn, gonicyzykly trapesiyanyni we parabolik
trapesiyanyn meydanyny tapmak bilen calsyrmaklygy anladyar.

1. Gonuburgluklar usuly. Kesgitli integraly hasaplamagy in yonekey
usuly onyn kesgitlemesi bilen bagly bolan takmyn usuldyr. Eger [a,b]

kesimi x, =a+ih, h=(b—a)/n ( =1,n- 1) nokatlar arkaly den n
boleklere bolip, bolek [x e I] kesimde alynyan erkin nokady X, , den

alsak, onda [a,b] kesimde Uznilksiz f funksiya gin duziilen integral jeme

integralyn takmyn bahasy hokmiinde garamak bolar:
b

If(X)dXzb_

Bu formulany ulanyp, kesgitli integraly hasaplamaklyga gondburcluklar

......

8 (Yo + Yot oot Yoo ) Vi = F(x) (k=0,n—1).

goyberilyan yalnyslyk (f ( ) 6nim  [a, b] kesimde tizniiksiz bolanda)

|R|< b-a) M, M =max|f'(x)
2n a<xs<b
densizlik boyunca bahalandyrylyar.

2. Trapesiyalar usuly. Eger egri ¢yzykly trapesiyanyn meydanyny
hasaplamak (gin yene-de [a,b] kesimi den n Dboleklere boliup, her
bolekdéki egri cyzykly trapesiyany gonucyzykly trapesiya bilen calgyrsak,
onda olaryn meydanlarynyn jemine egrigyzykly trapesiyanyn takmyn
meydany hokmiinde garamak bolar, yagny

b

b-a
[ f()ax~=—= [y" ; L ynl} Vi = Y(%)-
a

Bu formulany ulanyp, kesgitli integraly hasaplamaklyga trapesiyalar usuly
diyilyar Sunlukda, kesgitli integral trapesiyalar usuly bilen hasaplanylanda
(ikinji tertipli Gzniksiz ('jn[]mi bolan f funksiya (gin) gdyberlen yaliyslyk

R, |_ —a) M, M =max|f"(x)
12n? asxsb
densizlik boyunca bahalandyrylyar. Bu formula Kkesgitli integral
trapesiyalar usuly bilen hasaplanylanda gdyberlen yaliyslygyn
gonuburcluklar usuly bilen hasaplanylandakydan azdygyny gorkezyar.
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3. Parabolalar usuly. Berlen [a,b] kesimi hersinin uzynlygy
h=(b-a)/2n bolan jilbut m=2n dei béleklere boliip, bdlinme nokatlar
arkaly Oy okuna parallel goni ¢yzyklary gecirelin. Onda trapesiyany
yokarsyndan ¢éklendiryan AB duga M,, M, M, ,... .M, ,, M, ;, M,
nokatlar boyunga béleklere béliner. Yokarsyndan M, M, M, duga bilen
céklenen egrigyzykly trapesiyany yokarsyndan M, M;, M, nokatlar
arkaly gecyan parabola bilen ¢éklenen parabolik trapesiya bilen galgyraly.
Seyle parabolanyn denlemesi y=ax? +bx+c gornisde bolup, onui
koeffisiyentleri parabolanyn M, M;, M, nokatlar arkaly gegyanlik
sertinden peydalanyp tapylyar. Beyleki M,, M;, M,; M,, Mg, M,
we s.m. nokatlar Ugin hem seyle ¢alsyrmalary geciryaris.

K, (~h,y,), K,(0,y,), Ks(h y,) nokatlardan gecyan y = ax* +bx+c
parabola bilen ¢éklenen parabolik trapesiyanyn meydanyny tapalyn.

Parabolanyn K;,K,, K, nokatlar arkaly gecyandigi tgin, parabolanyn
denlemesinden onun koeffisiyentlerini tapmak gin

y, =ah’*-bh+c, y, =c, y, =ah*+bh+c

dedlikleri alarys. Olardan bolsa 2ah®+2c=vy, +y,; c=Y, delikler

alynyar. Bu denlikler esasynda parabolik trapesiyanyn meydany ugin
h h h

S= I(axz +bx+c)dx: I(axz +c)dx+bjxdx:

—h -h

Zh
h h
:g(Zahz + 6C)=§(y1 + 4y2 + ys)

formulany alarys. Bu formulany

Xy Xan

if(xhx:iff(x)dx+jf(x)dx+...+ jf(x)dx

denligin sagyndaky integrallara ulanyp,
b

h h
J 1002 (v, +4y,+ o) 45 (v, +4ys +¥a) 4.

a

h
+ E(y2n72 +4Yo .+ yZn)
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denligi alarys. Ony basgaca seyle gornlisde yazmak bolar
b

h
J £ X)ebm 2 1Yo + Vo + 40Ys +Ys +ot Yo )+ 202 + Y+t V)]

a

......

funksiyanyn dordunji tertipli Gznlksiz 6ntimi bar halynda goyberilyan
yaliyslyk

-2y
ol < gagn M+ M =124

densizlik boyunca bahalandyrylyar. .

fiv(XX

1
12-nji mysal. J.e’x2 dx integraly Simpson usuly bilen 0, 001 cenli
0

takyklykda hasaplamaly.
< Zerur bolan takyklykda integraly hasaplamak (gin ilki bilen

£V (x)=4e (4X4 —12x° +3) oniimi tapaly#i. [0,1] kesimde e™ <1
we |4x*—12x? +3] <5 bolyandygy sebapli | f " (x)| < 20. Sonui tgin

IR | <o L
2880n* 1000

densizlik n* >1000/144 bolanda yerine yetyar. Onui (igin bolsa n =2,
yagny 2n=4 almak yeterlikdir. Indi [0,1] kesimi x, =0, x, =1/4,
X, =1/2, X, =3/4, X, =1 nokatlar arkaly deri dért boleklere bolelin we
sol nokatlarda funksiyanyn bahalaryny hasaplalyn: y, =1, 0000;
y, =0,939%; vy, =0, 7788, Yy;=05698; Y,=0,3679. Onda. Simpson
formulasy esasynda

~ % [1,0000+0,3679 + 20,7788+ 4(0,9394 + 0,5698)] ~ 0,7469 .

Seylelikde, 0, 001 takyklykda

e X dx ~ 0,747 . >

O ey
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8 6. 8. Hususy dal integrallar

Kesgitli integral distinjesi girizilende asakdaky sertlerin yerine yetmegi
talap edilyérdi: 1) integralyn a we b c¢éklerinin tikenikli san bolmagy;
2) integral astyndaky funksiyanyr‘l [a, b] kesimde akli bolmagy Bu halda
sertlerini in bolmanda biri yerine yetmese, onda kesgltll integrala hususy
dal inegral diyilyar. Seyle integrallarynn gornislerine ayratynlykda garap
gecelin.

1. Cékleri tukeniksiz bolan hususy dal integrallar. Goy, f funksiya
vx>a (cin iiznilksiz bolsun.Yokarky b ¢agi iytgeyanli

b
h(b) = [ f (x)ax (33)
a
integrala garalyn. Ol integralyn birndce hasiyetleri, hususanda yokarky
céagine goré differensirlenyéan funksiyadygy 86.4 —de gorkezilipdi.

Eger (33) funksiyanyn b — +oo bolanda tukenikli predeli bar bolsa,
onda ol predele f funksiyanyn [a, +o0) aralykdaky yygnanyan hususy
dal integraly diyilyar we ol

J’f( x)dx = lim J’ (34)

gornlisde belgilenyar. Eger (34) predel yok ya-da tlikeniksizlige den bolsa,
onda ona dargayan hususy dél integral diyilyar.

11-nji mysal. Hususy dél I d—: integralyn o parametrin haysy
X

bahalarynda yygnanyandygyny barlamaly.
< Nyuton-Leybnisin formulasy ulanylyp alynyan

b Inb, a=1 bolanda,
dx
- = 1-a
~!~ b 1 , a =1 bolanda
1-a 1- o
denlik esasynda, o >1 bolanda
B
. dx 1
lim | —=——,

B—+w0 1 XOL o — 1
o <1 bolanda bolsa
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B
. dx
lim | — =400,

B—>+o0 o
1 X

Diymek, integral a>1 bolanda yygnanyar, a <1 bolanda bolsa
dargayar. >

Eger F funksiya f funksiyanyn asyl funksiyasy bolsa, onda Nyuton-
Leybnis formulasy esasynda

+00

[ £ (x)ax= blirpj f(x)dx = lim [F(b) - F(a)]= F(+ ) - F(a)

2 —>+00
deflik dogrudyr, bu yerde F(+ oo)=blim F(b).

Asaky cdgi tikeniksiz bolan hususy dal integral hem edil sonun yaly
kesgitlenyar:
b b
[ £(x)ax= tim [ £ (x)ax. (35)

a—>—w
—0 a

Céklerinin ikisi hem tukeniksiz bolan hususy dal integral bolsa ¢éklerinin
biri tlikeniksizZ bolan iki integralyn jemi gornlsinde, yagny

+00 4 +00

jf(x)dx: j f(x)ox + j f(x)dx .

—o0 —0 C
gorniisde yazylyp dernelyér, bu yerde ¢ san (oo, +oo) aralyga degisli
erkin sandyr.

Bir ¢agi tikeniksiz bolan hususy dal integrallaryn ikisinin hem dernelisi
menzes bolany Ugin, derfiemekde ulanylyan teoremalary olaryi bir
gornisi, yagny yokarky ¢égi tikeniksiz bolan integral Ugin getireris.

7-nji teorema. Eger Vx> a igin 0< g(x)< f(x) densizlik yerine yetse
we J. f(x)dx integral yygnanyan bolsa, onda J. g(x)dx integral hem
a

a
+00

yygnanyandyr; eger-de J. g(x)dx integral dargayan bolsa j f (x)dx

integral hem dargayandyr.

......

integrallaryni biri hokmiinde yygnanyandygy ya-da dargayandygy belli
bilan integral alynyar. Mysal ticin, eger [1, + o) aralykda g(x)<1/x*,
342



o >1 Dbolsa, onda denesdirme nysany we 11-nj mysal esasynda
J.g(x)dx integral yygnanyandyr, g(x)>1/x*, o <1 bolanda bolsa, ol

1
integral dargayandyr.
8-nji teorema. Eger [a +o0) aralykda alamaty tiytgeyan f funksiya

ucin I|f dx integral yygnanyan bolsa, onda I dx integral hem

yyg nanyandyr

......

Bu halda I dx integrala absolyut yygnanyan integral diyilyar.

2. Céksiz funk5|yanyﬁ hususy dal integrallary. Eger f funksiya b
nokadyn kabir etrabynda caksiz bolup, [a, b—¢] (e >0) kesimde uzniiksiz

bolsa we IImJ. dx predel bar bolsa, onda ol predele f funksianyn

s

[a, b) aralykdaky yygnanyan hususy dal integraly diyilyar we seyle

belgilenyar:
b

j f (x)dx = lim j (36)

Eger (36) predel yok ya -da tuken|k5|zI|ge deni bolsa, onda ona dargayan
hususy dal integral diyilyar.

Eger f funksiya a nokadyn k&bir etrabynda céksiz we [a+s, b]

(e > 0) kesimde Gizniiksiz bolsa, onda f funksiyanyii (a, b] aralykdaky

hususy dal integraly edil suna merizeslikde kesgitlenyér:
b

J £ 0)dx =tim [ (x)ax. (37)

a+e
Eger-de f funksiya [a, b] kesimin kébir icki ¢ nokadynyn etrabynda
céksiz bolsa, onda onun [a b] kesimdéki hususy dal integraly

.[ dx = J. dx + J. (38)
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gornusde kesgitlenyér. Sunlukda, ol integral (38) denligin sag bolegindéaki
integrallaryn ikisi hem yygnananda yygnanyandyr. Edil sonun yaly f
funksiyanyn [a, b] kesimin uglarynyn ikisinin etrabynda-da ¢aklenmedik
halynda hem hususy dal integral (38) denlik boyunca keskitlenyér, yone ol
deiilikde c e [a, b] erkin nokatdyr.

2
12-nji  mysal. I (d—);-)a integralyn o >0  parametrin  haysy
X_
1
bahalarynda yygnanyandygyny barlamaly.
< Bu integral (37) gornisdaki integraldyr. Sonun Gcin hem Nyuton-
Leybnis formulasyny ulanyp, (37) denlik esasynda o #1 bolanda

2 2 1-a 1-o
[ dx =|iij=|imH2=nml_8 _

1 (X _:|_)OL -0 o (X _:|_)OL >0 11— |ue &0 1—q
o, a>1
=4 1

——,0<axl
l1-a

denligiwe o =1 bolanda

2 2 _ 2
| X im | D _ i In(x—l)( — lim(~Ing)= oo
1 (X—l)a 0 3 (X—l) -0 L. &0

denligi alarys. Seylelikde, integral 0 <o <1 bolanda yygnanyar, o >1
bolanda dargayar. >

Caksiz funksiyanyn hususy dal integrallary Ggin hem 7-nji we 8-nji
teoremalalar yaly teoremalar dogrudyr. Bu halda hem denesdirilydn
integral hokminde yygnanyandygy ya-da dargayandygy belli bolan
integral alynyar.

2
13-nji  mysal. J. ax - integralyn  yygnanyandygyny
1 Ax=1+5(x-1)

barlamaly.
< Integral astyndaky funksiya tgcin
1 < 1 1
Ux-1+5(x-1) " 3/(x-1) (x-1)*°

densizligin yerine yetyandigi we 12- nji mysal esasynda

344



Sodx . . o .
I ———— integralyn yygnanyandygy Ug¢in, deiiesdirme nysany boyunca

1 (X _1)]/3
integral yygnanyandyr. >

§ 6. 9. Eyler integrallary barada dustnje

1.Eyler gamma-funksiyasy. Hususy dal
r(x)= e t**dt (39)
0

gornlisdaki ntegrala Eyler integralynyn ikinji gérniisi ya-da Eyler gamma-
funksiyasy diyilyar.

Bu integral hususy dal integrallara mahsus bolan ayratynlyklaryn
ikisini hem 0zlinde saklayandyr. Birinjiden-a integrirlemeklik tiikeniksiz
bolan [0, +oo) aralykda gecirilyér, ikinjiden bolsa x <1 bolanda
integral astyndaky funksiya t =0 nokatda ¢aksizdir. Malim bolsy yaly,
beyle integraly derfiemek Ugin ony F(x)=F1(x)+ FZ(X) integrallaryn
jemi gornisinde yazyarlar, bu yerde

1 +o0
r(x)=[vetdt,  r,(x)= [t dt.
0 1

Bu integrallaryn birinjisi vV x > 0 (gin deniesdirme nysany boyunca
yygnanyandyr, ¢lnki Vvt e [0, 1] Ugin

1
et <t*? we j t*dt
0

integral yygnanyandyr. Integrallaryn ikinjisi hem sol nysan boyunca

Xx-1,-t x+1

yygnanyar, ctnki tIim = =tlim — =0 denlik esasynda yeterlik uly
—>+00 —>+o @

Xx-1,-t

t Ucin - <1, yagny t*le <t we .[t_Zt integral yygnanyar.
1

Seylelikde, I',(x) we I,(x) integrallaryii ikisi birden ¥ x > 0 {igin
yygnanyar we sonun esasynda [~ (x) integral hem V x > 0 (gin
yygnanyar. Seylelikde, x-in her bir poloZitel bahasy U¢in Eyler gamma-
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funksiyasy kesgitlenendir.
Bolekleyin integrirleme formulasyny ulanyp,

r(x+1)= Ttxetdt - —Ttxd(et): et [+ th“etdt = xI"(x)
0 0 0 0

+0o0

detiligi alarys, ctinki —t*e™

= Ilm( t j 0.Seylelikde,V x > 0 tgin
e'

0 t—+o0

I(x+1)=xI(x) (40)

formula dogrudyr. (39) formuladan x =1 bolanda alynyan
= j e'dt=1
denlik esasynda (40) formuladan x =1, 2 ., h Dbolanda alarys:

r(2)=1.r@=1,r@3)=2-r2)=2 r(4)=3-r(2)=3-2!=3!,
I'(n+1)=n(n- 1) 2-1=n! (41)

2. Eyler beta-funksiyasy. Hususy dél

1
B(x, y)=[t"*@L-1)""dt (42)
integrala Eyler integralynyn birinji gorniisi ya-da Eyler beta-funksiyasy
diyilyar.

Bu integrala hususy dal integral diyilmegi f(t, x, y)=t**(1-t)"*

funksiyanynn 0 <x <1 bolanda t=0 nokatdaweO <y <1bolanda t=1
nokatda céksizligi esasyndadyr. Sonun Ugin integraly

12 1
B.(x,y)= [tM@-t)dt,  B,(x y)=[tH1-t)dt
0 12
integrallaryn B(x, y)= Bl(x, y)+ B, (x, y) jemi gornlisinde anladarys.

te[0,2/2] bolanda (L-t)'™ funksiyanyii Gzniiksizligi sebépli ol
caklidir, yagny (1—t)’" <M, we sonu Ggin  f(t, x, y)< M t*™.
tefl/2,1] bolanda t** funksiyanyi tizniiksizligi sebapli ol funksiya
caklidir, yagny t** <M, we f(t,x, y)<M,(1-t)"". Sonun esasynda,
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12
Bl(x, y) integraly x>0 bolanda yygnanyan J.tx’ldt integral bilen,

1
B, (X, Y) integraly bolsa y > 0 bolanda yygnanyan j(l—t)y’ldt

integral bilen denesdirip, B(x, y) integralyn x>0, y>0 bolanda

yygnanyandygyny alarys. Seylelikde, Eyler beta-funksiyasy x>0, y>0
bolanda kesgitlenendir.

(43) integralda u=1-t calgyrma girizip,
1

0
B(x, y)= [t (L—t)""dt =~ (L-u)"u"du =
0 1

= Iuy’l(l—u)x’ldu =B(y, x) (44)

denligi alarys, yagny beta-funksiya Uytgeyanlerine goré simmetrikdir.
Eylerin  gamma-funksiyasy bilen beta-funksiyasyny baglanysdyryan

seyle formula bardyr:
r()r(y)
B(X,y)=——%. 45
)=y (45)
Bu formuladan X =y —]/2 bolanda 7°(1)=1 denlik esasynda

r{%j:s(% 1} jt21 t zdt—'[\/tl 5 j\/t

_ =arcsin(2t-1) =n
'L/]/4—(t—]/2)2 )(o

denligi alarys. Sona gord x >0 bolanda F(x) >0 bolyandygy Ugin
rej —Jr ~1,772. (46)

denligi alarys. Ony ulanyp, hususy dal .[e’xz dx integraly hasaplamak

bolar. Onun gin ol integralda x = \/f calsyrma girizip, alarys:
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% © 0 1

fedx= J' Zdtzlje’ttz =il =£,

) 29 29 2°\2) 2
\/_

yagny Te dx =—

Goénukmeler

1. Nyuton-Leybnis formulasyndan peydalanyp, kesgitli integrallary

hasaplamaly:
1

1) Ix“dx. 2) j[(xz +1)dx. 3) j«/;dx. 4) .[—dx
71/721 n/2 1':/2

5) }ezxdx. 6) j sindxdx.  7) j cos xdx.  8) j

° cos® x
2. Uytgeyéni galsyrmak usulyndan peydalanyp mtegrallary hasaplamaly

2)J'e—dx 3)]'\/49 x2 dx. 4)J'

”Im

\/;+1
¢ xd
5)£(XX+X12, 6) J1'21/4 5x dx. 7)J’1+X)\/_ S)Im

X 5xdx
9) 0) 11) - 12)
'[2(1—2X) '[ '[1/ '[1/)( +1
3. Bolekleyin mtegrlrlemek usulyndan peydalanyp, kesgitli integrallary
hasaplamaly:

1)j'|n2xdx. 2)jx2|nxdx. 3)]’ xdx 4)J2'(3—2x)e3de.
1 0

4. Berlen egri ¢yzyklar bilen gaklenen flguralaryﬁ meydanlaryny
hasaplamaly:

1) y=x*+1 y=0, x=1, x=4. 2) y=Inx, y=0, x=1, x=e.

3) y?—x+1=0, x-5=0. 4) x? —4x+y=0, y=0.

5) y—x*=0, y—x=0. 6) x=y-y>+6=0, x=0.
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5. Polyar koordinatalarynda berlen egri ¢yzyklar blen c¢éklenen
figuralaryn meydanlaryny hasaplamaly:

1) r=a(l-cos ) (kardioida).  2) r=acos2o .

6. Egri cyzyklaryn dugalarynyn uzynlygyny hasaplamaly:

2

1) vy =X7—1 egri ¢yzygyn ox oky bien kesilen bolegi .
2) y?=x3 egricyzygyi x=% goni ¢yzyk bien kesilen bélegi .

. TT TT
)y=Insinx | =< x<—
)Y (3 2}

7. Egri ¢cyzygyn dugasynynn ox okunyn dasyndan aylanmagyndan
emele gelen Ustun meydanyny hasaplamaly:

3
1) y=ach> (~a<x<a). 2)y=X? (-2<x<2).
X

8. Egri cyzyklar bilen cdklenen figuralaryn ox okunyn dasyndan
aylanmagyndan emele gelen jisimleriti gdwrimini hasaplamaly:

1) 2y2=x3, X=4. 2) yzé(eX_ex)’ y=0, x=0, x=L1.

9. Her litrinde 0,3 kg duz bolan suwuklyk minutda 2 | tizlik bilen
icinde 10 | suw bolan gaba uzniksiz guyulyar. Gaba guyulan suwuklyk
suw bilen garysyar we garyndy sol tizlik bilen gapdan ¢ykyar. 5 minut
gecenden son gapda nace duz bolar?

10. Géwriimi 200 m*® bolan otagyn howasynda 0,15 % kémiirtursy
gaz (CO,) saklanyar. Wentilyator otaga diiziminde 0,04% CO, bolan

howany minutda 20 m® tizlik bilen salyar. Nage minutdan son otagyn

howasyndaky kdmdrtiirsy gazyn mukdary (¢ esse azalar?
11. Trapesiyalar usuly bilen n=10 alyp, integrallary hasaplamaly:

1 1

dx dx
1 : 4 :
) ~(|;1+x3 )Il 2x° )Il 3x° )~([1+4x3
12. Parabolalar usuly bilen 2n =10 alyp, integrallary hasaplamaly:

© o dx t o odx ©dx

1 2 : 3 : 4
)~[1+x )~([22+x2 )~([32+x2 )~([42+x2

13. 0,001 cenli takyklykda integrallary hasaplamaly:
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/2 n/2

1) [sinxdx.. Z)fede. 3) [ cos .. 4);; dx
0 1 : )

24X

14. Hususy dal integrallaryn yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny
barlamaly:

1) T dx 2) T x? d 3)} dx 4)T dx
y (x+1)° 0 (X3 +1)2 . J1+x? ' J14+x? '
Loy I 8 4 Ly

5)£X2)i1. 6) ! ’1‘_;‘2 7) L% 8) J’lx—’s‘

Jogaplar

1.1) 1/5. 2) 8/3. 3) 14/3. 4) In2. 5) (e? —1)/2. 6) 0. 7) 1.8) 1.
2. 1) (32)/2. 2) (4-m)2. 3) 49n/4. 4) 43.5) U4 6) 1943
7) n/2.8) 2/3. 9) 0,24.10) 35/36. 11) 3. 12) 1. 3. 1) e~. 2)
(26 +1)/0. 3) 8. 4) (e +7)/9. 4.1)24. 2) 1. 3) 32/2. 4)32/2.
5) 1/6. 6) 125/6. 5. 1) (3ma”)/2. 2) (ra®)/2 .6.1) V6 +In(y2 ++/3)
2) 112/27. 3) (n3)2. 7. 1) ma’(sh2+2). 2) (3417 -2)/o.

8. 1) . 2) nle? —e?)B+m/2.9. ~19kg. 10. 24 min. 11. 1) 0,83502.

2) 0,74766 . 3) 0,68976. 4) 0,64719. 12. 1) 0,785398.2) 0,231824 .
3) 0,107250. 4) 0,061245. 13. 1) 1,000001. 2) 4,67078. 3) 1,414214 .
4) 0,916402.14. 1) 1/5. 2) 1/3. 3), 4) yygnanyar. 5), 8) dargayar. 6), 7)

yygnanyar .
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11.1. KOPLUK WE FUNKSIYA DUSUNJESI
§ 1.1. Kopluk dusunjesi
8 1. 2. Aralyk, kesim we sanyii absolyut ululygy
§ 1. 3. Koplugiti ¢ékleri
8 1. 4. Ululyklaryn takmyn bahalary
8§ 1. 5. Funksiya disUnjesi
8§ 1. 6. Elementar funksiyalar
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§ 1.7. Ters funksiya
GoOnukmeler
Jogaplar
Il. 2. FUNKSIYANYN PREDELI
8 2.1. Yzygiderligin predeli
§ 2.2. Funksiyanyn predeli
8§ 2. 3. Tukeniksiz Kici we tukeniksiz uly funksiyalar
8§ 2. 4. Funksiyanyn predelinii esasy héasiyetleri
§ 2.5. Ajayyp predeller
§ 2. 6. Funksiyalaryi demesdirilisi
§ 2.7. Uzniiksiz funksiyalar
§ 2.8. Uznuiksiz funksiyalaryn esasy hasiyetleri
8§ 2. 9. Funksiyanyi birtaraplayyn Gzniiksizligi we tGzilme
nokatlary
8 2. 10. Kabir wajyp predeller
§2.11. Kesimde Uzniksiz funksiyalaryii hésiyetleri
GoOnukmeler
Jogaplar
I1. 3. FUNKSIYANYN ONUMI WE DIFFERENSIALY
§ 3.1. Eunksiyanyii 6nimi
8 3. 2. Funksiyanyi differensirlenmegi
§ 3. 3. Ters we ¢ylsyrymly funksiyanyii ontmi
8§ 3. 4. Yokary tertipli onimler
8§ 3. 5. Funksiyanyn differensialy
GoOnukmeler
Jogaplar
I1. 4. DIFFERENSIRLENYAN FUNKSIYALAR HAKYNDAKY
ESASY TEOREMALAR
8 4. 1. Funksiyanyii orta bahasy hakyndaky teoremalar
8 4. 2. Lopitalyn kesgitsizlikleri agmak dizguni
8 4. 3. Teyloryn formulasy we onui ulanylysy
8 4. 4. Funksiyanyii birsydyrgynlygy we ekstremumy
8 4. 5. Funksiyanyii ¢yzgysynyn ¢lbercekligi we epin nokatlary
8§ 4. 6. Funksiyanyi ¢yzgysynyn asimptotalary we dernelisi
8 4. 6. Funksiyanyii in Ki¢i we ifi uly bahalary we meseleleri
¢cbzmekde olaryn ulanylysy
8 4. 7. Denlemeleri takmyn ¢cozmekligin usullary
GoOnukmeler
Jogaplar
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1. 5. KESGITSIZ INTEGRAL
§ 5.1. Kesgitsiz integralyn kesgitlenisi we onuin hasiyetleri
8 5. 2. Integrirlemegin esasy usullary
§ 5. 3. Rasional droblaryn integrirlenisi
8§ 5. 4. Irrasional we trigonometrik funksiyalaryi integrirlenisi
GoOnukmeler
Jogaplar
11.6. KESGITLI INTEGRAL

8 6. 1. Integral dustinjesine getirydn meseleler
8 6. 2. Kesgitli integral dusiinjesi
8 6. 3. Kesgitli integralyn esasy hasiyetleri
§6.4. Yokarky cagi tytgeyanli integral
8 6. 5. Integrirlemegin usullary
8 6. 6. Kesgitli integralyn ulanylysy
8 6. 7. Kesgitli integrallary hasaplamagyn takmyn usullary
8§ 6. 8. Hususy dél integrallar
§6.9. Eyler integrallary barada dustnje
GoOnukmeler

Jogaplar
EDEBIYAT

355





