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1 BOLUM
TEKIZLIKDE ANALITIK GEOMETRIYA

§ 1. Tekizlikde goniibur¢ly dekart koordinatalar sistemasy

Tekizlikde alnan erkin nokadyn ornuny kesgitlemidge miimkingilik
berydn sistema koordinatalar sistemasy diyilyar. Sol sistemalaryn in
yonekeyi goniibur¢ly dekart koordinatalar sistemasydyr.

Goy, tekizlikde iki sany oOzara perpendikulyar ugrukdyrylan goni
cyzyklar berlen bolsun. Bu goni ¢yzyklaryn birini kese (gorizontal),
beylekisini dik (wertikal) yerlesdirelin. Olaryn kesisme O nokadyna
koordinatalar baslangyjy diyilyar. Kese goni ¢yzyga absissalar oky (OX
oky), dik goni ¢yzyga bolsa ordinatalar oky (OY oky) diyilyir. Absissalar
okunyn polozitel ugry adat¢a koordinatalaryn baslangyjyndan sag tarapa,
otrisate] ugry bolsa c¢ep tarapa ugrukdyrylandyr. Ordinatalar okunyn
polozitel ugry koordinatalaryn baslangyjyndan yokaryk, otrisatel ugry
bolsa asak ugrukdyrylandyr.

Erkin M nokadyn tekizlikdaki ornuny onun absissalar we ordinatalar
oklaryna bolan proyeksiyalary arkaly Kkesgitlemek bolar. A nokadyn
absissasy 2, ordinatasy 3 diyip yazmagyn deregine A(2,3) gorniisde
belgilenydr, okalanda bolsa A nokadyn koordinatalary 2 we 3 diyip
okalyar. Umuman erkin M nokadyn absissasy X, ordinatasy Y bolsa, ol

seyle yazylyar: M(X, Y).
Eger A(x, ;) we B(x,, y,) tekizligin erkin nokatlary bolsa, onda
olaryn arasyndaky O uzaklyk asakdaky formula bilen kesgitlenyir:
d =06 —%)"+ (7, = 1)* (1)
Eger A(x,V,), B(x,,y,) we C(x,,y,) nokatlar iigburclugyn depeleri
bolsa, onda onun meydany asakdaky formula bilen hasaplanylyar:

1
S :E|X1(y2 - y3) + Xz(y3 - yl) + X3(y1 - Y2)| =

X=X Y. %
X=X Ys—Y;

2)

1 1
= §|(X2 - Xl)(yB - yl)_(XB - Xl)(yz - yl) | = iE

1. Eger A(6,0), B(5,2), C(0,3), D(-7,1)) we E(—4,—6) nokatlar bis-
burclugyn depeleri bolsa, ol basburclugy gurmaly.



2. Eger A(5,3), B(2,-1), C(-1,4) nokatlar iicburclugyn depeleri
bolsa, onun taraplarynyn uzynlyklaryny tapmaly.

Coziilisi. 1ki nokadyn arasyndaky uzaklygy tapmagyn (I) formulasyny
ulanyp alarys:

|4B|=/(5-2)? + (3+1)? =\/9+16 =5;
BC|=/(2+1)7? + (-1-4)* =9+ 25 =/34;
|AC| = /(5+1)% +(3-4)* =36 +1=1/37.
3. Depeleri A(-2,—4), B(2,8) we C(10,2) nokatlar bolan

ticbur¢lugyn meydanyny hasaplamaly.
Cozilisi. (2) formulany ulanyp alarys:

S =%|(2+ 2)(2+4)-(10+2)(8+4)|= %|24—144| =60 kw. bir.

4. M,(7,4) we M,(3,-5) nokatlaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly.
5. Asakdaky nokatlaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly:

D) A(2,3) we B(-10,2);

2) C[v2,~7)we D[2v2,0);

3) A(3,-4) we B,(6,-8);

4) A,(10,0) we B,(2,-6);

5) A(-11,-4) we B;(1,-9);

6) A,(8,—-4) we B,(-2,1).

6. Depeleri O (0, 0), A (1, 1), B (2, =2) nokatlar bolan lg¢bur¢lugyn

gonuburgly tcbur¢lukdygyny subut etmeli.

7. Depeleri A (1, 5), B (27 we C (4 1) nokatlar bolan iicbur¢clugyn
meydanyny hasaplamaly.

8 A (-, 2), B, 6), C (1, 3) nokatlar t¢burclugyn depeleri bolsa, C
depeden inderilen beyikligin uzynlygyny hasaplamaly.

9. Depeleri A (-3, 3), B (1, 3), C (I, -1) nokatlar bolan iicbur¢clugyn
goniiburcly ucburclukdygyny gorkezmeli.

Cozilisi. AB, AC we BC kesimlerin uzynlyklaryny tapalyn:

AB=\JA+3) +(3-3)7 =4, AC=\J(1+3) +(-1-3)’ =42 ;
BC=\1-1°+(-1-3) =4

Onda AB?+BC?=A4C? denligin yerine yetyinligi iicin Pifagoryn
teoremasynyn esasynda Ucburcluk gontburglydyr.
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§ 2. Kesimi berlen gatnagykda bolmek

M,(x,,y,) we M,(X,,Y,) nokatlary birlesdirydin kesimin {stiinde

yatyan ~ we MM _ A denligi  kanagatlandyryan M nokadyn
MM,
koordinatalary asakdaky formulalar bilen kesgitlenyar:
X:x1+/1x2’ y:y1+ﬂuy2. M
1+4 1+4

Eger M(X,y) nokat MM, kesimi den iki bolege bolyin bolsa,
onda A=1 we (1) formula
x=22"X oy _YitYs )

2 2
gornusi alar.
10a. Depeleri A(5,3) we B(2,-1) nokatlarda bolan ABC

licburclugyn medianalary M(2,2) nokatda kesisydn bolsalar onun
C(X, y) ucunji depesinin koordinatalaryny tapmaly (/-nji a ¢yzgy).

Coziligi. (2) formulany ulanyp, AB kesimi den iki bolege bolyén
N nokadyn Xo. Yo koordinatalaryny tapalyn:

< _5+2 7 y —3_1—1

) ©o2 2 o2 T
Ucburglugyn tigiinji C depesi AB kesimi den iki bolege bolydn N
nokat bilen, medianalaryn kesisme M nokadyndan ge¢yin MN goniide
yatyandyr. Mediananyn hésiyetine gord MN kesimin uzynlygy NC

mediananyn 3 uzynlygyna dendir. Sonun ii¢cin MN kesimin dagynda

yatyan C nokat, kesimi A =£ = 3 gatnagykda bolyar. Onda (1) we
CM 2
(2) formulalarda X, :%, v, =1 x,=2,y,=2, A= —g goyup, C

nokadyn X,Y koordinatalaryny taparys.

Sunlukda, C(-1,4).



lnji a ¢yzgy

0 b M(7,5 we M,(-23) nokatlary birlesdiryan kesimde M,
nokada, M, nokatdan 3 esse golay yerlesen M(X,Yy) nokady tapmaly.
MM 1 1

ozulisi. Meseldnin sertine gOra ==, onda A=-. 1
Coziilis $ g MM, 3 3 0]
formulalary ulanyp alyarys:
1
7412
ERLC S MY
1+ 4 1+%
1
5+--3
_NtAy, T3
y= =S =45.
1+ 4 145
3

Diymek, M (4,75, 4,5) bolar.

1. Depeleri A(-5,3), B(-2,-1), C(5,3) nokatlarda bolan ug¢bur¢lugyn
A depesinin i¢ki burgunyn bissektrisasynyn uzynlygyny tapmaly (/-nji
b ¢yzgy).

Coziilisi. Goy, A burgun bissektrisasy AK bolsun. Belli bolsy yaly
K| _|a8

+——=A bolan gatnasykda bolyar.

K nokat BC kesimi =
IKC| |AC]|
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Inji b gyzgy
AB we AC kesimlerin uzynlyklaryny tapalyn:
|AB| = /(-2 +5)? + (-1-3)* =5;

IAC| =/(5+5)* +(3-3)? =10.
(1) formuladan peydalanyp, K nokadyn koordinatalaryny tapalyn:

—2+E.5 —1+13
27 1 2" 1
X:—lzg, y: 1 :§_
1+— 1+—
2 2

Indi AK kesimin uzynlygyny tapalyn:

1Y 1N 15— 8
|AK| = -5-2 ] +[3-3 :5\/16 +8 =§\/§

12. A(-2,5) we B(4,11) nokatlary birlesdiryin kesimde A nokada
B nokatdan 2 esse golay bolan C nokadyn koordinatalaryny tapmaly.

13. C(2,3) nokat AB kesimi den iki bolege bolyir. Eger, B(7,5)
bolsa, A nokadyn koordinatalaryny tapmaly.

14. BEger A, -2), B(4,11), C(-1,4) nokatlar iicburclugyn depeleri
bolsa, onda onun medianalarynyn uzynlyklaryny tapmaly.

15. A, 3) we B(L—4) nokatlary birlesdiryin kesimde yatyan we
£:,1 ) 1=3,2) 1=1 3) ,1:£ 4) /122 denligi kanagatlandyryan
CB 4 3
C(X,Yy) nokadyn koordinatalaryny tapmaly.

16. Depeleri A(-3,1), B(0,-5), C(-2,4) nokatlar bolan ABC

Ucburclugyn agyrlyk merkezinin koordilrllatalaryny kesgitlemeli.



§ 3. Tekizlikde goni ¢yzyk. Goni ¢yzygyn bur¢ koeffisienti

Goni ¢yzygyn umumy denlemesi asakdaky gorntsdedir:
Ax+By+C=0. (A=#0 ya-da B=0) (1)
Bu yerde A,B,C erkin sanlar X,y bolsa liytgeyin ululyklardyr. y
ululyga gora coziilen
y=ke+b (2)
denlemd, goni ¢yzygyn bur¢ koeffisiyentli denlemesi diyilyir. Bu yerde K
goni zyzygyn burg koeffisiyentidir. Eger ¢ bur¢ Ox okun polozitel ugry
bilen gonigyzygyn aralygyndaky burg bolsa, K=tge bolar (2-nji ¢yzgy).

2-nji ¢yzgy

b — parametre  baglangy¢ ordinata diyilyir. Ol OB  kesimin
uzynlygyna dendir. OB uzynlygyn B nokady Ox okdan yokarda yatsa b
gosmak alamaty bilen, asakda yatsa ayyrmak alamaty bilen alynyar. Eger

géni Ox oka parallel bolsa onun denlemesi Y=b, Oy oka parallel bolsa
onun denlemesi x=a bolar.

y=kx+b, we y=Kk,x+b, goniilerin arasyndaky & burgun ululygy
asakdaky formula bilen kesgitlenyar (3-nji ¢yzgy).

tgo = K —k, (3)
1+kKk,
3-nji ¢yzgy

12



(3) formula getirlip ¢ykarlanda k1 we k2 bur¢ koeffisiyentli goni
¢yzyklar Ozara gabat gelyancd M nokadyn dasynda aylanyarlar diyilyan
sert asakdaky yaly yazylyar:

tgo =+ 2K (3)
1+kKk,

Iki goni ¢yzygyn aralygyndaky burca garalanda we olaryn (goni
¢yzyklaryn) tertibi gorkezilmedik bolsa, onda ony erkin saylap alyp
bolar. Elbetde, tertibin iytgedilmegi burcun tangensinin alamatynyn
llytgemegine getirer.

Eger berlen goni ¢yzyklaryn in bolmanda biri Oy oka parallel
bolaysa, onda (3) formulanyn manysy bolmayar. Bu halda iki goni
cyzygyn arasyndaky 6 burg seyle kesgitlener

O=0,—¢.
k =K, @)
denlik iki goninin parallellik serti,
kk, +1=0 ya-da k, = —ki 5)

1
denlik bolsa, perpendikulyarlyk sertidir.
Eger goni ¢yzyk Mo(x0 : yo) nokat arkaly ge¢ydn bolsa we burg
koeffisiyenti k den bolsa, onda onun denlemesi asakdaky gorniise eye
bolar:

Y= Yo =k(x=x,) (©)
17. 1ki goni ¢yzygyn arasyndaky burgy tapmaly:
1) 2) 1 3)
y=-2X+5 y=—zx+2 y=5x+8
o Y V3 5 Y
y =—/3x+1 y=Xx-+/2

18. 2x—-3y+7=0 goni ¢yzygy onun bur¢ koeffisiyenti we
baglangy¢ ordinatasy boyun¢a gurmaly.
Cozulisi. Denleméni Y gora ¢ozelin:
2 7

=—X+—.
y 3 3
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Sunlukda, Kk =§, b =g. Koordinatalar baslangyjyndan gecyidn we

absissalar oky bilen tangensi % bolan ¢ burgy emele getiryin goni

cyzygy gurmaly (4-nji ¢yzgy).

4-nji ¢yzgy

B(O, %j nokat arkaly berlen gona parallel bolan goni ¢yzygy

gecirelin. Bu hem gozlenydan goni ¢yzykdyr.

19. Eger goni ¢yzyk B(0,—1) nokatdan gecip Ox ok bilen ¢ =60°
bur¢cy emele getirydn bolsa, onun denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Serte gord goni ¢yzyk B(0,—1) nokatdan gegyir we

tgGOO:\@ bur¢ koeffisiyente eyedir. (2) denlemede K =3 we
b=1 goyup taparys: y—\/§x+l=0 ya-da y:\/§x—1.

20. X—-3y+3=0 we 6X—3y+2=0 gonilerin arasyndaky burgy
tapmaly.

Coziiligi. Birinji denlemede A=1 B=-3.

Onda klz—éz—izl bolar.
B -3 3
Seyle hem ikinji goninin K, bur¢ koeffisiyentini taparys:
K, :—%:2. (3) formulany ulanyp alarys:
RS
tgp=+——>==+ =+ =11
T Tk, 142 12
3 3

Sunlukda, a =45, =135, (a+3=180°).
14



2.  Depeleri  A(2,1), B(3,2),C(1,2) nokatlarda bolan  ABC
tcburclugyn igki burglaryny tapmaly.
Coziilisi. AB,AC,BC gonilerin burg koeffisiyentlerini k;,k,,k, bilen

belgilap, olary (3) formula bilen hasaplalyn: (k :u], k, = 1-1 =0,

X, — X, 3-2
(o2l 21
1-2 1- 2
Onda
k, =0, k,=-1 bolanda
tgA =+ ik, =+ 0+1 =+1,
1+kk,  1+0(-1)
ZA =45°, ZA=135°.
k, =0, k3=—% bolanda
1
0+—
tgB=+ e 4 2 :J_r%,

T 14 kk, 1+0(_1j
2

AB:arctgi, /B =arctg 1 .
2 2

k,=-1, k;= —% bolanda

-1+= —
k2_k3 -+ 2

1
1+k2k3_‘1+(_1)(_1j 2 73

ZC = arctgl, £C = arctg[—lj.
3 3

tgC ==

Tapylan burglaryn haysylarynyn {igburglugyn igki burglarydygyny
anyklamak iicin onun taraplarynyn uzynlyklaryny hasaplalyn:

AB=1 AC=+2, BC=4f5.

BC®> AB*+AC* (5>1+2) diymek ABC iicburcluk kiitekburclydyr;

Cluinki, BC tarapyn garsysyndaky A bur¢ kiitek bur¢dyr. Diymek,
ZA=135, /B we £C vyiti burclardyr.

15



1 1
B =arctg —, C =arctg—.
g2 g3

22. A(3,4) nokat arkaly gegyin hem-de 3X—2y—3=0 goni ¢yzyga
perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.

Coziilisi. 3X—2y—-3=0 denleméni Yy gord ¢ozelinn y= gx - %,

k,=—.
2
(6) formulany ulanyp A(3,4) nokat arkaly gecydn, Kk, burg
koeffisiyentli goni ¢yzygyn denlemesini yazalyn:
y—4=Kk,(x-3).
3 2

Serte gora kk,=-1, 5 k, =-1, Kk, ==

y—4:—§(x—3) ya-da 3y+2x-18=0.

23. y=3X+7 goni ¢yzyga parallel we A(3,—1) nokat arkaly ge¢yin
goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.

Cozilisi. Y=3X+7 denlemede k =3, b=7. A(3,-1) nokat arkaly
gegyan we K, burg koeffisiyenti bolan goni ¢yzygyn denlemesini yazalyn:

y+1=Kk,(x-3).

Serte gord k, =k, =3. Sunlukda,
y+1=3(x—-3) yada y-3x+10=0.

24. Koordinatalar baslangyjyndan gecydn we Ox okun onyn ugry
bilen asakdaky burglary emele getirydn goni ¢yzyklaryn denlemesini
yazmaly:

1) 45°, 2)135°, 3)30°, 4)180°.

25.  A(-1,-1), B(0,-6) we C(-10,—-2)  nokatlar iicburclugyn
depeleri bolsa, A depeden gegirlen mediananyn uzynlygyny tapmaly.

26. A(-3,7) we B(5,11) nokatlar AB kesimin cetki nokatlary we ol
kesim li¢ nokadyn komegi bilen den dort bolege bolnen bolsun. Kesimi
boleklere bolydn nokatlaryn koordinatalaryny kesgitlemeli.

27. Goni g¢yzyklaryn arasyndaky burclaryn ululygyny tapmaly:

{x+5y—3:0 b {x+2y—3:0 {3x+5y+1:0

2X—-3y+4=0 2X+4y+5=0 5x-3y-2=0
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28. M(5,7) nokat arkaly gecyin we koordinatalar oklaryna parallel
bolan gonilerin denlemesini yazmaly.

29. Gonliburgly dortburglygyn iki tarapynyn denlemesi 3X—4y+5=0,
4x+3y—-7=0 we A(-2,1) depesi berlen bolsa, beyleki iki tarapynyn
denlemesini yazmaly.

30. A(3,—2) nokatdan gecyin we 3X+4y=1 goni ¢yzyga parallel
bolan goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.

3l. Goni ¢yzyklaryn Ozara yerlesisini kesgitlemeli:

a) 3Xx—4y+5=0 b) 3Xx+4y+2=0
0,75x—-y=7 4x-3y+8=0

§ 4. Berlen iki nokat arkaly gecydn goni Gyzygyin denlemesi

Berlen iki A(X;,Yy,) we B(X,,y,) nokatlar arkaly ge¢ydn goni
¢cyzygyn denlemesi asakdaky gorniisdedir:
X—X — Y-V, )
X=X Yo=Y
Eger A we B nokatlar Ox okuna parallel goni ¢yzykda yatyan
bolsa, onda onun denlemesi

@

Yy=% 2
gorniisde, seyle hem A we B nokatlar Oy okuna parallel  goni
¢yzykda yatyan bolsa, onda onun denlemesi

X=X 3)
gorniigdedir.

Eger AB goni ¢yzyk (1) denleme bilen yazylyan bolsa we C(X3 , y3)
nokat sol goniide yatyan bolsa, onun koordinatalary hem su denleméini
kanagatlandyryandyr:

X3 =X _YVs~™N
Xo=X1 Vo= .

Bu sert A(x,Y,) B(X,,Y,) C(X;,y,) nokatlaryn bir gonide yatmaklyk
sertidir.

Goy, goni ¢yzyk A(a,0)we B(0,b) nokatlar arkaly gecyin bolsun.

Onda

“4)

W
—+2 =1 5
20 ©)

denlemé goni ¢yzygyn kesimlerdidki denlemesi diyilyér.
17



32. Eger A(-9,0), B(-3,6), C(3,4) we D(6,-3) nokatlar
dortburglugyn depeleri bolsa, onda onun AC we BD diagonallarynyn
kesisme nokadyny tapmaly.

Cozilisi. (1) formulany  ulanyp,
denlemesini  yazalyn:

Y=0_Xx49 " 3yi9-0,
4-0 3+9

y-6  x+3
-3-6 643’

AC we BD  diagonallaryn

X+y—-3=0.

Onda
{x—3y+9:0

X+y-3=0
sistemany  ¢Oziip  diagonallaryn

x=0,y=3, EQ, 3).
33. Depeleri M(-5,0), N(O, 2), R(5, 0), Q(0,—2) nokatlar bolan

rombun taraplarynyn denlemesini yazmaly.
Coziilisi. Goni ¢yzygyn kesimlerdiki denlemesini ((5) formula) ulanyp

rombun taraplarynyn denlemesini yazalyn:

MN :1%:1, 2x—5y+10=0;

E  kesisme  nokadyny  taparys:

NR:X+Y_1 2x+5y-10=0;
5 2
XY

QR:%+¥%:ﬂq —2x+5y+10=0.

34. Eger A(L,2),B(4,3) weC(1,3) nokatlar ii¢burclugyn depeleri

bolsa, onda onun taraplarynyn denlemesini yazmaly.
Coziilisi. (1) formulany ulanalyn:

x-1_y-2

4-1 3-2
ya-da

x—3y+5=0

A we C nokatlar sol bir absissa eye bolyandyklary fi¢in onun
denlemesi x=1 bolar. Seyle hem B we C nokatlaryn ordinatalary

menzes. Onda BC tarapyn denlemesi y=3 gorniisde bolar.
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35. Goni ¢yzygyn 2X—3y—6=0 umumy denlemesini onun
kesimlerddaki denlemesi gorniisine getirmeli.
Coziilisi. Umumy denlemani 2X—3Y=06 gorniisde yazalyn we onun
iki tarapyny hem azat agza bolelin:
£+i =1.
3 -2
Bu bolsa goninin gozlenyan denlemesidir.
36. Berlen nokatlar arkaly gecydn goni ¢yzygyn denlemesini
yazmaly:
1. A2,3) we B(0,1);
2. C(05) we D(-2,-5);
3. E(-3,4) we F(0,0).
37. Ucburglugyn depeleri A(4,6), B(—4,0) we C(-1,—4) berlen bolsa,
onda: )
1. Ugburglugyn ii¢ tarapynyn denlemesini;
2. C depeden gecirlen mediananyn denlemesini;
3. B burgun bissektrisasynyn denlemesini;
4. A depeden BC tarapa inderilen beyikligin denlemesini
yazmaly.
38. A(-1,2), B(3,-1) we C(0,4) nokatlar iigburglugyn depeleri bolsa,
onda her depeden garsylykly tarapa parallel bolan goni ¢yzygyn
denlemesini yazmaly.

39. A(-2,-2),B(-3,1), C(7,7) we D(3,1) nokatlaryn trapesiyanyn
depeleridigini barlamaly we onun:
a) orta ¢yzygynyn denlemesini yazmaly;
b) diagonallarynyn denlemesini yazmaly.
40. Asakdaky nokatlaryn bir gonide yatyandygyny barlamaly:
a) (2,0), (6,4), (11,9); b) 1,-3), (2,4), (3,-D).

41. P(1,2), Q(5,—1) we R(-4,3) nokatlar iicburglugyn taraplaryny den
iki bolege bolydn bolsa onun taraplarynyn denlemesini yazmaly.

42,  Ugburglugyn taraplarynyn denlemesi berlen: X+Yy—-6=0,
3X—5y+14=0, 5x—3y-14=0. Onun beyikliklerinin  denlemesini
yazmaly.

43. Asakdaky goni ¢yzyklaryn umumy gorniisddki denlemelerini
olaryn kesimlerddki denlemeleri gorniisinde yazmaly:

1) 3x-4y+12=0; 2) 5x—6y-30=0;
3) 4x+5y-20=0; 4) 3x—-2y-12=0.
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§ 5. GOni ¢yzygyn normal denlemesi.

Nokatdan goni ¢yzyga g¢enli uzaklyk

Berlen goni ¢yzygyn koordinatalar oklaryna gord yagdayy ol goni
¢yzyga koordinatalar baslangyjyndan inderilen perpendikulyar we sol
perpendikulyar bilen Ox okunyn ugrunyn arasyndaky « bur¢ bilen
kesgitlenydan denleme asakdaky gorniisdedir (5-nji ¢yzgy):

xcosa+ysina—p=0. 0))
1
}!
P
0 X
S-nji ¢yzgy

Bu denlemd goni ¢yzygyn normal denlemesi diyilydr. Normal
denlemede X we Yy koeffisiyentlerin kwadratlarynyn jemi l-e den.

Goni ¢yzygyn AX+By+C=0 umumy denlemesini normal gorniise
getirmek U¢in onun @hli agzalaryny asakdaky formula bilen kesgitlenyéin
normirleyji M kopeldija kopeldilmelidir:

Mot 1 )

VA* +B?

Normirleyji kopeldijinin alamaty umumy C agzanyn alamatyna
gargylykly alamat bilen alynyar. Eger denleme AX+By=0 gornisde
berlen bolsa, onda onun alamatyny erkin alyp bolyar.

Nokadyn goni c¢yzykdan uzaklygyny kesgitlemek ugin goni ¢yzygyn
denlemesinin ¢ep boleginddki x-i we y-i berlen nokadyn koordinatalary
bilen c¢algyryp, alnan netijani umumy denlemedaki x-in we Yy-in
koeffisiyentlerinin kwadratlarynyn jeminden alnan kwadrat koke bolmeli
we emele gelen sany absolyut ululygy boyunga almaly:
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Ax, +By, +C
VA* +B?

44, A(-2,1) nokat bilen 3X—2y+1=0 goni ¢yzygyn aralygyndaky

d= 3

uzaklygy tapmaly.
Coziilisi. (3) formulany ulanyp taparys:

432 -2:1+1) -7 7

| oe+a |13 VIZ

45. 3x—4y+10=0 goni ¢yzyk we M(4,3) nokat berlen. Goni
¢yzygyn normal denlemesini we M nokadyn goni ¢yzykdan uzaklygyny
tapmaly.

Coziilisi. Normirleyji kopeldijini tapalyn:

1 1
JAZ B2 \9+16

Azat agza C =10 polozitel san bolany {licin normirleyji kopeldiji

A)

M =

1
-

M :—%. Onda, goni ¢yzygyn normal denlemesi

3.4
——X+-y-2=0
5 5y

bolar, bu yerde COSO{Z—%, sina:g, a —kiitek bur¢dur. Onda
d _‘3-4—4-3+1o‘ 10

=—=2.
V9+16

5
46. Koordinatalar baglangyjy bilen 4X+3y—-10=0 goni ¢yzygyn
aralygyndaky uzaklygy tapmaly.
Cozilisi
7
5

14.

p=‘—7
4%+ 3

47. M(2,7) nokat bilen 3X+4y-10=0 goni gyzygyn arasyndaky
uzaklygy kesgitlemeli.
48. Asakdaky parallel goni ¢yzyklaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly.
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3x+4y-15=0,
3x+4y+20=0.

X-y-4=0 we 2x+6y+3=0 goni ¢yzyklaryn kesismesinden
emele gelen burglaryn bissektrisalarynyn denlemelerini yazmaly.

Coziilisi. Berlen goni ¢yzyklaryn kesismesinden emele gelen burglaryn
bissektrisalarynyn islendik nokadynyn sol goni ¢yzyklardan den uzaklykda
yatyandygyny nazara alsak, onda ol burglaryn bissektrisalarynyn islendik

M(X,Yy) nokady iigin
Bx—y—4 [2x+6y+3

V9+1 V4+36

denleméni yazyp bileris.

Yokardaky denlik asakdaky iki denlik bilen dengiiygliidir:
3X—y—-4 2x+6y+3

J10 2410

we
3x-y-4 _ 2X+6y+3
J10 210

Bu yerden, ol burglaryn bissektrisalarynyn denlemelerini alyarys:

4x—-8y-11=0 we 8x+4y-5=0.

50. Denlemeleri normal gorniise getirmeli:

a) 2X+5y+4=0, b) x+y-1=0, ¢) 2x-y+3=0.

5. A(@,2) nokat bilen asakdaky goni c¢yzyklaryn aralygyndaky
uzaklygy tapmaly:
a) 2Xx+4y-5=0, b) 2x+8y+1=0, ¢) x+y=0.
52. Depeleri A(-1,3), B(4,-5) we C(2,1) nokatlar bolan iigbur¢lugyn

B depesinden inderilen perpendikulyaryn uzynlygyny kesgitlemeli.
53. Goni ¢yzyklaryn haysysy normal gorniisde yazylan?

a) 7Xx+5y—-3=0; b) Ex—£y+1:0;
5 5
1 1 5 12
—X+=-y-5=0; d) —x—-—y-2=0;
©) Fx+3Y TR
e) X — 5 =0 f) y—4=0.
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54. Ugburglugyn ii¢ tarapynyn denlemeleri berlen: X+3y—3=0,

3X+y+11=0 we Xx—y—3=0. Absissalar okunda yatan depeden
inderilen beyikligin uzynlygyny kesgitlemeli.

55. A8, 9), B(-5, —7) we C(-11,-3) nokatlaryn haysysy
6x+8y—-15=0 goni ¢yzyga yakyn yerlesen?

§ 6. Iki gOni ¢yzygyn Ozara yerlesisi

Goy, iki goni ¢yzyk asakdaky umumy denlemeleri bilen berlen
bolsun:

Ax+By+C, =0, Ax+B,y+C,=0.

Bu gonilerin kesisme nokadyny tapmak tugin olaryn denlemelerini
bilelikde ¢Oziip sistemanyn c¢oziwini tapmaly. Eger x-in we Jy~in

koeffisiyentleri proporsional dél bolsa, yagny ﬁ;«tﬂ, onda goOnilerin

2 2
kesisme nokady bardyr. Eger %:ﬁ bolsa, onda goni ¢yzyklar
2 2
: A B, C e
paralleldirler. Eger — =—=—2 bolsa, onda goni ¢yzyklar biri-biri bilen
AZ BZ CZ

gabat gelyirler.
56. Goni ¢yzyklaryn kesisme nokadyny tapmaly.
a) 3X+4y-1=0; 2X+3y-1=0;

b) 2x+3y+1=0; 4x+6y+1=0;
¢) X+y+1=0; 2X+2y+2=0

Coziilisi. a) Bu denlemeler iigin gig we goniiler kesisyarler.

Kesisme nokadyny tapmak ug¢in denlemeleri bilelikde ¢ozelin:

1 4 31
3x+4-1=0 1 3 2
, o X=r—=-1 y=—r=01
2Xx+3y-1=0 3 4 3 4
2 3 2 3

Onda goniiler N(-1,1) nokatda kesisydndirler.
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b) Bu denlemeler {igin %zg Diymek, goniler biri-birine

paralleldirler.
¢) Bu denlemeler sol bir goni ¢yzygy sekillendiryérler, ¢iinki olaryn

proporsionallyk koeffisiyentleri 6zara dendirler, yagny %:%:%.

57. 2X—5y+4=0 goni ¢yzyga gord, A(L,7) nokada simmetrik
yerlesen  nokady kesgitlemeli.

Cozillisi. A nokat we gozlenyin A nokat bir gonide yatmalydyrlar
we ol goni berlen gond perpendikulyar bolmalydyr. A we A nokatlar

bolsa sol goni c¢yzyklaryn kesisme nokadyndan den uzaklykda
yatyandyrlar.

A(l,7) nokatdan gecyin we berlen goni perpendikulyar bolan goni
cyzygyn denlemesini yazalyn. Kk =§ berlen goni ¢yzygyn bur¢ koeffisiyenti

bolsa, ona perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn bur¢ koeffisiyenti kK, =—§

dendir. Onda:
y-7= —g(x—l) jada 5x+2y-19=0.

Berlen goni ¢yzyk bilen bu goninin kesiime N  nokadyny
kesgitlalin. Onun ugin sistemany ¢ozelin:

2x-5y +4 =0
5x +2y-19 =0

Xx=3, y=2, N3,2). Bu nokat AA kesimin ortasydyr. Onda A
nokadyn koordinatalaryny X; , Y, bilen belgildp alyarys:
Sunlukda, x, =5, y, =-3, A(5, -3).
58. Goni gyzyklaryn kesisme nokadyny tapmaly.
1)8x-3y-1=0; 4x+y-13=0;
2)3x+7y-15=0; 9x+21y-32=0;
3)5x-2y+13=0; X+3y—-11=0.

3=
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59. Ucburglugyn taraplary 6z denlemeleri bilen berlen: 5X—3y—15=0,
X+5y—-3=0, 3X+Yy+5=0. Onun depelerinin koordinatalaryny tapmaly.

60. A(-8,3), B(8,5), C(8,—5) nokatlar iicburclugyn depeleri bolsa,
onun beyikliklerinin denlemelerini yazmaly we olaryn bir nokatda
kesigyandigini gorkezmeli.

6l. ABC iigburglugyn AB tarapynyn denlemesi, X+7/y—-6=0, AL
we BM, bissektrisalarynyn denlemeleri X+Y—5=0, X—-3y—6=0 bolsa,
onun depelerinin koordinatalaryny tapmaly.

62. X+y—-5=0 we 7X-y-19=0 goni ¢yzyklaryi arasyndaky
burcun bissektrisasynyn denlemesini yazmaly.

63. 3x+4y—-20=0 we 8x+6y—-5=0 goni ¢yzyklaryn arasyndaky
burcun bissektrisasynyn denlemesini yazmaly.

64. Ordinatalar oky we taraplarynyn denlemeleri
4x-3y+6=0, x+3y—-36=0  goni ¢yzyklar bolan lgburglygyn
perimetrini tapmaly.

65. P(—4, 3), Q(2,-5) nokatdan gegyin, PQ goni parallel bolan we
A(4,-7) nokat arkaly gegyin goni ¢yzygyn denlemesini diizmeli.

§ 7. Tekizlikde polyar koordinatalar sistemasy

Tekizlikde haysy bolsada bir O nokat we sol nokatdan ¢ykyan OP
sohle berlen bolsun. Erkin M nokady alalyn we OM uzaklygy po

bilen, OM we OP kesimlerin arasyndaky burcy ¢ bilen belgillin.

(6-njy  ¢yzgy). p, ¢ ululyklar M nokadyn tekizlikddki ornuny
kesgitleyar.
M

Vel
)

0 P

6-njy cyzgy

v

Bu gorniisdaki koordinatalar sistemasyna polyar koordinatalar sistema-
sy diyilydr. O nokada polyus, OP sohld polyar oky, OM = p uzaklyga
polyar radiusy, polyar radiusyn polyar oky bilen emele getirydn ¢
burguna polyar burgy diyilyar  (6-n5y ¢yzgy).
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Berlen dekart koordinatalar sistemasynyn Ox  okuny polyar
koordinatalar sistemasynyn polyar okunda, baslangyjyny bolsa polyusda
yerlesdirsek, M nokadyn dekart we polyar koordinatalarynyn arasyndaky
baglanysygy tapyp bileris:

X = pCoS g,
{ : @)
y = psing.
Bu sistemadan p we ¢ ansatlyk bilen tapylyar:
pP=xty tge=2, @)

66. Polyar koordinatalary bilen berlen nokatlary gurmaly: A(4,%j,

olo-5) ofa) suo o) o7

67. Nokadyn dekart koordinatalary (1,—1) bolsa, onyn polyar

koordinatalaryny tapmaly.
Coziilisi. (2) formulany ulanyarys:

3 7
p=v1+1=v2, tgp=-1 ¢=Tﬂ, ¢=Tﬂ-
Bu yerde, Y bahasy otrisatel, sonun i¢in sin ¢ hem otrisatel bolmaly,
, 1z
yagny @ = a1

Sunlukda, berlen nokadyn polyar koordinatalary asakdaky gorniisdedir:

p=\/§, (p=77ﬂ ya-da (\/E %Zj

68. Polyar koordinatalary [2, %7[] bolan nokady gurmaly.
Coziilisi. Merkezi O polyusda, radiusy p =2 bolan tOweregi guralyn.

Sonira polyar oky bilen %75 burcy emele getirydin OA goni ¢yzygy

gecirelin. Su goni ¢yzygyn towerek bilen kesisydn A(Z,B%j nokady

gozlenyan nokatdyr.
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69. Polyar koordinatalary p=kg denleméni kanagatlandyryan egrini

gurmaly (Arhimedin spiraly).
Coziilisi. Egrini ¢yzmak ii¢cin ¢ erkin bahalary berip p -inn degisli

bahalaryny alarys. Biz k :% Ucin degisli tablisany guralyn.

o z z z z 2z
0 6 4 3 2 3
Pl 026 036 052 0,79 105
3 3
o o T o7 o7 I
4 2
o 37 118 | Ta157 | F 236 =314 | Foan
8 2 4 2

Alnan nokatlary birikdirip Arhimedin spiraly ady bilen belli bolan
egrini alyarys (7-nji ¢yzgy).

T-nji ¢yzgy
70. Eger polyus koordinatalar baslangyjy bilen, Ox ok bolsa polyar
oky bilen gabat gelydn bolsa, A(Z\/E , 37”} nokadyn gonuburgly

koordinatalaryny tapmaly.

7.  Nokadyn gonuburcly koordinatalaryny tapmaly: A(lo,%j,

(2 5) <o) o) (23 H(-9)
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72. Nokadyn polyar koordinatalaryny tapmaly: A(Z\/E , 2), B(O,—B) ,
C(-4,4), D(v2,-2), E(—2,-6), F(-7,0).

73. Polyar koordinatalarda berlen egrileri gurmaly:

a) p=2a(l+cosy); b) p=asin3p.
a) kardioida (8-nji ¢yzgy) b) Ug yaprakly bigil (9-njy cyzgy)
8-nji gyzgy 9-njy ¢yzgy

74. Denlemeleri polyar koordinatalarda berlen egrileri gurmaly.
) pzﬁ; 2) p=é’; 3) p=a\/cos2¢p.
@

75. x=1 we koordinatalar baslangyjyndan ge¢cmeyian goni ¢yzygyn
polyar denlemesini tapmaly.

§ 8. Diirli meseleler

76. A(2,-1) nokatdan we 7Xx—-y+3=0, 3x+5y—4=0 goni
¢yzyklaryn Kkesisme nokadyndan gegydn goni ¢yzygyn denlemesini
yazmaly.

77. Ucgburglugyn taraplarynyii denlemeleri berlen: 2Xx—y+3=0,
X+5y—-7=0, 3X—2y+6=0 Onun beyikliklerinin denlemelerini yazmaly.

78. Depeleri A(l, 1), B(2, 1+ \/5), C(3,1) nokatlar bolan iti¢bur¢lugyn
dentaraply lg¢bur¢lukdygyny gorkezmeli we onun meydanyny tapmaly.

79. A(-1, 7) we B(8,~2) nokatlary birlesdiryin AB goni bilen 45°
bnr¢ emele getiryin we M(2,7) nokat arkaly gegyin goni ¢yzygyn
denlemesini yazmaly.

80. A(l, 2) weB(-2,3) nokatlaryn denlemesi 2X—Y+4=0 bolan

goni ¢yzykdan diirli tarapda yatyandygyny gorkezmeli.
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8. 3x—4y—-7=0 goni ¢yzyga gordi A(-5, 2) nokada simmetrik
bolan nokady tapmaly.

82. Eger kesimin d = 22 uzynlygy we ¢ =135 polyar burgy belli
bolsa, onda kesimin koopmunaralar oklaryna bolan proyeksiyalaryny tapmaly.

8. M 1(5, \/§) nokatdan MZ(G, 2\/5) nokada ugrukdyrylan kesimin
polyar burguny tapmaly.

84. M,(1,1) hem M,(7,4) nokatlar berlen. Su iki nokatlary
birlesdirydn goni ¢yzykda yatmayan we M, nokada garanda M, nokada

iki esse yakyn bolan kesimin dagyndaky M nokady tapmaly.
85. Ucburclugyn depeleri berlen: A(5,-1), B(-1,7), C(1,2). A

depeden gecirlen bissektrisanyn uzynlygyny tapmaly.

86. B(-2,2) we D(0,—3) nokatlar kwadratyn garsylykly depeleri
bolsa, onun taraplarynyn denlemelerini yazmaly.

87. (-3,1) we (—7,—5) nokatlar kwadratyn garsylykly depeleri bolsa,
onun beyleki iki depesini tapmaly.

88. Ucburglugyn depeleri berlen: A(0,0), B(-1,-3), C(-5,-1). Onun
depelerinden gecydn we taraplaryna parallel bolan goni ¢yzyklaryn
denlemelerini yazmaly.

89. 3x+4y—-20=0 we 8x+6y—-5=0 goni ¢yzyklaryn arasyndaky
burcun bissektrisasynyn denlemesini yazmaly.

90. A@,-5), B(4,3) nokatlary birlesdiryin AB kesim den iic
bolege bolnen bolsa, bolinme nokatlaryn koordinatalaryny tapmaly.

91. Goniiburglugyn bir depesi O(0,0) we iki tarapynyn denlemeleri
berlen: 2X-3y+5=0, 3x+2y—-7=0. Onun beyleki iki tarapynyn
denlemelerini yazmaly.

92. M(-2,4) nokat arkaly gecyin we 2X—3y+6=0 goni parallel
bolan goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.

93. M(2,3) nokat arkaly gecyin we OSX—4y—-20=0 gona
perpendikulyar bolan goni¢yzygyn denlemesini yazmaly.

94. Ugburglugyn depeleri berlen: A(4,1), B(7,5), C(-4,7). A
depeden gecirlen mediananyn uzynlygyny we agyrlyk merkezinin
koordinatalaryny tapmaly

95. A(-5,2) nokatdan we Ox okdan 10 birlik uzaklykda bolan
nokady tapmaly.

96. Eger A(4,2), B(1,3) we C(-3,6) nokatlar iicburclugyn
depeleri bolsa, A depeden inderilen h beyikligin uzynlygyny tapmaly.
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I BOLUM
IKINJI TERTIPLI EGRILER

81. Towerek

Tekizlikde merkez diylip atlandyrylyan nokatdan dendaslykda
yerlesen nokatlar kopliigine towerek diyilydr. Toweregin islendik
nokadyny onun merkezi bilen birlesdiryin kesime, toweregin radiusy
diyilyar. Merkezi C(a, b) nokatda bolan, R radiusly toweregin
denlemesi asakdaky gorniisdedir:

(x—a)>+(y—-b)* =R’ 1)

Eger koordinatalar baslangyjy toweregin merkezinde yerlesse, onda
a=b=0 bolar we (1) denleme has yonekey gorniisi alar:

x* +y? =R>. )

Ikinji tertipli denlemeler umumy gorniisde asakdaky yaly yazylyar:

AX? +2Bxy +Cy® +2Dx+ 2Ey + F =0.

Eger A=#0, B=0, C#0 bolsa, onda toweregin  umumy
denlemesini alarys:

Ax? +Cy® +2Dx + 2Ey + F =0.

97. X* + y2 =25 towerek bilen asakdaky goni ¢yzyklaryn kesisme

nokatlaryny tapmaly:
a) x+2y-10=0; b) 3x-4y+25=0; ¢) x-y+10=0.
Coziilisi. a) Towerek bilen goni ¢yzygyn kesisme nokady bir wagtda
toweregin hem-de goni ¢yzygyn denlemelerini kanagatlandyryandyrlar.
Sonun iigin bu iki denlemeden sistema diizelin:

X+2y-10=0,
{xz +y? =25,
Onun ¢oziiwleri x=0, y=5, we X,=4, y,=3 bolar. Sunlukda, towerek
bilen goninin kesisme nokatlary M (0, 5), N (4, 3) nokatlardyr (/0-njy ¢yzay).
b) Seyle hem

x> +y* =25,

3X—4y+25=0
sistemany ¢oziip X, =X,=-3, Y, =Y,=4 alarys. Diymek, goni ¢yzyk
bilen towerek P(-3, 4) nokatda kesigyarler. Bu galtasma nokadydyr.
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{xz +y?=25
Xx—-y+10=0
sistemany ¢ozip, alarys:
10:+5V2i ~10£5V2i
X = — y= 5

Sistemanyn hakyky sanlarda ¢Oziiwinin yokdugyna gord goni ¢yzyk
bilen towerek kesismeyairler.

10-njy ¢yzgy

98. Toweregin merkezinin koordinatalaryny we radiusyny tapmaly.
X +y>+6y—7=0.
Coziilisi. Berlen denleméni 6zgerdip yazalyn:
x>+ (y* +6y+9)=16 ya-da x>+ (y+3)° =4~

Bu denlemdni (1) formula bilen denesdirip toweregin merkezinin
M (0, —3) nokatda bolup, radiusynyn bolsa R =4 bolyandygyny goryaris.

99. A(L5), B(-4,0),C(4,—4) nokatlar arkaly gegyan tOweregin
merkezini we radiusyny tapmaly.

Coziiliisi. Toweregin radiusyny R bilen, merkezini bolsa (@, b) bilen
belgilalin. Hazirlikce bu parametrler nabellidirler. Serte gora A, B, C

nokatlar towerege degislidirler. Sonun {i¢in olaryn koordinatalary (1)
denleméni kanagatlandyryandyrlar:

(1-a)*+(5-b)’=R’
(-4-a)’+(0-h)* =R’
(4-a)® +(-4-b)* =R?
ya-da
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a’+b*-2a-10b+26 =R?
a’+b*+8a+16=R’
a’+b’-8a+8b+32=R?
2-nji denlikden ilki I-nji denligi, sonra bolsa 2-nji denlikden 3-nji
denligi agzama-agza ayryp alyarys:
10a+10b-10=0 a+b=1
{16&—8b—16:0, {Za—b:Z.
Bu yerden, a=1, b=0. Bu bahalary ulgamyn haysy hem bolsa bir
denlemesine goyup R taparys: R =5.
Onda, toweregin denlemesi asakdaky gorniigdedir:
(x—=1)%+y* =25,
Onun merkezi C(J, 0), nokatda bolup, radiusy hem R =5 bolar.
100. Merkezi A(5,—7) nokatda bolan we M (2, —3) nokat arkaly
gecyan toweregin denlemesini yazmaly.
10l. A(3,1), B(-2,6) we C(-5,—3) nokatlar arkaly gecyan toweregin
denlemesini yazmaly.
102. Toweregin merkezinin koordinatalaryny we radiusyny tapmaly:
L y*+x*-8x-10y-8=0;
2. X2 +y*+6x-10y+13=0;
3. x*+y?+12y-13=0;
4. 4x* +4y* —4x+20y —23=0;
5 x*+y*—4x-10y+29=0;
6. X* +y® +6x+14y -101=0.

103. Merkezi we radiusy boyunca tOweregi gurmaly:
) A(2,-5),R=4;
2) A(-3,4) we koordinatalar baslangyjyndan gecyar;
3) A(0,4) we B(5 —8) nokatdan gegyar.
104. Eger A(1,4) we B(-3,2) nokatlary birlesdiryin kesim
toweregin diametri bolsa, toweregin denlemesini yazmaly.
105. Toweregin koordinatalar oklary bilen kesisme nokatlaryny
tapmaly:
) (x—4)>+(y+3)* =25, 2) X*+y?—4x+4y+4=0,
3) xX*+y*-6x-10y+9=0, 4) (x-5)*+(y-3)°=1.
106. x*+y*+2x-4y—-20=0 tdweregin asakdaky goniiler bilen
kesisme nokatlaryny tapmaly:
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) x-y-4=0, 2) 3x-4y+36=0, 3) x-y-5=0.
107. Merkezi O(-5,7) nokatda, radiusy 10-a den bolan towerek
M (-11, 15) nokat arkaly gegyarmi?
108. Merkezi O(12,-5) nokatda bolan towerek koordinatalar

baslangyjyndan gegydn bolsa, onun denlemesini yazmaly.

109. Koordinatalar oklaryna galtasyan we AM (2, 1) nokatdan gecydn
toweregin denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Toweregin M (2, 1) nokadynyn birinji ¢dryekde
yatyandygyna gordi  we  toweregin  koordinatalar  oklaryna
galtasyandygynyn esasynda ol I ¢idryekde yatyar we onun merkezi

S(a, b) koordinatalar oklaryndan den uzaklykda yerlesyar.
a=b>0,r=a. Sonun d{igin toweregin yOnekey denlemesi asakdaky
gorntigdedir:
(x—a)*+(y-a)’=a’.
M (2, 1) nokadyn towerekde yatyanlygyny ulanalyn:
(2-a)’+(1-a)*=a’, a,=1 a,=b5.
Diymek, meseldnin sertini iki towerek kanagatlandyryandyr:
(x=D%*+(y-1)%=1, (x-5)2+(y-5)?=25.
110. Eger towerek koordinatalar oklaryna galtasyp, M (— 2,— 4) nokat

arkaly gegydn bolsa, onun denlemesini yazmaly.
1. Eger O(-3,1) nokat toweregin merkezi bolsa, 4x+3y-16=0

goni ¢yzyga galtasyan tOweregin denlemesini yazmaly.

Cozilisi. Bu goni ¢yzygyn burg koeffisiyenti Kk :—%. Onda ona
perpendikulyar bolan goni¢yzygyn bur¢ koeffisiyenti k, :%. Sunlukda,

y—lzg(x+3), 3x-4y+13=0
sistemany ¢oOziip,
3Xx—4y+13=0
4x+3y-16=0
alarys: x=1, y=4; A(, 4). Indi toweregin radiusyny tapalyn:

r= \/ (-3-1)*+(1-4)* =5. Onda toweregin denlemesi su gorniigdedir:
(x+3)* +(y—-1)* =25.
112, 7x+y-3=0, x+7y—-3=0 goni ¢yzyklara galtasyan we (1, 1)
nokat arkaly ge¢ydn toweregin denlemesini yazmaly.

33



§ 2. Ellips

Fokuslar diylip atlandyrylyan iki F(-c,0)we F,(c,0) nokatlara
cenli uzaklyklarynyn jemi hemiselik 2a sana den bolan tekizligin nokatlar
kopliigine ellips diyilyar (bu hemiselik san fokuslaryn arasyndaky
uzaklykdan wuly bolmaly). Sol hemiselik sany 2a bilen, fokuslaryn
aralygyndaky uzaklygy bolsa 2c(a>c) bilen belgileyérler.
F.(-c,0), F,(c,0) nokatlar ellipsin fokuslarydyr. Absissa oky FF,
kesimin {stiine diser yaly we koordinatalaryn baslangyjy HF, kesimi
den yarpa boler yaly edip koordinatalar sistemasy saylanyp alnan bolsa,
ellipsin yonekey denlemesi asakdaky gorniisdedir:

2 2

X_2+g_2:l, bZZaZ—CZ, a>b
a

L-nji gyzgy

Ellips Ox oky bilen A(a,0) we A, (—a,0) nokatlarda, Oy oky

bilen B,(0,b) we B,(0,—-b) nokatlarda kesisyérler. (//-nji Gyzgy). Bu
nokatlara ellipsin depeleri diyilyar.

Ox we Oy oklara ellipsin simmetriya oklary diyilydr. Simmetriya
oklarynyn kesisme nokadyna ellipsin merkezi diyilyar.

Ellipsin  Ox okdan uzynlygy 2a bolan bolip alyan kesimine
ellipsin uly oky diyilydir (Umuman ellipsin fokuslarynyn yatyan okuna
ellipsin uly oky diyilyéar). Ellipsin Oy okdan uzynlygy 2b bolan boliip
alyan kesimine ellipsin kici oky diyilyar.

Ellipsin fokuslarynyn arasyndaky uzaklygyn ellipsin uly okuna bolan

¢ gatnagygyna ellipsin ekssentrisiteti diyilyar:
a

C
c=—x<l1
a
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ya-da

2 2
a a a
Denlemeleri
a a
X=-—, X=—
& &

bolan goni ¢yzyklara ellipsin direktrisalary diyilyar.
Eger ellipsin fokuslary Oy okda yatyan bolsa, onda onun denlemesi
asakdaky gorniisdedir:
X2 y2
b—2+?:1, (b > a).
Bu halda ellipsin depeleri A(0,—a), A,(0,a), B,(-b,0), B,(b,0)
nokatlarda, fokuslary bolsa F(0,—c), F,(0,C) nokatlarda bolyar.
a=Db bolanda ellips towerege Owriilydr. Sonun igin towerege
ellipsin hususy haly hokmunde garamak mumkindir.

13. M{B,g} we MZ(Z,@J nokatlary belli bolan ellipsin

denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Ellipsin merkezinin koordinatalar baglangyjynda,
fokuslarynyn bolsa abssisalar okunda yatyandygy iicin ellipsin gozlenilydn
denlemesi asakdaky gornisde bolmalydyr:

2 2

Y.

a? b7
Ml[B’gJ we MZ[Z,@J nokatlaryn koordinatalaryny ellipsin

denlemesinde goyup, a we D sanlary tapmak iigin sistemany ¢Ozyris:
9 7
at ' 1607
4,12
a’ 16b°
Bu yerden, a®=16,b*>=1. a® we b? tapylan bahalaryny ellipsin
denlemesine goyup alarys:

2 2

X y

16 1
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X2 2

14. m+;—6=l ellipsin M nokadyndan ¢ep fokusyna ¢enli uzaklyk
sag fokusyna ¢enli wuzaklykdan 2 esse uly bolsa, M nokadyn
koordinatalaryny tapmaly.

Cozilisi. Meselanin sertine gord (/I-nji ¢yzgy)

EM =2F,M. 1))
Ellipsin F,(—c,0) we F,(c,0) fokuslarynyn absisasyny tapalyn:

c=+a’-b? =4100-36 =8.

(1) denligi iki nokadyn arasyndaky uzaklygy kesgitleydn formulanyn
esasynda asakdaky gorniisde yazyp bileris:

J(X+8)2+y? = 2,/(x-8)*+y?

3x* —80x+3y* +192 = 0.
M(x,y) nokat ellipse degisli bolany Uu¢in berlen ellipsin
denlemesinden

ya-da

2

y’ :36(1—;(()—()} bahasyny, sonky denlige goyup alarys:
12x* -500x +1875 =0,
52
X 5 T

X=X, bolanda y-—in bahalary hyyaly bolyanlygy licin X=X, koki
almaly bolyarys. Onun bahasyny ellipsin denlemesine goyup alarys:

y :i%\ﬂlg.

Sunlukda, berlen meselanin sertini kanagatlandyryan
Ml(g, i\/119j we M, é,—l 119 | iki nokat bardyr.
6 2 6 2
s 3 . . § 3 . 17
115. Ekssentrisiteti ——, direktrisasynyn denlemesi X=-— bolan
V17
ellipsin denlemesini yazmaly.
2
Cozilisi. Meselanin sertine gora g:gzi, X=E=a—=£.
a 17 & ¢ 3

Yagny,
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a 177 ¢ 3’

Bu iki denligi biri-birine agzama-agza kopeldip alyarys: a= 17
a—nyn

tapylan bahasyny yokardaky denlige goyup c¢=3
Ellipsin ki¢i yarym oky

b=va?—c? =417-9=242

bolar. Diymek, ellipsin denlemesi

.8 &.w

alyarys.

2 2

x .y

17 8
gornusdedir.

116. Dzenlemesi 16x° +25y* =400 bolan ellipsin  oklarynyn
uzynlyklaryny, fokuslarynyn koordinatalaryny we ekssentrisitetini tapmaly.
Coziilisi. Ellipsin  denlemesini yonekey gornlise getirmek
denlemanin ahli agzalaryny 400 bolelin:

ucin
2 2
X—+y—=1.
25 16
Bu  yerden a=+/25=5, b=+16=4, 2a=10,2b=8,
c=va’-b*=425-16=3.

Sunlukda, F,(3,0), F,(-3,0),e :§.
117. Eger ellipsin uly yarym oky 10, ekssentrisiteti 0,8 bolsa, onun
yonekey denlemesini yazmaly.

118. Ellips bilen goni ¢yzygyn kesisme nokadyny tapmaly:

2 2
a) X—+y—:1, X+3y—-21=0;
225 25
X2 y2
b) —+=—=1, 3x+5y-21=0.
25 9
119. Ellipsin depelerinin koordinatalaryny we oklarynyn uzynlyklaryny
tapmaly
2 2 2 2
) JEANSER AN B, S ORI A |
25 9 16 81
120. 3x* +4y*—-21=0 ellipsin yarym oklaryny, fokuslarynyn
koordinatalaryny, ekssentrisitetini tapmaly.
2 2
L XY o
48

1 ellipse gord nokatlaryn yagdayyny anyklamaly:

A(6.-3), B(-2,-5), C(3,~6), D[v50,0) E(-4, 246) Gl1, v26 ).
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2 2
122 ;(—6+Z—0=1 ellipsin direktrisasynyn denlemesini yazmaly.

2 2
123. ;(—O+g—4=l ellipsde onun ki¢i okundan bas birlik uzakda
yerlesen nokady tapmaly.
2 2
124. )2(—5+i/—6: ellipsin  asaky depesinden we ¢ep tarapky

fokusyndan gegydn goni Gyzygyn denlemesini yazmaly.
125. Ellipsin deflemesi berlen: 25x* +169y? =4225. Onun oklarynyn
uzynlyklaryny, fokuslarynyn koordinatalaryny we ekssentrisitetini tapmaly.

§ 3. Giperbola

Fokuslar diylip atlandyrylyan iki F(-c,0) we F,(c, 0) nokatlara
cenli uzaklyklarynyn tapawudynyn, absolyut ululygy noldan tapawutlanyan
hemiselik 2a sana den bolan nokatlar kopliigine giperbola diyilydr (bu
hemiselik san poloZitel hem-de fokuslaryn aralygyndaky uzaklykdan Kkigi
bolmaly):

2 2
X—z—ty,—z -1 M
denleme giperbolanyn yonekey denlemesidir. b =c? —a’.

Abssisa oky FF, kesimin {istiine diser yaly ordinata oky FF,
kesimin ortasyndan gecer yaly edip koordinata sistemasyny alalyn (12-nji
¢yzgy) we fokuslaryn arasyndaky wuzaklygy 2c bilen belgilalin. Onda
fokuslaryn koordinatalary F,(-c, 0), F,(c,0) bolar.

Giperbolanyn koordinata oklary bilen kesisme nokadyna onun
depeleri diyilyar. Giperbolanyn A (—a, 0) we A,(a, 0) iki depesi bardyr.
Giperbolanyn denlemesinin X we Y gorda dine jubut derejeli denleme

QD

bolany tg¢in, giperbola koordinatalar baslangyjyna we koordinata oklaryna
gora simmetrik sekildir.
2 y2

Sonun Ug¢in koordinata oklaryna %—b—zzl giperbolanyn simmetriya

oklary diyilyar. Giperbolanyn simmetriya oklarynyn kesisme nokadyna
onun simmetriya merkezi diyilydr. Merkezi koordinatalar baslangyjynda,
taraplary koordinata oklaryna parallel we giperbolanyn depesinden gegyan
goniiburglyga giperbolanyn esasy goniibur¢lugy diyilydr. Onun
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y=+—X 2)
a
diagonallaryna giperbolanyn asimptotlary diyilyar.

Giperbolanyn ekssentrisiteti

g:£>l
a
ya-da
_E—ﬂ— 1+ E 2
a a a
dendir
2-nji ¢yzgy

Eger a=Db bolsa giperbola dentaraplydyr. Bu halda goniiburgluk

kwadrata Owriilydr, ekssentrisitet bolsa \/E -4 dendir.
Eger giperbolanyn fokuslary Oy okda yerlesen bolsa, onda onun

denlemesi asakdaky gorniisdedir:
2 2

X y
b_2 - a_2 = —1. (3)
Bu yerde,
b
X=1—-Y
a

giperbolanyn asimptotydyr. Onun depeleri A(0,—a), A, (0, a), B,(-b, 0) ,
B,(b,0) nokatlar, fokuslary bolsa F,(0,-c), F,(0,c) (c* =a*+b?)
nokatlardyr.
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126. 16x° —25y* =400 giperbolanyn fokuslarynyn koordinatalaryny,
asimptotynyn denlemesini, ekssentrisitetini we oklarynyn uzynlyklaryny
kesgitlemeli.

Coziilisi. Berlen denleméni yonekey gorniise getirelin. Onun {igin
onun ahli agzalaryny 400 bolelin:

2 2

¥y

=1.
25 16
Bu yerde a?=25b%=16,a=5b=4. c*=a’+b’ formulany ulanyp,

C—ni tapyaryss ¢>=25+16=41, c= Va1, Sunlukda, giperbolanyn
fokuslary Fl(—\/H,O), F, (\/ﬂ, 0), oklary bolsa 2a=10, 2b=8 den.
Onda onun ekssentrisitetinin we asimptotynyn denlemesini seyle yazyp bolar:

g_zm_m 4

: =+ X.
10 5 5

127. Bir asimptoty Yy = %X sag tarapky direktrisasy

12 . C .
X = ——, bolan giperbolanyn denlemesini yazmaly.
3 gip y y y

Cozilisi. Giperbolanyn asimptotynyn denlemesini umumy gorniisde
yazalyn: y :EX. Meselanin sertine gora
a

E:E, bzéa.
a 2 2

Giperbolanyn sag tarapky direktrisasynyn denlemesi x==9
£

Meselanin sertine gora

b* =c* —a? denlige Anin we cnin bahalaryny goyalyn:
g o 13 4 2

461 —ma —-a .
Bu denlemini ¢oziip tapyarys: a=6 we b=9. Diymek, gozlenilydn

giperbolanyn denlemesi
2 2

Xy

36 8l
bolar.
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128.  Giperbolanyn  fokuslarynyn  arasyndaky  uzaklyk  16-a,
ekssentrisiteti %—e den bolsa, onun yonekey denlemesini we asimptotynyn

denlemesini yazmaly.

. Bu yerden,

Coziilisi. Serte gora 2c =16, e:%, onda ¢c=8 ,

3c 3-8
A=—=—=
4 4

w| s

¢
a
6. b*=c’-a’ f :

. =C" — ormuladan alarys:

b? =64-36=28, b*=2.

Giperbolanyn we onun asimptotlarynyn denlemelerini yazalyn:
2 2

Xy
36 28

9

7

2\ 7T
=+ " x yada y=+-—x.
y 5 y y 3

129. Asimptotynyn denlemesi Y = i?x bolan giperbola (6, 4)

nokat arkaly gegyan bolsa, onun denlemesini yazmaly.

Cozilisi. Serte gora E: ig. (1) denlemda berlen nokadyn
a
koordinatalaryny goyup asakdaky sistemany ¢ozelin:
2 M2
&,
a b’
b_,V6
a 3

a’=12, b>=8, b*=8. a®* we b® bahalaryny giperbolanyn denlemesine
goyalyn:

2 2

X_ ¥ _

12 8
130. Ox okda giperbolanyn fokuslarynyn koordinatalary we asimptot-
larynyn denlemesi berlen bolsa giperbolanyn denlemesini yazmaly:

1) (+5, 0), Y=i%X;

2) (13! 0)’ y:i\/E X,
3) (i& 0)’ y :i\/g X.
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2 2

13l Defilemesi ——Y— =1 bolan giperbolanyn depelerini, fokuslaryny,

ekssentrisitetini we asimptotlaryny tapmaly
132. Giperbolanyn asimptotlarynyn denlemesini yazmaly:

2 2

y L -1,
64 36
2 2

) XY g
9 8

133. Eger giperbolada 2b=10, asimptotlarynyn denlemesi y=i§x
bolsa, onun yonekey denlemesini yazmaly.

134. Eger giperbolanyn fokuslarynyn aralygyndaky uzaklyk 1072,
asimptotlary bolsa y= i%x gorniisde berlen bolsa, onun yoOnekey
denlemesini yazmaly.

135. Giperbolanyn yarym oklarynyn jemi 17, ekssentrisiteti & :g.

Onun yonekey denlemesini yazmaly we fokuslarynyn koordinatalaryny
tapmaly.

136. M(-5, 2) nokat arkaly gecyin we 9x°—4y® =36 giperbolanyn
asimptotlaryna parallel bolan goni¢yzyklaryn denlemesini yazmaly.

137. Eger y :iéx asimptotyn denlemesi, M(G ,—2\/5) nokat bolsa,

giperbolada yatsa, onda onun denlemesini yazmaly.

X2 2

138. %—yj=1 giperbolanyn asakdaky goni ¢yzyklar bilen kesisme
nokadyny tapmaly.

1) x+6y=0;
2) x=3y=0;
3) 5x+21y+6=0.

139. 4y+3x=0 giperbolanyn asimptotlarynyn denlemesi, giperbolanyn
fokuslarynyn aralygyndaky uzaklyk 20. Onun yoOnekey denlemesini
yazmaly.
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140. 9x*-16y* =144 giperbolany yonekey gorniise getirmeli we
onun fokuslarynyn koordinatalaryny, depesini, ekssentrisitetini = we
asimptotynyn denlemesini yazmaly.

141. Eger M(lZ, 3\/5) giperbolanyn bir nokady, F (10, 0), F,(-10, 0)
fokuslary bolsa, onun denlemesini yazmaly.

2 2

142. Giperbolanyn denlemesi berlen: X?_y_ =

16
1) fokuslarynyn koordinatalaryny tapmaly;

2) ekssentrisitetini tapmaly;
3) direktrisanyn we asimptotynyn denlemesini yazmaly.

143, Giperbolanyn denlemesini yonekey gorniise getirmeli

1) 9x* — 25y* — 18x — 100y — 316 = O;
2) 5x*—6y*+10x—-12y-31=0;

3) X*—4y*+6Xx+5=0;

4) 3X°—y* + 12x — 4y — 4 = (;

5) X —4y* +2x+16y—-7=0;

6) X*—y*—4x+6y-5=0.

§ 4. Parabola

Fokus diylip atlandyrylyan nokatdan we direktrisa diylip
atlandyrylyan goni ¢yzykdan den daslykda yerlesydn nokatlar kopliigine
parabola diyilyar (elbetde, berlen nokat berlen goni ¢yzyga degisli daldir).
Parabolanyn yonekey denlemesi asakdaky gorniisdedir:

y*=2px  (p>0),
bu yerde p fokus bilen direktrisanyn arasyndaky uzaklykdyr (/3-nji

cyzgy).

~
3
¥

M yvi=2px

" X
x:_E 0 F E_D]
2 2

B-nji ¢yzgy
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Parabolanyn direktrisasynyn denlemesini tapmak ugin abssissa okuny

fokusyn 1isti bilen direktrisa perpendikulyar edip gecirelin. Ordinata
okuny bolsa direktrisa bilen fokusyn ortasyndan gecirelin. Onda X = _P

direktrisanyn denlemesi bolar.

Fokusyn koordinatalary bolsa F[g, Oj. Koordinatalar baslangyjy

parabolanyn depesidir, absissalar oky simmetriya oky bolar. &£=1

parabolanyn ekssentrisitetidir.

Kéhalatlarda parabolanyn asakdaky gorniislerine hem garayarlar:

p p
a) y’=-2px, F|-=,0], x=—.
)y p (2 J )

Bu halda parabola OX oka gorad simmetrikdir we onun sahalary g¢ep
tarapa ugrukdyrylandyr (/4-nji ¢yzgy)

b) X =2py, Fl0, 2] y=-2L.

) Py ( 2} y=--

Parabolanyn simmetriya oky Oy okudyr (/5-nj ¢yzgy)

p p
x2=-2py, Flo,- 2| y=2X.
¢) py ( 2) y=>5

Bu halda Oy parabolanyn simmetriya okudyr (/6-njy ¢yzgy).

14-nji ¢yzgy I5-nji ¢yzgy
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16-njy ¢yzgy

144. Awtomobilin ¢yrasynyn on yiiziinddki tegelek aynanyn onun ¢iir
depesinden inderilen diametrin istiinden gecyidn tekizlik bilen kesismesi
parabolany emele getiryar. Awtomobilin ¢yrasynyn diametri 20 sm, onun
yerlesydn oyugynyn  cunlugy 10 sm bolsa, sol parabolanyn fokusyny
tapmaly (/7-nji ¢yzgy).

Coziilisi. Koordinatalar baglangyjyny awtomobilin ¢yrasynyn depesinde
yerleser we abssissa oky OD bilen gabat geler yaly edip parabolany
guralyn.

U7-nji ¢yzgy

Sonda  parabolanyn denlemesi y*>=2px bolar. E nokadyn
koordinatalary (10, 10) bolar. Ony parabolanyn denlemesine goyup alarys:

100sm* =2p-10sm, p=5sm, gz 2,5sm. Parabolanyn fokusy F(2,5,0)

nokat bolar.
145. Parabolanyn depesi koordinatalar  baslangyjynda yerlesip,

F(0,—3) nokat onun fokusy bolsa, parabolanyn direktrisasynyn
denlemesini yazmaly.
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Coziilisi. Serte gord fokus koordinatalar baslangyjyndan cepde yatyar.
Diymek, parabolanyn denlemesi xX°=-2py gorniisdedir. Seyle hem,

—§:—3, p=6, bu yerden 2p=12. Diymek, parabolanyn denlemesi
x> =-2py gorniisdedir. Direktrisanyn denlemesini yazalyn: y=3 vya-da
y—3=0 bolar.

146. Eger parabolanyn depesi koordinatalar baglangyjynda yerlesip,
A(l,—2) nokat arkaly gecyin we Oy oka gord simmetrik bolsa, onun

denlemesini yazmaly.
Coziilisi. Parabola Oy oka gora simmetrikdir we ordinatasy otrisatel

bolan nokatdan gegyindir. Sonun iigin X* =—-2py, bu yerde p= L

Z.
Sunlukda, denlem#ni yazyp bileriss x° = —% y vyada y=-2x°,

1
F(O,—%) fokusy, y=§ onun direktrisasydyr.

147. y*=18x parabola bilen goni ¢yzyklaryin kesisme nokatlaryny
tapmaly:

1) 6x+y-6=0, 2) 9x—-2y+2=0,
3) 4x—-y+5=0, 4) y-3=0.

2 2
148. y*=12x giperbolanyn )2(—5+Z—6:1 ellips bilen kesisme nokadyny

tapmaly.

149. y*> =24x parabolanyn direktrisasynyn denlemesini yazmaly we
fokusyny tapmaly.

150. y=x*> we x=Yy* parabolalaryn kesisme nokadyny tapmaly.

151. 2y+7=0 direktrisasynyn denlemesi bolsa, depesi koordinatalar
baglangyjynda yerlesen parabolanyn denlemesini yazmaly.

152. x*—4y=0 parabolanyn fokusynyn koordinatalaryny kesgitlemeli

we direktrisasynyn denlemesini yazmaly.
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153. Eger parabolanyn fokusy OXx oky bilen 4X—-3y—-4=0 goni
¢yzygyn kesisme nokadynda yerlesydn Dbolsa, parabolanyn yonekey

denlemesini yazmaly.

154, y>=32x parabola bilen 4x+3y+10=0 goni ¢yzygyn
aralygyndaky uzaklyk 2-d den bolan parabolanyn nokadyny kesgitlemeli.

2 2

155. y®=24x parabola bilen RANN ellipsin  kesisme

100 64
nokadyny tapmaly.
156. 2x*—12x+y+13=0 denleminin parabolanyi denlemesidigini

gorkezmeli we onun ¢yzgysyny ¢yzmaly.

157. y®>=36x parabolanyn, fokus bilen aralygyndaky uzaklygyn
34-e den nokadyny tapmaly.

158. Depesi (7,2) nokatda, fokusy bolsa (7,5) nokatda yerlesen

parabolanyn denlemesini yazmaly.

§ 5. Ikinji tertipli egrilere galtagyan ¢yzyk

Kesiji MM, goni ¢yzygyn M,; nokady egri ¢yzykda bolmagyny
dowam etmek bilen M, nokada ¢iksiz yakynlasandaky anry ¢dk
yagdayyna egri ¢yzygyn M, nokadyndaky galtagyan ¢yzygy diyilyar.

1. Ellipsin MO(XO , yo) nokadynda galtagsyan goni ¢yzygyn denlemesi
asakdaky gorniisdedir:

XX Yo¥ _ 4.
e o) 1. (M)
X, X
2. o ——3;;23’ ~1, @)

bu denleme bolsa giperbola MO(XO, yo) nokatda gecirlen galtagyan goni
¢yzygyn denlemesidir.

3. y*=2px parabola MO(XO, yo) nokatda galtasyan goni c¢yzygyn
denlemesi asakdaky gorniisdedir:

YYo= P(X+X,). 3)
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2 2
Seyle hem AX+By+C=0 goni c¢yzygyn X—2 + g—z =1 ellipse
a
galtagyan ¢yzyk bolmagynyn serti
Ala? + B> -C* =0, 4)
2 2
AX+By+C=0 goni ¢yzygyn % - % =1 giperbola galtasyan ¢yzyk

bolmagynyn serti:
A’a* -B*h*-C? =0, 5)
Ax+By+C=0 goni ¢cyzygyn y?=2px parabola galtasyan goni
¢yzyk bolmagynyn sertini yazalyn:
pB® —2AC =0. (6)
159. Eger X+Yy+5=0 we x—4y-10=0 goni ¢yzyklar ellipse
galtagyan bolsalar we ellipsin oklary koordinata oklarynda yatyan bolsalar,

ellipsin denlemesini yazmaly.

2 2
Coziilisi. Serte layyklykda ellipsi X_2+E)/_2 =1 gOrniisde gozleydris. a
a

we D sanlary kesgitlemek iicin goni c¢yzygyn ellipse galtasma sertini,
yagny (4) denligi ulanyarys:
1’a® +1°b* - 25=0;
1’a® +4°b* -100 = 0.
Bu iki denlikden sistema diiziip, ony ¢oziip taparys: b*=5, a®=20.

Sunlukda, ellipsin denlemesi
2 2

X_+y_ :l
20 5
gornilisde bolar.
160. X—y—2=0 goni ¢yzyk, oklary koordinata oklarynda yatyan
giperbola M (4, 2) nokatda galtasyan bolsa, onyn deilemesini yazmaly.
2 2

Coziilisi. Goy, gozlenilydn giberbolanyn denlemesi X—2—§ =1 bolsun.
a
a> we Db° sanlary kesgitlalin. Giperbola Uugin galtagma nokadyn
koordinatalary
Aa® Yo = Bb?
c' ' cC
bolyar (6zbasdak getirip ¢ykaryn). Meseldnin sertine gora

X, =4, y,=2, A=1, B=-1, C=-2.
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Bu sanlary yokarky denlige goyup alyaryss a’=8 we b*=4.
Seylelikde, giperbolanyn denlemesi

gornusde bolar.
161. y* =4x parabola we ona galtasyan X+3y+9=0 goni ¢cyzyk
berlen bolsa, galtasma nokadyny tapmaly.

Coziiligi. Parabola licin galtasma nokadyn koordinatalary X, =%,

Yo :B_Ap bolyar (6zbasdak getirip ¢ykaryn).

Meselede A=1 B=3, C=9 we p=2 berlen. Yokarky denlikden
Xo =9, Y, =6 tapyarys.

162. x*+y’> =5 towerege (1,—2) nokatda gecirilen galtasyan goni
¢cyzygyn denlemesini yazmaly.

Coziilisi. x>+ y?=R? towerege M(X1 , Y1) nokatda gecirilen galtagyan
gdni ¢yzygyn deillemesi XX + Yy, =R’ bolyar (6zbasdak getirip cykaryn).
Meseldnin  gertine gdri X =1, y,=-2, R*=5. Sonuii iigin tdwerege
galtasyan goni ¢yzygyn denlemesi X—2y =5 ya-da X—2y—-5=0 bolyar.

163. (x-1)°+(y—-2)*=25 towerege (5,5) nokatda gegirlen galtasyan
goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.

164. x*+y*-2x-3y=0 towerege (0,3) nokatda galtasyan goni
¢cyzygyn denlemesini yazmaly.

165. x> +y*—10x—4y+25=0 tdwerege, koordinatalar baslangyjyndan
gecydn hem-de ona galtasyan goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.

166. Galtagyan goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly

1) koordinatalar baglangyjyndan gecydn we (x—2)*+(y—4)"=2
towerege galtasyanyn, 2) (7,—1) nokatdan gecyan we X +y?=25

towerege galtagyanyn.
2 2

167. f—6+i/—2=1 ellipse (2,—3) nokatda galtagyan goni ¢yzygyn

denlemesini yazmaly.
2 2

168. A(—6,3) nokatdan gecyan we :—5+y?=1 ellipse galtagyan goni

¢yzygyn denlemesini yazmaly.
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X2 2

169. —+ % =1 ellipse galtasyan we 2X—Y+17=0 gona parallel

30
bolan gonini tapmaly.
x> y? . , .
170 —+2-=1 ellipse altasyan, 13x+12y-115=0 oni
169 o5 p galtagy y g
perpendikulyar bolan gonini tapmaly.
2 2

171, X?_YT::L giperbola (5, 4) nokatdan gegirlen galtasyan goninin

denlemesini yazmaly.
172. (2,0), (4,3), (5,—1) nokatlaryn her birinin iistiinden gegyan

2 2
we X——%:l giperbola galtagyan goni ¢yzyk gecirmeli.

8

2 2

173. Berlen I_S_y? =1 giperbola galtasyan goni ¢yzyk gecirmeli:
1) X+Yy—7=0 gona parallel bolan;

2) X—2y=0 gona parallel bolan;

3) X—2y=0 gond perpendikulyar bolan.

174. x—2=0 goni c¢yzyk, giperbola M(4,2) nokatda galtasyan
bolsa, onda onun denlemesini yazmaly.

175. Giperbolanyn asimptotlarynyn denlemesi yZiEX we ona

galtasyan  goni ¢yzygyn denlemesi S5X—6Y—8=0 berlen. Giperbolanyn
denlemesini yazmaly.
176. y> =12x parabola berlen. Ona galtasyan goni ¢yzygy gegirmeli.
1) Abssisasy X =3 bolan nokatdan,
2) 3X—Yy+5=0 gond parallel bolan,

3) 2X+Yy—7=0 gona perpendikulyar bolan,

177. y* =8x parabola P(5,—7) nokatdan galtasyan gegirmeli.

178. y>=4x parabola we ona galtasyan goni ¢yzygyn denlemesi
berlen X+3y+9=0. Galtasma nokadyny tapmaly.

1 —XZ +—y2 =1 elli bil y2 =—X bol Itasy
/9. ellips bilen arabola umum altagyan
15" 20 P 3 p y galtagy

goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.
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§ 6. Ikinji tertipli egrilerifi denlemelerinifi yonekey gorniise Ozgerdilisi

Ikinji tertipli egri ¢yzygyn umumy denlemesi
Ax? + 2Bxy +Cy® + 2Dx+2Ey + F =0 1)

gorniisdedir. A, B, C hemiselik sanlar denleminin bas koeffisientleridir

we olaryn bolmanda birisi noldan tapawutlydyr, F san azat agzadyr. (1)
denleme bilen kesgitlenydn egrilere ikinji tertipli egriler diyilyar.
Koordinatalar sistemasyny Ozgertmek bilen ikinji tertipli egrileri yonekey
gorniise getiryérler.

1) B=0. Bu halda (1) denleme asakdaky gorniisi alar:

AX? +Cy? +2Dx+ 2Ey + F =0. )
Ol koordinata oklaryny parallel goglirmegin
{x = X+X,
y=Yy+Y, )

formulasy bilen ozgerdilip yonekey gorniise getirilyir. Bu yerde (X,,Y,)
tize O' baslangy¢ nokadyn koordinatalarydyr we ol nokat ellipsin,
gipebolanyn merkezi, parabolanyn bolsa depesidir. Taze OX we oy

oklar kone Ox we OY oklara paralleldirler.

(2) denlemini yonekey goOrniise getirmekligi ondan doly kwadraty
boliip almak bilen amala asyrmak amatlydyr.

180. 4x*+9y*—8x—26y+4=0 denleme haysy egri ¢cyzygy anladyar?
Coziilisi. Berlen denleméni 6zgerdelin:

4(x2 —~ 2x)+ 9(y2 —~ 4y): —4;

A(x2 = 2x+1-1)+9(y? 4y + 4—4)=—4;
4(x-1) +9(y —2) = -4+ 4 +36;
4(x-1) +9(y - 2) =36.

Tize koordinatalar sistemasynyn baslangyjyny O (1, 2) nokatda alyp,
(3) parallel gogirmanin formulasyny ulanalyn:

X=X +1
y=y +2.
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Téze koordinatalar sistemasyna gord denleme asakdaky gorniisi alyar:
2 ‘2

4x2+9y?=36, X 4 _1
9 4

Bu bolsa ellipsdir.
181 X —9y? +2x+36y—44=0 denleme haysy egri cyzygy
anladyar?
Coziilisi. Denlemini ozgerdelin:
(x2 +2x+1-1)-9(y? — 4y + 4—4)=44;
(x+1f —=9(y —2) =44 +1-36;
(x+1fF -9(y-2)=0.

Tize koordinatalar sistemasynyn baslangyjyny O'(-1,2) nokatda
alyp, parallel goclirméanin formulasyny ulanalyn:

X=X -1
y=y +2
Taze koordinatalar sistemasyna gord berlen sistema asakdaky gorniisi

alyar:
12

X?-9y?=9, %;—yQ:L

Bu egri giperboladyr. Tdze koordinatalar sistemasyna gord Y'= ig X'

giperbolanyn asimptotlarydyr.
182. Ikinji tertipli egrinin
9x* +16y* —90x+32y +97=0
denlemesini yonekey gornlise getirmeli we onun haysy egridigini
anyklamaly.
Coziilisi. Berlen denleméni 6zgerdelin:

9(x? ~10x)+ (16y? +2y)+97 =0;
9(x? —10x + 25— 25)+16(y? + 2y +1-1)+ 97 = 0;
9(x—5)* +16(y +1)° —225-16+97 = 0;
9(x—5)° +16(y +1)° =144.
Parallel gogiirmani ulanalyn:
{x=x45 {W:X—S
y=y-1 y'=y+1.
Gorniisi yaly koordinatalar baslangyjy O'(5—1) nokada gecyir.
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Ox' *+16Yy' *=144
ya-da

12 12
AN S

16 9

Onda, berlen ikinji tertipli egri ellipsdir. @=4,b=3. Onun merkezi
0'(5,-1) nokatdadyr. C=+16-9 = J7, F (\/7 , O). Kone koordinatalar
parallel gociirménin formulasyndan tapylyar:

X=X+5=~7+5;
y=y-1=0-1=-1.
36x° +36y* —36x —36y—-18=0.

184. 16X +25y° —32x+50y—-359=0 denlemini yonekey gdrniise
getirmeli.

185. Denlemédni yonekey goOrniise getirmeli. Egrinin  gorniisini
anyklamaly we fokusynyn koordinatalaryny tapmaly.

1) y> —2x+4y+2=0;
2) y=—x*+2x.
1) B#0. (1) gornigli ikinji tertipli egrinin umumy denlemesini (2)
gornilise getirmek iicin koordinata oklaryny
X=Xcosa-Ysina
. “4)
y=Xsina+Y cosa
formulanyn komegi bilen o birga Owiirydrler. Bu yerde X,Y tize
koordinatalar. & burg
Btg’a + (A-C)tga—B =0 ®)
denlikden tapylyar.

Koordinata oklaryny « burga owirmek tize OX we OY oklary
ikinji tertipli egrilerin simmetriya oklaryna parallel bolar yaly edip
alynyar.

tga belli bolsa, Sinae we cosa asakdaky formulalar bilen tapylyar:

t 1
ga cosa ==

J1+tgPe \/1+tgza.

Eger Owriilme burgy vyiti bolsa, onda bu formulalaryn onyn
bahalaryny we (5) denleménin bolsa onyn ¢dzliwini alyarys.

sina =%
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Eger A=C bolsa, azg. Diymek, % bur¢a Owriilme formulasy

asakdaky gornusdedir:

1
SN AR
1 (6)

186. Denlemini yonekey gorniise getirmeli:
x> —2xy+y*> —10x -6y +25=0.
Cozilisi. Koordinata oklaryny owilirmek fomulasyny ((4) formula)
ulanyp denlemani ozgerdelin:
(X cosa —Ysina)? —2(X cosa —Ysina)(X sina +Y cosa) + (X sina +Y cosa)? —

—10(X sina +Y cosa)—6(Xsina +Y cosa)+25=0
ya-da
(cos® a — 2sina cosa +sin a) X * + (sin® a + 2sina cos o + cos* )Y 2 +
+2(sin® a — cos® &) XY — (10cosa + 6sina) X + (10sina —6cosa)Y + 25 =0.
XY kopeltmek  hasylynyn  koeffisiyentlerini  nula  denldlin:
sifa—cos =0, tg’az =1, yagny tge, =1, tga, =—-1. Eger tga=1

bolsa « = z we Sing = i, CoSa = i bolar. Onda denleme
4 V2 V2

asakdaky goOrniisi alar:
2Y2 —8\2X +24/2Y +25=0

2(Y2+\/§Y)—8J§X +25=0,

2[Y2 +2Y +(%J2J—8\/§25+L

ya-da

2(\( +§J = 82X —24,
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(Y +%T =4\/§(x —%)

3 2
O(E ’_gJ nokat tidze sistemanyn koordinatalar baslangyjydyr.

Onda
3 V2 .
X'=X+—, Y'=Y ——— Ozgertmani ulanyp alarys:
\/E > g yp y
Y2 =42X .
Bu bolsa parabolanyn denlemesidir.
187. 2xy = a’ denlemeni yonekey gorniise getirmeli we egrinin

gornusini anyklamaly.
Cozillisi. Bu denlemede A=C=0. Sonun {¢gin koordinatalar

ulgamyny « =% burca Owirmeli. % burca oOwurme formulasyny
yazalyn:
1
X=—=(X-Y);
NERAY
Y= (X +Y)
V2 '
Bulary denlemi goyup alarys:
X=-Y X+Y
2—— =a
2o 42
ya-da
2 2 _ .2 X2 y?
X —Y =a N 2 3 _1
a a

Bu bolsa dentaraply giperbolanyn denlemesidir..
188. 5x° +4xy +8y° —36=0 denlemini yonekey gorniise getirmeli we
egrinin gornusini anyklamaly.
Coziilisi. Bu denlemede A=5,B=2,C=8. Sonun l¢gin « Owriilme
burgy
2tg°a -3tga—2=0

1
denlemeden alynyar. Denleméni ¢oziip alyarys: tga=2 we tgaz—E.

a burgyn yiti bur¢dugyna gord birinji ¢oziiw bilen ¢ékleneris. Onda
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sinoz=tg—a:i cosa = ! :i
\/m \/g, 1+tg’a \/g
we
X =2y _2X+Y
V5 V5

denlemeleri alarys.
Bu bahalary berlen denlema goyalyn:

5 )Y F B 5

2 2
5(x-2¥j X —2Y 2X +Y +8(2x +Y] _36-0

ya-da
(X —2Y)? +g(x —2Y)(2X +Y)+§(2X +Y)? =36
denligi yonekeylesdirip,
9X? +4Y? =36
ya-da

denlemeleri alarys.
Bu bolsa ellipsin denlemesidir. (a=3,b=2).

Ikinji tertipli egrileri yOnekey gorniise getirmeli we egrilerin
gornislerini takyklamaly:

189. 3x* —4xy+4=0. 190. x* +xy+y*=3.

191. 4xy+3y?+16x+12y—-36=0. 192. x*+y*—4x—-6y=0.

193. 2y®+8x+12y-3=0.
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1 BOLUM
KESGITLEYJILER WE CYZYKLY DENLEMELER SISTEMASY

§ L Ikinji we fiigiinji tertipli kesgitleyjiler
Ikinji ~we {glinji tertipli  kesgitleyjiler asakdaky  gOrniisde
hasaplanylyar:
N

a b

= aibz - b.la‘Z’ (1)

a b ¢
a, bz G| = a1bzc3 + bICZaS + Clazbs - Clbzas - blazcs - a1C2b3- (2)
a, b3 Cs

a;,b;,C, - sanlara kesgitleyjinin elementleri diyilyar. (1) — kesgitleyjide
a b, — elementlerin emele getirydn diagonalyna, (2) — kesgitleyjide bolsa,
a,b,c,— elementlerin emele getirydn diagonalyna, onun esasy (bas)
diagonaly, @,,0, — elementlerifi emele getiryin we a,,b,,c, —elementlerin
emele getirydn diagonalyna bolsa, onun esasy dil (komekgi) diagonaly
diyilyar.

Ikinji  tertipli ~ kesgitleyjileri  hasaplamak  ii¢cin, onun esasy
diagonalyndaky  elementlerin  kopeltmek  hasylyndan, esasy  dal
diagonalyndaky elementlerin kopeltmek hasylyny ayyrmalydyr:

I Diizgiin I Diizgiin

Ugiinji tertipli kesgitleyjileri hasaplamak iicin kopleng  iigburclyk
diizgiinini ulanyarlar. (2) — denleménin sag bdleginddki ilkinji iic agza 1
diizgiin ~ boyunga hasaplanylyar. Olar esasy diagonaldaky elementlerin
kopeltmek hasylynyn we her iicbur¢clugyn depelerinddki elementlerin

57



kopeltmek hasyllarynyn jemidir. Sonky {ii¢ agza II diizgiin boyunga
hasaplanyp, olar ayyrmak alamaty bilen alynyar.
195. Kesgitleyjileri hasaplamaly:

A, =

3 4 2 -1 5-2
A, = . A, = .
2 1 3 7 15 3

Coziilisi: (1) formulany ulanalyn:

3 4
2 1

2 _
3

1 5
Al:‘ ‘:3—8=—5, AZ:‘ 4:14+3:17, A3=15

‘ =15+30=45.
3

196. Kesgitleyjini hasaplamaly

28 129
130 131

Coziilisi. Alarys:

_|128 129
1130 131

‘ =128-131-130-129=16768 -16770 = 2.

197. a-nyn haysy bahalarynda kesgitleyji nola den bolyar?
a+3 5
-1 a-3|

Cozulisi. Berlen kesgitleyjini hasaplalyn:

a+3 b
_1 a—

4:@+$@—$—5@D=¥—4

Sunlukda, eger a®—-4=0 bolsa A=0, yagny a=+2 bolar.
198. Ugiinji tertipli kesgitleyjini hasaplamaly:

1 4 6
A=2 -1 -T7]|.
3 5 -2
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Coziilisi. Ugburgluk diizgiinini ulanalyi:

I diizgiin boyunga IT diizglin boyunga
1.(-D)-(-2)=2 6-(-1)-3=-18
4.(-7)-3=-84 4-2(-2)=-16
2-5-6=60 (-7)-5-1=-35

IT dizgiin boyunga alnan kopeldijiler ters alamaty bilen alynyar.
Sunlukda,

1 4 6
A=2 -1 -7 |=2-84+60+18+16+35=47.
3 5 -2

199. Kesgitleyjini hasaplamaly:

a -1 1
A=|2 a -2.
-3 3 a

Coziilisi. Ucburgluk diizgiinini ulanyp alarys:

a -1 1
A=|2 a -2/=a*+6-6+3a+2a+6a=a’+1la.
-3 3 a

200. Kesgitleyjileri hasaplamaly:
3 6
-5 10 ’

1 3
6 2

201. Kesgitleyjinin @ —nyn haysy bahalarynda nola oOwriilyandigini
anyklamaly:

a 1
A=1 a 1.
1 1 a

59



Kesgitleyjileri hasaplamaly:

202.
a’*—ab+b* a-b
a’?+ab+b? a+h|

203.
cosa -—Sina a-b a
sine cosa|’ |a+c a+b|

204. Kesgitleyjileri hasaplamaly:

2

a @ a” 6 sinad cosa cosa Sina
a) , b) , d)|. , €. :
6 a 6 a sinf cosp sinf cosp
f) tga -1 1+42 2-43 y 1 Ig,a| . la+b b+d
1 tga| 2443 1-2| lg,b 1 a+c c+d|
. |la+b a-b x-1 1
) K1 , ) ,
a-b a+b X X"+ X+
205. Kesgitleyjileri hasaplamaly:
-1 5 2 210 2 57 a ab
0 8 4, 1 0 3, |2 8 5, b o a
2 3 8 0 5-1 8 7 3 b b a
§ 2. Kesgitleyjnini hasiyetleri. Kesgitleyjini setiriii
we siitiinin elementleri boyun¢a dagytmak
1°.  Kesgitleyjinin setirleri bilen sitiinlerinin  orunlaryny

calsyranynda, onun ululygy {ytgemeyar:

al bl Cl al a2 a3
a, b, c,|=|b, b, byl.
a3 b3 C3 Cl CZ C3
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2°. Kesgitleyjilerin iki siitiininin (ya-da iki setirini) orunlaryny
calsyrsak ol alamatyny tersine iytgedyar:

al bl Cl bl al C1
a, b, c,l=—b, a, c,l.
a3 bS C'3 b3 aS C3

3’. Kesgitleyjinii haysy hem bolsa bir siitiinini (ya-da setirini) sol
bir sana kopeltmek, kesgitleyjini sol sana kopeltmek bilen
dengiiy¢lidir:

a Ab ¢ a b ¢
a, Ab, c,|=4-a, b, ¢,
a, Ab, ¢, a, by ¢

4°. Eger Kkesgitleyjinin bir siitiini (ya-da setiri) nola den bolsa,
onda ol kesgitleyji nola dendir.

5. Eger kesgitleyjinin haysy hem bolsa bir siitiini (setiri)
beyleki  siitiinine (setirine) proporsional (ya-da den) bolsa, onda ol
kesgitleyji nola dendir:

& b g
Aa, Ab,  Ac |=0.
aS b3 C3

6".

a b ¢ +g a b c| |y b g

a b, c,+c,|=la, b, c,|+la, b, ¢c,]|.

” "

a'?z b3 CS a3 b3 C3

Eger kesgitleyjinin  bir siitiininin  (setirinin) elementleri iki
gosulyjynyn  jemi goOrniisinde yazylan bolsa, onda ol iki kesgitleyjinin
jemine dendir. Birinji kesgitleyjinin degisli siitiini (setiri) birinji
gosulyjylardan, ikinji kesgitleyjinin degisli  siitlini  (setiri) ikinji
gosulyjylardan diiziilendir.

7°. Kesgitleyjinin  haysy hem bolsa bir siitiininin (setirinin)
degisli elementlerine, beyleki siitiinin (setirinin) sol bir sana kopeldilen
degisli elementlerini gosanymyzda, kesgitleyji ululygyny iiytgetmeyar:
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a, b, c;+¢c,




al bl Cl al + /’L b1 bl Cl
a, b, cl=la,+4b, b, c,|.
a; by c| la;+A4Ab; b, ¢

b, ¢
8. Eger a, elementin algebraik doldurgyjy A = b2 Cz , A,
3 3
. . . bl Cl . .
elementin algebraik doldurgyjy 4, =—b , a; elementin algebraik
3 C3
C
doldurgyjy A, = bl Cl bolsa, onda igiinji tertipli  kesgitleyjini
2 2

hasaplamak asakdaky denlik bilen amala asyrylyar:

a b ¢
a, bz C, :a1A1+a2A2+a3A3'
a4 Q G

Bu hisiyet kesgitleyjinin setirleri iicin hem dogrudyr.

Seyle hem kesgitleyji beyleki setirler (siitiinler) boyunga hem dagydy-
lyp hasaplanyp bilner. Mysal iicin ikinji siitiin boyunga dagytmaklygy
yazalyn:

& b ¢
a, b, c|=bB +b,B,+Db,B,.
aS b3 CS

206. Kesgitleyjini birinji siitiin boyun¢a dagydyp hasaplamaly:

1 2 -2
A=]2 1 -1|.
31 4

Cozillisi. Birinji siitiinin  elementlerinin  algebraik doldurgyg¢laryny
tapalyn:
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A=aA+a,A +a,A =1-5+2-(-10)+3-0=—15.

207. Kesgitleyjini hasaplamaly.

6 3 0
A=\4 1 -3.
-2 -3 2

Coziilisi. Birinji siitinden 2-ni kesgitleyjinin oniine ¢ykaralyn, sonra
birinji setirden 3-i kesgitleyjinin Oniine ¢ykaralyn:

6 3 0 3 3 0 1 1 0
A=|4 1 -3=22 1 -3|=6-2 1 -3|.
-2 -3 2 -1 -3 2 -1 -3 2

Birinji sitinin elementlerinden ikinji sitinin degisli elementlerini
ayranymyzda kesgitleyji ululygyny saklayar:

0 1 0
A = 61 1 -3].
2 -3 2

Birinji setirde dine bir element (5=1) nola den dal. Onun algebraik
doldurgyjyny tapalyn:
1 -3
=-8.
2 2
Onda, alarys: A=6-1-(-8)=-48.
208. Kesgitleyjini hasaplamaly:

3 -2 3
A=l6 -4 -1.
-3 2 11
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Coziilisi. Bu kesgitleyjinin  birinji siitiininin elementlerinin ikinji
stitiinin elementlerine proporsionaldygyna gora ol nola dendir: A=0.
209. Kesgitleyjini hasaplamaly:

5 =7 5
A=3 0 -5].
2 5 6

Cozillisi. Kesgitleyjini ikinji setirin elementleri boyunga dagydyp
hasaplalyn:

-7 5 |5 -7
A:_g“ ‘

5 6 2 5:_3‘[(—7)'6—5-5]+5-[5‘5_2(_7)]:

=—3.(~42-25)+5-(25+14) =3-67 +5-39 = 201+ 195 = 396.

+5-‘

210. Kesgitleyjini hasaplamaly:

21 17 32
A=35 49 56|.
9 11 16

Coziilisi. Ikinji setirden umumy kopeldiji bolan 7-ni kesgitleyjinin
oniune ¢ykaralyn:

21 17 32
A=7-15 7 8.
9 11 16

Uciinji siitinden umumy kopeldiji bolan 8- kesgitleyjinin oniine
cykaralyn

21 17 4
A=7-8-|5 7 1].
9 11 2

Sonra ikinji setirin elementlerini 4-e kopeldip birinji setirin degisli
elementlerinden ayyralyn. Ondan son ikinji setiri 2-4 kopeldip alan
sanlarymyzy Ug¢iinji setirin elementlerinden ayralyn:
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1 -11 0
A=7-8:(5 7 1=7-8A,.
-1 -3 0

A, —kesgitleyjini  hasaplamak {i¢in ony ii¢linji siitiinin elementleri
boyunga dagydalyn.

1 -11 |1 11
A =- = =3+11=14.
-1 -3 |-1 3
Sunlukda,
A=7-8-14=784 alarys.
211. Wandermondyn kesgitleyjisini hasaplamaly:
1 1 1 1 0 0
A=|x y Z| =|X y—X Z—-X.
X2 y2 72 X2 yz _x? 2 y?

Alan kesgitleyjimizi birinji setirin elementleri boyunca dagydalyn:

y—X Z—X

VN LING

y —X Z—X

A= =
(y=x)(y+x) (z-x)(z+X)

Birinji we ikinji siitiinlerden umumy kopeldijini kesgitleyjinin Oniine
cykaryp alarys:

A=(y=x)(z-x) =(y=x)(Z=-x)(z-Y).

Yy+X Z+4+X

Wandermondyn kesgitleyjisi X,Y,Z ululyklaryn haysy hem bolsa
ikisinin ~ biri-birine den bolan yagdayynda nola dendir. Ol bolsa
kesgitleyjinin iki den siitiininin bolyandygyny gorkezyar.

212. Kesgitleyjini hasaplamaly:

a) b)

[l e G}
|—‘|\)|_\
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213. Kesgitleyjini birinji setirin  elementleri boyunca
hasaplamaly:

0 0 -
A=|4 -17 5|.
10 5 3

214. Kesgitleyjini hasaplamaly:
sinfa 1 cos’a
A=[sin*p 1 cos’ j|.

siny 1 cos’y

215. Kesgitleyjini hasaplamaly:

12 3 1 17 -7 1
a) 13 21, b |[-113 1|, ¢ |a
2 31 1 7 1 o

216. Kesgitleyjini hasaplamaly:

cos2a cos’a sin‘a
A=|cos2B cos’p sin’ B,
cos2y cos’y sin’y

217. Kesgitleyjini hasaplamaly:

1 1 1 011
a) -1 0 1, b) 1 0 1,
-1 -1 0 110
a a a 111
¢) |~a a x|, d L 2 3
-a —-a x 1 3 6
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218. Kesgitleyjileri hasaplamaly:

246 427 327 X Yy  x+y
13547 136647
a , b)|1014 543 443, ¢)| y x+y «x
28423 28523
=342 721 621 x+y x y

§ 3. Cyzykly denlemelerin sistemasy
1. Iki nabellili ¢yzykly iki denlemeli sistema

Iki nabellili ¢yzykly iki denlemelerin sistemasyna garalyn

ax+hby=c¢
ax+h,y=c, @
Nibellilerin koeffisiyentlerinden diiziilen
A_|E B
a, by

kesgitleyja,  sistemanyn  esasy  kesgitleyjisi  diyilyar.  Asakdaky
kesgitleyjilerin birinjisinde X —in koeffisiyentlerinden diiziilen siitiin azat
agzalardan diiziilen suitliin bilen, ikinjisinde bolsa y —in
koeffisiyentlerinden diizlilen siitiin, azat agzalardan diiziilen siitiin bilen
calsyrylandyr:

a G

, A, = .
a o

Garalyan sistema iicin asakdakylary bellip gecelin:

a) Eger (1) sistemanyn esasy kesgitleyjisi noldan tapawutly bolsa,
onda sistemanyn yeke-tdk c¢oziiwi bardyr. Ol Kramerin formulasy bilen
tapylyar:

X = A, y= ﬁ
A’ A
b) Eger A=0, bolup A, #0, A, # 0 bolsa sistema kokdes daldir.
¢) Eger A=0, we A,=A,=0 bolsa onda denlemeler

proporsionaldyr. Bu halda sistemanyn tiikeniksiz kop ¢ozuwi bardyr.
219. Sistemany ¢ozmeli:

X—2y=4
3X+y=6.
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Coziilisi. Alarys:

1 -2
A= =7=0.
3 1
Sunlukda, sistema yeke-tdk ¢Oziiwe eyedir.
4 -2 1 4
6 1| 16 3 6 6
X:—:—7 y:—:——,
7 7 7 7
220. Sistemany c¢ozmeli:
X—4y=3
3X-12y =7.
Cozilisi. Alarys:
1 -4 3 -4 31 13
= =0, A, = =—4. =-8=0, A, = =-2=0.
3 -12 7 -12 7 3 Y87

Bu bolsa sistemanyn kokdes dildigini gorkezyar.

221. Sistemany ¢ozmeli:

2X+3y =1
6x+9y =3
Coziilisi. Alarys:
2 3 1 3 2 1
A: = f X = = ’ = =0.
6 9 39 Y16 3

Bu sistemanyn tiikeniksiz kop ¢oziiwi bardyr.

Sistemalary ¢ozmeli:

2x—-3y =4 2x+3y=1 2x—-5y =11
222. 223, 224,
4x -5y =10. 4x+6y=3. X+6y=-3.

3x-5y+1=0 3X—-2y=2 2x-3y =4
225. 226. 227.
7X+3y+17=0. 9x -6y =6. 4x-6y=7.
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2. Ug nibellili ¢yzykly ii¢ deilemeli sistema

Goy, ii¢ nibellili ¢yzykly ii¢ denlemeler sistemasy berlen bolsun:

ax+by+cz="h
a,x+b,y+c,z=h,.
aX+hby+c;z=h,

Nabellilerin koeffisiyentlerinden diiziilen kesgitleyja

a b ¢
A=la, b, c,|,
a3 b3 CS

sistemanyn esasy kesgitleyjisi diyilyar. Asakdaky kesgitleyjileri diizelin:

h b ¢ & h ¢ & b h
A,=h, b, ¢, A, =la, h, ¢, A,=la, b, hy.
h, b, c, a, hy ¢ a, b, h

Teorema. Eger sistemanyn esasy kesgitleyjisi noldan tapawutly bolsa,
onda sistema yeke-tik c¢oziiwe eyedir we ol ¢oziiwler Kramerin formulasy
bilen tapylyar:

228. Sistemany c¢ozmeli:
2Xx-3y+z2-2=0
X+5y—-4z+5=0 .
4x+y-3z+4=0

Coziilisi. Sistemanyn esasy kesgitleyjisini hasaplalyn:

2 -3 1
A=]1 5 —-4=-30+1+48-20+8-9=-2=0.
4 1 -3
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Sistema  yeke-tik ¢oziiwe eyedir. A,, A/, A, kesgitleyjileri
hasaplalyn:
2 -3 1 2 2 1 2 -3 2
A,=|-5 5 -4=-10, A,=l -5 -4=-12, A,=1 5 -5=
-4 1 -3 4 -4 -3 4 1 -4
Kramerin formulasyny ulanyp alarys:
x::£9:5, yz:ig:G, z:239=1a
-2 -2 -2
229. Sistemany ¢ozmeli:
X+2y+3z2=4
2X+4y+62=3
3X+y—-z=1.
Coziilisi. Bu yerde
1 2 3 4 2 3
A=2 4 6]=0, A,=383 4 6|=-25+0.
31 - 11 -

Sunlukda, bu sistema kokdes daldir.
230. Sistemany c¢ozmeli:

3x—2y+3z=1
6Xx—-4y—-z=2

-3x+2y+11z =3.
Cozilisi. Bu yerde

3 -2 3 3

—2 1
A=|6 -4 -1=0, A,=[6 -4 2=0,
-3 2 11 ~3 2 3
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1 -2 3 3 1 3
A =2 -4 -1=5620, A,=6 2 -1=84x0.
3 2 11 -3 3 11

Sistemanyn ¢Oziiwi yokdur, yagny ol sistema kokdes daldir.

231. Sistemany ¢ozmeli:

X+y+z=2
X+3y+z=4
X+Yy+3z=0.
Coziiligi. Alarys:
11 1 00
1 3 10 2
2 1 11 21 1 L
A, =4 1=00 1 -1=2 =8,
1 3
013 01 3
2 0 21 5
A, = =0 4 1:—2-‘ jl:4,
4
0 -2 0 3
1 22 10 2
1 2
A, = 4=1 2 4=2 =—4.
1 0
10021200
Sistemanyn ¢Oziiwini tapalyn
A
:&:gz , y:_)':i:l, Zz—i:—l
A 4 A 4 4
Sistemalary ¢ozmeli.
X+2y-3z=0 3x—3y+2z=2 3x+2y—-4z2=8
232, <2X—-y+4z=5 233 <5Xx—-6y+4z=3 234 {2x+4y-5z=11
X+y—-z=2. 3X+2y-4z=8. 4x-3y+2z=1.
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2ax—3by+cz=0 2Xx-y—-7=4
235. {3ax—6by +5cz = 2abc 236. {3x+4y-2z=11
5ax —4by + 2cz = 3abc 3x—2y+4z=11.
X+y+2z=-1 3X+2y+2=5
237. {2X—-y+272=-4 238 <2x+3y+z=1
AX+y+4z=-2 2X+Yy+3z=11.
X+2y+4z=31
239. <5X+y+2z=29
3x-y+z=10.

§ 4. Birjynsly denlemelerin sistemasy

Eger c¢yzykly denlemeler sistemasynyn denlemelerinin azat agzalary
nola den bolsa, onda ol denlemeler sistemasyna birjynsly denlemeler
sistemasy diyilyar we asakdaky gorniisde yazylyar:

ax+by+cz=0
a,x+b,y+c,z=0
ax+hby+c,z=0.

Bu sistemanyn nola den bolan ¢oziiwlerinin barlygyna gord ol kokdes
sistemadyr. Su yerde sistemanyn noldan tapawutly ¢Oziiwini tapmak
meselesi gelip ¢ykyar.

Teorema. Birjynsly sistemanyn noldan tapawutly ¢Oziiwinin bolmagy
licin esasy kesgitleyjinin nola den bolmagy zerur we yeterlikdir.

Sunlukda, A#0 bolsa x=0,y=0,z=0 ¢oziiw yeke-tikdir. Eger
A=0 bolsa, onda sistemanyn tiikeniksiz kOp noldan tapawutly ¢Oziiwi
bardyr. Olar asakdaky yaly tapylyp bilner.

a) A=0, we haysy hem bolsa bir ikinji tertipli minor noldan
tapawutly bolsun. Yonekeylik iigin ol minor birinji we ikinji setirlerde
yerlesen diyelin. Ugiinji setirin algebraik doldurgyglary A4, B, ,C, bolsun.

Onda t—nin  erkin  bahalarynda Xx=At, y=Bjt, z=C;t sanlar
sistemanyn ¢oziwleridir.
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b) A=0 we onun #hli ikinji tertipli minorlary nola den. Bu halda
sistemanyn U¢ denlemesi hem proporsionaldyr we sistema asakdaky bir
denlemd getirilydr: aXx+by+c,z=0.

Iki nabella erkin bahalar berip Uugiinji nabellini taparys we olaryn
liclisi bilelikde sistemany kanagatlandyryar.

240. Sistemany ¢ozmeli:

2X+y—-2=0
5x—y+2z=0
X+2y+2=0.

Coziilisi. Sistemanyn kesgitleyjisini tapalyn:

1 2

Sunlukda, A #0 bolany iigin sistema yeke-tik X=Yy=2=0
¢oziiwe eyedir.
241. Sistemany c¢ozmeli:
3x+4y+2z=0
X—y+4z=0
5x+2y+10z =0.

Coziilisi. Sistemanyn kesgitleyjisini hasaplalyn:

3 4 2
A=]1 -1 4|=0.
5 2 10

Sunlukda, sistemanyn noldan tapawutly c¢oziwleri bardyr. Birinji
iki setirddki minoryn nola den dildigini goryaris:

3 4

=-3-4=-7.

1 —

Uciinji setirin algebraik doldurgyglaryny tapalyn:
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4 2 3 2
=-10; C,=

3 4 .
A3_‘—1 4 1 4 1 —JJ__'
Sunlukda, erkin 1 san {icin x=18t, y=10t, z=-7t sanlar siste-
manyn ¢ozuwidir.
242, Sistemanyn c¢oziiwlerini tapmaly.

‘:18; BS:—‘

3X+2y+z2=0
2X+5y+3z2=0
3x+4y+2z=0.
Sistemany ¢ozmeli.
2x—-3y+z=0 X—y+2z2=0
243, {X+y+z=0 244, 2x-2y+4z=0
3x-2y+2z=0. 5X—-5y+10z =0.

245. a—nyn haysy bahalarynda sistemanyn nola den bolmadyk
coziiwlerinin barlygyny anyklamaly we olary tapmaly

a’x+3y+2z=0
ax—-y+z=0
y+4z=0.

§ 5. Cyzykly denlemeler sistemasynyn Gauss usuly boyunga ¢oziilisi

Cyzykly denlemeler sistemasyny kesgitleyjilerin komegi bilen ¢6zmek
iki ya-da ii¢ sany c¢yzykly deinlemeleri bolan sistema ii¢in amatlydyr.
Eger sistemada denlemelerin sany tg¢den kop bolsa onda Gauss diizgiinini
ulanmak amatlydyr. Goy dort ndbellili ¢yzykly dort denlemesi bolan
sistema )

ayX+apy+aZ+a,l=2a; @)
A X+a,Y+azz+a,u=a, (2)

) A X+ A Y + AgZ + 85U = Agg (3)
auX+a,y+a,z+a,uU=a, (4)

\
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berlen bolsun we &, #0 bolsun (eger a, =0 bolsa, onda denlemelerin
tertibini lytgedip, yagny I-nji denlemdnin ornuna X-in koeffisyentinin
noldan tapawutlysyny alarys).

a) (1) denlemdni @;,-e bolelin. b) alnan denlemini a,,-e kopeldip, (2)

denlemeden ayralyn, sonra a,-e kopeldip (3) denlemeden ayralyn, seyle
hem a,-e kopeldip, (4) denlemeden ayralyn. Netijede asakdaky sistemany
alyarys:
X+b,y+b,z+b,u=Db; (5)
by, Y +by3Z +byyU =Dy (6)
by, Y + Dz + Dy, = by (7)
b,y+b,z+b,u=Db, 8)

(6), (7), (8) denlemelere hem yokardaky diizgiini ulanyp, asakdaky
"basgancakly" gorniise gelyris:

X+b12y+b132+b14u :b15
Y+ CpZ+ ol =Cy
z+dyu=d,
U=l

Ozgerdilen bu sistemadan nibelliler kyngylyksyz tapylyar.
246. Sistemany ¢ozmeli.

3X+2y+2=5
X+y-z=0
4x—-y+52=3

Coziilisi: Sistemanyn birinji denlemesini 3-e bolelin  we ikinji
denlemeden ayyralyn. Sonra alnan birinji denlemiani 4-e kopeldip Ugilinji
denlemeden ayyralyn. Sunlukda, alarys:
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5 2 1 5
X+—=Yy+=-2=— —y+=2=—=
3y 3 3 x+3y+3z 3
1 4 5 4 5
-7 =—— 7a-d 7 =__
37737773 ya-ca 735773
11 11 11 —y+z=-1.
——Y+—I=——
3 3 3

Seyle hem bu usuly yene bir gezek ulanyp,

2 1_ 5
X+—=—y+=-2=—
3° 3 3
y—-4z=-5
-3z2=-6

sistemany alarys. Bu yerden, bolsa z=2, y=3, x=-1 taparys.
247. Sistemany ¢ozmeli.

X, +X, +2X, +3%, =5

2% +4X, —X; +5X, +4x%, =-1
X, +3X, +2X; =3

3%, +7X, —3%;, +9%, +2%x, =-14
2%, +8X, —4x, +2X, + X, =-10.

Coziilisi: Birinji denlemani yzygiderli 2, 1, 3, 2-4 kopeldip, degislilikde
beyleki denlemelerden ayyralyn:
(&+xf+ +2X,+3X% =5
2X, — X + X, — 2% =—11
{ 2X, —2X, —%; =—8
4x, —3X; +3X, — X, =—29
6X, —4X; —2X, + X, =—20.
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Sonra ikinji denleméni degislilikde yzygiderli 1, 2, 3 kopeldip beyleki
denlemelerden ayyralyn:
X, +X,+ 2X,+3% =5
2X, =X+ X, — 2%, =-11
X3 —3%, + X, =3
—Xg 4+ X, = 3%, =—7
— X3 —9X, +7X; =13.

Uciinji denleme bilen dordiinji we bésinji denlemeleri gosalyn:

X, +X, +2X,+3X% =5
2X, =X+ X, — 2%, =-11
X;—3X, + X, =3
—2X,— 2%, =4
—8X, +8x, =16.

Dordiinji denleme bilen basinji denlemani gosalyn:

X, +X, +2X, +3%, =5
2X, — Xy + X, — 2%, =-11
X3 +2X, + %X =3
—-8x, — 2%, =4
16x, =32.

Sonky denlemeden X, =2 taparys, ony dordiinji denlemd goyup

X, =0, beyleki denlemelerden hem X, =1 X,=-3, X =2 taparys.
Sistemalary ¢ozmeli.

X, +X, =X+ X, =4

2X, + X, =X, =5
2X, — X, +3%, —2X, =1
248. (X —2X, +2%,=-5 249.
X, — X, +2X, =6
X + X, —%; =10.

3X, =X, + % —X, =0.
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250.

252.

3%, —2X, =5%; +X, =3

3X+2y+2=5

2%, —3X, + X, —5X, =—3
X+y-z=0 251.

X, +2X, —4x, =-3
4x—-y+5z2=3.

X, — X, —4X, +9X, = 22.

33X, — X, + X, + 2% =18
2X, —5%X, + X, + X, =—7
253, I X — X, +2%, =8

2X, + X3 + X, — X% =10

X, + X, —6X;, —4X, =6
3X, — X, —6X; —4x, =2
2% +3X, + 9%, +2X, =6
3%, +2X, +3X; +8X, =—7.

X, + X, = 3%, + X, =1.

§ 6. Cyzykly denlemeler sistemasynyn matrisalar
usuly bilen ¢oziilisi

Goy, sistema berlen bolsun

a X, +a,X, +...+a,X, =b;

1n*n

Ay X +axpX, +...+ 3, X, =D,

________________ ey
a, X +a,X, ..+ 3, X, =b,
) sistemanyn nabellilerinden, nébellilerinin koeffisiyentlerinden
we azat agzalaryndan matrisalar diizelin:
2)
CTRCPR X by
A Ay, 8.8y, | X = X, | B b,
anl an2 "ann Xn bn

Onda (1) sistemany matrisa gorniisinde yazyp bileris:

A-X =B. 2)
Eger A(A)#0 bolsa A matrisanyi ters A matrisasy bardyr.

Sunlukda, denligin iki bolegini hem c¢epinden Al kopeldip alarys:

X=A"B A)

denlik (1) bolsa sistemanyn g¢oziiwidir.

78



254. Denlemeler sistemany matrisalar usuly bilen ¢ozmeli.
X, =X, +X; =6
2X + X, + %X, =3.
X, +X, +2X, =5

Coziilisi: A, X, B matrisalary diizelin:

1 -11 X 6
A=2 1 1], X=X, |, B=|3]|.
1 1 2 X 5
Berlen sistemany matrisa gorniisinde yazalyn:
A-X=B
A matrisanyn kesgitleyjisini tapalyi:
1 -11
A(A)=12 1 1=5=0.
1 1 2
11 2 1 2
Ailz‘l 2‘:1’ AIZZ_‘]_ 2‘:_3’ A13:‘1 il:l’
et e
S . N | ’

D g s
A31 = = _2| A32 = =1, A33 = =3.

1 1 2 2 1
1 3 =2
Al :1 -3 1 1
1 -2 3
Yokarda getirilen formula boyunca
X, 1 3 -2)(6) (6+9-10 ) (1
X, :% -3 1 1|3 :% -18+3+5|=| -2 |
X, 1 2 3)(5) *le-6+15 ) |3

Soiiky siitiin matrisadan alarys: X, =1, X, =-2, X;=3.
Denlemeler sistemasyny matrisalar usuly bilen ¢ozmeli.
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2x—-5y =11 3Xx-5y+1=0
255. 256.

X+6y=-3. 7xX+3y+17=0.

3X-3y+2z=2 3X+2y—-4z=8
257. <4x+5y+2z=1 258. 12x+4y-5z=11

5X—-6y+4z=3. 4x-3y+2z=1.

X, +X, —6X,—4X, =6

3%, — X, —6X, —4X, =2
2X, +3X, +9%; +2X, =6
3%, +2X, +3%X; +8%, =—7.

259.

2%, —3X, + 3%, +2X, =3
6x +9x, —-2X, —X, =4
10x, +3x, —3%, —2x, =3
8X, +6X, + X, +3X, =—7.

260.
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IV BOLUM
WEKTOR ALGEBRASY

§ L Ginislikde goniiburgly dekart koordinatalar sistemasy

Goy, ginislikde goniiburgly dekart koordinatalar sistemasy (Oxyz)
berlen bolsun. Onda absissasy X, ordinatasy Y we applikatasy Z bolan
M nokat M(x,y,z) bilen belgilenyir.

Giniglikde A(Xl,yl,zl) we B(Xz,yz,zz) nokatlaryn  arasyndaky
uzaklyk asakdaky formula bilen tapylyar:

d =\/(X2—X1)2+(y2—y1)2+(22—21)2 @D
A(X.,Y,,2,) we B(X,,y,,2,) nokatlary birlesdiryin AB kesimi
M (X,¥,Z) nokat A gatnasykda bolyin bolsa, bu nokadyn koordinatalary
asakdaky formulalar boyunca tapylyar:

i:xl+/1x2,y:yl+/1y2j:zl+/lzz @)
1+4 1+ 4 1+2
AB kesimi den ikd bolydn nokadyn koordinatalary
)—(:X1+X2’ y:yl+y2’ Z:Zl+22 (3)
2 2 2

formulalar boyunca tapylyar.
26l. Ordinatalar okunda A(l-3,7) we B(5,7,-5) nokatlardan den

uzaklykda yatyan nokady tapmaly.
Cozillisi. Gozlenyan nokady M(0,y,0) bilen belgililin. Onun
A we B nokatlar bilen arasyndaky uzaklygy tapalyn:

[MA| = \/(1_0)2 +(-3-y)* +(7-0)* = \/50+(3+ v)’:
MB| = JE=0)2+(7—-y)? +(-5-0)% =4[50+ (7 - y?).
Meseldnin sertine gora ||\/|A4 =|MB , yagny

50+B+y)* =50+ (7-y)", B+y) =(7-y)", 3+y=+(7-y).
Ayyrmak alamaty meseldnin sertine garsy gelyir, sonun ii¢in

3+y=7-y, y=2.

Sunlukda, M (0,2,0) gozlenyidn nokatdyr.

262. M,(24,-2) we M,(-24,2) nokatlary birlesdiryin M,M,
kesimi

A =3 gatnasykda bdlyin M nokadyn koordinatalaryny tapmaly.

8l



Cozilisi. Kesimi berlen gatnagykda bolmekligin (2) formulasyny
ulanalyn:
X+ AX,  2+3(-2) _

X, =
M1+ 1+3
Yy = y, + Ay, :4+3-4:4
1+4 1+3
z,+Az, -2+3-2
ZM: = :1.
1+4 1+3

Diymek, M (-1,41) gozlenilydn nokatdyr.
263. A(-3,8,2) we B(1,-2,0) nokatlary birlesdiryin AB kesimde
absisasy X, =-2 bolan nokady tapmaly.

Coziiligi. Gorniisi yaly X, <X, <Xz, we C nokat AB kesimin
AC
icinde  yatyar. C nokat bu kesimi A :ﬁ gatnagykda bolyar. A
tapmak {i¢in (2) formuladan peydalanalyn:
_XatAXg ,_—3+401
© 1427 1+4

Bu yerden /1=%. (3) formulanyn ikinji we {g¢iinji denliklerinden

peydalanalyn:
1
8+=(-2
g =Yt M t32
Cc — - B
1+ 4 141
3
1
_zA+ﬂzB_2+§'o_3
o= - —
1+ 1 1+1 2
3

Diymek, C[— 2,1—21%] gozlenilydn nokatdyr.
264. Ginislikde A(2,6,4), B(-1,-3,2), C(4,-1, 2), D(0,6,-2),
E(-5,-3,-4), F(3,0,—-8) nokatlary gurmaly.

265. M4, -1, 2) we N(, 3, -10) nokatlaryn arasyndaky uzaklygy
tapmaly.
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266. Applikata okunda A(-4,1,7) we B(3,5,-2) nokatlardan den
daslykda yerlesen nokady tapmaly.

267. O (000) we A (1,22) nokatlary birlesdirydn kesimi %

gatnagykda bolydin M (x,y,z) nokady tapmaly.
268. Applikata okundaky A(-3,4,-5) nokat bilen aralygyndaky

uzaklyk 13-e den bolan nokady tapmaly.

269. A(3,3,3) we B(-1,5,2) nokatlar berlen. Onda AB kesimi den
tic bolege bolyin C we D nokatlaryn koordinatalaryny tapmaly.

270. Depeleri A(1,2,3), B(7,10,3), C(-1,3,1) nokatlar bolan ABC
iicburglugyn A burgunyn kiitek burgdugyny gorkezmeli.

271. Depeleri A(5,1,12), B(11,3,8), C(2,5,0) nokatlar bolan ABC
ucbur¢lugyn agyrlyk merkezini tapmaly.

272. Absissalar okunda A(2,-4,5) we B(-3,2,7) nokatlardan den
daslykda yatyan nokady tapmaly.

§ 2. Wektorlar we olaryn iistiinde yonekey amallar

Giniglikde islendik erkin & wektory i, j, k wektorlaryn komegi
bilen asakdaky gorniisde ¢yzykly anlatmak bolyar:
d=a,i +a,]+ak 1)
bu yerde a,,a,,a, berlen wektoryn koordinata oklara bolan
proyeksiyalarydyr.
a wektoryn uzynlygy |§| bilen belgilenip, asakdaky formula bilen

tapylyar:
|8 =/a; +a; +a; . (2)

Koordinata  oklarynyn ugurlary bilen @ wektoryn ugrunyn
arasyndaky bur¢larye, f,y bilen belgilap, olary asakdaky formulalar
bilen tapyarlar:

COS y =—=. 3)
Bu ugrukdyryjy kosinuslar bolup,

cos® o +€os” B +cos* y =1 (4)
denlik bilen baglanysyandyrlar.
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Eger a web wektorlar (1) gornusde anladylan bolsalar, onda olaryn
jemi, tapawudy asakdaky formulalar bilen tapylyar:

a+b=(a +b)i +(a,+b,)]+(a, +b,)k; )
a-b=(a,—b)i+(a,—b,)j+(a —b)k. (6)

a wektoryn m skalyara kopeltmek hasyly
ma =ma,i +ma,j+ma,k (7)

formula bilen tapylyar.
273.  Ug  wektor berlen: a={2,4,0}, b={0-31}, ¢={5-12}.
2a-30+C wektory tapmaly.
Cozilisi. (1) , (5) , (6) we (7) formulalardan peydalanalyn:
a=2i+4j, b=-3j+k, ¢=5—j+2k,
28=2-2{ +2-4] =47 +8], 30 =-3-3J+3k =—9] +3k.
Onda
2a-30+C=4i +8]+9] -3k +51 — j+2k = (4+5)i +(8+9-1) ] +
+(=3+2)k =97 +16] — k.
Sunlukda, 2d-3b +¢{9,16,~1}.
274, 1)\346\:\5—6, 2) \a’+6\>\a—6

, 3) ‘é+6‘<‘§—6‘ bolmagy
iicin & we b wektorlar zara nahili yerlesmeli.

Cozilisi. a we b wektorlary umumy O baslangyja getirelin. Sonda
a+b we a-b wektorlar taraplary a we b bolan parallelogramyn

diagonallary bolarlar (18-nji ¢yzgy).
AOAB we AOBC garalyn.

N

OA

—

BC| we O_)B bu ii¢cbur¢luklar {igin

umumy tarapdyr. Sona gora
) ZAOB=/OBC bolsa \a + 5\ = \a - 6\ bolyar. /AOB+ ZOBC =7

bolany iicin a web wektorlar perpendikulyar bolmalydyr.

18-nji ¢yzgy
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2)  /AOB</OBC bolsa ‘a+6‘>‘a—6\ bolyar. a we b
wektorlar yiti burgy emele getirmeli.

3) ZAOB>~/0OBC bolsa ‘é+5‘<‘é—5‘ bolyar.
wektorlar kiitek bur¢ emele getirmelidir.

275. Uzynlygy 6-a den bolan a wektor b wektor bilen 45° burg

we b

jabi

emele getiryar. d wektoryn b wektora bolan proyeksiyasyny tapmaly.
Coziilisi.
al- cos (3.b)=6-cos 45° :6-%:&5.

a-|
276. (?1{2,—3,1} we 5{— 4,1,—2} wektorlary gosmaly.

Coziiligi. a+b wektoryn koordinata oklaryna bolan proyeksiyalaryny
tapalyn:

npy;

np(a+b) =2+(-4)=-2;
npy(é+5) =-3+1=-2;
np,(@+b) =1+ (-2) = 1.
Onda d+b=-2-2]-k yada a+b={-2-2-1}
277.  ay- 2,3,—5} we 5{1,0,—5} wektorlaryn  arasyndaky  burgy

tapmaly.
Coziilisi. Alyarys:

8] = y/(-2)? + 3% +(-5)? =+/38.

cos a, = cos y, =

——, CO0S f, =——, —_—
/38 SNET /38
Seyle hem
‘5‘ = 1> + 0% + (-5)* =/26
1 —
cosa,=——, CospfB,=0, cosy,=——.
\ 26 \ 26

Onda
COS ¢ = COS ¢, - COS &x, +COS f3, - COS [3, 4+ COS ¥, - COS y, =
-2).1+3- _5). (= 2 2
_(2)-1+3-0+(5)-(-5) _ 23 ' ¢:arccos—3+kﬂ' bolar.

\/38+/26 /988 \/988

278. d=8i —4] + k wektoryn ugrukdyryjy kosinuslaryny tapmaly.
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Cozilisi. (3) formulany ulanalyn.
8 8 4 1
CoS & = =—, COSf=——, COSy=—.
82+ (-4)2 +12 9 9 9

279. A(2,-6,—-3) we B(4,-1,—7) nokatlar berlen bolsa, KB wektory
tapmaly.

280. é{— 3,4 —1}, 5{— 1,2,3}, C {— 4,—2,1} wektorlar  berlen bolsa,
4a+3b-2¢, -5a+4b+¢C wektorlary tapmaly.

280". a=20i +30j—60k wektoryn uzynlygyny we ugrukdyryijy
kosinuslaryny tapmaly.

28l d=mi +(M+1)j+m(m+ 1)IZ wektoryn uzynlygyny tapmaly.

282. Depeleri A(L2,3), B(32,2) we C(L,4]1 nokatlarda yatan
ucbur¢lugyn dentaraply lgburglukdygyny gorkezmeli.

283 a=2i+3] we b=i+5] wektorlaryn arasyndaky burgy
tapmaly.

(1, ] —birlik wektorlar).

284. Eger i,] Ozara perpendikulyar bolan birlik wektorlar bolsa,
d=31 —4] wektoryn uzynlygyny tapmaly.

285. KB =21 —6], BE =i +7], SA =-3i —] wektorlar iicburclugy

emele getiryirler. Eger i,] wektorlar 6zara perpendikulyar ortlar bolsa,
ucburclugyn burclaryny kesgitlemeli.

286. Baslangyjy A(X,Y;,Z,) ahyry B(X,,Y,,Z,) nokatlar bolan A_>B
wektoryn koordinatalaryny tapmaly.
287.  a{3,21} wektory b{6,21}, c{45-2}, d{,-54} bazisde
dagydyp yazmaly.
Coziiligi.
§:a15+a26+a36,
a,,a,,0,— sanlary kesgitlemek icin bu denlikde berlen 5,5,6,5

wektorlaryn 1,7,k dekart bazisde dagytmalaryny goyalyn;

3 +2]+k = (61 + ] +2K) +, (4T +5] —2k) + s (i —5] = 4k) =

= (6a, +4ar, + )i + (o, +5a, —5a,) | + e, — 20, +4a )K.
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Bu yerden «,,a,,a; nibelliler iigin ¢yzykly ii¢ denleme sistemasyny
alarys:
6a, +4a, +a; =3
o, +5a, -5, =2 .
20, - 20, +4a, =1
Bu sistemany ¢oziip,

31 33 30
“Tg BTy BT

bahalary alarys. Sunlukda,

§ 3. Iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly

Iki & we b wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly diylip,

a we b wektorlaryn uzynlyklarynyn, sol wektorlaryn arasyndaky
bur¢un kosinusyna kopeldilmegine den bolan skalyar ululyga aydylyar:
é-5=|é”5‘-cosw. )

I. Iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly, berlen wektorlaryn biri
nola den bolanda ya-da berlen wektorlar Ozara perpendikulyar bolanda
nola dendir.

2. a-b=b-a, yagny wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly orun
calsyrma kanunyna boyun egyar.

3. Iki wektoryn jeminin {i¢iinji wektora skalyar kopeltmek hasyly
sol wektorlaryn igiinji wektora skalyar kopeltmek hasyllarynyn jemine
dendir:

(+b)c =4ac +bc.

4. Islendik hemiselik M  kopeldiji iicin, wektorlaryn skalyar

kopeltmek hasyly kopeltmegin utgasdyrma kanunyna boyun egyar:
m(a-b) =(ma)-b =a(mb).

5. Wektoryn 0z-0ziine skalyar kopeltmek hasyly sol wektoryn
uzynlygynyn kwadratyna dendir:

a-d=a.

Goy, iki a we b wektorlar ©ziinin koordinatalary bilen berlen
bolsun:
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é:{ax,ay,az }, Bz{bx,by,bZ } Onda olaryn skalyar kopeltmek

hasyly asakdaky formula bilen tapylyar:
a-b=ab, +ahb, +a,b,. 2)
Olaryn arasyndaky burg
B a,b, +ab, +a,b,
\/af+a§ +af\/bx2 +bj +b?
formula boyunga tapylyar. Bir wektoryn beyleki wektora bolan
proyeksiyasy asakdaky gorniisdedir:
a,b, +ab, +ab,
(b2 +b7 +b?
Nola den  bolmadyk é{ax ,a,,a, } we S{bx , by , bz} wektorlaryn
kolleniarlyk serti

)

4

npﬁé =

a
R 5)
b, b, b,
olaryn perpendikulyarlyk serti bolsa
a,b, +ab, +a,b, =0 (6)

gornusdedir.
288. Skalyar kopeltmek hasylynyn kesgitlemesini ulanyp, i,],K
birlik wektorlaryn arasyndaky baglanysygy getirip ¢ykarmaly.
Coziilisi. Skalyar kopeltmek hasylynyn kesgitlemesinden alyarys:
iV =[i]fflcos 0" =1-1.1=1, i*=1,

i-i=1 j*=1 k-k=1 k?=1

i-7=[]-[fjcos>=11.0=0, T-k=0, j-k=0.
Belli bolsy yaly b =ba, onda i-j=k-i=k-j=0.
289. 5{5,3,2}, 5{1,—2,4} bolsa d wektoryn b  wektora bolan

proyeksiyasyny tapmaly.
Coziilisi. Belli bolsy yaly
§6=‘6‘~np5§
Bu yerden
ah 51-3-2+2:4 J21

np.d=-—= ,
° b‘ JI2+(-2)+4* 21 3
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290. Nokada f giiy¢ tisir edydr. Onun koordinata oklara bolan
proyeksiyalary (9,5,—2) bolsa, onun ululygyny we ugruny kesgitlemeli.

Coziilisi. f= {9,5,—2} gilyc wektoryn ugrukdyryjy kosinuslaryny
tapalyn:

COS a = 9 = L,
JO?+52+(=2)° 110

cosﬂ—i cos;/——i
Ji10' V110

f giiyjin ululygyny tapalyi:

\f\=1/92+52+(—2 2 - 110
291. Depeleri A(3,2,-3),B(5,1,-1) we C(1,—2,1) nokatlar bolan
tcbur¢lugyn icki A burguny tapmaly.

Coziilisi. AB we AC wektorlaryn arasyndaky  burgy ¢ bilen
belgilalin:

—> - - — - - - s
AB=2i —]J+2k, AC=-2i —4]+4k.
Bu yerden

‘AB‘ —J4+1+4=3, \Ac\ —J4+16+16 =6.

Skalyar kopeltmek hasylyny tapalyn:
-> -
AB-AC=2-(-2)+(-1)(-4)+2-4=-4+4+8=8.
Onda

4 4
CoOSp=—-=—, =arccos— ~ 63°36.
P36 9 7 9

202, Eger  [3=2, \5\:3 we d1b bolsa (5a+30)(2a—b)

tapmaly.
Coziilisi. Alarys:

(5a+30)(2a—b) = 1o-|a|2—5-a-6+66-a—3\6\2 ~10.22 -

5-[al-[p|cos =+ 6-[a-|b| -cos =~ 3-8 = 40-27 =13,
2 2
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293. Eger i,] Ozara biri-birine perpendikulyar bolan birlik wektorlar

bolup, d=31 —2],b=i4] bolsa, a-b skalyar kopeltmek hasylyny
hasaplamaly.

294. || = % b|=6 we ¢ =% bolsa 3[a|-2ab +4b? alatmanyn
san bahasyny tapmaly.
295. Eger a=4i—-] b=i+2j, ¢€=2i-3], i?=1 j?=1
we @= 7 bolsa a+3ab-2bc+1 anlatmany yonekeylesdirmeli.

296. a=i+2j+3k we b=6i+4j-2Kk wektorlaryn arasyndaky
burgy tapmaly.

o

a
4o

Cozillisi. Belli bolsy yaly ab =|§|\6\cos¢, onda cosg =

Alarys:

ab =1-6+2-4+3-(-2) =8,|a|=V1+4+9 =414, ‘5‘:\/36+16+4 =2:\14.

8 2
21414 7

297.  Eger  |a]=4, ‘6‘=6, (/)=% bolsa (3d—2b)(5d —6b)

Sunlukda, cos ¢ = we ¢@= arccos%.

skalyar kopeltmek hasylyny tapmaly.

298. Dortburglugyn depeleri berlen: A(-4,-3,-2), B(2,-2,-3),
C(-8,-5,1), D(4,-3,-1). Onun diagonallarynyn Ozara
perpendikulyardygyny subut etmeli.

299. Depeleri  A(-1,-4,0), B(-2,-2,-2) we C(-3,-3,2) bolan
ucbur¢lugyn icki burglaryny tapmaly.

300. Eger a{5,4,—6}, 6{2,—1,—1} bolsa a wektoryh b wektora
bolan proyeksiyasyny tapmaly.

301. Wektorlaryn perpendikulyar ya-da perpendikulyar dildigini
barlamaly:

) a{3,4,-1}, b{1211};
2) a{1,3,4}, b{2,-13}.
Coziilisi.

1) 3.1+4.-2-1-11=3+8-11=11-11=0;
2) 1.2+3(-1)+4-3=2-3+12=11=0.
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Gorntisi yaly 1) perpendikulyar, 2) bolsa perpendikulyar déldir.
302.Wektorlaryn  perpendikulyar yada  perpendikulyar dildigini
barlamaly

1) &a{3,06},b{4,7,2}, 2).c{-325},d{6-31}.

303. Depeleri A(L,4,3), B(2,3,5), C(2,5,1) we D(3,4,3) nokatlar
bolan dortburclugyn parallelogramdygyny gorkezmeli.

304. Depeleri A(3,-1,2), B(1,2,-1), C(-1,1,-3) we D(3,-5,3)
nokatlar bolan dortburglugyn trapesiyadygyny gorkezmeli.

§ 4. Iki wektoryn wektor kopeltmek hasyly

Goy, a we b wektorlar berlen bolsun. Su wektorlaryn komegi
bilen asakdaky sertleri kanagatlandyryan § wektory guralyn:
L |§|=|§|-‘5‘~Singp, bu yerde ¢ bur¢ a we b wektorlaryn
aralygyndaky burg.
2. g wektor & we b wektorlaryn her birine ortogonal
bolmaly.
3. d,b,d wektorlar sag icliigi emele getirmeli.
Su usul bilen gurlan § wektora a we b wektorlaryn  wektor
kopeltmek hasyly diyilyar we axb bilen belgilenyar.
1. daxb = —(bxa).
2. (a+b)x¢=(axc)+(bxc).
3. (maxnb)=(mn)(@xb).
4. Eger a we b wektorlaryn biri nol wektor bolan halda ya-da

d II b bolan halda we dine su iki halda, iki wektoryn wektor
kopeltmek hasyly nola dendir.

Iki kolleniar bolmadyk & we b wektorlaryn wektor kopeltmek
hasylynyn moduly, su wektorlar bilen gurlan parallelogramyn meydanyna
dendir.

Goy, a we b wektorlar Ozinin koordinatalary bilen berlen
bolsun:

é{ax,ay,az }, B{bx,by,bZ } Onda bu wektorlaryn wektor kopeltmek

hasyly asakdaky kesgitleyji bilen kesgitlenip bilner:
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i k

]
axb=la, a, a,f.
b, b, b,

305. Depeleri A(X,Y;,z), B(X,,Y¥,,2Z,) we C(X,;, VY, 2;) nokatlarda
bolan ligbur¢lugyn meydanyny tapmaly.

Cozilisi. AB we AC wektorlaryn wektor kopeltmek hasylynyn

uzynlygy  kesgitlemda gora  AB we A_)C wektorlar  bilen  gurlan
parallelogramyn meydanyna dendir. Bizin tg¢bur¢lugymyzyn S meydany

KBX AHC

. , 1
parallelogramyn meydanynyn yarysyna dendir, yagny S ZE

bolar.
AB we AHC wektorlaryn koordinatalaryny tapalyn:
AB :{Xz _Xi’yz_yl’ZZ_Zl}’ AC :{XS_Xi’y3_yl’ZS_Zl}'
Onda
i j k
ABxAC=x,—X Y,-VY, Z,-%| =
=% Y=Y 37

:T.yz_yl 22_21_'_? Z,— 1 Xz_X1+R_‘X2_X1 Yo=Y
Ys=Y1 Z3—Z ;=4 X=X X=X Y=Y
bu yerden alarys:
KBxAé‘=
2 2 2
:\/Y2_Y1 Z,— 1 +Zz_21 X, =X +X2_X1 Yo=Y
Ys= Y 4,4 L34 X3—X X=X Y=Y
Sunlukda,
SZ%KBXA&‘Z
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2

:\/yz_yl Z2_2124_22_21 X2_X1‘2+X2_Xl Y=V
Ys— Y1 Z3— % L3—1 X=X X3=% Y=Y

Eger ABC iicburclugyn depeleri xOy tekizlikde yatyan bolsa,
yagny Z,=12,=2,=0 bolsa, onda asakdaky formulany alarys:

_%J

2
=X Y.

X=X Y=Y

X=X Y,V
X=X Y=Y

1
—4+=
2

306. Depeleri  A(2,2,2), B(1,3,3), C(3,4,2) nokatlarda  bolan

ichur¢lugyn meydanyny tapmaly.
307. Depeleri A(1,2,0), B(3,0,—3) we C(5,2,6) nokatlarda bolan

ABC iigbur¢lugyn meydanyny tapmaly.
308. a,b,C wektorlar a+b+C=0 serti kanagatlandyryan bolsalar
dxb=bxC=cxa denligi subut etmeli.
Coziilisi. Berlen denligi b wektora wektor kopeldelin:
§x6+5x5+6x6:6x5:6,
bu yerden

(S

axb+cxb=0.

Kesgitlemi gord bxb=0, ¢xb=-(bxc). Onda dxb-bxc=0
yada  ax b =bxC. Seyle hem ax b=Cxa bolyandygy subut edilyar.
Diymek, berlen sertlerde & x b=bxC=¢cxa.

309. a{10,-2}, b{210,}, ¢{-1L1} wektorlar berlen. Onda (axb)x¢

we ax (6 xC) tapmaly.

Coziilisi.
i J ok
I -0 -2 -2 1 -1 0o _. . -
axb={1 0 —2:|‘ + ] ‘+k‘ ‘:2l—4j+k
1 0 0 2 2 1
2 1 0
axb{2,-4,1}.
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2 -4 .
‘=—5I—3J—2k.
1

Seyle hem, ax(bx¢)=-4i —5j -2k (barlamaly). Diymek,
(Axb)xC= ax(bxc).
310. Deiiligi subut etmeli (axb)*+(a-b)?=a2-b>
3. a=3i—-j-2k we b=i+2j-k wektorlar berlen. Onda
(2a-b)x (d+2b) wektor kopeltmek hasylyny tapmaly.
312. Depeleri A(2,-1,3), B(1,4,2), C(3,1,-1) nokatlarda bolan
ABC tiigburglugyn S meydanyny tapmaly.
313. Anlatmalary yonekeylesdirmeli
1) (2a-3b)x(d+4b);
2) (3i—4j+5k)x(2i+6)—k).
314. Skalyary hasaplamaly
A=(axb)?+(ab)>

315 Eger ALB we ALC bolsa Ax(BxC)=0 denligi subut
etmeli.

316. a+0, b=0 sert boyunca d=b xX bolar yaly edip X wektory
tapmak hemise miimkinmi?

Coziilisi. a wektoryn b we X wektorlaryn wektor kopeltmek
hasyly bolmagy licin kesgitlemd gord, d wektoryn b we X wektora
perpendikulyar bolmagy zerur. b wektoryn lsti bilen @ wektoryn okuna
perpendikulyar tekizlik gegirelin we sol tekizligin iistiinde islendik bir ¢
wektory alalyn. bx€=d belgililin. Wektor alld, sona goride &=Ad,
seyle hem

Ad = A(bx€) =b x AC.

Eger AC=X diyip alsak, onda @=DbxX meselinin ¢dziiwi bolar.

317. Eger X  wektoryn 5{5,3,2} we 5{1,—2,4} wektorlara
perpendikuyardygy belli hem-de X(i +2]+5k)=85 bolsa, X wektory
tapmaly.
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Cozilisi. a4 we b iki wektora perpendikulyar bolan islendik

wektor olaryn wektor kopeltmek hasylyna, yagny dxb wektora kolleniar

bolmaly.
Diymek,
i J k
X=A(Exb)=A5 3 2|=1(161 —18]—13K).
1 -2 4

X bahasyny meselanin ikinji sertindiki denlige goyup alarys:
A(161 —18] -13k)(i +2) +5k) =85
ya-da
—-851=85 A=-1.Diymek, X=-16i +18]+13K.
318. Eger |§| =5, ‘5‘ =2 we ab=6 bolsa ‘éx 6‘ tapmaly.

319. M(1,2,3) nokada F=i-2j+4k giiy¢ goylan. Onda bu giiyjin
M(3,2,-1) nokada géri momentini tapmaly.

Coziilisi. Eger F giiy¢ B nokada goylan bolsa, onda bu giyjin A
nokada gora momenti AB wektoryn F  wektora wektor kopeltmek

hasylyna dendir. ATB wektory tapalyn:
AB = (1-3)i +(2-2)] +(B+1)k =27 +4k.

Onda
i Jj kK
Lo |2 4 .4 1] |1 -2
mF=ABxF=|1 -2 4|=i + ] + =
0 4 4 -2 -2 0
2 0 4
=187 -12] — 4k.

320 M(2,-11) nokada F =3 +2j-4k giiyc goylan bolsa, bu
giiyjin koordinatalar baslangyjyna gord momentini tapmaly.

§ 5. Diirli meseleler

321. Goniiburgly dekart koordinatalar sistemasynda A(0,y,z),B(x,Y,0)
we C(x,y,0) nokatlaryn yerlesisini anyklamaly.
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322. Gonuburgly dekart koordinatalar sistemasynda
A(2,0,0), B(0,-5,0), C(0,0,-1), D(0,2,2), E(5,-5,0) nokatlaryn yerlesisini
anyklamaly.

323. A(a,b,c) nokadyn 1) xOy tekizlige gord, 2) yOz tekizlige
gord, 3) Oy oka gord, 4) Koordinatalar baslangyjyna gorda simmetrik

bolan nokatlarynyn koordinatalaryny tapmaly.
324. Applikatalar okunda A(4,-1,2) we B(0,2,-1) nokatlardan den
daslykda yatyan nokadyn koordinatalaryny tapmaly
325. Depeleri  A(3,-2,5), B(-2,1,-3) we C(5,1,-1) nokatlarda
bolan ii¢cburglugyn yitiburcly ilicbur¢clukdygyny subut etmeli.
326. A(7,2,-3) we B(-5,0,4) nokatlary birlesdiryin AB kesim C
AC

nokat bilen A =§=% gatnagykla bolinen bolsa, C nokadyn

koordinatalaryny tapmaly.
327. AB kesim C,D,E,F nokatlar bilen den bas bolege bolinen.

Iki C(3,-5,7) we F(-2,4,-8) nokatlar belli bolsa, galan A,B,D,E
nokatlary tapmaly.

328. Goy, &, b we ¢ wektorlar berlen ok bilen degislilikde %,

2?7[, 7 burgy emele getiryin wektorlar bolsun. Onda 3a+2b+¢C

wektoryn oka bolan proyeksiyasyny tapmaly.

329 AC=m we BD=n parallelogramyn diagonallary bolsa,

AB, BC, CD we DA wektorlary m,n  wektorlaryn {isti bilen
anlatmaly.
330. ABCDA'B'C'D’ parallelogramyn gapyrgalary bilen gabat gelyén

AB=4d, AD=b, AN =C wektorlar berlen bolsa, AC', AC,BD’,B'D
diagonallary a b we € wektorlar bilen anlatmaly.
33. Eger O nokat ABC igbur¢lugyn medianalarynyn kesisme

nokady bolsa AO+ OHB+ OE =0 bolyandygyny subut etmeli.

332. Depeleri A(2,1,-4), B(1,3,5), C(7,2,3) we D(8,0,-6)
nokatlarda bolan dortbur¢lugyn parallelogramdygyny subut etmeli. Onun
taraplarynyn uzynlyklaryny tapmaly.

333. A(3,-1,2), B(,2,-1), C(-1,1,-1) we D(3,-5,3) nokatlaryn
trapesiyanyn  depeleridigini  gorkezmeli ~we  parallel taraplaryngyn
uzynlyklaryny tapmaly.
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334, a=3i+4j+7k we b=2i-5j+2k wektorlaryn Ozara
perpendikulyardygyny gorkezmeli.
335. Eger a wektor b wektora perpendikulyar bolsa we |§| =2,

‘6‘ =3 belli bolsa (53 +3b)(2a—b) tapmaly.
336. Material nokada asakdaky giiycler tasir edyar diyelin:
f=2i-j+k, f,=—i+2j+2k, f,=i+j-2k
Ol nokady A(0,-1,0) nokatdan B(4,1,—1) nokada ¢enli iiytgetmek
licin dentisir edyin R gilyjiin yerine yetiren isini tapmaly.

337. a=3i+6j-k, b=i+4]j-5k, c=3I+4j+2k wektorlar
berlen bolsa a+C wektoryi b+C wektora bolan proyeksiyasyny
tapmaly.

338 p=a(bc)—b(ac) we ¢ wektorlaryn biri-birine perpendikul-
yardygyny gorkezmeli.

339. Eger 1,] Ozara perpendikulyar birlik wektorlar bolsa
d=31+] we b=i+5] wektorlaryn arasyndaky burcy hasaplamaly.

340. AB{21-2} we BC{32,6} wektorlar iighurclugyn taraplary
bilen gabat gelydn bolsa, ol iicbur¢lugyn meydanyny tapmaly.

341, a{30,-4} we b{1,-2,2} wektorlar berlen. Bu wektorlaryn

wektor kopeltmek hasylyny we olar bilen gurlan parallelogramyn
meydanyny tapmaly.
342, Anlatmalary yonekeylesdirmeli

D) (@7 =)i+(J-2K)k + (7 ~3k)%
2) (Bi-4j-5k)x(2i +6] —k);
3) 3 xk)+5]( xk)—6k(i xJ);
4) Tx(fxk)=TxAxK)+kx(@{+]+k).
343. X=b(ac)-a(bc) wektoryi C wektora perpendikulyardygyny
subut etmeli.
344, Degiglilikde ululyklary [5]=13 ‘6 ‘ =19 bolan \a + 5\ =24 serti

kanagatlandyryan d we b wektorlar berlen bolsa,

5—5‘ tapmaly.
345. Degislilikde ululyklary |é|=1l ‘6‘=23 bolan ‘5—6‘230 serti

kanagatlandyryan & we b wektorlar berlen bolsa,
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346. Eger i, ] wektorlar biri-birine perpendikulyar bolan birlik
wektorlar  bolsa, a=31-2] we b=i+4] wektorlaryn skalyar
kopeltmek hasylyny tapmaly.

347. Eger a=4m-n, b=m+2n, c=2m-3n we m?=4,

n’=1, (n?n) = %, bolsa a°+3(ab)—2(bc)+1 anlatmany yonekeylesdir-
meli. )
348. Ugburglugyn depeleri berlen: A(3,2,-3), B(5,1,-1), C(1,-2,1).

Ugburc;k;gy_fl A depesindiki icki burgy tapmaly.

349. Ucgbur¢lugyn A(-1,4,1), B(3,4,-2), C(5,2,-1) depeleri berlen
bolsa, onun B depesindiiki icki burgy tapmaly.

350. a=2i +3]+5k we b=i+2j+k wektorlaryn ~ wektor
kopeltmek hasylyny tapmaly.

351, a=6i+3j-2k we b=3-2j+6k wektorlar bilen gurlan
parallelogramyn meydanyny tapmaly.

352.  Depeleri A(1,1,1), B(2,3,4), C(4,3,2) nokatlarda  bolan
licbur¢lugyn meydanyny hasaplamaly.

353. Eger |§| =‘6‘ =1 we (éAB) :% bolsa, a+3b we 3a+b
wektorlar bilen gurlan parallelogramyn meydanyny hasaplamaly.

354. Anlatmany yonekeylesdirmeli.

[(2a+6)x(e—a)]+[(6+e)x(a+6)].
355, a=3i-2j+5k we b=2i—j+3k  wektorlaryn  wektor

kopeltmek hasylyny tapmaly.
356. P, parallelogramyn taraplary P, parallelogramyn diagonallaryna

den. Olaryn S, we S, meydanlarynyn baglanysygyny tapmaly.

357. Depeleri A(Ql,1,2), B(2,3,2), C(5,-1,3) nokatlarda bolan
lichurglugyn S meydanyny tapmaly.

358. a= {1,1,—2}, b= {2,1,1} we C= {—1,1,1} wektorlar berlen bolsa

(axb)xc), ax(bxc) tapmaly.
359. Eger a=3i+]j+2k we b=i+2j+k wektorlar berlen bolsa,
onda (2a-b)x(a+2b)wektor kopeltmek hasylyny tapmaly.
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360. Eger a=2i —3j+k, b=-3+j+2k, ¢=i+2]+3k wektorlar
berlen bolsa, onda U =(axb)x(axc) wektory tapmaly.

36l. a=2i+j+2k we b=3i+2j+2k wektorlar  bilen
gurlan parallelogramyn meydanyny tapmaly.

§ 6. Ug wektoryn garysyk kopeltmek hasyly

a we b wektorlaryn wektor kopeltmek hasylynyn € wektora

skalyar kopeldilmegine &, b,c ¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasyly
diyilyar we asakdaky yaly belgilenyar:
lﬁxBJ-E ya-da (axDb)c.
l. Berlen ii¢ wektoryn orunlaryny towerek boyunga  siiysiirip

lytgetsek, onda ii¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasyly
liytgemeyar:

[ﬁxﬁ]-(T:[Bxé}-é:[éxé]-B.

2. Ug¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasylynda wektorlaryn haysy
bolsada birinin ornuny {ytgetmin, beyleki ikisinin ornuny
liytgetsen, onda onun alamaty iiytgeyar:

[éxB]-ﬁz—[Bxé]-Ez[axé]-B.

3. Ug wektor komplanar bolsa, onda olaryn garysyk kopeltmek

hasyly nola dendir:

a, a, a,
[axb]-C=|b, b, b,|=0.
¢, C ¢

362. a=2i—-j-k, b=i+3]-k, ¢=i+j+4k wektorlaryn
garysyk kopeltmek hasylyny tapmaly.
Coziilisi. Alarys:

-1 - 3
3 1= 2‘ J"+1
1 4
1
363. a=2i+5j+7k, b=
komplanardygyny gorkezmeli.

2
(axb)c =1
1




Cozilisi. Wektorlaryn garysyk kopeltmek hasylyny tapalyn:

25 7y 1 11
axb)c= -1 = - + =8-15+7=0.
(axb)c=|1 1 2 5 7 8-15+7=0

Lo o 122 R 2] 2

Diymek, wektorlar komplanardyrlar.
364. Depeleri A(@11l), B(4,4,4), C(355) we D(2,4,7) nokatlar

bolan ABCD piramidanyn gdéwriimini tapmaly.
Coziilisi. AB, AC we AD wektorlary kesgitlalin:

AB{3,3,3} AC{2,4,4}, AD{13,6}.
Indi t¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasylyny tapalyn:

3
[KBx A?:j- AD =2
1

w b~ W

3
4/ =18.
6

Bu bolsa AB, AC,AD wektorlar bilen gurlan parallelepipedin
gowriimidir:
V., =18 kub.bir.

par
Piramidanyn gowriimi bolsa parallelepipedin gowriiminin altydan
birine dendir.

V,, =1V, =L18=3kub.bir.
6 6

pir

365. Depeleri A(L,2,3), B(4,12), C(3,21) we D(L2,5) nokatlarda
bolan piramidanyn gowriimini tapmaly.

366. a=3+5], b=i—j+2k, €=5+3]+4k wektorlaryn
komplanardygyny gorkezmeli.

367. A@103), B(-1-12), C(2,-2,2) we D(0,19) nokatlaryn bir
tekizlikde yatyandygyny subut etmeli.

368. a{l13}, b{0,2-1}, c{1-14} wektorlaryi komplanardygyny

subut etmeli.
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V BOLUM
GINISLIKDE ANALITIK GEOMETRIYA

§ 1. Tekizlik we onun denlemesi
L. Tekizligin umumy denlemesi. Tekizligin kesimlerdaki denlemesi.

Eger ginislikde dekart koordinatalar sistemasy berlen bolsa, onda
istin umumy denlemesi asakdaky gorniisde yazylyar:

F(x,y,z)=0.

Eger F(X,y,z) n-nji tertipli kopagza bolsa, onda ginislikde n-nji
tertipli algebraik iist ya-da n-nji tertipli iist berlen diyilyar.

Her bir birinji tertipli

Ax+By+Cz+D=0 @
denleme ginislikde tekizligi anladyar. Bu yerde A, B, C, D koeffisiyentler
noldan tapawutlydyrlar. Sonun igin (1) denlema tekizligin umumy
denlemesi diyilyar.

Koordinatalary (1) denlemeddki X,y,z ululyklaryn koeffisiyentleri
bolan N(A,B,C) wektor (1) tekizlige perpendikulyar wektordyr. Geljekde
biz su tassyklamany hemise ulanarys.

M, (X, Yy,2,) nokat arkaly gecyin we N(AB,C) wektora
perpendikulyar bolan tekizligin denlemesi asakdaky gorniisde yazylyar:
A(X—%,)+B(y-Y,)+C(z—-z,)=0. (2)

Eger (1) denlemede D=0 bolsa, onda ol tekizlik koordinatalar
baslangyjyndan gecyandir. Seyle hem, A=0 bolsa, tekizlik OX oka,
B=0 bolsa Oy oka, C=0 bolsa Oz oka paralleldir.

Eger A=D=0 bolsa, tekizlik OX boyunca, B=D=0 bolsa Oy
boyunga, C=D =0 bolsa, Oz boyunca gecyindir.

Eger A=B=0 bolsa, tekizlik xOy tekizlige, B=C =0 bolsa, yOz
tekizlige, A=C =0 bolsa, xOy tekizlige paralleldir.

Eger (1) denlemede A,B,C,D koeffisiyentler noldan tapawutly

bolsalar, onda ony asakdaky goOrniise getirip bolyar:

X Y, 2 3)
a b c
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bu yerde a,b,c sanlar tekizligin koordinata oklaryndan kesip alyan
aralyklarynyn uzynlyklarydyr. Bu denlema tekizligin  kesimlerdaki
denlemesi diyilyar.

369. Denlemesi 4x—-y+3z+1=0 bolan tekizligin  asakdaky
nokatlaryn haysylary arkaly gegyiandigini takyklamaly.

A(-1,6,3), B(3,-2,-5), C(0,4,1), D(2,0,5), E(2,7,0), F(0,10).

Coziilisi. Nokatlaryn koordinatalaryny berlen denlemd goyup alyarys:

4(-1)-6+3-3+1=-10+10=0;
4.3—(-2)+3-(-5)+1=15-15=0;
4.0-4+3-1+1=-4+4=0;
4.2-0+3-5+1=8+16=24;
4.2-7+3.0+1=9-7=2;
4.0-1+3-0+1=-1+1=0.

Sunlukda, tekizlik A,B,C,F nokatlaryn Ustlinden gecyar, D, E -
nokatlardan bolsa ge¢meyar.

370. M (1,-2,1) nokatdan we Oz okdan gegydn tekizligin denlemesini
yazmaly.

Coziilisi. Oz oky arkaly gegyén tekizligin denlemesini yazalyn:

Ax+By=0 (C=D=0)

Tekizligin M nokatdan gecydndigine gord, ol nokadyn koordinatalary

berlen denlemani kanagatlandyrmalydyr:
A-1+B(-2) =0, A=2B.

Onda 2Bx+By=0, ya-da 2x+y=0.

371. Tekizligin 3x—-4y+5z+11=0 umumy denlemesini onun
kesimlerddki denlemesi gOrniisinde yazmaly.

Coziilisi. Azat agzany denligin sag bolegine gegirip, iki bdlegini hem
1l-e boliip alarys:

3x— 4y +57 =11, 3 4y 57 _
-11 -11 -11
ya-da
v,z _ _uo 1 1
_E+E+_E_L a= 3 b_4, S

3 4 5
372. Eger tekizlik P(2,-2,-4) nokat arkaly gecip abssisalar okuny
a=-3 aralykdan, applikata okuny C=2 aralykdan kesip gec¢ydn bolsa,

onun kesimlerddki denlemesini yazmaly.
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Coziilisi. (3) formulany ulanyarys: (¢ =-3, ¢=2)
-3 b 2
Tekizligin P nokady arkaly gegyidndigine gord ol nokadyn
koordinatalary denlemini kanagatlandyryandyr:

1.

2 -2 -4
—t—+—=
-3 b 2
Bu yerden b= —%. Sunlukda, tekizligin denlemesi asakdaky
gorntigdedir:
X y z
—+——+—=1
-3 6 2
11

373. 0O(0,000 we A(L23) nokatlary birlesdirydin  kesime
perpendikulyar bolan we ol kesimi den ikd bolyan tekizligin denlemesini
yazmaly.

Coziilisi. Goy, M(x,y,z) tekizligin erkin nokady bolsun. Meselanin
sertine gora |MO| =|MA|. Iki nokadyn arasyndaky uzaklygy tapmaklygyn
formulasyny ulanyp, bu denligi asakdaky gorniisde yazyp bileris:

U+ Y2 +2% =/ (x=1)% + (y—2)? + (2 -3)?
ya-da
2X+4y+62-14=0, X+2y+3z-7=0.
Bu denleme gozlenyin tekizligin denlemesidir.

374. M,(-3,0,2) nokat arkaly gecyin we RI)(2,3,5) wektora

perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini yazmaly.
Coziilisi. (2) formulany ulanalyn. Bu yerde A=2, B=3, C=5.

M,(-3,0,2) — nokat arkaly gegyéan tekizligin denlemesini yazalyn:
2(x+3)+3(y-0)+5(z-2)=0
ya-da
2X+3y+5z-4=0.

375. Tekizlikleri gurmaly.

1. 3x+2y+4z-8=0. 2. 2x+3y-6=0. 3. 2z-3=0.

Gurlugy. 1) D#0 bolany ig¢in tekizlik koordinatalar baslangyjyndan
gecmeyar. Ol koordinata oklaryny diirli aralyklardan kesip gegyar.
Tekizligin  OX oky bilen kesisme nokadyny tapmak iicin denlemede
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y=z=0 goyup alarys: 3x—8=0, x=a=g. Seyle hem X=2=0 bolsa

x=h=4 we x=y=0 bolsa, z=c=2. Sunlukda,
A{%,0,0j, B(0,4,0), C(0,0,2) (19-njy ¢yzgy).
ZA
C
5 5
Yy
A
X

19-njy ¢yzgy

2. D=-6. 2X+3y—-6=0 denleméani
1_{_1:1
3 2

gorniisde yazyp bileris. Bu yerde a=3, b=2. Bu tekizlik Oz oka
paralleldir (20-nji ¢yzgy).

20-nji ¢yzgy
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3. Gorniisi yaly A=B=0. Onda berlen tekizlik xOy koordinata

tekizligine paralleldir we Oz oky g aralykdan kesip gecyar (2l-nji Gyzgy).

zZA
/ /
/ / /
0 >
X
2l-nji cyzgy

376. Tekizlikleri gurmaly.
1) x+2y-z-4=0;

2) 2x+3z-6=0;
3) 2y-5=0;

4) 2y-3z=0.

377. OX oky we
denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Gozleydn denlemdmizin umumy gorniisii asakdaky yalydyr:

By+Cz=0. Bu denlemd M nokadyn koordinatalaryny goyup
alyarys:

M (3,2,4) nokat arkaly gecydn tekizligin

2B+4C =0 ya-da B=-2C.

Onda —-2Cy+Cz=0 we 2y-z=0 alarys.

378. OXx oka perpendikulyar bolan we M (2,-1,3) nokat arkaly
gecyan tekizligin denlemesini yazmaly.

Cozillisi. OX oka perpendikulyar bolan tekizligin denlemesi asakdaky
gorntigdedir: AX+D=0. Su denlemd M nokadyn koordinatalaryny goyup
alyarys:

Ax-2A=0, x—2=0.

379. Merkez diyip at berilyain A(a,b,c) nokatdan, R radiusa den

bolan daglykda yatyan ginisligin nokatlar kopliiginin emele getirydn sar
ustunin (sferanyn) denlemesini tapmaly.
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Cozilisi. Goy, M(x,y,z) sferanyn erkin nokady bolsun. Meseldnin
sertine  gora |AM| =R. Bu yerde |AM | = \/(X —af +(y-bf +(z-cf.
Diymek,

\/(x—a)z +(y=b) +(z-cf =R ya-da (x—a)’+(y-b)*+(z-c)’=R%

Eger sferanyn merkezi koordinatalar baslangyjynda bolsa, onda

X +y*+7°=R%

380. X*+y’+2°=25 denleme berlen. Su denleminin emele getiryin

ustlini anyklamaly.
38l. Denlemesi 2x-3y+4z-8=0 bolan tekizligin asakdaky

nokatlaryn haysylary arkaly gecyiandigini kesgitlemeli:
2x-3y—-4z-3=0 we 4x-3y-2z-3=0.

382. M,(3,4,5) nokat arkaly gecyin we  N(-1-32) wektora
perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini yazmaly.
383. Asakdaky tekizliklerin koordinata oklaryna gord yerlesis
ayratynlyklaryny anyklamaly.
1.3x-5z+1=0, 2. 9y-2=0, 3. X+y-5=0,
4, 2x+3y-7z=0, 5. 8y-3z=0.

384. Ox okdan we Q(L,-13) nokat arkaly gegydn tekizligin

denlemesini yazmaly.
385. Oy okdan we P(21,-1) nokat arkaly gecyian tekizligin

denlemesini yazmaly.
386. M (4,-4,2) nokat arkaly gecydn we a) xOz tekizlige parallel,

b) xOy tekizlige parallel bolan tekizligin denlemesini yazmaly.

387. Tekizligin umumy denlemesi berlen: x—-4y+3z—-2=0. Onun
kesimlerddki denlemesini yazmaly.

388. P(2,3,4) nokat arkaly ge¢ydn we Ox, Oy oklary a=1 b=-1
aralykdan kesip gecyin tekizligin kesimlerddki denlemesini yazmaly.

389. P(-1,-14) nokatdan tekizligin Q(2,13) nokadyna
perpendikulyar gecirilen bolsa, tekizligin denlemesini yazmaly.

390. Asakdaky tekizliklerin koordinatalar oklaryny nice uzaklykdan
kesip gecyandigini takyklamaly:

1) 2x-3z-2z+12=0, 2) 5x+y-3z-15=0, 3) x—-y+z-1=0,

4) x-4z+6=0, b5) 5x-2y+z=0, 6) x-7=0.
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391. Tekizligin denlemesini yazmaly:

a) (2,-5,3) nokatarkaly gecydn we XOz tekizlige parallel;

b) (-31,2) nokatarkaly ge¢yin we Oz oka parallel

¢) Iki (4,0,-2), (51,7) nokatarkaly ge¢yan we OX oka parallel.
392. (-2,7,3) nokat arkaly ge¢yin we Xx-4y+5z-1=0 tekizlige

parallel bolan tekizligin denlemesini yazmaly.
393. Koordinata tekizlikleri bilen we Xx+2y-3z+2=0 tekizlik bilen

caklenen piramidanyn gowriimini tapmaly.

§ 2. Tekizliklerin Ozara yerlesisi
Goy, denlemeleri AXx+By+Ciz+D =0, Ax+B,y+C,z+D, =0

bilen iki tekizlik berlen bolsun: Eger Ni(A,B;,C,) we N:(A,,B,,C,)
wektorlar degislilikde tekizliklere gecirlen perpendikulyar wektorlar bolsa,
onda iki tekizligin arasyndaky bur¢ asakdaky formula bilen tapylyar:

Cosp= N: N, _ AA +BB,+CC, M

\/Af +B?+C/ -\/A22+Bz2 +C,°

Eger N: we N2 wektorlar kollinear bolsalar, onda tekizlikler
paralleldirler:

izizgl )
A2 2 2

N1 N2=0 sert, yagny
AA +BB,+CC, =0 3)

sert tekizliklerin perpendikulyarlyk sertidir.
Goy, ii¢ tekizlik 6ziinin umumy denlemeleri bilen berlen bolsun.

AXx+B,y+C,;z+D, =0;
AXx+B,y+C,z+D, =0; 4)
Ax+B,y+C,z+D, =0.
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Bu tekizliklerin umumy nokadynyn bolmagy tgin,

Ai Bl Cl
A, B, C,[#0
A3 B3 C3

bolmalydyr.

394. M (2,-1,4) nokat arkaly gegcydn we X-y+2z-3=0
tekizlige parallel bolan tekizligin denlemesini tapmaly.

Coziligi. M (2,-1,4) nokat arkaly gegydn tekizliklerin toplumyny
yazalyn:

A B .
1 2

B
-1

Bu yerden A=A4, B=-4, C=2A. Eger A=1 bolsa
A=1B=-1C=2. Sunlukda, gozleyian tekizligimizin denlemesini yazyp
bileris:

(x-2)-(y+D)+2(z-4)=0,
X—y+2z-11=0.
395. Koordinatalar baslangyjyndan we N (1,—4,2) nokat arkaly gecyin
we X-—Yy+2z-3 tekizlige perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini

ya-da

tapmaly.

Cozilisi. Tekizligin ~ umumy  denlemesinden  peydalanalyn.
Ax+By+Cz+D=0. D=0 bolsa tekizlik koordinatalar
baglangyjyndan gecydndir. Ax+ By +Cz =0. Tekizligin N nokat arkaly
gecyandigine gora, ol nokadyn koordinatalary denlemani
kanagatlandyrmalydyr.

A-4B+2C =0.
Tekizligin  perpendikulyarlyk sertini ulanyp, yenede bir denleme
alyarys:

A-B+2C=0
denlemeleri bilelikde ¢OzUp taparys:
B=0, A=-2C
onda
—2Cx+Cz=0
ya-da
2x—2=0.
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396. Koordinatalar baslangyjyndan tekizligin M (2,-1,2) nokadyna
perpendikulyar gegirilen bolsa, tekizligin denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Serte  gord r=0M radius-wektor  tekizlige
perpendikulyardyr we onun koordinatalary M nokadyn koordinatalaryna

dendir: ?{2,—1,2}. Onda
2(x-2)-Ly+D)+2(z-2)=0
ya-da
2Xx-y+22-9=0.

397. M(2,-1,2) we N(8,-7,5 nokatlary birikdiryin MN wektora
perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini tapmaly.
Coziilisi. Denlemini asakdaky gorniisde gozlilin:

A(x-8)+B(y+7)+C(z-5)=0.

M_>N wektoryn proyeksiyalaryny tapalyn:
A=8-2=6, B=-7-(-1)=-6, C=5-(-2)="7.

Tapylanlary tekizligin denlemesine goyup, alyarys:

6(x—-8)—-6(y+7)+7(z-5)=0;
6Xx—-6y+7z2-125=0.

398. Berlen (8,-31) we (4,7,2) nokatlar arkaly gecydn  we
3x+5y—-7z-21=0 tekizlige perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini
tapmaly.

Coziiligi. Tekizligin  denlemesini  A(x-8)+B(y+3)+C(z-1)=0
gorniisde gozlalin. (4,7,2) nokadyn su tekizlikde yatyanlygy li¢in ol bu
denlemini kanagatlandyrmalydyr.

ya-da

A(4-8)+B(7+3)+C(2-1)=0,
~4A+10B+C=0.

Yene-de bir denlemini iki tekizligin perpendikulyarlyk sertinden
alyarys:
3A+5B-7C =0.
Sunlukda, biz
{—4A+1OB +C =0;

3A+5B-7C =0.
sistemany c¢ozip, A we B sanlary tapalyn:

B
c 2
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Bu yerden A= gC, B= %C. Tapylanlary tekizligin denlemesine
goyup alarys:
gC(x—8)+%C(y+3)+C(z _1)=0,

3X+y+2z-23=0.
Bu bolsa gozleyan tekizligimizin denlemesidir.
399. x+y-1=0 we 2Xx-Yy+ V3z+1=0 tekizliklerin arasyndaky
burgy tapmaly.

- -

Cozillisi.  Berlen tekizliklere perpendikulyar bolan N, we N,
wektorlaryn koordinatalaryny yazalyn:

N, {110},  N2(2-1+/3).
formulany ulanyp, alyarys:
N, N, 2-1 1 1
CoSQ = = = cosp =7,

1] VitlVa+1+3 V248 4

N1

2

bu yerden
Q= arccos% ~ 75°30’
400. Eger tekizlik Oz oky arkaly ge¢ip, 2X+ y—\/§z=0 tekizlik
bilen % burgy emele getirydn bolsa, onun denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Bilsimiz yaly Oz oky arkaly gecyan tekizligin
denlemesi asakdaky gorniisdedir:

Ax+By=0. m =§ belgilemani geg¢irip, alyarys: mx +y =0.

Su tekizlige perpendikulyar bolan N(m,,0)  wektor N1(2,1,—\/§)

wektor bilen % burgy emele getiryir:

Diymek,
oo % _ NN, 1 om+1
3NN 2 Jm?+1.4+145
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J10(m* +1) =4m+2,  10(m* +1) =16m* +16m+4
6m’ +16m—6=0, mlzé, m, = -3.

Sunlukda, meseldnin sertini asakdaky iki tekizlik kanagatlandyryar
%x+y:0, -3x+y=0.

401. M(-1-12) nokat arkaly gecyin we Xx-2y+z-4=0,
X+2y—-2z+4=0 tekizliklere perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini
yazmaly.

Coziilisi. Berlen tekizliklere perpendikulyar bolan wektorlary
yazalyn:

N,{1,-21}, N,{1,2,-2}. Bu wektorlara perpendikulyar bolan
wektory tapmak ligin kesgitleyjini hasaplalyn:

ik
N=N#N,=[1 -2 1|=2i+3j+4k
1 2 -2

—

Indi M (-1,-12) nokat arkaly gegydan we N {2, 3, 4} wektora
perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini yazyp bileris:
2(x+1)+3(y+1)+4(z-2)=0;
2Xx+3y+4z-3=0.
402. Asakdaky tekizliklerin umumy nokadynyn bardygyny gorkezmeli
we ony tapmaly:
X—y-z-10=0;
4x+112 +43=0;
7x-5y-31=0.

-

Cozilisi. Berlen tekizliklere perpendikulyar bolan  N;, N,, N,
wektorlary yazalyn:

- - -

Nl{l,—l,—l}, N2{4,0,11}, N3{7,—5,0}.
Bularyn koordinatalaryndan diiziilen kesgitleyji noldan tapawutlydyr:

111



1 -1 -
4 0 111=-2=+0.
7 -5 0
Sonun iigin bu tekizlikler dine bir nokatda kesigydrler. Ony tapmak
Ucin asakdaky sistemany c¢ozmeli:
X—y-2=10
4x+11z =43
7x-5y=31
Bu sistemany ¢ozup taparys:
Xx=3, y=-2, z=-5.
Sunlukda, ii¢ tekizligin yeke-tik kesisme nokady, P(3,-2,-5)

nokatdyr.
403, 2x-y+2z+10=0 we 6x+2y—-3z-1=0 tekizliklerin

arasyndaky burcy tapmaly.
404. (—4,-8,6) nokat arkaly gecyin, a{2,—4,—3} wektora parallel we
3Xx-7y—-52-8=0 tekizlige perpendikulyar bolan  tekizligin

denlemesini yazmaly.
405. Tekizliklerin kesisme nokatlaryny tapmaly.

1) 5x+8y-z-7=0 2) x-4y-2z+3=0
X+2y+3z-1=0 3X+y+z-5=0
2x—-3y+2z-9=0 -3x+12y+6z2-7=0

2X—-y+5z2-4=0.
3) 5x+2y-13z+23=0,

3x—z+5=0.
406. Tekizliklerin umumy nokadynyn bardygyny ya-da yokdygyny
takyklamaly.

5x—z+3=0, 5x+2y-6=0,
2X—y—-4z+5=0, —37=

D y %) X+y—-3z=0,
3y+2z-1=0, 2x-3y+z+8=0,
3x+4y+5z2-3=0. 3x+2z-1=0.

407. 4x—-y+3z-1=0 we Xx+5y—-z+2=0 tekizliklerin kesisme

cyzygy arkaly
1) Koordinatalar baglangyjyndan gegyan tekizlik gecirmeli,

2) (LLD) nokat arkaly ge¢yan tekizlik gecirmeli.
112



408. Tekizliklerin arasyndaky burgy tapmaly.

1) 6x+2y—4z+5=0, 2) X—y++2z-5=0,
9x+3y-62—-2=0. x = 0.
3 x+2y-z=0,
2X+Yy+4z+3=0.

409. Oz oky arkaly ge¢ip, y=x tekizlik bilen ¢ = % burgy emele
getiryan tekizligin denlemesini tapmaly.
410. 5x+3y+10z+30=0, 4x-5y+10z+20=0,
6x+11y+30z=0
tekizliklerin umumy nokadynyn barlygyny gorkezmeli we ony tapmaly.

§ 3. Tekizligin normal denlemesi.
Nokat bilen tekizligin arasyndaky uzaklyk

Goy, ginislikde tekizlik berlen bolsun. Eger «,p,y burglar

koordinatalar baglangyjyndan tekizlige gegirlen perpendikulyar bilen
koordinata oklarynyn arasyndaky burglar, p—tekizlikler koordinatalar

baslangyjyna cenli uzaklyk bolsa, tekizligin normal denlemesi asakdaky
gornilisde bolar

Xcosa +Yycosp+zcosy—p=0. 1)
Tekizligin normal denlemesi umumy denlemeden X,Yy,z ululyklaryn
koeffisiyentleri we azat agza bilen tapawutlanyar. Ol koeffisiyentler

tekizlige perpendikulyar bolan n{COSa,COS ,B,COS]/} birlik wektoryn
koordinatalary, azat agza bolsa otrisatel bolmalydyr (22-nji Gyzgy).

22-nji cyzgy
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Tekizligin umumy denlemesini normirley ji

R — @
JA? + B2 +C?
kopeldija kopeldilip normal gorniise getirilydr. Onun alamaty D azat
agzanyn alamatyna garsylykly alamat bilen alynyar.
M, nokadyn tekizlikden & gysarmasynyn absolyut ululygyna, ol

nokadyn tekizlik bilen aralygyndaky d uzaklyk diyilyar. Eger M, nokat

bilen O koordinatalar baslangyjy tekizlikden diirli tarapda yatyan bolsalar
d wuzaklyk + alamaty bilen, M; we O tekizlikden bir tarapda yatyan

bolsalar d uzaklyk - alamaty bilen alynyar. M,(X,Y;,Z) nokadyn (1)
tekizlikden gysarmasy asakdaky denlik bilen tapylyar:
O =X COSa +Y,C0S [ +12Z,C0Sy —p 3)

Sunlukda, nokat bilen tekizligin arasyndaky uzaklygy tapmak igin
ilki bilen tekizligin denlemesini normal gornuse getirmeli we onun ¢ep
boleginddki X,y we z ululyklaryn ornuna M nokadyn koordinatalaryny

goyup O -ni tapmaly, sonra d =|§| almaly.
411. 6x-3y-2z+35=0 tekizligin denlemesini normal gorniise
getirmeli.
Cozilisi. Normirleyji kopeldijini tapalyn.
1 1

V62 +(=3)? + (~2)° T

(D =35 bolany ii¢in ol - alamaty bilen alynyar). Sunlukda, tekizligin

normal denlemesi asakdaky gorniisde bolar:
6. 3 2
—-—X+-y+-z-5=0.
7 7 7
412. Parallel tekizliklerin arasyndaky uzaklygy tapmaly.
X—2y+3z+7=0,
X-2y+3z-1=0.

Coziiligi. Meseldni ¢ozmek {igin tekizliklerin haysy hem bolsa
birinddki bir nokat bilen beyleki tekizligin arasyndaky uzaklygy tapmak
yeterlikdir. Ikinji tekizligin (1,0,0) nokadyny alyp, beyleki tekizligi bolsa
normal gorniige getirelin. Onun Uligin ony
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M = -1 __ 1

\/12 (22 +3 14

normirleyji kopeldija kopeldelin.

—1x+2y—32—7—0
N7 RN N VRSN v i

Bu tekizligin normal denlemesidir. Bu denlemede X,Yy,z ululyklaryn

ornuna (1,0,0) nokadyn koordinatalaryny goyup O gysarmany taparys:

S -1-1+2-0+3-0-7 _ 8

J14 14
Bu verde d= —i = i Ikinji tekizlik bilen koordinatalar
’ RTINS

baslangyjy birinji tekizlikden diirli tarapda yatyanlygy iti¢in o <0.

413. (1,21) nokat bilen X+2y+2z-10=0. tekizligin arasyndaky

uzaklygy tapmaly.
Cozilisi. Tekizligin denlemesini normal gorniise getirelin.

Mzézl;
V1422422 3
1.2 2. 10
—X+—y+—2z-—=0.
3 3 3 3

O gysarmany tapalyn:

o=—1+—2+—1-—=1
3 3 3
Onda
d=l¢/=1
bolar.
414. Tekizliklerin denlemesinin normal ya-da normal ddldigini
kesgitlemeli:
1.2 2 1.1
Q) —X-—y-—-—z-1=0, b) =x+=y—-z+1=0.
) 3¥73Y73 ) Y

Coziilisi. a) Berlen tekizlige perpendikulyar bolan wektory yazalyn:

N2 2]
3 3 3
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Onun uzynlygy

N

N

(53]
9 3 3
bolar.
Sunlukda, X,y,z ululyklaryn koeffisiyentleri birlik wektoryn

koordinatalarydyr, azat agza bolsa otrisateldir. Diymek, denleme normal
denlemedir. Berlen denlemiani (1) denleme bilen denesdirip, alarys:

1 2 2
cos¢g=—, coOsSff=——, COSy=——, =-1.
3 F=-3 r=Tg P

b) N{%,%,—l} wektor tekizlige perpendikulyar bolan wektordyr.

Onun uzynlygy

11 3
= Z+Z+1:\/; #1. Sonun lgin tekizligin bu denlemesi normal

denleme daldir.
415, 3x—-6y+2z+14=0 tekizligin umumy denlemesini normal

gorniise getirmeli we koordinatalar baglangyjy bilen tekizligin arasyndaky
uzaklygy tapmaly.
Coziilisi. Normirleyji kopeldijini tapalyn.
1 1
M = S
JE (62422 T

N

Indi tekizligin normal denlemesini yazalyn:

—§x+§y—gz—2za
7T 7 7
Onda
5=—§-0+9-O—g~0—2=—2,
7 7 7
d=lo]=2.

416. Koordinatalar sistemasynyn abssisalar okunda 2x+y-2z+4=0
tekizlikden d :% aralykda yatan nokadyny tapmaly.

Cozilisi. Gozlenydn nokadyn abssisalar okunda yatyandygyna gora
onun koordinatalaryny yazyp bileris: M (x,0,0).
Berlen tekizligin umumy denlemesini normal gorniige getirelin.
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-1 1 2. 1.2 4

M = =—=, ——X—=y+—-z—-—=0
2 +12+(-2? 3 3 37 3 3
O —gysarmany tapalyn:
s=_2y 19,2042, 4
3 3 3 3 3 3
Meseldnin sertine gorda d = |5| :%, o= % Sonun ¢in
—gx—izil. Bu yerden X :—E, X, :—E. Sunlukda, meseldnin
3 3 3 2 2

sertini kanagatlandyryan iki nokat bardar: Ml[—g,0,0), Mz(—g,0,0J.

417. Berlen X+Yy+z-1=0 tekizlige parallel bolan we ondan V3
birlik uzaklykda bolan tekizligin denlemesini yazmaly.
Coziiligi. Tekizligin umumy deﬁlemesini normal gé’)rnii§e getirelin:
_t 1 y+— =0.
\/1+1+ \/_ \/_ \/_ \/_ «/_
Gozleyan tekizligimiz d = |5| =3 serti kanagatlandyryan ginisligin
M (X,y,z) nokatlarynyn képlﬁgidir'

+
f f ! f f
Bu yerden, taparys:
X+y+z-4=0, x+y+z+2=0.
418. Tekizligin denlemesinin normal ya-da normal dil gorniisdedigini

= +/3.

barlamaly:
2.1 2 1.1 1
Q) —X—=y+—-z-2=0, b) =x-=y+=-z-2=0.
) 3 3y 3 ) 4 2y 4

419. Berlen M (1,1,1) nokat bilen x+2y+2z-8=0 tekizligin
arasyndaky uzaklygy tapmaly.
420. Tekizliliklerin umumy denlemesini normal gornise getirmeli:
1) 2x-9y+6z-22=0; 2) 10x+2y-11z+60=0;
3) 6x-6y—-7z+33=0.
421. 15x-10y +6z-190=0 tekizlik bilen koordinatalar
baslangyjynyn arasyndaky uzaklygy tapmaly.
422. Nokat bilen tekizligin arasyndaky uzaklygy tapmaly:
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1) 31-1), 22x+4y-20z-45=0;
2) (4,3,-2), 3x-y+5z+1=0;

3) (2,0,—%), 4x—-4y+22+17=0.

423. 16x-12y+15z2—-4=0 tekizlik bilen M (2,-1,-1) nokadyn
arasyndaky uzaklygy tapmaly.
424. Koordinatalar sistemasynyn applikata okunda 2x+3y—-6z+4=0

tekizlikden 2 birlik daglykda bolan nokadyny tapmaly.
425, x—-2y+2z-2=0 tekizlige parallel bolan we ondan d :%

uzaklykda bolan tekizligin denlemesini yazmaly.
426. Koordinatalar sistemasynyn ordinatalar okunda M (2,0,1)

nokatdan we X+2y+2z-5=0 tekizlikden den daslykda bolan nokady
tapmaly.

427. Tki 2x-3y—-4z-3=0 we 4x-3y-2z-3=0 tekizliklerin
arasyndaky ikigranly bur¢y den ikd bolydn tekizligin denlemesini
yazmaly.

§ 4. Tekizligin denlemesini diizmeklige degisli esasy meseleler

Tekizligin denlemesini diizmek meselesinin aglaba kopiisi, kopleng
halatlarda asakdaky meselelere getirilyar.

L. My(X,,Yy,2,) nokat arkaly gegydn we N(A,B,C) wektora

perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini tapmaly.
Coziilisi. Goy, M (x,y,z) tekizligin erkin nokady bolsun. Serte goré,

M M X=X, Y= Yo, 2~ 25} wektor N(A,B,C) wektora
perpendikulyardyr (23-nji ¢yzgy). Onda bularyn skalyar kopeltmek hasyly

nola dendir: N- MZM =0.

Bu serti koordinatalarda yazyp gozleyan denlemamizi alarys:

AX=%) +B(y —¥,) +C(z-2,) =0. y
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23-nji cyzgy

2. Berlen M(X,,Y,,Z,) nokatarkaly gecyidn we iki & {ax,ay,aZ },
b {bx,by,bz} wektorlara (kollinear bolmadyk) parallel bolan tekizligin
denlemesini tapmaly
Coziilisi. Tekizligin erkin M(x,y,z) nokadyny alalyn.

MM {X—Xo,y—yo,z—zo} wektoryn, & we b wektorlaryn parallel
tekizliklerde yatyanlygy li¢in olar komplanardyrlar (24-nji ¢yzgy). Diymek,

olaryn garysyk kopetmek hasyly nola dendir: M:M-(éxl;) =0.

S/ S

24-nji cyzgy

Su denligi koordinatalarda yazyp gozleydn tekizligimizin denlemesini
alyarys:
X=X Y=Y 2-14
a a a, |=0 2)

X y

b b b,

X y

3. My(%,Y,,2), M,(X,,Y,,Z,) nokatlar arkaly geg¢ydn we berlen

ﬁ{a a a} wektora parallel bolan (M;M, we & wektorlar kollinear

x1 Py Yy
daldirler) tekizligin denlemesini tapmaly.
Coziilisi. Goy, M(x,y,z) tekizligin erkin nokady bolsun

(25-nji ¢yzgy).
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MM {X_ XY =Y Z- 21}’ Mle{Xz XY, =Yl — Z1}We d {ax’ay’az}
wektorlar diirli tekizliklerde yerlesendirler, yagny komplanardyrlar.

Bularyn garysyk kopeltmek hasylyny nola denlip gozleyin
tekizligimizin denlemesini alarys:

X=% Y=Y 1-%

=X Y=Y Z2_2120- 3
a, a, a,
M,
M,<
" N
25-nji cyzgy

4. Berlen M,(X,V¥;,2,), M,(X,,¥,,2,), M;(X;,¥;,2;,) nokat arkaly
gecyan tekizligin denlemesini tapmaly.
Coziilisi. Tekizligin erkin M(X,y,z) nokadyny alalyn we berlen

nokatlaryn haysy hem bolsa birini, mysal ii¢in M, nokady beyleki

M,M,M, nokatlar bilen birlesdirelif. Onda M,M,M,M,,M,M, wektorlar

komplanardyrlar. Sonun {i¢in olaryn garysyk kopeltmek hasyly nola
dendir:

X=X Y-y -7
=X Y.= % 4,-4 =0. 4)
X=X Ys=Y1 43774

Bu bolsa gozleyan tekizligimizin denlemesidir.
428. N(8,-7,5) nokat arkaly gecyin we M(2,-1-2) nokady

birlesdiryain MN wektora perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini
tapmaly.
(Coziilisi. Berlen nokat arkaly gecyan tekizligin denlemesini yazalyn:
A(x-8)+B(y-7)+C(z-5)=0.
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Meselanin sertine gora M_)N {A, B,C } wektor tekizlige
perpendikulyardyr.
Bu yerde A=8-2=6, B=-7-(-1)=-6, C=5—-(-2)=7.
Tapylanlary denlemd goyup gozleydn tekizligimizin denlemesini
alarys:
6(x—-8)—-6(y+7)+7(z-5)=0, 6x-6y+7z-125=0.
429. Berlen M (2,-1,3) nokat arkaly gegyén we 5{3,0,—1} , 5{— 3,2,2}

wektorlara parallel bolan tekizligin denlemesini yazmaly.
Cozilisi. (2) formulany ulanalyn:

X-2 y+1 z-3
3 0 -1/|=0,
-3 2 2
3(y+1)+6(z-3)-6(y+1)+2(x-2)=0.

430. M;(1L23), M,(4-1-2) we M,(4,0,3) nokatlar arkaly gegyén
tekizligin denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Goy, M(x,y,z) tekizligin erkin nokady bolsun. Onda
MM {x-1y-22-3, MM,{3-35 we M,M,{3-20} wektorlar

komplanardyrlar. Sonun {i¢in

x-1 y-2 z-3
3 -3 5 |=0
3 -2 0

-10x-15y+3z+31=0.

Bu bolsa gozleyian tekizligimizin denlemesidir.

431. Berlen M (2,-3,—7) nokat arkaly gegcydn we 2x—-6y—-3z+5=0
tekizlige parallel bolan tekizligin denlemesini yazmaly.

Cozillisi. Belli bolsy yaly N(2,-6,-3) wektor 2x—6y—3z+5=0
tekizlige perpendikulyardyr. Seyle hem su tekizlige parallel bolan erkin
tekizlige hem perpendikulyardyr. Bizin gozleyan tekizligimiz M (2,-3,-7)

nokat arkaly gecmeli we N(2,—6,—3) wektora perpendikulyar bolmalydyr.
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Onda
2(x—-2)-6(y+3)—-2(z-7)=0;
2Xx—-6y—-3z-43=0.

432. Berlen M,(2,31) we M,(135) nokatlar arkaly gecydn hem-de
3x—y+3z+5=0 tekizlige perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini
tapmaly.

Coziilisi. 3x—y+3z+5=0 tekizlige perpendikulyar bolan N(3,-13)
wektor gozlenydn tekizlige paralleldir. Sunlukda, gozleydn tekizligimiz
M, we M, nokatlardan gecip N  wektora paralleldir. Dine

MM, we N wektorlaryn kollinear dildigini barlaymak galyar.

M;M, wektoryn koordinatalary su wektoryn ahyryndan MM,
wektoryn baslangye koordinatalarynyn ayyrylmagyna dendir. Hakykadan-

da MM, we N wektorlaryin koordinatalary proporsional dildir, yagny
wektorlar kolleniar daldirler.
Goy, M(x,y,z) tekizligin erkin nokady bolsa, onda MM ,

MM, we N wektorlar komplanardyr, yagny olaryn garysyk kopeltmek
hasyly nola dendir:

X-2 y-3 z+
-1 2 4 |=0
3 -1 3

2x+3y—-z-14=0.

Bu bolsa gozleyan tekizligimizin denlemesidir.
433, Berlen M (-3,0,2) nokat arkaly gecyin we N(2,3,5) wektora

perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini tapmaly.
434, M(2,-3,5) nokat arkaly gecyin we 2x+y-2z+1=0,

X+y+z-5=0 tekizliklerin kesisme ¢yzygyna perpendikulyar bolan
tekizligin denlemesini tapmaly.
435. Berlen M,(1,2,—3) nokat arkaly gecyin we A(L,—-2,3) wektora
perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini yazmaly.
436. U¢ (1,1,1), (1,-1,0), (2,1,3) nokatlar arkaly ge¢yin tekizligin
denlemesini yazmaly.
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437. (1,1,1) nokat arkaly gecyin we 2x+4y+z-5=0 tekizlige

a) perpendikulyar bolan; b) parallel bolan tekizligin denlemesini yazmaly.
438. M (-2,7,3) nokat arkaly gegcyin we Xx—4y+5z+1=0 tekizlige

parallel bolan tekizligin denlemesini yazmaly.

439. M(2,-31) nokat arkaly gecyin we a(-321), b(123)
wektorlara parallel bolan tekizligin denlemesini tapmaly.

440. Berlen M(2,2,—2) nokat arkaly gecydn we 3x—2y—-z+1=0,

X—y—-z=0 tekizliklerin kesisme ¢yzygyna perpendikulyar bolan
tekizligin denlemesini tapmaly.

441. M,(2,-151), M,(312) nokatlar  arkaly  gecyin  we
3Xx—y—-4z=0 tekizlige perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini
tapmaly.

442. M;(111), M,(-11-1) nokatlar  arkaly gegydn  we
A(5,-2,3), B(6,1,0) nokatlary birlesdirydn goOni ¢yzyga parallel bolan
tekizligin denlemesini yazmaly.

443, M;(3-12), M,(4,-11), M,(2,0,2) nokatlar arkaly gegyén
tekizligin denlemesini yazmaly.

444. Piramidanyn depeleri berlen: S(1,4,-2), A(0,-11), B(35)),

C(@,-3,1).S depeden ABC grana gecirlen beyikligi tapmaly.

§ 5. Goni ¢yzyk

Giniglikde goni ¢yzyga iki tekizligin kesisme ¢yzygy hokminde
garayarlar.
Sonun {igin goni ¢yzygyn umumy denlemesi asakdaky gorniisdedir:

Ax+By+Cz+D =0 0
Ax+B,y+C,z+D,=0

Ginisligin M,(X, Y, 2Z,) nokadyndan gecyin we S ={,m,n}
wektora parallel bolan goni ¢yzygyn denlemesi
X—ony—yOZZ—Zo )
I m n

gorniisdedir. (2) denlemd goni ¢yzygyn yonekey denlemesi, S wektora
bolsa, goninin ugrukdyryjy wektory diyilyar.

Eger (2) formulalaryn her birini t parametre den diyip alsak, onda
biz goni ¢yzygyn parametrik denlemesini alarys:

X=X +It, y=y,+mt, z=2z,+nt. 3)
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Giniglikde iki M,(X,Y,,z) we M,(X,,Y,,2Z,) nokatlar arkaly
gecyan goni ¢yzygyn denlemesi asakdaky gorniisdedir:
X=X _ Y-V _7-1%

= 4
=% Yo=N 4,74
Ginislikde yonekey denlemesi bilen berlen iki
x—xlzy—ylzz—zl; )
I m, n
1
X—X - -1
I 2 _ ymyz — - 2 (6)
2 2 2
goni ¢yzygyn arasyndaky burg
L, +mm,+nn
cos ¢ = |12 112 12| (7)

\/Ilz +mz2+n? \/IZZ +m? +n?
formula bilen tapylyar. (5) we (6) formulalar bilen berlen goni
cyzyklaryn parallelik we perpendikulyarlyk sertlerini yazalyn:

I_l = m = n. 8)
|2 m2 rl2
LI, + mm, +n,n, =0. )

Su formulalardan gorniisi yaly, goni ¢yzygyn (1) umumy denlemesi
(2) yonekey gorniise getirilen bolsa, kop meseleler ansatlyk bilen ¢oziilyar.
Ol asakdaky yaly amala asyrylyp bilner. (1) sistemada ilki bir
koordinatany O den diyip, sonra beyleki koordinatany O den diyip alyp,
sistemany alyarys:
X=mMz+a,
y=nz+b.

Bu sistemanyn denlemelerinden z-1 tapyp, olary biri-birine denlap,
alyarys:

xza_y-b_z (10)
bu yerde, c=0, p=1.
446.
X—2y+3z2-4=0;
3X+2y-52-4=0

goni ¢yzygyn denlemesini yonekey gorniise getirmeli.
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Coziilisi. Goni  ¢yzygyn haysy hem bolsa bir nokadynyn
koordinatalaryny tapalyn. Onun ii¢in iki denlemede hem z=0 goyup,
alyarys:

3X+2y—-4=0.
Bu yerden X=2, y=-1. Diymek, M,(2,-1,0). Ugrukdyryjy S
wektor

{X—Zy—4=0

formula boiinga tapylyar. Tekizliklerin Nl ) Nz wektorlaryny tapalyn:
N,{,-2,3}, N,{3,2,-5}. Onda

i ] k
S=[1 -2 3|=4i+14]+8k
3 2 -5

Sunlukda, berlen goni ¢yzygyn yonekey denlemesi asakdaky
gornugdedir:
x-2_y+1 z x-2_y+1 z
4 14 8

2 7 4
446. M,(1,—2,2) nokat arkaly ge¢yin we OX oka parallel bolan goni

¢yzygyn yonekey we parametrli denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Oy  okdaky 1{0,1,0} birlik  wektor tapmaly gOni
¢yzygymyza paralleldir. Sonun iicin bu wektora gozleydn goniimizin
ugrukdyryjysy hokmiinde garamak miimkindir. (2) formulanyn esasynda
goni ¢yzygyn yonekey denlemesini yazyp bileris:

Xx=1 y+2 z2-2
0 1 0

Goni gyzygyn parametrli denlemesini yazalyn. Birinji we igiinji
gatnagyklaryn tapawudynyn O bolmagy x-1=0 we z-2=0 denligin
yerine yetyanligini anladyar. Ikinji gatnasygy t den diyip, alyarys:
y=-2+t.

Sunlukda, goniinin parametrli denlemesi asakdaky gornusdedir:

x=1 y=-2+t, z=2
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447. M(-1,0,5) nokat arkaly gecydn we koordinata oklary bilen
degislilikde « =%, p =%, 4 =2?7[ burglary emele getirydin goni

zyzygyn yonekey we parametrli denlemesini yazmaly.

Coziilisi. S ugrukdyryjy wektor hokmiinde gozlenyan goniinin birlik
wektoryny alalyn. Onun koordinatalary bolup ugrukdyryjy kosinuslar
hyzmat edyar.

S=Cosa-i+Cos g T+COSy-I2:Cos%-T+Cos%- 17+C032?7[-I2:

—

0+ -k

l\)‘é‘

|\)||—\

J-
(2) formulany ulanyp goni ¢yzygyn yonekey denlemesini yazyp bileris:
x+1_y-0_z-5 x+1_y z-35 5
1% 11 2
2 0 2
Su denlikleri t denldp alarys:
X+l 'y z-5

1 J2 -1

X=-1+t, y:\/it, z=5-t.
Bu bolsa goni ¢yzygyn parametrli denlemesidir.

448. Yonekey denlemeleri bilen berlen iki goni ¢yzygyn arasyndaky
burgy tapmaly.

I\Jll—‘

ya-da

-4 'y 71-2 x-2 y-3 1-4

3 -1 1 1 2 3
Cozillisi. (7))  formulany  ulanalyn. L=3 1,=1 m=-1
m,=2, n=1 n,=3):
Cos ¢ = $1-12+13 _4 (p—arccosﬂ
VO+1+1J1+4+9 5’ 5
449. Denlemeleri yonekey gorniigde berlen goni ¢yzyklaryn,
ugrukdyryjy kosinuslaryny tapmaly.
- - X -7 z
X 1y 5:z+2, 2) X _y-r_ +3
4 -3 12 12 9 20
Coziligi. 1) Serte gora goni ¢yzygyn M(1,5,-2) nokady we

S {4,—3,12} ugrukdyryjy wektory berlen. Onda
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m n

(oo A S ' - S R —
2 2 2 2 2 2
Jm?+n®+p Jm?+n®+p

cosy == P

Jm?+n’+ p?
formulalary ulanyp, taparys:
4 4 3 12
cosa = =—, cosf=—, COSy=—.
J& +(-3)7 +122 13 13 13
2) Seyle hem goni ¢yzygyn  M(0,7,-3) nokady we S{12,9,20}
ugrukdyryjy wektory berlen:
12 12 12 9 20
= =—, cosf=—, COSy=—. .
V122497 4202 /625 25 25 25

450. Denlemeleri umumy gorniisde berlen goni ¢yzyklaryn arasyndaky
burcy tapmaly.

3x—-4y-2z2=0 4x+y-62—-2=0
2X+Yy—-2z+1=0 y-3z2-2=0

Cozilisi. Asakdaky formula bilen her bir goni ¢yzygyn ugrukdyryjy
wektoryny tapalyn:

COS a =

[
S=|A B, C,
AZ BZ C2
I 3 i j oK
S,=|3 -4 -2|=10i+2j+11k, S,=|4 1 -6/=3(+12]+4k
2 1 -2 01 -3

Goni ¢yzyklaryn arasyndaky burcy tapalyn:
S,S, 10-3+2-12+4-11 99

cos¢= 55| " 100+ 4+121J9+144116 195

Q= arccosﬁ =59°48'
195
451. M (2,-3,—4) nokatarkaly gecyan we
X+y—-2+2=0;
X—y+2z-1=0
goni ¢yzyga parallel bolan goni ¢yzygyn denlemesini tapmaly.
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Coziligi. Berlen goni ¢yzygymyzyn ugrukdyryjy wektoryny tapalyn:
i J k
S=1 1 -1=i-3]-2k, S{1,-3,-2}.
1 -1 2

Serte gord su wektor gozleydn goni ¢yzygymyza paralleldir. (2)
formulany ulanyp, alarys:

X-2 y+3 z+4
, 1 -3 -2
452. Yonekey denlemeleri bilen berlen asakdaky goni ¢yzyklaryn
kesisyandigini subut etmeli we kesisme nokadyny tapmaly
x=1_y+2_ z x+1_y+11 z+6
2 -1 2" 1 2 1
Cozillisi. M,(1,-2,00 we M,(-1,-11-6) nokatlar degislilikde berlen

goni ¢yzyklara degislidir. M,M, {-2,-9,-6}, S {2,-1-2}, S,{1,21}
wektorlaryn garysyk kopeltmek hasylyna garalyn:

2 9 6
MM,-S,-S,=|2 -1 —2|=(2+18-24)—(6-18+8)=0.
1 2 1

Diymek, berlen wektorlar komplanardyrlar we berlen iki goni ¢yzyk
bir tekizlikde yatyandyr. §1 we §2 wektorlaryn kollinear dildiklerine
gord, ol goni zyzyklar parallel déldirler. Diymek, olar kesisyandirler.

Kesisme nokadyny tapmak 1Ug¢in goni ¢yzyklaryn birinin parametrli
denlemesini yazalyn: x=1+2t, y=-2-t, z=-2t.

Bulary ikinji goni ¢yzygyn denlemesine goyup, t-ni tapalyn:

2+2t 9-t 6-2t
1 2 1

Bu yerden t=1 alarys. Sunlukda, kesisme nokady almak {i¢in
denlemede t=1 goyalyn:

X=142:1=3, y=-2-1=-3, z=-2:1=-2, M(3,-3,-2).

453, ["Jg:burglugyﬁ depeleri A(2,3,-1), B(1,-2,0), C(-3,2,2)
nokatlarda bolsa, onun AP medianasynyn yonekey denlemesini diizmeli.

Coziilisi. P nokat BC tarapy den iki bolege bolyér. Sonun iigin P
nokadyn koordinatalaryny tapyp bileris:

1-3 _=2+2 0+2

-1, y= 0, z=—==1.
=3 2

X




Ucburglugyn AP medianasy A we P nokatlar arkaly gegyir. (4)
formulanyn esasynda, alyarys:
Xx-2 y-3 z+1
-1-2 0-3 1+1
Sunlukda, gozleyan AP mediananyn yonekey denlemesi asakdaky
gornugdedir:

Xx-2 y-3 z+1
-3 -3 2

X—y—-z+2=0
goni ¢yzygyn umumy denlemesini yonekey gorniise getirmeli.
455. Goni ¢yzygyn umumy denlemesini normal gorniise getirmeli

X—4y—-z2-5=0,
3X+y-162-2=0

X+y-2z-1=0
454.

Goni ¢yzygyn umumy denlemesini yonekey gorniise getirmeli:
X—-3y+2=0, 2x—-3y—-3z-9=0,
456 457.
2y—-z+1=0. X—2y+z+3=0

X—2y+3z+1=0
458.
2X+y—-4z-8=0

459.

) 3x—-4y+5z-18=0, 5 2X+3y+z-10=0
6Xx—-5y+2z2-27=0. 4x-5y—-z2+24=0.

460. M;(-11-3) nokat arkaly gecyin we S{l,-3,4} wektora parallel
bolan goni ¢yzygyn yonekey we parametrli denlemesini yazmaly.

46l. M,(-1-2,2) nokat arkaly gecyin we OX oka parallel bolan
goni ¢yzygyn yonekey we parametrli denlemesini tapmaly.

462. M (-7,-4,5) nokatdan gecyin, §{2,—6,9} wektora parallel bolan

goni ¢yzygyn yonekey denlemesini yazmaly.
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463. M (1,-5,3) nokat arkaly gecydn we koordinata oklary bilen

degislilikde 31 % we 2?” burglary emele getiryin goni ¢yzygyn

yonekey denlemesini yazmaly.
Denlemeleri yonekey gorniisde berlen goni ¢yzyklaryn arasyndaky

burgy tapmaly.

464, x—1:y+2:z—5, ézy—3:z+1
3 6 2 2 9 6
465-x—1=y+2= z x+2=y—3=z+5

1 1 271 1 L2
466. Umumy denlemeleri bilen berlen goni c¢yzyklaryn arasyndaky
burgy tapmaly

4x+2-1=0, 3X+y-z+4=0
Xx—2y+3=0. y+2z-8=0
467. Goni ¢yzygyn ugrukdyryjy kosinusyny tapmaly
5Xx—6y+2z+21=0
x—2+3=0.
468. Koordinatalar  baglangyjyndan  4x—-y+2z-3=0 tekizlige
inderilen perpendikulyaryn yonekey denlemesini yazmaly.
x-=1 y+2 z-7

469. Koordinatalar baslangyjyndan 3 > =11 goni ¢yzyga

parallel bolan goni ¢yzygyn yonekey denlemesini yazmaly.
x-1 y-2 z+3
-6 9
¢yzyga parallel bolan goni ¢yzygyn yonekey denlemesini yazmaly.
47.. M (1,-3,4) nokat arkaly gecyan we

{2x—y+z—3:Q

470. M(2,-5,3) nokat arkaly gecydn we

goni

X+3y-z-1=0
goni ¢yzyga parallel bolan goni ¢yzygyn denlemesini yazmaly.
472. M (2,-5,3) nokat arkaly gecydn goni ¢yzygyn denlemesini
yazmaly:
1) Ox oka parallel bolan
{2x—y+32—1=0

oni cyzyga parallel bolan.
5x+4y-z-1=0 SOm GyLyed P
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473. M(1,-3,5) nokatarkaly gegcydn we
3X—y+2z-7=0,
X+3y—-2z+3=0
goni ¢yzyga parallel bolan goni ¢yzygyn yonekey denlemesini tapmaly.
474, M(2,1,-1) nokatdan gecyin we Xx+y+z-1=0 tekizlige
perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn yonekey denlemesini tapmaly.
X-2 y+1 z1-5
3 -2 1
¢yzyga perpendikulyar bolan we XOz tekizlikde yatyan goni ¢yzygyn
yonekey denlemesini tapmaly.
476. M (1,2,-1) nokat arkaly gegcyan we
3X+2y—-2z2+1=0
X+y+z=0
goni ¢yzyga parallel bolan goni ¢yzygyn yonekey denlemesini tapmaly.
477. Asakdaky goni cyzyklaryn biri-biri bilen
perpendikulyardyklaryny subut etmeli:

475. Koordinatalar baslangyjyndan gecip

goni

- 3X+y-5z2+1=0
y XY=z y ,
1 -2 3 2X+3y—-8z+3=0
Xx=1+2t
2X+y—-4z+2=0
, y=-2+3t.
4x—y—-5z+4=0
z=1-6t

478. Asakdaky iki goni ¢yzygyn oOzara paralleldigini subut etmeli:
x+2 _y-1 z {x+y—z =0,

3 2 1 |x-y-5:-8=0
479. M(2,3,1) nokatdan XT-H':il:%Z goni ¢yzyga gecirilen

perpendikulyaryn yonekey denlemesini tapmaly.
Goni ¢yzyklaryn kesigydndigini barlamaly:
4&1X_1=y_7:2_5, x—6:y+1:5.

2 1 4 3 -2 1

4x+z-1=0 3X+y—-z+4=0,
X—2y+3=0" |y+2z-8=0
482. Asakdaky goni c¢yzyklaryn kesisyandigini subut etmeli we
olaryn kesisme nokadyny tapmaly:
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X+y—-3z2+4=0 Xx+3 y+3 z-1
2x-3y—-z-5=0" 4 1 2
483. M(1,-1,2) we N(4,1,5) nokatlar arkaly gecydn goni ¢yzygyn
yonekey denlemesini tapmaly.
484. Asakdaky goninin koordinata tekizlikleri bilen kesigme nokadyny
tapmaly

3X+2y+2z-12=0.
485. M,(2,-1,1), M,(3,3,-1) nokatlar arkaly gegydn goni ¢yzygyn

{6x+2y—z—9=0,

yonekey we parametrik deflemesini tapmaly.

486. Ucbur¢lugyn depeleri berlen: A(-5,7,1), B(2,4,-1),
C(-1,3,5). B depeden AC tarapa gecirilen mediananyn yOnekey
denlemesini tapmaly.

487. Ugsbur¢lugyn depeleri berlen: A(l,-1,3), B(3,-4,9), C(-5,11,7).
A depediki igki burcun bissektrisasynyn yonekey denlemesini tapmaly.

488. Asakdaky goni  ¢yzyklara degisli  birnice  nokatlaryn
koordinatalaryny tapmaly:

x-1 vy z-4
Q —=—=——, b)x=3+2t,y=3t,z=5,
)1 3= 1 ) y
x—3=0,
¢)
X+y+z-5=0.

489. Goni gyzyklaryn parametrli denlemelerini yazmaly:
Xx—3y+2=0, X+2y+2-1=0,
2) { J b { 4

y=0; X—y+1=0.
490. Asakdaky goni ¢yzyklaryn yerlesis ayratynlyklaryny gorkezmeli:
{Ax+By+Cz=0, 2 {AX+D=0,
Ax+By+Cz=0; B,y+D,=0;
3 {By+Cz+D=O, {AX+CZ=O;
B,y+C,z+D, =0; Ax+C;z=0.

§ 6. Goni ¢yzyk we tekizlik

Goy, ginislikde yonekey denlemeleri bilen goni ¢yzyk we tekizlik
berlen bolsun:
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xa:yb:zc. 0
m n P
Ax+By+Cz+D=0. 2)
Su goni ¢yzyk bilen tekizligin kesisme nokadyny tapmak igin
denlemeleri bilelikde ¢ozmeli bolyarys. Onun iigin t parametri girizmek
amatlydyr:
X=mt+a, y=nt+b, z=pt+c. Bulary (2) denlemd goyup t—ni
tapyp bolar. Sonra bolsa Xx,Yy,z koordinatalar tapylyar.
(1)goni ¢yzyk bilen (2) tekizligin arasyndaky burg
. Am+Bn+Cp
sing=+

_JA2+BZ+C2Jm2+n2+p2

(©)

formuladan tapylyar.
(I) goni ¢yzyk bilen (2) tekizligin parallelik we perpendikulyarlyk
nysanlary asakdaky gorniisde yazylyar:

Am+Bn+Cp=0 4
A B C
—=—=— &)
m n p

(1) formula bilen berlen goni ¢yzygyn tutuslygyna (2) tekizlikde
yatmaklygy asakdaky iki denleme bilen anladylyar:

Aa+Bb+Cc+D =0,
Am+Bn+Cp=0.
x-12 y-9 z-1
4 3 1

tekizligin kesisme nokadyny tapmaly.

Cozulisi. Goni ¢yzygyn denlemesini parametrli gornuse getirelin. Onun
ucin ol gatnasyklary f-e denlalin:

Xx=12+4t, y=9+3t, z=1+t.
Bulary tekizligin denlemesine goyup t-ni tapyarys:
3(12+4t)+(9+3t)—(1+t)—-2=0, t=-3.

(6)

491.

goni ¢yzyk bilen 3x+5y-z-2=0

Onda
x=12+4(-3)=0, y=9+3(-3)=0, z=1+(-3)=-2.
Sunlukda, M,(0,0,-2) gbzleydin nokadymyzdyr.
492. x-1_y_1z+3
2 1 3
tekizligin arasyndaky burgy tapmaly.
Coziilisi. Bu yerde A=4, B=2, C=6 we m=2, n=1, p=3.

goni ¢yzyk bilen 4x+2y+6z-11=0
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serti  barlap  gorelin. % = % = g Diymek, goni ¢yzyk tekizlige
perpendikulyardyr. Hakykatdan-da,
8+2+18 28 /s

= :1, = .
JA+14916+4+36 14456 Y72
X—a_ y-b z-c

m n

sing =

492. Mo(xo,yo,zo) nokat we

goni ¢yzyk berlen

bolsunlar.
Su nokat we goni c¢yzyk arkaly gecydn  tekizligin denlemesini
yazmaly.

Cozilisi. Goni ¢yzygyn denlemesinden gorniisi yaly ol P(a,b,c)
nokat we ugrukdyryjy S(m,n,p) wektor bilen kesgitlenyar.
Goy, M(X,y,z) tekizligin erkin nokady bolsun. Onda

MM {X =%,y =02~ 20} MoPla=—x,b=yo,c-2,} we S{mn,p}
wektorlar bir tekizlikde yatyarlar. Sonun iigin olaryn garysyk kopeltmek
hasyly nola dendir:

X=X Y=Y 2-%,
a-x, b-y, z-¢,|=0.
m n P

Kesgitleyjini agyp gozleyan tekizligimizin denlemesini alarys.
494, A(-1,2,-3) we B(3,-1,-1) nokatlar arkaly gecydn goni

¢yzygyn denlemesini yazmaly.

4 _ YT 274 formulany ulanyp alarys:

=% Yo=Y Z,774
x-2 y-1 z-0 Xx-2 y+1 z

3-2 —-1+1 -1-0 1 0 -1

Coziilisi.

X+2 y-1 z+3
4 3 2
goni ¢yzyga parallel bolan tekizligin denlemesini tapmaly.

495. M(-1,2,-3) nokat arkaly gegcydn we
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Coziilisi. Belli bolsy yaly gozleyin tekizligimizin N normal wektory
hokmiinde, berlen goni ¢yzygyn ugrukdyryjysy Q {4,3,2} wektoryna
parallel bolan wektory almak bolar. Diymek, M nokat arkaly gecydn we
g wektora perpendikulyar bolan tekizligin denlemesini yazaymak galyar:

AX+1)+3(y-2)+2(z+3)=0, 4x+3y+2z+4=0.
496, X—2 _ y+4 _ z-1
4 3 -2
paralleldigini gorkezmeli.

Coziilisi. (4) formulany ulanalyn.

Bu yerde m=4,n=3,p=-2,A=5, B=-2, C=T.

Onda

Am+Bn+Cp=5-4+(-2)-3+7-(-2)=20-6-14=0.

Bu bolsa goni ¢yzygyn tekizlige paralleldigini gorkezyar.

497. A(5,2,-1) nokadyn 2x-y+3z+23=0 tekizlige bolan
proyeksiyasyny tapmaly.

Coziilisi. A nokadyn berlen tekizlige bolan proyeksiyasyny B bilen

goni ¢yzygyn 5x—-2y+7z+3=0 tekizlige

belgildlin. Berlen tekizlige perpendikulyar bolan N{Z,—l,S} wektor AB
perpendikulyaryn ugrukdyryjy wektory hem bolup biler. Sonuili ii¢in goni
cyzygyn yonekey denlemesi asakdaky gorniisdedir:
Xx-5 y-2 z-1
2 -1 3

Bu goni ¢yzygyn parametrli denlemesini yazalyn:

X=5+2t, y=2-t, z=-1+3t
Bulary tekizligin denlemesine goyup t-ni tapyarys:
26+2t)—(2—-t)+3(-1+3t)+23=0, t=-2.
Sunlukda, gozleyin nokadymyzyn proyeksiyalarynyn koordinatalaryny
tapyp bileris:
Xg =9+2(-2)=1 yz=2-(-2)=4, z,=-1+3(-2)=-7.

XTH = yT_?’ = % goni ¢yzyk bilen 3x-3y-2z-5=0 tekizligin

kesisme nokadyny tapmaly.
499, X—2 _ y+1: z-1
5 -1 1
tekizligin kesisme nokadyny tapmaly.
500. X—7 _ y—4 _ Z-5
5 1 4
tekizligin kesisme nokadyny tapmaly.

498.

goni ¢yzyk bilen Xx-2y+3z-1=0

goni  ¢yzyk bilen 3x-y+2z-5=0
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x-13 y-1 z-4
8 2
yatyandygyny gorkezmeli.

501.

goni ¢yzygyn X+2y—-4z-1=0 tekizlikde

Xx+3 y-1 z+5
2 3 2
tekizligin kesisme nokadyny tapmaly.

503, X—2 _ y—3: z+1
4 2 5
tekizligin kesisme nokadyny tapmaly.
504. A(-1,0,-5) we B(1,2,0) nokatlar arkaly gecydn ¢yzyk bilen
Xx—-3y+z+5=0 tekizligin arasyndaky burcy tapmaly.
505. XT_l - % - Z—_Bl goni cyzyk bilen 6x—3y+22=0 tekizligin
arasyndaky burcy tapmaly.
506. x+4 _y+1 z-3
3 4 2
tekizligin arasyndaky burgy tapmaly.
507. X—2 _ y+1: z-3
3 4 2
tekizligin arasyndaky burgy tapmaly.

508. M (2,0) nokat bilen X% = y;1= ”21

502. goni  ¢yzyk bilen 2x+3y+z-22=0

goni ¢yzyk bilen 2x+2y-3z-4=0

goni  ¢yzyk bilen Xx+2y-3z+4=0

goni  ¢yzyk bilen -2x+y+z-1=0

goni ¢yzykdan gegyin
tekizligin denlemesini tapmaly.

509. M(4,-3,2) nokat bilen -y _z goni ¢yzykdan gegyin

X
2 -3 -1
tekizligin denlemesini yazmaly.
510 A-nyn haysy bahasynda  Ax+3y-5z+1=0 tekizlik

x-1 y+2 z . .
——==——=— g0ni ¢yzyga parallel?
o~ 3 -~ ni ey p
511 X;3=y2_1=”2 goni cyzyeynh 2x—y-22-9=0 tekizlikde

yatyandygyny gorkezmeli.
S12.  A(4,-3)1) nokadyn  x+2y-z-3=0  tekizlige bolan
proyeksiyasyny tapmaly.
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513, A(1,2,1) nokadyn %2 = ll = ZT_l goni  ¢yzyga bolan
proyeksiyasyny tapmaly.
514. % = yT_A' = Z—+21 goni ¢yzygyn X—y+3z+8=0 tekizlige bolan

proyeksiyasyny tapmaly.
515. M (3,-2,4) nokatarkaly gecydn we 5x+3y—-7z+1=0 tekizlige
perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn denlemesini tapmaly.
516. Asakdaky goni ¢yzyklaryn degisli tekizliklerde yatyandygyny ya-
da yatmayandygyny anyklamaly:
x-1 y+3 z+2

, 4x+3y-2+3=0;
S T Y
b) X_lzlzz_z, 5x-8y-2z-1=0;
4 7 3
X+2 y-5 z
——="——=—, 3Xx-2y-12+15=0.
9 3 4 1 y

§ 7. Giniglikde goni ¢yzyga we tekizlige degisli diirli meseleler

517. M(-2,2,-3) nokat arkaly gecyan (= {2,—4,5} wektora parallel
bolan goni ¢yzygyn yonekey we parametrli denlemesini tapmaly.
sig XY T e x+1 y-3_z-4
6 2 -3 3 4 2
we P(4,-3,1) nokatarkaly gegydn tekizligin denlemesini tapmaly.
519. Xx-3_y+4_1z-2

goni c¢yzyklara parallel

goni  ¢yzyk  arkaly gecydn @ we

2 1 -3
XZS = y;Z _Z ;1 goni c¢yzyga parallel bolan tekizligin denlemesini
tapmaly.
520. XT+5 :VT—Z :% goni ¢yzyk arkaly gecydn we X+Yy-z+15=0

tekizlige parallel bolan tekizlik gegirmeli.

521. Asakdaky iki parallel goni c¢yzyklaryn arasyndaky uzaklygy
tapmaly:

x-2 y+1 z x-7 y-1 7-3
3 4 '

2 3 4 4
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522. P(7,9,7) nokat bilen %:%:% goni  ¢yzygyn
arasyndaky uzaklygy tapmaly.
523, Goni ¢yzyklaryn arasyndaky burgy tapmaly:

Xx-3 y+2 2 X+2 y-3 7+5
1 1 20 11 2
524.A(1,2) nokadyn we Oz oky arkaly gecyéin tekizligin denlemesini
diizmeli.
525. M(5,2,1) nokadyn 2x-y+3z+23=0 tekizlige proyeksiyasyny
tapmaly.

526. XT_l - % - Z—_sl goni cyzyk bilen 6x—3y-2z=0 tekizligifi
arasyndaky burcy tapmaly.
507 x—12 _ y—9 _ z-1
4 3 1
tekizligin kesisme nokadyny tapmaly.
528. A(6,4,-2) nokadyn Xx+y+z-3=0 tekizlige gord simmetrik

goni ¢yzyk bilen 3x+5y-z-2=0

bolan A" nokadyny tapmaly.
529. Goni ¢yzyklaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly.
X+3 y-6 z-3 x-4 y+1 z+7
4 -3 2 8 -3 3
530. A(4,1,-2), B(2,0,0), C(-2,3,-5) nokatlar iicburclugyn
depeleri bolsa, B depeden garsysyndaky tarapa gegirilen beyikligin
denlemesini yazmaly.

53l. A(5,10,4) nokadyn

x-1 y-2 1-3
4 5

goni ¢yzyga  gord
simmetrik bolan A’ nokadyny tapmaly.

532. A(5,3,1) nokatdan XLZ:y—_l:% goni  ¢yzyga gegirlen

2
perpendikulyaryn yonekey denlemesini tapmaly.
. . X=5 y-2 z+2 . .
533. Koordinatalar baslangyjyndan 1 = 3 = > goni ¢yzyga
gecirilen perpendikulyaryn denlemesini tapmaly.
534. Denlemesi 2 = %4 = Z—+21 bolan goni cyzygyn

X—y+3z+8=0 tekizlige bolan proyeksiyasynyn yonekey denlemesini
yazmaly.
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s, Xl_y+2
2

== =% goni cyzyk arkaly gecyan we
Xx+1 y-2 z-2

2 3 -5
tapmaly.

536. Asakdaky iki parallel goni ¢yzyk arkaly gegydn tekizligin
denlemesini tapmaly
X_y+3_z-1 x-1_ y-3 z+2

7 3 5 7 3 5 °
537. x=2+4+2t, y=3+t, z=-1+3t goni ¢yzygyn Xx+y-z2-6=0

tekizlikde yatyandygyny gorkezmeli.

goni ¢yzyga parallel bolan tekizligin denlemesini

§ 8. Sfera

Giniglikde merkez diyip atlandyrylyan nokatdan dendaslasan nokatlar
kopligine sfera diyilyar. Sferanyn islendik nokadyny onun merkezi bilen
birlesdiryin kesimin uzynlygyna sferanyn radiusy diyilydr. Merkezi
C(a,b,c) nokatda bolan, R radiusly sferanyn denlemesi asakdaky
gornugdedir:

(x—a)’>+(y—b)*+(z-c)’ =R%. )

Eger sferanyn merkezi koordinatalar baslangyjynda bolsa, (1) formula
has yonekey gorniisi alyar:

X' +y*+2° =R?
Sferanyn umumy denlemesi asakdaky gornisdedir:
AX® + Ay® + Az? +2Dx+ 2Ey + 2Fz +G = 0.

Bu denlemini A boliip, sonra bolsa doly kwadratlary boliip almak
bilen (1) gorniise getirilip bilner.

638. Merkezi C(1,4,-7) nokatda bolan 6x+6y—-7z+42=0
tekizlige galtagyan sferanyn denlemesini tapmaly.

Coziilisi. Sferanyn radiusy tekizligin galtasma nokady bilen C
merkezin arasyndaky wuzaklyga dendir. Ony tapmak {icin normirleyji
kopeldijini tapalyn:

1 1
© J36+36+49 11
Onda
6 6 7 42
——X——Y+—Z2——=
11 117 11 11
alarys.
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Denligin ¢ep bolegine C nokadyn koordinatalaryny goyup, R radiusy
tapyarys:
R=|. 8.1 4.8 77 4 | 12
11 11 11 11 11
() formulany ulanyp sferanyn denlemesini yazyp bileris:
(X=D%+(y—4)* +(z+7)* =121.
539. Merkezi C(1,—2,4) nokatda bolan 2x-y+2z-3=0 tekizlige

galtagyan sferanyn denlemesini yazmaly.
540. Merkezi C(0,4,0) nokatda bolan 2x+6y—-3z—-3=0 tekizlige

galtagyan sferanyn denlemesini yazmaly.
541. Merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan we M (6,-2,3)

nokatdan gegydn sferanyn denlemesini yazmaly.

=11.

Coziilisi. Sferanyn radiusy OM wektoryn uzynlygyna dendir:

R=+/36+4+9=+/49=7.

(2) formulany ulanyp alyarys:
x> +y* +17° =49,
542. Merkezi C(1,-1,-1) nokatda bolan, M(4,2,2) nokat arkaly
gecyan sferanyn denlemesini yazmaly.

543. Merkezi M (2,—% ,1) nokatda bolan, C(1,-1,3) nokat arkaly
gecyan sferanyn denlemesini yazmaly.
544, 2x*+2y*+27*-8y+2z7+ % =0 gorniisde berlen sferanyn

merkezini we radiusyny tapmaly.
Coziilisi. Denleméni 2-4 bolelin:

x2+y2+22—4y+z+%:0.
Doly kwadratlary boliip alalyn:

1 1
X+ (y?—4y+4)+| 22 +z2+> |-4-Z+==0,
(y*-4y+4) ( 4] .

1
4
2 2 1 ?
X*+(y-2)" + 243 =4,

Bu denleméani (1) denleme bilen denesdirip R =2, C(O,Z,—%)

bolyandygyny goryaris.
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545 X*+y*+12°-2x+4y—-47-7=0 gorniisdiki denleme bilen
berlen sferanyn radiusyny we merkezini tapmaly.
546. Sferanyn merkezinin koordinatalaryny we radiusyny tapmaly.

) X*+y*+2°-6x+8y+2z+10=0;
2) X*+y*+2°+2x-4y-4=0.
547. Merkezi xOy tekizlikde yatyan we AL, 2,-4),
B(1,-3,1), C(2,2,3) nokatlar arkaly ge¢ydn sferanyn denlemesini tapmaly.
Cozilisi. A,B,C nokatlaryn sfera degislidigine gora olaryn
koordinatalary (x—a)*+(y-b)*+(z-c)*=R® denleméni
kanagatlandyryandyrlar. Seyle hem sferanyn merkezinin xoy tekizlikde
yatyandygyna gord c=0.
(1-a)*+(2—b)* +(-4)* =R?;
(1-a)* +(-3-b)* +1* =R
(2-a)’+(2-h)*+3* =R
Bu yerden,
(1-a)*+(2-b)*+16° = (1-a)* +(-3—h)* +1°
(1-a)*+(2—-b)*+16° = (2—-a)* +(2-b)*+9
ya-da
(2-b)* —(-3-b)* =-15, 10b=10
(1-a)*—(2-a)*=-7, 2a=-4.
Sunlukda, a=-2, b=1. C(-2,1,0) nokat sferanyn merkezidir.
Sferanyn radiusyny tapalyn:
R®=(1-a)*+(2-b)* +16 = (1+2)* +(2—1)* +16 = 26.
Indi gozleydn sferamyzyn denlemesini yazyp bileris:
(x+2)* +(y-1)?*+2>=26.
548. Radiusy R=2 den bolan Al -2,-1),
B(-5,10,-1), C(-8,—2,2) nokatlar arkaly ge¢yan sferanyn denlemesini
yazmaly.

§ 9. Silindr tstler

Haysy bolsada bir goni ¢yzyk 0z Oziine paralleligini saklap basga bir
berlen ¢yzygyn ugry bilen hereket edip iist emele getirydn bolsa, onda ol
iste silindr Ust diyilydr. Oz Oziine parallelligini saklap hereket edyin goni
¢yzyga emele getiriji diyilydir. Emele getirijinin hereket edyan goni
¢cyzygyna ugrukdyryjy diyilyar.
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Emele getirijisi oz oka parallel bolan silindr ustun denlemesi
asakdaky gorniisdedir:

F(x,y)=0. 1)
Seyle hem emele getirijisi Oy, Ox oklara parallel bolan silindr
ustlerin denlemeleri degislilikde asakdaky gornusdedir:
F(x,z)=0 (2)
F(y,2)=0. (3)
Bu iistlerin ugrukdyryjylarynyn denlemelerini yazalyn:

{F(x, y)=0 {F(x, 7)=0 {F(y, 2)=0

z2=0 y=0 x=0
1. Elliptik silindr. (26-njy ¢yzgy)
X2 y2

Bu iistiin ugrukdyryjysy xOy tekizlikde ellipsdir. @=Db bolsa tegelek
silindri alyarys.
2. Giperbolik silindr (27-nji ¢yzgy)

2 2

Xy

a’ b’
Bu ustiin ugrukdyryjysy xOy tekizlikde giperboladyr.
3. Parabolik silindr (28-nji ¢yzgy)
y? = 2px.
Bu istiin ugrukdyryjysy xOy tekizlikde paraboladyr.

A

ZA

|
y /7
g 4
x*la’+y*/b* =1 x?la>—y?/b* =1
26-njy cyzgy 27-nji ¢yzgy
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=V

1/

y? =2px

28-nji ¢yzgy

549. x*+y’=2ax denleme ginislikde haysy iisti anladyar?

Coziilisi. Berlen denleme oOziinde zi saklamayar. Sonun iigin ol {ist
emele getirijisi OZ oka parallel bolan silindr tstdiir. Onun ugrukdyryjysy
XOy tekizlikde

x? +y? = 2ax (x—a)*+y*=a’
{z:o ' {Z=O
towerekdir. Onun merkezi (@,0,0) nokatda bolup, radiusy R =|a| dendir.
Sunlukda, berlen denleme tegelek silindri anladyar.
550. X*+2Xx—4y+1=0 denleme ginislikde haysy iisti anladyar?
Cozillisi. Berlen denleme 2z ululygy oOziinde saklamayar. Sonun {igin

berlen denleme emele getirijisi Oz oka parallel bolan silindr stdiir.
Onun ugrukdyryjysy
X +2x-4y+1=0 (x+1)% =4y
z=0 ’ z=0
we depesi (—1,0,0) nokatda bolan paraboladyr. Diymek, garayan iistiimiz
parabola silindridir.
551. 9y’ —16z° +64z-18y—-199=0 denleme ginislikde haysy iisti
anladyar?
Coziilisi. Denleme oziinde X ululygy saklamayar. Sonun {iigin berlen
denleme emele getirijisi OX oka parallel bolan silindr Ustdiir. Onun
ugrukdyryjysy

{9y2 ~167° +64z —18y —199 =0
x=0
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ya-da

(y-0° _(2-2° _,
16 9
x=0
bolan giperboladyr. Onun merkezi (0,1,2) nokatda bolup, hakyky oky
Oy oka paralleldir. Sunlukda, berlen denleme giperbola silindrini

anladyar.
Denlemelerin ginislikde haysy iisti anladyanlygyny takyklamaly.

552. x*+12°=9. 553. y® =-6x.

554. 7° +47-2x+6=0. 555. x> +y® =4y.

§ 10. Aylanma iistler

Haysyda bolsa bir ¢yzygyn nokatlary ok diyip atlandyrylyan goni
cyzygyn  towereginde, sol okdan uzaklygy iiytgemidn sol oka
perpendikulyar tekizlik boyun¢a 27 burca Owriilip ist emele getiryin
bolsa, onda ol iiste aylanma iist diyilydr. Yonekeylik ii¢in aylanyan ¢yzyk
oka perpendikulyar bolan tekizlik bilen dine bir nokatda kesisyar diyelin.

Goy, YOz tekizlikde denlemesi
F(y,z)=0
{ (y.2) "
x=0

bolan L ¢yzyk berlen bolsun. Sol ¢yzygy Oz okun towereginde
aylanymyzda emele gelen iistiin denlemesini yazalyn:

F(£/X*+y?,2)=0. )
Yagny F(x,y)=0 denlemede Yy koordinata ++/X*+Yy® bilen
calsyrylyar. Sol egrini Oy okun towereginde aylanymyzda emele gelen
aylanma iistiin denlemesi asakdaky gorniisdedir:

F(y, x> +2%) =0. ?3)
2 2
556. XOz tekizlikde yatyan X—2+Z—2=1 ellipsin oz okun towereginde
a c

aylanmagyndan emele gelen ellipsoidyn denlemesini yazmaly.
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Coziiligi. Berlen ellipsin denlemesini iki ustiin kesismesi hokmiinde
yazalyn:

2 2
% + % =1
y=0
Bu denlemeler sistemasyny X we Y gora ¢ozelin hem-de kwadrata
goterelin:
2

x? :‘(’jzl—z(c2 —22).
y*=0

Bu iki denligi gosup alarys:
2
X2+y2=a—2(C2—ZZ)
C

ya-da
2 2 2
x>yt oz
PO
Bu aylanma ellipsoidyn denlemesidir.

557. yOz tekizlikde yatyan Yy°>=2pX parabolanyi oz okunyn
towereginde aylanmagyndan emele gelen paraboloidyn denlemesini
yazmaly.

Cozillisi. Berlen parabolanyn denlemesini iki istiin  kesismesi

gorniisinde yazalyn:
{yz =2pz

x=0
Bu denlemeler sistemasyny Yy we X gord ¢ozelin hem-de kwadrata
goterelin:
y’ =2pz
x2=0
Bu iki denligi gosup alarys:
X2 +y*=2pz.
Bu aylanma paraboloidyn denlemesidir.
2 2
558. yOz tekizlikde yatyan Z—Z—Z—fl giperbolanyii Oz okun
c

towereginde aylanmagyndan  emele gelen aylanma  giperboloidyn
denlemesini tapmaly.
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Coziligi. Berlen giperbolanyn denlemesini iki istin  kesismesi
gorniisinde yazalyn:

y2 ZZ
P
x=0

Bu denlemédni y we X gord c¢ozelin:

2
y:mh+55
C .
x=0

Denlemeleri kwadrata goterelin we gosalyn:

y _Z _
F C_z_ X2 y2 Z2

e et
FE

Asakdaky c¢yzyklaryn degisli oklaryn dasynda aylanmagyndan emele
gelen iistlerin denlemelerini yazmaly:

2, 52 _
559. {y rz=4 Oy okun dasynda.
x=0
V.7
560. <25 9 Oy okun dasynda.
x=0
y2 _ 22 — 1
561 0 Oz we Oy oklaryn dasynda.
X =

562. x>+ y*>=sin’z istiin gornisini takyklamaly.

Coziilisi. Berlen iisti XOy tekizlige parallel bolan Z=h tekizlik bilen
keselin. Kesikde emele gelen L ¢yzygyn denlemesi asakdaky gorniisde
bolar:

X’ +y? =sin’z x? +y?=sin’h
{z:h ’ {z:h '
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Sunlukda, erkin h {igin kesikde merkezi Oz okda, radiusy
R=|Sin h| den bolan tOweregi alarys. Bu yerden gorniisi yaly ist Oz

okun dasynda aylanmagyndan alynyar.
Indi haysy ¢yzygy aylanymyzda iist alynyandygyny takyklamak iigin
ony yoz tekizlik bilen keselin.
x> +y’=sin’z [y=4sinz
x=0 " |x=0
Diymek, berlen st sinusoidyn Oz okun dasynda aylanmagyndan
alynyar.

563. z=

>— denleme bilen berlen ustiin gornisini takyklamaly.

X +y

§ 1L Ikinji tertipli ustler

Dekart koordinatalar sistemasynda ikinji tertipli ustler ikinji tertipli
denleme bilen berilyandir:

AX® + By® +Cz% + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx + 2Hy + 2Kz +L=0. (1)

Yorite koordinatalar sistemasyny almak bilen (1) denleme ydnekey
gorniige getirilyar. Ikinji tertipli Ustlerin formasyny we yerlesisini kopleng
halatlarda parallel kesiklerin metody bilen Owrenilydar. Ol asakdaky yaly
amala agyrylyar. Berlen st koordinata tekizliklerine parallel bolan
tekizlikler bilen kesilyar. Alnan kesigin formasy we Olgegi iistlin
formasyny anyklamaga yardam edyar.

564. Denlemanin geometrik manysyny bilmeli
X2 +4y? +97° +12yz7 +6X2 + 4xy —4x -8y —-122+3=0.
Coziilisi. Denlemini asakdaky gorniisde yazyp bolar:
(x+2y+32)° —4(x+2y+32)+3=0.
Denlemanin ¢ep bolegini kopeldijilere dargadalyn:
(x+2y+3z-1)(x+2y+3z-3)=0.
Sunlukda, denleme ginislikde iki tekizligin toplumyny kesgitleyar:
X+2y+3z-1=0, x+2y+3z-3=0.
565. Ustiin denlemesini yonekey gorniise getirmeli:
4x? +9y® +352° —8x—18y — 722 +13=0.
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Coziilisi. Denlemidni 6zgerdip yazalyn:
4(x* —2X)+9(y* —2y) +36(z* —2z) =-13.

Yaylardaky anlatmalary doly kwadrata dolduralyn:
A(x* —2X+ D) +9(y* -2y +1) +36(z* -2z +1) =—13+4+9+36
ya-da
A(x—1)%+9(y —-1)* +36(z —1)* = 36.
Koordinata baglangyjyny O’(LL1) nokat diyip almak bilen koordinata
oklaryny parallel gogiirelin:
x-1=x, y-1=y, z-1=7
x=1+x', y=1+y, z=1+7
Sunlukda, biz {stiin denlemesini alyarys:
4X* +9y'* +362"* =36
ya-da

12 12
XY e
9 4
Bu ellipsoidyn denlemesidir. Onun yarym oklary degislilikde 3,2,1
bolup, merkezi koordinatalar baslangyjyndadyr.
Asakdaky denlemelerin ginislikde haysy iisti anladyandygyny bilmeli:
566. x> +2°—4x—4z+4=0. 567. X*—xy—xz+yz=0.
568. z°+Xxy—Yyz—5x=0 st bilen Ll = yT_S _Z _710 goni ¢yzygyn

kesisme nokadyny tapmaly.

Cozilisi. Ust bilen goni ¢yzygyn kesisme nokatlaryny tapmak iigin
olaryn denlemelerini bilelikde ¢OzUp x,y.z tapyarlar. Goni ¢yzygyn
denlemesinden alarys:

X=-t, y=5+3t, z=10+T7t.
Bularyn bahalaryny istiin denlemesine goyup t-ni tapyarys:
(10+7t)* + (~t)(5+3t) — (5+3t)(10+ 7t) = 5(~t) = 0.
257 +75t+50=0, t*+3t+2=0, t=-1 t,=-2

Onda

x=1 y=5+43(-1)=2, z=10+7(-3)=3;

Xx=2, y=5+3(-2)=1 z=10+7(-2)=-4.
Diymek, M,(1,2,3), M,(2,-1,—4) gozlenydn nokatlardyr.
569. Ust bilen goni ¢yzygyn kesisme nokadyny tapmaly:

1) 5x*+9y®+9z° —12xy —62x+12x—362 =0;
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X y z-4

3 2 1
2) X*—2y*+17°-2xy—yz+47x+3x-52=0;

x+3_y_z

4 2 0
XZ y2 22

570. —+->—+—=1 ellipsoidyn z=0,£1,+2,+3 x=0 we y=0
36 16 9
tekizlikler bilen kesismesini dernemeli.
z=h, h=0,%£1,+2,+3 tekizlikler

Coziilisi. Ilki bilen ellipsoidyn
bilen kesilende emele gelen kesiklere garalyn. Ellipsoidyn denlemesinde

z=h goyup alarys:
X2 yZ hZ
36 16 9
ya-da
2 2
X A

h? ’ h?
36|1-—| 16/1-—
9 9

Belgileméni girizelin:
2 2
a, =6,/1—h—, b, =4‘/1—h—.
9 9

Sunlukda, kesikde yarym oklary a, we b, bolan
2 2
XY
a‘h bh

ellipsi alyarys. Bu yerde h=0,£1,+2,+3 bahalary goyup alyarys:

a, =6, aﬂ:6\/gz4\/§:5,6
5
ai2=6\/g=2\/§=4,5, a,, =0
8_8 5 4
b, =4, bﬂ=4\g=§ﬁ=3,8, bﬁ=4\g=§£:3,o, b,, =0.

Gorniisi yaly uly ellips Z=0 bolanda bolyar. Oz ok boyun¢a z=h
tekizligi XOy tekizlige parallel edip galdyrsak ya-da asak diisiirsek ellips
kigeler. Ahyrynda (0,0,+3) nokada owriiler. Edil seyle yagday XOz we
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yOz tekizliklere parallel bolan kesiklerde yiize ¢ykyar. Bu yagdayda hem
uly ellips Xx=0 we y=0 koordinata tekizlikler bilen kesilende bolyar:

2 2 2 2

X_ + Z_ =1 y_ + Z_ =1

36 9 16 9

y=0 x=0

XZ y2 7 2
57 " + e 1 giperboloidyn z=0,£1+2 13
Xx=0 we y=0tekizlikler bilen kesismesini dernemeli.
2 2

572. X? + yT —27 elliptik paraboloidyi Xx=0, y=0 we z=h,

h=1,2,3 tekizlikler bilen kesilendiki kesigini dernemeli.
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VI BOLUM

§ 1. Funksiya diigiinjesi

1. Hakyky sanlar. Islendik rasional we irrasional sanlaryn toplumy
hakyky sanlaryn toplumyny diizyar. Hakyky a sanyn absolyut ululygy
(moduly) |a| belgi bilen belgilenyir we

|a|— a, egera>0 bolsa,
~ |-a, eger a<0 bolsa

denlik bilen kesgitlenyar. Islendik erkin hakyky a we b sanlar iigin

a+b <fa+b
e bj <+ 0
densizlik dogrudyr.

2. Funksiya duUsUnjesi. Funksiyanyn Kkesgitlenis oblasty. Eger, X
kopliige giryan her bir X elemente haysy hem bolsa bir diizgiin boyunga
Y kopliige girydn bir ya-da birndge elementler degisli edilse, onda X we
y ululyklaryn arasynda funksional baglylyk berlen diyilyar. Eger sonda
her bir Xe X elemente dine bir kesgitli ye€Y element degisli edilse,
onda y ululyga X-e bagly birbahaly funksiya diyilyar. Garsylykly halda
y ululyga Xx-e bagly koOpbahaly funksiya diyilyar. y ululyk X-e bagly
funksiya diymek Y= f(x) yaly belgilenydr. X kopliige funksiyanyn
kesgitlenis (ya-da barlyk) oblasty, Y koplige bolsa funksiyanyn
bahalarynyn kopligi diyilyar. X ululyga baglanysyksyz iiytgeydn ululyk
ya-da argument diyilyar.

3. Ters funksiyalar. Yy = f(X) funksiyany kesgitleyédn diizgiini tersine
hem peydalanyp bileris, yagny M = {y} kopliigi argumentin bahalarynyn
kopligi, E = {X} kopliige bolsa funksiyanyn bahalarynyn kopliigi diyip
hasap ederis. Sunlukda, biz M ={y} koplikde kesgitlenen X=g(y)
funksiyany alarys. Bu funksiyany Y= f(X) funksiyanyn ters funksiyasy

diyip atlandyrarys. GoOrniisi yaly ters funksiyanyn hem kopbahaly
funksiya bolmagy miimkindir.

4. Cylsyrymly we anyk dil funksiyalar. Eger y= f(X) funksiyanyi
X argumenti hem o0z gezeginde ¢ gord X=¢(t) funksiya bolsa, onda
u= f(p(t)) ¢ylsyrymly funksiyany alarys.

Eger y=Y(X) funksiya F(X,y)=0 denleme gorniisinde berlen bolsa,
onda ona anyk dil funksiya diyilyar.
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573. |a - b| > |a| - |b| densizligi subut etmeli.
Subudy. Goy, a-b=c bolsun. Bu yerdena=b+C Onda (1)
densizligi ulanyp, alarys:
| =lb+ | <[b]+]c| ya-da
¢/ >[a] (b, [a—b] = 2] - b
574. Eger |a — b| <a we |b| < bolsa, onda |a| <a+ [ bolyandygyny
gorkezmeli.
Cozillisi.  Hakykatdan-da, a=(a—b)+b denlikden
la|=|(a—b)+b|<|a—b|+[o| <+ B
575. Densizlikleri ¢ozmeli.
a) [x—5|<3, b)|x—4|>5.
Coziilisi. a) Absolyut ululygyn kesgitlemesini ulanyp, alarys:
X—5>-3, x-5<3 we x>2, x<8, 2<x<8.
b) |X - 4| >5 densizlik asakdaky sistema bilen dengiiy¢lidir:
X—4<-5 x-4>5wex<-1 x>09.

Bu yerden, - < x < -1, 9 < x < + oo,
576. Densizligi subut etmeli.

2 2
ab<2 T b :
2
Subudy. Bu densizligin subudy
(a-b)*>0

densizlikden gelip ¢ykyar.
577. Densizligi subut etmeli:

(L+h)" >1+nh.

Subudy. Densizligi induksiya usuly boyunga subut edelin. Egern=1
bolsa, 1 + 2> 1 + A Diymek, bu halda densizlik #hli 4 iicin dogrudyr.
Goy ol n=Kii¢in dogry bolsun, yagny

(1+h)* >1+kh,
onda ony (1+h)-a kopeldip taparys:
(L+h)** > @+ kh)(L+h) =1+ (k +D)h+kh? > 1+ (k +1)h.

x*+1
578. % anlatmanyn X=-3 bolandaky bahasyny tapmaly.
X“+
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Coziilisi.
|3 +1]  |3(-3°+1| |-80|
12x*+2| ., [2(-3)%+2| |20]
579. Eger f(X)=x+5x-1 bolsa  f(=1), (0), (D), f(2), f(3)
bahalary tapmaly

4| =4.

Cozulisi.
f(-1)=(-1)°+5(-1)-1=-1-5-1=-7,
f(0)=0°+5-0-1=-1,
f(1)=1+5-1-1=5,
f(2)=2°+5.2-1=8+10-1=17,
f(3)=3+5-3-1=27+15-1=41.
580.  Eger f()=lg=X  bolsa, F(X)+ f(y) = f(xﬂ/]
1-x 1+xy
bolyandygyny gorkezmeli.
Coziilisi.
14 Xty
fu):ml+x,f X+Yy 0 1+xy:|1+xy+x+y.
1-x 1+ xy 1_x+y 1+ xy—x-y
1+xy
f(X)+f(y):|gl+x+lgl+y:| 1+x 1+y :|1+xy+x+y'
1-x 1-y 1-x 1-y 1-X—-y+xy
X+Yy

Sunlukda, f(x)+ f(y) we f[ j anlatmalary  denesdirip,

1+ xy
denligin dogrudygyny goryiris.
581. Funksiyalaryn kesgitlenis oblastlaryny tapmaly.

2
) y=+v1-x%, 2)y=|gx,3)y:2X ‘@“+5f

\/8—x3

Cozilisi. 1) Gorniisi yaly X—in her bir —1<X<1 densizlikleri
kanagatlandyryan bahalarynda +1-x* anlatmanyn hakyky bahalary
bardyr. Sonun li¢in [-1, 1] kesim funksiyanyn kesgitlenis oblastydyr.

2) Logarifmin kesgitlemesinden, bu funksiyanyn kesgitlenis oblastynyn
0< X< oo tikeniksiz aralykdygy gelip ¢ykyar.

3). Gorniisi yaly Ig(x+5) anlatma X>-5 bahalar ii¢in kesgitlenendir.
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\V8—x® anlatmanyn kesgitlenis  oblasty X<2 densizligi
kanagatlandyryan nokatlaryn kopliigidir. Su yerde X =2 bolanda drobyn
maydalawjysynyn nola Owriilydndigi tg¢in X<2 densizlik dogrudyr.
Sunlukda, funksiyanyn kesgitlenis oblasty (-5< X <2),(-5,2) aralykdyr.

582. y=4/6x—x*> -5 funksiyanyn kesgitlenis oblastyny tapmaly.
Coziilisi. Gorniisi yaly 6X—Xx>—-5>0 densizlik yerine yetmelidir. Su

densizligi Ozgerdip alarys: (X—1)-(x—5)<0. Bu densizlik bolsa

X-=1>0, x-5<0we x-1<0,x-5=0
densizlikler yerine yetende dogrudyr. Birinji sistemadan taparys:

x=>1 x<5.
Bu yerden 1<x<5.
Ikinji densizlikler sistemasyny ¢Oziip taparys:  X<1, X=05.

X-in hi¢ bir bahasy bu sistemany kanagatlandyryp bilmez. Sunlukda, berlen
funksiyanyn kesgitlenis oblasty [1, 5] kesimdir.

583. y:WXX—Ar funksiyanyn kesgitlenis oblastyny tapmaly.

Coziilisi. Su yerde
X?=3x—4#0, (x+1)-(x—4) %0
densizligin yerine yetmegi zerurdyr. Bu yerden X#-1 X#4 alarys.
Sunlukda, funksiyanyn kesgitlenis oblasty
(=0, =1), (-1,4), (4, )
aralyklaryn birlesmesidir.

Kesgitleme. Eger -l<x<l| aralykda kesgitlenen f(X) funksiya, su
aralygyn islendik x-i Ggin f(—x)= f(x) denligi kanagatlandyrsa, onda
ona jiiblit funksiya diyilyar.

584. (%) =%(a* +a™)  funksiyanyi  jibiit ~ funksyadygyny
gorkezmeli.
Cozilisi. f(-x)= %(ax +a*)= f(x).
585. y=1-2"" funksiyanyn ters funksiyasyny tapmaly
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Cozilisi. Denlemdni x-a gord ¢oziip alarys:
lg-y)’
Ig2
Bu funksiyanyn kesgitlenis oblasty —oo<y <1 aralykdyr.

27 =1-y, Xx=—

586. y=2x+3 funksiyanyn ters funksiyasyny tapmaly.
Coziiligi.
y-3
2X=Yy-3, X= T.

587. y=sinu,u=Ig3 I=+/x ¢ylsyrymly funsiyany bir dedlik
gornilisinde yazmaly.

Cozilisi. u=Ig9$ funksiyada ¢ funksiyanyn $= Jx bahasyny
goyalyn: u=lIg JX. Alnan u funksiyanyn bahasyny, bolsa Yy=sinu
funksiya goyup,

y =sin(lg/x)
¢ylsyrymly funksiyany alarys.
588. Eger ¢@(X)=3x+2 we f(X)=x"-1 bolsa, f(p(X)) we
@(f(x)) ¢ylsyrymly funksiyalary diizmeli.
Coziilisi.
f (@(X)) = (3x+2)* —1=9x" +12x+3, o( f (X)) =3x* —1.

Su yerden gorniisi yaly g¢ylsyrymly  f(@(X)) we  @(f(x))
funksiyalar diirlidirler.

589. X’ —arccosy =7 denlemini Y= f(X) gorniisde yazmaly.

Coziilisi. Denlemeden alarys:  arccosy = x* — 7.

Bu yerden Y =c0S(X’—7z)=-C0sX’. Sunlukda, y=-C0SX’.

590. Deinlemini ¢ozmeli:

x=1+[x-2=3.

Cozillisi. Modullardaky anlatmalar X=1 we X=2 bolanda nola
owriilydr. Olary san okuna gegirelin:

v

29-njy ¢cyzgy
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Berlen denlemd —oo<X<1,1<X<2, 2<X<oo aralyklaryn her birine

garalyn. Berlen denlemeden asakdaky densizlikden we denlemelerden
ybarat bolan (¢ sistemany yazyp bileris:

x<1, 1<x<2, X>2
{—(x—l)—(x—Z):S, {(x—l)—(x—2)=3 {(x—l)—(x—2)=3

X <1, 1<x<2, X>2
x=0 X—X=2 x=3
Birinji sistemany x=0 Kkanagatlandyryar. Ikinji sistemanyn ¢0ziiwi
yokdur. Sebdbi x—X=2 hi¢ hagan yerine yetmeyar. Uglinji sistemany Xx=3
kanagatlandyryar. Sunlukda, berlen denleménin x;=0 we Xp=3 kokleri
bardyr.

591. Kwadraty 2-4 den bolan rasional sanyn yokdugyny subut etmeli.
592 Densizligi subut etmeli:

lac +bd|<+a’+b* -/’ +d*, ab>0.

593. Goy, a > 0 bolsun. Onda b sanyn haysy bahalarynda
asakdakylaryn dogrudygyny anyklamaly:

ya-da

a) |la +b| = |a| + |b|, b) la—b = |a| + |b|,
¢) la+b| <lal+1b|, d) la — b| <la| + |bl.
594. f(X) = x*—5x+3 berlen bolsa, f(0), f(1), f(2), f(3) tapmaly.

595. Eger f(x)=arccos(lgx) bolsa, f(%} f (1), f(10) tapmaly.
596. Eger f(x)=ax’+bx+c bolsa,
f(x+3)—-3f(x+2)+3f(x+1)— f(x)=0 bolyandygyny gorkezmeli.
597. Eger f(x)= % (@+a™), (@a>0) bolsa,
f(x+y)+f(x=y)=2f(x)f(y) denligi subut etmeli.

X+/X +34x% +3/0,5%°
598 y = 3

tapmaly.
599. Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny tapmaly:

funksiyanyn X=4 nokatdaky bahasyny

VY v

2+ X
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600. Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny tapmaly.

X? —3X+2
y=Ilg———.
X+1
601. Eger
f(x)=4x*—6x+1
(X) =4x X+ bolsa, & tapmaly.
o(X) =5x+1 p(4)-1

602. Funksiyalaryn kesgitlenis oblastlaryny tapmaly.

a) y=+/x-1++2-X, b) vy 3x=2

2X+6

¢) y:X1 , d) y=+sinx, e) y=x-arctgx

603. 2y=2x+5 funksiyanyn ters funksiyasyny tapmaly. Ters
funksiyanyn kesgitlenis oblastyny anyklamaly.

604. y=log,(x+vx*+1), (@>0,a=1) funksiya ters bolan
funksiyany tapmaly.

605. y =sinx funksiyanyn ters funksiyasyny tapmaly.
606. Funksiyalaryn ters funksiyalaryny tapmaly:

a) y=2x1 b) y=59%
607. Asakdaky funksiyalaryn jibitligini ya-da takligini anyklamaly.
2) F()=3Y(x+D? +{/(x-D%. b) f(x)=|gi+—x.
—X

608. f(x) funksiya [0, 1] kesimde berlen bolsa, asakdaky funksiyalaryn
kesgitlenis oblastlaryny tapmaly:

a) f(3%9), b) f(tgx).

§ 2. Elementar funksiyalaryn derieligi

Eger X kopligin erkin X, we X, elementleri ii¢cin X, > X, bolanda
f(x2)> f(x1)  (f(x2)< f(x1)) densizlik yerine yetydn bolsa, onda f(x)
funksiya X koplikde artyan (kemelydn) funksiya diyilydr. Eger X
kopligin erkin x, we X, elementleri iicin X, > X, bolanda f(x2)> f(x1)
(f(x2)< f(x1)) densizlik yerine yetse, f(X) funksiya kemelmeydn (artmayan)
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funksiya diyilyar. Eger X kopliikde kesgitlenen f(x) funksiya ig¢in,
M eR san tapylyp, Vxe X iigin

f(x)<M (f(x)>M)

densizlik yerine yetse, onda f(x) funksiya X koplikkde yokardan (asakdan)
cakli funksiya diyilydr. Hem yokardan hem asakdan c¢ékli funksiya ¢akli
funksiya diyilyar.

San okunda kesgitlenen f(x) funksiya X argumentin kesgitli erkin
bahalary tigin f(x+T)=f(x), TA0 denligi kanagatlandyrsa, 7" sana berlen
funksiyanyn periody diyilydr. Noldan tapawutly periody bolan
funksiyalara bolsa, periodik funksiyalar diyilyar.

Elementar funksiyalar dernelende asakdaky shemadan peydalanmak
amatlydyr:

1) Funksiyanyn kesgitlenis oblastyny tapmaly;

2) Funksiyanyn jiibiitligini, takligini, periodikligini anyklamaly;

3) Funksiyanyn nola Owriillyin nokatlaryny tapmaly;

4) Nola owriilyan nokatlaryn aralygynda funksiyanyn alamatlaryny

barlamaly;

5) Funksiyanyn c¢ékliligini anyklamaly. Onun in uly, in kigi

bahalaryny tapmaly;

609. Funksiyanyn in ki¢i bahasyny tapmaly:

y=3x%+5x—1
Cozilisi. Kwadrat iicagzadan doly kwadraty bolip alalyn:

5\ 4.3.145° ( 5}2 37

y=3| X+—=| ——————=3| X+= | ——

6 4.3 6 12
Gorniisi yaly, eger X +% >0, yagny X> —% bolsa funksiya artyar.
X +% <0  bolsa funksiya kemelydr, Sunlukda, (— w,—%) aralykda

funksiya kemelyar, (—é,wj aralykda bolsa funksiya artyar. Diymek,

6
Xz—% nokatda funksiya in ki¢i bahany kabul edyar.
. _5):_3_7
ymln y( 6 12 *

610. y=a*,a>0,a#1 funksiyanyn a-nyn haysy bahalarynda
artyandygyny ya-da kemelyandigini gorkezmeli.
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Coziilisi. Funksiyanyn kesgitlenis oblasty sanlar okudyr.
y, —yi=a® — a“= a" @7 -1

X-ift hemme bahalarynda a“ poloziteldir. Eger, 0<a<l bolsa X, — X>0
bolyanlygy iicin a® ~ % < 1 we eger a>1 bolsa a* ~* > 1. Sunlukda,

O<a<l bolsa Yy =a" funksiya kemelyir, a>1 bolsa Yy =a* funksiya

artyar.
61l. Funksiyanyn artyan we kemelyian aralyklaryny tapmaly:
f (X) =sin X + coS X.
Coziilisi. Trigonometriyadan belli formulalary ulanyp taparys:

f (x) =sin x+cos x :\/Ecos(x_%j

Belli bolgy yaly cosx funksiya
2nz<x<(2n+1)x, n=0, +1, +2,...
kesimde kemelip
(2n-1)z<x <2nr, n=0, 1, £2,...

kesimde bolsa artyar. Sunlukda, f(Xx)=sinx+cosx funksiya
%+ 2n7 < X §%+(2n +1)7 n=0+1,%2..
kesimde kemelip,
%+(2n—l)7z < X s%+ 2nz n=0, £1, 2,..

kesimde bolsa artyar.
612. Funksiyanyn in kigi bahasyny tapmaly:
f(x)=3""2",
Coziilisi. p(X)=(x*-2)*+8 belgilemini girizelin. Onda f (x) = 3%
funksiya in ki¢i bahany ¢(x) funksiya in ki¢i bahany alanda alyp biler.
P(X)=(C=2)+8=x’~6x" +12 x> = XA(X'—6X-HI12)+x[( x*-3)* +3].

Su yerden gorniisi yaly @(X) funksiya in ki¢i bahany x=0 bolanda
alyar. Sunlukda, f(x) funksiya X=0 bolanda in ki¢i bahany kabul edyar.

f(0) =302 =3 =1,
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613. Funksiyanyn jiibiitligini ya-da tdkdigini anyklamaly:
: COS 2X
D) f(x)=x"-5xsinx; 2) f(x)= :
3x +3x
Coziilisi.

1) f(=X)=(=X)*=5(=x)sin(—x)= x*+5x-sin(=X)= X*=5xsinx=f(x).
Diymek., berlen funksiya jiibiitdir.
’) f(_X)_cos(—2x)_ C0S 2X

oo dram

Diymek, funksiya tidk funksiyadyr.

614. f(x)=sin3x  funksiyanyn T = 2?” periodly  periodik
funksiyadygyny gorkezmeli.

615. f(x)=sin*x+cos’ x funksiyanyn periodyny tapmaly.
Coziilisi.

sin® x+cos* x = (sin” x +cos® x)* — 2sin® xcos’ x :l—ésin2 X=1-
—i(l—cos4x) :§+lsin(4x+£).
4 4 4 2

Su yerden T :%.
616. Funksiyalaryn jiibiitligini ya-da tidkligini kesgitlemeli

kx
a) f(X)=4-2x*+sin’x, b) f(x):i+—akx,
~a

¢) f(X)=sinx+cosx, d) f (x) = const,
e) f(x)=2"+27, 8 f(x)=x2Yx+2sinx.

617. Asakdaky funksiyalaryn periodikligini anyklamaly we ol
periodik funksiya bolsa onun in kigi periodyny tapmaly:

a) f(x)=10sin3x, b) f(x)=asinAx+bcosAx,

o f()=ytgx, & f)=sin’x, e f(x)=sin(¥x).

618. f(x)=tgx+ctgx funksiyanyn 0<x<% aralykda artyandygyny
yada kemelydndigini barlamaly.

619. f(X):tg(X+%) funksiyanyn artyan we kemelydn aralyklaryny
tapmaly.

160



620. g(x)=

i funksiyanyn (1,+0) aralykda kemelydndigini
+X

gorkezmeli.
621. Eger X,Y,z we ¢ ululyklar hakyky bahalary alyan bolsa

f(x)=x*+4y*+37°+t°-2x-12y—62-2t

anlatmanyn in kici bahasyny tapmaly.
Coziilisi.  Anlatmany Ozgerdip yazalyn:

f(x) = (x-1) +4(y—gj +3(z-1)% + (t-1)*-14.

Gorntisi yaly, anlatma in ki¢i bahany
X=1, yzg, z=1, t=1 bolanda kabul edyér. fyin=—14.

f (X) = ;
V2x* —4x+3

funksiyanyn in ki¢i bahasyny tapmaly

623. f(X)=ax®+bx+cCc  funksiyanyn artyan we kemelyéin
aralyklaryny hem-de in uly we in ki¢i bahalaryny tapmaly.

624. Berlen perimetrli @hli goniiburgluklardan in uly meydany bolan
goniiburclugy tapmaly.

625. f(x)=cosx® funksiyanyn periodiki funksiya dildigini subut
etmeli

626. Funksiyalaryn periodyny tapmaly

a) f(x)=arctg(tgx), b) f(X)=ZCOSX_Tﬂ.

622.

§ 3. Funksiyanyn grafiginin gurlugy

627. Funksiyanyn grafigini gurmaly: Yy =10gi;(4 — 2x).

Coziilisi. Funksiyanyn kesgitlenig oblastyny tapalyn: 4 —2x >0, X < 2.
Onda funksiyanyn kesgitlenis oblasty —oo<X<2 aralykdyr. Onun
grafiginin koordinatalar oklary bilen kesisme nokatlaryny  tapalyn:

y = 0 bolsa, log, (4—-2x)=0, 4-2x=1, ng
2
X = 0 bolsa, y=log, 4=-2.
2
Funksiyanyn grafigini guralyn.
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30-njy ¢yzgy

628. y =Igsinx funksiyanyn grafigini gurmaly.

Coziilisi. Funksiyanyn kesgitlenis oblasty sinx > O densizligi kanagat-
landyryan x-in  kopliigidir. Ol Ox okun 27Kk < X < 7+ 27K, (k-erkin bitin
san), tikeniksiz kesimlerinden ybaratbyr. Bu kesimlerin ¢etki nokatlary
funksiyanyn kesgitlenis oblastyna degisli déldir. Bu funksiya 2z periodly
periodik funksiyadyr. Sonun {iigin funksiyany 0 <Xx<gz aralykda dernemek

yeterlikdir., 7<x<2rz kesim funksiyanyn Kkesgitlenis oblastyna degisli

daldir. 0<x S% aralykda y=sinx funksiya O-dan l-e ¢enli artyar.

y=lgsinx funksiya bolsa —oo-den 0-a ¢enli artyar. %S X < 7z aralykda
y=sinX funksiya 1-den 0O-a ¢enli kemelydr. y=Igsinx funksiya bolsa, 0-dan

—oo-e ¢enli kemelyar.

Gornusi yaly, X=% bolanda funksiya in uly bahasyny, yagny O-y
kabul edyar. Funksiyanyn grafigini guralyn:
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3l-nji ¢yzgy

629. y= funksiyanyn grafigini gurmaly.

1+ x?
Coziilisi. Funksiya Oxokun dhli nokatlarynda  kesgitlenen we
jibiit funksiyadyr. x-i  erkin  bahalary iicin drobyn maydalawjysy
1+x°>1.
Onda 0O<y<l, Xx=0 bolanda funksiya in uly bahany alyar. X
tilkeniksiz artmagy bilen y nola ymtylyar. Grafigi guralyn:

32-nji ¢yzgy

630. Y =X*+X+4/(X*+1)*—4x* funksiyanyn grafigini gurmaly.

Cozilisi. Arifmetiki kokiin kesgitlemesinin esasynda alarys:

y=X+X+4/(xX* =1 =x* +x+‘x2 —1‘.

Bu yerde

‘XZ _qz{xz—l eger [x|>1 bolanda,

—(x*—1) eger |x|<1 bolanda.
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Sunlukda,
{2x2+x—1 eger [x|>1 bolsa,

x+1 eger |x|<1 bolsa.

Gornlisi yaly, berlen funksiyanyn grafigi iki bdlekden ybaratdyr. Ol
y=2X*+X+1 parabolanyn boleginden we y=x+1 gbniinin kesiminden
ybaratdyr. Bulary tapyp, degisli bolekleri gurup funksiyanyn grafigini
alarys. Parabolanyn Ox oky bilen kesisme nokatlaryny tapalyn:

2x* +x-1=0, X =-1 X, = % Diymek, parabola Ox oky X, =-1

1
we X, =5 nokatlarda kesyar.

33-nji ¢yzgy
631. Funksiyanyn grafigini gurmaly:
y =2|x-2|-|x+1+x.

Coziilisi. Eger x>2 bolsa, y=2(x—2)—(x+1)+x=2x-5.
Eger —1<Xx<2 bolsa, y=-2(x—2)—(X+1)+x=-2x+3.
Seyle hem x<-1 bolsa, y=-2(x—2)+(x+1)+x=5.
Sunlukda, berlen funksiyany asakdaky gorniisde yazyp bolar:

5, x<-1 bolsa,
y =1-2X+3, -l<x<2 bolsa,
2X—5, X>2 bolsa.

Sonun ii¢in funksiyanyn grafigi dowiik ¢yzyklardan ybaratdyr.
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34-nji ¢yzgy

632. Funksiyanyn grafigini gurmaly:

yo X
X -4

Coziilisi. Bu funksiya tik funksiyadyr. Sonun ii¢in ony X > 0bolanda
dernemek yeterlikdir. Ol funksiyany

y,=X we Y,=xX"—4,
funksiyalaryn Y gatnasygy hokmunde garamak mumkindir.
2

Eger x=2 bolsa, ¥, =0 we berlen funksiya bu nokatda kesgitlenen
daldir. [0 , 2) aralykda Yy, funksiya O-dan 2-& c¢enli artyar, Yy, bolsa

noldan kigidir we |y, |=4—X° funksiya 4-den 0-a ¢enli kemelyir. Sonun

tgin f(x) = B noldan ki¢idir we absolyut ululygy boyun¢a artyandyr.
Y2
Sunlukda, f(x) funksiya [0,2) aralykda O-dan -co-e ¢enli kemelyar. (2,
) aralykda Yy, we Y, funksiyalar poloziteldir we artyandyr. Olaryn
gatnagygy bolsa kemelyindir. Sebdbi 2<x <X,  bolanda
X X (5 =%)(%X% +4)
f(XZ)_f(Xl): T T = g <0.
X =4 x -4 0G-4)(x -4

X— o bolanda funksiya nola ymtylyar. Funksiyanyn grafigini
guralyn:
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35-nji ¢yzgy

633. Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a) y=15x+2, b) y=2+x-x*, ¢ y=x".
Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly.
634, y=2X3

3X+2

635. a) y:igx/ZS—xz, b) y=+Vx*-1.

636. a) y=>5sin(2x-3), b) y=6sinXx—8cosXx.
637. a) y=log,(1+x), b) y=log, cos x.

638. a) y:%(x+|x), b) y=sinx+|sinx|,
3-%%, x|<1
? sz%, X>1

639. Funksiyanyn grafigini gurmaly

X, 0<x<1,
y=1:2-X, 1< X<,
—X, -0 < X<0.

§ 4. San yzygiderlikleri. Yzygiderligin predeli

Eger Ve>0 san iginN = N(g) tapylyp, Yn>N  bolanda
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X, —a|<e

bolsa, onda a sana {x } yzygiderligin predeli diyilyir. Sunlukda, a
sanyn {xn} yzygiderligin predeli bolyandygy
limx, =a

yazgy arkaly anladylyar

Eger yzygiderligin tiikenikli predeli bar bolsa, onda ona yygnanyan
yzygiderlik, eger-de onun predeli bolmasa, ya-da bar bolup tiikeniksizlige
den bolsa, onda ona dargayan yzygiderlik diyilyar.

Eger limx,=0 bolsa {x,} yzygiderlige tiikeniksiz kici, eger-de

limx, =c0 bolsa, {Xn} yzygiderlige tiikkeniksiz uly diyilyar.

640. Eger {Xn} yzygiderligin umumy agzasy
. Nz
SIN —
X, = 2

n

denlik bilen kesgitlenydn bolsa, onda onun ilkinji bds agzasyny yazmaly.

.V
SIn——

Cozulisi Umumy X, = 2 agzada yzygiderli n=12345
n

bahalary berip alyarys:

. . .3
smz smzzﬂ sm; 1
=—=4=1 X-= =0, Xy = =——
T 22 3 3
sin 7 sin >~
X, = =0 X = 2 :1.
Y4 ’ ® 5 5
641 San yzygiderliginin umumy agzasy boyunca ol yzygiderligi yazmaly.
a) X, =%, b)  x, =”T+1, o x,=(-1)".
Cozillisi. n= 1, 2, 3, .. bahalary berip alyarys:
1 1 1
al, =, —,., —, .
2 3 n
4
w2 o, 2 0
2 3 n
¢) L 1, . ,(-1).
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642. Yzygiderligin umumy agzasyny yazmaly:
1, 4,9, 16, 25, . ..
Coziilisi
a,=1=1, a,=4=2°, a,=9=3,
a,=16=4>, a,=25=5", . a

n

643. Yzygiderligin umumy agzasyny tapmaly

211 11
’ 3 5 7797
Coziilisi.
1 1l 1 1
=N=1== —|-Z|===
) =f=1=7, 2! ‘ 3‘ 3 241
|a|_H_l_ 1 |a|:‘_l‘:l_ 1
05 5 2.2+1° * 7 2.3+1"
Sunlukda,
1 1 1

o] = 2(n-1)+1 2n-2+1 2n-1

Seyle hem a >0, a,<0, a;>0, a,<0 we sm. Onda alarys:

()"

a, = )
2n-1

644. Goy, iliytgeyan X, ululyk asakdaky tiikeniksiz san bahalaryn

yzygiderligini alyar diyelin:

01, 0O, 0111, 0,111 ..
onda X, ululygyn predelinin é dendigini subut etmeli.

Coziiligi. Gorniisi yaly

1 11 1 1
S S .

9 9 10 9-10 10
Loop i 1t 1 1
9 9 100 9-100 107
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Lgggil M1 1
9 9 1000 9-10° 10

l—O,111...1= : < 1.
9 9.10" 10"

Sunlukda, & nahili kigi bolsada, seyle bir N san tapylyp, n> N bolup
baslanda

; <& (1)

densizlik yerine yetyandir.
Hakykatdan-da, goy & = 0,000001 bolsun. Onda X, = 011111 we

1

‘0,11111—— L
9

“10°

ya-da

‘O,lllll—é <é&.

Seyle hem X -in geljekki agzalary (n >6) hem, yagny 0, 1111111,
0, 11111111 .. hem (1) densizligi kanagatlandyryandyr. Bu bolsa X,—in

1
n— oo bolanda 3 dendigini gorkezyar:

: 1

limx, ==.

n—o0 9

_2n-1

" 2n+1

N —oo mahalynda predelinin l-e dendigini subut etmeli.
Coziilisi. Erkin £>0 igin seyle bir N(g) san tapalyn, n> N(g)

645. Predelin kesgitlemesinden peydalanyp X ululygyn,

bolanda |Xn —1|<g densizligin yerine yetmegini gazanalyn.

n-1 | | 2| 2
2n+1 | |2n+1] 2n+1’
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Sunlukda,

<¢ bolanda yerine yetyar. Bu

X,—1 <& densizlik
2n+1

yerden n> 1 —%. Sonun iigin N (5) san hokmiinde N(&)= 1 —% sanyn
& £

bitin bolegini almak bolar.

1
646. Umumy agzasy a,=— bolan yzygiderligin predelinin  nola
n

dendigini subut etmeli.
Coziilisi. Yzygiderligin agzalaryny yazalyn:
+ 11111
" 4, 9, 16, 25 36, 49, 64,

we & =% diyelin. Yzygiderligin dordiinji agzasyndan baglap, galan

1
agzalary i¢in |an —O| :|a“|<ﬁ densizlik yerine yetyar.
1
Goy, indi ¢ =10 bolsun. Onda yedinji agzadan baslap yzygiderligin
galan agzalary ugin

2, ~ 0] =[] <.
40

Indi N = 6 diyip bolar. Eger 4i0=5 bolsa, onda N>10 we s. m.
Bu yagdayda yzygiderlik iicin umumy N tapmaly bolyarys.
1
o

Yzygiderligin umumy agzasy a, =
n

gsany erkin diyip, n>N

bolup baslanda ‘—2—0 <& Yya-da iz<g densizligin yerine yetmegini
n n

1 1
gazanmaly. Densizligi n—e gord ¢oziip alarys: n>—, N 2{—} diyip
Je Je

almak bolar. Sunlukda, erkin &>0 dgin N :{i} bar  bolup,

A

> <& densizlik yerine yetyiar. Bu

1
n>N ={—} bolup baslanda

N

bolsa yzygiderligin predelinin nola dendigini gorkezyar.

20
n
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2

3n°+1
647. Eger X, = o2 +1 bolsa, predelin kesgitlemesinden peydalanyp

limx, _3 bolyandygyny subut etmeli. Haysy n-den baslap
nN—o0 5
X, —% <0,01 bolyandygyny gorkezmeli.
Coziilisi.
3n* +1 3 8
Bn’-1 5| 5(5n°-1)

Goy, ¢>0 berilen bolsun. Onda n sany

8 .
5(5n° -1)
densizlik yerine yeter yaly saylap alalyn. Bu densizligi ¢Oziip taparys:

1 |8+5¢
>_
5 &

Goy,

bolsun. Onda N <n bolanda

densizlik yerine yetyandir.
Eger ¢=0,01 bolsa, onda

N = E(% 8+5‘9j= E(%\/sosjzs.

g
Sunlukda, altynjy agzadan baslap yzygiderligin ahli agzalary
(2—0,01, %+0’01j aralykda saklanyarlar.
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a . -
648. Eger X, = , a>0 bolsa, limx, =0 denligi subut etmeli.

nt n—oo

Coziilisi. Goy, K >2a natural san bolsun. Onda n> K bolanda
n n-k n
a_aa iz(a.e....e].[i.i ..... ej<ak (1 =(2a)k.(1
nt 12 n (12 k)\k+1 k+2 n 2 2

Belli bolsy yaly Iim2—1n=0. Onda yeterlik uly n ig¢in alyarys:

1 n a.n ) n
(—] < ° — we —<¢& bolar. Bu bolsa lim® -0 denligi anladyar.
2 (2a) n! o ]
. 5n e .
649. lim——=5 denligi subut etmeli.
noen 41

Coziilisi. 5 san yzygiderligin predeli, diymek erkin &£>0 san {igin
N belgi tapylyp n> N bolanda

densizlik yerine yetydr diymekdir. Su densizligi n-e gord ¢ozelin:

5n-5n-5 5

—| <&, —<é&
n+1

n+1

n >§—1. Sunlukda, N san hokmiinde E—1—den ki¢ci bolmadyk erkin

£ £
sany alyp bileris. Goy, &=0,01. E—1 =499 X, = % ululygy
&£
tapalyn:
|Xs00 —5| = 2500 g | 5 =i<o,o1.
501 501 501

Yagny |xg —5/<&=0,01. Sunlukda, yzygiderligin 500 agzasyndan
baslap #hli agzalary 5 sanyh & etrabynda yerlesendir. Yagny (4,99; 5,01)
sanaralykda yerlesendirler.

650. Umumy agzasy X, =(-1)",n=12,-bolan yzygiderligin
predelinin  yokdugyny gOrkezmeli.
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Cozilisi. Goy, kdbir a san yzygiderligin predeli bolsun we onun

1 1
U(a,%j etrabyna garalyn. Ol etrabyn, yagny (a—g,a+§j aralygyn

uzynlygy %—é den. Sonun iicin ol etrap bir wagtda -1 we 1 nokatlary

ozinde saklap bilmez, sebabi ol nokatlaryn aralygyndaky uzaklyk 2-a
dendir. Eger a sany sol etraba degisli dil diyip alsak, onda n=2,4,6,--
bolanda X, =1lbolyanlygy {icin garalyan etrabyn dasynda yzygiderligin
tukeniksiz kOp elementleri yerlesyandir.

Diymek, x=a nokat yzygiderligin predeli bolup bilmez. Ol nokadyn
erkinligine gord yzygiderligin predelinin yoklugy gelip ¢ykyar.

651 Subut etmeli: lim¥n =1.

n—oo

Coziilisi. Eger n>2 bolsa, onda Un >1.

Sona gorade, erkin Nn>2 ig¢in seyle o, >0 tapylyp Yn=1+ a,
denlik yerine yetyir. Ondan bolsa n=(l+e,)" dedlik alynyar. Bu
denligin sag bolegine

densizligi ulanyp alarys:

n(n-1)

n=(1+05n)n >

Bu yerden erkin n>2 i¢in O<e, < il densizlik alynyar. Ondan
n_

bolsa lim ‘/il =0 bolyanlygyndan peydalanyp, lima, =0 alarys. Sonun
n— n—ow

n—oo

iigin hem lim¥n =lim(1+a,)=1.

n—oo nN—w

n!

————— bolan yzygiderligin tiikeniksiz
(n+1)-n!

652. Umumy agzasy X, =

ki¢i ululykdygyny subut etmeli.
Coziilisi. Subut etmek igin limx, =0 denligi gorkezmek yeterlikdir

n—oo
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nl=1.2.3---n, (n+1)!'=n!-(n+1).
Onda

l n! I ! l 0
o ni(n+1)-n! m ni(n+1-1) T

653. Umumy agzasy

bolan yzygiderligin n — o mahalynda tukeniksiz uly ululykdygyny subut
etmeli.
Coziilisi. Erkin polozitel M sany alyp, 3> M densizligi ¢ozelin:
In>log,M, n>(logM)
Eger N :E[(IogSM )3] diyip alsak, onda n> N bolup baslanda

|Xn| >M  densizlik yerine yetyindir. Yagny, yzygiderlik tiikeniksiz uly
yzygiderlikdir.

1 n+l
654. Umumy agzasy X, :T bolan yzygiderligin tiikeniksiz Kkigi

yzygiderlikdigini gorkezmeli.
Coziilisi. Yzygiderligin birndge agzalaryny yazalyn:

¢ —bagly N sany tapalyn. Erkin n>N san iigin

n+l
%—0 <& ya-

da 1<<9 densizligi kanagatlandyryan N sany tapsak O berlen
n

yzygiderligin predelidigi gelip c¢ykyar. Densizligi ¢Oziip alarys: n >l.
£

1
Onda N sany {—} -e den diyip almak bolar. Sunlukda, erkin &£>0 san
£

n+1
(",
n

<&

1 1
ucin N ={—} san bar bolup, n> N :{—} bolup baslanda
£ £
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densizlik yerine yetydndir. Ol bolsa O sanyn yzygiderligin predelidigini
gorkezyar.
655. Yzygiderligin ilkinji bis agzasyny yazmaly:

a) X,=2n+5, b) x:i+2”, ¢) X, =4n*+3n+2.

n 2n
656. x,—?
n 1,7,13,19,... 2) 2,4,8,16,32,... 3) 1,7,17,31,...
657. Denlikleri subut etmeli.
1 n+1 5n-2 5
D lim==0, 2) lim——=1, 3) i =—
) !Ltgn ) !1!;2 n ) !m7n+3 7
658. Umumy agzasy
-N"+2
n

bolan yzygiderligin tiikeniksiz ki¢i yzygiderlikdigini gorkezmeli.
659. Umumy agzalary

1) xn:iz, 2) X, =
n

, 3) X, =

n’+1 ) %=

bolan yzygiderliklerin tiikkeniksiz kigi yzygiderliklerdigini subut etmeli.
660. Yzygiderliklerin umumy agzalaryny tapmaly.

a) 0lggﬂ b) 1 11 11

66l. Eger yzygiderligin umumy agzasy berlen bolsa, onda onun
basdaky birnd¢e agzasyny yazmaly.
: 1Y
a) xn:smn?”, b) x,=2"cos nz, ¢) X, =(1+—j
n
662. Subut etmeli:

a) Iim%:O, b) Iim(l—%j:l, ¢) lim

n—->© N n—o

)

5n
n+1 D L
663. Umumy agzasy X, :T bolan yzygiderligin predelinin 1-e

denligini subut etmeli.

n —
664. Eger X, =§ 1 bolsa, limX, =1 bolyandygyny subut etmeli.
n+ n—w
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2

2n° +1 2
665. Eger X = v * bolsa, onda [|imX, =§ denligi subut etmeli.
n - n—o

2n’+1 2
——|<0,01 densizlik yerine yetyar?
an? -1 3‘ YErme YE

Haysy belgiden baglap

666. Eger X, =272 bolsa, [imx, =2 defiligi gorkezmeli.

n+ nN—

Haysy belgiden baslap ‘2n_+13_2 < ¢ densizlik yerine yetyar?
n+

Eger £=0,1 0,01 0,001 bolsa
667. Umumy agzasy

1-(-1)° 1. z
D BT b xnzﬁsm(Zn—l)E
bolan yzygiderliklerin n— oo mahalynda tikeniksiz kigi
yzygiderliklerdigini gorkezmeli.
-1)" 2
668. Umumy agzasy X —( ) bolan yzygiderligin n—oo

" 5Yn+1
mahalynda tiikkeniksiz ki¢i yzygiderlikdigini gorkezmeli. Haysy belgiden
1 1
baglap  yzygiderligin  agzalary (_E’Ej aralykda  yatyandygyny
anyklamaly.

669. Subut etmeli:

n—oo

1
lim n[an —1} =lna.

§ 5. Yzygiderligin predelinin tapylysy
Eger-de {a,} we {b} yygnanyan san yzygiderlikler bolsa, onda
asakdaky denlikler dogrudyr:

lim(a, +b,)=lima, £limb,,

=i
n—o0 n—o n—o0

lima b, =lima,-limb,,

n—o0o nN—oo n—o0
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a lima, _
im—t=122 (Ilmbn;tO),
n—w bn ||m bn n—w

nN—o0

limca, =clima,, C = const.

n—oo n—oo

670. Predeli tapmaly:

} 1 2 3 n-1
!]I_F)T; Sttt

n> n® n n
Coziilisi.
1 +n—1 n
1 2 3 n-1 F n2 . F
ml(?+?+?+ + - ]:Ml (n—l):ml—(n—l):
2
Y L T R
2n-0 N 2 n—oo n 2

671. Predeli tapmaly
Iim{1+3+5+7+'"+(2n_1) 2n+1}

n—oo

n+1 2

Coziilisi.
1+2n—1n
_lim 2 _2n+1)
n—e n+1 2

lim 1+3+5+7+...+(2n—1) 2n+1
n+1

=lim

n—oo

n+1 2

n> 2n+1) . -3n-1 3
=lim =——,
n—e 20+ 2 2
672. Yzygiderliklerin predellerini tapmaly:
_3n*+5n+4 P+2°+...+n°

, b) X =
2+n? ) 5n° +n+1

a) X, .

Coziiligi.

] 5 4
3+§+i2 !1!)?0(34_”_'-[]2]
n_n limx = =3

a) X =————, =
n 2 n—o n .
—+1 I|m(2+1j
n

n—oo n2
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b) P+2°+3F +..+n° = n(n+1)-(2n+1)

6 )
5 3 1
n(n+1)-(2n+1) 2n*+3n’+n e 1
X, = = = , limx, =—
6(5n° +n+1) 6(5n3+n+1) 304 8,6 ™= 15

673. lim (\/ n+1-+/n ) predeli tapmaly.

n—oo

Coziilisi. I|m X, =lim—

1
=0
o /n+1++/n

2 3
674. Eger X, = 3r12+—n+2 bolsa, limx, tapmaly.
An°+2n+7 n—e
Coziilisi.
1 2Y
C(anten—2 Y | 3Tt | 3y 27
M 2 rane7) |7 | =\3) Tea
4n° +2n+ 4454
n n
675. lim4/5n tapmaly.
Coziiligi.
lim¥n =1, limY/a =1
n—o0 N—ao

denlikden peydalanalyn.

Onda, |umﬂ_|umJ§ limYn=1.1=1.

n— n—w

676. Yzyglderhklerm predellerini tapmaly

2) xnznz(n—\/n2+1), by x =N +*\/@
n

J]

Coziilisi.
a)

2
. : : -n . 1
I|mxn:I|mn2(n—\/n2+1):llm—:llm N—F—— |= -,
n—w n—oo n—>aon+ /nZ +1 n—w 1
1+, 1+
n
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i)

/ 1 1
7+ J—
2
b) lim x, —Ilm\/n +1+1§: lim —Ilmn4 nl 2 = +o0
n—ow n—oo n—ow 3 n—o
n’+n ”“[‘{/“1“‘/J fet ot
. 2n+1 .. .
677. lim =2 denligi subut etmeli
noe N 41

Cozilisi. Yzygiderligin predelinin kesgitlemesine gora

|2n+1—2‘: 1 <eg, n>[£—1}:N(5).
|n+1 n+1 £

1
Sunlukda, her bir polozitel & san igin N :{——l} san tapylyp,
£

+1
n+1

-2

n>N bolup baslanda <¢ densizlik yerine yetydar. Bu bolsa

denligi subut edyir.
1 2 3 n Cy e e

6718. —,—,—,...,——,... yzygiderligin predelinin bire dendigini
2 3 4 n+1
gorkezmeli

Cozillisi. Hakykatdan-da, yzygiderligin umumy agzasyny yazyp,
yzygiderligin predelinin kesgitlemesine gora taparys:
n In | 1
n+1"  |n+1 | n+1l

n

1 1
Eger n>—-1 bolanda, yagny her bir £>0 san ugin N :{—— }
£ g

san bar bolup, n>N bolup baslanda |Xn —]4 <& densizlik yerine
yetydndir. Bu bolsa yzygiderligin predelinin bire dendigini gorkezyar.

679. slnz-lsm§z 1snEz ,lﬁnﬁn—gzn

2 2 2 3 2 n 2

yzygiderligin tikeniksiz kigidigini gorkezmeli.

Cozilisi. Onun U¢in  nN—o0 mahalynda yzygiderligin  umumy
agzasynyn nola ymtyl}?andygyny gorkezmek yeterlikdir.

1

<—<e.

v, 0] :

sm 211}5—0
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Su yerde n>i sonun {igin
£

1 ) pe (_1)n+l
—0==sin(2n-1)—= ,
d n ( )2 n
Tapawut n-in jiibiitligine ya-da tdkligine baglylykda polozitel ya-da otrisa-
tel bolar. Yagny Yy noldan uly ya-da noldan ki¢i bolup, n-—>o
mahalynda nola ymtylyandyr.
680. sin=, sinz—”, sinB—”,...,sinn—”,...
2 2 2

yzygiderligin predelinin yokdugyny gorkezmeli.

Cozilisi. Hakykatdan-da, VY, =Sinn77Z yzygiderlik n=12,... bolanda

gezekli-gezegine 1, 0, -1, 0, we sm. bahalary kabul edydr. Bu bolsa Y,
ululygyn predelinin yokdugyny gorkezyér.
Asakdaky predelleri tapmaly.

124+22+3+..+n°

681. lim 3
n—w n
o 2210 20022)
683. Iim(1+1+1+...+ij.
N0 4 8 2"
684, IimL_l)n.
" n-(-1)
685. Umumy agzasy
| I
a”:(n+(2).+§;l+l)'1 (n1=1-2-3-...-n)
n+3)!

bolan yzygiderligin predelini tapmaly.
686. Umumy agzasy

Q- (n+2)4+ (n+1)!
" (n+2)-(n+1)!

bolan yzygiderligin predelini tapmaly.
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687. Yzygiderliklerin predellerini tapmaly.

ax =n*,  b) x =U6n+3.
3 _En2
688. lim| 21 1"
o= 2n°+3  5n+1

predeli tapmaly
689. Yzygiderliklerin predellerini tapmaly:

2 2
a) X, =Vn’+n+l-yn’—n+1, b) X, =3(n+1) =g(n-1)".
1-2+3-4+5-6+...—2n 1 1 1 1
¢) X, = s DX =+ ——+..+ .
Jn? +1++/4n2 -1 1.2 2.3 34 n(n+1)
690. Yzygiderliklerin predellerini tapmaly:

Jn _An*+4n

Q) X =———; b) X, =—F——;
" In+l+n In® —3n?
¢) X =X1-n°+n; d) xn:icos n®— 3n :
2n 6n+1
2n n+l n n(-1)
€) X, =———-C0s - —.
2n° -1 2n-1 1-2n n“+1

§ 6. Funksiyanyn predeli

a nokady Oziinde saklayan her bir (a—o,a+0) aralyga a nokadyn
o0 etraby diyilyair. Eger & nokadyn islendik etrabynda {X} san
kopliiginin bu nokatdan basga in bolmanda bir elementi bar bolsa, onda
¢ nokada {X} san kopliiginin predel nokady diyilyar. Predel nokadyn
{x} san kopliigine degisli bolmazlygy hem miimkin.

Kesgitleme (Kosi) Eger Ve>0 san igin J=0(g) san tapylyp
0<|x—a|<5 densizligi kanagatlandyryan VX {igin ‘f(x)—A‘<g
densizlik yerine yetse, onda A sana f(X) funksiyanyn a nokatdaky
predeli diyilyar.

A san f(x) funksiyanyn a nokatdaky predeli diyilmegi

Ixi_r)r;f(x):A ya-da f(x)>A (x—a)
yazgylar arkaly anladylyar.
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Bu yerden asakdaky netijani alarys: f(X)—A tapawut, X argument a
sana ymtylanda tiikeniksiz ki¢i ululykdyr. Ony a(X) bilen belgilip;
f (x)=A+a(x) deiligi alarys. Bu yerde X argument a sana ymtylanda
a(x)—0.

Kesgitleme (Geyne) Eger a sana yygnanyan islendik {x,} yzygiderlik
licin {f(xn)} yzygiderlik A sana yygnanyan bolsa, onda A sana f(X)

funksiyanyn a nokatdaky (ya-da Xx-—>a bolanda) predeli diyilyar.
Funksiyanyn predelinin  Geyne we Kosi Kkesgitlemeleri biri- birine
dengiiycliidir.

691. x—>1 bolanda f(X)z 2X+5 funksiyanyn predelinin 7-4 den

bolyandygyny subut etmeli.
Coziilisi. Subut etmek Uigin X argumentin absolyut ululygy boyunca
birden tapawutlanyan hemme bahalary {igin, seyle o6 >0 san tapylyp,

|X —1| <0 densizlik yerine yetende ‘(ZX + 5) - 7‘ <¢ densizligin yerine
yetmegi yeterlikdir. Bu yerde
|(2x+5) 7| =[2x—2| = 2|x 1]

bolyanlygy anykdyr. Sona gora-de,

(2x+5)—7‘ <¢& densizlik bolmagy ii¢in

|X-1| <§ densizligin yerine yetmegi gerekdir. Diymek, & =§ san alsak,

sonda (2X+5) —[7 tapawut absolyut ululygy boyunga &-dan az

tapawutlanyar.
692. Subut etmeli

. sinx
lim——=1.
x—0 X

Coziilisi. Subut etmek {icin radiusy l-e den bolan towerek alalyn.
Bu towerekde AOC burcun 0< x<% densizligi kanagatlandyryan radian

Olcegini X bilen belgilalin (36-njy ¢yzgy).
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36-njy ¢yzgy
Berlen funksiya x-n nola den bolmadyk bahalarynyn hemmesi ii¢in
kesgitlenendir. Suratdan gorniisi yaly

AC+CB<AE+EB < AD +DB.

Emma bu yerde AC=CB=sinx, AD=DB-=tgx.
Onda bu densizlikleri asakdaky gorniisde yazyp bolar:
2sinX < 2x < 29 X, sin x < X < tg x.
Bu yerde sinx>0 Dbolany {i¢in sonky densizliklerin hemme
agzalaryny sinx boliip taparys:
X 1

1< —<—
SinX COSX

ya-da
sin x
1>——>cCosX.
X

Indi bu densizligin her bir agzasyny birden ayyralyn;
0<1-MX 1 cosx=2sin? X <2sin><2.X=x,
X 2 2 2
Bu yerden taparys:

0<1- X )
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V4
Munun yaly baglanysygy argumentin —E<X<0 densizlikleri

kanagatlandyryan bahalary iicin hem gorkezmek kyn daldir:
0<1-2% ¢y @)
X

Seylelikde, x argumentin islendik bahalary {icin £>0 san iigin,
elmydama, &6>0 san tapylyp |X|<§ (x#0) densizlik yerine yetende,

in x . T
S——1 <¢. densizlik hem yerine yetyiandir. Hakykatdanda,
X
S|nx_1‘<|x|<5:€’ smx_l‘<a
X X
Diymek,
lim2"X g,
x=>0 X

693. f(x)= Xsin1 funksiyanyi X = 0 nokatdaky predelinin nola
X

dendigini gorkezmeli.
Coziilisi. Eger erkin &£>0 san iicin J=¢& sany alsak onda

Xsinl < |X| bolyandygyna  gori, 0<|X| <o  bolanda Xsinl <&
X X

densizlik yerine yeter. Sonun ii¢in Kosinin kesgitlemesinin esasynda

) 1
limxsin==0.
Xx—0 X

4x* +2x-3
694. f (x) 2% funksiyanyn x=0 nokatdaky predelini

tapmaly.
Coziilisi. Goy, {Xn}, (x, #3) erkin nola yygnanyan yzygiderlik bolsun.
Onda

=1.

2 : 2 . B
lim f(xn):”m4xn+2xn—3:4(llmxn.) +2limx, —3
n% " X, =3 limx, -3

Sonun iicin hem Geyninin kesgitlemesi esasynda Iing f(x)=1.
X—

.1
695. f( X)=Sln; funksiyanyn X=0 nokatdaky predelini anyklamaly.
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Coziilisi. Bu funksiya X#0 nokatlaryn hemmesi {igin kesgitlenendir.

Goy, X, = n=012,...

m(2n+1)’
bolsun. Onda limx, =0 emma f(x,)=(-1)" Sonun iigin hem {f(x,)}
yzygiderlik hi¢ bir predele ymtylmayar. Diymek, funksiyanyn x=0
nokatda predeli yokdur.
4x° +2x% - 3x

696. ¢ (X) :W funksiyanyn x=0 nokatdaky predelini
tapmaly.

Coziilisi. g(x) funksiya X=0 nokatda kesgitlenen dildir. Sebabi x=0
bolanda 0/0 kesgitsizligi alarys. Emma X#0 bolanda g(x)=f(x) we

694-nji mysalda Iirr(} f(x)=1 bolyandygyny gorkezipdik. Sonun iigin

leggg(x):l.
697. Geyne kesgitlemesini ulanyp,
3x+1 1
=— bolyandygyny gorkezmeli.
M s o Polyandygyny gorkezmeli

Coziilisi. Asakdaky iki serti kanagatlandyryan X-in bahalary bolan
yzygiderlige garalyn:
3x+1
S5x+4

) X,X,,X;,... sanlaryn ahlisi f(X)= funksiyanyn kesgitlenis

oblastyna degisli bolsun. (yagny X, # —g)

2) {Xn} yzygiderlik 2-d4 yygnanyan bolsun: limx, = 2.

n—ow

Su yzygiderlige funksiyanyn bahalarynyn yzygiderligi degislidir:

3x+1 3%, +1
5%, +4 55X, +4
Onda
: : lim(3x, +1
lim f (x,)=lim 3,1 _ : (3%, + )=1=1.
n—>o0 >e5x +4  lim(5x,+4) 14 2
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Sunlukda, 2-4 yygnanyan {Xk} yzygiderlige bagly bolmazdan

X =—%, degisli funksiyanyn bahalarynyn f(Xn), n=12,.. yzygiderligi
1/2 yygnalyandyr. Bu bolsa kesgitleménin esasynda

3x+1 1
Im =—.
x>25X+4 2
698. Asakdaky predellerin yokdugyny subut etmeli.
a) Iimsini , b) limsinx.
x—1 X—1 X—0
Coziilisi. a) Predeli 1-e den bolan iki yzygiderligi alalyn:
X, =1+i, X :1+;, n=12,..
Nz (4n +1) V4

limx =limx, =1

n—oo n—oo

funksiyanyn bahalarynyn degisli yzygiderliginin predeline garalyn:

f(m):ﬁn——jr——zﬁnnﬂzo;
1+—-1
nz
f(x,)=sin =9n4n+1n=sm[2m¢+£)=1
1+ 2 1 2 2
(4n+1)7
Sunlukda,
me(xn)zo, mf(xn)ﬂ.

Yagny {f(xn)} we {f(xvn )} yzygiderlikler diirli predellere eyedirler.

Diymek, IimsinL predel yokdur.

-1 X—=1
b) limx =limx =o dedligi kanagatlandyryan X =nz we
n— n—

X, = 2n72+%, n=12,.. yzygiderlikleri alalyn.

n—oo n—o0 n—oo n—oo

Onda limsinx, =limsinnz =0 we Mnanxn:hmsm[2m¢+§J=1
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Diymek, limsinx, predel yokdur.

n—owo

699. Kosinin kesgitlemesini ulanyp asakdaky denlikleri subut etmeli:

o5x+1 5 ) 1
x>+0 3X+9 3 X1 (l—x)
Coziiligi. a) Denligi subut etmek iicin Ve&>0 san iigin M>0 san
tapylyp, Xx>M bolup baslanda X+l 5 ()
3x+9 3

densizligin yerine yetyandigini gorkezmek yeterlikdir. Su densizlikden
alyarys:

5x+1 5 14 14
——|=—<g, ——<cs¢
3x+9 3| [3x+9 3x+9
densizligi ¢Oziip taparys.
X>14—9g, M:14_98.
3¢ 3¢
. . 14-9¢
Sunlukda, erkin &£>0 san ligin M = 3 san tapylyp, X>M
&
bolup baslanda (¥) densizlik yerine yetydndir. Bu bolsa
o5x+1 5
Im =—
x> 3X+9 3

bolyandygyny anladyar. Goy, &=0,01 bolsun. Onda

m=12-009_ 4532
0,03 3

b) Bu mysalda, erkin K>0 san {igin 6 >0 tapylyp, |X—]4<§
S

bolanda - =
x| (@)

> > K, densizlik yerine yetydr. Erkin K >0

sany alyp > K (* *) densizligi ¢ozelin. Bu yerden

1
(1-x)

|1—x|<i (K >0).

JK
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1
Sunlukda, eger o :W bolsa, onda |X—1|<5 bolup baslanda (**)

densizlik yerine yetyar. Ol bolsa lim

> =+00 denligin dogrudygyny
(1-%)

gorkezyar.
700. Denligi subut etmeli /ikinji ajayyp predel/

Y 1
Iim£1+;j =lim(1+x)x =e.

X—>0 x—0

1

701 Iing 2% predelin yokdugyny subut etmeli.
702. Kosinin kesgitlemesini ulanyp, asakdaky denlikleri subut etmeli
i L 1
a) lem(Bx—g)_—G, b) Ilmsmx:E.

s
X—>—
6

703. limcosx predelin yokdugyny subut etmeli.

X—>00

704. Denlikleri subut etmeli
2

a) limx*=4, b) lim =1.
x—1 xaoox +1
. xP-1 3
705. a) lim(2x-1)=3, b) lim —
x—1 X~>2X +1 5
) Ilmx—l_l d) I|mX—2=1
x>0 X +2 x> 2X 2
706. Kosi kesgitlemesinden peydalanyp predelleri subut etmeli.
a) Iim(3x—2):1, b) Iingsinx:o,
¢) Hl\/_ I =2, d) lemcosx=1,
e) lim 2x-1_2 f) ||m%=0.
x>o3X+2 3 x>® X

§ 7. Predeli hasaplamagyn diizgiinleri

L Eger lim f(x) we limp(x) predeller bar bolsa, onda

X—a X—a
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) Ilm[f X) £ p(x )]zlirr;f(x)ilxiir;(p(x).
f(x) lim f (x) (

X—a

2 ) lim o (x)

3) lim[ f(X)p(x)]=lim f (x)-limp(x).
2. Ahli esasy elementar funksiyalaryn barlyk oblastynda asakdaky
denlik dogrudyr:

. (lime(x)#0).

X—a

lim £ (x) = f (limx) = f (a).

X—a X—a

3. Kopleng halatlarda predel hasaplanylanda asakdaky belli
predellerden peydalanyarlar:

2 imSX_1 b |im(1+1j —lim(1+x) =e=2,7182,..
x=>0 X X—>0 X x—0
9) Iimwzlogae,(a>0,a¢l),
x—0 X
_In(1+x) a’ -1 _
d) IX'DET:L g) leirg " =Ina,(a>0).
707. Tapmaly
- 2 - X2 - -
a) lem(Sx ~6x+7), b) lim(3x)* . ¢ limsinx.

X—>=
2

Coziilisi.
a) I|m(5x —6x+7)=1im5x* ~lim6x +1im7 =

x—1 x—1 x—1

=5I|mx —6I|mx+7:5~1—6~1+7=6.
b) Bu yerde Ilm3x 6 we limx*=4.

X—2

Sonun ii¢in

lim[ f ()] = lim f (x)

X—a X—a

x—a

}Iimw(X)

formulany ulanyp, alarys:
lim(3x)" =6 =1296.
x—2

X2
2

¢) Ilmsmx sm[llm XJ_smE_l

X—>—
2
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708. Predelleri tapmaly.
(2x—3)(3x+5)(4x—6)

lim , b) lim
a) X—>00 3X3+X—1 ) X—»00 SIXS +10

Coziiligi.

3 5

_(2x—3)(3x+5)(4x—6) . (2—XJ(3+XJ 4- j 2.3.4
a) lim =lim =8.

X—>%0 3X +x-1 X—o0 34 1 1 3

R
b) lim =lim
X—>0 3/X3+1 X—>00 ’

709. Predeli tapmaly.

|| &

x->2 X% —3X+2
Coziilisi.

z_ -2 2
fim— X =4 i XD (x*2) o xv2_,

o2 x*=3x+2 2 (x-2)(x-1) x2 x-1
710. Predeli tapmaly.
Jx-1

x>l x—1
Coziilisi.

(\/;_1)<\/;+1):"m x-1 =lim 1 :%_

ol x=1 e (x-D)(Vx+1) H(x-1)(Vx+1) Vx+L

lim—X=8
X8 3/;—2.
Coziilisi.
X_8 (x—8)(3/?+2§/§+4) (x—8)(3/?+2§/§+4)
lim =lim =lim =

T I e Koo B e

:|irg(%/?+2%/§+4)=22+2-2+4=12.
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712. Predeli tapmaly.

. sinbx
lim )
x—0 X
Coziilisi.
lim 32X _gjim 3N _g 15
x—0 X x—>0 By

713. Predeli tapmaly.
. 1-cosx
lim .

x—0 X2

1— cosx 2sin2 X 1 sin  sins 1 1
— lim 2 _ Zlim—2.lim—2-21.1==.
x>0  X.X 2 x>0 X x—=0 X 2 2

2 2

Cozilligi. lim
x—0

T14. Asakdaky predelleri tapmaly.

. 1
_ (sin2x\"
lim .
x—0 X

Coziilisi. Bu yerde
lim 2 o im N2 5022, lim(lex)=L

x—0 X x>0 2X x—0

Onda
_(sin2x\"™
lim =2"=2.

x—0 X

715, Iim( X”j .
x>o\ 2X+1

Coziilisi.

. X+1 .
lim =lim—X
x>0 2X +1 x> + 1

Sonuin iigin




76, Iim(x—_lj .
xoe| X +1

Coziilisi.
X X X—+1 - =2X
_ _ _ -2 Iimﬂ
tim( 272 —him| 1 222 o1)| = timd| 1 T2 —e 2o,
e X+1 x> X+1 X x+1

Bu predeli basgaca usul bilen hem tapmak bolar:

[X__lj ~lim (1_3 | _ mﬁl_ijx} e

X+1 a B

w[1+1j Iim[1+1j
X X0 X

lim

X—0

Umuman,

2X—2 Y1+ x -1

717. a) lIim—— b) lim—————=, 4=bitin san

O V2B x-3 S0

x5
SIN| X——
¢ lim 6

E~3=2cosx

6
(Coziilisi. (ornuna goyma usuly)
a) Goy, 26+x=z> Onda x=2z-26 we x—1lbolanda z—3
Sunlukda,

_ 3_ 2(z-3)(z*+3z+9
im_ 22 2542 )( )=2|im(z2+3z+9)=54.
x—1 3/26+X_3 >3 7-3 753 Z—3 753

b) Goy 1+x=2z“ bolsun. x=2z-1 we x—>0 bolanda z—1
Yl+x-1 . z-1 1
————=1lim =

X

unlukda, =—,
3 1781 kK

lim
x—0
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¢) Goy X —%: z bolsun. Onda X=12 +% we X —)% bolanda

z—0.

. T .z i
SIN| X—— . 2sin—=cos—
Sinz 2 2
lim =lim =lim

Hf\/_ 2C0S X HO\/— 2cos(z+ j HO\/_ \/§cosz+smz
6

7z z

2sin —cos — cos—

=lim 22 22 z:"nf} z2 ;=L
T oy3sin2 S+ 2sinScosS 7 A3sin S +cos s
2 2 2 2 2

. ctgx
718. le£73(1+ tgx)

Coziilisi.
ctgx:i, (x>0, tgx —0).
tg x

I|m(1+tg x) = Iing(1+tg x)tgix =e.

x—0

Predelleri tapmaly:

2X 2_
719. lim(1+3tg?x)™ . 720, lim—*—>_.
x>0 >3 x4+ x7+1
7L lim X 722. lim(2x*)"
x>-2 X° +3X+7 X1
2_
723. lim arctg x. 724 limX %0
K] X2 X% —2X
3
2 3_9y2 —
725. I|m2X X. 726. lim 2X° — 2K+ X 1.
x>= X2 +10 -1 3 —x?+3x—3
727, lim XX 728 VX" +1-1

-0 X — 2% ' X*"m 4
9. Iim(\/x2—5x+6—x). 730. Iimx(\/x2+1—x).

X—>0 X—»00
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Jx—1 . 3= \/5+
731 lim ) 732. lim :
xal%/_ 1 x»41 /
73, lim SN, 734, |imﬂ.
x>0 8in 2X x>0 X
. COSX—Ccosa . ”
735, lim——M, 736. Ilm(1+gj .
Xx—a X—a X—>00 X
X+2 7x
737. Ilm( _1j . 738, |im[1+1] .
x>0\ X+3 X X
X X+3
739. I|m[1+ lj . 740. Iim[1+ﬂj )
X—00 X X—00 X
741. |im(1+3tgzx)°tg X. 742. Iim(zx_1 .
x—0 X—>0 2x+1
. X>-5x+6
743, lim——M—. 744. lim
x>3 3x% —9x x20 /5 X —~/5+ X

1 12
745. lim| ——-—
lemz(x+2 x3+8j

§ 8. Dengiiy¢li tiikkeniksiz kigi ululyklaryn ulanylysy

Eger Xx >0 bolanda «(x) — 0 bolsa, onda

sina(x)~a(x), @
tga(x) ~a(x), 2
arcsina(x)~ a(x), (3)
arctga (x)~a(x), (4)
e ~1~a(x), (5)
In(l+a(x))~a(x), (6)
oV ~1~a(x)lne. (7)

Basgaca aydanymyzda, predel tapylan mahalynda tiikeniksiz kici
funksiyany ol funksiya dengiiy¢li bolan basga tiikeniksiz ki¢i funksiya
bilen calgyrmak amatly bolyar.
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746. Predeli tapmaly
sin(x—3
mn(x=3).
x->3 X° —4X+3

(1) dengiiycli denligi ulanalyn
sin(x—3)~x-3.
Sunluk-da, tiikeniksiz kigi sin(x—3) funksiyany ekwiwalent X-3

tikeniksiz ki¢i funksiya bilen c¢alsyranymyzda gatnagygyn predeli
llytgemeyar.

i sin(x—3)_|_ x—3 iy 1 1
S8 X —AX+3 A8 (x-3)(x-1) *Bx-1 2
747, fim 2= SSMX,
x—0 X

Predeli tapmaly.
Coziilisi. Ilki bilen trigonometriyanyn belli formulasyny ulanalyn:

L, mX
1-cosmx:25|n27, X—0

2
..m m . m
mahalynda sin DX X e sinzMX_[ X
2 2 2 2
Sonun {i¢cin sanawjydaky 1-—cosmx tiikkeniksiz ki¢i funksiyan
Jydaky yany
m X ?
2(7j tilkeniksiz kigi funksiya bilen calsyryp alarys:
2
i 1—cosmx_|_ 3! 7_|_ 2 ) _m®
xlgg X2 xILr(} X2 XILT(} X2 2 .
748 fimanX
x—1 1—X

Predeli tapmaly.
Cozillisi. Inx= In(l+(x-1)) Onda (6) formulanyn esasynda

|n(1+(x-1))funksiyany dengiiy¢li tiikeniksiz kigi X—1 funksiya bilen
calgyralyn:
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Inx . In(d+(x-1)) x-1

lim =lim =lim =-1.
x—1 1 X x—1 1_ X x—1 1 X
arcsin —
749, lim——Y1=X"
x>0 In(l-x)

Predeli tapmaly.
Coziilisi. (6) we (3) formulalary ulanalyn:

X X
NN N

In (1-x) = In(1+(-x)) ~ —x.

arcsin

Onda

arcsin—

lim—— V=X “1 X —lim L
x—>0 |n(]_ X) x—>0 x—0 /l_XZ

=-1.

7
arctg — x
750. I|m—41.

x=0 @

Predeli tapmaly.
Coziilisi. (4) we (5) formulalaryn esasynda yazyp bileris:

7 7
arctgzx~zx, e -1~ (-2x), x—0.

Onda

7 7
arctg—x —X

lim—4—=lim4_— ="

x=0 @ X _1  x20 _2X 8

i X
751. leirl\(x—l)tg7.

Predeli tapmaly.
Cozillisi. Xx—1=t ornuna goymany ulanalyn. Onda X—1 mahalynda
t —>0. Sonun i¢in
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. X L 7r(t+)_ 7rt
IJLr}(x—l)tg?_—ltEgttg 5 —Ilmttg(

t—0 2

le\
N
Il

mt t t 2

= I|mtctg—_ Iim———-=Ilim—=—

t—0 2 t—0 7t t—>0 7Z't T
92

752. Predeli tapmaly;

lim sin 2x +arcsin’ x —arctg®x |
x—0 3x
Coziilisi. Tiikeniksiz kigi dengiiy¢li funksiyalaryn tablisasyny ulanalyn:
sin 2x+arcsin® x —arctg®x ~ sin 2x ~ 2x
Onda

Iimsin 2x+arcsin® x —arctg®x _lim 2
X0 3x = 3X ~3

753. Predeli tapmaly:

sin¥/x - In(1+3x)

lim > :
e (arctg\/; ) (esW —1)

Coziiligi.
Sinﬁ/;~§/§, In(1+ 3x) ~ 3x,
arctg/x ~x, e _1-5%x.
Onda

i SN In@+30) \/_3x 3
x—0 (arctgx/;)g (e5«3/§ ) ><—>0 X5\/_ 5

Dengiiy¢li tiikeniksiz ki¢i funksiyalar bilen c¢alsyrmak diizgiinini
ulanyp, asakdaky predelleri tapmaly.
Incos x R +2x*
754. lim . 755. lim——.
G x>0 In(1+ 2X)
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756. |imw_ 757 “mSIn(a+x)—S|n(a—x).
x->-2 AX+8 X—0 tg(a+X)—tg(a—x)

758, im2ACSINX ey |jm _INCOSX

§ 9. Funksiyanyn {izniiksizligi. Uziilme
nokatlary we olaryn gorniisleri

a predel nokada eye bolan kibir E ={X} koplikkde kesgitlenen
f(x) funksiya seredelin. Goy a nokadyn 6zi hem funksiyanyn kesgitlenis
oblastyna degisli bolsun. Diymek, X=a nokatda funksiyanyn f(a)
kesgitli bahasy bardyr.

Kesgitleme. Eger x argument a sana ymtylanda funksiyanyn tiikenikli
predeli bar bolup, sol hem f(x) funksiyanyn a nokatdaky bahasyna den

bolsa, yagny

lim £ (x) = f (a). D

Onda f(x) funksiya a nokatda iizniiksiz funksiya diyilyér.
Eger Ax=x-a we Ay=f(x)-f(@)=f(a+Ax)—f(a) bilen

degislilikde argumentin we funksiyanyn a nokatdaky artdyrmalaryny
belgilesek, onda (1) denligi

AI!rﬂnoAy = AIm)[f (a+Ax)—f(a)]=0

gornilisde yazyp bolar.
Eger f(X) funksiya {igcin a nokatda

fa+0)= lim (x)= f(a)

denlikler yerine yetydn bolsa, onda f(x) funksiya a nokatda sagdan
lizniiksiz funksiya diyilyar. Eger-de, ol funksiya a nokatda

f(a-0)= Iim0 f(x)=f(a)
serti kanagatlandyrsa, onda f(x) funksiya a nokatda ¢epden {izniiksiz

funksiya diyilyar. Eger a nokatda funksiyanyn birtaraplayyn
Iimof(x): f(a—-0), Iimof(x): f(a+0) (2)
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predelleri bar bolup, olaryn in bolmanda birisi funksiyanyn @ nokatdaky
f(a) bahasyna den bolmasa, a nokada f(x) funksiyanyn ayrylyan
liziilme nokady diyilyar.

Eger-de (2) predeller bar bolup f(a—0)= f(a+0) bolsa, onda a
nokada f(x) funksiyanyn birinji jynsly {zilme nokady diyilyar,
f(a—0)—f(a+0) tapawuda bolsa funksiyanyn a nokatdaky towusmasy
diyilyar.

Eger (2) predellerin in bolmanda birisi yok bolsa ya-da in bolmanda
birisi tiikeniksiz bolsa, onda a nokada f(X) funksiyanyn ikinji jynsly
tizillme nokady diyilyar.

760. Hemiselik f(xX)=c funksiya we f(x)=X funksiya san

okundaky islendik a nokatda iizniiksiz funksiyalardyr.
Coziilisi. Hakykatdan-da,

limf(x)=c=f(a), limf(x)=limx=a=f(a).

X—a X

76l f(x) =l funksiyanyn her bir X#0 nokatda {iizniiksizdigini
X
gorkezmeli.

Coziilisi, Ay = f(x+Ax)— f(x)=—t L =AX

X+AX X - X(X+ AX)

denligin esasynda

lim Ax
lim Ay = - Jim —2X_ = 1 e

AX0 X0 X+ AX X X+ limAx
AXx—0

Bu bolsa funksiyanyn X0 nokatda iizniiksizdigini gorkezyar.
762. f(x)=sinx funksiyanyn erkin XeR nokatda iizniiksizdigini
gorkezmeli.

Coziilisi. Eger 0<x<% bolsa |sinx|<|x| Sona gora-de 0<|x|<%

bolanda |sinXx|<sin|X|<| x| densizlik yerine yetydr. Sonun iigin hem

|Ay|:|Siﬂ(X+AX)—Sin X| = ZSin%COS(X+%j <2 Sin% < 2|A2X| :| AXl

densizlikden AIimolAyl:O gelip ¢ykyar. Bu bolsa  f(x)=sinx

funksiyanyn erkin X € R nokatda lizniiksizdigini gorkezyar.
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763. f(x)=cosx funksiyanyn erkin XeR nokatda {iznuksizdigini

gorkezmeli.
Coziilisi. Biz sinx funksiyanyn iizniiksizdigini bilyaris. Sona gora-de

X+% funksiyanyn {iizniiksiz bolany tiigin ¢ylsyrymly funksiyanyn hasiyeti

esasynda COSX =Sin (X + %j funksiya hem Oziinin kesgitlenen oblastynda

tzniiksizdir.
764. Kesgitlemeden peydalanyp

f(x)=3x* +5x>+2x* +3x+4

funksiyanyn erkin X € R nokatda iizniiksizdigini gorkezmeli.
Cozilisi. Goy, X, erkin nokat bolsun. Ilki bilen lim f(x)

X—>Xg

hasaplalyn:

lim f(x) = lim(3x* +5x° + 2x* + 3x + 4) = 3%, + 5% + 2% +3x, + 4.

Sonra funksiyanyn X, nokatdaky bahasyny tapalyn:
f(X,) =3%; +5x%5 +2x. +3X%, + 4.
Sunlukda,
xIl_)nxﬂ0 f(x) = f(x,)

Diymek, berlen funksiya erkin X, € R nokatda iizniiksizdir.

765. Erkin x>0 {gin y= Jx funksiyanyn iizniiksizdigini
gorkezmeli.
Coziilisi. Goy, X, >0 erkin nokat bolsun, Ay artdyrmany tapalyn

Ay = /X, +Ax—\/_

Onda lim Ay =0 bolyandygyny gorkezmek yeterlikdir.

Ax—0

Xy + AX— X,
fimay = fim [ oo + - f J= fim i = lim =0

Bu bolsa berlen funksiyanyn iizniiksizdigini gorkezyér.

766. f(x)=—— sin X funksiyany iizniiksizlige dernemeli we iiziilme

nokatlaryny tapmaly.
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Cozilisi. Belli bolsy yaly sinx we x funksiyalar {izniiksiz
funksiyalardyr. Onda olaryn gatnasygy X=0 nokatdan basga nokatda
tzniiksizdir. X, =0 nokatda funksiya kesgitlenen dildir we ol {iziilme

nokatdyr. Yone Iingﬂzl predel bardyr. Sonun iicin ol ayraty iiziilme
X—> X

nokatdyr. Eger f(0)=1 diysek,

sin x
—, x=#0
F(x)=¢ X

1 , x=0

funksiya X=0 nokatda hem iizniiksizdir.
767. f(x) =sin1 funksiyanyn lizniilme nokadyny anyklamaly.
X
Coziilisi. Bu funksiyanyn x=0 nokatda sag predeli hem, ¢ep predeli

hem yokdur. Hakykatdan-da, nola ymtylyan X, :# >0, k=0.1,...
7(2k +1)

iigin  f(x)=(-1)" bolyanlygy sebipli {f(x)} yzygiderligin predeli
yokdur. Diymek, f(x)= sin% funksiyanyn x=0 nokatda sag predeli
yokdur. sin (—1)() = —sin% bolyanlygy ii¢in, funksiyanyn x=0 nokatda
cep predeli hem yokdur. Sonun {igin x=0 nokat f(x)=sin 1
funksiyanyn ikinji jynsly lziilme nokadydyr. "

2
—, x>1
768. f(x)=4x-1
1 |, x<1

funksiyanyn tziilme nokadyny anyklamaly.

Coziilisi. Bu funksiya X#1 nokatlarda tzniiksiz bolup x=1
nokatda funksiyanyn sag predeli hem, ¢ep predeli hem tiikeniksizlige
dendir. Sonun iicin X=1 nokat funksiyanyn ikinji jynsly {iziilme
nokadydyr.

1, x>0

769.  f(x) :{_1 o

funksiyanyn iizillme nokadyny tapmaly.
201



Coziilisi. Bu yerde Iirp f(x)=-1 Iirg\ f(x)=1.
X =0 nokadyn Oziinde f(x) funksiyanyn belli bahasy yokdur. Sonun
icin hem Xx=0 nokat funksiyanyn birinji jynsly iiziilme nokadydyr.

770. f(X) ={ 2

X%, x>0
1L x<0
Coziilisi. Bu yerde IiT_f(X):O, Iiry f(x)=0 f(0)=1

bolyanlygy licin X=0 nokat birinji jynsly iiziilme nokatdyr.
771 f(x) :%

1-x)

funksiyanyn iiziilme nokadyny anyklamaly.

Coziilisi. f(x) :%)2 funksiya X#1 nokatda iizniiksizdir. x=1

—X
nokatda bu funksiya kesgitlenen daldir. Sonun fdigin f (1) sany ndhili
alanymyzda-da isti yetirlen funksiya X =1 nokatda iizniikli bolup bilmez

(37-nji ¢cyzgy).

yA
y= 1
/ (1-x)
—/
0] 1 2 ?
37-nji ¢yzgy

772. f(x) =cosZ funksiyanyn iiziilme nokadyny anyklamaly.
X
Coziilisi. f(x)=cos” funksiya x=0 nokatda ikinji jynsly iiziilme
X

nokada eyedir. Sebdbi bu yerde limcos— we limcos—  birtaraply
x—0- X x—0+ X

predeller yokdur.
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773. P(x)=a,X" +aXx" " +..+a, bitin rasional funksiyanyn erkin X
bahalarynda iizniiksiz funksiyadygyny subut etmeli.

774. x-in haysy bahalarynda a) tgX, b) ctg X funksiyalar {izniiksiz?
Funksiyalaryn iizniiksizligini barlamaly:

2
X o716 y=YEXT3 gy X
X—2 X —4 sin X

778. y=ax’+bx+c funksiyanyn erkin X iigin iizniiksizdigini subut

etmeli.
Funksiyalaryn iiziilme nokatlaryny tapmaly:

775. y =

2 3
779. a) y=——-, b) y=———.
)y X—5 )Y X2 —2x+1
780. Funksiyany iizniiksizlige dernemeli:
e* -1
y= :
X

78l. Funksiyalaryn {iiziilme nokatlaryny tapmaly we towusmalaryny
anyklamaly:

4 X+2
f(X) =z ———, b) f(x)=x+ )
) 10 X2 —2x+1 ) 1) | X+2]

782. Funksiyanyn Uzniiksizligini barlamaly we {iiziilme nokadyny
tapmaly:

1
y= e
1+2=
783. Funksiyanyn iizniliksizligini barlamaly we {iziilme nokadyny
tapmaly:

yo X
x2—-4

784. Funksiyanyn iizniiksizligini anyklamaly we {ziilme nokadyny
tapmaly:

tgx 2x -1
a) y:i, b) Y=—7 ’

X 2" +1
oyt 0 y_\/x+15—3
¢ y x—x3' x?-36

785. f(x)=| x| funksiyanyn {izniiksizligini subut etmeli.
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VII BOLUM
ONUM WE DIFFERENSIAL

§ 1. Yonekey funksiyalaryii Oniimleri

Goy, y=Tf(x) funksiya X nokadyn Kkébir U(x) etrabynda
kesgitlenen bolup, X —iiytgeyanin AX artdyrmasy ligin X+ Ax € U(x)
bolsun. Eger

im AY _ jim f(x+Ax)- f(x)

AX—0 AX  Ax—0 A X
tikenikli predel bolsa, onda ona Y= f(x) funksiyanyn X nokatdaky
oniimi diyilyair we f’(X) ya-da y'(x) bilen belgilenyar. Berlen f(X)
funksiyanyn  f'(X) Oniimini tapmaklyga bolsa, bu funksiyanyn
differensirlenilisi diyilyar. Bu halda funksiya berlen nokatda iizniiksizdir.
Su kesgitlemini ulanyp, asakdaky yoOnekey funksiyalaryn oniimlerinin
tablisasyny yazyp bileris:

L. (C)’=0, C=const;

2. (xp), =px"*, peR, x>0, (x”),:nx”’l, neN, xeR;
3. (ax) =a"-Ina, O<a=l, xeR; (ex)'=ex;
4, '

X) = L 0<az1 x>0,
xIna

(log,
' 1
(log,|x|) = g’ O<a=#l, x=0,

(Inx)’=l , Xx>0;
X

’

5. (sinx) =cosx, xeR;
6. (cosx) =—sinx, xeR;
7 (lgx)' =—5—, x¢£+7rn, neZ;
COS” X 2
8. (ctgx) =-— _12 , X#7xnh, ne’l;
sin® x
9. (arcsinx) = L X <1;
1-x?
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!

10. (arccosx) =- 1 =, <1

1-x
11. (arctgx)':1 1x2 , XeR;
+
12. (arcctg x)':—1 1x2 , XeR;
+

13. (shx)'=chx, xeR;
14. (chx)'=shx, xeR;

15. (thx)' = , XeR;

ch?x

16. (cthx)' =- , x=#0.

h?x
Diferensirlemegiii esasy diizgiinleri. Eger U=U(X) we &=9(X)

funksiyalaryn Oniimleri bar bolsa, onda asakdaky denlikler dogrudyr:

(Ut 9)=u+d;

(clu)'=c~u';

(ug) =u'9+9'u;

(Ej'_u'él—g'u
9 $

786. 'y = X’ funksiyanyn AX we Ay artdyrmalaryny tapmaly:
D x=1, X=2; 2) x=1, X, =1L

Coziilisi.
) Ax=x,-X%=2-1=1, Ay=2*-1"=4-1=3.
2) Ax=x,-%=11-1=0,1, Ay=(@11)} -1 =121-1=0,21.

787. y=Xx>—4x%+2x~-3 funksiyanyn oniimini tapmaly.
Coziilisi.

y = (x5 —4x° +2x—3j = (xsj—(ﬂfx3)+(2x5 -3) = (xsj—4(x3j+2(xj =
=5x* —12x* +2.

788. y = 5X§ +2x7* funksiyanyn oniimini tapmaly.

Coziilisi.

!

2 2
y' =|5x3+2x7° :5-2x31—2-3x‘3‘1= 10 —%.
3 A/x X
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789. y= Jx +% +0,1-x° funksiyanyn oniimini tapmaly.
X

Coziilisi. Berlen funksiyany
1
y=x"2+x 2+01-x"
gornlisde yazalyn. Onda Onlimin tablisasyndan peydalanyp alarys:
1 3
y’ ENE +0,1-10x° :i—%+ x°.
2 2 2% 2%

790. y =e*(cosx+sinx) funksiyanyn y' oniimini tapmaly.

Cozilisi. Kopeltmek hasylyndan Oniim almaklygyn diizgiininden
peydalanalyn:

y =(e*)"(cos x +sin x) +e*(cos x +sin x) ' = e (cos X +sin X) + e (—sin X + cos X) =

=2e*cos X.

2
X . Ve e
791 y:m funksiyanyn Y -Oniimini tapmaly.

Coziilisi. Paydan oniim almagyn diizgiininden peydalanyp, alarys:

' ' I} 1 2
yo X :(xz)-lnx—(lnx)~x2:2X|nx_§X _x(2Inx-1)

In x (Inx)’ (Inx)’ (Inx)’
Asakdaky funksiyalaryn Oniimlerini tapmaly.

792. y:%—1+xz—0,5x4. 793. y=X"+nx*+3n, n —hemiselik san.
X

794, y=_2XF3 795, y= X
X" —5x+5 c+dx
796. y = xctg x. 797. y=xInx—x.
798. y =e€*(sinx—cosx). 799. y =3 arcsinx.
arccos x arctg x
800. y= : 80L y= .
TR Y
802. y = XX 803, y= X
x—23/x 1-sinx
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§ 2. Cylgyrymly funksiyalaryn Oniimi

Eger u=¢(X) funksiyanyn x nokatda, y= f(u) funksiyanyn u
nokatda Oniimi bar bolsa, onda ¢ylsyrymly Y= f(ga(x)) funksiyanyn X
nokatda oniimi bardyr we ol Oniim {i¢in

y'=fu)-ue, (v =1f-u))
formula dogrudyr. Asakdaky funksiyalaryn oniimlerini tapmaly:
) y=+vx*+3x+1, 2) y=(6x*+2x¢ - x2 +x-1J.
Coziilisi. 1) u=x"+3x+1 gosmaca funksiyany girizelif:
Onda y= \/U, bu yerde U= x?+3x+1 onda

,_i(
y_Z\/U

, 2X+3

X +3x41

2) y=u®; u=5x"+2x*—x*+x-1,

y'= (u?’)' =3u°-u' = 3u2(20%° + 6x2 — 2x +1)
ya-da

2x +3)

ya-da

y =[(5x" +2x3 = x* + x=1)°] =3(5x" + 2x® — x* + x=1)*(20%> + 6x*> — 2x +1).
805. y=sin(8x—7) funksiyanyn Y’ Oniimini tapmaly.
Coziilisi. u=8x—-7 we y=sinu funksiyalaryn Onimlerinin
barlygyndan peydalanyp, taparys:

! !

y' =y, -u,=(sinu) (8x—7) =8cos(8x—7)

Eger Y=Y(X) funksiya F(X,y)=0 deileme arkaly anyk dil
gornlisde berlen bolsa, onda F(X,y) funksiya X ululyga gord ¢ylsyrymly
funksiya hokmiinde garap, Y=Y'(X) oniimi [F(x,y)] =0 denlemeden

tapmak bolar.
806. xy+cosy=0 denleme arkaly anyk didl gorniisde berlen

Yy =Y(X) funksiyanyn y'=Y' (X) oniimini tapmaly.
Coziiligi. Denlemédnin c¢ep bolegine X ululyga gord zylsyrymly
funksiya hokmiinde garap alyarys:
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y+Xxy'-siny-y' =0
ya-da
y'(x=siny)=-y.

Bu yerden
' y

siny-x’

y

807. y =Intgx funksiyanyn Yy' Oniimini tapmaly.
Coziilisi. U = tgx belgileméni girizsek, y=Inu ¢ylsyrymly

funksiyadyr.
1 1 2 2

1
y'=(nu) ==u'= = — =—
u tgx cos“x 2sinXxcosx  sin2x

808. y=Ig Sil’\(X2 -l—l) funksiyanyn y' Oniimini tapmaly.
Cozilisi. Eger u=x"+1 bolsa, y=Igsinu c¢ylsyrymly funksiyadyr.

y' =(lgsinu)’ :ﬁ-[sinu]' =$-cosu-u' =

=—————-cos(x*+1)-2x = 2x-ctg(x* +1).
sin(x* +1) (x*+1) 9(x"+1)
809. y=e""% funksiyanyn Y' Oniimini tapmaly.
Coziiligi. u=arctgx bilen belgilip, y=¢€" funksiyany alarys:
1
o (eu)y e~
y ( ) 1+ x?

810. y=(3-2sinx)’ funksiyanyn Oniimini tapmaly.

Coziligi. u=3-2sinx bilen belgilip Yy = u’ funksiyany alarys:
y' =50 -u' =5(@3-2sinx)" -(3—2sinx) =5(3—2sinx)" - (- 2cosx)=
= —10cosx(3 - 2sin x)'.

811. Eger y=+/1+x%arctgx bolsa, Y'-tapmaly.
Cozilisi. Kopeltmek hasylynyn Oniimini tapmaklygyn formulasyny

ulanyp, alyarys:

y' = (V1+ x*)'arctgx + 1+ x* (arctgx)’.
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1+x* anlatmadan oniim alanymyzda 1+X°=u bilen belgilip

taparys:
' ! 1 X
(\/1+x2): u)=——u=——.2x= :
( ) 2u 241+ Xx? V1+X?
Sunlukda,
X 1 1
y' = arctgx + \/1+ x? arctgx + ——.
V1+x? 1+ \/ V1+x?
Asakdaky funksiyalaryn i’)niimlerlm tapmaly.
2\4 . X
812. y=(1+3x+5x ) : 813. y:sm3x+cosg+tg\/§.
814. y =arccos/x. 815.y =arctg(In x)+ In(arctgx).
816. y=3/a+bx’. 817. y=./ctgx —./ctgar.
818. y =arctg —X. 819. y = x"10>".
- X
820. y=5e". 821. y=cos’x.
822. y=(arcsin x)2 : 823. y= M.
1-cos2x

824. y=e"(x*+3x* +6x+6). 825. y=+/xcos’ x.

/ 2
826. y= X+l 827. y=1tg4x—1tgzx—lncosx.

X+1 4 2

§ 3. Diirli funksiyalar

Gegen boliimgedéki garap gegen ¢ylsyrymly funksiyalarymyzdan has
¢ylsyrymly bolan funksiyalaryn Oniimlerini tapmagyn birndce mysallaryna
garap gecelin. Mysal {igin,

y = f(u)
funksiyada u=¢(9) bolup, $=9(x)  bolsa, ¢ylsyrymly bolan
y = f(e(9) = f(e(9(x)))

funksiyany alarys. Bu gorniisdéki funksiyalardan oniim almak ii¢in bolsa,
onden belli bolan diizgiinlerden we formulalardan peydalanyarlar.

828. Eger y=1In arctg\/; bolsa, y' tapmaly.
Coziilisi. u=arctgy/x bilen belgilip, alarys:
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y o (arctgyx)'
Carctgdx

arctg\/; funksiyadan Oniim almak iigin Jx funksiyany komekgi
funksiya hokmiinde garap, taparys:

!

1
S 0 B N
(arctg«/;) —1+(\/;)2 T 1ix —2\/;(1“()_

(arctgx/; ) -n bahasyny, Y'-—anlatmada goyup alyarys:

. 1
Y= 2\&(1+ X) arctg\/;-

829. y=arctg In1 funksiyanyn Y' oniimini tapmaly.
X

Cozilisi. Inlz u bilen belgilap, taparys:
X

Oz gezeginde

Onda y =

1+(|n1)2 - X(1+In2 X) '
X

- 4 1 .
830. Eger yz(arcsm Jx ) bolsa, Y Ontmi tapmaly.
Coziligi. u= arcsin+/x bilen belgilap, alarys:

Y'=(U4)'=4-u3-u'. u' _(arcsm\/_) 2\/_\/_

onda.
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(aI’CSII’l\/_)Z
(arcsm\/_)z \/_\/1 X— \/X v

1
831 y:3Ctgx bolsa Y’ Oniimi tapmaly.

Coziilisi. Gosmaga U= ctg1 funksiyany girizelin. Onda
X

y’:(3“)’:3”~ln3'u',

Sunlukda,

1
Y'=3”-In3;1:3tgxm3;

x*sin® = x?sin® =
X X
832. y=Insin5x funksiyanyn Yy’ ©niimini tapmaly.
Cozilisi.
y' = ! cos5x-5=5-ctgbx.
sin5x

833. Eger y=arctg bolsa, Y' 6niimi tapmaly.

X
V1-x?

/ N
1 X 1 1-x2 1
X’ 1-x°

Coziilisi.

2 _y2 2 "
1+ - 1+ X > 1=x 1-x
1-x 1-x
Asakdaky funksiyalaryn Ontimlerini tapmaly:
2 —_ 2
834, y=tinX —2X+L 835, y = 470NK L
3 X +x+1
X—=1 arcsin-
836. y=Incos——. 837. y=e
X
838. y=arctgInx. 839. y= TF ‘ + 2arctg~/sin x.
sin x
o)
840. y= il )f : 841y =arcsin(e®).
1+2"
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842. y:In(a+x+\/2ax+x2). 843. y:; (-1<x<1).
844. y= ;XZ funksiyanyn Xy'+2y = e denlemini

kanagatlandyryandygyny gorkezmeli.
845. y=xe ™ funksiyanyn xy'=(l—-X)y denleméni kanagatlandyryan-
dygyny gorkezmeli.
Asakdaky funksiyalaryn Oniimlerini tapmaly:
2X+4
X+1

848. y =+/Xx+X. 849. y=Inarcsiny/1-e*.

846. y= Inzarctgg. 847. y=Insin

§ 4. Funksiyanyn logarifmik Oniimi

Goy f(x) we ¢@(x) funksiyalaryn X nokatda Oniimleri bar bolsun,
seyle hem f(Xx)>0 bolanda

y=[f ()"
funksiya garalyn. Bu denligin iki bdlegini hem logarifmirlalin:
Iny=p(x)In f(x).
Iny funksiya ¢ylsyrymly funksiya hokmiinde garap, ondan Oniim
alalyn:

VV'— 201N £(x)+ p(X) f(())

Y anlatma y funksiyanyn logarifmik Oniimi diyilydr. Bu

deilikden ' oniimi tapyp bileris:

[f (x)]</’(X) (gp (X)In f(x)+@(x) f((X))]

850. y:(X2+l)$inx funksiyanyn oniimini tapmaly.
Coziilisi. Logarifmik Oniimin formulasy esasynda

L':I 2 1sinx '.
v [ In(<* +1)™ |

bolar. Yokardaky garalan diizgiinleri ulanyp, alyarys:
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2xsin x
X241
Onda berlen funksiyanyn Oniimi asakdaky gorniisde bolar:

y = (X2 +1)"™ [cosxln (x*+1)+ 2xsin X}.

[sin X - In(x? +1)] =cosx-In(x* +1) +

X2 +1
851. Eger y:(c'[gx)X3 bolsa, Y' Oniimi tapmaly.
Cozilisi. Logarifmik Oniimin formulasyny

Iny = x® Inctgx

funksiya ulanalyn:
3

1 X
Lz—xs—_2+3x2 In ctgx = 3x* In ctgx — ———.
y Ctgx -sin® x sin xcos X
Sunlukda,

3
y' = (ctgx)* [3X2 In ctgx —X—j
sin X cos x

852. y=(Inx)* funksiyanyn Yy’ ©Oniimini tapmaly.
Cozilisi. Logarifmik Onimin formulasyny

Iny=x-Inlnx.
funksiya ulanalyn
y 1
—=Inlnx+—.
y In x

Bu denlikden alarys:
y' = {Inln x+|i}(ln x)* = (Inx)*L+Inx-InInx].
nx

853. Eger
y:WPSin3XCOSZX bolsa, Y' oOniimi tapmaly.
+ X
Coziilisi.
yy 21 1 -2 1 2sin x
—=——+ . +3———CO0SX— .
y 3x 1-x 1+x sinx COS X

Bu yerden, taparys

y' :%/?i_—xsin""xcos2 x(gi—l 2 > +3Cth—2t9Xj-
+ X X 1=X

854. Eger y=(sinx)* bolsa, Yy Oniimi tapmaly.
Coziilisi.
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Iny=xInsinx, L:Insin X+ X-CtgX.

y
onda y=(sinx)*(Insin x+ xctgx).
855. Funksiyanyn Oniimini tapmaly:
Y= (x> +1)
| 5-x

Coziilisi. Logarifmirlap alyarys

x3(x* +1) 1., 1
Iny=In3—————~Z =Inx+=In(x" +1) ——In(5-x),
S i T T

y 1 2X 1 —24x3 +125x? —14x+ 75

=—+— + = >
y x 3(x°+1) 15(5-x) 15x(x“ +1)(5-X)
Funksiyalaryn onlimini tapmaly:

856 y = (cos x)™. 857. y:s/%.

Ux? +3x+1

onda

858. y=In——r=—"uo—. 859. y =e*tg’xarcsin x.
Ix?+4
860. y=Xx". 861. y = (cosx)"%.
N
862. y=(x"+3)" . 863. y = x**.
864. y :(1+%] : 865. y = (arctgx)”.

§ 5. Parametrik gorniigde berlen funksiyanyn Oniimi

Goy, X we Y ululyklar ¢ parametre gorad
x=p(t) y=w()
funksiyalar gorniisinde berlen bolsun. Onda parametrik gorniisde berlen
funksiyanyn Y, Oniimi asakdaky denlik bilen tapylyar

dy

1 y‘t dy dt
X)=—, — ="

y'(x) X, dx O
dt

214



866. Parametrik gorniisde berlen

X = InsinE, y=Insint, O0<t<~x
funksiyanyn y'(X) Oniimini tapmaly.

Coziligi. Ilki berlen funksiyalaryn t parametre gord Ontimlerini
tapalyn

t
Cos—
1 1
X'(t)== 2:—ctgl, y'(t):%:ctgt.
25in£ 2 2 sint

Bu yerden gorniisi yaly (0,7) aralykda x(t) funksiya x'(t)=0

serti kanagatlandyryandyr. Sonun i¢in y'(x) Oniimi tapmak bolar:
.t
V' (x) = 2ctgt 2costsm§ _ 2cost
ctg, sintcosL  L1+Cost
867. Eger

x=acost, y=asint, (x*+y’=a’).
bolsa, y'(x) Oniimi tapmaly.

Coziilisi.
— =-asint dy =acost.
dt
Sunlukda,
(X) = acqst _ _ctgt
—asint
868. Eger
x=a(t-sint)
y =a(l--cost)

bolsa, Y'(X) tapmaly.

Cozilisi. X we Y funksiyalaryn t parametre gord Oniimlerini

tapmaly:
X', =a(l—cost) y', =asint.
Onda
asint t
'X)=————=ctg— (t # 2kx).
Y a(l—cost) g2 ( 7)
869.
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x =2Inctgt
y = tgt + ctgt

funksiyanyn y'(X) Oniimini tapmaly.

Coziilisi.
_ 2
X'(t) = 2cosec’t _ _4 .yl = sec? t—cosec’t = — 4_0025 2t ’
ctgt sin 2t sin“ 2t
dy _ 4cos_2t:m 2t _ctgat, [t ;tk—” .
dx 4sin” 2t 2
870. Eger
X =2t
y =te*
bolsa, y'(x) Oniimi tapmaly.
Coziilisi.
x'=2 vy '=e"+3te® =e>(1+3t).
Onda
) e (1+3t
y (9 =3,
2
Asakdaky funksiyalaryn Y'(X) oniimlerini tapmaly.
X = K sint —sin Kt, x=e%,
871. 872.
y =K cost—cosKt. y=e*
2at
X=2t— 1 X= 1+t2 !
\ 874. ,
y=t%. _a@l-t%)
1+t
X = t, X =acos’t,
875. \/_ 876. _
=3k, y =bsin’t.
X= a(Intg +cost—sint),
y= a(smt+cost)
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§ 6. Oniimin berlen nokatdaky bahasy

Oniimin geometriki we mehaniki manysy

1. Bilsimiz yaly y=f(x) funksiyanyn Oniimi hem X gora
funksiyadyr. Koplen¢ halatlarda funksiyanyn oOniiminin berlen nokatdaky
bahasyny tapmaly bolyarys. Eger-de funksiyanyn Oniiminin anlatmasynda
argumentin bahasyny goyanymyzda onun manysy yok bolsa, onda biz
ontimin kesgitlemesinden peydalanmaly bolyarys. Bu halda funksiyadan
Oonliim almagyn tehnikasy ulanylmayar.

878. Eger f(X)=5Xx*—Xx+4 bolsa, f'(0) tapmaly.
Coziilisi. Oniimi tapalyi:
f'(x)=10x-1
onda
£/(0) =10-0—1= 1.
879. Eger f(X)=arctg5x+x’ bolsa, f'[%j hasaplamaly.

Coziilisi.

f'(x)= %(5x)'+2x = 5 + 2X
1+ (5x) +

onda

(1 5 1 5 2 29
f'l= :—1+2-—:—+—:—.
5) 1,51 5 2 5 10

25

880. Eger, f(x) :arctgg—arctg\/; bolsa, onda f’(1) hasaplamaly.

Coziilisi.
1 X\ 1 ’ 1 1
') =—— = | - Ax) == _
) 1+(Xj (ZJ 1+ \/;)Z ( X) 2(“)(2} 2(1+xWx
2 4
fye-—tr 1 13
B 2(“411) 2(1+1) 20
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88l. Eger
, .1
X“sin—, X =0,
f(x)= X
0, x=0.
bolsa, f'(0) hasaplamaly.

Oziilisi. x°sin= anlatmanyn we onun Oniminin X=0 bolanda
$ X y

manysy yokdur. Sonun {i¢in f’(0) Oniimin kesgitlemesinin isti bilen
hasaplamaly. Kesgitlema gora

f'(x) =1lim

h—0

f(x+h)—f(x)
h ;

h — argumentin artdyrmasy. x=0 bolanda

f'(0)= lim M
h—0 h

Bu yerde f(h)=h28in%, f(0)=0.

Sunlukda,

hzsini—o

£(0) = lim——— = im hsin%:O.

h—0 h h—0
882. Eger f(x)= 1—?/7+E bolsa, f'(—8) hasaplamaly.
X

cost
1-—sint

883. Eger f(t)= bolsa f(%j hasaplamaly.

884. Eger 2y =1+3x* bolsa, ' oniimin M (L1) nokatdaky bahasyny
hasaplamaly.

885. Eger f(x)=e"cos3x bolsa, f'(0) hasaplamaly.
886. Eger f(x)=In(1+x) arcsin% bolsa, f'(1) hasaplamaly.
887. Eger f(x)=In(1+2") bolsa, f'(2) hasaplamaly.

888. Eger f(X)=2sinx+3cosx bolsa, f '[%) hasaplamaly.
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889. Eger
(0 = (x—l)zsiné, X#1,

0, x=1.
bolsa, f'(1) hasaplamaly.

2. Oniimin geometriki manysy. Goy denlemesi y= f(X) bolan kibir
egri berlen diyelin. M (X1 y,) nokat sol egrinin erkin nokady bolsun:

Eger y= f(x) funksiyanyn X=X, nokatda oniimi bar bolsa, onda
ol funksiyanyn grafigine M(X,,Y,) nokatda gatnasyan goni ¢yzyk
gecirmek bolar we gatnagyan goni ¢yzygyn Dbur¢ koeffisiyenti
tga = f'(X,). Basgaca aydanymyzda, gatnasyan goni ¢yzygyn OX okuna
yapgytlyk o« burgy arctg f'(x,) dendir, yagny a =arctg f'(X,); y= f(x)
funksiyanyn grafiginin M (X,,y,) nokada gecirilen gatnasyan goni
cyzygyn bur¢ koeffisiyentinin Kk = f'(x,) bolyandygy i¢in, ol gatnasyan
goni ¢yzygyn denlemesi

Y=Y = f'(Xo)(X_Xo)

gorniisde yazylyar.

38-nji ¢yzgy

M(X,Y,) galtasma nokatda egri gecirilen galtasyana inderilen
perpendikulyara normal diyilydr. Onun denlemesi asakdaky gorniisdedir:

1
Y=Yo=— f'(xo) (X_Xo)-

890. y= x> -1 egrinin haysy nokadynda gegirilen galtagyan:

a) Ox oka parallel;
b) Ox ok bilen 45° bur¢ emele getiryir.
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Coziilisi. a) Serte gord gomi ¢yzyk OXx oka parallel, sonun iigin 0’
burgy emele getirydar. tga = f'(X,) Oniimi tapalyn y'=2Xx.

Onda 2x=0 yagny X, =0. Bu yerden Yy, =-1. Diymek, M(0, -1)
nokatda gecirilen galtasyan Ox oka parallel.

39-njy ¢yzgy

b) Serte gori goni ¢yzyk Ox oky bilen 45° burgy emele getiryar.

tg45° =1, y'=2X,1= 2X,, X, :%

1Y 3
=] —1=-2,
Yo (ZJ 4

Bu yerden, galtasyanyn (%,—%j nokat arkaly gecip, OXx oky

sunlukda,

bilen 45° burgy emele getiryindigi gelip gykyar.
8L y= x® egra M (—2,8) nokatda gegirilen gatnasyan goni
¢cyzygyn bur¢ koeffisiyentini tapmaly.
Cozillisi. x=-2 nokatda y=x> funksiyanyn Oniiminin bahasyny
tapalyn
y'=(x*)=3x*, y'(-2)=3.(-2)*=12.

Sunlukda, y=x° egri D(-2,-8) nokatda gegirlen gatnasyan goni
cyzygyn bur¢ koeffisiyenti 12-d4 dendir.
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40-njy ¢yzgy

2

892. y:XT egrd M(2,1) nokatda gecirlen gatnasyan goni ¢yzygyn
we normalyn denlemesini yazmaly.
M(2,1) nokatda gegirlen gatnasyan goni ¢yzygyn umumy denlemesi
y-1=y'(x-2)

gorniisdedir. y':g. X =2 bolanda

2
k=y=2=1.
Y=

Tapylan Y' ©oniimin hususy bahasyny galtasyan goni ¢yzygyn
denlemesinde ornuna goyup,
y-1=(x-2), —-x+y+1=0
denlemiani alarys. Gatnagyan goni ¢yzyk bilen normalyn biri-birine
perpendikulyardygyny nazara alsak
y—-1=—(x-2), x+y-3=0
denleme normalyn denlemesi bolar.

803. y=

. 3 . . - y
I egra (2 , EJ nokatda gecirlen gatnasyan goni ¢yzygyn
we normalyn denlemesini yazmaly.

Cozilisi. (2 , gj nokat arkaly gecydn goni ¢yzyklar toplumynyn
denlemesini yazalyn:

1
_Z—Kk(x=2).
y = (x-2)
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Galtagyan goni ¢yzygyn burg koeffisiyentini tapalyn

k=y(2)= [1+1X2j B 2X

1+ xP)?
x=2

Onda gatnasyan goni ¢yzygyn we normalyn denlemesi asakdaky gorniisde

bolar:

__ 4
25

X=2

1 4
y—g——E(X—Z), 125x-20y —-246=0.
894, y=-x*+4 egri berlen. Su egra abssisasy X=-1 bolan
nokatda gatnasyan goni ¢yzyk gegirmeli.
Coziligi. Galtasma nokadynyn ordinatasyny tapalyn
Y =X +4)  =—(-1)*+4=3.

Sunlukda, A(-1,3) nokat galtasma nokadydyr. A nokat arkaly
gegyan goninin umumy denlemesini yazalyn: y—3=Kk(x+1) Onda gbninin
galtagsyan bolmagy fligcin k=Yy'/x=1 bolmagy zerur we yeterlikdir. k—
bur¢ koeffisiyenti tapalyn:

y'=(-x*+4)=-2x, k=y',_,=(-2)(-1)=2.
Sunlukda, gatnasyan goni ¢yzygyn denlemesi asakdaky gorniisdedir
y—-3=2(x+1), y=2x+5.
3

X . -
895. y*= 7 x egri ¢yzyga (a, a) nokatda gegirlen gatnasyan goni

¢cyzygyn we normalyn denlemesini yazmaly.

h h
896. (5) +(%j = egri ¢yzyga (a,b) nokatdaky gatnagyan goni
a
¢yzygyn denlemesinin i+%: 2 bolyandygyny gorkezmeli.
a

897. Ox oky bilen 45 bur¢ emele getirip, y°>=20x parabola
galtagyan gOni zyzygyn denlemesini tapmaly.

898. y=x"+2x egri M(l, 3) nokatda gegirlen gatnasyan goni
¢cyzygyn we normalyn denlemesini yazmaly.

899. y=x"+5x—1 egri M(1,5) nokatda gecirlen gatnasyan goni
¢cyzygyn denlemesini yazmaly.

900. y=2\/§ sinx egré M(% , 2) nokatda gecirlen gatnasyan goni
zyzygyn we normalyn denlemesini yazmaly.
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x-1
1+ x?
gecyandigini kesgitlemeli.

902. y=x*+3x-5 parabolanyn haysy nokadynda gecirlen
gatnasyan gOni gyzyk 7x—-5y+3=0 goni ¢yzyga paralleldir?

903. y=2" we y=+/X+1 egriler nihili bur¢ bilen kesisyarler?

3. Oniimii mehaniki manysy. Oniimii mehaniki manysyna ilkinji
gezek I Nyuton tarapyndan seredildi. Ol hereket edydn material nokadyn
tizliginin belli bir pursatda, gecilen yoldan wagta gord alnan Onlime
dendigini gorkezdi

WML y=

egrinin abssisalar okuny nahili bur¢ bilen kesip

_ ds
dr’

Sunlukda, eger hereket edydn material nokadyn denlemesi s= f(¢)
gorniisde berlen bolsa, belli bir pursatda tizligi tapmak i¢in s'= f'(¢)
oniimi kesgitlemeli we onda ¢ wagtyn degisli hususy bahasyny goymaly.
Kesgitlilik ii¢in gecilen yol metr, wagt bolsa sekunt bilen olgelyar diyip
kabul edelin.

904. Material nokadyn gecen yoly wagta gori s=3t>—2t+4 kanun
boiinga liytgeydn bolsa, onun hereketinin 5-nji sekundynyn ahyryndaky
tizligini kesgitlemeli.

Coziilisi: Oniimi tapalyn

s'=£=(3t2—2t+4)'=6t—2.
dt
Bu yerde #=5 bolsa, §=6~5—2=28m. Sunlukda, QZE =28m.
dt C dtl,_s S

905. Yokarlygyna dik zynlan jisimin yokary gbterilis beyikligi wagta
gori  h=200t—4,9t° kanun boiinga iiytgeyir. Hereketin  10-njy
sekundynyn ahyrynda jisimin tizligini kesgitlemeli. Jisim nige wagt
yokarlygyna hereket eder we ol haysy in yokary beyiklige galar?

Cozilisi: Jisimin tizligi 4 =% bilen kesgitlenydr. Onda

92@2200—9&.
dt
Bu yerde t=10 bolanda $=102m/s.
Jisim in yokary beyiklige baranda onun tizligi nola dendir. Sunlukda,
sol pursat tg¢in

ﬁ:200—9,8'[20.
dt
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Bu yerden t= @ =20/4s.
9,8

Su bahany hereketin denlemesine goyup, in yokary beyikligi taparys:
s=200-20,4—-4,9-(20,4)> = 2040,8 m.

906. Massasy 8 kg bolan jisim s=2t>+3t—1 kanuna layyklykda

hereket edyédr. Hereket baslanandan 3s gecenden son jisimin kinetiki
2

., m3 . .
energiyasyny ( > J kesgitlemeli.

Cozilisi. Erkin ¢ wagtda hereket edydn jisimin islendik wagt
pursadyndaky tizligini kesgitlilin 9 = % = (2t* +3t -1)' = 4t + 3.

Wagtyi t=3s pursadynda jisimin tizligi 9, =4-3+3=15" bolar.
S

Indi wagtyn t=3s pursadyndaky kinetiki energiyasyny kesgitlemek
ansatdyr.

907. Nokat s=2t’+t°—4 kanuna layyklykda gdnicyzykly hereket
edyar. Wagtyn t=4s pursadynda onun tizligini kesgitlemeli.

908. Eger nokadyn hereketinin denlemesi $=t*+11t+30 bolsa, onda
3-nji sekundyn ahyrynda onun hereketinin tizligini kesgitlemeli.

909. Nokat s=6t—t*> kanuna layyklykda  goniigyzykly hereket
edyar. Onun hereketinin tizligi wagtyn haysy pursadynda nola den bolar?

Cozilisi. $=s'=6-2t, 6-2t=0, t=3s.

910. Iki jisimin biri s=t>+t*-27t kanuna gord beylekisi bolsa,
s=t*+1 kanuna gord goniicyzykly hereket edyarler. Su iki jisimlerin
tizliklerinin wagtyn haysy pursadynda den boljakdygyny anyklamaly.

91l. Massasy 25 kg  bolan jisim s$=3t>-1 kanuna layyklykda
hereket edyar. Hereket baglanandan t=4sek sonra onun kinetiki
energiyasyny kesgitlemeli.

§ 7. Oniimin fizikanyn meselelerini ¢ozmekde ulanylysy

Belli bolgy yaly gecilen yoldan wagta gora alnan oniim goniigyzykly
hereketin wagtyn kébir pursatyndaky tizligini anladyar. y= f(x) funksiya

haysy baglansygy anlatsa-da, % gatnagyk y ululygyn X  gora
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iytgeysinin ~ orta tizligini anladyar, Y'(X,) bolsa y ululygyn X=X,
bolandaky pursat tizligini gorkezyar.

Sunun esasynda islendik tebigy akym we hadysa Owrenilende Oniimin
komegi bilen Ozara baglanysykly ululyklaryn birinin beylekd gora
lytgeyis tizligini gorkezmek bolar.

l. Togun giiyji. Goy q=f(t) funksiya gecirijinin kese-kesiginden
gecyan elektrik  zaryadynyn mukdaryny anladyan bolsun. Onda
q(t+At)—q(t) tapawut gegirijinin kese-kesiginden 1 wagtdan t+At
wagta ¢enli aralykda gegyan elektrik zaryadynyn mukdary bolar.
Sunlukda, Aq(t)/At gatnasyga Al wagt dowamyndaky togun orta giiyji
diyilyar.

lim———=

A0 At
predele bolsa togun t wagt pursatyndaky giiyji diyilydir we J bilen
belgilenyar.  Seylelikde, J(t)=q'(t), yagny elektrik zaryadynyn
mukdarynyn {-e gord oniimi sol pursatdaky togun giiyjine dendir.

2. Sterzenin dykyzlygy. Uzynlygy L bolan birhilli bolmadyk sterzeni
alalyn. Onun X uzynlygynyn massasyny m(X) bilen belgilalin.

Onda m(Xx+Ax)—-m(x) tapawut sterzenin AX uzynlykly bdleginin
massasydyr. Sunlukda,

A _ g

m(x + Ax) —m(x)
AX
gatnagyga sterzenin AX uzynlykly boleginin orta dykyzlygy diyilyar.
lim m(x+Ax)—m(x)
AX—0 A X

=m'(X)

predele sterzenin X nokatdaky dykyzlygy diyilyir we p(X) Dbilen
belgilenyiar. po(x)=m’'(x), yagny massanyn X gord Oniimi sterzenin sol
nokatdaky dykyzlygydyr.

912. Gonibur¢lugyn a we b taraplary a=(2t+1)sm, b=(3t+2)sm
kanun boyunca iytgeydr. Onda t=4S wagt pursatynda meydanyn néhili
tizlik bilen iiytgeyandigini kesgitlemeli.

Coziilisi.

S=ab=(2t+1)(3t+2) =6t* + 7t + 2,
G=s/=(6t° +7t+2)=12t +7.
Onda t=4s bolanda
$=12-4+7=55sm/s.
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913. Mahowik t wagtda ¢ =8t—0,5t* (t —sekunt, ¢ — radian) burga
owrillydr. 3-nji sekundyn ahyrynda aylanmagyn o bur¢ tizligini we
hereketin togtayan pursadyny kesgitlemeli.

Coziilisi: Aylanmagyn @ —burg tizligi aylanma burgundan t wagta
gordi alnan  Oniime dendir @w=¢/. Onda @=¢/ =(8t-0,5t*) =
=(8—t)rad/s.

Diymek, w=¢'/,_,=8-3=>5rad /s;

®=0 bolanda aylanma hereketi togtayar. Ol bolsa t=8s bolanda
bolyar. Sebébi,

0=8-t=0, t=8s.

014. Gegirijiden gecyin elektrik zaryadynyn mukdary t=0 pursatdan
baslap, Q=3t°-3t+4 kanun boyunca iiytgeyin bolsa, hereketin 6-njy
minutynyn ahyrynda togun giiyjiini kesgitlemeli.

Cozilisi. Belli bolsy yaly togun | giliyji elektrik zaryadynyn
mukdaryndan wagta gord alnan oniime dendir: 1 =Q).
Onda

Q =(3t—-3t+4);, =6t-3.
Meselanin sertinden alarys:

| =Q|_, =(6t-3) , =36-3=33A, |=33A.

915. Haysy hem bolsa bir maddany O-dan T —gradusa ¢enli
gyzdyrlanda, onun alyan yylylyk mukdary

Q =0,1054t +0,000002t*

(Q—joulda, t—kelwinde) kanuna gord {iytgeyar diyelin. Onda
T =100K bolanda maddanyn alyan yylylyk mukdaryny kesgitlemeli.
Cozilisi. Yylylyk mukdaryny kesgitlalin:
C=Q=0,1054+0,000004-t.
Onda T =100K goyup alarys:
C| =0,1054 +0,000004-100=0,1058 I / K.

916. Jisimin temperaturasy T =0,2t° kanun boiinga iiytgeydn bolsa,

T=100

t=10s wagt pursatynda jisimin ndhili tizlik bilen gyzyandygyny
kesgitlemeli.
Cozilisi. Jisimin gyzys tizligi 7 temperaturadan ¢ wagta gord alynyan
onume dendir:
dT

—=(0,2t°)"'=0,4t.
5~ (0:20)
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Onda t=10c bolanda jisimin gyzys tizligi
(Ej =0,4-10=4 grad /s bolar.
t=10

917. Massasy 6 kg bolan jisim s=-1+In(t+1)+(t+1)° (S—sm t-s)
kanuna layyklykda hereket edyiar. Hereket baglanandan ls gecenden son
onun kinetik energiyasyny kesgitlemeli.

Cozilisi. Hereketin tizligi gegilen yoldan wagta gord alnan Oniime
dendir:

Sonun {i¢in

2 2
o) =3y = nz=tz) MR 010 ] el
1+1 2 2 20 2 4

918. Nokat s=2t*+t>-4 kanuna gori goniigyzykly hereket edyir
Onda t=4s wagt pursatynda tizligi we tizlenmanin ululygyny
kesgitlemeli.

Coziilisi. Nokadyn hereketinin islendik ¢ wagt pursatyndaky tizligini
kesgitlalin

9= g =6t + 2t.
dt

Indi bolsa onun t=4s pursatdaky bahasyny kesgitlalin.

9(4)=6-47+2.4=104"
S

Nokadyn hereketinin islendik t wagt pursatyndaky tizlenmesi
a= a9 12t + 2.
dt

Tizlenminin t=4s wagt pursatyndaky bahasy a=>50.

919. Erkin nokatda y=0,3x*+0,2x—5 funksiyanyn iiytgeyis tizligini
kesgitlemeli.

920. Xx=6 bolanda y=(x’+2)x—1 funksiyayn iiytgeyis tizligini
kesgitlemeli.

921. 100 xe massaly jisim $=2t>+3t+1 kanuna layyklykda goni
¢yzykly hereket edyian Dbolsa, 5s gegeninden sonra onun Kinetik
energiyasyny kesgitlemeli.

922. 100 xe massaly jisim s=5t>—2 kanuna gori gonigyzykly
hereket edyian bolsa, 2s  gecenden son, onun Kinetik energiyasyny
kesgitlemeli.

923, Jisimin gonilicyzykly hereketinin tizligi gecilen yoldan alnan
kwadrat koke proporsionaldyr (meselem jisim erkin gacanda). Sol
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yagdayda jisimin hemiselik giiyjin tasiri astynda hereket edyidndigini
subut etmeli.

924. Yerin emeli hemrasy (YeEH) Ver sarynyn dasynda elliptik orbita
boyunca hereket edyar. Emeli hemra bilen Yyer sarynyn merkezinin
aralygyndaky r wuzaklyk wagta baglylykda asakdaky denleme bilen

takmynan kesgitlenip bilner:
2

r=all-gscosM —%(cosZM —1)} M :z—ﬂ(t—tn).
o

Bu yerdea, ¢, p we t, —hemiselik sanlar, a-orbitanyn uly oky,e—
eksentrisitet, p—YeEH-nyn aylanma periody t, YeEH-nyn perigey
boiinga gecyin wagty (perigey YeEH-y bilen Yer sarynyn aralygyndaky in
yakyn uzaklyk). Onda yer sarynyn merkezi bilen YeEH-nyn aralygyndaky
r aralygyn iytgeysinin tizligini kesgitlemeli.

925 Gegirijide togun mukdary =sin(2t+1)k kanun boyunga
liytgeyan bolsa, bu funksiyanyn { wagta gord uytgeyis | tizligini
kesgitlemeli (| -amperde, #bolsa sekuntda Olgelyar).

§ 8. Funksiyanyn differensialy

1. Differensialyn kesgitlenisi. y= f(x) funksiyanyn  f'(X)
oniiminin  baglangyksyz iiytgeyin X ululygyn AX  artdyrmasyna
kopeltmek hasylyna berlen funksiyanyn differensialy diyilyar we
asakdaky yaly yazylyar

dy = f'(X)AX.

Eger y=f(X)=x bolsa, dy =dx=X'Ax=1-AX=AX yagny, dx=AX.
Sunlukda, differensirlenyin Y = f (X)funksiyanyn differensialy su
asakdaky formula bilen anladylyar

dy = f'(x)dx. )

Su formuladan gorniisi yaly funksiyanyn differensialyny tapmak igin

ol funksiyanyn Oniimini dx koOpeltmek yeterlikdir. Sonun igin

differensialy tapmak ii¢in Ooniim tapmagyn formulalaryndan peydalanmaly
bolyarys.

Differensirlemegin esasy diizgiinleri. Eger c¢ hemiselik san bolup,

oniimleri bar bolan u=u(x) we $=9(x) funksiyalar bolsa, onda

asakdaky denlikler dogrudyr
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d(c)=0, () d(u9) =ud9+4du, 5)
du+9=du+dg, @3 d(ﬂjz‘gd“—;“d‘g. ©)
9 9
d(cu) =cdu, 4
Cylsyrymly funksiyanyn oOniimini tapmagyn diizgiininden peydalanyp
y=1fU) u=¢(x) ¢ylsyrymly funksiya iigin
dy = f'(u)-u'dx
formulany alarys. Emma,
_du
~dx

u we dy= f'(u)d—udx.
dx

Sunlukda,
dy = f '(u)du. (7
926. y=Inxsinx funksiyanyn differensialyny tapmaly.
Coziilisi. Differensirlemegin diizgiinlerinden peydalanyp alarys:
dy = In xd (sin x) +sin xd (In x) = In x(sin x)'dx +sin x(In x)'dx =
SIn X

.1
=In x cos xdx +sin x—dx:(cosx-ln x+—jdx.
X X

927. y=3x"-x funksiyanyn artdyrmasyny we differensialyny
tapmaly.
Cozillisi. Ay =3(x+ Ax)® —(X+AX) —3x* + X
ya-da
Ay = (6x —1)Ax +3(Ax).
Sunlukda, kesgitlema gora
dy = (6x—-1)Ax = (6x —-1)dx.
Muny basgaca hem tapyp bolar:
y'=6x-1, dy=y'dx=(6x-1)dx.
928. y=3x+x-1 funksiyanyn Ay artdyrmasynyn we dy
differensialynyn  x=1 we AXx=0,1 bolandaky bahalaryny tapmaly.
Coziilisi.
Ay = 9X? - AX+9X- AX® +3- AX® + AX,
dy = (9x* +1DAx, dy=1,
Ay=9-17-01+9-1.01° +3-0,1* + 0,1 =1,093.
929. y=In(1+e'")—arctge™ funksiyanyn differensialynyn x=0
we dx=0,2 bolandaky bahasyny hasaplamaly.
Coziiligi.
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d [(1+e11(;x) _ (esxlgl ]dx Sesx(ze::_l)dx.
1+e™  1+e™ 1+e™

x=0 we dx=0,2 goyup, alarys
50 (9a50
_Se 2 g, %02-05.
l+e 2
930, Eger x*+2xy—y’=a’ bolsa, dy tapmaly.
Coziilisi. 2xdx+2(ydx+ xdy)—2ydy =0

Bu yerden
dy =— X+y dx.
X=y
93l. Eger y= e’ bolsa, dy tapmaly.
Coziiligi.
dy=e ’d (_5] =e’ [_ = _ZXdy] —e> eer Y,
y y y y
dy 1—e7i2 =— 7%,
y y
ey o
dy eydx y y(: X e Ei;(
y’—e V.x

933. Funksiyalaryn diferensiallaryny tapmaly:
2 y=. b y=antgX, ¢ y=ini X
1-x a

1+x
Funksiyanyn differensialyny tapmaly.

934, y = (arcsinx)°. 935. y =+/1+sin®x.
936. y =ctg®(x*> + x°). 937. y =./1+arctgx.

938. y=3/(2+cosx)?. 939. y=(1+x?)arctgx.

2. Differensialyn takmyn hasaplamada ulanylysy. y = f(X)
funksiyanyn artdyrmasynyn AX-—e gOrd bas c¢yzykly bolegine onun
differensialy diyilyandigini bilydris. Basgaca aydanymyzda Ay artdyrma
dy differensial bilen asakdaky denlik bilen baglanysyandyr:
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Ay=Yy'AX+e&AXx ya-da Ay =dy+eAX.
Bu yerde &—0, eger AXx—>0. Sunlukda, artdyrma bilen

differensialyn tapawudy yokary tertipli tiikeniksiz ki¢i ululykdyr. Sonun
t¢in f'(X)#0 bolanda,

Yagny funksiyanyn artdyrmasy bilen onun differensialy dengiiycli
tilkeniksiz kig¢i ululyklardyr. Sonun {i¢in yeterlik ki¢i & ig¢in

Ay = dx ya-da f (x+Ax)— f(x) = f'(xX)AX.
Amalyyetde ulanmak {i¢in kabir hallarda bu denligi
f(Xx+AX) = f(x)+ f'(x)AX (8)
gornligde yazmak amatly bolyar.
940. f(X)=(1+x)“ funksiyanyh x=0 nokadyn etapynda

yakynlasan bahasyny tapmaly.
Coziilisi. (8) formulany asakdaky gorniisde yazalyn

FOx) = (%) + F'(%)(x=X).
Onda su formulany f(x)=(1+x)“ funksiya Gigin ulanyp, X, =0 we
f'(x) =a(1+x)“" bolyandygyndan peydalanyp
Q1+ x)* =1+ax 9)

formulany alarys.
941. 3/27,027 anlatmanyn yakynlasan bahasyny tapmaly.

Cozilisi. TIki bilen ony /27,027 =3/27 +0.027 =33/1+0.001
gorniisde yazyp, sonra 3/1+0,001 = (1+0,001)"® anlatmany hasaplalyn.

Onun iigin (9) formulada x=0,001 we « =% goyup alarys

(1+0,001)*3 :1+%-0,001=% ., 3/27,27 =3(1+0,001)** =3,001.

942. sin29°57' anlatmanyn yakynlasan bahasyny tapmaly.
Cozilisi. (8) formuladan peydalanyp, alarys

sin(x, + Ax) = sin X, +C0S X, - AX.
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Bu formulada X, =30° we Ax=-3'=——— goyup,

1\/§7r

—c0s30° .~ ==_"*".

sin 29°57'=5sin(30° —
3600 2 2 3600

73

=0,5-—-=0,499237.
7200

943. Eger f(X)=X“ bolsa, onda
(X, +AX)* = XS +a X{ - AX.

1
Goy, a=— diyelin. Onda /X, +AX~ X, + i
2 24X,

su formuladan peydalanyp +/9,0066 anlatmany takmyny hasaplamaly.

005 - 3700065 -3+ 00000 3, 00068

9,0066 ~ 3,0011.
Anlatmalaryn yakynlasan bahalaryny tapmaly:
944. 4/16,64, 945. sin29°,  946. arcsin0,54.
947. Takmyn formulany getirip ¢ykarmaly:

e

Su formulanyn komegi bilen 310, Y70, 200 anlatmalaryn
takmyn bahalaryny tapmaly.
948. Funksiyalaryn takmyn bahalaryny tapmaly

a) y=x—4x*+5x+3, x=1,03, b) f(X)=+1+x, x=0.2.

ya-da

§ 9. Yokary tertipli 6niimler we differensiallar

Goy, y= f(x) funksiyanyn f’(X) Oniimi x ululyga gord funksiya
bolsun. Eger sol funksiyanyn hem Oniimi bar bolsa, ondan Oniim alyp
taize bir funksiyany alarys. Sonky alnan funksiya berlen funksiyanyn
Oniiminin Oniimi diyilydr ya-da ona berlen funksiyanyn ikinji tertipli
oniimi diyilyar we

2

d-y

y", f"(X) ya-da ™ gorniisde belgilenyir.
X
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Berlen funksiyanyn ikinji tertipli Oniiminden alnan Oniime {igilinji
tertipli oniim diyilyar we s. m. Eger y= f(X) funksiyanyn (n-1) tertipli
Oontimi bar bolsa, onda olar asakdaky yaly bolar

yo = [y(n—l)]

Iki U we & funksiyalaryn kopeltmek hasylyndan n tertipli Oniim
asakdaky formula bilen tapylyar

U™ =ug+nuryg AOD jenge | yngo, (1)

Belli bolsy yaly y=f(x) funksiyanyn differensialy dy= f'(x)dx
gornlisde yazylyar we ol X-e gord funksiyadyr. Ondan alnan differensiala
bolsa ikinji tertipli differensial diyilyir we seyle yazylyar: d(dy)=d?y.
d’y hasaplanan mahalynda dy-i differensirlemeli bolyarys. Sol prosesde
dx=Ax differensial x-e bagly dildir. Yagny x-e

ora
differensirlenende ol hemiselikdir. Sunlukda, :
d?y = y"dx’.
Seyle hem
d’y = y'"dx®,

d"y =y™dx".

Eger birinji tertipli oniim bir hereketin tizligini anladyan bolsa, onda
ikinji tertipli oOntimin mehaniki manysy sol hereketin tizlenmesini
anladyandyr.

949, Eger y=c0s’ X bolsa y"-i tapmaly.

Coziilisi. Birinji tertipli oniimi tapalyn

y'=2c0Ss X(—Ssin X) = —sin 2X.
Kesgitlema gora ikinji tertipli ontim birinji tertipli Oniimden alnan
onumdir
y''=(-sin2x)'=—-Cc0s2x-2=-2C0S 2X.
950. y=a”* funksiyanyn n—nji tertipli oniimini tapmaly.
Coziilisi. Y', y"', y'''—oniimleri tapalyn
y'=a*lna, y"=a*(Ina)? y"=a*(Ina)’.

Su denliklerden Oniimlerin  yzygiderliklerinin kanuna layyklygy
goriinyar. Sonun {gin
y™ =a*(Ina)".
951 y=x%" bolsa, y“ tapmaly.
Cozilisi. Her bir kopeldijiden degisli ontimleri tapalyn:
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(F)'=3x", (x)"=6x, (x')"=6,(0)"=0, (e)'=(e")",
—()"= ()" =) =¢"
Indi (1) formulany n=4 ii¢in yazalyn

UN® =uBv+4u"9 '+j—§u "9"+4u' " +ug®.

Su formulada u=x%, $=e* goyup alarys
y@ = (%) = 4.6e" +6-6xe* +4-3x%e* + x%e*.
ya-da
y@ = (x* +12x% + 36x + 24)e”.

952. s=2t°-6t°+4t kanuna layyklykda hereket edyin material
nokadyn hereketinin 3-nji sekundyn ahyryndaky tizlenmesini kesgitlemeli.

Coziilisi. Alarys: $=5'=6t>—-12t+4.

Onda a=9'=s"=12t-12

Bu yerde t=3 goyup alarys

a=12-3-12=24m/s?
953. Eger-de jisim t wagt pursadynda hereketin baglanan nokadyndan

S= %t“ +4t® +16t°km daslykda bolsa, onda onun 2 sagatdan sonky

tizlenmesini kesgitlemeli.

Coziilisi. Taparys 9=s'=t°+12t>+32t, a=4'=s"=3t"+24t+32.

Onda t=2 goyup alarys a=3-4+24-2+32=92km/sag’.

954. Massasy 30 kg bolan jisim s=4t>+t kanuna layyklykda
gonilicyzykly hereket edyar. Jisimin sol hereketinin hemiselik giiyjin tasiri
astynda bolyandygyny subut etmeli.

Cozillisi. s'=8t+1, s"=8 Sunlukda, a(t)=8m/s’. Bu bolsa berlen
kanuna layyklykda jisimin hemiselik 8m/s® tizlenme bilen hereket
edyandigini gorkezyir. Onda Nyutonyn ikinji kanunyna gord ona tasir
edyan giiyc hem hemiselikdir

F =ma=230-8=240H.

955. y=x* funksiyanyn d’y differensialyny tapmaly.

Coziilisi. Oniimi tapalyn Yy’ =2x. Onda dy = y'dx = 2xdx,

d’y=y"dx*=2dx*, sunluk-da, d®y=2-dx>.

956. Eger y=c0s5x bolsa, d’y tapmaly.

Coziligi. d’y=y"dx* =—-25c0s5x-dx?.

957. Asakdaky funksiyalaryn ikinji tertipli differensialyny tapmaly:

234



) y=Insin®2x, 2) y=e",
Cozilisi. 1) Birinji we ikinji tertipli Oniimleri tapalyn:

y'= L -2sin2x-c0s2x- 2 = 4ctg 2X,

sin? 2x
.4 . 8
sin? 2x sin?2x
Onda
d?y=y"dx*=- dx?.
y=y sin? 2x

—X

2) yuz_e—x’ yn:e ,
d?y =y"dx® =e *dx%
958. y=C0SX funksiyanyn n-nji tertipli Oniimini tapmaly.
Cozilisi. Bu funksiyanyn  n-nji tertipli oniimi ii¢in
(cosx)™ = cos{x +n %) ?2)
formulanyn dogrudygyny gorkezelin.

(cosx)'=—sinx = cos(x +%j

denlik (2) formulanyn n=1 bolanda dogrudygyny gorkezyir. Goy, ol
formula kabir n=Kk tgin dogry bolsun. Onda n=k+1 tgin

!

(k+1) (k) ’_ T 7 i
(cos x) _[(cosx) }_{cos(x+k2ﬂ = sm(x+k2J cos(x+(k+l)2j.

bolar. Bu bolsa (2) formulanyn n=k+1 bolanda hem dogrudygyny
gorezyar. Sonun iicin, hem matematiki induksiya usulynyn esasynda (2)
formula erkin n {i¢in hem dogrudyr.

959. y=x“ funksiyanyn n-nji tertipli Oniimini tapmaly.
Coziilisi. Bu funksiyanyn Nn-nji tertipli onliminin
(x)" = a(a +1)....(a —n+1)x“" ?3)
bolyandygyny gorkezelin. (x“)'=ax®" denlik (3) formulanyn n=1
bolanda yerine yetydndigini gorkezyar. Goy, ol formula n=Kk bolanda
dogry bolsun. Onda n=k+1 igin

(x)k Z[(X”’ )(k)} z[a(a—l)...(a—k +1)x** ]l -
=Ot(a—l)...(a—k+1)(0{—k)Xa7(k+l)
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bolar, yagny (*#3*) formula n=k+1 bolanda hem yerine yetyir. Sonun
licin matematiki induksiya usuly esasynda (3) formula erkin n ii¢cin hem
dogrudyr.
960. y=x’cosx funksiyanyn znji tertipli oniimini tapmaly.
Coziilisi. Goy, u=cosx we $=x* bolsun. Onda
u™ = (cos x)™ :cos(x+n%), 9'=3x2, 9'=6x, 9"=6, ¥ =99=_=0
bolyandygy iicin Leybnis formulasyndan peydalanyp taparys

(x3cosx)® = x®cos(x + n%) +3nx? cos{x+ (n +1)% +

+3n(n-1)xcos| x+(n —2)%} +(n-1)n(n-2) cos{x+ (n —3)%}.

961 (€*)™ =e* denligi subut etmeli.

962. (sinx)™ =sin| x + n%) formulany subut etmeli.

963. Eger-de u=u(x) we 3=9(X) funksiyalaryn mnji tertipli
ontimleri bar bolsa, asakdaky denlikleri subut etmeli:
d"ut9)=d"u+d"9,
d"(ud=>cnd""u-d"9g.
n=0
964. Asakdaky funksiyalaryn ikinji tertipli differensiallaryny tapmaly:
1) y=Incos’x, 2)y=Intg2x, 3)y=a*,
4) y =arccosx, 5) y = arctg x°.

965. Formulany subut etmeli:

(InX)® = (—1)"* (” D

966. y=sin5xcos2x funksiyanyn n-nji tertlph Oonlimini tapmaly.
967. y=xy1+x* funksiyanyn ikinji tertipli oniimini tapmaly.

968. Eger y =47 bolsa d’y tapmaly.
969. Leybnis formulasyndan peydalanyp degisli tertipli Oniimleri
tapmaly:

m

a) y=e “sinx bolsa, y"tapmaly.
b) y=(1-x*)cosx bolsa, y* tapmaly.
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§ 10. Parametrik gorniigde berlen funksiyalaryn
yokary tertipli Oniimleri

x=p(t), y=w(t). )

parametrli gorniigde berlen funksiyanyn Y, Oniimi
dy dy. dx (t

dx dt dt ¢'(t)

formula boyunga tapylyar.
Onda ikinji tertipli Oniimi, (2) funksiyany X gord differensirlemek
bilen alyp bolar. Seyle hem

dsy _ (ylz)t
dx’® X,

970. Parametrik gorniisde berlen

.t .
x:lnsm? y=Insint, O<t<~x

funksiyanyn y;z —oOnumini tapmaly.

Coziilisi. Belli bolgy yaly funksiyanyn % onlimini tapypdyk.
X

dy _ cost _ 2cost

t - .
dx cos2 L 1+cost

Onda X = %ctg% we

2cost j
d’y \l+cost), -2sint(1+cost)—(—sint)2cost .

3 t  -2sint 2
2 2 : 5= 2’ -
dx 1 ctg t (1+cost) 2 72 (L+cost) oty t
2 T2 2
ot Lttt
_sint —smtsm5 —2sin° —Ccos—

_ _ _ 22 o2ttt

oLttt ottt _Ztg2(1+tgz'
Cos"—ctg— C€O0S” —Ccos— COS" —COS—
2 72 22 22
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971. [-a,a] kesimde berlen y=+a’-x* funksiyany [—%,%}

kesimde parametrik gornisde anlatmaly we y;z onimi tapmaly.
Cozillisi. Goy x=asint bolsun. Onda y=+a’—-x* denlikde X-yn
bahasyny goyup, taparys
y=+a?—a?sin?t =ay1-sint = acost.

Sunlukda,
y=acost, x=asint, %:—asmt:_tgt,
dx acost
1
d’y _—(tgt), __cos’t___ 1 &
dx* acost acost  acostcos’t  y*
972. Eger

x=a(t—sint), y=a(l-cost)
bolsa, y;z —tapmaly.

Coziilisi. Funksiyanyn % oniimini Yazalyn
X

ﬂ=Ctg£,(t¢2kﬂ') x, = a(1-cost),
dx 2
1
t, .ot
d’y (cth)t ) Zsng 1 1

dx> a(l-cost)  a(l—cost) 2asin2£(1—cost)_ dasint L
2 2

2

d7y

973. Parametrik gorniisde berlen funksiyalar {igin >~ Onimi
X

X =acos’t x=t*+3t+1
a) - b) s
y =bsin’t y=t"-3t+1
Cozilisi. a) Ilki bilen Y tapalyn
dy =3bsin®tcostdt, dx =-3acos’tsintdt,
p— i 2

.X:ﬂ: 3bsm2tc.ost:_9tgt’ t=(2k+1)£.

dx 3acos“tsint a 2
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y;z —oOnimi tapalyn

Onda

d’y _ acos’t  _ b
dx?> —3acos’tsint 3a®cos‘tsint’

a) yxz =

b) dy=(3t*-3)dt, dx=(3t*+3)dt,

. dy tP-1
x4l
( : ) _ 2t(t% +1) - 2t(t* -1) _ M
it (t* +1)? (t* +1)°
Onda alarys
A
(t2 +1)2 At

Ve T30 D) 3 41)

x=Int bol d?y |
olsa, —— tapmaly.
y=t° dx? pmaty
Coziilisi. TIki bilen Y, oniimi tapalyn

dy =3t%dt, dx= %dt.

Onda
2
;=ﬂ=31tdt=3t3,
dx Lt
t
} 2 2
v,k =ot’, d2y=9%=9t3
t

2

975. 32, onlimi tapmaly:
X
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X =arctgt X =arcsint
b)

) {y=|n(1+t3)’ y=+v1-t>

d’y . . .
976. >~ Onlimi tapmaly:
dx
X=acos’t X = a(sint —tcost)
a) : b :
y=asin’t y =a(cost +tcost)
971. Eger
x =e’cost, d’y
L bolsa, onda -~ tapmaly.
y=e'sint dx

978. Eger a we b sanlar hemiselik sanlar bolup, x we Y bolsa t

parametre gdrd x=sint, y=ae"? +be™? denlikler bilen kesgitlenyin

bolsa, olaryn

d’y  dy

1- X )= —x—2=2

( )dxz oY
differensial denlemini kanagatlandyryanlygyny gorkezmeli.

x=e"
979. Eger {y:ﬁ ' Dbolsa y; tapmaly.

Cozilisi. Alarys X =—e™, vy =3t%
Onda
y, =-3t*:e" =-3e't’.
Ikinji tertipli Oniimi tapalyn
(y'X )t - (Bett2 + 6tet)
X, —e
Yzygiderli differensirlemek bilen ii¢linji tertipli Oniimi alarys
co(ye)  ser[2w?+20)+2t+2
y3:( X.)t= [ ( _) ]:—663‘(t2+3t+1)..
X Xt —e t
980. y=e”sinbx  funksiyanyn  y"'—4y'+29y=0  denlemini
kanagatlandyryanlygyny gorkezmeli.

Yo = = 3te” (t + 2).

2
98l. Eger x=e%, y=e™ bolsa (;Z oniimi tapmaly.
X
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x=Int,

982. Eger bolsa ", tapmaly.
& {y:sinZt Y tAPTAY

Cozilisi. Berlen denlikleri t—e gora differensirlalin:
dx = %dt, dy = 2cos 2tdt.
Bu yerden
g—i =2t cos 2t.

Ikinji tertipli Ontimi tapalyn

d (2t cos 2t)
d®y _d(2tcos2t) _d(2tcos2t) dt dt _ 2cos2t—4tsin2t
dx? dx dt  dx dx 1
dt t
= 2t(cos 2t — 2t sin 2t).
. 1
=, ,
983. t+1 bolsa, d 2/ tapmaly.
ot d
t+1
_ At 2
984. X=¢ ) bolsa, d—g — tapmaly.
y =arcsint dx
x =a(sint —tcost) 2y
985. Eger ) olsa, >~ tapmaly.
y =a(cost +tsint) dx

§ 1L Anyk dal gorniigde berlen funksiyalaryn differensirlenilisi

Kesgitleme. Eger y=y(x) funksiya

F(x,y)=0. 0y
denlik bilen berlen bolsa, Yy ululyga X gord anyk dal funksiya diyilyar.
y'=y'(x) Oniimi

[F(x, )] =o. 2)
denlikden tapmak bolar
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Ikinji tertipli Onliimi tapmak {Ugin (2) denligi yene bir gezek
differensirldp, alnan denlemede birinji onlimin bahasyny goymaly.
986. x*+y®—3axy =0 bolsa, y;( tapmaly.
Coziilisi.
3x? +3y?y'—3a(y+xy') =0.

Bu yerden taparys

,_ X' -ay

Cax—y?’
987. Eger Jx +ﬁ =+/a bolsa, y,-i tapmaly.
Coziilisi. Berlen denleméani X gora differensirlalin

1 y'
—+——==0.
2x 2y
Bu deilemini Y’ —o6niime gord ¢oziip alarys

y=—/.
X

988. Eger arctgy—y+x=0 bolsa Yy, tapmaly.

Cozilisi. Berlen denligi differensirlap y; ontmi tapalyn

1+yy2 -y+1=0, y-y-y’y+l+y’=0.
Bu yerden alarys
Cl+y? o1
y'= =—+1
y* oy
y"'—o6niimi tapalyn
y'=-2y"y"

Su denligin sag boleginde Y' ©Oniimin bahasyny goyup alarys

w2 [1+ y? J _2(1+y?)

-3 2 5

y y y
989. Eger X’ —2x’y*+5xy—-5=0, we y|X:l:1 bolsa, y' Onlimin

X=1 bolandaky bahasyny tapmaly.
Cozilisi. Berlen denlemédni X gora differensirlap taparys

3x* —4xy* —4x’yy' +5+y' =0.
x=1 we y=1 goyup, Yy’ oniimin x=1 bolandaky bahasyny tapary.
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3-4-4y'+5+y =0, =%.

Differensirlenip alnan delligi X gora differensirlilin
6X—4y? —8xy' —8xy' —4x’y'? —4x*yy" +y" =0.

x=1, y=1 we y =% goyup, Y" Oniimin Xx=1 bolandaky

bahasyny taparys
6—4—%—%—3y" =0, y'= —82.
3 9 27
990. Eger e*siny—e?cosx=0 bolsa, y' tapmaly.

991. Eger X’ +5xy+Yy?—2x+y-6=0 bolsa, y"
nokatdaky bahasyny tapmaly.

Asakdaky anyk dil gorniisde berlen funksiyalaryn birinji tertipli
ontimlerini tapmaly:
2 2

onumin (I, 1)

W

992. ?+b—2:1, 993. tgy = xy,
Y

994. Inx+e * =d, 995. x’ =y*.

996. Eger 2y =1+xy’ bolsa, y' oniimin (I, 1) nokatdaky bahasyny
tapmaly.

997. Eger (x+Y)®=27(x-y) bolsa, Yy' oniimin x=1 we y=1
bolandaky bahasyny tapmaly.

998. Eger xy’+2y-1=0 bolsa y" tapmaly.
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Vil BOLUM

DIFFERENSIRLENYAN FUNKSIYALAR HAKYNDA
ESASY TEOREMALAR

§ 1 Funksiyalaryn aralyk bahalary hakyndaky teoremalar

Roll teoremasy. Goy f(x) funksiya [a,b] kesimde iizniiksiz bolup,
onun icki nokatlarynda differensirlenyan we f(a)= f(b) bolsun. Onda in
bolmanda bir & e (a, b) nokat tapylyp,

f(5)=0
denlik yerine yetyar.

Lagranz teoremasy. Goy f(x) funksiya [a,b] kesimde {izniiksiz
bolup, onun her bir i¢ki nokadynda differensirlenydn bolsun. Onda
& e(a, b) nokat tapylyp,

f(b)-f(a)=f'()b-a) )
denlik yerine yetyar.

(1) formula Lagranz formulasy diyilyar.

Kosi teoremasy. Goy, [a,b] kesimde iizniksiz f(x) we ¢@(x)
funksiyalar onun her bir icki nokadynda differensirlenyéan bolup, erkin
x e (a,b) tgin @¢'(x)#0 bolsun. Onda & e(a, b) nokat bar bolup,

fo)-f(a) _f'S)
pb)-p(@) ¢'(S)

2)
denlik yerine yetyar.

(2) formula Kosi formulasy diyilyar.

Eger ¢(x)=x bolsa Lagranz teoremasy Kosi teoremasynyn hususy
haly  bolyar.  Hykykatdan-da, o(X) =X diyip  alsak,  onda
p(@)=a, p(b)=b, ¢'(c)=1. Sona gori-de Kosi formulasy asakdaky
gornilise eye bolar

f(bz)_ T _f f’r) ya-da f(b)-f(a)=f'($)(b—a).
—a

Seyle hem  f(a)=f(b) ©bolanda Roll teoremasy Lagranz
teoremasynyn hususy haly bolyar. Hakykatdan-da,
f(b)—f(a)=f'(¢)(b—a) formulada f(a)= f(b) diyip hasap etsek, onda
a=Db bolmagy iicin f'(£)=0 bolmaly.
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999, —1<x<0 we 0<x<1 kesimlerde f(x)=x-x> funksiyanyn
Roll teoremasynyn sertlerini kanagatlandaryanlygyny gorkezmeli we ¢&-nin
degisli bahalaryny tapmaly.

Cozillisi. f(x)=x—x* funksiya x-in #hli bahalarynda iizniiksizdir
we differensirlenyandir. f(-1)= f(0) = f(1) =0. Sunlukda, — 1< X <0 we
0<x<1 kesimlerde f(X) fuhksiya Roll teoremasyny ulanyp bolyar

f'(x)=1-3x*=0

Bu yerden ¢ = \/7 &, = \/7 (-1<¢, <0, 0<¢, <]).

1000. Goy  p(x)=(x+3)(x+2)(x—1) bolsun. Onda (-3,1) aralykda
p'(£)=0 denlemdnin kokiinin bardygyny gorkezmeli.

Cozillisi. p(x) kopagza X =-3, X,=-2, X, =1 nokatlarda nola
owrllyar. [— 3,—2] we [— 2,1] kesimlerde p(x) funksiya Roll teoremasyny
ulanyp  bolyar. Sebdbi  p(X) funksiya x-in  dhli  bahalarynda
differensirlenyéndir we p(-3)=p(-2)=0, p(-2)=p@)=0. Sonun i¢in
E(-3<& <-2) we &(-2<&, <1) nokatlar bar bolup p'(&)=p'(&,)=

100L [-21] kesimde f (x)=x-x° funksiyanyn Lagranz teoremasynyi
sertlerini kanagatlandyryandygyny gorkezmeli we ¢&-nin degisli bahasyny
tapmaly.

Coziilisi. Gorniisi yaly f(x)=x—x3 funksiya Uzniiksizdir we x anli
bahalarynda  differensirlenyandir. f'(x)=1-3x*>. Onda  Lagranz
formulasynyn esasynda alarys f(1)—f(-2)=0-6= [1— (—2)]f (&) ya-da
f'(£)=-2. Sunlukda, —2=1-3&° we &=+1. Gorniisi yaly &=-1 nokat
Lagranz teoremasynyn sertini kanagatlandyryandyr.

1002. [-11] kesimde  f(x)=arcsin x  funksiyanyn Lagranz
teoremasynyn sertini kanagatlandyryandygyny gorkezmeli we (1) denligi
kanagatlandyryan &—nin bahasyny tapmaly.

Coziilisi. [—1,1] kesimde berlen funksiya {izniiksizdir. f'(X)ontimi
tapalyn

f'(x) =
\/1 X
Oniim (-1,1) aralykda tiikeniklidir we Xx=%1 bolanda bolsa
yokdur. Ol Lagranz teoremasyny ulanmaklyga pdsgel berip bilmeyir, (1)
denligi kanagatlandyryan ¢& nokady tapalyn:
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T
arcsinl-arcsin(-1) 1 E_(_g)_ 1
1-(-1) 1- &2 2 1-&7
Bu yerden taparys:

2 / 4
1-¢* = P G =% 1_?-

Gorniisi yaly (1) denlik iki nokatda yerine yetyir (4/-nji ¢yzgy).

4lnji ¢yzgy

1003. f(x)=x*-2x+3 we g(X)=x’-7x*+20x-5 funksiyalaryn
[1,4] kesimde Kosi teoremasynyn sertlerini kanagatlandyryandygyny
gorkezmeli we &—nin degisli bahalaryny tapmaly.

Cozilisi. f(x) we g(x) funksiyalar [1,4] kesimde iizniiksizdirler we
olaryn f'(x)=2x-2 we @'(x)=3x*—-14x+20 Ooniimleri tiikeniklidirler.
Seyle nem Q'(x) hi¢ bir nokatda nola owriilyin dildir (barlamaly).

Sunlukda, Kosi formulasyny berlen funksiyalara ulanyp bolyandyr.

fa)-f@® _ ')
9@ -9@  9'©)

11-2 262
27-9 3&2-14£+20°
denlemini ¢oziip taparys & =2, &, =4. Sunlukda, (3) formulany
kanagatlandyryan yeke-tik &=2 nokat bardyr.
1004. 3x°+15x—-8=0 denleminin  yeke-tik hakyky kokiinin

bardygyny subut etmeli.
Coziulisi. Denleméanin in bolmanda bir kokiinin barlygy
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f(x)=3x*+15x—8 kopagzanyn tik derejeli kopagzalygyndan gelip
¢ykyar. Denleminin hakyky kokiinin yeke-tikligini tersinden subut edelin.
Goy, deileminin x<x, iki koki bar diyelin. Onda f(x)=3x>+15x-8
funksiya [le Xz] kesimde  Roll  teoremasynyn  ahli  sertleini

kanagatlandyryandyr. Ol {zniiksiz  bolup, ¢etki nokatlarda nola
owrlilyandir we her bir nokatda Oniime eyedir. Onda x <&<X, nokatda

f'(£)=0. Emma f'(x)=15(x*+1)>0. Bu bolsa berlen denleminin yeke-
tak kokiinin bardygyny gorkezyar.
1005. [-1,4] kesimde f(x)=x*-2x+5 funksiya ii¢in Lagranz
teoremasyny barlamaly.
Coziiligi.
f(-)=1+2+5=8, f(4)=16-8+5=13,
TO=TCD _rey—2c-2, 122c-2, c=2, [—1<§<4j.
4—(-1) 2 2
1006. f(x)=Inx funksiya [Le] kesimde Lagranz formulasyny
ulanmaly we &-nin degisli bahasyny tapmaly.
1007. Asakdaky funksiyalaryn degisli aralyklarda Roll teoremasynyn
sertlerini kanagatlandyryanlygyny barlamaly:
a) f(x)= Q/X_2 , [— 1 l] kesimde;

b) f(x)=Insinx, {%%} kesimde.

~2

1008. f(x)=¢* we g(x) :10—62 funksiyalaryn [— 3,3] kesimde
+
Kosi teoremasynyn sertlerini kanagatlandyryandygyny barlamaly

10009. {—%,%} kesimde f(x)=cosx we ¢@(x)=x’ funksiyalar iicin

Kosi teoremasyny barlamaly.

1010. {%, 2} kesimde f(X)=x+ 1 funksiyanyn = Lagranz
X

teoremasynyn sertlerini kanagatlandyryandygyny barlamaly we ¢&-nin
degisli bahasyny tapmaly.

1011 [O, %} kesimde f(x)=cosx we @(X)=sinx funksiyalaryn

Kosi teoremasynyn sertlerini kanagatlandyryandygyny barlamaly we & -nin
degisli bahalaryny tapmaly.
247



1012. Eger f(X)=x(Xx+1)(x+2)(x+3) bolsa, onda f'(x)=0
denleméanin u¢ hakyky kokinin barlagyny gorkezmeli.

1013. f(x)=tgx funksiya {igin [O, 7[] kesimde Roll teoremasynyn
sertlerini barlamaly.

1014. Lagranz  teoremasyny ulanyp  Sin(x+h)—sinx=hcos¢,

(x<&<x+h)  formulany subut etmeli.

1015. [1,2] kesimde f(x)=x*+2 we g(x)=x’-1 funksiyalaryn Kosi
teoremasynyn sertlerini kanagatlandyryandygyny barlamaly we &-nin
degisli bahasyny tapmaly.

§ 2. Teylor formulasy

Eger f(x)funksiyanyn a nokadyn Kkébir etrapynda n+l tertipli

Oniimi bar bolsa, onda etraba degisli islendik x=a Ugin a we X
nokatlarynn arasynda seyle s nokat tapylyp,

n

(k)
(9= B x-a) +r,

formula dogrudyr. Bu yerde

(n+l)() n+1
000 =y (2)

a=0 bolanda Teylor formulasyndan alynyan
f(x)= f(0)+ f'(0)x+ fz(o) x2 4+ f™(0) W4

3!
(n-1) ()
AR LGN
(n=1)! n!

(&£=0x, 0<6<1)
formula Makloren formulasy diyilyar.

1016. f(x)=x>—2x*+3x+5 kopagzany x—2 tapawudyn derejeleri
boyun¢a dagytmaly.
Coziligi. f'(x)=3x*—4x+3, f"(x)=6x-4,
f"(x)=6, n>4 bolsa f™(x)=0.
Onda f(2)=11 f'(2)=7, 1"(2)=8, f"'(x)=6.
Sunlukda,

s =2

XX —2x* +3x+5= 11+7(x— 2)+—( 2)% + 31
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ya-da
X2 = 2x2 +3x+5=11+7(x-2)+ 4(x—2)* + (x - 2)°.
1017. f(x)=1+2x—x*+x> kopagzany x—1 tapawudyn derejelerine

gord Teylor formulasy boyunga dagytmaly.
Coziilisi. Berlen funksiyadan li¢ gezek yzygiderli oniim alalyn:

f'(x)=2-2x+3x*, f"(x)=-2+6x, f"'(x)=6.

Indi bu denliklerde x=1 goyup taparys f(1)=1+2-1+1=3,

f')=2-2+3=3, f"Y=4, f""(1)=6

Onda alarys: 142X —X* +x° =3+3(x—1) +2(x—-1)* + (x-1)°.

1018. f(x)=e"* funksiyany x+1 anlatmanyn derejeleri boyunga
(x+1)° agzany saklayan gosulyja  cenli Teylor formulasy boyunca
dagytmaly.

Cozilisi. VN {igin

£0(x) ¢, f(”)(—l):%.

Onda

2 3 4
ex:l+(x+1)1+(x+1) l+(x+1) l+(x+1) o
e e 2! e 31 e 4!

9

Bu yerde £{=-1+6(x+1), 0<O<1.
1019. f(x)=sinx funksiyany x=0 nokadyn etrabynda Teylor

formulasy boyunga dagytmaly.
Coziilisi. Funksiya iizniiksizdir we erkin derejeli Oniimlere eyedir.

(n)
Teylor formulasyndaky a, :f—|(0) koeffisiyentleri tapalyn:
n!

£ (x) :sin(x+n%).
bu yerde
f™(0) =sin (0+ n%).

Onda eger n=2k (k=0,1..) jibiit bolsa f®)(0)=sinkz=0.
Sonun {iigin Teylor formulasynda bu funksiya iigin jibiit belgili agzalar
yokdur. Eger n tik san bolsa, yagny n=2k-1 (k=1,2,3,...). Onda

f 2D (0) =sin k=1 _ (-,
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Bu bolsa tdak Dbelgili agzalaryn alamatlarynyn  gezeklesip
calysyandygyny gorkezyar

1 1 _1 _ 1
T O TR AT
Sunlukda,
3 5 7 2k—l 2k
sinx=x-—~—+2X X o LX) 2 sing,
31 51 7 (2k —1)! (2K)!

Su yerde &£=6X, 0<6<1.
1020. f(x)=In(1+x) funksiyany Makloren formulasy boyunca

dagytmaly.
Cozilisi. f(0)=In1=0. Belli bolsy yaly
4 (n=1!
f (n) X) = -1 n 1(
()= @+x)"
we

f )= (D" (n-D.
Onda alarys
2 3 9 n
|n(1+X)=X—X—+X__._._|_X__ +( )—1X (1)
2 3 9 n (n+l)
§=0x, 0<O<l.

1021. 0,0001 takyklykda € sanyn yakynlasan bahasyny hasaplamaly.

9

§n+11

Cozillisi. 0<f<1 we 2<e<3 bolany {igin O<e—|<—| we
ni n!
8!>30000. Onda n=8 goyup, alyarys
4

e 3.3 __ 1 _po001

8! 8! 30000 10000
Diymek,

e—(1+1+—= L ..+ ) < £

2! (n +1)I n!

Sunlukda, yalnysy 0,000l-den uly bolmadyk e sanyn kemi bilen
yakynlasan bahasy asakdaky goOrniisdedir:

ez2+i+...+l ya-da €=2,7182.
2! 7!

250



1022.  0,000004 —takyklykda  f(x)=sinx  funksiyanyn  x=10°

bolandaky yakynlasan bahasyny hasaplamaly.
Coziiligi. Ilki bilen gradus olgegini duga Olcegine gecirelin.
2z

7 10="=0,17 we f™(x)=sin x+nZ bolany {igin
360 18 2

f(0)=0, f'(0)=1, f"0)=-1, f7(0)=0, f")(0)=0 sanlar su
tertipde gaytalanyp duryandyrlar. Sona goride Maklorenin formulasynda
yerine goyup alarys (1019 mysala seret):

3 5 7 2n-1 2n-1

sinx:x——+X——X—+...+(—1)”‘l X + sin(9x+(2n+1)£).
31 51 71 (2n-1)! (2n+1)! 2
Bu yerde Sin(9X+(2n +1)%j <1  bolany {i¢in asakdaky densizlik
dogrudyr:
3 5 7 2n-1 2n+1
sin x — X—X—+X——X—+...+(—1)”’l X £| X |
31 51 7 (2n-1)!) " |(2n+1)
Talap edilydn takyklyk iigin n=2 diyip taparys:
&)
3 1a 5
sin | 22 2] |8 08
18 |18 6118 51 51

(bu yerde %zO,l?... drobun yerine 0,2 alnandyr) , ya-da

1 V1 1 (2Y
sinZZ—| Z_=| 2| |<—=| £ | <4-10° =0,000004.
18 |18 618 120110

Gorkezilen takyklyk boyunga taparys:

3
7 _0174533. S (7| —0 000886
18 6 \18

Tapylanlary yerine goyup alarys:
sin—==0,173647.
18

Sunlukda, tapylan yakynlasan bahanyn yalaysy 0,000004-den uly
daldir.
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2 4
1023. cosx zl—%%r% yakynlasan formulada X argumentin haysy
bahalarynda yalnyslyk 0,00005-den uly daldir?
Coziilisi. cosX funksiyanyn Teylor formulasy boyunca dagytmasynyn
4-nji agza cenlisi bilen c¢idklenelin
2 4 6

cosx~1-2 1+ X X cosox, 0<O<1.
21 41 6l

6
Gornusi  yaly, bu meselini ¢dzmek iigin |r,(X)|< ‘ ‘<000005

densizligi ¢ozmek yeterlikdir. Bu yerden |X|<0,575 alynyar.

e
1024, lim SMX XV 1-X

X5

predeli tapmaly.

x—0
Cozilisi. Bu predeli tapmak Ugin galyndy agzany Peanonyn
formasynda anladylan Teyloryn asakdaky formulalaryndan peydalanalyn:

3 5 7 2n-1

. X X n1 X 2n41
SINX=X——F———+ — +o(x*),
TR TR AR T WA
(1+x)’“:1+mx+sz+...+m(m_l)"'(lm_n+1) X" +0(x").
! n!

Bu yerde 0o(x") bilen Xx—>0 bolanda X" gord tiikeniiksiz ki¢i funk-

siya belgilenendir.
3 5

sinx:x—X—+X—+o(x5).
3! 5l
1
= 1 5 1 5
X§1-x* =x (1-x)8 =x (1-=x* —=—x*+0 (x") =x—=x*—=x*+0 (X°) ,
( ) ( 55 72 (x%) 5% 73 (x°)
sinx—x\6/1—x2=%x5+o(x5).
. lx5+o(x5)
sinx—x¥1-x> . g 7

=lim &¥—M =—,
x° x>0 x> 90

Sonun ii¢in Iirrg
1025. Predeli tapmaly.

. 1—,/1+x? cosx
lim 7 )
Xx—0 X
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Coziilisi. Sanawjydaky funksiyalaryn Teylor formulasy boyunga
dagytmasynyn 4 agzasyna cenlisi bilen ciklenelin:
1

im 1+x* cosx im 1-(1+x°)2 cosx

4 4 -

x—0 X x>0 X
2 4
1-|14+% —(1/2) (=1/2) ;s +o(x") +X—+o(x)
. 2 2 2 24
= lim n =
x—0 X
1., s 1, 4
XX ——=x"+0(X") 4
—lim 48 24 = lim F o(f)}l.
x—0 X x>0 | 3 X 3

1026. f(x)=x>—2x*+x*—x*+2x-1 kopagzany x-1 ikiagzanyn
derejelerine gora Teylor formulasy boyunca dagytmaly.

1027. 0,000001 takyklykda f(x)=cosx funksiyanyn X=25° bolandaky
yakynlagan bahasyny hasaplamaly.

1028. 10™° takyklyk bilen sin20° anlatmanyn yakynlasan bahasyny
hasaplamaly.

1029. P(x)=x*"-2x+7x—4 koragzany x-1 ikiagzanyn derejelerine
gord Teylor formulasy boyunga dagytmaly.

1030. P(x)=(x*-2x+3)*> kopagzany x-yn derejeleri boyunca
dagytmaly.

103L. f(x)=xe* funksiyany Makloren formulasy boyun¢a dagytmaly.

1032.  f(x)=sin®x  funksiyany Makloren formulasy boyunca
dagytmaly.

1033. 0,01 takyklykda \/g sanyn yakynlasan bahasyny hasaplamaly.

1034. e~ 2+ 1 + 1 + 1 formulanyn takyklygyny anyklamaly.

21 31 41
Predelleri tapmaly:
. YL1+3x—4/1+2X : “+e -
1035, tim 2+ 2‘/ e 1036, lim & & =2,
x—0 X x—0 X
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§ 3. Lopitalyn diizgiini

Kihalatlarda  funksiyalaryn = predelleri ~ tapylanda  argumentin
ymtylyan bahasyny funksiya goyanymyzda 0/0, oo/o, 0-00, o0—o0,
0°, oo°, 1° gorniislerdiki kesgitsiz anlatmalary alyarys. Su yagdaylarda
funksiyanyn predelini tapmaklyga kesgitsizligin agylysy diyilyér.

L 0/0 we oo/ gorniigdaki kegitsizliklerin agylysy.

Lopitalyni birinji diizgiini. Eger (a,b) aralykda kegitlenen we dif-
ferensirlenydn f we @ funksiyalar

L limf(x)=limg(x)=0;

2. VXe(a b) t¢gin g'(x)=0;

3. lim——= F'(x) =k predel bar.

x>a () (X)
sertleri kanagatlandyryan bolsalar, onda lim ;EX; predel hem bardyr we
lim— ) _jim 100

2 g()g =2 g'(x)
Lopitalyn ikinji diizgiini. Eger (a,b) aralykda kegitlenen we diffe-
rensirlenydn f we @ funksiyalar

L lim f(x)=limg(x)=oo;
2. Vxe(a,b) igin g'(x)=0;

3 tim 0y
x-a (X)
sertleri kanagatlandyryan bolsalar, onda lim E ; predel hem bardyr we
g(x
lim 09 _ jip 109

x—a g(x) x—a g’(x) )
1037. >0 bolanda lim In_ax predeli tapmaly.

X—>00 X

Coziiligi.
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3
1038, lim X| -

L predeli tapmaly.
nx

Coxziilisi. Iinl1(x3—1)=0 we limInx=0

bolyanlygyna gord 0/0 gorniisdaki kesgitsizligi alarys. U¢ sert hem yerine
yetyandir.

(x*-1)'=3x* (Inx)’ _L
X

3-nji serti barlap gorelin:

] 2
lim 1+ ) _ i 3% _ 5.
x—1 ¢)'()() X—1 1
X
Sunlukda,
3_ 3_ ’
lim X1 jim (X214

1 Inx  wea (Inx)
X2
1039. Iim5—X predeli tapmaly.

Cozillisi. f(x)=x"we g(x)=5" funksiyalar {iicin f'(X)=2x we
g9'(x)=5"In5 Oniimlerin gatnasygy oo/oo kesgitsizligi anladyar hem-de ol

ontimler islendik aralykda lopitalyn sertini kanagatlandyryandyr.
Sunlukda,

lim ) iy @y 2
X—>0 g”(x) X—® (5X|n5)' x—o 5%|n®§H

Sonun {i¢in
. X .
lim —=lim —
x>0 § X—>%0 (5 )”
1040. Lopital diizgiinini ulanyp
e —e
im ————
x>0 In(1+X)

ax -2ax

predeli tapmaly.

Cozillisi. Goy f(x)=e*—-e?* we g(x)=In(1+Xx) bolsun.
Onda

Iirrol f(x)=1-1=0, Iirrol g(x)=1In1=0.

Xx=-1 nokady Oziinde saklayan x=0 nokadyn etrapynda f'(X) we
g'(x) Oniimler bardyr.
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g'(x) =i¢o ,(x>-1).
1+x
Oniimlerin gatnagygynyfl predeli bardyr

ax —2ax
imt ) _jjp3eT+2ae T o
x>0 (X) x»O 1
1+x
Diymek, Lopital diizglinini ulanyp bolyandyr
e —e? . ae®™ +2ae
im———=lim———— =3a.
x-0 In (]_+ X) x—=0 1
1+Xx
1041. Predeli tapmaly:
sin 3x*
x>0 Incos(2x? — x)
Coziiligi.
sin3x° .m—6xcos?,x2 -cos(2X* —X) _

im =i .
0 Incos(2x” —x) =0 (4x—1)sin(2x* —x)

. €0S3x%-cos(2x* —X) . X
=—6lim lim— 5 .
X0 (4x-1) x>0 5in(2X° — Xx)
Birinji kopeldijini hasaplamak ansatdyr, ikinji kopeldiji bolsa 0/0
gorniisdaki kesgitsizlikdir. Onun predelini Lopitalyn diizgiini boyunga
tapalyn:

c0os3x” - cos(2x” -X)

—6lim
x>0 4x -1 -0 sin(2x> —x)
=—6- EI 1 =6- 1 =—06.
-1 o (4x—1)cos(2x* — ) -1.1
1042. Predeli tapmaly:
T
~— —arctgx
lim .
X—>+00 |n(1+i2)
X

Coziilisi. Bu yerde bu 0/0 gorniisdaki kesgitsizlik alynyar. Gorniisi
yaly lopitalyn sertleri yerine yetyidndir. Sonun iigin
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T 1
= _arctgx 97 arctgx —
lim = lim r=lim — 1+X o~ =
X— |n(1+ zj X—>00 1 xa+oo'(_j
In| 1+ 3
X2 1+ 12 X

Sunlukda, Onumlerin gatnasygynyn predeli oo dendir. Sonun igin
predel hem oo dendir.
Lopitalyn diizgiininden peydalanyp predelleri tapmaly:

1043, lim 312X 1044, lim9X~X
x>0 3x x-0 5in X — X
2
1045, lim 222X, 1046. lim—nd+X)
x>0 2X X—® V/a
In ( - arctng
2
1
3/ X2 _
1047, lim 22X+ 1048, lim—° 1 |
x>-1./2 4 X + X x>0 2arctg X* — 7
e -1 . 1-x
1049. lim 1050. lim———.
x->0 X x—1 . X
1-sin—
10SL [jm 19X =SINX 1052, lim 9%
x=>0 X —SIn X — tg5x

2. 0-0 we oo—oo gorniisdiki kesgitsizliklerin agylysy.
Goy Ilimf(x)=0 we limg(x)=+cw bolsun. Onda
X—a Xx—a

(9 gy=" D= %0.

90 f

denliklerin esasynda 0-o0 gornilisddki kesgitsizlikden 0/0 ya-da oo/oo
gornlisddki kesgitsizlik alynyar.
Eger Ilimf(x)=0 we limg(X)=ow  bolsa,
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f(x)—g(x){ L1 }: -
g(x) f(x) ] f(x) 9(x)
denligin esasynda oo—oo gornlisdiki kesgitsizlikden 0/0 gorniisdaki
kesgitsizlik alynyar.
1053. Predeli tapmaly:
limx*-Inx.

x—0

Coziilisi. Su yerde IirTg)X“:O, a>0 we liminx=oco.
X—>

x—0

Bu mysal 0-c0  gorniisdaki kesgitsizlige degislidir

1
) . Inx . Y . Xt
lim x“ Inx = lim—— =lim —*— = lim=—=0, (a > 0).
X—>+0 x—0 1 x>0 —gy X 4T x>0 —¢y

X(Z

1054. lim (x—%}-tgx.

Vi
X—>=
2

Cozilisi. Bu yerde

. VA . T T
lim{ x—=|=0, Ilimtgx=o0, X—— |tgx=| Xx—— |:ctg X
X—/Zl[ Zj xe%g ” ( 2)9 ( ZJ ]

anlatma X—)% bolanda 0/0 gorniisddki kesgitsizlikdir.

Lopitalyn diizgiinini ulanalyn:

(7 oz
Iim(x—zjtgx:lim 2 _jim %) _jim —L .
x> T CtgX  «r o (ctgx) xuE 1

2 2 2 2 — 7
SIn”™ X

b) Eger berlen funksiyany

7
X—— [tgx=tgx:
(x-%Jwx-1g

gornlse oOzgertsek, onda X —)% bolanda oo/oo gorniisdaki kesgitsizligi

X ——
2

alyarys. Lopitalyn diizgiinini ulanalyn:
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1

' 2 _ 2
im 9% — i {9 _ jiy _cosTx__ =—|in;—(xco’:2/f) -
x—>E ><—>E 1 x—>E_ > X—
X—rl2 X—7]2 (x-x12)
i M2 2x=ai2) L 2Ax-w)2)
x->zl2 (coszx)’ x>712 2008 X(—=SinX) *>7/2  sin2X

_ lim 2(x-ml2)" lim 2
x>r/2 (sin2x)"  x->7/2 200S2X
1055. Predeli tapmaly:

Cozilisi. Su yerde lim==w, lim———=on,
) x—0 X x—0 @* -1
Yagny oo—oo  gorniisddki kesgitsizligi alyarys. Funksiyany oOzgerdelin:

1 1 e -1-x

X e’ -1 x(e*-1)

Onda alarys:
. (1 1 e =1-x . (e*-1-X)
lim =- =lim =lim —
-0 x(e*=1) x>0 [x(e* =1)]
TP ST AN TN
x>0 ¥ —1+xe* x>0 (e* -1+ xe*)" x>0 2e" + xe*
1056. Predeli tapmaly

1
>

Cozillisi. Bu yerde oo—oo gorniigddki kesgitsizlik alynyar. Ony
ozgerdip 0/0 gorniisddki kesgitsizlige getirelin we Lopital diizgiinini
ulanalyn

1 1 1

- = (x=1-Inx);
Inx x-1 (x-1)Inx
-1
Iim(i—iJ:IimM:Iim X im(x=D)T
i\ Inx x=1) ©1[(x=1Inx] x1 Inx+X_1 -1 (xIn X+ x—1)’

X
1 1

m—— ==,
-l Inx+1+1 2
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1057. Predeli tapmaly:
lim(secx—tgx).

X—>=
2

Coziilist:
lim(secx —tg x) = lim 225X _ i Z695X

¥ «Z  COS X X —Sin X
2 2 2

Asakdaky predelleri tapmaly:

(1 5 1
1058, le—rg(x—3_x2—x—6j' 1059. |Hl{2(1 NS f)}'

1060. lim (In x—~/x). 106L lim (i—ij
X—>+0 x>+o\ InxX  ln X

1062. lim (iz—ctgzxj. 1063. Iirrg[ln(1+sin2x).ctgln2(1+x)].
X—+o | X X—>

1

1064. lim (a* -1)x, (a>0). 1065. lim(1-cosx)ctg x.

1066. Iirq(l—x) tg%x. 1067. Iingarcsin X - Ctg X.

3. 0° oo, 1° gorniigddki kesgitsizlikleriii agylysy.

Goy, y=[f(x)]?® anlatma X argumentin @ den bolan hususy
bahasynda 0°, oo°, 1 kesgitsizliklerin bir gorniisini kabul edyir diyelin.
Onda berlen funksiyany logarifmirlemek arkaly Iny=¢(x)-In f(x)
gornlise getirmek bolar.

Bu bolsa ozal seredilen 0-oo gorniisdaki kesgitsizlikdir. Sona gora-de,
belli usul bilen limIny tapyp, logarifmin kesgitlemesinden peydalanyp
alarys:

Iimy:elnlimy.
1068. Predeli tapmaly:
le_r)rg Xsinx

Coziilisi y=x bilen belgilap taparys:

. 1
Iny=sinx-Inx=Inx:——, liminy =lim(Inx: —)—
sin x x—>0 x>0 sin x
1, cosx _sin®x sinx sinx
=—lim =—lim =—lim ——=-1.0=0.

0 X sin®x x>0 X COSX 0 X COSX
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Sunlukda,
Inlimy=0, limy= e’ =1 ya-da lim X =1,
1069. Predeli tapmaly:
limx*

x—0

Cozillisi. y=x" bilen belgilap taparys:

1
Iny =xInx, limin —Iimxlnx—limlnx—lim x =—limx=0
y_ ’xao y_xao _an 1 _x—>0 1 - x—0 N
X x?
Sunlukda, Iirrgy:eO:l we Iingxle.
1070. Predeli tapmaly:
Iim(l)tgx.
x=0 ¥
l tgx
Coziilisi. y= (—j bilen belgildp taparys:
X
Inl
= L,
Iny:tgx-lnlzlni:ctgx, liminy = lim X _im2M X _g,
X X X—>

x—0 Ctg X x=0 X

1 tg x
Onda, Iingy:eozl, Iim(—j =1.

x—=0\ X

1071. Predeli tapmaly:

- (1Jsinx
lim = .
x—=0{ X

Coziilisi. Bu yerde oo® gorniisdiki kesgitsizlikdir. Goy

y=(—j bolsun. Onda Iny=sinx~|nl we
X X

1

) . 1 .. —Inx .. Ty . sin®x
limlny =limsinx-In==1im =lim X_ —lim =0.
x—0 x—0 X x—0 1 x—0 COS X x=0 X COS X

sin x sin® x

Sunlukda, limy = e’ =1.
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1072. Predeli tapmaly.

. 1Y
Ilm(ln—j .
x— 0+ X

Cozilisi. Bu yerde lim In£—+oo Sonun iigin bu oo® gdrniisdiki

x—0+ X
N , 1Y
kesgitsizlikdir. Goy y:(ln—j bolsun. Onda
X

1

Inin=

lim—X
x—0

1 lim xInIn=
Iny=x-Inln=, I|m(In—) =" X=g X
X

X—0+

t== ornuna goymany ulanalyn. Onda X—>0 bolanda, t— +o
X

we
InIn1
. v .. Inln . (Inlnt)" . 1
lim lelm—t:hm( t)—llm

x—0 to>+o  t t—>+00 t' t>+ot|nt

X

=0.

Sunlukda, I|m(In—) =e’ =1.

x—>0+

1073. Predeli tapmaly.

1

limx x1,

x—1

1
Cozilisi. Bu yerde 1" gorntsdiki kesgitsizlikdir. X ** funksiyany
Inx
ex?  gOrniisde yazsak, onda derejinin gorkezijisinde kesgitsizlik alynyar.
Lopitalyn diizgiininden peydalanyp sol predeli tapalyn.
1

lim—— Inx =lim—= (Inx)’ =limX —|Im1:1
x>l x—1 x>0 (X—l) x-1 ] x—>1 X

Sonun esasynda
1 Inx oy Inx
x-1

=limexl =e~1xl =gl =¢g,

x—1 x—1

1074. Predeli tapmaly:

lim x*

- 2
limcosx®™*,

x—0
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Iimcos Xctgzx :eli_rg(CtQZx-lncosx) _ elmcos x)l(m o _
x—0
—4}4—§nx
1li OM lim COS X 1
e sin®x) _ @x-02sinXcosX — @ 2
1075. Predeli tapmaly:
1
. (sinXx )
lim| ——
X—0 X
Coziilisi.
[
| sin x X (sin xj
n AT R
. . . sinx X
liminy =lim—X*— = lim>4/—~ % 7 —
x—0 x>0 X x—0 2X
XCOSX—SIiNnX X
. 2 i . XCOSX—SIiNX ,. COSX—XSinX—CosX
=lim X SINX _ Jjm == = lim——— -
x—0 2X x>0 2X°sIn X x=0 4XSIn X+ 2X° COS X
sin x
) 1 1
=lim X = =—_
x>0 SINX 442 6

Coziilisi. Bu 1° gorniisdiki kesgitsizlikdir.

Incos x

4——+2C0SX
X

1
1
Diymek, IIm(Sij =e 5.

X
x—0
Predelleri tapmaly:
1076. qul_(l—x)'”x. 1077. Ilmx
X 1
1078. Iirq(l—x) 2, 1079. lim x*.
1 L
1080. lim (1—x) "x. 108L Iirp[ln(x+e)]X.
i séx
1082. lim(1—sin® x) ™. 1083. lim :
X—)O( ) X%O(Z_ﬁ_,/g_}_ j
. X%z . o
1084. Ilm(Z——j : 1085. Img(cosmx)X.
X—a a X—
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IX BOLUM
DIFFERENSIAL HASAPLAMALARYN FUNKSIYANY
DERNEMEKDE ULANYLYSY

§ 1 Funksiyanyn birsydyrgynlyk nysanlary

Eger a nokadyn kabir etrabynda kesgitlenen f funksiya iigin 6 >0
tapylyp, |AX|<§ bolanda funksiyanyn a nokatdaky Af = f(a+Ax)—f(a)

artdyrmasy {g¢in (;i>o (i—f<0j bolsa, onda f funksiya a nokatda
X X
artyan (kemelyian) funksiya diyilyar.

I-nji teorema. Eger f funksiya a nokatda differensirlenydn bolup,
f'(a)>0 (f’(a)<0) bolsa, onda ol funksiya @ nokatda artyar
(kemelyar).

2-nji teorema. (@, b) aralykda differensirlenyan f funksiyanyn sol
aralykda kemelmeydn (artmayan) bolmagy tigin (a,b) aralykda
f'(a)>0, (f’(a)SO) bolmagy zerur we yeterlikdir.

2. Funksiyanyn ekstremumy. Goy f(X) funksiya X=X, nokady 0z
icine alyan kesimde kesgitlenipdir diyelin. Onda

1) Eger kiabir 6>0 san iicin |AX|<5 densizligi kanagatlandyryan
hemme Ax-—ler igin f(X,+Ax)— f(X,) <0 densizlik yerine yetse, onda
X=X, nokada f(x) funksiyanyn maksimum nokady diyilyar.

2) Eger kdbir 6>0 san ugin |AX| <6 densizligi kanagatlandyryan
hemme Ax—ler iigin f(X,+AX)— f(X,)>0 densizlik yerine yetse,
onda X=X, nokada f(x) funksiyanyn minimum nokady diyilyér.

f(x) funksiyanyn maksimum nokadyndaky bahasyna  f(X)
funksiyanyn = maksimumy, minimum nokadyndaky bahasyna bolsa,
funksiyanyn minimumy diyilyar. Funksiyanyn maksimum we minimum
nokatlaryna onun ekstremum nokatlary diyilyar.

Ekstremumy tapmaklygyn birinji dizgiini. f(x) funksiyanyn
ekstremumyny tapmak iicin ol funksiyanyn Oniimini tapyp, nola
denlemeli. Sonra, f’(x)=0 denlemanin kokleri we funksiyanyn Oniiminin
yok nokatlary tapylyar. Sol nokatlaryn hemmesi f(x) funksiyanyn kritiki

nokatlary bolyar. Eger x argument X, nokatdan gegende f'(X)
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alamatyny gosmakdan ayyrmaga tytgetse, onda berlen f(x) funksiya
kritiki nokatda maksimuma eyedir, eger f'(X) alamatyny ayyrmakdan
gosmaga lytgetse, onda f(X) sol kritiki nokatda minimuma eyedir. Eger
X argument X, nokatdan gegende f’(X) alamatyny iytgetmese, onda
sol kritiki nokatda f(X) funksiyanyn ekstremumy yokdur.

Ekstremum tapmagyn ikinji dizglini. Goy, X, nokatda f(X)
funksiyanyn ikinji tertipli Oniimi bar bolup, f'(x,)=0, f"(x,)=0
bolsun. Onda f"(x,)<0 bolanda X, nokat funskiyanyn maksimum
f"(X,) >0 bolanda bolsa minimum nokadydyr.

Ekstremum tapmagyn {g¢lnji diizgiini. Goy, f(x) funksiyanyn X,
nokatda n—nji tertipli ontimi bar bolup,
/()= T"(X))=...= T V(x,)=0, f™(x,)#0 bolsa, onda n tik san
bolanda, f(x) funksiyanyn X, nokatda ekstremumy yokdur, eger n
jiibiit san bolup f™(x,)<0 bolsa, onda f(x) funksiya X, nokatda

maksimuma, eger-de f™(x,)>0 bolsa, onda f(x) funksiya sol nokatda

minimuma eyedir.

1086. yzéx5 —%XS funksiyanyn artyan we kemelyin aralyklaryny
tapmaly.

Coziilisi. Funksiyanyn Onlimini tapalyn:

y =x"—x°.

x*—x*=0 denlemini ¢bziip, Oniimin nola oOwrillyin nokatlaryny
tapyarys: X, =-1, X,=0, X,=1. Belli bolsy yaly Yy’ oniim alamatyny
dine su nokatlardan gecende yiitgedip biler. Sunlukda, biz asakdaky
aralyklary aldyk: (-0, —1), (-1, 0), (0,1) we (1, +o). Eger Xx=-2 bolsa,

y'(-2)=12>0 we funksiya (—oo,—1) aralykda artyandyr. Eger x=—%
bolsa y'<0. Seyle hem (-1,1) aralykda y'<0. Diymek, (-1,1) aralykda
funksiya kemelip, (1, +o0) aralykda bolsa artyar.

1087. y=1-4x—x* funksiyanyn artyan we kemelyin aralyklaryny
tapmaly. )

Coziilisi. Oniimi tapalyn: y'=—-4-2x; —-2x—-4=0 denleméni ¢oziip
taparys: X=-2. Sunlukda, biz (-o,—2), (-2,0) aralyklary aldyk:
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(-o0,—2) aralykda f’(X)>0 we funksiya aryandyr, (—2,00) aralykda
bolsa, funksiya kemelyar.
1088. f(X)=x*—2x+5  funksiyanyn artyan we  kemelyin

aralyklaryny tapmaly.
Coziilisi. Oniimi tapalyn:
f'(X)=2x-2=2(x-1).

Bu yerde x=1 bolanda, f'(})=0. Sunlukda, san okunda (-o0,1)
we  (1L,+o) aralyklary aldyk. —oo<x<1 bolanda f'(X)<0 we (—0,1)
aralykda funksiya kemelyédndir. Eger 1<Xx<oo bolsa, f'(x)>0 we
berlen funksiya (1+o0)aralykda artyandyr (42-nji ¢yzgy).

42-nji ¢yzgy

1089. y=x*-3x*+1 funksiyanyn artyan we kemelyin aralyklaryny
tapmaly.

Cozillisi. Oniimi tapalyn: Y =3x*—6x, 3x*—6x=0 denlemini
¢ozlip, X, =0, X, =2 nokatlary taparys.

Sunlukda, biz (-,0), (0,2), (2,) aralyklary aldyk. Gornisi yaly
(-0,0) aralykda, (2,00) aralykda, Y’ ©6niim noldan ulydyr. Diymek, su
aralyklarda funksiya artyar. (0,2) aralykda bolsa, f'(x) funksiya noldan
kicidir. Diymek, bu aralykda funksiya kemelyar.

1090. yzﬁ funksiyanyn artyanlygyny ya-da kemelyénligini

kesgitlemeli.
Cozilisi. x=-2 nokat iizilme nokatdyr we X=#—2 bolsa

<0.

YT T2y

Sunlukda, (—oo, —2), (—2, oo) aralyklarda funksiya kemelyar.
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1091. f(x) =3§/? —x* funksiyanyi artyan we kemelyin aralyklaryny
tapmaly.
Coziilisi. Bu funksiya ii¢in

1
f'(x)= 2(% = xj,
f'(x)=0 ya-da Z(L—Xj
3x
Bu denlemini c¢oziip, onun Xx=41 kOklerini alarys. Ondan basgada
x=0 nokatda f'(X) Oniim tiikeniksizlige dendir. Sunlukda, biz
(-©,-1), (-L0), (0,1) we (L) aralyklary aldyk. (-, -1), (0))
aralyklarda f'(x)>0 bolyanlygy {i¢in funksiya artyar. (-1,0), (1, oo)

=0.

aralyklarda f'(x) <0 bolyanlygy {icin funksiya kemelyar.
Funksiyalaryn kemelydn we artyan aralyklaryny tapmaly.

1092. y=1-6x—X’. 1093. y=(x+4)°.
X X
1094. y=—. 1095y =————.
V=32 = 6x-16
1096. y=xInx. 1097. y =2

1098. y=2x>+3x*-12x+1 funksiyanyn (-2,1) aralykda kemelyin
funksiyadygyny gorkezmeli.

1099. y=+/2x—x*> funksiyanyn (0,1) aralykda artyandygyny, (1,2)
aralykda bolsa kemelyédndigini gorkezmeli.
1100. y = arctgx — x funksiyanyn  kemelydn  funksiyadygyny
gorkezmeli.
_sinx

0. y=——  funksiyanyn (O,%j aralykda kemelyédndigini
X

gorkezmeli.
1 2

1102. y=(x-1)3(x—2)® funksiyanyn ekstremum nokatlaryny tapmaly.

Coziilisi. Funksiyanyn Onlimini tapalyn:
2

(%) =%(x—l)"2*(x—2)~'2* +§(x—1)é(x—2); = _(X‘Z)sz +
3(x-1)°
N 2(X—1)% _(x=2)+2(x-1) _ 3x-4

3(x—2)% 3(x—1)3(x—2)3 3(x—1)5(x—2)%
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4
X_i

£/(x) = B R
(x=D?(x-2)*

Bu yerden taparys: f(gj:O. X=1 X=2 nokatlarda bolsa berlen
funksiyanyn oniimi yokdur. Diymek, berlen f(X) funksiya igin

X, =1, X, =—, X, =2 nokatlar kritiki nokatlardyr.

N oW

Goy, >0 erkin kigi san diyelin. Onda f'(l-¢)>0, f'(l+&)<0

Diymek, Xx=1 nokat f(x) funksiyanyn maksimum nokadydyr.
f ’(%— gj >0, f '(% + gj <0. Diymek, x :% nokatda f(X) funksiya

maksimuma eyedir.
f'(2-¢)<0, f'(2+¢)>0.

Sunlukda, x=2 nokatda funksiya minimuma eyedir (43-nji ¢yzgy).

43-nji ¢yzgy

1103. Funksiyanyn ekstremum nokatlaryny tapmaly
y=x"+2.

Coziilisi. Funksiyanyn Onlimini tapyp nola denldp, kritiki nokady
taparys: )

y'=2x, X=0. Oniimin alamatyny Xx=0 nokadyn ¢epinde we
sagynda barlap gorelin. Mysal {igin  x=-1, y'(-1)=2-(-1)=-2<0.
Gorniisi yaly Xx=0 nokatdan ge¢ilende Oniim alamatyny ,—“ dan ,+“-a
tytgedyiar. Diymek, x=0  bolanda funksiya minimuma eyedir (44-nji
cyzgy).
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y@D=2>0, y0)=2.

44-nji ¢yzgy

1104. y= % x® —2x°+3x+1 funksiyanyn ekstremumyny tapmaly.

Coziilisi. Funksiyanyn oniimini nola denldp, kritiki nokatlary tapalyn:
y =x* —4x+3, x> —4x+3=0, X =1 X =3
y' funksiyany ozgerdip yazalyn: y'=(x-1)(x-3).

Eger x<1 bolsa, (x=0),y >0. Eger-de, 1<x<3 bolsa (x=2),

y'<0. Diymek, x=1 nokatda funksiya maksimuma eyedir. Seyle hem,
Xx>3 bolsa (x=4), y'>0. Diymek, x=3 nokatda funksiya minimuma
eyedir. Olary tapyp funksiyanyn takmyny grafigini guralyn:

7 .
y(@) =3 Y3 =1 (45-nji ¢yzgy).

45-nji ¢yzgy

1105. Funksiyanyn ekstremum nokatlaryny tapmaly.
y =(x-5)e*.
Cozilisi. y'=(x-5)'e" +(e*)'(x—5)=e"+e*(x—5) = e*(x—4),

e*(x-4)=0, e*#0, x-4=0, x=4. Gornisi yaly (—oo,4)
aralykda ontim noldan kigi bolup, (4,) aralykda bolsa noldan ulydyr.
Diymek, x=4 funksiyanyn minimum nokadydyr.

1106. Funksiyanyn ekstremumyny tapmaly.

y=1-3/(x-2)*.
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e, 4 < 4

Cozilisi. y' = 5(X 2) ° = 52

Oniim hi¢ bir nokatda nola owriillmeyir. Ol dine X=2 nokatda
yokdur. Sol hem kritiki nokatdyr. Gorniisi yaly, (—o0,2) aralykda Oniim
noldan uludyr, (2, ) aralykda bolsa ©niim noldan kigidir. Diymek,
X =2 nokatda maksimuma eyedir. y(2) =Y, =1.

1107. Funksiyanyn ekstremum nokatlaryny tapmaly.

f (X) =sin X+ COSX.
Cozilisi. f'(x)=cosx—sinx; cosx—sinx=0 denlemidni ¢ozelin:

1-tgx=0, tgx=1, X:%. Eger X<%, mysal {iicin X=0 bolsa

f'(0)=cos0—-sin0=1>0. Eger x>%, mysal {igin x=% bolsa

fr|Z =COS£—Sin£:1—£<O. Diymek, x=" funksiyanyn
3 3 3 2 2 4

maksimum nokadydyr.
1108. Funksiyanyn ekstremum nokatlaryny tapmaly.

y = xe”.
1109. Olgegleri 24x24 sm* bolan kagyz berlen. Onui her bir

bur¢gundan den kwadratlary kesip ayryp, onun gyralaryny epip, kagyz
gabyny yasamaly. Kesilen kwadratlar ndhili ululykda bolanynda gabyn
kop sygymly bolyandygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Meselanin sertine gord AB =24sm, AD =24sm.

Kesilen kwadratyn taraplaryny X bilen belgilalin (46-njy ¢yzgy).

46-njy ¢yzgy

Onda yasalan gabyn beyikligi X, esasynyn taraplary bolsa, 24—2x
bolar. Gabyn gowrimi
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V(X) = x(24-2x)*

den bolar. Gabyn kop sygymly bolmagyny kesgitlemek iigin, su V(X)
funksiyanyn in uly bahasyny tapmaly.

Bu meseldni matematikanyn dilinde seyle aytmak bolar.

V(x) funksiyanyn [0,12] kesimde in uly bahasyny tapmaly. Onun
onimini nola dénlap alarys:

V'(x)=(24-2x)(24-6x)=0, x=12, x=4.

Gorntisi yaly X=4 nokat [0,12] kesimin icinde yerlesyar.

funksiyanyn =~ X=0, X=4, x=12 nokatlardaky bahalaryny tapalyn:
V(0)=0, V(4)=1024, V(12)=0.

Sunlukda, kesilen gabyn kop sygymly bolmagy iin, kwadratyn

tarapy 4 Sm bolmaly.

1110. Suwarys kanalynyn denyanly trapesiya menzes formasy bar
bolsun. Onun Kigi esasy bolsa gapdal taraplaryna den diyelin. Onda gapdal
taraplary nahili yapgyt bolanlarynda kanalyn kesigi in uly sygyma eye
bolar?

Coziilisi. Trapesiyanyn kigi esasyny X bilen, meydanyny S we
yapgytlyk burguny bolsa « bilen belgildlin (47-nji ¢yzgy).

47nji ¢yzgy

Meseldnin sertine gord, |AB|=|AD|=|BC|=x. ABCK-dan taparys:
|BK|=xcosa. Onda |CD|=x+2xcosa.
Trapesiyanyn  beyikligi |CK| =Xsin@. Trapesiyanyn meydanyny
hasaplalyn:
s_ |AB|+|DC]| JoK| = x+x+§xcosw

> xsina = x*(1+cosa)sina

S=S(a) meydanyn in uly bahasyny tapmak i¢in, onun (O,%J

aralykdaky kritiki nokadyny tapmaly we su funksiyanyn sol nokatlardaky
bahalaryny we kesimin uglaryndaky bahalaryny tapmaly. Ontimi tapalyn:
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S'(@) =x*[(L+cosa)'sina + (1+cosa) (sina)'] = x*(2cos® a + cos a —1).
Oniimi nola denlip, denlemini c¢ozelin:

1
2cos’ a+cosa—1=0, cosay ==,  cosa =-1.
. , T
Bu yerden, alyarys: ¢ :i§+2n7r, a,=r+2nrx.

Gorniisi yaly 0‘1:% nokat (0,%) aralyga degislidir.

S(ay) = S(%): X (1+cos%jsin%=¥x2, S(0)=0.

S(%)z x*. Tapylanlary denesdirip, S(a) funksiyanyn o =%
bolanda in uly bahany alyandygyny goryiris. Sunlukda, yapgytlyk burgy
60° bolanda kanalyn kesiginin sygymy in uludyr.

111. Suw gémisinin bir gije-giindizde yakyan yangyjy iki bolekden
ybarat. Onun bir bolegi hemiselik a bolsa, beyleki bolegi tizligin kubuna
proporsional bolup artyar. Suw giamisiniii yangyjy has tygsytly sarp edyéan
tizligini kesgitlemeli.

Coziilisi. Meseldnin sertine gord, bir gije-glindizde sarp edilydn
yangye a+k&. (K —proporsionallyk koeffisiyenti). Seyle hem bir gije-
glindizde gami 24-9 uzaklygy gecer. Onda 1km aralygy ge¢mek {iicin

_a+kd’

249
yangyc sarp edilydr. Baglangy¢ tizlikde bu funksiya iizniiksiz daldir. Ol
bizi gyzyklandyrmayar. Oniimi tapalyn:
3
P _ 2k 9 : a
249
P'=0 denlemeni ¢dziip, 6niimin nola dwrillydn nokadyny tapalyn:

kP —a=0 =3
V2K

Su nokadyn c¢epinde Onumin bahasy noldan ki¢i, sagynda bolsa
noldan ulydyr Diymek, P funksiya su nokatda minimuma eyedir.

Sunlukda, gdminin has amatly tizligi 19=31/% dendir.
Asakdaky funksiyalaryn ekstremum nokatlaryny tapmaly.
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1R, y=6x>-x* 3. y=2x>-3x*+1.
m4. y=2x*-6x>-18x+1. 15 y=3x*-3x*+8

1+3x
6. y=——. m7. y=x-In(1+x).
V4 +5x?
8. y=x—In(1+x%). Hw.y:(ﬁ—ZMJnx—gﬁ+4x
2 3
120, y= x>, L y——
X+3 (x—=2)(x+3)

1122. Berlen konusyn iginden in uly gowrumli silindr ¢yzmaly.
1123. Gowriimi 32m® bolan basseynin diiybiinin formasy kwadrat

bolsa, onun diiybiini we gapdallaryny mermerlemek {i¢in in az mermer
gerek bolar yaly onun Olgeglerini kesgitlemeli.

1124. Kopeltmek hasyly in uly baha eye bolar yaly 100 sany iki
sanyn jemi gornilisinde yazmaly.

1125. Togalak agagdan zynyndysy az bolar yaly edip dortgyran piirs
kesmeli.

§ 2. Giibercekligi bilen yokarlygyna we asaklygyna
ugrykdyrylan egri ¢yzyklar. Epin nokatlar

Goy, X=X, nokatda f’'(X,) Oniimi bar bolan f(x) funksiya berlen
bolsun. Diymek, sol egri ¢yzyga M(X,, f(X,)) nokatda gegirilen galtagsma
bardyr.

Eger absisalary X, nokadyn [XO -0, X, +5] etrapynda bolan egri

¢yzygyn hemme nokatlary sol egri ¢yzyga M, nokatda gecirlen
galtasmadan yokarda (asakda) yerlesen bolsalar, onda egri ¢yzygyn
giibergekligi asak (yokaryk) ugrukdyrylan diyilyér.

Eger egri ¢yzyk nokadyn c¢epraginde giibergekligi bilen bir tarapa
yiizlenip, sagragynda beyleki tarapa yiizlenen bolsa, onda M (X, f(X,))
nokada egri ¢yzygyn epin nokady diyilyar.

Eger f"(Xx,)>0 bolsa, onda egri ¢yzyk Oziinin giibercekligi bilen
asaklygyna yiizlenen, eger-de f"(x,) <0 bolsa, onda egri ¢yzyk oOziinin
giibergekligi bilen yokarlygyna yiizlenendir.

Eger X, nokadyn etrapynda f”(x) Oziinin hemiselik alamatyny

saklamasa, yagny funksiyanyn ikinji oniimi X, nokadyn istiinden gegende
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alamatyny iytgetse, onda M(X,, f(X,)) nokat f(X) funksiyanyn
grafiginin epin nokadydyr.

1126. y=f(x)=x* funksiyanyn epin nokatlaryny we giiberceklik
ugurlaryny kesgitlemeli.

Cozilisi. f'(x)=3x*, f"(x)=6x. Onda f"(0-&)<0, f"(0+&)>0.
Diymek, Xx=0 funksiyanyn epin nokady bolup, funksiyanyn grafigi bu
nokadyn cepinde giibercekligi yokaryk, sagynda bolsa asakdyr.

1127. f(x)=x"-2x>+1 funksiyanyn grafiginill epin nokatlaryny we
guberceklik ugurlaryny kesgitlemeli.

Coziiligi.

f'(x)=4x®-6x*, f"(x)=12x*-12x=12x(x-1),
f"(x)=0, x =0,x,=1.

Indi su nokatlaryn yeterlik golayynda f”(X) Oniimin alamatyny
barlalyn:

f"(0-¢)>0, f"(0+¢) <0, f"(1-£)<0, f"(1+&)>0

Diymek, bu nokatlar funksiyanyn epin nokatlarydyr, Xx=0 nokadyn
cepinde egri ¢yzygyn giliber¢ekligi asakdyr, sagynda bolsa yokarykdyr.
x=1 nokadyn ¢epinde giiberceklik yokaryk, sagynda bolsa asakdyr.

1128. f(x)=sinx funksiyanyn giiber¢eklik aralyklaryny kesgitlemeli.

Cozilisi. f'(x)=cosx, f"(x)=-sinx bolyandygy ligin
(2kz, (2k +1) ), (k=1,2...) aralykda f"(X)<0 we ((2k -1z, 2kx)
aralykda bolsa f"”(x)>0. Diymek, sol aralyklarda funksiyanyn grafigi
degislilikde yokaryk we asak giliber¢ekdir.

1129. y=%/x+2 funksiyanyn grafiginil epin nokadyny tapmaly.

Cozilisi.

-2

93/(x+2)°
Gorniisi yaly, y” Oniim hi¢ bir nokatda nola Owriilmeyar. x=-2

nokatda y"” Oniim yokdur. Xx<-2 bolanda, y”>0, x>-2 bolanda
y"<0. Sonun i¢in X=-2 nokat epin nokadydyr (48-nji ¢cyzgy).

1 2 2 S
'==(x+2) 3, y'=——(x+2)3=
y 3( )%y 9( )
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48-nji ¢yzgy

Funksiyanyn grafiginin epin nokatlaryny tapmaly we giibergeklik
ugurlaryny kesgitlemeli.

1130. y=(x-1* 1m13L y= 1
X+3
3 2 3 2 20
1132, y=x"—-6x"+2x-1. 133 y=x’| x —5x+? .
1134. y=x>-3x"-9x+11. 135, y=x".
1136. y=x°.
Funksiyanyn epin nokadyny tapmaly.
2
137. y=—; , (a>0). 138, y=(x-h)’.
X“+3a
1139. y=(x*+1" 1140. y =tg x.
1141. y=a-3x-bh. 1142. y=xe™.

§ 3. Egri ¢yzygyn asimptotalary we olaryn tapylysy
Eger y= f(x) funksiyany
y=kx+b+a(x), lima(x)=0

gorntisde anladyp bolyan bolsa, onda y=kx+b goni ¢yzyga y= f(X)
funksiyanyn grafiginin yapgyt asimptotasy diyilyér.
Eger Iim0 f(x)=0 ya-da Iim0 f(X)=o00 Dbolsa, x=a ¢yzyga

y = f(x) funksiyanyn grafiginin dik asimptotasy diyilyar.
Eger Iirp f(x)=a bolsa, onda x=a goni g¢yzyga Yy=Tf(x)
funksiyanyn grafiginin kese asimptotasy diyilyar.
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x?+1

1143, y= 1 egri ¢yzygyn asimptotalaryny tapmaly.
X+
Coziilisi. Berlen egri ¢yzygyn denlemesini asakdaky gorniisde yazalyn:
X*+1 x*-1+2 x*-1 2 2
= = = + =(x-D+—
X+1 x—1 X+1 x+1 X+1
ya-da

y:(x—1)+i.
Xx+1

Diymek, kesgitlemd gord y=X-1 goni ¢yzyk berlen egri ¢yzygyn
yapgyt asimptotasynyn denlemesidir (49-njy ¢yzgy).

49-njy ¢yzgy

1144. Egrinin asimptotalaryny tapmaly

1
a) y:i, b) y:ﬂ+3x, C) y=xe-X
X—3 x-1
Coziilisi.
lim y= lim =% = 4o,
X—>+0+3 x—3:0 X — 3

Sonun iicin X=3 goni ¢yzyk dik asimptotdyr.

X—>+o0 Xx—>t0 X —3
Onda x=5 goni ¢yzyk funksiyanyn grafiginil kese asimptotasydyr.
Sunlukda, berlen egri ¢yzyk dik we kese asimptotlara eyedir.
. . 3X
b) xI—IJEO y B xI—IJ;rJO (m * 3X) =t
Sonun {icin X=1 gbni kese asimptotasydyr.
Yapgyt asimptotalary tapalyn:
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k= lim Y = lim (—>_+3) =3,

X—>+0 ¥ x>k X —1

b= lim (y—kx) = lim (3—X1+3x—3x) -3,
X—>too X—>too ¥ —
Sunlukda, y=3x+3 goni ¢yzyk berlen egri ¢yzygyn

asimptotasydyr (30-nji ¢yzgy).

50-nji ¢yzgy

1 t
, , = e
d) limy=Ilimxex = lim — = +o0.
x—0 x—0 1=l o0
X

Sonun G¢in Xx=0 dik asimptotasydyr.
Yapgyt asimptotalary tapalyn:
y

1

k=lim 2= limex=¢"=1
X—+owo X X—+owo
1
i 1 ex—1 . e'-1
b= lim(xex—x)= lim ——= lim =1.
X—>+ w0 X—>+ o0 i %:z—»O 7
X

Sunlukda, y=x+1 goni ¢yzyk berlen egri ¢yzygyn
asimptotasydyr (5/-nji ¢yzgy).
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Slnji ¢yzgy

2
1145. y =X+—2X1 egrinin asimptotalaryny tapmaly
X
Coziilisi. x >+0 bolanda y — -, X— -0 bolanda bolsa Yy — +o.
Diymek, x=0 goni egrinin dik asimptotasydyr.
Yapgyt asimptotalary tapalyn:
2 e

k= lim ¥ = lim X 72X _ Iim[1+g—i2}
X X
2

Xt X X—>+o0 X X—>+e0
2 — [—
{X rex—lox }: |im{2—1}=2.
X X—>t 00! X

Sunlukda, y=X+2 goni ¢yzyk berlen egrinin yapgyt asimptotasydyr
(32-nji ¢yzgy).

1.

2 —_—
b= lim[y—x]= |im{x+—2>‘1_x} lim
X—>+too X

X—>+o0 X—>to0

52-nj ¢yzgy

1146. Egrinin asimptotalaryny tapmaly
y=e*-sinx+x.
Cozilisi. Gorniisi yaly egrinin  dik asimptotasy yokdur. Egrinin
yapgyt asimptotalaryny tapalyn:
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X—>to ¥ X—> 0 X X—> 0 X

k= lim ¥ = im = 20XTX s'”x“‘znm{e S"”%1}:1,

b= lim[e*sinx+x—x]= lime™*sinx=0.

Sunlukda, X — +o bolanda y=X goni ¢yzyk berlen egri ¢yzygyn
yapgyt asimptotasydyr.

Berlen egrinin X — —co bolanda yapgyt asimptotasy yokdur.
y
X

—X

Hakykatdanda, bu yagdayda lim = predel yokdur.

y

X X
denligin sag bolegindiki birinji gosulyjy X — —oo bolanda c¢iksiz artyar.
Diymek, predel yokdur.
1147. y=InXx egrinin asimptotalaryny tapmaly.

sinx+1

Cozilisi. y=Inx funksiya (O, oo) aralykda kesgitlenendir.

lim In x = —co,
x—0+
Diymek, Xx=0 dik asimptotasydyr.
. Inx . (Inx)” . 1 :
k:hm———:hmg—Tl:Im1—:0 b= lim [Inx—0-x]=+ .
X+ X X+ X X—+0o X X—>+ 00

Sunlukda, X—+o0 bolanda berlen egrinin yapgyt we kese

asimptotalary yokdur.
Egrinin asimptotalaryny tapmaly.

1 1
1148. y = . 1149. y=e* -1,
Y= x+2) y
2
1150, y2=—% . 1151, y2(x—2a)=x* —a’.
(2a-x)
152 y=——>* 1153, y=x*-1
X+4x+3
1 3x 1
1154. y= . 1155. y=—In(e——).
y 1-¢* y 2 ( 3x)
1156. y:\/1+x2-sin1. 1157. y:2x+il.
X X—
1158, y =X
X
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§ 4. Funksiyanyn grafigini gurmak

Funksiyalaryn grafigini gurmak ii¢in her berlen funksiyanyn oOziine
degisli asakdaky maglumatlary barlap gormeli:

1. Funksiyanyn kesgitlenen oblastyny tapmaly;

2. Funksiyanyn haysy aralykda artyanlygyny (kemelyanligini)
kesgitlemeli;

3. Funksiyanyn tékligini, jiibiitligini, periodikligini anyklamaly;

4. Funksiyanyi maksimum we minimum nokatlaryny kesgitlemeli we
ekstremumyny tapmaly;

5. Egri ¢yzygyn haysy aralykda giibercekligi yokarykdygyny

(asakdygyny) bilmeli;

6. Egri ¢yzygyn epin nokatlaryny tapmaly;

7. Egri ¢yzygyn asimptotalaryny tapmaly.

1159. y:e’Xz funksiyanyn grafigini gurmaly.

Coziilisi. Funksiyanyn kesgitlenis oblasty dhli hakyky sanlar kopliigi.
Funksiyanyn grafiginin Oy oka simmetrik yerlesendigi onun berlisinden
gorlinyéar. Berlen funksiyanyn 1-nji we 2-nji tertipli Oniimlerini tapalyn:

y'==2xe*, y'=-2(2x*-1)e .

X=0 bolanda funksiyanyn bire den bolan maksimumy bardyr we sol
maksimum funksiyanyn in uly bahasydyr. X argumentin otrisatel
bahalarynda funksiyanyn birinji tertipli oniimi noldan ulydyr. Onda x=0
nokatdan ¢epde funksiya artyar. X argumentin polozitel (x> 0)
bahalarynda funksiyanyn birinji tertipli Oniimi otrisateldir. Diymek, x=0
nokatdan sagda funksiya kemelyar. Bulardan basgada X — too bolanda
ordinata elmydama polozitel bolup nola ymtylyandyr, yagny OX oky
berlen egri ¢yzygyn asimptotasydyr. Indi funksiyanyn epin nokatlaryny
tapmak {i¢in ikinji tertipli oniimi nola denlalin:

y'=-2(2x>-1) e =0.

Bu yerde 2¢” #0 onda 2x*~1=0_ gy yerden taparys:

1 1
XIZ—E, X, :E.

Bu tapylan nokatlar egri ¢yzygyn epin nokatlarydyr. X argumentin

V2’2
egri ¢yzygyn gilibergekligi yokaryk ugrukdyrylan. Sol aralygyn dasynda
y">0 bolany i¢in egri ¢yzygyn giibergekligi asak ugrukdyrylan.

1 1
{ —} kesime degisli bahalarynda y” <O bolany i¢in sol kesimde
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Bu alnan maglumatlardan peydalanyp berlen funksiyanyn grafigini
asakdaky gorniisde alarys (53-nji ¢yzgy).

53nji ¢yzgy

2

1160. y=- funksiyanyn grafigini gurmaly.

X —

Coziilisi. Funksiyanyn kesgitlenis oblasty X =1, X=-1nokatlardan
bagga Ox okun hemme nokatlarydyr. x=-1 we X=1 nokatlaryn
golayynda berlen funksiya absolyut ululygy boyunca ¢iksiz artyandyr.
Sona gora-de X=-1 we x=1  goni ¢yzyklar berlen egri ¢yzygyn
asimptotlary bolup hyzmat edyéndirler. Egri ¢yzyk Oy oka simmetrik

yerlesendir.
Berlen funksiyanyn birinji we ikinji tertipli oniimlerini tapalyn:
y’ = _L y” = _2+—6X2
(x* -1)*’ (x*-1)*

y'=0 denleminin koki x=0. Sol koki ikinji tertipli oniimde goyup
taparys: y'=2. Diymek, x=0 nokatda funksiyanyn nola den
maksimumy bardyr.

x argumentin (~1,1) aralyga degisli bahalarynda y”<0. Diymek,
sol aralykda funksiyanyn giibercekligi yokaryk yiizlenen, X argumentin
(~0,-1) we (L+w) aralyklara degisli bahalarynda y”>0. Diymek, sol
aralyklarda egri ¢yzygyn gilibergekligi asak yiizlenen. y” hi¢ yerde nola
den dildir: y"#0 sonun ligin egri ¢yzygyn epin nokady yokdur.

Asakdaky gerek boljak predeli yazalyn:

2
lim —
X—>Fo0 x? 1

=1

Diymek, y=1 goni ¢yzyk egri ¢yzygyn asimptotydyr we argumentin
2

X<-1, x>1 bahalarynda Y= >1 yagny X argumentin sol

2
X -1
bahalarynda funksiyanyn ¢yzgysy Yy =1 asimptotadan yokarda yerlesyar.
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Yokarda berlen maglumatlardan peydalanyp, asakdaky ¢yzgyny
cyzalyn (54-nji ¢yzgy).

54-nji ¢yzgy

1161. y=x°-3x*+3x*-5 funksiyany dernemeli we onun grafigini
gurmaly.

Coziilisi. Funksiya Ox okun ahli nokatlarynda kesgitlenendir we
lizniiksizdir. Sonun {igin onun dik asimptotlary yokdur. f(—x)= f(X)
bolyanlygy li¢in ol jibiit funksiyadyr. Ol bolsa onun grafiginin Oy oka
gord simmetrikdigini andladyar. Sunlukda, berlen funksiyany [0,00)

aralykda dernemek yeterlikdir.
Funksiyanyn yapgyt asimptotlary hem yokdur.
Birinji tertipli oniimi tapalyn:

y =6x° —12x° +6x = 6x(X* —2x* +1) = 6x(x* —-1)°,
y' =0, 6x(x*-1)* =0,

X,=-1 X,=0, X;=1 nokatlar kritiki nokatlardyr.

Gorniisi  yaly [O, oo) aralykda y' >0 we Dberlen funksiya
artyandyr.

Ikinji tertipli Oniimi alalyn:

y"=30x*-36x°+6=6(5x"-6x*+1), y’'=0, 6-(5x'-6x*+1) =0,

i x. =1 y!r y!
\/g 1 2 9 1

Hasaba alyp bizi gyzyklandyryan nokatlary artyan tertipde yerlesdirip,
asakdaky tablisany diizelin:

X =
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Su tablisany ulanmak bilen berlen funksiyanyn  grafigini gurup
bileris (55-nji ¢yzgy).

55-nji ¢yzgy

162 y= %Sin 2x+cosx funksiyany dernemeli we onyn  grafigini

gurmaly.

Coziilisi. Funksiya (-o0, o) sanaralykda kesgitlenendir. Ol 27 periodly
periodiki funksiyadyr. Hakykatdan-da,

%sin 2(X+ 27)+cos(x+ 2x) :%sin 2X + COS 2X.

Sonun {igin onun grafigini erkin T =27 uzynlygy bolan kesimde
gurmak eeterlikdir. Ol kesim hokmiinde [— 7[,7[] kesimi alalyn. Kesimin
ahyrlarynda funksiyanyn bahalaryny tapalyn:

Veer =Yoo = %sin 27 +cos2xr =-1.

Funksiyanyn grafigi A(-z,—1), B(z,—1) nokatlar arkaly gegyar.
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Funksiyanyn grafiginin koordinata oklary bilen kesisme nokatlaryny
tapalyn. Eger x=0 bolsa, y=1 we C(0,1). Eger y=0 bolsa, onda

%sin 2X+cosx =0,

%sin 2X + COS X = €0S X(1+ sin X),
cosx(l+sinx)=0, cosx=0,
X, =%(2k +1), k=02142,..

Su denleménin koklerinin [— T, 7[] kesimde yatyanlaryny alalyn:

V4 V4
Xl:_E' (k=1), x, =5 (k =0).

sinx=1 ya-da cosx=0. Sonun ii¢cin bu denlemenin koki cosx=0
denlemenin koklerinin iginde bolar. Sunlukda, funksiyanyn grafigi OX

oky D(—%, Oj we E(% , OJ nokatlarda kesyar.

Oniimlerin komegi bilen funksiyany dernlin:
y' =C€0s2X—Ssin X, cos 2x —sin x = 0.
Denlemani ¢oziip, kritiki nokatlary tapalyn:
c0s2X = cos® X —sin® x =1-2sin’ x,
1-2sin*x—sinx=0, sinx=t,
22 +t-1=0, t=-1, t, =%.
sinx=-1 we sinx= % Su denlemelerin  koklerinin [— T, 72] kesime
degislilerini alalyn:
/4
Xl = —E, X2 =
Ikinji tertipli Ooniimi tapalyn:
y" =(c0s2x—sin x)" =—2sin 2X — COS X,

Y"(— %j =-2sin(-r) - cos(— %) —0,

y”(fj = 2sinZ —cos” = —ﬂ <0,
6 3 6 2
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y"(S—ﬁj = —23in10—”—c055—7r :ﬁ > 0.
6 3 6 2

Vs ., ) Y4 ..
X, =E nokatda funksiya maksimuma, Xg =? nokatda bolsa, minimuma

eyedir. Su nokatlardaky funksiyanyn bahalaryny tapalyn:

ymax = y(£] :lSinZ-FCOSZ:ﬁ z1,3,
6) 2 6

Ymin = Y(S—ﬁj ZESinlO—”+c035—ﬁ: __3\/5 ~-13.
6 2 6 6 4

"

X, =—% nokatda iigiinji tertipli y" oniimin bahasy bilen funksiyany

"

dernalin: y"" =—-4cos2x+Ssin X,

y"’(%j =—4.c0s(—7x) +sin(— %) =3=0.

Bu bolsa su nokatda funksiyanyn ekstrekmumynyn yokdugyny
gorkezyar.
Su barlaglaryn esasynda funksiyanyn grafigini guralyn (56-njy ¢cyzgy).

S6-njy ¢yzgy
1163. Funksiyany dernemeli we onun grafigini gurmaly.
a) y=X"+Xx+5; b) y=x(2-x)%
¢ y= 21 : d) y=x+sinx;
X -1
e) y=12X; f) y=3x*-3x.
X
9 y=e"";
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X BOLUM
KESGITSIZ INTEGRAL

§ L Integrirleme

Eger [a, b] kesimin her bir X nokady ii¢in F'(x)= f(x) denlik
yerine yetse, onda F(x) funksiya sol kesimde f(X) funksiyanyn asyl
funksiyasy diyilyar. Eger F(X) funksiya f(x) f{gin asyl funksiya bolsa,
onda F(x)+C (C—heimselik san) hem sol funksiyanyn asyl
funksiyasydyr.

Ahli asyl funksiyalaryn toplumyna f(X) funksiyadan alnan kesgitsiz
integral diyilyar we

j f (x)dx

gornlisde yazylyar. Su yerde f(x) integral asagyndaky funksiya, f(x)dx
anlatma bolsa integral asagyndaky anlatma diyilyar, I belgi bolsa integral
belgisidir. Sunlukda,

[ fodx=F(x)+C.

Haysy hem bolsa bir funksiyanyn kesgitsiz integralyny tapmaklyga
integrirlemek diyilydr. F(x) haysy hem bolsa f(x) {gin asyl funksiya
bolsa, onda

F'(x)=f(x)
ya-da
dF(x) = f(x)dx.

Bu yerden asakdaky denlikler gelip ¢ykyar:

JdF(x):F(x)+C, (1)
d j f (x)dx = f (x)dx. )

Differensirlemegin we integrirlemegin biri-birine ters amallardygy (1)
we (2) denliklerden goriinyar. Bu bolsa asakdaky kesgitsiz integralyn
tablisasyny yazmaklyga yardam edyar:
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n+l

L jx”dx:x +C, n=const, n=-1

n+1
2. dx In|x|+C X #0;
X
3. Ie*dx:e*+C;
4. '[a*dx= a a>0, a=#l
Ina

5. Icosxdx=sin X+ C,

6. '[sin xdx =-cosx.C;

dx
7.[ " =tgx+C, cosx#0;
cos’ X

8. _[ .d>2< =—ctgx+C, sinx=0;
sin” x

9. I zdx 2:iarctg§+c; a=0
a’+x*  a a

10. J'\/i_arcsm +C, (-a<x<la));

11.

a—

=In‘x+ a’?+x*|+C,

R

12.] xax  _, a’+x% +C:

vaZ+x®
2
13. I\/az—xzdx: \/az—x2+%arcsin§+c;

14.

x*+a?|+C.

=
—_—
><
I+
QJ
Q_
><
><
+
Q.)
+
i
>
+

Kesgitsiz 1ntegralyn asakdaky yonekey iki hiasiyetini bellap gegelin:

1. Hemiselik kopeldijini integral belgisinin dasyna ¢ykarmak bolar ya-
da kesgitsiz integral belgisinin asagyna girizmek bolyar:

[af (x)dx=a] f(x)dx.

2. Iki funksiyanyn jeminin (tapawudynyn) integraly sol gosulyjylardan
alnan integrallaryn jemine (tapawudyna) dendir:

, TTF (%) £ p(0Jdx = ] F (x)dx £ [ p(x)lx.

Yokardaky tablisanyn we diizglinlerin komegi bilen integrirlemegin
birnage mysallaryna garalyn.

1164. [(6x* +8x+3)dx.
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Cozilisi. Kesgitsiz integralyn hisiyetlerinden we integrirlemegin
tablisasyndan peydalanyp alyarys:

[ (6x® +8x+3)dx =[6x*dx + [8xdX + [3dx =
3 2
:6%+8X?+3x+C = 2%% +4x% +3X+ C.
2+3§/?+5\/§dx
NN

Coziilisi. Integrirlenyéan funksiyada agzama-agza bolmani amala asyryp

1165. |

32
we (1), (2) formulalary ulanyp alarys: j2+3\/x +5\/§dx
/X3
d —3+1 —g+1
:ZIX’de+3J.x’5dx+5I—X=2 X +3 X +5In|x|+C=
X 3 5
_2+1 _g‘f-l

:_i+18§/Y+5ln|x|+C.

X

Coziilisi. Integrirlenyédn funksiyany integralyn tablisasyny ulanar yaly
gorniisde yazyp, alarys:

dx dx
-[X +7 IX +(\/—)z \/—arctgx/—

1n67. |———5—
J.sm xcos® X’

Cozilisi.  Integrirlenydn  funksiyanyn  sanawjysyndaky  birligi

1=cos’ x+sin’ x bilen calsyryp, integrirlemegifl tablisasyny ulanalyn:
I_dx — [ COsXdsinzX gy j S
sin? x cos? x Sin2xcos2x sinx  ° COS2X

= —ctgx +tgx +C.

2

Cozillisi. Integrirlenyén 1 X > funksiyanyn sanawjysyna 1 gosup
+ X

we ayyryp, integrirlemegiﬁ tablisasyny ulanyp, alyarys:

Il+x —J1+X dx —_[d —I f))((z = x—arctgx +C.
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Integrallary topmaly.

x> +5x+1

1169. j (2x2 —=5x +1)dx. 170. | —
X+
7L j% . jx X +24
X
1. j( . 1173, j?’ V5 +x°
+X
174 I2x9n x+1d 175 I1+am xdX
' sin? x X “J14cos2x
6. | xsin 2X+&C°S’(dx. 177, jcoszfdx.
X COS X 2

§ 2. Ornuna goymak bilen integrirlemek

Goy, f(x) (tzniiksiz funksiyadan If(x)dx kesgitsiz  integraly
x=o(t)
kesgitsiz  integralyn deregine If(go(t))go’(t)dt integraly  hasaplamak
eeterlikdir. Diymek,

hasaplamak gerek bolsun. Eger ornuna goymany ulansak,

[ £ (9dx= [ f (Do D)t

1178. Integraly hasaplamaly
In x
X

Coziilisi. u=Inx ornuna goymany ulanalyn. Onda

3 3
j'”—xdx_ [In?xd(inx) = [udu="+C = n"x . ¢

3 3

[N

X°+ pX+q
ot T Mx+ N . , :
Cozilisi. Integrirlenyin ————— funksiyanyn maydalawjysyndan
X+ px+q

doly kwadraty boliip alalyn:
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2

L

2 _ Py,
X +px+q_(x+2) +q 1

:(x+§)2iaz, [J_ra

N
I
o]
|
~ |'UN
Ne——

X +§ =t diyip belldp alarys:

dx =dt, x:t—g, Mx + N :M(t—§)+N :Mt+N—%

Onda:

Mt + N—m
Mx + N 2tdt ~Mp dt

ITdX:I = Z—I —Nw==

px+q t t?+a’ 2 )t ta

Mo Mp a M )

_?In‘t +a ‘+( —7jjm_?ln‘x +px+q‘+

L 2N -Mp arctg 2XEP ¢

V4p-¢’
p2

(eger-de q—7>0 bolsa) yada
J'de_—lnx +px+q‘ _Mpl |2x+p—v4q P |

X“+ pxX+q \/4p q° ‘2x+p+\/4q p‘

2

(eger-de ( _% <0 bolsa).

179. | "’vlafigx dx

Coziilisi. u=arctgx, du= deI
1+x
4
Naretox o _ [ 3farctgrd (arctgn) = Yo =+ ¢ = (arctgp® +
I1+x X = j arctgxd (arctgx) = J' u ? _Z(arch) +C.
3
X+1
1180. | ————=dx.
J.\/x +Xx+1
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Coziilisi. Integrirlenydn funksiyanyn maydalawjysyndan doly kwadraty
boliip alalyn:

VX2 + x+1:\/(x+l)2 - :\/(XJFE)2 3
2 4 2 4
X +% =t diyip belldp alarys: dx =dt we

x+1=[t—£j+l=t+1.
2 2

Onda
t + 1
x+1 9 1 dt
—t _dt =2 | ——
J‘\/x +x+1 J. 2 . 3 ZI 2,3
4 4

Alnan netijede t-nin ornuna X+% goyup taparys:

VX2 +x+1+C.

J’ X+1 —lln

|
X+%+\/X2+X+1 +

X +Xx+1
Kéhalatlarda f(x) funksiya ii¢in asyl funksiya belli bolup, f(ax)
funksiyanyn asyl funksiyasyny tapmak gerek bolyar. Mysal iigin, goy
j f(x)dx=F(x)+C belli diyelin. Onda a=0 diyip ax=t ornuna
goymany ulanyp taparys:
dx = Lat, jf(ax)dx:ijf(t)dtziF(t)Jrc=1F(ax)+c.
a a a a
Sunun esasynda asakdaky denlikleri yazyp bileris:

jsin(ax)dx = —icos(ax) +C,
a

Icos(ax)dx = 1sin(ax) +C,
a

J' sec? (ax)dx = ltg(ax) +C,
a
1181 I C0SX COS 3X oS 5xdx.

291



Coziiligi.
(cos xcos2x)cosbx = %(cos X +C0s3X) C0S5X = %[cos 4Xx+cos 6x]+
+ %[cos 2x +C0s8x}

Sunlukda,

Icos X C0S3Xcos5xdx = %Ucos 2xdx + Jcos AXxdx + jcos 6xdx + JcosSxdx]:

= 1sin 2X +isin 4x +isin 6X +isin 8x+C.
1 24 2

dx

1182. )
Iazsinz X + b? cos® x
Coziilisi.
J‘ dx 1 J' 1 dx
a’sin’ x+b’cos’ x b CosZ X’
—tg X +1
a , . a dx
—tgx=t ornuna goymany ulanalyf. dt=—-———. Onda alarys:
b b cos‘ x
dx 1 dt 1
= =—_—arctgt + C.
J.azsin2x+b2coszx ab’1+t> ab 9

Alnan netijede #nin ornuna %tgx goyup alarys:

dx 1
= —arct —t x)+C.
Iazsin2x+bzcoszx ab g( 9)
Integrallary tapmaly.
COS X 2x-1
1183. 1184.
J.\/sm X J.\/1 X+ X
1185. j - 1186. j e 42 (x + 2)dX.
SiN XCOS X
x2dx VX2 +1
187, | Toe 188, [~ dx
(3x°=2) X

dx xdx
1189. j T 1190. j NEEE
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191, j dx. 1192. j

Vx?-a? dx
X x2Ja—x?
1194, j\/a2 + x2dx.

dx
1n93. | ——
'[ JX([1L=x)
§ 3. Bolekleyin integrirlemek

Eger u=¢(X) we $=w(x) differensirlenydn funksiyalar bolsa,
onda

judgzuS—ISdu. @
Integrallary tapmaly.
1195. Ix In xdx.

Coziilisi. Bu yerde u=Inx, dJ=xdx bilen belgildlin. Onda

2
du =%, 19=X? we (1) formulany ulanalyn:
X
2 2 2 2
jxlnxdx:x—lnx— X—.%zx—lnx—x—+c.
2 2 X 2 4
1196. j x% In xdx. 1197. j e* cos xdx.

X

Cozillisi. u=¢* du=e"dx, d&=cosxdx, &=sinx. Onda
Ie* cos xdx =e*sinx —Iex sin xdx.
u=e*, du=e*dx, d@=sinxdx, ¢=-cCoSX.

Onda Iex cos xdx =e*sin x +e* cos X — J'eX cos Xdx.

Sunlukda
_[ex cos xdx = e*(sin X +cos x) — Iex cos xdx.
Bu yerden
_[ex cos xdx == e?(sin X +cosXx) + C.
198. | x"e*dx. 1199. [ sin xdx
1200. [ In xdx 1201 [arctgxdx.
1202 a) | xcos xdx, 1203, [V/X* +adx
b) I Xsin xdx.
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Coziiligi.

J-\/x2 +adx = J%dx = aj%+]x—dx—

_aln‘x+\/x +a‘ jx dx_aln‘x+\/x +a‘

+x\/x +a—_|.«/x +adx,
u=x, dgzﬂ du=d9, 9=+x*+a.

Jx2+a’

Denligin sag bolegindaki integraly onun g¢ep bolegine gegirip, alarys:

j\/x2+adx=5\/x2+a+%ln‘x+\/x2+a‘+c.
1204. j\/a —x%dx.  1205. j

(x*+a%)"
Coziilisi.
dx 1
I X) = , u= y dlg = dX,
n( ) J-(XZ + aZ)n (X2 + aZ)n
—2nx
du = m 19 =X.
(1)-nji formulany ulanalyn:
I dx X I x%dx _ X .
(XZ +a2)n (X2 +a2)n (X2 +a2)n+l (X2 +a2)n
x> +a’—a? X dx dx
+2n +2na° | —————
J.(x +a )n+l (x2 +a2)n J-(x a’)" J-(x +a?)"t

Sonky integraly denligin ¢ep bolegine, berlen integraly bolsa sag
bolegine gecirip, alarys:
J- dx 1 X 2n-1 I dx

n+l T

(x* +a%) 2na’ (x* +a2)" " ona? (x* +a%)?
ya-da
sl = 2n1a2 (¢ qi(az)n ’ 22?1&121'“()()' @
Bu formula gaydymly formula diyilyar. Eger n=1 bolsa, onda
L= de - ~Larctg X,
x*+a’ a a
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Indi (2)-nji formuladan peydalanyp J' o :j_va)Z’ J‘( : dX2)3 we
X" +a

s.m. integrallary ansatlyk bilen tapyp bileris:

dx 1 X 1 X
? =I(x2 +a’)? T2 X+a 2 arctgg+C
I, =J‘ dx _ 1 ' X N 3 J‘ dx _
(x> +a?)® 4a’ (x*+a’)’ 4a’’ (x*+a’)’
1 X 3 X

3 X
=— ot 55 toarctg—+C.
4a° (x*+a°)” 8a’ x“+a° 8a a

1206. [sin(In x)dx. 1207. j
sin’ x
1208. J'X_fodx. 1200. I x?arctg3xdx.
sin® x

X sin® x

1210. dx 1211 dx.
J. NCENG j e’

1212. Iesx cos 4xdx. 1213 J'(1+ x?)? cos xdx.
1214. J'(x2 +2X—1)sin 3xadx. 1215. J' x’arctgxdx.

1216. jln(x ++/1+ x?)dx.

§ 4. Kwadrat iicagzany saklayan, yonekey integrallar

1) IMdX gornigdaki integrallar.
ax“ +bx+c

Su gorniisdiki integrallary integrirlemeklik ax®+bx+c kwadrat
ticagzadan doly kwadraty boliip almaklyga esaslanandyr.

ax? +bx+c=a(x+k)?+I, (a1 k=const). o))

Eger m=0 bolsa, kwadrat iicagzadan doly kwadraty boliip alyp,
tablisa boyun¢a tapylyan integrallary alyarys.
Integrallary tapmaly.

1217, | ————
J.2x —oX+7
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Coziiligi.

5
[ _1I dx _a1p A0
2x% —5x+7 2 7 25, 2 5., 31
X (-2 X—")2 4+ 5=
( 4 )(2 16) ( 4) 16
« 5
11 4,1 X—3
== arct ———arctg +C
N N Tk N -
4 4
1218. j—
x> +2x+5

Coziilisi. x> +2x+5 kwadrat {icagzadan doly kwadraty boliip alyp,
taparys:

X* +2X+5 :(x+1)2+4:(x+1)2+22,

I dX _j 5 :j%:larctgx_ﬂ_kc_
X +2X+5 (x+1) +2 (x+D)“+2° 2 2

1219. jz—
3X°—=x+1 X% +2X
Eger m=0 bolsa, onda sanawjyda maydalawjydaky kwadrat
licagzanyn Oniimi bolan 2ax+ b kopeldijini boliip alyarlar:

™ ax+b)+(n-"0)

1220. j

'[ an+n dx = [22 . 2a dx:ﬂln‘ax2+bx+c+
ax“ +bx+c ax- +bx+c 2a
dx
+ n—— _—
( )J-ax +bx+c
1221, jx—ldx.
X—x-1
Coziilisi.
2
X —x—lz(x—%j —%,
1
. Sx-1-7 (x=>)
L e T e
x? —x—-1 X —x-1 27 (y_1y_ >
2 4
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:l“‘]‘x —X— ]_‘ |2X 1- \/_|

2 f Nlox—145|"

1222, | Lol 223 [
x> —4x+5 2% +3x+1

1224. | __xdx 225 [
2X° —3x -2 X2 —x+1

226 [ 28 gy, 227, |- ¢
3X“+2X+5 2% +2x+3

1228. J‘de_ 1229, J'L
8x* +x+1 X°+7x+13

j Mx+ N q<0, n>1 goriiigddki integrallar.

X2+ px+q

Bu gornuisdaki 1ntegrallaryf1 integrirlenilisi yokardaky garap gegen
integrallaryn integrirlenilisine menzesdir. Eger a>0 bolsa, tablisanyn 11-

nji folrmulasyny ulanyp, eger a<0 bolsa tablisanyn 10-njy formulasyny
ulanyp integrirlenilyéndir.

1230. | &
VX + pX+q
Coziilisi. x* + px+(q kwadrat iicagzadan doly kwadraty boliip alalyn:

2 2
2 —|x+ 2 P
X+ px+q [ +2j +q 1

Onda
d(x+2)
dx 2

j\/Xer px+4q _I\/(X+2)2+q—p22 J.\/(x+g)2+qp22 )

x+g+,/x2+ PX+Q

J- dx
V2+3x—2x2

Coziilisi. 2+3x—2x> kwadrat iicagzadan doly kwadraty boliip alalyn:
24+3x—-2x*=2 é—(—§+ x)% |
16 4

=In +C.

1231
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Onda

iarcsin¥+c.

J«/2+3x 2x? \/_J.\/ZS x 7) V2

16
X+3
1232,
'[\/x +2X+2
Coziilisi.
J‘X—de :ledX-FZJ.L:
X2 +2x+2 27 X?+2x+2 Xx+1)? +1
(x+1)
=VX*+2X+2 +2In(x+1+~/x* +2x+2) +C.
dx dx
1233, | —. 1234, | ——.
J-\/2x2—x+3 J-\/5—2x—3x2
xadx dx
1235, | —. 1236. | —.
'[\/x2+4x+5 '[\/5x2+3x+
(x+4) (4x+7)
1237, | —=—. 1238. dx.
J-\/2x2—3x+5 ‘[\/3 2X — X?
3 I o gorniigddki integrallar.

(mx+n)vax? +bx+¢

Bu gorntisdaki integrallar =t ornuna goymany ulanyp, 2-nji

mx+n
boliimgeddki garap gegen integrallarymyza getirilyar.

dx

1239, | ———F—

J.(x—l)\/xz -2
Coziiligi. x— 1—% ornuna goymany ulanalyn: dx——?—zt Onda

_ﬁ
arcsm +C=
J. (x— 1)\/x - 1 /1
=—arcsin—
\/E (x 1)
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1240, j 1241, j

dx
XNTX2+2X+5
dx
XA/ X%+X+1

4, J\/ ax” +bx+cdx gdrniisdiki integrallar.

Bu gorniisdaki integrallary integrirlemek iicin ilki bilen kwadrat
lcagzadan doly kwadraty boliip almaly, sonra bolsa asakdaky esasy
integrallardan peydalanmaly:

2
I\/az —xzdx:gx/a2 —x? +a7arcsin§+c,
j\/xz + Adx:gx/x2 + A+§In‘x+\/x2 + A‘+C.
1244, .[\/Z—x—xzdx.

dx
x\V2X2 —5X+3

dx
(x+DVX% +2x

1242, j 1243, j

Coziilisi.
[V2=x—xPdx= j\/(g)z —(%+ x)zd(%+ X) = 2X4+1«/2_x_x2 N

1+C.

9 . 2X+
+ —alcsin
8 3
1245. J.\/x2+2x+5dx.
Coziilisi. j\/x2+2x+5dx=j,/(x+1)2+4d(x+1)=XT+1\/x2+2x+5+
+In(Xx+1++/x*+2x+5)+C.
1246. j VX = x2dx. 1247. j V1-2x— x2dx.
1248. .[x/x—4x2dx.

§ 5. Yonekey droblaryii integrirlenilisi

Eger P(x) we Q(x) hakyky koeffisientli kopagza bolsa, onda

R(x) :m

Q(x)
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gornlisdaki funksiyalara rasional droblar diyilyar. Eger sanawjydaky
kopagzanyn derejesi maydalawjydaky kopagzanyn derejesinden kigi bolsa,
onda ona dogry rasional drob diyilyér.

Her bir rasional droby asakdaky yaly tiikenikli yonekey droblaryn
jemi gorniisinde yazyp bolyandyr:

A A Mx+ N Mx+ N
x—a (x-a)® xX*+px+q (X*+px+q)"’

su erde n natural san bolup, m>1, x>+ px+q kopagzanyn kokleri bolsa
hyyaly sanlardyr.

1249. idx.
X—a
Coziilisi.
= Ajd(x a) In|x—a|+C.
1250. 4dx
(x-a)"
Coziilisi.
—(i _AJ.d(X_a):— l _1+C
(x—a)" (x a)” (n-1(x—a)"
1251 j 1252. j
x—17 1+ 5x
1253, j— 1254. j
(4 —-3x)? (5z +1)
1255 jL 1256. | d .
(x+a)(x+b) (X=D(x+2)(x+3)
2
I MX N L g <0 integrallar.
X2 + px+q 4

Bu  gorniusdaki  integrallary  integrirlemek  ug¢in  ilki  bilen
maydalawjydan doly kwadraty boliip almaly

2 2 2 2
X2+ px+q=xi+20xs P P =(x+£} tlgq-P|
PX+4 2 4 4 q 2 a 4
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gorniise getirilyar:

2
Sonra X+§=t1/q—p7 ornuna goymany ulanyp, ol asakdaky

J‘ 2|\/|X+N X:J‘AZ.+B tzAJ' 2td'[ +BJ dt '
X“+ pX+q t°+1 t°+1 +1
1257 | ———

jx +2X+5

Cozilisi.

dx dx d(x+1) 1 x+1
Ix2+2x+5 :-[(x+1)2+22 :j(x+1)2+22 _Earctg 2 e

1258, J'%
Coziilisi. Bu yerde X°—x+1 kwadrat iicagzanyn hakyky kokleri
yokdur.
2 _1 2

-1<0.
Sunlukda, ol bizin garayan integrallarymyza degislidir

2
X* —X+1= X —21x+1—1+1 x—1 3
2 4 4
Onda

+=.
4
3x-1 3x-1
Ixz—x+1dx_-[ 1. 3
(-2 +>
2 4
Ornuna goymany ulanalyn
X—£=t£, X:t\/§+1 dX=£dt,
2 2 2 2
3 t\/§+l 1)\/_
J‘ 3x-1 lX:J‘ 2 2 dt = 3.[ tdt j
X2 —x+1 §(tz+1) t? +1 f 241
4
:Eln‘t2+1‘+iarctgt+c:Elni(xz—x+1)+iarctgﬁ+0:
2 V3 2 3 J3 J3
1 2x -1
=In(x* = x+1) + —=arctg —=~+C.
> ( ) NG g 7
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1259. j %

x> —4x+5
Coziilisi. Gorntisi yaly

2
p q_(:') ~5=-1<0, X2_4x+5:(x—2)2+l.

Onda alarys.
_[ 23x—2 IX=I 3x—22 x
X°—4x+5 (x-2)"+1

Ornuna goymany ulanalyn:

(—4)° .
Xx—2=t S_T:t’ X=t+2, dx=dt, 3x—-2=3t+4;

3Xx-2 3t+4 tdt dt
J.x2—4x+5 J.t +1 -[t2+1+4-[t2+1

:%In‘t2 +1‘+4arctgt+C -

=Eln‘x2 —4x+5‘+4arctg(x—2)+c.

1260. j— 26l [—rS
7x+13 3X°+2x+5
1262. | Lol 1263, | RS
8x% +x+1 2x%+2x+3
2
2. _[ de p——q <0, n>1 gorniisddki integrallary.

X+ px+q)" 4
Bu integrallary hasaplamak hem yokardaky garap gecen halymyzyn
hasaplanylysyna menzesdir. Ilki bilen x* + px+q kwadrat iicagzadan
doly kwadraty bolup almaly

2 2
P p

X+ pX+g=|X+—| +q——.
+ PX+( ( 2) q 4

2 2
Sonira (X+§j =+ q—pT ornuna goymany ulanyp asakdaky

denligi alarys:

IA;I+B tZAI tht +BJ- 2d'[ ,
(t°+1)" (t°+1)" (t°+1)"

bu yerde A we B hemiselik sanlardyr. Bu denligin sag bolegindiki
integrallaryn  birinjisi ansat tapylyandyr, ikinjisi bolsa  gaydymly
formulalaryn komegi bilen tapylyar.
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X—_ldx
(X* +2x +3)?
2
Coziiligi. Bu mysalda pT_q =1-3<0 we X*+2x+3=(x+1)?+2.
Onda

1264. j

X+1=t/2, x=t42 -1, dx=4/2dt,

(x* +2x+2)°

J- J‘t\/_ 2 \/— J‘d(t +1) \/_ dt
(x? +2x+3) 4(t* +1)° 49 (t? +1)° (t2+1)
___ 1 _QIL
A2 +1) 2 7 (P +1)?
Asakdaky denlik dogrudyr:
J' Zdt 5= Zt +1J‘ Zdt = Zt +£arctgt+C.
(t°+D° 2(t°+1) 27t°+1 2(t°+1) 2
Sunlukda,
| 2x—1 ~dx=— 21 - \?t —ﬁarctgHC:
(X“+2x+3) At°+1) 4(t°+1) 4
—@+£arctgt+cz-2x;2—QactgX+l C.
At*+1) 4 2(x* +2x+3) 4 J2
265 [ _dx 1266 [t
(x*—=3x+5)

§ 6. Rasional droblaryn integrirlenilisi

Rasional droblary integrirlemegin tertibi. Eger P(x) we Q(X)
hakyky koeffisiyentli kdpagzalar bolsa, onda
P(x
R(x) =P (x)
Q(x)

rasional droby integrirlemek {i¢in asakdaky ii¢ diizgiini amala agyrmaly:
a) Eger drob ndadogry bolsa onda sanawjyny maydalawja boliip, onun
galyndysynda dogry drob almaly:

PO 1y 4 RO
Q(x) Q(x)
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Ak
Q(x)
gornilisinde yazmaly. Onun {igin Q(X) =0 denleméni ¢bziip, ony birinji
we ikinji tertipli kopeldijilere dargadyarlar:

Q(X)=(x—a) (x=b)"..(x* + px+ )" (X* + rx +9)".

b) Galyndydaky dogry droby yonekey droblaryn jemi

Sunlukda % drob asakdaky birndge yonekey droblaryn jemi
X

gorniisinde yazylyar:

ROO_ A A A BB B
Q(x) x-a (x—a) (x—a)" x-a (x-a) (x—a)
M,x+ N, M,x+N, M. X+ N_

+ 2 + 2 2+"' 2 m*
X° 4+ px+q (X*+ px+0q) (X*+ px+0q)

bu yerde A,B;,--,N;,M,,--- tapmaklyga degisli ndbelli koeffisiyentlerdir.

¢) Bitin bolekddki dogry droblaryn integrallaryny tapmaly.

2. Drobyn maydalawjysy gaytalanmayan birinji tertipli kOpagzalaryn
kopeltmek hasyly gorniisinde berlip bilner.

3. Drobyn maydalawjysy birndce gezek gaytalanyan birinji tertipli
kopagzalaryn kopeltmek hasyly gornisinde berlip bilner.

4. Drobyn maydalawjysy gaytalanmayan birinji we ikinji tertipli
kopagzalaryn kopeltmek hasyly gorniisinde berlip bilner.

5. Drobyn maydalaw jysynda ikinji tertipli kopagzalaryn
gaytalanyanlary bolup biler.

x*—3x* -3x -2

1267. dx.
-[ x® — x* —2x
Coziiligi.
x* —3x? -3x -2
x® —x% —2x
nadogry drobdyr. Onun bitin bolegini bolip alalyn:
x* —3x? -3x -2 X+ 2
3.2 =X+ - v
X® —X°—2X X(X°=x-2)
Sunlukda,
x* —3x* —3x -2 X+2
=|(X+)dx— | ————
I X3 —x% - 2x o J.( ) J‘X(XZ—X—Z)
. X+2 , §
Indi ——————— dogry droby ydnekey droblara dargadalyn:
X(X*—=x-2)
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X+2 A B D
—_— = ——
X(x*—x-2) X 2 x+1
Bu yerden alyarys:

X+2=A(X-2)(x+1) + Bx(x+1) + Dx(x — 2).

Sunlukda,
.[ x* —3x? —3x
x® —x%—2x

dx 2, dx 1, dx

I(x+1)dx+j——— x—2 3 x+1

2
xR In|x|——|n|x—2|——In|x+]4+C.
2 3 3

2_ _ 4
I 15x° —-4x-81 dx. 1269.I X dx

1268 —_—
(x=3)(x+4)(x-1) (2+x)(x°-1)
3 2_ _
0. [XEN2X8y jfi—fli-—f§dx.
X* —4x X* —4X
2
27 |22 g
(x+1)°(x-2)

Coziilisi. Integrirlenyan funksiya dogry drobdyr. Ol droby birnige
yonekey droblaryn jemi gornilisinde yazalyn:

X+2 A A A B
(x+1°(x-2) (x+1® (x+1)? x+1 x-2

Bu yerden alarys:
X2 +2=AX-2)+ AX+D)(x=2) + A (X +1)*(x - 2) + B(x +1)°,

X2 +2=(A+B)X’+(A +3B)x* + (A, — A —3A, +3B)x+B-2A - 2A - 2A,.

Birmenzes derejeli nibellilerin koeffisiyentlerini biri-birine denlép,
sonky denlikden alyarys:

A +B=0,

A +3B=1,

A, —A-3A,+3B=0,
B-2A,—2A —2A, =2.

Bu ulgamy c¢oziip taparys:
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11 a7 6 6
Moo AT BT Pog

Indi berlen droby asakdaky yaly yonekey droblaryn jemi gorniisinde
yazyp bileris:

X’+2 11 1 47 1 6 1 6 1
(x+13(x-2) 29(x+1)°> 29(x+1)? 29x+1 29x-2
Sunlukda,
J- X°+2 11 1 x+47 1 dx 6 1 dx +
2 T% gx=== dx + — L
x+1)°(x— X+ X+ X+
(x+1)°(x-2) 297 (x+1)° 297 (x+1)? 29 1

6 1 11 1 471 6
+ = [——d

X=—== ——In|x+1|+£|n|x—2|+C=
29° x-2 292(X+1) 29 Xx+1 29 29

11 1 47 1 6 |x-2
== -— +—In|—=|+C.
58 (x+1)> 29 x+1 29 |[x+1
273, [T X+2 1274. [
x(x+)

X (x )%
7. I 5x% +6X+9

X
(x—3)*(x+1)?

4

Cozilisi. z( 1 drob nadogry drobdyr. Ondan bitin bolegini bolup
X j—
ayyralyn:
x* x'-1+1 1
4 4 4 =l+—
x"-1 x'-1 X" -1
Diymek,

X4
J.X4 _1dX = J‘dx-f‘J‘)(“—_dX
Denligin sag bolegindaki ikinji integraly integrirlalin:

1 1 A B Cx+D
41 1u2 2 = + T '
x*-1 (xX*=-)(x*+1) x-1 x+1 x°+1

1= A(x+1D)(x* +1) + B(x -D(x* +1) + (Cx + D)(x* -1)

ya-da
1=(A+B+N)x*+ (A-B+D)x*+(A+B-C)x+A-B-D.
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Bu yerden
A+B+C=0, A-B+D=0, A+B-C=0, A-B-D-=1
sistemany ¢Ozilp taparys:

a=t B--1 c-o p-=-1
4 4 2
Onda
[ X —dx= —j L% Ding - Linfx1-
x* x—1 49x+1 29x2+1 4 4
—larctgx+C —x+ipPXl —larctgx+C.
2 4 |x+1 2
dx
1277. j 278 [————
X +1 (X +D(x“+4)
4 3 2
179, J- : (x+1)2dx 1280, J~x +:1x +11x 2+12x+8dx
(X“+x+1) (X +4x+5) (X*+2x+3)°(x+1)

Cozillisi. Integrirlenyan funksiyanyn maydalawjysyndaky kwadrat
licagzanyn hyyaly kokleri bardyr. Integrirlenydn funksiyany  yonekey
droblara dargadalyn:

x* +4x° +11x° +12x+8  Ax+B Dx+E N F
(x> +2x+3)*(x +1) (x + 2%+ 3)? x2+2x+3 X+1'
X' +4x%3 +11x° +12x +8 = (AX + B)(Xx + 1) + (Dx + E)(X* + 2x + 3)(x + 1) +

+ F(x? +2x+3)°.

Hemiselik koeffisientleri tapalyn:

A=1 B=-1 D=0, E=0, F=1.

Sunlukda,
4 3 2 —

J-x +:1x +11x 2+12x+8dX:J»2x—1ZdXJrI dx In|x+]4+K
(X% +2x+3)%(x+1) (X" +2x+3) x+1

Indi

-[(x +2x+3)

integraly hasaplalyn. X°+2x+3=(x+1)>+2 bolany iicin X+1=t ornuna
goymany ulanalyn:
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t—2 tdt dt 1
I(t2 +2)? j(t2+2)2 I(t2+2)2 2(t% + 2) '

u Verde K, =|———-. Bu integral bolsa, ozal belli bolan
S y 1 I(t2+2)2 g

gaydymly formulanyn komegi bilen tapylyar:

Jt +1I a1t + 1 arctg—
VA2 491242 4tP+2 42 J_
Sunlukda,
K = 1 B X+1 1 arctg

\/_

202 +2x+3)  2(x*+2x+3) 242

X+2 1 x+1

J-x“+4x3+11x2+—12x+8dx_|n|x+]4_ _ arctg
(X* +2x+3)*(x+1) 2Ax*+2x+3) 242 [
3
ps. [ X3 gy [
(x+1)(x* +1) oy
dx
1283. -
J.(1+ x?)?

§ 7. Irrasional anlatmalaryn integrirlenilisi

Irrasional anlatmalaryn integrirlenilisinin birnd¢e gorniisine garap
gecelin.

I [R(xq

)dX gorniigdiki integrallar.

Bu integrallar

:trn ornuna goymany ulanmak bilen rasional
81X+b1

funksinlaryn integrirlenilisine getirilyandir.

Hususy hallara garalyn.

l. Goy a, =0, b =1 bolsun. Bu halda ax+b=t" ornuna goymany
ulanmak bilen rasional funksiyalardan integrirlemeklige getirilyandir.

2. a=1 b=0, a=0 b=1 bolsa, x=t" ornuna goyma
ulanylmaly.
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Umumy gornugdaki

jR{ ax+b (ax+b) ~}dx
qx+q ax+hb

integrallara garalyn (bu yerde gorkezijiler rasional san bolmalydyr). Bu
gorniisdaki integrallary I gorniise getirmek iicin r, S,... rasional droblary

ax+b
ax+h

umumy M maydalawja getirip bir kok gornilisinde, yagny m

gornlisde yazmak yeterlikdir.

IL j R(x,vax® +bx+c)dx gorniisdiki integrallar.

. Eger a>0 bolsa vax*+bx+c =t —+Jax ornuna goyma ulanylyar.

2. Eger ¢>0 bolsa, onda +ax®+bx+c =xt++/c (bu erde ayyrmak
alamatyny hem ulanmak bolyar) oruna goyma ulanylyar.

3. Eger ax’+bx+c kwadrat iicagzanyn kokleri hakyky we diirli
bolsalar, mysal licin bir koki «, beyleki koki £ bolanda, onda kwadrat
ticagzany kopeldijilere dagydyp

vax?+bx+c =t(x—a) (ya-da vax’+bx+c =t(x—/p))

ornuna goyma ulanylyar.

1284, ﬁ/“ 2x 1 4
1-2x1-2x

Coziilisi.
3 L+2x =t onda 1+2x =1°. Bu yerden taparys:
1-2x 1-2x
-1 _ 6tldt 2

=———, IX=——, 1-2X=—+-—.
2(1+1t°%) 2(1+1°%)? 1+t
Tapylanlary berlen integralda ornuna goyup alyarys:

2
j /1+2x _ 1+t 3t (1t2_3j : __J' __J'—Sdt_
1- 2xl 2 2 (+t)° 271+t L+t

3. 3,1 t-
:—t——f(—— 2 yit= Et——ln|1+t|+—|n‘t2—t+1‘x—

2 4771+t —-t+1
_3\/§amgzt—1+C 3. [te2x 3 | frex|
4 J3 2\1-2x 4 1-2x
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23 1+2x _1
+§In i/(1+2x) \/1+2X+ —Sﬁarctg—l‘zx +C.
8 |V1-2x  Vi-2x 4 NE
1285.
i \/_

Cozillisi.  Integrilenyédn funksiyadaky X ululygyn dereje
gorkezijilerinin  maydalawjylary 2 we 3 sanlardyr. Sonun ugin
x=t° dx=6t°dt ornuna goyma ulanylmalydyr

Jx s
'[ dX = J.@Gt dt = 6

x —3/x?

C-D+D) Ty na+n

1+1

dt = 6 (t* +1)dt +

+6t+3ItT—

—3j£:2t3+6t+3|n|t—14—3|n|t+14+c:2t3+6t+3|nE+C=
t+1 t+1
6 —
:2&+6€/§+3|n‘/§ Ve
«6/;+1
1286. ji 1287. | VXx+1+2
Ix=3x (x+1)* —/x+1
2 —
1288, | Molt 1289, | Zx—ldx
(2x— 3)3+1 XVX°+3x+1

Cozillisi. Bu mysalda VX*+3Xx+1=t—x ornun goyma usulyny
ulanalyn. Onda X +3x+1=t"—2tx+x°.

Sunlukda,
-1
I x—1 dx:j 213 2t° +6t+2 :J- t'-2t-4
xX2 +3x+1 t2-1t>+3t+1 (2t+3)? (t* -1)(2t +3)
2t+3 2t+3
2
_ j(t -1)- (2t+3) _ZJ‘ dt _ZJ' 2dt In|2t+3| Int -1 LC=
2t+3 t

(2 —1)(2t +3)

_In‘(2t+3)(t+1)t‘+C _|n|[2(\/x2 +3X+1+X) +3](VX? +3x+1+x+1)|+C
t-1

‘ X2 +3x+1-1 ‘ ’
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dx
1290. | ——
J- XV X% +x+1
Cozillisi. Bu yerde c=1>0 bolany iigin vX°+X+1=tx+1 ornuna
goymany ulanalyn:

2_
:1—2t, dX:Z(t t+l)dt m:_t t+1

t2 -1 (t? —1)° t2-1
Tapylanlary berlen integralda ornuna goyup alarys:
20t —t+1)

dx (t* -1)° 20t
== dt=— = In[l-2t|+C =
J.x\/x2+x+1 I1—2tt2—1+1 1-2t n| |+
t?-1 t?2-1

2 —
VX +x+1 1) LC
X

=In|(1-2

1291 j

dx
XVX> —5x+6
Coziilisi. Bu yerde x°—5x+6=(x-2)(x—3) bolany iigin

AV (X=2)(x=3) =t(x—2) ornuna goyma usulyny ulanalyn. Denligin iki
bolegini hem kwadrata goterip, yonekeylesdirenimizden son alyarys:

2_ — J—
:2t2 3’ dx _4t(t 1) - 2t(2t* - 3) (= 22t .
2 -1 (t? 1) (t> 1)
Onda
t2 -1 t? 2t dt
dt =— =
j \/ —5x+6 IZt2—3 t —1) '[ 2_§
r— § \/x —5x+ \/7
1 2 1
=———=In +C=-—FIn +C.
\/6 - § \/6 \/x —5x+6 \/7
2 X—2 2
1292. j 2= % gy 1293. [ dx .
(2-x)?V2+x Y(x-1)3(x+2)°
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X,

1294, j 1295. j

dx
L—x)V1-x*
Y3x+4
1+3/3x+4

dx
I +3

dx
1+x 1+x)*

1296. j dx. 1297. j

1298, j

Cozillisi. Bu yerde a=1>0. Sonun iigin x*+3=t—X ornuna

goymany ulanalyn. Onda

dt — X 11 dt  dx
(Bers )t Uees
Sunlukda,
dx dt
J. = —:In|t|+C:In‘x+\/x2+3‘+c.
VXx?+3 '[ t
dx dx
1299. : 1300. | —.
J.(l+ X)X+ X+1 J’\/1+x—x2
dx dx
130l | —. 1302. .
J.\/xz—?,x+2 I1+x/x2+2x+2

Coziilisi. Bu yerde a=1>0. Sonun iigin vX*+2X+2=t—X ornuna

goymany ulanalyn. Onda
2X+2tx =t* -2, x:tz;z, dx:tZJrLJrz2
2(1+1) 2(1+1)
Tapylanlary integrala gojup alyarys:
_[ _[ (t* + 2t + 2)
1+\/x +2X+2 (1+t)(t+2)
Integrirlenydn funksiya dogry rasional drobdyr:
t?+2t+2 A . B cC
A+20)(t+2)° 1+t t+2 (t+2)*
Bu yerden taparys: A=1 B=0,C=-2.

Sunlukda,
dx dt dt 2
J.1+«/x2+2x+2 It+1 '[(t+2)2 " +q+t+2+
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In‘x+1+\/x +2X+2 ‘ +C.

x+2+\/x +2X+2
dx

X+ X2 —Xx+1

Cozilisi. Bu yerde c¢=1>0 bolany iigin vX*—-Xx+1=tx—1 ornuna
goymany ulanalyn:

2 —
:y, dx =—2%dt, X+/X>—x+1 b
t°-1 (t°-1) t-1
Tapylanlary berlen integrala goyalyn:

1303. j

I dx 2t 42t-2
x+/x2—x+1 °tt=-D(t+1)’
—2t*+2t-2 A B D E
- =— + =+ :
tt-Dt+)° t t-1 (t+1)° t+1

Bu yerden taparys: A=2, Bz—%, D=-3, E=—%.

Sunlukda,

dt dt dt 3 dt VXF—x+1+1
J-X+«’X —Xx+1 J. 2J.t—1_3j.(t+1)2 _Ej.t-i-l:z'n X -

1, |Wx2=x+1+1 3 3, [WxXP—x+1+1
S = I/ =""""41+C.
2 X P —x+1+1 2 X

X

§ 8. Trigonometrik amlatmalaryn integrirlenilisi
L IR(Sin X,cosX)dx  gOrniisddki integrallar.

Bu gornusdaki integrallary integrirlemek tgin tgﬁzt ornuna goyma

ulanylyar. Hakykatdan-da,

X , X

. 295 ot 79 1¢ 20t

SINX = X 1 t2, COSX = > 1 tz, =1 t2.
1+th + 1+tg2 + +
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Berlen integralda tapylanlary ornuna goyup alyarys:
. 2t 1-t* 2dt
R(sinx,cosx)dx = | R : .
-[ ( ) I (1+t2 1+t2)1+t2

tggzt ornuna goyma kabir yagdaylarda ¢ylsyrymly hasaplamalara

getiryar. Sonun {igin asakdaky hususy ornuna goymalar integral
asagyndaky funksiyany rasionallasdyrmak ii¢in amatlydyr:
a) Eger R(sinx,cosx) funksiya sinusa gord tdk funksiya bolsa,
yagny
R(—sin x,cos x) = —R(sin x,cos X)
bolsa, onda COSX=t ornuna goymany ulanylyar.
b) Eger R(sinx,cosx) funksiya kosinusa gore tik funksiya bolsa,
yagny
R(sin x,—cos x) = —R(sin X, cos X)
bolsa, onda SinX=t ornuna goymany ulanearlyar.
Eger R(sinx,cosx) funksiya sinusa we kosinusa gord jiibiit funksiya
bolsa,
R(=sin x,—cos x) = R(sin X, cos x)
bolsa, onda tgx=t ornuna goymany ulanyarlar.

1304. j5”1x

Coziilisi. th:t ornuna goymany ulanalyn:

. 2t 2dt
sinx=—— dx= >
1+t 1+t
onda alarys:
dt
I _J'l I =Inft|+C =In tg
sin x
1+t2
1305. j
COS X
Coziilisi.
dx dx d(x+£) T X
j = = =Injtg(=+2)|+C
COS X 4 2

. T . T
SIN(—+X SIN(—+X
C+x)sin( )
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1306. | —
J.5+4s|nx

Coziiligi. tgazt ornuna goymany ulanyp alarys:

2dt
J. dx J‘ 1+12 _EJ' dt 2 dt B
5+4SInX 2t 5 t2+§t+1 5 (t+ﬂ)2+(§)2
1+t° 5 5 5
2 t+;1r 5tg;+4
=—arctg—=+C =—arctg—=——+C.
3 g § 3 g 3
5
1307. | . 1308, j 2=sinX 1309, [ o .
5— cosx 2+C0Ss X 5—4sin x+3c0s X
1310. | Bi. | &
3+5c08X SIN X + COS X
BL. | Sin“X_ 4
CosSX—3

Cozillisi. Bu mysalda integrirlenyin funksiya sinusa gord tik
funksiyadyr:
(-sinx)® _ sin®x
cosx—3  cosx—3
Sonun iigin COSX =t ornuna goymany ulanalyn:

sinx=+/1—-t%>, x=arccost, dx=-— dt

1-t%

Sunlukda,

H] 243 2
Jsm X dX:_I(\/l—t) dt =.[t t_.[ 9+8lt_
cosx—3 t-3  J1-t?2 t-3

2 2
=J'(t+3)dt+8'|'i:t—+3t+8|n|t—3|+C=COS X +3cosx+
t-3 2

+8In|cosx—3/+C.

1313, J‘SII’] X

315



Coziiligi.

cosx=t, sinx=+1-t?, dx=-— at =,
1-t
J-sm X _J-(xll—tz) dt J- J-dt J'dt_
cos® x t4 1/ th

—1+C.

3cos®x  cosx

1314. j sin® x cos? xdx. 1315. j sin® xdx.  1316. j cos* xsin® xdx.
1317. j Md B8, [ £0S° X,
+COS X sm X

Coziilisi. Bu mysalda integrirlenydn funksiya kosinusa gord tik
funksiyadyr:

(-cosx)’ _ cos’x

sintx  sin*x’
Sonun iigin Sinx=t ornuna goymany ulanyarys:

] dt

cosx=+/1-t*, x=arcsint, dx= ,

N1-t2

cos® x (V1-t%)? dt 1-t° dt dt 1 1
e I e L P PR car A

=— _12 +_L+C.
3sin“x sinx

1319. j cos® xsin? xdx.

Coziilisi. Bu mysalda integrirlenydn funksiya kosinusa gord tik

funksiyadyr
sinx=t, cosx=+/1-t%, dx=

_[cos xsin? xdx = .f(\/l £2)°t2

x/l—t '

j(l—tz)ztzdt :jtzdt -

J—

sin®x 2

2 ——sin5x+%sin7x+C.

—2[t4dt+jt6dt=———t5+t—+c -
3 5 7 3
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3
1320. | SIN X g 1321 o8 xax
cos* x 4sin® x-1
2. [sinaxcosbxdx, [sinaxsinbxdx, [cosaxcosbxdx — gorniigdiki
integrallar.

Bu integrallar asakdaky formulalardan peydalanyp integrirlenyarler:

sinaxcoshx = %[sin(a +b)x +sin(a —b)x];
sinaxsinbx = %[cos(a —b)x —cos(a+ b)x];

cosaxcoshx = %[cos(a +b)x + cos(a—b)x]
1322. I COS 7x COS 3xdXx.
Coziilisi.
Icos 7xcos3xdx = lJ'(coslox + cos4x)dx = isinle + 1sin 4x +C.
2 20 8
1323, [sin7xsin5xdx
Coziilisi.
Isin 7xsin5xdx = lJ.(cos 2X —Cc0s12x)dx = lsin 2X — isin12x +C.
2 4 24
1324, Isin 3xcos 2xdx.
Coziilisi.

J'sin 3xcos2xdx = lJ-(sin 5X +sin x)dx = —i0055x —lcosx +C.
2 10 2

1325. I sin 3x cos 5xdx. 1326. jsin X cos2 dx.
3 3
1327. [sin10xsin15xdx 1328. [sin atsin(ot + g)dt.
1329. _[ OS> cos > dX. 1330. J' cos X cos? 3xdx.
2 3

3. I sin™ xcos" xdx gorniigddki integrallaryn hasaplanylysy. Goy, m

ya-da n sanlaryfl haysy hem bolsa birisi tdk san bolsun.

COS X
133L j e

Coziilisi. Bu mysalda m tak sandyr.
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cosx=t, —sinxdx=dt
ornuna goymany ulanyp alarys:

cos* x cos* xsin x t*dt
_[ — dx:j — dx:—j
sin® x sin* x

Bu yerde bolekler boiinga integrirlemek amatlydyr:

u=t’, dg= tdt“, du = 3t’dt, 9:%,
(1-t%) 2(1-t9)

4 4 3 2 3
I%X:_I tdzt2=— t : +§J-tdt2=_ t .
sin” x @-t°) 2(1-t°) 271-t 2(1-1°)

.[t —1+1 ot 33t e cos’x
C2(1-t?) 2 i 2sin® x
3 3, |1+cosx
——CcosX+—In +C.
1-cosx

1332. J'sin5 x cos* xdx. 1333. J'sin5 x3/cos x dx.

sin® x

VCOS X

1336, JLSXde.
9+sin° X

1334, j 1335. j sin® xdx.

Cozilisi. Bu mysalda n tik sandyr. Sonun {igin sinX=t,
cosxdx =dt ornuna goymany ulanalyﬁ:

J-M :-arctg +C = larCtgw-i-C,
9+sin” X 3 3
1337. [ cos®xdx o, [ oaxdx axdx

\/a +sin? ax

Eger m+n otrisatel jiibiit san bolsa, onda tgx=t ornuna gomany
ulanyarlar.

1339. j

dx
zJcos’ xsin x
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Cozilisi. m+n= —% —% =—-4. Onda tgx=t ornuna goymany

ulanalayn:

I _ J- J-sec xd (tgx)
Jeos xsinx 7 \/cos® xtgx

=]
_Iﬂdt_ftgdxqt;dt=gt2+2t2+C=—\/thX+2 tgx +C
5 S |

cos’ x tg

1340. j 1341, j

dx

sin xcos3x' #fsin® xcos® x
6. m, n polozitel jibiit sanlar. Onda _[sinm xcos" xdx
integraly hasaplamak iigin

., 1—cos2x » . l+cos2x

sin“x="—+"—-, CcOS"X="——",

2 2

formulalardan peydalanyarlar.
1342. [sin® xcos* xdx.

Coziiligi.
Isinz xcos” xdx = %j(l—cos 2X)(L+c0os 2x)*dx =
= %J'(1+ C0S 2X — Cos” 2x — cos® 2x)dx =
:l.f(1+ cos 2x—1+COS4X —1+COS4X 0s 2x)dx :iJ'(1+ COS2X —COS4X —
8 16
—C0S4X oS 2X)dX.
su yerde

C0S4XC0S2X = lcos 2X +£cos 6X
formulany ulanalyn: 2 2

J‘sin2 xcos” xdx :ij 1+£c032x—cos4x—lcos6x dx =
16 2 2

X sin2x sindx sin6x
=—+ - - +C.
16 64 64 192

1343. I sin* x cos? xdx. 1344, J'cos6 xdx.
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§ 9. Kesgitsiz integralyn ulanylysy

1345, Oniimi y’=3x”-6x+2 bolan Y funksiyany tapmaly.
Coziilisi. Serte gord y'=3x*-6x+2 ya-da % =3x? —6X+2
X
dy = (3x% —6x+2)dx. Su denligin iki bolegini hem integrirlalin:
C=C,-C,, y=x-3x"+2x+C

1346. Oniimi y'=2x—3 bolup, Xx=2 bolanda bahasy 6 bolan
funksiyany tapmaly.

Coziligi. Serte gora y'=2x-3, g—y =2x-3, dy=(2x-3)dx. Bu

X
denligi integrirlap alarys:
Idy=f(2x—3)dx, y=x"-3x+C.

Meselédnin sertine gora X=2 bolanda y=6. Diymek,
6=2°-3-2+C, C=8. Sunluk-da, meselinin sertini kanagatlandyryan
funksiya asakdaky gorniigdedir:

y =Xx*>—3x+8.

1347. Egrinin erkin  (X,y) nokadynda gecirilen galtagyanyn burg
koeffisienti 2X bolsa, onun denlemesini yazmaly.

Coziiligi. Serte gora

k =2x, k:tga:ﬂ:ZX, y=x"+C.
dx

C—nin erkin sanlygyna gord, egrinin erkin nokadynda gecirilen
galtasyanyn bur¢ koeffisienti 2X bolan egriler toplumyny aldyk. Ol
egriler biri-biri bilen hemiselik san bilen tapawutlanyandyrlar. C =0
bolsa, depesi koordinatalar baslangyjynda bolan Yy = x> parabolany, C =1
bolsa, depesi (0, 1) nokatda bolan Y= x? +1 parabolany, C=-2 bolsa,
depesi (0,-2) nokatda bolan parabolany alarys. Su prosesi tukeniksiz
dowam etdirip bolar.

y

1348. Erkin nokatda bur¢ koeffisienti — bolan egrinin denlemesini
X

tapmaly.
Coziligi. Serte gord Kk =%, k=W e WY dy_dx
denligi integrirlap alarys:
J.d—;/ = Id—; Inly|=In|x|+InC, y=Cx.
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1349. Erkin (X,y) nokatda bur¢ koeffisienti Xx*—2x bolan, (34)
nokadyn istunden gecyan egrinin denlemesini yazmaly.
Coziilisi. Belli bolsy yaly k =tgex :%. Serte gora
X

ﬂ:xz—Zx, dy = (x* — 2x)dx, y:j(xz—Zx)dx:1x3—x2+C.
dx 3

Indi su egrilerin toplumyndan (34) nokadyn istiinden gegyanini
tapalyn:

4:%32—32+C, C=4.

1 . . .. ,
Onda y =§x3 —X?+4 egri meselinin sertini kanagatlandyryandyr.

1350. Egrinin erkin (X,y) nokadynda gecirilen galtagyanyn burg
koeffisienti 1) —3x, 2) X+2 bolsa, onun denlemesini yazmaly.

1351 M(L3) nokadyn {istinden geg¢ydn egrinin erkin  (X,Y)
nokadynda gegirilen galtasyanyn bur¢ koeffisieenti x>—1 bolsa, onun
denlemesini yazmaly.

1352. Erkin (X,y) nokadynda bur¢ koeffisieenti 3x*> funksiya den

bolan nokatdan gecyan egrinin denlemesini yazmaly.
1353. Eger,

) y=4x>-2x+3, 2) dy=(2x+6)dx.
bolsa, y(X) funksiyany tapmaly.

1354. X = 7z bolanda asyl funksiyasy 4-e den bolsa,

I(sin X +3c0s x)dx

tapmaly.

1355. Nokadyn gonicyzykly hereketinin tizligi $=3t*> -2t denleme
bilen kesgitlenen bolsa, onda onun hereketinin denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Belli bolgsy yaly nokadyn gonigyzykly hereketinin tizligi
gecilen s yoldan ¢ wagta gord alnan Oniimdir:

9= ‘Z—‘:’ =3t>-2t, dS =(3t*-2t)dt.

Integrirlap alnrys:
J'ds =j(3t2 —2t)dt, S=t°—t>+C.

1356 Nokadyn gonicyzykly hereketinin tizligi 9= 3t* +4kanun
boyunga iiytgeyar. Eger t=2 sekuntda nokat 20m aralygy gecen bolsa,
onun hereketinin kanunyny kesgitlemeli.
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Coziiligi.
9 =$=3t2 +4, dS =(3t* +4)dt.
Integrirlap taparys:
jds =j(3t2 +4)dt, S=t3+4t+C.
Baslangy¢ serti ulanyp, hemiselik C sany kesgitlalin:
20=2*+4.2+C, C=4 Sunlukda, nokadyn hereketinin denlemesi
asakdaky gorniisdedir: S =t°+4t+4.
1357. Baslangy¢ pursatda dynglykda duran jisim hemiselik ¢ tizlenme
bilen asak gagyar. Onun hereket kanunyny tapmaly.
Coziligi. Belli bolsy jisimin gonigyzykly hereketinin a tizlenmesi
gecilen s yoldan ¢ wagta gord alnan ikinji tertipli Oniimdir.
d’s dg9 dg
a= > =—, —_=
dt dt dt
Baslangy¢ serti ulanalyn: t=0, $=0, 0=9:0+C,, C,=0. Sunluk-
da, jisimin hereketinin tizligi ¢ =gt kanun boyunga iiytgeyar.
Indi jisimin hereketinin kanunyny tapalyn:
dS dS
=—, —=gt, dS=gtdt.
dtdt J J
Integrirlap alarys:

g, dg=gdt, $=0t+C,

2
sz%mz.
2

Serte gorda t=0 bolanda S=0, 0=g %+ C,, C,=0. Sunlukda,

2
erkin gagyan jisimin hereketinin denlemesi asakdaky gorniisdedir: S =%

1358. Jisim a=(t°+1)m/C tizlenme bilen hereket edyir. Eger t=1s
pursatda jisimin $=2m/s tizlik bilen gegcen yoly S =4sm bolsa, onda
jisimin hereket denlemesini tapmaly.

Coziligi. a=9'(t) bolanlygy t¢in ilki bilen 9(t) kesgitlip, sonra
bolsa

S(t) tapalyn:
3

d g = adt = (t? + 1)dt, l9:%+t+C.
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Serte gora t=1s bolanda $=2. Onda 2:l+1+C1, Clzg..
3 3

Sunlukda,

3 3 3
9-Uite2 B g aso [ L Zar, s=| LY T
3 3 dt 3 3 3 3

4 2
:t—+t—+gt+Cz.
12 2 3
Bu yerde t=1 bolanda, S =4. Diymek, 4=i+l+g+C2, C2=E.
12 2 3 4
Sunlukda,

s=tpile 2,1
12 2 3 4

1359. Nokadyn gonicyzykly hereketinin tizligi asakdaky denlik bilen
kesgitlenyér:

) 9=t*-8t+2, 2) 9=4t-3t%

Onun hereketinin denlemesini kesgitlemeli.

1360. Jisim a=24t*+8 tizlenme bilen hereket edyir. Eger jisim
t=1s pursatda $=10m/s tizlik bilen S =12m yoly gecen bolsa, jisimin
hereket denlemesini yazmaly.

1361. Nokat a=6t—12 tizlenme bilen gonigyzykly hereket edyar.
Baglangy¢ t=0 pursatda &, =9m/s tizlik bilen gecilen yol bolsa, 1)
nokadyn hereket kanunyny we tizligini kesgitlemeli, 2) t=1S wagtdan
son gecilen yoly, tizligi, tizlinmidnin bahasyny kesgitlemeli. 3) tizligin
haysy wagtda in ki¢i bahany alyanlygyny anyklamaly.

1362. Jisim 4, baslangy¢ tizlik bilen dik yokarlygyna zynylan bolsa,
onun hereket kanunyny tapmaly (howanyn garsylygyny hasaba almazdan).
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XI BOLUM
KESGITLI INTEGRALLAR

§ L Kesgitli integralyn kesgitlemesi. Nyuton-Leybnis formulasy

Goy, f(x) funksiya [a,b] kesimde  kesgitlenen we ¢dklenen

bolsun.  [a,b] kesimi a=X,<X <..<X,<X <..<X, =b nokatlar
bilen n bolege bolelin we
0= Z F(&)AX, (X <&<X) @)
i=1

jeme garalyn. Bu jeme integral jem diyilydir. Bu jemin ululygy f(X)
funksiyadan basgada, [a,b] kesimin boliinisine we &, X nokatlaryn
alnysyna baglydyr. [X ;,%] kesimlerin in ulysynyn uzynlygyny A  bilen
belgildlin: A= max|Axi| —0 bolanda (1) jemin predelini (eger ol bar

bolsa) | bilen belgilalin:
I :Iﬂlﬁrg;f(;)Axi.
Eger tiikkenikli | san bar bolsa, onda ona f(x) funksiyanyn

[a,b] kesimdiki kesgitli integraly diyilydr we

b
J'f(x)dx, a,b —sanlar integralyn c¢ékleri gorniisde yazylyar. Sunlukda,

Iﬂirrgzn: f(&)AX = i f(x)dx. )

Eger f(x) funksiya [a,b] kesimde {iizniiksiz bolsa, onda ol

funksiya sol kesimde integrirlenydndir, onun asyl funksiyasy bardyr we
F(x) asyl funksiyasy ii¢in

b
[ f()dx = F (o)~ F(a) = F (x|, 3)
formula dogrudyr. )

(3) denlige Nyuton-Leybnis formulasy diyilyar.
Nyuton-Leybnis formulasyny ulanyp integraly hasaplamaly.
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1363. _1[(2x +1)dx.
Corziilisi. 7
j(zx +Ddx = (x* +X)|, = (@ +1) - (-1)* -1) =2.

s

4

1364. Jcosxdx.
0

Coziiligi.

E .
cmxdx:anx4:9nz—an0:——

Oty

b
1365. j i—f

Coziilisi.

1366.

t—.{?‘
o
3

L xy1—(InX)?

Ct')ziilisi.
N

®

dlInx

! Xy/1— (|nx)2 J 11— (In x)?

:amﬂnmxﬁg=amﬁnmdg—amsm0n3:

1 ) T
=arcsin——arcsin0 =—.
2 6

Integrallary hasaplamaly.

(X 1)
1367. 1368.
I I \/25+3
1 5
1369. | ¥ _ax 1370. j ydy
o1 Y2
1 2 %
BIL | ysdy . 1372, [cos’ ada
0y +4 0
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3 s
1373, [sin’pdo. 1374, | 1+“2/;dx.
0 1 X
¢ xdx ¢ dx
1375, [—— 1376, [————.
L(xT+1) o X°+4x+5

1
1377. j 1+ xdx.
0

§ 2. Kesgitli integralda ornuna goyma usuly

Kesgitli integrallary hasaplamakda kesgitsiz  integrallary
hasaplamak {i¢cin belli bolan #hli usullary ulanmak bolar.

Teorema. Goy, y=f(x) funksiya [a, b] kesimde kesgitlenen hem-de
lizniiksiz bolsun we X=¢ (t) funksiya asakdaky sertleri kanagatlandyrsyn:

1) [a B ] kesimde  kesgitlenen = we  Uzniliksiz  differensirlenyir,

2) ¢(a)=a, ¢(f)=b bolsa we erkin te[a, b] ézin a<g(t)<b. Onda

b

B
[ £(0dx = f [p(t)] o' (t)dt @)

a

formula dogrudyr.

3
1378. x=2t—1 ornuna goymany ulanyp, j NX+1dx  integraly
1
ozgertmeli.

Cozillisii x=2t-1 ornuna goymadan alarys: dx=2dt. Eger x=1
bolsa t=1 we x=3 bolsa t=2. Sunlukda,

f JXx+1dx = iﬁ-zm:zﬁfﬁdt.
1 1 1

4
1379. I ox integraly hasaplamaly.
X

5 1+ Jx
Coziilisi.  x=t* ornuna goymany ulanalyn. dx=2tdt. Eger x=0
bolsa t=0 we Xx=4 bolsa t=2 (1) formulanyn esasynda taparys:

todx Zotdt LR, 1 2
!1+\&_Om—2!(1—m)dt—Z[t—ln|1+t|0]_4—2|n3_
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1380. I\/ a’ — x’dx integraly hasaplamaly.
0

Coziilisi. Goy, x=asint bolsun. Onda dx =acostdt. Tédze integralyn
predellerini tapmak iicin berlen interalyn zdklerini giiman eden
denligimize goyup taparys:

Xx=asint ornuna goymada x=0 bolanda t=0, x=a bolanda

t=£. Onda
2
a 2

I 2’ — xldx = &
0 2

2
(1+cos2t)dt = ﬂ%

Shem IR

cos xdx
6 —5sin X +sin’ x

138L integraly hasaplamaly.

O | N

Coziilisi. sin x=t ornuna goymany ulanalyn. Eger x=0 bolsa t=0
we x=% bolsa t=1.

Diymek,

O N | N

cos xdx _j dt t-3| 4
6-5sinx+sin*x ¢ '

Integrallary hasaplamaly.

9 1
1382. j‘/;dx. 1383. [ x*1-x2dx.
4 \/;_1 0
3 3 2
o84, [ s, [ o
5 L+sIn X +C0s X T X
1
In(1+ x)
1386. dx, (x=tgt).
! 1+x?

1387. x=sint ornuna goymany ulanyp, integraly

j dx

1 V1- x*
2
ozgertmeli.
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T

2
1388. x=arctgt ornuna goymany ulanyp, jf(x)dx integraly
0

ozgertmeli.

Asakdaky integrallary hasaplamaly.
In2 2z

1389. [ e —ldx, e'-1=t 1390. | _ &
5 5, 5—3C0s X
5

dx

139l | —F———.

l. 2X++/3x+1

§ 3. Bolekleyin integrirlemek

Eger u(x) we 9(x) funksiyalar [a, b] kesimde tizniiksiz bolup,
lizniiksiz Oniimlere eye bolsalar, onda asakdaky denlik adalatlydyr:

Tu(x)v(x)dx:[u(x)g(x)]'; —Tg(x)du(x)

ya-da
b b
_[udS:US Z—Igdu. )
Bu yerde ug|’ belgileme u(b)$(b)-u(a)9(a) tapawudy anladyar.

Integrallary hasaplamaly
2

1392. J'x In xdx.
1

Cozillisi. Bu yerde Inx=u, d$=xdx hasap edip, (1) formulany
ulanyp alarys:

2

2 2 2 2 2 2
J'xlnxdx: Inx-X— _ljx_dx: X—Inx —lj.xdx:
1 2 29 X 2 29
1 1
22
—on2-1X) _om2-Yany=2m2-3,
2 2|, 4 4
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1
1393 j xe"dx.
0
Coziilisi: Eger x=u, e'dx=d$ diysek, onda du=dx, 9=e" we

1
Ixe*dx = xe*
0

1 1
. —je*dx:e—e*
0

Lo,

1394, J'e“ COS XdX.

2x

Coziilisi. Eger e” =u, cosxdx=d4 bolsa, du=2e”dx, J=sinx.
(1) formulany ulanyp taparys:

xl2 72 w2

je“ cos xdx = e sin x g’z—zje“sin xdx = e” —ZIeZXsin Xdx =
0 0 0

wl2

=e" -2 _[ e”*sin xdx. (2)
0

(2) denligin sag bolegindiki integraly bdlekleyin integrirlalin:

*=u, sinxdx=d$, du=2e*dx, $=-cosX.

e2

2 7 2

ZI e” sin xdx=—e cos x| 2 -2 Ie“ cosxdx=1+2 J'e“cosxdx,
0 0 0 0

T

J'e“ cosxdx=e"—-2(1+2 J'e“cosxdx) =e-2-4 je“ cos xdx.

Bu yerden taparys:

T T
z

2 2
e —
SI e” cosxdx=e" -2, .[e“ cos Xdx =
0 0

1

1395. jxe’*dx. 1396. J'arcsin xdx.

T e
1397. '[ x3sin xdx. 1398. J'In Xdx.
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1399. _[e’a* cos bx dx. 1400. I In® xdx.

v ©

T

1401 [ sin~/xdx 1400, IarcsmxI

ex

§ 4. Kesgitli integralyn yakynlasan bahasyny tapmak

Eger berlen If(x)dx kesgitli integralyn irtegrirlenyan  f(X)

funksiyasynyn F(x) asyl funksiyasyny tapmak kyn bolsa, ya-da f(X)
funksiya ii¢cin F(x) funksiya yok bolsa, onda kesgitli integralyn
yakynlasan bahasyny tapmaga gegcilyar. Kesgitli integralyn yakynlasan
bahasyny tapmak bolsa asakdaky usullaryn komegi bilen amala asyrylyar.

. Goniiburgluklar usuly.
[a,b] kesimi a=Xx <X <X <..X,=Db nokatlar bilen 6zara den n

boleklere bolelin we VY,.,Y,Y,,..Y. Y, bilen bolsa, y= f(x) funksiyanyn
degisli bahalaryny belgllahn Takmyn denligi yazalyn:

J f(x)dx = y,_ A%, (k=1..,n) (1)
su yerde
AX, =X, — X, =b—_a' X, _arkR=?
n n
57-nji ¢yzgy
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Bu bolsa egricyzykly aABb trapesiyanyn her bir bsleginin
meydanynyn beyikligi »,, bolan, esasy AX, (57-nji ¢yzgy) bolan
goniiburgluk  bilen  ¢algyrylyandygyny  gorkezyar. (1) denligi  &hli
k=1,2,3,...,n bahalar boyunga jemldp, goniibur¢luklar formulasyny alarys:

if(x)dXzb_

Eger f'(x) oniim bar bolup, [a,b] kesimde ¢iklenen bolsa, onda
(2) formulanyn yalnyslygy iicin asakdaky densizlik dogrudyr:
M, (b—a)’

2n Q)

a
(yo+y1+"'+yn71) (2)

6] =

l f o)X =Dy, 1A% [ <
k=1

bu yerde M :rP%]x|f'(x)|.
2. Trapesiyalar usuly

Gontiburgluklar formulasyndaky yaly kesimi den N boleklere boliip,
takmyny denligi yazalyn:

J f(x)dx = yk Ja ¥ Ve py | “)

Bu bolsa aABb trapesiyany boleklere bolenimizde onun her bir
zolagynyn meydany takmynan degisli trapesiyanyn meydany bilen
calsyrylyanlygyny gorkezyar. Degislilikde Kk =1,2,..,n bahalary berip
trapesiyalar formulasyny alyarys:

b n B
[ foodes Yt e = 2By, 2y 2y, 02,4 )=
" n

b a
(yo Yn

- 5 +Y, Yyt t Yo 5)

58-nji ¢yzgy
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Eger f'(x) bar bolup [a,b] kesimde ¢éklenen bolsa, onda (5)
formulanyn yalnyslygy ligin asakdaky densizlik dogrudyr:

)3
M,(b-a)" ©)

b n
- =y s ¥
|§n|—£f(x)dx ; R B

bu yerde M, = rP%]x|f’(x)|.

3. Simpson usuly
[a,b] kesimi Xy=a<X<..< X, <X, 1<X, =D nokatlaryn komegi
bilen den 2n boleklere bolelin we
Yor Y1 Y2r- Yan 20 Yon11 Yon
bilen Yy = f(X) funksiyanyn degisli bahalaryny belgililin (59-njy cyzgy).
Indi trapesiyanyn meydanyny parabola zolagynyn meydany bilen
calsyralyn. Onda aABb trapesiyanyn  meydanyny takmynan

hasaplamagyn formulasyny yazyp bileris:
b

b-a g
[ 09K ==3 (Voo + 4arcs + Yar) =
k=1

a

b-a
=— +2y ) +A(Y, + Y+ Y+t +
- [(Yo +2¥,) +4(Y,+ Y5 + Vs Yans) o

+2(Y, + Yy + Yo+t YVons )]

59-njy ¢yzgy

Bu formula Simpson formulasy diyilyér.
Eger [a,b] kesimde f™)(x) oniim bar bolup, ¢iklenen bolsa, onda
(7) formulanyn yalnyslygy licin asakdaky densizlik dogrudyr:

B 5
b-ayg M,(b-a
|5n|= If(x)dx—TZ(y2k_2+4y2k_l+y2k) SM
a k=1

180- (2n)* ®

bu yerde M, = rp%]x|f’(x)|.
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1
1403.  Gonuburgluklar  formulasyny  ulanyp, J-l ox 5 (n = 10)
pLtX
integralyn  yakynlasan bahasyny tapmaly we onun yalnyslygyny
kesgitlemeli.
Coziiligi. Iki bilen integralyn takyk bahasyny yazalyn:

arctgl= % ~ 0, 785.

ax=2=2 170 o1y aik P8 04k.012k-01, (k=012,..10)
n 10 n
Funksiyanyn bahalaryny hasaplalyn:
1
=1, =——~0.990,
Yo hE (0.2)°
1
=————~0.962, =0.917, ~0.862,
y2 l+ (02)2 y3 y4
y.=0.8, y,~0.735 VYy,=0.671, y,~0.610, y,=0.552, vy,=05.
Onda

1
Ilf);z ~0,1-(1+0,990 +0,962+0,917 + 0,862 +0,8+0, 735+ 0,671+
0

+0,610+0,552) ~ 0,810.
Indi goyberilen yalnyslygy tapalyn:

2X
0= (1+x j :_(1+x2)2

2
onda |f’(X)| =1—X funksiya [0,1] kesimde monoton kemelyar. Sonun

(1+x°)°
2
licin M, = max =f'()= =—=0,5.
N ' o (1+1) 4
WSM 05_025
2-01 0,2
Sunlukda,
1
[ X _0,810+0.25.
o L+ X
alarys.
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1404. Trapesiyalar formulasy boyunca n=10 bolanda
¢ dx
o1+ X
integralyn yakynlasan bahasyny tapmaly.
Cozilisi. a=0, b=1 bl_—Oa = % Indi  integral  asagyndaky
funksiyanyn bahalaryny tapalyn:
1 1 1
X, =0, =——=1, x=0, =—=—=0,9091.
° o=1rg b KT ¥ 1+01 11
y,=0833, vy,=0,7992, y,=0,7143,
y; =0,667, y,=0,6250, y,=0,5882,
yg =0,5556, y,=0,5263, y,=0,5000.
Onda trapesiyalar formulasy boyunga alarys:
¢ dx 1 ,1.0000+0,5000

—~—( +0,9091+ 0,8333+0,7692 +0,7143 +0,6667 +
ol+x 10 2

+0,6250 + 0,5882 +0,5556 + 0,5263) = % -6,9377 =0,69377 ~ 0,6938.

Su takmyn hasaplamanyn yalnyslygyny anyklalyn:

f'(x):——1 = f”(x)=—2 =
@+ x) 1+ x)
Eger 0<x<1 bolsa, f”(X)|S 2. Sonun igin M, =2 diyip almak
bolar.
|6,] < 2'12 -1 00017,
12-10° 600

1405. Simpson formulasyny ulanyp takyklygy 0,0001 c¢enli yakynlyk
bilen

1
2
Ie‘* dx
0
integralyn yakynlasan bahasyny hasaplamaly.
Coziilisi. [0,1] kesimi den 10 bolege bolelin:
X =0,%x=01x,=0.2,..,%,=10. Bulara degisli funksiyanyn

bahalaryny tapalyn. Sonda takyklyk 0,0001 c¢enli bolanlygy iicin

hasaplamany oturdan son bas belgd c¢enli alyp, ony dort belgd dogrulap
alarys:
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x,=0, y,=e® =1
x, =01, vy, =e®? =0,99005,
x,=0,2, y,=0,96079,
x,=0,3, y,=0,91393,
x,=0,4, y,=0,85214,
x, =0,5, ., =0,77680,
X, =0,6, y, =0,69768,
x,=0,7, y,=0,61263,
X =0,8, y;=0,52729,
X, =0,9, y,=0,44486,
X0 =10, Y, =0,36788.

Bu yerden:
Yo + ¥y =1,36788.

A0y, + Y+ Y+ Y, +Y,) =4-374027 =14,96108,
2(y, + Y, + Y+ Ys)=2-3,03790=6,07580.

Meseldnin sertine gord rusgat berilydn ndtakyklyk 0,0001-den
gegmeli dil. Sonun iigin [0,]] kesimi 2n boleklere bolmeklik asakdaky
densizlikden tapylyar:

_ 5
M <0,0001.
180(2n)
b—a=1 bolany iicin M, tapmaly.
f'(x) =—2xe ™,
f"(x) =2(2x* -1)-e™*,
f7(x) =-4(2x° -3x)-e™,
fV)(x) = 4(4x* —12x* +3)-e7*,

f(lv)(0)=121 f(IV)(1)=_§1 ‘f(IV)(l)‘=§<12.
e e
Sunlukda,
M, = max| f ™ (x)| = £(0) =12,
L‘l<0,0001, n* >12—5, n>3.
180-(2n)
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Hasaplamak ii¢in n=>5 alyarys. Sonda nitakyklyk 0,0001-den
gecmeyar.

j-e_xzdx _1,36788+6,07580 +14,86108

~0,7468.
6-5

0

1406. Gontiburgluklar formulasyny ulanyp,
2z
j xsinxdx, (n=12)
0

integralyn yakynlasan bahasyny tapmaly.
1407. Gontiburgluklar formulasyny ulanyp,
2
%, (n=10)
X

1

integralyn yakynlasan bahasyny tapmaly.
1408. Trapesiyalar formulasyny ulanyp,

1
iy (n:8)
O1+x

integralyn yakynlasan bahasyny tapmaly.
4
1409. n=10 diyip Ixzdx kesgitlenen integralyn yakynlagsan bahasyny
2
tapmaly.

1410. Simpson formulasyny ulanyp,
1
J'xzdx, (n=10)
0

integralyn yakynlasan bahasyny tapmaly.
1411. Simpson formulasyny ulanyp, 0,001 takyklyk bilen

* dx
2Inx

integralyn yakynlasan bahasyny tapmaly.
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§ 5. Hususy dél integrallar
1. Caklenmedik funksiyanyin integraly

Goy, f(x) funksiya [a,b] kesimin a nokadyndan basga nokatlarda
kesgitlenen  bolsun.  Eger, f(x) funksiya her bir [a+eg,b],
(¢>0,a+&<0) kesimde integrirlenydn bolup ¢ — 0 bolanda

b
lim [f)dx=1

ate

@

predel bar bolsa, sol predele [a, b] kesimde f(x) funksiyadan alnan
hususy dil integral diyilyir we asakdaky yaly yazylyar:

b
| = j f (x)dx. ©)

Su halda (2) hususy dil integral bar diyilydir we sol integrala
yygnanyan integral diyilyar. Tersine bolan halda bolsa hususy dal
integrala dargayan integral diyilyar.

Seyle hem, eger b nokatda f(x) funksiya c¢idklenmedik bolsa,

I:Tf(x)dx

hususy dal integral kesgitlenip bilner,

Goy, indi f(x) funksiya [a,b] kesimin ¢ (a<c<b) nokadynda
ciaklenmedik bolsun. Onda [a,b] kesimi [a, C) we (c,a] boleklere
boliip, alarys:

'T f(x)dx = j f (x)dx +j- f (x)dx.

Eger-de  f(x) funksiya [a,c—g] we [c—g,b] kesimlerde

integrirlenyén bolup, ¢ - 0 bolanda tiikkeniikli

c—¢ b
lim J'f(x)dx=ll, lim jf(x)o|x=|2

b
predeller bar bolsa, If(x)dx integrala f(x) funksiyadan [a, b] kesim
boyunga alnan hususy dil integral diyilyar.
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Eger-de f(x) funksiya [a, b] kesimin a,b we C nokatlarynda

caklenmedik bolsa, onda erkin & >0 sany almak bilen [a, b] kesimi

[a+e,d][d,c—¢][c+e k] [k,b-g]

kesimlere boliip,
d

Tf(x)dx: I f(x)dx+T f (x)dx + i f(x)dx+bj'£f(x)dx

ate c+e k

denlikde & —0 bolanda predele gecip [a,b] kesimde f(x) funksiyadan
alnan hususy dal integraly kesgitlip bolar.
Kopleng halatlarda c¢éklenmedik funksiyadan hususy dil integrallaryn
yygnanyandygyny anyklamak ii¢in asakdaky nysanlardan peydalanyarlar:
Goy, takyklyk iicin f(x) funksiya X=a nokatda c¢iklenmedik

b
bolsun. Onda jf(x)dx integral:

M
a) |[f(X)< we m<1 bolsa yygnanyar;
) [T (x) x_a) yygnany
M ,
b) |f(x)|2 we m>1 bolsa dargayar.
(x-a)"

1
1412, | = I % integraly hasaplamaly.
2 VX

Cozilisi. Kesgitlema gora | hususy integral bardyr we Xx=0
1
nokatda T funksiya ¢dklenmedikdir. Onda alarys:
X
1
dx
— =2-2Je.
O:l-.g \/;

Diymek,

=

1
jdx —lim2-2ys)=2.
0

338



1
dx
1413. | —————, (0<x<1) integraly hasaplamaly.
frx(l_x) ( ) integraly hasaplamaly

1

ozillisi., f(X)=———,

Coziilisi.  (x) P
nokatlarda c¢idklenmedik funksiyadyr. Su funksiyadan alnan hususy dal
integraly tapmak ug¢in

(0O<x<1) funksiya x=0 we x=1

lim J’ _&x |imlf _x
L Nx@-0T g, Jx-0)
predelleri tapmaly bolyarys:

1/2 1/2

HOJ'\/» —LanZarcsmf

) .1 . T T
=2lim| arcsin—=—arcsinv¢ |=2-=—-0=—,

g—>0|: N2 :| 4 2

-0

. . o1
=2 Ilm[arcsm l-¢ —arcsm—} =
V2

g—>0 -[ \/—1 X £—>0

=2 arcsinl—arcsini :Z[E—zj 1
J2 2 4) 2

Sunlukda,

12 1-¢

¥ dx T
I ﬂU ) jf(l x) 2

T
+ ==
2

hususy dil integraly hasaplamaly.

1414} o
- 0\[4—X2

1
Coziilisi. Integral asagyndaky f(x)= \/— funksiya x=2
4-x*

nokatda tiikkeniksizlige Owrilydr. Ol integrirleme aralygyn galan

1
nokatlarynda tiizniiksiz funksiyadyr. Sona gora f(x)= funksiya
V4 —x?

islendik [0,2—5] aralykda integrirlenydn funksiyadyr. Sunluk bilen
kesgitlema gora alarys:
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2-¢

2 dx 7 dx . X
I =lim _[ =limarcsin—
5 - 5 4_X2 £—0 2

] . 2—¢ . 0 s
=lim| arcsin———arcsin— |=—.
£0 2 2 2

0

1415. o >0 gorkezijinin haysy bahalarynda
fox
0 Xa
hususy dil integral yygnanyar we haysy bahalarynda dargayar?
Coziiligi. f(x)=ia funksiya « >0, x=0 nokatda tiikkeniksizlige
X

owrlilyar we integrirleme kesimin galan nokatlarynda iizniiksizdir. Sona
gora [8, l] (0<5<1) kesimde integrirlenydn funksiyadyr. Ilki bilen
a #1 diyip, kesgitlemd gord yazyp bileris:

tdx . rdx 1 .,
—=lim | —=Ilim| ——X
0 X% &0 Y X4 0 l\l-¢
Bu yerde iki halyn bolmagy miimkin:
1

1) a<1 onda lime"* =0 we %:L

e0 o X 1-a
Bu halda hususy dil integral yygnanyar.

) T dx
2) a>1 onda lime"™“ =0 we |—=
£—0 5 x“

Bu halda hususy dil integral dargayar.
Eger o =1 bolsa, onda
1 1
dx .. dx . . :
—=1lim [ =lim Inx| =lim (In1-In&) =~ lim In& = +o.
X >0 X >0 >0 £—0

1
1 ..

=—lim@1-&").

. 1-« 5—)0( )

00,

0

Hususy dal integral bu halda hem dargayar.

Berlen integrallaryn yygnanyandygyny Yya-da dargayandygyny
gorkezmeli.
5
jw dx.
0

Jx

0SX
Coziiligi. CT funksiya x =0 nokatda tiikeniksizlige owriilyar. Galan
X

1416.

nokatlarda bolsa tzniiksizdir. X >0 bolanda
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Cos < i
x| X
bu yerde M=1 we m =%<1. Yygnanma nysany esasynda integral

yygnanyar.

In(l+\/_ ) e

SII’]X

2
1417. j
0

Coziiligi. Integrirlenydn funksiya

In(1+\/_)

f(x
( ) SII’]X _l

Xx=0 nokatda kesgitlenen daldir. Integrirleme aralygynyn galan
nokatlarynda bolsa funksiya iizniiksizdir. Dengiiy¢li tilkeniksiz  kigi

ululyklary yazalyn:
—1~sin x~X, In(l+§/?)~§/?, X — 0.

sm X

Onda
@) e 1
esinx _1 X %
X

Bu yerde m :§<l we M =1. Diymek, integral yygnanyar.

2 .
s [2FIX gy
o (x=1)
Coziilisi. Integral asagyndaky funksiya
F(x) = 2+sm2x
(x-1)

integrirleme aralygyn icki x=1 nokadynda tiikeniksizlige Owriilyir. Sona
gord-de integraly iki integralyn jemi gOrniisinde yazyp, olaryn her
haysysyny ayratynlykda dernalin:

2+sinx i +S|nx j2+sinx

(x—1)? 0 1 (x=1)°
Ahli Xx—lar iicin 2+sinx>0. Sona gOri

341



2+sinx o1
(x-0)* (x-1*
Bu yerde M =1, m=2>1. Sonun iigin iki integral hem dargayandyr.

Diymek, berlen integral dargayar.
Integrallary hasaplamaly

1

dx ¢ xdx
1419, [———— 1420,
J.1(4—x)\/1—x2 0st 1-X
e 3
1421 | ax 1422. | _dx
1 X¥/In x 5 COS X
‘ dx 2
1423, | 1424. | ctgxdx.
1 VAX— X2 -3 0
3 6
1425. | dx_ 1426, [———"—
o (x=1) 3 X 7x+10
4 -
1427, [T dix,
0 3 X2

2. Tikeniksiz predelli hususy dil integrallar
Goy, f(x) funksiya X>a ig¢in kesgitlenen we a<x<b aralykda

berlip sol aralygyn islendik boleginde integrirlenydn bolup, b—
bolanda

LLrpoj‘f(x)dx: I, (b>a)

predel bar bolsa, sol predele f(x) funksiyadan a-dan o ¢enli alnan
hususy dal integral diyilyar we asakdaky yaly belgilenyér:

:T f (x)dx.

Eger-de su predel tiikeniksizlige den bolsa ya-da yok bolsa, hususy
dal integrala dargayan integral diyilydr. Tersine bolan halda bolsa hususy
dal integrala yygnanyan integral diyilyar.
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b
I f(x)dx hususy dil integral hem edil sona menzeslikde kesgitlenyar:

—00

jl f(x)dx = a"ﬂl j' f (x)dx.

—00 a

Seyle hem (—o0,00) aralykda hususy dil integral kesgitlenip bilner:

T f(x)dx = JLTO'T f (x)dx.

—® b—w a

Su gorntigdaki hususy dil integrallaryn yygnanyandygyny ya-da
dargayandygyny kopleng¢ halatlarda asakdaky nysanlaryn komegi bilen
kesgitlenilyar:

T f(x)dx, (a>0).

Integral:

a) |f(X)|s)|:/|—rn we m>1 bolsa yygnanyar;

b) |f(x)|2Mm we m<1 bolsa dargayar.
X

M we m hemiselik sanlardyr.
1428. Integraly hasaplamaly:

T%, (a>1)

1
71
nokatdan beyleki nokatlarda iizniiksiz bolany sebdpli, sol funksiyanyn
[a,+oo), (a>0) kesimdiki integralyna garalyn:

2dx . Rdx L 1
J'—=I|m —2:I|m -=

2
b— b—
2 X =2 X =X

1
1+x°
integralyny hasaplamaly.

Coziilisi. (—00,00) aralygy (—00,0) we (0,0) aralyklara boliip,
alarys:

Cozilisi. Integral asagyndaky  funksiyanyn f(x)= x=0

b

. (1 1) 1
=lim =—=|==.
a b->ol g b a

funksiyanyn (—oo,oo) aralykda hususy dal

1429, f(x)=
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0 b
j ox =lim dX2 = lim(arctgb —arctg0) :Z,
oL+ X7 boed 14 XT bow 2
0 0
dx ) dx
= lim = lim (arctg0 —arctga) = —
{ 1%—X2 a——o +—X2 a»—w( g g )

Sunlukda,

0 0 o0 b
| dxz—j Y LS T S
Jlexd J1ax? 14X ol 14X’ boedle Xt 20 2

1430. J-XSin Xdx hususy dil integraly hasaplamaly.

Coziilisi. Kesgitlemeden peydalanalyn:
© b
jxsin xdx:tljim xsin xdx.

Bolekleyin integrirleméini ulanalyn:
u=x, dg=sinxdx, du=dx, $=-cosx,

b b

kI)im xsin xdx :!I)im (—xcos x|2 + Icos xdx] = lI)im (-bcosb +sinb).
0

Su predelin yoklugyna gord integral dargayar.

Nysanlary ulanyp, asakdaky integrallaryn yygnanyandygyny ya-da
dargajandygyny barlamaly.

COS X

Coziilisi. Belli bolsy yaly |COSX|<1 Onda integrirlenyidn f(X)= COSX

funksiya ii¢in

densizlik dogrudyr.
Bu yerde M =1 we m=3>1. Diymek, integral yygnanyar.

1
w 34arcsin —

1432, X dx.
! 1+ x\/_

Coziilisi. Ahli x> 2 iicin alarys:
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0 <arcsin = < arcsin%=%<1, 1+ X4/X > xv/X.

X
Bu yerden
3+arcsin E 4
X
A
1+ x\/; %
X
m= g >1 we M =4. Diymek, integral yygnanyar.
43, [e“dx 1434, [Ty arctoX iy
0 0 NG +1
T xdx <
1435, |——. 1436.
Lkﬁ—az !UZ
1437. I ZL 1438. j *sin xdx.
2 XT+2X+5 0
1
2 9 T arctgx
1439, j X_ dx. 1440, j dx
L 14 X3/x T X
24+sin X ©odx
1441, dx. 1442, .
J: x? J; 1++/x
2
m&.]’xw
o X% +1

§ 6. Tekiz sekilin meydanyny hasaplamak

Denlemesi y= f(x) bolan iizniikksiz egri ¢yzyk, absissa oky we
X=a, X=Db goniller bilen ¢iklenen sekilin meydany (60-njy ¢yzgy)

b
S= j f (x)dx 6))

formula bilen tapylyar.
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Egerde sekil asakdan y, = f,(Xx), yokardan bolsa y, = f,(X) {iizniiksiz
egri ¢yzyklar bilen (a<x< b) caklenen bolsa, (6/-nji ¢yzgy), ol sekilin
meydanyny tapmaklygyn formulasy asakdaky gorniisdedir

S :i(yz—yl)dx:I[fz(x)— f,(x)]dx. ()
g =1 y
S
of « b x 0 X
60-njy ¢yzgy 61-nji ¢yzgy

1444. y=5x goni c¢yzyk, Ox oky we Xx=2 goni c¢yzyk bilen
ciklenen tekiz sekilin meydanyny tapmaly.

Cozilisi. y=5x we Xx=2 goni zyzyklary gurup (62-nji ¢yzgy)
ucburclugy alarys:

5x2|°
T2

ijdx =10.
0

0

yv=>5x

0 1 2 X
62-nji ¢yzgy

1445. y=2x-x> parabola we y=-Xx goni ¢yzyk bilen ¢iklenen
sekilin meydanyny tapmaly.

Coziligi. Berlen parabolany we goni ¢yzygy guralyn (63-nji ¢yzgy).
Bu denlemeleri bilelikde ¢ozip kesisme nokatlaryn koordinatalaryny
taparys.
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0 v=2x—x"

y=—x
63-nji ¢yzgy
=2X—X*
y , 3x—x*=0,
y=-x

XB-x)=0, x =0,x,=3.
Onda taparys:

3 3
s=j[ax-ﬁ)-o«ﬂdx=j@x—x6dx=

0 0

X X 9

SCS

2 3 2
1446. y*=x egri y=1 goni ¢yzyk we x=8 dik goni ¢yzyk bilen

ciklenen sekilin meydanyny tapmaly.

Coziilisi. Funksiyalaryn grafigini gurup sekili tapalyn (64-nji ¢yzgy).

xr=8

¥ | —

64-nji ¢yzgy

2
y fzg—E: 41 kw.bir.
4 4

4

2_
1

2
S:J‘[8—y3}dy:8-y
1

1447. y*=9x egri ¢yzyk we y=3x goni ¢yzyk bilen ¢iklenen
sekilin meydanyny tapmaly.
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Cozillisi. y*=9x we y=3x ¢yzyklary guralyn (65nji ¢yzgy). ki
bilen berlen ¢yzyklaryn kesisme nokatlaryny tapalyn. Onun {i¢in

y? =9x
y =3X
sistemanyn ¢oziiwini tapalyn. x, =0, y,=0, x,=1 y,=3. Onda alarys:

S=5,-S,= jJQ_xdx —ijdx = 3] x;dx—B.lf xalx =
0 0 0 0

65-nji ¢yzgy

1448. y=Inx egri, Ox ok we X=e€ goni bilen c¢idklenen sekilin
meydanyny tapmaly.
1449. y*=2px we x’=2py parabolalar bilen ¢iklenen sekilin
meydanyny tapmaly.
1450. y=x> egri ¢yzyk, y=8 goni ¢yzyk we Ox ok bilen
céklenen sekilin meydanyny tapmaly.
1451. y=2-x* we Yy’=x* egriler bilen ¢iklenen sekilin
meydanyny tapmaly.
2 2

X
1452. a——y— 1 giperbola bilen we x=2a goni ¢yzyk bilen

2 b2=

céklenen sekilin meydanyny tapmaly.
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1453. y=e*, y=e" egriler bilen we x=1 goni ¢yzyk bilen
ciklenen sekilin meydanyny tapmaly.

1454. x=-2y?, x=1-3y* parabolalar bilen ¢iklenen sekilin
meydanyny tapmaly.

2. Denlemesi parametrik gorniigde berlen egri ¢yzyk
bilen ¢dklenen sekiliih meydany hasaplamak

Goy, egrinin denlemesi parametrik gorniisde berlen bolsun X = ¢(t),
y=w(t). Onda Ox ok, x=a, x=Db dik goni ¢yzyklar we berlen egri
¢yzyk bilen c¢dklenen egricyzykly trapesiyanyn meydany asakdaky
formulalaryn biri bilen tapylyar:

B
S, =—[y®x@dt, S, =[xy, @)

R

17,
S=§£Uy—yxmt 3)

bu yerde ¢ we f, sanlar ¢ parametrin iytgeydn aralygy.
1455. x=acost, y=bsint (0<t<2z) ‘ellips bilen ¢iklenen
meydany tapmaly.
Coziilisi. Bu yerde (3) formuladan peydalanmak amatlydyr.
y'=bcost, x'=-asint, xy'—yx'=acostbcost+bsintasint =ab.
Onda

127r 127r
S==| (xy'—yx)dt == | abdt = zab.
2!(y yx') 2! 7

X =a(t—sint)
1456.
y =a(l—cost)

egrinin bir sahasy we Ox ok bilen ¢édklenen sekilin meydanyny tapmaly
(66-njy ¢yzgy).

-
}.‘

Y

66-njy ¢yzgy
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Coziilisi.
Bu yerde (2)-nji formulany ulanmak amatlydyr.
2r

' 2r 2z
S= I a(l—cost)[a(t—sint)] dt = J' a’(1-cost)’dt =a’ J' (1—Zcost+1+C§SZt)dt =
0 0 0
2,3 . 1. o )
=a“(-t-2sint+=sin2t)|;"=37a".
2 4
2 2
X\ 3 .
1457. Denlemesi [—j +(XJ =1 (x=acos’t, y=asin’t,0<t<2r)
a a

bolan astroida bilen ¢&klenen sekilin meydanyny tapmaly.
1458. x=a(2cost—cos2t), y=a(2sint—sin2t)  kardoida bilen

ciklenen sekilin meydanyny tapmaly.

1459. Deinlemesi parametrik gorniisde berlen x=a(cost+tsint),
y=a(sint—tcost), (0<t<2x), x=a,y<0 yapyk egri bilen ¢dklenen
sekilin meydanyny tapmaly.

1460.  Denlemesi  parametrik  gorniisde  berlen X = acost,

y =bsintcos’t egri bilen ¢iiklenen sekilifi meydanyny tapmaly.

3. Deiilemesi polyar koordinatalar sistemasynda berlen egri
cyzyk bilen ¢iklenen sekiliih meydanynyni hasaplanylysy

Denlemesi p = p(X) bolan {iizniiksiz egri ¢yzyk polyar koordinatalar

sistemasynda berlen bolsun. Onda p=p(x) egri, ¢ =a We @, =/
sOhleler bilen ¢idklenen sektoryn meydany

s—if 2 (p)d
3P (0)do

formula bilen tapylyar
1461. Polyar denlemesi p° =2a’c0s2¢ bolan (a-—hemiselik san) egri

cyzyk bilen c¢idklenen sekilin meydanyny tapmaly. Bu sekile Bernulli
lemniskatasy diyilyar (67-nji ¢yzgy).

Cozilisi.
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L

_—

67-nji ¢yzgy

Lemniskatanyn meydanyny § bilen belgilip, onun dortden birinin
meydanyny tapalyn. Sol bolekde ¢ bur¢ 0-—dan % cenli Uytgeyar.
Sonun ii¢in

[ 1,01, . T 1
a’|cos2pdp==a’| =sin2¢p | ==a*, S=a’.
Jeos2odo=3 [2 ‘”} 4

0

ls:
4

N |-

1462. Denlemesi r=a¢@ bolan Arhimed spiralynyn bir aylawy we
polyar oky bilen ¢éklenen sekilin meydanyny tapmaly (68-nji ¢yzgy).

68-nji cyzgy
Coziilisi.

3,52

a 4
S=— 2dp =—r3a°.
2 !gﬁ 773

1463. Denlemesi r=acos3p egri bilen ¢idklenen meydany tapmaly.
Bu sekile itigyaprakly bagiil diyilyar (69-njy ¢yzgy).
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Coziiligi.

69-njy ¢yzgy
) 1,8
Ahli sekilin altydan bir boleginin meydany Eazfcosz 3pde dendir.
0

Sonun iigin
1 T

ra’

5 2
S :3azjcosz 3pdp = aZIcos2 wdy = i
0 0

1464. r =asin3¢p egri bilen ¢iklenen sekilin meydanyny tapmaly.
1465. p=a(l+cose) kardioida bilen c¢éklenen sekilin meydanyny

tapmaly (70-nji ¢yzgy).
C_
Q

70-nji ¢yzgy

v

1466. Deinlemesi p=4sin>p bolan egri bilen ¢iklenen sekilifi
meydanynyn bir bolegini tapmaly (7/-nji ¢yzgy).

~
YV
o

Tl-nji ¢yzgy
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1467. p=a(l-cosep) kardioida we p=a towerek bilen céklenen
sekilin meydanyny tapmaly.

§ 7. Duganyn uzynlygynyn hasaplanylysy

Denlemesi y= f(x) gorniigde berlen egri ¢yzyga garalyn. Onda bu
egrinin  A(a, f(a)) we B(b, f(b)) nokatlaryny birikdiryin dugasynyn
uzynlygy asakdaky formula bilen tapylyar:

L= T‘/H[ f '(x)]de = _T \ /1+{%de. 1)

Eger-de, egri ¢yzyk Ozunin parametrik denlemesi bilen berlen bolsa,
yagny — x=¢(t), y=w¢(t) (<t<T) (bu yerde o) we y(t)
funksiyalar [tO,T] kesimde iizniiksiz ¢'(t) we w'(t) Onlimlere eyedirler),
onda egrinin dugasynyn uzynlygy asakdaky formula bilen tapylyar:

L:I\/(%] [ jdt N(/)(t) +lp '] dt. )

Goy, egri Ozlinin polyar koordinatalar sistemasyndaky denlemesi bilen
berlen bolsun:

p=p@), a<p<p,

Bu halda egrinin dugasynyn uzynlygy asakdaky formula bilen
tapylyar:
2
L= j\/ 24 pdep = j ( jdgo 3)

1468. Toweregin uzynlygyny hasaplamaly.
Cozilisi. x>+ Yy’ =R® toweregin denlemesinden alarys.
2

V2 =RI-x?, y= /Rz_x y__— y?= X

R? —x? R?—x*’
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(1) formuladan peydalanyp, taparys:

R 2 R
/ X
L=2]|,1+———dx=2R = ZR{arcsm } =27R.
'L R? —x? J.«/Rz_x R

1469. y*=x> yarymkub gorniisli parabolanyn  koordinatalar
baslangyjy bilen B(4,8) nokady birlesdirydin dugasynyn uzynlygyny

hasaplamaly.
3 1

Coziiligi. y:XE, y'=—y? (1) formuladan peydalanalyn:

xdx.

M|

4
Lj1+
0

Goy, 1+%X=t bolsun. dx=gdt. Eger x=0 bolsa t=1 we x=4

bolsa t=10.
Sonun ii¢in

1470. x*"*+y?'* =1 astroidanyn uzynlygyny hasaplamaly.
Coziilisi. Astroidanyn parametrik denlemesini yazalyn:

x=cos’t, y=sin’t, (0<t<2x).

Bu yerden
dx =-3cos’tsintdt, dy =3sin’tcostdt,
: 02
_ 3sin ;rco_st _ gt
—3cos“tsint

(I)-nji formuladan peydalanalyn:

0 0 2T
L= 4.|§/1+ tg’t (-3)cos’t sintdt = —12jsintcostdt :12{&2 t} = 6.
: : °
1471. x=a(t-sint), y=a(l—cost) parametrli denlemesi bilen berlen
egri Gyzygyn bir sahasynyn uzynlygyny hasaplamaly.
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Cozulisi. Alarys:
X'(t)=a(l-cost), y'(t)=asint.
(2)nji formuladan peydalanalyn:
L= azf\/(l—cost)2 +sin®tdt = ZaTsin%dt =8a.
0 0

1472.  x=rcost, y=rsint, z=at wintli ¢yzygyn t-den t,
aralykdaky dugasynyn uzynlygyny hasaplamaly.
Coziiligi. Alarys: x'=-rsint, y'=rcost, z'=a. Onda

I +y2+27 =~risint+ricos’t+a’ =/r? +a’.
Sunlukda,

t
L :_[ X2 +y2+z2dt=+r’ +a’(t, -t )

4
3

t
1473. x=t?, yzg—t egrinin Ox ok bilen kesisydn nokatlarynyn

aralygyndaky dugasynyn uzynlygyny hasaplamaly.
Coziilisi. Integrirlemegin predellerini anyklalyn.

x=0 bolsa t=0, y=0 bolsa %(t2—3)=0, t=0, t=+3

Alarys: X'=2t, y'=t>-1.
(2)-nji formuladan peydalanalyn:

3 73 e
L= J-\/(Zt)z +(t2 —1)2dt = J (t2+1)2dt:% _|_t|;)/§ :¥+\/§:2\/§'
0 0 0

1474. r= asinS% egrinin uzynlygyny hasaplamaly (72-nji ¢yzgy).

Cozulisi.

I
1
la
1
1
|
1

72-nji ¢yzgy

Bu yerde ¢ bur¢ O—dan 37 -e genli iiytgeyar:
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r':asinzgcosg

(3) formulanyn esasynda alarys:

3z 3z
L= \/az sin®2 +a?sin* £ cos? Ldgp = a|sin’ P4¢ _3ra
0 3 3 3 0 3 2
1475. p=a(l+cose), a>0, 0<p<27x) kardioidanyn dugasynyn
uzynlygyny tapmaly.
Coziilisi.
p'=-asing, \/p2+p'2 :\/a2(1+005(p)2+a25in2¢>:

‘/4a2 COSZ% —2alcos?

COS—
2
@

2acosE, 0<p<m.

—2acos%, T<@p<2r.

Bu funksiyanyn grafiginin simmetrikdigine gora

2z
L:Zaj
0

@ [0
cos—dp =4a| cos=dp =8a.
2‘ v ! 27

1476. y*=2px parabolanyn depesinden (x,y) nokada ¢enli

2
dugasynyn uzynlygyny hasaplamaly (X=2t—, y=t].
p
1477. y=e* egrinin (0,1) we (1,2) nokatlary birlesdiryin
dugasynyn uzynlygyny hasaplamaly.

1 1 .. 1 1 1
1478. x==-y*-ZIny egrinin |=,1| we |=e?*—=,e| nokatlar
RN RIE (4 j (4 2 j Y

birlesdiredn dugasynyn uzynlygyny tapmaly.
1479. y=Inx egrinin  X= J3-den x=+8 cenli dugasynyn
uzynlygyny tapmaly.
1480. y =%[x\/x2 —~1—In(x++/x? +1)] egrinin x=1-den x=a+1
cenli dugasynyn uzynlygyny hasaplamaly.
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148l. x=2rsin’t, y=2rsin®ttgt sissoidanyn O0—dan t cenli
dugasynyn uzynlygyny tapmaly.
1482. x=4+/2asint, y=asin2t yapyk egrinin  uzynlygyny
hasaplamaly.
{x =a(2cost —cos2t)
1483. . .
y =a(2sint —sin 2t)
egrinin uzynlygyny hasaplamaly.
1484. r=ap Arhimed spiralynyn bir aylawynyn uzynlygyny
hasaplamaly

1485. r = asinzg egrinin dugasynyn uzynlygyny tapmaly.
1486. r =asin4% yapyk egrinin uzynlygyny hasaplamaly.

1487. ¢@= %(r + 1] egrinin r=2-den r=4 c¢enli dugasynyn
r

uzynlygyny hasaplamaly.

§ 8. Aylanma jisimin gowriimi. Aylanma iistiihn meydany

1. Eger denlemesi y= f(x) bolan iizniiksiz egri ¢yzyk, Ox ok,
X=a, x=Db goniiler bilen ¢iklenen egricyzykly trapesiyany Ox okun
dagynda aylasak, onda emele gelen jisimin gowriimi asakdaky formula
bilen tapylyar:

_njy dx_;zjf (X)dx. )

Eger-de egri¢yzykly trapesiya asakdan y, = f,(x) yokardan vy, = f,(X)
Uzniiksiz egrigyzyklar bilen c¢éklenen bolsa, onda bu trapesiyanyn OX
okun dagynda aylanmagyndan emele gelen jisimin gOwriimi asakdaky
denlik bilen tapylyar:

b b
V=7 (," -y = 2 [(£,00) - (£,00) e @
Seyle hem Xx=¢(y) izniksiz egri ¢yzyk, Oy ok, y=c, y=d goniiler

bilen ¢iklenen egrigyzykly trapesiyanyn Oy  okun dasynda aylanmagyndan
emele gelen jisimin gowriimi asakdaky formula bilen tapylyar:

d d
Vv, = 7ZJ x2dy = ﬁj o (y)dy. 3)
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1488. y*=x, X*=y egri ¢yzyklar bilen ciklenen tekiz sekilin OX
okun dagyndan aylanmagyndan emele gelen jisimin gowriimini tapmaly.
Coziilisi.
x=y*, x*=y, x*=y' y'-y=0, y,=0, y,=1
(2)-nji formulany ulanyp taparys;
1
Y, =7ZJ.(X—X4)dX=7z(£X2—£X5j
0 2 5

1

= 7[(1 — é} =0,37 kub. birlik.

0 2
X2 y2
1489. pes +F =1 ellipsin uly okunyn dasynda aylanmagyndan emele
gelen ellipsoidanyn gowriimini tapmaly.
2
Cozilisi.  Ellipsin  denlemesinden  taparys: y? = —2(a2 X ) ,
a
(-a<x<a).
a2 2 a
V= 7z_|.b—2(a2 —x*)dx = i;(azx 1 x3j = i7z ab® kub birlik.
J.a a 3 .3

Eger-de a=b bolsa gdwriimi %ﬁas bolan sary alarys.

XZ 2
—2+§=1 ellipsin Oy okun dasynda aylanmagyndan emele
gelen gowrliimi hasaplamaly.

Coziilisi. Bu yerde (3) formuladan peydalanmak amatlydyr:

b 1.2 2 b
vr] L ety =2 by 1y
b

1490.

QD

=%7za2b kub. birlik.

-b

y =a(l-cost)
arkasynyn OX okui dasynda aylanmagyndan emele gelen sekilif
gowrliimini tapmaly.
Cozilisi. Berlen sekilin bir arkasy ¢ parametr O-dan 27 c¢enli
liytginde emele gelyandir. Sunlukda,

x=a(t—sint) ) ) cey L
1491. parametrik denleme bilen berlen sekilin bir

2 2r
V= ﬁjaz(l—cost)za(l—cost)dt = 7za3j (1-3cost +3cos’t—cos’ t)dt =
0 0
2 27[3 27
=;m3{j (1—3cost)dt + j§(1+c032t)dt— [ @-sin*t)dsint)} =
0 0 0
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2z

=m3(t—35int+§t+%sin2t—sint+%sin3tj =57%a% kub. birlik.

0

1492. Merkezi (@, b) nokatda, radiusy a bolan toweregin 6z okunyn dasynda
aylanmagyndan emele gelen jisimin gowriimini tapmaly (73nji ¢yzgy).
Coziilisi.
yn

RN

N
N

73-nji ¢yzgy
Aylanyan toweregin denlemesini yazalyn:

x*+(y—-b)?=a*, y=b-+a’-x°,
V=r[(+Va’-x*)dx—7z [ (b—va’—x*)’dx =

= 27zﬂ(b+\/a2 -x?)*—(b—+a’ —xz)z}jx=87zbj.\/a2 — X2 dx.

Bu yerde x=asint ornuna goymany ulanyp, taparys:

i T

2 2
V= 87zba2J.cos2 tdt = 87ba? j
0 0

o

1+cos2t

2

1493. Esasynyn meydany Q, beyikligi H bolan piramidanyn
gowrlimini integrirlemegin komegi bilen tapmaly.

1494. Absissa oky we Yy=2X—Xx" parabola bilen ¢iklenen tekiz
sekilin abssisa okun dagynda aylanmagyndan emele gelen figuranyn
gowrlimi tapmaly.

1495. x=0 we X=rmbolanda y=sin’x egrinin Ox okun dasynda
aylanmagyndan emele gelen jisimin gdwrliimini tapmaly.

1496. y=0,25x*+2 parabola we 5x-8y+14=0 goni ¢yzyk bilen
ciklenen sekilin Ox okun dasynda aylanmagyndan emele gelen jisimin
gowriimini hasaplamaly.

dt = 87ba’ % —27%%.
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2 2
X
1497. ¥—§:1 giperbola we y=b, y=-b goni ¢yzyklar bilen
ciklenen sekilin Oy okun dasynda aylanmagyndan emele gelen jisimin
gowrliimini tapmaly.

2. Aylanma istiii meydany
y=f(x) egri bilen we x=a, Xx=b goni ¢yzyklar bilen ¢éklenen

sekilin  Ox okun dasynda aylanmagyndan emele gelen {istiin meydany
asakdaky formula bilen tapylyar:

S= 27z_|'yds_ ZnIy 1+(3yj dx. 4)

Eger egri Oziinin parametnk denlemem bilen berlen bolsa, yagny

x=x(t), y=y(), (tl <ts< tz)-
onda asakdaky formula dogrudyr'
22

S-= 27zj (t)\/(d)t‘) (‘;{] dt. 5)
Xy

1498. —2+F=1, (a>Db) ellipsin Ox okun dagynda aylanmagyndan
a

emele gelen ellipsoidanyn istiinin meydanyny hasaplamaly.
Coziligi. Ellipsin denlemesinden alarys:

b X

b
= a?—x° y————,
Y= a\/a —x?

2 _ | dy G
J1+y© = 1+( \/ 2@ )

(4) formulany ulanyp, alarys:

a 4 2 2 2 a
S:ZﬁJ.%\/ 2_y? \/a —(a -b)x dx=4ZbJ.\/a2—gzx2dx=
het 0

a'2 (a2 _ XZ)

_ Zﬂab( g2 . arcsin g}

&

2 2

- C . C e e
=— ellipsin ekssentrisitetidir.
a

bu yerde &= 5
a
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1499. x=a(t-sint), y=a(l-cost), 0<t<2z parametrik deilleme

bilen berlen egri ¢yzygyn  Ox okun dagynda aylanmagyndan emele
gelen sekilin dstlinin meydanyny tapmaly.

Coziilisi.
ds = (P2 1+ (V)2 gt = 2asin L.
a’ 2

(5) formulany ulanalyn:
27 2z 27

S= 27:[ a(1-cost)2asin Lt =8za? I sin® Ldt = 87a? J' (1—cos® l)sin Lt =
0 2 0 2 ° 2 2

2 64

=8ra’(-2a cost+2cos? l) =8ra’(2——+2- g) = — za’ kw.birlik.
2 3 2 3 3 3

1500. x=acos’t, y=asin’t astroidanyn absissalar okunyn dasynda
ayslanmagyndan emele gelen {iistiin meydanyny tapmaly.

1501. Denlemesi 9y” = Xx(3—x)® bolan syrtmagyn Ox okun dasynda

aylanmagyndan emele gelen istiin meydanyny hasaplamaly (74-nji ¢yzgy).
Coziilisi.

74nji ¢yzgy
Gorniisi yaly 0<x<3. Onda
1 X+1
y:—(3—x)\/§, ds=——=dx.
3 24x

(4) formulany ulanalyn:

3
S =27zj1(3—x)\/§x—+1dx=3;r
53 2~/ X

Jx

1502. y=tgx tangensoidanyn x=0 we X :% aralykdaky boleginin
Ox okun dagynda aylanmagyndan emele gelen {stin meydanyny
hasaplamaly.

1503. Denlemesi 4x°+Yy°>=4 bolan ellipsin Oy okun dasynda
aylanmagyndan emele gelen Ustiin meydanyny hasaplamaly.
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XII BOLUM
HATARLAR

§ 1. San hatarlary we olaryn yygnanmagy

1. Esasy diisiinjeler. Goy,
a,,8,,85,., 8, ...

tikeniksiz san yzygiderligi berlen bolsun. Bu yzygiderligin agzalaryndan
diiziilen

a+a,+a+..+a, .= 4 (1)

anlatma san hatary diyilydr. a, sana hataryn n-nji agzasy ya-da hataryi
umumy agzasy diyilyéar:

Sy=a+a,+a;+..+a,=> a (2)
i=1
jeme hataryn n-nji bolek jemi diyilyar. Eger bolek jeminin
yzygiderliginin n— oo bolanda tiikkenikli S =1imS, predeli bar bolsa,

n—o

onda (1) hatara yygnanyan hatar, tersine bolan halda bolsa hatara
dargayan hatar diyilydr. Eger (1) hatar yygnanyan bolsa, S =I1imS_  sana

n—o0
hataryn jemi,
r=S-S,=a,,+a,,+a,;+.

n+l n+2 n+3

tapawuda bolsa hataryn galyndysy diyilyar.
1504. Hataryn a, umumy agzasy boyun¢a hatary yazmaly we onun

jemini tapmaly a, =

nin+1)
Coziilisi. N sana yzygiderli 1, 2, 3,... bahalary berip, alyarys
_ 1 1 1
a = 1 5 a, = E,aﬁ—ﬁ,...
Onda hatar asakdaky gorniisdedir
1 1 1 1 =1

— ..+ +..= :
1.2 23 34 n(n+1) ~=n(n+1)
Su hataryn n-nji bolek jemini yazalyn
1 1 1 3

S .ot
" 1.2 2. -4 n(n+1) Z|(|+1)
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Bu bolek jemin n— o« bolanda predelini tapmak Uug¢in, ony asakdaky

gorniisde yazalyn
1 11 11 1 1
S, =|1-——|+|=—=|+|=—= |+ .+ ———
2 2 3 3 4 n n+l

ya-da
S, =1-——.
Onda "
S=IlimS, = Iim(l—i)zl.
n— ool N+l

Diymek, berlen hatar yygnanyan hatardyr we onun jemi l-e dendir.

1505. Z \/_ \/_ \/_

hataryn dargayandygyny gorkezmeli.
Cozilisi. Hataryn S, bolek jemini yazalyi:

S, =1+—

f f J_

1
Bu denligin sag bolegindidki her bir gosulyjyny T bilen calsyryp,
n

alarys:

—n= \/_ S, >\/ﬁ erkin n {gin.

S A A e

Bu yerden goOrniisi yaly n-in ¢dksiz artmagy bilen S, hem c¢éksiz

artyandyr. Sona gord-de, n-—>o bolanda S, jem tiikeniksizlige

n

ymtylyandyr:
S=1lim=o0.
Sunlukda, kesgitlemanin esasynda berlen hatar dargayandyr.
1506. 1+£+1+...+1+... 3)
2 3 n

garmoniki hataryn dargayandygyny gorkezmeli.
Coziilisi. Onden belli bolan denligi yazalyn:

1 n
iml 1+—1| =e.
in(t+7)
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Su yerde (1+ 1) ululyk artyan ululykdyr. Diymek, n-in islendik
n

(l+lj <e.
n
Densizligin iki bolegini hem e esasa gora logarifmirldp, alarys:

nln(1+£j< Ine=1,
n

bahasynda

In(n+1)—Inn <£.
n

n—e 1,2, 3,..,n bahalary berelin:

In2—|n1<1;
1
In3—|n2<£;
2
In4—|n3<1;
3

Inn—In(n-1) <i1;

In(n+1)—Inn <l.
n

Bu densizlikleri yzygiderli agzama-agza gosup, alarys:
In(n+1)—|n1<1+£+1+...+£.
2 3 n
Denligin sag bolegindaki jem berlen hataryn n-nji bolek jemidir we
In1=0. Sunlukda,
S, >In(n+1).
Su yerden goOrniisi yaly n sanyn c¢éksiz artmagy bilen In(n+1)

caksiz artyar we sonun bilen birlikde S, hem c¢éksiz artyar, yagny

limS, =oo.
Diymek, berlen hatar dargayan hatardyr.
1507. Y aq"=a+aq+ag’+..+aq" +... 4)
n=0

hataryn yygnanyandygyny yada dargayandygyny anyklamaly.
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Cozulisi. Hataryn n—nji bolek jemine garalyn
S, =a+ag+aq’+...+aq" =3‘1—A
—-q

ya-da
a ag
1-q 1-q

Su yerde birndge hallaryn bolmagy miimkin.

L. Goy, |o/>1, onda [g=1+1, (4>0) we |q"=(1+4)" >1+ni.
n— oo bolanda densizligin sag bolegi ¢iksiz artyandyr, sona gord-de
S =lim=o0;

N—o0

n

2. Goy, O<|q|<1 onda |q| (b>1) we

. .1 1
limg, =lim—=—
n—>w n—w " limb"
Indi hataryn bolek jeminin tukenikli predele, tikeniksiz predele we
hi¢ hili predele eye bolmayan hallaryna garalyn. Su hallaryn her
haysysyna ayratynlykda garap gecelin.

|q|<l diyelin. Onda yokardaky bellik esasynda limq" =0, yagny

S=IlimS, =lim a _a a.
n—o n—-o| 1— q 1 q 1_q

Diymek, bu halda hatar yygnanyandyr.
2. |q|>1, onda yokardaky bellik esasynda limq" =oo. Diymek,

S=I1limS, =alim a9 = o0,
n—w n—w 1 q 1 q

=0, (b>1)

Bu halda hatar dargayandyr.

3. gq=-1. Onda
S, =a-a+a-a+..+(-1)"'a= a (—1)a’
2 2
a : .
S, =—(@1-(-D"), limS, =lim 1
0 =5 A=, lims, = lim (())
Sunlukda,
. a, n=2k+1,
limS, =
n— 0, n=2k.
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Diymek, bu bolek jemin predeli yokdur. Kesgitlemd gord hatar
dargayandyr.

4. |o/=1. Onda S, =a+a+a+..+a=na,
S=IlimS, =alimn=co.

n—oo n—oo

Kesgitlema gora hatar bu halda hem dargayar. Sunlukda, asakdaky
netijani aldyk. Berlen hatar |q|<l bolanda yygnanyp galan hallaryn

ahlisinde dargayandyr.

1508. Eger
1 11
1+=—+—+=+....
3 5 7
hatar berlen bolsa, onun n-nji agzasyny yazmaly.
Coziilisi.
1 a - 1 1 a4 — 1
AToaor %o %Tomor MToaor
Sunlukda,
1
a, =
2-n-1
1509. Hataryn jemini tapmaly.
1 1 1 1
—+—+—+...+ +
1.3 2. -5 n(n+2)

1510. Tikeniksiz kemelydn geometrik progressi}Fanyﬁ jemini tapmaly.
TE TN S .
3 6 12 24 2nl 2nl
s 2,3, 4 5 e
2 3 4 n
tikeniksiz  yzygiderligin  agzalaryndan hatary yazmaly we onun

S.,S,,55,S,, S, S, bolek jemlerini tapmaly.
1512. Hataryn umumy agzasy a, =% formula bilen berlen bolsa,
n+

hatary we onun S, bolek jemini yazmaly.
1513. Hataryn umumy agzasynyn formulasyny yazmaly.
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a) 1+§+§+£+...

8
b) 1-1+1-1+...
3 4 5 8
¢) —+—+—+—+...
4 9 16 25
Hataryn jemini tapmaly.
1514. i+ L + L +..+ L +
1.3 3.5 5.7 (2n-1)(2n+1)
isti5, 1-2-1 1 L1
2 4 8 2"
1516. % 25 2 22n+12
1.2 2°.3 n“(n+1)
1517. Eger

. nr
(2+sn122jcosnn

n!
hataryn umumy agzasy bolsa, onda onun ilkinji 4-5 agzasyny yazmaly.

a, =

3. Hataryn yygnanmagynyi zerurlyk serti

Eger hatar yygnanyan bolsa, onda n—>o bolanda onun umumy
agzasy nola ymtylyar. Bu sert yeterlik dildir, yagny hataryn umumy
agzasynyn nola ymtylmagyndan hataryn yygnanmagy gelip ¢ykyan daldir.

1518. Hataryn dargayandygyny gorkezmeli.

Coziilisi. Hataryn umumy agzasyny yazalyn:

. n

n+1

n

Onda

. . N .1
lima, = I|m—1 = Ilm—lzl.
n—o n—ow n—ow
n+ 141
n
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Gorniisi yaly hataryn yygnanmagynyn zerurlyk serti yerine yetmeyar.
Diymek, hatar dargayar.

1519. 1-2+3-4+..+(-)""'n+...

Coziilisi. a, =(-1)"'n umumy agzanyn n-—>o bolanda predelinin
yokdugyna gord, berlen hatar dargayar.

1520. Z+ﬂ+§+_"+ 2n
3 5

+
7 2n+1
hataryn dargayandygyny gorkezmeli.

Coziligi. Hataryn a, = TV umumy agzasynyn predelini tapalyn:
n+

. . 2n . 2
lima, =lim =lim 1 =1.
n—o0 n—>o 2n+1 now 2.

n
Diymek, hatar dargayar.

Hataryn yygnanmagynyn zerurlyk sertinin yerine yetyiandigini ya-da
yetmeyandigini barlamaly.

1521. 1+£+3+...+2—+...
3 9 19 2n° +1

1522. iz+i2+i2+...+;2+...
2° 5° 8 (3n-1)

1523, 1,3 5+...+2n_1
2 4 6 2n

2

1524. 2arctg 3 + 3arctg % + 4arctg % +...+ narctg 1 +...
n

§ 2. Hemiselik alamatly hatarlar

1. Denesdirme nysany. Goy, agzalary polozitel bolan

n=1 n=1

iki hatar berlen bolsun. Eger n=123,.. sanlar igin u, <9 densizlik

yerine yetse, onda z&n hataryn  yygnanmagyndan ZUH hataryn
n=1 =1
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yygnanmagy, ZUn hataryn dargamagyndan bolsa, z&‘n hataryn dargamagy

n=1 n=1

gelip ¢ykyar.
Denesdirme nysanyny ulanyp, berlen hatarlary yygnanmaklyga
dernemeli.

1526.
Z ZInn
C62u11§1. Bu hatary dargayan (3)-nji hatar bilen denesdirelin:

u =t g-1
Inn n
1 1 1 1 1
B A R RS
~n 2 3 4 n

Gorniisi yaly n=2,34,... sanlar tgin Iizl, n=234,.@u,>9).
nn n

Sunlukda, (3)-nji hataryn dargayandygyna gord, bu hatar hem
dargayandyr.

1527. Ziz.
n N
Coziilisi. Belli bolsy yaly i !
' = n(n+1)
1 1
5 <
(n+1)° n(n+1)
yetyar. Diymek, denesdirme nysanynyn esasynda berlen hatar hem
yygnanyar.

1528.
Z (n +1)5n

n=0

hatar yygnanyan hatardyr. Onda

(n=2,3,4,...) densizlik  yerine

n=2 sandan baslap

Coziilisi. Bu hatary Zsin yygnanyan (4)-nji hatar bilen denesdirelin.

n=1

n=1273,... bolanda #n<in densizlik dogrudyr. Diymek, berlen
(n+D5" 5

hatar hem yygnanyan hatardyr.

Denesdirme nysanyny ulanyp, asakdaky hatarlaryn dargayandygyny
ya-da yygnanyandygyny gorkezmeli:
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|S|nnx|l 1530, Zn+1 1531, i

1529. Z \/— ~(n 5/3

1532 YsinT. 153 Z%. 1534, Zs'nnf
n=1 n=1 n=1

2. Kosi nysany. Goy, polozitel alamatly agzalary bolan
Uy + Uy + Uy +o Uy o= D U,

hatar berlen bolsun. Onda

lima/u, =q

predel bar bolsa, 1) q<1 bolanda hatar yygnanyar. q>1 bolanda hatar
dargayar. n— o bolanda Q/q anlatmanyn predeli bolmasa ya-da bar

bolup bire den (q :1) bolsa, Kosi nysany boyunga hataryn
yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny kesgitlip bolmayar.

1535. Z(ﬁj hatary yygnanmaklyga dernemeli.
n=1

u, = —— |, limgfu, =lim: him—"— —gim- =1y
5-n+1 N N 5n+1 oo 5.n+1 n»w5+1 5

n

Hatar yygnanyar.

1536. Z(zn * é) hatary yygnanmaklyga dernemeli.
+

n=1
Coziilisi.

3n+2Y . [(3n+2) . sn+2 . Sto 3
u, = , limp =lim = lim =—>1.
2n+5 n 2n+5 e 2N+5 e, 52

Hatar dargayar.

1537. ziz hatary Kosi nysany bilen derndp bolmayandygyny
n=1 n
gorkezmeli.
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Cozilisi.

2 2
1 . 1 . (1) 13\n e
U, =—, limp/==Ilim = | , a,=|=| belgilemini girizip alarys:
n n—oo n n—o0 n n
2.1 2Inn
Ine, =—In==- :
n n n
Su gatnagygyn predelini tapmak iicin Lopital diizgiinini ulanalyn
2
Hmma{=Mmgm£:—Hm%:Q lima, =1
n—ow n—o n n—o N—o

ya-da

limg/u, =1.

Sunlukda, lim ”‘/i 1 bolany tiigin Kosi nysanyny ulanyp bolmayar.
n

n—o0

Emma, ozaldan belli bolsy yaly berlen hatar yygnanyan hatardyr.

0 Inn

. n , ,
1538. Kosi nysanyny ulanyp, ZW hataryn yygnanyandygyny
2 (INN
gorkezmeli.
Coziilisi.

1n In“n

" . en
n =lim—-=1im =0<1.
n—ow n—o (|n n n—»o|nn > Inn

Ilm\/7— lim

In’n

Bu denligin dogrudygyny gorkezmek ig¢in e " —1+In—n O(In n]

n n

denligi ulanmak yeterlikdir.

2

1539. Z 3N — hatary yygnanmaklyga dernemeli.

“en)

Coziilisi.
n/in2
limafu, =lim>¥"__3.4
n—oo n—oo 1 e
1+—
n

hatar dargayar.
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Kosi yygnanma nysanyny ulanyp, hatarlary yygnanmaklyga dernemeli.
2 3 n
1540. g+ 2 + 4 +..+ n+l +
1 3 5 2n-1
2 3 n
1541 1+ 2 + 3 I B +
2 \5 8 3n-1
1
1542, 1+ —+—=+..+—+...
2 3 n
1543. 1+ 2 + 3 I +
2 \5 7 2n+1
2 3 n
1544. 1+(g + 3 +..+ n +
3 5 2n-1

1 1 1 1
Dt —— . — -
In2 In“°3 In°4 In"(n+1)

4 9 n?
1546. EJ{E] +(§j +...+(Lj +...
2 \3 4 n+1

3. Dalamber yygnanma nysany. Goy, polozitel alamatly agzalary
bolan

1545.

Uy + Uy + Uy +o Uy o= D U,
=1

hatar berlen bolsun. Eger su hatar iicin

lim -1 = D
n—oo un
predel bar bolsa, onda
a) D <1 bolanda hatar yygnanyar;
b) D>1 bolanda hatar dargayar;
¢) D=1 bolsa, Dalamber nysany boyunga hataryn yygnanyandygyny
ya-da dargayandygyny kesgitlip bolmayar.
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Asakdaky hatarlaryn  yygnanyandygyny ya-da
barlamaly.

1547. 30 gl)

n=1

Coziiligi.
(n+2)L10" . n+2

. u
lim—/2 = lim—2"——=lim—— =

e Y n—>oo10n+l (n+1)| n—>o 10
hatar dargayar.

1548, ij(\/i—é/i)(\/i—i/?)-...-(\/i—zﬁ).
Coziilisi

u

lim— = lim -
n—o0 u n—o0 -
" (2 -32)(W2-%/2)-...- (2 - 22m)
_t 1
=lim(v/2 —223) = /2 — [im 223 = /2 —1<1
hatar yygnanyar.

1sa9, O, @° @) ()",
4 e (2n)!

Coziilisi.

lim et _ m[(n+1)!]2'(2n)! im0 +1)°

oe U noe (2n+2)k(n1)? o= (2n+1)-(2n+2)

hatar yygnanyar.

13l I
1550. 1+2—+i+ +n—+
2 3 n"

Coziilisi.

I " "
lim 2222 — lim (””)l d —|imi —lim—*
oo n—>e0 (n +1)"+ n—wo\ N+1

hatar yygnanyar.

dargayandygyny

(V2-32)(V2-¥2)-.... (2= 27) _

_1
4

1551. Asakdaky hatar Ug¢in Dalamber nysanynyn netije bermeyéndigini

gorkezmeli:

1 1 1 =1
1+?+3—2+... —2 ZF
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Coziligi. Dalamber nysanyny ulanalyn

2

u
lim L = |im
n—oo u n~>oo(n+1)

Gornlisi yaly bu hataryn yygnanyandygy ya-da dargayandygy barada
Dalamber nysany boyunga kesgitlip bolmayar. Hakykatda bolsa Onden
bilsimiz yaly bu hatar yygnanyandyr.

Hatarlaryn yygnanyandygyny ya-da dargayandygyny barlamaly:

L GO 1 (nQZ +

24 2°
1553, 2441, 4710
2 26 2-6-10
1554. E+2_'23+3;34+_“+M+
3 3"
2 n-1
1555, 14242 442

et +
TR (n—1)!

3.1 32.20 3E.3 3 .n
+ + +..+

1556. St
1 22 3 n"

1 1 1 1

1557. + >+ gt —+
1+2 1+2° 1+2 1+2'

3 8 n?-1
1558. 1+ 3 + 3 +...+3—+...

222.\/5 232\/5 2”2\/ﬁ

1 3 5 2n-1
1559. . F—F
2270 (2)"

9 27 3"

>+ gt —+
2.2 3.2 n-2

1560. E +
2

1.2 123 1234

1561.
77 78
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1562. E+4+£+
3 9 27

7 10 3n+1

1563\/_ BTy

4. Yygnanmagyh integral nysany. Goy,

iun=u1+u2+u3+...+un+...
hatarnzlberlen bolsun. Eger x2>1 argumentin hemme bahalary ugin
artmayan {zniiksiz f(X) funksiya bar bolup, f(n)=u, denlik yerine
yetse, onda Tf(x)dx hususy dil integralyn yygnanmagy hataryn
}7ygnanmagynyf1l zerur we yeterlik sertidir.

1564. Yygnanmagyn integral nysanyny ulanyp, zip hatary
n=1 n

dernemeli.

Cozilisi. Bu yerde f(X) :ip, x>1 diyip alalyn. Integraly
X
hasaplalyn:

X~ p+1 b

" % dx b 1
f(x)dx=|—= = - ,
J; (x)ele !xp —p+1|l 1-p p-1

p>1 diyelin. Onda 1-p<0 we b—o bolanda b"™® >0 we

b b 1-p
Iimff(x)dx:limjd—:ll " 1 !
b—>ool b—>ool bow| 1 — p 1 p p_l

Diymek, bu halda
jf(x)d = %_i, (p>0).
x? p-1
Yagny hususy dil 1ntegral yygnanyar. Onda berlen hatar hem
yygnanyar.
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2) p<1l diyelin. Onda 1-p>0 we b-—>o bolanda b"® o
bolyar, yagny
b

b
|imj f (x)dx = lim >
baool b~>ool xP

Diymek, hatar dargayar.
3) Eger p=1 bolsa, berlen hatar dargayan garmonik hatara
owrlilyar.
1565. : >+ : >+ : 5 +...+%+
2(In2)°  3(In3)° 4(In4) n(lnn)

yygnanyandygyny gorkezmeli.

hataryn

1
ozilisi. Goy, f(X)=———
Coziligi. Goy, f(x) XN %)?
lizniiksizdir we x-in artmagy bilen kemelydndir. Hususy dél integraly
hasaplalyn.

bolsun. X>2 bolanda f(x) funksiya

b

b b b
jim [ £ (= fim [ _ jim [ 401 :nm(_ij _
b»ooz b~>002 X(|n X) b»ooz (|n X) b—o\  |n X )

} [ 1 1 ] 1
=lim + = ,
b\ Inb  In2 In2

Tf(x)dx: 1

In2’
Gornlisi yaly hususy dil integral bardyr, sona gord-de berlen hatar
yygnanyar.

0

1566. Zzlrin hataryn dargayandygyny gorkezmeli.

Cozilisi. f(x) :% funksiya kemelydn lizniiksiz funksiyadyr.
XinXx
b b
jf(x)dx:jiz Ininx5=Ininb~Inin2,
: > XInx

b
Lm!f(x)dhoo.

Onda hususy dél integralyn dargayandygyna goOrd berlen hatar hem
dargayar.
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Hatarlary yygnanmaklyga dernemeli.
1 1 1

67. + + +...
2In2InIn2 3In3InIn3 4In4Inin4

1 1 1 1

1568. + + 4.+ +...
In(21) In(3") In(4)) In(n')

1569. 1 +—=
2

1570.

1571.

1572. —+
1

§ 3. Absolyut yygnanyan hatarlar. Alamaty gezeklesyin hatarlar.
Leybnis teoremasy

Goy, islendik alamaty bolan san hatary berlen bolsun:

a+ta,+a;+..+a, +.. @
Indi su hataryn absolyut ululyklaryndan diiziilen tdze hatara garalyn:
lay| +[a, |+ [ag] + ... +[ay | + ... ?2)

Eger (2) hatar yygnanyan bolsa. onda (1) hatara absolyut yygnanyan
hatar diyilyar.

Eger (1) hatar yygnanyan bolup, (2) hatar dargayan bolsa, onda (1)
hatara sertli yygnanyan hatar diyilyar.

Alamaty gezeklesip gelydn hatarlar asakdaky gorniisde yazylyar:

q—-—a,+ta;—a, +...+a, 4 —a,, +...

Bu yerde a,,a,,a,,... polozitel sanlardyr.

Leybnis teoremasy. Eger alamaty gezeklesydn hataryn umumy agzasy
absolyut ululygy boyunga monoton kemelip, a, —0 sert yerine yetse,
onda ol hatar yygnanyandyr.
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1573.. Hataryn absolyut yygnanyandygyny gorkezmeli:
n+1
SR S )
1.2 1.2-3 1.2-3-...-n

Coziilisi. Berlen hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan diiziilen
hatara garalyn

1 1 1
+—+ +..+ +
1.2 1.2-3 1.2-3-...-n
Bu hataryn polozitel alamatly agzalary bolan hatardygyna gora
Dalamber nysanyny ulanyp bolyar:

1
o= o
a

n:
n+l n! 1
im 1 = [i = | =0<1.
VP U RS TR US|
Diymek, hatar absolyut yygnanyan hatardyr.

1 (2) (3Y af Y o
1574, | = | +| 2| —...+(-1) +... hatary dernemeli.
3 \5 7 2n+1

Coziilisi. Berlen hataryn absolyut ululyklaryndan ybarat bolan hatar

duzelin:
1 (2 (3 n oY
—H =]+ =] et +
3 5 7 2n+1

Kosi nysanyny ulanyp, alyarys

n . . n 1
a,| = " limy/la,| =lim ==<1.
2 (2n+1) oo 2 e 2n+l 2
Hatar absolyut yygnanyan hatardyr.
1575. Hatary dernemeli:

_1
(n+1)!°

1—£+1—1+...+(—1)”+11+...
2 3 4 n
Coziiligi. Gorniisi yaly
1 1 1 1
1>=>=>..>—>... we n—o bolanda ——0.
2 3 n n
Onda Leybnis teoremasynyn esasynda bu  hatar  absolyut
yygnanyandyr.
Bu hataryn agzalarynyn absolyut ululyklaryndan hatar diizelin:



Bu bolsa dargayan garmoniki hatardyr. Diymek, berlen hatar sertli
yygnanyandyr.

1576. 1- % + % - g +... hataryn yygnanyandygyny subut etmeli.

Cozillisi. Hataryn umumy agzasyny yazalyn
a, =(-1)" 2';1, (n=012,..).
_2n+1

Bu yerde b

belli bir belgiden baglap birsyhly nola

n

ymtylyar. Onda Leybnis teoremasynyn esasynda hatar yygnanyandyr.

1577. Hataryn yygnanyandygyny gorkezmeli:

sinyl+ k%7 +sinv4+k?z +sin4/9+k?z +...+sinvn®+ k27 +...

Coziilisi. Bu yerde

sin n2+k27z=(—1)"sin7z(\/n2+k2—n)z(—l)”bn we

2
b, =sin ﬂ(\/n2 +k? —n)z Sin———.
Vn?+k? +n

Bu bolsa n>n, bolup baslanda b, birsyhly kemelyédndir we n— oo

bolanda nola ymtylyandyr. Diymek, Leybnis teoremasynyn esasynda hatar
yygnanyandyr.

n+1
L L L +...+(_1)

1578. — + -
In?2 In’3 In%4 In?n

+... hatary dernemeli.

1579. Hataryn absolyut ya-da sertli yygnanyandygyny kesgitlemeli.

1 1 1 1 w1
R S )
1 1 (-1
b) -1+———+..+ +...
) Tttt

1 1 1 1 1

1
J2-1 241 V3-1 V341 -1 dn+t
Leybnis teoremasyny ulanyp bolyandygyny ya-da bolmayandygyny
barlamaly.

Asakdaky hatarlaryn  absolyut ya-da sertli  yygnanyandygyny
anyklamaly:

1580. +... hatara
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3 5 7 1 2n+1

18l ———+——...+(-1) +
1.2 2.3 3.4 n(n+1)
1582. 1—1+1—i+...+(—1)i 1%+...
3 9 27 3
1583. —(\/5—1)+(%/§—1)—(3{/_—1)+...+(—1)”(Q/§—1)+...
1584. —+sin— +..+(-D)" sin2— +..

sin N N0

§ 4. Funksional hatarlar. Yygnanma oblasty

Goy, umumy kesgitlenis oblastlary bolan
Uy (30, Uy (), Uy (X0, Uy (X) ...

funksiyalaryn tiikeniksiz yzygiderligi berlen bolsun. Su funksiyalardan
diiziilen

Uy (X) + U, (X) + Uy (X) + .o+ U, (X) +...= iun(x)

hatara funksional hatar diyilydr. Kesgitlenis oblastyn her bir X=X,
nokadynda berlen funksional hatar

Uy (Xg) + Uy (Xg) +Ug (X)) +.o+ U (X)) +..= iun(xo)

san hataryna Owriilydr. Eger su san hatary yygnanyan bolsa, X, nokada

funksional hataryn yygnanma nokady diyilyir. Yygnanma nokatlarynyn
toplumyna bolsa funksional hataryn yygnanma oblasty diyilyar.

Funksional hatarlaryn yygnanma oblasty kopleng halatlarda 6nden
belli bolan nysanlaryn komegi bilen tapylyar.

1585. Hataryn yygnanma oblastyny we jemini tapmaly:
R R

Coziilisi. Hataryn f_(X) bolek jemini yazalyn:

fn(x)=1+x+x2+...+x“‘1:1_X .
- X
Predele gecip alarys:
I|mf(x)_I|m1 X 1 _lim 2,
n—o n—o 1— X 1_)( n—»o]— X
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n n

=0, X|>1 bolanda bolsa lim

n—o _X

Eger |X|<1 bolsa, lim X

n—o0 _X

=00,
Sunlukda, hatar |X| <1 bolanda yygnanyandyr. Diymek, (-1, 1) aralyk
yygnanma oblastydyr. Su aralykda hataryn jemi % ululyga dendir.
—X

158. e *+e+e > +..+e™+.. funksional hataryn yygnanma
oblastyny tapmaly.

Coziilisi f (x)=e ™. Kosi yygnanma nysanyny ulanalyn:
<1, eger x>0
{> 1 eger x<O

Gorntisi yaly x>0 bahalar {igin hatar yygnanyandyr, X <0 bahalar
licin bolsa hatar dargayandyr. Eger x =0 bolsa
1+1+1+...
dargayan hatary alyarys. Sunlukda, funksional hataryn yygnanma oblasty
(0,40) aralykdyr.
1587. Funksional hataryn yygnanma oblastyny tapmaly.

X 1[IXIT 1(IXIJ3 1(IXIJ”
—_—t = — | =] — | +... = — | +...
X 2 X 3l x n{ x

Cozillisi. Bu funksional hataryn &ahli agzalary x=0 nokatlaryn
ahlisinde kesgitlenendir. X =0 nokat bolsa hataryn yygnanlma oblastyna
degisli daldir.

limye™ =™ =

n—w

X —x L

Eger x <0 bolsa, 7=7:—1. Sonun ii¢in
» 1 |X| n_ ® ~ ”E

;H{YJ =20

hatar alamaty gezeklesip gelydn san hatarydyr. Ol Leybnis teoremasynyn
esasynda yygnanyandyr.

M=£=1 Sonun iigin
X

S (MY 1
nzl:n[x] _nzﬂln

dargayan garmoniki hatardyr. Sunlukda, berlen hataryn yygnanma oblasty
(-0,0) aralykdyr.
Hatarlaryn yygnanma oblastyny tapmaly:

Eger x>0 bolsa
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2 n
1588. 1+§+X—+...+X—+...
2 4 2"

1589, 3x+3*x* +3%° +..4+3" X" +...
21 3! n!

1590. X+ X2+ =X +..+—X"+...
2 3 n"

2 . . 2 1 2
1591. x+%x2+&x3+ “+(n.) X" +

6! 7 (2n)!
1592, 3—x)+B-x)*+B-x)+..+(B3-x)"+...

1593. 1+1+i2+...+in+...
X X X

1594. (2-X*)+(2-X")*+(2=x*)* +...+(2-x*)" +..
1505, x(x+1)+[X(X2+2)T+[X(X+3)T+ +[><(xn+n)}”+

3
§ 5. Mazorirlenyian hatarlar

Eger

D C,=C+C+C+.4Cy ., C 20

n
n=1

yygnanyan san hatary bolsa we
Uy (X) + Uy (X) + Uy (X) + oo Uy (X) +.o= DU (X)
=1

funksional hataryn her bir agzasy
u, ()| <c,, n=123,.

densizligi kanagatlandyrsa, onda funksional hatara mazorirlenydn hatar,
san hataryna bolsa mazorant diyilyar.

sinx sin2x  sin3x sin nx
1596. + + +.ot +.., (o< X<©)

1+x* 22+x* F+x° n* +x*
hataryn dendlgegli yygnanyandygyny gorkezmeli.
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Coziiligi.
sin nx
u, () ==5—=, [u,(x)|=

n X
0 :]
E —_—
n=; | I

san hatarynyn yygnanyandygyndan berlen funksional hataryn dendlgegli
yygnanyandygy gelip ¢ykyar.

|sin nx| 1
‘nz + xz‘ n?’

2 3 n
1597. X +? +X?+ ..+—+... hataryn dendlgegli yygnanma aralygyny
n
tapmaly.
Coziilisi.
X" x'[ "
0,00 =2 [u, 00| =X <L <
n n n

Belli bolsy yaly

2 3 n > n
[+ +[n" +... 4" +..= D[, (h|<D)
n=1
hatar, (—1,1) aralykda yygnanyan geometrik natardyr. Diymek, (-1, 1)
aralyk hataryn denolgegli yygnanma aralygydyr.
1598. Funksional hataryn denodlgegli yygnanma oblastyny tapmaly:
sin2x  sin3x - sin nx

Sin X +—— Tt -
2 3 n
Cozilisi.
sinnx| _ 1
n" | n
densizlik x-in ahli bahalary tgin dogrudyr.
1 1 1
I+ S+ 5+ +—+..
2° 3 n

san hatary yygnanyandyr. Hakykatdan-da,

limgu, =lim :Iim1:0<1.

1
n—o0 n—o0 n[nn n—w N

Sunlukda, berlen funksional hatar san okunyn &hli nokatlarynda
dendlgegli yygnanyandyr.
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1599. 1 + t 1 .t (_1) +.. —2<X<® hataryn
X+2 X+4 x+8 X+2"
dendlgegli yygnanyandygyny gorkezmeli.
1600. X 2X 3 ™ . X|<+00  hataryi

2 + 52 + 52 Tt 5,2
1+x° 1+2°x° 1+3°x 1+n°x
denolgegli yygnanyandygyny gorkezmeli.

Hatarlaryn dendlgegli yygnanma oblastlaryny tapmaly.
COSX C€O0S2X CO0S3X COS nX
1601 e + 57 + 3 Fot——+ .
n
1 + 1 + 1 4.+ 1 +
2J1+x  4J1+2x 64/1+3x  2nyl+nx

1602.

1 1 1 1

1603. —+ —+ et
1+cos“x 4+cos“X 9+cos X n“ +Ccos” X

+...

—22x? —32x? —n2x?

1604. e~ +e7+?+...+ € >

§ 6. Derejeli hatarlar. Derejeli hatarlaryin yygnanma aralygy
we yygnanma radiusy
a8, +ax+ax +.+a X" +..=> ax’ (1)
1=1
ya-da
A+ (X—X,)+a,(X=X)? +.eo k8, (X=X,)" +...= Zak(x— %, )" (2)
k=1

gornlisdaki funksional hatarlara derejeli hatarlar diyilyar. Bu yerde
ay,8,,8,,... hemiselik sanlar bolup, olara derejeli hataryn koeffisiyentleri
diyilydr. @, hataryn nolunjy agzasy, a,x" hataryn n-nji agzasydyr. (1)
hatar x =0 bolanda yygnanyandyr. Eger (2) hatar |X—XO| <R bolanda
yygnanyan bolup,

X—XO| >R bolanda hatar dargayan bolsa, onda R sana
hataryn yygnanma radiusy diyilyar. (—R,R) aralyga bolsa hataryn
yygnanma aralygy diyilyar. Eger derejeli hatar dine x=0 bolanda

yygnanyan bolsa, onda R=0, eger x-ler okunyn ahli nokatlarynda
yygnan}}an bOlsa, R =+400.
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Yygnanma aralygyn gyraky nokatlarynda derejeli hatarlar ozlerini
dirli hili alyp baryarlar. Olar ol nokatlarda yygnanyp hem, dargap hem
bilerler. ~ Yygnanma aralygyn icki nokatlarynda hatar  absolyut

yygnanyandyr.

Su yerde derejeli hatarlaryn yygnanma radiuslaryny tapmak meselesi
gelip c¢ykyar. Biz derejeli hataryn yygnanma radiusyny hataryn
ay,8,,8,,...,a,,... koeffisiyentleri bilen tapmagyn iki usulyna garalyn.
Onun iigin Kosi we Dalamber nysanlary ulanylyar.

1605,  Dx+21x*+3x*+...+nIx"+...  hataryn  x=0  nokatda
yygnanyandygyny gorkezmeli.

Coziilisi. Dalamber nysanyny ulanalyn:

u =nix", U, =M+, (x#1),

n+l

M_ lim(n+1)x| =00, x#0

n%oo n! ‘ n—»w

gorniisi yaly bu hatar hem dine X =0 nokatda yygnanyandyr.
2 n

1606. 1+£+X—+...+—+... hatary dernemeli.
1 2 nl

Cozulisi.

n+1 |

lim—— = |X|Iimi =0.

n—w |‘ n—»on4+1

Diymek, bu hatar x—ler okunyn dhli nokatlarynda yygnanyandyr.

1607. 1+ X+X*+...+ X" +... hatary dernemeli.
Coziilisi. Bu hatar maydalawjysy X bolan geometrik progressiyadyr.

Ol |X|<1 bolanda yygnanyp, |X|Zl bolanda dargayar. Seylelikde, bu

hataryn yygnanma oblasty —1< x <1 aralykdyr.
22 32 n2
1608. (1+1)1x+[1+%j X’ +(1+%j x° +...+£1+1j X"+... hataryn
n

yygnanma radiusyny tapmaly.

Coziilisi. Hataryn yygnanma radiusy R =% denlik bilen tapylyar:
v Y 11
I_I|m1/ _Ilmn = =lim1l+=| =¢, R=>===,
n—o0 n—ow ( j nﬁx( nj | e
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1609. Derejeli hataryn yygnanma radiusyny tapmaly.

2 2 2
ax+a’ X +a X+ +a" X" +..., (O<a<l).
o seqs s 2 - . 2 .
Cozilisi. a, =a", I=limy/a |=limYa" =lima" =0.
n—o n—o n—o

Onda

11

R=====0, R=oo.
I 0

1610. Derejeli hataryn yygnanma radiusyny tapmaly

W X + @y X% + @ x° + +@x” +
2! 4 6! R 1) R

Coziilisi. Bu yerde

o :[(n+1)!]2’
“enr "™ 2+

[+ (@n) (n+1? 1

Tan D] (M h@neD@ni2) 4

R:%:4. Hatar |X|<4 bolanda hatar absolyut yygnanyar. (—4,4)

hataryn yygnanma aralygydyr.
Eger x=4 bolsa, biz

1)2 1)2 12 1?2
@) 4+(2') 42+(3') 43+...+—(n') 4" +
2! 4 6! (2n)!
, 1 1 , .
san hataryny alyarys. —-=1-—+——— bolyanlygy i¢gin a,<a,,,.
- 2n  2n(n+1)

Bu yerde a,, (n=123,...) yzygiderligin birsyhly artyandygyny gorkezyar.
Ol bolsa hataryn umumy agzasynyn nola ymtylyandygyny gorkezyar,
yagny hatar dargayar. Bu sebdbe gorda x=-4 nokatda hem hatar
dargayandyr.

1611. Derejeli hataryn yygnanma radiusyny we yygnanma aralygyny
tapmaly.

(x+1) . (x+1)° . (x+1)° . (x+1)"
2.2.3 22.3.4 2°.4.5 7 2"(n+D(n+2)
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Coziilisi. Bu yerde
(=Y B (x+1D)"*
" 2"(n+D(n+2)" " 2"Y(n+2)(n+3)’

lim =Iim(n+1)|x+]4 =|x+]4.
ool g | e (n+3)2 2

an+1

X+1

Onda |——| <1 bolanda hatar yygnanyar. |X+1| <2,-2<x+1<2,

—3<x<1. Sunlukda, hataryn yygnanma aralygy (-3,1) bolup, onun
yygnanma radiusy bolsa R =2.

x x> x* x L X
1612. 1—2—?+? ya —+..+(-1)""—+... hataryn yygnanma oblastyny
tapmaly.
Coziilisi.
A=z [l =
(n+1)
n+1
Rt tim| 2 —pim (Y
I n—oo an+1 n—ow n

(—l, 1) aralygyn gyraky nokatlarynda hatary derndlin. x=1 bahany
goyup alarys:

2 3 4
Gttt (O
1 20 3 4
Bu hatar bolsa absolyut yygnanyandyr. Seyle hem, x=-1 bolanda
1 1 1 1 na 1
I o e

absolyut yygnanyan hatary alarys. Sunlukda, hataryn yygnanma oblasty
[-11] kesimdir.

1613, 1+2(x-1)+2°(x-1)%+...+2"(x=D" +... hataryii yygnanma
oblastyny tapmaly.

(oziilisi. Berlen hatarda X—1=Yy ornuna goymany ulanalyn

142y +2°y*+..+2"y"+

Su hataryn yygnanma radiusyny tapalyn

2" 1

a=2" a._=2"" R=Ilim .
n n+1 n_)w2n+l 2
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Hatary (—%%j aralygyn gyraky nokatlarynda dernilin. Goy y:%

bolsun. Onda 22" (%) =Zl” dargayan hatardyr. Eger y:—% bolsa,
n=0 n=0

22"(— %) =Z:(—1)n dargayan hatardyr. Sunlukda, hatar (—%%}
n=0 n=0

aralykda yygnanyandyr. y-i Xx—1 bilen ¢alsyralyn

Diymek, berlen hataryn yygnanma oblasty (% gj aralykdyr.

2 3 4 n
1624. 1—2+%+%+%+...+%+...
Coziilisi.

n+l
1 1 _“m(n+1)

B = A= R= —tim| 2] (n+1)=
n" (n +1)“+ nso " n-o{ n

= Iim(1+1J (n+1)=e-0=0x.
n

n—oo

Diymek, berlen hatar (—oo,00) aralykda yygnanyandyr.

Hatarlaryn yygnanma oblastlaryny tapmaly:

x? x3 X’ v X

1615. f N f+ +(=1) \E

1616. 1+10x+10%x%* +10°x® +...+10"X" +...
_ 3 _ n
X—2 (x 2)* +(x 2) N +(x 2) N

1617. : 7t
5 2.5 35 n-5"
2x  4x* 8x° 2"x"

1618 ———+——. )"+ +
R T E T

1619. 1-(x=3)+(x=3)* +...+ (x=3)" +

x—2+(x—2)2 +(x—2)3 . (x-2)"

1620. - -
In2 In“3 In® 4 In"(n+1)
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Hatarlaryn yygnanma radlusyny we aralygyny tapmaly. Yygnanma
aralygyn ahyrlarynda hatary dernemeli.

1622. xtgl+ x’tg i x’tg 1.4 x"tg 1.
2 3 n

221 321 n?-1

xZ +3 T

3 n

1624. sin®*(x-1) +s.in2%(x—1)2 +sin2%(x—1)3 +...+sin? l(x—l)n +..
n

r.|2

1623. x+

X +..

§ 7. Teylor hatary

Eger a nokady Oziinde saklayan haysy hem bolsa bir aralykda f(X)

funksiyanyn iizniiksiz &hli Oniimleri bar bolsa, onda asakdaky formula
dogrudyr

_ / _ f"(a) _a)’+ f%(a) n-1
f(x)=f(@)+ ' (x)(x a)+—2! (x—a)“ +.. —( 1)1 (x-a)""+R,,

()
bu yerde Rn:%(x—a)”, (a<&<x we n erkin bitin san). Bu

formula Teylor formulasy diyilyar.
Eger x-in kdbir bahalary iicin n— o bolanda R, — 0 bolsa, x-in

sol bahalarynda predele gegip, Teylor formulasyndan Teylor hataryny
alarys:

f(x) = f@)+ f'OO(x— a)+f”(a)(x a)? + f((n__l)l()""l)( )"+
2 £ (q)
nz—ll (n)! T

a=0 bolanda alynyan
11 n 0 n
f(x)=f(0)+ f’(x)x+mx2+... +mxn +o.= mx“.
2! n! ~ nl
Hatara Makloren hatary diyilyar.
Sunlukda, f(x) funksiyanyn Teylor hataryna dagydylmagy ig¢in
asakdaky iki sert yerine yetmelidir.
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1) f(x) funksiyanyn X argumentinin garalyan bahalary f{¢in ahli
tertipli onuimleri bolmalydyr.

2) n—> o bolanda R, —0 yerine yetmelidir.

1625. f(x)=-3+x—x>+2x*® kopagzany x—1 tapawuda gord Teylor
hataryna dargatmaly.

Coziilisi.
x,=1 f@=1 f'(x)=1-2x+6x%%,
f') =5 f"(x)=-2+12x, f"(1)=10,
f7(x)=12, £" @) =12.
Onda

—34+x—x*+2x* =-1+5(x-1) +5(x—-1)* + 2(x —1)°.
1626. f(x)=(1+x)" kopagzany x—0 tapawuda gord Teylor hataryna
dargatmaly.
Coziiligi.
f(0)=1 f'(0)=n, f"(0)=n(n-1,..,
f& =n(n-1)..(n-k+1),...,
f™(0)=n(n-1),..,3-2-1,

@+ x)" =1+nx+ n(nl—l) 2 A0=DN=2) 5

| 3
D)=k 41
+n(n ) kl(n Jr)xk+...+x”.

Gorniisi yaly binom {igin Nyuton formulasy Teylor formulasynyn
hususy halydyr.

1627. f(X)=In(x+2) funksiyany x-1 tapawuda gora Teylor
hataryna dagytmaly.

Coziilisi. f(X)=In(x+2) funksiyanyn Oniimlerini we ol Oniimlerin
X =1 nokatdaky bahalaryny tapalyn:

.t

F0=In(x+2), f()=In3, f'(x)=——, f/(1)=2,
X+2 3
neey_ 1 Ny — L Moy _ 12
PO PO TSy
(n) _(_1)n_1(n_1)! (n) _(_1)n_1(n_1)!
R e L

Onda  f(x)=In(x+2) funksiyanyn Teylor hatary asakdaky
gorniisdedir
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LU 2000 L e,
2 3?3 3" n

In(x+2)=In3+= (x 1)-

1628. f(x)=x>—2x*+5x—7 kopagzany x—1 tapawuda gori Teylor
hataryna dargatmaly.

1629. f(x)=x"+2x?-3x" —6x°+3x* +6x>—x—-2 kopagzany x-1
tapawu- da gorda Teylor hataryna dargatmaly.

1630. f(x)= lOL funksiyany x—1 tapawuda Teylor hataryna
+X

dargatmaly we yygnanma aralygyny tapmaly.

1631. f(x)=Inx funksiyany Xx-1 tapawuda gord Teyloryn hataryna
dargatmaly.

1632. f(x) =+/x funksiyany x—4 tapawuda gord Teylor hataryna
dargatmaly.

3
1633. 1‘(X):X+—X+1 funksiyany x-—in derejeleri boyunga hatara
(X-1(x+2)
dargatmaly.

2. Yonekey dargatmalaryn tablisasynyn ulanylysy. Gecen boliimgediki
mysallardan  gOrniisi yaly funksiya hatara dargadylan mahalynda
dagytmanyn koeffisiyentlerini tapmak {icin funksiyany birndge gezek
differensirlemeli we sol Onumlerin berlen nokatdaky bahalaryny tapmaly
bolyardyk. Sonra bolsa X —in haysy bahalarynda n— o bolanda R, —0

bolyandygyny oOwrenyéardik. Ké#halatlarda berlen funksiyany kop gezek
differensirlemek kyn¢ylyk doredyir. Sol kyngylyklary yenillesdirmek iigin
onden belli bolan asakdaky dargatmalary ulanyarlar:

2 3 n

X® X X
L e =l+x+—+—+. TR
2! 3!
X3 X5 X2n+1
2. sinx=X——+—+.+4(-)"——+
31 5l I 2n+1)!
X2 X4 X2n
3. cosx=1l-—+4——..4+(-D"
21 4 - (2n)!
2 3
4 e =x—a Xy Xy
2 3 n
3 5 2n+1
5. arctgx:x—x—+x——...+(—1)” +...]
3 5 2n+1
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n ala—1) o afa—1)-...[a—(n—1)a] o
2! n!

n_1,.%
6. (1+x) _1+1x

(1< x<D);
7. 1i:1+x+x2 Fo X", (1< x < D).
—X
1634. f(x)=xIn(l+x?) funksayany x gord hatara dargatmaly.
Coziiligi. (4) dargatmada x ululygy x* bilen calsyryp alarys:

) ) X4 X6 - X2n
In(L+x*) = x —?+?+...+(—1) RN QX|<1)
n

Onda

5 7 2n+1
xIn(L+ x2) = x° -X?+%+...+ X

+oy (X <2)

1635. f(x) e funksiyany x boyun¢a hatara dargatmaly.
Coziilisi. (1) dargatmada x ululygy —x*bilen calsyryp alarys:

2 x> xt x® X
e =l-—t———+——..., (~o<X<o0).
2t 31 41
1636. f(x)=InX funksiyany x-1 tapawuda gord hatara dargatmaly.

Coziligi. 4-nji dagytmada x ululygy X—1 bilen calgyryp alarys:

(=07, =0 (=D 5ox<o)
2 3 4

Inx=(x-1)+

1637. f(x) =1 funksiyany x—2 tapawuda gord hatara dargatmaly.
X

Coziiligi.

< | =
N |-

1+X—_2
2

Denlikden peydalanalyn. Bu denligin sag bolegine tiikeniksiz
kemelydn geometrik hataryn jemi gOrniisinde garamak miimkin. Onun

birinji agzasy a:%, maydalawjysy bolsa q :—%2 den diyip almak

bolar:
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1 1 1x=2 1(x=2)V 1(x=2Y
—==—-= += = — +
x 2 2 2 2 2 2\ 2

%:%—%(x 2)+= (x 2)* ——(x 2)%+..

ya-da

Serte gora ‘X;Z <1, O<x<4.

1638. f(x)=In 3‘/11+ 2X funsiyany x gora hatara dargatmaly.
—X
Coziilisi. 4-nji dargatmada x ululygy 2x we —x bilen calsyryp
alyarys

nyn
n+12X

IN(L+2x) = 2x —2x* +4x% —...(-1) e

(7<)
—<x<=|
2 2

In(l—x):—x———%— X ((1<x<))
Sunlukda
In311+2X:—[In(1+2x)—In(1 x)]= Z[( 1)“*12”+1]X
—X
1 3x—§x2 9 3_EX4+._. :x—£x2+x3—§x4+...,
37 2 2 4

1639. f(x)=In(x+a), a>0 funksiyany x  boyunga hatara
dargatmaly.

1640. f(x)=+/x+a, a>0 funkiyany X boyunca hatara dargatmaly.

164l f(x)= (X —tgx)cosx funksiyany x boyunga hatara dargatmaly.

1642. f(x) ——4 funksiyany X+2 jem boyunca hatara dargatmaly.
3

1643. f(X)=——————— funksiyany x boyunga hatara dargatmaly.

(X) =X 2x) yany yung g y

1644. f(x) =1+—XX funksiyany X boyunca hatara dagytmaly.
e
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§ 8 Furye hatarlary

a, < :
=2+ (a,cosmx+b, sinmx) )
m=1
hatara [—72',72'] kesimde kesgitlenen f(X) funksiyanyn Furye hatary
diyilyér.
Bu yerde

a, :lj.f(x)cosmxdx, (m=0212,..),
72.77[

b, == [ f(0sinmidx, (=123,
T s

Eger X, nokat f(x) funksiyanyn birinji tertipli liziilme nokady
bolsa, onda (1) hatar funksiyanyn {iziilme nokatlarynda Furye hatary
bolup, onun  jemi f(x)  dendir, uzilme nokatlarda  bolsa
f(x, —0)+ f(x,+0)

2
nokatlarynda f(X) funksiya

bahany alyar. Seyle hem, [— 7r,7r] kesimin gyraky

f(-7-0)+ f(z+0)
2

bahany alyar diyip kabul edelin. Eger berlen f(x) funksiyanyn [-7,7]
kesimde tiikenikli sany ekstremumy we birinji tertipli iiziilme nokatlary
bar bolsa, onda [— 72',72'] kesimde Furye hatary f(X) funksiya
yygnanyandyr (Dirihle teoremasy).

Gorntisi  yaly Furye hatarynyn jemi bolan f(X) funksiya 27
periodly periodik funksiyadyr.

[-1,1] (I—erkinsan) kesimde berlen f(x) funksiya Dirihldnin
teoremasynyn sertlerini  kanagatlandyrsa, onda ol asakdaky Furye

hatarynyn jemine dendir.
—°+Z( cos—+b Si n@j

=1J[ f(x) cosm—ﬂxdx, (m=012,..),

j (x)sm—dx (Mm=123,...).

Bu yerde
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Eger f(Xx) jubiit funksiya bolsa, onda onun Furye hatary dine azat

agzany we kosinusly agzalary saklayar.
A < mz X
f(x)= =, ) a,c08—,

m=1
|
a, =%If(x)cos%x, (m=0,12,...).
0

Eger f(X) tdk funksiya bolsa, onda onun Furye hatary dine sinusly
agzalary saklayar:

f()=>b, sianﬂX,
m=1

|
b., :%J f(x)sin ande’ (m=123,...).
0

ax, -z <x<0, ., ,
1645, f(x)= b 0<x<r funksiyany ~ Furye  hataryna

dargatmaly.
Coziilisi. f(Xx) funksiyanyn Furye koefisiyentlerini kesgitlélin:

a, :l'[ f (x) cosmxdx = 1 j ax cos mxdx +1 _[bxcos mxdx =
72-—” 72-—7[ 72.—72'

m .

T |—7z’ m2 |—7z m m |O m2

. 0 0 . V4 V4
a(xsm mx| cosmx| ] b (xsm mx| cosmx| J
T

m?

aiza__b.z, a2 :0, a3 :a;tz)-Z, a4 :0,...

= ﬂf?]z (I—cosmx)+ b (cosmz-1) = ir;?[l—(—l)m],

Eger n=0 bolsa

0 Ve
a, _1 | axdx+ij'bxdx _b-a_
T* Ty 2
Seyle hem
b, == | £ (0sinmxdx = ath  gyma
P m
Sunlukda
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=aLb, bzz_aLb, bsza_+b’ b4=_a_+b’m
3 4
Diymek, berlen funksiyanyn Furye hataryny asakdaky gorniisde
yazyp bileris:
+b

f(x)= b_a7r+(a;b2003x+a sin x)—aTersian+

[a—b—c053x+a—bsm 3xj—a—bsm AX +..
3? 3 4

Vs
ya-da

f(x)= b-a  , 2@-h) (cosx+i2cos3x+...)+
4 7T 3

+ (a+b)(sin x—%sin 2x+%sin 3x+...)

1646.  f(x)= T2xs0 sy Furye  hat
. X unksiyan urye ataryna
2-x 0<x<2 yan Y Y
dargatmaly.
Coziilisi. Furye koefisiyentlerini tapalyn:

1 0 2
a0:5{£2dx+£(2—x)dx}:3,
1| ¢ mrz ‘ mrz
a,=— J2cos—xdx+j(2—x)cos—xdx =
2|2, 2 0 2

4
4 .2 mz — o 2 m:l,3,...
=——sin’——=m’z

m 7z 0 m=24..

‘ Nz ‘ nz
=D23in—xdx+4f(2— x)sin—xdx} =
-2 2 0 2

0 N 12 n 5 —i, n=13,...
:I(—Z)sin—ﬂdx——jxsin—ﬂxdx =< cosnz={ "
? 2 2 2 nz 2
0 —, N=2,4.
nz

Sunlukda, funksiyanyn Furye hatary asakdaky gorniigsdedir:
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3 4 ~x 1 37X 5
f(X)=—-+—|COS—+_C0S——+ = COS——+... |-
2 2 2 5 2

32
2( . m> 1. 2z 1 . 32x 1 . 4zx
——|sin——-=sin—+=sin— —=sin—+... |
V4 2 3 2 4 2
1647. f(x)= |X| funksiyany 27z periodly funksiyalardan diiziilen
Furye hataryna dargatmaly.
Coziilisi. Bu jiibiit funksiyadyr.
1a0 :ij' xdx =2,
7Ty 2
a, :gjxcosnxdx=gxsmnx ,
T T n |
2 [sinmxax =220 _2 (g ),
nzs, nrz nrz
Onda alarys:
| |_£_i = cos(2n—1)x
2 745 (2n-1)°
) 0, —7<x<0 .,
1648. [-7,7] kesimde berlen f(x)= L o< funksiyany
Furye hataryna dargatmaly.
Coziilisi.
a, =1jf(x)dx:l[dedex}lﬁ:l,
7[—71' 4 - 0 4
1% 1] ¢ f 1 . .
a, =—I f (x)cosnxdx = — Ide+jcosnxdx =—sinnx|;=0,
7T | 0 nz

/4

0

V4 0 V.4
b, :lj. f(x)sin nxdx:i{jo-dxﬂ'l-sin nxdx}:— icosnx
ﬂ-_” T r 0 W/

_1-cosnz 1-(-1)"
Nz nr
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Bu yerden

2 2 2
==,b,=0, b=—, b,=0, b.=—,...
by x 2 Y > b7

Sunlukda, f(X) funksiyanyn Furye hatary asakdaky gdrniisdedir:
f(x) :£+3(sin x+£sin3x+lsin5x+...j
2 3 5
Xx=0,x=xnzr (n=12,..) nokatlarda berlen funksiyanyn {izniige
eyedigini barlamak kyn daldir. Su nokatlarda hataryn jemi %—e dendir.

1649. f(xX)=5x+2 funksiyany 2z periodly Furye hataryna
dargatmaly.

1650. f(x) =7ZT_X funksiyany (0, 27) aralykda Furye hataryna

dargatmaly.

65 foo=1 TTX<0  ksiyany (or.z) aralykda Fury
. X) = unkKsiyan -7, T ara a urye
2X, 0<x<rx yany Y y

hataryna dargatmaly.

1652. f(x)=xsinx funksiyany (-z,7) aralykda Furye hataryna
dargatmaly.

1653. Berlen f(x) funksiya f(x+7)=-1(x) denligi
kanagatlandyryan bolsa, onun jiibiit Furye koeffisiyentlerinin nola
dendigini gorkezmeli (a,=a,=b,=a,=b,=...=0).

1654. Berlen f(X) funksiya f(x+7z)= f(x) denligi kanagatlandyryan
bolsa, onun jiibiit Furye koeffisiyentlerinin nola dendigini gorkezmeli.

n! =n

1655. Birsydyrgyn kemelydn agzalary bolan Za a >0 hatar
=1

yygnanyan bolsa, limna, =0 bolyandygyny subut etmeli.

n—o

1656. Denligin dogrudygyny gorkezmeli.

X° x*® 1 1, 1+x
X+—+...+ +..==arctgx+—=In——
5 4n-3 2 4 1-Xx
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X111 BOLUM
KOP UYTGEYANLI FUNKSIYALAR

§ 1 Esasy diisiinjeler

Kesgitleme. Eger M kopliigin her bir (X, y) nokadyna haysy hem
bolsa bir kanuna ya-da diizgiine gora Z kopliigin yeke-tik nokady
degisdi bolsa, onda M we Z kopliklerin arasynda funksional baglylyk
bar diyilydr. Ol funksional baglylyk asakdaky yaly belgilenyér:

z=T(xy) z=0(xy), z=2(XY),..

Su yerde z, baglanysyksyz liytgeydn X, Yy ululyklara (argumentlere)
gora funksiyadyr. M  koplik funksiyanyn Kesgitlenis oblastydyr, Z
kopliik bolsa funksiyanyn iiytgeyis oblastydyr.

Eger (XO] yo) nokat M kopliige degisli bolsa, onda funksiyanyn

X=X, we Y=Y, bolandaky f(X, y,) bahasy, funksiyanyn hususy (san)

bahasydyr.

Argumentin her bir jiibiit (X, y) bahasy XOy tekizlikde P nokady
kesgitleyar. Funksiyanyn su nokatdaky bahasy bolsa ginislikde M(X, Y, Z)
nokadyn applikatasydyr. Bu nokatlaryn kopliigi ginislikde kébir iisti emele
getirydr. Onun proyeksiyasy bolsa XOy tekizlikde D oblastdyr.

Goy, n-olcegli ginislikde erkin M  koplik berlen bolsun. Su
kopliigin her bir nokady X;,X,,...,X, iytgeydn ululyklara baglydyr. Eger-
de, M Kkorliigin her bir nokadyna haysy hem bolsa bir kanun ya-da
diizgiin esasynda basga bir N kopliigin yeke-tdk nokady degisli bolsa,
onda M we N kopliklerin arasynda funksional baglylyk bar diyilyar
we ol funksional baglylyk asakdaky gorniisde belgilenyar:

u="f(x, %, ...x), u=f(M).

Su kesgitlemeden gorniisi yaly Uytgeyin n ululuykly funksiyanyn
kesgitlemesi iki iytgeydn ululykly funksiyanyn kesgitlemesine menzesdir.
Sonun iigin su bolimin galan boliimgelerinde biz kopleng iki uytgeyéan
ululykly funksiyalara garamak bilen c¢éikleneris. Seyle hem {iytgeyin ii¢
ululykly funksiyalara degisli formulalary yazmak bilen cékleneris.

1657. Konusyn V gowriimini onui emele getirijisi we esasynyn
radiusy X bolan y-e gord funksiya gorniisinde yazmaly.

399



COzulUsi. Belli bolsy yaly konusyn gowriimi onun esasynyn
meydanynyn beyikligine kopeltmek hasylynyn {igden birine dendir:
V =1/3SH (75-nji ¢yzgy).

75-nji ¢yzgy

S=my° we H=x*-y?>. Onda V:%nyquxz—yz.

1658. Eger ug¢burclugyn iki tarapynyn uzynlygy X we Yy bolup, onun
perimetri 2p bolsa, onda onun S meydanyny X,y taraplara gora
funksiya gorniisinde yazmaly.

Coziligi. Geron formulasyny ulanalyn

S=\p(p-a)(p-b)(p-c),

bu yerde p yarym perimetr, a,b,C bolsa tii¢burglugyn taraplarynyn
uzynlyklarydyr. Serte gora

a=x, b=y, 2p=a+b+c, 2p=x+y+cC, c=2p—X-Y.
Sunluk-da,
S=Jp(P-X)(p-y)(p—2p+x+y) =/p(p=X)(P-Y)(X+ Y~ p).

1659. Eger goniiburclugyn bir tarapy X  bolup, diagonaly Yy bolsa,
onun meydanyny X, Yy gord funksiya gorniisinde yazmaly (76-njy ¢yzgy).
Coziiligi.

X
T6-njy ¢yzgy
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Bu yerden x*+a’=y?, a’=y’-x% a=.y*—x°. Sunlukda,

S=ax=xyy’ —x°.

X2+ y? y
1660. Eger f(X,y)=——"— bolsa f (2-3) we f (1,=)-ni
2 Xy X
tapmaly.
Cozilisi x=2 we y=-3 goyup taparys:
2 ¢ _a\2
f(z,_3)=uz_ﬁ_
2:2-(-3) 12
Y

X=1 goyup we Yy ululygy bilen calgyryp alarys:

X

2
Yy
1+(Xj ) x2+y2

f(l’%j_ 2.1.(yj 2xy

X
2,2
1661 Eger f (x,y)=>—Y" bolsa f(y,x) we f(-x—Y). f(l,lj,
2xy Xy
tapmaly.
f(xy)
Cozillisi. X we Yy argumentlerin yerini calgyralyn:
yz _x2
f(y,x)= ,
2yX

; (_X’_y):(—X) —(-y) _x -y |

2(=x)(=Y) 2xy

(1)2_12 1 1 y-x
f(ll]: X y) _x oyt oy ytext

X'y o1 1 2 2 2yx
Xy Xy Xy
1 2Xy
=2 2"
f(xy) x -y

1662. Eger f (X,y)=Xxy +§ bolsa, f(%,Sj, f (1-1) tapmaly.
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1663. Eger f(X,y)=+/Xy’+x+1, bolsa f(%,lj we f(2,-1)-ni

tapmaly.
1664. Dogry dortbur¢ly piramidanyn V  gowriimini onun X
beyikligine we Yy gapdal gapyrgasyna gord funksiya gorniisinde yazmaly.

[v2 2
1665. Eger f (lj VXY
X y
1666. Eger f (x+y,x—Yy)=xy+y’ bolsa, f(x,y) tapmaly.
Coziilisi. x+y=u, x—y=V belgilemini girizelin. Onda

, y>0 bolsa f(x) kesgitlemeli.

u+Vv u-Vv
X = , =,
2 2
u+V u-vV (u-v) u’-uv
f (uv)= . + = .
2 2 2 2
Indi u we V ululyklary X we Yy ululyklar bilen ¢algsyraymak

galdy.
1667. Omun kanunyna gora elektrik zynjyryndaky R garsylyk, togun

| gliyji we zynjyryn ahyryndaky U napryazeniye bilen R =UT formula

arkaly baglanysyar. Eger 120 W napryazeniede zynjyrdan 2,5 A tok
gecende onun garsylygy nidge bolar?
1668. Silindrin gowrliimini onun X beyikligi we esasynyn radiusyna
gorda funksiya gorniisinde yazmaly.
X+Yy+z
1669. Eger f(x,y,z)= y

X® +y? +17°

bolsa f(0,2,—3) we f(x,l,izj
X X

-ni tapmaly.

z=f(x,y) funksiyanyn Kesgitlenis oblasty umumy halda
¢ylsyrymlydyr. Biz dine yonekey hallara seretmek bilen ¢ikleneris. Yagny
ol oblast bir ya-da birndge egriler bilen c¢éklenip, tekizligin tiikenikli ya-
da tiikeniksiz bolegini tutyar. Ol yapyk oblast hem, agyk oblast hem
bolup biler.

Asakdaky funksiyalaryn kesgitlenis oblastyny tapmaly

1670. z=y1-x2 +4/y? -1

Coziilisi. Funksiyanyn kesgitlenis oblasty 1-x>>0 we Yy°-1>0
densizlikleri kanagatlandaryan x we Yy ululyklaryn bahalar kopliigidir
(77-nji ¢yzgy).
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L

TI-nji ¢yzgy

1671. z= \/(xz +y?-1)(4- x> -y?).

Cozilisi. Funksiyanyn kesgitlenis oblasty (x*+y*—1)(4—x*—1%)>0
densizligi  kanagatlandyryan x we Yy  ululyklaryn  bahalarynyn
tertiplesdirilen kopliigidir. Su densizliklerden alarys:

X+y*>1, 4>x°+y°.

Sunlukda, funksiyanyn kesgitlenis oblasty 1<Xx°+y?<4 halkadyr

(78-nji ¢yzgy).

~

}.‘

AT
P/

L

78-nji cyzgy
1672. z = arcsin % + \/x_y

Cozilisi. Birinji gosulyjy X argumentin —1< g <1 yada —-2<x<2

bahalary iicin kesgitlenendir. Ikinji gosulyjy Xy >0 densizligi ya-da
X>20,y>0 we X<0,y<0 densizligi kanagatlandyryandyr. Funksiyanyn
kesgitlenis oblasty asakdaky c¢yzgyda gorkezilendir (79-njy ¢yzgy).
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19-njy ¢yzgy

1673. z =In(4+4x—y?).

Coziilisi Logarifmik funksiya argumentin dine polozitel bahalary {iigin
kesgitlenendir. Diymek, 4+4x—y?>>0 vya-da 4+4x>y’. Bu oblasty
tekizlikde gorkezmek iicin onun aragiiklerini tapalyn: 4+4x =y’ ya-da
y> =4(x+1). Bu depesi O(-1,0) nokatda bolan paraboladyr. Funksiyanyn
grafigi Oy oky bolsa, ol (O, J_rZ) nokatda kesip gecyar (80-nji ¢yzgy).

&
}.-

2

il

-2
80-nji ¢yzgy
X 2 y2 7 2
].674 u= \/1—?—?— C2
Coziilisi. Giniglikdéki bu oblast asakdaky densizliklerden tapylyar:
X 2 y 2 7 2 X 2 y 2 7 2
1—?—F—C—220 yada ?+b—2+c—231

Bu oblastyn cékleri
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X° y° oz
¥+b_2+c_2_1
ellipsoidanyn stiidir. Sonun iigin oblast ellipsoidanyn igki nokatlaryndan

ybaratdar.
Asakdaky funksiyalaryn kesgitlenis oblastlaryny tapmaly.

1675. z =\/(x2 +y*—a?)(2a®-x*-y?), (a>0).
1 1

1676. z=———. 1677. z =Xx+arccosy.
x-1 vy
X—y
1678. z =In(x+Yy). 1679. z =arctg -
1+ X%y

1680. z =/x+yIn(y*—x?). 1681 u=+/x+y +z.

1682. u =arcsin x +arcsin y +arcsin z.

§ 2. Predel we uznuksizlik

Goy, z=f(x,y) funksiya xOy tekizligin G oblastynda kesgitlenen
bolsun. Merkezi M (a, b) nokatda bolan r radiusly tegelegin icindéki
XOy tekizligin M (X, y) nokatlarynyn toplumyna M,(a, b) nokadyn r
radiusly etraby diyilyar.

Eger-de, erkin, yeterlik kici ¢>0 san igin r>0 san bar bolup,
merkezi M (a, b) nokatda bolan r radiusly etrabyn i¢indiki M (X, y)
nokatlaryn toplumy

If (xy)-A<e
densizligi kanagatlandyrsa, A sana f(X,y) funksiyanyn (X, Y)
nokatdaky predeli diyilyir we asakdaky gornilisde belgilenyar:

lim f(x,y)=A

x—a,y—b
Asakdaky kesgitleme yokardaky kesgitleme bilen dengiiyclidir.
Eger erkin, yeterlik ki¢i &£>0 san ii¢in, 6 >0 san bar bolup,

[f(x,y)-A<e
densizlik |X—a|<§, |y—b|<§ bolanda yerine yetse, A sana f(X,Y)
funksiyanyn M (a, b) nokatdaky predeli diyilyar we

lim f(x,y)=A

x—a,y—b

gorniisde belgilenyar.
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Bir argumentli funksiya degisli jemin, tapawudyn, kopeltmek
hasylynyn we gatnasygyn predeli baradaky teoremalar iki {iytgeydn
ululykly funksiyalar iigin hem dogrudyr.

Eger-de yeterlik kigi £>0 san {igin 6 >0 san bar bolup, merkezi

M,(a, b) nokatda bolan ¢ radiusly etrapyn i¢inddki M (X, y) nokatlaryn
toplumy

[f(x,y)-f (ab)<e

densizligi kanagatlandyrsa, f(X,y) funksiya Mj(a, b) nokatda {izniiksiz
diyilyar we asakdaky yaly belgilenyar:

lim f(x,y)=f(a,b)

Xx—a,y—>
Bu sertlerin birinin yerine yetmeyan halynda funksiya {izniige eye
diyilyar. Asakdaky kesgitleme yokardaky kesgitleme bilen dengiiycliidir.
Erkin £>0 san iigin >0 san bar bolup, |X—a|<§, |y—b|<5
bolanda
1f(x,y)-f(ab)<e
densizlik yerine yetse, f(X,Yy) fuknksiya Mj(a, b) nokatda iizniiksiz
diyilyér.

1683, Iim 2N predeli tapmaly.

x—=>0,y—»>a X

Coziilisi.
sinxy _sinxy y
X xy
Belli bolsy yaly
. in . sin
lim 5! Xy:llms’I t=l, (xy=t, a#ow»).
x—0,y—>a Xy t—0 t
Onda
lim MY i S iy —a
x—>0,y>a X t->0 t y—a

1684. lim (X2 + yz)sini predeli tapmaly.
Xy

x—0,y—0

Cozilisi. Bu predeli P(x, y) — P(0,0) bolanda tapmaly. Sonun iigin

p=0, p=4x*+y?. Onda
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lim (x*+ yz)sini =lim p? sin—= =0,
x—0,y—0 Xy p—0 Xy

Bu yerde asakdaky teorema ulanyldy. Tiikenikli kigi ululygyn ¢akli

sini <1 ululyga kopeltmek hasyly tiikeniksiz ki¢i ululykdyr.
Xy
X2 yz
1685. lim ——= predeli tapmaly.
x—=0,y—>0 X 4 y

Cozilisi. Goy, P(X, y) nokat koordinatalar baglangyjyna y=Kkx goni
¢yzyk boiinga yakynlagsyn. Su gOniinin ugrunda funksiyanyn bahasy
hemiselikdir:
~ x2—y?  x2oy? B %2 _ k2x2 _1—k2

x2+y? T xXP4y? xP4kxP O 1+kP
Eger P(X,y) nokat koordinatalar baslangyjyna diirli tarapdan
X2 yz
x* +y?
2

z

yakynlagyan bolsa z = funksiya diirli predel bahalary kabul

1-k
edyar. Hakykatdan-da 1 ululyk her bir k digin diirli bahalary alyar.
+

k2
Mysal i¢in, Ox (k=0) ok boyunga P —>0 bolanda bire den,
y=kx (k=1) bissektrisa boyunga bolsa ol nola ymtylyar.

Sunlukda, bu funksiyanyn predeli yokdur.

1686. z=x*—xy funksiyanyn XOy tekizlikde iizniiksizdigini
gorkezmeli.

Cozulisi.
Az = [(x +AX)? — (X + AX)(Y + Ay)]— (X2 = Xy) = 2XAX — AX® — XAy — YAX — AXAY.

Onda
lim Az=0.

Ax—0,Ay—0

1687. x=1, y=1 nokatlaryn z :Tl funksyanyn uziilme nokatlary
bolyandygyny gorkezmeli.
Cozilisi. Hakykatdan-da, Xx=1, y=1 Dbolanda M(,1) nokatda
funksiya kesgitlenen dildir. Yagny su nokatda
lim f(a+Ax,b+Ay)=f(a,b)

Ax—0,Ay—0
sert yerine yetmeyar.
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Xy
X +y?

1688. Eger x*+y?#0 bolsa z= funksiyanyn O(0,0)
nokatda predelinin yokdugyny gorkezmeli.
Cozillisi., Eger koordinatalar baslangyjyna diirli yollar  bilen
yakynlagsak biz diirli bahalary alarys. Hakykatdan-da:
L Eger koordinatalar baslangyjyna Ox oky yada Oy oky
boyunga yakynlagsak, onda
lim —2__—o.

x—0,y—0 XZ + y2

2. Eger koordinatalar baslangyjyna y=X goni ¢yzyk boyunca

yakynlassak, onda
2
. X . X 1
lim — Y = lim ——— ==
x=0,y=>0 X 4y x—0,y-0 X° 4+ X 2

2

2

1689, lim =Y

X—0,y—>o X© 4+ X

predeli tapmaly.

Cozillisi. Goy, x#0, y=0 bolsun, onda
2 2 2 2
0< X =Y _ X y iz + iz

<x2+y2_
x4+y4 x4+y4 x4+y4_x4 y4 X y

X—»00, Yy—>00

Bu yerde lim [iz+i2]=o bolyanlygy {igin
Xy

2 2
D
lim —; y4 =0.
X—00,y—0 ¥ +y

1690. f (x,y)=sin bolsa, lim lim f(x,y) we lim lim f(x,y)
X y—>0 X—>0

—0 Yo

2X+Yy
tapmaly.
Coziilisi. Berlen funksiya her bir kesgitli X {igin y—e gord lizniiksiz
we her bir kesgitli y Ugin X—a gord lizniiksiz funksiyadyr. Sonun {iigin
7TX

limsin =0, limsin =limsin =1.
y—o Zx+y X—0 2x+y X—>% 2+X
X
Sunlukda,
lim limsin =0, lim limsin =1.
X—>00 y—>0 2X + y y—>0 X—>0 2X + y

Predelleri tapmaly.
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2 2

69L lim —~ Y 1692, lim ——.
x—0,y—0 4— X2 _ y2 ) x=0,y-0 X + y
: " o 3- 9
1693. lim (1+1j . 1694. lim S NYTY
x—0,y—k X x—0,y—0 Xy
1695. z =# funksiyanyn iiziilme nokatlaryny tapmaly.
x* +y?
y
1696. Eger f(Xx,y)= X bolsa, lim f(x,y) we lim f(X,y)
1+ Xy X—>+0, y—>0 y—0,X—>+o0
tapmaly.
1697. Funksiyanyn iizillme nokatlaryny tapmaly:
X+y
f(x,y)=—>=—.
(xy)=-3 v

§3. Hususy oOniimler

z=f(X,y) funksiyanyn hususy Oniimleri asakdaky gorniisde
kesgitlenilyar

@_“m f(X+AX!y)_f(X!y) @lem f(X’y+Ay)_f(X!y)
OX M0 AX ’ dy -0 Ay '

Bu yerde birinji denlikde Yy, ikinji denlikde bolsa x hemiselik
diylip alynyar.
u=f(x,y,z) funksiyanyn hususy Oniimi hem suna menzeslikde
kesgitlenilyér.
ou im f (x+Ax,y,2)-f(x,Y,2)
OX M0 AX

1698. Z :x3+y3 —3axy funksiyanyn hususy oniimlerini tapmaly we
olaryn P(1, 1) nokatdaky bahalaryny hasaplamaly.

az !
Cozilisi. — =(x+y’ —3axy)X =3x*—3ay
oz 3.3 ' 2
5—(x +y —3axy)y =3y? —3ax.
Oniimlerin  P(1, 1) nokatdaky bahalaryny hasaplalyn.
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(@j =3-3a, [QJ =3-3a.
OX )| N )|,

1699. Funksiyalaryn hususy Oniimlerini tapmaly:

a) z=x%siny, b) z=x", ¢ z=x"+y*+eY.
Coziilisi.
a) g=2xsiny, @=xzcosy,
OX oy
b) g:yxy’l, Q:xylnx,
OX

¢) g:2x+yexy, @:2y+xexy.
OX oy

1700. Eger f(x,y)=x+(y-1) arcsin\/z bolsa f’ (x,1)-i tapmaly.
y

Cozilisi. Hususy Oniimin kesgitlemesinden alarys:
f (x+Ax1)-f (x2)

0D = fim 2
bu yerde
f (x+AxD)=x+Ax, f (x1)=x,
onda
F(x1) = lim XXX i A% g
AX—0 AX Ax—>0 AX

1701. u=x*+y*+xtz® funksiyanyn hususy oniimlerini tapmaly.
Coziilisi.
ou ou ou ou 3

— =2x+128%, —=2y, —=3xtz?, —=xz%
ox oy oz ot

1702. z=Intg— funksiyanyn hususy Oniimlerini tapmaly.
y

Coziilisi.

410



denleméni kanagatlandyryandygyny gorkezmeli.
Coziilisi. Hususy oOnimleri tapalyn we ol hususy oOniimleri berlen
denlemi goyalyn.

0z 1 ’ 2X +
—=ﬁ(X2+Xy+y2) =2—y21
X X 4Xy+y XXy +Y
0z 1 ) 2\ X+2y
—_— | X X =,
oy x2+xy+y2( Ty )y X2+ Xy + Yy

2X+Y X+2y
X2 + X 2 + 2 2
y+y X"+ Xy+Yy
Funksiyalaryn hususy oniimlerini tapmaly.

1704, z=2"Y 1705. 7 =[x —y?.

=2.

X+y
1706.  z =In(x++/x* +Yy?). 1707. z=x".
Xz_yz
1708. z=arcsin, | —. 1709. u = (xy)*.
x> +y
. X y 4 y
1710. u=sin—cos—. 17 u=XNZ+zy+——.
y X Y
Coziilisi.
Wy a1 x
ox axd/x” oy S Y| P
1712, u=tgY

X .

1713. u= \/ sin® x+sin®y+sin®z  funksiyanyn hususy oniimlerinin
M [0 ,0, %j nokatdaky bahalaryny hasaplamaly.
1714. u=(x-Yy)(y—2)(z—x) funksiyanyn
ou ou ou
—+—+—=0
ox oy oz
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denlemini kanagatlandyryandygyny gorkezmeli.
1715. z=+/xsinY funksiyanyn
X

2xg+ 2yg =z
OX oy

denleméni kanagatlandyryandygyny gorkezmeli.
1716. z =Xy + X (1) funksiyanyn
X

X a +y a_ Xy + 2
ox oy
denlemini kanagatlandyryandygyny gorkezmeli.

1717. Eger X=rcosep, y=rsing bolsa

x
or Og
&y
or O
hasaplamaly.
X—Yy ou ou ou ,
1718. Eger u=X+——= bolsa, —+—+—=1 bolyandygyny
y—-z2 oXx oy oz
gorkezmeli.

§ 4. Doly differensial

Differensialyn kesgitlenilisi we hasaplanylysy. Goy, D oblastda
kesgitlenen z= f(x,y) funksiya berlen bolsun. Eger-de liyrgeydn X we
y ululyklara bir wagtda Ax we Ay artdyrmalary bersek, z= f(X,Y)
funksiya hem

Az = f(X+AX, Yy+Ay)—f(X,Yy) )]
artdyrmany alar (1) formula funksiyanyn doly artdyrmasy diyilyar.
Eger-de funksiyanyn doly artdyrmasyny M (X,y) nokatda
Az = AAX+ BAY + g,AX + &,Ay (2)
(bu yerde AX—>0, Ay —>0 bolanda & -0, ¢, >0 A, B ululyklar Ax
we Ay artdyrmalara bagly dildir) gorniisde yazyp bolyan bolsa, f(X,Y)
funksiya berlen nokatda differensirlenydan funksiya diyilyar.
(2) denlikde &AX we ¢&,Ay gosulyjylar Ax, Ay ululyklara gora
tikeniksiz kig¢i ululyklardyr. Az artdyrmanyn
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AAX+BAy, (A*—-B?=20)
¢yzykly bolegine funksiyanyn doly differensialy diyilyar we
dz = AAX+ BAy 3)
gornlisde yazylyar. Eger-de (2) anlatmada dx=Ax we dy=Ay bolsa,
onda

dz = Adx + Bdy. 4)
Sunlukda z = f(X,y) funksiyanyn doly differensialy
dz=Paxs Pay, A= -2 5)
OX oy OX oy

formula bilen tapylyar.
Edil suna menzeslikde u=f (X,y,z) funksiyanyn doly differensialy
kesgitlenyar:
du:a—udx+a—udy+a—udz. (6)
OX oy 0z
y=f(x) funksiyanyn differensialyna degisli teoremalar we formulalar
z=1 (x,y), u="f (X,¥,2),... funksiyalar ii¢cin hem dogrudyr. u we 9

funksiyalaryn nd¢e argumente baglydygyna garamazdan asakdaky
formulalar dogrudyr:

dux$=du+td9 d@uS)=39du+uddg,
d(%j ZW’ dF (u) = F' (u)du.
1719. f (x,y)=x>+xy+Yy® funksiyanyn doly artdyrmasyny we doly
differensialyny tapmaly.
Coziilisi.
f (X+AX, Y+ Ay) = (X + AX)? + (X + AX)(y + Ay) + (y + Ay)?,
Af (x,y) = ((x +AX)” +(x+ Ax )y + Ay )+ (y + Ay ) )—
—(x2 + Xy + yz): 2XAX + AX? + XAY + YAX + AXAY + 2YAy + Ay? =
= [(2x + Y)AX + (X + 2y)Ay |+ (AX? + AxAy + Ay?).
Bu yerde df =(2x+ y)Ax+(x—2y)Ay anlatma funksiyanyn doly
differensialydyr, (AXx®+AXAy—Ay?) bolsa tiikeniksiz kici ululykdyr.
1720. z=3axy—x’-y®, z=x" funksiyalaryn doly differensiallaryny

tapmaly.
Coziilisi.
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@:3ay—3x2, @:3ax—3y2,
X oy
a_ XY, Q:xylnx,
OX

dz = (3ay —3x?)dx + (3ax—3y*)dy,  dz = yx’ "dx+ x” In xdy.

1721. z=+/x*+y® funksiyanyn doly differensialyny tapmaly.
Cozillisi.
82 oz _

,/x +y? &y Jx +y

_ Xdx + ydy

dy
\/x +y? \/x +y? \/x +y?

1722. f(x,y)=xy funksiyanyn (0,2)nokatda doly artdyrmasyny we
doly differensialyny tapmaly.

Funksiyalaryn doly differensialyny tapmaly.

1723. z=x"+xy’ +siny 1724. z = In(xy)

1725. z=e*"Y 1726. u = arcsinﬁ
y

1727. (1,0) nokatda z =In(x*+y?) funksiyanyn doly differensialyny
tapmaly.
1728. @ =x"ysinxyz funksiyanyn doly differensialyny tapmaly.

_z
JXE+y?
2. Differensialyni takmyny hasaplamalarda ulanylysy. Funksiyanyn Az

artdyrmasy we onun dz  differensialy asakdaky denlik bilen
baglanysyarlar

1729. Eger f(X,Y,2)= bolsa, df (3,4,5) tapmaly.

Az=dz +«,

bu yerde o« ululyk p=+AX*+Ay’ ululyga gori yokary tertipli
tilkeniksiz  ki¢i ululykdyr. Bu ululygy argumentlerin yeterlik kigi
artdyrmalarynda Az ~dz diyip kabul etmek bolar. Ol asakdaky takmyny
hasaplamagyn formulasyna getiryar:

0z 0
Az ~dz =—dx+—d -d
z ™ X+8 y  yada
f(x+Ax,y+Ay)—f(x,y)zdf(x,y>=af(ax'y)maf(X’y)Ay )
X
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Su formulanyn komegi bilen f(X,y) funksiyanyn we onun hususy
ontimlerinin P(X,Yy) nokatdaky bahalary belli bolanda f (X+AX,Yy+Ay)
takmyny bahasyny hasaplap bolyar.

1730. Konusyn beyikligi H =10sm, esasynyn radiusy R=5 sm. Eger
onun beyikligi 2mm artdyrylsa, esasynyn radiusy bolsa 2mm kemeldilse
onun gowriimi nihili dytgir?

Coziiligi. Konusyn gowriimi V =%7zR2H denlik bilen tapylyar. Onda

N _Lomn, Y1 R v ~av =1 2(2RHAR + R%H).
oR 3 oH 3 3

Bu yerde R=5sm, H=10sm, dR=-0,2sm, dH =0,2sm  goyup

alarys:

dv = %7[[25 110-(=0,2) +25.0,2] = —57 ~ ~15,7.

Sunlukda konusyn gowriimi takmynan 15,7 sm* kemelyar.

1731. Kesik konusyn esaslarynyn radiuslary R =40sm, r =15sm
beyikligi bolsa H =50sm. Eger R radius 2mm, r radius 3mm, H
beyiklik bolsa 1mm artdyrylsa onun géwriimi nige artar?

Cozillisi. Kesik konusyn gowriimini tapmaklygyn formulasyny
yazalyn:

Y, :%(R2 +Rr+r?).

Bu ¢ iytgeydn ululykly funksiyadyr. Gowriimi tapmaklygyn
takmynan formulasyny yazalyn:

AV ~dV =a—vdH +a—vdR+a—Vdr
oH OR or

alarys:
N _ZRyrrar?y, Yo openy, VoA o iR,
oH 3 oR 3 or 3
dv z%(RZ +Rr+12) AH +%(ZR+ r) AR +%(2r +R)A,
R=40sm, r=15sm, H =50sm,
AR=0,2sm, Ar=0,3sm, AH =0,1sm.
goyup alarys:
dv =%(4o2 +152 +40-15)O,1+50Tﬁ(80+15)0,2+50T7r(30+40)0,3
ya-da
dv =7475x
415



Sunlukda, kesik konusyn gowriimi 747,5 x kub. bir artyar.
1732. Silindrin esasynyn R radiusy 4sm, H biyikligi bolsa 20 sm.

Eger olaryn her birisi Imm artdyrylsa onun gowriimi nage artar?
Coziilisi. Belli formulany yazalyn:

V = zR?H

Bu iki liytgeyan ululykly funksiyadyr:
AV =~ dV —ﬂAR ov —AH,
oR

oH

N _ =27RH XN _ =/R?*, dV =27RHAR+zR’AH.

R oH
Bu denlikde R=4sm, H=20sm, AR=0,1sm, AH=0,1sm goyup

alarys:
dV =7(2-4-20-01+4%-01) =17,6 kub.bir.

Sunlukda, silindrin gowrimi 17,6 kub.bir. artar.
1733. Mayatnigin yrgyldysynyn T periody

T=27r\/E
g

formula bilen hasaplanylyar. Bu yerde e mayatnygyn uzynlygy, g
agyrlyk giiyjiinin tizlenmesi. Eger-de e we g Olgenen mahalynda Ae=«
we Ag=/ yalnyslyk goyberilse, T periodda goyberilen yalnysylygy
anyklamaly.

Cozilisi. Bu sertlerde T wululygy e we g ululyklara goérd funksiya
hokmiinde garamak bolar.

a 2t 1 =z aT_Zﬂ( JEJ_ e

e Jo2de Jegr g | 209) oyo
onda
oT oT
AT ~dT =——de+— Ag n\/_\/_ e+7z\/—[ g\/_JAg_
V4 e T gAe—eAg
=2 | Ae——Ag |= .
ﬁ( g gJ Je o

Bu denlikde Ae=«a, Ag=/ goyup, alarys:
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T

g\/&(ga—eﬂ).

1734. 1,02*%" sany takmyny hasaplamaly.

AT =

Cozilisi. z=x" funksiya garalyn. x=1, y=3,Ax=0,02 we
Ay =0,01 diyip z=1°=1 alarys.

Az =~ dz = yx*"Ax+ xY Inx-Ay =3-1-0,02+1-In1-0,01 = 0,06.

Sunlukda

1,02**" ~1+ 0,06 =1,06.

1735. Takmynan hasaplamaly.

a) (1,02)°(0,97)%, b) +/(4,05)+(2,93)°.

1736. Eger goniiburglugyn taraplary a=210sm,b=24sm bolup, a
tarapy 4 mm artdyrylsa, b tarapy bolsa 1mm kemeldilse, onun
dioganalynan ndhili iiytgeyindigini kesgitlemeli.

1737. Konusyn esasynyn radiusy 1,02+0,1sm, emele getirijisi

44,2+0,1sm bolsa onun gowriimini tapmaly.

§ 5. Cylsyrymly funksiyanyn differensirlenilisi

Goy, iiytgeyan iki ululykly z=f (X,y) funksiya berlen bolsun. Oz
gezeginde iiytgeyin X we Yy ululyklar hem baglanysyksyz iiytgeyan t
ululyga gord funksiyalar diyelin:

x=p(t), y=w(t)

Onda biz z=1 (p(t),w(t)) ¢ylsyrymly funksiyany alyarys. Bu

funksiyanyn Ooniimi asakdaky formula bilen tapylyar:
de_owox aedy 0
dt oxdt oy dt

Eger X we y ululyklar iki baglanysyksyz iytgeyain U we 4
ululyklara bagly bolsa, onda

z=2(u,9) =1 (o, 9)
¢ylsyrymly funksiyanyn Oniimi asakdaky gorniisdedir
@ _aox oy a e Gy o
du oxou dyou 09 oxo9 dyosd

Seyle hem w= f(X,y,z)=f(u)=f(x(u,9),yU,9),z(u,9)) funksiyanyn

hususy Oniimi asakdaky formula bilen tapylyar:
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o _JoXx dody dod Oo _JwdX 00d 00k 4
u oxéu oyou ozou o9 ox o8 oy 03 oz 09
Eger x=¢(t), y=w(t), z=y(t) bolsa, onda
do_owdx owdy owdz @)
dt ox dt oy dt oz dt
1738. Goy z=x’ bolsun. Eger Xx=¢(), y=w(t) bolsa %—ni

tapmaly.
Coziilisi. (1) formulany ulanalyn
dy

dz oz dx oz dy ya dX oy U=
—=——+——=yW" —+ X Inx—=y(1)|p(t t) +
gt oxdt oydt O dt gV OleOIe®

) '
+e®]" Inp()-v'(1).
2 X+y?2 2 aZ aZ
1739. Eger, z=In(u“+9),u=e"", 3=x"+y bolsa 6—,5 hususy
X

ontimleri hasaplamaly.

Cozilisi
oz 2u 0z 1 ou xry2  OU xty?
- = 2 y T - — 2 ) —=¢€ 5 _=2ye 5
ou u+4% 0% U +9 oX oy
@=2x, @=1.
OX oy
Onda
Q: 22u ey 4 5 2X = 22 (uex+y2+x),
oX u+4 u +9 u +9
0z 2u 2 1 1 2
=z 2yey 4 = 4uye™ +1
oy u'+9 y u’+39 u2+,9( Y )

1740. Eger z=¢>"%, x=cost, y=t* bolsa %—ni tapmaly.

Coziilisi. (1) formulany ulanalyn:
de ek ovdy _

— = + e 3(=sint) +e¥2. 2t =
dt ox dt oy dt

= %% (4t —3sint) = > (4t — 3sint).
1741. Eger z=1f (x,y), x=ud, y:% bolsa Z— we —-ni
tapmaly.

418



Coziilisi. (2) formuladan peydalanalyn:

0L 010X 010y : : 1
PP LD _§ (xy)8+ FL(%y)=,
ou oxou oyau () i y)8

0z _ 0z Ox oz . . u
EO LDty % Y)
09 x99 oy 09 4
Xy (674 574
1742. Eger z=¢e", y=¢(X) bolsa — we — tapmaly.
OX oy

Coziilisi.
a_ ye?, a Q awy._ ye? +xe”¢'(x).
OX 8y OX oy dx

1743. Eger t=x*+Yy® bolsa, Z=¢(t) funksiyanyn

y@_xﬂ_o

ox oy
denlemini kanagatlandyryandygyny gorkezmeli.
Cozillisi. ¢ funksiya x we y ululyklara, hem-de x*+y* =t
gosmaca argumente baglydyr. Sonun ii¢in

62 dX@t (X N ) Q:%ﬂ_ (X +y)2y
X dtox y oy dtoy 7
Tapylanlary denlema goyalyn
oz oz 2 (2 o 2 _
y&—xg_y(p( +y)2x—X(p(x +y)2y_0.

Sunlukda, funksiya denlemini kanagatlandyryar.

1744. Eger z= i, x=¢', y=Int, bolsa %-ni tapmaly.
y

1745. Eger u=Insin—=, x=3t, y=4/y*+1 bolsa ?j—l:—ni tapmaly.

TR

1746. Eger z=u+9°,u=x*+sinx, $=In(x+y) bolsa % we Q-i
X
tapmaly.
1747. Eger z= 1+_u U=-cosx, $=sinx bolsa d—z—i tapmaly.
1+9 dx

1748. Eger z=f (i) funksiya differensirlenydn bolsa, onda ol
y
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0z 0z
X—+y—=

ox oy

denlemini kanagatlandyryandygyny gorkezmeli.

1749. Eger z= (3X2 + y)4x+2y

0

bolsa, g—i tapmaly.
OX

1750. Eger u=tg(3x+2y*—1z), yzl, z=+/x, bolsa j—u—i tapmaly.
X X

§ 6. Anyk dél funksiyalaryn differensirlenilisi

Bir iiytgeyan ululykly anyk dai funksiyalar. Eger-de x gord y
funksiya
F(x,y)=0 ey

denleme bilen kesgitlenen bolsa, onda ol funksiya anyk dil funksiya ya-
da y—e gord coziilmedik funksiya diyilydr. Beyle diymek, her bir X=X,
ticin anyk ddl funksiya kesgitlenen bolsa, onda ol kdbir Yy, bahany alyar
we F(X,Y,) =0 diymekdir.

Eger F(X, y) funksiya x wey gord differensirlenydn bolup,
F/(X,y)#0 serti kanagatlandyryan bolsa, onda anyk dél funksiyanyn
oniimi asakdaky formula bilen tapylyar:

dy __F(xy)
dx  Fl(xY) 2)

1751. Eger F(x,y)=y—xe’ +x=0 bolsa g—y -i tapmaly.
X

Coziilisi.
F_ —e’ +1, ﬁ:1—xey,
OX oy
onda
dy el -1
dx  1-xe¥’

1752. Eger sin(x+Yy)—y=0 bolsa, g—y -i tapmaly.
X
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Coziiligi.
F(x, y)=sin(x+y)-vy, aa—'):(:cos(x+y),
dy _ cos(x+y)

dx  cos(x+y)—1

1753. Eger F(X,y)=x*+Yy?*-1=0 bolsa g—y -i tapmaly.
X

o =cos(x+Yy)-1,
oy

Coziiligi.
ﬁ:ZX, ﬁZZy’ ﬂ:_ﬁz_il
OX oy dx 2y y
1754. Eger F(x,y)=e’—e*+xy=0 bolsa j—y-i tapmaly.
X
Coziilisi.
8—F:—ex+y, 8—F:ey+x, dy_ gty ey
OX oy dx e¥+x e’+x

Asakdaky anyk dil gorniisde berlen funksiyalaryn Oniimlerini
tapmaly.

X y X
1755. ?4‘? =1. 1756. V' = x’.
X2 yZ
5. 2-to-l 1758, y=1+y".
2
1759. Inyx* +y? :arctgl, bolsa % we ((jj Z/ tapmaly.
X X X

2. Iki iiytgeydn ululykly anyk dil funksiyalar. Eger-de x we vy
ululyklara bagly z ululyk
F(x,y,2)=0 3
denleme bilen berlen bolsa, onda ol funksiya anyk dél funksiya ya-da z-e
gorda c¢ozillmedik funksiya diyilydr. Beyle diymek funksiyanyn kesgitlenis
oblastynda her bir X=X, we Yy=Y, bahalarynda 2z, bahany kabul
edip F(X,,Y,,2,) =0 bolyar diymekdir. Eger F(X,y,z) funksya X,y,z
ululyklara gord differensirlenydn we F)(X,y,z)#0 bolsa, (3) denlik bilen
kesgitlenydn anyk dial z=z(x,y) funksiya hem differensirlenyandir we
onun hususy Oniimleri asakdaky formulalar bilen tapylyar:

o _ Kxyz) a_ Fky?2)

aX FZ'(Xy y! Z) 1 8y FZI(X’ y' Z) .
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Funksiyalaryn hususy oniimlerini tapmaly.
1760. x*+y*+2z°-R*=0.
Cozilisi. F(x,y,2)=Xx"+y*+2*-R?,

a_n_x a_2y_y
x 22 7z 9y 21 7

1761. € +x’y+z+5=0.
Cozillisi F(x,y,z)=€" +X°y+2+5,
oF oF , OF e

—=2xy, —=X°, —=
OX oy 0z

oz 2xy oz X

+1, —= ,
ox e'+1 oy e'+l

1762. Eger x°—2y*+3z°—yz+y=0 bolsa, % we % tapmaly.
X

Coziilisi. Denligin ¢ep bolegini F(x,y,z) bilen belgilélin:
F(x,y,2)=x"—2y*+32* —yz +Y.
Hususy Oniimleri tapalyn:
F(xYy,2)=2x, F/(x,y,2)=-4y-z+1, F/(xy,2)=6z-Y.
oz F(xyz)  2x o FMyz)  1-z-4y

x  Fl(xvy,z2) 62—y oy F/(xyz) = 61—y

1763. x*—3xyz=a® denleme bilen berlen z(X,y) funksiyanyn doly
differensiyalyny tapmaly.
Coziilisi. F(x,y,z)=2"-3xyz—a’,
oF _ oF oF

-3yz, — =-3xz, — =3z%-3xy.
OX y oy 0z d

Hususy Oniimleri tapalyn:

oz yz oz xz
ox z'-xy oy z°-xy

Sunlukda

dz:@dx+gdy: Y2 gy dy.

OX oy 7% —xy 72 —xy
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1764. Eger xX*+2y°+7°-3xyz-2y+3=0  bolsa, 5 e —
tapmaly.

1765. Eger Xxcosy+ycosz+zcosx=1 bolsa, % we Q-i tapmaly.
X

1766. Eger 1z° +g =, y*—z*> bolsa x? Q_,_i@ = L bolyandygyny
X

oX yoy z
gorkezmeli.
2 2 2 0z 0z )
1767. Eger €0s° X+C0S“y+cC0s“z=1 bolsa x o we dx-i
X
tapmaly.

1768. Eger z =e§y bolsa dz-i tapmaly.
z

§ 7. Uste galtagyan tekizlik we normal

Goy, S kibir iist, I\/IO(XO,yO,ZO) sol {istiin erkin nokady bolsun
(8-nji ¢yzgy).

8l-nji ¢yzgy
Eger S ustin M nokady bilen D tekizligin P nokadynyn
arasyndaky MP uzaklyk M M uzaklyk nola ymtylanda, yokary tertipli
tilkeniksiz ki¢i ululyk bolsa, D tekizlige M, nokatda S iiste gegcirilen
galtagyan tekizlik diyilydr. M, nokatdan gec¢ydn iiste galtasyan tekizlige
inderilen perpendikulyara liste gegirilen normal diyilydr. M, nokatda iste
423



gecirilen galtagyan tekizligin denlemesini yazmak ii¢cin normal boyunga

ugrukdyrylan N(A, B,C) wektory bilmek yeterlikdir. Sol halda D
tekizligin denlemesi asakdaky gorniisde yazylyar
A(X=%,)+B(y = yp)+ C(z2,) =0. 0
Seyle hem normalyn denlemesini yazyp bolar:

x_xo:y_)’o_z_zo C=-1. (3)

A B C '
Eger S stiin denlemesi anyk dil F(x,y,z)=0 gorniisde berilen

bolsa, N wektoryn koordinatalary asakdaky formulalar bilen tapylyar:

2

OX oy 0z
1769. z=x*+y* iste M(1,-2,5) nokatda gecirilen gaitasyan
tekizligin we normalyn denlemesini yazmaly.

Cozillisi. Z funksiyanyn hususy Oniimlerinin berlen nokatdaky
bahalaryny tapalyn

a = 2X, (QJ =2, a =2y, a =—4 (1) we (2) formulalary
OX OX ) oy oy )\,
ulanyp alarys:

4

z2-5=2(x-1)—-4(y+2),
x-1 y+4 z-5
2 -4 -1
ya-da 2x—-4y—-z-5=0.
Uste berlen nokatda gegirilen normalyn denlemesini yazalyn:

x-1 y+4 7-5

2 —4 -1

1770. 3xyz—z®=a’ iste x=0,y=a bolanda galtasyan tekizligin
denlemesini we normalyn denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Denlemede Xx=0,y=a goyup galtasma nokadynyn
applikatasyny tapalyn —z°=a’, z=-a. Sunlukda, M(0,a,~a) galtasma
nokatydyr. Denleminin ¢ep bolegini F(X,y,z) bilen belgilip hususy
ontimlerin M nokatdaky bahalaryny tapalyn:

a—F:3yz, (ﬁj =-3a?, ﬁ:3xz, *F =0,
ox X )y oy o )\,
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F _ 3xy — 327, [ﬁj =-3a’%
0z 0z ),
Onda alarys:
—3a’(x-0)+0(y—a)—3a®(z+a)=0
ya-da x+z+a=0 - bu galtagyan tekizligin denlemesi.

x-0 y-a z+a
—3a? 0 -3a%’
X y-a z+a

1 0 1

Bu bolsa normalyn denlemesidir.

177, x*+y*+2* =R? sfera  My(X,,Y,,Z,) nokatda gecirilen
galtagyan tekizligin we normalyn denlemesini yazmaly.

Coziilisi. Alarys:

oF oF

Fy o _ox. (oF G

(8X )M0 XO [_J — 2y07 (az )M0 ZO
Mo

Onda galtagyan tekizligin denlemesi asakdaky gorniisde bolar:
Xo(X=%0) + Yo (Y = ¥o) + 25(2 = 2) =0,
XX+ YoV +2,2=%, +Y, +2, =R
Indi normalyn denlemesini yazalyn:
X=X — Y=Y _2-%

XO yO ZO
X 'y 1
X0 yO ZO

2

1772. x+y-z=0 tekizlige parallel we X° +y7+ 2 =1 aylanma

ellipsoide erkin M(Xo,yo,zo) nokatda gecirilen galtagyan tekizligin
denlemesini yazmaly.

oF oF oF
ozitlisi | 2| =2x, || =y, [Z| =2z,
Coziilisi (ay jMO 0 (ﬁy JMO Yo (az )MO 0

Onda M;(X,, ¥y, Z,) nokatda gecirilen galtagyan tekizligin denlemesi

asakdaky gornuisde bolar:
2%, (X =X0) + Yo (Y = Yo) + 224(2 - 2,) = 0. @D
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Tekizliklerin parallellik nysanyndan alarys:
2%, _ Yo _ 2%,
1 1 -1
2
M, nokadyn ellipsoidda yatyanlygyna goré Xo2 +y%+ zo2 =1.

Sunlukda ii¢ nabellili ii¢ denleme sistemany aldyk. Ony c¢oziip,

(s 1) (L1
2 2 2 2

nokatlary alarys. Tapylan nokatlary (1) denlemd goyup, meseldnin sertini
kanagatlandyryan iki tekizligi alarys:

X+y—2=2, X+y—-z=-2.
1773. Asakdaky istlere gorkezilen nokatlarda gecirilen galtagyan

tekizligin we normalyn denlemesini yazmaly:

X2 y2 Z2
a) —+-———=0 konusa M(4,3,4) nokatda;
16 9 8

b) x*+y*+z°=2Rz sfera M(Rcosa,Rsina,R) nokatda.
2

1774. z =X?— y> iiste M(2,-1,1) nokatda gecirilen galtasyan

tekizligin we normalyn denlemesini yazmaly.

1775. x°yz+2x*z-3xyz+2=0 iiste M(L0,-1) nokatda gegirilen
galtagyan tekizligin we normalyn denlemesini yazmaly.

1776. z*=x*+y®> konus bilen X*+y’+(z—2)*=2 sferanyn
M (0,11) nokatda galtasyandygyny gorkezmeli.

1777. x*+2y*-4z>=5 iiste M(L,21) nokatda gegirilen galtasyan
tekizligin we normalyn denlemesini yazmaly.

1778. X+4y+6z=0 tekizlige parallel X°+2y*+3z*>=21 iiste

galtagyan tekizligin denlemesini yazmaly.
2 2 2

1779. X—+ y =— konus bilen

a? b?

2, 22 2
x2+y2+(z—b e ] =b—2(b2+c2)
c c

sferanyn M (0,£b,c) nokatda galtasyandygyny gorkezmeli.
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§8. Yokary tertipli 6niimler we differensiallar

Goy, D oblastda kesgitlenen z=f (X,y) funksiyanyn %, %
X y
hususy Oniimleri bar bolup, olar X,y iiytgeydn ululyklara gora

funksiyalar diyelin. Onda olardan alnan hususy oOniimlere ikinji tertipli
hususy Oniimler diyil}F'zir we asakdaky goOrniisde yazylyar:

07\ 0%z

S y)]——(&j z,
0 o[ oz 0’z
Il erxy) =2 L1222
oL )] 6y(ay] oy
01 ere g 0 (02)_ &2
£ f*(x'y)]‘ay(axJ ooy’

or ., _ofar)_ oz
&[ fy(x’y)]_ax(ayJ oyox’

Uciinji, dordiinji we s.m Oniimler sufia metizeslikde kesgitlenilyar.

z=1f (x,y) funksiyanyn = d°z,d%z  ikinji we iiciinji tertipli
differensiallary asakdaky formulalar boyunca tapylyar:

2 2 2
d z_a—dx +2 0z dxdy+a—dy :
ox? Oxoy oy?
3 3 3 3
dsz_é—dx dxzdy+3 0z - dxdy® + —idy?’.
ox® ax oy oxoy? oy

2 2 2
1779 z=x"+4x"y’ +7xy+1 funksyanyn 02 o' 0°z

ox?’  oxay oy?
oniimlerini tapmaly.
Cozilisi.
oz 3 3 oz 2.2
—=4xX"+8xy"+7y, —=12X°y +7X,
OX oy
2 2 2
T2 _poxiisy’,  OE_oaxyri7, TEooaxty.
X’ oxoy oy

1780. z =sinxcosy funksiyanyn ikinji tertipli Ooniimlerini tapmaly.
Y7 oz . o° :

Coziilisi. — =cosxcosy, —=-SINXsINy, —;=-SINXCOSY,

OX oy OX
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2 2
z . .
=—CosXsiny, — = —SINXCOSY.

OXoy
3
1781. Eger z=x"—-4x’y*+y* bolsa > Onlimi tapmaly.
OXoy
2 3
Cozilisi 2 - ax*-8xy?, JZ-_lexy, O’ - 16x.
OX OXoy OXoy

1782. z=x"+3x"y*+y? funksiyanyn ikinji tertipli ~Oniimlerini
tapmaly.

oz 0°1 oz
oziilisi. — =2x+6xy?, —=2+6Yy°, —=6x"y+2y,
Cozilisi X y o y oy y+ez2y
2 2 2
T2 _ e, 02 _1oxy, T 12y
OXoy OyoX

1783,  z=3x’y—-2xy+Yy?-1 funksiyanyn ikinji tertipli  doly
differensialyny tapmaly.
Cozilisi. Birinji we ikinji tertipli hususy oniimleri tapalyn:
2
E _exy-2y, oz _oxs2y, Liosy,
OX oy OX

2 2
02 _gx-2 PZ_»
oxoy oy
Onda d?z =6ydx* +2(6x — 2)dxdy + 2dy’.
1784. z=2x*-3xy+y® funksiyanyn birinji we ikinji tertipli doly

differensialyny tapmaly.
Coziilisi. Differensirlap alarys:

dz = 4xdx —3(ydx + xdy) + 2ydy = (4x —3y)dx — (3x — 2y)dy.

dx we dy ululyklar X we Yy bagly bolmayandyklaryny nazara alyp,
yenede bir gezek differensirldlin

d?z = (4dx — 3dy)dx — (3dx — 2dy)dy = 4dx> — 6dxdy + 2dy”.

822 2 2
1785. Eger z=In(x*+y) bolsa, 5> 02 , 0 z Oniimleri tapmaly.
OX"  Oxoy oy
X+ Yy 7L
1786. Eger z =arctg bolsa, oniimi tapmaly.

1-xy oxoy
1787. u=xy+yz+zx funksiyanyn ikinji tertipli onlimlerini tapmaly.
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3

1788. Eger z =sin(xy) bolsa, 88_2
X

> Onimi tapmaly.

1789. Ikinji tertipli hususy oOniimleri tapmaly.
z=e"Iny+siny-Inx
3

1790. Eger u=x’y°z’ bolsa,

Onumi tapmaly.
oxoyer pmaty

1791. Eger z = Xlnl bolsa, d”z differensialy tapmaly.
X

1792. Eger z=e*cosy bolsa, d’z differensialy tapmaly
1793. Eger z=x’+y’+3xy bolsa, d°z differensialy tapmaly.

— 2 2
1794. Eger z=arcsin X7y bolsa, oz _ 0 bolyandygyny

X OXoy  0yox

gorkezmeli.
y 0’z 0z , . ,
1795. Eger z =X’ bolsa, = bolyandygyny gorkezmeli.
OX0y  0OYyoX
2 2
1796. z = arctg Y funksiyanyn % +% =0 Laplasyn denlemesini
X X

kanagatlandyryandygyny gorkezmeli.
1797 u(x,t) = Asin(ait +@)sin Ax funksiyanyn
u  , 0
2 & %
ot OX
denlemini kanagatlandyryanlygyny gorkezmeli.
1798. Eger z=¢" bolsa d’z differensialy tapmaly.
1799. Eger z=¢(t), t=x"+y* bolsa d’z differensialy tapmaly.

1 ou  d%u o
———— bolsa, onda >+ st — =
X2 +y?+ 72 ox- oyt oz
bolyandygyny gorkezmeli.

2,,2 2 2
180L Eger 2= botsa, xZiyLE-2%  denligi subut
X+Yy OX oxoy OX

1800. Eger u =

etmeli.

2 2
1802. Eger z= In(x2 + y2) bolsa, onda % + % =0 bolyandygyny
X

==
gorkezmeli.
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§ 9. Kop Oytgeyanli funksiyalaryn ekstremumy

Goy, z=1f(x,y) funksiya P,(a,b) nokady oziinde saklayan D
oblastda kesgitlenen bolsun. Eger D oblastda yatan kabir etrabyn hemme
P nokatlary Ugin f(R)< f(P), (f(R,)> f(P)) densizlik yerine yetse,
onda f(P) funksiya P, nokatda minimuma (maksimuma) eye diyilyar,
P, nokada minimum (maksimum) nokady, funksiyanyn P, nokatdaky
bahasyna funksiyanyn minimal (maksimal) bahasy diyilyar.

Eger-de PFy(X,,Y,) nokatda z=f(x,y) funksiya ekstremuma eye
bolsa, onda sol nokatda onun hususy Oniimi nola dendir.

Funksiyanyn hususy Oniimlerinin nol we hususy Oniimlerinin yok
nokatlaryna onun ekstremumynyn bolup biljek nokatlary diyilyér.

Funksiyanyn ekstremumynyn bolmagynyn yeterlik sertine garalyn.
Goy, Py(X,,Y,) nokat z=f(x,y) funksiyanyn ekstremumynyn bolup
biljek nokady bolsun.

P,(X,, Y,) nokatda funkssiyanyn ikinji tertipli oniimlerinii bahalaryny
tapalyn we olary A,B,C bilen belgildlin, yagny
_ 02 _ 0’z
~ oxoy ox? PO’ oy .

Eger B*-AC<0, bolsa, onda z=f(xy) funksiya P,(X,,Y,)
nokatda ekstremuma eyedir. A>0 we C >0 bolsa minimuma, A<O we
C <0 bolanda maksimuma eyedir.

Eger B°-AC>0, bolsa, P,(X,,Y,) nokat ekstremum nokat dildir.

2
: 2

2
PO

Eger B*—~AC=0 bolsa, duruw nokatda funksiya maksimuma ya-da
minimuma eye diyip bolmayar. Bu halda gosmaga dernewi gecirmeli
bolyarys.

1803. z=2x"+y*—x*-2y? funksiyanyn ekstremumynyii bolup biljek
nokatlaryny tapmaly.

Cozilisi. Alarys: a =8x°* - 2x, a =4y° — 4y,
OX oy

8x*-2x=0
4y* -4y =0
sistemany ¢Ozup,
M,(0,0), M,(01), M,(0,~1) M{%,OJ, Ms(l,lj, M{l,—l}
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(35} w2 w2

nokatlaryny taparys.
1804. z=x>+y*-3xy funksiyanyn ekstremumyny tapmaly
Cozilisi.
O _ g3y -3y =0, g=3y2 —-3x=0.
OX oy
Sistemany ¢0Oziip, ekstremumyn bolup biljek nokatlaryny tapyarys:
M,(0,0), M, (11).. Ikinji tertipli oniimleri tapalyn:

0’z 0°z 0%z
= — —2:6)(, —2:6y’
oxdy ox oy
onda
B*-AC=9-36xy, (B’-AC) =9

(0,0
Diymek, (0,0) nokatda funksiyanyn ekstremumy yokdur A, (1, 1)
nokatda: B®*—AC=-27<0, A>0,C>0. Sunlukda, M, (L1 nokatda
funksiya minimuma eyedir: z_, =z(1,1) =-1.
1805. Funksiyanyn ekstremumyny tapmaly
7=1-6x—x>—xy—VYy°.
Coziiligi. Hususy oOntimleri tapalyn.

oz oz

—=—6-2x-y, —=-X-2Y,

OX y oy Y
—6-2x-y=0
-X-2y=0

X, =—4, Y,=2. Diymek, P,(-4,2) ekstremumyn bolup biljek nokadydyr.
Funksiyanyn ikinji tertipli oniimlerini tapalyn:

1, o2 o

ox? ooy oy?

B~ AC =(-1)*-(-2)(-2) =-3<0
A=-2<0,C=-2<0. Diymek, P,(-4,2) nokatda  funksiya

maksimuma eyedir.

2. =1-6-(-4)—(-4)" - (-4)-2-4=13.

=2

1806. z = x®+3xy? —15x—12y funksiyanyn ekstremumyny tapmaly.
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Coziligi. Hususy oOntimleri tapalyn we denlemeler sistemasyny diizelin:

o _ 3x* +3y? —15, o _ 6xy —12,
OX oy

Xy—2=0
sistemany ¢oziip, P(L2), PR,(21), PR,(-1-2), P,(-2,-1).
nokatlary alarys. Ikinji tertipli Oontimleri tapalyn:

{x2+y2—5:0

2 2 2
6—5:6x, oz =0y, a—2:6x.
OX oxoy oy
Her bir duruw nokatda B”— AC anlatmany hasaplalyn:
2 2 2
n A=9% _s B=C7% _12 c=2% -6
2 XY |, Ny

Diymek, P, nokatda ekstremum yokdur.
2) P, nokatda A=12, B=6, C=12 we B>— AC =36-144 <0,
A>0,C >0 funksiya bu nokatda minimuma eyedir.
Zoin = Z(Pz) =8+6-30-12=-28.
3) P3 nokatda A=-6, B=-12, C=-6 we B*-AC=144-36>0.

Funksiyanyn bu nokatda ekstremumy yokdur.
4) P, nokat ticin A=-12, B=-6, C=-12 we
BZ—AC=36-144<0, A<0, C<0. Sunlukda, P, nokatda funksiya
maksimuma eyedir.
Zox = 2(P,)=—-8-6+30+12=28.

Funksiyanyn ekstremumyny tapmaly.

1807. z=(x-1)"+2y>. 1808. z =(x-1)*-2y°.

1808. z=—4+6x—X*—xy—Yy°. 1809. z=x’y’(a—x-Yy).

1810. z=x*+xy+Yy’ Y 1811 z=e""" (2x2+Y?).
Xy
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X1V BOLUM
IKIGAT WE UCGAT INTEGRALLAR

§ L Ikigat integrallar

1. Ikigat integralyn kesgitlenilisi we hasaplanylysy. Goy, erkin, cékli
D oblastda iki tlytgeyan ululykly f(x,y) funksiya kesgitlenen bolsun.

D oblasty erkin tiikenikli D, oblastlara bolmek bilen, her bir D,

oblastda degislilikde P(X,y;) nokady alalyn. f(x,y) funksiyanyn
P(x,,y;) nokatdaky bahasyny f(X;,Yy;) bilen belgilip, asakdaky integral
jemi diizelin:

> (%, %)Aa, U

bu yerde Ao; degislilikde D, oblastlaryn meydanlarydyr. (1) jeme
f(x,y) funksiyanyn D oblastdaky integral jemi diyilyér.
Eger bolek D, oblastlaryn ulusynyn diametri A =maxdiamD; —0

bolanda (1) integral jemin tiikenikli predeli bar bolsa, sol predele f(X,Yy)
funksiyanyn D oblast boyunca alnan ikigat integraly diyilyir we
asakdaky yaly belgilenyar:

m; f(x,y,)Ao, :ij f (x, y)dxdy.
Ikigat integralyn asakdaky yonekey hisiyetlerini bellip gecelin:
1. Eger C =const bolsa, onda

[Jcf (x, yydxdy = C[[ f (x, y)dxdy;

D D

2. j j [f.(x, y) £ f,(x, y)]dxdy = j j f,(x, y)dxdy + j j f,(x, y)dxdy;

3. Eger D oblast iki — D, we D, oblastlara boliinen bolsa, onda

jjf(x,y)dxdy:jj f(x,y)dxdy+” f(x,y)dxdy.

D D1 D2

Ikigat integrallar gaytalanyan integrallara getirilip hasaplanylyar:

Goy, D oblast y=Y,(x) we y=Y,(X) uzniiksiz egri ¢yzyklar we
X=a, X=Db goni ¢yzyklar bilen c¢iklenen bolsun. Onda asakdaky denlik
dogrudyr:
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b ¥2(X)
[[txy)do= j dx j f(x, y)dy. )
D a Y1(X)
2. Eger D oblast X=Xx/(y) we x=X,(y) uzniiksiz egri ¢yzyklar we
y=c,y=d goni ¢yzyklar bilen cdklenen bolsa, onda
d X2 (Y)

H f(x,y)do = jdy j f(x, y)dx. 3)

¢ x1(Y)
1812. y®=2x parabola we y=x goni ¢yzyk bilen ciiklenen sekilin
meydanyny tapmaly.
Coziligi. Parabolany we goni ¢yzygy guralyn (82-nji ¢yzgy):

82-nji ¢yzgy

2 Jax 2 2
S=[dx | dy:j(@—x)dx:g.
0 X 0

1813. P={3<x<4,1<y<2} goniibur¢luk bolsa,

J’J'(x+ y)dxdy
P
integraly hasaplamaly.
Coziilisi.
2 4 2 7
X+y)dxdy = |dy| (x+y)dx=|| =+Yy [dy=5.
IPI( y)dxdy !yi( y) !(2 y) y

1814. Eger D oblast y=x* we y?>=x parabolalar bilen ¢iklenen
bolsa

”(xz +y?)dxdy
D
integraly hasaplamaly.
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Cozillisi. y=x> we y®> =X parabolalar bilen ¢iklenen oblasty guralyn
(83nji ¢yzgy).

-~
7
y

83-nji ¢yzgy

y=x"
y*=x

sistemany ¢oziip alyarys: X =0, X, =1. (2) formulanyn esasynda alarys:

1 [Vx 1 1 N
”(x2+y2)dxdyzj J.(x2+y2)dy) dx:j(x2y+—y3j dx =
D 0 | x2 0 3 X2

L5 4 3 7 5 "
J. X2 +1x2 —xt ~Lyo gy = 2ty lys Lo 18
) "3 3 77 157 50 217 | 105

1815. Eger D oblast y=0, y=x% x=0, x=1 gbni ¢yzyklar bilen
caklenen bolsa

J'.[(x2 + y®)dxdy

integraly hasaplamaly.
Cozillisi. D oblasty guralyn (84-nji ¢yzgy):

v

v

84-nji ¢yzgy
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(2) formulany ulanalyn:

”(x2 +y? Jdxdy = j[](xz - yz)dyjdx =

v o5

1
1816. | = J-dXJ. (x+y)dy integraly hasaplamaly
0

X

1 2\[
:J(Xyﬂ_j
0 2

X

126

1
=+ —
5 21 105

1 2
1 X 1
dx = || (X+=)—(X* +—) |dx ==
J {( J)= (¢ + )} -
1817. Eger f(x,y) oblast x=3,x=4,y=1y=2 goni ¢yzyklar
bilen ¢idklenen bolsa
“‘ dxdy
5 (x+y)*
integraly hasaplamaly.
1818. Integrallary hasaplamaly.
2 1 1 1 2 2z a
X
a) [dy|(x*+2y)dx, b) |dx|——=dy, ¢ |de | rdr.
)!y!( y) )!{Hyzy [de |

0 asing

1819. Eger D oblast depeleri 0O(0,0), A, 1) we B(0,1) nokatlar
bolan tigburgluk bolsa, ” xdxdy integraly hasaplamaly.
D

1820. Eger D oblast depeleri 0O(0,0), AL, —1) we B(1,1) nokatlar
bolan iigburcluk bolsa, ”w/XZ —y®dxdy integraly hasaplamaly.
D

1821. Eger D oblast y’=Xx parabola we x=0, y=1 gbni Cyzyklar
bilen ¢dklenen egrigyzykly iicburgluk  bolsa, ” eydxdy integraly
D

hasaplamaly.

1822. Eger D oblast x=2, y=x goni ¢yzyklar bilen we Yy =l
X

giperbola bilen ¢éklenen bolsa, ”XZy*ZdXdy integraly hasaplamaly.
D
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2. Integrirlemegin tertibini c¢algyrmak. Eger D oblast 1) we 2)
gornusdaki oblastlar bolsa, onda asakdaky denlikler dogrudyr:

” f(x,y)dxdy = de%f) f(x,y)dy = j'dy%j'y} (X, y)dx.
D a  ¢(x) c a(Y)

2a J2ax
1823. IdX _[ f(x,y)dy integralda integrirlemegin tertibini ¢alsyrmaly.
0 2ax—x?

Cozillisi. D oblasty guralyn (85nji ¢yzgy: x=0,x=2a, y=+/2ax

y=+2ax-x> ya-da x=0, x=2a, y*=2ax, y>+(x—a)’ =a’.

Y v=-f2ax

v

0 2a x

85-nji ¢yzgy

D= {Os X < 2a,v2ax—x* <y <+/2ax } Su oblasty y=a goni ¢yzygyh

komegi bilen u¢ oblastyn jemi gornusinde garalyfl. Onda alyarys:

J.dx J. f(x,y)dy= jdy I f(x,y)dx+
2ax—x2
a 2a 2a Z%aa
+jdy j f(x, y)dx+jdyj f(x, y)dx.
0 atya?-y? 0y

2a

1824. Integrirlemegin tertibini ¢alsyrmaly.

1(x
j [ j f(x, y)dy]dx.
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Coziligi. Integrirleme oblasty y=X goni bilen we y= Jx parabola
bilen caklenendir (86-njy ¢yzgy).

-~

¥

86-njy cyzgy

Bu yerde w,(y)=Y’,¥,(y)=y,0<y<1 Onda

O e

Vx 1y
(] £ y)dy)dx= | ( [f(x y)dedy.

0\y

§ 2. Ikigat integralda iiytgeyan ululyklary g¢alsyrmak

Ikigat integrallary hasaplamak iicin kopleng halatlarda iiytgeyin
ululyklary calsyryp hasaplamak amatly bolyar.

Goy,
u=u(x,y)
§=9(x,Y) M
funksiyalar xOy tekizligin D oblastynda kesgitlenen we hususy oOniimleri

bar bolan funksiyalar bolsun. Goy, (1) sistema X we y gord ¢oziilyan
bolsun:

x=x(u,9)
2)
y=y(u,9)
Basgaca aydanymyzda, D oblastyn her bir P(X, y) nokadyna Oud
tekizligin yeke-tik Pl(u,S) nokady degislidir. Bu halda asakdaky formula
dogrudyr:

” f (x, y)dxdy = J'.f f[x(u, 9, y(u, H]I (u, $)|dud 3, 3)

D D,

bu yerde D, oblasta, xOy tekizlikde D oblast degislidir. 1(u,$) bolsa
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x X
_lou 09|_ox oy ox oy

I (u, 9) XY XY
oy oy| ou o8 04 au
ou 09
yakobiyandyr.
Polyar koordinatalar sistemasynda (2) formula asakdaky gorniisdedir:
X = pCOS @
{ . 4
y=psing

Eger polyus koordinatalar baglangyjynda bolup, polyar oky Ox
okun ugry boyunca ugrukdyrylan bolsa, (4) formula goniiburgly
koordinatalar sistemasyndan polyar koordinatalar sistemasyna ge¢mekligi
anladyar (87-nji ¢yzgy).

87-nji ¢yzgy

Bu halda |I|= p we (3) formula asakdaky gorniisi alyar:
] 1 (x yydxdy = [[ £ (pcosg, psing) pdpde.
D D,

Goy, D oblast polyar oky bilen ¢ We ¢, burcy emele getirydn
iki p=a we p=p sohle bilen hem-de p, =p(p) we p,=p,(p)

(P(0) < p,(0))
egriler bilen céklenen bolsun (87-nji ¢yzgy):

D, :{¢1 <p<e,, p(p) S,ngz((o)}
Bu halda asakdaky formula dogrudyr:

P2 P2(9)
J[f(xy)dxdy= [do [ f(pcosp, psing)pdp. 5)
D ZEAC)

Eger D oblasta koordinatalar baslangyjy degisli bolsa, onda
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27 (o)

] 1 y)axdy = [ do [ f(pcosp, psing)pdp,

D 0
(6)
bu yerde p=p(p), D oblasty ¢iklendiryin egrinin polyar denlemesidir.

1825. Eger D oblast y=x+1 y=x-3 y:—%x+%,y:—%x+5

goniler bilen ¢iaklenen bolsa
J'J'(y—x)dxdy
D

integraly hasaplamaly.
Cozilisi. Bu integraly D oblasty gurup hasaplamak ¢ylsyrymly
hasaplamalara getirydr. Sonun {igin bu yerde yoOnekey ornuna goymany

ulanmak  amatlydyr.  Goy, Uu=y—-x, 9=y+ % X bolsun.  Onda

y=Xx+1 y=x-3 gonilere u=1Lu=-3 goniiler, y=—%x+%,

y= —% X+5 gonilere bolsa, UOY tekizlikde 9= %, $=5 goniiler
degislidir (88-nji ¢yzgy).

u=-3

88-nji ¢yzgy

Sunlukda, berlen D oblast UOY  tekizlikde D, goniiburgly oblasta
ozgeryir. Yakobiany hasaplamak {icin x we y ululyklary uwe 9
ululyklaryn tsti bilen anladalyn:
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3 3 1 3
+ u+—24.

x_—zu ZB, y=— 23
Sunlukda,
ox ox| | 3 3
| _|ou a9 _| 4 4__9 3 3 =3,
oy oyl |1 3| 16 16 4 4
ou a9 |4 4
1 3 3 313
J;;[(y—x)dxdy—gKZu+Zl9j—(—Z —Sﬂ—dudg—

3 4% ¢
:gzududgzgf judud9=—8..

7/3-3

1826. Eger D oblast x*+y” =1 towerek bilen ¢iiklenen bolsa
”wll— x* — y2dxdy
D

ikigat intengraly hasaplamaly.

Coziilisi. Gorniisi yaly D oblast merkezi koordinatalar baglangyjynda
bolan tegelekdir. Polyar koordinatalara gegelin:

X= pCoSe
y=psing
Onda toweregin denlemesi p =1 gorniisi alyar we

J.J.«/l— x* — y*dxdy = Td(pj‘wll—pzpdp =
D 0 0

1

3
~ 127: (1_p2)§ _127r ~ 1
i T

2z

5(0

0 3
2 o
1827. Eger D oblast tegelek halkanyn bolegi bolsa, yagny Ox we Oy
ok, hem-de x*+y*=1 we x°+y>=4 towerekler bilen ciklenen bolsa
(89-njy ¢yzgy)
J.J' (x+ y)dxdy

D
integraly hasaplamaly.
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Coziilisi. Polyar koordinatalar ulgamyna gegelin:

X = pCOS @
y=psing
y
Bl
D
5@ N,
p=1
0 A, A ‘.c'
89-njy ¢cyzgy

72 zl2

”(x+ y)dxdy = jd¢j(pc05¢+psmgp)pdp J(COS¢+SIH¢)d¢Ip2dp—

0

1 27[/2
=§p3 j(cosqp+singp)d(p=
10
772/2 l2 14 2
=—J.(COS§0+SIn(/))d(/)——(SIn(/) COoS @) =—=4§.
0

1828. Eger D oblast —+y—2—1 ellips bilen ¢éklenen bolsa
a

”1/1— E)IZ dxdy

ikigat integraly hasaplamaly.
umumylasdyrylan polyar koordinatalaryny

Cozillisi. Bu mysalda
ulanmak amatlydyr:

X =apCcos @
y=bpsing
bu Ozgertminin yakobianyny tapalyn:
_|acosg —apSIn(o cose —sing|
|bsing bpcosg sing  cosg|
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=abp(cos’ p+sin’p) =abp, |I|=abp,

X2

1—?—— \/1 p°cos’ p—p’sin e = \/1 p?(cos® p+sin® @) = \/1

bolyanlygyny goz Oniinde tutup, (6) formulanyn esasynda alarys:

] 1-X Y 4 —abzfd '1[«/1— 2pdp =
D,/ 7 Xy = | do]V1=p"pdp=

1(1 p) ab’f ab |,, 2zab
—ab do=2[do=220l?"
I v 3! R L
2 0
Integrallary hasaplamay.
a va’-x? ava’-x?
1829. [ [ yJa®-x’-y’dydx 1830. [ [(+y*)dxdy
0 0 0 0
2a+/ 2ax—x?
183L j j dxdy
0 0

1832. Eger D oblast x*+y*=7° x*+y’=4xr" towerekler bilen
ciklenen bolsa ”Sin X%+ y?dxdy integraly hasaplamaly.
D

1833. Eger D osblast merkezi C(%, Oj nokatda, diametri a bolan

yarym tegelek bolsa H ydxdy integraly hasaplamaly.
D

1834. Eger D oblast x°+y?=2ax towerek bilen ¢iklenen bolsa,
polyar koordinatalar sistemasyna gegip,

”(x2 + y?)dxdy

integraly hasaplamaly.
1835. u=x+y we $=x-y ornuna goymany ulanyp, integraly
ozgertmeli.

1 1
j dxj f(x, y)dy
0 0
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2
1836. Eger D oblast X—2+y— =1, X > +y—2 =1 egriler bilen
b 4a° 4b

ciklenip, birinji ¢iryekde yatyan bolsa
X2 y2
|4 ——5 —Zdxdy
J;,J‘ a’ b?

§ 3. Tekiz oblastyn meydanynyn hasaplanylysy

2 2 2
2

QD

integraly hasaplamaly.

XOY tekizlikde berlen D oblastyn S meydany asakdaky formula
boyunga tapylyar

S :”dxdy
D

1837. Eger D osblast OXx okdan yokarda yerlesip, sol ok bilen.,
hem-de y’=4ax parabola we x+y=3a (a>0) goni ¢yzyk bilen
cdaklenen bolsa, onun meydanyny tapmaly (90-njy ¢yzgy).

~
y
Vo = dax
XI+¥=3a
0 3a X
90-njy ¢yzgy

Meydany (1) formulany wulanyp tapalyn. Onun igin integralyn
predellerini  anyklalyn. x=3a-y. Onda y°=4a(3a-y) yada
y® +4ay —12a* =0.

Bu yerden
Y, =—-2at+v4a’+12a’ = -2at4a.
Serte gorda y>0. Onda Yy, =-2a+4a=2a. Diymek, VY ululyk dan

2

y

0-dan 2-4 c¢enli Uytgeyar. Seyle hem X ululyk 4—-dan 3a—-y ¢enli
a

lytgeyar. Sunlukda,
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2a | 3a-y 2a yz y2 y3
S= dxdy=||3a-y———|dy=|3ay——————
[ Jator=floa-y- R or=(oor-% -2

4a
3
_6a’—2a% — 38 _ 42 :
12a 3 3

S :%a2 kw.birlik.

1838. y=x" parabola we y=Xx goni c¢yzyk bilen ¢iklenen D
oblastyn S meydanyny tapmaly (9/-nji ¢yzgy).
Cozillisi. y=x" parabola we y=x goni c¢yzygyn kesisme
nokatlaryny tapmak ugin
y=X
{y =%’

sistemany ¢oziip (0,0) we (1,1) nokatlary alarys:

&
}.‘

1T ’ y=x

0 1 ¥
9l-nji ¢yzgy

onda
X

1
X2 6.

o5

Xy Xy
1839. +—=F+E,a>0,b>0,h>0k>0, egri bilen ¢éklenen

e 0

tekiz figuranyn meydanyny tapmaly.
Coziilisi. Berlen oblastyn denlemesini 6zgerdip yazalyn:
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[x a jz (y b jz a®> b’
e |+ | = —+—.
a 2h b 2k 4h?  4K°

Umumylasdyrylan polyar koordinatalara gegelin:

X2 _ heos y_b_ sin
2 oh P oS 9, b 2k psiny,
onda
1 [a® b?
| =abp ,0<p<27,0< p<= | =+—.
P 4 P AR K2
Sunlukda

1fa®,b*
27 2\ h? k?

rab(a® b’
S=ab|de pdp=—[—+—j.
Joo ] mars

1840. y=0, y=x goniller we X*+Yy°>=2x towerek bilen ¢iklenen

tekiz figuranyn meydanyny tapmaly (92-nji ¢cyzgy).
Coziilisi. Polyar koordinatalara gegelin:

X = pCoS @
y=psing

=

tet
|
i

[_7c—1_\]2+}'2 =1

0 X

92-nji ¢yzgy

Onda D oblasty ciklendiryin D, oblast p°=2pcos¢ gorniisi alyar
ya-da p =2c0s¢. ¢ bur¢ 0-dan % cenli. p radius bolsa 0-dan

2cos¢ cenli iytgeyar:
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" :
= '[(1+ Cos2¢) do = ((o+ >IN 2(/)}
0

4

184. x=y,x=2y,x+y=a,x+3y=a(a>0) goni ¢yzyklar bilen
ciklenen sekilin meydanyny tapmaly.

1842, y*=10x+25we y* =—6x+9 parabolalar bilen ¢iklenen tekiz
oblastyn meydanyny hasaplamaly.

1843, x=0,y=0, x=2 goni ¢yzyklar we y=e" egri bilen ¢iklenen
tekiz oblastyn meydanyny tapmaly.

1844 y=-1y=-x goni ¢yzyklar we x°+y’=-2y tdowerek bilen
ciklenen tekiz oblastyn meydanyny hasaplamaly.

1845.4/x +\/§ =+a egri we X+Y=a goni ¢yzyk bilen c¢éklenen
tekiz sekilin meydanyny hasaplamaly.

1846. y=sinx, y=cosx egriler we X=0 goni ¢yzyk bilen ¢idklenen
tekiz oblastyn meydanyny hasaplamaly.

2

2
1847. (X—+ y ] =w syrtmak gorniisli egri bilen c¢dklenen tekiz
c

1
==+,
2

a2 b_z 2
oblastyn meydanyny hasaplamaly.
1848. y*=x+2 parabola we X=2 goni ¢yzyk bilen ¢iklenen tekiz
sekilin meydanyny hasaplamaly.
1849. (x2+y2)2 =2a2(x2 —yz) egri bilen c¢dklenen tekiz oblastyn
meydanyny hasaplamaly.

§ 4. Gowriimin hasaplanylysy

Goy silindrik jisim yokardan z= f(x,y) st asakdan bolsa XOy
tekizlikde yatyan D oblast bilen ¢dklenen bolsun (93-nji ¢yzgy).
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<Y

9-nji ¢yzgy

Onda ol jisimin gowrumi
V = [[ £ (x, y)dxdy )
D

formula bilen hasaplanylyar
2

1850. z=4-y’ y= X? silindrik tstler we z=0 tekizlik bilen

ciaklenen jisimin gdwrliimini tapmaly (94-nji ¢yzgy).
Coziilisi. Jisimi yokardan ¢dklendiryan {Ustiin denlemesini yazalyn
z=4-y? Integrirleme D oblastyn ¢iklerini anyklalyn.

~

(-2,2) y (2.2)

94-nji ¢yzgy

Ol vy =X? parabolanyn, z=4-y® silindr we z=0 tekizlik bilen

kesismelerinden  emele  gelendir.  Jisimin yOz tekizlige  gora
simmetrikligine gord onun yarysyny hasaplalyn:
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2
= 128 kub.birlik.

2 6 3 7
:I(8—§—2x2+x—jdx:(EX—ZX L X }
0 3 24 3 3 168) 21
1851, z=1-4x*-y® st bilen we xOy tekizlik bilen ¢iklenen
jisimin gowrliimini hasaplamaly.
Coziilisi. Berlen jiisim xOy tekizligin yokarky boleginde yerlesen
elliptik paraboloidanyn artymydyr (95-nji ¢yzgy).

1/2

95nji ¢yzgy

Parabola xOy tekizlik bilen kesisip 4x°+y®>=1 ellipsi emele
getirydr. Sunlukda, biz esasy ellips bilen ¢iklenen z=1-4x*-y?
paraboloidanyn gowrilimini tapmaly bolyarys. Jisimin simmetrikligine gora

onun gdwriiminin dortden birini taparys: 4x*+y®<1, x>0, y>0,

1 1
V1-4x?

1 2 22 3
—szdx '[ (1—4x2—y2)dy:—'|‘(1—4x2)2dx,
4 0 0 30
2x =sint, 2dx =costdt,
2
EVZE-EICOS4tdt:E-£-iﬁ, v==
4" 32} 3216 4

1852. Yokardan z=x’+y® aylanma paraboloid bilen, asakdan xOy

tekizlik bilen, gapdaldan bolsa y=x> iist we y=1 tekizlik bilen
ciaklenen jisimin gowrliimini tapmaly.
Coziilisi. Berlen istiin proyeksiyasy bolan D oblastyn ¢éklerini
takyklalyn.
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D:{—lsxsl, x? < ysl}. Sonun {i¢in

V = J.J.(x2 +y?)dxdy = Z‘i.dx.l[(X2 +y?)dy =
D 0

1 6
:ZJ. NG —x4+£—x— dx:ﬁ.
) 3 3) 105

1853, z=0, y+z=2 tekizlik we y=x* silindr bilen ¢iklenen
jJisimin gowrimini tapmaly.

Coziilisi. Berlen jisim yokardan z=2-y tekizlik bilen c¢iklenendir
(96-njy ¢yzgy).

'
Z

96-njy ¢yzgy

D oblast xOy tekizlikde y=2 goni ¢yzyk we Yy=Xx" parabola
bilen ¢dklenen oblastdyr. D oblasty Oy oka proyeksiyasyny alalyn.
Jisimin yOz tekizlige gord simmetrikliginden peydalanyp alyarys:

\é !d !(2 y)dx = j(z y)x|fdy I(Z\/_ Y\/_)dy_
IEREI TS N E 2.
3’ 53’]0‘23’(3 5] 4\/_[ jsf
_16V2 322

15" 7 15

1854. z=3-x*—y* paraboloid we z=0 tekizlik bilen ¢iklenen
jisimin gowrimini tapmaly.
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Asakdaky ustler bilen cdklenen jisimin gowrimini tapmaly.
Bﬁ.y:JiyzzJix+z:&z:m
X+y+z=a, 3X+y=a.

B%.gx+y:& y=0, z=0.

ZZ

2
Bﬂ.iﬁ— :Ly:Exy:Qz:Q
a

2 2

jab]
o

1858. x=0,y=0,z=0,2x+3y-12=0 tekizlik we z=%y2 silindr

bilen c¢idklenen jisimin gowriimini tapmaly.

1859. xOy tekizlik, x*+y®=R? silindr we Xx°+y’ =12z konus bilen
caklenen jisimin gOwrumini tapmaly.

1860. X’ +Yy?—az=0 paraboloid, (x?+y?f =a’(x*~y?) silindr we
z=0 (a>0) tekizlik bilen ¢iklenen jisimin géwriimini tapmaly.

186l. z=ax, z=0 tekizlikler we x°+y®=2ax silindr bilen
caklenen jisimin gowrimini tapmaly.

1862. z=h? tekizlik we z=x*+y’ paraboloid bilen ¢iklenen jisimin

gowriimini hasaplamaly.
X 2 y 2 7 2
1863. — + bz +— =1 ellipsoidanyn gowriimini hasaplamaly.
a c

§ 5. Ustiii meydanynyi tapylysy

Goy, giniglikde denlemesi z= f(x,y) bolan endigan iist berlen
bolsun (97-nji ¢yzgy). f(x,y) funksiya iizniiksiz we {iizniiksiz hususy
ontimlere eye diyelin. Onda, {Ustin xOy tekizlige bolan proyeksiyasy
D oblast bolsa, onun S meydany asakdaky formula bilen tapylyar:

(5] 5] oo
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2 2 2

1864. x“+y°=a
tapmaly.

Cozilisi.
onda

<Y

97-nji ¢yzgy
silindrde yerlesen az=xy istin
N o2y a_x
a' ox a oy a
2 2 2 2
1+(@] + a = 1+y—2+x—2,
OX oy a~ a

2 2
1+ y_2 + X—dedy.
2 a® a

- |

x2+y?<a

Su integraly hasaplamak li¢in iiytgeyian ululyklary calsyralyn:

Onda alarys:

X=apCos¢e
y=apsing

{

OX OX

% %:—apsin(p acoswz_azp
oy oy| |apcosg asing ’
op op
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S=a’ H pl+ p*dpde = a'[dgo.[p«/l+p dp=

0<p<1
0<p<27

3t

=§ﬂaz (1+p)?

=§na2(2ﬁ—1).

0

1865. x> +y*=2x silindrde yerlesen z=+/x*+y? iistin meydanyny
hasaplamaly.

Cozillisi. (x-1)°+y>=1 towerek bilen silindr xOy tekizlikde
kesisyandirler (2 =0). z=+/x*+y® funksiyadan hususy Oniimleri
tapalyn:

oz X oz y

2 2 2 2
FET G-
oxX y X*+y? x*+y

sszj\/l (—) +(az) dxdy = /2 ”dxdy 2.

(x— l) +y 2q

Onda

1866. Merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan sardan, radiusy saryn
radiusyndan iki esse ki¢i bolan we saryn merkezinden gegydn silindr
bilen bolniip alnan sar sekilli dstin S meydanyny hasaplamaly (98-nji
cyzgy).

Coziilisi.

98-nji ¢yzgy
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2 2
, v e ey . . a
Goy, Xx’+y’+z°=a’ sar dstinin denlemesi, (X _Ej +y?= "

bolsa toweregin denlemesi bolsun. xOy tekizlikde D oblast silindrin
esasydyr.

z=4a*-x*-y*, —=——0—"_ ==

y 8X IaZ_XZ_yZ z
@y .y 1{@)2[@}2 ___a
oy /az_xz_yz 7’ X oy /az_xz_yz’

X= pCoOS@
y=psing
polyar koordinatalar sistemasyna gegelin. Berlen towerek

2 2
(x—gj +y? =% polyar koordinatalar sistemasynda asakdaky gorniisde

yazylyar: p=acose. Bu yerde OSgoS%, \/az—xz—y2 :\/az—p2

acose a %
———pd =4
Tt - el =7

2
=42’ [ (1-sin p)dgp = 4a” (%—1] kw. birlik.
0

ac05(p d¢ _

1867. z*=2xy iistden Xx+y=1 x=0, y=0 tekizlikler bilen
boliinip alnan boleginin istiinin meydanyny tapmaly.
Coziilisi. z> =2xy denlemini differensirlip alarys:
2zdz = 2ydx + 2xdy, zdz = ydx + xdy,
bu yerden

R e

454



Gorniisi  yaly, berlen iist xOy tekizlige simmetrikdir we onun
yokarky boleginin su tekizlige proyeksiyasy {O <x<1,0<y<1- X}
ticburclugy emele getir}?ér Onda

) J‘J‘ xdy \/_ ,” 1/2 -1/2 llZ)dXdy

0<x<1 0<x<1
0<y<l-x 0<y<l-x

_\/_J.dXJ. X1/2 12 4y 1/2y1/2)dy_

1
1/2 1/2 1 ~1/2 3/2
= +=X dx=—=
ﬂ 3 (1=x) j ﬁ

1868. 7 =2xy ustin x=1,y=4, z=0 tekizlikler bilen boliinip
alnan boleginin meydanyny tapmaly.

1869. x+y+z=4 tekizligin x=0,y=0,x=2,y=2 tekizlikler bilen
bollinip alnan bdleginin listiinin meydanyny tapmaly.

1870. X + % + z_ 1 tekizligin koordinata tekizliklerinin arasyndaky
a c

boleginin iistiinin meydanyny tapmaly.
1871. x*+y*=R? (z=0)silindrin z=mx we z=nx, (m>n>0)
tekizliklerin arasyndaky iistiinin meydanyny hasaplamaly.
2 2
1872.  x*+y*+z°=r> sferanyn Xz ;/2 =1, (b<a) silindrin
a
icinddki boleginin Ustiinin meydanyny hasaplamaly.

§ 6. Ikigat integralyn mehanikada ulanylysy

Goy, xOy tekizlikde galynlygy ki¢i bolan tekiz plastinka berlen
bolsun. Onun meydanyny S bilen belgildlin. Eger plastinkanyn galynlygy
yeterlik kici bolsa, onda onun dykyzlygyna garamasak hem bolar.

Seyle plastinkanyn berlen nokatdaky iist dykyzlygyna, sol nokady
ciklendiryan oblastyn meydanynyn massasynyn, onun meydanyna bolan
gatnagygy hokmiinde seredilydr. Gorniisi yaly seyle kesgitlenen iist
dykyzlygy berlen nokadyn yerlesisine baglydyr. Basgaca aydanymyzda, sol
nokadyn koordinatalaryna gord funksiyadyr:

p=u(X,y)
Onda
a) plastinkanyn m massasy asakdaky formula bilen tapylyar
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m =[] u(x, y)dxdy. 0

b) Ox we Oy koordinata oklaryna gord plastinkanyn M, we M,
statiki momentleri asakdaky denlikler bilen kesgitlenyér:

M, = [[ yu(x, y)dxdy, @)

D
M, = ”xu(x, y)dxdy. 3)
D

¢) Plastinkanyn agyrlyk merkezinin X, we Y, Kkoordinatalaryny
asakdaky denlikler bilen kesgitleyarler:

X, =—, “4)
m

M
yc - mX . (5)
d) Ox, Oy koordinata oklaryna we koordinatalar baslangyjyna gora
plastinkanyn I,, 1,6 we |, inersiya momentleri asakdaky formulalar

bilen tapylyar:

1, = [[y?u(x, y)dxdy, (©)

D
l, = ”xzy(x, y)dxdy, @)

D
1o = [[ (< + y?) u(x, y)dxdly. ®)

D

Birjynsly plastinkalar iicin g =const ya-da has yonekeylik iigin
u =1 diyip kabul ederis.

1873. ay=x°, x+y=2a, (a>0)parabola we goni ¢yzyk bilen
caklenen birjynsly plakstinkanyn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny
tapmaly.

2

Coziilisi. x+y=2a goni ¢yzyk we y _X parabola abssisalary
a

Xx=-2a we X=a bolan nokatlarda kesisydrler. Onda birjynsly plastinka
asakdaky yapyk oblastdyr:

2
D:{—Zagxga,x—gygm—x}
a

Plastinkanyn massasy asakdaky integral bilen tapylyar:
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Yo =—5 i dxzafX ydy =— jl {(Za—x)2 ——z}dx=§a
2a X2 2a

1874. (x—-a)’+(y-a)’=a% x=0, y=0, (0<x<a) ¢yzyklar bilen
caklenen birjynsly plastinkanyn Ox we Oy kordinatalar oklaryna gora
inersiya momentini tapmaly.

1875. Eger R radiusly tegelek plastinkanyn her bir nokadyndaky
u(x,y) ust dykyzlygy onun erkin (X, y) nokady bilen merkezinin
aralygyndaky uzaklyga proporsional bolsa, yagny

,Ll(X,y)Zka2+y2,

onda onun massasyny tapmaly.
Coziilisi. (1) formulany ulanalyn:

m= ”k«/x2 + y*dxdy.
D

Bu yerde D integrirleme oblasty Xx*+ Yy’ <R? tegelekdir.
Polyar koordinatalara gegip, alarys:

2z R 3
m:kj(jppdpjdgo:k-zn-p—
0\ 0 3

R

=3k7zR3.
3

0

1876. R radiusly, D meydanly tegelegin O merkeze gord inersiya
momentini hasaplamaly.
Coziilisi. (8) formulany ulanalyn:

l, = “(x2 + y?)dxdy.
D
Integraly hasaplamak {i¢in polyar koordinatalaryna gegelin:
Xx=pcosp, y=psing, [l|=p, p=R.
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Onda alarys:

4

5

1877. Her bir nokadynda iist dykyzlygy y bolan y*>=1-x,
y=0, x=0 ¢yzyklar bilen ¢iklenen D figuranyn Oy oka gord inersiya
momentini hasaplamaly (99-njy ¢yzgy).

-~

B 7R
= [ ([ p*pdp)de =
0 0

}.‘

-

99-njy ¢yzgy

VI—x 1 2,2 [Vix 1

1
Xy 1 2 1
(| yx’dydx)= dx==|(1-x)x’dx=—.
] -] e
X2 y?
1878. —2+b—2:1 ellipsin  dortden birinin  agyrlyk merkezinin
a

koordinatalaryny kesgitlemeli (ust dykyzlygy u=1) (J00-nji ¢yzgy).
Coziilisi.
}IIL

01y | X
a
100-nji ¢yzgy

(4) formulany ulanalyn:
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ay o 4a
XC: b7 2 - l T
a 2V = rab = rab Sz
I J. dy |dx
0 0
bz
I I ydy |dx
e 4b
yc: — 5 "
~rab 37

1879. Taraplary a we b bolan birjynsly goniibur¢lugyn a tarapa
gora statiki momentini tapmaly.

Coziilisi. Koordinatalar baglangyjyny goniiburclugyn bir depesinde
yerlesdirip, OX okun ugruny a tarapyn ugryna ugrukdyralyn. Sonun
t¢in gOniibur¢lugyn a tarap boyunga statiki momenti OX oka gord
statiki momentine dendir. (2) formulanyn esasynda alarys:

a a b a a
M,=M, :ldxi‘ydyzélyzodx=%!dx:%x 0 :asz'

1880. y°=4x-4 we y°®=-2x+4 parabolalar bilen ¢iklenen
oblastyn meydanynyn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny kesgitlemeli.

188l. ay = x° parabola we y=2, (a>0) goni ¢yzyk bilen ¢iiklenen
birjynsly plastinkanyn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny kesgitlemeli.

1882. x=0, x=a, y=0, y=b goniiler bilen caklenen
gontiburglugyn  koordinatalar  baglangyjyna gord inersiya momentini
tapmaly.

1883. /X +ﬁ =Ja, x=0, y=0 ¢yzyklar bilen c¢iklenen sekilin
agyrlyk merkezinin koordinatalaryny tapmaly.

1884. x=a(t-sint), y=a(l-cost), (0<t<2x) sikloida we y=0
¢yzyk bilen ¢aklenen sekilin agyrlyk merkezinin koordinatalaryny
tapmaly.

1885. xy=4 giperbola we Xx+y=5 goni ¢yzyk bilen c¢iklenen
meydanyn X=Yy goni ¢yzyga gord inersiya momentini hasaplamaly.
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§ 7. Uggat integrallar we olaryii hasaplanylysy

Goy, ginisligin V oblastynda f(x,y,z) funksiya kesgitlenen bolsun.
V  oblasty umumy nokatlary bolmadyk AV,, AV,,.., AV, gowriimleri
bolan, V,, V,,...,V oblastlara bolelin. Her bir V, oblastda (X;,Y;,Z;)
nokady almak bilen, berlen funksiyanyn (X,Y,,Z,) nokatdaky bahasyny

n

V, oblastyn gowriimine kopeldip, integral jemi diizelin:
o= f(x.¥.2)AV,. )
i=1

Kesgitleme. Eger A =maxdiamV, —>0 bolanda (I)-nji integral jemin
tilkenikli predeli bar bolsa, sol predele f(x,y,z) funksiyadan V oblast
boyunga alnan iiggat integral diyilyar we asakdaky gorniisde belgilenyér:

J-”f(x, y,2)dV = Iile: f(X;, Yz )AV..

Uggat integralyin hisiyetleri hem ikigat integralyn hisiyetlerine
menzesdir.

Sunlukda, dekart koordinatalar sistemasynda gowriim hasaplamagyn
formulasyny asakdaky gorniisde yazyp bileris:

[[[ ooy 20av = [[] £ (x, y,2)dxdydz.

XxOy tekizlige proyeksiyasy P = {a <x<b,cgy< d} goniiburgluk bolan
V= {a <x<bhc<y<d,k<z< I} parallelepiped boyunga alnan {iggat
integraly hasaplamak iicin asakdaky formula dogrudyr:

”J. f(x,y,z)dxdydz = de}dyj f(x,y,z)dz )

Goy, asakdan z=1z(x,y) ust bilen, yokardan bolsa z=12,(X,y) st

bilen, gapdaldan bolsa silindrik st bilen ¢éklenen egricyzykly oblast
berlen bolsun.
Su oblastyn xOy tekizlige bolan proyeksiyasy D bolsa, asakdaky

formula dogrudyr
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I 70y ey = ] ity | £xy, 202

Z(x,y)

1886. Eger V oblast 0<x<1,0<y<x,0<z<xy densizlikler
bilen kesgitlenen bolsa | = Ijjx3y22dxdydz integraly hasaplamaly.
\
Coziilisi. Alarys:

X

I :jdxj ij3y zdz_jdxjx
0 0

Xydx Idxj—dy—

1.5 5 1,10
52 5 5 10 110
0
X2 y2 Z )
1887. — +-+— =1 ellipsoid boyunca alnan ”J. x“dxdydz {iggat
a~ b® c
integraly hasaplamaly.
Coziilisi.

J[] xdrdydz = jlxzdx [ dyex = _TXZSyzdx.
v b L

Bu yerde S, ellipsin meydanydyr.

2

2 2
§+§—2=1—%, X = const,
x? x? NG
Syz = ﬂb\/l—? . C\/l—g = ﬂbC(l—?)
Sunlukda
”szdxdydz = ﬂijX (1——)dx = 4 a’hc.
15

1888. Ijj(xz+y2+22)dv integraly Vz{Osxﬁa,OSySb,OSZSC}
\Y

parallelepiped boyun¢a hasaplamaly.
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Coziiligi.

JIJoc+y? +2%)dv = jll:j‘{j‘(xz +y°+ zz)dz}dy}dx -

0

alb C3 a b3 C3
:j j(cx2+cy2+—)dy dx:j bex? +—c+b— [dx =
I 3 33

0

3 3 3
:abc+abc+abc :abc(a2+b2+c2).
3 3 3 3

1889. j j j (2x+3y—2)dV integraly
\%

z=0,z=a,x=0,y=0,x+y=b, (@a>0,b>0)
liggranly prizma boyun¢a hasaplamaly.

Cozilisi.  z,(x,¥)=0, z,(Xx,y)=0. Prizmanyn  xOy tekizlige
proyeksiyasy x=0,y=0,x+y=Db goni ¢yzyklar
ucbur¢lukdyr. Onda alarys:

[[@x+3y-2)dv = ”{T(ZX+3y—Z)dz}dS .

a2 b b—x a2 3 . 1 -
= 2x+3y)a—— |dS = | dx 2x+3y)a——|dy = —ab® ——=a°b".
H{( y) 2} j j{( y) Z}y Zab' =

bilen ¢idklenen

1890. Eger V jisim

OSXS%, X<Yy<2x, 0<z<41-x>—y?

densizlikler bilen kesgitlenen bolsa,

J'\./f'[ zdxdydz

integraly hasaplamaly.
Coziulisi.

2x 1xy

I”zdxdydz = Idxj dy _[ zdz —%

o'—.m\n—\

<fl 27 Y-
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N| -

% 2X 2 2 12 2 y3
!dXI(l—x -y )dy=§j (y—yx —?J

X 0

1
Z_E{E_EL}_L
, 208 616] 192

:i{lxz_ﬁxﬂ
22" 6

1891 Eger V jisim Xx°+y’+2z°=1 sfera we x=0,y=0, z=0

tekizlikler bilen ¢éklenen bolsa ”J‘xyzdxdydz integraly hasaplamaly.
\Y

1892. Eger Vjisim x+y+z=1x=0,y=0, z=0 tekizlikler bilen
ciklenen tetraedr bolsa ”If(x, y,z)dxdydz integralyn ¢iklerini goymaly.
\

- 1

1 1-x —X=y
1893. Idxj dy Ixyzdz integraly hasaplamaly.
0 0 0

1894. Eger V jisim koordinata tekizlikleri we x+y+z=1 tekizlik
dxdydz
(X+y+12)°

1895 Eger V jisim x=1 x=3,y=0,y=2,2=2, z=5 tekizlikler
bilen ¢iklenen bolsa ” x?y?zdxdydz integraly hasaplamaly.
\

bilen g'ziklenen bolsa integral hasaplamal .
y y
\

1896. Eger V oblast x*+y?=1 silindr we z=0, z=3 tekizlikler
bilen ¢idklenen bolsa Ijjxdxdydz integraly hasaplamaly.
\

§ 8. Ucggat integrallarda silindrik we sferik koordinatalara gecmek

Ucgat  integrallary  hasaplamany  yenillesdirmek iicin  kopleng
halatlarda ornuna goymany ulanmak amatly bolyar. Silindrik we sferik
koordinatalara ge¢ip, ornuna goymaklyga garalyn.

Goy, ¢, p we z iiytgeyan ululyklar x,y we z ululyklar bilen

X=pC0Sep Yy=psing, z=h, )
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0<@p<27r, 0L p<+0, —0<Z<+o0.
gatnagyklar bilen baglanysyan bolsunlar.
Onda Uggat integralda gonliburgcly koordinatalar sistemasyndan
silindrik  koordinatalar sistemasyna ge¢cmeklik asakdaky formula bilen
amala asyrylyar:

”jf(x, y, 2)dxdydz = I”f(pcow),psin 0, 2)pdpdpdz  (2)

Bu yerde V' silindrik koordinatalardaky oblastdyr.

z

VA
M =(p.0.h) ’
M
h o P
O > /&/ g
~—] p
/ X

101-nji ¢yzgy

Sferik we dekart koordinatalar sistemalary asakdaky gatnasyklar bilen
baglanysyarlar:

X=rcosesing, y=rsingsing, z=rcos@, dV =r’sinddrdedd, (3)
0<¢p<27, 007, 0<r<+om.

Uggat integralda x,y,z ululyklary (3) formulalar bilen calgyrsak,
gowrliimi tapmak asakdaky fomula bilen amala agyrylyar:

.[.” f(x,y, z)dxdydz =

= m f (rcosgsin @, rsingsin@,r cos 8)r?sin @d pd &dr . 4
o

Bu yerde V' sferik koordinatalardaky oblastdyr.
1897. Eger V oblast x*+y*+z°<R® sar bolsa ”_[ x*dxdydz
\

integraly hasaplamaly.

Coziilisi. Sferik koordinatalaryna gegelin:
X=rcosesing, y=rsingsiné, z=rcoséd,
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x?dxdydz = [{| r*sin® @cos® pdrdpd & =
(feaec=

27 _

V.4 2z R 5 7
:Jsin30d0J cos’ godgofr“dr :R—Jsin39d0[¢+%sin 2;0} =
) .

n 5
_[cos 0— 1 cosé?):‘mR :
0
x2 y> z°
1898. Eger V oblast ?+b_ pes =1 yapyk oblast bolsa

m‘ (— +-=+ C—j dxdydz.
integraly hasaplamaly.

Coziilisi. Umumylasdyrylan sferik koordinatalara gecelin:

X=arcosesind, y=brsingsinéd, z=crcosé,
0<p<rm 0<560L2nx.
Onda alarys

jﬂ(—+—+c—jdxdydz = abcjsm gpd(pj deJ'r“dr _

_ 2mabc _ 4rabc

1899. Eger V oblast x°+y?=2x silindr we y=0,z=0,z=a
tekizlikler bilen c¢idklenen bolsa,

” 24/ X% + y? dxdydz
Vv

integraly hasaplamaly.
Coziiligi. Silindrik koordinatalara gecelin:
X=pCOSep, Yy=psSing, z=1,
0<p<27r, 0<p<+w, —0<Z<+m,

T

”J.ZV x* + y?dxdydz = J-H 2p°d pdedz = J-dgozcjsqj 2dp.? zdz =

s
2 2cosp

:a_id J' de:—azjcos3(pd(p—4a2j-l sin” ) d (cos ) =
21 3 % 39
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2

8
—a’.
9

T
2:
0

3
1900. Eger integrirleme oblasty X°+Yy°>=2z? z=1 |stler bilen

¢iklenen bolsa, J” JX>+y?dxdydz integraly hasaplamaly.
\%

4 2{. 1., }
=5 |sing—zsin’y

Cozillisi. Gorniisi yaly berlen V jisim z=./x*+y? konik iist we
z=1 tekizligin bolegi bilen c¢édklenendir. Su jisimi XxOy tekizlige
proyeksiyasy X°+Yy® <1 tegelekdir.

Berlen integralda silindrik koordinatalara gecip, alarys:

V={0<9p<27,0<p<l p<z<ly,

J‘UW/XZ + y*dxdydz = Td(pj‘pzdpj.dz = 27z.1[p2(1—p)dp =%.
v 0 0 » 0

1901. Eger V oblast x*+y®+z°=z sfera bilen g¢iklenen bolsa,
sferik koordinatalara gegip, ”J‘w/xz +y?+z%dxdydz integraly hasaplamaly.
\%

1902. Eger integrirleme oblasty Xx*+y°=2z,z=2 fistler bilen
ciaklenen bolsa, silindrik koordinatalara  gegip, J. ”(Xz + y?)dxdydz
\

integraly hasaplamaly.
2 y2x—x? a
1903 Silindrik ~ koordinatalara  gegip,  [dx [ dy[zy/x*+y’dz
0 0 0
integraly hasaplamaly.
1904. Integraly hasaplamaly:

1
[dx

1905. Eger V oblast x*+y®=1 silindr we y=0, y=1 tekizlikler
bilen caklenen bolsa, silindrik koordinatalara gecip,

H I (x* +y* +z%)%dxdydz integraly hasaplamaly.
\

V1-x? a

f dyjo’dz.

—1-x?

1906. Eger V oblast x*+y®+2°<1 sar bolsa, sferik koordinatalara
gegip,
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3
m \/1+ (x> +y® +z?)2dxdydz integraly hasaplamaly.
\%

§ 9. Uggat integralyn mehanikada ulanylysy

Goy, ginislikde u(X,y,z) dykyzlygy bolan V jisim berlen bolsun:
a) bu jisimin massasy

m= j\_/[fu(x, y, z)dxdydz )

formula bilen tapylyar;
b) Ox,Oy,0z koordinata oklaryna gora |, Iy, I, inersiya

momentleri, seyle hem xOy, xOz, yOz koordinata tekizliklere we
koordinatalar  baslangyjyna gora I, 1, 1,, 1, inersiya momentleri

xy! “yz? 'xz?

asakdaky formulalar bilen tapylyar:

I —IHZ +y? ydxdydz

=[]t 2 b
|Z=mx + y? Judxdydz ©)
I, = ”_[zzyd\;(dydz, |, = ][y udxaydz,
VIyZ: [[[x* oxaydz, V 3)
=[lI (X ¥+ 2 4

¢) jisimin agyrlyk merkezinin koordinatalary asakdaky formulalar
bilen tapylyar:

” j Lxdxdydz J' ” Lydxdydz
Xo = . m ) Yo = > m ,
”j Lizdxdydz
Z,= VT )
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1907 x=0,z=0,y=1 y=3,x+2z=3 tekizlikler bilen ¢éaklenen
prizma gornusli jisimin agyrlyk merkezinin koordinatalaryny kesgitlemeli
(e =12)

Coziilisi.

m= J.”dxdydz = J.de. dy(} ’ dz = Idxf—dy =

3

:'Z‘(B—x)dx:{Bx—%xz} =

0

9
2]

Ijjxdxdydz _—dexf dy I dz _—I xdxj—dy =

3

3
=§jx(3—x)dx=§Bx2 —%xﬂ =1,

0

0

2 23 3 3;ZX 13 3
Yo :—Ijjydxdydz:—Idxj ydyj dz=—jdxj y(3—x)dy =
9 \ 90 0 90 1

1

4 27’
=—j(3 x)dx_g[ J%L:z,
3-x
3 3 2 3
zozgm'zdxdydz:gjdx_[ _[ G X) dx jdy—
9 \ 90 1 0 O 8

1] -B=-x*| _
18 3 -

0

1
>

1908. Merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan R  radiusly saryn
yarysynyn her bir (X,y,z) nokatdaky F dykyzlygy esasy bilen
arasyndaky uzaklyga goni proporsional bolsa, F =kx,onun massasyny
tapmaly.

Coziilisi. Sferanyn yokarky boleginin denlemesini yazalyn:
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7=+R*=x*—y°.

Bu denlemini silindr koordinatalarda yazalyn z=+/R?—p?. Onda

,pz

m:JJIkZpdede:TT Rj kzdz | pd p |d6 =

0O 0

1909. Radiusy 1l-e den bolan birjynsly saryn o6z merkezine gora
inersiya momentini hasaplamaly.

Coziilisi. Saryn mertkezini koordinatalar baglangyjynda yerlesdirelin.
Onda saryn merkezine gord inersiya momenti koordinatalar basalangyjyna
gord inersiya momentine dendir. (4) formulany ulanyp alarys:

l, = _[”(x2 +y+ zz)dxdydz.
\Y

Bu integralda sferik koordtnatalara gegelin
X=rcosesing, y=rsingsiné, z=rcoséo,

0<p<27,050<7,0<r<],
2z n 1 127r T 1
I :Id(pfsinedefr“dr:gfd¢jsin0-r5‘0d9:
0 0 0 0 0

2z

A7

2z Vi 27 2z
=%jd¢jsinede=%j(—cosH)IZd(p=§Id<0= 20
0 0 0 0

5

0

1910. Eger birjynsly piramida x+y+z=1 x=0, y=0 tekizlikler
bilen ¢éklenen bolsa (/02-nji ¢yzgy), onda xOy koordinata tekizlige gord

inersiya momentini tapmaly.
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Coziiligi.

102-nji ¢yzgy

(3) formulanyn esasynda alarys:

1-x 1

l, = _m z°dxdydz = _I[dxj dy _j[_
\ 0 0 0

=%:[dxl

y 1-x-y

7%dz = Ly dxl_X z° dy =
Eit

1

, ¥ o
!(1—x—y)3dy=—ﬁg(1—x—y)4\j, =35 [ 1-%)" b=

1

1

=—i(1—x)5
60 . 60

91. x=0, y=0, z=0, x=a, y=b, z=c tekizlikler bilen c¢éklenen
H=X+Yy+2Z dykyzlygy bolan jisimin massasyny tapmaly.

1912. y*+2z° =4x paraboloid we X=2 tekizlik bilen ¢iklenen
jisimin agyrlyk merkezini tapmaly.

1913  x+y=1 z=x*+y* x=0, y=0,2z=0 tekizlikler  bilen
caklenen jisimin agyrlyk merkezinin koordinatalaryny tapmaly.

1914. z=x*+y’? paraboloid we z=4 tekizlik bilen ciklenen jisimin
koordinatalar baglangyjyna gord inersiya momentini tapmaly.

1915. Beyikligi h, esasynyn radiusy a bolan konusyn diametrine we
okuna (y :1) gord inersiya momentini tapmaly.

1916. z=x*+y’, x+y==%1, x—y=+1 z=0  tekizlikler  bilen
ciklenen birjynsly jisimin Oz oka gord inersiya momentini tapmaly.
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XV BOLUM
EGRICYZYKLY WE UST INTEGRALLARY

§ L Birinji jynsly egricyzykly integrallar

Goy, denlemesi Yy = f(X) izniiksiz funksiya bolan AB egri ¢yzyk
berlen bolsun. AB egri ¢yzygy A=A,A A,..,A =B nokatlaryn
komegi bilen erkin boleklere bolelin (/03-nji ¢yzgy).

yA

Ay,
\

Xy  Ax X,

103-nji ¢yzgy

Uzynlygy Al bolan her bir A ;A dugada degislilikde M, nokady
almak bilen, integral jemi duzelin:

o, =i f(M,)AL. )
i=0

Su integral jem AB egri ¢yzygyn boleklere bolniisine we M,

nokadyn alnys usulyna baglydyr.
Kesgitleme. Eger l:maX|A|i|—>O bolanda AB egri ¢yzygyn

boleklere boliinisine we A ;A dugada M, nokatlaryn saylanyp alnysyna
bagly bolmazdan (1) integral jemin tiikenikli predeli bar bolsa, sol predele
f(M) funksiyadan AB egri boyunga alnan birinji jynsly egricyzykly
integral diyilyar we

| = jf(M )dl )

(AB)
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gornlisde belgilenyr.
Birinji jynsly egrijyzykly integrallar asakdaky yoOnekey hisiyetlere
eyedir:
D [(afixc,f,)dl=c[ fdi+c, | f,d;
AB | |

2) [f(M)dl= jf(M)dI+J.f(M)dI, (AB = AC +CB).

Kesgitlemeden gorniisi yaly birinji jynsly egrigyzykly integrallar
integrirlemegin ugruna bagly daldirler:
[ fmydi= [ f(m)d.
AB B4
Birinji jynsly egrigyzykly integrallary hasaplamak TUg¢in asakdaky
formulalardan peydalanylyar.
a) Goy, egri ¢gyzyk y=¢(x) (a<x<b) denleme bilen berlen

bolsun. Onda
dl = 1+[p'()] dx
j f(M)dl :jf(x,go(x)) J1+ [0 (0T dx. 3)

AB
b) Goy, AB egri ¢yzyk

x = go(t)
{y=w(t)’ (ast<f)

parametrli denlemesi bilen berlen bolsun. Onda

dl = \[o' O] +[w O dt,

w¢E

B
[ £yl =] [p0.0 O] [0 OF +[v ® dt.

AB a

¢) Eger egri ¢yzygyn denlemesi p=p(¢), (p,<@<¢@,) gornisde
berilen bolsa, odna

dl = p*+(p)’de,
(]
[ £l == t(pcosp, psing) Vo' +(p) do. 5)
AB o
1917. Eger A(1,0), B(0,1) we O(0,0) nokatlar ABO ii¢cbur¢lugyn
depeleri bolsa,
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j (x + y)dI

ABO

egricyzykly integraly hasaplamaly (/04-nji ¢yzgy).
Coziiligi.

1.'

B(0.1)

-

0 T A4(10) X

-
-

104-nji ¢yzgy

Bu yerde AB goni ¢yzygyn denlemesi y=1-X, OB-nin denlemesi
X=0 we OA-nyn denlemesi bolsa y=0. Sonun iicin alarys:

j(x+y)d|= _[(x+y)d|+ I(x+y)d|+ j(x+y)d|=

=Jl.x/§dx+jydy+j'xdx=\/§+l.
0 0 0

1918. Eger (C  denlemesi x=a(t-sint), y=a(l-cost),
(0<t<2x) bolan egri ¢yzyk bolsa, onda

j ydl
C

birinji jynsly egricyzykly integraly hasaplamaly.
Cozillisi.  x',=a(l-cost),y', =asint,

dl = X7 + ydt = 2asin%dt.

Sunlukda,

2z 27 2 3
jyzdl = 2a3j(1—cost)zsin£dt = 8a3j.(1—coszlj sinldt _26a .
! ) 2 ) 2) 72 15

1919. O(0,0) we A(,2) nokatlary birlesdirydin C egri ¢yzyk
boyunga
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dl
!«/ x> +y>+4
egricyzykly integraly hasaplamaly.
Cozilisi. O(0,0) we A(, 2) nokatlary birlesdirydn goni ¢yzygyn
denlemesi y =2x gorniisdedir:
y'=2,dl = 4/1+ ydx = +/5dx.
Onda alarys:

/5dx d (+/5x)

|
l‘\/x2+y2+4 _£Jx2+4x2+4 _!.\/(\/Ex)2+4 -
:In‘\/gx+ 5x2+41 :In£2+3.
0

1920.  Egrigyzykly integraly hasaplamaly.
=] xd.
|

a) 1,0(0,0) we A(L,1) nokatlary birlesdiryan kesim;
b) su nokatlary birlesdiryan parabolanyn dugasy.
Coziilisi. a) OA goni ¢yzygyn denlemesi y=X bolyar. y'=1

dl =1+ y'2dx = +/2dx,

21
= [ = [z 32
0 2
ﬁy
y=x
y=X
_____ | ALY
|
[
0 : >

105-nji ¢yzgy
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b)y=x* y =2x, dl =+1+4x%dx,
1 11 1

I = [xdl = jx\/1+4x2dx:—'[(1+4x2)2d(1+4x2):
0 0

|
3t

:—(1+4x )| = (5J§—1).

0

1921. Eger L,0(0,0) nokatdan B(1,1) nokada ¢enli x=y?
parabolanyn dugasy bolsa (/06-njy ¢yzgy)

I =_fxydl
L

egricyzykly integraly hasaplamaly.
Coziilisi.

106-njy ¢yzgy

x=y?, dl =1+ 4y?dy,
jxydl jy yA/1+4y? dy——J(t 1)\/_dt—i

120°

3

1922. Eger C,x=t,y ,Z2=1". (0<t<1) egri ¢yzygyn dugasy

S
J2
bolsa

j (x +z)dl

egrigyzykly integraly hasaplamaly.
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Coziiligi.
X', =1, y';%, z' =3t%, dl=+1+18t° +9t*dt.

Sunlukda,

J.(x+ z)dl = J( +1 )\/1+18t +ot*dt =
=%j(36t +36t°) V1+18t° +9t*dt,
0
1+18t° +9t* =u, (36t+36t°)dt =

J'(x+z)dl—jfdu_ﬁu ’ =5—14(56ﬁ—1).

1

1923. Eger L, A(0,-2) we B(4,0) nokatlary birlesdiryan vy :%X—Z

goni ¢yzygyn kesimi bolsa '[ d egricyzykly integraly hasaplamaly.
X

) X —
1924. Eger L, depeleri O(0,0), A(4,0), B(4, 2),C(0,2) nokatlarda
bolan goniiburgluk bolsa
dl
LX—Y
egricyzykly integraly hasaplamaly.
1925. Eger L deiilemesi X=a(cost+tsint), y=a(sint—tcost),
(OS'[ SZ;Z) bolan egri ¢yzygyn dugasy bolsa I x> +y?dl egrigyzykly
L

integraly hasaplamaly.
2 2 2

1926. Eger L, x® +y® =a® astroidanyn dugasy bolsa

4 4
I(x3 + y3]dl
L
egricyzykly integraly hasaplamaly.
1927. Eger L, denlemesi x=acost, y=asint, z=bht, (0 <t< 27[)
bolan egri ¢yzygyn dugasy bolsa

J'(x2 +y?+ 22 )l
L
egricyzykly integraly hasaplamaly.
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§ 2. Ikinji jynsly egrigyzykly integrallar

Goy, AB egri ¢yzykda tiizniikksiz f(X,y) funksiya berlen bolsun.
AB egri ¢yzygy A=A,,A,A,...,A =B nokatlaryn komegi bilen erkin
boleklere bolelin. Her bir AA,, dugada islendik M; nokady almak
bilen f(M;)=f(X,y;) funksiyanyn bahasyny duganyn AX =X, —X
proyeksiyasyna kopeldip, integral jemi diizelin:

an:if(Mi)Axi:Zn:f(xi,yi)Axi. D

i=0

Kesgitleme. Eger l:maX|A1A1+l|—>0 bolanda M, nokadyn alnysyna

we duganyn boleklere boliinisine bagly bolmazdan, (1) irtegral jemin
tikenikli predeli bar bolsa, sol predele f(x,y) funksiyadan AB egri
¢yzyk boyunga alnan ikinji jynsly (tertipli) egrigyzykly integral diyilyar
we asakdaky yaly belgilenyir:
|=j f(M)dx = jf(x, y)dx. )
AB AB

Seyle hem
"= [ f(M)dy = [ f(x,y)dy

AB
egricyzykly integral kesgitlenilyar.
Eger AB egri ¢yzykda P(M)=P(x,y), Q(M)=Q(x,y) funksiyalar

kesgitlenen bolsa we

[fMydx= [ P(x y)dx, [Q(M)dy=[Q(x,y)dy

AB AB AB AB
integrallar bar bolsa, onda biz umumy gornisde alnan ikinji jynsly
(tertipli) egricyzykly integraly yazyp bileris:

[POGy)dx+Q(x, y)dy = [P(x, y)dx+ [Q(x, y)dy. 3

Ikinjt  jynsly egricyzykly integrallar  integrirlemegin = ugruna
baglydyrlar.

j f(x,y)dx = —j f(x, y)dx, j f(x,y)dy = —j f(x, y)dy.

Ikinji jynsly egrigyzykly integrallary hasaplamak i¢in asakdaky
formulalardan peydalanyarlar.
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Eger-de AB egrigyzyk y=¢(X), (@ <x</f) anyk denleme bilen
berlen bolsa, ikinji jynsly egrigyzykly integraly hasaplamagyn formulasy
asakdaky gorniisdedir:

B
[ Pax+Qdy = [ {P(x,p(x)) +Q(x,0'()} dx. @

Eger-de AB egri ¢yzyk x=¢t), y=w(t), (¢<t<p) parametrli
denleme bilen berilen bolsa, onda asakdaky formula dogrudyr:

B
[ Pax-+Qay = [ {P(p(t).w (1) (1) + QU (). w () (V)] dt. )

1928. I 3x°ydx+ (x*+1)dy  ikinji jynsly egricyzykly integraly

hasaplamaly. Bu yerde AB egri (0,00 we (L1) nokatlary birlesdiryan
y = x* paraboladyr.

Cozilisi. Geljekde biz sagat strelkasynyn hereketinin tersine bolan
ugry polozitel ugur hokmiinde kabul ederis (/07-nji ¢yzgy).

L

(0.) F——{(L1)

o @0 x

107-nji ¢yzgy

dy = 2xdx,
J. 3xydx + (x* +1)dx =

AB
_1[[3x -x? + x +1) 2x]dx:j‘(5x4+2x)dx:(x5+x2)‘z:2.
0 0
1920. .[(Xz + 2xy)dy egricyzykly integraly hasaplamaly. Bu yerde
C, a_z % =1 ellipsin yokarky bolegidir.
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Coziilisi. Ellipsin parametrli denlemesini yazalyn:
X =acost
o 0<t<7).

y =Dbsint

Onda
dy =bcostdt,

I(x2 +2xydy = ]{(a2 cos’ t+2abcostsint)bcostdt = %abz.

N 0

1930. J.yzdx+ x’dy egricyzykly integraly hasaplamaly. Bu yerde
C

C, x=acost, y=bsint ellipsin yokarky bolegidir.
Cozilisi. dx =-—asintdt,dy =bcostdt,

Iyzdx +x°dy = j{ b®sin®t(-asint) +a’ cos’ t~bcost} dt =
C 0

. ) f 4
= —aszsmzt-smtdt +a2bjcoszt-costdt :gabz.
0 0

1931 J-2xde—X2dy egricyzykly integraly hasaplamaly. Bu yerde
OA
OA, 0(0,0) we A(2,1) nokatlary birlesdirydn goni ¢yzykdyr.
Cozilisi. O(0,0) we A(2,1) nokatlar arkaly gegydn goni ¢yzygyn
denlemesini yazalyn:

1
=—, dy==dx,
y y >

X
2

2 2 3
Jnydx—xzdy:I 2X.§_X_ dx=lx_
OA 5 2 2 23

2
_4

0

1932. J(Za —y)dx+xdy egrigyzykly integraly hasaplamaly. Bu yerde
C
C, x=a(t-sint), y=a(l—cost) arka sikloidanyn  bir  bdleginin
dugasydyr.
Coziilisi.
dx=a(l-cost)dt, dy=asintdt,

I(Za— y)dx + xdy = I(Za— a+acost)a(l—cost)dt +a(t —sint)asintdt = a’.
C 0
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1933, Eger C,M(11) we N(2,8) nokatlary birlesdiryin y=x> egri
¢yzygyn dugasy bolsa

I6x2ydx +10xy?dy
X

egricyzykly integraly hasaplamaly.
1934. Eger C, x=acost, y =asint towerek bolsa

J' y2dx — 2xydy
C

egricyzykly integraly hasaplamaly.
1935. j ydx —xdy egri¢yzykly integraly C, x=acost, y=bsint ellipsin
C

dugasy boyun¢a hasaplamaly.
1936. Eger C, A(},1) we B(2,2) nokatlary birlesdirydn goni ¢yzyk
bolsa

J- ydx + xdy
x4y
egricyzykly integraly hasaplamaly.

1937. Eger AB egri A(0,7) we B(z,0) nokatlary birlesdiryan kesim
bolsa,

Isin ydx + sin xdy
AB
egrizyzykly integraly hasaplamaly.

1938 . Eger L egri A(2,-2) we B(—2,2) nokatlary birlesdiryan kesim
bolsa,

J'cos ydx —sin xdy
L

egrizyzykly integraly hasaplamaly.

§ 3. Grin formulasy

Goy, xOy tekizlikde C bolek endigan ¢yzyklar bilen c¢éklenen D
oblast berlen bolsun. Eger su oblastda kesgitlenen iizniiksiz
P(x,y) we Q(x,y) funksiyalaryn iizniiksiz hususy Oniimleri bar bolsa,
onda asakdaky Grin formulasy dogrudyr:
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ﬂ(%—%]dXdy:?P(x, y)dx+Q(x,y)dy,

bu yerde C egri ¢yzyk boyunca hereket edilende D oblast elmydama
cep tarapda yatyandyr. Bu formula haysy hem bolsa bir oblast boyunga
alnan ikigat integral bilen, sol oblasty c¢éklendirydn ilen egricyzyk
boyunga alnan integraly baglanysdyryan formuladyr.

1939. Grin formulasyny ulanyp, egri¢cyzykly integraly hasaplamaly.

J.xyzdy— x’ydx, bu yerde C:x*+y*=a’.
C

Coziilisi.
oP__ 2 Q_ .o

P(X,y)Z—X yi Q(X’y):Xyi E:_X’ ox y

formulany ulanyp, alyarys:

a Vaz—X2 a
jxyzdy — x%ydx = ”(x2 +y?)dxdy = 4I dx _[ a’dy = 4a2j\/a2 —x*dx = za*.
C D 0 0 0

1940. Eger C yapyk egri ¢yzyk D oblasty céklendirydn bolsa, Grin
formulasyny ulanyp egrigyzykly integraly ozgertmeli.

I =¢«/X2 +y2dx+ y[xy+|n(x+«/x2 +y° )}dy.
Coziilisi.
P(X,y) =X +y?, Q(x,y)= y[xy+|n(x+«/x2 + yz)]

1+ X

Py Q VE+YH |, y

— =, YN Yt —F— =Y +—T—=
dy x*+y> OX X+X° + Y VX +Y?
() formulany ulanyp alyarys:

I :<j>w/x2+y2dx+ y[xy+|n(x+«/x2+y2)}dy:
Cc
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y 2 Y ([
IDJ(\/XZJFVZ " JXE+y? o IDIY el

1941. Eger L depeleri A(@1),B(2,2) weC(L3) nokatlarda bolan
ucbur¢lugyn kontury bolsa, Grin formulasyny ulanyp,

SBZ(XZ +y?)dx+ (x +y)*dy
L

egricyzykly integraly hasaplamaly.
Coziilisi.

P=2( +y?), Q=(x+Yy)’, §=2(x+y>, %ﬂty

Grinin formulasyny ulanyp, alarys:
<J52(x2 +yA)dx + (x+ y)2dy = ” [2(x+y) —4y]dxdy.
|

AABC

Ikigat integraly hasaplalyn (/08-nji ¢yzgy):.

'[."“

3

¥

0 1 2 X
108-nji ¢yzgy

—X+4

(ﬁz(x2+y2)dx+(x+ y)2 dy = 2J2‘dx _[ (x—y)dy =

2

4

2 2
=_j(x— y)z‘;mdx=—4j(x—2)2 dx =— §(X—2)3 __4
1 1

=-3
1

1942. Eger L merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan towerek
bolsa

<_|5 xdy — ydx
Y Xty
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egricyzykly integraly hasaplamaly.
Cozulisi.
po_ Y X OP_ y-x
Xt +y?’ x+y?' oy (x2+y2)2’

RQ__y-¢ P_Q

OX (X2+y2)2 oy x|
Sonun {igin Grin formulasynyn esasynda integral nola dendir.
1943. Eger L egri ¢cyzyk x*+y?=a’ towerek bolsa

I y2dx + 2xydy
L
egrigyzykly integraly hasaplamaly.
1944, Eger L egri x*+Yy? =4 toweregin yokarky bolegi bolsa,
j x“dx + y’dy
egricyzykly integraly hasaplamaly.L

2 2
1945. Eger L egri zyzyk %+§:1 ellips bolsa, Grin formulasyny

ulanyp, gS (Xy2 X+ y) dx + ( X2y + X+ y) dy egricyzykly integraly hasaplamaly.

L

1946. Eger L egri ¢yzyk x*+y>=ax towerek bolsa, Grinin
formulasyny  ulanyp, qS(Xyz + X+ y) dx+ ( X2y + X+ y) dy  egrigcyzykly

L
integraly hasaplamaly

1947. Eger L egri ¢yzyk birlik towerek bolsa

I(Zx —3y)dx + (x - y)dy

egrigyzykly integraly hasaplamaly.
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§ 4. Egrigyzykly integrallarynn ulanylysy

1. Eger D oblast L yapyk egri ¢yzyk bilen ¢iklenen bolsa, onda
sol oblastyn meydany asakdaky formula bilen tapylyar:

1
S == | xdy — ydx, 1
2{ y-y ()

bu yerde L egri ¢yzyk boyunca integrirlemek sagat strelkasynyn
ugrunyn tersine bolan ugur boyunca alynyar.

2. Goy, dykyzlygy u(X,y) bolan L egri ¢yzyk berlen bolsun.
Onda:

a) Egrinin m massasy

m= jy(x, y)ds 2)

formula bilen tapylyar.
b) Egrinin agyrlyk merkezinin koordinatalary asakdaky formulalar
bilen tapylyar:
[ xu(x,y)ds [ yuu(x, y)ds
L L

e ©)

3. Ox,0y koordinata oklaryna we koordinatalar baslangyjyna gora
l,, I, wel, inersiya momentleri asakdaky formulalar bilen tapylyar:

|, = [y2u(xy)ds, 1, =[x"u(x,y)ds, @
lo = [ (< + y*)u(x, y)ds. 5)

1950. Parametrli denlemesi X =acos’t, y= asin®t, 0<t<2z bolan

astroida bilen ¢éklenen oblastyn meydanyny tapmaly.
Coziiligi.
2 27

1 3a ) )
S ==|xdy - ydx="— | sintcos®t(cos*t+sin’t)dt =
2! y-y 2{ ( )

2r
:gazj‘sin2 2tdt :§”a2_
8" 1 8

1951. Hemiselik dykyzlygy (u=1) we parametrli denlemesi

Xx=acost, y=asint, z=bt, 0<t<2r

bolan aylaw c¢yzygyn bir aylawynyn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny
tapmaly.
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Coziilisi. (2) we (3) formulalardan peydalanalyn.

2r 2r
'[\/az sint+a’cos’t+b’dt = '[\/az +b?dt = 27va® +b?,

m= [ u(x,y)ds =g :
L

2r
jacost\/a2 sin’t+a’®cos’t +b?dt
X, = 0 =

’ 27ra? +b?

2z
I acostva’ +b’dt .
_ 0

2 j costdt =0.
27 0

27+a? +b?
Seyle hem Yy, =0,

2

2z
j btv/a? +b2dt X
0

° ozlatib? 272

Sunlukda, aylaw ¢yzygyn bir aylawynyn agyrlyk merkezinin
koordinatalary asakdaky gornusde bolar:

X =0, y,=0, z,=zb.

1952. Parametrli denlemesi X =acost, y=asint bolan toweregin her
bir nokadyna F(P,Q)=P(X,y)i+Q(X,y)j=(X+Vy)i+2Xj, P=x+y,
Q=2x giiyc tasir edyir. Su towerek boyunca material nokady siiysiirmek
ticin edilmeli isi hasaplamaly.

Coziilisi. Gozlenyéan isi A bilen belgildlin. Ol

A= [ Pdx+Qdy
L

A

Z 7h.

formula boyunga tapylyar.

Meseldnin sertine gord L yapyk kontur. Ol parametrli denlemesi
bilen berlen towerekdir. Sonun iicin baslangy¢ nokat t=0 ahyrky nokat
bolsa t=2r
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x=acost, y=asint, 0<t<2r,
P =x+y=a(cost+sint), Q = 2x = 2acost,

dx =-asintdt, dy=acostdt,
2
A= j[—az(cost+sint)sint+2a2 coszt}dt:

0
2z

a2 I [Zcoszt—sinzt—costsint]dt =
0

2z
=a’ j {(1+ C0s 2t) —%(1—003 2t) —sintcost}dt =
0

=a’ {H%sin 2t—%t+%sin 2t—%sin2t} 7= ra’.

1953. Dykyzlygy u =Yy bolan
X =cost
y =2sint
ellipsin birinji ¢iryekdidki boleginin massasyny tapmaly.
1954. y=x* parabola we y=1 goni ¢yzyk bilen ¢iklenen oblastyn

meydanyny tapmaly.
1955. Eger 0<t<27 bolsa

X =acos’t
y =asin’t

egri bilen ¢iklenen oblastyn meydanyny kesgitlemeli.
1956. Radiusy a bolan toweregin dortden birinin agyrlyk merkezinin
koordinatalaryny tapmaly (x=1).

§ 5. Birinji jynsly iist integrallary

Goy, L egri ¢yzyk bilen ¢idklenen bolek endigan S istde f(x,Y,2)
funksiya kesgitlenen bolsun. S isti bolek-endigan egri¢yzyklar bilen
meydanlary S,,S,,S;,...,S, bolan (S,),(S,),(S;),...,(S,) ustlere bolelin. Her
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bir S,

bahasyny tapalyn:

tistde M,(x;,Y;,z;) mnokady alyp, sol nokatda funksiyanyn

f(M;)=f(x,Y.2)

Funksiyanyn su nokatdaky bahasyny degislilikde S, istiin AS,

meydanyna kopeldip, integral jemi diizelin:

T= z f(M;)S; = z F(X Y5, Z))AS,
i=1 i=1
Kesgitleme. Eger A=maxdiamAS, — Obolanda, (1) integral jemin

tikenikli predeli bar bolsa, sol predele f(X,y,z) funksiyadan S st
boyunga alnan birinji jynsly st integraly diyilyir we asakdaky gorniisde
belgilenyar:

|=”f(|v|)ds=jjf(x,y,z)ds (1)

Eger S st xOy tekizlige proyektirlenen bolsa, S iistiin
proyeksiyasy bolan D istiin ds bolegi asakdaky formula bilen
kesgitlenyar:

_ dxdy
|cos y(M))|

Eger iistiin denlemesi z =2z(X,y) bolsa, onda

Y (ez
ds—\/l+(&] (@J dxdy. 3)

Sunlukda, (1) integral asakdaky formula bilen hasaplanylyar:

2)

”f(x Y, z)ds_ﬂ f(xy.2) dxdy =
lcosy| | S
oz (o2
1+(—j [ j dxdy.
[[fo0y.z(xy) ox) \oy @
D
1957. Eger S iist X’ +y*+z°=a’, z>0 yarym sferanyn iisti bolsa

I :_U(x+ y +z)ds

birinji jynsly ust integralyny hasaplamaly.
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Coziiligi. Serte gord integrirlemek

sferanyn yokarky bolegi bO}?unga alnandyr Onda

az y
«/a —-x*—y? ay «/az—xz—yz’
0z 0z adxdy
ds=,[1+ — | dxdy = ————.
\/ (GXj (ay] ’ Ja2—xt —y?

(4) formulanyn esasynda alarys

I :ajj(x+y+«/a2—x2—y2)%:
A [a2 _x2 _

aﬂ[ x+y +1}dxdy, (D):x*+y*<a’.

Polyar koordinatalar sistemasyna gegelin:
X=rcose, y=rsing,

20 2 r(cosg+sin 2 . ¢
I =aJ.d¢J'[ ( \/:2’ 2 ¢)+1err:aj(c03¢+5|n¢)d¢lﬁdr+

0
27[2

+ajd(pjrdr_ 0+aI—dgp ra’.

1958. H X% + y integraly ~ hasaplamaly, bu  yerde
S

S ust X’ +Yy® <z<1 jisimin aracigidir.
Coziilisi. Integrirlemek konusyn gapdal iisti we esasy boyunga amala
asyrylyar. Sonun {igin

I :'['l[(x2 +y2)dS+ g(x2+ yz)dS.

S, konusyn gandal isti, S, bolsa onun esasydyr. S, esas {icin
dS =dxdy.
x* +y?)dS = x + dxd do pzdp——
H( y?) ijl y? ) dxdy = j j .

S, gapdal iistde dS =2 2dxdy. Onda
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2\/_7z

”(x +y?)dS = fjj (X + y?)dxdy =

x+y<1

Sunlukda
I

b
1959. Radiusy R bolan birjynsly yarym sferanyn agyrlyk merkezinin

koordinatalaryny tapmaly.
Coziilisi. Yarym sferanyn merkezini koordinatalar baglangyjynda we

XOy tekizlikde yatar yaly edip, koordinatalar sistemasyny alyarys. Onda

ol yarym sferanyn denlemesi X°+Yy°+z°=R? z>0 gorniisde bolar.

Ustiin  birjynslydygyna gord onun maddasynyn dykyzlygy hemiselikdir.
Seyle hem X, =0, y,=0. Birjynsly o istin agyrlyk merkezinin z,
koordinatasyny tapmaklyk asakdaky formula bilen amala asyrylyar

j zdo
7, =%—.
¢ .[ do
Serte gora ’
x2+y2+22:R2, 220, :\/m,
oz _ ~ Rdxdy

ox 1/ —x%—y? 5)’ 1/ —x?—y? 1/ —x%—y?
Yarym sferanyn merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan R
radiusly tegelekdir.

[z =[[NRF-x-y* Jm [[ oty RS =R

- -1 a(rR - p?)
o e )

=-7R2R* - p° :—7rR(O 2R) =27R%.
0
Onda
7R®* R
ZC=—2=_'
27R 2

1960. Eger, S 0<x<1 0<y<1 0<z<1 kubun iisti bolsa,
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.U(x+ y+2)dS

integraly hasaplamaly.
Cozilisi. Kubun yokarky granynyn (z=1) we asaky granynyn
(z=0) st integrallaryny tapalyn

O ey
O L

11 11
(x+y+D)dxdy + [ [ (x+y)dxdy = [ [ (2x+2y +1)dxdy =3.
00 00

Sunlukda, gozleyan integralymyz mundan ii¢ esse kopdiir:

[[(x+y+2)ds =9.

1961. 2z=x*+y®> parabolanyfi aylanmagyndan emele gelen
paraboloidanyn  x°+ Yy’ =R? silindrit i¢inde galan boleginin {istiinin
meydanyny tapmaly.

Coziiligi.

z=%(x2+y2), 2 =X 7',=Y,

S= ”1 +2'2+2" Pdxdy = J-J.«/1+ x? + y?dxdy.
S D

Bu yerde D oblast berlen istiin xOy tekizlige bolan proyeksiyasy

bolan R radiusly tegelegin meydanydyr. Polyar koordinatalara gegip
alarys:

X=rcosp y=rsing, | =r,

27 R

Szj'd J' 1+r rdr_—|:(1 +R )3/2—1}

0 0

2 2
1962. Eger S {ist X—2+Z— 2—2 =1, 0<z<b konusyn gapdal {isti bolsa
a

(s

birinji jynsly ust integralyny hasaplamaly.
1963. Eger S iist x*+Yy°+1z°=a" sfera bolsa

[[ o +y)ds
S
birinji jynsly ust integralyny hasaplamaly.
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1964. Eger S iist 4y+6x+3z=12 tekizligin birinji caryekde yatyan
bolegi bolsa

”(z+2x+%y)ds

integraly hasaplamaly.
1965. x*+y*+12*=R”® sferanyn z=H tekizlik bilen kesilip alnan
boleginin agyrlyk merkezinin koordinatalaryny tapmaly.

§ 6. Ikinji jynsly ust integrallary

Goy, ginislikde iki taraplayyn endigan S {ist berlen bolsun. Ikinji
Jynsly ust integrallaryny kesgitlemek ig¢in integral jem duzilen
mahalynda Ustiin yokarky boleginin XOy tekizlige bolan proyeksiyasynyn
meydanyny gosmak alamaty bilen, asaky bdleginin proyeksiyasynyn
meydanyny bolsa ayyrmak alamaty bilen alyarys.

Goy, S istde haysy hem bolsa f(M)=f(x,y,z) funksiya
kesgitlenen bolsun. S {isti bolek endigan egri ¢yzyklaryn komegi bilen
S, S,....,S, boleklere bolelin we her bir S, iistde M,(x,Y,,z) nokatlary

alalyn. Berlen funksiyanyn su nokatlardaky  f(M;)= f(x,y;,z)
bahalaryny S, bdleklerin XxOy tekizlige bolan D,

. proeksiyasynyn

meydanyna kopeldip, integral jemi diizelin:
T=> f(M)AD, =) f(x,V; z)AD,. )
i=1 i=1
Kesgitleme. Eger A =maxdiamAD, -0 bolanda, (1)-nji integral jemin

tikenikli predeli bar bolsa, onda sol predele, f(M)="f(x,y,2)
funksiyadan alnan ikinji jynsly st integraly diyilyir we asakdaky
gorniisde belgilenyar:

| = ” f (M)dxdy = jj f (x, y, z)dxdy. ©)
S S
Seyle hem berlen usti yOz we zOx tekizliklere proyektirlip,
[[f0y.2)dydz,  [[ (x,y,2)dzdx @)
S S
ikinji jynsly ust integrallaryny alyarys. Eger-de,

P(x,Y,2), Q(X,Y,2), R(X,y,z) funksiyalar S {iistde kesgitlenen {izniiksiz
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funksiyalar bolsalar, onda ikinji jynsly iist integralyny umumy gorniisde
asakdaky yaly yazyarlar:

I J. Pdydz + Qdzdx + Rdxdy.

S
1. Goy, S dst Oziinin anyk denlemesi bilen berlen bolsun:
z=12(xy), (xy)eDb,

Z z

bu yerde z(X,y) funksiya we onun pzz—, q =% hususy Oniimleri
X

izniiksiz funksiyalardyr. Onda asakdaky formula dogrudyr:

[ fx.y. 2)dxdy = [[ £ (x, y,2(x, y))dxdy. 3

2. Eger S ist Ozinin parametrli denlemesi bilen berlen bolsa,
z=2(x(u,9),yUu,9)) =z(u,9),
onda asakdaky foormula dogrudyr

jj Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
S
- ”[Pcos(n, x) +Qcos(n, y) + Rcos(n, z)|VEG — F*dud 9, @
D
bu yerde
cos(n,X) = A , cos(n,y)= B ,
JA?+B*+C? VA? +B?+C?
cos(n,z) = ¢ )
JA2 1 B2 1 C2
oy o o X ox o
_|ou ou _|ou ou _|ou ou
Ma @ Pla of “Tlx )
09 089 0% 08 09 09

JEG-F? =+A? + B2 +C2.
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1966. Eger S iist x*+y?=1z°(0<z<h) istin dasky tarapy bolsa
| = ”(y —z)dydz + (z — x)dzdx + (x — y)dxdy
S

ikinji jynsly st integralyny hasaplamaly.
Coziilisi. (4) formulanyn esasynda alyarys

| = [[[(y—2)cosa+(z—x)cos B+ (x—y)cos y]ds.

Berlen iiste gecirilen birlik normal bilen Oz okun arasyndaky
bur¢un kiitek bur¢dugyna gora, asakdaky formulalardaky kok belgisinin
ontine ayyrmak alamatyny goyyarys.

!

-7’ —Z
cosa = X , cos f3 = 4 ,
+ 1+ 27 +2)? J_r\/1+ 2} +17,7
1
CoSy = :
i\/l+ 2’ +1,?
Seyle hem
7=4X*+Yy?, z)’(:i, Z;:X, (z=0),
z z
I+ +27 = J2,
onda
cow—i cosﬂ—i COSy =———
V2’ 22’ V2

Tapylanlary (4) anlatma goyup, ds= x/dedy denligi ulanyp, {ist
boyunga ikinji jynsly integraldan ikigat integrala gegelin:

| — H (y—Z)x+(z—ZX)y+(Y—x)dedy:2 “ (y — x)dxdy =

X?+y?<h? x2+y?<h?

2z h 2z

i 5 2,37,
= 2] (—cos¢@+sin (p)dgojp dp= §h I (sinpcosp)de =0.

0 0 0

1967. Eger S iist x>+ Yy®+z°=a’ sferanyn dasky tarapy bolsa,
| = H xdydz + ydzdx + zdxdy
S

ikinji jynsly ust integralyny hasaplamaly.
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Coziligi. Integrala garalyn:
I, = ” zdxdy
S
Bu integraly sferanyn asaky tarapy we yokarky tarapy boyunca
alnan iki integrlalyn jemi goOrniisinde yazyp bolar. Olary degislilikde
S, weS_ bilen belgilalin:

I =_” zdxdy + ” zdxdy.
S, S_

S, ustde z=+a’-x*- y2 denlik, S ustde bolsa

z=—Ja’—x*—y® deinlik yerine yetyir. S, fiistiin XxOy tekizlige bolan
proyeksiyasyny D bilen belgildlin. Sonun {iigin

l, = ZJ.J.«/aZ —x? —yzdxdy:22fd¢>j‘p«/a2 —-pidp=
D 0 0

4 2 2 3 4 3
—r(@ —p°)? =—ra’.
37@ =) 73

Belli bolsy yaly
H xdydz = H ydzdx = 1,.
S S
Sunlukda,
| =4ra’,
1968. Eger S iist X +Yy*+z°=a sferanyn dasky tarapy bolsa
” x*dydz + y*dzdx + z*dxdy
S
ikinji jynsly ust integralyny hasaplamaly.

1969. Eger S ist x=0, y=0, z=0, x+y+z=a tekizlikler bilen
caklenen tetraedryn dasky tarapy bolsa ” yzdydz + xzdzdx + xydxdy ikinji
S

jJynsly ust integralyny hasaplamaly.
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XVI BOLUM
DIFFERENSIAL DENLEMELER

Birinji tertipli differensial denlemeler

§ 1 Esasy disiinjeler. Uytgeydn ululyklary ayyl-sayyl edilyin
differensial denlemeler

Baglanysyksyz iiytgeydn ululygy, ndbelli funksiyany we onun
ontimlerini (ya-da differensialyny) baglanysdyryan denlemi differensial
denleme diyilyar. Eger baglanysyksyz iiytgeyan ululyklaryn sany bir bolsa,
denlemid ady differensial denleme, eger iki ya-da ondan kOp bolsa
denlemd hususy Oniimli differensial denleme diyilydr. Denleméd giryin
oniimin yokarky tertibi differensial denleménin tertibini kesgitleyar.

Bu bolimde F(X,y,y)=0 gorniisddki ya-da Oniime gord ¢Oziilen
y'=f(X,y) gornisdaki birinji tertibli differensial denlemelere gararys.

Denleméni toZdestwa Owiirydn, oniime eye bolan y=¢@(x) funksiya
differensial denleménin ¢oziiwi diyilyar.

Eger-de, hemiselik C sana bagly y=¢(X,C) funksiya asakdaky
sertleri: a) hemiselik C sanyn erkin kesgitli bahalarynda differensial
deilleméni; b) Yy|,., =Y, serte bagly C=C, l¢in y=¢(x,C,;) funksiya
baglangy¢c serti kanagatlandyryan bolsa, onda ol funksiya differensial
denleménin umumy ¢oziiwidir. Eger-de biz y=¢(x,C) umumy ¢oziiwde
C =C, bahany goysak Yy=¢(X,C,) hususy ¢oziiwi alarys. Hususy ¢oziiwe
degisli ¢yzga integral egri diyilyér.

Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilydn differensial denlemeler
umumy gorniisde asakdaky yalydyr:

f,(x) £, (Y)dx+ ¢, (X)¢, (y)dy = 0.
Eger  f,(X), f,(y), ¢.(X), ¢,(y) funksiyalar nola den bolmasa,
denleméni f,(y)- @ (X)#0 kopeltmek hasylyna boliip,

fl(x) dX+ ¢2(y) dy — 0
@ (X) f,(y)

denlemini alyarys. Bu denligi integrirlemek

Ifl(X)dX+ ¢2(y)dy:C
@ (X) f,(y)

495



baglanysyga getirydr. Bu bolsa denleménin ¢oziiwidir.
1970. Fizikadan belli bolsy yaly, t wagtda yokardan erkin gagyan

jisimin tizligi 9=gt (g=9,81m/sek®) formula bilen kesgitlenyir. Onda
Y, beyiklikden erkin gagyan jisimin t wagtda yerden nige uzaklykda
boljakdygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Koordinatalar baglangyjyny yerin tekizliginde yerlesdirip,
Oy oky bolsa dik yokaryk ugrukdyralyn. Onda tizlik wektor ululyk
bolup dik asak ugrykdyrylandyr we onun Oy oka bolan proyeksiyasy

—gt dendir. Seyle hem, tizlik gegilen yoldan wagta gord alnan 7

oniimdir. Bu anlatmalary biri-birine denldp alyarys (/09-njy ¢yzgy):

lg;

0 X

L
}!‘

.
o

109-njy ¢yzgy

dy
—=—gt, dy=-gtdt.
at g y=-0
Bu denleméni integrirlalin:
ot®
=——+C
y 2

C sanyn erkin baha eye bolyanlygy iicin tiikeniksiz ~kop
funksiyalary alarys. Bu funksiyalardan t=t;=0 bolanda y=1Y, serti

kanagatlandyryan funksiyany tapalyn: C=Y,.
Sunlukda, yokardan erkin gagyan jisim kesgitli t wagtda yerden

2

y=—7+ Yo

uzaklykda bolar.

496



1971. Berlen egrinin erkin nokadyndan gegirilen galtasyanyn burg
koeffisiyenti M (X,y) nokadyn absisasyna den bolan N(-2,3) nokat

arkaly gecydn egrinin denlemesini yazmaly.
Coziiligi. Belli bolgy yaly berlen egrinin M (X,y) nokadynda gegirilen
galtagyanyn bur¢ koeffisiyenti j—y dendir. Seyle hem meseldnin sertine
X

gord bu burg koeffisiyent galtasma nokadynyn absisasyna dendir.
Sunlukda,

ﬂ: X, dy=xdx.
dx
Integrirldp alyarys:
X2
=—+C.
d 2
Bu denleme C sanyn erkin bahalary alyp bilydndigine gora
parabolalar maggalasynyn kopliiginin  denlemesidir. Bu kopliikkden

N(-2,3) nokat arkaly ge¢ydnini saylap almak {igin N nokadyn
koordinatalaryny denlema goyalyn:

) Y
3=—( 5) +C, C=1

Sunluk-da, meseldnin sertini kanagatlandyryan denleme asakdaky
gornugdedir:
2

X
=—+1.
Y 2

1972. Tamdyrdan ¢ykarylan ¢orek 10 minutda 100°C-den 60°C -e
cenli sowady. Eger dasky sredanyn temperaturasy 20°C-de saklanyan
bolsa, niage wagtdan son ¢oregin temsperaturasy 25°C bolar?.

1973. t wagtyn dowamynda bakteriyalaryn kopelmeginin tizligi olaryn
mukdaryna  goni  proporsionaldyr. Eger 5 sagadyn dowamynda
bakteriyalaryn mukdary 3 esse kopelen bolsa, bakteriyalaryn mukdary
bilen wagtyn arasyndaky baglanysygy tapmaly.

1974. Goy, kabir t=t, wagtyn pursadynda R, gram radinin barlygy
belli bolsun. Eger radinin dargamagynyn tizligi onun mukdaryna goni
proporsional  bolsa, islendik wagt pursadynda radinin mukdaryny
kesgitlemeli.

1975. Material nokat kébir goni ¢yzyk boyunga (mysal iigin, OX ok
boyunga), 2t tizlik bilen hereket edyir diyelin (t—wagt). Hereket edyin
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nokadyn t=t, bolanda X=X, baslangy¢ serti kanagatlandyryan x=X(t)
hereket denlemesini kesgitlemeli.

1976. Jisim wagtyn kwadratyna proporsional ¢  tizlik bilen
gonicyzykly hereket edyir. Eger baslangy¢ t=0 wagt pursadynda gegilen
yol S=S,bolsa, gecilen yol bilen wagtyn arasyndaky baglanysygy
kesgitlemeli.

1977. Jisim dynglyk yagdayyndan ¢ykyp islendik ¢ wagt pursadynda
v=>5t>+2m/sek tizlik bilen hereket edyir. Jisimin hereket kanunyny we
ilkinji 3 sek. dowamynda gegen yolunyn uzynlygyny kesgitlemeli.

1978. Radioaktiw dargayys kanunyna layyklykda radinin dargayys
tizligi onun N mukdaryna proporsional. Eger 1600 yyldan son radinin
baglangy¢ mukdarynyn yarysynyn galjakdygy belli bolsa, onda t pursatda
radinin nace mukdarynyn galjakdygyny kesgitlemeli.

1979. Goy, egri ¢yzyk (1,2) nokat arkaly gegydn bolsun. Eger egri
cyzyga gecirilen galtasyan goni ¢yzyk y=1 goni ¢yzygy, absisasy 2X
bolan nokatda kesip gecydn bolsa, onun denlemesini yazmaly.

1980. xy’'—y=y® denleminin umumy ¢dziiwini tapmaly.

Coziilisi. Denlemidni asakdaky gorniisde yazalyn:
xy'=y+y® yada x%:y+ y?,  xdy=(y+y®)dx

Bu denleme néibellileri ayyl-sayyl edilydn differensial denlemedir.
Denligin iki bolegini hem x(y+y®)=0 boliip alarys:

dy _dx
y+y' o x

Denligin iki bolegini hem integrirldalin

y __ink

Sunlukda, berlen denlemanin umumy c¢oziwi asakdaky gornusdedir:
Cy

1981.  tgxsin® ydx +cos® xctgydy =0  denlemédnin umumy  ¢oziiwini
tapmaly.

In|y|—%ln‘1+ yz‘: In|x|-Inc, In

X =
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§ 2. Birjynsly differensial deilemeler

Kesgitleme. Eger f(x,y) funksiya
f(Ax,1y) =A"f(x,Y)

denligi kanagatlandyrsa, ona m Olgegli birjynsly funksiya diyilydr. Seyle
hem, P(X,y) we Q(X,y) funksiyalar sol bir Olgegli birjynsly funksiyalar
bolsalar

P(x, y)dx+Q(x, y)dy =0

gornlisdaki differensial denlemelere bitjynsly differensial denlemeler
diyilyar. Birjynsly differensial denlemani

(L

y

gorniise getirip bolyandyr. u=-= ornuna goymany ulanmak bilen berlen
X
denleme nibellileri ayyl-sayyl edilydn differensial denlemelere getirilyar:
y=ux, Yy =xu+u.

Onda (1) denleme asakdaky gOrniisi alyar:

xu'+u = @(u), xﬂmp(u)—u, du =%.
dx p(u)—u X
Integrirlemek bilen alarys:
du
I =Inx+c.
p(u)-u
Umumy ¢ozuwde U =Y goyup, berlen denlemédnin umumy ¢ozliiwini
X
alarys.
1982. ﬂ: 22Xy > denlemini ¢ozmeli.
dx x°+y

Coziilisi. Bu denlemdnin sag bolegi birjynsly funksiyadyr. Yy =ux
ornuna goymany ulanalyn:
dy du du 2u
——=U+X—, U+X—=—.
dx dx dx 1+u
Bu denlemede iiytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edelin:
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dx 1+u?
x u-u®

du.

Integrirlap alarys:

2
inj= [ du+Inc

u-u
ya-da
In|x| = Inju| - In[L—u[-InL+u|+Inc.
Bu yerden > =X denligi alarys. u :% goyup, denleminin

umumy ¢oziiwini alarys: x> —y? =cy.

1983. Berlen O nokatdan ¢ykyan &hli sohleleri berlen ugra parallel
serpikdiriji aynanyn formasyny anladyan formulany tapmaly.

Coziilisi. Aynanyn tekiz kesigine garalyn. Koordinatalar baslangsyjy O
nokatda, Oy oky bolsa berlen ugra parallel yerlesdirelin (//0-njy ¢yzgy).

110-njy ¢yzgy

Bu yerde OM diigyan sohle, ML serpikdiriji sohle, MN normal,
MP gozlenydn egra gecirilen galtagmadyr.
Serte gora ZKMN = ZNML. Onda

ON=0OM, OM =,/x*+y®, ON=0K+KN =0K +KM -ctga =

=0K +m =y +L.
tga y'
Diymek,
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Onda alarys:

Vi+u? -1 udu dy

u+yu' = , =—,
u Vi+u? —(@+u?) Y
1+u?=12%, 2udu=2zdz, 2dz =d_y1
z1-2) vy
—-In(z-)=Iny+InC, Cyzi,
z-1
2 2 2
2’ =1+u? :1+X—2: y +2X .
y y
Sunlukda
2 2
Cy: > y2 , y:X Cl , Cl:£
yo+xt -y 2C, C
Denleméanin umumy ¢O0ziiwini tapmaly.
1984. y' =Y 1. 1985. (x— y)ydx—x3dy =0.
X
1986. (x* + y*)dx — xydy = 0. 1987. yy =2y—x.

y

1988 y' =ex + 2.
X

§ 3. Cyzykly differensial denlemeler

Nabelli funksiya we onun Oniimine gord ¢yzykly bolan denlema
birinji tertipli ¢yzykly differensial denleme diyilyar. Cyzykly differensial
denleme

Y pxy = Q) (0
dx

gorniisde berilydar. Bu yerde P(X) we Q(X) funksiyalar (a,b) aralykda
berlen iizniiksiz funksiyalardyr.

Indi (I) denlemédnin umumy ¢Oziiwini tapmagyn Bernully usulyny
beyan edelin. Coziiwi y=ud gorniisde gozleyéris. Bu yerde u(X) we
9(x) tdze gozlenyan funksiyalardyr. Ony (1) denlemd goyup alarys:
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du
dx
dS

Wy [d‘g P(x)s} - Q).
dx
LP(X)9=0, G=Ce T

E—UCe_IP(X)dX =Q(x), Cdu= Q(x)ejp(x)dxdx
X

Bu denligi integrirlap alarys:

u= %[IQ(X)GIP(X)dX +Cl}.

Sunlukda
y = UG = Cle—JP(X)dx + e—JP(x)deQ( ) JP(x)dx

Bu bolsa denlemédnin umumy ¢oziwidir.

dy y

1989. = x =X denlemdnin umumy ¢ozuwini tapmaly.
X X
Coziilisi. Eger y=u$ bolsa. onda
u'd+Ju _ud_ X, u’9+u(9'—£j: X,
X X
19’—£= 0, u%=x
X
g 9 =0 denlemini ¢ozelin a9 = ﬁ, $=X. $—n bahasyny u'$=x
X X X
denlemi goyup alarys:
u X=X, Uu=x+C
dx

Sunlukda, berlen denlemanin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:
y=(x+C)x=x*+Cx.

1990. Xy'+y=X+1 denleménin X=2 bolanda Y =3 baslangyc

serti kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Bu ¢yzykly denlemedir: y=ud, Yy =u"9+9U. Onda berlen
denleme asakdaky goOrniisi alyar:
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ulsl’Jru’l9+1u19:1+1
X X
ya-da
ul9’+l9(u’+luj:1+1.
X X
Onda
u'+1u:0 we un9’:1+£,
X X
injul=-In|x, u=-1.
X
Sunlukda,
2
i8':1+£, 9 =x+1 S:X—+X+C.
X X 2

Onda denleméanin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:

2
y:uS:E X—+x+C1 :5+1+&.
x\ 2 2 X

Indi baslangy¢ serti ulanyp hususy ¢oziiwi tapalyn:
3=1+1+E, C=2, y=5+1+3.
2 2 X

1991. Garsylygy R, induktiwligi L we elektrik hereketlendiriji giiyji
E bolan zynjyrdaky togun giiyji
I
|_d_|+ RI—E_ "
dt ri(n—r)!

differensial denlemidni kanagatlandyryar. Eger R hemiselik, E =Kt
elektrik hereketlendiriji giiy¢ wagta proporsional artyan bolsa, onda togun
giiyjiinin wagt bilen baglanysygyny tapmaly (///-nji ¢yzgy).

Coziilisi.

PV

R

—
Mnji ¢yzgy
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L%+ RI = Kt differensial denleme ndbelli | funksiya gord ¢yzykly
denlemedir. Goy | =u9, |'=u'9+ud.

Onda bu denleminin umumy ¢ozliwini asakdaky gorniisde yazyp
bileris:

R
1=ug=Kt KL cet!
R R
Baslangy¢ sertleri ulanalyn:
0= —& +C, C= K—IZ_
R® R

Sunlukda, togun giiyji bilen wagtyn arasyndaky baglanysyk asakdaky
gorniigdedir:
1=Kt Kefev )
R R?

1992. %—ZyX:SXZ—Zx“ denlemini ¢dzmeli.
X
Coziligi. Denlemede denligin ¢ep bolegine garalyn: d——2yx=0. Bu
X
denlemédnin y=0 ¢oziiwi bardyr. Beyleki ¢ozliwlerini tapmak ii¢in

nabellileri ayyl-sayyl edip, denleméni ¢Ozelin:

Y _oxdx, In|y|=x*+InC,C>0, y=Ce".
y
Berlen denlemanin ¢oziiwini y:C(X)eX2 gorniisde  gozldlin. Bu
funksiyany denlemi goyup alyarys:

dC(X)e +2xe” C(x) 2xe* C(x) 3x% —2x*,
X

d(;(xx) =e™ (3x*-2x"),

C(x) = Ie’xz (3x* —2x*)dx=x’e +C.

Sunlukda, berlen denlemanin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:

= (C+xe™)e’ =Ce" +x°.
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1993. y__2 y=(x+1)° denlemini ¢dzmeli.

dx x+1

Asakdaky cyzykly denlemelerin umumy coziiwlerini tapmaly.

1994, y'—a¥ - X*L 1995, 35 cost+ ssint =1.
X X dt
1996. y’—%yzexx". 1997. y’=1—1_X22Xy.

1998. xy'+y-e*=0, y=b, x=a

1999. y’—ytgx:i, y=0, x=0.
COS X

2000. y'+ﬂ: X denlemédnin umumy ¢ozliwini tapmaly.
X

dy _ 1
dx xcosy+asin2y

2001. denleménin umumy ¢oziiwini tapmaly.

§ 4. Doly differensially denlemeler

Eger kibir oblastda tzniiksiz M(X,y) we N(X,y) funksiyalaryn

oM oN . .. .
——, —— lUznuksiz ontimleri

oy OX
oM ON
=== M
oy OX
denligi kanagatlandyryan bolsa, onda
M (x, y)dx+ N(x,y)dy =0 ()

gorniisddki denlemelere doly differensially denlemeler diyilyar. Gorniisi
yaly (2) denlemanin doly differensially denleme bolmagy fli¢in (1) sertin
yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. Bu halda du=Mdx+Ndy we

u(x,y)=C berlen denlemanin umumy integralydyr. u(x,y) funksiya

ou_
OX

denlemeler ulgamyndan kesgitlenip bilner.

Eger-de denleminin c¢ep bolegi haysy hem bolsa bir funksiyanyn
doly differensialy bolmasa, onda ol denlemani x kopeldija kopeldip,
onun doly differensially denleme bolmagyny gazanyarlar. Sol halda sonky
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denlemédnin umumy ¢ozuwi berlen denlemanin hem umumy ¢ozuwidir. Ol
kopeldija integrirleyji kopeldiji diyilyar. Eger-de berlen denlemanin
integrirleyji kopeldijisi bar bolup, dine x-e bagly bolsa, onda ol

oM ON

I%dx

H=e
denlik bilen, seyle hem ol y-e bagly bolsa

oM oN

Iu:e_j ayNaxdy

denlnik bilen tapylyar.
2002. ydx+xdy =0 denlemini ¢dzmeli.

Cozilisi. Denlemanin ¢ep bolegini
d(x,y) = ydx + xdy

gorniigde yazalyn. Onda denleme d(X,y)=0 gorniisi alyar. Bu denleméni
integrirldp, onun umumy integralyny Xy =C gorniisde taparys.

2003.  (X*+2xy—y?)dx+(X*—2xy—y?)dy =0 denlemdnin umumy
¢cOzuwini tapmaly.

Coziilisi. Denlemanin ¢ep  bolegindaki anlatmanyn (2) serti
kanagatlandyryandygyny barlalyn:

M (X, y) = x> +2xy—y°, N(X y)=x—2xy—y°
aﬂ:2x—2y, a—N: 2X—2Y.
oy OX

Diymek, %:aa—N sert yerine yetyar. Sunlukda, denleménin c¢ep
X

bolegi haysy hem bolsa u(X,y) funksiyanyn doly differensialydyr:
3
Z—u =X*+2xy—y?, u(xy)=[(+2xy—y*)dx= %+ X2y = y*x+o(y).
X
Bu denligi y gora differensirlalin:
ou

— =X =2xy+¢'(y).
oy

Onda alarys:
X2 =2xy +@'(y) = x* = 2xy — y°,
, 1
PN =-Y" o) =-y'dy=-2y"

Bu alnan funksiyany ornuna goymak bilen taparys:
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x3 1
u(x, y)=§+x2y—y2><—§y3-

Sunlukda, berlen denlemanin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:

x° 2 e 13
— 4+ Xy—-yx—=y° =C.
3 y-y 3y

2004. 2X(1+ N y)dX —X*—ydy =0 denlemini ¢dzmeli.

2005. (3y”+2xy+2x)dx+(6xy+x"+3)dy =0 defileméini ¢ozmeli.

2X y® —3x°
— dx+ 7

y y

Denlemeleri ¢ozmeli.
2007. (X* +y)dx+(x—2y)dy =0.

2006. dy =0 denlemini ¢6zmeli.

2008. (y—3x*)dx—(4y—x)dy =0. 2009. (y*-x)y'=y.
2 2
2010. 2(3xy? +2x°)dx+3(2x%y +y?)dy =0. 20IL %:o.

2012. (I y—2x)dx+(5—2y]dy=o.
y

: 2
2013, (SmyZXerjdXJr(y—S'n dey:O.
y

2

2014 3x%’+(x%’-1)y'=0  dehlemdnin  y|,,=1  serti

kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.

§ 5. Bernulli denlemesi
Eger p(x) we (x) Ulzniiksiz funksiyalar bolsa, onda

y'+p(x)y=a(x)y"
gornlisdaki denlemlere Bernulli denlemeleri diyilyar. Bu gorniisdaki
denlemeler z=y"" ornuna goymany ulanyp, ¢yzykly denlemelere
getirilydr. Bernulli denlemesi y=u(x)$#(x) ornuna goyma bilen hem
cozulip bilner.
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2015. %+l= xy® denleminin umumy ¢dziiwini tapmaly.
X X

Coziilisi. Taize y ' =z nibelli funksiyany girizelin —y?y =2'.
Onda berlen denleme asakdaky gorniisi alyar:
iy
X
Bu bolsa ¢yzykly denlemedir. z=u9, z'=u'9+3u.

—u&9—u[8’—£j =X,
X
9

9 —-——=0, U9=-X, =X, U=-X+C.
X

Onda z=X(C—-x). Sunlukda, berlen denleménin umumy ¢oziiwi

asakdaky gorniisdedir: 1 —X*+Cx, Yy (CX — X ) =1.
y

2016. % +xy=xy® denlemini ¢dzmeli.
X

Denlemeleri ¢ozmeli.

2017, Yioy—ery?, 208 VYo y2ing
dx dx x

2019. xdy =(x°y*-2y)dx.  2020. yy'—4x—y’\x =0.

2021 ' +xy=x%)° 2022. (1-x*)y'—xy—axy’ =0.

2023, (yInx—2)ydx=xdy.  2024. y—)'cosx=y*cosx(1-sinx).

§ 6. Yokary tertipli differensial delemeler

I. Umumy dusiinjeler. n—nji tertipli differensial denlemelerin umumy
gorniisi asakdaky yalydyr:

F(x, AR y(")): 0. (1)

n—nji tertipli Oniime gora ¢ozillen differensial denlemeler asakdaky
gorniisde yazylyar:

Y =06y Yy ey ) ()
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Bu denlemede x argument bolup, y bolsa ndbelli funksiyadyr. Bu
denlemelerin umumy c¢oziiwleri n sany hemiselik sana baglydyr:

y=¢(xC,C,,...C,).

Umumy ¢oziiwden Kkesgitli sertleri kanagatlandyryan hususy c¢oziiwi
almak ii¢in baslangy¢ sertleri ulanmaly bolyar. Yagny x=x, bolanda

funksiyanyn we onun (n—l) -nji tertipli oniimlerinin bahalary berilyar:

Vo, <oy X=X = Yoo V' x = ¥ 2)

Umumy ¢oziiwi (n—l) gezek differensirlap we (2) sertleri ulanyp,
C.C,....C
l. Eger denleme Yy

sanlary tapmak ligin n deflemeler sistemasyny alyarys.
(n)

n

= f(X) gOrniigde berlen bolsa,
y= J.de‘J‘ f (x)dx+C X" +Cx"? +...+C,.

2. Eger differensial denleme Yy ululygy anyk gorniisinde saklamayan
bolsa, yagny F(x,y,y")=0 onda, y'=p ornuna goymany ulanyp,
denleménin tertibi bir birlik kemeldilyar:

F(x,p,p)=0.

3. Eger differensial denleme X ululygy anyk gorniisinde saklamayan
bolsa, yagny

F(y,y,y") =0,
dp

onda Yy'=0p, y”=d— p ornuna goyma ulanyp denleminin tertibi bir
y

birlik kemeldilyér:

dP
F(y, p, pd—J:O.
y

2025 y' =cosx denlemini ¢ozmeli.
Coziilisi. Yzygiderli integrirldp alarys:
y" =sinx+C,,
y" =-cosx+Cx+C,,
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x® X
y’=cosx+C1€+Cz7+C3x+C4,

4 3 2
X

. X X
y =sin x+C1§+C2€+C3?+C4x+C5.

w0=0,Y],r=3 baslangy¢

sertleri kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.
Cozilisi. y'=p, y'=p
(1+ xz) p'=2xp,

2026. (1+ x° ) y"=2xy" denleménin Yy

jd—szj'lzfi); In p=|n‘1+x2‘+InC:InC‘1+x2‘,

dy X3
&=C(1+x2), y=Cix+C,=+C,,

Y =C+Cx*, y"=2Cpx.
Bu Oniimlerin bahalaryny berlen (1+ x° ) y"=2xy" denlema goyup,
tozdestwo alyarys:
(1+ x2)2C1x = ZX(C1 +Cx° )
3

Sunlukda, y=Cx+C; %+ C, berlen denlemédnin umumy ¢oziiwidir.

Indi baglangy¢ sertleri ulanyp, hususy ¢oziiwi tapalyn:

3
y|x=0 :C:L-O-l—ClO?—I—C2 :O,C2 :O,

y'|,,=C,+C,-0=3,C, =3.
Onda, y=3x+ x® denleméanin hususy ¢oziiwidir.
2027. y" = ()(1—21)3 denleménin
Yo =LY |[10=2Y"|,00=1

baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.
Denlemeleri ¢ozmeli.

2028. y"= % 2029. y" =cosx.
2030. y"=x. 203L y"+ y'tgx =sin 2x.
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2032. y"=4cos2x denleménin umumy ¢Ozilwini we

y =0 0’ y’|x:0= 0

baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.
2033. y"=xsinX denlemédnin umumy ¢ozuwini tapmaly.

2. F [X, y" Y, y(“)] =0 gornusdiki denlemeler. Gorniisi yaly bu

gorniisdaki denlemeler y funksiyany we onun (n—l) tertibe ¢enli
ontimlerini 6ziinde saklamayar. Seyle differensial denlemeleri ¢6zmek iigin
p(x)=y" Y belgilemini girizip, biriiiji tertipli F(x, p,p')=0 defilemini
alarys. Bu yerde p(X) nabelli funksiyadyr. Eger n=2 bolsa,
F(x,»,»")=0 differensial denleme y funksiyany oOziinda saklamayar.
Bu halda hem y'=p belgilemini girizip, birinji tertipli F(X, p,p’)=0
denlemani alarys.
2034. xy" -y =x’e* denleminin umumy ¢oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Bu denleme y Oziinde saklamayar y = p ornuna goymany
ulanyp, p(X) nabella gora birinji tertipli differensial denlemani alarys:
xp' — p = x%".
Denleméni ¢ozelin: Goy p=ud bolsun. Onda p'=u"9+ U,
x(u'9+ud’)-ug=x’",
u'gx+u(9x—9)=x%"

a4 X—3=0 denlemini ¢ozelin:
dx
Id—'g % Ing=Inx, 9=x.
g7 X
u(x) funksiyany tapalyn:
Wy x= x’¢*, du=e*dx, u=e*+C,.
dx
Sunlukda,
p=(e+C,)x
ya-da

s



j—izx(ex +C1),

2
dy = (xeX +C1x)dx, y= fxexdx+Cljxdx =xe" —e" +C1X?+C2.
2035. Yuwaslyk bilen suwa ¢iimydn jisimin &-tizligi we -
tizlenmesi takmynan asakdaky denlik bilen 6zara baglanysyarlar:

w=9-k3,

bu yerde k,Qg—hemiselikdir. Eger t=0 bolanda S=9=0 bolsa, gegilen
yol bilen wagtyn arasyndaky baglansygy kesgitlemeli.

2
Coziilisi. Belli bolsy yaly @w= C;TZS —tizlenme, 4= (:j_f —tizlikdir. Onda

S bilen t wagtyn baglanysygy ikinji tertipli differensial denleme bilen
anladylyar:

d’s g—k ds
dt’ dt
ds d’s dg
—=9 we =—— belgilemeleri 1rizip, it nabella gora
dt dt> dt s SHp © s
nabellileri ayyl-sayyl edilen birinji tertipli differensial denleme alarys:
09y 09 g
dt g-kd :

Denligi integrirlap alarys:
—%In(g ~k9)=t+C,.

9(0):0 serti ulanyp C, tapalyi:

1
i Ing=C,.
Bu bahany yokardaky denlige goyiip 19(t) gord denlemini ¢ozelin:
1
k
t=In| —9 , 9 ek
g -k g -k

Bu yerden

3:3—?:%(1—5“)..

512



Nabellileri ayyl-sayyl edip, 19(t) funksiya gord differensial denleme
alarys. Ony c¢oziip, taparys:

S(t) :%J.(l—e_kt)dHCz,
ya-da

S(t)= %t +%e_kt +C,.
S(O) =0  serti ulanyp C, —tapalyn:
g9 g
0:F+C2 = C, =z
Bu bahany yokardaky denlige goyup gozlenyan baglanysygy taparys:

S(t):%u%(e_kt —1)..

2036. ay”=—(1+ y'z) denlemidnin umumy ¢Oziiwini tapmaly.

Denlemelerin umumy c¢oziiwini tapmaly.

2037, X%y"+x2y =1. 2039, (L+x?)y"+(y') +1=0.

2038 xy"+y"—x-1=0.

3. F(y,y,y")=0 gorniisdiki defilemeler. Bu gdrniisdiki differensial
denlemeler oOziinde baglanysyksyz iiytgeydn X ululygy anyk gorniisinde
saklamayar. Yy’ = p(y) belgilemani girizip, taparys:

,_90y) _dp_dpdy_dp . dp
dx dx dydx dy dy
Sunlukda, biz asakdaky birinji tertipli differensial denleméni alyarys:
d
F(y, p,pd—p}o.
y

Bu yerde p(y) nabelli funksiyadyr
2040. y-y"—(y)?+(y)*=0 denleminin umumy ¢oziiwini tapmaly.

Coziilisi. Bu denlemidni ¢ozmek fiigin y'=p, y'= p? belgilemini
y
girizip, birinji tertipli differensial denlemani alarys:
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d d d
y-p—b—p?+p=0 L-_—P_
dy y p-p
P Gy
C:—, =
Ya 1-p cy+1
Onda
dy ¢y 1
—= , Yy+—Iny=x+c,.
dx cy+1 Y C, Y ?

Bu bolsa denleménin umumy ¢oziiwidir.
Denlemelerin umumy c¢oziiwini tapmaly.

2041 y-y"—y'(1+y")=0. 2042, y'=1-y"”.

2043. y'(1+y?)=ay".

2044. 2yy"=y'* denlemdnin Xx=-1 bolanda y=4, y' =1 sertleri
kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.

Coziilisi y'=p, y"=poP

@ ornuna goymany ulanyp birinji tertipli
y

differensial denleme alarys:
dp _ dp _

12__1
dyp ydyp

Inp :%In y+InC, p :ﬁcl.
Baslangyc nabelld dolanyp gelelin:

d d
d_i=ﬁcl, T};:Cldx’ 2,/y =Cx+C,.

2yp

Bu denlemanin umumy ¢Oziiwidir. Hususy c¢oziiwi tapmak li¢in
baslagy¢ sertleri ulanalyn:

1 1 9
1:2C1; C]_:E! 2'2:_C1+C2, C2:4+E:E.
Sunlukda,
2
2 yzlx+gzx+9, :M.
2 2 16
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2045. y"-y*=1 denleminin X=% bolanda y=2, y'=2 sertleri

kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.

2046. y"'—y?+y(y-1)=0 denlemidnin Xx=0 bolanda y=1 y =2
sertleri kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.

2047. y"+y=0 denleménin Xx=0 bolanda y=1, Xx=x bolanda
y=-1 gyraky sertleri kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.

Coziilisi. Berlen differensial denlemdnin umumy ¢oziiwi asakdaky
gorniisdedir:

y =C, cosx+C,sinx,

bu yerde ¢, we C, erkin hemiselik sanlardyr. Umumy ¢oziiwe gyraky
sertleri ulanyp, alyarys:

1=C,-1+C,-0, —-1=C,(-1)+C,-O0.

Bu yerden C, =1 alyarys. C, bolsa kesgitlenmin galdy. C, umumy
cozliwe goysak, asakdakyny alarys:

y =cosx+C,sinx.

Diymek, biz tiikeniksiz kop ¢oziiwi aldyk, ciinki ikinji gosulyjynyn
C, koeffisiyenti erkin hemiselik sandyr.
2048. yy'—y?=y* denlemdnin Xx=0 bolanda y=1, y'=0

baslangyc sertleri kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.
Cozillisi. Berlen differensial denleme baglanysyksyz {iiytgeydn X

ululygy anyk gorniisinde saklamayar. y'=p, y"= p% ornuna goymany

ulanyp alarys:
d
yp-E-pt=y.
dy
Biz p gora birinji tertipli ¢yzykly dal denlemani aldyk. Bu

2

denlemini ¢dzmek iigin z = p° tdze funksiyany girizelin. Onda

dy dy
Onda denleme asakdaky gornusi alar
yE—Zz =2y*  yada dz_2z_ 2y,
dy dy 'y
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Bu denleme z gora birinji tertipli ¢yzykly differensial denlemedir.
Ony z=u$ ornuna goymany ulanyp ¢ozelin:

u(d—9—33]+9d—u:2y3, g=y*, u=y’+C
dy 'y dy

denlikleri alyarys. Diymek,
z=y*(y*+C)
ya-da
P =y*(y’+C), p=1yJy +C,.
y'=p goyup alarys:

j—y:iy1/y2+cl.
X

Bu denlemede baslangy¢ serti ulanyp, C, =—1 alarys:
Uytgeyin ululyklary ayyl-sayyl edip denlemini ¢oziip, alarys:

1
arccos—t x=C,.
y

X=0 bolanda y=1 goyup, C,=0 alyarys. Bu yerden,
1
~=C0SX, Y=SECX.
y

2049. yy"—y'? =0 denleminin umumy ¢oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Berlen denleméni

gorniisde yazalyn. Onda
(Iny’) =(iny)
sonky denlemanin iki bolegini hem integrirlap,
Iny'=Iny+InC,, y'=Cy

denligi alarys. Bu denleméani ¢oziip,
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y=C,e™*

coziiwi alarys. Bu hem berlen denlemanin umumy c¢ozuwidir.

2050. yy"+Yy'?=1 denleminin Xx=0 bolanda y=1, Yy =1 sertleri
kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.

2051 y(-Iny)y"+(@+Iny)y*=0 denlemdnin umumy ¢dziiwini
tapmaly.

§ 7. Hemiselik koeffisiyentli ikinji tertipli ¢yzykly
differensial denlemeler

1. Birjynsly denlemeler. a,,a,,a, —koeffisiyentleri hemiselik sanlar
bolan
By +ay' +a,y=0 )
gorniisdaki denlemelere hemiselik koeffisiyentli ikinji tertipli ¢yzykly
birjynsly differensial denlemeler diyilyar.
Eger k;, we k, sanlar
H(k)=ak’+ak+a,=0 ?2)
hasiyetlendiriji denlemanin kokleri bolsa, onda (I) denlemidnin umumy
¢oziiwi degislilikde asakdaky goOrniisde yazylyar:
L k, we k, hakyky sanlar bolsa, k, #K,,

K, x K, x
y=Ce " +Cue 2.

2. k,=k,=k bolsa y=(C, +C,x)e".
3. ki=a+ip , k,=a—-ip, (f#0) kompleks catrymly sanlar bolsa
y =e”*(C, cos fx+C,sin fx).

2. Birjynsly dil denlemeler. Hemiselik koeffisiyentli ikinji tertipli
birjynsly dal

ay"+ay' +a,y = f(x) 3)

denlemanin umumy ¢oziiwini
Y=Y+ y

gornlisde yazyp bolyar. Bu yerde Yy, (1) denleminin umumy ¢oziwi, ¥
bolsa (3) denlemanin hususy ¢oziiwidir.

y funksiya asakdaky yonekey hallarda nibelli koeffisiyentlerin usuly
bilen tapylyar
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L f(x)=e"P,(x), P,(x)—n-nji tertipli kopagzadyr. Eger a san (2)
denleménin hésiyetlendiriji denlemesinin koki bolmasa H(a)#=0, onda
hususy ¢ozilw §=e%Q,(x) gorniisde gozlenilydr, bu yerde Q,(X)
koeffisiyentleri nabelli bolan n-—nji tertipli kopagzadyr.

Eger a san (2) denleminin hésiyetlendiriji denlemesinin koki bolsa
H(a)=0 onda hususy ¢oziiwi §=x'e"Q,(x) gorniigde godzlenilydr, bu

yerde r sol kokiin kratnylygy (r=1ya-da r=2).
L f(x)=e™[P,(x)cos Bx+Q,(x)sin £x].
Eger a+if san (2) denleminin hisiyetlendiriji denlemesinin koki
bolmasa H(a+if) =0, onda hususy ¢oziiwi

¥ =e"[Sy (x)cos Bx+Ty (x)sin Sx]

gorniigde gozleyérler. Bu yerde S, (x) we T (x), N= max{n,m} tertipli
kopagzadyr.

Eger a+if san (2) denleménin hésiyetlendiriji denlemesinin koki
bolsa, H(a+1f)=0 onda hususy ¢oziiwi

§ = x"e™[S, (x)cos Bx +T, (x)sin Bx].

r —hiasiyetlendiriji denlemanin «+if kokinin kratnylygy (ikinji
tetipli denleme i¢in r =1).

2052. y"—-7y'+12y =0 denleménin umumy ¢ozliwini tapmaly

Coziilisi. Hasiyetlendiriji denlemini diizelin  we onun koklerini
tapalyn:

k?-7k+12=0, k, =3, k,=4.
Onda, umumy ¢ozliwi yazyp bileris:
y=Ce¥ +C,e*.

2053. y"-5y'+4y=0 denlemdnin Xx=0 bolanda y=5 Yy =8
sertleri kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.
Coziilisi. Hasiyetlendiriji denleméni diiziip onun koklerini tapalyn:

k?-5k+4=0, k=4, k,=1.
Berlen denleminin umumy ¢oziiwi asakdaky gorntisdedir:
y=Ce* +C,e".
518



Hemiselik C;, C, sanlary tapalyn:
y' =4Ce"™ +C,e*,
5=C,+C,, 8=4C +C,, C,=4, C =1

Sunlukda, denleménin hususy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:

y=e" +4e*.
Denlemelerin umumy c¢oziiwini tapmaly.
2054. 2y"+5y'+2y=0. 2055. y"-9y=0.

2056. y"—-y' =0.

2057. y"+3y'+2y=0 denleménin x=0 bolanda y=1 y'=1
sertleri kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.

2058. y"+12y =7y' denleménin umumy ¢oziiwini tapmaly.

2059. y"+4y'+4y =0 denleménin umumy ¢Oziiwini tapmaly.

Coziilisi. Hasiyetlendiriji denlemini diizelin

k®+4k+4=0, (k+2)*=0.
Bu yerden alyarys k, =k, =-2. Onda
y=Ce ™ +C,xe .
denleméanin umumy ¢oziiwidir.

2060. y"-2y'+y=0 denlemdanin x=0 bolanda y=4, y' =2
sertleri kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.

Cozillisi. k>—2k+1=0 hisiyetlendiriji denlemanin biri-birine den
kokleri bardyr. k; =k, =1. Sonun ii¢in berlen denleménin umumy ¢Oziiwi
asakdaky gorniisdedir

y =e"(C, +C,x).
Hususy ¢oziiwleri tapmak {igin
y=e*(C,+C,x), y'=e*(C,+C, +C,x)
denliklere baslangy¢ sertleri ulanalyn:

4=C, 2=C,+C, C,=-2

Bulary umumy ¢oziiwe goyup hususy ¢oziiwi alarys:

y=e"(4-2x).
Denlemelerin umumy c¢oziwini tapmaly.
206l y"—2ay'+a’y=0. 2062. y"'+2y +y=0.

2063. y"+6Y'+25y =0.
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Coziilisi. k®+6k +25=0 hisiyetlendiriji denlemini diizyiris we onun
koklerini tapalyn:

k, =-3+4i,k, =-3-4i,
bu koklere
y, =e ¥ cos4x, y, =e>*sin4x
hususy ¢oziiwler degislidir. Diymek,
y =e(C,cos4x+C,sin4x)

funksiya denlemidnin umumy c¢oziiwidir.

2064. y"+4y=0 denlemdnin Xx=0 bolanda y=0, y'=2 sertleri
kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.

Cozilisi. k*+4=0 hisiyetlendiriji denleminin kokleri k, = 2i,

k, =—2i sanlardyr. Denleménin umumy ¢oziiwini yazyp bileris:
y =C, cos2x+C, sin 2x.
C, we C, sanlary tapmak Ugin baglangy¢ sertleri ulanalyn:
y'=-2C,sin2x+2C,cos2x, C, =0, C,=1..

Onda denleminin hususy ¢oziiwini yazyp bileris:

y =sin 2x
Denlemelerin umumy ¢oziiwini tapmaly.
2065. y"+4y'+13y =0. 2066 y"+2y'+10y=0.
2067. y"—2y'=0. 2068. y'+7°y=0, y(0)=0, y(1)=0.

2069. y"—2y'—3y=2x+1 denlemédnin umumy ¢Oziiwini tapmaly.

Coziligi. y"—2y'—3y=0 denlemédnin umumy ¢Oziiwini tapalyn. Onun
iicin hisiyetlendiriji denlemini diizelin. k*—2k—-3=0. Bu denleminin
kokleri k =3, k,=-1 sanlardyr. Onda birjynsly denlemédnin umumy
coziiwi asakdaky gorniisdedir:

y, =C.e¥+C,e™

Denleménin  hususy ¢oziiwini Y = AX+B gorniisde gozlilin. A we B

sanlary tapalyn
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y=A §'=0, —2A-3(Ax+B)=2x+1,

-3A=2, -2A-3B=1 A= —E, B :1. Onda y= —2+1.
3 9 3 9
Sunlukda, berlen denlemanin umumy c¢oziwi asakdaky gorntsdedir:
2x 1

y=Ce¥+Ce* ———+=.
3
2070. y"—6Yy'+8y =¢" denlemdnin umumy ¢oziiwini tapmaly.
Cozilisi. y"—6y'+8y=0 denlemdnin umumy ¢oziiwini tapalyn:
k,=2,k,=4.
Sunlukda,
y, =C,e” +Ce"
funksiya ¢yzykly birjynsly denleminin umumy ¢ozuwidir.
y = Ae*

Denleminin hususy ¢oziiwini gorntigde gozldlin:  §' = Ae”,

Ae*—6Ae* +8Ae* =¢*, e* =0,
A-6A+8A=1 3A=1 A:%'

o1 B o
Sunlukda, yzge we berlen denlemidnin umumy c¢ozliiwi asakdaky

gorntigdedir:
y=Ce”+C,e™ + %ex.

2071 y" -5y +4y =x*+1 denleminin umumy c¢oziiwini tapmaly.
Coziilisi. y"—5y'+4y =0 denleménin umumy ¢Oziiwini tapalyn:
k?-5k+4=0, k=1 k,=4. Onda
y, =C.e* +Ce"
birjynsly denlemanin umumy c¢oziiwidir.

Denleménin sag bolegi ikinji derejeli koOpagza m=2, hem-de
gorkezijili funksiyanyn derejesinin koeffisiyenti k=0 hasiyetlendiriji
denlemanin koki dal, sona gora-de berlen denlemianin hususy ¢oziiwini
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y = AX* +Bx+C
gorniisde gozldlin. ¥, ¥ we §" bahalary berlen denlemad goyup alyarys
2A—5(2Ax+B) +4(Ax* +Bx+C) =x* +1
ya-da
4AX? +(~10A+4B)X+(2A—-5B +4C) = X* +1.

Bu yerde nidbelli koeffisientlerin diizgiinini ulanyp A, B, C sanlary
tapalyn:

4A=1, A:E, -10A+4B=0, B :§,
4 8
2A-5B+4C =1 C :%.

Sunlukda

_x* bx 13

Yy=—+—+—.

4 8 4

Onda berlen denlemédnin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisde bolar

x* 5x 13
=Ce +C "+ —+=4+=,
y=4 2 4 4
2072. y"+2Yy +y=e* denleminin umumy ¢dziiwini tapmaly.
2073. y"+2y'=24x denleménin umumy ¢Oziilwini tapmaly.
2074. y"+4y=2c0s2x denlemdnin umumy ¢Oziiwini tapmaly.
Coziilisi. y"+4y=0, k*+4=0, k, =2i, k, =-2i. Berlen denleminin
hususy ¢dziiwini ¥ =X(Acos2x+Bsin2x) gorniisde gozleyiris. §¥,§" we
§" Ontimlerin bahalaryny berlen denlemede ornuna goyup taparys:
—4Asin 2x+ 4B cos 2x = 20s 2X,
-4A=0,A=0,4B=2,B =%.

Diymek,

<t

=£xcos 2X,
2
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y =C,cos2x+C,sin 2x+%xc032x.

2075. y"—-2y'+y=sinx+cosx denlemidnin umumy ¢Oziiwini tapmaly.

Coziilisi. k°>-2k+1=0 hisiyetlendiriji defileménin k, =k, =1
kokleri bardyr. Onda y"—-2y'+y=0 denleménin umumy ¢oziiwi
asakdaky gorniisdedir:

y=(C,+C,x)e".
Berlen denleminin hususy ¢oziiwini
¥ =Asinx+ A, cos X
gornlisde gozlalin. Differensirlap taparys:
§'=Acosx—Asinx, §"=-Asinx—A,cosx.

y funksiyanyn we Y, Y" oniimlerin bahalaryny berlen denlemi goyup
alarys:

— A sinx— A, cosx—2A cosx+2A,sin X+ A sin X+ A, COSX =Sin X+ COS X
ya-da
1
2

Onda berlen denlemanin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:

—2A cosx+2A,sinx=sinx+cosx, A :—%,Az =

y= (C1 +C2x)eX —%sin x+%cos X.

2076. y"+4y -5y=¢" (COS X—=7sin X) denlemdnin umumy ¢oziiwini
tapmaly.
Coziilisi. Degisli birjynsly ¢yzykly differensial denlemini integrirldlin:

y'+4y' -5y=0, k®+4k-5=0, k =1, k,=-5, y=ce*+c,e”"
Berlen denlemianin hususy ¢oziiwini asakdaky gornusde gozlaris:
y=e*(Acosx+Bsinx).

~, o~

y.Y,Y" Oniimlerin bahalaryny berlen defilemede ornuna goyup,
alyarys:
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e ((—A+3B)cosx—(B+3A)sin x) =e”*(cosx—7sinx).

e*#0 gysdaldyp we cosx hem sinx koeffisiyentlerini denlip, A
we B nabelli koeffisientleri kesgetlemek {i¢in denlemeler sistemasyny
alarys:

-3A-B=-7, —A+3B=1, A=2B=1.
Diymek,
y=e*(2cosx+sinx).
Berlen denleménin umumy ¢oziiwini yazalyn:
y=Ce*+C,e” +e*(2cos x+sinx).
Denlemelerin umumy c¢oziiwini tapmaly.
2077. y"+y -6y = xe** 2078. y"+7y' —18y =e* +e**
2079. y"+y=4xsinx 2080. y" -2y =2xe*(cosx —sinx)
Cozilligi. k?-2=0 hisiyetlendiriji denleminin k =+/2, k,=-2
kokleri bardyr we y"—2y=0 denlemdnin umumy ¢oziiwi asakdaky
gornusdedir:
y, =Ce"? +C,e ™
Su yerde
a=1, P(x)=x, 8(x)=-2x, B=1.
Onda denlemanin hususy ¢oziiwini
§=e*[(AX+B,)cosx+(Ax+B,)sinx |
gorniisde gozlemelidir. Bu funksiyany we Y"
denlemi goyup taparys:

A =1 B =1 A=0B,=0.

oniimin bahasyny berlen

Onda alarys:
§ = xe*sin x +e* cos x.
Sunlukda, denlemédnin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:

y= CleJEX + Cze‘JEX +Xe" sin X + e’ cos x.
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208l y"' -4y +4y =2e* +§ denleménin umumy ¢oziiwini tapmaly.

Cozillisi. k>-4k+4=0 hisiyetlendiriji denleminin Kk, =k, =2
kokleri bardyr. Onda y"—4y'+4y=0 denlemdnin umumy ¢Oziiwini
yazyp bileris:

Yo =(C, +C,x)e™.
Hasaplamalaryn komegi bilen y = x’¢”* funksiyanyn
yrr_4yr+4y — 2e2X

denleméanin  hususy  ¢ozuwidigini, y = XTH' funksiyanyn  bolsa,
y'—4y'+4y zg denlemdnin hususy ¢Oziiwidigini gorkezip bolyar. Onda
berlen denlemanin umumy c¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:

y =(C,+C,x)e” +x%e” +XT+1'

Asakdaky denlemelerin umumy ¢oziiwlerini tapmaly.
2082. y"+13y'+42y =112¢". 2083. y"+9y=60e".
2084. y"+4y'+3y=8cosx—6sinx. 2085 y"+y=12sin2x.

2086. y"+5y'+6y=12. 2087. y"+gy'+y:g+x.
2088. y"+4y=2x". 2089. y"—4y'+5y =2x%".
2090. 2y"+5y' =5x*-2x-1. 200L y"+y=sinx—2e

2092. y"+y=4cosx+(x* +1)e.

2093. y'-2y' =e* +x*—1 denleminin Xx=0 bolanda y= %, y' =1
sertleri kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.

2094. y"+4y=sinx denlemidnin Xx=0 bolanda y=1, y'=1 sertleri
kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.

2095. y"—y =2(1—x) denleminin x=0 bolanda y=1, y'=1 sertleri
kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.
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§ 8. Hemiselik koeffisiyentli yokary tertipli ¢yzykly differensial
defilemeler (n>2)

L Birjynsly denlemeler. Hemiselik a,,a,a,,..,a,— koeffisiyentleri

bolan yokary tertipli birjynsly ¢yzykly differensial denlemelerin umumy
gorniisi asakdaky yaly yazylyar:
™4 ay™ ray™d i ta y+ay=0 (1)
&Yy +ay 2y wta Yy +ay=y,
k" +ak"™ +a,k"?+..+a _k+a, =0. (2)
(2) algebraik denlemad (1) differensial denleminin hésiyetlendiriji
denlemesi diyilyar.
1) Eger k san (2) denlemidnin m sany gaytalanyan koki bolsa, onda
onun m sany ¢yzykly bagly dal ¢oziiwleri bardyr

m-1 . kx

yi=e% v, =xe" .y, = X" e
2) Eger a+if sanlar (2) denlemdnin m sany gaytalanyan Kkoki
bolsa, onda ona 2m ¢yzykly bagly dil c¢oziiwler degislidir:
y, =€ cos BX, y, =e” sin BX, y, = Xe”* cos fXx, y, = xe*sin gx, ...,
Vo = X"8COS X, Y, = X" e sin BX.

2. Birjynsly dal denlemeler
a,y" +ay" +a,y"? +. . .+a y'+ay=f(x) ?3)
denlemanin hususy ¢oziiwi gecen bolimgeddki diizgiinler esasynda

tapylyar.
2096. y"-5y"+6y'=0 denleménin umumy ¢Oziiwini tapmaly.

Coziilisi. Bu denleminin hisiyetlendiriji denlemesini yazalyn:
k® +5k? +6k =0,k (k* =5k +6) =0,
Onun kokleri k; =0, k, =2, k; =3 sanlardyr. Onda (3) formulanyn
esasynda onun umumy c¢oziiwi asakdaky gornisdedir:
y=c, +C,e”* +c,e*.
2097. y" -5y"+4y =0 denleminii umumy ¢dziiwini tapmaly.

2098. y" —y=0 denleminin umumy ¢dziiwini tapmaly.

2099. y" +8y"+16y =0 denleminin umumy c¢oziiwini tapmaly.
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Coziilisi. Hisiyetlendiriji denlemini duzelin: k*+8k*+16=0. Bu
denleminin k, =k, =2i we k; =Kk, =-2i kokleri bardyr. Onda

y =(C, +C,x)cos 2x+(C, +C,x)sin 2x.
2100. yV +y' =0 denleminin umumy ¢dziiwini tapmaly.
Coziilisi. Denleminin k®+k =0 hisiyetlendiriji denlemesini ¢dzelin
k(k®+1)=0, k(k+1)(k*~k+1)=0,
k,=0,k, =-1, k*~k+1=0,

LB 1

k==,

2 2 2 2

Onda denlemanin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:

N @J

I
y=C,+Ce " +e? [Cs cos7x+C4sin7x :

k3

Asakdaky denlemelerin umumy c¢oziiwlerini tapmaly.

210L. y"+y=0. 2102. y"-3y"+3y'—y=0.
2103, y" -2y'=0. 2104. yV -2y"+y=0.
2105. y" —a'y=0. 2106. y" +a’y"=0.

2107. y"V +2y"+y"=0.

2108. y"+y'=0 denlemdnin x=0 bolanda y=2,y' =0,y =-1
sertleri kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.
2109. y' —y'=0 denleminin x=0 bolanda y=0,y =1 y"=0,
=1, yV =2 sertleri kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.
2110. y"+2y"+10y'=0 denleménin x=0 bolanda y=2,y' =1,
y" =1 sertleri kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.

m

y

211 y" —2y"+y"=¢* denleminin umumy ¢oziiwini tapmaly.
Cozillisi. k*-2k*+k*=0 hasiyetlendiriji denleminin  koklerini
tapalyn:

k?(k? -2k +1)=0, k*(k-1)"=0,
k=k=0, k =k, =1

Sunlukda, birjynsly denleméanin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:
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Yo =C,+C,x+(C, +C,x)e".
Denleminin hususy ¢oziiwini y = Ax’e* gorniisde gozlilin. Oniimleri
tapalyn:
§' =(2Ax+ AX*)e,
§"= (A +4Ax+2A)e",
§" = (Ax2 +6Ax+6A)eX,
" = (AX* +8AX+12A)e".

Bulary y" —2y”+y"=¢* denlemi goyup A koeffisiyenti taparys:

Onda

y==-¢'
e

Sunlukda, denleménin umumy ¢oziiwini yazyp bileris:

2
y= yo+y=C1+C2x+£C3+C4x+X?jeX.

2112. yV +y” =cos4x denleminin umumy ¢oziiwini tapmaly.
2113. y" —2y"+y" =4(sin X+ COS X) denleménin

y x:0=1’ y’ x=0— 0’ y”

¢cozliwini tapmaly.
Cozilisi.  Birjynsly  denlemdnin  umumy  ¢Oziiwini  tapalyn.

k®—-2k*+k =0 hisiyetlendiriji denleménin k, =0, k, =1, k,=1  kokleri
bardyr. Onda

«~o=1 baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan hususy

Yo = Cl + (Cz + C3X)ex

funksiya birjynsly denleméanin umumy ¢oziiwidir. Berlen denleménin
hususy ¢oziiwini
¥ = Acos x+Bsinx
gorniisde gozlilin. Oniimleri tapalyit:
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¥ =—Asinx+ Bcosx,
y"=—Acosx—Bsinx,
§" = Asin X — B cos X.

Bulary denleminin ¢ep bolegine goyup, taparys:

Asin x—Bcosx+2(Acosx+ Bsin x)—Asin X+ Bcosx=4cosx+4sinx

ya-da
2Acos X+ 2Bsin x =4cos x+4sin x.

Sunlukda A=2, B=2 we
¥ =2C0S X+ 2sin X.
Diymek berlen denlemanin umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:
y=Y,+9=C,+(C,+C;x)e* +2cos x+2sin x.

Baslangy¢ sertleri ulanmak i¢in Yy, y" Oniimleri tapalyn:
y'=[C, +C,;(1+x)]e* +2(-sin x+cosx),
y"=[C,+C,;(2+x)|e* —2(cos x+sinx).

Xx=0 bolanda y=1, y'=0, y"=-1 baslangy¢ sertleri ulanyp, C,C,,C,

sanlary tapmak Ug¢in Ui¢ denleme alarys:
1=C,+C,+2, 0=C,+C,+2, -1=C,+2C,-2.

Bu yerden C, =4, C,=-5, C,=3.

Sunlukda, y=4+ (—5 + 3X) " +2 (COS X+sin X) gozlenydn ¢oziwdir.

Denlemelerin umumy c¢ozuwlerini tapmaly.

2114. yV —y=5e*sinx. 215 yV —2y"+y =X

216, y¥ +y"=x*-1. 27, y"+y" +y +y=xe*

218 y"+2y"+2y'+y=x  deilemidnin  y(0)=y'(0)=y"(0)=0
baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan hususy ¢ozliwini tapmaly.

2119.  y"+2y"+y' =-2¢, y(0)=2, y(0)=1, y'(0)=1 meselinin

¢ozilwini tapmaly.
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§ 9. Erkin hemiseliklerii wariasiya usuly.
(Lagranzyn usuly)

Cyzykly birjynsly didl denlemédnin umumy ¢Oziiwini yazmak {i¢in in
bolmanda onun bir hususy ¢Oziiwini bilmegimizin zerurdygyny goryaris.

Cyzykly birjynsly dal denlemianin hususy c¢Oziwini tapmak meselesi
kop halatlarda sol denlemanin 6z gornlsine baglydyr. Eger-de, meselem,
¢cyzykly birjynsly didl denleménin koeffisiyentleri hemiselik bolup,
denlemanin f(x) sag bolegi kesgitli gorniise eye bolsa, onda bu
denlemdnin  hususy ¢Oziiwini tapmagyn has yonekeyrdk usulyny
gorkezmek bolar. Bu usul asakdaky gorniisdedir. Yonekeylik {i¢in ikinji
tertipli

a,y"+ay +ay=1f(x)

denlemd garamak bilen c¢akleneris. Bu wusulyn Ozeni, ¢yzykly birjynsly
denleménin umumy ¢oziiwine, yagny y=Cy, +C,y, giryain C, we C,
hemiselikler iytgeyarler. Cyzykly birjynsly didl denleménin ¢Oziiwini
tapmaga gegilende, olar C,(x),C,(x)  funksiyalar bilen ¢algyrylyar.

Nébelli C,(x) we C,(x) funksiyalar bolsa

{Cl,(x) y1+C; (X) y, =0,
Ci(x)yi+C5 (%) ¥z = f(x).
denlemeler sistemasyndan tapylyar.

2120. y"+y=tgx denleménin umumy ¢bziiwini tapmaly.

Cozilisi. y"+y=0 birjynsly denleménin k>+1=0 hisiyetlendiriji
denlemesinin k; , =+i kokleri bardyr. Bu defleménin umumy ¢dziiwini
yazalyn:

y=C,cosx+C,sinx.

C,,C, sanlary tapmaklygyn sistemasyny duzelin:

C/cosx+C,sinx =0,

{—Cl'sin X+ C, COS X = tgx
sistemany ¢oOziip, taparys:

_sin®x
COS X
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Onda

dC, sin’x dC, .
=- : =sinx,

dx COS X dx

sin’ x X
C = j dx = J'(cosx——jdx smx—lntg(4 Ej
CZ:jsinxdx=—cosx+Az.

+Cy,

COS X COS X

Sunlukda, berlen denlemanin umumy c¢oziiwi asakdaky gornusdedir:

yz[sin x—Intg (%+%)+Cl}cosx+[—cosx+C2]sinx:

=C, cosx+C,sinx+cosx-In|ctg (%-ﬁ-%]‘
Denlemelerin umumy ¢oziiwini tapmaly.
X
2L xy"+ Y = X2 2022, y -2y’ +y=,
X
Lagranz usulyny ulanyp, denlemelerin umumy c¢oziwini tapmaly.
—-X
A2, Y12y 4y = AAM, Y +y=—
X COS X
2125. y'+4y' +4y=eInx. 2126.  y"—y' =e?*cose*.
2127. y'-y'= denleménin x=0 bolanda y=1Yy =2 sertleri

1+¢*
kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.

§ 10. Hemiselik koeffisiyentli ¢yzykly differensial
denlemelerin sistemasy

Asakdaky differensial denlemelerin sistemasyna garalyn:

d
i"'allyl"'aizyz +ota,y, = fl(X)’

d
df+a21y1+azzyz+ Aa,,Y, = f,(X),

dyn
dx

=L ta,y +a,y, +..+a,Y, = f,(X).
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Bu yerde x argument, a,, @,,.. hemiselik sanlar bolup,

Y1 (%), ¥5(X), Y3(X),.... ¥, (X), bolsa baglanysyksyz iiytgeydn x ululyga
gorda nabelli funksiyalardyr. Su gOrniisddki sistemalara hemiselik
koeffisiyentli birinji tertipli ¢yzykly differensial denlemeler sistemasy
diyilyar.

Eger

Y2 (3) 2 (%), Y (X0, ¥, (%) @)

funksiyalary (1) sistemanyn denlemelerine goyanymyzda olar tozdestwa
owrulydn bolsa, onda su funksiyalaryn toplumyna sistemanyn c¢oziiwi
diyilyar.

(1) sistemanyn umumy ¢oziiwi C,,C,,...,C  erkin hemiselik ululyklary
oziinde saklayar. Su ululyklara baha berip sistemanyn hususy ¢Oziiwini
alyp bolyar. Umumy ¢oziiwden hususy ¢oziiwi tapmak ligin

yl X:X()= a1 y yz X:X0= aZ""’ yn X:)(O: a.n
baslangyc sertlerden peydalanmaly bolyarys. Sistemanyn su sertleri
kanagatlandyryan ¢Oziiwini tapmaklyga Kosi meselesi diyilyar.

Birinji tertipli differensial denlemelerin sistemasy bir nabellili bir
differensial denlema getrilip bilner.

Biz bu yerde sistemany c¢ozmekligin beyleki ¢ylsyrymly usullaryna

garamarys.
y'=z
'=-y

2128. Sistemany ¢ozmeli.
Coziilisi. Sistemanyn birinji denlemesini x gord differensirlap taparys:

oy oy
dx*  dx " dx®
Denleminin  k®+1=0 hasiyetlendiriji denlemesinin Kk, =k, = =i

kokleri bardyr. Onun umumy ¢oziiwi asakdaky gorniisdedir:
y=C,cosx+C,sinx.
Onda denlemanin ikinji denlemesi asakdaky gornusi alar:
z .
g—:—Clcosx—Czsmx
X
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ya-da
dz =—C, cos xdx —C, sin xdx.
Bu yerden z tapalyn:
z=-C,sinx+C, cosx.
Sunlukda, sistemanyn umumy ¢Oziiwi asakdaky gorniisdedir:
y =C,cosx+C,sinx
z=-C, sinx+C, cosx

2129. Sistemany ¢ozmeli

y'=y+5x
Z’+y+3z=0
2130. Sistemany ¢ozmeli
& y
dt
d_,
dt
dz
— =X
dt
SE—2ﬂ+4z— y=e X
2131, ddx o
% 1 87-3y=5¢*
dx
sistemanyn x=0 bolanda z=1y=2  baslangy¢ sertleri

kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini tapmaly.
Cozilisi. Ikinji denlemeden Yy tapalyn:

1, _
yzé(z +82-5¢7%).

Ony sistemanyn birinji denlemesine goyup taparys:
7"+17'-21=-4e7%.

Bu denleme z nibelli funksiya gord ikinji tertipli differensial
denlemedir. Onun umumy ¢oziiwini tapalyn: z"+2z'-2z=0 denleminin
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hasiyetlendiriji denlemesinin koklerini tapalyn:
k?*+k-2=0,k =1L k,=—2. Onda bu denleminin umumy ¢oziiwi
asakdaky gornuisdedir:

X —2X
z=Ce"+Ce .

Birjynsly ddl denleménin hususy ¢oziiwini Z =Ae™™  gorniisde
gozlalin.
Onumleri tapalyn:

7'=—Ae, 7"=Ae™.

Bulary denlemid goyup taparyss A=2. Sunluk-da, denlemanin
umumy ¢Oziiwi asakdaky gorniisdedir:

-2X

2=Ce"+Ce ™ +2e.

7' =ce*—2c,e® —2e™ deiligi ulanyp, y= %(z +82-5¢) denlikden y
tapyp bileris:
y =3cCe* +2C,e " +3e".
Diymek, sistemanyn umumy ¢oziiwi asakdaky yalydyr:
2=Ce*+C,e ™ +2e7*,
y=3C,e* +2C,e " +3e7*.
Baslangye z ‘ w=0=1, y‘ «=0=2 sertleri ulanyp hususy c¢oziiwi
tapalyn:
1=C,+C,+2, 2=3C,+2C, +3,
C, =1C,=-2
Sunlukda, sistemanyn hususy ¢Oziiwini yazyp bileris:
z7=e"-2 +2e7
y=3e" -4 +3e*

Y =y+zZ+X

2132.
7'=-4y-3z+2x
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sistemanyn y‘XZozl, Z‘X:o:O baslangye¢ sertleri kanagatlandyryan hususy

¢cOziiwini tapmaly.
dx

—=Vy+7z,
a J
2133, %=x+z,
dt
%—x+y
dt '

sistemanyn umumy ¢Ozuwini tapmaly.
Coziilisi. Birinji denleméni t gora differensirldlin:

d’x dy dz
—=——4+—=(X+2Z)+(X+Y),
dt* dt dt( )+ (x+y)
2
X
— =2X+Y+1Z
dt? y
2
%: y+z we d—tZ(:ZX+ y+2z denlemelerden taparys:
2
% & x=0.
dt® dt

Bu denleméni ¢oziip, alarys:

—t 2t
x=Ce +Ce”.

Onda
% =—Ce ' +2C,e%,
dx = 2t
y:E—z =-Ce +2Ce" -1z

Sistemanyn {icunji denlemesine X we Yy bahalaryny

tapmak Uc¢in denleme alarys:

E+ = 3C2e2t.

Bu denleméni ¢oziip, Z taparys:
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z=Ce " +C.e"
Onda
y=—(C,+C,)et + CzeZt.
Sunlukda, sistemanyn umumy c¢oziiwi asakdaky gorniisdedir :
X = Cle_t + CzeZt,
y=—(C,+Cy)e™ +Ce?t,

= C3e_t + C2e2t.

2134. {Z" f y’ sistemanyn umumy c¢Oziiwini tapmaly.
% =y+1]

2135, dt
Y X+1.
dt

sistemanyn t=0 bolanda Xx=1, y=1 baglangyc sertleri kanagatlandyryan
hususy ¢oziiwini tapmaly.

%:X—Zy,
2136, d;

L =x-y.

a Y

sistemanyn umumy ¢oziiwini we t=0 bolanda x=1, y=1 sertleri
kanagatlandyryan hususy ¢Oziiwini tapmaly.
Sistemalaryn umumy ¢oziiwini tapmaly.

%_d_yJFBXzSint "—4y—7
2137, dt dt 2138. {y J

“ 7'=22+y

— +y =cost

dt

y=z7-y y'+z=0
2139. 2140.

Z,:_y_SZ Z'+4y:0

y'+2y+z=sinXx
2141
Z'—4y—2z7=cosX
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JOGAPLAR

I BOLUM

4. /97 .5.1) 13, 2) 3, 3) 5, 4) 10, 5) 13. 6. 5+/5. 7. S=0, A, B, C nokatlar bir

12. C(0,7). 13. A(-3,1). 14. /26,17 ,/41.

goniide yatyarlar. 8.

1

V13’
(3 7) ( 1) (13 16) (11 7) ( 5 )

15.1) | 2=~ |, 2) 3) 4| =,~|16]-2,0]
2" 4 2 55 5'5 3

T T T 3
17. 1) Z 2) E 3) 0, 4 5 5) arctg[—zj. 24. )y=X, 2) y=-X

Ne

3y="3% 4y=0. 25 5 26 (18, (L9 (10). 27 a)%, b)0, c)%.

28.y—-7=0, x-5=0.29. 3x—-4y+10=0, 4x+2y+5=0.
30. 4y+3x—-1=0. 3L a) parallel; b) perpendikulyar. 36. 1) X—y+1=0,
2) y+5=0, 3) 4x+3y=0. 37. 1) 3x-4y+12=0, 4x+3y+16=0, 2x-y-2=0;
2) 7x-y+3=0; 3) x+7y+4=0; 4) x-y+4=0. 38. 3x+4y-16=0,5x+3y-1=
=0,2x-y—-7=0. 39. BC Il DA, 3x-5y+5=0,x-y=0,y-1=0.
40. a) yatyar, b) yatmayar. 41. 4x+9y-22=0, x+5y=0,3x+4y=0.

42.x—y=0,5x+3y—26=0, 3x+5y—26=0. 43, 1)—4%:1

X ¥y . X'y X Yy _
2)—+-—=—=1; d—+==14)—+—=1. 47. 48. 48. d=8. 50.
)" s 5T AT T
3 2
_2X oy 4 =0, b)— L_i_o )__ __i
RNGTRNCT RN FE R VEEE
51. \/E ﬁ —.52. 5,2. 53. w,5,d,g — normal formada, @) -1
)% g ﬁ
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kopeldilenden sofra normal formada yazylyar. 54 2+/10.55 B nokat 58. 1)
25, 2) paallel, 3) (-1,4). 60. 8x+y-59=0, 2y-11=0, y-3=0, H(7.3).

61. A(%,%), B(6,0), C(2,~4). 62. 3x+y-11=0, x-3y+3=0,
A1X+Bly+C1 i A2X+BZy+C2 —
JA +B? JA: +B?
64. 20+24/10. 65. 4x+3y+5=0. 70. A(=2,2). 71. A(0,10), B(—/2,—/2),
V2 JE) V2 2 V2 V2

T
7,—7 E(—7,—7), F(—7,7) 72. A(4,€),

0 |.63. 14x+14y-45=0, 2x-2y+35=0.

C(0,0), D(

5(3,—%),0(4\/5,37”), D(2,—%), E(zﬁ,%”), F(7,7). 73. a) kardioida, b)
lic yaprakly bagil. 74. 1) giperboliki spiral, 2) logarifmik spiral, 3)

lemniskata.75.1) p = . 2) p= L 76. 25x+29y-21=0.
CoS @ cos(p—a)

77. 22x+33y-35=0, 5x—y+3=0, 17x+34y-38=0. 78. /3 kw. birlik. 79. x-2=0,

y-7=0. 81. (%,—3—58). 82. x=-2,y=2. 83. @=60". 84 M(-5 -2).

142

85. ~ . 86. 7Tx-3y+20=0 (AB), 3x+7y-8=0 (BC), 7x-3y-9=0 (CD)

3x+7y+21=0 (AD). 87.(-8,0), (—2,—4). 88. 3x-y+14=0, x-5y-14=0, x+2y=0.

89. 14x+14y-45=0, 2x-2y+35=0. 90. M1(2,—%), MZ(B,%). 91. 2x-3y=0,
3x+2y=0. 92. 2x-3y+16=0. 93. 4x+by-23=0. 94. #,x=%,y:§.

95. B,(1,10), B,(~11,10). 96. h=3,8.
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II BOLUM

100. (x=5)°+(y+7)>=25. 10L. (x+2)*+(y-1)*=25. 102. 1) (4, 5), R=7,
1 5 7 i}
2) (-3, 5, R=+/21. 3) (06), R=7, 4) (E'_E)’ R:E, 5) R=0, towerek

yokdur. 103. 1)(x—2)*+(y+5)* =16, 2) (x+3)* +(y—4)* =

=25,3) X’ +(y—4)*=169. 104. (x+1)*+(y—-3)*>=5. 105. 1) Ox ok (0, 0)
we (8 0), Oy ok (0, 0) we (06); 2) Ox ok bilen (3, 0) nokatda
galtagyar, Oy oky (0, 9) we (0, 1) nokatda kesyar; 3) Ox oka (2, 0) nokatda
galtasyar, Oy ok bilen ©, 2) nokatda galtagyar;,
4) galtasmayar. 106. 1) (3, -1), (2, -2) 2) (4, 6) nokatda galtasyar; 3)
kesismeydr. 107. Gegyir. 108 (Xx+12)°+(y+5)°=169. 10. (x+10)°+

Hy+107 =100,  (x+2+(y+2) =4. 112, (x—£)2+(y—g)2=2—25,

(x-g)u(y-gy :%. 117. %Jrg—;ﬂ. 118a) (12, 3) we (9, 4), b) (4, 1.8)
we (3, 2,4). 119. 1) (-5, 0), (5, 0), (0,-3), (0, 3), 2a=10, 26=6; 2) (4, 0), (4, 0),
0, 9), (0, 9), 2a=18, 2b=8. 120. a=2,,b:\/§, F,(-1,0), F,(1,0), £ =0,5.

121. A, E ellipse degisli, B, G ellipisn iginde, C D ellipsin dagynda.

122 x=49. 123 (45+2). 124 4x3#12=0. 125 2a=26, 2&=0,
e=%,|:1(12,0), F.(-12,0). 130. 1) %2-%:1; 2)%2—%:1; 3) %—Z—;zl.

1B. a=+6, b=+8 A(0,-6), A(0,6), F(0,-10), F,(0.10), y:i%x.

2 2 2 2
132 1)y=+ox, 2)y:i&x. B, X1 e XY g
4 3 25 9 32 18
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135 x Y 1, K(-13,0),F13,0 XY 1, F(0,-13), F,(0,13
. T = 1 - 1 ] ) 1 ——t—= ’ y H H .
144 25 1 ), F,(13,0) 12 28 1 ), F,(0,13)

2 2

136. 3x-2y+19=0, 3x+2y+11=0. 137. :_8_y_=1. 138 1) (43 __Z‘f),

8
2 2
(4\/3_, %), 2) kesismeyérler; 3) (lO,—%), (—%,g) 139. %—%:1.
X2 yZ
40. -=1 FR(50.RG0.  A(40.A(0.  B(0-3),
5 3 X2y
B,(0,3),e=—,y=x—X. 141 ———=1. 142. 1) F,(5,0),F, (-5,0),
2( ), &€ 1 y 4 64 36 ) 1( ) 2( )
5 4 9 (x=1)° (y+1)7?
2)e=—,3)y=1t=Xx, x=1t—. 143 1 — =1 x =1, =-2,
2 2
a=5, b=3: 2)(X;1) —(ygl) -1, X, =-La=6,b=15;
(x+3?% |, (x+2)° (y+2)°
3 -y =1 x =-3, =0, a=2, b=l;, 4 - =
) 4 y X Y1 ) 4 1
2 2
=1x =Yy,—2a=2,b=23; 5)(y—22) —(X;rl) =1 x=-1 V=2

hakyky yarym ok Oy oka parallel we V2 de, hyyaly yarym ok 2+/2
den; 6) (x—2)2—(y-3)>=0,x+y-5=0,x—y+1=0. 147. 1) (2, -

6) we (%, 3); 2) (é, 2); 3) kesismeydr, 4) goni simmetriya oka parallel.
148.(%,\/@,(%,—@). 149.F(6,0), x=-6.  150. (0, 0) we (1, 1),
151.x* =14y. 152. F(6,0),x=6=0. 153.y> =4x. 154. M(0, 0), M(18, -24).

155.(2,2@),(%,—2@). 157. (25, 30), (25, -30). 158. (x—7)?=12(y—2).
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163.4x+3y—35=0 ((x—a)(x —a)+(y—b)(y,—b)=r"). 164. 2x-3y+9=0.
20%-21y=0. 166. 1) y—7x=0 we x~y=0; 2) 4x-3y-25=0 we 3x+4y-25=0. 167. x-2y-8=0.
168. y=3, 12x+7y+51=0. 169. 2x-y+12=0.  170.12x—13y+169=0.

171. x+y=0. 172.1) 3x+2y =6,3x—-2y =6; 2)3x+2y+6=0 gegirip
bolmayar. 173.1) X+ y+3=0, X+ y—-3=0;2)galtasyan  goni  ¢yzyk

XZ 2 X2

yok:3) 2x+y+54=0, 2x+y-+/54=0. 174, E—%: S

176. 1) (3, -6) nokatda Xx-y+3=0, (3, 6) nokatda x-y+3=0; 2) y=3x+1,
3) x-2y+12=0. 177. x+y+2=0, 2x+5y+25=0. 178. (9, -6). 179. x+3y+15=0,

12 12

1 1 ) X y
X-3y+15=0. 183.(x—=)*+(y—-=)*=1 towerek. 184.—+2—=1 0O'(1,-1
y ( 2) (y 2) TR 1-1)

ellips. 185. Parabola y =2x, p=1 O'(-1-2), F(—%,—Z). 2) Parabola

2 2

y’:2x’2,p=%, 0'(LY), F(l,%). 189, Giperbola XZ_yTzl' 190 Elips

12 12 2 2 12 12
XY 1022w XY 1 o 20 Y o1 13 Towerk
25 16 4 9 36 30 5
194. Parabola.
III BOLUM

200. 61, -16. 201 a = +I, a = -2. 202. 2b% 203. 1-(b®+ac). 204. -44, -29,
202, b(b*—a*). 205. a) (a-b)atby, b)  (a-b)@*+ab+b’);
d)sin(a - B); e)cos(a+ B); f)sec’a; g)—2; h)0; i)dab; k)-1; 21 a) 4;
b) 0. 213. -190. 215. 18, 180, (a+b+c) (b—a) (c—a)(c—b). 216. 0. 217. a) I;
b) 2; c)2a’(a+x); d)L. 218 a) —1487600; b) —29400000; c) 12; d)

—2(x*+y%). 222. x=5, y=2. 223. Sistema kokdes dildir. 224. X=2, y=1.
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225. x=-2, y=-1 226. tikeniksiz kop c¢Oziiwi bar. 227. Sistema kokdes
daldir. 232. X:%, y=2, Z:g. 233, x=1, y=l, z=l. 234 x=2, y=3, ==l

235.x=bc,y=ac,z=ab. 236. x = 3, y=z=1 237. x=l, =2, z=2.
238. x=2, y=2, 7z=3. 239. x=3, y=4, z=5. 242. x=0, y=0, =0. 243. X=4¢ y=-¢
z=5¢t, t erkin san. 244. x=)-2z y we z erkin sanlar. 245. =0 bolanda x=f,
y=0, z=0, a=2 bolanda x=5¢ y==8t z=2t, t -erkin san. 248. x=l, x,=5 x=2.
249. x=1, x,=2, x=3, x,=4. 250. x=-1, y=3, z=2. 251. x=-1, x,=3, x=2, x,=2.

252. X, =0,x,=2,%, :—%,XA :_% 253. x=5, x,=4, x=3, x=1, x=2. 255. x

=3 y = -L 56. x=2, y=1 257 x=1, y= ==L 258. x=2, y=3, ~=l

1 3 1 2
259. x,=0, x, =2, x3:§,x4:—§. 260. Xl:? X2=—§, X; =2, X, =—3.
IV BOLUM
2 44
265. 13. 266. (00 ) 267. M(g o E) 268. M0,0,7) we MO0,0,17).
269. C(§ = §) D(E,E,Z). 271 (6,3,§). 272, M(-1,7,0,0).
333 333 3

- =
279. AB={2,5-4}. 280.58+4b+C=7i-14j+18k. 28L m*+m+Ll.

25 5

283. 284. 5. 285. <A=%, <B= arccosT ,<C = arccos?.

=1 ~1N

286. ={X =X, Y, =Y. 2, —2,}. 293. -5. 294. 143, 295. 104. 297. 336.

299.

Ny

,%,%. 300. 2/6. 302. 1) perpendikulyar; 2) perpendikulyar dal.

Ja

2

(=Y
N

306. kub. birlik. 307. 14 kwbirlik 31 251 +5j+35K. 312
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S= %\/498 kw. birlik. 313. 1) 11a+b,2)—26i +13]+26k . 314. 8-A=2b>

318. 8 320. 2i +11j+7k (m, F = r xE). 322. A nokat Ox okda B
nokat Oy okda C nokat Oz okda yatyar, D nokat yOz tekizlikde E nokat
xOy tekizlikde yatyar. 323. A(a,b,—c), A (-a,b,c),

8 5 11 14
A(-a.b,~0) A(-a,~b,-0). 324.(0,0.3). 326.0(5, - ). RTAG— )

,B(—l—31,7,—13), D(%,—Z,Z), E(—%,l,—3). 328, % 39, M- M+N

b

+
2 2

m-—n m+n = =
- . b-c-a.

9)1
CT !
01
(=)
+
ol
|
Q)

330.a+b +¢C

SR

%
|A|=«/_‘ 335 13,

3 517 o

336. W=R-S=7. 337. —. 339 % 340. SZT. 341. axb =

/89
{-8,-10,-6), axb=10v2.342 1) 7; 2) 34i-7j+26k; 3) -8); 4) 2(k-i).
344, 22, 345 20 346 -5 347, 104,

322, +/88,/43. 333 AB=

I\Jll—‘

348 o= arccosg ~63°36'349; ¢ = arccos(—%). 350. axb=-7i+3j+k.
351 49 kwbirlik. 352.4/24 kwbirlik. 353. 4 kwbirlik. 354, [4c].

1
355. -—-i+j+k. 35. S =2S. 357. S =-—4105 kw.birlik.
1 2 2

358. —4i+2j-2k; -3i-3j-3k. 359. 15i+5j+25k. 360. U =-424.
36L. 3 kw.birlik. 365. 1 kw.birlik.
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VvV BOLUM

366. R=5; Sfera. 38l. A,BD nokat arkaly gecyir, C nokatdan ge¢cmeyar.
382. x+3y—-2z-5=0. 383. 1) tekizlik Oy oka parallel; 2) tekizlik xOz
tekizlige parallel; 3) tekizlik Oz oka parallel; 4) tekizlik koordinatalar
baglangyjyndan  gegydr; 5)  tekizlik  abssisalar  okundan  gegyar.
384 3x + z=0. 38 x + 2z =0. 386. a) y + 4 = 0, b) #2=0,

387 S+ Y y 21 3 i Z 1 389 3x42y20. Gorkezme.
2 172 2 12
2 3

Berlen tekizlik @ nokat arkaly gecip PQ wektora perpendikulyardyr.
390. 1) 6, 4, 12, 2) 3,15, -5 3) 1, -1, 1, 4) -6, g tekizlik Oy oka

parallel; 5) 0,0,0; 6) 7, oo, o tekizlik y0Oz tekizlige parallel. 391. a) x+5=0;

b) x+3y=0; c¢) 9y—z2=0. 392. x+4y4+52+15=0. 393. g kub. birlik.

Gorkezme. V =%|a||b||c|. 403. (pzarccos%. 404. x-y+2z16=0. 405. 1) (3, -

I, 0); 2) 1 we 3 tekizliklerin biri-birine paralleldiklerine gord, tekizliklerin
kesisme nokady yokdur; 3) Tekiz-liklerin sol bir goni arkaly gegyandigi
sebapli, olaryn kesisme nokady nébellidir. 406. 1) tekizlikler sol bir nokat
arkaly gecyér; 2) Tekizliklerin umumy nokady yok. 407. 1) 9x + 3y + 5z
=0, 2) 22x — 32y + 26z — 17 = 0. 408. 1) Tekizlikler aralleldirler;

2) (p:%; 3)(p=%. 409.y+z=0. 410. (10, 0, 2). 418. a) normal gorniisde;

2 9 6
b) normal gorniisde dal. 419. &=l 420. 1)—x-—y+—z=0;
11 11 11
2 2 11 6 6 7
2) - —X—-——Y+—2-4=0; 3)-—x+—++—2-3=0.
3 15 15 11 11y 11
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421. d = 10; 422. 1) d = %, d = 0 nokat tekizlikde yatyar;

3) d=4; 423. &=1. 424. MO, 0,), M (0, 0, 3). 425. x-2y+271=0, x-2y+223=0.
426. (0, -2, 0). 427. x+z=0, x—y—z-1=0. Gorkezme. Gozleyin tekizligimiz
berlen tekizlikden den daslykda bolan nokatlaryn geometrik kopligidir.
433, 2x+3y+5z-4=0.434.3x-4y+2-23=0. 435 (x-1)-2(y-2)+
+3(z+3)=0. 436. 4x+y-2z-3=0. 437 a) A(x-1)+B(y-1)-
—2(A+2B)(z-1) =0, bu yerde A, B bir wagtda nula den balmadyk erkin
sanlar;, b) 2(x-1)+4(y-1)+(z-1)=0. 438. x—-4y+5z+15=0.

439. x+y-z+2=0. 440. x+2y-z-8=0. 441 9x-y+7z-40=0.
442.3x -4y —-32+4=0.443.3x+3y+2z-8=0. 444, Ar=3. Gorkezme.
Beyikligi 5, bolan A,BC nokatlar bilen kesgitlenydn tekizligin
aralygyndaky uzaklyk hokmiinde garamak mumkin.

2)x+1_y—4_ z Xx+1 y-1 z+3
1 3 11 ' 1 -3
z=-3+4t. 461. X==1+t,y=-2,2=2.

, X==1+t, y=1-3t,

x+7:y+4:z—5 463, x—1:y+5:z—3.

462. .
2 -6 9 1 N/

72
464.c08 = 2.
T

.467.005a=£,cosﬁ=1,cosy=£

57
/3786 11 11 11

465. ¢ = % 466. OS¢ =

468, . 169, X_Y _Z 4 XZ2_y+5_2-3
3 -2 11 4 -6 9

X_Y_2
4 -1 2
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_ _ Xx—2=0 -2 3 z-3
g, XY 24y XL _yrs -9
2 3 7 y+5=0'" 11 17 13
a3, XL Y3 295 g, X22 ¥yl zHl s XY 2
2 4 5 1 1 0 -3
ate, XZL1Y¥=2_ 24l gy X2 ¥-3 271 4 q-23)
4 5 1 3 3 1
483, X:: y2+1=2;2. 484, A(-17,5,0),B(2,0,2),C(0,5,1).
ags, X22 YL 2Hl oty — 144t z=-1+6t
1 4 6
436, x—2:y—4:z+1. 487 x—1:y+1: 2—3.
5 1 6 13 8

489. a)x=-t,y=0,z=t. b)x=t,y=t+1,z=-3t-1. 490. 1) goni ¢yzyk
koordinatalar baslangyjyndan gegyér; 2) Oz oka parallel;

3) Ox oka parallel; 4) Oy ok bilen gabat gelyir. 498. M (—Z % —Z)

499. M (~1,-0,4,0,4).500.(2,3,1) 502. (1, 7,~1). 503. M (6,5,4).

504. ¢ =arcsin L 505. @ =arcsin é—i 506. =217

1143
507. sinp=0,248, p =14°4". 508. 5x—-3y—-9=0.509.9x+8y -6z =0.

510. A=l 512 (5,-L10). 513 (——,—— 20y s X9 _y¥l_Z
13" 13'13 TR

X-3 y+2 1-4
5 3 7

X+2 y-2 7+3
2 —4

315.

. 516. a) yatyar; b) yatmayar; c) yatmayar.

517. , X=—2+4+2t,y=2-4t,7=-3+5t.
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518. 16x—-27y+14z-159=0. 519. 23x-16y+10z-153=0.

520. x+y-z+15=0. 521.d =3. 522. d =~/22. 523. %.

524. 2x+y=0. 525. (1,4,7). 526. arcsin%. 527. (0.0,-2).

528. A'(8,-2,0); Gorkezme. A nokadyn tekizlige bolan B proeksiyasyny
tapmaly. B nokat AA’ kesimin ortasydyr. 529. d=I13. 530.

X22_ Y T sy n@212). sk X2o¥y=8_ 271
74 57 110 3 0 1
s3, XY _Z 53 X208 _y-46_z+4

33 26 27 7 4 3

535. —7x+8y+2z+23=0.536.17x-132y-16z-10=0. 539. (x—-1)*+
+(y+2)°+(z2-4)°=9. 540. X*+(y—-4)°+z°=9. 542. (x-1)°+(y+1)°+
+(z+1)°=27. 543. X’ +y*+17° —4x+y-27=0. 545. C(1,-2,2),R =4.
546. 1)(3,-4,-1),R=4;2)(-1,2,0),R=3. 548 (x+2)*+(y-4)*+
+(z-5)°=81. 552. R=3, Tegelek silindr. 553. Parabolik silindr. 554.

(z+2)* =2(x~-1) parabolik silindr. 555. Tegelek silindr x=0, y=0. 559.

2 2 2
x> +y?+12* = 4. 560. %+3 +%:1. 561 x*+y®—z°=1,

1
1=—
X —y*+2°=1. 563. y? ¢yzygy Oz okun dasynda aylanmagyndan
x=0

alnan iist. 566. (x—2)°+(z2—2)* =4, togalak silindr. 567. Iki tekizlik x=y
we x=z 569. 1) goni ¢yzyk lstde yatyar; 2) goni ¢yzyk lste (-3, 0, 0)
nokatda galtagyar. 571. x=0 we y=0 bolanda giperbola, z=h,

h|>2
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bolanda ellips. 572. x=0,y=0 bolanda parabola, z=h (/#>0) bolanda

ellips.

VI BOLUM
593. ¢) £<0, d) B0. 594. 3, -1, -3, 3. 595. ~, % 0. 598. 4. 599. -2<x<0.

600. -l<x<l, 2<x<o0. 60L % 602. [1,2],0) x<-3, xz%;

¢) (—o0,-1),(-11),(L,+); d) [2nz,(2n+Dx], n=0,%1,£2,...

e) (—o0,+00.) 603. X=?,(—OO,+OO). 604. X=%(ay—a‘y).

605. x=(-1)"arcsiny+nz, n=1142,...

606. a) x=—292Y _19Y 4y 29 ycu) 607 a) jiibit
log,9-1 |g1
2

funksiya b) tik funksiya 608. a)—i<x£i; b) kﬂSxS%,

NCRN

k=0,£1,+2,...616. a) jibiit; b) tik; g) tdk hem dil, jibiit hem dal;

d) jubiit; s) jubiit; &) tdk. 617. a) periodik funksiya T =§7z,

s ., 2 . ., L
b) periodik funksiya 7 =7, ¢) periodik funksiya 7 =7; d) periodik
funksiya; s) periodik dél funksiya. 618. Funksiya 0<x£% aralykda

o —den 2-4 ¢enli kemelyir, %SXS% aralykda bolsa 2-den 8-e cenli

548



artyar. 619. —5?7[ +KT<x< %+ kr, k=0,£1+2, .. .aralykda artyar we

beyleki aralyklarda bolsa kemelyar. 622. f (1) =2. Bellik. Funkyiyanyn

in uly bahasy 2x*-4x+3 kwadrat licagzanyn in ki¢i bahany alyan

nokadynda bolyandyr. 623. a>0, bolsa funksiya (—oo,—zi) aralykda
a

kemelyir, (-——,+)aralykda bolsa artyar , = f(_L) -
261 min 2a

_dac-b°
4a

,a<0,bolsa funkusiya (—oo,—zi) aralykda artyar (2£,+oo)
a a

2
aralykda bolsa kemelyar f = f(_L) = 4ai b
a

max 2

. 624. Kwadrat

a=L b-L 626 a)T =7 b)T =67. 65 a)7,9,1113,15,..b)> 1" &
2'" 2 248

257 1025

D20 2090, 0)8,23,46,77,116. 656. 1) 615, 2) 2", 3) 2n*
16 ' 32

n+l
660. a)x ——"— byx =D 661 q) NI
N+l 2" 22T

b —ll—li V)2, 2,25, 22, 2E 665. 57-1 belgili agzadan
27 256

baglap densizlik yerine yetyér. 666. n=10, n=100, n=1000. 668. n=54. 681.
%. 682.1. 683.1.684.1.685.0.686.1.687.a)l; 6)1. 688%.689. a)1,b)0,

¢) % d) 1. 690. a) % b)L, ¢) 0, d) % s) 0719. €3 720. 0. 721. g 722.1.

723. % 724~ % 7052, 726.2. 727.-1 728.4.729. 2. 730.1.731.3.
6 2 4 2 2 2 07

732.—%.733.; 734.%. 735.—sina.736.e2. 737.¢*. 738.¢".740.¢"
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741.€°.742. 7. 743. % 744.—[5. 745, —%. 754, —%. 755.%. 756. %

757.coS’ax. 758.%. 759.-2. 774. a) X¢%+K7Z,K—bitin san, b) x# kr,

k—bitin san. 775. x=2 nokat ikinji jynsly {liziilme nokat. 776. x=-2
nokat ikinji jynsly iiziilme nokat, x=2 nokat diizlenyin iiziilme nokat.
777. x=0 nokat diizlenydn tizniik nokat,

x=kz,k =11,%2, ... tikeniksiz lziilme nokatlar. 779. a) x=5 nokat {izniikk
nokat; b) x=1 nokat {izilme nokat. 780. x=0 diizlenyiin iiziilme nokat. Ol
tizniik nokady diizlemek tigin £0)=1 goyup gosmaca funksiya girizmek
bolar. 781. a) Xx=1 nokat ikinji jynsly liziilme nokat; b) x=-2 nokat birinji
jynsly iiziilme nokatdyr, funksiyanyn towusmasy bolsa 2 dendir. 782.
Funksiya x #1nokatlaryn dhlisinde tlizniiksizdir, X=1 nokat bolsa ikinji
jynsly tzilme nokatdyr. 783. x= +2 nokatlaryn dhlisinde funksiya

uznuksizdir, X=%2 nokat ikinji jynsly ilizilme nokatdyr.

tgx
—,x=0

784. a) x=0 nokat diizlenyan iiziilme nokat, y =4 X funksiya X=0
1, x=0

nokatda lizniiksizdir. b) x=0 nokat birinji jynsly lziilme nokat.

Iirp y=1 Iirgl y =-1, ¢) x=0, x=1 we x=-1 nokatlar ikinji jynsly iiziilme

x—0+ x—0-

nokatlar, limy=+o0 limy=-ow limy=—o0 limy =+ lim y=—o,
Xx—0+ x—0— x—1-

X—1+ X——1+

lim y=+o0; d) x=6 nokat ikinji jynsly iiziilme nokat limy=-+oo,

x—>—1- X—6+
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lim y =—o0, x=-6 nokat diizlenyén lizillme nokat. Funksiya y=

X—6—

Vx+15-3
x> —36
1

et

, X #—6
, X= - 6 nokatda uzniiksizdir.

VII BOLUM
— 2_ p—
792. iz+2x—2x3. 798, 'l +3m?.794, X —OX*25  gqg bemad
x (x“=5x+5) (c+o0x)
797. ctgx — .797.Inx. 798. 2¢"sinx. 799. +3" In3arcsin x.
sin® x 1— x?
1
3 J—
1+ 2xarctgx 2xarccos X —v1—x? 3x 8+ zi/;
800. —— 2T 801, . 802.— ,
(1+x2) 1-x) 6(x —2¥/x)
1 2\3 1. X
803. —— . 812.4(1+3x +5x°)"(3+10x). 813.3c0s3x ——=sin—+
1-sinx 5 5
vl et x84~ g5t 1 1
24/x 2\/x(1— X) x\/1+ In?x arctgx 1+ x
2
816X g7 1 g5 1

J(@a+bx*)? 2sin’ x,/ctgx 1+ x>

819. 2x10° (1+ xIn10). 820.—10xe 8214 cos xsinx. 822, 22N X

NI

2
823.- 22X 824 —x%e.825. 2> X _2./x cos xsin x.
sin® x 24/
06 — XL go7.1g° X834 X+ g5 quniipng L

(x+1)*V1+ X2 -1 a2 -1

1
arcsin—
1, x-1 e X 1 2
836.——tg——.837. - . 838 —-——— .83, ——Mm——.
0 x X2 —1 X(L+In%x) COS X~/Sin X
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sin? x| 3(1+2*") cos x — 2x2X sin xIn 2 X
[ ] 8412

(1+2°)? e

g42.— 1 8431 gap 2arctgX L 3

\J2ax + x2 1+x2T 3arctg 9+x2

840.

e* x
847. — gag 12X ghg €

J1-e* arcsiny1-e? NN J1-e* arcsiny1-e?

cos 3X
{’/sin23x(1—sin3x)4
858. 22X+3 - EX .859.ex2tg‘°’xarcsinx(2x+#+

4(x“+3x+1) 3(x“+4) sin X cos X

L ). 860.x*(1+In x). 861. (cos x)*¥ (Iﬂ — tgxarctgx).
J1-x? arcsin x 1+ Xx°

ZXI In(x2 +3)
2Jx

denlemesi, x-2)-32=0 normalyn denlemesi. 897. y=x+3. 898. 5x-y-2=0

856.(cos x)™™ (cos X In cos x ——tgx sin X).857.

). 889. 0. 895. x2y-a=0 galtagyanyn

862.(X’ +3)f

galtasyanyn denlemesi, x+5)~16=0 normalyn denlemesi 899. 7x-y-2=0. 327.

2X—y+2—% = 0 galtagyanyn denlemesi, x+2y—4—% =0 normalyn denlemesi.

901. arctg% ~ 26°34.902.(2,5). 908.v=104m/s.  910.3s sonra.

911. 7200 dj 919.0,6x+0,2. 920. y’(6)=110. 921. 26450 dj. 922. 20000

dj. 924. v:%: 2mas sinM (1+2&cosM).925. J = 2K cos(2t +1)K.
0
0322 gy o33 a) — ;) A o 2K gg, Slarcsing” o
3y’ -1 (1-X) x° +a 1-x° J1-x2
935, SNXCOSX 4y 936. —5ctg*(x° + x );(3x2+2x)dx.
V1+sin® x sin?(x® + x?)
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2sin x

dx
7. 938, ————
2(1+ x*){/1—arctgx 332 +cosx

944.2,02.945.0,485.946.0,57. 947.3/]3 ~ 2,16,% ~ 4,13,
2dx? _ 16c0s4x

93 dx. 939. (2xarctgx —1)dx.

3100 ~5,85. 948.a)5;b)1. 964.1) - ———; 2)-————dx*;
Cos” X sin“ 4x
_ 4
3) 9In* aa®dx’; 5)—2(1—31)(2)dx2.
@+x%)

966. %[7" sin(7x+ n%) +3"sin(3x + ng)}.

2x% +3x
L+ X)W1+ %2
968. d’y=4"2In4(2x*In4—1)dx>. 969. a)2e *(sin X+ COS X);
b)(-1)" [(4n2 +2n+1-x%)cos X —4nxsin x]. 975.a)2t +2; b)—1-t%.

966. %[7” sin(7x + n%) +3"sin(3x + n%)}. 967.

—t
076.8)—~ ;. b) ———_ 977 -
3acos tsint atsin’t (cost—sint)
2 J—
081.-2¢%. 0830.984.— L og5 1
eﬂ(]__tz)«/]__tz atsin’t
X = Y i 2 2 y
990, £ SINY*E SINX gq) 111 gy DX 993 _YCOS Y ggq ¥, en
e*cosy+e "’ cosx 256 a‘y 1-xcos®y X
. 5 2
095, XINY=Y ¥ 9960, go7.12Y (W *1)
XInx—x x (Bxy“+2)
VIII BOLUM

1002. & =e-1. 1007. a) kanagatlandyrmayar; b) kanagatlandyryar; w) x=0
nokatda; Oniimin yoklugyna gord bu funksiya Rollyn teoremasynyn sertlerini
kanagatlandyrmayar 1008. g(-3)=g(3) bolyanlygy iicin Kosinin teoremasynyn
sertlerini kanagatlandyrmayar. 1009. Ulanyp bolmayar.

1010.£ =1. 1011.§=%. 1013.x:%. nokadyi iizniik nokatlygy ficin,
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Rollyn teoremasynyn sertleri yerine yetmeyar. 1015.& =E.

1026. f (x) =3(x—1)% +3(x-1)* + (x—1)°. 1027.cos5 = cos?,—ﬂ('5 =

=1-0,00381=0,99619. 1028. 0,34201.1029. P(x) =
=(x-1*-2(x-1>+5(x-1)+2. 1030.P(x) = x> —6x° + 21x* —
2 3 n
_44%° —66X% —54x+9. 1031, X6 = X+t 4
3! (n—1)!

2 3 2 2 6
+ (Ox+n+1)e”, (0<0<1).1032. 2% _2 X 2 X
(n+1)! 21 41 el
7.8 -1 20 q\n 920 204l
2 X +...+(—1)”’12 X +( D27 x
8! (2n)! (2n+1)!

1033, =max|R
max |5 (x)| = max| (X)|<2.4.6-8

1034.3=i—kici.1035.—£.1036.1. 1043.2.1044.0.
5! 40 2 3

+

n+1

sin”éx, (0< 4 <1).

<0,01,(O<x£%).

1045.%. 1046.—2.1047.%.1048.—%. 1049.c0. 1050.c. 1051.3.

1052.0. 1058%. 1059.%. 1060.—. 1061.-1. 1062.%. 1063.1. 1064.Ina.
1065.0. 1066.3. 1067.1.1076.1. 1077.1. 1078.1.1079.1.1080.1.
T

1 1

1081.6°.1082.c.1083.¢ ®.1084.2. 1085 2 .
T

IX BOLUM

1092. (—o0,—2) aralykda artyar, (—2,0) aralykda bolsa, kemelyar.
1093(—o,+0)  aralykda  funksiya  artyar. 1094.(-o0,2) we (2,0)
aralyklarda  funksiya kemelyar. 1095. (-=,2),(-2,8) we (8,x)
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1
aralyklarda funksiya kemelydr. 1096. (0,—) aralykda funksiya kemelyir,
e

(l,oo) aralykda bolsa, funksiya artyar. 1097.(-o0,2) aralykda kemelyar,
e

(2,0) aralykda bolsa artyar. 1108.y. =-0,369. 1112. x,=0 minimum

nokat, x, =J3 we X, ——J/3 nokatlar maksimum nokatlar. 1113. x=0
maksimum nokat, x~=1 minimum nokat. 1114. x=-1 maksimum nokat, x,=3
minimum nokat. 1115. maksimum nokat, h=2 minimum. #A=0 nokat.

1116. X=% maksimum nokat. 1117. x=0 minimum nokat. 1118. Birsyhly

artyar. 1119. x=1 maksimum nokat, x=¢ minimum nokat. 1120. x=0 nokat

minimum nokat, x=4 maksimum nokat. 1121. XZI—\/E minimum nokat,

x=1+4/19 maksimum nokat. 1122. V =2i?7zR2H. 1123. 4m, 2m. 1124. 50,

50. 1125. Inedordil. 1130.(—o0,0) aralykda yokarlygyna giiberceklenen.
1131. (—0,—3) aralykda asaklygna oyuk,(—3,0)- aralykda yokarlygyna
oyuk, epin nokady yok. 1132.x=2. 133 x =0, x,=1 x,=2
1134.x =1, (—o,1). yokaryk gobergeklenen, (1,0) asak giibergeklenen.
1135. Epin nokady yok. 1136. x<0O yokaryk giibercek, x>0 asak giibercek,

(0, 0) epin nokat. 1137. (—3a,—%), (0,0), (3a,%Ta). 1138. (b,0) epin nokat.

139, x==+ epin nokatlar. 1140. x=nz, (n=%1,%2,..) epin nokatlar.

-

1141. (ba) epin nokat. 1142. x=2 epin nokat. 1147.x=-2,y=0.
1148. x=0, y=0.1149.x =2a. 1150.x =2a, y=+%(x+a). U5 x=1, x=3,
y=0. 1152. y=-x, y=x 153. x=0, y=l cep asimptot, =0 sag asimptot.
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1 1
1154. = % dik asimptot, y =3?x_2_ yapgyt asimptot 1155. y=l, jy=-1
c ¢

kese asimptot. 1156. x=1, y=2x. 1157. y=0.

X BOLUM

1169§x —gx+x+C 1170?+2x+C 1171.2 xf RF+ \/7+C

1172.x +arctgx +C. 1172.1.§x X +Xx+C.1173.—=arctg—= In‘x+ 5+x*|+C.

FE

1174.x* —ctgx +C. 1175.£tgx+%x+c. 1176.—2c0s X +33/x +C.

1772 +¥+c 1184.241— x + x? +C. 1185.In(tgx) + C.

2
1186%e*2+4x+2+c. 1187%\3/3x3—2+c. 1888 Infx-+ Vo +1]- 2 c.
X

1190.arccos—— +C eger x> /2. 1191%«/(x +1)° —24/x+1+C.

J2
_ 2
1192+/x° —a® —aarccos & +C. 1192. “44 X +C.1194.2arcsin/x +C.
X X
1196.%x3ln x—éx3+C.1198.x”eX “e* +n(n—-1)x"%e* +

+n(n-1)(n-2)x"%e* +...+(-1)"nle* +C. 1193.%e*(sin X+c0s X)+C.

2
1200.xIn x—x+C. 1201. xarctgx—%ln(1+ x?)+C. 1204.%arcsin§+

+§\/a2 -x* +C. 1206.§[sin(ln x) —cos(In x)]+C. 1207. —xctgx +In |sin x|+ C.

3 2

+ctgx) +C. 1209.X—arct93x— X—+iln(9x2 +1)+C.
X 3 18 162

1 X
1208.— =
2 (sin2

9 COS2X—2sin 2x
1210. ——\/ -1D+C.
2 2 3 2 5 )

1212.ie5X(sin 4x+§cos4x) +C.
41 4
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2 p—
1213.(x* —=10x* + 21) sin x + x(4x* —20) cos x + C. 1214.Wc03 3x+

4 3 3
2)(Jrzsin3x+C.1215.X 1arctgx—X—+5+C. 1216.X—arccosx—
12 4 3
2+X2\/72 2 6x—1 1
- 1-x“+C. 1219. arct +C. 1220.=In|——|+C.
9 J11 J J11 2 |x+2
3 |x+1]
1222.=In(x? — 4x) + 5+ 4arctg(x — 2) + C. 1223.In———L + C.
5 ( ) 9(x-2) NS
1224, —In[(x 2)2/2x+1 }+c 1225—|n\x x+1\+ —arctg i(/; e
1226. —In‘3x +2x+5‘+ arctg—— 3X+1
TR N T
1227. 1|n\2x2+2x+3\++ O arctigZ ¢
2./6 NG
1228. iIn‘8x +x+1‘ 117 arct916x+l+c. 1229.—Larctg2X—+7+C.
16 8./31 J31 V3 V3
1233 in|x— L+ L Jox? —x+3|+C. 1234 ——arcsin =+t 4 ¢
V2o 42 NE
1235.\/x2+4x+5—2|n‘x+2+x/x2+4x+5‘+C.
1236, %ln‘10x+3+2\/§\/5x2+3x+2‘+c.
1 19 3 1
1237. =4/2x* =3x+5+ —=In|x ==+ —+/2x* —3x+ 5|+ C.
2 42 4 2
> . X+1 1 . 6+5X
1238.—4+/3—-2x— X" +3arcsin——+C. 1240.——=arcsin +C.
2 J3 7X
1241. ——I |X+5+\/—'7X T 2X+5 | +C. 1242. —arcsini+c.
J5 ‘ ‘ X+1
2x-1

1243. —arcsi n —_— + C.1246.

x\/_

VX=X +%arcsin(2x—1) +C.
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1247. 1+Txxll— 2X — X? +arcsin1+—X+C.

J2
1248. 8’;61\/ X —4x° +—4arcsm(8x 1)+C.1251.In|x-17|+C.
1252. —In|1+5x|+C.1253.;+C. 1254.—;2+c
3(4 —3X) 10(52 +1)
12551 1n X1, ¢ 12856, L jn[X DX
a-b |x+a 12 (x+2)
1260—Inx —7x+13/+ arct —+C.
| ‘ el \/g
3x+1
1261.—In 3x*+2X+5|+
3 | | J_ O
5 117 16x+1
1262.—In[8x* + x +1 — — arct +C.
16" N
1263. —In‘2x +2x+3‘+—arctg 2x+1 +C.
245 J5
2 5 7 2x-1
1268.In|(x—3)” (x+4)° (x—1)"| + C. 1265. ————+arctg(x+1) +C.
2(X°+2x+2)

126624 | 20 923, ¢

3(x*-3x+5) 33 J3

2
1269. % _ox+1mn
2 6

1270.5x+2In|x|+3|n|x—2|+4|n|x+2|+C.

L13+%In|x+2|+c.

x> x?
1271.?+?+4x+2lnx+5|n|x—2|—3|n|x+2|+C.

12733 o[ X |icaora- L2 L g X e
2(x+1) X+1 2x° x x-1 |x—1|
or5-— 0 Y oo in 0D L g2t
2(x-3) 2(x+1) 2 x-x+1 3 J3
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1278.1arctgx—1arctg§+c. 1279. 2 arctgszrl 1arctg(x+2)+C.

3 6 2 37 J703
1281, %+2 —In|x+]4—£|n‘x2+ﬂ+2arctgx+C.

2 +1) 2 4
1282.- — 1 tarctgx+C. 1283~ X ¢

x* +1 2(1+x%) 2
1286.6¢/x —3%/x + 24/x —6In(1+&/x) + C.

/ _1\2 [
1287. In x+1-1)7 —iarctg—2 X+1+1.
x+2+/x+1| 3 J3

1 1 > 1 1
1288.3{7(2x—3)6—g(2x—3)6+§(2x—3)2}—

1
—3{%(2x—3)2+arctg(2x—3) }c 1292—3/(2”) +C.
X

1293 4 1x=1 ¢ 1004, /“ LC. 1295211 x + In[MAEX =
X+2 1-x V1+X +1

+c.

+C.

1296-%(3X+4)—%(3X+4)3+€/3x+4—|n s

31-x4 | VX2 +X+1+x |

1297. ——(—)3 C.1299.|n‘\/xz+x+1+x+2‘

1+ 1+ x—x° |\/ —3X+2—-X— 1|

1300.—2arctg———— + C. 1301.- 2In
X ‘\/x —3X+2+X— 1‘

1

1307.§arct92tg§+c.1308.In(2xcosx)+ arctg( tg )+C

NN

X
tg - -2
! ¢ 1310im=2 |ic1311 izm

1300.
1—tg)2( 4 tg)2(+2 V2

+C.

tg(— —)

1315.—cosx+§cos3 x—écos5 Xx+C. 1316.—£cos5 x+%cos7 X +C.
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1317.cos x — 2arctg(cos x) +C. 1320.— ! + ! +C.

cosx 3cos’ x
C0S8X €0s2X

1321, Lsinx+ S 28X o 1305, + +C.
4 16 |2sinx+1 16 4

1326, cos X — Lcosx+ ¢ 1327, SN 29X, SInSX
273 2 50 10

+C.1329.§sin§++3sin%+c.

3

+C.

cosg sin(2at +¢)
4w
; ; ; 7 9
sin x N sin5x N sin7x .c 1332._10055 o 2C0s’ X COS” X N
20 28 5 7 6

1333.—%%054 X +g€/cos“’ X —%%/cosl6 X +C.

oS> X

1328.

1330. C.

+C.

1334.33/cosx (% cos’ Xx—1)+C. 1335.—cos X+

1337.5in X — Ssin® x + C. 1343, % _ SIN2X _sin4x , sin6x
3 16 64 64 102

1344.£x+£sin 2x—isin3 2x+isin 4x.
16 4 48 64

3x2 NG 1 11

1350.1)y :_T+C; 2)y =7+2x+C. 1351.y:§x3—x+§.

1352. y =x>+3. 1353.1)y=x*-x"+3x+C. 2)y=x*+6x+C.
3

1354. —cosx + 3sin x+3.1359.1)S =%—4t2 +2+C.2)S=2t>-t*+C,

1360.S = 2t* + 4t* — 6t +12.

XI BOLUM

1367.In8-2. 1368.—%. 1369.arctge—%. 1370.35%—32In3.

1371.1In1_\/§.1372.£+£. 1373.2.1374.1. 1375.0.
3 8 4 3 4
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1376. arctg3 —arctg2 = arctg % 1377% (N2 -1)..

1382.7+2In2.1383. E 1384.In2.1385+/2 — f 2+I 1386. I

N RREvY

dt

J1+sin?t
2 T «/_

1395.1--.1396.— ——1 1398.1.1399.———. 1400.6—2e. 1401.2.
e 12 +b

1387 1388. [ Tlaretgt) 4 1389.2- 7. 1390.%.1391. 1 In112.
+t 2 2 5

o N ——ro | N

1402. /2 — 4.1406. — 6,1389.1408.0, 6941.1409.18,6.1410.0, 200013. 1411.2,590.
J3 3

14192 1420. <> 1421. > 1422, %0.1423. % 1424. Dargayar.

J15
1

1425. Dargayar. 1426. Dargayar. 1427. yygnanyar. 1433. —.1432.%.
a

1437.x. 1438.%.1439. yygnanyar. 1440. Dargayar. 1441. yygnanyar.

_1)\2
1442. Dargayar. 1443. yygnanyar. 1452.ab[2\/§ _In(2+ @)]_ 1453 (€ e1) |

2
1454.%. 1457374

2
. 1458.674%.1459. % (47 +37z).1460.%7m6.

1464. 411 a%7.1465. ‘;’ﬂa (S = j 16sin* pd ). 1467.2a° (—-1)

N / 2
1476-i\/ y*+p’ +£|nu.1477.\/1+ e 2 +1n T _1)(\E+1).
e

1478.~ (e 1+1).1479. l+%ln2 1480 23 +2)
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/ 2
1481.2r LC(t:_)St—\/gln(\/Ecost ++/1+3co0s?t) —2+43 In(2+\/§).
CoS

1482.87a. 1483.16a. 1484.7avl+4r? +o S InQ@r ++1+ 47°).

1485.2a.1486. %a 1487. 3+InT2 1493V ——QH 1494. %ﬂ'

2
14952 721496 2%% 7 1497.8780 150012 707 (0<t < 1)
8 1280 5
4
1503.27(1+ ).
( 33
XII BOLUM
1509.3 15102 152, 132 > 7 enl g 13,5 7 2nl
473 4'7'10'13""3n+1 47710 13 3n+1
1513, a)U, = by, = (D™, wy u, = —F2 1514, 15150, 15161
2 N+ 2

1521.yerine yetmeydr, yerine yetydr. 1522. yerine yetydr. 1523. yerine
yetmeyir. 1524. yerine yetmeyir. 1529. Yygnanyar. 1530. Dargayar.

1531. yygnanyar. 1532. yygnanyar 1533. Yygnanyar. 1534. Yygnanyar.

1540. Yygnanyar. 1541. Yygnanyar. 1542. Yygnanyar. 1543. Yygnanyar.
1544. Yygnanyar. 1545. Yygnanyar. 1546. Yygnanyar. 1552. Yygnanyar.
1553. Yygnanyar. 1554. Yygnanyar. 1555. Yygnanyar. 1556. Dargayar.

1557. Yygnanyar. 1558. Dargayar. 1559. Yygnanyar. 1560. Dargayar.

1561. Dargayar. 1562. Yygnanyar. 1563. Yygnanyar. 1567. Dargayar.

1568. Dargayar. 1569. Dargayar. 1570. Yygnanyar. 1571. Dargayar.
1572.yygnanyar. 1578. Yygnanyar. 1579. a)absolyut yygnanyar; b)sertli
yygnanyar. 1580. ulanyp bolmayar. 1581 sertli ~ yygnanyar. 1582. absolyut
yygnanyar. 1583. sertli yygnanyar. 1584. sertli yygnanyar. 1588. —2 < x < 2.

1589.|x| < % 1590.—e < x <e. 159L-4 < x<4. 1592.(-2,—/2),(~/2,2).

562



1593.(~00,~1), (1, 0). 1594.(—/3,~1),(1,+/3). 1595.]x| <1.160L —o0< X <on.

1602. 0<X<+00. 1603, —00 <X <o, 1604. —0< X <00, 1615 —-1<x<1.

1616.-0,1< x<0,1. 1617. -3<x<7. 1618 —%SXS%. 1619. 2<x<4.

1620. R=+o. 1621. R=+w. 1622. R=1, (-11),x=-1 bolanda hatar

yygnanyar, X=1 bolanda hatar dargayar. 1623. R = %, (—%,%), X = —%

bolanda hatar yygnanyar, X :% bolanda hatar dargayar. 1624. R=1(0,2),
x=0, x=2 bolanda hatar yygnanyar. 1628. -3+4(Xx—D)-+(x-1+(x-1".

1630. ~10<x<10 163L (x—l)—%(x—l)z+?1)’(x—1)3—211(x—1)4+...

X— 4 (X_4)n 0 2n+1 _ (_1)n
1632. 2| 1+———..+(-D)™ +..| 1633.1- Y ——— 2 x",
[ zn Y } 2

1639. Ina+—- + - +...,, (Fa<x<a).

2 3 4
1640. Ja| 14 XX B3 L3Sx, N0 4 x<a).
2a (2a)°2! (2a)°3! (2a)"4!

e X2t 1& (x+2)"
1641. —o<x<wm). 1642 -~ (o0 < X< 4).
;(Zn “Diznet ) 621 e 7 )

1643. [1+( 1)"2" |X".1644. 1+Z( 1)”1” 1xn (—00 < X < 0).

n+l ©

1649. 2+1oz( ) sin nx. 1650. Z

n=.

sin nx

1651 1_3 cosx+cos3x+c055x+m)_3(smx_5|n2x+5|n3x_m)l

4 g 1 3 5 1 2 3
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XIII BOLUM

1662. f(%,B):%, FL-1)=-2. 1663 f(%,l):ﬁ, f(2,-1) = 5.
2
1664. V :%(yz—xz)x. 1665. f(x)=Y1*X 1667 R=40 om.
X

1 5 3 2

1668. V =7yix. 1669. ——-—> " 1675 Aragikleri kesgitlenis
13 x°+x“+1

oblastadegisli  bolan X*+y*=a® we x*+y’=2a’ towereklerin

aralygyndaky  halka.  1676. x=1 we y=0 goni  ¢yzyklaryn
nokatlaryndan  bagga dhli  tekizlik. 1677. y=#21  gbénicyzyklaryn
aralygyndaky zolak (-1<y<+1). 1678. x+y=0 (x+y>0) goni ¢yzyk
dilen ciklenen yarym tekizlik. 1679. Ahli xoy tekizlik. 1680. Xx+y >0,
y—-x>0 acyk oblast. 1681. x>0,y>0,2>0 l-oktant.
1682. x=+1 y=41 z=41 tekizlikler bilen ¢dklenen kub. 1691. —4.

1692. predeli yokdyr. 1693.e*. 1694. —%. 1695.0,0).  1696. (%, 1).

oz 2X
1697. y=—X g6ni ¢yzygyn koordinatalary we (0,0) nokat — = ,
y goni ¢yzygy y (0,0) X (x+y)

g:_ 2x2' 705 az= X y
(x+y)

0z
"X lxz_yz "oy - /X2_y2
0 oz oz

Z 1 oz y 4
6. L= Z_ 1707, Loyt
X \ay? X4y (XX +YP) X oy

2 2 9,2 2 2 9,2
Inx 1708 =X sz fy Sa_x sz fy
ox y(x*=yh) oy |yl -yY)

ou ou 4. ou
1709. — = yz(xy)* ™ —=xz(xy)*™"; —=(xy)? In(xy).
P yz(xy) Y (xy) pe (xy)* In(xy)
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1710. %ZECOSECOSX+6—UZ——COS COSX—ESIH smi

y Yy X & ¥y oy X X y X

o, Zo b g MMo) 5 M) Qu(My) V2

N 2eos? Y X oy La 2

X

1722. Af = 4AX+ Ay + 2AX* + 2AX- Ay + AX® + Ay, df = 4dx +dy.

1723. dz = (2x+ y?)dx+(2xy +cos y)dy. 1724. dz= d—):( +d—;/.
Ky _ydx—xdy
1725. dz=2e* " (xdx+ ydy). 1726. = 1727. dz =2dx.
Y-
1728. dew = (2xysin xyz + x*y®z cos xyz)dx + (x* sin xyz + x*yz cos xyz)dy

+xy cos xyzdz .1729.df (3,4,5) = % (5dz —3dx—4y).1735.8) 1,00, 0)4,998

dz e(tlnt -1
tin’t
54 In(x+y) a oc5y+2|n(x+y)

(6 ) 1746, — =2X+2——=~ .
X X+Yy 6y X+y

1736.dl =0,062sm. 1737.v=4730+100sm’ 1744.

du

1745. —=—ct
ot 9—=

L X
oy
dz 1 oz

1747. — = 1749.— = (4x+2y)(3x" + y*)" " 6x+

dX  9cps? X
2

dx ,,du ou oudy oudz
3 Y2 41In(3 1760. (t=X,—=)—=—+—"T+——=
HIC+Y) (3+y). ( dt )x X oydx oz dx

1 4y 1 1 dy b2 x
= 3-—y==, z=x.17155. Y- 2 X
0032(3x+2y2—z)( X 2Ux =X Y dx a’y
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y-1_ 2
56, WYYy g by b
dx xy*" —x’Inx dx a’ y

1758, I _ y'”y 1750 Y _ X+Ydy 2(x* +y)

dx 1-xy** dx x-y d (x-y)?
1767'@:_s!n 2y’@:_5|_n2y;CIZ :_sm2xd>.<+sm2ydyl
OX sin2z oy sin 2z sin2z
1768. dz = M 1773b) 3x-+4y —62 =0,2= 4_y-3_z2-4.
2 3 4 6
z +xyeZ

- —Rsinae z-R
w)xcosa+ysina—R=0,m: y— - _
cosa sina 0

1774. 2x-2y—-2-1=0, x=2 _y+1_z-1

2 2 1
1775. 2x—-y—-z2= ,X—_1:X:Z—+l.
-2 1 1
1777, x+dy—dz=5 XZ1_Y=2_ 271 jone wiayi6z=421.
1 4 -4
2 2 2 2 2
175, S 2y=x) oz | 2x 0z 1 g O _g
ox°  (xX“+y)° oxoy (X“+vy) oy (x“+y) OXoy
2 2 2 2 2 3
gy, SUL QU OU O _OU_OU ) e 07
ox*  oy* o1t OXoy 0yorz OLOX OXoy
. o’z siny 0°z e cos
= —x?y cos(xy) — 2xsin(xy). 1789. —=e"lny- 2y —+ y’
OX X axay y X
2 X 3
a—iz—e—z—sinylnx. 1790. ou =105x%y*z°.
oy y OX0Yy0z
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2 2
dx +2dxdy_xdy2 . 1792. d%z =e*cos y(dx* —dy?) —
X y y

—2e*sin ydxdy. 1793. d°z =6(dx’ +dy®). 1798. d°z =

1791. d*z=-

=" [ (ydx+xdy)® +2dxdy |. 1799, d*z =4p"(t)(xdx+ydy)” +

+2¢'(t)(dx* +dy?). 1807. x=1,y=0 bolanda z_ =0. 1808. Ekstremum

yokdur. 18081 z_, =8. 1809.X=g, y:g bolanda funksiya maksimuma

1
eyedir. 1810. X = yzﬁ bolanda funksiya minimuma eyedir. 1811.F,(0,0)

nokatda z.,, =0,P,(0,£1) nokatda ekstremum yokdur.

XIV BOLUM
2
81702 188a)42 05 o). w0l 0% wal .22
24 37127 2 6 6 2 4

1829.J2.ja\/a —p pdpd(o——a 1830ﬁ pzdpdq)—
00 00
% 2acosg za 2 % acosg ) az
1831 j j pldpdp="—". 1832. —672. 1833, j j pisingd pdp = —.
0 0 2 0 0 12

2
1836.2@”‘%. 18417 1842—J_ 1843, €1 1844+ 7. 18452
2 120 2" 4 3

21n2 2

1846./2 —1. 1847.2 ? 184852 1849.22%.  1854.°7 1855, ﬂ. 18562
C 3 2 5 18

3 3 4

1857. a?m 185816, 1859.27R°. 1860. ”: 1861, 7aa®. 1862 %
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1863.% zabc. 1868.%;; 1869. 4+/3. 1870.%\/a2b2 +b%c2+cla .

1871.4(m—n)R?.1872.8a° arcsin 2. 1880, X, =—,Yy,=0.188Lx,=0,y, =—
a

1834. X, =ar, Y, = sa

6

ol N

2 2
M. 1883. Xc = E, yC =
3 5

3 1 b 1
1885, 16In2-9=. 181 . 1892 Idxjdy'([ f(xy2)dz 1893 .

1894. In_Z_E 1895. E 1896. 0. 19012.2-. 1903. Eﬂ' 1904. §a2.
2 16 3 10 3 9

1905. % 1906. %7[. 1907. %”(2@—1). 1911. aTm(a +b +¢).

4 2 7 2247
1912. X, :§' Yo=0,2,=0. 1913. x,=Y, :g, Z, :%. 1914. —3
4
9151, =1, —”ha (2h?+3a%), 1, =1 =73 196 12
10 45
XV BOLUM

2 3 .
1923.4/51n2. 1924.24. 1925.%{(“ 4r)? —1}. 1926. 443,

1927.2?7[\/32 +b*(3a® +47°b?). 1933. 3132.  19340. 1935. -2rab.

3
1936.In2. 1937.0. 1938. —2sin2. 1943.0. 1944. % 1945.0. 1946.— g
\/§ 4 3a’r

1947.47. 1953.m = ?In(\@ +2). 1954, 1955 . 1956.%, = y, =—

2
1962. Z”a Ja? +b?. 1963, %72’8.4. 1964. 4/61. 1965 x, =0,

R+H

y.=0, . 1968. 27a*. 1969. 0.
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XVI BOLUM

1972. 40 minson. 1973.x(t) = x,e”'. 1974.R(t) = R,e ™ ‘™.

3 3
1975 X(t) =t? + (%, —t,)>. 1976. S(t):%+80.1977.8:5%+2t,8:51m.

1978. N = N e ®**, 1979.y _1+1 1081 tg®x = ctg®y +C.1984. y = x n<.
X X

X X

1985.x =Ce”. 1986.y? = x*(Inx—C). 1987.y—x=Ce’ ™.

_y 2
1988.InCx = —e *, 1993, y = & +21) +C(x+1)>2

1994, y:Cxa+ﬁ—§. 1995. S =sint+C cost. 1996. y = x"(e* +C).

1 X _ a
1997. y = x?(L+Ce*). 1998, y=%+abxe .

1999. y=——. 2000, y=£+g- 2001. x=€" | -2a(siny+1)e " +C |.
COoS X 5 ¥

3
2
2004. y=x2—B(C—x2)T . 2005.3xy’ + X’y +3y+x* =C. 2006. X—3—1=C.
y' oy
3
2007. X?+yx—y2:C. 2008.2y2 —xy+x*=C. 2009. y*=4xy+C.

2010 x*+3x%y*+y*=C. 2011. Y =C. 2012. xIny—x’—y?=C.
X—y

2013.

2 22 1
SNV X, XY 2 ¢ 2014 e’ —y=-1. 2016y =——".
y VX? +1+Ce”

2017. y(e* + Ce¥)=1. 2018.y=—+ . 2010.y———*

X(C —==1In?x) =~ x® +Cx?
2 3

569



4
2020. x :yTInZ(CX). 2021. y3(x? +1+CeX) =1. 2022. (C+/1-x* —a)y =1.

2023. y(CX+Inx? +1) =4, 2024, y = XX,
sinx+C

2027. y:6ln|x+]4+%x2—4x+1. 2028. y=xInx+Cx+C,.

4
2029. y=-cosx+Cx+C,. 2030. y:%+C1XZ+C2x+C3.

2031y =—x—IN2X

+3sinx+1. 2032.y =—-cos2x+Cx+C,,y=1-cos2x.

2033.y =—xsinx—2cosx+C,x+C,. 2036. y :ilnsin§+clx+C2.
a a

3 2

2037, y=11C,Inx+C, 2038 y=i‘—2+%+clx|nx+c2x+cs.
X

2039. y=(1+C/?)In(x+C,)—Cx+C,. 2041 Niln|ycl—]4:x+cz.
1

siny_—c2
a

2042. y:ln\e2X+Cl\—x+cz. 2043, x—C, =aln

2045. 2y® —4x* =1. 2046. y=2¢e*. 2050. y=x+1.

2051 Iny=1- . 2054 y=Ce > +C,e 2. 2055. y=Ce > +Ce™

Cx+C,
2056. y=C, +C,e*. 2057. y=e". 2058.y=Ce* +C,e".
2061. y=e*(C,+C,x). 2062. y=(C,+C,x)e".
2065 y=e7(C,cos3x+C,sin3x). 2066. y=e*(C, cos3x+C,sin3x).
2067. y=c, +C,e**. 2068. y=Csinzx. 2082. y=Ce™+C,e ™ +2¢".

2083. y=C, cos3x+ +C,sin3x+3e™".
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2084.y =Ce " +C,e ™ +2cosx+sinx. 2085. y=C,cosx+C,sinx—
—4sin2x. 2086. y=Ce ™ +C,e ™ +2. 2087. y=Ce2+Ce ™ +x
2088. y=C 0052x+(22sin2x+%x2 —:11. 2089. y=e"(C,cosx+C,sinx)+

5
+e*(x+1)%. 2090. y=C,+C,e 2 PN N
3 5 25

2091. y=C,cosx+C,sin x—%xcosx—e*.

2
2092. y=C,cosx+C,sinx+2xsinx+e*(1- x+X?).

2

1 X° X . .
2093. yzgezx(4x+1)—7+z. 2094. y:coszx+%(smx+sm2x).

2095. y=e*+x>. 2097. y=Ce*+C,e* +C,e” +C,e™.
2098. y=Ce*+C,e*+C,cosx+C,sinx.

V3 V3

210L y:C1e‘X+e2(C2c037x+Cssin73x). 2102. y =€*(C,+C,x+C,x%).

2103. y=C,+C,x+Ce™? +C,e™2. 104 y=(C;+C,x)e " +(Cy+C,x)e".

2105.y =Ce* +C,e ™ +C,cosax+C,sinax. 2106. y=C,+C,x+C,cosax+
+C,sinax. 2107. y=C,+C,x+(C,+C,x)e’™. 2108. y=1+cosx.
2109. y=e"+cosx—2. 210.y=2,3+e *(-0,3cos3x+ 3—7osin 3X).

2112.y=C, +C,x+C,xX* +C,g~ -2 cosax———sindx
272 1088
2114.y=Ce* +C,e " +C,cosx+C,sinx—e*sinx.

2115.y =C, +Cx+12x* +3x° +% x* +2—1O X° +(C, +C,x)e".
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2116. y _Lle 1y +CX* +C,x+C, +C, cosx+C, sinx.
60 2

2117. y=Cg ™ +C,c0sx+C,sin XJreX(:X1 —g).

3.1 .43

2118.y =¢e™* +e7(cos7x+—sm7x)+ X—2.2119.y=4-3e* +e**

V3

3
2121.y=%+Allnx+A2. 2122, y = (A + XA)e" — xe* + xe* In x.
2123. y=(C,+C,x)e "+ xe “Inx. 2124, y=C,cosx+C,sinx+xsinx+

X’ Inx_B% C,+C,x)e .

+cosxInjcosx|. 2125. y = (

2126. y=—cose* +C,e" +C,.

2127. y=—-x+e*(3-In2—-x)+ (1+e*)In(l+e*)-2-In2.

2129 y=e7(C,cosx+C,sinx), z =%e‘X [(C,-2C,)cosx—(C, +2C,)sinx].

B, B

t
2130.x=Cge' +e 2(C, cos7t +C, sin7t),

ICICICI

x=Cge' +e2( < —t)

x=Cg' +e2( C\[ G fw#sin%t).

2132.x=(10+6x)e " +5x—9; z=(-14-12x)e * —6x+14.
2134. y=—x+e*(3-In2—-x)+(@+e*)In(Ll+e")—2. 2135. Umumy ¢oziiwi
x=Ce'-Ce'-1y=Ce'+Ce' -1 x=-e'-1,y=e"-1
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2136.y =C, cost+C,sint; x=(C,+C,)cost+(C,—-C,)sint x=cost-sint,
y=cost. 2137. x=Ce"'+C,e™ y=Ce " +3C,e™ +cost.

2138.y =(C, +C, +C,x)e*,z=(C, +C,x)e*. 2139. y=(C,+C,x)e ™,
2=(C,-C,-C,x)e™™*. 2140. y=Ce*+C,e™, z=-2(Ce”-C,e™).
2141 y=C, +Cyx+2sinx, y=-2C, —C,(2x+1)—3sinx—2cosX.
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