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Bu okuw kitaby Halkara tiirkmen-tiirk uniwersitetinii matematika boliiminii
we Magtymguly adyndaky tirkmen dowlet uniwersitetinii matematiki analiz
kafedrasynyn mugallymlary tarapyndan olaryn 0z is tejribelerinii esasynda
tayyarlanyldy.

Tize Galkynys we Beyik Ozgertmeler zamanasynda bilimi, ylmy &sdiirmek
hem-de ony kéamillesdirmek, 6sen yurtlaryn derejesine yetirmek ti¢in tiirkmen
dilinde yazylan okuw kitaplary we okuw gollanmalary 6rén zerurdyr.

Bu okuw kitaby yokary okuw mekdeplerinde okadylyan algebra,
geometriya, differensial denlemeler, matematiki analiz, kompleks tytgeyanh
funksiyalaryn nazaryyeti derslerini bilmekligi talap edyan oOzlesdirmesi kyn
hasaplanylyan ‘“Matematiki fizikanyn denlemeleri” dersinii okuw maksatnamasy
boyunca yazylandyr.

Okuw kitaby vyokary okuw mekdepleriniii talyplaryna we ‘Matematiki
fizikanynni  denlemelerinii”  Owrenilydn  yerlerinde okadyan  mugallymlara

hodiirlenyér.



§1.
§2.
§ 3.
§ 4.
§5.
§ 6.

§7.
§8.
§9.

§ 10.
§11.
§ 12.
§ 13.
§ 14.
§ 15.
§ 16.
§17.

§ 18.
§ 19.
§ 20.
§21.
§ 22.
§ 23.
§ 24.

§ 25.
§ 26.
§ 27.
§ 28.

§ 29

§ 30.
§ 31.

§ 32.
§ 33.
§ 34.
§ 35.
§ 36.

§ 37.
§ 38.
§ 39.
§ 40.
§ 41.

Mazmuny

Bap L Ikinji tertipli defilemeleriii toparlara béliinisi
Umumy diistinjeler
Matematiki fizkanyn esasy deflemeleri
Ikinji tertipli denlemelerin toparlara boliinigi
Kop tiytgeyanli ikinji tertipli hemiselik koeffisientli denllemeleri kanonik gdrniise getirmek
Iki tytgeydnli kinji tertipli denleméni kanonik gorniise getirmek
Umumy ¢6ziiw distinjesi

Bap II. Matematiki fizikanyn esasy dernlemelerini getirip ¢cykarmak
Kirisin yrgyldylarynyn denlemesini ¢ykarmak
Membrananyii yrgyldylarynyn deiilemesini ¢ykarmak
Elektrik yrgyldylarynyn denlemesini ¢ykarmak
Gyra we baglangyc sertler
Giperbolik denilemeler iigin goyulan esasy meseleler
Gaty izotrop jisimde yylylyk yayramagynyn denlemesini ¢ykarmak
Yylylyk yayramagynyn defilemesi iigin goyulyan esasy meseleler
Laplas denllemesine getirydn meseleler
Kowalewskaya teoremasy
Kosi meselesi. Hésiyetlendiriji
Adamlar mysaly

Bap III. Elliptik derlemeler
Laplas detllemesi, onun fundamental ¢oziiwi
Grin formulalary
Garmonik funksiyanynl integral gérniisi
Garmonik funksiyanyn esasy hésiyetleri
Dirihle we Neyman gyra meselesinin goylusy
Dirihle meselesinin ¢oziiwnin yeke-tikligi
Tegelekde polyar koordinatalara gegip liytgeyan ululyklary bolme usuly bilen Dirinle
meselesini ¢6zmek
Goniburglykda Laplas denllemesi {icin Dirthle meselesi
Goniburglykda Puasson denlemesi ticin Dirihle meselesi
Laplas denlemesi iligin Dirthle meselesinin Grin funksiyasy we onunl kébir hisiyetleri
Sar tigin i¢ki Dirthle meselesini Grin funksiyasynyn komegi bilen ¢6zmek. Puasson integraly
. Sar igin dasky Dirihle meselesi
Garmonik funksiyanyn Oniimlerinini tiikeniksizlikde 6zlerini alyp baryslary
Neyman meselesiniii ¢oziiwinint yeke-tékligi barada

Bap IV. Potensiallar nazaryeti
Gowrilim potensialyn kesgitlenisi
Gowrlim potensialynyit birinji 6niimi
Gowrliim potensialynyn ikinji Sniimi
Gosa gatlagyin potensialy we onunl hisiyetleri
Yonekey gatlagyii potensialy we onuit hisiyetleri

Bap V. Giperbolik deilemeler
Dalamber formulasy
Bagly, kesgitlenis we tisir edis yaylasy
Birjynsly dél deiileme
Yarymeikli kiris yagdayy
Gursa meselesi

= 00O Ulh W

22
25
27
29
30
33
34
35
36
38

41
43
45
47
52
53

54
60
64
67
72
79
81
82

85
87
89
91
96

98

101
102
104
108



§ 42. Catyrymlanan operator 113

§ 43. Riman usuly 115
§ 44. Telegraf denlemesi tlicin Kosi meselesi 119
§ 45. Tolkunyni detilemesi tigin Kosi meselesinin ¢oziiwininn yeketiklik teoremasy 122
§ 46. Kirhgof formulasy 125
§ 47. Silindrik tolkunlar. Gaytma usuly 129
§ 48. Birjynsly dal denileme tigin Kosi meselesi 131
§ 49. Unumylasdyrylan ¢oziw diisiinjesi 133
§ 50. Giperbolik detlemeler iigin gatysyk meselinin ¢oziiwmnin yeketdkligi, baslangyc

maglumatlar bilen iiznikksiz baglylygy 134
§ 51. Kirsinn erkin yrgyldysynyn denlemesi ti¢in birinji gyra mesele. Furye usuly 139
§ 52. Sturm — Liuwil meselesi. Hususy bahalar we hususy funksiyalar 147
§ 53. Bijynsly dil denileme we birjynsly dél gyra sertler yagdayynda Furye usuly bilen gatysyk

meseldni ¢6zmek 153
§ 54. Kopolegli yagdayda Furye usuly 158

Bap VL. Parabolik deilemeler

§ 55. Yylylyk yayramagynyii detilemesi tigin maksimumlyk prinsipi 162
§ 56. Yylylyk yayramagynyii defilemesi iicin birinji gatysyk gyra meselesini Furye usuly bilen ¢6zmek 166
§ 57. Yylylyk yayramagynyii defilemesi iicin birjynsly dil mesele 169
§ 58. Yylylyk yayramagynyn defilemesi tigin Kosi meselesinifi ¢oziiwinifi yeketikligi 173
§ 59. S:{ylylyk vayramagynyn birjynsly deiilemesi {icin Kosi meselesi 175

§ 60. Yylylyk yayramagynyn birjynsly dil deilemesi tlicin Kosi meselesi 182



BAP I. IKINJI TERTIPLI DENLEMELERIN TOPARLARA BOLUNISI
§1. Umumy diisiinjeler

,Matematiki fizikanyn denilemeleri“ dersinii manysy fiziki hadysalar ii¢cin
differensial, integral we integro-differensial defileme gorniisinde matematiki
modeli gurmakdan, bu denlemeler {icin meseleler goymakdan we olary ¢6zmekden
ybaratdyr.

Ulx,x,,---x,) nabelli funksiyany, x,x,,---.x, baglanysyksyz iiytgeyéin

ululyklary we nébelli funksiyanyn hususy Oniimlerini baglanysdyryan denleméa

''''''

Ol asakdaky gorniislerde yazylyar

y

k
F(xl’x2’...’xn’U’aU aU .o aU, a U J

. =0
5 b b kl kn 9 b
ox, Ox, ox, ox,',-+,0x,

k=k+k,+...+k,

(1.1)

ya-da

bu yerde F — 6z argumentlerine gora berlen funksiyadyr.
(1.1) defilemédnin diiziimine girydn hususy oniimin il ulusynyn tertibine

------

x,y 1ki baglanysyksyz tytgeydn ululykly ikinji tertipli hususy Onitimh
differensial defilleminin umumy gorniisi

2 2 2
A xyv, 2 9Y U 0U_
Ox 0Oy Ox~ OxOy Oy

yaly yazylyar.
Deilleménin diiziimine girydn Oniimleri bilen birlikde D yaylada iizniiksiz
we deflemini tozdestwa owiirydn U(x,y) funksiya ol deflleméinin regulyar ya-da
Eger hususy Oniimli defileménin diiziimine girydn nébelli funksiyanyn m uly
tertipli oniimlerinin dhlisine gord ¢yzykly bolsa, onda ol denlemid kwazi¢cyzykly

------

Mysal:



2

Alx, y,u,ux,uy);ig+ B(x,y.U,Uy Uy |+

OX

+C(x,y,U,UX,Uy)%+ f(x,y,U,UX,Uy)zo
oy

denleme iki tiytgeyanh ikinji tertipli kwazigyzykly detillemedir.
Eger hususy oOnimh deilleme ndbelli funksiya we onui Oniimlerine gord

------

Mysal:
2 2 2
o-uU o°u o°uU
) el o)
oU ou
+a(x,y)—+b(x,y)—+c(x,yU = f(x,y)
OX oy

defileme uU(x,y) ndbelli funksiya gord iki iiytgeyanli ikinji tertipli c¢yzykly
detilemedir.
Eger (x,y)=0 bolsa,onda denlemé ¢yzykly birjynsly dil we f(x,y) =0 bolsa

''''''

§2. Matematiki fizikanyn esasy defllemeleri

Mehanikanynn we fizikanyn kop meseleleri ikinji tertipi hususy Oniimh
differensial denlemeleri derfiemeklige syrykdyrylyar. Mysal ticin tolkunlaryn diirh
gorniisleri dwrenilende tolkunyn denlemesi diyip atlandyrylyan

2 2 2 2
_alszazal;JraszJrasz , (A)
ot 0X oy oz

bu yerde a-berlen sredada tolkunyn yayramak tizligi, denilemd gelinyar. Birjynsly
izotrop jisimde yylylygynn yayramagy, seyle hem diffuziya hadysasy, yylylyk
yayramagynyn (gecirijiliginin) denlemesi diylip atlandyrylyan

@_ag(azu o%u aqu

- B
ot ol oy2 "2 ®)

defileme goriisinde yazylyar. Birjynsly izotrop jisimde durnuklasan yylylyk
yagdayyna garasak, onda biz Puasson denilemesi diyip atlandyrylyan

2, A2, A2
o%u 2% 2%
©)

+ + =-f(X,v,2)
x%  y?  &?




denlleméni alarys. Eger jisimin i¢inde yylylyk ¢esmesi yok bolsa, onda (C)
detileménin yerine Laplas denlemesi diyip atlandyrylyan

2 2 2
o“U 07U 8U:O (L)

+ +
x% oyl &’

denleméni alarys.

......

(A)-(L) denlemelerin her birinini tiikeniksiz kop ¢Oziiwi bar. Takyk fiziki
meseleler ¢oziilende sol ¢oziiwlerii igcinden meseldnii fiziki manysyndan gelip
¢ykyan gosmaga sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi saylap almak zerurdyr. Seylelik
bilen, matematiki fizikanyn esasy meselesi hususy oniimli differensial deflleméanin
gosmaca sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklykdyr. Seyle gosmaca sertler
gyra sertler, yagny garalyan yaylanyn aracdginde berlen sertler we baslangyc
sertler bolyarlar.

§3. Ikinji tertipli defilemelerin toparlara boliinisi

Asakdaky ikinji tertipli denlema garalyn

2
n o°u oU ou ou
Z Aii (X1, X9, 05, X —+f X1y Xg o, X lui_l_y'”l_ :0 3'1
i, 71 ij (1% ”)axiaxj (1 20T o o, axn] 31

a, koeffisiyentler (xl, X, xn) gilisligin D yaylasynda berlen funksiyalardyr,

y

sunlukda a; =a,.
(3.1) denileméni nokatda toparlara bolelin. D yayladan kesgith (xf,xg,---,xﬂ)
nokady alalyn we

n o O 0
I’jz:laij (Xl ,X2,"',Xn )fiéj (32)
kwadratik formany diizehn.

Eger (3.2) kwadratik formanyn alamaty kesgitli bolsa, onda (3.1) denlema

''''''

(<9,x,---,x3) nokatda elliptik defileme diyilyr.

Eger (3.2) kwadratik formany kwadratlaryn jemine getirlende bir

koeffisiyentinden galan &hli koeffisiyentlerinin alamaty birmenzes, beyleki bir

koeffisiyentiniii alamaty olara garsylykly bolsa, onda (3.1) deillemi (xf, xg,---, xﬂ)

''''''

Eger (3.2) kwadratik formany kwadratlaryii jemine getirlende ol jem birden
kép polozitel koeffisiyentlere we birden kop otrisatel koeffisiyentlere eye bolsa



(sunlukda &hli koeffisiyentler nuldan tapawutly) , onda (3.1) denlema (xf , xg,---, xﬁ)

Eger (3.2) kwadratik formany kwadratlaryni jemine getirlende bir koeffisiyent
nula den, beyleki koeffisiyentlerin alamatlary birmenizes bolsalar, onda (3.1)

defilemi (xf ,xg,...,xﬁ) nokatda parabolik defileme diyilyar.
Eger (3.1) denlleme D vyaylanynn her bir nokadynda elliptik, degislilikde
giperbolik we parabolik defileme bolsa, onda ol defilemd D yaylada elliptik,

''''''

Eger 4, koeffisiyentler hemiselik bolsalar, onda defileménin ol ya-da beyleki
gorniise degishidigi tiytgeyan ululygyn bahasyna bagly daldir.

Laplas denillemesi elliptik denlemelere, tolkunyn denlemesi giperbolik
denlemelere we yylylyk yayramagynynn denlemesi bolsa parabolik deillemelere
degisli denlemelerin yonekeyleridir.

§4. Kop uytgeyanli ikinji tertipli hemiselik koeffisiyentli
dernlemeleri kanonik gorniise getirmek

Asakdaky hemiselik koeffisiyentli ¢yzykly deiilemé garalyii

2
n U n. ou

Sa:—+ > b —4cU =X, X, -, X 4.1
ij=1 'Jaxiaxj =1 ox; (1 2 n) (4.1)

(). %o xn) Giytgeyén ululyklaryfi ornuna
n
S = iélckixi , k=12,...,n 4.2

¢yzykly Ozgertminii komegi bilen (&.&,,-.&y) liytgeyan ululyklary girizelin.
(4.2) Ozgertmede Hcki H kesgitleyji nuldan tapawutly diyelin. Kone iiytgeyin

ululyklar boyunca Oniimler tize liytgeydn ululyklar boyunga Oniimlerinn iisti bilen
asakdaky formulalar boyunca anladylar

2

U N au 2%u n 2

o°u

ax KK og " oxiox P R 08,04, (4.3)
(4.3) ontimleri (4.1) deiilemede goyup alarys
S al - G I o1 U=t 8 én) (4.4)
K= eg.08 1AL 8¢ 1102

bu yerde



akl = UZ_a ki “Cij (4.5)
Eger
| JzlautltJ (4.6)

kwadratik formada
n
=2 % Tk
cyzykly 6zgertme etsek, onda ol

n —
> akl -z, -t
kT=1 k"l

gdrniise gelyir we aw koeffisiyentler (4.5) formula bilen kesgitlenyir.
Algebradan belli bolsy yaly ¢,  koeffisiyentleri (4.6) forma kwadratlaryn

jemine, yagny

0 2
&k
gomiige geler yaly saylap almak bolyar. 4, koeffisiyentler degislilikde +1 ya-da
nula dei. 2, koeffisiyentlerin alamaty hem (4.1) defileménin gormisini kesgitleyér.
Ozgerdilen (4.4) defileme

n 22U n

ouU
A bi U="~fI&,E5,00, ] 4.7
Gk 052 2T 0%, PP 1(51 &2 &n) (4.7)

''''''

E]hptlk denlemeler ticin &hli /1k—1 ya-da 4, =-1 . Sonky yagdayda
defileménifi ki bdlegini hem (-1)-e kopeldip &hli 2, =1 diyip hasap etmek bolar.

Seylelik bilen islendik ¢yzykly hemiselik koeffisiyentli elliptik denleméni, onki
belgilemdmizi saklap,

52
no®u n o eu
§ o7 &b ax_"'clu_fl(xl K0 n)
=1 |

gbrniise getirmek bolyar.



Giperbolik denleme yagdayynda iiytgeyin ululyklar (n+1) sany diyip hasap

edelii we ¢, =¢ dijelifi. Onda islendik ¢yzykly hemiselik koeffisiyentli
giperbolik denleméni
2 2
o°U nho“U N oU
-y b: — +¢cU = f, X, X5,++, Xp, t
6‘:2 |§1 axlz +|§1 | 6X| +Cl 1(X1 XZ Xn )

gorniise getirmek bolar.
Islendik ¢yzykly hemiselik koeffisiyentli parabolik denileme

520 n  au

g—+2ba—+cu—f(xx x)
i:l 8X|2 |:1 IBXI 1 1 1, 2, el

gorniise getirlip bilner.

§5. Iki iiytgeyéinli ikinji tertipli denileméni kanonik
gorniise getirmek

Uly Ontimlere gord ¢yzykly iki tiytgeyanli ikinji tertiph

2 2 2
o°U 0°U 0°U oU ou
A~ +2B-——+C-— +F(x,y,U,—,—j=0, (5.1)
X oxoy oy oX oy

bu yerde A,B,C koeffisiyentler x,y Tlytgeyédnlere bagly {izniiksiz funksiyalar,
denlemd garalyn. A,B,C koeffisiyentler bir wagtda nula den dil diyip hasap
etjekdiris.

(5.1) denlema

2 2
At:L + 28t1t2 +Ct2

kwadratik forma degislidir.

(5.1) differensial denlema:
1) B>AC>0 (kwadratik formanyi alamaty @iytgeydn) bolanda giperbolik;
2) B*-AC=0 (kwadratik formanyn alamaty hemiselik) bolanda parabolik;
3) B%-AC<0 (kwadratik formanyn alamaty kesgitli) bolanda elliptik;

''''''

rrrrrr

(x,y) liytgeyén ululyklaryti deregine tize (&,7) iiytgeyén ululyklary

£=¢&(xy), n=nlxy) (5.2)

formulalaryit kOmegi bilen girizelifi, bu yerde &(x,y), n(xy) -iki gezek lizniiksiz
differensirlenyén funksiyalar, sunlukda D yaylada yakobian



o0& O&

D(éﬂ?)_ ox oy 5.3
D(xy)_a_n 6_777&0. ()
ox oy

~U(&,n) funksiya (x,y)-den ¢ylsyrymly funksiya hokmiinde garap alarys

U _U ac U on QU _dU o AU oy

x o x on ox oy agay on oy
o%2u o2 (ag}z ,0U 3 on 02U (an)erau 8% U 8%y
o&n X ox 2

% 0% og or 0% (0g on 0g on), 0 on oy
oxdy g2 ox oy agan X oy oy ox

LU ag u %y

of oxdy  on oxdy

@za_u.(a_g (22U 2 o i(anf v % %
o& o & on?

oy2 oy ocon on? oy

Oniimleriti afilatmalaryny (5.1) defilemede goyup, ony

2 2 2
Al.a_U+2|31.a_U+Cl.a_U+|:l EnU, iy O_U =0 (5.5
o0& ogon on? o0& " an

gorniisde yazalyn, bu yerde

A ()= A@—sz Lg% .0, C(a_‘sz

x oy \oy
_a% on g% on O on| % In
Bl(g’n)_Aax ox (ax oy oy axj oy oy (56)

2 2
A0V pgon o fon
Cl(g’")_A(ax] Py C(ay]

G0Os-goni barlamak bilen

A(x,y)= 812 ~AC, = (32 - Ac)-{D(g'”)T (5.7)



bolyandygyny gorkezmek kyn dédl. Bu yerden gormiisi yaly (5.2) Ozgertme
denlemédnin tipini tiytgetmeyar.

(5.2) dzgertmede bizin garamagymyzda &(x,y) we p(xy) iki funksiya
bar. Ol funksiyalary

1) A=0, C;=0; 2) A=0, B,=0; 3) A;=C,, B;=0 sertlerin biri yerine yeter
valy saylap alyp bolyandygyny gorkezell. Sonda Ozgertme bilen alnan (5.5)
denilleme in yonekey, yagny kanonik gorniisi alar.

1) Alx,y)=B%-AC>0, yagny D vyaylada (1.1) detileme giperbolik
denlemedir.
A =0 diyip hasap edelin. Birinji tertipl
2 2
A(QJ +ZBQ-Q+C[@J =0 (5.8)
ox ox oy \ oy

differensial denillemé garalyil. Bu defileméni

{A.ﬂ(mMJ%HA@{B_M)%}O

OX OX

gorniisde yazalyil. Soniky denleme bolsa

A@+(B+\/BZ—AC)%=O (5.8a)

OX
A%+(B—\/BZ—AC)-%:O (5.8b)

iki denleméd dargayar. Seylelikde (5.8a) we (5.8b) denlemelerin ¢oziiwleri (5.8)
denlemanim ¢Oziiwleridir.

(5.8a) we (5.8b) deinilemeleri integrirlemek tigin olara degishi ady differensial
deiilemelerm ulgamyny diizeli:

dx _ dy
A BiB2-AC
dx dy

ya-da

Ady—(B+VBZ - AC |dx=0 (5.9a
(B4 (59%)



Ady—(B—\/BZ - AC)dx= 0o (5.9b)
(5.9a) we (5.9b) denlemeleri

Aldy)® —2Bdxdy+C(dx)> =0 (5.9)

bir defileme goriisinde yazmak bolyandygyny bellalii.
(5.9a) we (5.9b) denilemeleri integrirldp alarys

(D(X-Y):Cl , ‘//(XaY):Cz- (5.10)

(5.10) integrallarynn ¢cep bolekleri degislilikde (5.8a) we (5.8b) denllemelermi , seyle
hem (5.8) deflleménin ¢oziiwleridir.

(5.10) egrilere (5.1) denleménin hésiyetlendiriji egrileri ya-da yone
hisiyetlendirijileri, (5.8) deillemd (edil sonun yaly-da (5.9) denlema)
hiisiyetlendirijilerin denlemesi diyilyar.

Giperbolik deflemeler iicin B>-~AC>0, diymek (5.10) integrallar hakyky we
dirldir. Seylelikde, giperbolik denlemelerm hakyky hésiyetlendiryjilerinin iki sany
diirli masgalasy bardyr.

(5.2) 6zgertmede

e=&xy)=p(xy), n=nxy)=wxy)

diyeli. Onda (5.6) denilikden gorniisi yaly (5.5) defilemede A;=C;=0. Garalyan

yaylada B, =0, munun seyledigi (5.7) denlikden goriinyér

Sonky denlikden gorniisi yaly, berlen deiileme x+y =0 bolanda giperbolik

gorniise eyedir. x+y=0 goni ¢yzyk bolsa, onuil parabolik déanyan ¢cyzygydyr.
Indi hisiyetlendiriji denleméni diizelin:

y(dy)” - (x- y)dxdy - x(ex)” =0
Bu defileméini 6zgerdip, alarys

o (x-y)+(x+y)
dx 2y

x+y =0 halda sonky ady differensial denlemeleri integrirlép
x+y=Cyp, x2 —y? = C, - gOni¢yzyklaryn we giperbolalaryin maggalasyny
alarys.



E=x+y, n=x%-y2 hasiyetlendirijleri (bellemeleri) girizip, . Seylelik bilen
(5.5) denleme

2
o0°uU oJ ou
2B, -——+FK | U, —,— [=0
L azay | 1[5" o 677J
gorniisi alar. Sonky denleméni 2B;-e boliip
TR PMTRCRa
dzdn 277 g oy

gorniisde yazalyn. (5.11) denlema giperbolik defilleménin birinji kanonik gorniisi

''''''

o (5.11)

Eger En uytgeyan ululyklaryn deregine ¢=a+pn=a-p
denlikler bilen tize «,p lytgeyéan ululyklary girizsek, onda (5.11) defileméni

Y —a—gw{a,ﬂ,u,a—u,a—;]:o (5.12)

''''''

2) B*-AC=0, yagny garalyan yaylada (5.1) denileme parabolik detilemedir.
Bu yagdayda A we C koeffisiyentlerini biri nuldan tapawutlydyr. Goy, A=o0
bolsun. Onda (5.8a) we (5.8b) denlemeler gabat gelyirler:

A-—+B-—=0 (5.13)

denlemédni kanagatlandyryandygyny goérmek kyn dil. (5.13) denllemi degisli
A-dy—B-dx=0
ady differensial denlleméni integrirldp, alarys
olxy)=C,

yagny parabolik deiillemeler hakyky hésiyetlendirijilerii bir masgalasyna eyedir.



(5.2) 6zgertmede &£=o(x,y) diyelin, p(x,y) funksiya hokmiinde bolsa
(5.3) serti kanagatlandyryan islendik iki gezek iizniliksiz differensirlenyédn
funksiyany alalyn. Onda (5.5) denlemede A;=0 bolar. Indi B; koeffisiyenti
asakdaky gorniisde yazalyn

Bl :(A6—¢+ Ba—gpj-a—n+(Ba—(p+ca—(pj-a—77
OX oy ) ox OX oy ) oy
(5.13) we (5.14) deilliklerden B =0 gelip c¢ykyar. (5.5) dedlemedéki C,
koeftisiyenti 6zgerdip

2
e =t (a2, g2
A OX oy

gorniisde yazalyi. Bu yerden c, =0, sebibi tersine bolaysa (5.13) deilik esasynda

D) =0 bolar. Seylelik bilen (5.5) defileme
D(x, y)

52U oU 8uU

C _+F (é,ﬂauy_,—)=0
Vo2 1t o& " on

gorniisi alar. Sonky denileméni C;-e boliip

a_UJrFZ(g,n,U'a_U a—U)zo (5.15)

on2 o0& on

gorniisde yazalyn. (5.15) denlemid parabolik denleminin kanonik gorniisi

[ WA

3) B?-AC<0, yagny D yaylada (5.1) detileme elliptik defilemedir. A, B, C
koeftisiyentler x,y tiytgeyan ululyklardan analitik funksiyalar diyip hasap edeln.
Onda (5.8a) we (5.8b) denlemelerin koeffisiyentleri hem x,y uiytgeyan ululyklardan
analitik funksiyalardyr we olaryn 6zara ¢atyrymly analitik

cOziiwleri bardyr. (5.2) 6zgertmede
E=pxy), n=w(xy)

diyelin. z=¢&+i-n ululygy



2 2
A(gj +28g-g+c[gj =0
X x oy \oy
tozdestwoda goyup we onun hakyky we hyyaly boleklerini saylap, alarys

2 2 2 2
A(a_:J +288_é.%+c.(6_6j :A.(a_nJ +286_n.6_n+c.(a_nJ |
OX oX oy oy oX ox oy oy
A%.a_n+25(a_f.a_n+a_é.a_nJ+ca_f.8_n:0,
X Ox oy oy
ya-da
A,=C4, B;=0.

Seylelik bilen, bu yagdayda (5.1) denleme

02U 02U ouU auj

A —+ A= Fl(g,n,u,— =

o0& on o0& " on

gorniisi alar. Sonky denleménin iki bolegini hem Aj-e boliip

6_U+8_U+F2(§,,7,U,5_U,9_Uj=o (5.16)

------

gorniisde yazalyn. (5.16) denilemd elliptik denleménin kanonik gorniisi diyilyar.
Bellik. Goy, defilemesi B>AC=0 bolan & egri D yaylany iki bolege
bolydn bolsun we onun bir bdleginde (5.1) denleme elliptik, beyleki bdleginde
bolsa giperbolik bolsun. Bu yagdayda (1) deilemd D yaylada gatysyk tipli
Eger (5.1) denleme ¢yzykly defnlleme bolsa, onda onun kanonik gdriisi hem
cyzykly denlemedir:

2

02U oU oU
v ] Ay _
2con +a(&,7) oc +b(&,7) on +c(&n = 1(&n)
ya-da
22U 22U ou ou
S-Sy ralen) = +b(gn) g = f(zn)

(giperbolik denleme yagdayynda);



52U

ou oJ
877—2+a(§,77)£+b(§177)a+0(§,77p = f(&.n)

(parabolik defileme yagdayynda);

2, A2
02U o au ou

— +——F+alé,n)—+bl&,n)—+clé, = f(¢,
a§2+an2+(fﬂ)a§+(§n)an+(§n)U (&)

(elliptik detileme yagdayynda).
§ 6. Umumy coziiw diisiinjesi

Ikinji tertipli ady differensial denleménii umumy ¢6ziiwi iki sany erkin
hemiselik sana baglydygy bellidir. Kosi sertlerinden peydalanyp erkin
hemiseliklerini takyk bahalary tapylyar we bu tapylan bahalary umumy ¢oziiwde
goyup, berlen ady differensial defileméninn baslangy¢ (Kosi) sertleri
kanagatlandyryan hususy ¢oziiwini almak bolyar.

Hususy ontimli differensial denlemeler iicin bolsa,umumy ¢o6ziiw diisiinjesi
girizilmeyir. Yone, hususy 6niimli differensial defilemeler 6zgerdilende bir
tiytgeydn ululyk (argument) boyunga iki gezek integrirlemeklige getirilydr we
mtegrirlemekligin netjjesinde iki sany erkin funksiya bagly bolan ¢oziiw alynyar.
Bu halda, ady differensial denlemeler nazaryyetini goz 6iitinde tutup, alnan iki
sany erkin funksiya bagly bolan ¢6ziiwe hususy onlimli differensial detileménini

Kébir halatlarda hususy 6niimh differensial denleméinin umumy ¢oziiwini
tapmak ticin, ol denllemede tize iiytgeyéin ululyk ya-da tize funksiya girizmeklik
amatly bolyar.

o%u _o%u _o%u o e
Mysall. 2 > =5 +3— =0 denllemédnin umumy ¢6ziiwini tapmaly.
X oxXoy oy

Coziilisi. Berlen denlemidnm diskriminantyny hasaplalyn

2 25 1
AlX,y)=B“ " -AC=—-6=—>0.
(X y) 4 4>

Diymek, berlen denleme tekizligin &hli yerinde giperbolikdir. Indi onui
hisiyetlendiriji deiilemesini diizelin

2
2(dy)2 +5dxdy+3(dx)2 =0 = z[ﬂ} +5ﬂ+3:0
dx dx



Sonky ady differensial denleméni integrirlap, alarys

y_ —-5++25-24 y_ -5+1
dx 4 "odx 4

o_ ., s
dx " dx 2

Bu yerden

x+y=C;, 3x+2y=C, - gbni¢yzyklaryn iki sanysynyn masgalasy.
E=x+y, n=3x+2y belgilemeleri girizelin we denlemi girydn Oniimleri
hasaplalyi
U U U au au _au  o%U U _2%u  _a%u
— == 43=, —="42—— +6 +9

= + ' - + ! 2_ 2 2,
ox o9& om oy 05 on x5 o 9gon  op

v 2% dfu U ou o o 0%

= +5 + , = +4
oxoy pg2  otom  op? g2 pg? dton o2

Tapylan oniimleri berlen denlemede goyup, alarys

2
oV 5 o 9[M)_,
oE on o0&\ an

Sonky denligi ¢ boyunga integrirldp alarys

oU
L ).
o ()

Alnan denlemé birinji tertipli ady differensial deiileme hokmiinde garamak bolyar

(¢ - berkidilen ululyk, 5 bolsaiiytgeyan ululyk).
Bu denlleméni integrirlilin. Onda

U(&nm)=1fln)dn+f,() .

[t(7)dn = 1,(7) belgileme girizip we x, y lytgeyéin ululyklara gegip berlen

defilemédnin umumy ¢oziiwini alarys

U(x,y)= f1(3x+2y)+ f2(x+ y),



buyerde f, we f, iki gezek lizniksiz differensirlenydn funksiyalardyr.

2 2 2
Mysal 2. y%Jr(x— y)ﬂ—x% =0 denlemdnin umumy ¢6ziwini
ox oxoy ¢y

tapmaly.

Coziilisi. Ilki bilen berlen denlemini yonekey gorniise getirelin. Onuii tigin ol
defilemédninn diskriminantyny hasaplalyn

2 2
A(x,y)sz—AC=[X;2yj +xy=(xzyj

berlen deiillemd girydn Oniimleri hasaplalyn

ouU  ou U U aU ouU
S o gaxe, ey
ox  Of on' oy o on

2 2 2 2
U o°U o°U U _au
5 =5 +4x +4x2—2+2—
oxe o0& ogon on on
2 2 2 2
‘U o°U 2°U
—=—2(—2y+2x) —4x >
OXoy  p& on
2%u 8% 02U » 02U _ou
5 =5 -4y +4y —2—2—
oy o 9&on on on

Tapylan oniimleri berlen detilemede goyup, alarys

2
Zﬂ+2(x+ y)%:o

2(x+y
(x+y) o o

Sonky detilemédni x+y =0 ululyga gysgaldyp we hisiyetlendiriji liytgeyin
ululyklara gecip, alarys

2
Y Mo o 2 ul-0
oEon  on on\~ o0&

Sonky denligi » ululyk boyunca integrirlilii. Onda

ouU
ga—§+u = 1,(¢)



buyerde f,(£)- erkin funksiyadyr. Alnan defilemd ¢ Gytgeyén ululyk boyunga
(n - berkidilen ) birinji tertipli ady differensial denleme hokmiinde garamak
miimkin. Sonun ligin ol denleméni integrirlap, alarys

_11,(§)dg+yln)
¢
. Yo [f(&)de : L .

Sonky derlikde ;- f(¢) belgileme girizip we kone x,y liytgeyan
ululyklara gecip, berlen denleméaniii umumy ¢oziiwini tapalyn

2 2

U(x,y)z f(x+ y)+ e -y ,
X+Yy

buyerde f we y - iki gezek lizniiksiz differensirlenydn erkin funksiyalardyr.



BAP II. MATEMATIKI FIZIKANYN ESASY DENLEMELERINI
GETIRIP CYKARMAK

§7. Kirsin yrgyldylarynyn denlemesini ¢cykarmak

Goy, kirsm ahyrky nokatlary (uclary) berkidilen, 6z1 bolsa gaty dartylan
diyelin. Beyle diydigimiz ninéni anladyar? Siz kirsin ndhili ¢ekilendiginin dartma
giiyji bilen kesgitlenydndigini 6niden bilyansiniz. Eger kirsii haysy hem bolsa bir
nokadyndan beyleki tarapynda yatyan bdlegini ayyrsak, onda sol ayyrlan bdlegin
gliyjiine gord agyrlyk giiyclerini hasaba almasan hem bolyar.

Indi kirsin kesgitlemesinde ulanylan soézlerden ndhili matematiki manylar
cykaryp bolyandygyna garalyn.. ,Inge* diyen soz sapagyn die bir ¢yzykly
Olceginin  (uzynlygynyn) bardygyny anladyar. ,,Absolyut c¢eye diyen sozler
uzynlygyna {ytgemeyidn forma iiytgemelerine sapagyn hic hili garsylygynyn
yokdugyny anladyar, bu bolsa matematikada T dartma (dartys) giiyjiinin kirse
galtagyan boyunca ugrukdyrylandygyny anladyar. “Mayysgak™ diyen s6z bolsa
kirsin Gukun kanunyna boyun bolyandygyny anladyar: dartma (dartys) giiyjiinin
ululygynyn iiytgemesi kirsii uzynlygynyn tiytgemesine goni proporsionaldyr.

Goy, denagramlylyk yagdayynda kiris x oky boyun¢a ugrukdyrylan bolsun.
Eger kirsi denagramlylyk yagdayyndan c¢ykarsak (mysal iicin, ony c¢ekip
goybersek), onda ol yrgyldap baslar. Biz die kese yrgyldylara garajakdyrys,
vagny hereket die bir tekizlikde bolup gecyir we kirsii hemme nokatlary x okuna
dik hereket edyéarler diyip hasap etjekdiris. Bu tekizlikde xou goniiburgly
koordinatalar ulgamyny alalyn, onda U kirsin denagramlylyk yagdayyndan
gysarmasyny anladar, sunlukda yrgyldy wagtynda U x we t ululyklara bagly bolar.
Hereketi suratlandyrmak tiigin @~ biz U(x,t) tapmalydyrys. Her bir kesgith
(berkidilen) t-de U(x,t) funksiyanyn grafigi kirsin su wagtdaky (momentdaki)

formasyny (sekilini), aa—U bolsa x absissaly nokatda galtasma ¢yzygynyn burg
X

koeftisiyentini kesgitleyir. Berkidilen x-da U(x,t) funksiya x absissaly nokadyn Ou

okuna parallel ¢yzyk boyunca hereketinii kanunyny beryér, onda % bu

2
hereketin tizligi, % -bolsa tizlenmesi bolar.
ot
Indi U(x,t) funksiyanyn kanagatlandyryan differensial denlemesini getirip

cykaralyn.
Biz dine ki¢i yrgyldylara gararys, yagny U we i—u seyle kici bolanlygy ti¢in
X

2

250, U2~0, U-Uy~0 bolar diyip hasap etjekdiris.

U



Kirse onun yrgyldayan tekizliginde Ou okuna parallel giiygler tisir edyérler
diyip kabul edeln.Kirsin yrgyldayan sredasynyn garsylyk gliyclerini hasap
etmalin.

T(X2)
M2
M1

X1 X | X
T(X1)

Kirsin erkin (x1,X;) bolegini saylap alalyn.Yrgyldy wagtynda ol bolek M;M,
duga deformirlenyén bolsun.
Islendik t wagtda M;M, duganyn uzynlygy

X
2

§'= [\1+UZdx~x, % =
X

bolar, yagny deformasiya wagtynda uzalma bolmayar. Onda kirsin belli bir
nokadyndaky T dartma giiyjiinii ululygy Gukuf kanunyna layyklykda wagta

- >
baglylykda uytgemeyir, yagny 1 = 1 (x) bolyar.

Indi bizit ¢aklamalarymyzda T dartma giiyjiiniii x-e hem bagly daldigini,
yagny T =Tq=const bolyandygyny gorkezeln. Hakykatdan hem, kirsii M;M,
bolegine M; we M, nokatlarda kirse gecirilen galtagyanlar boyunca ugrukdyrylan
galtasma giiycleri, 1ner51ya guyjl we dasky giiycler tisir edyérler. Bu giiyclerin x
oka proyeks1yalarynyn Jerm nula denn bolmaly. Biz dile kese yrgyldylara
garayarys, diymek inersiya giiycleri we dasky giliycler Ou oka parallel
ugrukdyrylandyrlar, onda

T(xl)- coso:(xl)—T(x2 ) cosa(x2)= 0,

bu yerde «(x) — t wagtda kirsiit x absissaly nokadynda gegirlen galtasyan bilen x
okui poloZitel ugrunyti arasyndaky bur¢dyr. Yone biziit ¢aklamamyzda

cosa(x)= L Y

\/1+tg Za(x) \/1+U XZ

Diymek

T(X1)=T(X).



Biz x; we X, nokatlaryn erkinliginden T dartys giiyjiinii x-e bagly déldigini aldyk.
Seylelik bilen x we t-nil islendik bahalarynda T=T diyip hasap etmek bolyar.

Indi U(x,t) funksiyanyn kanagatlandyryan differensial denlemesini getirip
cykaralynn. Onun ligin Dalamber prinsipinden peydalanalyn. Ol prinsipinn esasynda
kirsin saylanyp alnan kdbir bolegine tisir edyan giiycler denagramlagmalydyr.

Kirsii erkin M;M, bdlegine garalyin we ol bdlege tisir edyan dhli giiyclerin
Ou oka proyeksiyalarynyn jeminii nula den bolmagynyn sertini tapalyn.

M; we M, nokatlarda tasir edyan dartma giiy¢lerinin proyeksiyalarynyn jemi

Vi =Ty [sin oz(x2 )—sin a(xl)J

bolyar. Bizii ¢aklamamyzda

sin a(x) = tga(x) __ Ux

= ~ ~U
\/1+tg2a(x) \/1+UX2 ’

Onda

Indi

bolyandygyny nazarda tutup, alarys

262U
V, =T~ - [ ——=—dXx 7.1

Kirse tdsir edyidn dasky giyjinn ¢yzykly dykyzlygyny p(x,t) diyip bellilin,
onda M;M, bolege tasir edyian dasky giiyjiin Ou okuna proyeksiyasy

X

V, = ijp(x,t)dx (7.2)

bolar.
Goy, p(x) — kirsit ¢yzykly dykyzlygy bolsun, onda M;M, bolegiii inersiya

g



X 2
VA P ()
X ot

bolar.
Yokarda aydylanlaryii esasynda kirsin M;M, bolegine tisir edyin giiyclerin
Ou oka (7.1)-(7.3) proyeksiyalaryn jemi nula den bolmaly, yagny

X 2 2

2 o~uU o°uU

| Ty 5 —p(x) 5 + p(x,t) [dx=0.
X OX ot

Bu yerden x; We X,-nin erkinliginden integral astyndaky funksiyanyn kirgin her bir
nokady tli¢in islendik t wagtda nula deii bolmalydygy gelip ¢cykyar, yagny

2 2
o°uU o°uU
)2V 12U 7.4
p( )8'[2 0 8X2 ( )

------

Eger kiris birjynsly, yagny p(x)= const bolsa, onda (7.4) defileme

2 2
Y _ 29 l2J + f(x,1) (7.5)
OX

gorniisde yazylyar,

p(x,t) _
Y%

a“=—, f(x,t)=

''''''

Eger dasky giiy¢ tdsir etmeyén bolsa, onda p(x,t)=0 we (7.5) denleme

2 2
oY _428 LZJ (7.6)
ot OX

2

rrrrrr

§8. Membrananyn yrgyldylarynyn defllemesini cykarmak

Kesgitleme. Membrana diyip erkin egreldip bolyan dartylan gabyga
(plyonka) aydylyar.

Goy, denagramlylyk yagdayynda membrana xy tekizliginde yverlesen we
kidbir D yaylany eyeleydn bolsun. Mundan bagga hem membrana onun gyralaryna



goylan dendlcegh T dartmanyn tisirinde yerlesyar diyelin. Bu diyildigi, eger
membrana boyunca islendik ugra ¢yzyk gecirsek, onda ol ¢yzygyn elementi bilen
bolinen 1ki bolegih arasyndaky Ozara tdsir edyan giiye elementii uzynlygyna
proporsional we onuil ugruna perpendikulyar: ¢yzygyn ds elementine tisir edyan
gliyjiii ululygy Tds bolar.

Membrananyn her bir nokadynyn xy tekizlige perpendikulyar U oka parallel
hereket edyin kese yrgyldysyna garalyn. Onda membrananyn (x,y) nokadynyn U
stiiysmesi X,y we t-e bagly funksiya bolar.

Membrananyn ki¢i yrgyldysyna garap U(x,y,t) funksiya we onuil X,y boyunga
hususy Oniimleri, olaryn kwadratlaryny hem-de kopeltmek hasyllaryny ol
ululyklarynn 6zleri bilen denesdireniide hasap etmén bolar yaly, ki¢i diyip gliman
etjekdiris.

Membrananyn denagramlylyk yagdayynda 7-yapyk egri bilen ¢dklenen o
bolegini alalyni. Hacanda membrana denagramlylyk yagdayyndan ¢ykarylanda bu
bolek 11 ginislik ¢yzygy bilen ¢dklenen o iiste deformirlener. & {stiin t
wagtdaky meydanyny hasaplalyn

2 2
- jy (N N _
00[\/1+(6XJ +(8yj dxdy g_dxdy o.

Seylelik bilen bizin ¢aklamamyzda yrgyldy wagtynda membrananyn islendik
boleginii meydanynyn iiytgemegini hasaba almasak hem bolyar we membrananyn
islendik  bolegi ilki basdaky T dartmanyn tdsiri astynda yerlesyir diyip hasap
etmek bolyar.

Membrananyn yrgyldysynyii denlemesini getirip ¢ykaralyn. Membrananyn
erkin o'  bolegine garalyn. Membrananyin bu bdlegine onun galan bdlegi
tarapyndan 1’ egrinin normaly boyunga ugrukdyrylan, membrananyn stiine
galtasyan tekizlikde yatan, dendlcegh paylanan T dartys giyj tisir edyar.
Membrananyn o' bolegini ¢dklendirydn 1© egrd goylan dartys giliyjin U oka
proyeksiyasyny tapalyn. ds’ bilen 1’ egrinin dugasynyn elementini belgililin. Bu
elemente ululygy boyunca T.ds'-¢ defi dartys giiyji tisir edyar. T dartys wektoryii

Ou ok bilen emele getirydn burcunyn kosinusy, bizin ¢aklamamyzyi esasynda, Z—U
n

-e defi,  n-denagramlylyk yagdayynda membrananyn o bdlegini ¢éklendirydn |
egrd dasky normalynl ugry. Bu yerden I’ egrinin ds’ elementine goylan dartys
giiyjin U oka proyeksiyasynyi

ou

T.—ds’
on

dendigi gelip ¢ykyar. Diymek I’ egrd goylan dartys giiyjinn U oka
proyeksiyasy asakdaky yaly kesgitlener



T-Ist’ (8.1)
[’on

Membrananyn ki¢i yrgyldysynda ds=ds’ diyip hasap etmek bolar. Onda (8.1)

integralda 1©  egrini | egri bilen ¢alsyrmak bolar. Grin formulasyny ulanyp
alarys
2 2
T-jﬁdszT-ﬂ oy, oy dxdy (8.2)
| on ol axz ayz

Goy membrana Ou oka parallel birlik meydana niyetlenen P(x,y,t) dasky giiy¢ tésir
edyin bolsun. Onda membrananynn o' bdlegine tisir edydn dasky giiyjiin Ou oka
proyeksiyasy asakdaky yaly kesgitlener

JIP(x, y,t)dxdy (8.3)

(8.2) we (8.3) gliycler membrananyn ¢’ bdleginiil

2

o°uU
— 11 p(x, y)—2 dxdy
o} ot

inersiya giiyji bilen islendik t wagtda defiagramlagsmagy, p(x,y) — membrananyi

st dykyzlygy.
Seylelik bilen

2 2

H[p(x.y)a Z’—T[a >+ g]w y,t)]dxdy—o
o OX oy

Bu yerden o meydanyn erkinliginden

2 2 2
o-uU o°U o°uU
p(X, y) 5 :T( 5 + > )+ P(X, y,t) (84)
ot Y

gelip cykyar. (8.4) deillemd membrananyini kese yrgyldysynyn deflemesi

Eger p(x,y)=const bolsa, yagny membrana birjynsly bolsa, onda (8.4)
denleme asakdaky gorniisde yazylyar
02U 2[62U 02U

275 Y ), @9
ot ox= oy



2

ac = f(X,y,):M.

T
P P

Eger dasky giiy¢  P(x,y,t)=0 bolsa, onda (8.5) denlemeden birjynsly
membrananyn

02U o[2%u o%u
—=at ot |-
OX oy
erkin yrgyldysynyn denlemesi alynyar.
§9. Elektrik yrgyldylarynyn denlemesini cykarmak

Elektrik gecirijinin ugrunda R garsylyk, L — induktiwlik, G — yitgi we C —
sygym lzniiksiz we endigan paylanan bolsun. L — samoinduksiya koeffisiyenti
bolup, ol togun iiytgemesiniil tizligi bilen samoinduksiyanynn EHG — sinin arasyny
baglanysdyryan proporsionallyk koeffisiyentidir, yagny

u-1.2
ot

C — sygymlylyk siiysme tok bilen U — giiyjenmanm {iytgemesinii tizligi
arasyndaky proporsionallyk koeffisiyentidir, yagny

i—C.—
ot

Garalyan dx bdlekde gliyjenménin peselmegi, Omun kanunyna layyklykda,
elektrik hereketlendiriji gliyclerin jemine dendir:

~ Y k= irdxs L2 9.1)
X ot

Gecirjinin dx elementinden dt wagtda gecyén elektrik mukdary
[i(x,t)—i(x +dxt)]dt = = it
OX

dx elementi zaryadlandyrmak ti¢cin gerek bolan

C-[U(x,t+dt)—U(x,t)]dx=CZ—l:dxdt,

elektrik mukdaryna we 1zolyasiyanyn kamil déldigi licin yityan



GUdxdt
elektrik mukdaryna dendir:

9 xat = ¢ X dxdt+ Gudxdt 9.2)
OX ot

Seylelikde (9.1) we (9.2) formulalardan telegraf demlemeleriniii ulgamy
diyip atlandyrylyan

(Z—U+R-i+L —=0

X

oi ouU (©3)
e i6u-=0

OX ot

ulgamyny alarys.
(9.3) ulgamyn birinji denlemesini X, ikinji denlemesini bolsa t boyunca
differensirlilin

220 _ai . 8%

—+R-—+L-—— =

ox2 x  oxot

8% 2%u _ au ©4)
C- +G-—=0

oxot ot ot

L _ .9V M (9.5)

(9.2) we (9.5) denliklerden peydalanyp (9.4) ulgamyn birinji defilemesinden
giiyjenme {i¢in

2

1 8°U RC+LG aU RG

. PA e A Y R (9.6)
LC 5x2 LC ot LC

ot

02U
2

deiileméni alarys. Edil sununl yaly edip togun giiyji iicin

%i 1 0% RC+LG ai RG
+ —

5t2 LC gx2 LC ot LC

i=0 (9.7

defileméni alarys.
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yaly giiyjenme we togun giiyji sol bir

a2 2

0] 0w ow
—5 =an——5 +2by —+Ch® (9.8)
x? Qo2 "ot O

defileméni kanagatlandyryarlar,

Eger tdze v (x,t) funksiyany

diyip girizsek, onda (9.8) denilleme

o0& 5 0%v
—2=a —2+b
ot O X

2y

yonekey gorniisi alar,

§10. Gyra we baslangyc sertler

On bellip gecisimiz yaly ady, seyle hem hususy oniiml differensial
denlemelerii, umuman aydanynda, tiikeniksiz kop ¢oziiwi bardyr. Sonui ticin hem
fiziki meseleler hususy Oniimhi differensial denlemelere getirilen yagdayynda ol
meseldni  yeke-tdk hasiyetlendirmek {igin  denlemd kidbir gosmaca sertleri
birlesdirmek zerurdyr. Seyle gosmaga sertler bolup baslangyc we gyra sertler

hyzmat edyarler.
Kirsii kese yrgyldysy hakyndaky yonekey meseld garalyn.

Kirsin yrgyldayan wagty onuil baslangyc formasyna we baslangyc tizligine

baglydyr, diymek



»baslangyc sertleri bermeli, bu yerde ¢(x),y(x) - berlen funksiyalardyr.
Birinji jynsly gyra sertler. Eger o<x<1 kirsil uglary berkidilen bolsa,
onda

u(t)=0, U(l,t)=0 (10.1)

gyra sertler yerine yetmeli. Eger kirsii uglary berlen kanun boyunca hereket edyan
bolsa, onda

U(O,t):,ul(t), U(lvt)zﬂg(t) (10-2)

gyra sertler yerine yetmeli, ., (t), u,(t) - berlen funksiyalar.

Ikinji jynsly gyra sertler. Eger kirsin uclary yumsak (gowsak) berkidilen
bolsa (uclary Ou okun boyuna azat), onda

VY o VY g (10.3)
OX OX
gyra sertler yerine yetmeli. Eger kirsii uglarynda v, (¢), v, (¢) giiycler berlen

bolsa, onda gyra sertler

au (0,1) au(1,t)
~ = (1) ~ = v, (t) (10.4)

gorniisde bolyarlar.
Uciinji jynsly gyra sertler. Eger kirsin ucglary mayysgak berkidilen
bolsa,onda

ouU(0,t)
OX

au (1)

~hU@©H=0 ,

+h,U(l,t)=0,h; >0, h, >0 (10.5)

gyra sertler yerine yetmeli.
Eger mayysgak berkidilen uglar gozganyan bolsalar we olaryn baslangyc
yagdaydan gysarmasy degislilikde ¢,(t) we 6,(t)  funksiyalar bilen berlen bolsa,

onda gyra sertler
8U (0,1) -
o ohUED =010 by >0,
au (1,t) -
~ +h,U(l,t) =02(t), hy >0, (10.6)

O,(t) =—hy O1(t) , 6, (t) = h, 02(1)

gorniisde bolyarlar.



(10.1), (10.3), (10.5) gyra sertlere birjynsly gyra sertler, (10.2), (10.4), (10.6)

''''''

Gyra sertlerin i¢ gorniisiniii hemmesini birlesdirip

aU (0,1)
Y NCLEIZIONS

au (l1,1)

P2 UL = 1y (1),

2+52¢0

a.f,7.5-hemiselikler , a2 + g2 20,y
bir gorniisde yazmak bolyar.

§11. Giperbolik derfilemeler iicin goyulyan esasy meseleler

Q=(0,1)x(0,T) goniiburglykda

2
P05 = w0% |-+ 1) (ALY
defilemd  garalyn,  p(x)>0, p(x)>0, q(x)>0,sunlukda p(x), p(x), p'(x), a(x)

funksiyalar [0,1] kesimde tizniiksiz funksiyalardyr.
Gatysyk mesele. Q goniiburglykda (11.1) deiileménin

0 m00= ). Y 9= 112)
gyra sertleri we
U(x0)=olx), PO 6y gl (11.3)

ot
baslangyc sertleri kanagatlandyryan, aragdkde iizniiksiz differensirlenydn regulyar

¢cOziiwini tapmaly.
Meseldnil goylusynda garsylyk bolmaz yaly

endiganlyk sertleri we gosmaca sertlerin
a¢'(0)+ Bpl0) = 11, (0),  y'(1)+ (1) = 125 (1)

ylalagyk sertleri yerine yetmeli.



Eger a=0,p=1,y=0,5=1 bolsa birinji gatysyk gyra mesele;
Eger a=1,=0,y=1,6=0 bolsa ikinji gatysyk mesele; Eger-de

''''''

Kosi meselesi: Bu meselede (11.1) denlemid -« < x <o aralykda we islendik
t>0 bolanda garalyar. Sonun licin hem x boyunca hiy¢ hili gyra sertler bolmayar.
Kosimeselesini formulirldlini :

22U o

ou
p(x)at—zza[p(x)gj—q(x)u + f(x,1), —0 <X < +o0,t >0

denleméini we

U (x,0) = p(x), au;(,O) —p(X), —o0 < X< 40

baslangyc sertleri kanagatlandyryan U (x,t) e C2(t > 0)~CL(t > 0) funksiyany
tapmaly
f(xt) eClt>0), o(x)eCl(=om+m), y(x)eC(-om, +o)

Gursa meselesi. Giperbolik denlemeler iicin gosmaca sertleri basgaca
gorniislerde goymak miimkin. Mysal iicin Gursa meselesi diyip atlandyrylyan
meselede gosmaga sertler hésiyetlendirijilerde berilydr. Gursa meselesini

02U

ouU ouU
%H;l(x, y)g+b(x, y)a+c(x, y)U = f(x,Y) (11.2)

deiileme ii¢in goyalyn.
Q=(0.xy)x(0.y,) goniiburglykda (11.2) defileménii, aragékde iizniiksiz,

regulyar ¢6ziiwi bolyan we x=0,y=0 hésiyetlendirjjilerde

U(x0)=gp(x), 0<x<x,
U y)=yp(y), 0<y<yj,

sertleri kanagatlandyryan U(x,y) funksiyany tapmaly.
§12. Gaty izotrop jisimde yylylyk yayramagynyn
denlemesini ¢ykarmak

Gaty jisime garalyn we onun t-wagtda (X,y,z) nokatdaky temperaturasyny
U(x,y,zt) diyip belldlin. Eger jisimii diirli bolekleri diirli temperatura eye bolsalar,



onda jisimiii gaty gyzan boleklerinden pes gyzan bdleklerine tarap yylylyk gegyir.
Jisimiii i¢inde kdbir S iisti we onda  AS kici elementi alalyf. Yylylyk akymy
diyip istiin birlik meydanyndan birlik wagtda gecyéin yylylyk mukdaryna aydylyar
we ,,q° bilen bellenilyar. Eger n bilen su birlik meydanyn yylylygynn hereketnin
ugruna tarap bolan normalyny bellesek, onda Furyenii kanuny boyunca

q=—k-& (12.1)
on

''''''

AS elementden Ar wagtda gecyin yylylyk mukdaryny AQ diysek, onda
(12.1) boyunga

AQ — kY asat (12.2)
on

bolar.

Yylylyk yayramagynyn defilemesini ¢ykarmak ii¢in jisimifi icinden endigan
yapyk S iist bilen ¢éklenen islendik V gowriimi alalyn we bu gowriimde |t t, |
wagt aralygynda yylylyk mukdarynyn iiytgemesine garalyn . Eger n  normal S
istiin icki normaly diysek, onda |t;t,| wagt aralygynda S iistden, (12.2) formula
boyunca V gowriime

t
Q =_f2dtﬂk(X, Y, z)ﬂda
t1 S on

yylylyk mukdary gecer.
Indi géwrlimii Av  elementine garalyn. At  wagt aralygynda onun
temperaturasyny AU =U(x,y,z,t,) -U(x,y,z,t;) ululyga tiytgetmek ti¢in

AQZ = 7/ |_U (Xv yv thz) _U(X, y, Z,tl)JpAV

yylylyk mukdaryny harglamaly bolar, bu yerde j -jisimin udel yylylyk sygymy, p
bolsa jisimin udel dykyzlygy. Bu formuladan V géwriimin temperaturasyny
U(xy,zt))-den u(xy,zt,)-e galdyrmak {gin gerek bolan yylylyk mukdaryny

alarys

[ ] f ou
Qs =@17U(x, y,2,t,)=U(x, Y, 2,ty) | pdV = tgdt{;fypgdv

clinki



t

2 oU
Ux,y,z,t5)-U(X,y,z,t,)= | —dt
(x,y 2) (x,y 1) t{l_ﬁt

Seredilydn jisimin i¢inde yylylyk cesmelermini hem bar bolmagy miimkin. Ol
Vyylylyk ¢esmelerinin dykyzlygyny F(x,y,zt) diyelii. Onda ol ¢esmanin [tl,tzj
wagt aralygynda V géwrliimde emele getirydn ya-da smdiryin yylylyk mukdary

.
Q3= tjldt{;jF(x, y,z,t)dVv

bolar. Saylanyp alnan islendik V gowriim ligin yylylyk mukdarynyni balansynyn
defilemesini yazalyn
Q2 = Q]_ + Q3
yagny
t t t

2 ou 2 ou 2
tjldt{;jypgdv = —tjl dtgkgds + tjldtgﬂ:(x, y,z,t)dV (12.3)

Sag bolekdéki iist boyunga integrala Ostrogradskiy-Gaussyil formulasyny ulanyp,
n-m i¢ki normalydygyny goz 6niinde tutup alarys

oU .
jsjk-gds :—@Jdlv(k-gradu)dv (12.4)

(12.4) denlikden peydalanyp (12.3) denligi

2 ou
tjlon gj{ypg —div(k - gradU) - F(x, y, z,t)} dv =0 (12.5)

gbrniisde yazalyn.

(12.5) denlikde integral asagyndaky funksiyanyn {izniiksizligi, V géwrlimii
we .t kesimiti islendik bolany {i¢in garalyan jisimifi islendik (x,y,z)
nokadynda we islendik t wagtda

ypaa—lizdiv(k-gradu)+ F(xY,2,t) (12.6)

bolmaly. (12.6) denilleméni asakdaky gorniisde yazalyi



ou o ouY) of(, aUu) o, au
=k — |+ k- — |+ k-— 12.7
P m@ mjﬂw@ @j+&@ &j+Hx%u) (12.7)

(12.6) ya-da (12.7) denlemd birjynsly dil izotrop jisimde yylylyk yayramagynyn

denlemesi diyilyar. Eger jisim birjynsly bolsa, onda »,p we k hemiselik sanlar
bolyar we (12.7) detilleme

2 2 2
N2 ag+ag+ag +f(xy.21) (12.8)
ot ox<  oy© oz
gorniisi alar,
a2 =Xy = tENED
P P

''''''

Eger garalyan birjynsly jisimimizde yylylyk ¢esmesi bolmasa, yagny F(X,y,zt)=0
bolsa, onda (12.8) defileme

2 2 2
6_U:a26l;+6l;+8lél (12.9)
ot oxc  ay© oz

''''''

Hususy halda, haganda temperatura dine x,y koordinatalara we t wagta bagly
bolanda (12.9) denleme

2

U of8%u o2
—=a‘—+—
ot ox2  ay?

denlema Owriilyar.
Cyzykly olcegli jisim iicin yylylyk yayramagynyn denlemesi

2
u U
N _ 20U

2

ot OX
gorniise eyedir.
§13. Yylylyk yayramagynyh defilemesi iicin goyulyan esasy meseleler

Asakdake denillemé garalyn.



2
YV _2.2Y (13.1)

ot ox2
Gatysyk mesele. Q = (0,1)x(0,T) goniburuclukda (13.1)denlemonin

U (x,0) = o(x),
baslangy¢ serti we

Uy (0.0)+AUO) = (1), a’+p*#0,
gyra sertleri kanagatlandyryan c¢oziiwini tapmaly, bu yerde ¢(x), OO
berilen funksiyalar
Kosi meselesi. —o < x <o, t>0 yarym tekizlikde (13.1) denleménin

U(x,0) =p(x), —co<Xx<xo

baslangyc serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly, bu yerde berlen tlizniiksiz
funksiya
§14. Laplas denlemesine getiryin meseleler

Gegen bolek mowzukda bilisimiz yaly i¢cinde yylylyk ¢esmesi yok izotrop
birjynsly jisimde yylylyk yayramagynyn denlemesi

2 2 2
I i i (14.1)
ot ol o2l

gorniise eye.
Goy jisimin (x,y,z) i¢cki nokatlarynda temperatura durnuklasan bolsun, yagna

wagtyil gecmegi bilen iiytgemesin. Onda % =0 we (14.1)

denilleme

+ + =0 (14.2)
oy

......

Laplas  defllemesinini  ¢6ziiwi  durnuklagsan  birjynsly  jisimin U(x,y,2)
temperaturasyny kanagatlandyryar. U(xy,z) funksiyany kesgitlemek {i¢in dine
wagta bagly bolmadyk gyra sertin berilmegi yeterlik.

Garalyan yaylada (14.2) denleminm, onun aragdginddki bahasy boyuncga
cOziiwini kesgitlemek meselesine Dirithle meselesi diyip atlandyrylyar.



Garal}'/an }'la}'flada (14 2) denilleménin, onuﬁ arac;éikdéikj normal Oniiminin

''''''

§15. Kowalewskaya teoremasy

Iki bilen asakdaky iki kesgitlemédni bereli.
1) u(x,t) funksiya gora differinsial denleme

XU ou 270y
e R } (15.1)

gbrniise eye bolsun. Eger @ funksiya k-dan uly bolmadyk wet boyunga
(k-1)— den uly bolmadyk 6nﬁmi saklayan bolsa, onda (1) denlemi t boyunga

rrrrrr

ao+a£k aOSk—l

Mysal ti¢in, tolkun deiilemesi, Laplas deiilemesi we yylylyk yayramagynyn
defilemesi X,y We z boyun¢a normal gorniisdedir; tolkun denlemesi bolsa t
boyun¢a hem normal gorniisdedir.

2) Eger x, nokadyi etrabynda f(x) funksiyany defidlgegli yygnanyan

qKs

f(x) = Z cn (x=x)" —nZOd—(X xg)"
X

derejeli hatar gdrniisde alladyp bolyan bolsa, onda f(x) funksiya x, nokatda
analitik funksiya diyilyar.
(1) denleme ii¢cin Kosimeselesi asakdaky yaly goyulyar:
k-1
o U
t:to = (/)1(X) ..... F t:to = (Dkzl(X) (15.2)

o1y U
(1) denlemdnmi U t:t0=<po(x), Yy

sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly, bu yerde ¢,,¢;,..., ¢, funksiyalar

kibir D c R? kopliikde berlen funksiyalardyr.
Teorema 1: (Kowalewskaya teoremasy). Eger x, nokadyn kibir etrabynda
9 P91 funksiyalar analitik we o(xt,U,. Ua o) funksiya kébir

(%0t 90 (X0 )0 P (xg).02)

nokadyn etrabynda analitik funksiya bolsa, onda (15.1)-(15.2) Kosi meselesinin
¢cOzliwi bardyr, 6z1 hem analitik funksiyalaryn klasynda yeke-takdir.



§16. Kosi meselesi. Hasiyetlendiriji

Asakdaky giperbolik defillemé garalyn

+F (X xn,U,Q ..... ﬁ):0, (16.1)

i X X OXp

n
i kZ::laik (Xl ..... Xn) *

sunlukda a, =a i Gij funksiyalar kibir D yaylada kesgitlenen hakyky funksiyalar

diyip kabul edelin.

Goy D yaylada yeterlikge endigan (n-1)-0lgcegi S list we ol {istiin her bir
nokadynda S iiste galtasmayan hem-de S {ist bilen hereket edilende calt iiytgeyan |
egri berilen bolsun.

Kosimeselesi asakdaky yaly goyulyar: (16.1) defileménin

U (X - Xn) ‘ _ (16.2)
L g _

baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
(16.2) Kosisertleri U(x;,x,....xy) funksiyany we onuf birinji tertipli

ontimlerini S iistde doly kesgitleyér.

Biz asakdaky soragy goyalyn: (16.1) differinsial denleme bilen, (16.2) Kosi
sertlerini peydalanyp, U(x;,x,,....xn) funksiyanyn ikinji we sofiraky oniimlerini
tapyp bolarmy ?

Iki bilen Kosi sertleri yoriite gorniisde berlen yagdaya garalyn

ou
U =0n(Xo 0 Xp), —— =0 (Xo,Xp) (16.3)
Xlzxf 0'\*2 n 1 0 1\*2 n
yagny baslangyg sert x; = xf tekizlikde berlen we 1 egrinin ugry diyip normal
alnan. (16.3) baslangy¢ sert x; = xf tekizlikde &hli birinji tertiph Ontimleri we
Uy oniimden galan ikinji tertipli onlimleri tapmaga miimkingilik beryar. Uy
Oniimi tapmak ligin  x, = xf belgileme girizip, (16.1) defilemeden peydalanalyn. Iki
yagdayyn bolmagy miimkin:



[ yagdayda x, = xf tekizlikde u X oniimi we ondan uly 6niimleri birbahaly
kesgitlaris.

II yagdayda x =x) tekizlikde ya-ha miimkin dél defiligi ya-da tozdestwo
alarys.

Indi umumy yagdaya garalyn. Kosi sertleri kdbir S listde berlen bolsun. S {stiin
deiilemesi

@ (X, Xp 00X ) =0 (16.4)

& =0y (X, XprXn),  P=12,0 (16.5)

&1 &y thze liytgeyén ulylyklary girizelini, sunlukda S tstde
@ (%, Xy, Xn) =0, i=12,..n funksiyalaryn 6zgertmesinin yakabiyany nuldan
tapawutly bolar yaly saylanyp alyndy. Onumlerii

N _Q oo

6Xi i=1 6X| 6X|

02U L 02U Ow; Ga)k+ n ou Ow;
6xiaxk i,k:laxiaxk OX; 8xk i=1 0X; axiaxk

bahalaryny (16.1) deilemede goyup, alarys :

2
—0"U
g —s +..=0 (16.6)
117 512
bu yerde
— n 0wy 0wy
- IR S 16.7
11 i,kzzla'k o Ox, (16.7)
, LT R .
Yazylmadyk agzalar 6ziinde —- Oniimi saklanoklar. (16.4) we (16.5) denlikden
0¢

gorniigi yaly, Ozgerdilen (16.6) defileme iligin baslangyg sertler & =0 tekizlikde
berilyér , yagny yokardaky yorite gérniisde. Seylelik bilen (16.7) deinllikden gorniisi
yaly, (16.4) iistde Kosi sertinin berilmegi S tistde ikinji tertipli 6niimi
kesgitlemeklik li¢in kesgitsizligin alynmagy oy (x;,....xn) UStifl @ (x;,....xn) =0

sertde



0 0

deniligi kanagatlandyrmagy zerur we yeterlikdir.

(16.8) denleme dasyndan goreninde birinji tertiph differensiyal deileme yaly,
yone ol kesgitlemesine gyréd beyle ddl. Hakykatdan hem (16.5) denlik x,,...,x, —€
gorid tozdestwolayyn dal-de, difie @ (X, X9...Xn) =0 sertde yerine yetmeli.

Goy, (16.8) deiilik x;,x, ...,
yerine yetydn bolsun. Onda (16.8) detileme birinji tertipli hususy ontimli

differensial denileme bolar we onun hemiselik sandan tapawutly islendik ¢oziiwi
difte bir hasiyetlendirijini dil-de hasiyetlendirijilerin masgalasyny berer:

x, uytgeyin ululyklara gord tozdestwolayyn

o (xl,xz...,xn) =C,

buyerde c-hemiselik san.

Eger s: o, =0 tstde (16.8) deiilik yerine yetmese, onda U funksiyanyn ikinji
ontimi S Ustde kesgitlener. Bu yagdayda (16.5) 6zgertmeden alynan (16.6)
detileméni

2 2 2
Uu n o°U N U
a_ZZ'kzzzb”‘ oe, iz K gz s
51 I 51 ! 51 gl

o)}

gorniigde yazmak bolar, sunlakda Sist & =o tekizlige geger. Bu bolsa S tistde
berlen Kosi sertini & =o tekizlikde berlen Kosi serti bilen ¢alsylyandygyny
anladyar.

Eger S ist hésiyetlendiriji bolsa, onda uU(x;,...,.xy) funksiya we onuil birinjy
tertipli ontimleri ol Gistde kdbir baglanysykda bolyar.

§17. Adamar mysaly

Eger kibir meseldnmi ¢oziiwi: 1) bar; 2) yeke - tdk; 3) durnukly, yagny sertin az
liytgemegine meselinii ¢oziiwinii hem az liytgemesi degisli bolsa, onda ol mesela

''''''

''''''

Meselianit korrekt dél bolmagynyn esasy sebébi sertlerit onaysyz alynmagydyr.
Bu aydylanlary anyk mysalda diigtindirelin.



Adamar mysaly diylip atlandyrylyan mysaldan gorniisi yaly, elliptik defileme
ticin Kosi meselesi korrekt dildir. Goy U (x,y) funksiya

2 2
o°U o0°uU
AU ="5+"5=0
OX oy
denlemiant we
oU(x,y)

U Y) yog = 200, y=0 =¥

Kosi sertlerini kanagatlandyryan bolsun.

sinnx-shn
(X, y) =U(x,y)+—2y
n

funksiya hem Laplas defllemesini kanagatlandyryar. Hakykatdan hem

29 (22U 22U
5 = 5 —sin nx- shnx |+ —2+smnx-shny =0

OX oy
Mundan basga 9(x,y) funksiya asakdaky sertler1 kanagatlandyryar:

i sh
H(X, y)‘ y=0 = (u (x,) +wj‘ y=0 = (),
n

09(X, oU sinnx-chn sin nx
( Y)‘ - _+—y‘ o=V + _
oy 1Y oy n y n

U(x, y)We 9(x,y) funksiyalar {i¢cin baslangyc sertlerin tapawudyny tapalyn
[90x,9) U (x,9)] yg =0,

1
.

|89(x, ) B ouU (X, y)|| _|sin nx

oy oy [¥=0

n

Seylelik bilen yeterlikce uly n sanii¢in baslangyg¢ sertler yeterlikge kigidir, emma
berlen ¢oziiwler licin bolsa

sin nx- shnx

n2

[9(x, y) =U(x, y)| =

tapawut x =0, y>0 bolanda yeterlikge ulydyr, sebébi



shny eV

n2 2n

Diymek, ¢6ziiw durnukly dil. Onda kesgitlema goré, elliptik denleme {igin Kosi
meselesi korrekt daldir.



BAP IIl. ELLIPTIK DENLEMELER

§18. Laplas desilemesi, onurn fundamental ¢éziawi

Elliptik derilemeler stasionar, yagny wagta gora uytgemeyan durli fiziki
hadysalar cwrenilende ytize cykyar.

2 2 2
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Laplas derilemesi elliptik derilemeleriri yonekey gorntisidir. Onden bilisimiz
valy, Laplas derilemesini birjynsly izotrop jisimiri durnuklasan U(x,y,2)
temperaturasy kanagatlandyryar.

Kesgitleme 1. Eger U(x,y,z) funksiva D yaylada ikinji tertipli tizniksiz
onumlere eye bolup, D vaylanyr her bir nokadynda (18.1) Laplas derilemesini
kanagatlandyryan bolsa, onda U(x,y,z) funksiya D yaylada garmonik funksiya
diyilyar.

Birjynsly dal

22U s%u s

F
+ + =-f(x,y,2), f=—%
03(2 0,3,2 &2 a2

gorntsli derilema Puasson derilemesi diyilyar. Tekizlikde Laplas we Puasson
derilemeleri degislilikde asakdaky yaly yazylyarlar:

220 (18.2)
X 2
2 2
22U 4%
+ =—f(x,y)
&2 A2

Kesgitleme 2. Laplas derilemesinini bir geometrik ytgeyan ululyga, has
takygy M(x,y,z) erkin nokatdan Mq(Xo,Y0,20) berlen nokada cenli

r:\/("_xo)2 +(y—y0)2 +(Z—Zo)2

uzaklyga bagly U(r) cozawine onuii fundamental ya-da yonekey cozuwi
diyilyar.

Laplas derilemesinizi fundamental ¢cozawini tapalyri. Onuri tigin



X=Xo+rsSiNOCOS®, Y=Yot+rsinOsing, z=z,+rcoso

I‘:\/(x—xo)2 +(y—y0)2 +(Z—ZO)2

sferik koordinatalar ulgamyny girizip (18.1) Laplas derilemesini

2
AU:%.Q(rzﬂ}_ = .ﬁ(sin9.£j+ 7Y 0 (183)
ré o a re.sin@ resin“ g ap

gornisde yazalyn.Kesgitlema gora fundamental coziaw ditie r ululyga baglydyr.
sonun tcin (18.3) derileme

gornisi alar. Bu yerden

C C
j(er_szoj 2 4V aw_= 1
;

r-—s=_C = —=>U((r)=—-+C
dr d 17 agr 2 ) ro 2

C,=-1, C,=0 bahalary goyup, ginislikde Laplas derilemesiniri fundamental
cozuwini

U(x,y,z)=U(r) =%= ! (18.4)

x=xg P (y-yg P+ (-2 P

gornisde alarys. (18.4)-den gorniisi yaly bu fundamental cozaw My(Xo,Yo,20)
nokatdan basga nokatlarda garmonik funksiyadyr.
Indi (18.2) derilemaniri fundamental coziawini tapalyr. Onuri Gicin

X=Xo+rCcoSQ  Y=Yot+rsing

i‘:\/(x—xo)2 +(y—y0)2

formulalaryri komegi bilen polyar koordinatalar ulgamyny girizip, (18.2)
Laplas derilemesini



2
=t 2(r ML s
r- Jde

gorntsde vazalyri. Fundamental cozuwiri kesgitlemesine gora ol dise r

uytgeyan ululyga baglydyr, diymek Z—[quo . Seyle cozawler {icin (18.5)
5
a

d du du du C
dr dr d r r

derileme
1
;

ST

gorntsi alar. Bu yerden

C,=-1, C,=0 bahalar ticin fundamental ¢coziiwi asakdaky gorntsde yazalyri:

U(x,y)=U(r) = int_in ! (18.6)
r

\/(X‘Xo)z +(y—y0)2

(18.6) funksiya (Xo,Yo) nokatdan basga nokatlarda garmonik funksiyadyr.
Bellik. Fundamental coziw Mg#=M bolanda Mgberlen nokadyri
koordinatalary boyunca hem Laplas derilemesini kanagatlandyryandyr.

§19. Grin formulalary

Goy, D-tcolcegli gitiislikde bolek-endigan S st bilen céaklenen tikenikli
yayla bolsun. Bilisimiz  yaly
P(x,y,2), Q(XY,2), R(x,y,z) eC'(D)ynC(D) funksiyalar iicin

j[j)j (% + % + gjdr = g(P -cos(n, x) + Q-cos(n,y) + R-cos(n, 2))ds  (19.1)

Gaus-Ostrogradski formulasy adalatlydyr, bu yerde dt=dxdydz -D
yaylanyri elementi, nbolsa S tste gecirilen dasky normaldyr.

Grin formulalaryny getirip cykarmak ticin
UX,y,2) , V(x,y,2) ec?0y~clp) funksiyalara garalysi.

oV ov oV
P:U-— , Q:U-— , R:U_G_
Z



funksiyalar tcin (19.1) Gaus-Ostrogradski formulasyndan peydalanyp alarys:

N A N AN AN
U-AVdz = JJU-——dS—[f]| =— —+— - —+—.——[d 19.2
J[j)I Tg Gy I[I)IL”X @<+5y @+& &}T( )
, %2 52 52 . :
bu yerde A=—"rn+"5+ -Laplas operatory, dr = dxdydz - iistiifl elementi,
&% &% a’

%: cos(n,x)-§+cos(n, y) -§+cos(n, z)-g dasky normalyi ugry boyunca snuam.

(19.2) formula birinji Grin formulasy diyilyar.
(19.2) formulada U we V funksiyalaryri orunlaryny calsyryp alarys:

_[,UV~AUdz'=”V.£ds_m'{d/ Ad N A N 0’U:|
D S o D

Indi (19.2) formuladan (19.3) formulany ayralyri. Alarys
N A
UDJ(U AV -V -AU )d7 = g(u e 'Ejds (19.4)

Alnan (19.4) formula ikinji Grin formulasy diyilyar.

Bellik. Eger D yayla birnace yapyk tstler bilen caklenen hem bolsa Grin
formulalaryny ulanmak bolyar. Bu halda st integrallary D yaylany caklendiryan
tistlerin hemmesi boyunca alynyar. D yaylany:i dasky normalynyii bolsa bu
yaylany icinden caklendiryan wstlerde astir icine ugrukdyrylandygyny bellalis.

U(xy) we V(x,y) iki tytgeyanli funksiyalar iicin hem Grin formulalary yerine
yetyar. L yapyk egri cyzyk bilen caklenen D yaylada ikinji Grin formulasy

N AJ
U-A,V -V -A,Ulxdy=[|U-—+V -— [dS
g( 2 2 Pty {[ a m)

2 2
gorniise eyedir, bu yerde A, E%+i2 : ; -L egra gecirilen n dasky
n

S
D

normalyri ugry boyunca snam.



§20. Garmonik funksiyanys integral gornisi

Ikinji Grin funksiyasy iki gezek tznuksiz differensirlenyan islendik
funksiyanyri integral gornisini tapmaga mumkingilik beryar.

Teorema 1. Eger D - bolek-endigan S st bilen caklenen tukenikli yayla
bolsa we U(x,y) <.%(D)~cl(D) sertler yerine yetse, onda

U(xo,yo,zo)_ ﬂ[% %—U %(J}ds-i%{%dr (20.1)

bu yerde r= \/(x—x0)2+(y—y0)2+(z—zo)2 - D yaylanyri icinde yatan Mo(Xo,Yo,20)
berlen nokatdan erkin M(x,y,z) nokada cenli uzaklyk, n bolsa S ste
gecirilen dasky normal.

1

Subudy. V= g~ funksiya garalyri. Bu funksiya erkin M(x,y,z) nokat

berlen M,(Xo,Y0,20) nokat bilen gabat gelende tukeniksizlige owrtlyar. Sonur
tcin hem U(x,y,z) we V(Xy,z) funksiyalara butin D yaylada ikinji Grin
formulasyny ulanmak bolmayar. D yayladan merkezi M, nokatda bolan p radiusly
K(Mo,p) sary kesip ayralysi. D yaylanyri galan bolegini D, bilen bellzlin, yagny
D,= D\K(Mgy,p). Indi D, yaylada U we V funksiyalar tcin ikinji Grin
formulasyny ulanmak bolyar, sebabi

Uu(xy,2),V(xY, z)eC (Dp)mC (Dp)

K(Mq,p) saryn sferasyny o, bilen belgilalin we  suo),

1

yo)

aracakli  yaylada U, V= ) & funksiyalar ticin ikinji Grin formulasyny
ulanyp, alarys:



(20.2)

:”{U ,i(lj_l.ﬁ}d& ] [U i(l)—lﬂ}ds
S| alr) r on opl A\r) r

V= -Laplas derilemesinizi  fundamental c¢oziiwi, sonun tcin D,

A(Ej 0= U -A(ljdr _0
r r

seylelik bilen (20.2) formula asakdaky gorniisi alar

yaylada

AU o(1 1 U J(1 1
_[j)f,derszj{U .;(FJ_FE}ds+afL[u ;(—j—;g}ds (20.3)

Indi p radiusy nula ymtyldyryp predele geceliri. Onda sorky (20.3) formulanyri
cep boleginde butin D yayla boyunca integral alarys. Formulanyri sag
bolegindaki S ust boyunca integral p bagly dal. Indi sag bolekdaki ikinji

gosulyja garalynn. o, sferada % funksiya hemiselik, yagny

e 1

r Op Y2

o, sferada dasky normal D, yayladan cykyar we ol sferany:i radiusyna
gapma-garsy ugrukdyrylandyr, sonun tgin

__ o) _ 1
 aplp) 2
Yo,

ar

%p

we
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mug(ﬂd*U(M”) gas="M0) 02 aine) (204
%p P %p P

bu yerde M, -, sferanyri kabir nokadydyr.

U(x,y,z) funksiyanyr birinji tertipli onamlerinin D yapyk yaylada
tizntiksizliginden olaryti caklenendigi gelip cykyar. Diymek seyle bir A>0 san
bar bolup

‘ﬂ‘ = ﬂ-<:os(n,x)+£-cos(n, y)+£-cos(n,z) <A
an X 124 a

derisizlik yerine yetyandir. Onda

‘dS < jj ds=— 47;,0 = 47pA (20.5)
%p P

Indi (20.3) formulada  p—0 bolanda predele gecip, (20.4) deriligi we
(20.5) densizligi goz oninde tutup alarys.

AU /(1) 1 A
—der:ﬂ{u -5(—}? E:|ds+47[ UMy (20.6)

r

Seb&abi p—>0 bolanda o, sfera M, nokada yygnanyar. (20.6) formuladan bolsa

(20.1) formula gelip cykyar. Teorema subut edildi.
(20.1) formuladan garmoniki funksiya ticin oran mohim integral gorniisi
almak bolyar.

Teorema 2. D yaylada garmonik U < c*(D) funksiya ticin

U(MO):—HF %—U %(—ﬂds (20.7)

integral gornis adalatlydyr.

Subudy.  Eger U(x,y,z) funksiyanyrn D yaylada garmonikligini ( Au=0 ) we D
yvapyk vaylada tzniiksiz differensirlenyandigini goz ontnde tutsak, teoremanyn
tassyklamasy (20.1) formuladan gelip cykyar.

Tekizlikde garmonik funksiyanyri integral gorniisi



1 O'U ﬂ 1

formula bilen anladylyar, bu yerde L yapyk c¢yzyk D yaylany céklendiryan
¢yzykdyr.

§ 21. Garmonik funksiyanys esasy hasiyetleri

Goy D - gitislikde S endigan wst bilen caklenen tikenikli yayla bolsun.
Garmonik funksiyanyri integral gorniasini we Grin formulalaryny peydalanyp
garmonik funksiyanyri esasy hasiyetlerini subut edelir.

Teorema 1. (normal snumden integral).  Eger U(xy,z)<cl(p) garmonik
funksiya bolsa, onda onuri normal snaminden S ast boyunca integral nula dendir

g%ds =0 (21.1)

Subudy. U(xy,z2) funksiva D yaylada garmonik funksiya we
D=DuS vyapyk vaylada iizniiksiz differensirlenyar, yagny U(x,y,z) funksiya
ticin Grin formulalaryny ulanmak bolyar.Sonuni tcin birinji Grin formulasynda
V=1 goyup (21.1) deriligi alarys. Teorema subut edildi.

Teorema 2 (differensirlenmek). Eger U(x,y,z) funksiya D yaylada garmonik
bolsa, onda ol funksiya D yaylada tiikeniksiz gezek differensirlenyandir.

Subudy. Hakykatdan hem (x,,y,.z,) nokat D yaylanyf icki nokady bolsun. Ol
nokady dursuna D yaylanyil icinde yatan S;cD iist bilen gursalyn. U(x,y,z)
funksiya D yaylada garmoniki funksiyadyr, onda ol funksiya S iist bilen ¢dklenen
vaylada hem garmoniki funksiyadyr. Sunlukda U(x,y,z) funksiya S; {iste cenli
ikinji tertipli lizniiksiz ontime eyedir. (20.7) formulany ulanyp alarys

A ol 1
UlXq, V0, 2 )= — v 2 d .
(Xo Yo 20) 4ﬁéf r|v||v| . m[rMM J S (21.2)
0 0
(. ¥g-20) Sy bolany ticin
1 1

MM, ) \/(x—xo)z +(y—yo)2 +(Z—Zo)2

tiznuksiz funksiyadyr , hem-de Xo,Yo,2o uytgeyan ululyklar boyunca islendik
tertipdaki tiznuksiz onume eyedir. Diymek (21.2) formulanyn sag bolegini



integral astynda Xo,Yo,Zo uytgeyanler boyunca m gezek (m-islendik natural san)

differensirlemek bolyar. Bu yerden bolsa teoremanyri tassyklamasy gelip cykyar.
Teorema 3 (orta baha hakyndaky teorema). Eger U(x,y,z) funksiya K(My,p)

sarda garmonik, K(M,.p) sarda iiznitksiz bolsa, onda ol funksiyany K(My,p)

saryri sferasyndaky orta bahasy onuri sferanyri merkezindzki bahasyna dendir.
Subudy. }Tl(l\/lo,R1 , Ri<R  yapyk sarda U(x)y,z) funksiya iki gezek
tiznuksiz differensirlenyar. Ki(Mp,R;) sara (20.7) formulany ulanyp alarys

u(m )=— i1 [— Ay i[—ﬂds (21.3)

47 S r oh a\r
Ry

S, sferadar ululyk R; hemiselik sana deridir, yagny
1 1

r SR]_ - Rl

S, uste dasky normaly:i ugry saryn radiusynyn ugry bilen gabat gelyandigi ligin
alarys

z(zj :z@ S

a\r SRl a\r rle Rlz
Seylelik bilen (21.3) formula

uMg)=—2 7 Fas+—1_ [juds
07" amy Sg, @ 4R} 5%,

gornisi alar, ya-da (21.1) deriligini esasynda

Soriky derilikde R; s R bolanda predele gecip, alarys

U(Mo)= L jjUdS_—j jU(R 0,9)-sin &g (21.4)

47zR SR

Teorema subut edildi.
Teorema 4 (maksimum prinsipi). Eger U(M) funksiya:
1. Dyaylada garmonik ( au=0 ),



2. D=DnS vaylada tizniiksiz,

3. U(M) » const
bolsa, onda ol 6zuniri i uly we in Kici bahanlaryny D yaylanyri S
aracaginde kabul edyar.

Subudy. U(M) funksiyanyn ~ D=D~sS vyaylada {izniksizliginden onusi
maksimumynyri barlygy gelip cykyar. Teoremany tersinden subut edeliri. Goy
U(M) funksiya ozaniii in uly bahasyny My, D icki nokatda kabul edyan
bolsun:

max U(M)=U(M,)=A
D

Tutuslygyna D vaylanyri icinde yatan , merkezi My nokatda bolan R, radiusly S,
sfera guralyri. Onda orta baha hakyndaky teorema boyunca

A—U(Mo)—a Jju(P)ds
0 0

mﬁaxU(M)zA bolany ticin U(P)|SO <A bolar. Sy sferada U(M) funksiyanyz A-

dan Kici bahany alyp bilmeyandigini gorkezelin. Goy kabir Py €S, nokatda
U(Po)=A-25<A bolsun, onda U(M) funksiyanyn tzniiksizligi esasynda, alarys:

UP)<A-3 VYPesjcs,

Sg=Sg\sg diyip belgilalizi, onda

A:U(Mo)zﬁ Sji)U(P)dSJrSj{SU(P)dS [A 5)13"
slst
A5 1= 3]« o -3 - 47‘;2‘ <A
Alnan gapma-garsylyk U(M)|M§O =A bolmalydygyny gorkezyar. Py-erkin

nokatdyr. Sonusi ticin hem  K(M,,R,)  sarda U(M)=A.
Indi erkin N nokady alalyri we U(N)=A bolyandygyny gorkezeliri. Onurni tcin
M, we N nokatlary Lc D egri cyzyk bilen birikdirelin. Goy d>0 - L egriden S

aracage cenli in gysga uzaklyk olsun. Yokarda subut edileniri esasynda K(MO,%j



sarda U(N)=U(M;)=A bolar. Goy M; nokat L egrinin K(MO,%j saryn sferasy
bilen i soriky kesisme nokady bolsun, U(M;)=A. Yokarda subut edilenis
esasynda K(Ml,%j sarda U(M)=A alarys. Seyle sarlaryrn gutarnykly sanyny
gurmak bilen L egrini sarlar bilen orteris. N nokat bolsa i1 sorky saryn igine
diiser. Sonuri ticin U(N)=A bolar. Seylelik bilen U(M) funksiya  icki nokatda
ozaniti in uly bahasyny (maksimumyny) kabul edyar diyip, U(M)=A bahany
aldyk. Bu bolsa teoremanyn 3 sertine garsy gelyar.

Indi U(M) funksiya oztniii i kici bahasyny (minimumyny) hem S
aracakde kabul edyandigini gorkezelin.

Goy, U(M) funksiya &zunii minimumyna MyeD icki nokatda eye bolyan
bolsun. Bu bolsa ( -U(M) ) funksiyanyri 6ztniri maksimumyna D yaylanyri icki
nokadynda eye bolyandygyny arladyar we teoremanyr subut edilen birinji
bolegine garsy gelyar. Seylelik bilen yapyk yaylada tizntiksiz garmonik funksiya
ozuanin ekstremal bahalaryny yaylanyri aracaginde kabul edyar ya-da ol funksiya
hemiselik sana dendir. Teorema subut edildi.

Maksimum prinsipden asakdaky netijeler gelip cykyar.

Netije 1. Eger U(M) funksiya D yaylada garmonik, D=Dus yaylada
tizniiksiz we  U(M)|\,g =0  Dbolsa, onda D yaylada
U(M)=0.
Subudy. Serte gora
Umax= Umin =0
Bilisimiz  yaly Umin <U<Umax  bu  yerden UM)=0 VMeD
gelip cykyar.

Netije 2. Eger U,(M), Ux(M) funksiyalar D yaylada garmonik , b=Dus

yaylada tiznitksiz we (U, -U, )| <0 bolsa, onda D yaylada
Ui (M) - U,(M)< 0.

Subudy. UM)= U,(M) - U,(M) tapawuda garalyri. Bu funksiya D yaylada
garmonik, D=Dus yapyk vaylada tiznitksiz we UM)pes <O
Maksimum prinsipine gora U(M) funksiya oziinin maksimumyny S stde kabul
edyar, soria gora-de

UM)|pep <0={U; (M) ~U, (M) p=0.
Netije 3. Eger U;(M), U,(M) funksiyalar D yaylada garmonik, D=DuS yapyk

yaylada izntiksiz we |U(|v|)||,vIes SUZ(M)‘MES bolsa, onda D

yaylada
‘Ul(M)‘ <U,(M).

Subudy. Serte gora



—UZ(M)‘S sUl(M)‘S SUZ(M)‘S
Bu yerden

(—u2(|v|)—u1(|v|)]S so,(ul(lw)—uz(lvl)]S <0
-U,(M)-U (M) U;(M)-U,(M) funksiyalar tcin netije 2-ni ulanyp, alarys:

(—UZ(M)—ul(M)]D < o,(ul(M)—uz(M))D <0
= -UL(M)<Ui (M),  Uy(M)<Uy(M)

Soriky iki densizligi birlesdirip islendik M €D {icin alarys

—UZ(M)£U1(M)£U2(M):>‘U1(M)‘£U2(M).
§22. Drihle we Neyman gyra meselesinii goylusy

Eger proses stosionar ya-da wagta bagly dil bolsa, onda temperaturanyn
U(x,y,z) paylansy durnuklasyp wagtyn gegcmegi bilen liytgemeyar, sonun ligin hem
ol

2 2 2
o“U o°“U o°uU

AU =——F+—+— =0 (22.1)
OX oy oz

Laplas denlemesini kanagatlandyryar. Iki tiytgeyanli Laplas denlemesi

2 2
U o

AU=—4+2 =~ -0 22.2
27 42 a2 (22.2)

o)}

gornlise eye.

Goy ginislikde S yapyk iist bilen ¢iklenen DT i¢ki yayla we D~ dasky yayla
berilen bolsun. (22.1) deiilleme, seyle hem (22.2) deiilleme iicin icki we dasky
Dirihle we Neymon meseleleri asakdaky yaly goyulyar.

Mesele D* (i¢ki Dirihle meselesi). Asakdaky

1) D" yaylada kesgitlenen we iizniiksiz;

2) D yaylada AU =0 defilemini kanagatlandyryar;

3) U v.2)|s=f(xyz), f-berilen funksiya;

sertleri kanagatlandyryan U(x,y,z) funksiyany tapmaly.

Mesele D™ (dasky Dirihle meselesi). Asakdaky

1) D™ uS yaylada kesgitlenen we lizniiksiz;

2) D™ yaylada AU =0 denleméni kanagatlandyryan;

3) U(xy,2)s=f(xy,2) f(xy,z)-berilen funksiya;



4) M —» bolanda u(xy,z) »0,yagny M(x,y,z)nokat tiikeniksizlige ymtylanda
U(x,y,z) funksiya nula ymtylyar;
sertli kanagatlandyryan u(x,y,z) funksiyany tapmaly.

Mesele N+ (icki Neyman meselesi). D yapyk yaylada iizniiksiz we
oU(x,Y,2)
on |S
bu yerde n-s iistlil normaly, serti kanagatlandyryan garmoniki, yagny (22.1)
defillemdnim ¢oziiwi bolyan U (x,y,z) funksiyany tapmaly.
Mesele N~ (dasky Neyman meselesi). D~ uS yaylada lizniiksiz we

= f(x,y,z,) f-berilen funksiya,

ou(x,y,z) | s=f(xyz) f —berilen funksi}'/a,

on
bu yerde n-s {istlin normaly, serti kanagatlandyryan garmoniki U(x,y,z)
funksiyany tapmaly.
(22.2) denleme Uu¢in hem Dirthle we Neyman meseleleri edil sunun yaly
goyulyar.

§23. Dirihle meselesinin ¢oziiwinin yeketikligi

Teorema 1. Icki we dasky Dirihle meselesinin ¢oziiwi yeke — takdir.
Subudy. Ilki bilen i¢ki Dirihle meselesine garalyn.
Goy meseldnin u; we U, iki ¢6ziwi bar bolsun. Onda U =u, -u, tapawut
asakdaky sertleri kanagatlandyryar:
1) D' yaylada kesgitlenen we iizniiksiz;
2) DT yaylada AU =0 deflemini kanagatlandyryar;
3) U(xy,2)s=0.
Eger U #0 we m bolmanda bir nokatda U >0 bolsa, onda ol funksiya 6ziinim
maksimumyna yaylanynl i¢cinde eye bolar. Bu bolsa maksimum prinsipine garsy
gelyér. Edil sonun yaly U <0 bolup bilmez. Diymek

yagny
Ul = U2

Indi dagky Dirihle meselesinii ¢oziiwiniii yeke-tikligini gorkezelin.
Goy, meseldnin U; We U, iki ¢dziiwleri bolsun. Onda U =u, -U,, tapawut
1) D™ uS yaylada kesgitlenen we iizniiksiz;
2) D~ yaylada AU =0 denleméni kanagatlandyryar;
3) UM)g =0;
4) M - bolanda u(M)—o0



sertleri kanagatlandyryar. U funksiya licin hem 4) sert yerine yetydr, onda islendik
£>0 san ligin R* sany r > R* bolanda

U y,2)|<e

densizlik yerine yeter yaly saylap almak bolyar, bu yerde r - M nokatdan
koordinat baslangyjyna g¢enli uzaklyk. Goy, M(x,y,z) nokat p~ yaylanyn erkin
nokady bolsun. Mm(x,y,z) nokady we S {sti dursuna 6z i¢inde saklayan, merkezi
koordinat baslangyjynda we r>R radiusly s, sferany guralyin. Onda maksimum
prinsipine gord S, sfera we S {ist bilen ¢éklenen D, yaylanyii M nokadynda
UM)<e densizlik dogrudyr. ¢ sanyn erkinliginden bolsa U =0 deisizlik
dogrudyr. M nokat D~ yaylanynn erkin nokady, sonufi iicin hem D~ yaylada
U =0, yagny U, =U,. Bu bolsa dasky Dirihle meselesinini ¢6ziiwinini yeke-tékligini
subut edyar.

§24. Tegelekde polyar koordinatlara gecip iiytgeyan ululyklary bélme usuly
bilen Dirihle meselesini ¢ozmek

S: x2+y2 =R? towerek bilen caklenen icki we dasky
yaylalary degislilikde D", o~ bilen belgilalii. D" we D~ yaylalarda icki
we dasky Dirinle meselelerine (mesele D* we mesele D) garaly:i.

Mesele D*. D" yaylada

AU =Uyy +Uyy =0 (24.1)

Laplas derilemesini kanagatlandyryan, D’ vapyk yaylada tizniksiz we
U(xy)g = f(xy) f(xy)ect(s)  (24.2)

gyra serti kanagatlandyryan U(x,y) funksiyany tapmaly.

Mesele D~. D~ yaylada (24.1) derilemani kanagatlandyryan, b~ us yapyk
yvaylada  tznuksiz, tukeniksizlikde caklenen we (24.2) gyra  serti
kanagatlandyryan U(X,y) funksiyany tapmaly.

1. Formal ¢éziawi gurmak
x =rcosp,y =rsing formulalar bilen (r,) polyar koordinatalara gecip (24.1)-
(24.2) meselani



gorniasde yazalyr.

U(r,p) cozuwiii azntksizliginden we tiikeniksizlikde caklenenliginden onuri
periodikligi: U(r,p+2m) = U(r,¢) we céaklenendigi : seyle bir A>0 san bar bolup
islendik (r, @) iicin  |U(r,0) <A gelip cykyar.

Dirinle meselelerini Furye usuly bilen cozeliri. Onuii tcin (24.3) derilemanin
periodik we caklenen cozuwini

U(r.0)=T(r)-2(p) (24.5)
gornasde gozlalin. U(r,e) funksiyanyri periodikliginden we caklenenliginden
D(p+2m)= D(o) (24.6)
T(r) <A (24.7)

gelip cykyar.
(24.5) gornusdaki coziawi (24.3) Laplas derilemesinde goyup, alarys

= |

() - @lp)+ 5 T(r)er(p) =0

r

ya-da
o(p)- [r2T() 4 v 7o)+ () @7(p) = 0

Uytgeyan ululyklary bolip alarys

r2T "(r)+rT'(r)  @"(p)

M ol
Alnan deriligin cep bolegi dirie r-e bagly, sag bolegi bolsa ¢ -e baglydyr.
Deriligiti yerine yetmegi tcin bu gatnasyklaryn ikisi hem kabir hemiselik sana

deri bolmaly. Ol hemiselik sany A bilen bellzp, alarys

@"(p)+ 220(p)=0 (248)
r2T "(r)+rT '(r)— JZT(r) =0 (24.9)
Eger hemiselik sany -A* bilen bellan bolsak, onda (24.8) derilemeden

D(p) = Clew + Cze_’w’



cozuwi alarys, bu bolsa periodik cozuw daldir. (24.8) derlemanini umumy
cozuwi

@(p)= A'-cosip + B'-sin Ap

gorntse eye. (24.6) gyra sertden peydalanyp A=k, k=1,2,3, .... taparys.
Indi A=0 yagdaya garalyri. A=0 bolanda (24.8) derilemeden alarys
@"(p) = 0=0(p) = A + B,
(24.6) sertden bolsa B, =0 bolmalydygy gelip ¢ykyar.
seylelik bilen (24.8), (24.6) meselanii A* = k* hususy bahalaryna degisli
hususy funksiyalary

@, ()= A coskg+ B, sinke,
k=012,...

gorniise eye.
A=Kk, k=0 bolanda (24.9) dernlemanii cozuawini T(r)=r" gorntisde gozlalin, p-
nabelli san. Bu ¢oziiwi (24.9) derilemede goyup alarys

2 —)r* 2 Pt k2 rH 20

ya-da
il —1)+ p—k? = 0= = +k.
(24.9) derilemanii K, r ™ hususy cozuwleri cyzykly bagly daldir. Onda
onurl  umumy coziwi
Tk(r)=Ck K + D) K
gorniisde bolar. A=k=0 bolsa (24.9) derileme

r2T"(r)+ rT'(r)=0
gornisi alar. Bu derilemani integrirlap, onun umumy cozawini taparys

To(r)=Cy-Inr+ Dy

cozawin caklenendigini talap edyan (24.7) sertden Co=0, To(r) = D
bolyandygy goriinyar. Sebabi Inr funksiya r=0 nokadyn etrabynda (D" mesele
ticin) we tukeniksizlikde (D™ mesele tcin) caklenmedikdir ; seylelik bilen k=1,
2, 3, ... bahalar ticin tapylan cozawleriri gorniisleri k=0 bolanda hem dogrudyr.



D, (¢),Tk (r) funksiyalary (24.5) formulada goyup (24.3) dernleménini periodik
cozawlerini
Uk(r,(p)z (A& -coske + B& -sin kgo)- (Ck . rk + Dk . r_k )k =012....

gornisde yazalyri. cozawin céaklenen bolmagy, yagny (24.7) sertiri yerine
yetmegi ticin D* yaylada D=0, D~ yaylada bolsa C,=0 diyip almaly.

Seylelik bilen, Laplas derilemesiniri 2n-periodly hususy periodiki cozuawleri
asakdaky gornlise eye

U (re)= rK '(Ak coske + By sin kgp) (meseleD ™)
U

k(r,gp)z K -(Ak coske + By sin kgo) (meseleD )
k=0, 1, 2, ...
Eger-de hususy ¢oziiwlerden diiziilen hatar we ony r, ¢ boyunca iki gezek
differensirlenip alnan hatarlar dernclcegli yygnanyan bolsa, onda bu hususy

cozuwlerden duzulen hatar hem Laplas derilemesiniri ¢oziawi bolyar. (24.1) we
(24.2) meseldnin ¢oziiwini

U(r,p)= kgouk(r,go)z éork -(Ak coske + B sin k(p), ( D mesele iicin ) (24.10)

U(r,p)= kgouk(r,(p)z kgor_k -(Ak coske + By sin k(p), ( D™ mesele icin)  (24.11)

gorniisde gozlaln.
A, we By koeffisiyentleri kesgitlemek ticin (24.4) gyra sertden peydalanalyn:

U(R,p)= k§0 rK (Ak coskp + B sin k(p)z f () (mesele D+) (24.10")
U (R,(p) = k§0 RK (Ak coske + By sin kgo)z f () (mesele D_) (24.11’)

f(¢) funksiyanyn Furye hataryna garalyn

(2

f(p)= 70 + Z(ak coskg + f3 sin k(p). (24.12)

bu yerde
127
ag = = (I)f(‘//)dl//
2
ay :i (I;rf ((//)COSkl//dl// (24.13)
P =~ 1y )sinkydy



k=1,2,3, ...

(24.10%) we (24.12), (24.11) we (24.12) hatarlary deriesdirip, alarys
ao ak ﬁk
Ay :7,Ak =R—k,Bk =R—k (meseIeD+)
Ag =a7°,Ak - o RB, = 5, R (meseleD™)

Awe B, koeffisiyentleriri bahalaryny (24.10) , (24.11) hatarlarda goyup, tegelek
ticin Dirihle meselesinizi formal ¢ozawlerini alarys:

k
U(r,p)= 0%0 + él[%j (ak coskp + B sin k(o) (mesele D+) (24.14)

k
U(I’,(p) = 0%0 + Z(?j (ak coske + By sin kgo) (mesele D_) (24.15)

2.Usulyn esaslandyrylysy

Indi biz (24.14), (24.15) hatarlaryri yygnanyandygyny we D', b~ yaylalarda
(24.3), (24.4) Dirihle meselelerinizi degislilikde cozuwleri bolyan funksiyalary
kesgitleyandigini gorkezmel.

serte gora  f(p)ect(o2z]) , diymek

(24 o0

. +k§lqak\+\ﬁk\)

hatar yygnanyar we ‘% <1 bolanda

<1 bolanda D yaylada (24.14) hatar icin, ‘5
r

bolsa D~ vyaylada (24.15) hatar ticin majorant hatar bolyar. Sonun ticin (24.14),
(24.15) hatarlar derivlcegli yygnanyarlar, hem ol hatarlarda agzama-agza predele
gecmek bolyar.

r->R bolanda (24.14), (24.15) hatarlaryr sag boleklerinde f(¢ ) funksiya ticin
Furye hatarlary alynyar, diymek

T U(0)= 1(o)ve

yagny (24.4) gyra sert yerine yetyar.



(24.14), (24.15) hatarlaryrn  Laplas  derilemesini kanagatlandyryandygyny
gorkezeliri.
(24.14) hatary r we @ boyunca iki gezek differensirlap, alarys

k-2
EZ ( )(%j -(ak coske + By sin kgo)
(24.16)

|M8 ;U,\,‘l—*

[ j —ay coske — ﬂk sin kgo)

k
ézkz[%J N,N = ml?xqak‘+‘ﬂk‘)r0 <R,

hatar yygnanyar (Dalamber nysany boyunca) we r=<r,<RO0<p<2z bolanda
(24.16) hatarlar ligin mozarant hatar bolyar. Diymek (24.16) hatarlar denoclcegli
yygnanyar we (24.14) hatary agzama-agza differensirlemek amaly kanuna
layykdyr. (24.14) hataryni her bir agzasynyri (24.3) derilemaniii cozawi bolany
iicin umumylasdyrylan superpozisiya prinsipi esasynda (24.14) hatar D yaylada
(r<R) Laplas derilemesini kanagatlandyryar.

(24.15) hataryri D~ yaylada (r>R) Laplas derilemesini kanagatlandyryandygy
sunia menzes gorkezilyar.

seylelik bilen (24.14) funksiya D™ meselanizi D vapyk yaylada , (24.15)

funksiya bolsa D" meselaniii D yapyk yaylada tizniiksiz coziiwi bolyar.

3.Puasson integraly

Tegelek tcin icki we dasky Dirinle meseleleriniri (24.14), (24.15)
cozuawlerini integral gorniisinde hem yazmak bolyar. Onun ticin ol hatarlary

U(r.p)= O%O + élqk -(ak coskg + f3 sin k¢) (24.17)

gornisde yazalyr, bu yerde

(meseIeD+)
0<g<1

(meseleD )

-1|;U m|1

ax we By koeffisiyentlerin bahalaryny (24.13) formuladan alyp (24.17) hatara
goyalyn



2n

U(r (p) f(\v)d\y +

2n

© 2n 2n
+ qu -[cosk(p . % I f(\u)cosk\yd\y + sink(p~% j f(w)sinkwdw)
k=1

0 0
Integrallary birlesdirip, integrirlemegiri we jemlemegiti tertibini tytgedip,
alarys

: iq “cosk(y —p)dy (24.18)

0 k=1

am
'—.

1 2z
U(rg)=o— [l
0

ikt —ikt

Cos kt= % Eyler formulasyndan peydalanyp > q*coskt  jemi tapaly:
k=1

ikt —ikt 1 © 1 ©

Zq COSk‘C—Z:qk $:§zqk.eikf+zzqk,efﬂq

/<1 bolanda alnan hatarlar tiikeniksiz kemelyan geometrik progressiya bolyar,

sonun dcin

© K 1 't 1 g '’ q (e'f +e_”)—2q q-cosr—q2
2 g -coskr =—- ic v e T ir —ir 2 = 2
=1 2 1-ge 2 1-qe 2 1—q(e +e )+q 1-2qcost +q

Bu deriligi peydalanyp, (24.18) deriligi

qCOS(\v 9)-¢q’
1 2qc0s(\|1 (p)+q

27
Ulr.) = 5 | flw)ay +— j dy
0

gornisde yazalyni we integrallary birlesdireliri, netijede alarys

121':

_ 1 1-q°
U(r,(p) 2 f(\y) 1—2qc0s(\|/ —(p) e dy (24.19)

(24.19) integralda q:% : q:$ diyip (24.3), (24.4) Dirihle meselesinin

¢Oziiwini Puasson integraly gorniisinde alarys

1% R? —r? "
U(r,p)=— [ f d mesele D
(r.¢) 27r-([ (l//)l—ZI‘RCOS(l//—(p)+ iz (mesele D)

1% r’ —R?
1-2rRcos(y —@)+r

~dy  (mesele D)



§25. Goniiburglukda Laplas derilemesi iagin Dirihle meselesi

Goy Q={ 0<x<p, O<y<q } - goniburclyk berlen bolsun. Bu yaylada icki
Dirihle meselesine garalyr.
Mesele D*. Q gonuburclykda

2 2
a=22 7 o (25.1)
& g

Laplas derilemesinini aracage cenli tizniiksiz we

x y)|y 0= go( (x, yly q @(x) (25.2)
x, y)|x=0 _O,U X, y)|x=p = (25.3)

bu yerde ¢(x), ®(x) - tiznuksiz funksiyalar bolup,

ylalasyk sertlerini kanagatlandyryarlar, gyra sertleri kanagatlandyryan cozawini
tapmaly.

Bu meselani Furye wusuly bilen c¢ozelinn. Onun tcin bu (25.1)-(25.3)
meselanin coziwini

U(x y)=X(x)-Y(y)=0 (25.4)

gorniisde gozlaliin. Onda (25.3) sertden peydalanyp, alarys

u(0,y)=x(0)-Y(y)=0= x(0)=0
)0 -oxiroof 9

Indi (25.4) cozuawi (25.1) derilemede goyalyn

: X0 YY)
X"(x)¥ (y)+ X (x)y "(y)=0= O y)



Sorky denligin cep bolegi dirie x ululyga bagly bolup,sag bolegi bolsa dirie y
ululyga baglydyr. Sonun tcin bu dernlik dirie ondaky gatnasyklar hemiselik sana
deri bolanda dogrydyr. Ol hemiselik sany p harpy bilen bellzp, alarys

X"(x)— - X(x)=0 (25.6)
Y'(y)+u-Y(y)=0 (25.7)

Biz X(x) funksiya ticin

X"(x)— X (x)=0 (25.6)
X(0)=0,X(p)=0 (255)

Sturm-Liubill meselesini aldyk.

Asakdaky hallara garalyri:
a) Goy, u>0 bolsun. Onda (25.6) derilemanisi umumy ¢coziwi

X(x)=Cp-eVH* vy e VA (25.8)

bolar. (25.5) gyra sertleri goz oriande tutup, (25.8) umumy coziawdaki C; we C,
erkin hemiselikleri tapalyn. Alarys

X(0)=0=C1 +Cp =0=Cp = —C1 (25.9)
X(p):O:>C1-e‘/;p +Cy-e VHP _ooy
—C1 -(e\/;p —e_\/;pj =0 (25.10)

Bu yerden V4P _e™V#P .o bolany ticin (25.10) detilikden C,=0. (25.9)
derilikden bolsa C,=0 gelip cykyar. Seylelikde biz bu halda

X(x)=0
cozuaw aldyk. Bu bolsa (25.4) serti kanagatlandyrmayar. Diymek, alnan coziw
bizi gyzyklandyrmayar.
b) Goy, u=0 bolsun. Onda bu halda (25.6) derileme
X"(x)=0
gorniisi alar. Onuri umumy ¢cozuawi bolsa

X(x)=Cyx+C

gornisde bolar. Indi (25.5) serti goz oritinde tutup, C, we C, erkin hemiselikleri
tapalyn. Alarys



X(0)=0=C, =0
X(p)=0=C,-p=0

Bu yerden p=0 bolany iicin C,=0. Diymek bu halda hem
X(x)=0

cozaw aldyk.
c) Goy, u<0, yagny p=-A*<0 bolsun. Onda (25.6) derileme

X "(x)+ 42X (x) =0 (25.11)
gorntisi alar. Onuri umumy ¢coziawi bolsa
X(x)=Cj -cosix +C, -sin Ax (25.12)

gornisde bolar. Indi (25.5) serti peydalanyp C, we C, erkin hemiselikleri
tapalyri. Alarys

X(0)=0=C; =0
X(p)=0=C, -sin ip =0,

Eger sonky derilikde C,=0 diysek, onda X(x)=0 gornisli coziiw alarys. sonuri
tcin C,=0 diyip,

sinAp=0

gornisli trigonometrik derileme alarys. Bu yerden

pr . (”?”jz (25.13)

-hususy bahalary, (25.12) umumy coziiwden bolsa

Xp(x)=sinZxn=123,.. (25.14)
p

gornisli hususy funksiyalary alarys. Seylelikde, (25.6), (25.5) Sturm-Liuwill
meselesininn  hususy bahalary we hususy funksiyalary degislilikde (25.13) we
(25.14) gorntisdedirler.

n=-1*<0 bolanda (25.7) derileme



Y'(y)-2%v(y)=0

gorntsi alar. Onun umumy ¢cozawi bolsa
Yn(y)=An -ch ™=y + By -sh
P P

gorniisde bolar.
Tapylan X, (%), Y,(y) funksiyalary (25.4) derlikde goyup hem-de

superpozisiya prinsipinden peydalanyp, (25.1)-(25.3) meselaniri A, we B, erkin
hemiseliklere bagly coziwini alarys

[e¢]

U(x, y): >

(An-chn—”erBn-shn—”yj-sinn—”x (25.15)
n=1 p p p

Indi (25.2) serti peydalanyp A, we B, erkin hemiselikleri tapalyri. Alarys

U(x,0)=o(x)= élAn -sin n?ﬂ X

0

U(x.q)=a(x)= ¥

(An -chn—”q+Bn -shn—”q)-sinn—ﬁx
p p p

Alnan bu denliklere berlen @(x) we ®(x) funksiyalaryrn Furye hatary hokminde
garap alarys:

p
Ap = 2 [ o(x)sin 07 yx
PO p

p
An-chZq+By-sh g _2 [@(x)sin 2% xdx
p Y PO p

Bu sistemany coziip A, we B, erkin hemiselikleri taparys, sorira olary (25.15)

derilikde goyup bolsa, berlen (25.1)-(25.3) meselaniri ¢coziawini alarys.

§26. Gonuburcglukda Puasson derilemesi iigin
Dirihle meselesi

Q gonuburclykda Puasson derilemesi ticin Dirihle meselesine garalyz.
Mesele D*. Q gonuburclykda



2 2
AU E%-ﬁ-%:g(x, y) (26.1)
2 S

Puasson derilemesinin

Uly_g = ()] y_q =@(x) (262)
Uly—o = F(¥)Ulx_p =F(y) (263)

gyra sertleri kanagatlandyryan cozuawini tapmaly.
Bu (26.1)-(26.3) meselaninn ¢cozawini

U(xy) =V (x y)+V,(xy)+W(xy)  (26.4)

gorntsde gozlalinn. Onda (26.4) coziawi (26.1) derilemede we (26.2), (26.3) gyra
sertlerde goyup, alarys:

AV] + AV, + AW = g(x,y),

(V1 +V, +W}y=0 = (p(x),(vl +V, +W]y=q = cD(x),

(V1 +V, +W}x:0 = f(y),(\/1 +V, +W1x=p = F(y).

Indi V; we V, funksiyalary degislilikde asakdaky sertleri kanagatlandyrar
yaly edip saylalyri:

AV1 =0
Vil g =ebV|,_, =20 (26.5)
Vl‘xzo - O’Vl‘X=p 0
AV2 =0
Val g =0V, =0 (26.6)
Valyeo = fVa|,_ ) =F(¥)

Onda W(x,y) funksiya



AW = g(x,y) (26.7)
derilemanin

W|y:0 :W|y=q :W|x:0 =W|x=p =0 (26.8)
gyra sertleri kanagatlandyryan cozuwidir.
Biz (26.5) we (26.6) meseleleri yokarda cozdik. Sonuri iicin garalyan
(26.1)-(26.3) meselani ¢cozmekligi (26.7)-(26.8) meselani cozmeklige getirdik.

Indi (26.7), (26.8) meselanin cozawini degishli birolcegli Sturm-Liuwilli
meselesinini hususy funksiyalary boyunca yazylan hatar gorniisinde gozlalin:

W(xy)= élYk (y)-sin % X (26.9)

W(x,y) funksiya w(0,y)=w(p,y)=0 gyra sertleri kanagatlandyryar, yone onuri
(26.8) gyra sertleri doly kanagatlandyrmagy ticin

Y, (0)=Y, (a)=0 (26.10)
sertleri hem talap etmelidiris.
Indi g(x,y) funksiyany sin%x funksiyalar boyunca hatara dagydyp, sorira
ony we (26.9) cozuwi (26.7) derilemede goyup, alarys:

n

2
§_[k_ﬁJ 'Yk(y)'Sink_ﬂx+k§1Yk (y).sin%x:kozjlgk(y).sink_ﬁx,

k=1 p p p
bu yerde
2 P kz
g, (y)=—"[ga(x,y)-sin — xdx
()2 gly)-sin®

Furye hataryna dagytmaklygyn yeke-takliginden

" k 2
Yk (y)_(_ﬂ] Yk (v)= gk(y) (26.11)

p

derilemani aldyk.
seylelikde, Y(y) funksiyany tapmak tcin (26.11), (26.10) meselani
aldyk.



Goy, vYk(y) funksiya (26.11) birjynsly d&l detilem&nin haysy hem bolsa
bir hususy cozawi bolsun. Onda onuti umumy ¢coziwi

k ke -
Yk(y)zAk-chfy+ Bk-shfy+Yk(y) (26.12)

gorntsde bolar. Indi (26.10) gyra sertleri peydalanyp, alarys:

Y, (0)=0=A +Yk(0)=0

_ 26.13
Yk(q):O:Ak-ch%q+Bk-sh%q+Yk(q)=0 ( )

Bu (26.13) sistemany cozip Ay , By koeffisiyentleri taparys, sorira olary (26.12)
derilikde goyup, (26.12),(26.10) gyra meselanin cozuwini alarys. Ol cozawi
bolsa (26.9) derilikde goyup, (26.7)-(26.8) meselanini cozuwini taparys.

Seylelikde, goylan (26.1)-(26.3) meselanin cozuwi (26.4) denlik arkaly
hatar gornisinde yazylyar. Eger-de bu hatar denclcegli gygnanyp, ony x we y
boyunca agzama-agza iki gezek differensirlemek hem mumkin bolsa, onda ol
regulyar cozawdir.

§27. Laplas derilemesi iicin Dirihle meselesinin Grin funksiyasy
we onun Kébir hisiyeyleri

1.Dirihle meselesiniri Grin funksiyasy

Goy, D - S yapyk wst bilen caklenen tukenikli yayla, U(M)=U(x,y,z) bolsa D
yaylada garmonik funksiya bolsun. Onda belli bolsy yaly

u (MO)= in(l Ay é(lnds (27.1)

A7 S\r oh ar

formula yerine yetyar, bu yerde r - Mye D nokatdan McS erkin tiytgeyan nokada
cenli uzaklyk.
Bilsimiz yaly Dirihle meselesinde S aracgkde ditie u(M)g funksiya berilyar,

normal boyunca %‘ onum bolsa berilmeyar (nabelli). Eger (27.1) derilikde
S

normal boyunca onam integral astyndan yok bolar yaly 6zgertme edip bilsek,
onda ol desilik D yaylada u(m)s bahasy belli garmonik funksiyany tapmaklyga,

yagny Dirihle meselesiniri ¢coziwini yazmaklyga muamkingilik berer.



D vyaylada garmonik g(M,MO)ecl(B) funksiya garalyri. U(M) we g(M,My)
funksiyalara (19.4) ikinji Grin formulasyny ulanyp alarys

_ aM.Mg) (M)
O—g{U(M)T—g(M,MO) . ds (272
(27.1) derilikden (27.2) deniligi ayralyri

U(Mo)z ijKg(M,MoﬁﬁjM—u(M )i(g(M,MO)+iﬂds

i1 A 4drr

Indi

G(M,MO):%m+g(M,MO) (27.3)

belgileme girizip, soriky deriligi
U(Mo)zISJ[G(M,MO)%—U(M)O’G(A{T,I\AO)}S (27.4)

gornisde yazalyri. Bu yerden gornusi yaly, eger g(M,My) funksiyany

G(M.My ) =0 bolar yaly saylap alsak, onda M‘ integral asagyndan yok

S S

bolar.

Kesgitleme. Eger G(M,My) funksiya:

1°. M nokada gora funksiya hskmiinde D yaylany:i M, nokadyndan basga
ahli nokatlarynda garmonik;

2. oMMy ), g =0
3° G(M,M0)=4i+g(M,MO) (27.3)
i’
bu yerde r=|mgm| , g(M,M,) - D vaylada garmonik funksiya; sertleri

kanagatlandyryan bolsa, onda ona Laplas derilemesi tcin Dirihle meselesiniri
Grin funksiyasy diyilyar.
Kesgitlemeden gorntisi yaly, Grin funksiyasyny gurmaklyk , onurn

sl ) 0,00 ) =i <)

Dirihle  meselesininn  ¢ozawi bolyan g(M,Mg) regulyar bolegini tapmaklyga

getirilyar.
(27.4) formuladan asakdaky tassyklama gelip cykyar.



Eger D yaylada Grin funksiyasy bar bolsa we
AUM)=0U(M)g =f(M) (27.5)

Dirihle meselesinizi D yapyk yaylada o©ziinin birinji tertipli onimleri bilen
birlikde tizntksiz cozuwi bar bolsa, onda ol cozuwi

Mds (27.6)

formula gornisinde berilyar.

Goraymage (27.6) formula peydasyz (manysyz) yaly, sebabi bir Dirihle
meselesi basga bir Dirinle meselesi bilen calsyrylyar. Yone beyle daldir. Kop
mohum  yaylalar tcin Grin funksiyasyny, diymek (27.5) Dirihle meselesinin
¢cozuawini anyk gorntisde yazmak bolyar.

(27.6) formuladan Dirihle meselesiniii  cozawinini  yeke-takliginii  we
durnuklylygynyr gelip cykyandygyny bellaliz.

Dasky Dirihle meselesi tcin Grin funksiyasy yokardaky vyaly girizilyar
(kesgitlenyar).

Bellik. (27.6) formula getirilip cykarylanda Dirihle  meselesiniri
D=DuS yapyk yaylada iizniiksiz differensirlenysn coziiwi bar diyip giiman
edildi. Eger S - Lyapunow sti diyip atlandyrylyan ust bolsa, onda A.M.
Lyapunowysi dertiewleri (27.6) formulanys Dirihle meselesiniz U <c(p)
¢cozawini hem beryandigini gorkezyar.

2. Grin funksiyasynyn hasiyetleri

Hasiyet 1. Eger Grin funksiyasy bar bolsa, onda ol yeke-takdir.
Subudy. D yaylada

iki sany Grin funksiyasy bar diyip giiman edeliri. Onda
(M. Mg)=G,(M.My)-G, (M. My)=g,(M. My )-g,(M, M)

funksiya D yaylada garmonik we

g(M’MolMeS =0



Yeke-taklik teoremasyndan

6(M. Mg )=0=G, (M, Mg )=G, (M. M)
gelip cykyar.
Hasiyet 2. G(M,Mg) Grin funksiyasy D yaylany:i icinde polojiteldir.
Subudy. M, nokatdyri etrabynda L fandamental coziw caksiz artyar, yagny
r
M— M, bolanda 1, g(M,M,) funksiya tizniksiz we caklenen, sonuri ticin
r

5 >0 san bar bolup merkezi M, nokatda bolan & radiusly S(Mg, 8) = S;
sferanyn wstiinde

6l Mo s :(#g(M,MO)J

>0
o

MeS

alarys. G(M,M,) funksiya S tstde nula owralyar: G(l\/l,l\/lO]MES =0 Bu

yerden garmonik funksiyanyri maksimum prinsipinden G(M,M,) funksiyanyrn D
yaylada polojiteldigi gelip cykyar.
Hasiyet 3. Grin funksiyasy simmetrikdir, yagny

G(M,Mp) = G(Mg,M). (27.7)

Subudy. D vyayladan M; , M, erkin nokatlary alalyri we D yayladan
k(M. ¢)k(M,.e) sarlary agralyn. Bu sarlaryn ustlerini degislilikde S; , S, bilen

belgilalin. sus, us, aracakli D, yaylada U= G(M,M,;) , V= G(M,M,)
funksiyalar garmonik funksiyalardyr. Bu funksiyalara D, yaylada (19.4) ikinji Grin
formulasyny ulanalyri. Alarys

111 6(m.my ) a6(M.M)-G(M. M, )-c{M. My Jie =

= G(M,Ml)OG(M—'MZ)—G(M,MZ)M ds  (27.8)
Su81u82
D, yaylada aG(M,M;)=04G(M.M,)=0 ,  sonuiticin D, yaylaboyunca
integral nula desidir. (MM, ], o =0.6(M.M,] =0 gyra sertlerisi

esasynda S st boyunca integral hem nula deridir. Bu aydylanlaryn esasynda
(27.8) denilik asakdaky gorniisi alar:



éf{G(M,Ml)O’G(Ma; 2)_G(M’M2)%(“;Ml)}ds:
| 21.
%ﬂG(M Mg)OG(M Ml)G(M’Ml)o”G(I\/;;MZ)}dS (27.9)

(27.9) deriligiri cep bolegini 6zgerdeliri. S; sferada 1 fundamental cOZUW
r

N |

hemiselik bahany kabul edyar:

1 _1
rMesl ¢
sonuri ticin
1 alvm,)
G(M’M11M651:47zg+ a 1%,\,'68 (27.10)
1

S; sfera M €S;  nokatda gecirlen n dasky ( Ds yayladan cykyan) normal ol
sferanyn radiusy boyunca onuri garsysyna ugrukdyrylandyr, soria gora

10 T

o ; &£
MeSl

diymek

®emmy) 1 awmy) (27.12)

N IMes, 4re” o ‘MeSl

M, M : : : :
bu yerde @(m 1) tiznuksiz funksiya, sebabi  g(M,M;) funksiya D yaylada

AG(M, M : : :
garmonikidir. (TZ),G(M,MZ) funksiyalar S; sferada tzniiksiz. Seylelik

bilen S; st boyunca integralda integral astyndaky funksiya tzniiksiz funksiyadyr.
(27.10), (27.11) deniliklerden peydalanyp we orta baha hakyndaky teoremany
ulanyp, alarys



il 6(M,m,

1 BMMa)

el

<<>><_><{ 1 ()ﬂ

dre 2 h

bu yerde M~ - S, sferany:i kabir nokady. -0 bolanda S; sfera M, nokada

yygnanyar, M~ M ,A-s2 >0, sOnagora-de

8—)8

lim n{ (M,Ml)aa(lvlT’Mz)—G(M,Mz)éG(MTMl)}dS:—G(Ml,MZ) (27.12)

seyle pikir yoretmani ulanyp, S, tst boyunca integral ticin alarys:

JTOAQ[G(M’MZ)MMTWG(M,Ml)O"G('\{T'Mz)}dS G(M Ml) (27.13)

Indi (27.8) derilikde ¢-—o0 Dbolanda predele gecip we (27.12), (27.13)
denilikleri goz oritinde tutup, alarys

G(M1,M2)=G(M,,M;).

Bu yerden, M; we M, nokatlaryri erkinligi esasynda (27.7) derilik gelip cykyar.
Netije. Grin funksiyasy M nokat tiytgemeyan bolsa, onda ol My
( M = M, ) nokadyri koordinatalary boyunca Laplas derilemesini

kanagatlandyryar.
Bellik. Tekizlikde Grin funksiyasy

G(M,Mo)ziln%Jrg(M,Mo)r=‘MOM‘

gorniise eyedir. L yapyk egri cyzyk bilen caklenen D tekiz yaylada icki Dirihle
meselesiniri coziiwi bolsa

oG(M, M)

——ds UM )y = (M)

U(Mo)z—lj_f(M)

gorntsde yazylyar.

§28. sar 1gin igki Dirihle meselesini Grin funksiyasynyn
kémegi bilen ¢ézmek. Puasson integraly

1. sar ticin Grin funksiyasy.



Goy, sarynn icinde garmonik, yapyk sarda tzniksiz we saryn S dstinde
berlen f(P) tznuksiz bahany kabul edyan U(M)=U(x,y,z) funksiyany tapmaly
bolsun.

Bu meselani cozmek ticin, ilki bilen sar tacin Grin funksiyasyny guralyri.
Goy, R - merkezi O nokatda bolan saryn radiusy bolsun. Saryri icinden erkin
M(x,y,z) nokady alaly:i we p harpy bilen ol nokatdan saryri merkezine cenli
uzaklygy bellzlin.

M nokadyri tastinden gecyan radiusyr ugrunda
p-p1=R (28.1)
desiligi kanagatlandyryan p, =|oM, | kesimi alalys.

M nokada kesgitli M; nokady degisli edyan (28.1) ozgertme radiusa ters
ozgertme bolyar, M; nokada bolsa M nokada catyrymly nokat diyilyar. Kabir
P(&,7,¢) nokady alalyrn we ol nokatdan M, M; nokatlara cenli uzaklyklary
degislilikde r, r; bilen belgilalii. P nokat saryri tstinde yatanda r we ry
uzaklyklaryri arasyndaky gatnasygy tapalyri. Onuri tcin OPM we OPM;
tcburcluklara garalyri. Bu tcburcluklar merizesdirler, sebabi O deped&aki burc
umumy, oria seplesyan taraplar bolsa (28.1) derilik esasynda proporsionaldyr:

p R

R Py
Ucburcluklaryrn merizesliginden, alarys

r_»

n "R
ya-da 1—5-i=o(Pes) (28.2)

rpn
gatnasyk gelip cykyar.
Indi sar Gicin Grin funksiyasynyri

G(P,M):i—i-ﬁ-i (28.3)

4y Am p n

gorniase eyedigini gorkezelin.



Hakykatdan hem, G(P,M) funksiya P nokada gora funksiya hokminde saryri
icinde, M nokatdan basga nokatlarda, garmonik funksiya, M nokatda bolsa -
tukeniksizlige owrulyar. (28.2) dernlikden gorntsi yaly, saryii istinde ol nula
owrilyar. Seylelik bilen (28.3) dernlik boyunca kesgitlenyan funksiya Dirihle
meselesinini Grin funksiyasynyri ahli sertlerini kanagatlandyryar.

2. Puasson integraly

Tapylan (28.3) Grin funksiyasyny (27.5) formulada goyup, alarys

5[1_31]
U(M)z—ijjf(P).Tprlds (28.4)

||—\ ﬂr\)|'—‘ “N|H

N

[cos(ré)cos(n§)+ cos(rn)cos(n 77)+ cos(rg“)cos(n{)] =

Il
|
—
o
(@]
2]
—
=
>
~—

Edil suna merizeslikde, alarys

seylelik bilen
_[___._J:—iz-cos(r,n)+5-iz-cos(rl,n) (28.5)

r P
1
OMP we OM;P iicburcluklardan kosinuslar teoremasyny peydalanyp, alarys

p? =R% +r? —2rRcos(r,n)

2 2, .2
Py =R +0 —2r1Rcos(r1,n)



Bu yerden cos(r,n) We cos(r,,n) tapalysi.

2 2 2 R2 .2 _,2

Cos(r, n) = Rz%,cos(rl, n)= %
r I
1

Bu tapylan bahalary (28.5) formulada goyup, alarys

2 2 2
o1 R 1) p2-R%-r% R+r—pf RZ R
alr pn 2Rr 21 p P

R2 +ir2 —ﬁ

pz_Rz_r2+ 2 pz_pz_Rz_rz p2R2+R2r2_R4_
~ 2re? 2R4r3 ~ 2reS 2R3r3 B
) 252 ~2R2 ) 52 _R2
2R RS

Normal boyunca onumiii tapylan arlatmasyny (28.4) formulada goyup, alarys
um) =17 1(P)- R% -0 s (28.6)
4r's Rr3

(28.6) formula Puasson formulasy diyilyar.

seylelik bilen, eger sar ticin icki Dirihle meselesiniri ¢coziwi bar bolup, ol
cozuw ozuniti birinji tertipli onamleri bilen birlikde yapyk sarda tizniksiz
bolsalar, onda ol ¢coztiw (28.6) Puasson formulasy arkaly yazylyar.

3. Puasson formulasynyn esaslandyrylysy

Eger f(P) funksiya tiznuksiz bolsa, onda (28.6) Puasson formulasynyri sar
ticin icki Dirinle meselesiniri coztwi bolyandygyny subut edeliri. Onuri tcin
(28.6) formuladaky integralyn saryn icinde garmoniki funksiya bolyandygyny we
(6) formula bilen kesgitlenyan U(M) funksiyanyri yapyk sarda izniiksizdigini
hem-de saryn S stinde berlen wzntiksiz f(P) bahany kabul edyandigini
gorkezmeli, yagny M nokat S tstde alnan erkin P nokada ymtylanda U(M)
funksiyanyri bahasy f(P) baha ymtylmaly.

p<R bolanda U(M) funksiyanyri garmonikligi asakdaky derilikden gelip
cykyar




saryri Gistiinden erkin N nokady alaly:i we M—N bolanda UM)— f(N)
bolyandygyny gorkezelini. Getirilip cykarylysyndan gorniisi yaly (28.6) formula
f(P)=1 hususy halda hem dogrydyr. Bu yagdayda Dirihle meselesiniri ¢oziwinin
bardygy aydyndyr, cziinem ol ¢coziw

UM)=1

Seylelik bilen

14};- _3 ds (28.7)

(28.7) denligiri iki bolegini hem f(N) funksiya kopeldeliri we (28.6)
Puasson formulasyndan ayyralyn

[f(P)- f(N)]R2 ‘sz ds (28.8)

1
u(M)- f(N)ZEQ
N nokady radiusy 26 bolan sar bilen gursalyri, 6ziinem 6 sany S sferanyn su
saryn icine diisyan hemme nokatlarynda f(P) funksiyanyn tiznuksizligi esasynda

11(P)- f(N]<§ (28.9)

derisizlik yerine yeter yaly yeterlikce Kici edip alalyn, €>0 - yeterlikce Kici erkin
san. o bilen S sferanyri merkezi N nokatda bolan 256 radiusly saryri icine disyan
bolegini bellalizi, galan bolegini bolsa s\c bilen bellzlini. Onda (28.8) deriligi
asakdaky gorniisde yazmak bolyar.

um)-f(N)=
_ 1t R% -~ p? (28.10)
_ﬁ-g[f(P)—f(N)]- 3 dS+ :

2 2
+#.8j\jo_[f(P)—f(N)]-R r_?,p ds

(28.10)deniligii  sag bolegindaki  gosulyjylaryri  her  birini  ayratynlykda
bahalandyralyr. (28.9) derisizligiri we (28.7) deriligiti esasynda alarys

. R _ 52
—[[{f(P)=f(N)]- ds| <
RIS Rk
2 2 2
P .HR P qs £ L .”R P _4s-%
2 4R o 3 2 4RSS 3 2

(28.11)




(28.11) derisizlik saryn icindaki islendik M nokat tcin yerine yetyar.  (28.10)
nokatda bolan & radiusly taze sar guralysi. Goy M nokat N nokada yakynlasyp su
saryri icinde yatan bolsun. Eger P nokat S-c tistde yatan bolsa, onda M nokadyn
seyle yagdayynda r=|vp|>s dernsizlik yerine yeter, f(P) funksiya S sferany:
uistiinde izniiksiz, diymek ol caklenendir, yagny

[f(P) =K.

bahalandyrylar

2 2

1 R™—p

L ()= £(N)]. ds| <

iR SI\IU[ (p)-f(N)] 3

2 2 2 2 2 2
< K i R™-p dSSK(R -p )‘”dSZZKRR -p
2R S\o 13 2RSS S 53
M—N bolanda R*-p°—0, onda

2oy [f(P)—f(N)]-RZ_'OZ ds| < £ (28.12)
AR S\o 3 2 '

(28.11) we (28.12) densizliklerin esasynda (28.10) derilikden alarys

uM)-f(N)<e
£>0 - erkin san, sonuri ticin hem soriky derisizlikden

M@NU(M)= f(N)
gelip cykyar.

Merkezi O nokatda bolan sferik koordinatalary girizelin. Goy (¢',¢') - P
nokadyri burc koordinatalary bolsun. (p,6,¢) - M nokadyn sferik koordinatalary
bolsun, y - bilen OP we OM wektorlaryri arasyndaky burcy bellalin. Onda (28.6)
Puasson formulasy asakdaky gorntisi alar:

0.0) (Rz—pz)-sine’deﬁg)/’z
(R2 —2RpCOS}/+p2)
Puasson integralynyn netijeleri

2r

U(p.0,9)= (I)

R T
— f
4r (I)
4,
D yaylanyn i¢inde otrisatel dil u(M) garmoniki funksiya garalyn. D yaylanyn

kdbir M, nokadynyn dasyndan merkezi M, nokatda bolan, dursuna D yaylanyn
iginde yatan, R radusly S sferany guralyn.



M bilen s sferanyii icinde yatan kébir nokady belgildlin. m mp
ticburuclukdan alarys.

R-p<r<R+p

R-p)> <P <R+ p)°

11 1
3=3° 3
R+p)” 1~ (R-p)

1 R-p _ 1 R®-p*_
AR (R+p)2 AR 3
<1 R+P
4R (R - p)?

Sonky densizligi U (P) funksiya kopeldip alarys.

2 2
1 . R-p U(P)<i R 3p U(P)<i
47zR (R+p) 47R r 47R (R- p)

R+p

5 U (P)

ya-da

2 2
12ij = U(P)ds< 2.
AR“S r 4R (R - p)

HU(F’)OIS

gLy U<

S(R+p) 2

Sonky densizlikden Puassonintegralyny ulanyp alarys.

R=p_. L jupys<um) <22 5 [[U(P)ds

(R+p)? 4mRS R-p)2 4R2S

Orta baha hakynda teoremany ulanyp alarys.

RR- 'O)U(MO)<U(M)< R(R +’0)U(M0) (28.13)
R+ p)? (R-p)?




REAN

sferanyni i¢inde yatan nokatdaky bahasyny ol sferanyn merkezindédki bahasy bilen
bahalandyryar.
Teorema. Biitin giiglikde garmoniki funksiya tozdestwolayyn nula dendir.
Subudy. Goy U(M) funksiya biitin ginislikde garmoniki funksiya bolsun.
Merkezi koordinata baslangyjynda bolan erkin radusly s sferany guralyii. Bu
sferanynl icinde U(M) garmoniki funksiya sferanyn iistiinddki bahasynyn, yagny
Puasson formulasynyi kdmegi bilen anlladyp bilner. Alarys

2 2
1 R™—p
U(M)——MRJSIU(P)

dr (28.14)

3

Indi R sany U(P)|<e¢ deiisizlik yerine yeter yaly saylalyn bu miimkin sebabi
U(P) >0 eger-de P —oo.Onda(28.14) deinilikden alarys
2 2

-pP
ds
r3

2 2

L el g R
47R'S r

1
u|= <= g|U(P)|

2 2
1 R™ —
<& I} P ds=¢
4RS 3

sebibi

2 2

1 _R%-
2 ds=1

4RS 3

biitin san okunda U =0. Teorema subut edildi.

§29. sar igin dagky Dirihle meselesi

Goy, R - merkezi O nokatda bolan saryn radiusy bolsun we ol saryri S
tsttnde erkin, tiznuksiz f(P) funksiya berlen bolsun.
sar tucin dasky Dirihle meselesinini ¢cozuwi

2 2

p =|OM|,r =|MP|,p > R,

f(P)ds (29.1)

Puasson integraly bilen berilyar.



Hakykatdan hem, p>R bolanda, yagny saryri dasynda (29.1) integral bilen
kesgitlenyan U(M) funksiyanyrn

AU(M)=0
Laplas derilemesini kanagatlandyryandygyny §28-déki yaly subut etmek bolyar.
Indi M—> o Dbolanda U(M) funksiyanyn nula derniclcegli  ymtylyandygyny

gorkezmeli. M nokady p>2R ya-da R< g derisizlik yerine yeter yaly koordinatalar

baslangyjyndan yeterlikce dasda alalyri. Onda r>p-R derisizligini esasynda

pP_p
r>p-R>p-——==—
P P =5
Bu yerden
.8
3 53
we
p2—R2 8(,02—R2) 8
3 ° 3,
r Vol P
Diymek
1 2
uMmy<t Zepyds <<
p RS p
bu yerde

2
C =Ejsj|f(P)|ds

Soriky densizlikden gorntisi yaly p —«(M — ) bolanda U(M) funksiyanyri nula
ymtylyandygy gsrinyar. M—N (Nes)  bolanda U(M)—f(N) bolyandygyny
gorkezmek ticin (29.1) integraly sferik koordinatalarda yazalyn

R 27

2 p2
47[%) 3

-R
f(H',¢') P 3

(R2 - 2RpC05y+p2)2

sing'dodey’  (29.2)

U(p,0,0)=

o—

bu yerde (p,6,0) - M nokadyi sferik koordinatalary, (67,¢’) -P nokady: burc
sferik koordinatalary, y=2mopP . M(p,0,0) nokatda radiusa ters czgertme (
inwersiya) edeliri. Ozgerdilen M, (p;.6.0) nokat OM gonuniri tstiinde, saryn

merkezinden p; daslykda, onun icinde yatar we



serti kanagatlandyrar.
Indi (29.2) integraly

2 2
2 RS -
U(,o,@,go):ﬂ f”j[f(é”,go') il 57 5in0d0'dg’ (29.3)
700 (R2—2Rp +p2)é
17 A1

gornusde vyazalynn (pi<R). M(p,0,¢) nokat S sferanyri ustiinde yatan erkin
N(p,0,¢) nokada ymtylanda M;(p,,0,) nokat hem saryn icinden sol N(p,0,¢)
nokada ymtylar. sSarda icki Dirihle meselesi ticin alnan netijaniii esasynda,
M;—N bolanda alarys

2 2

3
(R2 ~2Rpy +p12)/2

Onda M—N bolanda p;—R bolyandygyny goz oritinde tutup, (29.3) formulanyri
sag bolegi hem f(N) baha ymtylar diyip tassyklamak bolyar.

Seylelikde, (29.1) Puasson integraly bilen kesgitlenyan U(M) funksiya sar
ticin dasky Dirinle meselesinizi ahli talaplaryny kanagatlandyryar, yagny onun
¢cozuawini beryar.

-sin@dode’ — f(N)

§30. Garmoniki funksiyanys oniamlerinis tikeniksizlikde
ézlerini alyp baryslary

Goy, UM) - S yapyk tst bilen caklenen D yaylada garmonik funksiya
bolsun. Koordinatalar baslangyjyny D* yaylanyn icinde yerlesdirelii. Merkezi
koordinatalar baslangyjynda we R radiusy S usti dursuna ¢z icinde saklar yaly
yeterlikce uly Sg sferany guralyn. U(M) funksiya D™ yaylada garmonik, diymek ol
Sg sferanyn dasynda we wstinde garmonik funksiyadyr. sonuii tgin U(M)
funksiyany Sg sferanyri dasynda

2 2

U(M)z%sﬂRU(P)p r_?’R dS(p > R) (30.1)

Puasson integraly gorniisinde arilatmak bolyar, bu yerde

p=|OM|=\/x2+y2+22

= [MP| = (-2 +(y ) +(z-¢)




§29 -da U(M) funksiya ticin p - yeterlikce uly bolanda

C 1
UM)<=C=— [ u(m)ds
()< .0 - J o)
bahalandyrmany aldyk.

Indi (30.1) deriligi x boyunca differensirlap alarys

47R'S A

%:L jleU(P)ﬁ[pz ;RZJdS(I’iO) (30.2)

o(p2-R2) 2 Ap? R2) x_¢
X (3 r3 e r

% onumi bahalandyralyri. Goy, M nokat p>2R, yagny R< g densizlik yerine
yeter yaly koordinatalar baslangyjyndan yeterlikce dasda bolsun. Onda
p_p_1 2

rzp-R>p-—="=-<—
pp22rp

x| < p,Mﬁl bolyandygyny bellaliri. Bu bahalandyrmalary goz oninde tutup

Soriky bahalandyrmany peydalanyp (30.2)-den alarys

w‘ 64 1 A
—|<—— [Ju(P)ds =—,
‘0’3( p? 4R Sy 02
16
A== [[ U(P)ds.
ad V)

‘ S

3 A ‘éu‘< A
251 2
pclal p

seylelik bilen D vyaylada garmonik U(M) funksiya tcin yaylanyn
koordinatalar baslangyjyndan yeterlikce daslasan nokatlary ticin



AlAJ A
UM)<——|<—5,
| ( l<,0‘0’3( p2

bahalandyrmalar yerine yetyar.

A
E <p—2,E <p—2 (303)

AJ A‘o’U

§31. Neyman meselesinifi géziawinin yeke-takligi barada

Teoremal. Icki Neyman meselesinin c¢ozawi hemiselik gosulyjy
takyklygynda yeke-takdir.

Subudy. Goy, U;(M) we Uy(M) - D" yaylada icki Neyman meselesiniii sol
bir

gyra sertleri kanagatlandyryan iki sany cozawleri bolsunlar. Onda olaryni
tapawudy U=U;-U, D" vaylada

AJ
E‘s _o (31.1)

serti kanagatlandyryan garmonik funksiya bolar.
V=U diyip (19.2) birinji Grin formulasyndan peydalanalyri, onda

2 2 2
A AJ AJ AJ
’sf“zds‘gi{(;) (5) %) ]df

(31.1) sert esasynda bu denliginn cep bolegi nula dendir, diymek deriligini sag
bolegi hem nula dendir:

(355 e

Bu yerden U(M) funksiyanyri we onuri birinji tertipli ontmleriniii iizntiksizligi
esasynda

AN _ A
X O F a
gelip cykyar. Soriky deriliklerden gornisi yaly U(M) funksiya x,y,z tytgeyan

ululyklara bagly daldir, yagny

U(M)=const=U;(M)=U,(M)+C



Teorema subut edildi.
Icki Neyman meselesinin mydama c¢ozawiniii bolmayandygyny bellalis.
Onun ¢cozawinini bolmagy tcin

A
{a

dS=[[f(N)dS=0
S
sertii  yerine yetmegi zerurdyr. Bu sertii zerurlygy garmonik funksiyanyn
hasiyetlerinden gelip cykyar.
Laplas derilemesiniri

A =23 (31.2)

u(m) < >
Yo

derisizligi kanagatlandyryan U(M) cozuawine tiitkeniksizlikde regulyar diyilyar.
Teorema2. Dasky Neyman meselesinin tiikeniksizlikde regulyar cozuwi
yeke-takdir.
Subudy. Goy, U;(M) we U,(M) - dasky Neyman meselesiniri sol bir gyra
serti kanagatlandyryan iki sany cozawleri bolsunlar. Onda ol cozuwlerinn U=U;-
U, tapawudy D" tiikeniksiz yaylada

serti kanagatlandyryan garmonik funksiya bolar. D* yaylany icinde saklayan Sg
sferany guralyri. D; bilen bolsa S we Sgi tstler bilen caklenen vaylany bellalir.
Birinji Grin formulasynda V=U diyip, sorira ony D, yayla ticin ulanyp, alarys

A A
fJu EdSJrSU U—dS=[ff

pagota-g(@f (2 2k @

y 0 bolany tcin birinji gosulyjy nula dendir. U(M) funksiya

Al
tukeniksizlikde regulyar bolany {cin yeterlikce uly R - radiusda (31.2)
bahalandyrmalar yerine yetyar. Alarys

A cos(n, x)+£ -cos(n, y)+£ -cos(n, z* 3A

X & a

"

A 02

Yeterlik uly R iicin Sg sfera boyunca integrirlenyan ikinji gosulyjyny
bahalandyralyri

Bu yerde

A 3A 3A2 2

AR as =3R4
R R%2s, R®

2 127A
R

AJ
U.—dsS
e

AJ
< |u|.Hds -
R Sg I




Indi (31.3) derilikde R— bolanda predele gecip, alarys

g3 (55 e

Bu yerden a
a

=0=U =const

J_U
X &

Indi M —> o bolanda U(M) —0 bolyandygyny goz oritinde tutup, alarys

const=0.

Bu bolsa
U=0=U,(M)=U,(M)

bolyandygyny ariladyar. Teorema subut edildi. .
BAP IV. POTENSIALLAR NAZARYYETI

§32. Gowriim potensiyalynyn kesgitlenilisi

1 1
r V=8 +(y-m) + (@6
massanyn potensiyalyny anladyar we (&,7,¢)nokada gord Laplas danlemesini
kanagatlandyryar. Bu funksiyada parametr boyunca alynan integrallara
potensiyallar diyip atlandyrylyar.

Goy kabirM,(&¢,7,¢) nokatda m, massa yerlesdirilen bolsun. Biitin giinya
dartylma kanuny boyunca M(x,y,z) nokatda yerlesdirilen m massa

funksiya M (&,7,¢) nokatda yerlesdirilen birlik

— m —
F=—"1-1
r

Bu giiyjii koordinat oklaryna proyeksiyasy asakdaky yaly kesgitlener.



3

m
X =F-cosa=-——2(x-¢)
r

Y=F.cosﬁ:—%(y—n) (32.1)

r3

m
Z=F-cosy=——2>(z-¢)
r

3

buyerde «, 3,y —F giiyjii koordinat oklary bilen emele getiryin burgy.

''''''

E:gradU: %’Q’Q
oXx oy oz

defilik bilen kesgitlenyénU(x,y,z) funksiyany girizelii. Yokarda seredilen
mysalymyzda

UM
r

n material nokadyn potensiyaly

u=>u=>"
=1

i iz [
formulanyii komegi bilen anladylyar.

Goy p(&,n,¢) dykyzlykly b jisim berilen bolsun. Onda M(x,y,z) nokadyn D
Jisime dartyan giiyjiit komponentleri

X Z—I_E[fp(f,n,s‘)xfdf
v =={ ptem )t e (32.2)
z Z—IQp(f,n,g)zr_ggdr

dr=dédnds. M(x,Y,z) nokadyn potensiyaly
1
U= [[f (.m0 de (32.3)

formula boyunca kesgitlenyar.



Eger b tekizlikde iizniiksiz paylanan u(&,7n) dykyzlykly yayla bolsa, onda
p(x.y) nokadyn dartys giiyjinin komponentleri iki gat integral bilen anladylyar

X =-2 , X—¢ d
ﬂ”@ N =gy (=

Y =2 , y=n d
g”@ N x—ey +(y—ny

p(x, y) nokadyn potensiyaly bolsa

21 2 deﬁdn
Jx=&)?2+(y-n)

U(p) =U(x.y) =2[[ u(&,m)n

Eger P(M) dykyzlyk ¢aklenen, yagny C >o0san bar bolup [p(M)|<C desizlik
yerine yetydn bolsa, onda (32.2) we (32.3) hususy dél integrallar D yaylanyn
icinde yatan M(x,y, z) nokatda yygnanyar. Munun seyledigi (32.2) integral ii¢cin
LS

r r2’

densizlikden, (32.3) integral li¢in bolsa

P

r

< c

-, a=1<3
[

densizlikden gelip ¢ykyar.
U(M) potensial we dartys giliyjinin x,y,z komponentleri biitin giislikde
tizniiksiz funksiyalardyr.

§33.Gowriim potensiyalynyn birinji oniimi

X (M) = —Ig p(&m.¢) Xr_fdfp
v =[] plen) = L,
Z(M) = —fg p(Em,6) " dr,

integrallaryn asagyndaky funksiyalar

UM) = [[f péme)-——de,



mtegralyn asagyndaky funksiyanyn degisli argumenti boyunga dniimi bolup
duryar.

Eger m nokat pyayla degisli dal bolsa, onda U(M) integraly integral
asagynda differensirlemek kanuny we

NNV )
OX oy 0z

D vaylanyil dasynda U(M) potensiyalynn yokary tertipli oniimleri hem integral

asagynda differensirlemegii komegi bilen hasaplamak bolyar. Sonun tigin U (M)
potensiyal Dyaylanyit dasynda

AU(M) =0

Laplas dafllemesini kanagatlandyryar.

M nokat D yaylanyn i¢inde yatyan hem U (M) potensiyalyn birinji tertipli
oniimini integral asagynda differensirlemek arkaly hasap bolyandygyny
gorkezehn.

Goy p(x,y,z) dykyzlyk ¢éklenen bolsun: |p(x,y,z)|<C  Ve&>0 saniigin
36 >0san tapylyp |Ax < s defisizlik yerine yetende

U(x+AX,y,2)-U(x,y,2)
| AX

Xl<e

sizligim yerine yetyandigini gorkezelin.
M nokady merkezi M nokatda bolan s*
radusly K(M,s') sap bilen gursalyin we
U(M) potensiyal ki gosulja bolelin.

U(M)=U,(M)+U,(M),

bu yerde U, (M) gosuliy K(M,s%) sap
boyunca, integrirlemege, U,(M)
gosulyjy bolsa D, = D\K(M, o) yayla
boyunca integrirlemege degisl. Onda

UX+AX,Y,2)-U(XYy,z) U (X+AX,x+Yy)-U (X)X,Y,z2 +U2(X+AX,X+ y)-U,(x,Y,2)
AX AX AX

M nokat D,yayla degisli dil, sonun ii¢in



lim U, (X+AX, X Y)-U,(X,Y,2) m/’(é n, g)_(_j 7, =X, (33.1)

AXx—0 AX

X = X, + X, diyelin, onda

2

U (x+ A%, % Y)-U(X,Y,2) _X‘<|U2(X+AX,X, y)-U,(x,Y,2) «
AX a AX

s |X1|+|U1(X+Ax,x, y)—U,(x,y,2)]
| AX |

|X1|:

Zdr<cfff 55 -

S 2rxm
:c”j S'”9d9d¢dr—05'-2-27r=47r5'-(:<§ (33,2)
000

U (x+Ax,y,2) -U, (x,y,2)|
S| = =
| AX |

Ax

- [l o2t

K(M,s5")

bu yerde

F=yJ(x=&)2 +(y-n)? +(2-¢)°
p =X+ A= &) +(y-1)? +(z2—¢)°

MM, P {icburuglukdan |r — p| <|AX|, sonui tigin
sj<c fff 42 <_{ S } oo < (3.9
K(M,5") K(M.,5") K{M o) P 3

o' sany (33,3) deinisizlikden kesgitlip (33.2) we (33.3) denisizliklermi ikisi hem
kanagatlandyryarys. (4) defisizlk &>0 san |Ax|<s” densizlik yerine yetirlende



U, (x+ A%, %, y) =U,(x,Y,2)
| AX

X <&

densizligm yerine yetyiandigini anladyar. Seylelik bilen x = % y=—,2=—

densizlikler suna menizes subut edilyér.

§34. Gowriim potensialynyn ikinji 6niimi

Eger

1] P@’f?'g);—Z(rijdr:—ﬂj p(f,n,g)[r%—s—(xr‘f) ]df

Mp
diyip alsak, onda alynyan integrallar dargayarlar. Gowriim potensialyny
UM)=U,(M)+U,(M)

gorniisde yazalyn, buyerde U,(M)-K(M,$) sar boyunca, U,(M)-D, =D,K(M,9)
vayla boyunca integrirlemeklige anladyar.

Goy p(&,n,¢) dykyzlyk tizniiksiz we differensirlenyan bolsun. M nokat D,
vayla degish dil, onda

’ U22 :m p(é,n,g)sx—zzejdrp (34.1)

U, (M) potensial M nokatda birinji tertipli 6niime eye we ol dniimi integral
asagyndaky differensirlemek arkaly hasaplamak bolyar:

D= Il e 2 Hor, = [ ptemar 2o,

R(M,9) R(M.,38)

Ostrogradskiy-Gauss formulasyna gora

= ﬂpcow:ds+ m

K (M 5)

buyerde S- K(M ,0) saryn sferasy, a—S {iste dagsky normal. Alarys

v —ﬂ pEm, G)—[—jcos ads+ |[f ZE%G}H (34.2)

K(M,8)

(34.2) denligin sag bolegindédki gosylyjylary bahalandyralyn. Alarys



<c, [|] dr% = 47C,5 (34.3)

I Zalsom<e I

K(M,5)

Birinji gosuljy {i¢in orta baha hakykndaky teoremany ulanyp alarys

Hp ( ]coswds—_[_f

= cos*a __ Pt 2 2 2 _ 4Ar
_—Isjp 2 ds——?J;jr—z(cos a +Cos” B +Cos ;/)ds__?p*

yagny

J]p ( jcoswds— %zp* (34.4)

buyerde p* —p funk51yanyn S sferanyn iistiinde orta arifmetik bahasy.
Islendik & >0 sanii¢in

2 2 2
oY oY, oY, (34.5)
oX 0X, 0X,

denlk dogry. (34.2), (34.3), (34.4) formulalardan peydalanyp (34.5) deiilik 6 —0
bolanda pridela gecip alarys.

ouU :_4%+J-g—p(§,n,g)%zz(%jdrp (34.6)

ox?

Edil suna menzes edip

o°U 47rp 0 (1
= ena S L, (34.7)
o°U 47r,o 0 (1
= oo o o, (348)

denlikleri gorkezilyér. (34.6), (34.7), (34.8) deiliklerden gorniisi yaly gowriim
potensiyalynyni ikinji tertipli oniimleri Puassondefilemesini kanagatlandyryar:

2 2
p 22U Y0
x> oy? oz




§35.Gosa gatlagyn potensialy we onun hisiyetleri

Lyapunow iisti boyunca paylama, x(N) dykyzlykly gosa gatlagyin potensiyalyna
garalyn

C‘:Sj” ds (35.1)

o(1
W (x) =—jsju(N)£(;]ds = [ )

bu yerde 6niim S {istin  N(&,7,¢) nokatdaky n dasky normal boyunga alynyar, r
wektor M(x,y,z) nokatdan N(&,7,¢) nokada ugrukdurylan, ¢ =(r,n).

Gosagatlagynn potensiyaly S tistin dasynda dhli teryipli 6niimi eye we Laplas
denilemesini kanagatlandyryar. Gosa gatlagyn potensiyalynyn tiikeniksizlikde nula
ymtylyandygyny gorkezelil. Koordinat baslangyjyny S iist bilen ¢dklenen
Dyaylanyn i¢cinde alalyn. Onda

MN > OM —ON
yada
r-R-ON

L bilens {stin koodinat baglangyjena ¢enli i uzyn aralygy belldlin. Onda

r>R-L

M nokat kordinat baslangyjyndan R>2L ya-da L sg denisizlik yerine yeter yaly
daslykda yerlesen bolsun.Onda

W () sjsj|ﬂ(N)||C(;Lf|ds S%J;ﬂy(Nﬂds -

bu yerde
A=4{[|u(N)[ds

Diymek gosa gatlagyn potensiyaly tiikeniksizlikde % yaly nula ymtylyar.

(1) gosa gatlagyn potensiyaly biitin ginislikde kesgitlenendir.
4(N) =1 bolanda gosa gatlagyn potensiyalyna garalyii. Onda

W, (M) = —Lja—i(ﬂds = IS_[ P ds (35.2)

r



Goy N nokat s iistiin dasynda yatan bolsun. % funksiya S sy icinde
garmoniki, diymek
W (M)——H ( jd s=0, M nokas iistiii dasynda.

Goy M nokat s istin i¢inde yatsyn. M nokady merkezi m nokatda bolan
pradiyusly C sferabilen gursalyn. swe C, sferaler bilen ¢iklenen D’ yaylada

% garmoniki funksiya.Onda

Lja—i(%jds . _U%dos o

__ﬁ(lj
% or\r )%

c = % deinilik yerine yetydr. Onda

Lj%(%)du% gds:o

C, sferada ai(lj

n\r

ya-da

j [— ( jd +47=0
on
Diymek
W, (M) = ﬂ ( jds—47z M nokat s iistiil icinde.
M nokat S iistin usyunde yatyar. (2) gosa gatlagyii potensiyalynyn goni bahasyny
tapalyn. Merkezi M nokatda bolan p<d radusly C, sferany guralyn. Bu sfera
S ustin kébir bolegini S - o bilen belgildlin. Hususy dél integralyn kesgitlemesine

gora
i [T Jos =[] [ s (353

Goy C! C, sferanyn S istiil i¢inde yatan bolegi bolsun. S—o we C/, sferalar

bilen ¢dklenen yayla garalyin. M nokat bu yayla degisli dil, onda bu yaylada F
garmoniki funksiya. Seyylelik bilen

F (g2

ya-da (35.3) denlik esasynda

Uil 2

Merkezi M nokatda bolan sferik koordinatalary girizelin. Alarys

o), -
onlr )%

=— we ds,=p’-singdIde

2

yo,




Onda

ﬂ 8n( jds —T_T singd9de = I1+c039(¢)]d¢ 27z+_[cosé?(go)dgo

06(p)

Bu }’/erden alarys

. o(1

| B -

p'm)g Gn(rjdsp
sebibi

2r
lim J' cos&(p) =27, Mnokat s iste degisli
P>

0

Diymek asakdaky dogrydyr
O,M nokat S Ustindasasyn
W,(M) = —H(j (rjds =<27,M nokat S Usysdistiinde (35.4)
> 47,M nokat S Ustiristini e

(35.4) formulada gorniisi yaly ,u(N) 1 bolanda gosa gatlagyn potensiyal S
istden gecende Uiziilydr. Indiislendik «(N) dykyzlykly potensiyalynyii hem
liziilydndigini gérkezelin.

Teorema. W(M) gosa gatlagyn potensiyaly M nokat s iistiin N, nokadyna
dasyndan we icinden ymtylanda pridele eye. Eger W (M) gosa gatlagyn
potensiyalynyil pridel bahalaryny dasyndan ymtylanda W, (N,), icinden ymtylanda
bolsa W, (N,) bilen belgilesek, onda dasyndaky formulalar dogrydyr:

W, (No) =ﬂu(N)

Cos ¢,

ds —2mu(N,) =W(N,) —2pu(N,)

0

W, (N,) = jj OE ¢0dS+27Z;u(N) =W (N,)+27u(N,)

buyerdep, r=N,Nugyr bllen s istiit N nokadyndaky n dasky normalyii

srssyndaky burg.
Subudy: Goy N, -siitinin fiksirlenen n, ady bolsun. W(M) gosa gatlagyn
potensiyalyny asakdaky gorniisde yazalyn

W) = i) = e NoY =5 ot sa(No) [ 55 ds =W M) + (M) (35.5)

Goy S iistit dagyndan we 1<;mden M — N, bolsun. W,(M) gosa gatlagyn
potensiyalyna garalyn. S istiii N, nokadyny kesip ge¢ende hem W,(M)
funksiyanyn uzniiksizligini gorkezelin.

Goy ¢ <0 sanbolsun. x(N) funksiya lizniiksiz, onda S {istin N, nokady
saklayan bolek o,
Usti bar bolup



(N = pe(No)| < (35.6)

densizlik dogrydyr, K -hemiselik.
sist o, We S-o, gorniisde sazyp alarys.
Wo (M) =Ws? (M) +W,? (M) (35.7)
bu yerde

@ (M) = _ cosp
W (M) = [[ Tue(N) - pe(No)} ===

%0

@ (M) = _ cosg
Wo® (M) = [[ [a(N) - s(No)| == ds

S—oy,

M nokadyn islendik yagdayynda
W ()] < Jf1aCN) = (N ) =5 s
(35.6) denligm esasynda alarys
W (M) < % (35.8)
(35.7) denlikden alarys
W, (M) =W, (Ng) =W, (M) =W (N, ) + W2 (M) =W (N,)

bu yerde
[\No (M ) _Wo (No)| < Mo(l) (M )‘ + ’\No(l) (No)‘ + MO(Z) (M ) _WO(Z) (No)‘
yada (35.7) deisizlik esasynda

[VVO(M)_WO(NO)| < g"'NVO(Z)(M)_Wo(Z) (No)‘

N, nokat yakyn M nokatlar {i¢in
MO(Z) (M) _Wo(Z) (No)‘ < %
diymek
[\NO(M ) _WO(N0)| <&
densizlik yerine yetydr. Seylelik bilen
Mlmowo(M) =W, (N,)

Eger M — N, i¢inde bolanda, onda
,v!m Wo (M) =W, (No) +47(N,) (359)



Goy (35.5) formulada m nokat s istiin N, nokady bilen gabat gelsin.Onda
W(N,) =W, (N,)+2mu(N,) (35.10)
(35.9)we (35.10) denlikleri denesdirip alarys
Wi (Ng) =W(Ny)+27(N,)
Goy s istit dasynda M — N, bolsun. Onda

N!m W (M) =Wy (Ny) =W, (Ny)

sonuf iicin hem (35.10) denlikesasynda alarys

W, (Ng) =W (N,) —271(N,)

§36.Yonekey gatlagyii potensialy we onui hisiyetleri
1.Yonekey gatlagyii potensialy

Syapinow boyunga paylanylan iizniiksiz x(N) dykyzlyk yonekey gatlagyn
potensiyalyna garalyi:

uuvn:jj@ds (r = MN)

Gmiigligin S tste degish dél ahli M(x,y,z) nokatlarda yonekey gatlagyn
potensiyaly islendik tertipli oniime eye we Laplas denillemesini kanagatlandyryar.
Gecen mowzukdaky yaly edip tiikeniksizlikdaki yonekey gatlagyn potensiyalynyn

nula %yaly ymtylyandygyny gorkezmek bolyar, R =/x* +y? +z°

Teorema. Uzniiksiz dykyzlykly yonekey gatlagyni potensiyaly biitin gittislikde
lizniiksiz funksiyadyr.

Subudy. siiste degisli ddl M nokatlarda yonekey gatlagyn potensiyaly U (M)
liznzksiz funksiya. S iste degisl nokatlarda hem U (M) funksiyanyn
lizniiksizligini gorkezelin. Onun {igin S iistiin nokatlarynda (36.1) integralyn
dendlgegli yygnanyandygyny gorkezelin. Goy N, nokat S istin erkin nokady



bolsun. N, nokatda yerli koordinat ulgamyny girizelin. Goy &> 0 San berlen
o, Ust &2+p?<d} (d, < %) seti kanagatlandyryar, S stiin bolegi bolsun.
N, nokadyn kébir etrabynda M nokat ndhili hem yerlesende

<e (36.2)

GJ' ﬂ(rN)dS

denisizlik yerine yeyer yaly d, sany saylap alyp bolyandygyny gorkezelin. Alarys

_U”(N)ds <2.af] 49 (36.3)

o P1

buyerde o -merkezi N0 nokatda bolan d, radusly towerek, p, - MN kesimin N,
nokatda s iiste galtagyan tekizlige bolan M,N, proyeksiyanyn uzynlygy;

lu(N)| <A Mnokat merkezi N, nokatda bolan d, radiyusly sferanyi i¢inde
yatan bolsun. M, nokat o] tegelege degisli we eger (£,7) tekizlikde merkezi M,
nokatda bolan 2d radusly o, tekizlige alsak, ondaol d, tegelegi saklar. (36.3)
densizlikde alarys

<2A J'J‘ dfdﬂ ZATZJqlpldfld(D 87Ad,

P1<2d;

J'M(N)ds

Bu bahalandyrma s iiste N, nokadyn yerlesisine bagly dil. d, sany 8-Ad, < ¢
densizlik yerine yeter yaly berkidip merkezi N, nokat bolan d, radusly sarda m
nokadyn yerlesisine bagly bolmoyan (36.2) bahalandyrmany alarys. Bu bolsa
(36.1) integralyn N, nokatda dendlgegli yygnanyandygyny anladyar. Seylelik bilen
S ustedegisli N, nokatda U(M ) tizniiksiz funksiya .

Teorema subut edildi.

2. Yonekey gatlagyn potensialynyi normal boyunga éniimi

Goy n, —S istiin kdbir N, nokadynda gecirilen dasky normalyni ugry bolsun. m
nokat s tste degisli dal diyip yonekey gatlagyn (36.1) potensiyalynyn n, ugry
boyung¢a Onlimini tapalyn.

% kopeldya dine M nokat bagly, diymek differensirlemegi integral astynda

gecirmek bolar.

Y0 8 (- fue



Bu yerde y =(r,n,). M nokat s iistiin N, nokady bilen gabat gelende hem (36.4)
integral bardyr.

Yonekey gatlagyi potensiyalynyii normal boyunga éniimi kesgitli pridele
eyedir we ol prideller ii¢in asakdaky deilikler dogrydyr.

U N,) = [ N) 22 ds + 270(N,) (36.5)
on, ). <3 Iy
oU (N,) cosy,
—| = N ds —27zu(N .
o) j HN) =7 ds = 2mu(Ny) (36.6)
buyerde r, =[N, N|,w, =(r,,n,).

(36.5) we (36.6) denliklerden gyrniisi yaly yonekey gatlagyn potensiyalynyn
normal boyunca 6niimi asakdaky towusma eyedir:

OoU(N,) OU(N,) _
( an, 1_[ an, ]d_émﬂ(NO).

BAP V. GIPERBOLIK DENLEMELER
§37. Dalamber formulasy

Bilsimiz yaly kirisiri erkin yrgyldysy
2 2
ag:azag, a= |* (37.1)
ot ox P
derileme bilen yazylyar, bu yerde T-kirise tasir edyan dartys guyji, p -Kirisin
cyzykly dykyzlygy. (37.1) derileme ticin Kosi meselesini goyalyri.
Kosi meselesi. —ow<x <+, t> 0 yarymtekizlikde (37.1) derilemaniri
oU
U], =ol). UED g @72)
baslangyc  sertleri  kanagatlandyryan  cozawini  tapmaly, bu  yerde
@(x),(x) (— o0 < x < +0) -berlen funksiyalar.
(32.1) denlemaninn ¢cozawini tapmak tcin ony kanonik gorntise getirelin. (32.1)
derilemanini hasiyetlendiriji derilemesini yazalyri

(dx) —(adt) =0 = dx+adt=0
Bu derilemeleri integrirlap alarys
x—at=C,, x+at=C,
&, n taze uytgeyan ululyklary
E=x—at,n=x+at
formulalaryri komegi bilen girizelizi. Alarys



oU oU oU oU oU oU
—=—a—+a—, —=—+—
ot o on ox  0& Ony
2 2 2
alzf:azaczf_zaz U _azau2
ot o¢ o0& on on
o’U o°U 0’U oU
= +2 +
x*  9&* o on on’
onumleriri  tapylan arlatmalaryny (32.1) derilemede goyup, Kirisin erkin
yrgyldysynyn derilemesini

o’U o (oU
=0 > —|—
og on og\ on
gomisde yazalysi. & boyunca integrirlap alarys
oU
on " g(n)
bu yerde g(r) -differensirlenyzan erkin funksiya. Soriky derilemani 5, boyunca

integrirlap alarys

] =0 (323

U(&n)= [ gldn+ £,()
j g(n)dn = £,(n) belgileme girizip (32.3) derilemanin umumy c&ziiwini
U(&n)=1£&)+ 1,(n)

gornisde vyazalyni. Kone x, t tytgeyan ululyklara gecip (32.1) derilemanin
umumy c¢oziawini alarys:
U(x,t):fl(x—at)+f2(x+at) (32.4)

bu yerde f,,f, ikigezek differensirlenyan erkin funksiyalar.

Eger (32.1)-(32.2) Kosi meselesinin ¢ozawi bar diyip guman etsek, onda ol coziwi
fis /s funksiyalary (32.2) sertler kanagatlanar valy saylap (32.4) gorniisde almak bolar.
Alarys

U(X’O): fl(x)+ fz(x): (D(X) (32-5)
aU (x,0)

s —af, (x)+af, (x)=¢(x)  (326)

fi».f> Tunksiyalary tapmak tcin (32.6) deriligi integrirla liri
S+ A= [w(eMz+C, C=const (327)
a 0
(32.5)we (32.7) deniliklerden alarys

W)=1 ol [yl -c @29)

AW=20l)r - [ylEre (@29

(32.8),(32.9) deriliklerde x ululygy x—ar we x+ar ululyklar bilen calsyp alarys



x—at

fl(x—at):%(p(x—at)—i J-l//(Z)dZ—C

x+at

fz(x+at)=%¢(x+at)+i .(l;!//(z)dz+C

Tapylan funksiyalary (32.4) formulada goyup we integrallary birlesdirip Dalamber
formulasyny alarys

x+at

U(x,t): ¢(x—at)42—(p(x+ at) +§ jl//(z)dz (32.10)

Eger  o(x)eC*(E,), w(x)eC'(E,)  bolsa, onda Dalamber formulasyny: (32.1)-(32.2)
Kosi meselesinin ¢cozawini beryandigini gos-goni barlamak arkaly goz yetirmek bolyar.
1.Meselanin korrektligi
(32.1)-(32.2) Kosi meselesinin  korrektligine goz vetirmek {tcin ol  meselanii
cozuawinini barlygyny, ol c¢ozuwin yeke-takligini we durnuklydygyny gorkezmeli. Dalamber

formulasynyri  getirlip c¢ykarlysyndan c¢ozawinn  barlygynyri  gelip  cykyandygyny bellalis.
Hakykatdan hem, fl(x), fz(x) funksiyalaryr tapylan (32.5), (32.6) ulgamyny yazmak bilen

biz eyyam (32.1) derilemanin (32.2) baslangyc sertleri kanagatlandyryan coziawi bar diyip
hasap edyaris.

(32.1)-(32.2) meselanin c¢cozawiniii  barlygyna (32.10) funksiyany (32.1)
derilema we (32.2) baslangyc sertlere goymak arkaly goz yetirmek bolyar.
cozuwin yeke-takligi Dalamber formulasynyri gurlusyndan gelip cykyar.
Hakykatdan hem, eger meselznii yene bir U,(x,z)coztiwi bar bolsa, onda ol
coziwi (32.1) derilemanin hemme c¢ozawlerini 6ziinde saklayan (32.4)
gorntsde arilatmak bolar. Oriki pikir yoretmamizi gaytalap ol coziwi (32.10)
gornise getireris, bu bolsa cozuwin yeke-takligini subut edyar.

Kosi meselesinin —0<x<40,0<t<T yaylada cozawiniti
durnuklylygy, yagny baslangyc sertlere {zntksiz baglydygy Dalamber
formulasyndan gelip cykyar. Hakykatdan hem, goy U, (x,r) Kosi meselesiniz

U(er) , = o). O
t=0
baslangyc sertleri kanagatlandyryan coziiwi bolsun, bu yerde
p(¥)-o () <&, [p()-y.()<e  (-eo<x<+0)
>0
U,(x,t) coziwi (32.10) gsmiisde yazalyii we |[U(x,t)—U,(x,¢) tapawudy bahalandyralysi:

=g (x) (~o0<x<+m)

|U(x,t)—U, (x,t] < %|(/)(x—at)—(p1 (x—at)| +%|(o(x+ at)—(/)1 (x+ at) +

1 1 1 1
t . | |‘/’(Z)_l//1(z)|dz<58+§8+58-2at<g(l+T)

x—at

Serte gora £>0 yeterlikce Kkici, T - gutarnykly san, diymek &-(1+7)
kopeltmek hasyly yveterlikce kici san, bu bolsa Kosi meselesinini ¢ozuawinini
durnuklydygyny arladyar.



2.Goni we ters tolkunlar
Dalamber formulasyny &zgerdip

U(x,t)%{(p(x_m)# fw(z)dZ}

x—at

2 otova)+ L |

a 0
gornisde yazlyn we

% plx—at)+ < [z |= fi(x—ar)
L @ ar i
Yoo ar)+ [ez | = £, (x+

belgilemeler girizip (32.1)-(32.2) meselaniri ¢ozawini
Ulx,t)= f,(x—at)+ f,(x +at) (32.11)

gornisde yazalynn. Bu formulany:i her bir gosulyjysyna ayratynlykda garalyri. Goy — f, =0
bolsun, yagny Kirisiri stiysmesi

Ul(x,t):fl(x—at) (32.12)

formula bilen kesgitlenyan bolsun.

Gozegei t=0 baslangyc wagtda kirisin x = C nokatdan cykyp x okunyri polojitel
ugruna a tizlik bilen hereket edyar, yagny onun absissasy x—at =C ya-da x+at=C kanun
boyunca uytgeyar diyelii. Seyle gozegei tcin kirisin (32.12) formula bilen kesgitlenyan
siiysmesi islendik wagt £,(C) hemiselige deri bolar.

U,(x,t)= f,(x—at) funksiyanyri kesgitleyan hadysasyna géni tolkunysd yayramasy
diyilyar. Seylelik bilen (32.12) c¢coziw x okunyii polojitel ugruna a tizlik bilen yayrayan goni
tolkundyr. Edil sunuz yaly U,(x,t)= f,(x+at) coziiw x okunyi otrisatel ugruna a

tizlik bilen yayrayan ters tolkundyr.
seylelik bilen (32.11) ¢coziw goniwe ters tolkunlaryn jemidir.

Yokarda aydylanlar t momentde kirisin formasynyri grafigini  gurmaga
mimkincilik beryar. Onuni iicin £(x) funksiyanyn grafigini saga, f,(x)
funksiyany:i grafigini bolsa cepe at ululyga siiysiirip f,(x—at) we f,(x+at)
funksiyalaryr grafiklerini alyarys. Kirisiti grafigini almak tcin bu egrileriti
ordinatalarynyr algebraik jemini gurmak yeterlikdir.

§38.Bagly, kesgitlenis we tasir edis yaylasy



(23.1) derilemanin bagly dal uytgeyanlerinii oxs tekizligine faza
tekizligi, Kosi serti berilyan =0 cyzyga bolsa baslangyeg egri diyilyar.
M,(x,.t,) nokatdan cykyan
xX—at=x,—at, , Xx+at=x,+at,
hasiyetlendirijiler baslangyc egrini  P(x, —az,.,0) O, (x, +at,,0) nokatlarda
kesyarler. Dalamber formulasynda x =x,,z=¢, diyip ony

UM,) =S [o(R)+ 0l0,)1+- [wleh

2 RO,
gériisde yazalyii. Bu formuladan gorniisi yaly M, (x,.z,) nokatda Kosi meselesiniz ¢&ziiwi
@ funksiyanyri F, , O, nokatlardaky bahalary; y funksiyanyii bolsa F,Q, kesimdaki bahasy
bilen doly kesgitlenyar. M, nokatdan cykyan hasiyetlendirijilerin baslangyc egriden kesip
alyan bolegine M, nokadyr bagly yaylasy diyilyar. Garalyan meselede M, nokady:i bagly
yaylasy Ox okunyri P,Q, kesimi bolyar.

Eger (32.2) baslangyc sertler bilen ox okunda dal-de 7,0, kesimde berlen

bolsa, onda Dalamber formulasyndan gorntsi yaly (32.1)-(32.2) meselanin
cozuwi depeleri M, ,P, ,0, nokatlarda bolan tcburclukda kesgitlener.
M ¢ AR,OM, nokatda coziiw kesgitlenip bilmez, sebabi onuri PO bagly

vaylasy P,0, kesime degisli dal. Sonuri tcinR,Q M,
\§Si

t
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Cyzgyl

hasiyetlendiriji icburcluga 7,0, kesimdaki baslangyc sertler boyunca ¢cozuwin
kesgitlenis vaylasy diyilyar. oxt tekizligin F,Q0, kesimde berlen baslangyc
sertlerii meselanin coziawine tasir edyan nokatlarynyr bolegine tasir edis
vaylasy diyilyar(¢yzgyl). B,0, kesimini tasir edis yaylasy P,0, kesimiii we £, ,Q,
nokatlardan gecyan hasiyetlendirijilerizi aralygydyr.



§39. Birjynsly dal desileme
Kirisini yrgyldysynyn birjynsly dal derilemesi ticin Kosi meselesine garalyri:

oU  _,0U

~ & +f(xt), —o<Xx<+0,t>0 (34.1)
U(x0) = p(x), %:w(x), < x<io (342)

Meselaninn ¢cozawini U=U,+U, jem gornisde gozlalin. Bu jemi (34.1)
derilemede we (34.4) baslangyc sertlerde goyup alarys

o0°U, oU o°U, o’U
o o :az( o ax22j+f(x’t)
oU,(x,0) 8U2(x,0)_

o | or =vx)

U, (x.0)+ U, (x.0)=p(x),

U,(x,z) funksiyany birjynsly derlemanii  birjynsly dal baslangyc sertleri
kanagatlandyryan cozuwi bolar yaly saylap alalyri
o’u, ,0%U,
=a
ot (34.3)

0,(x0)=ol), LDy

onda U, (x,t) funksiya iicin asakdaky mesele alnar

0*U 0*U
e =9 g )
U,(x,0)=0, aUZ@—(tx’OLO

(34.4)

Bilsimiz yaly (34.3) meselanini ¢cozawi Dalamber formulasy bilen kesgitlenyar.
(34.4) meselanin ¢cozawini tapmak tcin asakdaky komekci mesela garalyn
82V _ az an V()C, ) aV(X,T)

PRl 7)=0, T:f(x,r), t>7  (34.5)

t, =t — 1 taze uytgeyan ululyk girizip (34.5) meselani

2 2
alj:azaz, V(x,O)zO,
ot ox ot,

gornisde yazalyri. Soriky meselaniii ¢coziwini Dalamber formulasy boyunca
tapylyar



gorniisde alarys. Indi (34.4) meselanin ¢cozawini
t
Uy(x.0)= [Vxtr)de (346
0

gomiisde kesgitlenyzndigini gorkezelin.
(34.6) funksiyany differensirlap we ¥ funksiya ticin baslangyc sertleri
peydalanyp, alarys

t . t .
oy, =V(X’t;t)+J'8V(X,t,T)dT=J-8V(X,t,2')dz_

0 at 0 at
2 . t .
0 u22 _V(xt) +J-82V(X2,t,r)dT _
ot 5/ S PO SG
:Z—Z[f(x+a(t r)r)a+ f(x—alt-7)r)a]  +
t . .
+J‘82V(X2,t,f)dz_: f(X,t)—i—JaZV(X’ZtIT)
o ot 0 ot
t . 2, t
au, =J-8V(x,t,r)dr | o, jazv X,t,Z')dZ_
OX 5 OX ox? ° ox?

Bu yerden gorntisi yaly (34.6) funksiya (34.4) meselanini coziawi bolyar.
Seylelik bilen (34.1)-(34.2) meselaniii ¢cozuwini asakdaky gorniisde alarys:

x+at x+a t— T

U(x,t): (p(x—al)-;¢(x+at Il// dz+—jdr Ifz r)dz

a. x—a(t-7)

§40.Yarymeakli kiris yagdayy

x>0 yarymcakli gonide Kirisiri yrgyldysyna garalyri. Bu yagdayda mesele
asakdaky yaly goyulyar:
kirisinn yrgyldysynyi
U _,0U
=a

= 27 O<x<owo , t>0 (35.1)

derlemesinin

U(0,t)= alt) (GU(O"Lv(t)j €20) @2

oX



gyra serti we

U(x0)= ol 00

baslangyc sertleri kanagatlandyryan coziwini tapmaly.

Iki bilen kirisizi yrgyldysynyn derilemesinini titkeniksiz gonuade kesgitlenen
cozuwinini hasiyetleri baradaky iki sany lemmany subut edeliz.

Lemma 1. Eger (32.1)-(32.2) meselede  o(x) we w(x) funksiyalar x=0
nokada gora tak funksiyalar bolsalar, onda (32.10 ) Dalamber formulasy bilen
kesgitlenyan U(x,z) funksiya

Ulx,t)=0

=w(x), 0<x<o (353

serti kanagatlandyryar.

Lemma 2. Eger (32.1)-(32.2) meselede ¢(x) we w(x) funksiyalar x=0
nokada gora jubtt funksiyalar bolsalar, onda (32.10 ) Dalamber formulasy bilen
kesgitlenyan U(x,z) funksiya

ouU(0,1)
ox

=0

serti kanagatlandyryar.
Lemma 1-i subut edelir. Serte gora  ¢(x) we w(x) funksiyalar x=0
nokada gora tak funksiyalar, yagny
o(x)=—p(=x), w(x)=-y(-x)

x=0 we t>0 bolanda (32.10) formuladan alarys

00.1)= L lplar)+ pl-an)l - Tuee =0

—at

sebabi birinji gosulyjy go(x) funksiyany:i takliginii esasynda nula deri, ikinji gosulyjy bolsa
tak funksiyadan koordinat baslangyjyna gora simmetrik kesim boyunca alnan integralyri nula
deriliginini esasynda nula deri.

Lemma 2 hem sufia merizes subut ediljar. o(x) we w(x)  funksiyalarysi jubiitlik
serti

o(x)=p(-x), y(x)=y(-x)

gornisde yazylyar. Jubtut funksiyanyni onaminini tak funksiya bolyandygyny
bellaliri

¢'(x)=~¢'(-x)
(32.10 ) formuladan alarys

% = % [-¢'(-ar)+ '(ar)]+ i lat)-y(-ar)]=0 , >0



sebabi birinji gosulyly ¢'(x)  funksiyany:i takligi, ikinji gosulyjy bolsa w/(x)
funksiyanyri jubitligi Gcin nula den.

Bu lemmalaryri komegi bilen asakdaky meseleleri cozmek bolyar: (35.1)
derileméanin

oU(x,0)
ot

=l,//(x), 0<x<wo

baslangyc we
U(0,1)=0, t>0

gyra serti kanagatlandyryan cozuawini tapmaly.
o(x) we w(x) funksiyalaryr tak dowam etdirmesi bolan @(x) we ¥(x)
funksiyalara garalyri:

o= {f8) X0 g v x>0

~—p(-x),x<0
(32.10) Dalamber formulasynyn esasynda

U (x,0)

U (x,0) = ®(x), = ¥(X)

serti kanagatlandyryan U (x,t) funksiya
U (x,t) :%[clb(x—at)+cI)(x+at)]+2—1a J.‘P(z)dz (35.4)
gorniisde yazylyar. (35.4) denlik bilen kesgitleng'féin funksiya islendik x we t>0
ticin kesgitlenendir. Lemma 1-iri esasynda
U(0,t)=0.

Mundan basga hem bu funksiya t=0, x>0 bolanda

U(x.0)=(x) = p(x)

oU(x,0 x>0

0 ()=t
baslangyc sertleri kanagatlandyryar. Seylelik bilen alnan U(x,t) funksiya dirie x>0,t6>0
ticin goylan meselanizi hemme sertlerini kanagatlandyryan funksiyadyr.

Onki @(x)w(x) funksiyalara gecip asakdaky yaly yazmak bolar

x+at
(p(x—at)-i-(ﬁ(x"'at)_}_L J.(//(Z)dZ,t<£ax>0
2 2a ° a
e e (35.5)

x+at
(p(x+al);(0(at_x)+2i J.(//(z)dz,l‘>£aX>O
a a

at—x




Eger
ou(0.1) _,
ox

gyra sert berlen bolsa, onda ¢(x) we w(x) funksiyalary:si jubit dowam
etdirmeleri bolan

d)(x) =

{(p(x), x>0 ()= {l//(x), x>0

p(-x), x<0 ~w(=x)x<0

funksiyalary alyp Kirisiti yrgyldysynyri derilemesinii x>0 yaylada (34.3)
baslangyc sertleri we U (0,1)=0 gyra serti kanagatlandyryan

x+at

U(x,f):%[qa(xmt)m)(x_a;)hi [w(zh

2a x—at
ya-da
olssaltolo=a) 10y,
a x—at a
U(x’t) - x+at at-x
go(x+at)+(0(at—X)+L{ Iw(z)dz+ J.!//(Z)d2:| P
2 2a| 5 0 a

cozawini alarys.
Indi umumy yagdaya garalyi. Onuri tgin (35.1) derlemanin

U(x,0)=0,

U0,6)=pult) , t>0

sertleri kanagatlandyryan cozawini tapalyri. Bu meselanini ¢ozawini

Ulx,t)= f(x—at)
gornisde gozlalini. f funksiyany gyra sertden peydalanyp kesgitlalin

U(0.1)= f(~at)= ule),
bu yerden

Seylelik bilen




Yone bu funksiya diie x—ar <0 yaylada kesgitlenen, sebzbi y(t) funksiya >0 dgin
kesgitlenen.

U(x,t)  funksiyany argumentlerizn islendik bahalarynda kesgitlemek ticin  u(¢)
funksiyany t-nizi otrisatel bahalarynda (t)=0, <0 diyip dowam etdireliz. Onda

Ulx,t)= ,u(t —gj

funksiya argumentleriri islendik bahalary tcin kesgitlener we birjynsly baslangyc
sertleri kanagatlandyrar.

Bu funksiyanyti we (35.5) funksiyanynn jemi (35.1)-(35.3) meselanin
cozuawini berer:

o(x —at)+ o(x + at) N LXT;/(Z)dZ f X
Ule) 2 2a ° ’ a
xX,t)=
x\ olx+at)-plat—x) 17 x
ult—=|+ +— Iw(z)dz, t>=
a 2 2a a

at—x

Ikinji gyra meselaniii ¢ozawini hem syria merizeslikde cozmek bolyar.

§41. Gursa meselesi

Maglumatlary hasiyetlendiriji cyzyklarda berlen yonekey mesela garalyri:

o’U
% = f(x,y),

U(x,0)= o), (36.1)
U(0.y)=¢(y)

Gosmaca sertler (36.1) derileme tcin hasiyetlendiriji cyzyklar bolyan x=0, y=0
gonilerde berlen.  o(x) we ¢(y) funksivalar differensirlenyan funksivalar we — ¢(0)= ¢(0)
ylalasyk sertini kanagatlandyryar diyip giman edelii. (36.1) derilemani X we y boyunca
yzygiderli integrirlap alarys

oU x, ou\0, [
) 00), J ey
Ulx. )= U(x0)+U(0.5)-U(0.0)+ [ dn] s(E.nkiz.
ya-da
Ulx, )= o)+ () 0(0) + [dn] £(& )i (36.2)

seylelik bilen, yonekey derileme ticin garalyan meselanini ¢cozuawini (36.2) anyk
gornisde yazmak bolyar. (36.2) formuladan meselanini coziwinin yeke-takligi
we barlygy gelip cykyar.



Bilisimiz yaly kabir sertler yerine yetende, iki tytgeyanli ikinji tertipli
cyzykly giperbolik derilemeleri
o’U oU oU
2oy Taley) bl )t (e ) = flxy) - (36.3)
xXoy ox oy
kanonik gorntise getirmek bolyar. (36.3) derileme tcin Gursa meselesi diyip

atlandyrylyan mesela garalyn.
Gursa meselesi:  Q =(x,%)x (Y, y,) goniburclykda (36.3) derilemanii Q yaylada
tizniiksiz, regulyar c&ziiwi bolyan we

Ulx,y)=olx)  Ulx,»)=¢(y)  (36.4)
gosmaca sertleri kanagatlandyryan U(x,t) funksiyany tapmaly,

(%)= #(¥s),
a,b,c, f eCY(Q),

p(x) e Cx. %)) . 8(y)eC(y, 1))

(36.3), (36.4) meselani integral derilemeleriri ulgamyna getirelizi.
=Y w9 (365
ox oy
taze funksiyalary girizip (36.3) derilemani oria denigaycli tic derilemeler ulgamy
gorntsde yazalyri

a—sz—aV—bW—cU

qy

W av—bW—cU (36.6)
ox

U _y

oy

(36.4) sertden alarys

/e )= 0] o )

Wt y)= 20002 ) (367)

(36.6) ulgamynyfi biriji we tcunji denlemelerini [y,,y]  kesim, ikinji derilemesini bolsa
[xo,x] kesim boyunca integrirlap hem-de (36.7) sertleri ulanyp asakdaky integral
derilemelerizi ulgamyny alarys



V(xy) = (0)+ [ £ (xn)dn — [(@V +bW +cUYx,7)d

X X

W(xy)=¢(y)+ [ (& y)de - [(av +bW +cU )& y)dg  + (36.8)

Xo Xo

U y) = o)+ [Wlxn)n

Yo

1.Meselelerinn ekwiwalentligi

Gursa meselesinin  integral derilemelerin  ulgamyna ekwiwalentdigini  gorkezelii.  Goy
U(x,y) funksiya (36.3)-(36.4) meselanini ¢oziwi bolsun,

(36.3) orun calysmanyri komegi bilen (36.3), (36.4) ulgamyny (36.6), (36.7)
tojdestwolara getirmek Dbolyar. (36.6) ulgamyny integrirlap (36.8) integral
derilemeleriri ulgamyny alarys, yagny (u,”,w) - integral derilemeleriri ulgamynyti
uzniksiz cozuwi. Tersine, goy (U,V,w) -(36.8) ulgamynyn tizniiksiz coziwi
bolsun. (36.8) ulgamdan gorniisi yaly (U,v,w)  funksiya (36.7) sertleri
kanagatlandyryar. (36.8) ulgamda integral asagyndaky arilatma tzntiksiz, diymek
(36.8) ulgamyny differensirlemek bolyar. Birinji we dcunji derlemeleri y
boyunca, ikinji derilemani bolsa x boyunca differensirlap (36.6), (36.7)
tojdestwolar bilen gabat gelyan taze tojdestwolaryri ulgamyny geleris. Diymek
U, v.w) - (36.6),(36.7) meselanin coziiwi, (36.6),(36.7) mesele bolsa (36.3),
(36.4) Gursa meselesine ekwiwalentdir. Meselanini ekwiwalentligi subut edildi.

2. (36.8) ulgamynyn ¢ozilisi.
(36.8) ulgam Pikaryn yzygiderli yakynlasma usuly bilen cozeliri. Nulynjy
yakynlasmany asakdaky yaly saylap alalyri:

Vol v)= 0+ [ £

Wy(x,y)=g'(0)+ [ FEr)as |t @9)

Uy(x.7)=plx)

onda soriky yakynlasmalar asakdaky yaly gurular:



y
Vi (%, y)=Vo(x, y)- I(avk—l +bW, , +cU, , [(x,7)d7
Yo

W, (X7 y) =W, (X' y)_ J.(akal +bW,, +cU kfl)(é:’ y)d§ (36 10)

Xo

U, (% ¥)=Uglx,y)+ [W, ,(x )

Yo
k=123,...
. w. ), {U,} yzygiderliklerizi derislcegli yygnanyandygyny subut etmek ticin

Vo +Z(Vk _Vk—l)’ W, +Z(Wk —W,H), U, +Z(Uk —U,H) (36.11)
=] =1 k=1

hatarlary girizelin. Bu hatarlaryri n-nji bolek jemleri v, ,w, ,U, bilen gabat gelyar.
(36.10) ulganmdan alarys

Vos Vi = (@, Vi )+ bW, W, (U, ~U, Nxn)dn

Yo

Wi =W, = —I(a(Vk _Vk—1)+ b(Wk _Wk—l)C(Uk _Uk‘l))(é:’ y)déf (3612)
y
U, -U, = I(Wk _Wk—l)(x’n)dn

k=123,...

k=1,2, ... bolanda p yaylada asakdaky bahalandyrmalary:i yerine yetysndigini
gorkezeliri
(x+y—x, =)
(k1)
_ k-1 (x"‘y_xo_yo)kil
W, -w,_ |<A“'B ) (36.13)
(x+y =% = o)

(k1)

WV, -V, |<A"'B

k-1

U, -U, |<A4“'B

bu yerde 4=max(1,), M =max(d+[o|+[d). B - kabir hemiselik san.

k=1 bolanda bahalandyrmalaryri verine yetyandigi &asgardir. (36.13)
dernsizliklerinn k-ni k+1 bilen calsyranyrida hem verine yetyandigini gorkezelin.
(36.12) we (3613) densizliklerden alarys



v ) +y— _ k-1
Vi =Vl < J-A" 'B (x y(kx_ol)'y") (| + || + ||} <
Yo )

SA;CB,((XH—XO—yo)k (x—xo)kJSAkB(Hy—xo—yo)k

k! R k!

I/V/Hl - Wk

U, —Uk| iicin hem suiia metizes gorkezilyar.

>

o0

&
AkB(x+y_xO _yo)
) I

hatar  (x,y) tekizlikde yygnanyar. Munuri seyledigini, mysal ticin, Dalamber
nysanyny ulanyp gorkezmek bolyar. (36.13) derisizliklerden Weyerstrasyn nysany
esasynda , (36.11) hatarlaryfi, sonuni yaly hem {¥,},{w,},{U,} yzygiderliklerin Q
yaylada dendlgegli yygnanyandyklary gelip ¢ykyar. (36.10)-da predele gecip (36.8)
integral ~ defilemelerit  ulgamynyti  (U,V,w) ¢oziiwini taparys. Uzniiksiz
funksiyalaryti dendlgegli predeli hokmiinde U,y,w) ¢oziitw Q  yaylada
tizniiksizdir, diymek, U(x,y) funksiya (36.3)-(36.4) Gursa meselesinin ¢oziiwidir.
3. Coziiwin yeke-tikligi

(36.8) ulgamynyn (U,,V,,W,) we (U,,V,,W,) iki sany lizniiksiz ¢oziiwi bar

diyelin, onda

tapawutlar
y
v =—{(aV +bW +cU)x,n)dn
Yo
W:—I@V+bW4cUX§yM§ (36.14)
, %o
U= [W(x,n)dn
Yo
birjynsly ulgamyii ¢oziiwi  bolar. U=V=W=0 boljandygyny gorkezeli. (U,V,W)

¢cOziwin 6 vaylada iizniksizliginden onun cdklenendigi gelip ¢ykyar:

U|< B,

V|<B,

W|<B

(36.14) ulgamynyn birinji defilemesinden alarys

T X+y—x,—
1< B[+l + e < 02— =20)

Yo



\w|, |U| U¢in hem suna meiizes densizlik yerine yetydr. Induksiya usulyny
ulanyp, (36.14) ulgamyny we alnan defisizlikleri peydalanyp islendik n {i¢in alarys

(v =x,—v,)
|V|<A"B
n!
(x+y-x,-y,)
n!

|\W|< A"B

<AnB(x+y_xO_y0)n

Ul -

Sonky deiisizliklerden U=V =w =0 gelip cykyar,yagny (U,.V,,W,) we (U,,V,,W,)
cOziiwler gabat gelyirler. Diymek (36.3)-(36.4) Gursa meselesinin ¢oziiwi yeke-
takdir.

§42. Catyrymlanan operator

2

Ox0Oy

L=

+ a(x,y)a—ax + b(x,y)% +c(x,y) (37.1)

operatora garalyn.
Eger V(x,y)-LU(x,y)-U(x,y)- LV (x,y) anlatmany kédbir wektoryn

dwirgensiyasy gorniisde anladyp bolyan bolsa, yagny

V-LU-U- LV z@+@
ox oy
Bolar yaly Q(x,y),P(x,y) funksijalar bar bolsa, onda L  operatora L operatora
catyrymlanan operator diyilyar.
L operatora catyrymlanan L° operatory tapalyn. V-LU anlatmada asakdaky
Ozgertmeleri edelin
V.cU=cV-U
V-ba—Uzﬁ(bV-U)—i(bV).U
d oy
V-aa—U=3(aV~U)—3(aV)~U
ox Ox ox
2
Y ZE(V@_UJ_G_V.@_UZE(V@_UJ_P( U)-v.U
oxoy Oy ox oy Ox Oy ox ox !

Bu denlikleri gosup alarys



2
o _E(av)_i(wpcv}
ox0y Ox oy

+i —8—VU+aVU +£(V6—U+bVU]=
ox\ oy oy ox

2
=U- 0 V—aa—V—ba—VJr C_@_a_@ Vi+
Ox0y ox oy

+i —6—VU+aVU +E(V6—U+bVU)
ox\ Oy oy\  Ox

V‘LUEU|:

Ty ox oy ox oy
Q=-V,U+awu, P=VU, +bUV

2
L*a aa(aaabJ

belgilemeler girizip

Vilu-u.Llv =2, P

ox oy

bolyandygyny gormek bolyar, yagny L~ operator L  operatora ¢atyrymlanan
operatordyr. %% anlatmany gosup we ayryp funksiyalary basga gorniisde

yazalyn

QP g{_a_vu +avu +%%(UV)} +

x oy ox| oy
+£{VQ+bVU —lﬁ(uv)}
oy| ox 2 OX

Seylelik bilen asakdaky toZzdestwony alarys:
VLU -U-LV =

oV 10 o|,,0U 10

= _[_EU +auV +55(UV)}+5[V§+WU _E&(UV)} (37.2)

§43. Riman usuly

Eger Kosi meselesinii ¢oziiwi bar bolsa, onda Riman usuly ol ¢6ziiwi
tapmaklyga we ony integral gérniisde anlatmaga miimkingilik beryér.
o’U oU

My+a<x,y>§+b<x,y%+c(x,y>u=f<x,y> (38.1)

LU=




detilemd garalyin. Bu denllemidnin hésiyetlendiriji detilemesi dx-dy =0 gornise eye,
sonun  Uicin  hem  denlemdnin  hdsiyetlendirjileri  koordinat ~ oklaryna  parallel  bolan
X = const we y = const goniilerdir.

Oxy tekizlikde koordinat oklaryna parallel bolan goni ¢yzyklar bilen birden kop
bolmadyk nokatda kesisydn AB egri ¢yzyk berlen bolsun. (38.1) deilleme iigin
Kosi meselesi asakdaky yaly goyulyar.

Kosi meselesi. (38.1) defileménin

oU
Uy=0. — =v (38.2)
N\ s

sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly, bu Yerde n -AB egrinit normaly.

Tekizlikde erkin  M(x,,y,) nokady alalyfi we ol nokatdan AB egri bilen
degisliikde P weQ nokatlarda kesisyan x=x,,y =y, hasiyetlendirijileri gecirehn.
Bu hésiyetlendiriji ¢yzyklar we PQ duga bilen ¢dklenen yaylany p» bilen belldhn.

(37.2) tozdestwonyn iki bolegini hem D yayla boyunca integrirlip we

ﬂ(a—Q—a—PJ dex+Qdy

POMP

Grin formulasyny ulanyp, alarys

ijB/Lu —ULV Bixdy =

=ﬂ{ [—ﬁu aUV+££(UV)} a{ Y bUV—li(UV)}}dxdy=
M 2 oy oyl ox 20

= | ( v puvl a(uv)jolx+{—ﬂu +aUV+13(uv)]dy
POMP OX 20 oy 20y

D vaylanyn PQMP aracdgini PQ, QM, MP bdleklere boliip we QM kesimde
dy =0, MP kesimde bolsa dx=0 bolyandygyny nazarda tutup, alarys (¢yzgy 2)

M/LU ULV ixdy = j( V——bUV %aﬁ(uv)jdH

oV 10 ou 10
£_EU +aUVv +55(UV)de+Q_[ [ vg—buv +58—(UV)jdx+ (38.3)

+ j(——u +auVv +%%(uv)}1y

y1 B




Cyzgy 2

Sonky iki gosulyjyny 6zgerdelin

j( v puv+ilu V)jdx=
oM OX 20x

- QIM (—(vu ) +V,U —bUV + %ai(uv)jd

_ QJM (%—bVJde—%(UV) ;(uv)Q ,

v 10
MIP(_EU +auV + Zay(uv)joly_

v 1 1
- JP[—E + anUdy+ E(UV)p _E(UV)M

Bu yerde (U V) , anlatma UV kopeltmek hasylyn P nokatdaky bahasyny aiiladyar.
Integrallaryn bu bahalaryny (38.3) formulada goyup, PQ duga boyunga integraly Gzgerdip we
(U V)M gord ¢oziip alarys

uv), = (UV) j ( +U % - 2bUdex "

[ U%Jr%v +2aqudy+Q{A (a——ijde— I(%—anUdy— (38.4)

X MP

—IDH/.LU ~U - LV jdxdy

Goy  Ulx,y) -(38.1) defileménin (38.2) sertleri kanagatlandyryan ¢oziwi we ¥ (x,y)
funksiya bolsa

oy OV 8 N D ~
LV=6xay ax(aV) ay(bV)+cV_o (38.5)




catyrymlanan deilleminii haysy hem bolsa bir ¢oziiwi bolsun. Onda (38.4)
formulany asakdaky gorniisde yazmak bolar

ox

wr), = (UV) j( v o UV]dx i

[ v a—UV+2aUVde+ I(——ijUd - j(a—V—aVJUdy— (38.6)
ay Oy Ox sr\ Oy

—J]V-f dxdy

(38.6) formuladaky QM we MP hisijetlendirijilerii boyuna alynyan integrallara  U(x,y)
funksiyanynn nébelli bahasy girydr. Ol mtegrallary yok etmek iicin (38.5) denlemidnin asakdaky
tic serti kanagatlandyryan ¢oziiwini alalyi:

oV

1. 8——bV 0 QM hisiyetlendirijide,
X
oV

2. a——aV 0 MP hisiyetlendirijide,
4

3. V=1 M nokatda.

V(x, y) funksiyany yokardaky yaly saylap alsak (38.6) formula

uv
U(M)=( ) j( Ua—V—2bUV]dx+
ox
(38.7)
( Ua—V+a—UV+2aUdey ﬂV-fdxdy
d Oy

gorniisi alar. (38.7) formula Riman formulasy diyilya (38.7) formula (38.1),(38.2) Kosi
meselesinin  ¢oziiwini  berydr, sebdbi PQ duganyn boyuna alynyan tegralyn astynda belli
funksiyalar saklanyar. Hakykatdan hem, V(x, y) funksiya yokarda kesgitlendi, U, 68_U , %—U
X oy

funksiyalar bolsa (38.2) sertin esasynda AB egri ¢yzykda kesgitlenen. Eger s-AB egrinii dugasy
bolsa, onda

oU oU oU

ou =(_.cos(s,x)+_.cos(s, ) -
s | 4 Ox y 4B 1+f'2(x) (38.9)
UL (Y cos(mx)+ Y - cos(my) | = wix)
on |, Ox oy -

cos(s, x) cos(s, y)

Ol
cos(n, x) cos(n, y) ”

sonun ligin hem (38.8) ulgamynyn yeke-tdk ¢Oziiwi bardyr.



(38.5) denleminii 1-3 sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi iiytgeyénlerin iki jiibiitine,
yagny x,y jublitine we fiksirlenen x,,y, jlblite bagly funksiyadyr. Sonun ticin

V=R(x,y;%, ,¥,)

belgileme girizelin. Onda (38.5) deiileme we 1-3 sertler asakdaky gorniislerde
yazylar:

.  O°R 0 0
L'R axay—&(aR)—a(bR)mR_o (38.9)

AR(X, Yo 1%, Yo)
OX
20 GR(XO, Y: Xo YO) _ a(
oy
3" R(XOv Yoi %o, YO) =1
(38.6) formula bolsa

1°

=h(x, yO)R(x, Yo 1 Xos yo)

X0 Yo )R(X, Y3 X1 Yo)

u(m)- YPREM)+UQRQM) 1 [ (Ra—U—U a—R+2bURjdx—
2 25\ OX OX
(38.10)
ou oR

—|R—-U—+2aUR |dy— || R f dxdy

Rt

gorniisi alar
1° —3° sertleri integrirkip alarys
R(xayo;xmyo):exp(jb(taJ’O)dtJ
N (38.11)

R(x()’y;xo:yo): exp[j-a(xmr)d‘[]

Yo

(38.9) denleminm (38.11) sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwine Riman funksiyasy
§44. Telegraf defilemesi iicin Kosi meselesi
Telegraf denlemesi diyip

U,

pral +b?U (39.1)

deiilemd aydylyar.
(39,1) denleménin Kosi sertlerini

UeDom o0, S e @92)

kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmak licin Rimman usulyny ulanalyi.



(39.1) defilemede & we 7 tiytgeydn ululyklary

§:E(x+at) nzg(x—at) (39.3)
a a

formulalaryn komegi bilen girizip kanonik goriise gegirelii. Onda ol denlleme asakdaky gorniisi
alar.

oU 1
LU) = -U =0 39.4
L) oon 2 (39.4)
Téze tytgeydnlerde t=0 goni ¢yzyk
&=n (39.5)
bissektrisa bolar. (¢yzgy 3)
;1 A P
Q > M
0 Cyzgy 3 E
(39.3) formuladan alarys
U a1y
o on b at
Seylelik bilen (39.2) sertlerin esasynda alarys
U, =0 8) (39.6)

(au ég; n) U a(i 77)] - % V,(% £) (39.7)

(38.9) Rimman formulasyndaky a=0, b=0, f=0diyip we (38.5) denligi goz
ontinde tutup alarys

U (&, S0)R(So: 705 S080) +Y (76,170 ) R(Eo703 770 170) "

U (&o:770) = 5

(39.8)
oU ouU oR OR
j &, noz:«:)(g—a—)w a:——j (55)[% : J\,,gdg

Indi R(&,7;4m,) Rimman funksiyasyny tapalyn, ol funksiya ¢atyrymly



2
R lroo (39.9)
oskon 4
deiilemédni kanagatlandyrmaly we MP, MQ hisiyetlendirijilerin birligi dwriilmeli.
(39.9) denleménin ¢oziwini

R m0) = @A), A= (&~ &) )
gorniisde gozlalin. Bu anlatmany (39.9) denilemede goyup R(&,7;&,7,) funksiyany

o"(A) + %a)’(l) +0(1)=0 (39.10)

ady differensiyal denlemini kanagatlandyryandygyny goryéris. (39.10) denleméani

hususy ¢oziiwini bolup nulynjy tertipli
A A A
(1) =1-— —
o) 22 @47 (2467

Bessel funksiyasy hyzmat edyar. (39.11) dargytmadan gorniisi yaly

(39.11)

R(&,17,60,10) = 1,(2) (3912)
diyip (39.9)deiileménin
R(&.17580:170) =1
R(&170:80:m0) =1
sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini alarys, yagny (39.12) delik bilen kesgitlenyan
funksiya MP, MQ kesgitleyjide birligi owriilyar.
Diymek Rimman funksiyasy guruldy, ol asakdaky gorniise eye

R(&7:80.m) = |o(\/(§—§o)(77—770)) (3913)
Bu yerden alarys
@‘ :%%‘ _1 S~y |'(1)‘
N e N (R T B
ﬁ‘ :%8_}“‘ :1 ¢~ % |'(,1)‘
on'"" aron""  2E-&)m-n)
bu yerde

@_@ :E So— Mo |’ — — 39.14
(85 anj‘”“f 2\/(§_§0)(§_%) o(\/(é &S 770)) ( )

Indi (39.6), (39.7), (39.14) deilikler1 (39.8) formulada goyup we

U (& &) :(0(%6%] U (175,720) :¢’(%770j

deilikleri goz 6niinde tutup alarys

a a
f(b'foj"' f(bnoj 1% a
U(&m) = 5 +%I|0(\/(§—§0)(§—770))//(E§jd§—

_9180_77050 (E jlé(\/(f_fo)(g_no))d
s o ey ©

o



x we t kone ilytgeyanlere gecip (0 belgileme taslanylan) hem-de z = %f orun

calsyrma edip alarys

U(X,t) _ (P(X—at)+(0(X+at) +ix_j‘a;/(z)lo(9 /(Z _X)Z _aZtZ jdz+

2 2a.’, a
x+at I(’)(b V(Z_X)2 _aZtZJ
bt a
Y .[ ¢(Z) 2 242
2 J(z-x)*-a%

§45. Tolkunyn derilemesi iicin Kosi meselesinii
coziiwinin yeke-tiklik teoremasy

dz

1.Kosi meselesinin goylusy

Bilisimiz yaly
o’U _ ,[o°U  o°U o°U
- + ot + £, x50, 40.1
atz a (axlz a-xzz axﬂ2 f(XI xz xn ) ( )

asakdaky yaly goyulyar.
Kosi meselesi. (x,.x,,...,x,,z) lytgeydnlerin ¢>0 yarymginisliginde (40.1)
denleméani we

U (xl,xz,...,xn,O):(o(xl,xz,...,xn)
8U(x1,x2,...,xn,0)
ot

:‘//(xwxza---oxn)

baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan U(x,,x,,...,x,,t)e C(t >0)nC'(t > 0) funksiyany
tapmaly,
f(xl,xz,...,xn,t)eC(t>O),¢(xl,x2,...,xn,t)eCl(En),l//(xl,xz,...,xn,t)eC(En)

2.Yeke-tiklik teoremasy

Tolkunyn defilemesi iigin Kosi meselesinit ¢oziwinii yeke-tikligini subut edelifi. Yonekeylik iigin a =1

t
diyelifi, munun {i¢in deiilemede 7-ni — bilen ¢alsyrmak yeterlik. Kesgitlilik ii¢in ii¢ baglanysyksyz iiytgeyénli
a

yagdaya, yagny
o°U o*U o°U
2 = ;T 2
or"  ox,”  0Ox,

(40.2)



U(x,y,O) = go(x,y), W = l//(x,y) (40.3)

meseld garalyn

Iki gezek lzniksiz differensirlenydn funksiyalaryn klasynda (40.2), (40.3) Kosi
meselesinin - yeke-tdk ¢oziiwinin bardygyny subut edelin. Tersine giiman edelin. Goy, (40.2),
(40.3) meseldnn Ul(x, y,t) we Uz(x, y,t) ki ¢Oziiwi bar bolsun. Onda ol ¢oziwlerin

U=U,-U, tapawudy (40.2) defileminin

U (x, y,0)
ot
birjynsly baslangyg¢ sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolar.

(x,y) islendik bahasynda we islendik >0 tg¢in U(x,y,/)=0  bolyandygyny
gorkezeli.  (x,y,r) Uc Olgegli ginislige garalyti we erkin M, (x,,v,.%,) (¢, >0)
nokady alalyn. Depesi M, nokatda bolan

(=) —(x—x, ) =(y=y,)" =0
konusy =0 tekizlik bilen kesisdirelin. Goy D -konusyn gapdal {isti we =0
tekizligin konusyn icinde yatan bolegi bilen ¢éklenen yayla bolsun.

U(x,y,0)=0, =0 (40.4)

L,U(o°U U oU
o\ o ax* o

anlatmada asakdaky 6zgertmeleri edelin
U2 _ 0 (a_UJ
ot o or|\ or

a_UGZU_zg(a_Ua_U)_ GZU@_U_ZE(@_UG_U)_& (a_Uj
ot oOx* ox\ Ot Ox Ooxot  0Ox Ox\ Ot Ox ot|\ ox

,0URU )0 (ouou) ol(ou)
ot oy’ oy\ ot oy ) ot|\ oy

Netijede alarys

LOU[U 02U U _
ot o ox° o

al(aUT (aUJZ (auﬂ 8(8U8Uj a[auauj
B I I I e T T S e PR el
ot|\ ox oy ot ox\ ot oOx oy\ ot oy

Sonky denligi D yayla boyunca mtegrirldlin. Cep bodlegmiii integraly nula den
bolar, sebdbi U(x,y,t) funksiya (40.2) defileméniti ¢oziiwi: Alarys

o-[12|(L) (% Z(a_vjz 22 5 2 (W gy
—M e o oy o axlor ox ) “olar o )[TF



Ostrogradskinii  formulasyndan peydalanyp D yayla boyunca integraly iist
boyunga integrala 6zgerdelin. I' bilen konusyn gapdal istiini, ¢ bilen bolsa onun
esasyny belldlin. (40.4) baslangy¢ sertlerin esasynda o -de

8U 8U 8U
o 8y o

sonun t¢cin hem I' boyunca integral galar

ﬂ{( j (aU] J{aa—(t]j }cos( ) 265_(;%] cos( ) 2%%—?005(n,y)}ds=0ya-da
oU oU S (auY
{{—cos(n t)—Ecos(n x)} [Ej cos”(n, X) +

ou ouU i
{Ecos(n,t) - cos(n, y)} - (40.5)

Uy 2 GUAY 2 _
_(Ej cos (n,y)+(gj cos (n,t)}ds =0

Hésiyetlendiriji konusyn I' gapdal iistiinde

H cos(n t)

cos?(n,¢)—cos*(n,x)—cos*(n,y)=0

Sonun ti¢gin (40.5) formula asakdaky gorniisi alar

_[[ ! {a—ucos(n t)—%cos(n x)}

» cos(n,t)

ou au i
+ {Ecos(n,t) —ECOS(M)} }ds =0 (40.6)

[" istde Cos(n,t) =% we integral astyndaky funksiya iizniiksiz hem-de otrisatel

dil. Sonun iicin hem (40.6) deiilikden ol funksiyanynn nula denligi gelip ¢ykyar,
yagny

ou cos(n,t)— ag—lt] cos(n,x)=0

ox
%—(;cos(n,t)— Z—It]cos(n,y) =0

ya-da



w U
ox 94 ot
= = =1 (407
cos(mx)  cos(ny) cosm) P
Goy I -konusyi kébir emelegetirijisi bolsun. (40.7) formulalardan peydalanyp
alarys

% = %cos(l,x)+ %cos(l, y)+ %cos(l,t):
= A [ cos(n, x)-cos(l,x)+cos(n, y)- cos(l, y)+ cos(n,t)- cos(l,t)] =

= A-cos(n,1)=0

sebédbi konusyn emelegetirijisi normal bilen elmydama goni bur¢ emele getiryar.
Diymek 1 emelegetirijinin boyuna

U(x, y,t)= const
| emelegetiriji =0 tekizlik bilen kesisende U(x,y,r)=0,  sonun igin L
emelegetirijinifi boyuna U(x,y,z)=0 . Bu defllik M, nokatda hem yerine yetyar. M,

erkin nokat, sonui {igin hem

U(x,y,t)EO = Ul(x,y,t)EUz(x,y,t).

§46. Kirhgof formulasy

Tolkunyi
o’U ,(o°U o’U o°U
o \a T @

birjynsly detlemesiniti
U(x,7,2.0) = p(x,y,2)
oU (x, v, Z,O)
ot
baslangyc sertleri kanagatlandyryan c¢oziiwini tapmaklyga garalyn, bu yerde ¢
Oziinih Ugiinji tertibe ¢enli w bolsa Ozlinii ikinji tertibe ¢enli Oniimleri bilen
birlikde tizniiksiz funksiyalar.

Iki bilen

(41.2)
=y(x,,2)

U(x, v, z, t) = 471[ » J._[ ,u(cf,rn, é/) do, (41.3)

funksiyanyn (41.1) denleménin ¢6ziiwi bolyandygyny gorkezelin, S -merkezi
M(x, y,z) nokatda bolan r = ar radiusly sfera.

S sferanyn nokatlarynyn koordinatalary

E=x+a-at, n=y+p-at, {=z+y-at



gorniisde anladylyp bilner, (o,8,7) - S sferanyn radiusynyn ugrukdyryjy
kosinuslary:

a=sinf@-cosp, P=smf-sinp, y=cos@, 0<0<r, 0<ep<2r.
Bu calysmadan son §" sfera merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan birlik s,
sfera gecer, bu sferalaryil degisli do, we do, elementlerinin meydanlary asakdaky

yaly baglanysykda bolar
Onda (41.3) integral

Ulx,y,z2,t)= iﬂ u(x+aat,y + pat,z + yat)do, (41.4)
S

Bu yerden, eger wu(&,7,{) funksiya Ozini ikiinji tertbe ¢enli Oniimleri bilen birlkde {izniiksiz
bolsa, onda U (x, V, z,t) funksiyanyn ikiinji tertipli iiznikksiz Oniime eyedigini gérmek kyn dal

(41.4) formuladan alarys
o’U o’ U, U _ o’ U, ol U, o’U
+ w7 |
ox® oy oz’ 877 84’

ya-da, S sfera ge¢ip alarys
o’'U o’U U _
>t oot ”
ox oy 0z>  Ama’t

2 2 2
oU 0V 0V s (415)
28 ot ol

S’\/[

(41.4) formulany t boyunga differensirldp alarys

aa—lt] = iﬂ‘ ,u(x+ aat,y + Pat,z + }/at)a?o-1 +
S

a—tﬂ aa—ﬂ+ a—’u+}/8—’u do,
4rg\ 08 on ~ 0¢
Oniimi hasaplamak ticin (41.6) denligi asakdaky gorniisde yazalyn

8U v ou
/ 47rat'U [ an a./;jda

Ostrogradski formulasyny ulanyp soiiky deiiligi asakdaky gorniisde yazalyn

GU_E Y7, 6,u 0" u
= [+ e S peamac

bu yerde DY -merkezi M(x,y,z) nokatda bolan »=ar radiusly sar.

(41.6)

2

ot*

B oO’u o’u 0’u
I—J;.g(8§2+8772 o Jd.fdndg“

diyip alarys



ou_U 1

61‘ t  4dnat

Bu anllatmany t boyunca differensirldp alarys

o°U U 1oUu I Lo

2 ___2 A 2
ot 2 ¢ or Amat®  Amat or (41.7)
_u 1.(2 fj_ Lo, v e 1 a

t* t\t 4dmt) 4dmt® 4dmat Ot 4dmat Ot

% oniimi hasaplalyii. Onun ticin 7 integralda merkezi A(x,y,z) nokatda bolan

(p,0,0) sferik koordinatalara gegelifi:

_TTT[82€ 277[1 Sgﬂjp sin dddpdp
000

t boyunga differensirldp alarys

2

H(a 7 82,u 0 ’uJa’a
Poont oct)
(41.7) we (41.8) denliklerden alarys

o’ M, 0’ B o’ u
o am! ﬂ ( P ]da’ o
(41.5) we (41.9) denlikleri denesdmp, iki gezek Tzniiksiz differensirlenyén
islendik  u(x,y,z)  funksiya tUgin, (41.3) denlik bilen kesgitlenydn U(x,y,z,¢)
funksiyanyn (41.1) denleméni kanagatlandyryandygyny gormek kyn dal. (41.4) we
(41.6) formulalardan gomiisi yaly (41.3) denlik bilen kesgitlenydn  U(x,y,z,z)
funksiya

2w 2 2
”{a 2y 0 ,u 0 ’UJ(at)2 sin@ dode =
(41.8)

oU (x, v, Z,O)

o = ,u(x, y,z) (41.10)

U(x, ¥, Z,O) =0,

baslangyg sertleri kanagatlandyryar.
Eger  Ulx,y,z¢t)  funksiya (41.1) defileméniti ¢6ziiwi bolsa, onda

V(x, y,z,t)=%f’z’t) funksiya hem sol deileméniii ¢Oziiwi bolar. Hakykatdan
hem
OV _ Lo o o) _ 0’ aU (auj 0’ (au)
;4 rt ot 2 _ Ry v e
ot ox oy oz o’ ot oz~ \_ Ot

o(eU) ,0|0°U o'U d°U|_20 o°'U o°U  o°U
=— —|—a t—+t—|== —a +t—+—1|=0
ot\ ot ot| ox> Oy oz ot 8 ox® Oy oz

V(x, vz, l‘) funksiyanyn



8V(x, v, Z,O)

=0 41.11
o (41.12)

V(x,9,2,0)= ulx, y,z2),
baglangyg sertleri kanagatlandyryandygyny gérmek kyn dal.
Indi (41.10) baslangyg sertler yagdayynda u(x,y,z)=w(x,y,z) , (41.11) baslangyg
sertler yagdayynda bolsa u(x,y,z)=¢(x,y,z) diyip we alnan ¢dziiwleri gosup (41.1)
denlleménin (41.2) baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini alarys.
Seylelik bilen (41.1) denleménin (41.2) baslangyc sertleri kanagatlandyryan
¢cOziiwi asakdaky gorniisde alarys.

Ux, y,2,1) = — a[ledGrJ+4;a.ji‘/’(i”’g)dar (41.12)

T 4m o
(41.12) formula Kirhgof formulasy diyilyar.

Kirhgof formulasy ii¢ Olcegl ginislikde tolkunyn yayraysyny fiziki taydan
disiindirmige miimkingilik beryar.

Goy, baslangyc sertler giiislikde 1 okallasdyrylan bolsunlar, yagny gutarnykly
Do yaylanyn dasynda ¢(x,y,z)=0,y(x,y,z)=0 bolsunlar. M(x,y,z)e D, nokady
alalyn we ony sofira tytgetmalin (fiksirldlit). £ we / bilen M(x,y,z) nokatdan
D, yaylanyn S fstiine ¢enli degisliikde i das we m golay uzaklyklary belldhn.

at <1 ya-da <L Dbolsa sM sfera D, yaylanyn dasynda yatyar, sonun ligin S
a

sferada  o(x,y,z), w(x,y,z) funksiyalaryn ikisi hem nula dent we Krihgof
formulasyndan U =0 alarys, yagny baslangyc sertler M(x,y,z) nokada gelip

yetisenoklar, 7 < I momentde s M sfera S liste galtasyar we tolkunyn 6iki fronty
a

M(x,y,z) nokatdan gecyar, t= L momentden baslap =L momente cenh S
a a

sfera S iisti kesydr we U #0 . i =L momentden baslap ) sferanyn S iist bilen
a

umumy nokady bolanok we U=0 . 1=L momente bolsa M(x,y,z) nokatdan
a

tolkunyn yzky frontynyn ge¢mesi degisli




Cyzgy 4

Seylelik bilen ginislikde lokallasdyrylan baslangyg sertler her bir As(x,y,z) nokatda

[ L
—<t<—
a a

wagt aralygynda bolup ge¢yédn lokallasdyrylan hereket doredyirler (Gyugens
prinsipi).

§47. Silindrik tolkunlar. Gaytma usuly

olx,v,z), w(x,y,z) funksiyalaryin difie x,y tiytgeydn ululyklara bagly bolan hususy
hala garalyn, yagny olar z okuna parallel bolan her bir géniide 6zlernii hemiselik
bahalaryny saklayan bolsunlar. Eger M(x,y,z) nokady z okuna parallel siiysiirsefi ,
onda (41.12) Krihgof formulasynyn sag boleginddki integrallaryn bahasy
tytgemez, yagny U(x,y,z) funksiya hem z-e bagly bolmaz we (41.12) formula

8’U 2(82U aZUJ

=a +
or o’ 9’

(42.1)

denleminin
oUl(x,y,0
U()C, y’o) = w(xa y)a % = W(x’ J/) (422)
sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini berer. (41.12) ¢oziwe xp tekizlikde seretmek bolyar. Onun
ligin (41.12) formuladaky S sfera boyunca integrallary xy tekizliginde yatan towerek

boyunca integrallara  Ozgertmeli. xy  tekizliginden M (x, y) nokady alalyn. (5, n,¢ )
koordinatalary

E=x+aat,n=y+ fat,{ =z+yt

formulalar bilen kesgitleny4n nokat z=0 bolanda merkezi M(x,y,0) nokatda bolan
at radiusly S sferanyn iytgeyan nokatlary bolarlar. Ol sferanyn xy tekizlikden
asakda we yokarda yatan bolekleri tekizlige merkezi M(x,y) nokatda bolan ar
radiusly c¥ tegelek gorniisinde proyektirlenyérler. Sferanyn we onun
proyeksiyasynyn do, , dC,, elementlerimin meydanlary

dC, = cos(n,z)dar

deiilik bilen baglanysykly, bu yerde n-S sfera normalyil ugry, yagny z oky bilen
yitt bur¢ emele getirydn radwsy. Eger N sferanyn iiytgeyan nokady, N, onuil xy
tekizlige proyeksiyasy bolsa ,onda



cos(n,z) = |NN1| = \/(at)2 ~(E-x)f ~(n—»)
0 |MN| at =

bu yerde (&7) - C¥ tegelegin iytgeydn nokadynyn koordinatalary. (41.12)
formulany 6zgertménin netijesinde alarys

U(x y, 27ra ot 'U

o] w(&, n)dédn

2ma o \/(at)z - (§ — x)2 - (77 - J’)z

(42.1) denleménin (42.2) baslangyc sertleri kanagatlandyryan c¢d6ziiwini beryin

------

5 n)dédn
) (77 y) (42_3)

go(x, y)wew(x,y) baslangy¢ oyanmalar xy tekizligii S kontur bilen ¢éklenen D
gutarnykly yaylasynda nuldan tapawutly, yaylanyin dasynda bolsa nula deii bolsun.
Goy M(x,y) nokat D yaylanyi dagynda yatan bolsun. M(x,y) nokatdan S kontura

cenli i golay uzaklygy ! bilen, in das uzaklygy bolsa L bilen bellalin. ¢ <L polsa
a

C¥ tegelegii D yayla bilen umumy nokady Yok, ¢(x,y)wew(x,y) funksiyalar
biitin ¢ tegelekde nula den we (42.3) formulanyti esasynda U(x, y,t)=0 — M(x,y)

nokada tolkun heniz gelip yetisenok. ¢= ! momentde M nokada tolkunyn onki

a
fronty gelyar. ¢> L bahalar ticn CY tegelek D yaylany 6z i¢inde saklayar we
a
(42.3) formulanyn esasynda

U( ,y, 27ra 8t J.J.

6 n défdn
P—(n-»y)

f n)dédn
) _(U—Y)z (42_4)

27za J.-[ \/ at

bu yagdayda =L wagtdan son li¢ Olgegli yagdaydaky yaly Ul(x,y,z) funksiya nula
a

owriilmeyir. Yone maydalawjyda «*:>—nifi barlygyny nazarda tutup ¢ — o bolanda
Ulx,y,t) >0 diyip tassyklap bilyéris. Seylelik bilen baslangy¢ oyanmalar tekizlikde
lokallagsan bolanda hereket wagt boyunca lokallasan dildir. Bu yagdayda o6nki
fronty bar bolup, yzky fronty bolsa yok tolkun déreyir (Gyugens prinsipi yerine
yetmeyar).

§48. Birjynsly dil denleme ii¢cin Kosi meselesi



Asakdaky meseld garalyn

o*U o’U o*U
¥ a(62+8y J+f(xy,) (43.1)
oU (x,y,0
Uty =p0ny), FEED iy (432
Bu meseldnin ¢oziiwiini
U=U, +U, (43.3)

jem gorniisde gozlidln. (43.3) jemi (43.1) denlemede we (43.2) baslangyc sertlerde
goyup alarys

2 2 2 2 2 2

a@+a?_zﬁgwa@+ag+a?jf@%)
ot ot ox ox oy oy

U, (x,5.0)+U,(x,7.0)= o(x, )

oU, (x,y,O) N oU, (x, y,O) _ W(x,y)

ot ot
e
o

Goy, U, funksiya

(x ,0) (43.4)

aU(xy’ —!//(xy)

meseldnin ¢oziiwi bolsun. Onda U, funk51ya

2 2 2
0 Uz :az[&_,_a Uzzj'*‘f(x,y,l‘)

ot’ ox® oy
U,(x,y,0)=0 (435)
oU, (x, y,0) _0
ot

meseldnin ¢6ziiwi bolar.
(43.4) meseldnin ¢oziiwi (43.3) Puasson formulasy bilen berilyér.
(435) meseldnin ¢6ziiwini tapmak {igin

o z(an aZVJ
=a +—1\,1>7

o’ ox® oy’
ov (43.6)
t=1': ) E :f(xayaz-)

komek¢i meseld garalyn. (43.6) meseldnin ¢oziiwini, ¢-ni t—7z bilen ¢alsyryp,
Puasson formulasyny ulanyp yazmak bolyar, sebabi baslangyc sertler =0 bolanda
dél-de 7 =7 bolanda berilyar. Alarys



f(cf n, )dédr

V .
) 2 T - 7

(43.7)

Indi

U, (x,y,t) = IV(x, Wt r)dr (43.8)
0

formula bilen kesgitlenydn  U,(x,y,r) funksiyanyn (43.5) meseldnin ¢oziwi
bolyandygyny gorkezelin.

Hakykatdan hem, (43.8) formuladan alarys

2 2 t
aU U I( 2 Jdr 43.9)

0

(43.8) arilatmany t boyunga dlfferensulap alarys

oU,

ot

Bu yerde integralyn dasyndaky agza baslangyc sertii esasynda nula den. ¢
boyunca yene bir gezek differensirldp alarys

=V(x,p.67)_ + j aa_It/dT (43.10)
0

62U 5 V(x y,t r j*
or* e 9
Oziinem integralyn dasyndaky agza baglangy¢ sertiit esasynda f(x,y,r) funksiya
den, yagny

2 t A2
8(;52 :f(x,y,t)+£%: dr . (43.11)
(43.9), (43.11) formulalardan we (43.5) meseldnit defilemesinden U(x, y,¢)
funksiyanynn (43.5) denillemini kanagatlandyryandygy gelip ¢ykyar. Baslangyc
sertlerin yerine yetyindigi (43.8) we (43.10) formulalardan goriinyar.

U, we U, funksiyalaryn anlatmalaryny (43.3) formulada ornyna goyup (43.1)
denlemdnin (43.2) baslangy¢ sertleri kanagatlandyryan c¢o6ziiwini asakdaky
gorniisde alarys

(&.n)ded
s e e o)
. y(&,m)ddn .
27 gy J(ar) ~(E = x) ~ (- )
L f(&.m,7)dédn
2”“!61 I 7 —) —(E—x) (g )

§49. Umumylasdyrylan ¢oziiw diisiinjesi



Yonekeylik {igin kirsifi erkin yrgyldysynyii defilemesi iigin Kosi meselesine
garalyn

2) 2
ag=a26lﬁ, —0<X<+00,t >0 (44.2)
ot OX
U(x,0)=p(x), WW/(X), Cm<x<4o  (442)

Bilsimiz yaly Dalamber formulasy ¢(x)e C*(E,) w(x)eC'(E,) bolanda (44.1)-(44.2) Kosi
meselesinin ¢oziiwini beryar we ol ¢oziw go(x),t//(x funksiyalara iizniiksiz bagly bolyar.
Dalamber formulasy bilen kesgitlenyén U(x,z) funksija  ¢(x),w(x) funksiyalar dite iizniiksiz
bolanda hem olara iizniiksiz bagly bolyar. Yone ol fimksiya kirsiti yrgyldysynyn (44.1)
detilemesini  kanagatlandyrmayar, sebdbi U (x,t) funksiyanynn  gerekli tertipddki  Oniimleri
bolmayar.

olx)e C'(E,), y/(x)e C(E,) bolanda U(x,z) funksiyanyn olara iizniksiz baglydygyndan
peydalanyp umumylagsdyrylan ¢oziiw distinjesi girizil yér.

plx)e C'(E)), wlx)eC(E,) finksijalara defilegli Yygnanyan o, (x)e C*(E,),
v, (x)e C'(E,) funksiyalara garalyii. Onda

o’U o’U oU(x,0
Ve T u0)=a ), Uy (o),
Kosimeselesiniii ¢oziiwi bardyr we ol ¢oziiw
X (x—at)+ o, (x+at) im’
U, (x.1)= > +5- JwE)

Dalamber formulasy bilen berilyar. Sonky denlikde predele gecip alarys

1 x+at

U(x,t) _ (o(x - at)er (p(x + at) + Z Il//(z)dz

x—at

Alnan  U(x,r) funksiya Kosi meselesinit umumylasdyrylan ¢oziiwi
onun baslangy¢ sertleri kanagatlandyryandygy gelip ¢ykyar.

Seylelik bilen, Kosi meselesinit umumylagdyrylan ¢6ziiwi diyip ¢, (x)e C*(E,),
v, (x)eC'(E) funksiyalar  ¢(x)e C'(E,), w(x)eC(E,) funksiyalara denolgegli
yygnananda U, (x,z) regulyar ¢oziiwleriti U(x,z) dendlgegli predeline aydylyar.

§50. Giperbolik defilemeler iicin gatysyk mesele finin
coziiwinin yeke-tikligi, baslangy¢ maglumatlar bilen
iizniiksiz baglylygy

1. Meselininn  goylusy
Q= {0 <x<Il,0<t <T} goniiburglykda



02 =2 (b |- ss) (@)

defilemé garalyn, bu yerde p(x), p(x), p'(x),¢(x)~[o0,/] kesimde iizniiksiz funksiyalar,
sunlukda
plx)> py >0, plx)> p, >0,4(x)>0

(45.1)denleme iigin birinji, ikinji we Ug¢iinji gatysyk mesele diyip atlandyrylyan meseleler asakdaky yaly
goyulyar.

Birinji_gatysvk mesele.Q goniiburglykda (45.1) defilemdniit O yapyk
goniliburglykda tizniiksiz,

U(x.0)= p(x). aUgO) _u()  (0<x<i) (452

baslangyc¢ sertleri we
U0,0)=p,(t), UlLt)=p() (0<1<T) @53

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly,
’ ’

2(0)=14,0) . ()= 1,(0).9(0)= 11, (0), w()=u, (0).

Ikinji gatysyk mesele. Q goniiburclykda (45.1) denleméinin é goniiburclykda
lizniiksiz, (45.2) baslangye sertleri we

WO _y ), VLD ) s

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly.
Uciinji_gatysyk _mesele. Q goniiburglykda (45.1) defllemiinii O goniiburclykda
lizniiksiz, (45.2) baslangye sertleri we

oU(o,1)
ox

UL 4 v)=0,0)  wss)
Ox

_hlU(O’t): 91 (t)

h >0, h,>0
gyra sertleri kanagatlandyryan ¢o6ziiwini tapmaly.
2.Yeke-tiklik teoremasy

.Q goniiburglykda iki gezek iizniiksiz differensirlenyén funksiyalarynn toparynda gatysyk meseleleriit
coziiwlerinin yeke-tékligini subut edelin.

Goy (45.1), (45.2), (45.3) gatysyk meselinin U, (x,t) we U,(x,t) iki sany ¢oziwi
bar bolsun. Onda olarynr  V(x,¢)=U, (x,t)-U, (x,z) tapawudy

p(x) % tzV = %(p(ﬂaa—zj —q(x) (45.6)



birjynsly denleménii

V(x,0)=0, aVg’o)=o (45.7)
V(0,t)=0, V(I,t)=0 (45.8)
sertleri  kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar. 0 goniiburglykda  7(x,¢)=0

bolyandygyny gorkezelin.
Energiya integralyna garalyn
1 ory ory ,
E(t)— 5 }[{p(x{ o ) +p(x{ axj +q(x)V }dx (45.9)
(45.7) baslangyg sertlerin esasynda E(0)=0 . (45.6) defileménin (45.8) gyra sertleri
kanagatlandyryan islendik ¢Oziwi tgin  E(¢) funksiyanyn hemiselikdigini
gorkezelin. Hakykatdan hem, (45.9) denligi differensirldp alarys

) 2
J.{ 8V 6 v p(x)a—V- ov +q(x)V~a—V}dx
0

o o Ox oxot ot

Ortaky agzany bolekler boyunca integrirlip alarys

ﬂ ) a[ ()an+q(x)Vﬁ_It/dH(p(x),a_V@_Vj

ox Ox Ot

x=I/

(45.10)

x=0

Bu yerden, (45.6) defileminin we (45.8) gyra sertlerin esasynda

dE(r)

7 =0 = E(t):const

gelip ¢ykyar. £(0)=0 bolanlygy tlicin E(t)=0 . Onda (45.9) detilikden alarys

6_V = G_V =0 => V(x,t)= const
ot Ox

(45.7) baslangyg sertin esasynda =0 bolanda 7(x,7) nula defi. Sonuii iigin hem Q
gontiburglykda 7(x,z)=0 . Diymek U, (x,t)=U,(x,t).

Ikinji gatysyk meseldnin ¢oziiwinin yeke-takligini subut edelin. Goy (45.1), (45.2), (45.4)
meselinif U(x,t) we U,(x,t) iki ¢oziwi bar bolsun. Onda ol goziwlerin
V(x,t)=U,(x,t)-U,(x,t) tapawudy (45.6) defileminiii (45.7) baslangyg sertleri we

=0  (45.11)



gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar. (45.10) denlikden (45.6) denileménin
we (45.11) gyra sertin esasynda
dE(t)

i 0 = E(t): const

gelip ¢ykyar. Yene-de E(0)=0 bolany iicin £(t)=0. Onda (45.9) deilikden
U =6—V =0 = V(x,t)= const
o Ox
Bu yerden (45.7) baslangyc sertit esasynda é vaylada V(x,t): 0 bolyandygy gelip
cykyar. Diymek U, (x,t)EUz(x,t), vagny ikinji gatysyk gyra meselinin c¢oziwi yeke-tikdir.
Indi iglnji gatysyk meseldnin ¢oziiwinin yeke-takligini subut edelin. Goy (45.1), (45.2),
(45.5) meselinin U, (x,z) we U,(x,z) ki ¢oziiwi bar bolsun. Onda ol ¢oziwlerii

V(x,t) =U, (x,t)— U, (x,t) tapawudy (45.6) denleméinin (45.7) baglangye sertleri we

av(0,1)
ox

v (l,e)
ox

v (0,t)=0
(45.12)

+h,V(1,t)=0

gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oOziiwi bolar. (45.6) deilemidni we (45.12) gyra
sertleri peydalanyp (4510) denlikden alarys

dE(t) p(l\av(l,t)_ ov(lLt) IO(O\av(o,t). v (0,t)

dt / OX ot / ax ot
=~h.p(N ("‘)% ~h,p(OV (Qt)% |

ya-da

di—t(t)=‘%'%[th(l)wa,mhlp(owz(o,t)]

Sotiky detiligi [0,t] kesimde integrirlip alarys
) £0) =~ p 00 .0) 1 0 00) 00 (0.) 0 0]
Bu yerden (45.7) baslangy¢ sertlerin esasynda
E()= _% [, p(2(1,0) + B, pOW2(0,1)] < 0
(45.9) formulanyi sag bolegindiki integralyii astyndaky funksiyanyi otrisatel daldiginden

E(t)>0 gelip gykyar. Diymek E(f)=0.0nda (45.9) formuladan alarys

vy W,
ot Oox



yagny
V(x,t) = const .

V(x,0)=0 sertden V(x,t)=0 = U,(x,1)=U,(x,z).
Seylelik bilen ticiinji gatysyk gyra meseldnin yeke-tikligi subut edildi.

3.Coziiwin baslangyc sertlere iizniiksiz baglylygy

Teorema 1. Goy U, (x,z) we U,(x,t) Q goniiburclykda (45.1) defileméinin (45.3) birmefizes gyra sertleri

we
oU,(x,0)
U, (x,O) = (x) > or =y, (x)
oU,(x,0
U 0)=pu(x), Py (o
baslangyc  sertleri  kanagatlandyryan 1iki sany c¢Ozliiwi bolsun. Eger

o(x)=0,(x)-0,(x), w(x)=w,(x)-w,(x) tapawutlar we ¢'(x) 6niim [0,/] kesimde
absolyut ululyklary boyunca yeterlik¢e kigi bolsalar, onda U(x,t)=U,(x,£)-U,(x,¢)
tapawut hem Q goniiburglykda absolyut ululygy boyuca yeterlik¢e kigidir.

Subudy. U(x,t)zUl(x,t)—Uz(x,t) tapawut

o’U 0 oU
A0%E =2 (s el

birjynysly deflleméni
(45.19)

I
(e}

U(0,£)=0, U(l1)
birjynsly gyra sertleri we

U (x,O) = go(x) , FYa l//(x) (45.15)

baslangyg sertleri kanagatlandyryar.
Yene-de energiya integralyna garalyn

1 U\ U\ ,
E(t)—zj{p(x{gj +p(x{aj +q(x)U }dx
Bilisimiz yaly E(r) funksiya (45.13) defilemanin (45.14) gyra sertleri

kanagatlandyryan islendik ¢oziiwinde hemiselik alamatyny saklayar. Seylelik bilen
E(t)=E0) (0<¢<T) ya-da (45.15) baglangyg sertlerifi esasynda

ﬂp(X)@—ltjjz + p(X)(%—i]jz + Q(X)Uz}dx -

Tl (e)+ oo (e)+ gk (e

Goy M :n[%aﬁ({p(x),p(x), ¢(x)} bolsun, onda



ﬂp(x)@_ﬁ . p(x)(";_isz s q(x)(]z}dx 5

< M|y (x)+ 9" () +9* (x)kix

0

Serte gbrd densizligiii sag bolegi yeterlikge kici. Sonuti tigin hem islendik ¢ <[0,7]

icin alarys
’ ou Y ou Y , ,
J. plx v + plx . +q(x)U? ldx < &
0
Bu yerden
i 2
J-p(x{a—Uj dx <&’
0 ox
Alarys

bu yerde K-hemiselik san. Seylelik bilen U(x,r) funksiya Q goniiburglykda
yeterlikce ki¢i. Teorema subut edildi.

Bellik. Coziiwin baslangy¢ sertlere iizniiksiz baglydygyny ikinji we ti¢linji gyra
sertler licin hem subut etmek bolyar.

§51. Kirsin erkin yrgyldysynyn
derilemesi ii¢in birinji gyra mesele. Furye usuly

Uytgeyin ululyklary bolme ya-da Furye usuly hususy oniimdiki differensial defilemeleri ¢ézmekde gifiden yayran
usullarynl biridir. Bu usuly uglary berkidilen kirsint erkin yrgyldysynyn defilemesiii¢in beyan edelin

Goy

O<x<l, t>0 (46.1)



denlemanin
U(0,1)=0, U(,1)=0 (46.2)

birjynsly gyra sertleri we

vieo)=ole), oy ey

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk talap edilyin bolsun.
1. Formal c¢oziiwih gurlusy

Ikki bilen (46.1) denleménin tozdestwolayyn nuldan tapawutly (46.2)
birjynsly gyra sertleri kanagatlandyryan we

Ulx,t)= X(x)-T(t) (46.4)

kopeltmek hasyly gomiisde arladyp bolyan hususy ¢oziiwini tapalyn.
(46.4) gorniisdiki ¢oziiwi (46.1) denilemede goyup alarys

X(x)-T7(t)= a*X"(x)-T(¢)

ya-da

X)) _ 1) (46.5)
X() @ 10)

(46.4) funksiyanyn (46.1) defleminii ¢Oziiwi bolmagy tUg¢in (46.5) gatnagyk
O<x<l, t>0 tytgeydan ululyklarynn islendik bahasynda yerine yetmeli (5) deiligii sag
bolegi dile t-e bagly funksiya, cep bolegi bolsa diie x-a bagly funksiya. Diymek deiiligini yerine
vetmegi Uicin gatnagyklarynn ikisi hem sol bir hemiselik sana deni bolmaly, ol hemiseligi -4
bilen belldlin:

- zT(t) =2 (46.6)
X(x) a*-7()

(46.6) gatnagyklardan X (x), T (t) funksiyalary kesgitlemek ii¢in

X"(X) +AX(x)—0 X(x)#0 (46.7)
T"(t)+a’AT(t)=0 T(t) =0 (46.8)
ady differensial denlemeleri alarys. (46.2) sertlerden X (x) funksiya {licin gyra sertleri alarys:

U(0,2)= x(0)-7(r)=0, U(t)=x(1)-T(t)=0,

bu yerden gomiisi yaly X (x) funksiya
X(0)=0, x(1)=0 (46.9)

gyra sertleri kanagatlandyrmaly.



Seylelk bilen X (x) funksiyany kesgitlemek {igin yonekey hususy baha hakyndaky
mesele alyndy: A parametrin

X"(x)+AX(x)=0
{X(O):o, X(1)=0 (46.10)

meselinii nuldan tapawutly ¢oziiwi bolar yaly bahalaryny we ol c¢oziwleri tapmaly. A
parametrin seyle bahalaryna (46.10) meseldnin hususy bahalary, olara degisli ¢oziiwlere bolsa

......

(46.10) meselinfi hususy bahalaryny we hususy funksiyalaryny tapalyn. Onun iigin
A<0,4=0,1>0 Tg yagdaya ayratynlykda garalyn.
1. A <0 bolanda (46.7) defilemidnin umumy ¢oziiwi
X(x)=C¢, el +C, e’

gorniisde yazylyar. C, we C, erkin heniselik sanlar. (46.9) gyra sertlerden alarys

X(0)=C,+C,=0
X()=C,-e" +C,-eH =0

Bu yerden
v — A [-hakyky we polozitel, sonui {i¢in e/ e 20 . Onda

diymek

2. A =0 bolanda (46.7) defilemidnin umumy ¢oziiwi
X(x)=Cx+C,
gomiise eye. (46.9) gyra sertlerden alarys

X(0)=¢C,-0+C, =0
X()=c¢,-1+C, =0

yagny

diymek

3. A >0 bolanda (46.7) defilemdninn umumy ¢oziiwini



X(x)=¢, -cos\/Z)c+C2 -sinvA x
gorniisde yazmak bolyar. (46.9) gyra sertleri ulanyp alarys

X0)=C,+C,-0=0
X()=C,-cos\JAI+C, -sinAI=0

Bu yerden
C,=0, C,-sin\Al=0.

Eger X(x)#0 boljak bolsa C, #0 bolmaly, sonuii iigin hem
sinvA7=0

ya-da
ﬂ:%, n=1,2,3,...

Diymek (46.10) meselinin tozdestwolayyn nuldan tapawutly ¢oziiwi difie

n 2

A=, = [Tﬂj . n=123..

bahalar ticin miimkin. Bu hususy bahalara

. Nz

X, (x)=C, -sme, n=123..

C,-erkin hemigelik, hususy funksiyalar degisli.
Seylelk bilen A parametrin dine

A = (%)2 n=1,2,3,... (46.11)
bahalarynda (46.10) meselanin hemiselik kopeldija ¢enli takyklykda kesgitlenydn
X, (x)= sin”l—”x, n=123.. (46.12)
nuldan tapawutly ¢oziiwi bar. A parametrinn (46.11) bahalaryna (46.8) denleménin

n

T (t)=4, -cos%atJan ~sin%at

coziiwleri degisli, A, , B, -erkin hemiselikler.

n 2



X,(x),T,(t) funksiyalary (46.4) deiikde goyup (46.1) defileménin (46.2) gyra sertleri
kanagatlandyryan

U,(x,t)=| 4 ccosZat+ B, -sinZat |-sin 2 x
! ! ) ! [ )

hususy ¢oOziiwlerini alarys.
Umumylasdyrylan superpozisiya prinsipinden peydalanyp (46.1)-(46.3) meseldnin formal
¢coziiwini

U(xt)= Z(A] -cosnl—ﬂat +B, -sinnl—”at)-sinﬂ—”x (46.13)

n=1

gorniisde yazalyn.
(46.13) hatary t boyunca formal differensirlalin

8_U=z —An-nﬁa~sinﬂat+3n~n7[a-cosﬂat sin 2% x (46.14)
ot 45 ) [ [ [ [

we (46.13), (46.14) funksiyalaryn (46.3) baslangy¢ sertleri kanagatlandyrmagyny talap edelii:

U(x0)=p(x)= > A -sin”l—”x (46.15)
aug,o) “y()=378, T2 (a16)

(46.15),(46.16) hatarlar degislikde — @(x)we w(x)  funksijalar iicin Furye hatarlarydyr, sonui
ticin

1

1
An:%'f(p(x)sin%xdx, B, = 2 j!//(x)sin%xdx (46.17)
0

n

nrar,

A,, B, hemiselikleri (46.12) hatarda goyup (46.1)-(46.3) meseldninni formal ¢oziiwini alarys.

2. Furye usulyny esaslandyrma

llki (46.13) deifilik bilen kesgitlenyédn U(x,¢) funksiyanyn {izniiksizdigini
gorkezmeli, bu yerden  U(x,r)  funksiyanyh baslangy¢ we gyra sertleri
kanagatlandyryandygy gelip ¢ykyar. Onunl iigin U(x,z) funksiyany kesgitleyan
hataryin dendlgegli yygnanyandygyny gorkezmek yeterlik, sebédbi ol hataryi
umumy agzasy tuzniiksiz funksiya, iizniiksiz funksiyalardan diizilen dendlcegh
yygnanyan hatar bolsa iizniiksiz funksiyany kesgitleyar.



|Un(x,t)S|An|+

B}’l

densizligin esasynda

+|B,|) (46.18)

(4

n=l1

Bn

san hatary (46.13) hatar {igin mazorant hatar bolyar. Eger (46.18) maZorant hatar yygnanyan
bolsa, onda (46.13) hatar dendlgegli yygnanyar, yagny U(x,t) iizniiksiz funksiyadyr.
% funksiyanyn  baglangyc serti kanagatlandyryandygyna g6z yetirmek {igin ol
4
funksiyanynn ~ lizniksizdigini  gbrkezmeli. Onun  igin  (46.14)  hataryn  dendlcegli
yygnanyandygyny ya-da

) (46.19)

+

Bﬂ

o Sy

n=1

mazorant hataryil yygnanyandygyny gorkezmek yeterlik.

U (x,t) funksiyanyn (46.1) denlemini kanagatlandyryandygyny gorkezmek ticin (46.13)
hatary x we t boyunca iki gezek agzama-agza differensirlip bolyandygyny gorkezmeli. Onun
ticin bolsa

o°U Y & nrx . N Y
:—7 Zn An-cosTat+Bn-smTat -sme,

n=1

o°U ar) & 5 nrx . nx . N7
= — Tj Zn An'COSTGI"FBH'SIHTafj‘SmTX

n=1

hatarlaryil denidlgegli yygnanyandygyny ya-da hemiselik kopeldijd cenli takyklykdaky

) (46.20)

n

san hatarynynn yygnanyandygyny gorkezmek yeterlikdir.

An :¢n ’Bn:L‘//n s
nar

bolyandygyny nazara alsak (46.18), (46.19), (46.20) hatarlaryn yygnanyandygyny gorkezmek
licin



o0

Yt , k=012 (46.21)

n=1

ink-y/n , k=-10,1 (46.22)

n=1

hatarlaryn  yygnanyandygyny gorkezmek yeterlik. (46.21), (46.22) hatarlaryn yygnanyandygyny
gorkezmek ticin Furye hatarynynn belli hisiyetlerinden peydalanalyn.

Eger 2/ periodik F(x) periodik funksiya k-njy tertipli iiznikksiz &niime eye bolup, (k+1)-
nji tertipli Oniimi bolek-iliznikksiz bolsa, onda

)

+

bn

0

k
S (o,
n=1

hatar yygnanyar, a, , b, -Furye koeflisiyentleri.
Eger dine (O,Z) aralykda berlen 1 (x) funksiyanyn sin%x funksiyalar boyunca

dagytmasyna garasak, onda yokardaky sertler f (x) funksiyany tdk dowam etdirip alnan F (x)
funksiya {icin yerine yetmeli.

f (x) funksiyany tdk dowam etdirip alhan F (x) funksiyanyn iiznikksiz bolmagy {i¢in
x=0,x=/ nokatlarda  f(0)= f(I)=0 bolmaly. F(x) funksiyanyi birinji tertipli oniimi
x =0, x =1 nokatlarda iiznilksiz. Umuman jiibiit tertipli Oniimlerini iizniikksiz bolmagy ti¢in

F90)=r9(1)=0, k=0,2,4,....2n

sertlerin yerine yetmegini talap etmeli

Seylelk bilen (46.21) hataryil Yyygnanmagy lgin gp(x) funksiya asakdaky sertleri
kanagatlandyrmaly:

1. (p(x) funksiyanyn ikinji tertbe ¢enli Oniimleri {izniksiz, Uglinji tertipli Oniimi
bolsa bolek-iizniiksiz bolmaly we

(46.22) hataryfi yygnanmagy t¢in  w(x) funksiya asakdaky sertleri
kanagatlandyrmaly:

2. t//(x) funksiya tizniiksiz differensirlenyén, bolek-tizniiksiz kinji tertipli Oniime eye
bolmaly we

Seylelik bilen asakdaky teorema subut edildi.
Teorema 1. Eger ¢(x)  finksija [0,/]  kesimde iki gezek iizniiksiz differensirlenyéin
bolek-lizniiksiz {iclinji tertipli Oniime eye we

9(0)=(1)=0,¢"(0)=¢"(1)=0



sertleri kanagatlandyryan bolsa, 1//(x) funksiya {izniksiz differensirlenyan bolek-tizniiksiz
kinji tertipli Oniime eye we

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda (46.13) formula bilen kesgitlenyin U (x,t) funksiya
kinji tertiph lizniiksiz Oniime eye, (46.1) denleméni, (46.2) gyra sertleri, (46.3) baslangyc sertleri
kanagatlandyryar. Oziinem (46.13) hatary x,t boyunca iki gezek agzama-agza differensirlemek
bolyar we alnan hatarlar absolyut hem-de dendlgegli yygnanyar.

§52. Sturm-Liuwil meselesi.
Hususy bahalar we hususy funksiyalar

1. Meselinii goylusy

Matematiki fizikanynn defillemeleri iigin gatysyk meseleleri Furye usuly bilen ¢6zmeklik Sturm-Liuwil meselesi
diylip atlandyrylyan meseld getiryér.

Asakdaky giperbolik denlemi garalyn

plx) oY Q{p(X) aU} —q(x)U (47.1)

o?  ox o

buyerde p(x), p'(x), p(x), q(x) —[0,] kesimde {izniiksiz funksiyalar, 6ziinem

p(x)ZpO >0,p(X)2,00 >0,q(x)20.
Goy (1) denlleméniii

09000 5 U00)=0 La* + 7 20
8U6(;C ) (47.2)
y- ! +5U(L,0)=0 ,y>+5* %0

Oox

birjynsly gyra sertleri we
oU(x,0
U(x.0)= p(x). g ) () @3
baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk talap edilydan bolsun.

llki bilen (47.1) denleménin nuldan tapawutly , (47.2) gyra sertleri
kanagatlandyryan ¢6ziiwini

Ulx,t)=X(x)-T(¢) (47.4)
kopeltmek hasyly gérmiisinde gozldlin. (47.4) ¢oziwi (47.1)
denlemede goyalyn

5 dx

0] P A |- (0= AT ()
ya-da

(47.5)




Sonky denligin ¢gep bolegi dine x ululyga, sag bdlegi bolsa dinie ¢ ululyga bagly.
Sonun iicin hem (47.5) denlik gatnagyklarynn bahalary hemiselik bolanda miimkin,
ol hemiseligi -1 Dbilen belldlin. Onda (47.5) denlikden iki sany ady differensial
denileme alarys

T"(t)+ A T()=0 (47.6)

DX @)+ 2 p0)-gX(x)=0  @7.7)

dx

(47.1) detileminin (47.2) gyra sertleri kanagatlandyryan (47.4) gorniisdiki nuldan tapawutly ¢oziiwini almak ti¢in
X (x) funksiyanyi

a X'(0)+pXx(0)=0
y X'(1)+85Xx(1)=0 (478)

gyra sertleri kanagatlandyrmagy zerur.

(47.7) denlemdnin (47.8) gyra sertleri kanagatlandyryan nuldan tapawutly
¢cOziiwini tapmaklyga Sturm-Liuwil gyra meselesi ya-da hususy baha hakyndaky

''''''

''''''

(47.8) gyra sertlerin ¢yzyklylygy hem-de birjynslylygy ligin hususy funksiyalar
hemiselik kopeldiji takyklygynda kesgitlenydr. Berlen 4  hususy baha degish

''''''

''''''

Eger
l
Ip(x)Xk (X)X, (x)dx =0, k#s
0

bolsa, onda X,(x), X,(x),...,xe(0,7) funksiyalaryn toplumyna [0,/] kesimde
agram bilen ortogonal diyilysr.

2. Hususy bahalaryin we hususy funksiyalaryn hisiyetleri

Hasiyet 1. (47.7)-(47.8) gyra meseldnin hususy bahalary hasaply koplikdir.

Hisiyet 2. (47.7)-(47.8) Sturm-Liuwil meselesinii  hususy bahalarynyii hemmesi
yonekeydir, yagny her bir hususy baha dine bir hususy funksiya degislidir.

Subudy. Goy kibir 4 hususy baha iki sany ¢yzykly bagly dal x,(x), X, (x)
hususy funksiya degisli bolsun. Onda olaryn

X(x) = C X, (x) + X, (%)

¢yzykly kombinasiyasy hem (47.7) denlemdnin ¢oziiwi bolar we (47.8) sertleri
kanagatlandyrar. Hususy yagdayda, islendik C,,C, hemiselikler {igin



aX'(0)+AX(0)=0

Basga tarapdan X (x) funksiya (47.7) detlemdnin umumy c¢oziiwi, sebibi X, (x),X ,(x)
¢yzykly bagly dil. Diymek X (0)=/f, X'(0)=«a bolar yaly C,, C, sanlary tapmak bolar.
Onda (47.9) defilik esasynda alarys «®+ ° =0, bu boka o, sanlara goylan serte garsy
b Hisiyet 3. (47.7)-(47.8) meselanin diirli hususy bahalaryna degisli hususy funksiyalary
[0,1] kesimde p(x)>0 agram bilen ortogonaldyr.

Subudy. Goy 4,,4, dirli hususy bahalar, X (x),X,(x) olara degish

hususy funksiyalar bolsunlar. Asakdaky tozdestwolary yazalyi:

X)X, 0+ 4 p0X, (0 =0
LA @]- 40X () + 2 )X () =0

Bu tozdestwolaryf birinjisini X, (x) , ikinjisini X.x) képeldip, birinjiden ikinjini
ayryp we [0,/] kesim boyunca integrirldp,alarys

!di[p(xm ()] X, ()~ gi

[p(x) X (x)]- X, (x)dx +
X dx

+(A =2 [ PEOX, ()X, (x)dx =0
Ikinji ki gosulyjyny bolekler boyunca ntegrirlalin

PX ()X, (x), = [ P X ()X (x)dx = p(x) X[ () X, ()], +

+fp<x)X; ()X (X)dx+ (4~ 4 »} POX (X)X, (x)dx ;
(A =2 )] PEIX, (D)X, (¥)ex +{p(D)[ X () X, (x) = X} (0) X, (0)]f, =0

X, (x),X,(x) funksiyalar (47.8) gyra sertleri kanagatlandyryarlar, sonuin esasynda

a X (0)+BX,(0)=0
a X/ (0)+ B X,(0)=0

denlikleri yazmak bolyar. Bu deinliklere «,8 g0rd birjynsly sistema hokmiinde
garamak mimkin. Ulgamynyini nuldan tapawutly c¢oziiwi bar (serte gord
o’ + B> =0 ). Diymek onun kesgitleyjisi nula den bolmaly



X (0)X,(0)= X, (0)X;(0)=0

Edil sunuii yaly edip
XX, (H-X, (DX (D=0
bolyandygyny subut etmek bolyar. Seylelik bilen alarys

(A =2 )] POX, (X)X, (x)dx =0

A —A4,#0 ,onda

j P(X)X, (X)X, (x)dx =0 (47.10)

Subut edildi.
Hisiyet 4. (47.7)-(47.8) meseldnin hususy bahalarynyn dhlisi hakyky sanlardyr.

Subudy. Goy A=a+ip kompleks san (47.7)-(47.8) meselanin hususy bahasy,
X(x)=X,(x)+iX,(x) ona degish hususy funksiyasy bolsun. Onda

d

E[p(x) (X] +iX3)]- g(0)(X, +iX, )+ p(x) e +iB)(X, +iX,) =0
Sonky denligin hakyky we hyyaly bdlegini nula deildp alarys
d
—[p()X{]-a(x) X, +ap(X) X, = Bo(X) X, =0

dx
9 [p(0X2]- 400X, + ap() X, + Ap()X, =0

dx
Ikinji denligi i-e kopeldip birinjiden ayralyn
d
[P0 (] =X )= ()X, =X, )+ ap() (X, =X, )= Bp(x)(X, —iX,) =0
ya-da
d [ " s "
rox |gxT + 2p00x7 =0
Diymek A=a-ig san hem (47.7)-(47.8) meseliniti hususy bahasy, ol hususy

baha X" =X, -iX, hususy funksiya degisli.

X(x)We X'(x) hususy funksiyalara 3-nji hasiyeti ulanalyn



jp(X)X ()X (x)dx=0;
j P(X)(X, +iX,)(X, —iX,)dx =0
Bu yerden
 PWCE: + X2)de =0

Sonky denlikden X,(x)=0, X,(x)=0 yagny X(x)=0.Subut edildi.

Hisiyet 5. Eger gyra sertler

PO)X () X'(x), <0
densizligi kanagatlandyryan bolsa, onda (47.7)-(47.8) meseldnin dhli 4, hususy
bahalary otrisatel daldir.

Subudy. Goy A ,-(47.7)-(47.8) meseldnin hususy bahasy, X, (x)-ona degisli
hususy funksiyasy bolsun.

LI W+ o) -, (5) =0
tozdestwony X, (x) kopeldelin we integrirlalin
J::X k (X)% [P ()X} () Jex + 2, _:[,O(X)X P (x)dx — j)‘Q(X)X F(0)dx =0
Birinji gosulyjyny bdlekler boyunca integrirldp alarys
X, () p(x) X (X)|i) - IP(X)X C()dx+ A kj:p(x)X P (x)dx — IQ(X)X ¢ (0)dx =0
Bu denlikden 4,20 gelip cykyar, sebdbi birinji gosulyjy otrisatel dal,

p(x)>0, p(x)>0,q(x)=0.

Netije. Eger gyra sertler
a) X(0)=0,X(1)=0
b) X' (0)=0,X'([)=0
¢) X'(0)—hX(©0)=0,X'()+hX(1)=0,h >0,k >0
gorniislerde bolsalar, onda dhli hususy bahalar 4,>0.



Hisiyet 6. Eger ¢(x)=0,8=0,5=0 bolsa, yagny

di [P()X'(0)]+AX(x)=0 , X'(0)=0,X'(/)=0
X

bolsa, onda 1=0 san dine we diie sonda (47.7)-(47.8) gyra meseldnin hususy
bahasydyr.

A=A, bolanda (6) defileméiniii umumy ¢oziiwi

T (t)=4, -cos\/),_ntJan -sin\/Zt

gorniise eye, bu yerde 4, , B, -erkin hemiselik sanlar.
Seylelik bilen (47.4) deiilik esasynda

U, (x,0) = (A, -cos\[A,1+ B, -sin\[1,0) X, (x)

funksiyalaryin her biri (47.1) denleménin (47.2) gyra sertleri kanagatlandyryan
¢Oziiwi bolar.

(47.3) baglangyg sertleri kanagatlandyrmak {igin
Ulx,t)= i (A, -cos A, t+B, -sin\|A1, )X, (x) (47.11)

hatary diizelin. Eger bu hatar we ony x,t boyun¢a iki gezek differensirldp alnan
hatarlar dendlgegli yygnanyan bolsalar, onda onufi jemi (47.1) denleméanin (47.2)

gyra sertler1 kanagatlandyryan ¢d6ziiwi bolar.
(47.3) baglangyg sertlerin yerine yetmegi {igin

U(x,0) = p(x ZAnX (%) (47.12)

aU(x O y=YBVix,w) (4713
n=1
denliklerin yerine yetmegi zerur. Seylelk bilen biz erkin funksiyany (47.7)-(47.8) gyra
meselinii X, (x)  hususy funksiyalary boyunga hatara dagytmak hakyndaky meseld geldik.
(47.12) we (47.13) hatarlary p(x)X,(x)  kopeldip we x boyunga 0-dan /-e g¢enli integrirlip
A, , B, koeflisiyentleri tapyp bileris. Onda (47.10) denligi nazarda tutup alarys

n

MX2

n

0

n

jmmmmxwwx
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Eger-de (47.10) hatar we ony x,t boyunca iki gezek differensirldp alnan hatarlar
dendlgegli yygnanyan bolsalar, onda 4, ,B, koeffisiyentlerin bu bahalaryny

(47.11) hatarda goyup (47.1)-(46.3) gatysyk meseldnin ¢éziiwini alarys.

§53. Birjynsly diil defileme we birjynsly dél gyra sertler
yagdayynda Furye usuly bilen gatysyk meselini ¢ozmek

1. Uclary berkidilen kirsiii mejbury yrgyldysy

Goy kirsm mejbury yrgyldysynyn

o’'U _ ,0U
=a + f(x,t),0<x<l,t>0 48.1
a0 (“8.1)
denlemesinin
U0,£)=0,U(l,t)=0 (482)
gyra sertleri we
U0 = o0, LDy, 05x<l, e

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyk talap edilyén bolsun.

(48.1)-(48.3) meseldnin ¢oziiwini

U(x,t) =V (x,t) + o(x,t)
jem gorniisde gozIlakn.
Goy V(x,t) funksiya birjynsly dél

o’V L, 0

v a az+f(x,t),0£x£l,t>0 (48.4)
X
denleménin
V(0,0)=0,V(,t)=0 (48.6)
gyra sertleri we
V(x,0)=0, an;’O) -0 (48.7)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolsun. Onda  w(xt) funksiya
birjynsly
’w L, 0w

=a ,0<x</[,t>0 48.8
ot’ ox’ (#69)
denleminin
0(0,0) =0, w(l,t)=0 (48.9)
gyra sertleri we
w0(:0) = 0(), 220D _ ) 0<x<r, s

ot
baglangyg sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolar.



(48.8)-(48.10) meselanin ¢oziiwi §46-a tapyldy. Sonun iicin hem bu yerde (48.5)-
(48.7) meseldnin ¢oziiwini tapmaklyga garalyn. (48.5)-(48.7) meseldnin ¢oziiwini

Vo =T, ) sin%x (48.11)

hatar gorniisde gozlalin, T, (t)-héazirlikce ndbelli funksiya.

V(x,r) funksiya (48.6) gyra sertleri kanagatlandyryar.Indi 7 () funksiyany
(48.11) hatar (48.5) denlemini we (48.7) baslangyc sertleri kanagatlandyrar yaly
kesgitlalini.

f(x,r) funksiyany (0,/) aralykda sinuslar boyunga Furye hataryna
dagydalyn:

f(x,t)= Z JAGE sm—x (48.12)

n=1

bu yerde

1
f, )= %ff(x,t)sin%xdx (48.13)
0

(48.11) we (48.12) hatarlary (48.5) defilemede goyalyii

00

z{r"(m[”“”j T,(0)- f, (z)}-sm%x =0

=1

Sonky dagytmanyn hemme koeffisiyentleri nula deni bolmaly, yagny

T'(t) + [”‘;”j T () = £, () (48.14)
n=1,2,3,...
T () funksiyany kesgitlemek tiigin hemiselik koeffisiyenti ady differensial
denileme aldyk. (48.7) baslangy¢ sertlerden alarys
V(x,0) = iTn (O)~sin%x =0

n=1

8V(x0) ZT(O) 1n—x 0

Bu yerden T,(¢) funksiya ii¢in

T.(0)=0,T'(0)=0 (48.15)

sertleri alarys. (48.14) defileménin (48.15) baslangy¢ serti
kanagatlandyryan ¢oziiwi

> n

T ({t)=—- ! J.f(r)sm%(t 'r)d

nariw 0
gorniise eye, ya-da f,(r) funksiyalaryfi ornuna onufl (48.13) afilatmasyny goyup
alarys

l l
T () =—>. [sin ™5 (e = o)z [ £ (x.0)sin "5 (48.16)
nar [ 0 [

0



Eger-de (48.11) hatar we ony x,t boyunca iki gezek differensirlap alnan hatarlar
dendlcegli yygnanyan bolsalar, onda T {i¢cin tapylan anlatmany (48.11) hatarda
goyup (48.5)-(48.7) meseldnin ¢Oziiwini alarys. Munuin seyle bolmagy iicin
lizniiksiz  f(x,7r) funksiyanyn x boyunca ikinji tertibe c¢enli {lizniiksiz hususy
oniiminin bolmagyny we islendik t iicin

f0,H=0, f(,1)=0

sertlerin yerine yetmegini talap etmekligin yeterlikdigini gérkezmek bolyar.
Yokarda aydylanlardan gorniisi yaly (48.1)-(48.3) meseldnin ¢dziiwini,
(48.4) denlik esasynda asakdaky hatar gorniisinde yazmak bolyar
Ux,1) =Zw:Tn(t)sin$x+

n=1

> narwr . narw . n7w
+ Z(an cosTt +b, smth-sme

n=l

Bu yerde T,(¢) koeffisiyent (46.16) formula bilen kesgitlenyir,

a, = n

2.
!

ov._.N

o(x)sin Tﬁ xdx , b I w(x)sin T 7 xdx .

na7r 0

2. Birinji gatysyk meseldniii umumy gorniisi

Kirsin yrgyldysynyi defilemesifi¢in birinji gatysyk meselédnin umumy gdrniisine garalyn:

62U 2 o°U
ot ox’
UO,0)=u1,(0) , ULt) =, (t) , t>0 (48.18)
oU (x,0)
U(x,0) = p(x) , " w(x),0<x</ (48.19)
#4,(0) =9(0), 11,(0) = (1), 14/(0) = (0) , 1,(0) = (I) .

+ f(x,0),0<x</,t>0 (48.17)

(48.17)-(48.19) meseldni birjynsly gyra serti meseld getirmek kyn dal
Hakykatdan hem tize V(x,r) nibelli funksiyany

U(x, ) =U(x,0) +V (x,1)

formulanyni kdmegi bilen girizelin. Onda ¥ (x,7) funksiya

0’ V . oV ,0°U o*U
x,t)+a - 48.20
A {f( ) ox? ot* ( )
denleméinin _ o .
V0,))=U(0,t)-U(0,¢t) = t)-U(0,¢
0,0) =U(0,1) -U(0,8) = 1, (1) - U(0,1) 4821

V(l,6)y=U(l,6)=U(l,1) = 1, (1) = U(l,1)

gyra sertleri we



V (x,0) =U (x,0)~U (x,0) = p(x) ~U (x,0)
N(x0) U(x0) aU(X0) 09 ou(x0) (4822
o at a7 ot

baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar.
l_/(x, t) funksiyany (48.18) gyra sertler yerine yeter yaly saylap alalyn

U(x,0) = 11,(0) +§[uz ) - 1,(0)] .

Bu yerde
U0,0) = u,(t) , U(L,1) = 1, (t)

bolyandygyny barlamak kyn dil. U(x,r) funksiyanyf ailatmasyny (48.20)-(48.22)
meselede goyup alarys

o'V, oV o X, ,

PR a Py +|:f(x>t)_/u1 (t)_7(:u2(t)_:u1 (t))i|
V(0,6)=0,V(,t)=0

_ . (48.23)
V(x,0) = o(x)— 1,(0) - i [12,(0) = 12,(0)]

@ —p ()= ()~ [0~ (0]

Asakdaky belgilemeleri girizelin:

F(x50) = £(x,) - w(0) —§ {OBH0)
o(x) = p(x) - 11,(0) - § (11, (0) = 12, (0)]

Y (x) = w(x) — 1](0) - § [, (0) = 12/(0)]

Onda (48.23) meseléni

2 2
aatlz/ =q? Zx[’/ + f(x,1)
V(0,0)=0,V(,)=0 (48.24)
W (x,0)

o

V(x,0) = p(x) w(x)

gorniisde yazyp bileris. (48.24) meseldnin ¢oziilis usuly 1-nji punktda beyan edildi.
3. Birjynsly dildigi wagta bagly bolmadyk



(stasionar) gatysyk mesele

Goy birinji gatysyk meseldnin umumy gorniisinddki gyra sertler we denlleméanin
sag bolegi wagta bagly déil bolsun:

o°U _ 2 o U

48.25
ot ( )
UO,t)=a, «a=const (48.26)
U(ll,ty=p [ =const
U(x,0) = o(x), w = w(x) (48.27)
Bu meseldnin ¢oziiwini
U(x,t) = o(x)+V(x,1) (48.28)

jem gorniisde gozlalin. (48.28) jemi (48.25) denlemede, (48.26) gyra sertlerde we
(48.28) baslangyg sertlerde goyalyn
66;2/ =a’ 0 Iz/+a2a)"( )+f(x)
V(0,8)+ (0 ) , Vi, +oll)=p
oV (x,0)
)=o), 20

V(x,0) + o(x =w(x)
o(x) funksiyany
{a2a) x)+ f(x)=

(0)=a. all)= /3

gyra meseldnin ¢oziiwi bolar yaly saylap alalyn:
/ ¢ x 5
a)(x)za+(ﬂ—a)§+§~jd§jL?)dn—J‘d§ILz7)dn
o o 4 o o 4

Onda 7(x,r) funksiya ligin

o’V LoV

=a
ot* Ox?
V(0,0)=0, V(,t)=0
V(x0)=0(x), o(x)=eox)-o(x)
oV (x,0)
s w(x)

meseldnin ¢6ziiwi bolar. Bu meselanin ¢oziilis usuly §46-da beyan edildi.



§54. Kopolcegli yagdayda Furye usuly

Asakdaky denlema garalyn
o’u
bu yerde

Lu= ii(a,, (x)ﬁ}a(x)u ,

i510x; ox,

koeffisiyentleri x=(x, ,x,,...,x,) {ytgeyénlerii gutarnykly, birbaglanysykly D
yaylasinda kesgitlenen we
a(x)>0, a,=a;, Zayfifj > aZfiz , a>0 (49.2)
i,j=1 i=1
sertleri kanagatlandyryar.
(49.2) sertlerin ikinjisi (49.1) defilleménin giperbolik defilemedigini anladyar.
(49.1) defileme iigin agakdaky gatysyk meseli garalyi: Q, =Dx[0<t<T]|  silindrde (49.1)

denleminin
ou(x,0
u(x,0) = p(x), % = w(x) (49.3)
baglangyc sertleri we
u(x,t), =0, te[O,T] (49.4)

gyra serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly, bu yerde S-D yaylanyn aragigi.
Ilki bilen (49.1) denlemanin (49.4) gyra serti kanagatlandyryan, nuldan
tapawutly ¢oziiwini

u(x,t) =V(x)-T(t) (49.5)
kopeltmek hasyly gomiisinde gozalin. (49.5) ¢oziiwi (49.1) denlemede
goyalyn
0 oV
V(x)T"(t) = — a, (x)— |—alx)V |-T(t
(IT"(1) {Zax( ) )ax_J (x) } @
ya-da
"o_Lv__,
T(?) V

Sonky denliklerden V(x),T(r) funksiyalary kesgitlemek iicin
T")+AT@)=0 (49.6)
LV+AV =0 (49.7)

detilemeleri alarys.  (49.1) denllemdnmi nuldan tapawutly (49.4) gyra serti
kanagatlandyryan (49.5) gorniisdéki ¢oziiwini almak {igin ¥ (x) funksiyanyn



V(x), =0 (49.8)
gyra serti kanagatlandyrmagy zerurdyr. Seylelik bilen biz asakdaky hususy baha
hakyndaky meselani aldyk:
A parametrin (49.7) deiileménin (49.8) gyra serti kanagatlandyryan nuldan
tapawutly ¢Ozliwi bolar yaly bahalaryny tapmaly. A parametrin seyle bahalaryna
(49.7)- (49 8) meseldnin hususy bahalary, ona degisli ¢6ziiwlerine bolsa-hususy

------

(49.7) denlemdnin we (49.8) gyra sertin birjynsly bolany sebépli 7, (x) hususy
funksiya hemiselik kopeldiji takyklygynda kesgitlenyar.
Hususy bahalaryii we hususy funksiyalaryn kébir hésiyetlerine garalyn.
Hisiyet 1. (49.7)-(49.8) meselédnin tiikeniksiz kop hususy bahasy bar

ASA<.<A,<... , lmA, =

n
n—»0

Hasiyet 2. (49.7)-(49.8) meseldnin diirli hususy bahalaryna degisli hususy
funksiyalary 0zara ortogonaldyrlar.

Subudy. Goy A,,4, -(49.7)-(49.8) meseldnin dirli hususy bahalary we
v, ,V, olara degish hususy funksiyalary bolsun. Asakdaky deilikleri yazalyn

ii[a (1) 2% J alxVV, + 2V, =0

501 0x; Ox

Zn:i[%—(x)w‘ J—a(x)Vs YAV =0

iSo0x; Ox

Bu deiliklerin birinjisini 7,  funksiya, ikinjisini ¥, funksiya kopeldip, sofira
birinjiden ikinjini ayryp, alnan deiiligi bolsa D yayla boyunca integrirldp alarys

- 0 v |, < 0 ov,
IVS i;@)ci {aij(x) . }dx J.Vk Z@xi [aij(x)éx jdx+

D Jj D i,j=1 J

(4 =2 V@), (x)dx =0
Birinji ki gosulyjyny bolekler boyun¢a integrirlalin

av, ov,

YTk
J-V . 0 . 3 dx
i,j=1 Di,j=l xz xj
aV oV,
J.I/k i > d
ij i ij 0
i,j=1 Dpi.j=l X, x]

+(ﬂ =2 [V, ()

bu yerde n-S iiste gecirilen dasky normal. Onda



(A =2 ,) [V, (x)dx =0 .

Serte gord 1 ,-1 =0 ,onda

[V, (x)dx =0
Subut edildi. ’

Hisiyet 3. (49.7)-(49.8) meseldniii hususy bahalary otrisatel déldir.

Subudy. Goy, 1 ,-(49.7)-(49.8) meseldnin hususy bahasy, V,(x)-funksiya
ona degisli hususy funksiyasy bolsun.

- 0 ov, B _
b B
deniligm iki bolegini hem V,(x) funksiya kopeldelin we alnan deilligi D yayla
boyunca integrirldlin

A [Vide=-[v, - iai ( ;

D i,j=1

jdx+ j a(x)V2 (x)dx .

Sonky denligin sag boleginddki birinji integraly bolekler boyunca integrirlip we
V.|, =0 serti peydalanyp alarys
ov, aVk

2 j V2 (x)dx = jZalj( )b v j a(x)V2 (x)dx

Dij=1 Jj

(49.1)sertin esasynda alarys

jV (x)dx>j2a [

D i=1

J dx + j a(x)V;2 (x)dx

Buyerden 21 >0 gelip ¢ykyar. Subut edildi.
A=A  bolanda (6) defileme

T, (t)=A, cos\|A ,t+ B, sin A ,t

gornlisdaki ¢oziiwe eye, 4, , B, -erkin hemiselik sanlar.
Seylelik bilen, (49.5) esasynda

1w, (5,0) =V, (O, () = (4, cos A 1+ B, sinJZ 1)V, (x)

gorniisdéaki funksiyalar (1) denlemdnmi (4) gyra serti kanagatlandyryan c¢oziiwi
bolar.

Asakdaky hatary diizelin:
u(et) =S (4, cosy[Z 1+ B, sinJZ 1)V, (x) (49.9)



(49.3) baslangyg sertleri kanagatlandyryp alarys

o) =S AV, . wl(x)= BT V()

Bu yerden
1
a
Eger (49.9) hatar we ony x,t boyunca iki gezek differensirldp alnan hatarlar
denolgegli yygnanyan bolsa, onda 4, ,B,  koeffisiyentlerin tapylan bahalaryny

goyup (49.1), (49.3), (49.4) meselanin ¢Oziiwini alarys.

k

1 1
NV, (vdx , B, =—— —[w(x), (x)dx
J AR



BAP VI. PARABOLIK DENLEMELER

§55. YYLYLYK YAYRAMAGYNYN DENLEMESI
UCIN MAKSIMUMLYK PRINSIPI

1. Maksimumlyk prinsipi

Matematiki fizikanynt defilemeleri iicin mesele goylanda esasy soraglaryn
biri olaryn korrektligi, yagny goylan meselinii ¢oziiwinin barlygy, ol ¢oziiwin
yeke-tikligi we durnuklylygydyr. Yylylyk yayramagynyn defilemesi tigin ¢oziiwii
yeke-tikligi we durnuklylygy baradaky sorag maksimum prinsipinii komegi bilen
¢Oziilydr. Ol prinsipi beyan edelin.

Teorema 1 (maksimum prinsipi). Q=(0<x<1)x(0<t<T) goniiburglykda

kesgitlenen we {izniiksiz, Q=(0<x<1)x(0<t<T) goniiburglykda yylylyk
yayramagynyn

oU 0

o _ A

a o (0.1)

defilemesini kanagatlandyryan U(x,¢) funksiya Oziinii m uly we 1 kici bahalaryny
ya-ha ¢=0 baslamgy¢ momentde, ya-da Q goniibur¢lygyn gapdal taraplarynda
(x=0 ya-da x=1! bolanda) kabul edyir.

Subudy. TIlki bilen teoremanyn birinji bolegini, yagny ini uly baha {igin
subut edelfl. U(x,7) funksiyanyn Q goniiburclykda iizniiksiz bolany ligin i1 uly
bahany kabul edyir. Goy U(x,r) Oziinii i uly bahasyny (x,.2,)
(0<x, <I)x(0<¢, <T) nokatda kabul edyén bolsun.

maaxU(x,t)=U(x0,tO): M

U(x,t) ¢Oziiwii =0 (0<x</) ya-da x=0 ya-da x=I/ (0<t<T)
bolandaky m uly bahasy m we m <M diyeli.
Maksimumyn zerurlyk sertinden alarys: eger ¢, <7 bolsa, onda



oU(x,,t,) _
ot

oU(x,,t,) _

OUinty)
ox 2

0 ,
ox

0,

Eger U(x,r) funksiya maksimum bahany ¢, =7 bolanda kabul edyéin bolsa, onda
U(x,t) funksiya T nokadyn ¢epinde artyan bolmaly, diymek ¢, =7 bolanda

aU(x05to)>0 6U(x0,t0):

| FUG1)
ot Ox

0 ,
ox?

Asakdaky komekei funksiyany girizelin

Vi(x,t)= m (x - X, )2 +U(x,t)

2/?

t=0 ya-da x=0 ya-da x=/ bolanda

M—m'|2+m:M+m<N|

V(X,1) <
(%) 212 2

we
Vixg,t) =U(xg,1,) =M .

Diymek 7 (x,r) funksiya i uly bahany ya-ha goniibur¢lygyn icki nokadynda ya-da
t=T bolanda kabul edyir. Goy U(x,r) funksiya m uly bahany (x,.z) ,
(0<x, </)x(0<t,<T) nokatda kabul edyén bolsun. Onda

V(x,t) 0
o

b

VL)
ox?

Bu yerden

oV(x,,t,) _ 2 OV (x,,t,) 50
ot ox’ -

Bagga tarapdan, V(x,r) funksiyany (1) deiilemede goyup we U(x,r) funksiyanyi sol
defileménin ¢6ziiwidigini nazarda tutup alarys

<0,

oV ,0V oU L(o°U M-m s, M—m
—-——a =—=—a + =—a
ot o’ ot o’ I? I?

Seylelik bilen biz gapma-garsylyga geldik we U(x,7) funksiya i uly bahany (x,.z,)
nokatda kabul edyar diyip eden giimanymyz yalan bolup ¢ykdy.



Teoremanynn m ki¢i baha hakyndaky bdlegini subut etmek licin U(x,?)
funksiyany —U(x,7) funksiya bilen c¢algyrmak yeterlik. U(x,s) funksiyanyn i kici
bahany kabul edydn nokadynda —uU(x,7r) funksiya m uly bahany kabul edyir,
Oziinem —U(x,r) funksiya hem (1) defllemédnii ¢oziiwi bolyar. Teorema subut
edildi.

Bu teoremadan asakdaky netijeler gelip ¢ykyar.

Netije 1. Eger yylylyk yayramagynyn deilemesinin U,(x,t) we U,(x,t)
ki ¢oziiwi

U, (x,0)<U,(x,0),U,(0,) <U,(0,¢), U, (L,{) U, (1,1)
sertleri kanagatlandyryan bolsalar, onda islendik x,s (0<x</ , 0<¢<7T) {g¢in
U,(x,t) <U, (x,1)

densizlik yerine yetyar.

Subudy. Hakykatdan hem v(x,t)=U(x,t)-U(x,t) tapawut maksimum
prinsipinin hemme sertlerini kanagatlandyryar we

V(x,0)>0,V(0,6)>0,V(,{)>0.
Sonun {i¢in
Vix,t)y20 , 0<x<l , 0<Z¢t<T.

Sebibi tersine bolsa, onda V(x,r) funksiya 0<x</,0<z<T yaylada otrisatel
minimuma eye bolar.Onda U,(x,t) <U,(xt), 0<x<I, 0<t<1

Netije 2. Eger yylylyk yayramagynyn denlemesinin U, (x,?), U(x,?), U, (x,?)
¢ ¢cOzliwi

U, (x,0) <U(x,0) <U,(x,0)

U,(0,£) <U(0,¢) < U, (0,7)

U, (1) <ULt <U,(1L,1)
sertleri kanagatlandyryan bolsalar, onda

Uxt)sUxt)<U,(x,t) , 0<x<[,0<t<T

deinisizlik yerine yetyar.
Bu tassyklamany subut etmek {i¢in netije 1-I

U,(x,t),U(x,t) we U(x,t),U,(x,t)

funksiyalar {i¢in ulanmak yeterlik.



Netije 3. Eger yylylyk yayramagynyn deilemesinii U,(x,t) we U,(xt)
cOziiwleri

U, (x,0)-U,(x,0)| < &
|U1 (05 t) - Uz (09 t)

U (1,0 =U, (L,1)

<é&

<¢
densizlikleri kanagatlandyryan bolsalar, onda

|Ul(x,t)—U2(x,t) <g ,0<x<1,0<¢t<T.

Bu netydni subut etmek TUl¢in netyje 2-m1 yylylyk yayramagynyn
denlemesinii

_(Ul _Uz)ogaUl _UZ

lic ¢coziiwi licin ulanmak yeterlik.

2. Yeke-tiklik teoremasy

Maksimum prinsipinden peydalanyp birinji gatysyk meseldnii ¢Oziwinii
yeke-tékligini subut edelin.

Teorema 2.
a_U=a2a2lzj+f(x,t),0<x<l,0<t£T (50.2)
Ot Oox
U0,8) = 14(0) , U, 1) = 1, (?) (50.3)
U(x,0) = ¢(x) (50.4)

Mmeselidnifi ¢oziiwi Q =(0<x<1)x(0<t<T) vaylada yeke-tikdir.

Subudy. Goy (50.2)-(50.4) meselanin U, (x,r) We U,(x,t) iKi sany ¢Oziiwi
bar bolsun, onda ¥V (x,t)=U,(x,t)-U,(x,t) funksiya yylylyk yayramagynyn birjynsly
defilemesinin

V(0,0)=0,V(1t)=0,V(x,0)=0

sertleri kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolar. Sonunil {igin hem maksimum prinsipine
layyklykda

V(x,t)=0



ya-da
U,(x,t) =U,(x,1)

Teorema subut edildi.

Teorema 3. (50.2)-(50.4) gatysyk meseldniil {izniiksiz ¢oziiwi Q yaylada
durnuklydyr.

Subudy. Goy U(x,r) funksiya (50.2)-(50.4) meseldnin ¢Oziiwi, U’ (x,?)
bolsa (50.2) denleméanin

U (0,0)= (1), U (Lt) = 415(8) , U (x,0) = p(x)

sertleri  kanagatlandyryan ¢oziiwi  bolsun, bu yerde 1w (), 14,(t) , p(x)
funksiyalar degisliikde 0<7<7,0<x</ kesimlerde iizniiksiz funksiyalar we

‘ﬂl*(t)—,ul(t)‘<5,0§th
()= 1, (1) <£,0<t<T
()~ () <&,0<x <

V(x,t)=U"(x,t)-U(x,t) funksiya yylylyk yayramagynyn birjynsly deilemesinii
[V O.0 =] )= ()| < &
V(0| =] 0 - w0 <

|V (x,0)| =|p) - p(0)| < &
sertleri kanagatlandyryan c¢oziiwi bolar. Onda maksimum prinsipinden gelip
cykyan netije 3-e layyklyjda

| V(x,0)

<£,0<x<l,0<t<T
ya-da

(U () -U(x)|<£,0<x<l,0<t<T.

Teorema subut edildi.

§ 56. Yylylyk yayramagynyii deiilemesi iicin birinji gatysyk gyra
meselesini Furye usuly bilen ¢6zmek

1.Birjynsly meseléinin ¢oziiwi



Goy

W _ 28U gcxar, 0<i<T (51.1)
ot ox
birjynsly denleméanin
u,t)=0 , U(Lt)=0 (51.2)
birjynsly gyra sertleri we
U(x,0)= p(x) (51.3)

baslangyc¢ serti kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmak talap edilyédn bolsun.
(51.1)-(51.3) meseldanin formal ¢oziiwini Furye usuly bilen tapalyn. (51.1)
denileménin (51.2) gyra sertler1 kanagatlandyryan nuldan tapawutly ¢oziiwini

Ulx,t)= X(x)-T(2) (51.4)

gorniisde gozlalin. (51.4) goriisdiki ¢oziiwi (51.1) deiilemede goyup alarys
X)T'(t) = a’ X"(x)T(¢)

ya-da

(@) X'"(x)

ST X(x)
Deiligin ¢ep bolegi die t bagly, sag bolegi bolsa x ululyga baglydyr. Deiiligin
yerine yetmegi iicin gatnasyklaryn ikisi hem sol bir hemiselige dent bolmaly; ol
hemiseligi — A bilen belldp alarys

T'(t)+a*AT(t) =0 (51.5)
X'(x)+AX(x)=0 (51.6)

(4) coziw gyra sertleri kanagatlandyrmaly, sotia gord (51.2) sertlerden
alarys

U0,0) = X(OT()=0, Ut =XDT(E) =0
bu yerden
X(0)=0, X1)=0 (51.7)
Seylelik bilen X(x) funksiyany kesgitlemek {i¢in birjynsly kirisim yrgyldysy

hakyndaky meselede deriiclen hususy baha hakyndaky (51.6)-(51.7) mesele
alyndy. Solyerde 1  parametriil dile



2
4,,:(%] , n=123,...

bahalarynda (51.6)-(51.7) meseldniin nuldan tapawutly ¢oziiwinin barlygy we ol
¢cOziiwlerin

Xn(x):sin%x, n=123,...
gorniisdedigi gorkezilipdi. 4= 4, bahalara (51.5) denleméanin

Tn(t)zAne(nlﬁajt , n=123,...

coziiwleri degish. X, (x),T,(¢) funksiyalary (51.4) c¢oziwde goyup, (51.1)
denlemédnin (51.2) gyra sertleri kanagatlandyryan hususy ¢oziiwlerini alarys

U (x,0) = X, (X)T,(f) = Ane_[laj t -sin%x
(51.1)-(51.3) meseldnin ¢6ziiwini tapmak tigin
U(x,t) = i:Ane[laj t -sin%x (51.8)

hatary diizelin. (51.3) baslangy¢ sertini yerine yetmegini talap edip alarys

U(x,0) = p(x) = iA,, .sin%x
Soniky hatar berlen  ¢(x)  funksiyanyn (0,l) aralykda smuslar boyunga Furye
hataryna dagytmasyny beryir. A, koeffisiyentler belli bolan

]
A, =%J(p(x)-sin%x-dx (51.9)

formula bilen kesgitlenydr. A, koeffisiyentlerin bahalaryny (51.8) hatarda goyup
(51.1)-(51.3) meseldninn formal ¢6ziiwini alarys.

2. Usulyn esaslandyrylysy



Koeffisiyentleri (51.9) formula bilen kesgitlenydn (51.8) hataryn (51.1)-
(51.3) meseldnin ¢oziiwi bolmagy iigin  ¢(x) funksiyanyn kanagatlandyrmaly
sertlerini tapalyn.

Teorema 1. Eger o(x) funksiya [0,/] kesimde tizniiksiz , ikinji tertipli bolek-
liznliksiz Oniime eye we

9(0)=pl1)=0

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda (51.8) hatar (51.1)-(351.3) gatysyk
meseldnii (0<x<l)x(0<¢<T)  yaylada tzniksiz ¢oziwi bolyar we
0<t, <t<T, 0<x</ bolanda tiikeniksiz differensirlenyar.

Subudy. ¢(x) funksiya goylan sertlerden i|Aﬂ| hataryn yygnanyandygy

gelip ¢ykyar. Islendik t>0 li¢in

densizlik  yerine yetyir. Diymek (51.8) hatar (0<x</)x(0<# <t<T)
gontiburglykda denolgegli yygnanyar we tizniiksiz U(x,t) funksiyany kesgitleyar.

U(x,t) funksiyanyini (0<x</)x(0<f <t<T) goniiburglykda tiikeniksiz
differensirlenyéndigini subut etmek iligin onuil m+k tertipli 6nlimini hasaplalyin we
alnan hataryn denolgegli yygnanyandygyny gorkezeln

m+k % 2m+k {74 2t
omu =2An (_1)’”(ﬂj .a*" e ( ! J -sin(%x—i—kzj (5110)

[ 2

o(x) funksiyanynn A, Furye koeffisiyenti ¢éaklenen. Sonui igin

A-kdbir hemiselik, 0<t;<¢.
Dalamber nysanynyii esasynda

s sk (51.11)

hatar yygnanyar. Hakykatdan hem



nel Y 5
fi Al ) Sl [n . ljzm ST o

2
nrx n—>0
4

,(70
A U

n—>0

(51.11) hatar (51.10) hatar {igin majorant hatar, diymek (51.10) hatar

dendlgegli  yygnanyar we (51.8) hatary agzama-agza differensirlemek
miimkingiligini peydalanyp (51.8) hatar (51.1) denlemini we (51.2) gyra sertleri
kanagatlandyryar diyip jemldp bilydris. (51.3) baslangyc sert coziiwin gurlusy
boyunca yerine yetydr. Teorema subut edildi.

§57. Yylylyk yayramagynyii deiilemesi ticin birjynsly dil mesele

Parabolik deiilemeler {igin birjynsly dél gatysyk meseleler ¢ozilende hem,
giperbolik denlemelerdéki yaly, Furye usulyny ulanmak bolyar.
Goy

ou _ ,o0U

a ax2+f(x,f), O<x<l, t>0 (52.1)

birjynsly dél denleméanin
U0,6)= 14(t), U(.1)= p(¢) (52.2)
birjynsly dél gyra sertleri we
U(x,0) = p(x) (52.3)

baslangyc¢ serti kanagatlandyryan ¢dziiwini tapmaktalap edilydn bolsun.
(52.1)-(52.3) meseldnin ¢oziiwini

U(x,t)= o(x,t)+V(x,t) (52.4)

jem gorniisde gozlilin we o(x,r) funksiyany (52.2) gyra sertler yerine yeter yaly
saylap alalyn:

ox,t)= p (t)+§[ﬂz(t)— #4,(0)]
Onda 7 (x,r) funksiya {i¢in

o _

ow
i + filxt), f —f—E (52.5)



V(0,0)=0, V(t)=0 (52.6)

Vx0) =g (), @x)=e(x)-o(x0) (52.7)

meselini alarys.
(52.5)-(52.7) meseldnin ¢6ziiwini

V(x,t) =V, (x,t) +V,(x,1)
jem gorniisde gozlalin, bu yerde V(x,t) funksiya

W _ 29T

=a , O<x<I, t>0
ot ox*
V1(x,0) = ¢,(x)

meseldnin ¢oziiwi, V,(X,t) funksiya bolsa birjynsly dil deileménin birjynsly gyra
we birjynsly baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi

% = a2 aZVvZ

ot ox*

V,00,6)=0, V,(,)=0
V,(x,0)=0

+ fi(x,t) O0<x</, t>0

(52.9)

Gegen temadan bilisimiz  yaly (52.8) meseldnin ¢oziiwini koeffisiyentleri
(51.9) formulalar bilen kesgitlenyian (51.8) hatar goriisinde yazalyn:

Vi(x,t) = iAn -e_[TaJ t -sin%x (52.10)

]
A, = %J-gol(x)-sin%x-dx (52.11)
0
(52.9) meseliniit ¢oziiwini

Vint) = YT, -sin " x (52.12)



hatar gorniisinde gozlilin, bu yerde T(t) hézirlikce nébelli funksyya. V(X,t)
funksiya gyra sertleri kanagatlandyryar, sebébi hataryin her bir agzasy ol sertleri
kanagatlandyryar. Indi fi(x,t) funksiyany Furye hataryna dagydalyn

fien = 31, 0-sin " x (52.13)
£, =2 sin" (52.14)

(22) ¢ozliwi we (23) dargatmany (52.9) deiilemede goyup alarys
o0 0 2 0
ZTn'(t)sin%x - aZZ—Tn(r)-(%] -sin%Han(t)sm%x
n=1 n=l1 n=1

ya-da

0

Z{T (t)+[7aj T.(t)- f(t)} sin%sz

n=1

Alnan denlige nul funksiyanyin smuslar boyuncga hatar dargytmasy yaly garamak
miimkin, diymek
T(z)+(7a) T (¢) = (1) (52.15)

Vy(x,t) funksiyanynl baslangyc serti kanagatlandyrmagy ti¢in
T.(0)=0 (52.16)
sert yerine yetmeli.
(52.15)-(52.16) Kosi meselesinin ¢oziiwi

T.() = I £(0)-e LT,

gorniisde yazylyar.
Th(t) funksiyany (52.12) ¢oziiwde goyup (52.9) meseldnin ¢oziiwini alarys

V,(x,t) = i(j £.(z)- e_(Taj '(”)dr] : sin%x (52.17)



Vi(x,t) we Vy(x,t) funksiyalary goyup (52.5)-(52.7) meseldnin V(x,t) ¢Oziiwini
taparys. o(x,r) we V(x,t) funksiyalary (52.4) formulada goyup bolsa, (52.1)-(52.3)
meseldniii ¢Ozliwini taparys.

U (xt) = s (t) + If[yz(t) —u®]+ iﬁhe( o) sin”l—”x +

n=1
o [t {nTﬂajz(t—r) . nr
+> Ifn(r)e dr sin == x
n=l| o
buyerde A -(52.11) formula, f (t)- (52.14) formula bilen kesgitlenilyér.
§58.Yylylyk yayramagynyi deiilemesi iicin Kosi meselesiniii

coziiwinin yeke-takligi

1. Meseléinin goylusy

Yylylyk yayramagynyii defilemesi iigin Kosi meselesi asakdaky yaly

goyulyar.
Kosi meselesi.—o < x<+o, o<t<T zolakda

ou ,oU

E =aqa Y + f(x,1) (53-1)
denleminm

U(x,0) = o(x) , (—oo < x <o) (53.2)

baglangy¢ serti kanagatlandyryan U(x,t) ¢Oziiwini tapmaly, bu yerde ¢(x) —
tizniiksiz we ¢dklenen funksiya.
2.Yeke-tiklik teoremasy

Teoremal. (53.1)-(53.2) Kosi meselesiniii ¢aklenen ¢oziiwi yeke-takdir.
Subudy. Goy meseldnit U,(x,z) we U,(x,¢) iki ¢oziiwi bar bolsun, onda ol
cOziiwlerim

U(x,y) =U,(x,0) + U, (x,0)

tapawudy yylylyk yayramagynyn birjynsly detillemesiniii



Ux,0)=0 , (—oo<x<oo)

serti kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar. Coziiwlerm ¢dklenendiginden M>0 san bar

bolup

| U,(x,t) <M

<M

U,(x,1)

densizliklerin yerine yetyandigi gelip ¢ykyar, diymek

|U(x,1) <2M.

=|U1(x,t)

+|U2(x,t)

Maksimum prinsipini ¢dklenmedik yayla licin gos-goni ulanmak bolmayar, sebébi
U(x,t) funksiyanyn m uly we m ki¢i bahany hi¢ yerde kabul etmezligi miimkin. Bu
prinsipi ulanmak ti¢in

|x|<L , 0<¢<T (53.3)

gutarnykly yaylada
Vi(x t)—ﬂ x—2+a2t
2
komeke¢i funksiyany girizeln. V(x,t) funksiyanyn yylylyk yayramagynyn birjynsly
deiilemesiniii ¢oziiwi bolyandygyny gérmek kyn dal. Alarys
V(x,0) > U(x,0)

2
V(xL,t) = “L—Af(% + a%j >2M 2 |U(% L,t)

(53.3) yaylada  V(x,t)-U(x,t) We V(x,t)+U(x,t) funksiyalara maksimum
prinsipini ulanyp alarys

Vix,t) -U(x,t)=0 , V(x,t)+U(x,t)=0 ,

x|<L, 0<¢<T,
Bu yerden

—V(x,t) U(x,t) <V (x,t)

x|<L, 0<t<T

ya-da



2
X

aM
U, <V (x,t)=—| =—+d’t| ,
|Ux,0)| <V (x,0) Lz(z j

xX|<L,0<¢<T.

Sonky densizlikde (x,t) nokady fiksirlip L -  bolanda predele gecip alarys
U(x,t)=U,(x,t)-U,(x,1) =0
ya-da
U,(x,t) =U,(x,t)
Teorema subut edildi.
§59. Yylylyk yayramagynyii birjynsly

denlemesi iicin Kosi meselesi

1. Formal ¢oéziiwin gurlusy

Goy
2
U _ 29U | cx<o,0<t<T (54.1)
ot ox
birjynsly denleménin
Ux,0)=g(x) , (~oo<x<w) (54.2)

baslangy¢ serti kanagatlandyryan ¢6ziiwini tapmak talap edilydn bolsun, ¢(x) —
lizniiksiz we ¢iklenen funksiya.
Iki bilen (54.1) denleménii
U(x,t) = X(x)-T() (54.3)

gorniisdédki hususy ¢oziiwini tapalyil. (54.3) gorniisdaki ¢oziiwi (54.1) denlemede
goyup alarys

X(x)-T'(t)=a*X"(x)-T(t)

ya-da

T X' _
a>T(t) X(x)

Seylelik bilen T(t), X(x) funksiyalar ii¢cin



T'(t)+ 2> T(t) =0
X"(x)+ 2 X(x)=0

deiilemeleri alarys. Bu yerden
T(t)=e**", X(x)=A-cosAx+B-sinlx

AB - 1 parametre bagly bolan funksiyalar. Gyra sertlerm yoklugy ii¢in A-
parametr erkin.
(54.3) denligin esasynda

U,(x,) =" " .[4(4)- cos Ax + B(A)-sin Ax] (54.4)

funksiya islendik A(A4), B(1) ligin (54.1) denleménin hususy ¢6ziiwi bolar. (54.4)
denligi 1 boyunca integrirlip alarys

U(x,t) = Te-ﬂzazf -[4(2)- cos x + B(2)- sin Ax}dA (54.5)

—00

Eger integral dendlgegli yygnanyan bolsa we ony integral astynda t boyunga bir, x
boyunca i1ki gezek differensirlemek bolyan bolsa, onda (54.5) deilik bilen
kesgitlenyan U(x,t) funksiya (54.1) denlleminii ¢oziiwi bolyar.

A1), B(A) funksiyalary (54.2) baslangyc sert yerine yeter yaly saylap alalyn.
(54.5) denlikde t=0 goyup (54.2) esasynda alarys

P(x) = +joo[A(ﬂb)- cos Ax + B(A)-sin Ax|dA (54.6)

—00

Deriligitt sag bolegindiki integraly o(x) funksiya ligin

o) = a2 [le)-cos e - )i =

L f [Cos Q- jw @(&)cos AE dE +sin Ax - Tgo(g)sin AEdE A
2r A e

Furye integraly bilen denesdirip, (54.6) denligi



A2)=—— Tco(é)cos AEd¢
e (54.7)

B(2)= - j o(&)sin 2 de

diyip, kanagatlandyryp bolyandygyny goryaris. A(1), B(A) funksiyalaryn (54.7)
anlatmalaryny (8) denlemede goyup (54.1)-(54.2) Kosi meselesinin formal
¢cOziiwini alarys

U(x,t) = 1 f K f @(&)cos A& dg] cos Ax + ( f @(&)sin A& ngsin ﬂx} R
2 <\ 2, J
& boyunca integrallary birlesdirip we integrirlemegin tertibini galsyryp alarys
1 i s 2 2
U(x,t) = oy I(/’(f)dé:je”1 @t -cosﬂ,(f —x)df .
T —o0 —o0
Bilisimiz yaly

J.e"ﬂ “* . cos PAAA =

—00

2
o — s
: L
(24

Eger bu yerde o’ =a’t, p=&—x diysek, onda

[e" " cos Ag —x)dA = 7 e 4ot
avt

—00

Seylelik bilen Kosi meselesinii formal ¢oziiwi ligin

+00 1 (5 x)

O K e~ (54.9)

—00

formulany alarys.

''''''

G(x,t;&) = Zai/; e 410 (54.9)




funksiyanyn yylylyk yayramagynyn (54.1) deillemesinii ¢Oziiwi bolyandygyny
g0s-goni  barlamaklyk bilen gorkezmek bolyar. (54.9) funksiya yylylyk

''''''

2. Usulynn esaslandyrylysy

Indi haysy sertler yerine yetende (54.8) funksiyanyn (54.1)-(54.2) Kosi
meselesinii ¢oziiwi bolyandygyny gorkezelin.

Lemma. Eger o(x) funksiya san okunda iizniiksiz we ¢éklenen bolsa, onda
(54.8) Puasson integraly t>0 bolanda tiikeniksiz differensirlenyidn funksiyany
kesgitleydir we ol funksiyanynn Oniimleri integral astynda differensirlemek bilen
hasaplanyar.

Subudy. (54.8) integralyn integral astynda differensirleméinin kanuna
layykdygyna goz yetirmek ligin ol integralyn we ony x,t boyunga birndge gezek
formal differensirlenip alnan ntegrallaryn  dendlcegli  yygnanyandygyny
gorkezmek yeterlik. (54.8) integraly x we t boyunca birndge gezek differensirldp

+oo (e-x)

= [p(g)- 1 (E=x) e * ag (54.10)
gorniisddki integrallarynt jemini alarys. (54.10) integralda g_\/{ =a orun
a't

calsyrma edip, alarys

n+l

I = T(p()c + 2a\/;a)- Y -(201)'“'l o' e da

Serte gbrd ¢(x) ¢aklenen funksiya, onda > >0 bolanda M>0 san tapylyp

n+l

(p(x + 2a\/;a)- ¢ a) | <M
densizlik yerine yeter. Seylelik bilen
I<M-Ta”-e‘“2da
Sonky mtegral islendik n {ligin yygnanyar, onda (54.10) integral dendlcegl

yygnanyar we (54.8) integraly integral astynda differensirlemek kanuna layyk.
Lemma subut edildi.



Teorema 1. Eger ¢(x) san okunda iizniiksiz we ¢éklenen bolsa, onda (54.8)
Puasson integraly (54.1)-(54.2) Kosi meselesinin regulyar ¢oziiwi bolyar.
Subudy. Puasson integralyny

Ux,t) = [Gx1:)p(E)dé

gorniisde yazalyn. G(x,r;¢) funksiya yylylyk yayramagynyn deilemesinii ¢oziiwi
we lemma layyklykda differensirleméini integral astynda yerine yetirmek bolyar.
Sona gora-de

ou ,o0'U (oG ,0°G
——a =||—-—-a
Ot ox? Ot ox?

J-w(é)dé =0,

—00

yagny (54.8) funksiya (54.1) deiileméni kanagatlandyryar.

(54.8) ¢coziwm (54.2) baslangy¢ serti kanagatlandyryandygyny gorkezelin. x
fiksirlip ¢ — +0 bolanda |U(x,H)—¢(x] tapawudy
E—x
2a+t

bahalandyralyn. Puasson integralynda = orun ¢alsyrma edip alarys

U(x,t)= ﬁ . T(p(x +2ant - a)- e da

Analizden belli bolgy yaly

%. feazda 1 (54.11)
T —o0

Alarys
|U(x,t)—(p(x] = ﬁ-T{p(x+2a\/;a)~e_“zda —%~T¢(x)-e'“zda <

< % . T (p(x + 2a\/;a>— (o(x)‘ e da

(—o0,+ ) aralyk boyunga integraly (—oo,—N),(~N,N),(N,+x)  aralyklar boyunga
lic integrala bolelin



g

—00

(p(x + 2a\/;a)— (p(xj e da+

| U(x,t)— (p(x)| <

51-

+ % . iﬂ go(x + 2a\/;a)— go(x)( e “da+ % . ﬂ (p(x + 2a\/;a)— (o(xj e da

o(x) funksiyanyn san okunda ¢éklenendiginden
‘ (o(x + 2a\/;a)— (p(x)‘ <2M

densizlik gelip ¢ykyar. Sonu li¢in

-N +N

|U(x,1) - p(x) < % Je“zda+%- ” go(x+2a\/;a)—go(x)(-e*“2da+
T T 2

2M +00 )
+— |e " da
7]

[eda  integral yygnanyar, sonui tigin N sany

—00

£

g
<=, <=

2M ¢ M
ﬁ:[oe da ﬁ 1.\[6 do

densizlikler yerine yeter yaly saylap almak bolyar. Indi N fiksirlenen bolsun. ¢(x)
funksija san okunda iizniiksiz, diymek, ol |x—2arN,x+2aiN| kesimde
dendlcegli lizniiksiz we nula golay islendik t tigin

‘ (p(x + 2a\/;a)— go(xj < g
densizlik yerine yeter. Seylelik bilen
| U(x,t)— (p(x) < % + g . %_J.:e_“zda

Ya-da nula golay islendik t-ler we islendik x iigin |U(x,H)—p(x) <¢. Bu
yerden ¢ sanyn erkinliginden

lim U(x,t) = go(x)

t—0

gelip ¢ykyar. Teorema subut edildi.



3. Coziiwin baslangy¢ funksiya iizniiksiz baglylygy

Goy U(x,t)- (54.1) deiileménin (54.2) baslangyc serti, U,(x,r) bolsa (54.1)
detileménin

U, (x,0) = ¢,(x) (54.12)

baslangyc¢ serti kanagatlandyryan ¢6ziiwi bolsun.
Eger (—oo,+w0) aralyga degisli islendik x tigin |p(x)-¢,(x)] <& bolsa, onda

|U(x,0)-U,(x,1)

<g, —w<x<+40, t>0,

Hakykatdan hem, (54.1) denlemdnm (54.12) baslangyc serti kanagatlandyryan
coziiwi (54.8) formula bilen anladylyar. U(x,t) we Uy(x,t) funksiyalaryn
tapawutlaryny bahalandyralyn

+® (x-¢) (x=¢)

ey R s
- I[¢(x)—¢1(x)]'m'e dg < udm _[Oe dé

—00

| U(x,t)=U,(x,t)

i iatd divip alarys
a ad: y1p alary

|U(x,0)~U,(x,0)| < & “do=¢

1 ¢
=
(54.8)  formuladan yylylygyii sterjnin boyuna tiikeniksiz tizlik bilen
yayrayandygy gelip ¢ykyar. Hakykatdan hem, goy ¢(x) baslangy¢ temperatura
a<x<p kesimde polojitel we bu kesimin dagynda nula deni bolsun. Onda
temperaturanynn sofiraky paylanysy li¢in alarys
e

B
U0 =[el)-—- e rds

a

Bu yerden islendik kici t0 tigcin we islendik uly x ticin U(x,t)>0 bolyandygy
goriinydr. Bu hisiyet yylylyk yayramagynyn defilemesinii  kdmil daldigi,
denlemdni  getirip  ¢ykarylanda peydalanylyan fiziki nétakyklygy  bilen
distindirilyar.



4. Fundamental ¢oziiwin fiziki manysy

Yylylyk yayramagynyfi birjynsly defilemesiniti

1 C(E-x)?

G(X,t;f) — ” \/ﬁ .p 4alt

fundamental ¢ozliwinin fiziki manysyny anyklalyn.
Goy t=0 momentde tiikeniksiz uzyn sterjnde yylylyk U(x,0)=¢,(x)  kanun
boyunca paylanan bolsun, bu yerde ¢,(x)=0 hagcanda xe(y—e,y+s) bolsawe

yt+e

Jo(ene = [o (e =1

Eger t=0 momentde nul temperaturasy bolan sterjnii y nokadynyn
¢ etrapyna mgnowenno

y+e

Joerpds =co [o.(e)e = co

y—&

mukdardaky yylylyk berilse, onda yokarda gorkezilen paylanysyk alynyar.
t>0 momentde sterjnde yylylygyn paylanysy Puasson integraly bilen
kesgitlenyar

y+e

U.(st) =[Gl (€)= [Glsro, (©)az

y—¢&

Orta baha hakyndaky teoremany ulanyp we ¢, (x) funksiyanyil hésiyetini
nazarda tutup alarys

y+e

U, ()= Gle:&) [ o, (£)dé = Glr.i:"),

y—¢&

g* € (y_gay+g)
(x,t) nokady fiksirlip ¢ — 0 bolanda predele gecip alarys

limU, (x,t) = G(x,t;y) .

&—0

Seylelik bilen , eger =0 momentde nul temperaturasy bolan sterjniit x=y nokadyna
mgnowenno cp den mukdardaky yylylyk  berlen bolsa,
onda yylylyk yayramagyn G(x,t;y) fundamental c¢oziiwi t bolanda
sterjnde paylanysygy beryir, yagny G(x,t;y) cesme funksiyasy bolar.



§ 60. Yylylyk yayramagynyii birjynsly dil deiilemesi iicin Kosi meselesi
Goy, yylylyk yayramagynyi birjynsly dal

ou ,oU
—=a
ot ox?

+f(vt), —o<x<ow, t>0 (55.1)

denlemesinm
U(x,0)=0 (55.2)

baslangyc serti kanagatlandyryan ¢o6ziiwini tapmak talap edilyén bolsun.
Eger baglangyc sert nula deni dil bolsa, yagny U(x,0)=¢(x) bolsa, onda

U(x,t) = a)(x,t)+ qo(x)

formulanyin komegi bilen tdze w(x,r) funksiya girizip baslangy¢ serti nula den
bolan mesele alarys:
o (x,1) _ o o’ w(X,1) N
ot ox’

(f(xt)-¢"(x), @(x0)=0

(55.1)-(55.2) Kosi meselesinin ¢oziiwini tapmak {igin

Mot _ 20V L (553
ot Fo .
V(x, T) _ f(x, T) (554)

komeke¢i meseld garalyn. (55.3)-(55.4) mesele birjynsly denleme ti¢in baslangyg
sert t=0 bolanda dil-de t=7 bolanda berlen Kosi meselesi. Sonun ticin hem bu
meseldnin ¢Oziiwini t-ni t-7 bilen ¢alsyp Puasson integralynyn komegi bilen
yazmak bolyar
w 1 _(E-x)?
Vxtz)= [ f(&t)———-e **
(xtiz)= [ FE0 -

—00

Indi (55.1)-(55.2) meselanin ¢oziiwini

Ulx,t)= IV(x,t;r)dr
0
ya-da
_Ex?
e 4a2(t—r)d§

K 1

U(X,t): J‘de f(g,T)m

—00



gornlisde yazmak bolyar.
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