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Giris.

Taze Galkynyslar eyyamynda Tiirkmenistan dowletimiz
halk hojalygynyn 4dhli pudaklarynda, ylymda, bilimde,
medeniyetde uly sepgitlere yetdi we badyny gowsatman &hli
babatlarda téze-téze yenislere tarap 6ne baryar.

Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly
Berdimuhamedowyi parasatly yolbascylygynda bilim we ylym
ulgamlarynda 6rédn diiypli tutumlar amala asyrylyar. Ol ylym-
bilimi  Osdiirmezden, tdze tehnologiyalary Oniimgilige
ornagdyrmazdan, halk hojalygynynn pudaklaryny diypli
Osdiirmegin miimkin dildigini enceme ¢ykyslarynda nygtap-
nygtap aydyp gelydr. Muny Hormatly Prezidentimizin 2009-
njy yylyn 12-nji iyunynda Ministrler Kabinetinii gd¢me
mejlisinde: “Hézirki sertlerde islendik dowletin kuwwaty we
giilllap Osiisi, ilkinji nobatda, ylmyn we tehnologiyalary,
jemgyyetin intellectual derejesi bilen kesgitlenyér” diyip aydan
s0zi hem tassyklayar.

Hazirki dowiirde halkymyzyn hal-yagdayynyn has-da
gowulanmagy, mihriban Watanymyzyn giilldp 6smegine, onui
osen yurtlarynynn onddki hataryna deiillesmegi l¢in bizin
hemmémize ylmyn in tdze gazananlaryny, oOndebaryjy
tehnologiyalary onlimgilige ornasdyryp, Ozilimizin ylmy
garayyslarymyzy has-da ¢unllasdyrmagymyz gerek. Eger seyle
etsek, onda bizi eziz Diyarymyz mundane buyana-da pajarlap
oser.

Su nukday nazardan matematikanyn ylymynyi hazirki
zamanda has artmagy geljekki inzenerlerin, ykdysadyyetcileriii
we ylmy isgéirlerin  matematiki tayyarlygynyn yokary
bolmagyny talap edyir. Matematikany Owrenmek adamda
logiki oylanmany, takyk bolmagy, ¢ylsyrymly hadysalary
yonekeylesdirmegi we her bir meseléni ¢uniur diisiinmekligine
terbiyeleyar.

Bu okuw kitaby, yokary okuw jaylarynyn talyplarynyn
matematikany bilmekligine yardam etmek maksady bilen
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tehniki yokary okuw jaylarynda hézirki hereket edydn
maksatnama layyklykda yazyldy we ol awtorlaryn engeme
yyllaryii dowamynda “Ahtimallyklar teoriyasy we matematiki
statistika” boliimini okatmak tejribelerinini esasynda doredi.

Bu kitapda teoretiki materialy berkitmek ii¢in yeterlik
sanda mysallar hem getirilyar.

Kitap tehniki yokary okuw jaylarynyn inzenergilik,
ykdysatgylyk hiindrlerinin talyplary iigin, sonun yaly hem
inzenerler, ykdysadyyetciler seyle-de &dhtimallyklar we
statistiki usullary oniimgilik meselelerini ¢6zmelikde ulanyan
hiindrmenler {i¢in niyetlenendir.



) Birinji boliim.
§1.Ahtimallyklar teoriyasy hakynda esasy diisiinjeler.

1.Ahtimallyklar teoriyasynyti dordp baslan wagtyny adatca
XVII asyra degisli edip, ony gyzyklandyryjy(humarly)
oyunlary kombinatoriki meseleleri bilen baglanysdyryarlar.
Gyzyklandyryjy(humarly) oyunlara,elbetde méhiim kesp yaly
garamak bolmaz. Yone XVII asyryi matematiki modellerinifi
ciginde yerlesdirip bolmayan meseleleri hut humarly oyunlar
yiize ¢ykardy we seylelikde, olar tdze-tize c¢emelesmelerin,
diistinjelerin ideyalaryn yiize ¢ykmagyna itergi berdi. Ol
ideyalary ilki basda girizenler Ya. Bernulli, Laplas, Gauss,
Paskal, Ferma we basgalardyr.

Ahtimallyklar teoriyasynyh praktiki dhmiyeti, aydyn
manysy hakyky vya-da hyyalymyzdaky tejribeler, synaglar,
hadysalar bilen baglansykly yiize ¢ykyar. Haysy-da bolsa bir
hadysa gozeggilik edilmegine synag ya-da tejribe diyilyar.
Synagyn tejtibdninn gozeggiligin netijelerini  (terminologiki
bellik ii¢in) baha diyip atlandyryarys.

Synagyin bolup biljek her bir netijesi elementar wakadyr.
Elementar wakalaryn kopliigine elementar wakalaryn ginisligi
diyilyar.

2.Bizin gozegecilik edydn wakalarymyz esasan {i¢ bdolege
boliinyar:

1) hokmany waka;

2) mimkindil waka;

3) totdn waka.

Eger S sertlerin kesgitli toplumy yerine yetirilende mydama
yize ¢ykyan waka hokmany waka diyilydr we ol U bilen
belgilenyir.

Meselem, normal atmosfera basysynda we 20° temperaturada
«gapdaky suw suwuk haldadyr» diyen waka hokmany
wakadyr. Bu yerde suwun atmosfera basysy we temperaturasy
S sertlerin kesgitli toplumyny diizyar.
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Eger S sertlerin kesgitli toplumy yerine yetirilende hi¢ yiize
¢ykmayan waka miimkindél waka diyilyar.

Meselem, oOnki mysalyin sertlerinde «gapdaky suw buz
gorniisdedir (gaty haldadyr)» diyen waka miimkindil wakadyr
we V bilen belgilenyir.

S sertlerin  kesgitli toplumynda yiize ¢ykjagyny ya-da
¢ykmajagyny onilinden aydyp bolmayan waka totdn waka
diyilyar we ol A,B,C,... harplar bilen belgilenyar.

Meselem. Atyjy 4 bolege boliinen nysana ok atyar. Ok
atmak bu synag. Nysanyn belli bir bolegine okun degmegi
totdn wakadyr. Bu yerde S sertlerin kesgitli toplumy yerine
yetirildi diymeklik — synag sozi bilen calsyryldy. Mundan
beylék biz ony — synag diyip alarys.

Seylelikde synagyi netijelerini waka hokmiinde seretjekdiris.
Eger sol bir synagda bir wakanyn ylize ¢ykmagy beyleki
wakanyn yiize ¢ykmagyny aradan ayyryan bolsa, onda onun
yaly wakalara sygysmayan wakalar diyilydr.Meselem:Tenne
yokaryk zynylyar. Sonun sekilli yiiziiniii diismegi, onuni yazgy
yiiziinit diismegini aradan ayyryar. «Sekilli yiizi diisdi» we
«yazgy yiizi disdi» diyen wakalar sygysmayan wakalardyr.
Eger synagyn netijesinde birndce wakalaryn in bolmanda biri
yiize ¢ykyan bolsa onda ol wakalar doly topary emele
getirydrler.Basgaca aydanyinda doly topary emele getiryin
wakalaryn 1 bolmanda birinin yiize ¢ykmagy hokmany
wakadyr.Hususy halda eger doly topary diizyéan wakalar jiibiit-
jibiitden sygysmayan wakalar bolsalar onda tejribdnin
netijesinde olaryn biri we difie biri hokman yiize ¢ykyar.
Meselem, atyjy nysana ok atyar.Okuil nysana degmegi we
degmezligi solar yaly wakadyr. Eger A we Awakalar
icin AUA=U, AnA =v iki gatnasyk bir wagtda Yerine
yetseler onda A we A wakalara garsylykly wakalar
diyilydr.Meselem nysana ok atylanda ona okuil degmegi we
degmezligi garsylykly wakadyr.Eger okui degmegi A waka
bolsa,onda okun degmezligi A waka bolar.
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A we B wakalaryn il bolmanda birinii ya-da olaryn ikisinin
hem sol bir wagtyn 6zilinde yiize ¢cykmagyny anladyan waka A
we B wakalaryn jemi diyilyar. Ol A+B ya-da AuUB bilen
bellenilyér.
A we B wakalaryn ikisinin hem sol bir wagtda yiize
cykmagyndan ybarat waka A we B wakalaryn kopeltmek
hasyly diyilyar. Ol AB ya-da AnB bilen bellenilyir.
Eger

U=B1uUB2UB3U...Bn
bolsa we Bi-wakalar gosa-gosadan sygysmayan wakalar
bolsalar,yagny BinBj=v, i#] onda B1,B2,Bs,...,Bn wakalar gosa-
gosadan sygysmayan wakalaryil doly toparyny emele getiryar.
Bu yagdayda Bi-wakalaryn biri dine biri synag netijesinde i
hokman yiize ¢ykmalydyr.
Totan wakalar {igin:
Kommutatiwlik A+B=B+A, AB=BA,
Assosiatiwlik ~ A+(B+C)=(A+B)+C;
Distributiwlik ~ An(B+C)=AB+AC.
kanunlary yerine yetyirler.

§2. Ahtimallygyii Klasiki kesgitlemesi.

Ahtimallyk-dhtimallyklar teoriyasynyn esasy
diisiinjelerinin  biri hasaplanyar. Bu diisiinjdnin  bir-nége
kesgitlemesi bardyr. Bu yerde klassik kesgitleme diyilydn
kesgitleméni beryaris.

Mysala seredelin. Goy gapyrjakda 6 sany birmeiizes formaly,
yone diirli renkli sarlar bar bolsun. Olaryn 2 sanysy gyzyl
renikli, 3-si gok renkl we 1 sanysy ak reiikli sar bolsunlar,Sarlar
garysan bolsun.

Biz gapyrjakdan renkli (gyzyl yada gok) sary ¢ykarmak
miimkingiligini mukdar taydan hésiyetlendirmek meselesine,
yagny renikli sary ¢ykarmak meselesine garap gegelin.Bu yerde
gapyrjakdan ¢ykarylan bir saryn renkli bolmagynyn
miimkingiligi ol saryn ak bolmagyndan uludyr.Eger sol
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miimkingiligi san taydan afnladyp bolyan bolsa,onda sol sana A
wakanyn reiikli saryn yiize c¢ykmagynyn dhtimallygy
diyilydr.Sunlukda, dhtimallyk munun 06zi wakanyn yiize
cykmagyny hisiyetlendirydn sandyr.Basgaca aydylanda totin
wakanyn yiize ¢ykmagynyn Olcegine sol wakanyi ylize
¢ykmagynyn &htimallygy diyilyar.Elementar wakalaryn bizi
gyzyklandyryan wakanyn yiize ¢ykmagyna gatnasyanlaryna sol
waka yardam edyédn elementar wakalar diyilydr. Elementar
wakalary wi,wz,ws,...,wg diyip belldlin. Bizin mysalymyzda 6
sany elementar waka bolup biler. wi ak sar yiize ¢ykdy,w2,ws3
gyzyl sar yize ¢ykdy, wa,ws,We- gok sar yiize ¢ykdy diyen
wakalardyr.,.Bu netijelerin her biri yeke-tdk miimkingilikli
wakalar, yagny sar hokman yiize ¢ykmaly we olar den
miimkingiliklidir. A wakanyn renkli saryn yiize ¢ykmagyna 5
sany elementar waka gatnagyar.Sarlar garysdyrylan,hemmesi
menzes formaly, hem-de olar totdnleyin ¢ykarylyarlar.

Bizit mysalymyzda A-wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam
edydn elementar wakalaryn (olar 5 sany) sanynyn elementar
wakalaryn umumy sanyna (olar 6 sany),yagny 5/6-sana ,A
wakanyn dhtimallygy diyilyar we ol P(A) bilen belgilenyér.Bu
san (5/6) su mysalda ¢ykarylan saryn reiikli bolmagynyn
dhtimallygyny beryin san. Sol sana hem bizii mysalymyzda
renikli saryn ylize cykmagynyn dhtimallygy diyilyar.

Seylelikde P(A)=5/6 bolar.

Su mysaldan ugur alyp, indi biz wakanyn &htimallygynyn
kesgitlemesini berelii.

Kesgitleme:A wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyén
elementar wakalaryl m-sanynyn,, doly topary diizyén,
sygysmayan, defimiimkingilikli elementar wakalaryin n umumy
sanyna bolan gatnasygyna A- wakanyn dhtimallygy diyilyar we
ol asakdaky yaly belgilenyar.

m

oA
.""\,'.l_.l = —

7 1)

Bu yerde
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P(A)-probaity(dhtimallyk) soziinin birinji harpy,n-doly topary
diizydn,sygysmayan elementar wakalaryin umumy sany, m-A-
wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyin elementar wakalaryn
sany.Bu kesgitlemeden dhtimallygyn asakdaky hésiyetleri gelip
cykyar.

1)Hokmany wakanyn dhtimallygy bire dendir,cilinki bu halda
m=n bolar.

pray = M _"
PlA] —;—;—1 (2)
2)Miimkin dil wakanyn dhtimallygy nola dendir,¢iinki m=0,
Yagny,
..o om0
PA)=—=—=0

" 3)
1)Islendik t6tdn wakanyn &htimallygy nol we bir arasyndaky

0

14
I

§3. Wakanyn otnositel yygylygy. Ahtimallygyii statistiki
kesgitlenisi.

Sol bir synag birndge gezek gegirilende A-waka birnéce
gezek viize c¢ykar we birndge gezek yilize ¢ykman biler.
Synaglaryn sanyny nédge kopeltsek, onda sol A-wakanyn yiize
¢ykyan sany hem iiytgdr. Goy synaglaryn sany n-bolsun, A-
wakanyn yiize ¢ykyan synaglaryn sany m bolsun. Onda m-
sanyil (A-wakanyn ndge gezek yiize ¢ykandygyny amladyan
san) n-sana (synaglaryi umumy sany) bolan gatnasygyna, A-
wakanyn otnositel yygylygy diyilyir we ol W(A) bilen
bellenilyir, yagny

m
W(A)=—

Bu yerde n-synaglaryn umumy sany, m bolsa A-wakanyn nige
gezek yiize ¢ykandygyny anilladyan san.
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Emma synaglaryn sanyny kopeltsek, ony n bilen
belldlin, onda m-san hem ulalar, yone her bir yagdayda
wakanyn otnositel yygylygy diirlige bolsa-da, sol bir hemiselik
sana yakyn bolyandygyny tejribeler gorkezyér. Sol hemiselik
sana hem A-wakanyn dhtimallygy diyilydr we ol obyektiw
ululykdyr. Eger wakanyn dhtimallygy deregine onunl otnositel
vygylygy alynsa, onda onun yaly kesgitlenen &htimallyga,
ahtimallygyn statistiki kesgitlenisi diyilyér.

Totdin wakanyn otnositel yygylygy bilen &htimallygynyi
arasyndaky tapawut su asakdakydan ybaratdyr: Ahtimallyk
tejribe gecirilminkd hasaplanyar, emma otnositel yygylyk
bolsa tejribe gecirilenden son hasaplanyar.

Ahtimallygyn klasiki kesgitlemesi tiikenikli synaglar {icin
ulanylyar, emma statistik kesgitlenisi synagyn sany has kop
bolanda ya-da tiikeniksiz bolanda ulanylyar. Sonun {igin hem
statistik kesgitlenisi has gin hasaplanylyar.

§4. Ahtimallyklaryii gosmak teoremasy.

Ozal belli bolgy yaly, iki sany A we B wakanyn jemi
diyip (A+B), A-wakanyn ya-da B-wakanyn, ya-da bolmasa
ikisiniii hem bilelikde yiize ¢ykmagyna aydylyar. Hususy halda
A we B sygysmayan wakalar bolsa, onda A+B (iki wakanyn
jemi) diyip, haysy hem bolsa birinin yiize cykmagyna aydylyar.
Goy A we B sygysmayan wakalar bolsun, 6zi hem bu
wakalaryn &dhtimallyklary berlen bolsun, onda A ya-da B
wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny nidip tapmaly ?

Bu soraga asakdaky teorema jogap beryir.

Teorema: Sygysmayan iki sany A we B wakalaryn jeminin
dhtimallygy,  haysynyn  yiize  ¢ykanynyn
tapawudy yok, sol wakalaryn dhtimallyklarynyn
jemine dendir, yagny

P(A+B)=P(A)+P(B).
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Subudy: Umumy elementar wakalaryn sany n bolsun. A
wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyédn elementar wakalaryn
sany my, B-wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyan elementar
wakalaryin sany my bolsun, onda A bilen B wakanyil haysy
hem bolsa birinin yiize ¢ykmagyny anladyan elementar
wakalarynyn sany mp+m; bolar.

Seylelikde dhtimallygyn kesgitlemesini ulanyp alarys:
P(A)=mi/n, P(B)=mgy/n, P(A+B) = (m1+mz)/n = mi/n +my/n
bolyandygyny g6z 6niinde tutup bu yerden alarys:

P(A +B) = P(A) + P(B).

Goy A1A,...,An wakalar gosa-gosadan sygysmayan wakalar
bolsunlar, onda

P(A1+Ax+...+An)=P(A1)+P(A2)+...+P(An)
bolar. Bu fakt induksiya boyunca subut edilyar.
Teorema: Doly topary diizydn A1,A2,....,An wakalaryn
jeminin dhtimallygy bire dendir, yagny

P(A1)+P(A2)+...+P(An)=1.
Subudy: Doly topary diizydn Ai1,Az,...,An wakalaryn
birinint yiize ¢ykmagy hokmany wakadyr,hokmany wakanyn
dhtimallygy hem bire defl. Onda
P(ALA2,...,An)=1.

Doly toparyn islendik iki wakasy sygysmayan waka, sonun
iicin hem gosmak teoremasy esasynda

P(Ar+Ax+...+An)=P(A1)+P(A2)+...+P(An)
Soiky iki denlikden
P(A1)+P(A2)+...+P(An)=L1.
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gelip ¢ykyar.
Teorema: Garsylykly iki sany A we A  wakalaryi
dahtimallyklarynyn jemi bire dendir, yagny

P(A+A)=P(A)+P(A)=1.

Eger P(A)=p, P(A) = q diyip bellesek, onda p+q=1 bolar.
p=P(A) — A wakanyn yiize gykmagynyn dhtimallygy,

g=P(A) — A waka garsy wakanyi dhtimallygy.

Mysal. Eger ertir yagys yagjakdygynyn &htimallygy p=0,3
bolsa, onda ertir acyk giin boljakdygynyn dhtimallygy tapmaly.
Cozliisi.Serte gord p=0,3. Onda q=1-p=1-0,3=0,7.

Yagny q=0,7. q=P(A). A we A wakalar garsylykly wakalar.

Ahtimallyklaryii kopeltmek teoremasy.
§ 5. Garasly we garassyz wakalar.

Eger A wakanyn dhtimallygy beyleki B wakanyn yiize
¢ykmagyna ya-da ¢ykmazlygyna bagly bolmasa, onda olara
garagsyz (Ozara bagly dél) wakalar diyilydr. Tersine bolsa
yagny A wakanyn dhtimallygy B wakanyn yiize ¢gykmagyna
bagly bolsa, onda olara garasly (6zara bagly) wakalar diyilyar.

Mysal. Tenne iki gezek yokaryk zyiylyar. Sekilli
yiizlinin diigmeginin &htimallygy (A waka) ikinji gezek (B
waka) zyiiylanda gerb yliziinii diigmegine ya-da diismezligine
bagly dal.

Seyelelikde A we B waka biri birine bagly dil (garassyz).

Bir nége wakalaryn her ikisi 6zara biri — birine garagsyz
bolsa, onda olara jiibiit — jiibiitden garassyz (bagly dél) wakalar
diyilyar.

Mysal. Tenne ii¢ gezek yokaryk zynylyar. Goy A,B,C
degislilikde gerb yiizlinin yiize ¢ykmagy bolsun, ony birinjide
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A, ikijide B, tg¢iinjide C diyip belleydris. Su seredyin her bir
iki wakamyz (A we B), (A we C), (B we C) bagly dal.
Seylelikde A,B,C wakalar jiibiit-jiibiitden bagly daldirler.

Eger birndge A1, A2 , Az - wakalryn her biri, ya-da
olaryn islendik kombinasiyasy (galan hemme wakalry ya-da
olaryn kiabir bolegini 6ziinde saklayan) garassyz (bagly dil)
wakalar bolsalar, onda olara toplumlayyn garassyz (bagly dal)
waklar diyilydr. Eger birndce wakalar jiibiit-jiiblitden bagly dal
bolsalar, onda olara toplumlayyn bagly dil wakalar diyip
bolmayar.

Su manyda toplumlayyn bagly didl diymek talaby,jiibiit-
jiibiitden bagly dil talabyndan giiyclidir.

Meselem, eger A1 ,A2 ,Az wakalar toplumlayyn garassyz (bagly
dal) bolsalar onda A1 we A2, A1 we Az, A2 we Az ,A1A> we
Az, A1Az we Az , AoAs we A wakalar garagsyz (bagly dil)
wakalrdyr

§6. Garassyz wakalaryn dhtimallyklarynyn kopeltmek
teoremasy.

Teorema: Bagly dil (garassyz) A we B wakalaryn
bilelikde yiize c¢ykmagynyn dhtimallygy sol wakalaryn
dhtimallyklarynyn kopeltmek hasylyna deiidir, yagny
P(AUB)=P(A)-P(B)

Subudy: A-wakanyn vyiize c¢ykmagy Tl¢in gegirilydn
synaglaryfh umumy sanyny n-bilen belldlin, A-wakanyn yiize
¢ykmagyna yardam edyédn elementar wakalaryil sanyny m; B-
wakanyn yiize ¢ykmagy licin gecirilydn synaglaryn umumy
sanyny m bilen belldlin, B-wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam
edydn elementar netijelerin sanyny mi diyelin (ni<n; m<m;y)

n, m,
onda P(A) = o P(B) = o bolar.
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n.m
Diymek #htimallygyn kesgitlemesine gord P(AB)=——
n-m

bolar,
Onda

P(AB) = % - % _ P(A)-P(B)

ya-da

P(AB) =P(A)-P(B).
Mysal. Iki tenfie bir bada zynylanda gerbin bilelikde yiize
¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi. Birinji tefinede gerbin yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy
P(A)=1/2, ikinji tefinede gerbin yiize ¢ykmagynyinl dhtimallygy
P(B)=1/2. A we B wakalar bagly déil, sonun ii¢in yokardaky
teorema esasynda

N | —
N | —
N

P(AB) =

Teorema 2. Toplumlayyn garassyz (bagly ddl) birndge
AL,A2As,....An  wakalaryn  bilelikde  yiize
¢ykmagynyn  dhtimallygy  sol — wakalaryn
dahtimallyklarynyn kopeltmek hasylyna dendir,
yagny

P(A1,A2,...,An)=P(A1)*P(A2)*...*P(An).

Indi gosmak we kopeltmek teoremalarynyn bilelikde
ulanylysyna mysal getirelifi.
Mysal.Ozara garassyz (bagly dil) ii¢ sany A1,A2,Az wakalaryi
yiize ¢cykmagynyn dhtimallyklary degislilikde P1,P2,P3 bolsun.
Sol wakalaryn difie birinifi ylize ¢ykmagynyn dhtimallygyny
tapmaly.
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Céziilisi. Difie birinji A1 wakanyn yiize ¢ykmagy (A, A,A)
(birinji ylize ¢ykyp beyleki ikisinin yiize ¢ykmazlygy)
wakanyn yiize cykmagyna dengiiy¢lidir.
Bellik girizelin:
Bi=A,A,A, difie A1 wakanyii yiize gykmagy
B2=A,A,A, difie A, wakanyii yiize gykmagy
Bs=A,A,A, difie As wakanyii yiize gykmagy
Seylelikde A1,A2,Az wakalaryn difie biriniil yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygyny tapmak ticin P(B1+B2+Bg3) dhtimallygyny, yagny
B1,B2,Bs wakalaryin haysy hem bolsa biriniii (tapawudy yok)
yiize ¢ykmagynyi dhtimallygyny tapmaly bolyarys.
B1,B2,Bs wakalar sygysmayan wakalar bolany {icin gogmak
teoremasyndan peydalanyp alarys:
P(B1+B2+B3)=P(B1)+P(B2)+P(B3)

Indi bolsa Bi,B2Bs wakalaryn her birininn &htimallygyny
tapmak gerek.A1,A2,Az wakalar bagly dil,sonun ti¢in A1,A2,A3
wakalar hem bagly dildirler,onda &htimallygyn kopeltmek
teoremasyndan peydalanyp alarys:

P(B1) = P(A1A2A3) = P(AI)P(AZ )P(A3) =P19.9;
Sonun yaly-da

P(B,) = P(A A,A;) =P(A)P(A,)P(A;) =q,p,q;

P(B;) = P(A A,A;) =P(A))P(A,)P(A;) =q,9,p;
Seylelikde Ai1,A2,As wakalaryn difie biriniil yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy su asakdaky formula boyunca tapylyar

P(B1+B2+B3)=p10203+01p203+7102Ps.
Bu yerde p1=P(Ay), p2=P(Az2), ps=P(As)
q1=P(A1), 02=P(A2), 4s=P(As)

§7. Inn bolmanda bir wakanyn yiize cykmagynyn
ahtimallygy.

Teorema. Toparlayyn garassyz (bagly dil) AiAz,...An
wakalaryn in bolmanda birinin yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy,
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sol wakalara ters bolan wakalaryin dhtimallyklarynyn
kopeltmek hasylynyn birden ayrylmagyna dendir:

P(A)=1-010203...Gn.

Subudy. Ag,A2,...,An wakalarynn it bolmanda birinifi yiize
cykmagynyn dhtimallygyny A waka diyip belldlin. Onda A we

A, A,,...,A wakalar garsylykly yagny
P(A)+P(A,A,,.., A )=1
Bu yerden, kopeltmek teoremasyndan peydalanyp alarys
P(A)=1-P(A,A,,...,A ) =1-P(A,)-P(A,)-...P(A)).
ya-da

P(A)=1-010203...qn.

Hususy vagday. Eger A1Az...An wakalar p sana denl bolan
birmenizes dhtimallyga eye bolsalar, onda olaryn it bolmanda
birinin yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy asakdaky formula bilen
kesgitlenilyar:

P(A)=1-q".

Mysal. Toplumlayyn garassyz (bagly dil), iic synagda
in  bolmanda birinin  yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy
0.936.Wakanyn bir synagda yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny
tapmaly.

Coziilisi. P(A)=1-010203...qn formuladan peydalanyarys.
Bu yerde P(A)=0,936, n=3. Seylelikde

0,936=1-¢°

¢°=1-0,936=0,0064
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Bu yerden q=3/0,064 =0,4
Gozlenyin dhtimallyk
p=1-9=1-0,4=0,6.

§8. Sertli dihtimallyk.

Goy A we B wakalar garasly (biri-birine bagly)
bolsunlar, yagny bagly wakalaryn kesgitlemesinden bir
wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy beyleki wakanyn yiize
cykmagyna ya-da ¢ykmazlygyna bagly bolup duryar. Sonun
iicin hem eger bizi B wakanyn dhtimallygy gyzyklandyryan
bolsa, onda bize A wakanyn vyiize ¢ykandygyny va-da
cykmandygyny bilmek zerurdyr.

Kesgitleme. B wakanyn dhtimallygy A waka eyydm bolup
gecenden son hasaplanan bolsa, onda ofia B wakanyn sertli
ahtimallygy diyilyar. Ol seyle bellenyar Pa(B).
Mesele. Gutyda 3 sany ak we 3 sany gara sar bar bolsun.
Gapdan 2 gezek yeke-yekeden yzyna goymazdan sar
cykarylyar. Ikinji synagda ak saryn (B waka) c¢ykmagynyn
ahtimallygyny tapmaly, Eger 1-nji synagda gara sar ¢ykan
bolsa.
Coziilisi. Birinji synagdan sont 5 sar galar. Olaryn 3-si ak sar
bolar. Onda ikinji synagda ak saryn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy (B wakanyn sertli dhtimallygy) yagny gbzlenyin
dhtimallyk Pa(B)=3/5-e deni bolar. Eger Pa(B)=P(B),
Pe(A)=P(A) bolsa, onda A we B bagly daldir.

§9. Garagsly (6zara bagly) wakalaryn dhtimallyklarynyn
kopeltmek teoremasy.

Goy A we B wakalar 6zara biri-birine garasly (6zara bagly)
wakalar bolsunlar, sonuii yaly-da olaryn &htimallyklary P(A)
we sertli Pa(B) belli bolsun. Su iki sany 6zara bagly wakalaryn
bilelikde yiize ¢cykmagynyn dhtimallygyny néhili tapmaly?
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Teorema. Iki sany 6zara bagly A we B wakalaryi bilelikde
yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy sol wakalarynn biriniii
dhtimallygynyn beylekisinin sertli @htimallygyna kopeltmek
hasylyna dendir, yagny

P(AB)=P(A)Pa(B) (1)

P(AB)=P(B)P&s(A) (2)

Bellik: Sertli dhtimallygy (1)-den tapsak
P(AB . . .

P,(B) = P(A) aflatmany alarys. Sonky deinligi sertli

dhtimallygyn kesgitlemesu hokmiinde alyp bolyar.

Subudy. Bellik girizelin:

n — A wakanyn yiize ¢ykmagu iicin gecirilydn synaglaryi
umumy sany, ni- A wakanyn ylize yardam edyidn elementar
wakalaryn sany (n1<n); m — A waka bolup gegenden sofi, B —
wakanyn yiize ¢gykmagyna yardam edydn elementar wakalaryn
sany, yagny ol elementar wakalar AB — wakanyn vyiize
¢ykmagyna yardam edyar (m<ni)

A we B wakalaryn bilelikde yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy:

Bu  yerde % = P(A), we nm =P, (B)
bolyandygyny goz oniinde tutup alarys
P(AB) = P(A)-Pa(B).
Netije. Birndce garasly (6zara bagly) wakalaryn

bilelekde yiize ¢ykmagynyinl dhtimallygy sol wakallaryn birinifi
dhtimallygynyn beylekilerinin hemmesinin sertli
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dhtimallyklaryna kopeltmek hasylyna deidir, 6zem sonky
wakalaryn dhtimallyklary olaryn 6ziinden 6nki wakalar bolup
gegenden soil hasaplanan bolmaly:

P(A1A2As...Ap) =

P(A1)-Pa1(A2) Pa1a3(A3z)...Paia2...an-1(An).

Bu yerde Paiaz.an1(An) — An wakanyn A1A2...An1
wakalar bolup gecenden son hasaplanan dhtimallykdyr.

Hususy halda ii¢ sany A, B, C garasly (6zara bagly)
wakalar ii¢in asakdaky yaly yazyp bolyar

P(ABC) = P(A)Pa(B)Pas(C).

Mysal. Gapda 5 sany ak, 4 gara, 3gok sar bar. Gapdan totani
vagdayda 3 sar c¢ekip alynyar. Gykarylan sarlar yzyna
gaytarylmayar. Onda birinji synagda ak saryn (A-waka), ikinji
synagda gara saryn (B-waka), liglinji synagda gok saryn (C-
waka), yiize ¢ykmagynyi dhtimallygyny tapmaly ?

5 4 3
Coziilisi.Serte gord P(A):E’ PA(B):H, PAB(C):E bolar.

Onda gozlenyén dhtimallyk formula gora

5 4 3 1
P(ABC) = P(A)P, (B)P,, (C) =5 -7 TREH
bolar.

§10. Sygysyan wakalaryn dhtimallyklarynyn
gosmak teoremasy.

Goy A we B sygysyan wakalar bolsunlar, sonun yaly-da
ol wakalaryn we olaryn bilelikde yiize c¢ykmagynyn
dhtimallyklary belli bolsun. Onda (A+B) wakanyn, yagny A
ya-da B wakalaryn in bolmanda birinin yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygyny nihili tapmaly ?
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Bu soraga asakdaky teorema jogap beryir.

Teorema: Iki sany sygysyan wakalaryin in bolmanda

birinin yiize ¢ykmagynyn &dhtimallygy, sol wakalaryn

ahtimallyklarynyn jeminden olaryn bilelikde yiize ¢ykmagynyn

ahtimallygynyn ayrylmagyna dendir, yagny
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

Subudy: Serte gord A we B wakalar sygysyan, onda
(A+B) wakanyn yiize ¢ykmagy ii¢in 3 sany sygysmayan
AB, AB we AB wakalaryin biri yiize ¢ykmaly. Onda
sygysmayan wakalar licin gogsmak teoremasy esasynda

P(A+B)=P(AB )+P(AB)-P(AB) (1)

Bolar. Eger AB ya-da AB wakalaryn biri yiize ¢yksa, onda A
waka hem yiize ¢ykyar. Onda gosmak teoremasy esasynda

P(A)=P(AB )+P(AB)

Bu yerden
P(AB)=P(A)-P(AB) (2)

Sonun yaly hem
P(B)=P(AB)+P(AB)

Bu yerden
P(AB)=P(B)-P(AB) (3)

Seylelikde (2) we (3) (1) denlige goyup alarys
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) (4)
Bellik: Eger A we B 6zara bagly dél bolsalar
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P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B).
Bellik 2: Eger A we B 6zara bagly bolsalar
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A)-Pa(B) (5)

Sonun yaly-da, eger A we B sygysmayan wakalar bolsalar,
onda olaryn bilelikde yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy P(AB)=0
bolar, onda

P(A+B)=P(A)+P(B)

Diymek (5) formula sygysyan we sygysyan didl wakalar ii¢in
dogrudyr.
Mysal. Atysykda birinji we ikinji atyjynyn nysana degmegii
dhtimallygy degislilikde p1=0,7;p.=0,8 bolsun. Bir bada
atylanda, i bolmanda birinini nysana degmeginn dhtimallygyny
tapmaly ?
Cozliisi. P(AB)=P(A)-P(B)=0,78-0,8=0,56
Onda
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)=0,7+0,8-0,56=0,94.

§11. Doly dhtimallygyn formulasy.

Eger-de A waka, dife sygysmayan we doly topary
emele getirydn Bi, Bz..., Bn wakalaryn biri yiize ¢ykanda
yerine yetydn bolsa, sonuni yaly hem Bi, Bo..., Bn wakalaryi
hem-de A — wakanyn sertli dhtimallyklary, yagny P(B1),
P(B2)...P(Bn) we Pgi(A), Pg2(A),..., Pen(A) belli bolsa, onda A
wakanyn  dhtimallygy  Ba, B2...,  Bn  wakalaryn
dhtimallyklarynynn A — wakanyn degisli sertli dhtimallyklaryna
kopeltmek hasylynyn jemine dendir, onda A wakanyn
dhtimallygyny hasaplamak {i¢cin gosmak teoremasyndan
peydalanyp alarys:

P(A) = P(B1)-Pg1(A)+P(B2)-Pe2(A)+...+P(Bn)-Pen(A).

26



ya-da

P(A) = 2 P(B))Py (A)

Bu formula doly dhtimallygyn formulasy diyilyar.

Subudy.  Serte gord B1,Bo,...,Bn sygysmayan wakalar. A
wakanyn yize c¢ykmagy {icin B1A,B2A,...,.BnA wakalaryn
haysy-da bolsa biri yiize ¢ykmaly

P(A)=P(B1A)+P(B2A)+P(B3A)+...+P(BnA)

Bu yerde gosmak teoremasyndan peydalandyk. Indi bagly
bolan wakalar {igin gosulyjylaryin her birine kopeltmek
teoremasyny peydalanyp alarys

P(B1A)=P(B1)Ps1(A), P(B2A)=P(B2)Pg2(A),...,
P(BnA):P(Bn)PBn(A)

Seylelikde asakdaky formulany alarys
PA)=P(B1)Ps1(A)+P(B2)Ps2(A)+...+P(Bn)Pen(A)

Mysal. Detalyn iki toplumy bar. 1-nji toplumdan alnan
detalyn hilinin gowylygynyn dhtimallygy 0,8-e def, 2-nji tlig¢in
bolsa 0,9. Islendik toplumdan alnan islendik detalynn gowy hilli
bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Cozlisi. Goy A waka detalyn hilininn gowydygyny
anladyan bolsun. B1 wakak sol detalyn birinji toplumdan
alnandygy, B> waka bolsa ikinji toplumdan alnandygyny

anladyan bolsun. Onda

1 1
P(B,) :Ea P(B,) :E-

Birinji toplumdan gowy detal alnandygyny anladyan sertli
dhtimallyk Pg1(A)=0,8

27



Sonun yaly-da Pg2(A)=0,9.
Onda doly dhtimallygyn formulasy esasynda
P(A)=P(B1)Pg1(A)+P(B2)Pg2(A)=0,5-0,8+0,5-0,9=0,85.

§12. Caklamanyn dhtimallygy. Beyesin formulasy.

Goy A waka doly topary emele getiryan Bi,Bo,...,Bn
sygysmayan wakalaryn biri yiize ¢ykanda yerine yetyin
bolsun. Emma o6iilinden sol B1,B»,...,Bn wakalaryn haysynyn
yiize ¢ykjakdygy belli dél, sonun iicin hem olara ¢aklama
diyilyar. A wakanyn dhtimallygy doly dhtimallygyn formulasy
bilen hasaplanyar. Onda Bi1,B»,....Bn wakalaryn sertli
dhtimallyklaryny yagny Pa(B1),PA(B2),...,Pa(Bn) dhtimallyklary
néhili tapmaly ?

Ilki bilen Pa(B1)- sertli &htimallygy tapalyi.
Sonunn  {igin  dhtimallygyn  kopeltmek  teoremasyndan
peydalanyp tapyarys

P(AB1)P(A)=Pa(B1) ya-da P(AB1)=P(B1)Ps1(A)
Sonky iki denlikden

P(B,)Py, (A)

PA(BI): P(A)

- formulany alarys.

Sonun yaly-da

_ P(B,)Py,(A)
Py(B) ==
Seylelikde

P(B,)Py (A)
P(B,)Pp, (A) + P(B, )Py, (A)+..+P(B, )Py, (A)

PA(Bi) =
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ya-da

P (B) = ) (i=Ln)

2.P(B))Py (A)

Bu formula Beyesin formulasy diyilyar. Ol 1764y. inlis alymy
Beyes tarapyndan ilkinji gezek agylyar.

Mysal. Priborynn  dowiilmegi (A waka) 3 sany sebéplerin
birinden bolmagy miimkin olary B1,B2,B3 diyip belleyiris.
Olaryn &dhtimallyklary &yry-ayrylykda berlen bolsun, yagny
P(B1),=0,7; P(B2)=0,2; P(B3)=0,1.

Su sebdplerin barlygynda priborynn dowiilmegi asakdaky
dhtimallyk bilen bolup ge¢yar Pg1(A)=0,1; Pg2(A)=0,2;
Pe3(A)=0,99. Priboryni dowiilendigi belli bolsa, onda Pa(B1),
Pa(B2), Pa(B3) dhtimallyklary tapmaly ?

Couziilisi. Beyesin formulasyndan peydalanyp tapyarys

o ). P(B,)Py (A _
AT P(B, )Py, (A) + P(B, )Py, (A) + P(B,)Pss (A)
0,7-01 7

T 07-01+02-02+01-099 13

Sonun yaly-da

02-02 4
013 13

0,1-099 0,09 1

0,13 0,13 13’

PA(BZ) =

PA (Bs) =
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§13. Kombinatorikanyi esasy formulalary.

Kombinatorika  belli sertlere bagly  bolan
kombinasiyalaryi sanyny éwredyér. Sonui {icin dhtimallyklary
goni hasaplamakda kombinatorikanyn formulasyny ulanyarlar.

Orun calsyrma — diyip sol bir n diirli elementden diiziilen,
yone olaryn yerlesis tertibi iiytgesik bolan kombinasiyalara
aydylyar. Ol

Pn=n! (1)

diyip bellenilyir. (n!=1-2-3-...-(n-1)-n).

Mysal. 1,2,3 sifrlardan nége sany ii¢belgili san diizmek bolar.
P3=31=1-2-3=6, yagny 6 sany.

2) Yerlesdirme diyip m elementden diirli n elementleri bilen
yone, diiziimi boyunca iiytgesik bolan kombinasiyalara
aydylyar. Bolup biljek yerlesdirmeleriii sany

Al =n(n—-1)-(n-2)..(n—(m-1)) (2)

Mysal. 6 sany diirli refikdiki baydajyklardan alnan nége signal
diizmek bolar.

Al =6(6—1)=6-5=30.
3) Utgasdyrma diyip in bolmanda bir elementi bilen
tapawutlanyp m elementden diizlen n diirli elementlerin

kombinasiyasyna aydylyar. Ol seyle bellenyér

n!

Cl=—" (3)

B m!(n—m)!
Mysal. Yassikde 10 detal bar. 2 detali nige usulda saylap bolar
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Orun {ytgetmegin, ornasdyrmagyn, utgasdyrmagyn Ozar
baglaysygy.

Ay
cr =
P

n

(4)

§14. Tejribelerin gaytalynysy. Bernulliniii formulasy.

Eger bir ndge synaglar gecirilydn bolsa, 6zem her bir
synagda A wakanyn dhtimallygy beyleki synaglaryil netijesine
bagly bolmasa, onda seyle synaglara A waka gord bagly dél
synaglar diyilyar.

Goy bagly dél birndge synaglar gecirilende, olaryn her
birinde A waka yiize ¢ykyp ya-da ¢ykman biler. Ozem her bir
synagda A wakanyn ylize ¢cykmagynyn dhtimallygy hemisgelik
p sana denn diyip hasap edelin. Onda A wakanyn yiize
cykmazlygynyn &htimallygy P(A)=q bolar, yagny q=1-p
(p+g=1) sana dendir. n synagda A wakanyn géni m gezek yiize
c¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmak talap edilyén bolsun. Eger
A waka m gezek yiize ¢ykyan bolsa,onda (n-m) gezek ol yiize
¢ykmayar. Gozlenydn dhtimallygymyzy Pn(m) diyip belleyiris.
Onda n synagda A wakalaryn goni m gezek yiize ¢cykmagynyn
we (n-m) gezek yiize ¢ykmazlygynyn dhtimallygy,bagly dal
wakalaryn &htimallygynyn, kopeltmek teoremasy esasynda
(p™-q"™)-e den bolar.

Sonun yaly ¢ylsyrymly wakalaryn sany C!' gezek
bolar. Sonun iicin hem gozlenydn dhtimallyk asakdaky formula
boyunga tapylyar:

n!

P =C™.p™.q"* va-da P L —
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Bu formula Bernullinini formulasy diyilyér.

Mysal. Tennie 10 gezek yokaryk zynylanda, gerbin 3 gezek
yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmaly. n=10, m=3,
p=1/2, q=1/2.

3= (1)3 (lj7_10-9-8_£_014
0= 39) D) T T T

Mysal. Tenne 6 gezek yokaryk zynylanda, gerbin 0,1,2,3,4,5,6
gezek yiize cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi.Bernullynyn formulasy boynga:

Ps(0)=(1/2)6=1/64. Pe(1)=61/5-(1/2)=6/64. Pe(2)=15/64.

Ps(3)=20/64. Pe(4)=15/64. Pe(5)=6/64. Ps(6)=1/64.

§15. Wakanyin yiize cykmagynyi ifi uly
dahtimallykly sany.

Yokardaky mysalda m=3 bolanda  gozlenyin
dhtimallyk, beylekiler bilen deniesdirilende in ulysy boldy.
P.(3 20 5
3= 64 16
Sonun {igin m=3 san inl uly dhtimallyga eye bolan san.Wakanyn
yize ¢ykmagynyn in uly &dhtimallykly sanyny m=mo bilen
bellilin, onda

Pn(mO)ZPn(mO'l) ( )
Pn(mO)ZPn(m0+1) ( )
mo-1 Mo
mo+1
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1) deiisizlikden Bernullinin formulasy esasynda alarys

n!
~ (my—D!(n—m, +1)

n!

m0-1__ n—-mO0+1

p

m0 _ n—mO0

p q

m, (n—m,)

bu yerden
p o q ,
> ya-da np-mep+p=moy(Q
m, n-m,+1

np+p=mo(p+q)
Moe<np+p (3)

Sunun yaly hem (2) densizlikden

n!

|
m0 _ n—mO0 n: mO0+1 _ n—-m0-1

>
P4 (m, +1)!(n—m, —1)*

m,!(n—m,)!

ya-da
Qa . P
n-m, m,+1
am, +gq=np—-m,p ya -da
m,(q+p)=np—q
m, >np—q (4)

(2)  we (4) densizliklerden
np-g<mo<np+p (5)

gelip ¢ykyar. Su formula boyunga i uly dhtimallykly sany
kesgitldp bolyar. Ol hemise biitin san bolmalydyr.
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§16. Asimptotik formulalar.
1. Muawr-Laplasyn lokal teoremasy.

Eger synaglaryii sany n has uly san bolanda Bernullinin
formulasyndan peydalanyp goézlenydn dhtimallygy hasaplamak
has gyn bolyar.

Meselem. Eger n=50, m=30, p=0,1 bolsa, onda

— S0! 30 20
PSO(BO)—M(O,].) (0,9)

bu yerde
50!=30414093.10%,
30!=26525286-10%
201=24329020-10,

Yokarda gorniisi yaly bu dhtimallygy hasaplamak
cylsyrymly bolyar. Sonuin yaly bu yagdayda Bernullinii
formulasynyn  deregine Laplasyn lokal teoremasyny
peydalanmak maslahat berilydr. Laplasyn lokal teoremasy.
Eger gecirilydn synagyn &hlisinde p hemiselik 0<p<l san
bolsa, onda Pn(m)- A wakanyn n synagda m gezek yiize
cykmagynyn dhtimallygy su asakdaky yakynlasan formula
bilen tapylyar, yagny

2
1 ) 1

1 2
(M)~ : e ? = - @(x)
Pn(m) /—npq 2 npg (1)

Bu yerde

w.m-np
vhpq

1 X

X)=——=¢e ?
®(X) N

¢(x) funksiyanyn hésiyetleri:
1) ¢(x) funksiya jiibiit funksiyadyr, yagny @(-X)=¢(X).
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¢(x) funksiyanyi x argumentiii poloZzitel bahalary {igin tablisa
bardyr. Otrisatel bahalary {i¢in hem sol tablisadan peydalanyp
bolyar, sebibi ol jiibiitdir.

Mysal.400 sany synagda A wakanyn 80 gezek vyiize
¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmaly, eger-de p=0,2 bolsa.
Couziilisi. Serte gord n=400; m=0,2; q=1-p=0,8.

m-np  80-80 0

Onda x = = == =0.
Jnpg  /400-0,2-08 8
¢(0)=0,3988 tablisa boyunca.
Onda
P4oo(80)z; 003988 = L 063988 = 0,04986.
4/400-0,2-0,8 8

Eger su mysaly Bernullinin formulasy bilen iglesek hem
P00(80)=0,0498 seyle netije alardyk.

2. Muawr-Laplasyi integral teoremasy.

Eger gecirilydn synaglaryn hemmesinde A wakanyn
yiize cykmagynyn dhtimallygy nul bilen birden tapawutly
hemiselik san bolsa, onda n synagda A wakanyn ki-den kz-a
cenli aralykda yiize ¢ykjagdygynyn dhtimallygy takmynan
asakdaky kesgitlenen

integrala dendir

1% -z
P.(kik,) ~ —= [e 2dz (2)
V27 3

bu yerde
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_ky—np y _k,—np

) \/ﬁ’ © Jnpg
cD(X)_ J‘ Z/22

0

funksiya {i¢in tablisa bardyr. ®(x) tik funksiyadyr.

Tablisada x-yin x=5 ¢enli bahasy bardyr. Eger x>5 bolsa, onda
®(x)=0,5.

®(x) funksiya Laplasyn funksiyasy hem diyilydr. Ony seyle
yonekeylesdirip bolyar

1 0
P (k k,)~—— [e 2 dz+—— [e* ’zdz— e /2dz -
1 K -22/2
-——— e dz = d(x,) —D(X,).
/—2”_([ 2 1
Seylelikde

Py Ky, K;) = @(X,) = P(X,).
Mysal. Tennie yokaryk 100 gezek zynylanda, onun sekilli
yiiziinin (45,55) aralykda diismeginiii dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi. Serte gord ki=45, k»=55, p=0,5 q=0,5. Onda

45-100*05 45-50 5
X, = =-2=1.

' /100 05*05 5 5
. _ 55-100*05 _55-50 5 _
2~ 100%05%05 5 5

Seylelikde

P50(45,55) = D (1) - B(~1) = B(1) + D(1) = 20 (1) = 2*0,3413 = 0,6826.
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3. Puassonyin formulasy.

Goy n gezek synag gecirilendir diyelin. A wakanyn

yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy hemiselik p-sana den bolsun.
Belli bolsy yaly, n synagda A wakanyn m gezek yiize
¢ykmagynyn &htimallygy Bernullinin formulasy boyunca
tapylyar. Eger n has uly san bolsa, onda Laplasyn asimptotik
formulasyndan peydlanylyar.
Emma, eger hadysanyn yiize ¢ykmagynyil dhtimallygy has kigi
bolsa (p<0,1), onda ol formuladan peydalanyp bolmayar. Sol
vagdayda (n uly, p kici bolanda) Puassonyin asimptotik
formulasyny ulanmak amatlydyr.

Gegirilydn diirli  synaglarda A wakanyn yiize
¢ykmagynyn ortaca bahasy hemiselik diyip kabul edelin, yagny
np=A diyip belldlin. Bernulliniii formulasyny ulanalyn

n(n-)(n-2)..n—(m-1)]

P, (m) = :

p"@-p)" "

eger np=A bolsa, onda p = & Seylelikde
n

P (m) = n(n-)(n-2)..[n—(m-1)] (&J’“(l_&j”‘m

m! n n
n - in has uly sandygyny goz oniinde tutup Pn(m)-in deregine
limP_(m) tapalyn.

Onda

P.(m) ~ lim ”(”_l)(”‘z)“'[”‘(m_l)]-’Im-(1 ﬂ”jnm:im-

" N m! n" n n"

.nm@[l_*j[l_z)x..(l_m-lj[l_*j' ]zi:-lim(l—ij .nm(lﬁj' ey
n n n n n" noelon) omos( m!

Seylelikde
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Ame ™
m!

Py (m) =

Bu formula Puassonyi formulasy diyilyar.
Bellik. Eger n we Abelli bolsa onda Pn(m) dhtimallygy tapmak
iicin yorite tablisa bar.
Mysal.Zawod bu bazadan 5000 sany onat hilli 6niim
gdyberyir. Yolda 6niimifi zayalanmagynyti dhtimallygy 0,0002
sana den. Baza 3 sany hili yaramaz Oniimiii geljekdiginin
dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi. Serte gord n=5000, p=0,0002, m=3. Onda
A=np=5000.-0,0002=1.

Gozlenydan  dhtimallyk  Psooo(3) Puassonyn
formulasy esasynda

A"e et 1
P5000(3) - ml - ? - g - 0,006

§17. Bagly dil synaglarda otnositel yygylygyn hemiselik
dhtimallykdan gysarmasynyn dhtimallygy.

Goy n gezek Ozara bagly dil synag geg¢irilydn bolsun,
solaryn her birinde A wakanyn yilize ¢ykmagynyn dhtimallygy
hemigelik p sana den bolsun (0<p<l). Wakanyn otnositel
yygylygynyn (m/n) onuni hemiselik p dhtimallygyndan
gysarmasynyn dhtimallygy absolyut ulylygy boyunca berlen

>0 sandan uly déldir. Basgaca aydanda m_ p| < & densizligin
n
yerine yetjekdiginiii &htimallygyny tapyarys. Ony seyle

belleyiris P{‘m -p
n

Ss}. (1) densizligi asakdaky gorniisde
yazalyn
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, m
—-g< <g ya-da —g<

m
—-p
n

Sonky densizligi /L polozitel kopeldija kopeldip alarys
Pq

_SF<M<SF
pPa  /npq pPq

Indi Laplasyn integral teoremasyndan peydalanyarys

Seylelikde, skobkadaky defisizligi sonia dengiiy¢li bolan ilkinji
denisizlik bilen ¢alsyryp alarys:

el
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——p‘ se deiisizligin yerine yetmeginini dhtimallygy

Onda, n

X=¢ /1 bolanda ikeldilen Laplasyn funksiyasynyn 2d(x)-in
Pq

yakynlasan bahasyna dendir.

Mysal. Detalyn standart déldigininn dhtimallygy p=0,1.
Otnositel yygylygyn p=0,1 4dhtimallykdan gysarmasynyn
dhtimallygynyn 400 sany saylanyp alnan detalyii i¢inde 0,03
sandan kop déldiginin dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. N=400; p=0,1; q=0,9; £=0,03. Onda
pJ M _ o# <003 = 2] 0,03 |20 | oa(2).
400 0.1%0,9

®(2)=0,4772 tablisa boyunga. Onda 2d(2)=0,9544.
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Ikinji boliim
Totan ululyklar.

§1. Totin ululyklar we olaryn gorniisleri.

1. Diskret we {izniiksiz t6téni ululyklar.

Totdni  ululyklar dhtimallyk teoriyasynyn esasy
diisiinjelerinin biridir.

Kesgitleme: Synagyn netijesinde sol ya-da basga bahany
alyan ululyga toténi ululyk diyilydr. Synagyn netijesinde totini
ululygyn haysy bahany aljakdygy éniinden belli dél (nédbelli).
Toténi ululyk Owrenilende ilki bilen gyzyklandyryan zat, ol
hem onun miimkin bolan k&p bahalary, yagny ol tiikenikli
sanlayn kopliigi bolup biler.

Toténi ululyklar esasan iki bolege boliinyarler:

a) Diskret toténi ululyk.

b) Uzniiksiz tétini ululyk.

Eger t6tdni ululygyn miimkin bolan bahalary tiikkenikli sanlaryn
kopliigini diizyédn bolsa (meselem biitin sanlaryi kopliigi), onda
onun yaly totén ululyklara diskret totédn ululyklar diyilyar.
Meselem. 100 sany tdze dogan ¢aganyn i¢inde oglanlaryn
sany. Ol totdn ululykdyr; onun miimkin bolan alyp biljek
bahalary 0,1,2,...,100.

Eger kébir tiikenikli ya-da tiikeniksiz aralykda (ya-da
san okynyil kesiminde) hemme bahalary alyp bilyan ulylyga
tizniiksiz toténi ulylyk diyilyér.

Meselem.Elektrik lampasynyn kemgiliksiz igleyan wagty [0,T].
Bu yerde T elektrik lampanyn maksimal isleydn wagtyny
afladyar.

Totan ululyklar uly X,Y,Z, ya-da &,n,y,t we s.m. harplar bilen
bellenilydr. Emma olaryin alyp bilydin miimkin bolan
bahalaryny X1,X2,Xs,... diyip belleyarler.
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§2. Diskret totin ulylygyn dhtimallygynyn
paylanys kanuny.

Diskret totén ulylygyn berilmegi ii¢in onun difie hemme
miimkin bolan, alyan bahalaryny we onun dhtimallyklaryny
gorkezmek gerekdir.

Diskret totdn ulylygyin hemme miimkin bolan, alyan
bahalarynyn we olaryn degisli dhtimallygynyn arasyndaky
arabaglanysyga sol totdn ulylygyn paylanys kanuny diyilyar.
Adatca diskret totdn ulylygyn paylanys kanuny asakdaky
tablisa goniisde berilyar

X1 X2 Xn
X

p | PL| P2 | .. | Pn

Tablisanyn birinji hatarynda, totdn ulylygyn alyan bahalary,
ikinji  hatarda  bolsa  onun  degisli  dhtimallyklary
yerlesdirilendir.

Su yerde X=x1, X=Xz, ... , X=Xn-Wakalar doly topary diizyin
wakalardyr. Sonun tigin hem

p,+p,+...+p,.=1, ya-da Zpi =1
i=1l

Diskret toténi ulylygyn miimkin bolan, alyan bahalary we onun
dhtimallyklary sol totdni ulylygyn paylanys kanunyny doly
hésiyetlendiryar.

Diskret totdni ulylygyn paylanys kanunyny grafiki hem
sekillendirip bolar. Onunl iigcin goniburgly koordinatalar
sistemasynda Mi(X1,p1), M2(X2,p2), ... , Mn(Xn,pn) nokatlary
guryarys.
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Pi a
M3

M>

>
>

Xi

§3. Diskret totini ulylygyn dhtimallygynyn
binomial paylanys kanuny.

Goy A wakanyn ylize ¢ykmagy ya-da g¢ykmazlygy
miimkin bolan n baglanysyksyz synag gecirilsin. Wakanyn
yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy hemme synaglarda hemiselik
we p dendir. Onda g=1-p (wakanyn yilize ¢ykmazlygynyn
dhtimallygy) bolar.

A wakanyn yiize ¢ykma sanyny X totdni ulylyk gorniisde
seredelin. Sol X totani ulylygyn (diskret) paylanys kanunyny
kesgitlemek iicin X totdni ulylygyt hemme miimkin bolan
alyp biljek bahalaryny we olaryn &htimallyklaryny
kesgitlemeli.

Gorniisi yaly A wakanyn n synagda 1 gezek hem vyiize
cykmazlygy, 1 gezek yilize ¢ykmagy, 2 gezek yiize ¢ykmagy
ya-da n gezek yiize ¢ykmagy miimkin. Sonunl iicin X diskret
toténi ulylygyn miimkin bolan bahalary x0=0,X2=1,X3=2,...,Xn=n
bolar.

Indi  bolsa, $ol miimkin bolan  bahalaryn
dhtimallyklaryny tapmak galyar. Onun ii¢in Bernulliniii
formulasyny ulanmak yeterlikdir, yagny n bagly bolmadyk
synagda A wakanyn m gezek yiize ¢ykmagy

P,(m)=C7p"q"™" (1) (m=0,1,2,...,n)
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Su formula gozlenydn paylanys kanunynyn analitik anlatmasy
bolup hyzmat edyir.

Ahtimallyklary Bernullinifi formulasy boyunca
kesgitlenyin paylanys kanunyna, dhtimallygyn binomial
paylanys kanunyny diyilyér. (1) denligin sag tarapyny, Nyuton
binomynyn

m n—-m

(p+q)"=Cp" +C''q+..+C'p"q" ™ +...+C2q"
umumy c¢leni yaly seretmek bolar. Sonun {i¢in ona «binomial»
kanun diyilyar. Seylelikde, birinji ¢len p" wakanyn n synagda n
gezek yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny anladyar. Ikinji ¢len
np™lq bolsa, (n-1) gezek yiize ¢ykyandygynyi dhtimallygyny
..., sonky ¢len " wakanyn bir gezek hem yiize
cykmayandygynyn dhtimallygyny anladyar.

Ahtimallygyfi binomial paylanys kanuny tablisa
gorniisde asakdaky yaly berilyar

X 0 1 2... m... n-1 N

n(n-1)
P | q" | npg"t 2

p*qCrpmq

Ikinji hataryn jemi (q+p)"=1

Mysal. Tenne2 gezek zynylyar. Gerbin yiize g¢ykmagyny
anladyan X toténi ulylygyn paylanys kanunyny yazmaly.
Coziilisi. Belli bolsy yaly, gerbin yilize ¢ykmagynyi
dhtimallygy p we q ikisi hem '2-e dendir, yagny p=1/2, q=1/2.
Iki gezek tenne zynylanda, gerb 0 gezek, 1 gezek, 2 gezek yiize
cykmagy miimkin, yagny

X0=0, X1=1, X2=2.
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Bu bahalaryn dhtimallyklaryny Bernullinint formulasy boyunca
tapyarys, onda:

1Y 1
P,(0)=C%°=|=| ===0,25
L(0)=C2 (zj :

11 1
P(1)=Clg=2-=.====05
,(1)=C3q 55"

1Y 1
P,(2)=Cq*’=|=| ===0,25
()= (zj ;

Gozlenyin paylanys kanunyny yazalyn
X 0 1 2

P 025 05 025

Barlagy: 0.25+0.5+0.25=1.

§4. Puassonyn paylanys kanuny.

Goy n sany bagly bolmadyk synag gecirilsin, A
wakanyn yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy p bolsun.

A wakanynl n synagda m gezek yiize c¢ykmagynyn
dhtimallygyny tapmak {i¢in Bernullinin  formulasyny
ulanylyarlar.

Eger-de n synagyn sany uly bolsa, onda Laplasyn asimptotik
formulasy ulanylyar. Emma, eger hadysanyn yiize ¢ykmgynyn
ahtimallygy has ki¢i bolsa (p<0.01), onda bu formulany ulanyp
bolmayar, bu yagdayda (n uly, p has ki¢i bolanda) Puassonyn
formulasy ulanylyar.

Gegirilyan  diirli  synaglarda A wakanyn yiize
cykmagynyn  ortaga bahasy hemiselik diyip kabul edelin,
yagny np=A diyip belldlin.

Seylelikde
e

P(m) ~ =2
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Bu formula Puassonyn paylanys kanunyny anladyar. Pn(m)
dhtimallygy tapmak {i¢in yorite tablisa bardyr.

Puassonyn paylanys kanuny tablisa arkaly asakdaky yaly
anladylyar.

x| 0 1 2 m n
ma—A
p| S| e | 2T N R s
g 2 m- n!
Barlag:

2. n 4
e‘”+ke‘l+}”; +...+—|e‘* :e‘{lJr?mLk—'J:e‘”.ex =1.
! n! n!

Mysal. Okuw kitaby 100000 ekzemplyar tiraz bilen ¢ap edilyar.
Olaryn i¢inde hili yaramaz edilendiginin dhtimallygy
p=0,0001-¢ den. Sol tiraz edilen kitaplaryn icinde 5 sanysynyn
hiliniil yaramaz ediljekdiginin dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi.Serte gord n=100000, p=0.0001, m=5. Onda
Puassonyn formulasy esasynda

m,-A4
P (m)= 4 el -2 =np =100000-0.0001 = P,;14,(5) =
m!
5
_ 10°0.000045 _ 0.0375.
120
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§5.Diskret totini ulylygyi matematik garagsmasy
we onui héasiyetleri.

1. Totéini ulylygyn san harakteristikasy,

Bize belli bolsy yaly, totini ulylygyn paylanys kanuny
ony doly hisiyetlendiryir. Yone kop halatlarda paylanys
kanuny belli dil, sonun iigin hem totédni ulylyk barada az
maglumatlar bilen ¢dklenmeli bolyar. Kdbir halatlarda bolsa,
toténi ulylygy jem gorniisde hdsiyetlendiryén sanlary ulanmaly
bolyar. Ol sanlara totini ulylygyn san harakteristikasy diyilyar.
San harakteristikalaryn moéhtiimlerinin biri hem, matematik
garasmadyr. Matematik garasma t6téni ulylygyn takmynan orta
bahasyna dndir. Kop meseleler ¢oziilende onuii matematik
garasmasyny bilmek yeterlikdir.

Kesgitleme. Diskret t6tdni ululygyii hemme miimkin bolan
bahalaryn, onun degigli dhtimallyklaryna kdpeltmek hasylynyn
jemine, sol toténi ululygyn matematik garasmasy diyilyar.

Goy X totani ululygyn alyan bahalary x1,X2,X3,...,Xn
bolsun, olaryn degislilikde ahtimallyklary p1,p2,p3,....Pn bolsun.
Onda X toténi ululygyn matematik garasmasy — MX (ol MX
bilen bellenilydr) asakdaky deilik bilen kesgitlenyar :

MX = XD, +X,P, + .ot X, Py = DX, (1)

i=1

Matematik garasma — MX hemiselik sandyr.
Mysal. X — toténi ululygyn paylanys kanuny asakdaky
tablisa bilen berlen:

X 3 2 1
P 01 06 03

Onun matematik garagsmasyny tapmaly.

Coziilisi. MX=3*0.1+2*0.6+1*0.3=0.3+1.2+0.3=1.8
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1) Hemiselik sanyfi matematik garasmasy' sol sanyn Oziine
dendir, yagny MC=C.

2) Hemiselik sany matematik garasma alamatynyn dasyna
cykaryp yazyp bolyar, yagny

M(CX)=C*MX

3) Ozara bagly dil X we Y totini ululyklaryii kopeltmek
hasylynyn matematiki garasmasy olaryn matematiki
garagmasynyn kopeltmek hasylyna dendir, yagny

M(X*Y)=MX*MY

Subudy: Goy X we Y totani ululyklaryn paylanys
kanunlary asakdaky tablisa gorniisde berlen bolsun
X X1 X2 Y Y1 y2
P pr P2 q QO

Onda (XY) totini ulylygyn miimkin bolan bahalary x1y1 Xay2
X2y1  Xiy2  X2y2 Dbolar, seylelikde onun paylanys kanuny
asakdaky yaly bolar.

XY | Xiyr | Xeyr | Xiy2 | X2y
Pg | pi01 | P20 | P1G2 | P2Q2

Seylelikde
M(XY)=X1y1p101+X2y1P201+X1Y2P102+X2Y2p2Y2=Y1q1(X1P1+X2p2)
+Y202(X1P1+X2P2)=(X1p1+X2p2) (Y101++Y202)=MX-MY

Sonun yaly

M(X1-X2-...-Xn)=MXz1- MX>-...-MXh.

Iki sany X we Y totdni ulylygyn algebraik jeminin
matematik garagsmasy, sol toténi ulylyklaryn

48



matematik garagmalarynyn algebraik jemine dendir, yagny

M(X£Y)=MXtMY.
Sonun yaly hem

M(X1£ Xo... £ Xp)= MX1+ MXot...£ MX,.

Diskret totdni ulylygyil matematik garagsmasynyn dhtimallyk
garagsmasynyn dhtimallyk manysy asakdakydan duryar. Goy X
totidni ulylyk x1,X2,...,Xn bahalary alyan bolsun, sol bahalaryn

+ X, 4o+ X

. : X
orta arifmetik sany — L bolsun.

Ahtimallyk manysy n uly béldiigyca M(X) matematik garasma
orta arifmetik baha o6rdn yakyn bolyar we sol sebdbe gord
matematik garagma, totdni ulylygyn orta arifmetik bahasy
diyilydr. Yene-de bellemeli zat, matematik garasma totini
ulylygyn hisiyetlerini hésiyetlendiryin sandyr. Basgaca aytsak
synagyn netijesinde alnan bahalarynn durnukly orta arifmetik
sanydyr.

§6. Binomial paylanys kanunynyi matematik garasmasy.

Eger X totdn ulylyk binomial paylanys kanunyna eye
bolsa, onda onunt matematik garasmasy (n bagly ddl synagda A
wakanyn yiize ¢ykmagynyn sany), synaglaryn sanynyi (n)
onunl her synagda wakanyn yiize ¢ykmagynyi dhtimallygyna
(p) kopeltmek hasylyna dendir, yagny (np)-e dendir. Ona goz
yetirmek kyn déldir. (1) formula esasynda

|
n m ~ N-m

M0 pogr 4 em p"q +...+np”j=

2 T min—m)!

=mp(@"" +(n-2)pg"* +...+ p"") =np(q+ p)"" =np.

MX =(nq”1+2~

Seylelikde binomial paylanys kanuny {i¢in alarys.
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MX=np.
§7. Diskret totin ulylygyn dispersiyasy we onui hisiyetleri.

Diirli miimkin bolan bahalary alyan, emma bir meinizes
matematiki garagma eye bolyan toténi ulylyklara dus gelyiris.
Meselem. X we Y totdni ulylyklaryn paylanys kanunlary
tablisa gorniisde berilipdir:

X -5 5 Y -100 100
P 05 05 p 05 05

Matematik garasmasyny tapalyni

MX=-5*0.5+5%*0.5=0
MY=-100*0.5+100*0.5=0

Bu yerde iki totdni ulylygyn hem matematik garasmasy
birmetizes. Matematik garasma totani ulylygy doly
hisiyetlendirip bilmeyér. Bu yagdayda totdni ulylygyn beyleki
san harakteristikalaryndan
peydalanmak gerek bolyar.
Onun yaly san harakteristika hem dispersiyadyr.
Dispersiya gegmezden omiirti totdni ulylygyn 6zilinifh matematik
garagsmasyndan gysarmasyna seredelin.
1) Totdn ulylygyn Ozlinin matematik garasmasyndan
gysarmasy.

Goy X- totdn ulylyk, MX- onuil matematik garagmasy.
Onda (X-MX) tapawudy (tdze) basga totdn ulylyk gorniisinde
seredelin. Ol totdn ulylygyn paylanys kanuny asakdaky
yalydyr:
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X-MX X1-MX Xo-MX Ll Xn-
MX

P P1 p2 Pn
(X-MX) garagsmanyn matematik garagsmasy nula dendir, yagny
M(X-MX)=MX-M(MX)=MX-MX=0.

§8. Dispersiya we onuii hisiyetleri.
Kesgitleme. X totdni ulylygynozinii matematik
garagmasyndan gysarmasynyn kwadratynyi matematik
garasmasyna sol X toténi ulylygyn dispersiyasy diyilyar we ol
seyle bellenyar:

DX = M[X - MX[ (1)

Eger X totini ulylygyn paylanys kanuny

X X1 X2 | . Xk | e

Pl pL]| p2]| ... Pk | ..o

Bolsa, onda (X-MX)? tétini ulylygyii paylanys kanuny
asakdaky yaly bolar

, (X1- (Xo- | . (GO -
(X-MX) MX)? | MX)? MX)?
P p1 p2 | ... Pk | ...

Diymek, onda matematik garasmanyn kesgitlemesinden

DX=M[X—MX]2:Zn:(xk—MX)2-Pk (2)
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Dispersiyany hasaplamak ti¢in kdpleng asakdaky (3) formulany
peydalanyarlar

DX = Y (% ~MX)? - p, = 3" (X 2 -MX + (MX)?Jp, = 35 ~p, ~2MX -
k k

Y XD+ (MX)E Y B = DX P —2MX - MX +(MX)? = MX 2 = (MX)?
k k

yagny
DX=MX?-(MX)? (3)
Bu yerde
X2 Xf X; ..... Xi .....
Pl pr]| p2| . Pk | ...
Diymek

X12'D1+X§-p2+ ..... +Xk-pk:2xk.pk:|\/|x2_

Dispersiyanyn kébir hésiyetleri.
1) Hemiselik  ulylygyn  dispersiyasy  nula  dendir.
Hakykatdanda
DC=M[C-MC]*>=M(C-C)?*=M0=0.
2) C=const bolsa,onda
DCX=C2.DX.
Deilik hakykatdanda
DC=M[CX-M(CX)]>=M(C(X-MX)]>=C%M[X-MX]?>=C?-DX.
3) D(X+Y)=DX+DY. (eger X we Y garassyz bolsalar).
4) D(X-Y)=DX+DY.
onda
4) D(X-Y)=DX-DY
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Orta kwadratik gysarma.

Kesgitleme. X totdni ulylygyn dispersiyasyndan alnan
kwadrat koke sol X totdni ulylygyn orta
kwadratik gysarmasy diyilydr we ol seyle

bellenilyar
o(X) =+DX
Bellik. Binomial paylanysyn dispersiyasy, yagny

DX=npq formula bilen hasaplanyar.Onda
o(X)=(npq)*? bolar.

§9.Uzniiksiz totin ulylyklar.

9. Integral paylanys funksiyasy.

Belli bolsy yaly, diskret toténi ulylygy, ol ulylygyn miimkin
bolan bahalary Xi,X2,...Xn we degisli ahtimallyklarynyn
P1,P2,...,Pn Usti bilen bermek miimkin.

Uzniiksiz totdni ulylygy ol ulylygyit miimkin bolan
bahalarynyin we ona degisli bolan dhtimallyklarynyn iisti bilen
bermek miimkin dal.

Goy x hakyky san bolsun. X totdni ulylygyn x-dan kigi
bahalary kabul edyéindiginin, (X<x) wakanyin dhtimallygy, x
gord funksiya bolar, ony F(x) diyip belleydris. Onda
P{X<x}=F(x) bolar.

Bu F(x) funksiya dhtimallygyn integral paylanys funksiyasy
diyilydar. Eger F(x) tlizniiksiz bolsa, onda X t&tdni ulylyk
tizniiksizdir.

2. Integral paylanys funksiyanyi hdsiyetleri.

1) Paylanys funksiyanyn bahalary [0,1] kesimifl i¢indedir,
yagny

0<F(x)<1.

2) F(x) kemelmeyin funksiyadyr, yagny F(x2)>F(x1) eger-de
X2>X1.
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Subudy. Goy x2>X1 bolsun. (X<x2) diyen (wakany)
tassyklamany 2 sany sygysmayan waka hokmiinde seredip
bolar.

a) (X<x1) wakanyn dhtimallygy P(X<x1);

b) (X1<X<x2) wakanyn dhtimallygy P(x1<X<x2). Bu wakalar
sygysmayan wakalardyr. Sonuil iicin gosmak teoremasy
esasynda P(X<x2)=P(X<x1)+P(X1<X<X2)

Onda bu yerden

P(x1<X<x2)=P(X<x2)-P(X<x?)
ya-da P(X1<X<x2)=F(x2)-F(X1)
emma F(x2)-F(x1)>0 ya-da F(x2)>F(x1).

a) Eger X totdni ulylyk (a,b) aralykda baha alyan bolsa,
onda

P(a<X<b)=F(b)-F(a).

Mysal. X t6téni ulylygyn integral funksiyasy berlen:

Synagyn netijesinde X totdni ulylygyn (0,2) aralykda baha
alyandygynyn dhtimallygyny tapmaly.

PO< X <2}=F(2)-F(0) =[%*2+1j—(3*0+1j:

1.
4) \4 " 4) 2

P{0<X<2}:%.
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b) Eger X toténi ulylygyn alyan bahalary (a,b) aralyga degisli
bolsa, onda (X<a) wakanyn &htimallygy nula dendir, (X>b)
wakanyn dhtimallygy bolsa bire dendir, yagny

F(x) = 0, eger x<a,
1, eger x>h.

Integral funksiyanyn grafigi.
Eger x<a bolsa grafigin ordinatasy nula dendir, eger x>b bolsa,
onda grafigiil ordinatasy bire dendir. Ol grafik asakdaky yaly

bolar
A

F(x)=0

Mysal. X diskret totdni ulylygyn paylanys kanuny tablisa
arkaly berlen

x| 1] 4|8
p 1030106

Integral funksiyany tapmaly we onui grafigini gurmaly.
Coziilisi. 1) Eger x<1, onda F(x)=0.
2) Eger 1<x<4 bolsa, onda F(x)=0,3.
Bu yerde X to6téni ulylyk 1-e deni bahany 0,3
dhtimallyk bilen kabul
edyar.
3) Eger 4<x<8 bholsa, onda F(x)=0,4.
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4) Eger x>8 bolsa, onda F(x)=1.
Seylelikde integral funksiya asakdaky yaly yazyp bolar

0, eger x<1
0,3, eger 1<x<4

F(x) =
0,4, eger 4<x<8
1, eger x>8.
Bu funksiyanyn grafigi asakdaky yaly bolar
F(x)
A F(X)zl
F(x)=0,4
F(x)=0,3
F(x)=0 |
E »X
0

§10. Uzniiksiz tétin ulylygyii paylanysynyi
differensial funksiyasy.

Kesgitleme. Integral funksiyanyn 1-nji tertipli 6niimine, sol
lizniiksiz totan ululygyn differensial funksiyasy
diyilydr we ol f(x) bilen belgilenyar, yagny

F'(x)=f(x).

Bu deilikden gorniisi yaly F(x) integral funksiya, f(x)

differensial funksiyanyn asyl funksiyasydyr. Differensial

funksiya f(x)-a dhtimallygyn dykyzlygy hem diyilyér.

Differensial funksiyanyn hasiytleri.
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1) Uzniksiz X totin ulylygyn (a,b) aralkdaky baha
alyandygynyn dhtimallygy asakdaky yaly kesgitlenyér:

Pla<X<b}= Ij;f(x)dx.

2) Eger f(x) belli bolsa, onda F(x) asakdaky formula boyunca
tapylyar

F(X) = If(x)dx.

3) Differensial funksiya otrisatel daldir: f(x)>0.
4) Differensial funksiyadan -co-den +oo genli alnan hususy dal
integral bire dendir:

[f(x)dx =1.
Mysal. X totdni  ulylygyn differensial funksiyasy
asakdaky deilik bilen berlen:

a
X +e '

f(x)=

a — parametri tapmaly.
Coziilisi. f f(x)dx =1 formuladan peydalanyarys, onda
asakdaky denlik yerine yeter

o dX
a-[-w e +et !
bu yerden
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a=_ 1
00 d !
J._ X

v 4%

Iw o —r e =arctg e”
e peX  Jwlqe ’
Onda
> dx . bdx .
= lim + lim = lim (—arctg e°) +
J‘_w et et b—)—ooJ.b e 4 b_>,wJ.0 e ¥ ;¥ b—>—ao( g )
. b —Z
+bILr11w(arctg e’)= >
Seylelikde
1 2 2
a=—=—. a=—.
Tom n
2

Hususy yagdayda, yagny X totdni ulylygyn alyan bahalary
(a,b) aralyga degisli bolsa, onda

Lbf(x)dx _1,

§11. Uzniiksiz totiin ulylyklaryi san harakteristikalary.

Belli bolgy yaly diskret totidni ulylygyn matematik
garagmasy

MX=X; Py +X, Py ot X - Ppe oo = DX - Py
k=1

formula boyunca hasaplanyar. Emma tiizniiksiz t6téni ulylyk
iicin  matematik garasma asakdaky formula boyunca
hasaplanyar:
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MX= Tf(x)dx (1)

yagny X totdni ulylygyin miimkin bolan alyan hemme bahalary
x okunyn doly iistiinde yatyan bolsa, eger-de X totini ulylygyn
alyan bahalary (a,b) aralykda yatyan bolsa, onda

MX:_Tf(x)dx (2)

Sunia  menzeslikde  iliznliksiz ~ t6tdni  ulylygyn
dispersiyasy, asakdaky formula boyunga kesgitlenyar:

DX:T(X—MX)Zf(x)dx (3)
Hususy yagdayda
szj(x—MX)Zf(x)dx (4)

Diskret toténi ulylykdaky yaly dispersiyadan alnan kwadrat
koke orta kwadratik gysarma diyilyér, yagny o(X) = vDX.
Bellik 1. Matematik garasma we dispersiyanyn diskret totani

ulylyk ticin berlen hasiyetleri bu yerde hem saklanyar.
Bellik 2.Dispersiyany hasaplamak {igin

DX = szf (X)dx —[MX]*
ya-da B
DX = [ x*f (x)dx ~[MX]*
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formulalary getirip ¢ykarmak kyn déldir.

Mysal. Eger X totani ulylygyn integral funksiyasy
0, eger x<0
F(xX)=<x, eger 0<x<1
1 eger x>1.

berlen bolsa, onda matematik garasmasyny we dispersiyasyny
tapmaly.
Coziilisi. Differensial funksiyany tapyarys
0, egerx<0
F'(x)= f(x)=41, eger0<x<l1

0, eger x>1

L

|\/|xzjolx-1-c|x=x7

>

0
Indi dispersiyasyny tapyarys.

1 1) x°
DX=ij2.1-dx—(§] =2

Uzniiksiz totin ululyklaryii paylanys kanunlary.
§12. Denolcegli paylanys kanuny.

Praktikada kdbir meseleleri ¢bzende iizniiksiz toténi
ulylygyn paylanysynyn diirli gorniislerine dus gelinyér. Sol
paylanyslaryn differensial funksiyasy paylanys kanuny hem
diyip atlandyryarlar. Ol paylanys kanunlarynyn i¢inde has kop
diis gelyéni dendlgegli we normal paylanys kanunlarydyr.

Eger X totdni ulylygyn (iizniiksiz) hemme bahalary (a,b)
aralykda degisli bolsa, hem-de sol aralygyn &hli nokatlarynda,
X toténi ulylygyn differensial funksiyasy f(x) hemiselik bolsa,
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yagny f(x)=C bolsa, onda seyle paylanysa dendlcegli paylanys
diyilydr.
Belli bolsy yaly

if(x)dx =1

eger-de xe(a,b) bolsa.
Bizin goyyan sertimize gord, f(x)=C Ce(a,b), onda

if(x)dx =j).C-dx =1

yagny
C-x|. =1 ya-da C(b-a)=1.
bu yerden C = i

b-a

Seylelikde dendlcegli paylanys kanuny analitik gorniisde
asakdaky yaly yazylyar.

0, eger x<a,
f(x)= L eger -a<x<b,

b-a
0, eger x>h.

Denolgegli paylanysyn differensial funksiyasynyn grafigi
asakdaky yaly bolar

61



f(x)
_ 1
0= 5a
f(x)=0 la b f(x)=0
Integral funksiya
0, eger x <a,
Fo)=12=2  eger a<x<b,
b-a
1 eger x>h
Onun grafigi
F(x)
A
F(x)=1
F(x)=0

. X

§13. Normal paylanysyn kanuny.

Eger
(x-a)?

g 2 (1)

f(x)=

1
ov2n
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bolsa, onda bu paylanysa normal paylanys diyilyar, yagny
differensial funksiyasy (1) deiilik bilen kesgitlenydn paylanysa
normal paylanys diyilyar.

Gorlisimiz yaly normal paylanys iki sany a we & parametrler
bilen kesgitlenyar.

a - matematik garasma,

0 - orta kwadratik gysarma.

a) Matematik garasmany hasaplalyn

o (x a)

MX:IOXf(X)dX_O'\/__‘[O 20" (x =

Z

T(oz+a)e 2dz =

_ (o2
o2r ?,
jze 2dz+

Ie 2dz_

J_ J_

Bu integraly hasaplamak {¢in lytgeydn ulylyklary
calsyrmakdan peydalanalyn

X8, x=oz+a dx=ocdz.
(¢}
Onda
Bu yerde I e 2dz=+/2n, sonui iigin

MX=a

b) Indi dispersiyany hasaplalyn, MX=a bolyandygyny goz
ontinde tutup alarys
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_(x-a)?

J'(x —a)’e > dx.

1

oV 2T

DX =

Yene-de bellip alyarys
onda x-a=c0z, X=ocz+a, dx=cdz.
Predelinin iiytgeyandigini goz 6niinde tutup alarys

ZZ

DX = Tz .ze 2dz.

O_2
o~ 2r
Bolekleyin integrirlemek boyunca u=z
Taparys DX=c?, onuii 6(X)=G.

Seylelikde normal paylanysyn orta kwadratik gysarmasy o

parametre dendir.
Eger a=0, =1 onda normal paylanysa normirlenen diyilyar.

f(x) :Le’?

NP

Bu funksiya iigin tablisa bardyr. Oniimiii komegi bilen
funksiyany doly derfiemek teoriyasynda peydalanyp {(x)
funksiyanyn grafigini gurup bolyar.

f(x)
A

A

v
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Bu yerde a parametr egri ¢yzygyn formasyna tdsiri yokdyr.
Dinie saga ya-da ¢epe sliysmegine tésiri bardyr. Emma & egri
¢yzygyn gorniisini tiytgedyar.

Belli bolsy yaly normal paylanysyn differensial funksiyasynyi
1

o+ 2T
artyan bolsa, onda normal egrinin ordinatasy kemelyér, egrinii
0zi bolsa, x-okuna gysylyar,eger ¢ kemelyin bolsa onda
egrinii depesi has-da yitilesyér (¢cyzga seret).

maksimumy

—e den. Bu yerden gorniisi yaly, eger ¢

v

Eger a=0, =1 bolsa, onda

I\J‘XN

f(x) = e

S‘H
F“

Egri ¢yzyga normirlenen diyilyar.

§14. Normal totin ulylygyn berlen aralyga
diismekliginin dhtimallygy.

Belli bolsy yaly, eger X totdn ulylyk f(x) differensial
funksiya bilen berlen bolsa, onda X ulylygyn (a;fB)aralykda
baha aljakdygynyn &htimallygy asakdaky yayy bolar
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P{o. < X < B} = Tf(x)dx

Goy X totani ulylyk normal paylanys kanuna eye bolsun. Onda

1 B _(x—az)2
Pl < X< B}= e 2 dx.
o2 I

Bu formulany tablisadan peydalanyp bolar yaly
yonekeylesdireliii. Sonui ligin Z = % bellélin. Onda

=oz+a, dX=cdz bolar. Indi integrirleménin tize predelini
tapalyn. Eger x=a,, onda Z = OLT_a ,

B

eger x=p bolsa, onda Z = "~ bolar.

Seylelikde

p-a
1 % oy N
Pla <X < f}= I —2 J'e dz +
a-a T g-a

o271

Q

b
Q

1

27

L
2 g

L
1 ¢ = 1 -2
27[‘1‘ d

O'—»Q‘

Laplasyn

formulasyndan peydalanyp alarys

66



P{o < X < B} = @(Mj - cp(“—_a].
(e}

()

Mysal. Goy X t6téni ulylyk normal paylanys kanunyna eye
bolsun. MX=30, o(X)=10 bolsun. X totdni ulylygyn (10,50)
interwalda yatyan baha aljakdygynyn dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi. Serte gord a=10, =50, a=30, c=10.

Onda

P{10 < X <50} = @(50_?’0} —cp(lo — 30

=20(2).
10 10 j (@)
Tablisa boyunca

®(2)=0,4772
Onda

P{10<X<50}=2*0,4772=0,9544

§15. Berlen gysarmanyii dhtimallygynyn hasaplanysy.

Goy normal paylanysa eye bolan X totini ulylygyn
gysarmasy absolyut ulylygy boyunga berlen d poloZitel sandan
kigidiginifi dhtimallygyny, yagny | X-al <8 defisizligin
dhtimallygyny tapmak talap edilsin.

Derisizligi seyle yazalyn
-0<X-a<d
ya-da
a-0<X<a+d
formuladan peydalanyp alarys

67



P{{X-akd}=P{a-6<X <a+5}=<1{

A2
RS

P{|X—a|<8}=2<1)(8j.

(@

(a+5)—a}_

o)

onda

eger a=0, onda
P{| X |<d&}= ZCD(ﬁj.
c
§16. Uc sigma diizgiini.
Oriki punktdaky

P{|X —al<&}= 2@(%
(@)

formulany yonekeylesdirelini.
Goy 6=ct bolsun. Onda

P{|X-a|]<ct}=2d(t).
Eger t=3 bolsa, onda ot=3c bolar.

Onda
P{|X-a|<3c}=2d(3)=2*0,49865=0,9973.
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yagny |X-a| gysarmanyi ligeldilen orta kwadratik gysarmadan
kicidiginin dhtimallygy 0,9973 sana dendir.

Basgaca |X-a| gysarmanyn, orta kwadratik gysarmanyn
ticeldilenden ulydygynyn dhtimallygy 6rdn az we 0,0027 sana
deii. Bu bolsa 0,27% seyle bolup biljekdigini afiladyar. Munun
yaly wakalar has az dhtimallyga eyedir. Ony prakticeski bolup
bilmeyéin waka diyip bolyar.

Eger t6téni ulylyk normal paylanys kanunyna eye bolsa,
onda onun matematik garasmasyndan gysarmasy absolyut
ulylygy boyunga ficeldilen orta kwadratik gysarmadan uly
dildir. Ug sigma diizgiininifi manysy sundan ybaratdyr.

§17. Gorkezijili paylanys kanuny.

1. Gorkezijili paylanysyn kesgitlenisi.
Egerde differensial funksiyasy asakdaky gorniisde, yagny

0, eger x<0,
FO)=1,
re, eger x>0.

(bu yerde A hemiselik polozitel ulylyk) berlen bolsa onda bu
paylanysa &htimallygyn gorkezijili (eksponensial) paylanys
diyilyar.

Bu yerden gorniisi yaly, gorkezijili paylanys difie bir A
parametr bilen kesgitlenyér.

Gorkezijili paylanysyn integral funksiyasyny tapalyn

F(X) = If(x)dx = To-dx +7»je“dx =1-e™™,
—o —o0 0

Differensial we integral funksiyalaryn grafikleri agakdaky yaly
bolar.
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A A
1 1
0 R 0 &
Integral funksiyasy
F(x)=1-e™

Den bolan, gorkezijili paylanys kanunyna eye bolan X
iizniiksiz  totdni  ulylygyn (a,b) interwala diismeginin
dhtimallygyny tapalyn.

Belli bolsy yaly

P{a<X<b}=F(b)-F(a).

Onda F(a)=1-e®, F(b)=1-e™ bolyandygyny goz oniinde
tutup alarys

P{a<X<b}= e -,
e* funksiyanyn bahasy tablisadan tapylyar.

Mysal.
3. Gorkezijili pavlanysyn san harakteristikalary.

Goy lizniksiz X totdni ulylyk gorkezijili paylanys
kanunyna eye bolsun
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0, eger x<0,
FO)=1,
re, eger x>0.

a)Matematik garasmasyny tapalyn
MX = [ xF (x)dx = & [ xe *dx.
0 0

Bolekleyin integrirlédp, alarys

MXZE.
A

Seyelelikde gorkezijili paylanysyn matematik garasmasy A
parametrin ters ulylygyna dendir.
b)Dispersiyany tapalyn

DX = [x*f(x) ~[MX]? =xjx2e‘lxdx—k—12.
0 0

Bolekleyin integrirlédp taparys

AfxPe ™ dx = 2
0 A
Seyelelikde
DX = }%
Diymek
Orta kwadratik gysarmasy
o(X)=+DX = %
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Bu yerden gornlisi yaly gorkezijili paylanys kanunynyn
matematik garasmasy we orta kwadratik gysarmasy Ozara
dendir.

Mysal. X {izniiksiz totani ulylygyn paylanys kanuny berlen\

f(x)=5e°*, eger x>0; f(x)=0, x<O.

Matematik garagsmany we dispersiyany X iizniiksiz toténi
ulylyk ti¢in tapmaly.
Coziilisi. Serte gord A=5. Onda

szdmzézqz

1 1 1
=S = == -004
32 57 257

§18. Paylanysyin momentleri hakynda diisiinje.

Goy diskret X totdni ulylygyn paylanys kanuny berlen
bolsun

x| 12| 5 | 100

p| 06| 02019 | 001

Matematik garagsmasyny tapalyn
MX=1*0.6+2*0.2+5*0.19+100*0.01=2.95
X2-yii paylanys kanunyny yazalyn

x2 | 1 4 25 | 10000
p |06 ] 02| 019 | 0.01
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MX?=1*0.6+4*0.2+25*0.19+10000*0.01=106.15.

Su yerden gorniisi yaly MX?, MX-dan has uly.

Miimkin bolan alyp biljek bahalaryny kwadrata géteren sof,
olar has kopeldiler, emma &htimallyklary bolsa liytgemedi.
Seylelikde MX-dan MX2?-a gecende matematik garasma has
iytgedi. Sonun {iigin hem totdni ulylygyn biitin polozitel
derejesiniil matematik garagmasyny tapmagyil manysy bardyr.
Kesgitleme. X totdni ulylygyn k derejesinden alnan
matematik garasma, yagny MXK, sol totini ulylygyn k derejeli
baslangy¢ momenti diyilyédr we ol vk bilen bellenilyér, yagny

MXK=5:

Hususy halda
vi=MX
v2=MX2,

Su formuladan peydalanyp dispersiyanyn hasaplanys
formulasyny asakdaky yaly yazyp bolyar

DX=MX2-(MX)2 ya-da
DX=v2-vi°.

Indi bolsa (X-MX) gysarmanyin momentine seredelif.
Kesgitleme. (X-MX)X ulylygyn matematik garasmasyna, k
derejeli merkezi moment diyilydr. Ol pk bilen bellenilyar,
yagny

w=M[X-MX]¥
Hususy halda
ui=M[X-MX]=0.
H2=M[X-MX]*=DX
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Su asakdaky formulalary almak kyn déldir:
Uy =V, —3V,V, +2v5

w, =v, —4vyv, +6v,v, —3v7.
§19. Uly sanlaryi kanuny.

Totani ulylygyn synagyin netijesinde haysy bahany alyp
biljekdigini 6nilinden gorkezmek kyn bolyar. Munun 6zi kop
sebéplere bagly bolyar. Bu sebéplerin hemmesini hasaba alyp
bilmeyaris. Gorilip dursumyz yaly her bir t6téni ulylyk hakta az
maglumat bolany iicin yeterlik kdp sandaky totini ulylyklaryn
jeminini  Ozlini alyp barsyndaky kanunlaryny anyklamak
miimkin dél yaly goriinydr. Emma bu beyle dil. Kébir gin
ulylygynn toplumy sertlerde yeterlik kop sandaky toténi
ulylygyi jeminiii 6zilini alyp barsy totanlik hdsiyetini yitiryar
we kanuna layyk galyar. Praktikada 6rdn kop jemleyji tdsirinin
totdnligi bagly bolmadyk netija getirydn sertleri bilmek
wajypdyr, clinki ol hadysalaryin gidisini 6niinden bilmeklige
miimkingilik berydr. Su sertler uly sanlaryn kanuny diyen
ulylyga umumy ada, eye bolan teoremalarda gorkezyir. Ol
teoremalar esasan Bernullinin, Cebysewint we beyleki birnidce
teoremalardyr. Cebysewint teoremasy uly sanlar kanunyna
degisli in uly teoremadyr. Bernullinini teoremasy bolsa i
yonekeydir. Bu teoremalary subut etmek iicin Cebysewin
deiisizligini peydalanyarys.

1. Cebysewin dersizligi.

Cebysewin densizligi diskret we iizniiksiz totini ulylyklar {i¢in
dogrydyr. Biz bu yerde deisizligin subudyny diskret totdni
ulylyk ticin gorkezjekdiris.
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Paylanys tablisasy

X X1 X2 e Xn

P p1 p2 Pn

gornligde berlen diskret toténi ulylyga seredelin. Goy MX we
DX degislilikde X totdni ulylygyin matematik garasmasy we
dispersiyasy bolsun. >0 polozitel san.

Cebysewin deiisizligi. X totdni ulylygyn Oziinii matematik
garagsmasyndan gysarmasy absolyut ulylygyn boyunca ¢
polozitel sandan kigidir diyen wakanyn &htimallygy

(1 - %j -den kigi daldir:
£

P{X-MX|<g}> (1— %) . (1)

Subudy. |X-MX|<e we |[X-MX|>¢ densizlikleri anladyan
wakalar, Ozara garsylykly, sonuii 1iicin hem olaryn
dhtimallyklarynyil jemi bire dendir:

P{IX-MX|< &}+P{|X-MX]|>&}=1
Bu yerden

P{|X-MX|<&}=1-P{|X-MX|>5} (2)
Goy MX=a.
Onda

DX=(x1-2)?p1+(X2-2)?*Ppz+...+(Xn-2)>*Pn

Indi, asakdaky gorniisde yazalyn
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DX>(X1-2)2Pk+1+(X2-2)?*Prst ... +(Xn-8)2*Pn (3)

[Xj-al>e (j=k+1,k+2,...,n) denisizligin iki tarapy hem polozitel,
sonun li¢in ony agakdaky yaly yazyarys

IXj-a|>>¢?
(3) densizlikde skobkanyn i¢ini € bilen ¢alsyryp alarys
DX>e?*Prs1+€2*Prsz+...£2*Pn (4)
ya-da

DX

Pk+1+ Pr+2t...+ Pn<
82

Yone
Pr+1t Pre2t...+ Pk jem P{|X-aj>¢} dhtimallygy anladyar. Sonun
ii¢in

P{|X-a|2g}_<%, va-da ony (1) goyup alarys:

P{X-al<e} > 1- 0% (5)
tS

subudy gutardy.

Seylelikde Cebysewin densizligi dife (X-MX) gysarmanyn
dhtimallygynyn otrisatel déldigini gorkezydr. Cebysewin
denisizliginin ~ dhmiyeti o6rdn ulydyr. Ony Cebysewin
teoremasyny subut etmek iicin hem ulanyarlar.

2. Cebysewin teoremasy.
Teorema. Eger Xi,X2,...,Xn totdni ulylyklar jiibiit-jiibiitden
Ozara bagly bolmasa, bu ulylyklaryn dispersiyasy hemiselik C
sandan uly bolmasa, yagny DX1 <C, DX> <C,..., DX\ <C bolsa
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onda islendik kici €>0 san iicin, totdni ulylyklaryin sany n
yeterlik¢e uly bolanda

|x1+xz:...+xn _M(X1)+M(X;)+'"+M(X")|<a (6)

(wakanyn) deiisizliginn &htimallygy 1-e has golaydyr, yagny

lim P{|x1+x2+...+xn ~MX +MX, +..+ MX | }:1

<g
n—o0 n n |
(7)
Hususy halda, eger MX1=MXz=...=MX,=a (8)
bolsa onda
IimP{IXlJrXZ:"'JrX”—a <g}=1 (9)

Seylelikde, dispersiyasy ¢ékli bolan bagly bolmadyk 6rdn kop
totani ulylyklara seredilydn bolsa, onda sol wakanyn hokmany
waka hasap edip boljakdygyny Cebysewinnt teoremasy
tassyklayar.
Subudy. Bellik girizyaris

N

X, + X, +ot X,
n

X =

Matematik garagmany tapalyn
M[Xﬁxz +...+xnj: MX, +MX, +...+ MX_
n n

Cebysewin denisizliginden gorniisine gora
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P{X—M)?\g}gl——_ (10)

Indi dispersiyany tapalyn
X, +X, +...+xnj

(11)

DY:D(
n

dispersiyanyn hésiyetini ulanyp taparys

D[xl+x2:...+Xn)=ni2(Dxl+Dx2+_._+DXn) (12)

Teoremanyii sertine gora

DX1<C, DX2<C,..., DXn<C
Sonun {igin

D(DX1+DX2+...+DXHJS C+C+..+C_nC_C

5 R —

n n? n? n

Seylelikde

X, +X, +.o X, C
D[ S j=—2 (13)

n? n

(13)-ini (10)-in sag tarapyna goyup alarys

- 2

I3{|x1+x2+...+xn CMX +MX, +.t MXn|< }
ne

€ >1—£
oo n |

Bu yerden n—oo predele ge¢ip alarys

im P{le+x2:...+xn ~ MX1+MX;+'"+MX”|<8}21

Emma, dhtimallyk birden uly bolup bilmeyér, sonufi {i¢in hem

nN—oo
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lim I3{|x1+x2+...+xn ~ MX, +MX, +...+MXn|<8}:1
n—o0o n n |
Denilik gelip ¢ykyar.

Teorema subut edildi.
3. Bernullinii teoremasy.

Goy garassyz (bagly dil) n synag gegirilyin bolsun, sol
synagyn hersinde A wakanyn yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy p
(0<p<l) den bolsun. Onda wakanyn yilize c¢ykmagynyi
otnositel yygylygynyn nédhili boljakdygyny oniinden aydyp
bolarmy diyen sorag yiize ¢ykyar.

Ol soraga Ya. Bernullinifi teoremasy jogap beryir.

Bernullinin teoremasy. Eger garagsyz (bagly dil) n synag
gicirilende A wakanyn yiize c¢ykmagynyn &htimallygy
hemiselik p (0<p<1) sana den bolsa, onda otnositel yygylygyn
p dhtimallykdan gysarmasynyn &htimallygy absolyut ulylygy
boyunca, eger n synaglaryi sany yeterlik uly bolanda bire has
golaydyr.

Basgaca aydanda, eger ¢ islendik kici polozitel san bolsa, onda
asakdaky deilik dogrydyr.

<8}:1

m .
— - otnositel yygylyk,
n

p — dhtimallyk.

lim P{m—p

n
Bu yerde

n has uly bolanda m_ng_)p
n
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4. Markowyi dernsizligi.
Goy & islendik polozitel san bolsun, onda (X<3)

wakanyn dhtimallygy (l — %j -dan kig¢i déldir, yagny

P{x<8}>1— %

Bu yerde X polozitel totini ulylyk, a=MX matematik garasma,
0 polozitel san.
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Uciinji béliim
Matematiki statistikanyn elementleri.

§1. 1. Matematiki statistika diisiinjeleri.
Saylama usuly.

Matematiki statistika dhtimallyklar teoriyasy bilen bir-
bada XII asyrda doreydr. Belli bolsy yaly &htimallyklar
teoriyasy totdn wakalaryin matematiki modellerini dwrenmek
bilen gyzyklanyar, a matematik statistika bolsa, statistik
maglumatlary  tayarlamagyn analizinin  usullaryny  we
diizgiinlerini 6wredyar.

Matematiki statistikanyn birinji meselesi statistiki
maglumatlary yygnamagyn we toparlagdyrmagyn usulyny
gorkezyar. Ikinji meselesi bolsa, tejribdnin maksada gord
gecirilyandigi barada statistiki maglumatlary derfiemegii
usulyny oylap tapmakdan ybaratdyr.

Goy obyektleri hisiyetlendirydn kébir hil we mukdar
nysanlara baglylykda birjynsly obyektlerin toplumyny
owrenmek talap edilydn bolsun. Meselem, eger detallar
toplumy bar bolsa, onda hil nysany bolup onui hiliniii onlatlygy
hyzmat edyir, mukdar nysany bolup detalyn deriielydn dlgegi
hyzmat edyir.

Totdan yagdayda saylanyp alnan obyektleriii toplumyna
yone saylama toplum diyilyar.

Saylama gecirilydn obyektlerini toplumyna bas toplum
diyilyar.

Toplumyn obyektlerinin umumy sanyna (bas ya-da
saylama) toplumyn gowriimi diyilydr. Meselem, eger 1000
detaldan dernemek iigin 100 detal saylanyp alnan bolsa, onda
N=1000 bas toplumyn gowriimi n=100 saylama toplumyn
géwrilimi bolar.

Birmenizes obyektlerin jemlenmesini hisiyetlendirydn
hil ya-da mukdar nysany Owrenilende, jemlenmedéki
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obyektlerin her birini yekén-yekdn barlap ¢ykmak kopleng
mimkin bolmayar, (obyektlerin sany o6rdn kop, yone, mysal
iicin, snaryadlaryn hilini barlamak ii¢in, olary yarmaly bolyar).

Sonun iigin saylama usuly ulanylyar. Ol seyle bas
topardan totdn yagdayda n- sanysy alynyp (saylama topar
diyilydr) olar jikme-jik Owrenilydr we sofira dhli bas topar
hakynda pikir yoredilydr. Saylama topardaky elementlerin
garagsyzlygyny talap edyéris.

§1. 2. Saylamanyi statistiki paylanysy.

Goy X — mukdar nysany éwrenmek ii¢in bas toplumdan
n — gowrimli x1 , X2 , X3, ... Xk - saylama boliinip alnan
bolsun. Sonuni yaly hem x1, n1 — gezek, X2 , n2 — gezek, Xk , Nk
— gezek gozeggilik edilyén bolsun.

Bu yerde, gozeggilik edilydn xi (X1, X2 , X3, ... Xk )
bahalara wariantlar diyilydr. Artyan tertipde yerdesdirilen
wariantlaryn yzygiderligine — wariasion hatar diyilyir. Kabir
wariantlaryn gabat gelmekleri hem miimkin .

yygylygy n1,nz,...,nk bilen bellesek,onda saylama toplumynyn
géwrilimi deii bolar:
N1+nz+nz+...+Nk=Nn-saylamanyn gowriimi
Yygylygyi gowriime bolan gatnasygyna, yagny

n n n . ,

L =u,,—% =U,,..,— =, - sanlara otnositel yygylyk
n n n

digilyr.

Bu yerde p, +p, +...+ =Zpk =1

Degisli yygylyklary ni — bilen ya-da otnositel
yygylyklary pi — bilen berilen wariantlaryn xi toplumyna
saylamanyn statistiki paylanysy ya-da emperiki kanuny
diyilyédr. Ol tablisa gérniisde asakdaky yaly berilyar
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wariantlar X1 | Xo | oo | Xk
yygylyk Nt | N2 | ... | Nk
Ui | M2 | e | Mk
otnositel yygylyk
Saylama orta baha diyip

ulylyga aydylyar.
§ 2.Empirik paylanys funksiyasy.

Goy X mukdar nysanyn yygylygynyn statistik
paylanysy belli bolsun.
Bellik girizyaris:

nx- X-dan kici wariantlaryn yygylyklarynyn jemi,

n- saylamanyn gowriimi.

n

Onda (X<x) wakanyn otnositel yygylygy — -e den bolar. Eger
n

x yygylyk ni 12 18 30

Coziilisi. Saylamanyn  gowriimini  tapyarys, yagny
ny+n2+n3=12+18+30+=60.

In ki¢i wariant x1=2, diymek

Fe(x)=0, eger x<2.

(X<6) baha, yagny x1=2 12 gezek gozegeilik edildi, diymek

Fs(x) = % =0,2 eger 2<x<6

(X<10) baha, x1=2 we x>=6 jemi 12+18=30 gezek gozegcilik
edildi, diymek
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'8
N |-

F.(X) = — = = = 0,5 eger 6<x<6.

6

o

Bu yerde x=10-ii1 uly wariant,diymek
Fe(X)=1, eger X>10.
Seylelikde, gbzlenyidn empirik funksiya asakdaky yaly bolar.

0, egerx<2,
0,2, eger2<x<6,

F;(x) =
o () 0,5, eger6 < x <10,
1, egerx>10.
Onun grafigi
Fa(X)
A
FB(X):l
Fg(x)=0
F5(X)=0,2 ‘
Fg(x)=0 >
m X

§ 3.Poligon we gistogramma.

Statistik paylanysy doly goz oniine getirmek maksady
bilen onun diirli grafikleri gurulyar, olaryn i¢inde has kép dus

gelydnleri poligon we gistogrammadyr.

(X1,n1), (X2,n2),..., (Xk,Nk)- nokatlary birlesdiryin
kesimlerden emele gelen dowiik ¢yzyga yygylygyn poligony
diyilydr. Ony gurmak ii¢in abssissalar okunda wariantlary (xi),
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a ordinatalar okunda bolsa, ona degisli yygylyklar (ni)
yerlesdirilyar. Sofira (xi,ni)-nokatlary goni ¢yzygyn kesimleri
bilen birlesdirip yygylygyi poligonyny alarys.

(X1,m1), (X2, H2),...., (X, wk)- nokatlary birlesdiryan
dowiik ¢yzyga, otnositel yygylygyn (ui) poligony diyilyar. Ony
gurmak tii¢in abssissalar okunda x; we ordinata okunda i
bahalary yerlesdiryarler. (xi,ui)- nokatlary birlesdirip otnositel
yygylygyn poligony alynyar.

Eger nysan iizniiksiz bolsa, onda gistogramma gurulyar.
Esasynyn uzynlygy h-a denl bolan bolek aralyklardan beyikligi

n; . . .
— (yygylygyn dykyzlygy) gatnasyga den bolan tekjeli sekile
n

yygylygyn gistogrammasy diyilyar.
Ony gurmak {i¢in, abssissalar okunda bdlekleyin kesimleri

. . n, .
yerlesdiryaris, solardan arasynyn uzaklygy — bolan abssissa
n
okuna parallel kesimleri yerlesdirydris. i-goniburclugyn
n.
meydany  h-—-=n; bolar. Seylelikde, vygylygyn
n

gistogrammasynyil meydany, hemme yygylyklaryn jemine,
yagny saylamanyn gowrlimine dendir.

Eger uzaklygy h, beyikligi pi bolsa, onda oma otnositel
vygylygyn gistogrammasy diyilyar.

Otnositel yygylygyn gistogrammasynynn meydany, hemme
otnositel yygylyklaryi jemine, yagny bire dendir.

Sebibi

DM =R TR, et R, =1

Mysal 1. Gowriimi n=100 bolan yygylygyn paylanys tablisasy
berlen.
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h=5 interwalyn Z n, n, ., 5
uzynlygy F -Yygylygyh
dykyzlygy

5-10 4 0.8
10-15 6 1.2
15-20 10 3.2
20-25 36 7.2
25-30 24 4.8
30-35 10 2.0
35-40 4 0.8

Yygylygyi paylanysynyii gistogrammasyny gurmaly. Ol
asakdaky yaly bolar

A
7

6

»
!

5 10 20 25 35 Xi

§ 4.Paylanysyn parametrlerinin statistik bahalary.

Goy bas toplumyn mukdar nysany owrenmek goz
ontinde tutlyan bolsun. Sonun yaly hem mukdar nysanyi néhili

paylanysa eyedigi teoriyadan belli bolsun. Sol paylanysy
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kesgitleyén parametrleri bahalandyrmak meselesi yiize ¢ykyar.
Meselem, eger bas toplumda odwrenilyédn nysanyn paylanysyna
normaldygy oniinden belli bolsa, onda matematik garagmany
(a) we orta kwadratik gysarmany (&) bahalandyrmak zerurdyr.
Sebdbi ol iki parametr (a we 0) normal paylanysy doly
kesgitleydr. Eger-de mukdar nysan Puassonyin paylanys
kanunyna eye bolsa, onda onun bir A parametri bardyr. Onda
sol paylanysy kesgitleydn A parametri bahalandyrmak gerek
bolyar.

Goy gozegcilinin ygtyyarynda difie sayalamanyn bahalary,
meselem, mukdar nysanyi n tejribénin netijesindaki x1,X2,...,Xn
bahalary belli bolsun. Solaryii esasynda hem bahalandyryan
parametr afnladylyar.

X1,X2,....Xn bahalary, Xi3,Xo,...,.Xn bagly dél totdn
ulylyklar yaly seredip, teoretiki paylanysyn nibelli
parametriniii bahasyny tapmaklyk munun 6zi, bahalandyrylyan
parametrleriniii yakynlagan bahasyny, gozeggilik edilyédn totédn
ulylyga bgly funksiyany tapmak diymekdir. Meselem, normal
paylanysyn matematik garasmasyny bahalandyrmak ii¢in

X+ X, +..+X,
n

X =

funksiya (mukdar nysanyn gozeggilik edilyén bahalarynyi orta
arifmetik bahasy) hyzmat edyar.

Seylelikde, teoretik paylanysyn nidbelli parametrininn statistik
bahasy, gozegeilik edilyin totdn ulylyga bagly funksiyadyr.

§ 5.Siiysiirilmedik, effektiw we durnukly bahalar.
Statistik bahanyn bahalandyryan parametre has yakyn

bolmagy ti¢in, olar kdbir serti kanagatlandurmaly. Olary asakda
gorkezyiris.

87



Goy 0", teoretik paylanysyh nibelli 0 parametriniii
statistik bahasy bolsun. Sonun yaly hem, n géwriimli saylama
boyunga O, baha tapylan bolsun. Tejribéni gaytalap, sol
gowriimli basga saylamany bas toplumdan alyp, onun
netijesinde 0, bahany tapyarys. Tejribéni kop gezek gaytalap,
umuman aydatida Ozara diirli bolan 0;,0;,...,0, sanlary
alyarys. Seylelikde, 0" bahany tétin ulylyk, 6;,05,..,0,
sanlary onufl miimkin bolan bahalary yaly seretmek miimkin.
0" baha, O-nyn artygy bilen alnan yakynlasan bahasyny beryir
diyip goz oniine getirsek, onda berlen saylama boyunca tapylan
her 0, (i= II]) san 6-nyn hakyky bahasyndan k&p bolyar.
Onda, bu yagdayda 0 totin ulylygyh matematik garasmasy
(orta bahasy) 0-dan uly boljagy diisniiklidir, yagny M(6%)>0.
Eger-de 6" baha kemi bilen alynsa, onda M(6%)<0.

Seylelikde matematik garagsmasy bahalandyryan parametre deii
bolmadyk statistik bahany ulanmaklyk, sistematik yaliyslyga
getiryir. Sol sebipli hem, 0" bahanyii matematik garasmasy
bahalandyryan parametre deni bolmagyny talap etmelidir.
Basgaca aydaiidda MO'=0 bolmaklygy sistematik yaltyslygyi
bolmazlyklygy iipjiin edyar.

Eger islendik gowriimli saylamada, matematik garasmasy
bahalandyrylyan 0 parametre defi bolan 0" statistik baha, yagny
M(6")=0 bolsa, onda 0" baha siiysiirilmedik baha diyilyir.

Eger M(07)20 bolsa, onda onufi yaly baha siiysiirilen baha
diyilyar.

Miimkin bolan il kici dispersiya eye bolan statistik baha
«effektiwy baha diyilyar.

Eger n—oo dhtimallygy boyunga bahalandyrylyan parametre
ymtylyan statistik baha «durnukly» baha diyilyar.

Meselem. Stiysiirilmedik bahanyn dispersiyasy n—co nula
ymtylsa, onda onuil yaly baha durnukly baha diyilyar.
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§ 6.Bas orta baha.

Goy X mukdar nysanabaglylykda bas diskret toplum
Owrenilyén bolsun.
Bas toplumyn nysanynyn orta arifmetik bahasyna, bas orta
baha diyilyér. Ol X bilen bellenilyir.
Eger N gowriimi bas toplumyn nysanynyn hemme x1,X2,...,XN
dirli bolsa, onda

% 2 Xt Xg Fet Xy
L=
N

Eger-de nysanyn xi1,X2,...,Xk bahalary degislilikde Ni,Na,...,Nk
yygylyklara eye bolup, N1,Nz2,...,Nk=N bolsa, onda

_ XNy +X,N, +..+ X N
N

X,

bolar.
X nysanyn ulylygyna totén ulylyk, onun miimkin bolan

alyp biljek Xi,X2,...,xk bahalary %-e den bolan birmenzes

dhtimallyga eye bolan, totén ulylyk yaly seretsek, onda

N N N

N a
Eger bas toplumyn deriielydn nysanyny X-y, totédn ulylyk yaly
seretsek, onda onun matematik garasmasy bas orta bahasyna

dendir, yagny

MX=X,.
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§ 7.Saylama orta baha.

Goy bas toplumy onun mukdary nysany boyunca
deriiemek ti¢cin n gowriimi toplum saylanyp alnan bolsun.

Saylama toplumyn nysanynyi orta arifmetik bahasyna
saylama orta baha diyilyir we ol X, bilen bellenilyir.

Eger n gOowrimi saylamanyn nysanynyini hemme
bahalary x1,X2,...,Xn diirli bolsa, onda

= X, +X, +...+X
XB: 1 2 n.
n

Eger-de nysanyn xi,X2,...,.Xn bahalary, degislilikde ng,nz,...,nn
yygylyklara eye bolsa, hem-de ni,ny,...,nn=n bolsa, onda

_NyXy +N,X, +L N X
5 =
n

X|

ya-da

n
Znixi
_ =t _

n
Bellik. Berlen bir saylamanyn esasynda tapylan saylama orta
baha kesgitli sana dendir. Eger basga saylama alsak onda
saylama orta baha iiytgdr. Seylelikde saylama orta bahany,
totdn ulylyk vyaly seredip bolar. harakteristikalary, yagny
saylama paylanysyin Onda onuil paylanysy we san matematik
garagsmasy we dispersiyasy hakynda hem aytmak bolar.

X

§ 8.Bas orta bahanyn saylama orta baha boyunca
bahalandyrylysy.

Goy bas toplumdan bahalary xi,X2,....Xn bolan n
géwriimi gaytalanyan saylama, boliinip alnan bolsun. Sonuni

yaly-da bas orta baha X, belli bolsun, onda saylamanyn
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netijesi boyunca, ony bahalandyrmak talap edilyén bolsun. Bas
orta bahanyn bahasy deregine saylama orta baha alynyar,

yagny

X, + X, +.+ X,
" :

X|

B

Onda, X siiysiirilmedik bahadygyna goz yetirmek gyn dildir.
Sonuii Valy-da, onuii matematik garasmasy X.-e defdir,

yagny o
M(Xg)=X =a.

§ 9.Umumy we toparlayyn orta bahalar.

Nysanyn topara degisli bolan orta arifmetik bahasyna
toparlayyn orta baha diyilyér.

Nysanyn umumy topluma degisli bolan orta arifmetik
bahasyna umumy orta baha diyilyir.

Toparyn gowrlimi, toparlayyn orta bahasy belli bolsa,
onda onuil umumy orta bahasyny tapyp bolyar.

Mysal.
Topar 1-nji 2-nji
Nysanyil bahalary 1 2 1 5
Yygylygy 10 15 20 30
Gowrilimi 10+15=25 | 20+30=50

§ 10.Umumy orta bahadan gysarma
we onun hésiyeti.

Goy n gowrliimli saylanan ya-da umumy toplumyn
mukdar nysanynyn X-yi bahalary xi1,X2,...Xn we yygylygy
N1,N2,...,Nn berlen bolsun.
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Umumy orta bahany tapalyn

i:¥, (zzi j

D nix; =nX (1)
X - hemiselik, sonui ii¢in
D nix; =X>'n; =nX (Zni =n) (2)
Nysanyn bahalary bilen umumy orta bahanyn tapawudyna, (xi-
X)) tapawuda gysarma diyilyir.
Teorema. Gysarmanyn degisli yygylyklara kopeltmek
hasylynyn jemi nyla dendir.

Onda

Subudy. (1) we (2) denlikleri goz 6nitinde tutup alarys

> n(x; = X)=>nx;—> nX=nX-nX=0.

§ 11.Bas dispersiya.

Bas toplumyn nysanlarynyn bahalarynyn onun orta
bahasyndan X, gysarmasynyii kwadratynyii orta arifmetik
bahasyna bas dispersiya diyilyar we ol D bilen bellenilyr.
Eger n gowriimli bas toplumyn nysanlarynyn bahalary diirli
bolsa, onda

Z(Xi _ir)z
— i=1
r N :
Eger nysanyn xi,X2,...,Xn bahalary degislilikde Ni1,Na,...,Nn
yygylyklara eye bolsa, onda

ZNi(Xi _Xr)2
D, = .
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§ 12.Saylama dispersiya.

Nysanyn gozeggilik edilyéin bahalarynyt X, orta
bahasyndan gysarmasynyii orta arifmetik bahasyna saylama
dispersiya diyilyér. Ol Dg bilen bellenilyar.

Eger X1,X2,...,Xn bahalar diirli bolsa,

Zn:(xi _XB)
DB — =

GBZ\/D_B'

n

Eger-de Xi,X2,....Xn degislilikde ni,nz,...,nn yygylyklara eye
bolsa, hem-de ni+n2+...+ny,=n, onda

zni(xi _XB)Z
D, =2 .

n

Teorema. D= X?-[X]°.
Bu formula dispersiyanyn hasaplanys formulasy diyilyar.
Bu yerde X - umumy orta baha.
X2 - nysanyn alyan bahalarynyii
kwadraty.
Diizedilen dispersiya

Zni(xi _23)2
SZ — i=1

n-1
formula bilen hasaplanylyar.
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§ 13.Takyk baha. Ynamly dhtimallyk (ynamdarlyk).
Ynamly aralyk.

Dirie bir san bilen anladylyan baha takyk baha diyilyar.
Iki san bilen, yagny aralygyn ¢ékleri bilen ailadylyan baha
aralyk baha diyilydr. Aralyk bahalar, takyk we ynamly
bahalary gurmaklyga miimkingilik doredyar.

Goy berlen saylama boyunga tapylan statistik
harakteristika - 0", © parametriii bahasy bolup hyzmat edyin
bolsun. © hemiselik san diyip hasaplalyii, onda 0" nige takyk
bolsa sonca hem 0 parametri takyk hasaplanyar, eger-de |0-07|
tapawut absolyut ulylylgy boyunca has kig¢i bolsa, ya-da basga-
ca, eger 8>0 we |0-07|<S bolsa, onda & nige kici boldygyea,
baha hem songa takykdyr. Seylelikde 6 bahanyn takykdygyny
hisiyetlendiryén polozitel sandyr. Emma [0-07|<8 defisizligi
kanagatlandyryan 0" bahanyh deregine, sol defsizligifi yagny
|0-07|<8 deisizligifi dhtimallygyny tapyarlar. Sol dhtimallyga
ynamly dhtimallyk (ynamdarlyk) diyilyér.
|0-07|<5 defisizligii dhtimallygyna 0 bahanyii 6" boyunca
ynamly dhtimallygy vy diyilydr. Umuman ynamlylyk 6niinden
berilyir, y- nynl deregine bire has golay san alynyar.

Meselem. v=0,95; v=0,999,...
Goy P{|0-67<8}=y
|0-07| densizligi -5<0-0"<§ gorniisde yazalyh,
ya-da 07-6<0<0"+5
onda
P{0"-5<0<0"-5}=y.

Bu denlige seyle diisiimeli:

(0°-5,0°+5)- aralygy O  nibelli parametrin  &ziinde
saklayandygyn dhtimallygy y dendir.

(07-8,07+5)- aralyga ynamly aralyk diyilyar.

Bu yerde y ynamdarlyk.
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§14.Normal paylanysyn o belli bolanda matematik
garasmasynyn bahasy iicin ynamly aralygy.

Goy X mukdar nysan, normal dargadys kanunyna eye
bolsun, seyle hem o belli bolsun. Saylanan orta baha boyunca a
matematik garasmany X orta baha boyunca bahalandyrmak
talap edilyén bolsun.

Saylanan orta X bahany, X totin ulylyk yaly nysanyh
saylanan X1,X2,...,Xn bahalaryny birmenzes dargadylan totdni
X1,X2,....Xn ulylyklar yaly seredelin. Basgaca, olaryn her
biriniii matematik garagmasy (a) we orta kwadratik gysarmasy
(5). Onda X parametrleri

o

M(X) =a, 5(X) -

Goy P{| X -a|<8}=y deilik yerine yetyin bolsun. Onda

P{| X -a|<8}=2® (ﬁJ
(¢

formuladan peydalanyp X-y X bilen we c-ny o(X) =

N

bilen
calsyryp alarys:

P X —a | 5} = zq{w j 20(1).

Bu yerden 6 = -2 tapyp, alarys

Jn
o o
P{| X —a}|< tﬁ = 2(t).

Sonky denlikden
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P{|X—t%<a<¥+t%}=2®(t)=y.

Bu deiiligin manysy seyle

Jn Jn

yapyandygynyn dhtimallygy y dendir.

(X 1< X + tij aralyk nibelli a parametri doly

9 9
(o=t T takyklygyn bahasy ).
Mysal. X normal paylanysa eye bolsun, 6=3 orta kwadratik
gysarmasy belli. Eger n=36, y=0,95 bolsa ynamly aralygy
tapmaly.

Serte gord 2d(t)=0,95; onda ®(t)=0,475. Tablisa boyunga
t=1,96; onda

s=t.-L 103 _ g0

Jn V36

Onda (X -0,98; X +0,98).
Meselem, X =4,1 bolsa, onda

X -0,98=4,1-0,98=3,12; X +0,98=4,1+0,98=5,08.
Seylelikde 3,12<a<5,08 ya-da ]3,12; 5,08[

§ 15.Wariasion hataryn beyleki hiisiyetnamalary.

Saylanan orta baha we saylanan dispersiyadan basga-da
warlasion hataryn basga hem harakteristikalary bardyr. Olaryn
esaslaryny gorkezelin.

In uly yygylyga eye bolan warianta moda Mo diyilyar.
Meselem

wariant 1 4 7 9
vygylyk 5 1 20 6.
Moda 7 dendir.
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Wariasion hatary wariantlaryn sany boyunga iki bolyan
warianta mediana me diyilyar. Eger wariantlaryn sany tik bolsa
n=2k+1, onda me=Xx+1, eger n=2k jiibt bolsa, onda

_ X T Xy
e 2 "
Meselem. Eger hatar 2 3 5 6 7 9
bolsa, onda mediana 5 dendir.
Eger hatar 2 3 5 6 7 9 bolsa, mediana

m, = °+6 =5,5.
2
Mundan baggada
0= Zni(xi ~Xg)

2N

bu yerde O - orta absolyut gysarma.
Seyle hem wariasiya koeffisienti

V=28 .100%
X

B

§ 16.Saylamanyi yygnalan hisiyetnamasyny hasaplamak
usuly.

1. Sertli wariantlar.

Goy saylamawariantlary artyan sertinde, yagny
wariasion hatar gérniisde yerlesen bolsun.
Tapawudy h-a den bolan, arifmetik progressiyany (emele
getirydn) diizydn wariantlara defidurujy wariantlar diyilyér.
Asakdaky denlik bilen kesgitlenydn wariantlara sertli wariant
diyilydr, yagny
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bu yerde C yalan nol.
h — d4dim (xi-Xi-1)=h gonsy wariantyn tapawudy.

§ 17.Adaty, baslangyc we merkezi emprik momentler.

Saylamanyn yygnalan harakteristikalaryny hasaplamak
ticin, kesgitlenisi degisli teoretik momentleriii hasaplanysy yaly
hasaplanyan emprik momentlerden peydalanmak amatlydyr.
Teoretik  momentden  tapawutly, emprik  momentler
gozegeiligin netijesi boyunca hasaplanyar.

(xi-C) tapawudyn k derejesinini orta bahasyna k tertipli adaty
moment diyilydr. Ol seyle bellenilyir:

Mk _ Zni(xi _C)k .
n

bu yerde Xi - gozeggcilik edilyén wariant,

ni - wariantynl yygylygy,

C — hemiselik san (yalan nol),

Oni=n — saylamanyn gowrlimi.
Adaty momentde C=0 bolsa, onda ona k tertipli baslangy¢
moment diyilyar.

D nx
Mk = T
Hususy halda

nx, —
M, = Zn =X,
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Yagny birinji tertipli baslangyc moment saylama orta baha
dendir.

Eger adaty momentde C = X bolsa, onda ofia k tertipli
merkezi emprik moment diyilyar:

_ Zni(xi _is)k

my
n

Hususy halda (k=2):

_ Zni(xi _XB)Z .

n

m, D;.

vagny, ikinji tertipli merkezi emprik moment saylanan
dispersiya dendir.
Merkezi momenti umumy moment bilen afilatmak kyn déldir:

m, = M‘z _(MI1)2;
m, = M; —3M, - M, +2(M,)’;
m, =M, —4M;M, +6M, (M,)* —3(M,)".

§ 18.Sertli emprik momentler.

Merkezi momentleri sertli momentler
arkaly anlatmak.

Merkezi  momentleri  hasaplamak  ¢ylsyrymly
hasaplamany talap edyér. Sonunl {i¢in birinji warianty sertli
warianty bilen galgyryarlar. Sertli wariant {icin hasaplanan k
tertipli baglangyc momente, k tertipli sertli emprik mament
diyilyar:
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k Zn-[xi_cjz
M’;=Z:i”i— \nJ,

n
Hususy halda
("5
. i n,X, n, —
M} = h 12X o2, 1%, -c)
n h n n h

Bu yerden

Xg =M;h+C.

Seylelikde, saylanan orta bahany tapmak ii¢in, birinji tertipli
sertli momenti hasaplap, ony h-a kopeldip iistiine hem C-ni
gosmak yeterlikdir.

Umumy momenti sertli nilen anladalyn:

* :i.zni(xi _C)k . M‘k

Bu yerden

Merkezi momenti sertli bilen asakdaky yaly anladyp bolar:
m, = [M, - (M)}
m, =M —3MM; +2(M)*]®,
m, =[M; —4M;M; +6M;(M;)2 ~3(M;)* ],

Sununt yaly hem, saylanan dispersiyany hasaplamak iicin
asakdaky formulany alarys:

D, = [M; —(M})?h2.
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§ 19.Saylama orta bahany we dispersiyany hasaplamakda

kopeltmek usulynyn ulanylysy.

Kopeltmek usuly wariasion hataryn diirli tertipli sertli

momentlerini hasaplamakda has amatlydyr. Sertli momentler
belli  bolsa, bize gerek bolan baslangy¢ we merkezi empirik
momentleri tapmak kyn déldir. Hususy halda koépeltmek usuly
bilen saylanan orta bahany we saylanan dispersiyany
hasaplamak amatlydyr. Sonun {i¢in asaky tablisany ulanyarys.
Ol seyle diiziilyar:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

birinji siitline (basdaky) saylamanyn wariantlary artyan
tertipde yazylyar;

ikinji siitine wariantyn Yyygylygy vyazylyar, hemme
yvygylyklary gosup olaryn jemini asaky oyjikde yazyarlar.

liclinji siitline U, = sertli wariantlar yazylyar. h

yerine iki gonisy wariantyn tapawudy alynyar: praktikada
liciinji siitlin asakdaky yaly doldurylyar, yagny in uly
vygylygy bolan setirli, 6yye hul yazyarlar, onun
asagyndaky oylere 1,2,3; yokarsyndaky bolsa —1,-2,-3 we
s.m. sanlar yazylyar.

vygylygy sertli warianta kopeldip, ony dordiinji siitiine
yazyarlar, hemme alnan sanlary jemlédp, siitiinii asaky
Oyline yazyarlar.

vygylygy sertli wariantyni kwadratyna kopeldip ony bésinji
sitlinde yazyarlar, hemme alnan sanlary jemlédp siitliniii
asaky Oyiine yazyarlar;

Sertli wariantynn hersine 1-1 gosup onun kwadratyny
vygylyga kopeldip altynjy siitiinde yazyarys, olarynl jemini
D (n; +1)%-n; asaky dyde yerlesdiryaris.

Bellik. Eger

> U +)?=>"nuZ+2> nu; +n
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denlik dogry bolsa, onda hasaplama tablisasynynl dogrydygy
bolyar.

Tablisanyn dogrydygyny barlaiidan son sertli momenti
hasaplayarlar:

. n,u; . n,u’

In sonynda orta saylamany we dispersiyany asakdaky formula
boyunca hasaplayarlar:

Xy =M;-h+C
D, =[Mj —(M;)?]-h.

Mysal. Asakdaky statistik paylanysyn kopeltmek usuly
bilen orta saylamany we dispersiyany tapmaly:

Wariant  10.2 104 106 108 110 112 114

11.6 118 12.0

Yygylyk 2 3 8 13 25 20 12
10 6 1

Coziilisi. Hasaplama tablisasyny diizyéris, onuf ii¢in:

1) birinji siitiine wariantlary yazyarys;

2) ikinji siitiine yygylygy yazyarys, olaryn jemini siitiinin
soiiky oyiine yerlesdiryéris;

3) yalan nol deregine 11.0 alyarys (ol in uly yygylyga eyedir),
in uly yygylyga eye bolan hataryn degisli Oyiine 0
yazyarys, ondan yokary —1,-2,-3,-4 asak bolsa 1,2,3.4,5
yazyarys.

4) vyygylygy sertli warianta kopeldip ony dordiinji siitiine
yazyarys; otrisatel we poloZitel sanlary ayratyn jemldp, ony
stitlininl sonky oyline yerlesdiryéris. (57)
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5) yygylygy sertli wariantyn kwadratyna kdpeldip, ony bésinji
siitinde yazyarys, hemme alnan sanlary jemlédp siitiinin
asaky oyiinde yerlesdiryaris (383).

6) sertli wariantyn hersine 1-i gosup onuil kwadratyny
vygylyga kopeldip ony altynjy siitinde yazyarys, ol
siitinddki sanlaryn jemini (597) siitiinin asaky Oyiinde
yerlesdiryris.

Netijede hasaplayys tablisasyny alarys.

Xi n; Ui Nili niuiz | ni(ui+1)?
10.2 2 -4 -8 32 18
10.4 3 -3 -9 27 12
10.6 8 -2 -16 32 8
10.8 13 -1 -13 13 0
11.0 25 0 A1=-46 25
11.2 20 1 20 20 80
114 12 2 24 48 108
11.6 10 3 30 90 160
11.8 6 4 24 96 150
12.0 1 5 5 25 36

A,=103
n=100 Oniti=5 | Oniu®= | Oni(ui+
7 383 1)?=597
Barlagy Onili>+20niui+n=383+2*57+100=597.

Oni(ui+1)?=597. Hasaplama dogry.
Birinji we ikinji tertipli sertli momentleri tapalyn

2
c_ 2 ST 7. M2=%:§=0,383.
n 100 n 100

h=10,4-10,2=0,2.

Indi gbzlenydn saylama orta bahany we dispersiyany
hasaplalyn
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X, =M; -h+C=057-0,2+11,0 =111.
D, = [M’; —(M;)z]- h? =[383-(0,57)2]-0,2° =014,

§ 20.Asimmetriya we ekssess.

Empirik paylanysyn asimmetriyasy asakdaky formula
boyunca kesgitlenyér:

m .. ©q. .
a, = —33 bu yerde mas - li¢linji tertipli merkezi moment.
Og
Ekssess (empirik paylanys ti¢in) asakdaky denlik boyunca
tapylyar
m
e, =—-3,

4
Gg

bu yerde ms — dordiinji tertipli merkezi moment.

m3z we ms momentleri kopeltmek usuly bilen hasaplamak
amatlydyr.

Mysal. Onki  mysaldaky  statistik  paylanysyn
asimmetriyasy we ekssessini tapmaly.

§ 21.Korrelyasiya teoriyasynyn elementleri.

1. Funksional statistik we korrelyasion baglyk.

Belli bolgy yaly y=f(x), xeX funksional baglylykdyr.
Bu yerde x-yi (xeX) her bahasyna y-in (yeY) belli bir bahasy
degislidir.

Emma hemme baglanysyk funksional dildir.
Mesele. 1) Adamyn boyy we agramy. Eger adamyn boyy
belli bolsa, sofia goérd onunl agramyny kesgitlip bolyar we
tersine. Emma adamyn boyy bilen agramynyi arasynda
baglanysyk bardyr, yone ol baglanysyk funksional baglanysyk
daldir.
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2) Sygyryn yasy we ondan alynyan siiydiin mukdary;

3) Sol bir talyplaryn diirli sapakdan alan bahalary we s.m.

Su gorkezilen mysallardaky t6tdni  ululyklaryn 6zara
baglansyklaryna statistik baglanysyk diyilyar.

Kesgitleme. Eger X ulylygyn (totdni) diirli bahalaryna,
beyleki Y ulylygyn diirli paylanysy degisli bolsa, onda X we Y
ulylyklaryn arasyndaky baglanysyga statistik baglanysyk
diyilydr.

Basgaca aydanda, eger Y: z1,72,V1,V2 totdni faktora
bagly bolsa; X: Z1,Z»,U1,U> t6tdni faktorlara bagly bolsa, onda
X we Y sytgeyin ulylyklaryn arasyndaky baglanysyk statistik
baglanysykdyr, sebdbi olaryn arasynda Zi we Z umumy
faktorlar bardyr.

Hususy halda haysy hem bolsa bir ulylygyn iliytgemegi
bilen beyleki ulylygyn orta bahasy iiytgeyian bolsa, onda bu
vagdayda hem statistik baglanysyk yiize ¢ykyar, onunn yaly
statistik baglanysyga korrelyasion baglanysyk diyilyar.

X we Y totdn ulylyklarynn korrelyasion baglanysyga mysal
getireliil.

Goy Y déninin hasyly, X dokiinin mukdary. Meydany boyunga
birmenizes yerden, birmenzes mukdara dokiin sarp edilende
hem diirli hasyl alynyar, yagny X ulylyk, Y ulylyga gord
funksiya déldir. Munun 6zi totini faktorlaryn tésiri astynda
bolup gec¢yir (howanyn temperaturasy, yagys yagmagy we
s.m.). Muia seretmezden tejribdnin gorkezisi yaly, orta hasyl,
dokiinin mukdaryna gord funksiyadyr, yagny Y ulylyk X
ulylyk bilen korrelyasion baglydyr.

§ 22.Sertli orta baha. Korrelyasion baglylyk.

Korrelyasion baglylygyin kesgitlemesini anyklamak
maksady bilen sertli orta baha diisiinjesini girzyéris.

Goy X totén ulylyk bilen Y totén ulylygyn arasyndaky
baglanysyk dwrenilyédn bolsun. X-iii her bahasyna Y-ifi birnédce
bahasy degisli bolsun. Meselem: x=2 bolsa, Y: y1=5, y»=6,
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y3=10 bahalary alyan bolsun. Su sanlaryin orta arifmetik
bahasyny tapalyn

g, = 5+6+10 7

2 3 '

y, sertli orta baha diyilydr, y-ii yokarsyndaky ¢yzyk orta
arifmetik bahany 2 san Y-in x1=2 bolandaky bahalaryny
anladyar.
X=x baha degisli bolan Y-ini orta arifmetik bahasyna Yy, —€
sertli orta baha diyilyér.
Eger x-int her bahasyna sertli orta bahanyi bir bahasy degisli
bolsa, onda sertli orta baha x-a goéra funksiyadyr. Bu yagday-da
X we Y totdin ulylyklarynn arasyndaky baglanysyga
korrelyasion baglylyk diyilyér.
Y-in X-dan korrelyasion baglylygyna sertli orta bahanyn x-a
gord funksional baglylygy diyilyar:

¥, =f(x) (1)

(1) denilemd Y-in, X-a regressiyasynyn defilemesi diyilyar; f(x)
funksiya Y-in X-a regressiyasy diyilydr; onun grafigine Y-in
X-a regressiyasynyi c¢yzygy diyilyir. Yokardaky mefizeslikde
Y=y baha degisli bolan X-ini orta arifmetik bahasyna Yy, -e
sertli orta baha diyilyar.

X-i1 Y-den Korrelyasion baglylyga sertli orta bahanyn y-e gord
funksional baglylygy diyilyar:

Y. =o(y) (2)
(2) denlemd X-in, Y-e regressiyasynyn denlemesi diyilyar;

o(y) funksiya X-in Y-e regressiyasy diyilydr; onui grafigine
X-1n Y-e regressiyasynyn ¢yzygy diyilyar.
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§ 23.Korrelyasiya teoriyasynyn esasy iki meselesi.

Korrelyasiya teoriyasynyn birinji meselesi korrelyasion
baglylygyn formasyny anyklamadan ybaratdyr, vyagny
regressiyanynl funksiyasynyil gorniisini (¢yzykly, kwadrat,
gorkezijili we s.m.). Kopleng yagdayda regressiya funksiyasy
cyzykly bolyar. Eger f(x) we ¢(x) funksiyalar ¢yzykly bolsa,
onda korrelyasiya ¢yzykly diyilyér, tersine bolsa ¢yzykly dél.
Diymek ¢yzykly korrelyasiya bolsa onda iki regressiya ¢yzygy
hem goni ¢yzykdyr.

Korrelyasiyanyin  ikinji meselesi — korrelyasion
baglanysygynyn yakynlygyny (giiyjini) bahalandyrmakdan
ybaratdyr. Y-in X-dan korrelyasion baglylygyn yakynlygy ¥,
sertli bahanyn towereginde Y-ii bahasynyn dargaysynyn
bahasy bilen bahalandyrylyar. Eger dargadys uly bolsa, onda
Y, X-dan az baglydyr ya-da yokdyr. Eger dargayys az bolsa,
onda olaryn arasyndaky baglanysyk giiy¢lidir.

X-in  Y-den korrelyasion baglylygy hem sunun yaly
hésiyetlendirilyar.

§ 24.Goni ¢yzykly regressiyasynyn saylama defilemesinin
parametrlerinin gozlenisi.

Goy X we Y mukdar nysanlary ¢yzykly korrelyasion
baglanysyk bilen bagly bolsun. Bu yagdayda regressiya
¢yzyklarynyn ikisi hem gonidir.

Goy sol goni ¢yzyklaryn denilemesini gozlemek iicin n bagly
dal synag gegirilsin, olaryil netijesinde n gosa san alynyar:

(Xl,yl), (X2,y2),---,(xn,yn)-

Emma, gozegcilik edilydn gosa sanlary (X,Y) totén ulylyklaryn
miimkin bolan bahalarynyn hemmesinin bas toplumyndan
totdni saylama hokmiinde seretmek bolar. Onda X we Y
ulylyklary we sol berlen zatlaryn esasynda tapylan defilemeleri
saylama diyip atlandyryarlar.
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Bu yerde Y-ii X-a regressiyasynyn goni ¢yzykly saylama
denllemesini gozleyaris.
Yonekey yagdaya seredelifi: X-nysanyn x-diirli bahalary we
ona degisli Y-nysanyn y-bahalary bir gezek gozeggilik edilyar.
Sonun ii¢in gozlenydn

y, =kx+b
denillemini

Y=kx+b
Gorniisde yazmak bolyar.
Y-in X-a regressiyanyn goni ¢yzykly deillemesininn burg
koeffissientini Y-in X-a regressiyasynyn saylama koeffisienti
diyip atlandyryarlar we ony pyx bilen belleyérler.
Seylelikde Y-ii X-a regressiyasynyn goni ¢yzykly saylama
denllemesini

Y:pyxx+b ( 1 )

gorniisde gozleyaris.
Bizin maksadymyz tejribanin netijesi boyunga XOY tekizlikde
gurlan (x1,y1), (X2,¥2),...,(Xn,Yn) nokatlar miimkin boldygyga (1)
goni ¢yzyga golay yerleser yaly edip «pyx» we “b” parametrleri
saylap almakdyr.

Bu talabyn manysyny diisiindirelin

Yi-yi (i=1,2,...,n)

tapawudy gysarma diyip atlandyralyn. Bu yerde Yi-Xj-iii
gozegeiligin netijesinde alan bahalary boyunga (1) formula
boyunca hasaplanan ordinata.

yi-Xi-e degisli, gozeggilik edilydr ordinata. pyx we b
parametri, gysarmanyil (Yi-yi) kwadratlarynyn jemi minimal
bolar yaly edip saylap alarys. (i ki¢i kwadratyil jemi metody
mundan ybaratdyr).
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Belli bolsy yaly her gysarma gdzlenyén parametrlere bagly,
onda gysarmanyn kwadratlarynyil jemi sol parametrlere gord F
funksiyadyr (wagtlayynca pyx-yii deregine p yazyarys):

F(p.b) =YY, -,
ya-da 7
F(p.b) =D (px, +b-y, ).

i=1
Minimumy tapmak iicin degisli hususy Onlimleri nola
deiileyéris

F_2 (rx;, +b-y;)-x; =0
op i=1
%:ZInl(rxi +b-y,)=0

deiilemeler sistemasyny alyarys.
{(2x2)p+(2x)b=2xy; (2)
(EZX)p+nb =Xy.
Bu sistemany ¢ozip, goOzlenydn parametrleri asakdaky
formulalar boyunga tapyarys:

nIxy —IX-Ty
Py = 2 2
nxX“ — (Zx)
b X Ty — 32X - Ixy
nEx* — (Zx)?

(3)

Suna menzeslikde, X-in Y-e regressiyasynyn goni ¢yzykly
saylama deiilemesini tapyp bolyar:

J X, =p,y X+C.
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Mysal. Berlen n=5 gozegglhgm netijesinde Y-in X-a
regressiyasynyn ~ goni  ¢yzykly  saylama
denlemesini tapmaly:

X 1.00 150 3.00 450 5.00
y 1.25 140 150 1.75 225

Coziilisi. Hasaplayys tablisasyny diizyaris:
Xi i Xi’ Xiyi
1.00 1.25 1 1.250
1.50 1.40 2.25 2.100
3.00 1.50 9.00 4.500
4.50 1.75 20.25 4.875
5.00 2.25 25.00 11.250
Oxi=15 | 0yi=8.15 | Dx*=57.50 | [xiyi=26.975

Tablisada tapylan jemleri (3) formula goyup go6zlenyéin
parametrleri tapyarys:

_ 5%26.975-15%8.15
Pyx 5*5.75-15°
57.5*8.15-15*26.975

b=—"— =1.024.
62.5

=0.202

Regressiyanyn gozlenyédn deiilemesini yazalyn
Y=0.202x+1.024.

§ 25.Korrelvasion tablisa.

Yeterlik kop synag gegirilende x-yi sol bir bahasy n-
gezk dus gelmegi mimkin, y-in sol bir bahasy ny-gezek
gelmegi miimkin, (xy)-il gosa bahasy nxy gezek gozegeilik
edilmegi miimkin. Sonui {igin gbzegciligin netijeleri toplanyar,
yagny nx,Ny,Nxy yygylyklar hasaplanyar. Hemme toparlanan
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netijeler tablisa gdrniisde yazylyar, ol tablisa hem korrelyasion
tablisa diyilydr. Korrelyasion tablisanyn diiziilisini mysalda
gorkezelin:

X 10 |20 [30 |40 |ny

y
04 |5 |- 7 14 |26
06 |- 2 6 4 12
08 |3 19 |- |- 22
Nx 8 21 |13 |18 | n=60

Tablisanyn birinji hatarynda X-nysanyil synag edilyan bahalary
(10;20;30;40) gorkezilen. Birinji siitiinde bolsa Y-nysanyn
synag bahalary (0,4;0,5;0,6;0,8) gorkezilen. Siitiin bilen seteriii
kesisydn yerinde nysanlaryn gosa synag bahalary nxy yygylyk
vazylan. Meselem 5 yygylyk (10;0,4) gosa sanyin 5 gezek
gabat gelendigini gorkezyir. Yygylygyti hemme bahalary
gapdal taraplary yogyn c¢yzylan goniburclygyin icinde
yerlesendir. Yone ¢yzyk meselem (20;0,4) hi¢ gabat
gelmedigini anladyar.

Soriky siitlinde hatardaky yygylyklaryn jemi yazylan. Meselem
birinji hataryn yygylyklarynyi jemi ny=5+7+14=26; bu san Y-
nysanynl 0,4-e den bahasynyin 26 gezek gabat gelendigini
afladyar.

Soniky setirde siitiinddki  yygylyklaryn jemi yazylandyr.
Meselem 8 san X-nysanyin 10 den bolan bahasynyn 8 gezek
gabat gelendigini anladyar.

Tablisanyn asaky sag tarapyndaky oyiinde &hli yygylyklaryn
jemi COnyx=Ony=n yerlesdirilendir. Biziit mysalymyzda

[(nx=8+21+13+18=60, (ny=26+12+22=60.
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§ 26.Goni ¢yzykly regressiyasynyn denlemesinin
saylama parametrlerinini gozlenis.
Korrelyasiyanyn saylama koeffisienti.

Belli bolsy yaly Y-in X-a regressiyasynyn goni ¢yzykly
denllemesinin  parametrlerini  kesgitlemek {i¢in agsakdaky
denileme sistemasy alnypdy:

>x? >x)b=3X
(X + (2) xy} ()

(Zx)p, +Nb=Zy

Onda X-yn bahasy we ona degisi bolan Y-in bahalary bir gezek
gozegeilik edilipdi.

Indi bolsa uly sanly netijeler alnan bolsun, olaryn iginde
gaytalanyanlary hem bar bolsun we olar korrelyasion tablisa
gorniisde toparlanan bolsun. Asakdaky tozdestwolardan
peydalanyp (1) sistemasyny basgacga yazyarys:

XX =nX (xX= X denlikden gelip ¢ykyar).
n

Xy =ny (y= % denlikden gelip ¢ykyar).

2
52 =2 (X% =X denlikden gelip oykyar).
n

Oxy=Onxyxy ((Xy) gosa sanlaryn nxy gezek yiize ¢ykyandygy
g6z oniinde tutulyar).

Yokardaky detilikleri géz ohiinde tutup (1) sistemanyii ikinji
denligini n-e alarys
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(X%)p,, +(nx)b=2nxyxy} (2)

(X)pyx +b=Y

Bu sistemany ¢06ziip, pyx we b parametrleri tapsak, onda
gbzlenyan denleme asakdaky gorniisde bolar

Y =PyX+b.

Emma korrelyasiya koeffisienti diyen ulylyga girizip
regressiyasynyn deiilemesini basgaca yazmak alamatlydyr.
Onun {igin (2) sistemanyn ikinji defilemesinden b-ni tapalyi:

bzy_pyxi'

Bu defileméniii sag tarapyny Yy, =p,,X+b defileméni alyp
goyup alarys
Vi =Y =Py (X=X) (3)
X* —(X)? =c- detiligi gdoz oniinde tutup (2) sistemadan
regressiyasynyn koeffisientini tapyarys:
B N, Xy —nxy B N, Xy —nxy
n[x? — (X)?] no?

X

Pyx

Bu denligin iki tarapyny hem Ox droba kopeldip alarys
c
y
o, XN Xy —nxXy
o, - no,o, '
Denliginl sag tarapyny rg bilen belldp alarys

Pyx -

re-ni korrelyasiyanyn saylanan koeffisienti diyip atlandyryarys.
Yokary denligi asakdaky gornilisde yazyarys
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Sy

Pyx =Ig "
yx o

X

Bu denligin sag tarapyny (3)-a goyup, Y-in X-a
regressiyasynyil goni ¢yzykly saylama deiilemesini asakdaky
gorniisde alarys

yx _r _(X X) (4)

Bellik 1. X-in Y-e regresmyasynyﬁ saylama denlemesi
hem oOnkd menzeslikde asakdaky gorniisde

yazylyar
- o o =
Xy=X=Tg =(y=Y) (5)

Bellik 2. Regressiyanynn  goni  ¢yzykly  deilemeleri
simmetrik gorniisde asakdaky yaly yazylyar
V-V _ X=X X, =X __y-y

(o) o (o) (o)

=r, : =T
y x x y
Bellik 3. Korrelyasiyanyn saylanan koeffisienti gerekli
ozbasdak baha eyedir. Onkilerden gorniisi yaly
korrelyasiyanyn saylanan koeffisienti agakdaky
yaly kesgitlenyir
- N, Xy —nxy (6)

nc,o,

bu yerde
X,y — X we Y nysanlaryn wariantlary,

Nxy — gosa (xy) wariantyi yygylygy,
n — saylanan gowriimi,
X,y - saylanan orta bahalar,

Ox, [y — saylanan orta kwadratik gysarma.
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§ 27.Korrelyisiyanyn saylanan koeffisientinin hésiyetleri.

Cyzykly  korrelyasion  baglylygyn  yakynlygyny
bahalandyrmak ii¢cin hyzmat edyinligi gelip c¢ykyan
korrelyasiyanyin ~ saylanan  koeffisientlerinin  hésiyetini
getiryaris. Asakdaky formuladan peydalanyarys

. S, =D, (1-rp); S, =D, (@-r);
bu yerde S, -y, - sertli orta bahanyn dasyndaky y-ifi
gozegeilik edilyén bahasynyh degisli dispersiyasy; D, -y -
umumy orta bahanyn dasyndaky y-in gozeggilik edilydn
bahasynyn dispersiyasy.
Sx we Dx — hem sonun yaly manydyr.

1. Korrelyasiyanyn saylanan koeffisientiniii absolyut ulylygy

birden uly dildir.
Subudy: Islendik dispersiya otrisatel dal.
Hususy halda
S,=D,(1- r’)>0

Diymek

1-r2 >0
bu yerden

-1<r; <1
ya-da

Ire|<1.

2. Eger korrelyasiyasyn saylanan koeffisienti nula deii bolsa we

saylanan regressiya c¢yzyklary goni bolsa, onda X we Y Ozara

¢yzykly korrelyasion baglylyga eye déldir.

Subudy: Eger rg=0 bolsa, onda Y-in X-a regressiyasynyn
saylanan goni ¢yzykly deiilemesi
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Yo=Y =r—(X=X)
GX
asakdaky gorniise eye bolar
yx - y =0

ya-da

Yy =Y.

Eger rg=0 bolsa, onda X-ih Y-e regressiyanyn goni

cyzykly deiilemesi asakdaky gorniise eye bolar

X, =X.

Seylelikde, eger rg=0 bolsa, onda sertli orta bahalar, degisli
argumentlerin iytgemeginde heniselik bahasyny saklayarlar;
sonuil licin hem X we Y ¢yzykly korrelyasion baglylyga eye
dildir. Hazirki vyagdayda regressiya c¢yzyklary degisli
koordinata oklaryna paralleldirler.

2. Eger korrelyasiyanyn saylanan koeffisientinii absolyut
ulylygy bire deti bolsa, onda gozeggcilik edilyén nysanlaryi
bahalary ¢yzykly funksional baglylyk bilen baglydyr.

Eger rg|=1, onda S, =D, (1-rg)

Bu yerden

denlik gelip ¢ykyar.

Bu yerden gorniisi yaly, islendik gozeggilik edilydn gosa (x,y)
san X we y goOrd cyzykly deillemdni kanagatlandyryarlar,
yagny nysanlaryil bahalary ¢yzykly funksional baglylyk bilen
baglydyr.

3. Korrelyasiyanyn saylanan koeffisientinini absolyut ulylygy
artmagy bilen ¢yzykly korrelyasion baglanysyk has
yakynlagyar we |rg|=1 bolanda funksional baglanysyga
gegyar.

Subudy.
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S,=D,d-r2),  S,=D,1-r?)
formulardan gorniisi yaly, rs-nin absolyut ulylygynyn artmagy
bilen Sy we Sx kemelyér, bu bolsa nysanlaryn arasyndaky
baglanysygyn has yakynlasyandygyny anladyar we |rg|=1
bolanda funksional baglanysyga owriilyar.

Bellik 1. Korrelyasiyanynn ~ saylanan  koeffisientinin
alamaty regressiyasynyn saylanan koeffisienti bilen gabat
gelyir. Ol asakdaky formulalardan goriinyar:

Gy O

=r—, =r—y (*)
pyx BO'X pxy BO_X

Bellik 2. Korrelyasiyanyn saylanan koeffisienti,
regressiyanyn saylanan koeffisientinini orta geometrik bahasyna
dendir.

Hakykatdan hem (*) denligini sag we ¢ep taraplaryny kopeldip
alarys

2
Pyx " Pxy = I

Barlagy yenillesdirmek maksady bilen her 6yjiikdaki (nuv-UV)
sanlary her meydan iicin ayratyn jemleyirler, hasaplanys her
meydanyn her setiri we her siitiini {igin ayratyn yerine
yetirilydr; meydany n setir ii¢in (nuv-UV) sanlaryn jemi, sag
tarapda yerlesen, sol meydanyin nomerini O6ziinde saklayan
(sanlarynn gosulan meydany) gosmaca siitiinlinde yazylyar.
Sitlin tigin  (nuv-UV) sanlaryin jemi, asakda yerlesen, sol
meydanyn nomerini Oziinde saklayan gosmaca setirde
yvazylyar. Her meydan {i¢in ayratyn sanlaryin jemi tablisanyn
sag asaky burcundaky jemleyji 6yjiikde yazylyar. In sofiynda
jemleyji Oyjligin sanlarynyn jemini gosup gozlenydn sany
tapyarlar.

Hasaplayys shemasy tablisa gorniisde asakda gorkezilendir.
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3 | -2 0 1|2
U -1
Y}
2 |5 |7 |- 58
6 4
-1 |- |20 P31 2 |63
4
0 in uly 3 4
yygyly
k
3 4
1 [30 |68 |23 2 121 ] 2
3 4 3 |4

Tablisanyn doldurylysyny diisiindiryéris:

Birinji meydanyn setiri boyunga nyv we UV sanlaryn
kopeltmek  hasylynyn jemini  tapyarys.  (5-6+7-4=58;
20-2+23-1=63), ony gosmaga 1 siitiinde yerlesdiryaris.

Birinji meydanyi siitiini boyunca nuyv we UV sanlaryn
kopeltmek hasylynyil jemini tapyarys. (5-6=30; 7-4+20-2=68,
23-1=23), ony gosmaga 1 siitiinde yerlesdiryaris.

Gosmacga 1 siitiinin sanlarynyi jemini tapyarys (58+63=121)
ony birinji jemleyji dyjiikde yazyarys.

Barlag 1iicin gosmacga setirin hemme sanlaryny gosyarys
(30+68+23=121).

Hasaplama meydan bilen hem sonun yaly hasaplama gegirilyar.
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