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Sozbasy

Tirkmenistanyn Prezidenti Gurbanguly Berdimuhamedowyn
bilim edaralarynyn isini kdmillesdirmek dogrusyndaky kararynyn
esasynda yokary okuw mekdeplerinde okuwyn mohletinin bas yyla
gecirilmegi esasynda tdzeden islenen okuw meyilnamasyna birnice
wajyp O0zgertmeler girizildi. Seyle 6zgertmelerini biri ol ya-da beyleki
hiindrmeni tayyarlamakda tdze hiindr derslerini girizilmegidir.
Matematiki fizikanyn usullary dersi hem seyle derslerden biridir. Bu
ders fizika we matematika hiindrinin talyplary {i¢in niyetlenip
girizildi.

Matematiki fizikanyn usullary dersinde fizika we matematika
hiinarinin talyplary matematiki fizikanyn esasy denlemeleri we bu
denlemeler bilen baglanysykly goyulyan esasy meselelerin ¢oziilis
usullary barada baslangy¢ diisiinjeler bilen tanysdyrylyar. Sunlukda
hususy Oniimli differensial denlemeler, wektor analizi , matematiki
fizikanyn esasy denlemeleriniii getirilip ¢ykarylysy, bu denlemeleriii
umumy integralyny almaklygyn usullary 6wretmeklik goz omiinde
tutulyar.



I bap Skalyar, wektor we tenzor meydanlary

§1 Skalyar meydany

Hazirki zaman fizikasynyn kopsanly diistinjelerinin esasynda

meydan diisiinjesi duryar. Meydanlary owrenmekligin esasy serisdesi
bolup wektor analizi hyzmat edyar.
Goy o ginislikde alynan oblast bolsun. Eger €2 oblastyii her bir M
nokadyna haysy hem bolsa bir kanun bilen kesgitli bir u=u(M) san
degisli edilydn bolsa,onda <2 oblastda U skalyar meydan berlipdir
diyilyar.Basga sozler bilen aydylanda skalyar meydany bermek
diymek munuit 6zi meydanyin funksiyasy bolan u=u(M) skalyar
funksiyany beremkligi afiladyar. u=u(M) YVazgy U ululyk nokadyi
funksiyasy bolyanlygyny anladyar. ¢ oblast bolup tutus ginislik
hyzmat edip bilyar.

Eger u=u(M) ululyk U wagta bagly bolmasa,onda u skalyar
meydana stassionar meydan diyilyar.Biz dife stassionar skalyar
meydanlara serederis.

Gyzdyrlan jisimin i¢inddki temperatura meydany,massanyn
dykyzlyk meydany, elektrik meydanyndaky potensialyn paylanma
meydany skalyar meydanyn mysallarydyr.

U=U(M) vyazgy ginislikde koordinat sistemany girizmekligi
g0z onlinde tutmayar.Eger ginislikde koordinatalar sistemasy girizilen
bolsa,meselem  goniburcly  koordinatalar  sistemasy  girizilen
bolsa,onda M nokadyn berilmegi onun X,Y,Z koordinatalarynyn
beilmegine dengiiyglidir.Sunlukda meydanyn u=u(M) funksiyasy
X, ¥,Z ¢ iiytgeyanli u=u(x;y;z)funksiya bolyar.Biz hemise bu
funksiya tizniiksiz hususy oniimlere eye diyip guman ederis.

Giniglikde beyleki koordinatalar sistemasyny,meselem silindrik we
sferik koordinatalaryny girizmek bolyar.

Ust derejeleri.Skalyar meydany kopleng iist derejelerinii komegi
bilen geomnetiki sekillendiryarler.

u=u(M) skalyar meydanyn iist derejeleri diyip U=U(M) meydan
funksiyasynyit hemiselik bahalary alyan ginisligin nokatlar kopliigine
aydylyar.



Goniburcly  koordinatalar  sistemasynda  list  derejeleri

U(X; Y Z) =C gorniigde dir.Bu yerde C -kibir erkin hemiselik.

Fizika kursunda potensial meydanlar seredilende list derejelerine
adatca ekwipotensial tstler diyilyar.

C erkin hemiselige diirli bahalary bermek bilen iist derejelerinini
masgalasyny alyarys.

Sklyar meydany sekillendirmekligin beyan edilen usuly tekiz
skalyar meydan barada aydylanda amatly bolyar. Seyle meydanlaryn
U funksiyasy tytgeydn X,Y ululyklaryn funksiyasy bolyar. Sonun
lcin hem tekiz skalyar meydanlary dereje ¢yzyklarynyn ~ komegi
bilen geometriki sekillendirmek bolyar.

Tekizlikde temperature meydany berlen yagdayda dereje
cyzyklar izotermalar, basys meydany berlen yVagdayda izobaralar
diyilyar.

§ 2 Meydanyn ugur boyunca oniimi
Kesgitleme : U=U(M) skalyar meydanyt M nokatda n ugur
boyunca oniimi diyip U=u(M) funksiyanyin AU artdyrmasynyi M
-
nokadyn N wektoryi ugry boyunca d =MM, orun liytgetmesine
bolan gatnasygnyn d—0 predeline aydylyar we

ou
— =lim2Y - jim u(M,)-u(m)
a n d-0 ( d—0 d

(1)yaly bellenyar.

Ugur boyunga Oniimi tapmaklygyin amatly formulasyny getirip
cykaralyn. Goy X, Y,Z fiksirlenen M nokadyin koordinatalary we

COs &, C0S 3, COS y ululyklar N wektoryi ugry bilen gabat gelyin

birlik wektoryn koordinatalary bolsun. (COS ¢, COS B, COSy - N ugryi
koordinata oklar bilen emele getiren burglarynyn kosinuslary )Bu
vagdayda M; nokadyn koordinatalary

Xx+dcosa,y+dcos ,z+dCcosy gormiisde bolyar.

X, Y, Z cosa,cos B,cosy ululyklar fiksirlenen ululyklar. Sonuf
iicin U=U(M,) funksiya difie d orun iijtgetméniti funksiyasy bolyar.



Bu funksivany #(d)=a(x+dcose,y+dcos3,z+dcosy)
gorniisde yazmak bolar.
¢(O) = U(X; Y Z)bolyandygyny g0z oniinde tutsak ,onda (1) predel

—=lim M = ¢’ (0) den bolar.

Cylsyrymly funksiyanynn oniimini tapmaklygyn formulasyna gora
¢'(d)=u’(M,)cosa +uj (M, )cos B +u! (M, )cos y

Bu yerden
§/(0)=u! (M )oosee v Jos gl Jeos
Ya-da
ou ou ou ou
—=—C0So + —cCos —COS
on dx dy 'B+dz 4 (2)
5
(2) formuladan gorniisi yaly N wektoryt ugry 0X okufi polozitel
T ou ou
ugry bilen gabat gelse,yagny a=0,ﬂ=7=§,onda T:&. Edil
on

N
sufia mefizeslikde N wektoryn ugry 0y, 0z oklaryi polozitel ugry
bilen gabat gelende degisli denlikleri yazmak bolyar.Belli bolsy

ou Ou ou | | .
}’/aly&, @ 7 hususy oOniimlerin U funksiyanyn degisli
koordinata oklaryn ugry boyunga {iytgeyis tizligini hédsiyetlendirisi
yvaly ugur boyung¢a Oniim hem U= U(X; Yy, Z) funksiyanyn M nokatda

N wektoryn ugry boyunca tiytgeyis tizligini hésiyetlendiryar.Ugur
boyunca Oniiminn absolyut ululygy tizligin ululygyny kesgitleyir,
ontimiit  alamaty  bolsa, u=u(xy;z) funksiyanyn {iytgeysini
hésiyetlendiryar. (artyanlygyny ya-da kemelyénligini). Ugur boyunca
ontimin fiziki manysy hem sundan ybaratdyr.

5
Eger U meydan tekiz meydan bolsa, onda N ugry onunt OX oka
yapgytlanma & Dburgy bilen doly kesgitlenyar. Bu yagdayda ugur



boyunga Oniimin formulasyny (2) formulada A=Z we yij =§—a

2
o ou (3U
goyup alynyp biliner. Sunlukda eger @ =0 bolsaonda =T
on
ou Ou
Egerde a=— bolsa onda — =
on oy
Skalyar meydanyn gradiyenti .
Goy u=u(M)=u(x;y;z) skalyar meydan berlen bolsun.
Kesgitleme .Z—uu + %Jj Z—Uk wektora u=u(M) skalyar
meydanyii M nokatdaky gradiyenti diyilyir we gradu yaly bellenyir.
ou~  Oou ou >
= + —k
gradu St 8yJ P (3)

No(cos a; cos f3;cos ) wektor bilen N ugrun birlik wektoryny bellilif
Sonda
% = gradu o = lgradu|cos ¢ = pr_gradu
Bu yerde ¢ -burg gradu we N wektorlaryn arasyndaky
bur¢.Diymek u=u(M) skalyar meydanyn M nokatdaky berlen ugur
boyunga Oniimi M nokatdaky meydanyn gradiyentinin bu ugra bolan
pryeksiyasyna deiidir. Bu yerden hem u onim M nokatda

on

gradiyentin ugry boyunca in uly baha eyedir. Bu yagdayda

ou 8u ou Y ou )
8 =|gradu| = 5 o
Seylelikde gradu U = u(M) skalyar meydanyn berlen nokatda i uly
artyan ugruny gorkezyin wektor bolup onuii moduly onunt artma
tizligine dendir.
Tekiz skalyar meydanda U=U(M)= u(x;y) gradient asakdaky
denilik bilen kesgitlenyar.

ou> Ou .
radu=—i +—
g OX +8yj'



§3.Nabla operatory.Gradiyentin hasaplanylysy

Anglyaly matematik Ulyam Gamilton tarapyndan wektor
differensial operator:
i_I) + i j+ EE
OX oy OX
girizilydr. Bu operator nabla operatory diyilyar.(nabla —grek sozi
bolmak bilen Owriilip goylan iicburclugy ailadyan saz guralyny
anladyar. ) Nabla operatory anlatmalardan ¢epde yazylmalydygyny
vatdan c¢ykarmaly dildiris.Sebdbi bu operator o0ziinden sagda duryan
anlatmlara tasir edyar.
Sonun ligin

V =

vu=i B jHL KN g Vu = gradu
OX oy oz

Kop  lytgeyanli funksiyalary  differensirlemeginn =~ belli
diizgiinlerinden asakdaky yonekey diizgiinler alynyar.
1. V(Cu+C,v)=C,Vu+C,Vv
Bu YVerde C,,C, hemiselikler,U;V {iytgeyin X;¥;Z ululyklaryii
funksiyasy.
Bu formulany basgaca
grad(C,u+C,v) =C,gradu + C,gradv
gorniisde yazmak bolyar.
2 V(uv)=vVu+uwv yagny grad(uv)=vgradu+ugradv.
3. Vi(u)= f/(u)Vu ya-da gradf(u)= f'(u)gradu.
4.Vi(u;v)= f/Vu+ f/Vviagny

gradf (u;v) = f/gradu + f/gradv

§4.Wektor meydany.Wektor cyzyklary
Goy (Q ginislik oblasty bolsun.Eger Q ginisligitt her bir M

nokadyna ;(M) kesgitli bir wektor degisli edilen bolsa,onda €

oblastda @ wektor meydany berlipdir diyilyar.
Q oblastyn tutus ginislik bolmaklygy hem miimkin.Biz geljekde dine
stassionar  (wagta bagly iytgemeyian) wektor  ginisliklerine



serederis.Stassionar wektor gifiisliginde a(M) wektor diie M nokada
bagly bolup wagta bagly daldir.

Wektor meydanyna mysallar -agyrlyk gliyjiinii
meydany,elektrik we magnit induksiya meydanlary,elektrik togunyn
dykyzlyk meydany we s.m.

OXyZ goniburgly koordinatalar sistemasynda a(M) wektory
a(M)=a,(xy2)i+a,(x;2) j+2,( y;2)k

yaly Yazmak bolyarBu Yerde a,(Xy;z) | a,(xy;z), a,(xy;z) M

nokatda berlen wektoryn koordinat oklaryna bolan proyeksiyalary.

aX(X; y;Z) , ay(X; y;2), aZ(X; y;z) funksiyalar 06zlerinin  hususy
ontimleri bilen birlikde tizniiksiz diyip guman ederis.

Wektor meydanlarynyit hususy yagdaylary.

Eger a(M) wektor hemiselik wektor bolsa, onda wektor
meydanyna birjynsly diyilydr. By yagdayda @,@,,8, hemiselik

ululyklar. Agyrlyk giiyjiinin  meydany birjynsly wektor meydanyna
mysal bolup biler.

Eger a(M) wektor haysy hem bolsa bir koordinata
liytgeyanine bagly bolmasa,onda wektor meydanyna tekiz wektor
meydany diyilydr. Gidrodinamikada tekiz wektorlar has kop dus
gelyar.

1-nji ¢yzgy



Wektor meydanynun wektor cyzyklary diyip her bir nokadynda
gecirlen galtasyan bu nokada degisli wektor bilen gabat gelyidn ¢yzyga
aydylyar.(1-nji ¢yzgy )

Takyk meydanlaryn wektor c¢yzyklarynyn aydyn fiziki manysy
bardyr. Meselem akyan suwuklygyn tizlikler meydanyna seretsek,
onda wektor ¢yzyklary bu suwuklykdaky akym c¢yzyklarydyr.

Elektrik meydanynda wektor c¢yzyklary bu meydanyn giiyc
cyzyklarydyr. Meselem hokatlang zaryadyn meydanynda zaryaddan
cykyan sohleler wektor ¢yzyklarydyr.

§5.Ust boyunca wektor akymy
Wagt birliginde O iistden akyp gegyan suwuklygyn mukdary

= H X;y;z)cosa +Q(x; y; z;)cos S+ R(x; y;z)cosy s (1)

ya- da
I= ﬂ P(x; y; z)dydz + Q(x; y; 2 )dzdx + R(x; y; z Jdxdy

integral bilen kesgitlenen II ululyga o st boyun¢a suwuklyk
akymy diyilyar.Suwuklygyn V¥  wektor tizliginin koordinatalary

N -
PQR, O iste gecirlen N normalyn Mo birlik wektorynyi
koordinatalary COS «, C0S f3,COS ¥ bolyanlygy we

Pcosa +Qcos f+Rcosy =vn, bolyanlygy tigin (1) formulany
H:Hv Nods v, da H=H\/_nd3

gorniisde yazmak bolyar. Bu yerde V_n - v wektoryn n normal
wektora proyeksiyasy.

Kesgitleme . a(M) Wektoryﬁ O iist boyunca akymy diyip

IT= J] n n,ds (2)
ist integralyna aydylyar. Bu yerde No o iiste onun M nokadynda

gecirlen normalyn birlik wektory Ust orientirlenen

bolmalydyr.Munun 6zi onun her bir nokadynda N wektor O iist

10



boyunca iizniiksiz Uytgdr vyaly iki ugrunn birinin  saylanyp

alynmalydygyny anladyar. o yapyk iist bolan yagdayynda N (M)
derek dasky normalyn wektory alynyar.

- - — — _ — —
Goy a(M)=ai+a, j+ak, n, =icosa + jcos f+kcosy

bolsun .Onda iistden wektoryn akymy
I1= ﬂ (a,cosa +a, cos B +a, cosy)ds

integral bilen hasaplanylyar. Bu integraly asakdaky goniisde yazmak
bolar.

I1= ﬂ a,dydz +a, dxdz +a,dxdy

Seyleleikde, wektor akymyny hasplamaklyk {ist boyunca integraly
hasaplamaklyga getirilyar.Kesgitlemeden gorniisi yaly IT wektor
akymy skalyar ululykdyr.Eger norml wektoryn ugry lytgedilse , onda

IT akym alamatyny iiytgedyir. 5(|\/|) wektoryn N hormal wektoryn

birlik wektoryna skalyar kopeltmek hasyly bu wektoryn n ugra
bolan a,(M) proyekiyasyna dendir,onda IT akymy

H:ﬂaAMms (3)

gorniisde gysgaca yazmak bolar.

Bu yerden, hususy halda, eger kabir iistiin kébir boleginde a(M)
wektoryn normala proyeksiyasy hemiselik bolsa,onda seyle tistden
akym C-Q kopeltmek hasyla deft bolar.Bu yerde Q {ist boleginin
meydany.

O list yapyk bolan yagday kop meselelerde gabat gelyar .Eger-de
dasky normal alynsa,onda biz O iistiinn i¢ki akymy barada aydarys.Ol
akym

H:ﬁaAMMS

valy bellenyar.
Hacanda a(m) wektor meydan suwuklygyn tizlikler meydany

bolanda II akym ululygy €2 oblstdan akyp ¢ykyan suwuklyk bilen
bu oblasta gelydn suwuklyklaryn mukdarlarynyn tapawudyna dendir.

11



I1=0 bolsa, onda €2 oblastan akyp ¢ykyan suwuklyga defi bolan
suwuklyk akyap giryinligini anladyar.
Eger IT > O bolsa,onda €2 oblastdan akyp ¢ykyan suwuklyk ona
gelyan suwuklykdan kopdiir.Bu bolsa €2 oblastda suwuklyk
akymyny iymetlendiryan ¢esminin barlygyny anladyar.Eger r1 <o
bolsa,onda iistden suwuklygyn akdyryan yerinin barlygyny anladyar.
§6.0strogradskiy-Gaussyn formulasy
Ostrogradskiy-Gaussyn formulasy yapyk tist boyunga iist
integralyny bu iist bilen ¢éklenen ginislik oblasty boyunca alynan {i¢
gat integral bilen baglanysdyryar.Bu formula yapyk kontur boyunga
egricyzykly integraly iki gat integral bilen baglanysdyryan Grinii
formulasynyn ginislikddki gorniisidir.

Goy P(x;y;2) Q(x; y;2) R(x;y;2) funksiyalar  ozleriniti

PX’,Q§, R. hususy Sniimleri bilen bilelikde ¢igi koordinat oklaryna
parallel bolan goni ¢yzyk bilen ikiden kop bolmadyk nokatda
kesisyan (2 giftislik oblastynda iizniiksiz bolsun.Yonekeylik iigin,
seyle oblastlara  yonekey oblast diyeris.Sunlukda O iistin dasky
tarapyna serederis. O {ist vylmanak ya-da bolekleyin vylmanak diyip

guman edilyar. Goy G o iistiin xOy tekizlige proyeksiyasy
bolsun.(2-nji ¢gyzgy)
z n
~ 2=2(x)
Q
>\_)/ z=12,(x)
o,
X
0
: -
2-nji ¢yzgy



z=2,(xy) we Z=2,(XY) degislilikde O iistun asakkyo, we

yokarky O» boleklerinifi defilemeleri. Z = Zl(X; y) L= ZZ(X; Y)

oR d x d
G oblastda iizniiksiz bolan funksiyalar. _”] oz X integraly
Q
asakdaky yaly ozgerdelin.

Z,(X; Y)

m —dxdydz = H dxdy I

7 (% y)

[[ (RO y:z,(x: )~ R(x; y: 2,(x y)))dxdy i

G

= ﬂ X;Y;Z dxdydz —H X;Y;Z dxdydz

Bu 0zgertme Iuggat integrallary hasaplamagyn diizglinine esaslanyar,
Il -Nyuton —Leybnisin formulasyna , Ill- bolsa iki gat integrallary

hasaplamagyn diizgiinine esaslanyar. Netijede ,071 we O, istlerin
yokarky tarapy boyunga inregrallar alynyar.

O, ist boyunga integraly tiytgedip we ikinji jynsly {ist integrallaryn
hisiyetini goz oniinde tutup alarys.

j£j z—ljdxdydz _ J:;[ R(x; y; z)dxdy (4)

Bu yerde integral O {istiin dasky tarapy boyunca alynyar.
Suna meﬁzeslikde

j j j —dxdydz - j j Pddydz (5)

m dxdydz = H Qdzdx (6)
(4),(5),(6) denhklerl agzama agza gosup

j i (5P aQ )dxdydz _ j [ Pdydz + Quzdx+ Raxdy 0

Ostrgradskly -Gaussyn formulasy diyip atlandyrylyan formulany
alarys

13



§7.Wektor meydanynda kowlenme. Wektor meydanynyn
diwergensiyasy

1. a(M)wektor meydanyi kidbir My nokadyna seredelifi.Bu nokady
wektor meydanynda tutuslygyna saklanyan o vapyk iist bilen ortelin.
O st boyungca wektor meydanynyn akymyny hasaplalyn we bu
akymyit Qoblastyn O iist bilen ciklenen boleginin V gdriimine
bolan gatnasygyny tapalyn.

ﬁ a,(M )ds

v ®)

Suwuklygyn tizlikler meydanynda bu gatnasyk wagt birliginde
Q oblastda emele gelyan suwuklygyn mukdaryny
kesgitleyar.Basgaca ¢cesminin ortaca gowriim kuwwatyny bervar.

Indi (8) gatnasygyi V —> 0 predelini tapalyh .
ﬁ a, (M )ds
moTy 9)

Eger bu predel bar bolsa we ol polozitel bolsa, onda My nokada
meydanynn cesmesi diyilyar.Eger otrisatel bolsa,onda meydanyn
toplanmasy(stok) diyilyar.Birinji yagdayda islendik tiikeniksiz kigi
gowriimde suwuklyk doreyir,ikinji yagdayda bolsa suwuklyk ol
nokada yygnanyar.

(9) predele (eger bu predel bar bolsa) wektor meydanynyn My nokatda

diwergensiyasy diyilyar,we diva(M o) valy bellenyir.Seylelikde

ﬂ a,(M )ds

diva(M,)=lim =——F—

V-0 V

Kesgitlemeden gorniisi yaly wektor meydanynyn diwergensiyasy
skalyar ululykdyr.

Asakdaky teorema (9) predelin barlygy we diwergensiyany
dekart koordinatlarda hasaplamagyn formulasyny almaklyga degisli
sowala jogap beryar.

Teorema: aM)=ga,i+a,i+a.k wektor meydanynyn

diwergensiyasy asakdaky formula bilen hasaplanylyar.

14



oa, 8ay oa,
diva(M )= = 8y+; (10)

Bu yerde a,.a,.a wektoryn diizijileri M nokatda Ozlerinin birinji

. aax aay aa‘z
tertipli ox oy oz hususy Oniimleri bilen bilelikde {tizniiksiz

bolanfunksiyalar.
Subudy :YapykO  dstden  am)wektoryt akymy iicin
Oatrogradskiy —Gaussyn formulasyny peydalanyp

ﬁ a,(M )ds = ﬁ a,dydz +a, dzdx +a,dxdy =

.m ( Y jdXdde deniligi alarys.Deniligini sag tarapyna

orta baha hakyndaky teoremany ulanalyn.
\Y

da, 0a, oQa,
Hj( L+ dedydz—( Y + & + OZ)Ml

Eger o oblast M nokada dartylyan bolsa,onda M; nokat M nokada
ymtylyar we

[aax Ly 6aZJ -
diva(M )= Jim x ayv My, (a;( ayy 6; j bolar.
Teorema subut edildi . Ostrogradskiy —
Gaussyn formulasynyn wektor yazgysyny alalyn.

Eger (7) formulada P,Q,R funksiyalara kibir a(M) wektoryn
koordinata oklara proyeksiyalary hokmiinde seretsek ,onda onuil sag

bolegi a(M) wektoryn O vyapyk iist boyunca akymyna den
0 oa, 0 .=
e A :dlva(M)
ox oy oz
Sonuni {ligin Ostrogradskiy —Gaussyn formulasy asakdaky gorniisde

vazylyp biliner.
ﬁ a (M)ds = m diva(M )dv (11)
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Bu formula asakdaky netijani beryir.Yapyk iist boyunga wektor
meydanynynn akymy bu meydanyn diliergensiyasyndan alynan iig¢gat
integrala dendir.

V tizligin diwergensiyasy kdbir M nokatda polozitel diyip guman

edelifi: dIvV > 0 Hususy oniimlerini iizniiksizligine goréd ol tiikeniksiz
kici M merkezli O  sfera bilen c¢iklenen €2 sarda hem
poloziteldir.Onda

mdiva(M)dXdde >0,  Diymek, (11) formula esasynda
Q

_UVndS>O yagny , <2 oblastdan onuii o ¢dgi boyunca gelyin

wektorlaryn mukdaryndan  ¢ykyan wektorlaryin mukdary kopdiir.Su
sebdbe gord M nokada ¢esme diyilyar.

Eger divW <0 bolsa ,onda M merkezli tiikeniksiz Kici sferadan
cykyan wektorlaryn mukdaryndan  gelydn wektorlaryn mukdary
kopdiir.sonun iigin hem M nokada toplanma nokat diyilyar.
§8.Wektor meydanynyn sirkulyasiyasy
Goy ,wektor meydany a(M) wektor bilen emele getirlen bolsun .

N
a(M)=a,(x; y;z)?+ay(x; y;z)?+az(x; y;z)E
Bu meydanda L c¢yzygy alalyn we onda kesgitli bir ugry saylap
alalyn.ds bilen ugry cyzysa gecirlen galtasyanyin ugry bilen gabat
gelyin we moduly boyun¢a duganyin differensialyna deii bolan
wektory belldlin.Galtasyanyin ugry saylanyp alnan ugur bilen gabat
gelyar diylip hasap edilyar.Sonda
ds = dxi +dy j + dzk .

L kontur boyunca a(M) wektoryii we USwektoryn skalyar
kopeltmek hasylyndan alynan egricyzykly integrala seredelin.

Ja(M)ds = [a,dx+a,dy+a,dz (12)

L
Guye meydanda (12) integral material nokadyn L ¢yzyk boyunga orun
uytgedende yerine yetiryan isini anladyar.
Eger a(M) erkin wektor meydany L. yapyk kontur bolsa,onda (12)
integrala wektoryn sirkulyasiyasy diyilyar we ol
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I, = iat dt (13) integrala

den bolar,

bu Yyerde &;- ululyk a(M) wektor meydanyn L egrd M nokatda

gecirlen galtagyana bolan proyeksiyasy.Sunlukda, bu galtasyanda
kontury aylanma ugrun ugry bilen gabat gelyan ugur polozitel ugur
deregine alinyar.(3-nji surat )

Kesgitleme a(M) wektoryn L yapyk kontur boyunca

sirkulyasiyasy diyip, a(M) wektoryn ds  wektora skalyar
kopeltmek hasylyndan bu kontur boyunca alnan egricyzykly
integrala aydylyar.

ZM

L

3-nji surat

§9.Wektor meydanynyn rotory

Kesgitleme — :  aM)=a,(x;y;z)i+a,(xy;z)j+a,(xy;z2)k
wektor meydanynyn rotory diyip

- da, 04a, ) 8ay_8az - &i_aax —
rota(M)—£6y—82 JH(az axJH[ax ayjk (14)

wektora aydylyar.
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Bu formulany yatda saklamak amatly bolar yaly ony kesgitleyji
formada yazalyn.

k

rota(M) =

J
o 0 O
x oy o7l
a, a, a

Goy N, =icosa + jcos B +kcosy N ugrui birlik wektory
bolsun.Bu yagdayda

oa oOa da. oa
o (M)=| —%——> |cosa + | £ _ %
2 (M) ( oy oz j o ( 7 ox jcosﬂJ,

da, da,

R oS (15)
w,(M,)ululyga wektor meydanyn kowlenmesi diyilyar.
Rotoryn asakdaky yaly ha81yetler1 bar.
rot(Cla1 +C az)— C rota1 +C rota2
Hemigelik ugurly a=uc meydanyi rotory ligin
(C C, I+ C, J +C, k hemiselik wektor,
uU=u(M) skalyar meydan ) alarys:

rot(uc) = —[E , gradu] (16)

(16) formula ¢ =¢(M) iiytgeyin wektor bolan yagdayda
[V ,UC]Z —[C ,VU]+ U[V ,C] has umumy formulanyii hususy
vagdayydyr.

§10.Stoksyn formulasy

dex+Qdy+ Rdz _ﬂ( (g—%)cos)ﬂ(g—@jc03a+(@—g—chosﬂ st

(17)
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Bu formulanyn ¢ep bolegindiki integral a=Pi +Q] + Rk wektoryn
§ard| sirkulyasiyasyna den,sag bolegi bolsa rota wektoryn L kontur
L

bilen ¢iklenen O iist boyunca akymyna defi.
Diymek ,Stoksynn formulasyny wektor gorniisinde asakdaky valy
yazmak bolar.

§a_TdI _ H rot, ads (18)

Seylelikde a wektoryn L vapyk konturyn ugry boyunca
sirkulyasiyasy bu wektoryn

d  wektor meydanda yatyan we L kontur bilen ¢dklenen O iist
boyunga kowlenme akymyna dendir.

rot,a wektor M nokadyn N wugrun toweregindiki @, (M)
kowlenmesi bolany iti¢in (18) denlik asakdaky gornlisde vazlyp

biliner.
fa.dl _ ([ o, (M)ds
L o

Bu denlik meydanyn kowlenmesinii o 1iist boyunca alynan
integraly L kontur boyunca sirkulyasiya denligini anladyar.

Stoksyn formulasyny st integrallaryny egricyzykly integral bilen
baglanysdyryan formulanyn  komegi bilen asakdaky vyaly yazmak
bolyar.

0Q oP oR 0Q oP R
Pdx + Qdy + Rdz = (— — —dedy + (— —— (dydz + [— — —jdzdx
i J:;[ ox oy oy oz 0z OX

Hususy halda eger o xoy tekizligin L kontur bilen g¢dklenen oblasty

bolsa,onda dxdz we dydzZboyunca alynan integrallar nula

owrllyar.Stoksyn formulasy Riman---Grinin formulasyna gegyar.
Stoksyn formulasyndan eger

o P R 0Q oP OR

ox 0y oy oz oz X
bolsa,onda ginisligin islendik L vapyk kontur boyunga alynan
egricyzykly integraly nula dendir.
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§ Pdx + Qdy + Rdz =0
L

Bu bolsa berlen yagdayda egrigyzykly integralyn integrirlemek yoluna
bagly daldigini anladyar.

§11.IKinji tertipli differensial operasiyalar

\Y% operatory birinji tertipli differensial operator bolany ii¢in Vv
operatoryny  skalyar we wektor meydanlaryna ulanmaklyga birinji

tertipli differensial opasiya diylip atlandyrylyar. V operatory wektor
operatory bolmak bilen skalyar meydanda yeke-tdk gorniisde
(wektory sana kopeltmek ), wektor meydanda bolsa iki gorniisde
(skalyar we wektor kopeltmek hasyl) ulanylyp biliner.Munun 6zi bize
belli birinji tertipli li¢ sany differensial operasiyany beryar.:Skalyar
meydanyn gradiyenti,wektor meydanynl diwergensiyasy we rotory.

\% operatorynyn iki gezek ulanylmasy mohiim dhmiyete eyedir.Ol
operatoryn iki gezek ulanylmasyna ikinji teripli differensial
operasiyalar diyilyar.

Miimkin bolan ikinji tertipli differensial operasiyalara seredelin.
U=U(M) skalyar meydandan baslalyi. VU = gradu wektor meydan

.Bu wektora \% operator skalyar ya-da wektor kopeltmek hasyl
gorniisde ulanylyp biliner.Sunlukda ikinji tertipli iki sany operasiya
alynyar.
(V,Vu) = divgradu (1)
[V,Vu]= rotgradu. 2)

Goy indi @(M) wektor meydan bolsun. (V,5)= diva skalyar meydan

Diymek ,V operator bu meydana yeke-tik gorniisde ulanylyp biliner.
v(v,a)= graddiva (3)

Bu ikinji tertipli operasiyalaryn tigiinjisidir.

[V,5]= rota wektor meydan,onda ofla nabla operatory iki gorniisde

ulanmaklyga miimking¢ilik  bar.Skalyar we  wekor kopeltmek

hasyllaryny almak miimkingilikleri bar.

(V, [V, e_l]) = divrota (4)
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v.[v.a]|=rotrota (5)
Bu iki formula ikinji tertipli differensial operasiyalaryin dordiinji we
basinjisidir.
Seylelikde jemi biis sany ikinji tertipli differensial operasiya bar.Bu
operasiyalyn ikisi vagny (2) we (4 ) tozdestwolayyn nula
denidir.Sebiibi [V, Vlu we (v,|v.a)) képeltmek hasyllaryii birinjisinde
iki wektor den,ikinjisinde wektorlaryn garysyk kopeltmek hasylynyn
hisiyetini  peydalansak,den wektorlaryn  wektor kopeltmek hasyly
alynyar.
Yokarda agzalan ikinji tertipli  differensial  operasiyalaryi(1)
operasiyasyna gecelin .Bu operasiya (3) formulany ulanyp alarys.
: . (au: ou ~ au—j_azu o%u  o%u
divgradu=div| —i+—j+—kK |=—+—+—
ox oy 0z ox:- oy® oz
Asakdaky ikiinji tertipli differensial operatory dizelin;

0> 0° 0°
A=—+—+—
ox® oy° oz
Bu operatora Laplasyn operatory diyilyir.Sunlukda
A= o’u o*u  odu

Ox° " oy° ’ oz’

- 0’a o0%a o’a

Aa = > + > + 5 (6)
ox® oy® oz

defilikden ,eger a=a,i+a, j+a,k bolsaonda V operatoryii skalyar

kwadratyny alyp,taparys:

2 2 2
V V:VZ:;XZ -I-aay2 +6822 =A
Sonuii iigin Laplasyfi operatoryny baggaca V> bilen hem
belleyarler.Seylelikde, skalyar funksiyanyn gradiyentiniil
diwergensiyasy bu funksiyanyi laplasyanyna dendir.
graddivu = V(Vu) = V?u = Au (7)

Seyle hem (5) we (3) operasiyalar Ozaralarynda asakdaky yaly
baglanysykda diyip aytmak bolar.

rotrota = graddiva — Aa (8)
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§12.Wektor meydanynyn differensial hisiyetlendirijilerini
hasaplamaga degisli mysallar

a(M)=g,i+g,j+a,k wektor meydanynyn wektor ¢yzyklary diyip
her bir nokadynda gecirlen galtagyanyn ugry a wektoryn ugry bilen
gabat gelyan ¢yzyga aydylyar.
aM)=ga,i+g,i+g,k wektor meydanyh wektor gyzyklary
asakdaky differensial denilemeler sistemasyndan tapylyar.
dx _dy _dz
a a a

X y z

Mysal 1. a=CYyI—CX]  wektor meydanyn wektor
cyzyklaryny tapyn .
. .o dx dy dz - ox oy
Coziwi: —==—_== Dbu sistemany ===,  dz=0.Birinji
cy —-cx O y —X
denilemeden x2 +y? =c?,ikinji denillikden z=c,.
Mysal 2. Nokadyn radius wektorynyn diwergensiyasyny
tapmaly.
Alarys:r = Xi+Yyj+zKk onda divr =1+1+1=3 holar.
Mysal 3. Nokadyn radius wektorynyn goni tegelek silindrin
dasky iisti boyunga akymyny tapyn.

Meseldani  ¢ozmek {igin :f:frndo- = ﬂ rdo+ H rdo+ H rdo

gapdal asaky yokarky
uat esasy esasy

formuladan peydalanalyin.Gapdal iistde dasky normal XOY tekizlige

parallel we ona Vo  proyeksiyasy R defi. Sonuii iigin
|| ndo=R[[rdo=2R*H 27RH silindrin =~ gapdal iistiiniii

gapdal gapd.
ust ust

meydany. Asaky esasda radius wektor normala perpendikulyar we
r, =0.Diymek

[[rde=o

asakky
esas

Yokarky esasda normal 0Z oka parallel goniikdirlen we r, =H .

n

Diymek ,
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[[rdo=H [[do=HmR*

yokarky yokarky
esas esas

Netijede wektoryn akymy
ﬁrndO'Z H r.do + ”rndc7+ Ijrnda:3ﬂR2H.

gapdal asaky yokarky
uat esasy esasy

(4-nji surat)

WA

4-nji gyzgy

Mysal 4. Nokadyn radius wektorynyn depesi koordinatalar
baslangyjy bilen gabat gelyin esasynyn radiusy R ,beyikligi H bolan
goni konusyn dagky iisti boyun¢a wektor akymyny hasaplamaly.(5-nji
surat)

5-nji surat
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Alarys:

ﬁrnda: H rdo+ H rdo

gapdal esasy
uat

Gapdal {tstde radius wektor konusyn emele getirijisi bilen gabat
gelyar,sonufi iicin konusa gecirlen normal bilen 90° bur¢ emele
getiryar.Diymek
H rdo=0
gapd..ust .
Konusyn esasynda r, proyeksiyvasy H den we wektoryn akymy

ﬁ rdo = 7R*H polar.

€
Mysal 5: Elektrostatiki meydanyn D :r—2r° induksiya wektorynyn
islendik  yapyk st boyunga diwergensiyasyny we akymyny
hasaplamaly.
Bu vyerde e- Koordinatalar baslangyjynda yerlesdirlen elektrik
zaryad,r-meydanyi nokadyndan  zaryada g¢enli  uzaklyk,r’-radius
wektoryn birlik wektory.

e - e , : - —
D=32r°:—3r =—(Xi+y] +zk)_
r r I

: : ex
Seylelikde, D  wektoryn  proyeksiyalary D, = g

ey ez
D,=75.D.= 3 WedD =0bolyar.Sebibi

3 2 OF 3 2 X
oD, r° —3xr = r° —3xr . 2 3y
X re re re

Suna metizeslikde

or
oD I‘3—3yrzay I’3—3yr2 y 2 2

y r . r’=3y
=€ 6 6 - 5
oy r r r
3372t 3 g2 X 5 5
aDZ 7 r r--3z
=€ 6 - 6 5
0z r r r
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Seylelikde D  induksiya  wektorynynni diwergensiyasy zaryadyn
verlesydn  koordinatalar  basglangyjyndan  we D  wektoryn
tiikkeniksizlige owriilyan ahli nokatlaryndan basga ahli yerde nula den.
Eger yapyk S iist 0z i¢inde zaryady saklamayan bolsa,onda onun
icinde divD=0.

S {ist boyunga D wektoryn akymy hem nula deni bolyar.

Eger list 0ziinde zaryady saklayan bolsa,onda D wektoryn iist boyunca
akymy ustiin gorniisine bagly daldir.Sonun iicin iist deregine merkezi
koordinatalar baslangyjoynda bolan,R radiusly sferany alalyn.Sfera
gecirlen dagky normal r~ wektor boyunca goniikdirlendir we D wektor
bilen birmenizes ugrukdyrlandyr.;bu yagdayda

€
Dn :|D|:r_2

Sferanyn {istiinde I" radius wektor R dei bolan hemiselik bahasyny
saklayar.Bu yerden

{Dndazj'%dazhze.
S S

Seylelikde bir sany elektrik zaryady bilen doredilen , bu zaryady

oziinde saklayan islendik yapyk tist boyunca elektrostatik meydanyn

induksiya wektorynynn akymy 4ze den.

Mysal 6. a=Yi—X]j wektoryi koordinat oklary we
r=Rcos’t-i+Rsin’tj astroidanyn birinji ¢éryegi bilen emele
getirlen yapyk egri boyunca sirkulyasiyasyny tapyn.

Coziwi: L c¢yzuk iki sany BO we OA koordinat oklaryn
kesiminden we astroidanyn AB dugasyndan ybaratdyr.. boyunca

hereket sagat dilinii hereketinin tersi boyun¢a amala asyrylyar.Sonun
ticin wektoryn sirkulyasiyasy

fadrz Iadr+ _[adr
AB Oa

Bu denligin  sag boleginddki her bit integraly ayratynlykda
hasaplalayn.

§ 13.Wektor diisiinjesinin analitiki kesgitlemesi
Ugrykdyrlan kesimler — wektorlar fiziki ululyklary geometriki
sekillendirmekde ginden ulanylyar.Analitiki geometriyadan belli bolsy
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yvaly,wektorlary  gosup,sana  kopeldip we olary biri  birine
skalyar,wektor hem-de garysyk kopelmek bolyar.Egerde wektorlaryn
koordinatalary girizilse, yokardakylar algebraik amallara
getirilyar.Goy,tekizlikde berlen a wektoryn  xwey  Oklara
proyeksiyalary degislilikde a,we a,bolsun. Téze xoy’koordinatalar
sistemasyna gegsek wektoryli koordinatalary iiytgeyar.Onki  a,,a,
koordinatalar bilen tize al,al koordinatalar arasynda baglanysyk
asakdaky formulalar bilen berilyar
al =a, cos(x’,x) +a, cos(x’, y)
a, =a, cos(y’,x) +a, cos(y’, y) (1)

Her Dbirxoy koordinatalar sistemasyndan basga X0V’

koordinatalar  sistemasyna gecende (1) formulalaryn komegi bilen

alx : aly skalyarlara gecyan iki sany a, a, skalyarlar  bilen
hasiyetlendirilydn a ululyga wektor diyilyar.

Wektorynn bu kesgitlemesi geometriki kesgitlemeden c¢ylsyrymly
bolsa-da onun wajyp ti¢ artykmaclygy bardyr.

Birinjiden yokardaky kesgitleme esasynda wektor diisiinjesini
dinie ticolcegli giislikde dil,eysem islendik Olgegli  ginislikde
kesgitldp bolar.

Ikinjiden wektory analitiki kesgitldp,ony
abstraklasdyryp,islendik fiziki ululyklara ulanyp
bolyar.Meselem,islendik renki gyzyl,g6k we Vasyl renklerin komegi
bilen alyp bolyar.Eger her bir renki d wektor diysek,onda onun

diiziijileri Qgyzy. 858y ululyklar bolar.

Uciinjiden , wektoryn analitiki kesgitlemesi  wektor
diistinjesini umumylasdyryp,has ¢ylsyrymly matematiki ululygy-ikinji
we yokary rangly tenzorlary girizmeklige miimkingilik beryar.

Bu kesgitlemdnifi yetmezcilik taraplary hem bar; & wektoryi

a,,aydiiziijiler difle wektora bagly bolman, eysem koordinatalar
sistemasynyn saylanyp alynysyna bagly bolyar.

Wektoryn diiziijiler1 koordinatalar sistemasyna bagly bolsalarda
olar geometriki obyekti-wektory kesgitlrydr.Onun iicin bu obyekti
hasiyetltndiryian baglanysyklar bolmaly.Bu baglanysyklara
liytgewsizler-inwariantlar diyilyar.Inwariantlara wektorlaryn
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uzynlyklary mysal bolup biler.Sebédbi bir koordinatalar sistemasyndan
beylekisine gecende wektorlarynn uzynlyklary tiytgemeyar.

§ 14.Tenzorlar we olaryn hasiyetleri

Kesgitleme: xoy koordinatalar sistemasynda p,wep,- iki wektor

bilen hisiyetlendirilyain XOvY’' koordinatalar sistemasyna gecende
p.we p, wektorlara

P, = B, cos(x’,x) + P, cos(X’, y)

Py = P, cos(y’,x)+ P, cos(y’, y)
formulalar ozgerdilyin " ululyga tenzor diyilyir.
pwep,-Wektorlara 1" tenzoryi degislilikde x wey oklar  boyunga
diizijileri diyilyar. p,wep,. wektorlar tenzoryn bolekleri dél-de,olar
tenzory hasiyetlendiryan ululyklardyr.Basga koordinatalar

sistemasyna gecende olar taze diiziijilere gecyarler.
Wektorlaryn diizlijiler arkaly anladylysyna menzes tenzory hem

asakdaky vyaly
I =pi+p,]
gornlisde yazalyn. Bu yerde p,i-yazgy wektorlaryn skalyar kopeltmek
hasyly dél-de ,eysem sertli yazgy.
pwep,~ wektorlary diiziijileri arkaly

Py = Pud + Py ]
By = Pyl + Py

anlatsak,onda tenzory dort sany skalyar wululyk bilen kesgitldp
bolar.Tenzorynt komponentalaryny jedwel (matrisa) goniisde yazalyn

Po Py
Py Py
Amatlylyk ficin ,xwe y koordinatalary x, wex,, i wejortlary i wef,
diyip belldlin.Onda tenzory

2

"

I = >N B, gornisde sertli yazmak bolar.Onun matrisa gorniisde
k

-

pll p12

gorniise eye bolar.
p21 p22

yazylysy T =

27



Bir koordinatalar sistemasyndan beylekisine gegende tenzoryn tize we
kone komponentalarynyn arasyndaky baglanysyk

pl:i =z za ais prs (1)
r S kr
bolar.Bu yerde «; = cos(x;,x;)
Yokardakylary hasaba alyp, tenzora tize kesgitleme berip bolar.
Kesgitleme: Tenzor diyip xoy koordinatalar sistemasynda
pll p12

p21 p22
sistemasyna gecende (1) formula bilen 6zgerdilyan p, sanlar bilen

N

I = matrisa gorniisde yazylan we Xx©OvY’ Koordinatalar

héasiyetlendirydn ululyga aydylyar.

Tenzorlaryn kdbir yonekey tiplerini sanalyn

1.Ahli komponentalary nula defi bolan tenzora nol tenzor diyilyir
0 0
‘o 0
2.Komponentalarynyi matrisasy

IA_1o
o o

bolan tenzora birlik tenzor diyilyar.Nol we birlik tenzorlaryi
komponentalary islendik  koordinatalar sistemasynda iiytgewsiz
galyar.

3.Eger tenzoryn komponentalaryp, =p,;serti  kanagatlandyryan
bolsa,yagny,matrisasy

A

a b
b ¢

gorniise eye bolan tenzora simmetriki tenzor diyilyar.
4. Eger tenzoryn komponentalaryp, =-p,; serti kanagatlandyryan

bolsa we matrisasy

S=

A:‘

0 b
-b 0

gorniise eye bolan tenzora antisimmetriki tenzor diyilyar.

§15.Tenzor algebrasy
Tenzorlarynl iistiinde kdbir algebraik amallary gecirip bolyar:olary
gosmak,sana kopeltmek, tenzory tenzora kopeltmek we s.m.
Diymek,tenzorlaryn kopliigi algebra emele getiryar
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Tenzor islendik koordinatalar sistemasynda skalyar ululyklar bolan
komponentalar bilen hisiyetlendirilydnligi {icin tenzorlar istlinde
amallar skalyar ululyklar iistlinde amallara syrykdyrylyar.

Tenzorlar Ustiinde algebraik operasiyalary belldap gegelin.

1.1ki 7 'wert "tenzorlaryn jemi diyip komponentasy gosulyan
tenzorlaryn degisli komponentalarynyn
Pk = p}k + p'j,k

jemine deni bolan T =1"'+1 "tenzora aydylyar.
2.Berlen 1" tenzory i1 sana kopeltmek diyip dhli komponentalary 4
sana kopeldilen A" tenzora aydylyar.
ﬂ’pll ﬂplZ
APy APy,
3.Eger tenzoryn matrisasynyn setileri bilen siitiinlerinin ornuny
calyssak transponirlenen tenzor alynar.

A

Al =

Goy,tenzoryn matrisasyl” = E“ E“ bolsun onda transpolirlenen
21 22
tenzoryil mattisasyT = P Pal polar,
p12 p22

Kesgitlemd gord §=$ we A=—-Abolyandygyny gérmek bolar.
Islendik tenzory simmetriki we antisimmetriki tenzorlaryn jemi
gorniisinde yazmak bolyar.Hakykatdan-da,goy,

I =S+A
bolsun,onda
T =$-A
bolar.Yokardaky denlikleri gosup we ayryp alarys
§=Ya 1)
2
1 .~ =
A= -T)

Diymek, T = %(‘l‘ ) +%('|‘ Ty,
Bu anlatma yeke-takdir.
4. T =p,i+p,] tenzory a=aj, +a,i, wektora sagdan kopeltmek diyip
a'=(I",4) =1,(p,,d) +i,(p,,a wektora aydylyar.Bu wektoryn diiziijileri
a; = P&, + Prra,,
8 = Pordy + Prl,
bolar.
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5. T =p,i+p,] tenzory a=ai +a,i, wektora cepden kopeltmek
diyipa"=(a,7)=@E1i)p, +(a.i,)p, wektora  aydylyar.a” wektoryn
diiziijileri

a =a;Py;+a,Ps,

”

a; =Py +3,P
denlikler bilen tapylyar.
Tenzory wektora sagdan we c¢epden kopeltmegin kesgitlemeleri
esasynda asakdaky denlikler dogrydyr.

(Fa)=@ 1)
(S, =, S),
(A a)=-(a,A).

Tenzory wektora sagdan we c¢epden kopeltmegi matrisalary
kopeltmegi ulanyp yazyp bolar.

a'=(I1,a) = P Pro (alJ _ ( Pundy + plzazj
P21 Paf\ @2 P8, + Pyra,
" = T p p
a"=@E1)=(a,a,) "
Par P2

6.7 we T tenzorlaryn skalyar kopeltmek hasyly diyip
matrisasynyn diizlijileri bu tenzorlaryn matrisalarynyn kopeltmek
hasylynyn diiziijilerine den bolan tenzora aydylyar.
pll p12 plltll + p12t21 p11t12 + p12t22
p21 p22 t21 t22 letll + p22t21 p21t12 + p22t22

Tenzorynn yokarda sanalan hisiyetlerinden basgada tenzoryn
istiinde has ¢ylsyrymly operasiyalar hem gecirilyar.Biz olara seretjek
dal.

'I"‘ f — t11 t12 _

§16.Tenzoryn bas ugurlary
Tenzory wektora skalyar kopeltmekde ilkibasdaky wektor bilen
dine uzynlygy bilen dil ,eysem ugry bilen tapawutlanyan wektor

alynyar.
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Tekizlikde kabir ugurlar bolup,bu ugur boyunga goniikdirlen 3
wektora tenzor bilen tédsir etsek,ilkibasdaky wektora kollinear
a'wektor alynyar.Bu ugurlara tenzorynn bas ugurlary diyilyar.

Goy ,a wektoryn ugry tenzoryn bas ugry bilen gabat gelyian
bolsun,onda

(1",3)=1a.
A sana tenzoryn bas ya-da hususy bahasy diyilyar.

Tekizlikde tenzoryn nédge bas ugrynyn barlygyny kesgitlalin.
(\",a)=a.wektor  denligi koordinata oklaryna proyeksiyalarda
yazalyi.

Pud; + Ppd, =48,
P8y + P8, = 4a,.
Bu deiilemeler sistemasyny
(P1—4)a; + Py, =0 (1)
P,:ay + (P, —4)a, =0
gornlisde yazmak bolar.

(1) denlemeler sistemasy awe a,ululyklara gord birlynsly
cyzykly denlemeler sistemasydyr.Onun noldan tapawutly
coziiwleri bolmaklygy {icin onuni kesgitleyjisi nola den
bolmaly:

pll_/l P12

P21 P2, -4 ‘ -0 (2)

Kesgitleyjini agsak

Pii Pr2
21 p22
defileméni alarys. (3) denlemad héasiyetlendiriji denleme diyilyar. Bu
defilemeden 4 hususy bahalary taparys.Eger (3) denlemanin 1, we 4,
iki hakyky kokleri bar bolsa ,biz iki sany bas ugry alarys.i, we 4,
bahalary (1) denliklerde yzygider goyup, & wea” wektorlaryn
diizijjilerini alarys. a'wea” wektorlaryn Xx,0k bilen emele getiren ¢,

tgalz(iJ :il_pn: P21
1./1 P12 2'1 — P2

e, :(3_2] AP Pu
2 P12 ’12_ P2,

- A(Pyy + Pyy) + =0 (3)

we a, burclary bas ugry kesgitleyar:

(4)
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Simmretriki tenzoryn bas ugurlary ya-da oklary 4 =4,yagdayda
ozara perpendikulyar.Kratnyy kok bolanda (4, =24,) dhli ugurlar bas

ugur bolarlar.Bu yagdayda tenzoryin oklaryna derek islendik 6zara
perpendikulyar iki ugry almak bolar.

§17. Tenzor ellipsi
Tenzora umuman kesgitli bir geometriki sekili degisli etmek miimkin
dal .(Sunun bilen tenzor hasaplamany 6zlesdirmekligin kyngylygy
diisiindirilydr. ) Yone fizikada adatca dus gelyin simmetrik tenzorlar
bolan yagdayda tenzorlary geometriki diisiindirmek miimkingiligi bar.
Yagny her bir ayratyn dél simmetrik tenzora tekizlikde merkezi koniki
egrini —ellipsi (kdpleng) ya-da giperbolany degisli etmek miimkin.

S S

SZl 822

Simmetrik tenzora seredelin ,bu yerde S;, =S,,.

(Eé?jzl’ (1)

(bu yerde I =Xi +Y] derfielyin ¢yzygyn nokatlarynyf radius
wektory)
wektor denileme bilen kesgitlenydn geometriki orunlary
kesgitlemeklige calysalyn ;

Eger S tenzor | birlik tenzora defi bolan bolsady ,onda (1 ) defileme
(F F):1 aydyn gorniisi alardy. Eger sonky denligi koordinalarda
vazsak: X2 +y?=1 gorniigli towerek alynar.

Umumy yagdayda S =1 bolan yagdayda (1) defileme has umumy
cylsyrymly egrini sekillendirer. Bizini bilsimiz yaly ( S, r) kabir

—/

' wektory kesgitleyir, bu wektor
—/ A — - —
r :( S’r):i(sllx+512y)+j(s2lx+522y)

denlik bilen kesgitlenyar.(biz wagtlayynca x;,X, koordinatalara derek
adaty x.y koordinatalara dolanyarys. Mununl 6zi bizin alyan
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gatnasyklarymyzy analitik geometriyada ulanylyan adaty formulalar

bilen deniesdirmek amatly bolmagy ii¢in seyle edyiris.). I' wektory
—/

I' wektora skalyar kopeldip ikinji derejeli defileméni alarys :
Sy X° + 28, XY + 85,y =1 2)

Bu defileméniii diskriminanty S tenzory kesgitleyjisi bilen gabat
gelyar,0zem guman etmi gord kesgitleyji nola den dél , onda (2)
denleme 1kinji derjeli merkezi egrini ellipsi ya-da giperbolany beryar.
S simmetrik tenzor bilen ofia degisli (F él?) =1 egrinin arasyndaky
baglanysyk ayratyn hem tenzoryn bas oklary bilen gabat gelyin
koordinatalar sistemasy bilen anladylanda has aydyn duyulyar.Sebabi

bu yagdayda S tenzora degisli matrisa diagonal gdrniisi alyar;
Si1

0 s,

S = Bujerde S)=4, Sy, =4, seylelikde

—_

egrinin |, ST j =1 denilemesi hem yonekeylesyar:

XZ y2 B
1/ 4, +1/ﬂb11 =1 (3)

Bu yerden hem haganda 2,>0,,>0 bolanda ellips, 2,>0,1,<0 (ya-
da tersine ) bolanda bolsa —giperbola alyarys . Eger iki 4, ,4,, bas
bahalaryn ikisi hem otrisatel bolsa, onda (3) denleme hyyaly ellipsi
beryar.

Indi tenzor ellipsiniii koordinat oklary bilen kesisme nokatlaryny
tapalyn. (3) defilemeden gOrniisi yaly bas oklardan ellips x, = +,/1/4, ,
Yo =+1/ 4, kesimleri kesyar. Gezekli gezegine y=0 we x=0 diyip
alyp koordinata oklarynynn &hli beyleki ugurlary ii¢in suna

1
Sit

menzeslikde (3) deiilemeden ellipsin absissalar okuny x =+

! nokatlarda

nokatlarda we ordinatalar okuny bolsa y=+

S22

kesyanligini tapyary

33



-+ y. 4 Mo A

'XO ¥ yo

6-njy ¢yzgy
Seylelikde tenzor ellipsini bilip bu tenzoryn islendik koordinatlar
sistemasynda diagonal elementlerini s, =1/x? s,, =1/ y? gatnagyklaryn

komegi bilen grafiki kesgitlemek miimkin. (6—njy ¢yzgy)

§18. n-olcegli ginislikde wektorlar we tenzorlar
Her bir koordinatalar sistemasynda a,,a,,a,,..a,

n

n sany skalyar
diiziijiler bilen héasiyetlendirilyin we koordinata oklary aylanda ol
diiziijiler

ai' = Zﬂikak (l)

k=1
kanun boyunga 6zgerdilyan a ululyga n-o6lcegli wektor diyilyar.
Bu yerde g, - n-Olcegli koordinata oklaryn aflanma burglaryny
hisiietlendiryar.
Islendik n-6lgegli wektory

a=Yia, 2)

gorniisde yazmak bolar.Bu yerde i,i,...i, - koordinata oklaryn

ortlary.
Koordinata oklaryn saylanyp alnysyna bagly bolmayan

la = Jal+a+..+al

ululyga a wektoryin uzynlygy diyilyar.
Hususy yagdayda ii¢olcegli wektor

a=1la +i,a, +i,a,
ya-da d=a, +a,] +a,k gorniisde yazylyar
. Her bir koordinatalar sistemasynda n sany p,, p,.... p, wektor ululyklar
ya-da n’ sany Puys Pigsess Pon Skalyar komponentalar bilen
hisiyetlendirilydn ululyga n-6lgegli 1 tenzor diyilydr.Diiziiji wektorlar
we skalyar komponentalar koordinata oklary aylananda degislilikde
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IT)] = Zﬂm r)k'
k

pjk’ = Z Zﬁjiﬂkr Pir

cyzykly kanun boyunca 6zgerdilyér.
Islendik n-Glgcegli tenzory berlen koordinatalar sistemada diiziiji
wektorlaryn tisti bilen

.IA = Zrk pk,
k=1
gorniisde ya-da skalyar komponentalaryin komegi bilen
Pii Pz o Prg

'I"‘ — p21 p22 p2n
P Pnz -+ Pmn
matrisa gorniisinde anladyp bolyar.
Ucolcegli ginislikde tenzor ii¢ wektor diizijiler arkaly
= (i;' ﬁ1)+(i;1 ﬁz)""(in ﬁs)
gorniisde, skalyar komponentalaryin matrisasy bilen
Pii Pz Pis
=|[P21 P22 Pas
p31 p32 p33

N

gornlisde yazylyar.

Ucolcegli tenzoryl umuman iic sany Ozara perpendikulyar bas
ugurlary we ti¢csany bas bahalary bardyr.

Ayratyn dal simmetriki tenzora ii¢olcegli ginislikde bas ugurlar
sistemada

(3)

X’ + Y’ + 2" =1
P
ikinji tertipli Ust degisli bolyar.Ol 4,,4,,4, bas bahalaryn alamatlaryna
gord asakdaky {istleri berer:
1) 4,>0,2,>0, 14,>0 bolanda ellipsoid,
2) 4,>0,4,>0, 2,<0 bolanda birgowakly giperboloid,
3) 1,>0, 4,<0, 1,<0 bolanda ikigowakly giperboloid,
4) 4,<0, 1,<0, 1,<0 bolanda hyyaly ellipsoid.
Ucolgegli tenzoryn iiytgewsizleri ( inwariantlary):
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I, = Py + Pas + Pass

pll p12 pll p13

Por P2yl [Psr Pss

pll p12 p13

|3 =P P Pos)

p31 p32 p33

Bu ululyklar islendik koordinatalar sistemasynda

I, =4 +4, + 4,
I, = Ady + Ay + Ay s, (5)
I, = 44,4,

bahalara den bolar.

P22 Pas
P32 Pas

+ +

, (4)

§19.Wektor meydanynyn tenzor- oniiminin skalyar we wektor
inwariantlary
Goy,licolcegli

ginislikde d=a, +a,j+ak wektor meydanynyn

F=xi +yj+zk radius wektor boyunga g—i‘énﬁmi berlen bolsun.Bu oniim
r

9 skalyar komponentaly tenzory berer,

da, oa, o0a,
ox oy oz
da_|oa, oa, 0y 1)
dr |ox oy oz
da, oJa, o0a,
ox oy oz
Tenzor-onimin ilkinji inwarianty onun diognal elementlerinii

jemine dendir.Birinji inwariant d=a,i +a,j+ak wektor meydanynyn
diwergensiyasyny berer.
oa, oa,
+
oy oz
da

e tenzor-oniiminiit  beyleki inwariantlaryny derfiemek {icin ony

simmetriki we antisimmetriki tenzorlara dargadalym.

9§:A+A Bu
dr

diva = % 4
ox

yerde
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aax 1 a&_’_&i 1 aax+ai
OX 2\ oy  Ox 2\ 0z  Ox
éz 1 @.ﬁ.% &i 1 aay +aaz
2 ox oy oy 2()0\ ez oy
1 aax +% 1 @4_88'2 aaz
2\ 0z  OX 2\ 0z oy 0z
0 ifca, _fa,)  1foa, ca,
2 oy OX 2\ 0z oOX
AL By 22 0 1foay, oa,
2\ ox oy 2\ oz oy
1foa, oa,) 1fda, o8y 0
2\ ox oz 2\ oy oz

Antisimmetriki tenzor li¢ sany komponenta bilen kesgitlenyar.Ol

da, oa da, Oa oa, oa, .- ey

komponentalary o, = =2 -—* 0, =—%-—2,p, =—2 - diyip belldlin.
P y o 7' T w " T ey P

Gorniisi  yaly,antisimmetriki tenzoryn komponentalary a wektor

meydanynyn rotorynyn koordinatalarydyr.

_ [(oa, oa,). (oa, oa,)- (0a, o0a,
rota = -— 1 + - ]+ -
oy oz oz oX ox oy

jlz

Diymek,tenzor —  Oniimin  antisimmetriki ~ tenzory  wektor
mendanynyn rotoryna ekwiwalentdir.lki ululyk-skalyar diva we
wektor rota . % tenzor-gniiminiit inwariantlary, a wektor

dr
meydanynyn differensial héasiyetlendiijiler1 bolyp hyzmat edyar.
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Il bap. Hususy oniimli differensial defilemeler

§1. Hususy oniimli ikinli tertipli differensial denlemeler barada
diisiinjeler

Hususy oniimli differensial denleme diyip kopiiytgeyanli néabelli
funksiyany we onufl hususy Ontumlerini baglanysdyryan deilige
aydylyar. Hususy oOniimli differensial denleménin tertibi diyip bu
denillemd girydn hususy oniimin in yokary tertibine aydylyar.

Meselem eger U=uU(X;y) bolsa, onda umumy yagdayda hususy
ontimli ikinji tertipli differensial denlemani

F (X Y;U;Up Uy Ui Uy iUy ) =0 (1)
gorniisde anlatmak bolar. Bu yerde F belli funksiya.

Eger hususy Oniimli differensial detileme nibelli funksiya we
onuii hususy Oniimlerine gord ¢yzykly funksiya bolsa, onda ona
hususy ontimli ¢yzykly differensial denleme diyilyar.

Hususy oOniimli differensial denlemelerin fiziki meseleleri
cozmekde ulanylysynda ikinji tertipli ¢yzykly differensial denllemelere
ayratyn orun degislidir. Sebdbi kop sanly fiziki meseleler ¢oziilende
hususy oniimli ikinji tertipli differensial denlemeler alynyar.

Matematiki fizizkanyn esasy deiilemelerine seredelin.
1. Tolkun denlemesi

—2 - 5 (2)

2. Yylylyk gegirijiligin defilemesi
2
T @)
- 0%u du
3. Laplasyn denlemesi 8x—2+6y—2:O (4)

Bu denlemeleri diirli sertlerde dernemek we ¢cozmek ligin yorite
usullar, matematiki  fizikanyn usullary diylip atlandyrlan usullar
doredilipdir.

(1) defilemini ¢yn deiilige owiiryan islendik U= @(X;y)
funksiya onun ¢oziiwi diyilyar.

38



Bilsimiz valy, adaty differensial denlemelerin umumy c¢oziiwi
erkin hemiselik sanlary saklayar. Hususy Oniimli differensial
denllemelerin umumy ¢6ziwi erkin funksiyalary saklayar. Seyle hem
her bir hususy oniimli differensial denleméanin tiikkeniksiz kop hususy
coziiwi  bardyr. Takyk fiziki meseleler c¢oziilende bolsa, bu
coziiwlerden meseldanin fiziki manysyndan gelip c¢ykyan kébir
gosmaca sertleri kanagatlandyryan coziiwleri tapmak talap edilyar.
Seylelikde matematiki fizikanynn meseleleri hususy oniimli differensial
denilemelerin  kdbir gosmaca sertleri kanagatlandyryan c¢oziiwini
tapmaklykdan ybarat bolup duryar. Gosmaga sertler bolup seredilyin
sredanynn cdklerinde berilydn sertler, yagny gyra sertleri we wagtyn
haysy hem bolsa bir pursadyna degisli bolan baslangyc sertler hyzmat
edyar.

Tebigy hadysalary suratlandyryan islendik matematiki mesele
asakdaky g serti kanagatlandyrmalydyr.

1.Meselédnin ¢oziiwi bar bolmaly;

2. ¢oziiw yeke-tdk bolmaly;

3. ¢6ziiw durnukly bolmaly.

Coziw durnukly bolmaly diyildigi meseldnin sertlerinin kigi
uytgemesi ¢oziiwin hem kigi tiytgemesine getirmeli diyildigidir.

Yokardaky ii¢c serti kanagatlandyryan meseld korrekt goylan
mesele diyilyar.

§2.Hususy oniimli ikinji tertipli c¢yzykly differensial
denillemelerin toparlara béliinisi

Iki nébellili ikinji tertipli hususy oniimli differensial detileme diyip
X;Y bagly dil tiytgeyanleri, U(X;y) nibelli funksiyany we onufi birinji
we iKinji tertipli hususy oniimlerini 6ziinde saklayan denlige aydylyar.

F (X y;U;Uy, Uy U Uy Uy ) =0
Edil suna menzeslikde kopiiytgeyianli funksiyalar tiicin degisli
differensial denlemeleri yazmak bolyar.Eger denileme yokary tertipli
onimlere gord ¢yzykly bolsa,onda denlemd yokary tertipli hususy
onlimlere gord ¢yzykly differensial denleme diyilyar IKinji tertipli
hususy oOniimlere gord c¢yzykly differensial denlemeleri umumy
gorniisde
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a11U>/<§< +2312u>/</y +azzu +F(OGyu; x’U ) 0 (1)
yaly yazmak bolyar.
Eger a,,;8,,;8,, koeffisientler difie bir X, Y - iiytgeyjilerinn funksiyasy
dilde eysem F funkiya menzeslikde X;¥;u;uj;u, ululyklaryi
funksiyasy bolsa, onda seyle denlemd kwazigyzykly differensial

denilemeler diyilyar.
/.

Egerde denleme U,UX,Uy U Uy Uy onimlere gord ¢yzykly
bolsa,onda denlema ¢yzykly dlfferensial detileme diyilyar we
ay Uy +28,,Uy, + Uy +bu; +b,u) +cu+f =0 (2)

valy bellenilyar.Bu yerde &5 8,5 ay,b, b,, f funksiyalar
dite X, Y bagly funksiyalar.Eger bu koefffisentler X;y bagly
bolmasa,onda denllemd hemiselik koeffisientli ¢yzykly differensial
defilleme diyilyar. Eger f(X; y)=0 bolsa,onda deiilemd birjynsly
differensial denleme diyilyar.

(1) defilemede € = (X1 y), 7=9(X;y)

uytgeyvanlere gecmek bilen biz basdaky denlemd dengiiygli bolan tize
defileméni alyarys.Sunlukda &we 77 nzhili saylanyp alynanda berlen
defilleme bu lytgeyinlere gord has yonekey gorniisi alyar diylen
soragy goymak bolar.

Su bolimgede yokardaky goylan soraga ikinji tertipli Oniime gori
cyzykly bolan differensial denlemeler ii¢in jogap bereris.

a,,u,, +2a,u, +a,u, +F(X;y,uu,;u )=0

Hususy oniimleri tdaze tiytgeyanlere gora ozgerdip alarys:

u, = uféx +U,1, N
U, =U.c, +U,7, (3)
Uy =U.EC +2U, E iy +U, 1,7 +UEy +U, 77,
Uy =Uz88y +Ug, (S, + &y, ) +U,, 1177, +U Sy +U, 77, s

2 2
uyy _ucfféy +2u<§f7§y77y +um777y +ucf§yy +uf777yy

40



(3) sistemadaky Oniimlerin bahalaryny (1) denlemede ornuna goyup
alarys:

" 144

- - - 1 - _
a,u., +2a,u, +a,u, +F=0 | (4)

, a 2 2
Bu yerde @, =ay,8, +28,,5,5y +a56,,

alZ = llgxnx +a12(§x77y +77x§y) +a22§y77y1

a,, =Ny +28,1,1, + 8y,

F ikinji tertipli Oniimlere bagly dil funksiya.Eger-de berlen deilleme
cyzykly denileme bolsa ,yagny

F(Xy;u,u,u ) =bu, +bu, +cu+ f
bolsa onda F asakdaky gorniisde bolyar

F (&muugsu )= B, + U, + i+0
we denleme yene-de ¢yzyklylygyna galyar.
& we 7 tytgeyanlert a;; nola den bolar yaly saylap alalyn.Onun ii¢in
2 2

a,z, +2a,,2,2,+a,,z, =0 (5)
gorniisli birinji tertipli hususy oniimli differensial deiilema seredelin.
Goy Z=@(X;y) -bu deileminiii haysy hem bolsa bir hususy ¢oziiwi
bolsun.Eger & = @(X;y) diyip alsak,onda d;; koeffisient nula defi
bolar.Seylelikde yokarda goylan tdze iiytgeydnleri saylap almak

meseldmiz (5) gorniisli denlemédni ¢dozmek bilen baglanysykly bolup
galyar.Asakdaky lemmalary subut edelin .

1. Eger Z=@(X;y) funksiya
a,,Z; +2a,,2,2, +a,,z, =0
defileminift hususy ¢oziiwi bolsa,onda @(X;¥)=C defileme bilen
berlen y=f(x) funksiya
a,,dy’ —2a,,dxdy +a,,dx* =0 (6)
adaty differensial defilemidnin umumy integraly bolyar.

2.Eger o(x;y)=C funksiva
a,,dy? — 2a,,dxdy + a,,dx? =0 (6)
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adaty  differensial  denlemédnin  umumy integraly  bolsa,onda
Z =@(X;Y) funksiya (5) defilemini kanagatlandyryar.

Tlki bilen birini lemmany subut edelin. Z =@(X;¥) funksiya (5)
denleméni kanagatlandyryanlygy ticin

2
all(&J - 2a12[_ &J +ay =0
Py ?y
(7)

denilik tozdestwo bolyar,sebdbi funksiya #hli X, Y dicin ¢oziiwin
berilydn oblastynda ony kanagatlandyryar. Eger @(X;Y) =C anyk
dil  gatnasykdan  kesgitlenyin Y  funksiya (6) defilemini
kanagatlandyryan bolsa, @(X;¥)=C gatnasyk (6) detileme iicin
umumy integral bolyar.

Goy

y=1(xC)
bu funksiya bolsun,onda

dy [ (xy)
dx |:(0y(X; y)lf o) (8)

Bu Verde Vayyi ici we Y = f(X;C) belgi (8) detiligint sag boleginde
y ululyga bagly ddl we f(x;C) den bahany alyanlygyny anladyar.Bu
yerden y= f(x;C) funksiyanyn (6) denlemini kanagatlandyryanlygy
gelip ¢ykyar.Hakykatdan-da

2
Py Dy
| — _2a12 ——— |t =
®y P,
2
RHEHRN
¢y ¢y y=f(x;C)

Bu deiligin yerlikliligi kwadrat yayyn ii¢inddki anlatmanyn dine bir
y=f(xC) ii¢cin dil-de eysem  &hli X;Y f{i¢in nola dendiginden

alynyar.
Indi ikinji lemmany subut edelin.
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Goy @(X;y)=C (6) defileminii umumy integraly bolsun. Islendik
X, Y iicin
all(Pf +2a12¢x¢y "'3-22(95 =0 (7)

bolyanlygyny subut edelin. Goy (Xg:Yo) haysy hem bolsa bir sany
berlen nokat bolsun. Eger biz (7') defileménii bu nokatda Yerine
yetyanligini subut etsek ,onda (Xg,Yo) nokadyn erkinligine gora (7/)
denligin tozdestwo bolyanlygy gelip ¢ykyar. Sunlukda ¢@(X;y)
funksiya (7/) denlemanin ¢oziwi.  @(X,;Y,)=C, diyip alyp we
y=f(xC,) egrd seredip (XpYo) nokatdan (6) delemidnin integral
egrinisini  gegirelin . Yy, = f(X,;C,) denligin yerlikilidigi aydyndyr.Bu
egrinin dhli nokatlary ii¢in

2 2
X X ¢X ¢X
A P —2a,, . "‘azz:[ | — | —28,| —— |+ay } =0
(Dy ¢y §0y (0), y="f(x;Cy)

Sonky deinilikde x=x, diyip ,alarys:
ail(Pf (Xo: Yo) +28,,0, (Xo ' Yo )(py (Xo ' Yo ) + azz(”j (Xo ' Yo ) =0

Subut etmelimiz hem sudy.

(6) denlemd (1) denleme Tgin harakteistik denleme diyilydr. Bu
denilleménin integrallaryna bolsa harakteristikalar diyilyér.

E=@(Xy). diyip alyp ,bu Yerde @(X; y) = const (6) defileminini
umumy integraly

biz Us oniimin koeffisientini nula dwiiryéris.Eger-de
#(x; y) = const (6)
denlemdnin  ¢@(X;y) =const c¢oziiwine garassyz basga bir umumy

inbtegraly  bolsa,onda 7=¢(x;y) diyip alyp, U,, oniimin
koefffisientini nola owiiryaris.
(6) detileme iki sany denlemé dargayar:

[L2
ﬂ _ a;, t4/8; —a;;a,,

dx a,

9)

ﬂ _ aj; /8y, — a8y,
dx a,

(10)
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Kok alamaty asagyndaky anlatmanyn alamaty

ay Uy, + 28a,,Uy, +ayU, + F(Gy;u;u;ul) =0
denleménin gorniisini kesgitleyar.
M nokatda 8, — 8,8y, >0 deisizlik dogry bolsa,onda (1) defilemi
giperbolik gorniisli denleme diyilyar.
Eger bu nokatda a7, —a,,@,, <0 defsizlik dogry bolsa,onda (1)
denillemd elliptik gorniisli denleme diyilyar,
Eger bu nokatda a’,—a,,a,, =0 defilik yerlikli bolsa, onda (1) defilemi
parabolik gorniisli denleme diyilyar,.

Her bir nokadynda sol bir goniisli denlemd degisli bolyan D
oblasta seredelin. Bu oblastyn her bir nokadyndan iki sany
harakteristikaka gecyiar. Ozem giperbolik tipli defileme {icin bu
harakteristikalar hakyky we durli, elliptik tipli deiileme {i¢in bu
harakteristikalar kompleks we diirli, parabolik tipli denleme ii¢in bolsa
iki harakteristika hakyky we gabat gelyar.

Bu yagdaylaryn her birine ayratynlykda seredelin.
1.Giperbolik tipli denlemeler {igin a’, —a,a,, >0 we (9 ) we (10)
denlemelerin sag bolekleri hakyky we dirli. Olaryn umumy
integrallary e@(X;y) =C we ¢(x; y)=C
harakteristikalaryn hakyky masgalasyny kesgitleyar.

E=plxy) n=9(xy)
(11)
Diyip (4 )denleménin iki bdlegini hem u, agzanyn koeffisientine
boliip,ony asakdaky gorniise getiryiris.

u, =o(&nuu,u,)

=
2a,,

Sonikky alnan denleme giperbolik tipli  denlemelerin  kanonik
gorniisidir. K6p yagdaylarda giperbolik denlemelerin beyleki kanonik
gorniisini ulanyarlar. Eger

E=a+p, N=a—p

Bu yerde D= -
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E+n _ S —1
2 b 2
yerde @, [ - tize Uytgeyinler).we asakdakylary hasaba alsak

diysek,yagny a = goyup ,(bu

%(Uaa —Ug). (4)

deiileme U,, —Uz =@, (®, = 4d ).gorniise geler.

1 1
u, :E(ua+uﬁ), u, :E(u“_uﬁ)’ U, =

2.Parabolik tipli denleme iigin a2 —a;,a,, =0. Bu yagdayda (9) we (10
) defilemeler gabat gelyir. (6) defileme ii¢in bir sany @(X;Y) = const
umumy integral alyarys.Onda taze tiytgeyanleri

E=plxy) n=n(xy)
gorniisde saylap alyarlar,bu yerde #5(x;y) ¢funksiya bagly bolmadyk
islendik funksiya.Uytgeyinler seyle saylanyp alnanda

2
a11 = a:ngx2 + 2a‘12§x§y + a22§5 = (’\/ a11§x + \ a22 é:y) = 0 )
sebibi &, =4/8;14/85, By Verden
a,, = allé:x Ny +3y, (érxny + 77x§y) + a22‘§y77y = (\/agx T azzg)')
(\/iﬂx 2, )= 0
(4) Denleméanin iki bolegini hem u,,agzanyn koeffisientine boliip
parabolik tipli denilemeler ii¢in kanonik gorniisi alarys:
E

UUU=CD(§;77;U;U§;UU), CD=_a_22.
Eger bu denleménin sag bolegine U.girmese, onda denleme adaty
differensial defileme bolyar, & ululyk defilemede parametr bolup
gatnagyar.
3.Elliptik tipli defilemeler {icin a5 —a,;,8,,<0.(9) we (10)
denilemelerini sag bolegi kompleks.Goy

p(xy)=C
(9) denleméninn kompleks integraly bolsun Sonda
@ (%y)=C

Bu yerde ¢* funksiya ¢ funksiya catrymly bolan funksiya we ¢atrymly
(10) denleménin umumy integraly.

E=g(xy) n=9'(xy)
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diyip, alyp kompleks iiytgeyanlere gecelin.

Sunlukda elliptik tipli detileme edil giperbolik tipli denleminiiiki yaly
gornilise gelyar.

Kompleks tiytgeyanler bilen islemezlik {icin tdze «,p uytgeyanleri

girizelin.
p+o p—¢
o= =
2 d 2i
Sunlukda E=a+if, n=a—ip.
Bu yagayda

alléxz + 2a12§xé:y + 612255 :(allaf + 2":]'1205xay + azzaj)
— (@B +2a,B, B, +8,,5,) +
+2i (ailaxﬂx + a'lz(axﬂy +ﬂxay) + a22ayﬂy) = O .
Yagny a,=a, We a,=0.
(4) denlemianin iki bolegi hem u,,agzanyn koeffisientine boliinenden
sonira asakdaky gorniise gelyér.

Uy +U = ®le; Srususuy, ) ®=—£;.

Seylelikde a;,—a,,8,, alamatyna baglylykda (1) defileménifi kanonik
gOriisi asakdaky yaly bolmagy miimkin.

aZ, —ay,a,, > 0(giperbolik tip ) Uy —Uy = D@ Ja-da Uy = P

al, — 2,3, < 0 (elliptik tip) Ue Uy, = @

a%—a,a,, <0 (parabolic tip) Uy =@

Ikinji  tertipi hususy onimli c¢yzykly differensial
denlemeleri kanonik gorniise getirilisinin mysallaryna seredelin.
Mysal 1. Uy — YUy, =0 defileminin tipini kesgitlifi we ony kanonik
gorniise getirin.

Coziiwi:Bu yerde ay, =la,=0a,,=-Y. a122 —a;18, =Y.
Diymek Y >0 ©bolan oblastda defileme giperbolik. ¥ < Obolan
oblasda bolsa elliptik.
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Ilki bilen denlemd giperbolik bolan oblastda seredelin. Bu yagdayda
denilemanin harakteristik denilemesi

d d
di \/7 d—i=\/§_x—2\/§:cl we X+2\/§=C2 harakteristik

defllemelerin  umumy  integrallary.iiytgeyanleri  ¢alysmak  bilen
kanonik gorniise geleris.

E=x—-2y, n=x+2y

u,=u,+u, u, ——(uf—u ), Uy =Ug U,

\N &

J _1 1 1u 1
A
(u;-u,)=0

Uy — YU, =2U, — -u,)=0

_(u
Jy £
Bu yerden denileméninn kanonik goniisini alarys.

1 _
u, +0,5:= (U, -u,)=0
b) elliptik oblastda (y<0) tytgeyinleri asakdaky yaly c¢alysma

gecirelin.
p=05(&+n)=x 0=05(-n)=2J-y.

Bu yagdayda denleménini kanonik gorniisi

1
u,+u, ——u, =0

o)

Hakykatdanda

>
N
<
q
+ |
[
c ° ﬁ
. =
7\
| <
—_

1
—Yu, =U_ +U, ———=U, =0

-yu, =u_ +uU —iu =0
H c 1t XX vy o) oo c c

Mysal 2. XUy, — 2,/XyU,, + yu,, +0,5u, =0
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Bu yerde a; =X, a; ==xy, a,= Y, 85, =88, = X=Xy =0.
Diymek bu denleme parabolik tipli. . Denlemédnin bir sany
harakteristikalar masgalasy bar bolup ol masgala asakdaky differensial
denleme bilen berilyar.

d_v__\ﬁ, dy __ dx
dx Xya-da \/V I

Bu deillemdnin  umumy integraly Jx +\N =C.Sonun2 ii¢in

E=x+4ly, n derek bolsa Ay, koeffisienti nula Owilirmeyan

Islendik funksiyany almak bolar. Goy 17 = \/; bolsun.

1
Deinilleméninn kanonik gérniisi U, —;(Ug +Un)= 0 yaly bolar.

Ozbasdak islemek ii¢in mysallar.
Asakdaky denlemelerin tipini kesgitlan we olary kanonik gorniise
getirin.

2 2
1. XU, —yu, =0
2. XU, +y®u, =0
3. XU, +2xyu,, +yu, =0
4. U, +yu, +05u, =0
5.U, +2u,, +u, +3u, —5u, +4u=0
6. U, +4u, +3u, +3u, +u, +4u=0
7.2u, +2u, +u, +4u, +4u, +u=0

1
Jogaplary: 1.Giperbolik defileme . Uz —0’55% =0

con 1)

Coziiwi:berlen denlemede
2 2 2 2.,2
a, =X, a,=0, ay=-y".a, —a;a8,=X"Yy".
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dy dy
Denlemainini harakteristik denilemeleri X =Xy,—— =Xy,

dx

Bu denlemelerin umumy integrallary

(xyzcl, X=Czj_(§:xy, U:lj.
X X
y

1
Téaze Uytgeyanlerde Uy = Ugy+un(_ _2j u, = u§X+un(—j,

X X
2 2 2
_ 2 y 2y 2y > 1
U =UgY +u7m(?j _X3 u, + x2 ufﬂ:uyy:uféx +U,, X_ _zuffﬂ'
2 2
2 2 2.2 y 2y 2.2 y 2
XUy = YUy = XYL +-7 U, + 50, = XY U == U, +2y%u,, =
2
2y
_ 2 _ _
=4y°u,, ~ u, =0

Sonky denligin iki bolegini hem y? boliip we &= xybolyanlygyny goz
oniinde tutup

1
u. —05—u. =0
én 5 &

denligi alarys.
> Elliptik defleme  AU—U,; —u, =0 (£=Yy?, n=x%)
Cozitwi: Uy =U; -0+U, -2X Uy =U, -0+u, -4x*+2u,

Uy =2YU; u, =4y’u, +2u,.
XU, + YU, =4x‘u,, +2x’u, +4y*u,. +2y°u, =0,
Bu yerden AU—U.—U, =0

3.Parabolik defileme .U, =0, (f = %: n= YJ .

4 Bu deiileme y<O bolanda giperolik,y>0 bolanda elliptik.
y<0 bolanda &=X+2{-Yy, n=X-2\-Yy

bolup denleme
0,5

49



y>0 bolanda 6 =X, 7= 2\/? tdze liytgeyanleri girizip denleme
AU = 0 goniise getirilyr.

5. Bu denilleme parabolik tipli defileme bolup

u=ve“s”, 1 =11875y=0,25.

(f =yY—X, pn=y+ X), detilleme V,, — 2V§ =0 kanonik gorniise
getirilyar.

6. Deileme giperbolik U =v-e**"", u=-0,25 y= _?7 .
(E=y-3% n=y-x)

tize Gytgeyanlerde Vey T iv =0

7. Elliptik deileme . (E=2y-%, 7=x) u=ve*",
Tize tiytgeyinlerde defileme Ve +V,, =19V =0 g5rniise getirilyir.
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Il bap.Matematiki fizikanyn esasy denlemelerininn getirilip
¢ykarlysy

§1.Taryn kese yrgyldysynyn dernlemesi

Tar diyip iki nokatda berkidilen ¢eye ,ingejik dartylan yiipe
aydylyar.Sunlukda  eplenmda  garsylyk  yok.Eplenmd  garsylygyn
yoklugy matematiki nukday nazardan tarda doreyidn gliyjenme hemise
galtasyan boyunca goniikdirlenligi anladyar.
Eger tar denagramlyk vyagdayyndan gysardylsa,onda ol kese yrgyldy
emele getirer.Taryn nokatlarynyn yagdayyny tytgetmesini U pilen

bellalin. u 6z gezeginde X koordinatanyi we t wagtyi
funksiyasydyr.

u=u(xt) 1)
Goy, | uzynlykly we baslangyc pursatda O X okun [0;|] kesimi

bilen ugrukdyrylan tar berlen bolsun.Taryi uclary X=0 we X =1
nokatlarda berkidilen bolsun.Eger tary baslangyc yagdayyndan
gozgalsa,onda taryii nokatlary hereketlenip baslar. Yagny tar
yrgyldap baslar.Taryn nokatlarynyn baglangyc vyagdaydan kigi
gysarmalaryna seredelin.Bu yagdayda taryn nokatlarynyn hereketi
O X  oka perpendikulyar we bir tekizlikde diyip almak
bolar.sunlukda taryi yrgyldysy bir sany u(xit) funksiya bilen
berilyir.Bu funksiya wagtyt t pursadynda taryii X absissaly
nokadynyn orun iiytgetmesini kesgitleyar.(7-nji surat )

M M,

4 X X, x, | x
7-nji surat

u

Biz taryn XOU tekizlikde kici gysarmasyna serediris,diymek taryi
IuMle dugasynynn uzynlygy onunn 0X oka bolan proyeksiyasyna
deiidir,yagny YM;M, duganyn uzynlygy X,—X, dendir diyip
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bolar.Seyle hem taryn #hli nokatlarynda taryn dartylmasy birmenzes

divip ony T bilen belldlinTaryik MM’ bolegine seredelif.(8-nji
surat )

M//(;—#Aqo

Ve

e f X XFAX i > X
0
8-nji surat
Taryn dugasynyn ucky nokatlarynda galtasyan boyunca tara T giye
tisir edyér. Goy galtasyanlar OX oky bilen @ we @+ A@ burg emele
getiryan bolsun.Sonda MM’bolege tésir edyan gliyclerin Ou oka
proyeksiyasy T sin(@+A@)—Tsing.den bolar. @ burg kici burg
bolany ticin tg@ =sing diyip almak bolyar we biz
T sin(p+ Ap) —T sing. = Ttg(p + Ap)-Ttge =T(a“(X+AX;t - a“(’“t)]

OX OX

2 . 2 .
0 U(X+29Ax’t)szT 0 u(>2<,t)AX’

OX OX
Bu yerde 0<6<1.
Hereketin denlemesini  almak {i¢in MM’/ bolege goylan dasky
giycleri inersiya giiyjine denlemeli.Goy £ taryn ¢yzykly dykyzlygy
bolsun.Seylelikde taryti bu bodleginii massasy PAX tizlenmesi bolsa
o°u
ot2 .Diymek Nyutonyn ikinji kanunyna layyklykda

=T

o%u o%u
AX =T AX
PP~
Bu yerden
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o’u  , 0%

~2 -4 7.

ot OX

Bu denlemi taryn erkin yrgyldysynyn denlemesi ya-da birdlgegli
birjynsly tolkun denilemesi diyilyar

§2Taryi deiilemesi iicin esasy meseleler..

Bilsimiz yaly mehanikada diie bir hereketin deillemesinin
berilmegi bilen wagtyn islendik pursadynda taryn gOrniisini
kesgitlemek miimkin dal.

Fiziki ya-da Dbeyleki pudaklaryn meselelerini matematiki usul bilen
coziilende meselanin matematiki goyulysyny bermek zerurdyr.

a) dernelyan  wakany suratlandyryan gozlenydn  funksiyanyn
kanagatlandyryan denilemesini  ya-da denlemeler sistemasyny
yazmaly;

b) gbzlenyan  funksiyanyn = onuii  kesgitlenydin  oblastynda
kanagatlandyrmaly gosmaca sertlerini yazmaly.

Matematiki usul bilen ¢oziilyain her bir takyk fiziki mesela
seredilende dine bir ona degisli denleméni ¢ozmek bilen c¢idklenmén
eysem meseldnin matematiki goyulusynyn ¢oziiwini tapmak baradaky
meseld  seretmeli.Adatca bizin  seredyin hadysamyz birbahaly
hisiyetde bolyar,sol bir wagtda ona degisli denilemanin tiikeniksiz kop
¢cOoziiwinin  bolmagy mimkin.Sonun {igin meseldnin  matematiki
goylusynda gozlenyan funksiyanyn kanagatlandyryan denilemesini ya-
da denlemeler sistemasyny vyazmak bilen ¢dklenmek yeterlik
daldir.¢coziiwlerin arasyndan bizi gyzyklandyryan c¢oziiwi saylap
almaklyga miimking¢ilik berydn gosmaca sertleri bermeli .Alnan
defilemini kanagatlandyryan gosmaca sertler hem “seyle bir kop
bolmaly daldir.”seylelikde gosmaca sertler ¢Oziiwin barlygyny we
veke-takligini iipjliin etmelidir.

Gosmaca sertlerin  hasiyetini  taryn  yrgyldysynyn  mysalynda
seredelinl.

Tolkun deiilemesine we yylylyk geciijiligin  defilemesine getiryan
meselelerde gosmaga sertler baslangyc we gyra sertler diylen sertlere
bollinyar.
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Baslangye sertler wagtyn haysy hem bolsa bir baslangyc
pursadynda gozlenydn funksiyanyii bahasyny we onuifl Oniiminiii
bahasyny bermekden ybaratdyr.

Bu denlemeler {cin gyra meseleleri nébelli funksiyanyn
bahasyny seredilydn aralygyn ugky nokatlarynda berilmegi bilen
berilyar.

Eger owrenilydn waka tiikeniksiz interwalda bolup gecyian bolsa
onda gyra meselesi dilde dine baslangyc sertler gosulyar.Baslangyc
sertlere basgaca Kosi meselesi hem diyilyar.

Eger mesele tiikenikli aralykda goyulyan bolsa,onda hem
baslangyg, hem gyra meseleleri goyulmalydyr.Bu yagdayda garysyk
mesele barada aydylyar.

Meselem taryn kese yrgyldysy baradaky yonekeyje meseld
seredelin.Bu meselede

U(X; t) funksiya taryn OX  okdan gysarmasyny beryir.Eger taryn
uglary berkidilen bolsa,onda
u x=0 O' U| x=1 — 0 (l)

Gyra sertleri goyulyar.Sag bolegi nula den bolan gyra sertlerine
birjynsly gyra meseleler1 diyilyar.
Yone bu gyra meseleleriniii berilmegi yrgyldy kanunlaryny birbahaly
kesgitlemeyar.Sebdabi mesele taryn baslangyc pursatdaky gorniisine
we taryn baslangyc tizligine hem bagly bolup galyar.Diymek gyra
sertlerden dasary asakdaky baslangy¢ sertler
berilmeli: U(x;0)= f(x), u/(x0)=F(x). Bu jerde f(x) F(x)
funksiyalar oniinden berilen belli funksiyalar.Olaryn birinjisi wagtyn
baslangyc pursadynda ¢yzgy hokmiinde taryn gorniisini beryar,ikinji
funksiya bolsa, wagtyn baslangyc pursadynda taryn her bir
nokadyndaky tizligini anladyar
Tekizlikde we ginislikde yrgyldylaryin denilemelerine seredelin.

Eger kese tolkunlary c¢eye dartylan membrana amala asyryan

bolsa,onda ona degisli tolkun denlemesi ikidlcegli bolyar.
o%u o2 o°u N o%u

az n o oy?
Sunlukda membrananyn nokatlarynyn yagdayyny we tizligini
kesgitleydn baslangyc sertler

) )
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t:0=¢(x;y), aat—utzo=¢(x;y)- (3).

Gyra setler barada aydylanda bolsa membrananynn L kontur boyunca
berkidilen bolyanlygyna gora

u

u L =0 ( 4)
gorntisi alyar.

Eger yrgyldyny tutus sredanyn bolejikleri amala asyryan
bolsa,onda biz has umumy vyagdayy alyarys.Bu vyagday akustik
yrgyldylardyr.Seyle gorniisli yrgyldylarynn differensial denlemeleri ¢
Olcegli tolkun denlemesidir.

o°u  ,,0°u d%u du
— TGttt
ot x: oy’ oz

) (5)

ou v e - ,
o (% y;2), k0" #(x; y;2). gorniisi alyar.

Gyra sertler S céklerinde bolejiklerin tizliklerinin normal diiziijisinin
nula denligini anladyar.

ou

an|s

Elektromagnit tolkunlary. Ug olcegli tolkun defilemesi difie

bir akustik tolkunlary didlde,wakumda yayrayan eysem elektromagnit

tolkunlaryny hem anladyar.Elektik we magnit meydanlarynyn

giiyjenmesi li¢in asakdaky denlemeler yerliklidir.

_ 2E _ 2
AE—izaatE _0. AH—izaatlj _0
c : c '

Bu yerde cyagtylygyn wakumdaky tizligi

Baslangy¢ sertler u

§3.Yylylyk gecirijilik detilemesi

Goy 0)4 okda dasky sredadan izolirlenen we dendlgegli
gyzdyrylmadyk ok berilen bolsun .Okun oziinde has gyzgyn bdolegi

bilen calagyzgyn boleginin arasynda yylylyk calysygy bolup gecyar
diyip guman edelif.Eger wagtyii baslangyc pursadynda X argumentifi
artmagy bilen okun nokatlarynyn temperaturasy kemelyian bolsa, onda

wagtyn gecmegi bilen yylylyk akymy )4 okunl polozitel ugry bilen

55



bolup gecyar. U(X;t) bilen okuit X absissaly kesikde t pursatdaky
temperaturasyny bellalin.

Eger jisimin diirli nokatlarynda temperatura birmenizes
bolmasa,onda jisimde Furyenin empiriki kanunyna layyklykda
yylylygyn tizeden paylanmasy bolyar.Bu kanuna gord kici ds
meydanly meydangadan gysga wagt pursadynda akyp gec¢yan

yylylyeyi dQ mukdary dS meydana ,dt wagt aralygyna we
temperaturadan meydana ge¢irlen normal boyunga alynan oniime goni
proporsionaldyr:
oT

dQ =-k o dSdt (1)
Bu yere k maddanyn yylylyk gecirijilik koeffisiyenti.
g yylylyk akymynyn dykyzlyk wektory diislinjesini girizeliii.Bu
wektoryn ugry temperaturanyn gradiyentinin ugry bilen gabat
gelyar.Moduly boyunga bu wektor temperaturanyn gradiyentine
perpendikulyar bolan birlik meydangadan bir sekuntda akyp gec¢yian
yylylyk  mukdaryna dendir.Sunlukda yylyylyk gecirijilik  kanuny
wektor gorniisinde asadaky gorniisi alyar.

q =—kgradT )
(1) we (2) formulaladaky minus alamaty gradiyent temperaturanyn
artyan ugruna , yylylyk bolsa, jisimin has sowuk nokatlaryna tarap
akyandygyny anladyar.
Indi bolsa yylylygynn Vayramaklygynynn differensial denlemesini
getirip ¢ykaralyn.Goy, icindaki temperatura XY,z koordinatalaryn
we t wagtynn funksiyasy bolan birjynsly jisim bolsun:

T=T(x,y,2t)

Umumylyk ii¢in, jisimiil i¢inde kuwwaty Q(X, Y, Z,t) bolan yylylyk
cesmesi bar diyelin.Jisimde kdbir kici Av gowrlimi alalayn we yylylyk
balansyn denlemesini diizelin.dt wagt pursadynda ondan

AQ = dt jQ(x; y; Z;t)v
(3)
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Bu yylylygyn bir bolegi AV elementii  temperaturasyny
yokarladyrmaklyga ,galan AQ” bolegi bolsa  yylylyk gecirijiligifi
hasabyna dasky sreda gidyar.

llki bilen dV tiikeniksiz kici elementifi temperaturasyny 1 (1) -den
T(t+dt) cenli yokarlandyrmak ii¢in zerur bolan AQ/ yylylyk
mukdaryny kesgitlalin, AQ' yyiylyk mukdary
dQ’ :dev[T(t+dt)—T(t)]=c:p%dv
Bu yerde C jisimin udel yylylyk sygymy, O -dykyzlygy,
Sonky denligi AV gowriim boyunca integrirldp alarys:
AQ' =dtfep %Tdv (4)

/
AQ" kesgitlemek iicin bir sekuntda AV gdwriimi cikleyin
AS iistden

§q,ds
AS
yylylyk mukdarynyn akyp gecyéinligini hasaba alalyi.Sonun ii¢in
AQ' = dt§q,ds (5)
AS
AQ-ny AQ'We AQ’ ululyklaryfh jemine defilép ,alarys:
oT
Ajv QdV = Ajv cp—dV + i q,ds (6)

Bu denlikde diirli tiytgeyanler boyunca integrallar dur.Onun icin (6)
denligin in sonky agzasyna  Ostrogradskiy -Gaussyn teoremasyny
ulanalyn:

§qnds = jdivadv |
AS AV
Sunlukda (6) detilik
AjVde =AjVCp%dv +Ajvdivadv

ya-da
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Il cp L 4 divg-0 Jdv =0
AV at

gorniisi alar.
Soniky  denlik erkin AV gowrim {tg¢in yerlikli .Onun {igin
integral alamaty asagyndaky anlatma nula det bolmaly.

oT .=
co—+divg—Q =0
P q-Q

Bu yere qg-nyn (2) denlikddki bahasyny goyup asakdaky denligi
alarys

Cp% _ div(kgradT) = Q 7)

Guman etmd gord jisim birjynsly ,onda yylylyk gecirijiligin
koeffisiyenti k hemiselik ululyk .Sonun {i¢in
div(kgradT) = kdiv(gradT) = kAT.

Bu denligi hasaba almak bilen asakdaky differensial detilemd gelyéris.
Cp% = kAT +Q(X;y; z;t) 7

Bu alnan denleménini kébir hususy yagdaylaryna seredelin.

Yylylyk bolinip cykmazdan yylylygyn yayramagy. Eger
seredilydn oblastyn icinde yylylk ¢esmesi bolmasa,onda (7/ ) detileme
yonekey gorniisi alyar.

oT
— =oAT
ot

K

Bu yede ¥ = 5 temperatura gecirijilik koeffisiyenti.

Durnuklasan yylylyk akymy. Stassionar yylylyk calysma iicin
,yagny wagtyn gecmegi bilen jisimin her bir nokadynda temperatura
uytgemeyar.Bu yagdayda yylylyk gecirijiligin denlemesi Puassonyn
detilemesine gecyar:

AT =—p

Q

Bu yerde P= k -
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Yylylyk boliinip ¢ykmazdan durnuklasan yylylyk akymy. Bu

S or e
yagdayda Q=0 we a0 =0, sonun {igin jisimii i¢inde
temperaturanyn paylanysy Laplasyn denlemesine boyun egyar.
AT =0 (7"
Stassionar dal yylylyk gecirijiligin denilemesi
ot = AT
ot

X, ¥,z koordinatalara gora ikinji tertipli oniimler1 , t wagta gora bolsa,
birinji tetipli Oniimi saklayar.Sonuni {licin hem bu deilemanin bir
bahaly ¢Oziiwini almak iicin bir sany baslangyc we iki sany gyra
sertleri berilmelidir.
Puassonyin we Laplasyin stassionar denlemeleri t wagta bagly dal
,sonui iicin hem bu yagdayda dine gyra sertler berilmelidir.

Baslangye sert adatca  wagtyn t=0 pursadynda jisimin &hli
nokatlarynda  temperaturanyn = X, Y,Z  koordinatalaryn kesgitli
funksiyasy bolyanlygyny amladyar.

T

(_o= Txy.2). (8)

Gyra meseleler barada aydylanda fiziki meseleler ¢oziilende bu sertler
li¢ gérniisde bolyar.

Birinji jynsly gyra sertler berilende S iistde wagtyn islendik
pursadynda temperatura berilyar.

Tl =o(xy,2) (9)

S
(bu yagdayda @ funksiyanyn t wagta bagly bolmagy hem miimkin,
yone adatca listde temperatura hemiselik bolyar.)

Ikinji ~ jynsly gyra sertlerde {stde temperatura  belli
bolmayar,yone {stiin nokatlarynyn  koordinatalarynynn  funksiyasy

bolyan {iiste gelyan ya-da ¢ykyan g yylylyk akymy gorkezilyar.
Gn = #(X, Y, 2)

Bu yerde n uste gecirlen normalyn birlik wektory.
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dT
(2) denlige gord Un = _ka.sonuﬁ licin hem gyra sertler differensial

héasiyetde bolyar.

dT
E = ¢(X1 Y, Z) (9/)
Uciinji jynsly gyra sertlerde birinji we ikinji jynsly gyra sertler
umumylasdyrylyar.
CI—T—hT =F(x,y,2) I
dn S o ()
h hemiselige dasky yylylyk gecirijilik koeffisiyenti di}'/il}’/éir.(9”)
denillik sowamak prosesinde ulanylyar.Nyutonynn empiriki kanunyna

layyklykda {istiin T1 temperaturaly boleginden dt wagt pursadynda
berilydn yylylyk mukdary T, —T, temperaturalaryn
tapawudyna dS we dt ululyklara goni proporsionaldyr.:
dQ = (T, —T,)dSdt
a kopeldija yylylyk berijilik koeffisiyenti diyilyar.
Seylelikde jisimden dasa akyan q yylylyk akymy :

=« (Tl _To)
(10)
Ikinji bir tarapdan edil seyle yylylyk akym vyylylyk gecirijiligin
hasabyna i¢den gelmelidir.Sonun ii¢in hem (2) denlige gora
_ 9
dt
(10)
(10) we (10") defliklerifi sag boleklerinidenléap
dT o
= =——(T,-T
dt k ( 1 0).

o
h :E bellap we T=T S bolyanlygyny hasaba almak bilen soniky

defiligi
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d—T— hT| =hT,
dn S

gorniise getirmek bolyar.

§4.Elektrostatikanyn esasy denlemeleri
Elektrostatiki  meydanyn  esasy fiziki kanuny  Gaussyn
teoremasydyr.

Erkin yapyk iist boyunca E giiyjenme akymy bu istiinn i¢inde
saklanyan zaryadlaryn jemini 47 kopeltmek hasyla dendir.

iEdS = 47Z'Zi: e (1)

Umumy yagdayda elektrik zaryadlar kébir p = ,O(X, Y, Z) dykyzlykly
gowrim boyunca paylanylandyr.Sonun Ulgin (1) denligin sag
bolegindiki jeme derek asakdaky integral yilize ¢ykyar.

iEdS = 47[\‘/[ pdV (2)

Alnan integralyn iki bdleginde hem integrirlemek diirli tiytgeyanler
boyunca amala asyrylyar.Sonun li¢in (2) integrala Ostrogradskiy —
Gaussyn teoremasyny ulanyp :

{Eds = 47 [ divE -dv

S \Y

denligi alarys:
I(d iVE — 47rp)jV =0 (3)

\%
(3) denlikddki v gowrlimerkin gdéwriim bolany {i¢in integral alamaty
asagyndaky anlatmanyn 6zi nula det we biz Gaussyn teoremasynyn
differensial gorniisine geleris:

divE = 47p (4)
Bu  denileme elektrik  teoriyasynda  Makswellin  {iglinji

denllemesidir.Elektrodinamikadan  belli  bolsy valy elektrostatik
meydan potensial meydandyr.:

E-= grade (5)
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Bu yerde ¢ elektrik potensialy .Bu denligi hasaba almak bilen (5)
deniligi asakdaky gorniisde yazmak bolyar.

divgradep = Ap = —-4np
Bu  denileme  Puassonyini  defllemesi  .Puassonyn  denillemesi
elektrostatikanyn esasy differensial defilemesi hasaplanyar.Birliklerini
SI sistemasynda bu denleme

Ap=—p
yonekey gOrniisde yazylyar.Bu defilemédnin  kOmegi bilen @@
potensialyn ginislikde zaryadlaryn ,O(X, Y, Z)pa}'flanmasy belli
bolanda skalyar meydanyn gorniisini kesgirlemeklige komek beryar.

Eger kibir oblastda zaryadlar ok bolsa,onda CD(X, Y, Z)
potensial Laplasyn deilemesini kanagatlandyryar.

Ap=0,
§5. Uytgeyiin elektromagnit meydanynyii potensiallardaky
denlemesi

Elektrodinamika teoriyasyndan belli bolsy valy zaryadlar we

toklar ginislikde E elektrik we H magnit meydanlaryny emele
getiryar.Bu meydanlaryn arasynda cylsyrymly funksional
baglanysyklar ~ bardyr. Elektrodinamikanynn ~ esasy = wezipesi
hereketlenyin we hereketlenmeyin zaryadlarynn berlen paylasdyrmasy

boyunca  E(x,y.z) we H(xy,z) funksiyalaryi  grniisini
kesgitlemekden ybaratdyr.

Elektromagnit meydanlarynyn hésiyetlerini  suratlandyryan esasy
tejribe  kanunlarynyn differensial hésiyetde bolyanlygyny Makswell

ilkinji bolup gorkezyir, yagny E we H wektor meydanlaryn ditie
ontimlerinin  gornlisini  goniden goni kesgitlemeklige miimkingilik
beryar. Yone her bir wektor meydan iki sany gifislik 6niime (skalyar-
diwergensiya We wektor-rotor)eyedir.Sonunn  {ligin  elektromagnit
meydanyny doly sekillendirmek ti¢in dort sany differensial deileme
berilmelidir.Bu denlemelere Makswellin denlemeleri diyilyar.

Wakumda  bu  denlemeler  asakdaky  yaly  gOrniisde
berilyar.(Birliklerini absolyut sistemasynda ).
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10H

a) diVE=47z;0, b) diVﬁ=O, g)rOtEZ—EE,
— 4z~ 10E
tH=—j+=-—,

g) ro . j+C p

Bu vyerde ,» zaryadlaryn dykyzlygy , J-togun dykyzlygy ,C-
vagtylygyn tizligi .
Bu denlemelerin her birinin fiziki manysyny gygaca beyan edelini.

a) deiilleme elektrik meydanyn g¢esmesinin zaryadlar bolyanlygyny
afladyar,6zem cesmiinifi kuwwaty 4770 den.

b) Denleme magnit meydanyn cesmesinin  yoklugyny
anladyar,yagny magnit meydanykdwlenmeli wektor meydan
bolyar.

C) deilleme elektromagnit induksiya kanunynyn differensial
gorniisidir.

d) denleme Bio-Sawaryn kanunyny umumylasdyryar,ol kanundan
dine %%—f,agzasy bilen tapawutlanyar.Bu gosulyja tok
utgasmasy hem diyilyar.

Soniky iki denileme elektromagnit meydanynynynn déremeginiini we
liytgemeginin sebédbinin difie bir elektrik zaryadlarynyn bolmagy dal-
de eysem bu zaryadlaryn hereketi,seyle hem wagtyn gecmegi bilen
meydanyn iiytgemegi bolyanlygyny gorkezyir.Su sebdbe gérd magnit
zaryadlarynyn ~ yoklugyna  seretmezden  magnit = meydanynyn
bolmagy,seyle hem zaryadlary we togy bolmadyk ginislikde erkin
elektromagnit meydanlarynyi bolmagy miimkin.Makswellini

denlemesini integrirldp E(F,t) we ﬁ(F,t) elektrik we magnit
meydanlaryny kesgitlemek miimkin.Yone ony nddip amala asyrmak
bolarka? Sebdbi munuii 6zi hususy oniimli 6zara wektor differensial
denllemeler bilen baglanysykly cylsyrymly sistema.

Asakdaky deilikler bilen kesgitlenydn iki sany komek¢i —skalyar
elektrik @ potensialyii  we A wektor magnit potensialynyn
girizilmegi bilen mesele yeterlikce yonekeylesyar.

_—

H =rotA (6)
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10A

E=-gradp—-"—
grade c ot
(7)
Lorensiii gosmaca
. —~ 10
divA+——=0
c ot (8)

sertini goymak bilen we (6),(7),(8) bahalary Makswellin
denllemesinde ornuna goymak bilen her bir potensial ili¢in degisli
differensial denlemeleri alyarys:

2
Ap— Cizgt—f = —4np (9)
2
AL iz 0 f\ _ Ar=
c” ot C
(10)
(9) denleméni basgaca asakdaky yaly yazmak bolyar.
o =—4np

(11)
O-Dalamberin  operatory .(11) denlemd Dalamberin denlemesi
diyilyar.Hususy halda,hacanda stassionar meydan bolan yagdayda
(wagta gord Uytgemeydn ) Dalamberian adaty laplasyana
owriilyar.Dalamberin ~ deilemesi  bize belli bolan  Puassonyi
denillemesine Owriilyar.
ANgp=—Ar0 .
Beyleki bir hususy halda iiytgeyin elektrik meydanda zaryadlar
bolmadyk halda =0 Dalamberii defilemesi ticolcegli tolkun
denlemesine getirilyar.

2
Ap = Ciz aétgo :
Eger meydan wagta gord Uytgemese we onda zaryadlar bolmasa
Dalamberini denlemesi Laplasyn denilemesine getirilyar.
Ap=0,

§6 Sredengeriin denlemesi

Molekulalaryi,atomlaryn we olaryin boleklerininn fiziki hésiyetlerini
owrenmeklik X X asyryn basynda ylmy barlaggylary mikrodiinyanin
O0ziine mahsus bolan , makrodiinyanin kanunlaryndan diiypli
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tapawutlanyan kanunlary bar diylen netija getiryar.Kem-kemden bu
kanunalayyklyklar owrenilip X X asyryn ahyrynda atom fizikasynda
kwant mehanikasy doredilyir.

Kwant mehanikasynynn esasy tassyklamasy ,islendik mikro
bolejigin 6ziini alyp barysy koordinatalaryn we wagtyn funksiyasy
bolan  kabir ¢(X, Y, Z,t) funksiya  bilen  suratlandyrylyar.Bu
funksiyanyi |@|* -modulynytt  kwadraty  ahtimallyk dykyzlygyny
hisiyetlendiryar.

Stassionar  yagdaylarda @ funksiya tolkun funksiyasy
diyilyar.Bu funksiya Sredengerin denlemesi diyip atlandyrylyan
asakdaky denlemini kanagatlandyryar.

2m
A¢+h—2(E ~U)p=0
Bu yerde m bolegin massasy,h-Plankyn hemiseligi,U potensial
energiya,bu energiya meseldnin sertine gord berilmeli,E-parametrini
wezipesini yerine yetirydn bolejigiit doly energiyasy.
Yokarda getirlen tassyklamanyn manysyny  diisiindirelin

Tolkun funksiyanyn |¢|2 kwadraty dykyzlyk dhtimallgygy manysy

bolyanlygyna  gora ¢ funksiya adaty fiziki sertleri hem
kanagatlandyrmalydyr:Bu funkiya {zniiksiz,birbahaly we tiikenikli

bolmaly,tutus tiikeniksiz ginislik boyunca |¢|2 funksiyadan alynan
integral Oziinin manysy boyunca hokmany wakanyn ahtimallygyna
deni bolan ululykdyr,yagny _f |¢|2d v=1,

Sunlukda kop yagdaylarda doly energiyanyn islendik bahasynda
Sredingerin  denlemesinin  ¢oziwleri gorkezilen fiziki hasiyetleri
kanagatlandyryar diyip aydyp bolmayar.Defleméni ¢oziip we @@
funksiya standart setleri goyup ,biz berlen sertlerde mikrobolejigin
alyp bilayjek E energiyasynyn &hli bahalaryny kesgitleyaris.

Sredengerin denlemesi kwant mehanikasynyn esasy denlemesi
bolmak , hususy Oniimli differensial denlemelerin gin yayran
gorniislerinin biridir.

Biz matematiki fizikanyil birndce differensial denllemeleri bien
tanysdyk .Bu denlemelerin ¢oziilisine gegmezden ozal bu
denilelemelerin ersasy gorniislerinin tablisasyny getiryaris.
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o°U 5 ) '
5z Y AU -tolkun detilemesi,

% = 0T - {ylylyk gecirijiligiii defilemesi,

A@ =0-Laplasyi deilemesi,

A @ =—p -Puassonyn denlemesi,

0@ = —p -Dalamberin denlemesi,
A¢+(E —U)p =0 Sredingerini denilemesi.
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IV bap. Matematiki fizikanyn meselelerini ¢6zmekligii kéibir
usullary

§1.Tiikeniksiz taryn yrgyldysy.Dalamberin usuly

Tiikeniksiz tar tligin Kosi meselesi. Goy yrgyldy edyin tar
yeterlikge uzyn bolsun, sunlukda ony tiikeniksiz uzyn diyip bolar.
.Wagtyn islendik pursadynda taryn nokatlarynyn yagdayyny tapmak
talap edilyan bolsun.Sunlukda, taryn baslangy¢ vagdayy we onuil
nokatlarynyn tizligi berlen bolsun.

Onda bu mesele asakdaky gorniisde formulirlenyér:

o’u )2 o°u
o x (1)
denilemanin
ou
utzo—co(X), Et=o‘¢(x) (2)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan U = U(X;t) cOziwini tapmaly.
Tar tiikeniksiz bolany ti¢in ¢dk sertlere zerurlyk yok.Bu mesele
Kosi meselesidir.
(1) denlemédnin umumy ¢O0ziiwini tapmakdan baslalyn.Bu
denlemani

o%u o%u
6t2 - Uz aXZ = O (1/)
gorniisde  yazalyn.(1') denlemanin hisiyetlendiriji  denlemesinin

diskriminanty D=b* —ac= 0—12>0 bolyanlygy iicin defileme giperbolik
denillemedir. Denlemede tize
E=X+U, n = X—UW, iiytgeyinlere gecip, defilemini kanonik
gorniise getireris.

o’u

0501
Sonky denleminin umumy ¢0ziiwi

U =d(x+out)+ F(x—ut) . (3)

gornlisdedir.Bu  ¢oziiw  ilkinji  gezek  Dalamber tarapyndan
alynanlygyna gord bu ¢ozliwe Dalamberin ¢6ziiwi hem diyilyar.
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Bu umumy ¢6ziiwden berlen baslangyc sertleri kanagatlandyryan
coziiwleri saylap alalyn.Onun ii¢in (2) baslangye sertleri (3) c¢oziiwde
2Oyyp

D(x) + F(x) = o(x) (4)

@%@—F%m=§¢a) 5)

denlemeler sistemasyny alarys.Olary6(s),F(x) nébelli funksiyalara
gord ¢cozmek tigin (4) denligin iki tarapyny hem differensirldlin ~ we
ony (5) denlik bilen ¢ozelin:

@' (x)+F'(x) =¢' (X) 4
@' ()~ F'() = (¥ (5)
Bu yerden
@’(x)=%{¢’+%¢] F’(x)=%{¢’—%¢} (6)

(6) denlikleri integrirldp o(gwe F(X) funksiyalaryn anyk gorniislerini
alarys.Seylelikde tiikeniksiz tar {ligcin Dalamberin ¢oziiwi  asakdaky

gorniisde bolar.
X+ut

u(x,t) = %{[¢(x+ut)+ (p(X—Ut)]}—i-% I¢(x)dx (7)

Tiikeniksiz tar iicin Kosi meselesiniii ¢oziiwinin  hususy
vagdaylaryna seredelin:
1.Goy taryn nokatlarynyn baslangy¢ tizligi nula deni (y=0) we

(-I;1) aralykdaky nokatlar baslangy¢ iiytgema eye bolsun, (9-njy
¢yzgy) yagny

u

b

B | "X
9-nly ¢yzgy

o( X) =0 eger ‘X‘ > |.
Onda (6) ¢coziiw asakdaky gorniisi alyar:
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uet) = fole+ o)+ plx-t)} - (8)
Bu alnan ¢6ziiw iki sany cepe we saga vyayrayan tolkunlaryn jemi
bolup amplituda basdaky {iytgeménin Varysyna den.Sonun ({icin
wagtyn haysy hem bolsa bir pursadynda taryn gorniisini gurmak iigin
grafigin yarym iiytgemesini saga we cepe VU kesimlere simmetrik

lytgedip sonira bu egrileri grafiki gosmaly 10-njy ¢yzgy b.

/3 r | 3
——I —1 X
2 2
10-njy ¢yzgy b
L u
— \_ >
C) 121 2l
5 5
9) _EI EI

10-njy ¢yzgy ¢,g.

|

V pursatdan soni garsylykly tarapa yayrayan tolkunlar indi biri-
birinin {istiine diismeydrde, eysem diirli tarapa dargap baslayar.(10-njy
cyzgye.g.)

Indi bolsa (koordinatasy X>1| ya-da x<-l bolan) baslangyc
uytgemini almadyk taryn nokatlarynyn Oziini alyp barysyny

t=
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dernilin.Haganda entek [< v bolanda g(x-vt) funksiyanyi

argumenti  I- den uly bolyar.iiyptgeme nula den (u=0) we nokatda
X—I1

dynglykda bolyar.Munun 0zi L = v wagt pursadyna ¢enli dowam

edip tolkunyn on fronty x nokada baryanca dowam edyar.Sonra

X+
wagtyn [ B pursadynda yzky front xnokada baranda bu nokat

venede dyn¢lyk yagdayyna dolanyar we dhli  wagtda dynclyk
yagdayynda galyar.t; we t, wagt aralygynda bolsa tolkun xnokatdan
gecmek bilen ony baslangy¢ yagdaydan gysarmaga mejbur edyar.

2.Goy (~I;1) aralykda baslangyc iijteeme @ = 0 C9(X) =0
bolsun.Bu vyagdayy2l uzynlykly c¢eki¢ bilen tara urmak netijesinde
yiize ¢ykaryp bolar.
IKinji yagdayda meseldnin ¢oziiwi
u(xit)=—= [¢(z)dz 9)

gorniisde bolar.

diyip bellédlin.Sonda

U(x;t)=A(x +vt)— A(x—vt).
(10)
coziiw alynar Sunlukda, taryn ugry boyunca iki tolkun :géni we ters

tolkunlar gidyar.t =0 wagt pursadynda integrirlemegifi asaky we

yokarky cikleri gabat gelyir.Sonufi iicin U = 0.(10-njy ¢yzgy b)
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X+t

t-nin artmagy bilen integrirlemek interwaly we I¢(z)jz integralyn

X—=vt

|
bahasy ulalyar.Hacanda U= v bolanda X =0 nokat it uly gysarma

sezewar bolyar. Wagtynnl artmagy bilen by gysarma liytgemeyar.

o 111
a) o I ‘ X
b) -l I X
L —
3
R o i T L
dy -2 | —F+u 21 x
5) 5)
——1 U EI
e)/
=3l 3

11-nji¢yzgy ab,¢,gd e.

Taryn beyleki ahli nokatlary bolsa maksimal {iytgema wagtyn

X +1
t v pursadynda vetyar.Sondan son bolsa durnuklasyar.(11-nji
cyzgy d.e).
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§2.Tiikenikli uzynlykly sterzenin sowadylysy baradaky meselinin
uytgeyanleri bolmek usuly bilen ¢oziilisi

Goy yylylk gecirydn ingejik | uzynlykly sterzenin uglary ereyan
donida yerlesdirilen bolsun we onuinl temperaturasy wagtyn baslangyc
t=0 pursadynda sterzenii koordinatalaryna kibir T = f(X) kanun
boyunga bagly bolsun.agtyn islendik pursadynda okun islendik
nokadynyn temperaturasyny tapalyn.

Meseldni asakdaky gorniisde tdzeden formulirlélin.

Okda yylylyk boliinmanin yoklugy zerarly yylylyk dine okun
ugry boyunca Vayrayar.Yylylyk gecirijiligit deflemesi suinlukda
asakdaky gOrniisi alyar.

cpooT 0o°T
k at = 8X2 (1)
Baslangy¢ sert bolsa asakdaky valy yazylyar.

= ¢(x) ()

T

t=0
Gyra sertler iki sany bolmaly ,sebdbi denleme x gord ikinji tertipli
oniimi saklayar.Ol gyra sertler

T =0wWerT

x=0
Seylelikde, (1) deillemdnin (2) we (3) sertleri kanagatlandyryan
coziiwlerini tapmak gerek.

=0 (3)

X =

Bu meselani cozmeklige girismezden ozal denleméni
yonekeylesdirelin.Onunl ii¢in
Co _
x )
ornuna goymany alayi.Sonda yylylyk gecirijiligin detilemesi
oT  8°T
or  OXx’ (1)
gorniise geler we (2) sert
T _g=?® (2%)
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yaly bolar,(3) gyra sertler bolsa ytgewsiz galyar.
(1*) detileménint ¢oziiwini

T(x7)=X(X)-Y(7) (5)
gorniisde gozlalin Onda hususy Oniimleri
el o°T

2

—= X(X)-Y'(x) we 7 X"(x)-Y(z)

tapyp,olary (1*) deillemede goyup alarys:

X(x)-Y'(z) = X"(x)-Y(r)
Bu yerden

Y'(zr) X"(x

(7) _ X"(x) .

Y()  X(x)
(6 ) denligin ¢ep boleginde r wagtyn ,sag boleginde Dbolsa x
argumentin funksiyasy saklanyar.Seyle denlik denleméanin iki bolegi
hem sol bir hemiselige denn bolanda miimkindir.Ol hemiseligi -2
bilen belldlin.Sunlukda (6 ) denlik iki sany adaty differensial enlema
dargayar.

X"(x)+ 22X(X)=0 (7)
Y (@) + XY (r) =0 ®)
Alnan denlemeleri integrirlemeklik hi¢ hili kyngylyk doretmeyar.(7)
defileminin umumy ¢oziiwi
X (X) = Acos Ax + Bsin Ax (9)
gorniisde bolmak bilen A we B erkin nibelli hemiselik ululyklardyr.
(8) denleménin ¢Oziiwinin
Y(zr)=Ce™" (10)
gorniisdedigine g0z yetirmek kyn daldir.
X(X)-Y(r)  kopeltmek  hasyl  (1%)  defilemini
kanagatlandyryar.Yone yene-de (2*) we (3) sertlerifi yerine yetmekligi

zerurdyr.Okun uclarynda T X =0 =0 T wel O bolyanlygna gord bu
nokatlarda X(x) funksiya hem nula éwriilmelidir.
X(@©0)=0 X(I)=0 (3%)
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Bu denliklerin kanagatlandyrylmagy tlicin A,B, we 1 hemiselikleri
degisli gorniisde saylap almak gerek.
lIki bilen (3*) denliklerin birinjisinden baslalyn.(9) denlige x=0
goyup alarys.

X(0) = Acos0+Bsin0=0 (11)
Bu yerden A=0 alynyar.Seylelikde x(x)funksiya asakdaky gorniisi
alyar.

X (x) = Bsin Ax (9%)
Indi  bolsa bu funksiyanyn (3*) sertlerin  ikinisini  hem
kanagatlandyrmagyny talap edelini.
X(N)=BsinAl =0,

Bu yerde iki miimkingilik bar:Ya-ha B=0 ya-da SInAl =0
Yone B=0 c¢oziiwi almak bolmayar, sebibi B=0 yagdayda meseldnifi
triwial ¢oziwi alynyar.Ol ¢oziiwini bolsa fiziki manysy yokdur.Sonun

iicin hem SINAl =0 bolar yaly A parametri almaly.Bu verden
Al=nz (bu yerde n=1,2,3,4,..).Seylelikde A hemiselik  diskret
bahalaryn hataryny alyp biler.

T
Ay =N T (12)
(9*) denlikde 4 hemiseligi degisli bahasy bilen ¢alysmak bilen
X, (x) = B, sin ”T”X (13)

Funksiyalaryn kopliigini alarys.Bu yerde Bn her bir1 (3*) gyra sertleri
kanagatlandyryan erkin hemiselikler. Suna menzeslikde 4 sanyn (12)
bahalaryny (10) denlige goyup Y (T) funksiyalarynn kopliigini alarys.

n’z?

Y,(r)=Ce " (14)

. . . 1 n7zx
Bu Yerde c,-erkin  hemiselikler.  X,(X)=B,sin I we

n2”2

Y, (r)=C.e " funksiyalaryn kopetmek hasyly

n’z? 2 2

|2

. N7X - N -
T (x;7) =B, smT -C.e =M, Sin==-e (15)
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(M. =B.C,) iiftgein iki ululygyii funksigasydyr.Islendik Vn(X;7)
fuksiya (1*) detileméni we (3) gyra sertleri kanagatlandyryar.
Meseldninn  ¢oziiwini tapmak {icin M, koeffisiyentleri  (2%)
baslangy¢c sertleri kanagatlandyrar vyaly saylap almak galyar.Bu
sowalyn seljermesi wagtyn baglangyc 7 = 0 pursadynda T,(x;z)
funksiyanyn
T (x0)=M, sin?

funksiya gegyanligini gorkezydr.Umuman alnanda

Tl _p=2X)
Baslangyc sertleri kangatlandyryan M koeffisiyentleri saylap almak
miimkin dil.Yone basga bir miimkingilik bar.Hususy coziiwlerii
islendik cyzykly  kombinasiyasynyn berlen  denlemini
kanagatlandyryanlygyny g6z oOniinde tutsak ,onda Furyeninn usulyna
layyklykda (15) ¢oziiwlerden jemi

nax ke

T(xr)=>T, =ZMnsinTe ! (16)
n=1 n=1

alarys.
Egeﬁle (16) hatar yygnalyan bolsa,onda ony differensirlemek
miimkin. Sunluklda alnan netije hem (1*) denleménin (3) gyra sertleri
kanagatlandyryan ¢oziiwi bolyar.

Indi M, koeffisiyentleriit bahalaryny (16) hatar 7 =0
bolanda (2*) baslangy¢ sertleri kanagatlandyrar vyaly saylap

alalyn,yagny
- . NaX
ZMH SIN —l = (D(X) (17)
n=1

Furje hatarynyii teoriyasyndan belli bolsy valy (0;1) interwalda

berlen islendik iizniiksiz @(X) funksiya sinuslar bojyunca Furye
hataryna dargadylyp bilinyar:

P = 20,50 (18)
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Bu yerde ¢, —Furye koeffisiyentleri we olary

0, = Igj‘(p(x)sin?dx (19)

formula bilen tapyp bolyar. (17) we (18) denlikleri denesdirip biz
eger M, hemiseliklere derek furye koeffisiyentleri ¢, alynsa ,onda (17)
sert yerine yetyar we
T(x7)= i(pn sin nl—ﬂxe_(') ) (20)
n=1

hatar dine bir (2*) baslangye sertleri dil eysem (3*) gyra sertleri hem
kanagatlandyryar.Seylelikde, (20) funksional hatar bizin meseldmizin
¢cOzliwi bolyar.

§3.Tiikenikli uzynlykly taryn yrgyldysy
Furye usulyny iki tarapy berkidilen , berlen baslangyc sertler esasynda
yrgyldayan taryn nokatlarynyn hereketi baradaky meseldni ¢6zmek
licin ulanalyn.Basga sozler bilen aydylanda

o°U o°U
atZ = V2 aXZ (21)
denleménin asakdaky baslangyc we gyra sertleri kanagatlandyryan
U x=0 °, Xx=1 (22)
ou
U t—0" o(X) | o $(X) (23)

coziiwlerini tapmaly.
Edil onki boliimdaki yaly bu yerde hem ¢oziiwi iki sany funksiyanyn
kopeltmek hasyly gorniisinde gozlalin:

U(xt) = X()T () (24)
U funksiyanyn x we t boyuncga ikinji tertipli hususy oniimlerini tapyp
we bu Oniimler (21) denlemede ornuna goyup ,asakdaky denligi
alarys:

XT 1 _ V2 X 1 T

2
Sotiky defiligifi iki bolegini hem V°XT képeltmek hasyla boliip
,defilemanin tiytgeyanlerini boliip alarys:
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1 T 1 X 1l

VTR X(X) (25)
(25) denlik dinie denligin iki bolegi hem sol bir hemiselik ululyga den
bolanda mimkindir.Bu hemiseligi -4*> bilen bellap iki sany ikinji
tertipli adaty differensial denlema gelyaris:

X" + 22X (x) =0 (26)
T + 22v*T(t) =0 (27)

Bu denlemelerin umumy coziiwleri:
X = Acos Ax + Bsin Ax (28)
T =CcosvAx + DsinvAx (29)

Bu yerde A,B,C D erkin hemiselikler.Bu hemiselikleri (22) we (23)
sertler yerine yeter yaly saylap almaly.Gyra sertlerden baglalyn. Eger
x=0 we x=1I bolanda X(X) funksiya nola dwriilse,onda gdzlenyin
¢oziiw hem bu sertleri kanagatlandyryar.
X(0)=Acos A0+Bsin10=0,
Bu yerden A=0 alynyar.Sonun {i¢in hem (28) denilik yonekeylesip
X = Bsin Ax (28))
gorniisi alyar.
Indi X(1) =0 sertin yerine Vetmegini talap edelifi.Yagny.bu yerde
b=0 triwial ¢6ziiwi taslamak bilen SiNAl=0 denlige geleris.Bu
denilemani ¢oziip
Nz
A= (30).
(30 ) denligi (28/) denllikde goyup x bagly bolan funksiyalar kopliigini
alyarys.
.. TthX
X, =B, SIHT (31)
Bu funksiyalaryn kopliigi (01) interwalyn ucky nokatlarynda nula
owrllyar. We (26) denleméni kanagatlandyryar.
Suna menzeslikde (29) ¢oziiwde 4 bahasyny goyup | bagly
,(27) deniligt  kanagatlandytyan funksiyalaryn masgalasyny alyarys:
znvt

T, =C, cos + D, sin all (32)
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(31) we (32) denlikleri kopeldip we ol kopeltmek hasyly (24 )
denilikde goyup

Un(X;t):(Mncosm:Vt+aninm:Vt) sin”lnx

(bu yerde M, =C_ B, N, =D,B,) funksiyalaryi kopliigi alynyar. Bu
funksialaryn her biri (21) denleméni we (22) gyra sertleri

kanagatlandyryar. Seyle hisiyete U, hususy ¢oziiwleriii islendik
cyzykly kombinasiyasy eyedir.Baglangy¢ sertlerin yerine yetmekligi
ticin U, funksiyalaryn hataryny diizelifi, bu hataryii jemi

n Vt+NnSin7”:Vt) Sinnll’lx (34)

Ut =3 U, (xt)=3 (M, cos

gorniisde yazylyar. Eger bu hatar yygnalsa ,onda ony iki gezek X we
t boyunca diufferensirlemek bolyar, hataryii jemi hem (21) defileméni
we (22) sertleri kanagatlandyryar.Onki seredilen mysaldan gorniisi

valy Furyenin usulynyn ideyasy M nowe N koeffisiyentleri
degislilikde saylap almak bilen baslangye sertlerin hem Verine
yetmegini gazanmakdan ybaratdyr. Diymek (33) denlikde t= 0
goyup,

U

< . Nax
~3'M, sin—= =

denligin yerine yetmegini talap etmeli. Suna menzeslikde wagta gora
agzama —agza differensirlemekden alnan anlatmada t=0 goysak

n=1 I

denlik yerine yeter.
(35) we (36 ) sertlerin yerine vyetmekligi ii¢in M, we Nnnl—”V

hemiselikler degislilikde Furyenin ¢, we ¢, koieffisientlerine den
bolmaly.Basga sozler bilen aydylanda

2| N
M, =¢n:T_(|;(P(X)S|anX (35)

2 ! . NnX
N =$¢n _ EP(X) sin de (36))
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M, we N, koeffisiyentlerin alnan bahalaryny (34 ) hatarda ornuna
goyup, hataryn jemi bolyan asakdaky funksiyany alyarys:
Ut =3 (e gsinZ0 sin T2 (37)
Bu hatary yygnalyar we differensirlenyar diyip guman edip, (37)
funksiyanyn meseldninn ¢oziiwi bolyanlygyna goz yetireris.
Alnan ¢oziiwin fiziki manysynya seredelini.
Hataryn her bir agzasyny

TN singu ﬁn)sin@

gorniisde anlatmak bolyar. Seyle gorniisde ol hususy yrgyldyny
nav

uratlandyryar:taryn  dhli nokatlary hususy yygylyklary@n = | :

_ . N7X .
amplitudasy AnSInT bolan birmenzes B, baslangyc fazaly
garmoniki yrgyldy edyar.

w _m |T
In ki¢i hususy yygylyga @= | — | ; esasy tonun yygylygy
diyilyar.Kratny yygylyklaryn tonlaryna garmonikler ya-da obertonlar

diyilydr. Tar nice gysga we yenil, T dartylma nice uly bolsa . @y
yygylyk songada uly bolar.

Bilsimiz yaly, sesler notalara we galmagala boliinyér..Notalar,
periodiki ,galmagal bolsa periodiki dil yrgyldy bilen emele gelyar.
Notanyn komegi bilen isleyan saz gurallarynda bindge tonlar — esasy
we obertonlar bolyar..Adatca garmoniklerin amplitudasy olaryn
tertibinin artmagy bilen calt kemelyar.Sonun licin nota esasy tasiri
esasy tonlar beryir.Obertonlar ol ya-da bagga tembrli sesleri
beryar.Diymek bizin alan ¢oziiwimizi asakdaky gorniisde yazyp

U => A sin(nat+ B,)sin nTﬂX (37)

W,
bolyar.Bu alnan ¢oziiw taryn yygyl 5> bolan saz notalaryny
ryn  yygylygy o.

iberyir.Baslangy¢ sertler bilen kesgitlenyan A, A2 , A3 .
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amplitudalaryn  toplumy bu notalaryn spektrini  (tembrini )
hisiyetlendiryar.

§4.  Yuka plastinanyn sowadylysy.
Goy, boslangyc pursatda galynlygy ininden we uzynlygyndan

yeterlikce kici bolan plastinada temperatura T (—0= F(x) kanun

boyunca paylasdyrylan bolsun.Plastinanyn sowamagy Nyutonyi

kanunyna gord bolup gecyir,yagny X = +a polanda
oT

—k—=0aT
OX
Wagtyn islendik indiki pursadynda erkin nokadyn temperaturasyny
kesgitlalin.
Meselani analitiki gorniisde formulirlalin: Yylylyk gecirijiligin

or Kk o°T

ot cp ox® (14)
birjynsly deiilemesini we

Tt:O: F(X) (15)
baslangyg serti , seyle hem

oT

— +KkT =0

OX X ==a (16)
gyra sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi tapmaly.

K

ki bilen ¢~ at tize Uytgeydni girizelii .Onda (14) defileme
yonekeylesyar:

oT  o°T

= /
or x* (14)

Bu denileméninn ¢oziiwini

T(x7)=X(x)¥(z) a7)

gorniisde gozlalin.(15)  denlikden degisli Onlimleri tapyp, alnan
bahalary (14') ornuna goyup
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X// Y/
X Y

defilemd geleris.Bu denlik deillemdnint iki tarapy hem sol bir
hemiselik -2 ululyga den bolanda yerliklidir.Seylelikde iki sany

X"+ 22X =0

Y'+2Y =0
adaty differensial denleme alynyar. Bu denlemelerin  umumy
coziiwleri

X = Acos AX + Bsin Ax (18)

Y =Ce (19)
gornlisde bolar.

Seredilyan meselede gyra sertler nuldan tapawutly bolany ii¢in tize
yagday doreyir.(16) sertler X = O tekizlikden cepden we sagdan den
daslasan aralyklarda berlen..Sonun {i¢in wagtyn baslangy¢ pursadynda
temperatura simmetrik paylasdyrlandyr.

F(=x)=F(x)
Diymek,  temperaturanyn indiki paylasdyrmalary hem simmetrik
bolmagyna galmalydyr.Sunlukda X (x) funksiya jiibiit funksiya
bolmaly, yagny
X(=x) = X(X).
Bu yerden (18) denlikde B koeffiientifi nula dett bolmalydygy
gelip ¢cykyar we X (X) funksiyanyn gorniisi yonekeylesyar.
X = Acos AX.
(18)
(16) gyra sertlerde dine X boyunga Oniim saklanyar we
T(x;7)=X(x)Y(z) , onda X(X) funksiya
X'(a)+hX(a)=0
(16")
serti kanagatlandyrmaly.
(16") detilikde X (X) funksiyanyii (18) bahasyny goyyp alarys:
— Aldsin Aa+hAcos Ax=0.
Bu yerden
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h
tgla = —
g R (20)

(20) denleme transsendent denleme .Denleménin ¢oziiwini grafiki usul
bilen go6zlalin.Onun iigin ilki bilen denligin sag boleginde sanawjyny
we maydalawjyny a sana kopeldelin.

ha
tg Aa = l—a . (20/)
Wagtlayynga Aa=1z  belgilenisigi girizelin we (z;u) koordinatalar
ha
sistemasynda  U; =192 we Up = —,  grafiklerini  guralyi

.Giperbolanyn tangensoidalaryn masgalasy bilen tiikeniksiz kop
nokatlarda kesisjekligi ~ diisiiniklidir.Diymek (20/) denilemanin

tiikeniksiz kop ¢6ziiwi bardyr.Sunlukda Z = ANululygyii artmagy
bilen kesisme Z, nokatlar Z,@=N7Z nokatlara yakynlasyar.(Bu

yerde N=1234,...). 192, —> 04, (20') detileminit kokleridir. Bu
yerden X (X) funksiyalyti (16") sertleri kanagatlandyryan kopliigi
alynyar.

X, (X)= A cos A x (16"
(16" we (19) funksiyalary (17) denlikde ornuna goyup alarys.

2
T =M_e " cosd X

Bu alnan denlik (14) detlemdani we (16 ) gyra sertleri

kanagatlandyryar. Baslangyc sertleri kanagtlandyryan ¢oziiwi tapmak
icin bize belli bolan usul bilen tiikeniksiz jemi diizelini.

T(x,r):ZMne"“ﬁT cos A, X (21).
n=1
Onki meselelerde funksiyany kratnyy argumentiii sinuslary we
kosinuslary  boyunca  Furye  hataryna  dargadypdyk.Seredyin
meseldmizde bolsa, A, sanlar bitin dal.

Yone, COS 4, X, (n =12,. -)funksi}’/alaryﬁ ortogonaldygyny,yagny
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a
jcos/lnx cos A, x dx=0,n=m,

jcos/lﬁx dx = 0.

sertin  yerine yetyandigini barlap bolar.Emma olar normirlenen
daldir,yagny ikinji integral 1-e den dil.Furyenin hatary teoriyasyndan
belli bolsy Valy, f(x) funksiyany X,(x),X,(x), X5(x)....normirlenmedik
ortogonal funksiyalar boyunca

f(x)=zn:fnxn(x)

hatara dargadyp bolyar. f, Furyenin umumylasdyrlan koeffisiyentleri

- U;xgdxﬁ f (X)X (x)x

formula bilen tapylyar. Furyenin umumylasdyrlan hatary barada
aydylanlary g6z oOniinde tutsak,(21) denlikddki M, koeffisiyentler

Furyenin umumylasdyrlan koeffisiyentlerine deni bolar.

I F(x)cos A, x dx

M, =

a 22
Icosz/inx dx (2)

Diymek,meseldnin ¢oziiwi (21) denilik bilen tapylyar we ondaky M,
koeffsiyentler (22) formula bilen hasaplanylnar.

§5.Furyenin 6zgertmesinin matematiki fizikanyn meselelerini
cozmekde ulanylysy

Furyeniii 6zgertmesi barada kibir maglumatlar.Matematiki
analizift kursyndan belli bolsy yaly,eger f(x) funksiya san okunyn #hli

nokatlarynda Dirihlénifi sertini kanagatlandyryan we T|f(x)|dx integral

yygnanyan bolsa,onda

o0

f(x)=% [d2 [ £(t)cos A(t - x)et
(1) 0 —©
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integrala Furyenin integraly diyilyar. (1) integralyn kompleks
gorniisde yazylysy

f(x)= %Zei“(%ff (t)e‘mdtJd/l o

Eger
~ 1 7 .
f(A)=—=— | f(tp""dt
diysek,onda (2) integral
1 +oo~ )
f(x)=—= | f(Ap™dA
(x) @L (AR 4)

gorniise geler. (3) funksiya f(X) funksiya ticin Furyenin 6zgertmesi
diyilyir.(4) integrala Furyenin ters oOzgertmesi diyilyar.Furyenin
ozgertmesinin kabir hdsiyetlerine seredip gecelin:

1. Hemiselik kopeldijini 6zgertme belgisinin  Oniline ¢ykaryp
bolyar of =af .

2.0ki  funksiyanynn = jeminii = Ozgertmesi ol  funksiyalaryn
ozgertmelerinini jemine dendir
Bu tassyklamalar integralyn hasiyetlerinden gelip ¢ykyar.

3. Eger f(x) funksiyanyn Furye Ozgertmesi f(1) bolsa
onda f(x-p) funksiyanyi Furye Ozgertmesi e*#f(1) bolar.Yagny
funksiyany ok boyung¢a g hemiselik sana siiysirsek ozgertme e
ululyga  kopeldiler.Hakykatdan-da  f(x—pg) funksiyanyi  Furye

) 1 7 it
bzgertmesi f(/l)=EIf(t—ﬁ)BJdt bolar.Integralda
t—f=s diysek,onda
1 +00 _ 1 +00 _ _ 1 +00 _
—— | ft-ppdt=—= | f(see’ds=e — | f(s)e™ds
Jor | ppdt=o [ 1ok Tz e

bolar.
4. Eger f(x) funksiyanyn Furye Ozgertmesi f(4) bolsa,onda f(ax)

a a
Bu tassyklamany subut etmek iigin@l =S diysek,onda

funksiyanyn Furye 6zgertmesil?(i] bolar .Bu yerde @ polozitel san.
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) 17 it 17 %31 1A
(2)= = [ Hat o= [ 1(sk gds:gf(g]

bolar.
S f(x) funksiyanyn f’(x) oniiminin Furye 6zgertmesini hasaplalyn

/(1) = %Tf 't dt

Bu integraly bolekler boyunca integrirldlin

—"'I

\/_ j (te*dt = (t)e“’“lfof—%Tf(t)iﬂ.e‘”tdtz
|/1—j (te ™t

Diymek,funksiyanynn f'(x) Oniiminin Furye O6zgertmesi funksiyanyi
Furye 0zgertmesini i1 biragza kopeldilmegine dendir.

6.Eger f(x) funksiya tytgeyan Xululykdan basga kibir T parametre
bagly bolsa,yagny f(xt) boisa,onda

of 6f
, ot ot
Yokardaky tassyklamanyn subudy hususy oniimin kesgitlemesinden

gelip cykyar.
Furyenin Ozgertmesinin matematiki fizikanyn meselesini ¢ozmekde

ulanylysyna tiikenuksiz sterzen tlicin Kosi meselesinde seredelin.

2. Tiikeniksiz = sterZende yylylyk gecirijilik.Bu mesele
X € (~o0,+00) | t>o0 hahalarda
o _ .0
ot - ox2 (1)
denllrménin

Tx0)=f(x) (@
baslangy(; serti kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaklyga getirilyar.
Yylylyk geglrljlhgm (1) denlemesinin iki tarapynda 0 uytgeyan
boyunca Furyenini ozgertmesml gecirelin.

5T (Iﬂ,) T . 2/12-]:. (3)
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Bu yerde (1) defilemdnin ¢ep tarapyna tésir edende 6-njy hdsiyeti ,

sag tarapyna tdsir edende boisa 5-nji  hasiyeti iki  gezek
ulandyk.Islendik fiksirlenen 1 iigin t liytgeyane gord hemiselik
koeffisiyentli adaty ¢yzykly we birjynsly differensial denlemani
alarys.Ol (3) denleménin ¢oziimi

T=C(ae ™" @)
funksinany berer.Bu yerde N(4) nibelli ululyk.Ol 2 ululyga bagly
bolup biler.
Nabelli N(1) ululygy tapmak iigin (2) baslangyg sertin iki tarapynda
hem Furyenin 6zgertmesini gecirelin.

T(2,0)=f(1)= f(xe#dx

L |
J2z 2,
(4) denlikde t=0 diysek T(1,0)=c(4) alarys we ony yokardaky denilik
bilen denesdirip yazarys

- %_‘Lf (x7*dx
Tapylan (1) bahany (4) denlikde goyup we iiytgeyanlerin belgisini
tiytgedip

T(4,1) ”‘sdsjeaz’lzt

e
denilligi alarys.Sonky denligin iki tarapyna hem Furyenii ters
Ozgertmesini ulansak

T X t deﬂj‘ f(Sk—iﬂs—azﬂztdS

=
gorniisde meseldnin ¢oziiwini alarys.

Jogaby yonekeylesdirelin.Onuii iicin €"*anlatmany icki integrala
girizip,integrirlemek tertibini ¢alysalyn.

X t)=% [f(s)ds [ et=r=Fda

Bu yerdiki i¢ki integral
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+o0 (x=s)

1 i(x—s)-a%2’t 1 T aa2
—— |e dil=——+—=0¢ %%
J2r [o 2+ 7ma’t

anlatma dendir.Netijede,biz meseldnin ¢oziiwini alarys.

~(x=s )

)
43 ds

T(x,t):z\/ia_sz(s)e

Sonky formulany Puasson 1823 yylda aldy.
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V bap.Egri¢cyzykly koordinatalar sistemasy

§1 Silindrik koordinatalar sistemasy
Ilki bilen tgolcegli ginislikde ortogonal koordinatalar sistemasy
barada diisiinje berelin

Eger X,¥:Z dekart koordinatalary 6z gezeginde ii¢ sany
0;,0,, 03 iiytgeyinin birbahaly funksiyasy bolsa,
x=X(0,,0,0), Y = y( 0,,02,0:), 2= Z( 6,,0,,05) (1)
onda J;,0,,0; tytgeyinlere egricyzykly koordinatalar diyilyar.

Eger Jjululyklaryin birinifi bahasyny hemiselik diyip ,galan iki
koordinatalara miimkin bolan bahalary bersek,onda koordinata iisti
diylip atlandyrylyan  iisti alarys.Belli bolsy valy ginislikde her
koordinata sistemasy li¢in koordinata tistlerin li¢ masgalasy degislidir.
Iki sany koordinata iistlerin kesismesinde alynyan ¢yzyga koordinata
¢yzygy diyilyar.

Ginigligin her bir nokadyndan 6zara kesisydn ii¢ sany koordinata
isti we li¢ sany koordinata ¢yzygy gecydr.

12-nji ¢yzgy
Eger goniiburcly dekart koordinatalar sistemasynyn
x,y,zUytgeyvanleri bilen egricyzykly koordinatalar sistemasynyn

0;,02,0; tiytgeyinleriniii arasynda
OX OX N oy oy N 07 0z
ag; 0q; g, oq;  0q; q;

baglanysyk bolsa, onda egrigyzykly koordinatalar sistemasy
ortogonaldyr. Sebébi, analitik geometriya kursundan belli bolsy yaly

=0 2)
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koordinata oklary bilen «, 8,y we o', 8,y burclary emele getiryin
iki goniniii perpendikulyarlyk serti

cosacosa’ +cos Bcos B’ +cosycosy’ =0

Seylede g, koordinatalar ~ oklara  galtagyanlaryin  gonibyrgly
koordinatalar oklar bilen emele getiren burclarynyn  kosinuslary

degislilikde ox N 2 hususy Oniimlere proporsional. Onda biz of

aq; aq; aq

we d; koordinata egrilerinifi 6zara perpendikulyarlygynyii (2) sertini
alarys.
Indi silindrik kordinatalaryna seredelin.
L@, L egricyzykly koordinatalar dekart koordinatalary bilen
asakdaky gatnasyklar bilen baglanysyklydyr (13-nji ¢yzgy).
X=pCoSep y=pSing, Z=17. (2)
Silindrik koordinatalary asakdaky yaly céklerde tiytgeyarler.
0<p<w 0<@p<2r —00<Z <0,

AT
N

—
Fal >
[P > X

y
13-nji ¢yzgy
Silindrik ~ koordinatalar ~ sistemasynytt 2, @, Z  egrigyzykly
koordinatalar ¢yzyklaryna M nokatda galtasyan wektorlar ;¢ oka
galtasyan —towerege (altasyan we ¢ Dburcun artyan ugruna
goniikdirlen wektor ,beylekileri bolsa degislilikde p we z oklara
kollinear wektorlar.Bu wektorlar ortogonaldyrlar.Sebdbi galtasma
nokadyna gecirlen radius galtasma ¢yzyga perpendikulyar.Oz
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gezeginde tOweregin yatan tekizligi z oka perpendikulyar we p ok
toweregin radiusynyn iistiinden gecyar.
((2) denligin yerine yetyandigini barlap bolar.)

§2.Sferik koordinatalar sistemasy
Sar bilen barlanysykly meseleleri ¢ozende sferik koordinatalara

gecmeklik kop amaly meselelerin  ¢oziiwini  tapmaklygy
venillesdiryar.
A
0
Q X
o —
y
14-nj1 ¢yzgy
ro,¢ sferik koordinatalary dekart koordinatalar bilen asakdaky
formulalar bilen baglanysyklydyr (14-nji ¢yzgy).
X=rsingcosp, y=rsingdsing, z=rcosd (3)

Sferik kordinatalary asakdaky yaly cédklerde liytgeyar.

0<r<ow 0<¢@<m 0<60<2r1 .

Sferik koordinatalar sistemasy ortogonal koordinatalar sistemasydyr.
0;,,0,,0; egrigyzykly koordinatalar sistemasynyn ortogonal bolmagy
lcin onunt koordinata c¢yzyklarynyn ozara perpendikulkyar bolan
egriler bolmagy gerekdir. Diymek
X=x(0:,0,,93), Y =Y(0,9,,03),Z=2( 0;,0,,03) funksiyalar (2)

gorniisli lic serti kanagatalandyrmaly. Bu tassyklamany sferiki
koordinatalar ~ {icin geometriki hem subut edip bolar: sferiki

koordinatalaryn biri p sferanyn radiusynyn {istiinden gecyar we
beylekilerin ortlary bolsa sfera galtagyan tekizlikde yatyar.Ol ortlar
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Ozara perpendikulyardyr ,sebdbi olar 6zara perpendikulyar tekiliklerde
yatan towereklere galtasyarlar.
Matematiki fizikada koplen¢ ortogonal koordinata sistemalaryndan
peydalanylyar.Sonunn  ii¢cin  geljekde  egricyzykly  koordinatalar
sistemasy barada aytmak bilen biz olary ortogonal diyip hasap ederis.

§3.Lyame koeffisiyentleri
Goniburcly koordinatalar sistemasynda duganyn ds elementi
ds® = dx? +dy? +dz? (5)
denilik bilen anladylyar.
(§1.1) denlikleri differensirlap alarys:

OX OoX OX
dx =—dg, + —dg, + —d

oo, d, o, d, o, d;

oy oy 0 /
dy = —-dag, + dgq, + —d
Y =50 g, g, )
dz=£dql+£dq2+qu3

oq, oq, 0d,

(1/) denlikleri (5) ornuna goyup we (2) ortogonallyk serti hasaba
alyp alarys:

ds® = H/dg? + H>dg? + HZ2dg? (6)
Bu yerde (6) denlikddki H,,H,,H, ululyklar

a R

formula bilen tapylyar. H,,H,,H, ululyklara Lyame koeffisientleri

diyilyar we olar gonibur¢ly koordinatalar sistemasy bilen egrigyzykly
koordinatalarynn arasyndaky arabaglanysygy beryir.
(6) formulada dq, =0,i=j dinsek onda koordinata ¢yzygyn dugasynyi

ds elementi

ds = H.dq, (8)
deni bolar.
Bu yerde Lyame koeffisienti {icin
= o ©)
' dg
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anlatma alynyar we ol Lyame Kkoeffisientlerinin koordinatalar
tytginde koordinatalar ¢yzyklaryn dugasynyn uzynlygynyn {iytgeyis
tizligini  hasiyetlendiryandigini gorkezyar. . Egrigyzykly kwadratyn
meydany we kubun gowriimi ikinji tertipli tiikeniksiz kigilere ¢enli
takyklykda asakdaky denlikler bilen kesgitlenyar.

do =H;Hdg;dq; (10)

dV =H,H,Hdq,dqg,dq, (11)
Kébir koordinatalar sistemasy ii¢in Lyame koeffisientlerini yazalyn.
1.Goniburcly koordinatalar sistemasy ti¢in Lyame koeffisientleri
H,=H,=H, =1
2.Silindrik koordinatalar sistemasy ticin

2 A2
sz\/cos @+sin“ @ =1

H, = Jp2(sin% p+cos? @) = p (12)
H, =1

3.Sferik koordinatalar ti¢in
H =1H,=r H, =rsing (13)

§4.Egricyzykly koordinatalarda esasy differensial operasiyalar.
1.Skalyar funksiyanyn gradiyenti.

Ginisligin M nokadynda grade wWektor berlen bolsun.Bu nokatdan
Ozara perpendikulyar q,,q,,q,egriler gecyan bolsun.M nokatdan
egrilere galtasyanlaryn iistiinde &,,&,,&, birlik ortlary gecirelin (15-nji
cyzgy ). Ortogonal ortlaryn tigligi — bazisler (ya-da reperler) lokal
goniibyrcly koordinatalar sistemasyny emele getiryar.Ginislikde
koordinata ¢yzyklara galtasyanlara proyeksiyasy nokadyn tiytgemegi

bilen reperler hem {iytgeyir. gradp wektoryii(gradg), =§T¢bolar.Bu
i

yerde ds; - q; koordinata egrisiniii dugasynyn uzynlygy.
(8) denlige gord ds; =H,dq,.Onuil licin
1 %

d =
(gra (D)qj Hj aqj

(14)

92



N 15nji gyzgy

Netijede egrigyzykly koordinatalar sistemasynda skalyar funksiyanyn
gradiyentini tapmak formulasyny alarys.

Lo 1wyl

1 ql H2 an H3 aq3

Goniiburgly  koordinatalar  sistemasyndan tapawutly egrigyzykly
koordinatalar sistemasynda nokat tiytginde gradiyentin diiziijileri 6z
bahasyny iiytgedyir.Sebdbi nokat {iytginde ditie ortlar dil,eysem
Lyame koeffisiyentleri hem bahasyny tiytgedyar.

2. Wektor funksiyanyn diwergensiyasy.Berlen & wektor
meydanynyn  diwergensiyasydiva = g_\lj den.Bu yerde egricyzykly
koordinatalar sistemasynda dv =H,H,H,dqg,dg,dg, Kici Ao vapyk iist

bilen caklenen gowrim, dN - bu tistden wektoryn
akymydN = ffa,do. Elementar dv = géwriim  deregine  granlary

koordinata iistlerin bolekleri bolan kigi egri¢yzykly kuby alalyn (16-
njy ¢yzgy).
g, oka perpendikylyar bolan granlaryn c¢ep tarapdakysyny 1, sag
tarapdakysyny 2 diyip belldlin.1 granynn meydany

do, = H,(q,)H;(a,)dq,da,
den, 2 granyn meydany

do, = H,(a, +da,)H,(q, +da,)dq,dq;

den bolar.
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16-nji surat

Goy,a wektor 1 granyn nokatlarynda a(g,) we 2 granyn
nokatlarynda (g, +dg,) bahalary alar. g, koordinata okun Iwe 2
granlara perpendikulyar bolyanlygyna gord a(g) Wwe &(q, +dg,)
wektorlaryi normala proyeksiyasy -a,(q,) We a,(q+dg) bahalary
alar.Bu yerde 1 granyn normalynyn g, oka garsylykly ugrykdyrlany
ticin  minus alamaty alynyar 1 we 2 granlardan g, koordinata okun
ugry boyunca wektor akymy
dN,, =-a, H,(a,)H,(q, Jda,da; +a,, (0, +da, )H, (g, +da, )H,(q, + dg, Jdg,da,
denn bolar.Deiniligin sag tarapyna Teyloryn formulasyny yokary tertipli
ki¢i ululyklary taslap ulansak

0
qu1 = a (H o H 38q, )dQ1dQ2dCI3

1
denlik alynyar.
Beyleki granlarda hem yokardaky amallary yerine yetirsek kicijik
kubun dhli granlaryndan wektor akymyny alarys.

dN :{ai(Hszaql)+£(HlH2aqz )+£(H1H2aq3 )}dqldqqu3

1 2 3
(15)
Wektor akymynyn (15) we dv gOwrliimin bahalaryny divé:j—c

formulada goyup,egricyzykly koordinatalar sistemasynda wektor
meydanynyn diwergensiyasyny hasaplamak formulasyny alarys.
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(16)
3.Laplasynn  operatory.Egricyzykly = kordinatalar  sistemasynda
Laplasynn operatoryny yazmak ticin
A = div grade
formuladan peydanal yn.

grad=a  dijsck,a, =Hi(%‘”, i=123. bolarOnda cgricyzykly

koordinatalar sistemasymda Laplasyn operatory
pp—— L {i(ma_go}r 8 [HlHS 8¢J+ d (HlHZ agoj}
H1H2H3 aql Hl aql an H2 an aq3 H3 aq3
(17)

gornlisde yazylyar.

4.Wektor funksiyanyn rotory.
Egrigyzykly koordinatalar sistemasynda rotoryn anladylysyny

almak ti¢in rot,a =g—g inwariant gatnasykdan peydalanalyn.Bu yerde

dA - kici do iisti cikleydn yapyk kontur boyunca wektoryii
sirkulyasiyasy.Ki¢i do st deregine taraplary d, we d,oklaryn
bolekleri bolan ABCD egrigyzykly dortburglygy alalyn (17-nji

¢yzgy). Uste gecirlen normal 0; okuii ugry bilen gabat gelyir. ABCD
egricyzykly dortbur¢lygyn meydany
do=H,H,dq,d,
deni bolar.
Egricyzykly dortburclugyn perimetri boyunca & wektoryn
dA = f a,dl sirkulyasiyasyny hasaplamak ti¢in dortburglugyn dort tarapy

boyunca integrallary hasaplamaly

A

NN

A B C D
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17-nji gyzgy
Yokardaky integrallary hasaplanda dortburglygyn taraplarynyn

=

uzynlyklarynyn dl, =H,dg, bolyanlygyny hem-de a wektoryn ikiolgegli
wektor bolyanlygyny hasaba almaly.(q, =const, 4(q,,q,)).
Ilki bilen AB we DA taraplar boyunga integrallary hasaplalyn.

Ia,dl = az(Qs)Hz(qs)d%. (17)

A
Geljekde a wektoryn 0,0, oklara proyeksiyasyny
degislilikdea,,a,,a, diyip belldlin.Onda

A

Jaldl =_a3(q2)H3dq3. (18)

D

Yokardakylara mefizeslikde beyleki taraplar ii¢in integrallary yazarys.

C
[a,di =a,(q, +da, H,(q, +da, Jda, (19)
B
D
[a,di =-a,(q, +dgs)H, (g, +da, )dg, (20)
C

(18) integral bilen  (19) integraly we (17) integral bilen  (20)
integraly  gosup,sonra  bolsa  Teyloryn  formulasyny ulanyp
alarys.(Tenloryn formulasynda difie birinji tertipli onymler alynyar)
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~ 0 0
dA{@(asm)—a(azm)}dqqus (21)

ds we dA ululyklaryn bahalaryny rotna=g—'& formulada goyup we ony
O
sadalasdyryp alarys

0 L[]

B o P PY o aq;
Yokardaky valy amallary yerine Vetirip rotoryi g, we gq,oklara
proyeksiyalaryny  taparys.Netijede, egricyzykly  koordinatalar

sistemasynda kowlenminini lokal ortlara proyeksiyalarynyn {isti bilen
anladylysy alnar.

rot d = L |:6(a3H3)_5(a2H2)i|é1+ 1 |:5(a1H1)_8(a3H3):|a2+
- HH L da, 00 HHs | aas aa, (22)
1 o) _olary)],
H.H, aq, aq, ?

Silindrik we sferik koordinatalarda skalyar we wektor meydalarynyn

esasy differensial operasiyalaryny yazalyn
1. Silindrik koordinatalarda
a)Lyame koeffisiyentleri

H, =.Jcos? p+sin®p =1 H, ={p?(sinp+cos’g) =p, H, =1.
b) Skalyar funksiyanyn gradiyenti: gradu _ g Loy +a—uéz
op ” pop ? oz

c) a wektor meydanynyn diwergensiyasy:
i[9 a2yl -
diva = ; {ap( )+ 5 (a,)+ % (pa, )} Jrotory:
- [0 ol [0 )l
Y opl Op oz |” oz op |°
1) )
pl oo Op |7

e) Laplasyn denlemesi :

1{o( ou o (1au 6( auj
AU=——| p— |+—| —— |+—| p— | =0
p{@o( 6pJ 6¢(p8¢j oz\" oz

gorniise eye bolar.
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2.Sferik koordinatalar sistemasynda:

a) Lyame koeffisiyentleri: Hp =1, H,=p,H,=psing,
1 ou. 1lou.

+-—8

b) skalvar funksivanyii gradiventi: du=?2 et
) skaly: yanyn gradiy gradu Lt

o
op
¢) a wektor meydanynyn diwergensiyasy:

ep+

oa
divé'=i2i(p2ap)+ _ i(aé,sin6?)+ —
p°-op psing 06 psing op
rotory
ca, O oa
rotd = — i(aq,sine)—aﬂ <§p+l 1 % (e=,) é(,,+l i(pae)——" g,
psiné| 06 op p|sing op op p| op 00

d) Laplasyn denlemesi:

1 0 ,ou 1 of(. ,ou 1 ou
—S P |t S|S0 — |+ 55—
P op op) p°sin@d ol 00) p°sin“@ op

gorniisde yazylyar.
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VI bap. Egricyzykly koordinatalar sistemasynda Laplasyn
denilemesi iicin meseleleri c¢6zmekde Furyeniii usulynyn

ulanylysy

§ 1.Tegelek ii¢in Dirihldnin meselesi.
Kop sanly fiziki prosesler matematiki nukday nazardan menzes
bolyar.Sonun ii¢in matematiki fizikada menzes meselelerin ¢oziiwini
tapmaklygynn umumy usulyny tapmaklyga synanysyarlar.
Dirihle meselesi:Tegelek plastinkanyin nokatlary  {icin ,eger ony

cakleyin G towerekde toweregin nokatlaryna bagly bolan hemiselik

temperatura  saklanjan  bolsa,onda  T(X;¥)  temperaturanyi
paylanmasyny tapyn.Basga sozler Dbilen aydylanda toweregin

nokatlarynda AT =0 defilemini  we TG=f(x;y) gyra serti

kanagatlandyryan T (X;Y) regulyar funksiyany tapmaly.
Bu meseldni silindrik  koorinatalar  sistemasynda ¢6zmek

amatlydyr.Laplasyn
o°T 0°T
—2 + —2 - O
ox° oy
defilemesinde X=pCoS@,y = pSiNQ,Z=Zdciliklerii
komegi bilen silindrik koorinatalar sistemasyna gegsek,onda ol
0T 10T 10T (1)

o0 pop ptogt
gornilise geler.
Gyra sertler degislilikde asakdaky gorniisi alyar.

T =19 (2)
p=a
Furyenin usulyna layyklykda ¢oziiwi
T(p.¢) = R(P)D(p) (3)
o°T oT o°T

gOrniisde gozlalin. op' 00" ontimleri tapyp we bu bahalary (1)

op®’
denlikde ornuna goyup alarys:

( R/ +1R/ j®(¢)+izd)”(g0) =0
P P
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Soniky deiiligin iki bolegini hem % kopeldip alarys:

1 2p !l / (D//
- = R" + =—

e -5
Sonky denlik denligin iki bolegi hem sol bir hemiselige deii bolanda
verliklidir. Bu hemiseligi -2 diyip alalyn. Ol denligin ¢ep we sag
taraplaryny— 4> sana denldp, iki sany adaty differensial denlema
geleris:

pZR”erR/—/lZR:O ()
" + o =0 (5)

(5)deniligin umumy integraly
D (@) = Acos Ap + Bsin Ag (6)

gorniisdedir.  Egrigyzykly koordinatalar {igin mahsus bolan sikllilik
sertden peydalanlyi.Bu sert f(@) gyra funksiyanyi we gozlenyin
U(p:@)coziiwin @  iiytgeyine gord periodik bolmaklygyndan
ybaratdyr.Yagny
f(p+27)=f(p) U(pip+27)=U(p;0).
Bu yerden D(p) funksiyanyfi hem
o(p +27) = D(p) (7)
serti kanagatlandyrmalydygy gelip ¢ykyar.
Vone ®(@) funksija sind@ we COSAQ funksialaryii cyzykly
kombinasiyasy bolyanlygyna gord (7) sertin yerine yetmegi iigin
sin(Ap + 1-27)=sin Ap
cos(Ax + A -2x) = cos Ag

denilikler yerine yetmelidir.Sunlukda A bitin san bolmaly.Bu yagdayy
hasaba almak bilen (6) denligi g6z 6niinde tutup alarys.

®_ = A cosng+B sinng (6)

: 2 2
Indi (4) detilemede A° derek N goyup ,alarys:
sz// +pR/ _n2R=0 (@)
Bu differensial denleme Eylerin defilemesiniii gorniisindendir.Seyle
gorniisli denlemelerin &hli agzalarynda Onlimlere kopeldilydn bagly
dal tiytgeyanin derejeleri Oniimin tertibine dendir.
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Eylerin  denlemesinin  hususy ¢oziiwi R=p°  gorniisde
gozlenyar.Bu yerde s hizirlikge nibelli erkin hemiselik.
R =sp™" R' =5(s-1) p*?6niimlerin bahasyny(4')
detilemede ornuna goyup, $(s—1)+s—-n*=0 ya-da s*=n° delige
geleris.Bu yerden S ==n.

Seylelikde, her bir n {i¢in defleménin ona degisli umumy ¢oziiwi

bardyr.
n —N
R,(p)=C,p" +D,p
Bizi dine regulyar cozuwler gyzyklandyryanlygy  li¢in
D, =0 garsylykly vagdayda =0 nokatda R, tiikeniksizlige
ymtylyar.
Diymek, fiziki sertleri kanagatalandyryian c¢oziw
R.(p)=C,p" (i=123..) (8)

bolar.
R,(p) we @,(@) funksiyalary kopeldip (3) deiilige layyklykda
coziiwlerin toplumyny alarys.

T,(pi@)= (M, cosnp+ N, sinng)o" (9)
Bu yerde M, =AC, N, = A,C, Bu funksiyalar basdaky (1)
denlemidni we tebigi fiziki setleri kanagatlandyryar.(2) gyra sertlerin
verine yetmekligi ticin tiikkeniksiz jem diizelin.

T(,o;gp):i(Mn cosng+ N, sinng)p"

n=1
(10)
M., N, -koeffisientleri ~p=a bolanda bu hatar f(@) funksiya
yygnalar yaly saylap alalyn.

> (M, cosnp+N, sinng)a" = f(p)

n=1
(11)
Furye hatarynyn teoriyasyndan belli bolsy yaly,Dirihlanin = sertini
kanagatlandyryan islendik f(¢) funksiyany sinuslar we c¢osinuslar

boyunca hatara dargatmak miimkin.
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> (f9cosng+ fisinng) = f(p)

n=1
(12)
Bu verde f© we f°* kosinusa we sinusa degisli furye hatarynyn

n

koeffisientleri 6zem:

fn(c) =% ]z f(p)cosne do

f> _1 J f(p)sinng de
72.—72'
c - 1 ¢
fo() we o koeffisientler fo(c)=zf_”f((ﬂ)d¢, foS =0 formulalar

bilen kesgitlenyar.
(11) we (12) denlikleri denesdirip, gyra sertlerin yerine yetmekligi

licin M nan: fn(c), fos =N,a" diyip almaly.Seylelikde tegelek iicin
Dirihle meselesinin c;éziiwi

__j t) dt + (5) {cos n(pf f(t)cosnt dt
n=1 -

T

+sin ngpljf(t)sin nt dt |
72-—7[

(13).
gorniisde tapylar.(13) denleméni iytgedip yazalyn

T:i )[1+2Z( jcosn )]dt

Integral asagyndaky yayyn icinddki anlatmany Ozgerdelin

[1+ 22( ] cosn(t J 1+Z[ j(m(t—(p +e )=
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2
o,
1-| £
(aj _ a’-p’

2 2_2 t—
1—2’;)cos(t—go)+(’0J 2’ ~2apcos(t—p)+ p

>

a
Netijede,(13) ¢oziiw

2

1 a’—p
T(o,0)=—| f(t dt
(0.9) 27z_-[[ ( )a2 —2apcos(t — @)+ p° (14)

gorniise geler.

Eger f(p) funksiya iizniiksiz bolsa onda (14) integralyn tegelek
ticin Dirthlanin meselesinin ¢oziiwi bolyandygyny barlap bolar.(14)
integrala Puassonyn integraly diyilyar.Integral asagyndaky droba
Puassonyn yadrosy diyilyar.

§2.Laplasyi denlemesinin silindrik koordinatalarda c¢oziilisi
Laplasynn  denillemesi silindrik  koordinatalarda asakdaky
gornlisdedir.

106( ou) 1 0°u o4

A zzép[pﬁp}rpz op7 ' ot -0 @)

Bu deileméininn ¢oziiwini Furyenin usuly bilen gozldlin. Sunlukda
gozlenyan funksiyanyn Ufp,¢ ,z) 1l¢ sany iliytgeydne baglydygyny
hasaba alamaly.

Up.g .2)= V(piz)o(z) (2)

Bu kopeltmek hasyly (1) denlikde ornuna goyup alarys:

@2 p@V + 1V(I)”+CI382V=O
pop\  op) p? oz’
p?

Eger alynan denligin iki bdlegini hem o kopeltsek we o Dbagly

agzany denligin sag bolegine ge¢irsek ,onda
p o V) p°oxV O
A — p —+ 7 = —
Vop\" 0p) V oz D(p)
denlige geleris.
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Diirli iki argumentin funksiyalarynyn denligi difie denliginn iki bolegi
hem sol bir hemiselige deii bolanda miimkin bolyanlygy ii¢in ,bu
hemiseligi v2 belldp iki sny denleme alarys.

o oV RY
£ +E T =y 3)
V op\" Op V oz

®" +v2D(p)=0 (4)

(3) denlleme hususy oOniimli denleme bolyanlygy iicin iiytgeyjileri
bolmek maksady bilen ona Furye usulyny ulanalyi.(3) denleménin
¢cOzliwini

V(p.2)=R(p)Z(2) (5)
gornlisde gozlalin.
(3) denligin iki bolegini hem p? boliip we ona (5) denligi goyup
yenede
Zd NV I
pdp(pR ) ~ RZ +RZ" =0
denlemd geleris.Bu denligin iki bdlegini hem Rz bolelin we denligin
sag bolegine z bagly agzany gegirelin.
1 d % Z"
dep(pR) p’ Z(2)
Diirli argumentlerin funksiyasy bolan iki sany funksiyanyn deiiligine
geldik .Bu denliklerin iki bolegini hem sol bir 4*hemiselige denlép iki
sany adaty differensial denlema geleris.

10 / , VP

- 2-|R=0

L2 (om >+[ pz} ©
z2" -2 =0 )

4),(6)we  (7) denlemeler toplumy  Laplasyin denlemesine
ekwiwalentdir we CD((D),R(,O),Z(Z) funksiyalary kesgitlemeklige
mimiikingilik beryir.Sunlukda gozlenyan funksiya hem tapylyar.Ol
funksiya (2) we (5) denliklere gora

U(p,¢,2)=R(p)0(¢)Z(z) ®)
(4) we (7) denlemeler bize belli bolan ikinji tertipli ¢yzykly we

birjynsly adaty differensial denlelmelerdir. Olaryiti umumy ¢oziiwleri
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d)(go) = Acosvp+ Bsinve (9)
Z(z)=CchAz + Dshiz (10)

Seylelikde mesele (6) gornlisli differensial denlemini ¢ozmeklige
syrykdyrylyar. Ol denleméni

2 2
d I§+£d—R+ /12—V—2 R=0 (6)
do” pdp P
Gorniisde anlatmak bolyar. Egerde x=4p tdze liytgeyin girizilse

,onda (6/) denleme biraz yonekeylesyar we Besselin denlemesi diyip
atindyrylyan denllema getirilyar.

d°R 1dR v’
dx® X dx +(1‘X_ZJR=° (12)

Bu denlleminint ¢oziiwlerine silindrik ya-da Bessel funksiyalary
diyilyir.

§.3 Besselin denlemesinin ¢oziiwi

Indi (11) defilleménin ¢oziiwini tapmaklygyn usulyna seredelin.
Besselin denilemesini asakdaky gorniisde yazalyn

1 V2
I / _
y +;y +[1—7Jy_0 (12)
Bu denlleménin ¢oziiwini asakdaky gorniisli hatar gorniisinde gozlalin.
y=x"> ax =>ax" (13)
k=0 k=0
Bu hataryn birinji we ikini oniimleri asakdaky valy yazylyar.
y' =>a,(k+s)x? (13))
k=0
y' =>"a, (k+s)k+s—1)x 2 (13
k=0
y? 1
(13) denligi 1- ¥z | we (13/) denligi ; kopeldelin we alnan

atilatmalary (13") bilen bilelikde (12) defilige goyalyt.
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iakx"+S +iakx"+s‘2[(k +s)k+s—1)+(k+s)-v2]=0
k=0 k=0

Bu defiligi X*° gysgaldyp, kwadrat yayyn icindiki afilatmany

yonekeylesdirip denligi asakdaky gorniisde yazalyi.
>ax ==Y ax" [(k +s) —v2]
k=0 k=0

Denligin ¢ep bolegindidki hatar qululygy saklayan agza bilen sag

0 0
boleginddki hatar bolsa X" _dan baglanyar. Bu yerden X we

1
X" ululyklary saklayan agzalaryfi koeffisientleriniii nula defiligi gelip

cykyar.
a,(s2—v?)=0 (14)
2 2
a |_(1+ s)° —v ]= 0 (14)
X-in yokary tertipli derejelerini saklayan agzalaryii koeffisientlerini
tapmak Ucin hatarlaryn den derejeli uytgeyanleri saklayan agzalaryny
deniezdirip
2 2
3, =-a|k+s) -v?] (15)
rekurrent gatnasygy alarys.Bu yerde k =2,3,4,... .
(14) deilikden S=1v we @& =0 bolyanlygy gelip ¢ykyar.Ilki
bilen S = +V govalyn,onda (15) detilige layyklykda
& »

W e+ 2)

(15)
Bu yerde k=234,.. . a, =0 bolyanlygyna gori indiki tik
koefffisientler @i,85,8;,...hem nula defi bolar.Jiibiit koeffisientler
barada aydylanda ol koeffisientleri (15/) deniliukden peydalanyp
a, koeffisiyentin iisti bilen anlatmak bolyar.
o dy
a, =— = ,
22+2v)  22(1+v)
a2 _ a0
C44+2v) 22-1+v)(2+v)

a,
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a. = (_ 1)k dy
22Kk @+v)2+v)(k+v)

(16)

(16) denliklerddki koeffisiyentleri (13) hatarda goyup, Besselin (12)

denillemesinint hususy ¢oziiwlerini alarys.

)k X2k+v

=da
yl( OZ 22k kl 1+V) (k+V) (17)
Polozitel agzaly san hatarlarynyn yygnalmagynyn Dalamber nysanyna

gord (17) hataryt X islendik bahasynda yygnalyanlygyny gorkezmek
bolyar. (17) hatar gorniisde kesgitlenen funksiyalara V' tertipli birinji

jynsly IV (X) Bessel funksiyalary diyilyar.
Birinji jynsly Bessel funksiyalary gowy Owrenilendir we onuf {igin
tablisalar diiziilendir.

X»1 (X 1 den has uly) bolanda Bessel funksiyasyny onuii
asimptotik formulasy bilen ¢alysmak bolyar.

|V(X):z\/%cos(x—n7ﬂ—%j (18)

Bu funksiyanyn grafigi ~ X-in uly bahalarynda takmyny sonyan
kosinusoidany yada salyar. (18-nji ¢yzgy )

Lok
St % 1 5 &
7 2 3 4 5 & 7z X
18-nji ¢yzgy
Bessel funksiyanyii tiikeniksiz kép Sk ( bu Yerde k=123,.. )

koklerinini kopliigi bar bolup olar tigin , Iv( " ) =
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Seylelikde 1,(X) birinji jynsly besslel funksiyasy (12)
denlleménin hususy ¢oziiwlerinint biridir. Umumy ¢6ziiwi yazmak ii¢in
ikinji ¢yzykly baglanysksyz Y, (X) hususy ¢6ziiwi bilmek gerek
Bessel funksiyasynii teoriyasynda V/ parametr bitin san bolmadyk
vagdayynda ikinji hususy ¢oziiwi S = —V goyup almak bolyar.

kK., 2k—v

yz( OZ 22k Kl 1 )VX) (k—v) (17/)

Bu funksiya otrisatel tertlpll bessel funksiya V bitin bolmadyk
vagdayda Bessel denilemesinii umumy integraly

y(x)=C,1,(x)+C,1_,(x) (19)

gorniisdedir.
Haganda V  bitin san bolanda |_n(X) funksiya |n(X)

funksijadan  diie  hemiselik  (~=1)"  kopeldiji  bilen
tapawutlanyar.Basga sozler bilen aydylanda bu funksiyalar c¢yzykly
baglanysykly we olaryn komegi bilen umumy ¢0ziiwi Vyazmak
miimkin dal .

Bu vyagdayda ikinji ¢yzykly baglanysyksyz hususy ¢oziiw

deregine ikinji jynsly Bessel funksiyany Y, (X) alyarlar .Bu funksiya

basgaca Neyman funksiyasy hem diyilyar. Y, (X) licin anlatmany
getirip ¢ykarmakdan saklanyp dinie onun iigin asimptotik formulany
vazmak bilen ¢éaklenyaris.

Y, (x)zgsin(x_%_ﬂ (20)

Y, (X) funksiyanyni esasy hésiyeti X =0 bolanda Islendik tertipli
Neyman funksiyasy tiikeniksizlige ymtylyar.
¥, (0) > —o (20)
19-njy ¢yzgyda nolunjy tertipli Neyman funksiyanyn grafigi
getirlendir. Seyleleikde ¥V =N bolanda Bessel defilemesinifi umumy
coziiwi asakdaky formula bilen anladylyar.

y(x)=Cyl,(x)+C,Y, (x) (21).
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Y )

951

o,és\yﬁ\y‘\pﬁ?

19-njy ¢yzgy

§4.Laplasyn deylemesinin sferik koordinatalarda c¢oziiwi.
Lezandryn denlemesi

Laplasyn denlemesi sferik Koordinatalarda asakdaky valy
yazylyar.

2
Wb 22wk
reor or) r°sing o6 00) r°sin“@ op
Furyenin usulyndan ugur almak bilen bu denleminin ¢oziiwini
U(r,0,0)=R(rNV(4,¢) 2)

kopeltmek hasyl goniisinde gozlalin.
Gozlenyian (2) funksiyany (1) deiilemede goyup alarys:

Vd(,, R|I 1 of. oV 1 0%
—2—(r R )+—2 - sin +— =0
redr r<|siné@ oo 00 ) sin“ 0 op

r2
Bu deiliginn iki bolegini hem RV anlatma kopeldip ony

1d 1
Eg(rzR/F?AY (3)

gorniise getirelin. Bu yerde A LeZandryn operatory
2
A=— .1 a(Sina)+ _12 82 =0 (4)
sin@ 060 00) sin“6 op
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(3) deqligin iki bolegini hem A hemiselige denldp iki sany denleme
alarys:

d (2o
E( R')-AR =0 (5)
AY —4=0 (6)

(6) denleme vVazgyn gorniisde asakdaky yaly yazylyar.
1 0 ( i 8Y) 1 0%
———|sind— |+ —
siné 00 00 ) sin® 6 0¢p*
Bu deiileme hususy oniimli dufferensial denlemedir.Sonuni ii¢in bu

denllemd yene-da Furyenint usulyny ulanalyn.

+AY =0 (6)

Y(H ; (0) funksiyany 1ki sany funksiyanyn kopeltmek hasyly
gorniisinde anladalyn.

. Y =V(0)(p)

we bu anlatmany (6/) denlemede goyalyn .Onda
2
@ d (sianYj+ v_dio + AVO =0

sing do d6) sin?6 dg?
sin® @
Sonky denleménin iki bolegini hem oV kopeldelin we tytgeyjileri

boliip asakdaky denlige geleris.

1 d (. / % B
sind de(smék/ )J{;L sinzﬁ)\/(g)_o

2
Denligin iki bolegini hem —V  hemiselige denldp, iki sany adaty
differensial denilema geleris.

O" +v*d =0 (8)
1 d . Vv’
—— —(sineW')+| 2 - 0)=0
sin@ dQ( ) ( sinzejv( ) 9)
(8) denleménin ¢oziiwini gorkezijili gorniisde anlatmak amatly:
D(p)= A"’ +Be (10)
Adatca (D(CD) funksiya CD(@ +27 ) = (D(§0) serti

kanagatlandyryar.Diymek V erkin bolup bilmez,ol hokman bitin san
bolmaly.
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v=m=12345,......
Diymek ®(@) funksiva

® = Ae'™ + Be ™ (109
gorniisr geler.
(9) detilleme bolsa asakdaky gorniisde yazylyar.

d?V cosé@ dV m?
> +— +| A—— > =0 (9/)
do sin@ dé@ sin“ @

(9") defilemd LeZandryfi umumylasdyrlan defilemesi diyilyir. Eger
X=0C0SO tize iijtgeyini girizsek (sunlukda —1<X<L) we
V(0)= y(x)) diyyiip bellesek ,onda Lezandryn umumylasdyrlan
denilemesi asakdaky gorniisde yazylyar.
2\, /I / m’

(l—x )y —2Xy +/1y—1_x2
M=0 bolanda bu defileme LeZandry defilemesiniii has yonekey
gorniisini alyar.

(1—x2)y” —2xy’ +y =0 (12)
Seylelikde, mesele Lezandryn (9/) defilemesinin = we (5) denleméanin
cozliwini tapmaklyga getirildi. Bu denillemelin ¢oziiwlerini degislilikde

y=0 (11)

V(9)we R(r) diyip gozlenyian ¢oziiwi asakdaky yaly kopeltmek hasyl
gorniisinde anlatmaklyga miimkingilik alyarys.

U(r,0,¢)=R(rNV(0)(e) (13)

Bu yerde D(p) (10") gdrniisdedir.

§5.Lezandryn denlemesiniin ¢oziiwi
Indi bolsa (9") we (5) gorniisli detilemelerifi ¢dziiwlerinifi tapylys
usullaryna seredelin.
LeZandrynn (12) denlemesinini integralyny tytgeyian koeffisientli
hatar gorniisinde gozlalin.

y(x)=> ax" (14)
(14) hatary differensirlap, alarys.
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y’(x)=§kakxk-l (14

y”(x):ék(k—l)akxk-z (14"

. /. .
y" i (1—X2)-a we Y -i 2X kopeldip we alynan afilatmalary (12)

denilikde goyup asakdaky denilige geleris.

o0 o0

(1— x2) k(k —1)a, x*2 —2xikakx"‘1 +A) a,x“=0
k=0

k=0 k=0

k
X" derejesini saklayan dhli agzalary defiligin sag bolegine gegirelifi:

gk(k 1), X2 = g[(k +1k— 2R xt (15)

(15) denlige layyklykda hatarlaryn den derejeli iiytgeyanlerinin
koeffisientleri dent bolmaly,onda

(k +2)k +1)a, =[k(k +1)-1]a,

Bu yerden gozlenyian hataryn koeffisiyentleri ii¢in asakdaky rekurrent
formulany alarys:
4 - k(k+1)- 4 .
“2 Tk 2)k+1) (16)

Bu formula hataryn jiibiit nomerdiki koeffisientlerini @g -y iisti bilen

anlatmaklyga we ihli tik koeffisientleri bolsa @j-ifi iisti bilen
anlatmaklyga miimkingilik beryir.
Seylelikde, koeffisientleri (16) deiilik bilen kesgitlenyin we &g

, Q4 erkin bahaly (14) hatar LeZandryn defilemesiniii umumy ¢oziiwi
bolyar.

a, =0 bolanda (14) hataryn &hli tak koeffisientleri (16) denlige
layyklykda nula owriilyar. Sunlukda “jiibtit ” hatar alynyar.

Yo (X) =a, +a,x° +a,x* +... (17)
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Bu hatar (12) denilemdnin hususy c¢oziiwlerinin  biridir.Suna
menizeslikde @, =0 goyup “tdk” hatar alyarys:

y,(X) = ax+a,x’ +a,x> +a,x" +... (18)
Bu hatar (12)denleméanin ikinji hususy ¢oziiwlerinin biridir. Sunlukda
(17) we (18) hataryn koeffisientleri (16) foirmula bilen tapylyar.

Seylelikde basdaky berlen denleminin umumy ¢oziiwi
Y(X) = Ay, (X)"' By, (X) (19)

gorniisde yazylyar.

Yone mufia seretmezden mesele ¢oziildi diyip hasaplamak
bolmaz. Sebdbi matematiki fizikada bizi islendik ¢Oziiw dilde eysem
birbahaly, iizniiksiz tiikenikli ¢6ziiw gyzyklandyryar. (17) we (18)
hatarlaryn seljermesi sonky sertlerin yerine yetmeyanligini gorkezyar.
Bu hatarlaryn haysy hem bolsa biri kdbir agza bilen ciliklendirilip
tikenikli  agzlary saklanda olar bilen berilyin funksiyalar
—1<x<1lkesimde c¢éaklenenlik serti kanagatlandyryar.(16) formula
layyklykda haysy hem bolsa bir koeffisient nula 6wriilende galan
beyleki koeffisientlerinn dhlisi nula owriilyar.

a;, #0  bolanda i+2 koeffisientler A hemiselik iki sany
yzygider bitin sanlaryn kopeltmek hasylyna deni bolanda, yagny

A=1(1+1) (20)

bolanda Q5 koeffisiyentden baslap yzky koeffisiyentler nula
owrtilyar.

Dine (20) denlik yerine yetende tiikenikli ¢oziiwi almak bolyar.
Eger 1 jiibiit bolsa,onda tiikenikli agzaly Yo (X) hususy ¢oziiw alnar. .

Egerde 1 tik bolsa, onda | derejeli kdpagza Y1 (X) bilen kesgitlener.
Seylelikde LeZzandryn (20) sertleri knagatlandyryan tiikenikli
coziiwi | derejeli kopagzadyr. | jiibiit bolanda bu ¢oziiw:

Yo(X) =a, +a, +a,x* +a,x* +..ax' (17)
Itdk bolanda

y,(X) =a,x+a,x* +a.x* +a,x’ +..ax (18))
gorniisdedir.
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Iki yagdayda hem @y koeffisient Ay we 8y erkin bahalaryn {isti
bilen
. :k(k+1)—i(i+1)a
“2 o (k+2)k+1) ¢
formula bilen kesgitlenyar.

(16')

X =1 nokatda bahasy 1 bolar yaly 8, we a, koeffisientleri saylanyp
alynan (17)),(18") kopagzalara Lezandryii kopagzalary diyilyir we
P, (x) bilen bellenyir.

Lezandryni (12) defilemesiniii ¢6ziiwi ditie A=1(1+1) bolanda
—1<X<1 kesimde ¢iiklenen we hemiselik kopeldiji cenli takyklykda
alynan Lezandryn p,(x) kopagzalary bolyar.

§6.Lezandryn kopagzalary

LeZandryn kopagzalarynyn hisiyetleri bilen yakyndan tanysalyn.

llki bilen 1 =012,3. derejeli kopagzalary tapalyi. | =0 bolanda
nulunjy derejeli kopagza alarys.Bu kop agza &g koeffisiente dendir.
Yone P,@)=1bolar yaly @ =1 diyip almaly.
| =1 bolanda birinji derejeli kopagza alynyar. Bu kopagza a;X

gorniisdedir. X = 1 nokatda bahasy 1 bolar yaly & =1 diyip
almaly.Diymek
P (X) =X

=2 bolanda @, +a,X° holan ikinji derejeli kopagza alynyar. @,
koeffisient (16") formula layyklykda —38, defi bolmaly.Sonuii ii¢in
P,(x)=a, —3a,x

1
P,(1)=1 bolmaklygy {i¢in Ay koeffisienti D) diyip almaly,sonda
Pz(x)z—%+gx2_
| =3 bolanda @ x+a,x’ kdpagzanyn a, koeffisienti &

koeffisientinl isti bilen (16/) formula bilen asakdaky yaly anladylyar.
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3= 3.2 aQ = _g 1
Seylelikde
P3(X): ai(x__xsj
X =1 nokatda
2
P1)=-=
()=-3a.
P,(1)=1 bolmagy iicin a, =-§ diyip almaly. Diymek
P3(X) = %(SXZ _BX)-

Lezandrynn yokary tertipli kopagzalaryny hasaplamak {i¢in bu usuly
ulanmak amatly dil. Lezandryn yokary tertipli kopagzalaryny
hasaplamak iigin Rodrigonyn formulalary diyip atlandyrlyan
formulalary ulanmak amatly.

1 d

P, (x)= - .“.ﬁ(xz—l)' (21).

LeZzandryn kopagzalary mohiim hésiyetlerin biri bolan ortogonallyk
hisyete eyedir. Bu hasiyeti analitik gorniisde

, eger 1=1'bolsa,onda jp,(x) P, (x)dx=0 .

diyip vazmak bolar.

Biz su wagta ¢enli Lezanryn (11) umumy denlemesinin hususy
vagdayy bolan (12) denlemanin c¢oziiwi barada aytdyk. (11)
defilemanin tiikenikli ¢oziiwleri LeZandryn birlesdirilen kopagzalary
bolmak bilen ol kopagzalary Rodrigonyn asakdaky formulasy bilen
bermek bolyar:

P" (= Xz)n; ;Xm P, (x) (22)

m>1 bolanda pP™(x)=0 bolyanlygyna iinsiifiizi ¢ekyiris.Sonuil {igin |
-in her bir bahasyna 1+1 sany birlesdirilen
P™(x) (buyerde m=0123,...,1)Lezandryii kdpagzalary degislidir.

m
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Mysal hokmiinde 1=2 degisli bolan &hli birlesdirilen kdépagzalary
tapalyn.

Bu yagdayda m parametr m=o0412 bahalary alyp bilyar.Diymek bu
Yagdayda miimkin bolan kdpagzalar p¥=p,(x),pY(x) we p?(x).Bu
kopagzalarynn her birini tapalyn.

P~ P, 0= 200 1)
Beyleki kopagzalary tapmak iicin (22) formuladan peydalanalyn

o= xf & [ Lor ) [-amfa

dx
2 ’ 1 2
prob-r) | 001 |=d-x)

X

§7.Sferik we sar funksiyalary

Laplasyn  denlemesinin  sferik  koordinalarda  anladylys
formulasyna dolanalyin. (11) denleme (9/) deiilemeden bagly dil
cosd=x Uytgeyani calysmakdan alyndy, onda (9/) deflleme  ditle
A=1(1+1) bolan yagdayda tikenikli c¢oziiwlere eyedir.Bu denilleme
sunlukda

d’v  cosé dv m®
1(1+1)- -0 I
6% " sing d0+[(+ ) sin2¢9)v ()
gorniisi alyar. (9//) denleménin integraly
V(0) = P (cos ) (23)

Seylelikde U(r,8,9)=R(rM(@)Dd(p) funksiyany tapmak iicin

d
R(r) funksijany tapmak galdyBu funksiya o (r2 R’ )— AR=0

denileméanin ¢oziiwidir.Sonky(5) denilemede yaylary agalyn we
A=1(1+1) ornuna govalyii .
r’R” +2rR’ —1(1 + DR =0 (5)

Bu denleme Eylerin differensial denlemesinin bir gorniisidir. Onui
licin bu denleménin ¢oziiwini

R=r°? (24)
gorniisde gozlalin. (5/ ) defilemede R we onuil 6nlimlerininn bahalaryn
goyup alarys:

s(s—I)r* +2sr* —1(1+1)r° =0.
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Soriky deriligin iki bdlegini hem r° gysgaldyp we mefizes agzalaryny
jemldp, asakdaky denlige geleris.
s(s+1)=1(1+1)
Bu yerden
s, =1, s, =—(1+1)
S Diymek (5/) defilemanin umumy ¢ozuiwi:

R=C,r'+Cr

gorniisdedir.

Bizi dine saryn ahli icki nokatlary (sol sanda r=0 bolan merkez)
tcin  tiikkenikli  ¢oziiwler gyzyklandyryar. Onda c,=0 diyip
almaly.Onda

R=C,r' (25)

Diymek (7) denlige baglylykda  (6) denlemanin tiikenikli

coziiwleri
Y, (6;0) =V (6)D(p) = P™ (cos O)e*" (26)
sferik funksiyalary bolyar.

Her bir | dcin 21+1  sany m=0123,...,1 degisli sferik
funksiyalar bar.

R=r' funksijanyii islendik Y,\™(6;9) funksija kpelimek
hasyly (2) denlige layyklykda Lapasyn denlemesiniii ¢éklenen hususy
¢coziiwi bolyar:

U Im)(l’,ﬁ, §0)= r' Yfm)(g; ¢)= r! Pl(m)(cos 0)- e 27)

U fm)(rﬂ,(ﬁ) funksiyalara sar funksiyalary diyilyar. (1)
defileminin umumy géziiwi

(r,0,0)= ZZCI r' P (cos 0) Ae™ + Be ™) (28)

1I=0 m=0
gorniisde bolar.
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VII bap.Grin funksiyasy usuly

Biz su yere c¢enli husuy Oniimli differensial denlemeleri
tytgeyanlert bolmek usuly bilen ¢ozmeklige seretdik.

Seyle denlemeleri ¢ozmekligin matematiki fizikada ulanylyan
yene bir yorginli usullarynyin bir1 Grinin funksiyasy usulydyr. Bu
usulyn manysy 1ilki bilen edil berlen gorniisli meseldnin yorite ¢oziiini
tapyarlar, sonra bu c¢oOziiwinl TUsti bilen kwadraturalarda berlen
meseldnin ¢ozliwini anladyarlar.

§1.Grinin formulalary
Goy, U= u(X, Y, Z) we v =V(X,y,z) funksiyalar v gowriimde we
onun tstiinde birinji tertipli hususy oniimleri bilen {izniiksiz
bolsun.Olaryn ikinji tertipli oniimleri v gowriimin i¢inde lizniiksiz
diyelini.
Ostrogradskiy-Gaussyn

m (aP 8Q )dxdydz = H Pcosa +Qcos B+ Rcos yjdo

8v
P=u —, =u—,R=u— diy
formulasynda x Q=u o u d1ysek
ov ouov ouov ouov
UAvdxdydz = ||u—do (—— — ——sz dy dz 1
‘Qj J:J on m OXOX oyoy ozoz (1)
o> o0* 0o°

/ A= + + - )
formulany alarys.Bu yerde PYRP VP Laplasyn

0 0 0 0 e e et ..
operatory, o = Cosar— +00s ,65 08— - vV gowrimi c¢dkleyan o lste

gecirlen dagky normal, &, B,y -degislilikde dasky normalyn koordinata

oklar bilen emele getiren burg¢lary.

ou av ou av ou ov
radu gradv=——+——+——
Eger gradu gradv FvRl e diysek onda (1) formula

w uAvdxdydz = Lf u%da— J\I/I gradu gradv)dz dy dz
(2)

gorniise geler.Bu formula Grininl birinji formulasy diyilyar.
(2) formulada U we V funksiyalaryii orunlaryny calsyryp
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w VAu dx dydz = gv%da - jl _[ (gradu gradv)z dy dz (3)

formulany alarys.(2) formuladan (3) formulany ayryp

_m UAV — vAu)jxdydz—_U(u—n—v—j o (4)

Grinin ikinji formulasyny alarys.
Integraldaky v oblast birndge iist bilen ¢éklenip biler.Bu
vagdayda iist integraly oblasty c¢dkleyan dhli iistler boyunca

hasaplamaly.
Tekizlikde Grinifi ikinji formulasy
uAv VAU [dx d u—-—v— |di
vy = [ u S-S ©

yaly vazylyar.Bu yerde s-yapyk C egri bilen caklenen
oblast, i - egrd gecirlen dasky normal.

V oblastdan haysy hem bolsa bir M, nokady alalyn we bu
nokady V gowriimli we r, radiusly ki¢ijik sfera bilen gursalyn.(15-
nji ¢yzgy) Bu sary V bilen bellélin. . Berlen oblastyn
islendik M(x y,z) nokadyndan M, nokadyna cenli aralyk

R= \/x x y yo) (—Zo)2 formula bilen tapylyar.

UO(M)=% garmoniki ( Laplasyn denlemesini kanagatlandyryan )

funksiyadyr. Seredilyan UO(M):% funksiya M, nokatdan basga

dhli nokatlarda Oziinin birinji Oniimi bilen lizniiksiz we oblastyn icgki
nokatlarynda ikinji Onlime eye.Bu funksiya oblastyn icki M,
nokadynda {iziilyanligine gord Grinin ikinji formulasyny goniiden-
goni ulanyp bolmayar.

V —V oblastda UO(M):% funksiya  ©ziiniti birinji éniimi bilen

lizniiksiz we ol oblastynn icki nokatlarynda funksiyanyn ikinji tertipli
. .. 1 :

hususy ontimleri bar.Kigi sar taslanan oblastda Uwe v= R funksiyalar

ticin Grinin ikinji formulasyny ulanyp
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(6)

V—-v S’
0 1ou

; [ju%(—j 5500

denligi alarys. Bu yerdes’- V gowriimin dasky tisti, s bolsaV

saryn usti. (20-nji ¢yzgy)
V —V oblastyn s'iistiine gecirlen dasky normal boyunca dniimi

tapalyn:

2(4) 34y 1
on\R); or\RJ_. 15

( dasky normal ¥, wektora garsylykly ugra goniikdirlen)

Normal boyunca Onlimini bahasyny goz oniinde tutup we (6)
integralyn sag tarapynyn ikinji gosulyjysynda orta baha hakyndaky
teoremany ulansak

I 2z jda——ﬂ.uda—ihzrou S

san alynar.Bu yerde U™ -berlenU funksiyanyni V saryi s
istlindédki orta bahasy.
Ucinji integraly yonekeylesdirelifi

10 1 0 ouY’
[T ot = [[ oo = Lar (2) (2]
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bu yerde (Z—”) -normal boyunca Oniimin s sferadaky orta
n

bahasy.Tapylan (7) we (8) bahalary (6) denlikde goyup alarys

1 1 P 10 5
[{ug-qo provee o 55 om-oo( )

Sonky denlikde sferanyn radiusyny nola ymtyldyp predele
gecelii. U™ orta baha funksiyanyii u(M,) bahasyna,ifi sofiky agza
bolsa nola ymtylyar.

O R | (L o S

Bu yerde p-oblasty ¢dkleyan S’ iistiin nokady,R, -iistiin P nokadyndan
icki M gnokada cenli uzaklyk. (9) formula Grinin esasy integral
formulasy diyilyar. Grinin esasy integral formulasy ™M ,nokat
oblstyn dasynda bolsa nola denidir; M ynokat oblstyiis’ {istiinde bolsa
27u(M, ) baha dendir.Hakykatdan-da, M ,nokat oblstyii dasynda

bolsa, onda Ri funksiya {lizniiksiz we garmoniki. Bu yerden (9)

1

integral formulanyn nola denligi gelip ¢cykar. Eger M ,nokat oblstyn

s’ uistliinde bolsa (7) formulada V saryn S iistiinin yarym sferasynyn
meydanyny 2zr2 goysak , onda (9) formulanyfi ¢ep tarapy2zu(M,)
baha den bolar.

§2.Garmoniki funksiyalaryn kibir hésiyetleri

Garmoniki (Laplasyn denlemesini kanagatlandyryan )
funksinaryn Grinin formulalary esasynda alynyan kabir hisiyetlerine
seredelin.

1.Eger V(M) funksiya s’ iist bilen ciklenen v oblastda

garmomiki bolsa,onda tutuslygyna bu oblastda yatan O islendik yapyk
listde
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[5do=0 ®

Subudy:Eger Grinin birinji formulasynda V(M) garmoniki
funksiyany weU =1goysak (1) tassyklama gelip ¢ykar.
Bu hésiyeti  fiziki taydan jisimin i¢inde ¢esmianin yoklugyny
gorkezyar diymek bolar.

2.Eger u(M) funksiya kébirv oblastda garmoniki bolsa onda
tutuslayyn bu oblastda yatan a radiusly merkezi M, nokatda bolan

sary ¢akleyin o sfera {icin

—?.[;"uda 2)

denlik dogrydyr.
Subudy:Grinifi esasy integral formulasynda u(M) garmoniki
funksiyany goysak,onda

)=l 5 P>§1[R | @

formulany alarys. & sferada EZE we
1

[Zao-0 2(1)--2

R a
bolyandygyny goz 6nunde tutsak we olary (3) goysak (2) formula
alnar.

Bu hisiyet eger-de u(M) funksiya kibirv oblastda garmoniki
bolsa,onda funksiyanyn M ,nokatdaky bahasy merkezi M ,nokatda
bolan tutuslayyn bu oblastda yatan islendik sferadaky orta bahasyna
denligini anladyar.

3.Eger u(M) funksiya kabirv oblastda garmoniki we V +o yapyk
oblastda tlizniiksiz bolsa,onda ol funksiya maksimal we minimal
bahalarynyna o iistde yetyar.

Subudy;:Goy , u(M) funksiya maksimum bahasyna M , nokatda

yetyan bolsun.Yagny U(M 0 ) 2 U(M ) bolsun.Ikinji héasiyete salgylanyp
alarys
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o [fuMoke =) o

O

47ra 4ra®

Bu yerde Oy -tutuslayyn v oblastda yatan merkezi M ,nokatda bolan
sfera.Eger haysy hem bolsa bir nokatda U(Mo) > U(M ) diysek ,onda

(4) anlatmada garsylyga geleris.Diymek, Oy {istiini dhli nokatlarynda
dine denlik yerine yetmeli.Goy, M ,nokatdano iiste ¢enli in yakyn
aralyk o diyelin.Merkezi M ,nokatda radiusy , bolan sfera

cyzalyii. Bu sfera bilen o iistiifi kesisme nokadynda u(M*)=u(M,)
bolar.Yagny m*nokatda funksiya maksimal bahany alar.
Garmoniki  funksiyalaryn yokarda seredilen

hisiyetler1 Laplasyn denlemesi iicin gyra meselelerini ¢ozmekde
giniden ulanylyar.

§3.Birinji gyra meselesinin yeke-tikligi we durnuklylygy

Goy, o list bilen cdklenen v oblast berlen bolsun we o {istiin
nokatlarynda tizniiksiz f funksiya berlen diyelin.
Laplasynn denllemesi 1ti¢in birinji gyra mesele (Dirithlanin igki
meselesi ) asakdaky yaly goyulyar:
a) yapyk V+o oblastda we onun aragdk nokatlarynda kesgitlenen
hem {izniiksiz;
b) Oblastyfi icki nokatlarynda AU =0 defilemani kanagatladyryan;
C) oblastynn aracdk nokatlarynda berlen f funksiya den bolan
u(M) funksiyany tapmaly.
Goylan meseldnin yeke-takligini subut edelin.Goy,diirli iki sany
U,wel, coziiwler bar diyelin.Olaryn tapawudyndan diiziilen
U=u, —U, funksiya asakdaky hasiyetlere eyedir:
a) V oblastyl icki nokatlatynda Au=0;
b) yapyk V +o oblastda iizniiksiz;
¢) u |G =1f.
u(M) funksiya v oblastda garmoniki,iizniiksiz we aragéginde nola
dent. Onda seredilydn garmoniki funksiya oblastyi ara-
¢idginde maksimal bahany alar.U = Obolyandygyny gorkezeliii.
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Goy u>0 Dbolsun,onda funksiya oblastyn i¢inde polozitel
maksimyma eye bolar.Garmoniki funksiyalaryn hisiyetine gérd bu
tassyklama miimkin dédl.Eger u(M) funksiya oblastyn icki
nokadynda otrisatel bahany alyar diysek yene-de garsylyga
geleris. Diymek, U=0.yagny U;weU, ¢coziiwler bir birine dent
bolyar.

Birinji gyra meselesinin ¢oziiwinin gyra sertleri bilen tiznyksiz
baglanysyklydygyny gorkezelifi. Yagny gyra sertlerde tiikeniksiz
kici  yalnyslyk goyberilende ¢Oziiwde hem tiikeniksiz  kigi
alynyandygyny gorkezelin.

Goy, U; welU, vyapyk V+o oblastda Tlzniiksiz ,oblastyn icki
nokatlarynda garmoniki funksiyalar bolsun.Bu funksiyalar iicin
oblastyn aragdginde u, —u, | <& desisizlik dogry bolsun
Garmoniki funksiyalaryi maksimal we minimal bahalary baradaky

hasiyrti esasynda bu densizlik oblastyn i¢cki nokatlarynda hem
dogrydyr.Yagny seredyin meseldmiz goylan sertlerde durnuklydyr.

§4. Gyra meselelerini ¢ozmekligin Grin usuly
Goy Vv oblastda Laplasyn

Ap=0 (1)
denlemesini we bu oblastynl ¢dginde
(pS=f(X’,y’,Z’) (2)

Gyra sertleri kanagatlandyryan (0(X1 Y Z) funksiyany tapmaklyk
gerek bolsun.

V  oblastdan haysy hem bolsa bir M, nokady alalyn we bu nokady

S gowrimli we Ko radiusly kicijik sfera bilen gursalyn.15-nji ¢yzgy

V' =V —v oblast ii¢in Grinifi formulasyny ulanalyin.Bu oblast S

we S iki sany iist bilen ¢iklenendir.
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J/ (PAp— pAGHV = fsf (¢g—f—¢g—fjd3 +§ (cﬁz—(ﬁ—cﬂ%jds (3)

Bu formula erkin ¢,¢ funksiyalar {i¢in yerlikli ,onda ¢ funksiya
derek ¢(x,y,z) funksiyany alalyin.Bu funksiya (1) we (2) sertleri

kanagatlandyryar. ¢ funksiya derek Grinin funksiyasy diyip
atlandyrylyan funksiyany alalyn. Grinin funksiyasy
1
G(x, y,z)=F+ H(x,y,z) (4)
denlik bilen kesgitlenydr.Bu yerde r erkin nokatdan My nokada genli

uzaklyk. H(X, Y, Z) funksiya V oblastda Laplasyn defilemesini
kanagatlandyryar:

AH =0 (5)
We S =5(x',y’,2") iistde
H(x’,y’,z’):H(ﬁj:—i/ (6)
r
Bu yerde r' . Mo nokatdan S iistiin nokatlaryna ¢enli uzaklyk.
1
F Mo nokatdan tapawutly &hli nokatlarda  Laplasyn

denilemesini kanagatlandyryar, onda (4) we (5) deinlikleri layyklykda
¢=G(X, y,Z) funksiya V' oblastda Laplasyii defilemesinifi ¢oziiwi
bolyar, 6zem (4) we (6) denliklere layyklykda S tistde

¢S=G(x’,y’,z’)=0 (7)

Sonun ii¢in (3) gatnasyk

o¢ Op 8¢J
—¢o—dS ——@— [ds=0
igoan +i( on “on

gorniisi alyar. (2) denllige layyklykda qo(X’,y’,zqS - f(x',y',2') , onda

bu denligi

dp G \0G
i(Ga—(ﬁ—(pade:i f(r )ﬁds (8)

gorniisde yazmak bolyar. Indi (8) denligin ¢ep bolegini hasaplalyn.
Gysgalyk ticin ony I bilen bellalin.
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|=§(Ga—¢—¢§ s (9)

Bu yere (4)formuladan peydalanyp Grinin funksiyasynyn bahasyny
goyup we kici sferanyn radiusynyn r, yada salyp I integraly I; we I,
integrallara dargadalyn.

1= I+ I :§{£é+ ng_‘:-¢%(%+ HJ }ds (10)

_§Jlop_0f1 /
Il_i‘{ro an (pan[roJ}ds (10)

Bu yerde

Ikinji integrala Grinin formulasyny ulanalyi:
1, = [(HAp—pAH Jdv

(1) we (5) denliklere layyklykda ¢ we H funksiyalar Laplasyn
defilemesini tutus V oblastda kanagatlandyryar, sol sanda v oblastda
hem bu denlemeleri kanagatlandyryar. Sonun ii¢in hem 1,=0 we (10)
denlikde ditie bir gosulyjy galyar;

10 o1
=g el o

r,- s sferanyn radiusy,yagny hemiselik ululyk, onda

1 ¢0p o1
| =—¢——ds—¢p— — |d
Iy % ON > S(Dan(roj > (12)
(12) denlikdéki birinj 1 gosulyja ayratynlykda seredelin.
op
s (139

Orta baha hakyndaky teorema gora

§ 9P - Anar} %p -
on on

S
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0 o
Bu yerde <a—f> " on oniimin s sferanyn kabir nokadyndaky
bahasy.Sonufi ti¢in hem (13) kigi ululyk bolmak bilen S sferanyn

nokatlary m, nokada dartylanda r, nola ymtylyar:

lim 47zr0<8(p> =0
r,—0 on
Indi (12 ) denlikdiki ikinji gosulyja {lins bereli:
{ 403[1}0'5 (14)
. onl I,

o1 o1 1
—(—j = ——(—J =— bolyanlygyny hasaba alyp (14) integrala orta
on\ r, or, \ I, I

0

baha hakyndaky teoremany ulanyp alarys:

Bu yerde (p) gp-funks1yanyr“1 S sferanyn kébir nokadyndaky
bahasy.r, >0  predelde (p) ululyk ¢ funksiyanyn M, nokatdaky
bahasyna ymtylyar. Diymek
im ‘”a_an( st—w(m ) (15)

Indi basdaky (8) deinillige dolanalyn. Deiligin sag bolegindéki
integral s st boyunga alynyanlygy iicin ,bu integral kigi s sferanyn
radiusyna bagly bolup bilmez. Diymek denligin c¢ep bdlegi hem r,
radiusa bagly daldir. (15) denlik bilen alynyan bahany (8) derlikde
ornuna goyup alarys:

47T(P(Mo):-iT f(ﬁjz_ﬁds ,

ya-da

- —§f( J—ds (16)

M, nokat v oblastyn erkin nokady, sonun ii¢in hem bu formula Grinin
G funksiyasy belli bolanda seredilyin meseldniii ¢6ziiwini beryir.
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Basga sozler bilen aydylanda mesele (5), (6) sertleri kanagatlandyryan
H (X, Y, Z) funksiyany kesgitlemeklige syrykdyryldy.

AH =0 we H -2
s T

0
Umuman alynanda, soiiky alynan mesele basdaky meseld seredende

yonekey mesele diymek bolmaz.Yone kibir gorniisli v oblastlar we
olary cédkleyan S istler ii¢in Grinin funksiyasyny ansatlyk bilen
gurmak bolyar. Sunlukda seyle yagdayda meseldani c¢cozmeklik (16)
deniliginn sag bolegindédki integraly hasaplamaga getirilyar.

Asakda biz Dirthle meselesi 1ti¢in Grinin funksiyasyny
kesgitlemek basartyan iki mysala serederis.

§5.Sar iicin Grin funksiyasy
Goy voblast a radiusly sar bolsun,M, nokat saryn iginde
Oxiistiinde yatyan bolsun. Bu nokadyn koordinatalary (x,,00). Sary

cikleyin sfera gord catrymly bolan M, (i—z,o,ojnokady guralyn. 21 -nji

Cyzgy .

21 -nji ¢yzgy

INM 5
W gatnasygyn
hemiselik ululykdygyna goz yetirmek kyn dil. Hakykatdanda, om,N
we ONM, iicbur¢luklar menzes, sebdbi bu iicbur¢luklar iicin

Her bir sferanyn {istlinde yatyan N nokat iigin
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|0M0|_ ION| X

on| _‘OM* _j’ . Sonun ig¢in Ugnji |[NM | tarapyn

NM,| tarapa bolan

gatnasygy hem %0 den, yagny bu gatnasyk N nokadyn sferadaky

vagdayyna bagly dil.
Indi saryn i¢inde alynan erkin M nokat ii¢in
1 al
GM)==-2 =
M) r X, r’ (17)
Funksiya (bu yerde r=|MM|, r*=|MMm;| Grinifi funksiyasydyr.
L : al :

Onuii seyledigini barlamak {icin H(M):_X_F funksiyanyii v saryi

0
.. N v v . 1 i
icinde AH=0 deillemdani , saryn {stnde bolsa H s= serti

kanagatlandyryanlygyny gorkezmek yeterlikdir.
r*=|MM,| saryil i¢inde nuldan tapawutly ululyk , onda tutus v

oblastda
A(ij -0
r* '

Ikinji sert barada aydylanda L % 1 X%l

NM;| 2
INM,| X, ya-da INM;|~ aNM| ~ar

Dijmek H‘S _-1

r
Seylelikde (17) funksiya seredilydin mesele ti¢in Grinii funksiyasy.

(16) umumy formuladan peydalanmak {i¢in sferada Z—G Ooniimi

n
GISI—Ch (E _i(ij
oRIR=a OJR|\r) X, \r*/| .

Bu yerde R saryn islendik M nokadynii radius wektory. Suratdan
2 2 2
gorniisi yaly V' = R + X5 —2RX, cos y .Sonufi li¢in

1

o (1 0 - R — X, cosy
—| = |==—=(R*+x% —2Rx,cosy)2 = —— 2 "7
aR(rj 8R( ° ocos7) r?
R=a diyip alarys:

hasaplalyn;
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0 (1) a— X, Cos y
- 3/ 18
R\rJR=a (a2+x§—2axocos;/)A (18)
Eger x, derek i—z goysak, onda biz a%(%) Oniimin  bahasyny
tapyarys.
6(1} ax, —a’ cosy
bl - *x R=a —
OR\r ( a4 a2 Jz’
X|a”+—;—2—cCosy
0 XO

Alynan anlatmany yonekeylesdirip asakdaky anlatmany alarys:

8(1) X, X, —aCoS ¥
Bl p*x RaT T 2 3 (19)
ORAT a xo(a2+x§—2ax0 0037)2

(18 ) we (19) denilikleri birlesdirip (16) denlikde saklanyan Oniimi
kesgitleyaris:

oG a’-x. [, 3
™3 (a +x0—2ax0c037/)2 (20)
Bu anlatmany (16) denlikde ornuna goyup sar {lgin Dirihle
meselesinin kwadraturalarda  ¢oziiwini  alyarys (Gozlenyan
funksiyany ¢ bilen bileleikde U diyip bellalin.).
1 2 2
UMo)=—f—————1(R')s (21)
7a ( 2, 2 >
a” + X, —2ax, cos;/)2
Umumy yagdayda haganda M nokat N6, 0, erkin sferik

koordinatalarda berlende bu ¢Oziiwi sferik koordinatalarda anlatmak
amatly (ds =a?singdo de):

2rr

um,)=2 a’-h £(0,p)sin0dode (22
7 dn E[!)‘(a +1; —2ar, cos(d, qa))/ @)
Bu yerde
cos y = c0s @cos 8, +sin 8sin , cos(p — ¢, )cos(p — @, (23)

(22) integrala sar ti¢in Puassonyn integraly diyilyar.
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Hacanda Dirihle meselesi tekiz we U funksiyanyn kesgitlenis
oblasty a radiusly tegelek bolanda Puassonyn integraly yonekey
gOrniisi alyar:

UM,)=U(r,6,)=~ [ a’ 1y
(M;)=U(r, _Z£a2+r02—2arocos(90—go
Su yerde birzady bellip gegmek artykmaglyk etmeyir.Yokarda biz
suna menzes meseldni Furye usulyny ulanyp tegelek {icin hatar
gorniisinde  ¢oziiw  alypdyk.Bu iki ¢oziiwin ekwiwalentligini
gorkezmek kyn dal.

)f (@) (24)

§6. Yarymgiislik ii¢cin Griniii funksiyasy

Yokarky varymgitiislikde ( z>0) Laplasyi AU=0 defilemesini
kanagatlandyryan we xov tekizlikde berlen

U, = fxy) (1)
bahany alyan U(x,y,z) funksiyany tapmaly.
Yokarky vyarymginisligin ( z>0) islendik nokadynda Grinii
funksiyasyny iki funksiyanyn jemi gorniisinde atiladalyn:

G(M )=+ H(M) @

bu yerde r=|MM,| - yokarky yarymginisligin erkin M(x,Y,2)
nokadyndan kébir fiksirlenen M, (X, Yo, 2, ) nokadyna cenli uzaklyk.
H(M) funksiya bésinji boliimeedeki yaly AH(M)=0, H|Z_0=—% iki serti
kanagatlandyryar.Bu yerde r'=|NM,| - Yarymgitisligin M, (%o, Yo.2,)

nokadyndan z=0 tetizligiti islendik N(X',y’) nokadyna cenli
uzaklyk. z =0 tetizlikde G(N)=0.Onuii {icin meseldniii ¢oziiwi

1 oG
U(MO):U(XO’yO’ZO):_EJ‘J‘f(X’y)%dXdy (3)
funksiya bolar.

z=0 tetizlige yarymginislige gord dasky normal 0z oka garsylykly
ugra goniikdirlenligine gora
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x5
on|® o'
bolar.Normal boyunca 6niimi (3) funksiyada goyup

+00  +00

1 oG
U(Mg)=U(x, Y, ZO)Z_E _[ _[ f(x, Y)E‘z_odXdy

3) )

funksivany alarys.
(2) formyladaky H(M) funksiya derek

1
H(x y,2)=-= (4)

ululygy alalyiBu YVerde "= |[MM’| M(xy,z) nokatdan

Mo (Xo. Yo 2, )
nokada catyrymly bolan M*o(x,,Y,,~Z,) nokada cenli uzaklyk.
H(M) funksiyanyn Laplasyn denlemesini kanagatlandyryandygyny

gormek kyn dil we ' =|MgN|=|MN|=r" deiligi goz siiiinde tutsak

funksiyanyn

N, =H(N)=H(x y.0) == ==
r
gyra serti kanagatlandyryandygyny barlap bolar.

G(X, Y, 2) funksijany gifiisleyin Jazalyi:

G(X.y,z)= 1 ] 1
(XyZ) \/(X_Xo)z"‘(y_)’o)Z*’(Z_Zo)2 \/(X—XO)Z+(y—yO)Z+(Z+ZO)Z ©)

Bu funksiyany ziuytgeyin ululyk boyunca differensirldlin we z=0
goyalyn.
Onda

oG _ 22, ©
ZN| R Y e

Alan (6) 6niimimizi (3') funksiyada gojup
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+00 400

UM)=U G Yor2) == [ [ Oy flx=xF o+ (y = yo ) + 22 "eixay

—00 —00

gorniisde meselanin ¢oziiwini alarys.
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