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Okuw kitabynda analitiki ¢yzykly algebra we geometriya
dersinii esasy diisiinjeleri beyan edilyar.Kopsanly mysallar
islenip gorkezilyar. Bu kitapdan talyplar we matematika
mugallymlary peydalanyp bilerler.



Giris

Analitiki geometriya we ¢yzykly algebra matematikada esasy orun
tutyar. Bu okuw kitabynda ilkibasda analitiki geometriyanyn esasy
disiinjeleri beyan edilydr. Onda nazary maglumatlary berkitmek ii¢in
anyk mysallar islenip gorkezilydar. Sofira ¢yzykly algebranyn esaslary
getirilydr we kopsanly mysallar islenip gorkezlyar.Okuw kitaby
matematik talyplara niyetlenendir.
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1. n-olcegli wektor ginisligi.

Cyzykly denlemelerin  sistemalarynyn  umumy  nazaryetini
gurmak iicin wektor gmisligi diisiinjesi zerurdyr.

Analitki geometriyadan bell 1 bolusyna gord tekiZligm her bir
nokady (koordinatalar oklary belli bolanlarynda 6zinm iki sany
koordinatalary tekizligin her bir wektory bolsa Ozinin iki sany
kompatentalary hakyky sanlaryn iki sanysynyn tertiplisdirilen
sistemasy  bilen  kesgitlenyidndir.Suia  menzeslikde {ic  Olcegli
gmigligin  her bir nokady Ozinin Ui sany koordinatalary bilen
,giishgm her bir wektory bolsa 06zinii {ic sany komponentalary
bilen kesgitlenyér.

Yone geometriyada ,mehanikada we fizkada ¢ sany
hakyky sanlaryn sistemasynyil berilmegi bilen doly kesgitlenmeyin
obyektler hem Owrenilyindirler. Mysal {icin i Olcegli gmislikde
sarlaryin toplumy Owrenilende saryin doly kesgitlenen bolmagy ii¢in
onun merkezinii koordinatalarynyn we radiusynyn,yagny dort sany
hakyky sanlaryn tertiplesdirilen sistemasynyn berimegi zerurdyr.

Bu mysaldan gorniisi yaly n sany hakyky sanlarynn dhli miimkin
bolan tertiplesdirilen sistemalarynynéwrenilmegi dhmiyeti eyedir.

N sany sanlaryn tertiplesdirilen
a=(asa,... a) (1)

sistemasyna n-olgegli wektor diilyarf Bu yagdayda a;,l=1,2,. . . , n
sanlara o wektoryn kompanentalary diyilip aydylyar.Eger-de o bilen
n -olcegli

B=(bs,by...b2) (2

wektoryn degisli kompanentalary den bolsalar bu iki wektorlaryi
0zleri hem den hasap edilyérler.

Q) we (2) wektorlarynn jemi diyilip her bir kompanentasy olaryn
degisli komponentalarynyn jemine deii bolan
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otf :(a1+b1 ,axtby ... an+bn) (3)

wektora aydylyar. Wektorlary gosmak amalynynn oruncalsyrma we
utgasdyrma hidsiyetlerine eyedigi bu kesgitlemeden goriinyandir.

Nul wektor diyilyan
0=0,0,...0) 4)
wektorlar gosulanda nulyfn ornyny tutyandyr.
Hakykydan hem
at+0=(a; +0,a, +0, ... ayt0)=(as, az, . .. an)=a
Al wektorya garsylykly diyilip
-a= (-a1,- a2, ...-an) (5)

wektora aydylyar.o+(-a)=0 denlik ayandyr. Seyle hem gosmak
amalyna ters ayyrmak amalynynbaradygy hem ansatlyk bilen
gorkezilip biliner.Hakykyatdan hem (1) we (2) wektorlaryn tapawudy
bolup

a-B=a+(-B) wektor ,yagny
o-B=(a-by ax-bo ... a,—bn) (6)
wektor hyzmat eder.
o wektorynl k sany kopeltmek hasyly diyilip
ka=(kaj, kay, ...k an) (7)
wektora aydylyar.
Bu kesgitlemeden

k(o B)=ka= kB (8)
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(k+ha=ka + lo )

K(lor)=(Kl)ot (10)
1*a=o (11)
0*a=0 (12)
(-1)a=-o (13)
k*0=0 (14)

eger-de ka=0 bolsa ya k=0 ,ya-da a=0 .(15)

n-Olcegli wektoryn dhlisisnin toplumy Oziinde kesgitlenen wektorlary
gosmak we sana kopeltmek amallary bilen n-6lgegli wektorlaryn
ginisligi diyilip aydylyar.

2.Wektorlaryni ¢cyzykly baglansyklylygy.

Eger-de n-Olgegli wektorlar o we [ tg¢in kdbir k san bar
bolup B=ko deiilik yetydn bolsa B wektor o wektora proporsional
diyilyar,Hasusan,0 wektor islendik o wektora
proporsionaldyr.(0=0*a.),Eger-de B=ko bolup B#0 bolsa bu yerden
k=0 bolup a=k?*p deilk alynar.Bu dijildigi proporsionallygyii nul
dal wektorlar licin simmetrik hisiyete eyedigini anladyar.

Eger-de kibir I3, 12, . . . In sanlar bar bolup
B=li a1, Iz ay, ... lhan

Denlik dogry bolsa f wektora a1, a2, . .. as  wektorlaryn ¢yzykly
kombmasiyasy diyilip aydylyar.

Kesgitlem: a1, o2, . .. arg,0r (r22) (1)
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wektorlaryin  hi¢ bolmanda biri golanlarynyn c¢yzykly kombinasiyasy
bolsa ,olar c¢yzykly baglansykly,tersine yagdayda bolsa ,cyzykly
baglansyksyz diyilip aydylyar.Bu kesgitlemidni indiki gorniigde hem
bermek miimkindir.

Kesgitleme:

Eger-de hi¢c bolmanda biri nuldan tapawutly bolan k 1, kz , ..., k¢
sanlar bar bolup.

kioi+ko oo+ .. .+ K o (2)

denik yerme vyetydn bolsa (1) sistema baglansykly diyilip
aydylyar.Bu iki kesgitlemelermt ekwiwaletdiklerini subut etmek
ansatdyr.Seyle hem ikinji kesgitleminin sistemadaky wektorlaryi
sany bire defl bolanda hem ulanylyp binjekdigi aydyndyr:.die bir o
wektordan durayan sistemanyn ¢yzykly baglansykly bolmagynyn
zerur hem eterlk serti bu o  wektoryn nul wektor
bolmaklygydyr.Hakykatdan hem ,eger-de «=0 bolsa ,onda islendik
k=0 ticin hem ka=0 boljakdygy disniiklidir. Tersine ,ege-de ko=0 we
k=0 bolsa a.=0 alynar.

Teorema 1. (1) sistemanyn kabir bolek sistemasy baglansykly
bolsa,onda sistemanyii 6zi hem baglangyklydyr.

Subuty. Hakykatdan hem g6y (1) sistemada s<r bolup
1,02, . . . ,0s wektorlar hic bolmandfa biri nuldan tapawutly k; bilen
ki a1+ ko oo+, ... Ksas=0
deiiligi kanagatlandyryan bolsunlar.Bu yagdayda yerine yetyin
ki o1+ ko oo+, ... Ksos+ 0%0tge1 +.. . +0%0=0

denilikden (1) sistemanyn ¢yzykly baglansykdygy alynar.
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Netije 1. Iki sany den ya-da umuman iki sany proporsional
wektorlary bolan ,seyle hem nul wektory saklayan islendik sistema

cyzykly baglansyklydyr.

2.Eger-de (1) sistema ¢yzykly baglangyksyz bolsa ,onda onui
islendik bolek sistemasy hem ¢yzykly baglansyksyzdyr.

n-olgegli wektor giisliginin

g, = (1,0,0,...,0), ]
g, =(0,1,0.,...,0),
s

......................... 3)

Wertorlary birlik wektorlar diyilip atlandyrylyarlar.

(3) sistema ¢yzykly baglansyksyzdyr.Goy
kig1+koeo+ . . . + Knen=0

bolsun.Cep tarapynyn (k3 , K2 , ...., kn ) wektora dendigine gord
sonky deilikden

(k1 , k2 y eeeny kn ):O

deilliok,yagny her bir =1,2, ... n nomer iicin k = 0 bolmalydygyna
geleris.

Diymek soiky bellklerden n-olgegli wektor gniglignde n sany
wektordan duryan ¢yzykly baglansyksyz wektorlaryin (3) sistemasyny
bardygyny goryaris.
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Teorema 2 s>n bolanda n-olgegli wektorlaryn islendik

sanysyndan duryan sistema ¢yzykly baglansyklydyr.
Subuty.Goy bize

o1=(a11,a12,...,an)
o2=(az1,82,...,8an)
as=(as1, as2, , asn )

wektorlar  sistemasy berilen bolsun.Hi¢  bolmanda

tapabutly bolan we

kl a1, k2 a2, ....,ksOLSZO

S

biri nuldan

deniligi kanagatdyryan k , k ..k sanlaryn bardygyny

gorkezmelidiris (4) deiilikden alynyan

a,k +ayk, +..+ak =0

ayk, +a,k, +..+a,k =0

ak +ak, +..+a,k =0|
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sistema ki ky, .... ks ndbellelerden n ¢yzykly denlemeleriii sistemasy
bolup belli bolusyna gird nul didl ¢oziwe eyedir.Bu diyildigi (4)
denlleméni kanagatlandyryan hemmesi nul bolmadyk

ki Ko, .... ks sanlaryn bardygyny afladyar. Teorema subut edildi
Kesgitleme n-dlgegli wektorlaryn
1,02, . . .0 (6)

cyzykly baglansyksyz sistemasyna islendik Be-n-olgegli  wektory
gosulanda ol ¢yzykly baglansykly sistema Owrlilse omfia maksimal
¢yzykly baglansyksyz sistema diyilyd.Bu yagdayda 1,002, .
: ,anB  wektorlaryn  ¢yzykly  baglansyklylygynyn  islendik
anlatmasynda [-nyn koeffisiyenti nuldan tapawutly bolmalydyr.

Yokarda aydylanlardan n-6lcegli wektorlaryii n sanysyndan buryan
islendik ¢yzykly baglangyksyz sistemasynyn maksimaldygy hem-de
bu ginisligin islendik maksimal ¢yzykly baglansyksyz sistemasynyn
n-den kop bolmadyk wektorlary saklayandygy gelip c¢ykyar.Seyle
hem n-Olgegli islendik ¢yzykly baglangyksyz —sistemasynyn — hi¢
bolmanda  bir maksimal ¢yzykly Dbaglangyksyz sistemasynda
saklanyandygy gelip ¢ykyandyr.

Eger-de B wektor o,02, . . . ,or (7) wektorlaryn c¢yzykly
kombinasiyasy bolsa ,onda adatca B (7) sistemanyn {isti bilen ¢yzykly

------

BlaBZa e aBS(S)
wektorlarynn her biri (7) sistemanyn Usti bilen ¢yzxykly anladylyan

------

Sistemanynn  bagga sistemanyn Usti  bilen ¢yzykly aladylmagy
diisunjesi tranzitiw hisiyete eyedir.

Eger-de wektorlarynn iki sany sistemalarynyn her biri beylekisinii
isti bilen c¢yzykly anladylyan bolsa olara ekwiwalent sistemalar
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diyilyar.Cyzykly  anladylmanynn  tranzitiwliginden — kdbir  wektor
ekwiwalent sistemalaryin biri bilen ¢yzykly afladylyan bolsa ,onui
beyleki sistemalaryn isti bilen hem ¢yzykly anladylyp bilinjekdigni
alarys.Indiki tassyklama bolsa teorema ady bilen bellidir.

Teorema 3. N-dlcegli wektor gmisliginin wektorlarynyn ,iki

(I) ag,o2,...,0r

(m Bi.B2, .- .Bs

Sistemasynyin  birinjisi  ¢yzykly baglansyksyz we ikinjinin {isti bilen
cyzykly anladylyan bolsa,ondfa birinji sistemanyii  wektorlarynyi
sany kinjisindékiden kop déldir,yagny r<'s

cpeqe

N

a =a,p+a,p+..+ap
a, = ay B +a,p, +..+a, f,

ar - arlﬂl + arZﬂZ Tt arsﬂs
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Deilikler dagry bolyp olaryn koeffisentleri s-gegli wektorklaryin r
sanysynyn

N

Vy=(a,a,,,0,)

V)= (azlaazza---:azs)>

ooooooooooooooooooooooooooooooo

Sistemasyny  diizydrler.Seylelkde r>s bolanda olaryn ¢yzykly
baglangyklydyklary belli bolyp jic bolmanda biri nuldan tapawutly
Ki, Ko , ... ks sanlar tapylyp

ki a1+koo ot ... +ke o =0

Denlik yerine yetyandir.Bu yagdayda (9)-dan

r

ka. =0
ZI: i ? =1.2,...,s (10)
1=

deiilikler alynar.Onda
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ka +.tka =Y ka =Y kO ap)=> (O kay)
i= i= j=1 =l

J=1

denlk alynyp (I) sistemanyn ¢yzykly baglansyklylygy hakynda
netijdni  alarys.Basdaky  dumanymyza ters bolan bu netije
tassyklamanyn subutyny beryar.

Netije 1

Cyzykly  baglansyksyz 1ki sany ekwiwalent sistemalardaky
wektorlaryil sany birmenizesdir.

Netije 2

n-olcegli ~ wektor ginigligini ~ islendik maksimal  ¢yzykly
baglansyjksyz sistemasyndaky wektorlarynn sany n-e dendir.

Netije3Eger-de wektorlaryn ¢yzykly baglangykly sistemasynda iki
sany maksimal ¢yzyklu baglansyksyz bolek sistemalary alynan bolsa
olarda saklanyan wektorlaryn sany dendir.

Berilen  wektorlar  sistemasynyn  islendik = maksimal = ¢yzykly
baglangyksyz bolek sistemasyna giryin wektorlaryn sanyna bu
sistemanyil rangy diyilip aydylyar.

Teorema 4. Goy c¢yzykly baglansyksyz bolmaklary hokman
bolmadyk n -6lcegli wektorlaryin iki sany

a11a21 LR ,ar (11)

we BlvBZv s 1BS (12)
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sistemalary berilen bolup (11) sistemanyn rabgy k sana (12)
sistemanyiky bolsa 1 sana den bolsun.Eger-de (11) sistema (12) -nin
isti bilen ¢yzykly anladylyan bolsa ,onda k<I eger-de ol sistemlar
ekwiwalent bolsalar k=l gatnagsyk dogrydyr.

3.Matrisanyn rangy.

n-Olcegli wektorlaryn berilen sistemanynynn baglansyklydygy ya-da
baglansyksyzlygy hakyndaky sowalyn yiize c¢ykmagy tebigydyr.Bu
sowalynn jogabyny tapmagyn bir usuly matrisanyn rangy distinjesi
bilen yakyndan baglansyklydyr.

Goy

a ,Aiy,...5 4

n

ar15A535---5,

A= "

Matrisadaky Olcegleri gorkesydn s we n sanlar Ozara  hi¢ hili
baglanlykda  bolmasynlar.A  matrisanyni  ¢yzykly  baglansyksyz
sttiinlerini =~ maksimal sanyna ,basgaca aiida A  matrisanyn
sttlinlerinin ~ sistemasynynn rangyna bu matrisanynn rangy diyilip
aydylyar.

A matrisada erkin k setr we k siitin (k<min(s,n)) saylanan

bolsun.Olarynn  kesismesinde duran elementlerden digillen k-njy

minory diyilip aydylyar.Bizi A-nuyn nuldan tapawutly A-nyn dhli k-
21



njy tertipi minorlary nula den bolanlarynda onun k-dan uly tertipli
mmorlarynyn  hem  dhlismmi  nula  dendigi  hakyndaky aydyn
tassyklama oOrdn peydalydyr.Hakykatdan hem bu tassyklamany subut
etmek tgin  k<k+j<min(s,n) bolan (k+j)-nji tertipli minory onun k
sany siitlini boyilinga Laplas teoremasyna gord dagytmak yeterlikdir.

Teorema (matrisanyn  rangy hakyndaky) Matrisanuynn nuldan
tapawutly minorlarynynn M yokary tertipli bu matrisanyil rangyna
dendir.

Subuty Goy A matrisanyt nuldan tapawutly minorlarynyn i yokary
tertipli r-e den bolsun.Umumylygy kemeltmekden

A5 Ayys Ay -y,

a,.,a a,,

1> “rr> " r+1°°°

a a a a

r+1L,1° " r+1r~rr+l """ r+l,n

a,..a,,a

s

a

s, r+1°""""sn

Matrisanynn ¢ep yokary burgyndaky r-nji tertipi D minory nuldan
tapawutly bolsun diyelin .Onda A-nji birinji r sany siitiinleri 6zara
¢cykykly baglansyksyzdyrlar,tersiine yagdayda D=0 bolardy.

A matrisanyn r<I<n densizlikleri kanagatlandyryan her bir I-nji
stinini =~ onun  birmji r  sitlinlermii =~ ¢yzykly kombimasiyasy
bolyandygyny gorkezelin.Islendik 1<i<s nomerde (r+1)nji tertipli
(d minory I-nji setirin we l-nji siitiinin gursamagy bilen alynyan)
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Komekei kesgitleyjini  diizelin .i-nji islendik bahasynda A; = 0
.Hakykatdan hem,eger-de i>r bolsa A; (r+1)nji tertipli minopr bolup
ol nula den bolar.Eger-de i< r bolsa A; ki sany den setirleri bolan
kesgitleyji hokiiminde nula den bolar.A;j -nm safky setirinii
elementlerinii algebrayik doldurgyclaryna seredelin. aj|
elementlerinii algebraik doldurgycy D minor bolar.Eger-de 1< j <r

bolanda Aj kesgitleyjidaki aj elementin algebraik doldurgycy

pply Oy gty Oy

A. — (_1)r+1+j

J

Bolup ol i nomere bagly dildir.Seylelikde A; -ni sonky setiri boyiinca
daytmak bilen alarys

aitAr+ aipAx + ...+ aifArt+ i1 D=0

Bu yerden D+ 0 bolanlygyna gora
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A, A, A
a,=——a,, ———a;, —...———da,
D D

Denligit  dhli +=1,2,...,s nomerler T{icin taparys.Koeffisientlerii i-e
bagly dildiklermden A  matrisanyn Fnji  siitlininin kit
stitiinlerinindegislilikde

A A4 4
D’ D se0es D koeffisientler bilen alynan

¢yzykly kombinasiyasydygyny alyarys.

Seylelikde A  matrisanyil ~ siitiinlerinii ~ sistemasynda r sany
stitinlerden duryan maksimal ¢yzykly baglangyksyz bdlek sistemany
tapdyk,basgaca aydanyiida A matrisanyn rangynyn r-e¢ dendigini
subut etdik. Teorema subut edildi.

Bu teorema  matrisanyn  rangyny  hasaplamagyn  usulyny
beryandir.Sona gord-de ol berilen wektorlar sistemasynyn c¢yzykly
baglansyklydygyny  ya-da  déldigmi = anyklamak  {¢cin  hem
peydalanylyp biliner.

Matrisanyn rangyny hasaplamagyn indiki diizgiinini aldyk:

Matrisanyn rangy hasaplananda kigi tertipli minorlardan yokary
tertipi minorlara ge¢melidiris.Eger-de nuldan tapawutly kébir k-njy
tertipi D minory gursayanlaryny hasaplap ¢ykmak yeterlikdir:olaryi
dhlisi nula den bolsa matrisanynn rangy k sana den bolar.

Netije 1 Her bir matrisanyn ¢yzykly baglangyksyz setirlerinin

maksimal sany onun ¢yzykly baglangyksyz siitiinleriniii maksimal
sanyna ,yagny onun rangyna dendir.
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Netije 2 n-nji tertipli kesgitleyjinii nula den bolmaklygynyi
zerur hem yeterlk serti bolup onuil setrlerinii arasyndaky ¢yzykly
baglansyklylygyn bar bolmaklygydyr.

4.Cyzykly dernlemelr sistemasynyn
kokdesliginin kriterisi

Detllemeleriniii sany nébellilerinii sany bilen dexn bolmazlygy hem
mimkin ¢yzykly denllemelerini sistemasyny Owreneliii

N

a, X, +a,x,+..+a,x =b

ay X, +ay,X, +...+a, x =b,

(1)

a.x, +a,x,+..+a x =b

s )

Iki bilen bu sistemanyn kokdesligi hakyndaky  meselini
owrenjekdiris. Indiki
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a1, Ay55--05y,
g = Ar15A335---55,
ayy ayys--e5 a1,y
. A1 Arpseees Ay, Dy
as19a52’ - d b

Matrisalar  degisliikde (1) sistemanyn koeffisienlerinden diiziilen
hem-de n giildilen matrisalary diyilip atlandyrylyarlar.

A matrisanyn  rangynyn = A-nyin  rangyndan  kici  dildigi
ayandyr.Hakykatdan hem A -nyn siitiinlerinii islendik maksimal
cyzykly baglangyksyz bolek sistemasy A matrisanyn  siitiinlerini
kébir maksimal ¢yzykly baglansyksyz sistemasynda saklanyandyr.

Kroner-Kapelli teoremasy.Cyzykly  denllemeler  sistemasynyi
kokdeslygynyn zerur hem veterlik serti bolup giieldilen matrisa bilen
koeffisientlerden  diizilen matrisanyfl ranglarynyin deni bolmaklygy
hyzmat edyandir.

Subuty 1.Goy (1) kokdes we k , k , ...,k onun koklerinin biri
bolsun.Bu sanlary (1) sistemadaky nébellilerin ornuna goysak s sany
tojdestwolorynn sistemasyna eye  bolarys.Ona gord A-nyn sofky
sttlininin beybeki stitlinlerinii cyzykly kombimnasiyasyndan
dyryandygyny alarys.Basgaca aydanynda A-nyn her bir siitlini A-nyn
stitinlermt  ¢yzykly kompinasiyasydyr.Tersme A-nyn her bir siitiin
hem A-nyn siitiinlerinin ¢yzykly kompinasiyasydyr.Diymek A we A
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matrisalaryi stittinlerinden duryan sistemalar Ozara
ekwiwalentdirler,onda yokarda getirlen tassyklamadan A we A
matrisalaryn ranglarynyn dendigini alarys.

2.Goy  1r(A)=r(A) bolsunBu  yagdayda  A-nyn islendik
maksimalgyzykly baglansyksyz siitiinleriniii ~ sistemasy A matrisada
hem c¢yzykly baglangyksyz siitlinlermt maksimal sistemasy bolup
hyzmat eder,onda A-nyn sonky siitini hem bu maksimal sistemanyn
stittinlerin ¢yzykly kombinasiyasydyr.Seylelikde kabir ki, Kz, . . . Ky,
sanlar bar bolup A-nyn sonky siitiimi A -—nyn siitiinlerinin  bu
koeffisientler ~ bilen alynan ¢yzykly kombinasiyasy  gOrniisinde
anladylar.Diymek ki, ko , . . . Ky, sanlar (1) sistemanyn kéabir
¢Oziiwidir. Teorema subut edildi.

Bu tassyklama mysal islemekde ulanylanda iki A-nyn rangyny
hasaplamaly ,munun {icin @ A-nyt bu mmory gursap alyar &hh
minorlary nula deft bolan nuldan tapawutly kdbr M minaryny
taparys.Sofira A matrisanyn A-da saklamayan yone M-minory
gursayan dhli minorlarynyn hasaplayarys.

Eger-de (1) sistemanyn hisiyetlendirji  kesgitleyjileri  diyilydin  bu
minorlaryft  dhlisi nula dent bolsalar r(A)=r(A) bolup (1) sistema
kokdes bolar.Sona gordde aydylan tassyklama indiki gbrniisde hem
aydylyp biliner.

Teorema.Cyzykly defilemelerin  sistemasynynn  kokdesliginii =~ zerur
hem vyeterlk serti bolup &hli hisiyetlendiriji kesgitleyjilerinin  nula
den bolmaklygy hyzmat edyandir.

(1) sistema kokdes bolan halatynda onuil bar bolan ¢oziiwlerini
tapmaklyk indiki usulda amala asyrylyar.Goy r(A)=r bolsun .Onda A
matrisanynn ¢yzykly baglangyksyz setirlerini maksimal sany hem r —
e dendir.Anyklyk iicin A-nyn ikinji r setirleri ¢yzykly baglansyksyz
diyelin .Bu vyagdayda A-nyn ikinji r setiler hem ¢yzykly
baglansyksyzdyrlar., A we A matrisalarynn ranglarynynn denlignden (1)
sistemanyil islendik denlemesinii  kdbir koeffisientler bilen alynan
ilkinfi r sany dedlemesinin jemi gorniisinde anladyljakdygy gelip
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cykyandyr.Bu diyidigi (1) sistemanyn ikinji r denlemelerinii
sistemasynynn islendk umumy c¢Oziwinmi dhli  sistemanynn  hem
¢oziiwi boljagynyu afladyar.Diymek bizi
a, X, +a,x, +..+a,x =b
Ay Xy +ayyX, +..4a, X, =b,

(2)

a.,x,+a.,x,+..+a. x =b

rJ

sistemanyn  ¢oziiwlerni  Owrenmek  yeterlikdir.(2)  sistemanyn
ndbelllernm  koeflisientlerinden  diizilen  matrisanynn  setirlerinii
cyzykly  baglansyksyzdyklaryna ,basgaca aydanynda onui
koeffisientlerinden diizilen = matrisanyn rangynyn r bolanlygyna gord
r <= n bolmak bilen bu matrisanyn r-nji tertipl minorlarynyn hic
bolmakda biri nuldan tapawutlydyr.Eger-de r=n bolsa (2) kwadrat
sistema bolup yeke-tdk c¢oziiwe eyedir.

Eger-de r<n diysek  kesgitlilkiigin ikinji r nabelllerm
koeffisientlerinden diiziilen r-nji tertipi mmor nula den dél diysek (2)
sistemanyn  dhli defllemelerinde  Xr+1,  Xr+25e.+5Xn nabellileri

denliklerm sagyna ge¢irip we olara cr+1,Cr+2,...,Cn bahalary saylap r
sany Xi,Xo, ..., X% ndbellilerde
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al lxl + a2IX2 + oes -l_ alrxr = bl - al,HlC},H T e alncn’
(y Xy +AyyXy) +.t 0y X, =D, - dy 1€y —oe ™y,
a.x, +a.,x,+..+a. x =b - A, Crpy — =, C,

sistemany alarys.

Bu sistema Kramer diizgiini  ulanarlykly  bolup , ol yeke-tik
C1,C2, . . . ,Cr ¢Oziiwe eyedir.Onda c1,Co, . . . ,Cr.,Cr+1, - ., Cn  SaNlar
toplumynyin  (2) sistemanyn ¢oziwidigi alynar.Yéne Cr+1,Cr+2,...,Cn
bahalaryn “azat nibelliler” diyilydin Xrs1, Xr+2,...,Xp  U¢in - erkin
saylanylyp bilinydnlignden bu usul bilen (2) sistemanyn tiikkeniksiz
kop c¢oziwlerini taparys.Ilkinji bir tarapdan (2) sistemanyn islendik
¢Ozliwi gorkezilen usul bilen tapylyp biliner.

Teorema(kesgitlilik  kriterisi)  Kokdes  sistemanyn  kesgitli
bolmagynynn zerur hem yeterli serti bolup onuii matrisasynyn
rangynyn sistemanynn nébellilerinin  sanyna den bolmagy hyzmat
edyandir.

5.Birjynysly ¢yzykly defnlemelerini sistemasy.

Gegen temadaky alynan netijeleri birjynysly ¢yzykly deillemelerini
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N\

a,x, +a,x, +..+a,x =0
Ay Xy + Ay Xy +.cta,, x, =0

(1)

a,x, +a,x,+..+a_x =0

J

sistemasy U¢in ulanalyn .Kroneker-Kapelli teoremasyndan bu
sistemanynn hemise kokdesdigini  gérmek kyn daldir. Munun
seyledigne bu sistemanyil hi¢ bolmanda nul ¢oziwe eyedigi bilen
hem g6z yetirmek miimkindir.

Eger-de r(a)=r bolup r=n bolsa onda nul ¢oziiw (1) sistemanyn
yeke-tdk Oziiwinden basga nul ddl ¢bziwe hem eyedir we bu
yagdayda bar bolan ¢oziiwleri tapmak n sany ndbellleri bolan n
cyzykly birjynysly denlemelerin sistemasynyn nul dél coziwe eye
bolmagynynn zerur hem yetrlk serti bolup bu sistemanyn
kesgitleyjisinii  nula deft  bolmaklygydygy diisniiklidir.Ciiki  bu
yagdayda r(A)<n bolar.

Birjynysly  ¢yzykly denlemelermn  sistemasynynn  ¢oziiwlermin
kabir hisiyetlerini bellip gecelin.

1. Eger-de B=(bi,bz, . . . ,bp) (1) sistemanyn ¢6ziiwi bolsa
onda islendik k hemiselk san ligin kB wektor hem (1)
sistemanyn ¢oziiwidir.

2. (1) simieybran meigyrBom Y = (¢1,C2, . . . ,Ch) We
B=(b1,b2, . . . ,bn) ¢Oziiwleri iigin B+p jem hem bu
sistemanyn ¢oziiwidir.
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Umuman aydanynda birjynysly c¢yzykly denlemelerin (1)
sistemasynynn  ¢oziiwlerinin  islendik ¢yzykly kombinasiyasy
hem bu sistemanyn ¢oziiwidir.

Seylelikde (1) sistemanyn n Olgegli wektorlar gorniisinde anladylyar
coziiwlermi  toplumyndan c¢yzykly baglansyksyzlarynyin maksimal
sistemasyny bolup almak miimkindir. Birjynysly cyzykly
denllemelerii sistemasynyn ¢cOzuwleriniii cyzykly
baglansyksyzlarynynn islendik maksimal sistemasyna ol sistemanyn
coziiwlerinin fundamental sistemasy diyilip aydylyar.

Fundamental sistemanyi ditte (1) sistemanyi
koeflisientlerinden ~ diizilen =~ matrisanyn =~ rangynyn  nébellileri
sanyndan kici bolan yagdayynda bolup bijekdigi
digniiklidir.Sunlukda (1)  sistemanynn  bar bolan  fundamental
sistemalary ekwiwalent bolup birmefizes sandaky c¢oziiwlerden
duryarlar.

Teorema. Eger-de c¢yzykly birjynysly denlemelerin (1) sistemasynyn
koeflisientlerimden matrisanyii r rangy nibellilerii n sanyndan kici
bolanda onun c¢oziiwlerinii islendik fundamental sistemasy n-r sany
coziiwlerden duryar.

Subuty. Ucgin (n-r)-it (1) sistemanyii azat nibelllernii sanyny
anladyandygyny bellemelidiris.Goy,olar xr+1, . . . ,X1 bolsunlar.(n-r) -
nji tertipli nuldan tapawutly indiki d kesgitleyja garalyn
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Clr+1,C1 0420+ Cln

J— Crr11,C2,r42+-C2p

C

n—r,r+1,cn—r,r+2 **Yn—r,n

Bu kesgitleyjinin ~ i-nji ~ (i<i<n-r) setirinii  elementlerini  erkin
ndbellilere baha deregine alsak , xq,X2, . . ., X ndbelller iign Yeke-
tdk bahalary ,yagny (1) sistemanyin kesgith bir ¢oziiwini taparys.Ol
¢oziil

OL|:(C| 1 IC| 2900 IC| r lCi,I’+11' sy CI n)

Seyle usul bien tapylyan o002, . . . , opr Sistema (1)-in
coziiwlerinn fundamental sistemasydyr.Hakykatdan hem setirleri o
wektorlaryn  komponentalary  bolan matrisanyn  (n-r)-nji  tertipli
nuldan tapawutly d minorynynt bardygy ayandyr.lkinji bir tarapdan

B:(blinI sy br-br+l, [ ,bn)

(1) sistemanyn ¢oziiwe diysek onuii oug,02, . . ., opr Wektorlaryn dsti
bilen ¢yzykly anladylyandygyny gormek kyn dildir.

o bilen (F1,2,...,n-r ) n-r-olgegli wektor hokiiminde seredilydn d

yee e

B:(brﬂ, br+2, ey bn)

belgilesek (n-r) sany ¢yzykly baglansyksyz o1, ... o n-r
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wektorlar bilen B* wektory gosmak bilen bilelikde alynan
ally (112; LR | Oﬁln-r,Bl

¢cyzykyly baglansykly sistemadyr.Diymek  kdbir ki,Ko,...,kn.r Sanlar
bar bolup

Bl=kial; +koalot ... tkalhr  (*)
denilik yerine yetyandir.
Sunlukda

d=kya1tkooot. . . +knron-r-f3

Goriigde  kesgitlenilyin  n  Olgegli  wektor (1)  sistemanyn
coziwlerinin  ¢yzykly kombinasiyasy bolmak bilen bu  sistemanyi
¢oziwidir. Yone (*) gatnasykdan gomiisi yaly & ¢oziwddki azat
ndbelllerii  dhlismm  bahalary nula dendirler.Onda (1) sistemanyn
ndbelllerm nula dent bahalarynda alynyan yeke-tdk ¢Oziiwi nul
¢oziiwdir,yagny 6=0 bolyandyr.B=Kjo1+ . .. +Knrotn-r

Bellik Teoremadan birjynysly c¢yzykly denlemeler sistemasynyi
¢Ozliwlerinin  dhli fundamental sistemalaryna d kesgitleyji hokiiminde
nuldan tapawutly @hli (n-r) tertipli kesgitleyjileri almak bilen eye
bolarys diyméidge esas beryar.

Indi birjynysly we birjynysly dél sistemalaryn ¢oziiwlerinii
arasyndaky baglansygy Owrenelin.Goy
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N\

a, X, +a,x, +..+a,x =b,
Ay Xy +ayyX, +..+a, X, =b,

(2)

a,x, +a,x,+..+a,x =b

s

Sistema berilen bolsun.Cyzykly birjynysly denlemelerin = yagny(2)-
den azat clenleri nullar bilen calgyrylyp alynan

a,x, +a,x, +..+a,x =0
Ay Xy + 05X, +.c+ay x, =0

(3)

agX +a,x, +..+a,x, =0 |
Sistema (2) U¢in getirilen dililip aydylyar.(2) we (3) sistemalaryn
coziiwleri arasyndaky baglansyklar hakynda indiki hésiyetlerden hem
netije ¢ykar mak miimkin.

1. (2) sistemanyn islendik ¢Oziiwi bilen getirlen (3) sistemanyn
islendik  ¢Ooziwmit  jemi  yene-de  (2)  sistemanyn
¢oziiwidir.C=(c1,C2, . . . ,Cn)-(2) sistemanyn ,d=(d1,dz,. . .dy)-
(3) sistemanyn ¢oziwleri diysek C+d=(ci+ds,...,ca+dy) hem
(2) —nin ¢oziwidir:

Zlakj(cj +d))= Z;akj +Z;akjdj =b, +o=E
J= J= J=
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2. (2) sistemanyn islendik iki ¢oziwlerini tapawudy getirlen
(3) sistema Ulicin ¢oziiwdir.
Hakykatdan hem ,eger-de

C=(c1,C, . . ., Cn) We Cl=(cl1,cot, ..., col) (2) —nift goziiwleri
bolsalar

n n n
N _ 1
2. ay(c; —c)) =2 ayc,— > ayc; =b,
Jj=1 Jj=1 J=1

6.Cyzykly ginislikler

Goy R(ab,...) elementler kopliginde onun her br a we b
elemenlerinin jiibiitine bu koplign kébir at+b (olaryn jemi diyilyan)
elementini  degisli edydn diizglin-gosmak amaly bilen birlikde R
kopliigin her br a elementme we o -hakyky sana R kopligin a
ementinii o hakyky sana kopeltmek hasyly diyilydin oa yeke-tik
elemntini degisli edyidn diizgiin-elementin hakyky sana kopeltmek
diyilyan amal kesgitlenen bolsun.Bu kopligin  elementleri wektorlar,
onun 6z bolsa hakyky c¢yzykly gmislik diyilp atlandyrylyan eger-de
bu amallar iign indiki aksiomalar yerine yetydn bolsa

I. Gosmak amaly kommutatiw  a+b=b+a
Il. Gosmak assosiatiw (a+b)+ca+(b+c)
III. R kopligin nul elementi diyan her bir a3R iicin

ato=a dernligi kanagatlandyryan yeke-tik
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element bardyr.

IV. R kopliigin her bir a elementi {icin ona
garsylykly diyilip atlandyrylyan we a-+(-a)=0

deiiligi kanagatlandyryan a-nyi garsylyklysy
diyilyan —a element bardyr.

V. islendik a,baR we a -hakyky san tigin
a(a+b)a=aatoa

VI.  islendik a3R we o hem B hakyky sanlar {igin
(atP)a=cat+pa

VII. islendik aaR we o hem [ hakyky sanlar tigin

a(Ba)=(ap)a
VIl islendik a3R iigin
1*a=a

Bu aksiomalardan gelip ¢ykyan kéabir hisiyetleri bellalin.
1.a*a=0 bolsa ya a=0 ya-da a=0 Hakykatdan hem
oa=a(at+0)=aa+a*0 => a*0=aa-aa=0.
oa=(a+0)a=aa+0*a =>0o.=aa-oca=0 Umuman
a*a=0 bolup o # 0 bolsa a=1*a=o*o. **a=0 " **0=0.
2.0.(-a)=-aa. Hakykatdan hem a.a=+a(-a)=a[a+(-a)]=0
3.(-a)a=-a.a.Hakykatdan hem aa+(-a)a=[a.+(- a)]a=
=0*a=0
4.0.(a-b)=aa+(-b)]=aata(-b)=aa+(-ab)=aa-ab
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5.(a-B)a=[o+(-B)la=aa+(-B)a=aa-Pa

Eger-de hakyky c¢yzykly ginisligin kesgitlemesinddki sanlar
koplignden  bolmalydyklary hakyndaky talap olaryn islendik
kompleks sanlar bolup bilmekleri bilen calsyrylsa biz kompleks
cyzykly gmisligm kesgitlemesine alyarys.Hakyky c¢yzykly ginisligim
mysaly bolup n-olgegli hakyky wektor ginisligi hyzmat edip biler.

7.Cyzykly ginisligin bazisi we olcegi

Elementleri  X,)y,... bolan R-erkin hakyky c¢yzykly gmlisligi
Owrenelin.

R gmigligin  xy,...,z elemntlerini  ¢yzykly kombinasiyasy
diyilip olartyn kdbir hakyky sanlar kopeltmek hasyllarynyn islendik
jemine aydylya.

Kesgitlktme 1. Eger-de R ginisligin x,y,...z elementleri tgin hig
bolmanda biri nuldan tapawutly o,p,...u hakyky sanlar bar bolup

oX+By+...+uz=0 (1)

deniik yerine yetyan bolsa ol elementlere ¢yzykly baglansykly
diyilyar.

Cyzykly baglansykly bolmadyk x)y, . . . ,z elementlere ¢yzykly
baglansyksyz diyilipp aydylsgara aydanynda (1) denlk dide
oa=PB=...=p=0 bolanda yerine Vetyan bolsa x)y,...,z elementlere

rrrrr

Teorema 1. R giisliginn x,y,...,z elementlerinii ¢yzykly baglansykly
bolmaklarynyn  Zerur hem yetirlk serti bolup olaryn  birinin
galanlarynyn ¢yzykly kombinasiyasy bolmaklygy hyzmat edyar.
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Subuty. 1.Zerurlygy.GOy Xx.,y,...,z elementler c¢yzykly baglangykly
bolsun,onda (1= denlk o,f,...,u sanlaryn hi¢ bolmanda biri nuldan
tapawutly  bolanda  yerine  yetydndir.Kesgitllk iign a0

diyelin,onda A = —ﬁ,...,w £ belgilip
a a

X=ayt...uz  (2)
bolyandygyna geleris.

2 YeterlikligiGoy  Xy,...,z elementlerit  biri (mysal {igih  x)
galanlarynyn ¢yzykly kombinasiyasy bolsan .Bu yda a,...,u sanlar
bar bolup (2) denilik yerne yetyér;onda

(-DxtAy+. .. +uz==0 (3)

alynar.-1,A, . . .,u sanlaryn biri nuldan tapawutly bolanlygyna gora
XY , . . ., z elementler ¢yzykly baglansyklydyrlar.Teorema subut
edildi.

Indiki tassyklamalaryn subutlary ansatdyr.

1. Eger-de x)y, ...,z elementlerin arasynda nul element

bar bolsa olar ¢yzykly baglangyklydyrlar, x=0 bolanda

(2) =1, B=0, ..., p=0 yagdayda yerine yetyar.
2. XY, ..., zeclementlerin kébirleri ¢yzykly baglansykly

bolsalar olarynn dhlisi hem ¢yzykly baglansyklydyrlar.
Hakykatdan hem vy,...,z c¢cyzykly baglansykly elementler bolsa hic
bolmanda biri nuldan tapawutly 3, . . . ,u sanlar5 bilen By+. . . +uz=0
denlik kanagatlanar .Onda folar hem-de o=0 san bilen (2) denlik hem
dogry bolar.

Kesgitleme. R giglign h,b, . . . b ¢yzykly baglansyksyz
elementlermne  bu  gmisligin ~ bazisi diyilip aydylyar,eger-de R
giigligin islendik x elementi iigin x1,X2, . . . X, hakyky sanlar bar
bolup

X=X h+xob+ ... +X | (4)
Aflatma yerine yetydn bolsa
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Bu yagdayda (4) denlige x elementinn Ij,b, . . . I, bazise gord yeke-
tdk usul bilen dagytmak miimkindir.Goy x element iigin (4) denlikde
bagga-da
x= X1t bt bttt b (B)
Dagytma bar bolsun.Onda (4)-den (5) i tarapma-tarap ayryp alarys.
O-x Hlh+0e-x )k +. ..+ (X% )k =0 (6)
Bazis elementlerin baglangyksyzdyrlaryna gord (6)-dan
X1-X1'= X% = L L L= XX =0
Deiilikler gelip ¢ykar.Bu yerden x;= Xt , Xo=Xp1 I Xy =X

Teorema.R ¢yzykly giisligin islendik iki elementi gosulanda olaryn
islendik  bazise gO0rd koordinatalary hem gosulyarlar islendik
elementi islendik A sana kopeldiende bolsa bu elementin dhli
koordinatalary hem A sana kopeldilyérler.
Subuty. Goy Ii,b, .. ..l -R giisligin islendik bir bazisi bolsun
x=xth+xob+ ...+ X, b we y=yih+yob+ ...+ il
ginisligin erkin elementleri diyelin,onda
XHy=(x+y1)h+(%+y2) bt. ..+ (Xntyn)h
Ax=(Ax1)h+(Ax2)b+ ... +(Axn)h
deiilikler ¢yzykly ginisligin kesgitlemesinden alynarlar.

Kesgitleme. R c¢yzykly ginislkde n ¢yzykly baglansyksyz elementler
bar bolup ,onun islendik (n+1) sany elementleri ¢yzykly baglasykly

giiglige n Olcegl diyilip ayar.Sunlukda n sana R ginislign Olcegi

rrrrr

Kesgitleme. R cyzykly giislkde islin sanyndaky c¢yzykly
baglangyksyz elementler bar bolsa ona tiikkeniksiz 6lcegli diyilyar.

Teorema .Eger-de dim(R) = n bolsa,onda bu gilisligii islendik n

sany ¢yzykly baglangyksyz elementleri onui bazise diizyarler.

Subuty.Goy I,b, . . Iy -n sany baglansyksyz elementlerini islendik

sistemasy (seyle sistemanyn barlygy kesgitlemeden gelip c¢ykyar)

bolsun.Onda R gmiigligin islendik x elementi bilen bileleikde alynan
Xlb, ...k
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Sistema ¢yzykly baglansyklydyr,dhlisi nula den dil og,01,02, . . . ,0n
sanlar bilen

ap xtorh+ ... +ankh =0 (7)
o #0 bolanlygyndan (tersine yagdayda hL,b, . . .k cyzykly
baglangykly bolardy)

! &, & 1

X: (__)I1+(__)I2----(_ n)ln — X1I1+----
Xy Xy Xy

-erkin x elementin I,b, . . .l  eclementlerin Usti bilen ¢yzykly

anladylyandygyna eye bolarys. Teorema subut edildi

Teorema.Eger R ¢yzykly gilishk n elemntden duryan bazise eye
bolsa,onda dim(R)=n

Subuty.Goy hL,b, . . .|y n elemntlerin sistemasy R gifisligin bazisi
bolsun. Teoremanyn subuty iicin R-it islendik (nt+1) sany Ij,b, .. .,k
elementlerii cyzykly baglansyklydyklaryny gorkezmek

yeterlikdir.Bu elementlere bazse gord dagytmal bilen
Xi=aith+ aip b+ .. .+ainh, =1,2,....,n+1

Denlikleri alarys.Bu yerde ajk -kdbir hakyky sanlardyr.

X1,X2, . . . Xn+1 elementlerinn ¢yzykly baglansyklylydy

(a,,,8,,,.... 8, )
a21,a22,...,a2n

an+1,1’ an+1,2 L an+1,n

Matrisanyni  setirinii  ¢yzykly baglansyklylygy bilen defidir.Yone bu
matrisa tertibi n-den yokary bolan minora eye bolup bilmez.Onda
onun setirleri ¢yzykly baglansyklydyr. Teorema subut edildi.
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8.Cyzykly ginisliklerini izomorflygy.

Birmenzes oOlgegli diirli ¢yzykly ginisliklerin olarda kesgitlenilen
amallara gord i yiiziinde biri-birinden tapawutlanmayandyklaryny
gorelin.

Kesgitleme.Eger-de erkin R we R’ ¢yzykly gmisliklerii elementlerii
arasynda Ozara birbelgli degisliik bar bolup ,ona gord R gmisligin
xy, elementlerine R® gilislign X',y elemente x'+y islendik A
hakyky san ii¢in Ax elemente Ax  element degisli bolsalar bu R we R’
Eger-de R we R c¢yzykly giiislikler izomorf bolsalar R
giniglign nul elementine R gmiskde hem nul element degislidr.R
we R ¢yzykly ginislikler izomorf bolup, R-ii x.y,...,z elementlerine
R-m x.y,...z elementleri  degisliikde  degisli  bolsalar
axt+Py+...+uz  cyzykly kombmasiyanyn R-m nul elementi
bolmagynyn zerur hem yeterlk serti ox+Py+...+uz°  ¢yzykly
kombinasiyanyi nula den bolmaklygydyr.Seylelikdeindiki
tassyklamardagrudyrlar.
I.R we R' izomorf bolsalar olarydaky c¢yzykly baglangykly dél
elementlerin maksimal sany birmenzesdir;
2.1ki izomorf diniglikler birmenzes olgeglidirler.
Teorema.lslendik 1ki sany n Olgeg R we Rgyzykly giislikler
izomorfdyrlar.
Subuty.R-de kibir Ik, . . .l bazsiRbolsa h,b, . . .l bazisi
saylalynn.R  ginisligin  x=x;h+xob+ . . . + Xl elementine R’-de
x=xth+xob+ . . . + Xk elementi degisli edelin Seyle usul bilen
kesgitlenen degislilik 6zara birbelgilidir.

Seyleleikde bize R-m X,y elementlerine degislilikde R'm x',y
elementleri degisli bolanlarynda R-i xty hem-de Ax (A-hakyky san)
elementlerme  degislilikde R'-m x+y  hem-de Ax elementleri
degislidiklerini hasaba alaymak galyar.Teorema subut edildi
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9.Cyzykly ginisliklerii bolek giiislikler.

R ¢yzykly gmisligin kébir L bolek kopliige indiki talaplary
kanagatlandyrsyn.

1. Eger-de x,y elementler L bolekkopliige degisli bolsalar

,x+y jem hem bu bolekkopliige degislidir.
2. Eger-de x element L bolekkopliige degislli bolsa,islendik

A-hakyky san bolanda Ax element hem L bolek

kopliigin elementidir.
Yokarda getirlen 1 we 2 hisiyetlere eye L bolek koplik iicinm
cyzykly  giiglklerm 8  sany  aksiomalarynyn  hem  yerine
vetyandiklerine goz yetirmek kyn déldir.Hakykyatdan hem olaryin 3-
nji we 4-njilerinden galanlary R ¢yzykly ginisligin &hli elementleri
ticin dogrudyrlar.3 we 4 aksiomalaryn dogrudyklary x3L {icin A=0
bolanda 0 A=-1 bolanda x-in  garsylykly —x elemente
owriilyanliginden alynar.
Kesgitleme.R ¢yzykly giislign 1 we 2 hisiyetlere eye islendik L
bolek kopliigine bolek giislik diyilyér.

R c¢yzykly gmisligin bolek gmisliginin yonekey mysaly bolup dine

0 elementden durydn bolek koplik hem-de R gmisligin 6z hyzmat

Kesgitleme. R gisligin =~ x,y,...,z elementlerinin ~ o,B,...,u  hakyky
sanlar bilen yazylyan
ox+Py+...+uz

gorniisddki  dhli  elementlermnt  kopligne  X,y,...,z  elementleri
Indiki bir tarapdan x)y,...,z elementleri 6ziide saklayan
bolekgisliklerii  her biri bu elementlerin islendik  ¢yzykly
kombinasiyasyny hem Oziinde saklayandyr.Seylelikde bu
bolekgmislklerin her biri L(x)y,...,Z)  gabygy 0Ozinde dolulygyna
saklayandyr.

Bu kesgitlemelerden n oOlgegli R ¢yzykly gilislgn islendik
bolek giisliginin 6lgeginiii n-den uly déldigi gelip ¢ykyandyr.
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Ege-de R ginislikde kabir 1j,b, . . .|,  bazs saylanan bolsa
onun L bolek giiglgnin  bazis elementlermini  bu  bazise
diismezlikleri hem miimkindir.Yone indiki tassyklama dagrudyr.
Teoremal.eger-de kb, . . .k elementler n-Glgegli R ¢yzykly
gighgin  k-Olcegli  bolekgmisliginii  bazisini  diizyan bolsalar ,onda
ony R-m I,b, . . ..l elementleri bilen baziser bolar yaly doldurmak
miimkindir.

Subuty.Eger-de k<n bolsa,D k+ER bolup h,b, . . kk«a  cyzykly
baglansyksyz bolar (tersine yagdayda dim(R)=k bolar).Somra ,eger-de
k+1<n bolsa D bolup ¢yzykly baglansyksyz bolar (tersine yagdayda
dim=(R)=k+1 bolar).Bu pikir yoretmeleri dowam edip teoremanyi

subudyny alarys.
Teorema 2. dm(L(xy,...,2)) X}Y,...,Z eclementlerm arasyndaky

cyzykly  baglangyksyzlarynyn ~ maksimal sanyna  dendir.Husysy
X,Y,...,z clementlerini sanyna dendir.(bu elementlerin 6zleri  bolsa
L(x,y....,z) gabygyn bazsini diizyirler).

Subuty. x,y,...,z eclementlerii arasynda r sany cyzykly
baglansyksyzlary bar bolup ,islendik (r+1) sany bolsa ¢yzykly
baglansykly  bolsun.Onda  Xx,y,...,z  elementlerii  her  birini
elementlerin  ¢yzykly kombinasiyasy bolanlygyna gord L(xy,...,2)
gabygyn her birr elementinmi  hem elementlerm  ¢yzykly
kombinasiyasy  bolanlygyna digniiklidir.Bu  bolsa  ¢yzykly
baglansyksyz elementlerin  L(x)y,...,z) gabygyn bazisini diizydndigini
anladyar.Teorema subut edildi.

10.Bolek ginislikleriin jemi we kesismesi.

Goy L1 we L, — R ¢yzykly giiislign bolekgmislikleri bolsun.R
ginigligin L we L, bolekgmislklerin ikisinde degisli bolan &hli
elementlerinii  toplumyna (ol R-m bolekgiislgidigi  disniklidir) L
we L, bolekginislikleriin kesismesi diyilyar.

R gnislign &hli y+z ,ysL; we ysl, gOrmisde anladylyan
elementlerinii  kopligi hem L; we L, bolekgiiislklerm jemi diyilip
atlandyrylyan bolekgmisligi emele getiryandirler.

43



Teorema.Tikenikli Olgegli R ¢yzykly giisligin Ly we L, bolek
giniglklerimm ~ Olgeglerini jemi  olaryn  jemmm we  kesigmesinii
Olcegleriniii jemini dendir.
Subuty.Lp bilen L; we L, —lerin kesismesine L bilen bolsa olaryn
jemini belgildlin .dim(Lo)=K hasap edip ,onda
bk, ...k Q)

Bazisi saylalyn.
Bilisimize gord (1) bazisi Ly bolekgmisligin

|1,|2, .. -,In I, ..., 0 (2)
Bazisine ¢enli we L, —nm

hb, ...k f, ..., ()
Bazisine ¢enli dolduralyn

Maksada yetmek {icin
O, ..-,0 ,|1,|2, .. -,In ,fl, ey fm (4)
Elementlerin L-nin bazisini diizydndiklerini gorkezmek
veterlkdir Munun iigin olaryn ¢yzykly baglansyksyzdyklaryny hem-
de her bir x3L elementin (4) sistemanyn isti bilen ¢yzykly
anladylyandygyny gorkezmek yeterlikdir.
Iki bilen
) o101t . . Foug +[31||+. .. +Bklk+Mﬁ+- .. umfm:O (5)
Ya-da

oGt . Foug P+ . Bk = - pfit . pumfn (6)
Bolsun diyelii(6) —nyn ¢ep tarapynyn Li-imi ,sag tarapyna bolsa Lp-
ni  elementi  bolyandygyna gord olar Lo bolek  gmishgin
elementleridir.Onda  (6)-nyt sag tarapy (1) elementlerin kébir
¢yzykly kombinasiyasydyr

- W fi-. . .- Mmfm =M+, .+ Ak (7)

(3)-it bazisdigine gord (7) denlik dite bolanlarynda miimkindir.bu
vagdayda (5) denlikde

alynar,yone ol die bolanlarynda mimkindir.Diymek (5) die
koeffisisentlerin ~ &hlisi nula den bolanlarynda miimkindir. Baggaca
aydanynda (4) c¢yzykly baglansyksyzdyrlar.L jemii her bir x elementi
2) we (3) sistemalaryn ¢yzykly kombinasiyalary  bolan
elementlerinii  jemi bolanlygyna goérd (4) sistemanyn elementlerinii
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cyzykly kombinasiyasydyr.Bu diyidigi (4) sistema L jemii
bazisidir. Teorema subut edildi.

11.Hakyky Ewklid ginislikleri.

Kesgitleme. Indiki iki sany talaplary kanagatlandyryan ¢yzykly
ginislide hakyky Ewklid giisligi diyilip aydylyar.

I R gnislignin islendik x we y elementleri {icin olaryn
skalyar kopeltmek hasyly diyilyin we (x,y) gOrniisde
belgilenydn kabir hakyky sany degisl edyidn diizgiin
kesgitlenen bolsun.

1. Bu diizgiin asakdaky dort aksiomalary
kanagatlandyryar.

1D.xy)=(y,xX) (kommutatiwlik);

2).(x1 Hy)=(XY)+(%2,y) (assasiatiwlik);
3).(Ax,y)=Mx,y), islendik A hakyky san iicin (birjynysly)
4).(x,X)>0 ,eger-de x= 0 bolsa ;(x,x)=0,eger-de x=0 bolsa.

Kesgitlemeden goriisi  yaly Owrenilyan elementler bilen
birlikde elementleri gosmak,sana kopeltmek we skalyar kopeltmek
hasyly hem abstraklagdyrylyp kesgitlenendirler.

Ewklid giisliklerinin kébir yonekey hasiyetlerini belldlin.
Teorema. Her bir Ewklid gisliginde islendik iki sany x,y elementleri
ticin Kosi —Bunyankowskiy deyilyan

(*y)*<=(xX(y,y) (1)
densizlik dogrudyr.

Subuty.her bir A hakyky san tiigin skalyar kopeltminin dordiingi
aksiomasyna gord

(Ax-y,Ax-y)=>0
bolup ,beyleki aksiomalardan gelip ¢ykyar.Yone ol desizligiti zerur
hem yeterlk serti ¢ep tarapyndaky kwadrat ¢ clenim
diekriminantynyin polozitel déldigi hyzmat edyéindir.
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(*y)*- (%) (.y)<= 0 (2)
Diymek tassyklama adalatlydyr.teorema subut edildi.
Indi ¢yzykly normirlenen giisligin kesgitlemesini
Berelin.
Kesgitleme.Eger-de ¢yzykly R giisligi tigin
L.Onun her bir x elementi licin bu elementini normasy (ya-da
uzynlygy)diyilyin we |[x|| gOrniisde belgilenyan kabir hakyky sany
degisli edyan diizgiin kesgitlenen bolsa,
IL.Bu diizgiin indiki ii¢ sany aksioma tabyn bolsa
1) |[x|[>0 ,eger-de x= 0 we ||x||=0 eger-de x=0
bolsa;
2) |Ax/[=A| |x|| denlk islendik x element we A-
hakyky san ligcin yerine yetydn bolsa;
3) Islendik iki sany x we y elementler ¢iiin tigburghuk
(ya-da Minkowskiy) densizligi diyilydn
[IX+YI<=IX+HIYI - (3)
densizlik dogrudyr.
Tapallar yerine yetydn bolsa,ofla normirlenen diyilyar.
Teorema.Her bir Ewklid ginisliginiii x elementiniii normasyny

IXII= /() 4)

denilik bilen kesgitlip ony normirlenen etmek miimkindir.

Subuty. K esgitleméinii ikinji talabynyn yerine yetyandigini
gorkezmek yeterlikdir.N ormanyn I-nji aksiomasy  skalyar
kopeltmdnii  4-nji  hésiyetinden ,2-nji aksiomasy bolsa skalyar
kopletmianin 1-nji we 3-nji aksiomalarynda dogrudygyny barlamak
yeterlikdir.Kosi-Bunyokowskiy deiisizligini

I y)I<= (x,x)* (1, 2)

gorniisde  yazyp ,bu vyazgydan hem-de skalyar kopeltmédnii
aksiomalaryndan ~ we  normanyn  kesgitlemesinden  peydalanmak
yeterlikdir.
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|+ ¥ = Vx + v, (x + ) =/ (3, %) + 2(x, ) + (7, )

= J@n + 2@ ) () =
= VG0 +d@m] =+

Teorema subut edildi.

Netije.Elementii  normasy (4) denlk bilen kesgitlenyin
Ewklid giisliginin islendiginde Minkowskiy deisizligi adalatlydyr.
Islendik hakyky Ewklid ginislignii  islendik ki x we 'y
elementlerinini arasyndaky burg diyilip kosinusy.

xy) _  (xp)
o VoY)

formula bilen kesgitlenyin 0-dan Il-e ¢enli Gytgeydn ¢ burca
aydylyar.Kosi-Bunyakowskiy  defisizliginden  sofiky  denlign  sag
tarapynynn 1-denuly déldigini goryaris.

Ewklid glﬁlshglmﬁ ki x we y elementinii skal}'/ar ki')pletmek

------

CosSQ =

arasyndaky ¢ burgyn kosmusy nula dendir. Wektor algebrasyna
salgylanmak bilen x we y ortogonal wektorlaryn {stinde gurulan
licburclygyn gipotenuzasy diyip x+y jemi atlandyrmak bilen islendik
Ewklid  gnlislginde  Pifagoryn  teoremasynynn  adalatlydygyna
ynanarys.Hakykyatdan hem x we y ortogonal bolanlarynda (x,y)=0
detiligi nozara almak bilen

IPeHYIP=0cky, Xt y)=(6 X)+H206 )+ (V)= (), X)+ (v, Y)=

=[x +Ivi|*

Sorky hésiyet n sany jiibiit-jibitden ortogonal elementlerin jemi {i¢in
hem dogrudyr.

Z=X1+Xo+...+xy- ki bir ortogonal elementlerin jemi diysek
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||2||2=gxl+Xz42r. . .xn,xl+>2<z+. - Xn, )= (X, X )+ (X2, X)L+ (Xn, Xn)=
=[x ]|+l . Hxall"

12.0Ortonormirlenen bazis.

Ewklid giisliginde ortonormirlenen diyilip atlandyryljan has onayly

bazisler bardyr.(Cyzykly giislikde dhli basizer dendiiyglidirler)
Kesgitleme.Eger- de n-6lgegli Ewklid ginisliginin

h,b, ...k elementleri tigin

1,7 = kbolanda,
(Zi:lk) — .
0.i = kbolanda

denlikler dogry bolsalar ,onda bu elementler ortonormirlenen bozisi
emele getirydrler diyilip aydylyar.
Kesgitleménin korrektligini gorkezmek licin (1) serti
kanagatlandyryan 1j,b, . . .l clementlerin baglansyksyzdygyny
gorkezmek veterlikdir. Eger-de
o1 htaz bt .. +on h=0 (2)

doysak ,islendik 1<=k<=n nomer {icin bu deiiligi lx elemente skalyar
kopletdip taparys:ax=0 onda (2) die ai=0a=...=0o,=0 bolanlarynda
miimkindir.

Teorema Islendik n  —Oleegh  ewklid  gmisligmin
ortonoormirlenen bazise bardyr.
Subutyny getirmédn berilen n sany baglansyksyz fi,h....f; sany
elementlerin  sistemasyndan normalary bize deil Ozara (ikibir)
ortogonal kb, . . .k elementlerin  sistemasyny almaklygyn
algoritmini gorkezelin:
Bu algoritim adatca fi,f....f; -¢cyzykly baglansyksyz elementleri
ortogonallasdyrmak prosessi diyilip atlandyrylyar.
Bellik .Her bir n-olgegli Ewklid gmisliginde diirli ortonormirlenen
bazisler bardyr.Hakykatdan hem ¢yzykly baglansyksyz fi,b...,f
elementlerden ortogolasdyrmak prosessi bilen ortonormirlenen bazis
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gyrylanda durli elementlerden  baslamak  bilen  dirk
ortonormirlenen bazisleri almak miimkindir.

Eger-de h,b, . . .k -n Olcegli Ewklid gmisliginii
ortonormirlenen bazise ,x, we y bu gmisligin erkin elementleri
bolsalar onda x=x1h+x2b+ ... +Xh ,y=yih+y:b+ ...ty diysek

(XY)=Xay1tXeyot . .. +XnYn

Gormnisi  yaly islendik ki elementlermm  ortonormirlenen
bazisde  skalyar  kopeltmek hasyly bu eleemntlerin  degish
koordinatalarynyn kopletmek hasyllarynyii jemine dendir.

Indi n-Olgegli Ewklid ginisliginin  ortonormirlenen  bolmagy
hokman bolmadyk erkin bazisi fi,f...,f; berilipdir.

Seylelikde berilen fi,f....f; bazisde islendik iki elementlerin
skalyar  kopeltmek hasylynynn  degisli  koordinatalaryn ~ kopeltmek
hasyllarynyni jemine denn bolmagynyn zerur hem yeterlk serti bu
f1,f....f, bazisii ortonormirlen bolmagydyr.

Eger-de fi,f....,f; n-Olcegli Ewklid ginisliginii kébir ortonormirlenen
bazisi bolsa we fi,f...,f; diysek,islendik 1<=k<=n nomer ii¢in

(x,0, )= (inlialk) = in(livlk) = X
i=1 i=1

Bu diyildigi ortonormirlenen bozise gord islendik  elementin
koordinatalary bu elementmi degish bazis elementlere skalyar
kopletmek hasyllaryna didiginio anladyandyr.
Kesgittme.E  ginislignn - G bolekginigligin - her bir x elementine
ortogonal y elementlerinin &hlisinh F kopligine G-nin  ortogonal
doldurgyjy diyilip aydylyar.
F koplign ozinin hem bolek giisligi emele getiryandigini gormek
kyn déldir.

Indiki tassyklamany belldlin.
Teorema.Her bir n-dlgegli Ewklid E ginisligi 6zinini islendik G bolek
ginisliginin  hem-de onun ortogonal F doldurgyjynyn goni jemidir.

13.Ewklid ginisliklerinini izomorflygy
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Kesgitkme.Eger-de E we E' Ewklid gnisliklerinii = elementlerinii
arasynda Oz-ara bir belgili degisliik bar bolup oma goérd E-nm X,y
elementlerme E' de degisliikde x',y° elementler degisli bolanlarynda
Xty elemente x'+y element,islendik A —hakyky san bilen Ax
elemente Ax" element degisli bolup (x,y)=(x',y") deinilik Yerine yetyin
Diymek Ewkld E we E' gmislklerinii izomorf bolmaklary
licin olar cyzykly ginisliklerin izomorflyk talaplaryny
kanagatlandyrmak bilen birlkde bu izomorflyk skalyar kopeltménii
ululygyny hem saklamagy gerek eken.
Teorema.Ahli n dlcegli Ewklid ginisliklri 6z-ara izomorfdyrlar.
Subuty.Hakykatdan hem n-6lgegli E we E' Ewklid ginisliklerinde

degislilikde

bk, . . .k () hem-de It,b, . . ..l (I) bazsleri alyp E-nin her bir
n n

a= Zaili elementine E’-de a = Zaili elementi
i=1 i=1

degish etsek, bu egislign c¢yzykly gmislklerii izomorflyk —sertini
kanagatlandyryandygyny,seyly hem

b=>bl, b=>bl,
bolanlaryl;jla -

(@b)=Yaf =(a.b)

deiliklerin kanagatlanyandyklaryny alarys.
Teorema subut edildi.
KesgitlemeKompleks ¢yzukly R gilisligi indiki talaplary .

50



l. Bu gmisligin islendik iki x)y elementlerine olaryil skalyar
kopeltmek hasyly diyilydin we (x,y) goriisde belgilenyin kompleks
sany degisli edyin diizgiin bar bolsun;
I Bu diizgiin asakdaky dort aksiomalara tabyn bolsun.
1) xy)=(y.X)
2) (x+xy)=(xy)+(xy)
3) (xy)=Mxy)
4) (xX)-kdbir otrisatel bolmadyk hakyky san bolup difie x=0
bolanda nula dendir. Kanagatlandyryan bolsa,ona kompleks
Ewklid gmisligi diyilip aydylyar.
Kesgitlemeden (xAy)=A(xy) we (Xy1+Yy2)+(XY2) gatnagyklar
afisat alynyar.
14.Cyzykly denlemeler sistemasyny cozmegin Gauss (néibellileri
yzygiderli yok etmek) usuly

Algebranyn mekdep kursunyn esasy owrenydn meselesi bolup,
denlemini ¢6z-mek meselesi duryardy. Bu meselini owrenmeklik
ax=b , a# 0 san gorniisdaki

bir nébellili ¢yzykly denleme diyilip atlandyrylyan denleméni
owrenmekden ba-slanypdy. Sonra bu meselini éwrenmeklk asakda
gorkezlen 2-ugur boyunga do-wam etdirilipdi.

1) 2 ndbellli 2 sany ya-da 3 nébellli 3 sany cyzykly
denlemelerin sistemasyny ¢ozmek.

2) Bir nibelliden kwadrat deflemiini (ax’+bx+c=0) hem-
de bir ndbelliden yokary, derejeli denlemelerin kibir hususy
vagdaylaryny owrenmeklik.

Algebranyn  hdzirki  Owrenijek  kursunda  bu  gdrkezlen
ugurlaryn  ikisi hem  Ozle-rinn has  umumy — yagdayda
owrenimeklerine mynasyp boljarlar. Yagny biz islendik sanda
ndbellileri bolan islendik sandaky ¢yzykly defilemelerin sistemasy-ny
seyle hem bir nidbelliden islendik derejeli denlemelerin  kébir
gomiislerini 6w-renmek gz oniinde tutulyandyr. Goy bize N sany
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ndbellleri bolan S  sany ¢y-zykly deflemelerin sistemasy berlen
bolsun. Bu sistemany yazmak {icin indiki belgilemeleri girizelin:

Nibellileri  indekslenen X harpy bilen (x1,Xo,...,Xn);
sistemanyn denlemeleri tertiplesdirilen hasap edip, onun -nji
denlemesinde saklanyan xj ndbellinih kofisientini aj bilen Mysal
lcin:  (ap3 sistemanyn 2-nji denlemesinddki x3 nibellnin kofisienti)
we Bi bilen i-nji denleménin azat ¢lenini belgiliris.

Onda owreniljek sistema indiki yaly yazylar:

Ya; x;=h, i=12..,S @)

j=1

Bu sistemanyn koeffisientlerinden indiki tablisany diizmek
miimkindir.

a,;,a;,...d,

Bu S sany setirleri hem-de n sany siitiinleri bolan tablisany (s X n)
Olcegli gb-niburcly matrisa diyip atlandyryarlar. Bu tablisany diizydn
matrisa n-nji tertipli kwadrat matr-isa diyilip aydylyar. Onun gep
yokarky burcundan asaky sag burcuna gidydn de-yagonalyna yagny
a11,822 &nn elementlerden diizilen deyagonala matrisanyn basg

deyagonaly, beyleki deyagonalyna bolsa onun gapdal deyagonaly
diyilip aydyl-yar.

Kesgitleme: Eger-de (1)-nji sistemanyn haysy hem bolsa 2 sany
denlemelerin-den galanlaryny tytgetmdn ol 2  denlemelerinin bolsa,

Ozara orunlaryny calgyr-ylyp, tize bir sistema alynan bolsa ofia (1)
sistemadan 2 gomiigli elementar
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Ozgertminin isti bilen alnypdyr diyilydr. Eger-de kéibirr ¢yzykly
denlemeler  sis-temasy (1) sistemadan kibr  defilemesinden
galanlaryny iytgetmin onuil bu 1

defllemesinii ornuna bolsa onuii kdbrr hemiselik sana kopeldilen
basga bir defi-lemesi bilen jemi alynan bolsa, bu tdze sistema (1)
sistemadan 2 gOrniigl el-ementar Ozgertminii Usti bilen alnypdyr
diyilyar.

Kesqitleme: Eger-de (1)  sistemadaky nébellilerii ornuna
degislilikde
K1 Kz...,Kn sanlary goyanmyzda onufi her bir defilemesi tozdestwo
Swrillyan

bolsa (kanagatlanyan bolsa) onda KjK;....K, sanlaryfi toplumuna
bu sistema-nyii ¢oziiwi diyilyar.Ol ¢oziiw  X1=K;1 X=Ko,...,X=Kp,
ya-da (Kl,Kz...Kn)

gorniisiinde belgilenya.

Cyzykly deflemeler sistemasynyfi c¢oziwe eye bolmazlygy hem
miimkindir. Bu yagdayda ofia kokdes dél (ylalasmayan ya-da
X, +2X, =5
X, +2X, =7

defilemelermii ¢ep taraplary defi bolsun, sag taraplary bolsa
dirlidirler. Sofia gérdde, bu deflemelerifi

} sistema  kokdes dildir. Ciinki onuf

ikisi hem bir bada ndbellilerii hic bir bahasynda hem kanagatlanyp
bilmez.

Kesqitleme: Eger-de ¢yzykly deflemeler sistemasynyfl ¢oziiwi

bar bolsa, ofa kokdes (ylalasyan ya-da sygysyan) sistema diyilya.
Kokdes sistemanyfi
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coziiwi yek-tdk bolsa, ona kesgitlenen tersine yagdayda (¢coziiwlerniii
sany 1-den

kop bolsa), ona kesgitlenmedik sistema diyilyar.

Kesqgitleme:  Sol bir 6lgeglerdéki (defi sandaky nébellileri bolan
sol bir mukdardaky deflemelerii sistemalary) 2 sany c¢yzykly
defilemelerin sistemalarynyn ikisi hem bir bada ya kokdes bolmasalar
va-da kokdes halatlarynda ikisi hem sol bir ¢oziiwlere eye bolsalar
bu sistemalara ekwiwalent (ya-da dengiiycli)

sistemalar diyilyar.

Eger-de berlen ¢yzykly deflemeler sistemasynda tikenikli sanda
lwe 2 gomiish elementar Ozgertmeleri yerine yetirmek bilen alynyan
tdze sistemanyfi

bagdaky sistema bilen ekwiwalent bolandygyny gormek kyn déldir.
Indi (1) sistemany ¢ozmek tg¢in ulanylyan Gauss usulyny
owrenmeklige giriselii. (1) ¢yzykly defilemeler sistemasynyfi birinji
defilemesinden galanlaryndan

X1 nidbelini yok eder yaly, elementar Ozgertmeleri gecirelifi
sunlukda biz umu-

mylyga hig bir sikes, yetirmeydn aj;#0 sert kanagatlanyar diyip
hasap etckdi-ris. Bu yagdayda (1) sistemanynl 1-nji defilemesini

a
221 _e Kkopeldip, 2-nji defi-

all

a

lemesinden ayralyi sofira bu 1-nji defileméni a—gl—e kopeldip
11

sistemanyfl  3-nji

defilemesinden we sufia mefizeslkde dowam etmek bilen sistemanyfi
sofiky defi-
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. .. .. a .
lemesinden onufi 1-nji defilemesini —* —e kopeldip ayrarys.
all

Seylelikde indiki sistemany alarys:

a; X, +a,X, +..+a,X, =b,

aézxz +"'+a£nxn :bé’ @)
al,X, +..+al x, =b's,
aL,X, +..+a, x =Dl

Bu alnan sistemada onufi 1-nji 2 defilemelerinden galanlaryndan X
nibellini

yok edyin elementar Ozgertmeleri gecirelii sunlukda biz umumylyga
hig hili si-kes Vetirmeyin a,, #0 talap yerine Vetyir diyip hasap
etiekdiris. Mundan bas-gada bu alnan sistemada cep tarapyndaky
koffisentlerinin  dhlisi ~ 0-la defi bolan defileme yok diyip hasap
etcekdiris. Eger-de seyle defileme bar bolaysa, onda

onuil azat cleninii 0-la defidigne ya-da den dildigine baglylykda
alnan sistem-ada bu defileméni alyp taslap, onufl galan defilemelernii
sistemasynda yokarda

aydylan Ozgertmeleri gecirmek hakynda ya-da bu alnan sistemanyii
seyle hem
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ofia ekwiwalent bolan basga berlen defilemeler sistemasynyni kokdes
dildigi ha-kynda netjd geleris. Onda bu alnan sistemanyfi ikinji 2
defllemesini boluglary

yaly yazyp onun 3-nji , 4-nji we suia mefizeslkde i sofky
/

~ . . ~ .. ~ .. . 1 a
defilemesinden  bu sistemanyfi 2-nji defilemesini degislilikde %,
22
/ /
a ~ N a
—12 we sufla mefizeslikde —*
a22 a‘22
sanlara kopeldip, ayryp alarys:
a;, X, +a,X, +..+a,X, =b,
ap,X, +...+a, X, =b'z,
/" 1 /" 3)
d 33X; +...+a anX, =b's
aX, +...+apX, =b/
Bu yerde t<S clinki gecirilydn Gzgertmeler netijesinde

sistemadaky defile- melerii sanynyn azalmagy miimkindir.  Bu
alnan sistemada yokarda aydylan

nabelllernin koffisentlerinii &hlisi 0-a def bolan azat ¢leni 0-dan
apawutly

bolan defileme bar bolaysa alhan sistemanyfi seyle hem ofia
ekwiwalent bolan 1-

nji sistemanyfi kokdes daldigi hakyndaky netija geleris.  Eger-de
seyle defileme
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yok bolaysa onda yokarda gorkezilsi yaly ndbellileri yzygiderli yok
etmekligi

dowam etdirmek bilen indeks gorniisddki kokdes bolan.
a; X, +a,X, +..+a,X, =b
= b2

il Il N/
AgaXs +...+ a5, X, =Dy

ay,X, +...+a, X

n

alVx, +..+alVx =pk?
(4)
Bu yerde k <t, k<n bolup,

a,, %0,
a'»#0,  al=#0, al » 0.

Eger-de bu alnan sistemada k=n bplaysa onda ol iigbur¢lyk
goniisiindéki yagdaya eye bolar.
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1n*n

a; X, +a,X, +...+a,X, =b,
/ / /
ayX, +...+a' 20X, =h,,
i i N/
AgyXg +...+ a5, X, =Dy, )

A",y +al %, =b?,

n

a(n’l)x — b (n_l).

nn n n

Bu yerde:

a,, #0, 8, # 0, a™ 20, a™ %0

alnan sistemanyfl yeketidk bolan c¢oziiwi asakdaky yol bilen
tapylyandyr. Onuil

sofiky defilemesinden X, ndbelli tigih X, = — yeketdk bolan
bahasyny tap-

yvarys. Sofira bu tapylan bahany ii sofikynyn oOn yanyndaky
defilemede ornuna goymak bilen X,, ndbelli Tcin yeketdk
kesgitlenydn bahany taparys. Su usulda

(5)-nji  sistemanyil  defilemelerinde  asakdan  yokarlygyna hereket
etmek bilen be-

vleki X, ,, X3 X, X, ndbelllerii hem yeketdk bolan
bahalaryny taparys.
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Seylelikde (1) sistema elementar Ozgertmelerii Usti bilen (5)
gomiisli ticbur-

cluk yagdayyna getirlen yagdayynda ol kesgitlenendir. Eger-de indi
(4) sistema

k¢ n diysek, onda bu sistema trapesiya gorniise eye bolupm, (onufi
sonky defi-

lemesinddki ndbelllerii  sany birden kopdir) ol seyle hem ofa
ekwiwalent bolan

birmji sistema tiikeniksiz ¢oziwe eyedirler, bagsgaca aydanyida ol
sistemalar

kesgitlenen daldirler. Bu c¢oziwleri tapmak ticin  (4)  sistemanyii
soiky defilemesinddki ndbellilerii birden galanlaryny Mysal tigin =~ xk-
dan beylekilerini

“beylekilerini” “‘azat ndbelliler” diyip atlandyryp, hem-de olara erkin
bahalary

berip, bu X« nédbellinifisol bahalara bagly yeketdk bolanbahasyny
taparys. Sofira

bu tapylan bahany (4) sistemanyfi defllemelerinii sofikysynyfi O
yanyndaky or-

nuna goymak bilen xyx.; ndbelli icin yeketdk bahany taparys. Sofira
su prosesi

sistemanyfl defilemelerine agakdan yokarlygyna ~dowam  etdirmek
bilen galan

Xk-2,- - -, X2,X1 ndbellileri Ticin hem azat nébelllere bagly bolan
yeketidk bahalary

taparys. Su wusul {icin (4) sistemafi azat ndbellilere berlen erkin
bahalaryna bagly
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¢oziwi tapylar. Yone azat nébelllerii bahalaryny tiikeniksiz kop
diirli usullar

bilen saylamak mikingiligmini bardygyny nazara alsak k< n bolan
halatynda (4)

sistemanyn tilkeniksiz kop c¢oOziwine eye bolarys. Seylelk bilen
indiki netijd eye bolarys. Gauss usuly bilen islendik ¢yzykly
defllemeler sistemasyny ¢0zmek mimkin ~ bolup,  eger-de
sistemada elementar Ozgertmeleri gecirenmizde ¢ep

tarapyndaky kofisentlerifi dhlisi 0-a def bolan azat ¢leni bolsa, 0-dan
tapawutly bolan deflleme alynaysa, onda alynan sistemamyz
seyle hem ofia ekwiwalent

bolan bagda berlen sistemamyz ksokdes dél bolar, tersine
yagdayda yagny

agzalan  gOrniisddki defilemd gabat gelinmese onda sistema
kokdesdir. Ol elem-entar Ozgertmeler netijesinde ya k< n-den bolan
trapesiya gomiisli diyilydn (4)

vagdaya tlicbur¢luk gorniisli diilydn (5) yagdaya getiriler. Sunlukda
eger-de ol

(4) gorniise eye bolan bolsa, berlen sistema kesgitlenmedikdir. Eger-
de (5)

gorniise eye bolan bolsa ol kesgitlenendir.
Bellikler:

1)Gauss usuly uniwersal bolup ol ¢yzykly defilemelerin islendik
sistemasyn

¢cozmige ulanylyp bilinyar.

2)Bu  usul oOrdn yonekey bolup, birmefizes hasaplamalara
esaslanandyr. (Ozgertmeler gegirenimizde her gezek defilemelerifi
birinden basga birini kébir sana kopeldilp ayrylyar) Sonufi ii¢inde
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sistemany ¢6zmekde EHM-den peyda-lanylan halatlarynda bu usul
has ofiaylydyr (+) artykmaglyk (-) kemgil.

3)Sistemany Gauss usulyndan peydalanyp ¢ozenimizde bu usul
berlen sistemai  kofisentlermii hem-de azat clenlerinii iisti bilen
onuii  kokdesdigi va-da déldig, kesgitlenendigi va-da déldigi
hakynda netjd gelmige miimkingilik

bermeyér netjd girmek iigin biz sistemany doly ¢ozmeli bolyarys.

Indi (1) ¢yzykly dedllemeler sistemasynyfi defilemelernifi dhlisinif
azat

¢lenlerinii  0-a defl bolan hususy yagdayyna yagny bircynysly
cyzykly defi-lemelerifi sistemasyna seredelifl.

X =0

1n“*n

a,, X, +a,X, +..+a
Ay, %; +ayX, +..+ 3y, X, =0
ay X, +a X, +..+a,X, =0

(6)

Bu sistema elmydama kokdesdir. Ciinki onuii (0,0,...,0) ¢Oziiwiniil

bardygy

diigniiklidir.

Eger-de seyle sistemada defilemelerin sany S, ndbellilerii n
sanyndan

az bolaysa (s<n bolsa ) onda bu sistema elementar 6zgertmelerifi {isti
bilen difie

trapesiya gorniisine getiriler. Bu diyildigi seyle sistemanyil
coziiwleriniii  sany
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tiikeniksiz kop bolup, onun 0-dél ¢oziiwe (ndbellilerinifi kabirinifi
bahalarynyfi

0-dan tapawutly bolan ¢6ziiwi) eyedigini alarys.

15.2-nji we 3-nji_tertipli kesgitleyjiler olaryii ¢cyzykly
deilemelerin
kwadiratik sistemasyny cozmiige ulanylsy (kramer diizgiini).

Goy bize 2 sany nébellileri bolan 2 sany ¢yzykly defilemelerifi
sistemasy

berlen bolsun.

(1)

a; X +a,X, = b1 }
Ay X +35,X, = bz
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Bu sistemanyfi matrisasy diylip, onufi ndbellilerinifi kofisentlerinden
diizlen

2-nji tertipli kwadratik matrisa aydylyar.

(allalZ j (2)

a21a'22

Bu matrisanynl a1 We ap; elementlerinden diiziillen deagonalyna
onuii bas

......

(1) sistema-nyfi 1-nji defilemesini az»-2, 2-nji defilemesini bolsa (-
ai2) kopeldilip alnan de-

flemeleri gosalyi.
(a11822-210821) X1=h1dz2-a10b2.  (3)
Edil sufia mefizeslikde (1) sistemanyfi 1-nji defilemesini (-az1)-€, 2
defilem-esini bolsa a;1-e kopeldip , alnan defllemeleri gosmak bilen
taparys.
(a11822-212821)X2=21102-D1871. 4)
3 we 4 defllemelerniii nébellilerinii kofisentleri mefizesdirler . Sol
kofsenti
alla12
a'21a'22

A= =a,;8,, —a;,d,

2-nji matrisa degisli bolan 2-nji tertipli kesgitleyji ya-da yone (1)-nji

sistemanyn  kesgitleyjisi (determinanty) diyip atlandyralyfn. Gorniisi

yaly 2-nji tertipli

kesgitleyji degisli matrisanyfi bas deagonalynyfl elementlernifi

kopeltmek hasy-lyndan onufi , beyleki diagonalynynn kopeltmek

hasylynyfi ayrylmagyndan aly-nan san bolyan eken. (3) we (4)
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defllemelerin sag taraplaryndaky aflatmalar hem 2-nji tertipli
kesgitleyji gorniisinde yazylyp bilerler. Hakykatdan hem ola-ryii 1-
nji siitlinini (1) sistemanyfi azat clenleriniii siitiini bilen c¢algyrylyp

alynan

b-azat ¢len.

bla12

A=
b,a,,

= b1a22 - a12b21

yoee .

IKinjisi bolsa, A -kesgitleyjinifi 2-nji siitiinini bu azat ¢lenlar siitiini
bilen cal-

syrylyp alynan

kesgitleyjilerdir.

Seylelikde (1) sistemanyfi A #0 serti kanagatlandyran halatynda
yeketik

¢Oziiwi bar bolup, ol (3) we (4) deiliklerden tapylyan defilikler bilen
kesgitle-nilyan ¢oziiwdir.

A
X, =—1; X,=—% 5
174 2 =4 ®)
Axl =A (3) AX, = Az (4)
A A
Xlz_Al X2=—A2
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(1) sistemanyfi A # 0 bolan yagdayynda bar bolan yeketik
¢Ozliwinin gorke-zilen gorniisde tapylys usulyna Kramer diizgiini

------

Indi bolsa, 3 sany nébellileri bar bolan, 3 sany ¢yzykly
defilemelerif sistemasyna seredelii.

;X +3,X, +35X; = bl'
A,y Xt 85X, +8y5X; = bZ’

a3,X, +83,X, + 89Xy =Dy
(6)
118,583
Onufi matrisasynyil a,,8,,8,5 | (7) gomiisde yazylcakdygy
831835833
duisniiklidir.

(6) sistemanyfl 1-nji defllemesini  appass-azsazp Sana 2-nji
defilemesini

dj3di3z-dizdsz Sana 3-11ji defilemesini bolsa ajrars-aizay Sana
kopeldip alynan

defilemeleri tarapma-tarap gosup, mefizes ndbellili ¢lenleri
toplanymyzdan sofira

(a11822833+a12823831 813821 A32-813822831-812821833-
a11823832) X1=b1azazz+assaxsabst+

+a13h2832-81382203-D1823832-81002833 8)

Bu deiilikde ¢ep tarapyndaky skobkanyifi i¢indéki aflatmany (7)-nji
matrisanyn kesgitleyjisi diyip atlandyryp, hem-de ony gorniisiinde
belgilép,
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13,3
a2 1a2 2a23
a3 1a3 2a33

A:

Onda A =(ai1a22833+812823831 +a13821832+813822831-812821833-811823832)
(6) sistemanyn A #0 bolan yagdayynda,

X1 ndbellisine baha tapmak {i¢in (8) defiligii onufl ki tarapyny hem
A#0

sana bolmelidigi disniklidir. Sunlukda 3-nji tertipli A - kesgitleyjinifi
kesgit-lemesinden onufil hasaplanys formulasynyi
cylsyrymlydygyna garamazdan onufi hasaplanys diizgiinifi afsatlyk
bilen yatda saklanyp bilinjekdigini belllifi

hakykatdan hem A -kesgitleyji degisli (7) matrisanyfl elementlernifi
3-3-den

alynyan kopeltmek hasyllarnyn algabrayik c¢emi bolup, bu kdpeltmek
hasyllar-nyfi alamatlary indiki asakda getiriliek iki sany diizgiine gora
kesgitlenyiandirler,

I (+) P i)

Diymek bu kesgitlemeden peydalansak (8) defiliginn sag tarapa hem
3-nji tertip-

li kesgitleyji bolup onufi A -kesgitleyjiden birinji siitiinin ornuna (6)
sistemanyfi azat cilenlerinifi siitiini yazylan
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bl a1 2 a‘l 3
A, =b,a,,a,,| kesgitleyji bolyandygyny
b3 a3 2 a3 3
gormek kyndildir.

Edil sufia menzeslikde X, we X3 nédbelliler iigin hem adalatly
bolan

A-X,=A, we A-X,=A, } 9)

Bu verde deiiliklere eye bolarys.

a11b1a13 allalzbl
Az = a21b2a23 A3 = azlazzbz
a23b3a33 a3la32b3

Seylelikde (6) sistemanyn A -Kesgitleyjisiniii 0-dan tapawutly
bolan yagdayynda (A * 0)
veketdk ¢oziiwi bar bolup, ol ¢oziiw (8) we (9) delikler

den olaryii 2 taraplaryny hem bu A -sana bolmek bilen
tapylyandyrlar. Yagny

g
B>
i

X, ==L, = X,=-2, X,==2 (10)

(6) sistemanyfi A # 0 bolanda bar bolan yeketdk ¢oziiwniil
tapylmagynyni (10)

formulalaryna Kramer formulalary bu diizgiinifi 6ziine bolsa Kramer
diizgiini di-
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ylip aydylyar. Yokarda aydylanlardan Kramer diizgiininiii 2 sany we
3 sany na-

bellileri bolan ¢yzykly defilemelerini kwadyratik sistemalaryny
¢cozmige dine ol-

ryn degisli kesgitleyjileri 0-dan tapawutly bolan halatlarynda
ulanylyp bilinyan-

diginden goryaris. Yone mysal isleneninde ¢ozilmegi talap edilyin
seyle sistem-anyfi kesgitleyjisinifi 0-a defi bolup ¢ykmagy bu
sistemanyfi kokdesdéldigini an-

ladyan daldir. Ol dife bu sistemanyfi kesgitlenen daldigini (bu
diyildigi sistema

ya kokdes dildir ya-da kokdes halatynda kesgitlenmedikdir)
afiladyandyr.
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16.Calsyrmalar we ornuna goymalar.

Geljekgi temalar owrenilende tiikkenikli sandaky elementleri bolan
koplikk-lerin hésyetlerine degisli kabir distinjeleri hem-de
tassyklamalary Owrenelifi.

Goy bize erkin n sany elementlerii M = {al, a,,..., an} kopliigi

berlen bolsun.biz-ii meselelermizde bu kopliigiin elementlerinin
tebigatynyfi hi¢ kimi rol oynama-yandygy ti¢in biz seredilyin M
koplik 1-nji n sany natural sanlaryin kopliigi

diyip kabul etjekdiris: Yagny
M ={1,2,..,n} bolsun. Bu kopliigifi elementlerni diirli usullar bilen
verlesdirip yazmak miifikindir. Mysal ii¢in :
n=3 bolanda M ={1,2,3} bolup , onui elementlerni
1,2,3; 1,3,2; 2,1,3;
2,3,1; 3,1,2; 3,2,1;
Yaly diirli usullar bilen Verlesdirip yazmak miiiikindir:

Kesgitleme: Berlen 1,2,....n sanlaryfi islendik tertipde
verlesdirip, yazylmagyna  bu sanlardan ¢alsyrma diylp aydylyar,
yokarda getirlen mysaldaky 1,2,3 sanlaryin 6 sany diirli
gornlisddki yazgylarnyfl her biri bu sanlardan calsyrmadyr. Indiki
tasyklama birinji n sany natural sanlardan diirli calsyrmalaryi
miimkin bolanlarynyfi sanyny bilmdge miimkingilik beryindir:

Teorema: Birmji n sany 1,2,...,n natural sanlardan miimkin
bolan dirli galsyrmalaryii sany n! (n-faktarial) n!=123 ...n
kopoltmek hasyltyna

defidir. Subudy:
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1-nji n sany natural sanlardan ¢asyrmany umumy yagdayda
h,b,.....n (1) Buyerde is-lerin her biri 1,2,...,n sanlaryii haysy
hem bolsa birni kabul edip olaryi iki sany diirlisi birmefizes baha
kabul edip bilyéanddldir. Yagny

k=1 bolanda i, #i, (lel) gornisde yazylyandyr. Bu
yazgydaky i —ele-

ment n sany diirlh usullar bilen saylanyp biliner ¢iinki ol 1,2,...,n
sanlaryfl is-

lendik birini kabul edip bilyandir. Eger-de 1 - elementifi bahasy
belli bolsa,

Onda b elemente derek 1,2,...,n sanlaryil arasynda 1i; tarapyndan
baha der-egne kabul edimediklerininn (olaryii sany n-1) islendik
biri alnyp biliner .

Bu diydigi I elementin (n-1) sany diirli usullar bilen
saylanylmak miifikin-¢iliginifi bardygyny afiladyar:

Seylelikde i we i elementler bilelikde n(n-1) sany diirli usulda
saylan-mak miinkingiligine eyedirler.

3.2 Su prossesi dowam etdirmek {icin ahyr sofiunda (1)
yazgydaky sofiky

I elementin difie yeketik usul bilen saylanylyp bilinyandigine
eye bolarys.

Bu dwildigi (1) yazgynyfi n(n-1)...2'1=n! sany dirli gériise eye
boljakdy-gyna alarys: Teorema subut edildi.

Kesgitleme: Calgyrmada i wej elementler, i©>j kanagatlandyryp,
ielement j—den oniirti gelse olar inwerssiya (tertipsizlik) emele
getiryérler
diyilip aydylyar.
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Eger-de calsyrmadaky inwersiyalaryii sany (ol i-harpy bilen
belgilenyér)

jubiit bolsa, calsyrmanyfi Oziine hem jiibiit tersne yagdayda tik
calsyrma diy-

ilyar. Mysaliicin:  4,1,2,3,5 calsyrmadaky mnwerssiyalaryfi
sanyny:

=3+1+0+0=4 jiibiit bolanlygyna gord, bu calsyrma hem jiibiitdir.
Eger-de

berlen calsyrmada kébir iki sany elementlerinden galanlarny 6fiki
orunlarynda

saklap bu 2 elemenleriii bolsa 6zara orunlarynlaryny calsyrsak tize

bir calsyrm-ny alarys. Sofky cagyrma basdaky calsyrmadan sol ki
sany elementlerifi trans-

pozissiyalary (sy) netijesinde alnypdyr diylip aydylyar. Sol 2
elementlere bol-

......

calsyrmadan

2 we 3 elementlerifi transpozissiyasy netijesinde alynandyr. Indiki
hasyetleri

belldp gecelin.

Teorema: Nn<2_bolanda n elementden dizmek miimkin bolan
ahli jibiit calsyrmalaryfi sany tik calsyrmalaryfi sanyna yagny n!/2
defdir.

Teorema: Calsyrmadaky gecirilydn islendik iki sany
elementlerifi
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transpozissiyasy onufl jiiblitligini tiytgedyandir. Indi 1-nji 4 sany
natural sanlardan iki sany calsyrmanyn birini beylekisinifi asagynda
yazyp, olary yay

skobkalar bilen gursalyfi:

(4123

2134
2 2 -gegc-

J bu 4-nji derejeli ornuna goymanyii belgisi bolup, ol 4

yar 1 1 gecyir. Ya-da 1 6z omunda saklanyar. 2 3 —e gegyir, 3
4 gegyar

diylip okalyar. Kesgitlemeden gorniisi yaly 4-nji derejeli ornuna
goyma 1-nji

4 sany natural sandan calsyrmadan edil sol sanlardan basga bir
calsyrma gec-mekligi afiladyandyr. Basgaca aydanynda ol {1,2,3,4}
sanlaryfi kopligininn  6z-6ziine 6zara bu belgili sekillendirmesidir.
Edil sufia mefizeslikde n-nji

derejeli ornuna goymada kesgitlenydndir. Kesgitlemeden gorniisi
yaly yok-

arda berlen 4-nji derejeli ornuna goyma birndge usullar bilen yazylyp
berilm-

ekleri miimkindir. Olaryfl biri beylekisinden siitiinlerinifi
transpozissiyalary

arkaly alnyp bilinydrler. _Mysaliicin: Yokarda getirlen 4-nji
derejeli ornuna

goymany indiki gorniisde yazmak miimkindir.
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(3124

4132
transpozissiya-

J bu yazgy yokorda berileninden 1-nji we 4-nji siitiinlerifi

12... -
lary arkaly alynyandyr. E =(12 77] Berlen n derejeli ornuna
.n

goyma n-nji

derejeli tozedestwen ornuna goyma diilip aydylyar. Eger-de  iki
sany birmefi-zes derejei A we B ornuna goymalaryin A B
kopeltmek hasylyni olaryii yz-

ygiderli yerne yetirmeklerinden hasyl bolyan sol derejediki ornuna
goyma bol-

yandygyny. Mysaliicin:
4132 1243
A= we B=
2143 2134
bolanlarynda netije:

4132
- 1234 bolyandygyny hasaba alsak bu E-tozdestwen

ornuna goym-anyfi islendik A sonuii derejesi iigin defi derejeli
ornuna goyma bilen,

E A=A E=A  deiilkleri kanagatlandyryandygyny afisatlyk
bilen goreris.

Bu deiliklerifi adalatlydyklaryny ornuna goymanyfi kesgitlemesinden
almak

miimkindir. Sebdbi kesgitlemd gord, tozdestwen ornuna goymada
dhli eleme-ntler 6z orunlarynda iitgeméin galyandyrlar. Sonufi iiginde
A we E ornuna goy-
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malar yzygiderli yerne yetirlenlerinde olaryfi tertibi hi¢ hili rol
oynamazdan

neticede alynyan sekillendirme A ornuna goymanyii afiladyan
sekilendirmesi

bilen gabat gelyindir.

Kesgitleme: A ornuna goymanyii ters ornuna goymasy Al
diyilip
A. A=Al A=E deifilikleri kanagatlandyryan ornuna goyma
aydylyar. Onda
ornuna goymalaryfi kopeltmesiniii birmefizes derejeddki ornuna
goymalary @icin kesgitlenyindigini nazara alsak A derejediki
ornuna goymanyi dereje-

sinii  A-nyfi derejesi bilen gabat gelmelidigini alarys:

4132 L, (2143 , - .-
Mysal: A= 2143 A- = ornuna goymanyi tersi A
' ornuna

goymadyr. Hakykatdan hem muny subut etmek ii¢in bize: AA=A"
A=E

defiliklerii yerne yetyindiklerini gorkezmek yeterlikdir.

Diymek islendik ornuna goymanyf asaky hem-de yokarky
setirlerniii 6zara

orunlaryny ¢alsyrmak {icin ofia ters ornuna goymany almak miimkin
eken

L (2143
AAL= =
2143
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Kesgitleme: Eger-de ornuna goymanyn asaky hem-de yokarky
setirlerinde_bar bolan inwersiyalaryfi umumy sany jiibiit bolsa, ofa
jubiit tdk bolaysa onufl

rrrrrr

mwersiyalaryfi umu-my sanyny [ harpy bilen belgilip, ony
kesgitlemi goad yokarky setirinddki

mwerisiyalaryfl i we asaky setirindéki inwerisiyalaryii i
sanlarynyil jemi

gomiisiinde: Yagny =i+ yaly kesgitleyirler. Mysaliicin:

4132

| = K+ib=(3+1)+(1+0+1)=6
2143]_ 1+b=(3+1)+( )

A ornuna goyma A:(
bolanlygy ticin
jubiit ornuna goymadyr.

Ornuna goymanyfi n derejesinin  2-den kici bolmadyk
halatynda

AB=BA deifiligifi yerne yetmezligi miimkindir.

17.Islendik tertipli kesgitleyijiler olaryii yonekey hisyetleri.

Islendik n-natural san tigin n-nji tertipli kesgitlenjini kesgitle mek
ticin 2-nji

we 3-nji tertipli kesgitleyjilerifi afllatmalaryny jemi alamatynyfi isti
bilen yaz-

alyn.
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a8, s
=3a18y, —Q;,8,; = Z(_ 1) A, 8,0,
ay;85,

Bu yerde o, 1,2 sanlardan kébir calsyrma, S_(l,Z ]

aa,
ornuna goy- madaky inwersiyalaryfi umumy sany bolup, jem
alamaty &hli miimkin bolan, «,,a, calsyrmalar boyunca
alynyandyr.

Edil sufia mefizeslikde

a,,8,,a,5

S
Q5185783 = 81855853 + 81585383 + 8138183, — 1185383, — 815851833 = Z(_ 1) a,c
A3,83,853

Bu yerde o o,0;—1,2,3 sanlardan ¢alsyrmadyr;

(1,2,3 J
S-— ornuna

a, 0,0,

goymadaky iwersiyalarynn sany bolup, hem #hli miimkin bolan
o,

calsyrmalar boyunca alynyandyr. (2) we (3)-nji tertipli
kesgitleyjilerifi afilat-

malarynynl yokarda berlen jem alamatynyfi {isti bilen
yazgylaryndan alynyan

umumy kanuna layyklary n-nji tertipli kesgitleyjilerini kesgitlemesi
ticin ulana-
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lyfi sol yazgylara gord, (2) we (3)-nji tertipli kesgitleyjiler olaryfi
degisli mat-

risalarynyn diirli setirlerinden hem-de diirli siitinlerinden bir-birden
element

alynyp, diizilen iki sany ya-da {i¢ sany (degislilikde) elementlerifi
kopeltmek

hasyllarynyfi &hli miimkin bolanlarynyfi algabraik jemidir. Bu jemifi
gosulysy-

nyfi alamaty bolsa, onufi indekslerinden diizilen ornuna goymanyf
Jubiitdigine

ya-da tikdigine baglylykda (+) ya-da (-) bolyandyr.

Goy bize n-nji tertipli kwadrat matrisa berlen bolsun.

a21a22"'a'2n (1)
anlanz ' 'ann

Kesgitleme: (1) matrisa degisli bolan . (yada 1-nji matrisanyii
kesgitleylisi

diyilip) n-nji tertipli kesgitleyji diyilip, her bir gosulyjysy bu
matrisanyn diirh setirlerinden hem-de diirk
stitinlerinden bir-birden element alynyp diizilen n-sany elementlerifi
kopeltmek hasyly bolan algabraik jeme aydylyar.

Bu jemifi gosulyjylarynyfi sany n! bolup, onufi her bir c¢leninii
alamaty kooeltmek hasylyny diizgdn elementlerin  indekslerinden
diizilen ornuna goymanyfni jiibiitdigine va-da tikdigine baglylykda
(+) ya-da (-) bolyandyr.
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Seyle hem yokarda aydylan gorniisdidki kopeltmek hasyllarnyf &hli
miimkin bolanlaryny bu jemde gosulyjy bolup, hyzmat edyindirler.
Seylelikde (1) matrisa degisli kesgitleyjini hem (2)-nji we (3)-nji
tertipli kesgitleyjilere mefizeslikde.

A=la,a,,..a,,| gomisinde belgilesek, ol yokarda berlen
aa,,...a,,
kesgitlemeden indiki gorniisde matematiki afladylyp biliner.

A=Y (-1 ama,aza,a

n~n?

Buyerde «,,a,,...,, 1,2,...,n sanlardan calsyrma.

12,...n _ _

S —( j ornuna goymadaky inwersiyalaryfn sany.
a0, A,

Z - dhli mimkin bolan «y,a,,...,«, calsyrmalary boyunca

alynyandyr.

Indi n-nji tertipli kesgitleyjilere degisli yonekey hésyetleri
Oowrenelifl.

a'1la21a'n1
Kesgitleme: | a;,a,,a,, (1) matrisanyfi setirlerini degisli
a1na2nann

stitlinler edilip alhan matrisa (1) marisadan transponirlenip alhandyr

rrrrr
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diyilydr). Edil sufa mefizeslikde degisli diisiinje kesgitleyji ticin hem
berilyandir.

Hisivet:1
Trasnsponirleme kesgitleyjini tiytgetmeyir bu diyildigi.

a,,8,,ay, a,,8,,a,
A= a,,8,,8,, A= a,,8,,a,,
a‘nla'nza'nn a'lna‘Zna‘nn

Hakykatdan hem n-nji tertipli kesgitleyjiniii kesgitlemesine gord, A -
nyn her bir

o a,a,..a,a, (2) (gormisdiki her ) ¢leni A -kesgitleyjide hem
¢len bolup hyzmat edyandir. Stinki onuii her bir kdpeljisi bu
kesgitleyjide hem diirli setirlerde hem-de diirli siitiinlerde
yerlesendirler. Bu diyildigi A -nyfi her bir ¢ileniniii A -da hem, hem-
de tersine ¢ilen bolyandygny afiladyar.Onda bu ¢ilenifi

A we A kesgitleyjilerdéki alamatlarnyfi hem gabat
gelyandiklerini gorkezmek galyar 2-nji ¢ilenifi A -daky alamaty
ornuna goymadaky A -ky alamaty bolsa,
12..n o,a,.Q,
( ] (3) ( L ] (4) ornuna goymadaky
aa,.a, 12..n
inwersiyalaryfi sanlary bilen kesgitlenyindirler. Yone (3) we (4)
ornuna goymadaky mwersiyalaryfi sanlary birmefizesdirler. Siinki
olar biri-birinden

setirlernifi yerlesis tertipli bilen tapawutlanyarlar.

Bu diyildigi A we A kesgitleyjilerii birmefizes gosulgulara
eye bolan algabraik jemleridiginden basgada olaryn bir mefizes
gosulyjylarynyfi alamatlarnyfl hem gabat gelydndiklerini
afladyandyr. Diymek A we A
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kesgitleyjiler biri-birine dendirler.

Bellik: Bu subut edilen hidsyetden kesgitleyjinifi setirlerniii hem-de
stitlinlernin

defigiisldikleri (defi hukuklydyklary ) gelip c¢ykyandyr. Sofia géde,
kesgitleyjinin ~ setirlerne mahsus bolan hésyetlerin  dhlisi  onufi
sitiinleri ¢cin  hem-de dogrydyr. Seylelkde glejekde Owreniljek
kesgitleyjinin  yonekey hésyetleri onuii setirleri iigcin  aydylsada sol
hisyetlerini  siitiinler tigin hem adalatlydyklarny hasaba almalydyrys.

Hasiyet:2
difie nul elementlerden duryan (&hli elementleri o-la defi ) setiri
0ziinde saklayan

kesgitleyji o-la defidir. Hakykatdan hem A-nyfi her bir (2) cleniniii
diirli setirlerden hem-de diirli siitiinlerden bir-birden element alnyp
diizilen kopeltmek hasylydygna gord, ol difie 0-1 elementleri 6ziinde
saklayan setirden hem bir elementi kopeliji gorniisiinde saklayandyr.
Bu diyildigi (2)-nmji kopeltmek hasylynyfi 0-la defi boljakdygyny
afiladyar. Onda  seredilydn yagdayda A-ta kesgitleyji dine 0-dan
duryan gosuljylaryfi. Bu bolsa onuii 0-la defidigini afiladyar. Eger-de
I-setirin dhli elementleri 0-la def bolsalar yagny:

a, =8, =...= &, =0 bolsa onda kesgitleyjd gora,

A= Z(— 1) aaamaa, = Z(— 1)°0=0. hiyetiii subuduny
afiladar.

Hisivet:3  Kesgitleyjini islendik iki setirnii transpozisiyasy onuil
dine alamatyny iitgetydr. Hakykatdanda hem A-ta kesgitleyjinin i

we j setirlernin Ozara orunlarny calsyryp galan setirlerini bolsa 6nki
orunlarynda goyyp, alnan

kesgitleyji A, - gérniisinde belgilenen bolsun . (hakykatdan hem)
kesgitleyjinifi
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kesgitlemesinden A-nyii her bir a,¢;,a,2,,a,, (2)¢leni A, -da-
da ¢len bolup

hyzmat edyandir. (¢linki onufil kopelijileri A -da-da diirli setirlerde
hem-de diirli

stitinlerde ~ yerlesendirler). Diymek A we A, kesgitleyjiler
mefizes gosulyjylaryfi algabraik jemleridir. Yone sol bir (2)-nji ¢leniii
alamaty bu kesgitleyjilerde diirlidir . Sebébi ©>j bolan halatynda (2)-
nji A-da

12...j......n
(ala;..aj...ai...an} (3) ornuna goymanyf jiibiitligi bilen

kesgitlenilyan

alamata A, -dabolsa,

12,..1...}..n
4 4 ~ -ﬁbntli .
(0!1,052,051-,%---0!”] (4) ornuna  goymanyn jiibiitligi
bilenkesgitlenilyin alamata eyedir. Yoéne (3) we (4) ornuna goymalar
garsylykly jiibiitlklere eyedirler. ( (3) we (4) ornuna goymalarda
asaky  setirlermi = bimefizesdikleri 1 we ] elementleriii
transpozisiyalarynyfi elementlerin yerlesydn siitlinlerine tésir

etmeyédnligindendir.) Diymek A we A, birmefzes

gosuljylaryn algabrayik jemleri bolup, mefizes gosuljylar bu jemlerde
garsylykly alamatlara eyedirler.

Hisivet: 2 sany mefizes setirleri bolan kesgitleyji 0-a defidir.
Hakykatdan hem

goy A-daiwe j-nji setirler birmefizes bolsunlar yagny islendik
k=1,2,....n
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aik=ajk  bolsun. Eger-de bu kesgitleyjide i-nji we j-nji setirleriii
transpozisiyalaryny gejirsek onda (3) —hisiete gord, tize alnan A, -
berlen A-a

garsylykly alamat bilen defidir. Yagny A, =—A 2-nji bir tarapdan
mefizes setirlerin  transpozisiyalary netijesinde alhan tize kesgitleyji
berlen A -kesgitleyjinifi 6ziine defi bolar. Yagny A, =A onda sofiky
2 deifilikleri defesdirmek bilen A =-A bolmalydygyny taparys. Bu
verden 2A=0 A =0 deiilige eye bolar.

oo e

bir k

hemiselik sana kopeltsek, onda A -kesgitleyjinifi 6zi hem bu k sana
kopeldiler.

ay..ay, ey,
Yagny A=|a,..a, | bolanda A=lka,..ka, |=
- WO W Ay,
hakykatdan hem kesgitleyj inifi kesgitlemesine goré.
A= Z aiot1 ka1a a,=k- Z alal...aiai...ananzk-A

Bellik: Subut edilen hésyetden kesgitleyjinifi setirinii ya-da
stittininifi (dhli elementlerinii umumy kopeljisi kesgitleménifi
alamatynyfi Oniime ¢ykarylyp alynyandygy gelip ¢ykyandyr.)

yoee e

elementleri onufi basga bir setirlerninn degisli elementlerinden sol bir
hemiselik sana képeldilip alynyan bolsalar onda bu setirlere

......

2 3 1 4
1 4 3 5 | kesgitleyjide 1-nji we 3 setirler
6 5 3 12
1 0 3 1

proporsiyonaldyrlar. Ciinki
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3 setiriii elementlerini 1-nji setiriii degisli elementlerinden 3 —e
kopeldip, alyp bolyar.

Hisivet:6 Proporsional setirleri bolan kesgitleyji 0-la  defidir.
Hakykatdan hem eger-de A-nyn (her bir elementi) j-nji setrleriii her
bir elementini onui i-nji setirinii degisli elementinden k  sana
kopeldip alynyan bolsa, yagny ajm=Kaim

defllik her bir m nomer licin dogry bolsa, onda yokarda edilen
bellige goréd j setirii dhli elementlerinini k hemiselik kdpeljisini
kesgitleyjiniii alamatlarynyfn 6iiine ¢ykarsak, onda bu kesgitleyjinifi
Oziinde +nji we j-nji setirler mefizes bolarlar. Sofia gordde bu
kesgitleyji 0-la defidir.

Hisivet:7 Eger-de n-ji tertipli A -kesgitleyjiniii kabir mysal ti¢in i-
nji setirnii dhli elementleri iki sany gosulyjylaryfi jemleri yagny
aij=bj+cj, j=1,2,....n (5)

gorniisde  afladylyp, bilinydn bolsalar, onda A-nyfi 6z hem iki
sany A we A n-nji  tertipl kesgitleyjileriii jemi
gorniisinde afiladylyp alynyandyr. Bu  kesgitleyjilerin  sol i-nji
setirlerinden galanlary ~ A-nyfi degisli  setirleri  bilen  gabat
gelydndirler.  Olaryi  i-nji setirleri bolsa, birinde dife b; 1-nji
gosulyjylardan beylekisinde bolsa,  2-nji gosylyjylaryndan
duryandyr.

a,... a, Qe A,| |ag.e  a,
A=, +¢c,..b, +c,|=|b,... b, |+|c,... ¢, |[=A+A"
Ay A, Qe Ann| Qe Ap

hakykatdan hem n-nji tertipli kesgitleyjiniii kesgitlemesine goré ,
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A=Y (-1 aw.a,.a0 +aa, =Y (-1faa. a0, +¢; a0, =Y (-an.a0.b, .24

a, =N +A

n n

@,0,..C ;...

Bellik: Bu hésiyet 2 sany gosuljylar {igin subut edilen hem bolsa, ol
islendik tiikenikli sandaky gosuljylar {icin hem orunlydyr.

Kesgitleme: Eger-de kesgitleyjinii kébir setirnii Mysal Gicin  i-nji
setirnin  her bir ajm elementini galan setrin degish elementlernii
sol bir hemigelk sanlara  kopeltmek hasyllarynyi jemi giisiinde
afilatmak miimkin bolsa, yagny seyle bir

Ki,Ko,....Ki.1,Ki+1,....kn hemiselik sanlar bor bolup,
aim=Kiaim+koaom+Ki1ai.im+ +Ki+1@i+1m=. .. Tknanm defilik her bir m
nomer igin yerine yetydn bolsa, kesgitleyjinii i-nji setiri onufi galan
setirlerinin ¢yzykly kombinasiyasyndan duryar diyilip aydylyar.
Yokardaky afilatmamyzda kibir k sanlaryfi 0-la defi bolmaklary
hem miimkindir. (Hususan &hlisinifi hem ).

Hisivet:8 kesgitleyjiniii kébir setiri onufi galan setirlerinifi ¢yzykly
kombinasiyasy bolsa, seyle kesgitleyji 0-la defidir. Bu hisiyetifi
subudy (7) (6) (4) hasiyetlerden gelip c¢ykyandyr.

Foeo e

bagga bir setirnifi degisli elementlerini sol bir hemiselk k sana
kopeldilip , gosulsa kesgitleyji tliytgemeydr. Yagny

a,.. a,| l|a.. a,,
defiik dogrydyr.

Qe | A0 Tkay.a, +kay, gryayr

aj.. apl |aj.. a,,

anl"' ann anl"' a'nn

Bu hisiyeti subut etmek {icin yazylan defligini sag tarapyndaky
kesgitleyjinii 2 sany onuil O0ziinin tertbnddki kesgitleyjilerii
jemine dendiginden olaryii i-nji
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yoo e

gabat gelyandiklerinden hem-de bu gosuljylaryfi birinifi i-nji we j-nji
setirlerinifi proporsionaldyklaryna gord , onuii 0-la defidiginden
peydalanmak veterlikdir.

Yagny :

a;... a,| lag.ay,| |an-an, a,..a,
a;ka;;...a;k in| _ [Biae-@in kay,...kay, |1 Bin
a... a,| [ap-an [a,.-a a,..a;,
a,.. b A |ay..a,, Y-

Bellik: Bu hdsyetde aydylan k sanyfi otrisatel bolmagynyfi hem
miimkindigine

gord, bu hisiyeti kesgitlenyjinifi kébir setiriniii ya-da siitninifi bir
elementinden

galanlarynyf, dhlisinii o-la dwriilmekleri Uicin gecirlyin dzgertméni
yverine yetrmige ulanylmakda amatlydyr. Mysal licin:

2 1 34 P2 -1 5
0 25 0 1 o0

6 14| |6 13
7 10 3 3
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18.Diirli tertipdiki minorlar. Algebrayik doldurgyclar.

Goy bize n-nji tertipli A -kesgitleyji we k 1<k <n-1 san
berlen bolsun.

8;18,,8 3-8y,
_ 82187803485y

83183585383,

a,a,,8,3---a,

Bu kesgitleyjide erkin k sany setirleri hemde k sany sunleri saylap
alyp olaryn kesismesinde duran elementlerden matrissa diizsek onufi
K-njy tertipi kwadrat matrissa boljakdygy diisniiklidir. Seyle usul
bilen  alynan islendik K-njy tertipi kwadrat matrissanyi
kesgitleyjisine  berilen A-kesgitleyjinii ~ k-njy  tertipli minory
diyilydr. Mysal tigin:  A-da ikinji 2 sany setiri hem-de ilkinji 2
sany  siitiini saylap alsak , onda olaryii kesismelerinde  duran
elementlerden.

a, .a

2-nji tertipli kwadrat matrissany diizeris. ( H “j Onufi
aZla'22

a'11‘15112

=8y,8,, — 1,8y
a,;a,,

kesgitleyjisi A-nyfi 2-nji tertipli mnorlarynyf biridir
kesgitltmeden gorniisi yaly A-nyd islendik ajj elementi onufi birinji
tertipli minory hasap edilip alynyar. (Bu kesgitleyjide 1 setir hem 1
stitlin saylanylyp alynandygyny afiladyar.
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Berlen  k-njy  tertipli minoryfi  elementlerinii duran (yerlesen
)setirlerini  hem-de siitiinlerini ¢yzanymyzdan sofi A -nyii bir gezek
hem  ¢yzylmadyk elementlerinden (n-k)-njy  tertipli kwadrat
matrissany diizmek miimkindir onuii kesgitleyjisine bu k-njy tertipli
M minoryii gosmaca (ya-da dolduryjy ) minory diyilyir we ol M/(n-
k) gorniisinde  belgilenydr. Aslynda k-njy  tertipi minoryn
belgilemesi iigin My  bilen belgilip ulanylyandyr. Yokarda mysal
gornlisinde getirlen,

M, — a5,8;, | 2-nji tertipli minorynl gosmaga minory,
a21a22
/ Ayzas, .. .. Cr e
M@, = —(n—2)-nji tertipli kesgitleyjidir.
an3ann

Hususan birinji tertipli Mjj=a;; minoryi (A-nyi ajj elementinifi )
gosmaca minory M';j A-da i-nji setir hem-de j-nji siitiin
¢yzanymyzdan sofigyzylman galan elementlerden diizilen (n-1) -nji
tertipli kesgitleyjidir. Mysal ti¢in:

i ZZ kesgitleyjidir kesgitleyjinifi elementlerinifi algebraik
anzann
doldurgyjy

diyilip (Ajj ) onuil (-1)i+j alamat bilen alynan gosmaca M’ j
minoryna aydylyar. Yagny ~Aj=(-1)TM’;j .

Eger-de A-nyii k-njy tertipli minory onufl iy,b,...,ik nomerli
setirlerinde hem-de ji,j2,...,jkx nomeri siitiinlerinde verlesen bolsa,
onda onufi algebraik doldurgyjy diylip onufi (-1)°" (bu yerde
Sn=(ip+ip+...+i)+(jitj2 ... k) ), Sol

alamat bilen alynan gosmaca minoryna aydylyar.
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Teorema: A-kesgitleyjinii islendik  k-njy tertipli minorynyii onuil
algebrayik doldurgyjyna kopeltmek hasyly bu kesgitleyjmifi  kabir
cilenlerinde duryan algebrayik c¢emdir. Bu c¢emii gosuljylarynyii

alamatlary hem olaryi  kesgitleyjiddki alamatlary  bilen
gelyandirler.

Subudy: 1ki bilen teoremany k-njy tertipli M —minoryil A -nyii ¢ep
yokarky bur¢unda yagny onufl birinji k setirlerinde hem-de birinji

k siitiinlerinden yerlesen yagdayy ticin subut edelii:
Agqn8yy 8y g Qg
Ay -+ By -8y i1+ Ay

ak+1,1a‘k+l,k a‘k+1,k+la'k+1,n

anl"'ank“'a‘n,k+1"'ann

M K-njy tertipli minoryfi islendik cilenini yazsak, ol:
I P - €

al

gomiisde yazylyar. Buyerde «,,a,..c, —12..k sanlardan
calsyrmadyr. Bu
k

a,,a,..0,

cllenifi alamaty (-1)', L—( j ornuna goymadaky

nwersiyalaryfi umumy sany, bolar.Edil sufia mefizeslikde VE
gosmaga minoryn erkin ag+1,0k+1’

bk+1'bk+2"'bn
k+1Lk+2,n

“ak+2,bk+2:@8nbn  (2) ¢lenina alsak, (bu yerde (

sanlardan calsyrmadyr. Onuii alamaty (-1)'/, bu yerde
Y (k+1k+2mn

J ornuna goymadaky inwersiyalaryfi sany, bolar.
bk+lbk+2 " 'bn
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Bizin bu seredyin yagdaymyzda Sy :
Sv=(1+2+.. . k)+(1+2.. . k)=2(1+2.. . k)=k(k+1)
Islendik biri jiibiit bolsa, sol kdpeltmek hasyl hem jiibiit bolyar.

Swm jiibiit bolanlygyna gord , M minoryn algebrayik doldurgyjy .
Omuii M/ gosmaca bolen gabat geler . Seylelkde bizi MM
kopeltmek hasyly we bu algebrayik gosuljylarynyfi alamatlary
gyzyklandyryar. M - M/ kopeltmek hasylynyfi

ao o a,,B., a, B, (3) erkin cilenini

alsak, onufl alamaty ~ (-1)' ~(—1)'/ = (—l)'*'/ bolar. Ciinki
12..k..k+1..n
oa,..0..B,,..B,
ornuna goymadaky mwersiyalaryfi umumy sany hem ¢, -laryfi S, -
lar bilen hichii mwersiya emele getirmeyindiklerine gord , (o -laryi
hig biri, A-laryil hi¢ birnden uly dédldir ) ¢; <k S 2k+1
ikinji bir tarapdan (3) kopeltmek hasylynyn kopeljileri A-ta
kesgitleyjide diirli setirlerde hem-de diirli siitiinlerde verlesendirler.
Onda bu kopeltmek hasyly A-ta kesgitleyjinii kibir ¢ilenidir. Bu
dijidigi M M’ képeltmek hasyly kébir algebrayik jem bolup , onuii
her bir gosuliysy ~A-nyii hem gosuljysydyr. Yone yokarda edilen
bellige gord, bu gosuljynyi ~ A-ky alamatynyn hem (—1)'*'/ -e,
defidigi gelip ¢ykyar.
Seylekikde M'M kopeltmek hasyly A -ta kesgitleyjinii kébir
cilenlerinden duryan algebrayik jem bolup bu gosuljylaryi

alamatlary olaryin A-ky alamatlary bilen gabat gelydndirler . Bu
bolsa, teoremanyfi tasyklamasynyfi Ozdir.

Indi A-nyfi M minory onuil islendik i, <i, <...<i, nomerli
setirlerinde hem-de

89



Ji <], <..<], nomerli siitiinlerinde yerlesen bolsun . Setirlerinifi
hem-de siitiinleri  transpozissiyalarynyfi  yardamynda bu minory
kesgitleyjinin  ¢cep yokarky burguna siigiireli. Munufi tigin iki bilen
h setirin  (i=1) —mji setir bilen transpozssiyasyny sofira (i;-1-nji
setirii ornundaky ) i1-2-nji setir bilen we sufia mefizeslikde ol tA A-
nyn 1-mji setrnii ornuny eyeleydngd Oziinden yokardaky &hli gonsy
setirler bilen transpozssiyalaryny gecirelii. Munuii iigin umumy ( ii-
1) sany gofisy setirlerii transpozissiyalarny gecirmek bolar . Sofira
berlen kesgitleyjinii i  setirnifi Ozinden yokardaky gofigy setirler
bilen yzly yzyna (i;-2) sany transpozssiyalaryny gecirip, onufi
kesgitleyjinin = 2-nji  setirnin ornuny eyelemegini  gazanarys . Su
prosessi dowam etdirmek bilen ahyr sofiunda (i-k) sany gofisy
setirlerifi transpozissiyalarynyfi yardamynda k-njy setirin
kesgitleyjnin =~ k-njy setirnifi ornuny eyelemegini gazanarys. Su
gejirlen

-+, -2)+..+@(, —k)=i, +i, +...+i, —(1+2+...+k) sany
gongy setirlerifi transpozissiyalary M minory 1-nji k sany setirlere
stigirer edil sufia mefizeslikde ji+jo+...Hjk-(1+ 2+...+K) sany gofisy
stiniinlerii geciren transpozissiyalary M minory kesgitleyjinii 1-nji k
sany siitiinlerne stistirer seylelikde A kesgitleyjide  gejirlen
L+ i+ i+ )+t ) -2+ 2+ +K) gofisy setirleriii

hem-de gofisy siitiinlerii transpozssiyalary tize alnan A-
kesgitleyjide M-k-njy tertipi minoryfl ikinji k setirlerde hem-de
ilkiji k siitlinlerde yerlesmegni iipjiin eder . Su Ozgertmeler
netijesinde M minoryii gosmaca M’ minorynyi iitgemeyindigi
disniklidir.  Ciinki onufi  onufi  eclementleri  transpozisiyalarda
goltagmayarlar , hem-de gofigy siitlinlerinii transpozissiyalarynyfi
yverne vetiryiandiklerine gO0rd onufi setrlerinii  hem-de siitlinleriniii
basdaky tertipleri hem saklayandyr , teoremanyfi subut edilen
bolegne gorda , M M’ kopeltmek hasyly A’ -kesgitleyjinifi kébir
cilenlermin algebrayik jemi bolup , bu jemifi her bir gosuljysynyii
alamaty onufl A -diki alamaty bilen gabat gelyindir Yone
kesgitleyjinin  yonekey hisyetlermden  onuii islendik iki setirniil
transpozissiyasy difie kesgitleyjinii  alamatyny iitgedyandigine gori,
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tize alnan A’ -kesgitleyjinifi ofki A -dan
S S

(_]-) " _2(1+2+---‘|'k) = (_]-) " sana kopeltmek bilen alnyp

bilinjekdigi bellidir.

Seylelkde (~1)® -M -M’ kopeltmek hasyly (bubolsa, A-nyi M

mimnorynyii

Oziinin algabrayik doldurgyjyna kopeltmek hasylydyr) A-ta
kesgitleyjinin kébir

cilenlerinifi algabrayik jemidir. onuf her bir gosuljysynyfi alamaty

bu gosuljynynl A -ta kesgitleyjiniii diiziimiddki alamaty bilen gabat
gelyandir.

A =(-1)* A

19.Kesgitlevijileri hasaplamak (kesgitleyjini setiri boyunca
dagytmak; Laplas teoremasy)

Islendik n natural san tigin n-nji tertipli A -ta kesgitleyjini
afiladyan 2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjileriiikd mefizes aflatmalary
yazmaklygyfi anyk diizgiini yokdyr.

Emma yokary tertipli kesgitleyjilerin hasaplanmagy {i¢in olaryi
kesgitlemesinden ugur alyp, onufi aflatmasyny vazyp,sol afilatma
gordde, bu kesgitleyjinii bahasyny hasaplamak miimkmjiligi bar
bolsada , ol ofiaysyz wusuldyr. Sonuii {icinde Yokary tertipl
ksgitlyjileri hasaplamaklygyfi diizgiini Owrenmek dhmiyete eyedir .
Goy bize n-nji tertipli

a,,a,,...4,,

A =l|a,,a;,...8;, | kesgitleyji berlen bolsun we i 1<i<n (1 bilen n
a,,8,,..a,,

arasyndaky erkin bir nomer bolsun) .
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Bu i-nji setirifi dhli elementlerinii olaryn algebrayk doldurgyglarna
kopeltmek hasyllarna seredeliii .

Q- An, Q- Aﬁzi Qi ‘Aﬁn (1)

gecen temada subut edilen teoremadan bu kopeltmek hasyllarynyfi
her biri  A-

kesgitleyjinin ~ kdbir  c¢lenlerinin  algebraykk jemi bolup , ol
gosuljylaryii alamatlary hem olaryi A -daky alamatlary bilen gabat
gelyandir. (Biz bu yerde her brr a,,, 1<m<n elementii A -nyii

1-nji tertipli minorylygyndan ugur alyarys). Eger-de 1-nji ( 1 )
sistemadaky kopeltmek  hasyllarynda bar  bolan, algebrayik
doldurgyglary degisli gosmaga minorlar bilen calsyrsak hem-de her
bir gosmaga minoryl (n-1)-nji tertipli kesgitleyjini nazara alsak bu
kopeltmek hasyllarynyi  her biri degisli alamatlary bilen alnan
elementii  gogmaga minoryna kdopeltmek hasylyna Owrilen we ol
kopeltmek hasyllaryil her biri A-nyi  (n-1) ! cilenlerinin algebrayik
jemi bolar.

ay A =ay (-1 My = (=) a, M

2-nji bir tarapdan (1) sistemanyn 2-sany diirli kopeltmek hasyllary
birmefizes cilenleri saklayan algebrayik jemler daldir.

Hakykatdan hem Mysal iicn : a A, we a,A, kopeltmek
hasyllaryna seretsek olaryfi i-nji setirinden birinii  aj;  elementi
0ziinde saklayan A -nyf kabir

cilenlermin algebrayik jemidigne beylekisinii bolsa, bu setirden  aj;
elementi Oziinde saklayan A-nyfi kébir cilenlermii algebrayik
jemdigini alarys kesgitlemii gord , kesgitleyjnii her bir jilenifi her
setirden hem-de her siitinden

bir-birden element alnyp diizilen n sany elementlerin kopeltmek
hasylydygy gord , bu 2 sany kopeltmek hasyly mefizes cilenleri
0ziinde saklap bimezler .
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Diymek (1) sistemanyii her bir kopeltmek hasylnyiA -nyii (n-1)!
sany gosulyjylarynyfi algebrayik jemdigne hem-de ol kopeltmek
hasyllarynyn sanynyi n — e defidigni we yokarda bellenilen bellige
gord, bu kopeltmek hasyllarynyi 2 sany dirlisinii A -nyfi sol bir
cileni saklap bilmeyéinligine

gord n-nji tertipli A-kesgitleyjinii  n! sany gosuljylarynyii her biri
bu kopeltmek hasyllarynyfi birme we dife birine girip bilyéndigini
alarys (sunlukda

A-nyfi &hli n! sany gosulyjylary bu kopeltmek hasyllarynyi
gosuljylar  bolup  gryindirler) diymek indiki dediligi alarys

A=a, A, +a,A, +..+3a, A,
V. (L<i<n) (2)

2-nji formula kesgitleyjini i-nji setiri boyungca dagatmagyn formulasy
diyip aydylyar . Seylelkde subut edilen gatnagsykdan (teoremany
setiri boyunga )

kesgitleyjini  subudy boyunca dagytmagyfi teoremasy diyilydn indiki
tasyklamany alarys.

Teorema: Kesgitleyjmii  islendik  setirmifi ~ @hli  elementlermniil
Ozlerimii  algebrayik doldurgyclaryna kopeltmek hasyllarynynn jemu

bu kesgitleyjinii  6zine defidir : Yagny islendik i nomer iicin
n

vVi<i<n A:ZaikAik k 1-den n-e cenli .
k=1

Edil sufia mefizes tassyklama kesgitleyjinifi siitlinleri  ligin hem
dogrydyr. Bu yagdayda alynyan fomulany yagny vl<m,<n

n
nomer licin A= Zaim A,
i=1
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I 1-den n-e genli denligi kesgitleyjini siitini boyunca dagytmagyn
formulasy diyip atlandyryarlar. Bu alynan furmulalardan gorniisi yaly
n-nji tertipli kesgitleyjini hasaplamaklyk bindge (n-1)-nji tertipli
kasgitleyjileri hasaplamaklyk bilen calsyrylyandygyny
goryaris.Sunlukda saylanyp alynan setirde ya-da siitlinde (saylanan)
0-la den elementlerii sany nige koOp bolsa, soncada bu formulany
ulanmak ofiaylydyr. Sebdbi 0-la defi bolan elementleriii algebrayik
doldurgyclaryny hasaplamaklygynn zerurlygy yokdur. Sunuii {i¢cinde
bu teoremany ulanyp kesgitleyjini hasaplamaga baslamazdan ofiirti
kesgitleyjinin =~ yonekey hdsiyetlermi  ulanmak bilen onuii  kébir
setirmifi  ya-da  siitiininin - miimkin boldugyca kop elementlerini 0-la
owlirmige calysyarlar.

Kesgitleyjini  setiri  boyunga dagytmagyn teoremasyny Oziinde
hususy hal gorniisinde saklayan Laplas teoremasy ady bilen belli
indiki tassyklamany subutsyz getirelifi.

Teorema: (Laplas teoremasy) Goy n-nji tertipli A kesgitleyjide
erkin Kk

(1£ k< n—l) setir (ya-da k sany siitiin) saylanyp alynan
bolsun.Onda bu saylanyp alynan sctirlerde (ya-da siitiinlerde)
diizmek miimkin bolan &hli k-njy tertipli minorlaryfi 6zeri algebrayik
doldurgyclaryna  kopeltmek  hasyllarynyi  jemi  bu  kesgitleyjinifi
Oziine defdir.
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7.Kébir  hususy  gorniigddki  kesgitleyjileri  hasaplamaklygyi
diizglinleri.

1.Eger-de kesgitleyjnii  bas diagonalyndan bir tarapda yatan
elementlerii  &hlisi 0-a defi bolsa, OA kesgitleyji bas diagonalyfi
elementlerin kopeltmek hasylyna

defidir.
Yagyny.
a,, ag,...ay,
0 Aypen@y | =Ayy - yy cent @,
0 0..a,,

Bu diizgiini matematki induksiyanyfi usulundan peydalanyp,
afisatlyk bilen subut edip bileris. Hakykatdan hem aydylan tasyklama
2-nji tertipli kesgitleyji ticin dogrydyr.

a11 a'12
=a;,a,,—a,,0=a,a
O azz 11%°22 12 11%°22
Bu tasyklama tertibi n-1-e c¢enli bolan dhli kesgitleyjiler tigin dogry

hasap edip,

( yerne yetydr hasap edip ) , onui n-nji tertipli kesgitleyji licin hem
adalatlydygyny g6 rkezelin . (Induktiw talap diyilydr ) hakykatdan
hem berlen kesgitleyjinii onun 1-nji siitlini boyunca dagytmak

a PR 8z -8an
0 8,8y, = 8y4|0 A33---83, | defilik alynar.
0 0..a,, 0 0..a,,

Induktiw talaby defiligin sag tarapyndaky ( n-1) -—nji tertipli
kesgitleyji iigin ulansak

a22 a23"'a2n
0 Qgge.8y, | = Bpp8g,...8,,
0 0..a,,

denlik alynar we ol oOfi yanyndaky defilik bilen tasyklamany
subudyny berer.
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20.Wandermond Kkesgitleyjisi.

1 1.1

q a,..a, B (ai —aj)

a’>  a’.a’ _ngjgign
a " ayt.alt

Ahli miimkin bolan tapawutlaryfi kopeltmek hasylyna defdir .
Hakykatdan hem tassyklama 2-nji tertipli kesgitleyji iicin yerne
vetyandigini gérmek afsatdyr .

1 1
Q a,
Onda bu tassyklama tertibi (n-1)-e c¢enli bolan &hli Wandermond
kesgitleyjileri

ticin adalatly diyip hasap edip , (induktiw talap) onuii n-nji tertipli
Wandermond

kesgitleyjisi licin ~ hem dogrudugny gorkezelii . Bu yagdayda
aydylan tassyklamanyh matematiki induksiya usulunyfi yardamynda
subudy yerne yetirildigi bolardy onda berlen n-nji tertipli
Wandermond kesgitleyjisinifi 2-nji

setirinden onufi 1-nji setirini a; —e kopeldip ayyryp, 3-nji  setirden
bolsa, 2-nji

setirnini a;-¢ kopeldip ayyryp, we sufa mefzeslikde ahyr sofunda if
sofiky setirinde onui 6fi yanyndaky setirini aj-e kopeldip ayyrmak
bilen alarys.
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0 a,...a, 0 a, —a,a, —a,

a’ az..a’ =10 a,—a -a,a’—a -a,|=1-A, =(-D)" M/,
a)”? ay*.a'? |0 a,—a,-a’a’>—a, -a’

a™  ayt.al’'| |0 ajta,a)*al ta,a"?

M,



a, —a,..a, —q, 1 1.1

a,(a, - a,).-2,(a, - &) a, a.a,
“laz(a, ~a).ai(a, —a) |C AN @A), e

a;*(a, —a,)..a;°(a, —a,) aj®  ajt..

=@ —a)@ )., ~a) [T -a,)=T[@ -a) [Tla -a,)= (e

2< j<i<n 2<j<i<n 1< j<i<n

kesgitleyjiniii yonekey hésiyetlerinden hem-de subut edilen
tassyklamadan

n-1,n-1 n-1
a; a, ..a,

a’a’..a’ _ H(aj —a) defiligifi yerne Yetyéndigini almak
a,a,..a, l<j<i<n

11...1

kyn daldir.

2l Bu yerde Mj-k-njy

/
1

tertipli kwadrat matrisalar M; —(kxn-k) dlgegli géniburgly matrisa.

M
Eger-de n-nji tertipli A kesgitley;ji 0 '

0-(n-kxk) 6lgegli 0 elementden duryan o-1matrisa gorniisdaki
kesgitleyji bolsun. Onda A:|Ml|~‘Ml" defilik dogrydyr .
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8.Islendik sandaky ndbellleri bolan ¢yzykly defilemelerii kwadrat
sistemasyny ¢6zmige Kramer diizgiini.
Goy bize n sany nibellileri bolan ¢yzykly deflemelerii kwadrat
sistemasy.
a; X +a,X, + +..+a,X, =b
A, X, +8,X, +...+8,,X, =D, @
A X, +a,X, +...+a,X, =Db,

berlen bolsun onufi nédbellileriniii kafisentlerinden diiziilen kesgitleyji
8188y,

A=la,a,,..a,|#0 (2)
an:LanZ"'ann
serti kanagatlandyryan bolsun . (0-a defi dél bolsun ) j-nomer
1< J <N defisizlikleri kanagatlandyryan islendik nomer bolsun . 1-

nji sistemanyfl 1-nji defllemesini Ajj-€ 2-nji defilemesini Aoj-€ we
sufla mefizeslere i sofiky n-nji
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defilemesini bolsa , Apj-e kopeldip alynan aflatmalary gosup sofira
birmefizes

ndbelli ¢ilenleri toplasdyranymyzdan sofi alarys:
Aij (allxl + aiZXZ +o.t aln Xn )+ A2] (a21xl + a‘22x2 +..t aZan )+ ot A)j (anlxl + anZXZ

=bA; +bzAzj +"'+bnAnj (©)

(allAlj +auA, +---+an1Ahj)X1+(a12Alj +ayA +---+an2'Ahj)'X2 :blAlj +b2A2j +
(alnAlj +a2anA2j +"'+annAnj)' X,

Bize ofiden belli bolsuna gérd, = A—ny A An-nji siitiini boyunga
dagytsak.

a8,
21+--8j -8y, =a1jA1j +a2jA2j +"'+anjAnj
YOO N N

Eger-de bu defiligifi sag tarapyndaky afilatmada  &,;,a,;,...,,;

sanlary bi,by,....by, sanlar bilen galsyrsak onda alynyan
b1A1j+b2A2j+. . .+bnAnj afilatma

2\ -kesgitleyjide onufl j-nji siitiinlerinin by,by,...,by sanlaryii stitiini
bilen calsyrlyp kesgitleyjd defi bolar .

a,..b..a,

a,...b,..a,,

a,..b,..a,,

(¢iinki bu elementlerii algebraik doldurgyclary olaryfi 6zlerine bagly
déldirler )
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onda bu kesgitleyjini ~ A; diyip belgilesek
A j :b1A1j+b2A2j+. .. +bnAnj bolar .

Bu diyildigi (4) defiligifi sag tarapynyfi A kesgitleyja ( A -dan
onufl j-nji stitiini

(1) sistemany azat ¢ilenlerinifi siitiini bilen c¢alsyrlyp alnan kesgitleyja
) defidigini anladyar. 2-nji bir tarapdan bize belli bolan kesgitleyjini
stitlini boyunga dagytmagyfi formulasyna gord , islendik k nomer
tgin 1<k<n

arkArktakAt. . . FankAnk= A bolyandygy bellidir yone yokarda
vazylan

aCI.1"'b1"'a'1n

A1= aZl"'bZ"'aZn :b1A1j+b2A2j+...+bnAnj (5)
a,..b,..a.,

denlikde bi,b,...,by sanlary A -nyii basga bir t-nji siitiinin (
m= j )elementleri

bilen calgyrsak alynyan

Q-8B By

A+ Ay e+ A A = BB 8o -8,
r> NOPE - WA - B |

nm nm nn

bolyandygyna eye bolarys .Bu diyildigi ( defligin ¢ep tarapyny
okasak) kesgitleyjinin  1(m-nji ) siitiininii  &hli elementlerinii  onuf
basga bir (-mji ) sitinnifi  degisli  elementlerinifi  algebraik
doldurgyclaryna  kopeltmek  hasyllarynyfi  jeminii  0-la  dendigini
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afiladyar . Seylelkde bu alynan gatnasygy vokarda getirlen
kesgitleyjini  siitlini boyunca dagytmagyni formulasy bilen birlesdirip ,
indiki gorniisde yazmak miimkindir .

Aj=m bolanda

a‘1mA1j +a2mA2j +"'+anmAnj :{ (6)

0,j=m bolanda

Seylelikde (4) defilik (6)-njy gatnagyklary peydalanmak bilen indiki
gomiisde yazylar.
A-X; =A. @)

J J
A—(a1j A tay Ay et A -Anj)
Onda A =0 diylip edilen serte gord, bu defilikden Xj-—nébelli {icin
A.
yeketik bolan X = XJ bahany taparys. j(1< j<n) nomerifi

erkindigine gora,
X, =—, X,=—=,..,X,=—" 8)

deflikler bilen ndbellilere yeketik bolan bahalar kesgitlenilyar.
(8) deiiliklere Kramer formulalary diyilip aydylyar.Hem-de
A\ kesgitleyjisi 0-a

defi bolmadyk n-sany nébellileri bolan ¢yzykly defilemelerin kwadrat
sistemasyny ¢ozmekligii bu usulyna Kramer diizgiini diyilyar. (8)
formulalar bilen tapylyan nébellilerifi bahalarynyfi (1) sistemanyfi
¢Oziiwi bolyanolygyny gormek ansatdyr. Hakykatdan hem
(D)sistemanyii islendik i-nyji (1S i <n) defilemesiniii ¢ep tarapynda
ndbellilerifi (8)denlikler bilen tapylyan bahalaryny

orunlaryna goysak.

A A b,A,+b,A, +b,/
24 4+a =L i Ay +0, A, +D,
A A

A1
ag X, +a, X, +...+q,, X, = ailX_{_ a,
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_b1A12+b2A22+"'+bnAn2 +.. . +a b1'A1n+b2A2n-1_"'-|_bnAnn _ l

A : in A —Z{bl(aiAn +ai2A12

by (@ Ay + 8, A+t 8 Ay )+ B (8 A + 8L A, kg A )+ b (8 A 2,
=1pa-b.
A

Sonky defilik ndbellilerifi Kramer formulalary boyunca tapylan
bahalarynyfl sistemasynyfi i-nji defilemesini kanagatlandyryandygyny
gorkezyar. [-nomerin

erkindigine goré, bolsa ol bahalaryi sistemasynyfi defllemeleriniil
dhlisini kanagatlandyryandyklaryny goryiris. Indi ¢yzykly
defilemeler sistemasynyfi hususy yagdayyna yagny n-sany ndbellileri
bolan bir jynysly c¢yzykly defilemelerin kwadrat sistemasyna

Zl:aijxj =0,i=12,.,n 9)
J=

seredelifi. Bu sistemanyfi kofisentlerinden diiziilen

allalz"'aln
A =la,a,,..a,,|#0.
a‘nlanZ"'ann

bolan halatynda onufi ¢oziiwini tapmak {icin Kramer formulasyndan
peydalananmyzda olaryi sanowjylaryndaky A, kesgitleyjilerinii i-
nji siitiinlernii  difie  0-lardan duryandyklaryna gord, olaryfi &hlisi
hem O-la defi bolup, nébelller iicin  x;=0, X=0,...,.x,2=0 bolan
bahalary  taparys. Diymek n  ndbellli  bijynysly  ¢yzykly
defilemelermin  kwadrat  sistemasynynn A kesgitleyjisi 0-la den
bolmasa, onda ol sistema yeketik 0 coziiwe eyedir.
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Bellik:cyzykly defilemelerin = kwadrat —sistemasynyii kesgitleyjisi
A #0 bolsa onda bu sistema yeketik ¢oziiwe eyedir. We ony tapmak
ticin  Kramer formulalaryndan peydalanmak miimkin. Kramer
diizglininii  ahmiyetli talapy difie A-ni  hasaplamak arkaly
sistemanyn ¢oziwinii  yeketdkdigi ya-da dildigi hakynda netije
cykaryp bolyar. (Birden A =0bolaysa, onda sistemanyfi ya
¢Oziiwinin  yokdygy va-da onufi ¢Oziwinin yeketik déldigi hakynda
netijd gelmeli bolarys ) Kramer diizglininii nébellilerii n sany uly
bolan  yagdayynda ntl sany n-nji  tertipi  kesgitleyjileri
hasaplamaklygy talap edyédndigne gOrd, onufi zihmeti kop talap
edydn ofaysyz usulygydygy gelip ¢ikyandyr. (Su manyda Gauss
usuly has ofayly hasap edilydr ). Ol usul bilen sistemany ¢6zmek n
uly bolanda (ndbellileriii sany kop bolanda ) difie yekeje n-nji tertipli
kesgitleyjini hasaplamak bilen defgiiyslidir.

9.Boliyilik hasietleri.

Sanlar nazaryeti bitin sanlaryfi (difie bir bitin (+) bolman, bitin (-)
sanlaryi  hem-de 0-1 sanlaryi ) hisiyetlerini Owrenmek bilen
mesgulanyan matematikanyfi bolimidir. Eger-de a san basga bir b
sana (b # 0) galyndysyz bolinyan bolsa , ofa b sana kratny diyilip
aydylyar we bu fakyt a/b (b/a ya-da ab) gorniisde belgilenyir.
Seylelikde a san b sana kratny bolan halatynda kébir q san bar bolup,
a=bq deflik yerne vetyindir. Bu yagdayda g sana a-ny b sana
bolenmizde vetydn pay diylip aydylyar.Indi subut etmesi kyn
bolmadyk indiki tasyklamalary getirelifi.

1 .a b sana kratnyy bolanda , b san bolsa, s sana kratnyy bolanda , a
San S sana

Kratnydyr .

2. a +b +...+s=0 ptq+...+t  deflikde haysy hem bolsa, bir
gosulyjydan basgasy k sana boliinydn bolsa , onda sol gosulyjy hem
bu k sana bolinyandir.

Hakykatdan hem bu tassyklamalaryi 1-njismii subudy a=bq we
b=sr
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gatnagyklardan a=bg=s(r ' q)=st deiligii gelip c¢ykyanlygyndan 2-
njisinii subudy bolsa, eger-de bu defiikde p gosulyjydan galanlary
k sana kratnyy bolan halatlarynda a=a; * k, b=b; " k,..., s=s1 " K, =01
"k, ..., =t ~ k. deflliklerden p=atb+...+s-Q-...-t=a; ‘k+b; " k+...+s1"
k-ql K-t k:k(8.1+b1+

+...+81-01-...-t1)=k  m . Bolyandygyndan gelip ¢ykyandyr.

Galyndyly bolmegin  algaritimi  (algorifimi ) diyilip atlandyrylyan
indiki tassyklama dogrudyr.

Teorema: Islendik a sany polazitel b sanyh listi bilen yeketik
usulda a=bg+r

0<r<b (1) gornisde anladylyandyr. Hakykatdan hem seyle
gorniisdaki yazgynyii birmii b © q koOpeltmek hasyly a-dan uly
bolmadyk b sanyfl kratnylarynyfi ulusyna defi diyip alsak
alynjakdygy diisniklidir . Bu yazgynyfi

yveketikdigini subut etmek ticin bolsa , tersinden guman ederis.

Goy 1-nji yazgydan basgada a=b " qgi+r; 0<r <b 2 2-
nji yazgy bardyr diyip guman edelii . Onda olaryii 1-njisinden 2-
njisini tarapma-tarap |,
ayyryp , 0=b(g-q1)+(r-r1) (3) 3-nji denligi alarys . Bu defligin ¢ep
tarapynyn
(0-lyn) hem-de sag tarapynyn 1-nji gosulyjysynyi b sana
kratnydyklaryna goré,
yokarda  subut edilen tasyklamadan sag tarapynyn = 2-nji
gosulyjysynyfi hem b sana kratny bolmalydygyny alarys. Yone talaba
gord, r-rp tapawut difie 0-a defl bolan halatynda b sana kratny bolar .
Diymek r-r1=0 bolmalydyr . Onda (3)-nji
denlikden b(q-g1)=0 denlk alynyp , g-01=0 bolmalydygy alynar.
Seylelikde (1)
we (2) yazgylardaky q=q1 r=r1  gatnagyklary kanagatlandyryan
sanlardyr. Bu diyildigi (1) we (2) deilikleriii birmefizesdiklerini
afiladyar. Teorema subut edildi.

(1) formuladaky g sana a-ny b sana bolenimizddki doly dél pay ,
r sana bolsa

bu bolinmekdédki galyan galyndy diyilip , aydylyar. Mysal islenende

asana (+)
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bolanda q sany tapmak ti¢in yetmez bilen , a san (-) bolan halatynda
-a sany
b sana artykmajy bilen q we r sanlary tapyarlar.
Ifi uly umumy boliiji.
Biz gelieckde sanlaryii dine (+) bolijilerine seretjekdiris. Eger-de a
san b sana
kratny bolsa, biziii bilsimize gord b san onun bolijisidir. Eger-de
kibirr s san
a we b sanlaryfl ikisinii hem bolijjisi bolsa , onda ofa bu sanlaryn
umumy bolijisi  diyip aydylyar. a we b sanlaryfi umumy bolijileriniii
i ulysyna ol sanlaryfi il uly umumy bolijjisi diylip aydylyar,we ol
(a,b) gorniisde belgilenyir.
Eger-de ki a we b sanlaryfi il uly umumy boélijisi 1-e defi bolsa ,

onda olara
Ozara yonekey sanlar diyilydr. Mysal t¢in: (9,8)=1 bolanlygyna gord
9 we 8 sanlar 6zara yonekeydirler .

ai, a2, ...,an sanlara jiibiit-jiibiitden (ya-da ikibir) yonekey diyilyar.
Eger-de  olaryn islendik iki sanysy Ozara yonekey sanlar bolsalar.
Basgaca aydanyiida

V1<i=# j<n nomer ligin (aj ,8j)=1 sanlaryil il uly bokiyjisi 1-e den

bolsa ) sanlaryn berlen toplumuna , jiibiit-jiibiitden yonekey sanlar
diyilydar . Mysal tgin : 8,12,15 sanlar jibiit-jiibiitden yonekey
déldirler sebdbi  (12,15) =3 (8,12)=4 bolyandyrlar.

Yokardaka mefizeslikde Gzara Yonekeylk diisiinjesi 2-den kop
sandaky sanlar ticin hem kesgitlenindir. Yagny
(a1,a2,...,ak)=1 (sanlaryfi ii uly umumy bolijisi 1-e defi bolsa) onda
bu sanlara 6zara yonekey diyip aydylyar. Mysal ii¢in: Yokarda berlen
8,12,15 sanlar Ozara
yonekeydirler. Hakykatdan hem ol sanlaryfl il uly umumy bolijisi 1-
e defidir .

Kesgitlemelerden gorniisi yaly berlen sanlar . Jibiit-jiibiitden
yonekey bolsalar , onda olaryii O6zara yonekey bolgakdyklary
diisniiklidir . Yone iki sany san {icin 6zara yonekeylk hem-de jiibiit-
jubiitden yonekeylik diisiinjeleri gabat gelyandirler.

Indi 2 sany sanyn umumy bolijileri {icin dogry bolan kébir
hasiyetleri bellap
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geceliii .

1) Eger-de a san b sana kratnyy bolsa , onda a we b sanlaryfii umumy

bolijilerinii  toplumy b sanyfi bolijilerinii  toplumy bilen gabat

gelyindir we hususan  (a,b)=b deiilk dogrudyr. Hakykatdan hem a

sanyfli b sana kratnydygyna gord , (a b-he galyndysyz bolinyan

bolsa,) b-niii her bir bolijjisi

a sany hem bolydndir. Onda b sanyfi her bir bolijjisi a we b sanlar

licin umumy

bolijidir hem-de tersine a we b sanlaryil her bir umumy bolijisi b

sanyfli  bolijjisidir. Diymek a we b sanlaryl umumy bolijilermii

toplumy bien b sanyfi bolijilerinii toplumy gabat gelyindirler.

Hususan bu toplumlaryfi ii uly elementleri bolan (a,b) we b sanlar

Ozara dendirler. (a we b sanlaryn i uly umumy bolijisi).

2)Eger-de a=bg+s bolsa , onda a we b sanlaryfi umumy bokijileriniii

toplumy

bilen b we s sanlaryi umumy bolijilerinifi toplumy gabat gelyar.

Hususan

( a,b)=(b,s) (a bilen b-nifi i uly umumy bolijisi b bilen s-ii iii uly

umumy  bolijjisi  defidir.) Hakykatdan hem bolijiligii  yokarda

Owrenilen hasiyetlerinden

a bilen b-nin umumy bolijisine s san hem bolinyandir. 2-nji bir

tarapdan b-nin

hem-de s-nii umumy bolijisine sol hdsiyete gord , a san hem

bolinyandir .

Diymek , a we b sanlaryi umumy bolijilerinii toplumy bilen b we s

sanlaryfi

umumy  bolijilerinii  toplumy gabat gelindirler.  Seylelikde bu

toplumlaryin i uly elementleri bolan (a,b) we (b,s) sanlar 6zara

defidirler.

a we b sanlaryi il uly umumy B-sini tapmak iicin  Yewklid

algaritmi ady bilen belli indiki diizgiinden peydalanmak miimkindir.
Goy a we b (+) sanlar bolsun (0-a den dél , 0-dan uly , O-la den

bolsada (-)

sanlar bolmasyn ) onda galyndyly bdlmegih algaritiminden

peydalanyp olaryii

106



birini beylekisine , Mysal ii¢in : a sany b sana boliip alarys. a=bqi+r;
sofira

0<r <b =0 hasap etmek bilen b-ni  ri-ii Gsti bilen
yokardaka mefizeslikde afiladalyfi . b=ry g2+r2  O<r, <1, .
Eger-de r,#0 Dbolsa, ri-i galyndyly bolmegifi algaritiminden
peydalanyp T2-nin st bilen afiladarys.
n=rog,+r, 0<r<r, r,#0 bolanda su prosesi dowam
etmek bilen ahyr sofiunda bolinmédnii galyndysyz yerine yetydn
vagdayyna eye  bolarys.(¢iinki bu  yzygiderl  bolinmelerdiki
r,r2,r3,... galyndylar birsyhly kicelydrler . Seylelikde olaryii (-) bolup
bilmeyéndiklerine

gord , tikkenikli gezek bolinmelerden sofi , galyndysyz bolinméd eye
bolunar).

rL=rg,+r, r_,="r_q, +r

1 =R+ 1, N =00 T calyndysyz blingr.

0<r <r. N =Nl
Seyle usul bilen tapylan, il sonky 0-dan tapawutly r galyndy a we
b sanlaryii

i uly umumy bolijisidir . Muny subut etmek iicin iki bilen 1k —nyf
a we b sanlaryi umumy bolijjisi bolyandygyny sofira onuii bu a we b
sanlaryfi  islendikk umumy boélijisme  galyndysyz  bolinyandigini
(kratnydygyny ) gorkezmelidir.

Hakykatdan hem sofiky defikden r¢.1 sanyili r1g-a Kratnydygyna
gord, of yanyndaky defilikden 1y, We ry.q sanlaryii hem r¢.; Sana
bolinyandiklerini
basgaca aydanynda rg-nyfi 1.1 WE Iz sanlaryfl umumy bolijisidigini
taparys. Onda su pikir yoretmeleri dowam etmek bilen alynan
defiliklerde yokarlygyna

hereket edip , r; we r; sanlaryii hem , seyle hem b we r; sanlaryii ,
ahyr sofiunda
a we b sanlaryfi umumy bolijjisi bolup, ry sanyfl hyzmat edyéndigmni
goreris.

Indi kdbr d san a we b sanlaryn i uly umumy bolijjisi bolsa |,
onda ol b we r

107



sanlaryfl hem ifi uly umumy bolijisidir . 3-nji deflikden onui r; wWe 1
sanlaryi hem i uly umumy boliisidigmi su pikir yoretmeleri alnan
defliklerde yokardan asaklygyna dowam etmek bien d sanyfi rk-2
We rg.;  I1-ii g galynda kratnydygyna gord bolsa , sol umumy
bolijjiniii  r¢-nyn 6z bilen gabat
gelydndigini taparys.
Indi netijeler ansatlyk bilen alynyandyrlar.
1) a we b sanlaryi umumy bolijjilermnii toplumy a we b sanlaryn ii
uly umumy bolijjisiniii bolijilerinii toplumy bilen gabat gelydndir.
2) Bu ii UUB-i Yewklidiii algaritimindki iii sofiky 0-dan tapawutly
h galynda defidir.
Indiki tassyklamalar afisatlyk bilen subut edilyandirler.
Teorema:
1) Islendik m(+) san tigin (a'm,b-m)=m(a,b)
2) Eger-de b=(a,b) (delta a bilen b sanlaryn UUB-sine defi bolsa)
onda

(E Ej = % detilik dogrudyr. Hususan
a_ b )_@b)_; & yupsi
(a.b)'(ab)) (ab)
Subudy: Yewklid algaritimindiki  yzygiderli bolinmelerde #hli

denlikleri m sana kopeltsek sol gatnasyklar a'm, b'm, ry'm, r;m, rym
kopeltmek hasyllary tiigin alynarlar . Bu diyildigi tize alnan
gatnagyklardaky i sofky 0-a defi bolmadyk galyndynyn mr,
kopeltmek hasylyna defidigini afiladyar. Bu diyildigi

am we bm kopeltmek hasyllarynyii it UUB-sinii mr, sana defdigini
Yagny

(a-m,b-m)=r,-m=m(a,b) defiligin  dogrudygyny afladyandyr.
Teoremanyfi  tassyklamasynyii 2-nji boleginii subudyny almak iigin
indiki gatnasyklarynl dogrudyklaryny gormek yeterlikdir.

eafog o3 (53

5' S S
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Ii UUB-jmii indiki hésiyetleri sanlar nazaryetinii  meseleleri
Owrenilende dhmiyetli ulanyslary eyedirler.

Teorema: Eger-de (a,b)-1 onda (as,b)=(s,b) ii UUB-
sine defidir.

Hakykatdan hem (as,b) kesgitlemid gord as we b sanlaryn UB-
lermii i ulysydyr. Onda as we b sanlaryi UB-sinii as we b'S
sanlaryi.  hem UB-si bolyandygyna gord,onda bu kopeltmek
hasyllarynyii ifi UUB-si (as,bs)=s(a,b)=s

bolyandygyna gord s san hem as we b sanlaryii her bir UB-sine
bolinyandir .

Diymek bu UB —ji s we b sanlar iicin hem UB-i bolup hyzmat
edydndir. Seylelkde as we b sanlaryfi UB-lerinifi toplumy, s we b
sanlaryfi UB-lerinifi

toplumyny beryandir . 2-nji bir tarapdan s we b sanlaryn her bir UB-
si as-ni hem bolandir. Onda ol as we b sanlar {igin UB-dir .
Seylelikde as we b sanlaryfi

UB-lerinii toplumy s we b sanlaryfi UB-lerinii toplumy bilen gabat
gelyandir.

Onda bu toplumlaryni i uly elementleri 6zara dendirler.

Teorema: Eger-de (a,b)=1 bolsa, hem-de as we b sana bolinyan
bolsa , onda s san b sana bolinyandir.

Subudy: as kopeltmek hasylynyn b sana kratnylygyndan hem-de s b
kopeltmek

hasylynyfi hem b sanakratnylygyndan b sanyfi as we bs kopeltmek
hasyllary iigin UB-ji bolup hyzmat edydnligni has  dogrusy ol
kopeltmek hasyllarynyi

UB-sidigini goryaris . Onda yokarda getirlen tassyklamadan (as,bs)=s
(a,b)=s

sanyii b sana bolinydndigine eye bolarys .

Teorema: aj,ay,...,anp sanlaryn her biri by,by,...,bm sanlaryn her biri
bilen 0zara

yonekey bolsa , onda (aidz...anbibs...bp)=1 olaryn kopeltmek
hasyllary hem yonekeydir.

Subudy: Hakykatdan hem yokarda subut edilen tassyklamalardan
indiki dedliklerin afsatlyk bilen alynyandygyny gormek kyn déldir.
vk nomer
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by)=..=(a, b )=1

icin  (a,a,..a,,b, )=(a,a,..a,,b )= (a,.
2-nji bir tarapdan A a1 e d, belgilip
(blbz---bm’A):(bzba-"bm’A) ( ): —( ):l-

Eger-de 2-den kop sandaky sanlaryn i UUB-sini tapmaklyk talap
edilydin bolsa, onda ol 2 sany sanyii il uly UUB-sini tapmaklyga
syrykdyrylyp , hasaplanyar. Hakykatdan hem eger-de aj,ao,...,an
sanlaryil it UUB-sini tapmaly bolsa ilki bilen (aj,a2)=d> (olaryi
ilkinji 2-sinifi i UUB-sini tapyarys) d2-ni tapyarys, sofira (dp,a3)=ds3
we sufia mefizeslkde dowam etmek bilen ahyr sofunda  (dp-2,an-
1)=0n-1 tapyp, (dn-1,a8n)=dn dn-San tapylar . Bu d, san berlen sanlaryi
IUUB-sidir. Yagny dn=(ar,az,...,an).

Ifi Kici umumy_kratny.

a we b sanlaryn 2-sinede bolinydn sana bu sanlaryfi umumy
kratnysy diyilip

aydylyar. Umumy kratnylaryfi il kici (+) —ne berlen sanlaryfi i kici
umumy kratnysy diyilydr. a we b sanlaryi i kigi umumy kratnysy
koplenic [a,b]

gomiisinde belgilenyiar . Mysal licin: 5 we 6 sanlaryii i KUK-sy 30
[5,6]=30 .

Biz gelieckde difie (+) sanlaryn umumy kratnylaryna seretjekdiris.
Ikki bilen a bilen b sanlaryi UK-laryny tapalyfi.

21.Bazislerin arabaglansygy. Wektorlaryni kordinatalarynyn
ozgertmesi.

Goy n Olcegi R  gislikde iki sany €,e,,...e, (1)

e ,e',..e' (2) Dbazisler berlen bolsun. Onda bazsyn

kesgitlemesinden  (2)  sistemanyi  her elementi (1) sistemanyn
elementinin  Usti  bilen ¢yzykly anladylmalydyr. Yagny islendik

1 <7< nomer igin e, —Zx e, (3)
J=1 ’

yerine vetyandir. Eger-de bu cyzykly anlatmalaryi
koeffisientlerinden
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T = matrissany ol (1) bazisden (2) gegis

................

€ €

matrissasy  diyip  aydylyar. Seylelkde e=|e, | e€''=|e,

el’l e}’l
belgilemeleri girizmek bilen
Q) , (2) bazslerihi hem-de T  gecis matrissanyn arasyndaky
baglangyklary 3) detiliklere gora
e’ Ty Ty, V(€
e, Ty Tyl e
=l BT | @) gomisinde  aiiladylmak
e, T, T,--T, )\€e,

miimkindir. Ya-da belgileme

ler esasynda  (4) defligi e'=Te vyaly vyazyp bileris. Eger-de
(2)bazisden (1) bazise ge¢is matrissasyny T' bilen belgilesek onda
yokardaka metizesikde e=17"e' defligi hem almak miimkindir.
Onda bu denligin  (1)-den alynyan anlatmany beylekide goymak
bilen e=Te=TT"e=(TT").¢ (5) hem-de
e=T'e'=T'Te=(T"'T)e (6) detilklere eye bolarys. Bu Yerden
basis elementlerii  baglansyksyzlyk hésiyetini g6z Oiilinde  tutmak
bilen T T=T T=E (7) deiilklerden 7'=T" (8)

(2)-den (1)-¢ gegis T matrissanyn  (1)-den (2)-& gegis T
matrissasynyn tersi bolyanlygyny alarys.

111



Goy R gmislign islendik a wektory ticin (1) we (2) bazslere gord

a=Zaiel., a :Zal.'el.' dagytmalar yerine yetydn bolsun. Bu
i=1 i=1

verden

hem-de yokarda kesgitlenen gegis matrissadan peydalanmak bilen
alarys.

n n n n n
a=Ya'e'= Zai'Zrijej = Z(Zal.'rij )e;
i=1 -1 el

j=1 =l

Seylelkde yokarda yazylan deiilikleri (1) bilen detiesdirip taparys.
a, :Z;al.'rij , j=12,..n

Seylelikde dogry bolan indiki derliklere eye bolarys

(a,,,....x))=(a,",a,",....x,')T  ya-da bu yerden deiligin iki

tarapyny hem 7 =T"' tersine ge¢is matrissasyna kopeltmek bilen
taparys.

(a,,a,',...a,")=(a,,ay ..., )T
22.Cyzykly ozgertmeler

Eger-de n olgegli hakyky R c¢yzykly gitislignii islendik a
elementine

onuit kiibir a' elementini degisli edyin diizgiin berlen bolsa bu
dizgine R, giiiisligin 6zgertmesi duylip aydylyar.
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Bu vagdayda a' elemente a-nyf berlen 6zgertmd gord sekili

------------

Eger-de ozgertméni ¢ bilen belgilesek asyl a element bilen onun

a' sekiini a'=a¢ gomisinde baglanyarlar. Eger-de R ¢yzykly
giftisligini ¢ Ozgertmesi {igin

1. islkendik a,be R, bolanda (a+b)p=ap+be
2. islendik ae R we a-hakyky san (ca)p =a(a@) bolsa

talaplar yerine yeten halatynda omna ¢yzykly Ozgertme diyilyar.
Kesgitlemeden c¢yzykly gmisligm c¢yzykly Ozgertmesi iigcin bu
gniglignn  islendik  tiikenikli sandaky elementinin = ¢yzykly
kombinasiyasynynl obrazynyn sol elementlerii bu 6zgertmd gord
sekillerinii ol  koeffisientler bilen alynan ¢yzykly kombina-
siyasyna deni bolyandygyny gormek kyn dildir. Yagny islendik
a,,a,,....a, €R  we «a,a,,.. hakyky sanlar igin
(qya,+a,a, +..4+a,a)p=a(ap)+a,(a,p)+...+a,(a,p)
bu denligin subudyny almak ii¢in iki bada kesgitlemanin 1-nji
talapyndan sofira 2-jiden peydalanmak yeterlkdir. R ¢yzykly
giniglignn ¢yzykly Ozgertmesine mysal bolup bu gmiglignt her bir
a clementini onun Oziine sekillenydn, yagny a& =a deiligi
kanagatlandyryan & tojdestwen Ozgertmd hem-de bu gilisligin
islendik  a elementini onun 0 elementine sekillenydn yagny
aw =0 defligi kanagatlandyryan @ 0- Ozgertme diyip
atlandyrylyan Ozgertmd mysal bolup bilerler .Hakykatdan hem
bularyn  ikinjismin  ¢yzyklydygyny  barlalyn.  Tojdestwen
Ozgertménin kesgitlemesinden islendik a,,a, € R,

1. (a,+a,)e=a +a,=a¢c+a,¢s

2. islendk aeR,  u¢n  a  hakyky san  bolanda

(x.a)e=a.a=a(ag)
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seyle hem R gilisliginii islendik ¢ c¢yzykly Ozgertmesi {igin
0p=0

hem-de her bir a element iicin (—a)@ =—(a@) deidir.

Hakykatdan hem bu tassyklamalaryn subudyny almak iicin ¢yzykly
Ozgertménifi 2-nji talabynda ilki bilen « =0 sofira boka a=-1
saylap  almak  yeterlikdir. =~ Yokarda  aydylanlardan  eger-de
€,6,,....€, R, ¢yzykly ginisligin kabir bazisy bolsa, onda bu
giishgm her bir a elementin @ ¢yzykly Ozgertmid gord obrazy bu
bazis elementlerii =~ ¢ Ozgertmd gord e,.p obrazlarynyn a ele-
mentii  bu bazise gOord kordnatalar bilen alynan ¢yzykly
kombinasiyasy gorniisinde anladylar. Basgaca aydanyida ¢yzykly
ginishgit ~ ¢yzykly — Ozgertmesi ¢@ eq@ i=12,...n bazs
obrazlarynyn Uisti bilen yeke-tik kesgitlenyér.
a=oa.e +a,e, +..+ae,

ap=(ae +ae, +..+a,e)p=> a,(ep)
i=1

Indiki tassyklamany subutly getirelin.

Teorema. Cyzykly ginisligiih Vn wektorynyi sistemasy {igin
yeke-tdk ¢yzykly 6zgertme bar bolup, bu wektor kibir bazisyn
wektorynynt bu dzgertmd gord obrazlarydyr.

Subudy.

Eger-de C,Cy,...C, N Olcegli cyzykly gitisligin elementleri
diysek olary kibr e,,e,,...,e, bazise gord dagytmak bilen alarys.
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C,-=Zaijej i=12,..n bu deiliklerii ¢, koeffisientlerinden
j= :

A= (al.j) 1<i,j<n n —nji tertipli kwadrat matrissany
miimkindir.

Diymek n oOlgegli cyzykly gmisligm &hli ¢yzykly Ozgertmelei bilen
dhli n —nji tertipi kwadrat matrissalaryin kopliigi arasynda Ozara bir
belgili

Degislilik bardyr. Yone bu degisliik saylanan bazise baglydyr. Bu
yagdayda A matrissa ¢yzykly ¢ Ozgertminin e,e,,...,e, bazisde
kesgitlenyar diylip aydylyar. Eger-de

€ ep

e=|le, | , ep=|eQ belgilemeleri girizsek e = Ae eye
e}’l eﬂ¢

bolarys.

Gitisligiin ~ a  elementi iich  a=Y ae, , ap=> a,(e,p)
i=1 i=1

bolyandygyndan a@ =(a,,,,....2,)(e®) bolyandygyny alarys.
Onda yokarda yazylan detiliklerden
ap=(a,,a,,...a )Ae=[(a,,q,....a, )Ale

Deiilignn  dogrudygyny alarys. Sol bir bazisde a¢@ wektorlaryi
kordmnatalarynyn @ kordinatalarynynn setirinii sagyndan @ ¢yzykly
Ozgertminin A matrissasyna kopeldilmegine dendir.
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Mysal. Goy ¢ Olgegli gilisikde ¢ c¢yzykly oOzgertmesi
-210

A=| 13 2
0-41

Matrissa bilen berilyin bolsun. Eger-de a =S5e, + e, — 2e, bolsa

-210
51-2)] 132|=(-9160) bolup a@p=-9¢ +16e,
0-41
bolyandygyny alarys Yokarda aydylanlardan eger-de
(e, e.e,,...e,, ()¢ ,...e," R, —n Bkegl ¢yzykly
ginigligin bazisleri bolanda

>

é €
e=|é, ,e'=|é,' | belgilemelerden peydalansak hem-de
én _’n '
e=Te
hem-de ep=Ae , ep=A¢ bolanlarynda

A=TAT" , A=T'AT ()

denlikler aisatlyk bilen alynyar.

Kesgitleme: Eger-de kabir ayratyn dil Q matrissa bilen
C=0"'BO

Deriligi kanagatlandyryan B we C matrissalar bar bolsalar olara
menzes matrissa diylip aydylyar. Sunlukda C matrissasyna B-den Q

Matrissanynn yardamynda transfonirlenip alynyandyr.
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Diymek yokarda alnan (*) gatnagyklardan ¢ Ozgetménii diirli

bazislerddki matrissasynynn 6zara menzesdiklerini alarys, has dogrusy
®

cyzykly Ozgertménin e' bazisyny A' matrissasy bu Ozgertménii e
bazisini A matrissasyndan €' bazisden e bazise gecis matrissasy
arkaly transformirlenip alynyandyr.

23.Cyzykly ozgertmelerin iistiide amallar

Eger-de pwey R —c¢yzykly ginisligin  kdbir cyzykly

Ozgertmesi diysek olaryn @+ jemu diyilip bu giishgm islendik a
elementi ii¢in  a(@+yw)=d@+dy deilk bien kesgitlenyin
@+ Obzgetmd aydylyar . Seyle wusul bilen kesgitlenyin
@ + W Ozgertménii  ¢yzykly bolyandygyny gérmek kyn daldir
.Hakykatdan hem giislign islendik a,b elementleri hem-de her bir
o hakyky san iigin indiki deilikler ansatlyk bilen alynyandyr .

@+b)@+y)a+b)p+(@+by=dp+bp+ay+by=ad(p+y
+b(p+y)

(@a)(p+y)=(aa)p +(aa)y =alap)+alay)=alap +ay]=a
+y)]

K.@ c¢yzykly Ozgertmdnin k hemiselk sana kopeltmek hasyly

diyip islendk a elementi Ugin @ a(k@p)=k(ap) deilg
kanagatlandyryan k¢ Ozgertmi aydylyar .Bu k¢ Ozgertmiinifi hem

cyzyklydygyny amsatlyk bilen alarys.Hakykatdan hem bu tassyklama
indiki denlikden ansatlyk bilen gelip ¢ykyandyr
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1. islendik a,b elementler ticin
(a +b)(kp) =[k(a+b)p]=klap + bp]=k(ap) + k(bp) = a(kp)
cyzykly Ozgertme
2. islendik a hakyky hemiselik san licin
(aa)(kp) =k[(aa)p]=kla(ap)]=alk(ap)]=ala(ke)]
cyzykly Ozgertme .
Indi  @wey ¢yzykly Ozgertmeleri kibrr e,e,,...,e bazisde
degisllikde A= (al.j) we B= (bi,) matrisalar bilen berlen bolsun

diyelin .Onda bize belli bolsuna gérd e = Ae we ey = Be
deiilikler yerine vetydndirler hem-de olardan islendik i nomer {igin
e=(p+y)=ep+ey=>ae +>be=>(a +b e

j=1 k=1 j=1 ‘
gelip ¢ykar.

Yagny islendik i nomer {igin ej(§0+l//)=Z(aij +bl.j )e;
j=1

defiikden e(@ +w)=(A+ B)e deiligiti yerine yetyindigini alarys

Seylelkde iki sany c¢yzykly Ozgertmelerin jeminii matrisasy bu

Ozgertmelerin  sol bazisddki matrisalaryin jemine dendir .Edil suna

menzeslkde bu c¢yzykly Ozgertmelermt @y kopeltmek hasyly ti¢in

tapylyp islendik i e -(@-yw)=(e @)y bolar .Onda bu
Ozgertmelerin berlen bazisdiki A we B matrisalarynyn {isti bilen
indiki denligin yerine yetyindigini alarys.

e(p-y)=(e o =(Xa,e v =2a,(ep)=2a,(0b,e)=

= i(i aijbjk )e,

k=1 j=l
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n n

vagny e, (@-w)=>.0Q, a, b, e, detilige eye bolarys. Bu

k=1 j=1
yerden basgaca e(@-.w)=(A-B)e. Diymek iki sany cyzykly
Ozgertmelerin  kopeltmek hasylynynn matrissasy bu kopelijilerm  sol
bazisddki matrissalarynyn  kopeltmek  hasylyna  denesdirerliklidir.
Edil yokardakylara menzeslikde c¢yzykly Ozgertminn hakyky sana
kopeltmek  hasylynyn  matrissasynyn  hem bu  Ozgertménii = sol
bazisddki matrissasynyn bu hemiselk sana kopeltmek hasylyna
dendigini alarys.

Yagny ‘e(k¢) = (kA)e‘

24.Cyzykly o6zgertmiinifi yadrosy we bahalar kopliigi

Goy n oOlkegli R, c¢yzykly giiislkde ¢ c¢yzykly Ozgertme berlen
bolsun. Eger-de L bu giiigligih erkin bir bolek ginisligi diysek bu
bolek gmislikden alynan &hli wektorlaryn bu ¢@ Ozgertmi gord
obrazlarynyt L kopliigi hem R, -niit kibir bélek gifsligini
beryandir. Hususan R @— R gidisligh &hli elementlerinii = @
Ozgertmd gOrd obrazlarynynn kopliigi hem bolek gilislk bolup ol @
Ozgertminii bahalarynyi kopliigi diyip atlandyrylyar.
(a+b)p=ap+be belibolsuna gori @ ¢yzykly Ozgertmiiniii
dirli bazslerini matrissalary mefizesler we olaryn &dhlisi birmenzes
ranga eyedir. Bu sana @ c¢yzykly 6zgertmidnin rangy diylip aydylyar.
Indiki teoremany subutsyz getireliii.
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Teorema. ¢ ¢yzykly Ozgertménin bahalar kopliiginii Olcegi bu
Ozgertmdnifi rangyna dendir. (dim(R ¢)=r(@))

Seyle hem ¢ c¢yzykly 6zgertmd gord O wektoryil sekiliniii yene-de O

wektor  bolyandygyny bilydris. Diymek R gitisligin bu ¢ ¢yzykly
ozgertmede O ranga sekillendiryén ahli wektorlaryn N¢ kopliiginiit
bas dildigmi kesgitlemd g6rd bolsa onuin  bolek  giisligini
beryindigini alarys. Bubdlek giishkde ¢ szgertmidnm yadrosy diyip
aydylyar. Onuil Olgegine bolsa bu Ozgertmidnin defekti diyip
aydylyar. Indiki tassyklamany subutsyz getirelif.

Teorema. R ginisligin islendik ¢ ¢yzykly Ozgertménin rangy
bilen

defektnin jemini giisligin n dlgegine dendir.

Kesgitleme. R ginisligin ¢ ¢yzykly Ozgertmesi Ozara dengiiycli
indiki

------

1) r(¢p)=n bolsa

2) @ —niit bahalar kopliigi bolup R, ginislign 6z hyzmat edyéin
bolsa

3) @-nin defekti 0-a den bolsa ayratyn dal ¢yzykly Ozgertménin
kesgitltmesinden ~ onun  kesgitleyjisi ~ gorniginde  ¢yzykly
Ozgertmeden edilydn talaplary ghirmek miimkindir. Mysal iigin
@ cyzykly Ozgertminmi asakda getirjek 4,5,6 talaplarynn islendik
brini  kanagatlandyran  halatynda  ayratyn = ddl = Ozgertme
bolyandygyna g6z yetirmek kyn déldir.

4) R, ¢yzykly ginisliginin dirli wektorlarynyn ¢ Ozgertmedaki

sertleri hem dirldirler. Hakykatdan hem bu yagdayda ¢
Ozgertminii yadrosy N@dite 0-dan duryandyr. Bu diyildigi
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5)

6)

ayratyn dil Ozgertmdnii yokarda talaplarynyn 3)  Verine
yetyandigini goryaris.

IKinji bir tarapdan eger-de a we b R cyzykly gitisligin diirli
(a#b) elementleri bolsalar hem-de a@=>b¢@ deiilk yerine
yetse a—b#0bolmak bilen bir tarapda (a—b)p=0
bolyandygyna eye bolarys. Bu yagdayda 3) yerine yetmez
Diymek R~ gidisligin ¢ ¢yzykly ozgertmediki sekilleri gabat
gelydn 2 sany diirli elementleri bar bolsa , onda ¢ ayratyn dal
Ozgertme bolup bimez. ¢ Ozgertme R giisligi 6z-6ziine
Ozara bibelgli sekillendirydr/ Bu talapdan ayratyn dil @
Ozgertme {icin ona ters bolan (pf1 Ozgertme bar bolup onuil a@ -
ry a-ra oOekillendirydndigme yagny (a(p)(p_1 =aeye bolarys.
Seyle (pflézgertméiniﬁ hem c¢yzyklydygyny gormek kyn déldir.
Hakykatdan hem
(ap +bp)p™ =[(a+b)plp™ =a+b=(ap)p™ + (bp)p™
. Ikinji talap seyle hem islendk ae R we islendik o hakyky

san ligin

[wap)lp” =l@a)plp” =a(@)=al@ap)p] o'
zgertméaniil kesgitlemesinden ¢)(071 = ngl p=¢&
tozdestwalayyn Ozgertme bolyandygyny alarys.

@ Ozgerme Uigin ters (p*lézgertme bardyr. Hakykatdan hem her
bir @ ¢yzykly Ozgertminii islendik basisddki matrissasynyn
rangynyn sol bir sana deni bolan ranga eyedigini bilyaris.
Ayratyn  ddl  Ozgertminii 1) talabyndan (7(@)=n)bu
Ozgertminn  diirli bazisddki matrissalarynyn  6zara  menzes
bolyandyklary bilen birlikde olaryil ranklarynyn hem dendigine
eye bolarys we bu rangyn n-e dendigi alynar. Ol matrissalaryn
dhlisinin n-nji tertiplidigine gord olaryn ayratyn déldikleri gelip
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gykyandyr. Seylelkde her bir ayratyn dil ¢ c¢yzykly Ozgertme
iich A~ ayratyn dil matrissa eye bolan ¢ ' dzgertminii
bardygy gelip c¢ykyar.

25.Hisiyetlendiriji kokler we hususy bahalar

Goy A= (ai‘/) hakyky elementlerden diizilen — n-nji tertipli

kwadrat matrissa A bolsa kdbir nibelli bolsun. Onda
10..0

E=(01..0 n—nji tertipi  birlik  matrissany  belgilip
00...1

A— AFE girniisde alynyan n-nji tertipli

kwadrat matrissa A -nyn hisiyetlendiriji matrissasy diylip aydylyar.

a,— A a,.q,

| @ azz_;’"-azn . Y et e
A—-AE = matrissanyn kesgitleyjisi
a,.o, —A
A —dan  n-nji derejeli kopglendir. Hakykatdan hem kopgleniti it
yokary dereje saklayan c¢leni onuii bas diognalyny elementlerinii
kopeltmek hasylyndan alynyandyr. Yagny (—1)"A" gomiisde bolan

bas ¢len alynar.

Bu kesgitleyjinii  galan ¢lenlerinin  her birine bas diognaldan
azyndan iki element kopelji hokmiinde gatnagmaz Seylelikde bas
diognalynn elementlerinin  kopeltmek hasylyndan galan &hli clenlerin

derejesi 4>  n—2 bolan kibir A gori kopeleni beryindigi
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digniiklidir.  Bu  kopglenin = dhli  koeflisientlerini  kesgitlemek
miimkindir. ~ Mysal igin |4 — AE| kopglenin A" -nit ohiindiki
koeffisienti (—1)""'(a,, + ¢y, +...+@,, bolar onuii azat cleni
bolsa A matrissanyii

Kesgitleyjisine defi bolar.  n-nji derejeli | A— AE| kopglene A
matrissanynn  hdsiyetlendirji  kopliigni  onuit  koklerine bolsa bu
matrissanyn  hésiyetlendiriji  kokleri  diylipp  aydylyar.  Merzes
matrissalarynn den hésiyetlendiriji kopglenlere somia gérdde birmenizes
hisiyetlendiriji koklere eyediklerini gérmek kyn déldir. Hakykatdan
hem B we A n-nji tertipli kwadrat matrissalar menzes bolsalar
,yagny kesgitlemd gord kdbr n-nji tertiph ayratyn dil Q  matrissa
bar bolup

B=0"40 denlik yerine yetyan bolsa onda
|B-2EH QA0 - AEH Q' 40~ 0 (AE)QH O (4 - AE)Q =
=07 -] 4-2E|-| O]

bu yerden |Q7' |- |01 (Q'O=0-O"'=E  deiliklerde
kesgitleyjileri kopeltmegin teoremasyndan peydalansak

07|-101=10l-|0"'|=|E|=1 bolar)

‘B —ﬂE‘ =‘A—ﬂE‘ bolan detilige eye bolarys. Bu tassyklamadan
Q cyzykly Ozgertminii diirh bazslerde menzes bolan diirk
matrissalar  bilen  berilydndigine  garamazdan ol matrissalaryn
dhlisinin sol bir hisiyetlendiriji koklere eyediklerine eye bolarys. Sol
kokler hem bu ¢
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cyzykly Ozgertmidnii kokleri diylip atlandyrylyar. Bu  kikleri
dhlismih  gaytalanyslaryny hem saklayan toplumyna ¢@ c¢yzykly

Ozgertmidnin spekrti diylip aydylyar.

Goy , R, hakyky cyzykly gilisikde ¢ ¢yzykly Ozgertme
berlen bolsun. Eger-de b #0  wektor @ c¢yzykly Ozgertme bilen
Oziine proporsional bolan kédbir wektora sekillenydn bolsa , yagny
kdbir A, hakyky san bar bolup b (p:ﬂol; (1) denlik verine
yetydn bolsa b wektora ¢ Ozgertménii hususy wektory A, sana

bolsa onuii hususy bahasy diyilydr. Sunlukda hususy b wektor
nususy A, baha dijlip aydylyar. b#0 bolanlygyna gord (1)

denligi kanagatlandyryan A, san b wektor tgin yeke-tik

kesgitlenyandir. 0 wektor @¢in (1) denlk islendik A, san bilen

yverine yetydn hem bolsa ol wektor hususy wektor hasap . edilydn
daldir. Indiki tassyklamalary subutsyz getirelin.

Teorema. @ c¢yzykly Ozgertmidnmi hakyky hasiyetlendiryji kokleri
bar bolan yagdayynda die solar bu Ozgertminii hususy bahalary
bolup hyzmat edyérler.

Teorema. @ c¢yzykly 6zgertminm dirli hususy bahalaryna degisli

bolan hususy  b,,b,,....b, wektorlaryii ¢yzykly baglansyksyz
sistemasyny diizyandirler.

26.Simmetrik o6zgertmeler

N olegli Ewklid gitisliginit ¢ Szgertmesi ticin = Va,b wektorlar
bilen
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(ap,b)=(a,bp) (1) deilk yerine yetydn bolsa ona simmetrik

bu Ozgertmidnin belgisi skalyar kopeltmekdiki kooeljjilerin  birinde
beylekisine gecilip bilinyar. Simmetrik mysal bolup & tojdestwen
hemde @ 0  Ozgertmidnn hyzmat edip biljekdigi ayandyr. Has
umumy mysal bolup giigligin her bir a  elementini ofla proporsional
bolan kibir ¢ sana kopeldilen bu wektoryin 6zine sekillenyidn yagny

VaeE, ii¢n ap=ca «- san deiligi kanagatlandyryan
@ Ozgertme hem hyzmat edip biler
(aa,b)=(a,ab) a(ab)=c(ab)

Teorema. Ewkld gmishginini  simmetrik  Ozgertmesi  islendik
ortanormirlenen bazisde simmetrik matrissa eyedir. Tersine
eger-de Ewkld gmigliginn kibwr c¢yzykly Ozgertmesi hig
bolmanda bir ortanormirlenen bazisde simmetrik matrissa
bilen berilydn bolsa ol simmetrik 6zgertmedir.

Subudy.

Goy ¢ simmetrk Ozgertme e,,e,,...,e, ortanormirlenen bazisde
A= (al.j) matrissa bilen berilyéin  bolsun. Onda ortanormirlenen

bazisde

Berlen iki wektorynn skalyar kopeltmek hasylynyn bu wektoryi
degisl kordinatasyna kopeltmek hasyllarynyn jemi bardygyny nazara
almak bilen taparys.

n n
(ei¢ﬂej) = (Zaikek aej) = Zaik (e, ’ej) =a;
k=1 k=1 :

n n
(eiaej(o) = (ei’zajk ek) = Zajk (ei’ek) - aji
k=1 k=1
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Seylelide @ —nin simmetrik bolyandygyndan Viwe j nomerlar
i¢in  (e;,e,)=(e,,e;) bolup @; =, boyandygyny alarys.
Sonky denlikler

A matrissanynn  elementlerinin  bag diognala g6rd simmetrik
verlesenlerinii  biri-birine  defidiklerini alarys. Bu bolsa kesgitlemi
gora

A-nyl  simmaetrik matrissadygyny anladyar. Tersine goy @
cyzykly Ozgertme €,€,,...., ortanormirlenen bazisde
Az(al.j) @, =a; bolan

Simmetrik matrissa bilen berilyin bolsun. Onda gisligin islendik
bzz B e C=Z]/l.el. wektorlary ligin

b, —(Zﬁ ) p= Zﬂ(efﬂ) Zﬂ(za e;)= Z(Zﬁﬂ, e,

Jj=1 i=1

cp= (Zm)co Z%(e,,(p) 27, Za €)= Z(Zma, )e;

Jj=1 i=1

Deiilikler alynar. Onda

(bop,c)= (Z(Zﬂzaz )e; aZVkek) Zﬂzazkyk

j=l i=l ik=1

defilik alynar. Edil suna menzeslkde (b,ce)= Z/Bzak,- ¥, bu

=
deritiklerde @, =a; bolyandygyna gord alynan islendik b,c —lar
licin
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(bep,c)=(b,cp) deiligin Yerine betydndigine eye bolarys.
Kesgitlemd gord spiiky deilikden ¢ —nii simmetrikdigi alynar. Bu
tassyklamadan simetrik Ozgertmelerin  jeminih  hem-de  simmetrik

Ozgertmdnii  sana kopeltmek hasylynyn simmetrik Ozgertmelerdigi
gelip ¢ykyandyr. Indiki tassyklama hem adalatlydyr.

Teorema: Simmetrik Ozgertminmi &hli hésiyetlendirji - kokleri
hakykydyrlar. Bu teoremanyn subudy i¢in islendik  ¢yzykly
Ozgertminm  koklerini bu Ozgertmidnii islendik bazisde berlen
matrissanynl  hésiyetlendiriji kokleri bilen gabat gelyindiklerini hem-
de simmetrik Ozgertmdnm ortanormirlenen bazisde — simmetrik
matrissalar  bilen  bilediklerini hasaba alsan indiki tassyklamadan

gelip ¢ykyandyr.

Teorema : (subutsyz.) Simmetrik matrissanyn  dhl
hasiyetlendiryji kokleri hakykydyrlar.

funksiyasynyn kesgitlemesinden
0,(p;i) =-0(p;) =nr(p;)-0(p;) hem — de 0,(p;) =n(p;)
-0(p’) =0, s>1

gatnagyklara eye bolyandygymyzy nazara alsak taparys.

S u(d)-0(d)= L+ 0, (p,)+ ..+ 6(p )} 1+ 0,(p,) + ..+ 6(pg2 )}

d\a

A+ 0(p )+ ..+ 6(p2 )= (- 6(p,))- (1= 6(p, ))- .. (1 - 6(p, )

1, a=1 bolanda
0, a>1 bolanda

H.1 %,u(d)z{
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Bu netjjinin  subudyny almak

1 a=1 bolanda
. d —
u%“( ) {O, a>1 bolanda

teoremada e(a): 1 diyip,hasap etmak yeterlkdir.

%ﬁ{(lpij@pij@pij} as1

Bu tassyklamanyn subudyny almak tiigin subut edilen teoremada

}gin subut edilen

1
e(a)a dijip saylap, almak Veterlikdir.

T1 Goy bitin (+) 8=09,,0,,...,0,, sanlara hakyky ya-da
kompleks bolan, f=1,f,,..,f, sanlar degsli bolsun,

onda S’ bilen O-nyni l-edei, O-nyl d sana kratnylaryna
degisli bolan f-lerm jemini belgilesek bahalaryna degisli bolan
f-lerin  bahalarynynn jemini S, bolan bolsa,

S'=Zp(d)- Sy  deiik dogrudyr. Bu yerde
jem O -laryn hi¢ bolmanda birini bolyin #dhli d natural bolijiler
boyunga alynyadyr.
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S.Belgilemelere  gora

§'=f, > u(d)+ f, 3 uld)+..+ f, >p(d)

d\s, d\s, d\s,

bolup, sol br o  natural bolijd , eye bolan ¢lenlerin dhlisi
bir
denlik dogry yere toplap , hem-de olarda bar bolan umumy
u(d) kopelijini  skopkanyn dasyna ¢ykarsak , skopkanyn i¢inde
galyan afilatma yokarda belgilenen, S, - d natural bolija eye
bolan dhli O — lara degisli flerin jemine defdir. Bu diyildigi
teoremanyn tassyklamasyny anladyar.

27.Eyler funksiyasy.

K.l Ejler finksiyasy @(a) &hli bitn (+) a sanlar iin
kesgitlenen bolup, 0,1,2,.....a-1 (1) sanlaryil arasynda a san
bilen Ozara yonekeylerin sanyny anladyar.

Mysal:
o)=1 ¢@2)=1 ¢B)=2 o4)=2  ¢5)=4

Indiki teorema adalatlydyr.

Goy, a=p;*-py? ..o P” a sanyn yonekey
kopelyjilere dagytmasynyn kanonk gorniisi bolsun. Onda
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wrfe g ft] @

ol@)=(p —pet)-(pr — pgr ) (pp — p) @)
hususan (p(p“) bolanda,

olp)=p® - p=t=p*t(p-1) o(p)=p-1 p

Islendik p yonekey o >1 (o birden uly natural sanlar {i¢in
)dogrudyr . Subudy.Myobus funksiyasy tigin yokarda subut edilen

belli teoremada & We f sanlary seyle saylap alalyn .Goy x (1) —nji
sanlar sistemasyndan &hli elementleri 6ziine baha deregine kabul
edyin bolsun , hem-de bu yagdayda & = (X,a) we £=1 ona degisli
edeliii . Onda sol teoremadaky S’ ululuk O = (X, @) sanlaryii bire
detilerinifi sanyny afladardy. S, -d sana kratny bolan & = (X, a)-
larynt sany .

Seylelikde yokarda aydylanna goré ,(x,a) sanyn d sana kratny
bolmaklarynynl zerur sertiniii bu sanlaryn her birnit d sana kratny
bolmalydyklaryna gord a san d sana galyndysyz
bolinmelidigini nazara alsak bu yagdayda Sy ululyk X -leriit
d sana kratnylarynyii sanyny afiladardy. Ya-da basgaca

a
aydanynda E sana dei bolar.
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Seylelikde

L

dogry bolan denligi nazara alsak, teoremanyn subudyny alarys.
Subut edilen  teoremadan (p(a) Eyler funksiyasynyn
multiplikatiw funksiya bolyandygyny gormek kyn déldir.

Hakykatdan hem . Eger-de (al, a, ) =1bolsalar, onda alnan
formula gord , (p(al, a, )2 (p(a1 ) (p(a2 )

tdze alynyan aflatma oOnki bilen m modula gord denedirerlikli
bolyandyr.Hususan eger-de

a,=b,(mod m)a, =b(mod m)...a, =b,(mod m)
x=y(mod m)

bolsalar onda

a X" +a X" +..+a x+a, =by" +by" +by" +...+b, y+
+b,(mod m)

denesdirme dogrudyr.

Teoremany subut etmek ii¢in yokarda aydylan hésiyetlerden
peydalanmak veterlikdir.

28.Ayyrmalaryii doly sistemasy.
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m modula gord denedirerlikli sanlar bu modul boyunca sanlaryi
klasyny emele getiryindirler. Solbir klasa degisli bolan sanlaryn
dhlisinin bu modula boélinende den galynda eyedikleri bellidir. Eger-
de mQ+r yazgyda q dhli mimkin bolan bitin sanlardan bahalar

alsa onda bu klasyn (m-e bolinende r galynda eye bolan sanlaryi
klasynyn) &hli sanlaryny almak miimkindir.

—4=5(-1)+1 ~9=5-(-2)+1

Seylelikde her bir klasyn sanlarynyfin m modula boliinende bir

menzes galynda eyediklerini nazara alsak hem-de

mg+r yYazgyda r galyndynyti 0,1,2,...,m—1 bahalara eye

bolmak miimkingiligini (¢iinki galyndyly bolmegin algoritminden
0<r<m bolandygyna gord) nazara alsak m modula gori

sanlaryil dhli miimkin bolan klaslarynynn sanynyin m-e dendigini

alarys sanlaryn m modula gord klasynyn her

bir sanyna onyil bu klasyil galan sanlaryna gord ayyrmasy diyip
aydylyar. Her klasyn sanlarynyn MQ + I gorniisddki yazgysyna
g =0 bolan halatynda alynyan r sana (bu klasyn sanlaryny m
modula bolenimizde galyan r galynda) bu klasyn i kigi (-)
bolmadyk ayyrmasy diyip aydylyar.

M modula gora sanlaryn klaslaryndan bir- birden san (ayyrma)
alynyp diizilen m sany sanlaryil sistemasyna bu m modula gord

ayyrmalaryn doly sistemasy diyip aydylyar.

Adatca m modula gord ayyrmalaryn doly sistemasyna derek
01,2,...,m—1 sanlaryii sistemasy alynyp, lo i kici (-) bolmadyk
ayyrmalarii doly sistemasy diyip atlandyrylyar.

Absalyut m kici ayyrma diyip- klasyn absalyut ululygy boyunga i
kici o ayyrmasyna aydylyar.
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Eger-de sanlar klasynyn &hli sanlary mMQ +r gorniisinde

m
anladylyan bolup, F<E bolsa p=r bolynadyr. Eger-de

m
r >E bolsa onda

m
P =Fr—mMm gomisinde kesgitlenyindir. Seyle hem I = E

. m m m
bolanda o deregine ya E va-da E— m=—§ san alynyandyr.
Seylelikde absolyut i kigi ayyrmalaryn doly sistemasy deregine m
m-1 m-1 m-1
tak bolanda — > — > +1,...,—1,O,1,...,T hatar

Eger-de m jiibiit bolanda ,

M0 va—da -2 1010
2 2 2 2

hatar

alynyandyr.

Mysalii¢in: 9 modula gord , m kici (-)bolmady ayrmalaryn doly
sistemasy 0,1,2,...,8 hatar bu modula goré , absalyut i kici
ayymalaryin dol sistemasy bolup,

-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 hatar hyzmat edyéndir.
Edil suna menzeslikde

0,1,2,3,4,5,6,7 hatar 8 modula gora , in kigi (-)
bolmadyk ayyrmalaryn doly sistemasy
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-3,-2,-1,0,1,2,3,4 va-da -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,
atarlaryn islendik birini 8 modula gord bsalyut m kici ayyrmalaryn
doly sistemasy deregine almak momkindir.

Subut edilmesi kyn bolmadyk indiki tassyklamalary belldp gecelin .

T.1 m modul boyunca ikibir-ikibir denesdirerlikli bolmadyk
islendik m sany sanlaryfi toplumy m modula gord ayyrmalaryn
doly sistemasyny emele getiryandirler.

T.2 Eger-de (a,m)=1 hem-de x m modula gbrd ayyrmalaryn doly
sistemasyndan bahalar alyan bolsa, onda ax+b yazgydan (bu yerde b
islendik bitin san ) alynyan bahalar hem m modula gora
ayyrmalaryn doly sistemasyny emele getiryandirler.

29.Denesdirmelerin  kébir ayratyn hisiyetleri .

1).denesdirmelerin iki tarapynyn umumy boliijisi modul bilen 6zara
yonekey bolsa onda deniesdirmelerin ki tarapyny hem bu umumy
bolijja bolmek miimkindir.

Hakykatdan hem goy, a = b(mod m) bilen
a=a,d, b=bd, we (d,m)z] bolsun.

Onda serte gord a—b=d (a ;= b]) tapawut m-e galyndysyz
bolinyandir. Bize oniden belli bolsuna gord , bu yagdayda

a, —b, m modula galyndysyz bolinmelidir .Bu diyildigi belli
bolan teoremadan @, =b,(mod m) defiesdiméi eje bolarys.

2). Denigdirménini ki arapyny hem onuii modulyny hem sol bir sana
kopeltmek miimkindir. Yagny eger-de a=b(mod m) bolsa
onda islendik k san ii¢in a-kEb-k(mod mk) yerine
yetyandir.
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Hakykatdan hem a Eb(mod m) gatnagsykdan a=b+mt

t-bitin san gatnasygy alarys. bu deiligin iki tarapyny hem k sana
kopeltmek bilen a-k=5b-k+mk-t deilige eye bolarys.

Bu yerden belli teoremadan peydalanyp
a-k=b- k(mod mk ) defiesdirméni taparys.

3). Detiesdirminint  iki tarapyny hem , hem-de onuit modulnynn hem
olaryn islendik umumy bolijisine bolmek miimkindir . Hakykatdan
hem eger-de a=b(mod m) bilen

a=a,d, b=b,d, m=m,d bolsalar onda bize belli bolan
tassyklamadan alynyan (a=b+mt) a,d =b,d +m,d -t deiiligin
iki tarapyny hem d sana bolmek bilen a, =b, +m;t
bolmalydygyny ya-da baggaga aydanyiida a, =b, (mod m ])
bolyandyklaryny alarys.

4). Ege-de a we b sanlar birnd¢ce modullara gord denesdirerlikli
bolsalar, onda olar b modullarynt i kici umumy kratnysyna gord hem

denesdirerlik lidirler.
Hakykatdan hem eger-de
a=b(mod m,)a=b(mod m,)....a=b(mod m,)

bolsa, bize belli bolan teoremadan a-b tapawudyn

m;,m,,...,m, modullara galyndysyz bolinmelidigi gelip
¢ykyandyr. Onda bu tapawut modullarynt i ki¢i umumy kratnysyna
hem boliner . Bu diyildigi a we b sanlar modullaryn m ki¢i umumy
m;,m,,..m,

kratnysyna gord

30.Kwadrat formalar.
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X, X, x, nibellilerden kwadrat forma diylip her bir cleni

(gosulyjysy) bu nabellilerin haysy hem bolsa birinin kwadratdygny
ya-da bolmasa olaryn 2 sany diirlisinin her haysyny we dine solary
saklayan algebraik jeme aydylyar.

X%, X, ) gornisinde

bellenip ony umumy yvagdayda yazmak tin asakdaky belgilemeleri
girizelin.

......

x,”-nin koefisientlerin @, x,.x, kopeltmek hasylynyii (i# j
bolanda koefisientleri boyunca a bilen belgileyiris. Yone
x,.x,; = x;.x; bolyandygyna goré biziii belgilemelerimiz islendik I
we j nomerlerimiz tgin a, =4a, bolyandyklaryny talap edyandir.
Sona gorade a; X,.X; +a; XX, = 2% XX ; bolyandygyny nazara
almak bilen x; —nif x, —e kopeltmek hasylynyn koeffisientlerini

2a1.j gorniisinde alarys. (menzes clenler toplasdyrlandan son)

n sany nabellilerden kwadrat formanyn

,,,,, n

umumy  yazgysy

flxx, x,)= 'Zlal.jxi.xj (1) gornisinde berlip bilner. Bu
L,]—

anlatmanyn koefisientlerinden A:(al.j) n -nji tertipli kwadrat

matrissany (al.j =a; dedlige gord ol simmetrikdir ) diizmek

mimkindir. Seylelikde berlen 7 sany nibellilerden kwadrat forma

kabir n —nji tertipli simmetrik matrissany yeke-tiak kesgitleyandir.

Seyle hem eger-de »n —nji tertipli simmetrik matrissa berlen

bolsa,onda koefisientleri bu matrissanyn elementleri bolan yeke-tidk
kwadrat formany yazmak miimkindir. Bu aydylanlardan #
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nibellilerden dhli kwadrat formalaryn toplumy bilen ahli 7 -nji
tertipli simmetrik matrissalaryn toplumy arasynda 6zara bir belgili
degisliligin bardygyna eye bolarys. Yokarda kesgitlenen A

.....

aydylyar.

Bu matrissanynl elementleriniii diie hakyky sanlar bolyan
vagdayynda degisli kwadrat forma hem hakyky ol elementleriniii
kompleks hem bolyandyklarynyin miimkingilikleri bar yagdayynda
bolsa degisli forma kompleks forma diylip aydylyar.

f kwadrat formanytt 4= (a l.j) matrissanyfi rangyna bu

formanyn rangy diyilyir. Eger-de A ayratyn dil bolsa (r(A4)=n
bolsa ) onda f formanyf 6zine hem ayratyn dil diylp aydylyar.
Bize geliekde gerek bolan bir tassyklamany getirmezden 61 islendik
B' bilen onuii transponirlenenini brigiliris. 4B kopeltmek hasyly
kesgitlenen islendik A we B matrissalar {igin (A4B)'= B' A" yagny bu

2 matrissanynn kopeltmek hasylyndan transponirlenip alynan matrissa
bu kopelijilerinn transponirlenen matrissalarynyn ( yone kopeljjiler
ters tertipde alynyandyrlar ) kopeltmek hasylyna dendir. Indiki
belgilemeleri girizelin.

xl
X=x, |, X=(xx, x, onda

X

n

f=r(xx, x,)= Zail_ XX, (1) f kwadrat formany

ij-1

f=X"AX (2) g]rniisde hem yazmak miimkindir. Hakykatdan
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hem AX kdopeltmek hasylynyil kesgitlenendigine gord onun
Zalj X
j=1

n
AX = Z}azj X,
=

> a,x,
=t
slitiin matrissasy bolyandygyndan bu matrissany ¢epinden X' -e
kopeltmek bilen

bir setirden hem-de bir siitinden duryan, yagny

X'AX = (ixizn:aijxj) = (Zn: iaij XX ;) :(Zn:aij XX ;)

=l j=l =1 j=l i,j=1
bolyandygyny alarys. Indi f kwadrat forma giryin 7z sany

.....

nibellilerifi ¢yzykly Ozgertmesi yerine Vetydn bolsun diyeli. Yagny

bu nébellileriii tistinde x, =»,q, ¥, i=1...;n (3)¢yzkly
k=1

M
Ozgertme amala agyryan bolsun. Eger-de Y =| y, | diysek
Y

sotlky Ozgertminifi matrissalar iisti bilen X =QY gomiisinde
anladylyandygy diisniiklidir. Onda yokarda edilen bellige gord sonky

yazgydan  X'=(QX)'=Y'Q' bolyandyr. Seylelikde (2)yazgydan
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f=X'AX=Y'(Q'A40)Y =Y'BY (4) buyerde B=0'AQ0 B
matrissanyn simmetrikdigni gérmek kyn daldir.

Hakykatdan hem munun {igcin kwadrat matrissanyni simmetrik
bolyandygynyn zerur hem yeterlik serti bolup onun 6ziinin
transponirlenen matrissasy bilen gabat gelmekligininn hyzmat
edydndiginden peydalanmak yeterlikdir.
B'=(Q'40)'=0'4(Q")'=0'AQ = B. Soiiky deiik B-nit
simmetrikdigini afladyar. Eger-de yokarda seredilen (3) 6zgertmidnin
Q matrissasy ayratyn dil diysek onda bize 6nden belli bolan
kesgitlemd gord B matrissa A bilen mefizes bolar. Seylelikde indiki
tassyklama adalatlydyr.

Teorema: n sany nibellilerden A matrissaly kwadrat formada Q
matrissaly

Nibellilerin ¢yzykly Ozgertmesi yerine Vetirlen bolsa, tize
nibellilerden Q' AQ matrissaly kwadrat forma alynyar. (kwadrat
forma Owrlilydn tize forma) Seyle hem (3) ¢yzykly 6zgertmidnin Q
matrissasy avratyn dil bolsa tize

Nibellilerden f =Y'BY, B=(Q"'AQ kwadrat formanyi
matrissasy bilen kone

Nibelllerden f = X'AX formanyti A matrissasy metizesdirler.
Onden belli

Bolsuna gord menizes matrissalaryn ranklary biri-birine dendirler.
Diymek ayratyn dél ¢yzykly Ozgertme kwadrat formanyn rangyny
tiytgedyan déldir. Indi

Kwadrat formanyn rangynyn tytgedyan déldir. Indi kwadrat formany

kabir ayratyn dil ¢yzykly O6zgertme yardamynda tize ndbellilerden
kwadrat formany
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alanymyzda ondaky diirli nébellilerin kopeltmek hasyllarynyn
dhlisininn koeffisientlerinin 0-a dwriilmegi (bu gorniise kwadrat
formanyn kononik gdrniisi

rrrrr

Xp5XyseesX,,

nibellilerden f kwadrat forma ayratyn dél ¢yzykly Ozgertméniti
yardamynda

f :b1y21 +..bny2 n (5)buyerde y,,¥,,...,y, tize nibelliler
kononik gorniise getirlen bolsun diyelin. Bu yazgyda b,,b,,....D,
koeflisientlerinin kabirinin 0-a

deft bolmaklary hem miimkindir. (5) yazgydaky o-dan tapawutly b,
koeffisientlerifi sanynyfi f formanyf rangy bilen gabat gelmelidigi
afsatlyk bilen subut edilyir. Dogrudanda (5) yazgy f kwadrat
formadan ayratyn dil ¢cyzykly Ozgertminin yardamynda alynypdy.
Sofia gdride onuil rangy basda berlen kone nibellilerden  f
formanyn rangyna defidir. Yéne (5) formulanyfi matrissasynyi
b,0..0

0b,...0 giriisini diognal matrissasyna gord bagda berlen f

00..5,

formanyn rangy 7 —e den diysek bu matrissanyii hem rangynyn

7 —e den bolmalydygynyn bu matrissanyn o-dan tapawutly diognal
elementlerinin sanynynn 7 —e deni bolmagy bilen dengiiyglidigine eye
bolarys. Diymek 7r(f)=r

bolanda (5) yazgydaky 0-dantapawutly koeflisientlerifi sanynyn
7 —e dendigini goryéris. Indi kwadrat formalar hakyndaky esasy
teorema diylip atlandyrylyan
indiki tassyklamany getirelin .
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Esasy teorema: Islendik kwadrat forma ayratyn bolmadyk
kabir ¢yzykly O6zgertme yardamynda kononik gOrniise getirlip bilner.
Sunlukda seredilyin kwadrat forma hakyky bolsa aydylan cyzykly
Ozgertmini dhli koeffissientlerini hem hakyky sanlar hasap etmek
miimkindir.

Subudy

Bu tassyklamanyn bir ndbellilerden kwadrat forma ticin dogrudygy
ayandyr. Ciinki seyle kwadrat formanyn ahlisi ax® a#0 san
gorniisde yazylyp bu yazgynyn 6z bir nibellilerden kwadrat
formanyn kanonik gorniisini afladyar.

Soma gordde teoremanynn subudyny kwadrat forma giryin ndbellilerin
sanyna gOrd matematiki induksiya usulyny peydalanmak bilen amala
asyryp bileris. Munun iicin girydn nébellilerin sany 7 —den kigi
bolsa dhli kwadrat formalar {icin teorema adalatly hasap edip onun
tasyklamasynyin # sany nibellilerden kwadrat forma {icin hem yerine
vetydndigini gérkezmelidiris. Goy 7 ndbellilerden

f :;:;aif X;.x; kwadrat forma berlen bolsun. Bu formada
ndbellilerin haysy hem bolsa birinin kwadratdygyny saylajak, yagny
f formanyfi sol nibellinifi kwadraty bilen galan nibellilerifi kébir
kwadrat formasynyn jemi gorniisine getirjek ayratyn bolmadyk
cyzykly 6zgertmini tapjak bolalyh. Bu maksada f formada haysy
hem bolsa bir ndbellinit kwadratynyn koeflisientinn 0-dan tapawutly
bolanda yagny a,,,a,,,...,a,, sanlaryii hi¢ bolmanda biri 0-dan
tapawutly bolan yagdayynda afsatlyk Vetip bileris. [ formada haysy
hem bolsa bir ndbellinin kwadratynyn koeflisienti

Mysal t¢in: a,, #0 y, =a,,x, +a,x, +...+a,x,, V, =X

i=2,...,n (6) gyzykly Ozgertmiini has dogrusy bu dzgertmé ters

bolan 6zgertmini yerine yetireris. Sunlukda biz

a 'n(a,x, +a,x, +...+a, x,)’ atlatmanyi kwadrat forma
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bolmak bilen f* formada x, —i saklayan we difie solary x, nabellili
bilen saklayan kwadrat formany afsatlyk bilen alarys. Seylelikde
f=au(a,x, +a,x, +..+a,x,)’ =g (7) tapawut difie
X,,X5,...,x, nibellilerden kédbir kwadrat formany beryandir. Yone
ol (g) x, nibellini 6ziinde saklayan dildir. Seylelikde (6)
belgilemeler basgaga aydylanda sol belgilemeler netijesinde alynyan
¢yzykly Ozgertmd ters bolan ¢yzykly ozgertme f formada y,

ndbellinin kwadratyny saylamaga miimkingilik berdi Bu ulanylan
Ozgertminin ayratyn dildigi ona ters bolan (6) denlemeler bilen
kesgitlenilydn c¢yzykly Ozgertminin ayratyn délliginden gelip
¢ykyandyr. Sebibi

(6)denlemelerinn kesgitleydn ¢yzykly Ozgertmesiniii matrissasy

aap,..4a,
o1...0
0 0 1

bolup onun kesgitleyjisi @, —e dendir. ki matrissanynn kopeltmek
hasyly birlk matrissany bermeli. Indi berlen formada nibellilerin hi¢
birinin hem kwadratyny

0-dan tapawutly koeffisiente eye dil diyelin. Yagny
a,=a,, =...=a, =0 bolsun bu yagdayda kwadrat formada
haysy hem bolsa iki sany diirh ndbellilerin

kopeltmek hasyly mysal icin x,.x, kdpelymek hasyly 0-dan
tapawutly koeflisientlerin bilen gatnagsmalydyr. Ciinki tersine
vagdayda kwadrat forma hakynda giirriin etmekligin manysy
bolmazdy.Seylelikde bizin talabymyza gord
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2a,, # 0 bolup biz bu yagdayda f formada haysy hem bolsa bir
ndbellinin kwadratynynn emele gelmegine miimkingilik beryin
komekei ayratyn dil ¢yzykly 6zgertméni ulanarys. Seyle cyzykly

X ==
Ozgertme <X, =y, +, (8)
X, =y, ,i=3.n
deiiliklerin yardamynda kesgitlener. Bu 6zgertme ayratyn déildir.
1-10..0
1 10..0
Ciinki onui kesgitleyjisi 0 0 1...0 =2#0 bolyandyr

0 0 0...1
1 -10..0
0 2 0.0
0 0 1.0
0 0 0.1

Seylelkde (8) 6zgertme netijesinde f formanynn 2a,,x,x, ¢leni

2a,,%,%, =24y, (¥, = ¥,) (0, + ¥,) =2a,y"1 = 2a,y%2 bu
diyildigi f formada birbada iki sany nibellilerii kwadratrarynyii
emele gelendigini afladyandyr. Ol

¢lenlerin hi¢ biri hem formanyn galan ¢lenleri bilen gysgalyp
bimezler. Sebibi
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galan clenlerin her birinde y.,y,,...,y, nibellilerifi hic bolmanda
biri saklanyandyr we sona gordde olarynn hi¢ biri hem nébellilerin
kwadratlaryny saklayan clenler bilen gysgalyp biimezler. Sunlukda
biz (8) ¢yzykly Ozgertme yardamynda Owrenilen yagdaydaky serte
eye bolarys. Indi tassyklamanyii subudyny doly amala asyrmak ti¢in
bu yagdayda hem f formany f =a;'y; +g(9) bu yerde

g —V,,V;5,...,), nibellilerden kébir kwadrat forma gorniise ayratyn
bolmadyk ¢yzykly Ozgertmédnin yardamynda getirip biljekdigmizi
hem-de g forma i¢in induktiw talapdan peydalanyp bilyandigimizi
nazara almak yeterlikdir. Seylelkde g kwadrat forma {igin ulanylyan
Ozgertmede y ndbellli tytgemeyin 7 sany nabellilerifi ¢yzykly
Ozgertmesidir diyip hasap etmek miimkindir. Seyle usul bilen (9)
yazgy kanonik

gomiise getirlen f kwadrat forma 2ya-da 3sany ayratyn dil ¢yzykly
Ozgermeler yardamynda kabir koeffisientler bilen nibellilerin
kwadratlarynyil jemi gorniisinde getirlip biner. Bu kwadratlaryn
sany bolsa formanyfi 7 rangyna defidir. Mundan basgada f kwadrat

forma hakyky bolsa onuil kanonik gorniisini seyle hem bu formany
kanonik gorniise getirip ¢yzykly Ozgertmedéki

koeffisientlerin &hlisi hakyky sanlar bolyarlar. Sebébi (6) hem-de (8)
cyzykly Ozgertmelerdiki koeffisientler seyle hem f — al_]1 J’12 =g
tapawutdaky
koeffisientlerinn dhlisi hakyky sanlardyr.
Mysal [ =2x,x, —6x,x, + 2x,x, kwadrat formany kononik
goriise getirmeli.

Coziwi.
Bu formada nébellilerini hi¢ birnit hem kwadratynyi
saklanmayandygyna gora
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Ikki bilen bu formada nébellilerin kwadratynyn emele gelmegini
X =0 =W I -1 0
lipjiin edip ayratyn dil X, =y, +y, yagny A=|1 1 O
X; =V, 0 0 1
komekei ¢yzykly Ozgertme verine yeter.
Netijede ' =2y7 —22y> —4y,y, —8y,y, Yazga geleris.

Bu yazgyda yl2 koeffisienti 0-dan tapawutly bolyanlygy t¢in bir
nabelliniit kwadratyny saylamak ansatdyr. z, =2y, —2y,,
Z,=Y,, Z=Yy, diysek basgaca aydanynda tersi

D =1\2z,+z,, y,=z,, yy=2z,)

I\2 0 1
B=|0 I O | matrissa eye bolan ¢yzykly Ozgertmini yerine
0 0 1

yetip f formany f=1\27 —2z2 —2z7 —8z,z, gomiise

o , 2 y
getireris. Buyazgyda z; —nyn
kwadratyny saylanandyr. Sotia gordde Zg -nyn koeffisientleriniin 0-
dan tapawutlandyryp peydalanyp yokardaka merizeslikde cuzykly
Ozgertmini yerine yetireris. Yagny
t,=z,, t,=-2z,—4z, t, =z, belglemeleri yerine yetirip

ona ters ozgertme ((z, =¢,,z, =—1\2t, = 2¢,, z, =t;)
denlikler bilen anladylyp
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100

C=|01\2 —2 | matrissa eyedir )alnan f formany
000

f=1\2t7 =1\ 2] + 615

(9) yazgysyna eye bolarys. Soiky yazgy kesgitlema gord f :

formanyn kanonik

gorntisidir. Bu getirlen ¢yzykly Ozgertmeleri matrissasy

IN2 1\2 3
ABC=|1\2 —1\2 —1| bolan ¢yzykly dzgertme bilen
0 0 1

calsyrlyp bilinyanligi,
seyle hem bu 6zgertminini ilki basda berlen f formany kanonik
gomiisine getirjekdigi diigniiklidir. Basgaca aydanyida berlen
kwadrat formada
x, =t +1\2¢, +3t,,
x, =t —1\2¢, —t,, belgilemeleri girizmek bilen (9) kanonik
X3 = l
gorniisii alynyandygyny barlamak afisatdyr. Yone berlen [
formanyn (9) kononik gorniisi yeke-tikdir.
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31. Inersiya kanuny.

Ortiden belli bolsy yaly kwadrat formanyn kanonk gdrniisi yeke-tik
kesgitlenydn déldir. Sebébi her bir kwadrat forma kanonk gdmiise
diirli usullar bilen getirlip bilner. Sol bir f kwadrat formanyn

getirlip bilinydn déirli kanonik
Gorniiglerinde umumylyk barmy ol umumylyk bar bolan
vagdayynda, ony ndhili

Anlatmak miimkin diylen soraglaryn yiize ¢ykmagy tebigydyr. Bu
soraga jogap

Bilen f formanyfi hakykydygyna ya-da kompleksdygna baglydyr.
Ikki bilen seredilyin kwadrat forma kompleks yerine Vetirilydn
ayratyn dél ozgertmeler hem kompleks koeffisientli bolsun diyeli.

Belli bolsy yaly 7 nébelliden » rangly islendik f kwadrat forma
ayraty dil ¢yzykly Ozgertme yardamynda

f=cyl+c,y; +...+ ¢y’ kanonk gomiise getirilyir. Bu yerde
¢, # 0 kompleks sanlardyr. Yone islendik sandaky kwadrat kok alyp

Z. =4/CY; i=1...r i )
: 7T 7T belgilemeleri

bahasyny nazara alsak
zZ, =y, i=r+Ln

yerine Yetimek bilen alnan Yazgydan f =z} +z, +...+2z. (1)
komoleks kwadrat formanyin normal gdrniisi diyip atlandyrylyan
gorniisini alarys. Kesgitlemeden gorliisi yaly rangy 7 —e den bolan
kompleks kwadrat formanyfi narmal gomiisi koeffisientleri 1-e dent
bolan 7 sany tidze ndbellilerin kwadratlarynyn jemidir. Diymek
kompleks kwadrat formalar ii¢in normal gorniis diie bu formalaryn
rangyna baglydyr. Seylelikde
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rangy » —e den bolan dhli kompleks kwadrat formalar (1) normal
goriise eyedirler. Basgaca aydylanda 2sany f we g n
ndbellilerden kwadrat formalar

sol bir 7 ranga eye bolsalar olar ayratyn dil ¢yzykly Ozgertme
yardamynda (1) gdrniige getirilyandirler. Bu diyildigi f we g
formalarynn birinden beylekisine kabir ayratyn bolmadyk c¢yzykly
Ozgertme yardamynda gecilip bilinjekdigini anladyandyr. Sunlukda
biz yerine yetirilyin ayratyn dil ¢yzykly Ozgertmidnin kwadrat
formasynyn rangyny iytgetmeyéandigini nazara almalydyrys. Indiki

tassyklamanyn dogrudygyny subut edeli

Teorema: n sany nibellilerden 2sany kompleks kwadrat
formalarynn kompleks koeflisientli ayratyn dil ¢yzykly Ozgertmelerin
yardamynda birinden beylekisinin alynyp bilinmegi tigin zerur hem
veterlik sert bolup olaryil birmetizes ranga eye bolmaklary hyzmat
edyandirler. Bu teoremadan 7 rangly

Kompleks kwadrat formadan kanonik gorniisi bolup 0-dan tapawutly
islendik kompleks koeffisientli » sany ndbellilerin kwadratlarynyn
jemniit hyzmat edip biljekdigi gelip ¢ykyandyr. Indi yokarda berlen
soraga jogap bermek licin seredilyin formalaryn hakyky bolan
vagdayyna seredelin. Bu yagdayda jogap ¢ylsyrymlyrakdyr. Has
beteride amala asyrylyan c¢yzykly Ozgertmeler diie hakyky
koeffisiently bolmalydyrlar diylen talap meseldninn dwrenilmegini
cylsyrymlasdyryar. Bu yagdayda islendik f kwadrat forma ayratyn
dél ¢yzykly Ozgertminin yardamynda (1) gdmiise getirlip bilner.
Ciinki onun minus sandan kwadrat kokiin alynmagyny talap etmegi
miimkin. Eger-de biz kwadrat formanyn narmal gorniisi diyip +1 ya-
da -1 koeffisientler bilen alynan birndige nébellilerin kwadratlarynyn
aytsak onda islendik koeflisientli kwadrat formany

Hakyky koeflisientli ayratyn dél ¢yzykly Ozgertminin yardamynda
bu normal gomiise getirmegmiz miimkindir. Hakykatdan hem »
nibellilerden 7 rangly f
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Kwadrat formanyn
f=cyl +.4cy, —c, Vi ——C Y-, ¢ #0 kibir (+)

Sanlar kanonik gorniise getirilydindigini nazara alsak

z :ngi Jg=1..r

z, =y, r<j=n

Belgilemeler netijesinde (yada oma ters bolan ayratyn dil ¢yzykly
ozgertme yardamynda ) f =z] +z5 +..+z, —z,, —...—Z.

------

bolarys. Yazgydangorliisi yaly hakyky kwadrat forma normal
gorniisdéki kwadratlaryn umumy sany onun 7 rangyna dendir.
Hakyky kwadrat forma diirli hakyky 6zgertmer bilen biri-birinden
dile gosulyjylarynn orny bilen tapawutlanyan normal gorniise
getirilydr. Inersiya kanuny diyilin aydylan belligimiz hakynda indiki
tassyklama gorniisinde berilyérler.

Teorema (Esasy): Hakyky kwadrat forma hakyky koeffisientlere
ayratyn dil ¢yzykly Ozgertminin usti bilen getirilydin normal
gorniisdaki (+) hem-de (-) kwadratlaryni sany bu 6zgertmd bagly
délfir.

Subudy.

Goy n sany X,,...,x, nibellilerden 7 rangly kwadrat forma 2 sany

diirli usul bilen (2sany hakyky koeffisientlere eye bolan ayratyn dal
cyzykly Ozgertmeler yardamynda) Indiki normal gdrniislere
getirilydn bolsun.

2 2 2 2 _ 2, 2 2 2
=N+t Ve Vi =YV, =2 2 2y~ 2, (3)

yone X,,...,xX, nibellilerden ),,...,y, nabellilere ayratyn dil
cyzykly Ozgertme bilen gecilenligi sebépli tersine gecyji hem 0 dil
kesgitleyjini diizgdn koeflisientler hokmiinde saklayan tize
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ndbellilerin kone nébellilerin Usti bilen ¢yzykly anladylyp

bilinjekdiklerini afladyar. Yagny y, = Zaij X; (4) edi sunuit yaly

j=1
zZ, = Zbl./_x ; (5) anlatmalar al.j we bl.j hakyky sanlar bolsun.
j=1

#0 we

\(a,._,j

‘(bl.j )‘ 0 talaplar bilen birlikde Yerine Yetirilyandir

(3) gatnagyklarday (teoremanyfi subudy iicin k& =/ detiligi subut
etmeli diyeris)

k <1 tersine guman edelii.

Bu yagdayda indiki detiliklere seredelin.

»=0,.,,=0, z,=0,.,z =0()

Bu deiilikden ¢ep taraplaryny olarynn (4) we (5) detilikler bilen berlen
anlatmalar

Bilen calsysak
Zfal.jxj =0, i=1...n, Zlbl.jxj =0, i=l+ln—x,...
J= J=

Nibelllerden n—/ islendik & ((n—1[+ k <n)talaba gori

k > 1) sany alarys. Bizit bilsimiz yaly bir jynsly detllemeler
sistemada ndbellilerden az bolanda ol 0 dil ¢oziiwe eyedir. Soma
gnorade alnan sistemanyn kdbr o, «,,... &, hakyky 0 dél ¢oziwi
bar hasap edip , hem-de bu ¢oziiwi (3) defilemede ornuna goyup
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—yi (@) —..—yi(@)=z} (@) +...+ z] (@) (7) deillige eye
bolarys. Biz miimkin dél denlige geldik. (Ciinki (4) we (5) deiiligin
koeffisientlerin dhlisi hakyky sanlar boldy. Son detlemede o
¢cOzliwdédki kwadratlaii dhlisi (+) sanlardyr.) sonun iicin bu
defleménini diie z,(ax) =0, z,(ax)=0,...,z,(a) =0 bolan
vagdayda yerine yetmegi miimkindir. (6) denlikleri gdz oiiline tutmak
bilen onda z, =0,z, =0,...,z, =0,z,,, =0,...,z, =0 sistemanyn
a,,a,,....a, 0dil ¢oziwe eyedigini alarys. Basgaca

X|seeesX n sany nibellilerden

n

z, =Y bl./,xj =0 i=1,...,n, n sany bir jynsly ¢yzykly

e
defilemeleriti 0 dil ¢oziiwiniti bardygyna eye bolarys. Yone bize belli
bolsy yaly 7 sany ndbellilerden 7 sany bir jynsly ¢yzykly
detilemeler sistemasynyn 0 dél ¢oziiwe

eye bolyandygynyn zerur hem yeterlk serti bu sis temanyn
kesgitleyjisi bolmalydyr. Seylelikde ‘(bi, )‘ =0 bolyandygyny

afiladyar. Yone bu alan netijaimiz (5) ¢yzykly Ozgertménifi ayratyn
dildigi hakyky talaba gapma garsydyr. Diymek k& >/ diyen
gumanymyz nidogrydyr. Edil sutia mefzeslikde &k </ hem
nidogrydyr. Onda k =/ bolmalydyr. Bu diyildigi f kwadrat
formanyn hakyky koeflisientli ayratyn dil ¢yzykly Ozgertme
yardamynda getirlen normal gomiisddki (+) hem-de (-)
kwadratlarynynn sanynyn bu 0zgertmd bagly dildir. Hakyky
koeffisientli kwadrat formanynn normal gorniisddki nul (+)
kwadratlaryin sanyna inersiyanyn (has dogrusy bu kwadrat forman
mersiyasy)

(+) indeksy (-)kwadratlarti sanyna bolsa (-) indeks (+) we (-)
indekslefi tapawudyna bolsa f formanyii signaturasy diyilyir. Bu
aydylan tassyklamadan
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hem-de kesgitlemelerden hakyky kwadrat formanyn rangy bilen 3
sany kesgitleyjilerin biri belli bilan halatynda galanlaryny kesgitlap
bijegimiz disniiklidir.

Teorema:  Hakyky koeffisiently 7 sany nibellilerden 2 sany
kwadrat formanyn birinden beylekisini ayratyn dél ¢yzykly
Ozgertmelen komegi bilen

Gegilmegi iicin olaryn birmetizes ranklara we birmetizes
signaturalara eye bolmaklary zerur hem yeterlikdir.

Teoremanyn subudy edil subut edilen teoremadan aydylan
belgilemelerden

Ansatlyk bilen alynyandyr.

Dargayan kwadrat formalar.

Eger-de bize 2sany sol bir # sany Xx,...,x nibellilerden

p=ax +a,x,+..+ax we y=bx, +..+b x ¢yzykly
formalar berlen bolsalar , olaryin kopeltmek hasylynyn sol
ndbellilerden kébir kwadrat formany

berjekdigi diisniiklidir. Yone islendik kwadrat formany 2 sany
cyzykly formanyni kopeltmek hasyly gorniisinde afiladyp bolyan
déldir. Hazir bizi haysy sertlerde kwadrat formany cyzykly
formalaryn kopeltmek hasyly gomiisinde anladylyp bolyandygy
hakyndaky mesele gyzyklandyryar.
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Teorema: f(x,,x,,....x,) kompleks kwadrat formanyn 2sany
cyzykly formalaryn kopeltmek hasyly gomiisinde anladylyp
bilmeginii zerur hem yeterlk serti onun rangynyn 2-den uly
bolmazlygydyr. f(x,,...,x,) hakyky kwadrat formanyn gyzykly
formalaryn kopeltmek hasylyna dargamagynyn

Zerur hem yeterlk serti onun » rangynyn 1-denuly bolmazlygy ya-
da onun rangy 2-aden bolaysa signaturasynyii 0-aden
bolmaklygydyr.

Subudy.

Iki bilen 2sany ¢yzykly @ we  formulalarynn kopeltmek hasylyna
seredelin.

Eger-de formulalaryn hi¢c bolmanda biri 0-a deii bolsa ,onda olaryn
kopeltmek

Hasylynyii hem 0 koeflisientli kwadrat forma boljakdygy
dioniklidir. Yagny

bu kwadrat formanyn rangy o-a dendir. Eger-de ¢ we y ¢yzykly
formalar proporsional bolsalar yagny v =c@, ¢ #0 san hem-de
@ 0-aden dil forma bolsa (bu diyildigi ol formanyn hi¢c bolmanda 1

koeflisientinii mysal iicin @,

koeflisientin 0-a dent dél bolmalydygyny anladyandyr. Buy agdayda

y1=a1x1+a2x2+...+anxn, )
i cyzykly Ozgertme ol ayratyn dildir)

V. =X, i=2,..0n

@ v kwadrat formany ¢ w =cy; gdmiise getirer sofiky deiiligiit

sag tarapyndaky kwadrat formanyn rangynyn 1-e dendigi

diigniiklidir. Sona gordde @ W kwadrat forma 1-e den ranga eyedir.

Indi @ we ¥ ¢yzykly formalar proporsional dél bolsunlar.
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a, a
Mysal {i¢in ?I #0 bolsun diyelifi, onda

1 2

Yy =ax +..+ax,

v, =bx, +..+bx, cyzykly Ozgertme ayratyn dildir we @ Y
v, =x, 1i=3,..n

kopeltmek hasylyny ¢ w = y,.y, gomise getirer. Bu defligifi sag
tarapynynn 2-d denl bolan kwadrat formadygy diisytiklidir

Hem-de onun hakyky bolan yagdayynda signaturasynyn 0-a dendigi
ayandyr. Bu yagday @ y kwadrat formanynn hakyky bolan
yagdayynda signaturasynyn

0-adendigi gelip ¢ykyandyr.
Indi ters tassyklamany subut edelin.

Eger-de kwadrat formanyn rangy 0-adeii bolsa ,onda ony hi¢
bolmanda biri 0-a defi bolan 2sany ¢yzykly formanyn kopeltmek
hasyly gomiisinde anlatmak miimkindir. Eger-de berlen kwadrat
formanyn rangy 1-e den bolaysa onda ol ayratyn dél ¢yzykly
Ozgertménii yardamynda f = cylz ,¢ # 0 san gorniise getirler.
Yéne bu yagdayda defiligifi sag tarapy cy; = y,.(cy,) gorniisde
yazylyp bilner. Bu diyildigi y, nabellili x,,...,x nébelliniii isti
bilen ¢yzykly anladylyp alhan formanyn 2 sany ¢yzykly formalaryn
kopeltmek hasyly gomiisinde seredilip bilinjekdigini anladyandyr.
Seyle hem rangy 2-i deni bolan signaturasy bolsa 0-a deil bolan
hakyky kwadrat formanynl ayratyn dail ¢yzykly Ozgertménin

yardamynda f =y — y> gomiise getirlip bilinyéindigi belidir. Bu

gorniise rangy 2-i den bolan islendik kompleks kwadrat formanyn
.. , - 2 2

getirip boljandyr. Yéne y; — vy =(», +3,)(0 —1,)

bolyandygyna gord ), we ), nibellileri
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X,,...,x, nibellilerinn Usti bilen ¢yzykly afiladyp sofiky defiligii sag
tarapyndaky her bir skobkada sol x,,...,x nébellilerifi kabir ¢yzykly
formalaryny alarys. Bu

diyildigi rangy 2-4 den bolan islendik kompleks kwadrat formanyn
seyle hem rangy 2-4 den signaturasy bolsa 0-a den hakkyky kwadrat
formanynn 2 sany ¢yzykly formalarynn kopeltmek hasyly gorniisinde
seredilip bilinjekdigini anladyandyr.

32.Polojitel kesgitlenen kwadrat formalar.

n sany Xx,,...,x, nibellilerden hakyky kwadrat formanyn ayratyn
dal hakyky c¢yzykly Ozgertme yardamynda getirlen normal gdrniisde
formanyn plyus indeksi

7 onun rangy bu formanyn ndbellilerinin 7 sanyna defi bolan
halatynda kwadrat forma plus kesgitlenen diyip aydylyar. Indiki
tassyklama kwadrat formany normal gorniise getirmezden ony

hawsiyetlendirmige esas beryir.

Teorema: Hakyky koeffisientli 7 sany x,,...,x, nibellilerden

kwadrat formanyn plus kesgitlenen bolmadgy ticin onun nibellilernin
hi¢c bolmanda birmint 0-a deni bolmadyk baha alan islendik
bahalarynda formanyn plyus bahalary kabul etmekligi zerur we
veterlik sert bolup hyzmat edyindir.

Subudy.

Goy f plus kesgitlenen kwadrat forma bolsun ,yagny onuii normal
gorniisi
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n sany plyus kwadratlardan f = yl2 + y22 +...+ y,f (1) duryan
bolsun. Bize belli bolsyna gord bu normal gdrniise getiryin

yl.:jz:}aijxj ,d=1..n (2

cyzykly ozgertme hakyky koeffisientli (a[]_ hakyky sanlar ) hem-de
ayratyn daldir. (‘(aij )‘ #0) f formanyi hic bolmanda 1-i0-dan

tapawuly bolan x, nibellilerit roplumyndaky bahasyny hasaplamak
ligin ilki bilen bu bahalary (2) defllemelerde olaryi ornuna goyup ;-
lerm bahalaryny taparys. Sofira bu tapylan bahalary (1) deilikde
ornuna goyup f formany x, nibellilerift berlen bahalaryndaky
bahasyny kesgitleyéris. Yone seyle usul bilen (2) defilemeler
esasynda tapylan . —leriit bahalarynyfi arasynda 0-dan
tapawutlysynyn bardygyny gormek kyn dildir sebébi tersine

yagdayda biz ‘(a ; )‘ # 0 kesgitleyjisi 0-dan tapawutly ¢yzykly bir
JynSIy Zlaijxj =0 l:1,...,7’l

J=
kwadrat sistemanyn 0-dan tapawutly ¢oziiwinint bardygyna eye

bolarys.

Bu bolsa nidogrydyr. (Ciinki seyle sistemanyn yeke tik ¢oziiwi
bolup 0 ¢oziiw

hyzmat edyindir.) Seylelikde bu bahalaryn kwadratratlarynynn jemi
ghrniisinde (1) defilige gord hasaplanylyan [ formanyf bahasynyt
plyus san boljakdygy alynar. Bu diyildigi (1) tassyklamadan (2)
tassyklamanyn gelip ¢ykyandygyny anladyar.

Subudy.
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Tersine goy [ forma plyus kesgitlenmedikbolsun. Bu yagdayda f

formanyn

va rangy ya-da plyus indeksi nibellilerin 7 sanyndan kigidir.

Mundan f —in

getirlen (ayratyn bolmadyk ¢yzykly Ozgertménin yardamynda)

normal gorniisde

hi¢ bolmanda bir ndbellinii mysal ii¢in y -ii kwadraty ya-ha

aslynda yokdur

va-da ol minus alamata eyedir. Bu yagdayda hi¢ biri 0-dan

tapawutlybolan

X,,...,x,ndbellileripit bahalarynyii tapylyp f —in degisli bahasynyn
va 0-a dendigini ya-da minusa dendigini gorkezelin. Seyle bahalar
bolup (2) sistemadan y, =0,y, =0,...,y, =1 yardamynda alynyan

sistemanyn X, ,...,X,

ndbelliler {icin tapylan bahalary hyzmat ederler

.....

zanjxj =

J=1

X, nibellilerini seyle usul bilen kesgitlenen hic bolmanda biri

0-dan tapawutly bolan f* formanyi degisli bahasy ya 0 bolar, ya-da
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( y’f normal gorniisde yok bolanda) ya-da (- 1)-e den bolar. ( y}f
0

minus alamaty bilen gatnagsa ) f = )
-1 Y
—iit normal gdmiisinde yok bolsa > — £ —iit normal gorniisde
Yn
minus alamaty bilen gatnagsa.

Subut edilen teorema hakyky kwadrat formanyn plyus kesgitlenen
bolmagyny hisiyetlendirydin hem bolsa ony mysal islenilende
peydalanyp bilmeris. Ciinki bu tassyklama berlen formanyn
koeflisentlerinini {isti bilen plyus kesgitltnmegi hakynda netije
cykarylanda miimkingilik bermeydr. Sonuii bilen bir wagtda
teoremada aydylan hi¢ bolmanda biri 0-dan tapawutly bolan
nibellilerii bahalarynyfi &hli miimkin nokatlaryndaky f formanyfi
bahalaryny hasaplap ¢ykmak miimkin ddldir. Subut edilen
teoremanynn bu kemgiligini diizleydn indiki tassyklamany
getirmezden Oniirti bize zerur bolan indiki diistinjéni getirelin.

Kesgitleme: n sany Xx;,X,,...,.x, .nibelllerden A= (al.].)
matrisaly f kwadrat formanyfi matrisasynyii ¢ep yokarky burgunda

a, a,

yerlesen ,a

aZl a22
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a, a,, dpy a a, ..4a,,
a, dy) Ay ay dy ..y, )
b e minorlaryna bas minorlary
Ay A3y Ayy|  feeeeenns
anl an2 'ann

diylip aydylyar.

Teorema: Hakyky koeffisentli x,..x, 7 sany nibellilerden f

kwadrat formanynn plyus kesgitlenen bolmagynyn zerur hem yeterlik
serti bolup, onuii dhli bag mnorlarynyn 0-danuly bolmaklary hyzmat
edyandir.

Subudy.

n=1bolanda f kwadrat forma ax’ gomiisde bolup onus plyus

kesgitlenen bolmaklygy iigin a > 0 sert zerur yeterlikdir. Seylelikde
bu hususy yagdayda teoremanyn tassyklamasy adalatlydyr. Onda bu
tassyklama nibellilerinifi sany 7 —1-denuly bolmadyk #hli hakyky
kwadrat formalar {icin yerine yetyiindir diylen induktiw talapda onun
dogrudygyny #n sany nibelllerden f kwadrat forma iigin hem

gorkezelin. Goy bize f(x, x,  A=(a;) matrisaly kwadrat

forma berlen bolsun. Onun
n—1 )

S(xx, x,)=¢(x x, x,,)+ 2Zaijxl.xj +a,  x, buyerde
i-1

@(x, X, ....x, ;) f kwadrat formanyfi X, —i saklayan
¢lenlerinden diizilen x; X, nébellilerden kwadrat formadyr. ¢ -in
bas minorlary f -iit ifi sofikysyndan galan bad minorlary bilen gabat
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gelyandir. Goy f plyus kesgitlenen bolsun. Onda ¢ hem plyus
kesgitlenendir. Tersine yagdayda hi¢ bolmanda biri 0-dan tapawutly

.....

hem hi¢ bolmanda biri 0-dan tapawutly bolan bu

X, X, X, =0bahalarynda eye bolarys. Bu bolsa biziii yokarda
aydanymyzyh garsylyklysydyr. Diymek f kwadrat forma plyus
kesgitlenen halatynda ¢ hem plyus kesgitlene n bolmalydyr. Onda
induktiwlik talabyndan ¢ -niii &hli bas minorlary 0-dan uludyr. Indi
f-ii it sofiky bag minorynyfi hem 0-dan uludygyna indiki sebéplere
gord eye bolarys. Talaba gord f plyus kesgitlenen bu diy-gi onufi
normal gdrniisi 72 sany plyus kwadratlardan duryan diyildigidir.
Yagny f =y’ +..+ yj .Bu sofiky yazgynyfi matrisasynyfi
kesgitleyjisi 1-e defidir. Yone f forma bu normal gomiise kibir
ayratyn bolmadyk hakyky koeffisiyentli  x = (.Y bu yerde

Xy Y
X

x=|"2 Y = 2 0= (qy) cyzykly Ozgertme
X Y

yardamynda getirilyindigini hem-de bu dzgertméiniin f = X AX

A= (a,)kwadratlarynyfi |A|kesgitleyjisinifi alamatyna tasir
edyandigini (f =Y (O AQ)Y Yazgyda ‘QAQ‘ =‘Q HQ‘ tize
nibellilerden [ formanyn kesgitleyjisi

040/ =|0'||4]|0|=|0" |4 -nyt alamaty bilen dett alamatly
bolyanlygyndan peydalansak bagda berlen f —iit A matrisanyii
kesgitleyjisinifi hem 0-dan uly sandygy alynyandyr. Diymek f -in
plyus kesgitlemesinden bu formanyn dhli bas minorlarynyn 0-dan uly
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sanlardyklary gelip ¢ykyar. Indi tersine f -ifi &hli bag minorlary 0-
dan uly bolsunlar. Onda ¢ -nit hem &hli bas minorlaryny 0-dan
uludyr. Budiyildigi induktiw talaba gbrd ¢ -nin plyus
kesgitlenendigini atiladyar. Yagny ¢ -nifi normal goriisi (ayratyn
bolmadyk 7 — 1sany nédbellilerden hakyky koeffisentli ¢yzykly
Ozgertme yardamynda alynyan )7 — 1sany piyus kwadratlardan
duryandyr. Bu 6zgertméni &hli x; X, , x, nndbellilerini ayratyn dal
cyzykly Ozgertmesine x, =y, deiilige gosmak bilen dolduryp
yokarda f forma iigin yazan deiflligimizden indiki aflatmany alarys.

n—1
f=9p+2> a,xx, +a,x.

in"vi’vn nn”"n
i=l1

n n-1
f - Z ylz +2 Zblnylyn + bnnyj }’/6116
i=1 j-1

v +2b,v,y, = +b,y.) —b,y]

¥ +2b,y,y,y, +b,y. bolany iigin

v, +b, =z i=12,.n-1 Y, =2z,
1.0 b,
belgilemeleri gecirip onun matrisasy 010..5,, ayratyn
000.5_,n
000..0 1

dildir. f -int indiki yazgysyna eye bolarys.
n—1

2 2 . e oy
f = Z Z ~+c¢z teoremany subut etmek iigin ¢ koeflisentin O-
1 n
i=1
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dan ulusyny gorkezmelidiris. Bu alnan derligin sag tarapynyn
kesgitleyjisininn ¢ Sana dendigi diisniklidir. Onda sonky yazgynyi
dhli bag minorlarynyni hakyky ¢yzykly Ozgertme yardamynda
alnandygyny nazara alsak ¢ -nin alamatynyn hem (+)-digine eye
bolarys.

Bellik. (+) kesgitlenen kwadrat forma diisiinjesine minus kesgitlenen
formalary yagny normal gorniisi die minuskwatratlary saklayan
ayratyn bolmadyk hakyky koeflisentliz sany ndbellilerden kwadrat
formalar hem 6wrenjekdiris. Normal gomiisi sol bir alamatly
kwatratlary saklayan ayratyn kwatrat formalara yarym kesgitlenen

diylip aydylyar. Normal gomiisi 2alamatly (—,+) kwadratlary
saklavan kwadrat forma bolsa kesgitsiz kwadrat forma divlip
aydylyar.

33. Ortaganal ozgertmeler.

Goy matrissasy Q=(ql.j) bolan X, ZZq[/_yj Jd=1..n (1)

J=1
ndbelllerm ¢yzykly Ozgertmesi 7 nébelllerden plyus kesgitlenen

kwadrat formanyn xf +...+ xf normal gorniisini tize ndbellilerden

plyus kwadratlaryi yl2 +...+ yi

Jemine gecirydn bolsa bu ¢yzykly O0zgertmi ortaganal dzgertme ,onui
O  matrissasyna bolsa ortaganal matrissa diyilyar. Bize 6iiden belli

bolsy yaly bu ortaganal ozgertmiinii Q matrissasy OQ'EQ=FE

deiligi kanagatlandyryar.
(f=X'"AX X=0X [f=Y'0Q'AQY) Bu yerden deiiligii
iki tarapyny hem

162



Q_1 (bu matrissalaryn barlygy (1) 6zgertminiii ayratyn dildiginden
gelip ¢ykyandyr.) Sagyndan Q_1 matrissa kopeltmek bilen alarys.

O'EQ0 "' =EQ"' =0"' ya-da O'=0" bolan gatnasyga eye
bolarys. Ortaganal matrissany kesgitlemegiii basgaca gdrniisini almak
miimkindir. Traponirlenen matrissasy bu matrissanyn Oziini tersine
deii bolan ayratyn bolmadyk kwadrat matrissa ortaganal matrissa
diylip aydylyar. Ortaganal matrissalaryn tersi hem ortaganaldyr.
Hakykatdan hem eger-de Q ortaganal matrissa bolsa

(©0)=(0)=0=(0")" Digmek (Q')'=(Q")"' bubolsa

sonky kesgitlema gora Q_1 ters matrissalaryin ornuny anladyar.

Kesgiteme : 1 olgegli E, Ewklid gifisliginin ¢ gyzykly
Ozgertmesi bu giisligin islendik a elementi licin
(ap,ap)=(a,a) (2) gatnagygy kanagatlandyryan bolsa , ofia

------

Basgaca aydanynda Ewklid giiisliginin ortogonal 6zgertmesinif
skalyar kopeltmesini liytgetmeyandigini yagny islendik

a we belementler tgin (a@,be)=(ab) (3) atladyar.
Hakykatdan hem egerde ¢  E, giisligiii otogonal ozgertmesi
bolsa , onda islendik ab elementleri {icin
((a+b)p,(a+b)p)=(a+b,(a+b)yada bu yerden @

Ozgertminin ¢yzyklydygyny nazara alsak
((a+b)

@, (a+b)p)=(ap+bp,,ap+bp)=(ap,ap)+(ap,by)+(by,aq

bolar. ikinji bir tarapdan
(a+b)a+b)=(a,a)+(a,b)+(b,a)+ (b,b) gatnasyk
verine yetip owrenilydn giisligin hakyky Ewklid ginisligi nazara
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alynsa 2(a@,bp)=2(a,b) alynar. Bu yerde yokarda aydylan
(ap.bp)=(a,b)

dogrudygy hakyndaky tassyklama eye bolarys.

Teorema. Ortogonal 6zgertmede Ewklid giisliginin islendik
ortanormirlenen bazisinit wektorlarynyii obrazlary hem
ortanormirlenen bazisi emele getiryindirler. Tersine egerde Ewklid
ginigliginini ¢yzykly Ozgertmesi hi¢ bolmanda bir ortanormirlenen
bazisi yenede ortanormirlenen bazise geg¢irydn bolsa , onda ol
ortogonaldyr.

Subudy.

Goy ¢ —E Ewklid giiisligin ortogonal ozgertnwsi e, e,,....e,
bolsa bu giisligin erkin bir ortonormirlenen bazisy bolsun. Onda
. Li=j
kesgitlemé gord (e;,e;) = ~ 7 bolup
0,i#]j
ep.ep,....e, ¢ —E giisligin ortanormirlenen bazisy alynyar.
Ciinki @ ortaganal 6zgertme bolan halatynda

|

(e ,e,p=(ee;)= . J tersine £ —yh ¢yzykly ¢
0 i#jJ

Ozgertmesi kibrr e,,e,,...,e, ortanormirlenen bazse basga bir

e ,e,Q,....e @ bazise geciryin bolsa onda bu giisligini islendik

a=7) ae, elementi iigin onuit obrazy ap =) a,(e,p) bolup
i=1 i=1

(ap ,ap)=(a,a)=> o budiidigi Ewklid gitisliginin

i=1

@ cyzykly Ozgertmesinini ortaganal bolmalydygynyn sertidir.
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Teorema: Ewklid gilisliginin ortaganal 6zgertmesi islendik
ortanormirlenen bazisde ortanormirlenen matrissa eyedir. Tersine,
eger-de Ewklid giisliginin

Cyzykly Ozgertmesi hic bolmanda bir ortanormirlenen bazisda
ortanormirlenen matrissaeye bolsa onda bu 6zgertme hem
ortanormirlenendir.

Toparlar.

Goy G elementlerinn sany tiikkenikli yada tiikkeniksiz bolan kébir
koplik bolsun. Bukdpliklerini elementleri bolyp sanlar, matrisalar,
Ozgertmeler we suna menzesler hyzmat edip bilerler. Seyle hem bu
kopliklerin elementleri iicin kébir * gorniisinde bellenen amal
kesgitlenen bolsun.

Kesgitleme. Egerde Gkoplikde kesgitlenen * amal

1) G-nit islendik a we b elementlerini @ * bhem bu kopligiti
elementidir. Iskndik a,be G, a*xbeG

2) Islendik a,bce G elementler iigin (a*b)*c=a*(b*c)
denlikler adalatlydyr.

3) G koplikde kébir yeke-tik kesgitlenilydn 1 element bar bolup bu
kopliigint islendik a elementleri {icin / * @ = a * [ bolyandyr.

4) G kopliigin islendik a elementi {igin bu kdplikde @ elementler
bar bolup a*a =a * a=1[denlk yerine yetyindir . sertleri
kanagatlandyryen bolsa onda g koplikde * amala gord topar
emele getiryar diyip aydylyar. Egerde Gkopliigin elementleri
hemde onda kesgitlenen * amal {icin yokardaky sertler yerine
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vetmek bilen 1 hatarda G kopliigin islendik a , b elementleri iigin
a*b=>b*a gatnagyk verine Yetyin bolsa bu topara

kommutatiw yada abel topary diyip aydylyar. Egerde toparleryi
elementlerininn sany tiikenikli bolsa ona tiikenikli , elementlerinii
sany tilkeniksiz bolsa topar diylip aydylyar. Tiikenikli toparlaryi

rrrrr

‘G‘ goriisinde belgilenyédr. Egerdf toparda kesgitlenen amal
(+)amaly bolsa toparda aditiw , egerde ol amal (-) amaly bolsa
multiplikatiw topar diylip aydylyar.
5). Eger-de defiesdirme m modula gord yerne yetydn bolsa , onda
ol bu modulyn islendik bolijisine gdrd hem yerine yetyéndir.

Hakykatdan hem eger-de a=hb(mod m) boka onda a-b
tapawut m modula gord galyndysyz bolinyandir. Onda ol tapawut
m sanyn islendik d bolijisine hem galyndysyz bolinydndir. Bu
digidigi a=h(mod d) defiesdirme dogrudyr.

6). Eger-de denesdirmidninn haysy hem bolsa bir tarapy hem-de
modul kdbir sana bolinydn , bolsalar, onda ol sana defiesdirménin
beyleki tarapy hem bolinyandir.

Bu hésiyeti subut etmek iicin - A = b(mod m)
defiesdirmeden gelip ¢ykyan a=Db+ mt t-bin san defligini ¢ep
tarapy a we onuil 2-nji gosulyjysy mt kopeltmek hasylynyn
kdbir c¢sana bolinydndiginden , sag tarapynda 1-nji gosulyjysy b-
nit hem bu sana bolinmelidigini hasaba almak yeterlikdir.

7). Eger-de a=h(mod m) bolsa, (a,m)=(b,m) bolyandyr.

Bu hisiyetin dubudy {ligin  serte gord , a=b+mt t-bitin san
bolyandygyny , hem-denlemidni bu yagdayda a we m sanlaryi
UB-jileriniii toplumy bilen b we m sanlaryin UB-jilerinin
toplumynyn gabat gelyanliginden hem-denleméni bu yagdayda
hususan  (@,m) =(b,m) bolyanlygyndan peydalanmak
yeterlikdir.
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34.Ayyrmalaryn getirlen sistemasy .

Bize belli bolsuna gord , sol bir klasa degisli sanlaryn  m modul
bilen TUUB-leri gabat gelydndir. Bizi modul bilen 6zara yonekey
sanlaryin klaslary gyzyklandyrjakdyr. Seyle klaslaryii hersinden bir
san alnyp ,diizilen sanlarynn sistemasyna berlen modula gord

ayyrmalaryn doly sistemasy diylip aydylyar.

Adatca ayyrmalaryn m modula goréd , getirlen sistemasyny bu
modula go6rd , i kigi (-) bolmadyk ayyrmalaryn 0,1,2,....m-1 doly
sistemasyndan bolip alyarlar. Basgaca aydanyiida bu sanlar
hataryndaky sanlaryi m modul bilen 6zara yonekeylerini saylap
alyarlar. Kesgitlemeden gomiisi yaly m modula gbrd ayyrmalaryn
getirlen sistemasyndaky sanlaryn sanynyn (p(m)— € den blakdygy
diisniklidir.

T.1 m modul boyun¢a , denesdirerlikli bolmadyk m modul
bilen 6zara yoneley blan islendik (p(m) sany sanlar bu modula
gord , ayyrmalarynn getirlen sistemasyny diizyandirler.
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35.Wektorlar algebrasynyi elementleri.
Wektorlar.
Wektorlarynn kesgitlemesi.

Goni ¢yzygyn kesimi iki sany denhukukly nokatlaryn — uglaryn
komegi bilen berilydir. Emma nokatlaryn tertiplesdirilen jiibiiti arkaly
kesgitlenen  ugrukdyrylan  kesime-de garamak bolardy. Yokarda
agzalan nokatlaryn haysysynyn ikinji /baslangy¢/, haysysynyn ikinji
lahyrky / bize belli bolmaly.

KESGITLEME:Ugrukdyrylan kesime /seyle hem nokatlaryn
tertiplesdirilen  jiibiitine/ wektor diyip at Dberilydr. Wektorlaryn
toparyna baslangyjy we ahyry gabat gelydin we nul wektor diyip
atlandyrylyan wektory hem gosjakdyrys.

Kesimin ugry strelkanyn komegi bilen bellenyir. Wektoryn

harply  belgismnin yokarsynda strelka  goyuljar.Meselem:AB /su
vazgyda wektoryn baslangyjyny gorkezyin harp iki Yazylyar/.
Kitaplarda wektorynn belgisni strelkadan basga garamtyk harp bilen

hem anladylyar. Nul wektory _0} ya-da O bilen belgildris.

Wektoryii  baslangyjy bilen ahyrynyn arasyndaky uzaklyga
onun  uzynlygy / seyle hem onun moduly , obsolyut ululygy /

gomiisde belgiliris.

}'/a-dal E

Eger wektor bir goni ¢yzykda yerlesen bolsa ya-da parallel
goni ¢yzyklarda verlesen bolsa, yagny gysgaca aydanymyzda, su
wektorlaryn hemmesine parallel bolan goni ¢yzyk bar bolsa, onda su
wektorlara "kollinear wektorlar diyilyar.

Eger wektorlar bir tekizlkde yerlesen bolsa ya-da parallel
tekizliklerde verlesen bolsa, gysgaca aydylanda, eger su wektorlaryn
hemmesine parallel bolan tekizlik bar bolsa, onda bu wektorlara
komplanar wektorlar diyilyar.

Nul wektoryn belli bir kesgitlenen ugry yok, sonun iiginem
ony islendik wektora kollinear diyip hasaplayarlar. Onuii uzynlygy,
elbetde, nula dendir.

KESGITLEME:Eger iki wektor kollinear bolsa, olar bir
tarapa ugrukdyrylan bolsa we olaryn uzynlyklary den bolsa, onda bu

------

168



Bu kesgitlemeden asakdaky gelip c¢ykyarbiz islendik A’
nokady alyp, kibir berlen AB wektora deni bolan E wektory gurup
bolyar / 6zinem diie bir wektor/ ya-da kdwagt aydylysy valy A'B’
wektory A’ nokada gogiirip bolyar.

Wektoryn iistiinde c¢yzykly amallar.
Wektorlarynn tstiinddki ¢yzykly operasiyalara wektorlary gosmak
we wektory sana kopeltmek girydr.Olaryn kesgitlemelerini yatlalym.

KESGITLEME:Goy, bize — we —b* wektorlar berlen bolsun.
i
Olara den bolan ;_: we H—E wektorlary guralynn / yagny —* wektoryn
¥ i
ahyryny we _b} wektoryil baslangyjyny erkin B nokada gegireli.
_} _} _} A . . f s HAELS _} _}
Sonda ac wektora ~owe wektorlaryn jemi diyilyar we a + -
bilen belgilenyér.

BELLIK:B nokadyn deregine basga bir B'- nokady alan bolsak,
onda biz jem hokmiinde basga ;E wektora dent bolan E wektory

alardyk.
Iki wektoryn jemini olara degisli edydn amala wektorlary

------

KESGITLEME:Eger ? wektor asakdaky sertleri

kanagatlandyryan, yagny:
1 =lal >

lal
Il.b—> wektor —; wektora kollinear.

I1l.LEger >0 bolanda —b} we ;} wektorlar bir tarapa

ugrukdyrylan, eger- de a > 0 bolanda, olar garsylykly taraplara
ugrukdyrylan bolsa, onda —b>wektora ? wektorynl a sana kopeltmek
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hasyly diyilydr.Elbetde o=0 bolsa,onda ?:—D* bolyandygy I-nji
sertden gelip ¢ykyar.
—  wektoryi o sana kopeltmek hasyly a*—b* bilen
a

belgilenilydr. Wektorlaryn Tstiinddki c¢yzykly operasiyalaryn  esasy
hisiyetlerini sanap gegelin.

Wektorlary gosmak kommutatiwdir, yagny islendik iki* we
il

?wektorlar ticin —}+—b’:—b’+—’ denilik yerine yetyr.
i a

2. Wektorlary gosmak ossosiatiwdir, yagny *,;} we —* wektorlar
a &

ucn /—+—3F[+—F=—3+[F+— i Jer] vetva
ugm/a b/ 7= /b I:/den]ik yerine yetyar.

3. Islendik ? wektoryn stiine —0> wektor gosulanda _b} wektor

uytgemevyar:—*+—*=—*
ytgemey: I

Su yerde bir kesgitlemini yatlalyn:Eger iki wektoryin jemi nul

wektora den bolsa, onda ol wektorlara garsylykly wektorlar

diyilyar.

4. lIslendik ;} wektor ticin /-1/ ;} wektor garsylyklydyr, yagny —*/-
a

1/—}:—}
a 0

5. Wektory sana kopeltmek assosiatiwdir, yagny islendik ;* wektor

licin /o B/;*ZO(/B ;}/ denilik yerine yetyar.
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6. Wektory sana kopeltmek sanlary gosmaga gord distributiwdir,
yagny islendik o we 5 sanlar iigin we islendik —* wektor iigin /o +
il

p/—==—>+p*—* denlik yerine yetyar.
il i i

7. Wektory sana kopeltmek wektorlary gosmaga gord distributiwdir,

vagny islendik o sana we islendik — we _b} wektorlar tigina
il

'/;H_b}/:a EH- a _b} denlik yerine yetyar.

8. Wektory birlik sana kdpeltmek ony iiytgetmeyir, yagny I.?:?;
? wektora garsylykly bolan wektor _—a* bilen belgilenyar. ;} wektora
we _b} wektora garsylykly bo;an __5: wektoryn jemine, yagny ;}+
/::/ ya-da gysgaca ?__b} wektora — we _b} wektorlaryii tapawudy

@

Gosmak amalyna ters bolan we iki wektora olaryn tapawudyny
degisli edydn amala wektorlary ayyrmak diyilyar:iki wektoryn _b} +
;}:;’ jemi boyunca we gosulyjylarynn biri bolan _b} wektor boyunga
biz kinji gosulyjyny tapyp bilyéris, yagny

—d——_—3
x a b

Ayyrmak amaly gosmagyn TUsti bilen kesgitlenenligi sebépli, ony
mundan beylik ayratyn amal hasp etjek déldiris. Seyle hem wektory
a#0 sana bolmegi ayratyn kesgitlip durmarys, ¢linki ony

a”  lsana kopeltmek bilen calsyryp bolyar.

Cyzykly operasiyalary ulanyp, sana kopeldelin wektorlardan
jem dizip bilyaris:¥, ?HIQ _b} RARERERE 0ty b_} su  gorniisdaki
1 2 k
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anlatmalara wektorlaryii cyzykly kombinasiyalary
diyilyar.Cyzykly kombinasiya gmydn sanlara ol kombinasiyanyi

------

Cyzykly operasiyalarynn yokarda sanalyp gecilen hisiyetlerin
komegi  bilen ¢yzykly kombmasiyalardan diizilen anlatmalary
algebranyn adaty  diizgiinleri arkaly Ozgerdip bolyar, yagny
skobkalary a¢mak, menzesclenleri toparlamak, kébir cleni garsylykly
alamaty bilen denligii beyleki bdlegne gecirmek we sunia menzes
operasiyalary yerine yetirip bolyar.

Wektorlaryin ¢yzykly kombinasiyasy asakdaky 0z-6ziinden diisniikli

hdsiyetlere eyedir,eger — ,—,.......,— wektorlar kollinear bolsa, onda
ady dg an
olaryn islendik ¢yzykly  kombinasiyasy sol  wektorlara
kollineardyr,eger —,—,....... ,—* wektorlar komplanar bolsa, onda
a4 dg ar

olaryn islendik ¢yzykly kombinasiyasy olar bilen komplanardyr. Bu
hasiyet a;} wektoryn ? wektora kollinearlygyndan we wektorlaryn

jeminii ol wektorlarynn tekizliginde verlesydndiginden , hatda
gosulyjylar ~ kollinear  bolanda, olar bilen br géni ¢yzykda
yerlesyandiginden gelip ¢ykyar.

KESGITLEME:Go6ni ¢yzykda islendik nul didl wektora
bazis diyip bolyar.

Tekizlikde belli bir tertipde alman iki sany Ozara kollinear
ddl wektora bazis diyilyar.Giniglkde belli bir tertipde alnan ii¢ sany
komplalar dal wektora bazis diyilyar.

BELLIK:Tekizlikdiki bazsii  wektorlary nul wektor bolup
bilmeyér, ¢iinki olaryn bwri  nul-wektor  bolaysa, olar kollinear
bolardy.Seyle hem giglignn bazisiniii ikisi kollinear bolup  bilmez,
clinki seyle bolanlygyna olaryi iigiisi hem komplanar bolardy.

Eger wektor  birndge wektorynn  ¢yzykly kombinasiyasy
gorniisinde afladylan bolsa, onda ol wektor  berlen wektorlar
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boyunca dagydylan diyilyar.Kopleng wektoryn — bazis wektorlary
boyunga dagytmasyna garalyar.
KESGITLEME:Eger —,—,— wektorlar ginislikde
iy Az Q3

bazis wektorlary bolsa we  —*=ay —+a, —+03 — bolsa, onda
i bi bz b3

0y 0, &3 sanlara = wektoryn berlen bazisddki kompanentalary
i
/ ya-da kosdunatalary /diyilydr. Wektorynl tekizlkddki we goni

cyzykdaky  kompanentalary  edil yokardaky valy kesgitlenilyar.
Wektoryit  komponentalaryny harply  belgilenminin  yzyndan

skobkalarda  yazyarlar. MESELEM:—/1,0,1,/ yazgy — wektoryn
a a

ginislkde berlen kébir bazisde kompanentalarynyn degisliikde I-e,
0-a we I-e dendigini arladyar.

1-nji Teorema : Kéabir goni ¢yzyga parallel bolan her bir wektor sol
goni ¢yzykdaky bazis boyunca dagadylyp bilner.

Subudy: Bu tassyklama asakdakyny amladyar . Nul dal —g}( goni

¢yzykdaky bazis) wektora kolleniyar bolan her bir ;’ wektor licin &

san tapylyp, ;”: a- ;’ denlik yerine yeter. Seyle san ;’ we —g}

wektorlaryit  birmenizes ugrukdyrylandygyny va-da olaryn garsylykly
ugrukdyrylandygyna baglylykda ya ;}/_,; sana ya-da ;}Z —g} sana

den bolar.

2-nji teorema: Haysydyr bir tekizlige parallel bolan wektory sol
tekizlikde alnan bazs boyunga ¢yzykly kombinasiya dagydyp bolar.

SUBUDY:Bu  tassyklamanyn = manysy asakdakydan

ybarat. Ozara kollinear dil ki sany — we —* wektorlar bilen
2y s

komplanar ? wektor iigcin  /— we —* wektorlar sol ki tekizlkde
ety az
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bazis mele getiryirler / — we — sanlar tapylyp, —3* =0ty —}+ﬂ2
sy az gz

deiilik yerme yeter. Bu sanlary gorkezmek iicin berlen wektorlaryn
J—— we — / icisinii hem baslangyclaryny bir 0 nobatda

a aq g

yerlesdireris we —3* wektoryn A ahyryndan — wektora parallel bolan
s

AP gbni ¢yzygy gegcireris.

Onda wektorlary gosmagyn kesigtlemesinden alarys: —*=—2+—,

04 oOF P4’
Oziinem O—; wektor bolsa — wektora kolllnear—; wektor bolsa, —
iy ag

wektora kollinear./Hususy halda 3 we ;; wektorlaryn islendiginin

nul wektor bolmagy mimkin/.Indi gwe ;; wektorlar ti¢in 1-nji

teoremanyn tassyklamasyndan peydalanyarys:

—}:O(:l — we —* :O(z — bu }'Ierden —}:O(:l—} +O(2—}
opP 2q PA o o4 =N Eo

ya-da

—=0(— +0C, —
a 2y go

3-NJI TEOREMA: Her bir wektory giiglkde alnan
bazis boyunca dagydyp bolar.

SUBUDY:Bu teoremanyn tassyklamasy asakdaky

yalydyr.Her bir —} we komplanar didl —,— we — wektorlar tgin
aq ﬂz g

a,,0; we d3 sanlar tapylyp:

=0y —+0d, —+0z3 —* deilk yerine yetyar.
a ooy oy Oy
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Teoremany subut etmek {icin dort wektoryil hemmesiniil
baslangy¢laryny bir 0 nokatda verlesdirelin. Sofira — wektoryn A
il
ahyryndan —  wektora parallel bolan AP gbni  ¢yzygy
g

gecirydris.Onda —=—*+— bolar, 6zinem —* wektor — wektora
0A OP PA P4 az

kollinear.— wektor bolsa,— we — wektorlar bilen
op ﬂi ﬂz

komplanardyr.Yokarda subut edilen 1-nji we 2-nji teoremalaryi

esasynda  alarys:—=0fz =&+ we —=@y »+ O, —*, onda
P4 - op 8y Eq

—A}:(xl —+@, = + A3 = ya-da — =0, =+, =>+03 —
& i 2.

o ey ez 2 1 gz -]

4-NJI TEOREMA:Yokarda getirelen ii¢ teoremanyii
tictisinde hem kompanentalar birbahaly kesgitlenyérler.

Bu tassyklamany garsylykly guman etmek usuly bilen
subut edeli,yagny kabir ? wektor giiislikde alhan bazis boyunga

dirl ki gormiisde dagydylypdyr diyip guman
edelit:  —=@t; =+, =+03 =  we —=f, =+, =+f; .
a Qi 3'2 33 [ E‘i 3'2 3'3

Birinji anlatmadan ikinji anlatmany ¢lenme —clen ayryp alarys:
(@1-F )= +(@2-F2) > +(@3-f2)>=0
gy 8z €3
Eger su tapawutlaryil il bolmanda biri nuldan tapawutly bolsa, onda

biz bazis wektorlarynyn birmi beyleki ikisi boyunca dagydyp

" . . 32—
bileris.Mysal iigin: eger @1-f1.0 bolsa, onda alarys:—= bz, .
21 @41-py €3

%3-F3

ﬂi_ﬂi g
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Bu bolsa,bazis wektorlarynynn komplanar déldigine garsy
gelyar.Alnan gapma-garsylyk bolsaher bir wektoryii sol bir bazis
/gmislikde/ boyunca dagytmasynyn yeke-tikdigini subut edyir.Goni
cyzygyn bazisi, tekizligin bazisi boyunca-da, dagytmagyn yeke-
takdigi edil giniglikdéki yaly subut edilyar.

Ahyrky teoremanyn subutyna g6z aylasak,biz onun
asakdaky s6zlemin hem subutydygyny seljereris.

TEOREMA:Dent wektorlaryn bir menzes
kompanentalary bardyr.

Analitik geometriyada wektorlar baradaky geometrik
tassyklamalar su wektorlaryii kompanentalarynyn istiinde gecirilyén
hasaplamalara getirilyar. Asakdaky iki s6zlem 6z kompanentalary
bilen berlen wektorlaryn lstiinde ¢yzykly operasiyalary ndhilli yerine
yetirilyandigi gorkezyar.

SOZLEM :Wektory sana kopeltmek tigin

onuiikompanentalarynyn her birini sana kopeltmek
gerek.Hakykatdan-da, eger ?=(x1 — e+, =+ ? bolsa, onda
& &

1 z 2
M=M=+ )=(ME )M, ) H(AMdg )
a gy €z €3 g1 € €3
SOZLEM:Iki wektor gosulanda olaryi degisli
kompanentalary gosulyarlar. Hakykatdan hem, eger
—=@, =2+0, —<+0; — we —=f8; =+, —+f3 — bolsa, onda
a g1 gz “3 b 8y gz “3
—}+—}:((11 —+d, —* +
a b gy €z
a3 —2)+( B12+B2 =+B3 2)=(@y+B 1) +(@ +f2) > +(@z+f3)
=3 = =13 =] =5 (=

_}.
g3

36.WEKTORLARYN CYZYKLY BAGLYLYGY.

176



Eger birndce wektoryn ¢yzykly kombinasiyasynyn dhl
koeflisientleri nula deii bolsa,onda ona triwial ¢yzykly kombinasiya
diyilydr.Elbetde, islendik wektorlardan diizilen triwial goni ¢yzykly
kombinasiya nul wektora dendir. Cyzykly kombiasiyanyn i
bolmanda bir koeffisirnti nuldan tapawutly bolsa, onda ona triwial

rrrrr

KESGITLEME:Eger =, =,........— wekiorlaryii nula
T

Gy dg

den bolan dik triwial dal ¢yzykly kombinasiyasy bar bolsa, onda

------

= = — sanlar bolup, @y =+, —+......... a, —=0we
iy Gz ] iy e 1 ay
2,2
ay+as+...... (IE #0 bolsa, onda —, —......... —* wektorlara ¢yzykly
@y dg ax

rrrrrr

Garsylykly halda, yagny —, —*,........ — wektorlaryn dinie
ag

@y Gz
triwial ¢yzykly kombinasiyasy nula den bolsa, onda ol wektorlara

rrrrr

dél bolsa, onda , @t =+, —+......... tt, —=0 denlikden
2y sz ar

Ay=Qs=........ =i, gelip ¢ykyar.

Cyzykly baglylyk diisiinjesinit asakdaky hasiyetlerini bellip
gecelin.

Eger —, —,........ a—> wektorlaryni arasynda nul wektor bar bolsa, onda
ﬂi ﬂz &

olar ¢yzykly baglydyrlar.Hakykatdan-da,olaryn ¢yzykly
kombmasiyasynda nul wektorlarynn koeflisientinil-e den diyip,
beyleki wektorlaryn koeffisientlerinihula den diyip kabul etsek, onda
bu ¢yzykly kombinasiya triwial ddl, emma nula den bolar.
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ulgamyna bir ya-da birndge by, b;,...... by, wektorlar gosulsa, onda
tdze alnan —*, —......... —=, by, bs ... EJ}- ulgama hemgyzykly bagly

@y dg ar
bolar.Hakykatdan-da, =, —,......... —, wektorlaryil nula deil bolan
iy dg ax

triwial dil ¢yzykly kombinasiyasyna by, b,,...... by wektorlaryii her
birini nula kopeldip gossak, yene-de nula den bolan triwial dél
¢yzykly kombinasiyanyalarys.

TEOREMA:Berlen wektorlaryil ulgamynyn ¢yzykly
bagly bolmagy licin olaryil birinin beyleki wektorlaryin ¢yzykly
kombinasiyasyna dagydylmagy zerur hem yeterlikdir.

SUBUDY:Goy, =, —,......... —, wektorlar ¢yzykly bagly

@y @z Ok
bolsun,yagny @4,&;, &5......,&, koeffisientler tapylyp,
0y =+, =+ &, — bolsun we i bolmanda olaryn buri,
&q a1 2

meselem, &y nuldan tapawutly bolsun. Bu halda , — wektor
@y

,, d3......, 0, wektorlarynn ¢yzykly kombimnasiyasydyr. Hakykatdan-
dabiz ony »=—2 = 2 _ 5 oomigde anladyp bileris.
ity )y g oy ity g oy

Tersine, goy indi berlen wektorlarynn biri, mysal {icin —
y

wektor beyleki wektorlaryt ¢yzykly kombinasiyasy gorniisinde
afladyp bolsun,yagny —=F0z+B303+......... +[3;, 0y, bolsun.
s |

Bu yerden —*, —......... a—’ wektorlaryt -1, B2, B3,....... B
k

2y Qg

koeffisientli ¢yzykly kombinasiyanyn nula denidigi gorniip dur. Bu

178



cyzykly kombinasiyanyn triwial detiligi sebédpl, —, —,......... —

@y dg Cr

ewktorlar ¢yzykly baglydyr.

Cyzykly baglylyk disiinjesine degisli yene-de birndge
tassyklama garalyn.

Teorema:Ozara kollinear iki wektor ¢yzykly
baglydyr. Tersine,¢cyzykly bagly iki wektor hemise kollineardyr.

Hakykatdan-da, goy bize iki sany kollinear bolan wektor
berlen bolsun.Olarynn nul wektor bolmagy hem miimkin, onda
tassyklamanyn dogrudygy gorniip dur, olaryil biri nul dil wektor
bolmagy miimkin, onda ikinji wektor onun {isti bilen anladylyar. Iki
halda hem wektorlar ¢yzykly baglydyrlar.

Tersine,yokarda subut edilen tassyklama gord ¢yzykly
bagly ki wektoryn biri beylekisininn {isti bilen ¢yzykly
anladylyar,diymek olar kollineardyrlar.

TEOREMA:Islendik komplanar ii¢c wektor ¢yzykly
baglydyr we tersine, ¢yzykly bagly tic wektor komplanardyr.

SUBUDY:Goy, ii¢ sany komplanar wektor berlen
bolsun.Olaryn haysydyr ikisine garalyn.Eger olar kolinear bolsalar,
onda olar 6zara ¢yzykly baglydyr, seyle hem olar ticiinji wektor bilen
¢yzykly bagly bolarlar.Eger-de alhan iki wektor kollinear dél bolsa,
onda {i¢iinji wektoryolaryn TUsti bilen anladyp bolar we sona gora-de
cyzykly bagly bolarlar.

Tersine, ¢yzykly bagly tic wektoryn biri beyleki
ikisiniiilisti bilen aflladylyar, diymek, ol beyleki iki wektor bilen
komplanardyr /eger beyleki iki wektor kollinear bolsa, onda ol
tictinji wektor hem olara kolinear bolar./

TEOREMA:Her bir dért wektor ¢yzykly baglydyr.

Hakykatdan-da,berlen dort wektoryn islendik tigiisine
garalyn. Eger olar komplanarlar bolaysa, onda olar 6zara ¢yzykly
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baglydyr we dordiinji wektor bilen hem ¢yzykly bagly ulgamy
diizerler. Eger-de olar komplanar dil bolsa, onda dordiinji wektor
olaryii ¢yzykly kombinasiyasyna dagydylyar, bu bolsa olaryi
cyzykly baglydygyny gorkezyér.

37.KORDINATALAR ULGAMLARY. KORDINATOLARYN
DEKART ULGAMY.

Ginislikde 0-nokady fiksirldp, M nokada garalyn. af}

------

giniglikde, 0 nokatdan basga, kibir bazis hem saylanyp alnan bolsa,
onda M nokada sanlaryii tertiplesdirilen {icligini — M nokadyn
radius-wektorynyn kompanentalaryny — degisli edip bolar.

KESGITLEME:Nokadyn we bazisiii toplumyna
koordinatalaryn giniislikddki dekart ulgamy diyilyar.Bu nokada
kordinatalar baslangyjy diyip at berilydr, koordmatalar
baslangyjyndan bazis wektorlarynyil ugry boyunca gegyin goni

.....
rrrrr

rrrrr

tekizliklere koordmatalar tekizlikleri diyilyér.

KESGITLEME:M nokadyi kordinatalar baslangyjyna
goré radius-wektorynynt kompanentalaryna M nokadyn garalyan

rrrrr

koordinata obsissa, ikinjisine ordinata, tciinjisine bolsa aplikata
diyilyar.
38. KOORDINATALARYN GONUBURCLY DEKART
ULGAMY.

Koordmnatalaryn dekart ulgamlary kdbir yoriite alnan
ulgamlaryna - géniiburgly dekart ulgamlaryna — gord seyrek
ulanylyar.
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KESGITLEME. Eger bazsii wektorlary jiibiit — jlibiitden
ortogonal bolup , olaryt uzynlyklary birlige deni bolsa , onda bu
bazise ortonormirlenen bazis diyilydr. Bazisi ortonormirlenen
koordinatalaryn dekart ulgamyna koordinatalaryn goniiburcly
dekart ulgamy diilydr. Geliekde biz koordinatalaryn dine
gontiburgly dekart ulgamyndan peydalanjakdyrys. Bu ulgamda
bazis wektorlaryny i, jwe kharplar bilen belgilejekdiris. Olara
ortlar diyip at berilydr. Ginislikde her bir radius-wektoryn
=Xy + zk dagytmasy bardyr.

Tekizlikde koordinatalarynt goniiburgcly dekart ulgamyna
gord nokadyn koordinatalary hem edil yokardaky yaly tapylyar.

Ginislikde koordnatalaryn goniiburgly dekart ulgamyna
lo,1,j,k/f garalyn  we sol ulgamda A hem B iki nokady alalyn ,
goy, olaryn koordmatalary degislilikde 4,34, 21, We X2, Var 22
bolsun.

Goy ontimizde Py wektoryn dagytmasyny tapmak

meselesini  goyalyn.

——— bolyandygy c¢yzgydan goriiner.

AB=0B-04
- we — radius-wektorlaryn dagytmasyny yazalyi: oL Xzt
+x3k

S3=%3 I+ ]+21 k. Bazis boyunca dagydylan wektorlary

ayyrmak /goymak/ diizgiini boyunga yazarys:

moon T (FeXa) 14(02-01 ) j+H(22-71 ) K

Seylelikde, asakdaky tassyklama subut edildi
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Wektorynn komponentalaryny /koordinatalaryny/ tapmak ti¢in
onun ahyrynyil koordinatalaryndan baslangyjynyn degisli
koordinatalaryny ayyrmak gerek.

39. KESIMI BERLEN GATNASYKDA BOLMEK.

AB kesimde ony A>O gatnagykda bolyian, yagny {%:‘1

serti kanagatlandyryan, M nokadyn koordinatalaryny tapalyn.
Yokardaky serti wektor gorniisde seyle yazyp bolar:

—=)\* —
AM MEB

A we B nokatlaryn koordinatalaryny degislilikde /x1r ¥1r 21, /
We /%2, v2: 22/ bilen, M nokadyn koordinatalaryny bolsa /xgr Vo
Zp /bilen belgildp, biz /i/denligin iki bolegini-de bazis
boyunga dagydarys, Oziinem o we = wektorlaryn

komponentalaryny yokarda subut edilen tassyklama esasynda
taparys:

_4?:/ Xo-X1/i+/Yo-yilj+/zg-z1 [k we

E:/ KXo li+/[ya-yoli +/22-2p kK

Onda /i/ denlik asakdaky gorniise eye bolar:

(xe-x1) I + (¥o-¥1)J + (Zo-71) k=4 ((x2-xq) i + (V2-
Yo) I+ (Ez-20) &)

Bu yerden iki wektorynn deiligi esasynda alarys:
Xg-X1= ) (X2-Xq)

Yo-Y1=A (V2-Yo) ,
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Zg-Z1= ;\, (Z: _ZD) .

Bu ulgamy c¢ozip tapyarys:
_}.-_+)._1.'5

_ Tapdxg .
) J"l}_ 141

1+ dEg
Xn= Zp= = 121
ST o

1+4

Bu formulalara kesimi berlen gatnagykda bolmegin
etsek, onda / 1/ deflikden gorniisi yaly M /xq, ¥q, Zg / nokat bary
bir sol AB goni ¢yzykda yatyar, emma M nokat AB kesimden
dasarda yerlesydr, M nokat AB kesimi / A/ gatnasykda bolar.
Sonun ilgin hem /2 / formulalar has umumyrak meseldnii
¢ozilisini beryérler. Has takygy, sol formulalaryn komegi bilen
kesimi berlen gatnasykda icki nokat bolup hem, dasky nokat
bolup hem bolyan hallarynda ol nokadyn koordinatalaryny
tapmak bolyar.

Tekizlikde kesimi berlen gatnasykda bolmak meselesi edil
ginislikddki yaly cozilydr, yone bu halda bazis ki wektordan
ybarat we sonun iliginem /2 /formulalardan dine iki sanysy

alynyar.

Eger M nokat AB kesimini ortasy bolsa, onda A=i
bolyar we /2 /formulalar asakdaky gornise eye bolyar:
Xp= l"_;x: ) }_,D:)_'-_;:f: ,ZD;—L:zz

=

Bu formulalara kesimi deni yarpa bdlmegin formulalary
diyilyar.

40. KOORDINATALARYN POLYAR ULGAMY.

Koordatalaryn dekart ulgamy nokadyin kabir geometrik
obraza gord yagdayyny kesgitlmegin yeke-tdk usuly daldir.
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Munuii {igin koordinatalar ~ sistemalarynyn  diirli-diirli  gorniisleri
ulanylyp bilner. Su yerde biz olaryil birndgesini beyan edyaris.

Tekizlikde koordnatalarynn polyar ulgamy yygy-yygydan
ulanylyar. Ol ulgamy bermek ticin polyus diyip atlandyrylyan
O nokatdan ¢ykyan P gsohle alyarlar. M nokadyn yagdayy iki
san bilen fiksirlenydr: olaryn biri T:IGT:'}I radius, beylekisi bolsa

polyar ok bilen o~ wektoryn

rrrrr

radianlarda  Ol¢éris we polyar okdan sagat strelkasynyn tersine
bolan ugur boyunca hasaplarys.

Poljusda r=0,emma @ Kkesgitsiz galyar. Basga nokatlar
icin * >0 we bur¢ 27 sana kratny bolan gosulyjynyn
takyklygy bilen kesgitlenyar.

Bu aydylanlara seyle distnmeli. Mysal {i¢in, sanlaryfi (r; @), (r
; @+2T) we umuman

(r ;e + 2kl), bu yerde k-islendik bitin san, jibiitleri sol bir M
nokadyn polyar koordnatalaryny anladyarlar.

Kébir halatlarda polyar burcun {iiytgeyis oblastyny belli
bir sertler bilen c¢éklendiryarler, meselem, 0=¢ =27 ya-da -
mT=¢@=T.

Goy, bize koordatalarynn polyar ulgamy we sanlarynn /
r, @/ jibiiti berlen bolsun, bu yerde r- otrisatel déal san. Biz
bu jiiblite polyar koordinatalary M Y sanlar bolan M nokady
degisli edip bileris. Hakykatdan-da, eger r>0 bolsa, onda ol
jiblite uzynlygy r bolan we polyar ok bilen # burgy
diizgdn radwus-wektorly M nokady degisli edyéris. Sunlukda,
eger
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r-n we @-@1=2mk, bu yerde k- bitin san bolsa, onda /r; @/ we
Iry,4/ jlbitlere sol bir nokat degisli bolyar.

Tekizlikde koordmnatalaryin goniiburgly dekart ulgamyny
alalyn, Ozimem koordinatalar baslangyjyny polyusda
verlesdiryaris we uzynlyklary 1-e deil bolan wektorlaryn/

/= =i,—==j/ birini polyar okui ugry boyun¢a ugrukdyryarys,

ST
beylekisini bolsa ol oka ;—T bur¢ boyunca ugrukdyryarys. Suratdan
gorniisi  yaly, nokadyin dekart koordmnatalary sol nokadyn polyar

koordinatalary arkaly asakdaky formulalar bilen arladylyar:
X =rcosg,y =rsing.

41.SILINDRIK KOORDINATALAR.

Giniglikde silindrik koordinatalar asakdaky vyaly
grrizilyar Fiksirlenen ¢ tekizlkde kdbir O nokady we c¢ykyan

0X gohlani alyarys. Mundan basga-da O nokadyn istinden @
tekizligine perpendikulyar bolan 0z oka garalyn. Goy M
ginisligin islendik nokady bolsun, onun ¢ tekizlige
proeksiyasyny N bilen belgililin , M nokadyn oz oka
procksiyasy Mz bolsun. Sanlaryni . ¢ we z (gligine M nokadyn

.....

O polyusa we OX polyar oka gord N nokadyn « tekizlikdaki
polyar koordinatalarydyr. , @ we z silindrik koordinatalary bolan
M nokady M/r; @:z/bilen belgileyirler.

“Silindrik koordinatalar” diyen at r = const koordinataly
istiin  silindr bolyandygy sebédpli yiize cykypdyr, yagny sol bir
r koordinataly {stini silindr bolyandygy sebédpli yiize cykypdyr,
yvagny sol br r koordmnataly nokatlarynn kopligi goniigyzykly
emelegetirijileri 0z oka parallel bolan silindrik isti emele
getirydr. Eger goniiburcly dekart ulgamynyn oklaryny suratda
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gorkezlisi yaly edip alsak, onda M nokadyn x,,z dekart
koordinatalary  sol nokadyn r, ¢,z silindrik koordinatalary bilen
asakdaky formulalar arkaly anladylyar:

X=T cCOos@, Y=rs5ing, z==z,
42. SFERIK KOORDINATALAR.

Sferik koordmnatalary girizmek tigin - gmislikde umumy
O baslangyjy bolan, 6zara perpendikulyar ox, oy, we oz {i¢c oka
garalyn. O nokatdan alalyn, N nokat M nokadyn oxy
tekizlige proeksiyasy bolsun, r san M nokadyn O nokatdan
uzaklygy bolsun. Mundan bagga-da & burg ugrukdyrylan -~
kesimin o0z ok bilen emele getirydin burgy, @ ¥ bur¢ bolsa ox
oky o N sohle bilen gabat gelydngd sagat strelkasynyn tersine
aylamaly bur¢ diyelin. & we ¢ burglara degislilikde gmnlik /
sirota/ we uzynlyk /dogota/ diyyirler.

r, & we @ sanlara M nokadyn sferik koordinatalary

rrrrrr

Ginigligin  nokatlarynynn we sferikk  koordinatalaryn /r;
; @/ Ugliklerin arasyndaky degisliligin 6zara birbahaly bolmagy
ticin adatca r we ¢ ululyklary asakdaky céklerde iiytgeyar diyip
hasap edyarler:

0<r = +oo 0=p=2m

O koordinata bolsa kesgitlenisine layyklykda O we X sanlaryil
arasynda yerlesyar.

Eger koordmatalaryn goniiburgly dekart ulgamynyn
oklaryny suratda gorkezlisi yaly alsak, onda M nokadyn x, ).z
dekart koordinatalary onun 7, ¢.6 sferik koordinatalary bilen
asakdaky formulalar arkaly anladylyar:
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x=rsinfcosew , y=rsinfsing, z =rcosd,

43.IKI WEKTORYN SKALYAR KOPELTMEK HASYLY.

Iki wektoryn arasyndaky bur¢ deregine umumy
baslangyjy bolan we berlen wektorlara denn wektorlaryn
arasyndaky burgcy kabul edyérler. Kébir hallarda bur¢ olgenende
haysy wektordan we haysy ugra olgeg gecirilydindigini
gorkezyarler. Eger seyle gorkezme bolmasa, onda iki wektoryn
arasyndaky bur¢ @ —den uly bolmazlyk sert bilen alynyar. Eger
ki wektorynn arasyndaky bur¢ goni bolsa, onda ol wektorlara

KESGITLEME. Iki wektoryn uzynlyklarynyn olaryi
arasyndaky burcun kosinusyna kopeltmek hasylyna den bolan

......

kopeldjilerin M bolmanda biri nula den bolaysa, onda olaryn
arasyndaky bur¢ kesgitsiz galyar, bu halda skalyar
kopeltmek hasyly kesgitleme boyunca nula den hasap edilyir.

- we? wektorlaryn  skalyar kopeltmek hasyly /: ?/
bilen belgilenyir, seylelik bilen, biz ony seyle yazyp bileris:

(a b)=ld| - |b] - cose,
Bu yerde @ bur¢ @ we b wektorlarynn arasyndaky burcdyr.
Skalyar kopeltmek hasylyn asakdaky hésiyetleri aydyn gorniip
dur:
I Skalyar képeltme kommutatindir, yagny islendik
@ we b wektorlar ticin
(@ b)= (5, @)

Deiilik adalatlydyr.

2. Iskndik @ wektor ticin (@, a)=lal?.

3. Eger kopeldjiler ortogonal bolsa ya-da m bolmanda
olaryn biri nul wektor bolsa, onda su halda we dile su halda
olaryn skalyar kopeltmek hasyly nula dendir.
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4. Ortanormirlenen bazsin wektorlary asakdaky
denlikleri kanagatlandyryar:
(0=0 .7 = (k,k) =1,
.0=0k=k1=0.

TEOREMA. Eger bazis ortonormirlenen bolsa, onda
islendik @ wektoryn  komponentalary
oy =(d, 1), a,=(d,j) , as=(a, k)
Formulalar arkaly tapylyarlar.
Bu defilemede a,b, R? hemiselikler degislilikde toweregii
merekezinde kordinatlary we onun radiyusy lytgeyan x we 'y ulyklar
bolsa toweregin erkin M nokadyn kordmnatlary hususy halda eger
kordinatalr baslangyjy toweregim merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we 12| defileme has Yonekey gorniisi alar: x°+y?=R?

Bu yerden /2/ we /2/ detilemeler) merkezi c/a;b/ nokat radiusy R-e
deii bolan toweregint /2/ defilemesiniii bardygyny goryaris. /2/
denllemede oklary agyp alarys.

X*+y?-2ax-2by+(@*+h?-R?)=0 /3/

ya-da

X2+y?+Dx+Ey+F=0,

bu yerde D=2a,E=-2b, F=a?+b*-R?diyip kabul edildi. /3/
denileme ikinji derejeli denlemedir.

Seylelikde towregm liytgeydn kordinatalara gord ikinji derejeli
denilemesi bardyr emma her bir kinji derejeli defleménin toweregi
kesgitlenmeyinligi bellemek gerek. Hakykatdanda /3/ defilemeden
asakdakylary goryiris, toweregii denlemesinde kordmnatalaryn
kwadyratlanyn koefissenyleri 6zara den bu deilemelerin
kordmatalaryn kopeltmek hasyly /xy/ grmeyér. Tersine eger su iki
sert yerine Vetse /x°we Y ¢lenclerift koefisentlerinift 6zara deiiligi
xy clenin deiilemede yoklygy/ onda umuman aydylanda ol denleme
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toweregi kesgitleyir sebibi ony x2-yii koeflisentine bolip /3/ gorniise
getirip bolar.

Ellips kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan barden iki nokada
cenli uzaklyklarynyn jemi hemiselik san bolup takyklygyn nokatlar

......

uzaklykdan uly bolmaly.

Ellipsiti denlemesini diizmek {i¢in berlen F1we F, nokatlary
birlesdirydn gojni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde Kabul ederis ol
okda F1 -den F, —a tarap ugry polaztel diyip Kabul ederis F1 F»
nokatlary birlesdirydn kesimint ortasyny kordmnatalar baslangyjy
deregine Kabul edelin fokuslaryn arasyndaky FiF, uzynlygy 2c bilen
belgildlin. Onda F1we F; nokatlaryn kordmnatalary degislilikde /c;0/
we /-¢;0/ bolar. Ellipsin erkin N nokadynyn kordinatalary. X we'y
bilen belgildlin. F1M we FoM kesimlerinn uzynlyklarynyn formulasy
boyunca ailadalyn:

FiM=4/(x—c) +y?, F,M=

Ellipsin kesgitlemesine gord kordinatalar sistemasynda elipsii
denllemesidir. Ellipsiii defilemesi m yonekey gorniisi alar yaly /1/
denilemede radikallary yok etmek gerek. Radikallaryn birini sag
bolege geciryiri .

J(x=cf +y? =2a-/(x —cf + y?

Indi d= \/ (V=% f +(v-y,)f formula buyunca M we N nokatlaryt
arasyndaky uzynlygy tapmak galyar, yagny
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Ax, —1By, +¢C ? AX, + By, +C ? AX

:\/('A‘Xo“LByo"‘C)2 _ |A% + By, +¢|

A+B N B
Goni ¢yzygynl polyar kordinatalardaky deilemesi.

Goni ¢yzygyn normal denlemesini alalyn x cosa +ysina -p=0
tekizlikde kordmatalaryn goni burcly dekart sistemasy bilen polyar
kordinatalaryn sistemasy arasyndaky baglansygy beryin formylalary

vazylan.

X=r cos« y=rsin

Usteyin x we y ulylyklaryii bu bahalaryny goni ¢yzygyi normal
defilemesinde goyyarys:

r cos @ cosa +rsing sina -p=0
ya-da
r( cos g cosa + sing sina )-p=0

bu yerden r-cos( ¢ - & )-p=0

bu bolsa goni ¢yzgyil polyar koordinatalardaky denilemesidir.
44 IKinji tertipli egri ¢yzyklaryii elementar teoriyasy

Uytgeyin x we y ulylyklara gori ikinji derejeli umumy defileme
oziinde kinji clenleri /x%xy we y?/ birinji derejeli ¢leni /azat ¢leni/
saklayar. Suna layyklykda ikinji derejeli umumy denleméni agakdaky
yalyyazyp bolar.
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AxC+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0

Bu verde A,B,C koflisentlerin i bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A,B,C,D,E,F koefissentlerinn diirli bahalarynda bu
denlemeénin haysy c¢yzyklary kesgitlenydndigi baradaky sowada
mndiki bolimde garaljak.

Su boliimde ikinji derejeli denlemelerin kébir yorite gorniiglerine
garap gecelin.

Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyan nokatdan deni
daslasan tekizligin nokatlar kopligine towerek diyilydr. Toweregin
nokadyny onuii merkezi bilen birlesdiryin kesime seyle-de sol
kesimiii uzynlygyna toweregin radiusy diyilyar.

R radiusyn toweregm deillemesini diizelin.

Kordnatalar oklaryny erkin saylap alalyn onda tdweregin c
merkezinin koordinatalary a we b bolar. Toweregin erkin M
nokadynyil koordinatalaryny x.y bilen belgildlin toweregm #hl
nokatlaryna mahsus bolan hésiyeti analitiki ailadalyn. Toweregin
kesgitlemesinden onuii islendik M nokadynyn C merkezinden
uzakdygynyn hemiselik ululygy we onun toweregii R radiusyna
dendigi yagny

CM=R

Bolyandygy gelip ¢ykyar.

Cm ululygy C we M nokatlaryn arasyndaky uzaklyk
hokmiinde kesgitlip biz /I/ detiligi M nokadyn Oytgeyan
koordinatalarynyn {isti bilen afiladarys:

Jox—yf +(y=bf =R /1

Ahyrky denlemédnin iki bolegini-de kwadrata géterip biz toweregin
denillemesini yady yazarys:
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(y—bf +(y-by=R? 121

Bu denllemede a,b, R hemiselikler degislilikde tdweregiii merkeznin
kordinatalary w onun radiyusy iiytgeydn x we y ulylyklar bolan
toweregin erkin M nokadynyn koordinatalary. Hususy halda eger
kordinatalar baslangyc towereginh merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we /2/defileme has yiinekey gornisi alyar.

X2+yP=R?

Bu yerden /2/ we /2'/ defilemeler merkezi C/a;b/ nokatda radusy R-e
dent bolan toweregml /2/ detilemesiniii bardygyny goryaris. /2/
denilemede nokatlary agyp alarys:

X+y?-2ax-2by+(@%+b%-R%)=0 /3/
Ya-da
X+y?+Dx+ey+F=0 13/

bu yerde D=2a, E=-2b, F= a®+h?-R*diyip kabul edlildi. Delleme
ikinji derejeli denlemedir

seylelikde toweregin liytgeyan koordinatalara goré ikinji derejeli
deilemesi bardyrin emme her bir kinji derejeli defileménin toweregi
kesgitlemeyandigi bellemek gerek. Hakykatdan-da /3/ defilemeden
asakdakylary goryéris. Toweregin denlemesinde koordinatalryn
kwadratlarynynt koeflisenleri 6zara den bu denlemd koordmnatalaryn
kopeltmek hasyly /xy/ girmeyir tersine eger su iki sert yerine yetse
X2 we y* clenlerinifi koefisentlerinifi 6zara defiligi xy ¢lenti
denllemede yoklygy/ onda umuman aydylanda ol defilem toweregi
kesgitleyir sebibi ony X i koefisentine boliip /3/ gorniise getirip
bolyar.

Ellips kesgitltmefokuslar diyip atalandyrylyan birden iki
nokada ¢enli uzaklyklaryn jemi hemiselik san bolan
tekizliginnokatlar kopliigine eddipo diyilydr /bu hemiselik san
fokuslarynn arasyndaky uzaklykdan uly bolmady/.
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Ellipsin defnlemesini diizmek t¢in berlen F; we F, nokatlary
birlesdirydn goni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde kabul ederis ol
okda F1 we F; nokatlary birlesdiryin kesimin ortasyny koordinatalar
baslangyjy deregine kabul edelin. Fokuslaryn arasyndaky Fi, F»
uzaklygy 2c bilen belgildlin. Onda F; we F, nokatlaryii kordmatalary
degislilikde /c;0/ we /-c;0/ bolar. Elipsin erkin N nokadynyi
kordinatalaryny x we y bilen bagalalyn. F1M we F,M kesimlerin
uzynlyklaryny iki nokadyn arasyndaky uzynlygyn formulasy
boyunca ailadalyi.

EM =(x-y) +y? F,M =4/(x+c) +y?

elellipsin kesgitlemesine gord F1M+ FoM jem hemiselik ulylyk ony
2b bilen belgildp alarys F1M+ F,M=2a

Ya-da

Y=y +y? +(x+cf +y* =2a

Bu defileme alnan koordinatalar sistemasynda elipsin denlemesidir.

Elipsin denilemesi i yonekey gorniisi alar yaly /I/ defilemede
redikallary birini sag bolege geciryaris:

(x—cf +y? =2a-+/(x—c) +y?

Iki bolegide kwadrata goterip alar

x2-2cx+c2+y2=4az-\f (x+c)*+ _}12+X2+2cx+02+y2

va-da
~dex=4az-day) (X + €) v,
Yagny
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cx+a2=am +y?

Yene-de defileminifi ki boleginide kwadrata goterip alarys:
cx*H2a’cxtall=a*(x*+2cx+c’+y?)

va-da

c’x*tall=a’x*+a’c*+a’y’,

yagny

(a2-c?)x*+ary*=a?*(a*-c?).

Bu denleménin ki boleginide a?(a-c?) bolup alarys:
ool @
a a"—c

0<a bolany sebépli a?>-c*>0. Ony b? bilen belgilemek kabul edilen.
Onda ellipsin denlemesi asakdaky gomiisi alar:

7 -
xT o
o2

. @
Bu yerde
b*=a’-c2. “4)

/3/ detilemi ellipsit kanonik deillemesi diyilyar.

Indi ellipsiit formasynyn derfiewine giriseli. Bu derfiewi yerine
yetirmek,/3/ denlemeden ugur alynsa, ansatdyr.

1/ Ellipsin_Simmetriasy. Ellipsin /3/ deflemesinde uytgeydn xwe y
koordinatalar difie kwadratlarda goryérler, sonun u¢in eger kibir /x,y/

nokat ellipse degisli bolsa,onda /-Xy/, /x,-y/ we /-x,-y/ nokatlar hem
ellipse degisli bolar.Diymek, koordinatalar oklary ellipsini simmetriya
oklary bolup hyzmat edyérler. 4
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Oziinde fokuslar saklayan ellipsii okuna Fokal ok diyip at berilyir.
Simmetrik oklarynyn kesisme nokadyna,yagny simmetrik

......

ucin fokal ok Ox oky bilen gabat gelyar,koordinatalar baslangyjy
bolsa ellipsin merkezi bolup hyzmat edyir.

2/Ellipsin_simmetrik oklary bilen kesisme nokatlary. Ellipsin
simmetrik oklary bilen kesisme nokatlaryna onuni depeleri

------

oklary bilen kesisydn nokatlardadyr,¢ilinki bu halda koordinatalar
oklary onun simmetrik oklary bolup hyzmat edyir. /3/ detilemede
y=0 diyip alsak, ellipsin Ox oky bilen kesisme nokatlarynyn
abssissalary taparys:

—=1, bu yerde x*=a®> we x=*a.

X=0 guméin edip, biz ellipsin ordinatalar oky bilen kesisme
nokatlarynyn taparysi—::L bu yerde y*=b? we y=1tb, Diymek
asakdaky nokatlar ellipsifi depeleridir: A, (a;0) A, (-a;0), B(0;b)

B,=(0;-b), b>=a2-c2 (c>0) bolany sebipli b<a sotia gori-de A4, A,
kesime, seyle hem onuil 2b uzynlygyna ellipsiit uly oky

diyilyir,B1, B> kesime /we onuit 2b uzynlygyna/ bolsa ellipsiii kigi

rrrrr

a we b uzynlyklara degislilikde ellipsiii uly we kici yarym oklary
diyilyar.

3/ Ellipsinn_Formasy. Ellipsin formasyny aydynlasdyrmak ugin x=0

we y= 0 hallara garamak yeterlikdir, sebibi biz yokarda ellipsii
koordinatalar oklaryna gord simmetrik yerlesendigine goz yetiripdik.
/3/ detilemeden % = 1 Ya-da x= @ bolandygy goriinyir,yagny x
ululyk 0-dana-b genli liytgip bilyar, *¥kkskxsksxskarx
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Yene-de sol defilemeden x ululyk 0-dan a genli artanda ululygyn b-
dan 0-a ¢enli kemelyandigi goriinyér.

Seylelik bilen, ellips asakdaky
suratda gorkezilen yaly for-
madadyr.

Ellipsin Mehaniki Gurlysy  /cyzylysy/

Ellipsin  F; we F, fokuslaryny
hem-de 2b uly okuny bilip, ony mehaniki
gurmak gayt afsatdyr. Uzynlygy

2b defi bolan ,onuit uglaryna F; we

F’, nokatlarda berkitmegi, sotira ofia F; M F, gdrniisi berip, M
nokady hereketlendirmek arkaly ellips gurular /M nokatda galamyn
ujy yerlesdirilyar/.

a=b/c=0 bolanda /3/ deflleme x*+y*=a” gbrniisi alar we ol
merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan b radiusly toweregi
kesgitleyar. Soma gord-de towerege deit yarym okly ellips yaly
garamak bolar.

Giperbola. Kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan berlen iki
nokatdan uzaklyklarynyn, tapawudy hemiselik san bolup tekizligiii

------

hem-de fokuslaryn arasyndaky uzaklykdan kigi bolmaly/.

Bu hemiselik ululygy 2b, fokuslaryii arasyndaky uzaklygy bolsa
2c¢ bilen belgililin.Koordinatalar sistemasyny /oklary/ edil ellipsdéki
valy edip saylap.Goy, M(x;y) nokat giperbolanyni erkin nokady
bolsun.

Giperbolanyn kesgitlemesine gord yazarys:
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Fz M - Fl M = i 2a /l/*****************
-68-

Bu detiligiti sag boleginde, F, M= F; M bolsa,goymak alamatyny
almaly.Eger-de F,M=y/(x + )2 + ¥* we

F.M= J (x—c)?+ }’: bolany sebipli,/1/afilatmany asakdaky yaly

yazarys.

J(x+c]2 +}12-J(x—c]:+}f::i2a 12/

Bu deiileme giperbolanyn saylanyp alhan koordmnatalar
sistemasyndaky denlemesidir. /2/ defilemdni radikallardan bosadyp,
onun yonekey gorniise getirip bolyar. Radikallarynn ikinjisini sag
bolege gogliryaris:

J(x+c]:—|—yz:\{(x—c]:—|—y2i 2a.

Indi denligin iki boleginide kwadrata goteryéris:

XH2ext+cAy?= 2-2cx+cz+y2i4a\f (x—c)2+ }’2+4a2

ya-da

ox-a=tay/ (x — )% + 2.
Bu alnan denligin iki boleginide yene kwadrata goteryaris:
c2x2-2a%cx+ral]=a*(x*-2¢cx+c2+y?)

ya-da
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(Cz_ az)xz_ a2y2: 2(02_ az)

2b<Z2c bolany sebépli c>-b*=>c bolyar,ony b? bilen belgilemek adat
bolupdur, sona gori-de alyarys:

b2x2- a2y2=a2b2

Bu denligin dhli clenlerni a?b? bolyaris:

=2 3/
a“ b+
bu yerde b*=c?-a? 4/

Indi giperbolanyni formasyny derfiemidge gegeli.

1/ Giperbolanynn Simmetriyasy. Giperbolanyn /3/ defilemesi
tytgeyan ululyklary dine kwadratda saklayar, sona gora-de
koordinatalar oklary giperbolanyn simmetriya oklary bolup hyzmat
edyar.

Giperbolanyn 6zunde fokuslary saklayan simmetriya okuna onun

------

......

/3/ defileme bilen berlen giperbola ugin fokal ok bolup Ox oky,
merkezi bolup koordinatalar baglangyjy hyzmat edyar.

2/ Giperbolanyni simmetriya oklary bilen kesisme nokatlary.
Giperbolanyn simmetriya oklary bilen kesisme nokatlaryny, yagny
onunt depelerini tapalyi.

3/ denilemede y=0 diyip kabul edip, giperbolanyii absissalar oky
bilen kesisme nokatlarynyn absissalaryny taparys:

x: ,
—=1, bu yerden x>=a> we x=*a.
2
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Diymek, A;/a;0/ we A,/-a;0/ nokatlar giperbolanyni depeleridir,
olarynn arasyndaky uzaklyk 2a deil. Giperbolanyii Oy oky bilen
kesisme nokatlaryny tapmak ucin /3/ detilemede x=0 diyip giiméin
edelin, onda -“:—;21 va-da y*=-b?,

bu yerden y=1+/ —b*=+pV—1;

biz Oy oky bilen kesisme nokatlarynyni ordinatalary ticin hyyaly
bahalar aldyk, bu bolsa Oy oky giperbolany kesmeyér diyildigidir.
Yokarda aydylanlara layyklykda giperbolany kesydn simmetrik

rrrrr

okyna bolsa giperbolanyin hyyaly oky diyilyar. /3/ defileme bilen
berlen giperbola iigin hakyky ok bolup Ox ok, hyyaly ok bolup
ordinatalar oky hyzmat edyir.

Giperbolanyn A; we A, depelerini birlesdirilyin A, A, kesime
we onunl 2b uzynlygyna giperbolanyn hakyky oky diyilyiar. Eger
giperbolanyn hyyaly simmetrik okunda onun O merkezinde iki tarapa
OB, we OB, kesimleri alyp goysak, onda BB, kesime we onuii 2b

------

3/ Giperbolanyin Formasy. Giperbolanyn formasy deriielende
tiytgeydn koordmatalaryn otrisatel dél bahalaryna garamak
yeterlikdir, sebébi bu egri ¢yzyk koordinatalar oklaryna goré

simmetrik verlesendir. /3/ deflemeden % =1 gelip gykyar, sona

gord-de x ululyk a-dan @2 genli tiytgeyar. x ululyk a-dan 22 genli
artanda y ululyk 0-dan @2 ¢enli artyar. Egri ¢yzygyn formasy suratda
sekillendirlisi yaly bolyar. Ol x="a goni ¢yzyklar bilen ¢dklenen
zolakdan dasarda yeryesyar we iki bolekden-sahadan ybarat. Bu
sahalaryii biri tigin F2M> F1M we F;M-F;M=2a /sag saha/ bolyar,
beyleki saha ucin FyM=> F3M we F;M-F;M=2a /cep saha/ bolyar.
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4/Giperbolanyn Asimptotalary. Giperbolanynn gbrnusini has aydyn
g0z Onune getirmek ucin onun bilen jebis baglanysykly bolan iki
sany goni ¢yzyga, yagny asimptotalar divlip atlandyrylyan goni
¢yzyklara garalyn.

x we y ululyklary polojitel diyip hasaplap, giperbolanyn /3/
R

denlemesini y ululyga gord ¢ozeli: "::T -—-1,
2" 2

b
bu yerden Y= VX2 —a? 13/

b
/3/ detileméni y=— x gbni ¢yzygyn defllemesi bilen degsirip
a

gorelin. Sonun ugin bu goni ¢yzykdaky N(x;y) we giperboladaky M
(x;y) nokatlary alarys. Bu nokatlaryii abssisalary sol bir x sandyr, bu
nokatlary 6zara degisli nokatlar diyyérler.

Y>> ¥ bolyandygy gomip dur, Y-y tapawut M we N nokatlaryn
arasyndaky uzaklygy anladyar, yagny MN=Y-y.

Dangyjynda ahyry bolsa ol goni ¢yzygynn kordinatalar oky bilen
kesisme nokadynda bolmaly.

Goni ¢yzygyn Ox oka yapgytlyk burgyny ¢ bilen ol goni
cyzygynn Oy okdan kesip alyan OB kesimininn ululygny bolsa b bilen
belgildlin. Goy M/x;y/ ol gboni ¢yzygyn erkin nokady bolsyn M nokat
goni ¢yzyk boyunga hereket edende onuii x we y kordnatalary
lytgdp Ozara kdbir sert arkaly a baglangykda bolyarlar. Ol sert
nimeden ybartka.

Sony anyklalyn.

Uytgeyin x we y ulylyklar bilen hemiselik b we k=tge
ulylyklaryn arasyndaky baglansyk suratda sekillendirlen hal iigin
vagny goni ¢yzygyn koordmatalar oklaryna gord yerlesisi yorite
saylanyp alnanda ¢yzgydan geo-goni alynyar.
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Hakykatdan-da PM=PO;+OM. Emma PM=y PQ=0B=B Qm
bolsa BOM goni burgly ticburclykdan ansat tapylyar: OM=BQ -tgy
=x-tgg=kx. Bu tapylan bahalary /I/ denlikde goyup alarys.

Y=kx+h

Bu denlleméni difie sol goni ¢yzygyn nokatlarynynn koordinatalary
kanagatlandyryar. Eger nokat goni ¢yzygyn degisli bolmasa onda ol
denllik yerine yetmez Seylelik bilen alnan /2/ detileme goni ¢yzygyn
denllemesidir.

Goni ¢yzyn /2/ gorniisli denlmini gbni ¢yzygyn kofisentli
serte /2/ defilleméni aldyk. Eger goni ¢yzyk Oy oka parallel balaysa
onuil denllemesi ndhili boalrka?

Goy bu goni ¢yzygynn Ox oky bilen kesisme nokadynyn
absisasy a bolsun elbetde bu goni ¢yzygyn islendik nokadynyn
absisasy a den bolar. Eger nokat goni ¢yzyga degisli bolmasa onun
absisasy a-den bolar. Diymek bu goni ¢yzygyn defilemesi x=a bolar.

Seylelikde eger goni ¢yzygynn Oy oka paralel bolmasa onun
detilemesi /2/ gérniisde yazylyp bilner. Egerde ol ordinatalar
ordinatalar okuna parallel bolsa onda onun defilemesi /3/ gorniisde
bolar. /2/ we /3/ denllemelerin liytgeydn x wey ulylyklara gord birinji
derejeleri denleme bolyandygy sebépli biz agakdaky tasyklamany
subut etdik: kordnatalaryn dekart sistemasynda her bir goni ¢yzygyn
birmji derejeli denilem bilen afladylyar hususan eger goni ¢yzyk
kordinatalar baslangyjyndan ge¢se onda b=0 we su hili goni
cyzygyn defilemesi asakdaky gOrniisi alar.

Y=kx

Eger ¢yzyk Ox oka parallel bolsa onda onunt k bur¢ koefisenti
nula defi bolar. Yagny k=0 we goni ¢yzygyn defilemesi

Y=b /51
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GoOmiisde bolar.

45.GIPERBOLANYN DIAMETRLERI. CATYRYK
DIAMETRLER.

Simmetriya oklary koordinatalar oklary bilen gabat gelyin
giperbolanyn

——==1 0

denlemesine we ki  burg koeffisientli parallel hordalaryn
sistemasyna  garalyn. Su vyerde geciriimeli hasaplamalar we
tassyklamalar ellipse garanyidaky hasaplamalar we tassyklamalar
bilen doly gabat gelydr, seyle netijd gelinyir: giperbolanyn parallel
hordalarynyin ortalary bir goni ¢yzykda vyatyarlar, ol goni ¢yzygyn
denllemesi

hz
y=zx @

gorniisde alynyar we ol ellipse garalan mahalda alnan
bz

a?k,

y=- x

goni  cyzygyn denilemesinden minus alamaty plyus alamaty
bilen calsyrmak arkaly alynyar (gperbolanyn denilemesi ellipsii
detilemesinden we b? vanyndaky alamat bilen tapawutlanyar). Edil
ellipse garalan wgtdaky yaly, giperbolanynn ordinatalar okuna parallel
hordalarynn ortalary absissalar okunda vatyarlar (giperbola Oy oka
gord simmetrik figuradyr).

Seylelikde, giperbolanynn &hli diametrleri merkezden gecyéin
goni  ¢yzykalrdyr. Giperbolanyn diametrini  bur¢ koeffisientini k>
bilen belgildp alarys:
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bz

k=2 G

Ya-da

bE
kik, =—— (3F)

72

Parallel hordalaryn ortalarynyn {istinden gecydn diametre sol
hordalara catryk diametr diyip atlandyrmagy sertleselin. (3) ya-da
(3’) sert parallel hordalaryn kj bur¢ koeflisientini we olara catyryk
diametrin Ky bur¢ koeflisienti bilen baglanysdyryan formuladyr. (3°)
sertii K1 we Kz burg koeffisientlere gord simmetrik bolany sebépli,
asakdaky netijd gelyéris: eger Ko burg koeflisientli diametr K; burg
koeffisientli parallel hordalara ¢atryk bolsa, onda ki bur¢ koeffisientli
diametr Kk, burg¢ koeffisientli parallel hordalara catrykdyr. Seylelik
bilen, biz biri beylekisine parallel hordalary iki yarpa bolyén
diametrler jibiitini alyarys. Olara ¢atryk diametrler ya-da (3°)
formula arkaly anladylyan baglanysykda bolyarlar.

Seylelikde giperbolanyn ¢atryk diametrlerinii tikeniksiz  kop
jubiiti bar. Her bir diametre oma catryk bolan diametr degislidir.

Koordinatalar oklary (simmetrik oklar) catryk diametrlerin
jublitini  beryérler, olar 06zara perpendikulyardyrlar. Su hili ki

......

(3) sertden gorniisi yaly, catryk iki diametrin k; we K burg
koeffisientlerinin  birmetizes alamatlary bolyar, yagny diametrler sol
bir ¢éryeklerde Dbolyarlar we assimptotadan dirli taraplarda

b b
yerlesyarler.  Eger (k1)<E bolsa, onda (k2)> E bularynn  biri

giperbolany iki nokatda kesydr, beylekisi bolsa giperbolany
kesmeyir.
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(3) sertden gorniisi yaly, ki (ki>0) ulalanda k; koeffisient
polozitellignde galyp, kicelydr. Bu bolsa giperblanyn diametri sagat
dilinfi tersine aylananda, onun bilen c¢atryk bolanda diametrin

garsylykly ugry boyunca (sagat dilinin ugruna) aylanyandygyny
gorkezyar.

b
Sonda bir diametrii bur¢ koeffisienti E sana ymtylsa, onda

b

ona gatryk_diametrin bur¢ koeffisienti hem sol g S ymtylyar.

46.ELLIPS, GIPERBOLA WE PARABOLA
GATLAGYN YN CYVZYKLARYN GATLAGYN YN
DENLEMELERI.

Matematiki analiziti kursundan belli bolsy vyaly, y=flx| ya-da

F(x, y)=0 detlleme bilen berlen egri cyzygyi Mlxg — ¥ol

nokadyna gecirilen galtagyan ¢yzygyn denlemesi asakdaky gorniisde
bolyar:

yyo=k| X — Xg|

“Tekizlikde goni ¢yzyk” atly bolimden belli bolsy yaly, bu
denlleme berlen ugur boyunca berlen nokadyn istiinden gegyan goni
cyzygyn denlemesidir.

Differensial hasaplamanyn kursunda funksiyanyn
proizwodnysynyn geometrik manysy aydynlasdyrylanda, y:f|X| ya-
da F(x, ¥)=0 formula bilen berlen funksiyanyn
M|xp — ¥glnokatda hasaplanylan proizwodnysy y=f|x| ya-da F(x,
¥)=0 denleme bien berlen egri ¢yzygy M nokatda gegirilen
galtasmanyn burg koeffisiyentidigi gorkezilydr, yagny ;
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Y=¥g

Indi agzalan egri ¢yzyklaryn her birine galtagyan ¢yzygyn
defilemesini diizmesini getirip ¢ykarmak bilen mesgullanalyn.
Ei EE::1 ellipse |xg9 — Vol
a2 B2 p 0o — Yo
nokatda galtasyan c¢yzygyn denlemesini diizmel. Ellipsin  berlen
defilemesini differensirlalin:

Zxd 2y d 0
a? p2
dy b?x,
Bu yerden. a - — ﬂz}'ﬂl
Digmek,
k _ Q L bsz
dx X:xﬂ o ag-}![]
Y=Y

Indi Kk ululygyn tapylan bahasyny yokardaky denlemede
goyarys:
2
b Xo

yYo — — X — Xp).
ﬂ, :}J'

y

)
Bu alnan defiligifi iki blegini-de b—g sana kopeldyiris:
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Yo Xo
b_z(}'_}'ﬂ) = —E (x_xﬂ)
Ya-da

}hy_kxﬂx__xg Y6

b2 a? a? b2

|x0;V9| nokadyn ellipse degisli bolany sebdpli ahyrky
denlemdnin sag bolegi 1-e deit we sona gOrd-de galtasma ¢yzygyn
detilemesi gutarnykly gorniisde asakdaky yaly bolar:

Xg X YoV
PR
a b
2 2
x ¥y .
2 2 2 = 1 deileme bilen giperbola |x{]f yﬂl

nokatda gecirilen galtasma ¢yzygyn defilemesini diizmeli.

GozZlenyan  defilemdni getirip ¢ykarmak {icin  ellips bolan
haldaky  hasaplamalary —doly  gaytalayarys, yagny iki bilen
giperbolanyn denilmesini differensirleyaris:

2x 2y

?dl’ —b—zd}" =0,

Bu yerden
dy b*x
dx aZy

Sorira galtasma ¢yzygyn K burg koeffisientini taparys:
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-
— \dx /X Xg __u.zyu'

Indiki k-nyn bahasyny galtasmanyn denlemesinde goyyarys:

. bzx[:]
Y-Yo — G,Ejfﬂ * — X[}).

Ya-da
2 2
YoV — Vo XpX — Xy

b? a?
Bu yerden

2 2
XoX _ Yo¥ _ X6 _ ¥

a2 b2 a2 b2

|xg — ¥o| nokat gperbolada Yyatany sebdpl, ahyrky
defileminint sag bolegi 1-e den, yagny;

XoX VoV
s
3 yz = 2ZPX  defileme bilen berlen parabola |Xp — ¥l

nokatda gegcirilen galtasmanyn deflemesini diizmeli.
Parabolanyii berlen defilemesini differensirlilin: 2ydy = 2pdx,
Bu yerden
dy _»p
dx y
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Indi galtasma ¢yzygyn K burg¢ koeflisientini tapyarys: k = }F_
o
K koeflisiyentiii tapylan bahasynyii galtasmanyn defilemesinde ornuna
goyyarys:
L x— x|
Y=Y =—lx—x
) Vo
Ya-da
Yo¥-¥§ = Px — Pxg.emma yZ = 2Px,
Sotia gora
Yo¥ — 2Pxy = Px — Px,.
Bu yerden parabola galtasmanyn denlemesini gutarnykly gorniisde
alyarys:

Yo¥ = P(a + xgp).

47.ELLIPS - TOWEREGIN PROYEKSIYASY HOKMUNDE.
Goy, bize ellips 6z kanonik detilemesi bilen berlen bolsun:

2 y?
E-Fb—z: 1({1} f]']

Indi su ellipsii dagyndan ¢yzylan toweregin
2 2
j_.?

x
2 + 2 1 detilemesine garalyn.

Eger ellipsmt M; nokadynyn we toweregii M, nokadynyn sol
bir absissasy bar bolsa we olar Oy okdan bir tarapda yatyan bolsalar,
onda olara ellipsin we tdweregin nokatlary diyip at bereris. Olaryi
umumy absissasyny X bilen, ordinatalaryny bolsa y we Y  bilen
belgilesek, ellpsin  we toweregii denlemelerinden  asakdaky
denilemeleri alarys:
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x? yE I2 YE

2tp~h @teTh

Bu deiilikleri 6zara denesdirip alarys:

x? Y?
a? a?

2
Ya-da bu denleméni y2 goré ¢oziip alarys: y© = ; Y ,

b
Bu yerden Y — - Y.

b

b
" < 1 bolany sebipli, biz —~ = COS @ difip kabu

edip bileris, onda degisl nokatlaryii ordinatalaryny baglanysdyryan
formulany asakdaky yaly yazyp bileris:

y=Ycoso

Ahyrky formuladan gomiisi yaly ugrukdyrylan PM;i kesimii
proyeksiyasy hokmiinde garamak bolardy, eger PM; we PM,
kesimlerii arasyndaky burcy ¢ diyip kabul edilse, munun iicin bolsa
towerek bilen ellipsi biri-biri  bilen ¢ burg astynda kesisydn
tekizliklerde yerlesen diyip kabul etmek yeterlik.

Seylelik bilen, ellipsit her bir nokadyna toweregii degish
nokadynyn ortonogonal proyeksiyasy hokmiinde garamak bolar.

48 ELLLIPSIN PARAMETRIK DENLEMELERI.
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Goy, bize merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan @
radiusly towerek berlen bolsun:

x2 +y2 = q?

Eger toweregini erkin M nokadyny su suratda gorkezilisi yaly
alsak, onda onuii koordinatalaryny 4 parametr arkaly asakdaky
gorniisde anladyp bolar.

X =acost, Y =asint.

Bu denlemelere tdweregiit parametrik denlemeleri diyyirler.

Gegen punktdaky belgilemeleri sakalasak, onda ellipsin M (X;
y) we toweregin M(X; Y) degisli nokatlaryn arasyndaky baglylygy
seyle yazyp bolar:

x=X
= a

Indi toweregin parametrik denlemelerinden X we Y bahalaryny
yokardaky denlemelerde goysak , alarys:

{x = acost
y = bsint.

rrrrr

210



Goni gyzyklaryn ¢ogdumynyn deflemesi

Gegen punkutlaryn birinde merkez berlen A /x; ; y1 /nokatda
bolan goni ¢yzyklarynn ¢ogdumynyni detilemesine garalypdy. Ka
mahallarda ¢ogdumyn merkezi goniden — goni berilmeyér, sonda ol
cogduma giryan goni ¢yzyklaryn iki sanaysy bilen kesgitlenyar,
yvagny bu halda cogdumyil merkezini berlen goni ¢yzyklaryn
denllemelerini bilelikde ¢oziip tapyarlar. Emma goni ¢yzyklaryn
cogdumynyn denlemesinin basga gérnisinden peydalanalyn, onda
berlen goni ¢yzyklaryn cogdumynynmerkeziniii koordinatalaryny
tapmak hem bolyar. Goy

A1x+ BIJJ_F Cl == D W€A2x+ BEJJ_F Cz == D
goni ¢yzyklar kébir (x1 ; Y1) nokatda kesigydn bolsun. Asakdaky
detileméni diizyiris:

A1x+ BI}J_F C1+A(A2X+ BE}J_F C2]=D, !1!

bu yerde A - erkin parameter. A parametrin islendik bahasynda /1/
deiileme goni ¢yzygy kesgitleydr, sebibi ol liytgeydn x we y
ululyklara gord birinji derejeli denlemedir. Bu goni ¢yzygyn (X1 ; Y1)
nokadyn istiinden gegyandigini gorkezmek kyn ddl.Hakykatdan-da, /
X1 ; Y1 / nokadyn goni ¢yzyklaryn ikisine-de degislidigi sebépli
A;jx+ By, + C;=0wed,x; + By, + G, =0

bolar, bu yerden
Ayxy + By, + G+ A(Ayxy + By, + G) =0

gelip c¢ykar. Diymek, iki goni ¢yzygyn kesisme nokadynyii
koordinatalary /1/ detileméni kanagatlandyryar.

Seylelik bilen, /1/ defileme merkezi / x; ; y1 / nokatda bolan
cogdumyn goni ¢yzyklaryny kesgitleyar.
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Indi /1/ denllemeden A parametrin degerli bahasynda goni
cyzyklaryncogdumynyin islendiginiidefilemesini alyp bolyandygyny
va-da bolmayandygynyaydynlasdyrmak galyar.

Goy, /a ; B/ tekizligin /x; ; y1 / nokatdan tapawutly erkin nokady
bolcun. /1/ defileme bilen kesgitlenydn goni ¢yzyk kordmatalary /1/
denilemini kanagatlandyryan nokadyn ystynden gecer, yagny
Aja+ BB+ C,+ A(A,a+ BB+ C,) =0 sert yerine
vetse, onda /1/ denleme bilen kesgitlenydn goni ¢yzyk /o ;B /
nokadyn Ustiinden gecer. Bu yerden

_ Aja+ BB+ C,
~ A,a+ BB+ G,

gelip ¢ykyar. Biz /1/ defilemeden tekizligin saylanyp alnan erkin
nokadynyil ystynden ge¢ydn goni ¢yzygyn denllemesini alyarys.

A parametri haganda /o ; B / nokat A,x + B,y + C, =0,
Goni ¢yzyga degisli bolanda saylap almak mimkmn dil. /bu halda
parametric  kesgitleydn formulanyn manysy yokdur/. Diymek, /1/
delleme c¢ogdumyn bir goni ¢yzygyndan /berlen goni c¢yzyklaryn
ikinjisinden/ oOzgesini A - nin dirli bahalarynda kesgitleydr. Bu
agzalan goni ¢yzygyn detllemesini

u(d;x + By +C)+4,x + B,y +C =0
defilemeden i = 0 bolanda alarys.

/1/ gorniigh denlemd goni ¢yzyklaryn ¢ogdumynyn denlemesi
diyilyar.
Berlen iki nokadyn Ustiinden gecyin goni
cyzygyn denlemesi.

Goy, bize A/ x1 ; y1 / we B/ X2 ; y» / nokatlar berlen bolsun. Bu
nokatlarynn iisylinden gecydn goni ¢yzygyn denlemesini diizelin.
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Al X3 ; y1 / nokadyn dstinden gegydn goni ¢yzyklaryn
cogdumynyn denlemesini asakdaky yaly yazalyn

Vv—vy,=k(x—x,) , 11/

Bu Yerde k — erkin parametrdir. Indi su ¢ogdumyn goni ¢yzyklaryn
icinden

B/ X2 ; y2 / nokadyn distinden ge¢ydnini saylap almak iicin k
parametri B/ X ; Y. / nokadyn koordinatalary /1/ denleméini
kanagatlandyrar valy edip, saylap alalyn, yagny
vV, —V, = k(x5 — x,) (2) bolsun.

/2/ denlikden k parametrii bahasyny kesgitlip, ony /1/ detlemede
ornuna goymak gerek. Basgaca aydylanda, /1/ denlemeden we /2/
deiilikden k parameteri yok etmek gerek. Munui ii¢in /1/ denleméni
/2/ denlige ¢lenme-clen bolmek yeterlikdir. Seylelik bilen, biz A/ x3 ;
yi / we Bl X ; Yo / nokatlaryn ystynden gegydn goni ¢yzygyn
denllemesini asakdaky gorniisde alarys:

7 — X — X
) }’1= 1 /3)

Y2—V¥V.1 X2—X

Eger berlen A we B nokatlar OX oka parallel goni ¢yzykda yatsa
/v, —vy, =0/ ya-da OY oka parallel goni ¢yzyga degisli bolsa
Jx; —x;, =0/, onda goni ¢yzygyn defilemesi degislikde V = y;
ya-da X = Xy gorniisde bolyar.

BELLIK. /3/ denlemeden goni ¢yzygyn bur¢ koeflisientini onun
ki nokadynyn koordinatalary arkaly afladyan formulany alarys:

k=}’2_}’1
Xz — Xy

Ug nokadyn bir goni ¢yzyga degislilik serti
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Goy, bize ii¢ sany A/ x1 ; Y1/, Bl X2 ; yo / we C/ X3 ; y3 / nokat
berlen bolsun. A we B nokatlaryn Ustinden gegydn goni ¢yzygyn
detilemesini /3/ gorniisde yazyarys:

X—% V=V

r
Xa — Xy Y2—¥W1

C nokat haganda onui koordmatalary goni ¢yzygyn denlemesini
kanagatlandyaranda we die sonda ol goni ¢yzyga degisli bolar.
Seylelk bilen, gozlenilydn sert asakdaky yaly yazylyar

Xz =X Vz—V1
X=Xy Y2—W1

Indi d = \f(x—x,:,]z +(y—1)? formula boyunca M we N
nokatlarynn arasyndaky uzaklygytapmak galyar, yagny

Ax,+ By, +C ? Ax, + By, +

A? + B? A? + B*?

2 2
_ g (Ax,:.—l—Byo—i—C) +BE(AID+B}JD+C) _
A? + B*? A* + B*?

(Axo + By, + )  |Ax, + By, + C|
2+B2 | B+

Goni ¢yzygyn polyar koordinatalardaky denlemesi.

Goni cyzygyn normal detilemesini alalyn
x cos ¢ +ysin o¢ —p = 0 tekizlikde koordinatalaryni goniburcly
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dekart sistemasy bilen polyar koordinatalarynn sistemasy arasyndaky
baglansygy beryin formulalary yazalyn:

X=7TCOS0, Yy=tsino
Uytgeyin x we y ululyklaryii bu bahalaryny gdni ¢yzygyni normal

detilemesinde goyarys:
TCos@Cos X +rsingsin < —p = 0

ya-da
r(cos ¢ cos o +sin @ sin «) — p = 0,
bu yerden r* cos(g—ox) —p = 0.
Bu bolsa goni ¢yzygyn polyar koordinatalaryndaky denlemesidir.
Ikinji tertipli egri ¢yzyklaryn elementar teoriyasy.

Uytgeyin x we y ululyklara gord ikinji derejeli umumy defileme
ozinde ikinli derejeli glenleri /X%, xy we Y%/, birinji derejeli clenleri
/x we y/ we nul derejeli ¢leni /azat cleni/saklayar. Suna layyklykda
ikinji derejeli umumy denlemdni asakdaky yaly yazyp bolyar:
Ax®* + Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0.

Bu yerde A, B, C koeflisientlerin i bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A, B, C, D, E, F koeffisientlerin diirli bahalarynda bu
denileminin  haysy c¢yzyklary kesgitleyandigi baradaky sowala indiki
boliimde garaljak.

Su boliimde ikinji derejeli defilemelerin kibir Vorite gornislerine
garalyp geciljek.
Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyannokatdan den

daglasan tekizligin nokatlar kopligne towerek diyilydr. Toweregii
islendik nokadyny ohun merkezi bilen birlesdirydn kesime, seyle-de

sol kesimii uzynlygyna, toweregin radiusy diyilyar.
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R radiusly toweregii deiilemesini diizelin.

Koordinatalar oklaryny erkin saylap alalyn. Onda toweregn C
merkezinin  koordmatalary a we b bolar. Toweregm erkin M
nokadynyil koordinatalaryny x,y bilen belgililn. Toweregii dhh
nokatlaryna mahsus bolan umumy hésiyeti analitk anladalyn.
Toweregii kesgitlemesinden

onun islendik M nokadynyn C merkezden
uzaklygynyn hemiselik ululykdygy we onui
toweregin R radiusyna deiligi, yagny
CM =R /1)
bolyandygy gelip cykyar.
CM ululygy C we M nokatlaryn arasyndaky uzaklyk hokmiinde

kesgitlip, biz /1/ deiiligi M nokadyn iiytgeydn koordmnatalarynyn iisti
bilen anladarys:

Jx—a)?+ (@ —b)>=R /1)

Ahyrky deflleminini ki bolegini-de kwadrata goterip, biz
toweregiit denlemesini asakdaky yaly yazarys:

Seylelikde, ellipsifi 6zara parallel hordalarynyi ortalarynyi
koordinatalary ozara cyzykly baglanysykdadyrlar. Diymek,

bz

azkl

parallel hordalarynyii ellipsiniii ortalary V = X
(7)

Goni ¢yzykda yatyarlar.
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Bu yokarda gbgiiren tassyklamamyzda garalyan hordalaryn ki
bur¢ koeflisienti bar diyip ¢aklapdyk, yagny olar Oy oka parallel
daldirler. Oy oka parallel hordalarynn hem ortalary bir goni ¢yzykda —
abossissalar okunda (ellipsini Ox oka gord simmetrik yerlesyandigi
sebipli) yatyarlar.

Seylelikde, ellipsit parallel hordalarynyn ortalary goni ¢yzykda
vatyarlar.  Ellipsii parallel hordalarynynn istiinden ge¢yan goni
cyzyga onun diametri diyilydr. Ellipsmi &hli diametrleri merkezden
gecyar. Diametrini burg koeffisientini kj bilen belgilip alarys.

bz
k, = —
2 a‘k, ®)
Ya-da
b? ,
kik, = 2 @)

Ellipsin  parallel hordalarynynn ortalaryndan gegyén diametrine
sol hordalara c¢atyryk diametr diyip at bermegi sertleselin. (8) we (8)
sertler parallel hordalaryn we olara ¢atyryk bolan diametrinii burg
koeffisientlerini baglanysyryar. (8’) sertin ki we Ko ululyklara gora
simmetrik bolany sebépli, yagny ki bilen ko -nii orny g¢alsylanda,
onun liytgemeyandigi sebdpli, bu yerden asakdaky netijdni alarys:
eger Ko burg koeflisienti diametr k; bur¢ koeffisientli hordalary
catyryk bolsa, onda kj burg¢ koeffisientli diametr ky bur¢ koefisientli
hordalara ¢atyryk bolar.

Seylelik bilen, her biri beylekisine parallel bolan hordalary iki
yarpa bolydn diametrlerm jlbiitini alyarys. Ellipsmt bu hili ki

rrrrr
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Olaryn k; we k; burg koeffisientleri (8) we (8’) sertler bilen
baglanysyklydyr.

Seylelikde, ellipsin Ozara catyryk diametrinin tiikeniksiz kop
jubti bardyr, her bir diametre ofia ¢atyryk bolan diametr degislidir.
Hususy halda, koordmatalar oklary (simmetriya oklary) ellipsii
catyryk diametrlermmi jiibiitini beryérler. Ellipsit bu iki catyryk
diametrleri 0zara perpendikulyar bolyarlar. Su hili diametrlere
ellipsin esasy diametrleri diyyarler.

(8) sertden ellipsin ¢atyryk diametrlerinifi arasyndaky burgun
goni burgdan tapawutlydygy gelip ¢ykya (b # a). Eger-de b = a
bolaysa, onda ellips towerege Owriilyar we (8°) sert ki goni ¢yzygyn
perpendikulyarlyk sertine owriilyar: kikp=-1. Seylelkde, toweregii
islendik catyryk diametri 6zara perpendikulyardyr, yagny toweregin
islendik diametri esasy diametrdir (simmetrik okudyr).

(8) sertden ellipsin catyryk iki diametrinh k; we Ko burg
koeffisentleri  diirli alamatly bolyarlar, yagny c¢atyryk diametrler
catyk ciryeklerde gecyirler. ki(ki>0) ulalanda k; burg koeflisient
absolyut ululygy boyunca kemelydr, yagny ol hem algebraik ulalyar.
Bu bolsa ellipsin bir diametri sagat dilinii tersine aylananda ona
catyryk bolan diametrin hem sol tarapa aylanyandygyny gorkezyar.

49 PARABOLANYN DIAMETRLERI.

y*=2PX kanonik defileme bilen berlen parabola garalyii. K burg
koeffisientli parallel hordalaryn sisteamsyny alyarys. Bu hordalaryni
ortalarynyin  ndhili  yerlesendigni  anyklalyn. Bu  hordalaryi
islendiginin uclaryny My (X1; Y1) we My (X2; Yy2) bilen, onuil ortasyny
bolsa M (X; Y) bien belgliln. M; we M, nokatlaryn parabola
degisi  bolany  sebédpli olaryn  koordinatalary  parabolanyn
denilemesini kanagatlandyrmaly, yagny;

yi=2px; (1)

v =2px, (2)
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Bagga tarapdan, Mj; My goni c¢yzygyn bur¢ koeffisienti K
bolany sebdpli, asakdaky denligi yazyp bileris:

Yo — W
K="—"——" 3
—— (3)

Ahyrda, M nokat M; M; kesimii ortasy bolany sebépli
asakdakylary yazarys:

X1 + X +
¥ = 1 2, Y:}’l Y2

2 2 @

Bu (1-4) bids gatnasykdan 4 sany komekgi X1, X2, Y1, Y2
ululyklary yok edeln. Su maksat bilen (2) deillikden (1) denligi
clenme-¢len ayryp taparys:

}’% — J’iz = 2p(x; — x1)
Ya-da
(y2 —v1) (2 ty1) = 2p(x; — x1) (5)
Indi (3) denilikden y,-y: tapawudyn  K(Xz-X;) bahasyny (4)

denliklerin ikinjisinden bolsa y;+y, jemin 2y bahasyny tapyp, olary
(5) deinlikde ornuna goyyarys:

koox)2y=2P (Xg — X1)
ahyrky denleméni 2(Xp-X1) ululyga (X2-X170, ¢ilinki garalyan

hordalarynn k burg koeffisienti bar, diymek, olaryn ordinatalar okuna
parallel dél) gysgaldyp alarys:
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KY=P ya-da Y:Ek (k #0) (6)

Seylelk bilen parabolanynn parallel hordalarynyn ortalary

p
Y= ; goni ¢yzykda yatyarlar.

Biz garalyan hordalar ordinatalar okuna parallel dil diyip
guman edipdik. Ordmnatalar okuna parallel bolan hordalaryn
ordinatalary hem bir goni ¢yzykda absissalar okunda yatyarlar (¢iinki
OX ok parabolanyin simmetriya oky bolup hyzmat edyir). Seylelikde,
parabolanyn 0zara parallel hordalarynn ortalary bir goni ¢yzykda
boyunga ugrukdyrylan 6zara parallel hordalaryn ortasyndan gecyéin
diametri sol hordalara catryk diametr diyip atlandyrmagy sertleselin.

P
y= ; defilemeden gorniisi yaly, parabolanyn &hli diametrleri

absissalar okuna (parabolanynn simmetrik okuna) paralleldirler.

Ugtgeyin iki ululykly birinji derejeli
Denleminin geometrik manysy.

Gegen punktlarda kordmnatalaryn dekart sitemasynda her bir goni
¢yzygy birinji derejeli defilem bilen anladyp bolyandygna goz
vetiripdik. Indi tersin soraga garamak tebigydyr yagny iiytgeyin x we
y ulylyklara gord birinji derejejeli islendik derleme goni ¢yzygy
kesgitleyirmikd? Bu sowala jogap bermek {licin birinji derejeli
defllemdnin umumy gorniisine garalyn we /x,y/ kordmatalary su
denleméni kanagatlandyryan tekizligin nokatlar kopligine
gonicyzygyny gorkezeris.

X we y gord birinji derejeli umumy denlemd agsakdaky
gorniisde bolar.

Ax+By+c=0 16/

Bu yerde A,B,C — erkin sanlar. yone liytgeydn x we y
ululyklaryin a e b kofisentleri bir wagtda nula den bolup biimez,
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¢linki A=B=0 bolaysa onda /6/ denleme Oziinde iytgeydn ululyk
saklamaz we ol defileme bolup bilmez.

B#0 giiman edip /6/ deflemini y ulylyga cozelin. Alarys:

Y:—éx—E va-da—= =k we—E:B

B B B B

Belgileri girizip alarys:

Y=kx+b /2/ denleminin k bur¢ koefisentli e
ordinatalar okunda b ulylykly kesimi kesip alyan goni ¢yzygyn
deiilemesidigini goriipdik biz yokarda gecirilen tasyklamalarda B
koffisent nuldan tapawutly diyipguman edipdik . eger B=0bolaysa
onda /6/ denlem asakdaky gorniis alarys:

Ax+C=0.

Bu haldafsu detilemini x ulylga gOrd ¢ozip alarys :

x——E va-da—- =@
= Aya-aA—

Belgilemédni girzip alarys:

x=a [3/
Emma biz su denlednin Oy oka parallel bolup goni ¢yzygyn
denilemesidigini goriipdik.

Seyllik bilen punktynn basynda goylan sowal ¢oziildi :
tiytgeydn x we y ulylklara gord islendik birinji derejeli denleménin
goni ¢yzygy kesgitlenyanigne goz yetirdik. Su alnan netyd gord /6/
defileme goni ¢yzygyit umumy detlemesi iyilyar.

Ax+By+C=0 gOrisli géni ¢yzyeyn umumy

Dernlemesini derfiemek.

Biz

Ax+By+C=0 16/
Gorniigli birinji derejeli umumy denlemdnin gonigyzygy
kesgitleydndigini gordiik. Indi su defileminin gonii ¢yzygy
kesgitleyandigini gordik. Indi su deflemédnin bir ya-da iki kofisenti

nula den bolanda goni ¢yzyi kordinata oklaryna gord néhili yagdaya
eye boljakdygyna goz yetirelini:
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C=0 bu halda /6/ defilem asakdaky gorniisi alar:
Ax=By=0

we ol kordinatalar baslangyjyndan gelydn goni ¢yzygy kesgitleyar,
¢linki X=0 we Y=o bolanda bu denileme kanagatlandyrylyar.

2. A=0 /6/ detllem asakdaky gomiisi alar:
By+C=0 ja-da Y=B bu jerde B = —=.

Bu goni ¢yzygyn @hli nokady {icin ordinata hemiselik baha eyedir
yagny giini ¢yzyk ox oka parallel bolar we ondan b uzaklykda
verleser eger b polazitel bolsa onda ol ox okdan asakda yerleser

3. B=o /6/ detlleme

Ax+C=0

Ya-da B = E belgileme girizilse x=a gorniisi alar we oy oka parallel
bolan gbni ¢yzygy kesgitlir.

4. C=0, B=0 /6/ denleme

Ax=0 ya-da X=0 gorniisi alar we ol oy oky bilen gabat gelydn goni
cyzygy kesgitleyar.

5. C=0, A=0 bu halda /6/ defileme y=o0 gbrniisi alyar. Goni ¢yzyk Ox
oky bilen gabat gelyir.

Goni ¢yzyeynn kesimlerdidki detlemesi.

Biz eyydm kordinata oklaryna gord goni ¢yzygyn yagdayyny diirk
usullar bilen kesgitlip bolyandygyny aydypdyk. Goni ¢yzygyn
berilis usullar bilen kesgitlip bolyandygyny aydypdyk. Giini ¢yzygyn
berilis usullaryna baglylykda biz onui denlemesinin diirl
gorniislerini alarys.

Koordinata oklarynyn ikisini-de kesyin we kordnatalar
baslangyjyndan ge¢meyin goni ¢yzyga garalyn. Goni ¢yzyk ox we
222



oy oklarda kesip alyan kesimlerininn degislilikde a we b ulylyklaryny
gorkezip onun yagdayyny kesgitlip bolar. Bu goni ¢yzygyn
denllemesini tapalyn. Su hili géni ¢yzygyn denlemesini asakdaky
gorniisde yazyp bolar:

Ax+By+C=0  /I/

Bu yerde A,B,C koefisentlerin her biri nula den déldir. Indi bu

denllemédnin koefisentlerini tapalyn. /yagny olary a we b parametrler
arkaly anladaly1y/.

M /a;c/ nokadyn berlen goni ¢yzyga degislilii sebédpli onun
kordinatalary /I/ defleméni kanagatlandyryar:

Ab+C=0
Bu yerde

C

A=—— 12

N/C;B/ nokadyn kordinatalary hem /I/ defileméni kanagatlandyrmaly
vagny Bg+C=0, bu yerden
B=-2 13/

b

/2/we/3/defiliklerden a we b bahalaryny /I/ defilemede ornuna goyup
alarys

[ C1+ -0

Bu denleménindhli ¢lenlerini C sana boliip /serte gord c#0/ alarys.

50.Goni ¢yzygy onuii defilemesi boyunca gurmak.
Goni ¢yzygy gurmak iigin ¢yzgyda onun iki sany nokadyny

gorkezmek yeterlk. Goni ¢yzygyn haysydyr bir nokadynyn
kordinata
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X ululyk  ¢édksiz. artanda m N uzaklygyn kopelip,
nula ymtylyan-

b b
dygy gorkezelin. Hakykatdan  hem, Y-y=;X 2 N"rlﬂiz-a2 bu

b . b (x—vx—a)(x+vx-a)_b x-x+a
yerden MN= Oy x2-22)22 — —
a a xX+yx—a a x+yx—a
- ab
.
K+yx—a

Bu formuladan  gorniisi yaly, x ululyk artanda MN
uzaklyk kemel-

var we x tikenksizige  ymtylanda ~ MN  uzaklyk nula
ymtylyar. Bu

yverden M nokat gperbola boyunca birinji ¢éryekde hereket
edip, tiike-

b
niksizlige daglasanda  onun y=_X goni  ¢yzykdan  uzaklygy

nula  ymtylyar
diyen netije gelip ¢ykyar. Edil sunui yaly yagday nokat
tglinji  ¢ér-
yekde bolup, tikeniksizlige  daslasanda-da bolup  ge¢yir(bu
giperbolanyn

nokatlarynyn koordnatalar baslangyjyna gora simmetrik
verlesendiginden

gelip  cykyar).
b
Ahyrda, giperbolanyn Oy oka gord simmetriklignden y= 2

x ikinji goni ¢yzykdan giperbola ¢cenli M N yzaklyk M nokatdan
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kinji we dordinji c¢dryeklerde bolup, hereket edende we ol
tikeniksizlige daslasanda kemelip, nula ymtylyar diyen netijéni

alyarys.

Bu iki goni, c¢yzyga  giperbolanyn asimptotalary diyyérler.
Yokarda gprsiimiz yaly, olaryil sefilemeleri asakdakylardyr:

b
y= X we y=-—X IS/

Yokarda aydylanlardan asakdaky netije gelip cykyar. Asimptotalar
bir tarapy ox oka parallel we 2a den, beyleki tarapy oy oka parallel
we 2b deit bolan goniburglugynn dioganallarynda yerlesyirler,
yokardaky agzalan goniiburclugyin merkez, elbetde, koordinatalar
baslangyjynda bolar.

Giperbolany c¢yzmak {ticin iki onun asimptotalaryny c¢yzmak
maslahat berilyér.

DENTARAPLY GIPERBOLA. b=a bolan halda giperbola
deitaraply giperbola _ diyyéarler. Onui  denlemesi/3/ denlemeden
alynyar. Ol asakdaky yaly bolar:

X—y?=a?.

Bu yerden  gbrniisi yaly, deftaraply  giperbolanyn

asimptotalaryl  burg koefisientleri = 1=0 defi bolar . Diymek,

dentaraply  giperbolanynn  asimptotalary 6zara  perpendikulyardyr
we olar  giperbolanyn = simmetriya  oklarynynn = arasyndaky
burglary yarpa bolyérler.

PARABOLA KESGITLEME. Fokus  diyip atlandyrylan,
berlen nokatdan we direktrisa diylip atlandyrylyan berlen goni
cyzykdan den denlikden

duryan tekizlignn nokatlar kopligne parabola diyyérler. (Elbet-
de berlen
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nokat berlen goni ¢yzyga degisli dil diylp cak edilyér).

Parabolanynn  defilemesini  diizmek {t¢in  Ox oka derek
fokusyn {istiinden gegydn we  direktrisa  perpendikulyar bolan
goni  ¢yzygy kabul edyiris. F fokusdan  direktrisa  gecirilen
perpendikulyar  kesimin O ortasyny koordnatalar baslangyjyny
deregine  alyarys, bu kesimii uzynlygyny P bilen belgilili.

Sonda F fokusyn koordinatalary (S:O) bolar.

Parabolanyn erkin M nokadynyil koordinatalaryny x we y bilen
belgilalin. Sonda M nokatdan direktrisa gecirilen

perpendikulyaryt N esasynyn koordinatalary (-S;y) bolar.

Kesgitleme  boyunca FM=NM bolany sebdpli, iki nokadyn
arasyndaky  uzaklygyn  formulasyny ulanyp, saylanyp alnan
koordinatalar  sistemasynda parabolanyii defilemesini alyarys:

Vix—Byay=v(x+ By

Bu  denlemdni  yonekey — gOmiise getrmek  iligm, bu
denligin ki bolegini-de kwadrata goteryaris.  Sonda alarys:

P P
() Y= ()
ya-da
xz-px+§+y2:x2+px+§

bu yerden

y*=2px 0)

......

Bu alnan denlemd parabolanynn sanonik denlemesi diyilyar.

Parabolanyn formasyny deriiemek ti¢cin, su (I
defllemede x ululygyn  otrisatel bahalary alyp bilmeyandigini,
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yvagny  parabolanyn  &hli nokatlarynyn  ordinatalar  okundan
sagda  yerlesyandigni  bellemek  gerek. X ululygyn  her bir
bahasyny y  ululygyn iki bahasy degisldir, sonda olar
ululygy  boyunca Ozara den we  alamatlary  boyunca
garsylyklydyr; vagny bu egri c¢yzyk absissalar okuna gord
simmetrik  yerlesendir. X ulullygyn bahasynynn artmagy bilen y
ordinata  absolyut  ululygy boyunga artyar, Ozimem x ululyk
ciksiz artanda, (y) hem céksiz artyar.

Parabolanyn bir sany simmetriya oky  bolyar,
parabolanyn simmetriya ~ okuna onun oky diyilyr.
Parabolanyn simmetriya oky bilen kesisme nokadyna
parabolanynn  depesi  diyilyar. (I)  denleme bilen berilen
parabolanyn depesi bolup, koordinatalar baglangyjy hyzmat edyar.

BELLIK. Garalan egri ¢yzyklaryn igiisi hem / ellipo,
giperbola we parabola / koordmnatalaryn dekart sistemasynda ikinji
derejeli denileme bilen ailadylyp biliner.

51.ELLIPSIN EKSSENTRISITLERI WE
DIREKTRISALARY

Bizin bilisimiz yaly, fokuslar diyip atlandyrylyan, berlen iki
nokada cenli uzaklyklarynyn jemi hemiselik bolan tekizligin nokatlar
kopligine ellips diyilydr. Ellipsin erkin M nokadyndan onun ¢ep F »
we sag F; fokuslaryna ¢enli belgildp, yokarda yap-yaiyja yatlan
kesgitlemidmize gord, asakdaky denligi yazyp bileris :

rn+r=2a [/1/

Bagga tarapdan, iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn
formulasyndan peydalanyp alarys :

FoM=/(x+02+y 2%

V)

r FlM:J(X—C]Z—F}TE",
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bu yerde x we y ullyklar ellipsii erkin M nokadynyn
koordinatlarydyr, ¢ ululyk bolsa F; F,  fokus uzaklygyn yarysydyr.
Ahyrky iki denligi kwadrata getirip we birini beylekisinden ayyryp
alyarys:

r2- r? = (o 42 - (o) - Y
skobkalary agcyp we menzes c¢lenleri toparlap alyarys:

2

re-r?2=4cx. 2/

/1/ we /2/ deillemelerden 11 we 1y ululyklary gozlenilydn hasap
edip, ahyrkylary tapyarys. Su maksat bilen /2/ deiligi

(r2-r2)@? + r?)=4cx

Gorniigde yazyp, /1/ denilikden peydalanyarys, sonda alarys:

Alnan denlemdni /I/ denleme bilen bilelkde ¢ozip, r1 we I
tapyarys;

c c
rn=a-—X, r=at+x
a a

Ahyrky  formulalara  gryin z ululyga ellepsmi  ekspentrisigiti
dijilyir, biz ony E bilen belgileyiris. Ezz ululyk  2c fokus

uzaklygynyi  2a uly oka gatnasygydyr, oOziflem o< E <1

sebibi o< € << @ /towerek 1li¢cin c=0 we E=o/.

Seylelik bilen, biz r; we rp fokal radwslar {igin
asakdaky formulalary aldyk:

ri=a-Ex, r,=a+Ex
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Ordinatalar ~ okuna  paralel bolan  x=l(I> @) goni
cyzyga  garalyn  we  birmjiden,  ellipsm eckin M /x5y/
nokadyndan onun F; sag  fokusuna ¢enli a; uzaklygy
tapalyn. Sofira su uzaklyklaryn gatnagygyny hasaplayarys.

a

o r a-Ex g%
d=Fx bolany sebapli Pl
a ri
Eger | E bolsa, onda yazylan ” gatnasyk E sana defl bolan

hemiselik baha eye bolar.

Ellipsin simmetrik  figuralygy esasynda seyle netjdni ¢ep
a

fokus we X ="z goni ¢yzyk Uicin alyp bolyar.
Elipshn  fokal okuna perpendikulyar bolan we onuni
a
merkezinden E uzaklykdan gecydn bu iki goni ¢yzyga ellipsii

direktrisalary  diyilydr. Bizin yokarda aydynlagsdyrysymyz yaly,
olar  asakdaky ajayyp hisiyete eyedirler: ellipsm islendik
nokadyndan fokusy we degisl direktrisa cenli uzaklyklarynyi
gatnagygy E sana den bolan hemiselik ululykdyr.

52.PARABOLANYN EKSSENTRISITLERI WE
DIREKTRISALARY

Gecen  punktdaky belglemeleri  saklap, giperbolanyn
kesgitlemesi esasynda  alyarys:

r2-r1:i2a, "

bu vyerde pljus alamaty giperbolanyn sag sahasyna, minus
alamaty  bolsa onuii ¢ep sahasyna degisl. Basga tarapdan,
edil gecen punktdaky yaly, tapyarys:

r2-11%=4cx, 12/
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/1/ we /2/ denlemelerden 11 we 1 ululyklary taparys.
Munun i¢gin /2/ denligi asakdaky yaly goclireris:

(ro-ry)(ro+ry)=4cx.

Ahyrda, bu denlemini /1/ denleme bien ¢ozip, r1 we I
ululyklar {icin anlatmalary  alarys:

C c
r=-at+-X, /sag saha/ ri=a-— X, /cep saha/
a a
c c
h=a+—Xx. h=-a-—X
a a

Ahyrky ~ formulalara  giryédn z ululyga  giperbolanyn
a
akssentrisiteti _ diyilydir, ony E bilen belgilemegi sertleselin.
Elbetde, E=— ullygyi 2c fokus uzaklygynyii 2a hakyky
a

oka gatnasygydygy gdmip dur, ozilem indi E=> 1, sebibi
c> d.

Bu yerden ortonormirlenen bazisde wektorlerin

komponentlarynynn ~ wektorynn  uzynlygynynn sol  wektorynn  bazis
wektorlar  /koordinata oklary/ bilen emele getiryin burglarynyn

kosinuslaryna kopeltmek hasylyna denligi gelip ¢ykyar. Asakdaky
hasiyet skalyar kopeltmek hasylynn ¢yzykdadygy diyen ada eyedir.

Islendik a,b, we ¢ hemrde o, sanlar iigin
(aa + ﬂ6,6)= a(a, 6)+ ,8(6,6) deinilik yerine yetyar.
Hususy halda (a5,6)=a(5,6) we (5+5,E)=(§,E)+(B,E)...
Skalyar kopeltmanin kommutatiwlik hasiyetinden
peydalanyp, biz bu yerden asakdaky tozdestwony alyarys:
.85+ 5)= pla.b)+ &.2)
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Skalvar kopeltmek hasyly kopeldijilerin

koordinatalarynynl isti bilen aflatmak.

) Goy, bize a=ai+a,j+ak wWe b=gi+p,j+Bk
wektorlar berlen bolsun. Skalyar kopeltmek hasylyn birmji kopeldiji
boyunca ¢yzyklylygyndan peydalanyp alyarys:

(5, 5): (ali +a,j+ agk,B)z al(i,5)+ az(j,5)+ ag(k,B)
@)

Skalyar  kopeltmek  hasylyn  ikinji  kopeldji  boyunga
cyzyklylygyndan peydalanyarys:

(.6)=(, B + .5+ BK)= Ali.i)+ B0, )+ 1. K) = 55 131

(j,B):(j,ﬁli +B,]+ BK)= B, 14 (k,B):(k,,b’li + i+ k)= ;151

/3/, /4/ we /5/ denlikleri goz Oniinde tutup, /2/ denligi
asakdaky yaly yazarys

(51 6): af+a,f, + o f

Biz asakdaky teoremany subut etdik,

TEOREMA. Eger bazis ortonarmirlenen bolsa, onda 06z
koordinatalary bilen berlen iki wektoryn okalyar kopeltmek hasyly
sol wektoryn bir atly /degisl/ koordinatalarynynn kopeltmek
hasyllarynyii jemine dendir.

Eger /6/ formulada b=a diyip guman etsek, onda anlarys:

la,al=a, a4 +a,-a, +a,- o, ya-da

231

/6,



~y2 2 2 2
lal* =of + o, +a

vagny ortonormirlenen bazisde a wektoryn uzynlygy

-l 2 2 2
A=y et el

formula boyunca kesitlenyar.

Ortonormirlenen bazisde a we b iki wektoryil arasyndaky
burgun kosinusy sol wektorlaryn  komponentalarynn  sti  bilen
asakdaky formula boyunca anladylyar:

(_a: B) af+ P+ afy
o= ‘a‘ ‘b‘ \/al +al+al- \/ﬂl + B+ B

Iki nokadyin arasyndaky uzynlyk

Eger iki nokadyn goni burgly dekart sistemasyndaky
koordinatalary berlen bolsa, onda olaryii arasyndaky uzaklygy arsat
hasaplap bolar. Hakykytdan hem, goy, A we B nokatlaryn goni
burcly koordinatalary, degisliikde, /X Yy,s2/ we /X,,Y,,2,/ bolsun,

onda AB=(x,—x)i+(y,—V,)i(z, +2)K, bu Yerde /7/ formula
esasynda alarys:

‘E‘ = \/(Xz - Xi)z + (yz - yl)2 + (Zz _22)2-
53.Wektorlar iicliiginiii orietasiyasy.

Goy, iki sany orta normirlenen i, j,k we i’, k" bazis berlen
bolsun. Hereketin komegi bilen bu iki bazisi bir-biri bilen gabat
getirip bolarmyka? Elbetde, go¢iirme we aylama esasynda i’ wektory
i wektory bilen gabat getirip bolar. Sonda i' wektory perpendikulyar
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bolan j' we k' wektorlaryn tekisligi i wektora pependikulyar bolan
j we k wektorlaryil tekizligi bilen gabat geler. Soiira su tekizlikde
anlamak arkaly j' we | wektorlary gabat geler edip bolar. Sondan

sonra k' we k wektorlary kollinyar bolyarlar. Olar ya-ha gabat
gelerler, bu halda bazsler gabat gelyarler, ya-da olar /wektorlar/
garsylykly ugrukdyrylyarlar. Bu halda bazsleri gabat getirmek
miimkin dal

Bu tassyklamadan gomiisi yaly, eger iki bazs gabat gelyin
bolsa, onda her bir iglinji bazis ya birinji bazis bilen, ya-da ikinji
bazis bilen gabat gelyér.

Seylelk  bilen, &hli ortonormirlenen bazisler ki klasa
bolinyérler. Sol bir klasa degisli bazisler 6zara gabat gelyirler, diirl
klasyn bazsleri bolsa Ozara gabat gelmeyirler. Haganda | wektor
bilen, k wektor yakaryk ugrukdyrylan yagdayda i wektoryn saga ya-
da ¢epe ugrukdyrylandygyna baglylykda bazis sag bazis ya-da c¢ep
bazis diyilyr.

Bir klas dile sag bazslerden, beyleki klas bolsa die c¢ep
bazislerden ybarat. Su kesgitleme islendik bazs {icin asakdaky
garniisde berilyar.

Kesgitleme.  Eger Ugiinji  wektoryn  ahyryndan  birinji
wektordan ikinji wektora m kici burca aylanma sagat strelkasynyn
tersine  gOriinydn  bolsa, onda komplanar didl wektorlaryi
tertiplesdirilen  Uicligne saga orientirlenen TUclik ya-da Yyone sag
ticlik diyilyar.

Garsylykly halda Ttgclige cepe orientirlenen iiglik va-da cep
Uclik diyilydr. /icligm wektorlarynyn  hemmesinii  baslangyjynyn
gabat gelyin haly g6z oniinde tutlyar/.

Iki wektorynn wektor kopleltmek hasyly.
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Kesgitleme. Goy, a we b wektorlar berlen bolsun. Su

wektorlaryn  komegi bilen asakdaky sertleri kanagatlandyryan c
wektory guralyn:

1. ‘E‘=‘a‘-‘6‘~sin(p, bu yerde ¢ burg a we b wektorlaryn
arasyndaky burg;

2. ¢ wektor a we b wektorlarynn her birine ortagonal
bolmaly;

3. a,b,c wektorlar sag licligi emele getirmeli.

Su usul bilen gurlan ¢ wektora a we b wektorlaryn wektor
kopeltmek hasyly diferis we [a,b| bilen belgiiris.

Eger kopeldjjilerin i bolmanda biri nul wektor bolaysa, onda
olaryn wektor kopeltmek hasyly kesgitlemd gord nul wektor diyip
kabul edilyar.

Kollinear dil iki wektoryin wektor kopeltme hasylynyn
modulynyii sol wektorda gurlan parallelogramyin meydanyna san
taydan deiligi kesgitlemeden gelip cykyar /elbetde, wektoryn umumy
baslangyjy bar diyip cak edilyir/.

Kopeldijjiler kollinear bolanda we dite sonda wektor
kopeltmek hasyl nula den bolyar.

Wektor  kopeltmek  hasyly  antkommutatiwdir,  yagny
a.5)-f5.a]

Ortanormirlene bazisin  wektory {icin asakdaky deilikller
yerine yetyar:

[i, i]=k.[i.k]=i,[k.i]= j.[§.i]=—,

li.k]==i.[k, i]=—i,[i.i)=[j, i]=[k.k] =0,
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Wektor kopeltmek hasylynn yene bir hisiyetini vatlap gegelin.
Islendik a, b we c, islendik A we g sanlar Gigin

|48+ 16, = 4[5, | ]
denilik yerine yetyar.

Wektor kopeltmek hasyly kopeldijilerin koordmatalarynyn

usti bilen anlatmak.

Goy, bize ortonormirlenen bazisit  wektory  boyunca
dagydylan a we b wektorlar berilen bolsun:

a=ai+ta,j+ak, b=gBi+ps]j+ Ak

Onda alarys:
" a,6]= |y + t, j + ok, b|= i, b+ | j,b |+ k. B
1
_i,BJ(;—lB,iJ=—[ﬂli+ﬂzj + gkil=-gliil- g liil- Alkil= gk -5
(';SBJZ_lB’ i|=-1gi+ i+ sk 1=l i1~ £l i1~ k. 1=
_(kL;)BJ=—l6,kJ=—[ﬂli+ﬂzj+ﬂ3k,k]=—ﬂl[i,k]—ﬂz[j,k]—ﬂg[k,k]=ﬁlj-

12/, 13/ we /4/ denlikleri gbz oniinde tutup /2/ deiiligi asakdaky
valy yazarys:

[8,6]= (8K~ B,i)+ a,(- Bk + Bi)+ (i - Bi)
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Sag bolekde skobkalary agyp, i, j we k wektorlary boyunga
toparlamany yerine yetiryiris:

l‘i BJ = (azﬂa —af5, )i - (a1ﬁ3 - a3ﬁl)j + (alﬁZ —o,p )

Skobkalardaky  anlatmalary  ikinji  tertipi  kesgitleyjiler
goniisinde yézarys:

a, O

B P

) Q.

5 B

a O

b B

- K

a.b)-

Bu aflatmany birinji setirin elementleri boyunca dagadylan
ticiinji tertipli kesgitleyji hokmiinde edip bolar:

i j ok
ab)=|o, @ o

B B P

54.Ucburclugyii /parallelogramyii/ meydanyny onuii
depeleriniii koordinatalaryn iisti bilen anlatmak.

Goy, bize giiislikde lic sany
ATIXL, Y2 L A TX,,Y,,2, 1, we Ayl Xs,Y,,25/ nokat berlen bolsun.

Onda
E = (Xz - Xl)i + (Y2 - Y1)j +(’Zz _'Zl)k’
ﬁ‘; = (Xs - X1)i + (Y3 - yl)j + (Zs _Zl)k'

AA, we E wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyny /5/
formula boyunca anladalyn:
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Z, %

Y1 Zs —%

X, =X Z = 4.

- j+
X=X Z—4

Indi bu wektoryil yzynlygyny tapyarys:

N=X Y=Y
X=X Y=Y

2
X=X ZH—%
X3 =X, 23— %

2
Z, — % X, =X
2 1 4|2 1

[an.AA]- \/

yl Z3 =4

Ugburglugyii meydanyny

s=[am.AR]

Formula boyunca tapyarys. Eger Aj;, A, Az nokatlar bar tekizlige
degisli bolan, onda

lxz_xi Yo=Y

S=+ .
-X Ys— %

55.Gatysyk kopeltmek hasyl.

(&.[6.c) sana gatysyk kepeltmek hasyl digilféir we ol /a,b,c/
bilen belgilenyr.

TEOREMA. a,b we ¢ komplenar dil wektorlaryii gatysyk
kopeltmek hasylynyn moduly sol wektorlarda gurlan parallelepipedin
gowriimine dendir. Eger a,b,c iclik sag Ttgclik bolsa, onda ol
kopeltmek hasyl polozteldir, eger iiclik c¢ep Tgclik bolsa ol
otrisateldir.
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Hakykatdan-da, a,b,c wektorlarda gurlan parallelopipedii
gowriimi  parallelopipedin esasynyn ‘[5,6] meydanynyi /a/-/cos@/
beyikligine kopeltmek hasylyna deiidir. Bu yerde ¢ burg a we [B,E
wektorlaryit arasyndaky burcdyr. Sona gord-de biz asakdaky
gatnagygy yazyp bileris:

v=Ip.c}-raricosor = flafp.c)y =[ab.c)
Seylelikde, teoremanyn birinji tassyklamasy subut edildi gatysyk

kopeltmek hasylynyn alamaty cos¢ ululygyn alamaty bilen gabat

gelydr, sonun iicinem gatysyk koOpeltmek hasyl, eger a wektor bilen
[B,EJ wektorynl ugry b we ¢ wektorlaryil tekizliginden bir tarapa
ugukdyrylan bolsa, poloZteldir, yagny a,b,c wektorlar sag iigligi
diizydn bolsa, onda gatysyk kopeltmek hasyl polozteldir. Edil sunui
valy, eger a,b,c wektorlar cep oryentirlenen ticlik bolsa, gatysyk
kopeltmek hasylyn otrisateldigi gorkezilyar.

Eger i, j,k ortonormirlenen sag bazis, onda (i, j,k)=L

TEOREMA. Kopeldijiler kopleanar bolanda we diie sonda
gatysyk kopeltmek hasyl nula dendir.

Hakykatdanda, /a,b,c/=/a/ /[p,c]/ cos@ , bu yerde burg a
we lBEJ wektorlaryn arasyndaky burg.

/ 5/-/[B,EJ/-/ cos @/ =0 denlk hacanda asakdaky sertlerin i
bolmanda biri yerine yetende miimkindir:

a)/a/=0. Bu halda a,b,c wektorlaryn  komplanardygy
goriip dur.
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b)/[B,EJ/zO. Bu halda b we ¢ kollencar, sofia gdri-de

a,b,c wektorlar komplanardyr.

w) cos@d=0. Bu halda a wektor [B,EJ wektora ortagonal,

yagny b we ¢ wektorlar bilen komplenardyr.

Tersine tassyklama edil yokardaky yaly subut edilydr: eger

a,b we ¢ wektorlar komplenar bolup, a) we b) hallar Yerine
yetmese, onda w) hal amala asar.

56.Gatysyk kopeltmek hasyly kopeldijilerin

komponentalarynyn iisti bilen anlatmak.
Goy, bize iig sany wektor berlen bolsun: a = i+ a, | +ak,
b=pi+p,]+ kK, C=nl+7,j+rk

b we ¢ wektorlarynn wektor kdpeltmek hasylyny yazalyii:

i j k
-~ B, Bl B Bl B B
bcl=lg. 5 pl=[* -7 Pl Pk
Vo V3 o Vs oY
i V2 73

Wektorlary okalyar kopeltmek diizgiini boyunca alarys:

a O, O3

a; =\ B, P
i Y2 Vs

-~ _ﬁz Bs
Vo Vs

B By
o Vs

B B
Y2

o —

o, +

Parallelepipedin /piramidanyni / gdwrimini onui

depelerinenn koordinatalary arkaly anlatmak.
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Goy, bize bir tekizlkde yatmayan dort sany nokat berlen
bolsun:

Alx,Y,2],
AZ/XZ’yZ"ZZ/’
A 1%, Y5,2,1,

A X, Y,,2, 1
A1 depeden ¢ykyan AjAz, A1Az we AjA4 wektorlary yazalyi:

m = (Xz - Xl)i + (yz - yl)j +(Zz _'Zl)k’
AA =% =% )i +(ys—y)i+(z -2k,
m = (X4 - X:L)i + (y4 - yl)j + (24 _'Zl)k'
Indi bu ii¢ wektoryn gatysyk kopeltmek hasylyny vyazyarys:

XZ_Xl yz‘Yl 22_21
(AR AALAA )= —X V- z-2

X,=X Yo=Y Z—%

Bilisimiz yaly bu sanyii moduly parallelepipedin géwriimine
anladyar. Su parallelepipedi /prizmanyiy denn ululykly alty sany
piramida boliip bolyar, sona gord-de Aj;AAzAs , piramidanyn
gowriimini agakdaky formula bilen berip bolar:

=X Y, Y %%
Vlip :ig X3=% Ys= Y1 Z&H—%
X=X Yo=Y &%
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57.Tekizlikde goni burcly dekart
koordinatalary 6zgertmek.

Goy, bize tekizlkde koordinatalaryn iki sany goni burgly
dekart sistemasy berlen bolsun, olaryn biri 0 baslangyc we i,j bazis
wektorlar, beylekisi bolsa 0" baslangye we i, j bazis wektorlar

arkaly kesgitlenyér diyelin.

Oniimizde seyle meselini goyyarys: tekizigin erkin M
nokadynyn koordinatalary koordinatalaryin birinji sistemasyna gOrd X
we Yy koordmatalaryny nul nokadyn koordmatalaryn  ikinji
sistemasyna  gord koordinatalary arkaly anlatmaly. x we 'y

koordinatalaryn oM wektoryn 1, bazis boyunca dagytmsynyn
koordinatalary bilen gabat gelyandigini seyle hem x' we 'y’

koordmatalaryn oM wektorynn i’, ] bazis boyunca dagytmasynyi

koordinatalary ~ bilen gabat gelyandigini bellilin, yagny biz
asakdakylary yazyp bileris:

OM = Xi + yj, 11/
OM = Xi’' + V. 12/

Eger ikinji sistemanyn 0" baslangyjynyfl birinji sistema gori
koordinatalaryny a we b bilen belgilesek, onda

00 = ai +bj.
Tekizligin islendik wektoryny 1i,j bazis boyunga dagydyp bolyandygy

sebapl, o, a,,,a,,,a,, sanlar tapylyp, asakdaky gatnasyklary yazyp
bolar:
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i’:alli+a12j,} 14
J' = +ay).

Wektorlary gosmagyn diizglini boyunga alarys:
OM =00"+0O'M. /5/

2/ denlign sag bdleginde i',j’ wektorlaryn bahalaryny /4/
denliklerden alyp goyyarys, somira /5/ denlige /1/, /2/ we /3/

defilklerden OM,00’ we O'M wektorlaryii bahalaryny goyvyarys,
ahyrda-da gosulyjylary iwe j wektorlary boyunga toparlara bolyaris:

Xi+Yj = (@+a X +ayy )i+ (b+o,X +a,,y)i.

Wektory bazis boyunga dagytmagyn veke-tikdigi sebdpl /6/
deiilikden koordinatalary o6zgertmeginn fomulalatyny alyarys:

’ !

X=a+a,X +a,Y }
’ !

y=b+a, X +a,y.

Biz asakdaky ajayyp netjd geldik: eger tekizlikde iki sany
erkin dekart sistemasy alnan bolsa, onda tekizlign islendik n
nokadynyn birinji sistema g0rd koordinatalary nul nokadyn beyleki
sistema gord koodinatalarynyn c¢yzykly funksiyalarydyr.

Indi alanan /‘?/ formulalaryn geometrik  interpretasiyasyna
gecelin. Munuil  {icin a we b wektorlarynn arasyndaky burgyn
kosinusyny Cos(a"b) bilen belgilemegi sertleselin. /4/ denliklerin her
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birini ilki 1 wektora, sofra | wektora skolyar kopeldip we
l,il=1j,jl=1 Ii, jl=0 goz oniinde tutup alarys:

ay, = cos(i’, M), e, = cos(i', ™ j),
0ty = 008(J', i), y, = c0s(J', )

Yokardaky surat sekillerinden hala garalyi. Onda

oy, =CoSQ, oy, = cos[% - (0} =sing, a,, = cos[% + (pj =-sing, a,, = CoS .

Seylelik  bilen,  tekizlkde  koordinatalary  Ozgetrmegii
formulalary asakdaky gomiisi alyar:

x=a+Xxcosp—y'sing,
y=Db+ Xx'sing+ y'cose.

/7] sistemany x' we y' gbrd ¢ozip, biz islendk M nokadyn ikinji
sistema gord X' we Yy’ koordinatalaryny nul nokadyn birinji sistema
gord X we y koordinatalary arkaly anladyan ters formulalaryny alarys:

x'=(x—a)cosg+(y —b)sing,
y' =—(x-a)sing+(y—b)cose.

Koordnatalary Ozgertmegin umumy /7/ formulalary iki sany
Ozgertmd dagayar. Bularynn biri sistemany die parallel goclirma
degishdir, beylekisi bolsa sistemany dile 0 baslangyjyii dasynda ¢
bur¢a aylamaga layyk gelyar.

Hakykatdan hem, /7'/ formulalarda bolsa aylanma burgy
nula den diyip hasap etsek,
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(x-8)*+(y-b)*=R?

denilemede a,b, R? hemiselikler degislilikde toweregin merekezinde
kordinatlary we onuil radiyusy tiytgeydn x we y ulyklar bolsa
toweregin erkin M nokadyn kordmnatlary hususy halda eger
kordinatalr baslangyjy toweregin merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we 12| defileme has yonekey gomiisi alar: x*+y?=R?

Bu yerden /2/ we /2/ defilemeler) merkezi c/a;b/ nokat radiusy R-e
dent bolan toweregm /2/ detilemesinini bardygyny goryéris. /2/
denilemede oklary agyp alarys.

Xe+y?-2ax-2by+(@2+b%-R%)=0 /3/

va-da

X2+y?+Dx+Ey+F=0,

bu yerde D=2a,E=-2b, F=a?+h?-R?diyip kabul edildi. /3/
denlleme ikinji derejeli denlemedir.

Seylelikde towregin liytgeydn kordinatalara gord ikinji derejeli
detilemesi bardyr emma her bir kinji derejeli deflleménin toweregi
kesgitlenmeyinligi bellemek gerek. Hakykatdanda /3/ defilemeden
asakdakylary goryiris, toweregin denlemesinde kordinatalaryi
kwadyratlanyn koefissenyleri 6zara den bu detilemelerin
kordinatalarynn kopeltmek hasyly /xy/ girmeyér. Tersine eger su iki
sert yerine yetse /x? we y2 clenelerin koeffisentlerinin 6zara deniligi
xy clenin defilemede yoklygy/ onda umuman aydylanda ol detileme
toweregi kesgitleyir sebibi ony x°-yii koeflisentine bolip /3/ gorniise
getirip bolar.

Ellips kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan barden iki nokada
cenli uzaklyklarynyn jemi hemiselik san bolup takyklygynn nokatlar

rrrrrr

uzaklykdan uly bolmaly.
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Ellipsin denlemesini diizmek ii¢in berlen F;we F; nokatlary
birlesdirydn gojni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde Kabul ederis ol
okda F; -den F, —a tarap ugry polazitel diyip Kabul ederis F1 F;
nokatlary birlesdiryin kesimin ortasyny kordinatalar baslangyjy
deregine Kabul edelin fokuslaryn arasyndaky FiF, uzynlygy 2c bilen
belgildlin. Onda F;1we F, nokatlarynn kordinatalary degislilikde /c;0/
we /-¢;0/ bolar. Ellipsin erkin N nokadynyn kordinatalary. X wey
bilen belgildlin. F1M we FoM kesimlerinn uzynlyklarynyii formulasy
boyunca arladalyii:

FiM=/(x—c)’ +y?, F.M=

Ellipsinn kesgitlemesine gord kordmnatalar sistemasynda elipsin
denllemesidir. Ellipsinn denlemesi i yonekey gorniisi alar yaly /1/
deiilemede radikallary yok etmek gerek. Radikallaryn birini sag
bolege geciryari .

J(x=cf +y? =2a-+/(x —cf + y?

Indi d= \/ (V=% ) +(V-y,)’ formula bujunca M we N nokatlaryi

arasyndaky uzynlygy tapmak galyar,
yagny

Ax,-1By,+c Y AX, + By, +¢ ?

_ a2 Ax, —1By, +¢C 2+82 AX,+ By, +cC 2:
A% +B? A’ +B?
:\/(Ax0+By0+c)2 _ [A% + By, +]

A’ +B? JA® 1+ B?

Goni ¢yzygyn polyar kordnatalardaky denlemesi.
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Goni ¢yzygyn normal denlemesini alalyn x cosa +ysina -p=0
tekizlikde kordinatalaryn goni burcly dekart sistemasy bilen polyar
kordnatalarynl sistemasy arasyndaky baglansygy beryin formylalary

vazylan.

X=r cos« y=rsina

Usteyin x we y ulylyklaryii bu bahalaryny goni ¢yzygyn normal
denilemesinde goyyarys:

I COS ¢ COS & +rsing sina -p=0
ya-da
r'( cos pcosa + singsina )-p=0

bu yerden r-cos(¢ - o )-p=0

bu bolsa goni ¢yzgyil polyar koordinatalardaky detilemesidir.

Ikinji tertipli egri ¢yzyklaryn elementar teoriyasy

Uytgeyin x we y ulylyklara gord kinji derejeli umumy defileme
zinde ikinji clenleri /x*,xy we y?/ birinji derejeli cleni /azat cleni/
saklayar. Suna layyklykda ikinji derejeli umumy detlemini asakdaky
valyyazyp bolar.

AxC+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0

Bu yerde A,B,C koffisentleriit m bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A,B,C,D,E,F koefissentlerini diirli bahalarynda bu
deiilemednin haysy ¢yzyklary kesgitlenyindigi baradaky sowada
mndiki bolimde garaljak.
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Su boliimde ikinji derejeli denlemelerin kébir yorite gorniiglerine
garap gegelin.
Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyan nokatdan den

rrrrrr

nokadyny onuil merkezi bilen birlesdirydin kesime seyle-de sol
kesimifi uzynlygyna toweregin radiusy diyilyar.

R radiusyn toweregm detllemesini diizelin.

Kordmnatalar oklaryny erkin saylap alalyn onda tdweregii c
merkezini koordinatalary a we b bolar. Téweregiii erkin M
nokadynyn koordinatalaryny x.y bilen belgililin toweregini dhl
nokatlaryna mahsus bolan hésiyeti analitiki ailadalyn. Toweregin
kesgitlemesinden onuii islendik M nokadynyn C merkezinden
uzakdygynynn hemiselik ululygy we onuil toweregin R radiusyna
dendigi yagny

CM=R

Bolyandygy gelip ¢ykyar.

Cmululygy C we M nokatlaryn arasyndaky uzaklyk
hokmiinde kesgitlip biz /I/ detiligi M nokadyn Oytgeyan
koordinatalarynyn {isti bilen afladarys:

Jox—yf +(y=bf =R /1

Ahyrky denleménini iki bolegini-de kwadrata goterip biz toweregin
denilemesini vady yazarys:

(y=by +(y-bf =R? 12/

Bu denllemede a,b, R hemiselikler degislilikde tdweregiii merkezinin
kordinatalary w onuil radijusy liytgeydn x we y ulylyklar bolan
toweregiin erkin M nokadynynn koordinatalary. Hususy halda eger
kordnatalar baglangyg toweregii merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we /2/detlleme has yiinekey gornisi alyar.
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X2+y2=R?

Bu yerden /2/ we /2'/ denilemeler merkezi C/a;b/ nokatda radiusy R-e
den bolan toweregm /2/ denlemesiniii bardygyny goryaris. /2/
detilemede nokatlary acyp alarys:

X2+y?-2ax-2by+(@%+h?-R?)=0 /3/
Ya-da
X2+y?+Dx+ey+F=0 13/

bu yerde D=2a, E=-2b, F= a?+b?-R%diyip kabul edlidi. Detileme
kinji derejeli denlemedir

seylelikde toweregin liytgeyan koordinatalara gord kinji derejeli
defilemesi bardyrn emme her bir kinji derejeli defileménin toweregi
kesgitlemeyandigi bellemek gerek. Hakykatdan-da /3/ detllemeden
asakdakylary goryéris. Toweregii defilemesinde koordinatalryti
kwadratlarynyin koeflisenleri 6zara den bu denlemd koordinatalaryn
kopeltmek hasyly /xy/ girmeyér tersine eger su iki sert yerine yetse
/% we y* glenleriniit koefisentlerinifi zara deiiligi xy ¢lenii
detilemede yoklygy/ onda umuman aydylanda ol defilem toweregi
kesgitleyar sebibi ony x* iii koefisentine bélip /3/ gorniise getirip
bolyar.

Ellips kesgitlemefokuslar diyip atalandyrylyan birden iki
nokada ¢enli uzaklyklaryin jemi hemiselik san bolan

rrrrr

fokuslaryn arasyndaky uzaklykdan uly bolmady/.

Ellipsinn defilemesini diizmek t¢in berlen F; we F, nokatlary
birlesdirydn goni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde kabul ederis ol
okda F; we Fj nokatlary birlesdiryin kesimin ortasyny koordinatalar
baslangyjy deregine kabul edelin. Fokuslaryn arasyndaky Fi, F»
uzaklygy 2c bilen belgililin. Onda F;we F; nokatlaryii kordmnatalary
degislilikde /c;0/ we /-c;0/ bolar. Elipsin erkin N nokadynyi
kordinatalaryny x we y bilen bagalalyi. F1M we F;M kesimlerin
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uzynlyklaryny iki nokadyn arasyndaky uzynlygyn formulasy
boyunga anladalyn.

EM =(x-y) + Yy F,M =4/(x+c) +y?

elellipsin kesgitlemesine gord F1M+ F2M jem hemiselik ulylyk ony
2b bilen belgildp alarys F1M+ F,M=2a

Ya-da

Jx=yP +y? +y(x+cf +y? =2a

Bu deiileme alnan koordinatalar sistemasynda elipsiii denllemesidir.

Elipsiit denilemesi i yonekey gdrniisi alar yaly /I/ defilemede
redikallary birini sag bolege geciryaris:

Jx=cf +y? =2a-4/(x—c) +y?

58.IKinji teripli egrilerin umumy denlemesi we olaryin kanonik
gomnise getirlisi.

Indi kinji tertipli algebraik denleméi
Ax?+bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0
Seredelin.

Bu algebraik denlemi ikinji tertipli egrilerin umumy
denllemesi hem diyilydr. Ikinji tertipli egrilk deflemesinini koplisinde
B,d we E koefisentlerinde ik& bolinen bolup giryarler. Sonun tigin
kinji tertipli umumy algebraik denleméni

Ax2+2Bxy+Cy?2Dx+2Ey+F=0 2.1/
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Gorniisde yazmak amayly. Bu yerde B,D we E koeflisenler degislh
koeflisenlerinn  yarysyny anladyandyr, ondan basgada A,B,C
koeffisenler bir wagtynn 6ziinde nola den dildir (A2+B?+C%£0)
meselem eger

X2+3xy+2y*+5x+4y+1=0

Detnlleme berlen bolsa onda A=1, Bzg, C=2, ng, E=2,F=1

bolar

Eger Ac-b?#£0 bolsa  /2.1/ defileméini paralel gociirméniti we
yzygiderli owiirmédnin komegi bilen

A|X-|2+Cy"2+F'=O /22/
Gornise getirip bolar.

Subudy. Ilki Oxy kordinatalar sistemasynyn baslangyjy O,(Xo,
yo)nokada yetirelin. Téze sistemany OXy bilen belgilip

X=X+ X,
y=y+Y, 2.3/ alarys.

Ondan /2.1/ denlemimiz
A(X"+X0)* +2B(X"+X0)(y'+Y0)+C(y'+Yo)? +2D(X'+X0)+2E (y'+Yo)+F=0

Gomiisde bolar. Yonekey 6zgertmelerden sofira bolsa /2.1/
detilemdmizi

AX"2+2BX'y'+Cy*? +2D'X'+2E'y'+F'=0 12.41
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Gorniisde yazmak bolar, bu yerde.
D'=Axo+Byo+D,

E'=Bxo+Cyo+E,
F'=AXo>+2BXoYo+Cy*2Dxo+2Ey+F.

Bu yerde Xo We Yo hizirlikge ndbelli sanlardyr.

Téze sistemanyn /Xo;Yo/ kordinat baslangyjyny tapmak ti¢cin D' we E'-
leri nola denlilin

Ax. +By,+ D=0
el } 2.5/

Bx, +Cy,+E=0

Sistema alnar. Lemmanyti sertine gord AC+B?£0 diymek /2.5/

Sistemanyn Xo;Yo Sanlara gora-yeketik ¢oziiwi bardyr. Somra /2.5/
serti gbz oOntinde tutyp /2.5/-den

Ax"?+2Bx'y +Cy?+F=0 /2.6/ defiligi alarys.

Indi bolsa O'x'y" kordinatlar sistemasyny kébir oc-aburga dwrip gora
krodinatalar O'x"y" sistema alallyn.
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l: Xl| _ n H
X C0S oc —y''sin oc} 7

y" = x"sin oc —C0S oc
X" we y' bahalaryny /2.7/ denlikde govyalyn

A(X"C0S oc -y'sinoc }2+2B (X'COS oc -y"sinoc )
(X"'sin oc +y"'c0OS oc )+C(X"'sin oc +y"cos oc )2 +F=0

Onda birndge 6zgertmelerden soft

X"2(Ac0s? oc +2Bcos oc sin oc +Csin? oc )>+y"2(Asin® oc -
2Bsin oc C0S oc €0S? oc )+X"y"(Asinoc cosoc + +B(CoS? oc -
sin oc )+Csinoc oS oc )+F=0

bu yerden

A=Acos? o +2Bcos oc +Csin? oc

C'=Asin oc -Bsin oc cos oc +CCOS' oc

B'=-Asin oc €0s oc +B(c0s? oc -sin® oc )+Csin o COS o
Goz oninde tutyp sonky deillikden alarys
AX242BX'y +C'y 2F'=c 12.8/

Indi /2.8/
Denlemedéki x" y"-m koffisenti nol bolar yaly oc burgy saylalyn.
Diymek B'=0 bu yerden
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2B c0S oc =(Ac)sin oc 2.9/

Egerde A=C bolsa onda cosoc =0 ya-da oc= eger-de A#C bolsa
onda /2.8/ sag we ¢ep tarapyny cos2 oc bolmek bilen alarys

2B=(A-C)tg? c
Bu yerden oc-ni tapalyil

2B
A-C

o=t arctg
2

oc-ni bu bahalarynda /2.9/ denlik

A'X?+C'y"?+F'=0 gomiisinde bolar

Tema susbut edildi.

Tertipli egrilerin klafikasiyasy

[2.1/ denlemédnin uly ¢ilenelrinin A,B,C koefisentleri kordinat okyny

parallel gogiirmede Oytgemin diie kordinata dwriimde
oytgeyandigini subut edilen temadan gelip ¢ykyar.

Yéne AC-B?ailatma hi¢ bir yagday-da oytgemén oiikiligine
galyar. Beyle yagday bolsa onunt kordmnatalaryn tytgemekligine

bagly déldigini gorkezyar. Hakykatdan-da seyledigini barlalyn. Onui

licin bolsa-da yene-de 6nden belli deiliklerinden
A=Ac0s’ oc +2Bc0s oc +Csin? oc
C'=Asin? oc -Bsin oc c0s oc +Cc0s' oc

B'=-Asinoc cos oc +B(c0os? oc -sin? oc )+Csin oc COS oc
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Onda

A'C'-P=(Acos? oc +2Bsin®cos oc +Csin® oc )-=(Acos® oc -
2Bsin® oc +Csin® oc )-[(C-A) Sinoc dx+ B cos-sin’]?

Skopkalarymyzy acyp yonekeylesdirenmizden sofira
A'C'-B'2-AC(cos? o +sin? oc )2 —B?(cos? oc +sin® oc )>AC-B? alarys

Bu AC-B? ululyga ikinji tertipli egrinifi

AC-B? ululygyii alamatyna baglylykda tertipli egriler ii¢ gorniisde
bolinyar.

Eger

AC-B*>0
AC-B*<0
AC-B*=0
Bolsa onda /2.1/ defilemé ikinji tertipli egrilerin degisli optik

------

Indi bolsa egrilerin diirli goriislerine garap gecelin. Munun
licin bolsa biz yene-de bize 6iiden belli bolan aiillamadan
peydalanarys.

Yagny
A'=Ac0s? oc +2Bcos oc sin oc +Csin® oc
C'=Asin? oc -2Bsin oc cos oc +Ccos? oc

Ya-da
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A=Ac0s’ oc (A+2Btg oc +Ctg oc)
C'=sin’ oc (A-Betg?+Cctg o)
LEliptik gbrniis

Eger AC-B?>0 bolsa A' we C'—iii alamaty mefizes bolar bia A'>B we
¢>0diyip alalym.

a/ A'>0, c'0 we F>0 onda

2

% + % =lalarys bu bolsa elipsit kanonik detilemesidir

b/ eger A'>0, B'’>0 we F'=0 bolsa onda

a>x? +b%y?=0 bolar

bu defileméni dile x=0, y=o0 kordmnat baslangyjynynn kordinatalary
kanagatlandyryar.

------

2. gonlis
Eger AC-B?<0 bolsa onda A>0we C diirli alamatly bolar onda biz
2
y

A'<0 we ¢'<0 bolsun onda %—g =1 bolar bu bolsa

Giperbolanyn denlemesidir.

c/ A>0,C'<0 we F'<0 bolsun onda
255



a®x2-b?y?=0 defllemiini alarys
va-da (ax-by)(ax+by)=0 almak bolar.

Bu denileme bolsa 6zara kesigyan iki gonini kesgitleyar. Bu yagday-

......

59.PARABOLIK GORNUS.

Eger AC-B%=0 diysek onda A'=0 ya-da C'=0 bolsa onda subut edilen
temanyn esasynda ikiji tertipli egrinini umumy detilemesini
asakdaky gorniisde.

A.X.-2+Cy--2+2E'y"2_|_2D'X"+F':0 yazmak bolar.

Goy, A#0 bolsun onda onda yokardaky denlemini seyle gorniisde

2

2F EY F
Aly+—vy+| — | [+2Dx+F-— =0 bu verden
25 v+ & | 2dee-Eo 0 bu

2

F"= —% yazmak bolar.

Kordinatalar bagslangyjyny (0;-%) nokatlar boyungca Oy okun

parallel goclirip tize x'=x, y'=y+% kordinatalara gecip
Cy?+2Dx+F"=0
Indi bolek asakdaky yagdaylara seredelin;
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Goy D#0 bolsun onda
2 . o1 e
Cy +2D(X+5)=O denlleméni alarys

14 "

,0) nokad ecirip X"'=x't+—
5 ) yna gecirip 5

Eger kordinat baslangyjyny (-

y'+y diysek onda sonky detlemeden
Cy'+2Dx"=0
Y+2px'=

Denleméni alarys ya-da y'=2-px" alarys
Detlleme parobalanyit kanonik denlemesidir goy D=0 bolsun onda
Cy?+F"=0 defileméini alarys.

"

Eger-de C-in we F'" alamatlary diirli bolsa onda % =0’ bellip
soniky denllemeden
(y-a)(y+a)=0 alarys

Alanan defileme bolsa 6zara iki parallel goni denlemesidir. Eger-de
C-il we F" alamatlary mefizes bolsa onda

y?+a°=0 defilernéini alarys.
Bu denlleméni hi¢ san nokady kordinatalary kanagatlandyryar
Sonun {icin bu denlemd iki hyyaly parallel goniinin denlemesi

diyilyér.
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Seylelikde ikinji tertipli egrinii umumy

A +2Bxy+Cy*2Dx+2Ey+F=0  kordinat sistemany Ozgertme bilen
asakdaky sekiz gorniise getririler.

U(g+§) we (-2;@) nokatlary belli boln ellipsinn kanonik
defilemesini yazmaly.

Cozilsi elipsin merekezininn kordinatala baglangyjynda fokuslaryn
bolsa absissa yatanlygy licin gozlenydn elipsin denlemesi asakdaky
valy bolar:

2
X_+y_:1

2
2 2

QD
(ep]

258



u (g : %j we N(-2; g) nokatlarynn kordinatalarny ellipsin

deiilemesinde goyup aweb sanlary kesgitleyéris.
2 6
4a*>  16b?
4.3
a’  bb’

=1

Bu yerden a°=10, b’=1

a’we b’ tapylan bahany ellipsiti defilemesine goyup alarys.
2 2

XY

10 1

2-nji mesele 25x°+16y?=4225 elipsifi deiileesi berlipdir onu
oklarynyn uzynlyklaryny e fokuslarynyn kordmatalarny tapmaly.

Ciiziilsi: iki ellipsin umumuy detilemesini kanonik gorniisde
yazalyn.

2 2
1)%9 + 5—5 =1

Bu yerden a®=169. a=13, b?=25, b=5
Indi 2a-ni we 2b-bi tapmaly

2a=26 we 2b=10 bolar.

Indi bolsa kordinatalaryni fokuslaryny kordmnatalarny tapmalyn onun
licin c-ni tapalyn.

C?=a%-P=169-25=144
C?=144 ya-da c=+12.
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