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mekdepleriniii talyplary iicin okuw gollanmasy. — Asgabat.
2010y.

Okuw gollanmasy uniwersitetlerit we mugallymgylyk institutynyn
matematika hiindrlerinin has kyn meseleleri ¢ézmek boyunca yorite
derslerinde ulanmak ti¢in seyle hem, orta we yorite orta mekdeplerini
matematika boyunca yoritelesydin okuwgylaryna, yokary okuw
mekdeplerin ykdysady, inzener- tehniki ugurlarda okayan talyplaryna
niyetlenendir.

Okuw gollanmasy parametrli deiilemeleri we defisizlikleri
cozmeklige bagyslanandyr we esasy lins parametrlerin hésiyetlerini yiize
cykarmaklyga goniikdirilendir.
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Giris

Matematikany owrenmekligin diirli etaplarynda
denilemelere we deisizliklere héli-sindi dus gelinyar.
Amaly meslelerde bolsa, bir denleminin ya-da
detisizligin ¢oziiwlerinini {isti bilen sol bir gornisli
birndge denilemeleriii ya-da densizliklerin bitewilikde
coziiwlerinini almaklyk talap edilydr. Bu mesele bolsa
parametrli defllemelerin we deisizliklerin komegi
bilen ¢oziilyar.

Ilki bilen adaty denllemeleriit we densizliklerin
hisiyetlerine seredip gecelin.
. Goy, F(xY,...z) weF,(xY,..,z) funksiyalaryn
kesgitlenis  yaylalary berlen bolsunlar. Olaryn
kesgitlenis yaylalarynynt umumy boéleginde

FE(XY,.2)=F(XY,...,2) 1)

deiiligin iisti bilen defileme diisiinjesine gelinyar.
Goy, x=a, y=b, z=c sanlar argumentlerini yolbererlik

bahalary bolsunlar. Bu bahalar {i¢in iki yagday bolup
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biler: )F(a,b,....c)=F,(a,b,...C);
2)F.(a,b,...,c) = F,(a,b,...,c)
1)  yagdayda  argumentlerin  yolbererlikli
bahalarynyni sistemasy (1) denlemini
kanagatlandyryar, 2) yagdayda -
1-nji kesgitleme: Eger x=a, y=b,..,z=c sanlaryii
sistemasy (1) derilemdiini kanagatlandyryan bolsa,
onda x,y,..,z sanlaryii sistemasyna (1) derilemdni
coziiwi diyilyiir.
Kesgitlemd gord coziiwin F we F,  funksiyalaryn
bilelikde seredilydn kopliigine degisli boljakdygyny
goreris. F, funksiya (1) denileminin ¢ep bdlegi, F,

''''''

funksiya bolsa sag bolegi diyilyar. xy,...,z
coziiwleri licin asakdaky ii¢c yagday emele gelyar:
1. (1) detileméinin in bolmanda bir

X=a, y=b,..,z=c ¢Ozliwi bar bolup,
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tytgeyanlerin beyleki yolbererlikli bahalarynda

(1) denileme kanagatlandyrylmayar.

2. Uytgeyinlerini yolbererlikli bahalarynyi hig bir
sistemasy (1) denlemini kanagatlandyrmayar.

3. Uytgeyinlerin yolbererlikli bahalarynyn
islendik x=a, y=b,.,z=c sistemasy (1)
defileméni kanagatlandyryar. Bu yagdayda (1)
denilema tozdestwo diyilyér.

Umuman, denlemini ¢ozmek diymek, onun
coziiwler kopliigini kesgitlemek diymekdir. Coziwler
kopliigi bolsa tiikenikli, tiikeniksiz we bos kopliik
bolup biler.

Kopleng, denllemeler haysy sanlar meydanynda
seredilydndigine we defilemédni diizyan funksiyalaryn
iistiinde haysy amallaryil yerine yetirilydndigine gora
gorniislere boliinyarler.  Mekdep matematikasynda
denilemeler hakyky sanlar meydanynda seredilydr we

olar (1) denlemede F,F, funksiyalar k&pagzalar

bolsalar — algebraik; bu funksiyalaryn in bolmanda

biri kopagza bolman drob-rasional ya-da rasional
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funksiya bolsa — drob-rasional; denlemedéki
funksiyalaryin i bolmanda biri tytgeyanden kokli
anlatmany saklasa — irrasional; deinleme 06ziinde
transendent amaly saklasa — transendent denlemeleri

emele getiryirler:

1) algebraik denilemeler:

XC+x2+x+1=0, X*+2xy=2x+Vy?

2) drob-rasional denllemeler:
iz=2+3x; XJ3ry+32=5+x

3—X X +y y

3) irrasional

denlemeler: 2x+,,/x2+1 =X; ? — X+ X;
\l +X

X

4) transendent defilemeler: 2' —x=3x; tgx=x’—1;

we s.m.

Eger bir iiytgeyanli
F(X)=F(X) (2)
denlemd seredilse, onda onun ¢oziiwine detilemanin
koki diyilydr. Seylelikde, (2) gornisli denlemini
14



cozmek diymek, onunl dhli koklerini tapmak ya-da hig
bir kokiinin bolmazlygyny subut etmekdir.

2-nji kesgitleme: Goy, f(x)=g,(x) we f,(x)=g,(x)
denlemeler berlen bolsunlar. Eger f (x)=g,(x)
denleminin her bir koki f,(x)=g,(x) defleméinin
koki bolsa, onda ikinji defillemi birinji defleménin
netijesi diyilyar.

Berlen deiilemeden onun netijesine gegilse,
denleménin kokleri tiytgemeydr, emma del koklerin
sanynyn kopelmegi miimkindir. Meselem:
x*-1=0 we x*-1=0

Bellik: 1.Eger denleménin kokleri yok bolsa,
onda islendik denileme bu defilemdniii netijesidir.2.
Deinileme ¢oziilende berlen denileménin yerine onui
netijesi ulanylsa, onda gosmaga kokler emele geler we
olaryn barlagyny gecirmek zerurdyr.

Biri beylekisininn netijesi bolyan denilemelerini kébir

mysallary:
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1) Islendik n natural san dgin f"(x)=g"(X)
defileme f(x)=g(x) defileménin netijesidir.

2) Islendik a>0we a=1 sanlar iicin f(x)=g(x)

denlleme log, f(x)=1log, g(x) denlemanin
netijesidir.
" f(x)
3) f(X)=9g(x) o(x denlleme — = gp(x
) F0)=9()-0(x) 9% @(X)

denileménin netijesidir
4) f(x)=g(x) dedleme f(x)=g(X)+@(x)+(-(x))

defileménin netijesidir

3-nji kesgitleme: Eger f(x)=g,(x) defileméinin her

bir koki f,(x)=9,(x) denleminin koki bolsa we

tersine ikinji defleméninn her bir koki birinji

denleménin kokleri bolsa, onda bu denlemelere

ozara dengiiycli dernilemeler diyily:r.

Coziiwleri bolmadyk islendik iki sany defileme hem

Ozara dengiiycli denilemelerdir.

f(x)=g(x) denlemd dengiiy¢li bolan denlemelerin

mysallary: 1) f(x)-g(x)=0 2) f(X)+a=g(X)+a
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3) islendik o #0 san tigin «f (X) = ag(X);

4) islendik n-natural san ticin f*""*(x) = g*"*(x)

5) islendik a>0,a=1 ii¢in a'™ =a°"

6) islendik x, san ligin g(x,)=¢(x,) denlik yerine
yetende f(x)=g(x) we f(x)=¢(x) deillemeler Ozara
dengiiy¢lidir.

Bellik:  Denlemelerin  ¢6zliwlerinde  dine
dengiiy¢cli 6zgertmeler ulanylsa, onda kokleriii
gosmagca barlagyny gecirmek zerur dildir.

Il. Goy y=f(x)wey=¢(x) funksiyalar berlen
bolsunlar. Eger bu funksiyalarynn  kesgitlenis
yaylalarynynn kesismesinde f(a)>g(«) densizligi
kanagatlandyryan kibir « sanlaryn kopliigini tapmak
talap edilse, onda  f(x)>g(x) densizligi ¢6zmek
meselesine — densizlik diisiinjesine gelinyar.

Dernsizlikler ticin hem denlemeler 6wrenilendaki
girizilen  diisiinjelere  menzeslikde, iiytgeyinleri
yolbererlikli bahalary, c¢ozliwleri, netijeleri,

dengiiyclilik yaly disilinjeler girizilydr. Emma
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densizlikler c¢oziilende netijelere gegmek amatly
bolmayar, sebdbi — tiikkeniksiz kop del coziiwler
alynyar.

Densizliklerin =~ dengiiycliliginin =~ asakdaky
mysallaryny getirip bolar:
f(x) > g(x) densizlige: 1) islendik f (x),g(x) funksiyalar
tgin - f(x)—-g(x)>0 2) islendik o san {gin
f(X)+a>g(X)+a 3) islendik a>0 san ii¢in
of (X) >ag(x) we islendik a<0 san ligin of (X) < ag(x)
4) islendik ae(L+w) san iigin a'™ >a% we islendik
ae(0;l) san ucin a'™ <a®® densizliklerin her biri
dengiiyclidirler.

5) Eger g(x)=¢(x) bolsa, onda f(x)>g(x) we
f (x) > @(x) densizlikler 6zara dengiiy¢lidirler.

6) Eger f(x)>g(x) densizligi kanagatlandyryan x
tytgeyanin yolbererlikli  bahalarynyn kébir
bolek M kopliiginde f(x),g(x) funksiyalar
otrisatel dil bolsalar, onda islendik n natural san

tcin f(x)>g(x) we (f(x))">(g(x))" densizlikler
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M koplikde oOzara dengiiyclidirler. Eger
a>1(0<a<1) bolan hakyky sanlar {i¢in

f(x)>g(x) denisizlik
log, f(x)>log, g(x) (log, f(x)<log, g(x)
deinisizlige M kopliikde dengiiycli bolar.

7) Eger f(x)>g(x) densizligi kanagatlandyryan
nédbellinin  yolbererlikli bahalarynyn bolek M
kopliiginde otrisatel didl ya-da polozitel
dily=¢(x) funksiya kesgitlenen bolsa, onda

f(xX)>g(x) wefX)ep(x)>g(X)ep(x) densizlikler
ya-da  f(x)>g(x) we  f(X)p(x)<g(x)p(X)
densizlikler 6zara dengiiy¢lidirler.
Kébir ajayyp deiisizlikler:
1) Ozara ters sanlaryn jemi {igin a+§ >2,a>0

2) orta arifmetik we orta geometrik sanlar
ﬁc;ina—;rbzx/%, a>0,b>0
3) tcburglugyn denisizligi |a+b|<|a|+|b|;
4) [a~b|>[al-Jo[;
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5) a®+b*>2ab, a,b —islendik sanlar

Yonekey denlemelerin we densizliklerin ¢oziiwleri.

a) Yonekey deiilemelerii ¢oziiwleri.

Deiilemelerini | Goyulan | Deiilemelerin ¢oziiwleri
gorniigleri sertler
ax=b,a=0 b- x=b/a
islendik
ax® +bx+c=0, D>0 %, =(-b++/D)/2a
270 D=0 x=-b/2a
D<0 kokleri yok
Ix|=b b>0 x =b, x,=-b
b=0 x=0
b<0 kokleri yok
Jx=b b>0 X =b?
b<0 kokleri yok
x*" =b, meN b>0 x1=2mb,x2=—2T/5
b=0 x=0
b<0 kokleri yok
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x*"t=p meN |Db- x = 2mfp
islendik

a*=b,a>0, b>0 x=log, b

azl b<0 kékleri yok

log, x=b,a>0, |b- x=a’

axl islendik

sinx=Db be[-11] | x=(-D"arcsinb+nz, nez
be[-11] | kokleri yok

cosX=Db be[—l;l] X =zarccosb+2zn, nez
be[-11] | kokleri yok

tgx=b b- X=arctgb+zn, nez
islendik

ctgx=Db b- x=arctgb+nz, nez
islendik

arcsinx=b b|<z/2 | x=sinb
b > 7/2

kokleri yok
arccosx=b be[0,7] | x=cosb
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be[0,7] | kokleri yok

arctgx=>b |b| <7/2 X =tgb

b > /2 kokleri yok

arcctgx=b b e (0;7) X =ctgb
be(0;7) | kokleri yok

a) Yonekey deiisizliklerii coziiwleri.

Deiisizlikle | Goylan Deiisizliklerin ¢oziiwleri

rin sertler
gorniigleri
ax>b, a>0 | Db- X e (b/a,x)

islendi | xe(—oo,b/a)

a<0 k

b-

islendi

k
ax’+bx+c>0/ D>0 X € (—90, X,) U (X,,0)
a>0 D=0 | x=-b/2a

D<0 X € (—o0; +00)

22




a<0 D>0 | Xe(X,X,)
D<0 | ¢oziiwleri yok
X|>b b>0 X € (—o0;—b) L (b; +0)
b<0 X € (—o0,0)
X <b b>0 x € (-b;b)
b<0 coziiwleri yok
Jx>b b>0 | xe(b?+w)
x e[0;0]
b<0
Jx <b b>0 xe[0;b? ]
b<0 coziiwleri yok
x*" >b, meN| b>0 X € (—o0: =) U (&b, )
b<0
x’" <b, meN| b>0 x e (—<Yb,2Ub,)
b=<0 coziiwleri yok
x?™ > b, b- x € ("Yb; 0)
meN islendi
k
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x2™ <, b- xe (-=0:*"3b)
meN islendi

k
a*>b, a>1 | b>0 x < (log, bie)

b<0 X € (—o0; 0)
0cacl b>0 x e (log, b; )

b<0 | coziiwleri yok
log, x > b, b- X € (a”; )
a>1 islendi | x < (0;a")
O<axl k

b-

islendi

k
log, x <b, b- xe(0;a")
a>1 islendi | x e (a”; )
O<axl k

b-

islendi
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t+1))

sinx>b b>1 coziiwleri yok
—1<b<1 xe(arcsinb+2zn;—arcsinb+ z(2n
b<-1 X € (—o0;0)

sinx<b b>1 X € (—90;0)
—1<b<1 xe(arcsinb+z(2n+1);arcsinb+27x
b<-1 | ¢oziiwleri yok

cos X > b b>1 coziiwleri yok
—1<b<1 xe(—arccosb+2zn;arccosb+2zn)
b<-1 X € (—o0;00)

cosx <b b>1 X € (—90;0)
—1<b<1 xe(arccosb+2zn;—arccosb+27zn)
b<-1 | c¢oziiwleri yok

tgx >b b- X € (arctgb + zn; 7/ 2+ 7n)
islendi
k
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tgx <b b- X € (-7 / 2+ zn; arcctgb + 7zn)

islendi
k

ctgx >b b- X € (7zn;arcctgb + zzn)
islendi
k

ctgx <b b- X € (arcctgb + zn; z(n+1))
islendi
Kk

§1. Cyzykly denilemeler we olara getirilyéin
dernilemeler

Goy ,
fla, b, c, ..., k x) =09(@,b,c,
.k x) (1)

denileme berlen bolsun, nirede a, b, ¢, ..., k x —
tiytgeyin ululyklar. Uytgeyin ululyklaryi

a=ay, b=by, c=Cy, ..., k=ko, X=X
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bahalary ligh (1) denlemédnin iki bolegi-de hakyky
bahalary alyan bolsa, onda bu bahalara q, b, ¢, ..., k, x
ululyklarynn yolbererlik bahalarynyil ulgamy diyilyér.
Goy, aeAbeB,ceC,. . keK,xeX bolsun.
Eger-de ag bo, Co ,..., ko sanlary berkidip (1)
deiileme-de ornuna goysak, onda X ululyga gord bir
iytgeyéanli denleme alarys. Bu denleménin ¢oziiwi sol
berkidilen sanlara bagly bolar, yagny ¢6ziiw

x=F(a, b, c, ... k)

gorniisli funksiya bolar. a, b, ¢, ..., k - ululyklara
parametrler diyilyar, (1) denlemd bolsa parametrli
detileme diyilydr. Mysal ii¢in,

2nx—5 3nx+5_n-1
(m-3)x n+1  nx

denlleme-de m, n — parametrler, x —iytgeyan ululyk.
Goy, indi
kx—p=0
gorniisli denleme berlen bolsun. Bu yerde Kk, p -
parametrler, X - tiytgeyan ululyk.

Eger-de k#0 bolsa, yokarky deileme ng
gorniisli ¢oziiwe eyedir, yone Kk, p - parametrlere
bagly bolar. Eger-de k=0 we p=0 bolsa, onda x-
islendik san. Eger-de p#0 we k=0 bolsa denlemanin
¢Oziiwi yokdur.
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Mysal ii¢in, (a*-1)x=2a’+ a -3 defileminii a
parametrin  islendik hakyky bahasy tli¢in manysy
bardyr. Emma ony (a-1) (a+l)x=(2a+3) (a-1)
gorniisde yazsak, onda a=1 bolanda islendik hakyky
san denleménin ¢oziwidir, a=-1 bolanda bolsa, berlen
defileme 0x=-2 gorniisde bolup, onun ¢éziiwi yokdur.

Hacanda a#-1 bolanda denleme

2a+3
X =
a+1

gorniisli ¢oziiwe eyedir.
Indji, cyzykly detilemelere getrilydn
denilemelerin mysallaryna seredelin:

3mx -5 3m-11 2x+7

+ =
(m-D(x+3) m-1 X+3
defileméni X ululyga gord ¢6zmeli.
Coziilisi: Denleméanin berlisine gord (m-1)(x+3)#0,
densizlik yerine yetmeli, yagny m#I, x#-3. Berlen
denleménin iki bolegini-de  (m-1)(x+3) anlatma
kopeldip alarys:
3mx-5+(3m-11)(x+3)=(2x+7)(m-1).

Bu deiileme X ululyga gord ¢yzykly denlemedir, onuil
¢coziiwi m#2,25 bolanda

31-2m
X =

4m-9
= -3 denligi ipjiin edydn bahalarynyn barlygyny
dernemek zerurdyr: Goy,

31-2m
X = =

4m-9

1 —nji mysal.

gorniisde bolar. Indi bolsa, m parametrin X

-3
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bolsun, onda m=-0,4. Diymek berlen defnleme
m#l; m#2,25; m#-0,4 bolanda

31-2m

X =

4m -9
yaly yeke-tik ¢oziiwe eyedir. Hacan-da m=2,25 we
m=-0,4 bolanda ¢oziiw yokdur, m=1 bolanda
deiilemanin manysy yokdur.

Bellik: Eger-de  m=mg bolanda Dberlen
denlemdnin manysy yok bolsa, onda m=m, bolanda
denileménin ¢o6ziiwi yokdur.

Tersine nddogrydyr. Sebidbi yokarda sereden
mysalymyzda m=-0,4 goysak kesgitli denleme
alarys:

6X + 25 +gL_ 2X+7
7(x+3) 7 x+3
Seylelikde, berlen denlleme mana eyedir, emma

bu denileme ¢oziiwe eye daildir. (x=-3 del kokdiir ).

a’+x a’—x _4dabx+2a’-2b°

b2—x bP+x b* — x?
denileméni ¢ozmeli.

Céziilisi: Meselinin sertine gord x#+h°. Detiligiti iki
bslegini-de b*-x*#0 arilatma kopeldip

(a-b)*x = a*-b?

2 -nji mysal. .

denlige geleris.
Eger-de a=b bolsa, onda 0 x=0 denleméni
alarys, x —islendik ululyk (x#+b%).
Eger-de a=#b bolsa onda y_2tP.
a—b
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Indi, a we b parametrleriii bahalaryny — +p?2
b

bolanda keagitléris:
1)""7er — b2 bolanda g =
a-b b* -1
2
atb_ —b?bolanda 3= bl _1).
a-b b®+1
Onda denleménin ¢oziiwi:

2
a) atb, aiﬂﬂ_b)’ aibbz—l bolanda
b% -1 b2 +1

b(1+b2)_ 2)

b) a=bbolanda x = +b* sanlardan basga
islendik san;

2 2
¢) a- ﬂ“_b), a = M bolanda
b2 -1 b2 +1
denileménin ¢oziiwi yokdur.

§2. Kwadrat denlemeler we olara getrilyin
defilemeler

K,P,q aiilatmalar difie parametre bagly
anlatmalar we X —nébelli ululyk bolanda

kx* + px+q=0
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gornlisli deilemd X ululyga gord kwadrat denleme
diyilyar. Parametrlerin K, P,d —ululyklary manyly
edydn bahalarynda berlen denleminin c¢oziiwlerini
gozleyaris.
1 — nji mysal.
mx* +3mx—(m+2) =0
Coziilisi: Bu defileme m=0 bolanda
0-x? +0-X—2 = 0gorniisi alar, onufi koki yokdur;
m =0 bolanda bolsa, ol kwadrat deiilemedir. Onda
berlen detileminii D = m(13m+8) >0 bolanda iki
sany hakyky kokleri

X = %[—Bm + /m{13m +8)]
bardyr.
2—njimysal. c—2x®—(c—1)x+-/c—2=0
defileme ticin ¢ parametr C > 2 serti
kanagatlandyrmaly. C = 2 bolanda gefileméniii X =0

koki bardyr.
¢ >2 bolanda ol kwadrat deiilemedir we onun iki sany
1
Xg =vC—2; Xy =
1 2 c_2
gorniisli kokleri bardyr.

Indi, kwadrat denllemelere getrilyan
denilemelere seredelin.
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3 —nji mysal.

X 2 3-m? o
— = denlleméni
mx+1) x+2 m(x+1)(x+2)
¢Ozmeli.

Coziilisi: Bu deiileme m=0 bolanda mana eye dildir
we X ululyk x#-1, x#-2 sertleri yerine yetirmelidir.
Bu denleménin iki bolegini-de m(x+1) (x+2)#0
anlatma kopeldip, berlen denilemé dengiiy¢li bolan
x*-2(m-1)x+m?*-2m-3=0
defileméni alarys. Onda D=4(m-1)*4(m*-2m-
3)=16>0 bolyandygy ii¢in
2(m-1)++16 2(m-1)+4
X2 = 2 = 5 ;

X =m+1l X,=m-3

kokleri alarys.
Seylelikde, tapylan koklerini iginde del koklerin,
yagny (x+1) (x+2)=0
bolar yaly kokleriii bolmagy miimkin. Olary bilmek
ticin  koklerin X=-2, ya-da x=-1 denlikleri
kanagatlandyryan m parametrin  bahalaryny
kesgitlemeli:
Goy, X;=m+1=-2, onda m=-3, bu yerden
Xo=M-3=-6;
X;=m+1=-1, onda m=-2, bu yerden
Xo=m-3=-5;
Xo=m-3=-2, onda m=I1, bu yerden
X;1=m+1=2;
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X,=m-3=-1, onda m=2, bu yerden

X1=m+1=3.
Seylelikde, hacanda m#0, m#-3; m#+2, m#1
bolanda x;=m+1, x,=m-3; Hacanda m=-3,

Xo=-6; mM=-2, X,=-5; hacanda m=1, X;=2; m=2;
X1=3; hakyky koklerdir. Haganda m=0 bolanda
¢cOzliw yokdur.

4 — nji mysal.
(k+2)x 2kx 5 12—k -k

h)x—2) h-Dx-2) -1 (&-1)x—2)
denlemaéni ¢6zmeli.
Coziilisi: k#tl, x#2 bolanda berlen denleme
(k+2) (x-1)x*-(2k*+2k+5)x+k*+k-2=0
denlema dengygilidir. k=-2 bolanda defileme x=0
koke eyedir. k#-2; k#+1 bolanda alarys:
D=(2k*+2k+5)%-4(k+2)(x-1) (k*+k-2)>0
k+2 k-1
X =——; X,=——
k-1 k+2
k parametrin bahalarynyn icinden x=2 bolyan
bahalaryny saylayarys:

X :ﬂzz; k=4 bolanda
k-1
X»,=0,5;
X, :ﬂzz; k=-5 bolanda
k+2
X1:0,5.
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Jogaby: Hacanda ki#-2, k#tl, k#4, k#5

bolanda x :ﬂ X = k_l; hacanda k=-2
k=10 k42

bolanda denleme yeke-tdk x=0 koke, k=4 we k=-5

bolanda denleme x=0,5 koke eyedir, k=+/ bolanda

denleméanin koki yokdur.

Bellik: Yokarda seredilen deflemeleriii kokleri
parametre goOrd rasional anlatmalardyr.Eger-de olar
irrasional bolsalar, onda hasaplamalar Ordn uly
bolardylar.

X 2X 3b-4
—+ =
b+l x-2 (b+1)(x-2

5 — nji mysal. ) denleméni

¢Ozmeli.

Coziilisi: Berlen denlemdni (b+1)(x-2)#0  serti
kanagatlandyryan anlatma kopeltsek, onda berlen
denilemi denigiiy¢li bolan

x*+2bx-3b+4=0
defileméni alarys.
Onun kokleri

X, =—b—+b? +3b—4; X, =—b+vb®+3b-4

bolarlar. Indi, koklerini iginde biri 2-4 deni bolar yaly b
parametrin bahalaryny tapalyn. Sonky denleme-de
Xx=2 goyup b=-8 bahany alarys.
Onda b=-8 bolanda x=14.

Seylelikde, b=-8 bolanda denleme X=14 koke,
hacanda b#-8, b#1 bolanda iki sany
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X=-b++/b*>+3b—4 koklere eyedir. Bu kokler -

4<pb<1 bolanda mana eye déldirler.

§3. Irrasional denlemeler

Eger-de
fla, b, c, ..., k x)=g(a, b, c, ..., k x)

denilemanin iki bolegi-de ya-da haysy hem bolsa bir
bolegi x ululyga gord irrasional aiilatmany saklayan
bolsa, onda bu deillemd bir {iytgeyinli irrasional
detileme diyilyar.
Mysal {igin:

2x—/3x—4 =.Ja+1; J2x—-a+5x=0;

Yx—=b-—x=3%2x+a+1

denlemeler irrasional denlemelerdirler, a,b —
hemiselikler bolsa parametrlerdirler.

Bu gorniisli denllemeler berlen denleminin
ikibolegini-de dereja gotermek bilen kem-kemden
irrasional denlemeden rasional denllema getirmek bilen
coziilydr. Bu yagdayda del koklerin emele gelmegi
mimkindir. Sonunl {igin her bir ¢Oziw barlagdan
gecmelidir.  Irrasional denlemeleri  ¢6zmekligin
umumy usuly yokdur, her bir denlemd ayratyn
cemelesmelidir.

1 — nji mysal: Jx2+ax—2a=x+1
denleméni ¢6zmeli.

35



Coziilisi: Bu denilemini kwadrata goterip alarys:

X>+ax -2a=x"+2x+1

ya-da
(a-2)x=2a+1

Hacanda a=2 bolanda 0 x=5 gorniisli deiileméni
alarys, sonui {icin berlen defileménin ¢oziiwi yokdur.
2a+1
a-2
cOziliwin barlagyny gecirelini, onuii {igin ony berlen
defilemede ornuna goymaly:

Hacanda a#2 bolanda x = ¢Oziiwi alarys. Bu

2
\/(2a+1j . a(2a+1) _og o 2a+1+1 ya-da

a-2 a-2 a-2
da-1 3a-1
a—Z‘_a—Z'
‘ 331 %_21, hagandaa>2,a£%
Bu yerden —‘:
a-2 1-3a

, hacanda 1 <a<?2.
2 3

2a+1
a-2
bolanda berlen denleménin ¢oziiwidir. Haganda
1/3<a<2 bolanda denleménin koki yokdur.

Berlen deiileméni ¢6zmekligini yene bir usulyna
seredip gecelin. Denleménin berlisine gord onun
kokleri

Seylelikde, x = anlatma a>2 we a<l/3
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X°+ax-2a>0 we x+1>0

denisizlikleri kanagatlandyrmaly. Denleménin iki
bolegini hem kwadrata goterip alarys:
x*+ax-2a=(x+1)’

(x+1)>>0 bolyandygy iicin defileminif islendik koki
x*+ax-2a>0 densizligi kanagatlandyrmaly. Onda
berlen denilleme denlemelerin asakdaky garysyk
sistemasyna
X’ +ax-2a=({+1)
x>-1
dengiiy¢lidir. Bu yerden
(a—2)x:2a+<[L

x>-1.

Haganda a=2 bolanda sistemanyn ¢6ziiwi yokdur.
Goy, a#2 bolsun, onda

2a+1
X =
a—2
x>-1
Bu sistemany ¢6zmek iicin a parametrin 2a +21 >_1
a —

deiisizligi kanagatlandyrjak bahalaryny tapmaly. Bu
densizlik asakdaky iki sistema dengiiyclidir:

37



2
a) {a g bu yerden a>2. b)
2a+1>-a+2,

a<?2 , 1
buyerden g<=.
{Za +1<-a+2, 3

Gorsimiz yaly yene-de 6nki ¢oziiwleri aldyk.

Kopleng, irrasional deiilemeler c¢oziilende
komekei ululygy girizmek amatly bolyar.

1 — nji mysal: J3Xx—2++/x+2=a

denleméni ¢6zmeli.

Cozilisi: Serte gora {

3x—-2>0
X+22>0,

bu yerden X> g,
3

diymek denleménin kokleri XZE, a>0 densizlikleri
3
kanagatlandyrmaly bolarlar.

Goy VX+2 =y >0 bolsun. Onda x+2=y* we
3x-2=3y?-8, seylelikde berlen defileme
J3y’-8=a-y
gorniisi alar. y ululyk
y=>0
y<a
3y2-8>0
sistemany  kanagatlandyrmaly.  |/3y*-8=a-y
denleménin iki bolegini-de kwadrata goterip alarys:
3y>-8=a’-2ay+y*>0
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Bu defileminiit koki 3y*-8>0 defisizligi
kanagatlandyrmaly, seyle hem 0<y<a.
Sotiky defilemeden yonekeylesdirip, ~ 2y*+2ay-
(a°+8)=0 deflemd gelip, ony ¢oziip alarys:

Yis =;(—&i\/3a2 +16)

Bu yerde y;1<0, sonui {i¢in ol defilemanin koki
dildir. y, kok iicin 0<y,<a
densizligi ulansak

{m <3a ya-da
J3a’+16>a

6a* >16

{Za2 +16>0

sistema geleris. Onda a>0, 24°+16>0 deiisislikleri
ulanyp, sonky sistemanyn ¢oziiwinin 5> 2;% serti
kanagatlandyrmalydygyny goreris.

Seylelikde, bu deiisizlik yerine yetende berlen
deiileme

y, :;(—a+ 3a” +16)

koke eyedir. Bu yerde +X+2 =Yy >0 belgilemini
hasaba alsak berlen denlemanin ¢oziiwi

=y: -2 :;(Za2 +4-a+/3a’ +16)
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bolar.
Haganda a<2¥° 2f bolanda defilemanin koki yokdur.

Ozbasdakis: /X =x’+a (\/ y)

denleméni ¢6zmeli.

Bellik:1) Kop yagdayda irrasional denlemelerin
coziiwlerini tapmaklyk berlen deiilemd dengiiycli
bolmadyk  kwadrat  deiilemelerin  ¢dziiwlerini
tapmaklyga syrykdyrylyar. Sonun ig¢in kokleri
barlamaly bolyar.

2) Coziiwleri grafikleri gurmak bilen hem barlamak
bolar.

§4. Gorkezijili defilemeler

a>0, b>0 hemiselikler ti¢gin
af®=pI™ (1)

gorniisddki denlemd gorkeziili denlleme diyilyar. f(X)
we g(x) funksiyalaryn kesgitlenis Vyaylalarynyn
kesismesi bu detileminin kesgitlenis yaylalasy bolar.

a=b=1 bolanda (1) denileménin ¢éziiwi dhli sanlar
bolar. a=1, b1 bolanda (1) defileme {g(x) =0

XeR

f(x)=0

sistema , a#l, b=1 bolanda bolsa
xeR

sistema
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dengiiy¢li bolar. Haganda a=b (a>0, a#1, b>0, b#1)
bolanda (1) denlemd dengiliy¢li bolan f(x)=g(x)
detileméni alarys.

(1) detlleméni a#b (a>0, a#1, b>0, b#1)
bolanda onla dengiiy¢li bolan

log.a'™ =log b*" (c>0,

c£l) (2)
detileme bilen ¢algyryarys.

Eger-de c=a diysek, onda  f(x)=g(x)-logab
denilemi geleris.

Umuman, islendik gorkezijili defileménin
coziliwi kébir yonekey gorkezijili denlleménin
cOzliwini tapmaklyga getirilyar.

Mysallara seredelin

1-njimysal. ¥a® a?= \/

denileméni ¢ozmeli.

Coziilisi: Denlemanin berlisine gora: a>0, x£-1. Bu
sertlerde berlen denleme
5 5x-10
avt=a 2
denilemi dengliy¢lidir.
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a=1 bolanda x=-1 bahadan beyleki dhli sanlar
denileménin ¢6ziiwi bolar. Hacanda a>0 (a#1) bolanda
sonky denillemeden alarys:

5 _5x-10 ya-da x°—x—4=0. Bu yerden
X+1 2
x=05(+~17).
2 — nji myal. a*1=b** defilemini ¢ozmeli.

Couziilisi: Serte gord a>0, b>0. Eger-de a=b=1 bolsa
onda x — islendik san. Eger-de a=1, b#1 bolsa, onda
x=3; b=1; a#l bolsa, onda x=-1. Goy, indi a#l, b#l
bolsun, onda a esasa gord logarifmlere gecsek:
X+1=(3-x)log.b ya-da (1+log,b)x=3 logsb-1

denlema geleris. Bu yerde 1+log,b=0 (bzlj bolsa ,
a

1
onda defleménin ¢oziiwi yok. Eger-de b # — bolsa,

d
3
onda denleménin ¢Ozliiwi X = M bolar.
1+log, b
3_njimysal.  a®*-a®?+a*=b, a>0

denleméni ¢ozmeli.

Coziilisi: Eger-de a=b=1 bolsa, onda islendik x
denleméanin ¢oziiwi bolar, eger-de a=1, b#1 bolsa
defileménin ¢oziiwi yokdur.

Berlen defilemini 6zgerdip, a®*(a®-a+1)=b gorniige

getiryaris we ony ¢dzmek ti¢cin onun iki bolegini-de
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(a®-a+1) aflatma bdlmeli, sonufl {icin hem a>0, a#1
bolanda  a*-a+1=0 denligi kanagatlandyrjak a
parametrifi bahalaryny tapmaly. Onufl iicin  a’=a-1
defiligi ulanyp, y=a’  y=a-1 funksiyalaryi
grafiklerini gurup, berlen denlleminin ¢oziiwiniii III
caryege diisjekdigine goz yetireris. Sonun ligin hem
a>0 bolanda a® >a-1 ya-da a® —a+1>0 deiisizligi
alarys.Seylelikde, a®>>0 deiisizligi hasaba alyp b>0
boljakdygyny goreris. Diymek,  a>0(a#l1), b>0

bolanda g* = _b denlige geleris. Bu yerden
a’-a+l

2x -3 = IogasL ya-da
a —a+l

Denleménin ¢oziwi: 1) a>0, (a#1), b>0 bolanda

1 b
X=— |09a37+3
2 a’—a+1l

2) a=b=1 bolanda x-islendik san

3) a=1, b#1 we b<0 bolanda denleméinin
¢Ozliwi yokdur.
Ozbasdakis: 1) a*(@®+1) = a @*+a"); 2) a*+
a2x — a6x

Jogaplary: 1) a=1, bolanda x- islendik san; a>0 (a#1)
bolanda x=1.
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2) a>0 (a#1) bolanda y _ joq 1+v5  a=1 bolanda
V2

denlleméanin koki yokdur.

§5. Logarifmik denlemeler

Goy,
log, f(x)=Ilog, F(X), (1)

nirede a>0, a#l, b>0, b#1, deiileme berlen bolsun.
Bu denlemd logarifmik denleme diyilydar. Bu
denileménif kesgitlenis yaylasyny
f(x)>0
{F(x) >0
sistema kesgitleyar.
Hacanda, a=b bolsa, onda (1) denlemd dengiiycli
bolan f(x)=F(x) denleméni alarys. Eger-de a#b bolsa,
logarifmlerin  bir esasdan basga esasa ge¢mek
diizgiinine gord (1) defileme
1

log, () =-——log, F(x

a

gorniisli deilemd, ol bolsa 6z gezeginde

[ (0] =F(x)
denilema dengiiycli bolar.
Bellik: (1) gornisli denlemeleri ¢ozmeklik kop
vagdayda, logarifimik denlemelerin  kdoklerini
tapmaklyga syrykdyrylyar.
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Mysal li¢in, 3lg*(x—a)—10Ig(x—a)+3=0 deileme
lg(x-a) anlatma gord kwadrat denlemedir we onun 6zi
asakdaky iki denlema dengiiy¢li bolar:

a) lg(x — a)=3, bu yerden x=a+1000; b)

Ig(x_a):;,buyerden x:a+i/E.

Mysallara seredelin.
1 — nji mysal: | 0,9°+2l 0,(x+2)=1
denlemaéni ¢6zmeli.
Coziilisi: Bu defileme licin a>0, a#/ yerine yetmeli
we onun kesgitlenis yaylasy
R={-2<x<0; 0< X< o}

bolar. Bu sertlerde, berlen denileme

2log,|X +2log, (X +2) =1 denilemé ya-da

1
log,|X|- (x+2) = 5 ©)

denilemi dengiiycli bolar. Logarifmin kesgitlemesinin
ulansak, alarys:

X-(x+2)=+/a (4)
Iki yagdayyii bolmagy miimkindir: a) Goy, -2<x<0
bolsun, onda (4) denillemeden
—x(x+2)=+a deillemi ya-da
X +2x+~/a=0

deiilema geleris. Sonky denleméni ¢oziip alarys:

x, =—1—-+/1-+a, x, =—-1++/1-+/a,

haganda 1-va >0 (0<a<1).
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Seylelikde X ,X, koklerin -2 < x < 0 aralyga
degisli boljakdygyny goreris.
b) Goy, indi x> 0 bolsun, onda (4) defilemeden

X(X+2)=+a ja-da X +2x—+a=0

denilema geleris. Bu yerden
x,=—1+~1++/a, X, =—1—+/1++/a
X, <0, yagny x>0 sert yerine yetmez. Emma a>0

bolanda X;>0 bolar.

Seylelikde bu mysalyn jogaby asakdaky yaly bolar:
Hacganda 0<a<1 bolanda

X, --1-J1-+a, X, =—1+ Ji-+a

koklere,  hacanda a>1 bolanda  bolsa
X, ==14++/1+ Ja  koke eyedir.
2 — nji mysal: Ig(x—a)—ng=%Ig(x—b)

denlemaéni ¢6zmeli.
Coziilisi: Bu denleme iicin kesgitlenis yaylasy bolup

X > a

X >b
sistema hyzmat eder. Bu yagdayda berlen denleme
Ig% =IgJx—-b denlemi, ya-da x—a=2Jx-Db

denilema dengiiycli bolar.
Goy, a=b bolsun, onda berlen denleme

X—a=2J/Xx—a vya-da x/x—a(\/x—a—Z):O
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denlema geler. Kesgitlenis yayla gord
Jvx—a#0 (x—a>0)bolar, onda sonky denleme
Jx—a=2 denlemid dengiiy¢li bolar, onui ¢dziiwi
bolsa x=a+4.
Goy, indi a#b. Onda X—a=2vX—Db denleméini
kwadrata goterip alarys:
x> —2ax+a’ = 4(x—b)

ya-da

x*—2(a+2)x+a’+4b=0.
Soniky denileméni ¢ozelin:

2
D =(—gj —ac=(—(a+2))2—(a2+4b)=a2+4a+4—a2—4b = 4(:

Goy D=0 vyagny a=b-1 bolsun, onda defnleméanin
kokleri X, = X, =a+ 2.
Goy D>0 (a>b-1) bolsun , onda denleménin iki diirli
X, =a+2-2Ja-b+1 we
X, =a+2+2vJa-b+1
kokeri bolar. Bu koklerin
(x—a)® =4(x—b)

yetyar. Indi, a we b parametrlern X;, X, kokler ii¢in
X>a serti yerine yetirydn bahalaryny kesgitlalini.
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Onufi iigin f(X)=x*-2(a+2)x+a’+4b
funksiyany girizip, f(a)-ny hasaplarys:
f(a)=4(b—a).

Bu yerde b-l<a<b bolsa, onda x; X, kokler iigin
a<b<x;<x, densizlikler yerine yeter, sonun {igin X,
X, - kokler berlen denleméanin kokleri bolarlar.
Eger-de a>b bolsa, onda f(a)<0 bolar, sunlukda
b<x;<a<x, densizlik,yagny x>a serti difie X,-kok
yerine yetirer.

Jogaby: Eger-de a=b bolsa, onda x=a+4; eger-de
b-I<a<b bolsa, onda x=a+2+2Ja—b+1; eger-

de a>b bolsa, onda x=a+2+2va—b+1; eger-de
a<b-1 bolsa, onda ¢6ziiw yokdur.

Ozbasdak is: 1)*2—\1/¥.><+\1/T3 —Ya? : Jogaby: Eger-
a

de a=1bolsa, onda x#£x1; eger-de a>0 (a#l)

bolsa, onda x=2.

2) 2log,a+loga,a+3log.’a=0; Jogaby: Eger-de a=1

bolsa, onda x>0 (x#1); Eger-de a>0 (a#1) bolsa,
Ja Va?

onda X1=?, X, = 2
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§6. Trigonometrik denlemeler

Eger-de  defilemede  gozlenilydn  ululyk
trigonometrik funksiyanyn argumenti hokiiminde
gelydn  bolsa, onda trigonometrik defleme
diisiinjesine gelinyar. Bu gorniisli defilemeler yonekey
trigonometrik denlemelerin birine getrilip ¢o6ziilyar.
Hakykatdan, hem

1. sin[f(x)]=a, (a]<1) gomisli defileme

f (x) =arcsina+ 2zn

we f (X) =z —arcsina + 2zn
denlemelerin toplumyna, ya-da
f(x) = (-1)* arcsina+ 7k detilemi dengiiycli bolup,
2. cos[f(x)]=a, (]a\ Sl) gorniisli  defileme
f (x) = arccos a + 27
denilemelerin toplumyna denigiiy¢li bolup,
3. tg[f(x)]=a we Ctg[f (X)] =a gornisli
denilemeler degislilikde
f (x) =arctga+zn we f(x) =arcctga + zn
denilemelere dengiiycli  bolup, olaryn c¢oziwleri
hokmiinde  sonky alnan denlemelerin ¢oziiwleri
alynyér.
Mysal  {gin, sin(2x+3)=b+1gdrniisli  deilleme
parametrin  —/<b+I<] (-2<b<()) aralyga diisyidn
bahalary iicin 2x+3 = (-1)* arcsin (b+1)+k/Zgorniisli
denilemini ¢6zmeklige syrykdyrylyar.
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Yonekey bolmadyk trigonometrik defilemeleriii
kéabir mysallaryna seredip gecelini.
1 - nji mysal: tg”2x-(2a+1)tg2x+a(a+1)=0
denlemaéni ¢6zmeli.
Coziilisi: Bu denleme tg2x ululyga gord kwadrat
denlemedir, sonun ii¢cin hem bu denileme

tg2x=a+1 we tg2x=a

denllemelerin toplumuna dengiiyclidir. Bu denilemeleri
¢Ozsek, berlen defilemanin ¢ozliwleri

x—largtg(a+1)+17zn we x—lar ta+17zn
2 2 B

bolarlar.
2 — nji mysal. (a—1cosx+(a+1)=2a

(1)

Coziilisi: Bu denilemini belli formulalaryn kdmegi
bilen

(3a—1)sin? > —2(a+1)sin = cos~ +(a+1)cos? = =0 (2)

2 2 2 2
gorniisli defilemi getiryris.

Bu denlemede a = % goysak, onda
“Bin Xcos X+ 2cos? X 20 ya-da
3 2 2 3 2
cosx(cosx “2sin 2 |=0
2 2 2
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denlemelere geleris. Sonky denileme

x 1
COS)2(=0 we t95=§(cos)2(—23in)2(=0)

detilemelere dengiiyclidir. Bu  denlemelerini
birinjisinin = X =7(2n+1) ,
ikinjisinitt X = 2arctg (l/2) + 27K ¢oziiwleri bardyr.

Eger-de g # ; -1<a<I bolsa, onda (2) defileme

(3a—1)tgz)2(—2(a+1)tg)2(+a+1:0

a+1++/201-a?)

gorniisli defilema dengiiycli bolup,

2
tgiz a+1—«/2i1—a ) we tgi _
2 3a-1 2 3a-1
koklere eyedir.
Seylelikde bu defilleménin ¢oziiwleri
1) 5= 1 polanda Xx=m(2n+1) we

x = 2arctg(1/2) + 27Kk ;
2) ax ; (-1<a<I) bolanda

a+1+.20—a?)

3a-1

X = 2arctg + 27N

gorniisde bolarlar.
3) |a]>1 bolanda denleménin ¢6ziiwi yokdur.
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3_njimysal.  asin®x+cosx=0 (3)

Coziiliisi: Bu denlemeden COSX=z, (|z|<[) ornuna
goymany ulanyp

az’—~z-a=0 (4)
deilemi geleris.

Goy, a=0 bolsun, onda z=0 yagny COS X=0 bolar we
onufl ¢6ziwi X = %(Zn +1).

Goy, indi a#0 bolsun. Onda (4) defileméni ¢oziip,

21:1(1—\/1+4a2), Z, 1(1+'\/1+4a2)
2

a " 2a
kokleri alarys. Indi, bu koklerin |z|</ serti
kanagatlandyrmagyny {ipjiin deyédn a parametrin
bahalaryny kesgitlemége girigeliii. Onun ii¢in

f(z)=az’>-z-a
funksiya seredelin we bu funksiyadan alarys:
a-f(-1)=awea- f(+1)=-a
Eger-de a>0 bolsa, onda a- f(~1)>0, a- f(+1)<0.
1 1

4 4 _1 = - f . L2
bu yagdayda —1< o4 ( ca (z) koklerin
yarymjemidir), onda -1<z,<1<z, seylelikde (4)

denleme dine bir 2, = 21 (1— \/1+Ta2 )
a

¢cOziiwe eyedir.
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Eger-de a<0 bolsa, onda a- f(-1)<0, a- f(+1)>0.,
bu yagdayda

2,<-1<7;<1 bolyandygy iicin z; (4) denleménin
¢cOziiwidir.

Sunlukda seredilyédn defileménin ¢oziiwi:

1) a=0 bolanda X= %(ZI’I +1);

2) a#0 bolanda cosx:i(l—x/1+4a2)

2a
denlemdnin ¢oziiwi bolan

X = +arccos 2i (l— V1+4a’® )+ 27K gorniisde bolar.
a

Ozbasdak is: asin X—bcosx=Db. denlemini
¢Ozmeli.

§7. Parametrli ¢yzykly deisizlikler

Goy,
fla,b,c,....kx)>p(ab,c,.. . kx) (¢))

gorniisli denisizlik berlen bolsun. Bu defsizlige
a,b,c,....k parametrlere bagly

------

kopliiginde seredilydn parametrlerin f we ¢
funksiyalary manyly edydn bahalarynyn toplumy
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parametrlerin  yolbererlik bahalarynynn ulgamyny
emele getirydr. Parametrlerin yolbererlik bahalarynda
X uytgeyan ululygyn X=X, bahasynda f we ¢
funksiyalar hakyky bahalary kabul etseler, bu X=X,
baha liytgeyan ululugyn yolbererlik bahasy diyliyar. X
iytgeydan ululygynn yolbererlik bahalarynyin toplumy
(1) densizligin kesgitlenis yaylasyny emele getiryar.
Bu yayla girydn we (1) densizligi parametirleriii
yolbererlik bahalarynyn toplumy licin
kanagatlandyryan her bir X=X, baha (1) densizligin
hususy ¢oziiwidir. Sol hususy ¢6ztiwlerin toplumy (1)

defisizliginn umumy c¢ozliwini berer.  Seylelikde,
denisizligi ¢6zmek diymek, onut umumy ¢oziiwini
tapmakdyr.

Kesgitleme: a,b,c,....,k paremetrlerin  yolbererlik
bahalarynyni sol bir toplumy ii¢in
fla,b,c....kx)>p(a,b,c,... kx) Q)
we
F(ab,c,...k x)>®(ab,c,...k,x)  (2)
denisizlikler umumy ¢6ziiwe eye bolsalar, onda bu
denisizliklere dengiiy¢li densizlikler diyilyar.
Kéabir mysallara seredelin:
1-njimysal. a**<a™® we a*<a® (a>0)
densizlikler dengiiyglidirler. Sebdabi a=1 bolanda bu
densizlikler ¢oziiwe eye dildir; a>1 bolanda bu
densizlikler x<8 umumy ¢oziiwe; 0<a<l bolanda x>8
coziiwe eyedirler.
2—-nji mysal. 3x-m<0 we 2x+1>m densizlikler
dengiiy¢li daldirler, sebdbi olaryn c¢oziiwlert m
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parametirin  dhli yolbererlik bahalary {i¢in gabat

m
gelmeyarler. (birinji  densizligin  ¢oziiwi X<§,

ikinjininki x>0 1),
3-nji mysal.
1 X 1 a-b
@bPs t | sl@opps L
{ (a-b)* ) (a-b)*
we

(2+«/a—b)x > (2+«/a—b)a_b

densizlikler dengiiycli dildir, sebdbi bu defisizlikler
x>a-b yaly umumy ¢6ziiwe eye bolsalar hem, bularyn
birinjisi a=b sertde, ikinjisi dife a>b
sertde mana eyedirler.

Derisizliklerin dengitiycliligi hakyndaky
teoremalary getirydris. Goy, bize (1) deiisizlik berlen
bolsun. Bu deiisizligin kesgitlenis yaylasy kesgitlenis
yaylasy bolan, parametirlerii yolbererlik bahalary
parametirleriniit  yolbererlik bahalary bilen gabat
gelyin y=F (a,b,c,....k,x) funksiya berlen bolsun.
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1-nji teorema.
f(a,b,c,....k, x)> p(a,b,c,....k, x) we

f(a,b,c,...k, x)+ F(a,b,c,... k, x)> defisizlikler
o(a,b,c,....k,x)+F(a,b,c,....k, x)
Ozara dengiiyclidirler.

2-nji teorema. a) Eger-de F(a,b,c,...,k,x)>0
bolsa, onda

f(a,b,c,...k,x)>¢p(a,b,c,...k,x) we
f(ab,c,...k,x)F(ab,c,...k,x)>
ola,b,c,...k,x)F(a,b,c,....k, x)

defisizlikler; b) Eger-de F(a,b,C,...,k,X)< 0 bolsa,

onda

f(a,b,c,..k,x)>¢(a,b,c,...k,x) we
f(ab,c,...k,x)F(a,b,c,...k,x)<
<¢(a,b,c,... k,x)F(a,b,c,....k, )

deinisizlikler 6zara dengiiyclidirler.

3-nji teorema. Eger-de f(a,b,c,....k,x)>0 we
¢(a,b,c....,k,x)> 0bolsalar, onda

f(a,b,c,...k,x)>¢p(a,b,c,...k,x) we

f"(a,b,c,....k,x)>¢"(a,b,c,....k,x)(n-
natural san)
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densizlikler 6zara dengiiy¢lidirler.
Bellik: Bu teoremalaryni subutlary san densizliklerin
hésiyetlerini ulanmak bilen alynyar.

Densizlikler hakyndaky bu umumy diizgiinlerini
ilki  bilen c¢yzykly deinsizliklerde ulanylysyna
seredelin. Goy, A,B ululyklar hakyky sanlar ya-da
parametrlere  bagly funksiyalar bolsunlar. Bu
yagdayda, her bir

Ax>B, Ax<B, Ax<B, Ax>B
gorniisli denisizliklere X liytgeyénlere gord ¢yzykly
dernsizlikler diyilyar.
4—nji mysal. (m —1)X < 5m ¢yzykly densizligi m
parametre gord ¢ozmeli.

Coziilisi.Eger-de m=1 bolsa, onda 0x<5 densizligi
alarys, ol bolsa x-ululygyn islendik bahasy ti¢in
dogrudyr.

om

Eger-de m>1 bolsa, onda X<, m<1 bolsa,
m_

5m
onda X>——.

5-nji mysal. x ululyga gord ¢yzykly densizlige
getirilydn

2X—5 X+7 < 3X—2m
m-1 3 = 2(m-1)
deiisizligi ¢ozmeli.
Coziilisi. Eger-de m=1 bolsa, bu densizligit manysy
yokdur.
Eger-de m-1>0 bolsa, onda bu densizlik
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6(2x —5)—2(m—1)x + 7) < 3(3x — 2m)

densizlige dengiiy¢lidir. Bu denisizligi ¢oziip alarys:
X > M(m >25), x< M(1< m<25) we

2m-5 2m->5 :
x —islendik san(m = 2.5)
Eger-de m-1<0 bolsa, berlen densizligi (m-1)
anlatma kopeldip, kébir yonekeylesdirmelerden sofira,
berlen densizlige dengiiycli bolan

(2m-5)x < -8(m+2)

denisizlige geleris. Bu denisizligi cozlp
- 8(m +2)

2m-5
Jogaby: m=1 bolanda defsizligin manysy yokdur;
m=2,5 bolanda x — islendik san; m<l we m>25

¢oziiwi alarys. Sebdbi 2m—5<0.

bolanda x> _zf;nf); 1<m<2,5 bolanda
XSM )
2m-5

Kébir yagdaylarda berlen densizligi ¢yzykly
densizliklerin ulgamyna getirip ¢6zmeli bolyar. Seyle
mysallaryn birine seredelin we ¢ozelii:
2X—m m 3

6-njy mysal. (m—2)(X+3)_m_2<X+3

deiisizligi ¢ozmeli.
Coziilisi. Densizligin berligine gora m # 2, X # —3.
X_6—7m

Bu defisizlik —M=2 5
X+3
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densizlige, sonky densizlik bolsa, 6z gezeginde iKi
sany asakdaky sistemalara

6—-7m 6-7m )
{X > we {X < > dengiiyelidr.
X

m-2 m —
X > -3 <-3

6-—7m

Coziwi gozlemek {igin we -3 ululyklary

deniesdirmeli bolyar. Onun {igin bularyn tapawudyny

v B=TM —4m
kesgitlevaris: —(-3)= .
S m-—2 -=3) m-—2
Bu aiilatma ii¢in alarys:
_Am g ya-da m o (m<0 we m>2),
m-—2 m-—2
4dm
———=0 (m=0
——=0 (m=0)
_AM 0 ya-da 2™ 0 (0<m<2)
m-—2 m-—2
Sunlukda,
6-7m
<3 (m<0 we m>2)
m-—2
6-7m
we >-3 (0<m<2)
m-—2
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Jogaby:

R:{—w<x< ;—3<X<w}

m-—2
(m<0 we m>2)

R:{—w<x<—& 6_7?<x<a%

(0<m<2)

Indi baslangyc¢ sertli ¢yzykly demsizligin bir
mysalynyn ¢oziilisine seredelin.
7-nji mysal. ‘X‘ < 3deiisizligi kanagatlandyryan
ahli x — lar icin
(k—1x+2k+1>0
densizlik k ululygyn haysy bahalary {i¢in dogry bolar?
Céziilisi. Goy, f(x)=(k—-1)x+2k +1 bolsun. f(x)
— ¢yzykly funksiya bolup grafigi goni ¢yzyk bolar. [-
3,3] aralykda berlen defisizligin yerine yetmegi iicin
{f(4ﬂ>0 Ja-da {4—k>0
f(3)>0 5k —2>0
densizlikler yerine yetmeli, bu yerden bolsa meselidnin
jogaby 0,4 <k <4 bolar.
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§8. Kwadrat densizlikler

AX* +Bx+C>0 (>,<,<weA=0)
gorniisli denisizlige X-ululyga gord kwadrat densizlik
diyilyar.

Bu yerde A,B,C hakyky sanlar ya-da
parametrlere bagly funksiyalardyr. Parametrlerin
A,B,C — ululyklary mana eye edyian bahalary olaryn
yolbererlik bahalarynyn toplumyny emele getiryér.

Mysala yiizlenelin: Goy,

mx* —2(m-1)x+(m+2) <0

gorniisli densizligi ¢ozmek gerek bolsun.
Coziilisi: Eger-de m=0 bolsa, onda 2x+2<0
densizlige geleris, bu yerde x<-1 bolar. Goy, indi
m # 0 bolsun. Kémekei

f(x) =mx® =2(m-Dx+(m+2)
funksiyany girizyaris. X-ululyga goérd kwadrat
densizlik ticin f(x) <O .
Kwadrat T{icagzanynn diskriminantyny kesgitldlin:

%Dz(m—l)2 —m(m+2)=1-4m

Eger-de D< O(m > %) bolsa, onda argumentin islendik

bahasy li¢in f(x)>0 bolar we berlen detsizligin
cOzliwi yokdur.
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Eger-de D= O(m = %) bolsa, onda

2
f(x) = G + gj >0(-0o< x<w)bu yagday icin hem
berlen delisizligin coziiwi yokdur.

Goy, indi D >O[m<%) bolsun. Onda f(x)=0 bolanda

X = %(m -1+V1- 4m). Iki  yagdayyn  bolmagy

miimkin: 1)M<0. f(x)<0 deisizligi cozmek
diymek  f(X) funksiya bilen = M—ululygyn
alamtlaryny gabat getirjek  x- ululygyn bahalaryny
tapmak diymekdir.

Bu soragy cozmek licin
m—-1-+/1-4m<m-1++/1-4m densizlige
seredyaris. Elbet-de, m< 0 bolanda

l(m —1—+/1-4m) > l(m —1++1-4m)
m m
Sonun iigin hem berlen deiisizligin coziiwi

—00 < x<l(m—l+\/l—4m);
m

R= 1 bolar.
—(M-1-v1-4m)< X <o
m

1
2) O0<m< 1 Bu yagdayda f(X)<O0 densizligi

cozmek diymek f(X) funksiya bilen M —ululygyn
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alamtlarynyn gapma — garsy bolmagyny {ipjiin edydn
X- ululygyn bahalaryny tapmak diymekdir. Serte gora

1 1
H(m —1-v1-4m)< E(m —1++/1—4m) densizlik

yerine yetip, berlen detisizligin
cOzliwi

R= {%(m —1-J1-4m) < X <%(m—1+ \/1—4m)}

bolar.
Jogaby: M =0 bolanda R = {—oo <X< —1};

—00 < x<l(m—l+\/l—4m);
m
! (Mm-1-+v1-4m)< X <

m

M < Obolanda R=

1
O<m< 2 bolanda

R= {%(m—l—\/l—4m) < X <%(m—1+ «/1—4m)}

1
m = 2 bolanda deisizligin coziiwi Jokdur,

Kopleng, densizlikler kidbir gosmaga sertler
bilen berilyir. Su yagdaya asakdaky mesele boyunga
seredelin.

Mesele: ‘X‘ <1deisizligi kanagatlandyrjak #hli
X- lar tigin
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x> —(a+Dx+a+1>0

defisizligi kanagatlandyryan @ parametrii hakyky
bahalarynyn kopliigini kesgitlemeli.

Cozillisi: Goy, T(X)=x*—(a+l)x+a+l
bolsun. Ugagzanyti diskriminanty D =(a+1)(a—3).
Onda —1<a<3 bolanda D <0 we a parametriii
bu bahalary iigin f(X) funksiyanyn alamaty X -

ululygyni islendik hakyky bahalarynda x°- agzanyn
koeffisiyentinini alamaty bilen gabat geler. Diymek,

dhli —1< X <1 iicin f(x)>0.

Goy, indi a=-1, a=3 bolsun, onda D=0 bolar.
Eger-de a=-1 bolsa, onda f(X)= X* we x#0
ticin f(X) >0(yagny x=0 iigcin f(0)=0). Eger-de
a=3 bolsa, onda T (X)=(x—2)*>0(x # 2),
diymek #hli [X|<1 iigin f(X)>0. Seylelikde,
f(x)>0(]x<1,-1<a<3).

Indi a<-1, a>3 icin D>0 bolyan yagdaya
seredyiris. Goy, f(X)=0 defileminii X, we X,
ticin X; <X, densizlik yerine yetsin. Meseldnin sertine
gori f(X) >0 denisizligini yerine yetmegi ligin [— 1,1]
aralygyn [Xl, Xz]aralygyﬁ dasynda bolmagy zerurdyr,
yagny
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a) X, <X, <1l we b)-1<X <X,

densizlikler yerine yetmeli. Eger-de indi
X, +X, a+l1 |
> T deniligi hasaba alsak, onda a) sert 4 -
D>0

parametrin < f(-1)>0 ulgamy kanagatlandyrjak &hli

a_+1<_1
2

bahalary {i¢in yerine yeter. Bu ulgamda degisli

(a+)(@a-3)>0
hasaplamalary gecirip, {1+(a+1)+(a+1)>0 ulgama
a+l

—=<-1
2

geleris we onun ¢oziiwiniil yokdugyny goreris;

D>0
b) sert bolsa A- parametrin {f(1)>0 ulgamy

1<a_+1
2

kanagatlandyrjak @hli bahalary iicin yerine yeter. Bu
ulgamyh ¢oziiwi @ > 3 bolar.

Jogaby: ‘X‘ <1 densizligi kanagatlahdyrjak  &hli
X—lar i¢cin f(X)>0 densizlik A- parametrii
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~1<a<3 we @>3 yada —l<a<oo aralyga
diisyan bahalary ticin yerliklidir.

§9. Irrasional densizlikler

Eger-de densizligin bir ya-da iki bolegi hem X
ulylyga goré irrasional aiilatmalary saklayan bolsa ,
onda beyle densizliklere bir iiytgeyanli irrasional
densizlikler diyilyar.

1-njimysal. Vx—a +~/2x+1>~/3x—4 (1)
densizlik x ulylyga gord a parametrli irrasional
densizlikdir.

X=a
Coziilisi. Bu densizligin kesgitlenis yaylasy 4
X2—
3
sistemanyn ¢0zliwi bolar. Onda (1) denisizlik
2/2x = (2a-N)x—a >a->5,
xz2a )
4
X2
3

4
sistema dengiiyclidir. Eger-de a = 3 bolsa, onda

a-5<0, sunlukda

22x* —(2a-1)x—a >0,
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sonun iicin hem (2) sistemanyn ¢oziwi x > 4 bolar.
3

4
Edil s.m. a parametr li¢cin 3 <a<95 densizlik

yerine yetirilse , onda (2) sistemanyi ¢ozliwi X = a
bolar.
Goy, indi 5<a bolsun . Onda (2) sistemanyn birinji
densizligini kwadrata goterip (2 sistema
denigiiycli bolan sistemany alarys.
{8x2 —4(2a-1)x—a*+6a—25>0
X=a
(2a)
Goy, f(x)=8x*-4(2a-1)x—a’+6a—25
bolsun.Onda, f(x)-in diskirminanty

411 D = 4(2a—1)? +8a* — 48a + 200 = 4(6a° —16a + 51).

Emma bu ticagzanyn diskriminanty a parametrin
islendik bahasynda otrisateldir, sonun tigin hem
D>0. Buyagdayda f(x)=0 denleme iki sany

X, = X (2a—1-+/6a’ 16 + 51),
4

X, = X (2a—1+/6a’ —16a+51)
4

koklere eyedir we X, < X,. Kwadrat ligagzanyn
hésiyetine gord X < X, we X, < X densizlikleri
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kanagatlandyryan x-lar iigin f(x)>0 bolar.
Seylelikde, a>5 bolanda (2a) yada (1) sistemalar

X < X X > X,
asakdaky a) we Db)
X=a X=a

sistemalara dengiiyclidir. Bu sistemany ¢dzmek {i¢in a
parametrifi [ X;, X, ] kesimde yerlesyandigini
barlamaly:

f(a)=—(a—5)°<0
sonun tuc¢in hem X, fasX, Bu yerden a)
sistemanynn ¢Oziwinin  yoklygy , b) sistemanyn
¢ozliwnin bolsa X>X, bolyandygy gelip ¢ykyar.

4
Jogaby: Eger-de ac<

— bolsa , onda
3

R:{4SX<00 };
3

4
Eger-de§ <a<5b bolsa, onda R= {a <X< oo};
Eger-de a>5 bolsa, onda

R= {411(2&_1+ /622 —16+51) < x < oo}.

Kébir irrasional densizlikleri ¢6zmekde grafiki
usul netijeli bolyar.

2-njimysal. X—a>+X—Db densizligi ¢ozmeli.
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Coziilisi: Serte gord X=>Db. ki Dbilen
y= gD(X) =X—a funksiyanyn grafiginii

y = f(X)=+x—b funksiyanyh grafigine galtasma
sertini  kesgitldlin. Onun {g¢in berlen densizligi
kwadrata goterip, emele gelen

x> —(2a+1)x+a’+b=0
kwadrat defileméni ¢oziip,
X, =%(2a+1—\/4a—4b 1) x, =%(2a+1+\/4a—4b +1)
kokleri alarys. Eger-de 453 _4p+1=0 (a —b— lj
4

bolsa, onda x;=x,=a+0,5. Diymek, bu nokat
grafiklerin galtagsma nokatlarynyn abssissasydyr.

Bize (p(X)—funksiyanyﬁ grafiginin  f(x) -
funksiyanyn grafiginden yokarda bolmagyny {ipjiin
etjek X(X > b)-lary tapmak gerek. Cyzgydan gorniisi

valy a<b _1 bolanda grafikler kesismeyar.
4
a= b_l bolanda bir umumy nokatda galtasyar.
4

b_l<agb bolanda olar x; we x, nokatlarda
4

kesisyar. a>b bolanda x, nokatda kesisyarler.

Jogaby @ Eger —de a<b _i bolsa, onda
R= {b <X< oo};
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Eger-de g = p — 2‘1 bolsa, onda
R={b<x<a+05a+0,5<x<o}; Eger-de

b—i<a£b bolsa , onda

b<x< l(2a+1—\/4a—4b +1);
R — 2 . Eger-de

%(2a+l+\/4a—4b+l<x<oo

a>Db bolsa, onda
R= {;(2a+l+ Jda-4b+1)<x< oo}.

Alnan netijeler grafikde asakdaky yaly bolar:

A

/ a=b-1/4
a<b-1/4 /y:f X
. 0 >
a a+0.5
b'1/4<aSb a>b
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§10. Gorkezijili densizlikler

af(x) > a@(x) ’ af(x) < a¢(x) we

af(x) > a(/’(x) ’ af(x) < a@(x)

deinisizliklere elementar gorkezijili denisizlikler
diyilyar.

Tassyklama. Eger-de a>1 bolsa, onda
a'™>a”™ we f(x)>@(x) deisizlikler, eger-de
O<a<l bolsa, onda
a'™ > a?™ we f(x) < p(x) deftsizlikler dzara
dengtiye¢lidirler.

Subudy. Hakykatdan hem, goy a' > et

defisizligifi ¢oziiwi x; bolsun. Onda a’®) > a7,
Bu yerden, gorkezijili funksiyanyn hésiyetlerine gora
a>1 bolsa f(x;)>p(x;) densizlige, 0<a<l bolanda
f(x1)<e(x;) densizlige geleris, yagny X;-san sofiky
densizliklerin hususy ¢oOziiwleridir. Tersine, X;-ligin
a>1 bolanda f(x1)>¢(X;1); 0<a<l bolanda f(x1)<e(x1)
yerine yetseler, onda

af(xl) > a(p(xl)

densizlik yerine yeter. Edil s.m. beyleki densizlikleri
hem subut edip bolar.

Gorkeziji densizlikler ¢oziilende, esasan hem, onun
hésiyetleri we onun gorkezijisinin hésiyetleri gin
peydalanylyar. Mysallara seredelini.
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1-njimysal. ‘Va¥*? <*Na*? @)

Coziilisi: Densizligin berlisine gord a>0 we x#+[:

a=1 bolanda (1) densizligin cOzliwi

R={-o<x<-1 —1<x<1 1<X<oo} bolar.
3X+2 X-3

(1) densizligi axt <ax (2)

gornlise getirip iki yagdaya seredelini.

a) 0<a<l. Onda yokarda bellensi yaly (2) densizlik

3x+2 > = 3 densizlige ya-da
x=1 x+1
(3X +2)(x + 1) — (X _ 3)()( -1) >(Q densizlige geler, ony
(x—=1)x+1)
ozgerdip
V89-9Y) ~ —+/89-9
2| X— X
4 4 50
(x+1)(x-1) N

gérnlise getirip, onun ii¢in interwallar usuluny
peydalansak

Rz{_oqu@; —1sxs*/8_i_9; 1<X<oo}

cOziiwi alarys.
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b) Goy, indi a>1 bolsun. Bu yagdayda (1)
3x+2 _x-3
<
x-=1 x+1
hem 6z gezeginde ona dengiiy¢li bolan

( \/89—91 —«/89—9]
2l x— x—_ oY
<0

densizlik

denisizlige, bu densizligi

4 4
(x—1)x+1)
denisizlige getireris. Interwallar usuly bilen bu

denisizligii ¢oziiwini

R={—9+;@SX<—1; \/8_i_9£x<1}

gornilisde alarys.

2X
.. m<" —-10 15
2-nji mysal. <3-
m*+1 m*(m* +1)
3)

Goziilisi: (3) densizligi 6zgerdip
m> —10 15
+
m* +1 m%mx+ﬂ

densizligi alarys we goy, m=1 bolsun. Onda bu
densizlik

-3<0 4)

12¥ 10 15

¥ +1 +1X(1X+1)_3<0
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gorniise geler we ol X — ululygyn islendik hakyky
bahasy licin dogry bolar.
Goy indi m>0 (m#1) bolsun. Onda m*>0, m*+1>0.
(4) densizlikden alarys:
(m> —10m* +15—3m*(m* +1)<0 (5)

Goy m" =z >0 belgilemini girizeliti. Sotiky (5)
denisizlikden

(z>-10) z+15-3z (z+1)<0 defisizlige ya-da z°-37°-
13z+15<0 densizlige geleris. Sonky densizlikden
kopeldijilere dagydyp alarys:

(z—-1)z+3)z-5)<0 (6)

(6) densizlikde z+3>0 densizligi ulanyp, (z—1)(z
— 5) > Odensizligi alarys, onun jogaby 1<z <5,

Belgilemini goz 6niinde tutsak, onda 1<m* <5,
Bu yerden m>1 bolanda O<x<log,5; 0 <m< 1
bolanda log,, 5 < x <0 densizlige geleris.

Jogaby:  Eger-de m=1 bolanda x — islendik san;
eger-de m > 1 bolanda R={o<x<log,5}; eger-

de0O<m<1 bolanda R={log, 5<x<0}.

2
Mysallar: 1) a* * <a?;
Jogaby: a>1bolanda, R={-1<x<2};
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O<a<1lbolanda, R={-o0<x<-1 2 <X <o};
a =1 bolanda, ¢oziiwi yok.

, l+a™ & -0
) 12a ar-1
Jogaby:

a>1 R:{—oo<x<loga°’5; 0<x<|oga2}

O<a<l, R:{Ioga2 <x<0; log,”® <x<oo;}

3) V2-m*P <m*
Jogaby:
O<m<], Rz@+b@f3x<3}

m>1, R=g<x<3+lg,|

2ma®* -1 a*+3 1
— <

4
) m-1 2 m-1
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m<1l we O<axl,
Jogaby: L
m<—3 we 0<a<l R={0<x<of

—:1%<m<1 we a<l

m>1 we a>1

m<—; we a>1 R={-0<x<0}

—§<m<1 we O<axl

2x+1 2X+7
5) a®*-b 2 <b 2 —a**!
Gorkezme:

a=1we O<b<1
a=1we b>1
b=1we O<ax<l
b=1we a>1

O<a<+b
a>+/b
a=+b

yagdaylara ayratyn seretmeli.
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§11. Logarifmik densizlikler

log, f(x)>log, ¢(x), log, f(x)<Ilog, p(x),
log, f(x)=log, ¢(x) we log, f(x)<log, ¢(x)

gorniisli densizliklere elementar logarifmik
densizlikler diyilydr. Bu yerde a>0 we a#/. Bu
gorniisli densizlikler ¢oziilende logarifmik
funksiyanyn we san densizliklerinin hisiyetleri ginden
ulanylyar.

Tassyklama. Eger-de a>1 bolsa, onda
og, f(x)>log, o(x) (1)

f(x)> g(x)> 0 @
densizlige dengiiy¢li bolar. Eger-de 0<a<l1l  bolsa,
onda (1) densizlik

0<f(x)<o(x) 3)
densizlige dengiiycli bolar.
Subudy.Hakykatdan hem, goy (1) densizlik a>1
bolanda yerine yetsin we X;-onuil hususy ¢oziiwi
bolsun:  log, f(x,)>log, ¢(x,).

Bu yerde f (Xl) >0 we gp(xl) >0  (logarifmin
kesgitlemesine gord). Seyle hem
aloga f(xl) > aloga (p(Xl)

densizlik

bu yerde bolsa gorkezijili funksiyanyn hésiyetlerine

gori  f(x,)>o(x,)>0
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detisizlik yerine yeter. Sunlukda X;-san (2) denisizligin
hususy ¢6ziliwi bolar.

Tersine,goy, Xi-san (2) densizligin hususy c¢ozliwi
bolsun. Eger-de

f(x,)> o(x,)>0
bolsalar, onda log, f(x,) we log, o(x,) logarifmler
bardyrlar. Bu sanlar ticin

fx,)=2a"% ™) we @(x,)=a'% o) denlikler
bardyr; olar li¢in bolsa

aloga f(Xl) > aloga (P(Xl)
denisizlikler yerine yeter we gorkezijili funksiyanyn
hésiyetlerine gora

log, f(x,)> log, o(x,)
denisizlige geleris. Edil suna mefizeslikde 0<a<l
yagday tlicin degisli densizlikler subut edilyar.
Su usul bilen log, f(x)<log, ¢(x) densizligii
0<f(x)<p(x) (a>1)
defisizlige ya-da f{x)>¢(x)>0 (0<a<l)densizlige
dengiiyclidigi subut edilyar. Logarifmik densizliklerin
mysallaryna seredelin.
1-nji mysal. log (x2 + 2x)<1. (4)

Coziilisi: Densizligin berilisi boyunca a>0, a#+l;
we x*+2x>0 soiiky defisizlik bolsa a) x>0 we b) x<-2
deinisizlikler yerine yetende dogrudyr. (4) densizligi
ozgerdip log . (X2 +2x)<log_, a* defisizligi alarys we
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|a]>1 bolanda sonky defisizlige dengiiy¢li bolan
X’ +2x-a*<0
{x(x +2)>0
sistemany alarys. Bu sistemanyn birinji densizligini
¢Ozlip, onun

Rz%l—\/1+a2 =X, <X<X, =—1+\/1+a2}

¢oziiwini alarys. Bu yerden bolsa |a|>1 bolanda (4)
denisizlik asakdaky sistemalara dengiiycli bolar:

) {—1—\/1+ a’ <x<-1++1+a’

x>0
b) {—1—\/1+ a? <x<-1++1+a?
X< -2

Bularyn birinjisinin ¢oziiwi R = {O <X<-1++1+a? }
we ikinjisininki
R= %1—\/1+ a® <x< —2} bolar.
Goy, indi |a|<I (a#0) . Bu yagdayda (4)
2 2
densizlik | % *2*~2 >0
X(x+2)>0
densizlige dengiiy¢li bolar. Sistemanyn birinji
densizliginiii ¢ozliwi
R={-c0<Xx<x; X, <X<oo}, nirede

X, =—1-+1+a%, x, =-1++/1+a°.
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Sunlukda, |a|<I(a#0) bolanda (4) denisizlik asakdaky
sistemalara

2
a) {X<_1_ vit+a® R:{—oo<x<—1—\/1+a2},

X< -2

/ 2
b){x>_:L+ l+a R:{71+\/1+a2 <X<oo}

x>0
dengiiycli bolar.
Jogaby: Eger-de |a]>1 bolsa, onda

R={-1-v1+a’ <x<-2; 0<x<+vl+a® -1}

eger-de |a|<I (a#0) bolsa, onda

R=¥oo<x<—1—\/1+a2; \/1+a2 —1<X<oo}

2-nji mysal.  log,,.;(a—2)<1 5).
Coziilisi: Logarfmlerin kesgitlemesine gord  a>2,
2x+3>0, 2x+3#1.

(5) defisizligi  log,, s(@a—2)<log,,,s(2x +3)
gorniisde yazyp 2x+3>1

(x>-1) bolanda sonky densizlikdn a-2<2x+3 ya-da
x>3=>
2

densizligi alyarys.
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Coziiwi saylap almak tgin (a-5)/2 we -1
sanlary  denesdirmeli. Olaryn  tapawudyny

a->5 a-3 '
=2 _(-1)= —, taparys. Bu tapawut iigin

2
a7_3>o (a>3) we %so(ass).

, a->5 x>3=>
Bu yerde 2<a<3 bolanda —— < -1 we 2
2 X>-1
sistemanyn ¢6ziiwi X>-1 bolar; a>3  bolanda
a—_5 >-1 we JX~ 6125 sistemanyn ¢0ziwi
X>-1

X > a_—5 bolar.
2

Indi (5) densizligin 0<2x+3<1 (-1,5<x<-1) serti
kanagatlandyryan ¢oziiwlerini tapyars. Bu sertde (5)

defisizlik ~ a-2>2x+3  defisizlige ya-da y<2~°
2

densizlige dengiiyclidir. Sunlukda 2<a<3, 372 < _1
sertler yerine yetende
a-> : ST a-5
X< Tl sistemanyn ¢0ziwli —15< X< ——
-15<x<-1
bolar.
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Eger-de a>3 bolsa 2=°. _; deifisizligi alarys, onda

a->5
X< ——
2

-15<x<-1
sistemanyn ¢oziiwi —1,5<x<-1 bolar.
Jogaby: Eger-de 2<a<3 bolanda
R={—1,5<x<a;5; —l<X<oo},
eger-de a>3 Dbolanda

R={—1,5<x<a7_5; —1<X<oo}.

Mysallar:
1) log,,(x* +2x)<log,,(a+1)

2) 1—%Ig(2x—a)>%lg(3a—x)

3) log, x+1>2log, a
4) log, >log . a°

5) log, x+log, x>1.
Jogaplary:
1) a>-1 bolanda

R:{—oo<x<—1—\/a+2; ~1-+a+2<x<o |
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2) O<a<4J/2 bolanda R= {2<x<3a}

3) a>4/2 bolanda
{2<x< (7a 5\/a2—3) ]
R_

Z(7a+5\/a2 -32 <x<3a)

a=4+/2 bolanda
={2x/§<X<7\/§; 7\/§<X<12\/§};

a <0 bolanda ¢dziiwi yok.
3) a>1 bolanda

R:{%<x<1; a<X<oo};
a
O <a<1bolanda
R:{O<x<a; 1<x<i2}.
a
4) a>1 bolanda
R:{O<x<i2;a<x<a4};
a
0O <a<1bolanda

1
R:{a“<x<a; —2<X<oo}
a
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59 0<a<0,5 we a>1 bolanda

1

0,5<a<1 bolanda

1
R ={O< X < a'°gzza}

§12. Trigonometrik densizlikler

Eger-de iiytgeyén ululyk ya-da ony 6ziinde
saklayan anlatma trigonometrik funksiyalaryn
argumenti hokmiinde gelyan densizliklere
trigonometrik dermsizlikler diyilyar. Bu gorniisli
densizlikleri ¢6zmek {li¢in yonekey trigonometrik
denilemelerin we densizliklerin ¢oziiwlerinde
ulalynyan hédsiyetler, dengiiy¢lilik hakyndaky
tassyklamalar hem-de san densizliklerinin hisiyetleri
ginden ulanylyar.

Mysallara gegelin.
1-nji mysal. sinax > 0,5 detisizligi ¢ozmeli.
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Coziilisi. Bu densizligi ¢ozmek ti¢in birlik toweregi
alyp,onui listiinde ordinatasy 0,5 bolan iki nokady
belleyiris.

: 7
Ol nokatlaryf biri arcsin 0,5+ 2z = e 2m

kopliikden bolan duganyii ahyry bolar.
Cyzgydan gorniisi yaly berlen denisizlik

Z+27zn£ax£5—7r+27zn
6 6

deinisizlige dengiiycli bolar.
Jogaby: Eger-de a > 0 bolsa, onda

1 1(5

_(Z+2ﬂnjgxs—(—”+2ﬂn];eger-de a < Obolsa,

al6 a\ 6

i 3(§ﬂ+2ﬂn)gxg1(z+zﬂn}; eger-de a=0
a\6 a\ 6

bolsa, onda densizligin ¢oziiwi yokdur.

85



2-nji mysal. sinax<b, (0O<b<1)
denisizligi ¢ozmeli.

Coziilisi. 1-nji mysalda gorkezilisi yaly,
birlik towerekde ordinatasy b bolan
nokatlary g6z 6iilinde tutsak, onda

berlen sinax <b, (0<b <1) densizlige

dengiiy¢li bolan asakdaky densizligi alarys:

7 —arcsinb+2/mn < ax < 2z +arcsinb + 2:m

Jogaby: Eger-de a =0 bolsa, onda x - islendik san;
eger-de a >0 bolsa, onda

1 [7(2n +1)—arcsinb]< x < 1 [272(n +1)+arcsin b];
a a

eger-de a <0 bolsa, onda

é[z;:(n +1)+arcsinb] < x < i[zr(Zn +1)—arcsinb].
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T
-nii cos| 2Xx——|>Db, (-1<b<0
3-nji mysal. ( 4j ( )
denisizligi ¢ozmeli.

Coziilisi. Cyzgydan gorniisi yaly, berlen densizlik
asakdaky densizlige dengiiy¢li bolar:

) T
—arcsin b+ 2mn < 2x — Z <arccosb+2nn

Jogaby:

R= z—larccosb+7zn£x§z+1arccosb+7zn
8 2 8 2

4-nji mysal. tg (ax + 2) >Db densizligi
¢Ozmeli.

A

Coziilisi. Tangensler okunda ordinatasy b den

bolan K nokady alyp ony O bilen birlesdirsek,
onda OK kesim toweregin dugasyny sony

arctgb bolan nokatda keser. Tangensiii periodynyi
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7 bolyandygyny hasaba alsak, berlen denisizlik
asakdaky densizlige dengiiy¢li bolar:

arctgb+7zn£ax+2<7f2+7zn

Jogaby: Eger-de a >0 bolsa, onda
R :{l(arctgb —2+n)< x<1(£—2+mj};
a al 2

eger-de a <0 bolsa, onda

R = {i(%-sznj <X< i(arctgb —2+7Zﬂ)}; eger-de

a=0 bolsa, onda Dberlen defisizlik
tg2 > bdefisizlige geler,seylelikde

R= {—OO <X < 00} bolar.
5-nji mysal. ctg‘ZX —3‘ <m, (m>0)
densizligi ¢ozmeli.

Yy

N e
NN /
y




Coziilisi. Cyzgydan gorniisi yaly, k =01,2,...
bahalar iicin berlen densizlik
arcctgm + 7k <|2x—3 < 7+ K7 detisizlige

denigiiycli bolar. Bu detisizlikden

2Xx—3> 0 bolanda
arcctgm + 7k <2x -3 < +krx

ya-da
15+ 0,5arcctgm + 0,57k < x <1,5+ 0,57 + 0,57k

densizlige; 2X—3< 0 bolanda bolsa,
onda —7—7K<2X—-3<-arcctgm—sK ya-da

15-0,57-0,57k < x <1,5-0,5arcctgm — 0,57k

denisizlige gelinyar.

6-njy mysal.
3(2c052x—a)(3c052x+b) <1’ (O<a<1; O<b<1) defl51zhg1
¢Ozmeli.

b a
Coziilisi. Bu densizlik — 3 <C0S2X < > densizlige

dengiiyclidir.Birlik toweregi ulanyp, densizligin
cOziiwlerini alarys:

a) O,S(arccos % + ij <X< O,S(arccos(— gj + 27Zﬂj we
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b) - O,5[arccos(— gj + anj <X< —O,S(arccos % + 27sz

. 53X
7-nji mysal. sm3x—2asm23?>0 (a>0)
deinisizligi ¢6zmeli.

Coziilisi. Bu densizligi ¢6zmek {i¢in interwallar
usulyny peydalanyarys. Berlen defisizligi 6zgerdip

2sin 3—2)(c053?x— 2asin’ 3—2X >0 ya-da

. 3X 3X . 3X
2sin—(cos——asin—) >0
2 ( 2 2) ()

Yayyii i¢indéki afilatmany +1+a* kopeldip we
boliip, onuil 6zgertmesini alalyn.Onun iicin

1
0<
v1+a?

<1 bolyandygyny hasaba alyp,

1
We Ccosg =

a
bolar vyal
+a? V1+a? v

sanyn boljakdygyny goreris:

sing =

(IR

(p(0<(p<

N[

¢ + arcsin

1
V1+a?
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Onda (1) defisizlik

sin3—2X- 1+a2( 1 cos%— azsin%J>0

. 3X . 3X
denisizlige ya-da Sln7-sm qo—? >0
(2)

denisizlige geler. Y = 3—2)( belgilemini girizelin: Onda
(2) denisizlik
siny-sin(p—y)>0 ya-da siny-sin(y—¢)<0
3)
denisizlige geleris.
Komekgi f(y)=siny-sin(y—¢) funksiyany girizeliii

we elementar fuksiyanyn koklerinin 6ziini manyly
edyén interwalynda alamatyny saklayandygyny

hasaba alarys. Eger-de Y =7 we y =K+ ¢
bahalar iicin f(Y) =0 we f(Y) funksiyanyn

periody 7 sana dendir. Hakykatdan hem, f(Y)
funksiyany

f(y)= cos ¢ —cos(2y — ¢) gorniisde yazyp ona goz
2
yetireris.
f(Y) funksiya ¢oziwlerin iki kopligine eyedir.
Sunlukda [0, 7] aralyga 0,®, 7 kokler degislidir,
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0<y<e bolanda f(y)<0 we @ <Yy < bolanda

f(y) >0 bolar. Seylelikde, f(Yy) funksiyanyti
periodikligini hasaba alyp f(y) <0 densizligin
¢oziiwini R =1{m <y < @+m} gorniisde yazarys.

Onda y= 3—2X belgileméni hasaba alsak, berlen

deinisizligin ¢o6zliwini alarys:

2 2 2
R=J—m<X<—@+—an;.
3 3 3

Mysallar: 1) SIn(mx—3) <m,(-1<m<0);
Jogaby:

%(3+arcsin m+2kz)< x < %[3—(7z+arcsin m)+ 27K ],

k=0;£1,%2;...
2) sinz(ZX—%jzb, (0<b<1);

Jogaby:

§+O,5arcsin \/5+7zn <Xx< gﬂ—O,Sarcsin \/5+7zn;

gﬂ +0,5arcsin Jo+ 7k <x< gn—O,Sarcsin Jb + 7K.
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3) cos’(x+1)<a,(0<a<l);

Jogaby:
arccos JE —14+27r<X< -1+ arccos(— \/5)+ 27m;

—1- arccos(— \/5)+ 27K < X < —1—arccos +/a + 27K;
4) 2tg(ax—4)<b;
Jogaby: @ =0,b >-2tg4 bolanda X — islendik san;

a > 0 bolanda

1(4_£+ﬂkj<xgl(4+arctgg+ﬂkj;
a 2 a 2

a <0 bolanda

i(4+arctgg+7zkjs x<£(4—£+7zkj.
a 2 a 2

5) 3ctg (X—m) > a; Jogaby:

m+7zk<x£m+arcctg%+7zk.

6) |sin(2x—4)|<b,(0<b<1);
Jogaby:

Z—E—Earcsinbwzk£x32+£+1arcsinb+7zk;
2 2 2 2
1 ) T 1 )
2——arcsmb+7zk3x32+5+§arcsmb+7zk.

93



§13. Parametri girizmek bilen ¢oziilyin meseleler

Belli bolsy yaly, parametrli denlemeler ya-da
densizlikler ¢o6ziilende ilki bilen olaryn kesgitlenis
yaylasyny we parametrin yolbererlik bahalarynyn
kopliigini kesgitlemek gerek bolyar. Bulardan basga
hem funksiyalaryn diirli hasiyetlerine, esasan hem
anlatmalary dengiycli 6zgertmeklige tins bermeli
bolduk. Yone bularyii hemmesinin hem yetmezgilik
etmegi mimkindir. Sebabi geometriki, fiziki meseleler
¢oziilende olaryn geometriki we fiziki manylaryny g6z
oniinde tutmaly bolyar.

Seyle gorniigli meselelere seredelin.

1-nji mesele. Meydany S , i¢inden ¢yzylan toweregifi
radiusy Fbolan we icki «,f,y burglary
ctg % . Ctgg =2 denligi kanagatlandyrar yaly

ticbur¢lygyn bardygyny gorkezmeli.
Céziilisi. Bu iicburclugyii taraplary &,0,C bolsun.

Onda
a= r(ctg g+ctg gj b= r(ctg %+ctg %)
c= r(ctg %+ctg gj
p=r(ctg%+ctg§+ctg g) p= a+g+c
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Belli bolgy yaly S = pr, onda

S = rZ(ctg%+ctg P

y
P ictg” |
2 gzj

Iki bilen a+ f+y =+ 27K bolanda
a B Y a B v
ctg —+ctg — + ctg — = ctg — - ctg — - ctg —
g2 g2 g2 g2 g2 g2
1)

detiligi subut edelin.
Hakykatdan hem, goy Kk =2n bolsun, onda
a+pB+y=rx+4m vya-da

a+’B+Z:£+27zn.
2
cos & cosé cos”
2 2

Ly Ly .
N =ctg —+ctg —+ctg == + + =
92 g g B

2 2 sing sin - sinZ
2 2

sinM 00372/
= + ,
p y

. a . .
sin—-sin~- sin’-
2 2

basgaca
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sin a+ﬁ-sinl+cosl-sing-sin£
N = 2 2 2 2 2
B .7

. a . .
SIn—-sin"—-sin -
2 2 2

bu yerde
cosZ:cos E—OH’B+27zn :sinM
2 2 2 2

sinZ:sin z—OhLﬂ+27zn :cosa+ﬂ
2 2 2 2

Sunlukda,

COSOZ[-COSS-COSJZ/ o i y
N = =ctg —-ctg —-Clg =
By 83N,

.o . :
SIN—-SIN-—-SIN —
2 2 2
Bu denlik K =2n+1 bolanda hem s. m. subut
edilyar.
Goy, indi
a b p
ctg & votg 2 £
J 2 J 2 2

4 a 4
+ctg == =ctg — - ct Cctg =
92 92 g 92

deiilik yerine yetsin. Beyle diymek Ctgg anlatma

a
Cth : Ctg% ululyklaryn kémegi bilen yeke-tik

anladylynyp bilner diyildigidir.
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Beyleki tarapdan

o+ fty=m+27Kk Ya-da %Hzngk
p T-a—y
detilik yerine yetende Cl9 Cl Ctg 5
asakdaky deniligi alarys:
a T—a—-y 4
Ctg —+ctg ———+ctg = =
J 2 J 2 J 2
o T—a-—y 4
=Clg —.-ctg ———~-ctg =.
g 5 g g 5
Onda, bu denligin dengiiy¢liligi subut edilenden soiira
a+f+y=m Dbolanda we
o Y L v
ctg 5 - ctg 5 = 2 deilik yerine yetende
S
S =2r’ct B ya-da  ct B =— (2)
. 2 8 2 2r?

boljakdygy diisiiniklidir. Seyle hem,
(00
ctg 5 + Ctg% = Ctgg denligi hasaba alyp we

ct g+ct 1_i
B, e, T

o Y
cte —-ctg— =2
g2 g2

sistemany ¢0ziip alarys:
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Ctg%z%(s+\/82 3ot | 3

4r
ctgg = 4%(8 Vst 3 ) @
r
(S > 442 rz)

Kotangenslerini (2), (3), (4) bahalary (1) denligi
kanagatlandyryar.

Beyleki tarapdan (2), (3), (4) denilikler yerine
yetende

o p Y
ctge—>0, ctg=—>0, ctg—>0,
g2 g2 g2

we O<a<rn O<p<nm O<y<nrm basgaca
O<a+pf+y<3r
Emma a+pP+y=r+27K onun  li¢in

a+pf+y=rx
Seylelikde, S> 42 1 densizligi kanagatlandyrjak
ticburglyk bar we

o = 2arccty 4%(8 ++/S%-32r? ) [ = 2arcctg Zi
r r

y = 2arcctg 4%(8 —+/S? —32r2)
r

2-nji mesele. Iki material nokatlar sol bir wagtda
goniburgynn depesinden taraplary boyunca hereket
edyarler. Olaryn birinin tizligi 2 metr sekund
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beylekisiniiikiden uly. Hereket baglandan t sekuntdan
sofira olaryn arasyndaky uzaklyk 10 metrden az
bolmaz yaly olar haysy tizlik bilen hereket etmeli?

m
Coziilisi: Goy X . birinji nokadyn tizligi bolsun.

. m
Onda ikinjinifiki (X+2)§ bolar. Olar t sekuntda
degislilikde xt we t(x+2) metr gecerler. Olaryn

arasyndaky uzaklyk \/ t*x* +t*(x+2)*  bolar.
Meseldnin sertine gora
JEXE + 2 (x+2)? 210
ya-da ona dengiiy¢li bolan
2t°X? + 4t°x +4t* —100>0 (5)
defisizligi ¢Ozmeli bolyarys. X-ululyga gord iic
agzanyn diskriminanty

1
ZDZtZ(SO_tZ) bolar,

Meseldnin sertine gord t >0 we x>0. Eger-de
50—t <Obolsa, onda D <0, bu yagdayda (5)
densizlik islendik x> 0 {i¢in dogry bolar. (t > 5.2 )

Eger-de 50-t*=0 (t _ 5\5) bolanda D=0
bolar we (5) densizlik yerine yeter hem-de
100(x+1)* >0 gorniise geler.
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Eger-de 50-t*>0 (O<t< 5\/5) bolanda D >0
bolar. Onda f(X)=2t*x*+4t°x+4t>-100 ki
koke eyedir:

xlz%GI—JSO—F), xzz%ﬂt+v50—ﬁ)

we X, <0 bolar, onda

{xzo
X < X,

sistema c¢oziiwe eye dildir. Onda mesele
x>0

xz}ﬁt+ﬁ5j?) (6)
t

sistemany ¢0zmage syrykdyrylyar.

Gorniisi yaly, f(X)=0 defileminin X, koki
otrisateldir. Eger-de 0 <t <5bolsa, onda
X, = O we (6) ulgamyn ¢oziiwi

x21@¢+¢50—€)
bolar.

Eger-de 9<t< 5J2 bolsa, onda X, <O
we (6) ulgamyn ¢oziiwi X = O bolar.
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Jogaby: X = 0O hacanda 5<t<5J/2 we
1
XZE(—t+\/50—t2) hacanda 0<t<5,

3-nji mesele. A nokatdan B nokada sol bir wagtda ti¢

km
sany ulag ugradylar. Olaryn ikinjisinin tizligi a%,
km
tctlinjisininki Za% birinjisinifikiden  yokary.
Ucgiinji ulag B nokada baryp yzyna A tarap ugrady we
3a

birinji ulaga seredeninden ikinji ulagy 20 sagat On
gordi. Eger-de tglinji ulagyn A-dan B-aralyga g¢enli
sarp eden wagty san taydan birinji ulagyn tizliginin
01 bolegine defi bolsa, onda birinji ulagyf tizligini
kesgitlemeli.

km
Céziilisi: Goy, 1-nji ulagyi tizligi Vsag bolsun.
km
Onda 2-nji ulagyn tizligi (V+a)—sag . 3-nj

km
ulagyn tizligi (V+28) sag bolar. A we B aralygy
3-nji ulag ulag 01-v sagatda gecyidr, onda bu
aralyk (v+2a)-01-V km den bolar. 01-v
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sagatda 2-njiulag (V+a)-01-V km yol gecer we
ondan B nokada cenli aralyk O,1-@-V bolar. Onda
2-nji we 3-nji ulaglar
0va/[(v+a)+(v+2a)]=av/10(2v + 3a)

sagatdan son dususarlar. 1-nji ulag 0l1-v sagatda

0,1‘V2 km yol geger. Onuii Bnokatdan daglygy
(v+2a)-01-v-01-v’=0,2-a-V  km bolar,
0,2-a-v/2(v+a)sagatdan 1-nji we 3-nji ulaglar

dususarlar. Meseldnin sertine gora
av av 3a

10(v+a) 10(2v+3a) 70°
Meselidnin sertine gordi a>0, v>0. Onda
alnan  deileme V°—av—9a’ =0 deiilems
dengiiycli bolar. Sonky deiileme iki koke eyedir,
olaryn kigisi otrisateldir.
Jogaby: 1-nji ulagyh tizligi V= 0,5a(1+ \/37)
km/sag.(a > 0).

4-nji mesele. Towerek boyunca gapma-garsylykly
ugur boyunga iki jisim hereket edyédrler. 1-nji jisim

deidleegli ¢yzykly V SM/S tizlik bilen, 2-nji jisim

2
dendlgegli tizlendirlen @ SM/sS” tizlenme bilen

hereket edyédrler. Olaryn ikisi hem E  nokatdan
ugrayar we bu nokatda 2-nji jisimin tizligi nola dendir.
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Eger-de olaryn hereketinde ikinji dususyk A nokatda
bolsa, onda olaryil birinji dususygy haysy wagtda
bolupdyr?

Coziilisi: Eger-de hereket baslanandan ikinji
dususyk t sekuntda  bolan  bolsa, onda
vit=a-t?/2 we t>0 bolmagy {igin
t=2v/a (sek).

Goy, birinji dususyk '[1 sekuntda bolsun. Onda 1-nji

jisim V-l sm, 2-nji jisim
at? v 2V
——tVL =VI=V-—=—— polar.Bu defilemini
2 a a
yonekeylesdirip,

a’t] +2avt, —4v® =0

kwadrat defilemd geleris. Onunl iki hakyky kokleri
bardyr.

\"
Jogaby: a> 0, v > Opolanda t, = g(\/g _]_)
(sek.).
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