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SOZBASY

TURKMENISTANYN PREZIDENTI
GURBANGULY BERDIMUHAMEDOW:

Biz hdzir Tiirkmenistanda milli bilim ulgamynda

diiypli ozgertmeler gegirmdge girigdik. Sol ozgertmelerin bas
maksady - tirkmen yaglaryna diinydnin in dsen talaplaryna
layyk gelydn bilim ulgamyny elyeterli etmekden ybaratdyr.

Hormatly Prezidentimizin bilim, ylym ulgamyna degisli kabul eden
kararlaryna layyklykda Tiirkmenistan yurdumyzda milli bilim ulgamyny
kémillesdirmek boyunca diiypli 6zgertmeler gegirilyar.

Yokary okuw mekdeplerinde diinydnii in Osen talaplaryna layyk gelyan
bilimli, kdmil hiindrmenleri tayyarlamak boyunca netijeli isler alnyp barylyar.

Geljekki inZenerlerin hiindr tayyarlygynda yokary matematikanyil esasy
diisiinjelerinini, esasan hem matematiki modelirlemige degisli diisiinjelerinin
dhmiyeti oran uludyr. Hazirki zaman 6numgiligi yokary tehniki tayyarlygy talap
edyir. Oniimgilikdiki isleri dogry guramak, olary kimillesdirmek, amatly
coziiwleri az c¢ykdajylar bilen kesgitlemek, miimkin bolan heldkgiliklerin 6z
wagtynda oniini almak we suna menzes kop meseleler matematiki modelirlemegin
tisti bilen ¢oziilip bilner.

Okuw kitaby Tiirkmen politehniki institutynda 6wrenilyan hiindrlerin okuw
meyilnamalaryndaky —matematiki  modelirlemdge degisli  derslerin  okuw
maksatnamalaryna layyklykda yazyldy.

Okuw kitaby yokary okuw mekdeplerininn inzener-tehniki hiinérlerinin
talyplary tigin niyetlendi.



1. GIRIS

Matematika, dordn gilinlinden baslap, tebigaty Owrenmegin hemmeler
tarapyndan ykrar edilen guraly bolup hyzmat edyir. Matematikanyn ulanylmagy
adaty bolup galan yaylalardan basga-da onun ulanylyan yaylalarynyn sanyna taze-
tdze yaylalar gosulyarlar. Olar sanardan kop: ykdysadyyet, ekologiya, sosialogiya,
statistika we s. m. olara mysal bolup bilerler. "Matematiki model” hédzirki zamanda
durmus meselelerini ¢6zmekde diysen pugta orun tutdy. Onun ulanylyan yaylasy
diysen gi. Ozi hem, genl galmaly yagday, matematiki modelirleme &wrenilyin
hadysa barada maglumatyn goni tejribe arkaly alyp bolmagynyn 6rdn kyn ya-da
miimkin dil bolan yagdayynda hem gifiden ulanylyar. Bu 6rén gen zat.

Eger owrenilydn hadysa barada maglumat az bolsa, hadysa yeterlik derejede
owrenilmedik bolsa, onda hi¢ bir matematiki formalizasiya barada giirriin edip
bolmajak yaly bolyar. Emma seyle hallarda hem onat diiziilen matematiki
modellerin hayrynyn diysenn @hmiyetli bolyanyny gorse bolyar. Mysal iigin,
otnositellik nazaryyetinin doremegi we onun kanunlarynyn sofira eksperimental
tassyklanmagy, tdze planetanyn (Neptun, Pluton) barlygynyn nazary usul bilen
aydylmagy we onun sofira gozleg bilen tapylmagy we s. m. muna mysal bolup
bilerler.

Su yerde esasy iki zady bellemek zerur. Birinjiden, islendik tejribe haysy hem
bolsa bir teoretiki konsepsiya esaslanyp gecirilyin bolanda amatly bolyar.
Ikinjiden, islendik nazaryyet hemise tejribelere esaslanyar. Mysal tigin, geliosentrik
nazaryyetinin yiize ¢ykmagy Giini we planetalary goniiden--goni gozeggilik
etmegin esasynda acyldy. Indi model barada giirriinn edelin.

Model obyekti dwrenmegi yenillesdirmek {i¢in, ol barada doly maglumatlary
almak ti¢in, obyektin tebigy berlisinden iiytgesigrik gornlisde gurnalyan bir
guraldyr. Ol dirli gorniislerde bolup biler. Ol 6wrenilydn obyektin basga
masstabdaky nusgasy (goglirmesi) bolup biler. Ol 6wrenilyédn obyektin esasy
hisiyetlerini abstrakt gorniisde hésiyetlendirip biler. Modeller kop hili bolyarlar.
Olar, mysal ti¢in:

1. Tebigatda bolup gecyin hadysalara diistinmek ti¢in gurnalyar.
2. Owrenilyin obyekte uygunlasmak ii¢in gurnalyar.

3. Prognoz ti¢in gurnalyar.

4. Tejribe gecirmek tigin gurnalyar.

5. Owrenilyin obyektin ginislikde we wagt dlceginde Oziini alyp barsyny
owrenmek iicin gurnalyar.

6. Ykdysadyyetde we basga yagdaylarda amatly yollary saylap almak {i¢in
gurnalyar we s. m.

Mysal ii¢in, modeller agakdaky gorniislerde bolup bilerler:

1. Gurulyan desganyn liytgedilen masstabdaky hereket edyan modeli (ugaryn
modeli, zawodyn konweyeriniii modeli we s. m.).
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2. Analog modeller (medisinada ulanylyan diirli gurallar we s. m.).
3. Abstrakt modeller.

Bu sonky model barada biz ginden giirriin ederis. Umuman, modelirlemek
diymek modellerin iisti bilen éwrenilyén obyekt barada tize diisiinjeleri tapmak
diymekdir. Modelin takyklygynynn pes bolmagy miimkin. Bu yagdayda modeli
owrenip alnan netijeleri tebigy tejribelerin netijeleri bilen denesdirip, ony
kamillesdiryarler. Gerek bolsa bu denesdirme isini (prosedurany) kop gezek
gaytalamaly bolmagy hem miimkin. Adamzat taryhynda, onun 6siisi li¢in ahmiyetli
bolan diirli-diirli modellere gabat gelse bolyar. Kébir hallarda diiziilen modellerin
nitakyk ya-da diiybiinden nddogry bolyan wagtlary hem bolyar.

Alymlar Giine, Yere, Aya we planetalara gozeggilik etmek bilen olaryn
hereketlerini Owrenipdirler. Sonunt esasynda kop yyllar dogry hasap edilen
planetalaryi we Giiniii Yerii dasyndan aylanyany baradaky geosentrik model
yize ¢ykypdyr. Bu modelin yaliiyslygy die kop yiiz yyllyklar gecenden son
Kopernigin geliosentrik modeliniit doremegi bilen subut edilyir. Yene bir mysal.
Tebigatda bolup gecyin hereketlerii sebdbi ndme diyen Ordn mohiim sowal
gadymy dowlirde yiize ¢ykypdyr. Beyik grek alymy Aristotel onun sebdbinin giiy¢
bolyanyny tassyklapdyr. Emma bu dogry netije bilen bilelikde ol jisime tésir edyan
giiy¢, onun tizligine proporsionaldyr diyen yalilys modeli 6ne stiriipdir. Bu model
hem dine G. Galiley tarapyndan inkér edilydncd kop yiiz yyllyklarda dogry hasap
edilipdir. Elbetde, beyle modellerin adamzadyn 0siisini togtadyanlygy diisniikli,
olaryn agirt zyyan getirenligi hem diisniiklidir. Onunl tersine, dogry gurnalan
modelin Ostise bolan polozitel tésirinin uly bolyanyny Nyutonyn Biitin diinya
dartys kanunynyn acylmagy bilen delillemek bolar.

2. MODELIRLEMEDE YUZE CYKYAN MESELELER

Modelirleme 6rdn jogapkirli mesele. Yokarda getirilen mysallardan gorniisi
yaly, kabir yalitys diizilen modelint zyyanynyn difie bir adam {i¢in dél, dinie bir
gural Ucin dil, eysem jemgyyet li¢in getirjek zyyanynyn Ordn uly bolmagy
miimkin. Sol sebdpli modelirleme meselesine, ylayta-da ykdysadyyet, jemgyyet
bilen bagly meselelerde 6rdn jogapkarli ¢gemelesmeli; Umuman, islendik modele
hem seyle cemelesmeli, sebdbi yalitys diiziilen model diizilijini, ulanyany gelsiksiz
yagdaylara salmagy miimkin. Iii erbedi hem diisinmeydn adamlarda matematika
bolan amatsyz pikirlerin hem doéremegi miimkin. Elbetde, bu yolberilmesiz
yagdaylardyr.

Model diizmége synanysyanlara kdbir umumy gorkezmeleri teklip etse bolar.

1. Seredilyin obyekt barada yeterlik maglumatyn yoklugy ony kén
céklendirmeli déldir. Muna Nyutonyn Biitin diinyd dartys kanuny mysal bolup
biler.

2. Diiziiji 6wrenilydn obyekte menzes obyektler ii¢in diiziilen modeller bilen
tanys bolmaly. Olary diiypli 6wrenmeli.



3. Diiziiji 6zi licin haysy model "gowy” diyen sowala jogap tapmaly bolar.

4. Diziji owrenilydn obyekte degisli meseldni matematikanynn diline
gecirmegi basarmaly, Sebdbi  modelleriii isinde 1l arzany we in dhmiyetlisi
matematiki modeldir.

Model diizmezden ozal Owrenilydn obyekt diiypli dwrenilmelidir. Diiziiji
obyektin haysy kanunlara, prinsiplere layyklykda 6z isini dolandyryanyny
anyklamalydyr. Ol kanunlary we prinsipleri doly éwrenmelidir we olary ulanyp
bilmelidir. Mysala yiizlenelin. Bir uly massiwi suwarmak ii¢cin ulanylyan kanalyn
baslanyan yerinde wagt birliginde Q m® suw goyberilyir diyelifi. Suwy massiwe
paylayan gatlanyn yanynda Olcelende wagt birliginde kanalyn kese kesiginden Q1
m® suw gegyir diyelin. (Q—Q;) m® suwun gatla gelydngd wagt birligindiki yitgisi
bolar. Sol mukdaryii négesi bugarma bilen bagly, nidcesi syzma bilen bagly diyen
sowala jogap bermeli bolsun. Bu yerde model diiziiji kép kanunlary dwrenmeli
bolyar. Suwun kanaldan syzma kanuny nihili? Syzma kanuny kanalyii suwunyii
diiziimine baglymy? Syzma kanuny kanaly gursayan topragyil diiziimine baglymy?
Bu baglylyklary nahili olgemeli? Kanaldaky suw ndhili kanuna layyklykda
bugaryar, bugarma suwunl diiziimine baglymy, kanalyn yerlesydn yerine (sirota)
baglymy, bugarma giiniiii radiasiyasy bilen néhili baglanysykda? Ine, sular yaly we
sulara mefizes sowallaryn onlarcasyny anyklamaly bolyar.

Goy, model diiziildi diyelin. Birinji yiize ¢ykyan sowal — diiziilen model
gapma-garsylykly bolaymasyn diyen sowal, yagny modelini ¢6ziiwi yok bolmagy
miimkin. Bu iki halda miimkin: ya-ha obyekt barada goylan mesele yaliys mesele,
ya-da model yalnys diiziilen bolmaly. Diymek, bu iki yagday basda barlanylmaly.
Goy, model barlandy, onunl ¢oziiwi bar diyelin. Modelden alnan netijeler goylan
meseldnin jogabymy ya-da ddlmi diyen sowal gelip ¢ykyar. Bu it mohiim zatlaryn
hakykatdan das bolmagy miimkin. Bu meseld modelin goylan mesele dengiiygliligi
ya-da adekwatlygy diyyarler. Diymek, adekwatlyk hokmany barlanmaly mesele.

Goy, adekwatlyk barlandy diyelini, yone Owrenilydn obyekt bilen gecirilen
tejribelerin esasynda alnan netijeler bilen modelden alnan netijelerin gabat gelsi
yeterlik gowy dél boldy diyelin. Bu yagday diiziilen modelin yeterlik derejede
dogry diiziilmandigini aiiladyar. Diymek, modeli tdzelemeli, yagny, obyekti diiypli
owrenmek bilen modele tdzelikler girizmeli.

Indi yokardaky barlaglar tizeden baslanyar: modelin gapma-garsylykly
dildigi barlanyar, adekwatlygy barlanyar, model tizelenyar we s. m. Ahyrda
kanagatlanarly model alynyanga su sikl dowam etdirilyar.

Aydylanlary yokarda getirilen kanaldan suw yitgisi baradaky meselede
diisiindirelin. Goy, diiziilen suw yitgisini anyklayan model gapma-garsylykly boldy
diyelin. Kanaldan suw yitgisiniii barlygy, onuil bir bdleginint syzma bilen, beyleki
boleginin bugarma bilen baglylygy dogry. Diymek, goylan mesele dogdy. Onda bu
yerden modelin yalilys diiziilendigi gelip ¢ykyar. Goy, model diizedildi diyeli.
Modeli ¢ozelin we netijeler alalyn. Mysal iicin, yitgi diie bugarma bagly diyen
netije bolsun. Bu yagday siibheli bolyar. Diymek, adekwatlylyk yok bolyar. Goy,
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bu yagday hem diizedildi diyelinn (model diizedilyér). Sonky diizedilen modelden
alnan netijeleri tejribe arkaly kesgitlenen bugarma baradaky netijeler bilen
denesdiryarler. Eger gowy gabat gelse (bu "gowy” gabat gelme meselesi
modelirleyji tarapyndan ¢oziilen bolmaly), onda model gowy diyse bolyar. Eger
yene-de gabat gelsi kanagatlanarly bolmasa, onda modeli tdzelemeli bolyar we
yokarky barlaglary yene-de gecirmeli bolyar. Yokarda aydylanlary asakdaky
shema boyunca anladyarlar.

Obyekt Goyulyan mesele Model Netije
Gapma-garsylygy Adekwatlygy
barlamak barlamak
|

Model diizmége néhili gemelesmeli?

3. MATEMATIKI MODEL

Model diizmek meseldni anyklamakdan baslanyar. Kop halatlarda obyektin
gursap alyan obyektler bilen ¢ylsyrymly aragatnasygy meseldni anyk
formulirlemége pasgel beryar. Sol sebapli meseldni anyk c¢dklendirmek kop wagt
talap edyar we diiziijiden kop zatlardan basy ¢ykmagyny talap edyar. Bularyn in
yonekeyi Owrenilydn obyekt bilen ya-da sona menzes yagdaylar bilen is
salysyanlar bilen giirrinides bolmak, obyekte degisli materiallary yygnamak we
owrenmek bolyar. Ikinji bir mesele Owrenilydn obyektin 6zbolusly hésiyetlerini
kesgitlemekden, saylap bilmekden, olary tertiplesdirmek we olaryn iginden
esasylary hem-de esasy dilleri seljermekden we esasy hésiyetlerin 6zara
baglanysyklaryny anyklamakdan duryar. Ondan basga-da, gerek bolsa, kabir
hisiyetleri ideallagdyrmaly bolyar. Mysal {i¢in, kop hallarda yapdan akyan suw
owrenilende akym laminar akym (bulanmayan akym) hasap etse bolyar; jisimin
hereketi 6wrenilende howanyn garsygyly yok hasap etse bolyar; jisimin st
boyunga hereketi 6wrenilende {istiin siirtiilmesi yok hasap etse bolyar we s. m.

Berlen obyekti doly kesgitleyan faktlarynn esasylaryny matematiki diisiinjeler
bilen calsyrmak we olaryn arasyndaky baglanysyklary tapmaklyga matematiki
model diizmek diyilyar. Bu mesele kop wagty we orédn takyk bolmagy talap edyar.
Matematiki model kop gorniislerde bolup biler. Fiziki yagdaylar owrenilende
model, esasan, differensial denlemeler gorniisinde bolyar. Ykdysady meseleler
owrenilende model algebraik denlemeler ya-da densizlikler ulgamlary gorniisinde
bolyar we s. m. Nahili gérniisde bolsa-da, modelin gapma-garsylyksyz bolmagy
barlanmalydyr. Mysal ii¢in, model differensial denlemeler gorniisinde bolsa, onda
onuil iicin barlyk we birlik teoremalarynyn dogrudygy anyklanmalydyr, model
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algebraik denlemeler ulgamy gorniisinde bolsa, onda onun ¢oziiwinin barlygy,
yeke-takdigi barlanmalydyr.

Kyn meselelerin biri hem adekwatlygy barlamak bolyar. Sol bir modelin bir
yagdayda oOwrenilydn obyekte adekwat, beyleki yagdayda beyle ddl bolmagy
miimkin. Mysal {i¢in, matematiki mayatnigin modelinden alnan ¢6ziiw wagtyn
dowamynda 6¢meyidn yrgyldyny beryir diyelin. Emma tebigatda ol beyle dal.
Wagtyn gegmegi bilen yrgyldy o¢yar. Diymek, su model mayatnigin uzak
wagtdaky yrgyldysy owrenilende adekwat bolmayar. Eger-de biz mayatnigin az
wagtdaky yrgyldysyny owrenyian bolsak, onda bu model owrenilydn herekete
adekwat bolyar. Sol sebidpli, adekwatlyk meselesi Owrenilende sertler doly
kesgitlenmelidir, yagny yokarky meselede ginisligin haysy bdleginde, wagt
okunyn haysy boleginde adekwatlyk barlanyandygy anyklanmalydyr.

Ondan basga-da, model diizillende onden belli gatnagyklar, kanunlar we
obyekt bilen bagly ululyklar (mysal {i¢in, mayatnigiii yiipliniii uzynlygy, massasy
we s. m.) ulanylyarlar. Eger sol gatnasyklardyr ululyklaryn kesgitlenis takyklygy
kici bolsa, elbetde, modelin hem takyklygy uly bolup bilmez. Mysal ii¢in, yokarda
agzalan meselede mayatnigin agramyny Ordn ndtakyk kesgitldp, modeli ¢oziip
alnan hereket kanunynyn 6rén takyk bolmagyny talap edip bolmaz.

Beyleki tarapdan, model diiziilende kop hallarda ¢arhda siirtiilme yok, yiipiin
agramy yok, uzalmayan yiip, ideal gaz, seppesiksiz suwuklyk valy diisiinjeler
ulanylyar. Elbette tebigatda ideal gaz hem yok, seppesiksiz suwuklyk hem yok,
siynmeyan yip hem yok. Seyle-de bolsa, kop halatda su disiinjeleri ulanyp
diiziilen modeller kdp yagdayy anyklamak {i¢in amatly bolyarlar. Garaz, model
diizmek ansat is dél. Ol, esasan, diizyanin tejribesine bagly bolyar. Mysal iigin,
diiziilen modelde tiikeniksiz ki¢i ululyklar gabat gelydn bolsa, tejribeli model
diiziiji yokary tertipli tiikeniksiz kigileri taslap, kop yagdaylarda ordn amatly
modelleri diizyér, ya-da obyekte degisli kébir faktlaryn tdsirinin ujypsyzlygyny
anyklap, olary goz onilinde tutman model diizmek bilen ony has yonekeylesdirip
bilydr we s. m. Indi matematiki modelirlemegiii ginden ulanylyan ugurlaryna
seredelin.

1. Matematiki model, kép yagdayda, hasaplama tejribelerini gegirip, ediljek
hereketleriii tisirini 6niinden aytmak iicin ulanylyar. Bu hili tejribeler, umuman,
obyektin 6z1 bilen gecirip boljak tejribelerin miimkin déaldigi ya-da 6rdn gymmat
diisydan halynda gecirilydr. Mysal {cin, her bir adamyn endamyndaky ganyn
mukdary ndce diyen mesele, zawodlarda gurulyan konweyerleriniii igleysini
barlamak baradaky mesele hem muna mysal bolup biler.

2. Matematiki modeli tdze sistemalaryn isini Owrenip, olary 6zgertmek ya-da
gowulagdyrmak meselesinde hem ulanyarlar. Bu yagday, kopleng, ykdysadyyet
bilen baglanysykly meselelerde yiize ¢ykyar. Mysal ti¢in, néhili edip goyberilyan
desgalaryn hilini gowulandyrmaly; goyberilydn desgalaryn sanyny azaltmazdan we
hilini peseltmezden zawodyn umumy ¢ykdajysyny ndhili edip azaldyp boljak.

3. Téze usulyn, tdze ideyanyn, geljekde berjek artykmaclyklaryny oilinden
gorkezmek tlicin  hem matematiki model ulanylyar. Bu hili mesele islendik
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onlimgilik edaralarynda, dolandyrys edaralarynda, ylmy institutlarda yiize ¢ykyp
biler.

4. Matematiki model prognoz ii¢cin we taslamalar diizmek iigin il amatly
gurallarynl biridir.

Yyldan-yyla matematiki modelirleme bilen ¢oziilyén meseleleriii sany artyar.
Bu matematikanyin 6smegi bilen, onun usullarynyii giiyclenmegi bilen we tize
sahalarynyii doremegi bilen baglydyr. Matematika ndme, 0l dursuna hyyaly
ylymmy, hakykata bolan gatnagygy nihili diyen filosofiki soraglar hakykatda
matematiki model ndme, onuil hakykat bilen baglanysygy nihili we matematiki
modeller nihili diizlilyér diyen soraglara syrygyar.

EHM-iii déremegi matematiki modelin ulanylyan yaylasyny has hem gineltdi.
Asla matematiki modelirleme ulanylmayan ylym pudagy yok diyse bolar.
Matematikanyn ulanylyan yerleri hi¢ bir pikiriiie gelmejek yerlerde doreyér. Ona
matematiki lingwistika, matematiki geografiya, oyunlar nazaryyetiniin matematiki
esasy we basgalar mysal bolup bilerler. Matematiki statistika, ykdysady meseleleri
¢ozmige goniikdirilen ¢yzykly we ¢yzykly dil programmirleme, ygtybarlyk
nazaryyeti, matematiki fizika yaly ugurlara indi matematikanyn sahalary
hokmiinde garasan bolar.

Adatca, matematiki modelin diiziilmeginin baslangyjy bolup tejribecinin
oniinden ¢ykyan ayratyn bir yagday bolyar. Mysal ii¢cin, kopri guryan injeneriil
oniinde guruljak kopri ol kopriiden geciriljek agyrlyklary ¢ekermikd, kopriinin
omri ndcerdk boljak we s. m. meseleler duryar. Desgalary bejerydn edaranyn
baslygynyn oniinde néhili edip nobatda duran bejeriljek desgalaryn sanyny
azaltmaly we s. m. meseleler duryar. Model diizmek kyn mesele. Bu barada 6n
hem aydylypdy. Umuman, model birnd¢e hésiyetlere eye bolmaly:

1. Ol modeli ulanyana diigniikli bolmaly.

2. Gerek we ulanyp boljak netijeleri bermeli.

3. Ansat 6zgerdip, tizelikleri girizip bolyan bolmaly.
4. Gaty gymmat bolmaly dal.

5. Takyklygy yeterlik derejede bolmaly.

Su talaplara layyklykda modeli diizmegin we ulanmagyn yoluny 1-nji blok-
shemada gorse bolar.

Shemanyn ulanylysyny bir mysalda gorkezelin.

Owrenmeli obyekt — diikanda kassany fiiinde alyjylaryii garasma nobaty.

1. Obyekt bilen bagly ¢6zmeli meseldnin kesgitlenilisi.

1. Obyekt bilen bagly ¢oziilmeli meseldnin kesgitleniligi
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2. Meseldnin ¢dgini kesgitlemek

3. Model gerekmi? yok

hawa

4. Modeli diizmek, gerek boljak faktlary yygnamak

5. Modeli ¢cozmek

yok 6. Adekwatlyk kanagatlanarlymy?
hawa

yok 7. Netijeler kanagatlanarlymy?
hawa

8. Ahyrky netije

1-nji blok-shema

Gyzyklandyryan mesele:

a) Alyjynyn nobatda garasmaly wagtynyn we kassirin ona hyzmat edyin
wagtynyn jeminiil ortaga bahasy;

b) Kassiriii bos duryan wagtynyi is wagtyna bolan goterim gatnasygy.
2. Meselanin ¢dgini kesgitlemek.

Berlen: alyjylarynn yzygiderli gelmeginin wagty 1 we 10 minut arasynda
denidlcegli paylanan. Alyja kassirit hyzmat edyin wagty 1 we 6 minut arasynda
denidlcegli paylanan.

3. Model diizmek gerekmi? — gerek.

4. Model diizmek. 10 sany tegek alyp olary 1-den 10-a ¢enli belgilemeli. Alty
granynda 1-den 6-a ¢enli san yazylan kubjagazy almaly. Birinji 4dim. Tegekleri bir
gaba salyp we gowy garysdyryp i¢inden totdnden birini almaly. Tegegin belgisi
kassanyil yanyna Onki alyjynyn gelen wagty bilen ondan soni gelen alyjynyin kassa
baran wagtynyn tapawudyny gorkezyir diyip kabul edelin. Sofira kubjagazy
oklalynn we onuni yokarsyndaky sany belldlin. Ol sana kassa gelen soiiky alyja
kassiriit hyzmat edyan wagty hokmiinde garalyn.

5. Modeli ¢6zmek.
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Bu tejribani kop gezek gaytalap wagtlar hatarlaryny alarys. Olaryii biri yzly-
yzyna gelyin alyjylaryn arasyndaky wagt interwallaryny berse, ikinjisi degisli
alyjynyn kassir tarapyndan hyzmat edilyan wagtlarynyn hatary bolar.

6. Adekwatlygy barlamak. Alnan san hatarlaryny derfiemek we tejribdnin
netijesi bilen detiesdirmek. Mysal ii¢in, 20 sany alyjy geldi diyelini. Olaryni ortaca
garasan wagtyny we ortaga hyzmat edilis wagtyny hasaplalyin (bu bizin obyekt
bilen geciren tejribdmiz bolar). Somira tegekleri gapdan 19 gezek ¢ykaryp (her
gezek onki ¢ykarylan tegek gaba gaytarylyar we gapdakylar gowja garysdyrylyar)
biz alyjylaryn yzly-yzyna gelyédn wagt aralyklarynynn hataryny, kubjagazy 20
gezek taglap bolsa olaryn kassir tarapdan hyzmat edis wagtlarynyn hataryny alarys.
Analizin netijesinde alyjynyn kassanyn yanynda geciren wagtynyi ortaga bahasy
3-4 minut, kassirin biperway gegiryan wagtynyn goterimi 47% bolup ¢ykyar. Bu
modelden alnan ¢oziiw bolyar. Bu ¢oziiw tejribede alnan ¢oziiw bilen denesdirilip
adekwatlyk barlanyar.

Barlag birndge gorniisde gecirilyar.

1. Modelini birinji yakynlagsmada dogrulygy barlanyar. Adatca, modele giryén

modelimizde bu alyjylaryn sany 6rdn az we 6rdn kop diyen yagdaylar bolyar.

2. Adekwatlygy barlamagyn ikinji usuly modelin basky c¢éklemeleri
kanagatlandyryanlygyny barlamakdan duryar. Bizii mysalymyzda ol iki barlaga
syrygyar. Birinjiden — tegekleri gapdan yzygiderli ¢ykaryp alnan sanlar [1, 10]
kesimde dendlgegli paylanan totdn ululygyn bahalaryny calsyryp bilermi diyen
sowal. Ikinjiden — sanly kubjagazy oklap alnan sanlar [1, 6] kesimde dendlgegli
paylanan t6tdn ululygyn bahalaryny ¢alsyryp bilermi diyen sowal. Model diiziiji bu
sowallara jogap bermegi bagsarmaly.

Indi biz okyjyny o6niden belli modeller bilen we olardan gelip ¢ykyan tésin
netijeler bilen tanysdyrmak¢y. Bu modeller mehanikanyn, fizikanyn, dhtimallyklar
nazaryyetinin we beyleki ylymlaryn belli bolan kanunlaryna we prinsiplerine
esaslanyarlar. Olar barada ayratyn durup ge¢min, olaryin model diiziilende
ulanylyanlary bilen gabat gelyédn yerinde tanysdyrarys.

4. JISIMIN TEKIZ USTDAKI YRGYLDYSY BARADA MESELE

Tekiz tistde kub gdrniisinde massasy Mo bolan jisim yatyr. Onuil bir granynyn
diagonallarynyn kesisme M nokadynda pruzinanyn bir ujy berkidilen. PruZinanyn
beyleki ujy sol tekizlikde dikilen siitiinin M nokat bilen deni beyiklikde bolan N
nokadyna berkidilen (1-nji surat).

Suratda x oky M we N nokatlaryn iistiinden gecirilen.

Baslangy¢ yagdayda jisim hereketsiz dur we onun agyrlyk merkezi x=0 nokat
bilen gabat gelydr diyelin. t=0 pursatda jisimin agyrlyk merkezi X, nokat bilen
gabat geler yaly edip, ony x oky boyunga dartyarlar we goyberyérler. Mesele
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rfe'w.fa'w.fa's.fa's.ba)
VAANRALNALLALYALA I

1-nji surat

jisimin yrgyldama kanunyny tapmakdan duryar. Bu meseldni ¢ézmek ii¢cin
bize kOp maglumatlar gerek bolar. Olar: jisimii massasy — Mg, pruzinanyn
mayysgaklyk giiyji F1, jisimi gursap alyan howanyn onun hereketine etjek tasiri F»,
jisimin tekiz tistddki hereketi bilen bagly stirtiilme giiyji F; we basga-da birnége
jisimiii hereketi bilen bagly yagdaylar. Mysal ii¢in, howanynl temperaturasynyn
tasiri, pruzinanyn mayysgaklyk giiyjiinin wagta baglylygy, yerin aylanmasynyn
tasiri we basgalar. Bu meseldni matematiki modelirleme usuly bilen ¢6zjek
bolalyn. Ilki bilen yonekeyje modelden baslalynn. Cozmeli mesele yokarda
formulirlendi. Indi model diizmegin kanuny boyung¢a meselédni ¢aklendirmeli:

Birinjiden, tekiz iist yylmanak we sonui esasynda jisimin tekizlige bolan
siirtiilme giiyji yok hasap edilydar. Howanyn herekete tisiri ujypsyz diyip hasap
edilydr we goz oniinde tutulmayar. Pruzinanyn mayysgaklyk giiyji wagta bagly
dél, howanyn temperaturasy iiytgeman duryar hasap edilyar.

Ikinjiden, jisimin hereketine difie onufi massasy we pruzinanyn mayysgaklyk
gliyji tisir edyiar hasap edilyar we beyleki yagdaylarynn tasiri goz oOniinde
tutulmayar. Jisimin t=0 pursatdaky tizligi nola den hasap edilyir. Jisim massasy
agyrlyk merkezinde yygnanan nokat hasap edilyir. Biz meselidni cdklendirdik.
Model diizmek {ii¢in gerek kanunlar: olaryn birinjisi Nyutonyn ikinji kanuny —
ma=F, m —jisimin massasy, a —tizlenmesi, F —tésir edyén giiy¢lerin jemi; ikinjisi
pruzinanyn mayysgaklyk giiyji Fi1. Gukyn kanunyna gord F, =-kX, bu yerde k —
koeffisiyent, X — pruZinanyn uzalmasy.

Modeli diizelin. Hereket X oky boyunga bolsun. Onda F=F; bolyar. Bize
gerek ululyk jisiminl agyrlyk merkezinini t pursatda tutyan orny. Goy, ol ululyk
x=x(t) formula bilen berildi diyelifi. Cidklenmelere gord x(0)=xo, X(0) =0 bolmaly.
Onda jisimif tizliginifi ¢ = X(t) boljagy, tizlenmesinifi a=X(t) boljagy diisniikli.

Indi biz modeli diizmége tayyar. ma=F; denlikde ululyklaryin bahalaryny
yerinde goyup, alarys:

myX(t) = —kx(t) , (1)
X(0) =0, (2)
x(0)=xXo. 3)

(1), (2), (3) matematiki mesela garalyan fiziki prosesin goylan ¢dklemelerdéki
matematiki modeli diyilyér. (1), (2), (3) meseldni ¢oziip, alarys:
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X(t) = x, coswt, ®° = L (4)
mO
Diymek, jisiminl agyrlyk merkezi (4) kanuna layyklykda hereket etmeli bolar.
Mesele birinji yakynlagmada soziildi. Bu formulanyn Xo ki¢i bolanda, t c¢éakli
bolanda, tekiz iist yeterlik yylmanak bolanda hakykata golay hereketi beryénligini
tejribe iisti bilen barlayarlar. Diymek, modelin goylan meseld adekwatlygy birinji
yakynlagmada bar.

Biz uzak wagtyin ge¢megi bilen hereketin gitdigice peseljegini we ahyrda
durjagyny tejribelerden bilyéris. Diymek, bu model, wagt yeterlik uly bolanda,
goylan fiziki meseld adekwat bolmayar. Sol sebépli, model uzak wagt dowamynda
hem adekwat bolar yaly ona diizedisler girizmeli bolyar. Model diiziilende edilen
caklemelerinl biri tekiz tistiin absolyut yylmanaklygydyr. Bu ¢édkleme durmusda hig
wagt dogry bolmayar. Usti ni¢ce yylmasan-da, onda mikro ¢yzyjaklar galyp,
siirtilme giiyjiinin emele gelmegine sebdp bolyarlar. Sol sebipli, bu ¢ékleméni,
tejribelerden gelip c¢ykysy yaly, hereket edyidn jisime hereketin tersine
ugrukdyrylan we onui tizligine proporsional bolan —F, =k, siirtiilme giiyji tasir
edydr diyen cidkleme bilen calsyralyn. Howanyn herekete tdsiri yok diyen
ciklemdni howa jisime hereketin tersine ugrukdyrylan we jisimin tizligine
proporsional bolan —F;=k,% giiy¢ bilen tdsir edyiar diyen c¢ikleme bilen
calsyralyn. Indi bizin tdze modelimiz asakdaky gorniisde bolar:

M X(t) = —kx(t) —kyX(t) -k (1), (1)

X(0)=xo, (2)

X(0) =0. (3)
k , Kk +k, . o y .
m =0°, m =2a belgilemeleri girizip, sofiky meselini

X(t)+2a X(t) + 0 * X(t) =0, 1)

X(0)=Xo, (2"

x(0)=0 (3)

gorniise getirelin.

Eger iist yeterlik yylmanak bolsa, onda, adatga, a’ —@” =-s* bolyar we (L),
(2"), (3") meselinin ¢oziiwi

X(t) = Ae ™ cos(st +¢), Ccos@ = A= — (A)

S
Jstra? S
gorniisde bolyar. Bu wagta gord 6¢yan yrgyldydyr. Ol a>0 san ndge uly bolsa
songa-da basym Og¢yar we t-nin yeterlik uly bahasynda X(t)=0 ya-da yrgyldy
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togtady hasap etse bolar. Eger howanyn garsylygy we siirtiilme giiyji yeterlik uly
bolsa, onda adatca a® —w° =s® bolyar we ('), (2'), (3') meselinii ¢ziiwi

X(t) = ;—‘;[(s+a)e““‘s’t +(s—a)e @] (B)

gornlisde bolar. a-s>0, a+s>0 bolyany sebédpli bu hem wagtyn ge¢megi bilen
o¢cyan yrgyldydyr. Eger-de totinden a®—° =0 detilik Verine yetse, onda (1),
(2", (3) meselinifi ¢oziiwi

X(t) = X, (at+)e ™™ (C)

gorniisde bolar. Bu yagdaya rezonans yagdayy diyyarler. (A), (B), (C) hallaryn
liclisi hem bolup bilydn yagdaylar we biz uly ygtybarlyk bilen (L), (2), (3)
model seredilyén fiziki meseld adekwatdyr diyip bileris. Elbetde, biz soiiky modele
absolyut takyk diyip bilmeris we gerek bolsa girizilen ¢éklenmeleri liytgedip, tdze
model diizmeli bolarys.

Umuman, matematiki modelin éwrenilyan obyekt barada netijeler ¢ykarmak
licin we sonun esasynda hereket etmek iicin diiziilydnini biz 611 aydypdyk. Bizin
guran ('), (2'), (3') modelimizi dwrenip, yagny onufi (A), (B), (C) ¢oziiwlerini
owrenip, biz garalyan yrgyldy barada, jisimin islendik wagtdaky tizligi, tizlenmesi
we basga elementleri barada maglumat alyp bileris we netijeler ¢ykaryp bileris.
Mysal ticin, yrgyldy néhili tizlik bilen o¢yar, haysy wagtdan baslap yrgyldy o¢di
diyse bolar we basga sowallara jogap berip bileris.

5. KABIR GEREK DUSUNJELER

Biz asakda mehaniki we fiziki ulgamlarda gabat gelydn proseslerin
matematiki modelleri diiziilende gerek bolyan kébir diisiinjeler barada giirriin
ederis. Elbetde, okyjy mehaniki hereketlerin diiybiinde duran Nyutonyn ii¢ kanuny
bilen tanys hasap edilyir. Yokarky boliimde material nokadyn yrgyldysy baradaky
mesele ¢oziilende Nyutonyn ikinji kanuny esasy dayanjymyz bolupdy. Ondan
basga-da kic¢i yrgyldylarda pruzinanyn mayysgaklyk giiyjiinin onuil uzalmasyna
proporsional bolyany barada Gukunn kanunyny we tekiz iistde yiize ¢ykyan
garsylyk giiyjiin we howanyn herekete bolan garsylygynyn jisimin tizligine bagly
bolyar diyen diizgiini ulanypdyk. Indi gerek boljak diisiinjelerini iistiinde durup
gecelin.

Goy, R® gifisligin D < R® yaylasynda P(x,y,z), Q(X,y,2), R(x,y,z) funksiyalar
kesgitlenen diyelin. Ol funksiyalar D yaylanyn her bir nokadynda
V = {P(xy.2), Q(xY,z), R(xy.zz)} wektory kesgitleyirler. Seyle yagdayda D yaylada
V wektor meydany kesgitlenen diyyarler. Eger D yaylada kesgitlenen U(X,y,z)

oU oU
funksiya tapylyp, D yaylanyi islendik nokadynda &= P(x,Y,2), N Q(x,Y,2),
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oy
/4
U funksiya bolsa potensial funksiya diyyarler.

divv=@+@+@
x o

formula bilen kesgitlenyédn divV ululyga V wektor meydanynyii diwergensiyasy

=R(x,y,z) denlikler yerine yetse, onda v meydana potensial wektor meydany,

diyyarler. V wektor meydany potensial meydan bolanda
2 2 2
div =2 LZJ 49 l'ZJ +8L2J
ox® oy° oz

boljagy diisniiklidir. Adatga, Gamiltonyn operatory atly
vo2i. 2 j+ oK ,
oXx oy oz
bu yerde i, 1 K degislilikde X, Yy, z oklarynyn ortlary, belgileméni we Laplasyii
operatory atly
0 o° &

A= + +
x> oy* ozt

—

belgileméni girizip, V wektor meydanynyn diwergensiyasy tgin getirilen
afilatmalary  d iW=V-V we divW =AU gbriisde hem yazyarlar. Mysallara
yizlenelin.

Mysal 1. Goy, tekizlikde O(0,0) koordinatalar baslangyjynda e polozitel
zaryad, M(x,y) nokatda e otrisatel zaryad yerlesen bolsun. Kulonyn kanunyna

k S
gord, polozitel zaryad otrisatel zaryady ululygy X2+’ bolan, ugry MO

wektoryn ugry bilen gabat gelydn F giiyc bilen 6ziine ¢ekyar.

Ay M(x,y)

T

v

2-nji surat
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X2 4y : o 3 . .= OM &
X“+Yy° =r belgileme girizip, Kulonyfi kanuny ady bilen belli F =—W'r—2

formulany yazyp bileris. F=0OM =x-i +y- ], ‘W‘ =\x*+y? deiilikleri ulanyp,
alarys:

F=-T.

ya-da

— - - k Xk - k H
F=—(XT+y-])—==- 1= ! L

Wl e

Sonky formula tekizligin O nokatdan 6zge hemme nokatlarynda F wektor
meydanyny kesgitleydr. Ona elektrik zaryadynn meydany hem diyyérler. Eger indi
U =—KInr funksiya girizsek, onda

au_ Xk U _ ¥k
OX i/xz_l_yzf oy ‘/x2+y2,§

boljagy diisniiklidir, yagny elektrik zaryadyn meydany potensial wektor
meydanydyr, U =—KkInr funksiya onuil potensial funksiyasydyr.

Mysal 2. Goy, 0(0,0,0) koordinatalar baslangyjynda massasy m; bolan
material nokat yerlessin. M(X,y,z) nokatda massasy m, bolan material nokat
yerlessin. Belli bolsy yaly, birinji material nokat ikinji material nokady ululygy

m,-m =
/4 m bolan, ugry koordinatalar baslangyjyna ugrukdyrylan F giiy¢ bilen
Sziine ¢ekyir, bu Yerde 7 — san koeffisiyenti. x?+y?+z%=r, F=x-i+y-j+z-k
denlikleri ulanyp,

formulany yazyp bileris. Bu formula Nyutonyn biitindiinyd dartys kanuny ady
bilen bellidir. T =r bolyanyny goz ohiinde tutup we y-m;-m, =K belgileme
girizip, alarys:

Bu denilik koordinatalar gérniisinde

E_)_ kx - ky - kz

(fey+e]




bolar. F wektor R ginigligin O nokatdan 6zge hemme nokatlarynda wektor
meydanyny kesgitleydr. Ona O nokadyn dartys meydany ya-da Qrawitasiya
meydany hem diyyérler.

o k L
Egerindi U = funksiya girizsek, onda

U_ ke W_ky N_k
x P oy o a o
boljagy diisniiklidir; yagny grawitasiya meydany potensial wektor meydanydyr,

k
U= T funksiya bolsa onun potensial funksiyasydyr.

Goy, DcR® yaylada U(X, Y, z) funksiya kesgitlenen bolsun. Onda D yaylada
U(X, y, ) skalyar wektor meydany kesgitlenen diyyarler we

vu-Yi, Y T+8—UIZ
ox oy oz
wektora gradiyent wektor diyyarler. Diymek, islendik F= {P.Q, R} wektoryn D
yaylada potensial wektor meydanyny emele getirmegi licin potensial funksiya
atlandyrylyan U(X, Y, z) funksiya tapylyp, D yaylanyn islendik nokadynda

F=vU
denligifi yerine yetmegi Veterlikdir. Yokardaky mysallardaky elektrik zaryadyti
k
r
gornlisde yazyp bileris. Wektor meydany bilen bagly yene bir diislinje girizelin.
Eger V={P,Q,R} wektor meydany DcR® yaylada berlen bolsa we P, Q, R
funksiyalaryn sol yaylada birinji tertipli oniimleri bar bolsa, onda

R_RQ. P_R RQ_&P
oy oz oz Oox X oy

meydanyny F =-VkInr gorniisde, material nokadyii dartys meydanyny F=V

wektora V wektor meydanynyn towlama wektory diyyérler we ony rotV bilen
belgileyirler, yagny kesgitlema gora,

rot\7: a_R_@’ a_P_@’ @_a_P
oy 0z o0z OX OX oy

Mysal {¢in, zaryadyn elektrik meydanynyfni we material nokadyn dartys
meydanynyn towlama wektorlaryny tapalyn. Basda has umumy yagdaya seredeliii.
Goy, V ={P,Q,R} potensial wektor meydany bolsun, U(X, y, z) — birinji we ikinji
tertipli lizniiksiz hususy oniimleri bar potensial funksiya bolsun. Alarys:
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2 2
U QU LU R QYU

X oy oz’ oy o1 oy oyor
0P _R_0U U _, Q_P_dU U _,

oz Ox oxor x| Ox Oy oyox oxoy

Diymek, potensial funksiyasy yokarky sertleri kanagatlandyryan islendik potensial

meydanyin towlama wektory 0 wektor bolyar. Sufia esaslanyp, zaryadyn elektrik
meydanynyn we material nokadynn dartys meydanynyi hem towlama

wektorlarynyn 0 wektor boljagyny tassyklap bileris. Ahyrda, rotV wektoryn
basgaca tapylys formulalaryny getirelin:

i J Kk
oV = 29
ox oy oz
P Q R
we
rot\7:[V><\7]

Bu formulalaryn dogrulygy ticiinji tertipli kesgitleyjilerin hasaplanysyndan we
wektorlaryn wektor kopeltmek hasylynyn tapylysyndan gelip ¢cykyar.

6. EGRI BOYUNCA HEREKET EDYAN MATERIAL NOKADA
TASIR EDYAN GUYJUN BITIRYAN ISI

Goy, IE:{P(X,y,z), Q(xy,2), R(x,y,z)} wektor meydany Z egrini 6z iginde
saklayan D cR® yaylada kesgitlenen bolsun. M(u,v,w) nokatlary Z egrinin
nokatlary hasap edip, Z egrinin nokatlarynda kesgitlenen
F, = {P(uyv,w), Qluv,w), Ruvw)} wektory alarys. F, wektory giiy¢ hasap
edeli. Material nokat F, ={P(u,v,w), Q(u,v,w), R(u,v,w)} giiyjiiti tésiri astynda
Z egri boyunga hereket edip, egrinin A nokadyndan baslap B nokadyna yetdi
diyelin. F, giiyjiii su gecisdiki bitiren isini Q bilen belgililin. Bu ise F wektor
meydanynyt su gecisdiki bitiren isi diyyarler. Seylelik bilen, mesele islendik F
giiyjiin tésiri astynda bolan gecisde ol giiyjiin bitiren Q isini tapmakdan
duryar. Biz bu meseldnin matematiki modelini diizmeli we onuni adekwatlygyny
deriiemeli. Meseléni ¢éklendirelin.

Birinjiden, Z egrinin uzynlygy ¢ékli, bolekleyin endigan egri bolmagyny talap
edelin.

Ikinjiden, F giiyjiin koordinatalarynyii Z egrini (A, B nokatlar bilen bilelikde)
0z icinde saklayan bir acyk yaylada iizniiksiz bolmagyny talap edelin. Bu iki
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talabyn kop hallarda yerine yetyandigini biz tejribelerden bilyiris. Sonui ii¢in bu
caklenmeleri yerlikli hasap etse bolar.

Z egrini My(uk, Vi, W), k=0,n, Moy=A, M,=B nokatlar bilen bolejiklere
bélelifi. Depeleri My, k =0,n, nokatlarda bolan dowiik ¢yzygy Z, bilen belgilalifi.

M, M, duganyn uzynlygyny hy bilen belgilélin. Goy, h= max h, bolsun.

Uciinjiden, h yeterlik ki¢i bolanda giiyjiit M, ,M, duga boyunca bitiren isini
M, ;M horda boyunca bitiren isi bilen ¢alsyrjakdyrys.

Bu c¢édkleme-de yerliklidir. Sebébi, Z dowiik ¢yzyk bolsa bu ¢aklama dogry

bolyar. Eger Z endigan bolsa h-yn yeterlik ki¢i bahalarynda MK:Mk duga bilen
M, M, hordanyn Orén jebis boljagy tejribelerden aydyndyr.

Seylelikde, modelin ¢iklemeleri diiziildi we olaryn yerlikli bolyandyklary
aydynlasdyryldy hasap etse bolar. Indi model diizmége gegyaris.

Zergini M, (X.,Y,.z.), k=1n, nokatlar bilen bdlejiklere bolelifi. Ugiinji
caklama layyklykda material nokadyn My,  nokatdan My nokada ¢enli
M, ,M, duga boyunca gecendiki F giiyjiini bitiren Ay isini giiyjiii sol nokat My,
nokatdan Mg nokada ¢enli M, ;M, horda boyunga gegendiki bitiren E\k isi bilen
calsyralyn. Eger Q F giiyjiin material nokat A nokatdan B nokada gegendski

bitiren isi bolsa, onda Q=Y A, bolar. A, ~ A, bolyany sebipli, alarys:
k=1

Q~2A ()
(1) bizin takmyn modelimizdir. Onuni h nége kigi bolsa songa-da takyk boljagy
intuitiw  diigniiklidir.  Modeli  anyklasdyralyn. Mk:Mk duganyn dstiinde
N, (U,,V,.W,) nokat alalyi we A, isi F ={P(U, VW), QU .V, W), R(UV, W)}
hemiselik giiyjiin M, ;M, horda boyuncga bitiren isi bilen g¢alsyralyn. Belli bolsy
yaly, F, hemiselik giiyjint M, ,M, kesim boyunca bitiren E\k 151

~ —

Ak :(Mk—le’Fk)

formula bilen kesgitlenyér. Diymek,

QzZn:(Mk—le'Ek) (2)
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formulany alarys. Eger Z goni ¢yzygyi kesimi bolsa, F = F, hemiselik bolsa, onda

Ifk = Ifov ZMk—le = MoMn bolar we
k=1

Q:kZill(Mkle 'Ek):(kile1Mk EJZ(WE(J)

takyk formulany alarys. Sol sebédpli birinji yakynlasmada biziit modelimiz goylan
meseld adekwat diyip bileris. (2) modeli anyklagdyralyn. X, —X,; =AX,,

Yo = Yva = Ayk y Ly =4, = AZk ) K :E belgilemeleri giI’iZip,

M, M, :{Axw AYy, Azk}

we

M, M, - B = P(U VW )AX, + QU Vi W )AY, + R(U, Y, W, )AZ,
bahalary (2) formulada yerine goyup, alarys:

Q= Z(P(Uka W )AX, +Q(U, v, W, )AY, +R(U, v, W, )Az, ).
k=1

h nola ymtylanda bu denligin gitdigice takyklasyanyny goz oniinde tutup, sonky
deniliginn sag boleginin Z egri boyunga 2-nji gorniisli integral jem bolyanyny goz
ontinde tutup, bizin yokarda agzan ¢éklemelerimizde takyk bolan

Q= j Pdx + Qdy + Rdz (3)

formulany alarys. Bu garalyan meseldnin matematiki modelidir. Onun birinji
yakynlasmada goylan meseld adekwatlygy barada yokarda aydylypdy. Indi biz (3)

model goylan meseldi doly adekwat diyip bileris. V ={P; Q; R},
ds=dx-i +dy-j+dz-k belgilemeleri ulanyp, (3) formulany

Qjﬁ?&) @)

gormiisde hem yazmak bolar. Indi bir hususy yagdaya seredelin. Goy,
V =VU(X,Y,z) bolsun, yagny V potensial wektor meydany bolsun. Onda, alarys:

3-nji surat
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Q =I(\7.d_s’)=f(\7-aé)=i(vu -&):TPX'dx+Q;dy+ R’dz =_B[dU =U(B)-U(A).

Gorslimiz yaly, potensial wektor meydanynyn, material nokadyn A nokatdan B
nokada gecendiki bitiren isi ol nokadyn A nokatdan B nokada nahili yol bilen
gecenine bagly bolman, diie potensial funksiyanyn ahyrky nokatdaky bahasyndan
onun baslangy¢ nokatdaky bahasyny ayranyia den bolyar. Bu hisiyet potensial

wektor meydanynyn diiyp hésiyetidir. Yagny, eger-de V. wektor meydanynyit D
yayladaky islendik egri boyunca bitiren isi difie ol egriniii baslangy¢c we ahyrky
nokatlary bilen kesgitlense, onda ol D yaylada potensial wektor meydany bolar. Bu
tassyklamanyfi subudyny getirelifi. V ={P; Q; R} DcR® yaylada kesgitlenen
islendik wektor meydany bolsun. P, Q, ReC(D) hasap edelii. A(X,,Y,,2,) €D
fiksirlenen nokat, B(X,y,z)e D islendik nokat, M(x+Ax,y,z)eD nokat, Ax
yeterlik kigi.

4-nji surat
Serte gora
Jde+Qdy+ Rdz =F(X,y,2),
Z

dex+Qdy+ Rdz = F(x+AX,Y,2),

ZUBM
M
AF=F(X+AXY,2)-F(x,y,2) = J'de+Qdy+ Rdz .
B

X+AX

BM ¢yzygyn tstiinde dy=0, dz=0 bolany sebépli A,F = JP(X, y,z)dx bolar. Orta
baha baradaky teoremany ulanyp, alarys:
AF =P(X.,Y,2)AX, X, €(X, X+AX),

AF
AX

=P(x.,Y,2), F/(x,Y,2)= A|)i(rl10 AAX)I(: = AIE(TO P(x.,Y,2)=P(x,Y,2).

Edil suna menzeslikde alarys: F,=Q, F,=R, yagny F funksiya V' wektor
meydany li¢in potensial funksiya bolyar we

25



V =VF(X,Y,2)

denllik yerlikli bolyar. Suny hem gorkezmek gerekdi. Wektor meydanynyn
potensial wektor meydany bolmaklygynyn basga-da yeterlik sertleri bar. Biz olar
barada geljekki boliimlerde giirriin ederis. Su yerde U(X,y,z) potensial funksiyaly
meydanda U(A)-U(B) tapawuda material nokadyn potensial energiyasy diyilyénini
hem yatlap gecelin. Adatga, B-nin yerine M(X,y,z) nokady, A-nyn yerine
Mo(Xo,Y0,20) nokady goyup, potensial energiyany /7 harpy bilen belgileyarler,

2

2
diyilyar. Kinetik we potensial energiyalaryil jemini E bilen belgileyirler we ona
nokadyn doly energiyasy diyyérler, yagny E = K + 1. Potensial meydandaky
hereket edyin nokadyn doly energiyasy

yagny I1=U(Mo)-U(M). =K ululyga material nokadyn kinetik energiyasy

2
myv
E =

+U(M;)-U(M)

formula bilen tapylyar. Adatca U(M,) =0 bolar yaly My nokady saylap alyarlar
we doly energiya iigin

mv?

2

formulany ulanyarlar. Mysal {i¢cin, O nokatda yerlesen material nokadyin dartys
1

K =
meydanynyn U(X,Y,2) = rE r=(x*+y*+2z%)?, potensial funksiyaly meydan

E=

-U(M)

bolany sebdpli, sol meydanda hereket edydn M material nokadyn potensial

K K . K . . .
energiyasy I/ = PR bolar. r, =0 hasap edip H:_T denligi we E tigin
0

mv?> K

2 r

deniligi alarys. Ikinji mysal hokmiinda 6ndaki boliimlerini birinde seredilen jisimin

tekiz tstdaki yrgyldy hereketinin doly energiyasyny tapalyn. Yonekeylik tigin

jisime dine onui agramy bilen pruzinanyn mayysgaklyk giiyji F=—kx tisir edyar
2

kx
diyelin. F giiy¢ potensial giiy¢. Onufi potensial funksiyasy U = T Sol sebapli

E=

2 2

o . ., X o y mv
jisiminn  potensial energiyasy I/ = kinetik energiyasy K= n

doly

mv?  kx?

> +7 bolar. Jisimin hereketinin  matematiki modelinin

mX(t) = —kXx bolyanyny biz 6n goriipdik. Sonky denligin iki tarapyny hem X-a
kopeldelin we 6zgerdelin, alarys:

energiyasy E=

XmX = —kxx
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ya-da

ya-da integrirlap

.2 2
mx~ _ kx ‘c,
2 2
denilige geleris. Indi X =V bolyanyny g6z 6niinde tutup, sonky detiligi
2 2
me k¢
2 2
ya-da
E=C,

gorniisde yazyp bileris. Yagny garalyan hereketde jisimin doly energiyasy
hemiselik san bolyar, ol iiytgemeyir. Potensial funksiyalary bolan giiyclere
gysgalyk ticin potensial giiy¢ler diyyarler. Sonky hésiyet potensial gliy¢lerin tésiri
astynda hereket edydn material nokatlaryn islendik ulgamy ti¢in hem dogrudyr.

7. MEHANIKANYN WE FIZIKANYN BELLI PRINSIPLERINE
ESASLANYAN MODELLER

Eyydam XVII asyrda acgylan, fransuz alymy Fermanyn adyny goteryéin
yonekey bir prinsipe esaslanyan meseld garalyn. Fermany1 prinsipi sundan duryar.

Goy, yagtylyk haysy hem bolsa bir gursawda A nokatdan B nokada Z egri
boyunca yayrayan bolsun. Ozi hem gursawyii birjynsly dil bolmagy, hatda onui
dowiilme koeffisiyenti n-in nokatdan nokada {liytgeydn bolmagy hem miimkin
diyelin. Goy, Z; A we B nokatlary birlesdiryén basga bir yol bolsun.

Fermanyn prinsipi asakdaky tassyklamadan duryar:

J' nds — j nds
Z z
tapawut islendik Z; ii¢in alamatyny saklayar.
Yokarky tapawudy basgaca yazalyn. Goy, s=s(t) yagtylygyh t wagtda Z egri
boyunga gegen aralygy bolsun, s=s;(t) bolsa Z; egri boyuncga gecen aralygy bolsun.

ds ds
Onda yagtylygyn tizligi Z egri boyunca V = dat Z; egri boyunga V; = d_tl bolar.

Bu yerden tapylan ds =vdt, ds, =v,dt bahalary yokarky afnlatmada yerine goyup,
alarys:
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j nds — _[ nds = _[ nv,dt — j nvdt.

z, z z z

Indi nv=nv;=c bolyanyny g6z 6niinde tutup, alarys:

T T
jnds—_[nds=Invldt—jnvdt=cUl—T).
Z, z 0 0
Bu yerde T; yagtylygyn Z; egri boyunga yayran wagty, T yagtylygyn Z egri
boyunca yayran wagty. Indi biz Fermanyn prinsipini seyle formulirldp bileris:

Yagtylygyli Z boyun¢a yayran wagty beyleki islendik Z: yol boyunca
yayran wagtyndan Kicidir.

Fermanyn prinsipini ulanyp, optika degisli bir meseldni ¢ozelin. Sohle A
nokatdan ¢ykyp 7z gorizontal goniiden C nokatda serpigip, B nokada diisdi
diyelin (5.1-nji surat).

~ /
S~
C1

T
5.1-nji surat

C nokatdan 7 gond CK perpendikulyar gegirelin, emele gelen burglary a we f
bilen belgildlin: Z/ACK =a, ZKCB = . a bur¢a sohldnin diisme burgy, S burga
sOhldnii gaytma burgy diyyérler. Mesele o we f burglaryn arasyndaky
baglanysygy tapmakdan duryar. Meseldniit matematiki modelini diizelin. Meseldni
caklendirelin. Cédklendirme yekeje — sOhle sol bir hemiselik ng dowiilme
koeffisiyentli gursawda yayrayar hasap ederis. Modeli diizelin. ACB yoly Z bilen,
AC1B yoly Z; bilen belgildlin. Onda Fermanyn prinsipine gora,

jnds—jndszo (1)

Z z

bolmaly bolar. n hemiselik bolany ii¢in, sofiky defisizligi n[st —IdSJ >0 ya-da

Z z

AC,+C,B>AC+CB

gorniisde yazyp bileris. Yagny ACB dowiik ¢yzygyn uzynlygy islendik C; nokat
icin AC;1B dowiik ¢yzygyn uzynlygyndan kici bolmaly. Seylelikde, matematiki
modele gelyéris: & goni ¢yzygyn iistiinde AC + CB in kici bolar yaly edip C
nokady tapmaly. B nokat z goni ¢yzygyn iistiinde yatsa, onda A nokatdan ¢ykan
sohle goni B nokada diisyar we Z yol AB kesim bilen gabat gelyar (5.2-nji surat).
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T
5.2-nji surat

Eger indi = goni ¢yzygyn istiinde islendik C; nokat alsak, AC, +C,B> AC
boljagy ABC iicbur¢lugyn hisiyetinden gelip ¢ykyar, onda matematiki model
birinji yakynlagsmada fiziki meseld adekwat diymek bolar. Matematiki modeli
¢ozelin (5.3-nji surat).

5.3-nji surat

7 gond gord B nokada simmetrik B; nokady guralyn. A we B; nokady AC1B;
dowiik ¢yzyk bilen birlesdirelin. Suratdan gorniisi yaly, AC, +C,B=AC, +C,B,.
Indi A we B; nokatlary AB; kesim bilen birlesdirelifi. Ol kesim 7z goni ¢yzygy C
nokatda keser. Onda AC +CB = AC +CB, = AB,. AACB; ii¢burclukdan gorniisi
yaly AC,+C,B=AC,+C,B >AB, =AC+CB. Diymek, C nokat gozlenyin
nokat bolyar. Matematiki model ¢6ziildi. Indi ondan netije ¢ykaralyn. ZACK =«
diisme burgy, ZKCB =g gaytma burgy, ACBB; denyanly (CB = CBj). Sol
sebipli ~ BCN=2NCB;. Yene-de ~ACC; =2 NCB;. Bu yerden

ZBCN =/ZACC, = a=90"-LACC,=90"-4/BCN=p = a=p.
Yagny, diisme bur¢ a gaytma bur¢ p defidir. Bu optikanyn ifi belli

kanunlarynyn biridir.
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Yene bir mesele.

7 goni dowiilme koeffisiyentleri, degislilikde, ny we n; bolan iki gursawyi
cdgi bolsun. Goy, birinji gursawdaky A nokatdan ¢ykan sohle = goni ¢yzygyn C
nokadyna diigsin. Ol sohldaninn bir bolegi C nokatdan, yokarda getirilen kanun
boyunca, yzyna serpiger, ikinji bolegi C nokatda dowliip, ikinji gursawdaky B
nokada diiser (6-njy surat).

ZK,CB =r burca dowiilme burgy diyyarler. o we r burglaryin arasyndaky
baglanysygy tapmaly.

Meselanin cdklemeleri yokarda getirildi. Matematiki modeli diizelin. =
goni ¢yzygyn tistiinde C: nokat alalyn. ACB dowiik ¢yzygy Z bilen, AC1B
dowiik

EBl T

6-njy surat

cyzygy Zi bilen belgildlin. Fermanyn prinsipine gora
j nds — I nds >0

Z z

bolmaly. Integrallary 6zgerdip, alarys:
o B C B
Inlds + Inzds —Inlds —J'nzds >0
A c, A C

ya-da

n,AC, +n,C,B>n,AC +n,CB. (1)
Diymek, matematiki model — (1) densizlik, islendik C; ii¢in dogry bolar yaly
edip, m goni ¢yzygyn Tustinde C nokady tapmakdan duryar. Basgaca,
f =n,AC, +n,C,B funksiyanyin C; nokada gérd minimum nokadyny tapmaly. C
nokat bar hasap edip matematiki modeli ¢6zelin. 7 goni ¢yzyga A nokatdan AA; we
B nokatdan BB; perpendikulyarlary gegirelin. 6-njy suratdan alarys:
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AC, =/AAZ + ACZ = /AAZ + (AC—C,C)?,
C,B=,/BB2+C,B? =/BBZ +(B,C+C,C)>.

C,C tytgeyan ululygy X bilen belgildp, f funksiyanyn bahasyny tapalym:

f =n,\/ AAZ +(AC —x)? +n,,/BB? +(B,C +x)°.
Indi bir Giytgeyanli f(x) funksiyanyn minimum nokadyny tapmak galdy.

Onun {igin f(X) funksiyanyn 6niimini tapyp, nola denlalin:
F/(x) = —(AC—-x)n, N (B,C+x)n,
JAAZ+(AC—-x)? /BB2+(B,C+X)?

ya-da
(AC-X)n,_ _  (BC+xn,
JAAZ +(AC—X)? +[BBZ+(BC+x)?
Fermanyn prinsipine gord Xx=0 ¢0ziw bolyar, yagny
AC-n,  BC:n,
JAaz+Aac?  |/BBZ +B.C?

ya-da
sinag-n; =sinr-n,,
ya-da
sina_n,
sinr n,

Bu bolsa optikada belli bolan yagtylygyin dowiilme kanunydyr. Mesele ¢oziildi.
Yokarda getirilen iki kanun Fermanyn prinsipi esasynda alyndy. Bu prinsipe
basgaca tygsytlylyk prinsipi diyse hem bolardy. Sebdbi, yagtylyk A nokatdan B
nokada i gysga aralyk boyunga yayrayar, yagny tebigat 6z energiyasyny ordn

tygsytly har¢ edyar diyse bolar.

8. GAMILTONYN PRINSIPI WE ONUN BILEN BAGLY

MESELELER

Material nokatlaryn ulgamy potensial giiy¢ler meydanynda wagt ti-den t;
cenli iiytginde hereket edyan bolsun. K — ulgamyn kinetik energiyasy, /7 — onun

t
potensial energiyasy. K—/7=L tapawuda Lagranzyn funksiyasy diyyarler, _[ Ldt
t

integrala tdsir diyyarler. Goy, ulgamyn i-nji nokady, wagt [t;; t2] aralykda
tiytgdnde, Ai nokatdan B; nokada ¢enli Z; egri boyunga hereket eden bolsun.
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Gamiltonyn prinsipi. Z; egrileri, degislilikde, A; we B; nokatlary birikdiryan
t
islendik endigan Zi* egriler bilen ¢algyrylyp alnan ILdt integralynl wariasiyasy

L5}

nola den bolmalydyr:

t,
5[ Ldt=0.
4
Kibir gerek diisiinjeleri girizeli. Goy, ulgam M(xi, Y, z), k=1 N, nokatlardan
dursun we ulgama

gi(xl’y17zl""’XN’yN’ZN):O’ i:l’_K’ (2)

gorniisddki baglylyk goylan bolsun. Onda nokatlaryn 3N koordinatalarynyi
K sanysyny (2) denilemelerden beyleki 3N-K sanysynyii {isti bilen anladyp bileris.
(elbetde, (2) ulgamy ¢6ziip bolyan halynda). Diymek, koordinatalaryn 3N-K
sanysy azat koordinatalar, K sanysy bagly koordinatalar bolarlar. K6p halda 3N-K
azat koordinatalaryn deregine

Q; :qi(xl’yl’zl""’XN’yN’ZN)’ i=13N-K, (3)

gorniisddki, ulgamyn yagdayyny doly kesgitleyan, tize parametrler girizyérler.
Olara, adat¢a, umumylasdyrylan koordinatalar diyyarler. Goy, umumylasdyrylan
koordinatalarda Z; egrilerin denlemeleri wagt t;-den t,-a ¢enli liytgidnde

qs:qs(t)’ S:1’3N_K’

gorniisde bolsunlar. Goy, J,(t), s=1,3N —K, funksiyalar [t;; t;] kesimde tizniiksiz
we lizniiksiz differensirlenyén bolsunlar we J;(t;) = o (t,) =0 bolsun, onda

G5 =9, (1) + .6, ()
denilemeler A; we B; nokatlary birikdirydn Zi* egrilerinn defilemeleri bolarlar. Bu
teklibe seyle diisiinmeli. Eger K sany baglylyklar deiilemelerini we 3N-K sany (3)
denilemeleri bilelikde ¢ozip, X;,V;,z;, 1=1L N, koordinatalar q;, i=13N-K,
umumylasdyrylan koordinatalaryn tisti bilen anladylyar, yagny
X = X; (01, 0z, Oank )»
Yi = Yi(0, 05, Uanic )

Z, = 7;(0y,Gpy-+r Gy k),

i=1N.

Eger-de su yerde q,=0q(t), t,<t<t,, s=13N-K, goysak Z; egrinin

t,
defillemesini, g, =q(t)+¢;S; goysak bolsa Zi* egriniii defilemesini alarys. | = J Ldt

4
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tdsir integralynynn asagyndaky L funksiya 0;,0,, .., O3n_k» G120 oo O3nk
ululyklaryn funksiyasy bolyar, yagny L=L(0,,q,,....,03y x> G:0ps --»0sn ). Sol
sebapli

t,

I :IL(ql + 0,0y, Uy + 005, oy Qg+ Qg gy i )L,

tl
ay, Ay, ..., gy parametrlerin funksiyasy bolyar.

3N-K al
s 00

t t
ululyga | =ILdt tidsir integralyi Wariyasiyasy diyyirler we ony O I Ldt bilen
4 4
belgileyarler. Eger L funksiyanyn 6z argumentlerine gord lizniiksiz onlimleri bar
bolsa, onda

t B 3N-K
5ILdt:jZ[aL5 LW jdt
t t s=1 qs qs
denligi alarys. Indi biz Gamiltonyn prinsipini yonekey gorniisde formulirldp
bileris.

Gamiltonyn prinsipi. Eger L 6z argumentlerine gord differensirlenyédn
funksiya  bolsa, J,(t), s=13N —-K, funksiyalar [t;; t;] kesimde iizniiksiz
differensirlenydn bolsalar we 0,(t,))=0,(t,)=0, s=13N-K, bolsa, onda

hokmany halda

5j Lo —TNZK[ L ]dt -0 @)

t S 1 qs
bolmaly bolar.

Indi bu prinsipi ulanyp kébir meseleleri ¢ozmége ¢emeleselin.

8.1. Lagranzyn denlemesinin ¢cykarylysy

Massasy m; bolan Mi(xi, Vi, zi), 1=1N, nokatlar ulgamy potensial giliy¢cler
meydanynda [t;; t;] wagt aralygynda hereket etdi diyelin. Z;, Z*, 6i(t) belgilemeler
yokarda getirilen manyda bolsunlar. Onda (4) detilik — Gamiltonyn prinsipi dogry
bolar. Alarys:

t 3N-K

0= IZ[aqs o jdt—ZINZ; ]'NZ ds, (1) =

t S y, s=1 S
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th 3N-K oL t 3N-K
'{Z—fmizmﬁMV!Z (]ﬂwt

s=1
Ya-da q.(t,) =q.(t,) =0, s=1,3N —K, bolyanyny goz 6tiiinde tutup, alarys:
t 3N-K
> i—i( aL] 5, (t)dt =
t s=1 aqs, dt q
Indi ds(t) funksiyalaryn islendik bolyanyny yatlap,

oL df{ oL —
:O’ =4, - ’
% dt( aqu s=13N_K 5)

denlemeleri alarys. Olara Lagranzyn denlemeleri diyyérler. Bu denlemeler
mehanikanyn esasy denlemelerininn biridir. Ol denilemeleri basgaca hem yazyp
bolyar.

Diisniiklilik iicin, (2) baglylyklar yok hasap edelifi. Onda M(x;, i, zi), i=1L N,
nokatlaryn koordinatalary baglanysyksyz ululyklar bolarlar we biz

Xi =Usiizs Yi =Usiar Z =0, i:l’_N’

belgilemeleri girizmige haklydyrys. Su belgilemelerde (5) denlemeler asakdaky
gorniise gelerler:

oL dfaL

= _= =0,
ox; dt| o

o _dfaL)_g

oy, diloy,)

oL df oL —
— | = |=0 i=1N.
oz, dt{ oz,

Eger indi U(x,y,z) funksiya potensial giiycler meydanynyn potensial
funksiyasy bolsa,

F=vVU,

H=—iu(xi’yi’zi)’

(=3 m )

L= K—H:i{%&)lum,yi,zi)}

bolyanyny g6z oniinde tutup, (6) denllemeleri 6zgerdip, yazyp bileris:
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aU(Xivyi’zi)_mii(Xi):o,
X, dt
oU(x.y,z) _ d oy
oy m dt (yi) =0, ()

aU(Xi’yi’Zi)_mii(Zi)zo, |:1;_1
oz, dt

Mi(xi,yi,zi) nokadyn {x.v,,z,} radius wektoryny girizip we (7)

defilemeleri degislilikde T, IZ birlik wektorlara kopeldip we gosup, alarys:
oU. oU-. dU

i +—j+
OX; 0z,

— — —_—

k—m —(Xi+y,]J+2k)=0, i=1
Idt(l ylJ i ) ! !

ya-da
mi; =VU(X,Y;,2) = IE(Xi’yi’Zi)'-
Bu yerde i indeksi taglap, ulgamyn islendik nokady {i¢in dogry bolan

m—r =F(x,Y,2) (8)

formulany alarys. Bu bolsa material nokat iicin Nyutonyn ikinji kanunynyn
yazgysydyr.

8.2. Energiyanyn saklanys kanuny

N 52

Gog, K="

i=1
potensial energiyasy bolsun. Onda E = K + /7 onun doly energiyasy bolar. Ulgam
potensial giiycler meydanynda hereket edyir hasap edilydr. Doly energiyanyn
wagta gord onlimini tapalyn:

gy 9K 47 _dUI-K) ,d<_ dL ,dK

—+ -
dt dt dt dt dt dt
oL . N N(oL . oL
- —— 0 +— +2) mq,G; =— —¢q;, +—¢, —2m.q,q; |

Z(aqu aQi J ; ;(8% oq, ]

LagranZzyn denlemesinden taparys:

o _dfa
og; dtl g )

Bu bahany yokardaky anlatmada yerine goyup, alarys:

ulgamyn kinetik energiyasy, /7 =171(q,, 0,, ..., 0y) onuf
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e o ma) ik &eme)
:_ﬂ%(%.qi}zmiqiqi]:-i(%{'qi)—zmiqiqij:—Z(zmiqiq'i —2mq.6,)=0,

dE
yagny i 0 ya-da E =K+ I7=const.

10. IKI MATERIAL NOKADYN OZARA TASIRI ASTYNDAKY
HEREKETLERININ MATEMATIKI MODELI

Biz iki nokatdan duryan ulgama dine igki giiy¢ler tdsir edyarler diyip hasap
etjekdiris.

Bize gerek boljak diisiinjeler:

1) Energiyanyn saklanma kanuny;

2) Giintiin dagyndan aylanyan planetalar barada Keplerin kanuny;

3) Nyutonyn biitindiinyd dardys kanuny.

Garalyan 1ki nokatdan duryan ulgam konserwatiw bolany sebépli,
energiyanyn saklanma kanuny K +77/=E, — hemiselik, gorniisde yazylar. Bu
yerde K — Kinetiki, /7 — potensial energiya. Goy, m; birinji M; nokadyn, m; — ikinji
M, nokadyn massasy bolsun. vi we V,, degislilikde, birinji we ikinji nokatlaryn
tizliklerinin absolyut ululyklary bolsun. Iki nokadyn biri-birine tasir edyan giiyjiini
kesgitlalin:

bu yerde ¥ =M,;M,,.

=l

ms

M,

7-nji surat

Ulgamyn kinetik energiyasy
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2 2

m\v m,v

K= 1l+ 22,
2 2

ulgamyn potensial energiyasy
MO
7= [Fdr
M2
bolar, bu yerde My fiksirlenen nokat. K-nynn we /7/-nini bahalaryny K +17=E,
denlikde yerine goyup, alarys:

=2 =2 M,
mliJrMJrIFdF:EO. (1)
2 2 .

(1) formula garalyan hereketin matematiki modelidir. Onun 6wrenilydn herekete
adekwat bolmagy belli kanunlaryn esasynda diiziilendiginden gelip ¢ykyar. (1)
modeli ulanmak ti¢in amatly gorniise getirelin.

Fiksirlenen O nokat alalyn (8-nji surat).

8-nji surat

C — nokatlaryn agyrlyk merkezi.

OM,=F, OM,=F,, OC=p, CM,=p5,, CM, =7,
belgilemeleri girizelin. Alarys:

Fr=n-f, L=p+p, L=p+p, —/=V, —==V,.
Su belgilemeleri ulanyp, (1) denligi tizeden yazalyn:

—2 M, —
my,  mV, J- mm, T
2 2



ya-da

(a-%) &%)
Ldt dt Nde d) Tpdrt
2 2 ST TR
ya-da
-~ \2 - 2 - - - -
im{%j +£m2[dpz) +m 92 90, ) 05 4P,
2 dt 2 dt dt dt dt dt
1 _(dp)* 1 dﬁT ymm,
+=m| L | +=m,| £ | -2 =F
2 l(dtj 2 2(dt r ° )
C nokat agyrlyk merkezi bolany sebipli,
_ - do = —
m, o, +m,p, =0, d_/to =C, — hemiselik, (3)

bolmaly bolar. Birinji denlik agyrlyk merkezinin MiM, kesimi massalara ters
proporsional bolmeginden gelip ¢ykyar. Agyrlyk merkezinin hereketi baradaky
teorema gord, bu ulgama dasyndan giiy¢ tisir etmeyanligi sebapli,

d’p
dt?
bolar. Bu yerden yokarky denliklerin ikinjisi gelip ¢cykyar.

(3) denliklerini birinjisinden

mld£1+m2d§2 =0

denilik we onun esasynda

1d_p.%+m2d_p.dﬁ:d_p(m1%+mz%j:0
dt dt dt dt dt dt dt

deiilik gelip ¢ykyar we (2) deiilik

1 dp, ! dpo, i ymm, 1 <2
—m| —=| +—m — =E,——=(m +m,)C
2 1[dt) 2 2(olt r o =5 (M Mm)Gs @)

gorniise geler. Indi T = p, — p, bolyanyny vatlap,
{mlﬁl +m,p, =0,
Pr—p =T
ulgamdan taparys:
- m,r _ m,r
P = ' P2 = :
m, +m, m, +m,
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Sonky denlikleri ulanyp, (4) denligi tdzeden yazalyn:

—\ 2
1{ m,m? N m,m; }(drj _rmm, _ —l(m +m,)C?
0 1 2 0
2

21 (m +m,)* (m,+m,)?* [ dt r
ya-da
1 mm, (dr ? ymm, 1 =3
.tz L L 2_F ——(m+m,)C..
2 m1+m2(dtj r ° 2( 1 M)Co )

Indi M; nokat tlytgemeyar hasap edip, M, nokadyn hereketinin defilemesini
dv mm, . _ dr
m, —=-— r ) V= T 6
ot T dt (6)
yazyp bileris. Bu denligin iki tarapyny hem r wektora wektor kopeldip, alarys:

L oav mm,r.
m,| Fx— |=—y—2-2[Fxr|
2|: dt} v 3 [ ]

Emma [FxF]=0 bolany sebapli,

alarys. Beyleki tarapdan,

—

yagny [FxV]=C, — hemiselik wektor bolar. Bu bolsa F we vV wektorlar islendik

wagtda bir tekizlikde yatyar diymekdir, yagny hereket bir tekizlikde gegyar. Surata
yizlenelin.

v

9-njy surat

—_— —_—

MM, =F, ZNM;M, =Ap, M,N =VAL.
Bu yerden MiMQ sektoryii Sy, .o meydany ligin

Sumo = % r’Ap= %|Fx\7At|
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takmyn formulany alarys. At nola ymtylanda takyk
1 r? do = 1|F X \7|
2 dt 2
formulany alarys. Yokarda gérkezilene gori |F xV|= ‘él‘ = hemiselik san bolyar we
asakdaky

rz(?j—(tp:M, M =|C,, (7)

Keplerin belli kanunyna geleris. Bu kanun M; nokadyn M; nokada gord radius
wektorynyn wagt birliginde ¢yzyan sektorynyn meydany sol bir M hemiselik sana
dendir diyip okalyar. Seylelik bilen, biziii matematiki modelimizden alan birinji
netijamiz Kepleriii kanuny boldy. Onun dogrulygy biziii modelimizini bagda goyan
meseldmize adekwatlygyndan gelip ¢ykyar.

Indi modeli yonekeylesdirmegi dowam etdirelin. Yokarky ¢cyzgydan gomiisi yaly,

DR A

(6) we (7) denlikleri ulanyp, (5) denligi gociirip yazalyn:

1 mm, |(dr)’ de )’ m,m 1 =
—._12 (—) +I’2( (Dj ALLRL =T, T0=E0——(m1+m2)C02
2 m +m,|\dt dt r 2

ya-da

1 mm, [(dr do 2+r2(d_¢))2 _ymm,
2 m+m,|{dp dt dt r o

ya-da Keplerin kanunyny (6) ulanyp,

2 2
1 mm, [fdr) (sz _ymm, -T,
2 m+m, \de r r

yazyp bileris. Sonky denlemede

2y(m, +m,) —q 2T, (m +m,) _i
M2

belgilemeleri girizip, ony

ya-da
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do Y’ ’ 2
£ =W2—(p—gj W =g
de 2 4

gorniisde }'lazyp bolar. Sonky defilemini integrirlalin:

\/W (p—05a), =de,

dp

I\/ w’ —(p—05a)’

L —05a =w-sin(p+¢@, +270°), p =0,5a—-wcos(p+¢,).

=p+@, +270°, arcsin’o_—v(\)/’Sa=go+gpO +270°,

1
r =— formulany ulanyp, alarys:

r = 1 = a

Z—wcos(¢+ ) 1—2—Wcos(¢+ )
(04

2w 2
—:8, —:p
(94 (04
belgilemelerleri girizip,
yo

- 1-¢gcos(p+¢,)

10-njy surat

ellipsin denilemesini alarys. Onun bir fokusy M; nokatda bolar (10-njy surat).
Diymek, M; giin, M, planeta hasap etsek, onda planetalar Giiniin dasyndan, bir
fokusy giin bolan ellipsler boyunga hereket ederler.
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10. YERIN TOWEREGINDE HEREKET EDYAN MATERIAL
NOKATLAR BARADA MESELE

Planetalaryn hereketi bilen birmenzes yene bir mesela seredelin.

Mesele ordn dasdan (r=~oo) yerin Ustiine ugup gelen material nokadyn
tizligini anyklamakdan duryar. Indi M; nokady yer, M, nokady ucup gelyin
material nokat hasap edip, M, nokadyn hereketiniii defilemesini yazalyn. Ol
yokarda getirilen (6) defileme bilen gabat geler. Ony yene bir gezek yazalyi:

dv mm, . _ dr .
m,—=-y—22F, V=—, r=|f|,
dt r dt
, oy : y L mm,
bu yerde m; — yerini, m; — material nokadyil massasy, r=M,M,, —y—=TF —

r
, v e see ’ v . v mlm2
yerin dartys giliyji. r yerin radiusyna den (r=R) bolanda 7/? r=m,g

bolyanyny goz oniinde tutup, ym, = gR’ detiligi alarys we yokarky defileméni

dv gR? ..
[N r
dt r
. , . y G ey ey ar . :
gorniisde yazyp bileris. Sonky denligin iki tarapyny hem ot kopeldip, alarys:

dr d°r _ gR® dr
dt dt? r: dt

ya-da
11@2 _ 1 R
2 dt dt 2 r* dt’
ya-da
11@2 _d(gr’
2 dt dt de{ r
ya-da
2
1o R ¢
2 r
Goy, material nokat tiikeniksizlikden ( baslangyg tizligi v, =0) M, nokada gelipdir
1 R?
diyelin. Onda Zv* = I +C defilikde r=oo, v=0 gojup, C=0 alarys we
deiileme
1._0OR
2 r

42



gorniise geler. Soiky detilemede r =R goyup, material nokadyn
vZ=2gR, v=./20R

yerin {istiine diisendiki tizligini taparys. Bu yerden g =9,8m/sek”®, R =6370km
goyup, taparys:

2

V> =9,8-6370.000—, v=113-.
sek sek

Tersine, yerin iistlinddki material nokady Orén das yerlere ugratmak {i¢in ona ¢en

bilen v, = 11,3@ tizlik bermeli bolyar. Bu tizlige {ligiinji kosmiki tizlik diyyérler.

Gerekmejek
Viik

Yangy¢

11-nji surat

Indi kosmiki raketalarynn ucguslarynyii matematiki modelini diizeli. Adatca,
raketalar kopbasgangakly bolyarlar. Yonekey dil bilen aydanyiida, birndge
raketany {sti-listiine goyup, bir raketa yasayarlar we ona kopbasgangakly raketa
diyyarler. Gelin, "ndme li¢in raketa hokmany halda kopbasgangakly bolmaly?” "Bir
ulurak raketa yasap, emeli hemrany orbitasyna ¢ykaryp bolanokmy?” diyen
sowallara jogap berjek bolalyn. Birbasgancakly, yagny bir kosmiki raketanyn
gurlusy 11-nji suratda shematiki gorkezilen.

mo —raketanyn baslangyc massasy;
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m(t) — raketanyn t pursatdaky massasy,
m(t) =m, +m, +m,(t),
m; — gerekmejek yiikiin massasy (liytgemeyaér);
m, — emeli hemranyi massasy (liytgemeyaér);
ms(t) — t pursatdaky yangyjyn massasy;
v(t) — t pursatdaky raketanyn tizligi;

km
Uo — raketadan yanyp ¢ykyan gazlaryn tizligi; adatca, Uy < 3@ ;

F — raketa tisir edyén dasky giiyc. biziit yagdayymyzda F =mg;

m, =01m, — hézirki zaman tehnikasynyn miimkingiligi;

T — raketanyil ucus wagty.

Seylelik bilen, model diizmek ii¢in ¢dklemeler kesgitlendi.

Berlenlere gord, m,(7)=0, yagny ugus wagtynyn ahyrynda yangyc¢ doly
yanyp gutaryar. Q(t) bilen raketanyn t pursatdaky hereket mukdaryny belgilélin.
Kesgitlemd gord, Q(t)=m(t)v(t). Mehanikanyn kanunyna gord, hereket
mukdarynyil t pursatdaky artdyrmasy raketa tasir edyan giiyclerin impulsyna den,
yagny

AQ(t) = FAt .

At wagt aralygynda raketanyn massasy m+Am bolar, tizligi v(t+At) bolar.
Massanyii Am bolegi Vv(t) — Up tizlik alar. Bu bolegin hereket mukdary

Am[v(t+At) — U]

bolar. Alarys:
AQ(t) = (m(t) + Am)v(t + At) —m(t)v(t) — Am[v(t + At) —u,]
ya-da
m(t)Av +u,Am = FAt,
ya-da
m(t)%JruOC;—T:F. (1)

(1) formula raketanyn hereketiniin matematiki modelidir. Onun raketanyn hakyky
hereketine adekwatlygy ulanylan kanunlaryn dogrulygyndan gelip ¢ykyar. Indi
modelin dernewine gecelin we ondan netijeler ¢ykaralyn. Biziii basda goyan
soraglarymyza jogap bermek tiigin, (1) denlemini ¢oziip, v(t) tizligi tapmak
yeterlik; emma meseld basgaca ¢gemelesmek hem miimkin.
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F =-mg bolany {i¢in, bu giiyjin tdsiri difie tizligi kiceltmage ugrukdyrylan
bolyar. Eger denlemede F=0 goysak, onda yokarky bellema gori, tize deilemeden
tapylan Vv (t) raketanyin hakyky tizliginden islendik pursatda uly bolar. V(t) {i¢in
deiileme yazalyn:

dv dm
m(t)—=-u, —
()dt ° dt
ya-da
dm
v _ o, dt
dt *m(t)

Bu denligin iki tarapyndan O-dan T ¢enli integral alalyn:
V(T)~¥(0) =—u,[I(m(T) ~Inm, .
v (0) =0 bolyany sebépli
M _ U In My
m(T) m, (T)—m,(T)
denlige geleris. Bu yerden m,(T) >0 ululygy taslap,

V(T)=u,lIn

. m
V(T)<u,In—=
ml

m km
densizlige geleris. Berlenlere goré, m_l 201 u, < 3@. Sotia gord, m, =0,1m,
0
goyup, alarys:
7(T)<3In—"o_ _3In10.
0.1m,
In10 < 2,3 bolany {igin,
V(T)<7(T)<3.23KM _g g KM
sek sek

Bu tizlik birinji kosmiki tizlikden kén kigi bolany tigin, emeli hemra yerin {istiine
gagar. Diymek, emeli hemra {i¢in niyetlenen jisimin hakykatdan-da emeli hemra
bolmagy iicin, raketa il azyndan iki basgancakly bolmaly bolyar.
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11. IDEAL SUWUKLYK AKYMY BILEN BAGLANYSYKLY
MATEMATIKI MODEL

Islendik suwuklyk akymy Owrenilende esasy gyzyklandyryan ululyklar
suwuklygyn bolejiklerinin tizlikleri, suwuklygyn islendik nokadyndaky basysy we
suwuklygyn dykyzlygy bolyar. Eger seredilydan ululyklaryin bahalaryny az sanly
nokatlarda tapmak gerek bolsa, onda olary tejribédnin {isti bilen tapsa hem bolar.
Emma nokatlaryni sany tiikeniksiz kop, gyzyklandyryan wagt aralygy uly bolan
yagdayynda tejribeler Usti bilen ululyklary tapmagyi uly kyngylyklara getirmegi
miimkin. Ondan basga-da, ululyklaryii sanly nokatlardaky we sanly wagt
pursatlaryndaky bahalary suwuklygyn akymy barada umumy netijelere gelmegi
kynlasdyryar. Sol sebdpli suwuklygyn akymynyfi matematiki modeline yiizlenmeli
bolyar. Belgilemeler girizelin. p(x, y, z,t) — suwuklygyin M(x,y,z) nokadyndaky t
wagtdaky basysy, po(x,y, z,t) — M(x,y,z) nokatdaky t wagtdaky dykyzlyk,

ulx, v, z,t), ¥(x, y, z,t), o(x, y, z,t) M nokatdaky t wagtdaky v tizligin

koordinatalary, y — suwuklygyn seppesikligi nola den hasap edilyir, E(x, y, z,t) —
dasky giiyclerin massa birligine tisir edyian dykyzlygy. Suwuklygyn akymynyi
icinde yerlesydn goz oniine getirilydn ¥ ist bilen ¢éklenen D yaylany dolduryan
suwuklygyn bolegine tésir edyan giiygleri tapalyn (12-nji surat).

12-nji surat

p(x, v, z,t) basysyf tésiriniii jemleyji giiyji - R,
ﬁl :—H pﬁdaz—m grad pdxdydz
z D

integrala dendir. Bu yerde p=p(x,y, z,t), n—3 iiste gecirilen dagky normal.

o, =—p(x y, z, t)-n ululyga M(xy,z) nokatdaky normal dartgynlyk diyyirler.
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Gorslimiz yaly, normal dartgynlylygyn ululygy = {istin M(x,y,z) nokatdaky
normal wektorynyn ugruna bagly dildir, yagny

O,

=|p(x, y, z,t)|. Dasky giiy¢lerii
D yayladaky suwuklyk bolegine tésirinifi jemleyjisi

F?Z = m P F dxdydz
D

integrala dendir. Seredilyan suwuklyk bdlegine tisir edyin basga giiy¢ yok. Sonuit

ticin, seredilydn suwuklyk bdleginiii hereket deiilemesi, Nyutonun kanunyna
layyklykda,

m,oo(lj—\t/dxdydz = F?l+ R: =—m grad pdxdydz+m,odedydz
D D D

ya-da

m[/’%—\{wrad p-pFldxdydz =0
D

gorniisde bolar. D yaylanyi islendik mdgberde bolup bilyéanligi sebépli, bu yerden
L. Eylerin adyny goteryan suwuklygyil hereket defilemesini alarys:

N

pcij—\t/+grad p—pE=0.

-

Derllemai giryin O:j—\t/ — 1 boyunca doly 6niim seyle hasaplanyar:

1 1 1 au
u,u+u' J+U’, 0+—

. ot
d—V: S'Xu+z9'yl9+l9'za)+@

dt

1 1 1 aa)
o\U+o' §+0', 0+—

ot

Bu deniligi goz 6niinde tutup, hereket defilemesini asakdaky yaly yayban gorniisde
yazyp bolar:

a—qua—uu+6—ul9+a—uao+l@—lzX =0,
ot ox oy 0z p OX

@+@u+%3+%w+1@—a=o, (5)
ot ox oy 0z p Oy
ow Ow  Ow ow 10p

—+—U+—%+—w+——-F, =0.
ot oX oy 0z p 0z
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Bu yerde F ={F,, F,, F,} belgileme ulanyldy.

Alnan hereket deiilemesi ii¢ denilemeden duryar, emma denleme bds sany
u, % o, p, p nibelli funksiyany saklayar. Sol sebépli, hereketin denlemesinii
yanyna yene iki defileme gosyarlar. Olaryni birinjisi lizniiksizlik detilemesi diyip
atlandyrylyan

op . -
L +div(pV)=0
p (V)

denilemedir. Ikinjisi bolsa, yagday detilemesi diylip atlandyrylyan, dykyzlyk bilen
basysy baglanysdyryan p= f(p) gorniisli deiilemedir. Seylelik bilen,

oV S
—+grad p—pF =0,
P ot g p-p

op . —
—+div(pV) =0,

- (pV)

p=Tt(p)

denilemeler ulgamy seredilyan suwukluk akymy baradaky gidromehanika degisli
meselidnii matematiki modeli bolyar. Bu modeli ¢oziip, u, 9, o, p, p funksiyalary

tapmak bilen suwuklyk akymy baradaky mesele takmyn ¢oziilydr. Sebdbi modelin
0zi takmyndyr. Elbetde, akyma tisir edyin beyleki hadysalary goz 6niinde tutup,
modeli takyklasdyrsa bolar.

Uzniiksizlik defilemesiniii driin yonekey manysy bar. Akyan suwuklygyt i¢inde
gbz online getirilydn ¥ st bilen c¢dklenen Q gdwriimini alalyil. Ol géwriimin
icindaki suwuklygyn t wagtdaky massasy

m(t) = m p(X,y,z,t)dxdydz
Q

den bolar. m(t+dt)-m(t) tapawut dt wagtda Q gowriimdéaki suwuklygyn artany

bolar. Bu artdyrmany baggaca hem hasaplap bolyar. Eger n T {istiifi nokatlarynda
gurlan dasky normal wektor bolsa, onda

[[p(v-m)ds - dt

ululyk dt wagtda = iistden gegen suwuklygyn mukdaryny berer. n dasky normal
bolany sebipli

m(t+dt) -m(t) =—[[ p(V-n)ds - dt
ya-da

[ oy (9)

48



denligi alarys. Kesgitlema gora,

C;—T = %j.([j. pdxdydz = .[g %Ddxdydz :

Stoksyn formulasyna gora,

[[ v-nyds = [[[ div(v p)axdydz.

z )
Alnan bahalary (9) denlikde goyup, alarys:

[ g %dedydz = j£ [ div(v p)dxdydz

ya-da

] (8—p+ div(V p)}dxdydz - 0.

o Lot
Q gowrlimin islendik bolany sebapli, bu yerden

%’O +div(V p) =0

denligi alarys. Diymek, bu denlik massanyn saklanmak kanunyn matematiki
yazgysydyr.
(5) denlemeler ulgamyny yonekeylesdirelin. Basys funksiyasy atlandyrylyan

dp
P(p) = Im

funksiyany girizip,

{la_p 1o 1

pox poy’ paz}:grad P(P)

yazyp bileris. Yonekeylik iigin, F giiyji potensial giy¢ diyip hasap edelin; yagny
U(x vy, z,t) funksiya bar bolup, E:grad U bolsun. Indi (5) ulgamy ozgerdip

vazalyn:
ou (au aa;) 09 ou) o
o ——— |-y - |+ =
ot 0z 0OXx OX o0y ) OoOX

52
V_J_mm_u

2 ox  ox
52
08, (29 _au)_ (oo _08) o[V |  aP(p), au 6)
ot ox oy oy o6z) oy| 2 oy oy
52
oo [(dw 08 (6u aa)j |V oP(p) ou
— 4 ——— |- ——— |+ — |=— +—.
ot oy oz oz ox) or| 2 oz 0z
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Sotira rotV towlanma wektorynyn

ox o6z 6z ox ox oy

formulalar bilen kesgitlenyanini yatlap, (6) ulgamy

N

%—l:\?x rot\7] =—grad B

wektor gorniisinde yazyp bileris. Bu yerde
52

B:V?+P(p)—U

Bernulliniti ticagzalygy atly funksiya. Eger akymyi towlanma wektory rotV =0
bolsa, onda denleme has yonekey

N

% =—grad B (7)

gomiise geler. Analizden belli bolsy yaly, rotv =0 halynda vV wektor meydany
potensial wektor meydany bolyar. Bu bolsa, ¢(x, y, z, t) funksiya tapylyp,

V= grad ¢
denlik yerlikli bolyar diymekdir. Bu halda (7) denlemani

0
— d ¢)=—grad B
p (grad @) =—gra
ya-da
grad [a—go + Bj =0
ot
gornlisde yazyp bolar. Sonky denilikden
op
—+B=0(t
. (t)

52

denilemi geleris, bu yerde @(t) dine t bagly erkin funksiya. B :V?+ P(p)-U we
V = grad ¢ bolyanyny géz 6hiinde tutup, sotiky defileméni

op 1

E¢+E|grad o|* +P(p)-U = d(t) (8)

Kosi-Lagranzyn integraly diylip atlandyrylyan integral gorniisinde yazyp bileris.
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Eger o(x,y, z,t) potensial funksiya wagta bagly bolmasa, yagny Vv wektor

meydany stasionar meydan bolsa, onda %ﬂ =0 bolar we derileme

%| grad (o|2 +P(p)-U =C (C - hemiselik)

gorniisi alar. Bu denilige Bernullinini integraly diyyérler. Ol  ¢(x, y, z,t) we U
belli halynda suwuklygyn islendik nokadyndaky basysyny tapmak ii¢cin ginden

2
ulanylyar. |grade| =‘V ‘ =V? bolany sebdpli, Bernulliniil integralyny

%V2+P(p)—U =C

gorniisde hem yazsa bolar.

12. SUWUKLYGYN TEKIZ AKYMYNYN
MATEMATIKI MODELI

Biz gecen boliimde suwuklygyn akymynyn denlemesi barada giirriin etdik. Bu
bolimde meselani has hem yenillesdirelin, yagny suwuklygyn boélejiklerinin belli
bir o tekizlige parallel tekizlikde hereket edyan yagdayyna seredelin. Kop hallarda
a tekizligine parallel tekizliklerin hemmesinde hereket birmenzes bolyar we
suwuklygyn hereketini 6wrenmek iicin dine bir tekizlikdaki hereketi 6wrenmek
yeterlik bolyar. Asakda edil seyle hereket barada giirriin edilyar.

Bu halda xOy koordinatalar ulgamyny o tekizlikde yerlesdirsek we z oky
ona perpendikulyar gegirsek

> rotV = 0,0 ———
V ={u(x y,0,1t), %x, y, 0, t)} { X oy

09 au}

boljagy we suwuklygyn hereketinin denlemesiniii

u_ (09 au) B _
ot oXx o0y ) OoX
09 [&9 auj oB

+U —=

o (ax ay) oy

Oa

9)
0
gorniisde boljagy diisniiklidir.

Indi akym towlanmasyz, stasionar we suwuklyk gysylmayan hasap etsek, onda
towlanmasyzlyk serti

we gysylmazlyk serti
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09

+—=0
oy

au

OX

yerine yetmeli bolar. Basys funksiyany P(p) = P hasap etsek, Bernullinin integraly
o)

2 2
us+39 P ucce
2. p (C - hemiselik)

gorniise geler. Sonky ii¢ detileme bilelikde

09 ou _o,

ox oy

M, 0%, (10)
ox oy
2 2
us+39 +£—U _c
2 p

suwuklygynn akymyny kesgitleydn deiilemeler ulgamyny beryirler. Olardan

u, & p nibelli funksiyalary tapyarlar. Anyklyk {icin tiikeniksizlikde tizlik Vo we
basys p hemiselik hasap edyarler, yagny v :\Zo - hemiselik wektor, p| _=p, -
hemiselik san bolyar, F - massalar giiyji nola defi hasap edilyir. Yene-de L sol
akymyn isinde yerlesen yapyk Zordan egrisi bar bolup, ﬁ:{nx, ny} L egrinin
M (x,y) nokadyndaky normal wektory bolsa, onda L egrinin nokatlarynda

un, +9n, =0
sert yerine yetyér hasap edilyar.

Soniky serte suwuklygynn L egriden syzmazlyk serti diyyarler. Ahyrda, yokarky
bellemelerden son, suwuklyk akymynyi matematiki modeli seyle gorniise geler:

9_au_g
ox oy

ou 09

—+—=0,

x oy (11)

2 2 2 2
us+9 u: +394
[ +£_&+u

2 P P 2
un, +9n, =0, L egriniji nokatlarynda.
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L  egrinii ¢6zmeli meseld gord saylanyp alynyanyny vatlap gecelin. Ug
defilemeden we bir gyra sertinden duryan (11) ulgama gyra meselesi diyyarler.
Elbetde, birinji gyzyklandyryan mesele (11) gyra meselesinin ¢6ziiwi barmy, yeke-
tdkmi ya-da kopmi diyen sowal bolmaly. Belli bolsy yaly, (11) ulgamyn birinji

detilemesi V ={u, 9} wektor meydanynyii potensial meydan bolyanyny ailadyar.

Beyle diymek, ¢(x, y) potensial funksiya tapylyp, u E%D, 9= %ﬂ deilikler yerine

yetyar diymekdir. u we 9 funksiyalaryn tapylan bahalaryny (11) ulgamyn ikinji
denilemesinde yerine goysak

o’p 07

vt

denilemi geleris. Bu defilema Laplasyn denlemesi diyyérler, ony kanagatlandyryan
islendik funksiya garmoniki funksiya diyyarler. Diymek, ¢(x, y) - garmoniki
funksiyadyr. Goy, w(x, y) ¢(x, y) bilen ¢atyrymly islendik garmoniki funksiya
bolsun. Ol ¢(x, y) funksiyanyn tsti bilen hemiselik takyklykda tapylyar.
Catyrymly diymek

op Oy op Oy (12)

tozdestwolar yerine yetyar diymekdir.
Kompleks liytgeyanli funksiyalar nazaryyetinden belli bolsy yaly, soniky deiilikler

f(2)=p(x y)+i-v(x y) (13)

funksiya z=x+iy kompleks argumentiii oniimi bar funksiyasy bolyar diymekdir.
Biz o(x,y) funksiya potensial funksiya diyipdik. Gidrodinamikada
f(2)=p(x, y)+i-w(x, y) funksiya kompleks potensial diyyirler. Yokarda
kesgitlenisine gord, ¢(x, y) We w(x, y) 0zara ¢atyrymly garmoniki funksiyalar. Sol
sebdpli ¢(x, y) funksiya hem w(x, y) funksiyanyn isti bilen hemiselik takyklykda
kesgitlener. (11) ulgamyn dordiinji sertini,

92 oy g 0p_ Oy

X oy oy o
deiilikleri ulanyp,
v n,— v n,=0
oy ox
gorniisde yazalyn. Seylelikde, (11) gyra meselesi
2 2
.y,
“ (14)
v n,— ov n,=0
oy ox



(14) gyra meselesine syrygyar. Sebébi, (11) ulgamyi {i¢iinji defilemesi U we g
belli yagdayynda p basysy tapmak {i¢in ulanylyar.

Hususy oOniimli deiilemeler nazaryyetinden belli bolsy yaly, (14) gyra
meselesinin ¢oziiwi bar, 6zi hem hemiselik takyklykda kesgitlenyar.

v g
oy OX
bolany sebdpli, u we ¢ funksiyalar birbelgili kesgitlenyarler.
Goy, w(x, y) (14) meseldnin ¢oziiwi bolsun. (12) deiiliklere gora,

u

058_‘//6_1//4_6_(0%:6_¢a_y/+a_¢a_l//:u6_w+l9%5\7.gradv/

dy ox Ox oy Ox ox oy oy X
bolyany tigin, grady wektor V wektora perpendikulyar bolar. V ={u, 9} wektor

meydany, serte gord, stasionar wektor meydany. Eger | egrinin islendik
nokadyndaky wektor meydanyna degisli wektor | egrd sol nokatda galtagyan bilen
gabat gelse, onda | egrd ugur egrisi (liniya toka) diyyérler.

w(x y)=C (C - hemiselik)

egrilere seredelinl. Olara y(x, y) funksiyanyn dereje egrileri diyyarler.

Goy, w(x, y)=C egrinin parametrik denlemesi x=x(t), y=y(t) bolsun. Onda
w(Xx(t), y(t))=C denlik yerine yeter. Sonky denligin iki tarapyndan differensial
alsak

W 0+ i) =
6xx(t)+8yy(t)_o

denlige geleris. ;:{x’(t), y'(t)} wektoryn w(x, y)=C egri galtasyan bolyanyny

yatlasak we galtasyanyn v wektor meydanynyn sol nokatdaky agzasy bilen
kollinear bolyanyny yatlasak, onda w(x, y)=C egrinin nokatlarynda

- oy oy
dy-V=""u+—9=0
grad ™ u+ Y
denligin yerine yetyanini goreris. Diymek, islendik y(x, y)=C dereje egrisi v
wektor meydanynyn (suwuklyk akymynyi) ugur egrisi bolyanyny goreris. Sona
gora-de, w(x, y) funksiya ugur funksiyasy diyilyar.
Seylelik bilen, (14) meselanin ¢oziiwi bolan w(x, y) funksiya,

oy _dp_, v _ % _,
o ox ox oy

denliklere gora, Vv wektor meydanyny kesgitleyar. Ondan basga-da, w(x, y)=C

dereje egrileri Vv wektor meydanynyn ugur egrilerini, ya-da basgaca aydanynda,
suwuklygyn bolejiklerinin trayektoriyalaryny kesgitleyérler. Diymek, w(x,y)
funksiya
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ya-da onuil iisti bilen kesgitlenydn

f(2) =X, y)+i-w(X y)
kompleks potensial akymy doly kesgitleyar. Belli bolsy yaly, f’(z) bar we

f'(z) =g, +i-y,=u-i9
denlik yerlikli bolyar. Gidrodinamikada u+i$ ulylyga kompleks tizlik,
f'(2)=u-ig ulylyga catyrymly tizlik diymek kabul edilen. Gorniisi yaly,
kompleks tizligi bilmek ya-da ¢atyrymly tizligi bilmek vV wektor meydanyny doly
kesgitleyar. Seylelik bilen, suwuklyk akymyny f(z) we f’(z) funksiyalar doly
kesgitleyarler. Yonekey suwuklyk akymlaryny iigiisine seredeli.

12.1. Birjynsly tekiz akym

Bu akym
f(z)=2,-z

kompleks potensial bilen kesgitlenyar.
Z,=X%,+iy,, z=x+iy bolyanyna gord alarys:

f(2) = (% +1yo)(X+iy) = XX =Yy +i(X Y + yox)_

Diymek, o(x, y)=xx-Y,y - akymyn potensial funksiyasy, w(X, y)=Xy+Y,X -
akymyn ugur funksiyasy bolar. f'(z)=z,. Diymek, u=x, $=-y, ya-da

-

V ={x,, —V,} tizlikler meydanyny berer. x,y+y,x=C goniiler bolsa akymyn ugur
egrileri bolarlar. Seylelikde, birjynsly tekiz akym hemiselik tizlik bilen goni
cyzyklar boyunca hereket edyin boélejiklerin akymydyr. z, sany z,=V e"'*
trigonometrik gorniisde yazsak, onda akymyn kompleks potensialyny

f(z)=V, ez

gorniisde yazyp bolar.

12.2. Gozbasyly akym

Gozbasy koordinatalar baslangyjy bilen gabat gelyar diyip hasap edelin. Bu
yerde iki hili akyma seredelin. Birinji akymda suwuklygyn bolejikleri radius
boyunca gozbasydan daslasyarlar (goni akym). Ikinji akymda suwuklygyn
bolejikleri radius boyunca gozbasa golaylasyarlar (ters akym). Bu akymlaryn
kompleks potensial funksiyasyny
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gorniisde alsa bolar. Bu yerde Q - hakyky san. z {iytgeyéni z=re' trigonometrik
gornilisde yazsak, onda kompleks potensial

f(z)_ Q Inr+| Q (7
2r
ya-da
f(z)— Q In(x +y)+i = Q arctgl
2 X

gorniise geler. Diymek,

(%, y) = an(x FY) WY =t arctgy

akymyn ugur egrileri
wix, y)=arctg? =C,

ya-da

x <
Il
@)

goni ¢yzyklar bolar. vV tizlik bolsa

v {é(p 6(&} {Q X g 2y Z}ZQ; ?:{x,y}

ox oy 27 X2 +y? 27 XP+y 2ar

gornlisde bolar. Bu yerden Q > 0 bolanda goni akymy, Q < O bolanda ters
akymy alarys.

12.3. Nokatdaky towlanmanyn akymy
Onun kompleks potensial funksiyasyny
A
f(z)=—:Inz -
(2) ,=inz, A - hakyky san,
gorniisde alyarlar. Onun ¢atyrymly tizligi
A

u—ig="~1(z2)=——
(2) 27z

gorniisde bolar. z iiytgeyini z=re' trigonometrik gorniisde yazsak, onda
kompleks potensial

f(z)=2—';“zi(lnr—i¢9)

ya-da
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y

f(2) =Aarctg——iiln(x2 +vy?)
27 X 27

gorniise geler. Bu yerden alarys:

A
o(X, y) =—arctg Y. potensial funksiya,
2 X

A
w(X y)= 5 In(x* +y*) - ugur funksiya.

T

Akymyi ugur egrileri
y(x, ¥) =~ In( +y?) =C
2
ya-da
x> +y?=C

towerekler bolarlar. Yagny suwuklygyn bolejikleri x?+y?=cC towerekler boyunca
hereket ederler, olaryn ¢atyrymly tizligi bolsa

umig=f@=— Y Ay X
2r X°+y° 2w X°+y

ya-da

} A ]
u—ig=—————— iX
27 (x* +y?) (y+1)

denlikden tapylar. f(z):z—f;ilnz formuladaky A sany anyklalyn. xOy tekizlikde
islendik | yapyk Zordan egrisini alalyii we

[u-i9dz =] f'(z)dz

| |

integraly hasaplalyn. Alarys:
[u=i9)dz = [ (u=i9(dx+idy) = [udx+ 9y +i [ udy — Ieix.
| | | |

Indi
Iudx+8dy:F, Iudy—SdX=Q
| |

bellemeleri girizip,
[u-i9dz=r+iQ

denligi alarys. I' integrala v ={u, 9} wektor meydanynyn | egri boyunca
aylanmasy diyyarler. Q integral bolsa, sol wektor meydanynyn kesgitleyan
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suwuklyk akymynyi wagt birliginde | egriden gecyin mukdary bolyar. Beyleki
tarapdan

j(u—ig)dzzjf'(z)dz=j2—Aizdz.
| | | £

Koordinatalar baslangyjy | egrinif icinde hasap etsek, belli bolsy yaly, J.ldz =27
z

|

bolar. Sona gori, alarys:

[u-i9dz=A

|
ya-da

I'+iQ=A

ya-da

A=I, Q=0.

Bu yerden nokatdaky towlanma akymynyi kompleks potensial funksiyasy ii¢in

I
f(z)=——Inz
(2) 27

formulany alarys.

Su yerde gelejek tlicin dhmiyetli bir bellik etmek zerur. Biz gbzbasyly
akymlary kesgitlimizde gozbasy koordinatalar baslangyjynda diyip hasap etdik,
nokatdaky towlanmanyn akymyny kesgitlimizde towlamanyn nokady
koordinatalar baslangyjynda diyip hasap etdik. Emma akymyn gozbasysy hem,
towlamanyn nokady hem islendik z, nokatda bolup bilerler. Olary kesgitlemek tigin
onki tapylan kompleks potensiallarda z-ii yerine z — z, goymak yeterlikdir.
Elbetde, tidze alnan potensiallar diirli akymlary kesgitleyérler. Ondan basga-da,
diirli akymlarynn kompleks potensial funksiyalaryny gossak yene-de bir onkiilere
gord ¢ylsyrymly akymynl kompleks potensial funksiyasyny alarys. Ine, su pikire
mysal hokmiinde yene-de bir akyma seredeliii.

Goy, fl(z)=2AIn(z+a), A>0, gozbagysy z,=-a nokatda bolan goni akymyn
T

kompleks potensial funksiyasy, fz(z):—ziln(z—a) - gozbasysy z,=a nokatda
V4

bolan ters akymyn kompleks potensial funksiyasy bolsun. Kompleks potensial
funksiyasy

f.(2) = 1.(2)+ 1,(2)
bolan akyma seredelin. f(z) funksiyany anyklalyn, alarys:

fa(z):%[In(z+a)—ln(z—a)]:%ln%:_

f (z) a-nyit we A-nyi islendik bahalarynda haysy hem bolsa bir akymyi kompleks
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funksiyasy bolyar. A= m - fiksirlenen san, goyalyn we f(z)_—l nZ*te
2a 4dar z-a

funksiyanyn a nola ymtylyandaky predelini tapalyii. Alarys:

f()=lim f (z)—||m—|n(1+ﬁj=i.
odar z—-a) 2n12

Kompleks potensial funksiyasy

f(z)_z z

bolan akyma gosa gozbasyly akym diyyarler. Bu akym tigin

XY=y Y=
boljagy diisniiklidir. Onunl ugur egrilerinin detilemeleri
w(x y)=C,
ya-da
_% x? z vz C
27C 1

gorniisde yazylyar. Ege

0 = o belgileme girizsek, sonky denileme
o

X*+(y—a)’ =a’
gorniise geler. Bu merkezi (0, ) nokatda bolan, radiusy |«| bolan towereklerin
masgalasydyr (13-nji surat).

A A

v
v

13-nji surat

Suratlardan gorniisi yaly m > 0 bolanda suwuklygyn bolejikleri towerek boyunga
hereket edip, Yy okundan sagda gézbasa yygnanyarlar, ¢epde ondan daslasyarlar,
m < 0 bolanda hereket tersine bolyar.

Goy, |, we 1, iki ugur egrisi bolsunlar (14-nji surat). | olaryii ikisini hem

suratdaky yaly kesip gecydn egri. | egrinin A we B nokatlarynyn arasyndaky
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nokatlaryndan ge¢ydn suwuklygyii bolejiklerinit hemise | we |, egrilerin

, we |2 yabyn kenary wezipesini

arasynda hereket etjegi diisniiklidir. Yagny |

yerine yetiryarler.

14-nji surat

Indi | egrinin AB dugasyndan wagt birliginde gecyin suwuklygyn mukdaryny
kesgitlalif. Goy, n= {nx, ny} AB duganyn nokatlaryndaky normal wektor bolsun,
onda AB dugadan wagt birliginde gecen suwuklygyn gowriimi Q

Q =T\7-ﬁds:i(unx +9n,)ds =jiudy—,9dx
A A A

0 9= oy

deiilikden tapylar. u= EYE - bolyanyny g6z onilinde tutup,

Q=£al// dy%”dxw(s)—w(m

formulany alarys. Yagny |, we I, ugur egrilerini birlesdiryan AB dugadan wagt
birliginde gegyan suwuklygyn gowriimi AB duga bagly dildir we w(B)—w(A)
tapawut bilen kesgitlenyandir. Mysala yiizlenelin.

Suwuklyk akymynyn tizligi islendik nokadynda \7={a, b} hemiselik tizlik bolsun.
Onda y =ay—bx funksiyanyn ugur funksiyasy boljagy diigniiklidir.

lL: ay—-bx=c,
l,: ay-bx=c,

iki ugur egrisini alalyi. Olar parallel goni ¢yzyklardyr (15-nji surat).
Olary AB egri bilen birlesdirelin. A(x,, y,), B(x,Y,) . Kesgitlema gora, Vv wektor
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15-nji surat

| we | gbniilere parallel, V tizlik hemiselik bolany sebipli A'B' egri AB

1 2
-

egrini V. wektoryi ugruna F

= AA’ aralyga parallel gocliirme bilen alynyar. Sol

sebidpli  AB egriden wagt birliginde ge¢ydn suwuklygyn mukdary ABB/A/
egricyzykly trapesiyanyn meydanyna den bolar. Su yerde suwuklygyn
dykyzlygynyn 1-e denligini we egriden ge¢yan suwuklygyn mukdary hokmiinde
ugrukdyryjysy AB egri bolan, emele getirijileri AB egrinin yatyan tekizligine
perpendikulyar we uzynlyklary bire deni kesimler bolan silindrik tistden sol tizlikli
suwuklygyn gecydn mukdary diislinilydnligini bellemek gerek. Suratdan gorniisi
yaly, ABB/A’ egrigyzykly trapesiyanyn meydany ADD/A’  goniiburglugyn

meydanyna deti, yagny AD-AA’=AD-M bolar. Diymek, AB egriden wagt

birliginde ge¢ydn suwuklygyn mogcberi AB  egrd bagly didl bolyar. Asakda
suwuklyk akymy bilen baglanysykly yene bir meseld garalyar.

13. UCARYN UCMAGYNA GETIRYAN GOTERME
GUYCLERIN DOREYSI BARADA MESELE

Goy, bize akym berlen bolsun. Akymyn 6z ugrunda yerlesdirilen jisime bolan
tasirini Owrenelin. Elbetde, akym c¢ylsyrymly bolsa, yerlesdirilen jisiminn gorniisi
cylsyrymly bolsa bu meseldni ¢6zmek 6rdn kyn. Sonun li¢in ulanylysda dhmiyeti
uly bolan akyma we yonekey gorniisli jisime seredelin. Asakda beyik rus alymy
N.E.Zukowskiniii wrenen akymy barada giirriiii edilyar.

Goy akym x okunyn polozitel ugry tarapa akyan birjynsly akymyn,
koordinatalar baslangyjynda yerlesdirilen towly akymyn we gosa gozbasly akymyn
birlesmesinden dursun. Yokarda gorkezilisi yaly, seyle akymyii kompleks
potensialy

f(z)=V,z +L_In z+i
27l 272

gorniisde, onun ¢atyrymly tizligi  bolsa
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I m
w(2)=V, +—-—
(2)=V. 2riz 27z’

gorniisde bolar. Bu akymyn w(x, y) ugur funksiyasyny we y(x, y)=C deiilik bilen
kesgitlenyin ugur egrilerini 6wrenelin. Ugur egrilerinit suwuklygyn bolejiklerinii
hereket trayektoriyalary bolyanyny okuja yatladalyn. Basda yonekeylik {icin 7"=0
yagdaya seredelinn. Bu halda

m . m x-—iy m X . m y
f(z2)=V z4+——=V_(X+iy)+— =V X+— +i|V y——
(2)=V. 271 - (X+1Y) 2 X2 +y? 7 2w xXP 4y {“’y 27 x2+y2j

bolyany sebépli, ugur funksiyasy

IRV |
y(X y)=V.y 24 + Y]

denilik bilen kesgitlener, ugur egrileri bolsa

m
y(vw - 27z{x2 + yZ]J =C

deniliklerden tapylarlar. Ugur egrilerinin masgalasy X we Yy oklaryna gora
simmetrik bolyar. Sebébi yokarky denleme x ululygy - x bilen galgyrainda
tytgemeyar. y ululygy -y bilen we sol wagtda C sany - C sana galsyrsan
yene-de iiytgemeydr. Ugur egrilerinin masgalasynyn yerlesisi 16-njy suratda
gorkezilendir.

/\
H//N

16-njy surat

»

K,: xX*+y*=17, 1= 5 T/ , towerek bu masgalanyn agzasydyr. Ol C =0 baha
72— o0

degislidir. Goy, V ={u(x, y), 9(x, y)} tekiz akym berlen bolsun. L sol tekizlikde
yatan egri, ﬁ:{nx(x, y), n,(x, y)} sol egrd onun M(x,y) nokadynda gegirilen normal

wektor bolsun. Egerde L egrinin nokatlarynda
u(x, y)-n,(x, y)+39(x, y)-n,(x, y)=0 (10)
denlik yerine yetse, onda L egrinini iistiinde (10) syzmazlyk serti yerine yetyar.
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x*+y?=r7 toweregin Ustinde (10) syzmazlyk serti yerine yetydni aydyndyr

(sebdbi ol ugur egrilerinii maggalasynyn biri bolany {i¢in vV tizlik wektory ol
toweregin nokatlarynda galtasyan wektor bolyar).

Goy, indi akym tekiz parallel diyelin. Seyle diymek xOy tekizligine parallel
islendik tekizlikde akym edil xOy tekizliginddki yaly diymekdir. Oxyz
koordinatalar ulgamyna seredelin. Akymyf ugrunda ugrykdyryjysy K, towerek
bolan, emele getirijileri z okuna parallel silindr gorniisdéki gaty jisim yerlesdirilen
bolsun (akymyn tizligi nola dent yagdayda jisim goylan yerinde detiagramlylykda
duryar hasap edilydr). Onda akym silindrinn dagynda islendik gorizontal tekizlikde
0z durkuny saklar. Elbetde, akym jisime tdsir eder we ony herekete getirmige
calysar. Akym silindre gord simmetrik bolany {i¢in, tdsir ediji giliyjin y okuna
bolan proyeksiyasy nola deii bolar.

=0 yagdaya seredelin.

f(2) :sz+L_In 24 0 orel 2 = X+iy
27i 27z

bahalary ulanyp, alarys:

F(2) =V, (X+iy) 4 ——(In T +ip)+ m(xz"y)z -
2ri 2r\X°+y
:me+E+£ 2X 2+iny—LInr—£ Zy > |
2r 2w X°+Y 2 2w X°+Yy

H 2 2 -
W(2) =V, + -y, L) Moy m29)
2wz 2r1 2i(X°+y°) 27(x% +y?)
Ty m(x*-y?) . mxy I'x
=V, - I 5 T ———— .
22 (X" +Yy7) 27(X"+Yy°) (X" +y9)" 2z(x“+y°)

Bu yerden, ugur funksiyasy ii¢in

my

I
X y)=V y——Ihr-——>
v ) =V.y 27 27 X* +y?)

deiiligi, tizlik {i¢in bolsa

Ty m(x*—y?) mxy I'x }

V=]V, - -
{ T 2r(XP+y?) 2x(XP+y?)? r(x*+y?)? +27r(x2+y2)
formulany alarys. Ugur egrilerin
w(x y)=C

masgalasynyn yerlesisini owrenelin. w(x, y) funksiyanyn x ululygy -x ululyga
calsyranymyzda iiytgemeyinligi sebdpli, ugur egrilerinin her biri y oka gorad
simmetrik yerleser. Emma indi olar x oka gord simmetrik daldirler. w(x, y)=C

denllikde C :;—Fln r, goysak, onda K _ toweregiii yene-de ugur egrisi bolyanyny
T
we Onki sebdplere gord syzmayan egri boljagyny goreris.
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Kompyuteri ulanyp, bu akymyn ugur egrilerini ¢yzmaga miimkiingilik bar. Olar
17-nji suratdaky yaly yerlesyarler.

e

17-nji surat

Yene-de edil yokardaky yaly emele getirijileri gorizontal z okyna parallel silindr
gornlisddki gaty jisimi akymda yerlesdirelin. Onda silindrin dagynda akym edil
yokarky suratda K, toweregin dasynda alyp barysy yaly bolar. Elbetde, indi
suwuklygyn jisime tésir edyan giiy¢leriniii jemleyjisi x oky boyunca ugrykdyrylan
bolmaz.

Ol giiy¢ nahili tasir edyarka? Ol F giiyji i we T ortlar boyunga dargadalyn:
F= F, i+ F, T Akymyn Yy oka gord simmetrik bolyandygy sebapli F, =0 boljagy
gorniip dur. Diymek, F giye y oky boyunga F -ifi alamatyna baglylykda ya
yokarlygyna, ya-da asaklygyna tisir eder. Ol giiyje goteriji giiy¢ diyyérler. Ony
hasaplajak bolalyn. Goy, p=p(x, y) suwuklykdaky basys bolsun. Onda silindre
tésir edyén jemley;ji giiyc

F= —f pﬁds
integrala denl bolar. Bu yerde n=n, i+ nyT K, towerege gegirilen dasky normal,
integral bolsa K, boyunca alynyar.
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Alarys:
F =—T-§ pnxds—f-jT pn, ds.
Yokarda aydylana gora, f pn ds=0. Sona gora
F = — pnyds-T

bolar. Integraly yonekeylesdirelin.

A
y
g 1"
r o n
% s
O Iy X
18-nji surat

18-nji suratdan gorniisi yaly n, =sin@; ds=r,d@ bolyar we F icin asakdaky
deiiligi alarys:

- 27 -
F :—rojpsinede' J.
0

Yene bir zady yatlalyn. Bizii akymymyzy kesgitleyan \7:{u, 9} tizligin potensial
funksiyasy bar we ol wagta bagly dal, sol sebapli bizin akymymyz ti¢in Bernullinin

lyeiPy-c
2 p

integraly yerliklidir. Beyleki tarapdan K, toweregii nokatlarynda z=re” bolany
ticin

_ I m
' =VOO + e >
2riz 271
catyrymly tizligi
W=V, +——e"" - m ~e
27w, 27y
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gorniisde we ~=V, bolyanyny yatlap,

27,

vV, 1-e% T
i e

Wzvm(l—e‘z”’)—ziie m‘“{ T
VAN VAN

lf _ it

=i’ 2V, — - L] jeio 2V_sing— L
2i 27, 27,

gornlisde yazyp bolar. Bu yerden

2
|v_v|2 =V? :(vasin — J
2,

denligi alarys. Bernullinin integralynda U = 0 bolyanyny g6z o6niinde tutup,
beyleki giiyclere gora ujypsyz bolany ti¢in x =— goyup, alarys:

IvzePe_c
2 p
C-nin tapylan bahasyny integralda yerine goyup,
lyz P Lyz P
2 p 2 o,
denlige geleris.
Sonky denlikde V2-yn yerine onun tapylan bahasyny goyalyn. Alarys:

2
r J L VPR SR

2,

l(sz sing—
2

Bu denilikden p basysy tapyarys:

p=-— ’OV 2sin 6 —
2 2

2
1
“VZp.
Basysyn tapylan bahasyny
- 2z -
F=-r _[ psinfdo- |
0

formulada yerine goyup, alarys:

27| 2
Fy:_roj pm+lvofp—£vof(25in9— r ] sin@do =
. 2 2 2wV,

27 2
:&pVOWJ. 4sin® @ —2sin 9- L + L singdé =
2 5 TrNV, \27rV,

2z
_ ro © =2
_—Epvo .([23|n 0-

dé=-rpV, =i r=—pV I

nrovw 7,
Seylelikde, F, tgin
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F,=—pV, I

y =—

formulany alarys. Goy, indi akymda kese-kesigi towerek dil-de, ugaryn ganatynyn
kese-kesigine menzes bolan (19-njy surat) silindrik jisim yerlesdirilen bolsun.

19-njy surat

N.E.Zukowskinifi teoremasyna layyklykda, seyle silindre hem edil yokardaky yaly
goteriji giiye tdsir edyar. Mysal {i¢in, ganat S meydanly dortburg plastina bolsa we
ol plastina akymyn tiikeniksizlikddki tizligine o bur¢ bilen yapgytlanan bolsa,
onda ugaryn biitin ganatyna tasir edyan goteriji giiye ticin

F =7zpSV}sinacosa

formula dogry bolyar.

Dogrudan hem f(z)=V,z +2Lﬂiln z +? ;. m=2av,r’, kompleks potensial
funksiya bilen kesgitlenydn akymyn ugrunda silindr dil-de, uzynlygy |, ini 2a = 4r,
bolan tekiz plastina yerlesdirilen diyelin (20-nji surat).

a (2)
a 0

/<
v

VVYVYYVYVYYY
<
8

20-nji surat
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Akymyf plastina tisirinden doreyan F goteriji giiyji tapalyi. Yokarda
aydylanlara gord, ofia F =—pV " goteriji giiyc tisir edyir. Yokarda gorkezilenine
gord p — howanyn dykyzlygy, V, akymyn tiikeniksizlikdaki tizligi. Akym
tiikkeniksizlikde X okuna parallel hasap edilyar. 20-nji suratdaky plastinany O
nokadyn towereginde « burga aylap, plastinanyn kese-kesigini x oky bilen gabat
getirelin (21-nji surat).

9]
A o B
T "
Voo a - a=2ro
—
/
=
21-nji surat

Indi su akymyn potensial funksiyasyny tapalyi. Eger-de z tekizliginde (akymyn
2
owrenilydn tekizligi) &= z+% N.E.Zukowskinifi adyny goteryin oOzgertme

girizsek, onda |z|=r, tdwerek AB kesime geger. Ozi hem A nokat z=-r,, B nokat
2
z=r, bolanda alnar. z 6rin uly bolanda ¢ =z +% ~z bolyany sebépli, 6rdn dasda

akym liytgemez, yagny 21-nji suratdaky yaly bolar. Diymek, 21-nji suratdaky

akymyn f,(£) kompleks potensial funksiyasyny almak tigin z tekizliginde ilki bilen

26" =z Ozgertme gec¢irmeli, yagny 20-nji suratdaky plastinany sagat dilinif

tersine o burca owiirmeli. Bu 6zgertmede |z|=r, tdwerek yene-de 6ziine gecyir.
2

Sofira ¢=1z, +rzi Ozgertme gecirip, toweregi AB kesime gec¢irmeli bolarys.
1

Seylelikde, f,(£) kompleks potensial almak tigin, f(z) kompleks potensialda yzly-

2
yzyna z=ze", =12, + rzl ozgertmeleri geg¢irip, asakdaky denligi alarys:

1

- T - m r2
f(e"”’zl):Vwe’”" Z,+— In(e’”" zl)+ -, E=z7,+2.
27 27z, z,

Bu yerden

bolyanyny goriip, f,(£) tgin alarys:
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fo

f1(§)=Vwei“(§+ (gjzrj}r;ﬂiln[e‘“[ng (gjz —1} ]]JFZE[QVJF (;jz ] ZJ'eia :
2 2

Zukowskinifi teoremasyna gord f'(¢£) 6niim & =a nokatda ¢ikli bolyar. Bu yerden,
tersine

r2 . T ) m .
flz,+2|=V ez, +—Inlez, )+ = fle™z *
(o0 ) oven Domlera)e M=t *)

boljagy diisniiklidir.
(16 = 116) 5= 1)1

Z

=0 bolar.

)=l

detilikde &£ =a goysak (z, =r,), f/(a) — ¢ikli bolany sebépli (f,(¢)) -,
Beyleki tarapdan

Diymek,
r

: - 2 -l :0
27ry, 2, e

Ve ' +

bolmaly bolyar. m=r’22V,_ bolyanyny gz oniinde tutup, alarys:
r r2nv,

Vel —— 0= =
27r, 2arge’”
ya-da
V, (e —e) ;20,
7
ya-da
—iV_2sina+——=0.
27,

Bu yerden I” towlanma ti¢in (2r, = a)
I'=-2masinaV,,
formulany alarys. I™-nifi bahasyny Zukowskinifi F, =—pV,I" formulasynda yerinde
goyup Wwe |F|=F,cosa, plastinanyit uzynlygynyn | bolyanyny, 2al=S -
plastinanyin meydany bolyanyny g6z oniinde tutup, goteriji giiye licin
F =7 pSsinacosaV’

formulany alarys. a kici bolan halynda sina ~ , cosa ~1 takmyn deilikleri ulanyp,
F {i¢in alnan formulany F =7z pSaV gorniisde hem yazsa bolar.

Goteriji giiyji yonekey halda basgaca-da hasaplap bolyar. Goy, ginislikde
islendik nokatda tizligi gorizontal oka parallel we hemiselik Vo bolan akymyn
ugrunda X oka « burg¢ bilen yapgyt yerlesdirilen meydany S bolan plastina tésir
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edydn goteriji giliyji tapmaly bolsun. 22-nji suratda plastinanyn kese-kesiginii
yerlesisi gorkezilen.

22-nji surat

Ugrukdyryjysy plastinanyn ¢igi bolan, emele getirijileri Vo wektora parallel
bolan silindrde plastinadan ¢epde X oky bofunga v,z aralykda plastina parallel
kese-kesigini gegirelin. ¢ — kigi wagt aralygy. Netijede, esasy plastina bolan,
beyikligi v,rsina bolan silindr alarys. Sol silindriii i¢inde t pursatda yatan
massasy m; bolan howanyi bolejigi r wagtda plastina yeter we soiira plastina
parallel hereket eder. v’ onun t pursatdaky tizligi bolsun, v} bolsa t+¢ pursatdaky
tizligi bolsun. O nokatda AB kesime perpendikulyar z okuny gegirelin. v;, v’
bilen tizliklerii z oka bolan proyeksiyalaryny belgildli. Gorgiimiz yaly, v? =0,
v, =V,sing  bolar. Indi silindrinn i¢inddki howanyn hemme bolejiklerinin t
pursatdan baglap r wagtda hereket mukdarynyn iytgemesinin z oka bolan
proyeksiyasyny yazalyi.

D> mo? =Y mu;

ya-da v’ =0, v} =v,sina bolyanyny gbz oniinde tutup, alarys:
D> mpl = mu; =—u,sinad m, =-Muy; sina.

Bu yerde M — howanyn silindrin icinddki boleginin massasy. Howanyil
dykyzlygyny p bilen belgildp, silindrifi gowriiminifi v,zsine-S bolyanyny yatlap,
Z:miuz2 —Zmiui =—0,7SINAS - pu, Sina
deiiligi alarys. Beyleki tarapdan, hereket mukdary baradaky kanunyna layyklykda,
Zmiuzz _Zmiui
tapawut gazyn silindrinl i¢inddki bolejiklerine tésir edyéin giiyclerin impulslarynyn
z oka bolan proyeksiyalarynyi jemine dendir. Ol giiyclerin esasysy plastinanyi
howanynl basysyna bolan El reaksiyasydyr. Ol giiy¢ ululygy boyunca howanyi
basys giiyjiine deni, ugry bolsa z okunyn tersine ugrukdyrylandyr. Galan giiycleri

ujypsyz hasap edip, alarys:
> mol=> mo; =-Fr

—vizrsin®aSp=-Fr.

ya-da
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Bu yerden F, {i¢in
F, = pSsin’a-v}

deniligi alarys. El reaksiyanyn y oky boyunga diiziijisi
F =pSsin’a-vf -cosa

bolar. F giiy¢ goteriji giiyedir. Bu giiy¢ tapylanda akymda towlanma yok hasap
edildi. Sona gord we tejribelerin gorkezisine gord bu formulanyn 6rdn nitakyk
bolyany gorlinydr. Mysala gecmezden ozal Stoksyn adyny goterydn yene bir
ajayyp kanun barada giirriiii edelin. Goy, gorizontal akymyn ugrunda taraplary a
den bolan tekiz kwadrat yerlesdirilsin. (23-nji surat). AB=a kwadratyn frontal
kesigi.

B: A

v VvV Vv

As B
23-nji surat

Biz akym kese-kesigi taraplary a we AB, =asina bolan dortburg turba
boyunca gecyar diyip hasap edip bileris. Onda bu akym {i¢cin Reynoldsyn Re sany
Re = £AsINa-9 (10)
uld+sina)

formula bilen kesgitlener. Bu yerde v — akymyn tizligi, p —howanyn dykyzlygy,
u — seppesiklik. Re<<1 bolanda bu akym {i¢in Stoksyn asakdaky kanuny

dogrudyr, yagny kwadrat plastinanyn akyma tésir edyén F; garsylyk giiyji
F, = kasinauv (12)

formula bilen kesgitlener. Bu yerde k — koeffisiyent. Seppesikligin (10) formuladan
tapylan bahasyny (11) formulada yerine goyup,
_ k a’psin? av?
" Re 1l+sina
formula geleris. Indi meydany S den bolan, akyma « burg bilen yapgytlanan
plastina (ki¢ijik kwadratlardan duryar hasap edip) ii¢in
_k Spsin’ av®
“ " Re l+sina
formula alarys. N.F.Zukowskinifi teoremasyna layyklykda, plastina tisir edyéin
gdteriji giiye
F = zpSsinacosa - v°
E

. tgae bolar. Bu

formula bilen tapylyar. 24-nji suratdan gorniisi yaly

¥
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24-nji surat

yagdayda
RLe Spsin® av® = 7p Ssinacosa -V tYa
ya-da
k

—=r

Re
denligi alarys. Bu denlikden k-ny tapyp, Stoksyn (11) formulasyny plastina tigin

7p Ssin’ av®

Fp =" ——
1+sina

gorniisde yazyp bileris. Indi goteriji gliye licin alnan

F =pSv?sinacosa
formulanyn ulanylysyna bir mysal getirelin.

Ugary meydany 10m? defi bolan plastina hasap edip, a=6°, 9=100km/sag,

o =3kg/m?® bolanda ugaryn P agramyny kesgitlalin.
Eger ucaryin agramy P bolsa, onunl yerden goterilmegi iigin

P = oSV ? sin ar cos
denligin yerine yetmegi zerurdyr. Berlenleri formulada yerine goyup,

P = z-3-10m? (LOOkm/ sag)? -~ -6 ~ 3550 <9
180 sek

ya-da P ~360kG alarys. Seylelikde, ucgaryn yiiki bilen bilelikddki P agramy
360kG towereginde bolar. Diymek, yiik ndge kop bolsa, ugarynn agramy songa az
bolmaly bolyar. Bu mesele ugar yasayjy konstruktorlarynn i bir kelleagyrdyjy
meselelerinin biridir.

14. MATEMATIKI MESELANI COZMEKDE ARHIMEDIN
MEHANIKI MODELI ULANYSY

Arhimedin bu isi matematikanyn taryhynda bir ajayyp islerin biridir. Ol bu
isinde saryn we basga-da jisimlerinn gowriimini tapmakda 6zlinint déreden rycaglar
nazaryyetini Ordn bir tdsin usul bilen ulanyar. Arhimed bu meseldni ¢dzende
konusyn we silindrin gowrlimleri ona belli eken. Arhimedin saryn gowriimini
tapysyny getirelin. Goy, radiusy a den bolan saryn géwriimini tapmaly bolsun.
Ginislikde x okun iistiinde O baslangyc¢dan ¢epde 2a uzaklykda A nokat alalyn we
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sol nokatdan asaklygyna, 25-nji suratdan gorniisi yaly, radiusy a den sary we
beyikligi 2a, esasy

25-nji surat

radiusy 2a den tegelek bolan konusy asalyn. O nokatdan sagda oky x oky bilen
gabat gelydn, beyikligi 2a, esasy radiusy 2a den tegelek bolan silindri yerlesdirelin.
Garalyan jisimlerin ticlisinin hem dykyzlygy 1-e den hasap edilyar, yagny olaryn
massasy olaryn gowriimlerine den. O nokady rycagyn dayang nokady hasap edip,
su jisimlerin denagramlylykda boljakdygyny Arhimedinn pikir yoredisine eyerip
gorkezelin. Su yerde Arhimedin acan rycaglar diizgiinini yatlalyii. Dayan¢ nokady
O bolan rygagyn ¢ep gerdeninin uzynlygy ri, sag gerdeninin uzynlygy r, bolsun we
gerdenlerin gutaryan yerinde (26-njy surat) massalary, degislilikde, m; we m,
bolan jisimler asylan bolsunlar. Diizgiine layyklykda, jisimleriii deiagramlylykda
bolmaklary ticin, miry=myr, deilik yerine yetmelidir.

26-njy surat
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Yene-de 25-nji surata gaydyp gelelifi. O nokatdan baslap Ox okuna perpendikulyar
tekizlikler gegirip, silindri beyiklikleri h bolan yasyja silindrlere bdlelin. h 6rdn
kici hasap edilyar. Edil suna menzeslikde, A nokatdan baslap, gorizontal tekizlikler
gecirip, sary we konusy hem beyiklikleri h bolan yasyja bolejiklere bolelin. Ol
bolejiklerin islendiginin esasynyn meydany S bolsa, h 6rédn ki¢i bolany tigin, onun
gowriimi (massasy) S'h bolar. Saryn diametri 2a, konusyn beyikligi 2a, silindrin
beyikligi hem 2a bolany sebapli, olar det mukdardaky boélejiklere boliinerler. Indi
sary we konusy, 25-nji suratdaky yaly edip, silindriii icinde yerlesdirelin we
esaslary sol bir a tekizlikde yatyan bolejiklere seredelin. Goy, a tekizlik OXx
okunyii X nokadyndan ge¢yan bolsun. Onda sarynl a tekizlikde yatyan bolejiginin
esasynyil S¢ meydany, saryin a tekizlik bilen kesilende alnan kese kesigin
meydanyna, konusyil bolejiginini esasynyin meydany konusyn o tekizlikdéki kese
kesiginin Sk meydanyna, silindrii bolejiginini  esasynynn meydany onuil o
tekizlikddki kese kesiginin Ss meydanyna den bolar. Baggaga aydanynda, esasy o
tekizlikde yatyan saryn bolejiginin massasy Sy'h, konusyn bolejiginint massasy S'h,
silindrin bolejiginin massasy Ss'h bolar. Indi su ii¢ bolejigin denagramlylykda
boljagyny gorkezelifi. 25-nji suratdan gorniisi yaly, S,=zx*, S =my?,

S, =x(2a)’ bolyarlar. Seyle hem,

(x—a)’+y°=a’
ya-da
x* +y® = 2ax.
Bu deiiligin iki tarapyny hem 2an kopeldip, alarys:

2ar x* +2ary® = m(2a)’x

ya-da
2aS, +2aS, = xS,
ya-da
2a(Sk’h) + 2a(S4°h) = x(Ss°h),
ya-da

2a[(Sich) + (Syh)] = x(Ss'h).

Diymek, A nokatdan asylan saryil we konusyn boélejikleri silindrit a tekizlikdéki
bolejigi bilen benagramlylykda bolyarlar. Arhimed su yerde 6rédn tdsin bir pikir
yoredydr. Ol «eger ¢ jisiminl degisli bolejikleri li¢-ligden denagramlylykda
bolsalar, onda olaryn 6zleri hem deniagramlylykda bolarlar» diyyér. Bu pikir onui
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su usulynyn Ozenidir. Muna layyklykda, eger V, Vi, Vi degislilikde, saryn,
konusyn we silindrint gowrlimleri (massalary) bolsalar, onda

2aV, +2aV, =aV,

denlik yerine yetmeli bolar. Arhimed silindrin we konusyn géwriimlerinin 6 belli
bolan

V, = z(2a)* - 2a, V, = %7:(2a)2 .2a
formulalaryny ulanyar. Olaryii bahalaryny yokarky deiilikde yerine goyup, alarys:
2aV, +2a- % 7(2a)* -2a =ax(2a)’ - 2a.

Deiiligi 2a gysgaldyp, alarys:
V, =rx-4a° 8
3

ya-da
V, = )
3

Bu hemmémize belli bolan saryn gowriimi tapylyan formuladyr. Arhimed bu
isinde seyle manyly sozleri getiryér (6z so6ziimiz bilen aydanymyzda): «bu alnan
matematiki takyk diyip bilmerin» diyyiar we dowam edip, «geljekde yiti alymlar
dordp, olaryn bu netijani matematiki takyk yollar bilen subut etjeklerine
ynanyaryny» diyyar.

Asakda bu beyik alymyn su usuly bilen ¢oziip bolyan yene bir meseld garalyi.
2px = y? + 72 paraboloid y®=2px parabolany x okunyi towereginde aylamak
bilen alynyar. Su paraboloidin X = | tekizlik bilen kesilip alnan bdoleginin
gOowriimini tapalyn.

Koordinatalar ulgamynda paraboloidi we esasy radiusy 2p den tegelek,
beyikligi | bolan silindri guralyn (27-nji surat). Biz yene-de bu jisimlerin
dykyzlygy bire den hasap ederis. OX okunyn x nokadyndan ge¢yan we Ox okuna
perpendikulyar tekizlik gegirelifi. Ol tekizlik paraboloidi meydany Sp=my?> bolan
tegelek boyunga, silindri meydany Se= m(2p)> bolan tegelek boyunga keser. Bu
tegeleklere degisli tegelekler diyelin.
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Paraboloid we konus tiikensiz kop degisli tegeleklerden duryar diysen bolar.
Indi paraboloidi x okunyn A nokadyndan asylan hasap edelin. Silindri, okuny Ox
oky bilen gabat getirip, O nokatdan baslap, yerlesdirelin.

2p

|
[\
=
—~’--__->_<_ ——
/_
=

’

-~
____________ IR
PP ,“‘\ o
-~ 1]y / 1 \\
T
4 - vy K
o7 ','n y b I \
AW e | 1 \
' I ) ! 1
A H [ | ! !
: il X i
TT t
2p O|A X Co] X
1
S [ \ !
1 N Vo 1
' ~ \ \ f
H ~ (R \
| ~ Vg !
Y S A A 1
‘~\__\~, ‘\ /I
x TS =—e_____ Ny
———————

28-nji surat
O nokat rycagyh dayanc nokady bolsun. y?=2px defligii iki tarapyny hem 2pn
sana kopeldelin:
2pz-y* =2px-2px
ya-da
2pS, =3.X.
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Bu denlik paraboloidin we silindrin degisli bolejikleriniit  deflagramlylykda
bolyanyny gorkezyir. Seredilydn paraboloidin we silindrin  denagramlylykda
bolan tiikensiz kop degisli bolejiklerden duryanlygy sebdpli, Arhimedin yoredyén
pikirine layyklykda, olaryn 6zleri hem denagramlylykda bolarlar, yagny

20V, =Ly

p 2 s
Bu yerde V, paraboloidin goéwriimi (massasy), Vs Silindrinn gowriimi (massasy).

V, =z(2p)? -1 bolany sebipli,
2pV, = Izn(z p)*-I.

Bu yerden, gysgaltmalardan son,
2
V,=m-I
formula geleris.

X2 —h)?
Arhimedin usuly bilen yene bir meseldni ¢ozelin. 22 + % =1 ellipsin X
okunyn dagyndan aylanyp emele getiren figurasynyn (torunyn) gowriimini tapalyn.
Biz yene-de garalyan figura dykyzlygy bire deft bolan jisim hokmiinde

gararys (29-njy surat).

29-njy surat

Ox okun x nokadynda Ox oka perpendikulyar tekizlik gegirelin. Ol tekizlik
figurany 30-njy suratda gorkezilen halka boyunga keser. Seylelikde, VX € (—a;a)
ticin figuranynn kese kesigi 30-njy suratdaky yaly halka bolar. Biz Arhimede

menzedip, figura massalary meydanyna, yagny zY5(X) -7 y;(X) deit bolan

77



halkalardan duryar hasap edip bileris. Jisimit x>0 yarym ginislikddki boleginin
géwrilimini tapalyi. Onui {i¢in ellipsiii defilemesini 6zgerdip yazalyii:

y? y h?
F—1+2hb2 b_2

QJN| X,

Y1(X)
Y\(X)

NG NG
y,(X)=h-b 1—¥, Y,(X)=h+b 1—?.

30-njy surat
Gorniisi yaly, y,(X) we Y,(X) su deiilemini kanagatlandyryarlar:

2
y2 =1+2h Y _h

a2 b2 b2 b2 '
o y, h?
a2 b12 =1+ 2hb_;_F

Birinji denlikden ikinji denligi agzaba-agza ayryp, alarys:

Ys = V; _2h
b2

7 (Y2 = Y1)
ya-da
y; = ¥r =2h(y,—-y,)
Bu detiligin iki tarapyny 7 kopeldelini:
7Y, —my; =2h(y, — V)7 1)

Cep tarapda 30-njy suratdaky halkanyn meydany yerlesyar. 2h(y, —y,) bolsa esasy

2 2

X
a—+§—l ellips, beyikligi 2h bolan silindrin X nokatdaky kese kesiginin

meydanyna den bolyar (31-nji surat).

78



Indi Arhimedin usulyna gegelin. Ox okunyn -1 nokadyndan asaklygyna
jisiminl seredilydn yarysyny asalyn. m nokadyndan bolsa 31-nji suratdaky silindrin
x>0 yarym ginislikddki bolegini asalyn (32-nji surat).

o
E W /
— YoV X

31-nji surat
y okunyin y = X nokadyndan gorizontal tekizlik gecirsek ol jisimi we silindri,
degislilikde, 30-njy, 31-nji we 32-nji suratlardaky kese kesikler boyunca keser. Ol
kesiklerii massalary, degislilikde, 7y:-zy> we 2h(y,—Y,) ululyklara den
bolarlar. (1) denlige gora,
(7y; =7 y7)-1=[2h(y, -yl 7,

\
il
/>

32-nji surat

yagny O nokady rycagyn dayan¢ nokady hasap etsek, onda seredilyédn kese
kesikler (32-nji surat) denagramlylykda bolyarlar. Arhimedin usulyna layyklykda,
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jisimlerin  6zleri hem denagramlylykda bolarlar, yagny Vi jisimiii garalyan
yarysynyn gowrlimi (massasy) bolsa, onda

v1-1:(”%b-2hj-;z

denilik yerine yeter. Bu yerden jisimin (torun) doly V = 2V; gowrlimi ii¢in

V =2hz*ab
formulany alarys. Eger a = b bolsa, ellips towerege owriilyar, jisim bolsa radiusy
a den bolan toweregin X okunyn dasyndan aylanmagyndan emele gelen tor bolar.
Bu halda toruii gdwriimi

V =2hr*a’

formula bilen tapylyar. Alnan formulalarynn dogrulygyny integral hasaplayysyi tisti
bilen dernemek kyn daldir.

15. ERKIN USTLI YERASTY SUWLARYN SYZYSYNYN
MATEMATIKI MODELI

Model diiziilende ediljek talaplary anyklalyn. Erkin tstli yerasty suwlaryn
akymy birjynsly gatlakda ge¢ydn bolsun. Onun dayang¢ esasy gorizontal hasap
edelin. Akymyn syzys tizligi dayan¢ esasyna perpendikulyar ugur boyunca
liytgemeyér hasap edilyér, yagny X, y oklary dayang esasda yatsalar, z oky ol esasa
perpendikulyar gegirilse, onda syzysyn w tizligi dine X, y koordinatalara bagly
bolar. Eger syzysyn tizligi VT/:{WX,Wy}, suwuil Gstiinift defilemesi h = h(x, y,t)
bolsa, onda Darsinini kanunyna layyklykda

W :—Ca—h w :—Ca—h

x o y oy

bolar. Bu yerde C syzys koeffisiyenti. Indi akymyn ugrunda esasy bolup taraplary
AXx we Ay bolan, dayang esasda yatyan goniiburgluk hyzmat edyén, yokarsyndan
h =h(x, y,t) iist bilen ¢dklenen silindrik birinji jisimi we sol esasly, yokarsyndan
h =h(x, y,t + At) iist bilen ¢éklenen ikinji silindrik jisimi alalyn (33-nji surat) .
Diigniiklilik tgin tstleri, degislilikde, ABCD we A;B;C;D;1 goniburgluklar
gornilisinde ¢yzdyk. Indi At wagtda birinji silindrik jisimin i¢inddki suwun nige
kopeljekdigini hasaplalyn. Belli bolsy yaly, ol Q mukdar

Q:Atﬂw-ﬁds
z
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formula arkaly tapylyar. Bu yerde > sol jisimiii gapdal iisti, i sol istin
nokatlarynda gurlan i¢ki normal.

AZ

Ay

: D1
ai-fAc

o 5
/ Mob(_,Y)_ L - MZ(X,Y"'AY)
X .

Ml(x;Ax,y) Ms(X+AX,y+Ay)

<\(

33-nji surat

> st Y,(M,BCM,), 3,(M,CDM,), X,(M,DAM,), 3,(M,ABM,) dért

tistden duryar. Sona gora,
Q=Hw-ﬁds:Hw-ﬁds+ﬁw-ﬁds+ﬁw-ﬁds+ﬂw-ﬁds.
2z 2 2 23 2y
Sag tarapdaky integrallary hasaplalyn:
[[w-rids = [[w-{L0}ds = [[ w,ds =—c[[ by (x,y.t)ds,
2 2 2 2
[[w-rids = [ w-{0;—1)ds = —[[ w,ds = c[[ h; (x, y,t)ds,
2 2 2 2
[[w-fds = [ w{~10jds =—[[ wds =c[[ by (x,y.t)ds,
23 23 23 23
[[w-rds = [ w-{0;1}ds = [[ w,ds =—c|[[ by (x,y,t)ds.
24 2y 2y 24

Hasaplamany dowam etdiryaris:

Yo+AY

- CH h;( (X1 y,t)}ls = _C_U h>’< (X01 Y1t)js =—C J.h;( (Xo’ y’t)h(XO’ y,t)dy,

Xg+AX

cﬂ h;(x, y,t)ds = cﬂ hy (X, yo + Ay, t)ds =c jh;(x, Yo + Ay, th(x, y, + Ay, t)dx,
2 2, Xy
Yo+AYy

cﬂ h(x,y,t)ds = CH h!(x, +AX, y,ths = ¢ Ih; (%, + AX, y,t)-h(x, + AX, y, t)dy,
2 23

Yo
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Xo+AX
- cﬂ h,(x,y,t)ds = —cﬂ h) (X, yo,t)ds=c Ih; (X, Yo, (X, yo.t)dx
24 P X,

Integrallaryn bahalaryny Q ti¢in formulada yerine goyup, alarys:

Yo+Ay
Q =cAt _[[h(xo +AX, Y,1)-h (%, +AX, y,t)—=h(X,, y,t)- . (X,, y,t)]dy +
Yo

Xo+AX

+CAt j[h X, Yo +AY,t)- 0 (X, Yo + Ay,t)=h(X, yo.,t)- h (X, yo,t)]dx =

Xo

Atx‘]ml N byt) —E'M\y%}dﬂ

y=Yo+Ay 2 ay
xxo}dy
c 0°h?

(x,yt)
AXAYAL +— - DD AxAyAL, 1
A C = »

Bu yerde x,<¢&,& <X,+AX, Y,<n,n <Y,+Ay. Artan suw mukdary birinji

oh?(x, y,t)
OX

X=Xg+AX

Yo+Ay
+ CAt I F-—ah (x.y.)

1
OX 2

Yo
ya-da
9%h%(x,y,1)

C
Q_E x>

silindrik jisimi yokarsyndan ¢dklendiryan h=h(x, y,t) dstiii h=h(x, y,t+At) dereja
galmagyna getirydr, yagny artan suw mukdary ABCDA,B,C,D, silindrik jisimin
gowriimindaki suw mukdaryna dendir:
Q=m j j [h(x, y,t+ At)—h(x, y,t) Pixdy

D
ya-da

Q =mhi(a, B, 7)AXAYAL. (2)
Bu yerde X, <a<X,+AX, Y, <PB<LY,+Ay, t<y<t+At, m - oyjiklilik
koeffisiyenti. Q ululygyn tapylan (1) we (2) bahalaryny denlép, alarys:

c | o%h?| | 8%h?|
- +

AXAYAt = mh (e, B, 7) AXAyAt

E 8X2 xX=£ 2 X=¢;
y=n y=m
ya-da
oh?|  8*h?l _2m
+ =—nh! (e, B,7).
aXZ ‘x:g ayz ez, c t( ﬂ 7)
y=n y=m

Bu yerden Ax, Ay we At nola ymtylanlarynda predele gegip, alarys:
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2m , 0°h* o%h®
hi = 2 T2
c OX oy

prosesinin matematiki modeli hokmiinde garap bileris. Denilleme ¢ykarylanda kop
caklendirmeleri etmeli boldy. Sol sebdpli, alnan model takmyn model bolyar.
Syzys prosesiniii hemme taraplaryny goz onilinde tutyan model diizmek, umuman,
miimkin hem dil, eger miimkin bolayanda-da 6rdn c¢ylsyrymly denlemelere
getirerdi. Bizii ulanan Darsinin  kanuny-da, sonun esasynda c¢ykarylan
Bussineskanyn denlemesi-de kop-kop barlaglary gecgendir. Sol sebépli, olary
ulanmak boljakdygyna siibhelenmese bolar.

Indi su modelin ulanylysyna bir mysal getirelin, yagny gazylan guya toprakdan
gelyian suwui mukdaryny yokarky sertlerde hasaplajak bolalyii. Yokarky sertlerifi
yerine yetyanligi sebdpli, akyma Bussineskanyn denlemesini ulanmaga
haklydyrys.

—J—

”:,/y

0O

v X

34-nji surat

Guyynyn okunyn dayang esasy bilen kesisydn yerinde xOy Kkoordinatalar
ulgamynyn baslangy¢ nokadyny yerlesdirsek (34-nji surat) we polyar
koordinatalaryna  x=rcos¢g, y=rsing formulalar arkaly gecsek, onda
Bussineskanyn denlemesi

m—-==
da 2

gorniise geler. Eger akym guyynyn towereginde simmetrik gecydn bolsa, onda

+ . .
orr r or r* o¢?

dh c(o*h? 1 ¢6h® 1 oh?
= { — J 3)

h(x,y,t) ¢ burca bagly bolmaz we (3) denileme

dh c(o*h* 10oh®
m—=— +-——

dt 2(6r2 r arj )
gorniisi alar. Has yonekey yagdaya seredelin. Goy, akym wagta bagly bolmasyn,
yagny akym durnuklasan bolsun. Onda h(x,y,t) bu halda wagta bagly bolmaz we
(4) denileme
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d?h? 1dh?

()

(6)

—+= =0
dr r dr

gornlise geler. Bu denileménint umumy ¢oziiwini tapmak kyn dildir. Denilleméani
yonekeylesdirelin:

d’h?

2 1 2 2
dr2 +==0, a Inﬂ +£:O, In£+lnr=InC1,
dh® r dri dr ) r dr
dr
ya-da
dn® _ ¢
dar r’
ya-da
h>=C,Inr+C,.

(7)

Guyynyn radiusy ro, akymyn ciginiii radiusy Ro hasap edelint. (6) denligin iki

tarapyndan hem ro-dan Re-a ¢enli integral alalyn. Onda
R 2 R
¢dh ¢1
—dr=C, [=dr
{ dr 1{ r
ya-da
hZ(Ro) _hz(ro) = Cl(ln I:\)0 —In ro) )
ya-da h(R,)=H,, h(r,) =H, belgilemeleri girizip,

R
HZ-HZ=C,In—2
r0
ya-da
H} —HZ
R

In—2
r0

C =

'Hy

\4

F\I)o r
35-nji surat

84



denligi alarys. (7) denilikde r =r, goyup,
h?(r,)=C,Inr, +C,
denligi ya-da
2 142
:_Hi=H, r
R
In—2
r-0
denligi alarys. Netijede, suw iistiinin h=nh(r) defilemesini
TE Y
Hi=Ho RHO Inr+H; _He=H, RHO ‘Inr,

In—2 In—2
r0 IFO

h(r) =

gorniisde yazyp bileris. Bu funksiyanyn grafiginin shematiki gorniisi 35-nji suratda
getirilendir.

Eger bu grafigi z okunyn towereginde 2~ burca aylasak, onda ol guyguja menzes
aylanma iistiini emele getirer (36-njy surat).

Hi

i 4

\é’/ro ho
36-njy surat

36-njy suratdan gorniisi yaly, guyynyn suw syzyp giryan gapdal listiinin meydany
2ntyH,-a den. Onda, Darsinint kanunyna layyklykda, ona wagt birliginde syzyp

giryan suwun mukdary

Q =27zr0H0ca—h

r=ry

formula bilen kesgitlener. (6) denlikden alarys:

85



2n N _ G
dr r
Bu yerden r=r, bolanda C;-ini bahasyny yerine goyup, alarys:

dh C, H/-Hi 1

PH,—| =—t=-—k 0.2
Odr r=r, r0 |n& r-0
rO
dh HZ-HZ2
2H0r0a Z% bolany ti¢in
r=ro In—2
rO
2 g2
In—2
r-0

formulany alarys. (8) denlik giniden ulanylyan formulalaryn biridir. Indi umumy
yagdaya seredelin. Q(t) bilen guya onun gapdal iistiinden wagt birliginde giryan
suwuit mukdaryny belgildlin we ony durnuklasmadyk akym ii¢in tapjak bolalyn.

cg(ha—hj+cg(h8—hj = ma—h

(2) detileméani

ox\ox) oyl oy at
gorniise getirip, yaylaryn i¢indiki birinji kopeldiji h-y onufi orta bahasy h* bilen
calsyryp, has takmyn
2 2
e ©)
oxX~ oy ot
denlema gelyérler. (9) deiilemede polyar koordinatalaryna gegip, alarys:
. (0°h 1 oh oh
hc—+——|=m—
(8r2 r 6rJ ot (10)

;
Bu defileminin ¢oziiwini h(r,t)=u(&), & = —= goriisde gozlilin.
J g

éh_du 1 ¢o°h_dul oh_ 1du r

ol W o dE a2 de (AP
denlikleri ulanyp, (10) denleméni

Yt v &
gorniise getirelinn. Sonra 6zgerdip,
hc(u"e?+u'e) = —gUfS
ya-da
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hc(u"é+u’)= —%u’fz,

ya-da

" i m 2
us+u’ll+— =0
d ( 2h cgj

gorniise getirse bolar. Sonky denlemaini bir gezek integrirlédp, alarys:

m
Inu'+InéE+——¢&%=InC
d 4h cg '
ya-da
u':&e_ﬂm*c'gz.
¢
.oh du 1 .. _oh du ,

Indi ar =£I denligi I’g =& @ gornlisde yazalyi. Goy, guyynyi radiusy I

we h(r,,t)=H/,(t) bolsun. Onda, Darsinin kanuny boyunca debitin

Q(t)=27zroHo(t)-Z—':

bolyanyny goz oniinde tutup, Q(t) ligin

r=ry

Q) = 27H, (HEU'(S)] .,
ya-da

2
m ro

Q(t) =27H,(t)Ce !

m
deriligi alarys. U'=C,& ™ exp [— g 2} denileméni integrirldp,

4h"c

U(§)=Co—Clwflexp{— n 52}0'5
;[ 4dhc

ya-da

h(r,t)=C, -C, f 5‘1eXp{— m éz}dé
r/jﬁ 4h'c

denlema geleris. Bu yerde t —0 ymtyldyryp, h(r,0)=C, alarys. C,=H, —suwun
istiiniil baglangy¢ yagdayy bolyanyny belldp, sonky deniligi

r m
h(r,t)=H, —C éleXp[— :
° 1r/-'.ﬁ 4h"c

gorniisde yazyp bileris. Islendik fiksirlenen t wagtda h(r,t) funksiyanyn grafigi 37-
nji suratdaky yaly bolyar.

fz}de‘ (11)
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h(r,,t) funksiyanyn bahasyny (11) denlikden tapyp,

H, (t) = h(r,,t) detilikden
alarys:

H,(t)=H,-C, wg‘lexp[— m éz}dé.
Jﬁ 4h'c

h=H, (t:O)
h(r
Ho(t)
Y >
O Io (O<t<t<ti<ty) r
37-nji surat

Deriligini sag bolegindéki integralynn t boyuncga artyan funksiya bolany ii¢in, kébir
to san tigin t=t, bolanda H,(t,) =0 bolar, yagny

T m

Ho _Cl J.é 1eXp(_ 4h*
rO/\/E

Bu denllikden C; hemiseligi tapyarys:

C,=H, wrslexp[— m rszjdéJ .
[ro/jﬁ 4h'c

C-ifi tapylan bahasyny H,(t) ticin formulada yerine goyup, alarys:

[& exp[— . e:zjdf
Wt 4h'c
Ho(t)=H, 1- 2 ~ , 0<t<t,.
fe exp(— : ézjdé

ol 4h'c

H,(t)-nii tapylan bahasyny Q(t) iicin formulada yerine goyup,

T&lexp(— m fzjdé -
Q(t)=27H,|1- " e a Ea

. .e 4h*C't ’
Tea m ., P m .,
- d - d
"o/‘!./g exp( 4h*C(§ j 65 ro/‘{/ti: exp( 4h*C(§ j (:

gzjdgzo.
C
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formula geleris, bu yerde 0 <t <t,. Asakda Q(t) we Hy(t) funksiyalaryn shematiki
grafikleri getirilen (38-nji surat, 39-njy surat).

QM)

to

38-nji surat

Ho(t)
Ho

39-njy surat

Seylelikde, t=t, bolanda H,(t,)=0 bolyar we guya suw gelmesi kesilyir.
Yokarda getirilen hasaplamalar difie erkin iistli, gorizontal dayang iistli
akymlar ti¢in gecirildi. Eger-de suw saklayan gatlaga dasyndan gosmaca suw
mukdary gosulyan bolsa, onda akym Bussineskanyn denlemesine dal-de,
m%:cg(ha—h}rcg(ha—h}rw (12)
dt OX\  OX oy\ oy
gorniisddki detilemi tabyn bolyar. Bu yerde @ akyma dasyndan wagt birliginde
meydan birliginden gosulyan suwun mukdaryny anladyar. Ideal halda, dasyndan
gelydn suw mukdary guya girydn suw mukdarynyn owezini dolyan halynda we
suwuii h=h(r,t) derejesini iiytgetmin saklamaga yardam edyin halynda, akym
stasionar hala geler, Yagny belli bir t =t, wagtdan baslap h(r,t)=h,(r,¢) bolar,
wagta bagly bolmaz. Diymek, t=1t, baslap, D suwun biitin tutyan meydany
bolsa,

Q(t) = [[ cxxdy
D
bolar. hy(r,®) funksiya bolsa

cﬁ(ha—h)+cﬁ ha—h +w=0
ox\ ox oy\ oy
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denlemani kanagatlandyrar. Denlemede polyar koordinatalaryna gegip, alarys:
c(o’°h* 1 oh 1 0o°h?
— st —+— -—— |[tw=0,
2\ or r or r° oo

Akymy guyynyn tdwereginde simmetrik hasap etsek we @ funksiya ¢ argumente

bagly dil hasap etsek, onda h,(r,¢) funksiya hem ¢ argumente bagly bolmaz we
denleme

c(o’°h® 1 oh®
— +—- +olr)=0
2(6r2 r arj lr) (13)
gorniise geler. (13) denleménin iki tarapyny r-e kopeldip we ro-dan r-e cenli
integral alyp, taparys:

ya-da

chr@ —chr%

dr dr

r=r

ya-da

thr% —27ch(r, Jr,h'(r, )+ Zﬂj'ra;dr =0,

fo

Indi Darsinifi kanuny boyunca 2zch(r, )h'(r,)r, =Q bolyanyny we beyleki tarapdan

Q= J!codxdy =2r I rodr bolyanyny goz oiinde tutup, alarys:

27ZChI’% = 27rJ‘ radr.
dr ’
Yene bir gezek integrirlesek,
hz(r)—hz(ro):gj'(%jra)drjdr (14)

c

detiligi alarys. h(eo)=H,— suwuii baslangyc derejesi bolyanyny géz iiinde tutup,
sonky denlikden taparys:

2°¢( 1%
0(0)= 12 2] 2 ko o
ya-da

h?(r,)=HZ —%Irw(r)ln%dr

0
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formulany alarys. Indi h*(r,) iigin tapylan bahany (14) defilikde yerine goysak,
h(r) tigin

h?(r)= HZ——jr In—dr+ Ura)drjdr

Iy

formulany alarys. Ikinji integraly ozgerd1p, alarys:
h?(r)=H? —%{ra)(r)ln%dr +§[£ ro(r)in %dr +.!.pa)(p)|n %dp]
ya-da

h2(r)=H¢ +3jpa)(p){|nl—|nﬁ}dp,
cY r

0 r-O

Ahyrda,
2@
h*(r)=H; —Efpw(p)'lng

formulany alarys. Sonky deiilikden

pr(p)lnp'dp

o

integralyn yygnanmagynyn we
—Ipw(p ln—dp <H;

densizligin zerurlygy gelip c;ykyar. Su zerurlyk sertlerin yerine yeten halynda
stasionar akymda h(r) iicin we Q(r,) debit ii¢in

200
h?(r)=H; —Ejpw(p)lnédpz h?*(H,, ),

= 27;]0 palplp=Q(r,0)

formulalary alarys. Bu yerde bir tisin yagday yiize ¢ykyar. Eger @,(p)<w,(p)
bolsa, onda
h?(Ho, @) >h?*(Ho, @,),
Q(ro , 0)1) < Q(ro , 602)
detisizlikler yerlikli bolyarlar, yagny debit kopelyar, hy(r,,®) bolsa kigelyir.
Darsininli formulasyna gora,
Q(ro ’ a)) =27 ch, (ro , a)) ah((;(;,’ a)) Ty
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oh
Diymek, Q(r,,®) funksiyanyii @ boyunca artyan funksiya bolmagy ii¢in E(ro,a))

funksiya, yagny naporyin gradiyenti 6smeli bolyar.

16. GAPDAN CYKYAN GAZYN MUKDARYNY WE TIZLIGINI
HASAPLAMAGYN MATEMATIKI MODELI

Goy, gapda udel géwriimi V,, basysy p, bolan gaz belli bir pursatdan baslap
gabyn desiginden ¢ykyp baslayar diyelin. Gazyn ¢ykys tizligini @ bilen, onui
cykalganyn yanyndaky udel géwriimini V,, basysyny p, bilen belgildlin. Adatga,
p, gabyn dasyndaky gursawyn (sredanyn) basysyna den diyip we akym

siirtiilmesiz gegyar hasap edip, islendik pursatda
pV, = p,V, = const (1)

kanun dogry kabul edilydr, yagny proses adiabat proses bolyar hasap edyérler.
Belli bir pursatda V udel gowriimi we p basysy bolan gaz bolegi wagtyn
artmagy bilen desige tarap hereket edip baslayar. Ikinji bir pursatda onun
gowrimi  V+dV, basysy bolsa p+dp bolar. Su gecisde sarp edilen isin
mukdaryny kesgitldlin. Ol ise ginelme isi diyyéarler, ony dA bilen belgilalin.
Goy, gaz bolejigi radiusy R -e deii bolan sar gorniisinde bolsun (40-nji surat)
we

40-njy surat

ikinji pursatda bolsa ginelip, radiusy R+dR bolan sary doldursyn. Onda artan
gowriim dV =47R*dR  bolar. Gowriimi beyle artdyrmak ii¢in sarp edilen dA is,
birinji saryn Ustlinin her bir nokadyny dR aralyga siiysiirmek isine dendir.
Herekete pisgel berydn saryin dasyndaky basys p den. Diymek, saryin hemme
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nokatlaryna tasir edydn giiyc pS bolar. Bu yerde S saryn istiinii meydany,
yagny S =47R’. Diymek, tutus iisti dR aralyga siiysiirmige sarp edilen is pSdR
deii bolar, yagny

dA=pSdR=pdV
deniligi alarys. Eger indi V, udel gowrlimin baslangyc¢ haly, V, onuii soiiky haly
bolsa, onda sarp edilen A is tigin

Vo
A:jvl pdV
formulany alarys. pvV* = const kanuny ulanyp, alarys:
A C quo_C 1 c 1
VA —k+1 V,7' —k+1 V!
1 cV, ¢V, 1
- : _ = V, —p\V.
—k+1 [vzk vlkj —|<+1('O2 = PVA)
ya-da
A:L(plvl - pzvz)'
k-1

Beyleki tarapdan, termodinamikanyn birinji kanuny akym {i¢in
2

2
W, — ),
_ @

qdasky = h2 - hl + Iteh +
gorniisde bolyar. Bu yerde, |, - tehniki is, h, we h,- entalpiya. Entalpiya
h=U+pV formula bilen kesgitlenyar. Bu yerde U - sistemanyn igki energiyasy,
p - basys, V - udel gowrim. Bizin sistemamyz ii¢in |, =0 bolyar. Proses

adiabatik bolany sebédpli, dagyndan gelydn Q,., dasky energiya hem nola den
bolyar. Seylelikde, (2) detileme

h,—h +
gorniisi alyar. h =U,+pV,, h,=U,+pV, bolany iigin

h,—h =U,-U, +pV, - pV,
denligi alarys. U, -U, tapawut gaz bolejiginin i¢ki energiyasynyn artmasy. Ol

2 2
@G~ _g

artma dinie edilen A isiii hasabyna bolyar, yagny
U, -U,=A.
Sonky ti¢ denlikleri birlesdirip, alarys:

2 2
w, —

2

=0

Ul_U2+ plvl_ PV, —

ya-da U, —-U, = A Dbolyany ii¢in,
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A+ PV - PV, -

Indi A-nyn yokarda tapylan bahasyny yerine goyup, alarys:

2 2
W, —
2

1
—(plvl_p2V2)+ plvl_pZ 2 =0,

k-1

2k
a’zz = 5012 +m(plvl_ pzvz)-

Adatca, @, kic¢i hasap edilip taslanyar we @, tizlik ligin asakdaky formulany

alyarlar:

2k
W, = \/m(plvl - pzvz)-

PV, — p,V, tapawudy 6zgerdelini:
V
PV, — PV, = plvl(l_%j'

pV, = p,V,* bolany sebipli,

Indi pV,—-p,V, tapawudyn

1
k s

PV — PV, = PV 1_&(&] =PV, 1_(&j
L\ P2 X

bahasyny @, ii¢in formulada yerine goyup,

k-1

2k p, | ¥
= |—pV,|1-| =%
@, k_lpl 1 ( 1)

formulany alarys. Indi biz desikden wagt birliginde ¢ykyan gazyn massasyny

kesgitlap bileris. Eger desigin meydany F bolsa, onda wagt birliginde F -,

gowriimdaki gaz ¢ykar, eger bu gdwriimi desigin yakynynda hasaplanan V, udel
Fo,

V?_

gowriime bolsek, onda M= - wagt birliginde desikden ¢ykan gazyn

massasyny alarys. Bu yerde @, -nin yokarda tapylan bahasyny goysak,
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k-1
ko
m= E ﬂ p1V1 1_ &
V, k-1 P,
defiligi alarys. Indi V, we V, udel gowriimleri ii¢in belli bolan pV, = p,V,

2

k
formulany V, =(%j V. gorniisde yazyp, m t¢in formulany

k-1

F 2k p, )k
m= VA Iy
2 2]

P,
ya-da biraz 6zgerdip,

2 kit
k-1 V1 Py Py
gorniise getirse bolar. Gazyn desikden akmagy bilen baglanysykly meselelerin
kabirinde desigin tutyan F meydany hemiselik yagdayynda % gatnagygyn
1

haysy bahasynda desikden wagt birliginde ¢ykyan gazyn massasy maksimuma

yetyar diyen sowal yiize ¢ykyar. Bu sowaly basgaca-da aytmak bolyar, yagny

desikden wagt birliginde akyp ¢ykyan gazyn massasy hemiselik halynda P2
1

gatnasygyn haysy bahasynda desigin tutyan meydany in ki¢i baha eye bolar diyip

bolar. Bu iki sowalyn jogaby bolup kokiin asagyndaky aflatmanynn maksimum

bahasyny beryian % gatnasyk bolyar. Ony tapmak {i¢in ol anlatmanyn Pz -e
1 1

gord onlimini tapmaly we ol Oniimi nola denlemeli. Alarys:
k+1

2, kel
1o et
kK p, k p

k+l 2

k-1
2 P, koK 2 P, Kk
Lo - | =< :0’ 7y — _— | — :0
ya-da Kl ( j ya-da Kl (

Py Py
k.
P, :( 2 )kl
p, \k+1)
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Garalyan funksiya Pe 0, % =1 bahalarda nola defi. Ekstremum difie bir
1 1
P, 2 k2 ., y : .
? =l wa1 nokatda bar, diymek, onunn maksimum nokady bolmagy {i¢in
1

funksiyanyin sol nokatdaky bahasynyn polozitel bolmagy yeterlikdir.
k
Lo Py (2 ) 3
Funksiyanyn F a1 nokatdaky bahasyny tapalyn.
1

k+1 : k+l k 2

2 rr2 k-2 k+1
Pt [P _(LJW- >k_(ijk'k-1_(ijk-l_(i]k—l_
o) P jk_ k+1 k+1 lk+1 k+1)

P2 2 k-1

Ez(ﬁ

2 k-1 2 2 2
_( 2 )k—l L ( 2 )k—l_k—l _( 2 jk—l k+1—2_k—1( 2 )k—l
lk+1 k+1 lk+1 k+1 k+1 (k+1) °

k—1>0 Dbolany sebdpli, bu baha polozitel san. Diymek, ol funksiyanyn
L

: P (2 ) — . Py .

maksimal bahasydyr. 0, PR} = B belgileyirler we ona . gatnagygyn

1 1

kritiki bahasy diyyarler.

2
m —F &.&.k_—l.(ij“
N k—1V, k+1 (k+1

baha massanyn kritiki bahasy diyyirler. Cykyan massanyii m bahasynyn
fiksirlenen halynda

1

2
ZK.(ZJ“.F%
k+1 \k+1 V,

- desigiit meydanynyii in ki¢i bahasyny alarys.
P =By - P, baha basysyn kritiki bahasy diyyarler. Gazyn desikden ¢ykyan o,

I:kr =m

tizliginin % = b« bolandaky

1

K ke

2k 2 k1 ko
= |——.pV.|1-| ——
a)kr k—l pl 1 (k+1j

ya-da
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/ 2k
Oy = m pVy (3)

bahasyna tizligin kritiki bahasy diyyérler. Klayperonyn p\V,=RT, denligini
ulanyp, soiiky formulany

- &.RTl

),
o k+1

1

pkr « ’
Ve bolyany

1

gorniisde hem yazmak bolar. pV)=p, Vs vya-da V, =[

sebapli, P, = P bolany sebipli, (3) denlikden alarys:

kr
1
2k k 2k
Ow =4\ 1 pkr:& 'Vkr'&:\/—' @ P Vie -
k+l ﬂkr ﬂkr k+1

k
2 ka1 ) 2\ k+1
Bellema gora S, :( j . Diymek, S =( j =——. Onda o, ig¢in

k+1 k+1 2

a)kr = kpkrvkr
denligi alarys. Fizikanynn kursundan belli bolsy yaly +/Kp,V. ululyk,

parametrleri p,, we V,, bolan ginislikde (sredada) sesin tizligine dendir. Diymek,

gazyn desikden ¢ykys kritiki tizligi sesii desigin golayyndaky tizligine dendir.

17. ACYK HANALARDAN SYZYS MESELESI BARADA

Kanalyn agyk hanasyndan syzyan suwuil mukdaryny hasaplamaklyk diysen
cylsyrymly bolup, su wagta c¢enli bu meseldni ¢ozmeklikde yeke-tdk cemelesis
yok. Cozgiit kop faktorlara bagly bolyar we meseld syzysa tdsir edydn hemme
faktorlary g6z oOniinde tutmak arkaly c¢emelesmek uly kyngylyklar bilen
utgasyandyr, sol sebépli-de &hli faktorlara bagly bolan doly ¢6ziiwi tapmak
basartmayar. Su isde meseldni kanalyn hanasyndaky suwun derejesini, kanalyn
astyndaky suw direginin derejesini, kanalyn kese kesiginin gorniisini nazarda tutup
we beyleki faktorlardan diyseni «erkin» peydalanyp ¢ozmek hodiirlenyér. Yerasty
suwlaryn iisti t pursatda h =h(x,t) denileme bilen berilyar (yagny tekiz meseld
seredilyér) we h
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oh k | o, oh

A nlals) @
syzys denlemesini kanagatlandyryar diyip ¢ak edilydr, su yerde m — kanalyn
hanasyny gursayan sredanyn Oyliikliligi, k — syzys koeffisiyenti (m we k hemiselik
ululyk diyip hasaplanyar).

~~ -

—-
—
-

41-nji surat. Syzysyn hasaplayys shemasy.

h=0, h=h(xt), y=0, y=1 x=X, istler bilen ¢dklendirilen V jisimin
gowrlimini hasaplalyn. Alarys:
V= jh(x,t)dx_
Diymek, Oyjiklerddki suwuklygyn Q, gowriimi asakdaky formula boyunca
tapylar:
Q,=m j h(x,t)dx

d
Bu yerden Q,-in iiytgeyis tizligi, yagny % wagt birliginde kanalyn uzynlygy
uzynlyk birligine den bolan boleginden syzyan suwuit mukdaryna den bolar, yagny

szif%dx_
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(1) denleméni m-e kopeldip, onun iki bolegini hem X boyunga X,-den co-e

mj S f% 20

X1

cenli integrirlalin:

ya-da
j M gx=k-|h- a—h ~h- a—h
OX |, OX |,
oh
1I_r)T; h= lm& =0 bolany sebépli, alarys:
Q= _kh(xl’t) ’ h>,< (Xl’t) . (2)

h(x,,t)=H+z bolany ig¢in, dhli kyngylyk h/(x;,t) ululygyn san bahasyny
kesgitlemeklige syrygyar.
=0 yagday.
Kanalyn kese kesigi h = px® parabola diyip ¢ak edelifi. Onda H = px? bolar
we
u=(x/%)2h[(x/x)x t], 0<x,<x,
funksiya (1) defileménin ¢oziiwi bolar, 6zem

u(X,,t) = (%, /%) h(x, 1) = (X, / x)*H = px; =H

ha

v

42-nji surat. z =0 bolanda syzysyn hasaplayys shemasy

Indi

Q= —ku(xz,t)ui(xz,t)
ululygy, vagny suwuil beyikligi kanalda H;-e den bolanda kanaldan wagt
birliginde syzan suwun mukdaryny hasaplalyn. Alarys:

Ql = _ku(let)ui(let) = —k(X2 / Xl)zh(xl’t)(XZ /Xl)h>/< (let) =
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= (% /%)° [ kN, O 06,8 = (%, 1%)°Q,
bu yerde Q =-kh(x,,t)h!(x,,1).
Q, -1 basgaca-da yazyp bolar:

Q =({/H, /YA )'Q=H,\/A, (HVA)Q
ya-da Q, /(Hl\/Hi1 ) =W(t) belgileméni girizip, alarys:
Q=w(t)HVH . (3)
Indi w-nin t-e¢ baglylyk hisiyetini kesgitlemek ti¢in dwiirmeleri gegirelin. X -ler
okunda koordinatalar baslangyjy x = X, nokatda hasap edip,
h(x,t)=Hu(n), a=2JkH/m, n=x/(at)
calsyrma girizip, U(77) li¢in adaty differensial defileméni alarys:
2,,2
Gt =0, @)
h(O,t)=H, H(oo,t)=0 bolyanyny goz oniinde tutup, Uu(77) Ugin baslangyg

sertleri alarys:
u(0)=14 u(xo)=0. (5)
(4-5) meselénin ¢oziiwini
u(m) =1+ Au, + 2u, +...
A parametriil derejesi boyunca hatar gorniisinde we
u,(0)=0, Vix>1, U,(0)=0, Vi=2,
U, () =R, R>>1 u(o0)=1+Au,()=0
sertlerde gozlaris. Bu yerden A kigi parametr tigin A =-1/R alarys. u(n)-nyn
bahasyny (4) denlemede yerine goyup, yene-de A-nyn derejesi boyunga hatar
alarys. Sol hataryn koeffisiyentlerini nola denldp, U;(77) funksiyalar {igin
deiilemeler sistemasyny alarys:
u; +2nu; =0,
uy +2nul, =—(U/)"/ 2,
U +2nu; =—(u,u,)"...

we s.m.. Birinji denilleméni u,(0) =0, u,() =R sertlerde ¢6ziip, alarys:
2Rt >
u,(n)=—=1e" dn.
=7

Ikinji defileméni u,(0) =0, u,(e) =0 sertlerde ¢oziip, alarys:

2
uz(77)=R7(1—e‘2”2)—i ‘”Zul—%uh@—ljRul,



we s.m.. U licin anlatmada u,-ifi, U, -niit we $.m. bahalaryny goyup, alarys:

z
ou
Indi —| tapalyn:
N,
au __L+L(E_EJR21+
on 0 Jr R2\2 =« Jr
ya-da
ou 2 2 (1 1)
. = 4+ | ———
on 0 T T\2 7«
R -i yeterlik derejede uly hasap edip,
ou 2 (1 1]
_ ~N —— __|__
877 =0 T\ 2
yazyp bolar.

Suny goz 6ntlinde tutup, alarys:

oh ou oul 1 2H (1 1
X x=0 OX x=0 877‘,7:0 a\/f Oh/g T 2
ya-da
o 1(1+1jm
OX|y_o kadd\z 2
ohf .
—| lgin tapylan bahany
OX 4o

Q =—kh(0,t)h, (0,1)
deiilikde yerine goyup, taparys:

Q=@(%+%)Hm. (6)

(3) we (6) denlemeleri denesdirip, alarys:

o-[52:2)

Seylelikde, (3) we (6) formulalar alnandaky ortalasdyrmalary we
yonekeylesdirmeleri goz oOnilinde tutup, syzysyn z=0 yagdaydaky ahyrky

hasaplayys formulasyny
Imk
Q = WO ?H \/ﬁ (7)
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gornlisde gozlemek zerur.

Tejribe arkaly kesgitlenydn w, koeffisiyenti ortalasdyrys koeffisiyenti diyip
atlandyrmak bolar.

Asakdaky delilleri hem (6) formulanyn esaslandyrylysyna degisli diymek
bolar. (4) denlleméanin ¢ozgiidi

Uu=1+BN2) - B2 (V2)% 12+...

gornlisde gozlenyar.

n-nyn uly bahalarynda u(z) funksiyanyn nula ymtylmagy {ii¢in, san usuly
tapalyn:

x=0

: . ou
bilen g =-0,628 denligin zerurlygy anyklanyar. x

ou 1 N2 [m B
Xy avton| , avt V2tk JH'
Diymek,
N ™ 0628
OX|y_o OX |20 2tk

ya-da (2) formula goyup,

Q= /rg—tkH\/ﬁ-O,628

alarys.
z#0 yagday.
1) denlemaniri bolegini hﬁ(ﬁﬁ_hj nlatma bil Isyralyii, h
(1) denleménin sag bolegini x| Moy | aflatma bilen calsyralyn,
haysam bolsa bir hemiselik ululyk — h(x,t)-nin ortalasdyrylan bahasy.
k ~
E-h =a’ belgildp, syzys ii¢in
oh ,0°h
I p—
ot ox? ®)

taze denlemani alarys.

Goy, h(x,t) x=x; (41-nji surat) bolanda (8) denleménin gozlenyidn ¢oziiwi
bolsun.

Goy, h(x,0)=¢(x), x=x, bolsun, ¢(x)-i analitik yagdayda (0,x)-a dowam
etdirelin. Alnan funksiyany yene-de ¢(x) bilen belgildlin we -co<x<oo kesgitlenen
h(x0)=p(x) x>0 iicin, h(x0)=g(-x) Xx<0 iicin deflikleri kanagatlandyryan
(8) defileminifi h(x,t) ¢dziiwini tapalyn. Bu ¢6ziiw, belli bolsy yaly,
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_(x=g)?
h(x,t)= V() o g

2\/_j

formula bilen berilyar, bu yerde
w(X)=p(xX) Vx>0, w(X)=¢p(-x) ¥x<0.

h/(x,t) ~ h!(x,t) caklama tebigydyr h'(x,,t) -ni hasaplalyi.
(=g’

27/ 2/
I T 17205 v ol RS SR 377 ¢ | e ol IS R 3721 (5 e
ox 2J‘I [ ]ng 2J2Lmle édé_zﬁjw el

w'(X) funksiyanyn takligi sebépli

o0

h o,
OX
x=0
Suny we Lagranzyn teoremasyny ulanyp, alarys:
oh oh oh o%h _
—=—-— =— -X; 0<c<x
ox Ox OX| ., OX°|
_ o*h )
Indi Fvl hasaplalyn; alarys:
2/ PR
a h 1 l// (5)’7 (4ait) — _ 1 l//,(g)lr _(4;2 _
j dé = | e dé =
ox? 27 2t :
"(5) = 1
at d& =-K(x,t)- .
2J_ j o =KD v
b polozitel ululyk we VX iigin Os K(x,t) <b bolar.
Seylelikde,
oh 1
— =K(,t) X -———
oX| 0% 2ant
alarys we

_ K(c,t) -k
Q=-k-h(x,t)-hi(x,,t) = ENE (H+2)x

bolar. Cak edilisine gord, kanalyn kesigi h = px* parabola gdrniisindedir. Diymek,
H = px’, x =+H/p bolar. Suny nazara alyp, alarys:

_k-K(ct) _
Q_—za\/E (H+z)-JH/p.

Indi
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k-K(c,t)

sl MO
belgildp, ahyrynda
Q=w(t)-(H+2)-vH (9)

alarys.

Alnan (7) we (9) formulalar dag goérniisi boyun¢a menzesdirler we (7) formula
z=0 bolanda (9) formuladan gelip ¢ykyar. Yone olar diysen tapawutlanyarlar. (7)
formula boyunca Q H¥? dereji proporsional peselyar, (9) formula boyunca Q HY?
derejd proporsional peselyér. Elbetde, bu ayratynlyklar, (7) we (9) formulalaryn
ozleri we wW(t) funksiyanyn hésiyetleri synag edilip tassyklanmalydyr.

18. TARYN YRGYLDYSY BARADAKY MESELANIN
MATEMATIKI MODELLI

Tekizlikde Ox okun O we | nokatlarynyn arasynda tar yerlesdirilen. Tar
cekdirilip, O we | nokatlarda berkidilen. Ol kébir tisir astynda denagramlylyk
yagdayyndan c¢ykarylyar we yrgyldap baslayar. Mesele taryn islendik wagtda
tutjak yagdayyny kesgitlemekden duryar. Meseldni anyklalyn we matematiki dile
gegirelin. Tekizlikde XOu koordinatalar ulgamyny guralyn (43-nji surat).

au
u=u(x,t)

v

(@) | X

43-nji surat

Basda tar [0, |] kesim bilen gabat gelyér. t=0 wagtda tara tdsir edip, u=¢@ (X)
funksiyanyn grafigi bilen gabat geler yaly edyirler we sofira taryin nokatlarynyi
baslangyc tizlikleri ¥ (X) funksiya bilen kesgitlener yaly edip goyberyirler. Tar
yrgyldap baslayar. Onun islendik t wagtdaky yagdayy u=u(x,t) funksiyanyn grafigi
bilen gabat gelyar diyelin. Tar 0 we | nokatlarda berkidilen bolany tigin
u(0,t)=u(l,t)=0 bolmaly bolar. Tara dasyndan tasir edyan giiy¢ yok halynda taryn

''''''
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duryar. Matematiki dilde u(0,t)=u(l,t)=0, u(x,0)=¢ (x), U;(X,0) =w(X) sertleri
kanatlandyryan we islendik t wagtda taryn vyagdayyny kesgitleydn u(x,t)
funksiyany kesgitlemekden duryar. Meselanin matematiki modelini diizelifi. Model
asakdaky caklamalarda diiziilyér.

1. Biz taryn kici yrgyldylary bilen gyzyklanyarys, yagny u(x,t) funksiyanyn
0zi we onunl Ux(X,t) Oniimi islendik 0 < x <1 we islendik t {i¢in ki¢i funksiyalar.

2. Hasaplamalarda u®(x,t), u?(x,t)ululyklary u(x,t), u (x,t) ululyklara
gord ordn kicgi hasap etjekdiris.

3. u(x,t) funksiyanyi garalyan {0<x<I, 0<t<oo} yaylada iizniiksiz birinji
we ikinji tertipli Oniimleri bar hasap etjekdiris.

4. Gukun kanunyna layyklykda, taryin islendik nokadynda uzalma
proporsional we tara sol nokatda galtagyan goni boyunca tdsir edydn dartylma
giiyji bar.

5. Yrgyldylar kici bolany sebépli tarynn baslangyc haldaky islendik nokady
difie X okuna perpendikulyar goni boyunca hereket edyar hasap edilyér.

6. Tara tisir edyan dasky giiycler we inersiya giiyji U okuna parallel tisir
edyéar hasap edilyar.

Yokarda edilen ¢aklamalardan birndge netijeler alaly. ?(x, t) bilen tara t
pursatda onun A(X, u(x,t)) nokadynda tdsir edydn dartylma giiyjiini belgilalif.
Taryn baslangy¢ (t=0) halda x okunyn X, we X, nokatlarynyn aralygyndaky
boleginin t, pursatdaky yagdayy u=u(x t)), X, <X<X,, denlik bilen kesgitlener
(44-nji surat).

44-nji surat

Ol bolejige A, A, nokatlarda, suratda gorkezilisi yaly, dartylma giiy¢leri tésir
edyirler. Tara tisir edydn dartylmadan 6zge beyleki giiycler, ¢aklama gord, u
okuna parallel tasir edyérler. Mehanikanyn kanunyna layyklykda, A A, duga tasir
edydn hemme giiycler denagramlylykda bolmaly, yagny olaryn x okuna bolan

proyeksiyalarynyn jemi nola denn bolmaly. Sol sebapli, 'I?(Xl,t) we '?(xz,t)
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dartylma giiy¢lerinin X okuna bolan proyeksiyalarynynn jemi nola defi bolmaly

-

T(xl,t*cos,ﬁw

-

bolyar, yagny — T(x,, t)( -cosa =0,

44-nji suratdan gorniisi yaly, tgﬂ:u;(xl,to ), (o]0 =u;(X2,t0). Onda, ikinji
caklamany ulanyp, alarys:
1

B 1
Jirtg?s L u (ot )

Cos f = =1

CoOSa = =1.

1
Virtgia Ll (e, t)f
Bu yerden

'?(xl,to)1 = '?(xz,to)(

denlik gelip ¢ykyar. X;, X, nokatlaryn islendik bolandyklary sebépli, t, pursatda

taryn islendik (X,U(X,tO )) nokadyndaky dartylmanyn moduly hemiselik bahasyny
saklayar. Indi A/A, duganyn |A1A2| uzynlygyny tapalyi. Alarys:

X2

[AA, = [y1+(ug (.t dx.

Ikinji ¢aklamany ulansak,

[AA[ =X, = x|
detiligi alarys. Bu bolsa taryii baslangyc halda x okunyf [x,,x,] kesimi bilen gabat
gelyan boleginin islendik t, wagtdaky uzynlygynyn sol kesimin uzynlygyna
dendigini, yagny, onun uzynlygynyn wagta bagly dildigini aniladyar. Bu bolsa 6z
gezeginde, Gukun kanunyna layyklykda, taryn islendik nokadyndaky dartylmanyn

wagta bagly dildigini anladyar. Seylelikde, dartylma giiyjiinit moduly [T (X, t)] x—

e we t bagly dil bolyar, yagny ‘T (X, t)‘ =T,. Bu yerde T, taryh nokatlaryndaky

baslangy¢ (t=0) haldaky dartylmadyr. Ine, su ¢aklamalarda we alnan netijeleri
ulanyp, biz taryn yrgyldysyny kesgitleydn u(x,t) funksiyanyn kanagatlandyryan
denilemesini getirip ¢ykaralyn. Basda taryn azat yrgyldysynyi, yagny, tara inersiya
giiyjiinden we dartylma giiyjiinden basga dasky giiy¢ler tisir etmeyén halyndaky
yrgyldysynyn denlemesini ¢ykaralyn. Ilki bilen taryn yrgyldysynyn kinetiki we
potensial energiyalaryny tapalynl. Hereketde taryn boélejiklerinit uzynlyklarynyn
tiytgemeyanligi licin onunl K kinetiki energiyasy
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2
K= %ip(x)(%} dx
formula arkaly tapylar. Bu yerde po(x) taryn dykyzlygy. Tara tisir edydn dartylma
giiyclerinin t=0 pursatdan t, pursata g¢enli bitiren islerini hasaplalyn. Taryn
nokatlarynyn U oka parallel hereket eydandikleri sebépli dartylma giiy¢lerin u oka
bolan proyeksiyalarynyil bitiren isini hasaplamak yeterlikdir. Taryn AA,

dugasyny alalyn. Sol duga tésir edyan T,(X;,t;), T(X,,t,)dartylma giiy¢clerin u
oka bolan T,,, T,, proyeksiyalaryny, ¢caklamalary ulanyp, tapalyn:

o= TsingeT,—98 g WY ot

Artg’s (U (b))
ga -T Uy (X5, 1)

Nrtgla LUl (x,01))

T,, =T,sina =T,

= Tou; (X,,1,).

Olaryn jemini hasaplalyn:
Ty, + T,y =ToU (X,,t,) = Tous (X, 1) =Tour, (X, t) (X, —X,) .
A A, dugany yeterlik kigi hasap edelin. Onda onun t -den t,-4 genli gegen
aralygy, takmynan, u;(x,,t*)(t, -t,)-e den bolar (t, <t*<t,). Dartylma giiy¢lerinii
A A, duga t, pursatdan t, pursata ¢enli hereket edendéki bitiren A, isi bolsa
A, =Touy, (X, 1) -uf (X, ) (X, — %) (t, —t,)
ya-da x, —x =dx, t,—t =dt, x,=x t*=t belgilemeleri girizip,
A, =Touy, (X, t)-u (X, t)dxdt
denligi alarys. Bu yerden tutus taryn t=0 pursatdan t, pursata ¢enli eden

hereketinde dartylma giiy¢lerinini bitiren A 1isi li¢in
to |
A= j j T,u” (x,t)-u!(x,t)dxdt
00

formulany alarys. Bu formulany 6zgerdelin:
to

A= jOUTou{ (x,t)du; (X, t))dt = j[Tout' (x,t)-u’ (x,t)]ij'0 dt— HTOU; (x,t)-u” (x,t)dxdt

0
Tarynn 0 we | nokatlarda berkidilendigi sebépli u(0,t) =u(l,t)=0. Sunun esasynda
u/(0,t) =u/(l,t) =0 bolar we yokarky formuladaky birinji integral nola den bolup,
formula

th |
A:—”Tou;(x,t)-u;'t (x,t)dxdt
00
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gorniise geler. Indi
[ [ 2
d¢lfou
u, (x,t)-u’ (x,t)dx=—|=| — | dx
£x< )l (k= | ( J
deiiligi gbz 6mniinde tutup, A ligin alarys:
|
T ! !
A= [ -2 (xt) - (0 (x0)F
0

Baslangyc halda t=0 bolanda tar [0, ] kesim bilen gabat gelyir diyilipdi. Sofa
gord, u(0,t)=0 we u;(x,0)=0 boljagyny g6z oniinde tutup, alarys:

A=—%¢hux%ﬂ%x

Gorniisi yaly, dartylma giliyclerinin bitiren is1  dine taryn baslangyc¢ yagdayy we
ahyrky (t=t,) yagdayy bilen kesgitlenydr. Yagny —A taryn t=t, pursatdaky

potensial energiyasy bolar.

[ 2 [ 2
L=K+A:1jp0 ou olx—T—Oja—u d
2+ "\ ot 2 -\ 0%

Lagranzyn funksiyasyny diizelin we Gamiltonyn prinsipini ulanalyn, yagny

islendik t, ti¢in
bt (au) (ou)
Ju)=|Ldt== — | -T dx |dt
()! z!&%at o| 2

integralyn wariasiyasy nola deni bolmaly bolar. Basgaca aydanymyzda, islendik
v(X,t) t:O:z)(x,t)L:to =0, v(x1),o=0(xt)| , sertleri kanagatlandyryan we birinji tertipli

hususy 6ntimli v(X,t) funksiya {i¢in

iJ (U+av)|,,=0
oa

{j [(u+0w)} T{@(u+au)}2} dxdt = 0
8052 0 oX o

bolmaly bolar. Alarys:

ya-da

to |
[[1p0 Ul 3 ULyt -0,
ol ot ot axox

ijo(%gjd joﬁa—u@dtde jp{u (%,t) -

0

J.—Udt}
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TIITOZ—ia—zd xdt =T, j[]a—“a—”d Jdt T J‘{—u(x t) —

Y
oY (x, }dt
) ox

t
denliklerde U(X,tﬁ =0, U(X,t)( =0 bolyanyny goz oniinde tutup,

0

“‘ 6_u6_ud dt __”po u(X t)dxdt,
00

HT a—“@d dt =-T jj = o(x,t)dxdt
00 00

denilikleri alarys we olary ulanyp, (1) denligi

Ij(poa | —jdxdt—

gorniisde yazyp bileris. Bu yerden, v(X,t) funksiyanyn islendik bolany ti¢in,

o’u L du
Ao
4 TO 2 M TvE=a A A A . .
ya-da — =a° belgileme girizip, taryn azat yrgyldysynyn asakdaky denlemesini
0

alarys:

o’u  , 0%

Z ——a’—= 2

atZ aXZ ( )

Indi biz yokarda goylan meseldni matematiki dilde yazmaga tayyar. Ol sundan
ybarat. (2) defileménin

u(o,t) =u(l,t)=0, (3)
u(x,0) = p(x), (4)
u; (X,0) =w(x) (5)

sertleri kanagatlandyryan c¢oziiwini tapmaly (3) sertlere (;éik sertleri (4), (5)
diyilyér. (2) denileme ii¢in gyra meselesmln sanly coziiwleri islendik takyklykda
kompyuterde ¢oziilip bilner. Beyle takmyn ¢oziiwi tapmak tii¢in hizirki zaman
kompyuterlerinde yorite programmalar bardyr. Emma kdbir hallarda ¢oziiwi
analitiki gorniisde hem gerek bolyar. Mysal ligcin, saz gurallarynyil tarlarynyn
emele getiryan owazlary 6wrenilende, ol tarynl ¢ykaryan esasy owazyny saygarmak
gerek bolanda seyle ¢oziiwint gerek bolmagy miimkin. Analitiki ¢6zliwi tapmagyn
bir usulyna Furyenin tytgeyanleri bolme usuly diyilyar. Ol sundan ybarat. (2)
denleménin u(x,t)= X(x)-T(t) gorniisddki noldan uytgesik u(0,t)=u(l,t)=0
sertleri kanagatlandyryan c¢oziiwini tapyarlar. X(x), T(t) iki gezek iizniiksiz
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differensirlenydn funksiyalar hasap edip, u(x,t)=X(x)-T(t) funksiyany (2)
defilemede yerine goyyarlar:

*X)-TW]_ . 2°[X(x)-T(®V)
ot? ox*

ya-da
d°T(t) _
dt>
Bu denligin iki tarapyny hem u(x,t) = X(X)-T(t) funksiya boliip, alarys:
1 dT_ . 1 dX
T(t) dt® X (x) dx* °
Uytgeyinler boliindiler. Bu yagday diiie kibir 4 hemiselik san iigin
1 d*T _ 1d°X
a’T dt? X dx?
bolanda bolup biler. Soniky denlikleri iki denlik edip yazalyn:

X(x)

2?7 (1) X X) d)>(<2(X) |

A

1 d%T

T dt? ©)
1 d?X

Sl =1

Serte gord, u(0,t) =X (0)-T(t)=0, u(l,t)=X(1)-T(t) =0 denlikler yerine yetmeli
bolarlar. Bu bolsa dine X (0) =X (l) =0 yagdayda bolup biler. Eger, mysal iigin,
X(1)#0 bolsa, onda T(t)=0 we u(x,t)=0 ¢6ziiw bolardy. Seylelikde, (7)
denleminin X (0) = X(1) =0 sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly bolyar.
Bu yerde {i¢ halyn bolmagy miimkin: A1<0, 4>0, 4=0. A<0 bolanda (7)
deiilemanin umumy ¢oziiwi
X(x) =C, cos \/ZX+C2 sin/Ax
gorniisde, 4 >0 bolanda
X (x) =C,e"* +Ce'*

gorniisde, 4 =0 bolanda

X(x)=C, +C,x
gorniisde bolar. X(x) funksiyanyn sonky iki gorniisi X (0) = X(I) =0 sertleri dine
C, =C, =0 bolanda kanagatlandyryar. Yagny X (x) =0 we u(x,t) = X(x)-T(t)=0
bolar. Diymek, A <0 yagday galyar. X(X) funksiyanyn X(0)= X(l)=0 sertleri
kanagatlandyrmagyny talap edip, alarys:

C, =0,

C,siny/4l =0.
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Soiiky defilikde sin+/Al =0 bolmaly. Basga halda C, =0 we yene-de u(x,t)=0

bolardy. sin/Al =0 defilemini ¢dziip, alarys:
Jal =kz

(x]

Diymek, (7) deiileméninn X (0) = X (I) =0 sertleri kanagatlandyryan

ya-da

X(x):sinkl—ﬂx, k=12, ..

gornilisdédki tiikeniksiz kop ¢oziiwleri, (2) denlemanin bolsa u(0,t)=u(l,t)=0
sertleri kanagatlandyryan

u(x,t) =sink|—7rx-T(t)

k 2
gorniisdéki tiikeniksiz kop ¢oztiwleri bolar. 4 = (I—ﬂj bahany (6) defilema goyup,

T(t) ti¢in

T"(t) + (kl—”j T(t)=0

denilemi geleris. Onun umumy ¢oziiwini
T () =A cosal:—”t + B, sinaT—”t, k=12, ..

gornlisde yazyp bileris. Ahyrda, u, (x,t) ii¢in
u, (x,t) =sin kl—”(Ak cosal:—ﬂt + B, sin aT—”tj
formula geleris. (2) deiileme ¢yzykly bolany sebipli, formal taydan
u(x,t) :guk(x,t) (8)

funksiya hem (2) defileménin ¢oziiwi bolar. Onunl hakyky coziiw bolmaklygy ti¢in
(8) hatary iki gezek x boyunga, iki gezek t boyunca agzaba-agza differensirldp
bolmagy gerekdir. Bu sertiii yerine yetmegi ti¢in (8) hatary differensirldp alnan
hatarlaryn hemmesinifi X-it we t-nift hemme bahalarynda denidlcegli yygnanmagy
yeterlikdir. Gorniisi yaly, Weyerstrassyil teoremasyna layyklykda, ol hatarlaryn
dendl¢egli yygnanmagy iigin

= (kr) kr\’

LI LAY ®

k=1
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san hatarynyn yygnanmagy yeterlikdir. (8) denlik bilen kesgitlenydn  u(X,t)
funksiya u(0,t)=0, u(l,t)=0 sertleri kanagatlandyryar (bu sertleri u,(X,t)
funksiyalaryii her birinin kanagatlandyryanlygy sebépli). Indi ol funksiyadan
u(x,0) = @(x), u/(x,0) =w(X) sertleri kanagatlandyrmagyny talap edelii:

>, (x0) = p(x),

D U (%,0) =w(X)
k=1
ya-da yayban gorniisde
2 .k
D Asin == x=p(x), (10)

k=1
gali—ﬂ Bksinkl—”x:y/(x)_ (11)
Cak sertlere layyklykda, ¢(0)=¢(l)=w(0)=w(I)=0 sertler yerine yeter. Indi
P(X) =—@(—X), w(X)=—w(—x) formulalar arkaly ¢ (x) we w(x) funksiyalary
[—I, O] kesimde tdk funksiya hokmiinde dowam etdirelin. Onda (10), (11)
hatarlara, degislilikde, @ (X) we w(X) funksiyalaryn furye hatary diyse bolar. Onda
A, we B, koeffisiyentler

| |
A= Igjco(x)sinkl—”dx, a‘:—” B, = Izjw(x)sin kl—”dx
0 0

formulalar arkaly tapylar. Furye hatarlarynyn nazaryyetinden belli bolsy yaly, (9)
hataryii yygnanmagy li¢in @ (X) we w(X) funksiyalaryn iki gezek iizniiksiz
differensirlenyédn bolmaklary yeterlikdir. Seylelikde, eger

1) 9(0) =¢() =y (0) =w()=0;

2) @ (x) we w(x) iki gezek endigan differensirlenydn funksiyalar bolsalar,

onda
|

< kx (2 . kx kz 2 | . KT . KT
u(x,t)= > sin—x| — X)sin — xdx -cos —t + —— X)sin — xdx -sin —t
(1) =2 sin [ij() | | ak;;{"’” | | J(lZ)

0
formula bilen kesgitlenyan u(x,t) funksiya (2) denleméanin (3), (4), (5) gyra
sertleri kanagatlandyryan c¢oziiwi bolyar, diymek, u=u(X,t) funksiya taryn
islendik t pursatdaky yagdayyny kesgitleyar. Su meseldni hem ¢dzmek gerekdi.
Eger w(x) =0 bolsa, u(x,t) ligin
' axm

u(x,t) = kZ;‘Igj‘w(x)sin?xdx-sin%zx-cosTt
= 0
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formulany alarys. Eger su formulada ¢(X) =sin % X goysak, onda alarys:

. 7X a
u(x,t)=smT-cos|—7[t,

Taryi seyle yrgyldysynyi beryian owazyna taryii esasy owazy diyilyar. Yokarky
hataryn galan agzalarynynn her birinin berydn owazyna taryil belent owazy
diyyarler.

Goy, tara inersiya we dartylma giiyclerinden basga paylanys dykyzlygy
F(x,t) bolan u oka parallel giiy¢ tésir etsin. Taryn dasky giiyclerin tasir
etmeginddki hereketine taryn mejbury yrgyldysy diyilydr. Taryn mejbury
yrgyldysynyn denlemesini, mehanikanyn esasy deilemesini ulanyp, ¢ykaralyn.
Mehanikanyin kanunyna layyklykda, jisime tdsir edyén guyclerin dt wagtda
bitiren igleriniil jemi nola den bolmalydyr. Taryn yrgyldysy barada yokarda edilen
caklamalar 0z giiyjini saklayan halynda taryn X, x+dx nokatlaryn arasyndaky

2
bolejigine tédsir edyan giycleri bellélin: —,OodXZTlZJ- inersiya giiyji, U oka

o%u

Ox?

parallel, T, dXx - dartylma giiy¢lerinin U oka bolan proyeksiyalarynyn jemi,

F(x,t)dx - dasky giliy¢c. Diymek, dt wagtda taryn garalyan bolejigi du aralyga
siiysen bolsa, onda yokardaky kanuna layyklykda

2 2

—podxgt—l:du +T, 2—2dxdu + F(x,t)dxdu =0
X

denlik yerine yeter. Bu yerden dxdu kopeldija gysgaldyp,
o%u o%u

—pOF-FTO@?-F F(X,t):()
T F(xt . o
defileméni ya-da —~=a%, POt _ f(x,t) belgilemeleri girizip,
Po Po
o’u  , 0%
—=a"—+ f(xt 2'
atZ ax?_ ( ) ( )

taryt mejbury yrgyldysynyn defilemesini alarys. Yene-de, dasky giiycler tisir
edyan yagdayynda, taryn islendik t pursatda tutyan ornuny kesgitlemeli bolsun.
Matematiki dilde bu mesele (2') defileme iicin (3), (4), (5) gyra meselesini ¢ozmeli
diymekdir. @ (X) we w(X) baradaky caklamalary géz oniinde tutup,

v(X,1) =u(x,t) —tw (x) —(x)
funksiya girizelin. v(X,t) funksiya
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v, 0%

Fi a p¥) + f (X, 1) +ty"(X)+ @"(X) (14)
denileméni kanagatlandyrar we
v(0,t) =ov(l,t) =0, (3)
v(x,0) =0, 4"
v (x,0)=0 (5)

sertleri kanagatlandyrar. Seylelikde, (2) denleme iigin (3), (4), (5) gyra meselesi
(2') denleme ii¢in (3'), (4"), (5') gyra meselesine getirilyédr. Sonky meseldni ¢6zmek
ticin f(x,t)+ty"(x)+@"(x) funksiya islendik t ticin [0, 1] kesimde

F)+ty () +0"() = f (B)sin "I—”x

k=1

furye hataryna dargayar diyen yene bir ¢aklama girizilyar we v(X,t) ¢oziiw
o(x,t)=> a(t)sin ? X
k=1

gorniisde gozlenyar. v(X,t) ¢oziiwi kesgitleyan hatary iki gezek x boyunca we iki
gezek t boyunga agzaba-agza differensirldp bolyar hasap edip, v(x,t) funksiyanyn

" "

Uy, Uz Oniimlerini tapyarlar we (14) deiilemede yerine goyup, asakdaky detligi

alyarlar:

k=1

o0 o0 2 o0
Zag(t)sin"T”x = —azz("l—”J a, (t)sin¥x+z f, (t)sin?x. ,
k=1 k=1

Bu yerden, menzes agzalary toparlap, alarys:
o 2
Z{a{;(th(a’%) a, (t) - fk(t)}sinKTﬂx =0,
k=1
Bu denligin yerine yetmegi Ugin, yagny o(x,t) funksiyanyn (2') denleménin

¢Oziiwi bolmagy iicin

a;(t)+(a$j a (t)="f, @), k=12, ..

denliklerin yerine yetmegi yeterlikdir. v(x,t) funksiya, gurlusyna goré, ¢ék sertleri
kanagatlandyryar. Onun v(x,0)=0, v/(x,0)=0 baslangyc sertleri
kanagatlandyrmagy ti¢in ax(t) funksiyalar

a,(0)=0, a,(0)=0, k=1 2, ..
sertleri kanagatlandyrmalydyrlar, baggaca, ax(t) funksiyalar, degislilikde,
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KT
a—

az(t){ I]ak<t>=fk<t),
a, (0)=a/(0)=0, k=12, ..

meseldnin ¢oziiwi bolmalydyrlar. Belli bolsy yaly, sonky meselénin ¢oziiwi
t
a, (t) = éj f, (r)sinﬁa _ydr
0

formula arkaly tapylyar. Seylelikde, (2') denleme ii¢in (3"), (4'), (5') gyra
meselesinin ¢oziiwi
o t
u(x,t):lzj f(2)sin 2% - )d 7 -sin “F x
aiay I I
hatar gorniisinde tapylyar. Elbetde, f,(z) funksiyalardan o(x,t) funksiyanyn
¢coziiw bolmagyny yerlikli etmegini talap edyérler. Onun tigin o(X,t) funksiyany
kesgitleyan hataryn iki gezek t boyunca we iki gezek X boyunca (gerek yaylada)
agzaba-agza differensirldp bolmagy yeterlikdir. Su ¢aklamalarda (2) denleme iigin
(3), (4), (5) gyra meselesinin ¢oziiwi
o t
u(x,t):tw(x)+(p(x)+lz_[ fk(r)sina%f(t—f)df-sin’%”x
a k=1 o

gornlisde bolar. Taryn mejbury yrgyldysynda onun t pursatdaky yagdayy
yokardaky formuladan tapylyar.

19. JISIMDE TEMPERATURANYN PAYLANYSYNYN
MATEMATIKI MODELI

Ginislikdaki jisimin erkin nokadyny M(X,y,z) bilen belgildlin, (X,Y,z)
onun haysy hem bolsa bir koordinatalar ulgamyndaky koordinatalary. Jisimin
islendik M(X,y,z) nokadynyn temperaturasyny T(x,Y,z,t) bilen belgildlin, bu
yerde t wagt. Fizikadan belli bolsy yaly, jisimiii nokatlarynda temperatura diirli
bahalara eye bolsa, onda ol jisimde temperaturanyn yokary yerlerinden onun pes
bolan yerlerine tarap yylylyk akymy bolyar. Bu akym mukdar taydan Furyenin
prinsipine layyklykda seyle kesgitlenyar. Meydany As bolan tekiz iistiin bolejigi
jisimde yerlesdirilen diyelii, 1 ol bolejige gecirilen normal wektor bolsun. Onda
Furyenin kanunyna layyklykda sol bolejikden wagt birliginde normal wektoryn
ugry boyunca akyp ge¢yan AQ yylylyk mukdary

AQ =—AAs(gradT - i) (1)

115



formula bilen kesitlenyar we bu denlik As nége kigi bolsa, songa hem takyk hasap
edilydr. A4 koeffisiyente yylylyk gecirijilik koeffisiyenti diyilydr. Formulanyn
oniinddki minus alamaty yylylyk akymynyn temperatyranyn peselyidn tarapyna
ugrukdyrylandygyny aiilladyar. Jisimii icinde onunt ¢ endigan iist bilen ¢éklenen
bolejigini gdz oOniine getirelin we sol bolejik tlicin yylylyk balans deinlemesini
yazalyn. Goy, f(X,y,z) o ustin M(X, Y, z) nokadynda gurlan dagsky normal wektor

bolsun. ¢ iisti o;, i =1,m, bolejiklere bolelin, As; i-nji bolejigin meydany. Eger o;
bolejikler yeterlik ki¢i bolsalar, biz olara tekiz iist hokmiinde garap bileris. Goy, 0,
sol bolejigin M(X;,Y;,z;) nokadyndaky dasky normal wektory bolsun. Onda o;
bolejikden At wagtda gegydn AQ,; yylylyk mukdary (1) formula layyklykda

AQ, =—AAs;(gradT - i) At
formula bilen kesgitlener. Bu yerde gradT wektor M (X, y;,z;) nokatda t pursatda
kesgitlenen. Biitin ¢ listden At wagtda akyp gecyin yylylyk mukdary

AQ~—) " AAs,(gradT - i) At

i=1

takmyn formula bilen kesgitlener. As; meydanlar nola ymtylanda soiiky denlikden
AQ = -4 [[ (gradT - n)ds- At

takyk formulany alarys. Hakykatda —AQ jisiminn o ist bilen ¢dklenen bolegine
At wagtda girydn yylylyk mukdaryny anladyar. Biz bu mukdary basgacga-da
hasaplap bileris.

Garalyan bélejigin gowriimini V_, onun ginislikde tutyan yaylasyny D bilen
belgildlin. Onda onun t pursatdaky orta temperaturasy

1
\TIJ;IT(X’ y, z,t)dxdydz
bolar. Onda orta temperaturanyn At wagtda AT iytgemesi

Vifﬂ [T(x, Y, 2,t+ At) =T (x,y, 2,1) Jdxdydz

integrala den bolar.
Goy, jisimin i¢inde, yylylyk akymynyn dykyzlygy f(X,y,z,t) bolan yylylyk
¢esmesi bar bolsun. Ol ¢esmeden garalyan bolejige At wagtda

AQ, = j j j f (X, y, z,t)dxdydz - At

vylylyk mukdary sifier. Jisime At wagtda siien —AQ +AQ, yylylyk mukdary onun
temperaturasyny AT ululyga tiytgeder. Onda G.Gelmgolsyn prinsipine layyklykda
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—AQ+AQ, = cm p(X,y,z)dxdydz - AT

denlik yerine yeter. Bu denlikde —AQ, AQ,, AT ululyklaryn bahalaryny goyup,
alarys:

iﬂ (grad T -ﬁ)ds At + m f(x,y,z,t)dxdydz - At =
o D

= C'['L[I (X, y, z,t)dxdydz V%”D-[ [T(x,y,z,t+At) =T (x, Y, z,t) [dxdydz

Soniky deiliginn iki tarapyny At boliip we At nola ymtylanda predele gegip,
asakdaky denlige geleris:

Af[ (grad T -nyds + [[[ f(x, y. 2,t)dxdydz =

= cﬂ;{[ p(X,y,z,t)dxdydz V%J'JI;J. %—dxdydz

Bu deiiligini birinji integralyna Ostrogradskinint formulasyny ulanyp, alarys:
yl j j j div(grad T )dxdydz + j j j f(x,y,z,t)dxdydz =
D D

= c'[g p(X,y,z,t)dxdydz V%L[j %—I dxdydz.

Bu denlikdéki integrallara orta baha baradaky teoremany ulanyp we o iist gysylyp
D yayla M(x,Y,z) nokada yygnananda predele gecip, asakdaky defnilema geleris:
A-div(gradT)+ f(x,y,2) = Cp~%

f(x,y,2,1) A, . .. . _82T o°T 0T
B A T belgilemeleri girizip we div(gradT)= + +

Cp C,O a g g p (g ) aXZ 8y2 aZZ
bolyanyny g6z oniinde tutup, sonky denligi
oT (o’ T o°T o°7T
— —a s T 7t 2
ot OX oy oz

gorniisde yazyp bileris. (2) denilemd yylylyk geciryjilik denlemesi diyilyér. Bizin

j+ F(x,y,z1) (2)

basda goyan meseldmizin ¢ozliiwi bolan T(X,Y,z,t) temperatura (2) denlemédnin
coziiwi bolyar. (2) denleminin tiikeniksiz kop ¢6ziiwi bar. Olaryn i¢inden
gereklisini saylap almak {i¢in kébir sertler gerek. Olaryn birinjisi hokmiinde
temperaturanyn baslangy¢ bahasy, yagny T(X,Y,z,t) funksiyanyn jisime degisli
nokatlarda t=0 bolandaky bahasyny, ikinjisi hokmiinde bolsa temperaturanyi
Jisimin Uist nokatlaryndaky islendik t pursatdaky bahasyny almak yeterlikdir.
Seylelikde, deiileme iicin seyle gyra meselesine gelyaris.
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Denleménin
T(X,Y,2,0)=0(x,Y,2), (X,¥,2) €D, (3)
T(xY,z,t)=¢(x,Y,21), (X,Y,2) €, 4)
sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini tapmaly, bu yerde D jisimin tutyan yaylasy,
onun isti (ya-da D yaylanyn ¢dgi). Bu mesele bizinn basda goyan temperaturany
kesgitlemeli diyen meseldmizin matematiki modelidir. Differensial defilemeler
nazaryyetinden belli bolsy yaly meseldnin yeke-tik ¢oziiwi bardyr. Ol ¢oziiwi
kompyuterde islendik takyklykda tapyp bolyar. Diymek, biz temperaturany jisimin
islendik nokadynda, islendik wagtda, islendik takyklyk bilen tapyp bileris.
Seylelikde, goylan mesele doly ¢oziildi diymek bolar.
Orin yuka plastinkada temperaturany kesgitlemek baradaky meselénii

oT (8T o

E:a(y VJJF]C(X’%D’ (5)
T(x,¥,0)=p(x,y), (x,y) €D, (6)
Ty, D) =w(x Y1), (x,y)el, (7)

meseld syrygjagy diisntiklidir.

(2), (3), (4) meseldnin analitiki ¢Oziiwinin D yayla (ya-da jisim)
{OSXSI, 0<y<h, OSZSC} densizlikler bilen kesgitlenydn  goniiburgly
parallelepiped bolandaky halynda tapylysyny gorkezelin.

(2), (3), (4) meselad giryan ¢o(X,Y,2), w(XY,zt) funksiyalar barada seyle
caklamalary girizelin: D yaylada ¢o(x,y,2), w(0,v,z1t), w(l, vy, zt), w(x0,zk1),
w(x,b,z,t), w(xy,01t), w(xy,c,t)funksiyalaryn olara giryin {iytgeyanler boyunca
birinji we ikinji tertipli hususy Oniimleri bardyr, ¢(x,y,z) eC(D),
w(xY,z,t) eC(2).

R(x,y,z,t)= ! :
zc-2)x(1—-x)+z(c—-2)y(b—y)+x(1 = x)y(b—y)

{ Xl//(l,y,z,t)+(|—X)l//(0, y’z’t))y(b—y)Z(C—Z)‘F

| |
yw(xb,zt) (b= yw(x0, Z,t)jxa “Xz(e—2)+

+ b b
N Z,/,(X,Cy, c,t) N (c— z)y/éx, y,O,t)jxa —x)y(b— y)} :

funksiya seredelin. R(X,y,z,t) funksiya prizmanyn gapyrgalarynda yatmayan
nokatlarynda kesgitlenen. Gapyrgalara degisli M(X,y,z) nokatlarda funksiyany
R(X,Y,z,t)=w(XY,z,t) denlik bilen kesgitldlin. Gurlusgyndan gorniisi yaly,
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R(x,Yy,z,t) D yaylanyf icki nokatlarynda iki gezek differensirlenyin, D yaylada
bolsa iizniiksiz funksiya bolar.

Dogrudan hem, R(X,y,z,t) funksiyany kesgitleydn drobyn sanawjysy we
maydalawjysy prizmanyn gapyrgalarynda yatmayan nokatlarynda iki gezek
differensirlenyédn funksiyalar we onuil maydalawjysy sol nokatlarda nola den dal.
Diymek, R(X,y,z,t) prizmanyn gapyrgalarynyi nokatlaryndan 6zge nokatlarynda
iki gezek differensirlenyin {lizniiksiz funksiya bolar. Bu funksiyanyn prizmanyn
gapyrgalarynda yatyan nokatlarda hem tlizniiksiz boljagyny gorkezelin. Teklibi bir,
mysal iigin, X=0, y =0 gapyrga li¢cin subut edelin.

Goy, M,(0.0,2,), 0=z, <c sol gapyrganyh nokady bolsun. lim R(x,y,z,1)

predeli tapalyn. Kesgitlema gord, R(X,y,z,t) X iistiin nokatlarynda tizniiksiz. Sol
sebapli M(x,y,z,t) nokat M(0,0,z,) nokada X iistde yatmayan nokatlar boyunga
ymtylyan yagdayyna seretmek yeterlik. Bu yagdayda R(X,y,z,t) funksiyany
kesgitleyan drobun maydalawjysy noldan {iytgesik bolyar.

xp(y.zt)  (1-x)y©Oy.zt) _
I I

W(Xbb’ 2t) (b= y)wb(x,O’ Y (00,2, + 5,

2p(x,y,60) | C-2w(x,y.00 _ 200,60  (-2)y(0001)
3
C C C C

v (0,0,z,,t) + &,

bolyanyny (bu yerde &, &,, & ululyklar M nokat My nokada ymtylanda tiikeniksiz
kici funksiyalar) goz 6niinde tutup, alarys:

m gyb-y)z(c-z2)+ & x(1 -x)z(c —2) + &y(b-y)x(I1 —x) _
Vot y(b-y)z(e—2) +x(1-X)z(c-2) +y(o-Y)(x(1-x)

[201/1(0,0, ct) , (€=2)y(000,t) (0,0, zo,t)}x(l -x)y(b- y)‘
<

. C c
i, y(o-y)z(c—2) +x(I =x)z(c - 2) + x(1 = x) y(b - y) ‘
00,80, 220000 00,2,,00x1 -9y )
< lim =0.
MM, X(I-x)z(c-1z)

Bu yerden lim R(x,y,z,t)=y(00,7,,1) boljagy gelip ¢ykyar. 7, =0 yagday

hem edil seyle subut edilydr. Diymek, R(X,Y,zt) funksiya biitin D yaylada
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lizniiksizdir. Ondan basga-da M(X,y,z)eX i¢in R(X,V,z,t)=w(X,Y,z,t) denlik
yerine yeter. Goy, T(X,Vy,z,t) (2), (3), (4) meseldnin ¢oziiwi bolsun.
V(x,y,2,t)=T(X,Y,2z,1t)—R(X,Y, z,t)) funksiya garalyn. Ol D yaylada

aa\t/—aAVJrf(x Y, Z,1), (11)

f,(x,y,2,t)=F(x,y,z,t)+a AR—(;—R

denileméni kanagatlandyrar we
V(x,y,20)=p(xy,7) -R(X,y,2,0) = ¢, (12)
V(X Y, Z, )y xyn =0 (13)
sertleri kanagatlandyrar.
(11), (12), (13) meseld giryan ¢, f, funksiyalar barada seyle ¢aklamalar
girizelin: D yaylada
nz kz

@ (X, Y,2) = ZAmnksm X smTy smTz

mn,k=1
gorniisde bolmaly. A, ,,—sanlar, D yaylada

f(x,y,21t)= Zank(t) sm—x smTy smk%z

m,n,k=1

gorniisde bolmaly, B, (t)— t argumentin funksiyalary. Bu c¢aklamalar ¢, f;

funksiyalar iicin seyle bir gysyk cidklemeler dildirler. Sebdbi, kratnyy furye
hatarlarynyn nazaryyetinden belli bolsy yaly, funksiyalarynn uly toplumy islendik
takyklykda yokarky gorniisde anladylyp bilner [12].

(2) denleminin nazaryyetinden belli bolsy yaly, (2), (3), (4) mesele korrekt
goylan meseledir, yagny bu meselidnin ¢oziiwi baslangyc serte, ¢ik serte we
F(x,y,z,t) funksiya iizniiksiz baglydyr. Sol sebidpli bizin ¢,, f; funksiyalar barada
eden ¢aklamalarymyz yerliklidir diymek bolar. ¢, f; funksiyalar yokarda berlen

gorniislerde hasap edip, (11), (12), (13) meselidnin ¢dziiwini
V=>V_ .- sme smTy sinXZ (14)

m,n,k C

gorniisde gozlalin. Coziiwin (14) denlik bilen berlen bahasyny (10) denilemede
yerine goyup, alarys:
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m,n,k=1

s 2 2 2
Z {Vrénk(t)+a2[[¥j J{%j +(k§j ]-\/mnk(t)—Bmnk(t)}singx.sinn{y.sink{zEO.

Bu yerden yayyn i¢indéki koeffisiyentlerini nola detilép,

Vnﬁnk(t)+a2ﬂ2[(lmj +(Ej +@ ]-ank(t)Bm’n’k(t)—O, m=1s n=1s k=Ls.

denllemeler ulgamyna geleris. (14) denlik bilen gozlenyéan V (X, Y, z,t) funksiya (13)
serti kanagatlandyryar. Onuii (12) serti kanagatlandyrmagy {i¢in

Vm,n,k(o):An,n,k’ m:R! HZE, k=1,S,

sertlerinl yerine yetmegi yeterlikdir.
Diymek, (11), (12), (13) meselédni doly ¢6zmek ii¢in

V! (t)+a27z{(lmj +(Ej +@ ]-vm,n,k(t)—smnk(t):o,

Vm,n,k(o):A\n,n,k’ m:]E n:E kZJTS

meseleleri ¢ozmek yeterlikdir. Bu denilemelerin ¢oziiwleri, belli bolsy yaly,

, o[ m? n? K?
—a27?| At |
Z 2t

3 A+ [ B 0)-€

- m?2 n2+k2
12 p? ¢

t
Vm,n,k (t) =€ ] dt y

m=1s, n=1s, k=15,
gornlisde bolar. Seylelikde, (11), (12), (13) meselanin ¢oziiwi
m? n? k2

V(X Y,z1)= ie_a%[' e }t Aok Jrj.Bm,n,k(t)-eaz 2[' e }tdt :
0

m,n,k=1

m? n? k2
q2 T2t 2

(15)
.mz_ . nzr . krx
-sin——x-sin—y-sin—z
I b C
formula arkaly kesgitlener (2), (3), (4) meseldnin c¢oOziiwi bolsa, yokarda
aydylysyna gord,
T(Xl y’Z1t) :V(X, yizlt)+R(X1 y,Z,t) (16)
formula bilen kesgitlener. Bizin sertlerimizde alnan c¢oziiwin takyklygy s-e
baglydyr. Ol nég¢e uly bolsa ¢oziiw sonca-da takykdyr diyse bolar. Matematiki
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model ¢oziildi. Indi (16) ¢Oziiw boyunga S sany saylap almak bilen jisimin
temperaturasyny onuil islendik nokadynda gerek takyklykda, islendik wagtda
tapyp bileris. Goylan fiziki mesele doly ¢oziildi diyse bolar.

(15) formuladan biz birndge netijeler ¢ykaryp bileris. Formulany

S

T(x,y,2,t)= Ze_a

2 2 2
m- n° k
2t [,7+b7+7

¢ }tAm,n’k +R(x,Y,2,t) +

m,n, k=1
» of M n? K2 . , of m? n? K2 (161)
S —-a‘r |—2+b—2+c—2 -t a‘r IT+b7+c7 ‘t
+ e [Boni()-e dt
m,n k=1 0

gorniisde yazalyn. R(X,y,z,t) funksiya temperaturanyn yaylanyn c¢agindéaki
bahalary bilen kesgitlenyédr, B, (t) koeffisiyentler jisimin i¢indéki yylylyk
akymynyn ¢esmesinint paylanys dykyzlygy we temperaturanynn ¢dkddki bahalary
bilen (R(x,y,z,t) finksiya bilen) kesgitlenydr, A,,, koeffisiyentler bolsa

temperaturanyil baslangycda berlen bahalary bilen kesgitlenyarler. Formuladan
gorniisi yaly onun sag tarapyndaky birinji agza wagtyil ge¢cmegi bilen nola
ymtylyar, yagny wagtyn ge¢megi bilen temperaturanyn paylanysyna baslangyc
sertin tasiri azalyar. Dine yylylyk ¢esmesinint hem-de gyra sertin tasiri saklanyar.

IKinjiden, ﬂBm,n,k(t)‘dt integrallar yygnanyan bolsalar, onda M >0 san
0

tapylyp, m, n, k sanlarynn s-den uly bolmadyk bahalary ii¢in J.‘Bm'“’k (t)‘dtﬁ M
0
densizlikler yerine yeterler we Ve >0 san ligin t, san tapylyp, m, n, k sanlaryn s-

deft uly bolmadyk bahalary iigin [|By.(0|dt <& densizlikler yerlikli bolarlar.

)

Bu yerden t >t; ii¢in

a2 M K 22 ML K, a2 M K g 22 ML K
12 p* ¢? 12 p? c? 12 p* ¢? 12 p? c?
e [Brai(t)-e dt|<le [Brni e dt| +
0 0
[ K a2 M0 K TS (G P S L L 1Y
|2 b2 C2 |2 bZ CZ |2 b2 2 |2 b2 cZ
+e Iank(t)e dtj<M -e : +ée

densizlik yerlikli bolar. Diymek, (16.1) formulada t — oo bolanda {i¢iinji agza hem
nola ymtylar. Bu bolsa yokardaky c¢édklemelerde t-nin uly bahalarynda
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temperaturanyil  paylanysyna yylylyk cesmesinii hem tdsirinin azaljagyny
gorkezydr. Yagny, I‘Bm,n,k(t)‘dt integrallar yygnanyan bolanlarynda wagtyn uly
0

bahalarynda temperaturanyin paylanysyna difie temperaturanyn ¢ik nokatlardaky
bahalary tasir eder.

Aydylanlaryn diisniikli bolmagy {icin yonekeyje mysala seredelint. Goy, (8),
(9), (10) meseldani ¢, (t)=C,, w(t)=C,, 0<t<ow, C;, C; — hemiselik sanlar,

|_
o(X)=C,, 0<x<l, Cs — hemiselik san, f(x,t)zx(et ) 0<x<l, 0<t<oo,

bahalarda ¢6zmeli bolsun. Bu mesele {i¢cin

| - x)C,
I ’ f,(x,t) = T (x,1), V(x,t)=T(x,t)—R(x,t)

R(x,t) + XCI:Z + (

bolar we (11), (12), (13) mesele

oV oV
E:a2¥+ f(X,t), (17)
V(0,t)=V(l,t) =0, (18)
V(x,0)=C, - XC, + (: —X)C, , (19)
gorniise geler. Bu meselanin ¢oziiwi
V(x,t) =3V, {)sin ¥ X (20)
m=1

gorniisde gozlener. V(x,t) funksiyanyn (17), (18), (19) meselanin ¢oziiwi bolmagy
ticin V, (t) funksiya

=2V, + By ) 21)

V. (0)=A,, m=1s
meseldnin ¢oziiwi bolmaly bolar. Bu meseldnin ¢oziiwi

amzr 2
t

Vk(t)ze_( o) Ak+_t[Bm(t)-e| dt

2
amz

gorniisde bolyar. V, (t) funksiyalaryn bahalaryny (20)-de yerine goyup, alarys:
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2
amz

V(x,t) =Zsle_( ' ]t{Am Jr_t[Bm(t)-e(ar'mJ tdtJ-sin¥x.

V(x,t) funksiyanyn bu bahasyny T(X,t) =V (X,t)+R(x,t) formulada goyup, T(X,t)
temperaturanyil paylanys kanunyny taparys:

2 2
amr amr

T(X’t) - ie_[ | j t[A“ +ij ('[)e(lj tdt}-sin mz + XCZ + (I — X)Cl.

.m :
sin—2 xdx . Bu integraly hasaplap, alarys:

Bu formulada B,,(t) = I

2 ¢t x(1-x)
I_-([ e

2b

Bm(t)zﬁ, m=1s, b —san.

Gorniisi yaly, J.|Bk (t)dt integrallar yygnanyan integrallar. Diymek, T(x,t)
0

temperaturanyil paylanysyna t-nin uly bahalarynda dine C; , C, sanlar tisir
ederler. Dogrudan hem, T(x,t) dgin alnan formulada B, (t) funksiyalaryn

bahalaryny goyup we integrallary hasaplap, alarys:

2
amz

1 -e{('] ‘1} 2, 1

G

amz . XC, + (I —x)C,

2
amrz

T(x,t):ie_( ' jt+ Aﬂ+2?m-

-Sin

| |

ya-da
AT 12 s, 2
T(xt)=|>e —=m. +) ——e' |-
xH ;‘ [A“ | (amz)® -1? ;‘(amﬂ)z—l2

sin ar:w i XC, + (II - X)C, .
: xC, +(1-x)C
!mT(X,t) A (I )G bolany sebipli, bu yerden yokarky tassyklama gos-goni
gelip ¢ykar.
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20. BALKANYN OKUNYN EGILMESININ DENLEMESI

Ay
P
4 ! !
(0 X KFAX T ) X

45-nji surat

Dortburgly prizma gorniisinddki balkanyn bir ceti diwara pugta berkidilen,
beyleki erkin ¢etine bolsa yokardan asak ugrukdyrylan P giiyc tisir edyér diyelin.
P giiyjiin tasir edyan M nokady balkanyn okunyn yokarsynda yerlesen diyelin.
Balka sol giiyjiin tésiri astynda egilydr we belli bir halda defiagramlykda bolyar.
Sonun bilen birlikde balkanyn oky hem egilydr. Okun egilendéki denlemesini
meseldniit matematiki modelini gurmak bilen tapalyi.

Goy, x oky balkanyn oky bilen gabat gelsin, y oky bolsa balkanyn yokarky
granyna perpendikulyar gegsin. P giiyjin tdsiri astynda balka 46-njy suratdaky
yagdaya geldi diyelin.

46-njy surat

Baslangy¢ halda balkanyin X okunyn X nokadyndan we x-+Ax nokadyndan
gecydan kese kesikleriniii arasynda yerlesen bolegi soiiky halda tédze yagdaya
gecer. Bernullinii gipotezasyna gord, kese kesikler soiiky halda hem tekiz
gorniisde bolyarlar. Egilme ordn kigi bolany iicin kese kesiklerin baslangyc
haldaky taraplarynyn uzynlyklarynyni otnositel ulalmagy ya-da kicelmegi Ordn
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kici bolyar diyip kabul edelin. Balkanyn egilmesi (45-nji surat) xOy tekizlige
gbrd simmetrik bolany {icin balkanyn sol tekizlik bilen kesismesinini egilmesini
owrenmek yeterlikdir.

Bu kesik basda dortburg¢luk emele getiryar. Diigniiklilik ti¢in, ol x okuna
parallel tarlardan duryar hasap edelin. P giiyjiinn tdsiri astynda bu kesik tdze
yagdaya geler. Onun Dbitarap (neytral) taryndan yokarda yerlesen tarlary
siiynerler, asakda yerlesen tarlary gysgalarlar. Bitarap taryn uzynlygy bolsa
tiytgemdn galar (JlapmoB A.B., Ilamupo I'.C. CompoTuBieHune maTepHaliOB.
1969r. Mockaa).

Egilmegin kici bolyanlygy sebipli biz 46-njy suratda BB’ we AA’" dugalar
parallel goni ¢yzyklar hasap edip bileris. Onda balkanyn basda xQOy tekizlik bilen
gabat gelydn kesiginin X we X+AXx nokatlardan gecyédn kese-kesikleriniii
arasyndaky boleginin sonky yagdayyny 47-nji suratdaky yaly edip ¢yzyp bileris.

47-nji surat

47-nji suratda AA" we BB’ goniilerin kesisme nokady A'B’ duganyn epilme
merkezi (nenTp kpuBu3HbI) bolar. 47-nji suratda ol S nokat bilen gabat gelyar.
Onda SA’ bolsa sol duganyn epilme radiusy bolar. Tarlar AB we A'B’aralykda
menizes yerlesyarler hasap edip, S nokat RR' bitarap duganyn hem epilme
merkezi, SR bolsa onun epilme radiusy diyse bolar. AR'KB’ we ASRR’
ticburcluklar menzes. Sol sebdpden asakdaky deiilik dogry bolar:
KB KR

RR" SR’

SR=p bitarap taryn epilme radiusy. KR'=u, RR'=Ax belgilemeleri
ulanyp, soniky denligi basgaga-da yazyp bolar:

126



KB u

AX  p
AX - taryn bolejiginin bagdaky uzynlygy, KB’ bolsa onuil egilmeden soiiky

uzalmas £ = KB
y AX

gatnagyga taryn otnositel uzalmasy diyyirler. Gukun
kanunyna gord o - normal dartgynlyk, ¢ - otnositel uzalma we E 6zara
o=Ee¢

baglylykda bolyarlar. P giliyjiini tésiri astynda balkanyn islendik kese kesiginde
tarlary siiyndiirydn (ya-da gysyan) kese-kesige normal igki giiy¢ler emele
gelyirler. Kese-kesigin AQ meydanyna tisir edyin icki F giiyc, kesgitlema gora,

F=0-dQ

formula bilen kesgitlenyar (48-nji surat).

F=0AQ

48-nji surat

Kese kesikddki bitarap tarlaryil nokatlary ok emele getiryirler. Ona bitarap
ok diyyirler. Sol okdan yokardaky tarlar P giiyjiin tdsiri astynda siiynyérler,
asakdakylar bolsa yygrylyarlar. Sol sebdpli, bitarap okdan yokarda tisir edydn
icki giiycler bir tarapa, asakda tasir esyidn igki giiycler bolsa ters tarapa
ugrukdyrylandyrlar (49-njy surat).

Z
_— Bitarap ok

T

49-njy surat
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F icki giiyglerin bitarap oka goérd momentlerinin jemini M, bilen
belgileyirler we ona egilme momenti diyip at beryirler. Eger kese kesikde zOu
koordinata oklaryny yerlesdirsek (49-njy surat), onda M, {igin

M, :”uadQ
Q

. u . .
formulany alarys. Bu yerde Q - kese kesik. o=E¢, &= > denlikleri ulanyp,
M, iigin

El,
Yo,

_fuzEdo=E(fuzdo =
Mz_gu de pgu dQ

deniligi alarys. Bu yerde |, = _UUZ dQ Q kese kesigiti bitarap ok boyunca inersiya
Q

momenti. Indi M, egilme momentini basgaga tapalyn.

Goy, balka P giiyjin tésiri astynda denagramlylyk yagdayda bolsun (46-njy
surat). Onunl islendik kese kesigine garalyn. Balkanyn kese kesikden sag
boleginin onunl ¢ep bolegine bolan tésirini sol kese kesikde dordn icki giiyeler
bilen ¢alsyralyn. Ol i¢ki giiy¢lerin sol kesigin bitarap okuna gérd momentleriniii
jemi, yokarda aydylanyna gord, M, den. Balkanyn kese kesiginden ¢epdéki
bolegi hem ona tisir edydn dasky giiyclerin (reaksiya, agyrlyk we s.m.) we
kesikde dorén i¢ki giiyclerin tasiri astynda denagramlylykda bolyar.

Beyleki tarapdan tutus balka hem ona tisir edyan dasky giiy¢lerini tésiri
astynda denagramlylykda bolyar. Diymek, balkanyn kese kesikden ¢ep bolegine
tisir edydn dasky giiycler, onun kese kesikden sag bolegine tidsir edyan dasky
giiycler bilen bilelikde denagramlylykda bolyarlar. Sol sebipli, kese kesigin
bitarap okuna gora icki giiyclerin M, momenti sol oka gora balkanyn kese
kesikden sagda yatyan bolegine tisir edyin dasky giiyclerii momentine den
bolyar. Indi biz balkanynl okunyn defilemesini yazmaga tayyar.

Balkanyn okunyn deiilemesi y = y(x) bolsun. Yokarda gorstimiz yaly, okun

islendik nokadynda gecirilen kese kesik ii¢in

_EIZ
Yo,

M

z

deiilik dogry. Bu yerde p okun sol nokatdaky epin radiusy. Analizden belli bolsy
yaly,
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rr|

p -
3
L+y2)

12

formula bar. Egilme ki¢i bolany sebépli, y'“ oOrdn ki¢i ululyk bolyar we ony

taglap, uly takyklykda

p—l — yu
formulany alarys.
1
Seylelikde, ok ii¢in ; = EIZ we p =yl denlikleriii esasynda, Y(X)
egrinin giibergek bolyanyny goz oéniinde tutup,
_ yH _ M Z
El

z

denlemani alarys.

50-nji surat

Bu deiileme balkanyii okunyn yagdayyny kesgitleyén y = y(x) funksiya {i¢in
differensial denllemedir. Balkanyn okunyn (X, y(X)) nokadyndan ge¢yidn kese
kesigi licin M, epilme momentini, balka agramsyz hasap edip, balkanyn kese
kesikden sag bolegine tédsir edydn P giliyjiin kesigii bitarap okuna goérd momenti
bilen calsyryp bolyar. Alarys:

M, =P(l - x).
Ok ti¢in bolsa
P(l—x)
B,

defileméini alarys. Bu defileméni ¢6ziip, alarys:

y'+ 0

P(-x)®
=———"+Cx+C,;
y 6EIZ 1 2,

129



y(x) tgin y(0)=0, y'(0)=0 bolanlygy sebapli,

3 2
O=—PI +C,, O:—PI +C,.
6EI, 2El,
Bu yerden,
_pl? _plP
t2EL] *  BEL’

Ahyrda balkanyn okunyn denillemesini

PU-x)?° P-1?  P.I°
— — X+
6EI, 2El,  6El

z

z

gorniisde ya-da

3 3
y= P 0=X" o I
2EI 3 3

y P{£W+Kh«hﬂ—@ﬁ—ﬁ4

EERE
y:EE%hu—m+a—xf—2v]
PX 2 sz PI 2
- X e g - _3l) _
Y 6Eh[x <y csElz(X ) 38T,

yonekey gornlisde yazyp bileris.

,_whmf_PP_ P
2El, 2El, 2El,

z

[a-x7-1°]

ontiimin we y” oniimin (O, ) aralykda otrisatel bolany ti¢in, y(x) (0, 1) aralykda
otrisatel, monoton kemelyén we onun grafigi giibergek bolyar.
y(x) funksiyanyn takmyn grafigi 51-nji suratda getirilen.

y
IO | X

51-nji surat
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Goy, indi balka dykyzlygy p=p(X) gorniisde, kese kesigi Q bolan
dortburcly prizma bolsun. Onda balkanyn seredilydn kese kesikden sagda
yerlesen bolegine P gliycden basga balkanyil sag boleginiii agramy hem tésir
eder. Balkanynl sag boleginin agyrlyk merkezini tapalyn. Balka 6z okuna gora
simmetrik bolany iigin, ol merkez ol okufi, yagny X okunyii iistiinde yatar. Yagny,
X0y tekizlikde onuni koordinatalary X=X, Y =0 bolarlar. x, bolsa, belli bolsy

yaly,
X, = %J‘I xQpdx = le,odx
Faran ™

formula boyunca tapylar. Indi biz balkanyn sag bolegine tésir edydn giiyclerin

|
biri hokmiinde P giiyje parallel, (x, 0) nokatda tdsir edydan P, = gQ L Ldx
giiyji alyp bileris. Bu halda kese kesikdédki egiji M, moment P we P, giiy¢leriii
kesigifi bitarap okuna gord momentlerinii jemine defi bolar. Yagny M, iigin
M, =P(I-x)+P,(x, —X)
formulany alarys.
Balkanyn oky ti¢in denilleme
. PU—=x)+P(x, —x
e PUNTR 0 g @

z

gorniisde bolar. p = p, yagdayda

| + X
P, =9Qp,(I —x), X =—"

denlikleri alarys we (o) denileméni

P(I —x>+;ngo(I _x)?
Y : -0 ®)

z

gorniisde yazyp bileris. Bu defileméni ¢6ziip, balkanyn oky ii¢in

_ 3 _ 4
PO=X’ _9Qp (-0* oo
6EI, ElI, 24

y:

formulany alarys. Indi y(0)=0, y'(0)=0 bolyanyny g6z oniinde tutup, Y(X)

ticin
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:_P(I—x)B_ngo(l—xf_X( PI? +ng0_£)+ PI°  9Qp, I

6El, 24El, 2El, ElI, 6) 6El, EI, 24
ya-da
—¥)3 3
y:_(l X) P+ng0(I_X) _ I P+ngo(|—X) _
6El, 4 6El, 4
_x PI® _ ngo|3 n ngo|3
2El, 24El,  6El, )
ya-da
3 3 2 3
y = _(I_X) + I (P—i—ngo(l—X)j—X Pl +ng0| ’
6El, G6El, 4 2El,  8El,
ya-da
3 3 2
y = I _(I_X) (P—I—ngo (l_X)J_ Xl (P—i—ngolJ,
6El, ©6El, 4 2El, 4
ya-da

I (1-x? x? ( 9Qp, J X212
= - — P+ L(1-x) |-
y {GEIZ 6El, 2El, 4 (=) 8El, 9Qpy
formulany alarys. Bu yerde hem Yy'(x)<0, y"”(x)<0 bolany sebapli y(x)

funksiyanyn grafigi 51-nji suratdaky yaly bolar.
Indi iki geti berkidilen (52-nji surat) balkanyii okunyn detilemesini tapalyii.

0 v x
/ %

52-nji surat

Yene-de balka goniiburcly prizma hasap edelifi we onuii islendik kese kesigi tigin
M, egilme momentini kesgitldlin. Balkanyn dykyzlygy p(X), kese kesiginin
meydany Q, uzynlygy | we x okunyi [0, 1] kesiminde yerlesen diyelifi. Goy,
onia dine onuil agramy tdsir edydr diyelin. Onda ona tdsir edydn giiycler we
momentler 53-nji suratdaky yaly bolarlar.

Balka denagramlylykda hasap edip, statikanyn denilemelerini yazalyi:

Rj + R; —-P=0,
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R:—R; =0,
~M?+Px, —IR} +M* =0,

M ? M*!
¥ X h
RZ_, A «—R!
A ~ /B l y
R, X P R}
1 | | |
X, =—[xpQdx,  P=[p()gQdx,  m=[p(x)Qdx
0 0 0
53-nji surat

Mesele statistiki kesgitlenmedik bolyar. Balkanyn X nokatda gegirilen (9-njy
surat) AB kese kesigindéki egiji M, momenti kesgitlalin:

M, =R’x—M?-B(x—x,),

bu yerde

X X 1 X

Plszpgdx, mlszpdx, xclz—_[Xdex.

0 0 ml 0
Balkanyni orta ¢yzygy licin denillemede M,-iii bahasyny goyup we iki gezek
integrirldp, alarys:

y=JX‘ IMZ -idx X+C,x+C,
o\ % El,

y(x), serte gord, y(0)=0, y'(0)=0, y()=0, y'(1)=0 sertleri
kanagatlandyrmaly bolar. Bu sertlerin birinji ikisinden C, =0, C,=0 gelip
¢ykyar we y(x)

X[ X 1
y:J'UH(ij—MZ—Pl(x—xcl))dedx
0\o0 z
gorniisi alar. Uglinji we dordiinji sertleri ulanyp, alarys:
Ry M2 1 o]
R 1% - P, (x—x, )dx dx =0,
6El,  2El E|zm 10X%) ]d

z
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Ry M2 1
. -~ P (x—x_)dx=0.
2El, El Elz;[ (X =%)

z

Bu yerden nébelli M* moment we R; reaktiw giiyc tapylyar —

:—IP(X X, )dX —— ‘[UP(X X )dedx

jP (x—x )dx—Tszj [Iﬂ(x—xq)dxjdx

0

we y(x) asakdaky gorniise geler:

6 I 12I X X3
Y(X){I—z!Pl(X—Xq)dx—l—gjupl(x—xq)dx)dx:la—

0\0 z

{ J'P(x X )X —— J[IP(X X )dxj }%ZIZELI [IP(X X )dXJdX

Balka birjynsly bolan halynda, yagny p(X)=p, - hemiselik bolanda, y(x) has

yonekey gorniise gelyar. Bu yagdayda P, =Q0,0x, m =QpoyX, X, =— bolar we
) 2 I3 1* 1
=1 Qprod-— ong >4 —12on )
6 I® 12 14
R§ :l_zong 5 ong Q_EQ'OOQ ,

4

E@a(x—xadx]dx:czpog%

bahalary alarys. Bu bahalary ulanyp, y(x) {i¢in

3 2 4

X 1 X
TR e

1
y(x) == Qpogl -

ya-da

QP 2 a2
Y00 =~ 0=

formulany alarys.
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21. YKDYSADY MATEMATIKI MODELLER WE OLARYN
COZULIS YOLLARY

Biz su boliimi ykdysadyyet bilen baglanysdyrsak hem durmusyn su hili
modellere getirilip ¢6ziilyan, ykdysadyyet bilen gos-goni bagly dil meseleleri az
dildir. Bu hili meselelerii biri barada sonra giirriin ederis. Hazir bolsa
ykdysadyyetin matematiki modele getirilydn klassyky bolup giden meselesine
seredelin.

Kérhana 6nlim ondiirmek {li¢in kop diirli miimkingilikler gerek bolyar. Mysal
licin, ¢igmal, tehniki hiinérli ukyply isgérler, ontimgilik jaylary, stanoklar we s.m.
serigdeleri getirse bolar. Elbetde, onlimgilik kdrhana iicin amatly bolmalydyr. Bu
esasy mesele. Ondan basga-da, sol bir serigdeleri harg edende diirli tehnologiyalary
ulanmak bilen girdeyjini yokarlandyrmak meselesi esasy meseldninn 6zeni bolup
duryar. Ine, su meseld matematikanyn usullaryny ulanmak miimkingiligi bar.

Goy, kérhana sol bir oniimi n diirli tehnologiyalaryn komegi we m diirli
serigddni ulanmak bilen ondiirilydn bolsun. a;j bilen i-nji tehnologiyany ulananda
wagt birliginde j-nji serigsddnin har¢ edilen mukdaryny belgildlin, b; — j-nji
serisddnin umumy mukdary, X; — i-nji tehnologiyanyn umumy ulanylyan wagty

bolsun. Onda Zn:aijxi <b,,j=Lm defsizlikler yerine yetmeli bolarlar. Bu yerde,
i=1

manysyna goré, Xi, i=1,n otrisatel dil sanlar. Eger indi cj bilen j-nji tehnologiyany
ulananynda wagt birliginde ondiirilyan 6niimin mukdaryny belgilesek, onda

| =C,X, +C,X, +...+C X, (1)
funksiya karhanada bir tapgyrda ondiirilen 6niimin mukdaryny anladar. Elbetde, ol
mukdar nédgce uly bolsa, sonca-da kédrhana {icin amatlydyr. Bu amatlylygy
matematiki dilde anlladyp bolyar.

> a;x <b;, 1<j<m, (2)
i=1

ulgamyn x >0, x, >0, ..., x, >0 sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwine plan diyyarler.
Bu plan n o6lcegli R, ginigligin nokady diyip hasap etsek, onda hemme planlaryn
kopliigi ol ginislikde D kopliigi emele getiryér. Indi yokarda agzalan amatlylygy
seyle formulirlese bolar:

| funksiyanyn D kopliikdéki in uly bahasyny kabul edyédn nokadyny tapmaly.
Basgaca aydanyinda, miimkin bolan planlaryn i¢inden | funksiyanyn in uly baha
eye bolyanyny saylap almaly. | funksiya maksat funksiyasy diyyarler. Maksat
funksiyasynyn inn uly baha eye bolyan planyna optimal plan diyyérler. (2) ulgam
cyzykly we | funksiya hem c¢yzykly bolany sebédpli optimal plany tapmak

......

meselesine ¢yzykly programmirleme meselesi diyilydr. M,(x,X,,...,X,) We
N(Y;, Yoreen V) Rn ginigligin iki nokady bolsun.
Qxa +(1-a)y, Xa+1-a)y,, ... x,a+(1—a)y,), 0<a<1, nokatlaryn kopliigine M
we N nokatlary birikdiryin kesim diyyéarler. Eger kabir kopliik 6ziinin islendik iki
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nokady bilen bilelikde olary birikdirydn kesimi hem 6z i¢inde saklayan bolsa, onda
ona giibercek koplik diyyarler. D kopliik giibergek kopliikdir. Dogrydan hem, goy,
M, (X, X0 X)) WE N(Y.,Y,,...Y,) nhokatlar (x,x,,..x.) we (y.V,....Y,) Pplanlara
degisli D kopliigin nokatlary bolsunlar. Bize islendik 0<«a <1 iigin Q nokadyn
koordinatalarynyfi plan emele getirydnini gorkezmek gerek. x >0, i=1n,
y, >0, i =1,n bolany ii¢cin xa+(1-a)y, >0, i=1n boljagy diisniikli. Indi Q nokadyn
koordinatalarynyfl (2) ulgamy kanagatlandyr}'/anyny gorkezelin:

Za”(xa+(1 a)y,) = ocZa,J X, +(1— a)Za y; <ab; +(1-a)b; =b;.

Diymek, ISIendIk a Ucin Q nokadyn koordmatalarynyn plan emele getiryini dogry
bolyar. Eger D kopliige degisli S(x,,x,,...,x,) nokat, sol kopliige degisli islendik

basga iki nokady birikdiryan kesimde yatmasa, onda S nokada D kopliigin depesi
diyyarler. D kopliik tiikenikli sandaky depesi bolan kopburglukdyr. D kopliik ¢ékli
bolanda D kopliigin depeleriniii in bolmanda birinii optimal plan bolyanyny
gorkezelin. D c¢dkli bolany sebépli, ol kidbir R>0 san ii¢in merkezi koordinatalar
baslangyjynda bolan, radiusy R-e den bolan sferanyn icinde yatar. 1=hg tekizlik hg
yeterlik uly polozitel san bolanda sferanyn dasynda yatar. Diymek, D kopliigin
nokatlary 1 <h, densizligi kanagatlandyrarlar. Sol sebédpli h=h_ , O<h_ <h, san

tapylyp 1=h_, tekizlik D kopliigi kdbir K koplik boyunga keser. Islendik
h>h_tcin I =h tekizlik bolsa D yaylany kesmek. Diymek, | funksiyanyn D
yayladaky in uly bahasy h=h_ bolar. | maksat funksiyasy ol baha K kopliigin

islendik nokadynda eye bolar. Indi bize K kopliigin nokatlarynyn iginde D
kopliigin depelerinini it bolmanda birinin yerlesyanini gorkezmek yeterlikdir.

K c¢dkli we giibercek koplik. Bu yagday D kopligin ¢éklidiginden we
giibergek bolyanyndan gelip ¢ykyar. K kopliigin depesi bar bolsa, onda ol nokat D
kopliigin hem depesi bolar. K kopliigin depesininn barlygyny induksiya boyunca
subut etse bolar. K kopliik (n—1) dlgegli 1 =h_ tekizlikde yerlesyar. Sol tekizlikde
yatyan n—2 Olcegli tekizlik alyp we ony parallel siiysiirmek bilen, edil yokarda
edilisi yaly, K {igin K; kopliikk gurulyar. Eger K; bir nokatdan durmasa, onda K;
ticin hem su usuly gaytalap K, kopliik alyarlar we s.m. Bu operasiya bir ndge gezek
gaytalanandan son biz bir My nokatdan duryan Ko kopliige geleris. Elbetde, Mo
nokat Ko kopliigin depesi bolyar. Onda, yokarda aydylanlara layyklykda, Mo nokat
K kopliigin hem depesi bolar. Seylelikde, asakdaky lemma dogry bolyar.

Lemma 1. Eger D cikli bolsa, onda | funksiya D kopliigint depeleriniii birinde
maksimal baha eye bolar.

Goy, 1(x) funksiya D kopliikde yokardan ¢akli bolsun. Eger D koplik ¢ékli
bolsa, onda Lemma 1-e¢ gord, 1(xX) maksimal baha D kopliigin depeleriniin birinde
eye bolyar. Goy, D kopliik ¢dksiz bolsun. Onda kébir 1,>0 san licin 1(x)>1,

kopliikk D kopliik bilen kesismez. Lemma 1-ini subut edilisini gaytalap, asakdaky
lemma geleris.

Lemma 2. Eger D kopliikde 1(x) funksiya yokarsyndan ¢ékli bolsa, onda 1(x)
oziinin D koplitkdaki il uly bahasyna D kopliigin depelerin birinde eye bolar.
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Sol depéani M (x},x3,..., x°) bilen belgildlin. Onda, kesgitlema gord, x.,xJ,...,x’
plan optimal plan bolar. Esasy mesele su plany tapmakdan duryar. Optimal plany

''''''

yayla ¢dkli bolanda ulanylyandyr. Diymek, maksat funksiyasynyn D yaylada ¢ékli
bolyanyny anyklamak mohiim meselelerini biridir. Bu meselédni ¢ozméige giriselin.
Amatlylyk {igin D kopligin M (x, X,,...,x,)nokadyny % ={x,x,,..,x,} wektor
gorniisde yazmagy kabul edelin. X >0 belgi bilen koordinatalary otrisatel dal
wektory belgildlin.

(2) ulgamda islendik n—m nébellini nola denlép, kelteldilen ulgamlaryn C™"
sanysyny alarys. Olaryn i¢inden dine bir otrisatel dil ¢ozliwi bar, basga hi¢ hili
coziiwi bolmadyk ulgamlaryil ¢oziiwlerinin toplumyny Qo bilen belgilélin.
Umuman, (2) ulgamda islendik n-m+i, 0<i<m-1 néibellini nola denlép,
kelteldilen ulgamlaryin C"™' sanysyny alarys. Olaryi i¢inden difie bir otrisatel dal
¢cOziiw bar bolan we basga hi¢ hili ¢6ziiwi bolmadyklarynyn c¢oziiwlerinden Q;
kopliikk diizelin. Maksat funksiyasynyn Q= miQi kopliigin nokatlarynynn birinde

i=0
maksimal baha eye bolyanyny gorkezelini. Bir zady bellemek zerur. Mysal ii¢in,
kelteldilen ulgam x,,x,,..,x, nébellileri nola denldp alnan bolsa, onda biz onun

0
S+l

¢oziiwi diyip x(0,0,0..,0,x x°) wektora aytjakdyrys. Bu yerde (x2,x°,,...,x°)

s+l
kelteldilen ulgamyn ¢oziiwi.

Goy, 1(x) maksat funksiyasy D yaylanyn %, >0 nokadynda maksimal baha
eye bolsun we X, wektoryn hemme koordinatalary poloZitel sanlar bolsunlar. Goy,
% €D, X #X, bolsun. Onda islendik kigi t {igin X=X, +t- (X, —%,) nokat hem D yayla
degisli bolar we

(%) = 1 (%) +t-(1 (%)~ 1 (%)

denlik yerine yeter. Eger 1(%,) = I(X)bolsa, onda signt =sign[l(%,) - 1(X,)] bolar yaly
edip t-ni saylap alsak, 1(X)>1(%,) alarys. Bu bolsa 1(X) X, nokatda maksimuma eye
bolyar diyen teklibe garsy gelyar. Diymek, ya %, wektoryn kébir koordinatalary
nola den bolmaly ya-da D yaylanyn hemme nokatlarynda 1(X)=1(X,) denlik
yerlikli bolar.

Ikinji halda S.N.Cernysowyn [11] 78-nji sahypadaky 1.10 teoremasyna gord, Q
koplik bos bolmaz. Q=D bolany sebédpli 1(X) Q kopligin nokadynda hem
maksimuma eye bolar. Birinji halda %, ¢6ziiwin nola den nébellilerini saklamayan
(2) ulgamyn kelteldilen ulgamyna seredelin. Bu tdze ulgamyn polozitel X, ¢oziiwi
bar, 6zi hem sol c¢oziiwde 1(X) maksimal baha eye bolyar. Eger X, coziiw
kelteldilen ulgamyn yeke-tdk ¢oziiwi bolsa, onda x, e Q bolar. Eger-de bu ulgamyn
basga-da ¢oziiwleri bar bolsa, onda sol ¢oziiwlerin kopliiginde 1(X)=1(X,)bolar.
Bu halda 1(x) hokmany halda Q kopliigin nokatlaryn birinde 1(X,) baha eye bolar.
Seylelikde, asakdaky lemma subut edildi.
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Lemma 3. Eger Q kopliik bos bolsa, onda D yayla hem bos bolyar. Eger Q
kopliik bos bolmasa, onda 1(x) funksiya maksimum baha Q kopliigin nokatlarynyn
birinde eye bolyar.

Lemma 4. Goy, (2) ulgamyi {%, |, [%|—>, % >0 ¢oziiwleriniii yzygiderligi
bar bolsun. Eger % = {xk,xk, ,xk} vk,Vs Uigin x;>a >0 bolsa we kébir 1<s<n
licin {xk }k:1 yzygiderlik monoton, ¢ikli we limx; =a bolsa, onda

ZauxI =b,-a,-a, j=1m, (5)

i=1,i#s

ulgamyii hem

X >0, Vk,s i¢in X° 2% sertleri kanagatlandyryan

¢oziiwlerininn {%; " yzygiderligi bardyr.

Subudy. (2) ulgamyn A= {aij }”m matrisasynyn S-nji siitiinini saklamayan m
tertipli minorlarynyin hemmesi nola deni diyelii. Onda (2) ulgamyn denlemelerini
kombinirlemek bilen onun bir defilemesini a;x* =b, gorniise getirip bolar. Eger-de
a:x°=0, b,=0 bolsa, onda (2) ulgamyii defilemeleri ¢yzykly baglanysykly
bolardy. Bu bolsa basdaky (2) ulgam baradaky caklama garsy gelerdi. Eger-de
a; #0 bolsa, onda (2) ulgamyn islendik ¢6ziiwinin s-nji koordinatasy x° :E—“s =a

ik
hemiselik bolardy. Diymek {x.} X, = {xﬁ XF oo x,'j} (2) ulgamyn coziiwleri bolsalar,
onda {%}, % =2, xh ¢, x| wektorlar (5) ulgamyi ¢oziiwleri bolardylar

we lemmanyn tassyklamasynyn dogrulygy gelip ¢ykardy.

Goy, A matrisanyn S-nji siitinini saklamayan, m tertipli minorlarynyn biri nola
den dal diyelin. Diymek, (5) ulgamyn A’ matrisanyn m tertipli minorlarynyn biri
nola den dil. Indi (5) ulgamda su minora girmeyan siitiinlerine degisli
ndbellilerinin yerine X, ¢6ziiwin sol nomerli koordinatalaryny goysak we ony sol

minora degisli siitiinlerin nabellilerine gord ¢ozsek, onda X {xk,xk, WX X ,xk}
wektor bilen (5) ulgamyn alnan ¢dziiwinin arasyndaky tapawudyn normasyny k-ny
yeterlik uly almak bilen islendik sandan, mysal iigin %-den, kici edip boljagy
diisniiklidir. Bu bolsa lemmany1i tassyklamasynyn subudy bolyar.

Teorema. Eger D=@ Dbolsa, onda 1(x) maksat funksiyasynyn D yaylanyn
nokatlarynda ¢éksiz bolmagy iigin

Zau X =0,1<j<m,, (3)
1(x) =1 (4)

(3)- (4) ulgamyii x>0 ¢6ziwiniit bolmagy zerur we yeterlikdir.
Yeterliginifi subudy. Goy, % D bolsun. Onda islendik t >0 {i¢in % +t-%, €D

we (X +t-%)=1(%)+t-1(X,) = 1(%)+t bolar. Teoremanyn yeterligi subut edildi.

Zerurlygynynn subudy. Teoremany induksiya usuly boyun¢a subut edelini.
Goy, ndbellilerin sany iki bolsun. Onda (2) ulgam
ax+by=c
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gorniisde, 1(X) funksiya bolsa 1(X) =ax+ gy gorniisde bolar. (3)-(4) ulgam bolsa
ax+by =0,
{ax +py=1
gornilisde bolar.

Serte gord sonky ulgamyn otrisatel ddl c¢oziiwi yok. Alarys, x:—gy,

I()?):ax+,6’y=[—ag+,8jy. Diymek, ya —ag+ﬂ<0, ya-da —ag+ﬂ>0, —§<0

bolmaly. (2) ulgamy, yagny ax+by =c deiilemini ¢oziip, taparys: x:—§y+§ we
I(X)zax+ﬂy:(—ag+,8jy+a-§. Coziw otrisatel ddl bolsa, onda x>0, y>0

bolyar we ya I(x)< a~§, ya-da I(x) < ﬂ% deiisizlik yerine yetyir, yagny 1(X) ¢ékli

bolyar.

Goy, teorema nébellinin sany (n-1) bolanda dogry bolsun. Tersinden subut
edelin. Goy, (2) ulgamyit % >0, [%|—>o we I(X )— o sertleri kanagatlandyryan
&%) coziiwleriniti yzygiderligi bar bolsun. % ={x,x2,...x!| ¢oziiwlerifi hemme
koordinatalary k-nyn O6smegi bilen tiikeniksizlige ymtylyan bolsunlar. Onda k

yeterlik uly bolanda %:zk wektor (3) ulgamyn 7z, >0, I(Z)=1 sertleri
k— M

kanagatlandyryan ¢oziiwi bolar. Bu bolsa teoremanyn sertine garsy gelyar.
Diymek, kdbir 1<s<n {gin vk Ugin 0<x <M sert yerine yetyir. {X}
yzygiderligin {)”(ki }:‘;l bolek yzygiderligini x; sanlar monoton yzygiderlik bolar yaly
saylap alyp bolyar. Goy, limx; =a>0 bolsun. A>0 san alalyn we y,=A+x

ozgertme girizelin. Onda (2) ulgam
Zaijyi :bj_(zaujpﬁ jzl,_m, (6)
i=1 i=1

gorniise, 1(X) bolsa

1(y) = ZCiYi _[ZCiJA
i=1 i=1
gorniise geler. Elbetde, y, = {xﬁ FA XA L X+ A} wektorlar (6) ulgamyn otrisatel
dal ¢oziiwleri bolarlar, 6zi hem, islendik s we k tigin x; > A densizlikler yerlikli
bolarlar. Bu ¢oziiwlerint y, >0, |y|—> we I(y,)—>o sertleri kanagatlandyrjagy

we

Ay = 0,}

1(y)=1
ulgamyn ¢6zliwiniii bolmajagy diisniiklidir. Lemma 4-e gord ys ndbellisinin yerine
0 goyulyp alnan

Zn:aijyi =b —[iz::aijjA—asj-a (7)

i=1,i#s
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ulgamyn hem , 20, [y |>o we I(y)—>w ¢oziwleri bolmaly. Emma bu

ulgamda nébellilerin sany n-1 we A matrisadan s-nji siitiini taglanyp alynan A’
matrisa {i¢in hem

Ay=0
ulgamyfi 1(y) maksat funksiyasynda ys~0 goyulyp alnan 1(y)=1 deligi
kanagatlandyryan otrisatel ddl ¢oziiwi yok. Onda, induksiya gord, (7) ulgamyn
otrisatel dil ¢oziiwlerinifi kdpliiginde 1(y) ¢ékli bolmaly bolar. Bu bolsa yokarda
alnan netija garsy gelyar. Bu garsylyk teoremanyn dogrulygyny tassyklayar.

Seylelikde, (3)-(4) ulgamyn otrisatel ddl ¢oziiwinin  bolmazlygy (2)
ulgamyn otrisatel didl c¢oziiwlerinin kopliiginde maksat funksiyasynyn c¢akli
bolmagynyn zerur we yeterlik serti bolyar. Belli bolsy yaly, simpleks usulyin
ulanylmagy tigin maksat funksiyasynyn ¢ékli bolmagy zerurdyr.

Sol sebipli, ilki bilen maksat funksiyasynyn ¢ékliligi anyklanyar we soiira
simpleks usuly ulanylyar. Bu meselidni ¢ozmeklige seyle cemelesmek hodiirlenyar.
(3)-(4) ulgamyn ¢ozliwinin barlygyny, yoklugyny derfiemek {i¢in seyle algoritm
hodiirlenyar. Onun diiziilis manysy seyle: (3)-(4) ulgamda m+1 ndbelliden basga
ndbellileri nola denldp, C™' sany, m+1 nibellili, m+1 denlemeden duryan
ulgamlar alynyar we olaryn otrisatel dél ¢oziiwiniii barlygy anyklanyar. Eger bir
ulgamyn seyle c¢oziiwi bar bolsa, onda deriew tamamlanyar. Eger-de sol
ulgamlaryn hi¢ birinii otrisatel dal ¢oziiwi bolmasa, onda S.N.Cernysowyi
teoremasyna layyklykda (3)-(4) ulgamyn otrisatel dal ¢6ziiwi yok bolyar. Bu bolsa
(2) ulgamyn otrisatel dél c¢oziiwlerinin D kopliiginde maksat funksiyasy c¢ékli
diymekdir.

Maksat funksiyasy ¢ékli bolany sebépli, ol ekstremuma D kopligin
depelerinde yetip bilydr. Eger sol depeleri yeke-yekeden tapsak we maksat
funksiyasynyn sol nokatlardaky bahalaryny kesgitlesek, sonra maksat
funksiyasynyn tapylan bahalarynyn iginden in ulusyny saylap alsak, sol hem
gbzlenyin maksimal baha bolar.

Bu usul simpleks usuldan kidn tapawutlanmayar, yone bu yerde gecirilyin
operasiyalaryn sany simpleks usuldakydan has kop bolyar. Seyle-de bolsa usulyini
yonekey dislindirilisini  we hézirki zaman kompyuterlerinin hasaplayys
miimkingiliginin 6rdn yokarydygyny g6z onilinde tutup, seyle usuly az sanly
denilemelerden we nébellilerden duryan meseleler tigin hodiirlemek bolar.

Yokarda A={a,}! matrisa we ¢ ={c,,c,,...c,}, b={b,b,..b,} wektorlar bilen
kesgitlenyin ¢yzykly programmirlemegin

Ax =D (8)
c-x=1 — max 9)
meselesiniti ¢dziilis usuly hodiirlendi. Ol (8) ulgamyn x, >0, i=1n sertleri

kanagatlandyryan c¢oziiwlerinin D kopliiginin  depelerini  tapmakdan we |
funksiyanyn sol depelerddki bahalarynyn in ulusyny saylap almakdan duryar.
Emma hodiirlenydn usul boyunga gos-goni D  kopligin  depelerinin
koordinatalaryny kesgitlemek elektron hasaplayjy magynlar tigin hem gaty kop
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bolan operasiyalarynn gecirilmegini talap edydr. Sol sebédpli bu usul kén
ulanylmayar. Bu usula yonekeylik {icin saylama usuly diyeliil. Biz asakda saylama
usulynyin ordn yenil gecirilydn we diisiirme usuly atlandyrylyan usul bilen
birikdirilmegin ¢yzykly programmirlemegiii tdsin we yenil ¢oziilis yoluna
getiryanini gorkezeris. (8)-(9) ulgamy

AX =D’ (8")
cx=1 (9")

gorniisde yazalyn. (9') denilemeden X; ndbellini tapalyn we (8') ulgamda yerine
goyalyn

%(I —CyX, —..—C X, )+ 8ypXy ...+, X, =y,
1
aZl 1
C—(I —CyXy — o= C X, )+ 8ypX, +.oo 8y X, =D, (8")
1
a
T (1 = CyXy — o= C, X, )+ Cpip Xy + e+ Crp X, =D, .
1
Seylelikde, mesele (8" ) ulgamyn x, >0, x,>0, ..., x, >0, x_, ¢cOziiwlerinin

icinde I-nifi ifi uly bahasyny saylap almaklyga getiryir. a,, i=1m, sanlaryii nola
den bolmadyk birini alyarys. Goy, ol a, bolsun. a, koeffisiyenti saklayan
denilemini degislilikde ~ % sanlara kopeldip we i-nji denlemd gosup, tédze

11
sistema geceli:

%(I —CyXy == C, X, )+ 81Xy +. 8y, X, = b,
bopX; + ..+ Dy X, = b, (8"')
DX, +..+ b X, =Dy
Birinji denlemeden I-ni tapalyil. Ulgamy asakdaky gorniisde yazalyii:
b,,X, +...+b, X, =b,,
.................... (8")
DX, .o+ b X, =D
| =C)X, +CiX; +...+CLX, +Cp ;. (9")
Seylelikde, biz diisiirme usulyny ulanyp, (8')-(9') meselani
D,,X, +...+ Db, X, =Dy,
.................... (8")
DXy +. b X, =Dy
| =C,X, +CiX5 +...4+CL X, +C|; — Max (9")

(8v)-(9") mesela getirdik. Denlemelerin sany we nabellilerin sany bir san
kemeldi. Indi (8")-(9") ulgama diisiirme usulyny ulanyp, iterasiyany dowam
etdirelin.

Iki yagdayyn bolmagy miimkin. Kébir iterasiyadan sonl ulgam
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Cuc Xy +ouHC X, =by
Con Xy +otCo X, =D
k
I:ckxk+ +CEx +ck, — max
gornilisde gelse we ¢ =...=cf =0 bolsa, onda iterasiya su ddimde gutaryar. | =c¥ ,

san su ddimdiki maksat ﬁmk51yasynyn in uly bahasy bolyar.
Eger-de her ddimde ¢ sanlaryn i bolmanda biri noldan tiytgesik bolsa, onda

iterasiyany dowam etdirip, m-1 ddimden son
d x +..+d_x =pm™? (@)

nm*'m mn® n

| =cl'X,, +...+Cr X, +Crt — max

n+1
meseld geleris. Eger (a) denleménin otrisatel dal ¢oziiwlerinin D; kopliiginde |
cakli bolsa, onda onuii maksimal bahasy seyle tapylyar.

Biz birinji 4dimde basdaky ulgamyn bir defilemesini tasladyk. Ikinji 4dimde yene
bir denlemesini taslayarys we s.m. Sonky &dimde basdaky ulgamyn m-1
denlemesini taglayarys. Sol denlemelerde in sonky (a) ulgamyn otrisatel dél
coziiwlerinin D; kopliiginin depeleriniit her biriniit koordinatalaryny taslanan
deiilemeler sistemasyna goyup, (&) sistema girmeyan nibellileri tapyarys. Eger
olaryin bahalary kiabir depeler licin otrisatel déal bolsalar, onda |-nii maksimal
bahasy I-nin sol soiniky alnan depelerdéki bahalarynyn ulusyna deni bolar. I-nin
bahalarynyn (&) ulgamyn otrisatel dél ¢oziiwlerinin D; kopliginde ¢ékli bolmagy
licin

A Xy + oo+ A X, =0,

e ) (8)

Co X, +Cm X+ kO X =1

ulgamyn otrisatel ddl c¢oziiwinii bomazlygynynl zerur hem yeterlikdigini biz
yokarda gorkezipdik. S.N.Cernysowyn teoremasyna [11] layyklykda onun {i¢in
(p) ulgamyn matrisasyndan diiziilen islendik ikinji tertipli

a, a

Cy Cj
kesgitleyji nola defi dil bolanda, onun elementlerinin
ah(ajlc ajzcjl) 0,
ajz(ahc ajzcjl) 0
deiisizlikleri kanagatlandyrmazlyklary zerur we yeterlikdir.
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