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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban sana, erkana yurdum,
Mert pederlen ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garassyz topragyi nurdur,

Baydagyn belentdir diinyén oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryn tiji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizin ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryn tiji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



Tiirkmenistanyi Prezidenti
Gurbanguly Berdimuhamedow:

— Yurdumyzyn Yokary bilim ulgamynyr ileri tutulyan ugry dowletin
netijeli dolandyrys ulgamyny we ykdysadyyetin durnukly osiisini, tize
innowasion tehnologiyalaryn oniimg¢ilik pudaklaryna ornasdyrylmagyny
tipjiin edip biljek we ylmyn ésiisine yardam berjek, diinyd is bazarynda
béslesige ukyply yokary bilimli hiindrmenleri tayyarlamakdan ybaratdyr.

SOZBASY

Tilirkmenistanynl Prezidenti hormatly Gurbanguly Berdimuhamedow Tiirk-
menistanda ylym-bilim ulgamyny XXI asyryn Osen talaplaryna layyklykda gura-
mak, yaslara berilydn bilimi diinyd ilniilerine layyk kdmillesdirmek maksady bi-
len, mugallymlaryn, pedagoglaryn, alymlaryn o6niinde uly wezipeler goydy. Sol
wezipelerin biri hem has kdmil okuw maksatnamalaryny isldp diizmek, ylmyn
soiiky gazananlaryna dayanyan okuw kitaplaryny yazmakdan ybaratdyr. Bu wajyp
meselede yokary okuw mekdeplerinin isgérleriniii bor¢lary 6rdn uludyr. Sebébi olar
yurdumyzyn ykdysadyyetinini dhli ugurlaryny diinyd derejelerine galdyryp biljek
we dowrebap tehnologiyalary 6zlesdirip biljek hiindrmenleri tayyarlamalydyrlar.

Matematiki analizin birinji bolegi boyunca tayyarlanylan bu gollanma kopliik-
ler nazaryyetinin elementlerinden baslanylyp, onda yzygiderligiii we bir iiytgeyéanli
funksiyanyn predeli, tizniiksizligi, 6niimi we differensialy, differensirlenyén funk-
siyalar hakyndaky teoremalar, kesgitsiz we kesgitli integrallar, olaryn ulanylyslary
hem-de kop tiytgeyénli funksiyalaryn predeli, hususy oniimleri we differensiallary
boyunca meseleler we goniikmeler toplanandyr. Bu okuw gollanmasynda dinie
meselelerin sanawy we olaryil jogaplary getirilmek bilen ¢dklenilmén, eysem,
her boliimin basynda gysgaca teoretiki maglumatlar beyan edildi we olaryn diirli
gornlisdaki meseleleri ¢6zmekde ulanylyslaryny gorkezyédn kopsanly mysallaryn
¢oziilisi getirildi.

Bu okuw gollanmasyndan uniwersitetleriii, mugallymg¢ylyk institutynyin we
tehniki yokary okuw mekdeplerinin talyplary peydalanyp bilerler.



KOPLUKLER NAZARYYETININ
ELEMENTLERI

§ 1. Kopliikler we olar bilen gecirilyin amallar

1. Kopliik diigiinjesi. Kopliikler nazaryyeti matematikanyn diirli sahalarynda yiize
cykyan meseleler ¢oziilende wajyp orny eyeleyir. Matematikada kopliik baglangy¢
diisiinjelerin biri bolup, kopliik diyip haysy-da bolsa bir nysan (diizgiin, hédsiyet
we s.m.) boyunga birlesdirilen predmetlerin yygyndysyna, toplumyna diisiinilyér.
B, C, ... harplar bilen, olarynl elementleri bolsa setir a, b, ¢, ... harplar bilen belgi-
lenyar. Mysal li¢in, natural sanlaryn kopliigi V, bitin sanlaryn kopliigi Z, rasional
sanlarynl kopliigi Q@ we hakyky sanlaryn kopliigi R bilen belgilenyér. (Gollanma-
da mysalyn ¢oziilisinin, tassyklamanyn subudynyii basyny we sonuny gorkezyan
C.B. we C.S. belgiler, seyle hem islendik (her bir) s6ziini ¢alsyryan V belgi we bar
bolup (tapylyp) s6ziini ¢alsyryan 3 belgi ulanylyar). 4 = B yazgy 4 s6zlemden B
sozlemin gelip ¢ykyandygyny, 4 < B yazgy bolsa 4 sdzlemden B sézlemiii we sol
bir wagtda B so6zlemden A4 sozlemin gelip ¢cykyandygyny anladyar. Eger a element
B kopliigin elementi bolsa, onda ol a € B belgi arkaly anladylyar we ol «a element
B kopliige giryary diylip okalyar (yone ol «a element B kopliige degisli» diylip hem
okalyar). a elementiil B kopliige girmeyéndigi a ¢ B yazgy boyunca ailadylyar we
ol «a element B kopliige girmeyéar» diylip okalyar (yone ol «a element B kopliige
degisli dédl» diylip hem okalyar). 4 kopliigifi a, a,, ..., a, elementlerden diiziilendigi

A={a,a, .., a}

gorniisde yazylyar. Mysal ti¢in, eger 4 = {1, 2, 3, 4} bolsa, onda 3 € 4, yone 7 ¢ A.
Eger A4 kopligin her bir elementi B kopligin hem elementi bolsa

......

......

NcZcQcR. {x:P(x)} we {x € B : P(x)} yazgylar degislilikde x elementlerii P
hisiyetdiki kopliigini we B kopliiginn P hdsiyetddki bolek kopliigini anladyar. My-
sal tigin, 4= {x:x*—1=0} koplik x*~1=0 denleménin ahli koklerinin kopliigidir,
yagny A={-1,1}. B={x € R: x>+ 1} kopliik bolsa x*>+ 1 = 0 defileménin &hli hakyky
koklerinin kopliigidir we ol kopliigin hi¢ bir elementi yokdur. Seyle kopliige bos

kopliik diyilydr we ol & simwol bilen belgilenyar. Eger A — B we sol bir wagtda
B — A bolsa, onda olara den kopliikler diyilyédr we ol A = B gorniisde yazylyar.



K we L sozlemlerin bir wagtda yerine yetydndigi sebépli K A L gorniisde, K
va-da L sozlemlerin i bolmanda birinini yerine yetyédndigi bolsa K v L gbrniisde
yazylyar.

Getirilen belgileri ulanyp, 4 we B kopliiklerin denligini gysgaga

(A=B)(AcB)A(BcA)

gorniisde yazmak bolar.

Hakyky sanlaryn R kopliiginin kabir bolek kopliiklerinin yorite atlary bardyr:

{xeR:a<x<b}=]|a b]—kesim;

{x e R:a<x<b}=(a b)—interwal;

{x e R:a<x<b}=]|a, b)— cep tarapy yapyk interwal;

{x e R:a<x<b}=(a, b]— sagtarapy yapyk interwal.

Nokady 6z i¢inde saklayan islendik interwala sol nokadyn golay toweregi,
uzynlygy 2¢ bolan (a — &, a + €) interwal a nokadyn € golay toweregi diylip atlandyryl-
yar we ol U (a, €) bilen belgilenyir. Mysal ii¢in, (0,98, 1,02) interwal a=1 nokadyn
€ = 0,02 golay toweregidir. (a — €,a] ([a, a + €) aralyga a nokadyn ¢ep (sag) yarym
€ golay toweregi diyilyar.

Ua, &) = Ua, e\{a}
a nokadyn ¢ep (sag) yarym siinjiilen € golay toweregi diyilyar.

Hakyky sanyil moduly seyle kesgitlenyér:

a|= a,egera =0 bolsa,
—a, eger a < 0 bolsa.

1-nji mysal. B = {1, 2, 3}kopliigin bolek kopliiklerini gorkezmeli.
C.B. Bu kopliigin 8 sany bolek kopliigi bardyr: &, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3},
{2,3}, {1,2,3}. C.S.

2-nji mysal. B= {x € N:—4 <x <5} kopliigin elementlerini anyklamaly.

C.B. Kopliigin elementleri — 4 < x < 5 densizligi kanagatlandyryan x natural
sanlardyr. Seyle sanlar ditie 1, 2, 3, 4 we 5 bolup biler. Seylelikde, B = {1, 2, 3,
4,5}. C.S.

2. Kopliikler bilen gecirilyin amallar. A we B kopliiklerin it bolman-da birine
giryan dhli elementlerin kopliigine olaryn birlesmesi diyilyar we ol 4 U B gorniigde
belgilenyar:

AUB={x:xe AVx e Bj}.

A we B kopliiklerinl bir wagtda ikisine hem giryéan dhli elementleriii kopliigine
olaryn kesismesi diyilydr we ol 4 (1 B gorniisde belgilenyar:

ANB={x:xeANx € B}.



Akopliige girip, B kopliige girmeyén dhli elementlerin kopliigine sol kopliiklerin
tapawudy diyilyédr we ol A\B gorniisde belgilenyair:

AB={x:xe€e ANx ¢ B}.
A we B kopliiklerin islendik birine degisli bolup, beylekisine degisli bolmadyk

A A B gorniisde belgilenyar:
AAB=(A4A\B) U (B\A).

Mysal iicin, eger A kopliik 11-e ¢enli jiibiit natural sanlaryn kopliigi, B bolsa
11-e ¢enli 3-¢ boliinyén sanlaryn kopliigi bolsa, onda 4 U B= {2, 3,4, 6, 8,9, 10},
ANB={6},A\B=1{2,4,8,10},B\4={3,9},AAB=1{2,3,4,8,9,10,}.

Kopliikleriii birlesmesi we kesismesi diisiinjelerini ikiden kop kopliikler iigin
hem girizmek bolar.

3-nji mysal. Kopliklerinn {4, = [1/n, n + 1]} yzygiderligi Uigin OAn we ﬂ A
kopliikleri tapmaly. =1 n=1

C.B. Berlen kopliiklerin ¢ep uglaryna seredelin. n» — oo bolanda 1/n — 0 bol-
yvandygy li¢in kesimlerin ¢ep uglarynyn predel yagdayy 0 nokatdyr, yone olar ol ba-
hany alyp bilmeyar. Kesimleriil sag uglary bolsa n — oo bolanda + o — e ymtylyar.

Sonun {icin hem U A = (0, + oo) bolar. Berlen kesimleriii it kigisi kesimdir we ol
n=1

beylekilerit hemmesine giryér. Sonui igin ﬁAn =[1,2]. C.S.

Eger B — A bolsa, onda 4\B tapawuda B kopliigin 4 kopliige doldurgyjy diyil-
yar we ol C, B ya-da gysgaga CB gorniisde belgilenyar. Bu kesgitlemeden seyle
denlik alynyar:

C(CB)=C(A4A\B)=A4\(A\B) = B.

4-nji mysal. C (4UB) = CANCB, C(4ANB) = CAU CB deilikleri subut etmeli.
C.B. Goy, x € C(4 U B) bolsun, onda x € (4 U B), yagny (x € 4) A(x ¢ B). Onda
(x € CA)A(x € CB), sonuil ligin hem x € (CA4 (1 CB). Diymek,

C (AUB) c (CANCB). (1)

Eger x € (CAN CB) bolsa, onda (x € CA) A (x € CB), yagny (x e A) A(x € B).
Bu yerden x € (4 U B) alynyar. Sonun ii¢in hem onun esasynda x € C (4 U B) bolar.
Diymek,
(CANCB) c C(AUB). (2)
(1) we (2) — deiliklerden bolsa C(4UB) = CANCB denlik alynyar. Ikinji
C(ANB) = CAU CB denlik bolsa sonun yaly gorkezilyar. C.S.
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Eger a we b sanlaryi haysysynyn birinji, haysysynyn ikinjidigi gorkezilen bolsa,
onda olara tertiplesdirilen jiibiit sanlar diyilyar we (a, b) gomiisde belgilenyér. Sunlukda,

((a17 bl) = (azﬂ bz)) = ((a1 = az) A (b1 = bz))

Goy, A we B erkin kopliikler bolsun. Onda a € 4, b € B bolandaky miimkin
bolan hemme tertiplesdirilen (a, b) jiibtitlerin kopliigine 4 we B kopliiklerin dekart

......

AxB:={(a b):(aeA) A beB)).

Mysal tigin, eger 4 = {2, 3} we B = {4, 5} bolsa, onda
AxB=1{(2,4),(2,5),(3,4), 3,5},
BxA4=1{(4,2),(43),(5,2),(5,3)}.

Umuman aydylanda, 4 x B # B < A. Eger A = B bolsa, onda 4 x4 yazgynyn
yerine A* yazylyar we ona A kopliigin dekart kwadraty diyilyar. Mysal {igin, R
kopligin R* = R x R dekart kwadraty tekizligin nokatlarynyn dhli (x, y) dekart
koordinatalarynyn kopliigidir.

3. Hasaply we hasapsyz kopliikler. Eger A kopliigin her bir elementine B
kopliigin difie bir elementi we tersine, B kopliigin her bir elementine 4 kopliigin difie
bir elementi degisli edilen bolsa, onda ol kopliiklerin elementleriniii arasyndaky

......

......

jiibiit natural sanlaryn kopliigine dengiiy¢liidir. Olaryn arasyndaky ©zara birbahaly
degisliligi gysgaca seyle yazmak bolar: n < 2n,n=1, 2, ....

Eger seyle n € N san tapylyp, 4 ~ {1, 2, 3, ..., n} bolsa, onda 4 kopliige tii-
kenikli kopliik diyilyar. Bu kopliigin kuwwaty n-e dent ya-da onun n elementi bar

......

......

Ahli rasional sanlaryn kopliigi hasaply kopliikdir.

Ahli hakyky sanlaryi kopliigi hasapsyz kopliikdir.

4. Cikli we ciiksiz kopliikler. Eger X kopliik licin seyle ¢ san tapylyp, kopliigin
ahli x elementleri ti¢in x < ¢ (x > ¢) bolsa, onda X kopliige yokardan (asakdan) ¢dikli

---------

......

liigi asakdan 1 san bilen ¢dkli bolup, ol yokardan ¢ékli dildir, diymek, ol ¢éksiz
kopliikdir. Kesgitlemedéki ¢ sana X kopliigin yokarky (asaky) ¢dgi ya-da X kopliigi

......
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------

X 1ki belgili jiibiit polozitel sanlaryn kopliigi bolsa, onda ol asakdan 10 san bilen,
yokardan 98 san bilen cdklidir. Sonun {i¢in ol ¢ékli koplikdir we 10 onui in kigi
elementi, 98 bolsa onuii il uly elementidir.

X kopliigin ¢ékli bolmagy {ii¢in seyle K > 0 san tapylyp, islendik x € X ii¢in
Ix| <K deisizligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Xkopliigin in uly (i kici) elementi yeke-tdk kesgitlenip, onunl yokarky (asaky)
cagi yeke-tdk kesgitlenyan daldir.

Eger X kopliigin yokarky M ¢égi ligin:

1. Vx € Xi¢in x < M,

2.Ve>0lgin X = x_tapylyp,x. >M—-¢
sertler yerine yetse, onda M sana X kopliigin takyk yokarky cégi ya-da X kopliigin

Eger-de X kopliigini asaky m ¢égi ligin:

1. Vx € X{¢in x > m;

2.Ve>0lgin X S x_tapylyp,x_ <m+¢e
sertler yerine yetse, onda m sana X koplugin takyk asaky cigi ya-da X kopliigin

X kopliigin takyk yokarky we takyk asaky ¢ékleri degislilikde

sup X, S}elg {x} we infX, 1X1g {x}

bilen belgilenyir. Kesgitlemelerden gorniisi yaly, kopliigini in uly we inl kigci ele-
mentleri degislilikde onun takyk yokarky we takyk asaky cdkleridir. Beyle yagday
hemme tiikenikli kopliikler ligin dogrudyr. Eger X = [a, b], X, = (a, D) bolsa, onda
olaryn ikisiniit hem takyk asaky ¢dgi a sana, takyk yokarky cégi bolsa b sana dendir.
Bu mysallar kopliigin takyk céklerinin sol kopliige degisli bolup hem, degisli bol-
man hem bilydndigini gorkezyar.

Yokardan (asakdan) ¢ikli kopliigin takyk yokarky (takyk asaky) ¢égi bardyr.

Islendik polozitel hakyky a san ii¢in seyle natural # san bar bolup, a < n defisiz-
lik yerine yetyar (Arhimedin prinsipi).

Hakyky sanlardan diiziilip, biri-birinif iginde saklanyan kesimlerifi {[a , b ]}
ulgamy, yagny islendik nligin[@,, ,b . ] [a , b ]serti kanagatlandyryan kesimlerifi
islendik ulgamy {i¢in olaryn hemmesine degisli bolan ¢ san bardyr (saklanyan ke-
simler prinsipi).

5. Matematiki induksiya usuly. Natural n sana bagly bolan diirli A(n) soz-
lemleri subut etmeklikde matematiki induksiya usuly ulanylyar. Onun manysy
seyledir: eger A(m)(m > 1) sdzlem yerine yetyén bolsa we k > m {ligin A(k) sdzlemin
yerine yetyandiginden A(k + 1) sézlemin hem yerine yetyéndigi gelip ¢ykyan bolsa,
onda A(n) s6zlem islendik natural n > m san ti¢cin dogrudyr.

12



Bu usulyn ulanylysyny gorkezyén mysallara garalyn.

5-nji mysal. Nyutonyii binomynyn
(a+b)' = EJO cla""b", neN

- n!
formulasyny subut etmeli, bu yerde C,' = ————, 0!=1.
m!l(n—m)!

C.B. Bu formula n = 1 bolanda dogrudyr, ¢iinki
a+b=>YC'a"b"=Cla+Cb=a+b.
m=0

Goy, ol formula kdbir n = k licin dogry bolsun, onda
k
(a+b)" =(a+b)a+b)=(a+b)) Cla"b" =
m=0

k k k k+1
k+1— k— 1 k+1— -1 _k+1-—
=EC,Z”a+ mbm+EC;"a ”‘b"”:EC:'a+ mb'"-l—EC,i” att"p" =
m=0

m=0 m=0 m=1

k k
— C;ak+l + chznak+l—mbm+chf;n—lak+l—mbm + C:bk+l,
m=1 m=1

Bu yerden
C,=C,h=C=CL=1C+C"'=C,
denliklerden peydalanyp,
k k+1
((1 _I_ b)k.H — Cf+lak+l + Zcznﬂakﬂ—mbm + Cllzillkarl — zcznﬂalwl—mbm
m=1 m=0

deniligi alarys. Sona gord-de, matematiki induksiya usulynyn esasynda Nyutonyn
binomyny1n formulasynyn yerine yetyandigi gelip ¢ykyar. C.S.

6-njy mysal. Eger @ > 0 bolsa, onda Vn € N iigin

(I+ay=1l+na, (1+a)y> waf
deisizlikler dogrudyr.
C.B. Nyutonyn binomynyn formulasy esasynda
(I+a)y=1 S R VIS

2

Bu deiiligin sag boleginiit hemme gosulyjylary poloziteldir, sonui {i¢in hem ol
deiilikden subut edilmeli densizliklerin alynyandygy aydyndyr. C.S.

13



denlige dwriilyar.

7-nji mysal. Eger islendik poloZitel x , x,, ..., x_sanlar tigin defllik x, -x, -... -x =1
yerine yetse, onda x, + x, +...+ x > n defisizligin dogrudygyny subut etmeli.

C.B. n = 1 bolanda x, = 1 sertiil esasynda defisizlik dogrudyr. Goy, defisizlik
n =k bolanda dogry bolsun we islendik polozitel x, x,, ..., x , x,,, sanlar li¢in

XXy XX, = 1

deilik yerine yetsin. Bu yerde iki yagday bolup biler: 1) sanlaryn dhlisi bire den,
onda olaryn jemi £ + 1-e dendir we deiisizlik subut edildi; 2) ol sanlaryn i¢inde i
bolmanda biri bire den dil, onda ol sanlaryn i¢inde in bolmanda yene biri bire den
déldir. Sunlukda, eger olaryn biri birden kici bolsa, onda beylekisi birden uludyr.
Umumylygy kemeltmezden x, > 1, x, < 1 hasap edeliil. Kabul etmémize gori (x x,),
X,...x,, X, polozitel k sanlar tigin
xx,tx, o tx, >k

denisizlik dogrudyr. Bu defisizligin iki bolegine-de x, +x, jemi gosup, x x, aillatmany
deiisizligin sag tarapyna geg¢irip, onuil sag bolegini 6zgerdelin:

X tx,tx, bty 2hk-xx, tx tx, =
=k+1+x(1-x)+x,-1=k+1+x(1-x)-(1-x)=
=k+1+0, -1 -x)>k+1.

Bu densizlik subut edilmeli deiisizligin n = k£ + 1 bolanda hem dogry bol-
yandygyny gorkezydr. Sonuni {icin hem matematiki induksiya usulynyn esasynda
densizlik islendik # li¢in dogrudyr. Subut edilen densizlikde denlik dine

1. Eger fakultetin talyp toparlarynyn biriniii talyplarynyn kopliigi 4, fakultetin
béslik¢ilerinin kopliigi B bolsa, onda A B, A\B, B\A kopliikler talyplaryn néhili
kopliiklerini diizer?

2.Berlen 4 = {x:0<x<2},B={x:1<x<3} koplikler boyunca 4U B,
ANB, A\B, B\A kopliikleri tapmaly.

2.1. Berlen 4 we B kopliikler boyunga 4 U B, 4N B, A\B, B\A kopliikleri anlatmaly:

aA)A={xeR:x>*+6x+8<0},B={x e R:x*+3x<0};
b)d={xeR:1<|x-3|<2},B={xe R:2x|<3};
)A={(x,y) e R:x*+)*<1}, B={(x,y) € R*: xy >0}.
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3. Deilikleri subut etmeli:
a) (A\B)YN(C\D)=(ANCONBND), b)AAB=(AUB)\NANB).

4. 0 <m < n densizligi kanagatlandyryan natural m we n sanlar ii¢in dhli dogry
m/n rasional droblaryn kopliiginin in ki¢i we in uly elementiniii yokdugyny subut
etmeli. Ol kopliigin takyk asaky we takyk yokarky ¢éklerini tapmaly.

5. r? <2 densizligi kanagatlandyryan rasional » san kopliiginin takyk asaky we
takyk yokarky c¢éklerini tapmaly.

6. Goy, {—x} kopliik x € {x} sanlara garsylykly bolan sanlaryn kopliigi bolsun.
Subut etmeli:

a) inf{—x} = —sup{x}; b) sup{—x} = —inf{x}.

7. Goy, {x + y} kopliik otrisatel dil x € {x} we y € {y} sanlaryil dhli x + y
jemlerinii kopliigi bolsun. Denlikleri subut etmeli:

a) inf{x + y} = inf{x} +inf{y}; b) sup{x +y} = sup{x} + sup{y}.

8. Goy, {xy} kopliik otrisatel ddl x € {x} we y € {y} sanlaryn &hli xy kopelt-
mek hasyllarynyn kopliigi bolsun. Deiilikleri subut etmeli:

a) inf{xy} = inf{x} - inf{y}; b) sup{xy} = sup{x} - sup{y}.
9. Densizlikleri subut etmeli:
a) |x =y = |b] = ll; b) x+ax, ot x [ =[x = (x [+ x ).

Densizlikleri ¢cozmeli:

10. |x + 1] <0,01. 11. |x - 2| > 10.

12, x| > |x +1]. 13. 2x — 1| < [x —1].
14, x + 2|+ |x = 2| < 12. 15. |x + 2| — x| > 1.
16. x+1|—x—1]<1. 17. |x(1 —x)| <0,05.

18. Tozdestwony subut etmeli:
x—i—x|>2 (x—x|>2_ 2
() + () =

19. 10 sm uzynlyk olgelende absolyut yaliyslyk 0,5 mm; 500 km uzaklyk dlce-
lende absolyut yalnyslyk 200 m bolupdyr. Bu 6lgegleriii haysysy has takyk?

20. Gonliburglugyn taraplary
x=2,50sm=0,01 sm; y=4,00sm=0,02sm.

Onunl § meydany haysy c¢éklerde bolar? Goniiburglugyni taraplary hokmiin-
de onufi orta bahalary alnanda, onufi meydanynyi absolyut A we otnositel 0
valnyslyklary ndhili bolar?
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21. Jisimin agramy p = 12,59 g £ 0,01 g, onun géwriimi V=3,2sm*+0,2 sm>.
Jisimin udel agramyny kesgitlemeli, jisimin agramy we gdwriimi hokmiinde orta
bahalary alnanda udel agramyi absolyut we otnositel yalnyslyklaryny bahalandyr-
maly.

22. Tegelegin radiusy » = 7,2 m = 0,1 m. Eger 7= = 3,14 alynsa, onda tegelegin
meydanynyn if kici otnositel yalilyslygy néhili bolar?

23. Goni burgly parallelepipedin 6l¢egleri:

x=247Tm=0,2 m;
y=65m=0,1 m,
z=12m=0,1 m.

Bu parallelepipedint » gdwriimi haysy céklerde bolar? Olgegleri hokmiinde
onunl orta bahalary alnanda, parallelepipedinn gdwriiminini absolyut we otnositel
yaliiyslyklary nihili bolar?

24. Kwadratyn x taraplary (2 m <x <3 m) haysy absolyut yalilyslyk bilen 61-
celende, onunt meydanyny 0,001 m? takyklykda kesgitlemek bolar?

25. Taraplarynyn her biri 10 m-den uly bolmadyk halynda géniiburglugyn x
we y taraplary haysy absolyut yalityslyk bilen 6l¢elende onuit meydanyny 0,01 m?
takyklykda kesgitlemek bolar?

26. Eger 0(x), 6(y) we O(xy) degislilikde x, y we xy sanlaryil otnositel
yaliiyslyklary bolsa, onda

0(xy) < 0(x) + 0(y) + 0(x)0(»)

denisizligi subut etmeli.

Matematiki induksiya usulyny ulanyp, islendik natural » san ii¢in denlikleri

subut etmeli:
n(n+1)
s
28.1+3+5+...+2n—-1)=n%
n(n+1)2n+1)

6 .
n(4n2 -1)
BT
3.1 +22+ .. +md=(1+2+..+n)
32.3+ 33+ 5+ ..+ 2n—1)y=n*(2n*-1).

33,0 L 4 b o4 1 n

"1-3 735 2n—2)2n+1)  2n+1

27.14+ 24+ ... +n=

20.1°+2°+ .. +n° =

30.1°+3° + .. +(2n—17 =
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1,1 1 _ n
st s ot Y @)l dn+ 1

35. Sol bir alamatly —1-den uly bolan x x, sanlar li¢in

1, 29 A
(I+x)(I+x).(I+x)=1+x +x,+..+x
Bernullinini densizligini subut etmeli.

Densizlikleri subut etmeli:

n n 1 n 1
36. nl < (LELY (r>1). (Gorkezme: (Zi%>+ :<1+ ! >+ >0

densizlikden peydalanmaly).
37.20-41..2n)! > [(n+ D" (n>1).
1.3 2n-1 - 1

B30 S a1

39.1+ +L>\/ﬁ(n22).
f f Jn

40. ' > (n + 1y (n > 3).

41. 2"n! <n".

42.

sin ( Zn: xk>

k=1

< Zn:sinxk O<x <mk=1,n).
k=1

43. (2n)! <2*"(n!)%.
44. Goy, polozitel x, (i = 1, n) sanlar tigin
X+ X+ ..+ X

a, = P " — orta arifmetik,
b, ="/ x,x,..x, —orta geometrik,
€= I n - orta garmonik
e SO S
X X Xn
sanlar bolsun. ¢ <b <a _densizligi subut etmeli (bu yerde defilik difie x, =x,=...=x,

bolanda dogrudyr). (Gorkezme: 7-nji mysaldan peydalanmaly).

45. Natural m san {i¢in deiiligi subut etmeli:

k;k(k 1)k +m—1)=— 1+ —n(n+1)...(n+m).
Bu deilikden peydalanyp, asakdaky jemleri hasaplamaly:

2. Sargyt Ne 2666
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a)l-2+2-3+..+n-(n+1)
b)1-2:-3+2-3-4+..+n-(n+1): (n+2);
¢)1:2-3-4+2-3-4-5+...+n-(n+1)-(n+2)-(n+3).

46. Natural m san {i¢in denligi subut etmeli:

! 1 _ 141 1
,; k(k+1)..(k+m) ~ E<m—!_ (n+1)(n+2)..(n+m-— 1))'

Bu denlikden peydalanyp, asakdaky jemleri hasaplamaly:

L1 I S

T I PE R P b
1 1 1 .
st r s a T st 2y
1 1 1

+

V12322345 " s D) (nsr2)(nt3)

47. Denlikleri subut etmeli:
a)l-11+2-21+ . +n-nl=m+1)!-1;

b) 1+ 2 4 . +nt = ;—On(n +1)(2n + 1)(3n* + 3n — 1);

DI +2°+ .. +n = %nz(n +12(2n +2n—1).
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YZYGIDERLIGIN PREDELI

§ 1. San yzygiderlikleri we olaryn hisiyetleri

1. Yzygiderlik diisiinjesi. Eger her bir n natural sana kébir x_hakyky san degisli
edilse, onda

XXy ey X

RS w vt

belgilenyir.
Eger Ve > 0 san ti¢in n, = n (¢) nomer tapylyp, Vn > n, ligin

x,—al<e (1)

a sanyi {x } yzygiderligifi predeli bolyandygy

limx, = limx, = a

yazgyda anladylyar.
Seylelikde,
(limx, = aye (Ve > 0)(3n, €N)(Vn > ny):[x, —a| <e.

a sanyh {x } yzygiderligii predeli bolmagynyn geometrik manysy seyledir:
Ve > 0 Ugin seyle n, nomer tapylyp, yzygiderligiii n -dan sofiky nomerli dhli ag-
zalary a sanyn € golay towereginde yerlesydr, yagny yzygiderligin tikkenikli sany
agzalary U(a, €) golay toweregiil dasynda yerlesyr.

Eger yzygiderliginl tiikkenikli predeli bar bolsa, onda ona yygnanyan yzygi-
derlik, predeli yok ya-da tiikkeniksizlige deii bolsa, onda ofla dargayan yzygiderlik

......

1-nji mysal. {M} yzygiderligii predeliniii bire defidigini subut etmeli, bu
n

yerde c erkin hakyky san.

C.B. Ve>0 ii¢in Arhimedin prinsipi esasynda seyle n, natural san tapylyp,
L < ¢ bolar. Sonuit {igin hem Vn>n tigin nte g ‘ = lel < le] <|cle=e
1, n n n

0

deiisizlik yerine yetyir we kesgitleme boyunga limnni =1. C.S.

Bu mysaldan hemiselik c ti¢in 1im < = ( deilik gelip ¢ykyar.

n—-o N
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2-nji mysal. {(-1)"} yzygiderligin predelininn yokdugyny subut etmeli.

C.B.Kébir a sany sol yzygiderligin predeli hokmiinde kabul edip, onunt U(a,1/3)
golay toweregine garalyn. Bu golay toweregin, yagny (a—1/3, a+1/3) interwalyn
uzynlygy 2/3-d deii. Sonuii iigin bu golay towerek bir wagtda —1 we +1 nokatlary
oziinde saklap bilmez, sebébi ol nokatlaryn arasyndaky uzaklyk 2-& dendir. Eger 1
bu golay towerege degisli dél diyip gliman etsek, ondan =2, 4, 6, ... bolanda x =1
bolyandygy ii¢in, bu golay toweregiit dagynda yzygiderligin tiikeniksiz kop agza-
lary yerleser. Diymek, a yzygiderligin predeli bolup bilmez, onun erkinliginden
bolsa yzygiderligin predeliniii yokdugy gelip ¢ykyar. C.S.

3-nji mysal. x — 5”2_—3 yzygiderligin predelinin 2,5-e defidigini subut et-
n
meli we € = 0,01 ligin n, nomeri kesgitlemeli.

C.B. Kesgitleme boyunga Ve 0 ii¢in Vn>n_ bolanda, |x —2,5/<e bolar yaly n,
nomeri tapalyin. Onun ii¢in densizligiii ¢ep bolegini 6zgerdelin:

_ _|S5n—=3 _ _|=3|-3
%, 2’5‘_‘ 2n 2’5‘_‘2n‘_2n<6'
Bu yerden gorniisi yaly, n > 23—8 bolanda [x —2,5|<e bolar. Sonui iigin 7, no-

mer hokmiinde 23_5 sany ya-da onufi bitin bolegini almak bolar. Sonda Vn>n, iigin

x —2,5|<e bolar, yagny rll£rr010xn = 2,5. Egere = 0,01 bolsa, onda n,=3/(2-0,01)=150

bolar. C.S.
Eger seyle ¢ san tapylyp, Vn e N ligin x < c (x > c) bolsa, onda {x } yzygi-

......

rrrrrr

------

2. Yzygiderligiri esasy hdsiyetleri. 1) eger yzygiderligin predeli bar bolsa, onda
yzygiderlik ¢éklidir we onun predeli yeke-takdir.

2) eger {x } yzygiderligifi a # 0 predeli bar bolsa, onda seyle n, nomer tapylyp,
Vn>n lgin |x | >|al/2 densizlik yerine yetyir. Has anykragy, gorkezilen n ligin a>0
bolanda x > a/2 we a < 0 bolanda x <a/2. Diymek, kibir nomerden baglap {x }
yzygiderligin alamaty a sanyi alamaty bilen gabat gelyar.

3) eger limx, = a we limy, = b predeller bar bolup, x >y ya-dax >y bolsa,

n—oo

onda a > b.

4) eger {x } we {y } yzygiderliklerifi ikisinifi hem predeli sol bir a sana
dei bolsa we Vne N lgin x <z <y defsizlikler yerine yetse, onda a san {z }
yzygiderligin hem predelidir.
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S5)eger {x } we {y } yzygiderliklerin predelleri bar bolsa, onda {x +y }, {x -y }
we {x /y } (pay kesgitlenende y # 0) yzygiderliklerifi hem predelleri bardyr:

lim(x, £y,) = limx, £ limy,;

n— oo

lim(x, y,) = limx, - limy,;

n—

X limx, .
ot =iy, (Hmy. 7 0).

n— oo

3. Tiikeniksiz kici we tiikeniksiz uly yzygiderlikler. Eger yzygiderligin predeli

a sanyi {x } yzygiderligifi predeli bolmagy tigin

x,=a+a, limg, =0 (2)
denliklerini yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Tiikenikli sany tiikeniksiz kigi yzygiderliklerin algebraik jemi we kopeltmek
hasyly hem-de tiikeniksiz kici yzygiderligin ¢akli yzygiderlige kopeltmek hasyly
tikkeniksiz ki¢i yzygiderlikdir.

Eger VK > 0 Ugin n, = n(K) nomer tapylyp, Va>n, ig¢in |x |>K defisizlik

......

yazylyar:

limx, = oo ya-da x — oo.
n

n— oo

4-nji mysal. {¢"} yzygiderligin |g| > 1 bolanda tiikeniksiz uly, |g|<1 bolanda
tiikkeniksiz ki¢i yzygiderlikdigini subut etmeli.

C.B. Eger |g| > 1 bolsa, onda |g| = 1 + @, @ > 0 we Bernullinin defisizligi esa-
synda

(I+a)y°=1+nya > nya.

Eger VK > 0 ti¢in n, nomeri n@ > K bolar yaly saylap alsak, onda Vn>n ii¢in
g >1q*=(1+a)* > na > K,
yagny {gq"} — tiikeniksiz uly yzygiderlikdir.

Eger |q| <1 bolsa, onda |1/g| > 1 bolyandygy {i¢in bu halda yzygiderligin tiike-
niksiz ki¢i bolyandygy subut edilenden gelip ¢ykyar. C.B.
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5-nji mysal. Degislilikde & we [ derejeli P(n) we Q(n) kopagzalar licin
P(n)/Q(n) payyn predelini tapmaly.
C.B. Bu predeli tapmak ii¢cin ony

a 3
Pn) 4 G0t et

=N n
O(n) bo+%+...+%

gorniisde yazyarlar. Bu denlige gori alarys:

0, eger k< bolsa,
lim—z =14a,/b,, eger k =1 bolsa,
oo, eger k> [ bolsa. C.S.

6-njy mysal. lim"/n = 1 defligi subut etmeli.
C.B. Eger n>2 bolsa, onda lim"V/n > 1. Sonuit esasynda Vn>2 {i¢in seyle
@ >0 san tapylyp, "Vn =1+ a, deflik yerine eter. Ondan bolsa n = (1 + a)

deilik alynyar. Bu deiilik esasynda

n(n — 1>a/2

n:(1+an)”> 3 n

denisizligi alarys. Bu yerden Vn > 2 iigin (0 < @, <,/ 2 i deiisizlik alynyar.
n J—

Ondan bolsa [im 2 T = 0 bolyandygyndan peydalanyp, lima, = 0 deiligi

n—oo n —

alarys. Diymek,
limn = lim(1 +a,)= 1. C.S.

n— oo

1

7-nji mysal. Va > 0 iigin lima"" = 1, lima /" = 1 deiilikleri subut etmeli.

n— oo n— oo

C.B. Eger 1<a<n bolsa, onda 1 <"Va <"Vn bolar. Bu yerden 5-nji my-
sal we 4-nji hisiyet esasynda glm"/g = 1 alynyar. Eger-de 0 < a < 1 bolsa, onda

1/a> 1 we lim(1/a)/" = 1 bolyandygy iicin

limVa = lim—-L 1.

n—oo n==n/1/q -

Subut edilen denlikden bolsa lim a_% = 1 gelip ¢ykyar. C.S.

n— oo
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8-nji mysal. |im "~ = ( (b > 1) deiiligi subut etmeli.
n—oo bn

.B. n__...n 0 _
¢ 0<b” (I+(-=1))

= n <
L4n(b— 1)+ 20—

1
5 )(b—1)2+...+(b—1)"
2n 2
< = -0
nn—1)b-1¢ (n—=1)(b-1)
Bu yerden yzygiderligini 4-nji hisiyeti esasynda subut edilmeli denlik gelip

¢cykyar. C.S.
Bu mysaldan we yzygiderliginn 5-nji hésiyetinden bitin polozitel m san ii¢in

1jm<i>’” = 0 (b>1) denlik alynyar.
n—oo bn

4. Monoton yzygiderlikler we olaryii yygnanma nysany. Eger Vn & N ligin
x <x . (x >x ) deisizlik yerine yetse, onda {x } yzygiderlige kemelmeyin (art-
mayan) yzygiderlik diyilydr. Eger-de Vn €N t¢in x <x  (x > x ) defisizlik

Weyerstrasyi teoremasy. Eger kemelmeyén (artmayan) yzygiderlik yokar-
dan (asakdan) ¢ékli bolsa, onda onui predeli bardyr.

9-njy mysal. lim(1 + L)' = lim(1 + L)™' = ¢ denlikleri subut etmeli.

n— oo ; n— oo ;

C.B.Goy, {x,} = {(1 + %)"} bolsun. Nyutonyn binomy esasynda

xn:(l+i)n: L+n-Ly

n n
+n(nz!—1)_;z+m+n(n—l)...[nrz—(n—l)].;n_
:1+1+%(1—%)+...+%<1—%)..(1—7’1;1). 3)

Eger bu deiiligi x ., tigin hem yazyp, ony (3) defilik bilen defiesdirsek, onda

Vk=1,n—11lgin 1 —k/n <1 - k/(n + 1) bolyandygy we x ,, li¢in yazylan defiligifi
sag bolegine polozitel gosulyjynyn gosulyandygy sebdpli, x <x . defisizlik alnar,
ol bolsa {x } yzygiderligiii artyandygyny afiladyar. (3) defilikden 1 —k/n <1 (k=1_,
n — 1) densizligin esasynda

xn<1+l+%+...+# 4)
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densizlik alynyar. 1/k! < 1/2%" (k> 2) densizligi ulanyp, (4) densizligi

1 1
Xn<1+1+2—!+...+m

gdrnilisde yazyp bolar. Sag bolekdéki jem ikinjiden baslap maydalawjysy 1/2-e den
geometrik progressiyanyin jemidir. Sonui {igin

1-1/2" _ 1
Xn<1+m—3 2n+1<3'

(ol yzygiderlik (3) denilikden gorniisi yaly, asakdan hem ¢éklidir: x >2). Seylelikde,
monoton we ¢édkli bolan {(1+1/n)"} yzygiderligin predeli bardyr, ony Eylerin teklibi
boyunga e san bilen belgilemeklik kabul edilendir: lim(1 +1/n)" = e.
Goy, y = (1 + L)”“ bolsun. Bu yzygiderligiii kemelyindigini we onuii hem
! n
predelinini e sana dendigini gorkezeliii. Bernullinin defisizligi esasynda

y, _ (1+1/n)""! (n+ 1)

Yor1  (L+1/(n+1)"2  |n(n+2)

_ 1 '+ ls n+1\n+1_
_<1+n2+2n> n+2_<1+n2+2n>n+2_

n+1

n+1
n+2

:n3+4n2+4n+1>1
n*+4n?+ 4n ’

yagny Va & Niginy >y . Bubolsa {y } yzygiderligifi kemelyandigini gorkezyar.

w= (e =0

defilikde predele gecip, lim(l +1/n)'=e detlikden peydalanyp, limy, = e
deiiligi alarys. C.S.
Bu mysaldaky {x } yzygiderligif artyandygy we {y } yzygiderligifi kemelyan-
digi sebipli, Vn & N ligin
L+l <e<alys Locmisl)<L (5)
n n n+1 n n
10-njy mysal. x, = (1+ L)(l + l) 1+-L), nEN yzygiderligin yyg-
2 4 2"

nanyandygyny subut etmeli.
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CB. %n+1 _ g, 1 1, yagny {x } yzygiderlik artyar. (5) defisizligin

X, 2r1+1
esasynda
_ 1 1 1
lnx,,_ln<1+2)+ln(1+4>+...+1n<1+2n)<
1.1 1 1.1 1 1 1 _ <
<2+4+...+2n<2+4+...+2n+... 21-1/2 1, x,<e

yagny {x } yzygiderlik ¢dklidir. Sonufi ligin hem Weyerstrasyfi teoremasy boyunga
{x,} yzygiderlik yygnanyar. C.S.

11-nji mysal. x = ”7!, n € N yzygiderligin predelini tapmaly.
"o (2n+ 1!
C.B. IIki bilen asakdaky gatnasygy diizelin:
X1 _ (n+DCn+ D 4
x,  nl-2n+3)!11  2n+3°
Bu deiilik esasynda islendik n>1 ii¢in x,,, | < %xn < x, bolar, yagny yzygider-
lik kemelyédr we 0<x <x, =1/3 bolany iigin ol ¢éklidir. Sonufi ti¢in hem onufl pre-
deli bardyr: %hrroloxn =c¢.Onda x,,, = x,- 2’2 ‘:_ 13 denlikde predele gecip, ¢ = %c,

yagny ¢=0 deiiligi alarys. Seylelikde, }Lrgxn = 0. C.S.

12-nji mysal. x, = V2 +v2+ .. +v/2, nEN (n kok) iigin yzygiderligiii
yygnanyandygyny subut etmeli we predelini tapmaly.

C.B. n-il artmagy bilen x -ifi artyandygy aydyidyr. Ifi sofiky kokde 2-ni 4 bi-
len ¢alsyryp, islendik n ti¢in x < 2 defisizligi alarys. Seylelikde, yzygiderlik artyar

we yokardan ¢ikli, sofia gord onuni predeli bar: limx, = a. Ony tapmak ii¢in

X, =2 +x,_,
deiilikde predele gecip, a = v2 + a denligi alarys, yagny a=2. Seylelikde,
limx, = 2. C.B.

5. Bolek yzygiderligiii predeli. Goy, n, n,, ..., n,, ... natural sanlaryfi artyan
yzygiderligi bolsun. {x } yzygiderlikden nomerleri n, n,, ..., n,, ... det bolan agza-
lary alyp, olary sol natural sanlaryn yerlesis tertibinde yazalyii:

Xyis X

s ngs e

, X

ngs

Berlen yzygiderlikden su gorniisde alnan yzygiderlige {x } yzygiderligiii bolek
yzygiderligi diyilyar we ol {xnk} yazgyda belgilenyar.
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Mpysal ii¢in, tdk natural sanlaryn 1, 3, 5, 7,... yzygiderligi natural sanlaryn
yzygiderliginii bolek yzygiderligidir, yone 3, 5, 1, 9, 7,... yzygiderlik onunl bolek
yzygiderligi déldir.

Eger {xnk} bolek yzygiderlik yygnanyan bolsa, onda onuii predeline {x }

------

Mysal iigin, predeli yok {(-1)"} yzygiderligin iki sany —1 we 1 bolan bolek-
leyin predelleri bardyr, ¢linki {—1} =—1,-1, ...,—1,..we {1} =1, 1, ..., 1, ... yzygi-
derlikler berlen yzygiderligiil bolek yzygiderlikleridir we olaryn predelleri —1 we 1
bolyandyr.

Eger yzygiderligin predeli bar bolsa, onda onui islendik bolek yzygiderliginin
hem predeli bardyr we ol predel yzygiderligii predeline dendir.

Bolsano-Weyerstrasyn teoremasy. Islendik ¢ékli yzygiderlikden yygnanyan
bolek yzygiderligi almak bolar.

Yzygiderligin bolekleyin predellerinini it ulusyna (il kigisine) yzygiderligin

......

limx,, <limxn>
n— oo m

gornilisde belgilenilyér.
Mpysal ti¢in, 1, 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1/6, ... yzygiderlik ii¢cin
limx, = 1, limx, = 0.

oo n—oo

13-nji mysal. x = (~1)"'(2+3/n), n € Niigin inf{x }, sup{x }, @x limx,
anlatmalary tapmaly.
C.B. Ilki bilen {x } yzygiderligifi agzalaryndan yygnanyan

3

DPE Xoyo1 =2+ 3 n< N

T =2 -1

iki bolekden ybarat yzygiderlikleri diizelini. Sunlukda, x, <x,  we {x, } kemel-
yandir, {x, } bolsa artyandyr. Sonuil esasynda {x } yzygiderligiii il ki¢i agzasy x,
we il uly agzasy x, bolar, yagny

infi{x } =x,=-7/2, supix }=x =3.

x, <x,  defisizligifi esasynda

limx, = limx,,_, = 2, limx, = limx,, =—2. C.S.
n— oo n— oo n—oo n— oo

14-nji mysal. x, = (3 cos(nr/ i) —Dn+1 , n € Niicin bolekleyin yzygider-

likleri, @x limx, we inf{x }, sup{x } tapmaly.

n— oo
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C.B. n = 4k bolanda

X, = 2n+1 _ 5, 1
n n
bolyandygy ii¢in %imx% =2,2<x4=2+ i we x, = %
n=4k+ 1 ya-da n = 4k + 3 bolanda
xn:;n_"l :—l—I-L
n n
bolyandygy iicin Ilimxélk+1 = %imx%+3 =—1,-1<x <0bolar.
n =4k + 2 bolanda
X, = —4n+1 :_4+L
n n

bolyandygy tigin llimx% .2, =—4, -4 <x_ <0 bolar. Diymek, berlen yzygiderligifi

bolekleyin predelleri 2, —1, —4 bolyandyr. Seredilen {x,,}, {x, }, {X,.,}> X5}
bolek yzygiderliklerin hemmesi bilelikde berlen dhli yzygiderligi diizyédr. Sonun
ticin hem yzygiderligin basga bolek yzygiderlikleri yokdur. Sunlukda,

limx, = limxy = 2, limx, = limx,,, =— 4.

k— o0 o

Sonunii {igin yokardakylar esasynda

inf{x } =4, sup{x,} = % C.S.

6. Yzygiderligiii yygnanma sertleri. Eger Ve > 0 li¢in n, nomer tapylyp, Vn>n,
we Vm > n Ugin |x —x | < ¢ defisizlik yerine yetse, onda {x } yzygiderlige funda-

Kosinin dl¢cegleri. Yzygiderligin yygnanmagy {i¢in onun esaslayyn bolmagy
zerur we yeterlikdir.

Stolsun teoremasy. Eger:

1. {y,} artyan tiikeniksiz uly yzygiderlik bolsa;

2. {%} yzygiderligifi a sana deii predeli bar bolsa, onda {x/y }
n~ Jn-1
yzygiderligin hem predeli a sana dendir.
15-nji mysal. Eger lima, = a predel bar bolsa, onda

a1+a2+...+an nEN

n b
orta arifmetik {d } yzygiderligifi hem predelinifi a sana defidigini subut etmeli,
yagny limd, = lima, = a.

d, =
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C.B. Goy,x =a,+a,+..+a,y =nbolsun, onda

X, — X, .
lim=~——"=L = lima, = a
n=o V= Yu-1 n—oo

deiligin esasynda Stolsun teoremasyny ulanyp,

) . at+a+..+a
lim>X = At et -+ d,

n—»ooyn n—oo

= limd, = lima, = a alarys.
n—oo n— oo

16-njy mysal. Eger lima, = a predel bar we a >0, n € N bolsa, onda

" la+1/ay+ .. +1/a,
orta garmonik {c } yzygiderligifi hem predelinifi a sana defidigini subut etmeli, yagny
lime, = lima, = a.
CB. lim L =1
n—oo an

denligin esasynda 15-nji mysal boyunca

lime, = lim

n —
n—oo nﬂool/al+l/612+...+1/an_
_ 1 1 _
_lirgl/al+l/a2+...+l/an B

n

1 1

=-—=a C.S.

Tatlatoiija 1% €
pm n a

17-nji mysal. Eger l{m a, = a predel bar we a >0, n € N bolsa, onda

b, =" aa,.a, n<ESN

orta geometrik {b } yzygiderligiii hem predeliniii a sana defdigini subut etmel,
yagny limb, = lima, = a.

C.B. Subudy 15-nji we 16-njy mysallaryn esasynda yzygiderligin 4-nji hdsiye-
ti boyunga 1-nji boliimini 44-nji mysalynda subut edilen ¢, <b <d deisizliklerden
gelip ¢ykyar. C.S.

n— oo

18-nji mysal. limin7 — o denligi subut etmeli.
n

C.B.Egerx =Innwey = nbolsa, onda Stolsui teoremasynyit hemme sertleri
yerine yetyar, ¢linki

{x,,H—x,,} {ln(n+ 1)—lnn}
Yon+1 = Yn

n+1-—n

- {1+ 1)



yzygiderligin predeli nola dendir. Onun seyledigi (5) densizlikden gelip ¢ykyar.
Sonui tigin hem Stolsuil teoremasy boyunca

1. Berlenx (n =1, 2, ...) we a san hem-de her bir € > 0 ti¢in n,=n(¢) nomeri
tapyp, Vn > n lgin [x —a| < € defisizligi subut edip, {x } yzygiderligini predeliniii a
sana defidigini subut etmeli we € = 0,1; € = 0,01 {i¢in n,=n (&) nomerlerini tapmaly:

A)x,= " a=1; ¢ x,=1,a=0 e)x =(~1)'0,999", a =0.
n+1 n!

_ n+ 1
byx, = U 0 d)x = n_ 4=,
n n +1

2. Berlen yzygiderlikler we her bir K> 0 {i¢in n, = n (K) nomeri tapyp, Vn > n,

lgin |x | > K defisizligi gorkezip, {x } yzygiderliklerifi predellerinifi tiikeniksizlige
denidigini subut etmeli we K=10; K=100 tigin n, = n (K) nomerleri tapmaly:

a)x = (-1)yn; b) x, = 2""; o) x, = lg(lgn) (n>2).

3. x,=n" U (n=1,2,...) yzygiderligin ¢iksiz, yone n — oo bolanda tiikenik-
siz uly déldigini subut etmeli.
4. Asakdaky tassyklamalary densizlikleriii komegi bilen yazmaly:

a) limx, = oc; b) limx, = — oc; ¢) limx, = +oo.

n— oo n— oo

5.asanyn {x } yzygiderligifi predeli bolmayandygyny (limx, # a) deiisizligin
komegi bilen yazmaly.

Natural bahalary alyan # {i¢in anilatmalaryi bahalaryny kesgitlemeli:

6. 1im 10000n 7. lim(Vn+ 1 —vVn).
n—oo n _|_ 1 n—oo
3 2 . _ n n
8. ljm_ Y. sinn! 9. lim (=2 +3 .
n—oo n+1 nﬁm<_2)n+1 + 3n+

2 n
el +b+b"+..+b
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_ . —1y!
11.1im(12+22+...+” 21). 12.5m L -2 43 DT
n— oo n n n n—oo| N n n n
) 2 2 _ 1 2 . 2 2 2 — 1 2
13. lim 1—3+2—3+...+Q]. 14. lim 1—3+3—3+...+%].
n=xln n n n=xln n n
15. lim<1 + 34+ 2”_1>
nee\2 2% ) 2
. 1 1 1
16. }1}2[—1 5 + 5.3 + ..+ —n(n 1) ]
17. im(vV242%2 .2V2).
Denlikleri subut etmeli:
18. lim 2L = 0, 19. im 2" = 0,
n—o) n—oo 1!
k n
20. nm”_n =0 (a>1). 21. lim4- = 0.
n—oo n—oo 1!
22. limng" = 0, |g| < 1. 23. limVa =1, (a>0).
24, nmlOgTa” —0. (@>1) 25. lim"Vn = 1.
26. lim—L_ —
n—/pl

27. Yeterlik uly n ti¢in afilatmalaryii haysysy uly:
a) 1007 + 200 ya-da 0,012 b) 2" ya-da n'%%, ¢) 1000" ya-da n!?

28. lim(% : % 2”2; 1 ) = 0 deiiligi subut ctmeli. (Gorkezme: 1. 1-nji boliimii

38-nji mysalyna seret).
29. x, = <1 + L)” (n=1, 2, ...) yzygiderligifi artyan we yokardan ¢éklidigini,
n
1 n

Y, = (1 + z) - (n=1, 2, ...) yzygiderligin kemelyian we asakdan ¢éklidigini subut

etmeli. Bu yerden ol yzygiderliklerin umumy

lim(1 + 1)” = lim(1 + 1)"“ =e

neo\ o op) T oame\ | on

'xn+1 yn

predelinin bardygyny subut etmeli. (Gorkezme: Xy gatnasyklary diizmeli
we 9-njy mysaldan peydalanmaly). ! e
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30,0 < e — <1 + %)ﬂ < % (n=1, 2, ...) denisizligi subut etmeli. n gorkezijinin

haysy bahalarynda (1 + %)” anlatmanyn e sandan tapawudy 0,001-den ki¢i bolar?

31. +oo-ge ymtylyanp (n=1,2,...) we —oo-ge ymtylyang (n=1,2, ...) sanlaryn
erkin yzygiderligi iicin (p,, ¢, &[-1, 0]) lim<1 + 1)”" - nm<1 + 1)‘*" _ ¢ denligi
D dn

n— oo n— oo

subut etmeli.

n— oo

32. hm(l e ) = ¢ denligi ulanyp,

Eﬂ@+1+%T+%T+ +iﬁ e

deiiligi subut etmeli. Ondan

1119
e—2+2| 3l ﬂ,0<@<1

formulany getirip ¢ykarmaly we e sany 10*5 takyklykda hasaplamaly.

33. e sanyn irrasionaldygyny subut etmeli.

34. <%>ﬂ <n! < e(%)ﬂ densizligi subut etmeli.

35. Deisizlikleri subut etmeli:

a) 1~ 1n<1 n L) < L n—islendik natural san;
n+1 n n

b) 1 + @ <e” « —noldan tapawutly hakyky san.

36. limn(al/ "— 1) = Ina (a > 0) deiligi subut etmeli, bu yerde Ina berlen a

n— oo

sanyn e = 2,718... esasly logarifmi.

Monoton we c¢dkli yzygiderligin predeli hakyndaky Weyerstrasyn teore-
masyndan peydalanyp, asakdaky yzygiderliklerinn yygnanyandygyny subut etmeli:

37. x,=p, + 10 , ...), bu yerde p, (i=1,2,...) p,-den
baslap, 9-dan uly bolmadyk otrisatel dél bitin sanlar.
_10 11 n+9
38. x L3 o1
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39.x,=(1-2)(1- %)(1 —2L> 40 x, = (1+5)(1 +i)...<1 +2L)

4. x,=vV2,6,=v2+V2 \/ 2+...+«/§J,...

-
n kokler

Kosinin 6lgeglerinden peydalanyp, asakdaky yzygiderliklerin yygnanyandygy-
ny subut etmeli:

42.x =a,*taq+..+tagq" buyerde|a|<M((k=0,1,2,..),|q/<l.

43.x = sinl | sin2 sinn
n 2 22 2n
44. » — cosl! | cos2! ~cosn!
W= T et e )
_ 11 1 5 oL L _ 1., _
45. x, = 1+?+?+ +?. (Gorkezme: 7 < T, (1=23,.)

densizlikden peydalanmaly).

46. Eger seyle C san tapylyp, [x,—x |+, —x|+..+|]x —x |<C(n=2,3,..)
densizlik yerine yetse, onda x (n =1, 2, ...) yzygiderligifi ¢ékli liytgemesi bar di-
yilyar.

Céakli tiytgemesi bar bolan yzygiderligin yygnanyandygyny subut etmeli.

Yygnanyan, yone ¢ikli iiytgemesi bolmadyk yzygiderlige mysal getirmeli.

47. Yzygiderlik tli¢in Kosiniii dlgegleriniii yerine yetmeyindiginiii ndméni
afladyandygyny yazmaly.

48.Kosinin dlgeglerinden peydalanyp, x, = 1 + % + é + .+ = 1 yzyg1der11g1n
dargayandygyny subut etmeli.

49. Eger x (n =1, 2, ...) yzygiderlik yygnanyan bolsa, onda onufi islendik x,

bolek yzygiderliginiit hem yygnanyandygyny we %im x, = limx, defiligi subut etmeli.

n— oo

50. Kabir bolek yzygiderligi yygnanyan monoton yzygiderligin yyg-
nanyandygyny subut etmeli.

51. Eger limx, = a predel bar bolsa, onda 1£m| x,| = |a| denligi subut etmeli.
52. Eger x, — a bolsa, onda [im~*+1 Yo 1 predel barada nime diymek bolar?

n— o x

53. Yygnanyan yzygiderligin ¢éklidigini subut etmeli.
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54. Yygnanyan yzygiderligin ya takyk yokarky ¢igini, ya-da takyk asaky ¢égini,
ya-da bolmasa, olaryi ikisini hem alyandygyny subut etmeli. Seyle yzygiderliklerin
i gdrniisine hem mysal getirin.

55. +oo-ge yygnanyan x, (n = 1, 2, ...) san yzygiderligifi hokman 6ziinifi takyk
asaky ¢égini alyandygyny subut etmeli.

x (n=1,2,..)yzygiderligif ifi uly agzasyny tapmaly:

2 f n
_n- n _ 1000
56.xn_2n, 57. x, = 00 +n" 58. x, = T
x (n=1,2,..)yzygiderligif il ki¢i agzasyny tapmaly:
59.x = n*~9n— 100. 60. x, = n +190.
x (n=1,2,..)yzygiderlik {icin infx , supx , limx,, hmx tapmaly:
_ _L —(_ n—1 i
61.x, =1~ 62. x, =(—1) <2+n).
_ (=0 T4+ (=1) _ n nw
63. x, = p + 5 . 64.xn—1+n+1cos2.
n(n—
65. %, = 1+ 2(— 1y 43 (1)
66. x, = 1= 1 o5 2N7 67.x = (~1yn.
X, n+lcos 3 x = (=1)yn
68.x =-n[2+ (-1)]. 69.x =ntV",
70. x, = 1+ns1n”27Z 71. x”:n—l—lO,Z'

Asakdaky yzygiderlikler ti¢in limx,, hmx predelleri tapmaly.

2
72.x, = N 2nz 73 0 = (14 LY (Z1) 4 sin T
Xy = €08 X, (1+n) ( 1)+sm4.
4. xﬁﬂﬁinz% 75. %, = V142"
76. x, _cosnz’;—”

Asakdaky yzygiderliklerin bolekleyin predellerini tapmaly:

111317 1 2"=1
° 2) 2) 4’ 47 85 8""52]1’ 2}1 9

3. Sargyt Ne 2666
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1 11 11,11 11 11,11 1 1
B Lyttt oyt pltpytpztpyplty
1.1 1 1 1
2+n""n—1+n’n+1’
o l121231234
2'3' 34445555
80. x, = -(1—%)+2(—1)". 81.x,,=%[(a+b)+(—1)”(a—b)].

82. Bolekleyin predelleri a, a,, ... a, sanlara den bolan san yzygiderliginin
mysalyny diizmeli.

83.Berlena , a,, ..., a , ... yzygiderligin dhli agzalary onufi bolekleyin predel-
leri bolyan san yzygiderligini diizmeli. Ol yzygiderligiii yene néhili bolekleyin pre-
delleri bolup biler?

84. Yzygiderlikleri diizmeli:

a) tilkkenikli bolekleyin predelleri yok bolan;

b) bir tiikkenikli predeli bar bolan, yone yygnanmayan yzygiderligi.

85.x wey, =x, " (n=1, 2, ...) yzygiderliklerin sol bir bolekleyin predel-
leriniii bardygyny subut etmeli.

86. Cakli x (n = 1, 2, ...) yzygiderlikden yygnanyan bolek X, (k=1,2,..)
yzygiderligi alyp bolyandygyny subut etmeli.

87.Egerx (n=1, 2, ...) yzygiderlik ¢ikli bolmasa, onda /}{mxnk = oo bolyan
X, bolek yzygiderligin bardygyny subut etmeli.

88.Goy,x (n=1,2,..)yygnanyan, y (n=1,2, ...) bolsa dargayan yzygider-
lik bolsun. Onda a) x + y ; b) x y yzygiderliklerii yygnanyandygy barada nédme
aytmak bolar?

89. Goy, x, we y (n =1, 2, ...) yzygiderlikler dargayan bolsun. a) x + y ;
b) x y yzygiderliklere dargayan yzygiderlik diyip bolarmy?

90. Goy, %{mxn =0 wey (n=1,2,..) erkin yzygiderlik bolsun. Onda
limx,y, = 0 diyip tassyklamak bolarmy? Degisli mysallary getirmeli.

91. Eger limx,y, = 0 bolsa, onda bu yerden ya limx, = 0, ya-da limy, = 0

o1y 1=

2 b n 2 1’ 2’ "') my-

gelip ¢ykyar diyip bolarmy? x, =
sallara seredin.
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92. Subut etmeli:
a) limx, + limy, < lim(x, + y,) < limx, + limy,;

b) limx, + limy, < lim(x, + y,) < limx, + limy, .
Bu yerde berk densizliklerini yerine yetyén mysallaryny getirin.
93.Goy,x,>20wey >0 (n=1,2,..)bolsun. Subut etmeli:

a) hﬂxn' hﬂyn = hﬂ(xnyn) = hﬂxn ’ myn;

b) limx, - limy, < lim(x,y,) < limx, - limy,.
Bu yerde berk densizliklerini yerine yetyédn mysallaryny getirin.
94. Eger limx, predel bar bolsa, onda islendik y (n=1, 2, ...) yzygiderlik tigin

denlikleri subut etmeli:

a) @(xn +y,) = limx, + }i?yn; b) lim(x,y,) = limx, - limy, (x, > 0).

95. Eger kédbirx (n =1, 2, ...) yzygiderlik iigin y (n =1, 2, ...) yzygiderligiii
néhili boljakdygyna garamazdan:

a) lim(x, +y,) = limx, + limy, ya-da

b) lim(x,y,) = limx, - limy, (x,>0)
deriliklerifi haysy-da bolsa biri yerine yetyén bolsa, ondax (n=1,2,...) yzygiderligin
yygnanyandygyny subut etmeli.

96. Eger x > 0 (n=1,2,...) we limx, - lim-L — 1 bolsa, onda x (n=1,2,..)

n— oo n—oo xn
yzygiderligin yygnanyandygyny subut etmeli.
97.Egerx (n=1,2,...) yzygiderlik ¢akli we lim(x,,, —x,) = 0 bolsa, onda ol

yzygiderligiii bolekleyin predelleri onuii asaky [ = limx, we yokarky L = limzx,

N — oo n— oo

predellerinin arasynda dykyz yerlesyédndigini, yagny [/, L] kesimin islendik sanynyn
berlen yzygiderligii bolekleyin predeli bolyandygyny subut etmeli.
98.x,, Xy, ..0r X, ... yzygiderlik tigin
0<x <x +x (mn=1,2,..)
sert yerine yetende |im-2 predelifi bardygyny subut etmeli.

n—oo Nl

+n
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99.Egerx (n=1,2,...) yzygiderlik yygnanyan bolsa, onda &, = (x1 +x,+ ... +Xx,)

(n=1,2,...) orta arifmetik yzygiderligininn hem yygnanyandygyny we
XN tEX X .
lim L = limx,

n— oo n n— oo

deiiligi subut etmeli. Ters tassyklama dogry déldir, ona degisli mysal getiriii.
100. Eger limx, = + oo bolsa, onda

Attt

n—oo n

=+ o0

bolyandygyny subut etmeli.
101. Egerx (n=1, 2, ...) yzygiderlik yygnanyan we x > 0 bolsa, onda
5, = l
bolyandygyny subut etmeli.
102. Egerx >0 (n=1,2,...) we %152% predel bar bolsa, onda

n

hmr— lim Yt

bolyandygyny subut etmeli. " K

103. lim—2 - =¢ defiligi subut etmeli.

104. Stolsun teoremasyny subut etmeli. Eger:
1. {y } artyan tiikeniksiz uly yzygiderlik bolsa;

2. {M} yzygiderligin a sana den predeli bar bolsa.
Yn = Yu-1
Onda {x /y } yzygiderligifi hem predeli a sana defdir.

105. Predelleri tapmaly:

2
a) lim 2 (a> 1) b) lim lgn

rl—>+ooa n—+oo N

106. Natural p san ti¢in denlikleri subut etmeli:

1P+ 2P+ +n” 1
a)%{rglo B B ESE

b)hm<1p+2p+...+np_ n >_1,

np p+1 _5’

n— oo
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1"+3"+ .. +Q2n—-1p  9r

¢) %152 P! Cop+ 1
107 x, =1+ 2+ 24+ lomn = 1,2, ) yzygiderligifi Jye-
nanyandygyny subut etmeli.
Seylelikde,
l+5+5+.+-=C+lnn+e,

bu yerde C = 0,577216... — bu san Eyleriii sanydyr we n — oo bolanda e — 0.

108. kyg(n —li- 7 4 p }_ 3 4+ o+ 21n> predeli tapmaly.

109.x (n=1, 2, ...) yzygiderlik seyle kesgitlenyir:

_ _ _X_1+X_2 _
x, =a, x,=b, xn_% n=3,4,..)

limx, predeli tapmaly.

110.x (n=1,2,..) yzygiderlik seyle kesgitlenyar:

x0>0’ xn+1 :%<xn+%’l> (l’l=0,1,2, )

limx, = 1 denligi subut etmeli.

n— oo

1l.x wey (n=0, 1, 2, ...) yzygiderlikler seyle kesgitlenyar:

— — xi‘l+ n
xl_a’ yl_b’ Xnt1 =V X Yns Ynp1 = 2y .

Olaryfh umumy /(a,b) = limx, = limy, predeliniii bardygyny subut etmeli.

(1(a, b) sana a we b sanlaryn orta arifmetik-geometrik sany diyilyar).

n—oo (n+1)!

Natural m san ti¢in denilikleri subut etmeli:

= 1 denligi subut etmeli.

S k(k+ 1)o(k+m—1)

113, |jm£=1 __ 1
jm n(n + l)(n + m) m+1

114. 1
5152;1 k(k+1).. (k+m+1) m-m!
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FUNKSIYANYN PREDELI

§1. Funksiya we onun grafigi

1. Funksiyanyii kesgitlenigi. X kopliigin her bir x elementine Y kopliigin kesgitli
v elementini degisli edyén f diizgiine X kopliikde kesgitlenen, bahasy Y kopliikde bo-

......

Funksiyany (6wiirméni) asakdaky yaly belgilemek kabul edilen:

[ X—>Y, XL~V

Funksiya ululygy licin x — f(x) ya-da y = f(x) yazgy hem ulanylyar.

y = flx) yazgydaky her bir x ululyga f funksiyanyii argumenti ya-da liytgeyini,
f(x) ululyga bolsa f funksiyanyn x ululyga degisli bahasy diyilyar. Sonda onun kes-
gitlenen X kopliigine kesgitlenis yaylasy, bahalar kopliigine bolsa bahalar yaylasy

Eger f funksiya X kopliigin her bir elementine Y kopliigin difie bir elementi-
ni degisli edyédn bolsa, onda ona birbahaly funksiya, eger-de birden kdp agzasyny
degisli edyén bolsa — kdpbahaly funksiya diyilyér.

Eger f funksiya X kopliigin Y kopliige dwiirmesi, F bolsa Y kopliigin Z kop-
liige owiirmesi bolsa, onda z=F[f(x)] funksiya x-a gord c¢ylsyrymly funksiya
kopliige 6wiirmesidir.

2. Funksiyanyii grafigi. Tertiplesdirilen dhli (x, y) jlbiitlerin x E Xwe y=fx) €Y
sertleri kanagatlandyryan kopliigine y = f(x) funksiyanyn grafigi diyilyér. Basgaca
aydylanda, ol tekizlikdiki koordinatalary y = f(x) baglanysykda bolyan ahli (x,y)
nokatlaryn kopliigidir.

y = filx) funksiyanyn grafiginden peydalanyp, funksiyanyn ya-da argumentin
0zgerdilmegi esasynda alynyan

y=gx) (gx)=mflax + b) + k)

gorniisddki funksiyanyn grafigini gurmaklygy asakdaky 1-nji tablisany ulanyp,
seyle tertipde yerine yetirmeli:

f(x) - flax) —»f[a(x - %)] = flax + b) —
— mf(ax + b) — mflax + b) + k = g(x).
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1-nji tablisa

Funksiyanyn grafiginiii geometrik 6zgertmeleri

v =g(x) v = f(x) funksiyanyn grafigi bilen gecirilmeli 6zgertmeler
funksiyanyn grafigi
gx)=fix)+k Oy oky boyunca k > 0 bolanda grafigi & birlik yokaryk,
k<0 bolanda grafigi |k| birlik asak siiysiirmeli (/-nji su-

rat).
gx)=fix—a) Ox oky boyunga a > 0 bolanda grafigi a birlik saga, a <0
(@a#0) bolanda grafigi |a| birlik ¢epe siiystirmeli (2-nji surat).
g(x) = mf(x) Oy okunyn ugruna Ox okuna goérd m > 1 bolanda grafi-
(m>0,m+1) gi m esse sliyndiirmeli, 0<m <1 bolanda grafigi m esse

gysmaly (3-nji surat).

g(x) =flax) Ox okunyi ugruna a > 1 bolanda Oy okuna goré grafigi a
(a>0,a+#1) esse gysmaly, 0 < a < 1 bolanda grafigi 1/a esse siiyndiir-
meli (4-nji surat).

g(x) =—f(x) Ox okuna goré grafigi simmetrik dwiirmeli (5-nji surat).
g(x) =fl—x) Oy okuna goréa grafigi simmetrik dwiirmeli (6-njy surat).
g(x) = |fx)| Grafiginn Ox okundan yokarda yerlesen bolegi onkiiligine

galdyrylyp, asakda yerlesen bolegini sol oka gord simmet-
rik Owlirmeli (7-nji surat).

g(x) =—f(|x]) Grafiginn Oy okundan sagda yerlesen bolegi onkiiligine
galdyrylyp, sol bolegi Oy okuna gord simmetrik dwiirmeli
(8-nji surat).

Bellik. Funksiyanyn grafigi gurlanda yalnyslyk goybermezlik {i¢in Ox oky
boyunga siiysiirilmeli ululyk ax argumente gosulyan san bilen kesgitlenmén, x argu-
mente gosulyan san bilen kesgitlenyéandigini yatladyarys. Mysal tigin, y =log, (1 —2x)
funksiyanyfi grafigini gurmak y = log,x funksiyanym grafiginden peydalanyp, seyle
shema boyunga yerine yetirilyar:

log;x — log;(2x) — logs(—2x) — log, [— 2<x - %)]E log; (1 — 2x),
yagny berlen funksiyanyn grafigini gurmaklygy y = logx funksiyanyn grafigi-
ni gurmakdan baglamaly, sofira grafigi Ox okunyn ugruna Oy okuna gori iki esse
gysmaly, sofira ol grafigi Oy okuna gord simmetrik Owiirmeli we in soflunda alnan
grafigi Ox oky boyunca 1/2 birlik saga siiystirmeli.
ax+b

ox +d drob ¢yzykly funksiyanyn grafigini gurmaly.

Mysal. y =
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=flx)+1
Y =fx) I
1
-3 0O 3N'X -3 1 3 iz
\_4_2 B
y=Mx)-1
1-nji surat
VA YA YA
y =fx) 1| y=flx+2) 1| y=Ax=2)
3 0 3%« o —"4>x o2 x
2-nji surat
y YAY = 2f(x) y |
Y =fx) 2 1|y =75Ax)
1]-= 2
-3 0 3x -3 0 3% -3 O 3x
3-nji surat
y Y R
Ty - fiv) IT/y\=f(2x) 11_ »=/3%)
3 0 T x TI3H0Mxr Te~—_0 T x
4-nji surat
YA v A
/ TN vy =fk)
Y =f=x)
y=£x)
o x
\:\—f(x)
5-nji surat

6-njy surat 7-nji surat

8-nji surat
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C.B. Drob gysgalmayan halynda (yagny bc # ad bolanda) 6zgertme gegirmek

bilen ony
wap_ 5 rg) _allx+O+(G-¢)) _

cx+d d d
e(x+7) e(x+2)
bc — ad
2
a c a k bc — ad
==+ ==4 > k===
¢ x4d x4 d ¢’
c c

gornlisde yazmak bolar. Sonuil esasynda berlen funksiyanyn grafigi y = % funk-
siyanyi (giperbolanyn) grafiginden % sanyn alamatyna baglylykda Ox oky boyun-
ca |d/c| birlik saga ya-da cepe siiysiirilip, a/c sanyn alamatyna baglylykda Oy oky
boyunga birlik yokaryk, ya-da asak siiysiirilip alynyar. Sonuni ii¢in berlen drob
cyzykly funksiyanyn grafigini gurmak ii¢cin onuil asimptotalaryny bilmek we solara
gord giperbolanyn sahalarynyn birinin yerlesisini bilmek yeterlikdir, ¢iinki onun
ikinji sahasy asimptotalaryil kesisme nokadyna goré birinji sahasyna simmetrikdir.
Grafigin asimptotalary y = k/x funksiyanyn grafiginiii degisli asimptotalaryndan
stiysiirilip alynyan x =—d/c we y = a/c goni ¢yzyklardyr, sahalarynyi birinin yerlesisi
bolsa giperbolanyn Ox ya-da Oy oky bilen kesisme nokady boyunga kesgitlenyar.
C.S.

3. Ters we monoton funksiyalar. Goy, f: X — Y we her bir Y =f(X) = y ululy-
gay = f{x) bolyan X = x ululyk degisli bolsun. Onda Y, kopliikde, umuman aydy-
landa, kopbahaly x = ¢(y) funksiya kesgitlenendir. Ofla y = f{x) funksiyanyn ters
funksiyasy diyilyér.

Eger Vx , x, € Xl¢in x, <x, bolanda

fx) <Axy) - (flx) > Ax,))
densizlik yerine yetse, onda f funksiya X kopliikde artyan (kemelyédn) funksiya
diyilyar, eger-de

fx)=fix)  (flx) 2 Ax,))
deiisizlik yerine yetse, onda f funksiya X koplikde kemelmeyén (artmayan) funk-
siya diyilyér.

Eger f funksiya X kopliikde artyan (kemelydn) bolsa, onda onun Y= f{X) kop-
liikde kesgitlenen birbahaly artyan (kemelyin) ters funksiyasy bardyr. Ol, kdpleng,
/7! bilen belgilenyir.

Mysal ticin, [0, 2] kesimde y = x? funksiya artyar we onuf bahalar kopliigi
[0, 4] kesim bolyar. Sonun iicin sol kesimde berlen funksiya ters bolan yeke-tik
x =f""(y) =y funksiya kesgitlenendir.
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4. Giperbolik we beyleki funksiyalar. Asakdaky denlikler arkaly kesgitlenyan

_et—e " _e*+e "
shx = — chx = —y
funksiyalara degislilikde giperbolik sinus we giperbolik kosinus funksiyalar diyil-
yar. Olar arkaly kesgitlenydn

shx _ chx
ohe S =gy

funksiyalara degislilikde giperbolik tangens we giperbolik kotangens funksiyalar

rrrrrr

thx =

ch’x —sh’x =1;
ch(x + y) = chx chy + shx shy;
sh(x + y) = shx chy + chx shy;
ch2x = ch’x + sh*x, sh2x = 2shx chy.
Eger x we y liytgeyén ululyklarynl arasyndaky baglylyk
F(x,»)=0
denlik arkaly berlen bolsa, onda funksiya anyk dél gorniisde berlen funksiyalar
gosmaca ¢ parametr arkaly, yagny
x=o), y=y@) (<t<t)

deiiliklerin kdmegi bilen berilydr. Bu halda funksiya parametrik gorniisde berlen
funksiya diyilyar. Hazirki wagtda kompyuterlerde diirli hasaplamalary ge¢irmek
ticin iiytgeydn ululyklaryn arasyndaky funksional baglylyklar programmalar arkaly
hem berilyér.

Funksiyalaryn kesgitlenis yaylalaryny tapmaly:

2

Ly=X 2. y=V3x—x. Ly=(x—2) /1t

YE I y 3x —x 3.y=(x—2) = x
4. a) y =log(x* — 4); b) y =log(x + 2) + log(x — 2).
5.y =4/sin(vVx). 6.y = cosx’.

(e T _ Vx

7.y = lg(smx). 8.y= S
9.y = arcsmlz-:cx 10. y = arccos(2sinx).
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11. y = Ig[cos(lgx)]. 12,y = (x +| x|)v/ xsin’ zx.

13. y = ctgmx + arccos(2Y). 14. y = arcsin(1 —x) + 1g(lgx).
15.y = (2x)! 16. y = log,log log x.
17. y =%/1gtgx. 18. y = /sin2x + v'sin3x (0<x<27).

Funksiyalaryn kesgitlenis we bahalar yaylalaryny tapmaly:

19.y=vV2+x—x". 20. y=1g(1 — 2cosx).

21,y = 2 22. y = arcsin(lg %
y = arccos v y arcsm<1g 00 )
23.y=(-1)~ 3
24. Esasy AC = b we
beyikligi BD = h bolan ABC I v

ticburclugyn icinden beyik-
ligi NM = x bolan KLMN
goniiburgluk c¢yzylan (9-njy §
surat). KLMN gontiburclugyn
P perimetrini we onun S
meydanyny x-ifi funksiyasy K D N
hokmiinde anlatmaly. 9-njy surat
P = P(x) we S = S(x) funksiyalaryn grafiklerini gurmaly.

25. ABC tgburglugyn AB =6 sm, AC=8 sm taraplary we BAC =x burgy ber-
len. BC =a tarapy we ABC ligburglugyn S meydanyny x-ifi funksiyasy hokmiinde
anlatmaly. a = a(x) we S = S(x) funksiyalaryn grafiklerini gurmaly.

26. Esaslary 4D = a we BC = b y N <
(a>b), beyikligi BK = h bolan denyanly
ABCD trapesiyada A4 depeden AL=x
uzaklykda LN| KB goni ¢yzyk gegiri- S
len (10-njy surat). ABNLA figuranynn S
meydanyny x-ii funksiyasy hokmiinde
anlatmaly. § = S(x) funksiyanyn grafigi- K L
ni gurmaly. 10-njy surat

27. Ox okunyn 0 < x <1 kesiminde 2 g massa dendlcegli paylanan, ol okun
x=2 we x = 3 nokatlarynda bolsa her biri 1 g bolan massalar jemlenen. San bahasy
(—o0, x) interwaldaky massa deii bolan m = m(x) (—oo <x < +o0) funksiyanyn analitiki
anlatmasyny diizmeli we ol funksiyanyn grafigini gurmaly.
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28. y = sgn x funksiya seyle kesgitlenyar:
—1,eger x < 0;
sgn x =40, eger x = 0;
1, eger x>0 bolsa.

Su funksiyanyi grafigini gurmaly.
|x| = xsgnx
deiiligi subut etmeli.

29. y = [x] (x-in1 bitin bblegi) funksiya seyle kesgitlenyédr: eger bitin 7 san {i¢in
x=n+rwe0<r<1bolsa, onda [x] = n.
Su funksiyanyn grafigini gurmaly.

30. Goy, y = m(x) (x > 0) funksiya x-dan uly bolmadyk yonekey sanlaryn muk-
dary bolsun. Argumentiil 0 <x < 20 bahalary ii¢in ol funksiyanyn grafigini gurmaly.
y = fix) funksiyanyn E_kopliigi haysy E kopliige owiirydndigini anyklamaly.

3y=x4 E ={-1<x<2}.

32.y =lgx, E.={10<x<1000}.

33. y = Larctgx’ Ex: {—00 <x< +<13}.
T

34.y= ctg%, E={0<[x<1}.

S.y=kl, E ={1<|x]<2}.

Uytgeydn x ululyk 0 < x < 1 interwalda iiytgéinde berlen iiytgeyin y ululyk
haysy kopliikde tiytgeyéndigini anyklamaly.

36.y=a+ (b—a)x. 37.y=ﬁ.

38. y=—%_. 39.y =vx—x".
2x — 1

40. y = ctgmx. 41.y = x + [2x].

42. Berlen f(x) = x* — 6x° + 11x? — 6x funksiyanyn £(0), f(1), f(2), f(3), f(4)
bahalaryny tapmaly.

43. Berlen f(x) = Ig(x?) funksiyanyn f(—1), /(—0,001), /(100) bahalaryny tapmaly.

44. Berlen f(x) = 1 + [x] funksiyanyn £(0,9), /(0,99), 1(0,999), (1) bahalaryny
tapmaly.
I+x, eger —o0o <x=<0
2%, eger 0 <x<+4o0
f(1), f(2) bahalaryny tapmaly.

45. Berlen f(x) = { " funksiyanyn f(-2), /(-1), £(0),
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46. Berlen f(x) = % ;x funksiya boyunga asakdaky funksiyanyn £(0), f(—x),
X

fx+ 1), f(x) + 1, f(%} #x) bahalaryny tapmaly.

47. Berlen funksiyalar boyunga x-iii 1) f(x)=0; 2) f(x)>0; 3) f(x)<0 bolyan
bahalaryny tapmaly:

a) f(x) =x —x’; b) flx) = Sin%; ¢)f(x) = (x + (1 - x).

48. Berlen a) f(x) = ax + b; b) f(x) = x% ¢) f(x) = &* funksiyalar boyunga

o(x) = fx + hh) —flx) funksiyany tapmaly.

49. f(x) = ax* + bx + ¢ funksiya iigin

Sx+3)=3f(x+2)+3f(x+ 1) —f(x) =0
deiiligi subut etmeli.

50. Berlen f(0) = -2 we f(3) = 5 bahalar boyunga bitin ¢yzykly f(x) = ax + b
funksiyany tapmaly. /(1) we f(2) bahalar (¢yzykly interpolyasiya) naca den?

51. Berlen f(-2) = 0, f(0) = 1, f(1) = 5 bahalar boyunca ikinji derejeli bitin
rasional f(x) = ax* + bx + ¢ funksiyany tapmaly.

f(=1) we f(0,5) bahalar (kwadrat interpolyasiya) ni¢d deni?

52. Berlen f(—1) =0, f(0) =2, f(1) =-3, f(2) = 5 bahalar boyunca {i¢iinji dere-
jeli bitin rasional f(x) = ax® + bx*> + cx + d funksiyany tapmaly.

53. Berlen f(0) = 15, f(2) = 30, f(4) = 90 bahalar boyunca f(x)=a+ bc* funk-
siyany tapmaly.

54. Eger ¢yzykly f(x)=ax+b funksiyanyfh x = x (n =1, 2, ...) argumentiniii
bahalary arifmetik progressiyany emele getiryin bolsa, onda funksiyanyn degisli
v, =f(x) (n=1,2,..) bahalarynyn hem arifmetik progressiyany emele getiryandi-
gini subut etmeli.

55. Eger gorkezijili f(x) = a*(a>0) funksiyanyfix =x (n=1,2,...) argumentiniii
bahalary arifmetik progressiyany emele getiryén bolsa, onda funksiyanyn degisli
vy, =f(x)(n=1,2,..) bahalarynyn geometrik progressiyany emele getirydndigini
subut etmeli.

56. Goy, f(u) funksiya 0 < u < 1 iicin kesgitlenen bolsun. Funksiyalaryn
kesgitlenis yaylalaryny tapmaly:

a) f(sinx); b) f(Inx); ¢) f([x)/x).
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57. flx) = %(ax + a~*) (a > 0) funksiya licin

S+ y)+flxe-y)=21(x) /)

deiiligi subut etmeli.

58. Goy, f(x) + f(v) = f(z) bolsun. Berlen funksiyalar {i¢in z-i tapmaly:
a) f(x) = ax; ¢) f(x) = arctgx (x| < 1);

b) flx) = 1 d) fix) = log | 2.

Berlen funksiyalar boyuncga ¢ylsyrymly
ele)], VU] eldx)] we Yle@)]

funksiyalary tapmaly:
59. p(x) = x> we P(x) = 2. 60. ¢(x) = sgnx we (x) = —
0, eger x < , eger x <0,
61. we
#(x) = {x eger x > O vix) = {—x eger x > 0.

62. Berlen f(x) = funk51ya boyunga

SV, fUT™L

funksiyalary tapmaly.

63. Goy, f,(x) = f{f(..f(x))) bolsun. Berlen f(x) = % tigin £ (x) funk-
n gezek \ + X

siyany tapmaly.
64. Berlen f(x + 1) = x> — 3x + 2 boyunga f{(x)-i tapmaly.
65. Berlen f<x + L) =X+ Lz (Ix| = 2) boyunga f(x)-i tapmaly.
X X

66. Berlen f<%) = x ++1+x* (x>0)boyunca f(x)-i tapmaly.

67. Berlen f( x X ; ) — x° boyunga f(x)-i tapmaly.

Funksiyalaryn gorkezilen aralyklarda artyandygyny subut etmeli:

68. f(x) =x> (0 <x < +o0). 69. /(x) = sinx ( 72T<x<7zf)
70. f(x) = tgx (—§<x< 72T> 71. f(x) = 2x + sinx (—o0 <x <+o0).
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Funksiyalaryn gorkezilen aralyklarda kemelyandigini subut etmeli:

72. f(x) =x* (—o0o<x<0). 73.f(x)=cosx (0<x<m).

74. f(x)=ctgx (0<x<nm).

75. Funksiyalaryin monotonlygyny deriiemeli:

a) f(x) = ax + b; ¢) f(x) =x% e)f(x)=a" (a>0).

b =al+bte d) flx)= DED

76. Densizligi agzama-agza logarifmldp bolarmy?
77. Goy, @(x), ¥(x) we f(x) monoton artyan funksiyalar bolsun. Eger
P(x)<f(x)<¥(x) bolsa, onda
Ple(0)] < [T 0)] < Y[Y(x)]
deiisizligiii dogrudygyny subut etmeli.

Berlen funksiyalarynl x = ¢(y) ters funksiyalaryny we olaryn kesgitlenis yayla-
laryny tapmaly:

78.y =2x+3 (-0 <x<+o0).
79.y =x% a)—0<x<0; b)0<x<-+oo0.

80. y = % (x#-1).

8l.y=+v1-x a)-1<x<0; b)0<x<l.
82. y = shx; shx=%(e"—e‘x) (—o0 < x < +00).

83.y =thx; thx = e —e’ (—o0 < x <+o0).
e +e
x, eger —oo < x < 1I;
84,y ={x°, eger 1 <x < 4;

2%, eger 4 < x <+oo.

85. Eger simmetrik (—/, /) interwalda kesgitlenen f(x) funksiya li¢in f(—x) = f(x)
bolsa, onda ona jiibiit funksiya, eger-de f(—x) = —f(x) bolsa, onda ona tik funksiya
diyilyar.

Berlen funksiyalaryn haysylarynyn jiibiit, haysylarynyn ték funksiyadygyny
anyklamaly:

a) f(x) = 3x —x%; d — nl—=x.

) (%) ) f(x) ln1+x,

b) flx)=3/(1 —xP +3/(1 +x); e flx)=In(x++v1+x);

¢)fx)=a"+a*(a>0).
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86. Simmetrik (—/, /) interwalda kesgitlenen islendik f(x) funksiyany sol ke-
simde jiibiit we tidk funksiyalaryn jemi gorniisinde ainladyp bolyandygyny subut
etmeli.

87. Eger X kopliikde kesgitlenen f(x) funksiya tigin 7> 0 san tapylyp, x € X
tcin f(x £ 7) = f(x) denlik yerine yetse, onda onia 7 periodly periodik funksiya (gys-
gaca T — periodik funksiya) diyilyar.

Asakdakylaryn haysylarynyn periodik funksiyalardygyny anyklamaly we ola-
ryn in ki¢i periodyny kesgitlemeli:

a) f(x) = AcosAx + Bsindx; e) f(x) = sinx?;

b) flx) = sinx + %sin2x + %sin?»x; i) flx) = tex;

¢) flx) = 2tg5 - 3tg3; f) f(x) = tgv/x;

d) f(x) = sin’x; g) f(x) = sinx + sin(xv2).

88. Islendik rasional sanyn Dirihldnin

1, eger x rasional bolsa;
0, eger x irrasional bolsa

D(x) = {

funksiyasynyn periody bolyandygyny subut etmeli.
89. Kesgitlenis yaylasy umumy, periodlary dlgegdes bolan iki funksiyanyn
jeminin we kopeltmek hasylynyn periodik funksiya bolyandygyny subut etmeli.
90. Eger f(x) funksiya ti¢in f(x + 7) = — f(x) (T > 0) deiilik yerine yetse, onda

......

yandygyny subut etmeli.

91. Eger f(x) (—o<x<+w) funksiya we polozitel & we T sanlar lcin
f(x+T)=kf(x) denilik yerine yetse, onda f(x) = a*¢(x) denlik dogrudyr, bu yerde:
a —hemiselik san, ¢(x) bolsa T — periodik funksiya.

92. Cyzykly birjynsly y = ax funksiyanyn a = 0; 1/2; 1; 2; —1 bolandaky gra-
figini gurmaly.

93. Cyzykly y = x + b funksiyanyn b = 0; 1; 2; —1 bolandaky grafigini gurmaly.
94. Cyzykly funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a)y=2x+3; b)y=2-0,1x; c)yz—%—l.

95. Demrin ¢yzyklayyn gifielme koeffisiyenti @ = 1,2 - 10°°. Amatly bolan
masstabda / = f(T) (—40° < T'<100°) funksiyanyn grafigini gurmaly, bu yerde 7 gra-
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duslarda anladylan temperatura we / demir sterZeninl 7' temperaturadaky uzynlygy
(/=100sm, T = 0° almaly).

96. San oky boyunca iki material nokat hereket edyér. Birinjisi #=0 baslangyc¢
wagtda koordinatalar baslangyjyndan 20 m ¢epde bolup, tizligi &, = 10 m/s. Ikin-
jisi bolsa t = 0 wagtda O nokatdan 30 m sagda bolup, onui tizligi §, = -20 m/s. Ol
nokatlarynl hereketleriniii deilemelerinin grafiklerini gurmaly we olaryn dususyan
wagtlaryny we yerlerini tapmaly.

97. Ikinji derejeli bitin rasional funksiyalaryi (parabolalaryii) grafiklerini gurmaly:
ayy=ax’; a=1,1/2,2,-1;

b)yy=@-x)5 x,=0,1,2,-1;

)y=x’+tc¢; ¢=0,1,2,-1.

98.y = ax* + bx + c kwadrat licagzany y = y + a(x —x,)* gbrniise getirip, gra-
figini gurmaly. Asakdaky mysallary hem su gorniise getirip, grafigini gurui:

a)y=8x—2x% )y =-x>+2x—1;
b)y=x*-3x+2; d)y:%x2+x+1.

99. Material nokat baslangy¢ §, = 600 m/s tizlik bilen gorizontyn tekizligine
a=45° burg bilen zyiiylan. Onun hereketinin trayektoriyasynyn grafigini gurmaly
we galan in yokary beyikligini we ugusyn daslygyny tapmaly (takmynan g~10 m/s?
diyip hasap etmeli, howanyn garsylygyny hasaba almaly dil).

Ikiden yokary derejeli bitin rasional funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

100.y =x3+ 1. 101.y = (1 —x*)(2 +x).
102,y = x> —x*. 103. y =x(a — x)*(a + x)? (a > 0).
Drob ¢yzykly funksiyalaryn (giperbolalaryn) grafiklerini gurmaly:
1 1 —x
104. y = =, 105, y = - =X
YT R

106. Drob ¢yzykly y = % (ad — bc # 0, ¢ # 0) funksiyanyn grafigini

y =y, + —"_ gorniise getirip gurmaly. Asakdaky mysaly hem sol gorniise geti-
X - XO

3x+2

2x —3°

rip, grafigini gurmaly: y =

107. Gaz p, = 1 kg/sm* basysda v, = 12 m’ gdwriimi alyar. Gazyi temperatu-
rasy hemigelik bolanda v géwrliminiii p basysa baglylykda tiytgeysinin grafigini
gurmaly (Boyl-Mariottyn kanuny).

Drob rasional funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

4. Sargyt No 2666
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108. y = x + 1 (giperbola). 109. y = &° +% (Nyutonyi trezubesi).
X

110, y = x + % .y = Jixz (Anyezinit cyzygy).
112. y = 1 ixx2 (Nyutonyf serpantini). 113. y = | —1x2'

. y=—2 115.y:(1_}_7x>—%+ﬁ.
R R |

2
118. y = ax” +bx+c (a, #0) funksiyany y = kx + m + —%— gOrniise ge-

aqx + bl X — X
tirip, grafigini gurmaly. Asakdaky mysaly hem su gdrniise getirip grafigini gurmaly:
2
_Xx —4x+3
YT a1l

119. Cekiji merkezinden x uzaklykda bolan F ¢ekiji gliyjiint absolyut ululygynyi
grafigini gurmaly: F'= 10 kg, x = 1 m (Nyutonyii kanuny).

120. Wander-Waalsyii kanuny boyunca real gazyn v gowriimi we onuil p
basysy ( p+ %)(V — b) = ¢ formula arkaly baglanysyar.
v
p = p(v) funksiyanyit a =2, b = 0,1 we ¢ = 10 bolandaky grafigini gurmaly.

Irrasional funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

121. y =+v —x — 2 (parabola). 122. y =+xv x (Neylifi parabolasy).
123. y = i%«/loo — x> (ellips). 124. y =++/x* — 1 (giperbola).
125.u =+ i;i 126. y = +xv/100 — x°.

127. y =+x /ﬁ (sissoida).  128. y =4/ (x> — 1)(9 —x?).

129. y = x" derejeli funksiyanyn grafigini gurmaly:

ayn=1,3,5; byn=2,4,6.
130. y = x" derejeli funksiyanyn grafigini gurmaly:
ayn=-1,-3; b)n=-2,-4.
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131. y ="/ x radikalyn grafigini gurmaly:
aym=2,4; b)ym=3,5.
132. y = n/ i radikalyn grafigini gurmaly:

aym=2,k=1;, ¢ym=3,k=1; e)m=23, k=4, Hm=4,k=3.
bym=2,k=3;, dym=3,k=2;, d)m=4,k=2;

133. y = a* gorkezijili funksiyanynl @ = 1/2, 1, 2, e, 10 bolandaky grafigini
gurmaly.

134. y = 1 ¢ylsyrymly gorkezijili funksiyanyn grafigini gurmaly:

__ 1.
a) y, =x% ®x=% )N ="
b — 2. d 1. 5 _ 2x
)yl x5 )yl__29 a’)yl_ P

X I —x

135. y = log_ x logarifimik funksiyanyn grafigini gurmaly:
a=1/2,2,e,10.

136. Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
a) y = In(—x); b) y =—Inx.

137. y = Iny, gylsyrymly logarifmik funksiyanyn grafigini gurmaly:

a)y, =145 Dn= 1y )y, =1+e.
by D23 )y =L

138. y = log 2 funksiyanyfi grafigini gurmaly.

139. y = Asinx funksiyanyn 4 = 1, 10, -2 ii¢in grafigini gurmaly.

140. y = sin(x - x,) funksiyanyi x, = 0, 7/4, 7/2, 37/4, 7 ligin grafigini gurmaly.
141. y = sinnx funksiyanyn n = 1, 2, 3, 1/2, 1/3 {i¢in grafigini gurmaly.

142. y = acosx + bsinx funksiyany y = A4sin(x — x,) gornilise getirip, grafigi-

ni gurmaly hem-de asakdaky mysaly hem su gorniise getirip, grafigini gurmaly:
y=6cosx + 8sinx.

Trigonometrik funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
143.y = cos x. 144.y =tg x.
145.y = ctg x. 146.y = sec x.

51



147.y = csc x. 148. y = sinx.

149. y = sin’x. 150. y = ctg’x.
151. y = sinx - sin3x. 152. y =++ cosx.
Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
153. y = sinx?. 154. y = sin%.
T . 1
.y = cos-—. 156. y = -sin—.
155. y = cos e 56. y = sinx - sin p
T 1
.y = tg*. 158. y = sec—.
157. y =tg p y = sec o
159. y:x<2+sin%>. 160. y =++v/1 — x° sin%.
161. y = % 162.y = ecosx.
163. y =+27"Vsinzx. 164. y = 08X
1 +x
165. y = In(cosx). 166. y = cos(Inx).
167. y = e'sim,
Ters trigonometrik funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
168. y = arcsinx. 169. y = arccosx.
170. y = arctgx. 171. y = arcctgx.
1 1
172. y = -, 173. y = —.
y = aresin- y = arccos-
174. y = arcctg%. 175. y = arcsin(sinx).
176. y = arcsin(cosx). 177. y = arccos(cosx).
178. y = arctg(tgx). 179. y = arcsin(2sinx).
180. y = arcsiny, funksiyanyf grafigini gurmaly:
—1-% by =2 N d)y, =en
a)yl 1 25 )}’1 1+_X2’ Q))ﬁ l_l_x’ )yl

181. y = arctgy, funksiyanyn grafigini gurmaly:

a)y, =x% b)y =-L; ¢)y, = Inx; d)y =

x Sinx
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182. Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a)y=x—3x+2; f)yz%;
I —21-x
3
b) y = X : )y =1g(x* - 3x + 2);
YT A +ay BrE
¢)y= |x\x— 5 h) y = arcsin(% - sinx);
d — 1 — 2 : : _ 1 1 1 .
Yy =+vx(l —x°) i)y arctg(x_1+x_2+x_3>,
e) v =3gin(X L T). i) y=1log sinx;
) y 3Sln< 2 + 4 >’ J)y gcos.x
i) y = ctg—"* 7) y = (sinx)"e",
I +x
183. y =f(x) funksiyanyn grafigini ulanyp, asakdaky funksiyalaryn grafiklerini
gurmaly:
a) y =-f(x); b) y =f(=x); )y =~f(=x).

184. y = f(x) funksiyanyn grafigini ulanyp, asakdaky funksiyalaryn grafiklerini
gurmaly:

a)y =f(x—x,); ¢) y =/(2x);
b)y =y, +/(x—x); d) y =flkx + b) (k #0).
1—|x], = PR
185. f(x) ={O, =] oer Ii _ | funksiyaigin y = 2] f(x — 1) + flx +1)]

funksiyanyn 1 =0, ¢t = 1, t = 2 bolandaky grafiklerini gurmaly.
186. Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
a)y=2+v1—x; ¢)y=In(l+x); e) y =3+ 2cos3x.
byy=1-¢e" d) y = —arcsin(1 + x);

187. y =f(x) funksiyanyn grafigini ulanyp, asakdaky funksiyalaryn grafiklerini
gurmaly:

Qy=f@: by =L fx) [+ ) &)y = S fx)] - f(x).

188. y = f(x) funksiyanyn grafigini ulanyp, asakdaky funksiyalaryn grafiklerini
gurmaly:

a)y =f(x); ¢)y = Inf(x); e) y = sgnf(x);
b) y = f(x); d) y = f(f(x)); a)y =[]
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189. f(x) = (x — a)(b — x) (a < b) ligin funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a) y = f(x); ¢Q)y= ﬁ; e)y = e/; f) y = arcctgf(x).

b) y = fA(x); d) y =y f(x); i) y = lgf(x);

190. 1) f(x) = x*% 2) f(x) = x* li¢in funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a) y = arcsin[sinf(x)]; ¢) y = arccos[sinf(x)];  e)y = arctg[tgf(x)].

b) y = arcsin[cosf(x)]; d) y = arccos[cosf(x)];

191. y = f(x) we y = g(x) funksiyalaryil grafiklerini ulanyp, asakdaky
funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a) y =f(x) + gx); b) y =f(x)g(x); ¢)y =1(gx)).

Grafikleri gogsmak diizglininden peydalanyp, funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
192.y=1+x+ e 193.y=x+1)?+(x-1)=

194. y = x + sinx. 195. y = x + arctgx.

196. y = cosx + %cos 2x + %cos 3x.

197. y = sinx — %sin3x + %sinSx.

198. y = sin*x + cos*x. 199.y =1 —x|*+1 +x].

200.y =11 —x|—|1 +x|.
201. Giperbolik funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a) y =chx; chx = %(ex +e )

b) y = shx; shx = %(e" —e ),

= thy- _ shx
¢)y = thx; thx_chx'

Kopeltmek diizglininden peydalanyp, funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

202. y = xsinx. 203. y = xcosx.
204. y = x’sin’x. 205, y = SI0X_
1 +x
206. y = e*’cos2x. 207. y = xsgn(sinx).
208. y = [x]|sin7mx|. 209. y = cosx - sgn(sinx).
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1 —|x|, eger |x|<1;

210. f(x) = > funksiya ticin y=f(x)f(a—x) funksiyanyn
0, eger |x|>1

grafigini gurmaly:
a)a=0; b)a=1; ¢)a=2.

211 y =x+ Vx sgn(sin zx) funksiyanyn grafigini gurmaly.
1

Berlen f(x) funksiya li¢in y = ) funksiyanyn grafigini gurmaly:
X

212. f(x) = x*(1 — x?). 213. f(x) = x(1 —x)

214. f(x) = sin’x. 215. f(x) = Inx.

216. f(x) = e'sinx.

—1, eger —co <u<-1;
217. flu) =qu, eger —1<u<1;
I, eger 1 <u<+4oo bolsa,

funksiya licin ¢ylsyrymly y = f(u), u=2sinx funksiyanyn grafigini gurmaly.

xz, eger x =0 bolsa,

funksiyalar {igin olaryn grafiklerini gurmaly:
a)y=¢le@l;  by=ely®]; ¢ y=vlex)]; d)y =¢[Y )]

1, eger [x[=1; 2 — %, eger |x|<2;
219. = — ’ )
P(x) {0, eger [x|>1, """ ¥(x) {2, eger |x|> 2 bolsa,

218. ¢(x) = %(x +]x ) we (x) = {x eger x < 0;

funksiyalar ii¢in olaryn grafiklerini gurmaly:
a)y=¢le@l;  by=el¥®l; ¢ y=vlex)]; d)y =¢[J )]

220. x > 0 yaylada kesgitlenen f(x) funksiyany x < 0 yaylada alynyan funksiya:
1) jlibiit; 2) tdk bolar yaly dowam etdirmeli:

a) flx) =1-x; ¢) flx) =V x; e) f(x) = e

b) f(x) =2x —x?% d) f(x) = sinx; a) f(x) = Inx.

Alnan funksiyalarynl grafiklerini gurmaly.

221. Funksiyalaryn haysy dik oklara gérd simmetrikdigini kesgitlemeli:
a)y=ax+bx +c; O)y=va+x+v/b—x,0<a<b);

b)y:%+ d) y =a + bcos x.

¥ (I—xp

55



222. Funksiyalaryn haysy merkeze gord simmetrikdigini kesgitlemeli:

a)y=ax )y x—1+x—2+x—3’
b)y:%; e)y=1+¥Vx—2.

¢)y=ax’+bx*+cx +d;

223. Periodik funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
a) y = [sinx|;
b) y = sgncosx;

)y=f(), flx)=AT(2-7) 0=sx=<2h fx+2)=f();
Il n[X]
e) y = (x), bu yerde (x) san x-den ona yakyn bolan bitin sana ¢enli uzaklyk.
224. Eger y = f(x) (—o0 <x < +o0) funksiyanyn grafigi x =a we x =b (b > a) wer-
tikal oklara gord simmetrik bolsa, onda ol funksiyanyn periodikdigini subut etmeli.

225. Eger y = f(x) (-o0 < x < +o0) funksiyanyn grafigi A(a, y,) we B(b, y,)
(b>a) nokatlara gord simmetrik bolsa, onda f(x) funksiyanyn ¢yzykly we periodik
funksiyalaryf jemi bolyandygyny subut etmeli. Eger y, =y, bolsa, onda f(x) perio-
dik funksiyadyr.

226. Eger y = f(x) (-0 < x < +o0) funksiyanyn grafigi 4(a, y,) nokada we x =b
(b # a) goni ¢yzyga gord simmetrik bolsa, onda f(x) funksiyanyil periodikdigini
subut etmeli.

227. f(x + 1) =2f(x) we f(x) =x(1 —x) (0 <x < 1) bolyan y = f(x) (—oo<x<+0)
funksiyanyn grafigini gurmaly.

228. f(x + ) =f(x) + sinx we f(x) = 0 (0 <x < 7) bolyan y = f(x) (o0 <x <+0)
funksiyanyi grafigini gurmaly.

229. y = y(x) funksiyanyn grafigini gurmaly (x-iii asakdaky bahalary {i¢in):

-y

a)x=y-—y% b) x = = 9x=y-lny; d) x* = siny.
I+y
230. Parametrik gorniisde berlen y = y(x) funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
ayx=1-t,y=1-7; e) x = Scos’t, y = 3sin’t;
b)x:H%, y=t+L; d) x = 2(¢ — sin?), y = 2(1 — cos?);
4
¢) x = 10cost, y = sin (ellips); Hx="Vr, y="r+1, (t>0).

d) x = cht, y = sht (giperbola);
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231. Anyk dél gorniisde berlen funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a) x> —xy +y*=1 (ellips); ¢) sinx = siny;

b) x* +)* — 3xy = 0 (Dekartynl yapragy); &) cos(mx?) = cos(wy);
¢) Vx +/y = 1 (parabola); f)x =y (x>0,y>0);
d) x** + y*? = 4 (astroida); g)x— x| =y -l

232. Anyk dél gorniisde berlen funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
a) min(x, y) = 1; ¢) max(lx, [y) = 1;

b) max(x, y) = 1; d) min(x?%, y) = 1.

233. Polyar (r, ¢) koordinatalarynda berlen » = r(¢) funksiyalaryn grafiklerini
gurmaly:

a) r = @ (Arhimedin spiraly); d) r = 10sin3 ¢ (ii¢c yaprakly bagiil);
b) r = Z (giperbolik spiral); f) * = 36c0s2¢ (Bernullinin lemniskatasy);
@
- % (0<@<+o0): —_T >1):
¢)r ¢+1(_¢> 0); & p=-—5 >0
d) r = 29?7 (logarifmik spiral); h) ¢ = 27sinr.

e) r=2(1 + cosp) (kardioida);
234. Polyar r we ¢ koordinatalarynda funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

a) ¢ =4r—r% b)gozillf”z; ¢) >+ ¢*=100.
r

235. Parametrik gorniisde berlen funksiyalaryn (¢ > 0 — parametr) polyar » we
@ koordinatalarynda grafiklerini gurmaly:

p=1-2"sin7},
a) ¢ = tcos’t, b) o
r = tsin’t, r=1-12 cos5-

236. y = x* — 3x + 1 funksiyanyn grafigini gurup, x> — 3x — 1 = 0 denlleménin
takmynan ¢oziiwini tapmaly.

Derlemeleri grafiki usulda ¢6zmeli:

237.x*—4x-1=0. 238.x*—4x+1=0.

239. x =27, 240.1g x=0,1x.

241. 10" = x~ 242.1gx=x (0 <x <2m).
Denlemeler sistemasyny grafiki usulda ¢ézmeli:

243.x +y*=1,16x* +y=4. 244. x> +y*=100, y = 10(x* — x — 2).
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§ 2. Funksiyanyn predeli

1. Funksiyanyit predeliniii kesgitlenisi. Goy, f funksiya kébir X kopliik-
de kesgitlenen bolsun. Ol funksiyanyn a nokatdaky predeli diisiinjesi girizilende
sol nokadyn X kopliige degisli bolmagy hokman dildir, yone bu halda a nokat X
kopliigini predel nokady bolmalydyr, yagny ol nokadyi islendik golay téwereginde
X kopliigin nokatlary bolmalydyr. Seyle kopliige (a, b) interwal we a nokadyi is-
lendik U(a) siinjiilen golay toweregi mysal bolup biler.

Geyninin kesgitlemesi. Eger a sana yygnanyan V{x } (x # a) yzygiderlik
Ugin {f(x,)} yzygiderlik B sana yygnanyan bolsa, onda B sana f funksiyanyfi a no-

Kosinifi kesgitlemesi. Eger Ve > 0 san iigin 6 = d(¢) > 0 san tapylyp,
0<|x—a|<0 serti kanagatlandyryan Vx tg¢in |[f(x) — B| < & densizlik yerine yetse,
onda B sana f funksiyanyn a nokatdaky predeli diyilyar.

B sanyn ffunksiyanyn a nokatdaky predeli bolyandygy

limf(x) =B ya-da f(x) = B(x — a)
bilen belgilenyir. Bu yazgyny simwollary ulanyp, Kosiniil kesgitlemesi esasynda
gysgaca seyle yazmak bolar:
(Ve>0)(F0>0) (Vx,0<|x—a|<0):|f(x)-B|<e.
Funksiyanyn predeli tligcin Geyniniin we Kosinin kesgitlemeleri dengiiyclii-
dirler.

1-nji mysal. f(x) = xsin% funksiyanyn a = 0 nokatdaky predelinii nola

dendigini subut etmeli.
C.B. Eger Ve > 0 li¢in 0 = ¢ alsak, onda 0 < |x| < § serti kanagatlandyryan Vx

icin ‘ xsin%’ <|x| < e densizlik yerine yetyar. Sonui ligin hem Kosinifi kesgitle-

mesi esasynda lirr&x sinL = 0. C.S.
xX— X

L funksiyanyii a = 0 nokatda predeliniii yokdugyny

2-nji mysal. f(x) = sin;

subut etmeli.
C.B. Bu funksiya x # 0 nokatlaryn hemmesinde kesgitlenendir. Goy,

X =2 (n=0,1,2,...)bolsun. Onda limx, = 0, yone f(x ) = (—1)". Sonun
" r(2n+1) x—o0 g

ticin ol hi¢ bir predele ymtylmayar. Diymek, funksiyanyn a = 0 nokatda predeli
yokdur. C.S.
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3-nji mysal. Kosinin kesgitlemesini peydalanyp, lim(2x +5) =1 deiiligi subut
xX—->=2

etmeli we ¢ sanyii 0,1 we 0,01 bahalaryna degisli 6 sany anyklamaly.

C.B. Kesgitleme boyunga Ve > 0 iigin |x + 2| < § bolyan Vx ii¢in [2x + 5 — 1|=
=|2x +4|=2|x +2| < & densizligin yerine yetmegi igin 0 san hokmiinde §=&/2 ya-da
ondan kigi bolan polozitel sany almak bolar. Sonda € = 0,1 bolanda 6(0,1)=0,05 we
e =0,01 bolanda 6(0,01)=0,005 bolar. C.S.

Bellik. Bu mysalda 2|x + 2| < ¢ densizligi kanagatlandyryan x-ifi bahalar kop-
liigini, ol densizligi ¢oziip bilmedik sebibi bize a=-2 nokadyn difie sol densizlik
yerine yetydn golay toweregini kesgitlemek gyzykly bolup, ol denisizligin sol golay
toweregin dagynda yerine yetyindigi ya-da yetmeyéndigi bizi gyzyklandyrmady.
Seyle yagdayda basda @ nokadyi kdbir golay toweregini alyp, bahalandyrmany sol
golay téwereginde gecirmek amatly bolyar. Yéne bu bahalandyrmada alynyan go-
lay toweregin bagda alnan golay towerekden uly bolmazlygyny gazanmalydyr.

4-nji mysal. lim2x2 = 4 deiligi subut etmeli.

x——

C.B. Ony subut etmek {igin |x*> — 4| = |x — 2||x + 2| tapawudy bahalandyrmaly.
lay towerekde, mysal ii¢cin, @ = -2 nokadyn 1 golay towereginde, yagny (-3, —1)
interwalda gecirmek ansatdyr. Sol interwala degisli dhli x ti¢in [x — 2| < 5 bolar.
Sonuii tigin hem |x? — 4| <5|x+2| deitsizligi alarys. a = -2 nokadyn (-2 — 9, -2 + 0)
0 — golay téwereginiit hokman sol nokadyn 1 golay tdwereginin i¢inde yerlesmeli
bolany tigin, 6 sany d=min(1,&/5) denlikden kesgitldlin. Sonda 0 < |x + 2| < § bo-
landa |x*—4| < 5|x + 2| < € deisizlik yerine yeter. Seylelikde, limzx2 =4.C.S.

5-nji mysal. Dirihlanin
0, eger x irrasional san bolsa;

D(x) = {

1, eger x rasional san bolsa,

funksiyasynyn hi¢ bir nokatda predeliniii yokdugyny subut etmeli.

C.B. Erkin a nokatda funksiyanyn predelinini yokdugyny gorkezmek iicin sol
nokada yygnanyan rasional sanlaryfi {x } we irrasional sanlaryn {x'} iki yzygi-
derligine garalyfi. Onda Vn li¢in D(x ) = 1 we D(x') = 0 bolar. Sonufi ii¢in hem
limD(x,) = 1 we limD(x’,) = 0. Sona gord-de Geyninifi kesgitlemesi boyunca
D(x) funksiyanyn a nokatda predeli yokdur. C.S.

Jffunksiyanyn x — oo bolandaky lim f(x) = B predeli ii¢in hem dengiiy¢li bo-

lan Geyndnin we Kosinil kesgitlemelerini getirmek bolar. Sonda x dinie polozitel
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ya-da difie otrisatel bahalary alyan halynda lim f(x) = B ya-da lim f(x) = B
yazgy ulanylyar. Moo lim

Eger lim f(x) = B predel bar bolsa, onda funksiyanyn grafigi x argumentin ba-

halary ulaldygyc¢a y =B goni ¢yzyga yakynlasyar. Seyle yagdayda sol goni ¢cyzyga

------

6-njy mysal. f(x) = % funksiyanyi x — oo bolandaky predelini we gorizontal
asimptotasyny tapmaly.

C.B. Islendik tiikeniksiz uly {x } yzygiderlik iigin { f(x,)} = {;} yzygiderlik
tiikeniksiz kigidir, yagny onuf predeli nola dendir. Sonun {i¢in hem kesgitleme bo-
yunca limL =0 ,x =0 goni ¢yzyk berlen funksiyanyn gorizontal asimptotasydyr. C.S.

x—o0o X

7-nji mysal. f(x) = sinx funksiyanyn x — oo bolanda predeliniii yokdugyny

subut etmeli.

C.B. Tikeniksiz uly x = %(2;1 +1), nEN yzygiderlik igin

{sinx } = {cosnm}={(-1)"} yzygiderligifi predeli yokdur. Sonufi li¢in hem Geynéniii
kesgitlemesi boyunga f(x) = sinx funksiyanyn x — oo bolanda predeli yokdur. C.S.

Funksiyanyn tiytgeyéniniil tiikkenikli sana ya-da tiikeniksizlige ymtylandaky
predelinin hasiyetlerininn birmenzesdigi sebépli, golay towerek diisiinjesini ulanyp,
seyle umumy kesgitleme bermek bolar.

Eger Ve > 0 iigin @ nokadyii U(a, 0) siinjiilen golay toweregi tapylyp, Vx € U(a, 6)
ticin |[f(x) — B|<e (yagny f(x) & U(B, ¢)) bolsa, onda B sana f funksiyanyn a nokat-

Goy, f funksiya (a, c) ((¢, a)) interwalda kesgitlenen bolsun.

Eger Geyninin kesgitlemesindéki V{x } (x # a) Ugin diylen yazgy a <x <c
(c<x <a) densizlikleri kanagatlandyryan V {x } {icin diylen yazgy bilen, seyle hem
Kosinifi kesgitlemesindaki 0<|x—a|<0 serti kanagatlandyryan Vx ii¢in diylen yaz-
gy a<x<a+ 0 (a—0<x<a) densizlikleri kanagatlandyryan Vx ti¢in diylen yazgy
bilen ¢alsyrylsa, onda sol kesgitlemelerdiki B sana f funksiyanyn a nokatdaky sag

B= lim flx)=fla+0) (B= lim flx)=fa—0))
gornilisde yazylyar.

8-nji mysal. F(x) = sgnx funksiyanyn x = 0 nokatdaky sag we ¢ep predellerini
tapmaly.
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C.B. Goy, Vn € Niginx >0,x' <0, ,l,lfgx" = ,llfg"’n = 0 sertler yerine yet-
sin, onda limsgnx, = 1, limx’, =— 1.
Sonun ii¢in hem kesgitleme esasynda:

limsgnx = 1, limx=-—1.C.S.
n—-+0 n——0

Eger f funksiyanynn a nokatda sag we ¢ep predelleri bar bolup, f(a+0) =
=/(a—0)=B bolsa, onda lim f(x) = B we tersine.

Kosinin olcegleri. / funksiyanyil a nokatda predelinii bolmagy ii¢cin Ve > 0
{i¢in seyle 0 > 0 san tapylyp, Vx', x" € Ula, 0) iigin

&) —fx"l<e
densizligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Eger a sana yygnanyan kébir {x } (x # a) yzygiderlik ii¢in {f(x )} yzygiderlik
B sana yygnanyan bolsa, onda B sana f funksiyanyn a nokatdaky bolekleyin predeli
diyilyér.
Bolekleyin predellerini il ulusyna (ifi kigisine) f funksiyanyn a nokatdaky yo-

------

lim/(x) (limf(x)
gorniisde belgilenyér.
Eger m we M sanlar tapylyp, Vx € (a, b) ligin m < f(x) < M bolsa, onda f funk-

m, = inf {f(x)} = maxm
x€(a,b)

we
M, = sup {f(x)} = minM
x€(a,b)
sanlara degislilikde f funksiyanyn (a, b) interwaldaky takyk asaky we takyk yo-
karky ¢akleri diyilyar. M — m, tapawuda f funksiyanyn (a, b) interwaldaky yrgyl-

------

rrrrrr

2. Funksiyanyrn predelinin esasy hisiyetleri. 1) eger funksiyanyn a nokatda
tikkenikli predeli bar bolsa, onda ol predel yeke-tédkdir we funksiya a nokadyn kabir
(?(a) stinjiilen golay towereginde c¢aklidir.

2) eger limf(x) = B # 0 bolsa, onda a nokadyn U(a) siinjiilen golay toweregi
tapylyp, Vx € U(a) iigin |f(x)| > |B|/2 bolar. Has anygy, B > 0 bolanda f{x) > g

B <0bolanda f(x) < g

61



3) eger f'we g funksiyalaryn limf(x) = A, limg(x) = B predelleri bar bolup,

a nokadyn U(a) siinjiilen golay towereginde f(x) > g(x) ya-da f(x) > g(x) bolsa, onda
A>B.

4) eger l{lzrc} flx) = £1£r[}g(x) = B we a nokady# kibir U(a) siinjiilen golay towe-
reginde f(x) < ¢(x) < g(x) bolsa, onda lim¢(x) = B.
3. ¢ylsyrymly funksiyanyii predeli. Eger limg(x) = b we lyifrgf( y) = A pre-

deller bar we ¢ > 0 san tapylyp, 0 < |x — a| < ¢ lg¢in |g(x) — b| > 0 bolsa, onda
cylsyrymly funksiyanyn predeli bardyr:

lim/[g(x)] = 4.

6) eger limf(x) = A, limg(x) = B predeller bar bolsa, onda f(x)+g¢(x),

f(x) - o(x) we ;: ((fcg funksiyalaryn hem @ nokatda predelleri bardyr we asakdaky

denlikler dogrudyr:
lim{ f(x) £ ¢()] = lim/f(x) £ lim(x),  liml A)@(x)] = limfx)lim (),

i L) _ m A
~ag(x) — lime(x)

(l{izrl}(p(x) + O).

7) eger Vx # a Ugin f(x) = g(x) we }gralg(x) = B predel bar bolsa, onda
limf(x) = B.

f(x) = C—hemiselik we g(x) = x funksiyalar ii¢in yerine yetyin
limf(x) =C we }Ci{r(}g(x) =a
denliklerin esasynda seyle hésiyetler gelip ¢ykyar:
a) hemiselik kopeldijini predel belgisinin 6niine ¢ykarmak bolar:
limef(x) = climf(x).
b) eger f(x) funksiya n derejeli kdpagza bolsa, yagny
f)=ax"+ax"'+..+ta x+a,
onda !Ci{ral f(x) = f(a) bolar.

¢) eger f(x) we ¢(x) degislilikde n we m derejeli kopagzalar bolsalar hem-de
@(a) # 0 bolsa, onda
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lim fx) _ fa) _ ad' +ad "'+ .. +a, a+a, '
ap(x)  @la)  bya"+ba" '+ ..+ b, a+b,

Funksiyalaryn predelleri hasaplanylanda, kopleng,
0 o© w-ow, 0xoo, 17, 0°, oo
0’ o’
gorniisdéki kesgitsizliklere dus gelinyér. Seyle bolanda predelleri tapmak ticin, ilki
bilen, predelleri tapylyan anlatmalary diirli usullar arkaly 6zgerdip, belli bolan for-
mulalary we diizgiinleri ulanyp bolar yaly gorniiglere getirmeli.
2
9-njy mysal. f(x) = % funksiyanyn x = 1 nokatdaky predelini ha-
x J—
saplamaly.
C.B. Funksiya x = 1 nokatda 0/0 gorniisdaki kesgitsizlige Owriilyar. x # 1 bo-
landa

“+3x—4 _ (x=1)(x+4)  x+4 _
f(x):x;rz_xl Wiﬂ)(i-l)‘iil‘g(’“)
x+4 _

we lim g(x) = lim i g . Sonun {igin hem predelinn 7-nji hdsiyeti boyunca
xX— x—1 X

lim f(x) = % C.S.

10-njy mysal. lci{r(}”x/; ="/a (a> 0) detiligi subut etmeli.

C.B. Goy, a > 0 ligin x = a + ¢ bolsun. Onda x — a bolanda — 0. Sonuf {i¢in
|| < a hasap edip,

"«/E(l—%><"\/a+t=”/5" 1+é<”/5<1+|ai|>

densizlikleri alarys. Olardan bolsa 4-nji héisiyet esasynda

hm\/;—hm«/ ="a. C.S.

Ajayyp predeller. Funksiyalaryn predelleri tapylanda ulanylyan
L. lim Slgx =1; 2. 1in01(1 +x)r=e

Bu formulalaryn esasynda amalyyetde ulanylyan seyle formulalar gelip cyk-

yar: eger limu(x) = 0 bolsa, onda
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sinu(x)

lim u(x) =1 (1)

lim(1 + u(x))ml_x) =e.

2
Seyle hem funksiyalaryn predelleri tapylanda
3. nmm“;”“)

x A
—1, 4. lim¢—=L_-1. s hmw
x—0 x—0 X

=A
x—0 X
formulalar ulanylyar. Olar, kopleng, seyle gorniisde ulanylyar: eger limu(x)
bolsa, onda
u(x)
lim ll’l(l + M(X)) — 1. i € —1

e A +u(x)y =1
xan = 1, }Clzl;} M(X) = 1, £1_1’E u(x) = A (3)

=0

11-nji mysal. a) lim sin 3’“ b) hm(l + 3x)"/* predelleri tapmaly.
~0 sin

; sin 3x ; lim sin 3x s 3

sin3x _ . 3x 03X _ x-0 3x 3 _ 3.

C.B.a) lxm(}s Tx Llao sin7x Tx li sin7x 7T’
Tx x=0 Ix

b) lim(1 + 3x)* = lim[(1 + 3x)/*]° = [lirrg(l + 3x)1/3"]3 =¢'. C.S.
12-nji mysal. lim ln51r21x predeli hasaplamaly.
X— E COS X

C.B. Predeli hasaplamak ii¢in (3) formulany ulanarys:

Inv'1 — cos’x

lim = Jimivl—cos'x __ 1,

2
xag COoS X x—I COS X 2 z

2 -

Insinx In(1 —cos’) _ _

2
— COS X

[\

~.CS.

13-nji mysal. [im 3; N predeli hasaplamaly.
=Xt —5x+6

C.B. Predeli hasaplamak {icin ilki afilatmany 6zgerdeliii we sofira (3) formu-
ladan peydalanalyn:

xz—x 2 xz—x—2
3= iy (3 SRSy
=2y S5y 46 2\ x'—x—2 x*—5x+6
xz—x 2 _
3 (=2 ])

2

C.S.
xﬁzx—x—2x“ (x = 2)(x - ) -

64



4. Tiikeniksiz kici we tiikeniksiz uly hem-de o (o kici) we O (O uly) funksi-
yalar. Eger lime(x) = 0 bolsa, onda a(x) funksiya a nokatda tiikeniksiz kigi funk-

......

bolanda |f(x)| > K bolsa, onda f(x) funksiya a nokatda tiikkeniksiz uly funksiya diyil-
yar. Olaryn 6zara baglanysykly seyle hisiyetleri bar:

1) eger a(x) funksiya a nokatda tiikeniksiz kici we @(x) # 0 bolsa, onda 1/a(x)
funksiya a nokatda tiikeniksiz uludyr.

2) eger f(x) funksiya a nokatda tiikeniksiz uly bolsa, onda 1/f(x) funksiya a
nokatda tiikeniksiz kigidir.

3) eger a(x) funksiya a nokatda tiikkeniksiz ki¢i we a(x) # 0 we £1n3 f(x)=B#0

predel bar bolsa, onda f(x)/a(x) funksiya a nokatda tiikeniksiz uludyr.

4) eger f(x) funksiya a nokatda tiikeniksiz uly we a(x) funksiyanyi a nokatda
predeli bar bolsa, onda @(x)/f(x) funksiya a nokatda tiikkeniksiz kigidir.

Her bir tiikeniksiz uly funksiya ¢dksizdir, yone ¢iksiz funksiya tiikeniksiz uly
bolman hem biler.

limf(x) = B predelin bolmagy ii¢in
f(x)=B + a(x), lipa(x) =0

denliklerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Goy, f'we g funksiyalar a nokadyn kébir siinjiilen golay towereginde kesgitle-
nen bolsun.

1. Ve > 0 tigin a nokadyn U(a) golay tdweregi tapylyp, Vx € U(a) iigin

[0l < elg()] (1)

J)=0@gkx), x—a 2)

gornilisde yazylyar (okalysy: f(x) dendir o kici g(x)).
Eger seyle ¢ funksiya tapylyp, Vx € U(a) iigin

f@)=ex)glx),  lime(x) =0

deiisizligin yerine yetmegi

bolsa, seyle hem eger U(a) golay tdwereginde g(x) # 0 we lim i: Ei; = (0 bolsa, onda
bu hallarda hem (2) denlik ulanylyar.

Bellik. «o ki¢i» simwoly 6ziinde saklayan deiilik adaty denlik dildir. Mysal
icin, x? = o(x), x — 0 we x* = o(x), x — 0 denlikler esasynda olaryn ¢ep bolekleri
den diyip bolmaz, ¢linki o(x) simwol kibir anyk funksiyany anlatman, ol 0 nokatda
x-a gord yokary tertipli tiikeniksiz ki¢i bolan islendik funksiyany anladyar. Seyle

5. Sargyt Ne 2666
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funksiyalar bolsa tiikeniksiz kopdiir. Mysal ti¢in, islendik x* (p > 1) funksiya o(x),
x — 0 funksiya bolyandyr.

14-nji mysal. a) x> = o(x), x — 0, ¢linki x* =x - x;

b) L = 0(%) x—0,¢inki L = x-L (x#0);
X X X X

¢) Lz = 0(L>, x — oo, ¢linki Lz 1.1 (x #0).

X X X X X

15-nji mysal. Eger f(x) = (x — a)’ we g(x) = sin’x bolsa, onda f(x) = o(1),
X

x—aweg(x)=o(l),x — 0.

2. Seyle ¢ > 0 san we U(a) siinjiilen golay téwerek tapylyp, Vx € U(a) tigin

()] = clg(x)]
deiisizligin yerine yetmegi
J(x)=0(@gx), x—a 3)

gornilisde yazylyar (okalysy: f(x) dendir O uly g(x)).

Eger seyle ¢ funksiya we U(a) siinjiilen golay towerek tapylyp, Vx € U(a)
licin

S0 = pgl)  lime(x) = K # oo

bolsa, seyle hem U(a) golay towerekde g(x) # 0 we limM = B #+ ( bolsa, onda
bu hallarda hem (3) defisizlik ulanylyar. e g(x)

16-njy mysal. a) 1_ O< 1 > x — 0, ¢linki |x| < 1 bolanda ‘L‘ < LZ
X X

2
X X

1 1 iinki 1 <L
b) L= 0<;>’ x — oo, ¢linki |x| > 1 bolanda " 5‘ . ’
x
17-nji mysal. Eger _ tgdx _1-x bolsa, onda
Y ger flx) x p(x) sin mx
JSx)=0(), x>0, px)=0(1), x—1,
¢linki liIr(}f(x) =5, lizrllp(x) = %

18-nji mysal. Eger f(x) = 9x? we g(x) = sinx? bolsa, onda
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yagny x — 0 bolanda 9x> we g(x) = sinx? dentertipli tiikkeniksiz ki¢i funksiyalardyr.
Bu halda sinx? funksiya 3x-a gora ikinji tertipli tiikkeniksiz ki¢i funksiya hem diyil-
yar.

3. Eger seyle ¢ funksiya tapylyp, Vx € U(a) iigin

f() = p()g),  lime(x) = 1 (4)

......

f(x) ~ g(x), x — a ymtylmada anladylyar.
Mysal ti¢in, x — 0 bolanda

x ~ sinx ~ tgx ~ In(1 + x) ~ e* — 1 ~ arcsinx ~ arctgx.

2
19-njy mysal. Eger f(x) = —* — we g(x) = x° bolsa, onda f(x)~g(x), x — 0,
1+

4
X
ciinki ¢(x) = . 1 .- funksiya iigin (4) deiilikler yerine yetyér:
+ X
f(x)= x* 1 o ¢(x)g(x), lim(x)lim L
1+x% 7 1 4+x4 g\ I T+ x '

4

6
20-nji mysal. Eger f(x) = —X— we g(x) = x* bolsa, onda f(x) ~g(x), x — o,
I +x

.o 4 L. 6 4
glinki p(x) = —X—Gigin _X__ — o(x)x* W€ [jm—% = 1.
1+ 1+x* o) o] oyt

Eger a(x) ~ @ (x), x — a we B(x) ~ B (x), x — a bolsa, onda

im &) _ i @ ()

wa f(x) wma i (x)

21-nji mysal. hmsin73x2 predeli hasaplamaly.
Y0 x 4+ X

C.B. sin3x~3x, x — 0 we x +x*~x, x — 0 bolyandygy li¢in

lims’ir143x2 — lim3X = 3.C.S.
X—0 X +.x x—0 X

o kici we O uly funksiyalaryn seyle hésiyetleri bardyr:
o(g) T o(g)=0(g), o(g)+O(g)=0(g),

o(g) - o(f) = o(gf),  O(g)- O() = 0(gf), O(g)+0g) = 0(g).

Funksiyalary denesdirmek bilen baglanysykly yokarda gorkezilen hisiyetler-
den we 1- 5 ajayyp predellerini esasynda gelip ¢ykyan
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1+x)y~(1+nx), x—0
n(nz— 1>x2,
x ~ sinx ~ tgx ~ In(1 + x) ~ e* — | ~ arcsinx ~ arctgx, x— 0

(I+x)—=(1+nx)~ x—0

formulalar predelleri tapmaklykda ginisleyin ulanylyar.

(I4+x)—1—nx
2

22-nji mysal. lim predeli hasaplamaly.

X—0 X

CB.(1+x)—(1+nx)~ sz, x — 0 esasynda

2
(I +xy—(+nx) . nn—1x" n(n—1)
}(1{% 2 = }(1{1% 7 = 5 . C.S.
........................ P

245. Ozara yonekey m we n sanlar we n > 0 ii¢in x = m/n bolanda f(x) = n we
irrasional x ti¢in f(x) = 0 denlikler boyunca kesgitlenydn funksiyanyn tiikenikli,
yone her bir x nokatda ¢ékli dildigini (ol nokadyn islendik golay towereginde ¢ikli
déldigini) gorkezmeli.

246. Eger f(x) funksiya: a) interwalyn, b) kesimiii her bir nokadynda kesgitle-
nen we lokal ¢dkli bolsa, onda ol funksiya degislilikde interwalda we kesimde ¢akli
bolup bilermi?

Degisli mysallary getiriil.

2

247. fx) = 1"'7’(4 funksiyanyii — co < x < +oo interwalda ¢iklidigini subut et-
meli. I+x
248. f(x) = %cos% funksiyanyn x = 0 nokadyn islendik golay towereginde
caksizdigini, yone x — 0 bolanda tiikeniksiz uly dildigini subut etmeli.

249. f(x) = Inx-sin’ % funksiyanyn 0<x<e interwalda cdklidigini derfiemeli.

250. f(x) = i f < funksiyanyii 0 < x < +oo yaylada takyk asaky m = 0 we ta-

kyk yokarky M = 1 ¢égini alyandygyny subut etmeli.

251. f(x) funksiya [a, b] kesimde kesgitlenendir we artyandyr. Onun sol ke-
simdiki takyk asaky we takyk yokarky cadkleri ndma den?
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Funksiyalaryn gorkezilen yaylalarda takyk asaky we takyk yokarky ¢éklerini
tapmaly:

252, f(x) =2, [-2, 5). 253. f(x) = ﬁ (—0, +0).
254. flx) = —2X_ (0, +o0). 255. f(x) = x + ., (0, +o0).

I +x X
256. f(x) = sinx, (0, +00). 257. f(x) = sinx + cosx, [0, 27].
258. f(x) = 2%, (-1, 2). 259. f(x) = [x]: 2) (0, 2); b) [0, 2].

260. f(x) =x—[x], [0, 1].
261. f(x) = x? funksiyanyn interwallardaky yrgyldysyny tapmaly:

a) (1 3); b) (1,9; 2,1); ¢) (1,99; 2,01); d) (1,999; 2,001).
262. f(x) = arctg(1/x) funksiyanyn interwallardaky yrgyldysyny tapmaly:
a) (=1 1); b) (-0,1;0,1); ¢) (-0,01;0,01); d) (-0,001; 0,001).

263. Goy, m[f] we M[f] degislilikde f(x) funksiyanyn (a, b) interwaldaky takyk
asaky we takyk yokarky cékleri bolsun. (a, b) interwalda kesgitlenen f,(x) we f,(x)
funksiyalar {i¢in

mlf, +f]1=zm[f[]+m[f]] we M[f +f]<M[f]+ M[f)]
deisizlikleri subut etmeli.
Bu defisizliklerde: a) defilik bolan mahaly; b) defisizlik bolan mahaly f,(x) we
/,(x) funksiyalaryfi mysallaryny getirifi.
264. Goy, f(x) funksiya [a, +o0) yaylada kesgitlenen we her bir [a, b] C [a, +o0)
kesimde ¢ékli bolsun.

m(x)= inf f(§) we M(x)= sup (&)

a<ELX
a<&<x
funksiyalar {i¢in y = m(x) we y = M(x) funksiyalaryn grafigini gurmaly:
a) f(x) = sinx; b) f(x) = cosx.

265. «& — O» dilinde lir121x2 = 4 denligi subut etmeli we tablisany doldurmaly:

e 0,1 0,01 0,001 | 0,0001
0
266. «K — O» dilinde lim a 1 )2 = + oo deiligi subut etmeli we tablisany
x—1 — X
doldurmaly:
K 10 100 1000 | 10000
0
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267. Asakdaky tassyklamalary densizliklerde anlatmaly:
a) £1£r(}f(x) =b; b) lirr_lof(x) = b; ¢) xljglof(x) =b.

Degisli mysallary getirmeli.
Asakdaky tassyklamalary densizliklerde aiilatmaly we degisli mysallary getir-

meli:
268.a) limf(x) = b b) lim flx) = b ) Jim flx) = b.
269.
a) %ggf(x) = o0; d) xligrjof(x) = o0; f) xllgrlof<x> = oo;
b) £1£I3f(x) = —oo; €) xligr}of(x) = — oo; g) xliglof(x) = — oo;
¢) Limf(x) = +o0; d) lim f(x) =+o0; h) lim f(x) =+ oo.
270.
a) lim f(x) = oo; d) lim f(x) = oo; £) lim flx) = oc;
b) limf(x) =—cot ¢ lim flx) =—ce; @ lim flx) =—oc
¢) iggf(x) =+ o0; a) Llrp f(x) =+ o0; h) xl}fgl f(x) =+ .
271. y = f(x) funksiya li¢in agakdakylary densizliklerde anlatmaly:
a)x — a bolanday — b —0; f) x — wobolanda y — b - 0;
b) x — a—0bolanda y — b — 0; g) x — —oo bolanda y — b — 0;
¢)x —a+ 0bolanday — b —0; h) x — +oo bolanda y — b — 0;
d) x — a bolanda y — b + 0; 1) x — oo bolanday — b+ 0;
e)x — a—0bolanday — b+ 0; j)x — —obolanday — b+ 0;
d)x > a+0bolanday — b+ 0; 7) x — +oo bolanda y — b + 0.

Degisli mysallary getirmeli:

272. Goy, P(x) =ax" + ax"'+ ...+ a bolsun,buyerdea (i=0,1,...,n;n>1,
a, # 0) hakyky sanlar.
lim| P(x)| =+ o0

deiiligi subut etmeli.

n n—1
273. Goy, R(x) = aoxm + alxm_l t..ta, bolsun, bu yerde a,#0 we bo +0.
byx" +bx +..+b,
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m’
limR(x) = %,
X — o0 o

0,

deiiligi subut etmeli.

eger n > m;

eger n = m;

eger n < m bolsa,

274. Goy, R(x)= E x) bolsun, bu yerde P(x) we Q(x) kOpagzalar we

)
P(a)=0(a) =0 bolsun.

P(x)
lim
=a Q(x)
anlatmanyn bahalary néhili bolup biler?
Predelleri tapmaly:
275.
‘-1 —1
a) hmx—; b) lim
=0 0x% —x — 1 =1 2x —x—l
(T4 +2x)(1 +3x)— 1
276. }Er(} o .
277, lim(l +x) (1 + Sx)
x=0 X+

(1 4+ mx)" — (1 + nx)"

278. lirr(} 5 (m we n — natural sanlar).

r X
579, Jim Y = D(x = 2)(x = 3)(x = 4)(x = 5)

RERES (5x— 1y
220 30 1 1 1

280. lim (2 =3/ Bx+2) 281, limEE DG+ D). '+ 1)

e (204 1) i [(nx)y' + 172
282, lim X =X +6_ 283, lim*, = 3% +2

=3 x> —8x + 15 =1yt 4x 43

3

284, lim %, = 3x+2. 285. lim X = 2X —4x+8

=~1x” —4x 43 2o -8+ 16

20

286. lim £, = 2x =1 287, Jim ¥ =% =2 _

o= 2x— 1 =2 (x' = 12x + 16)

2 n 100
x—1 x—1 L G L |

¢) lim
)"*°°2x —x—1

2

—1
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290. limxmi_1 (m we n — natural sanlar).

n

=yt —1

n n n—1
201, 1im X" =4 —na . (x—a)
e (x—a)

(n — natural san).

A —(n+ Dx+n

292, lerll = 1F (n — natural san).
293. lim< m____n ) (m we n —natural san).
=N —x" 1 —x"
204 lim L (x+ L) (x+ 22) 4+ (x + M)]
n—oo n n n
.1 a\? 2a 2 (n—1)ay . ..
295. lim—- <x + —) + <x + —) + ..+ (x+-——"—) | (Gorkezme: I-nji
n—oo Nl n n n

boliimddki 29-njy mysala seret).
2 2 R
206, lim L -23 Jg...+(2n 1)'
nme 284 4%+ L+ (2n)

3 3 3
297, lim(1 T2+ tn _ ny (Gorkezme: I-nji boliimddki 31-nji mysala
3 4
seret). e n
508, Lim P+4+7 + .. +0Bn-2)
e [14 4474+ . +Bn=2)F"

299. y = b(x/a)* parabola, Ox oky we x = a goni ¢yzyk bilen ¢éklenen OAB
((0(0, 0), B(a,b)) A(a,0) egri ¢cyzykly tigbur¢clugyn (/1-nji surat) meydanyny esas-
lary a/n bolan i¢inden ¢yzylan goniiburcluklaryn
meydanlarynyn jeminiii # — oo bolandaky predeli

: hékmiinde tapmaly.

v A

=]

Predelleri tapmaly:

300. lim Y-X+ “/;.
b xote x4 1

3 4
301. lim‘/;+‘/;+ \/;
xotee W 2x 4+ 1

302, [jm YL +2x =3
=4 Vx =2

ANNNRNRNNNNY

A
Y
EN

11-nji surat
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303. llmvz__i_3\/:3. 304.1imvx—J‘§+V2x—a(a>0).
X ——00 x—a X —a

305. [im ¥X +13 =2vx+ 1 306. lim YX—6+2
x=3 xX—9 ==2 48

307. hmélxi—z‘ 308. hm—v9+2X—5'
=16/ x — 4 x~=8 3/x _ 2

2
309. nnolivprxx—l (11— bitin san). 310, lim* -~ 2"_;‘ —(l+x)

x—0

3 2 3 3
311 lim Y8+ =X =2 312, lim Y27 +x =¥27 —x
=0 X+ x =0 x+2%x"
3
313 Y ltx —vVi—x 314_Hme+2 Vx+20
=031 +x —%1—x =7 Y x4+9 -2
1+3 - \/1+— 2
35 1i \/ 316. lim X '
& /1 X =021 + 5x — (1 +x)
2
317. lim VI+ax =1+ B (m we n — bitin sanlar).

x—0 X

"1+ ax"/1+ bx — 1

318. lir% . (m we n — bitin sanlar).
319. P(x)=ax+ax’+...+a x" (m —bitin san) bolanda lim W1+ };(x) —l_a
deiiligi subut etmeli.

Predelleri tapmaly:
320. limm‘/zi_1 m we n — bitin sanlar).

lim 5= )

. 3 2
321. lim — )

x~1(1 ~Vx 1—3/§>

3

322, 1im 1 =/ =¥2)..(1 =)

=1 (1 —x)~

323. xljﬂnw[\/(x +a)(x+b) —x].
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324. lim (Vx+vVx+v/x —vVx).

X—+o0
325. lir+n x(v 4 2x — 2V x4+ x +x).

326. 1im<\/l+ Ly /L L /1y /l>.
x—+0 X X X X X X

327 im(V e + 2+ 1 =V =2+ 1).

X — 00

328. lim (% x® + 35> — Vx> — 2x).

X—+00

329. lima'*[(x + 17 — (x — 17°].

330. lim x> (Va+2 = 2vVx + 1 +/x).

X—+00

331. lim[%/(x + @)..(x + a,) — x].

X—+o00
/2 G /2 /!
332. lim (r=va' = 1) +(x+va' 1) (n — natural san).
X— 400 x"

2 n 2 n
333.lim( l+x"+x) —(V1+x* —x)

x—0 X

(n —natural san).

334. ax* + bx + ¢ = 0 kwadrat defileménin a koeffisiyenti nola ymtylanda, b we
c koeffisiyentleri hemiselik, seyle-de, b # 0 bolanda x, we x, koklerinifi iytgeysini
derfiemeli.
2
335. a we b hemisgelik sanlaryn 1im<x++11 —ax — b) = ( denligi kanagat-
x—-oo\ X
landyryan bahalaryny tapmaly.

336. a, we b, (i =1, 2) hemiselik sanlary

lim(WVx*—x+1—ax—0b)=0

X——o00

we
lir+n(v)c2—x+ l—ax—b)=0
sertlerden tapmaly. ”
Predelleri tapmaly:
337, |jm SIDX 338. Jim SInX
x—0 X x—oo X
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lim SIX (57 we n — bitin sanlar).

339. :
x—7 SInnx

lim & |
x—-0 X

341.

tgx — sinx

343, -
sin X

lim
x—0

COSX — COS 3x
e R

345. lim
x—0 X

347. lirg tg2xtg(£ — x)

4

.
g

349. Denlikleri subut etmeli:

a) limsinx = sina;

X—a

b) limcosx = cosa;

X—a

340, Jjm 1= Cosx

x—0 2

X

342. lirrolxctg?)x
344. lim sin 5x — sin 3x

x—0 sinx '
346. lim 1 + sinx — cosx

x~01 + sinpx — cospx
348.

« X
&1{1}(1 — x)th.

Q) limtex = tga  (a # n=1.,_ 0,+1,+2,..).

2

Predelleri tapmaly:

350. [jm SInx —sina 351.
x—a X —da

352, |jm & —t8a 353, |
x—-a X —da

354. |im S€€X — Seca 355.
x—a X —da

lim

X—a

X—a

lim

COSX — CcoSsa

X—a

im ctgx — ctga ‘

X—a

COSECX — coSseca

X—a

sin(a + 2x) — 2sin(a + x) + sina

356. lim .
x—0 X

357, lim cos(a + 2x) — 20(2)s(a + x) 4 cosa '
x—=0 X

158, lim tg(a + 2x) — 2tg(a + x) + tga .

x—0 x2

359, lim ctg(a + 2x) — ZCl:g(a + x) + ctga ‘

x—0 X

X—a

75



360. lim
x—0 X
361. lim 2sir;2x +sinx—1 362. Jim 1 = cosxcos 2x cos 3x
x=7/628in"x — 3sinx + 1 x=0 1 — cosx
. T
sin(x — 4+ 3
X7 — ZCOSX x—7r/3 e
cos(x + 6 )
—x) — to? 43
365. i Bla+tNgla—x)—tga 366,  -ctgx
x=0 x x=7/4) — ctgx — ctg’x
367. lim \/1 + tgx —3\/1 + sinx . 368. lim X2 .
0 X =0./1 4+ xsinx — v/cosx
3 2
369. lim ‘/COSX‘_Z ‘/COSX ) 370. hmivl—cosx
x=0 sin“x x~0 1 —cosx
371. lim 1l —vcosx 372. lim L= cosx\/cog 2x*/cos3x
=01 — cos(v'x) x=0 X
373. lim (sinvx + 1 —sinv'x).
. (l—s/x)/(l—x) (1—v x)/(l—x)
374. 1+x : o (14x
a)£1513<2+x) ’ Q)xlirflm<2+x> :

375.

3717.

379.

381.

383.

b) lim 1+« (lf\/;)/(lfx).
(2%3)

sin(a + x)sin(a + 2x) — sin’a

b

376.

378.

380.

382.

384.

3
llm( 3.7(72 —x+1 >x /(17)()‘
2 +x+ 1

X— o0

i fi( )]

2 x2
- (x+ 1
lim( 5+

x =2

lir%xvl — 2x.

lim

X—+o0

(alx—kb1

ax + bz) @>0,a,>0)



2
385. lim(1 + X 386. lim(1 + sin7x)*™.
1/sinx sin’x
387. nm<1+t.gx) . 388. nm(”t.gx>1/ .
x~0\1 + sinx x~0\1 + sinx
389. ljm( SID2 )/ 390. Jim( 208X )1/
x—a\Sina x~0\ CcOoS 2x
391. lirr/14(tg,x)tg2". 392. lim (sinx)*".
393. |j T _ o\ 394. lim(sin1 1y
£1£I(}[tg( 4 x)]C . }{H;(Slnx + cos x) .
395. lim*V cos Vx . 396. lim (21
397. limcos” X 398. fim L+ %)
n—oo ﬁ x—0 X
399. lim a[In(x + 1) — Inx] 400. an (a>0).
2
401. lim [sinln(x + 1) — sinlnx].  402. lim ln(xlo— x+1) .
Koo =+ n(x" +x + 1)
- 100 + x° - In(2 +¢™)
403. hm<tg2). 404. lim -B=*e€
x=oo\ 71 4 100x x=+2]n(3 4 ™)
405. lim 1[1(1 + \/; + 3‘/;) ‘
=+ ln(1 +Vx + 4 x)
406. lim log(x + h) + loigx —h)—2logx (x> 0).
Intg( L + ax
407. limy. 408. lim in.cosax
X0 sin bx +-0 Incos bx
2 2 2 2
409. lim (In XtV L=na” ) 410.1im(1n(”x+”—”f) .
X0 x+V1—x O\ In(x + 41— %)
411, lim @ =1 (a>0). 412, [ @ —x" (a > 0).
=0 X x—a X —a
413, [imX =" (4> (). 414. lim(x + N,
x—-a X —d X=
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x\-L .
415. lim<1 t+x 2 )xz. 416. lim(l + Sinxcos ax )Ctgsx.

=0\ 1 4 x-3" x~0\ 1 + sinx cos fx
417. lim Sin(ﬂ'xa) ) 418. lim Sin2(7Z' 2x)

x=~1 sin(ﬂxﬁ) =1 In[cos(7-2 )]

ax bx

419. limtg" (% + 1), 420. lim—¢_—¢___

Lmitg (4 + n) }H% sinax — sin Bx
421 lim =4 (a > 0). 422. hmi (a>0).

X=a x" — x—b

x+h x—h X

423. lim4—H+4__ =20 (4> (),

- h

x+a X+ b

424. lip X+ (x £ b) 425. limn("Vx — 1) (x> 0).

oo (x+a+b)2x+a+b

426. limn” (Wx —="*Vx) (x> 0).

n—oo

427. nm(“—l;"ﬁ) (a>0, b>0).

n—oo

428. l1m< ) (@a>0,b>0).
1/x
429. lim (a ) (@>0,b>0,c>0).
x+l x+1 1/x
430. lim (“ ) (@>0,b>0,c>0).
a+b+c
2 1/x
431 1i (“ +b ) (a>0, b>0).
a +b"
432. limax— (a>0, b>0).433. hmJ 2> 0).
X—'O(a _b) X*aa _xa ( )
434. a) hmM b) lim In(1 +3%)
w=—]n(l +2%) x~+w1n(1 +2%)
435. lim In(1 + 2% In(1 + 3) 436. lim(1 — x)log, 2.

Denlikleri subut etmeli:
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437. im X =0 (a>1, n>0). 438 lim %% (4> 1, &> 0),

x~+ooa X—+00 X
Predelleri tapmaly:
2 X 2 X
439. ) lim 22X +€) b) lim (X +e)
=0 In(x* + &™)’ v=+oln(x* 4+ ™)
440, 1im— 10+ x¢")

=0 n(x+vV1+x°)
441. lim [(x+2)In(x +2)—2(x+ 1)In(x + 1) + xInx].

In(xIna)- ln(mcicx)

442. lim
x—+0) 11’1—
a

(a>1).

443, lim (nXFV+1 p2x+ 1
S W VIRV L | x—1

444. lim x/ljtxzmﬁ . 445. lim cos(xe") —3cos(xe_x) .
x—0 ex _ 1 =0 x
446. [im(2¢"/=+) — 1) 447, 1im(2 — x)==/2),
x—0 X—
448. 1 1 —sin“*x
- lim (@ >0, B>0).

=72 /(1 — sin®x)(1 — sin’x)

449. (Gorkezme: 201-nji mysala seret).
a) lim > sh.x b) lim & =1 chx —1. ¢) hm thx
x°

x—-0 X x—0 ’

450. thh—x (Gorkezme: 201-nji mysala seret).
x~0 In(ch3x)

451. lim shy/ x* +x—sth2—x.

X—+oo chx
452. a) yEShfc%scfm; b) mmih.
453. 95%%' 454, lim (x — Inchx).
sin2x sinx Chl g
455. 115%% 456. gn;(cos’% ) .

79



457. limarcsin % —X
459. hm arctg74.
(x =2y
461. lim arctg(x + h) — arctgx ‘
h=0 h
. 1 n
463. lim|narctg—————— - t
n— oo gn(x2+l)+x g<
T X
464. }lfgx(4 arctg n 1).
n 7 cosec( 7[\/1+n
466. hm[l + ( 1)
468. lim xInx.
x—+0

a) lim (v x> + x —x);

X——00

469.

470.

a) lim ( \/l—l—x+x —«/1—x+x );

X ——00

b) hrp (V1+x+x" =V1—x+x).
+ad
x+ b’

flx) = InXF

X +

471.

472. a) hm arctg 1

Ry 1—x
473. a) hm%;
x==0] 4 ¢ /x
474.2) lim L+,
X

X——o0

475. Subut etmeli:

a) x — —oo bolanda 12x —~2+40;
X

476. Subut etmeli:
a)x — —0bolanda 2* — 1 -0;

80
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458. lim arccos(v x* +x — x).

X—+o0

460. lim arctg

X——o0

v1+x

1+x
ll—x

462

- Lim arctg(l +x) — arctg(l —x) "
X
* 2n> ’

465. lim x(Z — arcsin——X .
x=too | 2 X+ 1

467. hmie 1/x2'

100
=0 x

b) lim (v x4 x —x).

X—+oo

> funksiyatigin tapmaly: j, = lim f(x) — lim f(x)

b) lim n arctg—— 1

b) lim 1
=10l +e

b) lim I+

X—+o00

R

b) x — +oo bolanda 12_x ~2_0.

+ x

b) x — + 0 bolanda 2* — 1 + 0.



477. f(x) =x + [x*] funksiyanyn f(1), /(1 — 0), f(1 + 0) bahalaryny hasaplamaly.

478. f(x) = sgn(sinzx) Ugin f(n), f(n — 0), f(n + 0) (n = 0, £1, ...) bahalary ha-
saplamaly:.

Predelleri tapmaly:

479. limx, / cosL. 480. limx[L].
x—0 X x—0 X

481. lim sin(zvn* +1). 482. lim sin* (zv'n* + n).

n— oo n—oo

483. limsinsin...sinx.
— oo \———
e n gezek

484. Eger lim p(x)=A we lim ¥(x) =B predeller bar bolsa, onda
}(izr{} Y(@(x)) = B diymek bolarmy? Asakdaky mysallary su gorniisde islemeli:
x =p/q bolanda ¢(x) = 1/q, bu yerde p we g 6zara yonekey bitin sanlar we irrasional
x ligin ¢(x) = 0; x # 0 bolanda ¥(x)=1 we x = 0 bolanda ¥ (x) = 0; seyle-de, x — 0.

485. Eger f(x) funksiya (a, +o) interwalda kesgitlenen we her bir tiikenikli
(a, b) interwalda ¢dkli bolsa, onda asakdaky denlikleriii sagyndaky predeller bar
hasap edilende, Kosinin teoremalaryny subut etmeli:

a) lim f(xx> = lim [f(x + 1) = fx)];

X—

b fim (0] = im LEED (102 0> 0)

486. Eger a) f(x) funksiya x > a yaylada kesgitlenen; b) her bir tiikenikli
a<x<b yaylada ¢ikli; ¢) lim [f(x+1)—f(x)]= oo bolsa, onda lim fx) _

x—+oo X
denligi subut etmeli.

487. Eger a) f(x) funksiya x > a yaylada kesgitlenen; b) her bir tiikenikli
a <x<b yaylada ¢ikli; ¢) kdbir natural » {i¢in tiikenikli ya-da tiikeniksiz

lim S D =f%) _,

n

X —+00 X
predel bar bolsa, onda |im Ax) L deiligi subut etmeli.
X—+oo xn+l n+1
488. Subut etmeli:
a) }gg(l + > = e b) rl&rg(l +x + 7 + ..+ —) e

6. Sargyt Ne 2666
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489. limnsin(27en!) = 2x. (Gorkezme: 2-nji boliimddki 32-nji mysaldaky

n—oo

formuladan peydalanmaly).
Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

490.2) y =1 —x'; b) y = lim(1 —x™) (-1<x<1).
100 xn
491.a) y = —X—— (x=0); b) y = lim——(x=0).
1 +x el 4 x

492.y = [im® =X (x£0). 493 y=lim /x*+-L.
nee x4 x e n

494. y = lim"vV1 +x" (x=0).

n— oo

2 \n
495. y = lim"\/l +x" 4 <x7> (x=>0).

n— oo

n+2
496. y = lim—*___ (x>0).
n— o0 /22/1 + x2n
497. a) y = sin!"; b) y = limsin™"x.

n— oo

498, y = im M2+ (> 0) 499, ) _ tim(x - 1aretex”.

n—oo n—oo

500. y = lim"V/1 + """ 501. y = hmx+€ :
neoo ot ] 4 e

1 xtg™ Zx +Vx
502. y = lim—— InL (x>0). 503. y = lim
f—x t X n— oo t 2 7-[x 1
g 4 +

(x=0).

504. y = lim x sgn|sin’ (n! 7x)|.

505. lim®/[x["+|y[" = 1 ¢yzygy gurmaly.
506. Eger lim[ f(x) — (kx + b)] = 0 bolsa, onday = kx + b gbni ¢yzyga y =f(x)

funksiyanyn grafiginiil asimptotasy (yapgytlygy) diyilyar.
Bu deiillemeden peydalanyp, asimptotanyn bolmagynyn zerur we yeterlik sert-
lerini getirip ¢ykarmaly.

507. Asakdaky funksiyalaryn grafiklerinini asimptotalaryny tapmaly we grafik-
lerini gurmaly:
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3
a)y=—5% )y ="ux"—ux’; e)y = In(1 + ¢v);

X +x—2
b) y =V a +x; d)y:%; éi)y:x+arccos%.
e J—
Predelleri tapmaly:
508 xn+l xn+2 X n
D T e Tt |

509. Lim[(1 +x)(1 + )1 +ah). 1+, x| <L

510. lim<cos%cos%... cos %)

511. Goy, h{ﬂ% = 1 bolsun, bu yerde #/(x) >0 wen — cbolandaer, =0

(m=1,2,..),yagnym=1,2, ... wen>n_(&) l¢in |@, |<e bolsun.
Deriligin sagyndaky predeli bar hasap edip,

lim[p(a,,) + ¢(@2,) + .. + @(@) ] =
= lim[(a,) + P(@) + o + P(@)] (1)
deniligi subut etmeli.

Bu teoremadan peydalanyp, predelleri tapmaly:

512. hmz( [14+5 > 513. nmz"(sin’“‘).
n— oo n naookzl n

514, 1imY (@ —1) (a>0). 515 lim[] <1 +i2)
1

D ‘

516. lim [ cos ka

n=op 2l nﬁ
517,x1:\/5, X2=va+\/5, X;s=+va+ a—l—f (a > 0) detilikler bo-

yunga kesgitlenyén {x } yzygiderlik i¢in limx, predeli tapmaly.

518.x,=0,x,=1, x, = 1+ x,_,) (n=2,3,..) defilikler boyunca kes-

1
i(xn,
gitlenyén {x } yzygiderlik U¢in limx, predeli tapmaly.

519. {y } yzygiderlik {x } yzygiderlik arkaly seyle kesgitlenyér:

Vo=Xp Y, =x —ax  (n=1,2,.), |a/ <L
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Eger limy, = b bolsa, limx, predeli tapmaly.

520.x,=1, x, = # (n=1, 2, ...) defilikler boyunga kesgitlenyan {x }
n—1
yzygiderlik Ugin limx, predeli tapmaly. (Gorkezme: x, bilen x = ﬁ dernlemdnin

koklerinin tapawudyna seretmeli).

521.y =y (x) (0 <x < 1) funksiyalarynl yzygiderligi

2
=X X _ Y1 (n=2,3,..)
yl 2’ yn 2 2

deilikler boyunca kesgitlenyar. limy, predeli tapmaly.

522.y =y (x) (0 <x<1) funksiyalaryfi yzygiderligi

2
- X X Yn1 (n=2,3, )
y1_29 yn_2+ 2

deilikler boyunca kesgitlenyar. limy, predeli tapmaly.
523.Goy,x>0wey =y (2-xy )(n=1,2,..)bolsun. Egery >0 (i=0,1)

bolsa, {y } yzygiderligiii predelinifi bardygyny we limy, = % deiiligi subut etmeli.

(Gorkezme: 1_ y, tapawudy deriiemeli).
X

524.x>01igin y = v x koki tapmak tigin ¥, > 0 erkin alnyp,

yn=%(yn_1+yx ) (1=1,2..)

n—1

formuladan peydalanylyar. Subut etmeli:

limy, = Vx.

n— oo

— —\2
(Gorkezme: Yn — VX _ [ Yn-1 =V X n > 1) formulany ulanmaly).
Yo+ Vx Vo1 +VX ( )
n n—1

525. Keplerin
x—¢gsinx=m (0<e<1) (1)
denlemesinin takmynan ¢oziiwini tapmak ti¢cin yakynlasma

X, =m, x,=m+tesinx,.., x =m+tesinx ..
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denlikler boyunca gurulyar (yzygiderli yakynlasmalar usuly). £ = limx, predelin

bardygyny we & sanyn (1) defileménin yeke-tak kokiidigini subut etmeli.

526. Eger ,[f] berlen f(x) funksiyanyn |x — &| < & (h > 0) kesimdiki yrgyldysy
bolsa, onda

o[ f]= lime,[f]

sana f(x) funksiyanyn & nokatdaky yrgyldysy diyilyér.

f(0) = 0 we x # 0 bolanda asakdaky yaly kesgitlenen f(x) funksiyanyn x = 0
nokatdaky yrgyldysyny kesgitlemeli:

a) f(x) = sin%; e) flx) = |smx]

1 2 1. .. B 1
b) flx) = —Fcos™ 8) flx) =
¢) Ax) = x<2 + Sin%); £) £(x) = (1 + x])'™.

d) flx) = arctg L.

527. Goy, f(x) = sin L bolsun.
X
—1 < < 1 detisizligi kanagatlandyryan islendik @ tigin lim f{x,) = @ bolyan

x —0(n=1,2,..)yzygiderligi saylap bolyandygyny subut etmeli.
528. Asakdaky funksiyalar tigin
[ = hmf(x) we [ = F%f(x)

x—0

predelleri tapmaly:

_an2d 2 1.
a) f(x) = sin . + %arctgx,

b) f(lx)=(2- xz)cos%;

sec2(1/x)
¢) flx) = (1 + cos’ %) :

529. Asakdaky funksiyalar ii¢in
[=limf(x) we L=Ilimf(x),

X — o0 X — 00

predelleri tapmaly:
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a) f(x)=sinx;  ¢) f(x) =2
b) f(x) = x’cos’x;

/ \ 4
4 d) fla) =3 (x=0).
I +x"sin"x
530. Merkezi AOB = x burgy (I2-nji su-
rat) 1-nji tertipli tiikkeniksiz ki¢i hasap edip,
asakdaky ululyklaryn tiikeniksiz kicilik ter-

tibini kesgitlemeli: a) 4B hordanyn; b) CD
12-1111 surat kesimin; ¢) AOB sektoryn meydanynyn;
d) ABLK trapesiyanyn meydanynyn; e) ABC segmentiit meydanynyn.

531. Goy, o(f(x)) funksiya x — a bolanda f(x)-a gora kigi tertipli erkin funk-
siya we O(f(x)) funksiya x — a bolanda f(x) bilen den tertipdéki islendik funksiya
bolsun, bu yerde f(x) > 0. Asakdakylary subut etmeli:

a) o(o(f(x))) = o(f(x)); d) O(0(f(x))) = O(f (x));

b) O(o(f(x))) = o(f(x)); e) O(f(x)) + o(f(x)) = O(f(x)).

¢) o(O(f(x))) = o(f(x));

532. Goy, x — 0 we n > 0 bolsun. Asakdakylary subut etmeli:

a) CO(x")=0(x") (C#0 — hemiselik);

b) O(x") + O(x") = O") (n < m);

¢) O")O(x™) = O(x"™).

533. Goy, x — +oo we n > 0 bolsun. Asakdakylary subut etmeli:

a) CO(x") = O(x");

b) O(x") + O(x") = O") (n > m);

¢) OxO(x™) = O(x"™).

534. Ekwiwalentligi (defigiiy¢liiligi) anladyan ~ simwolyn asakdaky hdsiyet-
lerini gorkezmeli: 1) reflektiwlik: @(x) ~ @(x); 2) simmetriklik: eger ¢(x) ~ ¥(x)
bolsa, onda #(x) ~ ¢(x); 3) tranzitiwlilik: eger @(x) ~ ¥ (x) we ¥ (x) ~ g(x) bolsa,
onda ¢(x) ~ g(x).

535. Goy, x — 0 bolsun. Asakdakylary subut etmeli:

a) 2x — % = O(x):; d) Inx = o< ) (e > 0);
x°

b) xsinvx = O(x*?); o) Vax+Vx+vVx ~¥x;

¢) xsm— = O(|x]); ) arctg— o(1);

) (1 +x)"=1+nx + o(x).
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536. Goy, x — +oo bolsun. Asakdakylary subut etmeli:

a) 2x° - 3x* + 1= O(x%); e) Inx =o(x°) (¢>0);
x+1 _ 1 4) 2% — o L\
)x 1 O(x)’ a) xe _0<x2>’
¢) x + x%sinx = O(x?); ) x? + xIn'%% ~ x?;
d) arctgazc :0(%); Vat+va+vVx ~Vx.
I +x X

537. Yeterlik uly x > 0 iigin defisizlikleri subut etmeli:
a) x> + 10x + 100 < 0,001x°; b) In'""x < Vx; ¢) x'%" < e

538. x — +oo bolanda asimptotik formulany subut etmeli:
1
VX +px+qg=x+5 5 +O< )

539. Goy, x — 0 bolsun. Asakdaky funksiyalaryn hemiselik C {igin Cx"
gorniisddki bas agzasyny gorkezmeli we iiytgeyédn x ululyga gord kigilik tertibini
kesgitlemeli:

a) 2x — 3x° + x; ¢) v1—2x —¥1 - 3x;
b) vVI+x —v1—x; d) tgx — sinx.
540. Goy, x — 0 bolsun. Tiikeniksiz ki¢i a) f(x) = b) f(x)=e " funk-

siyalary tiikeniksiz ki¢i x* (n > 0) bilen n-ini hi¢ bir bahasynda denesdirip bol-

mayandygyny, yagny lin(}Lf) = k denligin n-in hi¢ bir bahasynda yerine yet-
=0 x

meyandigini gérkezmeli, bu yerde k noldan tapawutly tiikenikli ululykdyr.

541. Goy, x — 1 bolsun. Asakdaky funksiyalaryn C(x — 1)" gorniisdédki bas
agzasyny gorkezmeli we (x — 1) liytgeyéne gori kigilik tertibini kesgitlemeli:
a)x*—3x+2; ¢) Inx; e)x — 1.

b) %1 - Vx; d) e —e;

542. Goy, x — +o bolsun. Asakdaky funksiyalaryn Cx" gorniisdéki bas ag-
zasyny gorkezmeli we tiikeniksiz uly liytgeyan ululyga gord Osiis tertibini kesgit-
lemeli:
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a) x? + 100x + 10000; OV —x 4/
5
b) 2% d)V1+vV1+Vx.

X =3x 41
543. Goy, x — +oo bolsun. Asakdaky funksiyalaryn C<L>" gornligdaki bas
X
agzasyny gorkezmeli we tiikeniksiz kici (%) tiytgeyan ululyga gora kicilik tertibini
kesgitlemeli:
a) XL o) Va+2 —2Vx+1+Vx;
x +1
b) v+ 1 —Vx; d) Lsin L.
544. Goy, x — 1 bolsun. Asakdaky funksiyalaryn C (xi—lf gornlisdaki bag

agzasyny gorkezmeli we tiikeniksiz uly ( ) tiytgeyan ululyga goré Ostis terti-

x—1

bini kesgitlemeli:

2
a) X, ¢) X ¢) InX_
=1 V1-x (1—x)2
1+x. 1
b) 1 —x’ d)simrx'

545. Goy, x — too we f(x) = x" (n =1, 2, ...) bolsun. Subut etmeli: 1) her bir
/,(x) funksiyanyfi 6nitindéki /_ (x) funksiyadan galt artyandygyny; 2) e* funksiyanyn
f(x) (n=1, 2, ...) funksiyanyfi her birinden ¢alt artyandygyny.

546. Goy, x — too we f, = " x (n=1, 2, ...) bolsun. Subut etmeli: 1) her bir
/(x) funksiyanyf oniindéki / (x) funksiyadan hayal artyandygyny; 2) fix) = Inx
funksiyanyfi f (x) (n = 1, 2, ...) funksiyanyf her birinden hayal artyandygyny.

547. Funksiyalaryf f,(x), f(x), ..., f,(X), ... (x,<x<+00) yzygiderliginiii n&hili
bolmagyna garamazdan x — +oo bolanda f (x) (n=1,2,...) funksiyalaryn her birin-
den ¢alt artyan f{(x) funksiyany gurup bolyandygyny subut etmeli.

§3. Uzniiksiz funksiyalar
1. Funksiyanyri iizniiksizdiginin kesgitleniligi. Goy, f funksiya a nokadyn ké-
bir golay towereginde kesgitlenen bolsun. Eger f funksiyanyn a nokatda predeli bar
bolup, ol predel funksiyanyn sol nokatdaky bahasyna deii bolsa, yagny

limf(x) = fla).

------
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limx = a denlik esasynda funksiyanyn a nokatda lizniiksizligini aflladyan denligi
limf( x) = f(limx)

gorniisde yazmak bolar. Ol denlik tizniiksiz funksiya li¢in predeliii «lim» belgi-
st bilen funksiyany hésiyetlendirydn «f» belginit ornuny calsyryp bolyandygyny
anladyar.

Funksiyanyn predeli iigin Geyndnin we Kosiniii kesgitlemelerini ulanyp,
funksiyanyn nokatda tizniiksizlik kesgitlemesini gifiisleyin seyle okamak bolar.

Eger a sana yygnanyan V{x } yzygiderlik t¢in {f(x )} yzygiderlik f(a) sana

......

Eger Ve>0 tigin seyle 0 < 0 = d(¢) tapylyp, |x — a| < 0 serti kanagatlandyryan
Vx iigin |f(x) — f(a)| < € deinisizlik yerine yetse, onda f funksiya a nokatda lizniiksiz

Bu kesgitleméni ulanyp, funksiyanyn a nokatda tzniiksizligini aiiladyan
limf(x) = fla) yazgyny gysgaga seyle yazmak bolar:
(Ve>0)(F0>0)(Vx,0<|x—a| <9):|f(x)—fla)|<e.

Eger Ax = x —a we Af = f(x) — f(a) = f(a + Ax) — f(a) tapawutlar degislilikde
x-iit we f funksiyanyn a nokatdaky artymlary bolsa, onda funksiyanyn a nokatdaky
tizniiksizligini Al)}gl() Af = 0 gorniisde hem yazmak bolar.

23-nji mysal. f(x) = sinx funksiyanynl Va & R nokatda iizniiksizdigini subut
etmeli.

C.B. Milim bolsy yaly, 0 < x < % bolanda |[sinx| < |x|. Sonunl esasynda
0<|x|< % bolanda hem [sinx| = sin|x| < [x| bolar. Eger |x|< % bolsa, onda

[sinx| <1< % <|x|. Seylelikde, Va & Rii¢in sin|x| < |x|. Bu defisizligii esasynda:

\Af\:\sin(a+Ax)—sina]:‘zsin%cos<a+ A2x>‘<
- Ax | Ax |

< A _< _— =

_2‘sm 5 ‘ 2 3 | Ax|.

Sonun ii¢in hem Al}%m Af = 0, yagny f(x) = sinx funksiya Va € R nokatda iiz-
niiksizdir. C.S.

2. Uzniiksiz funksiyalaryii esasy hisiyetleri. Funksiyanyii a nokatda {izniik-
siz bolmagy iicin onun sol nokatda predeli bolmalydyr. Sonun ii¢in funksiyanyn
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predeli ligin yerine yetyén &hli hisiyetler funksiyanyn tizniiksizligi ticin hem yerine
yetyandir.

Cylsyrymly funksiyanyn tizniiksizlik hésiyeti seyledir:

Eger u = ¢(x) funksiya a nokatda tizniiksiz, y = f(u) funksiya b= ¢(a) nokatda
tizniiksiz bolsa, onda F(x) = f[¢(x)] ¢ylsyrymly funksiya a nokatda tizniiksizdir.

24-nji mysal. Vn € N ii¢in f(x)=x" funksiyanyn we P (x)=ax"+ax""'+..+
+a_ x+a bitinrasional funksiyanyfi Vx € R nokatda lizniiksizdigini gérkezmeli.

C.B. Birinji funksiyanyn Vx & R nokatda lizniiksizligi g(x) = x funksiyanyn
tizniiksizliginden, ikinjinifl tizniiksizligi bolsa birinjinin tizniiksizliginden, {izniiksiz
funksiyalaryil esasy hésiyetlerinden gelip ¢ykyar. C.S.

25-nji mysal. f(x)=P (x)/Q (x) drob rasional funksiyanyfi Q (x) képagzanyn
koki bolmadyk Vx & R nokatda {izniiksizdigini subut etmeli.

C.B. Bu funksiyanyn {izniiksizligi iizniiksiz funksiyalaryn héasiyetlerinden,
24-nji mysaldaky funksiyanyn iizniiksizliginden gelip ¢ykyar. C.S.

26-njy mysal. f(x) = cosx funksiyanynl Vx & R nokatda iizniiksizdigini subut
etmeli.

C.B. Bu funksiya tizniiksiz y = % — x we y = sinu funksiyalara gord ¢ylsy-

rymly F(x) = sin(ﬁ — x) = COSX funksi}'/a hokmiinde tizniiksizdir. C.S.

2
27-nji mysal. f(x) = tgx funksiya Vx # 7/2 + krr, k & Z nokatda tizniiksizdir.
C.B. Bu funksiyanyi tizniiksizdigi sinx we cosx funksiyalaryn tizniiksizdigin-
den, lizniiksiz funksiyalaryn esasy hasiyetinden gelip ¢ykyar. C.S.
28-nji mysal. f(x) = a* (0 <a # 1) gorkezijili funksiya Vx & R nokatda iizniik-
sizdir.
C.B. Ilki bilen, bu funksiyanyn x=0 nokatda {izniiksizdigini subut edelin.

Goy, a>1 bolsun, onda —% <x < % bolanda a'"<a*<a'" densizlikler yerine

yetyar. Bu densizliklerden n — oo bolanda, x — 0 we lima'"=1 bolyandygy sebapli,

&i{lg a* =1 gelip ¢ykyar. a < 1 bolanda hem ol edil sonufi yaly gorkezilyér. Sonda

Vb € R licin hem
. x . b x—b by x—b b
lima™ = lima a = qa lima =aqa .
x—b x—b x—b

Bu yerden b nokadyn erkinliginden f(x) = a* funksiyanyn Vx & R nokatda
tizniiksizdigi gelip ¢ykyar. C.S.

3. Funksiyanyn birtaraplayyn iizniiksizdigi we iiziilme nokatlary. Goy, [
funksiya a nokadyn kibir sag (¢cep) golay towereginde, yagny kébir [a, ¢)((c, a])
aralykda kesgitlenen bolsun.
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Eger ffunksiyanyn a nokatda sag (¢cep) predeli bar bolup, ol predel funksiyanyn
a nokatdaky bahasyna den bolsa, yagny

lim f(x) =fla+0)=fla) (lim flx)=fla=0)=fla)

X—a+

------

Kesgitlemeden gorniisi yaly, eger f funksiya a nokatda hem ¢epden, hem sag-
dan tizniiksiz bolsa, onda

fla+0)=f(a-0)=f(a) (D
deilikler yerine yeter, yagny f funksiya a nokatda {izniiksiz bolar. Tersine hem dog-
rudyr, yagny funksiyanyil a nokatda {izniiksizliginden, onuil sol nokatda hem ¢ep-
den, hem sagdan tizniiksizligi gelip ¢ykyar.

Eger f funksiya a nokatda kesgitlenmedik bolsa ya-da kesgitlenen bolup, sol

nokatda iizniksiz bolmasa, yagny limf(x) predel yok bolsa, ya-da limf(x) predel
bar bolup lim f(x) # f(a) bolsa, onda a nokada f funksiyany iiziilme nokady diyil-

Var.
Eger funksiyanyn a iiziilme nokadynda birtaraplayyn

fla=0)= lim flx) we fla+0)= lim f(x) @
predeller bar bolsa, onda a nokada f funksiyanyn birinji gorniisdéki iiziilme nokady
diyilyar, f(a + 0) — f(a — 0) tapawuda bolsa f funksiyanyn a nokatdaky bokmesi
diyilyar.

Eger lim f(x) predel bar bolup, f funksiya a nokatda ya kesgitlenmedik, ya-da
limf(x) # f(a) bolsa, onda a nokada f funksiyanyii ayrylyan iiziilme nokady diyil-
yar.

Eger (2) birtaraplayyn predellerin iii bolmanda birisi yok ya-da co-ge deii bol-
sa, onda a nokada f funksiyanyn ikinji gdrniisdiki {iziilme nokady diyilyar.

29-njy mysal. Funksiyanyi iiziilme nokatlaryny tapmaly we olaryfi gérniislerini
kesgitlemeli. Birinji gorniisdéki iiziilme nokatlarynda funksiyanyii bokmesini ha-
saplamaly:
1/(x—1), x<0,
Q) flx) = 2%, b) fx) = {(x+ 17, 0=<x<2,
X 1 —x, 2 <x.

C.B. a) f(x) = (|x| — x)/x* funksiya san okunyn dhli x # 0 nokatlarynda kesgitle-
nendir. Diymek, x = 0 funksiyanyn tiziilme nokadydyr. Berlen funksiyany

Ax) = %2 -2/x, x<0
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gOrniisde yazyp, 111110 flx) =0, lim flx) =+oo predelleri taparys. Bu yerden

gorniisi yaly, x = 0 funksiyanyn ikinji gorniisdéki iiziilme nokadydyr.
b) berlen funksiyanyn birtaraplayyn predellerini tapalyn:
1

. _ . — 1. . _ . 2 .
Xlirpof(x) = Xlirzloix 1= 1; }lfPof(x> = xllrllo(x +1y =1,

. 1 2 _ Q. : — 1 — %) = —
xllgr_lof(x)—xllgr_lo(x—i—l) =0; xllglrof(x)—xllgrio(l x)=—1.

Bu yerden gorniisi yaly, x = 0 we x = 2 funksiyanyn birinji gérniisdéki tiziilme
nokatlarydyr we funksiyanyil sol nokatlardaky bokmesi degislilikde

fEHO) —f(0)=1-(-1)=2; f2+0)—f2—0)=-1-9=-10
bolar. C.S.

4. Kesimde iizniiksiz funksiyalaryii hdsiyetleri. Eger funksiya [a, b] kesimin
ahli icki nokatlarynda tizniiksiz bolup, a nokatda sagdan we b nokatda ¢epden

------

------

Eger funksiya [a, b] kesimin tiikenikli sany birinji gorniisdéki iizilme nokat-
laryndan basga @hli nokatlarynda {izniiksiz bolsa, onda ona bolek {izniiksiz funksiya
Eger Ve > 0 {igin seyle 6 = d(¢) > 0 tapylyp, |x — x| < 0 serti kanagatlandyryan
Vx, x" € Xgin [f(x) — f(x")| < € densizlik yerine yetse, onda f funksiya X kop-

------

Kesimde tizniiksiz funksiyanyn seyle hdsiyetleri bardyr:

1. Eger ffunksiya [a, b] kesimde iizniiksiz bolsa, onda ol funksiya sol kesim-
de c¢aklidir we takyk yokarky we takyk asaky ¢édklerini alyar.

2. Eger [a, b] kesimde {izniiksiz f funksiya tigin f(a) - f(b) <0 bolsa, onda onun
(a, b) interwalda in bolmanda bir noly bardyr.

3. Eger f funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz bolup, 4 =f(a)#f(b)=B bolsa, onda
ol funksiya 4 we B bahalaryn arasyndaky islendik C bahany alar, yagny (a, ) = ¢
tapylyp, f(c¢) = C bolar.

4. Eger f funksiya [a, b] kesimde artyan (kemelyén) we iizniiksiz bolsa, onda
onun ters funksiyasy uglary 4 = f(a) we B = f(b) bolan kesimde kesgitlenen, birba-
haly, artyan (kemelyin) we {lizniiksiz funksiyadyr.

5. Eger ffunksiya [a, b] kesimde iizniiksiz bolsa, onda ol funksiya sol kesimde
dendlgegli tizniiksizdir.

[a, b] kesimde iizniiksiz funksiyalaryn kopliigi C[a, b] bilen belgilenyar.
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30-njy mysal. y = sinx funksiyanyn [-1, 1] kesimde artyan we lizniiksiz ters
funksiyasynyn bardygyny gorkezmeli.

C.B. y = sinx funksiya [—E ﬂ] kesimde artyan we {izniiksiz funksiyadyr.

2°2
Onun bahalar kopliigi [-1, 1] kesimdir. Sonun iigin hem ol funksiyanyn [—1, 1] ke-
simde artyan, birbahaly we lizniiksiz ters funksiyasy bardyr, ony x = arcsin y arkaly
belgileyarler. C.S.
Bumysaldaky x we y ululyklaryn orunlaryny ¢alsyryp, y=arcsin x funksiyanyn
[-1, 1] kesimde tizniiksizdigini alyarys. Beyleki ters trigonometrik funksiyalaryn
tizniiksizligi hem sular yaly gorkezilyér.

31-nji mysal. y = a* (0 < a # 1) funksiyanyn (0, +o0) interwalda monoton we
lizniiksiz ters funksiyasynyn bardygyny subut etmeli.

C.B. y = a* funksiya (—o0, 0) interwalda monoton we iizniiksiz, bahalar yaylasy
(0, +o0) interwaldyr. Sonun ii¢in hem ol funksiyanyi (0, +o0) interwalda monoton,
birbahaly we tizniiksiz ters funksiyasy bardyr, ony x = log y bilen belgileyarler. Bu
mysalda x we y ululyklaryfi orunlaryny c¢alsyryp, y = log x (0 < a # 1) logarifmik
funksiyanyi (0, +oo) interwalda tizniiksizdigini alarys. C.S.

32-nji mysal. f(x) = ax + b funksiyanyn san okunda denidlgegli lizniiksizdigini
subut etmeli.

C.B. Eger Ve>0 ii¢in 0=¢/|a| alsak, onda Vx, x"E R igin |x—x'<0 bolan-
da [f(x) — f(x")] = |allx — x| < |al0 = € bolar, yagny f(x)=x funksiya san okunda
denodlcegli izniiksizdir. C.S.

33-nji mysal. f(x) = sin 1 funksiyanyn (0, 1) interwalda dendlcegli tizniiksiz
déldigini subut etmeli. X
C.B. Eger (0, 1) interwala degisli x,=2/7(2k + 1) (k= 0, 1, 2, ...) nokatlary
alsak, onda ¢ = 1 {igin |x,,, — x,| = 4/7(2k + 3)(2k + 1) <0 bolanda,
. m(2k+3 . m(2k+ 1
| f(x00) = f(x0) | = sm% — sm%‘ =

= (-1 (1 =2 >

k+1

densizlik yerine yetydr, yagny garalyan funksiya interwalda dendlgegli tizniiksiz
daldir. C.S.

548. Uzniiksiz y = f(x) funksiyanyt grafigi berlen. Berlen a nokat we & > 0 {i¢in
Ix —a| < 0 bolanda |f(x) — f(a)| < € bolyan geometrik taydan 6 > 0 sany gérkezmeli.
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549. Metaldan tarapy x, = 10 sm bolan kwadrat plastinka yasamaly. Onufi x
tarapy haysy ¢éklerde iiytginde y = x> meydany gz 6iiiinde tutulan y, = 100 sm?
meydandan, gorkezilen sanlardan, uly bolman tapawutlanar:

a) =1 sm?; b) £0,1 sm?; ¢) £0,01 sm?; d) £& sm*?

550. Kubun gapyrgasy 2 m we 3 m aralygynda. Onuil x gapyrgasy haysy absol-
yut yaliyslyk bilen dl¢elende onun y géwriimini € m*-dan uly bolmadyk absolyut
yaliiyslyk bilen hasaplamak bolarmy:

a)e=0,1 m% b) e = 0,01 m?, ¢) e =0,001 m*?

551. x, = 100 nokadyn haysy ifi uly golay téwereginde y = v x funksiyanyi
grafiginiii ordinatasy y, = 10 ordinatadan & = 10 (n>0) sandan nahili kigilikde
tapawutlanar? n =0, 1, 2, 3 sanlar iigin ol golay toweregin 6l¢egini kesgitlemeli.

552. «e — O» dilde f(x) = x? funksiyanyn x = 5 nokatda tizniiksizdigini subut

etmeli.
Tablisany doldurmaly:

e 1 0,1 0,01 | 0,001
0

553. Goy, f(x) = % we & = 0,001 bolsun.

x,=0,1; 0,01; 0,001, ... sanlar iigin |x — x| < ¢ bolanda |f(x)—f(x,)| <& bolyan
maksimal uly polozitel § = (g, x,) sanlary tapmaly.

Berlen € = 0,001 iigin 0 > 0 sany (0, 1) interwala degisli dhli x, iigin bolar yaly,
yagny islendik x, € (0, 1) ligin |x — x| < d bolanda |f(x)—f(x,)|<e bolar yaly saylap
almak bolarmy?

554. «e—0» dilde poloZitel manysynda asakdaky tassyklamany okamaly:
x, nokatda kesgitlenen f(x) funksiya sol nokatda tizniiksiz déldir.

555. Goy, kibir & > 0 sanlar iigin olara degisli 0 = d(e, x,) > 0 sanlar tapylyp,
[f(x)—f(x,)|<e densizlik difie |x —x | < § bolanda yerine yetyan bolsun.

Asakdaky sertlerde f(x) funksiya x, nokatda lzniiksiz diymek bolarmy?
a) € sanlar tiikenikli kopliigi emele getiryér; b) € sanlar tiikeniksiz kop & = Ln
(n=1, 2, ...) gorniisddki ikileyin droblary emele getiryar.

556. Goy, f(x)=x+0,001 [x] funksiya berlen bolsun. Her bir ¢>0,001 san ii¢gin
Ix'—x|<0 bolanda |f(x")—f(x)|<e bolyan d=0(e,x)>0 sany saylap bolyandygyny,
yone 0 < & < 0,001 bolanda dhli x ii¢in sol sany saylap bolmayandygyny subut et-
meli.
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557. Goy, her bir yeterlik ki¢i 6 > 0 san iigin € = £(9, x,) > 0 tapylyp, [x —x,|<0
bolanda [f(x)—/f(x,)|<e densizlik yerine yetsin. Bu yerden f(x) funksiyanyn x = x,
nokatda tizntiksizligi gelip ¢ykyarmy? Bu denisizlikler bilen f(x) funksiyanyn haysy
hidsiyeti ailladylyar?

558. Goy, her bir € > 0 iigin 6 = 0(e, x,) > 0 san tapylyp, |[f(x)—f(x,)|<e bo-
landa |x — x | < 0 densizlik yerine yetsin. Bu yerden f(x) funksiyanyi x =x, nokatda
tizniiksizligi gelip ¢ykyarmy? Bu deiisizlikler bilen f(x) funksiyanyn haysy hisiyeti
anladylyar?

559. Goy, her bir > 0 san iigin € = &(9, x,) > 0 san tapylyp, |[f(x)—f(x,)|<e
bolanda [x — x,| < & bolsun. Bu yerden f(x) funksiyanyn x =x, nokatda iizniiksizligi
gelip cykyarmy? Bu detisizlikler bilen f(x) funksiyanyn haysy hisiyeti ailladylyar?
Asakdaky mysaly su gorniisde derniemeli:

f(x) = {arctg x, eger x rasional bolsa,

7 — arctgx, eger x irrasional bolsa.
560. «& — O» dilde asakdaky funksiyalaryn tizniiksizdigini subut etmeli:
a) ax + b; ¢) x°; e) Vx; f) cosx;
b) x?; d) v x; a) sinx; g) arctgx.

Funksiyalaryn tizniiksizdigini deriemeli we olaryn grafigini sekillendirmeli:

x - .
S561. f(x) = |x|. 562. flx) =1 x_p > 8T XF
A, eger x = 2.
563. f(x) = — L buyerdex# -1 bolanda we f(~1) erkin san.
1+ x)

, bu yerde x # 0 bolanda we f,(0) = 1;

564.2) fi(x) = | Si;w

b) f(x) = s|i;1x’ bu yerde x # 0 bolanda we £,(0) = 1.

565. f(x) = sin %, bu yerde x # 0 bolanda we f(0) erkin san.

566. f(x) = xsinL, bu yerde x # 0 bolanda we f(0) = 0.
X
567. f(x) = ¢, bu yerde x # 0 bolanda we £(0) = 0.

568. f(x) = %, bu yerde x # 1 bolanda we f(1) erkin san.
1 +ex—1
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569. f(x) = xInx?, bu yerde x # 0 bolanda we f(0) = a.
570. f(x) = sgn x. 571. f(x) = [x].
572. flx) =Vx =[Vx]

Funksiyalaryn {iziilme nokatlaryny kesgitlemeli we olaryn gérniislerini anyk-
lamaly:

1+x
573.y=—* 574, y = —T*X
Y (1+xy YT
2 L - 1
575.y= X =1 576.y =X 1+x
g X —3x+2 1 - 1
X — X
577, y = X 578. y = /l=cosmx
Y= sinx Y P
579. y = cos* L Ly = in %
Yy = Cos e 580. y sgn(sm o >
COSE 1
581. y = . 582. y = arctgf.
COSE X
X
583. y= \/;arctg%_ 584.y = et
585.y= 1 586.y=—1
Inx | — oTox

Funksiyalaryn tizniiksizdigini deriiemeli we olaryn grafiklerini sekillendirmeli:

587.y = sgn(sinx). 588.y =x—[x].
589.y = x[x]. 590. y = [x]sinzx.
591,y = ¥ - [¥?]. 592,y =[L1
rerop = [4)
593. y = a| L] 594. y = sgn(cos 1)
X x/
1 T
595. y = ?]sgn<sm;>. 596. y = ctg%.
597. v — qec? L 508. v — (_ 1)+
y = sec . y=(=1)""
599. y = 1, 1 1
Y arCtg(x+x—l+x—2>'
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600. y = 1 601,y = 1

xsin’x sin(x?)
2
602. y = x 603.y = i,
Y= G D -8 yoe
604.y =1— e, 605. y = th%.
— X

Funksiyalaryn iizniiksizdigini dernemeli we olaryn grafiklerini gurmaly:

606. y = lim—1— (x>0). 607. y = lim% =",
nee] 4 x "ment+n

608. y = lim"V'1 + x™. 609. y = limcos™x.

610. y = lim———* 611. y = lim|xarctg(nct .

¥ =l y = lim[xarctg(nctgx)]

- x+xe” - In(1 +¢")

612. y = limX+X € 613.y = lim-— 2
L =+ In(1 + €')

614. y = llir+n(1 + x)thtx.

2x, eger 0 <x =<1, et
_ e N
615. f(x) {2 —x eger 1 <x<2 funksiya lizniiksizmi?

e, eger x <0

a4 x eger x> O’ funksiya a-nyn haysy bahalarynda tizniiksiz

616. fx) = {

bolar?

617. Funksiyalaryn tizniliksizdigini deriiemeli we olaryn iiziilme nokatlarynyn
gorniigini anyklamaly:
2

, 0<x<1, 2 ’ o Al,
a) fx) = X eger X d) flx) = ctg mx, eger x b¥t?n da
2—x, eger 1 <x=<2. 0, eger x bitin.
sinzx, eger x rasional,
0, eger x irrasional.

x, eger |x|<1,

b) flx) = {1, eger |x|> 1.

o) flx) =]

X <
¢) flx) = cos“3%, eger x| <1,
lx— 1], eger |x|> 1.

618. d = d(x) funksiya Ox okunyn x nokadynyn onun 0 < x <1 we 2<x<3
kesimlerden diiziilen nokatlarynyn kopliigine c¢enli it yakyn uzaklygy ainladyar.
Ol funksiyanyn analitiki gorniisini tapmaly, grafigini gurmaly we lizniiksizdigini
derniemeli.

7. Sargyt Ne 2666
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YA 619. E figura esasy 1 we beyikligi 1 bolan
3fp-------- V denyanly tigburclukdan we her birinin esaslary 1,
b(y) beyiklikleri 2 we 3 bolan iki goniibur¢luklardan

2t A diizillen (13-nji suraf). S=S(v) (0<y<-+w) funk-
7/ siya E figuranynt Y=0 we Y =y parallel ¢yzyklaryn

1= L y  arasyndaky béleginifi meydany b = b(y) (0<y <+o0)
funksiya bolsa, Y=y goni ¢yzygyn E figuradaky

0 > kese-kesiginifi uzynlygy. S we b funksiyalaryn ana-

litiki gorniiglerini tapmaly, olaryn grafiklerini gur-
maly we lizniliksizdigini deriiemeli.

13-nji surat

620. D(x) = liﬁm{liﬁmcos"(ﬂm!x)} Dirihlénifi funksiyasynyfi x-ifi her bir ba-
hasynda tiziilydndigini subut etmeli.
621. Dirihlanin D(x) funksiyasy ii¢in f(x) = xD(x) funksiyanyn tizniiksizdigini

derniemeli. Onun grafigini gurmaly.

L, eger x = ™ m we n dzara yonekey sanlar,
622. flx) =" n
0, eger x irrasional san.

Rimanyn funksiyasynyn x-iil her bir rasional bahasynda iiziilyéndigini we irra-
sional bahasynda {izniiksizdigini subut etmeli. Onun grafigini gurmaly.

623. Asakdaky yaly kesgitlenen f(x) funksiyanyn iizniiksizdigini deriiemeli:

flx) = ’f T eger x gysgalmayan % (n > 1) rasional drob bolsa, f(x) = |x| eger x
n

irrasional san bolsa, onun grafigini gurmaly.
624. f(x) = l_w funksiya x = 0-dan basga dhli x {igin kesgitlenen. f(x)
X

funksiya x = 0 nokatda néhili kesgitlenende ol funksiya sol nokatda iizniiksiz bolar?

1
1—x

625. f(1) san islendik saylanyp alnanda hem x = 1 nokadyni f(x) =
funksiyanyn iiziilme nokady bolyandygyny subut etmeli.

626. f(x) funksiyanyn x = 0 nokatda manysy yok. Asakdaky funksiyalar x =0
nokatda f(x) lizniiksiz bolar yaly f(0) sany néhili kesgitlemeli:

) fin= LLEa=L, 0 f0= Lt
b) f(x) = £, ) £ = (x> 0);
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¢) f(x) = sinxsin %; f) f(x) = xIn>x?

d) f)=(1+x)";

627. Eger x = x, nokatda: a) f(x) funksiya tizniiksiz, g(x) funksiya iiziilyén bol-
sa; b) f(x) we g(x) funksiyalaryn ikisi hem iiziilyédn bolsalar, onda ol funksiyalaryn
f(x) + g(x) jemi x = x, nokatda hokman tiziilyén funksiya bolarmy? Degisli mysal-
lary getirin.

628. Eger x = x, nokatda: a) f(x) funksiya tizniiksiz, g(x) funksiya iiziilydn bol-
sa; b) f(x) we g(x) funksiyalaryn ikisi hem {iziilyén bolsalar, onda ol funksiyalaryn
Sf(x) - g(x) kopeltmek hasyly x = x, nokatda hokman iiziilydn funksiya bolarmy?
Degisli mysallary getirif.

629. Uziilyin funksiyanyn kwadraty iiziilyin funksiyadyr diyip tassyklamak
bolarmy?

Hemme nokatlarda iiziilyén bolup, kwadraty {izniiksiz funksiya degisli mysal
getirin.

630. Berlen funksiyalar boyunca ¢ylsyrymly f[g(x)] we g[f(x)] funksiyalaryn
tizniiksizdigini dernemeli:

a) f(x) = sgnx we g(x) = 1 +x%

b) f(x) = sgnx we g(x) = x(1 —x°);

¢) f(x) =sgnx we g(x) =1+x—[x].

631. Berlen

| u, 0<u=sl; we (x) = X, X — rasional;
flu) = 2—u, 1 <u<?2 ¢ " |2 —x, x—irrasional

funksiyalar tigin ¢ylsyrymly y = f(u), u = ¢(x) (0 < x < 1) funksiyanyn iizniiksizdi-
gini deriemeli.
632. Uzniiksiz f(x) funksiya ii¢in F(x) = |f(x)| funksiyanyi iizniiksizdigini
subut etmeli.
633. Eger f(x) funksiya iizniiksiz bolsa, onda islendik polozitel ¢ san {i¢in
—c, eger flx)<-c;
Jo(x) = 1 f(x), eger | flx)|=c;
c, eger flx)>c¢
bolsa, funksiyanyn lizniiksizdigini subut etmeli.
634. Eger f(x) funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz bolsa, onda

mx) = inf {fE)} we M(x)= sup {A(&)}

a<&t<x

funksiyalaryi hem sol kesimde tizniiksizdigini subut etmeli.
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635. Eger f(x) we g(x) funksiyalar iizniliksiz bolsalar, onda
@(x) = min[f(x), g(x)] we  ¥(x) = max[f(x), g(x)]

funksiyalaryil hem {izniiksizdigini subut etmeli.

636. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde kesgitlenen we ¢ikli bolsun, onda
mx) = inf {f©)} we M(x)= sup {f()}

funksiyalarynl [a, b] kesimde ¢epden tizniiksizdigini subut etmeli.

637. Eger f(x) funksiya a < x < +oo aralykda tizniiksiz bolsa we tiikenikli
Jim. J(x) predel bar bolsa, onda ol funksiyanyi sol aralykda céiklidigini subut etmeli.

638. Goy, f(x) funksiya (x,, +o0) interwalda lizniiksiz we ¢ikli bolsun. Onda
islendik 7' san li¢in seyle x, — +oo yzygiderlik tapylyp, lim[ f(x, + T) — f(x,)]= 0
denligin yerine yetyandigini subut etmeli. o

639. Goy, ¢(x) we ¥(x) funksiyalar —o < x <+ oo interwalda kesgitlenen {izniik-
siz periodik funksiyalar we

Jim [¢(x) = $(x)] = 0
bolsun. Subut etmeli: @(x) = ¥(x).

640. Cékli monoton funksiyalaryn dhli liziilme nokatlarynyn 1-nji gérniisdaki
iiziilme nokatlarydygyny subut etmeli.

641. Eger f(x) funksiyanyn seyle hésiyetleri bar bolsa: 1) [a, b] kesimde kes-

gitlenen we monoton; 2) f(a) we f(b) bahalaryn arasyndaky #hli bahalary alyan
bolsa, onda ol funksiyanyi [a, b] kesimde iizniiksizdigini subut etmeli.

642. f(x) = sin— L — x # a we f(a) = 0 defilikler bojunga kesgitlenyin

funksiyanyn islendik [a, ] kesimde f(a) we f(b) sanlaryi arasyndaky dhli bahalary
alyandygyny, yone [a, b] kesimde tlizniiksiz ddldigini subut etmeli.

643. Eger f(x) funksiya (a, b) interwalda iizniiksiz bolsa we x, x,, ..., x, sol
interwalyn islendik bahalary bolsa, onda olaryn arasynda seyle & tapylyp,

A& = L)+ i)+ +(x,)]
denligin yerine yetyandigini subut etmeli.
644. Goy, f(x) funksiya (a, b) interwalda {lizniiksiz we

[ =limf(x) we L= @f(x)

X—a
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bolsun. / < A < L serti kanagatlandyryan A sanyi nahili bolmagyna garamazdan

x —a(n=1,2,..)yzygiderlik tapylyp, lim f(x,) = A bolyandygyny subut etmeli.
645. Drob ¢yzykly y = % (ad — bc # 0) funksiyanyn ters funksiyasyny

tapmaly. Haysy halda ters funksiya berlen funksiya bilen gabat gelyar?
646. y = x + [x] funksiyanyn x = x(y) ters funksiyasyny tapmaly.
647. Keplerin
y—esinp=x (0<e<l1)
defillemesini kanagatlandyryan yeke-tdk y =y(x) (—oo<x<+o0) iizniiksiz funksiya-
nyn bardygyny subut etmeli.
648. Her bir hakyky k (oo <k<+00) san ligin
ctg x = kx
deiileméniil 0 < x < 7 interwalda yeke-tdk lizniiksiz x = x(k) kokiinin bardygyny
subut etmeli.
649. Monoton dél y =f(x) (—oo<x<+o0) funksiyanyn birbahaly ters funksiyasy
bolup bilermi? Mysala seret:
x, eger x rasional;
y= o
—Xx, eger x irrasional bolsa.

650. Haysy halda y =f{(x) funksiya we onun x = f"!(y) ters funksiyasy sol bir
funksiyadyr?
651. Uziilyén y = (1 + x?) sgnx funksiyany ters funksiyasynyi {izniiksiz funk-
siya bolyandygyny subut etmeli.
652. Eger f(x) funksiya [a, b] kesimde kesgitlenen we berk monoton bolsa we
i{mf(xn) =fla) (a< x <b)

bolsa, onda limx, = a denligi subut etmeli.

n— oo

Funksiyalaryn ters funksiyalarynyil birbahaly lizniiksiz sahalaryny kesgitlemeli:

653.y =x" 654.y = 2x — % 655. y= 2%
I +x
656. y = sin x. 657.y = cos x. 658.y =tgx.

659. y = 1 + sinx lizniiksiz funksiyanyn (0 < x < 27) interwala degisli bahalar
kopliiginin kesim bolyandygyny subut etmeli.

Denlikleri subut etmeli:
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660. arcsinx + arccosx = % 661. arctgx + arctg% = %sgnx (x#£0).

662. Arktangensleri gogmagyn teoremasyny subut etmeli:

arctg x + arctg y = arctg lx_—i- )?;

+ e,

bu yerde € = &(x, y) funksiya 0, 1, —1 bahalaryi haysy-da bolsa birini alyandyr.

Berlen x iigin y-int haysy bahalarynda € funksiya {iziilyan funksiya bolup biler?
Oxy tekizlikde ¢ funksiyanyi lizniiksizlik yaylasyny gurmaly we funksiyanyn sol
yayladaky bahasyny kesgitlemeli.

663. Arksinuslaryn gosmak teoremasyny subut etmeli:

arcsin x + arcsin y = (— l)earcsin(x/l —y2 4Vl —x2> +em

(k[ =1, = D),
bu yerde
xy<0 vyada x*+)?<1 Dbolanda &e=0
we
xy>0 ya-da x*+)?>1 bolanda & =sgnx.

664. Arkkosinuslary gosmagyn teoremasyny subut etmeli:

arccosx + arccosy = (— 1 Farccos(xy — /1 —y* V1 —x*) 4 2em

(K<L <D,
bu yerde
x+y>0 Dbolanda &=0

x+y<0 Dbolanda e=1.

665. Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:
a) y = arcsinx — arcsinv' 1 — xz;
b) y = arcsin(2xv1 — x*) — 2 arcsinx.

666. x = arctgt, y = arcctgt (—oo < t < +o0) denillemeler bilen berlen y = y(x)
funksiyany tapmaly. Ol funksiya haysy yaylada kesgitlenen?

667. Goy, x = cht, y = sht (—o <t <+o0) bolsun. ¢ parametr haysy yaylada iiyt-
génde y ululyga x-il birbahaly funksiyasy hokmiinde seretmek bolar?

668.x = (), y = ¥ (¢) (@ <t <[5) denilemeler sistemasynyn tiytgeyén y ululygy
x-in birbahaly funksiyasy hokmiinde kesgitlenmeginin zerur we yeterlik sertleri

haysy bolar? Asakdaky mysaldaky funksiyalar {i¢cin zerur we yeterlik sertlerini
tapyn: x = sin’t, y=cos’¢.
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669. Haysy sertlerde iki
x=¢{), y=9v@F (a<t<b)
we

x=9(g(r),y=1¥(g(r) (@<t<p))

denilemeler sistemasy sol bir y = y(x) funksiyany kesgitleyar?
670. Goy, ¢(x) we (x) funksiyalar (a, b) interwalda kesgitlenen we
A= inf ¢(x), B= sup ¢(x)

a<x<b
bolsun. Haysy halda (4, B) interwalda kesgitlenen birbahaly we a <x <b bolanda
¥ (x) = f(¢(x)) bolyan f(x) funksiya bar?

671. Zawodyn sehinde x taraplary 1-den 10 sm-e ¢enli bahalary alyp bilyén
kwadrat plastinka yasalyar. Plastinkalaryn taraplary néhili 6 gysarmada yasalanda
(uzynlygyna bagly bolman), olaryii y meydany taslamadakydan tapawutlanmalary
e-den kigi bolar?

Asakdakylar {i¢in san hasaplamalaryny gecirmeli:

a)e=1sm?% b) e =0,01 sm?; ¢) € =0,0001 sm>.

672. Ini € we uzynlygy 0 bolan silindr sekilli mufta y = %/ x egri ¢yzyga gey-
dirilen we sol boyunga muftanynn oky Ox okuna parallel hereket edyir. —10 < x <
10 densizlik boyunca kesgitlenydn ucastogy muftanyn erkin ge¢megi iligin &-nin
asakdaky bahalarynda 6 né¢d defi bolmaly?

a)e=1; b)e=0,1; ¢)e=0,01; d) e yeterlik kigi.

673. Polozitel manysynda «e—0» dilinde seyle tassyklamany yazmaly:
f(x) funksiya kébir kdpliikde (interwalda, kesimde we s.m.) lizniiksiz, yone sol kop-
liikde dendlgegli tizniiksiz dal.

674. f(x) = 1/x funksiyanyn (0, 1) interwalda tizniiksizdigini, yone sol inter-
walda dendlgegli lizniiksiz déldigini subut etmeli.

675. f(x) = sin(x/x) funksiyanyn (0, 1) interwalda iizniliksiz we ciklidigini,
yone sol interwalda dendlgegli tizniiksiz ddldigini subut etmeli.

676. f(x) = sinx? funksiyanyn tiikeniksiz —o < x < 400 interwalda {izniiksiz we
caklidigini, yone sol interwalda dendl¢egli lizniiksiz dildigini subut etmeli.

677. Eger f(x) funksiya a <x < +oo yaylada kesgitlenen hem-de iizniiksiz bolsa
we xlgrn f(x) predel bar bolsa, onda f(x) funksiyanyi sol yaylada denidlcegli iizniik-
sizdigini subut etmeli.

678. Céksiz f(x) = x + sinx funksiyanyn —oo < x < +oo0 san okunda denolcegli
lizniiksizdigini subut etmeli.
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679. f(x) = x* funksiya asakdaky kopliiklerde dendlgegli izniiksizmi? a) (—/, [)
interwalda, bu yerde / islendik uly polozitel san; b) (—oo, +o0) interwalda.

Funksiyalaryn berlen yaylalarda dendlcegli tizniiksizdigini deriiemeli:

680.f(x):# (-1<x<1). 681 f(x)=Inx (0<x<I).

682. f(x) = % O<x<m).  683. flx)= excos% O<x<1).

684. f(x) =arctgx (—o<x<+w). 685. flx)=vx (1 <x<-+o0).
686. f(x)=xsinx (0 <x<+o0).

687. f(x) = @ funksiyanyii

J=E1<x<0) we J,=(0<x<I)

kopliiklerin her birinde, ayratynlykda, dendlcegli lizniiksizdigini, yone olaryn
J,+J,={0 <|x| < 1} jeminde dendlgegli lizniiksiz dildigini subut etmeli.

688. Eger f(x) funksiya [a, c] we [c, b] kesimleriii her birinde dendlcegli
izniiksiz bolsa, onda olaryn jemi bolan [a, b] kesimde hem dendlgegli tizniiksizdi-
gini subut etmeli.

689. Asakdaky funksiyalaryn berlen aralyklarda dendlcegli tizniiksiz bolmak
sertini kanagatlandyryan & > 0 {igin kébir 6 = 0(¢) tapmaly:

a) f(x) = 5x — 3 (—o0 < x < +0); d)f(X)=x/;(0§x<+oo);
b) f(x)=x*—2x -1 (2<x<5); e)f(x)=2sinx—cos x (—0 < x < +o0);

¢) flx) = % 0,1 <x<1); d) flx) = xsin% (x£0) we f(0)=0 (0<x<7).

690. [1, 10] kesimin her bir boleginde f(x) = x* funksiyanyn yrgyldysy 0,0001
sandan kigi bolar yaly, ol kesimi nédce deni boleklere bolmek yeterlik bolar?

691. (a, b) interwalda dendlcegli lizniiksiz bolan tiikenikli sany funksiyalaryn
jeminiit we kopeltmek hasylynyn sol interwalda dendlgegli tizniiksizdigini subut
etmeli.

692. Eger cikli monoton f{(x) funksiya tiikkenikli ya-da tiikeniksiz (a, b) inter-
walda {lizniiksiz bolsa, onda ol funksiyanyin (a, b) interwalda dendlcegli tizniiksiz-
digini subut etmeli.

693. Eger f(x) funksiya tiikenikli (a, b) interwalda dendlcegli iizniiksiz bolsa,
onda
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A= limof(x) we B = x{igr_lof(x)

X—a+
predellerin bardygyny subut etmeli.
Bu teorema tiikeniksiz (a, b) interwal li¢in dogrumy?

694. Tikenikli (a, b) interwalda kesgitlenen we lizniiksiz f(x) funksiyany [a, b]
kesime iizniiksiz dowam etdirmek {i¢in f(x) funksiyany1 (a, b) interwalda dendlgeg-
11 tizniiksiz bolmagynyil zerur we yeterlikdigini subut etmeli.

695. (a, b) interwalyn |x, — x,| < 0 serti kanagatlandyryan islendik iki x, we x,
nokatlary {i¢in
o, (0) = suplf(x,) — f(x,)
funksiya f(x) funksiyanyn (a, b) interwaldaky tlizniiksizlik moduly diyilyar.
f(x) funksiyanyn (a, b) interwalda dendlcegli lizniiksiz bolmagy {i¢in

5lirpowf(6) =0
denligin yerine yetmeginii zerur we yeterlikdigini subut etmeli.
696. Hemiselik C we « li¢in agakdaky funksiyalaryi iizniiksizlik modulynyn
, (0) < Co”

gorniisddki bahalandyrmalaryny subut etmeli:
a)fx)=x> (0<x<1);

b) flx) = Vx (0<x<a)we (a<x<+wn);
¢) f(x) =sinx + cosx (0 <x<2m).

697. x-in we y-in dhli hakyky bahalary {i¢in
S+ y)=f) + () (1)
deiillemédni kanagatlandyryan yeke-tdk {lizniiksiz f(x) (—oo<x<+o0) funksiyanyn
cyzykly, birjynsly
J(x)=ax
funksiyadygyny subut etmeli, bu yerde a = f(1) erkin hemiselik.

698. Monoton we (1) denileméni kanagatlandyryan f(x) funksiyanyil ¢yzykly,
birjynsly funksiyadygyny subut etmeli.

699. Yeterlik ki¢i (—&, €) interwalda ¢ikli we (1) defileméni kanagatlandyryan
f(x) funksiyanyn ¢yzykly, birjynsly funksiyadygyny subut etmeli.

700. x-in we y-in dhli bahalary ticin
Jx+y)=fx) /) 2)

denilemini kanagatlandyryan tozdestwolayyn nola den bolmadyk yeke-tik iizniik-
siz f(x) (—o<x<+o0) funksiyanyn gorkezijili
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Jx)=a'
funksiyadygyny subut etmeli, bu yerde a = f(1) polozitel hemiselik.

701. Tozdestwolayyn nola deni bolmadyk, (0, €) interwalda ¢ékli we (2) den-
leméni kanagatlandyryan f(x) funksiyanyn gorkezijili funksiyadygyny subut etmeli.

702. x-it we y-il dhli poloZitel bahalary {i¢in
Joy) =f(x) +f()
deiileméni kanagatlandyryan yeke-tdk tozdestwolayyn nola deni bolmadyk iizniik-
siz f(x) (—o<x<+o0) funksiyanyn logarifm
fx)=logx (0<a#l)
funksiyadygyny subut etmeli.
703. x-int we y-inl dhli polozitel bahalary ligin
Jy) =f0) () 3)
deiileméni kanagatlandyryan yeke-tdk tozdestwolayyn nola deni bolmadyk iizniik-
siz f(x) (—o<x<+o0) funksiyanyn derejeli
J(x) =x
funksiyadygyny subut etmeli, bu yerde a hemiselik san.
704. x-in we y-iit dhli hakyky bahalary iicin (3) denilemini kanagatlandyryan
ahli tizniiksiz f(x) (—oo<x<+o0) funksiyalary tapmaly.
705. Uziilyén f(x) = sgnx funksiyanyt (3) defileméni kanagatlandyryandygyny
subut etmeli.
706. x-in we y-in1 dhli hakyky bahalary {i¢in
Jx+ ) +f(x=y)=27x) ()

deiileméni kanagatlandyryan dhli tizniiksiz f(x) (—oo <x <+o0) funksiyalary tapmaly.
707. x-it we y-in dhli hakyky bahalary ticin

S +y) =) () - gg), gl +y)=/fx)gl) +/()gx)
denlemeler sistemasyny we f(0) = 1 we g(0) = 0 sertleri kanagatlandyryan ahli
tizniiksiz ¢akli f(x) we g(x) (—oo<x<+o0) funksiyalary tapmaly. (Gorkezme: F(x) =
= fA(x) + gX(x) funksiya seretmelli).

708. Goy,
Af(r)=fx + Ax) = f(x)  we  AY(x) = A{Af(x)}
f(x) funksiyanyn degislilikde birinji we ikinji tertipli tiikkenikli tapawutlary bolsun.
Eger f(x) (—oo<x<+o0) funksiya iizniiksiz we A’f(x)=0 bolsa, onda ol funksiyanyn
cyzyklydygyny, yagny f(x)=ax+b bolyandygyny subut etmeli, bu yerde a we b
hemiselik sanlar.
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FUNKSIYANYN ONUMI WE DIFFERENSIALY

§1. Funksiyanyn oniimi diisiinjesi

1. Funksiyanyri oniiminin kesgitlenigi. Eger x nokadyn kabir U(x) golay to-
wereginde kesgitlenen y = f(x) funksiyanyn x nokatdaky Ay=f(x + Ax)—f(x) arty-
mynyn liytgeyan x ululygyn Ax artymyna bolan

ﬂ: f(X+Ax) _f(x> (1)
Ax Ax
gatnasygynyn Ax — 0 bolanda predeli bar bolsa, onda sol predele y =f(x) funksiya-

......

S(x + Ax) — f(x)
2
Ax : )
Kesgitlemeden peydalanyp, mysal hokmiinde, kédbir yonekey funksiyalaryn
ontimlerini tapalyn.

o o Ay
flx)= lim2 = lim

1-nji mysal. y = C hemiselik we y = x funksiyalaryn onlimlerini tapmaly.
C.B. Islendik x we Ax we f(x) = C we g(x) = x {ligin

Ay=f(x + Ax)—f(x)=C—-C=0,
Ay =g(x + Ax) — g(x) =x + Ax —x = Ax.

Onda (2) formula esasynda

2-nji mysal. f(x) = sinx we g(x) = cosx funksiyalaryin dnlimlerini tapmaly.
C.B. y = sinx funksiya {i¢in

Ay = sin(x + Ax) — sinx = 2sin%cos<x + %)

Sonuii {igin hem (2) formula we 1-nji ajayyp predel esasynda
Ax

sin== A
. limcos(x + _x) = CoSX,
Ax—0 2

o o Ay
flx) = limees = lim—4

2

yagny (sinx)’= cosx. Edil suna menzeslikde (cosx)’= —sinx. C.S.
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3-nji mysal. /(x) =log x (0 <a # 1, x > 0) funksiyanyn oniimini tapmaly.
C.B. y = log x funksiya li¢in

Ay = log,(x + Ax) — log,x = loga(l + %)
Sona gord
Ax Ax
limﬂ — hmw 1 hmw — Llog P
A—0AX  Ax—0 Ax X Ax—0 Ax x o
X
deiligi alarys, yagn =1 =1 S.
gi alarys, yagny (log,x) " log,e <ina C

Bu mysaldan @ = e bolanda (Inx) = % formula alynyar.

Eger (1) formulanyin Ax — +0 (Ax — —0) bolanda predeli bar bolsa, onda
ol predele y = f(x) funksiyanyn x nokatdaky sag (¢ep) Oniimi diyilyar we ol
SIx) (f'(x)) ya-da f'(x + 0) (f'(x — 0)) bilen belgilenyér:

N o Ay o e Ay
f(x) = lim = (f_(x)—A}(ngE) 3)

Bu 6niimlere birtaraplayyn ontimler diyilyar. f/(x) = f'(x) defiligii yerine yet-
megi f funksiyanyn x nokatda differensirlenmegine dengiiy¢liidir, sonda /' = f(x) =
= f"(x) deiilik yerine yetydr.

4-nji mysal. f(x) = |x| funksiyanyil 6nlimini tapmaly.

C.B. Bu funksiya ti¢gin
Ay _ fla+Ax)—Ax) _ |x+ Ax[—|x]
Ax Ax N Ax '

Eger x > 0 bolsa, onda yeterlik ki¢i |[Ax| tigin x + Ax > 0 we
ﬂ:x+Ax—x:M:1
Ax Ax Ax ’

Eger x <0 bolsa, onda yeterlik ki¢i |Ax| licin x + Ax <0 we

Ay _ —(x + Ax) — (—x) __Ax_
Ax Ax Ax '

Sonun {i¢in hem kesgitleme boyunca x # 0 bolanda

, , Ay I, eger x > 0 bolsa;
f(x)=1x| A0 Ax {—1, eger x < 0 bolsa. @
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Eger-de x = 0 bolsa, onda

Ay _ A0+ Ax) —f(0) _ |Ax]|

Ax Ax Ax
Sonun {icin hem
Ay _ o Ax . Ay _ (=Ax)
Jm = am oy = b Jim e = dim e =

Diymek, f(x) = |x| funksiyanyi x = 0 nokatdaky sag 6niimi 1 we ¢ep oniimi —1
bolyar. Sonui iigin ol funksiyanyn x = 0 nokatda 6niimi yokdur.

2. Oniimin fiziki we geometrik manysy. Goy, material nokat goni ¢yzyk
boyunga hereket edyin bolup, y = f(x) sol nokadyn hereketinin diizglinini, yagny
t = 0 wagtdan 7 = x wagt aralygynda gegen yoluny afilatsyn. Onda /'(x) = 9, yagny
onui dniimi material nokadyn x pursatdaky tizligini anladyar.

Goy, y = f(x) funksiya x, nokadyn kébir golay towereginde kesgitlenen we
lizniiksiz bolsun. Onda ol funksiyanyn grafigine 4(x,, y,) (v,=/(x,)) nokatda gegi-
rilen galtagsma ¢yzygynyi k = tga burg koeffisiyenti sol funksiyanyn x, nokatdaky
ontimine defidir: tga = f(x,) we ol funksiyanyn x, nokatdaky onliminifi geometrik
manysyny anladyar.

3. Funksiyanyii differensirlenmegi we differensirlemegin esasy diizgiin-
leri. Eger funksiyanyn x nokatda oniimi bar bolsa, onda ol funksiya sol nokatda
differensirlen}'/éindir Nokatda differensirlenyéin funksiya sol nokatda tizniiksizdir.

Eger u = u(x) we v = v(x) funksiyalaryn x nokatda onumleri bar bolsa, onda sol
nokatda u + v, u - v we u/v (v(x) # 0 bolanda) funksiyalaryit hem ontimleri bardyr
hem-de

(utv)'=u'£v} (5)
(w)' =uv +uw' (6)
<%>:uvvzuv 7

formulalar dogrudyr.
Hususan-da, hemiselik ¢ san ii¢in

[ev(x)]'= cv'(x), [V(Cx) ]’: - i‘; (<;C)> (v(x) # 0).

5-nji mysal. f(x) = tgx, (x # /2 + kr, k € Z) funksiyanyii oniimini tapmaly.
C.B. Onuil icin tgx = sinx/cosx formuladan, sinx, cosx funksiyalaryn
Oniimlerinin formulalaryndan we (7) formuladan peydalanarys:
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, i sinx) cosx — sinx(cosx)
gy~ [ (s o2 1 s

2 2
COoS X cos’x o’
Suna menzeslikde, x # k7, k € Zigin
’ . . 7
. Tcosx]_ (cosx)sinx— cosx(sin x) 1
(Cth):[ - ]: — =
sin x sin?x sin’x

4. Cylsyrymly, anyk dil we ters funksiyanyri oniimi. Eger u=¢(x) funksiyanyn
x nokatda, y = f(u) funksiyanyn bolsa u nokatda 6niimi bar bolsa, onda ¢ylsyrymly
v = fle(x)] funksiyanyn x nokatda 6niimi bardyr we ol oniim {i¢in seyle formula
dogrudyr:

Y =) - u'x) /=1 u). ®)
6-njy mysal. y = tg(8x — 7) funksiyanyn oniimini tapmaly.

C.B. u = 8x — 7 we y = tgu funksiyalaryin 6niimlerinii barlygyndan peydala-
nyp, (8) formulanyn esasynda taparys:

¥(x) = (tgu)-Bx-7y=—1—8=— 8 Cs.
cos u cos (8x —7)
Eger y =y(x) funksiya F(x, y)=0 denileme arkaly anyk dél gérniisde berlen bol-
sa, onda F(x, y) funksiya x-a goré ¢ylsyrymly funksiya hokmiinde garap, y'=y'(x)
oniimi [F(x, y)]'= 0 defilikden tapmak bolar.

7-nji mysal. x*)* + cosy = 0 denleme bilen anyk dél gorniisde berlen y =y(x)
funksiyanyil y'=y'(x) onlimini tapmaly.

C.B. Deilleminin ¢ep bolegine x ululyga gord ¢ylsyrymly funksiya hokmiinde
garap, (5) we (6) diizglinleri we (8) formulany ulanyp taparys:
3
2xy* +3xH% —siny - y'=0, y = Lﬂ C.S.
siny — 3x"y
Goy, y = f(x) funksiya x, nokadyn kébir golay towereginde tizniiksiz we art-
yan (ya-da kemelyan) funksiya bolsun. Ondan basga-da ol funksiyanyfi x, nokatda
noldan tapawutly 6niimi bar bolsun, onda y = f(x) funksiya ters bolan x = f7!(y)
funksiyanyn y, = f(x,) nokatda oniimi bardyr we ol 6niim

1 _ 1 9
[f_ (yO)I f,(xo) ( )

formula boyunca tapylyar.
8-nji mysal. y = a* (0 <a # 1) gorkezijili funksiyanyn 6niimini tapmaly.

C.B. San okunda kesgitlenen bu gorkezijili funksiya (0, +o0) interwalda kes-
gitlenen x = log y funksiyanyi ters funksiyasydyr. Sonui ti¢in (9) formula we 3-nji
mysal esasynda taparys:
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x\Y 1 _ 1 _ y _ ax — X
(a*) = (log,y) ~ Liog ¢ log,e ~ loge ™ “ na. C.S.
y a

Bu formuladan a = e bolanda ()" = e* formulany alarys.

9-njy mysal. y = arcsinx funksiyanyn oniimini tapmaly.

C.B. (-1, 1) interwalda kesgitlenen y=arcsinx funksiya (-z/2,7/2) interwalda
kesgitlenen x = siny funksiyanyn ters funksiyasydyr. Sonui {i¢in (9) formula we
2-nji mysal esasynda

1 1 1 1
7 = = = . C.S.
(siny)  cosy /1 _sin’y V1—4«° ¢

Edil suna menzeslikde beyleki ters trigonometrik funksiyalaryn oniimleri ta-
pylyar:

(arcsinx)' =

’ 1 1 1 1
arccosx) = ;= ——— = =— ;
( ) (cosy)  —siny  _ /1 — cos’y V1—
, 1 1 1
arct = ;= = ;
(arctgx) (ty)  1+tg’y 1+
, 1 1 1
arcctgx ) = ;= — )
( &) (ctgy)  —(1 + ctg’y) 1+

5. Kiibir elementar funksiyalaryii éniimleri. Yokarda getirilen diizgiinler-
den, formulalardan we mysallardan peydalanyp, kdbir elementar funksiyalaryn
onlimlerinin tapylysyny subut etmeli.

10-njy mysal. y = x“ derejeli funksiyanyn oniimini tapmaly.

C.B. Funksiyany y = x* = ¢“™ gorniisde yazyp, ona ¢ylsyrymly funksiya
hokmiinde garalyil. Onda u = @lnx we y = e* funksiyalaryn 6ntimleriniii barlygyndan
peydalanyp, (8) formula esasynda derejeli funksiyanyn 6niimini taparys:

y; — (eaflnx)': (eu)/(alnx);: eul — ealnxg — xag — axa/—l,
X X X

@x)'=ax“'. C.S.

Bu formuladan & =-1, @ = 1/2 we @ = m/n bolanda, <L) =1l (/xy=_1
x
we (x"") = (V") = %x%_ tomNV T ”’anl formulalar alynyar.

11-nji mysal. y = u(x)'™ dereje gorkezijili funksiyanyi 6nlimini tapmaly.
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C.B. Eger u(x) we v(x) funksiyalaryn x nokatda Ooniimleri bar bolsa, onda
u’ = e"™ funksiyanyn hem oniimi bardyr we ¢ylsyrymly funksiyanyfi oniiminif
formulasy esasynda

() = (") =" (vinu) = uv<v’ Inu + vZ) C.S.
12-nji mysal. y = shx funksiyanyf 6nlimini tapmaly.
C.B. (¢")' = e* we (9) formula hem-de ¢ylsyrymly funksiyanyn onliminii for-
mulasy boyunca taparys:

(shey = (€€ ) = Lo (Y 1= L+ ¢) = o €5.

Suna menzeslikde beyleki giperbolik funksiyalaryn oniimleri tapylyar:

(ehey = (€57 = L+ (e 1= Lo =) = she

, ' hx) chx — shx(chx)’ 1
thx — th — (S — :
( ) < chx ) ch’x ch’x
, ' hx) shx — chx(sinx)’ 1
cthx) = chxy _ (c =— )
( ) < shx > sh’x sh’x

6. Logarifmik funksiyanyii éniiminii tapylysy. 11ki y = log |x| funksiyanyfi is-
lendik x # 0 nokatdaky Oniimini tapalyn. # = |x| funksiyanyn islendik x # 0 nokat-
daky we y =log u funksiyanyi islendik u (u > 0) nokatdaky ontimlerinifi formulasy
esasynda

’

' ‘X . 1
- ‘x‘lna “ xha’

>,: ulila‘x

y = (loga X D,: (log, u)'(\ X

clinki x > 0 bolanda, |x|"= 1 we x < 0 bolanda, |x|"=—1.
Hususan-da, y' = (In|x|)' = 1/x. Bu formulany ulanyp, ¢ylsyrymly y = In|f(x)|
funksiyanynl 6niimini tapalyn:

"= (In| Ax)]) = nu"x:f’(x)
y_<1‘f( )D <l‘ Df() f(x)

Oria funksiyanyn logarifmik 6niimi diyilyér we ol (Inf(x)) =
yazylyar.
13-nji mysal. y = (x* + 1)*™ funksiyanyn 6niimini tapmaly.

f'(x)
J(x)

gorniisde

C.B. Logarifmik 6niimin formulasy boyunca
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Y = [In(x* + 1)™] = [sinxIn(x* + 1)]’

bolar. Onda yokarda gorkezilen mysallary we diizgiinleri ulanyp,
[sinxIn(x® + 1)] = cosxIn(x* + 1) + M

Onilimi taparys. Sonui {i¢cin hem berlen funksiyanyn 6niimi seyle tapylyar:

y = ylln(x” + 1>Smx] = (X" 4+ 1™ 2xsmx .C.S.
+

cosxIn(x® + 1) 4 =XSIX
x°

Kabir funksiyalaryn oniimleri tapylanda yokarda getirilen diizgiinleri we my-
sallary ulanyp, 6niimiil kesgitlemesinden hem peydalanmaly bolyar. Beyle yagday,
kdpleng, funksiya birndce formula arkaly berlende bolyar.

x“sin— ,x;éO
X

14-nji mysal. f(x) = { > funksiyanyn 6nlimini tapmaly.
0

, x=0

C.B. Eger x # 0 bolsa, onda funksiyanyn 6niimi seyle tapylyar:
"(x) = 2xsin L — cos L
f(x)= 2xsmx cos .

Funksiyanyn x = 0 nokatdaky 6nlimini tapmak {i¢in bolsa 6niimin kesgitleme-

sinden peydalanylyar:
oy e flx)=A0) . 1 S
£(0)= lim==r—5— = limxsin—— = 0. C.S.

7. Funksiyalaryii oniimlerinifni tablisasy. Funksiyalaryn oOntimleri tapy-
lan yokardaky mysallary bir yere toplap, funksiyalaryfn dniimlerini tapmak {i¢in
asakdakylary alarys:

1.(C)'=0, C = const.

2.(x)'=px', pER, x>0.

(@x")'=nx"', n €N, x €ER.
3. (ax)’:axlna, 0<a ;é ]’ x € R; (ex)r: e~

4. (log,x) = 1n O0<a#1, x>0.
, ] _
(1oga\x|)_7xlna, 0<a#l, x#0.
=1 x>o.
(ln‘x)_ xa X

5. (sinx)'=cosx, x € R.

8. Sargyt Ne 2666
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6. (cosx)'=—sinx, x € R.

T (tg)= L x# L, nez
COS X

8. (ctgx) =— '12 , X#7mn, nc€Z.
sin”x
9. (arcsinx) = é, x| < 1.
V1—x
10. (arccosx) = —%, [ < 1.
I —x
11.(arctgx)': 1 5 x € R.
1 +x
12. (arcctgx) = —%, x €R.
I +x

13. (shx)'=chx, x € R.

14. (chx)' = shx, x € R.

I5. (thx)y= —L— xER.
ch™x

16. (cthx) = — shlzx, x#0.

Bellik. Cylsyrymly funksiyanyn onliminifi formulasyny peydalanyp, oniim-
lerin yokardaky yaly gorniislerini f(x) funksiyanyn ornunda ¢ylsyrymly flu(x)]
funksiya bolanda hem yazmak bolar. Sonda f(x) funksiyanyn ornunda fJu(x)] funk-
siya, f”(x) oniimin ornunda bolsa fTu(x)]u'(x) bolar.

8. Parametrik gorniisdiki funksiyanyii oniimi. Goy, x we y ululyklar ¢ para-
metrifi funksiyasy hokmiinde 7, nokadyf kabir golay towereginde kesgitlenen

x=¢@), y=9@)
parametrik gorniisddki funksiyalar arkaly berlen bolsun. Eger ol funksiyalaryn
sol golay towereginde Oniimleri bar bolup, x = ¢(¢) funksiyanyn x,=¢(¢,) nokadyn
golay towereginde kesgitlenen ters funksiyasy we ¢'(¢))#0 Ontimi bar bolsa, onda
¥ = y(x) funksiyanyn x, = ¢(z,) nokatda 6niimi bardyr we ol asakdaky yaly tapylyar:

D)
! X, = 7 . (10)
Y (%) o'(15)
15-nji mysal. Parametrik gorniisde berlen

X = lnsin%t, y=lInsinz, 0<t<rw
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funksiyanyi y(x) 6niimini tapmaly.
C.B. Ilki bilen funksiyalaryn ¢ gora

=L -

Oniimlerini tapyp, formula boyunga y'(x) 6niimi tapmak bolar:

, costsin(t/2) cost 2cost
=2 = = . S.
y(x) sintcos(7/2)  cos’(t/2) 1+ cost ¢

Ax artymyny we sona degisli Ay artymyny kesgitlemeli.
e 1 oy .y
2. x ululyk 0,01-den 0,001-e ¢enli liytgéinde y = 7 funksiyanyn argumentinin

Ax artymyny we sona degisli Ay artymyny kesgitlemeli.

3. Uytgeyin x ululyk Ax artymy alyar. Asakdaky fuksiyalaryii Ay artymyny
kesgitlemeli:
a)y =ax + b; b)y =ax*+bx +c; ¢)y =a-

4. Subut etmeli:
a) A[f(x) + g(x)] = Af(x) + Ag(x);
b) A[f(x)g(x)] = g(x + Ax)Af(x) + f(x)Ag(x).

5.y =x?egri ¢yzygyn A(2, 4) we A2 + Ax, 4 + Ay] nokatlary arkaly 44" kesiji
cyzyk gecirilen. Asakdaky hallarda ol kesiji ¢yzygyn bur¢ koeffisiyentini tapmaly:
a) Ax=1; b) Ax=0,1; ¢) Ax=0,01; d) Ax erkin kigi.

Berlen egri ¢yzyga A nokatda gegirilen galtasma ¢yzygynyin burg koeffisiyenti
ndma den?

6. Ox okunyn 1 <x <1+ hkesimiy = x? funksiyabilen Oy okuna sohlelendirilyér.
Stiyndiirmegin orta koeffisiyentini kesgitlemeli we asakdaky hallar ii¢in san hasap-
lamalary gecirmeli:

a)h=0,1; b) 7=10,01; ¢) h=10,001.

Sol s6hlelendirmede x = 1 nd¢éd denl bolar?

7. Nokadyn Ox oky boyunga hereket diizgiini x = 10¢ + 57 formula boyunca
berilyér, bu yerde ¢ sekuntdaky wagt, x bolsa metrdaki uzaklyk. 20 < ¢ < 20+A¢
wagt aralygyndaky hereketiil ortaca tizligini tapmaly we asakdakylar iicin san ha-
saplamalaryny geg¢irmeli:

a)At=1; b) At=0,1; ¢) At=10,01.
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Hereketin tizligi # = 20 pursadynda ndma den?

8. Funksiyanynn oOnliminin  kesgitlemesinden peydalanyp, asakdaky
funksiyalaryii 6nlimlerini tapmaly:

a) 2% o) L. e) Vx; f) ctgx; h) arccosx;
x

b) x*; d) v x; a) tgx; g) arcsinx; i) arctgx.

9. f(x)=(x—1)(x—2)*(x — 3)* funksiyanyn f"(1), f"(2), f(3) 6nlimlerini tapmaly.

10. f(x)=x%sin(x — 2) funksiyanyn f"(2) 6nlimini tapmaly.

11. = - i X__ funksiyanyn f"(x) 6niimini tapmaly.
f(x) =x+(x— 1)arcsin T yanyn f"(x) pmaly

f(x) = fla)
X—a

12. a nokatda differensirlenyén f{(x) ti¢in lim predeli tapmaly.

13. Differensirlen;’réin f(x) funksiya we natural »n san lgin,

hmn[ f(x+ > f(x)] f'(x) denligi subut etmeli.

Funksiyalaryil ontimlerininn diizglinlerinden peydalanyp, asakdaky funksi-
yalaryn oniimlerini tapmaly:

14.y =2 +x — 3% y(0), y%) y'(1), y'(~10) éniimler nima defi?

3 2

15. y = XT x? — 2x. (x-ift haysy bahalarynda)
a) y'(x) = 0; b) y'(x) =-2; ¢) y'(x) = 10?

Y=+ 50 - X Ly=ax+b
16.y =a + Sa’x* —x°. 17. y PR
18.y = (x —a)(x — b). 19.y = (x + 1)(x + 2)*(x + 3)°.
20. y = (xsina + cosa)(xcosa — sina).
21.y = (1 + nx™)(1 + mx"). 22.y = (1 —x)(1 = x)X(1 —x*)*.
23,y = (5 + 2x)'°(3 — 4x). 24.y=1,2 4,3

Xox X
ab
25. (ax +b ) cd formulany subut etmeli.
cx+d)  (ex+dy
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1—x
28. y = X ,
(1 —x)*(1+x)
_ V4
30,y = L=%)"
(14 x)

32.y=x+vVx +¥x.
3.y =3/ -2
g /x

36y =(1+x)V2+x"V3+x.

a —Xx

1
y= :
V14 (x+v14+4°)
2.y =V1+¥1+¥Vx .

44.y = (2 —x*)cos x + 2x sin x.

40.

46. y = sin"x cos nx.

48. y = sin’x
sinx’
50.y =1
cos"x

52. vy = toX — ctoX
y tg2 ctgz.

54, y = 43/ctg2x +3/cte’x.
56. y = sin[cos*(tg’x)].
58. y = 2tg];.

2

2
60. y = [1_7xsinx — (L+x) Ccos X

2 2

61.y = ex(l + ctg%).

X
e

27,y = lrx=x

x4’
29.y = 2 _(iczz(i)z_ x)
n.y=x%::fy
33-y:%+%+3\/1;.
3Soy=xv/1+x

37.y =m+n /(1 —x)" (1 +x)'.

3
39, y=3 /1+x
Y 1—x

4l.y=vx+vVx+/x.

43.y =cos 2x — 2 sin x.

45. y = sin(cos’x)cos(sin’x).

47. y = sin[sin(sinx)].

49, y — _€OSX
2sin’x
51,y = Sinx — X COSX
COSX + xSinx
53,y = tgx — %tg3x + %tgsx.

2 2
55. y = sec % + cosec %.

57.y = e
59.y =e(x* - 2x + 2).

62. y = In3sinx + cosx
3X
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63. y =™ asinbx — bcosbx 64.y =e* + e + e

Jd + b

65. y = (AY (LY (XY (a>0,b>0).

Y <b)<x)(a> ( )
66.y =x“ +a“ +a” (a>0). 67.y = 1g’x%
68. y = In(In(Inx)). 69. y = In(In’*(In’x)).
70.y =1 _1 o P

y=5In(l+2x) 4ln(1+x) A0 +a)
Toy=lpx=1 72.y=— 4l X

47 %41 41 +x%) 4

| x/3 -2
Py e M e

_ 1 l+x ., vk . 1+xVk -
74.y_1_k1n1_x+1_ 1n1_xf L0<k<1).

75.y =vx+ —In(1+vx+1). 76.y:ln(x+¢9c2+1).
77-y:x1n(x+«/l+x2)—«/1+x2.

78. y = xIn’(x + V1 +x°) = 2v/1 + 22 In(x + V1 + x*) + 2x.
2
79.y=%Vx*+d’ +%ln(x+Vx2+a2).

2

80. y 2/1_ ?tx? (a@>0,b>0).

2 2
81. y = %Q/l_xz +31n14_\/;_7x
X

= Intg 2 _ x T
82.y = Intg>-. 83.y_lntg(2+4>,
84. y = Letg?x + Insinx. 85.y=In, /] . sinx

86,y =—_COSX_ 4|y, /1t cosx
2sin"x sinx

87.y=1In b+ acosx ++vb* — a’ sinx (0 < |a| < |)).
a+ bcosx
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88. y = %(ln%c +31Inx + 61nx + 6).

89. y=_L 1l __1
YT T x T Tex

90. y = 3(1 =1+ 2) +3In(1 +¥1 +2).

2

— In[L 1,1 — x[si _
91. y = ln[x + ln<x + In . )] 92. y= x[sin(Inx) — cos(Inx)].
93.y = lntg% — cosx - Intgx. 9. y = arcsin%.
95. y = arccos L =%, 96. y = arctgx—z.

2 a
97. vy = Larcct Q 98. y = Vx — arctg\/;.
YRR

99.y = x4+ 1 —x" - arccosx.

100. y = xarcsin_/ 1-9|C—x +arctgVx — v x.

1

101. y = arccos-—. 102.y = arcsin(sinx).

X
103. y = arccos(cos’x). 104. y = arcsin(sinx — cosx).
105. y = arccosv'1 — x°. 106. y = arctgi ii

_ sinx + cosx
107. y = arcctg< sinx — cosx >
[ — b2 a+b =2
1 1

109. y = arcsin—-. 110 y = ————.

1+« ’ arccos’ (x°)
111. y = arctgx + %arctg(f).

112. y = In(1+sin’*x) — 2sinx - arctg(sinx).

113. y = ln<arccos%>.
X
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114. y = ln% + %arctg% (b#0).
X

—l«/ - X +a—arcsin£ (a>0).
2 2 a
1y 1 2x — 1
116. :Lln (x+ + arctg =X .
g Poxtl 3R
117. v — 1 In X +X«/7+1 1 arct x«/7
Y 472 X —x/2 +1 2«/7 . x =1

118. y = x(arcsinx)* + 2+'1 — x” arcsinx — 2x.

119. y — Aarccosx 111 V1 —x

y = n
X 1+vV1 -«
120. /2 _Inx
y = arctg x°
Vx—l
121,y — aresinx 1, 1—x
Y e 2 M
Lot =41 1 V3
122. y = —1In — arct .
T 12 (*+17  2/3 S 1
x6 6
123. y = oy — arcctg x°.
3
124. y 1=*/x + «/?arctgw.
\/1+3f+/7 V3
125. y= arctg%. 126. y = arcctga_—2x2 (a>0).
I+v1—x 2v ax —x
127.y:3_xv1—2x—x2+2arcsinl+x.
2 2

4 4 4 / 4

Vieat—x 2 x

129. y = arctg(tg*x).

130. y=V1-x*In,/1=X 4 1ln1 15" | /123 4 arcsinx.
I+x 1+V1—x

131. y = x arctg x — %ln(l +x?)— %(arctg x).
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132. y = In(e" + /1 + &%). 133. y = arctg(x + V1 +x°).

134. y = arc sin(

135. y = n¥X —Xf

sinasinx )
1 —cosacosx/

Vxi+2

arctgi.
4\/7 «/x +2+x«ﬁ x
1 1 V1+x' —xv/2
136.y: arctg In
x/1+x 42 1ax a2
137. y_xvl—x 3 arcctg—x‘/zz.
1+X \/E v1—x

138. y = arccos(sinx? — cosx?). 139. y = arcsin(sinx?) + arccos(cosx?).

140. y = emasinrcos(m arcsin x) + sin(m arcsin x)].

2x

141. y = arctge” — In, / 55— 142.y:\/1+3v1+4«/1+x4.

e +1
143. y = arcctg%. 144. y = In*(sec 2).
Vetg(1/x7)
145.y = x +x* +x* (x> 0). 146.y =x* +x*" + a*" (a>0,x>0).
147. y = Vx (x> 0). 148. y = (sinx) s + (cosx)*™.
arctgzx

149. y = (Inx)" @ x™™, 150. y = | -arcsin(sin’x)

arccos(cos’ x)
151.y = logxe. 152. y = ln(chx) + 5

20h X
153. y = chzx — ln<cth1). 154. y = arctg(thx).
sh™x 2

155. y = arccos(%).

2 2
156. y = %x + %arctg( Z;—Zth%) (0<1p| < a).

157. Aralyk u=cos’v iiytgeyin ululygy girizip, y = In(cos’x + /1 + cos*x)
funksiyanyil onlimini tapmaly.

157-nji mysalda gorkezilen usuly ulanyp, funksiyalaryni 6ntimlerini tapmaly:
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158. y = (arccosx)z[an(arccosx) — In(arccosx) + %]

159. y——arctg4«/1+x)+1ln AEF S +1
V1i+at =1

160. y = ’dllfcsm(zxz )4 ;m(l _ o).
—e

X 1 2x
16l.y=—@a¢ _l-a

arcctga
l+a” 1+a™

162. Funksiyalaryii oniimlerini tapmaly we funksiyalaryn hem-de olaryn 6niim-
lerininl grafiklerini gurmaly:

)y = s b) y = xlx[; ¢)y = Injx].

163. Funksiyalaryn oniimlerini tapmaly:

a)y=|(x—1)*x+1); ¢)y= arccos}d;
b) y = [sin’x[; d) y = [x]sin*zx.

Funksiyalaryn 6nlimlerini tapmaly we funksiyalaryn hem-de olaryn 6niimleri-
nin grafiklerini gurmaly:

1 —x, -0 < x<1;
164. 3(1 —x)(2 —x), 1 x<2;
—(2 - x), 2 < x<+oo.
_ 2 _ 2 < 3 < b
165. y = (x —ay(x b),a_x_b,. .

0, [a,b] kesimifi dagynda.

X, x < 0; arctgx, |x|<1;
166'y_{1n(1+x), x> 0. 167. y = %sgnx+x51, x| > 1.
168 xzefxz, x| < 1;

L x>

e
169. Funksiyalarynl logarifmik dniimlerini tapmaly:

. 1 —x. = (v _ @1(y — ap _ @y
a)y = x—a)(x—a).(x—a)
)y =x T Qy=@k-a)ix-a) . (x-a,)

2
b = X 3_‘X N d = 2”.
)y 1_963/(34_%)2, )y (x+vV1+x")
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170. Differensirlenyin ¢(x) we ¥(x) funksiyalar ti¢in y funksiyalaryfi 6niim-
lerini tapmaly:

a) y = /@ (x) + 9 (x); ¢) y = “Vh(x) (p(x)#0; ¥(x) > 0);
b)y = arctggogjg; d) y = log,,, #(x) (9(x) > 0; P(x) > 0).
171. Differensirlenyin f(u) funksiya ii¢in y’ 6niimi tapmaly:

a)y =f(x%); ¢)y =/fle*) e

b) y = f(sin’x) + f(cos’x); d)y =/l

172. f(x) = x(x — 1)(x — 2)...(x — 1000) funksiyanyn f'(0) Oniimini tapmaly.
173. n tertipli kesgitleyjiniii 6niimini tapmak ii¢in

Jo ()fia (%) i (x) | S ()2 (%) i (x)

S () oa (x).fon () | = Z (O () o ()

Ju (X)fo (%) (%) S (X)fi (%) (%)

formulany subut etmeli.

x—1 1 2
174. F(x) =| =3 x 3 |iigin F'(x) 6niimi tapmaly.
-2 -3 x+1
x &0 i
175. F(x) = |1 2x 3x°| iigin F'(x) 6niimi tapmaly.
0 2 6x

176. Funksiyanyn berlen grafigi boyunca onun dniiminini takmynan grafigini
gurmaly.

2.1 .
177. f(x) = {x sin X% 03 g rksigany# niiminit fiziilydndigini subut etmeli
0, x=0

178. flx) = x" sin% (x # 0) we f(0) = 0 funksiya haysy sertlerde

a) x = 0 nokatda tizniiksiz;
b) x = 0 nokatda differensirlenyar;
¢) x = 0 nokatda iizniiksiz 6nlime eyedir?

179. f(x) =|x['sin | 1|m (x#0) we £(0) =0 (m > 0) funksiyanyn haysy sertlerde
X
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a) koordinatalar baglangyjynyn golay tdwereginde 6niimi ¢ékli bolyar;
b) sol golay towereginde oniimi ¢éksiz bolyar?

180. x = a nokatda tlizniiksiz ¢(x) funksiya {i¢in
Jx)=(x—a) o)
funksiyanyi f'(x) 6nlimini tapmaly.
181. Uzniiksiz ¢(x) we ¢(a) # 0 funksiya iicin
J(xX) = —al ¢(x)

funksiyanyn a nokatda dnliminin yokdugyny subut etmeli.
Birtaraplayyn f"(a) we f,(a) 6nlimler ndma den?

182. Berlen a, a,, ..., a, nokatlarda tizniiksiz, 6ntimi yok funksiya degisli my-
sal diizmeli.

183. flx) =« ‘ cos% ‘ (x #0) we f(0) = 0 funksiyanynl x = 0 nokadyn islendik

golay towereginde differensirlenmeyin nokadynyn bardygyny, yone x = 0 nokatda
differensirlenydndigini subut etmeli.

2 . )
184. f(x) = X, X 'ra51o.nal, funksiyanyn difie x = 0 nokatda O6niiminifi
0, x — irrasional

bardygyny subut etmeli.

185. Funksiyalaryn differensirlenmegini derfiemeli:
a)y=|(x—1)(x—2)"(x—3); d) y = arcsin(cosx);

e GRS MBIt

b) y = |cosx]; e)y= e > 1
X|— X .

¢) y =|m* - ¥’|sin’x;
Berlen f(x) funksiyanyn f'(x) we f"(x) birtaraplayyn oniimlerini kesgitlemeli:
186. f(x) = |x|. 187. f(x) = [x]simrx.

188. f(x) = x]cos%\ (x#0), f(0)=0.

189. f(x) = Vsinx’. 190. f(x) = 1 X (x#0), f(0)=0.
+e
191 flx)=vV1—e™. 192. £(x) = |Infx|| (x # 0).

193. flx) = arcsinzixz.
I +x
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194. f(x) = (x — 2)arctgxi72 (x#£2), f(2)=0.

195. flx) = xsin%, (x # 0) we f(0) = 0 funksiyanyn x = 0 nokatda iizniiksiz-

digini, yone sol nokatda onun ¢ep Oniiminiii hem, sag dniiminiit hem yokdugyny
subut etmeli.

196. Goy, x, nokat f(x) funksiyanyfi 1-nji gorniisdaki tiziilme nokady bolsun.

fl(x) = h]irpof(xo +h) ;f(xo —0)

we
ﬁ(xo):hllrllo (0 - (0 )
anlatmalara f(x) funksiyanyn degislilikde x, nokatdaky umumylasdyrylan birtarap-

......

x, nokatdaky f'(x,) we f.'(x,) ontimlerini tapmaly:

a) flx) =,/ x2;}6—x3; b) f(x) = arctg% i;, ¢) flx) = 1 T

1+ex

197. Goy,

2

x°, X = Xy
X) =
fx) {ax+b,x>x0

bolsun. a we b koeffisiyentleri ndhili saylanyiida f(x) funksiya x = x, nokatda
tizniiksiz we differensirlenyén bolar?

198. Goy,

ax + b, x > x,

F(x) — {f(x>’ X = Xos

bolsun, bu yerde f(x) funksiyanyii x = x; nokatda ¢ep oniimi bar. a we b koeffi-
siyentleri néhili saylanyfida F(x) funksiya x = x; nokatda tizniiksiz we differensir-
lenyén bolar?

199. y=A(x—a)(x—b)(x—c) kubiki parabolanyn komegi bilen [a, b] kesimde
ikiy =k(x—a) (-0 <x<a)wey = k(x—Db) (b<x<+ow) yarym goni ¢yzyklaryn
catyrymyny gurmaly (bu yerde 4 we ¢ kesgitlenilmeli parametrler).

2
200. y = % (|x] > ¢) egri ¢yzygyi bolegini y = a + bx* (]x| < ¢) parabola bilen

endigan egri ¢yzyk alnar yaly doldurmaly (bu yerde a we b nébelli parametrler).
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201. Egerx = x nokatda: a) f(x) funksiyanyn 6niimi bar bolsa, g(x) funksiyanyfi
oniimi yok bolsa; b) f(x) we g(x) funksiyalaryn ikisinifi hem 6niimi yok bolsa, onda
olaryfi F(x) = f(x) + g(x) jeminiii x =x, nokatda 6niimi yok diyip tassyklamak bo-
larmy?

202. Eger x = x, nokatda: a) f(x) funksiyanyfi oniimi bar bolsa, g(x) funksiyanyn
onlimi yok bolsa; b) f(x) we g(x) funksiyalaryi ikisiniii hem 6niimi yok bolsa, onda
olaryfi F(x) = f(x) - g(x) kopeltmek hasylynyn x = x, nokatda 6niimi yok diyip tas-
syklamak bolarmy? x =0 diyip, asakdaky mysallary derfiemeli:

a) f(x) = x, g(x) = |x[; b) f(x) = |x], g(x) = |x].

203. Eger: a) f(x) funksiyanyfi x = g(x,) nokatda 6niimi bar bolsa, g(x)
funksiyanyfi x; nokatda 6niimi yok bolsa; b) f(x) funksiyanyi x=g(x,) nokatda onii-
mi yok bolsa, g(x) funksiyanyf x; nokatda oniimi bar bolsa; ¢) f(x) funksiyanyn
x=g(x,) nokatda 6niimi yok bolsa, g(x) funksiyanyn x, nokatda oniimi yok bolsa,
onda F(x) = f(g(x)) funksiyany x = x, nokatda differensirlenmegi barada nime ayt-
mak bolar? x; = 0 diyip asakdaky mysallary derfiemeli:

a) f(x) = x%, g(x) = |xl;

b) f(x) =[xl g(x) =%

§)/(x) = 26+ rl, g(x) = 2 — L.

204. Haysy nokatlarda
y =x + Vsinx

funksiyanyn grafiginiii dik asimptotasy bar? Sol grafigi gurmaly.

205. Uziilme nokadynda f(x) funksiyanyfi: a) tiikenikli dniimi; b) tiikeniksiz
Oniimi bolup bilermi? Asakdaky mysalda funksiyanyn {iziilme nokadynda tiikenikli
ya-da tiikeniksiz 6nliminiii bardygyny deriemeli: f(x)=sgnx.

206. Eger f(x) funksiya ¢ékli (a, b) interwalda differensirlenip,

limf(x) = oo
bolsa, onda asakdaky deiilikler hokman yerine yetermi?
a) limf'(x) = oo; b) lim| f'(x)| =+ 0.
Bu formulalardan peydalanyp, asakdaky mysaly islemeli:

flx) = 1 4 cosd, x— 0bolanda.
x X

207. Eger f(x) funksiya ¢édkli interwalda differensirlenip,
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limf’(x) = oo bolsa,

X—a

onda
limf(x) = oo

bolmagy hokmanmy? Bu formuladan peydalanyp, mysaly islemeli:
fx)=¥x, x—0.

208. Goy, f(x) funksiya (x,, +o0) interwalda differensirlenip, xljrglm f(x) predel
hem bar bolsun. Bu yerden lim f '(x) predelin bardygy gelip ¢ykarmy? Bu formu-
ladan peydalanyp, mysaly islemeli:

fla) = Sinla).

X
209. Goy, ¢ikli f(x) funksiya (x,, +o0) interwalda differensirlenip, xljr+n f(x)

predel bar bolsun. Bu yerden tiikenikli ya-da tiikeniksiz lim f(x) predelini bardygy

X—+o0
gelip ¢ykarmy?
210. Funksiyalaryn densizligini agzama-agza differensirlédp bolarmy?
211.P (x) =1 +2x +3x* + ...+ nx" ' we
O(x)=1+2x+3+ .. +nx"!
jemler ti¢in formulalary getirip ¢ykarmaly. (Gorkezme: (x + x* + ... + x")' peydalan-
maly).

212. § = sinx + sin2x + ... + sinnx we T = cosx + 2¢0s2x + ... + ncosnx jemler
ticin formulalary getirip ¢ykarmaly.

213. §, = chx + 2¢h2x + ... + nchax jem tgin formulany getirip ¢ykarmaly.
(Gorkezme: S, = (shx + sh2x + ... + shnx)' peydalanmaly).

214. cos X cos%... cos X = SIX o5 destwodan peydalanyp,
2 2 2" 2'sinX
2"
o x 1o x 1o x
S, = 2tg2 + 22tg22 + ..+ 2ntg2n

jem Ui¢in formulany getirip ¢ykarmaly.

215. Differensirlenyén jiibiit funksiyanyn oniimininl tdk funksiya, differensir-
lenyén tdk funksiyanyn 6nliminin jiibiit funksiya bolyandygyny subut etmeli.
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Bu tassyklama geometrik taydan diisiindirig bermeli.

216. Differensirlenyén periodik funksiyanyn oniiminini yene-de sol periodly
periodik funksiya bolyandygyny subut etmeli.

217. Radiusy R = 10 sm bolan tegelegin radiusy 2 sm/s tizlik bilen dendlgegli
osen pursadynda onuil meydany néhili tizlik bilen artar?

218. Bir tarapy x = 20 m, beyleki tarapy y = 15 m bolan goniibur¢lugyi birinji
tarapynyn 1 m/s tizlik bilen kicelen, ikinji tarapynyin 2m/s tizlik bilen artan pur-
sadynda goniibur¢lugyn meydany we diagonaly néhili tizlik bilen tiytgér?

219. Sol bir duralgadan bir wagtda demirgazyk tarapa A4 gdmi 30 km/sag tizlik
bilen we giinorta tarapa B gdmi 40 km/sag tizlik bilen ugrady. Olaryn arasyndaky
uzaklyk nihili tizlik bilen artar?

220. Goy,
X, 0<x=<2;
f(x)_{zx—z, 2 < x<4oo

we S(x) funksiya berlen y =f{(x) funksiyanyn ¢yzygy, Ox oky we x (x>0) nokatda
Ox okuna gegcirilen perpendikulyar bilen ¢éklenen figuranyin meydany bolsun.

S(x) funksiyany derfiew etme gorniisde anilatmaly, onui S(x) Oniimini tapmaly
we y =S5'(x) funksiyanyn grafigini gurmaly.

221. S(x) funksiya y = v a’ —x° toweregin dugasy, Ox oky we Ox okuna
0 we x (]x| < @) nokatlarda gecirilen iki perpendikulyarlar bilen ¢éklenen meydany
anladyar.

S(x) funksiyany deriiew etme gorniisde anilatmaly, onun S'(x) 6nlimini tapmaly
we y=3S"(x) funksiyanyn grafigini gurmaly.

222. y* + 3y = x denleme bilen kesgitlenydn birbahaly y = y(x) funksiyanyn
bardygyny subut etmeli we onufi y oniimini tapmaly.

223,y — esiny = x (0 < e < 1) denleme bilen kesgitlenyin birbahaly y = y(x)
funksiyanyfi bardygyny subut etmeli we onufl y/ 6niimini tapmaly.

224. Berlen funksiyalaryn x = x(y) ters funksiyalarynyn barlyk yaylalaryny
kesgitlemeli we olaryn 6niimlerini tapmaly:

a)y =x +Inx (x> 0); ¢)y = shx;

b)y=x+e¢e" d) y = thx.

225. Berlen funksiyalaryn x = x(y) ters funksiyalarynyn birbahaly iizniiksiz
sahalaryny gorkezip, olaryn 6nlimlerini tapmaly we grafiklerini gurmaly:

2
a) y=2x? —x* b)y= 1_’;72; )y =2e"—e™.
X
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226.x=-1+2t—¢, y=2-3¢t+ £ denlemeler bilen berlen y = y(x) funksiyanyn
grafigini gurmaly we y 6nlimi tapmaly. x = 0 we x = —1 nokatlarda y '(x) 6niim né¢é

den? Haysy M(x, y) nokatda y (x)=0 bolar?

Parametr gorniigde berlen funksiyalarynl y' Oniimini tapmaly (parametrler

polozitel):

227.x=%1-V1, y=v1-%1. 228 x=sin’, y=cos.

229. x = acost, y = bsint. 230. x = acht, y=bsht.

231.x = acos’t, y=asin’t. 232.x=a(t—sint), y=a(l — cost).

233. x = e¥cos’t, y = e¥sin’t.
1

. t
234. x = arcsin ; = arccos .
V1412 4 V1+1?

235.x =2t + |t], y = 5¢ + 41)t| denlemeler sistemasy bilen kesgitlenen y = y(x)
funksiyanyn ¢ = 0 nokatda differensirlenydndigini, yone onun 6niimini berlen no-
katda adaty formula boyunga tapyp bolmayandygyny subut etmeli.

Anyk dél gorniigde berlen funksiyalaryfi y 6niimini tapmaly:

236. x> + 2xy —y*=2x. x = 2 we y = 4 bolanda y’ 6niim ndma den?

2
237.y* = 2px (parabola). 238. X_j + % — 1 (ellips).
a

239. Vx +./y = v a (parabola). 240. x5 y

241. arctg? = Iny/x* + y* (logarifmik spiral).

X

3= a% (astroida).

242. Polyar koordinatalarynda berlen funksiyalaryfi y ' 6niimini tapmaly:

a) r = ap (Arhimedin spiraly);
b) » = a(1 + cose) (kardioida);
¢) r = ae™ (logarifmik spiral).

Bu yerde r = / x” + y* we Q= arctgl polyar koordinatalary.
X

§2. Funksiyanyn oniiminin
geometrik manysy

Galtagyan goni ¢yzygyi we normalyii deri-
lemesi. y=f(x) funksiyanyn grafigine onun
M(x,y) nokadynda gecirilen galtagyan goni
¢yzygyn we normalyn denlemesi (/4-nji surat)
degislilikde seyle gorniisdedir:

9. Sargyt Ne 2666

VA

14-nji surat
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Y—y=y'"(X-x) we Y—y:—% (X —x).

Bu denlemelerde X we Y galtagyan goni ¢y-
zygyn we normalyn iiytgeyan koordinatalarydyr
we y'=f"(x) bolsa Oniimin galtasyan nokatdaky ba-
hasydyr. 14-nji suratdaky MT galtagyan goni ¢yzyk

15-nji surat we MN normal tigin PT galtasma asty, PN normal
asty bolyar. Galtagyan goni ¢yzygyn geometrik ma-
nysy boyunca y' = tga dogrudygy ii¢in seyle denlikleri alarys:

14+y?, MN=|y|J1+y>.

Eger r=r(¢) ¢yzygyn polyar koordinatalaryndaky defilemesi bolsa, onda
galtasyan goni ¢yzyk bilen M nokatda gegirilen OM radius wektoryn arasyndaky

vy

PT:\%, PN =|yy'l, MT:\yl

p burg tigin tgf = % formula alynyar (/5-nji surat).

243. y = (x + 1)¥3 — x ¢yzyga a) A(—1, 0); b) B(2, 3); ¢) C(3,0) nokatlarda
gecirilen galtasyan goni ¢yzygyn we normalyn defilemelerini yazmaly.

244.y = 2 + x — x? ¢yzygyn haysy nokatlarynda ona geg¢irilen galtagyan goni
cyzyk: a) Ox okuna parallel? b) birinji koordinatalar burcunyn bissektrisasyna pa-
rallel?

245.y = a(x—x)(x—x,) (a # 0, x, <x,) parabolanyi Ox okuny defi bolan @ we
B (() <a< %; 0<pB< %) burglar boyunga kesisyandigini subut etmeli.

246. y = 2sinx (-7 <x < ) ¢yzykda «gyzygyn yapgytlygynyn» (yagny [y-if)
birden uly bolan aralygyny kesgitlemeli.

247.y = xwe y, = x + 0,01sin10007x funksiyalar biri-birinden 0,01-den uly

bolmadyk yagdayynda tapawutlanyar. Olaryn 6niimlerinin tapawudynyii maksimal
bahasy barada ndme aytmak bolar?

Degisli grafikleri gurmaly.

248. y = Inx ¢yzyk Ox oky bilen haysy bur¢ boyunca kesisyér?

249. y = x> we x = )? ¢yzyklar haysy bur¢ boyunga kesisyar?

250. y = sinx we y = cosx ¢yzyklar haysy bur¢ boyunga kesisyér?
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251. n parametri ndhili saylanynda
y = arctgnx (n>0)
cyzyk Ox okuny 89°-dan uly bur¢ boyunca keser?
252. y =|x|“ ¢yzygyi: a) 0 < @ < 1 bolanda Oy okuna galtasyandygyny;
b) 1 <a <+ o bolanda Ox okuna galtasyandygyny subut etmeli.
|x[", a#0, x#0,
1, x=0

funksiyanynn grafigi iicin 4(0, 1) nokat arkaly gecyédn kesiji ¢yzygyn predel
yagdayynyn Oy oky bolyandygyny subut etmeli.

253. y :{

254. Berlen ¢yzyklara gorkezilen nokatlarda gegirilen ¢epden we sagdan
galtagyan goni ¢yzygyn arasyndaky burgy kesgitlemeli:

a)yzvl—e_azxz,x:(); b) y = arcsin— 2% _ x=1.

1+x
255. r = ae™ logarifmik spirala gegirilen galtasyan géni ¢yzygyn galtagsma
nokadynyn radius-wektory bilen hemiselik burcy emele getiryandigini subut etmeli
(a we m — hemiselik sanlar).

256. y= ax" egri ¢yzygyn galtagsma astynyn uzynlygyny kesgitlemeli, ol egri
¢yzyga galtagsyan goni ¢yzygy gecirmegii usulyny gorkezmeli.

257. y* = 2px parabolanyn
a) galtagma astynyn galtasma nokadynyn absissasynyi iki essesine dendigini;
b) normal astynyn hemiselikdigini subut etmeli.

Parabola galtasyan goni ¢yzygy ge¢irmegin usulyny gorkezmeli.

258. y = a* (a > 0) gorkezijili egri ¢yzygyn galtasma astynyn hemiselikdigini
subut etmeli. Gorkezijili egri ¢cyzyga galtagyan goni ¢yzygy gecirmegin usulyny
gorkezmeli.

259. y = ach% zynjyr ¢yzygyn islendik M(x,, y,) nokadyndaky normalynyti
uzynlygyny kesgitlemeli.

260. x> + y*3 = ¢*3 (a > 0) astroidanyn galtasyan goni ¢yzygyn koordinatalar
oklarynyf arasyndaky kesiminin hemiselik ululykdygyny subut etmeli.

261. a, b we ¢ koeffisiyentler ndhili gatnasykda bolanda y =ax?+ bx + ¢ para-
bola Ox okuna galtasar?

262. Haysy sertde y = x* + px + ¢ kubiki parabola Ox okuna galtasyar?
263. a parametrin haysy bahasynda y = ax? parabola y = Inx egri ¢yzyga galtasar?
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264.y = f(x) (f(x) > 0) y = f(x)sinax egri ¢yzyklaryn (bu yerde f(x)—differen-
sirlenyan funksiya) {icin umumy nokatlarda galtagyandygyny subut etmeli.

265. x> — y* = a we xy = b giperbolalaryn ortogonal tory emele getiryandigini,
vagny ol ¢yzyklaryin goni burglar boyunga kesisyandigini subut etmeli.

266. y* = 4a(a — x) (a > 0) we y* = 4b(b + x) (b > 0) parabolalaryn ortogonal
tory emele getiryiandigini subut etmeli.

267.x=2t—1,y=3t— 1 ¢gyzygaa)t=0,b) t= 1 nokatlarda ge¢irilen galtasyan
goni ¢yzyklaryn denlemelerini yazmaly.

2 2
268 x = HFL =L
1+1¢ 1 +1¢

gecirilen galtagyan goni ¢yzygyn we normalyn denilemelerini yazmaly.

¢cyzyga a) t = 0, b) t = 1, ¢) =00 nokatlarda

269. x = a(t — sinf), y = a(l — cost) gyzyga erkin ¢ = ¢, nokatda gegirilen
galtagyan goni ¢yzygyn defillemesini yazmaly.

270. x = a(ln tg% + cos t), y = asint (a > 0, 0 <t < ) traktrisanynl hemiselik
uzynlykly galtasyan ¢yzygynyn bardygyny subut etmeli.

Asakda gorkezilen egri ¢yzyklara berlen nokatlarda gegirilen galtasyan ¢yzyk-
laryn denilemelerini yazmaly:
2

2
271, X" LY | M6, 64). 272.xy + Iny=1, M(1; 1).
550 + €1 1, M( ) % y (I; 1)

§3. Funksiyanyn differensialy

1. Differensial diisiinjesi. Goy, y = f(x) funksiya x nokatda differensirlenyan
bolsun, yagny onun sol nokatdaky Ay artymy

Ay = f(x)Ax + a(Ax)Ax, Al}{rl()(Ax) =0 (1)

gorniisde anladylyan bolsun. Bu anlatmanyn bas agzasy bolan birinji gosulyja

gilenyér:
dy = f(x)Ax = f(x)dx. )

Bu formulanyn we funksiyanyn 6niimini tapmagyn diizgiinleri esasynda diffe-
rensial ligin esasy diizglinleri yazyp bileris:

duxv)=w=xv)dx=u'£v")dx =u'dx £v'dx = du + dv,

du-v)=-v)dx= v+ u)dx =vu'dx + uv'dx = vdu + udv,
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d(l) _ <%)/dx _uv—w' g _ vu'dx—uv'dx _ vdu—udv

2 2 = 2
v % v %

Hususan-da, hemiselik # = ¢ funksiya ti¢cin

dev) = cdv,  d(<) = _cdv.
1% vz
16-njy mysal. y = Vx sinx funksiyanyn differensialyny tapmaly.

C.B. Differensialyn diizglinlerinden we (2) formuladan peydalanyp, differen-
sialy taparys:

dy = «/;d(sinx) + sinxd(vx) = \/;(sinx)'dx + sinx(vVx) dx =

— J/x cosxdx + sinx—L—dx C.S.

2V x

2. Takmyny hasaplamalarda differensialyii ulanylysy. (1) we (2) deiiliklerden
a(Ax)Ax = o(Ax), Ax — 0 bolyandygy sebépli,

Ay=dy ya-da f(x + Ax)—f(x) = f(x)Ax
takmyny deiligi yazmak bolar. Ony
S+ A) =f(x) + f'(0)Ax  ya-da  f(x) =f(a) +[(a)(x - a) 3)

gorniisde yazyp, ol formulany iiytgeyén x ululyga yakyn bolan bahalar {i¢in funk-
siyanyil takmyny bahalaryny tapmakda ulanmak bolar.

17-nji mysal. f(x) = (1 + x)* funksiyanyn x = 0 nokadyn golay tdweregindéki
takmyny bahasyny tapmaly.
C.B. (3) formulany f(x) = (1 + x)* funksiya we a = 0 {li¢in ulanaly:

(I +x)*=7(0) +f(O)x,
S =ad+x)*, [(0)=a, f0)=1
Seylelikde,
(1+x)*=1+ax, C.S. 4)

18-nji mysal. %/ 27,027 atilatmanyn takmyny bahasyny tapmaly.
C.B. IIki bilen ony %/27,027 =%/27 + 0,027 = 3%/1 + 0,001 gorniisde

Yazyp, sofira 1 + 0,001 = (1 4+ 0,001)"”* afilatmany hasaplalyii. Onuf iigin (4)

formulada x = 0,001 we @ = 1/3 gojup, (1 +0,001)* ~ 1 +1-0,001 = 3>201

takmyny defiligi alarys. Sonuii tigin /27,027 = 3(1 4+ 0,001)"* = 3,001. C.S.
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19-njy mysal. sin29°57" anlatmanyn takmyny bahasyny tapmaly.
C.B. Bu anlatmany tapmak ti¢in (3) formulany ulanarys. Onun ii¢in sol formu-
lada f(x) funksiyanyn ornunda goyup,

sin(x + Ax) = sinx + cosx - Ax

formulany alarys. Bu formulada x = 30° we Ax =-3'=-7/3600 alsak, onda

. o _ ot ° T\ e o o T _

sin29°57" = sm(3 3600) =~ sin 30 cos 30 3600
_1 V3 Y3 S
=5 =% 3600 =0,5 700 = 0,499237. C

273. f(x) = x* — 2x + 1 funksiya ligin 1) Af(1); 2) df(l) kesgitlemeli we olary:
a) Ax=1;b) Ax=0,1; ¢) Ax = 0,01 bahalar ii¢cin deniesdirmeli.

274. Hereketin denlemesi x = 5# formula boyunga berilyér, bu yerde 7 sekuntda
x metrde 6l¢enyar.

Wagtyil £ = 2 s pursady ligin yoluit Ax artymyny we dx differensialyny kesgit-
lemeli we olary:

a)At=1s; b) At=0,1s; ¢)At=0,01s
bahalar ii¢in denesdirmeli.

Berlen y funksiyalaryn differensiallaryny tapmaly:

1 1 X
275,y = —. 276. y = A 0).
y X y aarctga (a#0)
277,y = 1n X—a 278. y =Inlx+vVx*+al.
Y= x+a

279. y = arcsm— (a#0).

280. Tapmaly:

a) d(xe"); d) d(lnfx); £) dn(1 - x?);
X

b) d(sinx —xcosx); e d(va’ +x°); g d(arccos ’}C—O’

5+ g + )

¢) d<L>; a) d<¢>;
x’ V1-x
Goy, u, v, w funksiyalar tiytgeyan x ululyga gorad differensirlenydn bolsun.
Berlen y funksiyalaryn differensiallaryny tapmaly:
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281.y = ww. 282. y = %

7 -

v
283, y=_ 1 284. y = arctgX.
w+ v
285.y = Invu’ + 0.
286. Tapmaly:
d (.3 6 .9 d(sinx) d(arcsinx)
X =2x —x); T TP
3) d(x3)( ) ) d(cosx) 2 d(arccosx)
d /sinx\. d(tgx) .
b (T ) D Fetgr)’

287. Tegelek sektoryn radiusy R = 100 sm we merkezi burgy @ =60°. Eger a) R
radius 1 sm ulaldylsa; b) @ burg 30’ kigeldilse, onda sektorynn meydany néhili iiytgar?
Takyk we takmyny ¢6ziiwini tapmaly.

288. Mayatnigin (sekuntdaky) yrgyldysynyn periody 7 = 27 / L formula bo-
8
yunga kesgitlenyér, bu yerde / — mayatnigin santimetr hasabyndaky uzynlygy we

g=981sm/s* agyrlyk giiyjin tizlenmesi.
Mayatnigin / = 20 sm uzynlygyny nédge liytgedeniiide 7 periody 0,05 s ulalar?

Funksiyanyn artymyny differensialy bilen calsyryp, asakdaky anlatmalaryn
takmyny bahalaryny tapmaly:

289. %/1,02. 290. sin29°.
291. cosl51°. 292. arctgl,05.
293. Igll.

294. Vo' +x ~a+ % (a > 0) takmyny formulany subut etmeli, bu yerde
|x|<<a (polozitel A we B sanlaryn arasyndaky 4 << B yazgy A-nyn B-den has ki-
cidigini gorkezyar).

Bu formuladan peydalanyp, asakdakylaryn takmyny bahalaryny hasaplamaly
we tablisada berlen bahalary bilen defiesdirmeli:

a) /5 b) v/34; ¢) V120
295. Va'+x =a+ % —r (a> 0, x > 0) formulany subut etmeli, bu yerde
2
0<r<-X.
8a
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296. "V a" + x ~ a + —%X— (a > 0) formulany subut etmeli, bu yerde |x| << a.

n—1

na

Bu subut edilen formuladan peydalanyp, asakdakylaryii takmyny bahalaryny
hasaplamaly:

) V5: S o Vi0o: & /1000,

297. Kwadratyn tarapy x = 2,4 m + 0,05 m. Onun meydanynyn absolyut we
otnositel yalityslyklaryny haysy cdklerde hasaplamak bolar?

298. Saryn gowriimini 1%-e ¢enli takyklykda kesgitlemek ti¢in onuil radiusyny
nihili otnositel yalityslyk bilen 6lgemek bolar?

299. Mayatnigiii yrgyldysynyn komegi bilen agyrlyk giiyjlinini tizlenmesini
kesgitlemek tigin
g=4rl/T?
formula ulanylyar, bu yerde / — mayatnigin uzynlygy, 7 bolsa — mayatnigin yrgyl-
dysynyn doly periody.
Olgeglerde goyberilyin otnositel 0 yaliyslyk g-nifi bahasyna nihili tisir eder:
a) [ uzynlyk 6l¢enilende; b) 7 period 6lgenilende?

300. x(x > 0) sanyn otnositel yalfiyslygy 0 bolanda ol sany# onluk logarifminifi
absolyut yalnyslygyny kesgitlemeli.

301. Sol bir onluk belgili sanlarda tangensin logarifmik tablisasy boyunca
burclaryn kesgitlenisi sinuslaryn logarifmik tablisasy bilen denesdireninde has ta-
kyk kesgitlenydndigini subut etmeli.

§4. Yokary tertipli niimler we differensiallar

1. Yokary tertipli éniimler. Eger funksiyanyi f'(x) birinji éniiminifi kébir x no-
katda 6nlimi bar bolsa, onda bu 6niime y = f(x) funksiyanyn nokatdaky ikinji ya-da
ikinji tertipli 6niimi diyilyar we f"(x) ya-da y"(x) bilen, ya-da gysgaca y" bilen bel-
gilenyar. Umuman, eger y = f(x) funksiyanyn (n — 1)-nji tertipli f”D(x) 6niimi kes-
gitlenen bolsa, onda ol 6niimin x nokatdaky birinji 6niimine y = f(x) funksiyanyn x

------

, (n=1) _ 1)
) =L @) = gim SR A0 2T ),

Kesgitlemeden gorniisi yaly, yokary tertipli onlimleri tapmak {i¢in difie birinji
tertipli ontimleri tapmagy basarmaly.

20-nji mysal. y = cos x funksiyanyn z-nji tertipli Oniimini tapmaly.
C.B. Bu funksiyanyn zn-nji tertipli 6niimi {i¢in
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(cosx )" = cos(x - n%) (1)
formulanyn dogrudygyny subut edelin,
’r_ o _ E
(cosx) =—sinx = cos(x + 2)
deiilik (1) formulanyn n = 1 bolanda dogrudygyny gorkezyédr. Goy, ol formula kabir
n = k iicin dogry bolsun, onda n = k + 1 iigin
(k+1) _ T\ =
(cosx) ) = [(cosx)¥] = [cos(x + k5 )] =
— T\ — T
= S1n<x—|—k2) = cos<x+(k+ 1)2).

Bu bolsa (1) formulanyn n = k£ + 1 bolanda hem dogrudygyny goérkezyar. Sonun
licin matematiki induksiya usuly esasynda (1) formula Vn & N ii¢in dogrudyr. C.S.
Edil suna menzes

(sinx)" = sin(x + n%>, (In(1 + x))" = (= 1)(”1;(2)’1— 1)!

formulalarynn hem dogrudygyny gorkezmek bolar.

Eger u = u(x) we v = v(x) funksiyalaryn x nokatda » tertipli dniimleri bar bolsa,
onda u + v we u - v funksiyalaryil x nokatda » tertipli ontimleri bardyr we ol 6ntimler
icin

(u £ V) =y £ ), )

ZC (n—m) (m (3)

------

21-nji mysal. y = x*cosx funksiyanyn n-nji 6niimini tapmaly.
C.B. Goy, u = cosx we v = x* bolsun, onda
(n) _ (n) _ s
u" = (cosx)" = cos(x +ny ),
vi=3x Vv =6x, vWW=6, VW=yD=_.=0
bolyandygy iicin, Leybnisin formulasyndan peydalanyp taparys:

n)

(x3cosx)( =X cos<x+n >+3nx cos[x+(n—1) ]+

2
+3n(n — 1)xcos[x +(n— 2)%]—1— et n(n—1)n- 2)cos[x +(n— 3)%] C.S.
Eger F(x, y) = 0 defileme bilen kébir y = y(x) funksiya anyk dil gérniisde kes-

gitlenyén bolsa, onda ol deiileménin iki bolegini hem differensirlédp, y'(x) oniimin
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ndhili tapylyandygy bize ozaldan mailimdir. Sonun ii¢in differensirlenip alnan
denligi yene bir gezek differensirldp we alnan defilemede birinji 6niimini bahasyny
goyup, funksiyanyii ikinji 6nlimini tapmak bolar.
2 2
22-nji mysal. x_2 — y_2 = | denleme bilen kesgitlenydn y = y(x) funksiyanyn
a

ikinji tertipli Oniimini tapmaly.
C.B. Asakdaky funksiyalara ¢ylsyrymly funksiya hokmiinde garap, denligin
iki bolegini hem differensirldlin we birinji 6nlimi tapalyn:
2y , :
2x Y y = 0, iz y b’ x

— =y =0, = =
a b a bzy ’ a2y

Differensirlenip alnan deiligi yene bir gezek differensirldp we birinji 6nlimin
bahasyny deillemede goyup, ikinji 6niimi tapalyn:

—2—?)’ —?y =0,
”_1<b2 fz)_l T AV S b
=Ly L LX) b x Y b s,
y v\ 2 Y y(az pr y2 a2y3 PO a2y3 C

Eger funksiya x = ¢(¢), y = ¢(f) parametrik gérniisde berlen bolsa, onda y = y(x)
funksiyanyn birinji oniimi
: ¥(1)
X)=—
y(x) =" 0
formula boyunca tapylyar. Bu formuladan hem-de ¢ylsyrymly we ters funksiyalaryn
ontimleri tapylyan formulalardan peydalanyp, ikinji y"(x) 6niimi taparys:

w’(t)]’
Y(x) = V()] _ L), _ () (1) =¥ (1)’ (1)
()], (1) @ (1) '

Bu 6niimi ulanyp, funksiyanyn ti¢linji we soniky oniimleri tapylyar.
2. Yokary tertipli differensiallar. Milim bolsy yaly, eger y =y(x) funksiya x no-
katda differensirlenydn bolsa, onda onun differensialy

dy = f'(x)dx 4)

formula boyunga kesgitlenilyiar we ofia y = y(x) funksiyanyn x nokatdaky birinji

v = f(x) funksiyanyn birinji dy differensialynyn x nokatdaky differensialyna
v = f(x) funksiyanyn x nokatdaky ikinji differensialy diyilyar we d?y ya-da d>f(x)
bilen belgilenilyir.
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Seylelikde,
d’y =d(dy) ya-da d’f(x)=d(df(x)).
Suna menzeslikde,
dy =dd'y) we d"y=y"dx"
Yokary tertipli differensiallar {i¢in

d'(u £ v) = (u£v)"Vdx" = u"dx" £ vdx" = d'u + d"v,
n
d"(u-v) = (u-v)\"dx" = > Cru" v ax" =
m=0
n n
— Zczﬂu(n—m)dxn—mv(m)dxm _ ZC,’,"d"_mwdmv
m=0 m=0

formulalar dogrudyr.

Gonikmeler

Funksiyalaryn ikinji tertipli ontimlerini tapmaly:

302. y = xv/ 1+ 303. =%
1 —x°

304.y = e, 305. y = tgx.

306. y = (1 + xY)arctgy. 307. y — aresinx
1 —x°

308. y = xlnx. 309. y = Inf(x).

310. y = x[sin(Inx) + cos(Inx)].
311. y = es™cos(sinx) funksiyanyti y(0), y'(0) we y"(0) bahalaryny tapmaly.

Iki gezek differensirlenyén u = ¢(x) we v = ¥(x) funksiyalar ti¢in y" 6niimi
tapmaly:

312.y = . 313. y = 1n%.
34.y =Vl +0°. 315.y = u’ (u>0).
Ug gezek differensirlenyin f(x) funksiya {igin y" we y"” éniimleri tapmaly:
316.y = f(x?). 317. y = AL
y =) y=AL).
318.y =f(e). 319.y = f(Inx).

320. y = f(¢(x)); bu yerde ¢(x) yeterlik tertipde differensirlenydn funksiya.
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321. y = e* funksiyanyn iki yagdayda-da ikinji differensialyny tapmaly:
a) x baglanysyksyz liytgeyan ululyk; b) x aralyk argument.
Baglanysyksyz tiytgeyan x ululyk ti¢in d?y ikinji differensialy tapmaly:

322.y =1+, 323.y=1nTx.

324.y =x*

Iki gezek differensirlenyén u we 9 funksiyalar tigin d?y differensialy tapmaly:
325.y = ud. 326. y = %.

327.y = u"9"(bu yerde m we n hemiselik ululyklar).

328.y = a* (a > 0). 329.y = Invu’ + &.

330. y = arctg %
9

Parametrik gorniigde berlen y = y(x) funksiyanyfi y ', »" ,, " ; onlimlerini tap-
maly:

33l.x=2t—F£,y=3t-¢. 332. x = acost, y = asint.

333.x = a(t—sint), y = a(l — cost). 334.x = e'cost, y = e'sint.

335.x =110), y = tf'(0) — (D).

336. Goy, y = f(x) yeterlik tertipde differensirlenyan funksiya bolsun. x =17!(y)

"

ters funksiyanyn x’, x”, x"”, x'V 6niimlerini tapmaly (ol onlimler bar hasap etmeli).

Anyk dél gorniigde berlen y = y(x) funksiyanyn y ', y", we y"; oniimlerini tap-
maly:

337. x* +y? =25. Funksiyanyn y’, ", y" 6ntimlerinin M(3, 4) nokatdaky baha-
lary ndcé den?

338.y =2px. 339.x2—xy +y*=1.

Anyk dil gorniisde berlen y = f(x) funksiyanyfi y "we y"”, oniimlerini tapmaly:

340. 32 + 2Iny = x*. 341, /% 1y = ae™® (a>0).

342. Goy, f(x) funksiya x < x, bolanda kesgitlenen we iki gezek differensir-
lenyén bolsun. a, b, ¢ koeffisiyentleri ndhili saylanynda

f(x), eger X =< x,;
F(x) = ,
a(x —x,) +b(x —x,) + ¢, eger x> x,

bolsa, funksiya iki gezek differensirlenyér?
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343. Nokat
s=10+20¢t-5¢
diizgiin boyunca goni ¢yzykly hereket edyér. Hereketin tizligini we tizlenmesini
tapmaly. ¢ = 2 pursatda tizlik we tizlenme néc¢d den bolar?

344. M(x, y) nokat x* + y* = a* towerek boyunga T sekuntda bir aylaw ge-
¢ip hereket edyir. = 0 bolanda M (a, 0) nokatda yerlesydn M nokadyn Ox okuna
proyeksiyasynyn J tizligini we j tizlenmesini tapmaly.

345. Agyr material M(x, y) nokat dik Oxy tekizliginde gorizontal @ burg
we baslangyc o, tizlik bilen zyilylan. Howanyi garsylygyny hasaba almazdan,
hereketin defilemesini diizmeli we tizligin & we tizlenménin j ululygyny, seyle hem
hereketin trayektoriyasyny kesgitlemeli. Nokadyn galan il yokarky beyikligi we
ucusyn daslygy néd¢éd den?

346. Nokadyn hereket denlemesi:

x =4sin wt —3cos wt, y=3sin wt + 4cos wt

bu yerde w — hemiselik.
Hereketin trayektoriyasyny we tizligin, tizlenménin ululygyny kesgitlemeli.

Funksiyalaryn gorkezilen tertipddki 6ntimlerini tapmaly:
347. Eger y = x(2x — 1)*(x + 3)* bolsa, onda y*® we 7.

"

348. Eger y = -4 bolsa, onda y".
x

349. Eger y = v x bolsa, onda 19,

2
350. Eger y = ] X bolsa, onda y®.

351.Eger y = \/11‘"7’6 bolsa, onda y(1%,
—x

352. Eger y = x*¢* bolsa, onda .

353. Eger y = € bolsa, onda 19,
X

354. Eger y = xInx bolsa, onda y.
355.Eger y = Inx polsa, onda y9.
X

356. Eger y = x’sin2x bolsa, onda y©?,

357. Eger y = %\/C% bolsa, onda y".
V1 —3x
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358. Eger y = sinx sin2x sin3x bolsa, onda y!'?,
359. Eger y = xshx bolsa, onda y1%,

360. Eger y = e*cosx bolsa, onda y".

361. Eger y = sin’x Inx bolsa, onda .

Baglanysyksyz tiytgeyén x ululyk iicin funksiyalaryn gorkezilen tertipddki dif-
ferensiallaryny tapmaly:

362. Eger y = x° bolsa, onda d°y.

363. Eger y = 1/«/; bolsa, onda d°y.
364. Eger y = xcos2x bolsa, onda d'%y.
365. Eger y = ¢'Inx bolsa, onda d“y.

366. Eger y = cosx - chx bolsa, onda d°y.

Yeterlik tertipde differensirlenyén « funksiya ii¢in asakdaky funksiyalaryi
gorkezilen tertipdéki differensiallaryny tapmaly:

367. Eger y = u? bolsa, onda d'°y.

368. Eger y = e* bolsa, onda dy.

369. Eger y = Inu bolsa, onda d°y.

370. y = f(x) funksiyanyn x-in kibir baglanysyksyz iiytgeydn ululygyn funk-
siyasy bolan haly ti¢in d*(y), d*(y) we d*(y) differensiallaryny tapmaly.

371. y = f(x) funksiyanyn y” we y" oniimlerini x-1 baglanysyksyz {iytgeyan
ululyk hasap etmezden, liytgeyan x we y ululyklaryn yzygiderli differensiallary ar-
kaly anlatmaly.

372. Hemiselik erkin C, we C, ligin y = C cosx + C sinx funksiyanyi

y'+y=0
deiileméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

373. Hemiselik erkin C, we C, ligin y = C,chx + C,shx funksiyanyn

y'=y=0
deiileméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

374. Hemiselik erkin C, we C,, seyle hem hemiselik A, A, {i¢in y = C,e'* +

+ C,e"* funksiyanyn
V'—@A + A +AAy=0
denleméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

375. Hemiselik erkin C|, C, we n ligin
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y = x"[C cos(Inx) + C sin(Inx)],
funksiyanyn

"+ (1 =2n)xy"'+ (1 +n*)y=0
denlleméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

376. Hemiselik erkin C, C,, C, we C, ligin

y=e" 2<C'1cos + C,sin yeY 2(C3cos + C,sin—— )

7y Gsin ) 72 7

funksiyanyn
WHy=0
defileméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
377. Eger f(x) funksiyanyi » tertipli 6niimi bar bolsa, onda

[f(ax + b)]" = a"f"(ax + D)
deiligi subut etmeli.

378. P(x) = ax" + ax"' + ...+ a funksiyanyn P*(x) 6niimini tapmaly.

Funksiyalaryn y™ 6niimini tapmaly:

379. y =%. 380. y =x(11_x).
381. y = % (Gorkezme: Funksiyany yonekey droblara dagytmaly).
X" —=3x+2
382.y- 1 383. y =2 —.
J1 — 2x 1 +x
384. y = sin*x. 385. y = cos’x.
386. y = sin’x. 387.y = cos’x.
388. y = sinax sinbx. 389. y = cosax cosbx.
390. y = sinax cosbx. 391. y = sinax cosbx.
392. y = sin*x + cos*x. 393. y = xcosax.
394. y = x*sinax. 395.y = (x*+2x +2)e™
396.y = e'/x. 397.y = e*cosx.
398. y = e'sinx. 399. y = IndEDx Zﬁ _

400. y = e*P(x), bu yerde P(x) — kopagza.
401. y = xshx.
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Funksiyalaryn d”y differensialyny tapmaly:
402. y = x"e". 403. y = me

404. Denlikleri subut etmeli:

1) [e*sin(bx + ¢)]™ = e*(a® + b*)"*sin(bx + c+ np) we

2) [e*cos(bx + ¢)]™ = e*(a* + b*)"*cos(bx + ¢+ n@), bu yerde
b a

————— We COSQ =-—F———

va +b’ a0t

405. Funksiyalaryn y™ 6ntimini tapmaly:
a) y = chax cos bx; b) y = chax sinbx.

sing =

406. f(x) = sin*x (p — natural san) funksiyany

P
f(x) =D Aicos 2kx
k=0

kopagza 6zgerdip, f™(x) oniimi tapmaly. (Gorkezme: sinx = ZLz(t — t) almaly, bu

verde t = cosx + isinx we { = cosx — isinx we Muawryn formulasyndan peyda-
lanmaly).

407. Funksiyalaryn f"(x) 6niimini tapmaly;

a) f(x) = sin*"'x; b) f(x) = cos¥x; ¢) f(x) = cos*"lx.
Bu yerde p — bitin polozitel san (6niitinddki mysala seret).
Eger

S(x) = £,(x) +if}(x)
bolsa, onda
S'(x0) = 1) + if)(x),
bu yerde i = v~ 1 we f,(x), f,(x) hakyky x-ifi hakyky funksiyalary.

1 1 1 1
X—1 Xx+1i

408. —

T 27 >t02destwodan peydalanyp,
X

1 \® (—=1y'nt .
= sin|(n + 1)arcctgx
() = St s

deiligi subut etmeli. (Gorkezme: Muawryn formulasyndan peydalanmaly).
409. f(x) = arctgx funksiyanyn f")(x) oniimini tapmaly.
Berlen f(x) funksiyalar tigin f/*)(0) tapmaly:
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a _ 1 . _
H10-2) flx) = (1—=2x)(1+x)’ ®) flx) = 1x—x'

411. a) f(x) = x%e™; b) f(x) = arctgx; ¢) f(x) = arcsinx.
412. a) f(x) = cos(m arcsinx); b) f(x) = sin(m arcsinx).
413. a) f(x) = (arctg x)*; b) f(x) = (arcsin x)*.

414. f(x) = (x — a)'p(x) funksiyanyn f"(a) 6nlimini tapmaly, bu yerde ¢(x)
funksiyanyil a nokadyn golay towereginde (n — 1) tertipli izniiksiz 6niimi bardyr.

2n . 1
415. f(x) = X sm;, eger x # 0,
0, eger x =0

funksiyanyi x = 0 nokatda n-e (n —natural san) ¢enli tertipli oniimlerinin bardygyny
we (n + 1) tertipli 6niiminin yokdugyny subut etmeli.
416. flx) = {e Ve eger 120,
0, eger x =0
funksiyanyn x = 0 nokatda tiikeniksiz tertipli 6nliminifi bardygyny subut etmeli.

417. Cebysewinl

T,(x)= 2”}_] cos(marccosx) (m=1,2,..)

kopagzasynyin
(1 =T "(x) —xT (x) + m°T (x) =0

deiilemédni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
418. Lezandryn

Bu) = G =" m=0,1,.)

kopagzasynyn
(1 =x*)P "(x) = 2xP (x) + m(m + 1)P (x)=0

denleméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli. (Gérkezme: (x*—1)u'=2mxu
denligi m + 1 gezek differensirlemeli, bu yerde u=(x*—1)").

419. Cebysew-Lagerranyn kopagzalary
L (x)=ex"e )™ (m=0,1,..)

formula bilen kesgitlenyir.
L, (x) kopagzany anyk gorniigde kesgitlemeli. L (x) funksiyanyfi

xL "(x) + (1 —=x)L '(x) + mL(x) =0

10. Sargyt Ne 2666
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denleméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli. (Gérkezme: xu'+(x—m)u=0
denligi ulanmaly, bu yerde u = x"e ™).

420. Goy, y = f(u) we u = ¢(x) bolsun, bu yerde f(u) we @(x) n gezek differen-
sirlenyén funksiyalar.

Y 3 A () ()
dx k=1

denligi subut etmeli, bu yerde 4 (x) (k= 0, 1, ..., n) we f(u) funksiyalar bagly déldirler.
421. Cylsyrymly y = f(x?) funksiyanyn z-nji tertipli dniimi ti¢in
dn n.An -1 n—2 gn—
0 = @) + MA@y )+
x .

$ 1)(’12? D= 3) gyt (2 4.

formulanyn dogrudygyny subut etmeli.

422. Cebysew-Ermitin kopagzalary
H (x)=(-1y"e?(e?)™ (m=0,1,2,..)
formula bilen kesgitlenyér. H (x) kdpagzany anyk gorniigde yazmaly we
H"(x)—2x H(x) +2m H (x) =0

deiilleméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli. (Gorkezme: u'+2xu=0 denligi
ulanmaly, bu Yerde u =e™).

423. Denligi subut etmeli:

- -1y
(wterf = G

(Gorkezme: Matematiki induksiya usulyndan peydalanmaly).

424. Formulany subut etmeli:
d—nn(x"lnx) = n!(lnx +> 1) (x>0).
dx =ik

425. Formulany subut etmeli:

s 2n)! _
6262'1(51;“) = (xhzl [C,(x)sinx — S, (x)cosx],

bu yerde
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C,,(x)—l———i— (=1

21 (2n)!
we )
(x)—x——+ A(=1)" ﬁ

426. Goy, ; = D differensirleme amaly we
X

D)= kz"opmwk

simwolik differensial kdpagzasy bolsun, bu yerde p (x) (k=0, 1, ..., n) x-e gora kébir
tizniiksiz funksiyalar.

S(D){etu(x)} = e"f(D + Au(x)
denligi subut etmeli, bu yerde A — hemiselik.
427. Eger

> ax'y =0
k=0
deiilemede x = e’ calsyrma gegirsek, onda bu denleménin

Zak ) D—k+1)y=0

gorniisi alyandygyny subut etmeli, bu yerde D = % we ¢ baglanysyksyz iiytgeyan

ululyk.
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DIFFERENSIRLENYAN FUNKSIYALAR
HAKYNDAKY ESASY TEOREMALAR

§1. Funksiyanyn orta bahasy hakyndaky teoremalar

1. Oniimiii noly hakyndaky teoremalar. Goy, f funksiya c nokady kibir U(c)
golay towereginde kesgitlenen bolsun.

Fermanyn teoremasy. Eger f funksiya ¢ & (a, b) nokatda differensirlenydn
bolup, sol nokatda inl ki¢i ya-da i uly bahany alyan bolsa, onda f”(c) = 0.

Oniimifi noly hakyndaky teorema. Eger f funksiya [a, b] kesimde differen-
sirlenyén bolsa we f(a) - f(b) < 0 sert yerine yetse, onda (a, b) = c¢ nokat tapylyp,
f'(c) =0 bolar.

Darbunyi teoremasy. Eger f funksiya [a, b] kesimde differensirlenyén bolsa,
onda onun 6niimi /(@) we f'(b) bahalaryn arasyndaky &hli bahalary alyar.

Roluii teoremasy. Eger [a, b] kesimde {lizniiksiz, (a, b) interwalda differen-
sirlenyén f funksiya ti¢in f(a) = f(b) bolsa, onda iii bolmanda bir ¢ € (a, b) nokat
tapylyp, f'(c) = 0 bolar.

2. Orta baha hakyndaky Kosiniii we LagranZyii teoremalary

Kosinin teoremasy. Eger [a, b] kesimde {izniiksiz f we g funksiyalar (a, b)
interwalda differensirlenyén bolup, Vx & (a, b) ligin g'(x) # 0 bolsa, onda (a, b) > ¢
nokat tapylyp,

fib) —fla) _ f(c) (1)
g(b)—g(a) g(c)
deilik yerine yetyar.
Lagranzyn teoremasy. Eger [a, b] kesimde tizniiksiz f funksiya, (a, b) inter-
walda differensirlenyén bolsa, onda (a, b) = ¢ nokat tapylyp, Lagranzyn formulasy

------

J(b)=fla)=f"c)(b—-a) 2
denlik yerine yetyar.

Bu formuladaky ¢ nokat a we b nokatlaryn arasyndaky nokatdyr, yagny
a<c<b. Onda f=(c—a)/(b—a) ligin 0<H<1 we ¢ =a+ 6(b—a) bolar. Sonui {igin
Lagranzyn formulasyny

J®)—fla)y=fla+0(b-a)b-a) (0<0<1)
gorniisde yazyp bolar.

1-nji mysal. Eger f funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz bolup, hemme icki nokat-
larynda onun otrisatel dil (polozitel) 6niimi bar bolsa, onda onun [a, ] kesimde ke-
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melmeyin (artyan) funksiyadygyny subut etmeli. Eger-de ol funksiyanyn polozitel
dél (otrisatel) 6nlimi bar bolsa, onda onun [a, b] kesimde artmayan (kemelmeyén)
funksiyadygyny subut etmeli.

C.B. Goy, Vx ,x, € [a, b] ligin x, <x, bolsun. Onda [x , x,] kesimde Lagranzyn
teoremasynyfi hemme sertleri yerine yetydr we sonufi esasynda (x,, x,) interwalda
¢ nokat tapylyp,

Jx) =fx) =fe)x, —x,) 3)
denlik yerine yetyar. Serte gord, [a, b] kesimiit hemme icki nokatlarynda f'(x) > 0
(f'(x) > 0). Sonun tigin f(c) = 0 (f(c) > 0). Sol sebépli x, > x, bolanda (3) denligin
sag bolegi otrisatel déldir (poloziteldir), yagny f(x,) —f(x,) = 0 (f(x,) — f(x,) > 0) bu
bolsa f funksiyanyn [a, b] kesimde kemelmeyandigini (artyandygyny) gorkezyar.
Eger-de f'(x)<0 (f'(x) <0) bolsa, onda f funksiyanyn artmayandygy (kemelyéndigi)
sonun yaly subut edilyar. C.S.

2-nji mysal. Eger f funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz bolup, onuit hemme icki
nokatlaryndaky Oniimi hemiselik k& sana (nola) den bolsa, onda ol [a, b] kesimde
¢yzykly (hemiselik) funksiyadyr.

C.B. Goy, x € (a, b] erkin nokat bolsun. Onda [a, b] kesimde f funksiya Lag-
ranzyn teoremasynyi sertlerini kanagatlandyryar we sol teorema boyunca (a, b) = ¢
nokat tapylyp, f(x)—f(a)=f"(c)(x—a) deiilik yerine yetydr. Onda bu denlikden
f'(c)=k bolanda f(x)=xk + f(a)—kb deiiligi alarys, yagny f(x) ¢yzykly funksiyadyr.
Bu yerden k=0 hususy hal ii¢in f(x)=f(a) denligi alarys. Ol bolsa funksiyanyn
hemiselikdigini anladyar. C.S.

3-nji mysal. Eger [a, b] kesimde iizniiksiz ¢ we g funksiyalaryn sol kesimin
icki nokatlaryndaky oniimleri deii bolsalar, onda [a, b] kesimde olaryn tapawudy
hemiselikdir.

C.B. Sertlerinn esasynda f(x) = ¢(x) — g(x) funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz
bolar we onun icki nokatlarynda f"(x) = 0. Sonun ii¢in subudy 2-nji mysalyn ikinji
boleginden gelip ¢ykyar. C.S.

4-nji mysal. [n(1 + x) > x — %2 (x > 0) denisizligi subut etmeli.

2
C.B. Goy, ¢(x) = In(1 + x) we g(x)=x —% bolsun. Onda ¢(0)=g(0),

@' (x)—g'(x) :11?_(1 —x) > 0, ¢linki x > 0 bolanda 1_}_3( > 1 — x. Sonun

2
licin x > 0 bolanda In(1 + x) > x — % C.S.
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Edil suna metizeslikde x > 0 bolanda In(1 + x) < x deiisizligi gérkezmek bolar.

2
Seylelikde, x — % <In(1 +x) < x (x>0).

1. f(x) = (x = D(x — 2)(x — 3) funksiya {li¢in Roluii teoremasynyn sertleriniii
yerine yetydndigini barlamaly.
2. flx)y=1- 3/« funksiya x, =—1, x, = 1 nokatlarda nola defi, yone ona ga-
ramazdan —1 <x < 1 bolanda /”(x) # 0. Bu yagdayy diistindirmeli.
3. Goy, f(x) funksiyanyn (a, b) interwalyn tiikenikli ya-da tiikeniksiz her bir
nokadynda tiikenikli /"(x) oniimi bar we
xklclz’{}()f(x) - xkl}l;gof(x)

bolsun. f"(c) = 0 deniligi subut etmeli, bu yerde c (a, b) interwalyn kabir nokadydyr.

4. Goy, 1) f(x) funksiya [x,, x ] kesimde kesgitlenen we onuii lizniiksiz (n — 1)
tertipli f""V(x) Oniimi bar bolsun; 2) f(x) funksiyanyi (x,, x ) interwalda n tertipli
f"(x) oniimi bolsun we 3) asakdaky defilikler yerine yetsin:

S&x)=/x)=..=fx) (x,<x,<..<x).
(x,, x,) interwalda ifi bolmanda bir sany seyle ¢ nokat bar bolup,
f™c)=0

denligin yerine yetyandigini subut etmeli.

5. Goy, 1) f(x) funksiya [a, b] kesimde kesgitlenen we onun lizniiksiz (p + q)
tertipli f¥*9(x) 6niimi bar bolsun; 2) f(x) funksiyanyn (@, b) interwalda (p +¢ + 1)
tertipli /»*7*)(x) oniimi bar bolsun; 3) asakdaky denlikler yerine yetsin:

fla)y=1la)=...=f"(a)=0

fb)=f"(b)=...=fb)=0.
Bu halda f¥*4*Y(¢) = 0 denligi subut etmeli, bu yerde ¢ nokat (a, b) interwalyn
kabir nokadydyr.

we

6. Koeffisiyentleri hakyky sanlar bolan
Px)y=ax"+ax"'+.. +a (a,#0)
kopagzanyn dhli kokleri hakyky sanlar bolsa, onda onun yzygider
P'(x), P'"(x), ..., P"(x)

onlimlerinin hem kokleri difie hakyky sanlardyr.
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7. Lezandryn

Pn<x>=2}mj;n{<x2—1>"}

kopagzasynyn dhli koklerinin hakyky sanlar bolup, olaryn (—1, 1) interwalda sak-
lanyandygyny subut etmeli.

8. Cebysew-Lagerranyn
L,(x)=¢" d—n(x”efx)
dx

kdopagzasynyn dhli koklerinin poloziteldigini subut etmeli.
9. Cebysew-Ermitin

H,(x)=(— 1)"€X2 ;inn(exz)

kopagzasynyi dhli kokleriniii hakykydygyny subut etmeli.

10. y = x* egri ¢yzyga haysy nokatda gegirilen galtasma 4(—1, —1) we B(2, 8)
nokatlary birlesdiryén horda parallel bolar?

11. Eger ab < 0 bolsa, onda f(x) = 1/x funksiya ti¢in [a, b] kesimde tiikenikli
artymlar formulasy dogry bolarmy?

12. Berlen funksiyalar {i¢in
S+ Ax) —f(x) = Axf'(x + OAx)  (0<0<1)

deiiligi kanagatlandyryan @ = 0(x, Ax) funksiyany tapmaly:

a) f(x) = ax* + bx + ¢ (a # 0; &) f(x) = Ux;

b) f(x) =x°; d) f(x) = e

13. Goy, f(x) € CY (—o0, +o0) we islendik x we 4 tigin

S+ h)—f(x) = hf'(x)

tozdestwo dogry bolsun. Hemiselik a we b {igin

fx)=ax+b
deniligi subut etmeli.

14. Goy, f(x) € C® (-0, to0) we islendik x we £ ligin
flx+ )= fx) = hf'(x +2)
tozdestwo dogry bolsun. Hemiselik a, b we ¢ {i¢in

fx)=ax*+bx + ¢
deiiligi subut etmeli.
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15. x> 0 {ligin

1+ 1= x = 2./x+49(x)

deiiligi subut etmeli, bu yerde i < f(x) < %, seyle-de,

XlirllO&(x) =1/4, lerJrrl O(x)=1/2.

16. Goy,
3-x" g<x<l,
f(X)Z 12

bolsun. f(x) funksiyanyn [0, 2] kesimdéki tiikenikli artymlarynyn formulasyndaky
aralyk c-nift bahasyny tapmaly.

17. Goy, f(x) — f{0) = xf"(c(x)) bolsun, bu yerde 0 < c(x) < x. f(x)=xsin(Inx),
x>0 we f(0) = 0 funksiya {li¢in ¢ = c(x) funksiyanyn yeterlik ki¢i (0, €) (¢ > 0) in-
terwalda tlizniiklidigini subut etmeli.

18. Goy, f(x) funksiyanyn (a, b) interwalda {izniiksiz f'(x) 6niimi bar bolsun.
(a, b) interwalyn islendik ¢ nokady ii¢in

DI ey < <)
denligi kanagatlandyryan sol 1nterwalyn x, we x, nokatlarynyn bardygyny subut
etmeli. Asakdaky mysaly hem su gérniisde islemeli: f(x) = x* (-1 <x<1), bu yerde

c=0.

19. Densizlikleri subut etmeli:
a) |sinx — siny|< [x — y;
b) py"(x —y) SxP—yr<px'lx—y); 0<y<xwep>1;
¢) |arctga — arctgh| <|a — b|;
da=b jpaca=b g<p<q,
a b b
20. f(x) =x>we g(x) =x* funksiyalar ti¢in [-1, 1] kesimde Kosinin formulasynyn
name ti¢in dogry ddldigini diisiindirmeli.
21. Goy, f(x) funksiya [x, x,] kesimde differensirlenyén bolsun, seyle-de,
x,-x,>0.
.
Xy — X

X Xy . ey
i) Sy =N

denligi subut etmeli, bu yerde x, <& <x,.
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22. Eger f(x) funksiya tiikenikli (a, b) interwalda difterensirlenip, yone c¢ikli
bolmasa, onda onun f'(x) onliminin hem (a, b) interwalda ¢ikli ddldigini subut et-
meli. Ters teorema dogry daldir.

23. Eger f(x) funksiyanyn tiikenikli ya-da tiikeniksiz (a, b) interwalda cékli
/f'(x) 6nlimi bar bolsa, onda f(x) funksiyanyi (a, b) interwalda dendlgegli iizniiksiz-
digini subut etmeli.

24. Eger f(x) funksiya tiikeniksiz (x,, +o0) interwalda differensirlenip,
lim f (x)=0

bolsa, onda

lim S _

X—+oo X

deniligi, yagny x — +oo bolanda f(x) = o(x) bolyandygyny subut etmeli.

25. Eger f(x) funksiya tiikeniksiz (x,, +o0) interwalda differensirlenip, x — +o0
bolanda

Jx) = o(x)
bolsa, onda lim | f'(x)| = 0 bolyandygyny subut etmeli.

X—+o00

Hususan-da, eger lir+n f'(x) = k oniim bar bolsa, onda k = 0.

26. Subut etmeli:

a) eger 1) f(x) funksiya [x, X] kesimde kesgitlenen we lizniiksiz bolsa; 2) f(x)
funksiyanyn (x,, X) interwalda tiikenikli /"(x) oniimi bar bolsa; 3) tikenikli ya-da
tiikkeniksiz

lim f'(x)=f'(x,+0)

X=X, +0

onlim bar bolsa, onda degislilikde tiikenikli ya-da tiikeniksiz birtaraplayyn f/(x))
onlim bardyr we

Slxg) =f"Cx, +0).

b) flx) = arctg1 X (x # 1) we f(1) = 0 funksiya tigin titkenikli limf "(x)
onlimin bardygyny, yone f(x) funksiyanyn tiikenikli birtaraplayyn f'(1) we f/(1)
onlimlerinin yokdugyny subut etmeli.

Bu yagdaya geometrik taydan diisiindiris bermeli.

27. Eger a < x < b bolanda f'(x) = 0 bolsa, onda a < x < b bolanda f(x) = const
bolyandygyny subut etmeli.
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28. f'(x) = k bolyan yeke-tik f(x) (—oo <x <+o0) funksiyanyn ¢yzykly f(x)=kx +b
funksiyadygyny subut etmeli.

29. Eger f")(x) = 0 bolsa, onda f(x) barada name aydyp bolar?

30. Goy, f(x) & C* (-0, +00) we her bir x {i¢in seyle natural n_(n_<n) san
tapylyp, /' “(x) = 0 bolsun. f(x) funksiyanyn képagzadygyny subut etmeli.
31.y'= Ay (A — hemigelik) defileméni kanagatlandyryan yeke-tak

y=y(x) (-0 <x<+0)
funksiyanyi gorkezijili
y = Ce™
funksiya bolyandygyny subut etmeli, bu yerde C — hemiselik.
32. f(x) = arctg % T X we g(x) = arctgx funksiyalaryi
)x<1we 2)x>1
yaylalarda den 6nlimlerinint bardygyny subut etmeli.

33. Tozdestwolary subut etmeli:

a) 2arctgx + arcsinlzx2 = msgnx, |x| =1 bolanda;
+ X

b) 3arccosx — arccos(3x —4x%) =7, | x| < % bolanda.

34. Eger 1) f(x) funksiya [a, b] kesimde {lizniiksiz bolsa;
2) kesimin i¢inde tiikenikli f(x) oniimi bar bolsa;
3) ¢yzykly dél bolsa, onda (a, b) interwalda it bolmanda bir ¢ nokat tapylyp,

ey > [ AP =)

denisizligin yerine yetydndigini subut etmeli.

Ona geometrik taydan diislindiris bermeli.
35. Eger, 1) f(x) funksiyanyn [a, b] kesimde ikinji tertipli /"(x) onlimi bar we
2) f'(a) =f'(b) = 0 bolsa, onda (a, b) interwalda in bolmanda bir ¢ nokat tapylyp,

1)z 2 el b = fla)

densizligin dogrudygyny subut etmeli.
36. Awtomobil baslangy¢ nokatdan herekete baslap, ¢ sekunt yordp barmaly

yerine barypdyr we sonda s metr yol gecipdir. Kébir wagt pursadynda awtomobilin

hereketinin tizlenmesiniii absolyut ululygynyi ﬂﬂ-dan kici dildigini subut et-
r

meli.
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§2. Monoton we giibercek funksiyalar. Epin nokatlary

1. Monoton funksiyalar. Eger Vx , x, € (a, b) ligin x, < x, bolanda f(x,) <
<f(x,) (f(x,) > f(x,)) bolsa, onda f funksiya (a, b) artyan (kemelyén) funksiya diyil-
yar. Eger-de f(x,) < f(x,) (f(x,) = f(x,)) bolsa, onda f funksiya (a, b) interwalda ke-

2. Funksiyanyii monotonlyk nysanlary. (a, b) interwalda differensirlenydn
[ funksiyanyi sol interwalda kemelmeyéin (artmayan) bolmagy {i¢in (a, b) aralykda
f'(x) =0 (f"(x) < 0) bolmagy zerur we yeterlikdir.

(a, b) interwalda differensirlenyén f funksiyanyn sol interwalda artmagy (ke-
melmegi) ticin f'(x) > 0 (f'(x) < 0) bolmagy yeterlikdir.

3. Giibergek funksiyalar. Eger (a, b) interwalda kesgitlenen f funksiya
Vx,x,E(a,bywea>0,5>0,a+ [ =1lgin

flax, + Bx)) <af(x) + Bf(x,),
(flax, + Bx,) > af(x)) + Bf(x,))
densizlikleri kanagatlandyryan bolsa, onda ona (a, b) interwalda asak (yokaryk)

Differensirlenyédn f funksiyanyn (a, b) interwalda asak (yokaryk) giibercek
bolmagy ii¢in onuil /" 6nliminin (@, b) interwalda kemelmeyén (artmayan) bolmagy
zerur we yeterlikdir.

(a, b) interwalda ikinji 6niimi bar bolan f funksiyanyn sol interwalda asak (yo-
karyk) giiber¢cek bolmagy ti¢in (a, b) interwalda f"(x) > 0 (f"(x) < 0) bolmagy zerur
we yeterlikdir.

f funksiyanynl asak (yokaryk) giibercekliginiii geometrik manysy seyledir:
funksiyanyn ¢yzgysynyn, islendik dugasynyn nokatlarynyn sol dugany dartyan
hordadan asakda (yokarda) yerlesyéndigini ailadyar.

4. Epin nokatlary. Eger a nokadyn kibir golay towereginde kesgitlenen
f funksiyanyn sol golay tdwereginde a nokadyn ¢epinde we sagynda giibergeklik
ugurlary diirli bolsa, onda a nokada f funksiyanyn, (a, f(a)) nokada bolsa onun
mi bar bolsa, onda f"(a)=0 (zerur serti).

Eger a nokadyn kébir golay towereginde f funksiyanyn ikinji 6niimi bar bolup,
va f"(a)=0, ya-da f"(a) onlim yok bolup, funksiyanyn ikinji f” 6niimi a nokatdan
gecende alamatyny tiytgedydn bolsa, onda a nokat f funksiyanyn epin nokadydyr.

1-nji mysal. f(x) = % + 4x* funksiyanyh epin nokatlaryny, asak we yokaryk
giibergek interwallaryny tapmaly.

C.B. Funksiyanyn ikinji 6niimini tapalyn:
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3
F)=—L 48 =2 48=8%F1/4
X X X

Diymek, funksiyanyn ikinji oniimi x = 0 nokatda tiikkeniksizlige dendir we
x=—1/%4 nokatda nola deiidir. Sonufi iigin hem funksiyanyf kesgitlenis
yaylasyny (— oo, —1/%/4), (=1/%/4,0), (0,+) interwallara boliip, olaryii her bi-
rinde ikinji Oniimin alamatyny kesgitlalin.

1) eger x €(—o0, —1/%/4) bolsa, onda f"(x) > 0 we funksiya asaklygyna
giibergekdir.

2) eger x €(—1 /*%/4,0) bolsa, onda f"(x) < 0 we funksiya yokarlygyna gii-
bergekdir.

3) egerx < (0, +o0) bolsa, onda f"(x) > 0 we funksiya asaklygyna giiber¢ekdir.

Seylelikde, ikinji 6niim x =—1/%/4 we x = 0 nokatlardan gegende alamatyny
iytgedyar. Sonda x =—1 /34 funksiyanyn epin nokadydyr, x = 0 bolsa epin no-
kady déldir, ¢iinki ol nokatda funksiya kesgitlenmedikdir. C.S.

Goniikmeler

37.y=2+x—-x 38.y =3x—x".
2x /z
39, y = —==—, 40, y = Y2 >0).
R y=%+100 @20
41.y =x + sinx. 42.y = x + [sin 2x|.
2
43. |, — e 44, y = X
y—cosx. y e
45.y =x"e* (n>0,x>0). 46.y = x* — Inx%.

47. ﬂx) = x<\/§ + sin lnx>, x> 0 bolanda we £(0) = 0.

48. n-if artmagy bilen toweregifi ig¢inden ¢yzylan dogry n-burclugyn p
perimetrinin artyandygyny we dasyndan ¢yzylan dogry n-burglugyn P perimetrinifi
kemelyéndigini subut etmeli. Sondan peydalanyp, n — oo bolanda p we P perimetr-
lerin umumy predelleriniii bardygyny subut etmeli.

49. (1 + L)x funksiyanyn (—oo, —1) we (0, +o0) interwallarda artyandygyny su-

X
but etmeli.
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50. Bitin rasional
Px)=a,tax+..+ax" (n=1,a #0)
funksiyanyi yeterlik uly poloZitel x ti¢in
(0, —x,) we (x,, t©)
interwallarda berk monotondygyny subut etmeli.

51. Bitin rasional, tozdestwolayyn hemiselik bolmadyk,

R(x) = -2 TAXLTHI (ap, #0)
by+bx+..+b,x
funksiyanyn yeterlik uly polozitel x ti¢in
(_OO: —XO) we (XO, +OO)
interwallarda berk monotondygyny subut etmeli.

52. Monoton funksiyanyn 6niimi hokman monoton bolyarmy? Asakdaky mo-
noton funksiyanyn 6niimi monoton bolarmy: f(x)=x + sinx?

53. Eger ¢(x) monoton artyan differensirlenydn funksiya bolsa we x > x bolan-
da |[f"(x)| < ¢'(x) bolsa, onda x > x, bolanda

[(x) = f(xp) < o(x) — ¢(x,)
densizligi subut etmeli. Onun geometrik taydan diistindirilisini bermeli.

54. Goy, f(x) funksiya a < x < +oo aralykda iizniiksiz we ondan dasgary x > a
bolanda f'(x) > k> 0 bolsun (k — hemiselik). Onda f(a)<0 bolanda f(x) = 0 deiile-

fla)

manin (a,a ~ %

> interwalda yeke-tak hakyky kokiinin bardygyny subut etmeli.
55. Eger x, nokadyn [x—x|<{ golay towereginde f(x) funksiyanyin
Af(x,)=f(x)—f(x,) artymynyh alamaty argumentifi Ax,=x—x, artymynyn alamaty
Eger f(x) (a <x < b) funksiya kabir tiikenikli ya-da tilkeniksiz (a, b)interwalyn
her bir nokadynda artyan bolsa, onda ol funksiyanyi sol interwalda artyandygyny
subut etmeli.

56. flx) =x+x sjn% x#0 we f(0)=0 funksiyanyn x=0 nokatda art-

’

yandygyny, yone sol nokady oOzlinde saklayan hi¢ bir (—e,&) interwalda art-
mayandygyny subut etmeli, bu yerde € > 0 yeterlik kici sandyr.

Funksiyanyn grafigini gurmaly.

57. Teoremany subut etmeli:
Eger 1) ¢(x) we ¥(x) funksiyalar n gezek differensirlenyén;
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2) go(k)(xo) = Iﬁ(k)(xo) (k: 07 17 ey I — 1):
3) x > x, bolanda ¢"(x) > $*(x) bolsa, onda

x>x, bolanda @(x)> ¥(x)
deiisizlik yerine yetyar.
58. Gorkezilen sertlerde densizlikleri subut etmeli:
a)e>1+x, x#0;

2
lﬂx—%J<mO+x%<& x> 0;

3
G)x—%<sinx<x, x> 0;

3
d)tgx>x+%, O<x<%;
e) (x +y)e> P+ M, x>0, y>0 we 0<a<p.
59. Derisizligi subut etmeli:

2y<sing<x 0<x<ZX,
T 2

60. x > 0 bolanda (1 + %)x <e< <1 + %)XH densizligin dogrudygyny subut

etmeli.

61. Arifmetik we geometrik progressiyalaryn agzalarynyin sany we gyraky
agzalary birmenzes we olaryn dhli agzalary polozitel. Arifmetik progressiyanyn
agzalarynyn jeminin geometrik progressiyanyn agzalarynyn jeminden uludygyny
subut etmeli.

Zn: (ayx + b,)* = 0 densizlikden peydalanyp, Kosinii
=1

n 2 n n
<Zakbk> <Y a3
k=1 k=1 k=1

denisizliginit dogrudygyny subut etmeli, bu yerde x, a,, b, (k = 1,...,n) hakyky
sanlar.

63. Polozitel sanlaryn orta arifmetik bahasynyn sol sanlaryn orta kwadratik
bahalaryndan uly dildigini, yagny

1 /1~ 2
nkz:lk_ ;kZ::IXk

denisizligin dogrudygyny subut etmeli.
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64. Polozitel sanlaryn orta geometrik bahasynyf sol sanlaryi orta arifmetik
bahasyndan uly déldigini, yagny

n X Xy X, S %(x1 + X+ ... +X,)

densizligi subut etmeli. (Gorkezme: Matematiki induksiya usulyndan peydalan-
maly).

65. Polozitel a we b sanlar iigin
s s\1/s
Alab)=(CEEYT 520 we  A(ab)=limA,(a.b)

denlikler boyunca kesgitlenyén funksiya ol sanlaryn s tertipdéki orta bahasy diyil-
yar.

Hususan-da, ondan s = —1 bolanda orta garmonik, s = 0 bolanda orta geomet-
rik, s = 1 bolanda orta arifmetik, s = 2 bolanda orta kwadratik sanlar alynyar.

Subut etmeli:

1) min(a, b) < A (a, b) < max(a, b);

2) A (a, b) (a # b) funksiyanyn liytgeydn s ululyga gord artyandygyny:;

3) lim A (a,b) = min(a,b), lim A(a,b) = max(a,b).
(Gorkezme: di[ln A,(a,b)]peydalanmaly).
< :

66. Gorkezilen sertlerde densizlikleri subut etmeli:

ax‘—1>a(x-1), a=>2, x>1;

b)WVx —"a<¥x—a, n>1, x>a>0;

¢) 1 +2Inx<x?, x>0.

67.y =1+ x cyzygyit A(-1, 0), B(1, 2) we C(0, 0) nokatlardaky giibercek-
lik ugurlaryny deriiemeli.

Funksiyalaryn (asak, yokaryk) giiber¢eklik interwallaryny we epin nokatla-
ryny tapmaly:

68.y =3x*—x’. 69. y = #3)3 (a>0).
70.y =x + x5, T.y=+v1+x".

72.y =Xx + sinx. T3.y=e*.

74.y =In(1 + x?). 75. y = xsin(Inx) (x > 0).

76.y =x* (x>0).

159



7.y = Lll ¢cyzygyn bir goni ¢yzykda yatyan {i¢ sany epin nokatlarynyn
+

2
X
bardygyny subut etmeli.

78. h parametri nédhili saylanynda y = /]Lth’cz (h > 0) «dhtimallyk egri
T

cyzygynyn» x =+ ¢ nokatlar epin nokatlary bolar?
79.x = a(t—sint), y = a(1 — cost) (a > 0) ¢yzygyn glibergeklik ugruny derniemeli.
80. Goy, f(x) funksiya a < x < +oo aralykda iki gezek differensirlenyén bolsun
hem-de: 1) f(a)=A4>0;2) f'(a) <0; 3) x > a bolanda f"(x) < 0 sertler yerine yetsin.
f(x) = 0 denileménin (a, +oo) interwalda bir we difie bir kokiiniii bardygyny
subut etmeli.
81. Eger Vx,, x, € (a, b) we islendik @ > 0, 5 > 0, @ + f = 1 iigin
flax + Bx,)) < af(x) + Bf(x,),
(flax, + Bx,)) > af(x)) + Bf(x)))
deiisizlik yerine yetse, onda f(x) funksiya (a, b) interwalda asaklygyna (yokarlygy-
na) giiber¢ek funksiya diyilyar.
Eger a <x < b bolanda f"(x) > 0 (f"(x) < 0) bolsa, onda f(x) funksiyanyn (a, b)
interwalda asaklygyna (yokarlygyna) giiber¢ekdigini subut etmeli.
82.x" (n> 1), €', xInx funksiyalaryn (0, +o0) interwalda agaklygyna glibergek-
digini, x* (0 <n < 1), Inx funksiyalaryn (0, +o0) interwalda yokarlygyna giibercek-
digini subut etmeli.

83. Derisizlikleri subut etmeli we olaryn geometrik manylaryny anyklamaly:

a)%(x”+y")><x"2"y>" x>0, y>0, x#y, n>1);

X+y

b) % > (X#Y);

+y

¢) xInx + ylny > (x +y)lnxT (x>0, y>0).

84. Goy, a <x < b bolanda f"(x) > 0 bolsun, onda islendik Vx ,x, € [a,b] licin
X + X 1
) S Sl fx) +fx)]

deiisizligin dogrudygyny subut etmeli.

85. Cakli glibergek funksiyanyin hemme yerde tizniiksizdigini we birtaraplayyn
cep we sag onlimlerinin bardygyny subut etmeli.
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86. Goy, f(x) funksiya (a, b) interwalda iki gezek differensirlenydn we
f"(c)# 0 bolsun, bu yerde a < ¢ < b. (a, b) interwalda seyle x, we x, nokatlar tapylyp,

f(x) —flx) _
HRIZE) — o)
deiiliginl yerine yetyéndigini subut etmeli.
87. Eger f(x) funksiya tiikeniksiz (x,, +oo) interwalda iki gezek differensir-

lenyén we
lim 0f(x) =0, lir+n fx)=0

X=X+

bolsa, onda (x,, + ) interwalda ifi bolmanda bir ¢ nokat tapylyp, /"(c) = 0 bolar.

§3. Lopitalyn kesgitsizlikleri agmak diizgiinleri
Lopitalyn 1-nji diizgiini (0/0 kesgitsizlik ii¢in). Goy, f(x) we g(x) funksiyalar a
nokadyn kibir U(a) (x # a) golay towereginde kesgitlenen bolup:
1) £1_{13f(x) = £1£Igg(x) = 0 bolsun;
2) a nokadyn, miimkin bolan a nokadyn 6ziinden basga, U(a) golay towere-

ginde f”(x) we g'(x) oniimler bar bolup, Vx € U(a) (x # a) tgin f?(x) + g”(x) # 0
bolsun;

3) tiikkenikli ya-da tiikkeniksiz [im f ,<(x>) = K predel bar bolsun, onda
x—a g (X
lim L) _ i L) _ g
ag(x)  xagl(x)

predel bardyr.

Lopitalyn 2-nji diizgiini (co/o0 kesgitsizlik ti¢in). Goy,

1) f(x) we g(x) funksiyalar x — a bolanda tiikeniksizlige ymtylyan bolsun;

2) a nokadyn, miimkin bolan a nokadyn 6zlinden basga, U(a) golay téweregin-
de f"(x) we g'(x) onlimler bar bolup, Vx € U(a) (x # a) tigin *(x) + g”(x) # 0 bolsun;

3) tiikenikli ya-da tiikeniksiz |im f ,<(;C>) = K predel bar bolsun, onda
X—a g

fx) @)

lim = - =
w-ag(x)  x-ag(x)
predel bardyr.
Kesgitsizliklerin 0 - o0, 00 — o0, 1%, 0°, 00 we s.m. gbrniisleri hem algebraik 6z-

gertmeleri ulanmak we logarifmlemek bilen 0 e = gorniisdiki kesgitsizliklere
(o.¢]

getirilyér. 0

11. Sargyt Ne 2666
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Bellik. Kébir hallarda % we X gorniisdiki kesgitsizlikleri agmaklyk f(x)
(o.¢]

we g(x) funksiyalar ti¢cin ulanylyan Lopitalyn diizgiinlerini ol funksiyalaryn birinji
ya-da ondan hem yokary tertipdéki oniimleri ulanylyp yerine yetirilyér.

ﬂ predeli tapmaly.

Mysal. lirr(%

C.B. f(x) = x — sinx we g(x) = x* funksiyalaryn birinji f(x)=1-cosx we
g'(x)=3x> we Oniimlerinin, seyle hem ikinji /"(x)=sinx we g"(x)=6x 6niimlerinin
x— 0 bolanda nola ymtylyandyklary ii¢in Lopitalyn 1-nji diizgilinini berlen f(x) we
2(x) funksiyalaryn ikinji tertipli oniimlerini ulanyp, asakdaky predeli taparys:

. x—sinx _ ;... 1 —cosx sinx _ 1. sinx _ 1 cosx _ 1
}ler(} o = }ler(} W hm & 6 }grol x —6 £ im-== . C.S.
e GOMAKM el ET
Predelleri tapmaly:
88. limSinax 89, |jm Shx — cosx
20 sinbx x—0 x '
90, Jim &X =X tgx — x 91. | 3tgdx — 12tgx
x~0 X — sinx x~03sin4x — 12sinx "’
92, 1im 2% 03, [jm XSt — 1
. tex -0 42
04, lim V&~ 1 95. lim X+ D =2("= 1)
-2 2sin’x — 1 x=0 X
.1 —cosx’ . arcsin 2x — 2 arcsinx
x"sinx X
98. - /X
}ler(} x/» (x/garctg p Vb arctg ) >
99, im 4 =a™ ;> 0). 100. <x—X>
}En x (a>0) 11m Inx —x+1
In(sinax) In(cos ax)
Cdim——=. dim———£,
101. g In(sinbx) 102. Iy In(cos bx)
. cos(sinx) — cosx 11 1
103. lim K . 104. £%x<thx tgx).
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105.

106.

. e—l/x

108. lim €5 109.

110. li{r_lolnx-ln(l —X). 111.

112. lim x*. 113.
x—-+0

114. lim(x** — 1). 115.
x—0

116. nmxl/“"‘). 117.

118, lim((tgx)**". 119.
=7

120. nm(ml)". 121.
x—+0 X

122. hm<tgx )“g(x ? 123.
x—a\1ga

124. hm(l - 1). 125.
CO\X et -]

1

126. }gr&(ctgx - —)

127. Jim 1 - .
= n(x +v1+x%)  In(l+x)

128 lim4 =" (4> 0). 129.
x—-a X —da

130. m%w (a>0). 131.

132, lim (thr)". 133.
. . 1/

134, Jim( S 135.
x—0 X

lim

Arsh(shx) — Arsh(sinx)

x—0 shx — sinx

lim 0% (¢ > ().

X —+o0 x

, bu yerde Arshx =

107. hm— (a>0,n>0).

X%Jrooe

. 2 —0,01lx
lim x“e .

X—+00

limx“lnx (& > 0).
x—-+0

. =1
limx
x—0
lim xk/(l + Inx)
x—+0 )

lim(2 — x)¢%
x—1
sinx

lin(}(ctg,x)

limtg5 = )%

1

a*—xlna\’
13£“(bx—x1nb> :

gfr}(ﬁ_ xl 1)'

1/x
lim L0 —e

x—0

xlj&n@( % arctg,x)x‘
1/x
< arcilnx > '

In(x +v1+x%).
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x—0 X

2
136. hm<w>l/ _

2
137. hm(/%rslw)]/ “ bu yerde Arshx = In(x + /1 + 2°).
x—0 X

‘ 1 1/x71/x X
138. hm[ﬂ 139. lim(;arccosx)l/ .
x—0 e x—0\ 7T
140. 1; cos X \l/x 141. 1; In chx
tim (e ) T ehe — " ohx
142. hm<1+e">m‘ 143, [ X
x—0 2 X*+®(hlxy

In(e* + x)
x

144. lir+n 3\/9c3+xz+x+l—«/xz+x+1-

145, lim [(x + a) *1/x — ' TV,

X—+o0

146. Eger y = f(x) egri ¢yzyk x — 0 bolanda (}g%f(X) =f0) = 0) (0, 0) koor-
dinatalar baglangyjyna « burg bilen giryén bolsa, onda lirrg% predeli tapmaly.

147. Eger iizniiksiz y =f(x) egri ¢yzyk x —+0 bolanda (Xlirpo flx) = O> (0, 0)
koordinatalar baslangyjyna girydn bolsa we 0 < x < ¢ bolanda tutuslygyna y =—kx
we y = kx (k # o) ¢yzyklar bilen emele gelyin yiti burgun i¢inde yerlesyan bolsa,
onda

lim x™ = 1
x—-+0

deiiligi subut etmeli.

148. Eger y =f(x) funksiyanyn ikinji tertipli /"(x) 6niimi bar bolsa, onda denligi
subut etmeli:

F(x) = lim S D) +Ax = h) = 2(x)
h—0 h2 .

11
-1

X e
1/2, eger x =10
differensirlenyindigini dernemeli.

, eger x # 0;

149. f(x) = bolsa, funksiyanynn x = 0 nokatda

1+x
150. y = % . (x> 0) ¢yzygyn asimptotasyny tapmaly.

(14 x)
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151. Asakdaky mysallarda Lopitalyn diizglinini ulanyp, dernemeli:

2.1 2
1 -2 - — 2
XS . e “(cosx + 2sinx) +e " sinx
a) lim——* ¢) lim ~ : ;
x~0  sinx ¥t oo e " (cosx + sinx)
b) ljm X = sinx. d) lim 1+ x.+ sinx cossiclx .
x—~o0 X + SinX ¥~ (x + sinxcosx)e

152. Radiusy iiytgemeyan R ulylyga den, hordasy b we peykamy 4 bolan tege-
lek segmentiii meydanynynl sol segmentin iginden ¢yzylan deniyanly ligbur¢lugyn
meydanyna bolan gatnasygynyn segmentin dugasynyn nola ymtylandaky predelini
tapmaly. Alnan netijdni ulanyp, segmentin meydany li¢in takmyny formulany geti-
rip ¢gykarmaly:

~2
S ~ £ bh.

§4. Teyloryn formulasy

1. Teyloryii lokal formulasy. Eger a nokadyn kiabir golay towereginde kesgitle-
nen f funksiyanyn a nokatda » tertipli 6niimi bar bolsa, onda Teyloryn

n (k)
=3, LA af ok —ay). x—a

formulasy dogrudyr, bu yerddki r (x)=o((x—a)"), x—a funksiya Teyloryn

2. Teyloryrni umumy formulasy. Eger a nokadyn kibir golay towereginde kes-
gitlenen f funksiyanyn sol golay towerekde n + 1 tertipli 6niimi bar bolsa, onda sol
golay towerege degisli islendik x iigin @ we x nokatlaryn arasynda seyle ¢ nokat

tapylyp, Teyloryn

(x—a) +r,(x)

formulasy dogrudyr, bu yerdéki ¢ = a + #(x — a) (0 < # < 1) bolanda alynyan

(n+1) _
n) = Lt =D gy <0<,
(n+1)
rn(x): f (a -;'e(x_a))<x_a)n+l(l _9)}1 (0<9< 1)

rrrrrr

Teyloryn formulasyndan a = 0 bolanda alynyan

165



n (n)
=3 f—,“’) 41, (x)

......

ybaratdyr:
1. Peano gorniiginde r (x) = o(x"),

o C(Ox)
2. Lagranz gorniisinde 7, (x) = iy X" (0<0<1),
(n+1)
3. Kosi gorniisinde 7, (x) = fni'(ﬁx)(l —yx" (0<6<1).

Bis sany elementar funksiyanyn dagydylys formulalary:

L ¢ _l+x+7+ +—+0(x)

2n—1
X

m + o(x™).

IL. smx—x—?+ (=1

2
OI. cosx = 1 — X 4+ .. A (=1) +o(x®)

21

(2 )'

m(m—1) ,
42! X +

m(m—1)..(m—n+ 1)xn +olx").

IV. (1+x)"=1+mx+

2 n
V. In(1 + x) =x—x7+ +(—1)”‘1x7+0(x").

Mysal. f{x) = (1 + x)/(1 + x?) funksiyany tiytgeyan x ululygyn bitin polozitel
derejesi boyunca x*-¢ ¢enli dagytmaly we f(0) bahany hasaplamaly.

C.B. Berlen funksiyany fix) = 1 + (x — x?)- (1 + x?)"' gorniisde yazyp, IV for-
mulany ulanarys:

) =1+x-—x)(1-x*+x*+o(x)=1+x—x>—x>+x*+ o(x*.

4)
Bu aillatmany Makloreniii formulasy bilen denesdirip, f< 0) _ = 1 denligi
alarys. Bu yerden f(0) = 24. C.S. 4!
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153. P(x) = 1 + 3x + 5x? — 2x* kdpagzany x + 1 ikiagzanyn bitin polozitel dere-
jeleri boyunca dagytmaly.

Berlen funksiyalary x-in bitin polozitel derejeleri boyunga asakda gorkezilen
agzalarynyn tertibine ¢enli dagytmaly (olary hem girizip):

2
154. f(x) = % x*-e genli. (F9(0) ni¢é denr?).

(1 + x)°
(1= 2x/°(1 + 2%
156. "/ a" + x (a>0), x*-a genli.
157. /1 = 2x + ° —%/1 = 3x + °, x*-e genli.

155.

x2-a genli.

158. e, x’-¢ genli. 159. X x%e genli.
e —1

160. %/sinx’, x"-e genli. 161. Incosx, x°-e genli.

162. sin(sinx), x*-e ¢enli. 163. tgx, x°-¢ genli.

164. | SIDX  x°-a genli.
x

165. f(x) = V' x funksiyanyf (x — 1) tapawudyf bitin poloZitel derejeleri bo-
yunca dagydylmasynyn ii¢ agzasyny tapmaly.
166. f(x) = x* — 1 funksiyany (x — 1) tapawudyn bitin polozitel derejeleri bo-
yunga (x — 1)*-a ¢enli dagytmaly.
167. y = ach* (a > 0) funksiyany x = 0 nokadyn golay towereginde ikinji
a
tertipli parabola bilen takmynan c¢algyrmaly.

168. f(x) =1 + x> —x (x> 0) funksiyany 1/x drobuii bitin poloZitel dereje-
leri boyunca 1/x*-a genli dagytmaly.

169. f(h) = In(x + h) (x > 0) funksiyany 4 artymyn bitin polozitel derejeleri
boyunca /"-e ¢enli dagytmaly (n — natural san).

170. Goy, f(x + h) = flx) + hf'(x) + ... +Z_Tf<n><x+ Oh) (0<6@<1) bolsun,
seyle-de, f"*D(x) # 0. Deiiligi subut etmeli: '

1
n+1°

limf =
h—0
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171. Goy, x — 0 bolanda f(x) = 1 + kx + o(x) bolsun. Deiiligi subut etmeli:
lim[ f(x)] " = ¢".

172. Goy, f(x) € C?[0, 1], £(0) = f(1) = 0 bolsun, seyle-de, x € (0, 1) bolanda
[f"(x)| <A4.0<x<1bolanda | f'(x)| < % denisizligi subut etmeli.

173. Goy, f(x) (- < x < +oo) iki gezek differensirlenyén funksiya we
M,= sup |fP(x)]<+oo (k=0,1,2)bolsun. Defisizligi subutetmeli: M; < 2MyM,.

—oo <x<+o0

174. Takmyny formulalaryn absolyut yaliiyslyklaryny bahalandyrmaly:

2 n
e xl+x+X 4. 45 0<x<1;
2! n!

3
b)sinxxx—%, |x\§%;
3

¢) tgx::x+x?, x| <0,1;

IA

d)v1+le+%—%2,0 x<1L

2
175. x-ift haysy bahalarynda 0,0001 takyklykda cosx = 1 — % takmyny for-

mula dogry? 2
176. "/a"+x =a+—%X_ _r (n>2,a>0,x>0) formulany subut etmeli,

n—1
na

2
bu yerde 0 < r < ”2;21 =

177. Teyloryn formulasyny ulanyp, takmyny bahalary tapmaly:

a) ¥/30; d) Ve: f) arctg 0,8;
b) %/250; e) sin18Y%; g) arcsin 0,45;
¢) '2/4000; d) In1,2; h) (1,1)'2,
178. Hasaplamaly:

a) e sany 10~ takyklykda; d) V5 sany 10* takyklykda;
b) sinl® sany 107 takyklykda; e) Igl1 sany 107 takyklykda.

¢) cos9° sany 107 takyklykda;
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I-V dagytmalardan peydalanyp, predelleri tapmaly:

—x2/2 X .
179. limCosx—¢ "~ 180. fim & SIN*¥ = x(1+x)
x—0 X x—0 X
181. lir+nx3/2(\/x+ 1+vVx—1-2Vx).
1&.@&%ﬁ+ﬁ—%ﬁ—fl
183. 1Hn[<x —x*+ ) e Vx4 1 ]
X — + ool
184, lim4+4 =2 (4> 0). ]85.hm,x—xﬁn0—%l>}
x=0 X x— 00 X
1 1 . 1/1
186. lim(L — -1 ). 187 1im (L _
86 iy = Sinx) 7t — ).
1 1 3 2 sinx
1ss.nn1$n($nx)‘;x L=x" 180, jjp L= (cosx)™
x—0 X x—0 x3
190. 1im {18 =%
x—0 X

x — 0 bolanda tlikeniksiz ki¢i y ululyklaryin Cx" gorniisdéki bas agzasyny kes-
gitlemeli (C — hemiselik san):
191. y = tg(sinx) — sin(tgx). 192.y =(1 +x)*— 1.

193,y = 1 - A+0"
e
194. a we b koeffisiyentler néhili saylanyp alnanda
x — (a + bcosx)sinx
ululyk x-a goréd 5-nji tertipli tikkeniksiz ki¢i bolar?
195. 4 we B koeffisiyentleri x — 0 bolanda

2
I 1 ;}X +0(x°)
X X

ctgx =

asimptotik deiilik yerine yeter yaly saylap almaly.
196. A4, B, C we D koeffisiyentleriii haysy bahalarynda x — 0 bolanda

ot = 1 + Ax + Bx’ +O(x)
1 + Cx + Dx*

asimptotik formula dogry bolar?

169



197. |x| ululygy tiikeniksiz kici ululyk hasap edip, berlen aiilatmalar ti¢in yone-
key yakynlagma formulalary getirip ¢cykarmaly:

11 . Ay _ _x .
R 95+ 100) )
1+x 1 —x. In2
3 /=2 1T A 3 e
VT TV Tx 9 IH(HL)'
100

198. Absolyut ululygy boyunca tiikkeniksiz ki¢i x {i¢in
x = asinx + fStgx

gorniisdéki yakynlagma formulany x° agza ¢enli takyklykda getirip ¢ykarmaly.

Bu formulany kici bur¢ ululykly dugalaryn yakynlasma goneltmeleri ii¢in
ulanmaly.

199. Cebysewin asakdaky diizgiininin otnositel yalityslygyny bahalandyrmaly:
tegelek duga beyikligi onuil ugrunyn v 4/3 bélegine deit bolan we sol duganyn
hordasy esasynda gurlan denyanly iigbur¢lugyn gapdal taraplarynyn jemine takmy-
nan dendir.

§5. Funksiyanyn ekstremumy. Funksiyanyn in uly we in
kici bahalary

Eger a nokadyn U(a, §) golay towereginde kesgitlenen f funksiya Vx € U(a,
0) tigin f(x)<f(a) (f(x) > f(a)) densizligi kanagatlandyryan bolsa, onda a nokada f

------

------

Eger a ekstremum nokadynda f funksiyanyn onlimi bar bolsa, onda f'(a) = 0
(ekstremumyi zerur serti).

Funksiyanyn ekstremumyny tapmak iicin seyle diizgiinlerden peydalanmak
bolar:

Birinji diizgiin (birinji yeterlik sert). Goy, f funksiya a nokadyn, miimkin a
nokadyn 6ziinden basga, kébir golay towereginde differensirlenyén bolup, a no-
katda tizniiksiz bolsun. Eger a nokatdan gegende funksiyanyn f/’ 6niimi alamatyny
tiytgedyén bolsa, onda a nokatda f funksiyanyn ekstremumy bardyr.

Sonda, eger

l.a— 06 <x<abolanda f'(x) >0 we a < x < a + d bolanda f/'(x) <0 bolsa, onda
a nokat funksiyanyn maksimum nokadydyr.

2.a—0 <x<abolanda f(x) <0 we a < x < a + 0 bolanda f"(x) >0 bolsa, onda
a nokat funksiyanyn minimum nokadydyr.
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Eger-de funksiyanyn oniimi nokatdan gegende alamatyny iiytgetmese, onda ol
nokatda funksiyanyn ekstremumy yokdur.

Bu diizgiin boyunca funksiyanyi ekstremumyny derfiemek ticin onun kesgitle-
nen yaylasyny funksiyanyn differensirlenmeyén we dniiminini nol nokatlary arkaly
interwallara bolmeli. Olaryf her birinde 6nlimin alamatyny kesgitlemeli (onui {i¢in
bolsa interwalyn bir nokadynda 6niimin alamatyny bilmek yeterlikdir).

1-nji mysal. f(x) = (x + 2)*(x — 1)’ funksiyanyn ekstremumyny tapmaly.
C.B. San okunyn dhli nokatlarynda asakdaky funksiyalaryii 6niimi bardyr:

) =2x+2)(x— 1P +3x+2)y(x—1)?=(x+2)(x— 1)*(5x +4).

Funksiyanyn onliminifi nollary x, = -2, x, = —0,8, x, = 1. Sol nokatlar arkaly
san okuny (-0, -2), (-2, —0,8), (-0,8, 1), (1, +o0) interwallara bélelinn we sol inter-
wallara degisli bolan -3, —1, 0, 2 nokatlarda funksiyanyn oniiminini alamatlaryny
kesgitldp, onun degisli interwallardaky alamatlaryny anyklarys:

1) (—o0, —2) interwalda f"(x) > 0,

2) (-2, -0,8) interwalda f"(x) < 0,

3) (-0,8, 1) interwalda f"(x) > 0,

4) (1, +o0) interwalda f”(x) > 0.

Seylelikde, birinji diizgiin boyunga x = —2 nokat funksiyanyin maksimum,
x=-0,8 nokat minimum nokadydyr, x = 1 nokatda bolsa onufi ekstremumy yokdur.
Sunlukda, funksiyanyn maksimum bahasy f(—2) = 0, minimum bahasy bolsa f(-0,8)
=-8,4. C.S.

Ikinji diizgiin (ikinji yeterlik sert). Goy, f funksiyanyn a nokatda ikinji 6nlimi
bar bolup, f(a) = 0 bolsun. Onda f"(a) < 0 bolanda a nokat funksiyanyn maksi-
mum, f"(a) > 0 bolanda bolsa minimum nokadydyr.

Uciinji diizgiin (iiciinji yeterlik sert). Goy, f funksiyanyi a nokatda n tertipli
onlimi bar bolup,

fYa@)=0 (@G=1,..,n-1), f%a)#0

sertler yerine yetsin. Onda n jiibiit bolup, /(@) < 0 bolanda a nokat f funksiyanyn
maksimum, /*(a) > 0 bolanda bolsa minimum nokadydyr. Eger n tik bolsa, onda
a nokatda f funksiyanyn ekstremumy yokdur. Bu halda f")(a)<0 bolanda nokat
funksiyanyn kemelyén, /*(a) > 0 bolanda artyan nokadydyr.

2-nji mysal. f(x) = e* + e + 2cosx funksiya ili¢in x = 0 6niimin nol nokadydyr.
Sonda
f"x)=e"+e*—2cosx, [f"(0)=0,

f"x)=e"—e* + 2sinx, f"(0)=0,
fYV(x)=e"+e*+2cosx, fYV(0)=4>0.
Diymek, ti¢ilinji diizgiin boyunga x = 0 nokat funksiyanyn minimum nokadydyr.
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Funksiyalaryn ekstremumyny derfiemeli:

200.y =2 +x—x% 201y =(x—1)%.
202.y =(x- 1~

203. y = x"(1 — x)", (n we m bitin polozitel sanlar).

204. y = cosx + chx. 205.y = (x + 1)1%

2!
207.y = |x|. 208.y = x"3(1 —x)*".

206. y = (1 +x+ X + o+ X_:l>e—" (n —natural san).
n!

209. f(x) = (x — x,)"¢(x) funksiyanyil x = x, nokatdaky ekstremumyny der-
fiemeli, bu yerde ¢(x) funksiya x = x; nokatda Uzniiksiz we ¢(x ) # 0 (n — natural
san).

P(x) P (x)
O(x) 0*(x)
onliminifi noly, yagny P (x,)= 0, O(x,) # 0 bolsun.

sgnf"(x,) = sgnP(x,)

210. Goy, f(x)=

, f(x)= , we x, nokat f(x) funksiyanyn

deiiligi subut etmeli.

211. Eger x, nokat f(x) funksiyanyit maksimum nokady bolsa, onda sol nokadyn
yeterlik kigi golay towereginde x, nokatdan ¢epde f(x) funksiya artyar, sagda bol-
sa kemelyar diymek bolarmy? Asakdaky mysaly sol soraglar boyunga deriiemeli:

flx) = 2—x2<2+ sinl), eger x # 0 we f(0) = 2.

x
212. Goy, f(x) = e, eger x # 0 we f(0) = 0 hem-de g(x) = xe '™, eger x # 0
we g(0) = 0 funksiyalar ii¢gin
f™0)=0, g”0)=0 (n=1,2,.)

deiilikler yerine yetyén bolsun.
x = 0 nokadyn f(x) funksiyanynt minimum nokady bolyandygyny we sol nokat-
da g(x) funksiyanyn ekstremumynyn yokdugyny subut etmeli.

213. Funksiyalarynl ekstremumyny derfiemeli:

a) flx) = e_l/|x|<«/§+sin%), x#0, £(0)=0;
b) flx) = e_l/l’('(«/a + cos

X

), x#0, £(0)=0.

172



Bu funksiyalaryn grafiklerini gurmaly.
214. f(x) =|x \(2 + cos L), eger x # 0 we f(0) = 0 funksiyanyn x=0 nokatda
X
ekstremumyny deriiemeli. Bu funksiyanyn grafigini gurmaly.

Berlen funksiyalaryn ekstremumlaryny tapmaly:

215.y = x> — 6x* + 9x — 4. 216.y = 2x* —x*.
217.y = x(x —=1)*(x — 2)°. 218. y=x+ %
2

219. y = 2x2‘ 220.},:92—37964‘2.

I +x x4+ 2x+1
221,y =/ 2x — x°. 222.y =x¥Vx—1.
223.y = xe™. 224. y = ¥/ x Inx.

2

225. y = lnTx 226. y = cosx + %cos 2x.
227. y = Lz 228. y = arctgx — Lln(l +x%).

I +sin"x 2
229. y = e'sinx. 230. y = |x|e ™!

Funksiyalaryn gorkezilen kesimlerddki in uly we ii ki¢i bahalaryny tapmaly:
231. f(x) =2+, [-1, 5]. 232. f(x) =x*>—4x + 6, [-3, 10].
233. f(x) = |x* = 3x + 2|, [-10, 10].  234. f(x) =x + L, [0,01, 100].

X

235. flx) = /5 — 4x, [-1, 1.

Funksiyalaryn berlen interwallardaky asaky (inf) we yokarky (sup) takyk ¢cék-
lerini tapmaly:

236. f(x) = xe 1, (0, +o0).

2 n
237, ) = (144 54+ 2o, (0 4)

4

238. f(x) = i 1 X (0, +0), 239, f(x) = e*2cosx?, (= 00, + o0).

240. f(€) = ; :E'i funksiyanyn x <& < +oo interwaldaky takyk asaky we ta-

kyk yokarky cédklerini kesgitlemeli.
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M(x)= sup f(§) we m(x)= inf AE)

x<E<+o x<&E<+o0

funksiyalaryn grafiklerini ¢yzmaly.
241. Goy, M, = sup| f*(x)], k=0, 1, 2.... bolsun. f(x) = ¢ funksiya ii¢in M,
M, we M, sanlary tapmaly.
242. Yzygiderligin in uly agzasyny tapmaly:
10
a) - n=1,2,..);
2}’1

_Vn :
®) 10000 7712

On (m=1,2,..).

243. Densizlikleri subut etmeli:
a) |3x —x°| <2, eger |x| < 2;

by 1 <x"+(1—xp<1,eger0<x<lwep>1;
27!

n_n
¢) x"(a—x) < %a’“", egerm>0,n>0we 0<x<a;
m+n

d) LHE <Vx'+d" <x+a(x>0,a>0,n>1);
211— n

e) |asinx + beosx|<Va' +b’.

244, —o < x < +oo bolanda denisizligi subut etmeli:

23&52.
37 X 4x+1

245. P(x) =x(x—1)*(x + 2) kopagzanyn [-2, 1] kesimde «noldan gysarmasyny»,
yagny E, = sup |P(x)|sany kesgitlemeli.
—2=<x=<1

246. P(x) = x* + q kdpagzanyn ¢ koeffisiyentini néhili kesgitldninde ol kdpagza-
nyfi [-1, 1] kesimde noldan gysarmasy iil az bolar, yagny E, = sup |P(x)|= min?
—1=sx=<1

247. f(x) we g(x) funksiyalaryn [a, b] kesimdiki absolyut gysarmasy diyip
A = sup | f(x) — g(x)| sana aydylyar.
as<x<b
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f(x) = x* we g(x) = x* funksiyalaryn [0, 1] kesimdéki absolyut gysarmasyny
kesgitlemeli.

248. f(x) we g(x) funksiyalaryfi [x , x,] kesimde absolyut gysarmalary ii kigi
bolar yaly, f(x) = x* funksiyany [x , x,] kesimde ¢yzykly g(x) = (x, + x,)x + b funk-
siya bilen takmyny ¢algyrmaly we absolyut gysarmasyny kesgitlemeli.

249. f(x) = max{2|x|, |1 + x|} funksiyanyii minimumyny kesgitlemeli.

Berlen denilemelerin hakyky koklerinini sanyny kesgitlemeli we olary anykla-
maly:

250.x* —6x>+9x—10=0. 251.x° -3x*- 9%+ h=0.
252.3x* —4x* —6x* + 12x—20=0. 253.x°-5x=a.

254. Inx = kx. 255. e* = ax’.

256.sin’x - cosx=a, 0<x<. 257. chx = kx.

258. Haysy sertlerde x* + px + ¢ = 0 denleménin:
a) bir hakyky koki bar; b) ti¢ hakyky koki bar?
(p, q) tekizliginde degisli yaylalary sekillendirmeli.

§6. Hisiyetlendiriji nokatlary boyunca funksiyalaryn
grafiklerini gurmak

v = f(x) funksiyasynyn grafigini gurmak {¢in asakdakylar gerekdir: 1) bu
funksiyanyn barlyk yaylasyny kesgitlemeli we ondaky ¢ék nokatlarda funksiyanyn
hésiyetlerini barlamaly; 2) grafigin simmetrikdigini we periodikdigini anykla-
maly; 3) funksiyanyn iiziilme nokatlaryny we iizniiksiz interwallaryny tapmaly;
4) funksiyanyn nollaryny we alamatlarynyn hemiselik yaylalaryny kesgitlemeli;
5) ekstremum nokatlaryny tapmaly we funksiyanyn artyan we kemelydn interwal-
laryny anyklamaly; 6) epin nokatlaryny kesgitlemeli we funksiyanyi grafiginin
giiberceklik interwallaryny tapmaly; 7) asimptotalary bar bolan yagdayynda, olary
tapmaly; 8) grafigiii ol ya-da beyleki ayratynlyklaryny gorkezmeli.

Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly:

4
259.y = 3x —x3. 260. y =1 +x2—x7.
_ 2 _2—x2
261.y = (x + 1)(x — 2)~ 262.y = =—%_,
I +x
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2
263.y= X —1

X' —5x+6
265.y: (1 x4 )3.

+ X

2

x(x—1)
267.y:m.

(x+ 1Y
269-y:m.
271.y= L 10 1

YT T4« 3 l—x’

273,y =%V 8x — x*.

275y =+/(x — 1)(x — 2)(x — 3).

277y =¥ =V + 1.

279.y =(x+ 1P+ (x— 1)

281.),:9627 Val—1
w0 —1
3

283.y=1—x+ 3’_“”.

285,y =/ (x* +3)/(x* + 1).

287.y = (7 + 2cosx)sin x.

289. y = cosx — L cos 2x.

2

291.y =sinx - sin 3x.

COS X

293. y = .
Y CcoS 2x

295.y =2x —tgx.
297.y = (1 +x2)e™.
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264y = 1+ x)g(cl —x)

266.y:<1+X>4,

1 —x
268. v — X
y =
(1—x")
270, y= X +8
X+l

272.y =(x = 3)Vx.

u.
Va1

276. y=¥x —x*—x+ 1.

274. y =

278.y = (x +2)7 — (x - 2)*2.

Vat—1
282, y - L+ 2P
X
284 xz
YTV x+1

286. y = sin x + cos®x.

288. y = sinx + %sin 3x.

290. y = sin*x + cos’x.

sinx

292, y = — >iA
Y sin(x +7/4)"

sinx

294. y =
Y 2 +cosx

296. y = e+,
298.y =x +te™



299. y = x*3e™. 300. y = e *sin’x.

301, _ _¢ 302 y=vi-e".
YT 1vx Y ¢
303.y:1ﬂ[x- 304. y = In(x + Vx> + 1).
X
305,y =+ 1-In(x+ x>+ 1). 306, y = Aresinx
V1-x
307.y = x + arctgx. 308. y = % + arcctgx.
309. y = xarctgx. 310. y= arcsjn27x2,
1 +x
2
311. y = arccosl_—xz. 312.y = (x + 2)e'™
I +x
/ / 2
313. y= 2v’x2+1—v'x2—1 ) 314. y= lnx_z?’—x‘i'z
x"+1
315. y = aarcsin% —va —-x> (a>0).
316. y = arccos 11 — xx_ 317.y =x
318.y =x'"~, 319.y = (1 +x)'™,
320. y = 1y
y x(l—l—x) (x> 0).
el(l—xz) ,
321. y= Tix? (oyuklygyny barlamazdan).

Parametrik gorniisde berlen egri ¢cyzyklary gurmaly:

2 2
322.x:(t+41), y:(r—41). 323.x=2t-F, y=3t-F.

324.x=tfl, y:tzil. 325.x:1i2, y:litz.
326.x=t+e!, y=2t+e? 327.x = acos2t, y=acos3t, (a>0).
328.x = cos*t, y=sint 329.x =tlnt, y=Int/t.
330. x =%  y=atg’t, (a>0).

cos’t

12. Sargyt Ne 2666
177



331.x =a(sht—¢t), y=a(cht—1) (a>0).

Cyzyklaryn berlen defilemelerini parametrik gorniisde anladyp, olaryn grafik-
lerini gurmaly:

332.x* +y*=3axy=0 (a>0). (Gorkezme: y = tx girizmeli).
333.x* +y?=xt+ )~ 334. x>y =x>—)>.
335. ¢ =»" (x>0,y>0).

336. ch’x — ch?y = 1 ¢yzygyn grafigini gurmaly.

(@, r) (r=0) polyar koordinatalar sistemasynda berlen funksiyalaryn grafikle-
rini gurmaly:

337.r =a + bcosp (0 <a<bh). 338. r = asin3¢ (a > 0).
339.r =—42__ (a>0).
vy cos3p ( )
340. 7 = g (pthq)l _(a>0) bu yerde ¢ > 1,
341. ¢ = arccos%.
r

Funksiyalaryn grafiklerini gurmaly (a — iytgeyan parametr):
2

342.y=x2_2x+a. 343.y:x+a_.

X
344. y =x+/a(l - 2%). M5 y=% 4o
346. y = xe™".

§7. Funksiyalaryin maksimumlaryny we minimumlaryny
tapmaklyga degisli meseleler

347. Otrisatel dil f(x) funksiya ii¢in
Fx)=Cf*x) (C>0)

funksiyanyn hem edil f(x) funksiyanyfiky bilen birmenzes ekstremum nokatlarynyn
bardygyny subut etmeli.

348. Eger ¢(x) funksiya —oo <x <+oo bolanda artyan bolsa, onda f(x) we ¢(f(x))
funksiyalaryn birmenizes ekstremum nokatlarynyi bolyandygyny subut etmeli.
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349. Jemleri hemiselik we a sana den bolan iki polozitel sanyn polozitel m we
n derejelerinin kopeltmek hasylynyn inl uly bahasyny tapmaly.

350. Kopeltmek hasyly hemiselik we a sana deni bolan iki polozitel sanyn
polozitel m we n derejelerinini jemlerinin il kigi bahasyny tapmaly.

351. Logarifmlerinn haysy sistemasynda 6ziinin logarifmine den bolan sanlar
bar?

352. Berlen meydanlary S bolan dhli goniiburgluklardan perimetri i ki¢i bol-
yanyny kesgitlemeli.

353. Kateti bilen gipotenuzasynyi jemi hemiselik bolan ifi uly meydanly goni
burcly ticbur¢lugy tapmaly.

354. Berlen V gowriimli yapyk silindr sekilli bankanyn ¢yzyk 6lgegleri ndhili
bolanda onun doly iisti if1 ki¢i baha eye bolar?

355. Yarym tegelekden uly bolmadyk berlen tegelek segmentifi iginden ifi uly
meydanly goniiburgluk ¢cyzmaly.

2 2
356. Berlen % + % = 1 ellipsin i¢inden taraplary ellipsii oklaryna parallel

bolan in1 uly meydanly goniibur¢luk ¢cyzmaly.

357. Esasy b we beyikligi 4 bolan iicbur¢lugyn i¢inden ifi uly perimetrli
goniiburgluk ¢cyzmaly.

358. Diametri d bolan tegelek aga¢ boleginden kese-kesiginde esasy b we
beyikligi /4 bolan goniiburgluk alynyan piirsi kesmeli. Berkligi bA*-a proporsional
bolan agag boleginin dlgegleri nédhili bolanda onun berkligi in uly bolar?

359. Radiusy R bolan yarym saryn i¢inden esasy kwadrat bolan in uly géwriim-
li goni burgly parallelepiped ¢yzmaly.

360. Radiusy R bolan saryn i¢inden in uly gdwriimli silindr ¢yzmaly.

361. Radiusy R bolan saryin i¢cinden doly {isti il uly bolan silindr ¢yzmaly.
362. Berlen saryn dagyndan in ki¢i gowriimli konus ¢yzmaly.

363. Emele getirijisi / bolan ini uly géwriimli konusy tapmaly.

364. Esasynyn radiusy R we ok kesiginde 2« burcly goni tegelek konusyii i¢in-
den doly {isti il uly bolan silindr ¢yzmaly.

365. M(p, p) nokatdan y* = 2px parabola ¢enli ini yakyn uzaklygy tapmaly.

366. x* + y* = 1 towerekden 4(2, 0) nokada ¢enli in yakyn we il das uzaklyk-
lary tapmaly.
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2 2
367. # + % =1 (0 < b <a) ellipsin B(0, — b) depesinden gecyén i uly hor-
dasyny tapmaly.

2 2
368. % + % = 1 ellipsiit M(x, y) nokady arkaly koordinata oklary bilen in

kici meydanly tigbur¢lugy emele getiryin galtagsyan ¢cyzyk gegirmeli.

369. Jisim yokarsy yarym sar bolan goni tegelek silindri anladyar. Gowriimi
V' bolan ol jisimin ¢yzyk Olgegleri néhili bolanda onuii doly iisti il kig¢i bolar?

370. A¢yk kanalyn kese-kesigi deniyanly trapesiya gorniisindedir. Suwun ka-
naldaky «kese-kesiginifi» meydany S we suwuil derejesi 4 bolan kesigin «dl peri-
metri» gapdallarynyn nidhili ¢ gysarmasynda ii kigi bolar?

371. S meydany cdklendiryan yapyk konturynn «egrelmesi» diylip konturyn
perimetrinini sol § meydanly tegelegi ¢dklendirydn toweregin uzynlygyna bolan
gatnasygyna aydylyar.

AD esasy 2a we yiti BAD burgy a bolan in kici egrelmesi bolan defiyanly
ABCD (AD || BC) trapesiya nahili gérniisdedir?

372. Radiusy R bolan tegelekden nihili sektor kesilip alnanda, onun galan
boleginden i uly gdwriimli guygue yasamak bolar?

373. A zawod glinortadan demirgazyga tarap gidydn we B sdher arkaly gec-
yan demir yoldan in yakyny a km uzaklykda yerlesydr. Eger 1 tonna yiiki gara yol
boyunca dasamagyn bahasy p man, demir yol boyun¢a dagamagynl bahasy g man
(p > q) we B sdher A zawoddan b km demirgazykda yerlesyédn bolsa, onda zawod-
dan demir yola haysy ¢ bur¢ boyunga gara yol ¢ekilende 4 zawoddan B sédhere yiik
dasamak has amatly bolar?

374. Iki gdmi hemiselik u we 9 tizlik bilen 6zaralarynda € burgy emele getir-
yan goni ¢yzyklar boyunca yiizyérler. Eger kdbir pursatda olaryn kesisme nokat-
lardan uzaklyklary degislilikde a we b denl bolsa, onda gémileriii arasyndaky in
gysga uzaklyk nicd denl bolar?

375. A we B nokatlarda guygleri degislilikde S, we S, defi bolan yagtylyk
cesmeleri yerlesdirilen. AB = a kesimde in kigi yagtylykly K nokady tapmaly.

376. Yagtylandyryjy nokat radiuslary R we r (R > r) bolan kesismeyin
sarlarynn merkezlerini birlesdirydn goni ¢yzykda we ol sarlaryn dagynda yerlesyar.
Nokat nirede yerlesdirilende sarlaryn yagtylanyan boleklerinin iistleriniil jemi in
uly bolar?
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377. Radiusy a denl bolan tegelek stolun merkezinifi yokarsynda néhili beyik-
likde elektrik ¢gyrasy yerlesdirilende stoluni gyralarynyn yagtylanysy in uly bolar?
(Gorkezme: Yagtylygyii yagtylandyryjysy I1=ksing/r* formula boyunca tapylyar).
Bu yerde: ¢ — s6hlelerin gysarma burgy, » — yagtylandyryjy s6hle bilen yagtylanyan
meydanyn arasyndaky uzaklyk, k£ — yagtylyk sohlénin giiyji.

378. Ini @ m bolan deryadan goni bur¢ boyunca ini b metr bolan kanal gurlan.
Sol kanala in uly uzynlykdaky néhili gdmi girip biler?

379. Gdmi suwda ylizende bir gije-giindizde har¢ edilydn yangyg iki bolekden
ybarat: @ manada deni hemiselik bolek we tizligin kubuna proporsional bolan iiyt-
geyan bolek. Gdmi haysy 9 tizlikde yiizende in amatly bolar?

380. P agramly yiik budur-siidiir tekizlikde yatyr. Ony giiy¢ bilen yerinden
stiysiirmek talap edilydn bolsun. Eger yiikiin siirtiilme koeffisiyenti k& bolsa, onda
giiyjin gorizonta haysy gysarmasynda onun ululygy in kigi bolar?

381. Radiusy a den bolan yarym sar gorniisli gaba uzynlygy / > 2a bolan
sterZen goyberilen. SterZenin denagramly yagdayyny tapmaly.

§8. Egri ¢cyzyklaryn galtasmasy. Egriligin tegelegi.
Ewolyuta

1. n tertipli galtasyan. Eger y = ¢(x) we y = 1(x) ¢yzyklar tigin
POx) =P (x) (k=0,1,...,n) we " D(x)# P (x)

landa
P(x) = P(x) = O*x —x,]""".

2. Egriligin tegelegi. Berlen y = f(x) egri ¢yzyk bilen 2-nji tertipden pes bol-
madyk galtasyany bolan (x — £)* + (y — 7)* = R* towerege egriligin tegelegi diyilyar.
Bu tegelegin

2\3/2
R = (1#
Y]

------

3. Ewolyuta. Egrilik tegelekleriniil

y(1+y"?)
= X———7F
¢ y

) ”:y+ ”
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merkezlerinin (egrilik merkezierinin) (£, 7) geometrik ornuna berlen y = f(x)

y=x’-3x?+2 ¢yzyk bilen galtagyanynyn tertibi birden yokary bolar yaly saylap al-
maly.

383. a, b we ¢ koeffisiyentleri néhili saylanylanda y = ax? + bx + ¢ parabolanyn
x =x,nokatda y = e* ¢yzyk bilen 2-nji tertipli galtagyany bolar?

384. Berlen ¢yzyklaryn x = 0 nokatda Ox oky bilen galtagma tertibi ndhili bolar:
a)y=1 - cosx; b) y = tgx — sinx; ¢)y=e—(1+x+x¥2)?

385.y = e x # 0 bolanda we y = 0 ¢yzygyii x = 0 nokatda Ox oky bilen tii-
keniksiz uly tertipddki galtasmasynyn bardygyny subut etmeli.

386. xy = 1 giperbolanyni: a) M(1, 1); b) N(100; 0,01) nokatlardaky egrilik
radiusyny we merkezini tapmaly.

Cyzyklaryn egrilik radiusyny kesgitlemeli:
2 2
387. y* = 2px parabolanyi. 388. % + % =1 (a > b > 0) ellipsin.

2 2
389. X _ y—z = 1 giperbolanyn. 390. x*3 + ) = a*3 astroidanyn.

Q
)

391. x = acost, y = bsint ellipsiii.
392. x = a(t —sint), y = a(1 — cost) ¢yzygyn.
393. x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost) tegelegin ewolwentasynyn.

394. Tkinji tertipli y* = 2px — gx* ¢yzygyn egrilik radiusynyi normalyn kesimi-
nin kubuna proporsionaldygyny subut etmeli.

395. Polyar koordinatalarynda berlen ¢yzygyn egrilik radiusynyn formulasyny
yazmaly.

Polyar koordinatalarynda berlen ¢yzyklaryn egrilik radiuslaryny kesgitlemeli
(parametrler polozitel):

396. r = ap Arhimedin spiralynyil.  397. r = ae™® logarifmik spiralyi.
398. r = a(l + cosp) kardioidanyn.  399. »* = a’cos2¢ lemniskatanyn.

400. y = Inx ¢yzykda egriligi in1 uly bolyan nokady tapmaly.
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401. y = kg (0 < x < 400, k> 0) kubiki parabolanynt maksimal egrelmesi

1/1000-e den. Sol maksimal bahany alyan x nokady tapmaly.
Berlen ¢yzyklaryn ewolyutalarynyn deiilemesini diizmeli:
402. y? = 2px parabolany. 403. x*/a* + y*/b* = 1 ellipsin.

404. x** + y*3 = @*? astroidanyn.
/ 2 2
405. x = alnﬁ% —Ja* —y* traktrisanyq.

406. r = ae™ logarifmik spiralyi.

407. x = a(t — sinf), y = a(l — cost) egri ¢yzygyn ewolyutasynyn yene-de
sol ¢yzyk bolyandygyny, yone onuni berlenden difie yerlesisi boyunca tapawut-
lanyandygyny subut etmeli.

§9. Deiillemelerin takmyny ¢oziiwi

1. Proporsional bélekler diizgiini (hordalar usuly). Eger f(x) funksiya [a, D]
kesimde {izniiksiz bolsa we

fa)f(b) <0,
seyle-de, a < x < b bolanda f"(x) # 0 bolsa, onda

Jx)=0 (1)
defileménin (a, b) interwalda yeke-tdk hakyky & koki bardyr. Bu kokiifi bi-
rinji yakynlasmasy hokmiinde x, = a+0, ululygy almak bolar, bu yerde
0, = __fa) b—a).

=) -

Mundan beyldk bu usuly uclarynda f(x) funksiyanyn bahalarynyn alamat-
lary diirli bolan (a, x,) ya-da (x,, b) interwallaryf birinde ulanyp, & kokiin ikinji
x, yakynlagsmasyny alarys.

n-nji x yakynlasmany bahalandyrmak ti¢in

x,— €< [ A(x)| )
m
formula dogrudyr, bu yerde m = inf b\ f'(x)], seyle-de, limx, = &.

2. Nyutonyii galtasyanlar usuly. Eger [a, b] kesimde f"(x)#0 we f(a)f"(a)>0
bolsa, onda (1) defileménin £ kokiinifi birinji yakynlasmasy hokmiinde asakdaky &
sany almak bolar:
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_ ., _fla)
9= ay
Bu usuly gaytalap, & koke calt yygnanyan & (n = 1, 2, ...) yzygiderli
yakynlagmalary alarys, olaryn takyklygy, meselem, (2) formula boyung¢a baha-
landyrylyar.
Takyk dél ¢emelesme licin y = f(x) funksiyasynyn grafiginin garalamasyny
¢yzmak peydaly bolar.

lemelerin koklerini tapmaly:
408. x* —6x+2=0. 409. x*—x—-1=0.
410. x — 0,1sinx = 2. 411. cos x = x2.

Nyutonyn usulyndan peydalanyp, gorkezilen takyklykda berlen denilemeleriii
koklerini tapmaly:

412. ¢ + L= 10x (107). 413. x lgx =1 (104
X
414. cosx - chx = 1 (10°%). 415.x + e =0 (10°%).

416.xthx =1 (10°9).
417. tgx = x denleminin 0,001 ¢enli takyklykda ilkinji ii¢ polozitel kokiini
tapmaly.

418. ctg x = denleménin 107-e ¢enli takyklykda iki polozitel kdkiini

X
2

-

tapmaly.
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KESGITSIZ INTEGRAL

§1. Kesgitsiz integral we integrirlemek usullary
1. Kesgitsiz integral diigiinjesi. Eger I funksiya (a, b) interwalda differen-
sirlenydn bolup, F'(x) = f(x) denlik yerine yetse, onda F funksiya (a, b) inter-

......

......

dx gorniigde belgilenydér.
Seylelikde, kesgitleme boyunga, eger F' funksiya (a, ) interwalda f funksiyanyn
asyl funksiyalarynyn biri bolsa, onda

f f0)dx = Fx) + C (1)
bu yerde C — hemiselik sandyr.
2. Kesgitsiz integralyii hdsiyetleri

1) ( f f(x)dx)’ =f(0).

2) d( I f(x)dx)' ~ f(x)dx.

3) [df)=f)+C.

4) f kf (x)dx = k / f(x)dx.

5) / [f(x) + g(x)]dx = f Fx)dx + f g(x)dx.

6) [ flx)dx = F(x) + C = [ flax + b)dx = %F(ax +b) + C (a#0).

3. Kesgitsiz integralyii tablisasy
1. f dx=x+C.

a+1

2. fx“dx =X _—41c (a#-D).
a+1

X

.faxdx:L+c (0<a#1); /e"dxz 1+ C
Ina

[98)

I

[ —fxl o (20)

9]

) fcosxdx =sinx + C.
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6. fsinxde—costrC.
T[4 _oxyC (x#E +kn, ke Z).
J‘coszx = < 2 ’ )
= = ox + (x £ kr, k€ Z).
sin”x

9. — X - _ a#0
J‘\/i arcsm Xy C arccos Xy C (a#0).

1

10. f arctg— +C=——+arcctg® + C (a#0).
a’ +x° a a

11. fchxdx =shx + C.

12. /shxdx =chx + C.

13. [-9X _ thx + C.

ch’x

14. d—fz—cth)H—C (x#0).
sh™x

15f =Inlx+Vx'+d’ [+ C (@F0).
x’ +a

16. fafﬁc s =5 4EL L O (a20).

Integraly hasaplamaklyk integral astyndaky funksiyany 6zgerdip, ony integral

tablisasyna getirmekden ybaratdyr.

4. Kesgitsiz integraly hasaplamagyii usullary
a) tize iiytgeyin ululygy girizme usuly. Bu usul {lizniiksiz differensirlenyin

u=@(x) funksiya iicin (1) formuladan gelip ¢ykyan

[ fandu = Fuy +

formula esaslanyar. Ol formula integral tablisasynyn iiytgeyan x ululygyil yerine
u = @(x) funksiya yazylanda hem dogrudygyny anladyar.

dx

1-nji L. integraly hasaplamaly.
nji mysa fsinx integraly hasaplamaly.
1
X du
C.B dx :J‘ d<2> _f du _f cos’u _
) sinx sinX cos X sinu cos u sinu cos u
2
2 2 cos u
dtgu _ x
e In|tgu|+ C = ln]tg2 +C. CS.
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2-nji mysal. f 1 dx integraly hasaplamaly.
/ arctgx 1 + x°

d(arctgx) fuf%du _

C.B. f 1 dx__ _ f -
Jarctgx 1+ x° Y arctgx

=2V/u+C=2/arctgx + C. C.S.
b) dagytma usuly. Bu usul integral astyndaky funksiyany asyl funksiyalary

afisat tapylyan funksiyalar arkaly f(x) = > kifi(x) gornilisde yazyp, berlen integ-
i=1
raly integrallaryn jemi gorniisinde tapmaklygy anladyar.
3-nji mysal. f x(1 — 2x)*dx integraly hasaplamaly.
oW = (=Ll = LV — on gy =
CB.  [x(1-2x)"dx = ] (1= 2x) + 2|1 - 2x)"dx

_ 1 _ 44 1 _ 43 5
= 2J(l 2x ) dx + 2f(l 2x ) dx =

- (-%)2 J(=20pd(1 = 20) + Lo (= T [(1 = 20d(1 - 20) =
_ 1 45 1 44
= W(l — 2x)® — m(l -2x*+C. CS.

4-nji mysal. f Ve ‘f 7o integraly hasaplamaly.

_(Vxt+l—Vx-1_, _

dx
C.B. f«/x+1+x/x—l
= L[ ta- L [VavTax=Lxee1p2 - Lx—1p2 40 ¢,

¢) iiytgeydn ululygy calsyrma usuly. Bu usul / f(x)dx integraly hasaplamakly-

gy x = ¢(¢) calsyrmany girizip, ol integraly integrirlemek ii¢in amatly bolan gorniise
getirip, yagny
[reax = [ oo

formulany ulanyp, integraly hasaplamagy anladyar. Bu formuladan gorniisi yaly,
eger G(7) funksiya fTe(1)]¢'(¢) funksiyanyinl asyl funksiyasy bolsa, onda f(x) funk-
siyanyn asyl funksiyasy F(x)=G(¢'(x)) bolar. Calsyrmadaky ¢(#) funksiya integral
astyndaky afnlatmanyil anyk gorniisi boyunca kesgitlenyér.

5-nji mysal. jaf\/% integraly hasaplamaly.
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C.B. Integraly hasaplamak ligin x = % (x = ¢(1)) calsyrmany ulanarys, sonda

dx =— d% bolar we integral aiisat hasaplanylyan gorniisi alar:
t

f dx :_f £dt :_f tdt  _
Y1+ tz\/1+12 VE+1
t
=—fdvz2+1=—vz2+1+cz— /%+1+C C.S.
X

d) bolekleyin integrirleme usuly. Bu usul boyunga / udv gorniigdéki integraly

hasaplamaklyk f udv = uv — / vdu formulany ulanmak bilen f vdu gorniisdiki
integraly hasaplamaklyga getirilydr. Bu usul, kdpleng, integral astynda diirli «jyns-
daky» funksiyalaryn kopeltmek hasyly, mysal ii¢in, e~ we x’, e* we cosbx, x we Inx,
x we arctgx we s.m. bolanda ulanylyar. Kibir hallarda integraly hasaplamak ti¢in bu
usuly birndge gezek ulanmaly bolyar, sonda gozlenyan integral ¢yzykly denlemini
¢ozlip tapylyar.

6-njy mysal. / = / e“sinbxdx (a, b — hemiselik ululyk) integraly hasaplamaly.
C.B. Eger u=e*, dv=sinbxdx bolsa, onda du =ae*dx, v = —%cos bx bolar.
Sonun ii¢in (8) formulany ulanyp alarys:

__L L 0x a ax
[ = bcosbx e +bfe cos bxdx.

Eger u=e“, dvo=cosbxdx bolsa, onda du=ae*dx, v = Lsin bx bolar. Sonun

b
ticin integrala yene-de (8) formulany ulanyp, 7 integrala gora ¢yzykly

[ = be cosbx+bze sin bx bzl

denlemaéni alarys. Ol defnileméni

I( &+ b > _ e“ (asinbx — b cos bx)
b’ b’
gorniisde yazyp we ony / integrala gora ¢oziip, integraly taparys:

e (asmlzx—iacosbx) LC. CS.
a +b

f e sin bxdx =
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Gonikmeler

Integral tablisasyny ulanmak bilen integrallary tapmaly:

1. / (3 —x?)’dx. 2. / x*(5 — x)'dx.
3. [ (=01 - 20)(1 - 3. 4 (L=
2 3
+ 1
Ry Y
7-ff—2[+1dx sfl—x)3
2
9. f(l —2>v xvx dx. 10. f(@_ V3x) d
x x
1. fmdx_ i | xdx
X 1+
2
13. ( x"dx 14. x+3dx
fl — x> fx -1
15. Vit +/1-4 dx. 16. Vo +1_*/x_1dx.
e e
17. [ @5+ 3y 18 270 =5 g
19. febci"‘ldx‘ 20. /(1 + sinx + cosx)dx.
e+ 1

21. f‘/l _sin2xdx. (0<x<m) 22. /ctgzxdx.

23. [ tgvas. 24. [ (ashx + behodx.
25. f th2xdx. 26. f cth’xdx
27. Eger / f(x)dx = F(x) + C bolsa, onda

ff(ax + b)dx = %F(ax +b)+C (a#0)

deiiligi subut etmeli.

Integrallary tapmaly:
_dx _2\10
28, [ 29. [ (2x-3)"ax
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30. f3mdx. 31. f%
— X
__dx V1—2x+
32.f(5x_2)5/2. 3. (M2t 'y
34. f dx 35. ([ dx
24 3x 2 —3x°
36. f dx 37. f dx
V2 -3x" V3xt =2
38. f (e + e™)dkx. 39. / (sinSx — sin5@)dyx.
40. f _dx 41. f _dx
.2 Ty’ 1+ cosx’
sin <2x+ 4)
42. (__dx 43. (__dx
fl—cosx' f1+sinx'
44. f [sh2x + 1)+ ch(2x — 1)]dx.  45. [_dx
ch* %
2
46. [_dx__
2X
sh 2

Integrallaryﬁ astyndaky anllatmalary 6zgerdip, integrallary tapmaly:

47, f 48. fx“mdx.
1 —x

Y5 Xd;x - 1)-6:112)2'

51. f4xib; . 52, J‘xx iixz'

53. I# (Gorkezme: j% = 2d(«/;).

54. fsin}c-ig“. 5. fx/jzxﬁ

56.ij+_l_ 57fx+1)2,
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58.

60

62

J

64.

66

68

70

72

74

76

78.

xdx

(x* = 1)%
X dx

f./ x(1 + x) '
. /xe*"zdx.

dx

e +e

X"

. fln;xdx

. f sin’xcosxdx.

. f tgxdx.

'
gl
gl
J

80.

82

84.

86.

8

0

J

J
-

sinx + cosx dx

%'sinx — cosx

sinx

v cos 2x

shx

dx.

dx.

v ch2x

dx

.2 2
sin“x + 2cos"x

dx

cosx

dx
chx’

dx

ch’x*/ th*x '

dx

(arcsinx)? V1 — x>

XX+ 1
xt+ 1

dx. (Gorkezme: (1 +

1
2
x

59. f

61

63. f 26

65

67. | ax
fxlnxln(lnx) '

2
x“dx

+e"

dx

69. f sinx

v COS3X

71. f ctgxdx.

f dx
Vi

dx.

5
3

(8x* +27)3

f dx
Ja(l—x)

“dx

SinX CosX

73.[\/

2 .2 2 2
a“sin“x + b"cos"x

7s. f COSX

v cos 2x
77.
f sin’x4/ctgx

dx

79. (_dx_
sinx

81. (dx
shx

dx.

shxchx

83.]\/

8

N

. f arctgx

sh*x + ch*x

1+x°

87. f\/

>dx = d(

dx.

dx.

1

x))'

dx.

In(x +v1+x%) .

1+x°
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89. fX—ld_x

91. fx”idx.
1+

cos xdx

93. _
fv 2 + cos2x
95. | 23" g,
9" —4

S

92, fl_x

94. J‘ smx cosx dx.
sin’x + cos'x

96. fﬂ —

l—l—xdx
1—x

xdx

+ /(1 + ) ‘

Dagytma usulyny ulanyp, integrallary hasaplamaly:

97. / X2(2 — 3x%)%dx.

99, (1 +x
fl—xdx

3
101. (_x
f3 +xdx'

(2 —x)
103.f o dx.

5
fx+1

10S. dx.

107.

xdx

108.
f3v1 —3x
110.

f(x—l)(x+3)

111.f dx
Xx—2

113. dx

(Gorkezme: 1

115. f%_
x4 3t 42

117.

f(xz —2)(x*+3)

f(x +ad (x +b

192
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98. /x(l — x)"%x.
2
100. (X
fl +x dx.

1+x
102.
f 1+x°

104. f(l

106.f dx ,
Va+l+vx—1

100 dx.

foZ 5x dx. (Gorkezme: x ———(2 5x) + 2)

109. fo V1 + x*dx.

[(x+3)—(x—=D]).

1
4

d.
e f(x2+1 Ecx2+2)'
f(x—i—

d
e f (x + a)zzcx +b)

xdx
2)(x+3)°

(a#b).

(a* #b°).



118. f sinxdx. 119. f cos2xdy.

120. / sinxsin(x + a@)dx. 121. / sin3x - sinSxdx.

122. fcos% COSng 123. fSll’l(ZX — %)COS(&X + %)dx
124. / sinxdx. 125. / cos’xdx.

126. / sin“xdx. 127. / cos*xdx.

128. f ctg2xdx. 129. f tg*xdx.

130. f sin?3xsin®2xdx.

131. f% (Gorkezme: 1 = sin’x + cos™).

sin’x cos’x
132. fL. 133. fi'
sin’x - cosx sinxcos’x
3
134. [cos' x 135. [_dx
f sinx dx. f cos’x
136. (_dx 137. f(l +e )2
1+e¢* 14"
138. / sh2xdy. 139. / ch2xdx.
140. f shxsh2xdx. 141. f chx - ch3xdx.
142. f _dx
sh®xch’x

Amatly orun ¢alsyrmalary ulanyp, integrallary tapmaly:

143. f 231~ xdx. 144. f (1 — 5x2)'0dx,
2 5
145. X 146. X dx
f v2—x f V1—a’
147. f (2 — 5%°)dkx. 148. f cos’x - ¥/ sinx dx.
149, fsmxcos sinxcos’'x ;.. 150. fsm X gy
1+ cos™x Ccos X

13. Sargyt Ne 2666
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151. f In xdx 152. dx
X

J1+Inx e et
153, (_dx 154. farctgf dx
V1+e I +x

Trigonometrik x = asinz, x = atgt, x = asin’ we s.m. orun ¢alsyrmalary ulanyp,
integrallary tapmaly (parametrleri polozitel):

155. f(l e 156f xdx

X —2
157. f«/l—xzdx. 158. f

3/2

159.f /%dx_ 160. fx /2ax_xdx.

(Gorkezme: x —a = (b — a) sin’t ¢calsyrmany ulanmaly).

161.f dx ,
Jx—a)b—x)
162. f/(x —a)(b — x)dx.

Giperbolik x = asht, x = acht we s.m. orun ¢algyrmalary ulanyp, integrallary
tapmaly (parametrleri polozitel):

7, 2 x?
163. f«/a + 57 d. 164. fa2+ 7dx

165. f\/%dx. 166- | J(x+ Z;C(x +b)

7. x + alx + b)dx. (Gorkezme: x +a=(b—a)sh*t almaly).
167 [ /(x + a)(x + b) dx. (Gork (b—a)sh’t almaly)

Bolekleyin integrirleme usulyny ulanyp, integrallary tapmaly:

168. / Inxdx. 169. / lnxdx (n#—-1).
170. f(lﬂTX)zdx 171. fﬁlnzxdx.

172. / xedx. 173. / x’e >dx.

174. / e dx. 175. / xcosxdx.

176. f x’sin2xdx. 177. f xshud.
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178. f x>ch3xdx. 179. / arctg xdx.

180. / arcsinxdx. 181. / x arctg xdx.
182. / xarccosxdx. 183. f de.
X
2 1+x
184. fln(er 1 +x7)dx. 185.fxln1_xdx.
186. f arctev/ x d. 187. / sinx - In(tgx)dx.
Integrallary tapmaly:
188. f eldsx, 189. f (arcsinx)2dx.
190. [ x(arctgx)dx. 191. l—x
/ (arctgx) f X ln1 dx.
192. fxln(x+vl+x dx 193. f x°
V1+x (1+

194, (__dx 195. f\/ @’ — x2 dx.

2 2\2

(a" +x°)

196. fv x° + adx. 197. fxz vVa'+x° dx.
198. f xsin’xdx. 199. f e’ dx.
200. {xsin/x dx. 201. (lxeamg’; .

arctg,x .
202. f . 203. / sin(Inx)dx.

(1+x7)

204. / cos(Inx)dx. 205. / e“cosbxdx.
206. [ esinbd. 207. [ esintydy.

B 5 arcctg e*
208. / (e" — cosx)d. 209. f AR
210. fmdx. 211. fﬂ

.2 5 -

sin”“x cos”x

212.f xe"
(x+ 1)
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Asakdaky integrallary tapmaklyk kwadrat licagzany yonekey goérniise getir-
meklige we sol formulalary ulanmaklyga esaslanan:

IJ arctg +C (a%0).
a+x°
IIJ' = 1n‘“+x‘+c (a#0).
a’ —x*
Hlf xdx  _ 4 1n\a +x7 |+ C.
a +x
IV. — X >0
fm arcsm Xy (a>0).

=Inlx+vx'+d |+C (a>0).
=+/d’+x° +C (a>0)

x
V.f«/ac2J_rczz

xdx
VL | e
VIIL. J‘«/az—xzdx:%v +—arcsm +C (a>0).

2

2
VIII.Jsziade:%szicfi%ln\x+«/x2ia2\+c (a>0).

Integrallary tapmaly:
dx dx
213. f—a+bx2 (ab #0). 214. fxz_H —
215. fd—x 216. f#
3t —2x—1 ot -1
R 1) 218. | xdlx .
4 x x> — 2xcosa + 1
219. f%. 220. f%.
xt—xt+2 - =2
221.f dx _
3sin’x — 8sinxcosx + 5cos’x
dx
222. dx 223. | —— (b#0).
fsinx+2(:osx+3' fva+bx2 )
224, fd—x 225. fdix
vl—2x—x2' vx+x2.
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226. f o dx
Voxt —x+2
227.Egery = ax’>+ bx + ¢ (a#0)bolsa, onda

f —ln /+@\+C (a > 0)

w¢E

dx 1 S 4
= = arcsin———=——=+C (a<0)
f v—a b* — dac

denlikleri subut etmeli.

Integrallary tapmaly:
xdx x + 1
228.f—m. 229.f Ll
230. f xdx ' 231. f cos xdx _
V1 —3x" = 2x* \/1 + sinx + cos’x
232. f X dx 233.f X+x
v1+x
234. d—x‘ 235. dx .
IXsz—HH—l fxzvx2+x_1
236. dx . 237. dx _
f(x+1)vac2+l f(x—l)m
238. f dx , 239. f V2 4 x — X dx.
(x+2PVx +2x—5
240. f¢2+x+x2dx. 241. f«/x4+2x2— 1 xdx.
242.f 1 —x+x° 243’f x+1
xvV/1+x—x° xvxt+1

§2. Rasional funksiyalaryn integrirlenisi

P(x)
O(x)
nal funksiya P(x) kdpagza bilen Q(x) kopagzanyn koklerine baglylykda

LA Ao MetN gy M N e 44 <0)
x—a’ (x —a) X +px+q (x* 4+ px+q)

1. Yonekey rasional droblaryii integrirlenisi. Her bir gorniisdiki rasio-
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yonekey rasional droblaryn jemi gorniisinde anladylyar. Sonui ii¢in hem rasional
funksiyalary integrirlemek olary yonekey rasional droblara dagytmaklyga we yone-
key rasional droblary we kdpagzalary integrirlemeklige getirilyér.

Yonekey rasional droblary integrirlemek asakdaky yaly yerine yetirilyér:

I fo%adx_ f = Aln|x —a|+C.

II.f kdx :Af(x—a)"‘d(x—a) = (i _kxﬁ_a)k—l +C
 Mx+N (x+p/2)+(N—Mp/2) _

. [ PR —f /2 (g ) dEtp/2)=

=M [ (N=Mp/2) [54 =
ft2+a2 ( b/ >ft2+a2

_ M (di+a’) ( Mp) dt
74_ N_i
f F+a 2 )P4+ d

= Mln!t2 +a’ |+ (N— Mp)iarctgfl + C.

2 2
Mx + N d(t’ +d*) MP t
. | ——— — =
f(x2+pX+q) f F+d) 2 )f(tz ApET
_ Mx + N _ J‘
201 —m)(* +a)"™ 270+ a)

bu yerde a*=q —p*/4, t=x + p/2.

7-nji mysal. | = f % integral {igin rekurrent formulany getirip ¢y-
karmaly. (x" +a°)

C.B. Ozgertmeler gegirip, ilki ony

2 2

_IJ'x +a— :Lz[m_l_ 12 xd(c; +)g)

(x> +d°) a 2a (x*+ad°)
gornilise getireris we sonky integrala bolekleyin integrirleme usulyny ulanarys.
Goy, u = x, dv = M bolsun, onda du = dx, ) = — 1 —.

(x> +a*) (k—1)(x*+d>)"
Sonun {i¢in
Im = %Im—l X - 1

I,
25 (m — D) +a)"" 2d°(m—1) """
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Bu yerden bolsa / integral ii¢in rekurrent formula alynyar:

I, = X Zm=3 p . CS.
285 (m— D+ )" 2d(m—1) "
Alnan formulanyii komegi bilen Vm =2, 3, ... ligin / integraly hasaplap bolar.
Hakykatdan-da, milim bolan

dx 1 X
I, = = —arctg= + C
X +a a a

integraly ulanyp, 7, integraly hasaplarys. Sonuii yaly-da 7, integraly ulanyp, 7, integ-
raly taparys. Sonufi yaly dowam etdirip, Vk € N li¢in integraly / hasaplap bileris.
Bellik. 528 gorniisdiki rasional droby yonekey rasional droblaryn jemine
dagytma nibelli koeffisiyentler usulyny ulanmak arkaly amala agyrylyar. Rasional
drobun maydalawjysynyn n kratny a kokiine degisli bolan
P(x) __ P(x) 4, 4, 4 P(x)

n

= = + o+ +
O(x) (x—ayg(x) x-a (x—ay (x—a)  Q/(x)
dagytmasyndaky nébelli koeffisiyentleri tapmak iicin

Aei = é(g];l((?) )(k)

formuladan peydalanmak bolar. Maydalawjynyn beyleki hakyky koklerine degisli
nébelli koeffisiyentleri hem solar yaly tapylyar.

k=0,n—1 2)

b
X=a

8-nji mysal. J‘ o lﬁgc(ii ey integraly hasaplamaly.

C.B. IIki bilen integral astyndaky funksiyany yonekey rasional droblaryni jemi
gorniisinde anladalyn:
X A Bl

B,
= + + .
(x+1)(x—=2% x+1 x-2 (x—2)

(2) formulany ulanyp, nédbelli koeffisiyentleri taparys:

14_(36—2)2‘3(:7l 9’ B, x+ 1k 37
B = X , = 1 :L
! <x+1)x:2 (x+1)2 N 9

Seylelikde,
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J‘ xdx __ 1 (_dx dx 2[ _
(x+1)(x—2) 9)x+1 (x—2)2

éln‘fc;l ‘__ i2 +Co 65

Niébelli koeffisiyentleri tapmak, kdplenc, kop hasaplamalary talap edyér. Sonun
ticin rasional funksiyalarynl kébirlerinin integrallaryny hasaplamagy, 6zgertmeleri
gegirip, yerine yetirmek amatly bolyar.

9-njy mysal. f o 2)6219(6x “3y integraly hasaplamaly.

¢B. f(x+2)c2b(cx_3)2 :fé<x£3 _x-1+2>]zdx:

- bl et i
25 (x— 25 x—|—2 25 ) (x+2)(x = 3)
S U N U N P
25 x—3 25 x+42 125 x—3 X+ 2
__ 1 1 1 1 _ _ S.
=725 x—3 25 x+2 1251“|X 3‘*125m‘“2‘+c ¢.

Niébelli koeffisiyentler usulyny ulanyp, 1ntegrallary tapmaly

244,[ 2%+ 3 dx. f xdx
(x —=2)(x+)5) (x+ 1)(x+2)(x+3)°
246f x"dx . 247f x4+ 1 dx.
X +x—2 — 5x" + 6x
4 dx
248. x 249, | X
fx4+5x2+4dx. fx3—3x+2
50. X+ 1 251, ([ x
f(x+1)2(X—1) J‘<xz—3x+2>dx'
252. | dx R TP B T e .
(x4 1)(x + 2)*(x + 3) X +x =2 —2x +x+ 1
254. fx +5x+4 dx. 255,f dx ‘
x4+ 50+ 4 x+1)(x2+1)

256.f dx _ 257f
(x — 4x + 4)(x* — 4x + 5) 1)2 X +2x+2)
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258. f dx . 259. f _
x(1+x)(1 4+ x + x%) 41

260. f _Xdx 261. (_dx
- x'—1

262. f _ 263. f $‘

x4 1 X +x +1
264. [_dx 265. f dx . -

X+ 1 +x)(1 +x7)(1 +x7)
266. [ ———— & 267 [ x dx

X—x -1 x* 4 3% +§x Y3+l
268. Haysy sertlerde integral f bel‘;zcdx rasional funksiyany anladyar?
2. Ostrogradskiniri usuly. Eger QE ; dogry rasional drobuit maydalawjysynyii

kratny kokleri, ayratyn-da, kompleks kokleri bar bolsa, onda ol rasional droby
integrirlemek iicin Ostrogradskinin

P(x) 1 h(x)
———dx = +
f O(x) J 0, (0™
formulasyndan peydalanmak amatly bolyar, bu yerde Q (x) kdpagza bolup, onun
hem kokleri O(x) kdpagzanynky yalydyr, yone onunl &hli kokleri yonekeydir (bir-

gatdyr), O, (x) = Q(x)/Q,(x). P (x) we P (x) bolsa kdpagzalar bolup, olaryn derejeleri
degislilikde Q (x) we Q,(x) kopagzalaryni derejelerinden kigidir.

Ostrogradskinini usulyny ulanyp, integrallary tapmaly:

269. f xdx - 270. f _dx
(x — 1 (x+ 1) (x*+1)
71 [__dx 272, | Xy
(x*+1) (x* +2x +2)
273. (__dx 274. X +3x=2 g
fx4+1)2 fx—l N +x+1)

275. fL-
(x* = 1)
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Asakdaky integrallaryn algebraik bolegini boliip ¢ykarmaly:

276. f x’ +1 dx. 277. f%
(x* + 57+ 1) (X +x+1)
278f 4’ — 1 dx.
(X +x+1)
dx :
279. integraly tapmaly.
fx4+2x +3x° +2x+ 1 sraly tapmaty

280. Haysy sertlerde f (a/x + 2px + 7’)2 dx integral rasional funksiyany
ax” 4+ 2bx +c

anladyar?

Diirli usullary ulanyp, asakdaky integrallary tapmaly:

xdx
281. f )100 282. fx "
3
283, (_xdx 284, [X X g0
fxg +3 fx +1
4
285. x —3 dx. 286. x'dx
fx(x8+ 3x* +2) f(x — 10y
287. f xldx 288. f x”dx .
x4 3x 42 (x" +2x° +2)
2n—1 3n—1
289. [-X dx. 290, (_x"
fxn_'_l f( o 1) dx
291. ffgix 292. fdix‘
x(x'” +2) x(x®+ 1)
7 4
293, l;xdx. 294, x —1 dx.
J‘x(1+x7) fx(x4—5)(x5—5x+ 1)
2 2
205, [ x+1 296. x —1 dx
fx4+x2+1 J‘x4+x3+xz+x+1 '
297,J‘x5—xdx' 298. fx x4
O+ 1 x +1
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f dx
(ax® + bx + ¢)'
mulany getirip ¢ykarmaly. Bu formulany ulanyp, ; = f (

299. I, = (a # 0) integraly hasaplamak ticin rekurrent for-

dx
CAx+1)
saplamaly. (Gorkezme: Tozdestwony ulanmaly: 4a(ax*+bx +c)=2ax + b)*+(4ac—b?)).

300. 7 =

integraly ha-

integraly hasaplamak ii¢in = X+ & orun ¢al-
f(x+a)’"(x+b) x+b

syrmany ulanmaly (m we n — natural sanlar).

dx
(x —2)(x +3)

Bu orun ¢alsyrmany ulanyp, f integraly tapmaly.

301. f P, (aX))H dx integraly hasaplamaly, bu yerde P (x) funksiya x-a goré

n-derejeli kopagza. (Gorkezme: Teyloryn formulasyny ulanmaly).

302. Goy, R(x) = E(xz) bolsun, bu yerde R rasional funksiya. R(x) funksiyany
rasional droblara dagytmagyn néhili ayratynlyklary bar?

303. f " f’; 5 integraly hasaplamaly, bu yerde  bitin polozitel san.

§3. Irrasional funksiyalaryn integrirlenisi

1. Rasionallasdyrmak usuly. Bu usul amatly orun ¢alsyrmalary girizip, irra-
sional funksiyalaryn intergallaryny rasional funksiyalaryn integrallaryna getirmek-
ligi afladyar. Bu yerde garalyan R(x, u,, ..., u,) gérniigdéki irrasional funksiyalar x,
u, ..., u, argumentlerifi her biri boyunga rasional funksiyalardyr.

Mysal {i¢in, irrasional

3
M = R(x, 1y, ..., 1)

1++v1+x°

funksiya x, u, = Jx, u, = v'1 + x> argumentlere gori rasional funksiyadyr.

ax+ b\ ax + b \*
2. fR % (cx+d>’ o <cx+d)
r, —rasional sanlar, a, b, c we d — hemiselik sanlar we ad — bc # 0. Ol integraly tap-

ax+b
cx +d
sanlaryn il kigi umumy maydalawjysydyr.

dx gorniisddki integral. Bu yerde 7, ...,

mak t¢in " = ¢alsyrma ulanylyar, bu ¢algyrmada m san r, ..., r, rasional
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1-nji mysal. f X ‘;(31/73\'/’;6‘)/7 x integraly hasaplamaly.

C.B. Bu integraldaky funksiya x, u; = Vo, uy =%'x argumentlere gora rasio-

nal funksiyadyr, = 1/3, », = 1/6. Sonuf iigin olaryt umumy maydalawjysy m = 6
bolyar. Diymek, x = ¢, dx = 6£°dt ¢calsyrmany girizmek bolar. Sonuf esasynda

x+ 3 +6¢ t+t+t5 £+ +1
x =6 rdi =6 | di =
f x(14+%x) f f +r

—6ftdt+6f ' + 6arctgt + C = 33/7+6arctg6«/7+c C.S.

Bellik. Beylekl gornusdaki kébir integrallar hem yonekey 6zgertmelerin ko-
megi bilen 2-nji gorniisdéki integrala getirilyar.
dx
V(2 +x)(2 -«

2-nji mysal. f integraly hasaplamaly.

C.B. Integraly

f dx _ f dx
3/(2 + %) (2 —x) 2+x(2—x)2
gornilisde yazyp, %J — £ calsyrmany girizelifl. Sonda

+ X

2 3

x=2Ll=L — 1
(1+t3)2’ 2 —x 4Z3

3 9

bolar. Seylelikde,

o (Er ) Par
Ieme - 1Vamety = eerir -

3. f R(x, v ax* + bx + ¢ )dx gomiisdiki integral. IIki bilen bu integralyi hu-

susy gorniisi bolan integrala ayratyn garalyn.

3.1.
vazx +bx+c

dx gorniisdéki integral, bu yerde R (x) rasional funksiya.

Ony R, (x) = F,(x) + QE g gorniisde atiladyp we }Q?E);;

jemi gorniisinde yazyp, integraly asakdaky integrallaryn birine getirmek bolar:

droby yonekey droblaryn
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A. f ACY) dx, P (x)—kopagza;
Vax + bx + ¢

dx, M —hemiselik;

B.
J- a)"Vax +bx+c

C. f M%+Af dx, M, N—hemiselik

(X +px+q)"vVax’ +bx+c

we x? + px + g ligagzanyn hakyky kokleri yokdur.

Bu integrallaryn hasaplanys usullaryny gorkezelin.
A. Bu gémﬁsdéiki integraly hasaplamak {i¢in

f P, (x)dx O, (X)W ax’ + bx +c +01f > dx
v ax? +bx+c vax®+ bx +c¢

formula ulanylyar, bu yerde Q (x) derejesi n — 1 bolan kdpagzadyr, @ bolsa
hemiselik sandyr. O (x) kdpagzanyn nébelli koeffisiyentleri we @ san ol deiiligi
differensirlédp tapylyar.

3-nji mysal. f 96—21 dx integraly hasaplamaly.
X +Xx+

C.B. Sanawjyda ti¢linji derejeli kopagza bolany ii¢in formula seyle gorniisi
alar:

(x* = 2)dx iy (Ertl dx
b,x* +b,x + by) C+x+1+a .
IVx +x+1 ’ l " J‘VxQerle

Bu deiiligi differensirlédp we sonra alnan denligi v x° +x + 1 afilatma kopel-
dip alarys:
2 =2)=@4bx +2b)x*+x+ 1)+ (bx* +bx +b)2x+ 1)+ 2a.
Bu yerden denlemininn ¢cep we sag boleginddki iiytgeydn x ululygyn den
derejelerinin koeffisiyentlerini denldp, ndbellileri tapmak {icin asakdaky denlemeler
sistemasyny alarys:

4b, + 2b, = 2,

_ b=l = p=-2
4b2+2b1+b2+2b1—0’ 2 3’ 1 12a
by + 26+ b, + 20, =0, " |p ==L 4=_25
2b, + b, +2a =— 4. 24 16

Seylelikde,
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3
f—’; =2 ix=
X +x+1

25 d<x+%) _

<1x—ix—L>M—zsln‘x+ +vx’ +x+ 1 ‘+C~ C.S.

3 12 24 16

B. Bu gorniisddki integral x —a = % calsyrmany ulanylyp, seredilen
gorniisdiki integrala getirilyér.
4-nji mysal. __dx integraly hasaplamaly.
f V' + 1

C.B. x = l dx = dt calsyrmany ulanyp alarys:
£

£ dt

fmfﬁfm:

(1+7—Ddr _ JE+1 dt
r+1dt+ =
f J1+7 f fﬂ +1

=—”%—%1nlz+v1+t2|+1n|t+¢1+t2|+C=

_ 12+f slumlieierlve =1 ¢,

C. Bu gorniisdéki integral ii¢in ilki
ax* +bx + ¢ =a(x*+ px + q)
bolyan hala ayratyn garalyil. Bu halda integraly

f Mx + N x—f Mx+N

(X +px+q)"vVa*+bx+c (x> + px+ g+

gorniisde yazyp, M,x + N, = %(%c +p)+ N, — lep denligi ulansak, onda in-

tegraly seyle gorniisde yazmak bolar:

M, x + N, d(x* + px + q) dx
j 2 : 1m+1/2d _Klf m+1/2 +K2f P
(x> +px+q) (x> +px+q) (x*+px+q

)m+1/2'
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Olaryn birinjisi tablisanyn integraly bolup, ikinjisini integrirlemek ti¢in Abelin

t = (/x* + px + q) calsyrmasy ulanylyar.

Umumy yagdayda, yagny ax® + bx + ¢ we x> + px + ¢ ligagzalaryn gatnasygy
hemiselik bolmadyk halda ligagzalarda birinji derejeli agzalar yok bolar yaly orun

calsyrma ulanylyar. Mysal {i¢in, p # b/a bolanda x = a;t: 16 we p = b/a bolanda

= _E s Kt + L P I
x=t calsyrmany ulanmak bolar. Netijede, dr gorniisdaki
2 Jkﬁ+ﬁﬁv6ﬁ+r

integral alnar. Hasaplamak {i¢in ol integral
f Kt+L di = I f dt
(£ +A)"Vor+r (£ +A)"Vor +r

goriisde  yazylyp, birinjisine u =+ +r calsyrma, ikinjisine bolsa
v = (/67 + r) calsyrma ulanylyar.

dx
VO +x+2)

t=(«/x2+x+2)’= 2x + 1 1
2V +x+2 M)

calsyrmasyny ulanalyn. Bu denligin iki bolegini hem kwadrata goterip we sonra
4(x* + x + 2) anlatma kopeldip,

AP+ x+2)=4+4x+ 1 =4(x*+x+2)-7

integraly hasaplamaly.

5-nji mysal. f

C.B. Abeliii

denligi alarys we ondan x* + x + 2 afnlatmany taparys:

2 -7
X +x+2= . 2
4 — 1 @)

(1) defilikden alynyan rv x° + x + 2 = x + % denligi differensirlép,

(2x + 1)tdx

2vVx 4+ x+2

detiligi we (1) defilik esasynda ondan dfv/ x° + x + 2 + £°dx = dx deiiligi alarys.
Bu deilikden bolsa

div x* +x+2 + =dx

dx dt 3)

Vi +x+2 1-7

denlik gelip ¢ykyar. (2) we (3) deiilikleri ulanyp, integraly taparys:
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[ dx _ | o
J(2+x+2)" Vit+x+2 (P +x+2)

fl_; <4r—4) 16 (1_t)dt:16<t_t3>+cz

49 49 3
_ 16 2x+1 _L( 2x+ 1 >3]+C C.S.
OV +x+2 24\ +x+2

) (x+2)dx .
6-njy mysal. integraly hasaplamaly.

iy mysal. [ ey g
C.B. Integraly

f (x + 2)dx =f xdx +f 2dx

(> + 1)V +2 (> + 1)V x*+2 (> + 1)V x*+2

gorniisde yazyp, olaryn integrirlenisini subut etmeli.

f xdx f - 2zdz

(X + DV +2 "2 (u+1 2 (Z-1)z

:f dz :Lln‘ ‘+C v’““_1+C.
(2-1) 2 +1 X' 42

Integrallaryn ikinjisi tigin Abelint orun ¢alsyrmasyny ulanarys:

t=(x+2)= —E—, 4)
X"+ 2
2 2
onda £’ = —* — we x’ = 2t >~ bolar. Sonui igin
x"+2 1 —1¢
2 2
x2+1:12_’t2+1=ijt§. (5)

v x* + 2 = x denligi differensirlip we (4) defiligi ulanyp alarys:

AtV +2 + XA g g/ X+ 2 + Pdx = dx.

x4+ 2

Bu yerden
dx  _ _dt

Va2 1-7 ©

denlik gelip ¢cykyar. (5) we (6) deilikleri ulanyp, integraly taparys:
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- 2dx 2[4 Sofd 1
(x2+1)\/x2+2 N +2 x+1 1—7 £ +1
17

— o dr__ = 2arctgf + C = 2arctg + C.

147 Vi 42
Seylelikde,

(x+2)dx 1, (V' 2 -1 X
1 + 2arctg +C.C.S.
f(x LV 42 Val+2 +1 SR )

Ilx — 13)d .
(11x ) 2x integraly hasaplamaly.
—x+ DV +1

7-nji mysal. f =
X

C.B. Bumysalda x> — x + 1 we x* + 1 ligagzalaryn gatnagyklary hemiselik bol-

mandygy ticin ilki x = C;t: 1[)) calsyrmany girizelin. Sonda
2 &+ 2aft+F —(at+ L)t + 1)+ 1+ 2+ 1
xX—x+1= 5 ,
(t+1)
2.2 2
Pt +2aﬂt+ﬁztt +2t+1
(t+1)
deilikleri alarys. Olardaky #-nin koeffisiyentlerini nola denlép,
2a8—a - +2 =0,
2a+2=0
denilemeler sistemasyny alarys we ony c¢oOziip, nédbelli koeffisiyentleri taparys:
—a=[f—-1. Sonui esasynda integralda x = ;;—% calsyrmany ulanmaly. Bu

calsyrmada gy — — 2df__ we
(t+ 1)

2 2
P43 2 _2042 |1 _3_=20-24

2
- +1: 5 )
o (t+ 1y (t+ 1y I+ 1

bolar. Sonun {i¢in integral seyle gorniisi alar:

(llx—13)dx (t+ 12)dr
J‘(xz—x+3)x/xz—lr1 B 2ﬁj(t2+3)x/t2—l—l'

Bu integraly integrallaryil jemi gorniisinde yazyp taparys:

14. Sargyt Ne 2666
209



f tdt :J‘d\/tz+1 _ (_du

(P +3)0Vr+1 £+3 w2
1 u 1 Vit +1
= ——arctg——=+C = arct + C.
/2 20
Ikinji f dt integraly hasaplamak ii¢in Abelit z = (V7 + 1)
(Z+3)VE+1
calsyrmasyny ulanarys. Sonda (1/-nji we 12-nji mysallardaka merizeslikde)
dz dt 2 327
= , +3=
1-2 VE+1 1 -2

bolyandygyndan peydalanyp, integraly taparys:
1 _ dz  _

d _(_di _ _
f(t2+3)w2+1 fw2+1 (* +3) 3 - 277

N BN R 0N ln¢3r2+3+ﬁr‘+c
2V6 |V3—zV/2 276 1V3F+3 -2

Seylelikde,

2
7Vf+1_4\/§1n

f (11x — 13)dx — _ Darctg V343 +V21 ], ¢
(x* —x+1DVar+1 V2 V32 +3—V/2¢
r=X+t1l cCs.

1 —x

Uytgeyin ululyklaryna gord rasional bolan R(x, u) funksiya iigin
fR(x, Jax* +bhx + ¢ )dx gorniisdiki integraly umumy halda rasionallasdyrmak
ticin asakdaky ti¢ gornlisdiki Eylerin orun ¢alsyrma usullarynyn biri ulanylyar:

1. Eger a > 0 bolsa, onda v ax’ + bx +c =txVa +1.

2. Eger ¢ > 0 bolsa, onda Vax* + bx + ¢ =+/c¢ + ix.

3. Eger ax® + bx + ¢ kwadrat iigagzanyi hakyky sanlar bolan diirli x, we x,

kokleri bar bolsa, onda v/ ax® + bx + ¢ = H(x —x).

dx
X+ 2x+2

8-nji mysal. f integraly hasaplamaly.
X+

C.B. Integraly basga gorniise getirelin:
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J dx _ f dix+1) '
x+vV x4+ 2x 42 (x+1) =1+ /(x+ 17 +1
Bu integraly hasaplamak ii¢in ilki x + 1 = ¢ we sofira @ = 1 > 0 bolany {igin,

V' +1 = u — t ¢alsyrma girizelifi. Ony kwadrata géterip alarys:

2

2
1 =u?-2tu, tz”zztl, (+Ve+1 =u, dt:iutldu

2
[ dr _ 1 (W +D)du _ [ du Ll -
t—1+V7f+1 20w w—1) Ju-12J 7
—lnly—11—L i
= Inju—1| 2ln|u\+2u+C
—inVA+ 1 +t—1-LmVA+1 +el+ 1 +C=
2 2VE+1 +1)

:1n|Vx2+2x—|—2—|—x\—%ln\«/x2+2x+2+x+l\+

1
+ +c. CS.
2P+ 2x4+24x+1)

1-nji bellik. fR(x, Jax + b, vex + d)dx gorniisdiki integral 2 = ax + b gal-
syrmanyil komegi bilen 3-nji gérniisdiki integrala getirilyér.
2nji bellik. ax’ + by + ¢ = afx + L)z +o_b" bolyandygy ftigin kok
2a 4a

astyndaky aflatma polozitel bolanda integraly asakdaky {i¢ integrallaryii birine ge-
tirmek bolar:

fR(t, J1=72)dt, fR(z, JE—1)dt, fR(t, VE+1)dt.

Olar bolsa ¢ = sinu, ¢t = cosu, t = tgu, t = shu, t = chu, t = thu calsyrmalaryn
komegi bilen ansat hasaplanylyar.
2. Binomial differensialyii integrirlenisi
x"a + bx"yYdx (a#0, b#0)

gorniisddki anlatma binomial differensial diyilydr. Bu yerde a, b &R we m, n,

m+1 we m+ 1
n n

p — rasional sanlar. Binomial differensialyn integraly p, +p

sanlaryn haysy-da bolsa biri bitin san bolanda integrirlenyar we sol hallarda seyle
orun ¢alsyrmalar ulanylyar:
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a) p — bitin san, 7+ 1

. n ’ v
— rasional san, xs = 4, bu yerde s san m+1 Grobun
n

n
maydalawjysy, yagny % + L_r.
s
b) p — rasional san, 72+ L _ bitin san, (q + bx")% = y, bu yerde hem s san p
n

sanyil maydalawjysy, yagny p = %;
¢) mT‘H + p — bitin san, p — rasional san, (gx™" + b)lT = y, bu yerde hem s

san p sanyf maydalawjysydyr, yagny p = ?

integraly hasaplamaly.

i dx
9-njy mysal. fxzm

C.B. Integraly f (a + bx*) '2 1x gorniisde yazalyh. Diymek, m =-2, n=2,

m—|—1 1 m+1 _ 1 1

-1/2, =" n TP=—5 "5 = 1 bitin san, yagny ¢) halyi
sertleri yerine yet}'/éir. Sonun tigin hem (ax %+ b)"*=u ¢alsyrma girizilyér. Bu yerden
ax*+b=u, x= L, dx :—Mdu.

uw—b (u*> = b)
Seylelikde,

JW=b'  uwla _
Sovarw T ovee =1 e vty

:%J‘du:—%u+c———«/ +bh+c. CS.

Integral astyndaky funksiyalary rasional funksiyalara getirip, integrallary tapmaly:

304, [_dx__ 305.f dx _
1+vVx x(1+2Vx)+%x

306. [_XY2+x —d 307. (l=vx+1 4
fx+v * f1+«/x+

309. J‘\/x+1— X—ldx

d.
308.[(1_,_4/%)3\/;' Va+l+vx—1
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310. dx 3L [ X 50,
fo/x+1)2 x—1)4' f4vx3(a—x) (@0

312. n — natural san).
f \/ n+1(x b)n—l ( )

2 2
313. dx (Gorkezme: x = (’4_1) almaly).
f 1+Vx +V1+x 2u

314. Eger R rasional funksiya we p, g, n — bitin sanlar bolup, bitin & san ii¢cin
p +q=kn bolsa, onda

f R[x, (x — ay’"(x — b)""|dx
integralyn elementar funksiya bolyandygyny subut etmeli.

Yonekey kwadrat irrasionallyklaryf integrallaryny tapmaly:

315. fx—zdx. 316. f
VI+x+x x+1Vx +x+1

317. f 318. f—vx+2x+2dx
l—x 1—x X

319.f xdx ' 320. f l—x+x° dx
(x+ 1)Vl —x—x VI+x—x

y=+vax’ + bx +c, n derejeli P (x), n — 1 derejeli Q (x) kopagza we
hemiselik @ san {i¢in

PRS00, oy saf

formuladan peydalanyp, asakdaky integrallary tapmaly:

321. fx—3dx 322. f x'"dx '
V14 2x— 2 J1 42
323. (x*Vd* — x*dx. 324, (X =6x"+11x—6
f f Vil +4x +3
325. f __dx 326. f _dx
Va1 xat =1

327. dx , 328. dx .
f(x—l)S«/x2+3x+1 f(x+1)svx2+2x
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329. Haysy sertlerde
J‘alx +blx+c1d
Vax + bx + ¢

integral algebraik funksiyany anladyar?

y=+vax’ + bx + ¢ lgin P(x) rasional funksiyany yonekey droblara da-

b O(x)y
gydyp, f ngg dx integraly tapmaly:
330. 331. xdx
f — 1y /1+2x— fxz—l)«/xz—x
332. f”“ VX Axd L gy 333. | x' _ix
(x+1) (x+ 1)W1+ 2x—x
334. f xdx 335, f dx .
(x> =3x+2)Vx*—4x+3 1 +x)vV1—x°
dx d
336. : 337. X )
f(1+x2)Vx2—1 J‘(1—964)«/1+7x2
338. f Vol +2 g
X+ 1
Kwadrat iicagzany kanonik gorniise getirip, integrallary tapmaly:
2
339. dx C340. x~dx '
(x2+x+1«/x2+x—l f(4—2x+x2)«/2+2x—x2
(X +x+ DV +x+ 1
342. x = a’liﬁ d cyzykly drob calsyrmany ulanyp,
f dx
(*—x+DVai+x+1
intergaly hasaplamaly.
343. f dx integraly tapmaly.
x4+ 2)V 2P - 2%+ 5
Eylerin:

) vVax* + bx+c =+x/a +t egera>0;
2) Vax® + bx + ¢ =%/ ¢ + xt, eger ¢ > 0;
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3) Ja(x —x)(x —x,) = t(x — x))
calsyrmalaryny ulanyp, asakdaky integrallary tapmaly:

344. f dx . 345. f dx .
x+vVx +x+ 1 1 ++v/1—2x—x°
346. [xv/x" —2x+24x. 347. fx—vx2+3x+2dx.
x* 4 3x 42
dx
348. .
f 1+ /x(1+x)]°

Diirli usullary ulanyp, asakdaky integrallary tapmaly:

349.f dx 350. f xdx _
Vi1 —Vx -1 N
351.f dx . 352. f L+x+a°
V2 +V1—x+V1+x 1+x+v1+x+x
353. f Ja(x+1) . 354.f (x> — 1)dx .
Vx+Vx+1 (& + 1)Vt + 1
355. | (x* + WX , 356. | dx ,
(=1 +1 xv x4+ 207 — 1
357, J‘ (X -I-l dx
XVX +X +1

358. Rasional R funksiya iicin fR(x, Jax + b, Jex +d )dx integralyf rasio-
nal funksiyanyn integralyna getirilydndigini subut etmeli.

Asakdaky integrallary tapmaly:

359. fv x4+ x* dx. 360. f‘/;dx
1+%¥x)
361. f xdx 362. f Xdx
V1+Y V1-x
363. f __dx 364. f

365f61+x 366f 1+
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367. F«/ 3x — x° dx.

368. Haysy hallarda rasional m san li¢in

fvl + x" dx

integral elementar funksiya bolyar?

§4. Trigonometrik funksiyalaryn integrirlenisi
1. f R(sinx,cosx)dx gorniisddki integralyfi astyndaky R(u, v) funksiyanyf

iytgeydn u we v ululyklara gord rasional bolan halynda ¢ = tg(x/2) (-7 < x < 1)

calsyrma ulanylyp, integraly rasionallagdyryp bolyar. Bu ¢alsyrmada dx = 2—%— dt
we 147
2tg X 1—tg’ X 2
sinx = 2 _ 2 5, Cosx = 2 _ 1= tz. (D
1+t L 1+¢ 1+tg% 141
2 2
10-njy mysal. fT integraly hasaplamaly.
C.B. (1) formulanyn esasynda alarys:
2dt dt
= =2 —
f1+smx f(+ >(1+t) f(1+t)2
:_—1ir+c__—2 —+C. ¢S
1+ tgz

Integral astyndaky funksiyanyn hususy haly ti¢in:

1. R(sinx, —cosx) = —R(sinx, cosx) bolanda 7 = sinx ¢alsyrmany,

2. R(-sinx, cosx) = —R(sinx, cosx) bolanda ¢ = cosx ¢alsyrmany,

3. R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cosx) bolanda ¢ = tgx calsyrmany ulanmak amat-
lydyr.

11-nji mysal. f sin’ x dx integraly hasaplamaly.
cos’x

C.B. Bu yerde integral astyndaky R(sinx,cosx) = @ funksiya 2-nji serti
kanagatlandyryar. Sonuil iigin ony cos Xx
s 5 2 \2
R(sinx,cosx) = SX = (sin 4x) sinx
COS X cos x
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gorniisde yazyp, soiira ¢alsyrmany ulanarys:

-5 2 \2 2 \2
f_sm4x dx = fLm 4x) sinxdx :—fi(l - x) dcosx =
cos’x cos’x cos’x
=—f(1 _tz)zdt:—ft“dwzftzdt—fdzz
t4
:%—;—t+c= 13 ~ 2 _cosx+C- CS.
31 3cos’x  COSX

Indi R(sinx, cosx) = sin”xcos"x hala ayratynlykda garap gecelii. Goy, m we n
bitin sanlar bolsun.

a) eger n tik san bolsa, onda 1-nji sert yerine yetyir, sonun iicin hem ¢ = sinx
calsyrma ulanylyar.

b) eger m tdk san bolsa, onda 2-nji sert yerine yetyér, sonun {icin hem ¢ = cosx
calsyrma ulanylyar.

¢) eger m we n sanlaryn ikisi hem bir wagtda tdk ya-da jiibiit san bolsalar, onda
3-nji sert yerine yetyar, sonun ligin hem ¢ = tgx calsyrmany ulanmak bolar.

Kaébir hallarda

sin2x = 2sinxcosx, cos2x = cos’x — sin’x = 1 — 2sin’x,

1 — cos2x 1 + cos2x

2 2
we beyleki trigonometrik formulalardan peydalanmak trigonometrik anlatmalaryn
integrallaryny hasaplamaklygy aisatlagdyryar. Mysal iicin, m we n gorkezijilerin
ikisi hem tdk we polozitel san bolanda ony

.2 2
sin“x = , cos’x =

. 2k+1 20+1 1 . 2k 21 .
sin xcos” " Txdx = 5 sin” x cos” x2 sinx cosxdx =

:_%ﬂl —csos2x)"<1 +02052x)ld(0052x)

gornilisde yazyp, ¢ = cos2x ¢alsyrmany ulanmak amatly bolyar.

12-nji mysal. [ sin’xcos*xdx integraly hasaplamaly.
C.B. Integral astyndaky funksiyany

. 2 4 .2 2 2 - 2
sin“xcos x = sin"xcos xcos x = %sm 2x(cos2x + 1),

gorniisde yazalyn. Onda integral ansat hasaplanylar:
.2 4 _ 1 (.2 . 1 _ _
fsm Xcos xdx = 16 fsm 2xd(sin 2x) + 16 f(l cos4x)dx =

_ 1L 03 1.1 _ S.
—48s1n2x+16x 64s1n4x+C C
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Goniikmeler

Integrallary tapmaly:
369. f cos xdx. 370. f sinxdx.
371. / cos®xdx. 372. / sin®xcos*xdx.
373. / sin“xcos>xdx. 374. / sin’xcos’xdx.
375. | sin’x g, 376. | cos'x g,
cos’x sin”x
377. [_dx 378. (_dx
fsin3x' fcos3x'
379. f¢‘ 380. IL,
sin*xcos®x sin’x cos’x
381 ([ dx 382. [ tgxdx.
f sinx cos’x /
383. f ctgdxdx. 384. f sin'x .
COS X
38s. fd—x_ 386. f¢.
v sin’x cos’x cosx’ sin’x

387. f x 388. f dx
v tgx 3 tex
389. Asakdaky integrallar {i¢in tertibini kemeltme formulalaryny getirip ¢y-
karmaly:
a)l = f sinxdx; b)K = f cosxdx (n>?2)
we ol formulalary ulanyp,
/ sin®xdx ~ we / cos®xdx
integrallary hasaplamaly.

390. Asakdaky integrallar iicin tertibini kemeltme formulalaryny getirip ¢y-
karmaly:

a)In:f ‘dx ; b)Kn:fﬂ (n>2)
sin"x cos"x

we ol formulalary ulanyp,
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dx dx
.5 we 7
Sin X COS X

integrallary hasaplamaly.

Asakdaky integrallar
L. sinasinf = 3 [cos(a B) — cos(a + B)],
IL. cosa cosfS = %[cos(a —B) + cos(a + B)],

IIL. sin@ cosf = %[sin(a' —p) +sin(a + B)]

formulalar ulanylyp hasaplanylyar.

Integrallary tapmaly:

391. /sin 5x cos xdXx. 392. /cos X cos 2x cos 3xdx.
(sinxsin X sin® . [ sinxsin(x + a)sin(x + b)dx.

393 f sinxsins-sin dx. 394 f sinxsin(x + a)sin(x + b)dx

395. / cos? ax cos’bxdx. 396. / sin’2x - cos?3xdx.

Asakdaky integrallar

sin(e — B) = sin[(x + @) — (x + B)],
cos(a — B) = cos[(x + @) — (x + B)]

tozdestwolary ulanmak bilen hasaplanylyar.

Integrallary tapmaly:
397. f dx ' 398. dx ‘

sin(x + a)sin(x +b) sin(x + a)cos(x + b)
399. 400. [ dx

f cos(x + a) cos(x +b) f sinx — sina

. odx n
401. f oSk 4 cosa” 402. ftgxtg(x a)dx.
Integrallary tapmaly:
403. f dx _ 404. f dx .

2sinx — cosx + 5 (2 + cosx)sinx

.2
sin”x

405. f sinx + 2 cosx
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406.f7. a)0<e<l; b)e>1.
1 +éecosx’
407. sin’ X dx. 408. dx ,
fl + sin’x faz sin“x + b”cos’x
2
409. cos” xdx ) 410. SIN X COS X
f (a*sin’*x + b*cos’x)’ fsmx + cosx
411. J‘ dx ' 412. J‘ smxdx
(asinx + bcosx)’ sin’x 4 cos’x |
413. fd—x' 414. f sm xcos” X gy
sin*x + cos*x sin®x + cos®x
415. J‘sm x — cos” xdx 416. fsmxcosx dx.
sin*x + cos'x 1 + sin*x
417. f% 418. f dx -
sin"x + cos x (sinzx + 2coszx)

419. Maydalawjysyny logarifmik gorniise getirip, integraly tapmaly:

J dx
asinx + bcosx’

420. 4, B, C hemiselik sanlar ii¢in

f a, sinx + b, cosx
asinx + bcosx

dx = Ax + Bln|asinx + bcosx |+ C

detiligi subut etmeli. (Gorkezme: a sinx + b cosx = A(asinx + bcosx) + B(acosx —
— bsinx) almaly).

Integrallary tapmaly:
421. (_sinx — cosx 422. sinx
fsmx + 2cosx . fsmx — 3cosx

423. f 424. f a,sinx + b, cosx dx
3+ Stgx (asinx + bcosx)

= Ax + Bln|asinx + bcosx + ¢ |+

425. fal sinx + b, cosx + ¢; dx =
asinx + bcosx + ¢

f dx
asinx + bcosx + ¢

denligi subut etmeli, bu yerde 4, B, C kdbir hemiselik koeffisiyentler.
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426. (sinx + 2cosx —3 427. sinx
fsinx—2cosx+3dx' fﬁ+sinx+cosxdx'

428. f 2sinx + cosx
3sinx + 4cosx — 2

dx =

.2 . 2
a,sin“x + 2b;sinxcosx + ¢, cos”x
429. -
asinx + bcosx

= Asinx + Bcosx + Cf - dx
asinx + bcosx

deiiligi subut etmeli, bu yerde 4, B, C hemiselik koeffisiyentler.

430 f sinx — 4sinxcosx + 3 cos’x dx
’ sinx + 2 cosx '

sin“x — sinxcosx + 2 cos’x
431. f : dx.
sinx + 2 cosx

432. (a — ¢)* + b* # 0 bolanda
f a, sinx + b, cosx di = Af du, +Bf du,

asin’x + 2bsinxcosx + ¢ cos x koui + 4, kyit; + A,
denligi subut etmeli, bu yerde 4, B — nébelli koeffisiyentler, 4 , 4,
a—A b
=0 A #4
o (4, #1,)
defileménifi kokleri, u, = (a — A )sinx + beosx, k, = — 1 (i=1,2).

1

Integrallary tapmaly:

433. f 2sinx —cosx_ ;..
3sin’x + 4 cos’x

sinx + cosx)dx
434, f — (sinx .
2sin“x — 4sinxcosx + 5cos’x

435, (_sinx — 2 cosx
fl + 4 sinxcosx dx
436. Denligi subut etmeli:

J‘ dx _ _Asinx+ Bcosx CJ‘ dx
(asinx + bcosx)  (asinx + bcosx)' ™! (asinx + bcosx)' ™ *

bu yerde 4, B, C — nébelli koeffisiyentler.
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437. f . ax integraly tapmaly.
sinx + 2 cosx)’

438. Denligi subut etmeli:

f(a + bcosx)" N
Asinx dx dx
- +B +C
(a +bcosx) ™! f(a+bcosx)”1 J‘(a+bcosx)"2

(lal # 1b])

we natural n > 1 san li¢in 4, B we C koeffisiyentleri kesgitlemeli.

Integrallary tapmaly:

439'f sinxdx 440.f Sln X

2
cosxv 1+ sin"x cos’ Xyt

441, [ sinxdy 442. | d—x2
V2 + sin2x (1 + ecosx)

n1x+a cos X+ a

443. f 2 x. (Gorkezme: ¢t = 2 almaly).
in""' X >4 sin¥ — 4

2 2
444. Integraly peseltmek formulasyny getirip ¢ykarmaly:

0<e<l).

sinX—4¢

I, = J’(2) dx  (n—natural san).

sinXta

§5. Diirli transsendent funksiyalaryn integrirlenisi

445. n derejeli P(x) kopagza iicin denligi subut etmeh

PPy
a a a

P (x)

fP(x)emdx =e" —|+C.

446. n derejeli P(x) kopagza ticin denlikleri subut etmeli:

fP(x)cosaxdx — Sinax P(x)— (x) (x) — |+
a a'
+ COSAX| p'(x) — PM(ZX) + Pv(f) — .. |+C
a a
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” A%
fP(x)sinaxdx :—7‘302“’6 P(x)— P (Zx) + P Ex) — |+
a
. " V
+ SMLAX) pr((x) — P (2x) + (4x) —..|+C
a a
Integrallary tapmaly:
447. f x}e¥dx. 448. f (x* — 2x + 2)e*dx.
449. / x3sin5xdx. 450. / (1 + x?)*cosxdx.
451. fx7e‘x2dx. 452. fxze” “dx.
453. / e*cos’bxdx. 454. / e“sin*bxdx.
455. f xe'sinxdx. 456. f x’e‘cosxdx.
457. / xe'sin’xdx. 458. / (xx — sinx)’dx.
459. fcos2 Vx dx.
460. Rasional R funksiya we olgegdes a,, a,, ..., a, sanlar li¢in
f R(e™, e™*, ..., e“™)dx
integralyn elementar funksiya bolyandygyny subut etmeli.
Asakdaky integrallary tapmaly:
461. [__dx _ 462. (€
f(1+ex)2' fl—l—exdx'
463. f 464. f dx .
¢’ +e—2 l+e” +e’ ¢
1+ dx
465. 0 M) dx. 466. f .
467. f e =1, 468. f\/ ¢ + de* — 1dn.
e+ 1

469.
f\/1+€ +V1—¢"
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470. Rasional R funksiyanyin maydalawjysynyn difie hakyky kokleri bar halynda
/ R(x)e™dx integralyn elementar funksiyalar we transsendent f 67 x = li(e™) + C

funksiya arkaly aiiladylyandygyny subut etmeli, bu yerde lix = dx

Inx

471. Haysy halda P( 1 > =aq, + 4 + . + Gn LWE gy s e an—hemiselik sanlar
X

01

icin fP(%)ex dx integral elementar funk51ya bolyar?

Integrallary tapmaly'
472. f e * dx. 473. f e *dx.
2x x
474. e dx. 475. Xe Iy
fx2—3x+2 J‘(x+1)2
476.
f (x - 2)2

Algebraik f(x) funksiya {i¢in In f(x), arctgf(x), arcsinf(x), arccosf(x) funksiya-
lary 6ziinde saklayan integrallary tapmaly:

477. / In"xdx (n — natural san). 478. f X*In’xdx.

479. [(1x)a

0. fln[(x tayttx by (x + ac)lzcx +b)

481. flnz(x + /1 +x%)dx. 482. fln(x/l —x +v1+x)dx
483. f i Inx 3/2 484. f x arctg(x + 1)dx.

485. f Jx arctgx/; dx. 486. f x arcsin(1 — x)dkx.

487. farcsin«/;dx. 488. fxarccos%dx.

489. farcsin %ﬁ dx. 490. f ar_ccozsgc/z dx.
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491. fxarccosx dx.

32

492. f x arctg x In(1 + x?)dkx.

493. fxln%%ﬁdx.

494, fln(x +v1+ xz)dx'

(1 +x2)3/2

Giperbolik funksiyalary 6zlinde saklayan integrallary tapmaly:
495, / sh2xchxdx. 496. / chéxdy.
497. / sh3xdx. 498. / shxsh2xsh3xdy.
499, f thxdx. 500. f cth2xdy.
SO1. [Vt ax. 0
503. dx 504, ([ dx

f sh’x — 4shxchx + 9ch’x f 0,1 + chx
505. (__chxdx 506. / shaxsinbxdsx.

3shx — 4chx

507. / shaxcosbxdx.

§6. Diirli gorniisdiiki funksiyalary integrirlemegin

mysallary
Goniikmeler
Integrallary taprnaly:
508. 509. [_x dx
f 1 +x%) f (1-

510.f dx
14"+

S12. fxz \/gdx.

dx
516. f—sm.

15. Sargyt Ne 2666

511.f dx

Va +3Vx
x+2

513. fz_xzdx-

515f x> dx
1+x'

517.f dx _
xvV 14+ x +4°
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518.

520.

522.

524.

526.

528.

530.

532.

534.

536.

538.

540.

542.

544.

546.

548.

f dx ‘
x«/x4 — 2 —1
J‘ (1 + x)dx
x+x°
/ (2x + 3)arccos(2x — 3)dx.
. 2
J‘arcs;nx C1l+x . dx.
X 1—x
fxx/x2+1lnx/x2—ldx.

J‘(2 + sinx)*’

f dx ‘
sinxv'1 + cosx

bt

X arctg x dx.

V14 x?

J‘ X arccosx dx.

X arcctg x
(1+x%)°

f V1 — x” arcsin xdx.
fo(l + Inx)dx.

dhx.

x/2
[t
e’ (1 4+ ¢")

f«/ th®x + 1 dx.
f|x|dx.
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519.

521.

)—A

523.

525.

527.

529.

531.

533.

53s.

537.

539.

541.

543.

545.

547.

549.

1+V1—X Irv1i=X i
1—v1-x"

fmﬂ+x+x

1+x

f xIn(4 + x*)dx.

dx.

J‘xln(l T 1—|—x2)d

V1+x

X

f%li

b
jt

J‘( xlnx dx.

1+ x%)

f sin 2x

v1+cosx

fx arctgx
14

dx.

In
J1—x

J‘ sin 4x

— g —dx.
sin"x + cos’x

arctgxdx.

X.

dx.

fxln(x+v1+x )dx
(1-x)

f x(1 + x?)arcctgxdx.

cox
arcsine
f SR dx.

e

dx

f( x+1 1) _(

1 +sinx

1+ cosx

f x|x|dx.

X

+1)7



550. /(x + |x|)2d. 551. f{|1 + x| — |1 - x|}dx.

552. f e dx. 553. f max(1, x%)dkx.

554. / @(x)dx, bu yerde ¢(x) funksiya x-ifi ifi yakyn bitin sana ¢enli uzaklygy.
555. f [x]jsinzx|dx (x> 0).

556. f f(x)dx, bu yerde f(x) :{

1 —x%, |x|<1 bolanda;
1 —|x], [x|> 1 bolanda.

1, eger —oo < x < 0;
557. /f(x)dx, buyerde f(x) =1x+ 1, eger 0 <x=<1;

2x, eger 1 < x <+oo.
Integrallary tapmaly:

558. / Xf"(x)dx. 559. / F1(2x)dx.
560. Berlen f'(x?) = % (x > 0) boyunga f(x) funksiyany tapmaly.
561. Berlen f"(sin’*v) = cos*x boyunga f(x) funksiyany tapmaly.

562. Berlen f'(Inx) =
siyany tapmaly.

we f(0) = 0 boyunga f(x) funk-

I, eger 0 <x<=1;
x, eger 1 <x <+o0

563. Goy, f(x) lizniiksiz monoton funksiya we f'(x) onui ters funksiyasy bol-
sun. Eger / f(x)dx = F(x) + C bolsa, onda deiiligi subut etmeli:

[ = xf0) = F( ) + €.
Bu denligin esasynda asakdaky funksiyalary deriiemeli:
a) f(x)=x" (n>0); b)fx)=es ¢)f(x)=arcsinx;  d)f(x)=Arthr.
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KESGITLI INTEGRAL

§1. Kesgitli integral we integrirlemek usullary

1. Kesgitli integral diisiinjesi. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde kesgitlenen
we ¢dkli bolsun. @ = x; < x, <x, <..<x = b defsizlikleri kanagatlandyryan

lenyir. [a, b] kesimifi P bolinmesi we erkin ¢, € [x,_, x ] ligin diiziilen
SP(f) ZZf(ti)Axi (A'xi:xi_xi—l) (M
i=1

Eger d = ,max Ax; — 0 bolanda (1) integral jemifi [a, b] kesimin P bolinme-

..... n

sine we ¢, € [x,_, x ] nokatlara bagly bolmadyk
= }}I%SP(]“) = ldif%;f(ti)Axi )

predeli bar bolsa, onda sol predele f funksiyanyn [a, b] kesim boyunga Rimanyn

------

b n
f fx)dx = m; A1) Ax,. 3)
2. Integrirlemegiii sertleri we integrirlenyin funksiyalar

m;= inf flx)we M, = sup f(x) Ugin diiziilen

o <x<x
Xi— | SX=X; Xi— ] SX=X;

&(f) :zmiA‘xi we S_P(f):ZMAXi 4)
i=1 i=1
jemlere degislilikde f funksiyanyn [a, b] kesim boyunga Darbunyn asaky we yo-

f funksiyanyi [a, b] kesimde integrirlenmegi {i¢in

}111%; w;Ax; = 0
deniligint yerine yetmegi zerur we yeterlikdir, bu yerde w, = M, —m..
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Integrirlenyén funksiyalar:

1) [a, b] kesimde tizniiksiz funksiya.

2) [a, b] kesimde ¢ikli we tlikenikli sany iiziilme nokatlary bolan funksiya.
3) [a, b] kesimde ¢ikli we monoton funksiya.

3. Kesgitli integralyn hisiyetleri

1. Eger ffunksiya [a, b] kesimde integrirlenyén bolsa, onda

fbf(x)dx =— ff(x)dx.

2. Eger ffunksiya [a, b] we [b, c] kesimlerde integrirlenyén bolsa, onda ol [a, c]
kesimde integrirlenyir we

ff(x)dx + fcf(x)dx = ff(x)dx.

4. Kesgitli integraly hasaplamagyii usullary

1. Nyuton-Leybnisiii formulasy. Eger f funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz we

F onun asyl funksiyasy bolsa, onda kesgitli integraly hasaplamak iicin Nyuton-
-Leybnisint formulasy dogrudyr:

b b

j fx)dx = F(b) — F(a) = F(x)| .

a

2. Bolekleyin integrirleme usuly. Eger u = u(x) we v = v(x) funksiyalar [a, b]
kesimde {izniiksiz differensirlenyén bolsalar, onda bolekleyin integrirlemegii

fu(x)v'(x)dx = u(x)v(x)

a

b b

- fv(x)u’(x)dx

a a

formulasy dogrudyr.

3. Uytgeyin ululygy calsyrma usuly. Eger f funksiya [a, b] kesimde iizniiksiz
we ¢ funksiya [a, 5] kesimde tizniiksiz differensirlenyén bolup, ¢(@) = a, ¢(8) = b
we Vi € [a, ] ligin ¢(¢) funksiyanyti bahalary [a, b] kesimine degisli bolsa, onda

b B
[ fxydx = [ fle(n)le! (1)di
formula dogrudyr. ’ ‘

1. f(x) =1 +x funksiya li¢in [-1, 4] kesimi defi n boleklere boliip we argumentin
t (i=1,2, .., n)bahasyny sol boleklerini ortasynda alyp, S integral jemi tapmaly.
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2. Berlen f(x) funksiya ti¢in degisli kesimi den n boleklere bélip, Darbunyn
asaky S we yokarky S jemlerini diizmeli:

a) f(x)=x’[-2<x<3]; b) f(x)=Vx[0sx=<1];

¢) f(x)=2"[0<x<10]

3. f(x) = x* funksiya t¢in [1, 2] kesimi uzynlyklary geometrik progressiyany
emele getirydn n boleklere boliip, Darbunyn asaky integral jemini tapmaly.

4. Kesgitli integralyn kesgitlemesinden peydalanyp, hemiselik J, we g tigin

T
J. (& + gt)dt integraly tapmaly.
0

Kesgitli integrallara degisli integral jemlerin predelleri hokmiinde garap we
integrirleme aralyklary gorkezilisi yaly boleklere boliip, kesgitli integrallary hasap-
lamaly:

2 1

5. _!dex. 6. ()J‘axdx (a > 0)
/2 X

7. | si , 8. :
Of sinxdx Of cos tdt

b
9. fd_)zc (0 <a<b).(Gorkezme: Boliinme nokatlary t, = \/ x;x;,, (i=0,1,...,n)
DX
gorniisde almaly).
b
10. fxmdx (0<a<b; m#-1).(Gorkezme: Boliinme nokatlaryin x, absissasyny
geometrik progressiyany emele getirer yaly saylap almaly).
b
ax (< g<
11. f X (0<a<b).

12. Puassonyn

fln(l — 2acosx + a’)dx
0

integralyny: a) |@| <1; b) |@| > 1 bolanda hasaplamaly.
(Gorkezme: a* — 1 képagzanyn kwadrat képeldijilere dargamasyny ulanmaly).

13. Goy, f(x) we @(x) funksiyalar [a, b] kesimde lizniiksiz bolsun. Deiiligi
subut etmeli:
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lim>® f1)e(e)Ax = [ fx)g(x)d.

buyerdex, <t <x,x <7, <x (i=12,..,n)weAx =x—x_ (x,=a,x =Db).

14. Goy, f(x) funksiya [0, 1] kesimde monoton we ¢dkli bolsun. Denligi subut

[row L3 k) =ofL)

0

15. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde ¢dkli we yokarlygyna giliber¢ek bolsun.
Densizligi subut etmeli:

( )f(a>+f <ff dx<(b_a)<a—£b>

16. Goy, x € [1, +o) bolanda f(x) € C?[1, +o0) we f(x) >0, f'(x) > 0,
f"(x) < 0 bolsun. n — oo bolanda detiligi subut etmeli:

kZZ)lf(k) = 2f(n) + j flx)dx +O(1).

17. Goy, f(x) € C[a,b] we A, = ff(x b;az f(a + kb ) bol-
sun. limnA, predeli tapmaly. no=

n— oo

18. Uzniikli flx) = sgn<5m ) funksiyanyi [0, 1] kesimde integrirlenyéndi-
gini subut etmeli. X

0, x — irrasional;
19. Rimanyn ¢(x) =11 x=m funksiyasynyn islendik tiikenikli
n " on

aralykda integrirlenydndigini subut etmeli, bu yerde m we n (n > 1) 6zara yonekey
bitin sanlar.

20. == [ ] x # 0 we f(0) = 0 funksiyanyn [0, 1] kesimde integrir-

lenyindigini subut etmeli.

0, x — irrasional;
1, x — rasional
integrirlenmeyéndigini subut etmeli.

21. Dirihldnin D(x) = { funksiyasynyn islendik aralykda

22. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde integrirlenyén we
Si(x)=sup fx)

X Sx<Xji1
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bolsun, bu yerde
X, =a +%(b— a) (=0,1,..,n n=12,..).

Deriligi subut etmeli:
b

rllarglofbﬁl(x)dx = Jf(x)dx.

a

23. Eger f(x) funksiya [a, b] kesimde integrirlenydn bolsa, onda {lizniiksiz f (x)
(n=1, 2, ...) funksiyalaryn seyle yzygiderligi bar bolup,

ff(x)dx = %{rgff,l(x)dx (a<c<b)

deiiligiil yerine yetyéndigini subut etmeli.
24. Eger cidkli f(x) funksiya [a, b] kesimde integrirlenyin bolsa, onda onui
[f(x)| absolyut ululygynyn hem sol kesimde integrirlenydndigini we

[ fxsa] = fi o) las

deiisizliginn dogrudygyny subut etmeli.
25. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde absolyut integrirlenydn bolsun, yagny

b
f | f(x)|dx integral bar bolsun. Ol funksiya [a, b] kesimde integrirlenydrmi?

Asakdaky funksiya hem bu sertlerde integrirlenydrmi?

f(x) = {

26. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde integrirlenyén we sol kesimde 4 <f(x)<B
bolsun, ¢(x) funksiya bolsa [4, B] kesimde kesgitlenen we {lizniiksiz bolsun. @(f(x))
funksiyanyi [a, b] kesimde integrirlenyindigini subut etmeli.

—1, x — irrasional;
1, x — rasional.

27. Eger f(x) we ¢(x) funksiyalar integrirlenyén bolsa, onda f(¢(x)) funksiya
hoékman integrirlenydrmi? Asakdaky funksiya hem su sertlerde hokman integrir-
lenyarmi?

0, eger x = 0;
1, eger x# 0

fx) =1

we ¢(x) — Rimanyn funksiyasy (Gorkezme: 19-njy mysala seret).
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28. Goy, f(x) funksiya [4, B] kesimde integrirlenyédn bolsun. f(x) funksiyanyn
integral tizniiksizlik hésiyetini, yagny

fim [| fx+ h) = flx)dx = 0

deiiligi subut etmeli.

29. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde integrirlenyin bolsun.
b
J £ (=

deiiligin f(x) funksiyanyn [a, b] kesime degisli bolan dhli lizniiksiz nokatlarynda
f(x) =0 bolanda we dine sol nokatlarda yerine yetyéndigini subut etmeli.

Nyuton-Leybnisin formulasyny ulanyp, asakdaky kesgitli integrallary tapmaly
we degisli egri ¢yzykly meydanlary ¢yzmaly:

g T
30 F‘/;dx' 31. fsinxdx.
V3 1/2
2. [ & 33. f Lz‘
1/V3 I+x —-1/2 l—x
sh2 d 5
34. __ax 35. (11 — xldx.
f Jitx Ji-=1
’ d 27 d
X _
30 —{ x* — 2xcosa + 1 0 <a<m). 37. fl Y ecosx 0=e<D).
dx
i a <1,|b|<1,ab>0).
! V(1 = 2ax + )1 — 2bx + b°) (lal 1] )
/2 J
of a’sin’x + b’ cos’x (ab#0)
40. Berlen
\ 1
dx. b) [ sec xdx > xdx . d 1
a) _lf A f ¢) _lf T (arctg x>dx

2+tgx

integrallarda Nyuton-Leybnisii formulasynyn ulanylysynyn ndme ii¢in nddogry
netijelere getiryandigini diistindirin.
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1
41. Tapmaly: f%(l 121/x>dx
_|_

1007

42. Tapmaly: f V1 = cos 2x dx.
0

Kesgitli integrallaryn komegi bilen asakdaky jemlerin predellerini tapmaly:

43. hm(L—I—i—l— +n—21>‘
=\’ n n

44, (L4 L L 1)
n—»ool’l+1 n+2 n—+n

45-1im(2” + 5+ D )
n

e +17 42 n+n
46. lim 1 (sm + sin=~ 2 + ..+ sm(_l)ﬂ>.
n—oo N n n n
1P P P
48-hmn(\/1++\/1++ A+ T+ )
Predelleri tapmaly:
49. lim YL 50. lim[lz fla+ kﬂ) .
n—-o N n—oo k=1 n

Yokary tertipli, defidlgegli tiikeniksiz ki¢i ululyklary taslap, asakdaky jemlerifi
predellerini tapmaly:

- -1
51. lim[<1 +l>sinl2+ (1 + 2>s1n2—7§+ .+ (1 + 7 l)sin(n 5 )
n n n n

n— oo

52. limsin® - S 1

nme M= 4 cosk%

Zn:/(nx+k)(nx+k+ 1)

53. lim4=1 , (x>0).
n—oo ’12
1/n 2/n n/n
54 lim[ 2 4 20 4 4 2
G [ o S & n+L
2 n
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55. Tapmaly:

b b b
d (ginxldx b) 2 (sinx? dx: d (giny?
a) dx!smx dx; ) Ja afsmx dx; ¢) b afsmx dx.
56. Tapmaly:
2 3 COSXx
d 2 d [ dt d )
a) 4 : b) 4 : ©
)dxd{mdt, )dxxzf Nl ¢) dxgicos(m )dt.
57. Tapmaly:

fcos x°dx f (arctg x Y dx ( fxexz dx)2
0

H 0 . 1 0 . .
a) 161_1:18 X s b) xlerm \/xz 11 ) 9) xl}rpm j-(

1
58. Goy, x — + bolanda f(x) € C[0, +0] we f(x) — A bolsun. lim f flnx)dx
0
predeli tapmaly.

59. x — o bolanda / e dx ~ %e’“z subut etmeli.
0

sinx

f@dx

60. 1lim -2 predeli tapmaly.
x—+0 &
f V' sinx dx
0
f (1) dt
61. Goy, f(x) tizniiksiz polozitel funksiya bolsun. x>0 bolanda ¢(x) = *——
funksiyanyn artyandygyny subut etmeli. f £(t)dt
0

62. Berlen funksiyalar boyunca integrallary tapmaly:

2
X, 0=x=1,

) e o ={3> 0=E)

X 0<x=<t,

b) Off(x)dx, flx) = {t',ll:)tc’ t<x<l.
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63. Berlen integrallary hasaplamaly we / = /(@) integrala @ parametrii funk-
siyasy hokmiinde garap, onun grafigini gurmaly:
1
a) [ = fx\x—oz|dx;
0
T .2
b) I = f sin”x —dx;
¢ 1+ 2acosx +a

¢) = sinx dx.
of V1 = 2acosx + @

Bolekleyin integrirlemek formulasyny ulanyp, kesgitli integrallary tapmaly:

In2 T

64. | xe "dx. 65. | xsinxdx.
/ /
2T e

66. fxz cos xdx. 67. f|1nx|dx.
0 1/e
1 V3

68. f arccos xdx. 69. f xarctgxdx.
0 0

Amatly orun ¢alsyrmalary ulanyp, kesgitli integrallary tapmaly:

a

1
70. f xdx 71. fx2v a’ — x*dx.
-1

V5 —dx G
0,75 d In2
72. X . 73. [Ve' —1adn.
0'( (x+1)Val+1 (,f

1

74. J‘ arcsiny/x dx.
¢ v x(1—x)

1 2 .
75. x — L _ 4 alyp, f 1+—x4dx integraly hasaplamaly.
X o l+x

76. Berlen integrallarda gorkezilen orun ¢alsyrmalaryi ndme ii¢in yalnys neti-
ja getirydndigini diistindirmeli:

1 1
a) [dx, t =x" b) dx . x= l; ¢) L, tgx =t.
_lf _!1 +x° YT Of 1 + sin’x
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3
77. f ﬁﬂ dx integralda x = sint alyp bolarmy?
0

1
78. J V1 — x* dx integralda x = sinf ¢algyrma ulanylanda integraly tize ¢ikle-
0

r1 hokmiinde 7 we 7/2 sanlary alyp bolarmy?
79. Eger f(x) funksiya [a, b] kesimde {izniiksiz bolsa, onda

ff(x)dx =(b—a) ff(a +(b — a)x)dx

denligi subut etmeli.

80. Denligi subut etmeli:

a

Jx‘%f(xz)dx = %jxf(x)dx (a>0).

0

81. Eger f(x) funksiya [a, D] C [A4, B] kesimde lizniiksiz bolsa, onda [a — x,
b
b—x] C [A4, B] bolanda di J‘ f(x + y)dy tapmaly.
by
82. Eger f(x) funksiya [0, 1] kesimde {izniiksiz bolsa, onda asakdakylary subut

etmeli:
/2 /2

a) ff(sinx)dx = ff(cosx)dx; b) fxf(sinx)dx =X ff(sinx)dx.
0 0 0 2 0
83. Eger f(x) funksiya [/, /] kesimde iizniiksiz bolsa, onda

[ 1
1) jiibiit £(x) funksiya {igin f flx)dx =2 f f(x)dx denligi we
—1 0
]
2) ték f(x) funksiya ii¢in f Ax)dx = 0 deiiligi subut etmeli.
=1

Bu denliklere geometrik taydan diisiindiris bermeli.
84. Jibiit funksiyalaryn asyl funksiyalarynyn birinin ték funksiya we tik funk-
siyalaryil asyl funksiyalarynyn dhlisini jiibiit funksiya bolyandygyny subut etmeli.
2
85. ¢ = x + L orun calsyrmany ulanyp, f(l +x— L)e"“/xdx integraly ha-
saplamaly. X 1/2 X
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86. f f(x)cosxdx integralda sinx = 7 ¢alsyrmany yerine yetirmeli.

87. fl Hcos(ln )] ‘dx integraly hasaplamaly, bu yerde » natural san.

—27mn
e

88. f Lnxzdx integraly tapmaly.
¢ 1+cos'x

3
89.Eger f(x) = (x+1)° (x 1) bolsa, onda f Lf)dx integraly tapmaly.
X (x — 1+ (x)

90. Eger f(x) funksiya —oo < x <+ oo interwalda kesgitlenen, {izniiksiz hem-de

T periodik funksiya bolsa, onda erkin a san l'i(;in
a+T

ff(x )dx = ff(x

deiiligi subut etmeli.
91. Tdk n ligin

F(x) = fsin”xdx we  G(x)= fcos"xdx
0 0
funksiyalaryil 27 — periodik, jiibiit # licin bolsa ol funksiyalaryn her birinini ¢yzykly
we periodik funksiyalarynl jemi bolyandygyny subut etmeli.

92. Uzniiksiz T periodik f(x) funksiya ii¢in
= [ flx)dx
funksiyanyn, umumy halda, ¢yzykly we T periodik funksiyanyi jemi bolyandygyny
subut etmeli.

Integrallary hasaplamaly:

1

1
93. fx(Z —x)ax. 94. f
g - X +x+1
e 9
9s. f(xlnx)zdx. 96. fx3«/1 — xdx.
1

1

1
97. [ —dx 98. [ x® V1 + 3x° dx.
_! xv xt—1 OJ‘
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X
1+x

99.

arcsin dx.

3
J
21
101. f

0

dx
. 4
sin"x + cos” x

103. f(x sinx )’ dx.
0

In2

105. f sh xdx.
0

Bitin polozitel bahalary alyan n parametre bagly bolan integrallary, peseltmek

formulalarynyn koémegi bilen hasaplamaly:
/2
106. ], = fsin”xdx.
0
/4

108. [, = f te”" xdx.
0

1 n
110. 7, = f _xdx
0 1 - X2
/4 H 2n+1
112. ] = J‘ sinx — cosx dx
" \sinx + cosx

113. e = cosx + isinx Eylerin formulasyny ulanyp, bitin m we n sanlar ti¢in

|

2
feinxe—imxdx —

0

deniligi subut etmeli.

114. Hemiselik @ we /5 ligin

dx

2
100. Of (2 4 cosx)(3 + cosx)

/2
102. fsinx sin 2x sin 3xdx.
0

T

104. f e cos” xdx.

0

/2
107. I, = fcos”xdx.

0

1
109. 7, = f(l —x*Y'dx.
0

1
1L, = fx'"(mx)"dx.
0

0, m#n,
27, m=n

eb(a+iﬁ) _ eu(a+iﬁ)

b
J e(aJrlB)xdx

a

deniligi subut etmeli.
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Eylerin cosx = %(e"’f +e ™), sinx = 2%.(6"’“ — e~™) formulalaryny ulanyp,
asakdaky integrallary hasaplamaly (m we n — bitin polozitel sanlar):

/2 Fio

115. fsinzmx cos™ xdx. 116. J sinnx g,
sinx

17 f cos(2n + 1)x l)x

T
118. fcos"x cos nxdx.
COSX
0

119. fsin"x sin nxdx.
0

Integrallary tapyn (n — natural san):

T T

120. fsin”_lxcos(n + 1)xdx. 121. fcos”_lxsin(n + 1)xdx.
0 0
2 /2

122. f e cos™ xdx. 123. f Incosx - cos 2nxdx.

0

124. Bolekleyin integrirlemek usulyny kop gezek ulanyp, Eylerii

B(m, n) = flxm_l(l —x)'ldx

0

integralyny hasaplamaly, bu yerde m we n — bitin polozitel sanlar.

125. LeZandryn P (x) kopagzasy

=L d 2y ~0.1,2
P,(x) o dx”[(x 1)'] (n=0,1,2,..)

formula bilen kesgitlenyér. Deiiligi subut etmeli:

0, eger m # n bolsa,

fP ()P, (x)dx = 71, eger m = n bolsa.

126. Goy, f(x) funksiyanyn [a, b] kesimde hususy integraly bar bolsun we
F(x) seyle funksiya bolup, ol funksiyanyn [a, ] kesiminl 1-nji gérniisdaki tiikenikli
sany i¢ki ¢, (i = 1, ..., p) we a, b liziilme nokatlaryndan beyleki dhli nokatlarynda
F'(x)=f(x) bolsun. Detligi subut etmeli:

ff(x)dx =F(b—-0)—F(a+0)— Zp:[F(c,» +0)—F(c;—0)].

a
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127. Goy, f(x) funksiyanyn [a, b] kesimde hususy integraly bar we
F(x)=C+ [fi&)dé

onun kesgitsiz integraly bolsun. F(x) funksiyanynl iizniiksizdigini we f(x) funk-
siyanyn iizniiksiz bolan &hli nokatlarynda F'(x) = f(x) deiiligi subut etmeli. f(x)
funksiyanyn tiziilme nokatlarynda F(x) funksiyanyn onlimi barada nime aytmak
bolar? Asakdaky mysallaryn 6niimleri barada nime aytmak bolar?

a) f(%) =1 (m=%£1,%£2, .)wef(x)=0, x # %;

b) f(x) = sgnx.

Cakli tizniikli funksiyalaryn kesgitsiz integrallaryny tapmaly:
128. / sgnxdy. 129. / sgn(sinx)dkx.
130. f [x]dx (x> 0). 131. f x[xJdx (x> 0).

132. f (~1)Md.

1, |x|<! bolanda,

133. dx, bu yerd =
Off(X) %, bu yerde flx) {0, |x|> 1 bolanda.

Cékli tizniikli funksiyalaryn kesgitli integrallaryny hasaplamaly:
3

2
134. fsgn(x — x3)dx, 135. f[ex] dx.
0

0
6 X
136. Of [ Jsin . 137. Of x sgn(cosx)dkx.

n+1

138. fln[x] dx, bu yerde n — natural san.
1

1
139. fsgn[sin(lnx)] dx.
0

140. f |cosx |v/ sinx dx integraly tapmaly, bu yerde £ kopliik [0,47] kesimin
E

integral astyndaky ailatmanyn manyly kopliigi.

16. Sargyt Ne 2666
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§2. Orta baha hakyndaky teoremalar

1. Funksiyanyii orta bahasy. [a, b] kesimde integrirlenydn f funksiya iicin
b
_ 1
#(f) = 51— f fx)dx

sana f funksiyanyn [a, b] kesimdéki orta bahasy diyilyar. Eger f funksiya [a, b] ke-
simde tizniiksiz bolsa, onda [a, b] = ¢ nokat tapylyp, () = f(c) bolar.

2. Orta baha hakyndaky birinji teorema. Eger f we g funksiyalar [a, b] ke-
simde integrirlenyédn bolup, Vx € [a, b] iigin g(x) > 0 ya-da g(x) < 0 bolsa, onda
m= inf flx) we M= sup f{x) sanlar ligin m<u<M serti kanagatlandyryan

as<x<b

/1 san tapylyp, , ,
[ Ax)g(x)dx = u [ g(x)x

deiilik yerine yetyédr. Hususan-da, eger f funksiya [a, b] kesimde {izniiksiz bolsa,
onda [a, b] = ¢ nokat tapylyp, 1 = f(c) bolar.

3. Orta baha hakyndaky ikinji teorema. Eger f we g funksiyalar [a, b] kesim-
de integrirlenyén bolup, g funksiya [a, b] kesimde monoton bolsa, onda [a, b] = ¢

tapylyp, . ) )
[ Ax)g(x)dx = gla) [ flx)dx + g(b) [ fx)dx

formula dogrudyr. Hususan-da, eger g funksiya [a, b] kesimde otrisatel dél we ke-
melyin (artyan) bolsa, onda

fbf(x)g(x)dx = g(a)ff(X)dx (fbf(x)g(x)dx = g(b)ff(x)dx)

a

formula dogrudyr.

141. Asakdaky kesgitli integrallaryn alamatlaryny kesgltlemeh

a) stinxdx; b) f SInX . ¢) fx3 2%dx; d) fx2 In xdx.
0 -2 12
142. Integrallaryn haysysy uly:

T

4
2 2
M 1 L4 . 2
a) fsm *xdx ya-da f sin”xdx;
0

0
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1

l—x o -2
b)OJ.e dxyadaofe dx;

Fid 27

e , 2 2
¢) /e cos’ xdx ya-da fe * cos xdx?
0

T

143. Gorkezilen aralyklarda berlen funksiyalaryn orta bahalaryny kesgitlemeli:

a)fx)=x> [0,1]; ¢) f(x) =10 + 2sinx + 3cosx [0, 2x];

b) flx)=vx [0,100]; d) f(x) = sinxsin(x + ¢) [0, 27].

144. p = — P (0 <e<1)ellipsiii fokal radius-wektorynyii uzynlygy-
1 —ecosg

nyn orta bahasyny tapmaly.

145. Baglangyg tizligi J, bolan erkin gagyan jisimin tizliginiii orta bahasyny
tapmaly:.

146. Uytgeyin togui giiyji
I = l}ﬁin(% + qo)
diizgiin boyunga tiytgeydr: bu yerde: i) — amplituda, # — wagt, T — period, ¢ — bas-
langy¢ faza. Togun giiyjliniit kwadratynyn orta bahasyny tapmaly.
147. Goy, f(x) € ([0, +x) we lir+n f(x) = A bolsun, onda |im Lff(x)dx
predeli tapmaly. ey
f(x) = arctgx mysala seredin.

148. Goy, ff(t)dt = xf(6x) bolsun. Onda
0

a) f()=1"(n>-1); b) /(¢) = Inz; ¢) f()=¢
funksiyalar tigin #-ni tapmaly?

lim # we lim @ predeller ni¢a denn?

x—+0 X—+o0

Orta baha baradaky 1-nji teoremany ulanyp, integrallary bahalandyrmaly:

2T

d .
149. | - GX 150. X
Ofl—IrO,Scosx' Of,/1+xdx'
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100 .

151, [ e
Of x+ 1004

152. Denlikleri subut etmeli:

/2
a) limf1 dx = 0; b) lim | sin"xdx = 0.
153. Tapmaly:
1 be
dx . dx
a 1 : b ax
) lim T )sleroa!f(x) o

bu }'ferdea>0, b>0we f(x) € C[O0, 1].

154. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde tizniiksiz we ¢(x) funksiya [a, b] ke-
simde lizniiksiz, (a, b) interwalda differensirlenyin bolsun. Seyle-de, sol interwalda
@'(x) > 0. Bolekleyin integrirleme usulyny peydalanyp we orta baha baradaky birin-
Jji teoremany ulanyp, orta baha baradaky ikinji teoremany subut etmeli.

Orta baha baradaky ikinji teoremany ulanyp, integrallary bahalandyryii:

2007 b o
155. f sinx . 156. f € ginxdx (@>0;0<a<b).
X ; X

1007

b
157. fsjnxzdx (0 <a< b).

158. Goy, ¢(x) we ¥(x) funksiyalar [a, b] kesimde kwadratlary bilen integrir-
lenyén bolsun. Kosi-Bunyakowskinin deflsizligini subut etmeli:

{fqo x)ih(x dx} fgo (x) dxfw(x

159. Goy, f(x) funksiya [a, b] kesimde lizniiksiz differensirlenyin we f(a) = 0
bolsun. Densizligi subut etmeli:

M <(b—a) fbf'z(x)dx

bu yerde M = sup | f(x)].

as<x<b

160. Denligi subut etmeli:

n+p

lim Si%dx -0 (p>0).

n—oo
n
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§3. Hususy dil integrallar

1. Ciiksiz aralygyii hususy dil integrallary. Eger f funksiya [a,+o0) aralykda
kesgitlenen we VB & [a, +o) {i¢in [a, B] kesimde integrirlenyin bolsa, onda

lim f fx)dx

B—+cx

......

+ oo B
f flx)dx = lim f Ax)dkx. (1)
Eger f funksiya (—oo, b] aralykda kesgitlenen we VA & (-, b) li¢in [4, b] ke-

b
simde integrirlenyén bolsa, onda f f(x)dx hususy dél integral

— o0

[ fxydx = lim_ [ flx)d @)

predel arkaly kesgitlenydér.
(1) we (2) hususy dil integrallaryn degislilikde yokarky we asaky cédklerine ol

Eger-de f funksiya (—o0,+0) aralykda kesgitlenen we VA, B & (—o0,+00) iigin [A4, B]

+ o0
kesimde integrirlenyéin bolsa, onda f f(x)dx hususy dil integral

— 00

[ s = tim [ e ©

B—+00
predel arkaly kesgitlenyar.
+ oo
1-nji mysal. /(@) = f d%f integraly @ parametre baglylykda deriiemeli.
Jox

C.B. Bu integral (1) gorniisdédki integraldyr. Sonun {i¢in ilki bilen asakdaky
integraly hasaplalyn:

B InB, a =1 bolanda;
[H=18"_ 1 1 boland
Jx 1_@—@_1,a7& olanda.

Bu deiilikleriii esasynda @ > 1 bolanda

B
lim (4= L
X

B—+oo a-—1
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@ <1 bolanda bolsa

B
lim [ =40,
Bﬂ+001 X

Diymek, garalyan integral kesgitleme esasynda a > 1 bolanda yygnanyar, <1
bolanda bolsa dargayar. C.S.

2. Cikli aralygyn hususy dil integrallary. Eger ¢ékli [a, b) aralykda kesgitle-
nen f funksiya b nokadyn kébir golay towereginde ¢iksiz bolup, VA4,B & [a,b) licin
[a, B] kesimde integrirlenyén bolsa, onda

Bl—»i]érloff(x)dx

------

ff(x)dx = Bﬁglaff(x)dx. (4)

Eger (a, b] aralykda kesgitlenen f funksiya a nokadyn kdbir golay towere-
ginde ¢éksiz bolup, VA,B < (a,b] licin [A4, b] kesimde integrirlenyin bolsa, onda f
funksiyanyn (a, b] aralykdaky hususy dél integraly

J fx)ydx = tim [ fx)d 5)

predel arkaly kesgitlenyar.
4
2-nji mysal. /(@) = f (dx3)a integraly @ parametre baglylykda deriiemeli.
x p—
3
C.B. Bu integral (5) gorniisdéki integraldyr. Sonun {i¢in, ilki bilen, asakdaky
integraly hasaplalyn:

4 —1In|A -3, @ =1 bolanda;

— _ 1 —a
Afx_3)“_ lia_(Al—i)k , @ # 1 bolanda.

Bu denligin esasynda @ < 1 bolanda

4
. _ 1
£1£I%Jf(x)dx S l-a’
a > 1 bolanda bolsa bu predel tiikeniksizlige dendir. Diymek, garalyan integral
a <1 bolanda yygnanyan integral, @ > 1 bolanda bolsa dargayan integraldyr. C.S.
(4) we (5) hususy dil integrallaryn degislilikde yokarky we agaky céklerine ol
integrallaryn ayratyn nokatlary diyilyar.
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Dernielisi birmenzes bolany tigin difie yokarky ¢édgi ayratyn nokat bolan hususy
dél integrallara garalyin we olary seyle kesgitlalin.

3. Umumy gorniisdiiki hususy diil integral. Eger ffunksiya [a, b) aralykda kes-
gitlenen we VB € [a, b) ii¢in [a, B] kesimde integrirlenyin hem-de b onun ayratyn
nokady (b = +oo ya-da b tiikenikli bolup, sol nokadyn kébir golay towereginde

b
f¢iksiz) bolsa, onda f f(x)dx hususy dil integral

J Ax)dx = lim [ flx)d (©)

predel arkaly kesgitlenyar.
Bu predel bar bolanda integrala yygnanyan hususy dil integral, beyleki hallar-
4. Hususy dil integrallaryii yygnanma olgegleri
1) Kosinin olgcegleri. Ve > 0 {gin [a, b)) € B (0 > 0) san tapylyp, VB’,
B" € (B, b) (VB',B" € (b- 0, b)) ligin

f”f(x)dx <e

deiisizliginl yerine yetmegi (6) integralyn yygnanmagy li¢in zerur we yeterlikdir.
2) otrisatel dil funksiyanyn hususy dél integralynyn yygnanma olcegleri.
Otrisatel dil / funksiyanyn hususy dél (6) integralynyn yygnanmagy ii¢in

F(B) = ff(x)dx

funksiyanyn yokardan ¢dkli bolmagy zerur we yeterlikdir.
5. Hususy dil integrallaryi yygnanma nysanlary
Denesdirme nysanlary

b
1. Eger Vx € [a, b) li¢in 0 < f(x) < g(x) bolsa, onda ], = f g(x)dx integralyn
b a
yygnanmagyndan | = f f(x)dx integralynl yygnanmagy we / integralyfi dargama-

gyndan /| integralyn dargamagy gelip ¢ykyar.
2. Eger [a, b) aralykda polozitel f we g funksiyalar iigin
tim A% _ g
=0 g(x)
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predel bar bolsa, onda

a) 0 <k <+oo bolanda /| integralyn yygnanmagyndan / integralyf yygnanmagy
gelip ¢ykyar;

b) 0 < k < +oo bolanda /, integralyfi dargamagyndan / integralynn dargamagy
gelip ¢ykyar;

¢) 0 <k <+oo bolanda /, we [ integrallar bir wagtda yygnanyar ya-da dargayar.

3. Eger x — +oo bolanda () < f(x) < %, C> 0 we p > 1 bolsa, onda / integral
X

(b = +oo ligin) yygnanyar, eger-de f(x) < %, C>0we p <1 bolsa, onda / integral
X

(b = +oo licin) dargayar.
4. Eger x — b bolanda 0 < f(x) < (Cb)”’ C>0 we p<1 bolsa, onda / in-
x f—

—, C>0 we p>1 bolsa, onda / integral

tegral yygnanyar, eger-de f(x) < ¢

dargayar. (x=b)
Abeliit we Dirihlinin nysanlary:
1. Abelin nysany. Eger I integral yygnanyan we g funksiya [a, b) aralykda mo-
noton we ¢akli bolsa, onda
b
[ fx)g(x)d ™)

a

integral yygnanyar.

2. Dirihldnin nysany. Eger F(x) = f (x)dx funksiya [a, b) aralykda cékli we
g funksiya sol aralykda monoton we x — b bolanda nola ymtylyan bolsa, onda (7)
integral yygnanyar.

Bellik. Sular yaly 6lgegler we nysanlar asaky ¢dgi ayratyn nokat bolan hususy
dél integrallar ticin hem bardyr.

3
3-nji mysal. f ¢2 integraly derfiemeli.
P VaAx—x" =3

C.B. Bu integralyn céklerinin ikisi hem sol integralyin ayratyn nokatlarydyr.
Sonun ti¢in ol integraly deriiemek ti¢in ilki ony

f dx :fz dx +J3' dx
D Vax—x" =3 [ Vax—-x"=3 § Vax—x" -3

gorniisde yazyp, olary ayratynlykda dernélin:
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lim

2)
A41+0J-m A HOJ‘W

= Aymoar051n(x -2)E - Akl{rioar051n(A —-2)= 7,

_ . . _ B — 7T
= B{lgrloarcs1n(x )

B
. dx
lim | —=——
3“3‘0! Vix —x' =3
Diymek, predellerin ikisi hem bardyr. Sonui ii¢in garalyan integral yygnanyar
we ol integral predellerin jemine dendir:

7+7 7. C.S.

| —

Cakli aralyk ti¢in yokarda garalan hallarda hususy dél integrallaryil integrir-
leme ¢iklerinifi ifi bolmanda birisi integralyfi ayratyn nokadydyr. Yone ayratyn
nokadynyn integrirleme aralygyn i¢inde yerlesydn haly hem dus gelyar.

Eger ayratyn nokady bolan N € (a, b) nokatdan basga [a, b] kesimii dhli
nokatlarynda kesgitlenen f funksiya, a < 4 < C < B < b serti kanagatlandyryan
VA, B iigin [a, A] we [B, b] kesimlerde integrirlenydn bolsa, onda ol funksiyanyn
[a, b] kesimdéki hususy dil integraly

ff(x)dx = Aggloff(x)dx + ngloff(x)dx (8)

deﬁlik bO)'Iunga kesgitlen}'/éir Sunlukda bu predellerii ikisi hem bar bolanda hususy

rrrrrr

b
ff(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx
a a C
deiilik boyunga kesgitlenyar.
(o d
4-nji mysal. | —%X__ integraly derfiemeli.
Jvh—ﬁ|

Bu integralyn ayratyn nokady C = 1 nokatdyr. Sonui ii¢in ilki asakdaky pre-
delleri tapalyii:

A 1
: dx . dx : AT
lim | ——%— = lim |——%— = lim arcsinx|) = %,
Aalodf /|1—x2\ Aalodj‘ /1 -2 A-1-0 )
f = lim In(x+ > = 1)l = In(2 +v3).

B 1+0 B~1+0
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Bu predellerin barlygy iicin berlen integral bu predellerin jemi gorniisinde kes-
gitlenyar:

—+ln|2+«/7|

[oa o f o oo

6. Hususy dil integrallaryii bas bahasy. Eger ayratyn nokady bolan
N € (a,b) nokatdan basga [a, b] kesimin dhli nokatlarynda kesgitlenen f funksiya,
a<A<C<B<b serti kanagatlandyryan VA, B U¢in [a, A] we [B, b] kesimlerde

b
integrirlenyan bolsa, onda ol funksiyanyn f f(x)dx hususy dél integralynyn dar-

gayan halynda V6 >0 li¢in

hm

ff(x)dx + ff(x)dx

N+06

......

V.P. f f(x)dx bilen belgilenyir, yagny

V.P. ff x)dx = lim ff(x )dx + ff(x

N+6

+ oo
Sona menzeslikde, dargayan f f(x)dx hususy dil integral ii¢in eger

— o0

A
[-A4,A] C (-0, +o0) bolanda Alim J. f(x)dx predel bar bolsa, onda sol predele
ﬂ+oo

f f(x)dx hususy dil integralyn bas bahasy diyilyir we V.P. f f(x)dx bilen belgi-

lenyir. Seylelikde,

V.P. Tf(x)dx = lim fA Sf(x)dx

+
5-nji mysal. f L+x —dx hususy dal integralyn bas bahasyny tapmaly.
1+x°

C.B. Kesgitleme boyunca

— o0
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+ o0

+A
1 +x l4+x 5. _ 1 1 NV
V.P. f L dx—Aherl L dx = llrilm<arctgx+ 2ln(1+x))‘7A—

— _ oy L L+AYN s g _
= Alier<arctgA arctg(—A) + 5 ln1 i A2> =2 lim arctgA = 7 C.S.

Goniikmeler
Integrallary hasaplamaly:
+ oo 1
61. | % (a>0). 162. [Inxd.
a 0
+ o0 1
163. dx 164. f dx
— 00 1 + x2 —1 1 - X2
+oo +oo
165. f 166. f dx
5 X+x—2 (X +x+1)
+o0 tx 9
l67.f dx l68.f x+1 g
; 1+ ;o1
1 + 00
169. dx . 170. dx .
J(Z_X>V1—x 1f V142 +x°
+ oo
171. [ _xlnx 172. arctgx
| f<1 2y
+ oo
173. fe—“"cos bxdx (@a>0). 174. f “sinbxdx (a>0).
0

Peseltmek formulalarynyil komegi bilen asakdaky hususy dél integrallary ha-
saplamaly (7 — natural san):
+ oo
175. 1, = [ x"e "dx.
]
+ oo d
176. 1, = X (ac—b*>0).
i (ax® + 2bx + ¢) (ac )

+ oo

- dx o x"dx
177. 1, = | T 178.1,,_0f T
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+ o0
179. I, = dx
Of Chn+1x

/2 /2

180. a) [ In sinxdx. b) [ In cosxdx.
/ /

181. J e 2 W—C()de integraly tapmaly, bu yerde E (0,+o0) koplik
E sinx

interwalyn integral astyndaky anlatmanyn manyly nokatlarynyn kopliigi.

182. Derligi subut etmeli:
+ oo + o0
ff(ax + %)dx = %ff(v x° + 4ab )dx,
0 0

bu yerde a > 0, b > 0 we denligin ¢ep boleginddki integral bar hasap edilyar.

183. p(f) = lim 1 J. f(t)dt sana f(x) funksiyanyn (0, +o0) interwaldaky orta
x—+oo X
0

------

Funksiyalaryni orta bahalaryny tapmaly:
a) f(x) = sin’x + cos’ (xv/2);

b) f(x) = arctgx;

¢) flx) = xsinx.

184. Tapmaly:

| T;_le_tdt
a) limxf COST gy, ¢) lim=* :
0 l =0 It
! X
[Vi+dar )
b) lim & ) limx [

bu yerde @ > 0 we f(¢) funksiya [0, 1] kesimde tizniiksiz.

Integrallaryn yygnanmagyny deriiemeli:

+ oo

2 + oo
185. [ —xdx 186, [ dx
Jx4_x2+1 lf a1 1
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2
187. f dx_ 188.
G nx
1
189. f X" 1n? L gy 190.
0
+ o0
191. f ArCI8A v (a#0) 192.
g X
+ oo
193, [ X arctex .o (1 >0) 194.
i 24"
+ o0 2
195. [ sin‘x ;. 196.
B X
1 n
197. [_Xxdx 198.
Ofvl —x*
199. T pdx . 200.
§ X +x
s In(sinx)
201,  nisinx) . 202.
f o
+ oo
203. | dx .
J x"(Inx)’(Inlnx)
204 ( dx
=g x =@ x = a,
+ o0
205. f “|x— 1 dx.
206.
yonekey kopagzalar.

(@, <a,<..

<a).

f B (x Pu(x) dx bu yerde P (x) we P (x) degislilikde m we n derejeli 6zara

Asakdaky integrallaryn absolyut we sertli yygnanmaklaryny derfiemeli:

+ oo

207. f SINX 4 (Gorkezme: [sinx| > sin).
X

0
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+ o0 + o0

208. f de 209. | x"sin(x?)dx (g #0).

x+ 100
0

/2 +oo
210. fsin(secx)dx. 211. fxzcos(ex)dx.

0 0

+o +o sin(x + L)
212. f de (g >0). 213. f v x) gy

¢ 1+ ; x"

+ o0
214. f ];;”T(j:)) sinxdx, bu yerde P (x) we P (x) — bitin kopagzalar we x>a>0

bolanda P (x) > 0.

+ oo

215. Eger f f(x)dx yygnanyan bolsa, onda x — +oo bolanda f(x) — 0 bolmagy
hokmanmy:

a) fsm( *)dx; b) fZ—l)[xz]dx?

+ oo
216. Goy, f(x) € CY [a, +o), a < x < +oo bolanda |[f'(x)| < C we f|f(x) \dx
integral yygnanyan bolsun. x — +o0 bolanda f(x) — 0 bolyandygyny subut etmeli.

+ oo
(Gorkezme: f Ax)f'(x)dx integrala seret).
217. [a, b] kesimde kesgitlenen ¢iksiz f(x) funksiyanyn yygnanyan hususy dél
b
f f(x)dx integralyna sol funksiyanyn
ff(ti)Axi (O, St=x, Ax,=x,-x

integral jeminin predeli hokmiinde garamak bolarmy?

+ o0
218. Goy, f f(x)dx integral yygnanyan we ¢(x) funksiya ¢ékli bolsun. Onda

[ )t m
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integral hokman yygnanyarmy? Degisli mysal getirin.
+ o0
Eger f f(x)dx integral absolyut yygnanyan bolsa, onda (1) integralyfi yygnan-
magy barada ndme aytmak bolar?

+ o0
219. Eger f f(x)dx integral yygnanyan we f(x) monoton funksiya bolsa, onda

flx) = < ) bolyandygyny subut etmeli.

220. Goy, f(x) funksiya 0 < x <1 aralykda monoton we x = 0 nokadyn golay

1
towereginde ¢éksiz bolsun. Eger f f(x)dx integral bar bolsa, onda
0

lim-—- ! z f ff(x)dx

deniligi subut etmeli.
221. Eger f(x) funksiya 0 < x < a interwalda monoton we

fxpf(x)dx

0
hususy dél integral bar bolsa, onda
. p+1 _
lim x fx)=0
denligi subut etmeli.

222. Denlikleri subut etmeli:

1 + o0 + 00
ave [E=o  bvve | ldixz = 0; ¢) V.P. [sinxdx = 0.
-1 0 —X — 0

223. x>0 bolanda lix = V.P. f ﬁii& bardygyny subut etmeli.
0

Asakdaky integrallary tapmaly:

224. VP, f de 225.V.p. f dx
S X —3x+2 l/lenx
+00
226. V.P. f 1+x 12 g 227. V.P. f arctg xdx.

— oo
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§4. Kesgitli integrallaryn geometriyada ulanylyslary

1. Tekiz figuranyii meydany. Yokarsyndan we asagyndan degislilikde [a, b]
kesimde tizniiksiz y = f)(x) we y = f (x) funksiyalaryn grafikleri, ¢epinden we sa-
gyndan x = a we x = b (a < b) goni ¢yzyklar bilen ¢cdklenen tekiz figuranyini (/6-njy

surat) meydany
b

§= [LA) = f(x)Jx m

formula boyunga tapylyar.
Hususan-da, yokarsyndan [a, b] kesimde tizniiksiz y = f(x) funksiyanyn grafigi
bilen ¢édklenen egri ¢yzykly trapesiyanyn meydany (/7-nji surat)

S = fbf(x)dx

formula boyunca tapylyar.
Eger egri ¢yzykly trapesiyany yokarsyndan c¢iklendirydn ¢yzyk
x=(0), y=uU(@), a<t<pB, (a=g9@a)=<e?)=<elB)=Db)

parametrik gorniisde berlen bolsa, onda onuii meydany

B
5= [u(e (1)

formula boyunga tapylyar.
Eger tekiz figura parametrik gorniisde berlen

x=0@), y=y@0), (@ <t<t), xt)=x(1), ¥1)=y{)
egri ¢yzyk bilen ¢éklenen bolsa, onda ol figuranyin meydany

S=—[¥(ne (a5 = el (1)

YA YA
B e
) =/ y=1y
C
4 s
y =/
M N|_ o
ol a b” x o a b T x
16-njy surat 17-nji surat
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formulalar boyunga tapylyar. Olardan bolsa meydan ii¢in

$ =3 [lo0¥ (1) = (0)e/ (0

formula alynyar.

2. Egri ¢yzykly sektoryii meydany. Polyar koordinatalarynda [, /] kesimde
tizniiksiz 0 = p(#) funksiyanyn grafigi we polyar oky bilen @ hem /5 burglaryny
emele getiryan sohleler bilen ¢éklenen egri ¢yzykly sektoryn (/8-nji surat) meydany

B
_ 1 (.2 10
s==5[o'(0)a (10)

a

formula boyunca tapylyar.

228. Goni parabolik segmentiit meydanynyn

-2
S = 5bh

formula boyunca tapylyandygyny subut etmeli, bu yerde b segmentin esasy, 4 onuil
beyikligi (/9-njy surat).

Goni burcly dekart koordinatalarynda berlen ¢yzyklar bilen ¢éklenen figura-
larynt meydanlaryny tapmaly (parametrleri poloziteldir):

229.ax =)?, ay = x> 230.y=x%* x+ty=2.
23l.y=2x—-x* x+y=0. 232.y =|lgx|, y=0, x=0,1, x=10.
233.y=2% y=2, x=0.

234.y=(x+ 1), x=sinty,y=0 (0<y<1).

3
235.y=x,y=x+sin’x (0<x<7). 236.y=—-9 _ y=0.

612 + X2 ’
h
2 <
18-nji surat 19-njy surat

17. Sargyt Ne 2666
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2 2
237. X 4 % = 1. 238.3% = x> (a* — x?).
a

239.y% =2px, 27py* = 8(x — p)*.
240. Ax* + 2Bxy + Cy*=1 (A>1,4C—B*>0).

3
241. 2 = _ X x =2a (sissoida).
Y T 2a—x

2 2
242, x = gInEFTVE =Y v;’—y —Jd =y, y=0 (traktrisa).

21432 = X' (x>0;n>-2).
y 9
(1+x"+%)

244.y = e?sinx|,y =0 (x>0).
245. y* = 2x parabola x* + y* = 8 tegelegin meydanyny haysy gatnagykda
bolyar?

246. x> — y* = 1 giperbolanyn M(x, y) koordinatasyny giperbolanyn M'M du-
gasy we iki OM we OM'’ sohleler bilen c¢dklenen giperbolik S = OM'M sektoryn
meydanynyn funksiyasy hokmiinde anlatmaly, bu yerde M'(x, —) nokat Ox okuna
gord M nokada simmetrik nokatdyr.

Parametrik gorniisde berlen ¢yzyklar bilen ¢éklenen figuralarynn meydanlaryny
tapmaly (parametrlerin hemmesi poloziteldir):

247.x = a(t—sint), y = a(l —cost) (0<t<2m)we y=0.
248. x =2t — %y =2t* 1.

249. x = a(cost + tsinf), y = a(sint — tcost) (0 <t < 27) (tegelegiil yazgyny) we
x=a,y=<0.

250. x = a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin2¢).

2 2
251. x = %COSSZ‘, y= %sin% (c* = a* — b?) (ellipsin ewolyutasy).

.2
+ sin

Polyar koordinatalarynda berlen ¢yzyklar bilen ¢dklenen figuralaryin S mey-
danlaryny tapmaly:

253. r* = a*cos2¢ (lemniskata). 254. r=a(1 + cosp) (kardioida).
255. r = asin3 ¢ (¢ yapraklylyk).
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N - T ,_T
256. r = T cosp (parabola), ¢ = R Q= 5

257.r=—P ___(0<e<1)ellips).
1+ ecosep
258.r =3 + 2cose.

259, , =1 ,__1 <
d go’r sin @ <O<(p_2>.

260. r = acosp, r = a(cosp + sing) (M(a/2, 0) € S).

261. ¢ = rarctgr ¢yzyk we ¢ = 0 we ¢ = /3 iki sohle bilen ¢iklenen
sektoryn meydanyny tapmaly.

262. r* + ¢* =1 ¢yzyk bilen ¢éklenen figuranyin meydanyny tapmaly.

263. ¢ =sin(zr) (0 <r < 1) ¢yzyk bilen ¢éklenen figuranyn meydanyny tapmaly.
264. ¢ =4r—r’, ¢ = 0 ¢yzyklar bilen ¢éklenen figuranyn meydanyny tapmaly.
265. ¢ =r—sinr, ¢ = & ¢yzyklar bilen ¢éklenen figuranyn meydanyny tapmaly.

266. r = lzftt 5 P = 17Z ; yvapyk ¢yzyk bilen ¢dklenen figuranyit meydany-

ny tapmaly.

Polyar koordinatalaryna gecip, berlen ¢yzyklar bilen c¢dklenen figuralaryn
meydanlaryny tapmaly:

267. x* +y* = 3axy (Dekartyn yapragy). 268. x* +y*=a? (x* +)7).

269. (x* +y?)* = 2a*xy (lemniskata).

Deinilemeleri parametrik gorniise getirip, berlen ¢yzyklar bilen ¢éklenen
figuralaryn meydanlaryny tapmaly:

270. x*3 + y*3 = ¢*3 (astroida).

271. x* + y* = ax’y (Gorkezme: y = tx almaly).

3. Cyzygyii dugasynyii uzynlygy
Endigan (lizniiksiz differensirlenyin) ¢yzygyn y = y(x) (a < x < b) dugasynyn
uzynlygy
b

[ = f 1+ y?(x)dx

a

formula boyunca tapylyar.
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Eger ¢yzyk parametrik gorniisde lizniiksiz differensirlenyén
x=¢), y=9@0) (a<x<p), (a=g9@)=<p(?)<eB)=0>b)
funksiyalaryn grafigi hokmiinde berlen bolsa, onda duganyn uzynlygy

B
L= [Jer () + o7 ()t

formula boyunca tapylyar.
Eger-de ¢yzyk polyar koordinatalarynda iizniiksiz differensirlenyédn r = r(¢)
(a < ¢ <) funksiyanyn grafigi h6kmiinde berlen bolsa, onda duganyn uzynlygy

B
[ = f/rz(co) +77 (@) de

formula boyunca tapylyar.

Asakdaky egri ¢yzyklaryn dugalarynyi uzynlyklaryny tapmaly:
272.y =x%* (0<x<4). 273.y*=2px (0<x<x,).
274. y = ach% A(0, a) nokatdan B(b, h) nokada ¢enli.

275.y =e (0<x<x,). 276.x:%y2—%lny (1<y<e).

277, y = aln—, & 5 0=xzb<a). 278.y=teost (g <x<a<T)
a

/ 2 2
279.x=alna+?)_y—\/az—y2 (0<b<y<a).

3

280. 5" = % (0<x< %a) 281. X2 + 325 = g2 (astroida).

2a — x
282.  — azcos i, y= Cl’jsm t, ¢ = a’ — b (ellipsiii ewolyutasy).

283. x = cos’t, y = sin't.

284.x =a(t—sint), y = a(l — cost) (0 <t <2m).

285. x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost) 0 < ¢ < 27 (tOweregin yazgyny).
286.x=a(sht—1t),y =a(cht—1) (0<t<T).

287.x=cht,y =sh’, (0<t<T).
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288.r=ap (0 < ¢ <27) (Arhimedin spiraly).
289.r=ae™ (m>0) (0 <r<a). 290. r=a(l + cosy).

291.p=_— P < 292. r = gsin® &
’ 1 + cosg <|§D|_2>' F=asing
— ath®? (0<o< -1 I\ (1<r<
293.r = ath—- (0< ¢ <27). 294. ¢ 2<r+r>(1_r_3).
_ (sho
295. 9 = /r (0<7<5). 296.¢—f7dp (0<r<R).

0
297.r=1+cost,¢:t—tg%(OStST<7r).

298. x = acost, y = bsint ellipsin dugasynyn uzynlygynyin y = csin%

sinusoidanyn bir tolkunynyn uzynlygyna dendigini subut etmeli, bu yerde

c=+va —b>.

299. 4ay = x? parabola Ox oky boyunca typylyar. Parabolanyn fokusynyn
zynjyr ¢yzygyny emele getirydndigini subut etmeli.

300. y = i(% — x)/; ¢yzyk bilen ¢iklenen meydanyti tdwereginii uzynlygy

sol ¢yzygyn konturynyn uzynlygyna den bolan tegelegin meydanyna bolan
gatnasygyny tapmaly.

4. Jisimin gowriimi. Eger Ox oky onun x nokadynda kesyén perpendikulyar
tekizligin jisimin kesiginddki meydany tizniiksiz S = S(x) (a <x < b) funksiya bolsa,
onda ol jisimin gowriimi

V= fS(x)dx

formula boyunca tapylyar.
Eger-de jisim a < x < b, 0 <y < f(x) egri ¢yzykly trapesiyanynn Ox okunyn
dasyndan aylanmagyndan alynyan bolsa, onda ol jisimin géwriimi

V= nfbfz(x)dx

formula boyunca tapylyar.

Eger-de jisim [a, b] kesimde lizniiksiz y = f,(x) we y = f(x) funksiyalar ti¢in
a<x<b, f,(x)<y<f,(x) tekiz figuranyfi Ox okunyni dagyndan aylanmagyndan alyn-
yan bolsa, onda ol jisimifi gowriimi
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V=7 [(f(x)=f (x)dx

formula boyunca tapylyar.

5. Aylanma iistiin meydany. Eger f funksiya [a, b] kesimde {izniiksiz diffe-
rensirlenip, otrisatel bolmasa, onda y = f{x) (a<x=<b) ¢yzygyn Ox okunyn dagsyndan
aylanmagyndan emele gelen tiistiih meydany

b

q= 27fff(x) 147 (x)dx

a

formula boyunga tapylyar.

301. Esaslary a we b taraply goniiburcluk, yokarky gapyrgasy ¢ we beyikligi 4
bolan licegin gdwriimini tapmaly.

302. Parallel esaslarynyii taraplary 4, B we a, b gdniiburcluk bolan yadygérligin
beyikligi 4. Onun géwrliimini tapmaly.

303. Esaslarynyii yarym oklary 4, B we a, b ellips hem-de beyikligi # bolan
kesik konusyn géwriimini tapmaly.

304. Esasy S, beyikligi H bolan aylanma paraboloidin gdwriimini tapmaly.

305. Goy, jisimin Ox okuna perpendikulyar kesiginin S = S(x) meydany kwad-
ratik S(x) = Ax*> + Bx + C [a<x<b] diizgiin boyunga liytgeyan bolsun, bu yerde A4,
B we C — hemiselik ululyklar. Ol jisimin géwriiminini Simpsonyn

v ="H]s(a)+ as(*5 L)+ 5(b)]

formulasy boyunca tapylyandygyny subut etmeli, bu yerde H = b — a.

306. Jisim M(x, y, z) nokatlaryn z rasional bolanda 0 <z<1; 0 <x<1; 0<y<l1
densizlikler bilen kesgitlenyin we irrasional bolanda 0 <z<1; -1 <x<0;-1<y<0
1
deiisizlikler bilen kesgitlenyan nokatlarynyn kopligidir. f S(z)dz = 1 integral bol-
sa, ol jisimiil gdwriiminii yokdugyny subut etmeli. 0

Berlen iistler bilen ¢dklenen jisimleriii gdwriimlerini tapmaly:

2 2

2
307. £ 4 5 =1, 2= £, 2=0. 308. % 4 4 2 (ellipsoid).

2 b

a b a ? c
2 2 2
300. X 1Y 2 z=x  310.x2+2=a, p+2=a
a b c
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3.2+ y*+22=a% x> + y* = ax. 312. 2> = b(a — x), x> + y* = ax.
2

2
X Y — — — —
313.?+ =1(0<z<a). 3ld.x+y+22=1,x=0,y=0,z=0.

2
z
315. x> +y*+ 22+ xy + yz + zx = @’
316. a<x<b, 0<y<y(x) meydanyn Oy okunyn dagyndan aylanmagyndan eme-
le gelen jisimin gowriiminin

b
V,= 27rjxy(x)dx

formula boyunca tapylyandygyny subut etmeli, bu yerde y(x) birbahaly {izniiksiz
funksiyadyr.

Berlen ¢yzyklaryil gorkezilen oklaryn dagyndan aylanmagyndan alynyan {ist-
ler bilen ¢éklenen jisimleriii gdwriimlerini tapmaly:

317. y = b(i)” * (0<x<a), Ox okunyii dasyndan (neyloid).
a
318. y = 2x — x2, y = 0: a) Ox okunyn dasyndan; b) Oy okunyn dasyndan.

319. y = sinx, y = 0 (0<x<m): a) Ox okunyn dagyndan; b) Oy okunyn dagyndan.

320. y = b(%){ y=b| % |- a) Ox okunyn dasyndan; b) Oy okunyni dagyndan.

321.y=¢e*,y=0(0<x<+00): a) Ox okunyii dagyndan; b) Oy okunyn dagyndan.

322. x> + (y — b)> = a* (0<a<b), Ox okunyn dasyndan.

323. x> —xy + y* = a*, Ox okunyn dasyndan.

324. y = ¢ “vsinx (0 <x <+w), Ox okunyn dagyndan.

325. x = a(t —sinf), y = a(1 — cost) (0=<¢<2x), y = 0: a) Ox okunyn dagyndan;
b) Oy okunyn dagyndan; ¢) y = 2a goni ¢yzygyn dasyndan.

326. x = asin’t, y = bcos’t (0<t<2x): a) Ox okunyn dasyndan; b) Oy okunyn
dasyndan.

327. x =2t— £,y =4t — £ ¢yzyklar bilen ¢éklenen meydanyn a) Ox okunyn
dasyndan; b) Oy okunyn dagyndan aylanmagyndan alynyan jisimin gdwriimini tap-
maly.

328. Polyar okunyfi dagyndan 0 <@ < ¢ </ <7, 0 <r <r(p) meydanyi aylan-
magyndan alynyan jisimiii gdwrliiminin
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B
_2r (.3 .
V= 3 fr (¢)sinpde

formula boyunca tapylyandygyny subut etmeli, bu yerde ¢, » — polyar koordinatalary.

Polyar koordinatalarynda berlen meydanlarynn gorkezilen oklarynn dagyndan
aylanmagyndan alynyan jisimlerin gowriimlerini tapmaly:

329. 7 = a(1 + cosp) (0<@<27): a) polyar okunyn dasyndan; b) ycosp = —&
goni ¢yzygyn dasyndan. 4

330. (x* +)?)? = a*(x* — y%): a) Ox okunyn dasyndan; b) Oy okunyn dasyndan;
¢) v = x gbni ¢yzygyn dasyndan. (Gérkezme: Polyar koordinatalaryna ge¢meli).

331.r =ag (a> 0; 0 < ¢ < 1) Arhimedin spiralynyn yarym aylawy bilen ¢édk-
lenen meydanyn polyar okunyn dasyndan aylanmagyndan alynyan jisimin gowrii-
mini tapmaly.

332. ¢ =71, ¢ = & ¢yzyklar bilen ¢éklenen meydanyn polyar okunyi dagyndan
aylanmagyndan alynyan jisimin gdwriimini tapmaly.

333. a =r = ay2sin2¢ meydanyn polyar okunyn dagyndan aylanmagyndan
alynyan jisimin gowriimini tapmaly.

Berlen ¢yzyklaryn gorkezilen oklaryn dasyndan aylanmagyndan alynyan
istlerin meydanlaryny tapmaly:

4,y = X (0<x< kunyti .

334. y=x_/ p (0<x<a), Ox okunyn dagyndan

335.y = acosg—z (Ix| £b), Ox okunyn dasyndan.

336.y = tgx (0 <x< %>, Ox okuny dasyndan.

337.y*=2px (0<x<x,): a) Ox okunyn dasyndan; b) Oy okunyn dasyndan.
2 2

338. % + % = 1 (0<b<a): a) Ox okunyn dasyndan; b) Oy okunyn dagyndan.

339. x> + (y — b)* = @® (b > a), Ox okunyn dasyndan.

340. x*3 + y** = a*3, Ox okunyn dasyndan.

341. y = ach% (Ix| £ b): a) Ox okunyn dagyndan; b) Oy okunyn dagyndan.
2 2
342, 4y = gIn @ TNE =Y [P y?, Ox okunyh dasyndan.
y
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343. x = a(t — sint), y = a(l — cost) (0 < ¢t < 2x): a) Ox okunyn dasyndan;
b) Oy okunyn dasyndan; ¢) y = 2a goni ¢yzygyn dasyndan.

344. x = acos’t, y = asin’t, y = x goni ¢yzygyn dasyndan.
345.r = a(l + cosp), polyar okunyn dasyndan.

346. r* = a’cos2¢: a) polyar okunyn dasyndan; b) ¢ = 7/2 okunl dasyndan;
¢) ¢ = m/4 okun dagyndan.

347. Jisim ay = a* —x* parabola we Ox oKy bilen ¢dklenen figuranyn Ox okunyn
dagyndan aylanmagyndan alynyar. Aylanma jisimin iistiininn defiululykly saryn iis-
tiine bolan gatnasygyny tapmaly.

348. y* = 2px parabola we x = p/2 goni ¢yzyk bilen ¢iklenen figura y = p goni
¢yzygyn dasyndan aylanyar. Aylanma jisimin gdwriimini we {istiini tapmaly.
§5. Kesgitli integrallaryn fizikada ulanylyslary

Momentlerin we agyrlyk merkezinin koordinatalarynyn hasaplanylysy.
Birjynsly material y = f(x) (a < x < b) ¢yzygyn Ox we Oy oklaryna gora statiki
momentleri

Mx:ff(x) 1 +£7(x)dx, My:fx 1 +£%(x)dx

formulalar boyunca, inersiya momentleri bolsa
I, _ffz )1+ (x)dx, I, _f 1+ £72(x)dx

formulalar boyunca tapylyar. Massasy we agyrlyk merkezinin koordinatalary
b

. v fxz 1+ f7(x)dx
m= [J1+f?(x)dx, xo= ot = ’

b

f 14 f£7(x)dx

a

ff(x) 147 (x)dx

X —— a

Ye = b
f 147 (x)dx

formulalar boyunga tapylyar.
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Egri ¢yzykly trapesiya gorniisindéki birjynsly tekiz material figuranyn Ox we
Oy oklaryna goré statiki momentleri

M, = %jf(x)dx, M, = fxf(x)dx

formulalar boyunca, massasy we agyrlyk merkezinin koordinatalary

b b
1

) Y fxf(x)dx Y 7 ff(x)dx
msz(x)dx, X=—>=4r— y="t=—t

m m

: [ Ax)ax [ Ax)ax
formulalar boyunca tapylyar.
........................ G

gecydn diametre gord statiki we inersiya momentlerini tapmaly.
350. y* = 2px (0 < x < p/2) parabolanyn dugasynyi x = p/2 goni ¢yzyga gora
statiki momentini tapmaly.
351. Esasy b we beyikligi 4 bolan birjynsly licburcly plastinanyn esasyna gora
statiki we inersiya momentlerini tapmaly (0 = 1).
352. ay =2ax—x* (a>0) we y =0 ¢yzyklar bilen ¢dklenen parabolik segmentin
Ox we Oy oklaryna gord [ = M<2") we [, = M(zy ! inersiya momentlerini tapmaly.
Inersiyanyn r we r, radiuslary, yagny
2 2
I,=Sry, I,=S8r,
denlik boyunga kesgitlenyian ululyklar nimé den? Bu yerde S segmentit meyda-
nydyr.
353. Yarym oklary a we b bolan birjynsly elliptik plastinkany onufi esasy
okuna goré inersiya momentini tapmaly (0 = 1).
354. Esasynyn radiusy » we beyikligi 4 bolan birjynsly tegelek konusyn onun
esasynyn tekizligine gord statiki we inersiya momentlerini tapmaly (o = 1).
355. Radiusy R we massasy M bolan birjynsly saryn diametrine goré inersiya
momentini tapmaly.

356. Guldenin birinji teoremasyny subut etmeli: tekiz C duganyn sol duganyn
tekizliginde yatyan we ony kesmeydn okunl dagyndan aylanmagyndan emele ge-
len iistiin meydany sol duganyn uzynlygynyn duganyn agyrlyk merkeziniii ¢yzyan
towereginin uzynlygyna kopeldilmegine dei.
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357. Guldenin ikinji teoremasyny subut etmeli: tekiz S figuranyn sol figuranyn
tekizliginde yatyan we ony kesmeyidn okun dagyndan aylanmagyndan emele ge-
len jisimin géwriimi sol figuranyili S meydanynyn agyrlyk merkeziniii ¢yzyan
towereginin uzynlygyna kopeldilmegine den.

358. x = acosp, y = asing (|¢| < a < ) tegelek duganyn agyrlyk merkezinin
koordinatalaryny kesgitlemeli.

359. ax =)?, ay = x* (a > 0) parabolalar bilen ¢dklenen yaylanyn agyrlyk mer-

keziniil koordinatalaryny kesgitlemeli.

2 2
360. x—z + y—z <1 (0<x<a,0<y<b)yaylanyn agyrlyk merkezinini koordi-
a b

natalaryny kesgitlemeli.
361. Radiusy a bolan birjynsly yarym saryn agyrlyk merkezini kesgitlemeli.

362. r =ae™ (m > 0) logarifmik spiralynt O(— oo, 0) nokatdan P(¢, r) nokada
¢enli OP duganyni C(¢,, 7)) agyrlyk merkezinifi koordinatalaryny kesgitlemeli.

363. 7 = a(1 + cosp) ¢yzyk bilen ¢dklenen yaylanyn agyrlyk merkezinin koor-
dinatalaryny kesgitlemeli.

364. x = a(t —sint), y = a(1 — cost) (0 <t < 271) ¢yzygyn birinji arkasy bilen
ciklenen yaylanyn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny kesgitlemeli.

365. 0 <x <a; y* <2px meydanyn Ox okunyn dasyndan aylanmagyndan emele
gelen meydanyn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny kesgitlemeli.

366. x* +y* +z2 = a* (z > 0) yarym saryn agyrlyk merkezinin koordinatalaryny
kesgitlemeli.

Degisli integral jemleri diiziip we olaryn predellerini tapyp, asakdaky mesele-
leri ¢6zmeli.

367. Eger uzynlygy / = 10m bolan sterzenin ¢yzyk dykyzlygy 6= 6 + 0,3x
kg/m diizgiin boyunca iiytgeyan bolsa, onda sol sterzenin massasyny tapmaly.

368. Radiusy R bolan yerin istiinden m massaly jisimi /4 beyiklige galdyrmak
ticin ndhili i sarp edilydr? Jisim tiikeniksizlige daslasanda ol i ndmé& den bolar?

369. Eger 1 kg giiyc pruzini 1 sm dartyan bolsa, onda mayysgak 10 sm pruzini
dartmak {i¢in nédge is sarp ediler? (Gorkezme: Gukun kanunyndan peydalanmaly).

370. Diametri 20 sm we uzynlygy 80 sm bolan silindr 10 kg/sm* basys esa-
synda bug bilen doldurylan. Bugun temperaturasyny hemiselik hasap edip, bugun
gowrilimini iki esse azaltmak ticin nihili is etmeli?
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371. Diametri suwun {lstiinde bolan we radiusy a bolan yarym tegelek
gorniisdiki dik diwarjyga suwun basys giiyjiini kesgitlemeli.

372. Eger asaky esasynyi suwa ¢iimme derejesi ¢ = 20 m, asaky esasy a=10m,
yokarky esasy b = 6 m we beyikligi 4 = 5 m bolan trapesiya gorniisdiki dik diwar-
jyga suwun basys gliyjiini kesgitlemeli.

Difterensial deiilemeleri diiziip, asakdaky mysallary ¢6zmeli:

373. Nokadyn tizligi
9 =293 +at
diizgiin boyunga iiytgeyar. [0, 7] wagt aralygynda ol nokat néhili yol gecer?

374. Radiusy R we dykyzlygy 0 bolan birjynsly sar w burg tizligi bilen 6z
diametrinin dagyndan aylanyar. Saryii kinetik energiyasyny kesgitlemeli.

375. Hemiselik ¢yzyk dykyzlygy ¢ bolan tiikeniksiz goni ¢yzyk sol ¢yzykdan
a uzaklykdaky m massaly material nokady néhili gliy¢ bilen dartar?

376. Hemiselik iist dykyzlygy 0, bolan a radiusly tegelek plastinkanyti sol
plastinkanynn O merkezi arkaly gecydn, plastinkanyn tekizligine perpendikulyar
yerlesyin, in yakyn PQ uzaklygy b deit m massaly material P nokady néhili giiy¢
bilen dartyandygyny kesgitlemeli?

377. Torigellininl diizgilini boyunga suwuklygyn gapdan akys tizligi
9 =cy2gh,

bu yerde g — agyrlyk giliyjiininn tizlenmesi, £ — suwuklygyn desikden yokardaky
derejesinin beyikligi we ¢ = 0,6 tejribe koeffisiyenti.

Yokarsyna cenli doldurylan diametri D = 1 m we beyikligi H =2 m bolan dik
silindr asaky diiybiindéki diametri d = 1 sm tegelek desik boyunca nige wagtda
bosar?

378. Aylanma jisimi bolan gap ndhili gorniisde bolanda ondan suwuklyk akan-
da peselme derejesi deidlgegli bolar?

379. Radiniil dargama tizligi her wagt pursadynda onuii mukdaryna proporsi-
onaldyr. Eger baslangy¢ 7 = 0 pursatda radinift mukdary Q, gram, 7'= 1600 yyldan
soft onunt mukdary iki esse azalan bolsa, onda radinin dargama diizgiinini tapmaly.

380. Ikinji tertipli prosesde 4 jisimi B jisime ge¢irmegin himiki reaksiyasynyn
tizligi ol jisimleriii konsentrasiyalarynyn kopeltmek hasylyna proporsional. Eger
gapda ¢t = 0 min B jisiminl 20%-1 bar bolsa, ¢t = 15 min soit onunt mukdary 80% bolan
bolsa, onda 7 = 1 sag son gapda B jisimifl ni¢e goterimi bolar?

381. Gukun kanuny boyunca sterzenin € uzalmasy degisli kese-kesikde o gliy-
jiin napryazeniyesine proporsional, yagny
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-0
€= 1
bu yerde E — Yungui moduly.

Eger esasynyn radiusy R, konusyn beyikligi # we udel agramy y bolan konus
gorniisli sterZzen esasy boyunca berkidilen we depesi asak ugrukdyrylan bolsa, onda
ol agyr sterzeninl uzalmasyny kesgitlemeli.

§6. Kesgitli integrallaryn takmyny hasaplanylysy

382. Goniiburgluklar formulasyny ulanyp (n = 12),

2T
X sin xdx
0

integralynl takmyny bahasyny hasaplamaly we ony takyk jogaby bilen denesdirmeli.

Trapesiyalar formulasyny ulanyp, integrallary hasaplamaly we olaryn
yalityslyklaryny bahalandyrmaly:

d.

1 1
383. [ (n=3). 384, L
0 0

1+x

(n=12).

/2

38s. 1— L51112x dx (n=06).
[

Simpsonyn formulasyny ulanyp, integrallary hasaplamaly:

9 T
386. f Jxdx (n=4). 387. f V3 + cosx dx (n=06).
1 0
2 \ xdx
Sinx — = =
388. Of S g (n=10) 389. Of it ) (1=6)

390. n = 10 alyp, Katalanyn hemiseligini hasaplamaly:

1
G = dex.
Joox
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4~ f dx > formulany ulanyp, 7 sany 107-e genli takyklykda ha-

4
391.
4 J1+x

saplamaly.

1
392. f e"zdx integraly 0,001-e ¢enli takyklykda hasaplamaly.

0
1
393. f (e = l)lnldx integraly 10 *-e ¢enli takyklykda hasaplamaly.
X
0

+ oo

394. f e*"Z dx dhtimallyklar integralyny 0,001-e ¢enli takyklykda hasaplamaly.

0
395. Yarym oklary @ = 10 we b = 6 bolan ellipsiii uzynlygynyii takmyny ba-
hasyny tapmaly.

396. Ax = 7/3 alyp, nokatlar boyunga y = f %dt (0 <x <2r) funksiyanyn
grafigini gurmaly. 0
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KOP UYTGEYANLI FUNKSIYALAR

§1. Kop iiytgeyanli funksiyalaryn predeli we iizniiksizligi
1. Kop iiytgeyinli funksiya diisiinjesi. Tertiplesdirilen hakyky (x, ..., x )

......

arasyndaky uzaklyk
0(x,y) = /(X = 1) + (% = %o + oo + (X = V)’
formula boyunca kesgitlenyin m olcegli ginislige m 6lgegli Yewklid ginisligi diyil-
yar we R™ bilen belgilenyir.
M C R kopliigifi her bir x = (x , ..., x ) nokadyna u hakyky sany degisli edyén
fdiizgiine M kopliikde kesgitlenen kop tiytgeyanli funksiya diyilyar.
M C R™ kopliikde kesgitlenen kop tiytgeyénli funksiyany belgilemek {i¢in
STM—>R, u=fx), xEM u=fx,..,x)
yazgylar ulanylyar. Sunlukda, funksiyanyn kesgitlenen M kopliigine funksiyanyn

------

Eger funksiya kdbir ailatmalar arkaly anyk gorniisde berlen bolsa, onda
onuil kesgitlenis yaylasy diylip sol anlatmalaryit manyly nokatlarynyn kopliigine
diistinilyar.

1-nji mysal. Iki dytgeyanli w=In(1-x*—)?) funksiya R> ginisligin
M={(x,y):x*+)*’<1} kopliginde kesgitlenendir. Onuni bahalar yaylasy bolsa
(=00, 0) interwaldyr.

1
/ oy -4
M= {(x,y,z):x*+y*+z*>4} kopliginde kesgitlenendir. Onun bahalar yaylasy bolsa
(0; +o0) interwaldyr.
Hemiselik ¢ san tigcin M C R™ kopliikde kesgitlenen f1i¢in

S, .x )=c
deriligi kanagatlandyryan (x , ..., x ) nokatlar kopliigine f funksiyanyf dereje kop-

......

2-nji mysal. Ug iiytgeyinli u = funksiya R® ginisligin

we dereje Usti diyilyar.
Mysal ligin, eger f(x,, x,, X;) = x; + X, + x; bolsa, onda ol funksiyanyii
dereje tisti merkezi koordinatalar baslangyjynda we radiusy r =+c¢ bolan

2 2 2
X; + x; + x5 = ¢ sferadyr.
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2. Funksiyanyi nokatdaky predeli. Goy, f funksiya M C R™ kopliikde kesgit-
lenen we a & R" nokat M kopliigin predel nokady bolsun.

{x"} C R™yzygiderligin predeli we yygnanmagy san yzygiderliginki yalydyr.

Geynénin kesgitlemesi. Eger a nokada yygnanyan islendik {x"} C M (x"+#a)
yzygiderlik ii¢in {f(x")} san yzygiderligi A sana yygnanyan bolsa, onda 4 sana f'

f funksiyanyn a nokatdaky predeli yazgyda seyle anladylyar:
hmf(x) = A, (]11‘)1’1 Of(x) = A Yya-da lim f(Xl,...,Xm> = A.
xX—a o(x,a)— X —a

Kosinin kesgitlemesi. Eger Ve > 0 tigin 0 > 0 san tapylyp, 0 < o(x, a) < 0 serti
kanagatlandyryan Vx &€ M {¢in |f(x) — 4| < € densizlik yerine yetse, onda 4 sana f

Bu kesgitlemeler bir iytgeyanli funksiyanyn degisli kesgitlemelerinin kop tiyt-
geyénli funksiya licin umumylasdyrmasydyr.

Bellik. Funksiyanyn predelinin £ C M kopliik boyuncga tapylyandygyny gor-
kezmeklik zerur bolanda 4 sanyn f funksiyanynn £ kopliik boyunga a nokatdaky
predeli bolyandygy

lim Ef(x) =A

X—axe

yazgyda anladylyar.
2
3-nji mysal. f(x,y) = 43’“7;2 funksiyanyn (0, 0) nokatda predelinin yokdu-
X + 2y

gyny subut etmeli.

C.B. Geyniniit kesgitlemesini ulanmak dgin, (x",y"") = <%,%),
m oy _ (1 1 o .
(0", »n") = n 2 yzygiderliklere garalyn. Olar {icin n—o bolanda

(™, ) — (0,0), (x”, ") = (0,0) bolyandygy aydyiidyr. Yéne

Ay = Too7 —S’;nz Ax”y") =1

deiiliklerin esasynda [imAx"™,y"”) = 0, limA(x\",y") = 1. Sonuit i¢in hem

Geyninin kesgitlemesi esasynda funksiyanyi (0,0) nokatda predeli yokdur. C.S.
Eger Ve > 0 tigin 6 > 0 san tapylyp, o(x, @) > 0 serti kanagatlandyryan Vx € M
ticin |[f(x) — A| < € densizlik yerine yetydn bolsa, onda 4 sana f funksiyanyi x — oo

------

limf(x) = A

X — 00
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diylip, yazgyda belgilenilyar.

—(x+y

4-nji mysal. lim (x* +y*)e ") = 0 denligi subut etmeli:

y—+oo
C.B. Vx>0 we Vy > 0 iicin
0< (P +)y)e ™ < (x +y) e
we lim °e”" = 0 bolyandygy sebipli, Ve>0 iicin 6>0 tapylyp, V¢> 6 {icin Le <&
X—+o00

deiisizlik yerine yetydr. Ondan subut edilmeli denlik gelip ¢ykyar. C.S.

Bir iiytgeyanli funksiyalaryn predelleri tigcin subut edilen hésiyetleriii, kop tiyt-
geyinli funksiyalar licin hem yerine yetyéndigi afisatlyk bilen gorkezilyar.

I-nji hdsiyet. Goy, M C R™ kopliikde kesgitlenen £, g we ¢ funksiyalar ii¢in
[ g <e®), xEM, limflx)=lime(x)=A

sertler yerine yetsin. Onda lim g(x)=A.

2-nji hésiyet. Eger M C R™ kopliikde kesgitlenen fwe g funksiyalaryn a nokat-
da predelleri bar bolsa, onda f+ g, fx g we f/g (limg(x) # 0 bolanda) funksiyalaryn
hem a nokatda predelleri bardyr. e

Bir tiytgeyénli funksiyadan tapawutlylykda kop tiytgeyénli funksiyanyn x —a
bolandaky predeli kesgitlenende x ululyk a nokada islendik ugur boyunca we is-
lendik ¢yzyk boyunca ymtylyp biler. Sonda eger funksiyanyn a nokatda predeli bar
bolsa, onda onun sol nokatda islendik ugur boyunca we islendik ¢yzyk boyunca
predelleri bardyr we olar defidirler. Yéne onuii tersi dogry dildir. Mysal ticin, 3-nji
mysaldaky funksiyanyn (0,0) nokatda y = x* parabolanyi ugry boyunga predeli
bardyr, ¢iinki f(x, x*) = 1, yone onun (0,0) nokatda predeli yokdur (ony sol mysalda
gorkezipdik).

3. Gaytalanyan predel diisiinjesi. Kop lytgeyanli funksiyanyn predeli bara-
daky kesgitlemelerde onun m sany liytgeyan ululyklarynyn dhlisi bir wagtda kabir
iki gat, m = 3 bolanda ii¢ gat). Yone kop iiytgeyanli funksiyalar iicin basga hili pre-
del diistinjesi hem girizilyar. Ol predel diisiinjesi funksiyanyn tiytgeyanleri boyunca
yzygiderlikde, yagny gaytalap predele gegcmek bilen baglanysyklydyr. Sonun iigin

......

lim lim... lim f(x,x,,...,x,,)

X —>ll1.x2—’(lz Xm—’tlm

18. Sargyt Ne 2666
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vazgyda belgilenyar. Beyleki tertipddki gaytalanyan predeller hem sonun yaly
kesgitlenilydr. Bu predel diisiinjesinin iki tiytgeyéanli u = f(x, y) funksiya ii¢in
kesgitlenisine ginisleyin garalyn.
Goy, u = f(x, y) funksiya (a, b) € R*> nokadyn, onun 6ziinden basga miimkin
bolan, kébir [x —a| <4, [y — b| <, goni burgly golay tdwereginde kesgitlenen bolsun.
Goy, 0 <[y — b| < 0, serti kanagatlandyryan her bir bellenen y {i¢in u = f(x, y)
funksiyanyfix ululyga goérd a nokatda ¢(y) = lim f(x,y) predeli we ¢(y) funksiyanyti

b nokatda B = lim go(y) predeli bar bolsun. Onda B sana f(x, y) funksiyanyn (a, b)

lim limf(x,y) = B
y—bx—a
yazgyda belgilenilyir.Yazgydan gomiisi yaly, seyle kesgitlenip gaytalanyan predel-

de ilki x — a bolanda predele gegilip, sofira y — b bolanda predele geg¢ilyér. Edil
suna menzeslikde beyleki tertipdiki gaytalanyan predel hem kesgitlenilyar:

limlimf(x,y) =
x—ay—b

Umuman aydylanda, B # C. Yokarda belleysimiz yaly, gaytalanyan predeller-
den tapawutlandyrmak ii¢in

Gim fxy) = limflxy) =

------

Bu predellerin biri-birleri bilen baglanysygyny asakda goreris.
5-nji mysal. f(x,y) = xsin% + ysin% funksiyanyn (0, 0) nokatdaky iki gat
we gaytalanyan predellerini hasaplamaly.

C.B. Predelinl 1-nji hidsiyetini ulanyp,

.1 -1
< - <
0_’x51ny+ysmx‘_\X|+|y|

densizligin esasynda " yl)l{l(l f(x,y) = 0 detiligi alarys. Yone
hmysm— (y #0), lirrgxsin% (x#0)
v

predellerin yokdugy sebipli

11m<hmxsmL + hmy sin 1 ) hm(hmxsmL + hmy sin L )
y—=0\x-0 y X y—=0\y-0 y X
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gaytalanyan predeller yokdur.

Diymek, garalyan funksiyanyn (0, 0) nokatda iki gat predeli bolup, onun gay-
talanyan predelleri yokdur. C.S.

Bu mysal iki gat predelin bar mahaly hem gaytalanyan predellerin bol-
mayandygyny gorkezyar. Tersine hem bolyandygyny asakdaky mysal tassyklayar.

6-njy mysal. f(x,y) = #yyz funksiyanyi (0, 0) nokatda iki gat we gayta-

lanyan predellerini hasaplamaly.
C.B. Bu funksiyanyn (0, 0) nokatda gaytalanyan predelleri bardyr, yagny
lim lin(}f(x,y) = lim limf(x,y) =0,

x—0 y— x—0 y—0

yone iki gat predel yokdur, ¢linki ol predel koordinata oklary boyunca nola den,
y=x goni ¢yzyk boyunca bolsa 1/2 dendir.

Diymek, garalyan funksiyanyn (0, 0) nokatda nola den gaytalanyan predelleri
bolup, yone onun iki gat predeli yokdur. C.S.

Seylelikde, funksiyanyn berlen nokatda dine iki gat predelinin bardygyndan
gaytalanyan predelleriii barlygy we tersine, gaytalanyan predellerinn bardygyndan
iki gat predellerin barlygy gelip ¢ykmayar.

Gaytalanyan predeller bar bolanda-da olar biri-birlerine hemise den dildirler,
yagny olaryn den bolmayan yagdaylary hem bardyr.

2 2
7-nji mysal. f(x,y) = X fc :yx ~— Y funksiyanyf (0, 0) nokatdaky gayta-

lanyan predellerini hasaplamaly.
C.B. IIki bilen,

o(y) = limflxy) =y~ 1, $(x)=limflxy)=x+1
bolyandygyny goryéris. Sonun ti¢in hem
lyizlggo(x,y) = lim Li{l(}f(x,y) = lyi_g(}(y -1)=-1,
lime(y) = lim lipf(x.») = lim(y = 1) == 1
Bu yerden gaytalanyan predellerin ikisiniit hem bardygyny, yone olaryii den
déldigini goryéris. C.S.

Lu=x+y. 2-u:\/1—x2+\/y2—1.
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3.u:~/1—x2—y2, 4. :#,
! Vi +y =1

2 2
S55u=/(+y - 1Dd—-x*—y"). 6.u= /Lz_xz_
2x —x"—y

Tou=y1-(x"+y). 8. u = In(—x —y).

9. u = arcsin%. 10. 4 = arccos—*—
1.y = arcsin% +arcsin(l —y). 124 = /sin(x* +y%).
13. 4 = arccos ——2— 14. u = In(xyz).

15.u = In(—1 — x> —* + 2°).
Funksiyalaryn dereje ¢yzyklaryny gurmaly:

16.z=x +y. 17.z=x* +)~
18.z=x>—)~ 19.z=(x + y).
20. ;=Y. 2. ,=— 1
x X"+ 2y
22,z =/xy. 23.z=|x| +y.
2.z =|x| + |y| - |x + . 25. z = min(x, y).
26. z = max(|x|, [y|). 27.z = min(x?, ).
28. z = ¥ +5?, 29.z =¥ (x > 0).

o (x—al+y
30.z =x% (x>0) 31-Z:1n m (a>0)

32. 7 = arctg% (a>0). 33.z=sgn(sinx siny).
X +y —a

Funksiyalaryn dereje iistlerini tapmaly:

Mu=x+y-+z 35.u=x>+)*+ 22
36.u =x*+)* -2 37.u=(x+y?+z2
38. u = sgnsin(x? + ) + 2%).

Denlemeleri boyunga iistlerin hisiyetlerini deriiemeli:

39.z = f(y — ax). 40. z = (Y x> + 7).
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41. 7 = xf(%) 42. , :f(%)

1, eger y=ux

43. flx, :{ ’ ’

Ax) 0, eger y<ux
funksiyanyn grafigini gurmaly.

. bolsa, funksiya tli¢in F(f) = f(cost, sint)

2x ,
)’y2 boyunga f(L%) tapmaly.

44. Berlen f(x,y) = —
X+

2 2
45. Berlen Ay) _ VX rYy (x > 0) boyunca f(x) funksiyany tapmaly.
X X

46. Goy, z = \/5 +f(«/; — 1) bolsun. y=1 bolanda z=x bolyan f we z funk-
siyalary kesgitlemeli.

47. Goy, z =x + y + f(x — y) bolsun. y = 0 bolanda z = x* bolyan f we z funk-
siyalary tapmaly.

48. Berlen f(x +y, %) = x" — y’ boyunga f(x, y) funksiyany tapmaly.

49. flx,y) = i—;i funksiya iigin

limflim flx,y)} =1 lim{lim f(x,y)} = -1
predellerin bardygyny, yone ona garamazdan lirgl f(x,y) predelinn yokdugyny subut
etmeli. y0

2.2
50. flx,y) = — XY funksiya ti¢in
Xy +(x—y)

iyl .0} = iyl S} = 0

predellerin bardygyny, yone ofla garamazdan lirrol f(x,y) predelinn yokdugyny subut
etmeli. v

51, flx,y) = (x + y)sin%sin% funksiya ticin

}(igr(;{&i{rg f(x,y)} we gi{r(;{}cigrg Jlx,y)}-
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Gaytalanyan predelleriii ikisinin hem yokdugyny, yone omna garamazdan
lirrol f(x,y) = 0 predelini bardygyny subut etmeli.

y—0

52. lim
x=0 x+y

y—0

— predel barmy?

53.x = tcosa, y = tsina (0 <t < +o00) s6hle boyunga
f(x, ) =xle =
funksiyanynl t — +oo bolandaky predeli ndma den?
54. Berlen funksiyalar {i¢in
i Axy)p we i )
predelleri tapmaly:

xz+y2
a) fla,y) = 55—, a=o,b=0x;
X +y

b) flx,y) = X ,a=o,b=+0;
1 +x

¢) flx,y) = sin 2x7f-3i€-y ,a=o0,b = oo

) f(x,y) xytgl T

e)f(x,y)=log (x +y),a=1,b=0.
Ikigat predelleri tapmaly:

55. lim # 56. lim x4+y
e X=Xy tYy o X +y
57, lim S0 58. lim (x* +y*)e ",
Ze X i
. Xy < 2 2y
59. lim (———) . 60. lim (x +y) .
e\ X Y 320
2
: 1\ ln(x+ey>
61. lim (1 +—> . 62. lim —~=——L=~
Ve X LoV x Y

63. Eger x = pcosg, y = psing bolsa, onda haysy ¢ ugur boyunga asakdaky
predeller bolmaly:
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X

a) lime*' +’; b) limex27y2-sin2xy?

o—+0 00—+

Funksiyalaryn iiziilme nokatlaryny tapmaly:

64-u:+, 65., - Y
x2+y2 x_l_y
66.u= >+ 67. u = sin-L.
X +y Xy
1 _ 2 2
68. y=—+_ 69. u=1In(1 — x> —H?).
“ sinxsiny u=In(l-x"=y7)
70. =1
xyz
71.y = In 1 .
J(x—al+(y—bP+(z—c)
2y

, eger X 4y #0,
72. flx,y) =+’

0, eger x'+y° =0

funksiyanyn tiytgeydn x we y ululyklaryii her biri boyunga (beylekisinini bellenen
bahasynda) tizniiksizdigini, yone liytgeyéin ululyklaryn toplumy boyunca iizniiksiz
déldigini subut etmeli.

2
xy

0, eger X' +y° =0

— >, eger X+ 7y #£0,

bolsa, funksiyanyn (0, 0) nokatda sol nokat arkaly ge¢yan her bir
x =tcosa, y=tsina (0<¢<+om0)
sOhldnin ugry boyunga lizniiksizdigini, yagny
It{r%lf(tcos a,tsina) = f(0,0)

predelinl bardygyny, yone ol funksiyanyn (0, 0) nokatda iizniiksiz déldigini subut
etmeli.

74. Cyzykly u = 2x — 3y + 5 funksiyanyn tlikeniksiz

E?={|x| <+ oo, [y <+oo}

tekizlikde dendlgegli lizniiksizligini dernemeli.

75.u = x* +y” funksiyanyn
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E? = {|x| < oo, [y < +oo}

tekizlikde denidlgegli tizniiksizligini dernemeli.

2

76. flx,y) = sinl_#2 funksiya x> + )* < 1 yaylada deiidlcegli iizniiksiz
funksiya bolarmy?

77. Berlen u = arcsin% funksiya kesgitlenen B yaylasynda tizniiksizmi?
B yaylada u funksiya dendlgegli tizniiksiz funksiya bolarmy?

78. Eger y # 0 we f(x, 0) = 0 bolsa, f(x,y)= xsin% funksiyanyn tiziilme
nokatlarynyn kopliginin yapyk kopliik déldigini subut etmeli.

79. Eger f(x, y) funksiya kébir G yaylada iiytgeyin x ululyk boyunga {lizniiksiz

we y boyunca x-e gord dendlcegli iizniiksiz bolsa, onda ol funksiyanyn sol yaylada
izniiksizdigini subut etmeli.

80. Eger f(x, y) funksiya kébir G yaylada liytgeyan x ululyk boyunca iizniik-
siz we y boyunca Lipsisiii sertini kanagatlandyryan bolsa, yagny V(x,y") € G,
V(x,y") € G bolup, hemiselik L iicin

[fGe, ) =G,y < LIy = "]
deiisizlik yerine yetydn bolsa, onda ol funksiyanyn berlen yaylada iizniiksizdigini
subut etmeli.

81. Eger f(x, y) funksiya iiytgeyan x we y ululyklaryn her biri boyunca tizniik-
siz we olaryn biri boyunga monoton bolsa, onda ol funksiyanyn liytgeyanlerin top-
lumy boyunga {izniiksizdigini subut etmeli.

82. Goy, f(x, y) funksiya a<x<A4, b<y<B yaylada lizniiksiz, ¢ (x) (n=1,2,...)
yzygiderlik [a, 4] kesimde dendlgegli yygnanyan we b<¢ (x)<B serti kanagat-
landyryan bolsun. Onda F (x) = f(x, ¢ (x)) (n=1,2,...) yzygiderligifi [a, 4] kesimde
dendlcegli yygnanyandygyny subut etmeli.

83. Goy, 1) f(x, y) funksiya G(a<x<A4; b<y<B) yaylada iizniiksiz; 2) ¢(x)
funksiya (a, A) interwalda tizniiksiz we onun bahalary (b, B) interwala degisli bol-
sun. Onda F(x) = f(x, ¢(x)) funksiyanyn (a, 4) interwalda iizniiksizdigini subut
etmeli.

84. Goy, 1) f(x, y) funksiya G(a<x<4; b<y<B) yaylada iizniiksiz;
2) x=¢(u,v) we y=19(u,v) funksiyalar G'(a'<u<A4', b'<v<B') yayla lizniiksiz bo-
lup, olaryn bahalary degislilikde (a, 4) we (b, B) interwallara degisli bolsun. Onda
F(u, v) =f(o(u,0), ¥(u,v)) funksiyanyn G’ yaylada lizniiksizdigini subut etmeli.
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§2. Kop iiytgeyinli funksiyalaryin hususy oniimleri we
differensiallary

Kop tiytgeyanli funksiyanyn iiytgeyan ululyklarynyn biri boyunga hususy
onlimi sol tiytgeyédn ululykdan beylekilerini hemiselik hasap edip, bir iiytgeyanli
funksiyanyil onliminin tapylysy yaly tapylyar.

Koép uytgeyanli u = f(x,, x,, ..., x, ) funksiyanyn birinji differensialy

_of of of
du = o, dx, + o, dx, + ... + 9 dx,,

m

formula boyunca tapylyar.
Egeru = f(x, x,, .., x ywex, = @(t,, t,, ..., ) (i = 1, ..., k) differensirlenyén
bolsa, onda ¢ylsyrymly funksiyanyn hususy ontimleri

of _ 9f o Of ox, . _
or = ax o, + ...+ x ot (i=1,..,m)
formula boyunca tapylyar.
Differensirlenydn u = f(x, y, z) funksiyanyn kosinus ugrukdyryjylary cosa,

cosf3, cosy bolan wektor bilen ugurdas / ugur boyunga oniimi

of _ of of of

BT oy 08 + gcosﬂ + 3, €087
formula boyunca tapylyar.
. B ... df of of o .
Koordinatalary u = f(x, y, z) funksiyanyn o 9y’ oz hususy oniimleri bolan

gradfz(%,%,g—];).

85. f/(x,b) = %[f(x,b)] denligi subut etmeli.

86. f(x,y) =x+(y— 1)arcsin / % funksiya tigin /(x, 1) hususy dniimi tap-
maly.

87. flx,y) = 3/ xy funksiya ti¢in (0, 0) we fy '(0, 0) hususy Oniimleri tapmaly.
Bu funksiya O(0, 0) nokatda differensirlenyérmi?

88. flx,y) =3/’ +y funksiya O(0, 0) nokatda differensirlenyarmi?
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89. x2+ 12> 0 bolanda f(x,y) = e 7 we £(0, 0) = 0 denlikler boyunga kes-
gitlenyén funksiyanyn O(0, 0) nokatda differensirlenyéndigini derfiemeli.

Funksiyalary1 birinji we ikinji tertipli hususy ontimlerini tapmaly:

90. u = x* + y* — 4xH2.

X
92.],[: —2

y

94. u = xsin(x + ).

9. u=xy + *.

9. yu=——-X__

2
95, y = COS X

2
96. u = tg*-. 97.u =x.
y
98. u = In(x +»?). 99. u = arctg%.
100. u = arctg Xty 101. u = arcsin X )
1 —xy o N yz
VX +y +z y
104. u = x"-. 105. u = x".
106. Berlen funksiyalar {igin
’u _ du
dxdy  dyox
deiiligi barlamaly:
a) u = x*—2xy—3y% b) u = x7; ¢) u = arccos /%.

2 2
107. x> +y*# 0 bolanda f(x,y) = xy x2 — y2 we £(0, 0) = 0 deiilikler boyunca
X +Yy

kesgitlenyan funksiya ti¢in

1.0, 0) %110, 0)

deiisizligi subut etmeli.

2xy 2250
108. flry) =12 7 F T~ bolsa, funksiya iigin £,(0, 0) barmy?
0, x=y=0

109. n dlgegli birjynsly u = f(x, y, z) funksiya {igin, birjynsly funksiyalar ii¢in,
Eylerin teoremasyny barlamaly:
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a)u=(x—2y+3z)% D= —%___; ¢)u= (l>y/z.
Y

110. Eger differensirlenyédn u = f(x, y, z) funksiya

xou o\ ou ou _
8 +yay+z8 nu

denleméni kanagatlandyryan bolsa, onda onun n 6lg¢egli, birjynsly funksiyadygyny
subut etmeli. (Goérkezme: Komek¢i F(t) = Sty tz) Sfunksiyadan peydalanmaly).
1"

111. Eger f(x, y, z) differensirlenydn n 6l¢egli birjynsly funksiya bolsa, onda
onun £ (x, y, 2), f,(x, y, 2), £'(x, y, z) hususy 6ntimlerinif (n — 1) tertipli birjynsly
funksiyalardygyny subut etmeli.

112. Eger u = f(x, y, z) iki gezek differensirlenyén n 6lcegli, birjynsly funksiya
bolsa, onda

9 4y 9 4 0N, — ain—
(ax+yay—l—zaz>u—n(n 1)u

denligin yerine yetyandigini subut etmeli.

Berlen funksiyalaryn birinji we ikinji tertipli differensiallaryny tapmaly (bu
yerde x, y, z baglanysyksyz liytgeyén ululyklar):

113, u = x™y". 14, y = X,
y
5. u=yx +y. 116. u = Iny x* + y°.
117. u = ev. 118. u =xy +yz + zx.
119. y = —=%—..
X +y

120. f(x,y,z) ==/ funksiyanyn df(1, 1, 1) we d*f(1, 1, 1) differensialla-
ryny tapmaly. Y

121. y = / x> + y* + z* funksiya {i¢in d%u > 0 defisizligi deriemeli.

122. x we y ululyklary absolyut ululyklary boyunca ki¢i hasap edip, berlen
anlatmalar tigin takmyny formulalary getirip ¢ykarmaly:

a) (1 -+ (1+y); b)In(1 +x)-In(1 +y); ¢ arcte f:xyy .

123. Funksiyanyn artymyny onui differensialy bilen calsyryp, afilatmalary ha-
saplamaly:
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a) 1,002 - 2,0032- 3,004  ¢) /1,02°+1,97°;  ¢)0,97"%.

2
by L0 . d) sin29° - tg46°;
4/0,984/1,05°
124. Eger taraplary x = 6 m we y = 8 m bolan goniibur¢lugyn birinji tarapy
2 mm uzaldylsa we ikinji tarapy 5 mm gysgaldylsa, ol goniiburglugyn diagonaly we
meydany nige tiytgér?

125. Sektoryn merkezi @ = 60° bur¢y Aa = 1° ulaldyldy. Sektoryin meydanynyn
iytgemezligi ticin onun R = 20 sm radiusyny nice kigeltmeli?

126. Kopeltmek hasylynyn otnositel yalityslygynyn kopeldijilerinn otnositel
valnyslyklarynyn jemine takmyny deiidigini subut etmeli.

127. Silindrin esasynynl R radiusy we H beyikligi dlgelende seyle netijeler
alyndy:
R=25m+0,1m;, H=40m=0,2m.

Silindrin géwriimi haysy absolyut A we otnositel 0 yalityslyklar bilen hasapla-
nyp bilner?

128. Ugburglugyn taraplary a = 200 m = 2 m, b = 300 m + 5 m we olaryn
arasyndaky burcy C = 60° = 1°. Ucburclugyi {i¢iinji ¢ tarapy nihili absolyut
yalityslyk bilen hasaplanyp bilner?

129. f(x,y) = /|xy| funksiyanyn (0, 0) nokatda iizniiksizdigini, sol nokatda
/.10, 0) we £(0, 0) hususy ontimlerifi ikisiniii hem bardygyny, yone (0, 0) nokatda
differensirlenmeyindigini subut etmeli.

(0, 0) nokadyti golay towereginde f '(x, y) we f '(x, y) onlimlerifi iiytgeysini
anyklamaly. V

130. x> +)? # 0 bolanda f(x,y) = ——2— we f(0, 0) = 0 deilik bilen kes-
NESE
gitlenyin funksiyanyn (0, 0) nokadynyn golay towereginde lizniiksiz we c¢ékli
Sf(x, ) we ]j '(x,y) hususy Oniimlerinin bardygyny, yone (0, 0) nokatda differensir-
lenmeyéndigini subut etmeli.

131.x2+)? #0 bolanda f(x,y) = (x* +y*)sin—L— we f(0, 0) = 0 deilikler
X" +y
bilen kesgitlenydn funksiyanyn nokadyn golay towereginde f '(x, y) we f(x,y) hu-
susy Oniimlerinifi bardygyny, (0, 0) nokatda olaryfi iiziilydndigini we sol nokadyn
islendik golay téwereginde ¢éksizdigini, ona garamazdan, ol funksiyanyn (0, 0) no-
katda differensirlenyéndigini subut etmeli.
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132. Kébir giibergek yaylada ¢ékli f '(x, y) we fy '(x,») hususy oniimleri bar bo-
lan f(x, y) funksiyanyn sol yaylada dendlgegli tizniiksizdigini subut etmeli.

133. Eger f(x, y) funksiya y-iii her bir bellenen bahasy ii¢in tiytgeyin x ululyk
boyunga iizniiksiz bolsa we {iytgeyédn y ululyk boyunca ¢akli fy '(x,») hususy onii-
mi bar bolsa, onda ol funksiyanyn {iytgeyin x we y ululyklaryn toplumy boyunga
lizniiksizdigini subut etmeli.

Berlen funksiyalaryn hususy 6nlimlerini tapmaly:
134d.u =x—y +x*+2xy +)* +x° = 3x% — > + x* — 4x%? + )* funksiyanyn
'u  3d'u o'u

, , hususy 6niimlerini tapmaly.
ax'’ ax’ay’ ax’ay’

3
135. u = xIn(xy) funksiyanyn ] 2“ hususy onlimini tapmaly.
ox~ dy
6
136. u = x*siny + y’sinx funksiyanyn 883 g‘ - hususy 6niimini tapmaly.
X"y’
137. 4 = arctg X T Y T2 =2 fnksiganyi 9'u hususy 6niimini tapmaly.
l—xy—xz—yz 9x9ydz
3
138. u = e¥ funksiyanyn 89?8;82 hususy dniimini tapmaly.
4
139. y = In 1 funksiyanyn _Qu__ hususy Oniimini
Jx=EF +(y—ny 9x9yd597
tapmaly.
140. u = (x — x )'(y — y,)? funksiyanyn 0" hususy Oniimini tapmaly.
ox”ay’
x 4+ . am+n L.
141. y = XY funksiyanyn ¢ % hususy 6niimini tapmaly.
X—y ox™" dy"
am+f’l

142. u = (x* + y*)e*" funksiyanyn

m

€U hususy 6niimini tapmaly.
y

p+g+r
143. u = xyze*™** funksiyanyn apa . ”r hususy Oniimini tapmaly.

dx" dy’ 9z

144. f(x, y) = e'siny funksiyanym fiﬁ'}”)(o, 0) hususy 6niimini tapmaly.

3
145. Eger u = f(xyz) bolsa, onda ou__p (t), t = xyz bolyandygyny subut
) e 0xdydz
etmeli we F' funksiyany tapmaly.
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146. u=x*-2x*y—-2xy* +y*+x3-3x*y—-3x)* +y* +2x*—xy + 2)? +x+y+1 funk-

] ) ) 5 5* 5* 5 5
siyanyii d*u differensialyny tapmaly, <4 ¢ U~ J U ' S U we & U hysusy
oniimler ndma den? dx  0x"dy 9x"dy" Ixdy Iy

Berlen funksiyalaryn gorkezilen tertipdéki doly differensialyny tapmaly:
147. d%u, u=x*+)*-3xy(x—y). 148.d%u, u = sin(x*+)?).

149. d"u, u =In(x + y). 150. d®u, u = cosxchy.
151. d*u, u=xyz. 152. d*u, u = In(x*y'z°).
153. d"u, u=e>?, 154. d"u, u = X(x)Y(y).
155.d"u, u=f(x+y+z). 156. d"u, u = e=+e,

157. Birjynsly n derejeli P (x, y, z) kdpagza ligin
d'P (x,y,z)=n!P (dx, dy, dz)
denligi subut etmeli.

158. Goy, Au = xg a” bolsun. Berlen funksiyalar tigin Au we 4*u =A(Au)
tapmaly: X

a)y = zx = b)u=In/x" +y.

X +Yy

+8u

159. Goy, Au = bolsun. Berlen funksiyalar {i¢in Au tapmaly:

ox’
a) u = sinxchy; b)u=Inyx’ +y.

2 2 2
160. Goy, A, u = <3M>2+(3u)2+(3u)2 we Ay = O 4 Uy .
ox ady oz ox dy oz
sun. Berlen funksiyalar tigin A u we A u tapmaly:

1
/xz n yz 422
Cylsyrymly funksiyalaryn birinji we ikinji tertipli oniimlerini tapmaly:
161. u = (2 + 12 + 2). 162. u =f<x,§>.

a)u=x>+y*+2z3-3xyz, b)u =

163. u = f(x, xy, xyz).

2
164. u = f(x + y, xy) funksiany#i aaxz;ty

onlimini tapmaly.
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2 2 2
165. u = f(x +y + z, x> + y* + 2?) funksiya ti¢in Ay = ou , ou 0 “ tap-

2 2
maly. ox ay oz

Cylsyrymly funksiyalaryii birinji we ikinji tertipli doly differensialyny tap-
maly (x, y, z — baglanysyksyz iiytgeyan ululyklar):

166.u =f(t),t =x + y. 167.u=f(0), 1= 2.
X
168. 4 = A/ x> +y°). 169. u = f(¢), t = xyz.
170. u = f(x> +)? + 22). 171.u=f(&,7), E =ax,n = by.

172.u=f(&,n), E=x+y,n=x-y 173.u=[(&n),E=xp, 7 = %

174. u = f(x + y, z). 175.u =f(x +y +z, x* + y* + 2°).
176.u:f<%,%>. 177.u=f(x,y,z),x=t,y=0£,z="~.

178.u=f(&,n,8),E=ax,n=by, { =cz

179.u =[5, 7, 8), & =x*+ )% n =x" =), {=2xp,

Berlen funksiyalar li¢in d"u differensialy tapmaly:

180. u = f(ax + by + cz). 181. u = f(ax, by, cz).
182.u=f(&,7,0),6=ax+by+czn=ax+by+tcz{=ax+by+cez.

183. Goy, u = f(r), r= /x> +y" + 2 we fiki gezek differensirlenyin funk-
siya bolsun.

Au = F(r)
denligi subut etmeli we F funksiyany tapmaly, bu yerde

2 2 2
Au =2 4+ 9 “ 4 9 Y
0x ay oz
Laplasyn operatory.

184. Goy, u we v iki gezek differensirlenyén funksiya we A Laplasyn operatory
bolsun.

A(uv) = uAv + vAu + 2A(u, v)
denligi subut etmeli, bu yerde

_Oudv , dudv , Ju v
Auv)=3ax T ayay T oz 0z
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185. u = In,/(x —a)’ + (y — b)* funksiyanyi hemiselik a we b ii¢in Laplasyi
il; + 82_L21 — () denilemesini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
ox
186. Eger u = u(x, y) funksiya Laplasyn defilemesini kanagatlandyryan
X Y
4y +y
landyryandygyny subut etmeli.

bolsa, onda v = u( 2) funksiyanyit hem sol deilleméni kanagat-

187. u=—1L (za b[) funksiyanyn hemiselik a we b {i¢in yylylyk geciri-
2av'mt
jiligin %t a’ u deiillemesini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
ox’

188. Eger u = u(x, t) funksiya yylylyk gegirijiligiii defilemesini kanagatlandyr-
yan bolsa, onda

X2 1
€4atu<x,—T> (t>0)
t at

=i

funksiyanyn hem sol defilemini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

189. = L J(x—aP +(y— by +(z— c) funksiyanyii r # 0 bolanda

Laplasyn

deiillemesini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
190. Eger u = u(x, y, z) funksiya Laplasyn defilemesini kanagatlandyryan bol-

sa, onda hemiselik k we r = /x> + y* + z” ii¢in

1 (kx Ky kz)

200 20 2
r roor r

V = —

funksiyanyn hem sol defilemédni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

191. u = Ce” :_ Ge , r=yx +y +2 funksiyanyn hemiselik C, C,
ticin Gelmgolsyn
2 2 2
ou , 9 Uy IuU _ 2y

denllemesini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
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192. Goy, u, = u/(x, y, z) we u, = u,(x, y, z) funksiyalar Laplasyn Au = 0
detnilemesini kanagatlandyryan bolsun.
v=u(x,y,z)+(*+)y*+2)u,x, y, 2)
funksiyanyi bigarmonik A(Av) = 0 denilemini kanagatlandyryandygyny subut et-
meli.

193. Goy, f(x, y, z) funksiya m gezek differensirlenydn n derejeli, birjynsly
funksiya bolsun. Denligi subut etmeli:

(xaax + y% + ZaaZ>mf(x’y’Z> = l’l(f’l - 1)(71 —m+ 1>f<x’y’2)

194. Differensirlenyin f funksiya we z = siny + f(sinx — siny) ii¢in
0z Jz

secxa + secyg

anlatmany yonekeylesdirmeli.

195. Erkin differensirlenyén f funksiya tigin z = x" f<y2> funksiyanyn
X

0z 0z _
Xax +2y8y = nz

denleméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
196. Erkin differensirlenydn f funksiya ti¢in z = yf(x* — »*) funksiyanyn

2 0z 0z _
y o +xyay =Xz

deiileméini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
197. Difterensirlenyin f funksiya we

_ 1L 4 1.5 1,2 Xz —
U= 15X 6x(y+z)+2xyz+f(y X,Z — X)
licin
Ou , du , du
ax "oy "oz

anlatmany yonekeylesdirmeli.
198. Goy, x> =vw, y* = uw, z> = uv we
fx,y,z2)=F(u, v, w)

bolsun. Deiiligi subut etmeli:

19. Sargyt Ne 2666
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x]i’+yfy’+zfz'= ub''+ vF '+ wF .

Erkin ¢ we ¢ funksiyalary yeterlik tertipde differensirlenyén hasap edip, ber-
len funksiyalar ti¢in defilikleri barlamaly:

199. z = @(x +?), y% _ x%z —0.

2
X

201.z:eyg0<yezy2>, (" =y )g—z+xygz = xyz.
_ Yy z\ ,ou ou ou _
202. u =x go(x x’g>’ X +ayay +Bzaz nu.
y (y z) Qu  ou . du _ ., XY
203. u = Inx + x¢ X ox +yay +Zaz u—+— e

204. u = @(x — at) + P(x + at), az—g{ — azibzl_
ot ox

205. 1 = x(x +y) +yih(x ), QU _ g Fu L Fu_
ox’ Bxay ay

e of2)en(2) ¢ 2 B2 o

20

=)

20

<

_on (Y i l) 2 9%u Fu , 2u _
.u—xgo(x>+x 1/f<x, " —|-2xy88 yayz_n(n 1u.

2 2
208. u =[x + ()], 887”82&;; :%?ﬁt'
X

Yzygider differensirleme arkaly, erkin ¢ we ¢ funksiyalary yoklamaly:

209. z = x + p(xy). 210. z = x@(%).

211 z = o/ a% +y7). 212.u = @(x —y,y —2).
213.u = @(%%) 214. z = p(x) + ().

215. 2 = p()P(). 216. 2 = (x + ) + P(x — ).
efSon(s) e storof)
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219. z = x* —)? funksiyanyn M(1, 1) nokatdaky Ox okunyn polozitel ugry bilen
a = 60° burcy emele getiryin / ugry boyunga oniimini tapmaly.

220. z = x> — xy + )»* funksiyanyn M(1, 1) nokatdaky Ox okunyn polozitel ugry
bilen @ burgy emele getirydn / ugry boyunga dniimini tapmaly. Haysy ugur boyunga
bu 6nlim: a) in uly bahany alar; b) i1 ki¢i bahany alar; ¢) nola deii bolar?

221. z = In(x* + y?) funksiyanyn M(x,, y,) nokatdaky sol nokat arkaly ge¢yin
dereje ¢yzygyna perpendikulyar ugur boyunga 6niimini tapmaly.

222. z=1 - ( + e ) funksiyanyn M< > nokatdaky sol nokatdan
a

V22

2 2
X+ y_2 = 1 ¢yzyga gegirilen icki normalyn ugry boyunc¢a 6niimini tapmaly.
a

223. u = xyz funksiyanyn M(1, 1, 1) nokatdaky /{cosa, cosf3, cosy} ugur
boyung¢a dniimini tapmaly.

Funksiyanyn sol nokatdaky gradiyentinin ululygy ndma den?

224. y = 17, r=yx +y +z funksiyanyn M/(x,, y, z,) nokatdaky

gradiyentinin ululygyny we ugruny tapmaly.

225. u = x* + > — Z* funksiyanyn A(e, 0, 0) we B(0, &, 0) nokatlardaky
gradiyentleriniil arasyndaky burcy tapmaly.

226. M(1, 2, 2) nokatda u = x + y + z funksiyanyn gradiyentiniin ululygy
»=x+y+z+0,001sin(10°7y/ x*> + y* + z*) funksiyanyn gradiyentiniii ululy-
gyndan néhili tapawutlanyar?

227. M (x,, y,» 2,) nokatdaky u = ax* + by* + cz> we v = ax’> + by> + cz* + 2mx +
+ 2ny + 2pz (a, b, ¢, m, n, p — hemiselik we a*> + b*> + ¢* # 0) funksiyalaryn

gradiyentleriniii arasyndaky burgunyn M nokat tiikeniksizlige daslasanda nola
ymtylyandygyny subut etmeli.

228. Goy, u =f(x, y, z) iki gezek differensirlenyén funksiya bolsun. Eger cosa,

2
cosf3, cosy [ ugrun kosinus ugrukdyryjylary bolsa, onda 87? = %(%) ikinji
onlimi tapmaly. ol

229. Goy, u = f(x, y, z) iki gezek differensirlenyéin funksiya bolsun we / {cosa ,
cosf, cosy,}, L {cosa,, cosp,, cosy,}, [ {cosa,, cosf,, cosy,} — zara perpendi-
kulyar ti¢ ugurlar bolsun. Denlikleri subut etmeli:

O (5] +(56) + (3] = (Be) + (5] +(52):
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2 2 2 2 2 2
831 82¢+8?:8L21+8L21+82t'
al; al; aly ox ay o0z

230. Goy, u = u(x, y) differensirlenyan funksiya bolsun we y = x* bolanda

u(x,y)=1we gl = x bolsun. y = x? bolanda g—;‘ hususy oniimi tapmaly.
X

231. Goy, u = u(x, y) funksiya
ox ady
denilemini kanagatlandyryan bolsun we ondan dasgary
u(x,2x) =x, ul(x,2x)=x
sertler yerine yetsin. Oniimleri tapmaly:

u (e, 2x), w0 2x),u ((x, 2x).

z = z(x, y) funksiya ti¢in denlemeleri ¢cozmeli:

2 2 n
232. 9°z _ ). 233. 9z _ . 234. 9°Z _ .
x> 9xay ay"
235. u = u(x, y, z) funksiya iicin defileméni ¢6zmeli:
2'u _
0xdydz

236. g_; = x° + 2y defileménif z(x, x?) = 1 serti kanagatlandyryan z = z(x, y)
¢ozliwini tapmaly.

237. gzi = 2 deilleménin z(x, 0) = 1, z/(x, 0) = x sertleri kanagatlandyryan
z=2z(x,y) g(‘jyzijwini tapmaly.

238. % = x + y deflleminin z(x, 0) = x, z(0, y) = »* sertleri kanagatlan-
xJy

dyryan z =z(x, y) ¢oziiwini tapmaly.

§3. Anyk dél funksiyalaryn barlygy we differensirlenmegi

1. Anyk diil funksiyalaryii barlygy. Goy, (x,, y,) nokadyn kébir golay towere-
ginde lizniiksiz we F hususy onitimi bar bolan F{(x, y) funksiya tgin:

1) F 6ntim (x,» ¥,) nokatda tizniiksiz we Fy(xo, v, #0;

2) F(x,,y,) = 0.
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Onda

a) x, we y, nokatlaryn degislilikde U(x,) we U(y,) golay towerekleri tapylyp,
Vx € Ulx,) tigin

F(x,y)=0 (1)
defileme bilen yeke-tak y = f(x) € U(y,) funksiya kesgitlenyir, yagny ol defileménin
yeke-tdk y = f(x) ¢6ziiwi bardyr;

b) y = f(x) funksiya U(x,) golay towerekde tizniiksiz we f(x,) = y,.

2. Anyk dil funksiyalaryii differensirlenmegi. Eger-de gosmaca

3) (x,,y,) nokadyt kébir golay towereginde F(x, y) funksiyanyi F_we F tizniik-
siz hususy oniimleri bar bolsa, onda

¢) f(x) funksiyanyn x nokadyi golay towereginde lizniiksiz 6ntimi bardyr we

: F.(x,y)
X) =——21
P ==F(xy)

Bellik. Eger (1) defilemede F(x, y) = F(x,, ..., x,, y) hasap etsek, onda yokar-

dakylar yaly degisli sertlerde
Fx,..,x,y)=0
detileme bilen yeke-tédk y = f(x,, ..., x ) funksiya kesgitlenyir.

3. Deiilemeler sistemasy bilen kesgitlenyin anyk dil funksiyalar. Eger
(x°,y°) = (xf s Xl V) e Ve ) nokadyn kébir golay towereginde {izniiksiz differen-
sirlenyén F(x, y) = F(x, ..., X , V|, ..., ¥) (i = 1, ..., n) funksiyalar tgin:

9F, R,

1 XO, 0 nokatda a(FiaaFn) — ayl B 8yn .
)05 3.y, | o, oF, |7 "

dy, 9y,

Q)F(y)=0(@G=1,..,n).

Onda x* € R" we )* € R" nokatlaryn degislilikde R D U(x’) we R" D U()")
golay towerekleri tapylyp, Vx & U(x°) ii¢in

F,))=0 (=1, .)
sistema bilen differensirlenyén yeke-tdk
v, =f(x,...x )€ UO)(E=1,..,n)

funksiyalar kesgitlenyir we f(x),...x0) =y, (i=1, ..., n).

Ol funksiyalaryn hususy oniimlerini tapmak ii¢in olary sol funksiyalaryn ¢ozii-
wibolan F(x, y) =0 (i = 1, ..., n) ulgamda ornuna goyalyil we alnan tozdestwony x,
(i=1, ..., m) boyunca differensirldp alarys:
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OF, 3y, | OF, . _
Z ayj aXZ 8—1 (l = 1,...,’1).

b

Bu bolsa % . % hususy Ontimlere gord ¢yzykly denlemeler sistemasydyr
X, X,

we onun kesgitleyjisi sert boyunca noldan tapawutlydyr. Diymek, ol sistemanyn
yeke-tiak ¢ozliwi bardyr we ony Kramerin usuly boyunca tapmak bolar.

239. Her bir nokatda iiziilydn Dirihlénin
y= {1, eger x rasional,

0, eger x irrasional

bolsa, funksiyasynyn y* — y = 0 deillemini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

240. Goy, f(x) funksiya (a, b) interwalda kesgitlenen bolsun. Haysy yagdayda
a <x < b bolanda
fx)y =0
denleménin yeke-tdk iizniiksiz y = 0 ¢6zliwi bar?
241. Goy, f(x) we g(x) funksiyalar (a, b) interwalda kesgitlenen we {izniiksiz
bolsun. Haysy yagdayda

Jx)y = g(x)
denileméinin (a, b) interwalda yeke-tik tizniiksiz ¢6ziiwi bar?
242. Goy,
xr+yr=1 (1)
deiileme berlen bolsun we
y=yx) (-1=x<1) ()

sol denileméni kanagatlandyryan birbahaly funksiya bolsun.
1. Nége birbahaly (2) funksiya (1) defileméni kanagatlandyryar?
2. Nége birbahaly tizniiksiz (2) funksiya (1) defileméni kanagatlandyryar?
3. Nége birbahaly iizniiksiz (2) funksiya (1) defileméni:
a) y(0) = 1 bolanda; b) ¥(1) = 0 bolanda kanagatlandyryar?

243. Goy,

x1=y (1)
denileme berlen bolsun we
Yy =yx) (-e0=x < +o0) )
sol defileméni kanagatlandyryan birbahaly funksiya bolsun.
1. Nége birbahaly (2) funksiya (1) defileméni kanagatlandyryar?

2. Nége birbahaly tlizniiksiz (2) funksiya (1) defileméni kanagatlandyryar?
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3. Nége birbahaly differensirlenyin (2) funksiya (1) defileméni kanagatlan-

dyryar?
4. Nige birbahaly tizniiksiz (2) funksiya (1) denilleméni:
a) y(1) =1 bolanda; b) ¥(0) = 0 bolanda kanagatlandyryar?

5. Nége birbahaly {izniiksiz y = y(x) (1 — 6 <x <1+ 0) funksiya y(1) =1 we 0
yeterlik kici bolanda kanagatlandyryar?

244. x> + y* = x* + y* denileme bilen kdpbahaly y = y(x) funksiya kesgitlenyar.
Haysy yaylalarda ol funksiya 1) birbahaly, 2) ikibahaly, 3) licbahaly, 4) dortbahaly?
Ol funksiyanyn sahalanyan nokatlaryny we onuf birbahaly sahalaryny kesgitleme-
li.

245. (x> +)?)*=x*—)? denleme bilen kesgitlenyan kdpbahaly y =y(x) (-1 <x<1)
funksiyanynl sahalanyan nokatlaryny we iizniliksiz birbahaly sahalaryny kesgitle-
meli.

246. Goy, f(x) funksiya a < x < b bolanda iizniiksiz we ¢(y) funksiya c <y <d
kesimde artyan we iizniiksiz bolsun. Haysy yagdayda ¢(y) = f(x) defileme birbahaly
y =@ (f(x)) funksiyany kesgitleyar? Bu sertlerde asakdaky funksiyalary derfiemeli:

a) siny + shy = x; b) e” = —sin’x.

247. Goy,

x=y+o() (1
bolsun, bu yerde —a < y < a bolanda ¢(0) =0 we |¢'(y)| <k < 1. - <x < ¢ bolan-
da »(0) = 0 serti we (1) denileméni kanagatlandyryan yeke-tik differensirlenyin
v =y(x) funksiyanyni bardygyny subut etmeli.

248. Goy, y =y(x)

x=ky +o(y)
deiileme bilen anyk dédl gorniisde kesgitlenydn funksiya bolsun, bu yerde hemiselik
k # 0 we ¢(y) differensirlenyin w-periodly periodik hem-de |@'(y)| < || serti kana-
gatlandyryan funksiya.

|k|w-periodly periodik #(x) funksiya tigin

y=%+wm

deiligi subut etmeli.

Berlen denlemeler bilen kesgitlenyin y =y(x) funksiyanyi y' we y" 6niimlerini
tapmaly:

249. X2+ 2xp — 1* = @ 25&1n¢x2+y2=zndg%a
251.y—¢esiny =x(0<e<1). 252. % =y* (x £y).
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253. y=2x arctg%.
254. 1 +xy = k(x — y) denligi kanagatlandyryan hemiselik & tigin

de _ _dy
1+x° 1+y

deiiligi subut etmeli.
255. Eger
¥y +xr+y'—-1=0
bolsa, onda xy > 0 bolanda

dx dy
+ =0
Ji—x' 1=y

deiiligi subut etmeli.
256. x =0, y = 0 nokadyn golay towereginde
@y =a(x*-y) (a#0)

denilleme bilen iki differensirlenyén y = y (x) we y = y,(x) funksiyalaryn kesgit-
lenyandigini subut etmeli. y '(0) we y,(0) 6niimleri tapmaly.

257. Eger (x* +)%)* = 3x?y —)? bolsa, onda x = 0, y = 0 bolanda y’ 6niimi tap-
maly.

258. Eger x* + xy + ) =3 bolsa, onda y’, y"” we y" oniimleri tapmaly.

259. Eger x> —xy + 2> + x —y— 1 =0 bolsa, onda x =0, y = 1 bolanda y’, y"

" es

we y" Oniimleri tapmaly.
260. Ikinji tertipli
ax*+2bxy + ¢y* +2dx +2ey + =0
deilik tigin d" ()] = ¢ defiligi subut etmeli
dx

z = z(x, y) funksiya {li¢in birinji we ikinji tertipli hususy onlimleri tapmaly:

261.x*+)y*+22=a’ 262.2° - 3xyz = a@’.
263.x+y+z=ez. 264.2:1/x2_y2-tg%.

X =y
265.x+ytz=et),

266. Goy,
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X*+y?+22-3xyz=0 (1)
we
f(x,y, 2) = xp*23
bolsun. Tapmaly:
a) z = z(x, y) funksiya (1) deiileme bilen kesgitlenyén anyk dil funksiya bolan-
daf'(1, 1, 1) ontimi;
b) y = y(x, z) funksiya (1) deiileme bilen kesgitlenyédn anyk dél funksiya bolan-
daf/(1, 1, I) 6niimi.
Ol 6niimlerin diirli bolyandygyny diistindirmeli.
267. Egerx* +2)? + 322+ xy—z—9=0bolsa,ondax=1,y=-2,z= 1 bolanda
9z 3’z dz
x>’ oxdy’ gy’

ontimleri tapmaly.

Berlen denlemelerden dz we d?z differensiallary tapmaly:

2 2 2
268.§+§+%:1. 269.xyz=x+y+z.
270. X = |nZ 4 1. 271. 7 = x + arctg—2—.
z y zZ—X

272.u* = 3(x + y)u? + 2> = 0 denilemeden du differensialy tapmaly.

Berlen denlemelerden gorkezilen hususy oniimleri tapmaly:

2
273. F(x +y +z, x>+ +25) =0, BEicazy'

274. F(x —y,y—z,z—x) =0, 92 we 9%
T4. Fx—y,y—z,z—X) O,axweay.

275. F(x,x +y,x +y+2)=0 oz a—Zwea—zz
b b 5a‘x’ ay axZ'

2
276. F(xz,yz) = 0, 9°Z.
ox

277. Berlen denlemelerden d?%z differensialy tapmaly:

a) F(x +z,y +2)=0; b) F(ﬁ,l) _ 0.
z Z
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278. z* —xz + y = 0 defileme bilen kesgitlenyén z = z(x, y) funksiyax =3, y=-2
bolanda z = 2 bahany alyar. dz(3, —2) we d?z(3, —2) differensiallary tapmaly.
279. Goy, x = x(y, z), ¥y = y(x, z), z = z(x, y) funksiyalar F(x, y, z) = 0 deiileme
bilen kesgitlenyin bolsun.
A 9y 9z __
dy Jz ox

denligi subut etmeli.
280.x +y +z=0,x>+)? +z* =1 denlemelerden g—x we g—y hususy ontimleri
tapmaly. ‘ ‘

281. x> +y* = 5 Z*, x +y +z=2defilemelerden x= 1,y = -1, z =2 bolanda

2 2
Z;C , Zg , ZZ’; we i’; hususy oniimleri tapmaly.

ou ou v e hususy

282. xu —yv =0, yu + xv = 1 denilemelerden a y’ ax 3y

ontimleri tapmaly.

u+ov + 2 — 1, ) )
283. xue_u lew sistema bilen u(1, 2) = 0 we o(1, 2) = 0 bahalary
ye o — = 2x
I1+v
alyan, differensirlenyén u = u(x, y) we v = v(x, y) funksiyalar kesgitlenyér. du(1, 2)

we dv(1, 2) differensiallary tapmaly.

284 u+v=x+y, Sinu _ X demlemelerden du, dv, d*u we d2v differensial-
lary tapmaly. SIL Y

285. eu/xcos% = X ggin? = Y deliklerden x = 1, y = 1, u = 0,

J2° y V2

v = % bolanda du, dv, d*u we d?v differensiallary tapmaly.

2 2
286. Goy,x =t + ',y =+ 12 z = £+ 3 bolsun. %, %, d—z we 42
hususy oniimleri tapmaly. X ax - dx dx

287. Oxy tekizligin haysy yaylasynda

x=u+tv, y=urtv:, z=u'+}
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denilemeler sistemasy lytgeyin z ululygy x we y-in funksiyasy hokmiinde kes-
oz oz

gitleyér, bu yerde u we v hakyky bahalary alyan parametrler. o Ve g hususy
Oniimleri tapmaly. X Y
x=u+ lnv,
288. y = v — Inu, ¢ sistemadan u = 1, » = 1 bolanda 92 e 02 hususy 6niim-
ox ady
z=2u+v
leri tapmaly.
X=u+0, ,
289. y = y* — o, ¢ sistemadan u = 2, » = 1 bolanda ai aZy hususy 6niimi tapmaly.

z = 2uv

2
290. x = cospcosy, y = cospsing, z = sing defiliklerden 8_§ hususy 6niimi

tapmaly. ox
2 2 2

291. x = ucosy, y = usiny, z = v deiiliklerden 2 z aa BZ 9 Z hususy 6niim-
leri tapmaly. ox Xy 9y

292.x = e,y = €%, z = uv (u, v — parametrler) denilemeler sistemasy bilen
kesgitlenydn z = z(x, y) funksiyanyn u = 0 we » = 0 bolanda dz we d*z differensial-
laryny tapmaly.

293. z = x> + y* bolup, y = y(x) funksiya x* — xy + y*> = 1 deilleme bilen kesgit-

2
lenyén bolsun. 92 we d—g hususy 6niimleri tapmaly.
dx dx

294. u = ;—1‘; bolup, z funksiya ze* = xe* + ye” deiileme bilen kesgitlenydn

bolsun. ou we u

oy 3y hususy ontimleri tapmaly.

295. Goy, x = ¢(u, v), y = ¥(u, v), z = x(u, v) funksiyalar tiytgeyan z ululygy

x we y ululyklaryn funksiyasy hokmiinde kesgitleyar. g—i we g—; hususy ontimleri

tapmaly.

296. Goy, x = @(u, v), y = ¥(u, v) funksiyalar berlen bolsun. Ters u = u(x, y),
v =0(x, y) funksiyalaryn birinji we ikinji tertipli hususy oniimlerini tapmaly.

297.Egera) x = ucos%, y = usin%;
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b) x = e + usinv, y = e — ucosv

bolsa, onda 949U IV e v hususy Ontimleri tapmaly.
ox’ a9y’ ox ay

298. u = u(x) funksiya u = f(x, v, z), g(x, v, z) = 0, h(x, y, z) = 0 deiilemeler

2
sistemasy bilen kesgitlenyir. Z—Z we ‘Z;Lzl hususy Ontimleri tapmaly.
X

299. u = u(x, y) funksiya u = f(x, y, z, ), gv, z, t) = 0, h(z, t) = 0 denlemeler

sistemasy bilen kesgitlenyir. 9% we 9%

oy 3y hususy ontimleri tapmaly.

ou U o Ol

300. Goy, x =f(u, v, W),y = g(u, v, ), z = h(u, v, w) bolsun. o ay 3z

hususy ontimleri tapmaly.
301. Goy, z = z(x, y) funksiya f(x, y, z, £) = 0, g(x, y, z, t) = 0 denlemeler sis-
temasyny kanagatlandyryan bolsun, bu yerde ¢ parametr. dz differensialy tapmaly.

302. Goy, u = f(z) bolsun, bu yerde z ululyk z = x + y¢(z) deiileme bilen anyk
dél gorniisde kesgitlenyén funksiya. Lagranzyn

"u _ a’“{ @u}
ayn - axn—l [@(Z)] ax

formulasyny subut etmeli. (Gorkezme: Formulany n = 1 ii¢cin subut edip, matema-
tiki induksiya usulyny ulanmaly).

303. Erkin differensirlenyan ¢(u, v) funksiya tigin
$x—az,y-bz)=0 (M
denileme bilen kesgitlenyédn z = z(x, y) funksiyanyn

0z | 0z _
a8x+b8y_1

deiillemédnin ¢éziiwi bolyandygyny subut etmeli, bu yerde a we b hemigelik sanlar.
(1) tstlinn geometrik manysyny anyklamaly.

304. Erkin differensirlenyédn ¢(u, v) funksiya licin

¢<x—Xo y—yo> —0 )

z—2z, z— 2,

deiilleme bilen kesgitlenyédn z = z(x, y) funksiyanyn
—x )2 g (y—y )92 =,
(= x)E+ (=) =22

denilemini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
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(2) tstiin geometrik manysyny anyklamaly.
305. Erkin differensirlenydn ¢(u) funksiya ii¢in

ax + by + cz = p(x* +y* + 2?) 3)
denileme bilen kesgitlenyén z = z(x, y) funksiyanyn
(cy — bz) 82 + (az — cx) g; = bx — ay

denileméini kanagatlandyr}'/andygyny subut etmeli, bu yerde a, b we ¢ hemiselik
sanlar.

(3) iistiinn geometrik manysyny anyklamaly.
306. z = z(x, y) funksiya x* +y* +2° = yf<§> defileme bilen kesgitlenen.

Denligi subut etmeli:
dz oz

(xz—yz—z )8 +2xya = 2xz.
307. z = z(x, y) funksiya
Fix+zyLy+zx)=0
deiilleme bilen berlen. Deiiligi subut etmeli:

82 oz

3x+y8 =z —X).

308. Erkin differensirlenyén f(«) funksiya iicin

xcosa + ysina + Inz = f(a),
—xsina + ycosa = f'(a)
deiilemeler sistemasy bilen kesgitlenyin z = z(x, y) funksiyanyn

AV (azV _ 2
< ox ) + < Ay > -
denileméni kanagatlandyryandygyny deriiemeli, bu yerde @ = a(x, y) iiytgeyén pa-

rametr.

z=ax + + fla),
309. deiilemeler sistemasy bilen kesgitlenydn z = z(x, y)
0=x-— lz +f'(@)
a
funksiyanyn
229 _
dx dy

deiileméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
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[z—Aa)) =5 (y" - ),
310.

[z - fl@)] f (@) = ax’
z =z(x,y) funksiyanyn

} defilemeler sistemasy bilen kesgitlenydn

0z 9z _
dx Ay =

deiileméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

z=ax+yp(a)+ ¥(a),
0=x+yp(a)+ ¥ ()

z=2z(x,y) funksiyanyn

311. } denlemeler sistemasy bilen kesgitlenydn

9’z 9’z _( 3’z )2 —0
ax” dy’ 9xdy
denleméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.
312. y = x¢(z) + ¥(z) deilleme bilen anyk dil gérniisde kesgitlenyén z =z(x, y)
funksiyanyn
<a_>a_ 229z 9z (a_)a_ _ 0
ay/) ax’ 9x dy dxdy ax/ gy’

denleméni kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

§4. Uytgeyiin ululyklary calsyrmak
1. Ady oniimleri éziinde saklayan

P=Fx,y,p,y ) (1)
arilatmada iiytgeyin ululyklary ¢calsyrmak
a) dine x ululyk 7 bilen x = ¢(¢) formula arkaly ¢algyrylyar. Bu halda y hem ¢
goré funksiya bolar, yagny y = y(¢). Sonun ii¢in dniimleri

' yz, ’_ i ’ i yz, 1 — y,/x,’— x,z”yt' 2
Yx xm Yi? dx(yx) (X;)Xt, x[}, Ty e ( )

T dr
t
formula boyunca ¢alsyryp,
P=F(ty,y,y], )
afilatmany alarys;
b) x we y ululyklaryn ikisi hem

x=otu), y=9tu 3)

formulalar arkaly ¢ we u ululyklar bilen ¢alsyrylyar. Bu yerde u = u(¢). Sonui {i¢in
x we y ululyklara ¢ goré ¢ylsyrymly funksiya hokmiinde garap, 6ntimleri taparys:
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x/' =@/ +oul, y =y'+
" — @2 +2¢M;Iut!+ ¢ !!u!2+¢ !, " (4)

u 2’
_w n+2¢ ", r 'lﬁ rr rz wur ZH'

Bu ontimleri (2) formulada goyup, y funk51yanyf1 x gord ontimlerini, u funk-
siyanyn ¢ gord oniimleri bilen ¢alsyrarys we sonun esasynda alarys:
P=F(t,u,u/, u, )
Eger (1) anlatmada x we y ululyklaryn orunlaryny calsyrmaklyk talap edilse,
onda x = u, y = t calsyrmany ulanyp, funksiyanyn oniimleri {igin
. , x,2" b 3xp—x/xp"
= 7y xz =—— x3:—!""
. @y 5

xy xy

formulalary alarys.

Bellik. Dekart koordinatalar sistemasyndan polyar koordinatalar sistemasyna
gecmek ti¢in ulanylyan x = rcosg, y = rsing formulalar x we y ululyklary » we ¢
bilen ¢alsyrmaklygyn bir gorniisidir.

Y — yx,(l + yx,)z
(1+y,y

C.B. Bu halda (3) funksiyalary seyle gorniisde yazmak bolar:

1-nji mysal. P = anlatmany x = ¢ — y calsyryp 6zgertmeli.

X=t—u, y=u.

Ondax/ =1-u/y' =u Xz2” 2 , y "= =u, " denliklerin esasynda, (2) formu-
lany ulanyp, 6niimleri taparys:

, U, you (L —uy+u2v,  up
(I —u'y - (1—uy

Seylelikde,

” ’

’ 2
uz u, u,
- 7 1 7
_(1—u,’)3 1—I/l,<+1—l/t,>

= —
u,
1
< " 1 - ut )
2. Hususy oniimleri oziinde saklayan

P = F<xy,,gz gz )

anlatmada iiytgeyin ululyklary calsyrmak
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a) dine x we y ululyklar # we » ululyklar bilen calsyrylyar. Goy, ol ululyklar
bir-birleri bilen

x =9, ), y=vu,v) (5)

formulalar arkaly baglanysykda bolsun. Onda z = z(x, y) funksiya u, v tiytgeyén

ululyklara goré ¢ylsyrymly funksiya hokmiinde garap, 9z e 02 hususy ontimleri

ox ay
0z _9z9x [ 0z0y 0z _ 0z 9z 0y (6)
ou Ox du  dy du v 9dx v dy I
cyzykly deiillemeler sistemasyny ¢oziip taparys:

oz oz dz  Jz oz oz 7

ax ~You TPa ay = Cau TP @
bu yerde 4, B, C we D koeffisiyentler tiytgeyén x, y ululyklara bagly, yone z-e bagly
dal funksiyalardyr. Soiira olary ulanyp, yokary tertipli 6niimleri taparys we netijede
alarys:

_ dz 9z
P = Fl<u,v,z, o 8v"">'
Bellik. x we y ululyklary u we » bilen galsyrmaklyk u = ¢(x, ), v = ¢¥(x, )

formulalar arkaly amala agyrylyan halda hususy ontimler

0z _ 0z du dz _ 0z du

Ox Qu dx’ Jdy Ou dy

formulalar boyunca tapylyar. Olardan peydalanylyp, yokary tertipli hususy oniim-
ler tapylyar.
b) goy, x, vy we z ululyklaryn ti¢lisi hem

x=ou,v,w), y=9w,o,w), z=gu,o,w)

formulalar arkaly u, » we w ululyklar bilen calgyrylyan bolsun.

Bu halda 92 we 92 hususy ontimler

ox dy
82[ kR aw]+az[8¢ Y w|_ 98 . 98 ow
X 8w ou dylou = 9w du ou Jow du’

[ w +82[37ﬁ+%8w] 98 . 98 aw
o aw 1" aylav " ow v o  ow

cyzykly denlemeler sistemasy ¢oziilip tapylyar, soira ikinji we ondan yokary ter-
tipli hususy oniimleri kesgitlemek bolar we netijede alarys:
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_ w Iw )
P = F2<u,v,w, 3 v )

2-njimysal.z _+z +z =zdenlemede
xX=utv, y=u-v, z=we" (w=wu,?))
formulalar boyunca u, v, w ululyklara gegmeli.

C.B. Bu mysalda x, y, z ululyklary calsyrmaklyk b) haldaky yalydyr. Sonun
Ugin dw = w du + w dv detiligi ulanyp alarys:

dx = du + dv
dy =du— dv
dz =" "“(w,du + w,dv) + we”" " (dv — du).

Denliklerin ilki ikisinden du = 0,5(dx + dy), dv = 0,5(dx — dy) differensiallary
tapyp, olary ti¢tinji defiligifi sag béleginde goyarys, ¢ep bolegini bolsa dz =z dx +z dy
bilen ¢alsyryp, /

z dx + zydy =0,5¢""[w (dx + dy) +w (dx — dy)] — we”"dy
deiiligi alarys. Bu denligin iki bolegindéki dx differensialynn koeffisiyentlerini
denlép,

z =0,5¢""(w,+w)

deniligi alarys. z(x, y) funksiyanyn ikinji tertipli hususy Oniimlerini tize girizilen
funksiyalar arkaly afilatmak tgin, ilki bilen, z_onlimin differensialyny tapalyfi:
dz =z dx +z_dy denligii esasynda
z dx + zxydy = 0,5¢"(dv — du)(w,+w ) +0,5¢"(w, du+w, dv+w du+w, dv).

Bu deinlikde du we dv differensiallarynn bahalaryny goyup,

z dx + zxydy =-0,5¢""(w, +w)dy +0,25¢"“[w _(dx +dy) +2w dx+w (dx—dy)]
denligi alarys. Deiiligin iki bolegindéki dx we dy differensiallaryn koeffisiyentlerini
denlép, z_ we z,=2, Ontimleri taparys:
z =0.25¢"(w, +2w +w ),
z =-0,5¢""(w, +w)+025¢"(w, —w,).
Indi tapylan 6niimleri berlen defilemede goyup,
Wbllt + WMU - 2W
detileméni alarys. C.S.

313.yy"—3y™ =x. 314,y — 10y + 159" = 0.
yy"=3y YN =10y + 15y

20. Sargyt Ne 2666
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315. x-1 funksiya we ¢ = xy ululygy baglanysyksyz iiytgeyén ululyk hasap edip,

v+ %y' + y = 0 denlemini 6zgertmeli.

Taze liytgeyan ululyklary girizip, ady differensial denlemeleri 6zgertmeli:
316. xy" +xy'+y=0,x =€

317,y = % r=1npy.
X

318. (1 —x?)y" —xy' + n*y =0, x = cost.
2
319y 4 y'the+ ™y =0, x = Intg L.
ch™x 2

L [ pee
320. 9" + p(x)y' + gy =0,y =ue -, buYerde p(x)eC(1)

321 xY%" + xyy'— 21> =0,x = e’ we y = ue*, bu yerde u = u(z).

322. (1 +x*)»"=y,x =tgtwe y = cgsz" bu yerde u = u(?).
323.(1 -x)%"=—y,x=thtwe y = é, bu yerde u = u(?).

324. 9"+ (x + )1+ =0,x=u+twey=u—t buyerde u = u(r).

325.y"—xy" +xy'—y=0, x = % we y = %, bu yerde u = u(z).
326. Stoksun y = Ay denlemesini
(x —a)(x—by
_ Y _ X—a
= b l_ln‘x—b‘

téze liytgeyan ululyklary girizip we u ululygy ¢ iiytgeyan ululygyn funksiyasy hasap
edip 6zgertmeli.

2
327. Eger Z}z’ + p(x)z% + g(x)y = 0 defileme x = (&) calgyrma girizilip,
X
d*y

PG+ 0y =0

denleme 6zgerdilyén bolsa, onda
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2P(£)0(2)+ 0 [0(E)] = [2p(x)a(x) + ¢'(x)][a()]

deiiligi subut etmeli.

_3
2

328. y, y', y" lytgeydn ululyklara gord birjynsly bolan F' funksiya iicin

fudx
F(y,y",y")=0 defillemdni y = e¢™  alyp dzgertmeli.

329. Argumentlerine goré birjynsly bolan F funksiya tigin F(x%*y"”, xy’, y) =0

denlleméni u = xy7 alyp 6zgertmeli.

330. y"(1 + y”) = 3y'y"™ = 0 denleménin gomografik
x_a1$+b177+c1 a6+ b+,
aE+bp+c’ Y= aE+bn+c
Ozgertmede gorniisini iiytgetmeyéndigini subut etmeli.
(Gorkezme: Seredilydin 6zgertmdni yonekey

x=aX+BY+y, y=Y, X= % Y= % X =af+by+c,
Y=at+bn+tc,
ozgertmelerin kompozisiyasy hokmiinde anlatmaly).
331. S[x(t)]: 9;,,”((;)) _% );,:é;))]Z swarsianyn
_ax(1)+b  (gd—pe+0)
ex(t)+d’

drob ¢yzygynyi ¢alsyrmada 6z bahasyny liytgetmeyandigini subut etmeli.

Dekart koordinatalaryny » we ¢ polyar koordinatalaryna 6zgerdydn x = rcosg

we y = rsing formulalary ulanyp, deiilemeleri 6zgertmeli:

332. ZTYC _ m 333, (' — ) = 200(1 + 7).

334. (2 + 7" = (x + ).

X+ yy

335. —
Xy =y

anlatmany polyar koordinatalaryna 6zgertmeli.
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336. Tekiz gyzygyn K = %‘3 egriligini » we ¢ polyar koordinatalarynda

afilatmaly. (1+y72)?

337. Z—’; =y + k(x> +y7), % =— x + ky(x” + y*) defilemeler sistemasyn-

da polyar koordinatalaryna gecmeli.

338. Taze r = /x*+ y?%, ¢ = arctg% funksiyalary girizip,

anlatmany 6zgertmeli.

339. Lezandryn 6zgertmesinde y = y(x) ¢yzygyn her bir (x, y) nokadyna (X, Y)
nokat degisli edilyér, bu yerde

X=y, Y=xy'—y
Y, Y" we Y" 6nlimleri tapmaly.
Taze & we 7 tiytgeyén ululyklary girizip, defilemeleri ¢6zmeli:

340.8_222, E=xt+tywen=x—y.

ox 9y
341- Q_ 8722 =x we :x2+ 2'
yax xay 0,¢ 7 Y
342. 492 4 9z _ 1,(@#0),E=xwen=y—bz.
ox ay

oz o0z - y
43. = —
33xx+y8 0,E=xweyp .

u we v tize baglanysyksyz tiytgeyan ululyklary girizip, denlemeleri 6zgert-
meli:

344. xgi+,/1 +y2%=xy, u=1nxwev:ln<y+«/1+y2>.
X y

345. (x +y)g —(x —y)g =0, u=In/x" +y wey= arctgl.
X

ox dy
346.x92 1 392 _ o PV 4P u=Ywev=z+/C+y + 2.
ox ady X
347. 592 4 02 _ X y=2x_Z2wevy=-.
x8x+y8y z’ z



348. (x+z)ﬁ+(y+z)gy =x+y+zu=xtzwev=y+z

349. Téze baglanysyksyz tiytgeyan & = y + ze™ we 7 = x + ze™ ululyklary
girizip,

+(Z+ey)£—(zz—ex+y)

$) .0z
(Z+e) dy

0x
anlatmany 6zgertmeli.
350.x =uv, y = %(u2 —v?) alyp, <gz> + (g_z) anlatmany 6zgertmeli.

351.£=x,p=y—x,{=z—xalyp, g—” + % + ?TZ = ( denilemini 6zgertmeli.

352. x-1 funksiya, y we z-1 baglanysyksyz iytgeydn ululyk hasap edip,

(x — ) Sty g = ( denleméni 6zgertmeli.
y

353. x-1 funksiya, u = y —z, v=y + z ululyklary bolsa baglanysyksyz liytgeyan
ululyk hasap edip, (y — Z)S_Z +(y+ Z)g_z — ( denlleméni 6zgertmeli.
X y

354. x-1 funksiya, u = xz, v = yz ululyklary bolsa baglanysyksyz tiytgeyén ulu-

lyk hasap edip,
_ Q)Z Q 2
A= < ax) T < Ay )

355. (y+z+u) +(x+z+u) 9 +(x+y+u)a” =xX+y+z

anlatmany 6zgertmeli.

defillemede ¢ = x —u, e’ =y —u, ¢ = z — u orun ¢algyrma girizmeli.
Asakdaky denillemelerde tize tiytgeyan u, v, w ululyklara gecmeli, bu yerde
w=w(u, v):

356.yg Q_(y_x)zu=x2+y2,v:%+%,w=1nz—(x+y).

ay
29z |, 20z 2 1 1 1 1
357. + =+ 4 =1 _
X ox Y ady SEUTLY y x’ W z x
358. + Q.p _?)9z _ + U=YZ—X,V=XZ—V,W=Xy—Z.
(xy Z)ax (1 y )ay X+ Yz, Y Y %

359 ( g;) +< g;) Zzﬁ.%’x=ue ayZVeW,Z=WeW.
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360. u = Iny/ x> +y*, v=arctgz, w =x +y + z alyp,
_y):[9z _ 9z
(x y)-( I 8y)
anlatmany 6zgertmeli, bu yerde w = w(u, v).

361. u = xe’, v =ye,, w = zée, alyp, A = gigi afilatmany 6zgertmeli, bu
X dy

yerde w = w(u, v).

362. £ = %, n= %, {=z,w= % orun ¢algyrmalary girizip,

8u u au

Xy
Yox Ty TF0z

=Uu-+—=
z

ailatmany 6zgertmeli, bu yerde w = w(&, 7, §).

Dekart koordinatalaryny » we ¢ polyar koordinatalaryna 6zgerdydn x = rcosg
we y = rsing formulalary ulanyp, anlatmalary 6zgertmeli:

5o ou ou ou
. o= — 4dow=x2"+yat.
363. w = 8y Yax 364. w xax—l—yay
2 2
365w = (94) + (3L 366, w = O 4 Ou
ox ay ax dy
2
367. = 2 9°u d'u 28u'
o’ Y x dy Y 3y’
368. 2@_ 2’z 28_22_<8_z Q)
w=y 2xyaa +x 8y2 x8x+y8y .
369. [ = ?T”gl — g—“% anlatmada x = rcosp we y = rsing ornuna goymaly.
X dy y ox

370. Téze & = x — at, n = x + at Giytgeyén ululyklary girizip,

denileméni ¢ozmeli.

u we v iiytgeyén ululyklary tize baglanysyksyz tiytgeyan ululyklar hasap edip,
denlemeleri 6zgertmeli:

371. 282 _ 9z +aZ+aZ_O,u=x+2y+2wev=x—y—1.

9’z
ox oxdy 9y 9x 9y
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2
372.(1+x2)g (1+y)%+x¢+ygz—0 u=In(x+v1+x>) we
X y

)
v:ln(y+«/1 +y2).

2
373. a 2az+2bxyaz cy2a—§:(),u=1nxwev=lny(a,b,c—

hemiselik sanlar).

2 2

2 2
374.a—§+a—§:0,u: X _wey=-— 2y =
ox ay x4y x4y

2
375. a—g + 8—§ +m’z =0, x = e'cosv we y = esin.
ax~  dy

376.3_22_y3_2Z:LQ(y>0),u:x—2\/§wev:x+2\/;.
ox’ a9y’ 20y
2 2
377-x28—§—y28—§:0,u=xywev:£.
ox ady
2
378. ng— (x* +y)£cazy +y2%=0,u=xwwev:;+;.
X
379, xy 2 _ 9’z oz 0z, 9z _g 12 2
xya (x? +y>8x8y+xya y8 +xay 0, u 2(x +y)
we v = Xxy.
380. 2ﬂ_ 9’z 2,0°2 _ )y = xtg =x.
X o 2xs1r1yaa —|—s1nyay 0, u xtgs, Wev =x

2 2
381. ng_ng: 0, *x>0,y>0),x=(u+vY wey=(u-v)?
ox dy

382. o’z _ az Y u=xwev=y+z
0x9dy <1+8y>’ s

383.Cyzykly E=x+Ay,n=x+ ﬂzy orun ¢alsyrmanyn komegi bilen

d'u ’u _ 1
A +CL =0 (1
ax” 9x9y dy’
denleméni 88.52 au — () denilemi 6zgertmeli, bu yerde 4, B we C — hemiselik sanlar
7
we AC — B*<0.

(1) defileméni kanagatlandyryan funksiyanyn umumy goérniisini tapmaly.
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2 2
384. Laplasyn Az = 92 4 9°Z = () defilemesinit
ox ay
I _ 9 3 _
ou v’ v du
serti kanagatlandyryan x = ¢(u, v), y = ¥(u, v) orun ¢alsyrmada tiytgemeyandigini
subut etmeli.

385.u = f(r) bu yerde r = / x> + y orun ¢alsyrmany ulanyp, defileméni 6z-

2
gertmeliz a) Ay = O U 4 D U = 0; b) A(Au) = 0.
x> dy

386. w = f(u) bu yerde u = (x — x)(y — y,) calsyrmada

w
dxady

+cw=0

deilleme haysy gorniisi alar?

387. A = g u du g” aitlatmany x + y = X, y = XY orun ¢algyrmany

ulanyp 6zgertmeli.

388. g 924+ 4 2(y—y )g; +x°y*z =0 defileménifi

X =Uuv w¢E y:l
v

orun ¢alsyrmada gorniisinin liytgemeyandigini subut etmeli.

389. 82 400z +az 0 defileménin
o’ axdy  Jy

U=x+tz, v=y-+z
orun ¢alsyrmada gorniisinin tiytgemeyandigini subut etmeli.

2 2
390. xy 9 u O U 4\, O U _ (y deplemini

axdy Foyaz T oxoz
x=7n8, y=&%, z=¢&n

orun ¢algyrmany ulanyp 6zgertmeli.

391. 822 9’z n 9’z n 9’z 9’z 9’z

- - = () denlemani
ox; ax2 dx;  Ox0x;  0x 0X3  0X,0x;

yl—x2+x3—x1, y2:x1+x37x2’ y3:x1+x27x3

orun ¢alsyrmany ulanyp 6zgertmeli.
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2 2
392, 28U 4 20U L 28U 9 U 9 DU g DU e
o’ 8y oz

9xady 0xdz dyoz

leméani

_ Y —Zz -y
é - x ’ 7] x ’ § y z
orun ¢alsyrmany ulanyp 6zgertmeli. (Gorkezme: Denlemdni A*u — Au = 0 gorniisde

yazmaly, buyerdeA_xaa _|_yai+28)

2 2 2 2
393. Aju = <S—Z> + <g—;‘> + (g;‘) Au = 3;2‘ + ?)ybzt + 222‘ defilemeleri

x = rsinflcosp, y = rsinflsing, z = rcos

calsyrmalary ulanyp, sferik koordinatalaryna ge¢meli. (Gorkezme: Calsyrmany

X =Rcosp, y=Rsing, z=z
we

R=rsinf, @=¢, z=rcost
iki ¢calsyrmalaryn kompozisiyasy hékmiinde anlatmaly).

394. z(égxz + gyz) <g§ )2 + (g;)z defilemede @ = z* galsyrmany ulanyp,

tdze w funksiyany girizmeli.

Téze liytgeydn u we v ululyklary we w = w(u, v) funksiyany tize funksiya hok-
miinde alyp, asakdaky denilemeleri 6zgertmeli:

395,982 4902 2

396. 822_282 .|.82 =0, u—x+y,v—% W=

Z
x> oxdy = 9y’ x’

397.824—282 +aZ_O U=x+y,v=x—-y,w=xy—-z

ox Ixdy 9y
2

398.8 9’z BZ: :x+y _X=) = z¢V.
o TPy Tax TP UT v 0T

399.2; 28882 (1+ )gyz O,u=x,v=x+y,w=x+y+z

400.(1—x)gx +(1 - 2)82 g§+ygz x = sinu, y = siny, z = e°.
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2 2
401.(1 —+2)9°z _ 9z 5,0z 1 _ _ _ 1
(1—x )8x2 P~ 2x R 0, u 2(y + arccosx),

V= %(y— arccosx), ) =Z4m (bl < 1).

9z , 2z ng - g; 3(a” + yz)Z
402.02 4,02 5 = 2 = (W=D u=x+yv=x-y,
ox~ 9y x =y (2% = y?)

403, 3’z + aﬁ + ba_Z + ¢z = 0> (a, b, ¢ — hemiselik sanlar) gorniisdéki
oxdy ox ady

her bir denleménini

w =

z = ue™?, a, B — hemiselik ululyklar we u = u(x, y)

calsyrma arkaly
9" u +¢, =0 (c, =const)
oxdy !
gornilisddki denilemé getirilyéndigini subut etmeli.
404 Ou _ ou defileméniti ¥ =%, ' =— L1, & = U % calsyrmada
. axZ ay y: yo \/;

gorniisini iiytgetmeyédndigini subut etmeli, bu yerde u' ululyk x" we y' liytgeyéan
ululyklaryn funksiyasydyr.

&_ 9’z 8_22 _ y
405. q(1 + q)ax2 I+p+qg+ 2pq)axay + p(1 +p)8y2 = 0 defilemede
p :g—i we ¢ :g—;. u=x+z,v=y+z w=x+y+zorun ¢alsyrma girizmeli

we w=w(u, v) hasap etmeli.

2 2 2 2 2 2
106. gxbzt +y 2;2{ L2 % U _ <xg%> + (y%if) + (z%) denilemede
Z

x=e, y=¢", z=¢°, u=e” ¢alsyrmany girizmeli, bu yerde w = w(&, 2, ).

2

407. 2’z 9’z _( 9’z ) — ( denllemede x, y we z liytgeyédn ululyklaryn ara-
o’ 8y2 9xdy

syndaky wezipeler néhili paylananda-da onuil gérniisininl iytgemeyandigini subut

etmeli.
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408. x-1 y-11t we z-1i1 funksiyasy hokmiinde alyp,

az\Vz _ 5929z 3’z (o2 a__
<8y> . 28x8y8x8y+<8x> =0

denleméni ¢ozmeli.

409. Lezandryn X = Q, Y = Q, 7 = x9Z +y & oz _ , Ozgertmesini ulanyp
ox ay ay

we Z = Z(X, Y) hasap edip,
oz 9z\d’z 9z dz\ 9’z 9z 9z\d’z _
A(E)x ay)a +2B<8x’8y>8x8y C(E)x’8y>ay2 =0

denlleméni 6zgertmeli.

§5. Geometrik gosundylar

1. Galtasyan goni ¢yzyk we normal tekizlik. M(x, y, z) nokatda

x=9(0), y=uU(@), z=gO
¢yzyga galtagsyan goni ¢yzygyn deillemesi
X—x_Y=-y_7Z-z
d T dy T dz
dt dt dt

gorniisde bolyar.
Sol nokatda normal tekizligin denilemesi:

Ay o+ Dy wWedzz_ =
dt(X x)+dt(Y y)+dt(Z z) = 0.

2. Galtasyan tekizlik we normal tekizlik. z = f(x, y) Gstiin M(x, y, z) nokadynda
sol iiste galtasyan tekizligin denlemesi:

(Z=2)= (X =2)+ (Y =),

M nokatdaky normalyn deiilemesi:
X—x_Y=-y Z7Z-= .

9z 9z -1
ox ady

Eger tstln denlemesi anyk dil, yagny F(x, y, z) = 0 gorniisde berlen bolsa,
onda degislilikde galtasyan tekizligin denlemesi

OF (v _ OF (v OF (7 _ .\ _
ax(X x)+ay(Y y)+aZ(Z z)=0

we normalyn denlemesi
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X—x _ Y—y _Z—z
or or or
ox dy dJz

gdrnilisde bolar.

3. Tekiz ¢yzyklaryn egreldiji ¢yzygy. Eger ¢cyzyk her bir nokadynda bir para-
metrli f(x, y, @) = 0 (@ — parametr) ¢yzyklaryn difie birine galtasyan we diirli no-
katlarynda ¢yzyklaryn diirli ¢yzyklaryna galtagyan bolsa, onda onia sol ¢yzyklaryn

......

Jx,y,@)=0, flCx,y,a)=0
denllemeler sistemasyny kanagatlandyryar.

4. Ustleriii egreldiji iisti. Eger iist bir parametrli F(x, y, z, @) = 0 iistlerifi &h-
lisine galtasyan bolsa, onda ona sol istlerin egreldijisi diyilydr. Bir parametrli
ustlerin egreldiji tisti

Fix,y,z,2)=0, F(x,y,z,a)=0
deiilemeler sistemasyny kanagatlandyryar.
Iki parametrli ®(x, y, z, @, 5) = 0 lstler li¢in egreldiji tist
O(x,y,z,@,)=0, @ '(x,y,z,a,B)=0, @ (x, y, 2, @, B)=0
deiilemeler sistemasyny kanagatlandyryar.

normal tekizliklerin defilemelerini yazmaly:
410. x = acosacost, y = asinacost, z = asint; ¢t = t, nokatda.
411. x = asin’t, y = bsintcost, z = ccos’t; t = r/4 nokatda.
412.y = x,z = x*; M(1, 1, 1) nokatda.
413. x> +z22=10,)? + z2=10; M(1, 1, 3) nokatda.
414. x> +y*+22=6,x +y+z=0; M(1, -2, 1) nokatda.

415. x = t,y =, z = £ egri ¢yzygyn haysy nokadyna gecirilen galtagyan
x+2y+z=4 tekizlige parallel bolar, sol nokady tapmaly.

416. x = acost, y = asint, z = bt aylawly ¢yzyga galtasyan ¢yzygyn Oz oky
bilen hemiselik burgy emele getiryéndigini subut etmeli.

417. x = aé'cost, y = ae'sint, z = ae' egri ¢yzygyn x* + y*> = z2 konusyn &hli eme-
le getirijilerini sol bir bur¢ boyunca kesyandigini subut etmeli.
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418. tg(% + %) = ¢'% (k = const) loksodromanyi sferanyn #hli meridianala-

ryny hemiselik bur¢ boyung¢a kesyédndigini subut etmeli, bu yerde: ¢ — sferanyn
nokadynyn uzaklygy, ¥ — onun ginligi.

419. 7 = X=X _ Y=Y : ..
9.z = f(x, »), oS Sin egri ¢yzyga M (x,, y,) nokatda gegirilen

galtagyanyn Oxy tekizlik bilen emele getiryén burgunyn tangensini tapmaly, bu yer-
de f— differensirlenydn funksiya.

420. y = % funksiyanyit M(1, 2, —2) nokatdaky sol nokada x = ¢,
VX +y +z
y =28,z =-2t* egri ¢yzyga gegirilen galtagyanyn ugry boyunga oniimini tapmaly.

Berlen iistlere degisli nokatlarda galtasyan tekizligin we normalyn defilemesini
yazmaly:

421. z=x*+y* M (1, 2, 5) nokatda.
422. x*+y*+2°=169; M (3,4, 12) nokatda.

423, 7 = arctg%; M1, 1, 7/4) nokatda.

424. ax* + by’ + cz* = 1; M (x,, y,, z,) nokatda.
425. ; =y ¢ ln%; M1, 1, 1) nokatda.

426. 2% + 2 =8; M (2, 2, 1) nokatda.

427. x = acosycosp, y = beosysing, z = csinyy; M (¢, ¥,) nokatda.
428. x = rcosp, y = rsing, z = rctga; M (¢, r,) nokatda.

429. x = ucosv, y = usinv, z = av; M (u,, v,) nokatda.

430. M(u, v) (u # v) galtasma nokadyn tstiin u = v gyraky ¢yzygynyn M (u,, )
nokadyna ¢éksiz yakynlasyan yagdayynda x = u + v, y = u*> + 0% z = u® + 0 iiste
galtasyan tekizligin predel yagdayyny tapmaly.

431. x* + 2y* + 322 + 2xy + 2xz + 4yz = 8 Ustiin haysy nokatlarynda gegirilen
galtagyan tekizlikler koordinatalar tekizliklerine parallel bolar?

2 2 2
432. X_2 + y_2 + Z_Z = | ellipsoidin haysy nokadynda gegirilen normal koordi-
a b~ ¢

natalar oklary bilen den burclary emele getiryar?
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433. x> + 2y + 322 = 21 uste x + 4y + 6z = 0 tekizlige parallel bolan galtagyan
tekizlikleri gegirmeli.

434. xyz = @’ (a > 0) Uste galtagyan tekizliklerin koordinatalar tekizlikleri bilen
hemiselik gowrlimli tetraedri emele getiryandigini subut etmeli.

435. Vx +/y + vz =V a (a > 0) iste galtagyan tekizliklerifi koordinatalar
oklaryndan kesip alyan kesimlerinifi jeminii hemigelikdigini subut etmeli.

436. z = xf(y/x) konusa galtasyan tekizliklerini onun depesinden ge¢yéindigini
subut etmeli.

437. z = f(,/ xt+ y2> (f" # 0) aylanma {iistiin normallarynyn aylanma okuny
kesip ge¢yédndigini subut etmeli.

438. x* + > + 22 — xy = 1 ellipsoidin koordinatalar tekizliklerine proyeksiya-
laryny tapmaly.

439. {0 <x<1,0<y<1} kwadrat diametrleri < 0 bolan ¢ sany ¢ékli béleklere
boliinen. Eger z = 1 —x* — y? {istiinifi sol bir 0 bolegine degisli P(x, y) we P (x,,)
islendik nokatlarynda gecirilen normallaryni ugurlarynyn arasyndaky tapawudy
1°-dan az bolan yagdayynda, 0 sany yokardan ¢iklendirmeli.

440. Goy,
z=f(xy), @y ED (D
tstun defilemesi we ¢ = (P, P) bolsa P(x,y) € D we P (x,,y,) € D nokatlarda (1)
iiste gecirilen normallaryn arasyndaky bur¢ bolsun.
Eger D yayla ¢ikli we yapyk bolup, f(x,y) funksiyanyn D yaylada ikinji tertip-
11 ¢dkli oniimleri bar bolsa, onda Lyapunowyi
@(P, P)<Co(P,, P) (2)
detisizligininl yerine yetyédndigini subut etmeli. Bu yerde C — hemiselik we o(P,, P)
san P we P nokatlaryn arasyndaky uzaklyk.

441. x* + y* = a* silindr bz = xy iist bilen umumy M (x,, y,, z,) nokatda haysy
bur¢ boyunca kesisyandigini tapmaly.

442. x> +y? + 22 =12, y = xtge, x* + y? = 2’tg?d sferik koordinatalaryi koordina-
talar tistlerinin jiibiitleyin ortogonaldygyny subut etmeli.

443. x> + y* + 22 = 2ax, x> + y* + 22 = 2by, x* + y* + 22 = 2¢z sferalaryn {i¢ orto-
gonal sistemany emele getiryandigini subut etmeli.

444. Her bir M(x, y, z) nokat arkaly A =4, A = 4, A = A, bolanda ikinji tertipli

u¢ sany
2 2 2
TR Z 1 (a>b>c>0)

X b2_/’12+ 2_/’12

2 2
a —A
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ist gegyar. Olaryn ortogonaldygyny subut etmeli.

445. u = x +y + z funksiyasynyn x* + ) + z* = 1 sferanyn M (x,, y,, z,) nokat-
daky sol nokatda gecirilen dasky normalyn ugry boyunga 6niimini tapmaly.

Sferanyn haysy nokatlarynda u funksiyanyi normal 6niimi a) ifi uly baha; b) il
kigi baha; ¢) nola den bolar?

446. u = x> +y? + z2 funksiyasynyn Z_z + Z_z + i_j = 1 ellipsoidin M (x,, ¥, z,)
nokatdaky sol nokatda gegirilen dagky normalyi ugry boyunga 6nlimini tapmaly.
447. Goy, g—z we ?TZ’ u we v funksiyalaryn F(x, y, z) = 0 Ustiin nokadyndaky
1) ou

normal 6ntimleri bolsun. i(uu) = u2% 4+ »p 2% denligin dogrudygyny subut et-
meli. on on on

Bir parametrli tekiz ¢yzyklaryn egreldijilerini tapmaly:
448. xcosa + ysina = p (p = const).  449. (x —a)* +)* = a*/2.
450. y = kx + a/k (a = const). 451.y*=2px + p.

452. Uzynlygy /, uclary koordinatalar oklary boyunca siiysydn kesim bilen

egreldilyén egri ¢yzygy tapmaly.
2 2
453. Hemiselik S meydany bolan % + % — 1 ellipslerin egreldijisini tapmaly.
a b

454. Howasyz ginislikde J, baslangyg tizlik bilen atylan okun atylys burgunyi
wertikal tekizlikde @ burg¢ boyunca tiytgemegindéki trayektoriyasynyn egreldijisini
tapmaly.

455. Tekiz ¢yzygyn normallarynyn egreldijisinin sol ¢yzygyn ewolyutasy bol-
yandygyny subut etmeli.

456. Bir parametrli f(x, y, @) = 0 ¢yzyklaryn

Sy, a)=0, f/xy,a)=0

denilemeler ulgamyny kanagatlandyryan nokadyna ol ¢yzyklaryn hdsiyetlendiriji

Asakda gorkezilen ¢yzyklaryn diskriminant ¢yzyklarynyn héasiyetlerini der-
fiemeli (¢ — liytgeyan parametr):

a) y = (x — ¢)* kubiki parabolalaryn;

b) y* = (x — ¢)* yarym kubiki parabolalaryn;

¢) ¥’ = (x — ¢)* Neylin parabolalarynyn;

d — ¢} = x* 4 =X gtrofoidlerif.
Y(y—c)=x ooy Strofoidlerin
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457. Merkezleri x = Rcost, y = Rsint, z = 0 toweregin Ustiinde yerlesyén, r ra-
diusly sarlaryn egreldijisini kesgitlemeli, bu yerde ¢ — parametr, R > r.

458. (x — tcosa)> + (y — tcosp)? + (z — tcosy)? = 1 sarlaryn egreldijisini tapmaly,
bu yerde ¢ — iytgeyéin parametr we cos’a + cos?fS + cos?y = 1.
2 2 2
459. Gowriimi hemiselik V" bolan x_2 + y_2 + £, =1 ellipsoidlerii egreldiji-
sini kesgitlemeli. a b oc

460. Merkezleri x> + )? = z? konusyn istlinde yerlesyén, o radiusly sferalaryn
egreldijisini tapmaly.

461. Yalpyldayan nokat koordinatalar baglangyjynda yerlesyar. x; + yo + zo > R
bolanda

(x _x())2 + (.y _y0)2 + (Z _Zo)z S R2

saryn beryédn konus gorniisli kolegesini kesgitlemeli.

462. p* + ¢* = 1 denleme arkaly baglanysykda bolan p we g parametrler tigin

2z, = ple—x) 40—y

tekizliklerin egreldijisini tapmaly.

§6. Teyloryn formulasy
1. Teyloryit formulasy. Eger (x),.x0) nokadyn kébir 0 golay towereginde
u=f(x,...,x ) funksiyanyfi (n + 1) tertipli tizniiksiz hususy Ontimleri bar bolsa,
onda |Ax|=/Axl+ ...+ Ax2 <0 serti kanagatlandyryan VAx=(Ax,...,Ax )
tigin seyle (0 < d < 1) san tapylyp,

A"+ Ax) = Ax°) + z kf(x +7,(x) (1)

Teyloryi formulasy dogrudyr, bu yerde

L " AX" + OAx) = fo, 9 )nlf(x°+c9Ax) )

2= Gy CERIPREE
funksiya Lagranzyn galyndy agzasy,
r,(x) = %a’"f(xo) +o(|Ax"), |Ax|—
bolsa Peanonyn galyndy agzasy diyilyar.
Teyloryn formulasyndan we onufi galyndy agzalaryndan x° = 0 bolanda alyn-
yan formula galyndy agzalary Lagranzyn we Peanonyn gorniisinddki Maklorenin

......
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Teyloryn formulasyndan hususy hal hokmiinde alynyan

Fx"+ Ax) — f(x") = i &Wmi

i=1

------

2. Teyloryii hatary. Eger (xl ,xi) nokadyn kdbir 0 golay toweregin-
de u=f(x,....,x ) funksiyanyn tiikkeniksiz tertipddki hususy oOniimleri bar we

lim r,(x) = 0 bolsa, onda ol funksiya

2 = a0+ 5 4/1x)

Teyloryn hatary gorniisinde anladylyar. Hususy halda alynyan
flx) =f0)+

hatara Maklorenin hatary diyilyar.
3. Tekiz ¢yzyklaryii ayratyn nokatlary. Goy, iki gezek differensirlenydn
f(x,»)=0 ¢yzygyn kibir M(a, b) nokadynda

fla,b)=0, fYa,b)=0, f'a,b)=0
sertler yerine yetyan bolup,
A=f!a.b), B=flab), C=fa,b)
sanlaryn hemmesi nola defi bolmasyn. Onda
1) AC — B*> 0 bolanda M — iiziie nokat;

2) AC — B> <0 bolanda M — ikigat nokat;
3) AC — B> =0 bolanda M — gaydys nokady ya-da {iziie nokat.

Mysal. f(x, y) = 2x* —xy — y* — 6x — 3y + 5 funksiya ii¢in (1; —2) nokadyn golay
towereginde Teyloryn formulasyny yazmaly.
C.B. Funksiyanyn ikiden uly tertipddki hususy oniimlerinini nola deni bol-

yandygy ii¢in, bu halda Teyloryil formulasy
ofll; — 2 of(l; — 2
fley) = fiti =24 PE=2 1) PE=Dy42)

1 A1, -2) 2, 2 I =2) 1a<1 2) )
4 P B 1p 4 IS D x 1)y +2)+ D 4 2)

gorniisi alar. Indi hususy Ontimleri tapalyn:

%x:l — — — x=1 = af x—l —(—x — — x=1 =
By y:72—(4x y—06) y}z—O, 3y |ie =(—x—2y—13) y}z—O,

21. Sargyt Ne 2666
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Seylelikde,
S ) =5+2x -1 -(x-DH(r+2)-(+2). CS.

towereginde Teyloryn formulasy boyunga dagytmaly.

464. f(x, y, z) =x* + y* + z* — 3xyz funksiyany A(1, 1, 1) nokadyn golay towere-
ginde Teyloryn formulasy boyun¢a dagytmaly.

465. f(x, y) = X’y + xy* — 2xy funksiyanyfi x = 1, y = —1 bahalardan x, = 1 + £,
¥, = -1+ k bahalara gecenddki artymyny tapmaly.

466. Eger f(x, y, z) = Ax*> + By* + Cz*> + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz bolsa, onda
f(x+h,y+k, z+ 1) funksiyany A, k we [ ululyklaryn bitin polozitel derejeleri boyun-
ca dagytmaly.

467. f(x, y) = ¥’ funksiyanyn 4(1, 1) nokadyn golay towereginddki dagytmasy-
nyn ikinji derejé ¢enli agzalaryny (hasaba alyp) yazmaly.

468. f(x,y) =41 —x> =y funksiyany dordiinji derejeli agzalaryna ¢enli (ha-
saba alyp) Maklorenin formulasy boyunca dagytmaly.

469. |x| we |y| ululyklaryn 1 bilen denesdirilende ki¢i bolan hallarynda

cosx . l+x+y
a) COSX . b) arcte LFX+Y
)cosy )arctgl_x+y

afilatmalar ti¢in ikinji derejeli agzalaryna cenli takyklyk bilen takmyny formulalary
getirip ¢ykarmaly.

470. x, y, z ululyklary absolyut ululyklary boyunga kici ululyk hasap edip,
cos(x + y + z) — cosx cosy cosz
anlatmany yonekeylesdirmeli.

471 F(x,y) = i[f(x +hy) + f(x,y + h) + flx — hy) + flx,y — h)] = f(x,y)
funksiyany s-yn derejeleri boyunca A*-e genli takyklykda dagytmaly.

472. Goy, f(P) = f(x, y) we P(x, y) (i = 1, 2, 3) merkezi P(x, y) nokatda o
radiusly toweregin i¢cinden ¢yzylan dogry iigbur¢lugyn depeleri bolsun, seyle-de,
X =x+t0,y,=y.
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F(p) = S[AP) +A(P) +f(P)]

funksiyany p-nyn bitin polozitel derejeleri boyunca o?-a ¢enli takyklyk bilen da-
gytmaly.

A73. A fC, y) =[x+ h,y + k) —f(x + h, y) = f(x, y + k) + f(x, y) funksiyany
h-yn we k-nyn derejeleri boyunga dagytmaly.

474. p-nyn derejeleri boyunca

F(p) = 217ff(x +0cosd,y+ psing)dp

funksiyany dagytmaly.
Asakdaky funksiyalary Maklorenin hatary boyunca dagytmaly:
475. f(x, y) = (1 +x)"(1 + ). 476. f(x,y)=In(1 +x + ).
477. f(x, y) = e'siny. 478. f(x, y) = e*cosy.
479. f(x, y) = sinx shy. 480. f(x, y) = cosx chy.
481. f(x, y) = sin(x* + )?). 482. f(x, y) = In(1 + x)In(1 + y).

1
483. f(x,y) = f (1 + x> dr funksiyanyit Maklorenifi hataryna dagydylmasy-
0

nyn li¢ agzasyny yazmaly.

484. e funksiyany x — 1 we y + 1 binomlaryn bitin polozitel derejeleri boyun-
c¢a derejeli hatara dagytmaly.

485. f(x,y) = % funksiyanyii M(1, 1) nokadyn golay towereginde Teyloryi
hataryna dagydylysyny yazmaly.

486. Goy, z funksiya x we y ululyklarynn anyk dil funksiyasy hokmiin-
de z*—2xz+y=0 defileme bilen kesgitlenyidn bolsun we x = 1 we y = 1 bolanda

onuil bahasy z = 1 bolsun. x — 1 we y — 1 binomlaryil artyan derejeleri boyunca z
funksiyanyi dagydylysynyn birndge agzalaryny yazmaly.

Asakdaky egri ¢yzyklaryn ayratyn nokatlarynyn gorniislerini éwrenip, ol
cyzyklary takmyny sekillendirmeli:
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487. y* = ax? + x°. 488.x° +)* —3xy=0.
489. x* +y* =x*+ 4, 490. x> + y* = x5

491. (x* +y*)? = a*(x* — 7). 492. (y — x*)? =x°.
493. (a + x)y* = (a — x)x°.

494. y* = (x — a)(x — b)(x — ¢) egri ¢yzygyn a, b, ¢ (a < b < ¢) parametrlerin
bahalaryna baglylykda gdrniisini derfiemeli.

Transsendent egri ¢yzyklaryn ayratyn nokatlaryny deriiemeli:

495,32 =1—¢*. 496. > =1—¢>.
497.y = xlnx. 498,y = X __
l+e’”

499. y = arctg( 500. y? = sin L
X

sinx)'

501. y? = sinx?. 502. y? = sin’x.

§7. Kop iiytgeyinli funksiyanyn ekstremumy

1. Funksiyanyrii ekstremumynyi kesgitlenisi we zerur gerti. Goy, kop tiyt-
geyanli f(x) =f(x,,....x ) funksiya x° = (x{,...,x,) nokadyh kibir U(x’, 6) golay
towereginde kesgitlenen bolsun. Eger Vx € U(x°, 0) ligin f(x) > f(x°) (f(x) < f(x"))
densizlik yerine yetse, onda x° nokada f funksiyanyn minimum (maksimum) no-
kady diyilyar.

Ekstremumyn zerur serti. Differensirlenyén f funksiyanyn x° ekstremum no-
kadynda

g£<x°> =0 (i=1,..,m) (1

ya-da  df(x")=0. (2)

Funksiyanyn hususy oniimleriniii nol we hususy oniimleriniii yok nokatlaryna

------

2. Silwestriii élgegleri. f funksiyanyn x° nokatdaky

L) =33 CHICRIN 3)
B S oxox;
e . - 9°A(x")
ikinji differensialy dx , ..., dx ululyklara gord kwadrat formadyr we a; = 3 O
i0Xj

(i,j =1, ..., m) onun koeffisiyentleridir. Olardan diiziilen
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a; ap

Al = Clll , A2 = y eeesy Am ==

ay Ay

A1 Ao o Ay

kesgitleyjiler licin Silwestrin olgegleri seyle okalyar:

Kwadrat formanyn poloZitel kesgitlenmegi li¢in 4,>0, 4,>0,...,4, >0 sertlerifi
yerine yetmegi we otrisatel kesgitlenmegi licin (~1)'4,>0 (k=1,....,m) sertlerifi yerine
yetmegi zerur we yeterlikdir.

3. Ekstremumyii yeterlik sertleri. Eger x° nokadyn kabir golay towereginde
ffunksiyanyn ikinji tertipli tizniiksiz hususy 6ntimleri bar bolup, df(x°) = 0 we d */(x°)
polozitel kesgitlenen (otrisatel kesgitlenen) kwadrat forma bolsa, onda x° nokat
f funksiyanyin minimum (maksimum) nokadydyr. Eger-de kwadrat formanyn ala-
maty tiytgeyén bolsa, onda onun x° nokatda ekstremumy yokdur.

Iki Gytgeyanli f(x, y) funksiyanyi ekstremumynyn yeterlik serti a, =f"(a,b),
a,=f.(a,b), a,,=f(a,b) ugin seyle okalyar. Eger: 1) a,,a,, — ai, > 0 we a,>0
bolsa, onda (a, b) nokat f(x, ) funksiyanyt minimum nokady; 2) a,,a,, — ar, > 0
we a, <0 bolsa, onda (a, b) nokat f(x, y) funksiyanyfi maksimum nokady:;

3) ay,a,, — a;, < 0 bolsa, onda (a, b) nokat f(x, y) funksiyanyn ekstremum nokady

dildir; 4) a,,a,, — a;, = 0 bolsa, onda (a, b) nokat f(x, y) funksiyanyt ekstremum
nokady bolup hem, bolman hem biler.
4. Sertli ekstremum. Kop tytgeyénli f(x,...,x ) funksiyanyn f,(x,...,x )=0

(k=1, ..., n, n < m) baglanysyk sertleri kanagatlandyryan ekstremumyny tapmak-
1) baglanysyk sertlerdéki x , ..., x tytgeyan ululyklaryfi birndgesini (mysal tgin,
n sanysyny) beylekileri arkaly anlladyp, tiytgeyén m — n ululykly funksiyanyii ady
ekstremumyny tapmaklyga getirilyér; 2) Lagranzyn

Ly s X)) = (X ees X)) + D A (X X,)
i=1

funksiyasynyn ady ekstremumyny tapmaklyga getirilyar.

5. Funksiyanyii ifi uly we i kici bahasy. Eger f funksiya yapyk ¢ikli G yayla-
da differensirlenyin bolsa, onda ol funksiya in uly (iii ki¢i) bahasyny ya hususy
ontimleriil nol nokatlarynda, ya-da yaylanyn aragék nokatlarynda alyar.

1-nji mysal. f(x, y) = x* + 3x)> — 15x — 12y funksiyanyn ekstremum nokat-
laryny kesgitlemeli.
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C.B. IIki bilen E)f sistemany ¢oziip, M (1;2), M,(2;1),

—=6xy—12=0
ay

M, (~1; -2), M, (-2; —1) nokatlaryfi / funksiyanynl hususy ontimleriniii nol nokat-

larydygyny goryéris.

2 2
Of gy OF _
9x9y 3y’

Ikinji tertipli hususy ontimlerin esasynda:

1. M nokatdaa, =6,a,=a, =12,a,=6,a, a,—a,=36—144 <0. Diymek,
M | nokatda ekstremum yok.

2.M,nokatdaa ,=12,a,=a, =6,a,,=12,a,a,—a, =144 —36 > 0. Diy-
mek, M, minimum nokadydyr.

3. M, nokatda a,, = -6, a, = a, =-12,a,=-6,a,a,—a;, = 144 — 36 < 0.
Diymek, M, nokatda ekstremum yok.

4. M, nokatda a, =—-12,a,=a, =-6,a -12,a,a,—a, = 144 - 36> 0.
Diymek, M, maksimum nokadydyr.

8-nji mysal. f(x, y) = x> —)? funksiyanyn 2x — y — 3 = 0 goni ¢yzykdaky eks-
tremum nokadyny tapmaly.
C.B. Ilki bilen Lagranzyn funksiyasyny diizelin:

L(x,y, A)=x*—y*+A2x -y - 3).

Indi bu funksiyanyii hususy oniimleriniii nol nokatlaryny kesgitlélin:

OL _ oy 40 =0,
ox

oL _ 5y _ 1
—ay— 2y A O, 4
oL _ v -
—aA—Zx y—3 O.‘

Bu sistemanyfi ¢oziiwi: x =2, y = 1, A = -2, yagny (2, 1, -2) nokat Lagranzyi
funksiyasynyn hususy oniimlerinint noludyr. Sol nokatda ikinji tertipli differensialy
tapalyn:

d’L = 2dx* —2dy*.

2x —y — 3 = 0 baglanysyk sertii esasynda 2dx = dy, sonun {i¢in hem bu sert
yerine yetende Lagranzyn funksiyasy garalyan funksiya bilen gabat gelydr we
d*L =—6dx* < 0. Sonun tigin hem ekstremumyn yeterlik serti boyunca (2, 1) nokat
f(x, y) = x* — »? funksiyanyn sertli maksimum nokady, yagny 2x —y — 3 = 0 goni
cyzykdaky maksimum nokadydyr. C.S.
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3-nji mysal. f(x, y) = x> + > —xy + x + y funksiyanyn

x<0, y<0, x+y>-3
vayladaky in kici we il uly bahalaryny kesgitlemeli.

C.B. Seredilyin yayla 40B ti¢burglukdyr: 4(-3, 0), O(0, 0), B(0, —3). 1lki bi-
len funksiyanyn hususy ontimleriniii nollaryny tapalyii:

fi=2x—y+1=0,
f=2y—x+1=0.

Bu yerden gorniisi yaly, hususy oOniimlerin noly: x=-1, y=-1, yagny
M(-1, —1) nokatdyr. Funksiyanyn sol nokatdaky bahasy f(M) = —1 bolar. Indi
funksiyany yaylanyi aracéklerinde deridlin. OB kesimde, yagny x = 0 bolanda
2(»)=£(0, y)=)?+y bolar we mesele bir liytgeyanli g funksiyanyn —3 <y <0 kesim-
déki in uly we in kici bahalaryny tapmaklyga getirilyar. Ol funksiyanyn oniiminifi
noly y = —1/2 bolar. Sonun {i¢in g funksiyanyn y = -3, y =—1/2, y = 0 nokatlardaky
bahalaryny denesdirip, berlen funksiyanyit OB kesimdiki in uly we in kigi baha-
laryny taparys:

/., (0B)=f(0,-3)=6, [, (0OB)=f(0,-1/2)=-1/4.

Edil sona menzeslikde, 4O kesimde, yagny y=0 bolanda alynyan
p(x)=f(x,0)=x* + x funksiyanyn —3 < x < 0 kesimddki we sonun esasynda berlen
funksiyanyii 4O kesimdéki in uly we in kici bahalaryny taparys:

[, (A0)=f(-3,0)=6, f (OB)=f(-1/2,0)=-1/4.

AB kesimde, yagny x + y = —3 goni ¢yzykda y = -3 — x bolar we sonda bir iiyt-
geyanli g(x) = f(x, =3 — x) = 3x* + 9x + 6 funksiyany alarys. Ol funksiyany dernép,
berlen funksiyanyn 4B kesimdiki iii uly we in ki¢i bahalaryny taparys:

[, (AB)=f(0,-3)=/(-3,0)=6, [ (4B)=f(-3/2,-3/2)=-3/4.

Berlen ffunksiyalaryn bahalaryny denesdirip, onui i uly bahany A(-3, 0) we
B(0, -3) nokatlarda, il kici bahany bolsa M(—1, —1) nokatda alyandygyny goryaris.
C.S.

503.z=x>+(y— 1)~ 504.z=x>-(y—- 1)~
505.z=(x—-y+1)>~ 506.z=x*—xy +y*—2x +y.
507.z =x*3%(6—x—y). 508.z=x*+y*—3xy.

509.z =x*+y* —x* - 2xy — )y~ 510.z = 2x* +y* —x2 =2y
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2 2
511 2 = xy + 20 4 20 (x>0,>0). 512. 2 = xy, /1 = X — % (@>0,b>0).
X y a

513, = XHBYFC (24p+#0). 514, 2= 1 — /" + .

2 2
X +y +1
515. z = &> ¥(8x% — 6xy + 3)?). 516.z = e”7(5 - 2x + y).
517.z = (5x + Ty — 25)e @2, 518.z =x*+xy + 12— 4 Inx — 10 Iny.

519. z = sinx + cosy + cos(x — ) <OSxS%; ()gyg%)_
520. z = sinx siny sin(x + ) (0<x<7; 0 <y < ).

2l z=x—2y+Iny/x" +y" + 3arctg%.

522. z = xyln(x* + ?). 523.z =x + y + 4sinx siny.
524.z = (2 + ))e 97, 525.u=x2+ ) + 22+ 2x +4y— 6z

526.u=x+y*+z2+ 12xy + 2z.

2 2
= Yoz 2 s > >
527.u—x+4x+y+z(x 0,y>0,z>0).

528. u = xy*z*(a—x -2y —3z) (a>0).
2 2 2 2
5. y=9 X Y L Z (x>0,y>0,z>0,a>0,b>0).
X y z b
530. u =sinx +siny +sinz—sin(x +y +2) (0<x<7m;0<y<m; 0<z<7).

531.u = x,x; ..x) (1 —x,—2x,—...—nx ) (x, >0,x,>0,..,x >0).
532u=x+ 2484 4B 42 (x>0,i=1,2,..,n).
X1 X, Xn—1 X
X1 X, ... X,
(a+x)(x; + x;)...(x, + b)
il uly bolar yaly, a we b polozitel sanlaryf arasynda n sany x, x,, ..., x, sanlary
yerlesdirmeli.

533. Gyuygensin meselesi. u = drobun ululygy

Uytgeyin x we y ululyklara baglylygy anyk dil gérniisde berlen z funksiyanyn
ekstremal bahalaryny tapmaly:

534.x*+)y*+22-2x+2y—4z-10=0.
535. X +y*+ 22 —xz—yz+2x+2y+2z-2=0.

536. (x> +y* + 22 = a*(x* + y* - 2°).
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Asakdaky berlen funksiyalaryn gorkezilen sertleri kanagatlandyryan sertli eks-
tremum nokatlaryny tapmaly:

537.z=xy,x +y=1. 538-2:1+%,x2+y2=1.
a
539.z=x*+)?, ﬁ+%: L. 540.z = Ax* +2Bxy + Cy*, X’ +y* = 1.
a

541.z=x>+12xy+2)% 4x2+)?=25.  542.z = cos’x + cos?y, x — y = %
543 u=x-2y+2z, x> +y*+ 2= 1.
544 u =x"y'z,x +y+z=a(m>0,n>0,p>0,a>0).
2 2 2
545.u=x2+y2+zz,x—2+y—2+z—2: 1(a@a>b>c>0).
a b c
546. u =xy*’2,x +2y+3z=a(x>0,y>0,z>0,a>0).
547. u=xyz, x> +y*+z2=1,x+y+z=0.
548. u =xy +yz, x> +1y?=2,y+z=2(x>0,y>0,z>0).

549.u=sinxsinysinz,x+y+z:%(x>0,y>0,z>0).

2 2 2
550.u = £ + y_2 + £, X2+ ) +22=1,xcosa +ycosf +zcosy =0 (a>b>c>0,
a b c

cos’a + cos’ff + cos?y = 1).
S5Lu=@-&+ (-0 + -8} Ax + By + Cz=0,x +)° + 22 =R,

S - _ g , cos’a + cos?f + cos’y = 1.
cosa cosfl  cosy

552. 1 = x4+ X3+ .+ x2, +ﬁ+...+%= 1(a,>0;i=1,2, .., n).
1

" a a, .

553 u=x{+xi+..+x, p>1),x +x,+..+x =a(a>0).

a a a
554. u=—1+—2+...+7”, Bx+Bx,+..+Bx =1, >0, >0, x>0,
1 2 n

i=1,2,..,n).

555.u = x"xy"x, x tx, oty =a,a>0,0,>1,(=1,2,..,n).

556. Z x; =1 sertde u = Zal.jx,.x i (al.l.za/.l_) kwadrat formanyn ekstremu-
i=1 i,j ' '

myny tapmaly.
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557.1> 1 we x>0,y 0 bolanda * 1Y > (’C i ) deRsizligi subut etmeli.

(Gorkezme: x +y = s sertde 7 = L( x" + y") funksiyanyi minimumyny tapmaly).

2
1_'
558. Gyolderin Zax < (Zak>k (Z )k densizligini subut etme-
; k

>1, Ly

li <a>0 >0, i=102,. 1 _ 1), (Gérkezme: Y ax, = A
KT Z

sertde u = (Z ) (Z X; ) funksi)}anyﬁ minimumyny tapmaly).

i=1
559. n tertipli 4 = \aij| kesgitleyji ligin Adamaryn denisizligini subut etmeli:
A’ < ﬁ (Z aé). (Gorkezme: A = |a | kesgitleyjinin ekstremumyna Za S,
=1 \j=1

j=1

(i=1,2,...,n) sertde garamaly).

Asakdaky funksiyalaryn gorkezilen yaylalarda it uly (sup) we in ki¢i (inf)
bahalaryny kesgitlemeli:

560.z=x-2y-3,0<x<1,0<y<1,0<x+y<l1.
561.z=x2+)?— 12x + 16y, x* + * <25.
562.z=x>—xy+)% x|+ < 1.

563. u =x*+2y*+ 322, x> +)* + 22 < 100.

564 u=x+y+z,x>+)y?<z<I.

565.x>0,y>0,z>0yaylada u=(x +y + z)e ™22 funksiyanyn asaky (inf)
we yokarky (sup) takyk ¢édgini tapmaly.

566. z = (1 + €&)cosx — ye’ funksiyanyn tiikeniksiz kop maksimumynyn
bardygyny we hi¢ bir minimumynyn yokdugyny subut etmeli.

567. f(x, y) funksiyanyn M (x,, y,) nokatda minimumynyfi bolmagy ti¢in ol
funksiyanyn M nokatdan gegydn her bir goni ¢yzyk boyunga minimumynyf bolma-
gy yeterlikmi? Bu sertde su funksiyany deriiemeli: f(x,y)=(x—)?)(2x—)?).

568. Berlen polozitel a sany ters ululyklarynyil jemi, it uly bolar yaly, n
polozitel kopeldijilere dagytmaly.

569. Berlen polozitel @ sany kwadratlarynyn jemi, i ki¢i bolar yaly, n
gosulyjylara dagytmaly.
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570. Berlen poloZitel a sany berlen polozitel derejelerint jemi, i1 ki¢i bolar
yaly, n polozitel kopeldijilere dagytmaly.

571. Tekizlikde massalary m, m,, ..., m_bolan n sany P (x,, y,), P,(x,, y,), ..,
P (x ,y ) material nokatlar berlen. P(x, y) nokat néhili yerlesende material nokatlar
sistemasynyn sol nokada gord inersiya momenti ifi ki¢i bolar?

572. Sygymy ¥V bolan goni burgly acyk wannanyn 6lgegleri néhili bolanda
onun isti in ki¢i bolar?

573. Usti S we kese-kesigi yarym tegelek bolan agyk silindr sekilli wannanyi
Ol¢egleri néhili bolanda ol in uly sygymly bolar?

574. x> + y* + 2> = 1 sferada berlen M(x, y, z) (i = 1, 2, ..., n) nokatlardan
uzaklyklarynyn kwadratlarynyf jemi ifi ki¢i bolyan nokadyny tapmaly.

575. Jisim konus sekilli goni tegelek silindrden ybarat. Doly iisti belli we
(O-a deii bolan ol jisiminl 6l¢egleri ndhili bolanda onuil géwriimi i uly bolar?

576. Gowrlimi V bolan jisim dogry goni burgly parallelepiped bolup, onuii
asaky we yokarky esaslary den dogry dortburcly piramidadyr. Piramidanyi gapdal
granlary onun esasyna haysy bur¢ boyunca gysaranda jisimin doly iisti i uly bolar?

577. Perimetri 2p we taraplarynyn biriniii dagyndan aylananda géwriimi ini uly
bolyan goniiburglugy tapmaly.

578. Perimetri 2p we taraplarynyn biriniii dagyndan aylananda gowriimi i1l uly
bolyan ticburclugy tapmaly.

579. R radiusly yarym saryn i¢inden géwriimi il uly bolan goni burgly paral-
lelepipedi ¢yzmaly.

580. Berlen goni tegelek konusyn i¢inden géwriimi in uly bolan goni burgly
parallelepipedi ¢yzmaly.

2
581. Lz + Lz + Lz = 1 ellipsoidin i¢inden géwriimi ifi uly bolan goni burcly
a b c
parallelepipedi ¢yzmaly.
582. [ emele getirijisi esasynyn tekizligi bilen @ bur¢ emele getiryin goni te-
gelek konusyn i¢inden doly tisti in uly bolan goni burgly parallelepipedi ¢yzmaly.
2 2
583. £ = x—2 + y—2, z = c elliptik paraboloidin segmentinin icinden géwriimi
¢ a b
i1 uly bolan goni burgly parallelepipedi ¢yzmaly.
584. M (x,, y,» z,) nokadyfi Ax + By + Cz +D = 0 tekizlikden in ki¢i uzak-
lygyny tapmaly.
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585. Ginislikdaki
X=X _ Y= _2—4 we X~"X _ YN _Z-2%
m n D n, n, 2

iki goni ¢yzyklaryn arasyndaky in yakyn d uzaklygy tapmaly.

586. y = x? parabola bilen x — y — 2 = 0 goni ¢yzygyn arasyndaky in yakyn
uzaklygy tapmaly.

587. Ikinji tertipli Ax* + 2Bxy + Cy* = 1 merkezi ¢yzygyn yarym oklaryny
tapmaly.

588. Ikinji tertipli Ax> + By* + Cz* + 2Dxy + 2Eyz + 2Fxz = 1 merkezi Ustiin
yarym oklaryny tapmaly.

2 2
589. X—z + y_2 = 1 silindr bilen Ax + By + Cz = 0 tekizligin kesismeginden
a b
alynyan ellipsiit meydanyny tapmaly.

2 2 2
590. Lz + Lz + ZT — 1 ellipsoid bilen xcosa + ycosf + zcosy = 0 tekizligin
a b c
kesiginin meydanyny tapmaly, bu yerde
cos’a + cos’S + cos’y = 1.

591. Fermanyn prinsipi boyung¢a 4 nokatdan ¢ykyan we B nokada diisyan yag-
tylyk gecmek iicin in az wagt talap edyén ¢yzyk boyuncga yayrayar.

A we B nokatlar tekizlik bilen boliinen diirli optiki gursawda yerlesyér diyip
hasap edip we yagtylygyn birinji we ikinji gursawlardaky yayrama tizliklerini
degislilikde v, we v, alyp, yagtylygyfi dowiilme kanunyny getirip ¢ykarmaly.

592. Dowiilme burgy @ we dowlilme gorkezijisi n bolan prizmadan gegyin
vagtylyk sohlesi haysy bur¢ boyunca diisende yagtylyk sohlesininn gysarmasy
(yagny diisydn we ¢ykyan sohlelerin arasyndaky burg) ini kici bolar? Sol in kigi
gysarmany tapmaly.

593. Uytgeyin x we y ululyklar koeffisiyentlerini kesgitlemek talap edilyin
y=ax +b ¢yzykly denllemeleri kanagatlandyryar. Birné¢e den-takyk ol¢eglerii ne-
tijesinde x we y ululyklar Gigin x, y, (i = 1, n) bahalar alyndy.

In ki¢i kwadratlar usulyndan peydalanyp, a we b koeffisiyentleriii il &h-
timal bahalaryny tapmaly. (Gérkezme: In kigi kwadratlar usuly boyunca a we b
koeffisiyentlerin in dhtimal bahalary yalnyslyklarynyn kwadratlarynyn jemi

Zn:Aiz = Zn:(axi"‘b—yi)z
= =1

in ki¢i bolyan bahalardyr).
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594. Tekizlikde n nokatlaryni sistemasy berlen. M(x, y) (i = 1, 2, ..., n).
xcosa +ysina—p =0 goni ¢yzyk néhili yerlesende ol nokatlaryni sol goni ¢yzykdan
gysarmalarynyn kwadratlarynyn jemi i1 ki¢i bolar?

595. x? funksiyany (1, 3) interwalda A = sup|x? — (ax + b)| (1 <x < 3) absolyut
gysarma in kigi bolar yaly ax + b ¢yzykly funksiya bilen takmyny calsyrmaly.
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JOGAPLAR

L. §1. Kopliikler we olar bilen gecirilyin amallar

1. ANB — topardaky béslikeilerin kopliigi; A\B — topardaky baslikei dil talyplaryn
kopliigi; B4 — fakultetin beyleki toparlaryndaky baslikgilerin kopliigi. 2. AU B = {x:0<x <
<3}, ANB={x:15x<2}; A\B={x:0<x<1}; BA={x:2<x<3}; AAB={x:(0<x<1)v(2<
<x<3)}. 4. 0; 1. 5. —/2,/2. 10. -1,01<x<-0,99. 11. x<-8, x>12. 12. x<-1/2.
13. 0<x<2/3. 14. [x|<6. 15. x>—1/2. 16. —1/2<x<1/2. 17. (5-v30)/10 < x <
<(5=+20)/10; (5 ++20)/10 < x < (5 ++/30)/10. 19. Ikinji. 20. 9,9102 sm><S<
<10,0902 sm?;, A<0,0902 sm? 0<0,91%. 21. 3,93 g/sm*+0,27 g/sm>, 6<7,3%. 22.
0<3,05%. 23. 172,480 m*<v<213,642 m*; v = 192,660 m3*+£20,982 m?, 6=12%. 24.
A<0,17 mm. 25. A<0,0005 m.

II. §1. San yzygiderlikleri we olaryn hésiyetleri

1. a) n,>1/e; b) n, >1/e; ¢) ny = /2 /e; d) n,>1+1g(1/e)/1g2; e) n,>1ge/1g0,999~
~23301g(1/e). 2. a) n,>K; b) n,>(1gK/lg2)*; ¢) n,>10". 6. 0. 7. 0. 8. 0. 9. 1/3.
10. (1-b)/(1—a). 11. 1/2. 12. 1/2. 13. 1/3. 14. 4/3. 15. 3. 16. 1. 17. 2. 27. a) ikinji; b) bi-
rinji; ¢) ikinji. 32. e=2,71828... . 52. a#0 bolanda 1-e den we [—1, 1] kesime degisli ya-da
a=0 bolanda predeli yok. 56. x,=9/8. 57. x,, =1/20. 58. x ,,=1000"*/1000! ~2,49-10*2,
59. x,=x,=-120. 60. x, =20. 61. 0; 1; 1; 1. 62. —7/2; 5; -2; 2. 63. —1; 3/2; 0; 1. 64. 0;
2;0;2.65.-4;6;,-4;6.66.—-1/2; 1; -1/2; 1. 67. —0; +o0; —00; +00. 68. —0; —1; —00; —00.
69. 0; +00; 0; +90.70. —00; +00; —00; +00, 71.-5; 1,25; 0; 0. 72.—1/2; 1.73. —(e + 1 /4/2); e+1.
74.0; 1. 75. 1; 2. 76. 0; 1. 77. 0; 1. 78. 1; 1/2; 1/3; ...; 0. 79. 0 we 1-in arasyndaky &hli
hakyky sanlar, solary hem girizip. 80. 1; 5. 81. a; b. 88. a) dargayar; b) yygnanyan hem
bolup biler, dargayan hem. 89. a) yok; b) yok. 90. Yok. 91. Yok. 105. a) 0; b) 0. 108. In2.
109. (a+2b)/3.

IIL. §1. Funksiya we onui grafigi

1. —o<x<+o0, x#£-1. 2. —oo < x <—+/3 we 0 <x<V3.3. -1<x<l. 4. a) |x|>2;
b) x>2. 5. 4w <x<(k+127? (k=0, 1, 2, ..). 6. |x|</7/2 we Jz(dk—1)/2 <
<lxl</z(4k+1)/2 (k=1,2, .). 7. VQk+1)<x<1/2k we ~1/Q2k+1)<x<-1/2k+2)
(k=0,1,2,..). 8.x>0, x#n (n=1,2,..). 9. — 1/3<x<1. 10. |x—kz|<7/6 (k=0, 1,
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+2, ... 11, 1027 <x <10@H1I2D7 (=0, +1, 2, ...). 12. x=-1, =2, -3, ... we x>0.
13.x<0,x#n (n=1,2,...). 14. 1<x<2.15. x=1/2,1,3/2, 2, .... 16. x>4. 17. krr + /A <x<kr +
+7/2 (k=0, £1, ...). 18. 0<x<7/3 we 47/3<x<37/2. 19. -1<x<2; 0<y<3/2.
20. 2k + /3 <x<2km+57/3 (k=0,%1,£2,...); —0<y<lg3.21. -0 <x<+o0; 0<y<7.
22. 1=<x<100; —m/2<y<m/2. 23. x=p/(2q+1), bu yerde p we ¢ bitin sanlar; y==1.
24. P=2b+2(1-b/h)x (0<x<h); S=bx(1—x/h) (0<x<h). 25. a=+100 —96cosx
(0<x<1),S=24sinx (0<x<7).26.5 =hx*/(a—b),0<x<(a—b)/2bolanda; S = h(x—(a—b)/4),
(a—b)2<x<(a+b)/2 bolanda; S=h[(a+b)/2—(a—x)*(a—b)], (a+b)/2<x<a bolanda.
27. m(x)=0, —0<x<0 bolanda; m(x)=2x, 0<x<1 bolanda; m(x)=2, 1<x<2 bolanda;
m(x)=3,2<x<3bolanda; m(x)=4,3 <x<+owobolanda.31.E = {0<y<4}.32.E = {1 <y<3}.
33. E={0<y<l1}. 34. E ={l<|y|<+oo}. 35. E = {1<y<2} 36. a<y<b a<b bolan-
da we b<y<a a>b, bolanda 37. 1<y<+co. 38 0>y>-o00 we +oo>p>1. 39, 0<y<1/2.
40. too>y>-00. 41. 0<y<1/2 we 3/2<y<2.42.0;0; 0; 0; 24. 43. 0; —6; 4.44. 1; 1; 1; 2.

_ l+x _—x 2 x—1 1+x -
45.-1;0;1;2;4.46. 1, ey 240 Tax xr 1l 12 .47.2) f(x)=0,x=—1,x=0 we

x=1Dbolanda; f(x)>0,—c0o<x<-1we0<x<1 bolanda;f(x)<0,—1 <x<0we 1 <x<+owobolan-

da; b) f(x)=0, x=%1/k bolanda; f(x)>0, — L <x< L we—_ 1 <y 1

2k+1 2k 2k + 1 2k + 2
_ . _ 1 __ 1
(k=0, 1, 2, ..) bolanda; f(x)<O0, 2k+ 5 <x < 2k—|—1 we —op <x< k41

(k=0, 1, 2, ...) bolanda; ¢) f(x)=0, x<0 we x=1 bolanda; f(x)>0, 0<x<1 bolanda;
f(x)<0,1<x<+ow0 bolanda. 48. a) a; b) 2x + A; ¢) a*(a"—1)/h. 50. f(x)=Tx/3-2; f(1)=1/3;
A2)=8/3. 51. f(x)=Tx*/6+17x/6+1; f(-—1)=-2/3; f(0,5)=65/24. 52. f(x)=10x*/3—Tx*/2—
—29x/6+2. 53. f(x)=10+5-2% 56. a) 2kr <x<zm+2kr (k=0, £1, £2, ...); b) 1<x<e;

— - . Xy _ Xty _ Xty
¢)x>0,x#k (k=0,1,2,...).58.a) z=x+y; b) z x+y,g:)z 1—xy’d)z Ty

59. 9(p(0)=x% P(I(x))=2"; e(P(x)=2> P(p(x))=2"". 60. p(¢(x)=sgnx;
PAIE)=x £0); eW)=¥(e(x)=sgnx (x#0). 61. P(Pp(x)=p(x); P(P(x)=(x);

(W (x)=e(t(x))=0. 62. —(l—x)/x'x(x;éO x#1). 63. f(x) :ﬁ 64. x>—5x+6.
nx

65. x —2<\x|> 2= > 66. 1+” . 67. f(x)=(x/(1-x))>. 75. a) a>0 bolanda artyar we

a<0 bolanda kemelyér; b) a>0 bolanda (-0, — b/2a) interwalda kemelyir we (—b/2a,+o0) in-
terwalda artyar; ¢) artyar; d) ad—bc>0 bolanda (-0, —d/c) we (—d/c, +o0) interwallarda artyar;
e) a>1 bolanda artyar we 0<a<1 bolanda kemelyér. 76. Logarifmii esasy birden uly bolsa,

onda bolar. 78. —(—oo<y<-|—oo) 79.2) —/y (0<y<+w);b) /'y (0<y<-+w). 80. }+y

(#-1). 81 a) —y/1 —y (0<y<1): b) V1 —y* (0<y<1). 82. Arshy = In(y + /1 +*)

(—oo<y<+o0). 83. Arthy=(1/2)In((1+y)/(1-y)) (-1<py<1). 84. x=y, —0<y<1 bolanda;
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X = /;, 1<y<16 bolanda; x=log,y, 16 <y<+oo bolanda. 85. a) tik; b) jlbit; ¢) jiibiit;
d) tak; e) tik. 87. a) periodik, T=27/A; b) periodik, T=2x; ¢) periodik, T=6x; d) pe-
riodik, 7=m; e) periodik dil; f) periodik, 7=m; g) periodik dil; h) periodik dal.

2

96. t=5/3 s, x=—-10/3 m. 98. x,=-bl2a, y,=(4ac-b’)/4a. 99. y=x— X

36000

9 km; 36 km. 106. X, :—%; Yo = % 107. p = % (v>0). 118. k = ai m = L‘f’b‘,

n= ai—b—;(alb —ab,), x, :_% 119. y=10/x2. 142. A =V a’ + b*; sinx, = — a/d,
1 a, 1

cosy,=blA. 217. y=2sinx, -7k <a/6 we y=(-1¥, L <|x—zk|< 5777 (k=0,
+1, £2, ..). 218. a) y=(x+[x|)/2; b) we ¢) y=x% x>0 bolanda; y=0, x<0 bolanda;
d) y=x, x<0 bolanda; y=x*, x>0 bolanda. 219. a) y=1; b) y=1, 1 <|x|<V3; y=0,
<1 ya-da | x|>3; ¢) y=1, x|<1; y=2, |x|>1; d) y=-2, |x|>2; y=2—(2-x2), |x|<2.
220. x<0 bolanda alarys: a) 1) f(x)=1+x, 2) f(x)=—(1+x); b) 1) f(x)=—2x—x?%
2) f()=2x+x% ¢) 1) Ax) =vV—x, 2) flx)=—v—=x; d) 1) f(x)=—sinx, 2) f(x)=sinx;
e) ) f(x)=e*,2)f(x)=—e™ ) 1) f(x)=In(—x), 2) f(x)=—In(-x). 221. a) x =—b/2a; b) x=1/2;
¢) x=(b—-a)2; d) x=kr (k=0, £1, £2, ...). 222. a) (x,, ax,+Db), x-erkin; b) (-d/c, a/c),
¢) (x,, ¥,)s X,=—b/3a we y, = ax; + bx + cx, + d; d) (2, 0); e) (2, 1). 236. Kokleri: —1,88;
0,35; 1,53. 237. 2,11; -0,25; —1,86. 238. 0,25; 1,49. 239. 0,64. 240. 1,37; 10. 241. —0,54.
242. 0; 4,49. 243. x,=-0,57, y, =—-1,26; x,=-0,42, y,=1,19; x,=0,45, y.=0,74; x,=0,54,
v,=-0,68. 244. x =-1,30, y =9,91; x,=2,30, y,=9,73; x,=-0,62, y,=-9,98; x,=1,62,
y,=-9.87.

§2. Funksiyanyi predeli

246. a) umuman aydylanda, yok; b) hawa. 249. Yokardan ¢ikli we asakdan ¢ékli dal.

251. f(a) we (b). 252. 0; 25. 253. 0; 1. 254. 0; 1. 255. 2; +o0. 256. —1; 1. 257. —v/2; V2.
258. 1/2; 4. 259. a) 0, 1; b) 0; 2. 260. 0; 1. 261. a) 8; b) 0.8; ¢) 0,08; d) 0,008. 262. a) 7
b) 75 ¢) 3 d) 7. 275. a) 1; b) 2/3; ¢) 1/2. 276. 6. 277. 10. 278. nm(n—m)/2. 279. 5°.
280. (3/2)%. 281. n ™2, 282. —1/2. 283. 1/2. 284. 1. 285. 1/4. 286. 1/3. 287. (3/2)".
288. n(n+1)/2. 289. 49/2. 290. m/n. 291. (n(n—1)/2)-a>. 292. n(n+1)/2. 293. (m—n)/2.

294. x+a/2. 295. x> +ax+a¥/3. 296. 1. 297. 1/2. 298. 3. 299. ab/3. 300. 1. 301. 1/2.
302.4/3.303.-2.304.1/+v2a. 305.-1/16.306. 1/144.307. 1/4.308. 12/5.309. 1/n. 310.-2.
b

311.1/4.312.2/27.313.3/2.314. 112/27. 315.7/36. 316.—1/2. 317. % _b 318. % + 0

;.
320. n/m. 321. 1/2. 322. n!. 323. (1/2) (a+b). 324. 1/2. 325. —1/4. 326. 1. 327. 2/3.
328. 2. 329. 4/3. 330. —1/4. 331. (a,+a,*+... +a,)/n. 332. 2. 333. 2n. 334. limx, = oo,
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limx, =—c/b. 335. a=1, b=—-1. 336. a,=%1, b="T1/2 (i=1, 2). 337. 5. 338. 0.

339. (— 1)’”‘”%. 340. 1/2. 341. 1. 342. 1/3. 343. 1/2. 344. 2. 345. 4. 346. 1/p. 347. 1/2.

348. 2/7. 350. cosa. 351. — sina. 352. sec’a (a # (2k + 1)%, k=0, £1, ...). 353. — sinta

(akz, bu erde k — bitin san). 354, SN (a £k + 1) E ) 355, —Cosa L (atkr, bu

COS a
yerde k — bitin san). 356. —sina. 357. —cosa. 358. 251na (a # (2k+ 1) bu yer-
COS a
de k — bitin san). 359, 2€054 (i kn & — bitin san). 360. 3sin2a/2. 361. —3. 362. 14.
sin a

363.1/V3. 364.—24.365. — %2 (4 # (2k + 1), bu yerde k- bitin san). 366. 3/4.
COS a

367. 1/4. 368. 4/3. 369. —1/12. 370. ¥2. 371. 0. 372. 3. 373. 0. 374. a) 1/2; b) v2/3;
¢) 1. 375. 0. 376. 0. 377. 0. 378. 0. 379. 1. 380. . 381. 1. 382. ¢2. 383. &
384. 0, a,<a, bolanda; +o, a,>a, bolanda; e*12'V, a =a, bolanda. 385. e. 386. ¢

387.1.388. v ¢ . 389, ¢t (a#km, k— bitin san). 390. ¢*2. 391. ¢'. 392. 1. 393. ¢ 2. 394. e.

395.1/Ve . 396.¢71.397. ¢2.398. 1.399. 1. 400. 1/a. 401. 0. 402. 1/5. 403.-2. 404. 3/2.
405. 3/2. 406. —loge/x*. 407. 2a/b. 408. (a/b)*. 409. 0. 410. n. 411. Ina. 412. a‘In(a/e).
413. a’Inea. 414. &. 415.2/3. 416. ¢© <" 417. alf.418.—2.419. ¢*. 420. 1. 421. (a/f)a*".

422. a'lna. 423. a'ln’a. 424. e @*P. 425. Inx. 426. Inx. 427. Vb. 428. Vab.

1
429. */abc . 430. (a“b"c )avvve. 431. 1/ ab . 432. (In(a/b))". 433. a“Ina. 434. a) 0,
b) In3/In2. 435. In8. 436. —In2. 439. a) 1/2; b) 1/2. 440. 1. 441. 0. 442. Ina>. 443. 1/8.

444. 1/2. 445. 2. 446. . 447. ¥~ 448. (@ + B)//af . 449. a) 1; b) 1/2; ¢) 1. 450. 2/9.
451. 2sh(1/2). 452. a) cha; b) sha. 453. —1. 454. In2. 455. 1. 456. ¢*. 457. —7/2. 458. 70/3.
459. —7/2. 460. 37/4. 461. 1/(1+x7). 462. 2. 463. ¢'/(1+x?). 464. 1/2. 465. 1. 466. ¢*

467. 0. 468. 0. 469. a) +oo; b) 1/2. 470. a) —1; b) 1. 471. In(b*a?). 472. a) 7/2; b)—7x/2.
473.a) 1, b) 0. 474. a) 0; b) 1. 477. 2; 1; 2. 478. 0; (—1)""; (—1)". 479. 0. 480. 1. 481. 0.
482. 1. 483. 0. 490. b) y=1, |x|<1; y=0, |x|=1. 491. b) y=0, 0<x<1 bolanda; y=1/2,
x=1 bolanda; y=1, 1 <x<+oo bolanda. 492. y=—1, 0<|x|<1 bolanda; y=0, |x|=1 bolanda;
y=1,|x|>1 bolanda. 493. y = |x|. 494. y=1, 0<x<1 bolanda; y =x, x>1 bolanda. 495. y=1,
0<x<1 bolanda; y=x, 1 <x<2 bolanda; y =x%*2, x>2 bolanda. 496. y=0, 0<x<2 bolanda;
y= 2«/5, x=2 bolanda; y=x%, x>2 bolanda. 497. b) y=0, x#(2k+ 1)z/2 bolanda; y=1,
x=Qk+1)x/2 (k=0, £1, £2, ...) bolanda. 498. y=In2, 0<x<2 bolanda; y=Inx, x>2 bo-
landa. 499. y=0, —1<x<1 bolanda; y=7x(x—1)/2, x>1 bolanda. 500. y=1, x<-1 bolanda;
y=e""1 x>—1 bolanda. 501. y =x, x<0 bolanda; y=1/2, x=0 bolanda; y=1, x>0 bolanda.

502. 1/x. 503. y = «/;, 0<x<1 we 4k—1<x<4k+1 bolanda; y=x, 4k—3<x<4k-2 we

22. Sargyt Ne 2666
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4k—2<x<4k—1 bolanda; y = (vV'x +x)/2, x=2k—1 (k=1, 2, 3, ...) bolanda. 504. y=0,
x rasional bolanda; y =x, x irrasional bolanda. 505. max{|x|, |y|} =1 kwadratyn kontury.
507. a) x=1; x=-2, y=x—1; b) y=x+1/2, x— +oo bolanda, y =—x—1/2, x—— bolanda;
¢) y=1/3—x; d) y=x, x—+oo bolanda, y=0, x——c0 bolanda; ¢) y=0, x——0, y=x,
x— +oo; ) y=x+xr/2. 508. 0. 509. 1/(1-x). 510. sinx/x. 512. 1/6. 513. a/2. 514. Ina/2.
515. Ve . 516. e, 517. (1 + V1 + 4a) /2. 518. 2/3. 519. b/(1-c). 520. (V5 —1)/2.
521. v1+x—1.522. 1 —v1 —x. 526. a) 2; b) +oo; ¢) 0; d) 1; e) 2; &) 1; f) 2shl.
528. a) I=—1, L=2;b) [=-2, L=2; ¢) [=2, L=e. 529. a) [=—1, L=1; b) [=0, L="+o0;
¢) [=1/2, L=2; d) [=0, L=+00. 530. a) birinji tertipli; b) ikinji; ¢) birinji; d) {l¢iinji;
e) tigiinji. 539. a) 2x; b) x; ¢) x/2; d) x¥/2. 541. a) 3(x—1)% b) (1 —x)/*/¥2; ¢) x—1;
d) e(x—1); e) x—1. 542. a) x2%, b) 2x% ¢) x¥%; d) x"8. 543. a) (1/x)*; b) (1/2)(1/x)"2;
¢) — (1/4)(1/x)2 d) (1/x)7. 544. a) (1/2)-(1/(x—1)); b) V2(1/(x— D)% ¢) (1/%/3)-

(1/(1 =) @) V(-2 0) V1),

§ 3. Uzniiksiz funksiyalar

549. a) 9,95 <x < 10,05; b) 9,995 <x< 10,005; ¢) 9,9995 <x < 10,0005; d) v/ 100 — € <
<x<v/100 + . 550. A<e27; a) A<3,7 mm; b) A<037 mm; ¢) A<0,037 mm. 551. 100[1—
— 107 DP<x<100[1+10"*V]?; a) 81<x<121; b) 98,01 <x<102,01; ¢) 99,8001 <x<100,2001;
d) 99,980001 <x < 100,020001. 552. =min(e/11, 1) 553. 0 = €X§/(1 +exy) = 0,001x;
a) 0=107%; b) 6=107; ¢) 6~10°. Yok. 555. a) yok; b) bolyar. 557. Yok; x, nokatda ¢ak-
liligi. 558. Yok; eger f(x) funksiya tiikenikli (@, b) interwalda kesgitlenen bolsa, onda ol
denisizlik hemise yerine yetyér, eger-de it bolmanda a ya-da /-nin biri co simwola den bol-

sa, onda lim| f(x)| =+ oo bolar. 559. Yok; ters funksiyanyn bir bahalylygy we iizniiksiz-

ligi. 561. Uzniiksiz. 562. A=4 bolanda iizniiksiz we 4#4 bolanda x=2 nokatda iiziilyér.
563. x=—1 nokatda {iziilyér. 564. a) lizniiksiz; b) x=0 nokatda {iziilyér. 565. x=0 nokat-
da {iziilyir. 566. Uzniiksiz. 567. Uzniiksiz. 568. x=1 nokatda iiziilyir. 569. a=0 bolanda
iizniiksiz, a#0 bolanda {iziilyar. 570. x=0 nokatda {iziilydr. 571. x =k (k — bitin san) nokatda
tzilyar. 572. x=k* (k=1, 2, ...) nokatlarda tiziilyar. 573. x=—1 tiikeniksiz tiziilme nokady.
574. x=-1 ayrylyan iiziilme nokady. 575. x=-2 we x=1 tiikeniksiz {iziilme nokatlary.
576. x=0 we x=1 ayrylyan fliziilme nokatlary; x=-1 tiikeniksiz iizilme nokady.
577. x=0 ayrylyan {iziilme nokady; x =kx (k==1, £2, ...) tlikeniksiz iiziilme nokatlary.
578.x==2ayrylyaniizilmenokatlary. 579.x=0ikinji gérniisdékiiziilme nokady. 580.x=1/k
(k==*1, 42, ...) birinji gérniisdéki iiziilme nokatlary; x=0 ikinji gérniisdéki iiziilme nokady.
581. x=0 we x=2/(2k+1) (k=0, £1, ...) ayrylyan iiziilme nokatlary. 582. x=0 birinji
gorniisdéki iizilme nokady. 583. x=0 ayrylyan iiziilme nokady. 584. x=0 ikinji gdrniisdéki
iizilme nokady. 585. x=0 ayrylyan iiziilme nokady; x=1 tiikeniksiz {iziilme nokady.
586. x=0 tiikeniksiz {iziilme nokady; x=1 ikinji gorniisdaki tiziilme nokady. 587. x =kx
(k=0, £1, £2, ...) birinji gorniisddki iiziilme nokatlary. 588. x =k (k=+1, 42, ...) birinji
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gorniisdéki iziilme nokatlary. 589. x =k (k==+1, 42, ...) birinji gérniisdéki {iziilme nokatlary.
590. Funksiya tizniiksiz. 591. x = +v/n (n=1, 2, ...) birinji gdorniisdédki tiziilme nokatlary.
592. x=1/k (k=%1,£2,...) birinji gérniisdiki iiziilme nokatlary; x=0 tiikeniksiz iiziilme
nokady. 593. x=1/k (k=+1, £2, ...) birinji gorniisdaki iiziilme nokatlary; x=0 ayrylyan
liziilme nokady. 594. x=2/(2k+1)x (k=0, 1, £2, ...) birinji gorniisdéki iizilme nokat-
lary; x=0 ikinji gdrniisdéki tiziilme nokatlary. 595. x=+1/k we x = + 1//2 (k=1,2,..)
birinji gorniisdéki tiziilme nokatlary; x=0 ikinji gérniisdéki iiztilme nokatlary. 596. x=1/k
(k=%=1,42,...) tikkeniksiz liziilme nokatlary; x=0 ikinji gornisddki iiziilme nokatlary.
597. x=2/Q2k+1)x (k=0,£1,%2,...) tilkeniksiz iiziilme nokatlary; x=0 ikinji gorniisdéaki
lizilme nokatlary. 598. x = +/n (n=1, 2, ..) birinji gorniisddki tzilme nokatlary.
599. x=0, x=1 we x=2 birinji gérniisdéki liziilme nokatlary. 600. x =kz (k=0, £1, £2, ...)
titkkeniksiz iizilme nokatlary. 601. x = +vVkr (k=0, 1, 2, ...) tiikeniksiz tiziilme nokatlary.
602. x=—1 we x=3 tiikeniksiz liziilme nokatlary. 603. x=0 ikinji gérniisdiki liziilme nokat-
lary. 604. x=0 ayrylyan tiziilme nokady. 605. x==1 birinji gorniisdaki iiziilme nokatlary.
606.y=1,0<x<1bolanda; y=1/2,x=1 bolanda; y=0, x> 1 bolanda; x=1 birinji gorniisdaki
tiziilme nokady. 607. y=sgnx; x=0 birinji gérniisdéki tiziilme nokady. 608. y=1, |x|<1 bo-
landa; y =x2, |x|> 1 bolanda, funksiya tizniiksiz. 609.y=0, x#k7z bolanda; y=1,x=kx (k=0,
+1, +2, ...) bolanda; x=/kx birinji gérniisdiki liziilme nokatlary. 610. y =x, |x—kr|<7/6
bolanda; y=x/2, x=kr+r/6 bolanda; y=0, 7/6<|x—knr|<57/6 (k=0, +1, ...) bolanda;
x=km£7/6 birinji gérniisdaki iizlilme nokatlary. 611. y =7x/2, kr <x <kr +7/2; y =—mx/2,
kr+w2<x<kr+7m; y=0, x=kr + /2 (k=0, £1, ...); x= k7/2 birinji gorniisdaki tiziilme
nokatlary. 612. y =x, x<0 bolanda; y =x?, x>0 bolanda, funksiya tizniiksiz. 613. y=0, x<0
bolanda we y =x, x>0 bolanda, funksiya tizniiksiz. 614. y=—(1+x), x<0 bolanda; y=0,
x=0 bolanda we y=1+x, x>0 bolanda; x=0 birinji gdrniisdiki iiziilme nokady. 615. Yok.
616. a=1. 617. a) funksiya iizniiksiz; b) x=—1 birinji gérnlisdéki iizilme nokady; ¢) x=-1
birinji gorniisdéki iiziilme nokady; d) x =k (k=0, =1, £2, ...) tiikkeniksiz {iziilme nokatlary;
e) x#k (k=0, £1, £2, ...) ikinji gdrniisdaki liziilme nokatlary. 618. d =—x, —0<x <0 bolan-
da; d=0, 0<x<1 bolanda; d=x-1, 1<x<3/2 bolanda; d=2-x, 3/2<x <2 bolanda; d=0,
2<x<3 bolanda; d =x-3, 3 <x <+ bolanda, funksiya tizniiksiz. 619. S=3y—)%/2, 0<y<I
bolanda; S=1/2+2y, 1 <y<2 bolanda; S=5/2+y, 2<y<3 bolanda; §=11/2, 3<y<+o0o bo-
landa, funksiya tlizniiksiz; b=3—y, 0<y<1 bolanda; b=2, 1 <y<2 bolanda; b=1, 2<y<3
bolanda; »=0, 3<y<+oo bolanda; x=2 we x=3 birinji gorniigddki iiziilme nokatlary.
621. x#0 bolanda iizniikli we x=0 bolanda iizniiksiz. 623. Argumentiil dhli otrisatel we
polozitel rasional bahalarynda iizniikli. 624. /(0)=0,5. 626. a) 1,5; b) 2; ¢) 0; d) e; e) O;
) 1; f) 0. 627. a) hawa; b) yok. 628. a) yok; b) yok. 629. Yok. Mysal: f(x)=1, x ra-
sional bolanda, f(x)=-1, x irrasional bolanda. 630. a) f(g(x)) lizniiksiz, g(f(x)) x=0
nokatda tizniikli; b) f(g(x)) tizniikli, x=—1, x=0 we x=1 bolanda; g(f(x))=0 iizniik-
siz; ¢) f(g(x)) we g(f(x)) lizniiksiz. 631. f(p(x))=x. 645. x=(-dy +b)/(cy—a); a+d=0.
646. x=y—k, 2k<y<2k+1 (k=0, £1, £2, ...) bolanda. 650. f(f(x)) = x. 653. x = -y
(0<y<+m); x =4y (0<y<+o0). 654. x=1—y1—y Coo<yp<1)x=1+/I—y

(oo<y<1). 655 x=(1=V1-y)/y (l<y=t) x = (1+/1=5)/y 0 <y < 1),
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656. x=(—1)tarcsiny +kz (k=0, £1, £2, ...) (-1<y<1). 657. x=2kr +arccosy (k=0, =1,
+2, ..) (-1<p<1). 658. x=arctgy +kr (k=0, £1, £2, ...) (—o<y<+w). 662. =0, xy<1
bolanda; e=sgnx, xy>1 bolanda. 665. a) y=—x/2, —1<x<0 bolanda; y=2arcsinx—x/2,
0<x<1 bolanda; b) y=—(r+4arcsinx), —1 <x <— 1/«/5 bolanda; y=0, —1//5 <
<x< 1/6 bolanda; y=r—4arcsinx, 1/v2 <x<1 bolanda. 666. y=r/2—x,
(—m/2<x<7m/2). 667. y=vx —1 (I<x<4w); y=—vx* =1 (1<x<+w). 668. r-ifi
@(f)=x bolyan &hli bahalary ti¢in, (bu yerde x ululyk ¢(¢) funksiyanyn erkin bahasydyr),
¥ (¢) funksiya bolsa sol bir bahany almalydyr. 669. x(7) funksiyanyn @ <7</ {igin bahalar
kopliigi (a, b) interwal bolmaly. 670. x-int ¢(x)=u bolyan &hli bahalary {i¢in, (bu yerde
u san (4, B) interwalyn erkin bahasydyr), #(x) funksiya bolsa sol bir bahany almalydyr.
671. [0|<&/20 sm. a) 0,5 mm; b) 0,005 mm; ¢) 0,00005 mm. 672. a) 6<1/4; b) 6<2,5-
<10 ¢) 0<(5/2)-107; d) 6<&%/4 (e<1). 679. a) hawa; b) yok. 680. Dendlgegli tizniik-
siz. 681. Dendlcegli lizniiksiz dil. 682. Dendlcegli iizniiksiz. 683. Dendlgegli iizniiksiz
dél. 684. Dendlcegli tizniiksiz. 685. Dendlcegli iizniiksiz. 686. Dendlgegli iizniiksiz dil.
689.2) 0=¢/5;b) 0=¢/8;¢) 6=0,01¢;d) 6= (e<1); e) 0=¢/3; 4) 0=min (&/3, €?/(3 +¢)).
690. n>1800000. 696. a)  (6)<30: b) w,(8) <V8; w,(6) <6/v2a; ¢) w,(9) <6V2.
706. f(x)=cosax ya-da f(x)=chax. 707. f(x)=cosax; g(x)=%sinax (a=const).

IV. §1. Funksiyanyi 6niimi diisiinjesi
1. Ax=999; Ay =3. 2. Ax=-10,009; Ay =990000. 3. a) Ay = aAx; b) Ay = 2ax+b) Ax+
+ a(Ax)%; ¢) Ay =a"(@™ —1).5.a) 5;b) 4,1;¢) 4,01;d) 4 + Ax; 4. 6. 3 + 3h + K% a) 3,31;
b) 3,0301; ¢) 3,003001; 3. 7. a) §, . =215 m/s; b) §,, =210,5 m/s; ¢) §,. = 210,05 m/s;

210 m/s. 8. a) 2x; b) 3x% ¢) — 1/ (x £0); d) 1/2V/x (x> 0);¢) 1/3% %" (x#0); &) 1/cos™
(x # 2k — Dr/2, k=0, 1, .); £) —1sin®x (x £k, k=0, +1, .); 2) 1/v1 =% (x| < 1);
h) —1/v1— % (x| < 1);i) V(1 +x7).9.-8;0; 0. 10. 4. 11. 1 + 7/4. 12. £ (a). 14.y"= 1 —
“2x;1,0,-1,21.15. y'=x2+x-2; a) -2; 1;b) 15 0; ¢) — 4; 3. 16. 10a°x—5x*. 17. a/(a +b).
18. 2x—(a+b). 19. 2(x+2)(x+3)*(3x*> +11x+9). 20. xsin2a +cos2a. 21. mn[x" ' +x"'+
+(m +n)x" 17,22, (1 —-x)*(1 =x?)(1 —x*)*(1 + 6x+ 15x% + 14x°). 23.-20(17 + 12x)(5 +2x)° %

2 —
“(3-40" 24 —( L+ 5% (20). 26. 20427 1y 21y, 27, 20229
X x X (1-x% (1—x+x")
1 —x+ 4x° 12 — 6x — 6x° + 2x° + 5x* — 3%’ (1 —x)y!
L L=xddat 421,29, 1.30. U —%)
(1 _x)3(1 +X)4 (|x|7ﬁ ) 1 _x); ()C;lé ) (1 _|_x)<2+1 X
p—1 qg—1
X 1 —x
[(p+q)+(p—q)x] xz-1. 31 (1(+X)2) lp—(g+Dx—(p+q-1)x]
1).32. 1 L o>0)33.-L -1 1 (50342 1
@) 1+2/;+33 x? @>0) X 2x/x 3aVx @>0) 3x | x/x
1+ 2x° 6 + 3x + 8x” + 4x” + 2x* + 3%’ 3 1
(x> 0). 35. . 36. (x#%=3).37. ———x
V142 V242233 +x°) (n—l—m)

340



2

o (n—m)—(n+m)x a 2, 1+x
o/ xypray o (@ =y IS 3 e e D
40. — 1 41, 1+2\/;+4\/;V X+\/; (x>0)' 42. 1 X
(1+27)" 8VxVx+Vavx+vVa+/x 27% (1 + ¥« )

1 . .
X (x#0,x#—1,x #— 8). 43. —2cosx (1 + 2sinx). 44. x’sinx.
VU4V 4%

45. —sin2x - cos (cos2x). 46. nsin"~'x -cos(n+1)x. 47. cosx - cos (sinx) - cos [sin (sinx)].

2
48. 2smx(cosxsmx —xsmxcosx) (ks k=1, 2, ). 49. _1+f:o3s X (et
sin’x’ 2sin
2
k=0, £1, £2, ...). 50. _nsinx (x # 2k— 1 7, k — bitin san). 51. X

cos" " x (cosx + xsinx)*

52.

s (v # kg k=0, £1, £2, ..). 53. 1+tg'x (x#(2k+ D)X k=0, 1, ..).
sin‘x 2

8 —16cos(2x/a)
3sin’x¥/ ctex asin’ (2x/a)

56. —3tg*x - sec’x - sin(2tgx) - cos[cos?(tgx)] (x # % + krr, k — bitin san). 57. —2xe *".

54. (x#km; k — bitin san). 55. (x # k2ﬂ, k — bitin san).

e (sinx — cosx)
2sin’(x/2)

san). 62. 1+31n L1073 Ginx. 63. Va® + b7 e“sinbx. 64. e[l + (1 + ¢)]. 65. y(In

58. — 125 Vsec’ Lin2. 59. et 60. 3% “sinx. 61. (x # 2kr; k — bitin
X

S S
xInxIn(lnx)

4 ; b) (x>0). 66. a'x“'+ax*'a“Ina +a*a"1n’a. 67. %lgelgzxz (x#0). 68.

6
xInxIn(

(x>e). 69. s~ (x>e). 70. 1 (x>-1). 71. 4x (Jx| > 1).
In’x) x —1

(1 +xP(1 +x%)
1> V2/3). T4ty (<. 75

1
72 ——— 5 (x#0).73.
x(1+x)2 (x#0). 3x”
1

x>=1). 76. —F—=—.
(1+¢x+ ) >=1). Vai+1
79/ k80 L (1x1< Va/b). 81 _affﬁ (0<x<1). 82— (0<x-

77. In(x +vx*+1). 78. lnz(x+ X’ + 1).

— 2k <, k — bitin san) 83. (Ix = 2kr 1 < 7[ , k — bitin san). 84. —ctg’x (0<x-—

COSX

(x#2k=1 2" 2k =17k _ bitin san). 86, 5% (0<x—2kr<

— 2kr<rm, k — bitin san). 85. _
COSX sin’x

2 3
<7, k—bitinsan). 87. Y0 =" gg 1'% (150) 89 Linx (x>0).90. 2%
a+ bcosx X X 1+%1+x°
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1 l+x+1/x+In(1/x)

91. — T+ xIn(/x) 7 T2 /x + In(L/x) 92. 2sin(Inx) (x>0). 93. sinx-Intgx (0 <
<x— 2k < 2, k—bitin san). 94. ~ L (x<2)95.— L1 (x—11<V2)
Va4 —x 14+2x—x
2ax 1 vx
96. a#0).97. x#0).98. x>0).99. —— X arccosx (|x|<1).
g O WO gy (RO T arecosx (KIS

100. arcsin, /= (x=0). 101. W (> 1). 102, sgn(cosy) (x# 2= 1L,

2sgn(sinx) - cosx

k — bitin san). 103. (x#k7, k — bitin san). 104, SINX+COSX ()

v1+ COSZX v'sin 2x
—kr < 72f k — bitin san). 105. /7 (0<ix|<1).106. — 5 (x#1). 107. 1(x¢—+k7r
" 1 _ 2sgnx 4x
k—bitin san). 108, ——————. . #0). 110. x| <1).
) a+ bcosx 1+x z (r#0). V1 = x*arccos’ (x?) (W<
1+x 1 1
111. 112.-2 t 113. >1). 114, ——x
1+ x° cosxarctg(sinx). 2xvx—1 arccos(l/«/?) r>1) (x + a)
2
x @ +b o) s, Vd ¥ 116. SRR GER)
(x +b )
118. (arcsiny)? ([x|<1). 119. w(0<|x|<1) 120. %(x 1). 121. MS“;%
x° (x*=1) (1—x%)
(<1122, X (\xl;é | ) 123120 g 1 gepns—
xS+ 1 V2 (1+x") (1—x)¥x 2V1 —x

2
(| <1). 126. % (0<x<a). 127. # (|x+1]<v2). 128. ﬁ
ax —x —2x—x x
i 2
129, sin2x (x¢2k27—17f, k — bitin san). 130. Vi-x mH

. 4 4
sin’x + cos’x x V1= ¥

2 X . _
(W<1).131. —arctgr. 132. —4—.133. L 134, sinasgn(cosx — cosa)
1+x Jl+e 2(1 +x7) 1 — cosacosx

1 V1t 4
(0<|x| <1).136. (e|#1).137.
(x*—1 WP + 1—x' (I +2)V1 =4

(x| <1). 138. 2’6(‘3;” (er sinx ) 0 <lx|<Jk+1/2)7, k=0, 1, ...). 139. 2x[sgn(cosx?)+
Sin X

+sgn(sinx’)] (Igd;é%f, k=0,1,2, .). 140. %em(mm)cosm(arcsinx) (x|<1).
—x

(cosx#cosa). 135.

X 3
141. £=L 14, x : C143, Lx
e +1 6V1+ V1 + 4142 VU142 Y1+ 2 *
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2V 102 -sin(27*) - In(sec 2 ™)
E - 145, 1+x°%
33/ %2 cos?(27)

X 1 . 1
cos(1/x%) (sin(1/x%) + cos(1/x%))" 14

*(1+1nx)+ X X (I/x+1nx+1n%) (x>0). 146. x*'x" (1 + alnx) + a'x '(1 + Ina x

xInx) +x*a* Ina(l + Inx) (x> 0). 147. x"2(1 — Inx) (x > 0). 148. (sinx)' * “(ctgx —
(Inx)~!

Inx +1 [ -

— Insinx) — (cosx)"**™(tg’x — Incosx) (0 < x — 2k7 < %, k — bitin san). 149.

. .2
—21In%x + xInx- 1n(1nx)] (x>1). 150, y = 2y-{arCtgf I aresin(sin ZX) + arctg’x %
1 +x* arccos(cos’x)
sinx - sgn(cosx) cosx - sgn(sinx)

X
. ) / .2 2 / 2
aI'CSll’l(Sll’l X) 1+ sin“x aI‘CCOS(COS X) 1+ cos™x

1 > 3 2 1 sgn(shx)
151. x(logxe) (x>0, x#1). 152. th’x. 153. “a (x>0). 154. hox . 155. chx

} (\XIyé%”, k=0, <1, ..)

(x£0). 156, A E0hx y57  sin2x 458 _

2
b+ achx Jl+cos's  V1-4

arccosx - In(arccosx) (jx|<1).

—1 2 . ( 7x2)
159. — X 160, —2xe _arcsinie ) (.0 161, Marctga (@>0).
(42" (1—e>)" (1+a™y

162. a) sgnx (x£0); b) 2x|; ¢) /x (x#0). 163. a) (x—1)(x+1)(5x—Dsgn(x+1); b) %sin 2x

1 . 1 r— . r— .
———— (Ix|>1); d) m[x]sin2zx. 164. y'=—1, —co<x<1; y'=2x-3, 1 <x<2;
xvxt—1
y'=1, 2<x<+o0. 165. y'=2(x—a)(x—b)(2x—a—>b), x € [a, b]; y'=0, x&|a, b]. 166. y'=1,
x<0; y = L 0<x<+oo. 167. y = ——, 1<x<1;y'=1/2, |x|>1. 168. y'=2xe * x
I +x 1 +x
x(1-x2), |x|<1;y'=0, [x|>1.169. a 1—x— . 54 — 36x+4x +2X x#0, x#1,
©F3) ) 3G ) 1) g S0+ 0 (P00 + ()20

N JO (%) + 9 (%)

0 $ =BV iy 7 LYW _ g,
) SN =LV (2010 T Tt i)~ Sy )

vx) 1 @(x) Iny(x) o et s
d) Hx) o)~ ox) I o(x) . 171. a) 2x/7(x?); b) sin2x[f"(sin*x)—f"(cos’x)]; ¢) e’

x[e f'(e)+f'(x)f (eM)]; ) f'COf ' [f )" 1f(x)]}. 172. 1000! 174. 3x*+15. 175. 6x°.
178. a) n>0; b) n>1; ¢) n>2. 179. a) n>m+1; b) 1<n<m+1. 180. ¢(a). 181. f (a)=
=—p(a), f.(@)= @(a). 185. a) x=1 bolanda differensirlenmeyr; b) x = 2"27—% (k — bitin
san) bolanda differensirlenmeyér, ¢) hemme yerde differensirlenyér; d) x =47 (k — bi-
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tin san) bolanda differensirlenmeyér; e) x=—1 bolanda differensirlenmeyér. 186. x#0
bolanda /" '(x)=f '(x)=sgnx we f (0)=-1, f.'(0)=1. 187. x bitin dil bolanda f '(x)=f (x)=

=7n[x]coszx, f (k)y=m(k— 1)(—1)k,f+'(x)=7rk(—l)", k — bitin bolanda. 188. f'(x) = f,(x) =
_ T T T T .. 2 _
= <cos P ﬁsm )sgn(cos ) X # 2k 1 —=— k— bitin san bolanda; f <72k 1 ) =—(2k+

+1)3, ﬂ'(ﬁ>:(2k+l)£. 189. f'(x) = f'(x) = ?ﬁ 2k <Ix1 <V x

2 sinx
< /(2k+1) (k=0, 1, 2, .) bolanda; £(0)=—1, £(0)=1; £'(y/(2k+ 1)7)=Fos,
1+(1+1/x)e””
(1+ €Y
F0)=1, £(0)=0. 191. f'(x) = ﬁ/(x)=x42, x#0 bolanda; £ (0)=—1, £.(0)=1.
Vv1—e

£V 2kn) =t00 (k=1, 2, ..). 190. f/(x)=f'(x) = , x#0 bolanda;

192. f/(x)=f"(x)= %, e=-1, 0<[x|<1 bolanda we £=1, 1<|x|<+oo bolanda; f(F1)=

2
=—1, £,(F1)=1. 193, f’(X)=f+'(x)=2Sg?(l_zx), x#F1 bolanda; f(F1)=F1,
+Xx
T 1\= T ’ — f' — 1 _ x—2 . [/ —
[A(FD=%F1.194. f'(x) =f/(x) arctgx_ T T G2l x#2 bolanda; f_'(2)

= F /2. 196. a) £'(0)=—1/2, £.(0)=1/2; b) £ (1)=£"(1)=1/2; ¢) £ '(0)=£.(0)=0.

197. =2y b=l 198 4= (50 boflag) =,/ (x). 199. A = btk oo il
(b—a) ky + k,
200. ¢ = 3& b =—""__201. a) bolup biler; b) bolup bilmez. 202. a) bolup bilmez,

2c 2C
b) bolup bilmez. 203. a), b), ¢) F(x) funksiyanyin F'(x) 6niimi bolup hem biler, bolman

hem biler. 204. x=kr (k=0, 1, £2, ...) 205. a) bolup bilmez; b) bolup biler.
206. a) hokman dil; b) hokman. 207. Hokman dil. 208. Yerine yetmez. 209. Yerine

n+1

I1—(n+1)x"+
(I

(1—x)?

yetmez. 210. Umuman, bolmaz. 211. P, =

—(n+ x4+ (207 + 20— " = n?x"7?). 212, S, = —2. % LT =

nsinX sin 20+ Ly g2 mx nsh%sh(n +1/2)x —sh> =X

x— 2 2 2 213. 5, = . 2 214, 5,=Lx
2sin” (x/2) 2sh”(x/2)

2
Xctg%— ctgx. 217. 407sm?/s. 218. 25m?¥s; 0,4m/s. 219. 50km/sag. 220. S(x) = x?,

0<x<2 bolanda; S(x)=x*-2x+2, x>2 bolanda; S'(x)=x, 0<x<2 bolanda; S'(x)=
2

=2x-2, x>2 bolanda. 221. S(x) = |X‘ a—x +%arcsin|ai|; S'(x) =+ a* —x”sgnx
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O<|x|<a). 222. y/=—— 1 223, y'=— L 224 a) co<p<ton; x/= X

3(y*+1) 1 —ecosy x+1°
— 1 . / 1 ,
b) —o<y<too;X, = ———; ¢) —o<y<to; x'=-——0); d) —-1<y<Il; x,/=
1—x+y y B 2 y
ty

=1_1y2~ . a) XIZ—/ﬁ (ro<y<1l)y x,=—4y/1—=y1—-y (0Zpy< 1)
:\/ﬁ(0<y<1) x,=yy1+yl—y (—oo<y<1)x_ﬁ

2,3,4).b) x, =— / (O<y<1) X, = / (O<y<1)x— 2(1—12)

14 ,/
2(e—x _ e—2x)

3 . 5. 3 9. (4. ) A=v1)
S+ 1) 31 =5 we —5: % 4). 227. \/?( >0,

t#1). 228. y " =—1 (0<x<1). 229. y " =—(bla)ctgt (0 <[t|<m). 230. y '=(b/a)ctht (|f>0).
231. y '=—tgt (1 # 2k2+ 1 7, k — bitin san). 232. y '=ctg(#/2) (t7b2k7r, k — bitin san).

(i=1,

¢) X =— ln( 1 - ) (~o<y<l); X, = (0<y<1) x =—

(i=1,2).226. y/=—

233.y "=tgt-tg(t + w/4) (¢t # w/4d + kr, t # m/2 + kr) 234. y '=sgnt (0 <[] < +o0).

2
236, y = L=X=Y. 5 L 939 Pog3g _bx 39— /y/x. 240. —3/y/x.
X—=y 2 2 y a’y

241. H 242. a) tg(p+arctge); b) — ctg(3¢/2) (p#0, p#+27/3); ¢) tg(ep+arctg(1/m)).

§2. Funksiyanyn oniiminin geometrik manysy

243. a) y=Y4(x+1); y=—(2/2)(x+1); b) y=3, x=2; ¢) x=3, y=0.
244. a) (1/2, 9/4); b) (0, 2). 246. [x|<7/3 we 27/3<|x|<7. 247. max|y,'-y'|=107=31,4.
248. 7/4. 249. 7/2; arctg(3/4)~=arc37°. 250. arctg2x/§z arc70°30". 251. n>57.3.
254. a) 2arctg(1/|al); b) 7/2. 256. [x/n|. 259. yé/ lal. 261. P—4ac=0. 262. (p/3)*+(q/2)*=0
263. a=1/2e. 267. a) 3x—2y=0, 2x+3y=0; b) 3x—y—1=0, x+3y—7=0. 268. a) y=ux,
y=-x; b) 3x—y—-4=0, x+3y-3=0; ¢) y=—x, y=x. 269. y—2a=(x—at )ctg(t/2). Egri ¢yzyga
galtasyan galtasma nokady bilen togalanyan tegelegin galtagsyan nokadyny birlesdiryén
kesime perpendikulyardyr. 271. 3x+5y—50=0, 5x—3y-10,8=0. 272. x+2y—-3=0,
2x—y—1=0.

§3. Funksiyanyn differensialy

273. Af(1)=Ax+3(Ax)P+(Ax); df(1)=Ax. a) 5, 1; b) 0,131, 0,1; ¢) 0,010301, 0,01.
274. Ax=20At+5(A1)%; dx=20At; a) 25 m, 20 m; b) 2,05 m, 2 m; ¢) 0,020005 m, 0,02 m.

dx dx dx sgna
275. —dx/x* (x # 0). 276. . 2717. x| #|al). 278. . 279.
(#0276, A 277, B (), 278, 279,
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(x| <|al). 280. a) (1+x)edx; b) xsinxdx; ¢) —3dx/x* (x£0); d) %dx (x>0):
2x

) A o (el<h ) - B i<ty L (D A

(
a’+x° (1—x")"
(x#Z +kr, k- bitin san). 281. vwdu + uwdy +uvdo. 282, vdu = 2udy
12

(v #0).

283, — Udu+0dv 0y 9gq. LAU—UAD (2250 285, (udu + vdv)(2+0?)
(u2 + 02)3/2 uz + Uz

(w? +0*>0).286.a) 1 —4x> — 3x% b) (1/2x*)(cosx—sinx/x); ¢) —ctgx (x # k7, k — bitin san);
d) —tg’x (x#7/2+kr, k — bitin san); e) —1 (|x|<1). 287. a) 104,7 sm? ulalar; b) 43,6 sm>
kigeler. 288. 2,23 sm ulaltmaly. 289. 1,007 (tablisa boyunca: 1,0066). 290. 0,4849 (tab-
lisa boyunca: 0,4848). 291. —0,8747 (tablisa boyunca: —0,8746). 292. 0,8104=arc46°26'
(tablisa boyunga: arc46°24’) 293. 1,043 (tablisa boyunca: 1,041). 294. a) 2,25 (tablisa
boyunca: 2,24); b) 5,833 (tablisa boyunca: 5,831); ¢) 10,9546 (tablisa boyunga: 10,9545).
296. a) 2,083 (tablisa boyunca: 2,080); b) 2,9907 (tablisa boyunca: 2,9907); ¢) 1,938
(tablisa boyunca: 1,931); d) 1,9954 (tablisa boyunga: 1,9953). 297. 0,24 m?; 4,2%.
298. 0,<0,33%. 299. a) (3g=61.; b) 5g=267. 300. 0,430.

§4. Yokary tertipli oniimler we differensiallar

3+ 2x2) 3x 2 2sinx Vo
302. x( . 303. <1). 304. 2¢*(2x>—1). 305. =——=— =X
(1+x%)" (1 —x2)5/2 (<D er@r-D) cos’x (x# 2
3x (1 + 2x*)arcsinx
2k+ 1), k=0, 1, 306. 2arct 307.
x(2k + 1), ) 1+x —==— + 2arctgx. (1) (1—2)"

(I <1). 308. (x>0) 309, S (Xz )f (%) (f(x)>0). 310. — (2/x)sin(Inx) (x>0).
311. »(0)=1, y'(0)=1, y"(0)=0. 312. 2(uu"+u"). 313. i’ —“ —U’/;U/z (uv>0).
I/l 12

_ 2 ’ 2
314. (M + 0 )(1414( ;FZ)UZ);Z(M 4 MU) (u2+02>0). 315. y” =i’ (Z)%—}— v lnu) n
u +v
” 72 ror
ol =t g 22 et lnu]. 316. y"=4x%"(x?) + 21 (x?); y"=8xf"(x*) + 12x 1 "(x?).
u

M5 = () S == ()= W) - () 318y e
SV ef @) Y= E) 3L (@) e (e, 319, ¥ = LIf () - (inx)];

= L 1/7(nx) = 3 (Inx) + 2f (In)]. 320. "= () (910) Y (@) "= ")
% f1P)+39 ()9 () "(@0) ¢ ") (9 (x)); 321. a) €'di’; b) e +dx). 322. ﬁ
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323, 210X =3 52 (¢ > 0). 324. ©[(1 + Inx)? + Vx]dx. 325. ud’» + 2dudv + vd’u.
X

(vd*u — ud’v) — 2dv(vdu —
2
v
X (n — Du?dv?] + uwo(mod*u + nud?v)}. 328. a'lna(du’lna + d*u). 329. [(0* — u*)du*—
—duvdudp + (u*—0*)dv* + (W* + 0*)(ud *u + vd*0)] (> + )2 (u* +*>0). 330. [- 2uvdu*+

326. udv) ()>0). 327, 1m0 {[m(m—1Y02dei+ 2mmundudy + nx

+2(u? - ) dudv+2uvdv®*+ (12 + 0*)(0d*u—ud*v) (1 + 0?2 (2 +v*>0). 331. y" = ﬁ;
Y = —3(t7ﬁ1) 332,y =—— Ly = 3COSL (4o fr, k—bitin san) 333, y” =
8(1 —1) asin’t asin‘t
1 ” cos(t/2) .. , e’
=— = t#2kr, k—bitin san). 334. y" = ;
4asin4(t/2) Y 4a’sin’ (t/2) ( : Y V2cos (t+7/4)
—2t . m
, e "(2sint+ cost) T , 1 ” f(1)
= t# -~ +km, k=0, 1, ...). 335. y" = ;Y ==
V2 cos’(t+1/4) ( 4 ) (1) (1)
” rom 2
#0336 3 = Lo =Y = XY T v Lm0y
Y y y
2 3
3y oy _x _25 _75x. _3 _25 _ 225 p _p 3
+15y") (' # 0). 337. v Ty Ty T Ter 1024 338. . S
3 2
339.y,=2x—y ,_ 6 y = 54x 340. y = 2xy2; p_ 2y

LY = , :
x—2y (x —2y) (x—2yy (1+y*)

2 2
<[3(1+y7) + 200 (1= p?)]. 341,y = ;“Fi y”:w. 342. a = Lf"(x)

e -~ 100 2ra ... 21 A7’ a 21
b=f"x,); c=f(x,). 343. 20—10¢, —10; 0, —10. 344. &) = — T sin Tz‘ j=— T cos 75 .

2
345. x=9 tcosa, y = Jytsina — %; 9= / c — 29,gtsina + g°1°; j=g; v = xtga —

2 2 2
_ ng . (905111 CV’ l9()51n2a 346. x2+y2 25 5|Ct)‘ S5w?. 347. y(s) 4- 6' y(7)_0
29%cos’a’ 28 g

” am(m+ 1)(m+ 2 !
348. ( xmgg ) (x0). 349. 500 = S5 (0, 171=1:3:5..17
A —
350. » = (x#1). 351, Y = 19711(399 — x) ( <1). 352, y0=220p2x

( )9 S —x) T -

10 ,_Ai .
(1 +20x+95). 353. y0=e"> (-1) i bu Jerde Ajp=10-9-.(11-1) we
i=0

i+1°

Aly=1. 354, y9 =—6 (x>0). 355, =274 _ 12045, (>0) 356, ) = 2% x
X X X

4
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27(1 — 3x)* —
(1 —3x)"

X F# %) 358. y10=-28sin2x—2'3sindx+2%-31%in6x. 359. p100=xx

><(—xzsin 2x + 50xcos 2x + @sin Zx). 357. y" = sin3x — cos 3x x

2

X

27(1 - 3x) —28
B

xshx+100chx. 360.y" =—4e*cosx. 361. YO = —% + < 1454 — 1630 9x6 )sm 2x + <60
X X X X

—lxi?+ 120 32lnx)cos2x 362. 120, 363. — fdx (r>0). 364. —1024(xcos2x+

+5sin2x)dx'". 365. e <lnx L4 % + Q - 64>dx 366. 8sinxshxdx’. 367. 2ud"u +

+20dud u+90d?ud *u +240d3ud "'u + 420d *ud *u + 252(d *u)*. 368. e"(du*+ 6du*d*u +

2du _ 3dud’u du
2
u

+4dudu+3d*2+du). 369. 370, dy=y"de-tyd: dy=y"ie+

+3y"dxd’x +y'd*x; d*y =y"Vdx* +6y"dx’d*x +4y"dxd’x +3y"d*>* +y'd*x. 371. y" =

dx dy —3d’x dx dy (=1y~'nic" ' (ad — bC)
” de . 378. P"(x)=a,n! 379. (cx+dyt!
380. n! (xi? + (1—1x)"+‘]' WL 1y _12)“1 & _11),1“].382.%
<x< ) 383. (=1y*" 13‘(11 i3§);1/z)(3n+2X)( n>2;x#—1).384. —2" 'cos(2x +

ﬂ) 385. 2" cos(2x +

5 ﬂ) 386. %sin(x + ﬂ) — 3—nsin<3x + %) 387. %cos (x+

2 2 4

nry, 3" s (a—b) _ nr1_ (a+b)
+5 >+ A cos<3x +5 ) 388. 5 cos[(a b)x + 5 ] 5 cos[(a + b) x
nr (a—D) nr1, (a+b) l
XX+ ] 389. s cos[(a —b)x+ 5 ]+ B cos[(a +b)x + 1T ] 390. 5 x

X(a—b)”sin[(a — )x+—]+ -;b) sm[(a+b)x+ ] 391. %cos(bx+%)—
_(2a-b) _ nr1_ (2a+b) nr n-1
q cos[(2a b)x + 5+ 5 1 cos[(2a +b)x + 5 ] 392. 4" cos(4x +
nm n nr -1 . nr nf 2 I’l(l’l — 1) .
+5 ) 393. a xcos(ax+ 2 >+ na" sm(ax+ 7 ) 394. a'|x — sin(ax +

+%)—2na - XCOS(aX-i- > 395. (—1)'e*[x2—2(n—1)x+(n—1)(n—2)]. 396. ex{%_i_
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+ i(— 1) nin = 1)-(n—k+ 1)} 397. ex2"/2cos<x +
k=1

k+1
X

”4—”). 398. ex2"/zsin<x + ’2—”)

(n—1)1"

(az_bzxz)n

*xP'(x) + ... + P (x)]. 401. 1{[(x+n) (— 1) (x — n)Jchx+[(x + n) + (= 1) (x — n)] x
1

n n— _12 n—
X+ nx 1+Mx ? )

399. [(a+bx) +(—=1)""(a — bx)'] (x|<|a/b)). 400. ¢“[a"P(x) +CLa" "

+ ...+ n! {1 nx—

dx". 403. (=
X"

xshx}. 402. d"y = ¢" 7

_Z%}dx" (x>0). 405. a) (a* + lpz)n/2 [Cos<n(p 7 )chax cos(bx + T) —sin(nep —n x
X %)shax sin(bx + ”277

- 2 )shaxcos(bx+ )] bu yerde cos ¢ = m,sm(p = \/7 406. f‘")(x)=

>] b) (a*+b*)" [cos(ngo ”éf)chaxmn(bx%— 5 )+ sin(ng —

p—1
= Z(—l)f’”fz”*"’f’“(p—k)"cépcos[(zp—2k)x+%]. 407. a) Z{(—1)ﬂ+ksin[(2p—
k=0 k=0

_ 7 p—1
— 2k + I)X + 11271'](217%"‘1)6.5“1}; b) Z {2n—2p+l(p _ k)"cos[(Zp _ 2]().96 + 7’12771']><
k=0

2%
—1)y-! — |
400, CD (= DY,

(2p — 2k + 1y
(143"

p
><C§p}; ¢) Z {—21,C§p+lcos[(2p —2k+ x+ %]}

— Il
22 =3 1, 410, @) (-

xsin (narctgr) (x#0). 410. a) %’[2"+1 +(=1y]; b)
b) fA(0)=0, fAD0)=(—1)¥2k)! k=0, 1, 2, ..}; ¢) fA(0)=0, fD(0)=[1-3...2k— )]
k=0, 1, 2, ..). 412. a) fO(0)=(-1)mX(m2—22)..[m*—(2k—2)], fAD(0)=0; b) f2(0)=0,
£10)=m, fED(0)= (1) m(m>—12)...[m— (2k—1)2] (k=1, 2, ..). 413. a) £ (0) =

:(—1)""~2(2k—1)!(1+%+...+Zk ) SED(0)=0 (k=1,2, ...); b) f29(0) = 2% x

X[(k=DIT, f&D0)=0 (k=1, 2, ...); 414. n!p(a). 419. L, (x) = (= 1y"[x" —m’x" " +

1-2 2!

x(m=1)(m—2)(m=3)2x)""— ...

V. §1. Funksiyanyni orta bahasy hakyndaky teoremalar

+7’"2<m_ ) X"t +(—1)’”m!]. 422. H,(x) = (2x)" = {r(m = 1)(2x)" 7 + J7-%

2. x=0 bolanda funksiyanyh tikenikli //(x) niimi yok. 10. A1, —1), C(1, 1).
11. Dogry dil. 12. a) 0=1/2; b) 0=(,/x +xAx+(Ax)’/3 —x)/Ax (x20, Ax>0);
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¢) 0=x(vV1+Ax/x —1)/Ax (x(x+Ax)>0); d) §=In((e**—1)/Ax)/Ax. 16. c=1/2 ya-da

V2. 18. Umuman aydylanda, yok. 29. JSx)=c,rcx+...+c x"', buyerde ¢, (i=0, I, ...,
n—1) hemiselik sanlar.

§2. Monoton we giiber¢ek funksiyalar. Epin nokatlary

37. Funksiya —o<x<1/2 bolanda artyar, 1/2<x<+oo bolanda kemelyédr. 38. Funk-
siya —o0<x<-—1 bolanda kemelyir, —1 <x<1 bolanda artyar, 1 <x<+oo bolanda kemelyar.
39. Funksiya —o<x<-1 bolanda kemelyér, —1 <x<1 bolanda artyar, 1<x<-+o bolan-
da kemelyér. 40. Funksiya 0<x<100 bolanda artyar; 100<x<+oo bolanda kemelyir.
41. Funksiya artyar. 42. Funksiya (k7/2, kz/2+7/3) interwallarda artyar; (kz/2+7/3,
kr/2+7/2) (k=0, £1, £2, ...) interwallarda kemelyéar. 43. Funksiya (1/(2k+1), 1/2k) we
(-=1/(2k+1), —1/(2k+2)) interwallarda artyar; (1/(2k+2), 1/2k+1)) we (-1/2k, —1/(2k+ 1))
(k=0,1,2,...)interwallarda kemelyar. 44. Funksiya—co<x <0 bolanda kemelyir; 0 <x <2/In2
bolanda artyar; 2/In2 <x<+oo bolanda kemelyér. 45. Funksiya 0<x<n bolanda artyar;
n<x<+ow bolanda kemelyir. 46. Funksiya —o<x<-1 we 0<x<1 bolanda kemelyir,
—1<x<0we | <x<+owobolanda artyar. 47. (e 7*/12*%=_13%/12:2k7) interwallarda funksiya artyar;
(el¥122hz | pTRN24UTY (f=(); +1; £2; ...) interwallarda funksiya kemelyar. 52. Hokman dal.
67. A nokatda asaklygyna giibercek; B nokatda yokarlygyna giiber¢ek; C epin nokady.
68. Grafigi —o<x<1 bolanda asaklygyna giibercek; 1 <x<+oo bolanda yokarlygyna giiber-

cek; x=1 epin nokady. 69. |x|< a/v3 bolanda Yokarlygyna giibercek; |x|> a/v3
bolanda asaklygyna giibercek, |x| =+a/v3 epin nokatlary. 70. x<0 bolanda yokar-
lygyna gilibergek; x>0 bolanda asaklygyna giibercek; x=0—epin nokady. 71. Asaklygyna
giibercek. 72. 2kr<x<(2k+1)x bolanda yokarlygyna giibercek; (2k+1)7<x<(2k+2)7
bolanda asaklygyna giibergek; x = kr —epin nokatlary (k=0, £1, £2, ...). 73. |x| < J1/2
bolanda yokarlygyna giibercek; | x| > m bolanda asaklygyna giibercek; | x| ==%+1/2
epin nokatlary. 74. |x|<1 bolanda asaklygyna giibercek; |x|>1 bolanda yokarlygyna
giibergek; |x|==+1 epin nokatlary. 75. e* 374 <x<eX**74 polanda asaklygyna giibergek;
e < x < M4 holanda yokarlygyna giibergek; x = (k=0, +1, £2, ...) epin no-
katlary. 76. 0 <x<+oo bolanda asaklygyna giiber¢ek. 78. 1 =1 / (6v2).79. Yokarlygyna
giibercek (¢>0 bolanda).

§3. Lopitalyn kesgitsizlikleri agmak diizgiinleri

88. a/b. 89. 1. 90. 2. 91. 2. 92. 1/3. 93. —1/3. 94. 1/3. 95. 1/6. 96. 1/2. 97. 1.
98. (a—b)/3ab. 99. Ina/6. 100. —2. 101. 1. 102. (a/b)*. 103. 1/6. 104. 2/3. 105. 1. 106. 0.
107. 0. 108. 0. 109. 0. 110. 0. 111. 0. 112. 1. 113. 1. 114. —1. 115. & 116. e'. 117. &~
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118. ¢! 119. 1. 120. 1. 121. 1. 122. €2 (q#kz/2, k — bitin san). 123, elnn*)2 124, 1/2.
125. 1/2.126. 0. 127. -1/2. 128. a*(Ina—1). 129. —¢/2. 130. 1/a. 131. ¢¥*. 132. 1. 133. ¢'".
134. ¢ 6. 135. €', 136. ¢'2. 137. ¢'°. 138. 2. 139. ¢?~. 140. ¢'. 141. mn/(n—m).

142. Ve. 143. 0. 144. —1/6. 145. a. 146. tga. 149. f(0)=—1/12. 150. y=(x+1/2)/e.
151. a) Lopitalyn diizgiini ulanylmayar, predel 0-a dendir; b) Lopitalyi diizgiini ulanyl-
mayar, predel 1-e den; ¢) Lopitalyn diizgiini formal taydan ulanylanda 0-a den bolan yalnys
netijéni berydr, predeli yok; d) Lopitalyn diizgiinini ulanmaklyk bikanun we 0-a den yaliys
netija getiryar, predeli yok. 152. 4/3.

§4. Teyloryn formulasy

153. 5-13(r+ 1)+ 11(xc+1)2—2(x+1). 154, 1+2x+2x— 2 +o(x'); —48. 155. 1+60x+

2
19500+ 0(2). 156, ¢ % M= DX 02y 87, %x2+x3+0(x3). 158.1 +
ma™"” 2m-a™"”
253 54 1.5 _x g xr o xt _x
+2x +x° 3x 6x 15x +o0(x”). 159. 1 2+12 720 ( )160x 18
— X + o(x 13) 161. —x—z—x—4——+0(x) 162 x—x—3+0(x3) 163 x+x—3+
3240 2 12 45 : 3 ' : 3
20 5). 164, _ % _ x' ° %) 165. 1 1 1y
+ﬁ+0( ) ._?_W_2835+0(X) 5. 1T+ (x— )__( -1y +

+o((x—1)*). 166. (x—1)+(x—1)2+§(x—1)3+0((x—1)3). 167. y:a+x—2+

2a
2 I SR S h _ h_ n-
+o(x?). 168. - -~ +0<x3>. 169, Inx+ 0= by (1) +0(h ).
174. a) ﬁ—den kigi; b) 1/3480-den uly dél; ¢) 2-10°-den kigi; d) 1/16-den kigi.

175. |x|<0,222=arc12°30". 177. a) 3,1072; b) 3,0171; ¢) 1,9961; d) 1,64872; ¢) 0,309017,
a) 0,182321; f) 0,67474=arc38°39'35"; g) 0,46676=arc26°44'37"; h) 1,12117.
178. a) 2,718281828; b) 0,01745241; ¢) 0,98769; d) 2,2361; e) 1,04139. 179. —1/12.
180. 1/3. 181. —1/4. 182. 1/3. 183. 1/6. 184. In’a. 185. 1/2. 186. 0. 187. 1/3. 188. 19/90.
189. 1/2. 190. 1/2. 191. x7/30. 192. x*. 193. x/2. 194. a=4/3; b=-1/3. 195. 4=-2/5;
B=-1/15. 196. A=1/2; B=1/12; C=-1/2; D=1/12. 197. a) 2x/R% b) 4x/3; ¢) An/100;
d) 70/x. 198. @=2/3; f=1/3.199. a*/180, bu yerde @ duganyfi merkezi burgunyn yarysy.

§5. Funksiyanyn ekstremumy. Funksiyanyn ifi uly we ifi Kici bahalary

200. x=1/2 bolanda, y=9/4 maksimum. 201. Ekstremum yok. 202. x=1 bolanda, y=0
minimum. 203. x=0 we m jiibiit bolanda, y=0 minimum, m tdik we x=0 bolanda ekstre-
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mum yok; x =m/(m +n) bolanda, y =m"n"/(m + n)™™ maksimum; x=1 we » jibiit bolanda,
y=0 minimum, » tdk we x=1 bolanda ekstremum yok. 204. x=0 bolanda, y=2 minimum.
205. x=-1 bolanda, y=0 minimum; x=9 bolanda, y=10"""~1234000 maksimum.
206. x=0 we n tidk bolanda, y=1 maksimum, x=0 we # jilibiit bolanda, ekstremum yok.

207. x=0 bolanda, y=0 minimum. 208. x=1/3 bolanda, y = 3/2/3 ~ 0,529 maksi-
mum; x=1 bolanda, y=0 minimum; x=0 bolanda, ekstremum yok. 209. Eger ¢(x)>0
we n jiibiit san bolsa, f(x,)=0 minimum; eger ¢(x,)<0 we 7 jiibiit bolsa, f(x,)=0 maksi-
mum; eger 7 ték san bolsa, onda f(x,) ekstremum dél. 211. Yok. 213. a) £(0)=0 minimum;
b) /(0)=0 minimum. 214. /(0)=0 minimum. 215. x=1 bolanda, y=0 maksimum; x=3 bo-
landa, y=—4 minimum. 216. x=0 bolanda, y=0 minimum; x==+1 bolanda, y=1 maksimum.

217. x =(5-13)/6 = 0,23 bolanda, y=-0,76 minimum; x=1 bolanda, y=0 maksi-

mum; X = (5 +v13)/6 = 1,43 bolanda, y=—0,05 minimum; x=2 bolanda, ekstremum
yok. 218. x=-1 bolanda, y=-2 maksimum; x=1 bolanda, y=2 minimum. 219. x=-1 bo-
landa, y=-1 minimum; x=1 bolanda, y=1 maksimum. 220. x=7/5 bolanda, y=-1/24 mi-
nimum. 221. x=0 we x=2 bolanda, y=0 gyraky minimum; x=1 bolanda, y=1 maksimum.

222. x=3/4 bolanda, y = —33«/5/8 ~— 0,46 minimum; x=1 bolanda, ekstremum yok.
223. x=1 bolanda, y =¢'~0,368 maksimum. 224. x=+0 bolanda, y=0 gyraky maksimum;
x=e?2=0,135 bolanda, y=-2/e~—0,736 minimum. 225. x=1 bolanda, y=0 minimum;
x=¢e*~7,389 bolanda, y=4/¢*~0,541 maksimum. 226. x =iz (k=0, 1, £2, ...) bolanda,
y=(=1)"+1/2 maksimum; x=+27/3+2kz (k=0, £1, £2, ...) bolanda, y=-3/4 minimum.
227.x=kr (k=0,£1,+2,...)bolanda, y=10 maksimum; x = 7 (k+ 1/2) (k=0,%1,£2,...) bolan-
da, y=5 minimum. 228. x=1 bolanda, y=7/4—1n2/2~0,439 maksimum. 229. x=—7/4+2kr
(k=0,+1,+2, ..)bolanda, y = —(v'2 /2)e”™****" minimum;x=37/4+2kz (k=0,+1,42, ...)

bolanda, y = (v2 / 2)e* 4+ %% maksimum. 230. x=—1 bolanda, y=¢2=0,135 maksimum,;
x=0 bolanda, y=0 minimum (bur¢ nokady); x=1 bolanda, y=1 maksimum (bur¢ nokady).
231. 1/2; 32. 232. 2; 66. 233. 0; 132. 234. 2; 100,01. 235. 1; 3. 236. 0; 100/e~36,3.
237.0;1.238.0; (1 +v2)/2 ~ 1,2. 239. —(vV2 /2)e™"/* =~ 0,067; 1. 240. —c0<x<-3
bolanda, m(x)=-1/6; —3<x<-1 bolanda, m(x)=(1+x)/(3+x%); —1<x<+oo bolan-
da, m(x)=0; —o<x<1 bolanda, M(x)=1/2; 1<x<+cwo bolanda, M(x)=(1+x)/(3+x?).
242, a) 14924=1,77-10%; b) 1/200; ¢) V3 ~ 1,44. 245. (9+6v3)/4 ~ 4,85

246.q=—1/2.247.4/27.248. 8(x) = (x, + x,)x — (1/8)(x] + x5 + 6x,%,); A=(1/8)x(x,—x,)".
249. 2/3. 250. Bir koki: (3, +o0). 251. h>27 bolanda, bir koki: —o<x <-1; -5<h<27 bo-
landa, ti¢ koki: —co<x, <—1, =1 <x,<3 we 3 <x,<+o0; 1 < -5 bolanda, bir kdki: 3 <x, <+o.
252. Iki koki: —o<x <-1 we 1<x,<+00. 253. —0<a<-4 bolanda, bir koki: —o<x <-1;
—4<a<4 bolanda, li¢ koki: —oo<x <-1, -1<x,<1, 1<x,<+o0; 4<a<+oo bolanda, bir
koki: 1<x <+oo. 254, —0<k<0 bolanda, bir koki: 0<x <1; 0<k<1/e bolanda, iki koki:
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0<x,<1/k we 1/k<x,<+oo; k>1/e bolanda, kokleri yok. 255. a<0 bolanda, kokleri
yok; 0<a<e’/4 bolanda, bir kdki: —o<x, <0; e?/4<a<+oo bolanda, {i¢ kdki: —o<x, <0,
0<x,<2 we 2<x,<+o. 256. |a| < 3+/3 /16 bolanda iki koki bar; |a|> 3v'3 /16 bolan-
da, koki yok. 257. |k|>sh&~=1,50 bolanda, cthx =x denileménin poloZitel £~ 1,2 koki tigin,
iki koki: 0<[x,|<& we &<|x,|<+oo; [k|>sh& bolanda, koki yok. 258. a) p*/27+¢*/4>0;
b) p*/27+¢*4<0.

§6. Hisiyetlendiriji nokatlary boyunca
funksiyalaryn grafiklerini gurmak

259. Koordinatalar baslangyjyna gord simmetrik. Funksiyanyii nollary: x=0 we
x=4v3 =+1,73. x=—1 bolanda, minimum y=-2; x=1 bolanda, maksimum y=2. x=0,
y=0 epin nokady. 260. Oy okuna gord simmetrik. Nollary x =+v 1 + V3 =+1,65.
x=0 bolanda, y=1 minimum; x==1 bolanda, y=3/2 maksimum. Epin nokatlary:
x=+1/V3 =+0,58; y=23/18. 261. A(1, 2) nokada gord simmetrik. Nollary: x=—1 we
x=2. x=2 bolanda, minimum y=0; x=0 bolanda, maksimum y=4. Epin nokady x=1, y=2.
262. Oy okuna gord simmetrik. Funksiyanyn nollary: x = +/2 ~+1,41. x=0 bolanda,
maksimum y=2; x =+v 2 + V5 =+ 2,06 bolanda, minimum y = 1 — «/§/2 ~—0,12.
Epin nokatlary: x ,=+0,77. Y,=L04 x,,=£2,67, y,,~=-0,010. Asimptotasy y=0.
263. Uziilme nokatlary: x=2 we x=3. Nollary: x=+1. x = (7 - /ﬁ)/S =~ 0,42 bolanda,
minimum y =—(10 —v/96) ~— 0,20; x = (7 ++24)/5 ~ 2,38 bolanda, maksimum
y=—(10 + /96) ~— 19,80. Epin nokady x=~-0,58, y=~-0,07. Asimptotalary: x=2, x=3
we y=1. 264. Uziilme nokatlary: x,=—1 we x,=1. Funksiyanyfi noly x=0. Ekstremum no-
katlary yok. Epin nokatlary x=-0,22, y=-0,19. Asimptotalary: x=—1, x=1 we y=0.
265. Funksiyanyii noly x=0. Uziilme nokady: x=—1. x=0 bolanda, minimum y=0; x=—4
bolanda, maksimum y=-256/27. Epin nokatlary yok. Asimptotalary: x=—1 we y=x-3.
266. x=—1 bolanda, minimum y=0. Epin nokady x=—4, y=81/625. Asimptotalary: x=1 we
y=1. 267. Maksimumlary x=—(3++v17)/2~—-3,56 bolanda, y=—(34+17 +
+142)/32 ~— 8,82 we x=0 bolanda, y=0; x = (V17 —3)/2 = 0,56 bolanda, mini-
mum y = (34417 — 142)/32 ~—0,06. Epin nokady x=1/5, y=-1/45. Asimptotalary:
x=-1 we y=x-3. 268. Koordinatalar baslangyjyna gord simmetrik. Ekstremum nokatlary
yok; epin nokady x=0, y=0. Asimptotalary: x=—1, x=1 we y=0. 269. x=5 bolanda, mini-
mum y=27/2. Epin nokady x=-—1, y=0. Asimptotalary: x=1 we y=x+5. 270. x=2 bolan-
da, minimum y=8/3. x~-2,4 bolanda, maksimum y~-3,2. Epin nokady x=0, y=8.
Asimptotalary: x=—1 we y=x. 271. Oy okuna gord simmetrik. Funksiyanyn nollary:
X = i«/ﬁ/4 ~+0,79. Ekstremum nokatlary yok. Epin nokatlary: x =+41/2 ~+0,71,
y=-8/3. Asimptotalary: x=—1, x=0, x=1 we y=0. 272. Kesgitlenen yaylasy: 0<x<+oo.
Nollary: x=0 we x=3. x=1 bolanda, minimum y=-2; x=0 bolanda, gyraky maksimum

23. Sargyt Ne 2666
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y=0. Asaklygyna giibercek. 273. Kesgitlenen yaylasy: | x| < 22 = 2,83. Koordinatalar
baslangyjyna we koordinatalar oklaryna gord simmetrik. Nollary: x=0 we x =+ 22
x=%2 bolanda, maksimum [y|=4; x=0 bolanda, minimum [y|=0; x =+ 2v2 bolanda,
gyraky minimum |y|=0. Epin nokatlary yok. 274. Funksiyanyn noly x=2. x=-0,5 bolanda,
minimum y = —+'5 ~— 2,24. Epin nokady x, = —(3 + v41)/8 ~— 1,18; »,~-2,06 we
x, = (/41 — 3)/8 ~ 0,42; y,=-1,46. Asimptotalary: x ——oo bolanda, y=—1 we x— +o0
bolanda y=1. 275. Kesgitlenen yaylasy: 1 <x<2 we 3<x<+oo. Nollary: x=1,x=2 we x=3.
x=(6— @)/3 ~ 1,42 bolanda, maksimum |y | = 4@/3 ~ 0,62; x=1, 2 we 3 bolan-
da, gyraky minimumlary |y|=0. 276. x=1 bolanda, minimum y=0; x=-1/3 bolanda, mak-
simum y = 2%/4 /3 ~ 1,06. Epin nokady x=—1, y=0. Asimptotasy: y=x—1/3. 277. Oy
okuna gord simmetrik. x=0 bolanda, minimum y=-1. Yokarlygyna giiber¢ek. Asimpto-
tasy: y=0. 278. Koordinatalar baslangyjyna gord simmetrik. Funksiyanyi noly: x=0. x=-2
bolanda, minimum y = —%'16 ~— 2,52; x=2 bolanda, maksimum y = V16 Epin no-
kady: x=0, y=0. Asimptotasy: y=0. 279. Oy okuna gord simmetrik. x=+1 bolanda,
minimum y = %4 = 1,59; x=0 bolanda, maksimum y=2. Yokarlygyna giibercek.
280. Koordinatalar baglangyjyna gord simmetrik. Uzlilme nokady: x==1. Funksiyanyn
noly: x=0. x = /3 bolanda, minimum y = @/3 2 ~1,38; x = -3 bolanda, maksi-
mumy = —@/3 2. Epinnokatlary: x, =0,y, =0 wex, ,==+3, y, ,=+3/2. 281. Funksiyanyn
kesgitlenen yaylasy: |[x|>1. Oy okuna gord simmetrik. x=#1 bolanda, gyraky minimum
y=0. Yokarlygyna giiber¢ek. Asimptotalary: x — +oo bolanda, y=x/2 we x — —o bolanda,
y=-x/2. 282. Funksiyanyn kesgitlenen yaylasy: x>0. x=1/2 bolanda, minimum
y =33 /2 =~ 2,60. Asaklygyna giibercek. Asimptotalary: y=x+3/2 we x=0. 283. Kes-
gitlenen yaylasy: x>0 we x<—3. Funksiyanyii noly x = (5 + «/E)/2 =~ 4,30. x=—4 bo-
landa, minimum y=13; x=0 bolanda, gyraky maksimum y=1. Asaklygyna giiber¢ek. Asimp-
totalary: x ——oo bolanda, y=5/2 —2x; x — +o bolanda, y=-1/2; x —-3—0 bolanda, x=-3.
284. x=0 bolanda, minimum y=0; x=-2 bolanda, maksimum y = —*/4 ~— 1,59. Epin nokat-
lary: x, =—(2 = V/3) == 0,27, y, = 3/(+/27 = 5) /2 =~ 0,46; x, =—(2 + V/3) =~ 3,73,
v, ==3%(5+ m)/2 ~—1,72. Asimptotasy x=—1. 285. Oy okuna gord simmetrik.
Funksiya polozitel. x=0 bolanda, maksimum y = V3 = 1,73; x==+1 bolanda, minimum
y = V2 = 1,41. Epin nokatlary x1‘2:i0,47; y1’2=i1,14 we x3’4:i4,58; y3,4:4,55. Asimp-
totalary y=+x. 286. Funksiyanyn periody: T=27; esasy yaylasy 0<x<2x. Funksiyanyn
nollary: x, = 7 + arcsin((v'5 — 1)/2) = 1,21z, x, = 27 — arcsin((v'5 — 1)/2) = 1,79x.
Minimumlary x=7/2 bolanda, y=1 we x=37/2 bolanda y=-1; x=7r/6 we x=57/6 bolanda,
maksimum y=5/4. Epin nokatlary: x, = arcsin((1 ++33)/8)~ 0,327, y, = (19 +

+3v/33) /32~ 1,13; xzzyz—arcsin”T V33 - 0,687, yzz% V33, x=n+
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+arcsin@ ~ 1,20, y,= 19-3v33 0,055, x, =27 — arcsin% =

8 32
~ 1,807, y, = (19 — 3v/33)/32. 287. Funksiyanyi periody 27; esasy yaylasy —7 <x<r.

Koordinatalar baslangyjyna gord simmetrik. Nollary: x, =0 we x, ,=+7. x=—arccos(1/4) =
~—0,427 bolanda, minimum y = — 15@/8 ~—17,3; x=arccos(1/4)=0,427 bolanda,
maksimum y =15/15/8 ~ 7,3. Epin nokatlary: x,=0, y,=0; x,,==+arccos(-7/8) =
=+0,8471; y,, = +21V15 /32 ~+2,54; x,,=+7, y,,=0. 288. Funksijanyf periody:

T=2r; esasy yaylasy —r<x<r. Koordmatalar baslangyjyna gord simmetrik. Nollary: x,=0
we x,,=+7. Minimumlary: x=-37/4 we x=-7/4 bolanda, y = — 2vV2 /3 ~-0, 94

x=7f/2 bolanda, y=2/3. Maksimumlary: x=-7/2 bolanda y =-2/3; x=7/4 we x=37/4 bo-
landa, y = 2/5/3. Epin nokatlary: x =0, y =0, x,;=% arcsin\/% ~+0,37x,
Yoy =*4v30/27 =+0,81; x,5==+(7 —arcsiny/5/6) =+ 0,637, y, ;s = +4+/30/27;
Xg,=%7, ¥, ,=0. 289. Funksiyanyn periody: 7'=2x; esasy yaylasy [-7, 7]. Oy okuna goré
simmetrik. Funksiyanyf nollary: x, , =+ arccos((1 —v'3)/2) ~+ 0,627. Minimumlary:
x=0 bolanda, y=1/2; x=+xr bolanda, y=—3/2. Maksimumlary: x=+7/3 bolanda, y=3/4.
Epin nokatlary: x, , = +arccos((1 + v'33)/8) =+ 0,187, ,~0,63; x,, == arccos((l —
—«/7>/ ) 10,707, y,,~-0,44. 290. Funksiyanyn periody: I'=7/2; esasy yaylasy
[-7/4, 7/4]. Oy okuna gord simmetrik. Funksiya polozitel. x=0 bolanda, maksimum y=1;
x=+7/4 bolanda, minimum y=1/2. Epin nokatlary x ,=+x/8, y, ,=3/4. 291. Funksiya-
nyn periody 7T=r; esasy yaylasy [—7/2, 7/2]. Oy okuna gord simmetrik. Funksiyanyn
nollary: x =0 we x ,=+7/3. Minimumlary: x=0 bolanda, y=0 we x==+7/2 bolan-
da, y=-1. x= iarccos(l/4)~i0 217 bolanda, maksimum y = 9/16. Epin nokatlary

Xy = +Larccos 1+ 129 1++129 ~+ 0,117,y ,=0,29; x5, = + L arccos 1 =¥ 129 V12 ~+ 0,367

2 16 2 16
¥,,~-0,24. 292. Funksiyanyii periody 7=r, esasy yaylasy 0<x<r. Uziilme nokady:
x=37/4. Nollary: x, =0, x,= 7. Ekstremumlary yok, artyan funksiya. Epin nokady: x=7/4,
y=+v2 / 2. Asimptotasy x=37/4. 293. Funksiyanyn periody =27, esasy yaylasy [-7, 7].
Oy okuna gord simmetrik. Funksiyanyi nollary: x ,=+x/2. x=0 bolanda, minimum y=1;
x=+7 bolanda, maksimum y=—1. Epin nokatlary: x ,=7x/2; y, ,=0. Asimptotalary x=+7/4

we x=%37/4. 294. Funksiyanyn periody 7=27, esasy yaylasy —w<x<m. Funksiya
tdk. x=-2x/3 bolanda, minimum y = Ve / 3 x~—0,58; x=27/3 bolanda, maksimum
= /3 /3 = 0,58. Epin nokatlary: x, =0, y, =0; x,,= ¥ 7, y, ,= 0. 295. Simmetrik merkezle-

2723 ,
ri: (kz, 2km). Funksiyanyi nollary: x, =0, x, ,=+0,377, ... . Maksimumlary: x=7/4+ k7 bo-
landa, y=n/2—1+2kr; minimumlary x=—(m/4+kr) bolanda, y=—(7/2—1+2kr). Epin
nokatlary: x=kx, y=2kr. Asimptotalary: x=(2k+ 1)7/2 (k — bitin san). 296. x=1 goni
¢yzyga gord simmetrik. Funksiya polozitel. x=1 bolanda, maksimum y=e. Epin nokatlary
X,=1% 5/2, Vi, = Ve ~1,65. Asimptotasy y=0. 297. Oy okuna gord simmetrik.

Funksiya polozitel. x=0bolanda, maksimumy=1. Epinnokatlary: x, , =£3/2 =+ 1,22,
¥,,=(5/2)e??=0,56. Asimptotasy y=0. 298. Funksiya poloZitel. x=0 bolanda, minimum
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y=1. Asaklygyna giibercek. Asimptotasy x— oo bolanda, y=x. 299. Funksiya otrisatel dél;
noly x=0.x=0bolanda, minimum y=0; x=2/3 bolanda, maksimum y = 3/4 /9 e~ 0,39.
Epin nokatlary: x =(2-+v6)/3~-0,15, »=034 we x,=(2+v6)/3~1,48,
¥,~0,30. Asimptotasy x — +oo bolanda, y=0. 300. Funksiya otrisatel dil. x=kz (k=0, £1,
42, ...) bolanda, y=0 minimum; x=7/4+kx bolanda, maksimumlary y=e 272, Epin
nokatlary: x =(-1)y7/6+kz, y = e LR /3l /4.301. x>—1 bolanda funksiya polozitel
we x<—1 bolanda, funksiya otrisatel. x=0 bolanda, minimum y=1. x>—1 bolanda, asaklygyna
giibergek we x<-1 bolanda, yokarlygyna giibercek. 302. Oy okuna gord simmetrik. Funk-
siya otrisatel dil; noly x=0. x=0 bolanda, minimum y=0 (bur¢ nokady). Yokarlygyna
giibergek. 303. Funksiyanyn kesgitlenen yaylasy: x>0. Funksiyanyfi noly x=1. x=¢*~7,39
bolanda, maksimum y=2/e~0,74. Epin nokady: x=e%3~ 14,33, y = 8/3¢ ** = 0,70. Asimp-
totalary: x — + 0 bolanda, x =0 we x — + oo bolanda, y = 0. 304. Koordinatalar baslangyjyna
gord simmetrik. Noly x=0. Ekstremum nokatlary yok; artyan funksiya. Epin nokady: x=0,
y=0. 305. Koordinatalar baslangyjyna gord simmetrik. Funksiyanyn noly x=0. Artyan
funksiya. x>0 bolanda, asaklygyna giibergek we x <0 bolanda, yokarlygyna giibercek; O(0; 0)
— epin nokady. 306. Funksiyanyn kesgitlenen yaylasy: |x|<1. Koordinatalar baslangyjyna
gord simmetrik. Artyan funksiya. x>0 bolanda, agaklygyna giiber¢cek we x<0 bolanda,
yokarlygyna giibergek; epin nokady: x=0, y=0. Asimptotalary: x==+1. 307. Koordinatalar
baslangyjyna gord simmetrik. Funksiyanyfi noly x=0. Ekstremum nokatlary yok,
artyan funksiya. Epin nokady: x=0, y=0. Asimptotalary x ——o bolanda, y=x—7/2 we
x—+oo bolanda y=x+ /2. 308. x=-5,95 funksiyanyn noly. x=1 bolanda, minimum
y=1/2+7/4=1,285; x=—1 bolanda, maksimum y=-1/2 + 37/4=1,856. x>0 bolanda,
asaklygyna giibercek we x<0 bolanda, yokarlygyna giibercek; epin nokady x=0, y=r/2.
Asimptotalary: x ——o0 bolanda, y=x/2+ 7 we x — +o0 bolanda, y=x/2. 309. Oy okuna gori
simmetrik. Funksiya otrisatel ddl. Noly x=0. x=0 bolanda, minimum y = 0. Asaklygyna
giibercek. Asimptotalary: x — — oo bolanda, y=-7x/2—1 we x — +o bolanda, y=mx/2—-1.
310. Koordinatalar baglangyjyna gord simmetrik. Funksiyanyn noly x=0. x=1 bolanda,
minimum y=-7x/2 (bur¢ nokady); x=1 bolanda, maksimum y=7/2 (bur¢ nokady). Epin
nokady: x=0, y=0. Asimptotasy y=0. 311. Oy okuna gord simmetrik. Funksiya otrisatel
dil; Noly x=0. x=0 bolanda, minimum y=0 (burg nokady). Yokarlygyna giiber¢ek. Asimp-
totasy y=r. 312. Funksiyanyi {iziilme nokady x=0. Funksiyanyn noly x=-2. x=2 bolan-
da, minimum y = 4v'¢ = 6,59; x=—1 bolanda, maksimum y=1/e~0,37. Epin nokady:
x=-2/5, y=8¢7?/5=0,13. Asimptotalary x=0 we y=x+ 3. 313. Funksiyanyn kesgitlenen
yaylasy |x|>1. Oy okuna gord simmetrik. x==1 bolanda, gyraky maksimum y = 277 2,67.
Asaklygyna giibercek. Asimptotasy y=1. 314. Funksiyanyn kesgitlenen yaylasy x<1
we x>2. Koordinatalar oklary bilen kesisme nokatlary (0, In2) we (1/3, 0).
x=(1- x/ﬁ)/?) ~— 0,72 bolanda, maksimum y=1,12. Asimptotalary: x=1, x=2 we
y=0. 315. Funksiyanyn kesgitlenen yaylasy |x|<a. Koordinatalar oklary bilen kesisme no-
katlary (0, — @) we (0,67a, 0) (takmynan). Artyan funksiya. x=—a bolanda, gyraky mini-
mum y=-7a/2 we x=a bolanda, gyraky maksimum y=ma/2. Asaklygyna giibergek.
316. Funksiyanyn kesgitlenen yaylasy x<0 we x>2/3. x=0 bolanda, gyraky minimum y=0;
x=2/3 bolanda, gyraky maksimum y=x. x<0 bolanda, yokarlygyna gilibercek we x>2/3
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bolanda, agaklygyna giiber¢ek. Asimptotasy y=7/3. 317. Funksiyanyn kesgitlenen yaylasy
x>0. Funksiya polozitel. x=1/e~0,368 bolanda, minimum y=(1/e)"*~0,692; x=+0 bo-
landa, gyraky maksimum y=1. Asaklygyna giibercek. 318. Funksiyanyn kesgitlenen
yaylasy x> 0. x=+0 bolanda, gyraky minimum y=0; x=e bolanda, maksimum y=e"¢~1,44.
Asimptotasy y=1. 319. Funksiyanyn kesgitlenen yaylasy x>—1, x#0. Funksiya polozitel.
Ayrylyan liziilme nokady: x=0. Ekstremum nokatlary yok; kemelyan funksiya. Asaklygyna
giibergek. Asimptotalary: x=—1 we y=1. 320. x>0 bolanda funksiya monoton. x=-+ 0 bo-
landa, gyraky minimum y=0. Asimptotasy y=e(x—1/2). 321. Funksiya polozitel. Oy okuna

gori simmetrik. Uziilme nokatlary x==1. x=0 bolanda, minimum y=e¢; x = +/3 bolanda,
maksimum y =1 / 4ve = 0,15. Dort epin nokatlary bar. Asimptotalary: x ——1+0 bolan-
da, x=—1; x— 1-0 bolanda, x=1; x — o bolanda, y=0. 322. x we y funksiyalar otrisatel
dil; t=-1 bolanda, x . =0; =1 bolanda, y . =0. r>-1 bolanda asaklygyna giibercek we
t<—1 bolanda yokarlygyna giibercek. 323. Koordinatalar oklary bilen kesisyan nokatlary: /=0
bolanda, (0, 0); =%+ 3 bolanda, (i2x/7 — 3, 0) we t=2 bolanda, (0, -2). =1 bolanda,
x =1 wey =2 (dolanma nokady), t=—1 bolanda, y . =-2. <1 bolanda asaklygyna
giibercek we > 1 bolanda, yokarlygyna giibercek. 324. Koordinatalar oklary bilen kesisme
nokady: /=0 bolanda, (0, 0); /=0 bolanda, x __ =0; =2 bolanda, x_._=4. t artanda y kemel-
yar. t=-0,32 bolanda, epin nokady (-0,08; 0,3) (takmynan). Asimptotalary: y=0, x=-1/2
we y=x/2-3/4. 325. Oy oky bilen kesisydn nokady: =0 bolanda, (0,1); Ox oky bilen
kesigydn nokady 7=oo bolanda (-1, 0). Gyraky ekstremumlary: /=0 bolanda x . =0 we
V.= s t=o bolanda, x  =—1 we y . =0. Epin nokatlary yok. Asimptotasy y=1/2. |¢|>1
bolanda asaklygyna giibercek we |¢|<1 bolanda, yokarlygyna giiber¢gek. 326. x we y funk-
siyalar polozitel; /=0 (dolanma nokady) bolanda, x . =1 we y . =1; <0 bolanda,
asaklygyna giibercek we >0 bolanda, yokarlygyna giibercek. Asimptotasy — +oo bolan-

da, y=2x. 327. Esasy yaylasy: [0, 7]. Koordinatalar oklary bilen kesisyan nokatlary: r=7/6
bolanda, (a/2, 0); t=7/4 bolanda, (0, —a/ V2 ); t=7/2 bolanda, (—a, 0); t=37/4 bolanda
0, a / V2 ); t=57/6 bolanda, (a/2, 0). Ekstremumlary: /=0 bolanda, x _ =a wey__=a; t=7/3
bolanda, y . =-a; t=7/2 bolanda, x  =—a; t=27/3 bolanda, y =a; t=r bolanda,
x =a we y . =-a. 0<¢<n/2 bolanda, asaklygyna giiber¢ek, 7/2<t<7 bolanda,
yokarlygyna giibergek. 328. x we y otrisatel ddl we periodik funksiyalar; esasy yaylasy
0<t<m/2. Ekstremumlary: t=7/2 bolanda, x . =0 we y_=1; =0 bolanda, x =1 we

v...=0. Asaklygyna giibergek. 329. Kesgitlenen yaylasy t>0 x+y=0 gbni ¢yzyga gora
simmetrik. Ekstremumlary: =1/e bolanda, x , =-1/e=-0,37,y =-e~-2,72; t=e bolan-

male/e’ x=e. Epln nOkatlar}" 1= e—~2 = O 24 bOlaﬂda, X __\/76 12 — O 34

—V2e¢?=—582 wet= e’ 4,10 bolanda, x, = vV2¢ 2, y, = «/Ee_' . t=1/e
bolanda, giibergekligin alamatynyn tiytgemegi. Asimptotalary: x=0 we y=0. 330. x we y
funksiyalar periodik, periody 7=2x, esasy yaylasy —r<¢t<m. Egri ¢yzyk koordinatalar
oklaryna gord simmetrik. Egri ¢yzygyn 2 sany sahasy bar. Ekstremumlary: =0 bolanda,
x . =a,y=0;t=+r bolanda, x  =-a,y=0. -7 <t<-7/2 we 0<t<7/2 bolanda, asaklygyna
giibergek; —7/2<t<0 we 7/2<t<m bolanda, yokarlygyna giibercek. 331. Oy okuna gora
simmetrik; #=0 bolanda, y . =0, x=0. Yokarlygyna giibergek. 332. Parametrik defilemesi:

x=3at/(1+£), y=3ar/(1+F) (—o<t<+ow). y=x gbni ¢yzyga gord simmetrik. Koordina-

da, y
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talar oklary bilen kesisyin nokady O(0, 0) (ikigat nokat). y = a2 =~ 1,2a bolan-

da, x,,, = a4 ~1,59a; x=a%2 bolanda, Y. =a/4. Asimptotasy x+y+a=0.
333. Koordinatalar baslangyjyna, koordinatalar oklaryna we koordinatalar bur¢larynyn
bissektrisalaryna gord simmetrik. O(0, 0) — {liziie nokady. Koordinatalar oklary bilen

kesisyan nokatlary: (x1, 0) we (0, £1). y=0bolanda, |x| . =1;|y|= J1/2 ~ 0,71 bolanda,
|| = v/ (1 +v/2)/2 % 1,10; x=0 bolanda, |y =1; [x|=1/2 bolanda, |y| =
= /(1+v2)/2. 334. Parametrik defilemesi: x=(1-£)/2, y=(1-F)/t, bu yerde r=y/x
(—o<t<+w). Egri ¢yzygyn iki sahasy bar. x +y=0 goni ¢yzyga gord simmetrik.
Ekstremumlary: 7 =—%2 ~— 1,26 bolanda, x,;, =3%2/2~1,89, y=-3%Y4/2=~
~—2,38;1=-3/1/2 ~— 0,79 bolanda, y,.. = —3%2 /2, x = 3%/4 /2. Epin nokatlary:
t=-%/(7+3V5)/2 ~~ 1,90 bolanda, x,~2,18, y,~4,14; t =—3/(7-3V5)/2 =
~— 0,53 bolanda, x,~4,14, y,=-2,18; 1 = —%/2 bolanda giibergeklik ugrunyi alamatynyii

iytgemegi. 335. Egri ¢yzyk y=x goni ¢yzykdan we x=(1+)", y=(1+)"" (-1 <t<+o0)
giperbolik sahadan ybarat. (e, ¢) — ikigat nokat. x#y bolanda asaklygyna giibercek. Asimp-

totalary: x=1 we y=1. 336. Kesgitlenen yaylasy: | x| > In(1 + v2) ~ 0,88. Koordinatalar

oklaryna gori simmetrik. x =+ In(1 + v'2) bolanda, gyraky minimum [y|=0. y>0 bolan-
da, yokarlygyna giibercek we y <0 bolanda, asaklygyna giiber¢ek. Asimptotalary: y=x we
y=-x. 337. Funksiyanyii kesgitlenen yaylasy: >0, |¢|<e, bu yerde @=arccos(—a/b). Ya-
pyk egri ¢yzyk. Polyar okuna gord simmetrik. =0 bolanda, maksimum r=a +b; p==*a
bolanda, gyraky minimum r=0. 338. Kesgitlenen yaylasy: 0<¢<z/3; 27/3<¢<m,
47/3<@<5r/3. Funksiya r — periodik, periody 27/3 defi. Yapyk egri ¢yzyk hem-de ii¢
menzes yaprakly. Simmetrik oklary: ¢ =7/6, o =57/6 we ¢ =37/2. Koordinatalar baglangyjy
0(0, 0) —tiggat nokat. 0< @ <7x/3 ii¢in, p=7/6 bolanda, maksimum r=a we ¢ =0 we ¢=7/3
bolanda, minimum r=0. 339. Kesgitlenen yaylasy: |¢|<7/6 we 7/2<|p|<57/6; periody
27/3. =0 we ¢=+27/3 bolanda, minimum r=a. Asimptotalary: ¢==+7/6, p==%7/2 we
@=x57/6.340. Koordinatalar baslangyjy 6zlinin asimptotik nokady bolan spiral; ¢ artanda
r kemelyidr. Asimptotasy ¢=1. 341. Kesgitlenen yaylasy: r>(v5 —1)/2 = 0,62.
r= (\/g -1) / 2 bolanda, gyraky maksimum ¢=7x; r=2 bolanda, minimum ¢=
= arccos(1/4)=arc75°30". Asimptotasy — +oo bolanda, rcosp=1. 342. (1, a—1) depeli parabo-
lalar masgalasy (minimumlar). Koordinatalar oklary bilen kesisydn nokatlary (0, a) we

(1¥+v1—a, 0) (a<1 bolanda). Asaklygyna giibercek. 343. a#0 bolanda, giperbolalar
masgalasy we a=0 bolanda, y=x goni ¢yzyk. x=|a| bolanda, minimumlar y=2|a| we
x=—|a| (a#0) bolanda, maksimumlar y=-2|a|. Asimptotalary y=x we x=0. 344. 0 <a <+
bolanda, ellipsler masgalasy; —o0<a<0 bolanda, giperbolalar masgalasy; ¢=0 bolanda, y=x
goni ¢yzyk. Hemme egri ¢yzyklar (-1, —1) we (1, 1) nokatlar arkaly gecyérler. y>x ligin
1) x =1/V1 + a we a>0 bolanda, maksimum y = 1 + a; x = —1/V1 + a we -1<a<0
bolanda, maksimum y = —+'1 + a; x =F 1 (¢#0) bolanda, gyraky minimumlar y =% 1.

2) yokarlygyna giibergek. y<x igin 1) x = —1 / v1+4+a we a>0 bolanda, minimum
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y=—vl1l+a; x= 1/«/1 +a we —1<a<0 bolanda, minimum y = v1+a; x =¥ 1 bo-
landa, gyraky maksimumlar y =% 1; 2) Asaklygyna giibercek. a <0 bolanda, asimptota-

lary: y = (1 + J—a)x we y = (1 —v—a)x. 345. a#0 bolanda, gorkezijili egri ¢yzyklar;
a=0 bolanda, y=1+x/2 goni ¢yzyk. Egri ¢yzyklaryn umumy nokady (0, 1). x=(In2a)/a we
a>0 bolanda, minimumlary y=(1+In2a)/2a; a<0 bolanda y artyar. Asimptotasy y=x/2.
346. (0, 0) nokatdan gecyédn we sol nokatda y=x goni ¢yzyk bilen umumy galtasyany bolan
egri ¢yzyklar. x=a we a>0 bolanda, maksimum y=ae'~0,37a; x=a we a<0 bolanda,
minimum y = ae ~'. Epin nokady x = 2a, y = 2ae ~* = 0,27a. Asimptotasy y=0.

§7. Funksiyalaryn maksimumlaryny we minimumlaryny tapmaklyga
degisli meseleler

1

m+n m_n mn
349. aimm}}rn. 350. (m + n)(%)””". 351. Logarifmik sistemalarynyn esasy
(m+n) m"n

e'?~1,445-den uly bolmaly dal. 352. VS taraply kwadrat. 353. Ugburclugyt yiti burglary 30°
we 60°. 354, Bankanyn H = 2%/V /27 beyikligi onuii esasynyi diametrine defidir; doly iisti

2
P =547V . 355. cosp = COS& T ZOS @+8 , buyerde 2 — segmentiil dugasy we 2¢

— goniiburglugyn tarapy bilen dartylyan duga. 356. Goniiburclugyn taraplary av2 we
bv2.357. Eger 7> b bolsa, onda esasy x we beyikligi y bolan i¢inden ¢yzylan géniiburclugyn
P perimetriniii y=h bolanda gyraky maksimumy bardyr; eger 4 <b bolsa, onda P-iit y=0
bolanda gyraky maksimumy bardyr; eger-de #=5 bolsa, onda perimetr P hemiselikdir.
358. b =d/V3, h=dy2/3. 359. Parallelepipediti 6lcegleri 2R/v/3, 2R/v'3 we R/V/3 .
360. 47R’ /33 . 361. Saryi istiinifs 7R (1 + v/5 ) = 81% bolegi. 362. Konusyh gowriimi
saryii gowriimini iki essesine dendir. 363. 27/’ / 9/3. 364. Eger tga<1/2 bolsa, onda
silindriil doly iisti maksimum bahasyna r=R/2(1 —tga) bolanda yetyér, bu yerde »— silindrin
esasynyn radiusy. Eger tge>1/2 bolsa, onda =R bolanda gyraky maksimumy alyar.
365. p(¥/2 —1)/(2+%2)/2. 366. 1; 3. 367. Eger b <a/y2 bolsa, onda hordanyii
MB=a*lc (M=M(x, y)) uzynlygy maksimum bahany x = +a’v a’ — 2b’ / ¢’ y=bYc?
bolanda alyar, bu yerde ¢ = va’ — b’; eger b >a /¥2 bolsa, onda hordanyn MB=2b
uzynlygy x=0, y=>b bolanda, gyraky maksimumy alyar. 368. x = a/vV2, y=5b/v2; ab.
369. Ust in kici bahany r = h = 3/3V /57 bolanda alyar, bu yerde r — silindrifi esasynym
radiusy we 4 — onun beyikligi. 370. ¢=60°. 371. Toweregin dasyndan ¢yzylan trapesiya.
Gapdal taraplary AB=CD=asec* (a/2). 372. a = 27y/2/3 ~ arc294°, bu yerde @ — ga-
lan sektoryn merkezi burgy. 373. Eger arccos(q/p)>arctg(a/b) bolsa, onda ¢ =arccos(g/p),
|ad F bu|sin 0
Vi + & — 2udcosl
375. AK = a(1+3/5,/5, )71. 376.a=r+ R«/R—/V bolanda, uly saryfi merkezinden yal-

eger arccos(q/p)<arctg(a/b) bolsa, onda ¢=arctg(a/b). 374.
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pyldayan nokada genli uzaklyk x=a/(1+(r/R)*?), eger r+ R<a <r+R JR/r bolsa,
onda x=a-r, bu yerde — a sarlaryn arasyndaky uzaklyk. 377. a /V2. 378. (a®*+b¥3)"2,
379. 9 = 3/a/2k, bu yerde k — proporsionallyk koeffisiyenti. 380. arctgk. 381. /<4a bo-
landa, sterZeniii gysarma burgy cosa = (I + v/ I* + 128a°) / 16a formula boyunca hasap-

lanyar; />4a bolanda, denagramlylyk yagdayy yok.
§8. Egri cyzyklaryn galtasmasy. Egriligin tegelegi. Ewolyuta

382. k=-3; b=3; y=3(1-x). 383. a=e"/2; b=e"(1-x)); ¢ = " (1 —x, + x; /2).
384. a) birinji; b) ikinji; ¢) ikinji. 386. a) V2, (2,2); b) 500000, (150, 500000) (takmynan).

(= &x%)" a-b
387. p(1+2x/p)*>. 388. B bu yerde € = — ellipsin ekssentrisiteti.
2.2 2\3/2 2 2 1
389. %, bu yerde € = (IT—H) — giperbolanyn ekssentrisiteti. 390. 3axy .

2 3
391. %(1 —&’cos’t)?, bu yerde € — ellipsi ekssentrisiteti. 392. 2+v2ay. 393. at.

2\3/2

395. 2(’ r . 396. M 397. rY1+m’. 398. 2v/2ar /3. 399. a*/3r.
[P+ 2 — | 2a° +7r

400. (1/V2,~1n2/2). 401. x,=680m. 402. Yarymkubik parabola 27p7*=8(& —p)’.
403. Astroida (a&)**+(bn)**=c*?, bu yerde c*=a*-b* 404. Astroida (§+7)*+

+(E-n)3=2a%>. 405. Zynjyr ¢yzygy n=ach(&/a). 406. Logarifmik spiraly o=mae"*™?.
407. £=ra +a(t—sint); n=-2a +a(l —cos7), bu yerde T=¢-7.

/2)3/2

§ 9. Deilemeleriin takmyny ¢oziiwi

408. x =—2,602; x,=0,340; x,=2,262. 409. x =—0,724; x,=1,221. 410. x=2,087=
= arc119°35' 411. = 0,824. 412. x, = 0,472; x, = 9,999. 413. x, = 2,5062. 414. x, = 4,730;
x,=7,853. 415. x=—0,56715. 416. x=%1,199678. 417. x,=4,493; x,=7,725; x,=10,904.
418. x, =2,081; x,=5,940.

VI. §1. Kesgitsiz integral we integrirlemek usullary

Su boliimdaki jogaplarda gysgalyk ticin hemiselik C yazylmady.
L27x—0x' + 20" — Ly? 2,625 o5yt 300" — 1000 4 L7 3 1307 4

5 7 3 3 7
2 3
+£x‘—§x4 4.x—L—21n\x|.5.aln\x|—a——a—.6.;x/;+2x/;.7.ix4x/;—
_24 n/s 3, 32,1 4’ +7) _12
x + [(14— X 5x+8x> 9. Py . 10, 2x 5><
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X%/ 7200 + 35/9x7 . 11 1n|x|—4— 12, x-aretge. 13, —x+ L 1| 1EL | 14 242
X

6"
nd TPme T

Xln‘ﬁi”. 15. arcsinx + In(x ++/1 +x%). 16. In

11;L;7‘n
X +
9

2 (1Y 1 Ly 1 o« x : [t]
Z <« (L = I 020, x— + - 21.2v 2| =
+19 18. 15<5)+51 2(2>.19 7€ e+ x. 20. x—cosx+sinx. 21. 2v 2 +

2 sgnt {cos% — cos t}, bu yerde t = x — % ([ ] - bitin bolegi anladyar). 22. —x—ctgx.
23. —x+tgx. 24. achx+bshx. 25. x—thx. 26. x—cthx. 28. Inx +a|. 29. 21—2(29( - 3)".

1 4 2 2 5 2 1
. ——(1 —3x)3. 31. _7v 2—-5x.32. ————+. 33. —25/(1 — 34, —

Xarctg(xf) 3s. 2}/— \/C+x‘/7‘ 36. farcmn(x\/%). 37. %ln\xﬁ—l—

+¢h¥—ﬂ.w.—@”+%é“)3&-mmﬁa—%amw.m.—%a4m+%)

4Ltg%u42.—ag%:43.—@(E—4&>44.%kh@x+l)+sm2x—l)}45.%h%-

4 2
4

46. —2cth®. 47. —/1—x>. 48. 1+x3.m.—LmB—2fL5a—_—i——.
2 * ) 4 21+ 1)
1 X 1 X — 2 ‘1—# X+ 1 ’

51 Larctg?-. 52. 8V/4,1 ‘x - v”"‘ 53. 2arctgy/x . 54. cos L v

13
56. — arcsm 8.1 59.13/8:°1 27 60. 2sgnx In(/] x| +
¢x+1 Vat -1 8
’1 +x‘) (x(1+x)>0). 61. 2arcsinvx. 62. —% . 63. In(2+e¢%). 64. arctge”.
65. —In(e*+v1+¢ ™). 66. Lin’x. 67. Infn(lnx),. 68. Lsin®x. 69. 2
3 el 68 g Veosx
2 .2 2 2
7u4mmmmﬂJmmsz3%q—ynMun.J““n§+£C“X(f¢w)wm—}2x
a —
Xln‘ﬁcosx+Vcos2x‘ 5. farcsin(x/zsinx). 76. %In(ﬁchx%/chbc).
44 1 X 4

7. -3 ctg’x. 78. :E?wcg<¢§> 79. hqg . so.hqg(z 4)\ 811nuh I
1 ch2x 1 3 3 1 2
82. 2arctge*. 83. In ++/sh"x+ch'x). 84. 3°Vthx. 85. —=(arct .
¢ RN ) plareter)
1 2 3 1 -1 1 x2—xv/2 +1
86. resinx In? (x +v'1+x%). 88. farctg ‘/7 2\/>lnx a2 41
90. — I 91. 2 ln(x +v1+x )eger n#-2; —ln\x! eger, n=-2.

15(x>+ 1) """ n+2 /2
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121+x 1 aresinl /2 i ) 1 2 1
92. 4ln = 93. ﬁarcsm< 3 sinx ). 94. 2arctg(tg x). 95. 2(ln3—ln2)x

. NS 2
3 96.2/1+V1+x.97. % 5+3x7.98.—(1 X, (=27

3 +2A 7 11 12

%x2+%x3—27ln‘3 +x‘.

xX]n

99. —x—2In|1—x]. 100. %(1—x)2+ln\1+x|. 101. 9x —

102. x+In(1+x2). 103. }m ?jz +2In|2 —x*|—x. 104. m—%gx
RS T e

(x—l);] 107. —8;r7350x(2—5x)3. 108. — 1+2’C(l 3X) 109. —(1+x)% %
x(1 +x2)%. 110. %ln‘h‘ 111. %ln‘ x—1 ‘ 112. arctgx — [arctg[ 113. %
x%l i;? Slﬁarctgf 114. In m 115. %1 X j:l 16. _MX

2x+a+b 2 x+a 1 1 1 X
X(x+a)(x+b)+(a—b)3ln‘x+b . 117. a2_b2<barctgb aarctga) (|al #1b]).

1 1

x_Lg x4 L X _ Ly L _ Ly
us. 5 - sin2x. 119. >t sin 2x. 120. ycosa — sin(2x + ). 121. 1 sin2x 6

. X, 3o 5x _ L oy, b St _
><sm8x.122.3smg+§sm?,123. 10 cos(5x+12>+200s<x+ 12)124. cosXx +

1 1 3.1 1 3.1
+3cosx 125. sinx 3smx 126. 8x 4sm2x+32sm4x 127. 8x+451n2x+

+ L gindr. 128, —x— ctgx. 129. tg x + In|cosx|. 130. 136 cos2x — %cos4x +

32
(33l
1

+Intgx|. 134. In|sinx|— Lsinx. 135. tex + —tg’x. 136. x—In(1+e").
2cos” x 2 3

. x+ Lox 1 ox 1 24 L
137. x+2arctge*. 138 2 + 4sh2x. 139 2 + 4sh2x. 140 3sh x. 141 4sh2x+

1

1 3 1
+4gcos 6x + 55 >R €08 8x + 197 €08 12x. 131. tgx—ctgx. 132.

133.

3 2 43 1+ 55¢
140(9+12x+14x)( x)3. 144, 600>

g shdx. 142. — (thx+cthy). 143.
x(1-5x%)". 145, ——(32 +8x 4+ 3x7)V2 —x. 146. ——(8 + 457 + 3V — &

6+ 25x 3Y/3 2 4 2 1
147. 1000 DL LIX (9 5¢ 148. (3 7sm x—l—ﬁsm x)v sin’x . 149. —zcos 2x +

362



51+ cos?x). 150. Ltg'x + Lig'x. 151. 2(-2 4+ Inx)¥1 + Inx. 152, x-2¢ 7+

3
+2In(1+e%). 153. x — 2In(v/1 + ¢°). 154. (arctgy/x . 155. —X 156, £/ x> — 2 +
V1-x -
+ln‘x+«/x2—2 ‘.157. % 1—x +%arcsinx. 158, ———~—.159. —Va’—x* +
ava +x
X 3a+x X—a
+aaresin” . 160. — 29X /x(2a — x) + 3a’arcsin /2 . 161. 2arcsin b —da

2x—(a+b)

2
16Z.f (x—a)(b—x>+ arcsin / . 163. = a2+x2+%><
xIn(x +va?+x?). 164. l¢a2+x2—%1n(x+¢a2+x2). 165. Vx*—a* — 2ax

2

Xln(«/x—a +«/x+a), eger x>a bolsa; —v ' —a’ +2aln(vV=x+a+vV—x—a),
eger-de, x < —a bolsa. 166. 2In(vx+a +vVx+b), eger, x + a>0 we x + b > 0;

—2In(v-x—a +v-x—b), eger-de x +a<0 we x+b<0. 167. 2)H_#a-l_bVJc+a x
_ 2
X/ x+b —Mln(\/x+a +Vx+b), eger, x+a>0 we x +b5>0. 168. x(Inx—1).

4

n+1
X 1 B 1.2 2 .3/2(1.2.
169. n+1<lnx n+l>’ (n#=1). 170, ~L(n’x + 2102+ 2). 171 2272 (10’

8

—2x 2 2
2 - = _e (42 1 _xT 1 :
9). 172 (e et 173 = (x4 x+ L) 174 =220 175, asine

2
+ cosx. 176. —2x4—lcos 2x+%sin2x. 177. xchx - shy. 178. (x¥/3 + 2x/9)sh3x -

— (/3+2/27)ch3x. 179, xarctgx — L In(1 +2°). 180. xarcsinx + /1 -2 181. ~Ey

1—x"

4
—glnx+

1+ x?
2

+ arctgx. 182. — m + —arccosx 183. — arcsing _

184. xln(x+«/1+x2)—«/1+x2. 185. x—l_Txln%. 186. —v/x + (1 +x) %

xarctgy/ x . 187. ln\tg |— cosxIntgx. 188. L(X3—1)€X3. 189. x(arcsinx)2+2><

x+y/1 — x?arcsinx — 2x. 190. L+ <X (arctgx)* — xarctgx + ~ Lin@+4%). 191. é 2

2 2
3 J—
=3l = 5 192 VT2 I+ VT4) - 193,
3 3 1+x ( +x)
1 X 1 x x /2 a
+arctex. 194, ——% 4+ L _arcte® (a#£0). 195. £V a*> —x* + % arcsin*-
2 & 2a2(a2+x2) 24’ ga ( ) 2 2 \a|

2 2 4
(a#0). 196. % X" +a +%ln\x+x/x2+a|. 197. WMHK—%MH
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2 /
+va*+x?). 198. %—%mzx—%. 199. 2(+'x — 1)e™. 200. 2(6 — x)v/x x
arctgx arctgx

<oosv/x = 6(2 = x)sinv'x . 201, — L=XE T 5gp (LN T 503 Xfgin (nx) -
2v/1 +° 2V1 +x 2

— cos lnx] 204. x[sm(lnx)—i—cos(lnx)] 205. acosbachrbzsmbx = 206. 2-}-[)2)(
a+b

2 —sin2x — cos 2x). 208. + Lginox—e *(cosx +

x(asinbx — bcosbx)e™. 207. et 1

g
+ sinx) + %el‘. 209. —x + %ln(l +¢™) — e "arcctg(e’). 210. — [x + ctgxIn(esinx)].

1 sgna
. 213. arctg(x/b/a), eger b>0; —=——x
X+ 1 Jab | ® /b/a), eger a 2 —ab

2 2x — 1 1 x -1
eger-de ab<0. 214. —=—arct . 215. ln 216. —><
V7 ¢ VT ‘

211. xtgx +In|cosx|. 212.
Jal+xy/[b]
V] a\—xr

- (V2 +1) 1 ) 2w+1 1 )
x| X =Wt D517 Ln(x24x+1 arct 218. —ln(x _
V2 lx +(¢2—1) 20 )+ \/ 3

—2xcosa + 1) + ctgaarctgﬂ (@ # kr, k — bitin san). 219. ln(x4 —x’+ 2) +

x|n

1 2x*—1 1 3 (W3 o) 1,,/3sinx — Scosx
to 7 aee T 220, g Intlx’+1[-(x" =2} 221, S| 2305 = 28080 |
(tg(x/2)+1) 1 Y 1 :
222, arctg~=222 T ) 923, - In(xvb ++va+ bx’), eger b>0; —=——arcsin(x x
g 5 s g 5 (
xy/=b/a) eger a>0 we b<0. 224. arcsin%. 225. Inx + 5+ Vo7 + x| 226, %x

><1n<x—%+4/x2—%x+ 1). 228. —V/5+x—x +%arcsin2"%l. 229. %ln(x-l—

2 .
+l+x/x2+x+1)+x/x2+x+1.230. 1 arcsin4x+3.231.arcsin425'“§c_1.

: 2/2 /17
232. 1ln\x—1+x/x—2x— |+1«/x—2x— 233. —2 1+x>—x +i><
x arcsin 2 _1. 234.—lnx+2+2vx+x+1‘. 235. —“x+x—1+1arcsmx 2
/5 x x 2 HE
x/>> 1 [1—x+v/20+x) 1 x=12
> = 236.——1’ . —_— x| >
( 2’ n 1+x (\/Ex—l (x|
>/2).238. 1‘/X+T L aresin—**+7 _ (x41[>/6).239. 22— 1
) x+2 ' 5/5 lx+2|V6 { | ) 4
X 2+x—x2+%arcsin2x3_1.240. %ln<%+x+x/2+x+x2)+\/2+x+x22x47+1.
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241. —Lln\x+1+¢x+2x 14X +1«/x+2x 1.242. -1 +x—x +4x

2
24 x4+2V/1+x—x V5 x—1+«/x+
5 E 2\< .243.1n

xarcsin —In

1 —2x
J5

§2. Rasional funksiyalaryn integrirlenisi

1 (x+2)

2 (e + I)(x+ 3)3
5 4 3

1lx”  2lx 43x" 85x” T 171x + L 1 ln

5 4 + 3 2 ‘( )1024 .

_ _ 1 _§ X 1 .2
2|+ ln]x 3| 248. x + arctex — Jarctgs. 249, 3(x—1) ln‘

1 2 S5x — 6 x—1 9X + 50x + 68
—Injx"—1[.251. - —22—0 4] . 252,
1 | | x—3x+2+ n‘x—Z 4(x +2)(x+ 3y

1 | (x+1)(x+2)° 5.

+§ln (x+3)17 6

244. In|x—2|+Inlx+5]. 245. ~-In

+

+2

3 x+1 3x° 4+ 3x—2
253. | . 254
16 n’ — 11 8(x—1)(x+ 1)

x X +1 X 1)2 1 1
X1In 1 258S. 1 arcct + - 1 l ( . 256. ————— —arctg(x —2). 257. — =X
X2+4 & X +1 x—2 g( ) 5

. arctgx +

1+2x.

1 1 (x—1) 8
+ —11’17 —arctg(x + 1 258. In
(x=1) 50 " x*42x+2 25 glxt1). ¢

+1) _ R
259, 1.1 (x+1) L 20— 1 560 Loy (=17 1 2x + 1

n arct . . n -arct,
Fox+1 /3 TR 6 "X ixtl V3 Rz

1 x—1 1 1 X+ av2 +1 1 xv2 1.
261. L 1n — Larctex. 262. In + arct . 263.
|3y |— paretex 42 /o w1 /2 e 4"

1x+x+1+ 1 X =1 264, Larctex + Larctgr® + — 1 11+x«/>+x
X —x 1 farcg /7 PR e’ 4Y3 1 —xV/3 +x2

1 +x) 2x—1 1, (k=17
265. —— 1 +Lln ( +Laret arctg=* — 2. 266. l
6(1+X) 6 1—x+x2 e f Ve Chxtl

1 —1 2 X+ 2x+2
arct . 267. 17
V3 g V3 X +x+1/2

12b+3c=0.269, — X +x+2 +Lin[x+1 270—+L1n&+
8(x— 1)(x+ 1y 16 ‘ ‘ 36°+1) 9 xP—x+1

2 2x—1 x(3x° + 5) 1
arct 271, &2~ =2 arct x. 272, ——M——
3/3 R 8(x>+ 1) Ty Xt 4 2x+ 2

273, X . 3 X241 3 a2 gqy  Sx42
4(x* +1) 16f T2l 82 e 3’ +x+1)

x
I +x

arctg(x +1)— —arctg(2x + 1). 268. a+

+

+ arctg(x + 1).
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1, (x=1) 2041 5oe T —1lx x—1
+9lnx +x+1 3\/_arctg J3 32(9(4—1) 128 ‘x+l‘_ arctgx.
276. & 277. _8X +8X +4X—1. 278. __ —X
6(x" +x* + 1) 28(x* + x4+ 1) X +x+1

2x + 1 2x + 1 _ 1
279. + arct . 280. ay-+ca=2bS. 281. ——+
(P +x+1) 3¢ Ve

96(x — 1)
3 3 1

1o |x=1] 1 2
- - 0282, +0n| X =1 | — Larctex®. 283.
97(x—1)7  98(x—1% 99(x—1)" 8 n‘ 41 ‘ 4 e

1 1 (+1° 1 3 1 27— 1
arct 284. —ln7+—ar0t X~ + arct
e gf 120 P 3 Ty R
4 4 5 5
In—X . 286, —-1 ( 1 1n‘x—”0 4 X
xt+2 xt+ 1 100\ 2v10 " 1x°+v10 1 % =10

-0 arctg(x +1). 289, (x —In|[x" + 1)

(tutus integral).

. 285.

X

ool q;|.—a

X In

L1
) 287. 2+ 4
4 5
2
xin—X +1 788 — X+
Tty 10(x" + 2" + 2)

1 n n 10 1 1
. . A tex — Ao M INTEEY
(n#0). 290 2n<arch = )(n;ﬁO) 291, 5 ln- S % 1 (x‘°+1)

x!° 1 | x| 1 x(xt —
—5——. 293, = In—=1_ 294, ] ‘7‘ arct
x4+ 1 7n(1+x7)2 50 S5x+1 V3 ng
‘(1 =V5)x+2 1 x — V2 +1 1 3
296. —L_1n 22 +(1 X . 297. . 298. arctgx + —-arctgx”.
V5o 2+ (1 +v5)x+2 42 V2 3

2ax +b 2n—3 2a
299, [ = + ==
" (n=1)Aax*+bx+c)yt n—1 AP

1 2x + 1 4 2x + 1 1 1
+1) + + arct .300./=— 1L <—><
6(C+x+1) 3xtx+1) 33 5 V3 (b —ay= 1f o

295— X’

1
mln

bu yerde A=4ac—-b* I, = (2x +

, —1
t)m+” 2)dl 3t — % — 3ln| t |> bu yerde = =2 301. — z (% .

625( ot X3
Cp) | i),

e S
Ay

, bu yerde P — kdpagza, +a, (i=1, ..., k) maydalawjynyn kokleri we A, - he-

x—al. 302. R(x)= P(x2)+zz

i=1j=

Cl—X

(a + x)“

X

miselik koeffisiyentler. 303. — Z mln(l ~oxcos2k—1, x2> -

2n
. i‘sin 7;(2](_ 1) X — cos((Zk— 1 7f/2n>}.

I =

2 e sin((2k — 1)z /2n)
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§3. Irrasional funksiyalaryn integrirlenisi
" x

304. 2-Vx —2-In(1 +v/x). 305. 4 (1% (1= 2sf)3_23fx
+ VX —vVXx+

4% x — 1 3, 3, 3 15, (> 26+ 1
xarctg=————. 306. —t* — St ——ln‘t— 1‘+—1n(t +t+2) arctg
/7 47 720 T 4 8 f NG
(=324 x. 307 66— 3¢ — Garctgt + 31 + 21 = &7+ 31n(1 + ) - 27, bu yerde
2
=%/x+1. 308 — 2 4 300. x——xivacz_l+%ln|x+«/x2—l|.
1+4%x) 1+%x

3,./x+1 ar’ a 1+zv +t a 1-7 ,
310, — 23/ 24T 311. — + + arct , bu ver-
2V x—1 L4742 -2+ P 22 Y

1 /a=x __n_,/x=b x 1 1
de ¢=4/8=X 312, M n /2= 313 T 4x -5/l +x) -5 In(Va +

1+x).315.—%¢1+x+ —%ln(%+x+ I+x+x7). 316 —In| - ilx

x(2—x+2Vx +x+1)]. 317.% 1—x*. 318. R+1In(x+1+R)—v2 x
34x+2V1—x—x

x>+ 2x+2. 319. In T 4x

i x+2:\ﬁ2R’

1+ 2x 1—2x /7, .2 11 1—2x 19 + 5x + 2x°
+arcsin . 320. 1 +x—x" —*~larcsin . 321, 2T 22T Al ¢
V5 4 8 V5 6

— 9
Xv1+2x—x2—4arcsin1 x.322.< 63 . _ 21, 4+ 21 5 9 7 +—>v1+x2—

J2 256" 128" T 160 80 10

2
—ln(x+ 1 +x? ) 323. ( )v + arcsm X 324, (3 -

256 6 24 lal
—A20 1 37)/ b a4 3 —66mlx+ 2+ Vo +ax+ 3] 325 - L/ 1+ L x
3 2%? 2
2
TR Sk UV PSS OV B 7 A S RV Py
o x] 3x 20(x—1) fs
V5 +2Vx7+3x+ 1
><1n< ) * ! 328. 3X+52x/x +2x——arcsm 1 bu
x—1 8(x+ 1) jx+ 1]
2
yerde x<-2 ya-da x>0. 329. 4a(ca,+bb,)=8a%c,+3ba, (a#0). 330, VLT 2x=x" _ 1
2-% 2
g Y2 AV 42 —x? e 1 x—=3 1B+ —2/x—x—
[—x 3 \x—l\@ 2 X+ 1

2

+1 Xty X+ 1
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. —_— . 2_
x(1+x)W1+2x—x° — 2arcsind =% — L aresin X2 334, YX—dx+3 5,

I R R
xarcsin ——— (x<1 ya-da x>3). 335. 1 arctg X\/E .336. In xf+ : x —
XL. 337. X 1 It +x«/7 .338. In(x + v x> + )—arctg(
272 Wit b2y |
Jx? 2 +1/§+J3 24x—1
Xx+2>- 339. I ( a ) (x ! ) . 340, arcsin ¥ =1 — v2
X J6 (2x+1\/>—\/3 x2+x—1) V3 3
_ —
Xamtg¢2+2x Y6 +v2+ 2 Caan 2= an 1
(i _x>f B ry et iy e Sl
-3+ x4+ 1) 1 Vxl+x+1
arct , x+1>0 bolanda. 343. — 1 x
¢x —xt 1 LTGS2 3
y 2x2—2x+5 \/2 2x? —2x+5) (x+1) 3 1
arctg I In 344, 0+ =
x+ 6«/> J2(2x2 = 26 +5) + (x + 1) 2(2z+1) 2
‘2 , bu yerde z =x+vVx"+x+1. 345. ln‘ —1 ‘— 2arctgz, bu yerde z =
z +

_ 1+/1—x2ﬁ. 346 LG -1+ - )7 =17 = - )71+ - D+

HITE 5 I
+(z— 1) b+ 2 T a7 1
(2 ) ] 2n‘z X —2x+2. 347 EES x
2
1 3111’2—1’— ln\z—2\— ln\z+1\ buyerde Z—M,

X
(z+ 1) 108

x+1
2(3 —4z) 2 VS5 + 1422 . / X
348. + In , buverde z=—x+ yx(1 +x). 349. = x
51—-z—-2") 55 |V5-1-2z Y ( ) 4

<(VxP+ 1+vVx2 = 1)+ 1lnM 3501f—

{1n[(zf+4 1222 +

x + 3%1
1 V1222 , 1+x
+1)- 2arct , bu yerde z= . 351, V14+x -
) z 3—‘%/1222+1] /31 } Y I—x
2
I—x——arcsiny. 352, V1 +x+x’ + gl FREIIIXEL 353 2
/2 (2+x+2v1+x+xﬂ
ER xf
X[(x + 1) +x° g[(er 12 = x°?]. 354. —ﬁarcsmx . 355. — \/5 In|(xv2 +

+Vx4+1) ‘ 356. —arcsm

_1 2f L (x|>VV2 = 1). 357. %ln[(x2(2x2+l+
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+2Vx x4 1) 1 )

X242V 0+ 1

1/6
+gIn(Vx +/1+x), x>0 bolanda. 360. S 4P 180+ 13’X7—21x
+x

. 359. —%\/Xﬁ-xz —I—%\/(x erz)3 +

5
xarctgx /. 361. %25 _ 2243z bu Yerde z=v1+Vx. 362. —Z+%z3 - = bu

, iz 1, 22 +z+1 1 2z+ 1 , _ Vi
yerde z=+v1—x". 363. 6ln G-17 Earctg 73 , bu yerde z = Pa—

1y fz+1]_1 : _ Ni+at Ly,z=1, 1
364. 4ln‘z_1‘ 5 arctgz, bu yerde z = o . 365. 6ln 1+12
54
4

2
+z+1>- 5 I ] I arctg bu yerde z=%1+x". 366.
zﬁ

[(z +

5 o

N

z?—z+1 2/3

, 1 3z (z+1 /3 22— 1 ,

bu yerde z=5/1+-—. 367. _ Ll — Y =arct , bu yerde
Y X 2(Z3+1) 47 2741 2 8 v3 Y

3 3

VX=X 368 m = % bu yerde k=+1,+2, ....

X

zZ =

§4. Trigonometrik funksiyalaryn integrirlenisi

369. smx—;sm x+Lsm x.370. —x—Lsm2x+is1n4x+—sm 2x. 371. ixﬁ-

3 5 16 4 64 48 16

+Lgin2x+-3sindx ——L sin®2x. 372. X _ sindx , sin "2x . 373. sin"x _ 2sin’x +

4 64 48 16 64 48 5 7

sin’x cos2x | cos’ 2x __cos ox 1 1 3 cos’x
.374. — .375. — .376. — = —Los X
T 64 T 9 320 Teos’x | COSX p COSX =

3 X cosx 1 X i 1 8 .3
— 2 In|tgX].377.— LinjtgX| 378, sinx | 1 fx 7 - -8
5 n| g2| 377. 251n2x+2 n| g5 | 378'2cos2x +5 ln‘tg(2 +4 )‘.379. 8ctg2x 3 ctg” 2x.

4 2 2
380. 25+ MEX X Snfige]. 381 Lo+ L s ¥ 382, gx_

2 2 COSX 3COS X 4
tg’x 1 ctg’x  ctg’x tg x 2
—=5~ —Injcosx|. 383, —x— TL T + S5 —ctgr. 384, . 385, —2/ctgx + 2 X
1. |+ +t3) /3 1— 1
x/te’x. 386. —In — arct bu yerde = %/sinx. 387. ~
¢ - ‘(1 — 1P 2 R f Y 27
1 o Z+z/2+1 1 f 1, (Z+1)
X ln— arct , bu yerde z = /tgx. 388. lni
V2 A —z/2 41 fz g22 1 Y -2+
. n—1
5arctg 22\/7 bu yerde z = 3/tgx. 389. [, =— cosxs’in X n- lln K, =
_ sinxcos” 'x + 2= 1K ) :—lcosxsinSx — icosxsin3x — i cosxsinx +
n n n-2 76 6 24 16

24. Sargyt Ne 2666
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156X Kg %SIHXCOS X+ LSHIXCOS X+ iSlHXCOS X+ 3—SSHUCCOS)C + 3—5X

48 192 128 128

390. [, = - COSX_ g Rody g = SIXC  NmRg g —
(n—l)sm x n (n—=1)cos" 'x n

cosx 3cosx ln\tgz\ K, = sinx 5sinx 5sinx 5 ln‘tg< %)‘

6 4 2
smx 8sin’x 8 6cos'x 24cos x 16cosx

1 1 X , sin2x | sin4x , sin6x 3 . .x 3
391. 3 cos4x 12 cos 6x. 392. 1 + 3 + 16 + 7 . 393. > cos 6 10 X
5x 3 7x , 3 llx 1 1 1
Xcos?—ﬁ ?—’_ﬁ % 394. —icos<a—b)cosx—zcos(x+a+b)+ﬁX
3x+a+b).395, X sin2ax | sin2bx sin2(a —b)x | sin2(a+b)x _3
xeos(Gxrath). 395 g T g 16(a—b) To(a+p) %16
3 1 _ 3 in(a — ;
Xcos 2x+64 cos4x + 13 08 6x g cos 8x+-—~ 192 cos 12x. 397. Eger sin(a — b) # 0 bol
1 sm(x + b) 1 sin(x + a)
sa, — n . . , eger cos(a—b)#0 bolsa.
s1n(a — b) sin(x + a) cos(a—b) | cos(x +b) 8 (a-b)#
2 cos(x + b) ) 1 .
399. sin(a — b) N cos(x +a) | oger sin(a—b)#0 bolsa. 400. cosa In|[(sin(x —a/2)-

1

’cos<(x + a)/Z)

COSXx
COS(X + a)

cos((x —a)/2)
cos((x+a)/2)

1 3tg(x/2) + 1 1 1
t 404, —In|———(1 —
J5 e s 6 “[a T cosa) |

) 2
—cosx)(2 + cosx)?|. 405. 1 2sinx + cosx) + 4 ln‘t (x + arctg )‘ 406. a) eger
X )] 5( ) 5v5 2 )8

/11— 1
0<e<1 bolsa, arctg( ) b) eger €>1 bolsa, ———1In|(e +
v Ve -1 |

‘ 407. x — %arctg(@tgx) 408. %arctg( atng>

arctg Z (ab#0), bu yerde z=tgx. 410. —(smx—cosx)

. (cosa # 0). 401. —L
sina

+ctgaln (sina#0). 403.

5 )
CcoSXx g — 1sinx
+ + ) 1+ ecosx

409. (2b ) 'z 1

(a*2" + %)
In tg( >‘ 411. — COSX 12 _11 M_ 1
2\7

Xarctg(zaj/sgx—__sm) 413. Larctg(tg2x>. 414. 1{v2+x/—arctg —
sinx

+

X

a(asinx + bcosx)” 6 l—sinxcosx /3
V2 /2 4+2@

, 1 v — sin2x 1.
—V2-V2 arctg#}, bu yerde u =tg2x. 415. . 416.
4-2v2 2v2 v + sin2x 2

xarctg(sinzx). 417. arctg(%thx). 418. — n 2Z ) + 45 arctg%, bu yerde z=tgx.
z +
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1 X, ® . a . b
419. ———In|tg(5+ % )|, bu yerde cosp = —>— we singp = —2——.
a2+b2 ‘ (2 2) a2+b2 a2+b2
421. —%—iln|smx+2cosx\ 422. 0,1x+0,3In|sinx—3cosx|. 423. ;’Z 34 ln\Ssmx+
_ab —ab 1 aa, + bb, X, P ,
+3cosx‘. 424. £ 1p  asinx+ boosx +( o ln‘tg<2 + 2), bu yerde
___a o —__b 3% A einy — _6
cosQ = e we sing = m. 426. 5 + 5ln‘smx 2cosx + 3‘ 5

carctg 5tg(x/22> +1

x _lyx _my_ 1 2,1
.427.2 2tg<2 8> In(+/2 +sinx + cosx). 428. =X =5

4 In ﬁ+\/§(2tg(9€/2)_ 1) .430. —sinx + 3cosx +
5/21 | V7 —/3(2te(x/2) - 1)
s [V5 —1+2g(x2)
N :
5V5 | V5 41— 2tg(x2)
cosx) ll M 434, 3

><arctg< /3 Z ~sinx garctg(smx —2cosx) +

xIn|3sinx + 4cosx — 2|+

3. _Lx
V3

In| (\/g + 2sinx +

+2v/21n tg + ). 431. (sinx+SCosx)+
8

1
10v/6

1 3 V2 (sinx + cosx) + 1 ‘
+ cosx)- 435. In In|[v3 +
) V6 — 2sinx — cosx 4Y2 | V2 (sinx + cosx) — 1 4/7
. 1 2sinx — cosx 1
+«/5 sinx — cosx)|- . 437. X
( )] \/g - «/E(sinx — cosx) IO(Sinx + 2cosx)2 10«/?

arctg?

tg(§+ 5 ) 438. A =— (2n —3)a

b _
n—Da=b) T 1)(a2_b2>’

—on=2 439 L Y24vldsin'y 440, 2/tgx + L arctg(ﬁx
(n—1)a" —b°) J2 |cosx|

x]n

C =

o 4 tgx )_ 1 In tgx + ¢/ 2tgx + 1 (tgx > 0). 441. Larcsin<sinx—cosx)_LX
ter—1) 7 272 igr— Jotgr + 1 2 /3 2
xIn(sinx +cosx + v 2 + sin2x ). 442. — esinx + 2 arctg(tg X x
( ) (1-&)1+ecosx)  (1-¢&)"? g( )

{;i) 443. —ncisa(cosx;f“)”(smxga)*” (cosa#0). 444. I, = 21, cosa—
—1,t 2nsmilt” , bu yerde n>2 we ¢ = sin* = a/sinx"'a)*l.

2\ 2
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§5. Diirli transsendent funksiyalaryn integrirlenisi

3 2 5 3
wix’ _x 2 2 e+ _<L_4L &)
447. ¢ ( * 2 27),448. e (2 +2). 449, —(L — 4L 4 AW Jeos s +

3
P, 24 i S
+<%— 12’; +37 5>sin5x. 450. (21— 10x>+x*)sinx—(20x—4x*)cosx. 451. —%(X +

+3x" + 657 + 6). 452, 2¢/(F—5¢+20A—60£+120t—120), bu Yerde 1 = v x . 453. e[zl—a +

3(asinbx —bcosbx)  gsin3bx — 3bcos 3bx
&+ b a’+9b’

ax
e

4

acos2bx + 2bsin2bx
2(a*+4b?)

+ 454.

455. %x[x(sinx — cosx) + cosx]. 456 %[xz (sinx + cosx) — 2xsinx + (sinx — cosx)].

457. ex[ X 5 L_ %(2 sin 2x + cos 2x) + 51—0(4 sin 2x — 3 cos 2x)]. 458. %x‘l + %xz + 3x% x

X COSX — x(6 sinx + %sin 2x> - (5 cosx + %cos 2x) - %COSSX. 459, % + %\/} sin(2v/x)+

+ L cos(2v/x). 461, x + — L In(1 + ¢"). 462. e—In(1+¢). 463. — X + Lin[e" — 1|+

4 l+e¢ 203

+%ln(ex+2). 464. x —3In{(1 + ¢”°W1 + 7} — 3arctge™". 465 v+ 5 8
+ e

466. —2arcsin(—e2). 467. In(e*+ve™ — 1)+ arcsin(e™). 468. vVe> +4e* — 1 —

—arcsin((Ze"—1)/e’“\/§)+21n(ex+2+ e¥+4e*—1). 469. —%e‘x(vlnLe"—
M) bWl DU =1 =) gy a0 G G
47 T+ + 1)1 +V/1=¢) o2l (n—1)!

X

2x
. e ——). . —e*—li(e™). . eli(e™™)—eli(e™). . . . X"+
472. ¢*(1 i 473 li 474. li(e> ) —eli(e>?). 475 il 476 62(2
X

#3x+ 2L - 32) 4 64 li(e™ ). 477, xlinx—nlnt x4 n(n- DI+ (1)

4
_ 1y X 10y — 3 n’x + Sy — 3 _ 1 s 3
xn(n—1)...2Inv+(-1yn!]. 478. % <lnx o In'x + Slnu 32). 479. 2x2<lnx+ 5

x1n2x+ilnx+i). 480. In(x+a)n(x+b). 481. xIn>(x+v1+x2) =21 +x2x

2 4
In(x +v1+x2) +2v.482. — % 1+ xIn(v1 —x +v1 +x) + Larcsinx, 483, xInx_ _
( ) 2 2 V1+ %
2
—In(x+ V1 +x?). 484. —%+%ln(x2+2x+2)+x7arctg(x+1). 485. —§+%x
2evx oS 34 R SR 1
Xln(1+x)+ 3 arctg x.486.—T 2x —x +Tarcs1n(l—x). 487.5X
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2
Xy x —x? +<x—l>arcsin x. 488. —ngnx«/ x?—1 +x7arccos%. 489. 2|1 — x|+

2
2«/; X arccosx 2 arccosx L 1+x
(1+x)arcsm1+ 490.ﬁ—1nv1—x . 491. 7m+2ml—x'
492. x — arctgx + (1 + 2 arctgx — —)[ln(l +x3) —1]. 493, x — ﬁlnlj
2 2 2 1—x"
3 sh4x 3x sh2x

494. —InvV1 +x +mln(x+¢1+x 495. 8 535 - 496. it
+%. 497. Ch3x — chx. 498, <hox _ Cfllgx - Chgzx. 499. Inchx. 500. x—cthx.

501. 0,5[In(e™ + v'e* — 1) + arcsin(e ™) ]. 502. Larc‘tgf”2 <2thﬁ + 1). 503. L

3 2 Vs
- 3 th(x/2
xarctgthx‘/gz. 504. 3\2/% arctg( «/(lil )) 505. —%x — %ln\ 3shx — 4chx]|.

506. achaxsin bx — bshax cos bx 507, achax cos bx + bshax sin bx
a+ b’ a + b

§6. Diirli gorniisdéki funksiyalary integrirlemegin mysallary

1 1 1

X

S SRR SRR 1 ox+x 1 1+x 1
508, — 5+ arctex 509, 81y ] st e

1+x«/ +x? 1 1 —x2 3 6 6
x] - arct . S11. 2vx —-3Vx+6VWx —6In(Vx +1
1—x«/3+x 2v ng ( )

(x>0). 512. 2arcsinv/x — (15 + 10x + 8x*)/x(1 — x) (0<x<1). 513. ——vl —x?

8 24
2
Inltvl=x" W (x|<1). 514. —é«/1 —x/x (x>0). 515. %(8 — 4 + 3V 1+ o
2
1 (1+Z) . I 1
516. 2ln1 . /»arctg \/» bu yerde z= P 517. -3
3 / 3 2
xIp| 2+ X" +2 %1+x + 2 . 518. 1arccos 7 519. 212 _2/1 7 _ox
X f X X
xarcsinx (Jx]<1). 520. —%(1 + x) +—5_Z2x X+ +%ln’x+%+«/x+x2‘ (x>0;
B I txta’) 1 (+x) 1+ 2x —2x + 21
x<-1). 521. o 51 N — -+ /3 arctg T X Vo 522. i
2
X" 4+3x -2+ <x2 + 3x — 5?S)arccos(bc —3)(1<x<2).523. —x" + x?ln(4 +x') +

2 / 2
+2arctgx7. 524. —%arcsinx + In| x|+ %(arcsinx)2 (0<[|x|<1). 525. (1 + V1 +x7)%
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3/2

2 2
<In(1+1+x) =1 +x>.  526. —"97” x2+1+%ln¢x2—l—%x

XIn ?_1 (|>1). 527. (ﬂ)( g ‘/lx_x>—%arcsinx—ln—1 +/1-a
(0<x<1).528. 3%+ 4[arctg 2tg(xg)+1 } ;+:g tzzzj;c
$30. 2 e/lecoss, L sy, afvaretgx — Jin(x? + 1)| - 45
o 52|l < st

x 5 (x>0).534. v'1 + x arctgx — In(x + v'1 +x7). 535.— In(cos’x + v/1 + cos*x).
X

3 2
536.—6X+x ~ 2427 /1 ¥ arccosx (Jx|<1). 537. 2ln (1+x°)— 2/6 x—x3/3)><

529.

x|n

9 9
1 2 X 11— In(x +v1 +x )
xarctgx + ~-(arct . 538. — arct 539.
gt 5 larctey) A+0) 4e) 2(1 - )
nY 1 +x>—xv2 / 2
(Ix|<1). 540. ———|— 1 — x” arcsinx + ——(arcsinx }* ([x[<1).
4v \/1 +x74+xv2 ( .

541. ﬁ 42X 41 (1 + x%) arctgx. 542.x* (x>0). 543. — ln(l +v1— ez") +x— e’xarcsin<e”)

12
(x< 0). 544. x—ln(l + ') —2earctge? — (arctge™)?. 545, — Chl [x —In(1 +e*chl)] -

_ ¢’ 546, —2In(thx+ 1+ th?x)+ L pYLltth'x +fthx 547, e'tg X,
ashl V2 1+ thix — V2 the 2

(14 x)1+ x| +(1—x)\1—x\
2 2 '

x| x| x| x|
548. TUEL 549, T

552. e*—1, eger x<0 bolsa; 1—e™, eger x>0 bolsa. 553. x, eger |x|<] bolsa;
3

X 2 x Ly Iy - _ .
53+ 5sanx, eger lx|>1 bolsa. 554. 1t 4((x) 2){1 2[(x)—1/2}, bu yerde

(x)=x—[x]. 555. [x)/7 {[x]—(~1)"cosmx}. 556. x—x*/3, eger [x|<1 bolsa; x — %| x|+ %sgnx,

2"
550. 3 (x+]x]). 551.

eger |x|>1 bolsa. 557. x, eger —0<x<0 bolsa; x?/2+x, eger 0<x<1 bolsa; x*+1/2, eger
x>1 bolsa. 558. xf'(x)—f(x). 559. f(2x)/2. 560. f(x) = 2vx. 561. x—x*/2. 562. f(x)=x,
—00<x<0 bolanda; f(x)=e"—1, 0<x<+o0o bolanda.

VII. §1. Kesgitli integral we integrirlemek usullary

1 el 175 125 < _ 175 125 1 .
1.12—2.2.a) S, = 16—4 ST ez S, 4 ot ;b)) S, = —n[:01/l/n,
_1 10230 < _ 102302 W2 —1. 31

};,/z n;¢) S, =——prt—, § =402V 2 3§ =3]. YL oL
/ Q) ( 10/n 1) n(zlo/" o 1) n@ —1 5
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4. z9oT+%gT2. 5.3.6. (a—1)/na. 7. 1. 8. sinx. 9. 1/a—1/b. 10. (b™'—a™")/(m+1).
11. In(b/a). 12. a) |a|<1 bolanda 0-a defi; b) |@|>1 bolanda zlna*-¢ den. 17. ((b—a)/2)x
x[f(a)—f(b)]. 25. Umuman a}'/dylanda, yok. 27. Hokman dil. 30. 45/4. 31. 2. 32. 7/6.

2r 1 1++Vab T
37. ——==—. 38. In . 39. .
2 sina’ V1 =g vab 1—+vab 2|abl

40. a) integral astyndaky 1/x funksiya we onun In|x| asyl funksiyasy [-1, 1] integrirleme
kesimde {izniikli; b) (1 / V2 )arctg(tgx/ J2) asyl funksiya 0<x<27 bolanda lzniikli;
¢) arctg(1/x) funksiya x=0 bolanda iizniikli. 41.2/3. 42. 200v2. 43. 1/2.

33. 7/3. 34. 1. 35. 1. 36.

44. In2. 45. 7/A. 46. 2r. 47. U(p+1). 48. 2(2V2 — 1)/3. 49. 1/e. 50. [1/(b—a)]*

b
x f A(x)dx. 51. 57/6. 52. n/ﬁ . 53. x+1/2. 54. 1/In2. 55. a) 0; b)—sina?; ¢) sin®.

56. a) 2xv'1 + x*; b) x/l — — /12x = ¢) (sinx—cosx) cos(wsin’x). 57. a) 1; b) 7%/4;
+ X

3
¢) 0. 58. 4. 60. 1. 62. a) 5/6; b) #/2. 63. a §—7, a<0 bolanda; §—5+?

0<a<1 bolanda; %— a>1 bolanda; b) %, |@|<1 bolanda; %, |@|>1 bolan-
a

1
3 b

da; ¢) 2, [@|<1 bolanda; |62y—‘ l2|>1 bolanda. 64. %m% 65. 7. 66. 47. 67. 2(1 —% .
2r _ V3 1 a* 1, 9+4V2 T x*
68. 1.69. 25 — 43 70. L 71 AE 72 o 2EINS 73 2 - T T, T

75. % 76. a) berlen funksiyanyn x=+? ters funksiyasy iki bahaly; b) x=1/¢ funk-

siya t=0 nokatda uziilydr; ¢) x=arctgt funksiyanyn bahalary (0; 7) interwalda uyt-
geyin iizniiksiz birbahaly sahasy yok. 77. Yok. 78. Bolup biler. 81. f(x+b)—f(x +a).

85.%65/2.86. f[f(arcsint) — f(r — arcsint)]dt + f[f(27r + arcsint) — f(7 — arcsint)]dt.

-1

7r_ 32 1 137 S 32
87. 4n. 88. i 89. arctg27 2. 93. 315 26 94, ln3 25 95. 27e >
6 29
_ _ 4 /3 2 /2
96. 66 . 97. 3 98. 270 99, 37r . 100. ”(f f) 101. 2«
1 ©_ 3(,7_ 3 _ 225
102. ¢ 103. ¢ 1 104. 5(e 1). 105. 8ln2 074"
k=D 7 (2k)!!
= = = py=2k+ . . -
106. I, k)1 o =2k bolanda; I, 2k+ D)0 n=2k+1 bolanda. 107. 106-a
n—1 2
{2 R S (_1) ) znﬂ
seret. 108. 1 ( 3t5 - tTH5, 27| 109 2 (2n+ 1>!. 110. 106-a
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_ (= _(_1y Iy _ 1 i1l
seret. 111. In_i. 112. [,=(-1) {—ln«/5+5[1—5+...+(—1) ;]}

(m )n+1
115. o '( )‘ 116. 0, n jibiit bolanda; 7, n tdk bolanda. 117. (-1)"x.
T i mnl(m 4+ n)!
T _ ,—2arm n n=l 2
118. X . 119. —sm 2 .120.0.121.0.122. 1 22e"a Czn+2zck a

2n 2
k=0 a2+(2n—2k)
Ty (m—=1)(n—1)! R .
123. 4n( 1) . 124, min—1)1 127. f(x) funksiyanyn {iziilme nokatlarynda F (x)
oniim bolup hem biler, bolman hem biler. a) f(1/n)=1 (n=%1, £2, ...) we f(x)=0, x#1/n;

2
b) f(x)=sgnx. 128. [x|+C. 129. arccos(cosx)+C. 130. x[x |— M + C. 131. % -

_ LeMlx]+ 1)2(2[’“] D cc+ Larccos(cos mx). 133. (1 l-x)2+C. 134.-1.

135. 14—1In7!. 136. 30/7. 137. —7%/4. 138. Inn!. 139. —th(7/2). 140. /3.

§2. Orta baha hakyndaky teoremalar

141. a) —; b) +; ¢) +; d) — 142. a) ikinji; b) ikinji; ¢) birinji. 143. a) b) 6%
¢) 10; d) %COS ®. 144. L = b — ellipsii ki¢i yarym oky. 145. §_, %( )
1-¢&

bu yerde 9, — jisimini ahyrky tizligi. 146. Lié. 147. 4. 148.a) 0 = »

5 :b) 0=

l—|—

_L e —1 1 _ 87r+47r -
§) 0=Line= im0 =1, lim 0= 1. 149, 0 (16]<1). 150. 10/— dan

x—0 xX—+oo 3

10 o€ genll aralykda yerlesyér. 151. 0,01-0,0056 (0<#<1). 153. a) 1; b) f(O)ln

U 2 [
155. 507f (0<0<1).156. 29 (0] <1).157. L (g <1).

§3. Hususy dil integrallar

161. % 162. —1. 163. «. 164. 7. 165. %mz. 166. 34—%. 167. 32%
168, 7. 169. 7. 170. %ln<1 + %) 1710172, 5 = 1173, 4 174, i e
175. [ =n! 176. I, = 8”:3;,, ~(a7zai_;f‘;=’ff/2. 177. I, = n!kZ:(—l)k“Cﬁln(k+ ),
bu yerde C* — n elementiii k boyunca utgasmasy. 178. [, = (’1;7”1)”%, eger n jubiit
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-1 -1
bolsa we [, = u, eger n tik bolsa. 179. [, = (HT})

nll 7, eger n jubiit bol-

- D 4 . p—Tl8
%, eger n tik bolsa. 180. a) —%ln2; b) —%an. 181. 2‘1/§e_r_

183. 2) 1; b) 73 ¢) 0. 184. ) 1; b) %; o) 1; d) %f(o). 185. Yygnanyar. 186. Yyg-

nanyar. 187. Dargayar. 188. p>0 bolanda yygnanyar. 189. p>-1, ¢>-1 bolan-
da yygnanyar. 190. m>—1; n—m>1 bolanda yygnanyar. 191. 1<n<2 bolanda yyg-
nanyar. 192. 1<n<2 bolanda yygnanyar. 193. m>-2; n—m>1 bolanda yygnanyar.
194. n>0 (a#0) bolanda yygnanyar. 195. Dargayar. 196. p<1, ¢<1 bolanda yygnanyar.
197. n>—-1 bolanda yygnanyar. 198. Yygnanyar. 199. min(p, ¢)<1, max(p, ¢)>1 bolanda
yygnanyar. 200. Yygnanyar. 201. Yygnanyar. 202. p> 1, ¢<1 bolanda yygnanyar. 203.p> 1,

sa, [, =

erkin g, r<1 we p=1, ¢>1, r<1 bolanda yygnanyar. 204. p <1 (i=1, 2, ..., n), >op>1
i=1

bolanda yygnanyar. 205. @>~1, f>~1, @+ [ <1 bolanda yygnanyar. 206. P (x)-ifi [0, +o0)
aralykda koki yok we n>m+ 1 bolanda yygnanyar. 207. Absolyut dél yygnanyar. 208. Ab-
solyut dil yygnanyar. 209. —1 <(p+1)/¢<0 bolanda absolyut yygnanyar; 0<(p+1)/g<1
bolanda bolsa sertli yygnanyar. 210. Yygnanyar. 211. Yygnanyar. 212. p>-2, ¢>p+1 bo-
landa absolyut yygnanyar, p>-2, p <q<p+1 bolanda bolsa sertli yygnanyar. 213. 0<n<2
bolanda sertli yygnanyar. 214. n>m+ 1 bolanda absolyut yygnanyar, m <n<m+ 1 bolanda
bolsa sertli yygnanyar. 217. Yok. 224. In(1/2). 225. 0. 226. 7. 227. 0.

§4. Kesgitli integrallaryn geometriyada ulanylyslary

229. a%/3. 230. 9/2. 231. 9/2. 232. 9,9-8,11ge~6,38. 233. 2-1/In2=0,56.

234. 1/3+2/1=0,97. 235. 7/2. 236. wa’. 237. wab. 238. %a? 239. %ﬁpz.

T 2 72-(12 272' L Y/ .
240. m 241. 37a*. 242. > 243. P 244, 7 cth 7= 0,546. 245. 37 +2):

2
:(97—2). 246. x=chS, y=shS. 247. 37a>. 248. 8/15. 249. %(47? +37). 250. 67a>.

4 2 2 2
251. 38”72. 252. 7a>(16/V3 — 9). 253. a2. 254. 37;“ - 255. 4. 256 %(3 +4Y2).

mp’ 1 2 1 2
— 258, 117. 259. +. 260. (7 — 1)%-. 261. 7(1 —1n2+L>. 262. =.
(1 . 52)3/2 P ( ) 4 2 /3 3

1 4 i) A 3,2 2
263. . 264. 455 265. 7r<1+ o) 266. n(l 4)a. 267. Sa’. 268. 7a V2.

257.

3 2 72612 8 / 4
2 = 71a
269. a*. 270. 8 - 271, —. 272. 27(10 10 1). 273. 2 X0<X0+ 2>+p><

2x0
xln/;”/V );)2+p/2' 274. Vh'—d’ . 275, x)— V2 + /1 4+ — 1tV I+ “}e
p 1+v2
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2
276. <L 277, an9tD b 278, intg(Z+ 4. 279. ainL. 280. da(1 +V3 x
b’)

3
1+/§). 281, 6. 282, H@ =0 ges | I(U+V2) her o aes 2

V2 ab T V2

286. 2(chZ-/h7 — 1) = V2 1n ﬁc}l(m” T 587, L(chv22T - 1). 288. 7a
2 1+v2 2

2
1+47 + 427 +1+47°). 289. 7”;;’”(1. 290.84.291. p[v2 + In(1 +v2)].

292. 37a/2. 293. a2 —th7). 294. 2 + %m 3. 295, 6%. 296. shR. 297. T. 300. 52—”@ ~ 0,73.

301. %(m +c). 302, %[(2A +a)B +(A+2a)b] 303. ”—h[(zA +a)B +(A+ 2a)b].

1 2 4 8mabc 16 2, 4
304. 2SH 307. 3abc 308. 37Z‘(le 309. 3 . 310. 3 . 311. 3 <7T 3).

16 2 ra 4 47V2 3 3 167 1.\ 87
312. {24 Vab . 313. 5314, 75 315, S50 317, Smab’. 318.2) F, b)

3
-a) 2, b) 27. 322. 2°@’b. 323. 8na”

319. a) %2 b) 272 320. a) A z

wa’b
15 6 -

T 2.3 3 2
324. 5(1_6_%) 325. a) 57%a°, b) 6713, ¢) Tr*a’. 326. a) 105 7Tab b)

27.V,= %47 v, = Shr 329.0) 80, 1) B P 330.0) T4 [flan)

35 105
ra . 2 ra Ard®
b) o (7r 67°)a’. 332. 77 333. o 334. T4 (21/13 +

+21n3+*/_> 335. 2aV/d’ + 4b° +87l; 1n(7m —V”z“”b). 336. 7[(V'5 -

105 RN

2b 2b
x/—)+ln(\/7+ 1)(‘/7

D ] 337.a)23—7f (2x, + p)V 2px, + p° —pz] : b)%[(p + doxy) ¥

%/ 2% (P + 2x,) — p*In Y 2%, +fp + 2% . 338. a) 27b° + 2ﬂab%, b) 27a’ +
p
Va = b’
a

2
+%ln[£ ellipsin  ekssentrisiteti. 339. 47%ab.

b(1+€)], bu yerde e =

340. %naz. 341. a) m(2b+ash&>, b) 2ma(a+bshl —ach). 342, 4z

343. a) 64 122 b) 1672, 9) 32 747 344. 3T 2 (42 — 1). 345. 32 14> 346.2) 27a *

5 5

xz—ﬁ;b 27’2 ¢) drdd. 347. —— (145 +171n(2 + ¥/5)]~ 1,013,
( ); b) 27a*V2; ¢) 4na ETRTL ( )]

348. V=T p% p = 270’ [(2 +V2) + In(1 +v2)].

3
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§5. Kesgitli integrallaryn fizikada ulanylyslary

3 2
349. M=2a% My="0. 350. SlV245m1+ VD)) 351 m=bae;

M,=bl/12. 352. 1 =8a*/35; [ =84/5; 1, = ay/6/35; r, = ay/6/5 . 353. My = mab’ /4;
MY = za’b/4. 354. M, = r°h*/12, M, = 7r*h*/30. 355. 1= 2MR*/5. 358. x, = asina/a, y,=0.
359. (9a/20, 9a/20). 360. (4a/37, 4b/37). 361. (0, 0, 3a/8). 362. ¢ =p—a, @ =arctg(1/2m)
we 7, = mr/v 1 + 4m?; bu yerde r, = amem(%w)/v 1 + 4m’ logarifmik spiral. 363. ¢,=0,
r,=5a/6. 364. x =ma, y,=5a/6. 365. x,=2a/3, y,=0. 366. (0, 0, a/2). 367. 75 kg.
368. 4, =mg(Rh/(R+h)), A, =mgR; buyerde R — yerifi radiusy. 369. 0,5 kg - m. 370. 1740 kg - m.
371. 24°%3. 372. 21257/3. 373. §,T+aT?%2. 374. 470w’R%/15. 375. Dartylma
giiyjiinift - koordinatalar oklaryna bolan proyeksiyasy x=0, y=-2kmu/a; bu yer-
de k — dartylma hemiseligi. 376. 27kmd, (1 —b/Va® +b*); bu Jerde k — dartyl-
ma hemiseligi. 377. Takmynan ii¢ sagat. 378. Gap Oy okunyn dasyndan y=Cx* egri
¢yzygyh aylanmagy bilen emele gelyir. 377. Q=0 27'%°. 380. 99,92%. 381. yH?/6E.

§6. Kesgitli integrallaryn takmyny hasaplanylysy

Jogaplarda takmyny integraly hasaplamakda tablisadaky bahalary alynyar.
382. —6,2832. 383. 0,69315. 384. 0,83566. 385. 1,4675. 386. 17,333. 387. 5,4024.
388. 1,37039. 289. 0,2288. 390. 0,915966. 391. 3,14159. 392. 1,463. 393. 0,3179.
394. 0,8862. 395. 51,04. 396.

0 /3 27/3 T 47/3 57/3 27
y 0 0,99 1,65 1,85 1,72 1,52 1,42

VIIL. §1. Kop iiytgeyénli funksiyalaryn predeli we iizniiksizligi

1. x>0 yarym tekizlik. 2. x| <1; [y|> 1. 3. x2+)? <1 tegelek. 4. x> +)?> 1 tegelegin dasy.
5. 1<x*+)?<4 halka. 6. x<x*+)?<2x cukurjyk. 7. —1<x*+y<1. 8. x +y<0 yarymiist.
9. y|=<|x| (x#0) wertikal burglaryn jiibiiti. 10. y=0 we y=-2x goni ¢yzyklar bilen ¢ékle-
nen wertikal kiitek burglaryn jiibiiti, O(0, 0) umumy depesiz ¢égi girizip. 11. y*=x, y*=—x
parabolalar we y=2 goni ¢yzyk bilen ¢éklenen, O(0, 0) depesiz egri ¢yzykly iicburcluk.
12. 27k <x*+y*<m(2k+1) (k=0, 1, 2...) konsentrik halkalary. 13. Aragégi girizilen we de-
pesi ayrylan x*+)?—z?=0 konusyn dasky tarapy. 14. Ginisligin dort oktantlarynyn toplumy.
15. Iki boslukly x*+)?—z*=—1 giperboloidin i¢i. 16. Parallel goni ¢yzyklar. 17. Konsentrik
towerekler. 18. y =+x umumy asimptotaly dentaraply giperbolalar. 19. Parallel goni ¢yzyk-
lar. 20. Depeleri koordinatalar baglangyjynda yerlesyén goni ¢yzyklaryn dessesi, depani
ayyrmak bilen. 21. Menzes ellipsler. 22. Koordinatalar oklaryna asimptotik yakynlasyan
hem-de I we III kwadrantlarda yerlesyan dentaraply giperbolalar. 23. Depeleri Oy okunda
yerlesyén iki zynjyrly dowiik ¢yzyklar. 24. z=0 bolanda I we III kwadrantlar; z>0 bolanda
depeleri x +y=0 goni ¢yzykda yerlesyin, zynjyrlary koordinatalar oklaryna parallel iki
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zynjyrly dowiik ¢cyzyklar. 25. Depeleri y =x goni ¢yzykda, Ox we Oy oklarynyn polozitel
ugurlaryna parallel bolan ¢yzyk derejeleri — burgun taraplary. 26. z>0 bolanda umumy
0(0,0) depeli, taraplary Ox we Oy koordinatalar oklaryna parallel kwadratlaryn konturlary;
z=0 bolanda O(0, 0) nokat. 27. z<0 bolanda Ox okuna parallel goni ¢yzyklar; z>0 bolan-
da depeleri y =x? parabolada, taraplary Ox okuna we polozitel Oy yarym okuna parallel
burglaryn taraplary; z=0 bolanda polozitel Oy yarym oky. 28. Koordinatalar oklarynyn
baslangyjyndan gec¢yén (basyny girizmezden) we Ox okuna ortogonal towereklerin dessesi.
29. y=C/Inx egri ¢yzyklar. 30. y =(C +x)/Inx egri ¢yzyklar. 31. x>+)*=a’ tdwerege orto-
gonal, merkezli Ox okunda yerlesyan towerekler. 32. (—a, 0), (a, 0) nokatlardan ge¢yén,
sol nokatlary ayyrmak bilen, Oy okuna ortogonal towerekler. 33. z=0 bolanda, x =mm we
y=nrx (m, n=0, £1, £2, ...), gbni ¢yzyklar; z=—1 ya-da z=1 bolanda mz <x<(m+1)x,
nr <y<(n+1)r kwadratlar sistemasy, bu yerde (—1)""=z. 34. Parallel tekizlikler.
35. Merkezli koordinatalar oklarynyn baslangyjynda yerlesyén konsentrik sferalar.
36. u<0 bolanda, iki boslukly giperboloidler; #>0 bolanda, bir boslukly giperboloid-
ler, u=0 bolanda, konus. 37. Umumy oky x+y=0, z=0 goni ¢yzyk bolan elliptiki si-
lindrler. 38. u=0 bolanda, x*+)?+z>=7zn (n=0, 1, 2 ...) konsentrik sferalar; u=-1 ya-da
u=1 bolanda, mn<x>+y?+z2<m(n+1) sferik gatlaklaryii masgalasy, bu yerde (-1)"=u.
39. Emele getirijileri y =ax, z=0 goni ¢yzyklara parallel, z=f(y), x=0 ugrukdyryjyly si-
lindr sekilli tist. 40. Oz okunyn dasyndan z=f{(x), y=0 egri ¢yzygyn aylanmagyndan
alynyan iist. 41. Depesi koordinatalar baglangyjynda verlesydn we ugrukdyryjysy
x=1, z=f(y) bolan koniki iist. 42. x=1, z=f(y) ugrukduryjyly konoid, onun eme-

le getirijileri Oxy tekizlige parallel. 44. f(1, y/x)=f(x, y). 45. v1 + x*. 46. f(O=2t+¢;
z=x—1+y (x>0). 47. f(x)=x2—x; z=2y+ (x—y)%. 48. 1 (x, ) =x*(1 —»)/(1 +y). 52. Yok.
53.0.54.2)0,1;b) 1/2,1;¢) 0, 1;d) 0, 1; e) 1, 0. 55. 0. 56. 0. 57. a. 58. 0. 59. 0.
60. 1. 61. e. 62. In2. 63. a) 7/2<@<37/2; b) 1/4<p<37/4 we S1/4<p<Tr/4. 64. Uziil-
me nokady: x=0, y=0. 65. x +y=0 goni ¢yzygyn &dhli nokatlary. 66. O(0, 0) tiikeniksiz
iizilme nokady; x+y=0 (x#0) goni ¢yzygyil nokatlary — ayrylyan iiziilme nokatlary.
67. Koordinatalar oklarynda yerlesyén nokatlar. 68. x =mz we y=nz (m, n=0, £1, +2, ...)
goni ¢yzyklaryn nokatlarynyn toplumy. 69. x?+)?=1 toweregin nokatlary. 70. x=0, y=0
we z=0 koordinatalar tekizlikleriniii nokatlary. 71. (a, b, c¢). 74. Dendlgegli iizniiksiz.
75. Dendlcegli tizniiksiz. 76. Dendlgegsiz lizniiksiz. 77. Funksiya B kopliikde tlizniiksiz,
yone dendlgegli dal.

§2. Kop iiytgeyinli funksiyalaryi hususy oniimleri we differensiallary

86. /(x, 1)=1. 87. £(0, 0)=0; fv (0, 0)=0; funksiya O(0, 0) nokatda differensirlenmeyar.
88. Funksiya O(0, 0) nokatda differensirlenmeyér. 89. Funksiya O(0, 0) nokatda differen-

. QU _ 4.5 2 U _ 43 2 U a2 ) du _
sirlenyér. 90. i 4x” — 8xy”, W 4y” — 8x7y, EYc 12x" — 8y", axdy 16xy,
o’u 2 2 ou 1  du x du u _ 1
=12y —8x". 91. £ = = =x— —=0 =1-—,
9y’ Y o ox Y y 9y x y2’ ax’ © oxdy ¥’
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82_u 2x 92 ou — 1 ou _ 23§' 8214 82u 2 az_u = 6_X
2 ? 3

3y’ a v T y_’ 5__7 o’ 0xdy __y Y
o3.0u _ Y du___xy 9w __ 3w 2w _y(2x'-y)
ax (X2+y2)3/2’ ay (x2+y2)3/2 sz (x2+y2)5/2’ axay (x2+y2)5/2
2 2
x(x™—2 .
gybzt =— ()(cz+y2)>5)/2). 94, g—z = sin(x + y) + xcos(x + y), g—;‘ = xcos(x +y),
2’u , ’u _ - ?’u
el 2cos(x +y) —asin(x +y), axdy cos(x + y) — xsin(x + ), a—y2 =—xx
xsin(x+y). 95. ou _ _ 2xsinx’ ou _ _ cosx” 9’ u __ 2sinx’ + 4x” cosx”
ox y 9y v o’ y ’
O’u _ 2xsinx’ 0w _ 2cosx’ g QU _ 2—xseczx—2, ou __x 2xt 2w _
dxdy vy y3 ox y yooy o oy oy !
2 2 2 2 3 2 2 2
=;seczx—+8izsmx sec3x—, aa—a”——z—fsec ——%sinx—secwc—, a—bz‘=
Y y y y xXay y y y y y ady
2 e xt  2xt X -1 Ju d’u y-2
= =5-sec’ °— + = —sin-—sec” . 97. =y, L =x"Inx, =5 = —1)x' 7,
y y y' y 3X - dy o’ y0 )
du _ - 82u . du 1 du _ 2y
ou _ 1+ylnx), —5=x"In"x (x>0). 98. 2% — , QU2
Fu___ 1 O'u __ 2 du_2x=y) gy WY
ax2 (X + y2)2 axay (X + y2)2 ’ ayZ (x + y2)2 ox X +y
ou __ x 'u _  2xy du __ X =y Fu_ 2y
Iy x4yt Py Wy Py (P 4y
100 24— 1 ou_ 1 - du__ 2 Fu _ o du___ 2
O Tx Wy ad T (L) Ry (14
ou >l u xsgny %u __ 2xy| 9w _ (x"—y)sgny
(a0 = L du__ vew du__ 2w ,
X +yt Oy 4y (&% 4+ ) 9xdy (x*+y)
’u ZX‘)’\ 8u X o’u =y -2
= (v£0).102. 9% — _ Ou , -
' (& +y) (C+y+2)"7 (&P 4y 4 22)? 0xdy
3xy ou _ z[(x\y du zZ(X\y Ou XV x  du
= D103, QU _z Xy Ou __ zZ Xy Ou_ (Xy,X U _
(x24y2+22)" ox X<y> Ay y<y> dz <y> Ty
:Z(Z—l)(x>z azu =Z(Z+1)/£>z 82u=<£>zln2£ 82u :_272<£>z
x Ayl gy yoo\y) a2 \y) Tyt axdy T ayly
d’u _l/xy X u =_Lﬁzl InX X > ou _
axaz_x<y)<l+zmy>’ dyoz y<y>( +Zny> (y O)' 104. x
_ Y4 Qu _ulnx  Qu __yu . 8214:}’()’—2)” 32u:uln2x’ u _
xz’  Qdy z ' 0z 22 Toax? o229y z oz’
_yu 1nx u _ (z+ylnx)u o’u yu(z + ylnx) o%u
= 2z 4yl - __ _
z* ( 2ty nx) oxdy xz* © o Ox0z Xz © 9ydz
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_ulnx(z+yInx) - (op0) 105 =Yy Q=2 yny, W~ yulnxiny,

ox x 9y
2 z z 2 2
g th =7 (y 5 l)u, g th =zy" *u(z—1+zy’Inx)Inx, g—? = y*u(l + y’Inx)Inx1n’y,
X x y Z
2 z—1
% =2 "1 +yInx), 55‘ Y uxlny(l + y*Inx), aygz =y 'ulnx[l + zlnyx

x(1 + y“Inx)] (x>0, y>0). 108. 1,0, 0) yok. 113. du =x""y\(mydx + nxdy), d*u=

= "2y 2 m(m— )P+ 2mmxydxdy +n(n—12dy?]. 114. du = ydxy;zxdy, du=—2dyx

y
xdx + ydy > (ydx — xdy) xdx + ydy
x(ydx —xdy). 15, du === du=-—F—-/-. 116. du = ———=,
(y J’) /x2+y2 (x* + )3/2 x2+y2
2 2 2 2
= =N = dy) = daydvdy 47 e bxdy):, dPu=e R+ 2(1+

(X2 + y2)2
+xy)dxdy +x*dy*]. 118. du=(y +z)dx+(z+x)dy+ (x +y)dz, d*u=2(dxdy +dydz +
(& +yP)dz — 2z(xdx + ydy) P 4(x* + ) (xdx + ydy)dz N
(x* +y°) ’ (x* +y?)
2 2 2 2 2 2
223" = y')dx J(r §xyd’g6)? OV =AY ] 150 4o dyr-2dv—ay)ay+d2). 122.0) 1 +
X +Yy
+mx+ny; b) xy; ¢) x+y. 123. a) 108,972; b) 1,055; ¢) 2,95; d) 0,502; e) 0,97.
124. Diagonal takmynan 3 mm kigeler; meydan takmynan 140 sm? kigeler. 125. 1,7 mm kigelt-
meli. 127. A=10,2 m*; 6~13%. 128. A=7,6 m. 129. f/(x, ) wefy’(x, ) (0, 0) nokadyn golay

+dzdx). 119. du =

+

. oL 4 4 3'u
towereginde ciksizdir. 134. 24 — 24, ou _ , =—16. 135. = 0.
s ¢ ox* o’ ay ax* 3y’ ax’ dy
136. 01— _ 6(cosx + cosy). 137. Ou_ _ =0. 138, U e (1 + 3xyz +
ax’ 3y’ dxdyoz xdydz
w6 M- -n) . . Y oy
+x°y*2%). 139. xayacay ~ A + ; ,buyerde r = /(x — &P +(y— 7).
Aty 2(=1)y"(m+n—1)!(nx + my) ,
140. ——— =p!q!. 141. . 142, eV +)2+2(mx+ny)+
ax.ﬂayf{ p q (X+y)m+n+1 [ y ( J/)

+m(m—1)+n(n-1)]. 143. +p)p+q)z+re ™ 144. sin'JE. 145, F(o)=f1(0)+3f"(1) +

4
+2F7(6). 146. d*u=24(dx —2dx*dy—2dxdy +dy?), a U= 24, 88 =12 8325‘ =0,
X~y X~y
9" 4 =-12, giff = 24. 147. Pu=6(dx*-3dx*dy +3dxdy*+dy?). 148. d*u=—8(xdx+
oy g 91(dx + dy)°

+ydy)cos(x2 +y?) — 12(xdx + ydy)(dx* + dy?)sin(x*+)?). 149, d"’u =— a1y
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150. dSu=—(dx®—15dx*dy*+ 15dx*dy*—dy®)cosxchy —2dxdy(3dx*—10dx*dy* + 3dy*)sinxshy.
4 4 4
151. du=6dxdydz. 152. d'u = 2(51% VA d%) 153. d'w = e ™(adx + bdy)",
X y z
154. d'u =Y CoX" V()Y (y)ax" " ay*. 155, dru=fox +y +2)(dx +dy + dz)".
k=0

156. d'u=e“"*“(adx+bdy+cdz)". 158. a) Au=-u, Au=u; b) Au=1, Au=0.
159. a) Au=0; b) Au=0. 160. a) A u=9[(x*—yz)*+(*—xz)*+(z—xy)’], A u=6(x+y+z);
ou

bu yerde r=yx’+y +z°, Au=0. 161. 2L = f (x> 4y + 2°);

b) Au=L ou

4°
r

2 2
IU — 2o 4y + 22) + 4 F " (F + ¥ + 22 DU = ayyr" (3P 47 + 22). 162, 2 =
ox X9y ox

—H(R) ) Sy =S p S = () ) ek
(B == () = B () = Lo (D = () 4 20

2
sz’(x,%). 163. g—z =+ Y5+ yah's 2 @ = xfy'+ x2f;; g—;‘ = 0f; 2 W =R+ Y

2 2
QU _ 2, 2 o 2 240, o u 2 2 .0
z—xﬁ2+2XZf23+XZ]§3, —2=xyf:;3,
oz

+Y 2B+ 20+ 2y + 2y zhy s

2 2 ” 2,0 0n 2 ”
a%cay Xy X92” fos - Xf) " X2fiy - 2xyzh " 2 axa = Xfis XY st XY 2hs +
+ A’ gygz = Cyh+ Xy 164, 518” = fi (x4 Y+ b A
165. Au=3f,"+4(x+y+2)f '+ 42+ +2)f, ) +6f). 166. du=f(t)(dx+dy); du=Ff"()x

(xdy ydx)

x(dx +dy).167. du =f’(z)x‘iyx;2ydx; d’u =f”(t)w
X

21'(1)

2 _ 2
, xdx2+ ydy Cdu=f (xdx2 + yc;’y) e (xdzy );dsz '
Jxi+y x +Yy (x" +y)
=f"(0)de+ f'(t)d’t, bu yerde dt=yzdx+zxdy+xydz we d*t=2(zdxdy + ydxdz +xdydz).
170. du =2f"(xdx + ydy + zdz), d*u=4f"(xdx +ydy + zdz)* + 2f (dx* + dy* + dz*). 171. du = af, '

168. du = f 169. du=f()dt, d’u =

Xdx +bfldy; d*u=a’f,"dx* +2abf,'dxdy + b’f,)'d 172, du=f/(dx+dy)+f)(dx—dy);
d*u=f, "(dx +dy)* +2f,,"(dx*—dy*) + f,,"(dx—dy)*. 173. du = f'(ydx + xdy) + f,’

ydx %)
X PE T A u = (v + xdy ) + 2,

VDX 474, = i+ ) + s dPu = 1, e+ P+ O+ s +

y

2 2 2 2 2
Ly dx” —x"d ,(ydx — xd , ,
Y . Y 15, (o . ) + 2f dxdy — 2f; %
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+ £, "2 175, du = f(dx + dy + d2) + 2f,(xdx + ydy + zd2); d u = f,"(dx + dy +dz)* +
+ 4f (dx + dy + do)xdx + ydy + zdz) +4f,"(xdx + ydy + zdol + 2f(d +dyP+d2D).
_ 2
176. du = f deyzxdy i zdy - ydz; Fu = ﬁl”(ydx y4xdy) N 2ﬁz”(ydx xdy)(zdy — ydz)
zZ

2.2
z

gy EH = ydE) = ) o dxmxdy)dy o (2dy = ydz)dz — G 197, =+ 230,
dPu=(f, "+4Lf, "+ ACf, "+ 60 "+ 1261, "+ O "+ 2f '+ 6tf. dt*. 178. du = af,'dx + bf,'dy +
tofjdz; dPu = d’f'dx* + bf)dy* + &f'dz> + 2abf 'dxdy + 2acf,dxdz +2bcf,'dydz.
179. du=2f '(xdx + ydy) + 2f(xdx — ydy) + 2f(vdx + xdy); d*u = 4f, "(xdx + ydy)* + 4f, '(xdx—
—ydy)* + 4f.(vdx +xdy)’ +8f, ) (x*dx’—y*dy*) + 81, (xdx +ydy)(ydx +xdy) + 8f, (xdx—ydy) *
X(ydx +xdy)+2f (dx* +dy*) + 2f (dx*—dy*) + 4f dxdy . 180.d"u = f"(ax + by + cz)(adx + bdy +

+ cdzy. 181. d'u —<adx o = by aa +cdz §> F(E, 7, ©), bu yerde E=ax, p=by, E=c

= 9 9 9 9 9 9
182. d'u = [dx(al et a aé,>+dy<b1 et bt by aé,>+dz<cl ot 02
9 p , 3
877 + ¢ 8§’> f(&, n, §). 183. (r)=f(r)+%f(r) 194. 1. 197. xyz. 209. xa—z—
_ 0z oz oz 9z .0z _ ou , du |, du _
ya = x. 210. 2xa +ya =2z 211. ya xay 0. 212. o +a +az 0.
du , ou .  du o'z _ o’z _ 920z 'z _
213. Xox +ya +za =0. 214. 2x0y =0. 215. Zaxay = ox dy’ 216. "
9%z 0z 0z 29z _ 2z 00 _
gy = 02T a5 F g5 =z 218. x° e oy TVox a Z =0.219.1-+3.
9z _ - T Y/ _3r _ I
220. 3 cosa +sina, a) «a g b)a—4, g:)a/_T we @ =-
221. 722 _. 222. L /2(a% +b7). 223. QU — cosq + cosff+ cos; |gradu|= 3.
/ ab ol
Xo + Yo
224, \gradu|=%; cos(gradu,x)=—%, cos(gradu,y)z—&, cos(gradu,z)=—%,
Ty 0 0
2 2 2
Ayl 225, T 226, %3142, 228, LU = Dl o2 | D o2y Uy
2 ol ox 3y’ 9z’
X COoS 7+2 9’ u cosa/cosﬁ+2 O u cosacosy + o’ u cosfcosy. 230. a—”=—O 5.
ox9y 0x0z dyoz oy ’

231 u "(x, 20)=u, "(x, 2x)=—4/3x, u_"(x, 2x)=5/3x. 232. z= =xp(y)+ (). 233. z=p(x)+ P ().
234. z= ¢ (x) +y§01(x)+...+y” ' (x). 235. u=o(x, )+ ¥(x, 2)+x(v, 2). 236. u=1+
+x2y+y2—2x% 237, z=1+xy+)2 238. z=x+1*+0,5xp(x + ).
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§3. Anyk dil funksiyalaryn barlygy we differensirlenmegi

240. f(x) funksiyanyn nollary hig bir (@, ) C (a, b) interwaly tutus doldurmaly daldir.
241. f(x) funksiyanyn nollarynyn kopliigi (@, 5) interwalda hi¢ yerde dykyz bolmaly dél,
seyle-de, f(x) funksiyanyn her bir & noly sol bir wagtda g(x) funksiyanyin hem noludyr we
ondan dasgary tiikenikli !(1{%1[ g(x)/ f(x)] predel hem bardyr. 242. 1) tiikeniksiz kop; 2) iki;
3) a) bir; b) iki. 243. 1) tiikeniksiz kdp; 2) dort: y=x; y=—x; y=|x| we y=—|x|; 3) iki;
4) a) iki; b) dort; 5) bir. 244. 1) hi¢ yerde; 2) 0<|x|<1, |x| = /(1 + x/z)/Z; 3)x=0, |x|=1;

H1<|x|< 1+2*/§;birbahaly$ahalary:y=€\/%+\/%+X2—X4(\X|§\/%>;
y=¢e ; %+x2—x4 <1§\x!§ /1+‘/—) bu yerde e=-1,1. 245. Sahalanma

nokatlary: (-1, 0), (0, 0), (1, 0); y = &(x \/ B+ 1= (2 4 | (IX\<1) e(x)=-1L1,

sgnx we —sgnx. 246. ¢(y) funksiyanyn bahalar kopliiginin f (x) funksiyanyn bahalar kopliigi

) , x+y o _ 2d ;o Xty
bilen umumy nokady bolmalydyr. 249. y =— ;Y = . 250. v = ;
y noxady el YTy (x=y) TR
2 2 . 2

” ’ ” - ’ 1—1
y =2 HY) sy oL e mesiny g Y (o),
(x—y) 1 — ecosy (1 —ecosy) x” (1 = Iny)

2 2 2
” 1-1 —2(x—y)(1 -1 1-1 —x(1 -1 ,
y = Y (- Inxy = 2(x X nx)3( ny) =x(L=Inyy] ooy 22 ey
x"(1 = Iny) X 5
256.,(0)=—1: y,(0)=1. 257. y (0)=0; »,(0) =—+/33; y,(0) = V3. 258. y' =— x++2§ :
” 18 m 162x _ ” 2. 7 oz X
=18 o L 259.y'=0; y'=—2;y" =—2 261, %2 -_2X,
Y (x+2y) Y (x +2y) Y Y 30 3" ox z
2 __y Pz__ X+ Fz . @z Y HZ o 8z vz
y ' o’ 2y T gy R o P xy
2 __xz  z_ 2z 9z 2y 9p _ (2w o)
Wy —xy o (22 —xy) 3 (22 —xy) oxdy (22— xy)

dz _ 3z _ 1 L9z _ 9z . X+y+z 9z _ Xz |
263. o Ty x+y+z—1" g¢r  xdy (x+y+z—1)" - 264. Ix Py

dz ___ Yz . 2z _ Yz . 3’z xXyz | 9z . x'z

ay xz _ yz ’ 8x2 (Xz _ yz)z ’ 8x8y (xz . yz)z’ 8y2 - (x2 _ yz)z .

dz _ 82 __ 1.9z _ 9z _dz _ _ oz __2,

265. n 1; —sz = oy ay =0. 266. a) -2; b) —1. 267. 8x2 =5
9’z __1. &__ﬁ __Cfxdx  ydy\ o _ z

Sov =T gy Tz b dem MR droogl(eg)

dx 2xy (y 2)dy2 _ (1—yz)dx+(1—xz)dy .

2b2dxdy+ e + | 269. dz=— Ty d*z =

25. Sargyt Ne 2666
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_2{y(1 - yz)dx® + [x +y — z(1 + xy)]dxdy + x(1 — xz)dy’} 270 4 z(ydx + zdy) . e

(1 —xyy y(x+z)
__z (ydx xdy)’ 271.dz = dx — (xz_ z)dy = 2(x—z)(y1: 1)[(x—z)23+y2]
Y (x+z) (x—z)f +y(y+1) [(x =20 +y(y+ 1)]
u’(dx + dy) —z°dz ’z _ Ax—-z)(y—2)
. du=— . 273. = [

272. du Gty —ul P T 2y [F) F/—2F'F'F,'+
o 2(F '+ 2B (B + 29F))Fy - F-F 9. F-F oz
+FU R, - = : 274,02 = A 02 o 2T L 975, 25 =
T (F'+ 2zF)y x  F-Fay FE-F "o

F’+F’ =3 I2 ” 4 4 ’ ’
——(1+1F—3,2);gf;— ( E)%“E [E7 (R 26, By') = 2(F+ B)

2
’ ” ”n ’ ’ ” ’ I\— 72 ” ’ ’ ”
<F{(Fy'+ By') o+ (F+ B RST 2769 5 = = (a4 0B ) ' (R - 2R B Ry

/2 ”n ’ 4
+F’F,) — 2z(xF'+ sz')Fl/z]. 277.a) d'z =— B F)'= 2K B Fy'+ R Ry (dx — dy);

(F'+FY
12 4 ’ ’ 4 12 4
b) &z =T h _ég,f 2;122,; A fy (vdx — xdy ). 278. dz:%(2dx—dy); d’z =
_ _ dx_y—Z.ﬂ_z—x dx _ dy _
= 243(2dx Scdy + 2dy?). 280. 4 oy d Ty BL =0 s
-1 Mz_Q:_L 282, du _ _Xu+tyv, dy _ YU—=XV  du _ X0 —=YU,
©od dz’ 4 dx K4y de Pyt dy Py

dy _  xu+yv

(x>+y*>0). 283. du:_idy; dU:—dx+%dy. 284. du =

dy X+ 3
_ (sinv + xcosv)dx — (sinu — xcosv)dy v _ —(sino —ycosu)dx | (sinu+ ycosu)dy
B XCOSV + ycosu ~ xcosv+ ycosu xcosv + ycosu ’
o= dPy = (2dx cosv — xdv sinv)dv B (2dycosu—ydusmu)du. 285, du = 1,
XCOSV + ycosu XCOSV + ycosu 2
. Ty LN g g g2 g g0 dy _
x(dx + dv); do = Tody - S(dv—dy), d’u=dv’ d'v=(dv—dy). 286. o =

2 2
—2(:+)Q—3< t+1>dy=2;d§=6( )287 >x-a— — 3up;

d dx2 ox
z_3 2 _3. 2z __1 azzzﬁ 'z _
= 2(u+1)) (u#v). 288. w2 ey 2 289. axdy 121" 290. i
_sin g0+cos Qcos’y 291, 2’ 9z _s n22.u aazaz _ 00522/) ’iiz_ sin22./) 292 d==0;
SUN o’ u Xy u ay u
2, Lo 203. 82_2(X —)’).&24’5_2}’ 6x 294, 0u _ 1
d*z 2<dx ) x x—=2y o9x’ x—2y+(x_2y)3' ox y+z
(z + 1)(y +Z) "y (y+z)  (z+ 1)y +Z)2 Tox ou



ou 9 v du

100, 2w __ 1|09 29037 (%)ﬂ%% yp Y )aw o
190’ 5,2 W g W gy* J\ov oV Judy Qv Judv ) du 80
(W2 _a_wazw (%) Du _ 1](av 2’0 303’y \oe ay (2 o _
W 9 w gy Nou) ["axdy P \ov 9> v gy* JOv dv \ 0w dudv

W Y )(aﬁ%Jra_@%)Jr W3 0P\ Y| % __1][ap e
v dudv )\ du dv v du W 3y O y* Jou du [ 3y 31\ ou g2

302" ( )2_2(a¢ o _dp 82%)%@+ Wae Y (L@)Z bu
aw gy* )\ oV Judy AV udy ) du A W gyt 9w 9yt \ou/ |

_W%).g_ <8_}(8_g0_8_}(8_§0> [:aﬁﬂ_%aﬁ 296 a_u:l%-a_uz
ov du ) dy ou v Qu I~ " ox 1w’ dy

}'/erde] — 8_(0% _ 8_(081# 297 a) u ou sin V. o ) ) U);

ou v v du " ox COS; ay M ox =—<Sln;—;cosg
W _ cos? 4 Zsin?; b) ou _ — sinv : ou _ = cosv :
ay u u o u X ¢"(sino —cosv)+1 9y e“(sinv —cosv) + 1

w__ —(e"—cosv) gy _ ¢' + sinv 208, u _ 1. u _

X ule"(sinv —cosv)+ 1" Ay  yle"(sinv — cosv) + 1] ax L ox’

_ 1 [3a(g.h) p) A(h.f) ) ) a(f.g)

- f{a<y,z>(’ B R VAR o (N RO R o KR i UF
) ) . _ 9(g.h) (g, h) a(g,h) _ D(f,g,h)

+1, 3y + I 3, )h}, bu yerde [, = 3(y.z)’ L= 3(zx)’ L= 3(x.) we [ = —D(x vz

299 u _ o ou _ f  Lag ,l_a(g,h) I = A(hf) 300, O — L.

"Ox  9x’ 9y Qdy | Loy’ - (z1)’ A(z,1) " n I

u _ b oou_ L o . _o(gh) , _3nf) , _a(f£s) _ D(f.g.h)
,buyerde l= o(v,w)’ b= A(v,w)’ b= (v, w) wer= D(u,0,w)"

+

bu yerde

dy I’ 9z

__hdx+Ldy | a(f.8) o(f.g) , _a(f8)
301. dz = A , buyerde /, = a(x1)’ L = 20y’ BT 3z

§4. Uytgeyin ululyklary calsyrmak

2 2 3
313. x"+xx5=0. 314. ¥¥=0. 315. <X _ z(d—xf = 0. 316. d—f +y=0317. 42 _
ar’ dr dt ar’
d* Yo dy d2y d’y
= — = == =0.
—3ge t g~ v =0.318. +n’y=0.319. g Y m’y=0.320. u" +[q(x)—

L sy _ 1y ]_ M du — du_ du _
4P (x) 2p(x)u 0.321. e +(u+3)dt+2u 0.322. . 0. 323. i

7@ v
1) +dt—0.326.u u =

=0. 324. 55—” + 8u(%>

t2

Sdu
dr
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= Ay 328 F(1, u, w'+ud)=0. 329. F(xu'+u’—u,u,1)=0. 332. 4 =r.

(a—by d¢
;1 —sin2gp e B 5 7 P+ 2 =
333. r'*= “sin2e " 334. r(P?+2r"—rr")=r". 335. . 336. K_—(r2+r'2)3/2 :
dr _ 5. do _ 2d¢>> " L.ooym Y
A . dt( ) 3 ven v =Ly o

y
340. z=¢(x+y), bu yerde ¢ erkin differensirlenydn funksiya. 341. z=@(x*+?).

342. 2= X 4 p(y—bz). 343 z=xp(2) 344. 0z 4 92 _ pighy 345, 92 = 92

u | ’ ‘Ju 9’
z _ 1 oz g,zz-i-u _ _\0z _\0z
346. o0 =7 347. 5 = o, 348 Qu+v z) +(u+2z) z)au—u+
: () +(5)
x+y
to—z349. € =2 350 0ul_ ) 355 U _ 35 X _xX—Z
| — 902 _ v 0z w4 v ES ay Yy
o& 1Y i i
2 2/ ox ox
X —2xu+u [(—) +<—)]
ox , IX _ U 0 oV ou , du , u
Caetoe =" 354, A= : e+t oL
353 owTon =0 354. A x( ax+uax> 355. ag+ + §+
ou oV
1 8y 0w _ 0w _ 0w _ 2 (9w \
+3u+ (e +e" +¢e) = 0. 356. Sy =0.357. 52 = 0.358. 5% = 0. 359. u <8u> +
2u [e10)
e (1 —Z=cos 1))
20w\ _ 29w dw ( RD) A= 0. aw dw _ &7
+U(—av) =o' 5057 360. T . 361. o . 362. 56 =7
ou
_ Oou — ou _(Ouy 1 (ouy _du  1du
363 =91 364. © rar-365.w—<ar>+r2<a¢).366.w—ar2+rar+

12% _p2u _du _1{udv _ dud ol
H S0 = ar2'368'w_a¢2'369'1_r<8r8¢ S ar>.370.u o(x

—at)+ Y (x +at), bu yerde ¢ we ¥ erkin funksiyalar. 371. 3 aiazu gft = 0. 372. guz
375. guz 3; +m’ez = 0. 376. D=0, 377, 8"2;20 =2 378, afzt Z =
- Mgzz) 379. (uz_uz)aiazu = US—Z 380. g; = uffuzg—f{. 381. 82‘250 +

1l (,0z _ dz)_ _9z\ ¥z , 929z _ _
u2_02<08u uay) = 0. 382. (1 av>auau + W oy 1. 383. u go(x+ﬂ1y)+

+¥(x+A,y),buyerde A, we A, sanlar 4 + 2BA + CA*=0 denileménin kokleri. 385.a) Au =
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_d*u | ldu _du 2du 1 du 1 du do | do _
d2+rd’b)A(Au) y +”dr3 r2dr2+3d . 386. u 0 +d +cw = 0.

387. A:Xg;%_yaiaufrg; 390. ¢ é(gaé>+7’aan( >+§ §<§ §>

= 2(577 o u + L1 4 g7 0 ) 391. ﬂ+ﬂ+a—§: 0. 392. 322‘ -0
a&an 8§8§ 9 8§ ay.  dy; v, a¢
_(ou\? ou 1 ou _ 1 2 ou 1 9 (.

393. Alu_(&)r) + (89) +rzsin2¢9<a§0> Aqlt [8 ( 8r>+sm@&)ﬁ(smg><
» Ou 1 9%u w QW _ dw _

<)+ g ] 394, ‘”(ax ) ) J+(3e) 39520 ~0.396. 29—
dw _ 1 ’w , ’w _ Fw (v 3260 _ w

397. 3= 398 G+ G, = 20399 2 +(u 1) Y 0. 400. o

Fw (dwV , [dw\ _ ’w _ ) Fw , dw -0

+ v’ +<8u> +<BU> =040 505, 4sin’(u—0)’ 402. au’ ‘

2 2
405, 20 _ 406,00 P04 Do _ a—‘”+3—‘“+—+e—1[< >+<3“’>+
oudv 08 oyt 3L A& o ( ) o&
32 +C(X,Y)gXZ2:O.

( )] 408. x =y () + Y(2). 409. A(X.)2 aan

§5. Geometrik gosundylar

X = Xy Y=Y zZ—2Z
. . = ; . = ; = +
410 —cosasint, —sinasint, cost, 2-2,=(x—x,) cosatgl,+(y—y,) sinatgl,
bu yerde x,=acosacost, y,=asinacost, z,=asint. 411. %+? =1, y= %; ax —cz =
_ 1 p2_ 2 x—1_y—-1_z-1, I S x—1_y—1_z-3,
@ =) a2 At =S = oy A3 A = S =

3x+3y—z=3.414. x +2z=2, y+2=0; x—z=0. 415. M = (-1, 1, -1); M,=(-1/3, 1/9, -1/2).

) [} : au _ 16
419. tgo=f"(x,, »,) cosa+fy(x0, y,) sina. 420. 3 = 243" 421. 2x+4y—z-

o x—=1_y—2 z-5 1o X Y _ z _z
-5=0; = = 422. 3x+4y +12z=169; 3 4 12 423. Z_Z_

2 4 -1
—%(X—y); x—1 _ y—1 — Z—7T/4. 424. axx+by y+czz=1; X=X _ Y=Y _

1 -1 2 ax, by,
e R S e
, _ _
_z—1 X y . Zz .. xsecyyseco,—a _
=" 427. P cos Y, cos @, + bcos%sm(po—l— Csmzﬁo =1; e =
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. X — 1, COS @
. 428. + —ztga=0; =0 =
Xcos@,+ysmng —ztg cos @,

_ysecy,cosecp,—b _ zcosec, —c
ac ab

y—rsing,  z—rctge

— _ . _ . X —UyCoSY,
= = . 429. axsino —aycosy tuz=aup,; — - =

sin @, —tga asiny,
_ YT WSMYy _ Z— Ay 440 3x _ 3y —=-=2. 431. A(0, +2¢2 +2«/7) B(x2,
—acosy, Uy Uy ug Mo

2
F4,+2); C(#4,F2,0). 432. X —+‘; y= +Z z =i%, bu Yerde d = Va' +b° +c*.

433, x+4y+6z==+21. 438. x*+)y?—xy=1, z=0; 3)?+4z°=4, x=0; 3x*+4z*=4, y=0.

_ 2bz ou . Yy o )
439. 6<0,003. 441. cos¢ = ﬁ 445, on = %o + Yo+ 205 @) X =Yy =2 = /3

b) xo=y0=zo=—%; ¢) x+y+z=0, x2+)y*+z2=1 towerekde. 446. <S4 =

2
= . 448. x* +y*=p?. 449. y=+x. 450. y’=4ax. 451. Egreldiji
/xé/a4+y§/b4+z2/c4

2 2
cyzyk yok. 452. x¥3+)?3=[3 453, |xy| = 2-. 454. 2l9g gj;z
reldiji ¢yzyk (epin nokatlarynyn geometrik orny); b) y=0 — egreldiji ¢yzyk; ¢) y=0 — ay-
ratyn nokatlaryn (gaydys nokatlarynyi) geometrik orny; d) x=0 — iki gat nokatlaryn geo-
metrik orny, x=a — egreldiji ¢yzyk. 457. (v x* +y* — R)2 +2° =7 tory. 458. x’sin’z +

+)2sin?f + z2sin?y — 2xycosacosf — 2xzcosacosy —2yzcosfeosy=1. 459, |xyz|= #

460. |z+,/xX+)*|=0V2. 46l

462. (x—x )’ +(y—y,)=(z—z,).

456. a) y=0 — eg-

Xy z x P

Xo Yo

2 2
z
e

<SR (& +y +2).
Yo Zo

Zp Xo

§6. Teyloryn formulasy

463. f(x, y)=5+2(x—1)2-(+2)—(x—1)(y+2). 464. f(x, y, 2)=3[(x—1)*+(py—1)*+
He=1P-(-D-D-(x-DiE-D-(p-DE-D]+(x-1)’+(@-1)+(z-1)-3(x-1)x
x(r—1)(z=1). 465. Af(1, —1)=h=3k+(—h2—2hk+k)+(hk+hk>). 466. f(x+h, y+k,
z+D)=fx,y,2)+2[h(Ax + Dy + E)+k(Dx + By + F)+l(Ex + Fy + Cz)| +f(h, k,[). 467. x’ =1+
+a—D+a-D-D)+R,(1+0(x—1), 1+0(y—-1)) (0<f<1), bu yerde R,(x,y) = %xyx
x[(%dx +Inx-dy) + 3(Lax+ 1nx~a’y><—%dx2 + %dxdy>+ (%doﬁ . ;’ dx dy)]
dv=x—1, dy=y—1. 468. —%(x2 +y2)—%(x2 +y°). 469. a) —L(xZ—yz);

2
b) % +x — xy. 470. —(xy +xz+yz). 471. F(x,y) = hz(ﬁ(x“rfyy”) (fxm +fyyyy) + ..
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472.F(p) = f(x,y) + %[ﬁx”(x,y) + £, (x,9)]. 473.Axﬂx,y) hk[aaxg; + ;;(,}11 x

pt e () S ,
X (n—m)l ox"gy" " 474. F(o) Z;, < ) A"f(x,y), bu yerde

2 _ —
A= 8—+a— 475. 1+mx+ny+mx2+mnxy+wyz+... (K<, pI<D).

a’ 9y 2! 2!

(_ 1)m+n—l(m +n— 1)' mon ~ ~ . me2n+1
. +y[<1). 477. e
476 it m!n! Xy (Whi<1). 477 mzz:o,g:o( 1y m!(2n + 1)!

2

(|x| <+oo, [y|<+o0). 478. Z Z( 1y ( o (|x| <+oo, [y|<+o0). 479. Z Z(

m=0n=0 m=0n=
x2m+ 1y2n+ 1 x2my2n
' i) G bl 0 88y e
2 2\2n+1 m n
3 o X+ prin X
bl <+e0). 481, Z(—l)% ()2 <+o0). 482, . Z I (<1,
= m=1n=

p1<1). 483, fxy) = 1+ L (x 2 )y ama 3 3 EETOEDD (s pjcion)

2 m=0n=0 m'f’l'
485. i(—l)”[l +(x— 1)y —1) (~o<x<+m, 0<y<2). 486. z=1+[2(x—1)— (y—1)] -

—[8(x—1)?—10(x—1)(y—1)+3(y—1)*]+.... 487. Eger a <0 bolsa, onda (0, 0) — iiziie nokady;
eger a=0 bolsa, onda (0, 0) — gaydys nokady; eger-de a>0 bolsa, iki gat nokady. 488. (0, 0)
—iki gat nokady. 489. (0, 0) — {liziie nokady. 490. (0, 0) — {liziie nokady. 491. (0, 0)—iki
gat nokady. 492. (0, 0) — gaydys nokady (ikinji gorniisli). 493. (0, 0) — iki gat nokady.
494. Eger a <b <c bolsa, onda egri ¢yzyk owaldan we tiikeniksiz sahadan duryar; eger-de
a=>b<c bolsa, onda A(a, 0) — iiziie nokady; eger-de a <b=c bolsa, onda B(b, 0) — iki gat
nokady; eger-de @ =b =c bolsa , onda A(a, 0) — gaydys nokady. 495. (0, 0) — iki gat nokady.
496. (0, 0) — gaydys nokady. 497. (0, 0) — gutardys nokady. 498. (0, 0) — bur¢ nokady;
499. x =k (k=0, 1, £2,...) — 1-nji gorniisli iizlilme nokatlary. 500. x=0 — 2-nji gorniisli
iizilme nokady. 501. x=0 — iki gat nokady. 502. x =kx (k=0, £1, £2,...) — gaydys nokatlary.

§7. Kop iiytgeyinli funksiyanyn ekstremumy

503.x=0,y=1bolanda, z__=0. 504. Ekstremum nokatlary yok. 505. x—y+1=0 goni
¢yzygyh nokatlarynda, z=0 — minimum. 506. x=1, y=0 bolanda, z . =-1. 507. x=2, y=3
bolanda, z . =108; x=0, 0<y<6 bolanda, z=0 minimum, x=0, —0<y<0 we 6<y<+w
bolanda, z=0 — maksimum. 508. x=1, y=1 bolandaz . =-1.509.x =-1,y =-1 we x,=1,
y,=1bolanda, z . =-2; x=0, y=0 bolanda, ekstremum yok. 510. x=0, y=0 bolanda, z=0
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— maksimum; x :_é, y=x%1 bolanda, z =— 1513 minimum; x=0, y=+1 bolanda, z=-1
eyer; x —_5, y=0 bolanda, z ——% eyer. 511. x=5, y=2 bolanda, z=30 minimum.
512, X =—2 -+ L bolanda, z;, = ab_, x _ Z -+ L bolanda, z., = ab .

a b Y3 S 3/3 7 a V3 3v3
513. x=%, yZ% hem-de ¢>0 bolanda, z,,, =va +b +c’; x=%, y=%

hem-de ¢<0 bolanda, z,,, =—+v da" + b° + ¢*; @+b*#0, ¢=0 bolanda, ekstremumy yok.
514. x=0 we y=0 bolanda, z _ =1. 515. x=0, y=0 bolanda, z=0 minimum; x=-1/4,
y=-1/2 bolanda, z=¢?%/2 eyer. 516. x=1, y=-2 bolanda, z=¢* eyer. 517. x=1, y=3 bo-
landa, z=¢3~2,26-10° maksimum; x=-1/26, y=-3/26 bolanda, z=-26-¢2~-25,51
minimum. 518. x=1, y=2 bolanda, z=7-10In2~0,0685 minimum. 519. x=7/3, y=7/6
bolanda, z,, = 3/?/2. 520. x=y=27/3 bolanda, z,, = —%; xX=y= % bo-
landa, z,,, = % 521. x=1, y=1 bolanda, z=—1+ %an + %ﬁ ~ 1,70 eyer.
522, x=y=+1/V/2e =~+0,43 bolanda, z=-1/2e~-0,184 minimum; x=—y =

= il/v 2e bolanda, z=1/2¢ maksimum; x=0, y=+1 we x=%1, y=0 stasionar nokat-

larda ekstremum yok. 523. x = (= 1)"*" +(m +n)Z (=1 +(m—n)x

12 2’y_ﬁ

X% (m, n=0, £1, 2, ...) — stasionar nokatlar. m we n dirli jubiitlikde bolanda,

z=mr+ (/6 +V3) (=1 +2-(—1) ekstremum (m tdk we n jiibiit bolanda — mak-
simum, m jlibiit we n tik bolanda — minimum); m we n bir jiibiitlikde bolanda, ekstre-
mum yok. 524. x=0 we y=0 bolanda, z . =0; x*+)*=1 bolanda, z=e"' maksimum.
525. x=-1, y=-2, z=3 bolanda, u_ =-14. 526. x=24, y=-144, z=-1 bolanda, u=-6913
minimum. 527. x=1/2, y=1, z=1 bolanda, =4 minimum. 528. x=y=z=a/7 bolanda,

u =a’l7;y=0,x£0,z#0,x+2y+3z#abolanda, u=0 ekstremum. 529. x = %1% 16a"b,

_1s i __1 /4% 15a s _._._T
y—4v16ab,z—2 1 bolanda, u = 1 16b minimum. 530. x =y=z=5

bolanda, #=4 maksimum; x=y=z=0 we x=y=z=7x bolanda, u=0 gyraky minimum.

531.% =X, = .. =X, = %b(ﬂandaa Unax = <
n+n+?2

2 n2+n+2 1
27> > 832 =27,
n+n+2

1
1 ..
x,=x2, .., x =x" bolanda, ¥ =(n+1)2""" minimum. 533. a, x,, x,, ..., x, b san-

lar ¢ =""'/b/a maydalawjyly geometrik progressiyany diizyérler. 534. x=1, y=-1

bolanda, z,=-2 minimum we z,=6 maksimum. 535. x =y =—(3+6) bolanda,

2
=—(4+2/6); x=y=—(3-/6) bolanda, z,,, = 2/6 — 4. 536. x" + " = 3L,
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2
z<0Obolanda, z = ——¢ ini x4+ y> =39 ;>0bolanda, z = 4
2v2 8 272
be
537. x = L, -1 bolanda, z,,, = 1 53 x=-——fr2 _ __  as bolanda,
3 y ) 4 /a2+b2 y /761 b

2 2
o= VA +b . be \,___GE  pglanda, z, = Va'+b , bu Yer-

ab| va + b a+b lab|

2

2 2
de e=sgnab#0. 539. x = ab y= 2a b bolanda, z,,, = f b . 540.z =4,

9 2 1
a+b a+b + b "

z_=A,, bu yerde A, we A, sanlar (4-A)(C—-A)-B*=0 defleminin kokleri we A <A,.

541. x =+ 1%, y=+4 bolanda, z = 1061 maksimum; x=+2, y==F3 bolanda, z=-50

4
minimum. 542. x = £ 4 7k y= _ T, 7k (k=0, £1, £2, ...) bolanda z = 1 + 1y
8 2 ’ 8 2 s s s \/E
ekstremum (k — jiibiit san bolanda maksimum we k& — tdk san bolanda minimum).
__1 ,_-2 ___2 =3 =1l -2 ,_2
543. x = 3 y=3, 2= 3 bolanda, u_ =-3; x 3 Y="75 z=3 bolanda,
B L _ l _ i _ a _ am+n+pmmnnpp 3
u_ =3. 544, m-n=p= 7m+n+p bolanda, u,,,, = (m+ntpyrer 545. x=0,
y=0, z=+c bolanda, u_. =c* x=+a, y=0, z=0 bolanda, u_ =a*>. 546. x =y =z = %
boland = (4. 547. x=y= 1 we z=—-2 x=z=, =—2
olanda, u,, = <b> y ngez 76 76 we y 3
1 2 1 1 2
y=z=— we x=——— bolanda u, ,=—F— X=y=——"—= We z=-—",
V6 V6 36 76 /6

2 . 1 2
£ y=z=——— we Xx ="
~ Ve V6 J6

548. x=y=z=1 bolanda, u=2 sertli maksimum. 549, x=y=2z= % bolanda,

1
bolanda u,,, = ——.
olanda 3/6

.2 .2
Nitst
sin @ + B

— _ _ ’ 2
u =1/8.550. u =A we u_=A, buyerde A, we A, sanlar A —( " e

sin? cos’a , cos’ cos’ ey g
+ c/)ﬂ +< pgz T azcé + azbz> = 0 defileménin kokleri (4,<A,). 551. u_ =R

R*(A +B +C ? n -
gy = RAACOS@H Beosf+ Ceosy) oy LIS LYy 5 ) bolanda,
A"+B +C & \i=1 a;
noop\! a .. a’ a;
Unin =D, —5 | . 553. %= o =12, ., n) bolanda, ty, = — —. 554. x; = [
=1 aj n Bi

n -1
X(Zﬂ/ aj,é’j) (i=1, 2, ..., n) bolanda, u,,, = <Z«/ ) 555. ;% =.= Z—: =
=
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a a a+ay+..+a, oy _a a,, _
= bolanda, u, . = alta?..al. 556. u=A7A
a+a,+..+a, max <a1+a2+...+a'n> @2 Gy

ekstremumlar |a,~A0,[=0 defilemeden kesgitlenilydr, bu yerde i#/ bolanda 0,=0

we 0.=1. 560. infz=-5; supz=-2. 561. infz=-75; supz=125. 562. infz=0; supz=1.

563. infu=0; supu=300. 564. infu=-1/2; supu = 1 + V2. 565. infu=0; supu=e'~0,37.

567. Yok. 568. Minimum n/Va deidir. 569. Gosulyjylar dendir. 570. Kopeldiji-
1/q,

1 1 1

1 1 L>?]+?+...+a—
@ y @2 @ 2 "
(aal ag.am

ler x; = (=1, 2, ..., n) deidir, bu yerde @, (i=1, 2, ..., n)

1
(" SR B
1 1 1 1 1 1 0L+ai+,,,+a—
—degisli derejelerinn gorkezijileri; (E + o + ..+ 67><aalal agp ...a';fn> 1o " jemift
n

i kici bahasy. 571. x = ﬁz mx, y= ﬁz my, bu yerde M = m;. 572. Wan-
i=1 i=1 i=1
nanyn olgegleri %2V, ¥2V, ¥2V /2. 573. H=2R =2,/S/3x, bu yerde R — si-

lindrik Ustiin radiusy we H — onun emele getirijisi. 574. x = %éxﬁ y = %; Vi

2
NZZ” bu yerde N = \/ Zy,) <Z z,-). Uzaklyklaryfi kwadrat-

i=1
larynyii if kici jemi n— 2N+ ) (x] +y +z) defdir. 575. Konusyii emele geti-
i=1
rijilerinin esasy bilen emele getiryin burgy arcsin(2/3)-4 dendir. 576. Piramidalaryn
gapdal granlarynyn esasy bilen emele getirydn burgy arcsin(2/3)-d dendir. 577. Gonii-
bur¢lugyii taraplary 2p/3 we p/3. 578. Ugburglugyn taraplary p/2, 3p/4 we 3p/4.
579. Parallelepipedinn oOlcegleri 2R/ V3 , ZR/ V3 we R/ V3. 580. Parallelepipedii

beyikligi konusyn beyikliginin 1/3-ne dendir. 581. Parallelepipedin olcegleri 2a/V3,
tea — V2
2tea — V2’

@ > arctgy'2 bolsa we h=0, eger 0 <a < arctgv'2 bolsa. 583. Parallelepipedin olgeg-

Xp—=X Y1 — Y 21— 2,
Ax, + B Czy+ D b
A%+ By * Cot Dl ggs o 1 i T gy |

JA+ B+ : IA
A"+ B +C m, n, Dy

. 586. ﬁ 587. Yarym oklaryf a’=1, we

2b/v3 we 2¢/V/3. 582. Parallelepipedin beyikligi h = [sina - eger

leri a, b we c¢/2. 584.
”1 P i prm ’

\/‘ m, nz nz D> DP> m,

b*=A, kwadratlary (1-A4)(1-AC)—-A’B*=0 defleménii kokleri. 588. Yarym oklaryi
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AA—1 DA FA
a*=A, b*=A, we ¢>’=A, kwadratlary | DA BA—1 EA |=0 defleméinin kokleri.
FA EA CA-—1

589. Tab /A7 L B> 1 7. 590, rtabc . 592. Diisme burcy
C| \/azcos2a+bzcoszﬁ+czcoszy
arcsin(nsin(a/2)) dendir; sohlanin gysarmasy 2 arcsin(n sin %) — a dendir. 593. Gozlenyidn

a we b koeffisiyentler a[xx]+b[x1]=[xy], a[x1]+bn=[y1] denlemeler sistemasyndan kes-

gitlenilyir, bu yerde [xy]= Z x;y; we s.m. Eger Z(x, - xj)2 # 0 bolsa, onda meseldnin
i=1 i)

5w

[x* = (x)]-[y" = (»)]

x = %in , Xy = LG: x;y; We s.m. orta bahalar. 595. 4x—7/2; A__ =1/2.
i=1 ni=

kesgitli ¢oziiwi bar. 594. tg2a = , p=xcosa+ysina, bu yerde
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