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Bu okuw-usuly gollanma matematikanyn “Elementer
matematika” boyunga tayyarlanyldy. Okuw-usuly gollanmada
orta mekdep derejesinddki temalara seredildi, yagny kwadrat
funksiyalar, defilemeler we denllemeler sistemasy, progressiya,
trigonometrik we ters trigonometrik funksiyalaryn iistiinde
gecirilydn amallar, rasional gorkezijili dereje, gorkezijili we
logarifmik funksiyalar barada diisiinje berildi hem-de olara
degisli mysallar ¢oziilip gorkezildi. Mundan basga-da harby
talyplaryn 6zbasdak ¢ozmekleri tigin mysallar jogaplary bilen
berildi. Bu okuw-usuly gollanma harby talyplaryni bilimlerini
barlamak we bahalandyrmak ii¢in niyetlenendir.

Tayyarlanlar:  Harby institutyn  Fizika-matematika
kafedrasynyn uly mugallymy G.G.Durdyyewa we mugallym
M.K.Atayew.

Syncylar:

- M.Rahymow - Harby institutyn Fizika-matematika
kafedrasynynn professory, fizika-matematika ylymlarynyn
doktory.

- T.Annayew — S.A.Niyazow adyndaky Tiirkmen oba
hojalyk uniwersitetinin Tebigy bilimler kafedrasynyn
dosenti, fizika-matematika ylymlarynyn kandydaty.



GIRIS

Adamzat taryhyna nazar salmagymyz bize adamyn 0z
giindelik durmusyny dolandyrmakda yerine yetiryan islendik
hereketinin ~ diirli  hésiyetli meseleleri ¢dzmegi bilen
baglydygyny gorkezydr. Seyle meseleleri ¢ozmekde
matematikanyn ginden ulanyandygy disniiklidir. Bu diyildigi
matematikany O6wrenilende ilki bilen baslangy¢ diisiinjeleri
yzygiderlikde Owrenmekligi talap edydr. Matematikany
owrenmek adamda logiki oylanmalaryn takyk bolmagyny,
cylsyrymly hadysalary yonekeylesdirmegi, her bir meseléd
cuiur diistinmek basarnyklaryny kamillesdirydr. Hézirki
zaman talyplary difle bir matematikanyn esaslaryny bilmek
bilen c¢dklenmén, olary 6z islerinii ¢dklerinde ulanmagy,
miimkin bolan ylmy goézleglerinde tize matematika usullardan
yeterlik peydalanmagy basarmalydyrlar. Sol sebépli bu okuw-
usuly gollanmamyz matematikanyn mekdep derejesinde
tayyarlanyp, asakdaky temalara seredildi, yagny kwadrat
funksiyalar, denlemeler we deiilemeler sistemasy, progressiya,
trigonometrik we ters trigonometrik funksiyalaryn iistiinde
gecirilydn amallar, rasional gorkezijili dereje, gorkezijili we
logarifmik funksiyalar barada diisiinje berildi hem-de olara
degisli mysallar islenilip gorkezildi. Mundan basga-da harby
talyplarymyzyn alan bilimlerini diiypli 6zlesdirmekleri iigin
yumuslaryii toplumy hodiirlenyir. Ozbasdak islemek {icin
mysallarynn yerine yetirilisinin dogrulygyny barlamak {i¢in,
olarynn jogaplary hem berilydr. Okuw-usuly gollanmany
“Yokary — matematika”  dersini  okatmakda  ulanylyan
edebiyatlara gosmacga hokmiinde ulanmak maslahat berilyar.



| BAP. KWADRAT FUNKSIYA
Funksiya barada diisiinje

Bir iiytgeyan ululygyn beyleki bir Giytgeyan ululygyn yeke-
tak bahasyna gabat gelyin bolsa, onda ona funksional baglylyk
ya-da funksiya diyilyir we y = f(x) yaly belgilenyar. Bagly dil
iytgeydn ululyga basgaca argument diyip atlandyrylyar we
adatca x bilen belgileyarler, bagly tytgeyan ululyga bolsa
argumentin funksiyasy diyip atlandyryarlar we y bilen
belgileyérler. Funksional baglylykda bagly dil x ululygyil her
bir bahasyna bagly bolan y ululygyn yeke-tdk bahasy gabat
gelydr. Bagly tiytgeydn y ululygyn bahalaryna funksiyanyn
bahalary diyyirler.

Bagly dil tiytgeydn x ululygyn alyp bilydn &hli bahalary
funksiyanyn kesgitlenis yaylasyny emele getirydr, ol D(f)
gorniisde belgilenyér. Bagly iiytgeyan ululygyn alyp bilyén dhli
bahalary funksiyanyn bahalarynyn yaylasyny emele getiryir, ol
E(f) gorniisde belgilenyir.

Funksiyanyn grafigi — koordinata tekizliginde E(f)
nokatlarynn kopliigidir. Nokatlaryil absissalary argumentin
bahalaryna, ordinatalary bolsa funksiyanyn degisli bahalaryna
dendir.

Funksiyanyn artmagy we kemelmegi

Kesgitleme. Eger berlen aralykdaky argumentini uly bahasyna
funksiyanyn uly bahasy degisli bolsa, onda ol funksiya sol
aralykda artyan funksiya diyilyér.
Bu kesgitleméni basgaga yazalyn:

Eger x, > x; serti kanagatlandyryan kébir aralykdaky
islendik xq,x, Ugin f(x,) > f(x,) densizlik yerine yetyin
bolsa, onda sol aralykda f(x) funksiya artyan funksiya
diyilyar.



Kesgitleme. Eger berlen aralykdaky argumentin uly bahasyna
funksiyanyn Ki¢i bahasy degisli bolsa, onda ol funksiya sol
aralykda kemelydn funksiya diyilyar.

Bu kesgitleméni basgaca yazalyn:

Eger x, > x; serti kanagatlandyryan kibir aralykdaky
islendik xq,x, lgin f(x;) < f(x;) densizlik yerine yetyan
bolsa, onda sol aralykda f(x) funksiya kemelydn funksiya
diyilyar.

Jiibiit we tik funksiyalar

Kesgitleme. Eger y = f(x) funksiyanyn kesgitlenis yaylasyna
degisli bolan islendik x iig¢in - x-in bahasy hem sol kesgitlenis
yaylasyna degisli bolsa we f(—x) = f(x) denlik yerine yetyan
bolsa, onda y = f(x) funksiya jiibiit funksiya diyilyér.

Jubiit funksiyanyn grafigi ordinata okuna gord simmetrikdir.
Meselem, y = 3, y = x2,y = |x| jiibiit funksiyalardyr.
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Kesgitleme. Eger y = f(x) funksiyanyn kesgitlenis yaylasyna
degisli bolan islendik x iigin - x-ifi bahasy hem sol kesgitlenis
yaylasyna degisli bolsa we f(—x) = —f(x) deilik verine
yetydn bolsa, onda y = f(x) funksiya tik funksiya diyilyar.
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Tédk funksiyanyin grafigi koordinata baglangyjyna goréd
simmetrikdir.

Meselem,y =x, y =x3, y = 2 tik funksiyalardyr.

/ »y=x,
| ri-icik
/

Kesgitleme. Eger y = f(x) funksiyanyn kesgitlenis yaylasyna
degisli bolan islendik x ii¢in - x-it bahasy hem sol kesgitlenis
yaylasyna degisli bolsa we f(—x) = f(x) hem-de

f(=x) = —f(x) deinlikler yerine yetmeyidn bolsa, onda
y = f(x) funksiya ték funksiya hem dél, jiibiit funksiya hem
dal.

Meselem, y = x2 — 2x, y = x? + x3 funksiyalar ne-de jibiit,
ne-de takdirler.

Funksiyanyn ifi uly we in kici bahalary

Eger x = a nokadyn tdweregindéki &hli nokatlar {i¢in
f(x) < f(a) densizlik yerine yetydn bolsa onda y = f(x)
funksiya x = a nokatda maksimuma eyedir.

Eger x = a nokadyn toweregindiki dhli nokatlar ii¢in
f(x) > f(a) densizlik yerine yetyan bolsa onda y = f(x)
funksiya x = a nokatda minumima eyedir.
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Eger [a, b] kesime degisli bolan we sol kesimdaki dhli
x — ler igin f(x) < f(c) densizlik yerine yetydn ¢ nokat bar
bolsa, onda [a, b] kesimde kesgitlenen y = f(x) funksiya sol
kesimde 6ziinin in uly bahasyna eye bolyar.

Eger [a, b] kesime degisli bolan we sol kesimdaki dhli
x — ler tgin f(x) = f(c) densizlik yerine yetydn ¢ nokat bar
bolsa, onda [a, b] kesimde kesgitlenen y = f(x) funksiya sol
kesimde 0ziinin in ki¢i bahasyna eye bolyar.

Funksiyanyn nollary, alamatynyn hemiselik aralyklary

y = f(x) funksiyanyn nola den bolyan x — ifi bahalaryna
funksiyanyn nollary diyilyar.
Mysallar:
1. f(x) = 4,5x — 18 funksiyanyn nollaryny we alamatynyn
hemiselik aralyklaryny tapmaly.
Coziilisi:4,5x — 18 =0
4,5x = 18
x = 18:4,5
berlen denleménin koki x = 4, onda
4,5x — 18 > 0 we 4,5x — 18 < 0 densizlikleri ¢ozmek
bilen, berlen funksiyanyn x > 4 bolanda difie polozitel
bahalara, x < 4 bolanda dine otrisatel bahalara eye
bolyandygyny alarys. Diymek, f(4) = 0, (4; +o0) bolanda
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f(x) > 0, (—oo; 4) bolanda bolsa f(x) < 0.

2. f(x) = x? — 2x — 3 funksiyanyh nollaryny tapy.
Coziilisi: Funksiyanyn nollaryny tapmak tigin f(x) = 0
denleméni ¢ozelin.

x2—2x—3—0
D=b?—4ac=(-2)2—-4-1-(-3)=16>0
2—-4 2 2+4 6
x1=—1=5-1x2 21273

Ters funksiya barada diisiinje

Biz su wagta cenli funksiyalary éwrenenimizde argumentini
X, bahasy boyunga funksiyanyn y, bahasynyn tapylysyna
seredipdik. Kite ters meseld, funksiyanyn y, bahasy boyunca
argumentin x, bahasynyn tapylysyna hem seretmeli bolyar.
Goy, y= %x + 1 funksiya berlin bolsun. y = ix +1
denlikde x uytgeydn ululygy y arkaly anlatsak, x = 2y — 2
bolar. Bu formula bolsa y funksiyanyn her bir bahasyna x
argumentin dife bir bahasy degislidir. Sunun yaly ters
baglanysygy funksional baglylyk bolan funksiyalara owriilisikli
funksiyalar diyilyar.
Mysal: x > 0 bolanda y = x? funksiyanyn ters funksiyasyny
tapalyn.
Coziilisi:[0; o) san aralygynda bu funksiya artyar, diymek ters
funksiyasy bardyr. y = x? defilikden x = ﬁ , x bilen y-in
yerlerini galyssak y = v/x bolar.
= +/x funksiya [0; ) aralykda y = x? funksiyanyi ters
funksiyasydyr.
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Teorema. Ozara ters funksiyalaryii grafikleri y = x goni
cyzyga gord simmetrikdir.

Eger (xq;y0) nokat y = f(x) funksiyanyn grafigine degisli
bolsa, onda (y,; xo) nokat y = g(x) ters funksiyanyn grafigine
degislidir.

y=x2we y=x? nokatlar bolsa y = x goni ¢yzyga gori
simmetrikdir.

Kwadrat iicagza we onun kokleri

Kesgitleme. ax? + bx + ¢ gorniisli kopagza (bu yerde x —
uytgeyan ululyk, a,b,c — kébir sanlar, 6zem a # 0) kwadrat
ticagza diyilyér.
Meselem, 2x2 —3x + 4, 3x%>+0,7x, 2x*>-3, 0,8x? -
anlatmalar kwadrat ticagzalardyr.
Kwadrat ticagzanyn koki diyip {tytgeyan ululygyn bu
iicagzanyi bahasyny nola deil edyédn bahasyna aydylyar.
ax? + bx + ¢ kwadrat {icagzanyn koklerini tapmak iigin
ax? + bx + ¢ = 0 kwadrat defilemiini ¢dzmek gerek.
Mysal: 2x? + 3x — 5 kwadrat iigagzanyn koklerini tapalyf.
Couziilisi: 2x> +3x—5=10

D=b?>—4ac=3%>—4-2-(-5)=49

-b+vVD -3+47 4
N TTa &
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ax? + bx + ¢ kwadrat {icagza hem ax?+bx+c=0
kwadrat denileménin koklerine eye bolany ii¢in, ol edil kwadrat
denleméninki yaly iki koke, bir koke eye bolup biler ya-da
onun koki bolman hem biler. Ol kwadrat defileménin
D = b? — 4ac diskriminantynyfi alamatyna baglydyr we ona
kwadrat ticagzanyn hem diskriminanty diyilyar.
Eger D > 0 bolsa, kwadrat {icagzanyn iki koki bar.
Eger D = 0 bolsa, kwadrat iicagzanyn bir koki bar.
Eger D < 0 bolsa, kwadrat licagzanyn koki yok.

ax? + bx + ¢ kwadrat iicagzany a(x —m)? + n anlatma
gorniisine getirmek amatly bolyar (bu yerde m we n kébir
sanlar). Bu 6zgertmd kwadrat licagzadan kwadrat iki agzany
boliip ¢ykarmak diyilyir.
Mysal: 2x% —12x + 36 iicagzany doly kwadraty boliip
cykarmak arkaly 6zgerdelin:
Coziilisi:
2x2—12x+36 =2(x*—6x+18) =2(x*—-2-3-x+
+32-32+18)=2((x—3)>+9) =2(x—3)*> + 18
2x%> —12x +36 = 2(x — 3)?> + 18

Kwadrat iicagzany kopeldijilere dagytmak

Teorema. Eger x; we x, sanlar ax? + bx + ¢ kwadrat
licagzanyn kokleri bolsa, onda ony

ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x3)
gorniisde anlatmak bolar.
Subudy. ax? + bx + ¢ kwadrat iigagzany a — ny yayyh dasyna
cykarmak arkaly 6zgerdeliil. Onda alarys:

ax2+bx+c=a(x2+gx+§)
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ax? + bx + ¢ kwadrat licagzanyn koklerinif
ax?+bx+c=0 kwadrat defilemidnin hem  kokleri
bolyéndygy ii¢in, Wiyetin teoremasyny ulanyp alarys:

b c
x1+x2 = _Z, xl'x2 =Z
Yayyi i¢indiki dfilatma garalyii:

b c
x? +ax+5=x2—(x1+x2)x+x1-x2 = x% —xyx —
—X2X + X% = x(x — x1) — x2(x —x1) = (0 — x1) (X — x2)
Seylelikde,
ax?+bx +c=a(x —x)(x —x3)
Mysal: 3x2+7x —10 kwadrat iigagzany kopeldijilere
dargatmaly.

Couziilisi: 3x2+7x—10=0
D=7%-4-3-(=10) = 169
_ 7413 6 _Z7-13_-20 1
MTTH3 TeT v 2T _16 - 73
3x2+7x—10=3(x—1)<x+3§)

3x%2 +7x— 10 = (x — 1)(3x + 10)

Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Asakdaky funksiyalaryi haysylary artyan, haysylary

kemelyin?

1. y=6x+5 2. y=2x+1
3. y=35x—-13 4. y=x+10
5. y=12—-x 6. y=15x—-4,5

Funksiyanyn nollaryny tapyii:
7. y=-07x + 14
8. y=0Bx—-18)(x+7)

6+3x
9. y= x2+1
3
10. y = (x—1)(x+2)

11. y =4(x*+9)

11



12, y =2x(x + 3)

Kwadrat iicagzanyn koklerini tapyn:
13. x2 —x—12

14. —2x%> —x—0,125

15. 9x% — 9x + 2

16. —0,5x% + 3,5x

17. 10x* +5x -5

18. x> —2x—8

19. —4x? + 24x — 36

20. 4x% — 4

Kwadrat iicagzany kopeldijilere dargadyn:
21. x% —4x — 45

22. x> +10x — 11

23. 3x2—7x+ 4

24, 5x%> —8x + 3

25. 2x% —5x+3

26. 3x% —13x + 14

Droby gysgaldyii:
3x+3 4x2-3x-52
21. 4x2+?£x—1 28. 3x 12
og b 30. 2y?—9y+4
b%2-b-6 y2-16
Jogaplary:

7. 20,8.(=7;1), 9. +V/—1, 10.(=2;1), 11. 43, 12. +v/3,
13.—3-4 14. —l 15, 1-3 16. 0:7, 17. —1;%, 18. —2;4
19. =2 20. —11 21. (x—9)(x+5)
22, (x—l)(x+11) 23.3(x — 1) (x——)

24. 5(x— 1) (x = 2), 25. Z(x—l)(x——)

26.3(x — 1) (x——) 27. =%, 28 2 29 22
2y-1
" 2(y+4) ]
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II1 BAP. DENLEMELER WE DENLEMELER
SISTEMASY

Bitin dernilleme we onuti kokleri

Gosmak, ayyrmak, kopeltmek we noldan tapawutly sana
bolmek amallarynyin komegi bilen diiziilen anlatmalara bitin
anlatmalar diyilyar.

Biragzalar, kopagzalar bitin anlatmlardyr.
(4x — y)(x® — xy — 6y3%), a® — (a + b)(a® — 7b),
5q — 23 ogm2.5
Cep we sag bolekleri bitin anlatmalar bolan denlemelere bitin
anlatmalar diyilyér.
Meselem, 3(x2+2)(x—2)=7x—(x+9) (1)
- =y @
denlemeler bitin denilemelerdir.
(1) denlemede yaylary acalyn, agzalarynyin hemmesini ¢ep
bolege gecirelin we menzes agzalary toplalyi.
3x3—6x?+6x—12=7x—x—9
3x3-6x2—-3=0
x3-2x2-1=0
(2) denleméninin ¢ep we sag boleklerini 6 — & kopeldip, bu
denileméni yokarky deiilema yaly 6zgerdeliii:
y5S—1-2(y?+1) = 12y?
y5 —1—2y%2—2=12y2
y5 —14y2 -3=0

Bir nébellili iicinji derejeli defilemelerin c¢oziilisi

ax® + bx? + cx + d = 0 gorniisli deilemi bir nibellili
t¢inji derejeli denileme diyilyér(bu yerde a,b,c,d — kibir
san,0zem a # 0).
ax®+bx?*+cx+d=0 (1)
13



gorniisli liginji derejeli defilemi seredelin.

Eger b,c,d — koeffisiyentler bitin sanlar bolsa, onda (1)
denllemdninn bitin koklerini d — erkin agzanyi bolijilerinin
arasyndan go6zlemeli. Hacanda x; bitin kok tapylan bolsa,
ax® + bx*+ cx +d =0 kopagzany (x —x;) — e bolyiris.
Bolinmekden emele gelen pay — ikinji derejeli kopagzadyr.
Ony nola denlédp, kwadrat defileméni alarys.

Mysal: x3—x% —8x+12 =10

Coziilisi: Denleméanin bitin koklerini +1,+2,4+3,+4,+6
sanlaryn arasyndan go6zlilin, sebébi olar azat agzanyn bolijileri
bolup duryirlar. Bu sanlary barlap, x = 2 koki tapyarys.

x3—x? — 8x + 12 kopagzany x — 2 ikiagza bolyiris we payda
x% 4+ x — 6 kdpagzany alarys.

x3—x%?—-8x+12|x—2
x3 — 2x2 x> —x—6

x? — 8x
x% —2x
—6x + 12
6x + 12

0
x3—x2—-8x+12=(x—-2)(x>?—x—6) =
=(x—-2)x—3)(x+2)=0
x—2=0, x—3=0, x+2=0
Kopagzanyn kokleri: x; = 2,x, = 3,x3 = —2.

Bir nibellili dordiinji derejeli defilemelerin c¢oziilisi

1. ax* + bx? + ¢ = 0 gorniisli defileme.

ax* + bx? + ¢ = 0 gorniisli denilemi bikwadrat derileme
diyilyar.(bu yerde a # 0).
Bikwadrat denlemd dordiinji derejeli denleménin hususy
halydyr. x? = y ornuna goymany gegirip, bikwadrat detileme
ay? + by + ¢ = 0 gorniisli kwadrat defilemi getirilyir.
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ay?+ by +c =0 detleminin y;,y, koklerine baglylykda

asakdaky yagdaylaryn bolmagy mumkin:

1). y; = 0,y, = 0 bolanda bikwadrat denlemanin dort sany

hakyky koki bar: x; , = +,/y3, X34 = +/¥2

2). y; = 0,y, < 0 bolanda bikwadrat denlemaénin iki sany
hakyky kéki bar: x,, = +./y;

y; < 0,y, = 0 bolanda hem edil sonuil yalydyr.

3). y1<0,y, <0 bolanda bikwadrat denleménin hakyky

kokleri yokdur.

Mysallar:
1. 4x* — 5x2 + 1 = 0 denleméni ¢ozmeli.
Couziilisi: xt=y

4y* -5y +1=0
D=b?>—4ac=(-5)?—-4-4-1=25-16=9
_-b+VvD 5+3 8

NEToa T24 8
_—b—-vD 5-3 2 1
Y2 =T T 2.4 8 4

x? = 1 denileméanin kokleri: x = =1, x = 1

xz=ideﬁlemﬁniﬁk6kleri:x=—%, x=%

Jogaby: —1;1; —%; P

2. x* — 8x? — 9 = 0 defilemini ¢dozmeli.
Couziilisi: x2=y
y2—8y—-9=0
D=0b%—4ac=(-8)>—-4-(-9)-1=64+36 =100
~-b++VD 8+10 18

17700 2 7 =
_—b—-VvD 8-10 -2
V2= T T T 2 T2 T
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x? = 9 denileminin kokleri: x = —3, x = 3
x? = —1 denleminin kokleri yokdur.

Jogaby: —3;3
2. ax* + bx3 + cx? + dx + e = 0 gorniisli defileme.

apx™ +ax" 1+ +a,=0 (1)

Denleménin rasional koklerini tapmak tigin diirli usullar
ulanylyar(bu yerde ay, a4, as, ..., a, — bitin sanlar). Olaryn biri
(1) defileménif iki bolegini hem afi~! — e kdpeltmekden , soiira
bolsa agx = t belgileméni girizmekden ybaratdyr.

Beyleki usul (1) deileménin rasional koklerini Z gorniigde

gozlemekden ybaratdyr ( bu yerde p san a,, — inl boliijisi; g san
bolsa a, — n bolijisidir we p bilen g sanlar 6zara yonekey
sanlardyr).
Mysallar:
1. 4x* 4+ 8x3 + x? — 3x — 1 = 0 denileméni ¢dzmeli.
Coziilisi: Denleméanin iki bolegini hem 4 — e kopeldip we
2x = t ornuna goymany gegcirip alarys:

C)*+4(2x)3+ (2x)?—-6(2x) —4=0

t*+4t3+t2—6t—-4=0
Azat agzanyn boliijisi —1 denleménin kokiidir. Onda
t=—-1,t3+3t?-2t—4=0
Bu denleménin bir koki —1. Onda
t=—1,t*+2t—4=0

t=—1t=-1+v5, x=-05, x = 25
Jogaby: —0,5, _1;—”6
Deilleméni bagga usul bilen ¢ozelin:
4x* + 2x3 + —x? —Ex—1= 0
4 4 4
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H

+- — azat agzanyn bdlijileridir. Bu sanlary barlap,

N

1
2’ 1 3 1
x = — taparys. 4x* + 2x3 + sz —2x—>=0 kdpagzany
X +% bélup, payda x3 + %xz — %x —% kopagzany alarys. Bu

kdpagzanyn kokini hem yokarky yaly taparys: x = — % Ondan

y 3 1.1 1
sofra alarys: x° +-x? —2x —-=0, x = —-,
1 -1+V5
xz—x—1=0;x=—5,x= .

-14/5
2

Jogaby: —%,
Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Dernleméni ¢oziin.
Ax+3)—-3(x+2)-2(x+1)+x=0

. (x—1)+2(x—2)+3(x—3)=6(x—2§)
. ((3x —54)-8—159):21 =21
sBx—6)=2(7x—21)+9
(2x+1)2 1 x(x+3) _ (2x-1)?

4 24 2 6
x(2-x) (x—3)2 6 (4—x)?

6 2 5 3
(3—x)? _ x(x-12) | (3-x)(x—12)

9 18 , 36
. 2(1 _ ) _ (x—21) _ (x—31) + (x+1§x—1)
(4x —1)2+38=(2x—-3)(8x—1)
10. 202+ (25x — 2)(1 + 3x) = LZHARD

3
11. 05x —7=05x(x—-3)(x+1)

12. x(x—11)+36 = (6 —x)(x+ 6)
Denleménin bitin we hakyky koklerini tapyn:
13. x3—5x+4=0

14. 2x3+x2—13x+6=0

15. x3-3x2+2=0

16. 2x3 —3x2—-3x+2=0

H

X =

2
3
4
5
6.
;
8
9.
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17. x3—-7x—6=0

18. x34+9x%2+11x—21=0

19. x3—-5x2+3x+1=0

20. x3+7x%2+4x—-2=0

Derlemeleri tize nébellini girizmek usuly bilen ¢oziin:
21. (x> +6x)%>— (x2+6x) =14

22. 2x*2+3)2-7(2x*+3)+10=0

23. 3x?2+4)2—-10(3x2+4)+21=0

24, (x> +5x)> —4(x>+5x)—12=0

25. (x? +4x)?> —3(x*>+4x) =10

26. (x> —4x)?>—-2(x*—-2x)—15=0

27. (x%? +8x)?%(x%? + 6x — 6) = 280

28. (x? —9x)?(x?> —9x — 12) = 160

29. (x?+4x—1)(x*+4x+3) =12

30. x*—-3x—-5(x*-3x+1)=-5

Jogaplary:

1. yok, 2. titkeniksiz, 3. 43, 4. =5, 5. (=2;13),
6. (0;2),7. (0;21), 8. (=6;1),9.-2,10. 1,

11. (=3,5), 12. 0, 13. x =1, 14 x = 2,x = -3,
15. x=1, 16. x=%,x=—1,x=2, 17. x=-2,x =
—1,x = 3,

18. x=—-7,x=-3,x=1, 19. x=1,x =2 ++/5,
20. x=—1,x=-3++11, 21. 1; =7; =317,

22. (1; -1), 28. (1; -1), 24. (=6;1; =217},
25. (1; =5; =2 ++v2), 26. (-1;1;3;5,)

27. (-10;2; —4 £+2), 28. (1;8;9 +V161),
29. (—2£+7), 30. (1;4;0;3).
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IKi nibellili defilemeler sistemasynyn ¢oziiwler kopliigini
koordinata tekizliginde sekillendirmek

Eger goni ¢yzykler kesisydn bolsalar, onda olaryn bir sany
umumy nokady bardyr. Onda berlen denlemeler sistemasynyn
dine bir ¢oziiwi bardyr.

Eger goni ¢yzyklar parallel bolsalar, onda olaryn umymy
nokatlary yokdur. Onda berlen denlemeler sistemasynyn
¢oziiwi yokdur.

Eger goni ¢yzyklar biri-birine gabat gelydn bolsalar, onda
berlen denllemeler sistemasynyn tiikeniksiz kdp ¢oziiwi bardyr.

Mysallar:

1. Deitilemeler sistemasyny ¢ozmeli.
6x — 3y =12
{ 3x+y=6

Coziilisi: Her denlemede y — i x — in {sti bilen anladyp, berlen
deiilemeler sistemasyna dengiiycli sistemany alarys:
y=2x—4 @)
{y =—-3x+6 (In
y = 2x —4 deillemeden taparys: eger x =4 bolsa, y =4
bolar, eger x =0 bolsa, onda y = —4 bolar. Diymek, (I)
denleminin grafigi (4;4) we (0; —4) nokatlardan gegyédn goni
cyzykdyr.
y = —3x + 6 deillemeden taparys: eger x =0 bolsa, y =6
bolar, eger x =3 bolsa, onda y = —3 bolar. Diymek, (2)
denlemanin grafigi (0; 6) we (3; —3) nokatlardan gegyén goni
cyzykdyr.
Goni ¢yzyklar (2; 0) nokatda kesisyarler. Diymek, denlemeler
sistemasy yeke-tik x = 2 we y = 0 ¢dziiwe eyedir.
2. Berlen denllemeler sistemasynyi nédc¢e ¢ozliwinini bardygyny
anyklamaly:
6x —5y =2
{4x -2y =10
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Coziilisi: Denlemelerin ikisinde hem y — i x — in {sti bilen
aiiladyp, berlen deiilemeler sistemasyna denigiiycli sistemany
alarys:
—5y=—-6x+2 |, y=12x-04
{—2y= _4x+10,ya-da{ y=2x-5

Birinji denlleménin burg¢ koeffisenti 1,2 — 4, ikinjinki bolsa 2 — &
den. Gorsiimiz yaly, olar diirli-diirli. Diymek, bu goni ¢yzyklar
kesigydrler. Onda denilemer sistemasynyn yeke-tdk c¢oziiwi
bardyr.

3. Deiilemeler sistemasynyi nige ¢oziiwi bar:

{ 2x+y =11 @)
8x +4y =20 (11)
Coziilisi: Denlemelerin ikisinde hem y — i x — in isti bilen

anladyp, berlen deillemeler sistemasyna dengiiy¢li sistemany
alarys:
y=-2x+11 , y=-2x+11

{4)1 = —8x+20°ya'da{y= —2x+5
Denlemelerin burg koeffisiyentleri defi, emma olar dengiiy¢li
denllemeler déldirler. Diymek bu denlemelerin grafikleri
paralleldirler, bu denlemeler sistemasynyn ¢oziiwi yokdyr.
4. Detilemeler sistemasynynl ndge ¢6ziiwi bar:

{12x+6y= 18 @)
14x + 7y = 21 )
Coziilisi: Denlemelerin ikisinde hem y — i x — in {sti bilen

anladyp, berlen denilemeler sistemasyna dengiiy¢li sistemany
alarys:

6y =—12x +18 |, y=—-2x+3

{7}1 = _14x 4 21 Y202 {y =—2x+3
funksiyanyn grafikleri biri-birine gabat gelyarler, sebédbi bu
deiilemeler dengiiy¢lidirler. Munun 6zi sistemanyn tiikeniksiz
kop ¢oziiwiniii bardygyny anladyar.

20



Biri birinji, beylekisi ikinji derejeli iiytgeyén iki ululykly iki
dernilemeler sistemasyny ¢c6zmek

Uytgeyin iki ululykly defilemeler sistemasyny ¢ozmek —
sistemanyn defillemeleriniii her birini dogry denlige Owiiryin
iytgeyan ululyklaryin bahalar jiibiitini tapmak diymekdir.
Basgaca aydylanda, denlemeler sistemasyny ¢6zmek su sistema
giryan denlemelerin  ¢oziiwler kopliiklerinin  kesigsmesini
tapmak diymekdir. Deiilemeler sistemasyny ornuna goymak
usulyny peydalanyp ¢6ziip bolyar. Munui {i¢in birinji derejeli
denlemeden tiytgeyéan bir ululygy beyleki bir tiytgeyan ululyk
arkaly anladyarlar we tapylan anlatmany ikinji derejeli
denlemede goyyarlar. Derejesi ikiden yokary bolmadyk
iytgeydn bir ululykly denillemini alyarlar. Ony ¢oziip, sol
iytgeydn ululygyin bahasyny tapyarlar, sonira bolsa beyleki
iiytgeyédn ululygyn bahalaryny tapyarlar.

Mysal: Denlemeler ulgamyny ¢6zelifi:
x+2y=1
{xz —3xy —2y%*=2
Coziilisi: Birinji denlemeden uytgeyan x ululygy y arkaly
anladalyn: x = 1 — 2y, ikinji denlememede x — anlatma derek
1 — 2y anlatmany goyup, liytgeyén ululykly defileméni alarys:
(1-2y)* =31 —2y)y —2y* =2
1—4y+4y? -3y +6y2 —2y%> =2
8y2—-7y—-1=0
1

= —=, :1
Y1 3 V2

Tapylan y - in bahasyny birinji defilemede goyup, x — in
bahasyny tapalyn. x; =1 —2- (— %) = 1%
X,=1-2-1=-1

Jogaby: (1%; —%) ,(=1;1)
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IKi niibellili ikinji derejeli iki defilemeli sistemanyn ¢oziilisi

Eger sistema iiytgeydn iki ululykly ikinji derejeli iki
denilemeden diiziilen bolsa, onda onun ¢oziiwini tapmak,
adatga, kyn bolyar. Ornuna goymak usulyny ya-da deiilemeleri
gosmak usulyny peydalanyp, ayry-ayry hallarda solar yaly
sistemany ¢6zmek bolar.

) x2_y2_
I\/Iysal.{ Xy =6

5 .. . .
denlemeler sistemasyny ¢ozelin.

Coziilisi: Ornuna goymak usulyny ulanyp alarys: y =

61 2
x? — (—) =5
X
X1 _3, Xy = 3
y1=-2, Y, =2

X

Jogaby: (—3; —2),(3; 2)

5 {xz +y? =313
‘(x2—y2=25
Coziilisi: Denlemelerini agzama-agza gosup alarys:
2x* =338, x?=169
x, = —13, x, =13
y, = —12, y, = 12

Jogaby: (—13;—-12),(13;12)

Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Denlemeler sistemasyny grafiki usulda ¢oziin:
1 {xz +y% =25
"(x—y=-6
) {xz +y2 =20
' xy = —8
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(x*+y* =16
x+y+2=0
xy =8
x+y+3=0

xX—y=2

X2 +y%2 =4

x2+y2=1

y=x*+1

x+y=2

[y =x?

2x—y =0

8, y
y=x

2x—y =0

x2+y=3

3x2 -2y =4
4x +3y =2
x2+3y=1

x% + 4xy + y?

x—2y

x-2)(y+2)=

2x+y—6
1

10.

11.

12.

1
3
x% + 2xy
13.

14.

+y—3
{L_L_l
z2 y-
15. {x +xy =10
y? +xy—15
16'{x +y3 =35
xy(x+y) =30

Denlemeler sistemasyny usullary ulanyp coziin:
2 2 _
17 {x +y° =12
xy =—6
23



x2—y%2=9
( xy =20
x2—y2=7
x?+y? =25
x? +2y? =228
3x2 —2y? =172
x2+y2=18
( xy=9
x2—y2=11
xy = 30
x?+y% =61
x?—y2=11
x?—2y? =14
x?+ 2y =18
xy+3x—4y =12
xy+2x—2y=9
x2+3x —4y =20
x2—-2x+y=-5
(2x —3xy +4y =0
(x+3xy—3y=1
(y2+3x—y=1
y?2+6x—2y=1
xy +x =56
xy+y =54
3x —xy =10
U A
Jogaplary:
1L 2.(4-2),(-42),(2;,—4),(=2,4),
5. (2;0),(0;-2), 6. (V=3;-2),(—V3;4),
7. (1;0),(=2;4), 8. (0;0),(2;4), 9. (—3; —6),(1;2),
10. (2; —2),(4,4; —5,2), 11. (1;0),(4; —2),

2

12. (1; -1), (25 -13),

18. ;

19. ;

20. ;

21. j

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.
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13.
15.

17.

18.
19.
21.
23.

24,
26.
28.
30.

(2;2),(0,75;4,5), 14. (0;3),(4; —1),
(=2;-3),(2;3), 16. (2;3),(3;2),

6 6
(7 —v8). (- Vo).
(£4vV=T1; £5V—1), (&5; +4),
(4;3),(—4;-3), 20. (10;8),(—10;-8),
(3;1),(=3;1), 22. (5;6),(—5;-6),
(6;5), (—=6;=5),

(4;1), (=4, 1), 25. (4; %) ,(=3;-3),
(1;-4), (0;=5), 27. (1;-2),(=;—3)

(l; 1) , (—g; —1), 29. (8;6), (187; —;),

3

(5;1), (—2; 18).
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III BAP. PROGRESSIYALAR
Arifmetiki progressiyanyii n — nji agzasynyin formulasy

Ikinji agzadan baglap her bir agzasy 6n yanyndaky agzanyn
iistline sol bir sanyn gosulmagy bilen alnan yzygierlige
arifmetik progressiya diyilyar.

Basgaca aydylanda, eger islendik n natural san iigin
an+1 = an + d (buyerde d — haysydyr bir san) sert yerine
yetyan bolsa, onda (a,) yzygiderlige arifmetik progressiya
diyilyér.

Meselem, ag=as+d; aqo0=ag9+d >0 bolanda
arifmetik progressiya artyar, d < 0 bolanda kemelyér.

Ikinjiden baslap, onuii islendik agzasy bilen, 6f1 yanyndaky
agzanynh tapawudynyn d denligi, arifmetik progressiyanyn
kesgitlemesinden gelip ¢ykyar, yagny islendik n natural san
ticin

d=an41—ay
deiilik dogrudyr
Mysallar:
1. Yzygiderligin artyandygyny ya — da kemelyéndigini
kesgitlemeli
-3,-5,-7,-9,—-11, ...
Coziilisi:
-3,-5,-7,-9,—11, ... yzygiderlik a; = -3 d = —2 bolan
arifmetik progressiyadyr we ol kemelyandir, sebédbi
-3>-5-5>-7, -7>-9,-9> -1
2. Goy, a;=-3,d=05 berlen bolsun. Arifmetik
progressiyany yazmaly.
Coziilisi: Agzalary
a,=a;+d=-3+05=25
a;=a,+d=-25+05=-2
a,=a3;+d=-2+4+05=-1,5
as=a,+d=-15+05=-1
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ag=as+d=-1+05=-05
a;=a¢+d=-05+05=0
ag=a;+d=0+05=0,5
bolan arifmetik progressiya berilydr. Onda seyle arifmetik
progressiyany yazarys:
-3;-2,5; —-2; —1,5; —1; —0,5;0;0,5; ...

K4 halatda arifmetik progressiyada tutus yzygiderlige dil-de
onun ilkinji birndge agzalaryna seredilydr. Bu yagdayda
tikkenikli arifmetik progressiya barada giirriin edilyar.

Arifmetik progressiyanyn kesgitlemesi boyunca alarys:

a, =a;+d
az=a,+d=(a,+d)+d=a,; +2d
a,=az3+d=(a,+2d)+d=a,+3d
as=a,+d=(a,+3d)+d=a, +4d
ag=as+d=(a,+4d)+d=a, +5d

Edil sonun yaly a; = a; + 6d alarys we, umuman, n — nji
agzany (a,) tapmak iicin (a,) birinji agzanyn istiine (n — 1)d
anlatmany gosmaly, yagny

a, =a; +d(n—-1)

Biz  arifmetik  progressiyanyn n —mnji = agzasynyi
formulasyny aldyk.

Bu formulany ulanyp, mesele ¢ozmegin mysallaryny
getirelin.

3. Progressiyanyn 51 — nji agzasyny tapmaly:

75;73:;5;72; ...

Cozilisi: Onun tapawudy d = 73,5 — 75 = —1,5; sonun {i¢in
as; =75+ (-1,5)-(51—-1) =0.

Arifmetik progressiyanyn esasy hisiyeti:

Yzygiderlik birinjiden ( eger tiikenikli arifmetik progressiya
bolsa, it soitkudan) basga her bir agzasy, onun o6iiindidki we
yzyndaky agzalarynn orta arifmetiki bahasyna den bolan
yagdayynda we difle sol yagdayda arifmetik progressiyadyr:

4. = an-1 + An+1
" 2
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Arifmetik progressiyanyi ilkinji n agzalarynyn jeminin
formulasy

Iki bilen arifmetik progressiyanyn basyndan we ahyryndan
den daslasan islendik iki agzasynyn jeminin birinji we in sonky
agzalarynyn jemine, yagny

a, +ap_1=(@+d)+(a,—d) =a,+ay,,
azt+an;=(az+d)+(ap1—d) =a;+apn1=a;+ay
aytanz=(@3+d)+(ap,—d)=az+a,,=a;+ay
we s.m
Indi jemin dhli gosulyjylaryny tdzeden, artyan tertipde:

S=a,+a,+az++a,_,+a,_1+a,
we kemelyén tertipde
S=a,+ap_1ta,+--+az+a,+a
tizeden yazalyn hem — de iki denligi — de agzama — agza
gosalyn. Onda alarys:
25, = (a1 +ap) + (az+apq) + (@3 +apz) + -
+ (ap—2 + az) + (ap-1 + a;) + (a, + ay)
Deiligin sag boleginde sanlaryn n sany jiibiidi 0zara
gosulyarlar we olaryn her biri a; + a,, jeme deiidir. Sonun ii¢in
28, = (a1 +a,) n

Soniky derliginn iki bolegini — de 2 — & bolip, arifmetik
progressiyanyn birinji m agzasynyn jeminin formulasyny
alarys:

S, = (a1+an)'n.
2
Ozbasdak islemek iicin mysallar
a, yzygiderlik arifmetik progressiyadyr. Eger:
a; = 10 d = 3 bolsa, ag — ny

1. a; =68d = —1,5bolsa, a,, —ni
2. a; =—2,3 d =1,7 bolsa, az; —ni
3. a = 9,1 d =2 b0|Sa, a7 — I’]I
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4. a; =3,5d=-0,7bolsa, azg -y
5 a; =—4,1d = 4 bolsa, asy —ni tapyn

a,, yzygiderlik arifmetik progressiyadyr. Eger:
6. ¢;=-2 d=0,3 bolsa, c;, —ni

7. ¢, =17 d = 0,5 bolsa, c35 —ny

8. ¢4 =-3,2d=15bolsa, c,5 —1i

9. ¢g=-3,2d=-15bolsa, cy5—1i

10. ¢; =57wed = —2,9 bolsa, c,g -y

Arifmetik progressiyanyi birinji on agzasynyn jemini
tapyn:
11. 4;8;12;16; ...;

12. 2.3,
3’4’

13. 5;2;—-1;—4; ...;
14. 3;7;11;15;...;

ey

Hasaplamaly:
15. 1 —den 99 — a ¢enli dhli tik sanlaryn jemini tapyn
16. 2 — den 100 — e ¢enli &hli jiibiit sanlaryn jemini tapyn

Hataryn n agzalarynyn jemini hasaplai:
17 1-3+4+5-7+-;
18. 1-2+3—-4+-

Eger
19. a; —ag+a, =— Weag—a; = 2ay;
20. 54_S6+2a5+a3 =0 WESZ +S3 :2,
21. S3=-3, S3=10, S, =35
bolsa, arifmetik progressiyany tapyn.
Eger
22. a; =1 We S5 =7 (S10— Ss)
23. a, a, az = 120, aq + a, + as = 15
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bolsa, arifmetik progressiyany tapyi.

Jogaplary:
1. g = 25, 2. aAyy = _24‘,7, 3 as1 = 4‘8,7, 4, ai; = 4‘1,1
5. Q39 = _23,1 ' 6 Qg = 191,9 y 1. Ci2 = 1,3 y 8 C36 =

34‘,5 y 9 C23 = 29,8 y 10 C23 = _37,7, 11 510 = 220 y
125

12 510 = 220, 13 510 = E, 14 SlO == _85,
15. S, = 210

Geometrik progressiyanyn n - nji agzasynyn formulasy

Kesgitleme. Ikinjiden baslap her bir agzasy o6n yanyndaky
agzanyn sol bir sana kopeldilmegi netijesinde alnan, her biri
noldan tapawtly bolan sanlaryn yzygierligine geometrik
progressiya diyilyar.
Basgaca aydylanda, eger, islendik natural n iigin b, # 0 we
b,+1 = b, " q sert yerine yetydn bolsa, onda b, Yyzygiderlik
geometrik progressiyadyr.

Geometrik progressiyanyn kesgitlemesinden, onuii ikinjiden
baslap islendik agzasynyi 611 yanyndaky agza bolan gatnasygy
by+1

"L = g denligin

q denligi, yagny islendik natural n — de

dogrudygy gelip ¢ykyar.
q sana geometrik progressiyanyn maydalawjysy diyilyar.
Eger g progressiyanyn maydalawjysy 1 — den uly bolsa,
onda b; >0 bolanda progressiya artyan, b; < 0 bolanda
kemelyandir. Eger ¢ = 1 bolsa, ona geometrik progressiyanyn
dhli agzalary 6zara dendirler. Geometrik progressiyany bermek
iicin onuil birinji agzasyny we maydalawjysyny gorkezmek
yeterlikdir.
Meselem, eger b; = 432 we q = § bolsa,

1
432;144;48; 16; 55;

geometrik progressiyany alarys.
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b, =7+ 5V2we q=+2—1 sertler bilen
7+5V2 3+2V2 V2+1,15V2-1;..
Geometrik progressiya berilyér.

Eger b, = —3we g = —1 bolsa, —3;+3; -3; +3; —3; ....
geometrik progressiyany alarys.

Eger b, = 6 we g = 1 bolsa, 6; 6; 6; 6; 6; ... geometrik
progressiyany alarys.

Geometrik ~ progressiyanyn  birinji =~ agzasyny = we
maydalawjysyny bilip, yzygiderli ikinji, li¢linji we umuman,
islendik agzasyny tapmak miimkin:

b, = b1q

bs = b,q = (b19)q = b1q*

by = b3q = (b1q*)q = b1 q®

bs = byq = (b14*)q = by q*
Edil sonuii yaly bg = byq°, b, = b;q® birnige agzalary
tapylyar. Umuman b, — i tapmak ii¢in biz b; — i, g™ ! — e
kopeltmeli bolarys, yagny

b, = b q""!

Biz geometrik progressiyanyn n — nji agzasynyn formulasyny
aldyk.
Mysallar:
1. Geometrik progressiyanyn b; = 1 we g = 3 bolsa, onda

bg — i tapmaly.

Coziilisi: Geometrik progressiyanyn n — nji  agzasynyn
formulasy boyunca taparys:

bg =1-37 = 2187.
2. Eger b; = 2 we b; = 1 bolsa, (b,,) geometrik
progressiyanyn 10-njy agzasyny tapyi.
Coziilisi: Geometrik progressiyanynl  birinji  we {giinji
agzalaryny bilip onuil maydalawjysyny tapyp bolyar.

b; = b;q? bolany ii¢in g% = Z—j = % q? = %deﬁlemﬁni ¢Oziip

taparys:
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_1_2 o dag=—_Lt-_"2
q_ﬁ_z ya—Qaq = N 2

Seylelikde, meselénin sertini kanagatlandyryan iki progressiya

Eder g = g bolsa, onda, b, = b,
9

o o (V2) 22 2

2 2°
Meselanii iki ¢oziiwi bar: byo = 22 ja—dabyg = — =
Goy, by—1, by, by+1 geometrik progressiyanyi ii¢ yzygider
agzasy bolsun, bu yerde n san 1 — den uly bolan islendik
natural san. Onda alarys:
bn — bn+1 .
bno1  bn '
Bu gatnagyklaryn her biri progresiyanyn g maydalawjysyna
dendir. Proporsiyanyn hisiyeti boyunga alarys:
bj = by_1byyq.
Kwadraty berlen sanlaryii kopeltmek hasylyna deni bolan sana
olaryn orta geometrik bahasy diyilyar.
Meselem, 6 san 4 we 9 sanlaryn orta geometrik bahasydyr,
sebibi 62 = 4 - 9.
Seylelikde, geometrik progresiyanyn ikinjiden baslap islendik
agzasy onun bilen gonsy agzalaryn orta geometrik bahasyna
dendir.

Geometrik progressiyanyii ilkinji n agzalarynyn jeminii
formulasy

Goy (b,,) geometrik progressiya berlen bolsun. Geometrik
progressiyanyn birinji n agzasynyn jemini S, bilen belgilélin:
Spo=by+by+bs+--+b,_1+b, (1)
(1) denligin iki bolegini — de g kopeldelin

S$nq = byq +byq + b3q + -+ by_1q + bpq
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asakdakylary goz oniinde tutup alarys,
b1q = by, byq = b3, b3q = by, ...,bp_19 = by,
onda
Snq = by + bz + by + -+ by, + byq (2)
(2) denlikden (1) denligi ayyralyn:
Spq —Sp=(by+bs+by+-+b, +bq) —
—(by+by+b3+ -+ b,y +by) =b,q—by
Sn(@—1) = bpq — by.
bu yerden q # 1 bolanda
bnq - bl
Sn = =1 )
gelip ¢ykyar.
Biz geometrik progressiyanyi ilkinji n agzalarynyn jeminin
formulasyny aldyk. Bu yerde
q # 1. Eger g = 1 bolsa, onda progressiyanyn dhli agzalary
birinji agza dendir we S,, = nb;,.
Jemin formulasynda b, agzany, b;q™ ! bilen calyssak, ony
basga gorniisde yazyp bolar:
_byq"'q—by  bi(q"—1)
q—1 - og-1 "
egerq # 1 (1

q-1
Mysal: b; = 1 we q = 2 bolan (b,,) geometrik progressiyanyn
birinji otuz agzasynyn jemini tapmaly.

Coziilisi: Progerssiyanyn birinji agzasynyi we
maydalawjysynynl  belli bolany 1{¢in (II) formuladan
peydalanmak amatly bolar.

Alarys:
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bi(¢"-1) 1-(2*¥-1)
g—1 2-1
= 4294967295.
Ozbasdak islemek iicib mysallar:

=2%2-1

Asakdaky geometrik progressiyanyi n — nji agzalarynyn
formulalaryny tapyn:
1. 81;54; 36; ...;
—256; —192; —144; ...;
—V2;1; —0,5V2; ..;
2 —+/3;7 —43;26 — 15V3; ...;
%(\/§+ 3); V5 +1;4;...;
5;—=5;5; =5;...;
eometrik progressiyanyn 7—nji agzasny hasaplai:
5;10; 20; ...;
1100; 110; 11;...;
6;3;1,5;...;

5 3 1
55; —32; ZE;...;

© oNOoQ 9 &~ w®DdPE

Geometrik progressiyada:
12

10. b1=76§,n=6, bg = ——
11. by = =207, n=5, bs=—

bolsa, onuii maydalawjysyny we agzalarynyn jemini tapyn.
Geometrik progressiyada:
12. q =4, n=8, bg = 49152

13. q =25, n=6 bs=—3125

bolsa, onuii birinji agzasyny we agzalarynyn jemini
kesgitlan.
Geometrik progressiyada:
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14. q=2,n=9, Sy=1533
15. ==, n=5 S5 =32

bolsa, onuii birinji we in sofiky agzasyny tapyi.
Geometrik progressiyada:
16. by =1, b, = =512, §, = =341

17. b, =§, b, = — o1

T Tass’ On T 70z
bolsa, onufi agzalarynyi sanyny kesgitlin.
Jogaplary:
1. b, =33*n.n"1 2 p =10-2.3n-1
n 1 n-1 n
3 5, =2 —VE(-3)" 4 b= (23"
-1
5 by = %(\/§+ 3)(1- \/§)n , 6. b, =5(-1)"1,
N
7. b; = 640, 8. b, =11-10% 9. b7:6.(5) ,

n—-1
10. 55 =2 (- §) , 11. S, = —896, g = —2,
12. S;=—-30, g =+, 13. Sy = 65535, b, = 3,

14. Sg = 5187, b, = =32, 15. b, =3, by = 768.

Wl
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IV BAP.TRIGONIMETRIK ANLATMALAR WE
FUNKSIYALAR

sina=y, cosa =x,
tga =%, ctga =

RIAR

sin®x + cos’x =1
taq = sina ctaa = cosa
ga = cosa’ ga =

sina
Erkin burcui sinusy, kosinusy, tangensi we kotangensi

a yiti burgun sinusy diyip, Ulg¢bur¢lugyn « burgun
garsysynda yatan katetiniii gipotenuzasyna bolan gatnasygyna

aydylyar: sina = g—g

a yiti  burcun  kosinusy  diyip,
ticburclugyn a burga seplesydn katetiniii
gipotenuzasyna bolan gatnasygyna
aydylyar:

B

04
cosa = —
BO

& a yiti burgun tangensi diyip,

0 LA ticburclugynn a burcun garsysynda yatan

katetinini ol burca seplesyin katete bolan gatnagygyna aydylyar:

AB
tga = —
04
a yiti burcun kotangensi diyip, ligbur¢lugyn a burga
seplesydn katetinin onun garsysynda yatan katete bolan
gatnasygyna aydylyar: ctga = %
a vyiti burgun sekansy diyip, gipotenuzanyn bu burga
seplesydn katete bolan gatnasygyna aydylyar: seca = g—i
a yiti burcun kosekansy diyip, gipotenuzanyn bu burgun

garsysyndaky katetebolan gatnasygyna aydylyar: coseca = %
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formulalar arkaly kesgitlenyindigi bellidir. Oziinem olar diiie
sol burcun ululygyna bagly bolup, iigburglugyn taraplarynyn
ululygyna bagly dildir. Basgaca aydylanda bolsa, burgui
sinusy, kosinusy we tangensi burcunn funksiyalarydyr. Olara
trigonometrik funksiyalar diyilyar. Bu funksiyalaryn ters
ululyklaryda trigonometrik funksiyalar bolup, olaryin yorite
atlary hem bardyr:

sina — nyn ters ululygy kosekans diylip atlandyrylyar.

1

coseca = —
sina

cosa — nyi ters ululygy sec a yaly belgilenip, sekans diyilip

atlandyrylyar: seca = P

tga- nyn ters ululygy ctga yaly belgildnip, kotangens diyip
atlandyrylyar: ctga = —

tga

Sinusin, kosinusyi, tangensii we kotangensii hésiyetleri

sin(—a) = —sina
Meselem, eger sin 30° = % bolsa, onda sin(—30)° = —%
bolar.

cos(—a) = cosa
V3

Meselem, eger cos30° = \/2_§ bolsa, onda cos(—30°) = =

bolar.
tg(—a) = —tg(a)
Meselem, eger tg 45° = 1 bolsa, onda tg(—45°) = —1 bolar.
ctg(—a) = —ctg(a)

Meselem, eger ctg60° = \/ig bolsa, onda ctg(—60°) = —
bolar.
Sol bir argumentin sinusynyn we kosinusynyn kwadratlarynyi
jemi bire dendir.

sin?x + cos?x = 1 Q)
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Meselem, a = 30° burg ii¢in formula boyunga alarys:
sin?30° + c0s?30° =1

sin30° = ; cos30° = ?

<1)2+ V3 2_1+3_4_1
2 2) 4 4 4

a = —30° burg ii¢in hem formula boyunga alarys:

2 2
sin*(—307) + cos?(—30°) = (— %) + <\/7§> 13 12

Tangensin we kotangensin kesgitlemesinden ugur alyp,
tga =% we ctga = 22 (2)
g - cosa g -

sina

Bu formulalara hem trigonometrik funksiyalar diyilyar.
Meselem, a = 60° burg ii¢in (2) formula boyunca alarys:

o _ sin60° o _ cos60°
tg60 " c0s600’ Ctg60 ~ sin60°
sin60°=?, cos60°=%
V31 V32
0o_Y2, - _ Y2 2 _
tg60° = —:o=—-7 V3
0600 1vV3 1 2 1 3
C = —— = —t—_— = — = —
g 22 23 3 3
V31 V3 2
600 = — —— . — _ .- — _
tg(—60°) 5 R V3
1 V3 1 2 1 V3
Ctg(—60°)——: —_ ) === ——
2 2 2 V3 3 3

1

Anlatmalary 6zgertmekde trigonometrik toZdestwolaryn

ulanylysy

sin®a + cos’a =1
sin’a = 1 — cos?a
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fo2g = 1—cos’a
9= os?a
tga - cos’a =1 — cos’a
tg?a - cos’a + cos’a = 1
cos?a- (tg?a+1) =1
) 1
cos’q = ————
1+tg2a
1
cosqt = ——
J1+tgia
a — yiti bur¢dur.
Mysallar:
1. tga = 1 bolyandygyny bilip, yiti burg ii¢in cosa — ny
hasaplalyn.
e eome o 1 1 V2
Coziilisi: cosa = Nererinby ey

Dogrudan hem, tablisa boyunca tg45° = 1 we cos45° = g

Jogaby: cosa =

2. Eger tga =3 we 0 < a < 90° bolsa, 2cos?a — 3cosa
anlatmanyn bahasyny tapalyn.

1 1 1
Coziilisi: 2| —— ] —3- =2
1+(v3) 1+(v3)* 1+(v3)
3 2 3 1 3 .
4 ya& 2 2
e Y
Jogaby: —1
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Getirme formulalary

Mysallar we olaryn c¢oziilisi:
1. sin120° bahany tapmaly.

V3
sin120° = sin(90° + 30°) = c0s30° = —

2
Jogaby: sin120° = ¥
2. tg1110° bahany tapmaly.
tg1110° = tg(3 - 360° + 30°) = tg30° =
Jogaby: tg1110° = g
3.c0s%(270° — a) - ctg2(90° — «) anlatmany

V3
3

yonekeylesdirmeli.
c0s?(270° — @) - ctg2(90° — a) = (—sina)? - (—ctga)? =
., cos*a "
= sina - ——— = cos’a
sina

Jogaby: cos?a

Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Anlatmalary yonekeylesdirin:

sina
1.

+ ctga

1+cosa

cosa
. tga +
g 1+sina
cosa cosa

" 1-sina @ 1+sina

sinda+cos3a .
——— + sinacosa

sina+cosa
1-2sinacosa

2
3
4
5 —
sina—cosa
6 cos’a-sin’a
" 1+4sinacosa
7. 1+ tga)® + (1 —tga)?
8. (sina — cosa)? + 2cosa - (sina — cosa)
9. sina + cosa-tg(—a)
10. cos?a - tg?(—a) —1
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sina-ctg(—a)

11.
sinac-l?ggs(—a)
12. teca

13. sin(a — 270°)
14. cos(a —90°)
15. tg(a — 180°)
16. ctg(a —360°)
17. sin(270° — @) + ctg(90° — a) + tg(360° + a)
18. c0s(90° — ) + sin(270° — a) — cos(450° — a)
19 sin(90°+a)-sin(—a)
" cos(—a)-cos(180°+a)
sin(—a)-ctg(—a)

tg(180°—a)-cos(a—180°)
sin(90°+a)-cos(360°-a)
tg(90%°—a)-cos(270%+a)
22 sin(90°%+a)-cos(360°+a)

" tg(90%+a)-cos(270%+a)
ToZdestwolary subut edii:
23 sina-tga _ tga-sina

" sina+tga  sina-tga
24 tga+ctgB tga

ctga+tgp - tgB
tg?a-sin2?a

20.
21.

25. ———"— = —tg°a
cos?a—ctg?a 9
tga .
26. —= _ = sina
tga+tctga
tga _ ctga

27. =
1-tg2a  ctg?a-1
tga sina
28. 2= —
sina  ctga

= cosa

in2 2 4
sin“a—cos“a+cos*«

29. ——————— =tg*«a
CO; a—sin“a+sin*a
tgca+1 1

30. =

tg?2a-1  sin?a—cos?a

Jogaplary:
1 2 ) )
— 2. , 3. ., 4. (sina + cosa)?, 5. sina — cosa,
Sina . cosa cosa
cosa—sina .
. ———, 7.2sec’a, 8. —cos2a, 9.0, 10. —sin’a—1,
sina+cosa
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11. -1, 12. cosa, 18. -cosa, 19. -tga, 20. -ctga , 21.
cosa, 22. -cosa.

Burcun radian dlgegi

Islendik bur¢a sohldnin 6z baslangy¢ nokadynyn dasynda
aylanmagyndan emele gelyin figura hokmiinde garamak bolar.
Sunlukda sohléninn sagat dilinin aylanyan ugruna garsylykly
ugur boyunca aylanmagyndan emele gelen burglara polozitel
burglar, sohlédnin sagat dilinin aylanyan ugry boyunca
aylanmagyndan emele gelen burclara bolsa otrisatel burglar
diyilmeklik kabul edilendir. Bize burglaryn graduslarda,
minutlarda we sekuntlarda olgenilydndigi maélimdir. Bu
Olceglerin arasynda asakdaky yaly gatnagyklar bar:

/ ’ " ’ 1\° " 1)
19=60", 1'=60", 1'= (=) , 1" =(3)
Uzaklygy hemise santimetr, wagty sekunt, massany gramda

we s.m. bilen 6lcemeklik amatly bolmaysy yaly, burclary hem
hemise graduslarda Olgemeklik amatly daldir. Praktikada
burglary ol¢emegin basga bir Olgeg birligi — radian yygy-
yygydan ulanylyar. “Radian” s6zi “radius” diyen latyn
sOziinden gelip ¢ykandyr.

Kesgitleme. Merkezi burguin dayanyan dugasynyn ululygynyn
radiusyn ululygyna bolan gatnasygyna (l,R) bur¢uni radian
olgegi diyilyar.

Merkezi burcunn radian Olgegini ¢ harpy bilen belgildp,
kesgitlema layyklykda ¢ =é formulany alarys.

[ =R bolan halda ¢ =1 bolyandygy sebédpli, dayanyan
dygasynyn uzynlygy toweregiii radiusyna dent bolan merkezi
burca 1 radianlyk bur¢ diyilyér.
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nRa®

a® merkezi burcuni dayanyan dugasynyi uzynlygynyf [ = Too0
bolyandygy mélimdir. Onda sol burgun radian dlgegi

=L olar
? =%~ 1800 '

R radiusly toweregin uzynlygy 2nR — e deii. Ony R — e boliip,
doly towerekde 2m radianyn barlygyny anyklarys. Gradus
hasabynda doly téwerekde 360° bar.

Onda 2 = 360°, m = 180°%y yerden

0
10 = -~ 0,017rad, 1rad = 2% ~ 57017'45"
180 T

Seylelik bilen, sol bir burcuin gradus we radian Olgeglerinin
arasyndaky baglanysygy

wa
P = Tso0
formulalaryn komegi bilen graduslarda berlen burgy radian
Olceginde, radianlarda berlen bolsa gradus Olgeglerinde anladyp
bolar.

ja-da a® = 222 formula arkaly afiladyly
ya-da «a — formula arkaly an adylyar. Bu

Mysal ii¢in,
1. a® = 90° bolsa, bu burguti radian dlgegi
m90° m
= — == rad bolar.
1800 _ 2
2. a® = 120° bolsa, bu burguii radian dlgegi
w1200  2m
= — = — rad bolar.
180 3

0.
3. ¢ = 2 bolsa, onda a® = 22222 = 360° bolar,

T
180%-1  180°
~ — =~ 57,3° bolar.
3,14

4. ¢ =1 bolsa, onda a® =
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Sinus funksiyanyn alamaty 1-nji we 2-nji ¢éryekde
poloziteldir, 3-nji we 4-nji ¢aryekde bolsa otrisateldir.

Kosinus funksiyanyn alamaty 1-nji we 4-nji céryekde
poloziteldir, 2-nji we 3-nji ¢aryekde bolsa otrisateldir.

Tangens we kotangens funksiyalaryn alamaty 1-nji we 3-nji
caryekde poloziteldir, 2-nji we 4-nji ¢éryekde bolsa otrisateldir.

Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Radianlarda berlen bur¢laryn gradus 6l¢cegini tapyn:
V3

1l o= : 2. ¢ = 15—5

T T

T

5. Q= Z 6. QY = E
7. ¢ =15m 8 ===
9. ¢ = g 10. ¢ = 73—”
Graduslarda berlen burc¢laryi radian dlcegini tapyii:
11. a® =18° 12. a® =30°
13. a® =135° 14. a® = 450°
15. a® =900° 16. a® = 1000°
17. a® = 67°30’ 18. a® = 15°
19. a® =11°15 20. a® = 75°15’
Asakdaky haysy céiryegiin burclary:
21. o =4 22. ¢ ==

51 21m
23. ¢ = 4; 24. ¢ ==
25. ¢ == 26. @ = —3,25

131w 291
29.<p=—§ 30. p=6
Jogaplary:

1.~ 114°35’, 2.129 3. 140° 4. 150°, 5. ~ 42058,

44



6. 15° 7. 270°, 8. 495°

9. 20°, 10. 420°, 11. %

12. 13 2 14 2 15.5x, 16 2Z,
6 3 2 9
17. 2 18. &, 19. &,
8 16
San argumentli trogonometrik funksiyalaryn bahalarynyn
tablisasy
« |O| T | T | T | T | 27 3m | 5m s
6 | 43| 2|3 |72 | %6
0° [ 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
sina | O 1 V2 V3] 1 V3 V2 1 0
2 | 2| 2 2 | 2 | 2
cosa | 1 | /3|42 1 0 _1 V| V3] 1
21212 2| 2| 2
tga |0 | 1 | 1 3| - |3 -1 | 1] 0
V3 V3
ctga | - | /3| 1 i 0 _i -1 | -3 -
3 V3
a 7 5w 4m 3 5t 7 | 11m | 2¢
6 4 | 3 2 3 4 6
210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
sina | 1 V2| V3] -1 V3| V2| 1] 0
2 | 2| 2 2| 2] 2
cosa | 3| 2| 1] 0 11 v2 |3 1
2 2| 2 2 | 2 | 2
tga | 1 1 V3 - |3 -1 | _ 1] 0
V3 V3
ctga | /3 1 i 0 _i 1 | -3 -
V3 V3
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Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Anlatmanyn bahalaryny tapyi:
1. SSing — 2cosm + 3tg0

T . 31
. 2cos > + SSm? — 3cosm
. 3T
. 4sinm — 2cos — —tgm

. 6cos0 — sing + ctg 3?”

. 2cosm + bctg g — 5sin2n
. 7tg2m + sin0 — cos%ﬂ

2

3

4

5. 3cos g — 4sin37” + 8tgm
6

7

8. azsing + b%cos0 + 2abcosm
9 T

4

10. 35in% + 2cosm + ctgzg

. s .
. sinm + cos - + sin?

11. 6sin5?” — 2cos2m + tgzg
12. 3tg % — sin? g + ctg? %
13. sin?Z+ 3cosZ— tgZ

4 23 4
14. 2sin= — cos = + ctg =

6 3 '
15. 4sin? g —ctg=-+ 2cos? "
16. sinZ=+ cos?Z +tg=Z

6 6 6

Anlatmany yonekeylesdirii:
17. cos*a(1 + tg?a) + sin*a

18. ( 4 ctga) (L - ctga)

sina sina
1
19. (Cosza — 1) ctgla
20. (1 - sinza) t‘gza
tga ctga

" 14tg2a 1+ctgla
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1 1
22.
1+tg2a = 1+ctg?a

cosatga
23. _zg — ctgacosa
sin“ax

24. sina — cosa(tga + ctga)
o5 tg?a-sin’a

ctg?a—cos?a
cos?a-sin?p

26. ety ctg®actg®p
27. tga + o5E
teging
28. ctga — —
1+sina

Tozdestwolary siibiit etmeli:
29 cosa __ 1+sina

" 1-sina  cosa
30. 1 —2sin?a = 2cos?a — 1

Jogaplary:

1.7,2.0,3.0,4. 5 5. 4,6, =2,7.0, 8 (a—b)?,

9. 1, 10. zi, 11. 4, 12. % 13. 3, 14. 2%, 15. 2 ++/2
4—/3

16. =8 17.1, 18.1, 19. 1, 20. —1, 21.0,22. cos2a
23. sina, 24. -S% 25 tgbq, 26. —1, 27. ——,
sSina cosa

28 cosa

sina(1+sina)

IKi burcyn jeminin we tapawudynyi sinusy, kosinusy,
tangensi we kotangensi

sin(a + B) = sinacosp + cosasinf
sin(a — B) = sinacosf — cosasinf
cos(a + B) = cosacosf — sinasinf
cos(a — ) = cosacosf + sinasinf

tga + tgp
tg(a+p) = T—tgatgf
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tga —tgp

tgla —p) = ———
C 1+ tgatgp
ctgactgp — 1
t =—
ctg(a+p) ctga + ctgp
ctgactgp +1
tgla —p) = ————
ctg(a=Pp) ctga — ctgp
Mysal: sin15° we cos75° hasaplamaly.
Coziilisi:
sin15° = sin(45° — 30°) = sin45%°0s30° — cos45°sin30°=
f.ﬁ_ﬁ.l_ﬁ_ﬁ_ﬂ
2 2 22 2 2 4

cos75°% = cos(30° + 45°) = c0s30°c0s45° — sin30°sin45°
VB VZ 1 NZ VB VI B-12

2 2 2 2 27_[ 27_[ 4-
T n)_ tgz+t9g _\/§—1

1—tg%-tg%_1—\/§_
_342V3+1 4+2V3

. 13 2 ¢ V3
Ozbasdak islemek iicin mysallar:

Formulalary ulanyp hasaplan:

1. cos15° 2. sin75°

3. s5in105° 4. cos105°

5. tg15° 6. ctg105°

7. tg75° 8. ctgl—”2

Anlatmany yonekeylesdirin:
9. sin(a + f) — sinacosp
10. cos(a — B) — cosacosf
11. sinasinf + cos(a + f)
12. sinacosf — sin(a — )
Amatly usul bilen hasaplaii:
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13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.

21.
22.

23.

24,

c0s29%0s31° — sin29%sin31°
sin35%c0s25° + c0s35°%sin25°
c0s49°c0s4° + sin4sin4®
sin148°c0s58° — c0s148°sin58°
. 31 T 3T . T
Sin=—cos— — cos —sin—
8 8 8 8
71T 3T ., 7m . 31
€0S —C0S — — sin—sin—
40 40 40°"" 20
71T T . T . T
€C0S —C0S — + sin—sin—
10 5 10 5
mw ., 8m ., T 81
c0S —Sin— — sin—cos —
7 7 7 7
tg27%+tg18°
1-tg27%tg189
ctg149ctg16°-1
ctg14%+ctg16°
3 27T
th—th
31 2T
1+tg7tgz
ctg%nctg%+1

3 Vs
Ctg?—Cth

Yonekeylesdiriii:

25.
26.
217.

28.

sin(a+pB)+sin(a—-pB)
sin(a+B)-sin(a—-B)
cos(a+B)—cos(a—pB)

cos(a+pB)+cos(a—p)
cosacosf3—cos(a+pf)

cos(a—p)-sinasimp
. ™ s
sm(z+a)—cos(z+a)

sin(z—a)+cos(z—a)
4 4

Tozdestwolary subut ediri:

29. sin(a + B) sin(a — B) = sin’a — sin?p
30. cos(a + B) cos(a — B) = cos?a — sin?p
Jogaplary:
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L 2W3-1), 2 Y2 3 N2 4 2013, s,

4
2—+3, 6.V3—-2, 7. 2++/3, 8. —2+4/3, 9.%
3 V2

10. % 1.2 12,1 131 14 g 15. g 16. 1, 17.
2 182 190, 20. 0, 21. 1, 22. V3. 23. V3, 24. 0,

2 2
25. tgactgp, 26. -tgatgp,
27. tgatgp, 28. tga .

Ikeldilen burcuii trigonometrik funksiyalary

Gosmak formulalary trogonometrik funksiyalary
baglanysdyryan esasy formulalaryn biri hasaplanylyar. Olardan
diirli argumentli trigonometrik funksiyalary baglanysdyryan bir
ni¢e formulalar getirilip ¢ykarylyar.

sin(a + B) = sinacosp + cosasinf (1)
cos(a + B) = cosacosf — sinasinff  (2)

__ tga+ttgp
tg(a+p) =228 (3
__ ctgactgf—-1
Ctg(a + ﬁ) - ctga+ctgf (4)
Formulalarda f = a diyip, ikeldilen burgun trigonometrik
funksiyalaryny alarys.
sin2a = 2sinacosa (5)
cos2a = cos?a — sina  (6)
2t
tg2a = 1_502[“ @)
_ctgla-1
ctg2a = “rctga (8

(6) formulada cos?a — nyn yerine 1 — sin®a - ny ya-da
sin?a —nyh yerine 1 — cos?a — ny goysak, yene-de iki sany
formula alnar.
cos2a = 1 — 2sin’a 9)
cos2a = 2cos’a — 1 (10)
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Mysal: 4sinacos®a — 4sin®acosa aiilatmany
yonekeylesdirmeli.

Coziilisi:

4sinacos®a — 4sin®acosa = 4sinacosa(cos*a — sin*a) =

2 - 2sinacosa(cos?a — sina)(cos?a + sin*a) =

2sin2acos2a = sinda

Ozbasdak islemek iicin mysallar:

Anlatmalary yoneylesdirin:

(sina+cosa)?

1+sin2a
1-sin2a

(sina—cosa)?
cos2a

sina+cosa
cos2a—cos?a

1-cos?a
2cos’a — cos2a
1 — 8sin®acos?a
. a
1 — 2sin? 5

a
2cos? — 1

sin2actga — 1

© o NoU A~ W Db

=
o

1 ,
. Stgasin2a + cos’a

=
-

(tga + ctga)sin2a
(1 - tg?a)cos?a
sin2a  cos2a

-
w

sina cosa
ctga—-tga

-
B

cos2a

2tg%-c052%

15, ——=%5
in2%__ 22
Sin > coS >
1-sin2a
16, ————
cosa—sina
17. 4sinacosa(cos?a — sin’a)
18. cos*a — 6cos?asin’a + sin‘a
1-cos2a+sin2a
19, —————
1+cos2a+sin2a
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cos?2a—4cos®a+3

20.
21.
22.
23.

24.
1+cosa
25. 1+ cosda

26. 1 — cos4a
27. tga (1 + cos2a)
2sina+sin2a
2sina—sin2a
Tozdestwolary subut ediri:
29. (sina + cosa)? =1+ sin2a
30. (tga + ctga)sin2a = 2

cos?2a+4cos?a—1
1+cos2a

1-cos2a
1-sin2a

1+sin2a

1—-cosa+cos2a
sin2a—sina

1—cosa

Jogaplary:

1.1, 2.1, 3. cosa —sina, 4. —1, 5. 1, 6. cos?4a,
7. cosz% ., 8. cos? %, 9. cos2a, 10. sin®a, 11. 2,
12. cos2a, 13. —, 14. ——, 15. -tga,

cosa sin2a
16. cosa — sina, 17. sin4a, 18. cos4a, 19. tga, 20.
tg*a, 21. ctg’a, 22. tg? G—a), 23. ctga , 24. ctgzg,

25. 26. 27.sin2a, 28. tg®=.

Yarym burcuii trigonometrik funksiyalary

Ikeldilen burgyn
cos2a = 1 — 2sina,
cos2a = 2cos’a — 1
formulalaryndan
2sina = 1 — cos2a
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2cos?a =1+ cos2a
denlikler alynyar. Sonky defiliklerden sin?a — ny we cos?a —
ny tapalyn.

. 2 1-cos2a 2 1+cos2a
sina = ———, cos‘a = —
a4 . .
Bu formulalarda a —ny = bilen ¢alyssak we kok alynsa, onda
2
., a 1-cosa
sin-=+ Q)
2 2
a 1+cosa
cos— = + > 2)

bolar. (1) denligi (2) denlige agzama-agza bdlsek, tgg - ny
hasaplamak ti¢in formula alarys:

a 1—cosa
tg 5= + /m 3)
(1)-(3) formulalarda kok belgisinin oniindaki alamatlar %
burgun haysy c¢édryekde gutaryanlygyna baglylykda, sol
caryekde sin% , cos% : tg% —nyn alamatlary néhili bolsa, sol
alamat alynyar.
Mysallar:
1. sin15° — ny hasaplalyn.
Coziilisi:

1
o qs0 _ [L=cos30° /1—7_ 2-v3 J2-43
SiST = 2 N 2z | & T2

2. cos Z—Z — ny hasaplalyn.

Coziilisi:
71 1+cos7?n 1+cos(n+%)
cos o == /T =— 5 =
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Trigonometrik funksiyalary yarym burcun tangensi arkaly
anlatmak

Kabir meseleler ¢oziilende trigonometrik funksiyalaryn
dhlisini olarynn haysy hem bolsa biri arkaly anlatmak zerur
bolyar. Seyle funksiya hokmiinde tangensi almak amatlydyr. a
argumentin dhli trigonometrik funksiyalaryny % burcgyi

tangensi arkaly kwadrat kokstiz ailladyp bolyar. Ol formulalary
getirip ¢ykaralyn.

. a a
. o a 25m76057
sina = 2sin—cos— = i 7 =
22 sin?5+cos?x
a a a 2 2
1, & @ay. 2 & a
(ZSancosz).cos 2 2tg2
" (ein2 & zﬂ). 2 & L o
(sm 2+cos 5):cos%5 tg 2+1
cos?Z — sin2%
a a
cosa = c0s*—— sin’> == 2 2 _

2 2 T
cos? 5 + sin’

2@ _ 2@, 2@ _ 2
_(cos > — Sin 2).cos 2_1 tg* >

(cos2 % + sin? %) : cos? % 1+ tg? %
ZtQ%

Diymek sina = 4
y ’ tg2%+1 ( )
1-tg?<
2
cosa = 5
1+tg2Z ®)
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Bu formulalar cos% + 0, yagny a # 7 + 2km, k € Z bolanda
dogrudyr. a — ny %bilen calsyp, hem-de ctga = tgia detilikden

peydalanyp alarys:
2tgg
tga = —=z (6)
1—thE
1-tg%3

ctga = Py @)
. 2
Ozbasdak islemek iicin mysallar:
ToZdestwolary subut edin:

. 2 Vs a
1. 1+ sina = 2cos (Z — ;)
2. 1 —sina = 2sin? (% - %)
3. 1+ 2cos2a + cosda = 4cos?*acos2a
4. 1 — 2cos3a + cosba = —4sin? 370‘00536(
a 1—-cosa
> t‘gE T sina
a sina
6. tg? " 1+cosa
1+sin2a T
7. cos2a tg (Z + CZ)
8 2sina—sin2a _ 2
" 2sina+sin2a - 2

9 sin2a . _cosa

a
= tg -
1+cos%{a 1+C(()152a 2
10. ctg;—tg5 = 2ctga
11. sina — tg% = cosa tg%
cosE—sinZ 1
12, —%—4 = —tga
cos;+sm5 cosa

Ailatmalary yonekeylesdirin:

1-cos<
4
2

1+cos4a
2

13.

14.
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15. 2sin? % + cosa

a
16. 2cos? ~ = cosa

a

1—COSE

17. %
1+COSE

1+cosa 2Q

18. tg? = — cos’a
1—cosa 2
1 .
19. 222 1922 — sin2a
1—cosa 2
20. Z58 g2 (2-2)
1+sina 4 2
Jogaplary:

13. sin%, 14. cos2a, 15. 1, 16. 1, 17. tg<, 18.
sina, 19. cos?a, 20. 0.

Sinuslaryi we kosinuslaryi jemini hem tapawudyny
kopeltmek hasylyna owiirmek

Sinuslaryt we kosinuslaryn jemini hem tapawudyny
trigonometrik funksiyalaryn kopeltmek hasyly gorniisinde
yazyp bolyar. sina + sinf anlatmany kopeltmek hasyly
gorniisinde yazalyil.Onui iicin a we f burglary
diyip belgildp, jemin sinusynyn formulasyndan peydalanyp
alarys:

sina+sinﬁ=sin(a;ﬁ+a;ﬁ)+
a+p a-p S a+p a—pf
> T T )=sm > cos > +
a+pf  a-p o a+p a—p
+cos > sin > + sin > cos > —

+sin (
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atp a—b_, . *tE a—F
— i = 2si
cos ——sin— Sin——cos —
Diymek, sina + sinff = ZSin#cosg
Asakdaky ti¢ formula hem su usulda getirilip ¢ykarylyar:
. . . a=p a+p
sina — sinf8 = 2sin 5 05—
a+p a—pf
5 05—
at+f . a—p
cosa — cosff = —2sin S sin—

cosa + cosP = 2cos

Trigonometrik funksiyalaryi képeltmek hasylyny jeme
owiirmek

Sinuslar {li¢in gogsmak formulalaryny
sin(a + B) = sinacosf + cosasinff  we
sin(a — B) = sinacosf — cosasinf3 gosup alarys:
sin(a + B) + sin(a — B) = 2sinacosf
Sonky denlikden sinacosf = %(sin(a + B) + sin(a — B))
Biz bir burgun sinusinyn beyleki burgun kosinusyna kopeltmek
hasylyny jeme 6wiirmegiii formulasyny aldyk.
Kosinuslar {i¢in gosmak formulalaryny yazalyn.
cos(a + B) = cosacosfB — sinasinf
cos(a — ) = cosacospf + sinasinf
Olary gosup we ayyryp alarys:
cos(a + B) + cos(a — B) = 2cosacosf
cos(a + B) — cos(a — B) = —2sinasinf
Sonky deiiliklerden:

cosacosf = %(cos(a + B) + cos(a — B))
sinasinfs = —%(cos(cx + B) —cos(a — B))
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Mysallar we olaryn c¢oziilisleri:
75%-15° 75%+15°

1. sin75°% — sin15° = 2sin ——cos—— =
1 V2 V2
= 2sin30%c0s45° = 2 - = — = =
sin30%cos mzn 5 - Zﬂ
2. cos—+cos—— 2cos 212 cpglz 12 — Zcosgcosg
_ 1£ V2
—c2 27 2

3.1+ sina = sm2 + sina = Zsm—cos— =

= 2sin (Z+ 2) cos (r%) = 2sin (Z+g)

Ozbasdak islemek ii¢in mysallar.

Ailatmalary kopeltmek hasyly gorniisinde yazyii:
sin3a + sina

sin4p — sin6f

cosx + cos5x

cos2y — cos3y

c0s56° + c0s24°

sin7° + sin19°

sin28° — cos36°

c0s31° — 5in62°

. 3m . T
Sin——Sin—
5 5

© oNoR~WNE

[ERY
o

11m 3T
. C0OS— + coSs —
12 4

. T T
. Sin— + cos —
10 12

-
-

T . 5w
. COS— - Sl‘l’l?
11w

. Sl'l’l_— sin—
12

51
COS — — C0S —
12 12

e e
g A W N

11w 51
. COS— — C0S —
12 12
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11w

16. sm — + c0S —
12

Anlatmanyn bahasyny tapyii:
17. sin15° — sin105°
18. c0s105° + cos75°
19. sin15° + cos15°
20. cos75° — sin75°
21. tg22°30' + tg67°30’
22. 1922°30' - tg67°30°
23. t t9 =<, L tg —
1171 571'
24. tg ? - tg E
25. sin52°30'sin7°30’
26. c0s105°cos75°

TozZdestwolary subut edii:
27 sina+sin3a

28.
cqsa+29052a+poss3a
sina+sin3a+sin5a

29. =tg3a
co€a+c<353a+6055a
tgla+p)—-tga—t

30, B)-tga—tgh _ tgh

tga-tg(a+p)

=tg2a
cosa+cos3a
sina+2sin2a+sin3a

=tgla

Jogaplary:
1. 2sinacos5a, 2. —2sinfcos5B, 3. 2cos3xcos2x,
4. Zsin%ysing, 5. 2cos40%c0s16°, 6. 2sin13%cos6°,

7. 2c0s40%co0s16°, 8. 2sin13%co0s6°, 9. 0,3631,

10W 13. 1, 14. 2, 15 —3, 16. -2,
17. —f 18. 0, 19. ﬁ, 20. -2, 21 22, 22. -2,
23, 2\/_, 24, —4
o5, Y221 9g Y322
4 4
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Trigonometrik funksiyalaryn hésiyetleri we grafikleri

y = sinx funsiyanyn hisiyetleri we grafigi.

. Funksiyanyn kesgitlenis yaylasy: —oo < x < +00;

. Funksiyanyn liytgeyis yaylasy: —1 < sinx < +1;

. Funksiyanyn periody 27: sin(x + 2nn) = sinx;

. Funksiya ték: sin(—x) = —sinx;

. Funksiyanyn nullary, yagny absissa okuny kesyan nokatlary:
X =1mn,;

.2nn < x < w4+ 2nn bolanda sinx > 0 we
T+ 2nn < x < 2w + 2mn bolanda sinx < 0;

7. —g +2mn < x < g + 27mn bolanda funksiya artyar we

O~ N~

()]

% +2mn <x < 3?” + 2mn bolanda fynksiya kemelyir;
8.x = g + 2mn bolanda funksiya maksimuma eyedir we

X = —g + 2mn bolanda funksiya minumima eyedir;

9. 2nn < x < m + 2nn bolanda funksiya giiber¢ekdir we
m+ 2nn < x < 2w + 2nn bolanda funksiya oyukdyr;
10. y = sinx funksiyanyn grafigi;

0

i
]

ral =
L
Q
=Y

2 B

y = cosx funsiyanyn hisiyetleri we grafigi.

1. Funksiyanyn kesgitlenis yaylasy: —oo < x < +00;
2. Funksiyanyn tiytgeyis yaylasy: —1 < cosx < +1;
3. Funksiyanyn periody 2m: cos(x + 2mn) = cosx;
4. Funksiya jiibiit:cos(—x) = cosx;

5. Funksiyanyii nullary x = = + 7n nokatlardyr;
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6. —g +2mn<x < g + 27n bolanda cosx > 0 we

§+ 2mn < x < 3?” + 27n bolanda cosx < 0;

7.m+ 2nn < x < 2w + 2nn bolanda funksiya artyar we
2w < x < m + 2nn bolanda fynksiya kemelyér;

8. x = 2mn bolanda funksiya maksimuma eyedir we
x = m + 2mn bolanda funksiya minumima eyedir;

9. —g +2mn <x < g + 27n bolanda funksiya giiber¢ekdir we

g +2mn <x < 37” + 27n bolanda funksiya oyukdyr;
10. y = cosx funksiyanyn grafigi;

y = tgx funsiyanyi hésiyetleri we grafigi.

1. =2+ 7mn < x <>+ mn aralykda funksiya iizniiksizdir we
kesgitlenendir. x = = + mn nokatlarda funksiya kesgitsizdir;

. Funksiyanyn iiytgeyis yaylasy: —oo < tgx < +oo we
caksizdir;

. Funksiyanyn periody : tg(x + m) = tgx;

. Funksiya tak:tg(—x) = —tgx;

. Funksiyanyn nullary tgx > 0 nokatlardyr;

.n < X <§+nnb0|andatgx > 0 we

—g + n < x < 2nn bolanda tgx < 0;

Funksiya hemme aralykda artyandyr;
. Funksiyanyn maksimumam we minumimam yokdyr;
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9.

—g + n < x < n bolanda funksiya giibergekdir we
< x < % + mn bolanda funksiya oyukdyr;

10. y = tgx funksiyanyn grafigi;

L’T

|
EG W W
2 2

-2

STE
=
N
[
]
-

y = ctgx funsiyanyn hisiyetleri we grafigi.

1.

N

o O AW

oo

nmn < x < m + nn aralykda funksiya tizniiksizdir we
kesgitlenendir. x = mn nokatlarda funksiya kesgitsizdir;

. Funksiyanyn liytgeyis yaylasy: —oo < ctgx < +o0o0 we

ciksizdir;

. Funksiyanyn periody m: ctg(x + m) = ctgx;
. Funksiya tik: c tg(—x) = —ctgx;

T

. Funksiyanyn nullary x = =+ nn nokatlardyr;

2

n < X <§+ nn bolanda ctgx > 0 we

§+ nn < x < m + nwn bolanda ctgx < 0;
Funksiya hemme aralykda kemelyandir;

. Funksiyanyn maksimumam we minumimam yokdyr;

9. g + mn < x < m + mn bolanda funksiya giibergekdir we

mn < x <~ + mn bolanda funksiya oyukdyr;

10. y = ctgx funksiyanyn grafigi;
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Ters trigonometrik funksiyalar

Arksinus. y = sinx funksiya [—g,g] aralykda artyar we —1
~ den 1 - e genli hli bahalary kabul edfir. Diymek |- ;7]
aralykda y = sinx funksiyanyn ters funksiyasy bardyr. Ona
arksinus diyilyar we arcsin bilen belgilenyéar(argus latyn s6zi
bolup duga diymekdir, arcsina sinusy a den bolan dugany
anladyar).
Kesgitleme. arcsina sinusy a deii bolan [—gg] aralykdaky
burcdur.
Mysal: arcsin% tapalyn.

Vs

v eeye , 1 T . . T 1 4 b4
Coziilisi: arcsin- = —, cunki sin—=- we — € [— = —]
2 6 6 2 6 2’2

1glx) = arcsinx

arcsin &

|
!
I
I
I
i
1

P

[ ——
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Arkcosinus. y = cosx funksiya [0; ] aralykda kemelyar we
—1 —den 1 — e ¢enli dhli bahalary kabul edyar. Diymek [0; 7]
aralykda y = cosx funksiyanyn ters funksiyasy bardyr. Ol
funksiya arkkosinus diyilydir we arccos bilen belgilenyar.
Kesgitleme. arccosa kosinusy a den bolan [0; 7] aralykdaky
burg¢dur.

Mysal: arccos (— g) tapalyn.

Coziilisi: arccos (— g) = %” , sebébi [0; ] aralykda kosinusy

— ? — 4 defi bolan burg %ﬂ — e dendir.

arccosa

arccosa
1

i 4

E 2 1%

a
1

Arktangens. y = tgx funksiya (

T T
_E'_

2) aralykda artyar we

—oo - den +oo - ¢ ¢enli dhli bahalary kabul edyar. Sonun iigin
onuit ters funksiyasy bardyr. Ona arktangens diyilyar we
arctg diylip belgilenyar.
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arciga

I
N

03
ralx

Kesgitleme. arctga tangensi a defi bolan (—gg) aralykdaky

burg¢dur.
Mysal: arctg1 bahasyny hasaplan.

Coziilisi: tg%z 1 we %E (—g,g) bolanlygyna gord,
A
arctgl =5
¥
llh
2
g(x) ~arctgx
4 3 2 -l o 1 2 3 4 %
-
2

Arkkotangens. y = ctgx funksiya [0; 7] aralykda artyar we
—oo - den +oo - ¢ genli dhli bahalary kabul edyér. Sonun tigin
onun ters funksiyasy bardyr. Ona arkkotangens diyilyar we
arcctg diylip belgilenyir.
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arcctgda

Kesgitleme. arcctga kotangensi a den bolan [0; 7] aralykdaky
burg¢dur.

Mysal: arctgy/3 bahasyny hasaplas.
Coziilisi: arcctgy/3 = % , ¢tinki ctg% =3 we % € [0; ]

¥ r'y

n
\_ﬁ
.ng

-3 2 1 O l 2 3 x

Y

Yonekey trigonometrik deiilemelerii ¢oziilisi

Trigonometrik funksiyalary 6ziinde saklayan denlemelere
trigonometrik dernilemeler diyilyar.
Trigonometrik deiilemelerin cozilisi trigonometrik
funksiyalaryin degisli bahasy boyunca argumentin bahasy
boyunga argumentin bahasyny gozlemeklige syrykdyrylyar.
Sonui {i¢in hem biz ilki bilen
sinx =a, cosx=a, tgx=a, ctgx=a
Gorniisli denlemelerden x — i tapmaklygy 6wrenelin.
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1. sinx = a deiileme.
|a| > 1 bolanda sinx = a gorniisli defileménin ¢6ziiwi yokdur.
Sebibi x — in islendik bahasynda |sinx| < 1
x = (—=D*arcsina + nk, k € Z
Mysallar:
Coziilisleri:

1. sinx = ? denlemani ¢ozelin.
V3
X = (—1)"arcsin7 +nk,k€Z

K T
x=(-1) §+nk,kEZ

2. 5sin3x + 2 = 0 defileméni ¢ozun.

2
5sin3x = —2, sin3x = —z

2
3x = (—1karcsin (— E) +nk,k € Z

(=1 2\ mk
arcsin (_E) +?,k eZ

2. cosx = a deileme.
|a] > 1 bolanda cosx = a gorniisli denileménin ¢oziiwi yokdur.
Sebiébi x — in islendik bahasynda |cosx| < 1
x = tarccosa + 2wk, k € Z
Mysallar:
Coziilisleri:
1. cosx = — % denleméni ¢6zmeli.

1
x = tarccos (— E) + 2nk,k € Z
2T
x=i?+2ﬂk,keZ

2. cos (2x - E) _ 02 denlemani ¢ozmeli.
6 2
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T V2
2x — g = iarccos7 + 2nk, ke Z

2x ==+ = + 27k,
64
T T

=t onkkez
X =1y Tgtem

3. tgx = a deiileme.
a — nyn islendik bahasynda uzynlygy m — e deni bolan (— g ; g)
aralykda tgx = a denleménin dine bir koki bardyr. Ol kok
arctga dendir. Onun {istiine tangensin periodyny gosup,
tgx = a denllemanin &hli koklerini alarys:
x = arctga + k,k € Z
Mysal: tgx = —1 denleméni ¢ozmeli.
Coziilisi: x =arctg(—1)+nk,k€Z
I
X = - Z +nk k€eZ

4. ctgx = a deiileme.
ctgx = a denleménin (0; ) aralykda dine bir koki bardyr. Ol
kok arcctga dendir. Onun istine Kotangensini periodyny
gosmak arkaly alynyar, yagny

x = arcctga + k, k € Z
Mysal: ctgx = —/3 defilemini ¢ozmeli.
Coziilisi: x = arcctg(—3) +nk,k € Z

5n
X = e +nk keZ
Ozbasdak islemek ii¢in mysallar:

Hasaplaii:

1. arcsin0 2. arcsing

3. arccos (— %) 4. arccos(—1)
5. arctgV/3 6. arctg0

7. arcctg(—1) 8. arcctg(—\/g)
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9. arcsing + 4arcsin (— g)
10. 2arccos0 — arccos(1)

11. 6arctgvV3 — arcctgl

12. Zarctg(—\/g) + arcctg (— i)

V3
Denlemeleri ¢oziin:
13. sinx =2 14. 2sinx —1=0
15. cosx = g 16. 3cosx —2=0
17. tgx =+/3 18. tgx +V3=0
19. ctgx = -1 20. V3ctgx+1=10
21. 2sinx — cosxsinx =0 22. sinx + sin2x =0
23. cosx = sin2xcosx 24. cos2x —sindx =0
25. 2sin®x + 3sinx +1=0 26. 2cos’x —cosx—1=0
27. 9cos®x = 7cosx 28. 6tg?x +tgx —1=0
29. 2tgx —3ctgx —1 =0 30. tgx = ctgx
Jogaplary:
1. 0, 25,32—” 4, -m, 53,607— 8—

131

9. —=X, 10. 0, 11.7%,12. 27,13, (-D* X+ mk k € Z,
14. (—1)’<6+nk,kez, 15. ie+2nk,k€Z,

16. +=+2mk,k € Z, 17. S+ mk,k €Z,18. T+ mh,k € Z,
19. =+ 7,k € Z, 20, 2§+nk k ez 21.

22. mk, + 2 + 2mk, k € Z,23. £+ 21k, 1)
25. ——+27rk (- 1)k+1—+nk kez

26. 27k, i?+2nk, keZ

29. —§+nk, k € Z, 30. —§+nk, k ez, §+nk, kez.

+T[k,k€
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V BAP. RASIONAL GORKEZIJILI DEREJE
n-nji derejeli kokiin kesgitlenisi

Kesgitleme: n — nji derejesi a den bolan sana a sandan alnan
n — nji derejeli kok diyilyar.

Meselem, 8 sandan alnan tigiinji derejeli kok, yagny kub kok

2 — 4 dendir, 23 =8, 5 we —5 sanlaryil her biri 625 sanyn
dordiinji derejeli kokleridir, ¢iinki 5* = 625 we

(—5)* = 625.

Indi y = x™ funksi garalyi, bu yerde x Ozbasdak iytgeyin
ululyk, n — natural san. Bu funksiya natural gorkezijili derejeli
Sfunksiya diyilyar.

Kesgitleme: n — nji derejesi a bolan otrisatel dil sana a
sandan alnan n — nji derejeli arifmetik kok diyilyar.

Meselem, 3/343 = 7, sebibi 73 =343 we 7 > 0

|2 =1 sebiibi (1) =L wel> 0
64 2 2 64 2

n — tdk san bolanda islendik a sanyn n — nji derejeli koki
bardyr we ol yeke-tikdir. V—a =—%Ya , hakykatdan-da,
(-Va)" = (-D"(Va)" = -1-a = —q,
yagny —"a san —a sanyii n — nji derejeli kokiidir. Seyle kok n
tik bolanda yeke-tikdir. Diymek, V/—a = —%/a. Bu deiilik (n
tdk bolanda) otrisatel sanyn tdk derejeli kokiini sol derejeli
arifmetik kokiin iisti bilen aillatmaga mumkingilik beryir.
Meselem, Y—64 = —/64 = —4
Seylelikde, n jiibiit bolanda islendik polozitel sanyn n — nji
derejeli iki koki bardyr,
nol sanyn n — nji derejeli koki 0 — dendir,
otrisatel sanyn jiibiit derejeli koki yokdur.

70



n — nji derejeli arifmetiki kokiin hésiyetleri

1. Yab =Va- Vb
nfa _a
3. "\/amza%

4. (V)" = Vam
5. (Va)" = "y
6. V¥a="%a, a=0

Mysallar we olaryn c¢oziilisi:

1. V16625 = V16 - V625 = 2 - 5=10
o [36_¥38_6_2
81 81 9 3
3. V26 =22=4
4 (V2)' =42 =18
5. V72 =76
6. Vi3 =13

Ozbasdak islemek ii¢in mysallar:
Aiilatmanyn bahasyny tapyii:

1. V16 2. ° —%

3. * 51—16 4. *10,0625

5. /512 6. ° 75

7. ¥=32 8. 1625 — /=125

9. 12 - 63/0,125 10. 3/—3§+ 2,25
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(s}

11. %16-0,0001 12. °l64 - —

729

13. /0,210 - 1010 14. 3\/%

15. 3/"'21625 16. V48162

17. Y2572 . Y73 18. /510 /212 52
Anlatmany yonekeylesdirin:

19. YV2 20. Ymim?

21. V¥4 22. V42

23. (3+2v6)" + (3-2v6)’
24. (V7 +2v10-V7 - 2\/E)2

Sanlary denesdirin:

25. Y8we 3 26. V2 we V22
Denlemeleri ¢oziin:

27. x6—64 =0 28. 16x* — 1=0

29. 0,02x°—1,28 =0 30. 0,01x3+10=0
Jogaplary:

3 3

1.2 2. =X 32 405 5 2,6 2 7 -2 8 10,
2 2 2

9.9 10. 0, 11. 0,4, 12. g 13. 4, 14. % 15. % 16.

17. 14, 18. 100, 19. ¥2, 20. ¥m, 21. V2, 22. V4,

23. 2446, 24. 81, 25. ¥8<+3,26. V2 =1/2V2,
27. 2, 28. % 29. 2. 30. —10
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Rasional gorkezijili dereje we onuii hésiyetleri.
Kokli we drob gorkezijili derejeli aiillatmalary
toZdestwolayyn 6zgertmek

1. Eger m — bitin, n — natural san (n = 2) bolsa, onda islendik
polozitel a sanyii % derejesi Va™ = am delik arkalyk
kesgitlenyar.

2. Birmenizes esasly iki derejédni biri-birine kdpeltmek ii¢in
esasyny onkiiligine galdyryp, dereje gorkezijilerini gosmak
yeterlikdir: a? - a? = aP*4

p We g rasional sanlary den maydalawjyly droblar gorniisinde
anladalyn: p = % g = % (keZmeZneN).

k m
ap-aq =aﬁ.ai= n‘lak.n{/am — Vak.am= Vak+m

k+m k. m

—agn =ann=qgPtd
3. Birmetizes esasly bir derejdni beyleki derejd bolmek ti¢in
esasyny onkiiligine galdyryp, sanawjynyin dereje
gorkezijisinden maydalawjynyn dereje gorkezijisini ayyrmak

yeterlikdir: & = aP~
p We g rasional sanlary defi maydalawjyly droblar gdrniisinde
afladalyii: p ==, g == (k €Zm € Z,n € N).

k n
4. Derejéni derejd gétermek ligin esasyny onkiiligine galdyryp,
dereje gorkezijilerini kopeltmek yeterlikdir: (aP)9 = aP?
p We g rasional sanlary deit maydalawjyly droblar gdrniisinde
afiladalyi: p ==, g == (k € Z,m € Z,n € ).
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(aP)1 = an n\/aT ’ W—

= an2 —ann = qP4
5. Kopeltmek hasylyny derejd gotermek iicin kdpeldijilerin her
birini sol derejéd goterip, son olary kopeltmek yeterlikdir:
(ab)P = aPbP
p rasional sany drob gérniisinde anladalyn: p = S
(ke Z,neN).

k n n kE k
(ab)? = (ab)n = \/(ab)* = Y ak - {bk = an - bn = aPbP
6. Payy derejd gbtermek iicin boliinijinin sol derejesini
p
boliinijinin sol derejesine bolmek yeterlikdir: (%) = Z—Z
p rasional sany drob gorniisinde anladalyn: p = %
(keZneN).
k
& -6 -0 -5
b b b b b

n

Mysal: drobuit maydalawjysyny koklerden bosatmaly.

1+ \/_ V2
Coziilisi:

6 _ 6[(1+v5)+v2)] _ 6(1+V5+HV2)

V52 [AVE)VDlAVDIHD]  (1445)-(V2)°

_6(1+V5+v2) 6(1+V5++2) 3(1+V5+2)

~(6+2V5)-2  4+2V5 2445
Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Hasaplarn:
2 5
1. 643 2. 1256:5
4
21 3\3
3. 9% 4. (32)
ER B R R
5. 43:2'3-875 6. 8731634
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913, 2 07 . 914 8. 7—%_7%_7_2
3
9. [ ] —75-472 —(=2)"*+81%°

o G607 0

11, (9‘3)Z ~(252) "+ [( l (367 +

12. 0,02775 — (— 2) " +256°75 =371 4 (5,5)°
Sanlary denesdirii:

13. (V3)° Wej—\[

5
14. (5) 7 we V2211
15. 3600 e 5400

16. 739 we 410
Ailatmalary yonekeylesdirii:
2 5

"5

1

_£ 2 25
x 3x3 az Vb2
17. 3 18. T,
x5 a§1\/b3
1
=3 = 5
8239 163-3/25
19. — 20. =
332 23-5-16

Jem gorniisinde yazyn:
11,2 3
21. bscs (b3 + 04)

22. xO,SyO,S(x—O,S _ y1,5)
2 1 1 2

23. (x§ + yé) (x5 — x3y3 + yi)
24. (a2 —b2) (a+ azbz +b)
Droblary gysgaldyii:
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25. 26. 1

32-3 5:22

1

3+32 10
27. T 28. T

372 10-102

3 3 3 3 101

a—b a2—bz2 az2—b2 a—b e
29. 1 1_ 30. 1 1' 1 1 +2a2b2

= = a—b = = = =

a2—b2 az2+b2 a+a2b2+b
Jogaplary:

1162i/_32434—5462748—

90102\F5f 11——12 32, 13(\/—)>H

- 3
14, (%) 7 =221, 15, 3600 > 5400 15 730 5 410,
3

2 as 2 1 1
17. x5, 18. %, 19. 7, 20. 50, 21. bc# + bic,
bs
3 3
22. y%5 —x%5y2 = 23. x4y, 24. az — bz, 25. —2 — 2+/3,

26. 2“0_ f 27. 3V3 +3, 28. —+£

Irrasional denlemeler we densizlikler

Uytgeyin ululygy kok belgisinii  asagynda saklayan
deiillemelere irrasional denilemeler diyilyar.
Mysal: V1 + 3x = 1 — x denlemani ¢ozelin.
Coziilisi: Vi+3x=1—x
1+3x=1-2x+ x?
x> —5x =0
x; =0, X, =5
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Irrasional deinsizlikler ¢oziilende berlen defisizlik ona
dengiiycli rasional densizliklerin ulgamyna ya-da seyle
ulgamlaryil toplumyna getirilyér.

Irrasional densizlikler ¢oziilende yalnyslyk goybermezlik
iicin, berlen densizligin kesgitlenis yaylasyny anyklamalydyr,
sonra kesgitlenis yaylada ya-da onun boleklerinde dengiiyeli
ozgertmeler gecirmelidir.

Mysallar:
1. (x —1)Vx? —x — 2 > 0 densizligi ¢ozelin.
Coziilisi: x> —x—2>0, x<-1, x > 2.
Seylelikde defisizligin dhli ¢oziiwlerinin kopliigi x = —1,x > 2
aralykdan ybaratdyr.
2.vVx + 2 > V8 — x2 desizligi ¢ozelin.

T 8—x2>0
Coziilisi: {x 4958 2
Bu ulgamyn birinji defisizliginii ¢6ziiwi [—2\/5 ; 2\/?] kesim
bolar. x+2>8—x2% vyagny x?+x—6>0 densizligin
¢Oziiwi bolsa (—oo; —3), (2; +00) aralykdyr. Sunlukda, berlen
denisizligin ¢coziiwi 2; 2v/2 aralykdyr.
Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Denlemeleri ¢oziin:

1. Vx+6=3

2. Vx*4+19=10

3 VA—x=x+2

4, \5x—1=+3x+7

5. Yx2—28=2

6. y2x—1@Bx+1)=x+1
7. Vx—1-vV10x —=5=x-3
8
9

.x+V2x+3=6
AV2x+1=vVx2-2x+4
10. V6 —4x —x2=x+4
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11. 2% — \Bx + 2

Vx—2

X+
12. woreia x—1
13. 2+V10—x =22 —x
14. \xvV2 — x = 2x

V6+x-3/3y+4=-10
43y +4-5V6+x=6
2Vx—2+./5y+1=8

15.

f—-/&—\

16.

17.
18.

19.

20 {\/E+ 3,/y =10
Vv fy=38
Dersizlikleri ¢6zmeli:

21. Vx—=3<5

22. Vx2 —x>2

23. Vx2 —10x < 3

24. V4x —x2 <2

25. V6x —x%2 >3

26. Vx2+1>+/x—-1

27. V1 —x <+vx+1

28. Vx2 —55x + 250 < x — 14
29. Vx +78<x+6

30. Vx2—-3x+2>2—x
Jogaplary:
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1. 2.9, 3.(0;,-5), 4. 4, 5. (—6;6),6. 0, 7. 4,

8. (3;11), 9.(1;3), 10. (1;-=5), 11. (2;-10), 12.(0;5),
13. 6,14.0;2,15.(=2;4), 16. (6;3), 17.(25;9), 18.
(9;1), 19. (36;4), 20. (16;4), 21. [-; 8], 22.

Irrasional gorkezijili dereje

Eger a > 0 we «a polozitel irrasional san bolsa, onda

- 1
a %=—
all

-V3

-3 __1 1 -1

Meselem, 5 =a (5) = (1)“5 )
5
Esasy a > 0, b > 0 bolanda, gorkezijileri x, y islendik hakyky
sanlar bolan derejelerin asakdaky yaly esasy hésiyetleri bardyr:
1. a*-a¥ =a*"Y
ax

i
(ab)* = a*b*
a\* a*
() =3

(a*)? = a*

ok~ w0

Mysallaryn ¢oziilislerine seredelin:
-5
L(3) =@H =25

2

2 3V3. (1)0’5\@_1 = 3V3. (3—2)0,5\/5—1 = 3V3.3-V3+2 —

9
3\/5—\/§+2 — 9
3V12 V33 _ V3

4. (zﬁ)m = 2V3V27 = 281 = 29 = 512
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Gorkezijili defilemelerin we deisizliklerin ¢oziilisi

Dereje  gorkezijisinde  liytgeydn  ululygy  saklayan
denllemelere gorkezijili denilemeler diyilyér.
Mysal: 5% + 3 - 5*~2 = 140 defilemiini ¢dzmeli.
Coziilisi: 5% +3:5%2 =140
5%+ 3-572-5% =140

3
X
5 (1 + 25) = 140
28
5% — =140

25
5% = 140: E
25
5% =125
5% =53
x=3
Gorkezijili  densizlikler ¢ozillende y = a* funksiyanyn
a>1 bolanda artyandygyny, 0 <a <1 bolanda bolsa
kemelyandigini goz ontinde tutmak zerurdyr.
Mysal: 3* > 27 densizligi ¢ézmeli.
Coziilisi: 3* > 27
3* > 33
x >3
a =3 >1 bolany i¢in y = 3* funksiay artyan funksiyadyr.
Sona goré-de bu defisizligin ¢oziiwi x > 3 bolar.

Jogaby: (3; )
Ozbasdak islemek iicin mysallar:
Anlatmalary yonekeylesdirin:
NeNE
1. ((i/?) ) 2. 5127 . 25147
3v3
3. 27V3:33V3 4. (2°)
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5. 0¥ (1)

a

3
7. a® - a?7:Va3v3
a2Vz_p23
E)

2 1 V2
10. (x‘/i + y‘/i) — (4\/7xy)
Deinilemeleri ¢oziin:
11. 27 ==
? 1

12. 257 = —
125

13. 3* +3**1 =108

14, 7%*t2 4 4.7%71 = 347

15. 5¥*1 —5* "1 =24

16. 5%*1 4+ 3.5%"1 _65¥ + 10 =0
17. 257% = 23%73

3 3x-7 7 7x-3
18.() =)
19. 9 —3* —6 =0
20. 3% + 91 — 810=0
3-2% 423V ==
3

2v — 3y =2
4

21.

5* —=5Y =100
22 {5"‘1 +5Y71 =30
2*3Y = 648
23 {3"23’ = 432

x+y=5
24,
{4x +4Y =80
Deisizlikleri ¢oziir:
25. 2% > =

81

6. a3 Vaz:a*?
8. (a?®)”



2

2. (3 >

4 3 ; 16
27. (2) "> 20!
28. V/8x1 > /42-x
29. 673(637%)% > 2% - 3%
30. 2% -3%1 < 627%.371
Jogaplary:
1. 3, 2. 125, 3.1, 4. 8, 5. a®, 6. Va, 7. a7, 8. a3,

2aV2 N N 2

9. 2, 10. x7-y7 11 -2, 12 15,133,
14. 1, 15. 1, 16. 2, 17. 2, 18. 1, 19. 1, 20. 4,

21. (=2;0), 22. (3;2), 23. (3;4), 24. (—log,9;1l0gs8),
25. x> -3, 26. (-1;2), 27. x <2, 28. x 2

18"’
29. x <1, 30. x<1.

Logarifmler

a esasa gora b sanyn logarifmi diyip, b sany almak {igin a
esasyn goterilmeli dereje gorkezijisine aydylyar.
alogab =p
formula esasy logarifmik tozdestwo diyilyar.(by yerde b >
0,a>0,a #1).
Mysallaryi ¢oziilislerine seredelii:
1. 2* = 16 bolany iigin log,16 = 4 bolar.

2.373 = % bolany ii¢in log, % = —3 bolar.
2
3. 53 =352 =325 bolany iicin logsV25 = logsV52 =
2
logs5: == bolar.
4. 10° = 1 bolany ii¢in log,,1 = 0 bolar.

Logarifmlerin esasy edip, kopleng, 10 sany kabul edyérler.
Sanlaryn 10 esasa gord alnan logarifmlerine onluk logarimler
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diyyérler. Onluk logarifmleri belgilemek {i¢in, adatga, log
belgini dél-de, lg belgini peydalanyarlar, sonda esasy
gorkezyan 10 sany yazmayarlar. Meselem, log,,105 deregine
yone lg105 yazyarlar.

Esasy e = 2,718281828459045... bolan logarifmlere
natural logarifmler diyilyar we olar In gorniisde belgilenilyar.
Meselem, log.3 deregine In3 yazyarlar we s.m.

Kopeltmek hasylynyii, payynyi, derejinin we kokiin
logarifmi

loga(xy) = logax + logay
loga§ =log,x — log,y
log,x* = klog,x
log,\x = %logax

logeh 1
log,b = lzgca . log,b =

- logpa
Mysallaryi ¢oziilislerine seredelin:

o M w e

1. logs35 = logs(7 - 5) = logs7 + logs5 = logs7 + 1
2. loggli6 = l0g;9 — log;16 = 2 — log;16
3. 109,27 = log,3% = 3log,3
4. l0g2J1_=%10g210

_log,4 2 _ 1 _logsx/g_i_l
5. logest = log,64 6 3 l0ge25V/5 = logs625 4 8

Logarifmik deflemelerin we deiisizliklerin ¢oziilisi

Cylsyrymly logarifmik denlemeler kop halatlarda kébir
ozgertmeler arkaly yonekey denleméd getirilip ¢oziilydr. Eger
a > 0 we a # 1 bolsa, onda seyle defileminiii x = a? yeke-tik
koki bardyr.
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Mysal: log, (x? — 4x + 12) = 2
Coziilisi: x?=x%—4x +12
x=3
Barlagy: x = 3 bolanda
log,(x? —4x +12) = log;(32 —4-3+ 12) = log;9 = 2

Logarifmik  densizlikler ¢ozilende hem y =log,x
funksiyanyin a > 1 bolanda artyandygyny, 0 < a < 1 bolanda
bolsa kemelyédndigini goz 6niinde tutmak zerurdyr.

Mysallar:
1. log,(2x+3) <1
Coziilisi: log,2 = 1 9oz oitlinde tutup, alarys:

log,(2x + 3) < log,2
y = log,x funksiya artyan funksiyadyr. Sonun ii¢in
2x +3 <2
x < —0,5
Logarifmik funksiyanyn kesgitlenis yaylasyny, yagny
2x + 3 > 0 serti hem goz onilinde tutmalydyrys. Bu densizligi
¢cozliip x > —1,5 alarys: Diymek, berlen densizligin ¢oziiwi:
-1,5<x < -0,5.
Jogaby: (—1,5;—-0,5)
2. logsx +log,x —2<0
Coziilisi: log,x =t
t?+t—-2<0
t1=-2, t, =1
—2<log,x <1, %S x < 2, x> 0 sert yerine yetyar.

Jogaby: E; 2]

Ozbasdak islemek ii¢in mysallar:
Hasaplamaly:

1. logz(sing)
2. logg(tgg)
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log,(cos g)

logs(ctg?)
log,81 =4
log,27 =3
logx\/i =—4
log,0,64 = -2

. logg2 + logg4

10 log,,4 + log1236

11. log,3 + 109255

12. logs100 — logs4
Denlemeleri ¢ozmeli:
13. logg(x + 1) + loge(2x+1) =1
14. log;(3 —x) + logs(4 —x) = 1+ log;4
15. loggs(x + 2) + logys(x + 3) = logys3 — 1
16. logsvx +8 —1 =logs2 — logzVx — 8
17. log,vx +1—1=log,3 — log,V2x + 3
18. log,x + log,(x — 2) = 2log,\/3
19. log;(3*+8)=2—x
20. logy_1(x*—7x+6) =1
21. log;_,(x* +3x—4) =1
22. x24+7 =6x-loggx -log,16
23. x% 109,27 - logex = x + 14
24. log;(2* —1) + log;(2*-3) =1
Deiisizlikleri ¢c6zmeli:
25. log,(x—2)< 2
26. log1(3 —2x) > —1
3

27. logs(3x+1) > 2
28. logi(4x+1) < -2

7
29. log,(x?> —5x +4) < 2
30. log,(x —1) —log,(2x —4) >0

COoNOO A~ W
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Jogaplary:

1 1 1 1 5
1. -1, 2.5, 3. -2, 4 =5, 5.3 6. 3, 7.%, 8.2,
9.1, 10. 3, 11. 2, 12. 2, 13. 1, 14. 0, 15. 0, 16. 10,
17. 3, 18. 3, 19. 0, 20. 7, 21. =5, 22. 7, 23. 2, 24. 2,
25. (2;18), 26. (0;1,5), 27. 8;4+00), 28. 12;+40),
29. (0;1) U (4;5), 30. (1;+00)
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