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Giris.
Ahtimallyklar teoriyasynyi we matematiki statistikanyi
predmeti hem-de meseleleri

Ykdysadyyetde, ontimgilikde we ylmy derfiewlerde biz hili-
sindi iytgemeyian sertlerde kop gezek gaytalanyp gecirilydn
tejribeler, amallar ya-da hadysalar bilen is salysyarys. Sunlukda,
sertlerin esasy toplumynyn iiytgewsizdigine, ayratyn tejribelerin,
meselem uzynlygy, jisimini massasyny, zaryadlanmasyny 6l¢gemek we
s.m. Ordn dykgat bilen gecirilydndigine garamazdan, elmydama
netijeler biri-birlerinden azda-kdnde tapawutlanyar, yagny olar
totdnleyin lytgemeleri basdan gecirydr. Su hadysalarda, sol bir
gaytalanmalarda ulgamlayyn yaliyslyklary, godek sowalyklary
aradan ayyrsak hem olgeglere, kdp sanly dolandyrylmayan we bir
Olcemeden beylekd gecilende tlytgdp duryan diirli faktorlar téisir
edydrler. Seyle faktorlara enjamyn ayratyn bdlekleriniii tétdnleyin
wibrasiyasy, yerine yetirijjinin duyus organlarynyn fiziologik
lytgemesi, ykdysady gursaw, goz oOnilinde tutulmayan dagky
gursawyn temperaturasy, jisimii optiki, magnit we elektrik
hisiyetleri, ¢yglylygy we s.m. degislidir.

Toténleyin tasirlerde ayratyn tejribelerint netijelerini 6niinden
aydyp bolmasa hem gaytalamalaryi sanynyn artmagy bilen gitdigice
durnuklagyan kanunalayyklyklar yiize ¢ykyar. Muny Olgcemelerin
paylanysynyn egrisinifi mysalynda gormek bolar (1-nji surat).

Paylanys egrisininn asagyndaky meydan bire den bolup, x oky
boyunga islendik interwala degisli meydan, seredilydn interwala
Olcegin totdnleyin netijesiniil diigsmeginin dhtimallygyny anladyar.

Suratdan gorsiimiz yaly, alynyan netijelerin esasy kopliigi
kébir a merkezin ya-da orta bahanyn towereginde jemlenyar. Bu
yerde a — orta baha (ofia matematiki garasma hem diyilyér), o —
Olgegin takyklygy (basgaga, orta kwadratik gysarma). (a-o , ato)
interwalda Olgeglerin iilsi 0,6827-4 den; (a-2o0 , a+2 o) interwalda
0,9545; (a-30 , a+3 o) interwalda bolsa, eyyam, 0,9973-¢ den. a we
o — hemiseliklere paylanysyn egrisinin parametrleri diyilyar.
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1-nji surat

Eger sol bir sertlerde, sol bir enjam hem-de takyklyk arkaly
basga obyekti a;>a bahada kop gezek dlcesek, onda egriniii formasy
liytgemén, gaytalanyan Olgeglerin netijelerinin  toplanmagynyn
merkezi abssissa oky boyunga saga siiyserdi (2-nji surat).

Bizi gyzyklandyryan a ululygy 6l¢emeginl usulyny tiytgedelin,
yagny Olcegi basga enjam arkaly amala asyralyn. Onda netijelerin
toplanmagy a bahanyn téwereginde bolup, egrinin formasy lytgérdi
(3-nji surat), bu yerde o — artsa, takyklyk kemelyar we tersine.

Olgeglerii paylanysynyii egrisine ylymda we tehnikada
ginden ulanylyan totdn yalnyslyklar teoriyasynyn we i kici
kwadratlar usulynyil esasyny goyan meshur nemes matematigi
Gaussyn (1777 — 1855) hatyrasyna Gaussyn egrisi hem diyilyar.

Durmusda seyle kop sanly olgegleri, tejribeleri gecirmek —
ordn kop zdhmeti, wagt resurslaryny hem-de serisdelerini talap edyar.
Sol sebépli, praktikada, az sanly gaytalanyan Ol¢cemeler {i¢in totén
yalnyslyklar teoriyasynyn usullaryny ulanyp, a we o parametrleri
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bahalandyryarlar.

Hazirki dowiirde bu teoriyany matematiki statistika ylmynyn
boliimleri hem ulanyar. Matematiki statistika ylmy — kopgiilikleyin
hadysalara degisli we totdn faktorlaryn toplumynyn tésirini goz
oniinde tutyan tejribe maglumatlaryny isldp diizmegin rasional
tarlerini Owredyar.

Matematiki statistikanyn bolimleri paylanys kanunlarynyn
parametrlerini bahalandyryar, ¢aklamalary statistiki taydan barlayar.
Korrelyasiya teoriyasy ululyklaryn arasyndaky baglanysyklary
bahalandyryar we s.m.

Tebigaty Owrenmegin we tehnikanyn Osmegi matematiki
statistikanyn oOfilinde birndge tdze meseleleri goydy, olary ¢dzmek
bolsa, matematiki statistikanyn usullarynyn mundan beyldk hem
kidmillesmegine getirdi.

Statistika adalgasy “status” diyen latyn séziinden gelip ¢ykyp,
zatlaryn yagdayy diymegi anladyar. Ol ilki bagda dowleti dwrenmek
manysynda ulanylypdyr. Hazirki wagtda statistika diylip, birinjiden,
kopgiilikleyin jemgyyetcilik hadysalarynyn hasabyny yoretmeklige,
ikinjiden, durmus, ykdysady, tebigy we s.m. hadysalaryn yorite
kitaplarda, metbugatda cap edilmegine, iigiinjiden, kopgiilikleyin
hadysalary mukdar taydan 6wrenyéin ylyma aydylyar.

Okuw gollanmasy girisden we {li¢ sany bapdan ybarat. I we 11
baplar dhtimallyklar teoriyasynyn totdn wakalar we totdn ululyklar
bolimlerine bagyslanyp, zerur diisiinjeler hem-de maglumatlar
degisli mysallaryn ¢ozgiitleri arkaly beyan edilyar. Il bapda amaly
dhmiyetli matematiki statistikanyn elementleri diisiindirilyar, degisli
meseleler ¢6ziilyar. Boliimlerini sontundan talyplaryn 6zbasdak yerine
yetirmekleri ticin gonlikmeler hem-de meseleler getirilydr. Mesele-
lerin aglaba kopiisinin jogaplary gorkezilendir.
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1. Ahtimallyklar teoriyasynyh elementleri
1.1. Totin wakalar

Bilsimiz yaly, durmus hadysalary we prosesler kabir
amallaryn, synag — tejribelerin kop gezek gaytalanmagy bilen
hasiyetlendirilyar.

Synag — kop gezek gaytalanyp bilinmegi miimkin bolan kébir
kesgitli sertlerin  toplumynyn amala agyrylmasydyr, synagyn
(tejribdnin) netijesine bolsa waka hokmiinde seredilyidr. Meselem,
kébir sertlerde nysana ok atylmada okuni nysana degmegi wakadyr,
degmezligi — basga bir wakadyr.

Sol bir sertlerde, gecirilydn synaglaryn her birinde hokmany
vagdayda yilize ¢ykyan waka — hokmany waka diyilydr, synaglaryn
hi¢ birinde yilize ¢ykyp bilmeydn waka miimkin dil waka diylip
atlandyrylyar, synaglarda yiize ¢ykmagy ya-da ¢ykmazlygy miimkin
bolan wakalara totin wakalar diyilydr. Mysal ii¢in, granlary 1-den
6-a ¢enli sanlar bilen belgilenen kubjagaz oklananda, 1-den 6-a cenli
sanlaryn birinii diigmegi hokmany wakadyr, 8-lik sanyn diismegi
miimkin dildir, dinie 3-liik sanyn diismegi — totandir.

Wakalary kopleng uly latyn harplary bilen belgilemek kabul
edilen. Hokmany waka U, miimkin ddl waka V, tétdn wakalar bolsa
galan latyn harplary arkaly belgilenyérler.

Bir tipli synaglaryn her birinde defi miimkingilikli yiize ¢ykyp
biljek wakalary H;, Ha, ..... H, arkaly anladalyn. Bu wakalara
elementar wakalar diylip, wakalaryn kopliigi { Hi, Ho, ..... Hn} yaly
belgilenyir. Bu kopliikde birinii yiize ¢ykmagy beyleki wakanyn
yiize ¢ykmagyny inkédr edyén wakalara 6zara sygysmayan wakalar
diyilyar. Meselem, granlary 1-den 6-a cenli sanlar bilen belgilenen
kubjagaz oklananda, H;i — ‘7 sanyn dismegi “ (i=16) diyip
belgilesek, onda {H]_‘ Hz}, {H]_’ H3},...,{H1, HG},{HZ’ H3},....,{H2, HG},
{Hs, Ha}, {Hs, Hs}, {Hs He}, { Ha, Hs}, { Ha, He}, { Hs He} — jiibiit-
jiibiitden 6zara sygysmayan wakalaryn kopliikleridir.

Wakalar kopliiginde bir wakanyn yiize ¢ykmagy ya-da
cykmazlygy beyleki wakanyn yiize ¢ykmagyna tésir etmese, seyle
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wakalara 6zara bagly dil wakalar diyilydar. Meselem, yokarky
mysalda H; (i=1,6 )-6zara bagly dil wakalardyr.

1.2, Wakalaryi iistiinde gecirilyin amallar

Elementar wakalar arkaly c¢ylsyrymly wakalar emele

getirilydr. Meselem, kubjagazly meselede:

A={H; H,, H3} — “tdk sanlaryn diismegi”,

B={H;, H,, ..., He} — “l-den 6-a ¢enli sanlaryn diismegi” diyip
belgilesek, A wakanyn yiize ¢ykmagy B waka getiryir, ya-da A-dan B
gelip ¢ykyar. Bu halaty A B ya-da B D A yaly belgileyarler. Eger bir
wagtda AcB hem-de BC A yerine yetydn bolsa, onda A we B
wakalara dengiiycli diyilyar hem-de A=B yaly belgilenyir.

A wakanyn yiize ¢cykmayan wagty we difie sonda yiize ¢ykyan
waka A wakanyh garsylykly wakasy diyilyair we A bilen
belgilenyir, “A dal” diylip okalyar.

A we B wakalaryn logiki jemi ya-da birlesmesi diyip, olaryn
i bolmanda birinin yiize ¢ykmagyndan duryan waka aydylyar we
A+B ya-da AUB yaly belgilenip, “A ya-da B wakanyn yiize
¢ykmagy” gornilisde okalyar. Bu yerden

A+A=U, A+A=A, U+V=U
gelip ¢ykyar.
Eger A; (i=1,n) wakalar ulgamy berlen bolsa, onda olaryn
jemi
n
Al +A2 +"'+An :ZAL

=1
ya-da birlesmesi

Ay UA,U ... UAn=UAi
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gorntisde belgilener. Meselem, kubjagazly meselede, Hi, Ha,..., Hg
wakalar iicin H; + Hy, = A — “san 2-den uly dil”, H, + Hy+ Hg = B —
“san dine jiibiit” yaly ¢ylsyrymly wakalary alarys.

A we B wakalaryn logiki kopeltmek hasyly ya-da kesismesi
diylip, olaryn ikisinii hem bir wagtda yiize ¢ykmagyndan duryan
waka aydylyar we AB ya-da ANB yaly belgilenip, “A we B wakanyn
yize ¢ykmagy” gornlisde okalyar. Meselem, A={H;,H>,Hs},
B={H1,Hs,Hs} bolsa, onda AB={H, Hz} bolar.

Wakalar iigin

A-A=V, u-v=y, A-A=A
boljagy hem diisniiklidir. Ozara sygysmayan A we B wakalar iigin

A-B =V bolyanyny hem bellalin.
A (i=1,n) wakalar ulgamy {i¢in olaryn kopeltmek hasyly
n

Al 'AZ - ...'An = nAl
i=1

ANANOA =[] A

ya-da kesigmesi

yaly belgilenyar.

Mysal. Nysana yzly-yzyna 3 gezek ok atylyar. Goy, A; — “ok
nysana I gezekde degdi”, A, — “ok nysana II gezekde degdi”, A; — “ok
nysana III gezekde degdi” wakalary bolsun. Onda, meselem, B=A4; —
“ok nysana I gezekde degmedi”, C=A1A,A; — “li¢ gezekde hem ok
nysana degdi” ya-da D=A;A,A3+A1AA3 “nysana ok ditie 1 ya-da
dinie II gezekde degdi” yaly ¢ylsyrymly wakalary alarys.

1.3. Wakanyn yygylygy we dhtimallygy

Sol  bir sgertlerde gegirilen N sany synaglaryn
gaytalanmalaryna—seriyasyna seredelin. Goy, bizi wakalar kopliiginin
A kesgitli wakasy, meselem, sayylyk kop gezek oklananda, onun
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suratly yiiziinin diismegi gyzyklandyryan bolsun. Eger synaglar
seriyasynda A waka anyk ky (A4) gezek yiize ¢ykan bolsa, onda

Wy (4) = 2 (1.1)

sana wakanyn yiize ¢ykmagynyn sol seriyadaky otnositel yygylygy
diyilyar.

Eger A waka miimkin dél bolsa, onda A=V bolup, gecirilydn
synaglaryn islendik seriyasynda ky(A)=0, diymek, Wy (A)=0 alarys.
Eger A=U bolsa, onda hemise ky(A)=N bolup, Wy (A)=1 bolar.
Onda islendik A iigin

0<Wn(d)<I. (1.2)

Eger synaglaryn seriyasy eyyam gecirilen bolsa, Wy(A) ululyk
(1.1) gatnasyk boyunga yonekey hasaplanar. Eger N — ongakly uly
bolmasa, onda synaglarynl seriyalarynda yygylygyil bahasy diiypli
tytgdp durar. Emma synaglaryil gaytalanma sanlary yeterlik uly
bolan seriyalarda, A wakanyn yygylygy durnuklylyga eye bolyar we
1-den kigi otrisatel dél sana ymtylar. Bu sana totdn A4 wakanyii yiize
¢ykmagynyn miimkingiliginiii mukdar taydan olcegi hokmiinde
dahtimallyk (probabilitas soziinden) diyilydr hem-de P(A) bilen
belgilenyir. Seylelikde

Wy (A) = P(A). (1.3)

Synaglarynn yeterlik kop sanly seriyalarynda yygylygyn
durnuklylygy hem-de dhtimallyga yakynlygy dhtimallygy yakynlagsan
hasaplamaga yardam edyir. Oz gezeginde, P(A)-ny bilmek N-ii uly
bahasynda ol ya-da beyleki takyklykda hem-de ygtybarlylykda, 6nde
duryan tejribelerde, A wakanyn yiize ¢ykmagynyn yygylygyny
ontinden kesgitlemige miimkingilik beryar.

Durmusda hili-sindi  bizi gyzyklandyryan wakalaryn
dhtimallygyny bahalandyrmagyn diysen kyn¢ylykly, kdwagtlar bolsa,
diiybiinden miimkin dél yagdaylary yilize c¢ykyar. Sonunl bilen
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birlikde, yonekey wakalaryn ahtimallygy baradaky maglumatlar
toplanandyr. Ahtimallyklar teoriyasynyn esasy meselesi hem
tejribelerden ya-da berlen prosesiii tebigaty bilen baglanysykly
yolbermelerden belli bolan kibir yonekey wakalaryn dhtimallygy
arkaly seljermeler we hasaplamalar iisti bilen bizi gyzyklandyryan
¢ylsyrymly wakalaryn dhtimallyklaryny tapmakdyr.
Eger kdbir A; we A, wakalar sygysyan bolsalar, onda
P(A1+A2)¢P(A 1)+P(A2)
ya-da has takygy

Goy, synaglar seriyasynyin Aj, Az, ..., A, wakalary 6zara
sygysmayan bolup, olaryn jemi hokmany wakany emele getirsin:

A; +A+..+ A, =U. Onda
P(A1+A+...+A,) = P(A)+P(Ay)+...+P(A)=P(U)=L1. (1.5)

alarys.

Hususanda, 6zara garsylykly (sygysmayan) A we A wakalar
ticin

A+A=U & P(A)+P(A)=P(U)=1, (1.6)
U=V bolany sebapli
U+U =U+V=U & P(U)+P(V)=1, P(V)=0 (1.7)

formulalar alnar.
Eger AcB bolsa, onda
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P) <P(B) (1.8)
densizligin yerine yetjegi disniiklidir.
1.4. Ahtimallygyii klassyky kesgitlenisi

Goy, Hi, Ha, ..., H, — elementar wakalar sol bir S seriyadaky
wakalar  kopliigine degisli bolup, asakdaky sertleri
kanagatlandyrsynlar:

1) Hi, Hy, ..., Hy — jiibiit-jiiblitden sygysmayan wakalar,
yagny, HiH;=V (i#j) yerine yetyir;

2) Hi, Hy, ..., Hy — wakalaryn doly ulgamyny diizyar,
yvagny Hi+Ho+ ...+ Hy=U;

3) Hi, Ho, ..., Hy — wakalaryn dhtimallyklary 6zara den
P(Hy)=P(H2)=...=P(Hy).

Bu ii¢ sert yerine yetende “S seriya yagdaylar shemasyna
gelyir”, Hi (i=1,n) waka bolsa yagday diyilyir.

Goy, A waka yagdaylar shemasyndaky wakalar bilen
baglanysykly bolsun. Eger H; yagday A wakanyn yiize ¢ykmagyna
getirydn bolsa, onda H; yagdaya A wakanyn yiize ¢ykmagyna
yardam edyin yagday diyilydr. Eger yagdaylar shemasynda n sany
yagday bolup, A waka yardam edyén yagdaylaryn sany m bolsa, onda

P(A) =% (19)

formulany alarys. Muia &dhtimallygyn Kklassyky Kkesgitlenisi
diyilyar.

Eger H;, Ha, ..., Hy, ... — yagdaylaryn tiikeniksiz ulgamyny
emele getirydn bolsa, onda H=H;+H,+...+H,+... waka ii¢in

P(H)=P(Hi+Hx+...+Hy+...)=P(H1)+P(H2)+...+P(Hn)+...= Z P(H,)
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yerine yeter. Bu yerde sag tarapdaky ZP(Hi) tilkeniksiz hatar
i

yygnanyar diylip hasap edilyér.

Mysal. Granlary 1-den 6-a ¢enli sanlar bilen belgilenen
kubjagaz oklanyar. 1) Jiibiit sanlaryn diigmeginin &dhtimallygyny
kesgitlemeli. 2) 3-e boliinydn sanlaryn diismeginini dhtimallygyny
kesgitlemeli.

Céziilisi. IIki bilen, H; — “i sanyn diismegi “ (i=1,6) diyip
belgildp, bu tejribdnin yagdaylar shemasyna gelyandigini gorkezelin.
Dogrudan hem:

e H;, i=1,6 — jiibiit-jiibiitden sygysmayan wakalar;
e H;, i=1,6 — wakalaryn doly ulgamyny diizyér;
e Hi, i=1,6 — deni dhtimallykly wakalar.

Diymek, tejribe yagdaylar shemasyna gelyir.

1) Goy, A — “Jiibiit sanlaryn diismegi” wakasy bolsun. Yagdaylar
shemasynda bu waka yardam edyin yagdaylar — elementar wakalar:
H2, Hs, He. Onda m=3 we n=6 bahalara gord, (1.9) formuladan
alarys:

P(A) =m/n =3/6=0,5.

2) Goy, B — “3-e boliinydn sanlaryn diismegi” wakasy bolsun.
Bu waka iicin H3 we Hg yagdaylar yardam edyédr. Onda m=2, n=6
bolup, (1.9) formuladan:

P(B) =m/n=2/6 =1/3

kesgitldris. Su mesele boyunca

P(A+B) = 4/6 =2/3, P(AB) = 1/6
boljagy hem diisniiklidir.

Mysal. 100 sany detal Olgegleri boyunca 4 sany topara
bolinip, I toparda — 15, Il toparda — 40, Il toparda — 30 we IV

toparda — 15 detallar yerlesdirilen. Totdnden alnan detalyn toparlara
degisliliginin dhtimallyklaryny kesgitlemeli.
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Céoziilisi. B; — “detal i-nji topara degisli”(i=1,4) belgililin.
Eger 100 detal olgegleri boyunca artyan tertipde vyerlesdirilip
nomerlenen bolsa, onda Hi, Hy, ..., Higo yagdaylary alnyp, I topara
Hq, Ho, ..., His, 1 topara His, Hi7, ..., Hss detallar degisli bolardy we
s.m. Onda

P(By) = P(Hy + Hy + -+ + Hys) = P(H,) + P(Hy) + -+ + P(Hy5)

1 +1 1 _15_015
100 100 100"100" o

Suna menzeslikde alarys:
P(By) = P(Hyg + Hyy + -+ Hss) = 40/1 00 = 0,4;
P(Bs) = P(Hsg + Hs7 + - + Hgs) = 30/, 14 = 0,3;
3 56 57 85 100 9,

P(B4_) = P(H86 + H87 + -+ HlOO) = 15/100 = 0,15
1.5. Ahtimallygyi statistiki kesgitlenisi

Kopleng halatlarda tejribe yagdaylar shemasyna getirilmeyar.
Onda dhtimallygy klassyky kesgitleme boyunca tapyp bolmaz. Beyle
yagdaylarda statistiki usula yilizlenydrler. Ol sundan ybaratdyr.
Tejribéni sol bir sertlerde n gezek gaytalayarlar. Eger n gezekde A
waka m gezek yiize ¢yksa, onda m/n gatnasyga A Wakanyn yvygylygy
diyilydr we Wa(A) ya-da P’(A) yaly belgilenyir, yagny P (A) = m/n.
Sweysar alymy J. Bernulliniii subut etmegine gord, islendik kigi& >0
san ligin

[P*(A) -P(A)I= Im/n —P(A)|> &

diyen wakanyn &htimallygy n tiikeniksizlige ymtylanda nola
ymtylyandyr, yagny
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n

!]im P( > gj =0
denlik yerliklidir. Yonekey dil bilen aydanyida, islendik A wakanyi
yvygylygy n-in bahasynyn artmagy bilen onun &htimallygyna
ymtylyar.

Diymek, wakanyn yygylygy bilen onun &htimallygynyn
arasynda ordn jebis baglanysyk bar. Bu yygylyk kesgitlenendéki
gecirilen tejribelerini sany nigce kop boldugyca aydyil bolyar. Biz
dhtimallygy wakanyn yiize ¢ykmak miimkingiligini anladyan san
hokmiinde kesgitledik. Yokarda getirilen delillere gora, n uly bolan
vagdayynda wakanyn yygylygyna hem wakanyn yilize ¢ykmagyny
hisiyetlendirydn san hokmiinde garamak dogrudyr.

Mysal. B.W. Gnedenkonyn [8] kitabynda swed dowletinin
statistikasynyn 1935-nji yyl boyunca yany dogan c¢agalaryn gyzlara
we oglanlara paylanysy baradaky maglumatlary tablisa (1.1-nji
tablisa) gorniisinde getirilyar.

1.1 —nji tablisa
Gyz dogma yygylygy | Jemi | Gyz | Oglan | Aylar

0,486 7280 | 3537 | 3743 1
0,490 6957 | 3407 | 3550 2
0,490 7883 | 3866 | 4017 3
0,471 7884 | 3711 | 4173 4
0,478 7892 | 3775 | 4117 5
0,482 7609 | 3665 | 3944 6
0,477 7585 | 3621 | 3964 7
0,486 7393 | 3596 | 3797 8
0,485 7203 | 3491 | 3712 9
0,491 6903 | 3891 | 3512 | 10
0,482 6552 | 3160 | 3392 | 11
0,473 7132 | 3371 | 3761 | 12
0,482 88273 | 42591 | 45682 | Yyl
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Tablisadan gorniisi yaly, gyz caganyn dogmagynyn yygylygy,
gecirilen synaglaryn mdgberinin uly bolany sebépli, ayba-ay
iytgemeyar diyen yaly (sol bir 0,482 sanyn golay towereginde
yerlesyédr). Bu bolsa wakanyn yygylygynyn, tejribdnini sanynyn
kopelmegi bilen, belli bir sana ymtylyandygyny gorkezyar.

Mysal. Yokarda agzalan kitapda, iki alym tarapyndan tefifie
oklananda, onuni suratly tarapynyn c¢ykmagynyin yygylygyny
kesgitlemek ti¢in gegirilen islerin netijeleri hem getirilydr (1.2-nji
tablisa). Gorsiimiz yaly, bu tablisa hem yokarda aydylanlary
tassyklayar.

1.2 —nji tablisa
Synag Oklanan | Surat tarapynyri ;
gecirijiler sany ¢ykan sany Yygylyk
Byuffon 4040 2048 0,5069
K. Pirson 12000 6019 0,5016
K. Pirson 24000 12012 0,5005

Wakalaryil yiize ¢ykmak miimkingiligininn dhtimallygyn {sti
bilen anladylmagynyn diiyp manysy uly dhtimallykly wakalaryn kici
dhtimallykly wakalardan kop yiize ¢cykmagy bilen diistindirilyar. Bu
vagday amaly meseleleri ¢ozmekde ginden ulanylyar. Mysal {i¢in,
wakalaryn dhtimallyklarynyn iisti bilen olaryil haysyna dwrenilyidn
prosesde kop iins bermeli, haysyna az iins bermeli diyen sowala
jogap berip bolar ya-da &htimallyklary kici bolan wakalara miimkin
dal wakalar hokmiinde, dhtimallyklary uly bolan wakalara bolsa,
hokmany  wakalar hokmiinde garap, prosesi Owrenmegi
yenillesdirmek miimkin.

1.6. Ahtimallygyii geometriki kesgitlenisi

Wakalarynn dhtimallyklaryny klassyky wusul bilen hem,
statistiki usul bilen hem kesgitlemek umumy halda ansat dildir. Kop
wakalaryn dhtimallyklaryny bu iki yol bilen hasaplamak miimkin
hem dil. Meselem, kébir tejribelerde yiize ¢ykyan wakalaryn
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sanynyn tiikeniksiz kop bolmagy miimkin. Bu yagdayda klassyky
usuly ulanmak miimkin dél. Tikenikli bolyan halda bolsa olaryn
icinden yagdaylar shemasyny emele getirydnlerini saylap almak kyn
bolyar, yagny gecirilyin tejribeleriii kopiisi klassyky usulyn sertlerini
kanagatlandyrmayar. Bu halatda statistiki usula yiizlenilse hem
tejribelerin hemmesinde sol bir sertlerin yerine yetirilmegini
gazanmak kyn bolmagy ya-da tejribdni sol bir sertlerde ndge kop
gecirsen-de dhtimallygyn takyk bahasyny bilip bolmazlygy miimkin.

Ine, suna gord, kédbir meseleler coziilende, &htimallygyn
geometriki kesgitlemesini ulanyarlar. Goy, biziil tejribdmiz berlen
nokady [a,b] kesimde t6tdnden yerlesdirmekden ybarat bolsun. [a,b]
kesimde yatyan, uzynlygy l-e deni bolan kesimi alalyi. Berlen nokat
[a,b] kesimde totdnden yerlesdirildi, diymek, sol nokadyn alnan |
kesime diismeginin dhtimallygy kesimin | uzynlygyna baglydyr,
emma | kesimin [a,b] kesimin haysy boleginde yerlesydnine bagly
dildir. Seyle sertde A — “nokat | kesimin istiine diisdi” wakasynyn
P(A) dhtimallygy

P(A) = I/(b-a)

formula arkaly kesgitlenyr.

Goy, D — tekizlikde (ginislikde) yatan, meydany (géwriimi)
S (V) bolan oblast bolsun. Q — sol oblastda yatyan we meydany
(gowriimi) Sy (V1) bolan kigi oblast bolsun. Onda D oblastda totanden
yerlesdirilen C nokadyn Q oblasta diismeginin P dhtimallygy

P=S/S, (P=ViV)
formula bilen tapylyar.

Mysal. A we B nokatlary birlesdiryén telefon simi tétdnden C
nokatda tiziilydr. C nokadyn A nokatdan uzaklygynyn I|-den kigi
bolmazlygynyn &htimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, A we B nokatlary birlesdiryén simin uzynlygy
d bolsun. Simin istiinde A nokatdan uzaklygy l-e den bolan D
nokady alalyn. Seylelikde, bizin meselamiz, “C nokat uzynlygy d-I

21



bolan DB kesime diiser” diyen F wakanyn dhtimallygyny
hasaplamaklyga getirildi
ey I8 a1
|AB|

Mysal. x%/25+y*16=1 defilemeli ellips bilen ¢iklenen
tekizligiti boleginii i¢inde X*+y?<9 tegelek yerlesdirilen. Bolege
tétdnden oklanan nokadyn ellips arkaly ¢éklenen bolek (Se) bilen
tegelegit  (Sgeg) arasyndaky halkanynl icine (Spaka) diismeginiii
dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, A — “nokadyn halka diismegi” wakasy bolsun.
Onda

P(A) = Shaika / Sett =(Seii-Steg) / Senr = (mab—zr?)/ zab.

Bu yerde a=5, b=4, r=3. Onda
P(A) = (207 —97)/(207) =11/20=0,55.

1.7. Kombinatorikanyn esasy formulalary

Ahtimallyga degisli meseleler ¢oziilende kombinatorikanyi
formulalary ulanylyar. Kombinatorikanyn calgyrmalar,
yerlesdirmeler we utgasdyrmalar diisinjeleri bardyr.

Kesgitleme. Diirli n elementlerden diiziilen we biri-birinden
dine sol elementlerin  yzygiderlikde vyerlesis tertibi  bilen
tapawutlanyan setirlere calsyrmalar diyilydr. Calsyrmalaryn sany Py
bilen belgilenip,

P,=nl=1:2-....n

yaly hasaplanyar.

Mysal. 2 sany, 3 sany we 5 sany diirli reikli sarjagazlardan
diizlip bolyan ¢algyrmalaryn sanyny kesgitlemeli.
Coziilisi. P,=2!=2; P3=3!=6; Ps=5!=1-2-3-4-5=120.

Kesgitleme. Diirli n elementlerin m sanysyndan diiziilen
bolup, biri-birinden ya elementlerini yzygiderlikde yerlesis tertibi
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bilen vya-da elementlerin 06zi bilen tapawutlanyan setirlere
yerlesdirmeler diyilyar. Yerlesdirmelerin sany A7 bilen belgilenip,

m _ nl
n - (n—-m)!
formulada hasaplanyar.

Mysal. 5 sany diirli sarjagazlardan 2 element boyunca
diiziilen yerlesdirmelerini sanyny kesgitlemeli.

2 _ 58 sl _ 345 L
Coziilisi. A: = G 3w 4-5=20

Kesgitleme. Diirli n elementlerin m sanysyndan diiziilen
bolup, biri-birinden elementlerin i bolmanda biri  bilen
tapawutlanyan setirlere utgasdyrmalar diyilydr. Utgasdyrmalaryn
sany C;* bilen belgilenip,

cmo— n! _ n(n-1)n-2)..(n-m+1) _ ﬁ
n - m!(n—-m)! - m! - Pm

formula boyunca hasaplanyar.

Mysal. 5 sany diirli renkli sarjagazlardan 3 element boyunca
diiziilen utgasdyrmalaryn sanyny tapmaly.

Coziilisi.
51 3145

_ 3 _
Lyt =G5 = 31(5=3)! 312 10.

Eger n sany elementlerin arasynda K sany menzesleri bar
bolsa we ni, ny,..., Nk, degislilikde, menizes elementlerin gaytalanma
sanlary bolsalar, yagny n=n;+n;+..+n,, onda n elementlerden
duryan hem-de elementleri gaytalanyp bilydn orun calsyrmalaryn
P(ny, ny, ..., Ny) sany seyle tapylyar

n!
P(ny,ny, .., y) = nylnyl.. ng!
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Mysal. 5 sany sarjagazlaryn 3-si ak, 2-si gara. Olardan
diiziilen orun c¢algyrmalaryn sanyny hasaplamaly.

5! 31-4-5

P(3,2)=3!2!= 31 7] =2-5=10.

1.8. Gaytarylmasyz saylama barada mesele

Gaytarylmasyz saylama meselesinde saylanan predmetler
yzyna gaytarylmayar. Seyle saylama meselesininn dhtimallygynyi
formulasyny dhtimallygyn klassyky kesgitlemesini ulanyp tapalyi.

Goy, kiibir toplumyf her N obyekti difie A ya-da A nysanlara
eye bolsun. Seylelikde, toplumyn M obyekti A nysanly (M < N),
N-M obyekti bolsa A nysanly bolar. Kopleng, M san, diymek, M/N
drob san nébelli bolyar. Su drob sany yakynlasan hasaplamak {i¢in N
obyektden n (N<N) obyekti saylap, olardan A nysanly m obyektlerin
(m < n) sanyny kesgitldlin. Kéabir sertlerde, dogrudan hem m/n san
M/N sana takmyn deil bolyar.

Goy, M san belli bolsun. n obyektli saylamada A nysanly m
obyekti tapmagyn dhtimallygyny kesgitldlin.

Eger basky toplumda N obyekti nomerlesek, onda alynjak n
obyektli toplumlaryi sany Cf utgasdyrma defi bolar. A nysanly m
obyektli toplumlaryni sany CJF utgasdyrma, A nysanly n-m obyektli
toplumlaryn sany CyZ) utgasdyrma boyunca kesgitlener. Onda n
obyektli toplumdan A nysanly bolmaklyga yardam edyédn
kombinasiyalaryn sany Cyy - CyZpf afilatma boyunga kesgitlener.

Diymek, &htimallygyin klassyky kesgitlemesi boyunca, n
obyektli saylamada A nysanly obyektleriii X sanysynyil bolmagynyn
ahtimallygy Pym(n,X) seyle kesgitlenyar

X n—x
CvCNn-Mm
n
Cn

Pyy(n, x) = (1.10)
Mysal. Goy, N=100, M=30, n=3, x=1 bolsun. Onda
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cl,-c? 30-70-69-3
Pioo30(3,1) = Eo0 = = 0,448
100,30(3,1) 350 100-99-98 !

Gaytarylmaly saylamada totdnligin saklanmagy tgin,
nobatdaky saylamalaryn islendiginde seredilydn toplumyn her
elementinin galan elementler bilen den dhtimallygynyn bolmagyny
gazanmalydyr. Su talaplaryn yonekey yalydygyna garamazdan, is
yiiziinde amala asyrmak yenil déldir. Hazirki dowiirde toténleyin
saylamany totdn sanlaryn kompyuter programmasyny ulanyp yerine
yetiryarler.

1.9. Wakalaryi jeminin dhtimallygyny hasaplamakdaky
esasy formulalar

Islendik A we B wakalaryn jeminin P(A+B) &htimallygy
asakdaky formula arkaly tapylyar

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB). (1.11)
Eger A-B=V bolsa, onda P(A-B)=0 bolup, (1.11) formuladan
P(A+B)=P(A)+P(B) (1.118)

alarys. L
A; (i=1, n) wakalaryn ulgamy ti¢in

P <; Ai) = ; P(4;) — ; P(A;Aj) + i;kP(AiAjAk) I
+-1)"P(AL A2 .. A (1.12)

alarys. Bu formulany (1.11) formuladan we matematiki induksiya
usulyndan peydalanyp subut etmek bolar.
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Eger bu wakalar jiibiit-jiibiitden sygysmayan bolsalar, onda
(1.12) formuladan

P(Xi1A) = Xim P(A) (1.12a)

alarys. Meseleler ¢oziilende (1.12) formuladan peydalanmak uly
hasaplamalary talap edip biler, seyle yagdaylarda garsylykly
wakalara gegmek usulyndan peydalanmak amatlydyr

P(E™,A) =1— P(A,4, .. A,). (1.12b)

Mysal. Nysana merkezde yerlesen tegelekden we ony gursap
alyan iki halkadan ybarat. Mergen nysana ok atyar. Okun tegelege,
birinji halka we ikinji halka degmeginin &htimallyklary degislilikde
0,20; 0,15; we 0,10 den. “Mergeninn oky nysana deger” diylen A
wakanyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. A; — “Ok tegelege deger”, A, — “Ok 1-nji halka
deger”, Az — “Ok 2-nji halka deger” wakalaryny belgildlin. Onda

A=A+ A+ As. P(A):P(A1+ Ao+ A3) =

=P(A1)+P(A2)+P(A3)=0,20+0,15+0,10=0,45.

Mysal. 100 enjamdan 5-si ndsaz. 100 enjamdan t6tdnden 2-
sini saylap alyarlar. A — “Sol iki enjamyn il bolmanda biri saz”
wakasynyn dhtimallygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. A — “Alnan enjamlarynn ikisi hem nésaz”
wakasydyr. Onda

Mm=C2=10. Nn=C2,,=9900/2=4950,

= 1
P(A) =1—-P(A) =1——~ 0,998,
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Mysal. Sol bir nysana iki gezek ok atylyp, her gezekde okun
nysana degmegininn dhtimallyklary degislilikde 0,9 we 0,6 den. In
bolmanda bir gezekde okun nysana degmeginin &htimallygyny
hasaplamaly.

Coziilisi. Goy, A — “Birinji gezekde okun nysana degmegi”,
B — “Ikinji gezekde okun nysana degmegi” wakalary bolsunlar. A we
B sygysykly we bagly dil wakalar bolup, olaryn &htimallyklary
P(A)=0,9 we P(B)=0,6 den. Onda (1.11) formula gora:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)= P(A)+P(B)- P(A)P(B)=
=0,9+0,6-0,9 - 0,6 =0,96.

Garsylykly wakalara gegip, (1.12b) formulany dine A we B
wakalar ti¢in peydalanyp alarys

P(A+B)=1-P(4) -P(B) =1 - 0,1 - 0,4=1-0,04=0,96.

1.10. Wakalaryn kopeltmek hasylynyn dhtimallygyny
hasaplamakdaky formulalar

Goy, kesgitli sertlerde A wakanyn ylize ¢cykmak dhtimallygy
belli bolsun. Birden sert iiytgese, yagny synag dowamynda B waka
hem yiize c¢yksa, onda A wakanyn &htimallygynyn tytgemegi
miimkin. A wakanyn {liytgén dhtimallygyna sertli dhtimallyk diyilyér
we P(A/B) yaly belgilenyar.

Sertli dhtimallyklar
_ P(AB) .
P(A/B) = P(B) ' (P(B)#0),
(1.13)
_ P(AB)
P(B/A) = (A (P(4)#0)

formulalar bilen kesgitlenyéar. Bu yerde
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P(A), P(B) — sertsiz dhtimallyklardyr;
P(AB) — wakalaryn kopeltmek hasylynyn &htimallygy.
(1.13) formulalardan

P(AB)=P(B) -P(A/B), P(AB)=P(A) -P(B/A) (1.14)
alarys. Eger A we B wakalar bagly dél bolsalar, onda
P(A/B)=P(A), P(B/A)=P(B)
yerine yetip, (1.14) formulalardan

P(AB)=P(A) -P(B) (1.14Y
formula alnar.
Mysal. Gapda 7 ak we 3 gara sarlar bar. Asakdaky wakalaryn
dhtimallyklaryny kesgitlemeli.
1) A —“Gapdan ak sary ¢ykarmak™;
2) G — “Gapdan gara sary ¢ykarmak”;
3) C — “Bir gara sar c¢ykarylanson, yene ak sary

cykarmak™;
4) B — “Bir ak sar ¢ykarylanson, yene ak sary ¢ykarmak”.
Coziilisi. 1) P(A)=7/10=0,7; 2) P(G)=3/10=0,3;

3) P(C)=P(AIG)=7/9=0,777; 4) P(B)=P(A1/A)=6/9=0,666.

Bu yerde A; bilen “Yene ak sary ¢ykarmak” wakasyny sertli
belledik. Gorsiimiz yaly, P(4)# P(4/G)# P(A:/A).

Eger A;, Ay,..., Ay wakalaryn islendik kombinasiyasy galan
wakalaryn islendik kombinasiyasy bilen bagly dil bolsa, onda olara
toplumlayyn bagly dil wakalar diyilyar.

Toplumlayyn bagly dil wakalar ti¢in asakdaky formula dogrudyr

P(A1A;... An)=P(A1)P(A,)...P(A)). (1.15)
Islendik A; (i=1, 2, ..., n) wakalar {i¢in seyle formula alynyar:

P(AAs...A)=P (A1) -P(Ar/A7) “P(A/ALAY) -...- P(An/AtAg...An). (1.16)
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1.11. Doly dhtimallyklar formulasy

Goy, kibir synagyn netijesinde H; (i = 1,n) wakalaryn
islendik biri yiize ¢ykyp, olar asakdaky sertleri kanagatlandyryan
bolsunlar:

1) Hi Hj = V (i#j) — jubiit-jiibiitden sygysmayan wakalar;

2) H; + H, + ..+ Hy, = U —wakalaryn doly ulgamyny
emele getiryarler;

Onda H; (i = 1,n) wakalara ¢aklamalar diyilyir.

Eger A waka su tejribede ylize ¢ykyan bolsa, onda

P(A)=P(H,) -P(A/Hy)+...+P(H,) -P(A/Hy) (1.17)

formula dogrudyr. Bu formula doly #htimallyklar formulasy
diyilyar.

Mysal. Diikana I, Il, Il firmalardan sol bir gorniisli azyk
onlimleri getirilen bolup, olarynn tutus mukdardaky hem-de zayalyk
mocberleri gorkezilen (1.3-nji tablisa).

1.3-nji tablisa
Gorniisler Firmalar
I 1 1L
Uliis mukdary | 50% | 30% | 20%
Zayalygy 2% | 3% | 5%

Goy, A — “Totinden alnan haryt onat” wakasy bolsun.
P(A) — dhtimallygy kesgitlemeli.

Coziilisi. Goy, H; (i = 1,3) — “Haryt i-nji firmadan getirilen”
wakasy bolsun. Maglumatlara gorda  P(H1)=0,5; P(H;)=0,3;

P(H3)=0,2.

P(A/H;)=1-0,02=0,98 — I-den getirilen harydyn onat
bolmagynyn dhtimallygy.

P(A/H;)=1-0,03=0,97 — |Il-den getirilen harydyn onat

bolmagynyn dhtimallygy.
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P(A/H3)=1-0,05=0,95 — Ill-den getirilen harydyn onat
bolmagynyn dhtimallygy.
Onda (1.17) formula gora hasaplarys

P(A)=0,5-0,98+0,3-0,97+0,2-0,95=0,971.

1.12. Caklamalaryn dhtimallyklarynyn (Beyesin)
formulasy

A waka yilize ¢ykandan son ¢aklamalaryn &htimallyklarynyn
hem {iytgemegi miimkin. Uytgéin P(Hi/A) (i=1n) dhtimallyklary
inlis alymy Beyesin formulasy boyunca hasaplayarlar

P(H;)P(A/H;)

P(Hy/ A) = 2

, I=1n (1.18)
Bu yerde P(A) dhtimallyk (1.17) formula boyunca tapylyar.
Mysal. Yokarky mysalyn sertlerinde, goy, A waka yiize ¢ykan
bolsun. Hi, Hy, H3 caklamalaryn tiytgan P(Hi/A), P(HJ/A), P(Hs/A)

dhtimallyklaryny kesgitlemeli.
Coziilisi. P(A)=0,971 — belli. Onda (1.18) — den alarys

P(H,)-P(A/H;) 050,98

P(H,/A) = B A) =00 = 0,5046

P(Hy/A) = PA) =071 0,2997
P(H,)-P(A/H 0,2-0,95

P(Hs/A) = (H;) P(A/Hs) _ = 0,1957

P(4) ~ 0971
1.13. Gaytalanyan synaglar ii¢cin formulalar
Sol bir sertlerde gaytalanyan synaglaryn islendiginde A

wakanyn yiize ¢cykmagynyn dhtimallygy beyleki synaglara bagly dil
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bolan sol bir san bolsa, onda seyle synaglara bagly dél synaglar
diyilyar.

Goy, bagly dél synaglaryn her birinde A waka sol bir p
dhtimallyk bilen yiize ¢ykyan bolsun (onda A waka q=1-p dhtimallyk
bilen yiize ¢ykar). Bu yagdayda n synagda A wakanyn m gezek (m<n)
yize c¢ykmagynyn Pp(m) &htimallygyny Bernullinin formulasy
boyunga hasaplayarlar:

F(m) =Gt p™ g™ (@=1-p) (1.19)

Mysal. Bagly dil synaglarda nysana 5 gezek ok atylyar. Her
gezekde okun nysana degmeginiii dhtimallygy p=0,7 den. “Atylan 5
okun 3-si nysana deger” diyen A wakanyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. (1.19) formula boyunga alarys: q=1-0,7=0,3,

I
P,(3) =C20,7°0,3% = %0,343-0,09 =0,3087 .

n san uly bolanda Pn(m) &htimallygy (1.19) formula boyunga
hasaplamak kyngylyk doredyér. Bu yagdaylarda dhtimallygy takmyn
hasaplamakda fransuz = matematigi Laplasyn teoremalaryny
ulanyarlar.

Laplasyn lokal teoremasy. n — yeterlik uly san bolanda
Pn(m) dhtimallyk

2

X __ m-np

1 1 —
p(x), (p(x)=ﬁe Z,X—m.

B,(m) = Pa

(1.20)

formulada hasaplanyar. (¢@(x)-in bahasy gosundydan, g.1-nji
tablisadan tapylyar).

Mysal. p=0,2; n=400; m=104 P400(104)-?
Coziilisi. q=1-p=1-0,2=0,8.
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_m-np 104-400-0,2 104 80 24
~ Jnpg 4/400-0,2-08 20-04 8

Tablisadan ¢(3)=0,0044 tapyarys. Onda (1.20) —den alarys

0,0044
8

Pyoo(104) =

p(x) = ~ 0,0006.

1
\V1Pq
Laplasyn integral teoremasy. n — yeterlik uly san bolanda,
“m san m; we my (my < my) sanlaryn arasynda yatyr” diyen wakanyn
Pn(m1,m;) dhtimallygy
Pn(ml,mg) R @(XQ)-@(xl) (121)

formulada hasaplanyar, bu yerde:

_M0p. —P. D(X) = e 2dt
= e 0

(@(x)-in bahasy gosundydan, g.2-nji tablisadan tapylyar).
Mysal. n=100; p=0,75; m;=70; m,=80  P100(70,80)-?
Coziilisi. g=1-p=1-0,75=0,25.

—np 70 —100-0,75
X, = =-1,15; x, =1,15
\/npq ~ /100-0,75 - 0,25

P100(70,80) = @(x7)-D(x1)=D(x2)-(D(-X2))=D(x2)-(-P(x2))=

=2®(x)=2d(1,15)=2-0,3749=0,7498.
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1. Goniikmeler we meseleler

Totin waka, onuii yygylygy we dhtimallygy. Geometriki dhtimallyk
1.1. Asakdaky wakalaryn haysysynyn 1) totdn, 2) hokmany, 3)
miimkin déil waka bolyandygyny gorkezin:

1) Alnan bir lotereya biledi boyuncga utus;

2) Eger gapda 3 gok we 5 gyzyl sar bolsa, totdnleyin alnan saryn
renikli bolmagys;
3) Eger 5 bally bahalaryn sistemasy kabul edilen bolsa, giris
synaglarynda dalaggirin 4 synagdan 25 bal toplamagy;
4) Oynalyan kubjagaz oklananda yokarky granynda altydan uly
ockonyi diismezligi.
1.2. Goy, A={a,b,c}; B={b,c,d} kopliikler berlen bolsun. A+B; AB
tapmaly.

Coziilisi. A+B={a,b,c}+{b,c,d}={a,b,c,d},

AB={a,b,c}n {b,c,d}={b,c}.

1.3. Iki sany oynalyan kubjagaz oklanyar. Diisen ogkolaryn jeminin
7-a den bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: %.
1.4. Gapda 1-den 10-a ¢enli nomerlenen 10 sany sarlar bar. Bir sary
cykardylar. Bu saryi nomerinint 10-dan uly dildiginiii dhtimallygyny
kesgitlemeli. Jogaby: p(A)=1
1.5. Gapda 15 sar bolup, olarynl 5-si ak, galany gara. Bir sar totdnden
alyndy. Asakdaky wakalaryn dhtimallyklaryny tapmaly:
a) A-“Cykarylan sar gok renkde”;
b) B- “Cykarylan sar ak reiikde”;
¢) C-“Cykarylan sar gara refikde”.
Jogaby: P(A)=0, P(B)=1/3, P(C)=2/3,
1.6. Gapda 20 sar bolup, olardan 5-si ak, 7-si gara, 8- si gyzyl renkde.
Cykaryljak saryn gyzyl reiikde bolmagynynn dhtimallygyny
hasaplamaly. Jogaby: P(G)=2/5.
1.7. Kitabyii nomerlenen 500 sany sahypasy bar. 7 sana boliinyén
nomerlerin bolmagynyn otnositel yygylygyny tapmaly.
Jogaby: 71/500.
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1.8. Gutuda 30 detal bolup, olaryn 5-si zaya. Gutudan tGtédnden
¢ykarylan detalyn zaya bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly. Jogaby:
P (A)=5/30=1/6.
1.9. Gapda 21 standart, 10 sany standart dél detallar saklanyp,
dasalan wagty detallaryn biri yitirilen. Gapdan toétinden ¢ykarylan
detal standart bolup ¢ykdy. Yitirilen detalyi: a) standart; b) standart
dal bolmagynyn dhtimallygyny hasaplamaly. Jogaby: a)2/3; b) 1/3.
1.10. Gutuda 6 sany birmenizes, yone nomerlenen kubjagazlar
yerlesdirilen. Yeke-yekeden kubjagazlaryi hemmesi cykarylanda,
olaryi nomerlerinin artyan tertipde bolmagynynl &htimallygyny
tapmaly. Jogaby: 1/720.
1.11.. Ox san okunda uzynlygy L bolan OA kesim alnyp, bu kesimde
B(x) nokady bellenen. OB we BA kesimlerin uzynlyklarynyn L/4- den
uly bolmaklarynyn dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi. OA kesimi C,D,E nokatlar arkaly dort sany den
boleklere bolelin OC=CD=DE=EA=L/4.
Meselénin serti boyunca, nokat DE kesime diismeli. Onda

_DE _L/4 1

TO0A L 4
1.12. R radiusly tegelege totdnden nokat taglanan. Nokadyn tegelegini
icinden ¢yzylan: a) kwadrata; b) dogry flcburgluga; ¢) dogry
altyburcluga diismeginin dhtimallyklaryny hasaplan.
Jogaby: a) 2/m; b) 3V3/(4m) ¢) 3V/3/(2m).
1.13. Tarapynyn uzynlygy a den bolan deitaraply ligburcluga nokat
taglanan. Eger ti¢cbur¢lugyn islendik yerine nokadyn diligmegi
defimiimkingilikli  hasaplanyan bolsa, bu nokadyn ticburclugyn
icinden ¢yzylan tegelege dilismeginin dhtimallygyny hasaplamaly.
Jogaby: /33
1.14. R radiusly saryn dasyndan kub ¢yzylan. Kubun i¢ine tétinden
taslanan nokadyn kubun i¢inddki saryn icine diismeginii
ahtimallygyny kesgitlemeli. Jogaby: P = /6.
1.15. Oglanjyk elipbiyin kesilip yasalan N, A, L, A, K, B harplary
bilen oynayar. Ol harplar toténleyin diiziilip goylanda “BALKAN”
sOziinin alynmagynyn dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: 1/360.

34



1.16. Yarysa 10 sany defgiiycli kiistciiler gatnasyar. Olaryi arasynda
orunlary paylasmagyn nége usuly bolup biler? Jogaby: 3628800.
1.17. 12 adamdan nige usulda 6 adamlyk brigadalary doredip bolar?
Jogaby: 924.
1.18. 8 sany dtiyaglyk yollarynda 5 sany otly diiziimlerini nége
usulda yerlesdirip bolar? Jogaby: 6720
1.19. Gapda 10 sany sar bolup, olaryn 6-sy ak, galany gara. Iki sary
aldylar. Olaryn ikisinin hem ak bolmagynyn &htimallygyny
hasaplamaly.

Coziilisi. Bu yerde hemme yagdaylaryii sany

2 10! 8-9-10 9-10
N=C,,= = =

= = =45,
2110-2)! 1.2.8 1.2
A wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyan yagdaylaryn sany
2= 6! :4!-5-6=5'6::L5
26-2)! 1.2-4 1.2
Diymek, P(A)=m/n=15/45=1/3.
1.20. Talyplarynn toparynda 16 talyp bar, olaryn 10-sy gyz, 6-sy
oglan. Kiist yarysyna gatnasmak tii¢cin 3 talyp alyndy. Bu tigliigin
ikisinil gyz, biriniii oglan bolmagynyi dhtimallygyny tapmaly.
Jogaby: %
1.21. Gapda 15 detal bolup, olaryin 10-sy renklenen. To6tdnden
cykarylan 3 detalyn &hlisiniii refiklenen bolmagynyn &htimallygyny
tapmaly. Jogaby: 24/91.
1.22. Tenne iki gezek oklanan. lki gezekde hem suratly yiiziinin
diismegininl dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: 1/4
1.23. Birinji gapda 1-den 5-e c¢enli, ikinji gapda 6-dan 10-a ¢enli
nomerlenen sarlar bar. Gaplaryin her birinden bir sar ¢ykardylar.
Cykarylan sarlaryit nomerlerinifi jemi:
A- “7-den az dil”; B — “11-e den”; C — “11-den uly dédl” wakalarynyn
dhtimallyklaryny kesgitlemeli.
Jogaby: p(A)=1, P(B)=1/5, P(C)=3/5,
1.24. 30 talypdan ybarat toparda barlag isi alnyp, olardan 6-sy 5-lik,
10-sy 4-lik, 9-sy 3-lik bahalar alanlar. Cagyrylan ii¢ talybyn,
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Uciisinin  hem  2-lik baha alanlar bolmagynyn &htimallygyny
hasaplamaly.
Jogaby: P(A)=1/406.

1.25. Lotoreyada 1000 bilet bolup, olaryn 500-si utusly, galanlary
Utussyzdyr. Iki bilet satyn alyndy. Ikisiniii hem utusly bolmagynyn
dhtimallygyny kesgitlemeli. Jogaby: P(A)=499/1998.
1.26. Totianden 5 belgili telefon nomeri alnan. Bu nomerin sifrlerinin
hemmesinin a) diirli; b) tik sanlar bolmagynyn dhtimallygyny
tapmaly. Jogaby: a) 0,3024; b) 0,0312
1.27. Goy, N sany adam tegelek stolun dasynda toténden
yerlesdirilen bolsun. Iki sany kéirdesii  yanasyk oturmagynyi
ahtimallygyny hasaplamaly. Jogaby: 2/(N-1)!
Ahtimallyklary gosmak we kipeltmek teoremalary. Sertli ihtimallyk
1.28. Gapda 10 ak, 15 gara, 20 sary we 25 yasyl renkli sarlar bar. Bir
sary c¢cykardylar. “Cykarylan sar: 1) ak; 2) gara; 3) sary; 4) yasyl,
5) ak ya-da gara; 6) sary ya-da yasyl; 7) ak ya-da gara, ya-da sary
renikli ” diylen wakalaryn dhtimallyklaryny kesgitlemeli.

Coziilisi. Bu yerde: N =10+15+ 20 + 25=70;
1) P(A)=m,/n=10/70=1/7. 2) P(G)=15/70=3/14;
3) P(S)=20/70=2/7.  4) P(Ya)=25/70=5/14.

Ahtimallyklary gosmak teoremasyny ulanyp alarys:
5) P(A+G)=P(A)+P(G)=1/7+3/14=5/14;
6) P(S+Ya)=P(S)+P(Ya)=2/7+5/14=9/14;
7) P(A+G+S)=P(A)+P(G)+P(S)==1-P(Ya) =1-5/14=9/14.
1.29. Gapda 7 ak, 8 gyzyl we 10 gok sarlar bar. Cykarylan saryn
refikli bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: 0,72.
1.30. Arasynda 6 sany zayasy bolan 80 Oniimin toplumy kabul
edilende, olardan tétdinden 40 sanysy alnyp barlanyar. Eger
barlananlaryn i¢inde zayasy ikiden kdp bolmasa, onda toplum
kabul edilyir. Oniimlerii toplumyny kabul edilmeginin
ahtimallygyny kesgitlemeli. Jogaby: 0,337.
1.31. Birinji gapda 2 ak we 10 gara sarlar bar, ikinji gapda bolsa 8 ak
we 4 gara sarlar yerlesdirilen. Gaplaryn her birinden bir sar
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cykardylar. “Cykarylan sarlarynn ikisi hem ak” diylen wakanyn
ahtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Goy, A — “Birinji gapdan ¢ykan ak sar”, B — “Ikinji
gapdan ¢ykan ak sar” wakalary bolsunlar. Bular bagly dal wakalar
bolup, P(A)=2/12=1/6; P(B)=8/12=2/3.  Ahtimallyklary
kopeltmek teoremalaryny ulanyp alarys

P(AB)=P(A)-P(B)=(1/6)-(2/3)=1/9.

1.32. 1.31-nji goniikménin sertlerinde, ¢ykarylan sarlaryn birinin ak,
beylekisinin gara bolmagynyn dhtimallygyny hasaplamaly.

Coziilisi._Asakdaky wakalary belldlin:

A- “I gapdan ¢ykarylan sar ak™;
B- “II gapdan ¢ykarylan sar ak™;
C- “I gapdan ¢ykarylan sar gara”;
D- “II gapdan ¢ykarylan sar gara”.
Onda P(A)=2/12=1/6; P(C) =P(A)=1-1/6=5/6;
P(B)=8/12=2/3; P(D)=P(B) =1-P(B) =1-2/3=1/3.
AD — “I gapdan ¢ykarylan sar ak, II gapdan ¢ykarylan gara sar”
wakasydyr. Onda
P(AD)=P(A)-P(D)=(1/6)-(2/3)=1/18.
Suna menzeslikde

P(BC)=P(B)-P(C)=(2/3)-(5/6)=5/9.

Indi, “Gaplaryn birinden g¢ykarylan sar ak, beyleki gapdan
cykarylan gara sar” diylen wakanyn dhtimallygyny tapalyn. Onda
ahtimallyklary gosmak teoremasyna gora

P=P(AD +BC) =P(AD)+P(BC) =1/18+5/9=11/18.
1.33. Gapda 6 ak we 8 gara sarlar bar. Gapdan bir-birden iki sar
cykardylar (sarlar yzyna gaytarylmady). Sarlaryn ikisinii hem ak
refikli bolmagynyn dhtimallygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Goy, A — “Birinji ¢ykarylmada ak saryn bolmagy”,
B — “lkinji ¢ykarylmada ak saryn bolmagy” wakalary bolsunlar.
Onda baglanysykly wakalar {i¢in dhtimallyklaryn kopeltmek hasyly

P(AB) =P(A)-P(B/A) formulada tapylyar. Bu yerde:
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P(A) =6/(6+8) =3/7-ilkinji ak saryn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy;

P(B/A)=(6-1)/(6+8—-1) =5/13- birinji ak sar ¢ykandan
son, ikinji ak saryn yiize cykmagynyn dhtimallygy. Diymek,

P(AB) = (3/7)-(5/13) =15/91.
1.34. Gapda 3 ak we 5 gara sarlar bar. Gapdan tétinden 2 sary
cykardylar. Bu sarlaryn diirli refikde bolmagynyn dhtimallygyny
hasaplamaly.Jogaby: 15/28
1.35. Gapda 10 ak we 15 gyzyl sarlar bar. Gapdan totinden 2 sary
cykardylar. Cykarylan sarlaryil ikisinin hem gyzyl reiikde
bolmagynyn dhtimallygyny hasaplamaly. Jogaby: 7/20.
1.36. Gapda 4 ak we 5 gyzyl sarlar bolup, olary bir-birden ¢ykaryp
gapdalda goydular. In sonky ¢ykarylan saryn ak renkde bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: 1/9=0,1111.
1.37. Ug atyjy biri-birlerinden habarsyz nysana bir ok atyarlar.
Atyjylaryn  oklarynyn nysana degmeklerinin  dhtimallyklary
degislilikde 0,75; 0,8 we 0,9 sanlara denl. Birwagtda ii¢ atyjynyil hem
oklarynyn nysana degmegiil &htimallygyny tapmaly.

Cozilisi, P(A) =075 P(B)=08; P(C)=0,9.

P(ABC) =P(A)-P(B)-P(C)=0,75-0,8-0,9 = 0,54.
1.38. 1.37-nji meseldnin sertlerinde, in bolmanda, bir atyjynyn
okunyn nysana degmeginiil dhtimallygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Atyjylaryn her birinin oklarynyfl nysana
degmezliginin dhtimallyklaryny tapalyn:

P(A)=1—P(A) =1-0,75=0,25.

P(B)=1- P(B)=1-0,80=0,20.

P(C)=1-P(C)=1-0,90=0,10.

Onda ¢ atyjynyn hem oklarynyn, birwagtda, nysana
degmezliginin dhtimallygy

P(ABC)=P(A)-P(B)-P(C)=0,25-0,20-0,10 = 0,005.
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Emma ABC wakanyn garsylykly wakasy — ifi bolmanda bir
atyjynyn okunyil nysana degmeginiii dhtimallygydyr. Diymek,

P=1-P(ABC)=1-0,005=0,995.
1.39. Ug atyjynyn oklarynyfi nysana degmeklerinifi dhtimallyklary
degislilikde 0,8; 0,7; 0,9 sanlara dendir. Atyjylar bir wagtda atdylar.
a) dine bir okun; b) in bolmanda bir okun nysana degmeginin
dhtimallyklaryny tapmaly. Jogaby: a) 0,092; b) 0,994.
1.40. Sehde 3 sany awtomat-stanoklar bolup, olar sol bir gorniisli
detaly yasayarlar. Birinji stanogyn is Ondiirijiligi ortanjydan iki esse
kop, ticlinjininiki bolsa ortanjydan iki esse az. Bu stanoklaryn zaya
detal yasamaklygynyn &htimallyklary, degislilikde 0,05; 0,03 we 0,01
sanlara dendir. Tayyn detallar sol bir konteynerde saklanyar.
Konteynerden tétdinden alnan detalyn zaya bolmagynyi
ahtimallygyny tapmaly. Jogaby: 0,0385
1.41. Bir i3 glinlinin dowamynda stanogyn dowiilmeginin
dhtimallygy o den (e« -ki¢i poloZitel san). 5 giinii dowamynda
stanogyn dowiilmezliginin dhtimallygyny tapmaly (« = 0,01).

Coziilisi. Bu yerde 1-o — stanogyn bir giinin dowamynda
dowiilmezliginin dhtimallygydyr. Onda (1- « )5 — stanogyn bis giiniin
dowamynda dowiilmezliginii &htimallygyny anladar. Bu yerde
binomial dargatma boyunga takmyn taparys

P=(1-a)®~1-5a.

Onda « =0,01 bahada alarys

P~1-5-0,01=1-0,05=0,95.
1.42. Gapda a ak, b gara we ¢ gok sarlar bar. Bir sary ¢ykardylar.
“Cykarylan sar: 1) ak; 2) gara; 3) gok; 4) ak ya-da gara; 5) ak yada
gok; 6) gara ya-da gok” diylen wakalaryn &dhtimallyklaryny

kesgitlemeli.
Jogaby: 1) a/(a+b+c) 2) b/(a+b+c) 3) c/la+b+c)

4) (a+b)/(a+b+c);5) (a+c)/(a+b+c); 6) (b+c)(a+b+c)
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1.43. Birinji gapda a ak we b gara sarlar; ikinji gapda bolsa, ¢ ak we
d gara sarlar bar. Gaplaryn her birinden bir sardan g¢ykardylar.
Sarlaryn ikisinin hem garadygynyn dhtimallygyny kesgitlemeli.

Jogaby: bd-(a+b)™*-(c+d)*
1.44. IKi atyjynyn oklarynyn nysana degmekleriniii dhtimallyklary,
degislilikde p1 we p, sanlara dendir. Atyjylar birwagtda atdylar.
“Atyjylaryin  birinin oky nysana deger, beylekiiki degmez”
wakasynyn dhtimallygyny hasaplamaly.

Jogaby: p,+ P, —2p;- P,
1.45. May ayynyi islendik gilinlinde sdherii temperaturasynyn 5 %-dan
kici bolmagynyn dhtimallygy « den (o - kwadratyny hasap etmesen
hem bolyan ki¢i polozitel san). May ayynyi ilkinji ii¢ giiniinde
temperaturanyfi  5°-dan  pes  bolmazlygynyfi  dhtimallygyny
kesgitlemeli.

Jogaby: 1-3«
1.46. Birinji gapda 1 ak, 2 gyzyl we 3 gok sarlar, ikinji gapda 2 ak, 6
gyzyl, 4 gok sarlar bar. Her gapdan bir sar ¢ykardylar. Cykarylan
sarlaryn arasynda gok saryn yokdugynyn dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby: 1/3
1.47. Giininn dowamynda stanogyn nidsaz islemeginin &htimallygy
0,03 denl. Yzygider dort giiniin dowamynda stanogyn saz islemeginin
dhtimallygyny hasaplamaly. Jogaby: =~ 0,88
1.48. Toparda 12 oglan we 18 gyz bar. lki adamy to6tinleyin
saylayarlar. Saylamanyn: 1) ikisi oglan; 2) ikisi gyz; 3) biri oglan,
biri gyz bolmagynyn dhtimallygyny kesgitlemeli.

Jogaby: 1) 22/145; 2) 51/145; 3) 72/145.
1.49. Gapda 9 ak we 1 gara sarlar yerlesdirilen. Birbada {i¢ sary
cykardylar. Sarlaryn  hemmesinin ak reflkde bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: 0,7
1.50. Bir nysana li¢ ok atylyar. Her atuwda okuf nysana degmeginin
dhtimallygy 0,5-e defi. “Bu atyslaryil netijesinde nysana diiie oklaryn
biri deger” wakasynyn dhtimallygyny hasaplamaly.

Jogaby: 0,375.
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Doly dhtimallyklar formulasy. Beyesiin formulasy
1.51. Dort sany birmenzes gap bolup, birinji gapda 1 ak we 1 gara
sarlar, ikinjide — 2 ak we 3 gara sarlar, ti¢clinjide — 3 ak we 5 gara
sarlar, dordiinjide — 4 ak we 7 gara sarlar yerlesdirilen.

Hi — “i-nji gaby saylamak™ (i=1, 2, 3, 4) wakasy bolsun.
Islendik i-nji gaby saylamagyn dhtimallygy P(H;)=1/4 bolsun.
Totdnden gaplaryn biri saylanyp, ondan bir sar ¢ykarylyar. Bu saryn
renikinin ak bolmagynyn dhtimallygyny hasaplamaly.

Coziilisi. Formula boyunca

P(H1)= P(H2)= P(H3)= P(H4)=1/4

Goy, A — “gykarylan saryn renki ak” wakasy bolsun. Onda
meseldnin serti boyunca alarys

P(A/H,)=1/2- birinji gapdan ak sary saylamagyn sertli
dhtimallygy;

P(A/H,)=2/5-ikinji gapdan ak sary saylamagyf sertli
dhtimallygy;

P(A/H,)=3/8-ligiinji gapdan ak sary saylamagyn sertli
dhtimallygy;

P(A/H,)=4/11-dordilinji gapdan ak sary saylamagyn sertli
dhtimallygy.

Onda tutus gaplardan ak sary saylamaklygyn dhtimallygy —
doly &htimallyk bolup

P(4) = P(Hy) P (;) + P(Hy) P (i) + P(Ha) - P (i) +

A 1 1 2 3 4
P(H4)-P(H—4) —Z'(E+E+§+E) = 0,25 (0,5 + 0,4 + 0,375 +

0,3636) = 0,25-1,6386 = 0,4096.

1.52. Ug sany birmetizes gaplar bolup, birinjide 20 ak sar, ikinjide —
10 ak we 10 gara sar, liclinjide — 20 gara sar goylan. Totdnden
saylanan gapdan ak sary ¢ykaryarlar. Cykarylan saryn birinji gapdan
alnan bolmagynyi &dhtimallygyny tapmaly.
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Coziilisi. Goy, A — “ak saryn ¢ykmagy” wakasy, Hi, Hy, Hs-
degisli gaplary saylamagyn caklamalary bolsunlar. Onda meseldnin
serti boyunga

P(H,)=P(H,)=P(H,)=1/3.-gaplary ~ saylamagyn  den
miimkingilikleri bar.

P(A/H,)=20/20=1. ak sary I-gapdan saylamagy
dhtimallygy;

P(A/H,)=10/20=1/2-ak sary Il gapdan saylamagyf
dhtimallygy;

P(A/H,)=0/20=0-ak sary III gapdan saylamagyn
dhtimallygy;

Onda birinji gapdan ak saryn c¢ykmagynyn &htimallygyny
Beyesin formulasy arkaly seyle hasaplarys

P(Hl)' P(A/ Hl)

P(HJA)zT:

B 1-(1/3) 2
T 1-(/3)+(1/2)-(1/3)+0-(/3) 3
1.53. Gapda N sany 6niim bolup, olaryi arasynda yaramsyzlary hem
bolmagy miimkin. T6tdnden alnan 6niim yaramly boldy. Asakdaky
wakalaryn dhtimallyklaryny kesgitlemeli:

e “Gapdaky hemme oniimler yaramly”;

e “Gapdaky N-1 oniimler yaramly, 1 6niim yaramsyz”;

e “Gapdaky N-2 oniimler yaramly, 2 6niim yaramsyz”;

e “Gapdaky hemme Oniimler yaramsyz”.

Coziilisi. Goy, A — “Yaramly 6niimifi yiize gykmagy” wakasy
bolsun. Mundan hem basga, tejribeden 6t hemme c¢aklamalar den
miimkingilikli diyelin
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P(H,)=P(H,)=P(H,)=...=P(H, )=1/(N +1).
Bu yerde sertli &htimallyklar

P(A/H,)=1, P(A/Hl)zNN_l; P(A/H2)=NI\TZ,

P(A/HN_1)=;, P(A/H,)=0

bahalara eyedir. Onda Beyesii formulasyna layyklykda

1'Nll
_ + _
P(Ho 1 A)= 1 N-1 1 1 1 1
1- + . +oeee+ +0-
N+1 N N+1 N N+1 N+1
B 1 B N 2
;+§+...+N—1+1 1+2+3+--+(N-1)+N N+1

Sunia menzeslikde alarys

2 N-1 _
P(H,/A)=—" "= pH,/1a=-—2_.N"2
N+1 N N1 N
P(H, /A)=—2.0- 2 o-q,
N+1 N N+1

1.54. Birinji gapda 5 ak we 10 gara sarlar, ikinjide 3 ak we 7 gara
sarlar bar. Ikinji gapdan birinji gaba bir sary gecirdiler we sondan
son, birinji gapdan t6tdnden bir sary aldylar. Alnan saryn renkinin ak

bolmagynyn dhtimallygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Goy, H; — “i-nji gaby saylamak” (i=1, 2) wakasy
bolsun. Ikinji gapdan birinjd bir sar gecirilenden son, birinji gapda
sarlaryn iki toplumy doredi: 1) 6nden bar bolan 5 ak we 10 gara — 15

sarlar; 2) ikinji gapdan getirilip goylan 1 sar.
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Goy, A — “Alnan saryn renki ak” wakasy bolsun. Onda ak
saryn birinji toplumdan alynmagynyn dhtimallygy

P(A/H,)=5/15=1/3.

Ak saryn ikinji toplumdan alynmagynyn &htimallygy, ikinji gabyn
basky yagdayyndan alynmagyna dent bolup, P(A/H,)=3/10bolar.
Sunlukda, erkin ¢ykarylan saryn birinji topluma degisli bolmagynyn
ghtimallygy P(H,)=15/16; ikinji topluma degisli bolmagynyn
dhtimallygy P(H,)=1/16 detidir. Doly #htimallygyn formulasyna
gord

P(A) =P(H,)-P(A/H,)+P(H,)-P(A/H,)=.

151,13 53

"16 3 16 10 160"

1.55. Birinji gapda 1 ak we 2 gara sarlar, ikinji gapda 100 ak we 100
gara sarlar yerlesdirilen. Ikinji gapdan birinjad bir sary gecirdiler we
sondan sofi, ikinji gapdan t6tinden bir sary aldylar. Alnan saryn 6n
ikinji gapda bolandygynyn we renkinii akdygynyn &htimallygyny
tapmaly. Jogaby: 1/3.
1.56. Diikana ii¢ sany fabrikden degislilikde 20%, 46% we 34%
mogberde Oniim  gelip digydr. Bu fabriklerin zaya Oniim
cykarmaklarynyn dhtimallyklary, degislilikde 0,03, 0,02 we 0,01 yaly
kesgitlenen. Diikandan tdtdnden alnan 6nlimin zaya bolup, onunt hem
birinji fabrikde ondirilendiginin  dhtimallygyny kesgitlemeli.
Jogaby: ~0,322

Gaytalanyan synaglar iicin formulalar
1.57. Gapda 20 ak we 10 gara sarlar bar. Yzly-yzyna 4 sary
cykardylar, her gezekki ¢ykarylmadan 61, ¢ykarylan sary gaytardylar
we sarlary garysdyrdylar. Dort c¢ykarylan saryn ikisinin ak
bolmagynyn dhtimallygyny kesgitlemeli.
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Coziilisi. Dort synagda hem ak saryn ¢ykmagynyn
dhtimallygy sol bir p=20/30=2/3 hasap etmek bolar. Onda
q=1- p=1-2/3=1/3. Bernulliniii formulasyny ulanyp hasaplarys

., M(2Y (1) 3441 8
P4(2)—C4p q —ﬁ(gj (5) =T 593" 97"

1.58. A wakanyn vyiize c¢ykmagynyn &htimallygy 0,4-e dei. 10
synagda A wakanyn 1{i¢ gezege c¢enli yize ¢ykmagynyn
dhtimallygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Bu yerde p=0,4;q=0,6.
A wakanyn 0 gezek yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy

Plo(o) — CO pO . q10 — qlo.

10

A wakanyn 1 gezek yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy

10
Po(1)=Cl,p'g° = 1o p'q® =10pq°.

A wakanyn 2 gezek ylize ¢ykmagynyn dhtimallygy
~2.2.5 100, o 9:10
Pu@=Cupra’=orgPa =7

A wakanyn 3 gezek yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy

pzqs :45p2q8.

10! 8-9-10
P 3:C3 3 7: 3 7=
0@ =Cobq = o P =T

p’q’ =120p°q’.

Onda A wakanyn 3 gezege ¢enli yiize ¢cykmagynyn dhtimallygy seyle
tapylar
P=P,(0)+P,D)+PF(2)+P,(3) =

=0 +10pg° +45p*q® +120p°q’ =
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= q7(q3 +10pq* +45p°q+120 p2)=
=0,6"(0,216 +1,44 + 4,32 +7,68) ~ 0,38

1.59. Masgalada oglan we gyz cagalaryn dogmagynyi dhtimallyklary
denn hasap edilydr. 5 c¢agadan {giisinin gyz, ikisinin oglan
bolmagynyn dhtimallygyny hasaplamaly.

Coziilisi. Gyz ¢aganyn dogmagynyn dhtimallygy p=0,5.

Onda ¢=1-p=1-0,5=0,5 (q@ - oglan g¢aganyn dogmagynyn
dhtimallygy). Bernullinii formulasyna gora
P.(3)=C.p’q* _ o 0,5°-0,5° _4s 0,5° =0,3125.

312! 1.2

1.60. 1.59-njy meseldnin sertlerinde, masgalada gyz c¢agalaryn
sanynyi 3-den kop bolmajakdygynyn dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi. Gyz ¢aganyn dogulmazlygynyn dhtimallygy

P.(0)=C./p’q° =—— of 1-.9°=9°= 75:7
s 0I5l '
1 gyz caganyn dogulmagynyn dhtimallygy

1Y 5
P.(1)=Clp°q*=5-|=| =—.
M =C/p°q (2) ™

2 sany gyz ¢aganyn dogulmagynyin dhtimallygy

5
P.(2)=CIpq’ 10-(1j _>
2) "16

3 sany gyz caganyn dogmagynyn dhtimallygy

1Y 5
no-n 1] -

Onda
1 5 10 10 26 13
PO)+PD+P(2)+P@3 —+—+— .
P=FR0) @ (@) )= 32 32 32 32 32 16
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1.61. Sayylyk 8 gezek oklanyar. Onun suratly yiiziinin 6 gezek

yokarylygyna diismeginin dhtimallygy hasaplamaly. Jogaby:

7164

1.62. Gegirilen bds sany tejribelerin her birinde A waka p=0,4

ahtimallyk bilen yiize ¢ykyp bilydr. Su tejribelerde A wakanyn {i¢

gezek yilize gykmagynyn dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: 0,2304

1.63. Sayylyk 6 gezek oklanyar. Onun suratly yiiziinin yokary

diismegininl 3 gezege c¢enli bolmagynyn dhtimallygy tapmaly:
Jogaby: 21/32

1.64. Kiabir Oniimcilikde zaya Onlimin ¢ykmagynyi &dhtimallygy

p=0,3 den. Barlag iicin alnan dort Oniimden yarysynyn zaya

bolmagynyn dhtimallygyny kesgitlemeli. Jogaby: 0,2646.

1.65. Toparda 20 oglan we 10 gyz bar. Mugallymyin beren {i¢

soragynyn her birine bir okuwgy jogap berdi. Jogap berenlerii

icinden ikisinin oglan, birinin gyz bolmagynyn dhtimallygyny

tapmaly. Jogaby: 4/9

1.66. Dort sany gaplaryin her birinde 5 ak we 15 gara sarlar bar.

Gaplaryn her birinden bir sar aldylar. 2 ak we 2 gara sarlaryn

¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: 27/128

1.67. Gaytalanan synaglar ti¢in p=0,2; n=400; m=96 bahalarda

Pn(m) dhtimallygy Laplasyn lokal teoremasyny ulanyp hasaplamaly.
Jogaby: ~ 0,0006.

1.68. 100 sany baglanysyksyz synaglaryil her birinde wakanyn yiize

cykmagynyn dhtimallygy p=0,8. Bu synaglarda wakanyil ylize

cykmagynyn sanynyn 75 bilen 90 aralygynda bolmagynyn

dhtimallygyny tapmaly. Jogaby: 0,8882

1.69. Gaytalanyan synaglar ii¢in, “ m san m; we m; sanlaryn arasynda

yatyr” diylen wakanyn dhtimallygyny n=100; p = 0,65; m; = 60;

m,=70 bahalarda, Laplasyn integral teoremasyny ulanyp

hasaplamaly. Jogaby: P, (60,70)~ 0,7016.

1.70. Fabrik 70% birinji sortly 6nlimi goyberyir. Barlaga alnan 1000

onlimin iginden birinji sortlylarynyn sanynyn 652 we 760 sanlaryn

arasynda bolmagynyn dhtimallygyny kesgitlemeli.

Jogaby: =0,99979.
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2. Totan ululyklar

2.1. Diskret totin ululyklaryi paylanyslary barada
diisiinje

Islendik synagda kesgitli baha eye bolyan, emma oiiinden
haysy bahany aljagyny aydyp bolmayan ululyklara totin ululyklar
diyilyér. Seylelikde, totdn ululyklara argumenti synag meydanynyn
elementar wakasy bolup hyzmat edyéan funksiya hokmiinde garamak
bolar.

Tehnikada dus gelyédn totdn ululyklary diskret totin
ululyklar we iizniiksiz totin ululyklar toparlaryna bolyarler.

Synagda alyp bilydn hemme bahalaryny natural sanlar bilen
belgildp bolyan totdn ululyklara diskret totin ululyklar (DTU)
diyilyar (meselem, nysana degen oklaryn sany).

Synagda alyan bahalary bir kesimi ya-da tutus sanlar okuny
dolduryan tétin ululyklara iizniiksiz totin ululyklar (UTU) diyilyér
(meselem, okun degen yerinin nysanadan daslygy, Olceg
valiyslyklary we s.m.).

Totén ululyklary X, Y, ... yaly, olaryn alyp biljek bahalaryny
bolsa xi, X, ..., v1, Ya,... valy belgileyarler.

Goy, X diskret totdn ululyk X=x3, X=Xp, ... , X=x, bahalary
alyan bolsun. Bu wakalaryn yiize ¢ykmaklarynyn dhtimallyklaryny
degislilikde P(X=x1)=p1, PX=x2)=p2, .. , PX=xy)=pn yaly
belgildlin. Onda X DTU-nyn paylanys kanunyny — hataryny (2.1-nji
tablisa).

2.1-nji tablisa
X X1 Xo Xn
P P1 P2 Pn
ya-da
X1 Xy .. Xp
X {P1 b2 .- Pn}

gorniiglerde anladyarlar.
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Paylanys hatary belli bolsa DTU berildi hasap edilyar.
Sunlukda, X=x;, X=X, .. , X=x, wakalaryn jiibiit-jiiblitden
sygysmayan we doly ulgamy emele getirydn bolandyklary {i¢in
islendik paylanys hatarynda

z p; =1
i=1

denlik yerine yetyar.

2.1-nji tablisa gorniisinddki paylanysa, basgacga, teoretiki
paylanys diyilyar. Eger tablisada DTU-laryn bahalarynyn kop sanly
synaglar boyunga alnysynyn otnositel yygylyklary hem getirilen
bolsa, onda empiriki (statistiki) paylanys kanunyny — hataryny
alarys (2.2-nji tablisa).

2.2-nji tablisa
X X1 X2 Xn
W W1 W» Wh

Syn etmelerifi — synaglaryn sany yeterlik uly bolsa, teoretiki
we empiriki paylanyslar amaly taydan gabat gelyirler.

2.2. Totin ululyklaryii binomial we Puasson paylanys
kanunlary

Goy, bagly dil synaglaryn her birinde gyzyklanylyan waka
sol bir p &dhtimallyk bilen yiize ¢ykyan bolsun, onda garsylykly
wakanyn dhtimallygy g=1-p bolar. Onda gaytalanyan n sany synaglar
ticin X DTU-nyn alyp bilydn bahalary O, 1, 2, ..., n sanlar bolup,
X=x=k wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy Bernullinini

P, =CF pk¥q™*, k=0,1,2,..,n (2.1)

formulasy bilen tapylyan bolsa, onda X DTU binomial kanun
boyunca paylanan diyilyér.
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Formulada ulanylyan n we p hemiseliklere binomial kanunyri
parametrleri diylip at berilyar.

Mesele. Nysana 3 ok atylyar. Her okuil nysana degmeginin
dhtimallygy p=0,4. Goy X —nysana degen oklaryi sany bolsun. Onuil
paylanys kanunyny yazmaly.

Coziilisi. X=xj=1; 1=0, 1, 2, 3 wakalar iicin Bernullinin
(2.1) formulasyny ulanyp alarys

x0=0,  po=CIp°q*0=CQ 0406 =0216;
x =1, pr=Ciptq®1t=cC}-041-06%=0432;
X, =2, p, = C:p?ql =C%-04%-0,6' =0,288;
X3=3,  p3=C3p3qd3=C3-043 06" = 0,064

Diymek, X-in seyle binomial paylanys kanunyny alarys (2.3-nji
tablisa).

2.3-nji tablisa
X 0 1 2 3
P 0,216 0,432 0,288 0,064

Eger X DTU-nyn alyp bilydn bahalary 0,1,2, ... sanlar bolup,

X=x=k wakanyn yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy Puassonyn:
k

P, = % e’ a>0 k=012,.. (2.2)
formulasy boyunga tapylyan bolsa, onda X DTU Puassonyin kanuny
boyunca paylanan diyilyar. Meselem, synaglar 6zara bagly dal
bolup, p san ordn ki¢i we n san 6rdan uly hemiselik sanlar bolsalar,
onda a = np belgilemek arkaly

k
P, = % e~ (np) k=0,1,2,.. (2-21)

gorniisdaki Puassonyn kanuny boyunga paylanysa geleris.
50



Mesele. Elektrik desgasy n=1000 sany elektroelementlerden
duryar. Bir elementin yylyit dowamynda bozulmagynyn dhtimallygy
p=0,001 deit we bu dhtimallyk beyleki elementlere bagly dil. Yylyii
dowamynda desganyn iki elementiniii bozulmagynyn dhtimallygyny
tapmaly.

Coziilisi. n=1000; p=0,001; k=2 bahalar ii¢in (2.2) —
(2.2% formulalardan alarys

2
a=np=1000-0,001=1, P,= LS T 0,184.
2! 2-e

2.3. Bagly dil totin ululyklaryn paylanyslary

Goy, X we Y DTU-lar berlip, olar, degislilikde X, ,i=211

we Y;, j=1m bahalary alyan bolsunlar. Eger islendik i we j tigin

X=x; we Y=y; wakalar bagly dil bolsalar, onda X we Y ululyklara
bagly dil totin ululyklar diyilydr. Bagly dil totdn ululyklaryn
paylanys hatarlary hem bagly dildyr. Mysal {i¢in, biri-birlerinden
habarsyz iki atyjy 0z nysanalaryna atanda, olaryn nysana degen
oklarynyn sany bagly dil totdn ululyklardyr.

Goy, Z totin ululygy z, ,k=1n bahalary alsyn. Eger
islendik i (i=11),j( j=1,m) wek ( k =1,n) nomerler ii¢in (X=Xx;),
(Y=y;) we (Z=z) wakalar toplumlayyn bagly dal bolsalar, onda X, Y
we Z ululyklara toplumlayyn bagly dil tétin ululyklar diyilyar.

Goy, X we Y t6tén ululyklar 6z paylanys hatarlary bilen berlen
bolsunlar (2.4-nji we 2.5-nji tablisalar).

2.4-nji tablisa
X X1 Xo X|
Py P1 P2 pi
2.5-nji tablisa
Y Y1 Y2 Ym
PV Q1 02 Om
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Onda olarynn Z=X+Y jeminin paylanys hatary (2.6-njy tablisa)

2.6-njy tablisa
Z | Xty | XatYo | XotYm | XotYr [ XotYo | o | XitYm
P | PG | P02 | .. | P1Om | P20 | P2G2 | ... | PiOm

yaly tapylyar. Eger xj+y; ululyklar birnige menzes sanlar bolsalar,
onda paylanys hatarynda X+y; bir gezek belgilenyir, olara degisli
ahtimallyklar bolsa, gosulyp yazylyar.

X we Y totédn ululyklaryn kopeltmek hasyly Z=X Y tdze bir totin
ululykdyr we onun paylanys hatary seyle gornisdedir (2.7-nji
tablisa).

2.7-nji tablisa
Z X1Y1 | Xay2 | .. | Xa¥m | XoY1 | XoY2 | ... X1Ym
P 1 P1Q1 P02 | .- | P1Om | P201 | P202 | --- Pi Om

Eger Xi-yj ululyklar birnige menizes sanlar bolsalar, onda
paylanys hatarynda Xjy; bir gezek belgilenyér, olara degisli
ahtimallyklar bolsa gosulyp yazylyar.

2.4. Diskret totin ululygynyn matematiki garasmasy

Mehanikanyn statika kursundan belli bolsy yaly, berlen okuni
ugry boyunga n sany nokatlaryii koordinatlary x;(i = 1,n), olara
tasir edyin agyrlyk giiycleri p;(i = 1,n) bolan jisimii C agyrlyk
merkezinin koordinaty
_XaP1t XPy t o X Py

p1tp2t -+

Xc

formula boyunca tapylyar. Totdan ululygyn bahalaryny toparlamagyn
merkezi hokmiinde hem onun alyan bahalarynyn merkezi kabul
edilmelidir, yagny t6tdn ululygyn garasylyan ortaca bahasy, onun
alyan bahalarynyn degisli ‘“agramlaryna” — &htimallyklaryna
kopeltmek hasyllarynynl jeminiii bu ‘“‘agramlaryn”—&htimallyklaryn
jemine  bolinmegine  dendir.  Seylelikde, alynyan  san
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hasiyetlendirijisine X totdn ululygyn matematiki garasylyan bahasy
ya-da matematiki garasmasy (MG) diyilyar hem-de M(X) ya-da mjy
yaly belgilenyar. Onda, 2.1-nji tablisa gorniisinde berlen DTU iigin
alarys

M(X) = X1P1 T X2P2 t+ 0+ XpPn _
p1+pz+ -ty

(2.3)
+x101 + XoPp + 0+ Xy = Xio1 XiDi

Bu yerde .7\, p; = 1. Eger p1=p,=...=pn=1/n bolsa, onda

X1+X2++Xn

M(X)Zf,

yagny, bu yagdayda, MG ululygyi orta arifmetiki bahasy bilen gabat
gelyar.

Eger DTU-nyn miimkin bolan bahalary hasaply kopliigi
emele getirydn bolsa, onda (2.3) formulanyn sag tarapynda tiikenikli
jemin ornuna tiikeniksiz san hataryny alarys, onui jemi bolsa:

M(X) = Z?il Xipi = lirnn—mo Z?=1 XiDi (23&)

valy kesgitlener. Sunlukda, sag tarapdaky hatar absolyut yygnanyan
bolmalydyr.

Tejribeler arkaly alynyan empiriki paylanys iicin bahalaryn
dagynyklygynyn merkezi — matematiki garagsmasy

M(X) = Z?:l X;Wi (23b)
yaly hasaplanyar, bu yerde w; (i = 1,n) — otnositel yygylyklar.

MG-nin fiziki manysyna Olgenydn, syn edilydn ululyklaryi
“hakyky bahasy” yaly seretmek bolar.

MG-nin esasy hisiyetleri sulardyr:

1)M(C)=C, C=const; 2) M(CX)=CM(X);
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K k
(x-S mce
= i-1
4) Bagly dal Xy, X, ..., Xx DTU-laryn kopeltmek hasylynyn
MG-si olarynn MG-leriniii kopeltmek hasyllaryna dendir
M(X1- X2 ...- XK )=M(X1) -M(X2)... M(Xy)

ya-da

M (ﬁxi> = ﬁM(Xi).
i=1 i=1

Mesele. 10000 lotoreya biletinii haysydyr 1 bileti — 1000
manat, 10 bileti — 100 manat, 100 bileti — 1 manat utyar. T6étdnden
satyn alnan lotoreya biletinifi utus bahasynyn — diskret totén
ululygynyn paylanys kanunyny yazmaly we MG-ni hasaplamaly.

Coziilisi. Bu yerde

x1=1000; p(X=x1)=p;=0,0001; x,=100; p,=10/10000=0,001;
X3=1; p3=100/10000=0,01; x,=0; ps=1-(p1+p2+ps)=0,9889.

Onda t6tdn ululygyn paylanys kanuny — hatary (2.8-nji tablisa)

2.8 — nji tablisa
X x1=1000 X,=100 X3:1 X2=0
P 0,0001 0,001 0,01 0,9889

gorniisde bolar. Bu yerden
M(X) = 1000-0,0001+100-0,001+1-0,01+0-0,9889 =
=0,1+0,1+0,01 = 0,21 (manat).

Diymek, M(X) = 0,21 manat = 21 tenie bir biletin hakyky
diisydn gymmaty — “adalatly bahasy” bolyar.
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2.5. Diskret totin ululygynyn dispersiyasy

Goy, X totdn ululygyn matematiki garagsmasy M(X) bolsun.
X'=X-M(X) totin ululyga X ululygyii 6z matematiki garasmasyndan
gysarmasy diyilyar.

Teorema. MX'=0.

Subudy. MX'= M(X -M(X)) = M(X) ~-M(M(X)) = M(X)-M(X)=0.
Kesgitleme. X DTU-nyn dispersiyasy — orta bahadan
dagynyklygynyii élcegi diyip, X' gysarmanyn kwadratynyti MG-si
bolan
D(X)=M(X —M(X))? (2.4)

ululyga — sana aydylyar.
MG-nin hésiyetlerini peydalanyp,

D(X) = M(X-M(X))>=M(X?-2X-M(X)+M?*(X) )=
= M(X?) = 2M(X) -M(X)+M*(X)=M(X?) -M?(X)

ya-da
D(X)=M(X?) -m?2 (2.4Y

hasaplama formulasyny ulanmak amatlydyr. Eger X DTU paylanys
kanuny bilen berilse, onda

D(X) = Xy xpi —m3 . (2.4")
formulany alarys. Dispersiyanyn hésiyetlerini bellalin:

1) D(C)=0, C=const.

2)  D(CX)=C?D(X)

3) Bagly dil X we Y DTU-lar {i¢in

D(X+Y)=D(X)+D(Y).
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Dispersiya totdn ululygyn bahalarynyin orta bahanyn -—
matematiki garagmanyn toweregindaki dagynyklygynyn,
vayraillygynyn Ol¢egini hésiyetlendiryar. Eger dispersiya nola den
bolsa, onda bir dhtimallyk bilen ululyk 6ziinin MG-sine deii bolan
bahany kabul edyir we tersine — hemiselik ululygyn dispersiyasy
nola dendir.

Dispersiyanyn 0Olgeg birligini tétdn ululygyn birligi bilen
gabat getirmek {icin X totén ululygynl orta kwadratik gysarmasy o,
ululygyny girizyarler hem —de

o, =+/D(X) (2.5)

formula’bilen hasaplayarlar.

Yayranlygyn otnositel hésiyetlendirijisi hokmiinde X totdn
ululygynl wariasiya (iiytgeme) koeffisiyenti y, ululygyny girizyérler
hem-de
— O-X

M(X)
formula bilen hasaplayarlar, bu yerde M(X)#0, o, ki¢i ululyk
bolandaky yagday goz oiilinde tutulyar.

Empiriki paylanys licin hem yokarda getirilen ululyklaryn
hasaplanysy teoretiki paylanysyinka menzesdir (p;i yerine W;
ulanylyar).

Mesele. Lotoreya biletli mesele {igin dispersiyany, orta

kwadratik gysarmany hem-de wariasiya koeffisiyentini hasaplamaly.
Coziilisi. M(X)=m=0,21. Tablisa diizelin (2.9-njy tablisa).

7, -100% (2.6)

2.9-njy tablisa
X2 x2 = 1000000 | xZ =10000 |xZ2=1|x2=0
P 0,0001 0,001 0,01 0,9889

Onda alarys M(X?) = 1000000-0,0001+10000-0,001+

+0-0,9889 =100+10+0,01+0=110,01.
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(2.4") formulada ornuna goyup taparys
D(X)=110,01-(0,21)?>=110,01-0,441=109,9659.

Bu yerden

o, =+/D(x) = /109,9659 ~ 10,4865,

10,4865

Vo= 100% = +100% = 4993,55% .

M(X)

Gorsiimiz yaly, bu meselede yayranlygyn—dagynyklygyn

derejesi diysen uludyr.

2.6. Totdan ululyklaryn paylanys funksiyalary

Kesgitleme. X totan ululyk tigcin X<x wakanyn dhtimallygyna

onunt paylanys funksiyasy va-da paylanysyii integral funksiyasy
diyilyar we F(x) arkaly belgilenyér. Diymek, kesgitlema gora

F(X)=P(X<Xx) . (2.7)

F(x) funksiyanyn dhtimallygy anladyandygy ti¢in ol asakdaky

hésiyetlere eyedir:

1) 0<F(x)<I — ¢dklenen funksiya;
2) X1 < Xz bolanda F(x;) < F(x;) — kemelmeyén funksiya;
3 limF®=0 JimF®=1

F(x) funk;iYa DTU-lar hem-de UTU-lar iigin kesgitlenyir.
Paylanys kanuny (hatary) bilen berlen X DTU ii¢in paylanys

funksiyasy

F(x) = Yycx P(X = x;) (2.8)

gorniigde tapylyar.

Mysal. X DTU paylanys hatary bilen berlen (2.10-njy tablisa).
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2.10-njy tablisa
X| 2 4 6 8
P| 01| 03| 04| 02

Onun paylanys funksiyasynyn grafigini gurmaly.
Coziilisi. (2.8) formula gora alarys
0, x<2bolsa,
01, 2<x<4hbolsa,
F(x)=40,4, 4<x<6 bolsa ,
0,8, 6 <x<8holsa,
1, x>8bolsa.

Funksiyanyn grafigi asakdaky yaly sekillendiriler (2.1-nji surat).
A

F()

T !
08 — | — e e e = - ——:
04 [T Tttt — |
01 | . _— | !

I | | |
]
0 2 4 6 8

2.1-nji surat
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Totdn ululygyin dhtimallyklarynyn paylanysynyil integral
funksiyasy F(X) iizniiksiz bolsa, onda ota UTU diyilyindigini hem
belldlin. X UTU-nyn paylanys funksiyasynyil tipli grafigini seyle
gorkezmek bolar (2.2-nji surat).

y y=1

y=F(x)

_

0

\ 4

2.2-nji surat

Seylelikde, X totdn ululygyn bahalarynyn hemmesi (a,b)
aralyga degisli bolsa, onda x < a bolanda F(x)=0, x > b bolanda
F(x)=1 boljagy diisniiklidir. Diymek, X UTU — nyi (a,b) aralyga
diismegininl dhtimallygy

P(a<X<b)=F(b)-F(a) (2.9)

formula arkaly kesgitlener.
Mysal. X t6tén ululygyn

F(x) = %(arctg x + g)

1

=<X<V3) ihtimallygy

paylanys funksiyasy berlen. P(

kesgitlemeli.
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Coziilisi. (2.9) formula gora alarys

P<%<X<\/§)=F(\/§)—F(%>=

1 T 1 1 =
= ; (aT'Ctg\/§ + E) - ; (aT'Ctg ﬁ + E) =

Mysal. X UTU-nyi paylanys funksiyasy berlen

0, x<1,
F(x)={a(x—1)3, 1<x<3,
1, x> 3.

a koeffisiyenti tapmaly, P(/<x<2) dhtimallygy hasaplamaly
we F(x)-in grafigini gurmaly.

Coziilisi. F(x) funksiyanyn {izniiksizligi hem-de 3)-nji
hisiyet esasynda:

lim F(x) =limF(x) =lima(x—1)>=a(3-1)3=8a =1,
X—00 x—3 x—3

8a = 1 taparys. Onda a=1/8 bolup, paylanys funksiyasynyn anyk
gorniisi seyle bolar

0,
1 x<1,
Fx)={=(x—1)%, 1<x<3,
8 1 x> 3.

Bu yerden, (2.9) formula esasynda hasaplarys
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P(1<x<2)=F(2)-FQ) =§(2— 1)3 —§(1_ 1)3 :%_
F(x) funksiyanyn grafigi seyledir (2.3-nji surat).

Foo

v

2.3-nji surat

2.7. Uzniiksiz totin ululygyh paylanysynyii dykyzlyk
funksiyasy

Bilsimiz yaly, UTU — lar dzleriniii paylanys ya-da dykyzlyk
funksiyalary arkaly berilyérler.

Kesgitleme. X UTU — nyh paylanys funksiyasynyfi dniimine
paylanysyii dykyzlyk funksiyasy ya—da paylanysyii differensial
Sfunksiyasy diyilyar we f(x) arkaly belgilenyar. Diymek, kesgitlema
gord

fG) = F/(x) = limpyog 00 (2.10)
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Paylanysynn dykyzlyk funksiyasynyn hésiyetleri sulardan
ybarat:
1) Islendik x € R {igin f{x)>0;

2) P(a<X <b) = [ f(x)dx;
3)  F()=["_fo)d
4) IZ fodx =1

5) lim,_,_o f(x) =lim,_s f(x) =0

Mysal. F(x) = 1 (arctg x+ %) f(x)—dykyzlyk funksiya-
T

syny tapmaly.
Coziilisi.
1 V4 1
f(x)=F'(x)=—(arctg x+=)' =———.
(x)=F'(x) ﬂ( g 2) A0 X))

Mysal. X UTU seyle dykyzlyk bilen paylanan:

0 , X <0 bolsa ,
f(x)= a-sin2x , 0<x<x/2 bolsa,
0 , x> /2 bolsa.

a koeffisiyenti, F(x) funksiyany tapmaly hem-de
T
P(0<x< Z)

dhtimallygy hasaplamaly, f(x) we F(x) funksiyalaryn grafiklerini
gurmaly.
Coziilisi. 4)-nji hasiyet boyunca
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© 7l2 zl2
[tydx=1e [ a-sin2xdx =1 —%-cost | =1
—0 0 0
ya-da a=1 alarys.
Paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyin 3)-nji hésiyetinden
alarys

0 : x <0 bolsa ,
F(X)=If(t)dt= %,OSXSnIZboIsa,
- 1 : X > /2 bolsa.

Paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyn 2)-nji hisiyetinden
taparys

7l4 zl4
P(OSXSZJ: jsiandx:—icos 2X | :1
4 5 2 0 2

F(x) we f(x) funksiyalarynyn grafiklerini seyle sekillendirmek
bolar (2.4-nji we 2.5-nji suratlar).

A

2.4-nji surat
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1+ !

v

0 7/4 /2

2.5-nji surat

2.8. Uzniiksiz totin ululyklaryh matematiki garasmasy we
dispersiyasy

X UTU-nyi matematiki garasmasy
M(X) = My = [xF (x)dx (2.11)

formulada hasaplanyar, bu yerde f(x) — paylanysyn dykyzlyk
funksiyasydyr.
X UTU-nyn dispersiyasy
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D(X) =M(X-my)*= T (X-my)? f(x) dx (2.12)

—00

ya-da

D(X) = M(X2)-m?2= [© x?f()dx — [ [ xf (x)dx]’

formulalarda hasaplanyp, onuil orta kwadratik gysarmasy

o (X) = JD(X) (2.13)

formulada tapylyar.
Mysal. Eger X UTU-nyn paylanys funksiyasy
0 ,  x<0 bolsa,
F(x) = %xz —%x:*, 0< x <2 bolsa,

1, x> 2 bolsa

gorniisde bolsa, onda M(X), D(X) we o (X) bahalary tapmaly.
Coziilisi. Ilki bilen paylanysyn dykyzlyk funksiyasyny
tapalyn

0, Xx<0 ya—da x>2bolsa,
F)=F()= gx—%xz, 0 < x <2 bolsa.

Onda (2.11)- (2.13) formulalara goré alarys
2 2 2
3 3 1
M(X) = [ xf (X)dx = [ xCx==xH)dx=| =x* ——=x*| =1,
0= 0= [ 5 [2 }
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N _ f £ .3 3 3 3 ?
—_ 2 _ 2 v 2 _| 2 4_ 5 _
M(X)—!x f(x)dx_l‘x (—2x 4x)dx_Lgx —Zox} =12,

D(X) =M(X?) — (M(X)) ?=1,2-1°=0,2 ,
o (X) =/D(x) =+/0.2 =0,447 .

2.9. Totédn ululyklaryi gosmaca san hisiyetlendirijileri

Totan ululyklaryin hésiyetlerini has i¢gin beyan etmekde
moda, mediana, baslangy¢ we merkezi momentler, asimmetriya
koeffisiyenti hem-de ecksses yaly gosmaga san hésiyetlendirjileri
peydalanylyar.

X DTU-nyn Mg — modasy diyip, onun in yokary dhtimallykly
X=Mj bahasyna aydylyar.

X UTU-nyn Mo — modasy diyip, paylanysyn f(x) dykyzlyk
funksiyasy boyunga f(Mg) = max f(x) denligi kanagatlandyryan My
bahasyna aydylyar.

Eger mysal hokmiinde X DTU ii¢in 2.11-nji tablisa garasak,
onda in yokary 0.4 dhtimallykly My=x=5 baha modadyr.

2.11-nji tablisa

X 1 3 5 7
P 0.1 0.2 0.4 0.3
X totdn  ululygyn M medianasy diyip onuf

P(X<Me) = P(X>M) deiligi kanagatlandyryan M, bahasyna
aydylyar.

Eger totdn ululygyn bahalary simmetrik paylanan bolsa, onda
Mo=Me=my , yagny moda we mediana matematiki garasma bilen
gabat gelyirler.

X totdn ululygynyn k-njy tertipli baslangyc we merkezi
momentleri degislilikde
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a, = M(XY, (2.14)
1, = M(X-my), (2.15)

formulalar bilen tapylyarlar.
Gorslimiz yaly,

o, = M(X) =my; 1, =M(X-my) =0; x, =D(X).

Teoretiki ya-da empiriki paylanysyfi normal paylanysdan
tapawutlanmagyny kesgitlemek {i¢in

A =45 (2.16)
asimmetriya hem-de

E=£4_3 (2.17)
O-X
eksses yaly hasiyetlendirijiler hasaplanyar.

Eksses f(x) dykyzlyk funksiyasynyn grafiginin depesinin
ciriiligini hasiyetlendiryar. Normal paylanys tigin As=0, E,=0 sertler
yerine yetyar.

X UTU iigin modany, mediananyi, asimmetriyanyn we
ekssesin grafiki anladylmalary 2.6-2.9-njy suratlarda gorkezilendir.

Bellik. (2.14) we (2.15) formulalar arkaly kesgitlenyan k-njy
tertipli baslangyg we merkezi momentlerin arasynda seyle
baglanysyklar bardyr

— — 2 - 3
#,=0, Hy=0p—ay M3 =0 =3y, + 20,

— 2 4
H,=a, —4doo, + 60 a, -3 .
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S]_:Sz
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A0
s, /S
S2
0 Mo M.
2.6-njy surat
fx) 31232%
A<0
Sy S
<
0 Me I\/IO
2.7-nji surat



(x)

Ex>0

Normal
egri: E,=0

2.8-nji surat

f(x)

Normal
egri: Ex=0

v

2.9-njy surat
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Eger totin ululygyn paylanysy matematiki garasma gord
simmetrik yerlesen bolsa, onda tdk tertipddki hemme merkezi
momentler nola defidir, yagny 4, = y, = y; =...=0. Bu formulalary
kompyuter modelirlemesinde ulanmak amatlydyr.

Mysal. X DTU binomial kanun boyunca paylanan (2.12-nji

tablisa).
2.12-nji tablisa

Xk 0 1 2 n
Pk cap’q™ | ciptq™ Tt cAptem TP chp"q®

Bu yerde p,=ckpkq™*, k=0,1,2,...n. Onuii esasy we
gosmaca san hésiyetlendirijilerini tapmaly.
Coziilisi. Esasy san hasiyetlendirijilerine X DTU-nyi matematiki
garasmasy, dispersiyasy we orta kwadratik gysarmasy degislidir.
1) X-int matematiki garasmasy

M(X)=> %P =Y kCipq"* =) kCip“‘q“ = an%an p g™,
k=0 k=0 k=1 k=1

Emma bu yerde

k .« k nn-D(n-2)---(n—k+1) K1
_Cn = :Cn—l'
n n 1.2-3---(k-1)-k

Onda

M(X)=np> Ci3p*™-q" P =np(p+q)"* =np,

k=1

Jagny  M(Q=np. 2
2) X-in D(X)-dispersiyasyny tapmak fi¢in, ilki bilen M(X?)-y
kesgitlalin:
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n - n k (ke
MX?) = 3HeC! gt kK priqrares -
k=1 k=1
—np> k _CrI::lpk—lq(n—l)—(k—l) _
; :

=np(Q (k—DCKT p* "D 1 i pitg ),
k=1 =

Yay icindiki jemleriii birinjisi binominal kanun boyunca
paylanan X ululygyn matematiki garasmasydyr, bu yerde

Pp_y= P(X=k-1)=Ck=1 pl-D=(k-1) gD
Sol sebapli, bu jem (n-1)p anlatma dendir. Ikinji jem bolsa
(p+q)"*=1 baha defi. Onda
M(X?) = np((n-1)p+1) = np(n-1)p-+np.
Seylelikde,
D(X)= M(X)-[M(X)] = np(n-1)p+np-(np)* =
= n?p?-np2+np-n?p? = np(1-p) = npg. Diymek, D(X)=npq.
3) X-in orta kwadratik gysarmasy o,
4)  X-in baglangy¢ momentleri:

a, =M(X)=np; a, =M(X?) =D(x)+mg=npg+n?p?;
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a, =M(X?) =nplL+3(n-1) p+(n-1)(n—2)p?];

a, =M(X*) =np[l+7(n-1)p+6(n-1)(n—2) p® +

+(n-D(n-2)(n-3)p*.
5)  X-ifi merkezi momentleri:

=MX-m)t =MX —m,) = 0;

py = M(X —my)? = D(x) = npq;

Hz = MX —my)® =npq(1 — 2p);

e =MX —m)* =nplg+ (G +2n)p—62+n)(n—p?—

—3(n+ D(n - 1D(n—2)p3.
6)  X-in asimmetriyasy Ay

_ M3 _npq(l-2p) 1-2p

~ npa/npg . /npg

7)  X-in ekssesi E,

Ay

- 3
Ox

Uy q+5G+2n)p-6(2+n)(n-1)p*-3(n*-1)(n-2)p°
EX =—4—3= 2 _3.
Oy npq

2.10. Tétén ululyklaryii esasy paylanys kanunlary

DTU-lar boyunga, esasan, binomial we Puassonyn paylanys
kanunlary ulanylyar.
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Bilsimiz yaly, gaytalanyan n synaglaryin her birinde
gyzyklanylyan waka sol bir p dhtimallykda yiize ¢ykyan bolup,
X=x=k (k=01...,n) wakanyn yiize ¢ykmagynyn px dhtimallygy
pr = Ckp*q™ % formula boyunca tapylyan bolsa, onda X DTU
binomial kanun boyunca paylanan diyilyar. Bu yagdayda

m, =M(X)=np, D(X)=npq.

Eger synaglaryn n sany uly, p dhtimallyk kigi san bolup, X
DTU-nyn alyp bilyan bahalary 0,1,2... sanlar, X=x,=k wakanyn yiize
¢ykmagynyn py dhtimallygy

kK —a

_a'e
P = Kl

formula boyunga tapylyan bolsa, onda X DTU Puassonyn kanuny
boyunga paylanan diyilyir. Bu yagdayda

M(X)=D(X)=0=np.

Puassonynn kanunyna, adatca, wakalaryn yonekey akymyny
beryan DTU-lar tabyndyr (meselem, telefon beketine, tiz komegine
cagyrylyslaryn sany, hyzmat kdrhanasyna sargytlaryi sany we . m.).

Eger akymyn o intensiwligi wagt birliginde wakanyn yiize
cykmagynyn ortaga sanyny anladyan bolsa, onda t wagtyn
dowamynda k sany wakanyn vyiize c¢ykmagynyn &htimallygy
Puassonyn

P() = 42" (2.18)
formulasy boyunga kesgitlenyar. (2.2), (2.18) formulalar boyunca
hasaplamalary yonekeylesdirmek iigin gosundylarda yorite tablisa
getirilen (g.3-nji tablisa).

UTU-lar iicin yeterlik kép mukdardaky paylanys kanunlary
ulanylyar.
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2.10.1. Denolcegli paylanys
Eger [a,b] kesimde X UTU-nyn dykyzlyk funksiyasy

1 x € [a,b] bolsa,

L (2.19)
0, xeglab] bolsa

gorniisde berlen bolsa, onda X UTU bu kesimde dendlgegli kanun
bilen paylanan diyilyar. Onufi san héisiyetlendirijileri

me= M(X) = (a + b)/2, D(X) = (b-a)?/12.

deni bolar.

Mysal. Dendlcegli paylanan tétan ululygyn hemme bahalary
[2;8] kesimde yerlesyédr. Totdn ululygyn bahasynyn (3;5) aralyga
diismeginin dhtimallygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyn  2-nji
hasiyetinden alarys

P(c<X<d)=i f(x)dx, (c,d) < [a,b].

Bu yerde: ¢=3, d=5; f(x)=1/(b-a)=1/(8-2)=1/6. Onda
5
1 1 1 1
PB<X <5 =|=dx=s[=x]:==(5-3)==.
( ) j SO =2 (6-3) =3
2.10.2. Gorkezijili paylanys. Ygtybarlylyk funksiyasy
UTU-lar {i¢in Puassonyi kanunynym analogy bolup gorkezijili

(eksponensial) paylanys hyzmat edyir. Eger X UTU-nyn dykyzlyk
funksiyasy
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() = { 0 , x<0 bolsa, (2.20)

Je™™ x>0, bolsa.

gorniisde berlen bolsa, onda ol tétdn ululyga A >0 parametrli
gorkezijili kanun boyunga paylanan diyilydr. Diymek, gorkezijili
paylanysyn paylanys funksiyasy (integral funksiyasy)

FOO= [ f®)dt=[2e dt=1-e>,
% )

yagny

0 , X< 0 bolsa,

F(x) = 2.20a
) {1—e*X , x>0, bolsa. (2.202)

gorniisde bolar. Gérkezijili kanun boyunga paylanan X UTU-nyii (o, P)
interwala diismeginin dhtimallygy seyle tapylyar

P(a<X<B)=F(B)-F(a) = (1-e¥)-(1-e™)=e" - ¥ (2.20b)

Gorkezijili paylanysyn esasy san hésiyetlendirijilerini kesgitlalin:

M(X):jxﬂ,e‘“dx={—xe“x—le‘“} -1 (2.20c)
0 A 0o A
D(X) = szﬂe*“dx—[lvl xf =
0
2% 2 1 o2 1 1
_ _X2e—/1x__e—/1X__e—/1X:| == 2.20d
[ A Y N S S & (2209



o(X) = JD(X =%. (2.208)

Gosundyda €™ funksiyany hasaplamagyn tablisasy getirilen
(9.3-nji tablisa).
Mysal. X UTU gorkezijili kanun boyunga paylanan
0, x<0bolsa,
f)=19, .
4e™ |, x>0 bolsa.
Synaglaryn netijesinde X ululygyn (0,2; 0,5) interwala

diismegininl dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi. (2.20b) formulany ulanyp alarys

P(0,2<X<0,5)=e*%? _ .05 = 0 4493-0,1353 = 0,314.

Eger T haysy-da bolsa bir enjamyn bozulman islemeginin
dowamlylygyny anladyan t6tin ululyk bolup, A — déwiilmelerin
intensiwligi (wagt birliginde dowiilmelerin ortaga sany) bolsa, onda
bu enjamyn bozulman islemeginin t dowamlylygyny gorkezijili
kanun boyunca paylanan totan ululyk hasap etmek bolar. Onda

F(t)=P(T<t)=1-e * (1>0)
paylanys funksiyasy enjamyn t wagtyn dowamynda hatardan

cykmagynyn dhtimallygyny kesgitlar.
Belleme girizelin

R(t)=P(T>t)=1-F(t)=e " (2.21)
R(t) funksiyasyna ygtybarlylyk funksiyasy diyilyar, ol t
wagtynn  dowamynda mehanizmin  bozulman islemekliginin

dhtimallygyny anladyar.
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Mysal. Desganyil {izniiksiz islemeginin dowamlylygynyn
paylanys dykyzlygy f(t) = 0,02 e®%% ( t>0, t—sagatlardaky wagt)
gorntisdaki funksiya bolan gorkezijili kanuna tabyndyr. Desganyn
bozulman t=100 sagat islemeginin dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Serte gord

A =0,02; t=100 sagat.

Onda (3.21) formula gora

p=P(T>t)=R(t)=R(100)=e ***'*° = ~ 0,1353.

2.10.3. Normal paylanys kanuny. Laplasyn funksiyasy

Eger totan ululygyn dykyzlyk funksiyasy

1 7(X_mx)2

e 2 (2.22)
o2rx

f(x)=

gorniisde bolsa, onda ofia m, , o parametrli normal kanun boyunca
paylanan diyilydr. Gorsiimiz yaly, f(x) funksiyasy ticin hem dykyzlyk
funksiyasyna hasiyetli

1) f(x) > 0; 2) [f(xdx=1
sertler yerine yetyar.
y=f(x) egrinin grafigi x=m, QoOni ¢yzyga gord simmetrik
yerlesyar (2.10-njy surat). Egrinin X=m, nokatdaky maksimal
ordinatasynyi bahasy 1/(c+v/2r) ululyga deiidir, abssissa oky bolsa
egrinin asimptotasy bolup hyzmat edyér. Bu yerde

Tx- f(X)dx=m,_, T(x—mx)z- f(x)dx=0?
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bolany iigin D(X) = o*

fx)

v

2.10-njy surat
Belgileme girizelin
D(x) = i_x[etzdt (2.23)
Jz g

(2.23) formula bilen kesgitlenyan @(x) funksiya Laplasyri
funksiyasy ya-da dhtimallyklaryii integraly diyilydr. Bu funksiya
yalityslar funksiyasy hem diyyirler we erf x yaly belgileyarler.
Laplasyn funksiyasynyn

D (X) = 1t [eat (2.24)

normirlenen gorniisi hem ulanylyar. Olaryn arasyndaky baglanysyk

@D (xX) =0,50(x/2) ya-da @ (x+/2) = 0,50(X) (2.25)
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gorniisindedir.

Laplasyn funksiyalarynyn bahalaryny hasaplamak ii¢in yorite
tablisa gosundyda getirilen (g.2-nji tablisa).

Normal kanuna tabyn bolan X UTU-nyn bahalaryny (o,p)
interwala dlismeginiii &htimallygy Laplasyn funksiyalarynyn iisti
bilen seyle kesgitlenyar

Pla< X < )= 0,5{@& —\/r%x ] - cp( ";‘\/”% ﬂ . (2.26)

Laplasyn funksiyalarynyn esasy hisiyetlerini bellalin:

0
1) ®(0)=0, sebibi d(0)=[edt=0.
0

2 % 2 Jx
2) @(+w)=1, sebibi O(+o)=—— [eVdt =" =1,
Jr ! Jr 2
3) @(x)-tdk funksiya.
Normal paylanys ti¢in seyle formula hem dogrudyr
. o
P(X -m,|<5)= 2@(-) (2.27)
(o}
ya-da
P(X —m,|< g)zqs( £ j (2.27)
o2

Bu formulalar arkaly normal kanun boyunga paylanan t6tdn
ululygyn bahalarynyn my-e gord simmetrik bolan interwala
diismeginin dhtimallygy tapylyar.
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Hususan-da, 6 =30, bolsa, onda (2.27)-den alarys
P(X —m,|<30) =2&(3) =0,9973~1.

Diymek, normal paylanan X ululygyn bahalary 6zlerinifi matematiki
garasmasyndan 3o, -den artyk daslagsmayarlar. Muna, basgagca,
“3o, - diizgiini” hem diyilyar.

Mysal. X UTU m=40 matematiki garasmaly, D,=200
dispersiyaly normal kanun boyunga paylanan. Totdn ululygyn
bahalarynynn (30, 80) interwalyna diismeginin &htimallygyny
hasaplamaly.

Coziilisi. Bu yerde

a=30, B=80, my=m=40, o, = o =D =+/200 = 10v2,

Onda (2.26) formula gord hem-de degisli tablisadan peydalanyp
alarys

80—40 30—40

PB0<X<80) = 0,5[@(T—)- ()] = 0.5[B(2) + D(0,5)] =

=0,5[0,995+0,521]=0,758.

Mysal. Tayyarlanyan detallaryn uzynlyklarynyn standartdan
gysarmasy normal kanun boyunga paylanan t6tian ululyk hasaplanyar.
Eger standart uzynlyk m=40 sm, orta kwadratik gysarma o = 0,4 sm
bolsa, onda 0,8 d&htimallyk bilen Onlimini uzynlygynyn haysy
takyklygyny kepillendirip bolar?

Coziilisi. Bu yerde (2.27%) formula layyklykda
P(|X-40|<¢)=0,8 denlik yerine yetydn & bahany kesgitlemek talap
edilyér. Formula goré alarys
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&

0,4+/2

P(|X-40|< ¢) = @(

) =d(1,77 ).

Diymek, mesele
O(1,77 ¢) > 0,8

densizligi ¢ozmeklige getirilyar. Bu densizligi kanagatlandyryan ¢
ululygyn in ki¢i bahasyny tapmaly.
g.3-nji tablisa boyunca alarys

1,77¢ >0,91. Bu yerden ¢ = 0,52.
2.10.4. Paylanyslaryin Weybull kanuny

Eger X UTU-nyn paylanyslarynyii F(x) integral funksiyasy
a>0, b>0, c-hakyky sanlar ii¢in

0 , X < ¢ bolsa,
F(x) = { ,[x;c (2.28)
1-e

b
a] , X>c bolsa,

gorniisinde bolsa, onda X totidn ululygy Weybullyit kanuny boyunca
paylanan diyilyar. Bu yerde, a,b,c sanlara degislilikde, masstabyii,
Sformanyii we siiysmanin parametrleri diylip at berilyar.

Paylanyslaryn Weybull kanunynyn differensial funksiyasy ya-
da dykyzlyk funksiyasy kesgitleme boyunca seyle tapylyar

0 , X < ¢ bolsa,
f(x)=F'(x) = ot (=)
(x)=F'(x) b(x Cj e(] > cboka @29

a

a
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(2.28) formulada kesgitlenyan F(x) funksiyasynyn ¢=0 siiysmede
hem-de Db-formanyn parametrinin dirli (0<b<1, b=1, b>1)
bahalaryndaky grafikleri 2.11-nji suratda gorkezilen.

F(X) A
1,0
b<1
~
b>1
b=1
0 X

2.11 —nji surat

f(x) dykyzlyk funksiyasynyn ¢=0 siiysmede, a=1 masstabda
hem-de b-formanyn parametrinin  b=0,5; b=1; b=2; b=3
bahalaryndaky grafikleri 2.12-nji suratda getirilen.

Bellik. Hususy yagdayda, hagcanda formanyn parametri b=1
bolanda, Weybullynn paylanysy gorkezijili (eksponensial) paylanysa
owriilydr, masstabyn a parametri bolsa M(X) matematiki garasma we
o(X) orta kwadratik gysarma defi bolyar. Yagny,

M(X)=a; o(X) =a; D(X) =a’.
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f(x)

1,2

1,0

0,5

0,2

v

2.12 — nji surat

Umumy yagdayda (hagan-da b#/ bolanda), M(X) we D(X)
ululyklary Weybullyn paylanysy ti¢cin

1

M(X) = aT xbe*dx +c, (2.30)
D(X):az(Terxdx— (Txéexdx ). (2.31)

formulalarda tapylyar. Hasaplamalary yonekeylesdirmek tigin
gamma funksiyasy
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I(x) = It“e*dt (gosunda, g.5-nji tablisa seret)
0

girizilip, (2.30) we (2.31) formulalary:
M(X) = al(1+1/b) + ¢, (2.30%
D(X) = a® ([ (1+2/b) — (I'(1+1/b))?) (2.31

gorniislerde ulanyarlar.
(2.28) formuladan alarys

a—C.p P—Cp
Pl@a<X<pf)=F(B)-F(a)=e 2 —e'a’ (2.32)

Weybullyn  paylanysy enjamlaryn dowiilmesiz isleme
wagtyny (elektrik gurluslaryn, masyn desgalarynyn ygtybarlylygyny
we s.m.) bahalandyrmakda, poladyn c¢eyelik predellerinin we
¢ydamlylygynyn seljermesinde ulanylyar. Bu paylanys {ic parametre
bagly bolany iigin has ¢ylsyrymlydyr, emma, beyleki paylanyslar
bilen denesdirilende has umumy-uniwersaldyr.

Mysal. Podsipnik gurlugynyni hyzmat edis mohleti Weybullun
paylanys kanunyna tabyn bolan X totin ululygydyr. Bu yerde
masstab parametri a = 10 yyl, forma parametri b=2 we siiysme
parametri ¢=0 kabul edilyir. Podsipnigii ortaga hyzmat edis
mohledini, bu mohletden orta kwadratik gysarmany we gurlusyn in
azyndan 9 yyl hyzmat etmeginin dhtimallygyny hasaplamaly.

Coziilisi. (2.30"), (2.31") we (2.32) formulalardan alarys

X =M (X)=10I"(1+ %) =10-0,8862 = 8,862 (yyl)

D(X)=100(I"(1+1) —(r(1+%))2) =100(1,0 - 0,8862°%) =
=100(1,0-0,7854) = 100 - 0,2146 = 21,46;
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o(X) =/D(X) =+/21,46 = 4,63 (yyl),
PO<X <+om) =e % g™ =81 =0,4449.

Bu yerde, gosundydan e*, e* we I'(x) funksiyalaryii bahalarynyf
tablisalary peydalanyldy (g.3, g.4-nji tablisalar).

2.11. Uly sanlaryn kanunlary

Yeterlik uly n sanda gegirilyin bagly dil synaglar igin esasy
kesgitleméni hem-de Cebysewin, Bernullinin we Muawr — Laplasyn
teoremalaryny subutsyz getirelin.

Kesgitleme. Eger hemme yeterlik uly n sanlar ii¢in

P(X,-d <¢&)>1-6

dentsizlik yerine yetydn bolsa, onda X, totin ululyk dhtimallyk
boyuncga a sana yygnanyar diyilyér, bu yerde:

¢ — erkin kici polozitel san;

0 — baha bolsa, ¢ we n ululyklaryn saylanysyna baglydyr.

Bu kesgitlemdnii adalgalarynda Cebysewin teoremasy seyle
formulirlenyar.

Cebysewiii teoremasy. Yeterlik kop sandaky bagly dil
synaglarda totdn ululygyn syn edilydn bahalarynyn orta arifmetiki
bahasy onui matematiki garagsmasyna dhtimallyk boyunca

yygnanyar, yagny,

Zn:xi/n—M(x)

A

Bu densizlikde g < s <

<5J>1—5. (2.33)

D(x
ne?

D(X) — X ululygyn dispersiyasydyr.

kabul etmek bolar, bu yerde
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Cebysewin teoremasy uly sanlar kanunlarynyn biri bolmak
bilen, dhtimallyklar teoriyasynyn kop amaly ulanylyslarynyil esasyny
diizyar.

Uly sanlar kanunlarynyii yonekeyleriniii biri hem Bernullinin
teoremasydyr.

Bernullinin teoremasy. Eger yeterlik kop sandaky bagly dél
synaglarda wakanyn dhtimallygy synaglaryn her birinde p (q=1-p)
sana den bolsa, onda totin wakanyn yygylygy wakanyn
dhtimallygyna dhtimallyk boyunga yygnanyar, yagny,

fe-s
n

Bu yerde o deregine

<8j>1_5' (2.34)

0<s<
ne

bahalaryn birini almak bolar.

Mysal. Tennie 1000 gezek oklanyar. San belginin yiize
cykmagynyn onunt dhtimallygyndan gysarmasynyn 0,1 — den kici
bolmagynyn dhtimallygyny asakdan bahalandyrmaly.

Coziilisi. Bu yerde: n=1000,; p=g=0,5; ¢=0,1.

(2.34) densizlige gord alarys
05:05 _ 025

§=2L = =22 =0,025
ne? 1000 - 0,12 10

m 1
P(/ === /<0,1) >1-10,025

P(/ == —~/<0,1) > 0,975
Bu yerde /———-/<0,1 defsizlik 400 < m < 600 gosalayyn

vvvvvv
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(400; 600) interwalda bolmagynyn dhtimallygy 0,975 — den uludyr
diyip aytmak bolar.

Eger bagly dédl n synaglaryin her birinde A wakanyn yiize
cykmagynyn &htimallygy p sana denl bolsa, onda wakanyn yiize
¢ykmagynyn m/n yygylygy binomial kanun boyunga paylanan t6tdn
ululykdyr, onuni matematiki garasmasy we dispersiyasy, degislilikde,

p we \/pq/n sanlara dendir. Sunlukda,

T = Fer (2.35)

totdn ululygyn matematiki garasmasy M(z,)=0, dispersiyasy D(z;)=1
bolup, ona totin wakanyil normirlenen yygylygy diyilyir (onun
paylanysy hem binomialdyr).

Muawr — Laplasyn teoremasy. Yeterlik kop sandaky bagly
dal synaglarda, normirlenen (2.35) yygylygyn binomial paylanys
kanuny, predelde, sol bir matematiki garasmaly (0-a den) we
dispersialy (1- e den) normal paylanys kanunyna owriilyar.

Bu teoremanyn netijesinde, n-in uly bahalarynda P(a<z,<b)
dhtimallygy yakynlasan hasaplamak iicin Laplasyn funksiyasyndan
peydalanyarlar, yagny

m
- P \ -n
Pla<t,<b)=P|la<?l <b/=P<a<m p<b>z

- 1(o)-*(3) &

Mysal. Synaglaryn her birinde A wakanyn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy p sana den. N synaglarda wakanyn ylize ¢ykmagynyn
sanynyn a-dan f-a ¢enli bolmagynyn dhtimallygyny kesgitlemeli.

Caoziilisi. Belli bolsy yaly
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(a < 3;—;15 < b) < (np +anpq < x < np + b/npq) .

Bu yerde:

np + aynpq =a, np +by/npq =
belgililin. Onda

_a-np b= B—np
Vnpq’ Vnpq

taparys. Bu yerden, normirlenmedik X totdn ululygy tigin Muawr-
Laplasyn teoremasyny ulanyp, (2.36) formulanyn esasynda alarys

<L g £=NP | _p 2P 1
Pla < X <ﬂ)~2(q§{mJ @[MD (2.367)

Goy, n=100, a=40, =60, p = q =% bolsun. Onda

Jnpq = /100 - 0,5 - 0,5 = V25 = 5.

(2.36) — ¢ gori

PO < X < 60)z;[q)[60_100'0'5]_([)[40_100'0'5]]=

5.2 542

“alrle ) ols’s) g oo 2

_ % 2-(@0(2))= ®v2)= (1,4142) = 0,954,
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2.12. Totian ululyklaryn sistemasy

Kopleng, synagyn netijesi difie bir X totdn ululyk bilen dél-de,
birndgce Xj, Xz ..., Xp totdn ululyklar arkaly beyan edilyir. Bu
yagdayda, gorkezilen totdn ululyklar (X1, Xy, ..., Xj) sistemany emele
getirydr diyilyar.

Iki totdn ululykdan (X,Y) sistemany, geometriki taydan,
tekizlikdéki totdn nokat yaly sekillendirmek bolar. Seylelikde, (X,Y)
totdn nokadyn D oblasta diismeginden ybarat wakany (X,Y)eD
gorniisinde belleyarler.

Iki diskret totdn ululyklaryn sistemasynyil paylanys kanuny
tablisa gorniisinde berlip bilner (2.12-nji tablisa). Bu yerde

X1< Xo< .. < Xm Yi<Y2< ...<Yn;
pij — birwagtda yerine yetydn X=X;, Y=Y; deilliklerden ybarat bolan

wakanyn dhtimallygy.
2.12-nji tablisa

Y e
X Y1 ) Yn
xl )
P11 P12 Pin
xz s
P21 P22 P2n
Xm Pm1 Pm2 e Pmn

Sunlukda, eger (X=Xx;, Y=Y;) hemme kombinasiyalar wakalaryil doly
toparyny emele getiryarler we



yerine yetip, tablisa tiikeniksiz sanly setirlerden we siitiinlerden
ybarat bolup hem biler.

Uzniiksiz totin ululyklarynn (X,Y) sistemasynyi paylanys
kanuny, esasan, f(x,y) — dhtimallyklaryn dykyzlyk funksiyasy arkaly
berilyédr. Onda (X,Y) t6tdn nokadyn D oblast diismeginin dhtimallygy

PI(X,Y) € D] = [f, f(x,y)dx dy (2.37)
formula bilen kesgitlener.
Ahtimallyklaryn dykyzlyk funksiyasy seyle hisiyetlere
eyedir:
1) fy) =0,
2 [T y)dxdy = 1.

Eger hemme (X,Y) totdn nokatlar D tiikkenikli oblasta degisli
bolsalar, onda soniky hasiyet

ﬂf(x,y)dxdy:l

gorniisi alar.
Sistema girydn X we Y diskret totédn ululyklaryn matematiki

garasmalary
m
=M(X) = szi Pij»
i=1]j
m

m, = M(Y) = Zzn: Vi Dij

:1 =1

(2.38)

formulalar bilen, tizniiksiz totdn ululyklarynl matematiki garagsmalary
bolsa
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my =M&X) = [T7 [T x f(x,y)dx dy,
(2.39)
my, =MY) = ["7[""y f(x,y)dx dy

formulalar arkaly tapylyar.

(my; my) nokada totdn ululyklaryn (X,Y) sistemasynyi
Yayrama merkezi diyilyar.

Eger X we Y t6tén ululyklary bagly dél bolsalar, onda my we
my ululyklaryny hasaplamak ansat bolar. Bu yagdayda bu t6tdn
ululyklaryn ayratynlykdaky paylanys kanunlaryny peydalanyarlar.

Sistema girydn X we Y diskret totdn ululyklaryn dispersiyalary

D(X):Zrn:zn: p; (X, —m,)?, (2.40a)
D(Y)=ZZ pij(yj _my)2 (2-40b)

i=1 j=1
formulalarda tapylyar, lizniiksiz t6tdn ululyklaryn dispersiyalary
bolsa

DX) = [*7 [T (x —my)? f(x,y)dx dy,

DY) = [77 [Ty = m)? f(x,y)dx dy (2.41)

formulalar arkaly kesgitlenyar.
X'we'Y totén ululyklaryn orta kwadratik gysarmalary

oy =D(X) , o, ={/D(Y) (2.42)
yaly tapylyp, dispersiyalary hasaplamak {i¢in

D(X) =MX?) - [MX)]? DY) =M(Y?) - [MV)]*  (243)
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formulalary peydalanylyp bilner.

Totdn ululyklaryn sistemasynyn teoriyasynda ululyklaryn
arasyndaky baglanysygy hisiyetlendiryin hem-de korrelyasiya
momenti ya-da kowariasiya diylip atlandyrylyan

Cxy = M[(X —my) - (Y —m,)] (2.44)

ululyk amaly meselelerde  diypli rol oynayar. Diskret totin
ululyklary ii¢in korrelyasiya momenti

CXY = Zm Zn(xn - mx) ' (ym - my) Pnm - (2-44|)

formulada, lizniiksiz totén ululyklary {i¢in bolsa

Coy = [0 [0 c=m) - (y—m,) f(x,y)dx dy  (244")
formula arkaly tapylyar. Korrelyasiya momentini
Cxy = M(XY) —MX)M(Y) (2.45)
formulada hem kesgitleyirler, bu yerde

M(XY) = Zm Zn Xn Ym Pmn (DTU'lar ligin),

M (XY) = T Txyf (x,y)dxdy (UTU-lar iigin).

Bilsimiz yaly, eger X we Y ululyklaryn islendik birinin
dhtimallygynyn diisydn aralyklary beylekiilkd bagly bolmasa, onda
bu ululyklara bagly diil diyilyar. Bu yagdayda:

M(XY) = M(X) - M(Y); Cypy=0
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X we Y ululyklaryn arasyndaky baglanysygy hésiyetlendirmek
icin rxy — korrelyasiya koeffisiyentini

My = Cx (2.46)

O-XO-Y

Olgegsiz ululykda hasaplap ulanyarlar. Eger X we Y ululyklar bagly
dal bolsalar, onda rxy=0. Eger X we Y t6tén ululyklary

Y=aX+b (2.47)
¢yzykly baglanysykda bolsalar, onda

_ _ (1, egera>0bolsa,
Txy = sgna= {—1, eger a < o bolsa, (2.48)

yaly kesgitlenydr. Umuman, korrelyasiya koeffisiyenti
—1<mrgy <1

gosa densizligini kanagatlandyryar.

Mysal. Iki gutuda 6 sardan bolup, 1-nji gutuda: Nel belgili 1
sar, Ne2 belgili 2 sar we Ne3 belgili 3 sar bar. 2-nji gutuda: Nel belgili
2 sar, No2 belgili 3 sar we Ne3 belgili 1 sar bar. Goy, X — “1-nji
gutudan ¢ykarylan saryn nomeri”, Y —“2-nji gutudan ¢ykarylan saryi
nomeri” bolsun. Gutularyn her birinden bir sar ¢ykardylar.

Totan ululyklarynn (X,Y) sistemasynyn paylanys kanunynyn
tablisasyny diizmeli, M(X), M(Y), D(X), D(Y), rxy — ululyklary
tapmaly.

Coziilisi. Totédn (x;y) nokatlaryn gaytalanmalarynyil sanyny
kesgitlalin.

Totén nokat (1;1) — gaytalanma sany 1 - 2=2=m; ,

Totén nokat (1;2) —gaytalanma sany 1 - 3=3=my, ,

Totén nokat (1;3) —gaytalanma sany 1 - 1=1=my3,

Totan nokat (2;1) —gaytalanma sany 2 - 2=4=mj; ,
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Totan nokat (2;2) —gaytalanma sany 2 - 3=6=mj, ,
Totdn nokat (2;3) —gaytalanma sany 2 - 1=2=my3 ,
Totdan nokat (3;1) —gaytalanma sany 3 - 2=6=mgy ,
Totdn nokat (3;2) —gaytalanma sany 3 - 3=9=m3, ,
Totdn nokat (3;3) —gaytalanma sany 3 - 1=3=m33 .

Gaytalanmalaryi jemi sany n=36. Belli bolsy yaly
m;; ..
plj = T]) l,J:l,2,3

kesgitldris. Onda paylanys kanunynyi tablisasy seyle gorniisde bolar
(2.13-nji tablisa).

2.13-nji tablisa

Y 1 2 3

X
1 1/18 1/12 1/36
2 1/9 1/6 1/18
3 1/6 1/4 1/12

Hemme dhtimallyklaryn jemi bolsa bire deni (wakalaryn doly
topary).
1 1 1 1 1 1
MX)=my=1"—+2-=-4+3-=-4+1-—+4+2-=-4+3 " Z+

18 9 6 12 6
P S
36 18 12 3
MY)=my =1 o, 1t s
B ST 12 36 9 6 18
1.1y, 1
12 6
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Diymek, (my, my):(g;l—;) nokat berlen (X,Y) sistema ii¢in
yayrama merkezidir.

Meselanin serti boyunga X we Y totdn ululyklary 6zara bagly
dél. Onda olaryn her birinii paylanys kanunlaryny ayratynlykda
yazyp, M(X) we M(Y) ululyklary ansat tapyp bolar.

X (Y) ululygyn paylanys kanunyny yazmak i¢in, 2.13-nji
tablisadan onun kabul edyidn 1,2,3 bahalaryny we her baha degisli
setir (siitlin) boyunca dhtimallyklaryn jemini alarys (2.14-nji, 2.15-nji
tablisalar)

2.14-nji tablisa 2.15-nji tablisa

X[ 1]2]3 Y[ 1] 2]3
p, | 16| 13| 112 p,| 13| 12| 16

Bu tablisalardan bolsa

—Z 114ty 1 2 8
Mx =/ PiXi= 1% 3 276 2=/

2
3
1 1 1
my=2p]y]=1§+2§+38
=1/34+1+1/2=11/6

D(X), D(Y) ululyklary 2.14, 2.15-nji tablisalary ulanyp tapmak
bolar.

2.13-nji tablisa boyunca hasaplamak ticin,
X'=X—-my, Y'=Y—m,—  gysarmalar  (merkezlesdirilen
ululyklar) sistemasyna gecip, degisli tablisany diizelin (2.16-njy
tablisa).

X'=X-my=X~-2, Yi=Y—-m,=Y—-=,
3 6
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@) 5+ () =
3/ 6 3 12

+<1>2 1+(1)2 1+(7)2 1+<7)2 1+<7>2 1 17
6/ 6 \6/ 4 \6/ 36 \6/ 18 \6/ 12 36

2.16-njy tablisa

y! | -5/6 1/6 716
XI

-4/3 | 1/18 1/12 | 1/36

-1/3 | 1/9 1/6 1/18

213 | 1/6 1/4 1/12

Bu yerden taparys

V5 V17
T3 e

Tyy — Korrelyasiya koeffisiyentini tapmak tg¢in, ilki bilen,
(2.44" formula boyunga korrelyasiya momentini (kowariasiyany)
hasaplalyil. Onun {i¢in bolsa 2.16-njy tablisadan peydalanarys

c _(3)(5)1+<3)1 1+(3>6 1+
XY=\ 4 6/ 18 4) 6 12 4) 7 36

+( 1)( 5) 1+( 1)11+( 1)7 1+2<5> 1+
3 6/ 9 3/ 6 6 3/ 6 18 3 6/ 6
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+2 1 1+2 7 1 4( 5 +1+ 7)
3 436 12 3\ 108 72 216
1

6
1( 5+ +7)+2( 5+1+7>_
3\ 54 36 108/ 3\ 36 24 12/

= 4o 10+20—0
T3 3 3

Bu yerde Cxy = 0 bolany iigin, (2.46) formuladan tapylyan
ryy = 0 bolar.
Mysal. T6tén ululyklaryn (X,Y) sistemasy

aSin(x+y), eger (x,y) €D bolsa;

f(x;y) = { 0, eger (x,y)éD bolsa

dykyzlyk funksiyaly paylanys kanunyna tabyn. D oblast
0<x<m/2, 0<y<m/2 kwadrat gorniisindedir.

Su mysal boyuncga: 1) a-koeffisiyenti; 2) m,, m, matematiki
garagsmalary; 3) o, , o, orta kwadratik gysarmalary;
4) 1y, korrelyasiya koeffisiyentini tapmaly.

Coziilisi. 1) a koeffisiyenti dykyzlyk funksiyasynyn 2-nji hasiyeti
boyunca

n/2m/2

ajfsin(x+y)dxdy=1
0 0

denilemeden taparys. Bu yerde
zl2 7l2 72 7l2

jdx jsin(x +y)dy =— j [cos(x + y)[;"*dx = j(sin X + C0S X)dX =

0 0 0

=[sinx—cosx];'*=(1-0)—-(0-1) =1+1=2.
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Diymek, 2a=1 < a= 1/2. Onda dykyzlyk funksiyasy D oblastda
f(x,y)=(1/2) sin(x+y) gorniisindedir.
2) (2.39) formulalardan alarys

m, = %fgfo?x *sin(x + y) dy dx = 1f05( JZsin(x +y) dy)xdx =

T2
1 2 T
=—f2x(—cos(x+—)+cosx)dx=
2Jo 2

120 . 1, 2 1>
Efozx(smx+cosx)dx=;x(smx+cosx)|0 —Efoz(—cosx+

VA

; =T Ying — PR—
smx)dx—4+2(smx cosx)|j "

Suna mefizeslikde taparys m,, = %.
3) X totin ululygyn dispersiyasyny tapalyii

N
N

2 2 2 1 2(ci m?
oy =M(x )—mxzz X (smx+cosx)dx—1—6=
00

L T 2 T
= —%J‘OZ xz Cos(x + y) |(2)dx — 1;[[_6 = %IOZ xZ(Sinx + Cosx)dx -

m T T2 ~0,1865.
16 16 2

2
Sular yaly of = ’1T—6 + g — 2 ~ 0,1865 bahany alarys.
Diymek, o7 = ot = (w? + 8m — 32)/16 ~ 0,1865. .

Bu yerden oy =0, =Vn? + 8m —32/4 ~ ,/0,1865 ~ 0,4318.

4) Kowariyasiyany (2.45) formulada hasaplalyn:
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Cyy = M(XY) —M(X) *M(Y) = %fgfofxysin(x + y)dy dx —%-

1o z . 2 1
SJExdx [Zysin(x +y)dy — - =— |2 [ycos(x +

T T 2
y) Jg = [Zcos(x +y) dy] xdx ——.

1/2 2
:——jx z. coS x+ —Sin x+Z + Sinx dx—”—:
2 2 2 16

7[/2 2

:——j (—— Sinx — Cosx+S|nxjdx—7[—:
16

2

712
= 1 I (— Sinx + Cosx — Slnx)dx o
29 16

712 712 2
:lx(Sinx—ECosmCosxjj -= j (Sinx—ECosx+Cosxjdx—”—:
2 2 29 2 16

0

)
=£—l Sinx—ESinx—Cosx f—ﬂ—z
4 2 2 16

0

7r17r17r87r167z

+
4 2 4 2 16 16
Bu yerden

. _Cu _87-16-7° 073686 ...,
Y o0, 7'+8r-32 3002346

2.13. Ikiol¢egli paylanyslar we olaryii sertli paylanys kanunlary

Bilsimiz yaly, iki sany to6tdn wakanyn arasynda baglanysyk
bolanda bir waka vyiize c¢ykandaky beyleki wakanyn yiize
¢ykmagynyn sertli dhtimallygy sertsiz dhtimallykdan
tapawutlanyardy. Sufia menzeslikde, bir totin ululygyn beyleki
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ululygyn tiytgemesine tdsirini derfiemek ii¢in ikinji ululygyn
fiksirlenen bahasynda birinji ululygyi sertli paylanys kanunyna
seredyérler.

Goy, X ululyk oziinin bir X=x; bahasyny alan bolsun.
Sunlukda, beyleki Y ululyk, umuman aydanyida, 0ziinii miimkin
bolan yi, y», ..., VY, ... bahalarynyn islendigini kabul edip biler,
emma, bu bahalaryn dhtimallyklary P(y1), P(y2), ... , P(yj), ...
dhtimallyklardan tapawutlanarlar.

Hakykatdan hem, eger X=x; waka syn edilen bolsa, onda Y=y;
wakanyn sertli &dhtimallygy, (1.13) formulalara layyklykda,
P(xi,y;)/P(xi) gatnasyga deni bolar. Bu sertli dhtimallygy P(yj/x;) bilen
belgilélin. Onda

P(y;/x) = P(Y = y,/X = x;) = 22 (2,49)

P(x;)

Kesgitleme. Sol bir X=x; serte degisli bolan

P(yl/xi)lp(yZ/xi)r rP(y]/xl)

sertli dhtimallyklaryn toplumyna X=X; bolandaky Y ululygyii sertli
paylanysy diyilyar.

Diizgiin boyunca, sertli dhtimallyklaryii jemi hem bire den
bolmalydyr

_XjP(xypyp)  P(xp)
Z]P(y]/xl) = ]P(xl-) e P@xy) = 1. (250)

Bu sertli paylanys kanunlaryny gysgaca beyan etmek ti¢in, bir
Olgegli paylanyslar ii¢in hasaplanyan hésiyetlendirijileri ulanmak
bolar.

Has mohim hasiyetlendiriji, X=x fiksirlenen bahada, Y
ululygyn M(Y/X) — sertli matematiki garasmasydyr, bu yerde x ululyk
X1, X2, ..., Xj, ... bahalaryn birine dendir. Seylelikde
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MY /x) =%y P |2/ | (2.51)

Suna menzeslikde, sertli dispersiya we yokary tertipli gsertli
momentler diistinjeleri girizilyar.
(2.51) denligi goz ontinde tutup, M(Y/X) ululygy

_ _ _XjyjPxyj) 1
y() = M(Y/x) = HAEED (251

gorniisde hem hasaplap bileris. Sofiky formula boyunga, M(Y/x)
matematiki garasma X=x=const wertikal géni boyunga Y; (j=1,2, ...)
ordinatalarda yerlesen p(Xi, Y;) massalaryn merkezi hokmiinde
seredilydr. X-in liytgemegi, yagny 2.12-nji tablisanyil bir siitiininden
beylekisine gecilmegi bilen, M(Y/x) hem iytgeyar. Diymek, biz,
X=X1, X2, ..., Xi, ... bahalar {i¢in kesgitlenen

y(x) = M(Y/x)

funksiyasyna seredip bileris. Bu funksiya X boyunca
Y-in regressiyasy ya-da regressiya funksiyasy diyilyar.

Su yerde, her bir X=x bahada Y bahalary tiytgdp duran t6tén
ululyk bolsa-da, x-ii bir bahasyndan beylekisine gegilende, Y-if
X-e baglylygy, kopleng, Y-ii orta oOlgeglerinin (bahalaryny)
tiytgemesinde yiize ¢ykyar. Su sonky baglanysygy hem y(x)
regressiya egrisi beyan edyar.

Aydylanlara menizeslikde, Y=yj; fiksirlenen bahalarda

P(xL:V]

oy IF12,. (2.52)

P(xi/yj) =

dhtimallyklaryin toplumy bilen kesgitlenydn, X — ululygyn sertli
paylanys kanunyna seredip bileris, seylelikde,
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P(xJy;) = 2D _ POD _ g

X ululygyn Y boyunca regressiyasy bolsa

ixXi P(x;,y;
f(y) =MX/y) :zxi P(xi/y) :W
i ]

l

valy kesgitlener. Bu funksiya Y=y=const gorizontal goniilerin
iistiinde dhtimallyklaryil agyrlyk merkezlerinin iiytgemesini beyan
edyar.

X we Y ululyklar iizniiksiz paylanan yagdayynda, olaryi
bilelikddki p(X,y) paylanysy &htimallyklarynn dykyzlygydyr we
integrirlenydn funksiyadyr. Sunlukda, Q(X,Y) totin nokadyn Oxy
tekizligin haysy-da bolsa bir G oblastyna diismekliginini &htimallygy

PIQ(X,Y) c G] = [[; p(x,y) dxdy (2.53)

formulada kesgitlenydr. Bu yagdayda Q(X,Y) nokadyn okun
izolirlenen nokatlarynyn tekiz egrinin bdlegini emele getiryan
kopligine (meselem, G oblastyn c¢édgine) diismeginin dhtimallygy
nola dendir. Mundan hem basga, (X,Y) ululyklaryn miimkin bolan
bahalaryna degisli bolmadyk nokatlarda hem p(X,y)=0 hasap edilyar.

Geometriki taydan, Z=p(x,y) funksiyasy paylanys iistiini
emele getiryar.

Kesgitleme.

Py, y) =PX <x,Y <y)=["_[’ plx,y)dxdy (2.54)

funksiyasyna ikiélgegli (X,Y) ululygyii paylanysynyri integral
Sfunksiyasy diyilyir.

(2.54)-de kesgitlenyén P, (x,y) funksiyasy Q(X,Y) totin
nokadyn tekizligit bolegine diigmeginint dhtimallygyny anladyar. X
we Yy iiytgeyanlerin bahalarynyi artmagy bilen, bu funksiyanyn hem
bahasy artyar we onufi maksimal bahasy bire dendir.
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In yonekey mysal bolup, (X,y) tekizligin haysy-da bolsa bir
boleginde ikidlgegli totin ululygyri deriolgegli paylanysy hyzmat
edyédr. Bu yagdayda

_ (C =const , hacanda (x,y) c G,
P(x,y) = { 0 , hacanda(x,vy) ¢ G.

C hemiselik
Jl; Cdxdy=C[f, dxdy =CS; =1

sertden kesgitlenip, onun bahasy C=1/Sg deiidir, bu yerde Sg — san G
oblastyn meydanydyr. Sunlukda, Q(X,Y) totdn nokadyn G oblastyn
icindédki g meydanca diismeginin dhtimallygy:

— 1 — 3%
ffg p(x,y)dx dy = ffg Cdxdy= 5 fg dx dy = 5o (2.55)

yaly tapylar, bu yerde Sy — ululyk g — nit meydany. Geometriki
ahtimallygyn kesgitlenisi yaly, bu baha g meydancanyn G oblastyn
icinde yerlesis yagdayyna dél-de, diiie Sq — ululyga baglydyr.

Eger ikiolgegli paylanysyn p(x,y) dykyzlygy berlen bolsa,
onda bir 6lgegli paylanys funksiyalaryny we dykyzlygy kesgitlemek
bolar. Dogrudan hem, (2.53) umumy formula layyklykda taparys

PX<x)=P(X<xY<o)=[" dx [ p(x,y)dy. (2.56)
Sol sebépli, X ululygyn Px(x) dykyzlygy tigin alarys
Py(x) = [ p(x,y)dy. (2.57)
Suna menzeslikde kesgitléris

Py(y) = [ p(x,y)dydx. (2.58)
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X=x berlen bahada Y ululygyn sertli paylanys kanuny sertli
dykyzlyk arkaly kesgitlenyar

Py(y/x) = p(e,y)/ [ . p(x,y) dy. (2.59)

Py (x)

Suna meiizeslikde, berlen Y=y yagdayynda X-in sertli dykyzlygy ii¢in

Pe(x/y) = B2 = p(x,y)/ [, p(x, y)dx (2.60)

formulany alarys.
X boyunga Y-iit we Y boyunca X-iii regressiya ¢yzyklary, sertli
matematiki garagsmalar yaly seyle kesgitlenyar

12,y p(xy) dy

[y dy (2.61)

) =My /X)= [ yply/x)dy =

J22 x pCxy) dx

™ 0ry) dx (2.62)

x(y) = MX/Y) = [2 xp(x/y) dx =

Bu diisiinjelerin  hemmesini islendik sandaky Olgegler {igin
umumylasdyrmak bolar.

Iki dlgegli paylanys we onun hésiyetlendirijileri hususan-da,
regressiya ¢yzyklary barada anyk maglumatlary almak iigin,
amalyyetde, her birinde X we Y ululyklaryn bilelikddki bahalary
bellenen, n syn etmelerini netijeleri ulanylyar. Seyle maglumatlaryn
toplumy, adatca, korrelyasiya tablisasy gérniisinde bolyar.

2.14. Regressiya ¢yzyklary. Korrelyasiya

Goy, totdn ululyklaryn (X)Y) sistemasy berlen bolup, n
synaglaryn netijesinde n sany nokatlar:

(X1! yl)! (XZ! Y2), ey (Xn,yn)
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(bu nokatlaryin i¢inde gabat gelyénleri hem bolmagy miimkin)
alnypdyr diyelin. Bu totdn ululyklaryn sistemasynyn korrelyasiya
koeffisiyentini hasaplamak talap edilyar.

n-in yeterlik uly bahasynda, uly sanlar kanunyny gbz 6niinde

tutmak bilen, o , o we C, kesgitlenyin formulalarda M(X) we
M(Y) matematiki garasmalaryny, degisli t6tdn ululyklaryn orta
arifmetiki bahalary bilen calsyrmak bolar. Sunlukda, seyle
yakynlasan denlikler ulanylyar:

MX) ~x =iz x)/n MY) =y = (ZiLy)/n,

~ T x))/n— %% of~ Clyh)/n - 75 (2.63)
TiaXiVi o, _C
nyle_xy: rXYN%'
Eger
[rey[Vn=12>3 (2.64)

densizlik yerine yetse, onda X we Y totdn ululyklaryn arasyndaky
baglanysyk yeterlik dhtimallykly hasap edilyar.

Eger X we Y ululyklaryn arasyndaky baglanysyk kesgitlenen
bolsa, y(x)-¢yzykly yakynlagsma ¢yzykly regressiyanynn formulasy
arkaly berilyar

y(x)-y=r, —(x X) (2.65)

ya-da
y(x)=ax+b

x(y) — ¢yzykly yakynlagma ¢yzykly regressiyanyn formulasy
arkaly seyle berilyér
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X(y)—x= n&(y—?) (2.66)
y

ya-da x(y) =cy+d.

Su yerde y(x) =ax+ b we x(y) = cy + d ¢yzyklaryn
diirli goniilerdigini belgildap gegelin (2.13-nji surat)

A

;,'(_1-‘) =cy+d

y(x)=ax + b

2.13 — nji surat

Birinji goéni ¢yzyk wertikal boyunca, ikinji goni ¢yzyk
gorizontal ~ boyunga  gysarmalaryn kwadratlarynynn = jemini
minimallagdyrmak baradaky meseléni ¢6zmegin netijesinde alynyar.

Cyzykly regressiyanyil defilemelerini gurmak {i¢in asakdaky
adimler yerine yetirilyar:

e (X)Y) Dbahalaryn  baslangy¢ tablisasy = boyungaXx, ¥,
0yx.0y,C, Iy  ululyklaryl  bahalaryny (2.63) formulalara

layyklykda hasaplamaly;
e X we Y ululyklaryn arasyndaky baglanysyk baradaky
caklamany (2.64) densizlik boyunca barlamaly;
e x(y) we y(x) regressiya ¢yzyklarynyn denlemelerini diizmeli
we bu deillemelerin grafiklerini gurmaly.
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Mysal. (X,Y) bahalaryn baslangy¢ tablisasy berlen (2.17-nji
tablisa). 7., -korrelyasiya koeffisiyentini we regressiya ¢yzyklarynyn
denllemelerini tapmaly.

2.17-nji tablisa

1

2

3

4 5 6

7 8

9

X

0,25 | 0,37

0,44

0,55 |0,

60 | 0,62

0,68 | 0,70

0,73

Y

2,57 1231

2,12

1,92 | 1,

751,71

1,60 1,51

1,50

10 | 11

12

13

14 | 15

16 | 17

X

0,751]0,82

0,84

0,87

0,88 | 0,90

0,95 | 1,00

Y

1,41 | 1,33

1,31

1,25

1,20 | 1,19

1,151 1,00

Coziilisi. Hasaplayys tablisasyny diizelin (2.18-nji tablisa).

2.18-nji tablisa

I X Y X? Y? XY
1. | 0,25 | 257 | 0,0625]| 6,6049 | 0,6425
2. 1037 | 231 | 01369 53361 | 0,8547
3. | 044 | 212 | 0,1936 | 4,4944 | 0,9328
4. 1 055 | 1,92 | 0,3025| 3,6864 | 1,0560
5. | 060 | 1,75 | 0,3600 | 3,0625 | 1,0500
6. | 0,62 | 1,71 | 0,3844 | 2,9241 | 1,0602
7. 1 068 | 1,60 | 04624 | 2,5600 | 1,0880
8. | 070 | 1,51 | 0,4900 | 2,2801 | 1,0570
9. 1073 | 1,50 | 05329 | 2,2500 | 1,0950
10.]1 0,75 | 1,41 | 05625 | 1,9881 | 1,0575
11.]1 0,82 | 1,33 | 0,6724 | 1,7689 | 1,0906
12.1 0,84 | 1,31 | 0,7056 | 1,7161 | 1,1004
13.1 0,87 | 1,25 | 0,7569 | 1,5625 | 1,0875
14.1 0,88 | 1,20 | 0,7744| 1,4400 | 0,0560
15.]1 0,90 | 1,19 | 0,8100| 1,4161 | 1,0710
16.] 0,95 | 1,15 | 0,9025| 1,3225 | 1,0925
17.] 1,00 | 1,00 | 1,0000| 1,0000 | 1,0000
> | 11,95| 26,83 | 9,1095 | 45,4127 | 17,3917
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Tablisa maglumatlary boyunga alarys

17 17 17
in = 11,95, Zyi = 26,83, inz =9,1095,
i=1 i=1 i=1

17 17
Z y? = 454127 , Z x;y; = 17,3917
i=1

i=1
Onda (2.63) formulalar boyunca taparys:

26 83

%=11,95/17=0,7029; y =22 =15782;

o2 =222 _ (0,7029)2 = 0,0418; o, = 0,2042;
ol = 45,4127/17 — (1,5782)2 = 0,1806; a, = 0,4250;
Cay = == —0,7029 - 1,5782 = —0,0863 ;

Ty = s0mmr0 gy = —0:9943.

(2.64) densizligi barlalyn
|y -V —1=10,9943 - V16 = 0,9943 - 4 = 3,9772,3.

Anlatmanyn san bahasy 3-den uly. Diymek, X we Y t6tdn ululyklaryn
arasynda diiypli baglanysyk bar. Onda (2.65) formula boyunca y(x)
cyzykly regressiyanyn denilemesini tapalyn

0,9943+%0,4250
0,2042

J(x) — 1,5782 = —
ya-da

- (x — 0,7029)

108



y(x) = —2,0695x + 3,0329. *)
(2.66) formula boyunca x(y)-¢yzykly regressiyanyn
denlemesi seyle gorniisde bolar

0,9943-0,2042 (
0,4250

%(y) — 0,7029 =
ya-da

y —1,5782) ;

f(_')/) = O,4776y + 1,4566 (**)

Tablisa arkaly kesgitlenydn nokatlary hem-de (*) we (*¥)
regressiyalary  gurup, iki  regressiya  ¢yzyklarynyn = hem
M(0,7029;1,5782) nokatdan geg¢yédndigini goryédris. Birinji ¢yzyk
ordinatalar okundan 3,0329-a barabar kesimi, a ikinji ¢yzyk bolsa,
abssissa okundan 1,4566 uzynlykly kesimi bolip alyar. (X, Yi) —
nokatlar regressiya ¢yzyklaryna golay yerlesen.

Mysal. 79 synagyi netijesinde X =o/o, we Y ululyklaryi

arasyndaky korrelyasiya tablisasy alnan (-nji tablisa 2.19)

2.19-njy tablisa

Y 0,5 0,6 0,7 0,8
X
0,5 0 2 0 8
0,6 0 4 2 9
0,7 2 12 3 1
0,8 21 14 0 0
0,9 1 0 0 0

Bu yerde: o3 — poladyn akyjylygy; o -poladyn berklik predeli; Y —
uglerodyn polatdaky goterimleyin mukdary. Tablisada getirilen bitin
sanlar degisli (X,Y) totdn nokatlaryn gaytalanyp gelmek (kratnylyk)
sanyny anladyar. Meselem, Xx=0,8; y=0,6 yagday 79 synagda 14
gezek yiize ¢ykypdyr.
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Korrelyasiya koeffisiyentini we regressiya goni ¢yzyklarynyn
denillemelerini kesgitlemeli.
Coziilisi. Tablisa maglumatlaryny ulanyp taparys:

0703; 7=0622; E=0,505,

X
2" _ 0,398 79 = 0,427
79 - ) ) (2 xY)/ - ) .

Dispersiyany we kowariyasivany kesgitlalin:

o2 = 0,505 — (0,703)% = 0,505 — 0,493 = 0,012; o, =011,
o2 =0398—(0,622)° =0,398—0,387=0011; &, =0,105,

Cyxy = 0,427 — 0,703 - 0,622 = 0,427 — 0,437 = —0,01.
Korrelyasiya koeffisiyentini tapalyn

ly = Co ___ 001 =-0,867.
0,0y 011-0,105

|rxy| -vn — 1 kopeltmek hasylyny hasaplalyn

|7y | - Vi — 1=0,867- V/78=0,867-8,84=7,663.

Gorsiimiz yaly, X we Y ululyklaryn arasyndaky baglanysyk
yeterlik dhtimallykly. Onda ¢yzykly regressiyanyn deiilemeleri seyle
tapylar

— — gy — .
y(x)—y:rxy-a—(x—x) ya—da
X m.(

0,11

y(x) = —0,622 = —0,867 - x — 0,703),
y(x) = —0,828x + 1,204

- - o = v
X(y)—X=rxyG—*(y—y) ya—da

y
0,11

%(y) = —0,703 = —0,867 - =~ (y — 0,622),
%(y) = —0,908y + 1,26
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2. Goniikmeler we meseleler
2.1. Gapda 1-den 4-e ¢enli momerlenen dort sany sar bar. Bu gapdan
iki sary g¢ykardylar. X totin ululygy — ¢ykarylan sarlaryn
nomerlerinin jemi. X t6tdn ululygynyn paylanys hataryny gurmaly.
Coziilisi. X totdn ululygy {1,2,3,4} nomerler kopliiginden seyle
bahalary alyp biler:
X1=1+2=3; xp=1+3=4;
Xg=3+4=7.
Bu bahalaryn yiize ¢ykmagynyn sol bir p=1/6 &htimallykly
miimkingilikleri bardyr. Onda x3 we X4 den bahalary bir gezek
gorkezip, degisli dhtimallyklaryny gosup, seyle paylanys hataryny
alarys

Xs=1+4=5; x,=2+3=5; X5=2+4=6;

X 3 4 5 6 7
P 1/6 1/6 1/3 1/6 1/6

2.2. Atyjy nysana 3 ok atyar. Atyslaryn her birinde okuii nysana
degmeginin dhtimallygy 0.3 den. X-nysana degen oklaryil sany. Onun
paylanys hataryny yazmaly.

Jogaby:
X 0 1 2 3
P 0,343 0,441 0,189 0,027

2.3. Eger her gezek ok atylanda okun nysana degmeginin dhtimallygy
0,2 bolsa, bagly dil ii¢ synagda nysana degen oklaryn sanynyi
paylanys hataryny diizmeli.

Coziilisi. X t6tdn ululyk nysana degmegiii sany, ok atylyar, diymek,
X totin ululyk asakdaky bahalary kabul edip biler: x;=0, X,=1, X3=2,
X4=3. Synaglar bagly dél, her synagda wakanyn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy 0,2. Diymek,

P(X =m) =C'p™q" ™(m=0, 1, 2, 3), P(X;=0)=0,512,
P(X,=1)=0,384, P(X3=2)=0,096, P(X,=3)=0,008.

Seylelik bilen biz X t6tén ululygyi paylanysynyn agsakdaky hataryny
alarys

0

1

2

3

X
P

0,512

0,384

0,096

0,008




Barlagy: Y'_, p; = 0,512 + 0,384 + 0,96 + 0,008 = 1.

2.4. Kibir yerde mart ayynyn 30%-i yagysly giinler bolyar. Mart
ayynyin bir hepdesiniii yagynly giinleri gabat gelyan X t6tdn ululygyn
paylanysynyn hataryny diizmeli. Jogaby:

X| O 1 2 3 4 5 6 7

P 0,082 0,243 0,313 | 0,226 | 0,098 | 0,025 | 0,009 | 0,0002
2.5. Tenne 5 gezek oklanyar. X totén ululyk sekilin dliismeginin sany
bolsa, onun paylanys kanunyny tapmaly.

Jogaby:

X001 4 15
p|1|5|10(10]5 |1
32 132132132132 132

2.6. Desganyn 1000 elementi bolup, olar biri-birlerine bagly déllikde
isleyar. T wagtyn dowamynda islendik elementin bozulmagynyi
dhtimallygy 0,002-i den. T dowiirde {li¢ elementin bozulmagynyn
ahtimallygyny hasaplamaly. Jogaby: 0,18.

2.7. X we Y diskret totdn ululyklary 6z paylanys hatarlary bilen
berlen.

X 13 |5 |6 |9 Y|2 |4 |7

P«|02103|04|01 Py103(05]0,2

Z1=X+Y we Z,=X-Y totdn ululyklarynyn paylanys hatarlaryny
yazmaly.

Jogaby:

Z;=X+Y |5 7 8 9 10 |11 (12 |13 |16

Py 0,06 | 0,19 | 0,12 | 0,15 | 0,24 | 0,03 | 0,06 | 0,13 | 0,02

1
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Z=XY

6

10

12

18

20

21

24

35

36

42

63

Py

2

0,06

0,09

0,22

0,03

0,15

0,04

0,2

0,06

0,05

0,08

0,02

2.8. X DTU paylanys hatary bilen berlen

0

1

2

3

4

X
P

0,2

04

0,3

0,08

0,02 |

Onun matematiki garagsmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik
gysarmasyny kesgitlemeli.

Jogaby: M( X)=1.32; D(X)=0.95; 6(X)=V'D (X)=0.975.

2.9. X DTU asakdaky paylanys hatary bilen berlen

X

2

5

8

9

P

0,1

0,4

0,3

0,2

M(X), D(X), o (X) tapmaly.

Jogaby: M(X)=6,4, D(X)=4,84, & (X)=2,2

2.10. X DTU paylanys hatary bilen berlen

X

-5

2

3

4

P

0,4

0,3

0,1

0,2

Onun matematiki garagsmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik
gysarmasyny tapmaly. Jogaby: M( X)=-0,3; D(X)=15,21; ¢6(X)=3,9.
2.11. X DTU paylanys hatary bilen berlen

40
0,1

50
0,05

10
0,2

20
0,3

30
0,35

X
[5)

Onun paylanys funksiyasyny tapmaly we grafigini gurmaly.
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0, x<10bholsa,
0,2 ,10< x <20 bolsa,
0,5 ,20< x<30bolsa,
Jogaby: F(x)=
0,85 ,30< x <40 bolsa,

0,95 , 40 < x <50 bolsa ,

1 , x>50bolsa.
2.12. X UTU paylanys funksiyasy( integral funksiyasy) arkaly berlen.

0 , x<1lbolsa,
F(x)=<(x-1)/2,1<x<3bolsa,
1, Xx>3bolsa.

X-t6tdn ululygynyn Dbahalarynyn (1,5; 2,5) we (2,5; 3,5)
interwallaryna diismeginin dhtimallyklaryny hasaplamaly.
Coziilisi. P1= F(2.5)-F(1.5)= (2,5-1)/2- (1,5-1)/2= 0,75-0,25=0,5.

P,=F(3,5)- F(2,5)=1-(2,5-1)/2=1-0,75=0,25.

2.13. X UTU asakdaky paylanys (integral funksiyasy) arkaly berlen
0 , x<2bolsa,

F(X)=<(x-2)?, 2<x<3bolsa,
1, x>3bolsa.

X t6tén ululygynyn bahalarynyn (1; 2,5) we (2,5; 3,5) interwallaryna
diismeginin dhtimallyklaryny tapmaly.
Jogaby: P1=0,25; P,=0,75.
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2.14. 2.12-nji goniikminin serti boyunga X UTU-nyf paylanysynyii
dykyzlyk funksiyasyny tapmaly.
Coziilisi. Dykyzlyk funksiyasy paylanys funksiyasynyn Oniimine
dendir, yagny,
0 , x<1bolsa,
f(x)=F'(x)=<1/2,1<x<3bolsa,
0 , x>3bolsa.

2.15. 2.13-nji meseliniit serti boyunca X UTU-nyi paylanysynyii
dykyzlyk funksiyasyny kesgitlemeli.
Jogaby:
0 , x<2bolsa,
f(X)=F'(xX)=12(x-2), 2<x<3bolsa,
0 , x>3bolsa.

2.16. X UTU seyle dykyzlyk bilen paylanan

¢ {a/\/ x* , | <a holsa,
(X)=

|x| > a bolsa.

1) a koeffisiyenti tapmaly; 2) X totdn ululygynyn
bahalarynyn ( a/2; a) interwala diismeginin &htimallygyny
hasaplamaly; 3) Dykyzlyk funksiyasynyn grafigini gurmaly.

Jogaby: 1) a=1/m ; 2) P(a/l2<X<a) =1/3.

2.17. f(x)=1/(+ %) funksiyanyn kibir X tStdn ululygynyii
dhtimallyklarynynl  dykyzlygydygyny gorkezmeli we bu tdtdn
ululygynyn bahalarynyn (77, ©0) interwalyna diismeginii
dhtimallygyny hasaplamaly. Jogaby. P(T<x<oo)= %

2.18. Funksiya berlen

115



0 , x<0bolsa,
f(x)=<0.5-sinx, 0< x < 7 bolsa,
0 , x> bolsa.

Bu funksiyanyn kébir X t6tdn ululygynyn &htimallyklarynyn
dykyzlydygyny gorkezmeli, M(X), D(X), &6(X) san hisiyetlen-
dirijilerini tapmaly.

Jogaby. M(X)=r/2 ; D(X)=0,69; 6(X)=0,81.

2.19. Funksiya berlen

0 , x<0bolsa,
f(x)={A(4x-x%), 0<x <2 bolsa,
0 , x>2bolsa.

A-nyf haysy bahasynda f(x) funksiyasy kibir X UTU-nyn dykyzlyk
funksiyasy bolar? A-nyi tapylan bahasynda, M(X), D(X), 6(X) san
hésiyetlendirijilerini tapmaly.

Jogaby. A=1/4; M(X)=16/15; D (X)=44/225; 6(X)=0.44

2.20. X DTU —nyn paylanys hatary bilen berlen

1 3 5 7 9
P 0,1 0,4 0,2 0,2 0,1

Bu totan ululygynyn modasyny, ilkinji dort tertipli baslangy¢ we
merkezi momentlerini, asimmetriyasyny we ekssesini tapmaly.
Jogaby. Mo=3 «,=4,6; «a2=4,6; a3=177,4; «@4=1293,8; ui =0;
L2=544; 1s=4,992; 114=6455; Ac=p3lc’=0,394; Ex= 4l o
%-3=-0,82.

2.21. Funksiya berlen
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0 , x<0 we x> 2 bolsa,
f(x)= ax?, 0<x<1 bolsa,

a(2-x)* , 1<x<2 bolsa.
a-nyn haysy bahasynda f(x) funksiya kibir X UTU-nyf paylanys
dykyzlygy bolar? a-nyn tapylan bahasynda totian ululygyn ilkinji dort
tertipli baslangyg, merkezi momentlerini, asimmetriyasyny we
ekssesini tapmaly.

22
Jogaby. a=3/2. a1=1; a,=11; a3=13; « 4=l£
11=0; u,=01; usz=0; wu4s=1/35.

D (X)= u2=0,1; 5x:\/D ()O:\/O,].:O,?)lﬁ; A=0 E,=-1/7

2.22. Desga Ozara bagly dil isleydn ii¢ elementden ybarat.
Elementlerinn her birinin bozuk bolmagynyn dhtimallygy 0.1 den.
Desganyn bozuk elementleriniit sanynyin paylanysynyn paylanys
kanunyny yazmaly, matematiki garagsmasyny we dispersiyasyny
tapmaly.

Céziilisi. X UTU seyle bahalary alyp biler:

Xo=0, x1=1, X,=2, x3=3. (hemme elementler saz, biri bozuk, ikisi
bozuk, ti¢iisi hem bozuk). Bu yerde: n=3, p=0.1, g=0.9 bolany tigin
Bernulliniil

Pm= Pa(m)=C;* p" "™, m=10,1,2,...,n

formulasyny ulanyp taparys:

po= P3=(0)=0’=0,729; p;= P3(1)=C; p-¢°=0,343;

po= P3(2)= C2 p®q=0,027; ps= P3(3)=p>=0,001.
Onda X DTU-nyn binomial paylanys kanuny

X110 1 2 3
P 10,729 | 0,343 | 0,027 | 0,001

gornilisinde bolar. Matematiki garasma we dispersiya:
M(X)=my=np=3-0,1=0,3, D(X)=npg=3-0,1-0,9=0,27 bahalary alar.
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2.23. Dort bagly dal tejribeler gegirilip, olaryn her birinde A waka
p=0.4 dhtimallykly yiize ¢ykyar. X DTU dort tejribelerde A wakanyn
yiize ¢ykmalarynyn sany. X DTU-nyn paylanys hataryny, paylanys
funksiyasyny tapmaly, matematiki garagmasyny we dispersiyasyny
hasaplamaly.

Jogaby. M(X)=1,6; D(X)=0,96.

2.24. Desga bagly dil isleydn 1000 elementden ybarat bolup, T
dowiirde elementlerin  her birinin bozulmagynyn &htimallygy
p=0,002 den. T dowiirde ili¢ elementiii bozulmagynyi dhtimallygyny
kesgitlemeli.

Jogaby. Puassonyn kanuny boyung¢a P3(T)=0,18.

2.25. Zawod ammara 500 sany oniim iberdi. Oniimleriii her birine
yolda zeper Vetmeginifi dhtimallygy p=0,002 defi. Yolda: a)iig
Oniime, b) ligden az oniime, ¢) licden kop Oniime, d) in bolmanda bir
onlime zeper yetmegininl dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby. a)0,0613; b)0,9187; ¢)0,019; d) 0,632.

2.26. X totén ululygy (2; 8) kesimde hemiselik dykyzlykly paylanan.
M(X), D(X) ululyklary hem-de P(3<X<5) dhtimallygy hasaplamaly.
Jogaby. M(X)=5; D(X)=3, P(3<X<5)=0,333.

2.27. Eger awtobus hereketinin grafigi berjay edilse, onda
yolageynyil awtobusa garasmasynyi ortaca wagty 3,5 min den.
Garasma wagtynyn dendlgegli paylanys kanunyna eyedigi belli.
Minimal garasma wagty 0 min hasap edilyir. Yolagcynyii awtobusa
2 min-dan 5 min-a ¢enli garagmaly boljakdygynyn &htimallygyny
kesgitlemeli. Jogaby. P(2<x<5)=3/7.

2.28. Sapardan son awtomobili abatlamak we hyzmat etmek iglerinin
dowamlylygy matematiki garagsmasy 5 min bolan gorkezijili kanuna
tabyndyr. Nobatdaky sapardan son bu wagtyn
10 min-dan gegmejekdiginin dhtimallygyny tapmaly.

Jogaby. 0,8647
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2.29. Awtomat sarjagazlary tayynlayar. Eger sarjagazyin diametrinin
nominaldan (bolmalysyndan) X gysarmasy absolyut ululygy boyunga
0,7 mm-den ge¢meyin bolsa, onda ol talaba layyk hasap edilyir.
Totan yalnyslygy orta kwadratik gysarmasy 6=0,4 mm bolan normal
paylanan hasap etmek bilen, 100 sany tayyn edilen sarjagazlardan
talaba layyklarynyin ortaga sanyny kesgitlemeli.

Jogaby. 92

2.30. X totdan ululygy my =25 matematiki garagsmaly normal paylanan.
Totén ululygyn (10; 15) kesime diismeginin dhtimallygy 0,2-4 den. X
totdn ululygynyn bahalarynyn (35; 40) kesimine dlismeginii
dhtimallygy ndma den? Jogaby. 0,2.

2.31. X normal t6tdn ululygy. Onun bahalarynyn my, matematiki
garagmasyndan 3 o, ululyga gysarmasynyn dhtimallygyny tapmaly.
Jogaby. 0,9973.

2.32. Gapda 1000 ak we 2000 gara sarlar bar. Her gezek yzyna
gaytaryp, 300 sany sarlary ¢ykardylar. Cykarylan ak sarlaryn m
sanynyn 80<m<120 gosa densizligi kanagatlandyryandygynyn
dhtimallygyny asakdan bahalandyrmaly.
Coziilisi. Gosa densizligi seyle yazalyn

m 1 1

120<m-100<20 ja-da -— < =2 <~
15 300 3 15

1 2 1
Bu yerde: p=3 0=3 n=300; £€=Tc Onda Bernullinin uly sanlar
teoremasy-kanuny esasynda alarys.

p(m_p<gj>1_p_q2 a-da

n ne

p £_1<i o1 @/3)(2/3) :E_
300 3] 15 300*1/225 6

119



2.33. Gapda 100 ak we 100 gara sarlar bar. Yzyna gaytarmasy bilen
50 sary ¢ykardylar. Cykarylan ak sarlaryn m sanynyn 15<m<35 gosa
densizligi  kanagatlandyryandygynyn  dhtimallygyny  asakdan
bahalandyrmaly.

< —J >71/8.

m 1
Jogaby. P| |——-=
gaby USO 2| 5

2.34. Gapda 80 ak we 20 gara sarlar bar Ak saryn yiize ¢ykmagynyn
yygylygynyn &htimallykdan gysarmasynynl 0.1-den kigi bolmagyna
0.95 dhtimallykda garasyp bolar yaly, gapdan (her gezekde yzyna
gaytaryp, garysdyryp) nége sary ¢cykarmak gerek? Jogaby. 61

1

2.35. X we Y ululyklaryn berlen bahalary {i¢in korrelyasiyanyn
koeffisiyentini hasaplamaly. Regressiyanynn goni ¢yzygynyn
deiilemelerini yazmaly.

a)

Xi |4]16|8]|10 |12
pi|5/8(7]9 |14
Jogaby: y,=0,95x+1; rs=0,895;

b)

Xi| 3|5 (7[9[10]12
pi|14110/9|9| 6 | 5
Jogaby: y,=-0,99y+16,4; rs=-0,93;

¢)

Xi |10 20 ]25]28]|30
pi|5 |8 |7 |12]|14
Jogaby: y,=0,45y-1,1; rs=0,89.

2.36. (X)Y) iki ululyklaryn sistemasynyn paylanys kanunyny
kesgitleyén tablisa berlen

Y 20 40 60
X

10 32 A 0
20 2h 40 2h
30 A 2\ 5k

1) A — koeffisiyenti; 2) my, my— matematiki garagmalary;
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2) 032( , 6Y2 -dispersiyalary;  4)ry. korrelyasiya  koeffisiyentini
tapmaly.
Jogaby. 1) A=1/20; 2) m=22, my=41; 3) o2 =56 ;
4) o} =259; 5) 1,y = 0,56.
2.37. Totéan ululyklaryn (X,Y) sistemasy
f(x y):{az —x2—y?, >2<2 +32/2 s::lz (a>0) bolsa,
0, x“+y°>a“ bolsa.
dykyzlyk funksiyaly paylanys kanunyna tabyn.

1) a koeffisiyenti;
2) my, my.matematiki garasmalary;

3) ok , o¢ — dispersiyalary;
4) ryy— korrelyasiya koeffisiyentini tapmaly.
Jogaby. 1) a=%/2/m ; 2) m,= m,=0;

3) 0% = 0. =1/(3\2m); 4) ry=0.

2.38. Totan ululyklaryn (X, Y ) sistemasynyn paylanysy tablisa
gorniisinde berlen
Y 0,02 0,04 0,06 0,08

X
0,01 0,01 0,03 0,04 0,02
0,02 0,02 0,24 0,10 0,04
0,03 0,04 0,15 0,08 0,03
0,04 0,04 0,06 0,08 0,02

1) Sistemanyn t6tén ululyklarynyn her birinin paylanys kanunlaryny;
2)Y=0,06 bolanda X t6tén ululygynyn sertli paylanys kanunyny;

3) my, my, 0% , oo —ululyklary ;

4) sistemanyn korrelyasiya koeffisiyentini;

5) M(X/Y=0.04)-sertli matematiki garasmany kesgitlemeli.

Jogaby. m,=0,026; my=0,0482; 0')2( =0,0092;
o; =0/0165; ry=-0,072; M(X/Y=0,04)=0,012.
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2.39. Berlen korrelyasion tablisa boyunga regressiyanyn goniilerinin
saylama deiilemelerini tapmaly.
a)

i110]115]20(25|30 |35
Yi
15(6 (4 |- |- |- |-
25|- |6 |8 |- |-
35 |- |- |- |21]2
45 (- |- |- |4 |12
55 - |- |- |- |1
Jogaby: y,=0,589y+4,44.

b)

oo |o1| !

i 1511015120 |25|30
Yi
141416 |- |8 |-
241-18 |10 6
34 |-1- [32]|- |- |-
44 1 - |- |4 |12 |6

Jogaby: y,=0,39x+22,9.

¢

i [10]15]20|25|30|35]40
Yi

100(2 |4 |- |8 |4 10
110(3 |- (5 |- [2 |10]-
120|- |3 |- |4 |5 |6 |-
13012 |- |4 |6 |- |- |5
140 |- (4 |7 |- |- |1 |5

Jogaby: y,=0,0655y+35.
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3. Matematiki statistikanyn elementleri
3.1. Matematiki statistikanyi meseleleri

Matematiki  statistika (MS) —  tejribelerin  ya-da
eksperimentlerii netijesinde alnan maglumatlary tertiplesdiryan,
toparlayan, Owrenydn hem-de solar esasynda ylmy taydan
esaslandyrylan usullary islédp-diizydn we netijeleri ¢ykaryan ylymdyr.

Durmusyn we tebigatyn adamlaryn oniinde goyyan kop
meselelerini uly takyklykda ¢ozmek klassyk usullarda basartmayan
halatlarynda MS-in usullaryna yiizlenyarler, sebébi:

1) 6wrenilydn sistema tdsir edydn wakalar o6rdn kop bolup,
olaryit hemmesini géz 6niinde tutup bolmayar;

2) dwrenilyédn sistema tédsir edydn wakalar totén bolsalar, olary
g0z ontlinde tutmak miimkin hem déldir.

MS bolsa 6z ¢ykaryan netijelerinde tejribelerde yiize ¢ykyan
maglumatlara dayanyar. Maglumatlar bolsa sistema tdsir edyan totin
we totdn dél wakalarynn hemmesini géz 6niinde tutyar.

MS-int usullary dhtimallyklar teoriyasynyi totdn wakalarynyn
hem-de totdn ululyklarynynn O6wrenilmeginden gelip ¢ykan esasy
teoretiki kanunlara esaslanyar. Sol sebédpli, MS-de ¢ykarylyan
netijeler ¢iirt-kesik, ol ya-da beyleki gorniisdéki jogap bolman, belli
bir ygtybarlylykda beyan edilyar. Cozgiidi kabul ediji fiziki ya-da
yuridiki tarap bolsa sol ygtybarlylyga esaslanyp, belli bir karara
gelyar.

Mysal iigin, goy, birndge kirhananyn Ondiirydn sol bir
enjamlaryny 6rdn kop mukdarda almak gerek bolsun. Kérhanalara
baglylykda, enjamlaryi otnositel bozuklygynyn sany diirli bolup, bu
isde uly yitgd sezewar bolunmagy miimkin.

Nésaz enjamlaryn sany totdn ululykdyr. Eger bu ululygyn
paylanys hatary ya-da matematiki garasmasy ya-da dispersiyasy belli
bolsa, onda kébir karara gelse bolar. Bu haésiyetlendirijileri
yakynlasan tapyp hem ¢ozgiidi kabul etmek bolar. Bu bolsa MS-in
meselesidir.



MS-in esasy wezipelerinin biri-de dwrenilydn ululygyn tejribe
gecirmek bilen alnan bahalarynyn esasynda totdn ululygyn
matematiki garasmasyny, dagynyklygyny we paylanys kanunyny
takmyn hasaplamak we alnan takmyn ululyklaryn ygtybarlylygyny
kesgitlemekdir. Seyle meselelere seretmekde zerur bolan diisiinjeleri
girizelin.

Owrenilyin X totin ululygynyn (birjynsly obyektlerif)
tejribeler esasynda alnan bahalarynyi Xj, Xz,...Xn toplumyna basg
toplum diyilydr. N uly san bolanda bas toplumdan, totidn usullarda,
kicirdk toplumy saylap alyarlar we ona saylama toplum diyip at
beryédrler. Bas ya-da saylama toplumyn elementlerinii sanyna
toplumyi gowritmi diyilyar. Eger alnan toplum bas toplumyi
mukdar gatnagyklaryny yeterlik onat hdsiyetlendiryédn bolsa, onda
ona reprezentatiw (wekilgilikli) diyilyar.

3.2. Saylama yygylyk we otnositel yygylyk

Goy, n gowrliimli saylama toplum berlen bolsun. Saylamanyn
netijelerini tablisada yerlesdirelin (3.1-nji tablisa).

3.1-nji tablisa
i 1 2 3 n
éi G 1 & & ¢n

Bu yerde &, &,..., & ululyklar X totdn ululygyn degislilikde
1, 2, 3, ..., n-nji synaglardaky alan bahalarydyr. X t6tin ululygyn
getirilen bahalarynyn i¢inde birmenzesleriniii hem bolmagy miimkin.
Birmenzes bahalary birlesdirip seyle tablisany alarys (3.2-nji tablisa).

3.2-nji tablisa
Xi X1 X2 X3 X]
nj Ny Ny N3 n

Bu yerde n; (i=1, 2,...,I) san xj bahanyn yiize ¢ykmalarynyn sanydyr.
N1,Ny,...,Ny sanlara, basgaca X totan ululygyn Xi, X, ..., X| bahalarynyn
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yygylyklary diyilyar. Seylelikde, nj+ny+..+n=n, yagny totin
ululygyit hemme bahalarynyn yygylyklarynyn jemi saylamanyii n
gdwriimine dendir.

Eger X, Xa,...,X bahalar artyan tertipde yerlesdirilen bolsalar,
onda 3.2-nji tablisa (bahalaryn yygylyklarynyn paylanysyna)
wariasion hatar ya-da yygylygyri saylama paylanysy diyilyar.

w; =n;/n,i=1, 2, ... | ululyga x; bahanyn otnositel yygylygy
diyilyér. Seylelikde,

X diskret totdn ululygyn otnositel yygylygynyii saylama
paylanysy diyip seyle tablisa aydylyar (3.3-nji tablisa).

3.3-nji tablisa
Xi X1 X2 X3 Xi
i w1 w2 w3 |

Aydynlyk {gin, diskret totin ululygynyn saylama
paylanysyny paylanysyii poligony arkaly gorkezydrler. Onun {igin
(X1, w1), (X2, ®2),..., (X, @) yzygider nokatlary xOw koordinata
tekizliginde gurup, olary goni ¢yzygyn kesimleri arkaly
birlegdiryérler. Alnan dowik ¢yzyk paylanysynn poligonydyr.
Seylelikde, poligonyn (dowiik ¢yzygyn) depesi dil nokatlar MS tigin
dhmiyetli déldir.

Mysal. Synagyn netijesinde X DTU seyle bahalary kabul
edyar:

=2 &H=5 0 &=T &=1 &=10
&%=5 =9 =6 &o=8  £10=6
¢u=2 (=3 {i3=7 =6 (15=8
$16=3 <&17=8 <(18=10 19=6 =7
$1=3 <=9 {n=4 $u=5 (=6
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Bu maglumatlar boyunga:
1) To6tén ululygyn bahasynyn we onun yygylygynyn arasyndaky

baglanysygy ainlladyan tablisasyny diizmeli;
2) Saylama paylanys tablisany gurmaly;
3) Paylanysyn poligonyny sekillendirmeli.
Coziilisi.
1) Saylamanyn goéwriimi n=25. Onda bahalar boyunga seyle
baglanysyk tablisasy alnar (3.4-nji tablisa).
3.4-nji tablisa

Xi|1]/2[3]4]5|6]7[8|9]10
ni|1]1213]1]3]|5]3]3]|2]|2

|
Gorsiimiz yaly: 1=10, N = Y 0, =25,

i-1

2) Yygylyklar boyunga wj=njin, (j=1, 2, ...I) diizgiinde otnositel
yygylyklary tapyp, saylama paylanysy alarys (3.5-nji tablisa).

3.5-nji tablisa

Xi |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ni [1/25 2/25 [3/25 [1/25 B/25 5/25 B/25 [3/25 2125 22/25

Bu yerde
b=t 2 2 2 2 2 2
J=1"J 725 " 25 ' 25 25 ' 25 25 25 25 25 25
Soiiky tablisany seyle gorniisde hem yazmak bolar (3.5*-nji tablisa).
3.5-nji tablisa

7 8 9 10
0.04/0.12}0.2 |0.12|0.12|0.08|0.08

w; |0.04(0.08|0.12
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3) xOw koordinatalar tekizliginde (1;0,04), (2;0,08), (3;0,12) we s.m.
nokatlary belgildp, olary goni ¢yzygyn kesimleri arkaly yzygider
birlesdirelin. Alnan dowilik ¢yzyk X totdn ululygynyn paylanys
poligonydyr (3.1-nji surat)

w A
0.24

I

|
|
|
|
|
0 1 2

3.1-nji surat

Suratdan gorsiimiz yaly, (2;0.08) hem-de (5;0.12) nokatlar
poligonyn depeleri déldirler. Sol sebépli, bu nokatlaryin MS {igin
dhmiyeti yokdur.

Eger X — {izniiksiz totdn ululyk bolsa, onda onun alyan ifi kigi
we in uly bahalaryny degislilikde a we b bilen belgilap, [a,b] kesimi |
boleklere a = Xo, X1, X2, ..., X = b gorniisde boliip, onuni saylama
paylanysyny seyle gorniisde anlatmak amatlydyr (3.6-njy tablisa).

3.6-njy tablisa

Ii |1:[X0,X1) |2:[X1,X2) |3:[X2,X3) ||:[X|.1,X|]

Qi w1 w2 w3 (0]

Bu yerde wj san X UTU-nyf bahasynyi (Xj.1, X)), j=1,2,.., |
interwala diismeginin otnositel yygylygydyr.

Eger X UTU sol bir X; sana defi bolan k sany bahany kabul
edyin bolsa, onda K jiibiit bolanda, bu bahalaryn yarysyny [X.1, Xi]
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interwala, galan yarysyny [Xi, Xi+1),/ <i <[-1 interwala degisli etmek
bolar. k tdk bolanda, bu interwallaryn birine (k+1)/2 sany bahalary
beylekisine  (k-1)/2  sany bahalary degisli etdirmek bolar.
Saylamanyn n géwrlimi uly san bolanda kop sanly bahalaryin haysy
interwala degisli edilyéndiginin parhy yokdur.

Uzniiksiz tétdn ululygyh paylanysyny sekillendirmek {igin
gistogrammalar diylip atlandyrylyan diagrammalardan
peydalanyarlar. Gistogrammalaryn iki gorniisi bardyr.
Gistogrammalaryn birinji gorniisi bolek interwallary tétin ululygyn
bahalarynyn  bu interwallara diismeginin  yygylygy bilen
baglanysdyryar.

Goy, X UTU seyle tablisada kesgitlenen bolsun (3.7-nji
tablisa):

3.7-nji tablisa
li | 1i=[Xo, X1) | b=[X1, X2) | 15=[X2, X3) | ... | i=[Xi-1, Xi]
n;j nq no N3 N

Xi-Xi-1, 1=1,2,...,] tapawutlar ((xj.1, Xj) — interwallar) diirli uzynlykda
ya-da h=x;-Xj.; hemiselik sana deni bolup bilerler. Sonky yagdayda
h=(X\-Xo)/l sana tablisanyit ddimi diyilyir. UTU-lar iigin, kopleng,
sonky yagdayy ulanyarlar.

Yygylyk bilen baglanysykly gistogrammany gurmak iicin
ordinata boyunga funksiyanyn ¢enden uly bahalary bolmaz yaly, eger
& e(xia, Xi), 1=1,2,...,1 bolsa, onda y=n;/h funksiyany girizyirler; XOy
koordinatalar tekizliginde Ox oky boyunga Xo, Xi,..., X; nokatlary
belgildap, ini  h=x-xi1, beyikligi y=ni/h, i=11,..,1 bolan
goniiburgluklary guryarlar (3.2-nji surat). Goniiburgluklaryn her
birinin  meydany 3.7-nji tablisada getirilen degisli yygylyklary
anladar

Si=(nih)h=n;, i=1,2,...,].

X UTU-nyni saylama paylanysyny hisiyetlendiryin (otnositel
yvygylyk bilen baglanysykly) gistogrammany gurmak {igin, eger
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Ce(xia, Xi), 1=1,2,...,I bolsa onda y=wi/h funksiyany girizyarler; xOy
koordinatalar tekizliginde Ox oky boyunga
Xo, X1, ..., Xi nokatlary belgildp, ini h=xj-Xi1, beyikligi Yyi=wilh,
1I=1,2,...,I bolan goniibur¢luklary guryarlar. Goniiburgluklaryn her
birinin meydany 3.6-njy tablisada getirilen degisli otnositel
yygylyklary aiiladar, olaryit meydanlarynyn jemi bolsa 1-e dendir. Bu
gistogrammanyn sekili 3.2-nji suratdaka menzesdir, dine, ordinata
boyunga yi=wi/h ululyklar kesgitlenyar.

A
y
—
| |
l l
! !
1 1
Y2 : :
———————————————— -—I :
! 1 1
! 1 |
y|-l ———————————————— :— ————— :— —————— -I—
1
! | |
' I I
' i i
——————— — ! !
yl | ! : :
1 ! 1 |
1 ! 1 1
1 ! | |
-------
i
y | : ! !
1 ! : :
i I |
| L | R
0
Xo X1 Xo X1 X X

3.2-nji surat

Si=(@ih)h=wi, i=12,..l. > §=>w =1
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Mysal. Synagyil netijesinde X UTU seyle bahalary kabul

edydr.

&1216 2:2:17
&6:11 2:7:7
E11=17 &1p=5

E6=4 &1776

§21:15 &22:23

2:13:20
&18:22

&23:19

£,=13
£5=19
£14=18
E19=21

£24=25

£5=21
1075

&15=11
E20=15

52521.

Berlen maglumatlara gord [0;25] kesimi |=5 boleklere boliip,
otnositel yygylyklaryn gistogrammasyny gurmaly.
h= (&5~ &)/l =(25-0)/5=5.

Coziilisi.

IIki bilen yygylyklaryn paylanysyny diizelin (3.8-nji tablisa).

3.8-nji tablisa

li | 11.=[0;5)

|2:[5;10)

1,=[10;15)

1,=[15;20)

1s=[20;25]

n;

3

5

4

8 5

Onda saylama paylanys seyle gorniisde bolar (3.9-njy tablisa).

3.9-njy tablisa

li |1=[O;5)

|2:[5;10)

1,=[10;15)

1,=[15;20)

Is=[20;25]

Wi

0,12

0,2

0,16

0,32 0,2

Gistogrammany gurmak tUgin seyle tablisany diizelin (3.10-njy

tablisa).
3.10-njy tablisa
I [0;5) | [5:10) | [10;15) | [15;20) | [20;25]
y=w;/h | 0024 | 0,040 | 0,032 | 0,064 | 0,040
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Onda otnositel yygylyklaryn gistogrammasyny seyle sekillendirmek
bolar(3.3-nji surat).

0,064

0,056
0,048
0,040
0,0328
0,024
0,0168
0,0088

v

5 10 15 20 25

3.3 —nji surat

3.3. Saylama paylanys we dykyzlyk funksiyalary
Totén ululugyn paylanys funksiyasynyn
F(x)=P(X <x)
denlik bilen kesgitlenydndigini onden bilyéris. Sunlukda, F(x)
funksiya teoretiki paylanys funksiyasy diyilyir.
Goy, X UTU-nyn synag netijesinde alnan n gowrliimli
{51’ fz,...,én} saylama toplumy berlen bolsun. Topluma giryin

bahalaryfi in kigisi a, in ulysy b diyelin. [a,b] kesimi
a=Xo, X1, X2, ..., X1-1, X;= b gorniisde erkin | sany boleklere, yagny,

11=[X0, X1), 12=[X1, X2),..., [1-1=[ X1-2, X1-1), W= X1-1, XI]
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interwallara bolelin.

Goy, F'(x) funksiya X UTU-nyii X <x deiisizligi
kanagatlandyryan bahalarynyn yiize ¢cykmasynyn otnositel yygylygy
bolsun. Onda F*(x) — e saylama paylanys funksiyasy diylip, seyle
gorniisde kesgitlenyar

0, eger x <xy, bolsa,
F*(x) = ?:1 w;, eger xy_4 <x < xp bolsa, (3.1)
1, eger x > x; bolsa.

Bu Yerde Xo, X1, X2, ...x; nokatlar F"(x) funksiyanyf birinji kysymly
tiziilme nokatlarydyr.

Bernullinin teoremasyna layyklykda, n sanyn tlikeniksiz
artmagy bilen otnositel yygylyklar wakanyn &htimallygyna
dhtimallyk boyunca ymtylyar. Onda saylamanyn vyeterlik uly
gowriiminde F (X) funksiya paylanyslaryii teoretiki paylanysyna,
yagny F(X)=P(X< x) funksiyasyna golay bolar.

Mysal. X UTU-nyn yygylygynyii saylama paylanysy berlen
(3.11-nji tablisa).
3.11 — nji tablisa
l; [5;7) [7;10) [10;15) [15;20]
n; 2 3 8 7

Saylama paylanys funksiyasyny tapmaly we onun grafigini gurmaly.
Coziilisi. Ilki bilen X ululygyn otnositel yygylygynyn saylama
paylanysyny tapalyn. (3.12-nji tablisa).

3.12 — nji tablisa
l; [5;7) [7;10) [10;15) [15;20]
wi | 2/20=0,1 | 3/20=0,15 8/20=0,4 7/20=0,35

Onda (3.1) formula layyklykda alarys
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0, x<5bolsa,

0,1,5<x<7bolsa,
F"(x) =4 0,25, 7 < x <10 bolsa ,
0,65, 10 < x <15 bolsa ,
10, x>15bolsa.

F*(x)-saylama paylanys funksiyasynyn grafigini seyle
gorkezmek bolar (3.4-nji surat).

1,0 [ e e —
09 [~
08 I—

0,7 |~

06 I~
05 |-

04 |

03 [
02 |-

0,1

v

3.4 —nji surat

Saylama dykyzlyk funksiyasy f (X) seyle kesgitlenyir
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0, eger x¢ Ij = [a, b] bolsa,

f () ={

wj/|1j|, eger x € I; = [a, b] bolsa.

Bu yerde |I;| ululyk Ij interwalyi uzynlygydyr.
f'(x) funksiyanyn grafigine gistogramma diyilyiar (3.3-nji
surata seret).

3.4. Totan ululygyii orta bahasyny kesgitlemek

Saylama paylanysy bilen berlen X totdn ululygyn X orta
bahasy seyle formulalar bilen kesgitlenyér

nyxy +nyx, +-+nx; 1

X = =— X 2
X nanxl, (3.2)

n
i=1

ya-da
l

X = WX+ wyXxy + -+ wyx; = Z w;x;. (3.3)
i=1

(3.2) we (3.3) formulalar saylama toplum igin ulanylyar.
Suna menizeslikde, bas toplum ti¢in X totdn ululygyti X orta bahasy

tapylyar

X1+xp+ 4 1
=X (3.4)

Bu yerde N — bas toplumyn gowriimidir. Sunlukda, X totédn ululygyn
Xi , (I<i<N) den bolan bahany almaklygynyn dhtimallygy pi=ni/N
bolany tigin, (3.4) deiiligi seyle hem yazmak bolar:

X =X1p1+Xop2+... +Xnpn = M(X). (3.5)

Bernullinii uly sanlar kanunyna layyklykda, saylama toplum
tigin hem X =M(X) yazyp bileris. Seylelikde, mundan beylik,
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saylama toplumyn géwriimi bolan n sany yeterlik uly hasap etmek
bilen, X =M(X) kabul ederis.

Eger X totdn ululygyn hemme bahalary a hemiselik sana
golay bolsalar, onda x-iii hasaplanys formulasyny yonekeylesdirmek

bolar
! 1
fzzwi-xi =Zwi(xi—a+a) =
i=1 i=1

l !
=Zwi(xi—a)+a2wi=x—a+a,
i=1 i=1

X=a+Xx—a, (3.6)

yagny,

bu yerde x —a ululyk x-a t6tdn ululygynyn orta bahasydyr. Diymek,
yeterlik uly n san ti¢in seyle denlik yerine yetyér:

M(X)=a+M(X-a) . (3.7)

Mysal. X totdn ululygyn bahalarynyn yygylygynyn saylama
paylanysy berlen (3.13-nji tablisa).

3.13-nji tablisa
Xj [13.8]13.9 |14 |14.1| 142
ni| 4 3 7 |6 5

Totén ululygyn orta bahasyny tapmaly.

Coziilisi. Gorslimiz yaly, saylama toplumyn géwriimi n=25
hem-de X ululygyin hemme bahalary a=14-e yakyn. Onda, ilki bilen,
X-a=X-14 ululygynn otnositel yygylygynyn saylama paylanysyny
diizelin (3.14-nji tablisa).
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3.14-nji tablisa
xi-14 | -0.2 | -0.1 | O 0.1 |02
w; [016]0.12]0.28|0.24|0.2

Onda taparys

5
X—14 = z w; (x —14) = (=0,2) - 0,16 + (=0,1) - 0,12 +
i=1

+0-0,28+0,1-0,24+0,2-0,2 = -0,032 — 0,012 + 0,024 +
+0,04 = 0,02. Diymek, ¢, X =14+0.02=14.02.

3.5. Saylama dispersiyany we orta kwadratik gysarmany
kesgitlemek

Saylama paylanys bilen berlen X totdn ululygynyn saylama
dispersiyasy diyip

D (X)=w1(X1-X)*+ wa(Xo-5)>+...+ W (X-X ) (3.8)

formula bilen kesgitlenyén ululyga aydylyar. Bu yerden gorniisi yaly,
saylama dispersiya (X-X)? t6tan ululygynyi orta bahasydyr. N sanyii
ulalmagy bilen x ululyk &htimallyk boyunga M(X) baha,
w1, ..., @) otnositel yygylyklar bolsa degisli dhtimallyklaryna
ymtylyar. Seylelikde, saylamanyi uly gowriiminde takmyn denlik
yerine yetyar

D(X) = D(X).

Saylama orta kwadratik gysarma

o (X)=+/D"(X) (3.9)
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Formula bilen tapylyar. Onun olgegliligi X ululygynky yalydyr.
Mundan beyldk, saylamanyn n gowrliimini yeterlik uly san hasap
edip, D'(X) we & "(X) ululyklaryii deregine, degislilikde, D(X) we &
(X) yazgylary ulanarys.

Eger X totdn ululygyn bahasy hemiselik a ululygyna golay
bolsa, onda saylama dispersiyany hasaplamak yonekeylesyr.

l

l
D) = ) el —F) = ) wil(x-a) - G- ) =

i=1

l

=Zwi(xi—a)2_Z(E—a)zl:wi(xi_a)+(}_a)zzl:wi _

=Y wx—a)?-20—-a)(x—a)+ (x—a)

(3.6) denlikden alarys: x-a = (x — a). Onda

D'(X)=(X —af —(X—af (3.10)

Bu yerde (X —a)® ululyk (X-a)? totin ululygynyii orta bahasydyr;

(X — a)2 bolsa, X-a tétdn ululygynyn orta bahasynyn kwadratydyr.
(3.10) denligin ¢ep tarapy a hemiselige bagly déldir, onda
yonekeylesdirmegin netijesinde, a hemiselik denligin sag tarapyndan

yok edilmelidir. Hususan-da, a=0 yagdayynda (3.10) denlikden
2

D(X)=Xx2—(X) (3.11)

alarys. Bilsimiz yaly, (3.11) formula &htimallyklar teoriyasynda hem
ulanylyardy.
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Eger X we Y totdn ululyklary ozara Y=kX+b gorniisinde
¢yzykly bagly bolsalar, onda bu ululyklaryn orta bahalary hem sol bir
¢yzykly baglanysykdadyr:

Y =kX +b ya-da M(Y)=kM(X)+b. (3.12)

Eger Y ululygyn dispersiyasyny X ululygyn dispersiyasy
arkaly anlatsak, onda seyle baglanysyga geleris

D(Y)=D(kX+b)=D(kX)+D(b)=k’D(X)+0=k’D(X)
Diymek,
D(Y) = k?- [X2 — (X)?] (3.13)

Mysal X-14 t6tdn ululygynyn bahalarynyn otnositel
yygylyklarynyn paylanysy (3.14-nji tablisa) tapylan. Ol yerde

X —-14=0,02; X =14+0,02; X —14=0,02.

Saylama paylanys tigin D(X) we o(X) bahalary kesgitlemeli.
Coziilisi. Hasaplayys tablisasyny diizelin(3.15-nji tablisa).

3.15-nji tablisa
(xi-14)> ] 0,04 0,01 0 0,01 0,04
w; 0,16 0,12 0,28 0,24 0,2

Bu yerden (X —14)*=0,04-0,16+0,01-012+0-0,28+

+0,01-0,24 + 0,04 - 0,2 = 0,0064 + 0,0012 + 0,0024 + 0,008 = 0,018.
Diymek,
D(X)=0,018-(0,02)°=0,0176; o&(X)=4/0,0176 ~0,133.
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Mysal. Berlen saylama paylanys (3.16-njy tablisa) ti¢in y we
D(Y) ululyklary kesgitlemeli.
3.16-njy tablisa
Vi 3 7 11 15 19 23
w; 002 {018 (035 |03 |01 |0,05

Coziilisi. Tablisadan gorsiimiz yaly, Y ululygyn alyan
bahalary ilkinji agzasy 3-e, tapawudy 4-e den bolan arifmetiki
progressiyany emele getirydr. Goy, X totdn ululygy 1,2,3,4,5,6
yzygider bahalary alyar diyelin. Onda Y=3+4(X-1) ya-da Y=4X-1
baglanysyk arkaly Y ululyk 3,7,11,15,19,23 bahalary kabul eder.
Seylelikde, X we X® totian ululyklar @igin saylama paylanyslary
(3.17-nji, 3.18-nji tablisalar) diiziip bolar.

3.17-nji tablisa
Xi 1 2 3 4 |5 |6
w; |002/018|0,35|0,3|0,1|0,05

3.18-nji tablisa
X’ 1 4 9 16 25 36
w; |002 ]018 |03 |03 0,1 0,05

Bu yerden taparys:
X =0,02+0,36+1,05+12+0,5+0,3 = 3,43,

X?=0,0240,72+3,15+4,8+ 2,5+ 1,8 = 12,99.
Onda (3.12) formuladan alarys
y = kX +b=4-343-1=13,72-1=12,7.
(3.13) formula gora kesgitldlin
D(Y) = 4%(12,99 — 3,432) = 16(12,99 — 11,76) = 19,68.
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3.6. Saylama boyunc¢a totin ululygyin momentlerini,
asimmetriyasyny we ekssesini tapmak

Ahtimallyklar teoriyasyndaky diisiinjelere mefizeslikde, X
totdn ululygyn s-nji tertipli baslangy¢ we merkezi momentleri
degislilikde

as(X) = M(X%), MS(X) = M[(X _mx)s]

formulalar bilen hasaplanyar, bu yerde my ululyk X t6tén ululygyn
matematiki garasmasydyr.
Eger saylamany reprezentatiw — wekilgilikli, gowriimini bolsa

yeterlik uly hasap etsek, onda ag(X) we g (X) ululyklary takmyn
hasaplap bileris:

as(X) = Xl wi- %), us(X) = Xiy ;0 (x; — X)°. (3.14)
Seylelikde: a; (X)=M(X), p; (X) =0, y(X) = D(X).
Eger X totdn ululygy matematiki garasmanyi towereginde

simmetrik paylanan bolsa, onda tdk tertipli beyleki merkezi
momentler hem nola deiidir:

1, (X)=0, s=1,3,5,..

Eger X totdn ululygynyn bahalary kébir a sana golay bolsalar,
onda v, =(X —a)° belgilemani ulanmak arkaly merkezi momentleri
hasaplamak ti¢in asakdaky formulalary peydalanmak bolar:

H =0, sty =vy =] gy = vy =3vv +2v7
(3.15)

_ 2 4
My =V, —4vv, +6v,v] =3y,
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Hususan-da, a=0 mahalynda, baslangy¢ we merkezi
momentleriii arasynda ilkinji 4 tertip li¢in seyle formulalara gelinyér:

=0, 1 =0, —af, gy = ot 3o, +20;
Uy = @y — dajaz + 6a?a, — 3af. (3.16)

s-nji tertipli baslangyc we merkezi momentlerin o6lcegliligi
s-nji tertipli totén ululygyn 6lcegliligi yalydyr.

C=const baha ii¢in pug(X + C) = ug(X) deiiligi subut etmek
bolar. Su esasda, eger X we Y totin ululyklary Y=kX+b ¢yzykly
afllatmada baglanysykly bolsalar, onda Y t6tdn ululygynyn s-nji
tertipli merkezi momenti

us(Y) = ps(kX +b) = kSus (X +2) = kSusCO)  (317)

formulada kesgitlenyar.
Cyzykly baglanysykda Y totdn ululygyn orta kwadratik
gysarmasy seyle hasaplanyar

o(Y) = Vk?up(X) = lklyp(X) = |kla(X). (3.18)

Asimmetriya A, we eksses Ey ululyklaryny 6nden belli
A, =8 g =K_3 (3.19)

formulalarda hasaplarys.
Goy, X (lzniiksiz totdn wululygy bolsun. Onun san
hasiyetlendirijilerini hasaplamak iicin tablisa diizelin (3.19-njy
tablisa).
3.19-njy tablisa
Xi X1 X2 X
w; w1 w? )
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Bu yerde X; san (§i.1t+&i)/2 hasap edilydr. Seylelikde, bu tablisa
boyunca totdn ulugynyn orta bahasyny, saylama dispersiyany, orta
kwadratik  gysarmany, baslangyc we merkezi momentleri,
asimmetriyany hem-de eckssesi yokardaky getirilen formulalarda
hasaplamak bolar.

Y=kX+b t6tdn ululygyn asimmetriyasyny we ekssesini X totdn
ululygyn asimmetriyasy we ekssesi arkaly anlatmak bilen

Y k3us(x

Ay(r) =80 = LG — sgn(k) - 4,(X),  (3.20)
Y k*ua (X

E(Y) =88 -3 =20 -3 = £,(X) (3.21)

formulalara geleris.
(3.20) formulada

A(Y) = {AX(X),eger k = 0 bolanda,
XN =A(X), eger k < 0 bolanda
yagday alynyar.
Mysal. Saylama paylanys (3.20-nji tablisa) boyunca berlen
totan ululygyn ilkinji dort tertipli merkezi momentlerini hasaplamaly.

3.20-nji tablisa
Xi 11 12 13 14
w; |035 0,25 0,15 0,25

Coziilisi. « =10 kabul etmek bilen, hasaplanys tablisasyny
diizelin (3.21-nji tablisa). Onda v, =(X —a)° , s=14
formula layyklykda, tablisadan:

v, =2,30; v, =6,70; v, = 22,40; v, =80,50

bahalary alarys.
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3.21-nji tablisa
xi-a | w; | w; (6-a) | w; (x-a)° | w; (x-a)® | w; (xi-a)*
1 0,351 0,35 0,35 0,35 0,35
2 0,25 | 0,50 1,00 2,00 4,00
3 0,15 | 0,45 1,35 4,05 12,15
4 0,25 | 1,00 4,00 6,00 64,00
D 2,30 6,70 22,40 80,50

Bu yerden (3.15) formulalary ulanyp taparys:
lul(X) = Ol IuZ(X) = 6;7 - 2;32 = 1141;
us(X) =22,4-3,0-6,7-23+2-2,3%=0,504
sy (X) =805—-4-22,4-23+6-6,7-2,32 —3-2,3*=3,1257
Mysal. Saylama paylanys (3.22-nji tablisa) boyunca berlen Y
totdan ululygynyi ilkinji dort merkezi momentlerini hasaplamaly.
3.22-nji tablisa

Vi 4 9 14 19
w, |04 |02 |03 |01

Coziilisi. Corstimiz yaly, Y ululygyn alyan 4;9;14;19 bahalary
arifmetiki progressiyany emele getiryar. Onda Y=4+5(X-1), yagny
Y=5X-1, k=5, b=-1 gorniisde yazyp, X totdn ululyk {igin hasaplanys
tablisasyny (3.23-nji tablisa) diizelin.

3.23-nji tablisa

Xi w; Xiw; wiXiZ w,-xi3 w,-xi4
1 04 0,4 04 0,4 04
2 0,2 0,4 0,8 16 3,2
3 0,3 0,9 2,7 8,1 24,3
4 0,1 0,4 1,6 6,4 25,6
D 2,1 5,5 16,5 53,5
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Diymek, (3.14) formulalara gora
a, =21, a, =5,5; a3 =16,5; a, = 53,5.
Onda (3.16) formulalara layyklykda taparys:
U (X) =0; wu,(X)=55-441=1,09;
us(X) =16,5—-6,3-55+2-2,13 =0,372;
1,(X) =535-84-16,5+6-4,41-55— 34,412 = 2,0857.

Indi (3.17) formulalary ulanyp:

ps(Y) = SS,uS(X)' s=14
yazarys hem-de

w () =0, u,(Y)=25-1,09 = 27,.25;

uz(Y) =125-0,372 = 46,5; pu,(Y) = 625-2,0857 = 1303,5625

bahalary taparys.

Mysal. Saylamanyi maglumatlaryny ulanyp (3.24-nji tablisa),
X lizniiksiz totdn ululygynyn ilkinji dort tertipli baslangyc we

merkezi momentlerini, asimmetriyasyny we ekssesini tapmaly.

3.24-nji tablisa

i [0,2) [2,4) [4,6) [6,8) [8,10]

n; 3 4 10 5 3

Coziilisi.. Saylamanyn gowriimi n=3+4+10+5+3=25.
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X-it bahalary deregine interwallaryin ortasyny kabul edip,
hasaplanys  tablisasyny diizelin  (3.25-nji  tablisa). Tablisa
maglumatlaryndan taparys:

a, =5,08; a, =31,08; a3 =210,52; a, =1530,60.
Bu yerden M(X)=5,08; Uy = 0.

(3.16) formulalara gord taparys: u, = 31,08 — 25,8064 =
= 5,1736, yagny, D(X) =5,1736.
3.25-nji tablisa
w; Xiw; wiXiz wiXi3 wiXi4
0,12 0,12 0,12 0,12 0,12
0,16 0,48 1,44 4,32 12,96
0,40 2,00 10,00 50,00 250,00
0,20 1,40 9,80 68,60 480,20
0,12 1,08 9,72 87,48 787,32
5,08 31,08 210,52 | 1530,60

M@ |~N|jo|w|-|x

ps = 210,52 — 3-5,08-31,08 + 2 - 5,08% = —0,9462.
ps = 1530,60 — 4 -5,08-210,52 + 6 - 5,082 - 31,08 —
—3-5,08* = 67,3004.

Bu bahalardan alarys

o(X) = /D(X) = /5,1736 ~ 2,275;

X 0,9462
Ap(X) =30 = — 222 ~ —0,0804;
X 67,3004
E.(X) = ij—gxg —3=—-2220 — 3~ —0,488.
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3.7. Tejribe maglumatlary esasynda totin ululyklaryn paylanys
kanunlaryny kesgitlemek

3.7.1. Puassonyn paylanysynyn hataryny tapmak

Puassonyil paylanysy X totin ululygyn x=0,1,2,3,...
bahalaryna degisli 4htimallyklary
p, = }“—'e"l, x=0,1,2,... (3.22)
x!
formula boyunca tapyar. Seylelikde, X totin ululygyn paylanys
hatary seyle gorniisde bolar (3.26-njy tablisa).

3.26-njy tablisa

Xi |0 1 2 3
pi e | de? /1_28—/1 /1_36_,1
2! 3!

Durmusda, synaglarda X totdn ululygy tiikenikli-¢dklenen
sanly bahalary alyar x=0, 1, 2, ... , | , sebibi, A ululygyni yeterlik uly

-1 11

bahalarynda hem ululygyn bahasy kigidir.

Puassonyn paylanysy ligin M(X)=D(X)=4 bolyandygyny hem
yatlalyn.
Goy, bize saylama paylanys berlen bolsun (3.27-nji tablisa).

3.27-nji tablisa
Xi 0 1 2 |
N; No N1 Ny n;

Bu paylanysy seyle gérniisde yazalyn (3.28-nji tablisa).

3.28-nji tablisa

Xi 0 1 2 |

Wi wo w1 w2 w|
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Bu yerde n=ng+ni+n,+...+n;,  w;=n;/n,i=0,1,...1.
Eger berlen paylanys iicin M(X) we D(X) ululyklaryn bahalary
Ozara yakyn bolmasalar, onda paylanys Puassonynky déldir. Eger
M(X)=A we D(X)=~/ bolsa, onda A bahany x=0,1,2,...,| bahalar ii¢in
(3.22) formulada goyup, po, P1, P2, --., P1 dhtimallyklary hasaplayarys.
Sunlukda, bu dhtimallyklar hem degislilikde
wo, 1, W, ..., ) otnositel yygylyklara yakyn bolsalar, onda t6tan
ululyk Puassonyn kanuny boyunca paylanan diyip hasap etmek bolar.
Mysal. Saylama paylanys berlen(3.29-njy tablisa). Bu
paylanysyn Puassonyin paylanysyna yakyndygyny gorkezmeli we
totdn ululygyn bahalary we bu bahalaryn dhtimallyklary arasyndaky
baglanysygy dikeltmeli.
3.29-njy tablisa
Xi 0 1 2 3 4 5 6 7
n; 7 21 26 21 13 7 3 2

Caoziilisi. Saylamanyn géwrlimini tapalyn
n=Y_on=7+214+26+21+13+7+3+2=100.

Onda saylama paylanysyn tablisasyny seyle yazmak bolar
(3.30-njy tablisa).

3.30-njy tablisa
Xi |0 1 2 3 4 5 6 7
w; | 0,07]0,21]0,26 |0,21|0,13 | 0,07 | 0,03 | 0,02

Bu yerden totidn ululygyn matematiki garagsmasyny tapalyn
M(X)=0,21+0,52+0,63+0,52+0,35+0,18+0,14=2,55.
Komekgi tablisany diizelin (3.31-nji tablisa). Onda

3.31-nji tablisa

x> | 0 1 4 9 16 |25 [36 |49
w; | 0,07]0,21]0,26 | 0,21 |0,13 0,07 | 0,03 | 0,02
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M(X?)=0,21+1,04+1,89+2,08+1,75+1,08+0,98=9,03,
D(X)=M(X?)-[M(X)]? = 9,03-2,55?=9,03-6,503=2,527.

Gorstimiz yaly, M(X) we D(X) ululyklaryn bahalary 6zara
golay. 4=2,52 diyelin. Onda (3.22) formula boyunca dhtimallyklar

e—2.52
Px= 2,52*,x=0,1,2,...,7.

x!

gornligde hasaplanyp, totdn ululygyn bahalarynyn dhtimallyklarynyn
paylanys hataryny alarys (3.32-nji tablisa).

3.32-nji tablisa
Xi | 0 1 2 3 4 5 6 7
pi | 0,08 | 0,20 | 0,25|0,21|0,13 | 0,07 | 0,03 | 0,01

3.30-njy we 3.32-nji tablisalar boyunga « hem-de P
ululyklarynn degisli bahalary o6zara yakyn. Diymek, totin ululyk
Puassonyin kanuny boyunga paylanan.

3.7.2. Denolcegli dykyzlykly paylanysy kesgitlemek

Goy, X lzniiksiz totdn ululygynyn tejribe — synag esasynda
alnan saylama paylanysy berlen bolsun (3.33-nji tablisa).

3.33-nji tablisa
li [0, &) [1 &) [éa &l

Wi w1 w2 )

Eger w1, wy,..., w) sanlar biri — birlerine golay bolsalar, onda
synag maglumatlaryny islép tayyarlamak ti¢cin dendlgegli dykyzlykly
paylanys kanunyndan peydalanmak amatlydyr. Bilsimiz yaly,
dendlcegli paylanysyn dykyzlyk funksiyasy

0,x < abolsa;

f(x) = _a,anSbbolsa;
0,x > b bolsa.
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gorniisinde kesgitlenip, onuit matematiki garagsmasy, dispersiyasy we
orta kwadratik gysarmasy

M(X)=(a+b)/2, D(X)=(b-a)¥12, o(x) = %
formulalarda tapylyar. Seylelikde,
=M
b-a _ (3.23)
25 0%

¢yzykly denlemeler sistemasyny ¢ozmek arkaly a we b ululyklary,
diymek, gozlenyéin dykyzlyk funksiyasyny kesgitlemek bolar.

Mysal. Tejribe maglumatlary esasynda X ululygyn saylama
paylanysy berlen (3.34-nji tablisa). Dendlgegli paylanysyn dykyzlyk
funksiyasyny tapmaly.
3.34-nji tablisa
[40,50) | [50,60]
14 16

I, | [0,10)
ni | 11

[10,20)
14

[20,30)
15

[30,40)
10

Coziilisi. Saylamanyn gowriimi n=80. Tablisa diizelin (3.35-nji
tablisa).

3.35-nji tablisa
45 55
14/80 | 16/80

li 5
Wj 11/80

15
14/80

25
15/80

35
10/80

X=5T kabul edip, T {i¢in hasaplanys tablisasyny diizelinn (3.36-njy

tablisa).

3.36-njy tablisa

i Wi wi §; w;i i 2
1 11/80 11/80 11/80
3 7/40 21/40 63/40
5 3/16 15/16 75/16
7 1/8 718 49/8

9 7/40 63/40 567/40
11 1/5 11/5 121/5
Z 25/4 509/10
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Onda alarys

M(X)=5M(T)=5-(25/4)=31,25;

M(X?)=5*M(T?)=25-(509/10)=1272,5;

D(X)=M(X?)-M*(X)=1272,5-31,25°=295,9375
(3.23) denlemeler sistemasyny diizelin

a+b

—- = 3125
b = 2959375
Bu sistemany ¢oziip,
a=1,46; b=61,04 ; 1/(b-a)=1/(61,04-1,46)=0,017
bahalary kesgitlép,

0, x<146wex > 61,04 bolsa,

flx) =
0,017, 1,46 < x < 61,04 bolsa

dykyzlyk funksiyasyny alarys.

Dykyzlyk funksiyasynynn grafigini gistogramma bilen
denesdirelin. Onda h=10 kabul etmek bilen, gistogrammany gurmak
ti¢in tablisa diizelin (3.37-nji tablisa).

3.37-nji tablisa
I [0,10) | [10,20) | [20,30) | [30,40) | [40,50) | [50,60]

wi/h | 0,0138 | 0,0175 | 0,0188 | 0,0125 | 0,0175 | 0,0200
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Sol bir xOy koordinatalar tekizliginde gistogrammanyn we

dykyzlyk funksiyasynyn grafiklerini guralyn (3.5-nji surat).

A

y

y=f(x)

0020 [T ~TTTTTTTITITTITTmoTTmmTTooees , .
0015 —— — — AN
e e N
0010 | : | : i i |
0005 | |

N I S S M A R
0 10 20 30 40 50 60
3.5 —nji surat

Dendlgegli paylanys matematiki garasmasyna gord simmetrik

bolany tigin us;(X) = 0. Seyle paylanysda islendik a we b tigin

Ex(X)=-1,2.

3.7.3. Saylama normal paylanysy tapmak

Goy, saylama paylanysyn (3.38-nji tablisa) gistogrammasy
seyle sekilde (3.6-njy surat) bolsun.

[0, &)

[E, &)

3.38-nji tablisa
[Si, €

Wi

w1

w2

|
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v

iy
g

X2 < Sy X .fi

3.6 —njy surat

Buyerde — x =00 j=qp g p=S

h-tablisanyn adimi.

Gistogramma boyunca (X1, w1/h), (X2, @2/h),...,(X;, wi/h)
nokatlary endigan egri ¢yzyk bilen birikdirelin (3.6-njy surat). Eger
alnan egri ¢yzyk Gaussyn (normal) egrisine golay bolsa, onda
statistiki maglumatlary paylanyslaryni normal kanuny boyunga isldp
tayyarlamak bolar.

Saylama paylanys boyunca m=M(X) — matematiki garasmany
hem-de o = o(X) - orta kwadratik gysarmany kesgitlemek bilen

—(x=m)?

1 BEASANRALY
= 20 3.24
100="7:¢ (3.24)

152



funksiya seredelin. X;, Xz, .., X nhokatlarda (3.24) funksiyanyn
bahalaryny hasaplalyn. Bu yerde, hf(x;),hf(x2),...,hf(x;) kopeltmek
hasyllarynyn (3.24) normal kanun boyunc¢a paylanan totdn ululygyn
bahalarynyn degislilikde (&, &), (61, &),..., (G, &) interwallaryna
diismeginin dhtimallyklarydygyny gormek kyn daldir. Seylelikde,
eger berlen saylama paylanys normal kanuna golay bolsa, onda

hi(x)~wi, 1=1,2,...|

takmyn deiilik yerine yeter.

Mysal. Saylama paylanys berlen (3.39-njy tablisa). Bu
paylanysyin normal paylanysa golaydygyny goérkezmeli, paylanysyn
otnositel  yygylyklarynyn gistogrammasyny hem-de dykyzlyk
funksiyasynyn grafigini gurmaly.

3.39-njy tablisa

i | [0;3) [[3;6) | [659) | [9;12) |[12;15) | [15;18)

ni |1 3 4 6 11 10
[18;21) | [21;24) | [24;27) | [27;30]
7 5 2 1

Coziilisi. Saylamanyi gowriimi n=50. Otnositel yygylyklaryi
tablisasyny diizelin (3.40-njy tablisa).

3.40-njy tablisa

Xi 15 4,5 7,5 10,5 13,5 16,5
Wi 0,02 0,06 0,08 0,12 0,22 0,20
19,5 22,5 25,5 28,5
0,14 0,10 0,04 0,02

153




Bu tablisa {i¢in iiytgeyénleri calsyrmanyn X=3T-1,5, T=1,10
formulasyny ulanyp, T we T? saylama paylanyslary vyazalyi
(3.41-nji tablisa).

3.41-nji tablisa

t; 1 2 3 4 5 6
Wi 002 [006 (008 [012 (022 |00
t; 1 4 9 16 25 36

7 8 9 10

0,14 0,10 0,04 0,02

49 64 81 100

Bu yerden alarys
M(T)=0,02+0,12+0,24+0,48+1,1+1,2+0,98+0,80+0,36+0,2=5,5;
M(T2)=0,02+0,24+0,72+1,92+5 5+7,2+6,86+6,4+3,24+2=34,1;
M(X)=3M(T)-1,5=3-5,5-1,5=16,5-1,5=15.

o 2(X)=9(34,1-30,25)=34,65; o(X) = /34,65 ~ 5,9.

m=M(X)=15; o =0(X)=5,9 bahalary (3.24) funksiya
goyup,
—(x-15)?
1 P
f(x)= R
9 592r
paylanysyn dykyzlyk funksiyasyny alarys.
1
X-15)/5,9=u bellemini girizelifi. Onda f (X) = e 2,
( ) g (X) 5’9\/5
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ya-da f(x)=017z,. Bu yerde z, = e 2.

1
Vor
z, funksiyanyn bahalary gosundynyn g¢.1-nji tablisasynda
getirilendir. Bu bahalary ulanyp, h=3 {igin tablisa diizelii(3.42-nji
tablisa).

3.42-nji tablisa

Xi Ui Zy f(Xi) hf(x;)
1,5 -2,29 0,029 0,005 0,02
4,5 -1,78 0,082 0,014 0,04
7,5 -1,27 0,178 0,030 0,09
10,5 -0,76 0,299 0,051 0,15
13,5 -0,25 0,387 0,066 0,20
16,5 0,25 0,387 0,066 0,20
19,5 0,76 0,299 0,051 0,15
22,5 1,27 0,178 0,030 0,09
25,5 1,78 0,082 0,014 0,04
28,5 2,29 0,029 0,005 0,02

3.40-njy we 3.42-nji tablisalary denesdirmek arkaly
hf(xi)~ w;, 1=1,2,...,10 takmyn denligin yerine yetydndigini
goryaris.

Sonkky tablisa boyunca alnan netijeleri, totdn ululygyn
bahalarynyn berlen (a,b) interwala diismeginin dhtimallygy

P(a< X <b) = o,a{@(t;_—\/—zj —@(%ﬂ

formula boyunca hasaplanyan dhtimallyklar bilen hem denesdirmek
bolar, bu yerde
2+ =
D(X)=——=| e 2 dt

=
Laplasyn funksiyasy bolup, onun bahalary gosundynyn g.2-nji
tablisasynda getirilydr. Bu tablisany ulanyp taparys (m=M(x)=15):
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P(0< X <3)=05[-®(1,44)+ D(1,80)] =
=0,5(-0,9583+0,9891)=0,0154~0,02;
P(3< X <6)=0,5[-®(1,08)+ D(1,44)] =
=0,5(-0,8733+0,9583)=0,0425~0,04;
P(6< X <9)=0,5[-®(0,72)+ @(1,08)] =
=0,5(-0,6914+0,8733)=0,0905~0,09;
P(9< X <12)=0,5[-®(0,36)+ &(0,72)] =
=0,5(-0,3893+0,6914)=0,151~0,15;
P(12< X <15)=0,5[-®(0)+®(0,36)] =
=0,50,3893=0,1946~0,19;

P(15< X <18)=0,5[-®(0,36)+®D(0)] =
=0,50,3893=0,1946~0,19;
P(18<X<21)=0,5[®(0,72)-D(0,36)] =
=0,5(0,6914-0,3893)=0,151~0,15;
P(21<X<24)=0,5[D(1,08)-D(0,72)] =
=0,5(0,8733-0,6914)=0,091~0,09;

P(24<X<27)=0,5[®(1,44)-D(1,08)] =
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=0,5(0,9583-0,8733)=0,0425=0,04;

P(27<X<30)=0,5[D(1,80)-D(1,44)] =

=0,5(0,9891-0,9583)=0,0151~0,02.
Netije-de, seyle tablisany alarys(3.43-nji tablisa).
3.43-nji tablisa

0.18

0.14

0.10

0.06

0.02

li 1[0,3) |[36) [[69) [[912) |[12,15) |[15,18)

;i 1002 (004 009 |015 0,19 0,19
[18,21) [21,24) [24,27) [27,30]
0,15 0,09 0,04 0,02

W we P ululyklarynn bahalaryny denesdirmek bilen, berlen
saylama paylanys normal kanuna tabyn diyip hasap etmek bolar
(3.7-nji surat).

3.7-nji surat
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3.7.4. Saylama paylanysy Sarlyenin paylanysyna
kybaplasdyrmak

Bilsimiz yaly, normal paylanysyn dykyzlyk funksiyasynyn

—(x-m)?

e 202

1
0= e

egrisi — grafigi x=m (x=M(x)) goni ¢yzyga gord simmetrikdir. Emma
durmusda, kopleng, asimmetrik (simmetrik dil) paylanyslar dus
gelyar. Haganda asimetriya 0ziinifi absolyut ululygy boyunca ongakly
uly bolmasa, onda saylama paylanysy Sarlyenin kanuny boyunga
deiileyérler. Sarlyyenin kanunynyn dykyzlyk funksiyasy seyle
kesgitlenyar

ofs(x) = f(x)+= Ax(X)zu(u3—3u)+%zu(u“—6uz+3) (3.25)

Bu yerde f(X) — normal kanunyn paylanysynyn dykyzlyk
funksiyasy,

X—m 1 —”22

u= , 7, =——8 2,

o Y2

Ax(X), Ex(X) — degislilikde paylanysyn asimmetriya we eksses
koeffisiyentleri.

Seylelikde, (3.25) formulanyn sag tarapyndaky ikinji gosulyjy
normal paylanysyn diizedilmesidir. Gorsiimiz yaly, Ax(X)=Ex(X)=0
yagdayda Sarlyenin paylanysy normal paylanys bilen gabat gelyar.

Sarlyenin paylanysyny seyle &htimallyk gOrniisinde hem
ulanyarlar

P=27,[1+ 22 W3 - 30) + ZR (- 602 + 3)|. (3.26)

Bu yerde h — tablisanyn ddimidir.
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Mysal. Berlen saylama paylanys (3.44-nji tablisa) tigin
Sarlyenin kanunyny ulanmaly.
Coziilisi. Bu yerde n=100. Tablisa diizelin (3.45-nji tablisa).
3.44-nji tablisa

i [0,3)

[3.6) |[6,9) |[9,

12) [[12,15)

[15,18)

[18,21)

[21,24)

[24,27)

[27,30]

n; |1

5

8 15

28

21

10

6

3

3

3.45-nji tablisa

Xj

15

45 |75

10,5

13,5

16,5

195 | 2

2,5

25,5

28,5

Wi

0,01

0,05 | 0,08 | 0,15

0,28

0,21

01 |0

,06

0,03

0,03

X=3T-1,5 belgilép, tize T tiytgeyine gegelin. Onda T totén ululygyn
saylama paylanysy seyle bolar (3.46-njy tablisa).

3.46-njy tablisa

tj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
w; 0,01 | 0,05 (0,08 |05 |0,28 [0,21 |01 0,06 | 0,03 | 0,03
Komekei hasaplayys tablisasyny diizelin(3.47-nji tablisa).
3.47-nji tablisa

ti Wi Wi ti Wi ti 2 Wi ti 8 Wi ti4

1 ]0,01 /0,01 |0,01 0,01 0,01

2 |0,05 /0,10 |0,20 0,40 0,80

3 10,08 |0,24 |0,72 2,16 6,48

4 10,15 | 0,60 |2,40 9,60 38,40

5 10,28 |1,40 |7,00 35,00 175,00

6 [0,21 [1,26 |7,56 45,36 272,16

7 1010 |0,70 |4,90 34,30 240,10

8 0,06 |048 |3,84 30,72 245,76

9 1003 |0,27 | 243 21,97 197,73

10 | 0,03 | 0,30 | 3,00 30,00 300,00

z 5,36 | 32,06 209,52 1476,44
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Bu tablisa boyunca taparys:
M(T)=5,36; M(X)=35,36-1,5=14,58; M(T?)=32,06;

D(T)=32,06-28,73=3,33; o(T) = /3,33 = 1,83;
0(X)=3-0(T) =5,49;
us(T) = as — 3y, + 2a3 = 209.52 — 3- 5,36 - 32,06 +
+2-5,36% = 1,98;

us(r) 1,98
a3(T) ~ 1,833

A (T) = = 0,32;

ws(T) = ay — dayas + 60?2 - a, — 3af =
= 1476,44 —4-5,36-209,32 + 6 - 5,36 - 32,06 —
—3:5,36% = 34,59;
o*(T) = 3,332 = 11,0889;
34,59

E(T)=322_3=012; E,(X)=0,12

11,09

Alan maglumatlarymyz boyunga
h=3, M(X)=14,58=m, u=(x-14,58)/5,49,
A, (X) =0,32; E.(X)=0,12.

Onda Sarlyenin paylanysynyn otnositel yygylygyny (3.26) formula
boyunca hasaplap bileris
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3.48-nji tablisa
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3 0,32 012
P=—"—12 —— (U’ -3u)+—=(u *+3
5 49 { (u® —3u) + ( )}

ya-da P =0,55z,'S, bu yerde
S=1+0,05U3-3u) +0,005(U*—-6U?+3).

Sarlyeniit kanuny boyunga deiilesdirilen yygylyklary tapmak
ligin tablisa diizelin (3.48-nji tablisa).

Sarlyenin kanuny boyunca alnan yygylyklary (P) hem-de
statistiki tablisada berlen yygylyklary (W) deniesdirmek arkaly olaryn
bahalarynyn 6zara yeterlik golaydygyny goryaris. Emma statistiki we
teoretiki paylanyslaryn ylalasyklylygy barada gutarnykly aytmak
licin yorite nysanlardan peydalanmalydyr.

3.7.5. Pirsonyih we Romanowskinin ylalasyk Kriterileri

Statistiki we teoretiki paylanyslaryn ylalasyklylygy baradaky
soraga seredelin. Goy, saylama paylanys kébir belli teoretiki
paylanys kanuny (dendlcegli, normal paylanys, Sarlyeniii kanuny we
basgalar) arkaly denlesdirilen bolsun.

Statistiki we teoretiki paylanyslaryn ylalasyklygy tigin Pirson
tarapyndan seyle kriteri teklip edildi. Ilki bilen

2 _ 1 (wi-py)?

1= nZizlp—i (3.27)
ululyk girizilyér, bu yerde
w;-statistiki tablisa boyunca berlen otnositel yygylyklar;
p;-kabir teoretiki paylanys boyunga alnan dhtimallyklar.

Sundan son erkinlik derejesinini sany diyilydn

r=I-t (3.28)

tapawut hasaplanyar, bu yerde
| — statistiki tablisanyn razryadlanma — boleklenme sany,
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t—ululyk w4, w,, ..., w; yygylyklara goyulyan sertlerin sany.
Meselem, normal kanun {i¢in t=3 kabul edilyir, sebébi, bu kanun
ticin

1) Zl LW =
2) Yl wix; =my, (3.29)
3)2%:1(351‘ - mx)z "w; = Dy.

yaly i¢ sany sertler ulanylyar, bu yerde m,,D, — ululyklar
degislilikde teoretiki paylanys kanunynyi matematiki garasmasy we
dispersiyasydyr.

Sarlyeniii paylanys kanuny boyunca t=5, sebdbi, bu kanun
boyunca

1) Zl 101 =

2) Zl 1plxl - mx!

3) Z%=1(xi - mx)z "Pi = Dy,
4) Yi (i —my)? p; = pus(X),

B) Yii(xi—m)* p; = pa(X).

yaly 5 sany sertler peydalanylyar.

Indiki d4dimde gosundynyn g.5-nji tablisasyny ulanyp, 7° we
r bahalar boyunca statistiki we teoretiki paylanyslaryn
ylalagyklylygynyn hésiyetlendiriji ~dhtimallygy bolan p sany
tapyarlar.

Eger p < 0.1 bolsa, onda teoretiki paylanys gegcirilen
eksperimenti “erbet hdsiyetlendirydr” diylen netije ¢ykarylyar.
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Eger p>0.1 bolsa, onda ‘“teoretiki paylanys baradaky
caklama tejribe maglumatlaryna garsy gelmeyir” netijesine
gelinyar.

W.J. Romanowskiy tarapyndan seyle ylalagyklyk Kriterisi
teklip edildi: ilki bilen

A=|y* —r|I2r (3.30)

ululyk kesgitlenyir, seylelikde, teoretiki we saylama yygylyklaryn
arasyndaky V — tapawutlylyk

totan, eger A < 3 bolsa,
V= (3.31)
totan ddl, eger A > 3 bolsa

hasap edilyér.
Gosundynyn g.5-nji tablisasy ulanylan halatynda r ululygyn
belli bahasynda y* ululygyii bitin bahasyna degisli p dhtimallyk

tapylyar. Eger y° drob san bolsa (kdpleng, seyle hem bolyar), onda
7% =c drob sany 6ziinde saklayan if1 kigi bitin (a,b) interwal alynyar
(ce(a,b) ya-da a<c<b). Tablisadan r-ifi sol bir bahasynda y”=a san
{igin p(a), x°=b san iicin p(b) dhtimallyklar tapylyp, interpolyasiya
usulynda °=c san ii¢in

p(c)=p(a)+(p(b)-p(a))*(c-a) (3.32)
formula boyunga gézlenyén p(c)=p dhtimallyk kesgitlenyar.

Mysal. Berlen saylama paylanys (3.34-nji tablisa) boyunca
denodlcegli dykyzlyk funksiyasy
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0, x<146wex > 61,04 bolanda,

fx) = *)
0.017, 1,46 < x < 61,04 bolanda

kesgitlenen. Statistiki we teoretiki paylanyslaryn ylalagyandyklaryny
barlamaly.

Cozilisi. (-10,0), (0,10), (10,20), .., (60,70), (70,80)
interwallary boyunca (*) formula gord dhtimallyklary tapyp, tablisa
diizelin (3.49-njy tablisa). Bu yerde

3.49-njy tablisa
I [[-10;0) |[0;10) [10;20) [[20;30) |[30;40) [[40;50) |[50;60) [60;70) [70;80]

pi 0 0,14 | 0,17 | 0,17 0,17 | 0,17 0,17 | 0,01 0

P(0<X<10)=P(1,46<X<10)=(10-1,46)-0,017=0,14;
P(60<X<70)=P(60<X<61,04)=0,01

bolyandygyny bellélini.
72 ululygy (3.27) formula boyunga hasaplamak ti¢in kdmekgi
tablisany diizelin (3.50-nji tablisa).
3.50-nji tablisa

Wi pi wipi | (wi-p) (wi-pi)°/ pi

0,14 0,14 0 0 0

0,17 0,17 0 0 0

0,19 0,17 0,02 0,0004 0,0023

0,13 0,17 -0,04 | 0,0016 0,0094

0,17 0,17 0 0 0

0,2 0,17 0,03 0,0009 0,0052

0 0,01 -0,01 | 0,0001 0,01
0,0269

Bu yerde, saylama paylanysa gord, n=80. Diymek,
72=180-0,0269 = 2,152; I=7; t=3.
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Onda (3.28) formula gora, r=I-t=7-3=4. Gorsiimiz yaly,
y’=cx?=c=2152¢(2;3), a=2; b=3.
Onda r=4 bahada g.6-njy tablisadan taparys:
7°= 2 = a icin p(a)=p(2)=0,7358;
72=3=b iigin p(b)=p(3)=0,5578.
Netije-de, (3.32) formulany ulanyp alarys
p(c)=p(2,152)=p(2)+(p(3)-p(2))*(2,152-2) = 0,7358 + (0.5578 —
- 0,7358) 0,152 = 0,7358-0,178:0,152=0,7087.
Bu yerden gorniisi yaly,

p(c)=p=0,7087>0.1.
Onda, “berlen saylama paylanys denolcegli dykyzIlykly paylanys
kanuny bilen doly ylalasyar” diyen netijani ynamly tassyklamak
poler Mysal. Saylama paylanys berlen (3.51-nji tablisa) Bu
paylanysyn dendlgegli dykyzlykly teoretiki paylanys bilen

ylalagyandygyny anyklamaly.
3.51-nji tablisa

.« |[o:5) [1B:10) [10.15) (15,20 [20,25)] [25,30) [30,35) 35 40]][40,45)] [45,50)

n | 2 12 8 4 14 6 10 2 1 11

Coziilisi. Bu yerde n=70. Seyle tablisany diizelin (3.52-nji
tablisa).
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3.52-nji tablisa
xi 5 [75  [125 |75 P25 PR75 B25 P75 W25 W75

w; 0,029 0,171 {0,114 0,057 0,2 0,086 0,143 0,029 0,014 0,157

Bu tablisa boyunca taparys:
MX) =¥ xjw; =25(1-0029+3:0,171+5-0,114 + 7 -
0,057+9-0,2+11-0,086 +13-0,14 + 15- 0,029 + 17 -

0,014 +19-0,157) = 24,4285;

M(X?) =2,5%(1-0,029+9-0,171 +25- 0,114 + 49 - 0,057 +
81-0,2+121-0,086 +169-0,14 + 225-0,029 + 289-0,014 +

361-0,157 = 782,67;

D(x) = 782,67 — 596,75 = 185,92; o(x) = /185,92 = 13,63.

Dendlgegli dykyzlykly paylanysyn a we b parametrlerini
tapmak ti¢in sistemany ¢ozelin:
2 = 24,43
b-a

ﬁ = 13,63

{a +b=4886 \_1q01: a=0,85)

b—a=4716
Onda 1/(b-a)=1/47,16=0,0212 bolup, dykyzlyk funksiyasy
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0, eger x < 0,85 bolsa,
f(x) =10,0212,eger 0,85 < x < 48,01 bolsa,

k 0, eger x > 48,01 bolsa.

gorniisi alar. Indi, dykyzlyk funksiyasyny ulanyp, tapylan kanun
boyunca paylanan totdn ululygyn bahalarynyn berlen interwallara
diismeginin dhtimallyklaryny tapalyi (3.53-nji tablisa).

3.53-nji tablisa
l; [-5;0) |[0;5) [5;10) | [10;15) | [15;20) | [20;25)
Pi 0 0,088 |0,106 |0,106 |0,106 | 0,106
li [25,30) | [30,35) | [35,40) | [40,45) | [45,50) | [50,55]
Pi 0,106 |0,106 |0,106 |0,106 |0,064 |0

Bu tablisada

P(0<X<5)=P(0,85<X<5)=4,15-0,0212=0,088,
P(45<X<50)=P(45<X<48,01)=3,01:0,0212=0,064
bolyandygyny bellalini.

z° ululygyh hasaplanys tablisasyny diizelifi (3.53-nji tablisa).
3.54-nji tablisa
wi pi wi-pi | (ipi)° | (wi-p)7 pi
0,029 | 0,088 | -0,059 | 0,003 | 0,034
0,171 ] 0,106 | 0,065 | 0,004 | 0,038
0,114 | 0,106 | 0,008 | 0,006 | 0,057
0,057 | 0,106 | -0,049 | 0,002 | 0,019
0,2 10,106 | 0,094 | 0,009 | 0,085
0,086 | 0,106 | -0,020 | 0,000 | 0,000
0,143 | 0,106 | 0,037 | 0,001 | 0,009
0,029 | 0,106 | -0,077 | 0,006 | 0,057
0,014 | 0,106 | -0,092 | 0,008 | 0,075
0,157 | 0,064 | 0,093 | 0,009 | 0,141
> 0,515
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Netije-de,

7°=70-0,515=36,05; [=10; t=3; r=7.

Gosundynyii g.5-njy tablisasyndan r=7; y*=30 iicin
p=0,0001 dhtimallygy taparys. Tablisada r hemiselik, y* ululygyii
bahasy artyan halatynda p dhtimallygyn bahasynyn kigelyéni {i¢in,
7?=36.05 baha ii¢in p<0.0001 boljagy diisniiklidir, bu bolsa 0,1-den
has kigi dhtimallykdyr.

Diymek, bu yagdayda teklip edilen teoretiki paylanys tejribe
maglumatlaryny 6rdn erbet beyan edyar.

Seyle netijini Romanowskininn Kriterisi hem tassyklayar.
Dogrudan hem, (3.30) boyunga

A= |x2-7| _ [36,05-7| _ 29,05
T V2zr T Vid | 3,742

=~ 7,763 > 3.

Mysal. Saylama paylanys berlen (3.39-njy tablisa). To6tén
ululygyn normal paylanandygy baradaky c¢aklamany Pirsonyn we
Romanowskinifl nysanlary arkaly anyklamaly.

Coziilisi. Hasaplayys tablisasyny diizelin (3.55-nji tablisa).

3.55-nji tablisa

Wi Pi wi-Pi (wip)° | (wi-pi)! pi
0,02 0,02 0,00 0,0000 0,00
0,06 0,04 0,02 0,0004 0,01
0,08 0,09 -0,01 0,0001 0,001
0,12 0,15 -0,03 0,0009 0,006
0,22 0,20 0,02 0,0004 0,02
0,20 0,20 0,00 0,0000 0,00
0,14 0,15 -0,01 0,0001 0,0007
0,10 0,09 0,01 0,0001 0,001
0,04 0,04 0,00 0,0000 0,00
0,02 0,02 0,00 0,0000 0,00
3 0,0387

169



Sundan son alarys

10 _n)?
42 =n. S MR 5000387 =1.935:
= Pi

I=10; t=3; r=I-t=10-3=7.

Onda y°=1,935= ¢, a=1; b=2 belgilip, gosundynyi g.5-nji
tablisasyndan r=7 siitiini boyunga taparys:

7% =a=1; p(a)=p(1)=0,9948,
72 =b=2; p(b)=p(2)=0,9598.

(3.32) formulany ulanyp, p=p(c) aralyk &htimallygy
hasaplalyi

p=p(c) = p(1,935) = p(1) + (p(2)-p(1))*(c-a) = 0,9948 + +(0,9598-
-0,9948) (1,935-1) = 0,9948-0,035-0,935 = =0,9621 > 0,1.

Alnan dhtimallyk 0,1-den has uly, hat-da 1-e yakyn. Onda
Pirsonyn Kriterisine goré, berlen saylama paylanys normal kanunyn
paylanysy bilen yeterlik onat beyan edilyar.

Romanowskinin Kriterisine gérd hem alarys

2| _ 11,935-7| _ |-5,065| _ 5,065

A= V2r Vid 3,742 3742 1,354 <3.

Diymek, “berlen saylama paylanys bilen teoretiki(normal)
paylanysyn arasyndaky tapawutlylyk totdinleyin” diyip hasap etmek
bolar.

Mysal. Berlen saylama paylanysy (3.56-njy tablisa)
paylanysyin normal kanuny bilen denlemeli. Statistiki we teoretiki
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paylanyslarynn  ylalasyklylygyny Pirsonyii we Romanowskinin
nysanlary boyunga barlamaly.

Coziilisi. Paylanys boyunca n=100. T6tén ululygyn bahalary
degislilikde interwallarynl orta arifmetiki bahalary bilen gabat gelyér
hasap edip, otnositel yygylyklaryn paylanysyny diizelin(3.57-nji
tablisa).

3.56-njy tablisa
I [[4,1:4,2)] [4,2;4,3) [4,3:4,4)] [4,4;4,5) [4,5;4,6)] [4,64,7)| [4,7;4,8)] [4,8;4,9)] [4,9;5,0)
n |1 2 3 4 5 8 8 9 10
I, |[5,051)[5.152) [52:53) [5354) [5,455) [5556)| [56:5,7) [57:58)| [58:59]
n; |10 9 9 7 5 4 3 2 1

3.57-nji tablisa
Xj | 4,15 4,25 | 4,35 | 4,45 | 4,55 | 4,65 | 4,75 | 4,85 | 4,95
w; | 0,01 |0,02 |0,03|0,04|0,05|0,08 |08 [0,09 0,1
Xj |5,05]5,15|5,25 |5,35 | 545 | 555 | 565|575 | 5,85
w; |01 |0,09 009 |0,07 |0,05 0,04 |0,03|0,02 0,01

Totdn ululygynn bahalarynyin 5 sana golay bolany {i¢in X-5
totdn ululyk tigin komekgi tablisany diizelin (3.58-nji tablisa).
Bu tablisa boyunca alarys
M(X-5)=-0,001; M[(X-5)?]=0,1404; M(X)=5+M(X-5)=4,999;
D(X)=M[(X-5)*]-[M(X-5)]°=0,1404;
D(x) = M[(x —5)?] — [M(x — 5)]? = 0,1404;

o(x) = /0,1404 ~ 0,375.

Onda X totan ululygynyn dykyzlyk funksiyasyny seyle yazmak bolar
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3.58-nji tablisa

Xi-5 Wi (Xi -5) Wi (Xi -5)2 Wi
-0,85 0,01 -0,0085 0,0072
-0,75 0,02 -0,0150 0,0113
-0,65 0,03 -0,0195 0,0127
-0,55 0,04 -0,0220 0,0121
-0,45 0,05 -0,0225 0,0101
-0,35 0,08 -0,0280 0,0098
-0,25 0,08 0,0200 0,0050
-0,15 0,09 -0,0135 0,0020
-0,5 0,10 -0,0500 0,0003
0,5 0,10 0,0500 0,0003
0,15 0,09 0,0135 0,0020
0,25 0,09 0,0225 0,0056
0,35 0,07 0,0245 0,0086
0,45 0,05 0,0225 0,0101
0,55 0,04 0,0220 0,0121
0,65 0,03 0,0195 0,0127
0,75 0,02 0,0150 0,0113
0,85 0,01 0,0085 0,0072
¥ -0,001 0,1404

-(x-5)°
2.0,375 (**)

f)=— ¢
0,37527

ya-da f(x)=2,67 Z,, bu yerde

U=(x-5)/0,375=2,67(x-5), Z, = (%) omu/2

Bu normal kanun boyunga paylanan totin ululygyi
bahalarynyn (4,1;4,2), (4,2;4,3),...,(5,8;5,9) interwallaryna
diismeginin  dhtimallyklaryny kesgitldlin hem-de statistiki we
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teoretiki paylanyslaryn ylalasyklylygyny Pirsonyn we
Romanowskinii nysanlary boyunga anyklalyi. Onui ii¢in hasaplayys
tablisasyny diizelin (3.59-nji tablisa).

Diymek, y*=100-0,014 =1,4; [ =18; t=3; r = 15.

Gosundynyn g.5-nji tablisasyndan r = 15 {igin taparys:

y=1=a  p(a) =p() = 1000;

y’=2=b; p) =p(2)=1000; c=14.

Onda

p=p(c)=p(a)+(p(b)-p(a))-(c-a)=
=1,000+(1-1)(1,4-1)=1,000+0=1,000 > 0,1.

Pirsonyn kriterisine gord, saylama paylanysyil normal
paylanysdygy (matematiki garasmasy 5-e deil, dispersiyasy 0,14-e
den) baradaky ¢aklama dogrudyr.

Romanowskinin kriterisine gora,

. |x>—r| |1,4—15| 13,6
Var V30 5,477

Bu bolsa statistiki we teoretiki paylanyslarynn arasyndaky
tapawutlylyk bar bolsa hem onun tétdnden bolyandygyny, yagny
berlen paylanysyti () dykyzlyk funksijasy bolan normal
paylanysdygyny yene bir gezek tassyklayar.

Mysal. Berlen saylama paylanysyn (3.44-nji tablisa)
Sarlyeninn paylanys kanunyna kybapdasdygy baradaky caklamany
barlamaly.

Coziilisi. Yokarda islenen mysalyi maglumatlary esasynda
komekgi tablisany diizelin (3.60-njy tablisa).
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3.59-njy tablisa

'd /,('d-'m) 0 0 5000 0 0 TO0'0 TO0'0 TOO'0 0000
-('d-'m) 000'00 000°0] T000'Q) 000'0| 000'0| TOOO'C, TOOO'0, TOOO'C, 00000
'd-'m 0000 00'0 TO'0f 000 000 TO'Q TO'0{ TO'0| 000

'd  10'00 20'0 20'0f 000 SO0 20'0  60'0  OT'Q  OT'0
'W  TO'0 2000 €0'0 v0'0f S0'0f 800 8000 600, OT'0
(X)u 1000 20'0 2000 v0'0  S0'0 20’0 6000 OT'Q  OT0
(X)§ 80'00 €T'0  vZ'00 S€'0 TS0 L9'0 S8'0 660 ¥0O'T
"2 €0'0l S0'0 600 €T'0 6T'0 SZ'0 C€0  L£'0  6€0
N /2'C{ 002 ¥LTY LP'T{ 02T €6°07 9901 OF'0] ET0-
X GT'¥ SZ'%  SE'Y S¥'¥  SS'Y  S9% Sl S8 S6'Y
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0000 1000 000'0 00000 000'C 00000 TOO'Q 0000 000°0 ¥10°0
00000 TO00'0  0000'0C 00000, 0000'C 00000, TOOO'Of 00000, 00000

000 100 000 000 000 000 100 000 00°0

0T'0 0T'0 60°0 L0°0 G500 ¥0'0 200 200 100

0T'0 60°0 60°0 L0°0 G500 ¥0'0 €00 200 100

0T'0 0T'0 60°0 L0°0 S0°0 ¥0'0 200 200 100

v0'T 660 G8'0 L9°0 150 GE'0 vZ'0 €T'o 80°0

6€°0 LE0 g0 Al 6T°0 €T'o 60°0 G0'0 €00

€T'o 0r'o 99°0 €6°0 0z'1 LY'T VLT 00°C XA

G0'G GT'g GZ'S GE'S Gy'G GS'G G9'G GL'S G8'g K¢
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3.60-njy tablisa

Wi Pi wipi | (wi-p) (wi-pi)°/ pi
0,01 0,01 0 0,0000 0
0,05 0,04 0,01 0,0001 0,003
0,08 0,09 -0,01 0,0001 0,001
0,15 0,18 -0,03 0,0009 0,005
0,28 0,23 0,05 0,0025 0,011
0,21 0,20 0,01 0,0001 0,001
0,10 0,13 -0,03 0,0009 0,007
0,06 0,07 -0,01 0,0001 0,001
0,03 0,03 0,00 0,0000 0,000
0,03 0,02 0,01 0,0001 0,005

Z 0,034

Netije-de,
;(2= 100-0,034=3,4;1l=10; t=5 r=10-5=5.

Gosundynyn g.5-nji tablisasyndan r=5 ii¢in taparys:
=3=a p(a)=p(3)=0,7000;
x°=4=Db; p(b)=p(4)=0,5494; c=3 4.
Onda
P=p(c)=p(a)+(p(b)-p(a))-(c-a)=0,7000+(0,5494-0,7)-0,4=0,7000-
-0,1506- 0,4 = 0,63976 > 0,1

Romanowskinin Kriterisini hem ulanalyn

A= |x2-7r| _ |3,4-5] _ 1,6
\2r V10 3,162

~ 0,506 < 3.

Seylelikde, Pirsonyfn we Romanowskinini  Kriterilerine
layyklykda, berlen saylama paylanysy Sarlyenin paylanys kanuny
bilen anladyp boljakdygy baradaky ¢aklama tassyklanyar.
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3.7.6. Kolmogorowyi ylalasyk Kkriterisi
Goy, saylama paylanys berlen bolsun (3.61-nji tablisa).

3.61-nji tablisa

Xi X1 X2 X3 X]
Wi w1 w32 w3 v W)
Bu yerde, Xi, X2, X3, .., Xi — totdn ululygyn degisli

interwallarynyn orta bahalarydyr. Goy, interwallaryn uzynlyklary sol
bir h sana denn bolsun. Kolmogorowyn Kriterisinde statistiki we
teoretiki paylanyslaryii tapawutlylygynyi 6lgegi hokmiinde F’(x) we
F(x) funksiyalarynn tapawudynyn modulynyii maksimal bahasy
ulanylyar, bu yerde

F'(x), F(x) — degislilikde, totan ululygyii saylama paylanys
funksiyasy hem-de teoretiki (integral) funksiyasy. Bu funksiyalaryn
hasaplanys formulalary bellidir:

0 x < x4 bolsa,
F'(x) = Zf’:le,xk <x<xpp (k=12,..,1—1) bolsa, (3.33)
1, x > x; bolsa;
0 x < x4 bolsa,
F(x) =X 1pj, 2 <x < xpyq (k =1.2,...,1 = 1) bolsa, (3.34)
1, x > x; bolsa.
Bu yerde
p; = hf(x;),j=1,2,....I; (3.35)

f(x) — funksiya bolsa X totdn ululygynyn paylanys dykyzlygydyr.
Sundan son

Q = max|F * (x) — F(x)|,A = Qvn (3.36)
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bahalar kesgitlenyir, bu yerde n — saylamanyil gowriimi.

p() =1-37 o(=1)e " (3.37)
denillikden, dine totdn sebédplerii hasabyna Q tapawudyn syn
edilydnden az dildiginin dhtimallygy tapylyar (g.7-nji tablisa).

Kolmogorowyn kriterisine gord, statistiki we teoretiki
paylanyslaryn arasyndaky kybapdaslygy kesgitlemegin algoritmi
asakdaky ddimlerden ybaratdyr:
1-nji ddim. Statistiki tablisanyn maglumatlary esasynda, (3.33)
formula goré, F (x) funksiyanyf bahalary tapylyar.
2-nji ddim. Belli dykyzlyk funksiyasy, (3.35) hem-de (3.34)
formulalary ulanylyp, F(x) funksiyanyn bahalary kesgitlenyér.
3-nji ddim. (3.36) formulalardan A tapylyar.
4-nji ddim. Gosundynyn g.6-njy tablisasyndan p(4) kesgitlenyar.
5-nji ddim. Eger p(2)>0.5 bolsa, onda paylanyslaryn kybapdaslygy
baradaky caklama tassyklanyar, yogsa-da ¢aklama inkér edilyar.

Mysal. Saylama paylanys berlen (-nji tablisa 3.29). Saylama
paylanysyit Puassonyil  paylanysyna kybapdaslyk derejesini
Kolmogorowyn Kriterisini ulanyp kesgitlemeli.

Coziilisi. On ¢ozlen mysalyfh maglumatlaryny ulanyp, tablisa
diizelin (3.62-nji tablisa). Bu yerden:

Q=max|F"(X)-F(X)|=0,02; n=100;
A=0-vn=0,02-v100=0,02-10 = 0,2 .

* 3.62-nji tablisa
F(x) |pi F(x) | F (x)-F(xi)
0,07 0,07 0,08 0,8 -0,01
0,21 0,28 0,20 0,28 0
0,26 0,54 0,25 0,53 [0,01
0,21 0,75 0,21 0,74 ]0,01
0,13 0,88 0,13 0,87 0,01
0,07 0,95 0,07 0,94 [0,01
0,03 0,98 0,03 097 [0,01
0,02 1,00 0,01 0,98 0,02

>

~Njo|u|s|w|Nv|k|o|x
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p(A)=p(0,2)=1,00>0,5. Diymek, berlen saylama paylanys
Puassonyn paylanysyna kybapdas.

Mysal. Saylama paylanys berlen(3.63-nji  tablisa).
Kolmogorowyn Kriterisini peydalanyp, paylanysyn normal paylanys
bilen kybapdasdygyny barlamaly.

3.63-nji tablisa

I, 110,2)| [2,4)| [4,6)| [6,8)| [8,10)| [10,12)| [12,14)| [14,16)| [16,18)| [18,20]

n| 10| 29| 51| 58| 102 | 90 81 39 30 10

Coziilisi. Tablisa boyunca n=10+29+...+10=500. Berlen paylanysy
seyle gorniisde yazalyn(3.64-nji tablisa).

3.64-nji tablisa
Xi| 1 3 5 7 9 11 |13 |15 |17 |19
w; | 0,02 {0.06 |0,10 (0,12 |0,20 0,18 |0,16 | 0,08 | 0,06 | 0,02

X=2T-1 belgildp, tdze T iiytgeyén licin hasaplayys tablisasyny
diizelin (3.65-nji tablisa).
3.65-nji tablisa

2

ti Wi Wi ti Wi ti
1 0,02 0,02 0,02
2 0,06 0,12 0,24
3 0,10 0,30 0,90
4 0,12 0,48 1,92
5 0,20 1,00 5,00
6 0,18 1,08 6,48
7 0,16 1,12 7,84
8 0,08 0,64 5,12
9 0,06 0,54 4,86
10 0,02 0,20 2,00
D 5,50 34,38
Sonky tablisadan alarys

M(T)=5,50; M(T?)=34,38; D(T)=34,38-30,25=4,13;
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o(T) = V&3 = 2,032. M(X)=2M(T)-1=2-5,5 — 1 = 10;
o(X) =20(T) = 4,064.

Onda paylanys dykyzlygyny seyle yazmak bolar

— 1 . ,-(x—10)%/(2:4,064%) *
fGx) 2064vz © ’ ()
ya-da f(x)=0,246-Z,,

1 _u?

bu yerde u=(x-10)/4,064; zZ,, = e 2

VIl
Asakdaky tablisalary diizelin (3.66, 3.67-nji tablisalar).

3.66-njy tablisa

Xi Ui ya f(Xi) hf(Xi)
1 -2,214 0,035 0,009 0,02
3 -1,722 0,091 0,022 0,04
5 -1,230 0,187 0,046 0,09
7 -0,738 0,303 0,075 0,15
9 -0,246 0,387 0,095 0,19
11 0,246 0,387 0,095 0,19
13 0,738 0,303 0,075 0,15
15 1,230 0,187 0,046 0,09
17 1,722 0,091 0,022 0,04
19 2,214 0,035 0,009 0,02

Ahyrky tablisanyn soniky siitlininii bahalary nola yakyn. Su
yagdayyn 6zi hem berlen saylama paylanysyn normal
paylanysdygyny gorkezydr. Bu soragy gutarnykly c¢6zmek {igin
Kolmogorowyi kriterisinden peydalanalyi.

Tablisanyil maglumatlary boyunca
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Q=max|F (x)-F(x)|=|0,03]=0,03. n=500

bolany {i¢in
A=Qvn=0,03-V500 ~ 0,67.
3.67-nji tablisa
xi i |[hfx) [F(x) |FO) [ F(x)-F(x)
1 0,02 | 0,02 0,02 0,02 0,00
3 0,06 | 0,04 0,08 0,06 0,02
5 0,10 | 0,09 0,18 0,15 0,03
7 0,12 | 0,15 0,30 0,30 0,00
9 0,20 | 0,19 0,50 0,49 0,01
11 0,18 | 0,19 0,68 0,68 0,00
13 0,16 | 0,15 0,84 0,83 0,01
15 10,08 |0,09 0,92 0,92 0,00
17 0,06 | 0,04 0,98 0,96 0,02
19 (0,02 | 0,02 1 0,98 0,02

F' (X)~F(x) takmyn defligiii absolyut yaliyslygy 0,75 #htimallyk

Gosundynyn g.6-njy tablisasyndan taparys

P(0,65)=0,7920; P(0,70)=0,7112.

A bahanyn artmagy bilen P(4) bahanyn kemelyéni {i¢in

0,7112<P(1)<0,7920,

Diymek, P(1)>0.5 sert yerine yetydr. Onda, islendik X ii¢in

bilen 0.03-den kigidir.
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12

11

3. Goniikmeler we meseleler

3.1. Saylama berlen

5

10

8

11

9

9

11

12

12

13 12 8

Bu maglumatlar boyunga

1) Totan ululygyn bahalarynyn we olaryn degisli yygylyklarynyf
arasyndaky baglanysygy anladyan tablisany diizmeli.
2) Saylama paylanys tablisasyny diizmeli.
3) Paylanysyn poligonyny sekillendirmeli.
Jogaby:

Xi

2

3

6 |7 |8 |9 (10|11 12

13

N;

1

1

112 (4 |3 (1 |3 |4

Xi

2

3

4

5

6 7 8 9 10 |11

12

13

Wi

1/25

1/25

1/25

2/25

1/25 |2/25 |4/25 |3/25 |1/25 |3/25

4/25

2/25

3.2.

3.1-géniikkme boyunca saylamany X UTU boyunga
maglumatlar hasap edip, [1;15] kesimi 1=5 boleklere bdliip,
yygylyklaryn paylanysynyn we saylama paylanysyn tablisalaryny
doldurmaly, statistiki paylanysyn gistogrammasyny gurmaly.
Jogaby:

182



i [1,3) [3,6) [6,9) [9,12) | [12,15]
n; 1 4 7 7 6
Wi 1/25 4/25 7125 7125 6/25
3.3. Saylama paylanys berlen
Xi 2 4 6 8
n; 4 6 7 3

Saylama paylanys funksiyasyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Otnositel yygylyklar boyunga saylama paylanys

hataryny yazalyii:
Xi 2 4 6 8
Wi 4/20 6/20 7120 3/20

Onda kesgitlemd gord, saylama paylanys funksiyasy seyle
tapylar:

0 ,  X<2 bolsa,
4120 , 2<x<4 bolsa,
F'(x)=¢ 10/20 , 4<x<6 bolsa ,
17/20 , 6<x<8 bolsa ,

1, x>8bolsa.

3.4.Kabir saylama berlen
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14
17
12
10

18

Yedi

16
11
19
16

14

20 15

17 13
18 9
15 17

16 14

18 12

11 17
7 18
21 13

10 14

13 10 17

16 12 16

15 11 11

17 16 13

8 15 16

15 12

13 16
14 13
15 15

16 14

interwal boyunga saylamanyn statistiki toplumyny

gurmaly, saylama paylanys we dykyzlyk funksiyalaryny yazmaly.
Coziilisi. Bu yerde:
N=55. a=Xmin=7; b=Xmax=21. b-a=21-7=14. |=7;
h=(b-a)/I=14/7=2.

Onda |=7 interwallar boyunga hasaplanys tablisasyny
guralyi:

1 2 3 4 5 6
Interwal | Interwal | Yygylyk | Otnositel | Toplanan wi/h
nomeri i F ni yygylyk | otnositel

wi=ni/n | Yygylyk

1 [7;9) 2 0,0364 0,0364 0,011820

2 [9:11) |4 0,0726 | 0.1091 | 0,05455

3 [11;13) |8 0,1455 0,2546 0,12730

4 [13;15) |12 0,2182 0,4728 0,23640

5 [15;17) |16 0,2909 0,7637 0,38185

6 [17;19) 10 0,1818 0,9455 0,47275

7 [19;21] |3 0,0545 1,0000 0,50000
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Onda tablisanyin 5-nji siitiini boyunca saylama paylanys
funksiyasyny seyle taparys:
0, x<7bholsa,
0,0364 , 7<x<9 bolsa,
0,1091, 9<x<11 bolsa,
0,2546 , 11<x<13 bolsa,
0,4728 , 13 < x <15 holsa,
0,7637 , 15<x <17 bolsa,
0,9455, 17 <x<19 bolsa,
1,0000 , X >19 bolsa.
Tablisanynn  6-nji ~ siitini  boyunga statistiki  dykyzlyk
funksiyasyny kesgitlaris, onui grafigi gistogrammadyr.

F'(x)=

0, x<7bolsa,
0,01820, 7<x<9 bolsa,
0,05455, 9< x <11 bolsa,
012730 , 11<x<13 bolsa,
0,23640 , 13<x <15 bolsa,
0,38185, 15< x <17 bolsa,
0,47275, 17 <x <19 bolsa,

0,50000 , x>19 bolsa.
3.5. Kébir saylama berlen

() =

38 60 41 51 33 42 45 21 53 60

68 52 47 46 42 43 57 44 54 59

77 47 28 27 49 49 14 28 61 30

61 35 47 46 58 45 42 21 30 40

67 65 39 35 41 60 54 42 59 60

On sany interwal boyun¢a saylamanyn statistiki toplumyny

gurmaly, saylama paylanys we dykyzlyk funksiyalaryny yazmaly.
3.6. Saylama paylanys berlen
Xi 4 6 10 12
n; 10 15 5 20

185



Totén ululygyn orta bahasyny tapmaly.
Jogaby: x =420/40=10,5.

3.7. Saylama paylanys berlen

3.8.

X 148 |14,9 |15 151 | 152
n; 4 3 7 6 5

Totén ululygyn orta bahasyny tapmaly.
Jogaby: X =15+ 0,02 =15,02.

3.9. 3.6-njy gonikménin  serti boyunca, saylama
dispersiyany we orta kwadratik gysarmany kesgitlemeli.

3.10. 3.7-nji  gonikménin  serti  boyunga, saylama
dispersiyany we orta kwadratik gysarmany tapmaly.

3.11. 3.6-njy goniikménin serti boyunga saylamany ulanyp,
X DTU-ny1 ilkinji dort tertipli baslangy¢ we merkezi momentlerini,
asimmetriyasyny hem-de ekssesini tapmaly.

3.12.  3.7-nji gonlikménin serti boyunga saylamany ulanyp,
X DTU-ny1 ilkinji dort tertipli baslangy¢ we merkezi momentlerini,
asimmetriyasyny hem-de ekssesini hasaplamaly.

3.13. Berlen saylama paylanysyn Puassonyn paylanysyna
yakyndygyny gorkezmeli hem-de tdtdn ululygyn bahalary we bu
bahalaryn dhtimallyklary arasyndaky baglanysygy tapmaly:

xi|0]1]2(3 [4 |5 |6 |7 [8|/9]10]|11
nj|1|3|8|14|17|17|15(10|7|5|2 |1
Jogaby: M(X)=5,06; D(X)=5,01.

3.14.  Tejribe  maglumatlaryny  dendlgegli  dykyzlykly
paylanys kanuny arkaly deriiemeli
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li [-1,1) [1;3) [3;5) [5;7) [7:9]

N 6 7 4 5 8

Jogaby: M(X)=4,13; D(X)=9,07; a=-1,09; b=9.35.

3.14. Berlen saylama paylanysyn normal paylanysa
golaydygyny gorkezmeli, paylanysyn otnositel yygylyklarynyn
gistogrammasyny hem-de dykyzlyk funksiyasynyn grafigini gurmaly.

i | [1;2) [ [2;3) [[3:4) [[45) [[56) |[657) |[7:8)
nla |4 8 16 18 20 30

I, | [8;9) | [9;10) | [10;11) | [11;12) | [12;13) | [13;14) | [14;15]
n |28 [22 |18 14 10 4 4

Jogaby: M(X)=8,02; D(X)=8.23; o(X) ~ 2,87 ;

f (X) =1/(2,87\/%) . @ (x8.02°/(2287)
3.15. Berlen saylama paylanys i¢in Sarlyeniii kanunyny
ulanmaly.

I, 0,2) [2,4) [4.6) [6:8) [[8,10) [[10,12) [12,14) [14,16) |[16,18) |[18,20]

n; |2 6 9 14 26 22 17 11 7 3

3.16. 3.13-nji meseldnin sertinddki saylama paylanys
boyunga dendlcegli dykyzlyk funksiyasy kesgitlenen.
0, x<-1,09wex > 9235bolanda,
f&x) =
10,44 — 1,09 < x <9,35 bolanda
Statistiki we teoretiki paylanyslaryn ylalasyandygyny
Pirsonyit we Romanowskinini kriterileri boyyunca barlamaly.
3.17. 3.15-nji meseldnin sertinde gorkezilen saylama
paylanys Kolmogorowyin kriterisini  peydalanyp, paylanysyn
Sarlyenin kanuny bilen kybapdasdygyny barlamaly.
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Gosundy

g.1-nji tablisa
p(u) = \/% —u®/2 funksiyanyi bahalary

u 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 [0.40 (399 |399 (3988 (396 (3984 |398 |3980 (3977 |3973
0.1 (3970 (396 |396 (3956 (395 (3945 |394 [3932 (3925 |3918
0.2 |3910 (390 (389 (3885 (387 |3867 |385 |3847 |3836 |3825
0.3 [3814 (380 (379 (3778 |3765 [3752 |3739 (3726 (3712 |3697
0.4 |3683 (367 (365 |3637 [362 |3605 |359 |3572 |3555 |3538
0.5 (3521 (350 |348 (3467 [345 (3429 |341 |3391 (3372 |3352
0.6 (3332 [331 |329 (3271 |325 (3230 |321 |3187 (3166 |3144
0.7 (3123 [310 |306 (3056 (304 (3011 |299 |2966 (2943 |2920
0.8 [2897 [287 |285 (2827 |280 2780 |275 |2732 (2709 |2685
0.9 [2661 [264 |261 |2589 [256 |2541 |252 |2492 (2468 |2444
1.0 (2420 (239 |237 |2347 (232 (2299 |227 |2251 (2227 |2203
1.1 (2179 (215 |213 |2107 (208 (2059 |203 |2012 (1989 |1965
1.2 (1942 (192 |189 |1872 (185 (1826 |180 |1781 (1758 |1736
1.3 |1714 (169 |167 |1647 |163 (1604 |158 |1561 (1539 |1518
1.4 |1497 (1476 |1456 |1435 |[1415 (1394 |1374 |1354 (1334 |1315
1.5 |1295 (1276 |1257 |1238 |[1219 (1200 |1182 |1163 (1145 |1127
1.6 (1109 (1092 |1074 |1057 [1040 (1023 |1006 |0989 (0973 |0957
1.7 |0940 (0925 |0909 |0893 (0878 (0863 |0848 |0833 |0818 |0804
1.8 |0790 (0775 |0761 |0748 |0734 (0721 |0707 |0694 |0681 |0669
1.9 |0656 (0644 |0632 |0620 |0608 (0596 |0584 |0573 |0562 |0551
2.0 |0540 |0529 |0519 |0508 |0498 0488 |0478 |0468 |0459 |0449




g.1-nji tablisanyin dowamy
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g.2-nji tablisa

X

D(x) = erf(x) = \/i_f “dtu d(x) = —f —t*/24¢
T

funks1yalaryn bahalary

\ N\ N\ Y
2|8 R R 2| &
x| S x| S x| S x| S

0.00 |0.000 |0.000 0.60 D.6039 D.2257 1.20 D.9103 D.3849 [1.80 D.9891 D.4641
0.02 D.0226 D.0080 [0.62 16194 [2324 [1.22 |9155 |3888 |[1.82 D.9899 |4656
0.04 D.0451 D.0160 [0.64 |6346 [2389 [1.24 |9205 [3925 [1.84 |9907 |4671
0.06 D.0676 D.0239 [0.66 |6494 [2454 [1.26 |9252 |3962 [1.86 |9915 |4686
0.08 D.0901 D.0319 [0.68 |6638 |2517 [1.28 |9297 |3997 [1.88 9922 |4699
0.10 D.1125 D.0398 [0.70 |6778 [2580 [1.30 |9340 |4032 [1.90 |9928 |4713
0.12 D.1348 D.0478 [0.72 16914 |2642 [1.32 |9381 |4066 [1.92 |9934 |4726
0.14 D.1569 |0.557 [0.74 |7047 |2703 [1.34 |9419 |4099 [1.94 |9939 |4738
0.16 D.1790 D.0636 [0.76 |7175 |2764 [1.36 |9456 |4131 [1.96 9944 |4750
0.18 D.2009 D.0714 |0.78 |7300 |2823 [1.38 |9490 [4162 [1.98 |9949 |4761
0.20 D.2227 D.0793 [0.80 |7421 |2881 [1.40 |9523 [4192 2.00 |9953 |4772
0.22 D.2443 |0.871 |0.82 |7538 [2939 [1.42 |9554 |4222 [2.05 |9963 |4798
0.24 D.2657 D.0948 [0.84 |7651 [2995 [1.44 |9583 [4251 2.10 |9970 |4821
0.26 D.2869 D.1026 [0.86 |7761 |3051 [1.46 |9610 [4279 [2.15 |9976 |4842
0.28 D.3079 D.1103 [0.88 | 7867 |3106 [1.48 |9636 |4306 [2.20 |9981 |4860
0.30 D.3286 D.1179 [0.90 |7969 [3159 [1.50 |9661 |4332 .25 |9985 |4877
0.32 D.3491 D.1255 [0.92 |8068 [3212 [1.52 |9684 |4357 2.30 |9988 |4892
0.34 D.3694 D.1331 [0.94 |8163 [3264 [1.54 |9706 |4382 [2.35 [9991 |4906
0.36 D.3893 D.1406 [0.96 |8254 [3315 [1.56 |9726 |4406 [2.40 |9993 |4918
0.38 D.4090 D.1480 [0.98 |8342 [3365 [1.58 |9745 |4429 .45 9995 |4928
0.40 D.4284 D.1554 [1.00 |8427 |3413 [1.60 |9763 |4452 R2.50 [9996 |4939
0.42 D.4475 D.1628 [1.02 |8508 [3461 [1.62 |9780 |4474 R2.60 [9998 |4953
0.44 D.4662 D.1700 [1.04 |8586 [3508 [1.64 |9796 [4495 .70 [9999 |4965
0.46 D.4847 D.1772 [1.06 |8661 |3554 [1.66 |9811 |4515 2.80 |9999 |4974
0.48 D.5027 D.1844 [1.08 |8733 [3599 [1.68 |9825 [4535 R2.90 D.9999 4981
0.50 D.5205 D.1915 [1.10 |8802 |3643 [1.70 |9838 |4554 [3.00 [.0000 |4986
0.52 D.5379 D.1985 [1.12 |8868 |3686 [1.72 |9850 |4573 [3.20 [.0000 |4993
0.54 D.5549 D.2054 [1.14 |8931 [3729 [1.74 |9861 |4591 [3.40 [.0000 |4996
0.56 D.5716 D.2123 [1.16 |8991 |3770 [1.76 |9872 |4608 [3.60 [.0000 |4998
0.58 D.5879 D.2190 [1.18 D.9048 D.3810 [1.78 D.9882 D.4625 [3.80 [.0000 P.4999




g.3-nji tablisa
e~* funksiyanyn bahalary

X e_x X e_x X e_x X e_x X e_x

0 1,00 | 0,31 | 0,733 | 0,62 |0,5379 | 0,93 |0,3946 | 1,24 10,2894

0,01 |0,9900| 0,32 |0,7261 | 0,63 |0,5326 | 0,94 |0,3906 | 1,25 |0,2865

0,02 |0,9802| 0,33 |0,7189 | 0,64 |0,5273| 0,95 |0,3867 | 1,26 |0,2837

0,03 |0,9704| 0,34 |0,7118 | 0,65 |0,5220 | 0,96 |(0,3829 | 1,27 |0,2808

0,04 10,9608 | 0,35 |0,7047 | 0,66 |0,5169 | 0,97 |(0,3791 | 1,28 |0,2780

0,05 |0,9512 | 0,36 |0,6977 | 0,67 |0,5117 | 0,98 [0,3753 | 1,29 |0,2753

0,06 |0,9418| 0,37 |0,6907 | 0,68 |0,5066 | 0,99 (0,3716 | 1,3 |0,2725

0,07 |0,9324| 0,38 |0,6839| 0,69 (0,506 | 1 [0,3679| 1,31 |0,2698

0,08 |0,9231| 0,39 |0,6771| 0,7 |0,4966 | 1,01 [0,3642 | 1,32 |0,2671

0,09 |09139| 0,4 |0,6703| 0,71 |0,4916 | 1,02 |0,3606 | 1,33 |0,2645

0,10 |0,9048 | 0,41 |0,6637 | 0,72 |0,4868 | 1,03 (0,3570 | 1,34 |0,2618

0,11 |0,8958 | 0,42 10,6570 | 0,73 |0,4819 | 1,04 10,3535 | 1,35 |0,2592

0,12 1|0,8869 | 0,43 10,6505 | 0,74 10,4771 | 1,05 |0,3499 | 1,36 |0,2567

0,13 1|0,8781 | 0,44 10,6440 | 0,75 1|0,4724 | 1,06 |0,3465 | 1,37 |0,2541

0,14 10,8694 | 0,45 10,6376 | 0,76 |0,4677 | 1,07 |0,3430 | 1,38 |(0,2516

0,15 10,8607 | 0,46 10,6313 | 0,77 10,4630 | 1,08 |0,3396 | 1,39 |0,2491

0,16 10,8521 | 0,47 10,6250 | 0,78 |0,4584 | 1,09 1|0,3362 | 1,4 |(0,2466

0,17 10,8437 | 0,48 |0,6188 | 0,79 10,4538 | 1,1 10,3329 | 1,41 |(0,2441

0,18 |0,8353 | 0,49 10,6126 | 0,8 |0,4493 | 1,11 10,3296 | 1,42 |(0,2417

0,19 (00,8270 | 0,5 10,6065 | 0,81 |0,4449 | 1,12 1|0,3263 | 1,43 (0,2393

0,20 10,8187 | 0,51 10,6005 | 0,82 10,4404 | 1,13 |0,3230 | 1,44 |0,2369

0,21 |0,8106 | 0,52 10,5945 | 0,83 |0,4360 | 1,14 1|0,3198 | 1,45 |0,2346




g.4-nji tablisa

I'(p),(1< p < 2 bolanda) — gamma — funksiyanyii bahalary

p I'p) |p I'p) |p I'p) |p I'p)
1,00 | 1,0000 | 1,25 | 0,9064 | 1,50 | 0,8862 | 1,75 | 0,9191

1,01 10,9943 11,26 19044 |1,51|8866 |1,76|9214
1,02 9888 |1,27 9025 |1,52|8870 |1,77|9238
1,03 19835 |1,28|9007 |153|8876 |1,78 | 9262
1,04 9784 1,29 8990 |1,54|8882 |1,79|9288
1059735 1308975 |1,55|8889 |1,80|9314
1,06 | 9687 |1,31|8960 |1,556|8896 |1,81 9341
1079642 1328946 |157|8905 |1,82 9368
1,08 | 9597 |1,33|8934 |158]|8914 |1,83 9397
1,09 9555 [1,34[8922 |159|8924 |1,84]|9426
1,10 | 9514 |1,35]8912 |1,60|8935 |1,85|9456
1,11 9474 1,36 8902 |1,61|8947 |1,86|9487
1129436 | 1,37 8893 |1,62|8959 |1,87 9518
1,13 19399 |1,38|8885 |1,63|8972 |1,88 9551
11419364 [1,39 8879 |1,64[8986 |1,89 9584
1,15/9330 |1,40|8873 |1,65|9001 |1,90 9618
1,16 {9298 1,41 /8868 |1,66|9017 |1,91 9652
1,17 | 9267 |1,42 18864 |1,67|9033 |1,92 9688
1,18 | 9237 [1,43 8860 |1,68[9050 |1,93|9724
1,19 19209 1,44 /8858 |1,69]|9068 |1,94 9761
1,20 19182 |1,45|8857 |1,70[9086 |1,95]97,99
12119156 |1,46 885 |1,71]|9106 |1,96 |9837
1,22 19131 |1,47|885 |1,72|9126 |1,97 |9877
1,23 9108 |1,48 8857 |1,73|9147 1,98 |9917
1,24 19085 |1,49|8859 |1,74|9168 | 1,99 | 9958
2,00 | 1,0000
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g.5-nji tablisa

y* Kriteri ii¢in dihtimallyklaryii bahalary

1 2 3 4 5 6 7 8

7

1 0.317 | 0.606 | 0.801 | 0.909 | 0.962 | 0.985 | 0.994 | 0.998
2 1574 | 3679 | 5724 | 7358 | 8491 | 9197 | 9598 | 9810
3 0833 | 2231 | 3916 | 5578 | 7000 | 8088 | 8850 | 9344
4 0455 | 1353 | 2615 | 4060 | 5494 | 6767 | 7798 | 8571
5 0254 | 0821 | 1718 | 2873 | 4159 | 5438 | 660 7576
6 0143 | 0498 | 1116 | 1991 | 3062 | 4232 |5398 | 6472
7 0081 | 0302 | 0719 | 1359 | 2206 | 3208 | 4289 | 5366
8 0047 | 0183 | 0460 | 0916 | 1562 | 2381 | 3326 | 4335
9 0027 | 0111 | 0293 | 0611 | 1091 | 1736 | 2527 | 3423
10 | 0016 | 0067 | 0186 | 0404 | 0752 | 1247 | 1886 | 2650
11 | 0009 | 0041 | 0117 | 0266 |0514 | 0884 | 1386 | 2017
12 | 0005 | 0025 | 0074 | 0174 | 0348 | 0620 | 1006 | 1512
13 | 0003 | 0015 | 0046 | 0113 | 0234 | 0430 | 0721 | 1119
14 10002 | 0009 | 0029 | 0073 | 0156 | 0296 | 0512 | 0818
15 | 0001 | 0006 | 0018 | 0047 | 0104 | 0203 | 0360 | 0591
16 | 0001 | 0003 | 0011 | 0030 |0068 | 0138 | 0251 | 0424
17 | 0000 | 0002 | 0007 | 0019 | 0045 | 0093 | 0174 | 0301
18 0001 | 0004 | 0012 | 0029 | 0062 | 0120 | 0212
19 0001 | 0003 | 0008 | 0019 | 0042 | 0082 | 0149
20 0000 | 0002 | 0005 | 0013 | 0028 | 0056 | 0103
21 0001 | 0003 | 0008 | 0018 | 0038 | 0071
22 0001 | 0002 | 0005 | 0012 | 0025 | 0049
23 0000 | 0001 | 0003 | 0008 | 0017 | 0034
24 0001 | 0002 | 0005 | 0011 | 0023
25 0001 | 0001 | 0003 | 0008 | 0016
26 0000 | 0001 | 0002 | 0005 | 0010
27 0001 | 0001 | 0003 | 0007
28 0000 | 0001 | 0002 | 0005
29 0001 | 0001 | 0003
30 0000 | 0001 | 0002
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g.5-nji tablisanynn dowamy

{ 9 10 11 12 13 14 15 16
X
1 0.999 | 0.999 | 0.989 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
4 8 9 0 0 0 0 0
2 9915 | 9963 | 9985 |9994 | 9998 | 9999 | 1.000 | 1.000
0 0
3 9643 | 9814 | 9907 |9955 | 9979 |9991 | 0.989 | 0.999
6 8
4 9114 | 9473 [ 9699 |9834 |9912 |9955 | 9977 | 9989
5 8343 | 8913 | 9312 | 9580 | 9752 | 9858 | 9921 | 9958
6 7399 | 8153 | 8734 | 9161 | 9462 | 9665 | 9797 | 9881
7 6371 | 7254 | 7991 | 8576 | 9022 | 9347 | 9576 | 9733
8 5341 | 6288 | 7133 | 7851 | 8436 | 8893 | 9238 | 9489
9 4373 | 4321 | 6219 | 7029 | 7729 | 8311 | 8775 | 9134
10 | 3505 | 4405 | 5304 | 6160 | 6939 | 7622 | 8197 | 8666
11 | 2757 | 3575 | 4433 | 5289 | 6108 | 6860 | 7526 | 8095
12 | 2133 | 2851 | 3626 | 4457 |5276 | 6063 | 6790 | 7440
13 11626 | 2237 | 2933 | 3690 | 4478 | 5265 | 6023 | 6728
14 11223 | 1730 | 2330 | 3007 | 3738 | 4497 | 5255 | 5987
15 | 0909 | 1321 | 1825 | 2414 | 3074 | 3782 | 4514 | 5246
16 | 0669 | 0996 | 1411 | 1912 | 2491 | 3134 |3821 | 4530
17 10487 | 0744 | 1079 | 1496 | 1993 | 2562 | 3189 | 3856
18 | 0352 | 0550 | 0816 | 1157 | 1575 | 2068 | 2627 | 3239
19 0252 | 0403 | 0611 | 0885 | 1231 | 1649 | 2137 | 2687
20 | 0179 | 0293 | 0453 | 0671 | 0952 |1301 |1719 | 2202
21 | 0126 | 0211 | 0334 | 0504 |0729 | 1016 | 1368 | 1785
22 | 0089 | 0151 | 0244 | 0375 | 0554 | 0786 |1078 | 1432
23 | 0062 | 0107 | 0177 |0277 | 0417 | 0603 | 0841 | 1137
24 0043 | 0076 | 0127 | 0203 | 0311 | 0458 | 0651 | 0895
25 | 0030 | 0053 | 0091 | 0148 | 0231 | 0346 | 0499 | 0698
26 | 0020 | 0037 | 0065 | 0107 |0170 | 0259 | 0380 | 0540
27 | 0014 | 0026 | 0046 | 0077 | 0154 | 0193 | 0287 | 0415
28 | 0010 | 0018 | 0032 | 0055 | 0090 | 0142 | 0216 | 0316
29 | 0006 | 0012 | 0023 | 0039 | 0065 | 0104 | 0161 | 0239
30 | 0004 | 0009 | 0016 | 0028 | 0047 | 0076 | 0119 | 0180
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g.6-njy tablisa

PA)=1- Z?i_m(—l)je_zjzaz funksiyanyn bahalary

» P |n~ |POY |x P |n | PO

0.00 | 1.0000 | 0.45 | 0.9874 | 0.90 | 0.3927 | 1.70 | 0.0062

0.05 | 1.0000 | 0.50 | 9639 |0.95|3275 |1.80 0032

0.10 | 1.0000 | 0.55 | 9228 |1.00 | 2700 |1.90 | 0015

0.15 | 1.0000 | 0.60 | 8643 | 1.10 | 1777 |2.00 | 0007

0.20 | 1.0000 | 0.65 | 7920 |1.20 | 1122 | 2.10 | 0003

0.25|1.0000 | 0.70 | 7112 [1.30 | 0681 |2.20 | 0001

0.30 | 1.0000 | 0.75 | 6272 |1.40 | 0397 | 2.30 | 0.0001

0.35]0.9997 | 0.80 | 5441 | 1.50 | 0222 | 2.40 | 0.0000

0.40 | 0.9972 | 0.85 | 4653 |1.60 | 0120 | 2.50 | 0.0000
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