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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban saia, erkana yurdum,
Mert pederlent ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garassyz topragyn nurdur,

Baydagyn belentdir diinyén 6niinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryn téji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizi ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymy?z.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryn téji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



SOZBASY

Berkarar dowletin bagtyyarlyk dowriinde Tiirkmenistanyn
Prezidenti Gurbanguly Berdimuhamedowynl ylym, bilim ulgamyny
mundan beylédk-de dsdiirmek we kémillesdirmek baradaky Karar-
larydyr, Permanlary okuw mekdeplerinin dhli derejelerinde, sol sanda
yokary okuw mekdeplerinde okuw maksatnamalaryny tédzeden goz-
den gecirip, olary dowriin osen talaplaryna layyklykda isldp tayyar-
lamaga hem-de sol okuw maksatnamalarynyn esasynda okuw kitap-
laryny we okuw gollanmalaryny yazmaga uly itergi berdi.

Watanymyzyi geljegi bolan 6siip gelydn yas nesli ylymly, bilim-
li, akylly, payhasly hiindirmenler edip yetisdirmek baslangy¢ synplar-
dan baglanyar. Sebdbi baslangyc synplarda dhli bilimlerin diiybi tu-
tulyar. Diymek, baslangy¢ synp mugallymlarynyni hiindr tayyarlygy
diinyénin 0sen dowletlerinin derejesinde bolmalydyr.

Matematika adamzat durmusynda onun giindelik amaly iglerinin
netijesinde yiize ¢ykan ilkinji ylymdyr diyip hasap edilydr we ol biziii
giinlerimize ¢enli kdp asyrlyk taryhy 6siis yoluny gecdi. Sonun {igin
kitapda teoretiki maglumatlar bilen bir hatarda, matematika ylmynyn
Ostis taryhyna degisli gyzykly maglumatlar berilyar.

Size hodiirlenyén bu okuw kitaby yokary okuw mekdepleriniii
«Baslangy¢ bilimiii mugallymgylygy» hiinédriniii matematika dersininl
okuw maksatnamasy esasynda tayyarlanyldy.

Kitap yedi bapdan ybarat bolup, olarda berilydn okuw maglu-
matlary sada, diisniikli hem-de ylmy dilde beyan edildi.

Baslangy¢ synp mugallymynyn matematiki tayyarlygy «Kopliik-
ler we olaryn iistiinde amallar» diyen bdliimden baslanyar. Seyle-de,
kopliiklerin berlis usullaryna, olaryn iistiinde gecirilydn amallara, hé-
siyetlerine ayratyn iins berilyar.



«Matematiki logikanynl elementleri» diyen boliimde talyplara
difie bir logikanyn esasy diislinjelerini 6wretmek bilen ¢dklenmén,
eysem, olaryn umumy logiki sowatlylygyny kdmillesdirmegi g6z
oniinde tutulyar.

Deiilemeleri we densizlikleri ¢ozmek usuly dwredilende, olaryn
has ¢ylsyrymlylaryny ¢6zmeklige yykgyn etmin, eysem, talyplaryn
yonekey denlemeleri we densizlikleri matematiki teoriyanyn
esasynda ¢oziip bilmeklerini gazanmagy g6z oOniinde tutulyar.
Gatnasyk diyen boliim iki kopliigin elementlerinini we bir kopliigin
elementlerinin arasyndaky gatnasyk diyen diisiinjeleri 6z igine alyar.
Binar gatnasygynyn berlisine hususan-da gatnasygyn iki tiytgeyédn
ululykly denilemelerin komegi bilen berligine ayratyn {ins berilyér.

Geljekki baslangy¢ synp mugallymlarynynn geometriki tayyar-
lygy esasy geometriki diisiinjelere seretmek we «Geometriki 6zgert-
meler» boliiminin soraglaryny 6zlesdirmek arkaly amala agyrylyar.

«Otrisatel dil bitin sanlar» boliimi éwredilende talyplara otrisa-
tel dédl bitin sany kesgitlemeklige iki diirli gemelesméni dwretmegi,
otrisatel dal bitin sanlary kesgitlemige aksiomatiki ¢6zmekde ilki
bilen, Peanonyn aksiomalaryny peydalanmagy hem-de gosmagy we
kopeltmegi aksiomatiki kesgitlemegi saylap aldyk. Su boliimde natu-
ral san we nol san diisiinjelerini sonun yaly-da jem, tapawut, kopelt-
mek hasyl, pay diyen diislinjeleri dwretmek esasy orny tutyar.

Hasaplanys sistemalary bilen baglanysykly soraglar éwredilen-
de, onluk hasaplayys sistemasynda sanlaryn iistiinde ge¢ilydn amalla-
ra kop iins berdik.

«San baradaky diistinjani gifieltmek. Ululyklar we olary 0lge-
mek» bolimi dwretmek kesimleri dlcemek diisiinjesine esaslanyp
owredilyér. Sonun tigin ilki bilen polozitel hakyky sanlar dwredilyir,
sofira ululyklar we olary 6l¢emek diistinjesi girizilip, nol san we otri-
satel hakyky sanlar 6wredilyar.



KOPLUKLER
TEORIYASYNYN WE
KOMBINATORIKANYN
ELEMENTLERI

§1. Kopliikler barada esasy diisiinjeler

1. Kopliik diisiinjesi

Kopliikler teoriyasy XIX asyryn soniunda gorniikli nemes mate-
matigi Georg Kantor tarapyndan esaslandyryldy. Bu teoriyanyn esasy
diistinjeleri we usullary hazirki wagtda dine bir matematikanyn diirli
pudaklaryna dél, eysem, beyleki ylymlarynam kopiisine ornasdyryldy
we ustiinlikli ulanylyar.

Taze diislinje kesgitlenende onden anyk, belli diisiinjelerden
peydalanyarlar. Sonuni {igin #hli diisiinjelere kesgitleme bermek
miimkin dil. Kébir diisiinjelere esasy diisiinje hokmiinde kesgitleme
berilmén kabul edilyér. Biz eyydm geometriyanyn mekdep kursunda
seyle diisiinjeler bolan nokat, goni ¢yzyk, tekizlik we basgalar bilen
tanysdyk.

«Koplikk», «kopliigin elementleri» baradaky diisiinjeler mate-
matikanyn esasy diistinjeleridir. Bu diislinjeler kesgitlenmeyir, olaryn
manysyny mysallaryn kdmegi bilen diistindirmek bolar.

Kopliik diylende, biz haysy-da bolsa bir hisiyet (nysan) boyun-
ca birlesdirilen zatlaryn (obyektlerin) toplumyna, yygyndysyna
diisiinydris. Kopliigi diizydn zatlara (obyektlere) onuii elementleri

diyilyar.
Kopliikler bas latyn harplary 4, B, C, ..., Z bilen, olaryn ele-
mentleri bolsa, setir latyn harplary a, b, c, ..., z bilen bellenilyér.

Kopliigin yazgysynda {...} gorniisli yaylardan peydalanarys.
Kopliigi diizydn elementleriii sanyna baglylykda tiikenikli we tii-
keniksiz kopliikler bolyarlar. Eger kopliiginn elementlerinin mukdar
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sany kébir natural san bilen ¢éklenen bolsa, onda ona tiikenikli kopliik

......

1-nji mysal

a) 1-den 100-e ¢enli natural sanlaryn kopliigi (tiikkenikli kopliik);

b) Yer sarynyi tokaylaryndaky agaglaryin kopliigi (tiikenikli
kopliik);

¢) tekizlikdéki dhli ticbur¢luklaryn kopliigi (tiikeniksiz kopliik);

d) ahli bitin sanlaryn kopliigi (tiikeniksiz kopliik).

Koplik we onun elementlerinin arasynda «degisli bolmaky
gatnasygy bardyr. Eger a element A4 kopliige degisli (4 kopliik a ele-
menti 6ziinde saklayan) bolsa, onda ol a € 4 gorniisinde bellenilyér.
a ¢ A vya-da a € A belgiler a elementin A4 kopliige degisli dildigini
anladyar.

Kopliiklerin elementleri yazylanda tertip saklanylmayar: {1, 2, 3};
{2,1,3}; {3, 2, 1} yazgylar sol bir ii¢c elementli kopliigi ailladyar.

Hig bir elementi 6ziinde saklamayan kopliige bos kopliik diyil-
yér. Bos koplik @ belgi bilen belgilenilydr. Meselem, x> + 1 = 0
deileménin hakyky koklerinin kopliigi bos kopliikdir. Burglarynyii
jemi 180°-dan tapawutly tigbur¢luklar hem bos kopliigi emele getir-
yarler.

Kopliik bir elementden ybarat bolup biler. Yone, a element bilen
bu yeke-tidk elementin {a} kopliigini berk tapawutlandyrmak gerek.
Bu yerde a — element, {a} bolsa, a elementden diiziilen bir elementli
kopliigi anladyar.

2. Kopliiklerin berlis usullary

.....

rrrrrr

Kopliiklerin berliginin iki usulyna seredelifi.

1. Sanap gecme usuly

Kopliik 6ziinin dhli elementlerini sanap ge¢mek usuly bilen beril-
yar. Meselem, 4 = {1, 2, 3, 4}.

Bu usul dine tiikenikli, onda-da elementleriniii sany kdp bol-
madyk kopliikleri bermek ii¢in ulanylyar.
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2. Kopliigii elementlerine mahsus bolan umumy hésiyeti
gorkezmek bilen bermek usuly

Kopliigi onuit hemme elementlerine mahsus bolan tapawut-
landyryjy hésiyeti gérkezmek bilen bermek bolyar. Bu hisiyet kibir
elementin seredilydn kopliige degislidigini ya-da degisli déldigini
berkarar edyir. Kopliikler bu usul bilen berlende seyle yazgydan pey-
dalanylyar: 4 = {x|P(x)}.

Yazgyny seyle okamak miimkin: «4 kopliik P hasiyetli x ele-
mentlerden diiziilipdir». Bu yerde figuralayyn yaylar «kopliik», dik
cyzyk bolsa «seyle ..., yagny» sozlerini ailladyarlar.

2-nji mysal

a) A = {x|x —iki belgili san} — dhli iki belgili sanlaryn kopliigi.

b) B = {x|x > 0} — ahli polozitel hakyky sanlaryn kopliigi.

2-nji mysaldan gorniisi yaly, kopliigi bermegin seredilydn usuly
bilen hem tiikenikli, hem tiikeniksiz kopliikleri bermek miimkin.

Sol bir kopliigi 6z elementlerinin diirli hasiyetlerini gorkezmek
bilen bermek bolar. Meselem, kwadratlaryn kopliigini taraplary den
bolan goniiburgluklar h6kmiinde-de, burglary géni romblar hokmiin-
de-de bermek bolyar.

Kaébir kopliikler iki usul bilen hem berlip bilner. Meselem, 25 we 32
sanlaryn aralygyndaky natural sanlaryn kopliigini 4 = {x|25 <x <32}
ya-da 4 = {26, 27, 28, 29, 30, 31} gorniisinde bermek bolar.

Baslangy¢ synp okuwgylary matematika sapaklarynda kopliigi
bermegiin bir usulyndan beylekisine ge¢cmek bilen baglanysykly
gontikmeleri yerine yetirydrler. Meselem, «11 sandan uly we 20 san-
dan kigi sanlary yazyny», «5-den kigi sanlary yazyn» we s.m.

3. Bolek kopliik. Den kopliikler
Goy, iki 4 we B kopliikler berlen bolsun.

1-nji kesgitleme. Eger B kopliigin her bir elementi ol bir wagt-
da A kopliige hem degisli bolsa, onda B kopliige 4 kopliigin bolek

------

BcA (2)
gorniisde yazylyar.
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Eger B c 4 bolup, 4 koplikde B kopliige degisli bolmadyk i
bolmanda bir element bar bolsa, onda B kopliige 4 kopliiginn hususy

Bolek kopliigin kesgitlemesinden 4 c 4 bolyandygy gelip ¢yk-
yar. Ondan basga-da, @ c 4 hasaplanylyar.

A we O kopliiklere 4 kopliigin hususy dél bolek kopliikleri di-
yilyar.

A kopliigin elementlerini kdbir gogmaca hésiyetleri boyunga to-
parlap, olardan A4 kopliigin bolek kopliiklerini diizmek bolar.

Hususan-da, kopliigin elementlerine mahsus bolan umumy hési-
yeti gorkezip bermek usuly hem bolek kopliik diisiinjesine esaslanyar.

3-nji mysal

a) eger A — baslangy¢ biliminn mugallymgylygy boliiminin ta-
lyplarynyn kopliigi, B — sol boliimin 1-nji yyl talyplarynyn kopliigi
bolsa, onda B c 4 bolar;

b) goy, 4 ={1,2,3,4,5,6}, B={2,4}, C={1, 2,7} bolsun.
Onda, Bc A emma C & A;

¢) goy, 4 kopliik dortburgluklaryn kopliigi bolsun. Onda, dort-
burc¢luklaryn i¢inden jiibiit-jlibiitden parallel bolan dortburgluklary
(parallelogramlary) saylap, 4 kopliigiii bolek kopliigi bolan B kopliigi
diizmek bolar.

Bellik. «e» we «o» belgiler ulanylanda kopliiklerinn element-
leriniii hem kopliikler bolup biljekdigini unutmaly dildiris. «o» belgi
dine iki kopliigin arasynda goyulyar. «e» belgi bolsa elementin (ol 6z
gezeginde kopliik hem bolup biler) we kopliigin arasynda goyulyar.

4-nji mysal

A={a, b, {a}, {a, b}} koplik berlen bolsun. Onda,

a)a € A;b) {a} e A;¢)acA;d)bcA;e) {b} € A;8) {a, b} cA;
f) {a, b} € A4 tassyklamalar dogrumy? 1-nji kesgitlemd we mysalyn
sertine layyklykda a); b); 4); f) tassyklamalar dogry. ¢); e); d) tassyk-
lamalar bolsa nidogrudyr.

2-nji kesgitleme. Eger 4 we B kopliikler ii¢in, sol bir wagtda
B c A we A c Bbolyan bolsa, onda 4 we B kopliiklere deni kopliikler

......
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Bu kesgitlemeden kopliiklerin dendigini subut etmegin bir
usuly gelip ¢ykyar. 4 = B deiiligi subut etmek ii¢in birinjiden B c 4,
ikinjiden 4 c B bolyandygyny gorkezmek zerur hem yeterlikdir.
Yagny islendik x € 4 bolyanlygyndan y € 4 gelip ¢ykyandygyny
we islendik y € B bolyanlygyndan y € 4 gelip ¢ykyandygyny tas-
syklamak gerek.

Bellik. Kopliikler teoriyasynda «denn kopliikler» diistinjesi
kopliikleriii gabat gelmegi manysynda ulanylyar. Yagny eger 4 we
B kopliikler dent bolsalar, onda olar diirli hili bellenen sol bir kop-
likkdir. Su nukdaynazardan, meselem, ii¢ tegelekden we ii¢ kwad-
ratdan ybarat kopliikler gabat gelmeyandikleri ligin 6zara den dal-
dirler.

5-nji mysal

A={a, b, c} we B={a, {b, c}} koplikler defimi?

B kopliikde b elementin yokdugy sebipli, 4 we B kopliikler 6za-
ra den déldirler. Kopliiklerin 6zara gabat gelmeyéndiklerini subut
etmegin su usulyny umumylasdyryp meseleler ¢oziilende ginden ula-
nylyan tassyklama alarys. Kopliiklerin haysy-da bolsa birinde beyle-
kisine degisli elementlerin i bolmanda biri yok bolsa, onda bu kop-
liikkler 6zara den déldirler.

Goy, A kopliik tiikenikli bolsun we onun n elementi bar diyelin.

Teorema. n elementli 4 kopliigin dhli bolek kopliiklerinin sany
2"-¢ dendir.

Goy, n =1 bolsun, yagny 4 = {a}. Onda, 4 kopliigin iki 2' = 2;
@ we {a} bolek kopliikleri bardyr. Edil seyle » = 2, n = 3 bolanda
A kopligin bolek kopliiklerinin sanynyn degislilikde, 2% = 4, 2° = 8
bolyandygyny hasaplamak kyn dildir. Dogrudan-da, eger 4 =
= {a, b, c} elementlerden ybarat bolsa, onda onun bolek kopliikle-
rinin : @; {a}; {b}; {c}; {a, b}; {a, c}; {b, c}; {a, b, ¢} jemi sany
2% = 8- dendir.

Goy, indi 4 kopliigii n elementi bar we onun bdlek kopliiklerinii
sany 2"-¢ den diyeliil. 4 kopliige yene kibir elementi gosalyn. Onda,
onui elementlerinin sany (z + 1)-e den bolar. Bu yagdayda 4 kopliigin
bolek kopliiklerinin sany ndhili Giytgér?
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Téze gosulan element 61iki 2” sany bolek kopliiklerin her biri bi-
len bilelikde yene 2" bolek kopliigi emele getirer we netijede, bolek
kopliiklerin jemi sany 2" + 2" = 2"*!-¢ den bolar. Diymek, 4 kopliigin
bolek kopliiklerinini sany difie A kdpliigin elementleriniii sanyna bag-
lydyr; A kopliik n elementden ybarat bolsa, onunl bolek kopliikleriniii
sany 2"-e barabardyr.

A kopligin dhli bolek kopliiklerinini toplumyna A kopliiginn bule-

Berlen kopliikde bellenen hisiyetli elementlerini bolek kopliigi-
ni tapawutlandyrmak basarnygy difie bir matematikada dél, eysem,
giindelik durmusda hem wajypdyr. «Kopliik», «Bolek kopliik»
diistinjeleri matematikanyn baslangy¢ kursunda gds-goni owrenil-
meyar, yone kabir kopliigiit bolegini boliip ayyrmaga degisli mese-
leleri okuwgylar kop ¢ozyarler. Meselem: «9-dan 20-4 ¢enli sanlaryn
kopliiginin bir bolegi berlipdir. Beyleki galan sanlary tapmaly»,
«Berlen ti¢gburgluklaryn i¢inden goniiburgly tigburcluklary saylap
gorkeziiy we g.m.

Seyle mysallary ¢c6zmek kopliigi kdbir nysanlaryin kdmegi bilen
hisiyetlendirmek, berlen kopliikde kdbir nysan boyunca bolek kop-
liigi tapawutlandyrmak, sol bir kopliikde diirli bolek kopliikleri gor-
mek yaly basarnyklary kemala getiryar. Kopliigin bolek kopliiklerinini
sanyny hasaplamaga degisli goniikmeler hem peydalydyr, sebébi olar
okuwgylarda kombinatoriki pikirlenménin déremegine we kem-kem-
den 0smegine getiryar.

4. Kopliiklerin tekizlikde sekillendirilisi.
Uniwersal koplitk

Kopliikler teoriyasynyn dilinde islendik geometrik figura no-
katlaryn kopliigi hokmiinde kabul edilyar. Su nukdaynazardan is-
lendik geometrik figurany tekizligin ya-da ginisligin bolek kopliigi
hokmiinde kesgitldp bolar. Seylelikde, her bir geometrik figura tigin
sol figura mahsus bolan we ony beylekilerden tapawutlandyryan
hisiyet gorkezilyar. Meselem: «Towerek — bu tekizlikde berlen no-
katdan (merkez) berlen aralyga (radius) denidaslasan dhli nokatlaryn
kopliigidiry.
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Kopliiklerit we olaryil hésiyetlerinin
manysynynl has diigniikli bolmagy {i¢in
Eylerin tegelekleri diylip atlandyrylyan
cyzgylardan peydalanyarlar. Bu ¢yzgylarda
kopliikler elementlerinin sanyna bagly bol-
mazdan yapyk ¢yzygyin icki nokatlarynyn
toplumy gorniisinde sekillendirilyar.

1-nji suratda 4, B we C kopliikler se-
killendirilen. Bu suratdan 4 c B, B c C we 1-nji surat
A c C bolyandygy goriinyr.

Kopleng, seredilydn dhli kopliikler kdbir I kopliigin bolek kop-
liikleri bolup duryarlar. Seyle yagdayda bu I kopliige uniwersal kop-

......

aQ

6-njy mysal

a) goy, I baslangy¢ bilimifi mugallymgylygy bdliiminin talyp-
larynyn kopliigi bolsun. Onda I kopliikk asakdaky kopliikler iigin
uniwersal kopliikdir:

A — baslangyc¢ biliminn mugallymgylygy boliiminini 1-nji yyl ta-
lyplarynyn kopliigi;

B — baslangy¢ bilimint mugallymg¢ylygy boliiminde okayan og-
lanlaryn kopliigi;

C — baslangyc¢ biliminn mugallymg¢ylygy boliiminde okayan gyz-
laryn kopliigi we s.m.

b) dhli parallelogramlaryn I kopliigi gontiburcluklaryn, romb-
laryn, kwadratlaryn kopliikleri ti¢in uniwersal kopliikdir.

Uniwersal kopliik tekizlikde goniiburcluk, bolek kopliikler bolsa
tegelekler gorniisinde sekillendirilyér (2-nji surat).

1

2-nji surat




I bap

5. San kopliikleri

Eger kopliigin elementleri sanlar bolsa, onda ona san kopliigi
kopliikleri 6wrenilyér. Olar ticin yorite bellik kabul edilendir:

N —natural sanlar kopligi, N= {1; 2; 3; ...};

Z — bitin sanlar kopliigi, Z= {...; -2;-1;0; 1; 2; ...};

Q —rasional sanlar kopliigi;

R — hakyky sanlar kopliigi.

Bu san kopliiklerini tekizlikde seyle
sekillendirmek bolar (3-nji surat).

San kopliiklerini  ya-da olaryn
bolek kopliklerini kesimlerin {isti bi-
len hem anlatmak bolar. Bu kesimler
ticin seyle bellik girizyéris. Bu yerde a

3-nji surat we b hakyky sanlar kesimiii uglaryny
anladyar:

R(O

A= {xla<x<b} . GO vapyk kesim;

A= {x|la<x<b} (@b | acyk kesim;

A={xla<x<b} o (@b] asakdan acyk we yokardan yapyk kesim;
A= {xla<x<b} 14D agakdan yapyk we yokardan acyk kesim;
A= {x|x>a} @ to) asakdan agyk we yokardan ¢éksiz kesim;

A= {x]x>a} .1%7) agakdan yapyk we yokardan ¢iksiz kesim;

A= {x|x <a} (£, @) asakdan ¢éksiz we yokardan acyk kesim;
A= {x|x<a} o d] | asakdan ¢éksiz we yokardan yapyk kesim.
Baslangy¢ synplarda kici yasly mekdep okuwgylary natural
sanlar kopliiginini diirli bolek kopliiklerini: tdk we jiibiit natural san-
lary, berlen natural sanyn boljileriniii kopliigini, yonekey we diiz-
me sanlary we s.m. Owrenyarler. Su nukdaynazardan natural sanlaryn
kopliigi arifmetika ticin uniwersal kopliikdir, onda natural sanlaryn
elementleriniit we bdlek kopliikleriniii hasiyetleri Gwrenilyér.
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§2. Kopliikler iistiinde amallar

Kopliiklerin tistiinde diirli amallary gegirip, berlen kopliiklerden
tize kopliikleri emele getirip bolyar.

1. Kopliiklerin birlesmesi

1-nji kesgitleme. 4 we B kopliiklerin in bolmanda birine degisli
bolan dhli elementlerinn C kopliigine bu kopliiklerin birlesmesi diyil-
yvar we C = A U B gorniisinde bellenyér. Bu yerde U — birlesme amaly-
nyn belgisi.
Seylelikde,
C=A4AUB = {x|x € A ya-dax € B}. (1)

Kopliiklerini birlesmesi hemise bardyr we ol yeke-takdir.

Eylerin tegeleklerinin komegi bilen kopliiklerin birlesmesi tekiz-
likde seyle sekillendirilyér (4-nji surat).

A we B kopliklerin ikisini-de degisli elementler kopliigin dine
bir gezek hasaba alynyar.

Eger A we B kopliikler tiikenikli bolup, olaryil elementleri sa-
namak usuly bilen berlen bolsa, onda 4 U B kopliigi diizmek {i¢in,
bu elementlerin hemmesini yazmak gerek. Eger 4 we B kopliikler
elementlerine mahsus umumy hisiyetler bilen berlen bolsalar, onda
A U B kopliigi diizmek {i¢in, bu hisiyetler «ya-da» baglayjy bilen
baglanysdyrylyar.
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1-nji mysal

a) goy, A =1[1;2;3;4; 5} we B= {2; 3;5; 7} kopliikler berlen
bolsun. Onda, 4 U B = {1; 2; 3;4;5;7};

b) goy, 4 — ték natural sanlaryn kopliigi, B — bolsa 3-e kratny na-
tural sanlaryn kopliigi bolsun. Onda 4 U B kopliik 6ziinde 3-e kratny
ya-da tik natural sanlary saklayar: {1, 3,5,6,7,9,...}.

Kopliiklerini birlesmesi amaly seyle hasiyetlere eyedir:

1. Islendik 4 we B kopliik iicin, kommutatiwlik (orun ¢algyrma)
kanuny yerine yetyindir: A U B = B U 4.

2. Islendik 4, B, C kopliikler ii¢in assosiatiwlik (utgasdyrma) ka-
nuny yerine yetyéndir: (AU B)U C =4 U (BU ().

3. Eger B C A bolsa, onda 4 U B = 4. Hususan-da, islendik kop-
lik icgint AUA=A4,AUQ=A4; AUl =1

Kopliikleriit birlesmesiniii 1-nji we 3-nji hédsiyetleri gos-goni
I-nji kesgitlemeden gelip ¢ykyar. Birlesménin assosiatiwlik kanu-
nynyn dogrudygyna Eylerin tegelekleriniit komegi bilen ansat goz
yetirmek bolar (5-nji surat).

Kopliiklerini birlesmesinin assosiatiwlik kanuny skobkalary tas-
lap yazmaga miimkingilik beryér.

Kopliiklerini islendik (tiikenikli ya-da tlikeniksiz) sanynyn bir-

lesmesi U A, n & Nbilen belleniljar. U A, kopliik, 4, koplikleriti

in bolmanda birine degisli bolan @hli elementlerini toplumydyr. Me-
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selem, natural sanlaryni N kopliigi birbelgili (4,), ikibelgili (4,), ...,
kopbelgili (4), ... kopliklerif birlesmesidir.

2. Kopliiklerin kesismesi

2-nji kesgitleme. 4 we B kopliiklerin sol bir wagtda ikisine-de
degisli bolan dhli elementlerinn C kopliigine bu kopliiklerin kesismesi
diyilydar we C= 4 N B gorniisinde bellenyér. Bu yerde «N» — kesisme
amalynyn belgisi.
Seylelikde,
C=ANB={x|x e Awex € B}. (2)

Kopliikleriii kesismesi hemise bardyr we ol yeke-tdkdir. Eylerin
tegeleklerinin komegi bilen kopliiklerin kesigsmesini tekizlikde seyle
sekillendirmek bolar (6-njy surat).

A we B kopliiklerin umumy elementleri yok bolsa, 4 N B = O
diylip hasaplanylyar.

Eger 4 we B kopliikler tiikenikli bolup, olaryi elementleri sana-
mak usuly bilen berlen bolsa, onda 4 N B kopliigi diizmek iicin, 4 we
B kopliiklerin umumy elementleri yazylyar. Eger 4 we B kopliikler
elementlerine mahsus umumy hésiyetler bilen berlen bolsalar, onda
bu 4 N B kopliigi diizmek ii¢in, bu hésiyetler «<we» baglayjy bilen
baglanysdyrylyar.

2-nji mysal

a) goy, A ={a.b,c, A} we B ={c, A, d, o} kopliikler berlen bol-
sun. Onda, 4 N B = {A, c}.

b) goy, A — dhli goniiburcluklaryn kopliigi, B — dhli romblaryn
kopliigi bolsun. Onda, 4 N B — sol bir wagtda goéniibur¢cluk we romb
bolyan, yagny éhli dortburgluklaryn kopliigi bolar.

7
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Kopliiklerini kesismesi amaly seyle hésiyetlere eyedir:

1. Islendik 4 we B kopliikler ticin kommutatiwlik (orun calsyr-
ma) kanuny yerine yetyéndir: (AN B)NC=4N (BN C).

2. Islendik 4, B, C kopliikler ti¢in assosiatiwlik (utgasdyrma) ka-
nuny yerine yetyindir: (AN B)NC=4N (BN O,

3. Eger A c B, bolsa, onda 4 N B = A. Hususan-da, islendik 4
koplik tigin, ANA=4;ANO=D; ANIT=A.

Kopliiklerin kesismesiniit 1-nji we 3-nji hisiyetleri gos-goni
2-nji kesgitlemeden gelip ¢ykyar. Kesisme amalynyn assosiatiwlik
hésiyetinin bardygyny subut edelifn. Subutnamada iki kopliigin den-
digini anyklamaga miimkingilik beryén bir usuldan peydalanalym.

a) goy, x element (4 N B) N C kopliigin islendik elementi bolsun.
Ondax e ANB we x € C.Buyerdenx € 4 wex € Bhem-dex € C
ya-dax € A wex € BN C. Diymek,

xeAN(BNC) we (ANB)NCcAN(BNC). (*)

b) goy, indi y element 4 N (B N C) kopliigin islendik elementi
bolsun.Onday e Awey e BNC.Buyerdenye Awey e Bwey e C
yva-da y € A N B. Diymek,

yedAnNB)NC we ANMBNC)cAnB)NnC. (**)

Den kopliiklerin kesgitlemesine we (*), (**) gord (A NB)N C =
= A N (B N C) bolyandygyny anyklayarys.

Kopliiklerin kesismesinin utgasdyrma kanunynyn Eylerin te-
gelekleriniil kdmegi bilen sekillendirmek bolar (7-nji surat).

(ANB)NC

7-nji surat
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2-nji kesgitlemé menzeslikde kopliiklerin islendik (tiikenikli we
tiikeniksiz) sanynyn kesismesi kesgitlenyar. 4,, 4,, ..., 4 ,, ... koplik-

ler berlen bolsun. Onda, olaryn kesigsmesi Ln_JlAa, n € N bilen bel-

lenyir; LiJlAa kopliik 4, kopliiklerin her birine degisli bolan &hli

elementlerinl toplumydyr.

3. Kopliiklerin birlesme we kesisme amallary
iicin kanunlar

Kopliiklerii iistiinde gegirilydn birlesme we kesisme amallary
0zara distributiwdir.
1.AUB)NC=(ANC)U (BN C)—birlesmé gord kesisménin

paylasdyrma kanuny. 3)
2.ANB)UC=(AUC)N(BU C)— kesisma gord birlesménin
paylasdyrma kanuny. 4)
3. AN(AUB)=A| ., ..
ki lary.
4 AU(ANB) = A} sindirme kanunlary 5)

Bu kanunlarynn dogrudygyny Eylerin tegeleklerininn komegi bi-
len anyklap bolar. Meselem, sindirme kanunlary tekizlikde seyle
sekillendirilyar (8-nji surat).

3-nji mysal. (4 UB)N C= (4N C)U (BN C)deiligin subudyny
getirelin.

AN y4
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1. Goy,x €e (AUB)N C.Onda, x € AU Bwex € C. Buyerden
xeAya-dax e B we x € C,diymek,x e ANC ya-da xe BNC
wex € (AN C)U (BN C). Netijede,

AUB)NCcANnC)UBNO). *)

2. Goy,indiy e ANC)U (B NC).Onday e 4n C ya-da
yeBNC Buyerdeny e Awey e Cya-day € Bhem-dey € C.
Diymek, y € (4 U B) N C. Netijede,

AANnC)u BNCO)c(AUB)NC. (**)

(*) we (**) gatnasyklardan (A UB) N C=ANC)U (B N C)
denlik gelip ¢ykyar.

4. Kopliikleri klaslara dagatmak

3-nji kesgitleme. Eger 4 kopligin 4, 4, ..., A bolek koplikleri
1.4 =0;i=1,2,..,n
2.AiﬁAj=®;i7éj;i= 1,2,..,nj=1,2,..,nm

3.04,=A

sertleri kanagatlandyrsa, onda A4 kopliik 6zara kesismeyan bolek kop-
liiklere (klaslara) dagadylandyr diyilydr we 4, 4., ..., A bdlek kop-
liiklere bolsa dagatmanyn klaslary diyilyar.

Kopligi klaslara dagatmak obyektlerin klassifikasiyasyny amala
asyrmakda peydalanylyar. Klassifikasiya — bu kébir hisiyet (nysan)
boyuncga obyektleri klaslara paylasdyrmakdyr. Seylelikde, bir klasyn
obyektleri 6z aralarynda seredilyian hisiyet boyunca menzes bolup,
beyleki klaslaryn obyektlerinden tapawutlanyarlar.

Kopligi klaslara dagatmagy diirli hésiyetler (nysanlar) boyun-
ca gecirmek bolar. Emma bu nysany diiypden erkin saylap bolmayar.
Meselem, talyplaryn kopliigini «x talyp y talyp bilen tanys» diylen
nysan boyunca klaslara dagadyp bolmaz. Dogrudan-da, x talyp y talyp
bilen tanys, y talyp bolsa, z talyp bilen tanys diyip kabul etsek, onda
x, y, z talyplar bir synpa degisli bolmaly. Emma x we z talyplaryn
tanys bolmazlyklary miimkin, yagny bir klasa diirli «hisiyetli» ta-
lyplar diiser.
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Klassifikasiyanyil maksady bilimleri sistema salmakdan yba-
ratdyr. Klassifikasiya matematikada hem ginden ulanylyar. Obyekt-
lerin dogry klassifikasiyasyny ge¢irmegi matematikany okatmakda
ilkibasdan 6wretmek zerurdyr. Baslangy¢ synplaryn matematikadan
okuw kitaplarynda bu babatda mugallyma komek berjek okuw mag-
lumatlary kép. Meselem, geometrik material 6wrenilende (ya-da geo-
metrik figuralar sanamak {i¢in peydalanylanda) tegelegi, ticbur¢lugy,
dortburglugy ya-da goni, yiti, kiitek burglary tapawutlandyrmaga, bir-
belgili we ikibelgili natural sanlary ayry-ayry yazmaga degisli we s.m.
birnd¢e yumuslary hodiirlemek bolar. Beyle yumuslary kem-kemden
¢ylsyrymlasdyrmak miimkin.

S. Kopliiklerin tapawudy. Kopliigin doldurgyjy

4-nji kesgitleme. 4 we B kopliklerin tapawudy diylip, 4 kop-
ligin B kopliige degisli bolmadyk &hli elementlerinin C toplumyna
aydylyar we A/B gorniisinde bellenyar.
Seylelikde,
C=A4/B = {x|x e Awex ¢ B}. (6)

Islendik 4 we B kopliikler tigin seyle tapawut bardyr we ol ye-
ke-tékdir.

Eylerin tegeleklerinin komegi bilen kopliiklerini tapawudyny te-
kizlikde seyle sekillendirmek bolar (9-njy surat).

9-njy surat
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Eger 4 we B kopliikler tiikenikli bolup, olaryn elementleri sa-
namak usuly bilen berlen bolsalar, onda A/B kopliigi diizmek {igin
A kopliige degisli, emma B kopliige degisli dil elementlerini dhlisini
yazmak gerek. Eger A we B kopliikler elementlerine mahsus umu-
my hésiyetler bilen berlen bolsalar, onda 4/B kopliigin elementlerinifi
umumy hésiyeti x € 4 we x ¢ B gorniisde bolar.

Kopliiklerini tapawudynyn kesgitlemesinden gos-goni A/B # B/A
bolyandygy gelip ¢ykyar. Eger A = B bolsa, onda A/B = B/A = Q.

4-nji mysal

a)goy,4={1,2,3,4,5,6} we B=1{2,3,5, 7} bolsun. Onda
A/B={1,4,6} we B/A={T7};

b) goy, A — goniibur¢luklaryn kopliigi, B — romblaryn kopliigi
bolsun. Onda, A/B = C — kwadrat dél goniibur¢luklaryn kopliigi,
B/A=D — kwadrat dél romblaryn kopliigi.

5-nji kesgitleme. Eger B kopliik 4 kopliigin bolek kopliigi bolsa
(B c A), onda, A/B tapawuda B kopliigin 4 kopliige ¢enli doldurgyjy

Seylelikde, doldurgyc amaly kopliikleriii tapawudy amalynyn
hususy yagdayy bolyar. 4 kopliigin uniwersal 7 kopliige ¢enli doldur-
gyjy A’ gorniisinde bellenyir.

Doldurgye amaly we kopliiklerin tapawudy seyle hésiyetlere
eyedir:

1. A" = A — iki gezek doldurma kanuny;

2.ANA"=0;

3.4U4' =1,

4.1 =0,

5.0'=1,

6.1/4=A4",

7. A4/ = O;

8. 0/A =0,

9. 4/0 = 4,

10. 4/4 = O;

11.(ANB)Y=A4"UB',

12.(AUB) =A4A'NB', } -de Morganyn kanunlary.
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13.4/B=A4ANB';

14. A/B = A/A N B;

15. (4/B)/IC = AAB U O);

16. A(B/C)=(4/B) U (4N O);

17. AU (B/C) = (A U B)/(C/A);

18. AN (B/C)=(ANB)(ANC);

19. Eger Bc A, onda A = (4/P) U B;

200AUB=(A/ANB)UB.

1-10-njy hasiyetler kopliigin doldurgyjynyit we tapawudynyn
kesgitlemelerinden gos-goni gelip ¢ykyar. 11-nji hésiyetin dogrudy-
gyny subut edelin: (4N B)' =A4"UB'.

a) goy,x € (AN B),ondax € 4N B, yagny x element 4 we B
kopliiklerin it bolmanda birine degisli dél: x ¢ 4 ya-da x ¢ B. Bu
yerden x € 4" ya-dax € B', diymek, x € A" U B'. Netijede,

(ANB)Y'cA"UB'" (*)

b) goy, indi y € A" U B' bolsun. Onda, y ¢ 4’ ya-day ¢ B’, yagny
y e Aya-day ¢ B,buyerdeny ¢ AN B. Diymek, y € (4 N B)'.

Netijede,

A'"UB' c(ANB). (**)

(*) we (**) detiesdirip, (4 N B)' = A" U B’ bolyandygyny alarys.
12-nji hasiyet hem edil seyle subut edilyér. De Morganyn kanunlaryny
seyle sekillendirmek bolar, (10-njy surat).

A" kopliigi, yagny 4 kopliigin 7 kopliige cenli doldurgyjyny kese
cyzyklar, kopliigi bolsa dik ¢yzyklar bilen bellélin. Cyzgydan gorniisi

10-njy surat
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valy, A N B kesisme hig hili ¢yzyk bilen bellenmeyar. Diymek, 4 we B
kopliiklerin kesismesinin doldurgyjy (4 N B)' kese ya-da dik ¢yzyklar
bilen bellenyér. (4 U B)" kopliik bu ¢yzgyda dik we kese ¢yzyklaryn
kesisyén yerleriniii kopliigidir.

De Morganyn kanunlary kopliiklerin islendik sany {i¢in dog-
rudyr. Bu kanunlara kopliikler teoriyasynda we onuni ulanylysynda
mohiim dhmiyeti bolan ikileyinlik prinsipe esaslanyar. Bu prinsip
kopliikler teoriyasynyn formulalarynda «U» we «N»; @ we [; «o»
we «O» belgilerin 6zara orny calsyrylanda, yene-de bu formula-
laryn biriniit alynyandygyny gorkezyiar. Meselem, subut edilen
(AUuB)NC=AnNCOC) U (BN C) formuladan ikileyinlik prinsipiniii
esasynda «U» we «N» belgileriit ornuny ¢alsyryp, (4 N B) U C =
= (4 U B) N (B U C) formulany alarys.

13-nji hasiyetinn dogrudygyny belldlin.

a) dogrudan-da, goy x € 4/B bolsun. Onda, x € 4 we x ¢ B,
yagny x € 4 we x € B', diymek, x € A N B'. Netijede,

A/BcANB (*)

b)ye ANB,onda,y € Awey e B',yagnyy e Awey ¢ B,
diymek, y € A/B. Netijede,
ANB cA/B. (**)
(*) we (**) denesdirip, A/B = A N B' bolyandygyny alarys (/1-nji
surat).
Bu hisiyet kopliiklerin tapawudyny kopliiklerin kesismesi we
doldurmasy amallaryna syrykdyryp bolyandygyny gorkezyar.

11-nji surat
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Bellik. Kopliiklerin iistiinde ge¢irilydn amallaryn in «giiy¢lisi»
kesisme amaly hasaplanylyar. Sonun {i¢in ilki (skobka yok wagtynda)
kesisme amaly, sofira beyleki amallar tertip boyunca yerine yetirilyar.

6. Kopliikler teoriyasynyn formulalarynyn
algebraik 6zgerdilisi

Kopliiklerin aiilatmalaryny yokarda getirilen formulalardan pey-
dalanyp, algebraik 6zgertmelerin komegi bilen yonekeylesdirmek
bolar.

5-nji mysal

Anlatmalary yonekeylesdirin.

a)(AuB)Nn4',

b) (A/B)/A.

(4 U B) N A" anlatmany yonekeylesdirmek ticin ilki (3) formula-
dan, soiira doldurgy¢ amalynyn 2-nji we birlesménini 3-nji hésiyetle-
rinden peydalanyp, seyle netije alarys:

(AUB)NA'=(ANAYUBNA)=QU(BNA)=BNA"

(4/B)/A anlatmany yonekeylesdirmek li¢in tapawudyn 13-nji,
15-nji doldurgy¢ amalynyn 12-nji hésiyetlerini, kesigsménii assosia-
tiwlik kanunyny we 3-nji hdsiyetini ulanyp alarys:
(4/BYA=AABUA)=AN((BUA))=ANB'NA)Y=ANB' NA"=0.

7. Tiikenikli kopliiklerin birlesmesindiki we
tapawudyndaky elementlerin sany

n(A4) bilen 4 kopliigin elementlerin sanyny bellélin.

1-nji teorema. Islendik iki 4 we B tiikenikli kopliiklerin
birlesmesindiki elementlerii sany

n(4A U B) =n(A) + n(B) —n(4 N B) (7)

formula bilen hasaplanyar.

Subudy. Iki yagdaya seretmelidiris. Eger 4 N B = O bolsa,
n(AU B)=n(A4) + n(B) —n(4 N B) =n(A) — n(B) bolyandygy aydyndyr.
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Eger A N B # O bolsa, onda 4 U B kopliikde 4 we B kopliiklerini
umumy elementlerinin difie bir gezek hasaba alynyandygyny nazarda
tutsak, (7) formulanyn dogrudygy baradaky netijd geleris.

6-njy mysal

30 talypdan ybarat topar matematika we tiirkmen dili dersle-
r1 boyuncga synaglary tabsyrdy. Olardan matematika dersi boyunca
23 talyp, tiirkmen dili dersi boyunca 25 talyp synaglarda dortliik,
baslik bahalary aldylar. Galan talyplar synagda ii¢liik baha, sol san-
da t¢ talyp iki dersden ii¢liik baha aldy. Jemi néce talyp ticliik baha
alypdyr.

Seyle bellik girizydris: 4 — matematikadan {i¢liik baha alan
talyplaryn kopliigi, B — tiirkmen dilinden iicliikk baha alan talyplaryn
kopliigi. Onda, 4 U B — ligliik baha alan dhli talyplaryn kopliigi,
A N B —iki ders boyunga ticliik baha alan talyplaryn kopliigi. Bu yer-
den n(4U B)=n(4) + n(B)—n(ANB)ya-dan(AUB)=7+5-3=09.

2-nji teorema. Islendik A4, B, we C tiikkenikli kd&pliiklerin
birlesmesinddki elementlerini sany

nAUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)y—n(ANB)—
—nANC)—nBNC)+nANnBNC) (8)

formula boyunca hasaplanylyar.

Subudy. 4 U B U C aillatmany birlesminin utgasdyrma kanu-
nyny ulanyp, (4 U B) U C goérniisinde yazalyn. Onda, n(4 U BU C) =
=n((4 U B) U ). 7-nji formuladan peydalanyp alarys:

n((AUB)UC)=n(AUB)+n(C)—n((AUB)NC) =
=n(Ad) + n(B)—n(AN B) +n(C)—n((AU B)n C). 9)

Yone, (A UB)N C— (4N C)U (BN C). Onda, 7-nji formula

boyunca
n((AUB)NC)=n((ANC)UBNC)=nAnC)+nBNC)—
—n((ANO)NBNCO)=nANC)y+nBNC)—n(ANBNCO).

Bu yerde kesisménin utgasdyrma kanunyndan peydalandyk.

n((4 U B) N C) iigin, tapylan bahany 9-njy formula goyup alarys:
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nAUBUC)=n(A)+n(B)—n(4NB)+n(C)—
—nANC)—nBNC)+nAnNBNC)
ya-da gutarnykly
nAUBUC)=n(A)+nB)+n(C)—nANB)—n4NnC)-—
—nANC)—-nBNC)+nAnBNC)
alarys.

7-nji mysal

Bislesige gatnasan 100 okuwgynyn 80-ni algebra, 70-1 geomet-
riya, 60-y trigonometriya degisli, seyle-de 60 okuwcgy algebra we
geometriya, 50 okuwgy algebra we trigonometriya, 40 okuwgy geo-
metriya we trigonometriya degisli meseleleri ¢oziipdirler. 30 okuwgy
hodiirlenen meselelerin Gigiisini hem ¢oziipdir. Nége okuwey hi¢ bir
meseldni ¢6zmandir?

Asakdaky belligi girizelin.

A — algebra, B — geometriya, C — trigonometriya degisli mese-
leleri ¢6zen okuwgylaryn kopliigi bolsun. Onda, 4 U B U C hodiir-
lenen meselelerin in bolmanda birini ¢ézen okuwgylaryn kopliigi-
dir. Sert boyunga n(4) = 80; n(B) = 70; n(C) = 60; n(4 N B) = 60;
n(ANC)=50;n(BNC)=40;n(ANBnNC)=230.

8-nji formula boyunca

n(AUBUC)=80+70+60-60—-50-40+30=90.

Diymek, 100 okuwgydan 90-y i bolmanda bir meseldni ¢oziip-
dir, 10-y bolsa hi¢ bir mesele ¢6zméndir.

3-nji teorema. Islendik 4 we B tiikenikli kopliiklerini tapawu-
dyndaky elementlerin sany

n(A/B) = n(4) — n(A N B) (10)

formula boyunga hasaplanylyar.

Subudy. Tapawudy 14-nji hisiyetine gord 4/B = A/A N B; diy-
mek, n(A/B) =n(4/A N B). A/A N B we A N B kopliikler kesismeyirler,
olaryn birlesmesi bolsa 4 kopliige dendir, yagny (4/ANB)N(ANB)=0
we (4/4 N B) U (4 N B) = A (12-nji surata seret).

Onda, 7-nji formula boyuncga n(4/4 N B) + n(4 N B) = n(A4).



Bu yerden n(4/B) = n(4/A N B) =
n(4) —n(4A N B).

Eger B c A bolsa, A N B = B den
we n(4 N B) = n(B). Diymek, bu yag-
dayda 10-njy formula seyle gorniigde
yazylyar:
12-nji surat n(A/B) = n(A) — n(B). (11)

§3. Kopliiklerin dekart kopeltmek hasyly

1. Tertiplesdirilen jibiit

Iki sany a we b elementden tertiplesdirilen jiibiiti diizmek bo-
lar. Tertiplesdirilen jiibiit iki elementli kdpliikden tapawutlanyar.
Seylelikde, tertiplesdirilen jiibiit — bu kesgitli tertipde yerlesdirilen
iki elementdir. Jiibiitde birinji orny eyeleyian elemente jiibiitiii birin-
ji elementi, ikinjd — jubiitinl ikinji elementi diyilyér. Tertiplesdirilen
jiibiit (a, b) gorniisde yazylyar, yagny (a, b) belgi birinji elementi a
bolan, ikinji elementi b bolan tertiplesdirilen jiibiiti ailadyar. Mese-
lem, 1 we 2 elementlerden bir sany iki elementli kopliigi M = {1; 2}
we diirli iki sany tertiplesdirilen jibiiti (1, 2) hem (2, 1) emele getir-
mek bolar.

Eger tertiplesdirilen jiibiitiil her bir elementini diirli kopliiklerden
alsak, tertiplesdirilen jiibiit diislinjesi has umumylasyar. Meselem,
egerd = {1,2} we B={a, b, ¢} bolsa, onda birinji elementi 4 kdplik-
den, ikinji elementi B kdpliikkden alyp, seyle tertiplesdirilen jiibiitleri
yazmak miimkin: (1, a); (1, b); (2, a); (2, b); (2, ¢). Seylelikde, sol bir
tertiplesdirilen jiibiitin elementlerinin diirli tebigaty bolup biler.

Kopliigin elementlerinden dinie bir tertiplesdirilen jiibiitle-
ri dil-de, tertiplesdirilen tgliikleri, dortliikleri we umuman, n-lik-
leri diizmek bolar. Seylelikde, A4 kopligin elementleriniii  bir-
nice gezek gaytalanmagy miimkin. Meselem, «matematikay sozi
A={m,a,t,e,li, k} kopligin elementlerinden (harplaryndan) diiziilen
tertiplesdirilen onlukdyr.
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2. Iki kopliigin dekart kopeltmek hasyly

1-nji kesgitleme.

A we B kopliklerin dekart kopeltmek hasyly diylip, birinji
elementi 4 kopliikden, ikinji elementi B kopliikden alnyp diiziilen
ahli tertiplesdirilen jiibiitlerin C kopliigine aydylyar we C = 4 x B
gorniisinde bellenyar.

Seylelikde,

C=A4AxB={(x,y)xeAd,yeB}. (1)

1-nji mysal. Goy, 4 = {1, 2, 3}, B = {5, 7} kopliikler berlen
bolsun. Onda,

AxB={(1,5);(1,7);(2,5); (2, 7); (3, 5); 3,7)};
BxA={(5,1);(5,2);(5,3); (7, 1); (7,2); (7, 3)};
AxA=A{(1,1);(1,2); (1,3); (2, 1); (2, 2); (2, 3); 3, 1); (3, 2); (3, 3)};
BxB={(5,5); (5, 7); (7, 7); (7, 5)};

AXD=Q xA=0»

hasaplanylyar.

1-nji mysaldan gorniisi yaly, kopliiklerinn dekart kopeltmek hasy-
ly ligin orun ¢alsyrma kanuny yerine yetmeyar: 4 x B # B % 4 (jubiit-
ler tertiplesdirilen).

Eger A# 0, B+ O we C # O bolsa, kopliiklerin dekart kopeltmek
hasyly assosiatiwlik (utgasdyrma) kanunyna hem boyun egmeyér. Bu
tassyklama a # (a, b) we (b, ¢) # ¢ hem (a, (b, ¢) # (a, b), c) bol-
yandygy sebépli dogrudyr.

Kopliiklerin dekart kopeltmek hasylynyil asakdaky hésiyetlerine
seredelinl.

Dekart kopeltmek hasyly we kopliiklerin birlesmesi amallaryny
baglanysdyryan distributiw kanunlar.

1.AX(BUC)=(AxB)uU 4 x (0,

2.(BUC)xA=(B*xA)U(CxA).

Dekart kopeltmek hasyly we kopliikleriii kesismesi amallaryny
baglanysdyryan distributiw kanunlar.

3.Ax(BNC)=AxB)n (4 x 0,

4.(BNC)yxA=B*xA)N(CxA).
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Dekart kopeltmek hasyly we kopliiklerin tapawudy amallaryny
baglanysdyryan distributiw kanunlar.

5.Ax(B/C)=(A*xB)N(AxC);

6. (B/C) x4 =(BxA)/NCxA).

1-nji hésiyetiil subudyny gecirelin.

a) (x,y) € Ax(BUC)diyelin. Onda, x € A wey € BU C, yagny
xeAwey e Bya-day € C. Diymek,x €e A wey € Bya-dax € 4 we
y € C. Buyerden (x,y) € 4 x Bya-da (x, y) € A x C, basgaca ayda-
nymyzda (x, y) € (4 X B)U (4 x C).

Netijede,

Ax(BUC)c(A*xB)uxC). (*)

b) (x,y) € (4 x B) U (C x A) bolsun. Onda, (x, y) € 4 x B ya-da
(x,y) € Ax C.Diymek,x € Awey € Bya-da x € A wey € C, yagny
xeAwey e Bya-day e C. Buyerden (x,y) € A %X (BUC).

Netijede,

(AxB)yuAxC)ycAx(BUDCO). (**)

(*) we (**) gatnasyklardan 4 x (BU C)=(4 X B) U (4 x C) denlik

gelip ¢ykyar.
2-nji mysal. 4 = {1, 2}; B={a, b}; C= {c} bolsun.

BUC={a,b,c};

Ax(BUC)={(1,a); (1, b); (1, ¢); (2, a); (2, b); (2, ©)};
AxB={(1,a);(1,b); (2,a); (2, b)};
AxC={(,0);2,0)};

(A xB)U(4xC)={(1,a); (1, b); (1, ¢); (2, a); (2, b); (2, ¢)}.

5-nji hasiyeti subut edelin.

a) eger (x, y) € 4 x (B/C) bolsa, onda x € 4, y € B/C, yagny
xeA,ye B,y C.Buyerden (x,y) € 4 x B we (x,y) € A/C. Diy-
mek, (x, ) € (4 x B)(A4 x C). Netijede,

A x (B/C)c (4 xB)Y(Ax (). (*)

b) eger (x, y) € (4 x B)(A x C) bolsa, onda (x, y) € 4 X B we
(x,y) g AxC,yagnyx e A,y € Bwey € C.Buyerdenx € 4,y € B/C
we (x, y) € A x (B/C). Netijede,
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(A4 xBY(AxC)cAx(B/). (**)

(*) we (**) gatnagyklardan A4 x (B/C) = (4 x B)|(4 x C) deinlik
gelip ¢ykyar.

3-nji mysal

Goy, A ={1,2}; B={a, b}; C= {b, c} bolsun.

B/C = {a};

Ax(B/C)={(1, a); (2, a)};
AxC={(1,b);(1,0);(2,0) (2, 0)};
AxB={(l,a);(1,b); (2, a); (2, b)};
(A x B4 x C)={(1, a); (2, a)}.

Iki tiikkenikli kopliigin 4 x B dekart kopeltmek hasylynyn ele-
mentlerini tablisa gorniisinde yazmak amatlydyr. Bu yerde dikligine
A kopligin, keseligine bolsa, B kopliigin elementleri yerlesdirilyar.
A x B kopliigin elementleri degisli siitiinlerin we setirlerin kesis-
yan yerlerinde yazylyar. Meselem, 1-nji tablisada 4 = {1, 2} we
B ={a, b, c} kopliklerin dekart kopeltmek hasyly berlendir.

1-nji tablisa

A B a b c
1 (1, a) (1, b) (1,¢)
2 (2, a) (2, b) (2, 0)

Goy, 4 we B san kopliikleri bolsun. Onda, 4 x B dekart kopelt-
mek hasylynyn elementleri sanlaryn tertiplesdirilen jiibiitleri bolar.
Sanlarynn her bir tertiplesdirilen jiibiitini koordinatalar tekizliginde
nokat bilen belldp, 4 we B kopliiklerin dekart kopeltmek hasylyny
koordinatalar tekizliginde sekillendiryaris.

4-nji mysal. Goy,
a)Ad=1{1,2,3}; B=1{4,5};
b)A4={1,2,3}; B={4,5};
¢)A = {1,2}; B= {4, 5}; bolsun. 4 x B dekart kdpeltmek hasy-
lyny koordinatalar tekizliginde sekillendirelin.
Eger4 = {1, 2,3} we B= {4, 5} bolsa, onda
AxB=1{(1,4);(1,5); (2, 4); (2, 5); (3, 4); (3,5)}.

3. Sargyt Ne 1407 MAIIA
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Diymek, A x B dekart kdpeltmek hasyly koordinatalar tekizligin-
de nokatlaryn tiikenikli sany bilen sekillener (/3-nji surat).

A={1,2,3}; B= {4, 5} bolanda, B kopliigin tiikkeniksizligi se-
bapli (ol 4 we 5 aralygyndaky dhli hakyky sanlardan ybarat) 4 x B
dekart kopeltmek hasylynyin hem elementlerinin sany tiikeniksiz-
dir. Bu yagdayda 4 x B dekart kopeltmek hasyly 13-nji b suratdaky
yaly sekillendirilydr. 4 = {1, 3} we B = {4, 5} kopliiklerin ikisi
hem tilikeniksiz bolan yagdayynda 4 x B dekart kopeltmek hasyly
goniiburclugynn nokatlarynyin kopliigi gorniisinde sekillendirilyér.
Gontiburglugyn depeleri (1, 4); (1,5); (3,5); (3.,4) tertiplesdirilen san
jiibiitlerine degisli nokatlardyr.

3. Kortez diisiinjesi

Goy, 4, 4,, ..., A koplikler berlen bolsun. Onda, birinji ele-
menti 4, kopliikden, ikinji elementi 4, kopliikden alyp (x, x,, ..., x )
tertiplesdirilen n-likleri diizmek bolar. Bu tertiplesdirilen n-lige
baggaga kortez diyilyér. n san kortezifi uzynlygy, x,, x,, ..., x, bolsa
onun elementleridir.

Iki (x, x,, ..., x ) we (, ¥, ..., ¥,) korteZ berlen bolsun. Onda
n=mwex =y,x,=Y, .., X =y bolsa, bukortezler 6zara dendir.
Meselem, (1, 2, 3, 4, 5) we (1, 2, 3, 4, 5) kortezler dendirler, emma
(1,2, 1) we (1, 2, 2) korteZler 6zara den déldir.
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KorteZinl elementleriniit hem 6z gezeginde korteZler bolmagy miim-
kin. Meselem, kopeltmek tablisasynyi (16, 24, 32, 40, 48, 54, 64, 72, 80)
setiri uzynlygy 9-a denl bolan kortezdir. Onun elementleri sifrlerden
diiziilen, uzynlygy 2-a deil bolan korteZlerdir.

2-nji kesgitleme. 4, 4,, ..., A kopliklerin dekart kopeltmek
hasyly diylip » uzynlykdaky we k-njy elementi 4, koplikden alnan
ahli kortezlerin kopliigine aydylyar. Buyerde k=1, 2, ..., n.
A, A4, ..., A kopliklerin dekart kopeltmek hasyly 4 x A4, x..x 4
gorniisinde yazylyar. Seylelikde,
A xA,x.xA4 ={(a,a,..,a)a €d,a, €A, ..,a €A}

5-nji mysal. Goy, 4, = {1, 2}; 4, = {2, 3}; 4, = {5, 7} bolsun.
Onda,

A XA, x A=
={(1,2,5); (1,2,7); (1,3.,5); (1,3,7); (2,2,5); (2,2,7); (2,3,5); (2,3,7)}.
Egerd=A4 =A4,=..=A bolsa, 4, x A, x..xA = A" Eger 4,

A,, A,, ..., A kopliklerifi it bolmanda biri bos kopliik bolsa, onda

2

A x4, % x4 =0.

1
Mesele. Iki tiikenikli kopliigin dekart kopeltmek hasylynyn ele-
mentlerinini sanyny tapalyi.
Goy, n(4) = k, n(B) = m bolsun: 4 = {a, a, .., a,}, B =
=1{b,b,, ... b }.
A x B kopliigiii elementleri bolan tertiplesdirilen jiibiitleri seyle
gornilisde yazalyn:

2-nji tablisa

A B b, b, b, \
a, (@,b) | (a,b) | ... | (a,b,) | melement
a, (a,b) | (a,b) | ... | (a,b,) | melement > k gezek
a, (a,b) | (a,b) | ... | (a,b,) | melement |}

Seylelikde, bu tablisada jemi m +m + ... + m = k- m tertiples-

dirilen jiibiit bar. k gezek
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Diymek, n(4 x B) =n(A4) - n(B) =k - m.
Has umumy n(4, x 4, x...% Ap) =n(4)- n(Az)...n(Ap) deiilik hem
dogrudyr.

§4. Kombinatorikanyn elementleri

1. Kombinatoriki mesele barada diisiinje

Kibir meseleler ¢oziilende kopliigin bolek kopliiklerini diizmek,
onun elementlerini ol ya-da beyleki tertipde yerlesdirmek we s.m. so-
Matematikanynn kombinatoriki meseleleri dwrenyén boliimi kombi-
natorika diylip atlandyrylyar. Seylelikde, kombinatorikada tiikenikli
kopliikler, olaryn bolek kopliikleri we tiikenikli kopliiklerini element-
lerinden diiziilen kortezler dwrenilyédr. Meselem, ABC ligburclugyn
C depesinden 4B tarapyna goni ¢yzyklar gecirilende emele gelyin
icburcluklarynn sanyny hasaplamaga degisli mesele kombinatoriki
meseledir.

Kombinatorikanyn osiisine gorniikli matematikler B.Paskalyn,
P.Fermanyf, G.Leybnisini, Ya.Bernullinifi, A.Eyleriii isleri uly
gosant gosdular. Bu islerde kombinatorikanyn esasy diisiinjelerine
kesgitleme berildi, ilkinji kombinatoriki metodlar islenip diiziildi,
Osdiirildi we olaryn ulanylysy gorkezildi, kombinatorikanyn we &h-
timallyklary hasaplamagyn arabaglanysygy dernieldi. Kombinatorika
dhtimallyk teoriyasynyn baslangyjyny goydy (/4-nji surat).

C

K, K, K K, K

14-nji surat
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XX asyrynn 50-nji yyllaryndan baglap kibernetikanyn we dis-
kret matematikanyn pajarlap Osmegi hem-de elektron hasaplayys
tehnikasynyn ginden peydalanmagy bilen baglanysykly kombinato-
rika gyzyklanma artdy. Hazirki wagtda kombinatoriki metodlar mate-
matiki statistikada, hasaplayys matematikasynda, ylmy-barlag synag-
laryny meyillesdirmekde peydalanylyar.

Kombinatoriki meseleler ¢oziilende ii¢ derejdni tapawutlandyr-
yarlar.

1. Berlen hisiyetli elementlerini ifi bolmanda bir sany yerlesisini
agtarmak;

2. Eger kombinatoriki meseldninl birndge ¢oziiwi bar bolsa, onda
bu meselédnin dhli ¢ozliwini tapmak;

3. Kombinatoriki meseldnin dhli miimkin bolan ¢oziiwlerinin
arasyndan ol ya-da beyleki gorkeziji boyunca optimal ¢oziiwleri tap-
mak.

1-nji mesele

Kiist tagtasyndan garsylykly iki burg kesilip ayrylypdyr. Alnan
tagtany iki gonisy gozenekden ybarat goniiburgly boleklere nédce usul
bilen kesmek bolar?

Her bir bolekde bir ak, bir gara gdzenegin bol-
yandygy sebépli, kesilip alynmaly boleklerde ak we
gara gozeneklerin sany den bolmalydyr (/5-nji su-
rat). Emma bizin meseldmizde ilkibagdan iki gara
gozenek kesilip alnypdyr. Sonunl {i¢in, meseldnin 15-nji surat
sertini kanagatlandyryan hig hili usul yokdur.

Seylelikde, kombinatoriki meseldniii ¢oziiwi sol ¢ozliwin bar-
lygyny anyklamakdan baslanyar. Kombinatoriki meselelerinin ag-
labasynyn ¢oziiwi iki diizgiine: jemin we kopeltmek hasylynyn diiz-
giinlerine esaslanyar.

Jemin diizglini 6zara kesigmeyédn iki ya-da birnédge tiikenikli
kopliiklerin birlesmesindédki elementlerinn sanyny tapmaga miimkin-
cilik berydr. Jemin diizgiini seyle kesgitlenyér: eger birinji elementi
P, dirli usul bilen, ikinji elementi 6rikiilerden tapawutly P, diirli usul
bilen saylamak miimkin bolsa, onda berlen elementlerden haysydyr
birini P, + P, usul bilen saylamak bolar.
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1-nji mysal. Gutuda 4 gyzyl we 6 yasyl galam bar. Gutudan bir
galamy nédce usul bilen saylap almak bolar?

Girriin gyzyl ya-da yasyl galamy saylamak barada gidyér. Diy-
mek, gyzyl ya-da yasyl galamy biz 4 + 6 = 10 usul bilen saylap bileris.

Tiikenikli kopliiklerii dekart kopeltmek hasylynyn element-
lerinift sanyny tapmaga kombinatorikada kdpeltmek hasylynyn diiz-
k usul bilen, b elementi m usul bilen saylamak miimkin bolsa, onda
(a, b) tertiplesdirilen jiibiidi & - m usul bilen saylamak bolar.

2-nji mysal. 1, 2, 3 sifrlerden nice sany diirli ikibelgili sanlary
diizmek bolar?

Birinji belgini, yagny onluklary aiilladyan sifri 3 usul bilen sayla-
mak bolar. Edil seyle, ikinji belgini, yagny birlikleri anladyan sifti
hem 3 usul bilen saylamak miimkin. Netijede, 3 - 3 diymek, 9 sany
ikibelgili san alarys: 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33.

Kopeltmek hasylynyni diizglinini umumylasdyralyii: eger birin-
ji element P, usul bilen, ikinji elementi birinji element saylanandan
soft P, usul bilen we s.m. n-nji elementi ondan 61iki ahli elementler
saylanandan sofi P usul bilen saylamak miimkin bolsa (x, x,, ..., x )
tertiplesdirilen n-ligi

P -P..P (1)

1 2% n

usul bilen saylap bolar.

3-nji mysal. 1, 2, 3 sifrlerden sifrleri gaytalanmayan nice sany
diirli ikibelgili sanlary diizmek bolar?

Onluklary anladyan sifri 3 usul bilen saylamak bolar. Sifrlerin
gaytalanmayanlygy sebépli birlikleri anlladyan sifri indi dinie 2 usul
bilen saylamak miimkin. Diymek, bu gezek difie 6 sany ikibelgili san
alarys: 12, 13, 21, 23, 31, 32.

2. Elementleri gaytalanmayan ¢alsyrmalar

Eger tlikenikli kopliigin elementleri belgilenilen (nomerlenen)

------

lik kortezin hususy halydyr: tertiplesdirilen kopliikkde birmenzes
elementler bolmayar. Kopliigin diirli tertiplesdirmeleri sol bir ele-
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mentlerden ybarat bolup, difie elementlerinn tertibi bilen tapawut-
lanyarlar. Meselem, M = {1, 2, 3} bolsa, bu koplikden M, = {2, 1, 3};
M, = {3, 1,2} we s.m. tertiplesdirilen kopliikleri diizmek bolar.

3-nji kesgitleme. n elementli M kopliiginn elementlerinden diiz-
mek miimkin bolan her bir n elementli tertiplesdirlen kopliige ele-
bilen bellenyar.

Seylelikde, calsyrma — bu kabir tiikenikli kopliigin elementlerini
tetriplesdirmegin usulydyr.

2-nji mesele. n elementli M kopliigi ndge usul bilen tertiples-
dirmek miimkin?

Kopliigin elementlerini tertiplesdirmek {ii¢in birinji orna ele-
mentin islendigini goymak bolar; diymek, birinji elementi » usul bi-
len saylamak bolar. Birinji element saylanandan sof, ikinji orna galan
n — 1 elementlerin islendigini goymak bolar we s.m. Bu isi dowam
etdirip, in sonky elementi difie bir usul bilen saylap alyp bileris.

Seylelikde, kopeltmek hasylynyn diizglini boyunga (seret
1-nji formula) n elementli M kopliigi n(n — 1)(n — 2)...1 usul bilen
tertiplesdirmek miimkin.

4-nji kesgitleme. Ilkinji yzygiderli n natural sanlaryn kopeltmek

......

n=1-2-3.(n-1) n (2)
0! =1 we 1! =1 diylip hasaplanylyar. Meselem, 2! =1 - 2 = 2;
5!1=1-2-3-4-5=120 we s.m.
Diymek, oiiki meseldniii ¢oziiwini faktorial diislinjdni ulanyp
yazsak, seyle bolar: n elementli M kopligi P, = n! usul bilen tertip-
lesdirmek miimkin.

4-nji mysal. M = {a, b, ¢} kopliigi 3! = 6 usul bilen tertiplesdir-
mek mimkin: abc; acbh; bac; bea; cab; cba.

Eger ¢alsyrmada iki elementiil orny tliytgedilip, basga elementler
onki ornunda galdyrylsa, onda tdze ¢alsyrma alnar.

Calsyrmalaryi beyle dsgertmesine transpozisiya diyilyir. Ahli
n! ¢algyrmalary islendik ¢alsyrmadan baslap, yzygiderli transpozisi-
yanyn komegi bilen almak bolar.
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3. Yerlesdirmeler

5-nji kesgitleme. n elementli M kopliigin k elementli her bir
tertiplesdirilen bolek kopliigine n elementden k& boyuncga gaytalan-

Elementleri gaytalanmayan yerlesdirmelerifi sany A* bilen bel-
lenyar.

3-nji mesele. n elementli M kopliigin elementlerinden nége sany
k elementli tertiplesdirilen bolek koplitk diizmek miimkin? Bu me-
sele 2-nji punktdaky meseld seredende has umumydyr. k& elementli
tertiplesdirilen bolek kopliigin birinji elementini # usul bilen sayla-
mak bolar. Birinji element saylanandan son ikinji element » — 1 usul
bilen saylanyar we §.m. k-njy elementi (n — (k— 1)) =n —k+ 1 usul
bilen saylamak miimkin. Seylelikde, kopeltmek hasylynyn diizgiini
boyunca
Al =n(n—1)..(n—k+1). (3)
Bu formulany seyle 6zgertmek bolar:

A =n(n—1).(n—k+1)= ”((n”__kl)?;“zz. '11 = n g @

5-nji mysal. 1, 3, 5, 7, 9 sifrlerden ndce sany sifrleri gaytalan-
mayan diirli ikibelgili sanlary diizmek miimkin?
2 _ 5! _ 5! _
A= =3 =2
Elementleri gaytalanmayan g¢alsyrmalar we elementleri gay-
talanmayan yerlesdirmeler A’ = P, formula bilen baglanysykly-
dyrlar.

6-njy kesgitleme. n elementli M kopliigin elementlerinden diizii-
len £ uzynlykdaky korteze n elementden k boyunga gaytalanyan ele-
gy hem miimkin. Elementleri gaytalanyan yerlesdirmelerin sany A'rj
gorniisinde bellenyar.

4-nji mesele. n elementli M kopliiginn elementlerinden diizmek
miimkin bolan £ uzynlykdaky dhli kortezlerini sanyny tapmaly.



Kopliikler teorijasynyri we kombinatorikanyri elementleri

k uzynlykdaky &hli korteZlerin kopliigi M x M x..x M dekart
kopeltmek hasylyny emele getiryédr. Kopeltmek hasylynyn diizgii-

ni boyunga n(MXM..XM)=n(M)-n(M)..n(M). Seylelikde, n
) k g‘ézek ’ ) k g‘ézek ’
elementli M kopliigin elementlerinden diiziilen k& uzynlykdaky &hli
kortezlerin sany n* dendir, yagny
Ak = n*, (%)

Bu formulanyn komegi bilen kopliigin bolek kdpliikleriniii sany
baradaky teoremany subut etmek bolyar.

Goy, n elementli M kopliik berlen bolsun. Onda islendik bolek
kopliigi n uzynlygy bolan kortez bilen bellemek miimkin: eger x
element sol bolek kopliige degisli bolsa, onuni yerine 1 goyulyar,
bagga yagdayda 0. Meselem, M = {x, x,, x,, x,} kopligif {x, x,}
bolek kopliigi (1, 1, 0, 0); {x,, x,, x,} — (0, 1, 1, 1); @ — (0, 0, 0, 0);
M—(1,1, 1, 1) we s.m. gornlisinde bellenyar.

Diymek, n elementli M kopliigin bolek kopliiklerinin sanyny bil-
mek ticin {0, 1} iki elementli kopliigin elementlerinden diiziilen »
uzynlykdaky kortezlerin sanyny tapmak yeterlikdir.

5-nji formula boyunca ol 2"-e dendir.

6-njy mysal. 1, 3, 5, 7 sifrlerden diizmek miimkin bolan iigbelgi-
li sanlaryn mukdaryny tapyn.
Bu mukdary tapmak ii¢in 5-nji formuladan peydalanyarys:
Al =4°=64.

4. Elementleri gaytalanmayan utgasdyrmalar

Mailim bolsy yaly, M kopliigin diirli: bir, iki, ti¢ we s.m. elementli
bolek kopliiklerini diizmek bolar.

7-nji kesgitleme. n elementli M kopliigin islendik & elementi,
yerde k < n bolyandygy diisniiklidir.

n elementden & boyunga elementleri gaytalanmayan utgasdyr-
malaryii sany C* gérniisinde bellenyir.
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5-nji mesele. n elementli M kopliigiii elementlerinden nége sany
k elementli bolek kopliik diizmek miimkin?

Goy, gozlenilyin k elementli bolek kopliikleriti sany CY bolsun.
Bu bolek kopliiklerin her birini k! usul bilen tertiplesdirmek bolar:
netijede, k!C! tertiplesdirilen & elementli bdlek kopliikleri alarys.
Yone basga tarapdan n elementden tertiplesdirilen & elementli bolek
kopliiklerifi sany A% defidir. Onda

n
A} n!

k = ' k f - k = e ———
A =k!C, ya-da C, KT (= k)KL (6)

7-nji mysal. 25 talypdan 2 sany nobatgy topary nice usul bilen
belldp bolar?

Her bir nobatgy topar 25 elementli kopliigin 2 elementli bolek
kopliigi bolyar. Sonuti iigin C;5 hasaplamak gerek.

2 _ 250 _
Cys = 33001 = 300.

C* sanlaryn kébir hésiyetlerine seredelifi.

1. Eger 0 <k <nbolsa, onda C} = C"*.

Dogrudan-da, 6-njy formula boyunga

cn-k n! _ n!

Tk n—(n—k)! ~ (n—k) k"
Hususan-da, n = &k bolanda,
C'=C)=1.




PIKIR
AYTMALAR

§1. Yonekey we diizme pikir aytmalar

1. Pikir aytma

Islendik teoriya, sol sanda matematiki teoriya hem sozlemlerin
kopliiginden emele gelyir. Bu sozlemlerin istiinde diirli amallary
gecirip, netijede, biz yene-de sozlem alyarys. Her bir matematiki
sOzlemin manysy we logiki gurlugy bardyr.

Biz su bapda irland matematigi Jorz Bul tarapyndan esaslandyry-
lan «Matematiki logikay» serederis.

Pikir aytmalar algebrasy matematiki logikanyn esasy boliim-
lerinini biri bolup, ol kdbir ylmy ¢esmelerde «Logikalar algebrasy»,
«Pikir aytmalar hasaplanmasy» ya-da «Bulyn algebrasy» diyip at-
landyrylyar. Bu algebradaky esasy diisiinjelerin biri hem pikir aytma
diisiinjesidir.

Kesgitleme. Cyndygy ya-da yalandygy barada bellibir zat aydyp
bolyan her bir sézleme pikir aytma diyilyar.

Baggaca aytsak, pikir aytma haysy-da bolsa bir zat barada ndme-
de bolsa bir zady tassyk edyin s6zlemdir.

Pikir aytmalar kibir kitaplarda latyn elipbinini bas harplary, ka-
bir kitaplarda bolsa setir harplary bilen bellenyir. Biz pikir aytmalary
latyn bas harplary bilen bellejekdiris.

Harplar bilen bellenenden son, bizi pikir aytmalaryil manylary
dél-de, eysem, olaryn ¢yn ya-da yalan bolup bilmek hésiyeti gyzyk-
landyryar.

Pikir aytmalaryn kesgitlemesinden gorniisi yaly olar ¢yn ya-da
yalan bolup biler. Yone olaryii kibiriniii ¢yndygy ya-da yalandygy
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hézirlikge bize belli dil bolmagy hem miimkindir, sebdbi kimin, ha-
can we nirede aydyanlygyna baglylykda olarynn ¢yndygy ya-da ya-
landygy iiytgédp duryar.

Her bir s6zlem pikir aytma bolup bilmeyir. Meselem, «Sen oku-
wa gitjekmi?» ya-da «Yasasyn Garassyz Tiirkmenistan!» diyen s6z-
lemler pikir aytma bolup bilmeyar. Olaryn birinjisi sorag, ikinjisi bol-
sa ylizlenme s6zlemdir.

Diymek, sorag we yiizlenme sozlemler pikir aytma bolup bil-
meyar. Onda pikir aytmalaryn kesgitlemesini basgaga hem beyan et-
mek miimkin: ¢yn ya-da yalan diyip aytmak miimkin bolan habar
sozleme pikir aytma diyilyir. Mysallara seredelin.

1.3 +2 =5 (¢yn pikir aytma);

2.22 -5 =18 (¢yn pikir aytma);

3. H,SO, — kislota (¢yn pikir aytma);

4. -2 > 0 (yalan pikir aytma);

5. Ay Yerden uly (yalan pikir aytma).

Her bir pikir aytma ¢yn ya-da yalan bolup bilyér. Sol bir wagtda
hig¢ bir pikir aytma hem ¢yn, hem yalan bolup bilmez.

Eger A we B pikir aytmalar berlen bolsa, onda «we», «ya-day,
«eger ..., onda ...», «sonda we dinie sonda, hacanda ...», «dil» diyen
baglayjylaryn kdmegi bilen tdze pikir aytmalary yazyp bileris. Mysal
ticin, A: «6 jiibiit san», B: «6 san 2-4 boliinydr» diyen pikir aytmalar
berlipdir. Onda «Eger 6 jiibiit san bolsa, onda ol 2-d boliinyar», yagny
«Eger A bolsa, onda B-dir» diyen pikir aytma aldyk.

Beyle pikir aytmalara diizme (¢ylsyrymly) pikir aytmalar, olary

Pikir aytmalar algebrasyndaky esasy mesele yonekey pikir ayt-
malaryn we olardan emele getirilydn ¢ylsyrymly pikir aytmalaryn
cyndygynyil ya-da yalandygynyil arasyndaky ozara baglanysygy
owrenmekden ybaratdyr.

Berlen yonekey pikir aytmalardan téze ¢ylsyrymly pikir aytma-
lary emele getirmegin serisdelerine logiki baglanysyklar ya-da logi-
landygy onun diiziimine girydn yonekey pikir aytmalaryn ¢yndygyna
ya-da yalandygyna gos-goni baglydyr.
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Pikir aytmalaryn ¢ynlyk bahalary «gyn» ya-da «yalan» diyen
sOzlerii bas harplary bilen ¢ ya-da y diyip bellenyir. Seyle-de, kébir
edebiyatlarda ¢yn pikir aytmalary 1, yalan pikir aytmalary 0 belgi bi-
len belleyérler.

2. Pikir aytmany inkir etme

Eger A ¢yn pikir aytma berlen bolsa, onda biz ony yalan diyip
aytmanyin inkdr etmesi bellenyar. Mysal {i¢in, 4 pikir aytma «3 yo-
nekey san». Onuil inkédr etmesi «3 yonekey san dil» diylip okalyar.
Umumy gorniisde 4 pikir aytmanyn inkér etmesi «4 dél» diyilyar.

Kesgitleme. Berlen 4 pikir aytmanyn inkdr etmesi diyip, sol pi-
kir aytma ¢yn bolanda yalan bolan we tersine yalan bolanda ¢yn bolan
téze bir pikir aytma aydylyar.

Inkér etménin ¢ynlyk tablisasyny harplar bilen we san bilen ya-
zarys (I-nji, 2-nji tablisalar):

1-nji tablisa
A A
¢ y
¢
2-nji tablisa
A A
1 0
0 1
3-nji tablisa
A a A A A
¢ y ¢ y ¢
y ¢ y ¢ y

Goy, A4 kibir pikir aytma bolsun, onda ony inkir etsek, onufi 4
inkédr etmesi hem pikir aytmadyr. Eger - A inkdr etméni inkér etsek,
onda ilkibagdaky pikir aytmany alarys. A pikir aytma iki gezek inkédr



II bap

------

derli birnd¢e gezek inkédr etmegin tablisalaryny guralyn (3-nji tabl.
ser.).

3. Pikir aytmalaryn konyunksiyasy (logiki
képeltmek hasyly)

Goy, 4 we B iki sany yonekey pikir aytma berlen bolsun.
Bu pikir aytmalary «we» baglayjynyn komegi bilen birlesdirip,
pikir aytmalaryn konyunksiyasy diyip atlandyrylyan tdze bir pikir
aytma alarys. Pikir aytmalaryil konyunksiyasy 4 A B bellenyar
hem-de «4 we B» diylip okalyar. 4 we B pikir aytmalara kopeli-

------

Kesgitleme. Berlen 4 we B pikir aytmalaryin konyunksiyasy
diyip, sol bir wagtda bu pikir aytmalaryn ikisi hem ¢yn bolan-
da ¢yn bolan, galan yagdaylarda yalan bolan tize bir pikir aytma
aydylyar.

Konyunksiyanynn kesgitlemesini tablisa gorniisinde yazarys
(4-nji, 5-nji tablisalar):

4-nji tablisa

A B ANB
¢ ¢ ¢
¢ y y
y ¢ y
y y y
5-nji tablisa
A B ANB
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0
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6-njy tablisa

A B ANB | BAA
¢ ¢ ¢ ¢
¢ Y Y Y
Y ¢ Y Y
Y Y Y Y

Eger A A B konyunksiyada 4 we B pikir aytmalaryn yerini ¢alys-
sak B A 4 konyunksiya alarys (6-njy tablisa). Tablisadan gorniisi yaly,
AN Bwe B A A formulalar 4 we B pikir aytmalaryn diirli bahalarynda
sol bir wagtda ¢yn ya-da sol bir wagtda yalandyr. Diymek, 4 A B we
B A A konyunksiyalar dengiiy¢lidir, yagny 4 A B= B A A. Bu bolsa pi-
kir aytmalaryn konyunksiyalarynyn orun ¢alsyrma hésiyete eyedigini
anladyar. Seyle-de, pikir aytmalaryn konyunksiyasy ti¢in utgagdyrma
kanuny hem yerine yetyédndir, yagny (A A BYyAC =4 AN (B A C).

Indi kibir 4 pikir aytma bilen onufi 4 inkér etmesinifi konyunk-
siyasyny yazarys. Bu konyunksiya A pikir aytma nihili bolsada
hemise yalandyr. Beyle yagdayda A4 A 4 formula tozdestwolayyn ya-

------

7-nji tablisa

A
¢

ANA

@<

4. Pikir aytmalaryn dizyunksiyasy (logiki jemi)

Goy, A we B iki sany yonekey pikir aytmalar berlen bolsun. Bu
pikir aytmalary «ya-da» baglayjynyil kdmegi bilen birlesdirip, 4 we
B pikir aytmalaryn dizyunksiyasy diyip atlandyrylyan tdze bir pikir
aytma alarys. 4 we B pikir aytmalaryil dizyunksiyasy 4 V B yazylyar
we «4 ya-da B» diylip okalyar. 4 we B pikir aytmalara gosulyjylar
diyilyér.

Kesgitleme. Berlen 4 we B pikir aytmalaryn dizyunksiyasy
diyip, sol pikir aytmalaryn ikisi hem bir wagtda yalan bolanda yalan
bolan, galan yagdaylarda ¢yn bolan tdze bir pikir aytma aydylyar.
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Dizyunksiyanynn kesgitlemesini tablisa gorniisinde yazarys
(8-nji, 9-njy tablisalar):

8-nji tablisa
A B AV B
¢ ¢ ¢
¢ y ¢
Y ¢ ¢
y y y
9-njy tablisa
A B AV B
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
10-njy tablisa
A A AVA
¢ y ¢
y ¢ ¢

Pikir aytmalaryn dizyunksiyasy iicin hem orun g¢algyrma, ut-
gasdyrma we paylasdyrma kanunlary yerine yetyar.

AV B =BV A (orun ¢alsyrma kanuny);

(AVB)vVC=A4V (BV C) (utgasdyrma kanuny);

AVB)YANC=(ANC)V (BAC) (konyunksiyanyni dizyunksiya
gord paylasdyrma kanuny).

Indi 4 pikir aytma bilen onufi inkér etmesinin dizyunksiyasyny
yazarys, yagny A pikir aytmany alarys. 4 we A pikir aytmalaryti
haysy-da biri hemige ¢yn, onda kesgitlemé gord, 4 V 4 dizyunksiya
hem ¢yndyr (/0-njy tablisa seret). Beyle yagdayda 4 V A formula

Pikir aytmalaryii konyunksiyasy, dizyunksiyasy we inkdr etme-
si 6zara berk baglanysyklydyr, yagny 1) AAB=AV B;2) AV B =
=ANB.
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......

nynl formulalarynyii yerine yetyindigini olaryn ¢ynlyk tablisasynyn
komegi bilen barlamak miimkin.

S. Pikir aytmalaryn implikasiyasy
(gelip cykma amaly)

Goy, 4 we B yonekey pikir aytmalar berlen bolsun. Bu yonekey
pikir aytmalardan «eger ..., onda ...» diyen sozilin komegi bilen téze
bir diizme pikir aytma alarys. Meselem, A4: «6 jiibiit san», B: «6 2-a
boliinyar» diyen pikir aytmalar berlipdir. Onda, diizme pikir aytma
«Eger 6 jlbiit san bolsa, onda ol 2-4 boliinyédr» gorniisde bolar. Bu
pikir aytmany umumy gorniisde «Eger 4 bolsa, onda B-dir» diyip ya-
zarys. Pikir aytmalaryn implikasiyasy 4 = B yazylyar. 4 pikir aytma
implikasiyanyn serti, B pikir aytma bolsa onun netijesi diyilyér.

Kesgitleme. Berlen 4 we B pikir aytmalaryn implikasiyasy
diyip, sol pikir aytmalaryii birinjisi ¢yn bolup, ikinjisinint yalan bolan
vagdayynda yalan bolan we beyleki yagdaylarda ¢yn bolan téze bir
pikir aytma aydylyar.

Implikasiyanynn kesgitlemesini tablisa gorniisinde yazarys
(11-nji, 12-nji tablisalar).

11-nji tablisa

N N RS
=0 o |
@ | = o ||

12-nji tablisa

oSlo|—|—|
oS|l—|o|—|™
'—"—‘O'—‘U,
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13-nji tablisa

A B A A=B | AVB
¢ ¢ Y ¢ ¢
¢ Y ¢ Y Y
y ¢ Y ¢ ¢
Y Y ¢ ¢ ¢

Iki pikir aytmanyn implikasiyasy bu pikir aytmalaryn inkér et-
mesi we dizyunksiya amallarynyi iisti bilen anladylyp bilner, yagny
A we B pikir aytmalar {i¢in (4 = B) = (4 V B) detilik yerine yetyéndir,
(13-nji tabl. ser.).

6. Pikir aytmalaryn ekwiwalentliligi
(den bahalylygy)

Goy, 4 we B yonekey pikir aytmalar berlen bolsun. Onda bu
pikir aytmalardan «4 ekwiwalentdir B», «Sonda we difie sonda A,
hacanda B bolsa», «4 B li¢in zerurdyr we yeterlikdir», «4 we B denl
bahaly» diyen yaly diizme pikir aytmalary almak bolar. Bu diizme
pikir aytmalara 4 we B pikir aytmalaryn ekwiwalentliligi diyilyar we
A < B bellenyir.

Kesgitleme. 4 we B pikir aytmalaryn ekwiwalentliligi diyip, sol
pikir aytmalaryil ¢ynlyk bahalary menzes bolanda ¢yn bolan, beyleki
yagdaylarda yalan bolan téze bir pikir aytma aydylyar.

Basgaca aytsak, 4 we B pikir aytmalaryn ikisi hem ¢yn ya-da iki-
si hem yalan bolanda ¢yn bolyan, galan yagdaylarda yalan bolan pikir

Ekwiwalentligin kesgitlemesini tablisa gorniisinde yazarys
(14-nji, 15-nji tablisalar).

14-nji tablisa

A B AeB
¢ ¢ ¢
¢ Y Y
Y ¢ Y
Y Y ¢
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15-nji tablisa

A B Ae B

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

16-njy tablisa

A B ANB | BANA ANBe BNMNA
¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¢ y y Y ¢
y ¢ y y ¢
y y y y ¢

A we B pikir aytmalaryn konyunksiyalarynyn ekwiwalentliligi
hemise ¢yn pikir aytmadyr, yagny 4 A B & B A A = ¢ (16-njy tablisa).
Umuman, eger 4 we B pikir aytmalar ekwiwalent bolsa, onda 4 < B
ekwiwalentlik ¢cyndyr we tersine eger 4 & B = ¢ bolsa, onda 4 = B.

7. Tawtologiyalar

Diizme pikir aytmalary emele getiryin yonekey pikir aytmalaryn
islendik bahalarynda-da ¢yn bolyan bu diizme pikir aytmalara tawto-
mula tawtologiyadyr. Tawtologiyalaryii hemmesi formuladyr, emma
her bir formula tawtologiya déldir.

Berlen formulanyn tawtologiyadygyny onuil ¢ynlyk tablisasyn-
dan bilip bolyar. AN B« BANAwe AV B« BV A formulalaryn taw-
tologiya bolyandygyny barlap gorelini (1 7-nji, 18-nji tablisalar).

17-nji tablisa

A B ANB | BAA | ANBoBAA
¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¢ Y Y Y ¢
Y ¢ Y Y ¢
y y y y ¢
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18-nji tablisa

A B AVB | BVA | AVB=BV A
¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¢ Y ¢ ¢ ¢
Y ¢ ¢ ¢ ¢
Y Y Y Y ¢

Indi [(4 = B) A A] = B formulanyn tawtologiya bolyandygyny
barlalyn, (19-njy tablisa).
19-njy tablisa

A B A=B | A=B)ANA | [A=B)NA]=B
¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¢ Y Y Y ¢
y ¢ ¢ Y ¢
Y Y ¢ Y ¢

Tablisadan goérniisi yaly, 4 = B implikasiya ¢yn bolsa we bu
implikasiyanyn 4 serti ¢yn bolsa, onda onuil B netijesiniii hem ¢yn
bolyandygy gelip ¢ykyar.

8. Formulalaryn ¢ynlyk tablisalary

(ANB)yNCwe C= (4N B) gorniisli diizme pikir aytmalarda
A, B yonekey pikir aytmalar «gyn» ya-da «yalan» baha eye bolyar.
Olaryn hagan nihili baha eye bolyandygyny gorkezmek ti¢in, pikir
aytmanyn (formulanyn) «gynlyk» tablisasy diylip atlandyrylyan tab-
lisa gurulyar.

Tablisanyn ilkinji birndge siitiininde (bu siitiinlerin sany formu-
lalaryn iginddki pikir aytmalaryn sanyna den bolmalydyr) pikir ayt-
malara miimkin bolan diirli bahalar berilyér. Indiki siitiinlerde diizme
pikir aytmanyn i¢inddki amallary yzygiderli yerine yetirmekden al-
nan netijeler yazylyar. In soiiky siitlinde formulanyn alyan gutarnykly

Pikir aytmalaryn ¢ynlyk tablisasyndaky setirlerin sany diiz-
me pikir aytmany emele getirydn yonekey pikir aytmalaryn sany
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bilen baglanysyklydyr. Meselem, yonekey pikir aytmalar 2 sany
bolsa tablisa 4 setirden, pikir aytmalar 3 sany bolsa tablisa 8 se-
tirden, pikir aytmalary 4 sany bolsa tablisa 16 setirden we s.m.
ybaratdyr.

Cynlyk tablisa pikir aytmanyn (formulanyn berlisiniil) bir
usuly bolup, ol pikir aytmanyn gurlusyny aydynlasdyryar. Eger
jogap siitiinde difle «¢yn» bahalar duran bolsa, onda formula
tozdestwolayyn c¢yndyr, eger sol siitiinde «yalan» bahalar duran
bolsa, onda formula tozdestwolayyn yalandyr, beyleki yagdaylarda
ol formula yerine yetydn formuladyr. Her bir logiki formula ii¢in
cynlyk tablisa gurup bolyandyr we seyle tablisa yeke-tdkdir. Eger
iki pikir aytma berlen bolsa, onda tablisa 4 setirden (20-nji tablisa),
3 pikir aytma berlen bolsa, tablisa 8 setirden (21-nji tablisa), 4 pi-
kir aytma berlen bolsa, tablisa 16 setirden (22-nji tablisa) we s.m.
ybarat bolyar.

20-nji tablisa
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22-nji tablisa
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Mysallara seredelin.
Asakdaky pikir aytmanyn ¢ynlyk tablisasyny gurmaly:

1.AVB
23-nji tablisa
A A B AV B
¢ Y ¢ ¢
¢ y y y
Y ¢ ¢ ¢
Y ¢ y ¢
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2.(AVB)=>C

24-nji tablisa
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§2. Predikatlar

9. Predikat barada diisiinje. Bir orunly
predikatlar

«x-yonekey san» diyen sézlem pikir aytma bolup bilmeyir, sebi-
bi x liytgeyén ululyk islendik san bahany alyp bilyér. Ol kébir san ba-
halarda ¢yn, basga sanlarda bolsa yalan bolyar. x liytgeyan ululygyn
yerine N natural sanlar kopliiginden san bahalary berelin.

1 — yalan,
2- ¢yn,
3- ¢yn,
4 — yalan,
5- ¢yn,
6 — yalan,
7— ¢yn,
8 — yalan,
9 — yalan

Goy, sozlem diirli bahalary alyp bilyén tiytgeyén ululygy 6ziinde
saklayan bolsun. Islendik bahalary tiytgeyan ululykda ornuna goyanda
s0zlem ¢yn ya-da yalan pikir aytma owriilyir, onda beyle s6zleme bir
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orunly predikat diyilydr. Bu orunly predikatlaryn her biri {i¢in x tiyt-
geyian ululygyn alyp biljek bahalarynyn kopliigi gorkezilyiar we ona
predikatyn kesgitlenis oblasty N natural sanlar kopliigidir.

X kopliikde berlen bir orunly predikatlary A(x), x € X; B(x),
x € X we s.m. — gorniisde belleyarler. A(x), x € X yazgy «A(x) predi-
kat X kopliikde berlipdir» diyip okalyar: A(x) predikatda x tiytgeyédn
ululygyn yerine takyk baha bersek, onda A(a) pikir aytma alnar. Me-
selem, goy, X = N bolsun we A(x): «x — jlblit san» diyen predikata
seredelin.

Bu predikatda x iiytgeydn ululygyn yerine natural san yazsak,
onda ¢yn ya-da yalan pikir aytma alnar. Meselem, eger x = 5 bolsa,
onda A(5); «5 —jlibiit san» — yalan pikir aytma, eger x = 6 bolsa; onda
A(6): «6 — jlibiit san» — ¢yn pikir aytma we s.m.

Tiikeniksiz kopliiklerde berlen predikatlary tablisa gorniisinde
yazyp bolyar. Sonda birinji setirde kopliigiii elementleri, ikinji setir-
de predikatynl ol ya-da beyleki bahalarda ¢yndygy ya-da yalandygy
yazylyar. Meselem, X = {1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10} kopliikde A(x):
«x —jibiit san» diyen predikat berlipdir. Ony tablisada yazarys (25-nji
tablisa).

25-nji tablisa
by 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ax) | ¥ | ¢ | Y | ¢ | ¥y | ¢ | Yy | ¢ | YV | ¢

Sol bir koplikde berlen A(x) we B(x) predikatlaryin ¢ynlyk
bahalarynyn kopliiginit mefizes bolmagy miimkin. Beyle yagday-
da olara ekwiwalent predikatlar diyilydr. Meselem, «x natural san
3-e bolinydr» we « x sanyn onluk yazgysyndaky sifrlerini jemi 3-e
boliinyér» diyen pikir aytmalar ekwiwalentdir, sebibi bu predikatlaryn
ikisem natural sanlar kopliiginde berlipdir. Olaryn ikisem sol bir wagt-
da ¢yndyr ya-da yalandyr. Eger A(x) we B(x) predikatlar ekwiwalent
bolsalar, onda A(x) ~ B(x) gorniisinde yazylyar.

R hakyky sanlar kopliiginde 3x —5 =7 we 3x = 12 denilemeler
ekwiwalentdir, sebédbi 3x — 5 = 7 denilemini kanagatlandyryan islen-
dik san 3x = 12 defileméni hem kanagatlandyryar.
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10. Kwantorlar

Goy, yonekey sanlaryn X kopliiginde P(x): «x yonekey san jiibiit
déldir» diyen predikat berlen bolsun. Bu predikatyn oniinde «islen-
dik» diyen sozi yazarys, onda «Islendik x yonekey san jiibiit déaldir»
diyen yalan pikir aytma alarys. Sebidbi 2 yonekey, yone jlibiit sandyr.

Eger P(x) predikatyn oniinden «bardyr» diyen sozi yazsak, onda
«Jubiit dédl x yonekey san bardyr» diyen ¢yn predikat alarys. (x = 3,
x=5x=7wesm.)

Seylelikde, predikatlardaky tlytgeydn ululyklaryil ornuna diiie
bir diirli bahalary goymak bilen dél-de, eysem, olaryn oiilinden «is-
lendik», «her bir», «dhli», «bardyr» diyen sozleri yazmak bilen hem
pikir aytmalary alyp bolyar. «Islendik», «her bir», «&hli», «bardyr»

Kwantorlaryn iki gorniisi tapawutlandyrylyar: «Ahlumumylyk
kwantory we barlyk kwantory», «Islendik x € X {icin P(x) predikat
yerine yetyandir» diyen pikir aytmada «islendik» diyen sézi dhlu-
mumylyk kwantorynyn belgisi bilen calsyp yazarys. (Vx € X) P(x)
(okalysy: «kdpliikden bolan islendik x tigin P(x) predikat yerine yet-
yvandiry) V — belgi iflis dilinddki All — &hli diyen soziini bag harpynyn
basasak aylanan gorniisidir. Kopleng, «ahli» diyen soziiii yerine, «is-
lendik», «her bir» diyen sozler ulanylyar.

Eger P(x) predikatyn o6ntinden barlyk kwantoryny goysak, onda
«P(x) predikat yerine yeter yaly, x € X bardyr» diyen pikir aytma
alynyar we (3x € X)P(x) gorniisinde yazylyar (okalysy: «P(x) pre-
dikat yerine yeter yaly, koplilkden bolan seyle bir x bardyr») 3 belgi
mlis dilindéki Exist — bardyr diyen soziiii bag harpynyn ters aylanan
gOrniisidir.

Kwantorlaryil peydalanysyna degisli mysallar getirelin. Goy,
N natural sanlar kopliiginde P(x): «x san 5-e¢ kratny» diyen predikat
berlen bolsun. Kwantorlary peydalanyp, su pikir aytmalary yazyp
bolyar:

1. Islendik natural san 5-e kratnydyr;

2. Her bir natural san 5-e kratnydyr;

3. Ahli natural sanlar 5-e kratnydyr;

4. 5-e kratny bolan natural san bardyr;
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5. 5-e kratny bolan natural san tapylyandyr;

6. In bolmanda bir sany natural san 5-e kratnydyr.

Bu pikir aytmalaryn ilkinji 3 sanysynyil manysy menzes bolup,
olaryn d@hlisi hem yalan pikir aytmadyr we ol (Vx € N)P(x) gorniisde
yazylyar.

Sonky ii¢ pikir aytmalar ¢yndyr we ol (3x € N)P(x) yazylyar.

11. Predikatlar iistiinde amallar

Predikatlar hem edil pikir aytmalar yaly yonekey we diizme bo-
lup bilyérler. Diizme pikir aytmalar yonekey pikir aytmalardan logiki
baglayjylaryn komegi bilen alynyar.

Goy, X kopliige 4A(x) predikat
R berlen bolsun. A(x) predikata A(x)

......

.

A(x) predikat hem X kopliikde kes-
gitlenendir. Eger A(x) ¢yn bolsa,
onda A(x) yalandyr we tersine A(x)
16-njy surat yalan bolsa A(x) ¢yndyr. (16-njy su-
rat).

Meselem, X = {1, 2, 3, ..., 10} kopliikde A(x): «x san 6-dan
uludyr» diyen predikat berlipdir. Bu predikatyn ¢ynlyk bahalarynyn
T kopligi 7, 8, 9 we 10 sanlardyr, yagny 7= {7, 8, 9, 10}.

Bu predikatyt inkir etmesi: A(x) «x san 6-dan uly dildir» diyen
predikatdyr.

A(x) predikatynn ¢ynlyk bahalarynyn kopliigi X kopliigiti 6 we
6-dan kigi sanlarydyr. Bu sanlaryn kopliigi bolsa X kopliikde 7" kop-
liige ¢enli doldurgyjydyr. Yagny 7" = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Eger X'kopliikde berlen A(x) predikatyn ¢ynlyk bahalarynyn kop-
liigi 7' bolsa, onda A4(x) predikatyn ¢ynlyk bahalarynyfi kopliigi 7’ bo-
lar. 7" kopliik X kopliikde 7 kopliigin doldurgyjydyr. Eyleriii-Wenniil
diagrammasynda 7" doldurgyc strihlenip gorkezilendir (/6-njy surat).

Goy, X kopliikde A(x) we B(x) predikatlar berlen bolsun.
A(x) N B(x) predikata berlen 4(x) we B(x) predikatlaryin konyunksi-

......

hacanda A(x) we B(x) predikatlaryi ikisi hem ¢yn bolsa (1 7-nji surat).
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1-njimysal. X={1,2,...,11,12} I%
kopliikde A(x): «x san 7-den kicidir» p.
we B(x): «x yonekey sandyr» diyen
predikatlar berlipdir. Onda bu predi-
katlaryn konyunksiyasy A(x) A B(x): 7
«x san 7-den kicidir we yonekeydir».

A(x) predikatyn ¢ynlyk kopliigi,
T,=11,2,3,4,5, 6} B(x) predikatyn
cynlyk kopligi 7, = {2, 3,5, 7, 11}. Onda «x san 7-den kigidir we yo-
nekeydir» diyen predikat x = 2, x = 3, x = 5 bahalarda ¢yn pikir aytma
owriilyér. Diymek, bu predikatyni ¢ynlyk bahalarynyn kopliigi T, we
T, kopliklerin kesigsmesidir, yagny 7, N T, = {2, 3, 5} kopliikdir.

2-nji mysal. X = {10, 15, 16, 20} kopliikde A(x): «x jiibiit
san». B(x): «x san 5-e kratny» diyen predikatlar berlipdir. Onda, bu
predikatlaryn konyunksiyasy A(x) A B(x): «x san jiibiit we 5-e krat-
nydyr». A(x) predikatyfi ¢ynlyk bahalarynyfi kopliigi 7|, we B(x)
predikatyn ¢ynlyk bahalarynyf kopliigi 7, bolsun. T, = {10, 16, 20};
T, = {10,15,20}. A(x) A B(x) konyunksiyanyii ¢ynlyk bahalarynyn
kopliigi 7, we T, kopliklerini kesismesidir, yagny 7, N T, = {10, 20}.
Ony Eylerin-Wenniil diagrammasynda sekillendirelin.

X koplikde A(x) we B(x) predikatlar berlen bolsun. Onda,
A(x) V B(x) predikata A(x), x € X, B(x), x € X, predikatlaryn diz-

------

@

17-nji surat

manda biri ¢yn bolsa, onda A(x) V B(x) dizyunksiya ¢yndyr. A(x)
predikatyn ¢ynlyk bahalarynyn kopliigi 7, we B(x) predikatyn ¢ynlyk
bahalarynyn kopliigi 7, bolsun. Onda A4(x) vV B(x) dizyunksiyanyfi
cynlyk bahalarynyn kopliigi 7, we T, kopliiklerifi birlesmesine dendir,
yagny T'= T, U T, (I8-nji surat). Meselem, mugallymgylyk institutyri
talyplarynyn X kopliiginde A(x): «x
talyp aydymey» we B(x): «x I yyl
talyby» diyen pikir aytmalar berlip-
dir. Bu predikatlaryn dizyunksiyasy
A(x) V B(x): «x aydymgy ya-da I yyl
talyby» A(x) predikatyn ¢ynlyk kop-
ligi institutynl dhli aydymgy talyp-

18-nji surat
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laryndan ybaratdyr, B(x) predikatyn ¢ynlyk kopliigi bolsa, institutyn
ahli I yyl talyplaryndan diiziilendir. A(x) V B(x) dizyunksiyanyn ¢yn-
lyk kopliigine institutyil aydymgy talyplary ya-da I yyl talyplary gir-
Var.

X kopliikde berlen A(x) we B(x) predikatlardan 4(x) = B(x) pre-
dikaty yazyp bolyar. Ona A(x) we B(x) predikatlaryn implikasiyasy

......

3-nji mysal. Natural sanlar kopliiginde 4(x): «x natural san 3-e
boliinydry, B(x): «x natural san 4-e boliinydr» diyen predikatlar ber-
lipdir. Onda bu predikatlardan «Eger x natural san 3-e boliinydn bolsa,
onda ol 4-e boliinyandir» diyip okalyan 4A(x) = B(x) implikasiyany
yazyp bolyar. Bu predikat x-yn kébir bahalarynda ¢yn, basga baha-
larynda yalandyr. Meselem, x = 12 bolanda bu predikat «Eger 12 san
3-e boliinyén bolsa, onda ol 4-e boliinyandir» diyip okalyar. Bu yerde
predikatyn serti ¢yn («12 san 3-e boliinyar») we onunl netijesi hem
¢yn («12 san 4-e boliinyédr»). Onda pikir aytmalaryn implikasiyasynyn
kesgitlemesine goré, A(x) = B(x) predikat ¢yndyr.

4-nji mysal. X = {1, 2, 3, ..., 10, 11, 12} kopliikde A(x): «x san
6-a kratny», B(x): «x jiibiit san» diyen predikatlar berlipdir. Onda,
A(x) = B(x): «Eger x san 6-a kratny bolsa, onda ol jlibiitdir» impli-
kasiyany alarys. A(x) predikatynn ¢ynlyk kopliigi 7, = {6, 12}, B(x)
predikatyn ¢ynlyk kopligi 7, = {2, 4, 6, 8, 10, 12}. Gorniisi yaly,
T cT, yagny A(x) predikatyii ¢yn bahalarynda B(x) predikat hem
cyndyr.

Umuman, X kopliikde berlen 4(x) = B(x) predikat sonda we dine
sonda ¢yndyr, haganda x-yn dhli bahalarynda A(x) predikatynl ¢yn-
lyk kopliigi B(x) predikatyn ¢ynlyk kopliiginin bolek kopliigi bolsa,
yagny T, c T,.

Eger A(x) = B(x) implikasiya X kopliigini islendik x bahalarynda
¢yn pikir aytma dwriilydn bolsa, onda predikat 4(x) predikatdan logi-
ki gelip ¢cykyar diyilyar.

Beyle yagdayda B(x) predikat A(x) predikat ii¢in zerurlyk serti
we A(x) predikat B(x) predikat iicin yeterlik serti diyilyar.

X=1{1,2,3, .., 10} kopliikkde A(x): «x san 4-e boliinyar». B(x):
«x jubiit san» diyen predikatlar berlipdir. Onda, A(x) = B(x) implika-
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siyany «Eger x san 4-e bollinyédn bolsa, onda ol jiibiitdir» diyip okap
bolyar. Bu implikasiyanyn zerurlyk we yeterlik sertlerini yazarys:

1. x sany1 jiibiit bolmagy {i¢in, onuil 4-e boliinmegi yeterlikdir;

2. x sanyn 4-e boliinmegi tigin, onui jiibiit bolmagy zerurdyr.

A(x) predikatyfi ¢ynlyk kopliigi 7, = {4, 8}, B(x) predikatyn
cynlyk kopligi 7, = {2, 4, 6, 8, 10}. Bu yerden T, c T, bolyandygy
ticin, predikat predikatdan logiki gelip ¢ykyar. Sonun iigin «x jiibiit
san» diyen predikat «x san 4-e boliinydr» diyen predikatyn zerurlyk
sertidir we «x san 4-e boliinyar» diyen predikat «x jiibiit san» diyen
predikatyn yeterlik serti bolyar.

Eger X kopliikde berlen A(x) we B(x) predikatlarynn 7, we T,
cynlyk koplikleri gabat gelse, yagny T, = T, bolsa onda éhli x € X
licin A(x) & B(x) ekwiwalensiya ¢yndyr. Meselem, N natural sanlar
kopliiginde berlen A(x): «x natural san 10-a boliinyédr», B(x): «x na-
tural sanyn onluk yazgysy 0 san bilen gutaryar» diyen predikatlar
icin A(x) < B(x) ekwiwalensiya dhli x natural san bahalarda ¢yndyr.
Meselem, x = 140 bolanda A(x) « B(x) ekwiwalensiya ¢yn, sebébi
140 san 10-a boliinydr we ol O san bilen gutaryar. Eger-de x = 12
bolsa, onda A(x) < B(x) ekwiwalensiya yene-de ¢yndyr, sebébi bu
pikir aytmalaryn ikisi hem yalan, yagny 12 san 10-a boliinmeyér we
12 sanyn sonly 0 bilen gutarmayar.

Eger A(x) we B(x) predikatlar X kopliikde ekwiwalent bolsa, onda
bu predikatlaryn her biri beylekisi iicin zerur hem-de yeterlik serti bo-
lup duryar. Meselem, x natural sanyii 10-a bdliinmegi iigin, bu sanyn
onluk yazgysynyn 0 san bilen gutarmagy zerur hem-de yeterlikdir.

§3. Teoremalar

1. Teoremalaryn gurlusy

Matematikanyn islendik boliimi dwrenilende teoremalar diylip
atlandyrylyan sozlemlere seredilydr. Teoremalaryn mazmuny néhili
bolanda-da, olar ¢yndygyny subut etmek bilen kesgitldp bolyan pikir
aytmalardyr. Pikir aytmalaryi, predikatlaryn we kwantorlaryi iisti bi-
len berilyén teoremalaryn gurlusyna seredelin.
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Teorema. «Eger nokat burcunl bissektrisasynda yatyan bolsa,
onda ol burgun taraplaryndan den uzaklykdadyr».

«Nokat burcun bissektrisasynda yatyar» diyen sdzlem teoremanyi
serti, «Nokat burguil taraplaryndan deii uzaklykdadyr» diyen sozlem
bolsa teoremanyn netijesidir. Gorniisi yaly, teoremanyn serti we neti-
jesi tekizligin dhli nokatlarynynn P kopliiginde berlen predikatlardyr.
Hakykatdan-da «Nokat burgun bissektrisasynda yatyar» diyen sézlem
berlen burgun bissektrisasynda yatyan nokatlaryn P kopliigine degisli
nokat barada aydylanda ¢yn pikir aytma bolyar. Tekizligini bissektri-
sada yatmayan dhli nokatlary {i¢in bu sozlem yalan pikir aytmadyr.
«Nokat burgun taraplaryndan den uzaklykdadyr» diyen sozlem barada
hem edil seyle pikir yoretmek miimkin. Bu predikatlary 4(x) we B(x)
diyip belléris. Bu yerde x P kopliigin islendik nokadydyr. Bu teoremany
kwantorlaryn komegi bilen yazarys: (Vx € P)[(A(x) = B(x))].

Seylelikde, teoremanyn gurlusy barada giirriin edilende «Eger
nokat burcun bissektrisasynda yatyan bolsa, onda ol burgun tarap-
laryndan den uzaklykdadyr» diyen teoremany ti¢ bolege bolmek bolar:

1. Teoremanyi serti: tekizligin &hli nokatlarynyn P kopliigin-
de berlen A(x) predikat, yagny A(x): «nokat burcun bissektrisasynda
yatyary.

2. Teoremanyn netijesi. Tekizligin dhli nokatlarynyn P koplii-
ginde berlen B(x) predikat, yagny B(x): «nokat burcun taraplaryndan
dent uzaklykdadyr».

3. Teoremanyn diisiindirisli boélegi. Bu yerde teoremada
giirriini edilyén obyektlerin kopliigi barada yazylyp beyan edilyar.
Teoremanyn simwoliki yazgysyndaky Vx € P yazgyny onun diislin-
dirisli boleginde gorkezip bolyar.

Teoremalar s6z bilen beyan edilende, kopleng, onun diisiindirisli
bolegi anyk gorkezilmeyir. Yone teoremalaryi iistiinde islenilende ol
ayratyn gorkezilmelidir. Kdpleng, teoremalar s6z bilen beyan edilende
«eger..., onda...,» diyen sdzlem bilen berilyir. Ony umumy gorniisde

(Vx € Y)[A(x) = B(x)] (1

yaly yazyp bolyar. Bu yerde X kopliik 4(x) we B(x) predikatlaryn ber-
len kopliigidir.
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«Eger..., onda...» diyen s6zlemi 6ziinde saklamayan teorema-
lary hem (1) gorniisde yazyp bolyar. Meselem, «Rombun diagonallary
0zara perpendikulyardyr» diyen teorema seredelii. Bu teoremada
diirli dortburgluklaryn arasyndan islendik romby saylap alsak, onda
onun diagonallarynyn 6zara perpendikulyar boljakdygy barada aydyl-
yar. Sonuil li¢in bu teoremany «Eger dortbur¢luk-romb bolsa, onda
onun diagonallary 6zara perpendikulyardyr» diyip yazmak miimkin.
Tekizligin dhli dortburcluklarynyi kopliigini X diyip bellesek, onda
bu kopliiginl islendik dortburclugyny x diyip alarys. Onda bu teore-
many hem seyle yazyp bolyar:

(Vx € X)[A(x) = B(x)].

Bu yerde A(x): «x dortburgluk rombdyr», B(x): «x dortburglugyn
diagonallary 6zara perpendikulyardyr» X kopliikde berlen predikat-
lardyr.

Goy, V(x € X)[4(x) = B(x)] ¢yn teoremanyn yazgysy bolsun.
Onda teoremanyn serti we netijesi dhli x € X bahalarda ¢yn bolyan
implikasiyany emele getiryar, diymek, B(x) predikat 4(x) predikatdan
logiki gelip ¢ykyar. Sonun licin «kRombuii diagonallary 6zara perpen-
dikulyardyr» diyen teoremany asakdaky yaly yazyp bolyar.

1. Dortburglugyin romb bolmagy tigin, onun diagonallarynyn
Ozara perpendikulyar bolmagy zerur we yeterlikdir.

2. Dortburglugyn diagonallarynyn 6zara perpendikulyar bolma-
gy licin onun romb bolmagy zerur we yeterlikdir.

2. Berlen teorema ters teorema

«Eger natural sanyn sifrleriniii jemi 9-a kratny bolsa, onda bu

sanyn 6zem 9-a kratnydyr» diyen teoremany
(Vx € N)[A(x) = B(x)]

gorniisde yazyp bolyar. A(x): «x sanyn sifrlerinint jemi 9-a kratny»
diyen predikat teoremanyn serti B(x): «x san 9-a kratny» diyen predikat
bolsa teoremanyi netijesidir. Vx € N yazgy teoremanyn diigiindirisli
bolegi bolup, ol teoremanyn dhli x natural sanlar {i¢in yerine yetyén-
digini anladyar.

Indi teoremanyn diisiindirisli bolegini tiytgetman, sol dursuna gal-
dyryp, onuii serti bilen netijesinini yerini ¢alsalyii. (Vx € N)[A(x) = B(x)]
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gorniigli tdze teorema alarys. Bu teoremany soz bilen beyan edelin.
«Eger natural san 9-a kratny bolsa, onda onuil sifrleriniii jemi 9-a
kratnydyr». Onia berlen teorema ters teorema diyilyar.

Umuman, 4(x) we B(x) X kopliikde berlen predikatlar bolsa, onda
(Vx € X)[A(x) = B(x)] we (Vx € X)[B(x) = A(x)] teoremalara biri-bi-
rine ters teoremalar diyilyar. Bu teoremalaryn (Vx € X) diisiindirisli
bolegi iki teorema iigin hem menzesdir.

«Eger natural sanyn sifrlerinin jemi 9-a deni bolsa, onda bu sanyi
06zem 9-a dendir» diyen teorema we ona ters bolan teorema ¢yndyr.
Yone berlen teorema we ofa ters bolan teorema hemise ¢yn bol-
mayar. Meselem, tekizligiii dhli dortburcluklarynyn X kopliikde A(x):
«x dortburcluk goniiburclukdyr» we B(x): «dortburglugyn diagonal-
lary kongruentdir» diyen predikatlara seredelin.

(Vx € X)[A(x) = B(x)] teoremany soz bilen «Eger x dortburg-
luk goniiburcluk bolsa, onda onuil diagonallary kongruentdir» diyip
aydyp bolyar. Bu ¢yn teoremadyr. Indi bu teorema ters teoremany
vazarys: (Vx € X)[B(x) = A(x)], yagny «Eger dortburclugyn diago-
nallary kongruent bolsa, onda ol goniiburclukdyr». Bu teorema ya-
landyr, has takyk aytsak, ol hemise ¢yn dildir, sebdbi diagonallary
kongruent, yone goniiburgly dil dortburcluklar hem bardyr. Meselem,
tekizlikdaki parallelogramlaryin P kopliiginde A(x): «x sekil gontiburg-
lukdyr», B(x): «x sekilin diagonallary kongruentdir» diyen predikatlar
berlipdir. Onda, (Vx € P)[A(x) = B(x)] we (Vx € X)[B(x) = A(x)]
teoremalaryn ikisi hem ¢yndyr.

Goy, (Vx € X)[A(x) = B(x)] we (Vx € X)[B(x) = A(x)] predikat-
lar ¢yn bolsun. Onda A(x) predikatyn 7' ¢ynlyk kopliigi. B(x) predi-
katynn 7, ¢ynlyk kopliiginini bolek kopliigi bolyar we tersine, yagny
T, cT,weT,cT, sonui ligin hem 7, = T,. Onda beyle yagdayda A(x)
we B(x) predikatlarynl her biri beylekisi ticin yeterlik we zerurlyk sert
diyen predikat «Natural san 9-a kratny» diyen predikat ii¢cin yeterlik
we zerurlyk sert bolyar.

Eger (Vx € X)[A(x) = B(x)] we (Vx € X)[B(x) = A(x)] teore-
malaryn ikisi hem ¢yn bolsa, onda olary birlesdirip bir teorema
gorniisinde yazmak miimkin, (Vx € X)[4(x) & B(x)]. Bu teoremany
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s0z bilen beyan edelin, «Natural sanyn 9-a kratny bolmagy ii¢in, onuil
sifrlerininl jeminin 9-a kratny bolmagy zerurdyr we yeterlikdir».
Teoremalarda «zerurdyr we Yyeterlikdir» diyen soziin yerine,
kopleng, «sonda we dine sonda» diyen s6z ulanylyar. Meselem,
«Déortburcluk sonda we difie sonda parallelogramdyr, haganda onuil
diagonallary kesisme nokadynda den yarpa boliinyén bolsay.

3. Berlen teorema gapma-garsylykly teorema

(Vx € X)[A(x) = B(x)] (D
teorema berlen bolsun. Bu teoremadan onuii sertini, netijesini olaryn
inkdr etmegi bilen calyssak, tize

(Vx € X)[A(x) = B(x)] )
teorema alnar. (2) teorema berlen (1) teorema gapma-garsylykly teo-
rema diyilyar. Meselem, N natural sanlar kopliiginde A(x): «x sanyn
onluk yazgysy nol bilen gutaryar», B(x): «x san 5-¢ boliinydr» diyen
predikatlar berlipdir. Onda (1) teoremany s6z bilen «Eger-de natural
sanyn onluk yazgysy nol bilen gutaryan bolsa, onda ol 5-e boliinyandiry
diyip yazyp bolyar. Bu ¢yn teoremadyr. (1) teorema gapma-garsylykly
(2) teoremany «Eger natural sanyn onluk yazgysy nol bilen gutarma-
sa, onda ol 5-e boliinmeyéry diyip okamak miimkin. Bu yalan teore-
madyr, sebdbi yzy nol bilen gutarmayan, yone 5-e boliinydn kopsanly
natural sanlary gorkezmek miimkin. Meselem, 5, 15, 25, 35 we s.m.
Berlen teoremanyn we ona gapma-garsylykly teoremanyn hem sol bir
wagtda ¢yn bolyan yagdaylary kop dus gelyar:

(Vx € X)[A(x) = A(x)]. 3)

(3) gorniisli teoremalara gapma-garsylykly ters teoremalar diyil-
yér. Meselem, «Eger natural san 5-e boliinmese, onda onui onluk yaz-
gysy nol san bilen gutarmayar» diyen teorema «Eger natural san 5-e
boliinyén bolsa, onda onun onluk yazgysy nol san bilen gutaryandyr»
diyen teorema ters teoremadyr. Bu teorema hem «Eger sanyn onluk
yazgysy nol san bilen gutaryan bolsa, onda ol 5-e boliinydndir» diyen
teorema ters teoremadyr.

(1) we (3) teoremalar dengiiy¢lidir, yagny (1) teorema sonda we
dine sonda ¢yndyr, hacanda (3) teorema ¢yn bolsa.

5. Sargyt Ne 1407 MAIIA
Kop-pa nocie MHO 25.11.15



DENLEMELER,
DENSIZLIKLER

§1. San deiilikleri we densizlikleri

1. Matematiki dilin elipbisi

Matematikany 6wrenmekde biz tirkmen dilindéki sozler, soz-
lemler bilen bir hatarda matematiki belgilerden diiziilen sézlemler-
den, yagny matematiki dilden peydalanyarys. Meselem, 3x + 5 = 8,
2x + 7 > 5x matematiki belgileriit komegi bilen yazylan sézlemdir.

Bizin bilsimiz yaly, islendik sozlem sozlerden, sozler bolsa
haysydyr bir elipbinin harplaryndan diiziilyar. Diymek, matematiki
dilin hem 6z elipbisi bolmalydyr. Meselem, onluk hasaplamak sis-
temasynda sanlar 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 san belgilerin komegi
bilen yazylyar. Uytgeyin ululyklary, kopliikleri we olaryfi element-
lerini bellemek ii¢in latyn elipbisiniii setir we bas harplary a, b, c,
..., z, A, B, C, ..., Z peydalanylyar. Diirli amallar +, —, -, :, \/7, N,
U we s.m. belgiler bilen yazylyar. Sanlaryn, kopliiklerin we olaryn
elementlerinin arasyndaky gatnagyklary =, >, <, I, 1 we s.m. belgiler
bilen gorkezip bolyar. Ondan bagga-da matematiki yazgylarda diirli
gorniisli yaylardan (skobkalardan) peydalanylyar.

Bu sanalyp gecilen belgileriit dhlisi matematiki dilin elipbisini
emele getirydr. Matematiki elipbiniii belgilerinden kesgitlenen diiz-
giinlere gord sozler, sozlemler diiziilyar. Sonda matematiki sdzlem edil
tirkmen dilindédki sozlemler yaly diigniiklidir, sebdbi ol matematiki
elipbinin harplaryndan diiziilen, manysy bolan tiikenikli (gutarnykly)
yzygiderligi emele getiryar.

Matematiki dilin belgileri asyrlaryin dowamynda kopsanly ta-
nymal alymlaryn gatnasmagynda emele geldi, doredi. Meselem,
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nibellini harplar bilen bellemekligi Diafont (III asyr) girizdi diylip
hasap edilyir. Algebrada latyn elipbisiniii harplaryny ilkinji bolup
Wiyet (XVI asyr) peydalanypdyr. R.Dekart (XVIII asyr) bu elipbiniii
setir harplaryny matematikada peydalanmagy ilkinji bolup girizip-
dir. Detilik belgisi (=) iiilis alymy R.Rekordyn (X VI asyr) islerinde
gabat gelse-de, bu belgi diie XVIII asyrda giiiisleyin peydalanylyp
baslanypdyr. Deisizlik belgilerini (>, <) XVII asyryi baslarynda ifilis
matematigi Gariot ulanysyga girizipdir.

2. San anlatmalary we nibellili anlatma

3+7,24:8,3-2—-4,(25+3)-2— 17 gorniisli yazgylara san
lerinden, yaylardan diiziilendir. Sonuni yaly-da, her bir san hem san
anlatmasydyr.

Ainlatmada gorkezilen amallaryii matematiki yzygiderlikde ye-
rine yetirilmegi netijesinde alnan sana anlatmanyn bahasy diyil-
yar, meselem, 3 - 2 — 4 san anlatmanyn bahasy 2-4 dendir. San ba-
hasy bolmadyk afilatma hem bardyr, beyle aifilatmalara manysy yok
yone sany nola boliip bolmayar. v—9 aiilatmanyii hem manysy
yokdur, sebébi hakyky sanlar kopliiginde kwadraty —9-a den bolan
san yokdur.

Indi 2a + 3 gorniisli yazga seredelin. Ol 2 we 3 san belgilerden,
«+t» gosmak amalyndan we a harpdan ybaratdyr. Eger a harpyn yeri-
ne sanlary yazsak, onda diirli san anilatmalary alnar, yagny

a=3bolanda?2 -3 + 3;

a=7bolanda2 - 7 + 3;

a=-4bolanda 2 - (-4) + 3.

2a + 3 gornlisli yazgyda a harpa nidbelli, 2a + 3 yazga bolsa
nébellili anlatma diyilydr. Nabellini latyn elipbisinin islendik harpy
bilen belldp bolyar.

Diymek, nébelli — bu yerine sanlary yazmak miimkin bolan bel-
gidir. Aillatmada nébellininn yerine yazyp bolyan sanlara nébelliniii

------

Mysallara seredelin:
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1. 3 — 4y anlatmada y nébelli islendik hakyky san bahany alyp
bilyér, sebébi y-ini islendik bahasynda manyly san afilatmasy alynyar.
Beyle yagdayda 3 — 4y anilatmanyn kesgitlenis oblasty R hakyky san-
lar kopliigi bolyar.

2. Eger . f 3 anlatmada x-yn yerine 3-i goysak, onda manysyz

san aflatmasy alynyar. Yone x — y yerine hakyky sanlar kopliiginiii
3-den bagga islendik sanyny alsak, onda manyly san anlatmasy

alynyar. Onda anlatmanyn kesgitlenis oblasty 3-den basga &hli

4
x—3
hakyky sanlar kopliigidir, yagny (—o, 3) U (3, +o).

3. vx — 2 anlatma x-yn x — 2 > 0 deiisizligi kanagatlandyryan
hakyky san bahalarynda manyly san aillatma bolyar, yagny v x — 2
anlatmanyn kesgitlenis oblasty [2, +oo] kopliikdir.

Bizin yokarda seredenlerimiz bir nébellili anlatmalardyr. Mate-
matikada iki, i¢ we s.m. ndbellili anlatmalara hem seredilyir. Mese-
lem, 3x + 7y iki nébellili, 5x — (2y — 7z) li¢ ndbellili anlatmalardyr.

3. San deiilikleri we densizlikleri

Goy, a we b iki sany san anllatmasy bolsun. Olary deilik belgisi
bilen birlesdirelin. Onda san deniligi diylip atlandyrylyan a = b sozle-
mi alarys. Meselem, 3 + 2 we 6 — 1 san anlatmalaryny denlik belgisi
bilen birlesdirelint 3 + 2 =6 — 1. Bu ¢yn sozlemdir. Eger denlik belgisi
bilen 3 + 2 we 7 — 3 anlatmany birlesdirsek, onda 3 +2 =7 — 3 ya-
lan s6zlem alarys. Seylelikde, logiki nukday nazardan san denligi ¢cyn
ya-da yalan pikir aytmadyr.

Eger deiliginn ¢cep we sag taraplarynda yazylan san anlatmala-
rynyn bahalary gabat gelydn bolsa, onda san anlatmasy ¢yn pikir ayt-
madyr. Cyn san denliklerinini kédbir hasiyetlerine seredelin.

1. a = b ¢yn san denliginiii iki tarapynada sol bir ¢ san anlatma-
syny gossak a + ¢ = b + ¢ ¢yn san deiligi alynyar, yagny a = b =
=sa+tc=b+c.

2. a = b ¢yn san denliginin iki tarapy hem sol bir ¢ sana kopelt-
sek, ac = bc ¢yn san denligi alynyar, yagny a = b = ac = bc.
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Goy, a we b san aillatmalary bolsun. Olary «>» ya-da «<» belgi
bilen birlesdirelini. Alnan a > b ya-da a < b sézlemlere san denisizligi
diyilyédr. Meselem, eger 6 + 2 we 13 — 7 anilatmalary «>» belgi bilen
birlesdirsek, 6 + 2 > 13 — 7 san densizligini alarys. Bu ¢yn sézlem.
Eger bu anlatmalary «<» belgi bilen birlesdirsek, 6 +2 < 13 — 7 ya-
lan san densizligini alarys. Seylelikde, logiki nukdaynazardan san
deiisizligi ¢yn ya-da yalan pikir aytmadyr. Cyn san densizliklerinifi
kébir hisiyetlerine seredelin.

1. Eger a > b ¢yn san densizligin iki tarapyna-da sol bir ¢ san
anlatmasyny gossak, onda yene-de manyly ¢yn san densizligi alarys,
at+tc>b+ec.

2. Eger a > b ¢yn san densizligiil iki tarapy hem sol bir ¢ sana
kopeltsek, onda ac > be ¢yn san densizligi alarys.

3. Eger a > b ¢yn san densizligin iki tarapy hem sol bir ¢ otrisatel
sana kopeltsek, onda ¢yn san deiisizligini almak {i¢in densizlik belgi-
sini ters tarapa Owiirmeli, yagny ac < bc densizlik alarys.

4. Bir nibellili derileme

4x we 5x + 2 iki sany ndbellili aiilatma berlipdir. Olary denlik
belgisi bilen birlesdirip, 4x = 5x + 2 anlatma alarys. Ol x = 1 ba-
hada 4 - 1 =5 - 1 + 2 yalan pikir aytma bolyar. x = —2 bahada
4-(=2)=5"(-2)+2 ¢ynpikir aytma alynyar. Beyle gérniigli deniliklere

seyle kesgitlenilyar.

Kesgitleme. Goy, flx) we g(x) X kopliikde kesgitlenen iki sany
anlatma bolsun. Onda f(x) = g(x) gorniisli denlige bir nibellili den-

X kopliige degisli x tiytgeyan ululygyn berlen defileméni ¢yn san
deiilige getirydn bahasyna denleminin c¢oziiwi (deiileminiin koki)
diyilyar. Berlen denleménin ¢oziiwlerinii kopliigini tapmak — bu
deiillemédni ¢6zmek diymekdir.

Mysallara seredelin.

1. 4x = 5x + 2, x € R. Bu denilemede x = -2 bahada ¢yn san
deiiligi alynyar. Diymek, onuil ¢éztiwlerinii kopliigi {-2} bolar.
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2.(x—1)(x+2)=0,x € R. Budenleme x = 1 we x =-2 bahalarda
¢yn san deiiligi bolyar. Diymek, onun ¢oziiwlerinin kopliigi {—2; 1}
bolar.

3.(3x+1)-2=06x+2,x € R. Anlatmanyn ¢ep tarapyndaky yayy
(skobkany) acyp alarys. 6x + 2 = 6x + 2. Bu deilleme x ndbelliniii
islendik hakyky san bahasynda ¢yn pikir aytma bolyar. Onda, bu
dentlleménin ¢oziiwlerinin kopliigi dhli hakyky sanlar kopliigidir.

4. 3x+1)-2=6x+1,x € R. Bu deiilleméni 6x +2 = 6x + 1
gornilisde yazarys. Bu denilleme x nédbelliniii hakyky san bahalarynyn
hi¢ birinde ¢yn san deniligi bolmayar, sebébi 2 # 1. Beyle yagdayda
berlen denileménin ¢oziiwi yok ya-da onun ¢oziiwlerinin kopliigi bos
kopliik diyilyér.

S. Dengiiyc¢li denlemeler

Berlen deiileméni ¢ézmek {i¢in, ony has yonekey denlleme bi-
len ¢alsyp alyarlar hem-de onun ¢oziiwleriniii kopliigini tapyarlar. Bu
yonekeylesdirilen denleménin koklerinin ilkibasda berlen defileménin
hem kokleri bolmagy ti¢in, olarynn kokleri gabat gelmelidir. Beyle

......

Kesgitleme. Eger-de berlen iki defileménin ¢oztiwleriniii kop-
liigi gabat gelse, onda olara dengiiy¢li defilemeler diyilyér.

Meselem, (x + 1)> =9 we (x — 2)(x — 4) = 0 denlemeler hakyky
sanlar kopliiginde dengiiy¢lidir, sebdbi olaryn ¢oziiwlerinin kopliigi
gabat gelyar. Dengliycli denilemeler barada teoremalara seredelin.

1-nji teorema. Goy, f{x) = g(x) X kopliikde berlen defileme we
h(x), X kopliikde kesgitlenen aiillatma bolsun. Onda,

Sx) = g(x) (1)

Jx) + h(x) = g(x) + h(x) )
denillemeler X kopliikde dengitiyclidir.

we

Subudy. (1) defileménifi ¢ozuwlerinifi kopligini 7, (2) deiile-
ménin ¢oziwleriniii kopliigini 7, bilen belldlifi. Onda (1) we (2)

denlemelerini dengiiy¢lidigi ti¢in, 7| = T, bolar, bu defiligii dogru-
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dygyna goz yetirmek tg¢in, 7 -ifi islendik kokiinin 7)-nift koki bol-
yandygyny we tersine, 7 -nifi islendik kokiinii 7 -ii kok bolyan-
dygyny barlap gorelin.

Goy, a san (1) deleménifi koki bolsun. Onda a € T, san ba-
hany (1) deiilikde ornuna goysak f(a) = g(a) ¢yn san denligi alynyar.
h(x) aiillatma Ah(a) san aillatmasy bolar. fla) = g(a) san deiiliginin iki
tarapyna-da s(a) san aillatmasyny gosup, fla) + h(a) = g(a) + h(a) ¢yn
san deiiligini alarys. Bu deilik @ sany1 (2) defileménin hem koki bol-
yandygyny gorkezydr. Seylelikde, biz (1) denleménin her bir kokiinini
(2) defileminin hem koki bolyandygyny subut etdik, yagny 7', c T,

Indi goy, b san (2) denleménii koki bolsun. Onda, b € T, bu
bahany ornuna goyup alarys. f(b) + h(b) = g(b) + h(b). Bu deiligiii iki
tarapynada — A(b) anlatmany gosup, f(b) = g(b) san denligini alarys.
Bu bolsa b sanyn (1) deiileménin koki bolyandygyny gorkezyar.

Seylelikde, biz (2) defileménin her bir kokiinin (1) defileménin
hem koki bolyandygyny, yagny 7, c T, subut etdik.

Diymek, T, c T, we T, c T,, onda defi detilemeler baradaky kes-
gitlemd gord, T, = T,. Bu bolsa X kopliikde (1) we (2) denlemelerini
dengiiyclidigini gorkezydr. Denillemeler ¢oziilende, kdpleng, bu teore-
ma dél-de, ondan gelip ¢ykyan netijeler peydalanylyar.

1. Eger denlleménin iki tarapyna-da sol bir sany gossak, onda ber-
len deiilemd dengiliycli denileme alarys.

2. Eger gosulyjylaryn haysy-da bolsa birini ters alamat bilen
denliginl beylesine gecirsek, onda berlen defillema dengiiycli denileme
alarys.

2-nji teorema. Goy, f{x) = g(x) X kopliikde berlen denilleme we /(x)
sol X kopliikde kesgitlenen hem-de x-yn hi¢ bir bahasynda nola den
bolmayan ailatma bolsun. Onda, f{x) = g(x) we f(x) - h(x) = g(x) - h(x)
deitlemeler X kopliikde dengiiy¢lidir. Bu teorema edil 1-nji teorema
yaly subut edilydr. Denlemeler ¢oziilende, 2-nji teoremadan gelip
¢ykyan su asakdaky netijeden peydalanyarys.

Eger denileminin iki tarapyny hem sol bir sana kopeltsek (ya-da
bolsek), onda berlen denlemd denigiiy¢li bolan deiileme alarys.
Mysallara seredelin.
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1. 1-— % = %, X € R denlleméni ¢6zmeli. Ilki bilen ony umu-

6—2x _ x
6 6
taglap yazarys 6 — 2x = x — 2x anlatmany denligin sag tarapyna
gecirelin 6 = x + 2x. Denlleménin sag tarapyndaky menzes agzalary
gosup alarys 6 = 3x. Denliginl iki tarapyny hem 3-e boliip, x = 2-ni
alarys. Diymek, bu defileménin dine bir koki bar, yagny {2}.
2.x(x—1)=2x,x € R defilemini ¢c6zmeli. Bu defileméni okuwcy-
lar kdwagt seyle ¢ozydrler, yagny deiileménin iki tarapyny hem x né-
belld bolyarler we x — 1 =2 denleméni alyp, onuil ¢ézliwini x = 3 diyip
yazyarlar.

Deilleménin bu ¢6ziiwi dogrumy? x nibellinin x(x — 1) = 2x deii-
leméani ¢yn san deiiligine owiiryédn dhli san bahalary tapyldymy? Bu
detileme x = 0 bolanda 0(0 — 1) = 2 - 0 ¢yn san denligi alynyar. Onda
deiileméninl bu koki nirede? Sebdbi x — 1 =2 we 2(x — 1) denillemeler
hakyky sanlar kopliiginde dengiiyc¢li dil, sonun licin defileménin bir
koki tapylman galdy.

x(x — 1) = 2x denilemini néhili ¢6zmeli. Bu denflleméni ¢6zmegin
miimkin bolan usullaryndan birini gorelin.

2x nébellini denleménii sag tarapyna gegirelin x(x — 1) — 2x = 0.
Bu yerden x* — x — 2x = 0, x> — 3x = 0 yazyp bolyar. x liytgeyan ululygy

my maydalawja getirelini . Sofira umumy maydalawjyny

hasyly sonda we difie sonda nola dendir, hacanda it bolmanda olaryn
biri nola den bolsa. Onda, x(x — 3) = 0 anlatmany x =0 wex -3 =10
diyip yazyp bolyar. Diymek, bu defileménin kokleri O we 3 sanlardyr,
yagny {0; 3}.

6. Matematikanyn mekdep kursunda bir nibellili
denlemeler we densizlikler

1-nji mysal. Denilleméni ¢ozmeli.

Barlap goryaris.
Ox —23=5x-11; 9-3-23=5-3-11;
Ox —5x=23-11; 27-23=15-11;
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4x = 12; 4 =4,
x=3.

2-nji mysal
2 +3)—3(x+2)=5—-4(x + 1),
2x+6-3x-6=5-4x—-4;

—x=-4x+1;

3x=1;

x=1.

3-nji mysal

57x_xg3 :1+xg5;
Xe-236=1-6+223.6

I5x-2(x—-3)=6+x-75;
15x-2x+6=6+x-75;
13x+6=x+1;
12x =-5;

__5
X==15
4-nji mysal
2+ 1)—=1=3-(1 —2x);
2x+2-1=3-1+2x;
2x—2x=2-1;
0-x=1.
Denleménin ¢oziiwi yokdur.

5-nji mysal

3(1-x)+2=5-3x;

3-3x+2=5-3x;

5-3x=5-3x.

Denlemaénin tiikeniksiz kop ¢6ziiwi bardyr.
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6-njy mysal. Densizlikleri ¢ozmeli.

x+1>7-2x;
x+2x>7-1;
3x>6;
x>2.

Densizligin ¢oziiwlerinin kopliigi 2-den uly dhli sanlardyr.
7-nji mysal

3x—2)—4(x+1)<2(x-3)-2;
3x—6—4x—-4<2x—-6-2;

—-x—-10<2x-8;

—3x<2;

x> — %

8-nji mysal

xg5+1<52x x;3;
65224616 26273

x=5+6 15x—2(x—23);
x—5+6<15x—2x +6;
x+1<13x+6;
—12x<5

5
>
=712

9-njy mysal

2x+ 1) +5>3—(1-2x),
2x+2+5>3-1+2x;

2x +7 > 2+ 2x;

2x—2x>2-1,

0-x>-5;

0>-5.

Densizligin tiikkeniksiz kop ¢oziiwi bardyr.

10-njy mysal
32-x)—-2>5-3x
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6—-3x—2>5-3x;

4 —3x>5-13x;
-3+ 3x>5-4;
0-x>1;
0>1.

Densizligin ¢oziiwi yokdur.

7. Dernilleme diizmek bilen ¢oziilyin meseleler

1-nji mesele. Syyahatcylary gezelenje alyp baryan giami deryada
akymyn ugruna yuziip gitdi we 5 sagatdan yzyna gaydyp gelmelidi.
Suwun akys tizligi sagatda 3 km, gdminin yata suwdaky tizligi sagat-
da 18 km. Eger syyahatcylar kenarda 3 sagat dyng alyp yzyna gaytsa-
lar, onda gdmi nédge km uzaklyga gidipdir?

Coziilisi. Goy, gozlenydn uzaklyk x km bolsun. Gdmi bu
aralygy akymyn ugruna 18 + 3 = 21 km/sag tizlik bilen geger we

onun iigin % sag wagt sarp eder. Gdmi yzyna akymyn garsysyna
18 — 3 = 15 km/sag tizlik bilen yiizer we % sagat yolda bolar. Syya-

hatgylar kenarda 3 sag dyng aldylar. Diymek, gezeleng iicin jemi

<% + % + 3> sag wagt sarp edildi. Meseldnin sertine goré, ol 5 sa-

gada den. Onda, % + % + 3 = 5 denleme alarys:

L L: = = =
21+15 2, 5x+7x=210, 12x=210,x=17,5.

Géami 17,5 km uzaklyga yiziip gidipdir.

2-nji mesele. U¢ sany yzygider gelyin tik sanyfi jemi 81, bu
sanlary tapmaly?

Coziilisi. Ték sany 27 — 1 belléris. Onda indiki tik san (2n—1) +2,
liclinji tdk san (2n — 1) + 4 bolar. Meselédnin sertine gord denleme
diizeris:

Cn-1)+Q2n-1)+2+2n-1)+4=281,

2n+1+2n+1+2n+3 =8I,
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6n=2_81-3,
6n =178,
n=13,

2n—-1=2-13-1=25;

2n+1=2-13+1=27,

2n+3=2-13+3=29.

Diymek jemi 81-e dent bolan yzygider ték sanlar 25, 27, 29 yagny
25+27+29=28l.

3-nji mesele

Ug synpda 119 okuwgy bar. Birinji synpda ikinjidikiden
4 okuwgy kop, ligiinji synpdan bolsa 3 okuwgy az. Her synpda nige
okuwcy bar?

Coziilisi. Ikinji synpdaky okuwgylaryii sanyny x bilen bellalin,
onda birinjide x + 4 okuwcy bar, birinji synpda {g¢iinjiddkiden
3 okuwgy az, yagny {i¢iinji synpda ondan 3 okuwcgy kop, diymek,
(x +4) + 3. Meselédnin sertine gora,

x+tx+4+x+4+3=119;

3x=119 -11;
3x=108;
x =236

— ikinji synpda 36 okuwcy bar. Birinjide x + 4 = 36 + 4 = 40 okuwcy,
tclinjide x + 4 + 3 =36 + 4 + 3 = 43 okuwc¢y okayar.

36 +40+43=119;

119 =119.

4-nji mesele. Denyanly iligburclugyn perimetri 25 sm. Eger
iicburclugyn gapdal tarapy esasyndan 5 sm uzyn bolsa, onda iigburg-
lugyn taraplarynyn uzynlygyny tapmaly?

Céziilisi. Ucburclugyh esasyny x bilen belliris. Onda, onuii gap-
dal tarapy (x + 5) sm bolar. Denileme diizelin:

xX+tx+5+x+5=25;

3x=25-10;
3x=15;
x=35

gapdal taraplary

x+t5=5+5=10sm.



Derilemeler, derisizlikler

10+ 10 +5=25;
25=25.

8. Bir nibellili densizlik.
Dengiiycli densizlikler
2x+7>10—-x, x>+ 7x <2, (x +2)(x + 3) > 0 gorniisli anlatma-

------

Kesgitleme. Goy, fix) we g(x) x nébellili, X koplikde kesgitle-
nen iki sany anlatma bolsun. Onda, f{x) > g(x) ya-da f{x) < g(x) gor-
niisli densizliklere bir nibellili densizlikler diyilyar.

X kopliige degisli x nébellinin berlen defisizligi ¢yn san densiz-
lige 6zgerdyén bahasyna densizligin ¢6ziiwi diyilyér. Berlen deiisiz-
ligin ¢oztiwlerininl kopliigini tapmak — bu denisizligi ¢ozmek diymek-
dir.

Mekdep matematika kursunda diirli gorniisli densizlikleri ¢6z-
meklige seredilyar. Biz dinie birinji derejeli denisizliklerin ¢oziiwlerini
tapmaga seredelin. Beyle deisizlikleri ¢ozmegin esasynda dengiiycli
deiisizlikler baradaky teoremalar duryar.

Kesgitleme. Eger iki densizligin ¢oziiwlerinin kopliigi den bol-
sa, onda olara dengiiycli densizlikler diyilyar. Meselem, 2x + 7 > 10
we 2x > 3 densizlikler dengiiy¢lidir, sebdbi olaryn ¢éziiwlerinin kop-

ligi den, yagny <%, oo).
Derisizliklerin dengiiyclidigi baradaky teoremalar we olardan ge-

lip ¢ykyan netijeler denlemelerin dengiiy¢lidigi baradaky teoremalara
menzesdir we edil sonun yaly subut edilyar.

3-nji teorema. Goy, f(x) = g(x) X kopliikde berlen deinisizlik we
h(x) sol X kopliikde kesgitlenen afnlatma bolsun. Onda f{x) > g(x) we
Sx) + h(x) > g(x) + h(x) densizlikler X kopliikde dengiiy¢lidir. Bu teo-
remadan agakdaky netijeler gelip ¢ykyar.

1. Eger fix) > g(x) densizligin iki tarapyna-da sol bir d hakyky
sany gossak, berlen densizlige dengiiy¢li bolan f(x) + d > g(x) + d
densizligi alarys.
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2. Eger gosulyjylaryn haysy-da bolsa birini ters alamat bilen
deiisizligin basga tarapyna gecirsek, onda berlen deiisizlige dengiiycli
bolan densizlik alarys.

4-nji teorema. Goy, flx) > g(x) X kopliikde berlen densizlik,
h(x) sol X koplikde kesgitlenen anlatma we /(x) > 0 bolsun. Onda,
fix) > gx) we fix) - h(x) > g(x) - h(x) densizlikler X kopliikde
dengiiyclidir.

Bu teoremadan asakdaky netije gelip ¢ykyar. Eger flx) > g(x)
densizligin iki tarapyny hem sol bir polozitel d sana kopeltsek, onda
berlen densizlige dengiiy¢li bolan f(x) - d > g(x) - d denisizlik alnar.

5-nji teorema. Goy, flx) > g(x) X kopliikde berlen densizlik,
h(x) sol X kopliikde kesgitlenen aiillatma we /4(x) < 0 bolsun. Onda
fix) > gx) we fix) - h(x) < g(x) - h(x) densizlikler X kopliikde
dengiiy¢lidir. Bu teoremadan agakdaky netije gelip ¢cykyar.

Eger f(x) < g(x) deiisizligin iki tarapyny hem sol bir otrisatel d
sana kopeltsek, onda densizlik alamaty ters tarapa dwriilyar we berlen
densizlige dengiiycli bolan densizlik alnar f{x) - d < g(x) - d.

Mysallara seredelini. /A »
1.5x - 5<2x-16 ,x € R den- 7
sizligi ¢6zmeli. 2x ailatmany dei- 19-njy surat

sizligin ¢ep tarapyna 5 sany sag

tarapyna gecirip yazarys: Sx —2x < 16 + 5. Deisizligiii menzes agza-

laryny gosup, 3x < 21-i alarys, bu yerden x < 7 yazarys. Deisizligii

¢oziiwi x < 7 kesimdir, yagny (—oo, 7) bolyar (/9-njy surat).
2.-12-7x<3x+8,x € R deii- R \Q

sizligi ¢ozmeli. 3x anillatmany densiz- -2

ligifi ¢ep tarapyna, —12 sany sag ta- 20-nji surat

rapyna gegirip, —7x — 3x < 8 + 12

densizligi alarys. Bu yerde —10x < 20 densizligin iki tarapyny hem

—10-a boliip, x > —2-ni aldyk. Diymek, —12 — 7x < 3x + 8, x € R

densizligin ¢oziiwi (-2, o) kesimdir (20-nji surat).
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9. Iki nibellili iki denllemeler
sistemasy

Goy, fix; ¥) = 0 we g(x; y) = 0 iki nébellili iki defilemeler ber-
len bolsun. Denlemeler sistemasynyn her bir defilemesini dogry san
deniligine Owiirydn x we y san jiiblitlerine defilemeler sistemasynyi

......

x —3y =10 we 3x — 2y = 2 deiilemeler berlen bolsa, onda yayyn
x—3y =10

3x — 2y = 2’ denilemeler sistemasyny alarys.

komegi bilen {

Berlen iki sany deiilemeler sistemalarynyn coziiwleri metizes
denilemeler sistemalarynyn ¢ozliwleri yok bolsa, onda olar hem
dengiiyclidir. Denlemeler sistemalary c¢oziilende olary berlen
denilemeler sistemasyna dengiiycli bolan yonekey denllemeler siste-
masy bilen ¢alysyarlar:

x — 3y =10, we x =3y + 10,
3x—2y=2 3x -2y =2

denlemeler sistemalary dengiiy¢lidir. Indi deiilemeler sistemalaryny
¢Ozmegin diirli usullaryna seredelin.

Ornuna goymak usuly

Deilemeler sistemasyny bu usulda ¢6zmek iigin:

1. Denlemelerin birinde y nébellinin x-yn iisti bilen ya-da x ndbel-
lini y-in iisti bilen anladyp alarys.

2. Alnan anlatmany ikinji defilemede x-yn (y-ift) ornuna goyup,
bir nébellili defileme alarys.

3. Bu denlemaénin koklerini taparys.

4. Detilleménin jogabyny ornuna goyup, x-yn (y-ii1) bahasyny ta-
parys.

1-nji mysal. Deiillemeler sistemasyny ¢ozmeli.

{x+2y=5,

1
2x+y=4. 1)
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2x +y = 4 deiillemede 2x nébellini defileménin sag tarapyna ge-
cirip yazarys
y=4-2x (2)
Sotira y-ii bahasyny
x+2y=5 (3)

deiilemede ornuna goyarys:

x+2(4-2x)=15;

x+8—-4x=5;

—3x=-3;

x=1
alarys. x = 1 bahany (2)-de ornuna goyup, yazarys:

y=4-2-1=2;

y=2.

Seylelikde, bizx =1 we y =2 san bahalary aldyk. Onda (1; 2) san
jiibiiti (1) denilemeler sistemasynyn ¢ozliwi bolyarmy? Bu bahalary
(1)-de ornuna goyup, barlap gorelini:

1+2-2=5(5=5,
{2-1+2:4{4:4.

Denlemelerin ikisi hem dogry.

Gosmak usuly
2-nji mysal
Ix — 2y = 27,
15x + 2y = 33. 1)
Denlemeler sistemasyny ¢dzmeli. Onun {i¢in defilemeleri gosup
yazarys:
Ix — 2y =27
Sx + 2y =33
12x = 60

bu yerden x = 5-i alarys. x-yii bahasyny (1) denillemeler sistemasynyn
deiilemelerinin birinde ornuna goyup alarys.
7-5-2y=27;



Derilemeler, derisizlikler

35 -2y =27,

—2y=-8;

y=4

x =5 we y =4 bahalary (1)-de barlap gorelin:
7-5-2-4=27, 35 -8 =27, 27 =217,
{5-5+2~4 = 33; {25+8 = 33; {33 = 33.

Denlemelerin ikisi hem dogry.

Téze ndbellini girizmek usuly

3-nji mysal. Denlemeler sistemasyny ¢ozmeli.

x Yy _13
{y+x_6’

x+y=>5.

%: z diyip bellesek, %z% bolar. Onda defilemeler siste-
1 _13

masynyn birinji defilemesini z + 6 -1 yazarys. Bu yerden
62— 13z+6=0onda, z, = 2; z, = i Seylelikde, * = 2. yagny
3 2 y 3
= 32x ya-da X 3 = 3, yagny y = 23—x Derilemeler sistemasynyn
birinji defilemesini y = 37x we y = 23_x iki defileme gorniisinde ya-
_ 3x _ 2x
zyp bolyar. Sonun iigin, Y= Y= 73 defilemeler sis-
x+y= 5 x+y=>5

temasyny ¢6zeris. Onda, birinji sistemany ¢oziip, x = 2; y = 3, ikinji
sistemany ¢oziip, x = 3; y = 2 san bahalary taparys.

Jogaby: (2; 3) we (3; 2).
Deiilemeler sistemasyny cézmegin grafiki usuly

x—y=—1,
1
{236 +y=4 1
deiilemeler sistemasy berlipdir. Ilki bilen denlema seredelin
x—y=—1. (2)
6. Sargyt Ne 1407 MAIIA
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4 y=x+1

21-nji surat

23-nji surat

Deinilleméni ¢ozmek iicin (2)
sistemany y-iii Usti bilen afnladyp
alarys:

y=x+1. 3)

(2) we (3) denlemeler den-
giiy¢lidir, diymek, olaryn ¢oziiwleri
menizesdir. (3) deillemédnin grafigi
goni ¢yzykdyr, onda (2) denileménin
grafigi hem goni ¢yzyk bolar. Eger
x =0 bolsa, y = 1 we eger x = -1
bolsa, onda y = 0 bolar. Diymek,
deiillemédnin grafigi (0; 1) we (—1; 0)
nokatlardan gecer (21-nji surat).

(1) sistemanyn ikinji defilemesi

2x +y=4. 4)

Bu yerde eger x =0 bolsa, onday =4
we eger y = 0 bolsa, onda x = 2 bo-
lar. Diymek, (4) defileménin grafigi
(0; 4) we (2, 0) nokatlardan gecer
(22-nji surat).

Indi, bu iki denleménin grafik-
lerinin  kesisme nokatlaryna sere-
delin. Onun koordinatalary x = 1;
y = 2 nokatlardyr, sebdbi (3) we (4)
denlemelerin grafigi (1; 2) nokatda
kesisyar. Diymek, x = 1; y = 2 (1)
sistemanyn ¢oziiwidir (23-nji surat).

Deiilemeler sistemasy grafiki
usulda ¢oziilende:

1. Denllemeler sistemasynyn her
bir denlemesinin grafigi gurulyar.

2. Gurlan goniilerin kesisme
nokatlary tapylyar (eger olar kesis-
yan bolsa).
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Denlemelerin grafikleriniii kesisme nokadynyni koordinatalary
bu denilemeler sistemasynyn ¢oziiwi bolyar. Deiillemeler sistemasy
grafiki usulda ¢oziilende, ii¢ diirli yagdayyn bolmagy miimkin

1. Goniiler kesigyarler, yagny olaryil bir umumy nokady bar.
Onda denlemeler sistemasynyn yeke-tdk ¢oziiwi bardyr.

2. Goniiler paralleldir, yagny goniilerini umumy nokady yok.
Onda denilemeler sistemasynyn ¢oziiwi yokdur.

3. Goniiler gabat gelyérler. Onda denilemeler sistemasynyn tiike-
niksiz kop ¢oziiwi bardyr.

10. Densizlikler sistemasy
1-nji mysal
Densizlikler sistemasyny ¢ozmeli.
S5x—1>3(x+1), 0
2(x+3)>x+3.
Birinji deiisizligi ¢ozeris:
S5x-1>3x+3; 2x>4; x>2.
Ikinji denisizligi ¢ozeris:
2x+3)>x+3; 2x+6>x+3; x>-3.
Onda densizliklerin ikisi hem x > 2 bahada dogrudyr. Densizlik-
leri kanagatlandyryan san bahalary san okunda (goéniisinde) sekillen-
direlin (24-nji surat):

»
>
T >

|
|

-3 0 2
2

4-nji surat

2-nji mysal
Derisizlikler sistemasyny ¢ézmeli.
{3(x —1)<2x+4,

4x —3=13. @

Birinji densizligi ¢ozeris:
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3x-3<2x+4; x<7.
Ikinji denisizligi ¢cozeris:
dx>16; x>4.
Diymek, (2) sistemanyn birinji defilemesi x < 7, ikinji defilemesi
X > 4 bolanda yerine yetyér. Onda, deiilemeler sistemasy 4 < x < 7
bolanda dogrudyr (25-nji surat).

25-nji surat

3-nji mysal. Denlemeler sistemasyny ¢6zmeli.
2(1 —x) < 4 — 3x,
{1(§ - 3x>< L. )
Birinji deiisizligi ¢ozeris:
2-2x<4-3x, x<2.
Ikinji denisizligi ¢ozeris:
-3x<-9, x>3.

Gorniisi yaly, x < 2 we x > 3 deiisizlikler sol bir wagtda yerine
yetmeyar, sebdbi x san li¢in, x < 2 bolsa, onda x > 3 densizlik nddog-
rudyr. Beyle yagdayda (3) densizlikler sistemasynyn ¢oziiwi yok di-
yilyar.

Ikinji mysaly ¢6zende densizlikleri kanagatlandyryan 4 < x <7
sanlar kopliigini aldyk. San okunda bu kopliik uclary 4 we 7 nokatlar-
da yatyan kesimdir. Sonun li¢in, 4 <x <7 densizligi kanagatlandyryan

......

bellenyar.

Kesgitleme. Eger a < b bolsa, onda a < x < b densizligi kana-
gatlandyryan x sanlaryn kopliigine kesim diyilyar we [a; b] bellenydr.

Meselem: —1 < x < 3 deiisizligi kanagatlandyryan x sanlaryn
kopliigi [-1; 3] kesimdir.
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2<x<7,-1<x<2,4<x<7 goriishi densizlikleri kanagat-
landyryan x sanlaryii kopliigi ticin hem yorite at kabul edilendir.

Kesgitleme. Eger a < b bolsa, onda a <x < b densizligi kanagat-
landyryan x sanlaryn kopliigine interwal diyilyar we (a; D) bellenydr.

Meselem: 2 < x < 7 deisizligi kanagatlandyryan x sanlaryn
kopliigi (2; 7) interwaldyr.

Kesgitleme. a < x < b ya-da a < x < b densizlikleri kanagat-
va-da (a; b] bellenyir.

Meselem: —1 < x < 2 deisizligi kanagatlandyryan x sanlaryn
kopliigi [-1; 2) yarym interwaldyr. Seyle-de, 4 < x < 7 densizligi ka-
nagatlandyryan x sanlarynl kopliigi bolsa (4; 7] yarym interwaldyr.

11. Denlemeler sistemasyny diizmek bilen
¢oziilyan meseleler

1-nji mesele. Deryada iki duralganynl arasy 60 km. Gémi bu
aralygy akymyn ugruna 2 sagatda, akymyn garsysyna 3 sagatda yiiziip
gegydr. Gdminin tizligini we deryada suwui akys tizligini tapmaly.

Coziilisi. Meseldni ¢ozmek {i¢in: 1) meseldnin sertine gora,
deiilemeler sistemasyny diizmeli; 2) deiilemeler sistemasyny ¢6zmeli.
Meselédni ¢ozmek licin asakdaky yaly bellikleri girizelin:

x — gdminin yata suwdaky tizligi (km/sag);

y —deryanyn suwunyn akys tizligi (km/sag).

Onda (x + y) — gdminin akymyn ugruna yiiziip gidende tizligi
(km/sag). (x +y) - 2 — gdminin akymyn ugruna 2 sagatda yiiziip gegen
aralygy (km).

Meselénin sertine gord, bu aralyk 60 km, diymek, (x +y) - 2 =60.

(ox—y) — gdminin akymyn garsysyna yiiziip gidende tizligi (km/sag);

(x —y) - 3 — gdminin akymyn garsysyna yiizlip gidende 3 sagatda
gecen aralygy (km). Meseldnin sertine gord, bu aralyk hem 60 km,
onda (x —y) - 3 =60.

Bu iki denillemeden deiilemeler sistemasyny alarys:

{(x+y)-2 = 60,

(x—y) 3 =060. M
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I1ki bilen denlemelerin ikisini hem yonekeylesdirelin.

{x+y=30,

x—y=20. @)

Bu deiilemeler sistemasyny ¢0ziip, x =25 we y = 5 bolyandygyny
taparys. Diymek, gdminin tizligi sagatda 25 km, deryanyn akys tizligi
bolsa sagatda 5 km.

2-nji mesele. Berlen iki sanyn 2 esse artdyrylan jemi bu sanlaryn
tapawudyndan 5 birlik uly, 3 esse artdyrylan jemi bolsa olaryn ta-
pawudyndan 8 birlik uly bolsa bu sanlary tapmaly?

Coziilisi. Ilki bilen meseldnin sertine gord, deiilemeler siste-
masyny diizelin. Goy, x we y gozlenyén sanlar bolsun. Onda:

2(x+y)=(x—y)+5,
_ 3)
3(x+y)=(x—y)+8.
Dernlemeler sistemasyny ¢ozelin.
2x+2y=x—y+5, x+3y=235, x+3y=235, )
3x+3y=x—y+38; 2x — 4y = 8; 2x + 4y = 8.

Bu yerden x = 2 we y = 1 bolyandygyny taparys. Onda, goz-
lenyén sanlar 2 we 1 sanlardyr.



GATNASYK

§1. Gatnagyklar we olaryn iistiinde amallar

1. Binar gatnasyk

X we Y kopliiklerin arasyndaky binar gatnagyga seredelin. Binar
sOzi latyn dilindéki «bisy» soziinden gelip ¢ykyp «iki gezek» ya-da
«iki sany» diyen manyny anladyar. Meselem, kébir (a, b) ligin, a talyp
bilen b talyp bir fakultetde okayar diyen s6zlem, elementleriii basga
bir jiibiiti ticin bolsa a talypdan b talyp uludyr diyen sd6zlem dogrudyr.
Su sézlemlerin her biri bu talyplaryn arasyndaky kébir gatnagygy gor-
kezyir. Sumysallardan gorniisi yaly gatnagyklaryn her biri R (x, y) iki
orunly predikatyn {isti bilen berilyir. Bu yerde x element X kopliige,
y element Y kopliige gabat gelse, yagny X = Y bolsa, onda X kopliigin
elementlerinin arasyndaky gatnasyga seredilyar.

X we Y kopliiklerin arasyndaky R gatnasygy gurmak ti¢in, X x ¥
Dekart kopeltmek hasylyn 77 bolek kopliigini gorkezmek yeterlikdir.
Basgaca aytsak, R gatnasyk (X, Y, I) kopliklerin iicliigidir. Bu yerde
I'c X x Y. Eger a we b elementler X we Y kopliikleriii elementleri bol-
sa we bu kopliiklerde R (x, y) predikat berlen bolsa, onda a Rb yazgy
bilen R (a, b) yazgynyn manysy birdir (yagny sol bir zady anladyar).

Matematikanyn baglangy¢ kursunyn dhli diislinjeleri diyen yaly
Oowrenilyin temalaryn elementlerinin arasyndaky gatnasyga seretmek-
lige syrykdyrylyar. Meselem, natural — san diisiinjesini 6wrenmekde
«uly», «kici», «dendir» diyen gatnasyklara, kesimleri 6wrenmekde
«uzyny», «gysga», «dendirn» we s.m. gatnagyklara serederis. Binar
gatnagygy anlatmak {li¢in, onun 6z adalgalary bardyr. Meselem, X kop-
liige R gatnasygyn ugrayan oblasty, ¥ kopliige bolsa gelyidn oblasty,
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diyen gatnasyk berlen bolsun. X = {10, 20, 30, 40}, Y= {2, 3,4} onda,
I" su jiibiitlerden ybaratdyr (10, 2); (20, 2); (20, 4); (30, 2); (30, 3);
(40, 2); (40, 4). Tiikenikli kopliikleri yorite ¢yzgylaryn lsti bilen
afiladyp bolyar. Beyle ¢yzgylara ugrukdyrylan graflar diyilyar. Me-
selem, «x talyp y giin nobatgylyk edyir» diyen gatnasyga seredelin.
X = {Amanow, Berdiyew, Myradow, Asyrow, Nuryyew, Babayew}
Y = {Dusenbe, Sigenbe, Pensenbe} bolsun. Onda, xRy gatnasygyn
grafy seyle bolyar:

Amanow —— > Dusenbe

Berdiyew

Myradow Sisenbe

Asyrow

Nuryyew

Babayew ————>(Carsenbe

2. Gatnagsygyn iistiinde amallar

X we Y kopliiklerin arasyndaky R x R gatnasygyn /" grafigi dhli
X x Y Dekart kopeltmek hasyly bilen gabat gelse, onda bu gatnasyga
bos gatnagyk diyilydr. Eger X we Y kopliiklerin arasynda degislilikde,
xRy we xQy gatnasyklar berlen bolsa, onda olaryn R = PN Q ke-
sismesi diyip, xRy gatnasyga aydylyar. Basgaca aytsak, xRy gatna-
syk sonda we difle sonda yerine yetyir, eger-de xPy we xQy gat-
nasyklar yerine yetse. Eger xPy gatnasyk P (x, y) predikat bilen xQy
gatnasyk, O (x, y) predikat bilen berlen bolsa, onda xRy gatnasyk
R(x,y) = P(x,y) N Q (x, y) predikat bilen berilyar.

Eger xPy gatnasyk P(x, y) predikat bilen, xQy gatnasyk O (x, »)
predikat bilen berlen bolsa, onda olaryn birlesmesi bolan xSy gatna-
syk S(x, y) = P(x, y) U O (x, y) predikat bilen berler.

3. Bir kopliigin icindiki gatnasyk

X we X kopliiklerin arasyndaky binar gatnasyga X kopliikdiki bi-
nar gatnagyk diyilyar. Meselem, X-adamlaryn kopliigi bolsa, «x adam
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vy adamyn dostudyr» ya-da «x adam bilen y adam bir jayda yasayar»
diyen gatnagyklar adamlarynl arasyndaky gatnasykdyr. X kopliikdéki
bolek kopliigi bolan /" kopliik gorkezilen bolsa, diymek, X kopliikdé-
ki R binar gatnasyk (X, I") kopliiklerin jiibiitidir. Bu yerde /' c X x X.
Xkopliige R gatnagygyn kesgitlenis oblasty, /" kopliige bolsa, onun gra-
figi diyilydr. X= {1, 2, 3, 4} kopliikde «x > y» gatnasyga seredeliil. Bu
kopliigin grafigi I'= {(2, 1); (3, 1), (3, 2); (4, 1); (4, 2); (4, 3)} kopliikdir.

Kopleng, predikatlaryn kdmegi bilen ol ya-da beyleki gatnagyk
berlende gysgaldylan gorniisde berilydr. Meselem, hakyky sanlar
kopliiginde x <y gatnasyk berlen bolsa, «ki¢idir» diyen gatnasyk ber-

Matematikada binar gatnasykdan tapawutly gatnasygam beril-
yér, meselem, ti¢ orunly, dort orunly predikatlaryn komegi bilen be-
rilyén gatnagyklar N kopliikde «z san x we y sanlaryn jemidir» diyen
predikat bilen berlen gatnasyk ii¢ orunly (ternar) gatnasykdyr.

Islendik X kopliikde tozdestwolayyn gatnasyk we gapma-gar-
sylykly gatnasyk kesgitlenendir. X = Y toZzdestwolayyn gatnasyk (x x)
x € Xjubiitlerin /" kopliigi bilen berilyér. Basgaga aytsak, x =y sonda
we difie sonda yerine yetyédr haganda x bilen y gabat gelse. Kopleng,
x =y tozdestwolayyn gatnasyk, x = y gatnasyklaryn denligi gorniisin-
de yazylyar. Tozdestwolayyn gatnasyga gapma-garsylykly gatnasygy
x =y ya-da x #y diyip belleyiris.

4. Binar gatnasygynyn grafy

X kopliikde berlen R gatnasygy gowy goz oiiline getirmek {icin
bu kopliigiii elementlerini nokatlar bilen bel-
lép, sonra x-den y-e ¢enli strelkalar gegirelin.

......

2

------

X=1{2,4,6,8,12} kopliikde berlen. R «x>y»

gatnasygyn grafyny guralyn. Sonun {igin, ,"
x-yni elementlerini nokatlar bilen bellép, 12 g
x-dan y-e strelka gecirelin (26-njy surat): 26-njy surat




Indi yene-de sol X = {2, 4,6, 8, 12}
koplikde QO «x sany sanyn boliijisidir
diyen gatnasyga seredelin. X kopliigin
@ elementlerini nokatlar bilen belldp x-dan

y-e strelka gecirelin. Meselem, 2-den
4,6,8,12 sanlara strelka gegireris. Sebébi
2 san su sanlaryi #hlisini bolyér. Yone sol
@ AR bir wagtyn 6zlinde her bir san 6z-6ziline
boliinyér. Sonun ti¢in x-yn her bir nokady
iicin sol nokatda baslap, sol nokatda-da
gutaryan strelka gecireris. Sol bir nokatda baglap, yene-de sol nokatda

------

27-nji surat

her bir nokadynda halka bardyr (27-nji surat).

5. Kopliigi jiibiit-jiibiitden kesismeyin bolek
kopliiklere bolmek

Taryh-geografiya fakultetinini talyplarynyn X kopliigini sol bir
kursda okayan talyplardan diiziilen bolek kopliik hokmiinde boliip
bolyar. Diymek, biz 5 sany bolek kopliik alarys. I kursun, I kursun,
III kursun, IV we V kurs talyplaryndan diiziilen bolek kopliikler. Bu
kopliiklerif islendik 2 sanysynyi umumy elementi yokdur. Yagny sol
bir talyp sol bir wagtda hem I, hemem II kursda okap bilmez. Beyle
yagdayda X kopliik jiibut-jiibiitden kesigmeyédn bés sany X , X, X, X,
X, bolek kopliiklere boliindi diyilyér.

Umuman islendik kopliik jiibiit-jiibiitden kesismeyidn bodlek
asakdaky sertlerini li¢iisi hem yerine yetyan bolsa:

1. Kopliigi diizyén bolek kopliiklerin dhlisi hem bos bolmaly dél;

2. Seyle bolek kopliiklerin islendik 2-si kesigsmeyar;

3. Bolek kopliiklerin birlesmesi sol berlen kopliigi diizyar.

Meselem, natural sanlaryn kopliigini lic sany bolek kopliige: yo-
nekey sanlaryn kopliigi, diizme sanlaryn kopliigi, birlik sany 6ziinde
saklayan kopliik gérniisinde yazyp bolyar. Bu kopliikleri 6z gezegin-
de 2 klasa: jiibiit sanlaryn klasy we ték sanlaryn klasyna boliip bolyar.
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6. Gatnasygyn esasy hasiyetleri
Goy, X kopliikde kébir R gatnasyk kesgitlenen bolsun.

------
------

------

elementleri {i¢in, xRy-den yRx gelip ¢ykyan bolsa;
4. R gatnasyga asimmetrik diyilyér, eger-de X kopliiginn x we y
elementlerinin hig biri ti¢in sol bir wagtda xRy we yRx yerine yetmese;
5. R gatnagyk antisimmetrikdir, yagny xRy we yRx gatnasyklar
sonda we dinie sonda sol bir wagtda yerine yetyér, hacan-da x =y bolsa;
X, ¥, z elementleri ti¢cin, xRy, yRz gatnagyklardan xRz gatnasyk gelip
cyksa.

7. Ekwiwalentlik gatnasygy
Eger-de R gatnasyk X kopliikde refleksiw, simmetrik we tranzi-

------

Teorema. R gatnasygyn X kopliigi synplara bélmegi ii¢in R
gatnasygyn ekwiwalent gatnasyk bolmagy zerur we yeterlikdir.

Ekwiwalentlik gatnasygyna degisli birndce mysallara seredelii:

1. San anlatmalary kopliiginde «x we y anlatmalar sol bir san
bahalara eyedir» diyen gatnasyk ekwiwalent gatnasygydyr. Sebébi ol:

a) refleksiw, yagny x aillatmanyn bahasy, yene-de x anlatmanyn
bahasy bilen gabat gelyir;

b) simmetrik, yagny eger x-yii bahasy y-ifi bahasy bilen gabat
gelse, onda y-iit bahasy hem x bilen gabat gelyar.

¢) tranzitiw, yagny x-yn bahasy y-iii bahasy bilen, y-int bahasy
bolsa z-ifi bahasy bilen gabat gelse, onda x-yii bahasy z-ifi bahasy bi-
len gabat gelyér. Onda dhli san aillatmalarynyn kopliigi su gatnagyk
bilen klaslara boliinydr. Bu klaslaryn her birinde-de bahalary jii-
biit-jliblitden gabat gelyan anlatmalar bardyr. Meselem, 5 + 3, 2°,
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2 + 2 + 2 + 2 anlatmalar sol bir synpa degislidir. Sebébi olaryn
dhlisininiem bahasy 8-e dei.

2. Tekizlikde goniilerinn kopliiginde parallellik gatnasygy ekwi-
walent gatnasykdyr. Sol bir tekizlikde yatyan x we y goniiler parallel-
dirler, eger olar kesismeyén bolsa ya-da gabat gelmeyin bolsa. Sonuil
iicinem parallellik gatnasygy:

a) refleksiwdir: yagny islendik x ti¢in x II x;

b) simmetrikdir: eger x II y bolsa, onda y II x;

¢) tranzitiwdir: eger x Il y, y II z bolsa, onda x I z.

§2. Tertip gatnasygy

1. Berk tertip gatnasygy

Tertip s6zi matematikada kop ulanylyan diisiinjelerin biridir. Me-
selem, (17 — 12) - 6 + 18 : 9 mysalda amallaryn yerine yetirilis tertibi
diylende biz ilki (17 — 12) ayyrmak amalyndan soii, 6-a kdpeltme-
gi yerine yetiryéris. Gogsmak amalyny bolsa 18 : 9 bélmekden son
yerine yetiryaris. Diymek, kébir kopliigin elementlerinin arasyndaky
g0z oOniline getirme (abstrakt) tertip diistinjesi «x element y elementiil
yzyndan gelyar» diyen diisiinje bilen baglanysyklydyr. Seyle-de, bu
gatnasyk tranzitiwdir, yagny eger x element y-iil yzyndan gelyin bolsa
y element z-iil yzyndan gelyén bolsa, onda x hem z-iii yzyndan gelme-
lidir. Ondan bagga-da, «yzyndan gelyér» diyen gatnasyk asimmetrik-
dir. Yagny x element y-ifi yzyndan gelyir diyen gatnasykdan y element
x-yn yzyndan gelyar diyen diisiinje gelip ¢gykmayar. Asimmetriklik we
tranzitiwlik hésiyetleri basga-da, kop gatnasyklara mahsusdyr. Mese-
lem, natural sanlar kopliiginde «uludyr» diyen gatnasyk, adamlaryii
kopliiginde «uzyndyr» (boylary denesdirilende) diyen gatnasyk we
s.m. «Yzyndan gelydr», «uludyr», «uzyndyr» diyen gatnasyklara
berk tertip gatnagygy diyilydr. Umuman aydanyida X kopliikdéki
asimmetrik bolsa. Berk tertip gatnasygynyn grafyna seredelin. Sonuil
icin X' = {3, 1, 5, 2, 4} kopliikde «x < y» diyen gatnasyga seredeliil.
Onda, graf boyunga berlen kopliigin elementlerini X = {1, 2, 3, 4, 5}
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koplik gorniisinde yazmaga miimkin- AY

¢ilik beryidr. Sebdbi 1 kigi element 51 o o o o o
sofira 2 gelyiar we s.m. beyle yagdayda 4l o o o o
X=1{1,2,3,4, 5} koplik x < y diyen

gatnasyk bilen tertiplesdirildi diyilyar. 37 * * ¢
X={1,2,3,4,5) koplikde G={(1,2), 2T ® ®
(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4), (2,5, 11 e .
(3, 4), (3, 5), (4, 5)} gatnasygyh grafi- —
gi su asakdaky gorniisde bolyar (28-nji 0l 1 2 3 4 5
surat). 28-nji surat

2. Berk dal tertip gatnasygy

Matematikada x <y we x > y gatnasyklar bilen bir hatarda x <y
we x > y gatnasyklara-da seredilyér. x < y gatnagyga berk dal tertip
gatnasygy diyilyar.

Umuman X kopliikde R gatnasyga berk dél tertip gatnasygy diyil-
yar, eger ol refleksiw, antisimmetrik we tranzitiw bolsa. Beyle gat-
nasyklar berk tertip gatnasygy bilen tozdestwolayyn den diyen gat-
nasygyin birlesmesidir. Meselem, x < y diyen gatnagyk x <y wex =y
diyen gatnasyklaryn birlesmesidir. Berk @
dél tertip gatnasygyna «uly didly, «uzyn
dél» we s.m. gatnasyklar mysal bolup biler.

Eger X = {3, 1, 5, 2, 4} kopliikde @
«x < y» diyen gatnasyga seretsek, onda,
berk tertip gatnasygy bolan «x < y» diyen
gatnasygyn grafyndan tapawutlylykda
x < y gatnagygyn grafynda her depede @ @
(nokatda) halka (petlya) emele gelyar. 29-njy surat
Bu gatnagygyn grafigini gurmak {i¢in
x <y gatnasygyn grafigine (1, 1); (2, 2); (3, 3); (4, 4); (5, 5) nokatlary
gosmak yeterlikdir (29-njy surat).

3. Tertiplesdirilen kopliikler

------

Beyle yagdayda, kopleng, X kopliik R gatnasyk bilen tertiplesdirildi
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gatnasyga seredehn. Bu gatnagyk tranzitiwdir, yagny x san y sana
kratny bolsa, y san z sana kratny bolsa, onda x san z sana kratnydyr.
Bu berlen gatnagyk antisimmetrikdir, sebébi x san y sana we y san x
sana sonda we difie sonda kratny bolup bilyér, haganda x = y bolsa. Bu
gatnasykda refleksiwlik hisiyet hem yerine yetyir. Yagny X kopliigin

islendik elementi 0z-6ziine kratnydyr.

\ Diymek, berlen kopliikde «kratny bol-

maly» diyen gatnagyk berk dal tertip

V gatnagygydyr. Onun grafy seyle bolyar
/ (30-njy surat).
@ Bu grafy x <y gatnagygyn grafy bi-
. len denesdirelin. Bu gatnasyklaryn ikisi
30-njy surat hem berk dil tertip gatnasygy Ila)}:)lsa—da
olaryn graflary tapawutlydyr. «x < y» gatnagygyn grafynda islendik 2
depini birlesdiryén strelkalar gegirilen bolsa, «kratny bolmaly» diyen
gatnasykda arasynda strelka gecirilmedik depeler hem bar. Meselem,
2we3,3 we 5,4 we 5 s.m. Beyle }'/agdaSIda x <y gatnasyk X kopliigi

------

Umuman X kopliikde R tertlp gatnasyga x € Xwey e Xele-
mentler licin xRy ya-da yRx bolsa, onda R gatnasyga ¢yzykly tertip
gatnasygy, X kopliige bolsa ¢yzykly tertiplesdirilen kopliik diyilyar.

§3. San funksiyalary we olaryn grafigi

1. Funksiya barada dusiinje

Funksiya diisiinjesi matematikanyn esasy diislinjelerinin biridir.
Ol tytgeyan ululyklar diisiinjesi bilen berk baglanysyklydyr. Onda
iki ululygynn arasyndaky baglanysygy (funksional baglanysygy)
matematikanyn diisiinjeleriniii komegi bilen kesgitlalin.

Kesgitleme. Eger bahalary [a, b] kesimde kesgitlenen x ululygyn
[a,b] kesimdéki her bir bahasyna y ululygyn bellibir bahasy degisli
edilyin bolsa, onda y we x ululyklaryfl arasynda funksional baglany-

......
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lyga baglanysyksyz liytgeyan ya-da argument, y ululyga baglanysykly
liytgeyan ya-da funksiya diyilyar. [a, b] kesime funksiyanyn kesgit-

y = fix) formuladaky f harpyn yerine islendik harp yazyp bol-
yar. Onda funksional baglanysygy y = y(x), ¥y = a(x), y = z(x) we s.m.
gorniislerde yazmak bolar. x tiytgeyén ululygyn her bir bahasyna koor-
dinatalar okunda bellibir nokat degislidir. y = f{x) funksiyada x-yn her
bir bahasyna degisli edilyédn y-iii bahasyny tapmak ii¢in, onun diizgiini
(kanuny) gorkezilmelidir. Bu diizgilinin berlisinin, yagny funksiyanyn
berlisinin {i¢ gorniisine serederis:

a) funksiyanyn analitik ya-da formulanyn komegi bilen berlisi.

Eger y we x ululyklaryn arasyndaky baglanysyk, mysal ii¢in,
vy =2x,y =-5x gorniislerde berlen bolsa, onda funksiya analitik ya-da
formulanyn komegi bilen berildi diyilyar.

b) funksiyanyn tablisa arkaly berlisi.

26-njy tablisa

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 1 4 9 16 | 25 | 36 | 49 | 64 | 81 | 100

Tablisanyn birinji setirinde x-yil saylanyp alnan bahalary, ikinji
setirde x liytgeyan ululyga goré y-in alyan bahalary yazylyar.

¢) funksiyanyn grafik arkaly berlisi.

Funkisiya grafik arkaly berlende dine bir funksional gatnasygy
acyk-aydyn gorkezmén, eysem, onufi hisiyetlerini 6wrenmegi hem
yeiillesdirilydr. Onda X kopliikde berlen f funksiyanyn grafigi diyip,
tekizligin koordinatalary x we f{x) bolan nokatlarynyn kdopliigine
aydylyar.

Mysal ii¢in, y = x? funksiyanyn grafigini gurmaly. y = x* funksiya
formula bilen berildi. Bu funksiyany tablisanyii komegi bilen yazalyn
(27-nji tablisa).

27-nji tablisa
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A(=3;9) 9+ B(3;9)

VY =

| | |
1 1 1

}
-3-2-10] |1 2 3
t

31-nji sura

Indi y = x? funksiyanyn tablisasyndan peydalanyp, onun grafigini
guralyn. Funksiyanyn grafigini —3 < x < 3 kesimde gurarys. [-3; 0]
kesimde funksiya kemelyir, [0; 3] kesimde bolsa funksiya artyar
(31-nji surat).

2. Goni proporsionallyk, ¢yzykly baglanysyk we
olaryn grafigi
Matematikada, kopleng, birinin bahasy beyleki ikisinin ko-
peltmek hasylyna denn bolan ii¢ ululyga seredilyar. Meselem,
gonliburglugyn meydany onun taraplarynynn kopeltmek hasylyna
dendir. Ony matematiki dilde y = z(x) diyip yazalyn. Eger-de x ya-da
z ululyklaryn biri hemiselik baha eye bolsa, meselem, goy z = k bolsa,
onda funksiya y = kx bolar. Beyle yagdayda y ululyk x ululyga goni

proporsional diyilydr hem-de x-yn we y-in degisli bahalarynda %

y = kx funksiyanyn grafigi koordinata baslangyjyndan ge¢ydn goni
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cyzykdyr. Ululyklarynn arasyndaky c¢yzykly baglanysyk diisiinjesi
gbni proporsionallyk diisiinjesinden has giii diisiinjedir. Meselem,
otly 4 we B nokatlaryn arasyndaky duralgadan ¢ykdy. Ol 2 sagatdan
soft 4 nokatdan 270 km uzaklykda, 5 sagatdan son bolsa, 4 nokatdan

510 km uzaklykda bolsa, onda otlynyf tizligini J = y formula
2 1

boyunca kesgitleyiris. 9 = 51(5):# — 80 km/sag. Beyle funksiya

------

3. Ters proporsionallyk we onun grafigi

Biz 61 y = zx funksiyada z kesgitli bolanda y-ifi x-a goni propor-
sional bolyandygyny gordiik. Indi y = &, yagny y kesgitli diyip x we
z ululyklara seredelin. Onda k& = zx , yagny z = % Beyle yagdayda

Meselem, gecilen yol hemiselik (kesgitli) bolsa, onda tizlik bilen
wagt 9t = k defilik bilen kesgitlenyar we sonuii tigin hem ters propor-

sionaldyr. y = % funksiyanyn grafiginde x-yn artmagy bilen y kemel-

yéar we tersine, x-yn kemelmegi bilen y artyar.

4. Cylsyrymly funksiya

Kubuii massasyny m = ¢V formula bilen hasaplayarlar. /' kubun
gowriimi, g — kubun yasalan materialynyn dykyzlygy. Kubun gowrii-
mini ¥ = x* formula boyun¢a hasaplayas. Onda, kubun massasyny
m = gx* formula bilen hasaplap bolar. x we m ululyklar biri-biri bi-
len baglanysykly, sebdbi V-nin bahasyny x boyunca tapyarys, m-i
bolsa V-nin bahasy bilen kesgitleyaris. Diymek, X-yii bir bahasyna
m-in kabir bahasy degislidir, yagny m ululyk x-a gora funksiyadyr.

......

------

1-nji mysal. Goy, y =x* + 1 we x = 3¢ + 4 funksiyalar berlen bol-
sun. Bu funksiyalaryn kompozisiyasyny gurmak tigin, y =x*+ 1 funk-

7. Sargyt Ne 1407 MAIIA
Kop-pa nociie MHO 25.11.15
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siyada; x-yn bahasyny x = 3¢ — 4 funksiyanyn bahasy bilen ¢alysmaly.
Yagny y = (3t — 4)? + 1 kompozisiya alnar.

2-nji mysal. Goy, y = Jx wex =—£ -1 funksiyalar berlen
bolsun. Bu funksiyalar ii¢in olaryit kompozisiyasy kesgitsizdir, sebébi

x = —* — 1 funksiyanyn dhli bahalary otrisateldir. y = Vx funksiya
bolsa, dine x-inl polozitel bahalary {i¢in kesgitlenendir.

5. Ters funksiya

Eger yolagcy 100 km yol gecmeli bolsa we ol sagatda 5 km tiz-
lik bilen yoreyan bolsa, onda onun ugrandan son yene-de t sagatdan
gecmeli yoly § = 100 — 5¢, 0 < ¢ < 20 (1) formula bilen kesgitlener.
(1) formula yolaggynyn islendik sagatda ndge S yol gecendigini
gorkezyir. Onda bu berlen meselé ters meseldni, yagny yene-de S km
geemeli bolsa, onda yolaggy ugranyndan béri nice ¢ sagat yordpdir
diyen meseldni (1) formuladan #-nin bahasyny tapmak arkaly ¢6zilip

bolyar. f = IOO%S 0 <5<100. Onda (2) funksiya berlen (1) funk-

------

Goy, y = fix) funksiya X san kopliiginiit R hakyky sanlar kop-
liginddki inyektiw sohlelenmesini beryén bolsun, yagny x-yil diirli
bahasyna y-inl diirli bahasy degisli bolsun. y = fix) x € X funksiyanyn
bahalarynyn kopliigi y bolsun, onda y, € Y iigin, y, = f(x) bolar yaly
yeke-tik x, € X san be}rdyr. Bu bolsa Y kopliigin X kopliige soh-
lelenmesini gorkezyir. Yagny x = ¢(y), y € Y. Beyle funksiya y = f(x)
tapmak tigin, y = f{x) funksiyany x-a gord ¢ézmeli.

Eger-de y = f(x) sohlelenme inyektiw bolmasa, onda ters funk-
siya yokdur, sebibi sol bir y, € Y elemente diirli x bahanyn degisli
bolmagy miimkin. Meselem, y = x%, x € R funksiya ters bolan funk-
siya yokdur. Sebdbi X = 4 we X = —4 bahalara sol bir 4> = (—4)*> = 16
san degisli. Yone y = x? funksiyany R kopliikde alsak, onda ofa ters
bolan funksiya bardyr. Sebébi x-yn diirli bahasyna y-ini diirli bahasy
degisli bolyar. Bu ters funksiyany x = /'y diyip belleyiris.



GEOMETRIKI
OZGERTMELER

§1. Ozgertmeler barada diisiinje

1. Kopliikleri 6zgertmek

Eger berlen figuranyn her bir nokadyny haysy-da bolsa bir usul
bilen siiysiirsek, onda biz tize figura alarys. Bu figura berlen figurany
Ozgertmek arkaly alyndy diyilyar. Onda 6zgertme ndme? X kopliigin
0z-0ziine Ozara birbelgili sekillendirmesine bu kopliigin 6zgertmesi
diyilyér. Tikenikli kopliigin islendik ¢ 6zgertmesini iki setirli tablisa-
da yazyp bolyar. Tablisanyn birinji setirinde X kopliigini elementleri,
ikinji setirde bolsa bu kopliigin berlen 6zgertmedéki obrazlary yazyl-
yar, ¢ 6zgertme X kopliigi 6z-0ziline 6zara birbelgili sekillendiryéndigi
ticin, tablisanyn ikinji setirinde-de X kopliigin basga tertipde yazylan
elementleri alnar. Eger X koplikk 6ziinde n sany elementi saklayan
bolsa, onda onunl 6zgertmelerinifi sany P = n! formula bilen tapylyar.

Meselem, X = {a, b, c} li¢ elementli kopliik berlen bolsun, onda
onun 6zgertmelerinin sany 3! = 6 bolar. Ony tablisada yazarys.

(abc)_ (abc)_ (abc)_ (abc)_ <abc)- <abc>
abc)  \bac)/" \cba) \acb) \bca) \cab)
@ Ozgertme X kopliigi 6z-0ziine 6zara birbelgili 6zgerdyandigi

sebépli, X kopliikden alnan islendik iki sany 4 we B kopliikler {igin
asakdaky kanunlar yerine yetyandir:

(AN B)=¢(4) N ¢(B);
P(AU B) = ¢(4) U ¢(B).

Tikenikli kopliiklerin 6zgertmesini graflaryin komegi bilen se-
killendirmek miimkin. Onun {icin kopliigin elementlerini nokatlar
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bilen belldp, her bir elementden onuii obrazyna

/ \ peykam (strelka) gecirilydr (32-nji surat). Mese-

lem, (ab ) tablisa bilen berlen 6zgertme gorniisde
32-nji surat bea
sekillendirilyér.

Eger haysy-da bolsa bir element 6zgertmede hereketsiz bolsa,
onda peykam (strelka) sol bir nokatda baslanyp, sol nokatda-da gu-
taryar. Beyle yagdayda halka (petlya) emele geldi diyilyar.

Meselem, a element hereketsiz galyar.

@7 Eger 0zgertmede iki nokat yerini ¢alysyan bolsa, onda
ikitaraplayyn peykam bilen sekillendirilyér .
b c Meselem, b element bilen ¢ element yerini
calysyar.

Ozgertmede X kopliigiti #hli elementleriniii hereketsiz galyan
yagda}'/y hem bolyar. Onda beyle ézgertméi toidestwola;'/yn ya-da bir-

------

2. Geometriki 6zgertme

Tekizligifl nokatlarynyﬁ P képlﬁginifl 0z-0ziline Ozara birbel—
nokatlarynynn P kopliiginin tiikkeniksizligi sebépli, geometrlkl 0z-
gertméni tablisanynn komegi bilen berip bolmayar. Kopleng, olar
formulalaryi iisti bilen berilyar.

{x’ = ¢(x,)
= h(xy).
Bu yerde x we y tekizligin kébir M nokadynyn koordinata-

lary, x" we y' bolsa f geometriki 6zgertmede alnan f(M) nokadyn
koordinatalarydyr. Meselem,

{x'=x+y—3

(1)

2)

’

y =2x+3y+4.
tekizligin geometriki 6zgertmesi bolsun. Onda, 4 (—2; 4) nokadyn
obrazyny tapmak {i¢in, (2) 6zgertmede x we y-ii yerine —2 we 4 san
bahalary goyup alarys.



Geometriki 6zgertmeler

X'==—24+4-3=-1
Yy =2(-2)+34+4 =12

Diymek, A(—2; 4) nokat (2) 6zgertmede B(—1; 12) nokada gecyér.

§2. Hereket

1. Tekizligin 6zgermesi we onun gorniisleri

Tekizlikde nokatlarynyn arasyndaky uzaklygy lytgetmén sak-
layan geometriki 6zgertma seredelin.

Eger tekizligin her bir figurasyny basga bir figura 6zgertmeklik
nokatlarynl arasyndaky uzaklygy iiytgetman saklayan bolsa, yagny
tekizligin islendik iki 4 we B nokatlary li¢in, |[4'B’| = |4B| deiilik yeri-

Bu yerden gorniisi yaly hereket diisiinjesi orun iliytgetme dii-
siinjesi bilen baglanysyklydyr. Yone orun iiytgetmede iizniiksiz pro-
sesi gz Oniine getirydn bolsak, hereketde figuranyn baslangyc we
ahyrky yagdaylary barada giirrtinl edilyar.

Geometriki figuralaryn kopilisi we olaryn hésiyetleri, kop-
leng, tekizlikde nokatlaryn arasyndaky uzaklyk diisiinjesi bilen
kesgitlenilyir. Meselem, towerek — bu merkez diyip atlandyryl-
van O nokatdan den daslykda yatyan nokatlaryn kopliigidir.
Onda, tekizligin orun iliytgetmesi-hereket 6zgertmesi nokatlaryn
arasyndaky uzaklygy iiytgetmdn saklayandygy ii¢in, toweregi
yene-de sol bir radiusly towerege ge¢iryér. Berlen 6zgertmede O
merkezli, R radiusly tdweregini obrazyny tapmak {icin toweregin
merkezinit O, obrazyny tapyp, O, merkezli R radiusly toweregi
gurmak yeterlikdir.

Tekizlikde F figurany F” figura gegiryidn Ozgertme bar bolsa,
vagny @(F) = F’ bolsa, onda F’ figura bilen F figura kongruentdir
diyilyar. Fuguralaryn kongruentlik gatnasygy refleksiwlik, simmetrik-
lik we tranzitiwlik hédsiyetlerine eyedir. Diymek, ol ekwiwalentlik
gatnasygydyr. Biz geljekde geometriki 6zgertmeler hakynda giirriin
edende geometriyanynt mekdep kursundan belli bolan tigbur¢luklaryi
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kongruentlik hésiyetinin yeterlik sertini gorkezyin ii¢ tassyklamadan
peydalanarys.

1. Eger |[AB| =|4'B'|, |BC| = |B'C'|, |JAC| = |A'C’| bolsa, onda ABC

we ligburcluklar kongruentdir.

2. Eger |AB| = |A'B'|, |AC| = |A'C"| we LABC = ZA'B'C" bolsa,

onda ABC we A'B'C' igburgluklar kongruentdir.

3.Eger|4B|=|4'B'|, bolsa ZABC = ZA'B'C' we /ZBAC = /B'A'C’

bolsa, onda ABC we A'B'C" iicbur¢luklar kongruentdir.

2. Goni ¢yzyga gord simmetriya

l
4 4
*B=B’
33-nji surat
4
N
/4 B 4N

34-nji surat

Tekizligin 4" nokady ¢ génd gord, A
nokada simmetrik diyilyédr, eger 44" ke-
sim ¢ gond perpendikulyar bolsa we bu
kesimin orta nokady ¢ goniide yatyan bol-
sa, onda A" nokat ¢ génd gord A nokada
simmetrikdir, yone ¢ goniide yatyan B no-
kat 6z-6zline simmetrikdir. £ gond simme-
triya goniisi ya-da simmetriya oky diyilyér
(33-nji surat).

Simmetriyanyn kéabir hisiyetlerine
seredelinl.

1. GOni ¢yzyga gord simmetriya 0z-
gertmesinde 4 nokat A’ nokada gecyén
bolsa we N nokat simmetriya goniisinde
yatyan bolsa, onda N nokat 4 we 4" nokat-
lardan dendaslykda yatyandyr. Sonda £ we
NA goniilerin arasyndaky burg bilen £ we

NA' goniilerin arasyndaky burclar kongruentdir (34-nji surat).

A

Ay

\

0 X
35-nji surat

2. Gond gord simmetriya osgertmesi
hereketdir.

Hakykatdan-da goy, F' figuranyn er-
kin A(x; y) nokady A'(x"; y") nokada gegyan
bolsun. Goni ¢yzyga gord simmetriyanyn
kesgitlemesinden 4 we A’ nokatlaryil
ordinatalarynyn dendigi absissalarynyn
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bolsa, difie alamatlary bilen tapawutlanyandygy, yagny x’ = —x bol-

yandygy gelip ¢ykyar (35-nji surat).

Tekizlikde saylanyp alnan koordinatalar sistemasynda M(x; y)
nokada absissa okuna gord simmetrik bolan M’ nokadyn koordinata-

lary x we —y bolar, ordinata okuna gori sim-
metrik bolan M’ nokadyn koordinatalary —x
we y bolar (36-njy surat).

Diymek, absissa okuna gord simmetriya

X' =x
{y’ =—y
we ordinata okuna gord simmetriya
X' =—x
{y' =y

formula bilen berilyér.

3. Parallel gogiirme

Tekizlikde ¢ we m iki sany parallel goni
cyzyklary alarys. Ilki bilen ¢ goni ¢yzyga
gord, sonra m goni ¢yzyga gord simmetriya
Ozgertmelerini yerine yetireris. £ goni ¢yzy-
ga goOrd simmetriyada 4 nokat 4" nokada, m
goni ¢yzyga gord simmetriyada 4" nokat 4"
nokada gecyir. Sonda 44" we A'A" kesimler
¢ we m goni ¢yzyklara perpendikulyardyr,
onda AA" kesim hem ¢ we m goni ¢yzykla-
ra perpendikulyardyr. Bu yerde |[4B| = |BA'|
we |A'C| = |CA"| bolyandygy ticin 4’4" ke-
simiil uzynlygy ¢ we m goni ¢yzyklaryn
arasyndaky d uzaklykdan 2 esse uludyr,
vagny |AA"| = 2d (37-nji surat).

Tekizligin dhli nokatlaryny sol bir
ugra we sol bir aralyga gecirydn geometri-
ki 6zgertma parallel gbgiirme ya-da wektor
diyilyér (38-nji surat).

A y
M'(=x; y) M(x; y)
0 X
[ ]
M(x; —p)

36-njy surat

e

Y

37-nji surat

, B’
/14/‘ C’ !
A B //

C D

38-nji surat
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Bu 6zgertmini a bellilii. 4 nokat bilen onuii A’ obrazynyi
arasyndaky uzaklyga Wektoryn uzynlygy, 44" kesimin ugruna bolsa
wektoryfi ugry diyilyar. @ wektoryi uzynlygyny | a | belliris.

Seylelikde, biz £ we m parallel goniilere gord simmetriyanyn
kompozisiyasynyn parallel goclirmedigine goz yetirdik. Sonun
yaly-da, islendik a parallel goclirméni iki sany parallel goniilere
gord, simmetriyanyn kompozisiyasy gorniisinde yazyp bolyar.

Parallel gocilirme

X' =x+a
{Y=y+b M
formula bilen berilyar.

Mysal. Parallel goclirmede A(3; —4) nokat A'(7; 2) nokada gecdi.
Onda, B(5; —8) nokat haysy nokada gecer?

Coziilisi. I1ki bilen O(0; 0) koordinata baslangyjynyn haysy no-
kada gegendigini taparys. Sonu ii¢in (1) formulada x-yii we y-ifi yeri-
ne 4 nokadyn koordinatalaryny x'-yn we y'-ifi yerine bolsa 4 nokadyn
obrazynyn koordinatalaryny yazarys we

7:3+a, a:45
2=—4+b; b=26
alarys.

Diymek, B(5; —8) nokat B'(9; —2) nokada ge¢ipdir. Onda berlen
parallel go¢iirmede (1) formula
X =x—4
, ’ 2
{y=y+6 @
bolar. (2) formulada x-yii we y-iii bahalaryny goyup alarys:

x' =5+4, x' =09,
y =—8+6; y ==2.

4. Nokada gori simmetriya we owriilme

Berlen nokatdan ¢ykyan her bir s6hle sol bir burca we sol bir
ugra 6wr1'ilende bolyan herekete, tekizligin berlen O nokadyﬁ tiiwe-

------

owriilende A’ nokada gecyén bolsa, onda A4 nokat néhili bolsa-da OA4
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we OA' sohlelerin sol bir @ burgy emele

AI
getirydndigini gorkezydr (39-njy surat).
@ burga 6wriilme burgy diyilyér.
O nokatda baslanyan her bir séhle O 0 @ A

nokadyn towereginde 180° dwriilende ye- 39-njy surat
ne-de sol goniide yatyan gapma-garsylykly
sOhlé gecyir. Sonda O nokatdan tapawut-
ly (O nokat bilen gabat gelmeyén) 4, B, C
nokatlar degislilikde, 4', B', C' nokatlara

C VB
geeyir. O nokat AA', BB', CC' kesimle- 4 5 A’
AC,
B

rin orta nokadydyr, yagny AO = OA’;

BO =O0OB'; CO=0C'. Onda A’ nokada

O nokada gord 4 nokada simmetrik no-

kat diyilydr. O nokat 6z-6ziine simmetrik 40-njy surat
nokatdyr. Onda F' figuranyn her bir 4 no-
kadyny O nokada gord 4" nokada gecirydn 6zgertmi O nokada goria
simmetriya 6zgertmesi diyilyér (40-njy surat).

Eger O nokada gord simmetriya 6zgertmesi F figurany yene-de
Oziine geciryin bolsa, onda ona merkezleyin simmetrik figura diyil-
yér. O nokada bolsa, simmetriya merkezi diyilyér.

Meselem, parallelogram merkez- B C
leyin-simmetrik figuradyr. Onunl simme-
triya merkezi diagonallaryn kesisme no- 0
kadydyr (41-nji surat). A D

Merkezleyin simmetriyanyn kabir 41-nji surat
hésiyetlerine seredelin:

1. Eger A" nokat O nokada gord 4 nokada simmetrik bolsa,
onda A nokat hem O nokada gord, 4’ nokada simmetrikdir. Bu bolsa,
O nokadynl 44" kesimin orta nokady bolyandygyny gorkezyér. Bu
yerden O nokadyn towereginde merkezleyin simmetriyany iki gezek
gecirsek, tekizligiil dhli nokatlarynyii ilkibagsdaky ornuna gaydyp gel-
yandigini gérmek bolyar.

2. O nokada gord merkezleyin simmetriyada O nokadyn iistiin-
den gecyén goniiler 6ziine gegyir. O nokadyn iistiinden gegmeyén
goniiler bolsa, parallel goniilere gecyér.
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YA A(x; ) 3. Eger A nokadyn koordinatalary
x we y bolsa, onda koordinatalar bas-
langyjyna gord, A nokada simmetrik bo-
lan nokadyn koordinatalary —x; —y bolar
(42-nji surat). Diymek, koordinatalar bas-
langyjyna goréd, merkezleyin simmetriya

2\ 4

x =—x,
A’ (=x; ) y=—y

42-nji surat formula bilen berilyir.

5. Gomotetiya

Tekizlikde erkin O nokady saylap alalyn we polozitel & sany
gorkezelin. O nokat hereketsiz bolanda, tekizligin O nokat bilen
gabat gelmeyan her bir M nokadyny M’ nokada gegirydn ozgertma
| : : O merkezli, k koeffisiyentli gomotetiya diyil-

0 M M yar. Sonda M nokat OM' s6hlede yatyar we
43-nji surat |OM'| = k|OM)| denilik yerine yetyandir (43-nji
surat).

Eger k£ < 1 bolsa O nokat bilen tekizligin dhli nokatlarynyn
arasyndaky uzaklyk kicelyér, eger £k > 1 bolsa, bu aralyk uzalyar
(artyar). Sonun ii¢in kdwagtlarda O merkezli £ < 1 koeffisiyentli
gomotetiya O nokada gysylma, k> 1 koeffisiyentli gomotetiya bol-
sa, O nokatdan tekizligin ginelmesi (rastyaZeniye) diyilydr. Eger
k =1 bolsa, onda tekizligiii dhli nokatlary 6z ornunda hereketsiz
galyar.

Sol bir O merkezli hem-de degislilikde, k, we k, koeffisiyentli
gomotetiya Ozgertmesini yzygiderli gecirelin, yagny Ozgertmelerini
kompozisiyasyny guralyn. Onda, k, koeffisiyentli 6zgertmede tekiz-
ligin M nokady OM sohlede yatyan we |OM'| = k |OM)] deiiligi kana-
gatlandyryan M’ nokada gegydr, ikinji 6zgertmede M’ nokat yene-de
sol sohlede yatyan we |OM"| = k,|OM'| deiiligi kanagatlandyryan
M" nokada gegyar. Onda |[OM"| = k, - k,|OM'|. Bu bolsa yzygiderli ge-
cirilen iki 6zgertménin, yagny 0zgertmelerii kompozisiyasynyn sol
bir O merkezli, k k, koeffisiyentli gomotetiyadygyny afiladyar. Diy-
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mek, umumy merkezli gomotetiyalaryn kompozisiyasynda olaryn ko-
effisiyentleri kopeldilyandir.

Indi otrisatel koeffisiyentli gomotetiya seredelin. O merkezli,
koefisiyentli gomotetiyada O nokat hereketsiz bolup, O nokat bilen
gabat gelmeyén her bir M nokat nokada gecyédr. Sonda:

1. M, O, M' nokatlar sol bir géniide yatyar we O nokat M we M’
nokatlarynl arasynda yerlesendir. } | |

2. |OM'| = k|OM| deillik yerine yetydr, M’ 0 M
(44-nji surat). O merkezli koeffisiyentli go- 44-nji surat
motetiyada her bir M nokat O nokada gord
simmetrik bolan nokada gecyir. Basgaca aytsak, O merkezli k£ = -1
koeffisiyentli gomotetiya O merkezli merkezleyin simmetriyadyr.

6. Menzeslik 6zgertmesi

Eger gomotetiyanyn koeffisiyenti 1-den ya-da —1-den tapawut-
ly bolsa, onda tekizligin nokatlary bilen gomotetiya merkezinin
arasyndaky uzaklyk |k| gezek tiytgeyir. Yagny eger k # 1 ya-da k #—1
bolsa, onda bu gomotetiyada figuranyn gorniisi (formasy) iiytgemén
saklanyar, yone onuil 6l¢egleri bolsa tiytgeyar. Mysal {icin , seyle 0z-
gertmede tOwerek yene-de tOwerege gecyar, yone onuil radiusy bolsa
ulalyar (kigelydr).

Figuranyn gorniigini (formasyny) lytgetman, dine onui dlgeg-
motetiya menzeslik 6zgertmesidir. Basgaca aytsak, tekizligin ¢ 6z-
gertmesine k koeffisiyentli menzeslik 6zgertmesi diyilyér, eger-de &
> 0 bolanda tekizligin nokatlarynyn arasyndaky uzaklygy k& gezek
0zgerdyén bolsa, ¢ menzeslik 6zgertmesinde 4 nokat A" nokada, B
nokat B" nokada gecyén bolsa, onda |4'B’| = k|AB| deiilik dogrudyr.

Menzeslik 6zgertmesinde goni ¢yzyklar goni ¢yzyklara, yarym
goni ¢yzyklar yarym goni ¢yzyklara, kesimler kesimlere gegyar.

Eger ¢ menzeslik 6zgertmesi F figurany F” figura 6zgerdyén bol-
sa, onda F" figura F figura menizes diyilyar.

Mysal ii¢in, geografiya kartasy degisli yurdun, yklymyn we s.m.
birndce esse kigeldilen nusgasydyr. Sonda k£ menzeslik koeffisiyenti-

------
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7. Gond gysylma 6zgertmesi

Tekizligini yene-de bir geometrik 6zgertmesine seredelin. Sonun
ticin ¢ gbnini gegcirelin we k polozitel sany kesgitldliii. £ goninii her
bir nokadyny 6ziine £ goniide yatmayan her bir 4 nokada 4" nokady
degisli edip goyalyn. Onda:

A

Y

45-nji surat

esasydyr (45-nji surat).

1. A" nokat 4 nokadyn iistiinden ¢ gona
gecirilen perpendikulyarda yatyandyr we 4’
we A4 nokatlaryn ikisi hem ¢ goniiden bir ta-
rapda yerlesendir.

2. A" we A nokatlarynl £ géniiden néhi-
li daslykda yerlesydndigi £ koeffisiyente
baglydyr. Yagny |4'P| = k|AP|. Bu yerde P
nokat ¢ gond inderilen perpendikulyaryn

Bu yerden gorniisi yaly, £ < 1 bolanda 4’ nokat 4 nokada gord
¢ gond yakyn yerlesyédr, £ > 1 bolanda bolsa 4" nokat £ gond gord
A nokatdan uzakda yerlesyiar. Bu 6zgertma tekizligin £ goni gysyl-
masy diyilyir (yone £> 1 bolanda gysylma diymin, eysem, tekizligin
ginelmesi diysen hakykata yakyn bolayjak yaly).

A

46-njy surat

Gysylma Ozgertmesi figuranyn dine
bir Olceglerini O6zgertmén, eysem, onun
gorniisini (formasyny) hem {iytgedyér. My-
sal iicin, merkezi ¢ gdniide yatyan towerek
génd gysylma ozgertmesinde ellips gornii-
sine gecyar (46-njy surat).

Gond gysylma oOzgertmesinde tekiz-
ligin islendik goni ¢yzygy yene-de goni
cyzyga gecyar. Sonda parallel goniiler pa-
rallel goniilere gecyér. Mysal ligin, paral-

lelogram seyle 6zgertmede parallelograma gegyar. Sol bir wagtda
kwadratyn seyle 6zgertmede taraplary diirli uzynlykly we diirli 61-
cegli burclary bolan parallelograma gegmegi miimkin.
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§1. Aksiomalar sistemasy we olaryn
hisiyetleri

1. Matematikada aksiomatik usul

Bizin bilsimiz yaly, matematiki diisiinjeler uzak taryhy osiis yo-
luny gecyar. Olarilkibasda ol ya-da beyleki amaly meseleleri ¢ozmekde
yiize ¢ykyar. Adamzadyn amaly isi netijesinde yiize ¢ykyan matema-
tiki diisiinjeler birbada berk kesgitleméa eye bolmayar. Olara dagynyk,
takmyny diisiindiris berilydr. Haysydyr bir predmete menzetmek,
deniesdirmek arkaly diistindirilydr. Matematiki diigtinjelerin 0smegi,
cunlagsmagy, ¢ylsyrymlagmagy netijesinde bu usul yaramsyz bolup
galyar. Sebébi indi olary tejribede géormek, denesdirmek, menzetmek
kyn bolyar. Sonun iicin hem ona, pikir yoretmek arkaly goz yetir-
meli bolyar. Kéwagtlarda matematiki diisiinjeleri aydynlasdyrmak,
bu diistinjelerin arasyndaky baglanysygy viize ¢ykarmak kyn bol-
yar. Sonun Ug¢in ¢ylsyrymly disiinjeleri yonekey diisiinjeler bilen
calysmak zerurlygy yiize ¢ykyar.

Toweregin diametri diyen dislinjdnin yilize ¢ykysyna
seredelin: ilkibasda toweregi den ikd bolyin horda diametr diyip-
dirler. B.e.on VI asyrda yasap geg¢en gadymy grek alymy Fales
seyle hordanyn hokman toweregin merkezinden geg¢yandigini
subut edipdir. Sonunl {icin diametr toweregin merkezinden gec-
yan we toweregin iki nokadyny birlesdiryian goninin kesimi diyip
diisiinipdirler. Yone diametr diisiinjesinifi has diisniikli bolmagy
licin «towerek», «tdweregin merkezi», «goninin kesimi» yaly
diistinjeleri diisiindirmeli. Meselem, towerek bu tekizlikde merkez



il

diyip atlandyrylyan O nokatdan den daslykda yatyan nokatlaryn
kopliigidir. Onda indi «nokat», «tekizlik», «aralyk», «koplik»
diyen diisiinjeleri aydynlasdyrmaly. Eger-de biz seydip her bir
diistinjéni diislindirjek bolsak, onda bu proses hi¢ hacan gutarmaz.
Sonun {i¢gin hem, matematiki teoriya gurlanda kébir diisiinjeleri
kesgitlenmeydn ya-da esasy diislinjeler diyip kabul edyéris. Me-
selem, mekdep matematikasynda nokat, goni, aralyk, san, kopliik
diistinjeleri esasy diisiinjelerdir. Umuman haysy-da bolsa bir teo-
riya aksiomatik gurlanda kesgitlenmeyén, esasy diisiinjeleri saylap
alyarlar we bu diislinjeler bilen baglanysykly kesgitlenmeydn
gatnagyklary gorkezyérler hem-de difie sondan son bu diislinjelerini
ya-da gatnagyklaryn hésiyetlerini gérkezyén pikir yoretmeleri ya-
zyp beyan edyirler. Bu pikir yoretmelere berlen teoriyanyi aksio-
malary diyilydr. Onda aksiomatik usul ndme diyen sorag yiize
cykyar. Aksiomatik usul barada diisiinje berelin. Her bir mate-
matik teoriya 0zaralarynda kdbir gatnasyklar bilen baglanysykly
bolan obyektleriii bir ya-da birndge kopliigi bilen is salysyar. Sol
obyektlerii we gatnasyklaryn esasy hisiyetleri, olaryn tebigy
boluslary bilen bagly bolmadyk aksiomalar sistemasy tarapyndan
gorkezilydr. Su esasda teoriya gysarnyksyz sdiirilyar.

Matematikada aksiomatik usul {i¢ dsiis dowriini bagsdan gecirdi
diyip hasap edilyar. Aksiomatik usulyn 6siiginiil birinji ddwri mundan
iki miifi Yyl gemesi ozal Yewklid tarapyndan geometriyany aksioma-
tik gurmak barada edilen synanysykdyr. Elbetde, Yewklid aksioma-
lary ulanypdyr, emma sona garamazdan onuil geometriyasyna doly
aksiomatik gurlupdyr diyip aydyp bolmayar. Ol birnd¢e baslangy¢
diistinjelere kesgitleme bermége calsypdyr, emma kéabir aksiomalary
aydyn beyan edip bilméndir.

Aksiomatik usulyn Osiisinii ikinji dowri rus alymy N.I. Loba-
cewskiniii we wenger alymy Y . Bolyayyf ady bilen baglanysyklydyr.
Olar biri-biri bilen baglanysyksyzlykda Yewklid dil geometriyany
acdylar.

Aksiomatik usulyn Osiisinin tiglinji dowri nemes alymy Gilbert
tarapyndan «Yewklidifi geometriyasynyi aksiomalar sistemasy» di-
yilyan kesgitli aksiomalar sistemasynyn yazylyp beyan edilmegi bi-
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len baslandy. Hizirki zaman matematikasynda aksiomatik usul gin
gerim aldy.

Obyektler toplumyny saylap almak ii¢in ulanylyan tassykla-
malara aksiomalar diyilydr. Hésiyetleri boyunca berlen aksioma-
lary kanagatlandyryan sol obyektlerin toplumyna berlen aksiomalar
malar sistemasyndan getirilip ¢ykarylyan tassyklamalar islendik
diisiindirilis ticin hem yerine yetyian bolmalydyr.

2. Aksiomalar sistemasynyn modeli

Praktikada sol bir aksiomalaryn diirli obyektlerin kopliigini
we olarynl arasyndaky gatnasyklary kanagatlandyrmagy miimkin.
Eger-de berlen sistemanyn dhli aksiomalary yerine yetyan bolsa, onda

......

1-nji mysal

Asakdaky ii¢ aksiomany kanagatlandyryan a ~ b (a ekwiwalent-
dir b) diyen gatnagygyn iisti bilen berlen aksiomatik sistema sere-
delin:

1) islendik a iigin a ~ a Yerine yetyir. Yagny #hli @ sanlar ii¢in
a~a;
2) islendik a we b tigin a ~ b-den b ~ a gelip ¢ykyar;

3) islendik a, b, c ligin a ~ b we b ~ c-den a ~ ¢ gelip ¢ykyar.

Bu aksiomalardan birnédge tassyklamalar gelip ¢ykyar. Meselem,
eger a ~ b we ¢ ~ b bolsa, onda a ~ c. Diymek, ekwiwalent gatnasygy
kesgitlenen islendik X kopliik jiibiit-jiibiitden kesismeyan ekwiwalent
elementlerin synplaryna dargayar. Onda, bu tassyklamany ekwiwa-
lent gatnasygy kesgitlenen islendik x kopliikkde ulanyp bileris. Bu
kopliiklerin dhlisi (1-3) aksiomalar sistemasynyn modelleridir.

2-nji mysal

a < b gatnasyk we su asakdaky aksiomalar bilen berlen aksioma-
tik sistema seredeliii:

1. Islendik @ we b ligin a < b-den b < a gatnasygynyn yerine
yetmeyéndigi gelip ¢ykyar;

2. Islendik a, b, c ligin, a < b we b < c-den a < ¢ gelip ¢ykyar.
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Bu aksiomalar berk tertip gatnasygyny berydr. Meselem, bu
aksiomalarynl mysallary «a adam b adamdan uzyn» ya-da «a jisim
b jisimden agyr» we s.m. bolup biler.

3. a # b densizlikden a < b ya-da b < a gelip ¢ykyar.

Berlen aksiomalar sistemasyny1 iki modelinifi biri-birinden dine das
gbrniisi boyunca tapawutlanyan, hakykatda bolsa birmenizes bolma-
gy miimkin. Meselem, X = {a, b, ¢} we Y = {l, 2, 3} kopliikler ter-
tip aksiomalar sistemasyny berydr. Eger-de a < b, b < c-den a < ¢
va-da 1 <2,2 <3 we | <3 bolsa, a, b, c elementleri 1, 2, 3 sanlar
bilen calsyp bolyar. Beyle yagdayda bu iki modele berlen aksiomalar

Umuman sol bir aksiomalar sistemasynyil iki izomorf modeli

birmenzesdir.

3. Aksiomalar sistemasynyn
gapma-garsylyksyzlygy, garassyzlygy

Aksiomalar sistemasy logiki hisiyetli kébir talaplary hem kana-
gatlandyrmalydyr. I1ki bilen aksiomalar sistemasy gapma-garsylyksyz
bolmalydyr. Aksiomalar sistemasynyn gapma-garsylyksyzlygy diy-
lende, bu sistemadan yalan (nddogry) tassyklamanyn gelip ¢ykma-
yandygyny anladyar. Meselem, sol bir wagtyn 6ziinde A4 pikir aytma
we onufl 4 inkdr etmesi ¢yn bolup bilmez.

Seyle hem su asakdaky aksiomalar sistemalary yerine yet-
meyar:

1. Islendik a {i¢in, a ~ b bolar yaly b element bardyr;

2. Hig bir a ii¢in, a ~ a yerine yetmeyar;

3. Eger a ~ b bolsa, onda b ~ a;

4. Egera~ b we b~ cbolsa, onda a ~ c.

Aksiomatik sistemada yerine yetmeli ikinji bir talap, onui ga-
ragsyzlygydyr. Yagny aksiomalar sistemasynyii islendik aksiomasy
bu sistemanyn beyleki aksiomasyndan gelip ¢ykmayar. Meselem, ek-
wiwalent aksiomalar sistemasyna 4-nji aksiomany, yagny eger a ~ b
we a ~ ¢ bolsa, onda b ~ ¢ gossak, onda bu aksioma artykmag bolardy,
sebibi ol (1-3) aksiomalardan gelip ¢ykyar.
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Seyle hem aksiomalar sistemasynda beyleki aksiomalaryn {isti
bilen inkér edip boljak aksioma hem bolmaly déldir. Sebébi beyle
vagdayda ol gapma-garsylykly bolardy.

§2. Natural sanlar kopliiginin aksiomatikasy

1. Natural san diisiinjesinin yiize ¢ykmagy

1, 2, 3, 4 ... sanlara natural sanlar diyilydr. Natural san
diisiinjesi matematikanyn il esasy diistinjeleriniil biridir. Bu diisiinje
adamzadyn amaly islerinin netijesinde yiize ¢ykdy. Natural san
diisiinjesinin yiize ¢ykmagyna sebdp bolan ilkinji alamatlaryil biri
— adamlar giindelik durmusynda diirli gorntisli tiikkenikli kopliikleri
deniesdirmeli bolupdyrlar. Beyle tiikenikli kopliikleri denesdirmek
licin bolsa, olaryn arasynda 6zara birbelgili degisliligi gurmak gerek
bolyar. Ozara birbelgili degisliligi gurmak iigin, aralyk kopliikleri
(mnozestwo-posredniki) peydalanmaly bolupdyrlar. Aralyk kopliikler
gorniisinde maydajyk dasjagazlary, elit barmaklaryny we s.m. pey-
dalanypdyrlar. Bu bolsa natural san diisiinjesiniil yiize ¢ykmagynyn
ilkinji alamatlary hasap edilydr. Meselem, b.e.6n1 V asyrda yasap
gecen Gerodotyil yazmagyna gord, patysa Dariy Dunay deryasynda
guran kopriisini goramaga galdyran garawullaryna kopsanly diiwiin-
leri bolan uzyn yiip beripdir we seyle diyipdir: «Su yiiplin her giin
bir diiwlinini ¢oziin, eger-de dhli diiwiinleri ¢oziip gutaranynyzda-da
men gaydyp gelmesem, siz yza, Watana gaydyn». Seylelikde, adam-
lar kem-kemden sanamagy owrenipdirler we difie bir sanamak hem
dil, eysem, olary belgilerin komegi bilen ailladyp baslapdyrlar. Bu
bolsa arifmetika diyip atlandyrylyan we otrisatel dil bitin sanlaryn {is-
tiinde ge¢ilydn amallary dwrenyin ylmyn yiize ¢ykmagyna uly itergi
beryir. Onda hézirki dowiirde matematikanyn esasyny diizyén onluk
hasaplanys sistemasy hagan yiize ¢ykdy?

Matematikanyil taryhyny owrenyin alymlar onluk hasaplanys
sistemasy takmyndan biziii eramyzyii VI asyrynda Hindistanda yiize
¢ykdy diyip hasap edyérler. Hindilerden bu sanlary araplar 6wrenyér-
ler hem-de diinydnin kop dowletlerine ony yayradyarlar. Sonui
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ticin, bu sanlary araplar oylap tapypdyr diyen nddogry diisiinje hem
yiize ¢ykypdyr. Onluk hasaplanys sistemasy Yewropa yurtlaryna
X-XIII asyrlarda baryp yetipdir.

Onluk hasaplanys sistemasynyi oylanyp tapylmagy matematika
ylmynyn 6smegine bahasyna yetip bolmajak gosant gosdy. Natural
san hatary 1-den baslanyar. Bos kopliige hi¢ bir natural san degisli
déldir. Onda bos kopliigin elementlerinin sanyny gorkezmek {iigin
natural sanlar kopliigini nol (0) diyip atlandyryan sany gosmak bi-
len gifieldip alarys. Seylelikde, 0 = n (@). N U {0} kopligi Z; diyip
0 sany1 arifmetikada 6z ornuny tapmagy ticin ,arifmetiki amallary we
tertip gatnasygyny kesgitlalin:

at+0=0+a=a we 0+0=0; (1)
a-0=0-a=0 we 0-0=0; (2)
a-0=a we 0-0=0; 3)

0 : a = 0 we sany nola boliip bolmayar.

0 san natural sanlar kopliigine degisli dil. Yone natural sanlary
0 sansyz g6z online getirmek miimkin dal. Sebébi ikibelgili, ticbelgili
we s.m. tegelek sanlary 0 san bolmasa yazyp bolanok. Hindi mate-
matik alymlarynyn matematika ylmyna gosan yene-de bir dgirt uly
gosandy, 0 sanyn bellenisiginiii girizilmegidir. Hacanda 0 san {igin
yorite bellenisigin girizilmegi bilen natural sanlar kopliigi doly kema-
la geldi (formirlendi) diyip hasap edyér hem-de ona ginieldilen natural

«Natural san» diyen adalgany ilkinji gezek 480-524-nji yyllarda
vasap gecen rim alymy A. Boesiy girizyar. Hazirki dowiirde natural
sanlaryn hidsiyetleri, olaryi istlinde gecilydn amallar matematikanyii
«sanlar teoriyasy» diyen boliiminde 6wrenilyér.

2. Natural sanlaryn mukdar teoriyasy

Haganda XIX asyrda nemes matematigi G. Kantor tarapyndan
kopliikler teoriyasy esaslandyrylandan son, su teoriyanyn esasynda
natural sanlaryn teoriyasyny gurdular. Bu teoriyanyn esasy hokmiinde
tilkenikli kopliik we 6zara birbelgili degislilik diistinjelerini aldylar.
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Eger iki sany 4 hem-de B kopliiklerin arasynda 6zara birbelgili
degisliligi gurup bolyan bolsa, onda bu kopliiklere detisanly kopliik-
refleksiw, simmetrik we tranzitiwdir. Diymek, denisanlylyk gatnasygy
ekwiwalentlik gatnasygydyr we dhli tiikenikli kopliikleriii toplumyny
ekwiwalentlik klaslara bolyér.

M kopliigin elementlerinin sanyny |M| ya-da n(M) gdrniisde bel-
kopliige degisli bolmadyk bir element gosup, berlen kopliige ekwiwa-
lent bolmadyk kopliik almak miimkin.

Iki sany 4 we B tiikenikli kopliikler berlipdir. Olara degisli na-
tural sanlary a we b diyip bellédris. 4 we B kopliiklerin ekwiwalent
kopliikler ya-da ekwiwalent dél kopliikler bolmagy miimkin.

Eger 4 ~ B bolsa, onda 4 we B kopliikler sol bir synpa degislidir
we olara degisli @ we b sanlar dendir, yagny a = b. Eger 4 we B kop-
liikler ekwiwalent bolmasa , onda olara degisli a we b sanlar diirliidir.

Goy, A kopliik 6ziinde a elementi, B kopliik bolsa b elementi
saklayan bolsun. Eger 4 kopliik 6ziinint hususy B, bolek kopliigi bilen

------

Onda:
(a<b)ye(A~B cBAB #BAB +0).

a < b gatnagyk asimmetrik we tranzitiwdir, sonuil ligin hem ol
berk tertip gatnagygydyr. Seylelikde, biz N natural sanlar kopliigini
tertiplesdirdik.

Tiikenikli kopliiklerin tistiinde gegilyén her bir amalyn kdmegi
bilen bu kopliiklere degisli sanlaryn iistiinde geg¢ilydn amallary kesgit-
lemek miimkin. Meselem, goy, 4 we B kesismeyén kopliikler hem-de
n(A) = a, n(B) = b bolsun. Onda, C = 4 U B kopliige a we b sanlaryn

Kopliiklerini birlesmesinin orun ¢alysma we utgasdyrma hésiyet-
lerinden natural sanlary gosmagyn orun ¢alsyrma we utgasdyrma hé-
siyetleri gelip ¢ykyar. Goy, 4 tlikenikli kopliik, B onun hususy bdlek
kopliigi n(4) = a we n(B) = b bolsun. Onda, @ we b natural sanlaryn
a — b tapawudy diyip, B kopliigifi 4 kopliige ¢enli B; doldurgyjyna
aydylyar.
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Natural sanlary kopeltmek amaly Dekart kopeltmek hasylynda
elementleri sanamak bilen baglanysyklydyr. Goy, n(4) = a, n(B) = b
bolsun. @ we b natural sanlaryn kopeltmek hasyly diyip, 4 X B kop-
ligin kuwwatyna aydylyar. Kopliiklerin dekart kopeltmek hasyly tigin
orun calysma hésiyeti yerine yetmeyir, yagny 4 x B # B x A. Yone
sonda-da n(4 x B) = n(B x A), yagny bu kopliiklerinn elementleriniii
sany dendir, onda a we b natural sanlaryii kopeltmek hasyly li¢in orun
calsyrma we utgasdyrma kanunlary yerine yetyandir.

Biz natural sanlaryil teoriyasyny tiikenikli kopliik diisiinjesinini
iisti bilen kesgitledik. Yone tiikenikli kopliik diisiinjesinifi 6zi heniz
doly gutarnykly kesgitlenen déldir. Sonufi {i¢in biz natural sanlaryii
teoriyasyny basga diislinjelerini, yagny gogsmak amalynyn komegi bi-
len bereris.

3. Gosmagyn aksiomalary

N natural sanlar kopliigi ticin, aksiomalar sistemasyny diir-
li usullar bilen gurup bolyar. Esasy diisiinjeler hokmiinde sanlaryn
jemini, tertip gatnasygyny we s.m. alyp bolyar. Islendik yagday-
da esasy diisiinjeleriii hésiyetlerini gorkezydn aksiomalary bermeli.
Onda gogmak amaly diisiinjesini esasy diistinje hokmiinde kabul edip,
aksiomalar sistemasyny berelif.

(a; b) = a + b binar algebra amaly kesgitlenen bos bolmadyk
jemi diyilyar. Ol su asakdaky hésiyetlere eyedir:

1. Orun calsyrma hisiyeti: egera € N, b € Nbolsa,ondaa + b =
=b +a;

2. Utgasdyrma hisiyeti: egera € N, b € N, bolsa,ondaa+ (b + c)=
=(@+b)tc

3. Islendik a we b natural sanlaryii @ + b jemi a sandan tapawut-
lydyr, yagny a + b # a;

4. N kopligin bos bolmadyk 4 bolek kopliiginde seyle bir a
san bardyr, yagny a sandan tapawutly dhli x € 4 sanlary x = a + b
gorniisinde yazmak bolyar. Bu yerde b € N.

Bu dort aksioma natural sanlaryn biitin arifmetikasyny gurmak
ticin yeterlikdir.
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4. Natural sanlar kopliiginde tertip gatnasygy

Indi N natural sanlar kopliiginde tertip gatnasygyny girizelin.
Sonui {ligin gogmagyn aksiomalaryna salgylanarys. Tiikenikli 4 kop-
liikk bilen bos bolmadyk tiikenikli C kopliiginn kesismesi bos bolsa,
vagny A N C # @, onda elementlerin sany 4 kopliigini elementlerinden
kop bolan B = 4 U C kopliik alnar. Onda, seyle kesgitlemini alarys.

a + ¢ = b deilik yerine yeter yaly, seyle bir ¢ san bar bolsa,
onda a natural san b natural sandan ki¢i diyilyar we a < b bellenydr.
a < b gatnasygy peydalanyp, (4) aksiomany su asakdaky yaly yazmak
miimkin.

4'. N natural sanlar kopliiginin islendik bos bolmadyk A4 bolek
kopliiginde 111 kici san bardyr.

Indi N koplikde < gatnasygyn berk tertip gatnasygy bol-
yandygyny, yagny bu gatnagygyn tranzitiw we asimmetrikdigi-
ni gorkezeris. Goy, a < b we b < ¢ bolsun. Onda kesgitlemd gora,
b =a+ kwec=0>b+ {deinilikler yerine yeter yaly k we ¢ sanlar
bardyr. Onda, ¢ = (a + k) + € bu yerden ¢ = a + (k + {). k + { sanyn
natural sandygy Ug¢in, a < ¢ gatnagyk dogrudyr. Diymek, a < b,
b < c¢ gatnasyklardan a < ¢ gatnasyk gelip ¢ykyar, bu bolsa < gat-
nasygyn tranzitiw gatnasyk bolyandygyny gorkezyar.

Indi bu gatnagygyn asimmetrik gatnagyk bolyandygyny gorke-
zeris. Goy, a < b we b < a bolsun. Onda, tranzitiwlik hisiyetine gora
a < a alnar. Bubolsaa =a + k, k € Nbolyandygyny gorkezyér. Alnan
deiilik (3) aksioma garsy gelyédr. Onda a < b we b < a gatnagyklar
yerine yetmeyar.

Seylelikde, biz N natural sanlar kopliiginde < gatnasygyn berk
tertip gatnasygy bolyandygyny subut etdik. Indi natural sanlary gos-
mak amalynyn monotonlyk hésiyetini subut ederis: eger a < b bolsa,
onda islendik ¢ € N san ii¢in, a + ¢ < b + ¢ deiisizlik yerine yetyar.
Hakykatdan-da, a < b defisizlikden b = a + k denlik yerine yeter yaly
k sanyn bardygy gelip ¢ykyar. Onda, b + ¢ = (a + k) + ¢ (1) we (2)
aksiomalardan b +c=a + (k+c)=a+ (c + k)= (a + c¢) + k yazarys.
b+ c=(a+ c)+ kdeiillikden a + ¢ < b + ¢ gatnasyk gelip ¢cykyar.

Indi natural sanlary gogsmak amalynyil gysgalyandygyny subut
edelin. Eger a + ¢ = b + ¢ bolsa, onda a = b. Hakykatdan-da ti¢



VI bap

yagdayyn: a < b, a > b, a = b bolmagy miimkin. Eger a < b bolsa,
ondaa + ¢ <b + c. Seyle-de, a > b bolanda, a + ¢ > b + c alnar. Diy-
mek, a = b deiilik dogrudyr.

S. Natural sanlar kopliiginin ¢iksizligi we
diskretligi

(4") aksioma goré, N natural sanlar kopliiginde i1 kici san bardyr,
ol birlik sandyr. Onda islendik a € N san iigin @ # 1, yagny 1 <a. Bu
bolsaa =1+ b, b € N deiiligin yerine yetydndigini gorkezyar.

N natural sanlar kopliiginde il uly san yokdur. Sonuii {i¢in na-
tural sanlar kopliigi asakdan c¢dklenen, yokardan ¢édklenmedik di-
yilyar.

a sanyn yzyndan gelyén i1l ki¢i a + 1 san bardyr. Hakykatdan-da
b san a sanyn yzyndan gelyan bolsa, onda b = a + ¢ denlik yerine ye-
ter yaly ¢ san bardyr. Yene 1 <c¢, ondaa+ 1 <a + ¢, yagny a + 1 san
a sanyn yzyndan gelyén inl ki¢i sandyr.

Onda, a sanyii yzyndan gelyén sanlaryn inl kigisine a sanyi gonii-

......

......

6. Peanonyn aksiomalary

N natural sanlar kopliiginin aksiomatikasyny gurmak {igin,
gosmak amaly yeke-ték esas dildir. Seyle-de gosmak amalynyn ko-
megi bilen natural sanlaryin aksiomatikasyny gurmak ongakly bir
yenil hem dél. Onda, gogsmak amalyny has yonekey gorniise 1 sany
gosmak amaly gorniisine getirmek has yenil we diisniiklidir. Sebébi
n + 1 san goniiden-goni n sanyn yzyndan gelyén sandyr. Onda, natu-
ral sanlaryn aksiomatikasyny «p san goniiden-goni n sanyn yzyndan
gelyary diyen gatnasygyn komegi bilen guralyi.

1. Her bir (islendik) #n natural sanyn goniiden-goni yzyndan gel-
yan san bardyr.

2. Eger p we ¢ sanlar goniiden-goni n sanyn yzyndan gelyén bol-
sa, onda olar dendir.
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Bu iki aksioma her bir » natural sanyn goniiden-géni yzyndan
bir we dine bir sany natural sanyi gelyandigini gorkezyir, ol sany »’
bilen belldris.

3. Hi¢ bir san iki sany diirli natural sanlaryil goniiden-goni
yzyndan gelip bilmeyir, yagny eger m' = n' bolsa, onda m = n bolar.

4. Natural sanlar kopliiginde hi¢ bir sanyi yzyndan gelmeyéin
1 san bardyr.

5. Eger N natural sanlar kopliiginin 4 bolek kopliigi 1 sany
oziinde saklayan bolsa we her bir » natural san bilen géniiden-goni
bu sanyil yzyndan gelydn n’' sany hem 6ziinde saklayan bolsa, onda
N kopliik bilen onun 4 bolek kopliigi gabat gelyar.

Bu aksiomalary XIX asyryn ahyrynda italyan alymy Peano esas-

------

7. Matematiki induksiya usuly

Natural sanlar kopliiginii yene-de bir hasiyetini, yagny matema-
tiki induksiya usulyny subut edelin.

Eger N natural sanlar kopliiginin 4 bolek kopliigi 6ziinde birlik
sany saklayan bolsa we her bir a san bilen bilelikde géniiden-goni su
a sanyn yzyndan gelyén a + 1 sany hem 6ziinde saklayan bolsa, onda,
N kopliik bilen 4 bolek kopliik gabat gelyar.

Matematiki induksiya usulyny tersinden subut edelin. Goy,
Nkopliik bilen gabat gelmeyan 4 kopliik bar diyelin. Onda, 4 kopliigin
A" = N/A doldurgyjy bos dildir, yagny A" # @. Diymek, (4') aksioma
gord, b san A’ kopliigin in kigi sanydyr, b san 1-den tapawutly, yagny
b # 1, sebdbi 1 € 4. Onda b san kdbir a sanyn gontiden-géni yzyndan
gelyir. Beyle yagdayda b = a + 1 bolar. Yone a < b, bu yerde b san
A" doldurgyjyn in ki¢i sany, onda a san 4’ kopliige degisli san daldir.
Yagny ol 4 kopliige degislidir. Onda, » = a + 1 san hem 4 kopliige
degisli bolmaly. Bu bolsa b sanyn hem A4 kopliige, hem A" kopliige
degisli bolyandygyny gorkezyir, emma ol miimkin dil. Bu alnan
gapma-garsylyk A" = @ bolyandygyny gorkezyér, yagny 4 = N.

Matematiki induksiya usulyny, kopleng, matematiki teoremalary
subut etmekde peydalanyarlar. Meselem, islendik » natural san iigin,
1 +3+5+.+2n—1)=n*(1) denligin dogrudygyny subut edelin.
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Ilki bilen » = 1 bolanda (1) deiiligin dogrudygyny barlap goreris.

2= 1 denlik yerine yetyir. Soiiran =2 bolanda 1 +3 =2 — 4 =4 den-
ligin dogrudygyna goz yetiryaris. Indin =3 bolanda 1 +3 +5=32—
— 9 =9 denlik dogry.

Biz bu usul bilen @hli natural sanlary yeke-yekeden barlap bil-
meris. Sonufl ii¢in bagga yoly saylap alarys. Ilki bilen n» = 1 bolanda
(1) denligin yerine yetydndigini barlap goreris. Sonira haysydyr bir
bahada denligin yerine yetydndigini barlap, gonliden-goni bu # sanyn
yzyndan gelyédn san {igin hem yerine yetyindigini barlarys. Basgaca
aytsak, eger

1+3+5+.+Q2n-1)=n? (1)

denlik dogry bolsa,onda 1 +3+5+...+ 2n—1)+[2(n—1)—1]=(n+1)?
denlik hem dogrudyr. (2) defilikde 1 +3 + 5 +...+ (2n —1) ailatmanyn
yerine n*-y yazyp alarys n> + [2(n + 1) — 1] = (n + 1)2. Yaylary agyp
vazarys. n> +2n+2—1=n?>+2n+ 1= (n+ 1)* denligi subut etdik.

§3. Natural sanlaryn arifmetikasy

1. Otrisatel dal bitin sanlary gosmak

Otrisatel dél bitin sanlar kopliiginde gosmak amalyny doly
diisiindirmek {i¢in seyle meseld seredelin. Aygozelin 4 galamy bar.
Muhammetnyyazyn bolsa 3 galamy bar. Onda olaryn ikisinde néce
galam bar?

Bu mesele gosmak amaly bilen ¢oziilyir 4 + 3 = 7. Yéne bu me-
seldni ¢ozmek iigin basga amaly dil-de, dine gogsmak amalyny saylap
alyandygymyzyn sebébini néhili diisiindirmeli?

Meselédnin sertini gorkezme esbaplardan peydalanyp, diisiin-
direlin. Aygozelin galamlarynyn sanyny tegelejiklerde, Muhammet-
nyyazyn galamlarynyn sanyny kwadratlarda sekillendirelin. Onda,
meseldnin soragyna jogap bermek ii¢in, Aygozelin galamlarynyn sa-
nyny ailladyan tegeleklerin tistiine Muhammetnyyazyn galamlarynyn
sanyny ailadyan kwadratlary gosup alarys, yagny iki kopliigii bir-
lesmesini yazarys we birlesmediki elementlerinn sanyny kesgitléris.
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Diymek, otrisatel dél bitin sanlary gosmak O O O O
amaly kopliikleriii birlesmesi amaly bilen berk D D D

baglanysyklydyr.

Yene bir meseld seredeli. 4 = {a, b, c, d} we B = {c, x, y}
kopliiklerin birlesmesini tapalyni. Onda, n(4) =4, n(B) =3. AU B =
={a, b, ¢, d, x, y} yone n(4 U B) # 4 + 3. Ndme tli¢in beyle bol-
yar? Sebdbi 4 we B kopliikler kesisyérler, yagny olarynl ikisinde-de
umumy, gaytalanyan element bar. Sonuil iicin hem, bu kopliiklerin
kesigsmesindéki elementlerin sany bilen bu kopliiklerini elementlerinin
jeminddki san gabat gelmeyir, yagny n(4 U B) # n(4) + n(B). Diymek,
otrisatel dil bitin sanlaryn jemi kesigsmeyén kopliiklerini birlesmesinii
iisti bilen anladylyar.

Kesgitleme. @ we b otrisatel ddl bitin sanlaryn jemi diyip,
kesismeyédn 4 we B kopliiklerin birlesmesindédki elementlerin sanyna
aydylyar, bu yerde, n(4) = a, n(B) = b, a + b = n(4 U B), n(4) = a,
nBy=bweANB=0.

Su yerde yokarda sereden mysalymyzdaky 4 we 3 sanlaryn
jemi kesismeydn 4 we B kopliiklerin elementlerin saylanyp alnysy-
na baglymy diyen sorag yiize ¢ykyar. Meselem, 4 = {a, b, c, d},
B = {x, y, z}. Onda a = n(4); b = n(B) ya-da n(4) = 4; n(B) = 3
we n(4 U B) =4 + 3. Indi 4, = {oooo}, B, = {AAA} bolsun, onda
n(4,) = 4; diymek, n(4, U B)) = 4 + 3. Gorniisi yaly, 4 we 3 sanlaryn
jemi kesismeyan kopliiklerin elementlerinin saylanyp alnysyna bagly
dil. Umuman aydanynda a + b jem 4 we B kopliiklerin elementleriniii
ndhili saylanyp alnandygyna bagly. In esasy zat bu kopliikler ke-
sismeyén kopliikler bolmaly.

Otrisatel dél bitin sanlaryn jemi hemise bardyr we yeke-takdir.
Basgaca aytsak, islendik iki sany a we b otrisatel dil bitin sanyn jemi-
ni tapyp bolyar, yone ol yene-de otrisatel dél bitin ¢ sandyr. Bu ¢ san
a + b jem ii¢in yeke-tdk sandyr. Otrisatel dél bitin sanlaryn jeminii
bardygy we yeke-tikligi iki kopliiginn birlesmesiniii bardygyndan we
yeke-takliginden gelip ¢ykyar.

Iki sany otrisatel dél bitin sanlaryn jemini tapmaly bolsa, onda

------

diyilyar.
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Biz yokarda iki gosulyjynyn jemini tapmaklyga kesgitleme ber-
dik. Eger gosulyjylaryn sany birndge bolsa, onda olaryn jemi néhili
tapylyar?

Kesgitleme. Goy, iki gosulyjynyn jemi kesgitlenen bolsun we n
sany gosulyjylaryfi jemi hem kesgitlenen bolsun. Onda, a, + a, +...+
+a +a  gosulyjylaryf jemi (a, +a,+..+ a )+ a  sana deidir.

Otrisatel dil bitin sanlary gosmak amalyny kesgitleméige yokar-
da beyan edilisi yaly, ¢cemelesilmegi bu amalyn orun calsyrma we
utgasdyrma kanunlaryny esaslandyrmaga miimkingilik beryér.

Kesgitleme. Islendik otrisatel dil bitin @ we b sanlar {i¢in,
a + b = b + a deillik yerine yetyindir. Bu kesgitlemini subut edelin.
A koplugin elementlerininn sanyny a, B kopliigin elementlerinini sa-
nyny b diyip belldlin we 4 N B = @ bolsun, yagny 4 we B kopliiklerini
kesismesi bos kopliik bolsun. Onda, otrisatel dél bitin sanlary gosma-
gyn kesgitlemesine gord, a + b jem A we B kopliiklerin birlesmesin-
diki elementleriii sanyna defidir ¢ + b = n(4 U B). Yone gosmagyii
orun ¢algyrma kanunyna gord, 4 U B kopliik bilen B U 4 kopliik
dendir, diymek, n(4 U B) = n(B U 4). Gosmagyn kesgitlemesine gori,
n(BUA)=>b + a, sonun tigin hem a + b = b + a deilik islendik otri-
satel dél bitin a we b sanlar {i¢in dogrudyr.

Kesgitleme. Islendik otrisatel dil bitin a, b, ¢ sanlar iigin
(a + b)+c=a + (b + ¢) deiilik yerine yetyéndir.

Bu kesgitleméni subut edelin. Goy, ¢ = n(C) bolsun hem-de
ANB =0 we BN C =0 bolsun, yagny 4 we B kopliiklerin, sonuil
yaly-da B we C kopliiklerin kesismeleri bos kopliik bolsun. Onda, gos-
magyn kesgitlemesine gord, (a + b) +c=n(4UB)+n(c)=n(4AU BU C).

Kopliiklerini birlesmesi utgasdyrma kanunyna boyun egyar, onda,
n[(4U B)U C] =n[4 U (B U QO)]. Iki sanyn jeminiii kesgitlemesine
gord, n[AU (BUC)]=n(A) +n(BU C)=a+ (b + c). Diymek, islendik
a, b, c otrisatel dil bitin sanlar ii¢in (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) denilik
dogrudyr.

Utgasdyrma kanunynyii mazmunyna seredelin. Bu kanun ii¢ sany
gosulyjynynl jemini tapmaga miimkingilik beryédr. Onun tigin birinji
we ikinji gosulyjylary gosup alnan sanyn iistline ii¢linji gosulyjyny
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gosmak yeterlikdir. Yone gosmagyi utgasdyrma kanuny gosulyjy-
laryn ornuny ¢alsyrmagy goz éniinde tutmayar.

Gogsmagyn orun ¢alsyrma kanunyny we utgasdyrma kanunyny
islendik sanly gosulyjylar {icin umumylasdyryp yazyp bolyar. Sonda
orun ¢alsyrma kanuny islendik sanly gosulyjylaryn ornuny ¢alsyranda
hem, utgasdyrma kanuny bolsa islendik sanly gosulyjylarynn ornuny
calsyrman, olary diirli gérniisde toparlara boliip yazanda hem jemin
tiytgemeyandigini gorkezyér. Bu pikir aytmany mysallarda gorelin.
109 + 36 + 191 + 64 + 27 aillatmanyn bahasyny gogsmagyii orun cal-
syrma we utgasdyrma kanunlaryndan peydalanyp tapalyn. Onui ii¢in
gosmagyn orun ¢alsyrma kanunyna gord 36 we 191 sanlaryn ornuny
calsyryp yazarys. Onda berlen anillatmany 109 + 36 + 191 + 64 + 27 =
=109 + 191 436 +64 +27 gorniisde yazyp bolyar. Gosmagyn utgas-
dyrma kanunyndan peydalanyp, bu soiiky alnan anlatmany skob-
kalaryn komegi bilen toparlara boliip yazarys:

109 + 191 + 36 + 64 +27 = (109 + 191) + (36 + 64) + 27 =
=300 + 100 + 27.

Bu aillatmada hem gogmagyn utgasdyrma kanunyny yene bir ge-
zek peydalanyp yazarys:

300 + 100 + 27 = (300 + 100) + 27 = 400 + 27 = 427.

2. Otrisatel dil bitin sanlar kopliiginde ayyrmak

Ayyrmak amalynyil mazmunyny agyp gorkezydn meselelere
seredelinl.

Mesele. Aynur we Aknur bilelikde 8 diiyp alma we erik nahal-
laryny oturtdylar. Eger Aknur 3 diiyp erik nahalyny oturdan bolsa,
onda Aynur ndce diiyp alma O O O O é ® ® ®
nahalyny oturdypdyr.

Meselénin soragyna jogap bermek iicin 8-den 3-i ayyrmaly
8 —3 = 5. Onda bu yerde bagga amal dil-de, eysem, ayyrmak ama-
lynyn gerekdigini néhili diisiindirmeli? Meselédnin sertinddki Aynuryn
eken alma nahallaryny we Aknurynl eken erik nahallaryny tegelekler
bilen belldlin. Meseldninl sertine gord Aknur li¢ diiyp erik agajyny
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ekipdir. Onda ii¢ sany tegelegin iistiini ¢yzalyn. Usti ¢yzylman galan
bis sany tegelek Aynuryn eken alma nahallarynyn sanyny anladyar.

Bu yerden gorniisi yaly, bu meselénin ¢oziiwi berlen kopliik-
den bolek kopliigi boliip ayyrmak diisiinjesi bilen we bolek kopliigiii
doldurgyjynyni elementlerinii sanyny tapmak bilen baglanysykly.
Onda, sanlary ayyrmak amaly bolek kopliiginn tistiini doldurmak
amaly bilen berk baglanysyklydyr.

Kesgitleme. a we b otrisatel dil bitin sanlaryil tapawudy diyip,
n(A) = a, n(B) = b we B c A serti kanagatlandyryan B kopliigin 4 kop-
liige cenli doldurgyjyndaky elementlerini sanyna aydylyar.

a—b =n(A/B), buyerde a = n(4), b = n(B), B c A.

Mysal. Kesgitlemeden peydalanyp, 7 — 4 = 3 bolyandygyny diisiin-
direlin. 7 4 kopliigin elementlerinin sany, 4 — 4 kopliigin bolek kopliigi
bolan B kopliiginl elementlerinin sany. Meselem, A = {x, y,z, ¢, p, 7, s};
B = {x, y, z, t} kopliikler berlen bolsun. Onda, B kopliigin 4 kopliige
cenli doldurgyjyny tapalyit 4/B = {p, r, s}. Diymek, n(4/B) = 3. Onda
7 — 4 =3 tapawudy dogry kesgitldpdiris.

n(4) =7, n(B) = 4 we B c A4 serti kanagatlandyryan tiikeniksiz
kopsanly 4 we B kopliikleri saylap alyp bolyar, sebdbi a — b tapawut
A we B kopliiklerin saylanyp alnysyna bagly dal.

Yone a we b otrisatel dil bitin sanlaryii tapawudy hemise barmy?

Eger B c 4 bolsa, yagny B kopliik 4 kopliigin bolek kopliigi bol-
sa, onda n(B) < n(A4). Diymek, a = n(4); b = n(B) B c A serti kanagat-
landyryan a we b otrisatel dél sanlaryii tapawudy sonda we dine sonda
bardyr, haganda, b < a bolsa. a we b sanlaryn tapawudyny kesgitleyan

......

------

Kopleng, ayyrmak amalynyn yerine yetirilisinin dogrudygyny
gosmak amalynyn iisti bilen barlayarlar. Diymek, ayyrmak we gosmak
amallarynyn arasynda berk baglanysyk bar.

Goy, n(4) = a; n(B) = b; B c A sertleri kanagatlandyryan a we
b sanlar berlen bolsun. Bu sanlaryn tapawudy B kopliigin 4 kop-
liige cenli doldurgyjyndaky elementlerifi sanyna defi bolsun. Yagny
a—b =n(A/B).
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Eylerin tegeleklerinin kdmegi bilen 4, B we A/B kopliikleri
sekillendirelin Onda, 4 = B U (4/B) bu yerde n(4) = n[B U (4/B)].
Yone BN (4/B) =@ bolany iigin, n(4) =n[B U (4/B)] = n(B) + n(A/B) =
=b+ (a—b),ondaa = b + (a— b)bolar. Bu 7
bolsa otrisatel dil bitin sanlaryn tapawudy- A N\

na tizege kesgitleme bermige miimkingilik g %
beryar (47-nji surat). B
Kesgitleme. a we b otrisatel dil bi- ‘ > E

tin sanlaryn tapawudy diyip seyle bir ¢ sana
aydylyar, hacanda, bu ¢ san bilen b sanyn
jemi a sana defi bolanda. 47-nji surat
Seylelikde,a—b=cea=b +c.
Sonur‘l iigin hem ayyrmak amaly gosmak amalyna ters amal

......

tJJ

asakdaky teoremany subut edehn.

Teorema. a we b otrisatel dél bitin sanlaryi tapawudy sonda we
dinie sonda bardyr, haganda b < a bolsa.

Subudy. Eger @ = b bolsa, onda a — b = 0, diymek, a — b ta-
pawut bardyr. Eger b < a bolsa, onda «ki¢idir» diyen gatnasygyn
kesgitlemesine gord a = b + ¢ denlik yerine yeter yaly ¢ san bardyr.
Onda, tapawudyn kesgitlemesine gord ¢ = a — b, yagny a — b ta-
pawut bardyr.

Teorema. Eger a we b otrisatel dil bitin sanlaryn tapawudy bar
bolsa, onda ol yeke-tikdir.

Subudy. Goy, a we b sanlaryn tapawudynyn iki sany san ba-
hasy bar diyip pikir edelifi, yagny @ — b = ¢, we a — b = ¢, bolsun.
Onda tapawudyfi kesgitlemesine gord a = b + ¢, wea =b + c,.
Bu yerden b + ¢, = b + ¢, denlik gelip ¢ykyar, diymek, ¢, = c,
bolyar. a we b sanlaryn tapawudyny ailadyan dinie bir sany san
bar eken.

Indi sandan jemi ayyrmak we jemden sany ayyrmak diyen dii-
stinjelere seredelin.
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Jemden sany ayyrmak

Kesgitleme. Jemden sany ayyrmak {i¢in, bu sany gosulyjylaryn
birinden ayryp, beyleki gosulyjyny alnan netijénin iistiine gosmak ye-
terlikdir.

Bu kesgitleméni matematiki mysallaryn kdmegi bilen yazalyn.
Eger a, b, c otrisatel dil bitin sanlar bolsa:

1.a>cbolanda, (@ + b) —c=(a—c) + b;

2.b>cbolanda, (a + b)—c=a + (b—c).

3. Otrisatel dil bitin sanlar kopliiginde
kopeltmek

Otrisatel dél bitin sanlary kopeltmek diisiinjesini birndge usul
bilen kesgitlip bolyar. Ilki bilen esasynda gosmak amaly duryan
cemelesma seredelin.

Kesgitleme. a we b otrisatel dél bitin sanlarynl kdpeltmek hasy-
ly diyip, asakdaky sertleri kanagatlandyryan otrisatel dil bitin sana
aydylyar.

l.a-b=a+a+a+ ..+ a, haganda b > 1 bolanda;

b sany

2.a-1=a, hacanda b = 1 bolanda;

3.a-0=0, hacanda b = 0 bolanda.

Bu kesgitleménin kopliikler nazaryyetine gord manysy seyle.
Eger 4, 4,, ..., A, kopliiklerini her birinde bir sany a elementden bar
bolsa we bu elementlerin islendik iki sanysy kesismeyén bolsa, onda
bu kopliiklerin birlesmesi 6ziinde a - b elementi saklayar. a we b otri-
satel ddl bitin sanlaryn kopeltmek hasylyny tapmaklyga kdpeltmek

------------

Islendik otrisatel dél bitin sanlaryin kdpeltmek hasyly bardyr we ol
yeke-takdir.

Otrisatel dil bitin sanlary kopeltmegin kesgitlemesi bilen okuw-
cylar eyydm baslangy¢ synplarda tanysyarlar. Bu kesgitleménin
many-mazmunyna su asakdaky yonekey meselede seredelin.

Mesele. Mekdep bagynda bir hatarda 4 diiyp alma nahalyny
oturtdylar. Sunun yaly 6 hatarda né¢e diiyp alma nahalyny oturtmaly?
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Néme ii¢in bu meseldnin jogaby kopeltmek amaly bilen tapylyar?
Sebdbi bu meselede her birinde 4 element bolan 6 sany kopliigin
birlesmesindiki elementlerin sanyny tapmak talap edilydr. Onda, kes-
gitlemd goréd, bu sany 4 - 6 = 24 kopeltmek hasylyil komegi bilen
taparys.

Otrisatel dél bitin sanlary kopeltmek amalyny basga diislinjelerini
iisti bilen hem kesgitldp bolyar. Meselem, kopliikleriii Dekart kopelt-
mek hasylynyii iisti bilen kesgitlaliii.

Goy, iki sany 4 = {x, y, z} we B = {n, t, r, s} kopliikler berlen
bolsun. Bu kopliikleriii Dekart kdpeltmek hasylyny tapyp, ony tablisa
gorniisinde yazalyn. 4 x B = {(x, n), (x, 1), (x, r), (x, 5), (v, n), (v, ©),
o, r), O, ), (z, n), (z, 1), (z, 7), (z, 5)}, yagny bu dekart kopeltmek
hasyly goniiburgly tablisa gorniisinde yazarys:

(x, ), (x, 9), (x, 1), (x, 5),
W, n), 0, 0, ¢, 1), (1, 5),
(z,n), (z,0), (z, 1), (z, 9).

Tablisadaky setirleriii her birinde yazylan jiibiitlerini birinji kom-
ponentleri metizesdir, edil seyle-de, siitlinlerin her birinde ikinji kom-
ponentleri mefizesdir. Sonda setirleriii hi¢ birinde mefizes jlibiitler
yokdur. Onda, bu yerden gorniisi yaly 4 x B kopeltmek hasylyndaky
elementlerin sany 3 + 3 + 3 + 3 = 12. Basgaca aytsak, n(4) = 3;
n(B)=4we 3 -4=12. Diymek, 4 we B kopliiklerin Dekart kdpeltmek

hasylyndaky elementlerini sany n(A4) - n(B) kopeltmek hasyla dendir.
Umuman, eger 4 we B tiikkenikli kopliikler bolsa, onda

n(4 x B)=n(A4) x n(B).

Kesgitleme. a we b otrisatel dél bitin sanlarynl kdpeltmek hasy-
lyny n(A4) = a, n(B) = b serti kanagatlandyryan 4 we B kopliiklerin
Dekart kdpeltmek hasyly gorniisinde anladyp bolyar.

a-b=n(4xB) buyerde n(A)=a,n(B)=>.

Yokarda sereden yagdaylarymyzyi ikisinde-de iki sany otrisatel
dil bitin sanyn kopeltmek hasylyny kesgitledik. Eger birndge kope-
lijiler berlen bolsa, onda olaryn kdpeltmek hasylyny ndhili kesgitle-
meli?
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Onda, n + 1 kopelijilerin, yagny a, - a, - a, ... a, - a _, kopeltmek

hasyly (a, - a, - a, ... a)) - a , -e deidir. Meselem, 2 - 5 -7 - 9 ko-
peltmek hasyly tapmaly bolsun. Onda kesgitlemd goérd, 2 -5-7 -9 =
=2-5-7):9=[(2-5)-7]-9=(10-7)-9=70-9=0630.

Indi otrisatel dél bitin sanlary kopeltmegin kanunlaryny kopliik-
lerinn Dekart kopeltmek hasylyna esaslanyan kesgitleménin iisti blen
subut edelin:

a) orun ¢alsyrma kanuny. Islendik iki sany a we b otrisatel dél
bitin sanlar ligin a - b = b - a deiilik dogrudyr.

Goy, a = n(4), b = n(B) bolsun. Onda, kopeltmegin kesgitle-
mesine gord a - b = n(4 x B). Yone 4 x B we B x A kopliikler defi
kuwwatly kopliiklerdir. Yagny 4 x B kopliigifi her bir (a, b) jiibiitine
B x A kopliigin dine bir sany (b, a) jubiitini degisli edip goymak
miimkin we tersine. Diymek, n(4 x B) = n(B % A). Sonuii iicin hem
ab=n(AxB)=n(BxA)=b-a,yagnya-b =b- adeiilik dogrudyr.

b) utgasdyrma kanuny. Islendik a, b, c otrisatel dél bitin sanlar
icin (a - b) - ¢ = a - (b - ¢) deiilik dogrudyr. Goy, a = n(4), b = n(B),
¢ = n(C) bolsun. Onda kopeltmegin kesgitlemesine gord, (a - b) - ¢ =
=nfAxB)yxClwea- (b c)=n[4dx(BxCO)]J4xB)xCwe
A x (B x C) kopliikler diirliidir, sebédbi olaryn birinjisi [(a, b)c], ikin-
jisi bolsa, [a, (b, ¢)] jiibiitlerden diiziilendir. Yéne (4 x B) x C we
A x (B x C) koplikler denn kuwwatly kopliiklerdir. Sonufi {i¢in hem
n[(4 x B) x C] =n[4 x (B x ()] diymek, onda (a - b)-c=a- (b c)
deiilik dogrudyr.

¢) kopeltmegin gosmaga goréd paylasdyrma kanuny. Islendik a, b,
c otrisatel dil bitin sanlar {i¢in, (a + b) - ¢ = ac + bc deilik dogrudyr.
Bu diizgiini (4 U B) x C = (4 x C) U (B x C) denlikden peydalanyp,
subut ederis.

Goy, n(4) = a, n(B) = b, n(C) = c we A N B = @ bolsun. Onda
kopeltmegin kesgitlemesine gord, (a + b) - ¢ = n[(4 U B) x C]. Onda
(1) denilige gord, n[(4A U B) x C] =n[(4 x C) U (B x C)]. Soiira gos-
magyn we kopeltmegin kesgitlemelerinden peydalanyp,

[(AXxC)UB*xC)]=n(A4x*xC)+nBx*xC)=ac + bc.
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Diymek, onda (a + b) - ¢ = ac + bc denlik dogrudyr.

d) kopeltmegin ayyrmaga gord paylasdyrma kanuny.

Islendik a, b, c¢ otrisatel dil bitin sanlar {i¢cin, a > b bolanda,
(a—b) - ¢ =ac — bc denlik dogrudyr.

Bu diizgiin (4/B) x C = (4 x O)/(B x C) deiilik boyunga getirilip
cykarylyar we edil yokardaky yaly subut edilyar. Kopeltmegin orun
calsyrma we utgasdyrma kanunlaryny islendik sanly kopelijiler {igin
peydalanyp bolyar.

Paylagdyrma kanunlary kopeltmek amaly bilen gogsmak we ayyr-
mak amallarynyn baglanysygyny gorkezyar.

4. Otrisatel dil bitin sanlar kopliiginde bélmek

Bolmek amalynynn many-mazmunyna gowy goz yetirmek {icin
su asakdaky yonekey meseld seredelin.

Mesele. Aygozelde 8 sany alma bardy. Ol almalary jigileri Ay-
nur, Aknur, Muhammetnyyaz we Déwlede den paylap berdi. Aygozel
jigilerinin her birine néce alma beripdir?

Meselédnin jogaby bolmek amaly bilen tapylyar, yagny 8 : 4 = 2.
Aygozel jigilerinin her birine 2 alma beripdir.

Meselédnin ¢coziiwini seljerelinn. Meselede 8 elementli kopliige se-
redilydr. Bu kopliik 4 sany bolek kopliiklere boliinyér, ya-da basgaca
aytsak, 4 sany denkuwwatly bolek kopliikler alynyar.

Umumy gorniisde a otrisatel dil bitin san bilen b natural sanyn
payy seyle tapylyar:

Kesgitleme. Goy, a = n(4) we A kopliik jiibiit-jliblitden kesis-
meyén bolek kopliiklere boliinen bolsun, eger b san 4 kopliigin bolek
kopliiklerinin sany bolsa, onda a we b sanlaryil payy diyip, bolek
kopliiklerin her birinifi elementleriniii sanyna aydylyar.

......

......

Kopleng, bolmek amalyny1 yerine yetirilisiniii dogrudygyny ko-
peltmek amalynyn {isti bilen barlayarys, sebdbi bolmek amaly bilen
kopeltmek amaly berk baglanysykly. Onda bu baglanysyk nimeden
ybarat?

9. Sargyt Ne 1407 MAIIA
Kop-pa nocie MHO 25.11.15
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Goy, a = n(4) bolsun we 4 koplik b sany 4,, 4,, 4,, ..., 4,
jiibiit-jliiblitden kesismeyin dein kuwwatly bolek kopliiklere bolii-
nen bolsun. Onda ¢ = a : b san, seyle bolek kopliiklerini her birindéki
elementlerin sanyny gorkezyir, yagny

c=a:b=n(4)=n(d,)=...=n(4,).

Yone serte gori A = A, U A4, U..U 4, onda bu yerden n(4) =
=n(d,UA4,U..U4,)bolar. Emma 4, 4,, ..., 4, bolek kopliikler ji-
biit-jiibiitden kesismeyér, diymek, jemin kesgitlemesine gora,

nAd,UA4,U..UAd,)=n(d)+nd)+.+nd)=c+c+.+c

Kopeltmegin kesgitlemesine gord, her biri ¢ sana deni bolan b
sany gosulyjylaryn jemi c¢ - b kopeltmek hasyla dendir.

Kesgitleme. a otrisatel dil bitin san bilen b natural sanyn payy
diyip, b san bilen kopeltmek hasyly a sana deni bolan otrisatel dal
¢ =a: b sana aydylyar.

a:b=cea=c-b

Seylelikde, biz payy kopeltmek hasylyi iisti bilen anlatdyk. a we
b natural sanlaryn payy hemise barmy? Bu soraga asakdaky teorema
jogap beryar.

Teorema. Iki sany a we b natural sanlarynyn payynyi bolmagy
ticin b < a sertin yerine yetmegi zerurdyr.

Subudy. Goy, a we b natural sanlaryil payy bar diyeliii, yagny
a = ¢ - b deiilik yerine yeter yaly ¢ san bardyr. Islendik ¢ natural san
iicin 1 < ¢ gatnasyk dogrudyr. Bu gatnasygyn iki tarapyny hem b sana
kopeldip, alarys b < ¢ - b. Onda, kesgitlemd gora, ¢ - b = a, diymek,
b<a.

a = 0 san bilen b natural sanyn payy ndma den? Kesgitlema gord
ol ¢ - b= 0 deiiligi kanagatlandyryan a sandyr. Eger b # 0 bolsa, onda
¢ - b =0 denlik ¢ = 0 bolanda yerine yetyir. Diymek, 0 : b = 0, eger
b € N bolsa.

Teorema. Eger a we b natural sanlaryn payy bar bolsa, onda ol
yeke-takdir.
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Bu teoremanyni subudy iki sany natural sanynl tapawudynyi
yeke-tékliginin subut edilisi yalydyr.

Indi otrisatel dél bitin sany 0 (nol) sana boliip bolmayandygyny
gorkezelin.

Goy, a # 0 we b = 0 sanlar berlen bolsun. Bu ¢ we b sanla-
ryn payy bar diyip hasap edelin. Onda payyn kesgitlemesine gora,
a = c¢ - 0 denligi kanagatlandyryan ¢ san bardyr, onda a = 0 denlik al-
nar. Emma serte gord a # 0, yone biz serte gapma-garsy netijani aldyk.
Diymek, a # 0 we b = 0 sanlaryn payy yokdur.

Eger a = 0, b = 0 bolsa, onda a we b sanlaryn payy bardyr,
vagny 0 = ¢ - 0 denlik ¢ sanyn islendik bahasynda dogrudyr. Sonun
licin matematikada nol sany nol sana bélmek bolmayar diyip hasap
edilyér.

Indi natural sanlary bolmegini kibir hésiyetleri bilen tansalyn.
Natural sanlary bolmeginn bu hisiyetleri matematikanyn baslangyc¢
kursunyn mazmuny bilen berk baglanysyklydyr.

Jemi sana bolmek

Eger a we b sanlar ¢ sana boliinyén bolsa, onda bu sanlaryn
a + b jemi hem c sana boliinyandir ya-da basgaca aytsak, a + b jemi
¢ sana bolmekden alnan pay. a we b sanlary ¢ sana bolmekden alnan
paylaryn jemine dendir.
(a+b):c=a:c+b:c

Subudy. a san ¢ sana boliinyin bolsa, onda m = a : ¢ deiiligi ka-
nagatlandyryan m san bardyr, bu yerde a =c - m. Edil seylen =b : ¢
natural san licin b= c - nsan bardyr. Ondaa + b =c -m + c -n=c(m + n).
Bu bolsa a + b jemin ¢ sana boliinyéndigini gorkezyar.

Onda, bu subut edilen diizgiini kopliikler nazaryyetinin {isti bilen
anladalyn.

Goy, a = n(A); b = n(B) we A N B = O bolsun. Eger 4 we B
kopliiklerin her birini C sany den kuwwatly bolek kopliiklere bolsek,
onda bu kopliiklerint birlesmesini hem seyle bolek kopliiklere boliip
bolyar (48-nji surat).
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Meselem:

OO OO Qwo:2=s

48-nji surat

Sany kopeltmek hasyla bolmek

Eger a natural san b we ¢ natural sanlara boliinyédn bolsa, onda a
sany b we ¢ sanlaryn kopeltmek hasylyna bolmek {i¢in, a sany b sana
boliip, alnan netijdni ¢ sana bolmek yeterlikdir, yagny a : (b - ¢) =
=(a:b):c=(a:c):b.

Sany iki sanyi payyna kopeltmek

a sany b sany c sana bdlmekden yeten paya kopeltmek iigin

a san bilen boliinijini kdpeldip, alnan kdpeltmek hasyly boliijd bol-
mek yeterlikdir, yagny a - (b:¢c)=(a-c): b.

Galyndyly bolmek

37 san 8-e bolinmeyir. Yone 37 = 8 - 4 + 5 denlik yerine ye-
ter yaly 4 we 5 sanlar bardyr. Beyle yagdayda 37 san 8-e galyndyly
boliinyéar hem-de 4-e doly dil pay, 5-e bolsa galyndy diyilyar.

Kesgitleme. a otrisatel ddl bitin sany b natural sana galyndyly
bolmek diymek, a = bg + r we 0 =<r <b serti kanagatlandyryan g we
r sanlary tapmak diymekdir.

Galyndynyn bu kesgitlemeden gelip ¢ykyan ayratynlygyna se-
redelin. Galyndy b boliijiden kici natural sandyr.

Meselem. Otrisatel dél bitin sanlary 5-e galyndyly bdlende ga-
lyndy-da 0, 1, 2, 3, 4 sanlaryn haysy-da bolsa birinifi bolmagy miimkin.

a sany b sana galyndyly bolmek amaly hemise yerine yetyarmi?
Bu soraga subutsyz kabul ediljek su asakdaky teorema jogap berip
bilyar.
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Teorema. Islendik otrisatel dél bitin a san we b natural san {i¢in
a=>b-q+r 0<r<bserti kanagatlandyryan g we r otrisatel dél bitin
sanlar bardyr. Bu hésiyete eye bolan otrisatel dél bitin sanlaryi (g, )
jubiiti yeke-takdir.

§4. Hasaplayys sistemalary

1. Hasaplayys sistemalary barada diisiinje

San diislinjesiniii ylize ¢ykmagy bilen, sanlary yazmak zerur-
lygy hem ylize ¢ykdy. Sanlary yazmagy owrenmekden 6n adamlar
sanlary atlandyrmagy we olary sanamagy basarypdyrlar. Sonda olar
on belldp gecimiz yaly, diirli tayajyklardan, yiipiinn diiwiinlerinden,
dasjagazlardan we s.m. peydalanypdyrlar. Yone bu usul az sanly zat-
lary deniesdirmége miimkingilik berip, uly sanlary sanamakda amatly
bolmandyr. Sonun yaly-da beyle aralyk zatlaryn kdmegi bilen hasap-
lamalary gecirmek hem miimkin bolmandyr. Sonun {igin hem elin
we ayagyn barmaklaryndan peydalanyp, sanamak usulyna gecipdir-
ler. Barmaklaryn komegi bilen hasaplamak usuly diirli hasaplayys
sistemalarynyni: bdslik, onluk yigrimilik we s.m. hasaplayys siste-
malarynyi ylize cykmagyna getiripdir.

In irki hasaplayys sistemasy ikilik sistemadyr diyip hasap edil-
yir. Yagny adamlar heniz barmaklaryny dél-de, iki elini hasap birligi
hokmiinde ulanan dowriinde yiize ¢ykan hasaplayys sistemasy ikilik
hasaplayys sistemasydyr.

2. Pozision dil hasaplayys sistemalary

Bize gelip yeten matematiki yazgylaryn in irkisi gadymy Wawi-
londa mundan 5000 yyl ¢cemesi ozal yazylan yazgylardyr. Alymlaryn
caklamagyna gorda Wawilonlylar hem bu yazgylaryn kopiisini has
gadymy halk bolan sumerlerden alypdyrlar. Seyle-de, gadymy
Miisiirde 4000 yyl toweregi 611 yazylan yazgylar saklanyp galypdyr.
Gadymy yazgylaryn bizin giinlerimize ¢enli has gowy saklanyp ga-
lany Rim siftleridir, sebibi Rimliler Giinbatar Yewropanyf kop yurt-
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laryny basyp alypdyrlar we bu yurtlarda-da sanlary yazmagyi Rim
sistemasy uzak wagtlap saklanypdyr.

Sanlary yazmagyn Rim sistemasynyn esasynda I, V, X, L, C,
D, M belgiler yatyandyr we olar degislilikde, 1, 5, 10, 50, 100, 500,
1000 sanlary anladyar. Seylelikde, bu sistema barmaklardan peyda-
lanyp sanamak usuly bilen baglanysykly bolup, ol bislik we onluk
hasaplayys sistemalarynyn kdbir alamatlaryny 6ziinde saklayar. Me-
selem, I belgi bir barmagy, V — bas barmagy X — iki elin on bar-
magyny afladyar. C belgi 100, M belgi bolsa 1000 sany anladyp,
ol degislilikde latyn, dilinddki centum — yiiz we mille — miinn diyen
sOzlerin bas harplarydyr.

Rim sifrleri bilen sanlaryn yazylysyna seredeliii. Meselem,
37 sany li¢ sany onluk, bir sany béslik we iki sany birlik sifrlerint ko-
megi bilen yazyp bolyar, yagny XXXVII. Indi 678-natural sany rim
sifrleri bilen yazalynl. DCLXXVIII, yagny bir sany 500, bir sany 100,
bir sany 50, iki sany 10, bir sany 5 we li¢ sany 1 sifrlerden ybarat.

Rim sifrleriniit yazylys sistemasyna pozision dél hasaplayys
sistemasy diyilyér, sebdbi bu sistemada san yazylanda, ondaky sift-
ler yerlesen yerine gord (pozisiyasyna gord) san baha alman, eysem,
hemise sol bir sany anladyar. Meselem X, XIX, XI, sanlarda I belgi
setirin bagynda, setirifi ortasynda, setiriit ahyrynda gelse-de sol bir
sany — birligi afiladyar. Yagny beyle sistemada islendik sifr nirede
yerlesendigine (pozisiyasyna) bagly dildir. Sonui tigin hem bu siste-
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3. Pozision hasaplayys sistemalary

Pozision hasaplayys sistemasynyn doredilmegi matematika yl-
mynyn Osmegine dgirt uly itergi berdi. Pozision hasaplayys siste-
masynda sol bir belgi (sol bir sifr) yerlesen yerine goré (pozisiyasyna
gord) diirli san bahalary alyar. 321, 312, 123 sanlarda 1 sifr yerlesen
yerine (pozisiyasyna) gora diirli sanlary ailladyar. Meselem, 321 san-
da 1 sifr setiriii ahyrynda geldi we ol 1 sany anladyar, 312 sanda bolsa
sagdan ikinji orunda yerlesyar, sonun ii¢cin ol 10-luk sany anladyar
hem-de 123 sanda ol sagdan {i¢iinji orunda yerleseni {icin 100 diyip
okalyar. Bu yerden gorniisi yaly, 1 sifr yerlesen yerine (pozisiyasyna)
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gord diirli bahalary aldy. Sonui iicin beyle hasaplayys sistemalaryna
pozision hasaplayys sistemalary diyilyar.

Ilkinji pozision hasaplayys sistemasy gadymy Wawilonda pey-
dalanylan altmyslyk sistemasydyr. Altmyslyk sistemasynyn kébir
mysallary bizin giinlerimize c¢enli saklanyp galypdyr. Meselem, bir
sagatda 60 minut, bir minutda 60 sekunt bolmagy, seyle-de toweregii
360°-a gradusa boliinmegi 60-lyk sistema mysal bolup biler.

Hasaplanys sistemalarynyn has gin yayrany iki elift on barmagy-
na esaslanyan onluk hasaplayys sistemasydyr. Onluk hasaplayys sis-
temasy baradaky ilkinji maglumatlar b.e. 6nki I1I asyrda yasap gecen
meshur gadymy grek alymy Arhimedin «Psammit» («Cégeleri sana-
mak») atly kitabynda dus gelyar.

Matematika ylmy V-XII asyrlarda Hindistanda we yakyn Giindo-
gar yurtlarynda giiy¢li depginde 6sdi.

Hindistanda we Hytayda matematika Miisiir bilen bir dowiirde,
mundan takmyndan bds miini yyl ¢emesi ozal doredi diylip hasap edil-
yar. Matematikanyn taryhyny dwrenyan alymlaryii ¢aklamalaryna gord
hindi we grek matematika ylmynyn 6zara baglanysygy bar. Greklerde
geometriya uly Osiise eye bolan bolsa Hindistanda matematikanyn arif-
metika, algebra, trigonometriya yaly sahalary uly Osiise eye boldy.

Hindi alymlarynyn matematika ylmyna gosan 4girt uly gosandy,
ol hem bizin hizirki dowiirde giiidden peydalanyan onluk hasaplayys
sistemasyny oylap tapanlygydyr. Seyle-de, nol sany ilkinji bolup hin-
di matematikleri peydalanyp basladylar. Ilkibasda nol sanyn yerine
«bos» diyen sozi ulanypdyrlar we sanyi i¢inde ony nokat bilen bel-
lapdirler. Sofira nokadyn yerine tegelek belgi girizipdirler. Tegelek
hindi dilinde «sunya» diyen sozdiir. Bu sozi arap diline terjime eden-
de «sifr» diyip alypdyrlar. Sofira kem-kemden difie nol sana «sifr»
diymin, eysem, dhli 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 birbelgili sanlary «sifr»
diyip atlandyryarlar.

Onluk hasaplayys sistemasynda sanlary yazmakda peydalanyl-
van 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 sifrleri hem hindi matematikleri oylap
tapypdyr.

Onda ndme ii¢in hindi alymlarynyn oylap tapan sifrlerini, kop-
leng, arap sifrleri diyip atlandyryarlar? Sebdbi Arabystan yarym
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adasynda dordn arap dowleti 200 yylyn dowamynda 6ziinden ylmy,
medeni Osiisi boyunga has yokarda duryan Demirgazyk Hindistany,
Miisiiri, Orta Aziyany, Mesopotamiyany, Eyrany, Demirgazyk Afri-
kany basyp alyar. Araplar ylmyn dhmiyetine 6rdn gowy diisiinipdirler.
Olar basyp alan yurtlarynynl ylmy agyslaryny dwrenip, arap diline ter-
jime edipdirler.

Arap matematikleri gadymy alymlaryn ylmy islerini difie bir
ayawly saklaman, eysem, olaryn 0smegine, kimillesmegine uly go-
sant gosupdyrlar. Seylelikde, hindilerin oylap tapan onluk hasaplayys
sistemasy diinyénin kop yurtlaryna araplaryn komegi bilen yayrapdyr.
Sonun ii¢in hindileriii matematika ylmyna beren 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9 sifrleri hem yaliyslyk bilen arap sifrleri adyny alypdyr.

4. Natural sanyn yazgysyny onluk hasaplayys
sistemada yazmak

n natural sany onluk hasaplayys sistemada
n=n_10"+n_ 108"+ . +n,

gornligde yazyarys. Bu yerde n, n,_, ... n otrisatel dél bitin san-
lar bolup, olar 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 san bahalary alyar. Sonda
n,# 0. Ony gysgaga n = mn,_,..n, gorniisde yazyarlar. Y okarsyn-
daky ¢yzyk, n,, n,_, ... n,sanlary kopeltmek hasylyndan tapawutlan-
dyrmak {i¢in bellenyar. Eger ol harp bilen yazylman sanlar bilen ya-
zylsa, onda yokarsynda ¢yzyk gerek dil. Meselem, 4705 =4 - 10° +
+7-10°+0-10+5.

Islendik » natural san iigin, n < 10" densizlik yerine yetyandir.
Hakykatdan-da eger £ < ¢ bolsa, onda 10* < 10¢, sonuf ii¢in hem
10, 10%, ..., 10" sanlar jiibiit-jiibiitden tapawutlydyr. Sonun {igin bu
sanlaryn il ulusy » sandan uludyr, yagny n < 107, 10* < n gorniisli
natural sanlary 4 diyip belléris. Yone n < 10" bolyandygy iigin,
A koplige degisli &hli s sanlar ligin, s <n, onda 4, kopliikde ifi uly san
bardyr. Ony £ bilen belldris, onda 10* < n < 10!, Indi islendik » na-
tural sanyn onluk yazgysynyn bardygyny subut ederis. £ = 0 bolanda
1 <n <10 densizlik yerine yetyér, yagny k = 0 bolanda » san bir sifrinil
komegi bilen yazylyan birbelgili sandyr. 10* sandan ki¢i dhli natural
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sanlar ii¢in, onuil onluk yazgysy subut edilendir diyip, 10 we 10*"!
sanlaryn arasyndaky » sany alarys, 10¥ <n < 10*"'. Eger n san 10* sana
boliinyén bolsa, onda n = n, - 105 1 <n,_<10. Seylelikde biz, n sanyn
onluk yazgysyny alarys:

n=n_100+n_ - 105"+ . +n, (1)

Biz 10-dan kici dhli sanlaryn onluk yazgysynyn bardygyny
subut etdik we sonun netijesinde 10 < n < 10! gorniisli dhli n natu-
ral sanlaryn onluk yazgysynyn bardygyna goz yetirdik. Diymek, &hli
natural sanlaryn onluk yazgysy bardyr.

S. Sanlary diirli hasaplanys sistemalarynda
yazmak

Biz 61 onluk hasaplanys sistemalary bilen bir hatarda onikilik,
yigrimilik, altmyslyk hasaplayys sistemalarynyin hem bardygyny ay-
dypdyk. Hazirki dowiirde asa calt isleydn hasaplayys masynlarynda
ikilik, sekizlik sistemalaryndan peydalanyarlar. Sanlary yazmagyn dhli
sistemalary sol bir diizgiine esaslanyandyr. Sistemanyn esasyny-bir-
likden uly P natural sany saylap alyarlar. Onluk hasaplayys, siste-
masynda sanlary yazmagyn diizgiininden peydalanyp, islendik » na-
tural sany

— k k-1
n=np‘tn_ p- +t.+tnp+tn

jem gorniisinde yazmak miimkin. Meselem, n = 475, sanyn yazgy-
synyn=4-8+7-8+5=256+56+5=2317 gorniisde yazyp bolyar.
P sanyn 6ziini p = 1 - p + 0 yazarys, onda ol p-nji hasaplayys siste-
mada 10 gbrniisde yazylyar. Seyle-de, prsany pf=1-p+0-p-t+
+...+ 0 yazyp bolyar. Onda bu yazgyny 10.. 0, (k sany nol) gorniisde
yazarys.

Basgaca aytsak, p-nji hasaplayys sistemada 10, yazgy sistema-
nyn esasyny anladyar, yagny p san, 10.. 0, (k sany nol) yazgy bolsa
p* san p-nji hasaplayys sistemada sanlary yazmak {i¢in, gerek bolan
sifrleriil sany p sana denidir. Ol 0, 1, ..., p — 1 sanlardyr.

Sol bir natural sany hasaplayys sistemalaryn islendiginde yaz-
mak miimkin. Sonuii ii¢in, bir hasaplayys sistemadan bagga bir hasap-
layys sistema gecmegi 6wrenmek yeterlikdir. Islendik hasaplayys sis-



VI bap

temadan basga hasaplayys sistema gecilende, ilki berlen sistemadan
onluk hasaplayys sistema gecilyar we soiira onluk sistemadan goz-
lenyan hasaplayys sistemasyna gegcmek miimkin.

1-nji mesele. Goy, n sanyn Myewrlly, p-nji yazgysy berlen bol-
sun. N sany onluk hasaplayys sistemada yazmaly. Onut ii¢in oMy

yazgynyi yerine n, p* +...+ n, yazyp, sofira n,, ..., n, we p yazgylary
olaryn onluk yazgysy bilen ¢alsyp, degisli amallary yerine yetirmeli.

1-nji mysal. 362, sanyn onluk yazgysyny yazmaly, yagny 362,
sany onluk hasaplayys sistema ge¢cmeli.
362,=3-7°+6-7+2=191. Diymek, 362, = 191.

2-nji mesele. Onluk hasaplayys sistemada berlen sany p-nji sis-
temada yazmaly.

Goy,n =n,p*+n_ p™' +...+ n p+n sanberlen bolsun. Bu sany
n=p-(np, +..+tn)+n, gornisde yazmaly. Bu yerde 0 <n <p,
onda n, san n sany p sana bolende galan galyndy. Sofira seyle usul
bilen n,, n, we .m. galyndylary taparys.

2-nji mysal. 46 sanyn ikilik yazgysyny tapmaly. Onluk ha-
saplayys sistemada berlen sany bagga sistemada yazmak {i¢in, bu sany
gecilydn sistemanyi esasyna galyndyly bolmek usuly bilen bdleris.
Onda 46 sany 2-a galyndyly boliip, her gezek galyndynyn dasyny te-
geldp bellédris we in sonunda dagy tegelenen galyndylary yzdan onie
tarap yazarys:

46 |2

4%32

02023%? .

0®14 T2
@

2 ()2
ONE
Dagsy tegelenen galyndylary i soitkusyndan yazyp baslarys we
46 = 101110, denlik alarys.

3-nji mysal. 32014, sany sekizlik sistemada yazmaly. Onufi tigin
ilki bu sany onluk sistemada yazarys:
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32014,=3-5*+2-5+0-5+1-5+4=2134.

32014, sanyni onluk yazgysy 2134 sandyr, yagny 32014, = 2134.
Indi 2134-1 sekizlik sistema geceris:

2134] 8

(6 J)256] 8
(2)33 | 8
(1) 4] 8

(4] 0

Diymek, 32014, = 2134 = 4126,.

Elektron hasaplayjy masynlaryn aglaba kopiisi ikilik sistemada
isleyér. Olara programma diizmek {i¢in, bolsa, sekizlik sistema amatly
hasap edilyér. Onda onluk sistema ge¢gmén, goniiden-goni ikilik siste-
madan sekizlik sistema we tersine, sekizlikden ikilik sistema gegmek
licin yorite tablisadan peydalanyarlar (28-nji tablisa).

N

28-nji tablisa

sekizlikde 0 1 2 3 4 5 6 7
ikilikde 000 | 001 | 010 | O11 100 | 101 110 | 111

Meselem, 25420, sany ikilik sistema gegmeli. Onui iigin tablisa
boyunga ikilik sistemadaky sifrlerii ticliigini yazmak yeterlikdir.
25420, =10 101 100 010 000,.

6. Onluk we beyleki hasaplayys sistemalarda
gosmak

Eger a we b birbelgili sanlar bolsa, onda olaryi jemini tapmak
ticin n(4) = a, n(B) = b, A N B = @ serti kanagatlandyryan 4 we
B kopliiklerin birlesmesindéki elementlerin sanyny tapmak yeter-
likdir. Seyle jemlerin &hlisini birbelgili sanlary gosmagyn tablisasy
diylip atlandyrylyan yorite tablisada yazyarlar.

Eger a we b kopbelgili sanlar bolsa, onda gosmak amalynyn
mazmuny liytgemén galyar, yone indi bu sanlaryn jemini 4 we B kop-
liiklerin birlesmesinddki elementlerin sanyny sanamak usuly bilen ta-
pyp bolmayar.
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Mekdep matematikasyndan bilsimiz yaly, kdpbelgili sanlar «siitiin-
leyin» gosulyar. Onda «siitiinleyin» gogsmagyi teoretiki esaslary néhili?
3526 + 273 jeme seredelin. Ondaky gosulyjylary 3526 + 273 =
=@B3-100+5-100+2-10+6)+ (2-10*+ 7 - 10 + 3) gorniisde
yazarys. Bu alnan anlatmada yaylary agyp birlikler birliklerin, on-
luklar onluklaryn yanynda we s.m. bolar yaly tdzeden yazarys.
Sonda gosmagyn orun calsyrma we utgasdyrma kanunlaryndan
peydalanarys we iil softunda su asakdaky gorniisli yazgylary alarys.
3-10°+2-10°+5-10°+7-10+2-10+ 3 + 6 onda bu yerden
3-10°+(2-10°+5-10)+(7-10+2-10) + (3 + 6) yazarys 3 - 10° +
+(2+5)-10°+(7+2)-10+3+6)=3-10°+7-10°+9-10+09.
29-njy tablisa

p=
b 1
1
10

0
1

— oo

Bu anllatma 3799 natural sanyil onluk yazgysydyr.

Beyleki hasaplayys sistemalarda-da, gosmak amaly edil onluk
sistemadaky yaly yerine yetirilyar. Haysy sistemada gosmak amaly
yerine yetirilydn bolsa, sol sistema {i¢in birbelgili sanlary gosmagyn
tablisasyny gurmaly. Meselem, ikilik sistema ii¢in ol tablisa su
gorniisde bolar (29-njy tablisa) 0 +0=0;0+1=1;1+1=10, islen-
dik sistemada sol sistemanyn esasyna den bolan sifr yokdur, yagny
2,=10, sonufl tigin hem 1 + 1 =2, ony 1 + 1 = 10 diyip yazarys.

Indi ticliik sistema {i¢in gosmagyn tablisasyny guralyii:

0+0=0;0+1=1;0+2=2;1+1=2;1+3=10 sebdbi
3,=10,; 2 +2=4. Bu yerde 4 natural sany 4 = 3 + 1 gérniisinde ya-
zarys:4=3+1=10+1=11. Diymek 4 = 11 (30-njy tablisa).

30-njy tablisa

p=3
a bl 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 10
2 2 10 | 11
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Sekizlik sistema li¢in gosmagyn tablisasyny guralynl (3/-nji tab-
lisa).

31-nji tablisa

p=28
a plo[1][2]3]4]s5]6]7
0 ol1|2|3[4|5]6|7|s~=
2 (s a5 6] 7]10] 08¢t 10+ 1- 1
2 213lalslel7]10l11l10=8+2=12
3 3lalsle|7]0l11]12]11=8+3=13
4 4lslel7l0ln]12]13]12=8+4=14
5 slel7l10]11]12]13]14|13=8+5=15
6 6|7 10]11|12]13]14]15|14=8+6=16
7 7110|110 |12]13]14]15]16

tablisadan peydalanyp, ikilik, ti¢liik we sekizlik sistemalarda gosmak
amalyny yerine yetirelin.

101111011, 121011, 103571,
Torottor, 221020, T235746,
1001111000, 220201, 341537,

7. Onluk we beyleki hasaplayys sistemalarda
ayyrmak
Goy, 7845 — 342 tapawudy tapmaly bolsun. Kemeldijinifi 6miiin-
den nol sany yazyp, kemeliji bilen kemeldijini sifrleriniin sanyny
denlesdirip yazarys:
7845=7-10°+8-10*+4-5+5 we
0342=0-10°+3-10*+4-10+2.
Onda, 7845 — 0342 tapawudy
7845 -0342=(7-10°+8-10>°+4-10+5) -
—(0-10°+3-10°+4-10+2)=7-10°+8- 10+
+4-10+5-0-10°-3-10*-4-10-2
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yazarys. Jemin we tapawudyn diizglinlerinden peydalanyp, bu an-
latmany

7845 - 0342 =(7-0)-10°+ (8 —3)- 102+ (4—4)- 10+ (5-2) =
=7-10°+5-102+0- 10 +3 = 7503

gorniisde yazarys.

Diymek, 7845 we 342 sanlaryn tapawudy 7503 sandyr.

Beyleki hasaplayys sistemalarda hem ayyrmak _37128
amaly edil onluk sistemadaky yaly yerine yetirilyar. 645,
Sonda haysy sistemada ayyrmak amaly yerine yetirilyin 3045,
bolsa, sol sistema ii¢in birbelgili sanlary gosmagyn tabli-
sasyndan peydalanyarys. Meselem, sekizlik sistemada 3712, sandan
645, sany ayyrmaly. Sekizlik sistemada birbelgili sanlary gosmagyi
tablisasyndan peydalanyarys: 5, + 5, = 12, onda 12, — 5, = 5. Edil
seyle 10, — 4, =4,

8. Onluk we beyleki hasaplayys sistemalarda
kopeltmek

Eger a we b birbelgili sanlar bolsa, onda olaryni kopeltmek hasy-
lyny tapmak iicin, n(4) = a, n(B) = b bolyan 4 we B kopliikleriii
A x B Dekart kopeltmek hasylyndaky elementlerinn sanyny tapmak
yeterlikdir.

Bu kopeltmek hasyllaryn dhlisi birbelgili sanlary kopeltmegin
tablisasy diylip atlandyrylyan tablisada yazylyar.

Eger a we b kopbelgili sanlar bolsa, onda olar «siitiinleyin» ko-
peldilyér. Beyle kopeltmegin teoretiki esasy ndhili? ><426

Gorntisi yaly, 426 natural sany 123 sana kopeltmek 123
icin 426-sy 3,2,1 sanlara kopeltmek hem-de 426-sy 2-a 1287
kopeldilende, alnan 852 sanyn birlik sanyny 1278 sanyn ~ +852
onluk sanynyn asagyndan we s.m. gorniisde yazdyk we i~ 426
softunda kopbelgili sanlary gosduk. 52398

Onda, kopbelgili sany birbelgili sana kopeltmeklige
seredelin. 426 sany 3-e¢ kopeltmek ii¢in, 426-y 4 - 10>+ 2 - 10 + 6
gornlisde yazarys. Onda, 426 - 3 = (4 - 10> +2 - 10 + 6) - 3 ko-
peltmegint gosmaga gord paylasdyrma kanunyndan peydalanyp,
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(4-10*-3+(2-10)-3+6-3 yazarys.Buyerden12-10°+6-10+18 =
=((10+2)-10°+6-10+(10+8)=10*+2-10°+6-10+10+8 =
= 10°+2-10*+ 7 - 10 + 8. Bu alnan anlatma 1278 sanyn onluk yaz-
gysydyr. Onda 426 - 3 = 1278.

Beyleki hasaplayys sistemalarda hem kopeltmek amaly edil on-
luk sistemadaky yaly yerine yetirilydr. Yone kopeltmek amaly haysy
sistemada yerine yetirilyan bolsa, sol sistema ii¢in birbelgili sanlary
kopeltmegin tablisasyny yazmaly.

Ikilik (32-nji tablisa), Gglik (33-nji tablisa) we sekizlik (34-nji
tablisa) sistemalar licin birbelgili sanlary kopeltmegini tablisasyny
yazalyn.

32-nji tablisa

p=2
a bl 0 1 |2,=10,
0-0=0
0 0 1 0-1=0
1 0 I |1-1=1
33-nji tablisa
p=3
a bl 0 1 2 3,=10,
0 oo | o [0°0=0
0-1=0
1 0 1 2 1-1=1
2 0 2 11 12:2=4=3+1=10+1=11
34-nji tablisa
p=28
b 0,

g =
2:5=10=8+2=10+2=12;
2:6=12=8+4=14;

2:7=14=8+6=16;
3
3
3

-5=15=8+7=17,
-6=18=8+8+2=22;
-7=21=8+8+5=25;




-4=16=8+8=20;
-5=20=8+8+4=24,
-6=24=8+8+8=30;
-7=28=8+8+8+4=34;
-5=25=8+8+8+1=31;
-6=30=3-8+6=36;
-7=35=4-8+3=43;
-7=42=5-8+2=752;
-7=49=6-8+1=61.

3 [3]4(5|6|7/|10(11|12

4 14|5|6]|7|10|11|12|13

5 |5]6(7|10(11(12|13|14

6 [6]7(10(11]|12]13(14]|15

A I NV, B, U, T NG NG NG N

7 | 7110[11]12|13|14|15]|16

9. Onluk we beyleki hasaplayys sistemalarda
bolmek

Sanlary bolmegin diizgiini diylende galyndyly bolmek hakynda
giirriin edilyar.

Birbelgili sanlary we 89-dan uly bolmadyk ikibelgili sanlara bol-
mek iicin birbelgili sanlary kdpeltmegin tablisasyndan peydalanyarys.

Goy, 256-ny 6 galyndyly bolmeli bolsun. Onda 60 <256 < 600,
diymek, doly dél pay 10 we 100 sanlaryn aralygynda yerlesyandir.
Doly dil payy has anyklamak iicin kopeltmek tablisasyndan
peydalanalyn: 6 - 40 = 240; 6 - 50 = 300, onda 240 < 256 < 300.
Onda doly dil pay 40 we 50 sanlaryn aralygyndadyr. Bu bolsa
doly dil payyn 4 bolyandygyny afiladyar, yagny g = 4 - 10 + g,. Bu
bolsa (40 + g,) - 6 <256 < (40 + ¢, + 1) - 6 bolyandygyny, yagny
(40 + ¢q,) - 6 <256 <240 + 6(g, + 1) densizliginl yerine yetyandigini
gorkezyidr. Bu yerden 6g, < 16 < 6(¢, + 1) defisizligi alarys. Kopelt-
mek tablisany ikinji gezek ulanyp, ¢, = 2-ni alarys. Onda 42 doly dal
paydyr, galyndyny 256 —42 - 6 =4-itaparys. Seylelikde, 256 =42 -6+4
yazgyny aldyk.

Beyleki hasaplayys sistemalarda hem bolmek amaly edil onluk
hasaplayys sistemasyndaky yaly yerine yetirilydr. Bolmek amaly
haysy sistemada yerine yetirilydn bolsa, sol sistemada birbelgili san-
lary kopeltmegin tablisasyndan peydalanyarys.
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§5. Otrisatel dil bitin sanlaryn boliinijiligi

1. Boliinijjilik gatnasygy we onun hisiyetleri

Biz su boliimde Z otrisatel dél bitin sanlar kopliiginde boliini-
jilik gatnasygyna seredelin. Sonda «otrisatel dél bitin sanlar» diyen
s0zlemi gysgalyk ii¢cin «sanlar» diyip alarys.

Eger-de a = b - ¢ deiilik yerine yeter yaly ¢ san bar bolsa, onda
bibi 8 =2 - 4.

Boliinijilik gatnasygynyn kébir hésiyetlerine seredelin:

1) 0 san islendik sana béliinyéndir (Vb € Z)) 0 : b.

Hakykatdanda islendik b € Z san iigin, 0 = b - 0. 0 € Z, onda
kesgitlema gord 0 : b;

2) 0 sandan tapawutly (0 sana deni bolmadyk) hi¢ bir san 0 sana
bolinmeyir (Va € Z) a : 0.

Hakykatdanda, goy a # 0 bolsun. Onda &hli b € Z san i¢in,
0 - b =0 denlik dogrudyr. Bu yerden hig bir b san iigin a =0 - b denligii
yerine yetmeyéndigi gelip ¢ykyar. Diymek, a san 0 sana boliinmeyar;

3) islendik san 1-e boliinyér (Va € Z)a : 1.

Hakykatdan-da a € Z sanii¢in a = a - 1 deiilik dogrudyr. Sebébi
1 € Z, onda a san 1-e boliinyir;

4) boliinijilik gatnasygy refleksiwdir, yagny islendik san 6z-6zii-
ne bolinyér (Va € Z)) a : a.

Hakykatdan-da a € Z san ligin, a = a - 1 deifilik dogry. Onda
1 € Z, diymek, a : a;

5) egera : b wea>0bolsa, onda a > b.

Hakykatdan-da, eger a : b bols.':}, ondaa =b-c, ce Z,. Sonui
ticina — b = bc — b = b(c —1). Yone a > 0, sonun iigcin ¢ > 0.
Z, koplikden alnan islendik san 1-den kigi déldir, onda ¢ > 1, diymek,
b(c — 1) > 0. Bu yerden a — b > 0, yagny a > b bolyandygy gelip
¢ykyar;

6) boliinijilik gatnasygy antisimmetrikdir, yagny (Va, b € Z)
(a:bAbia)=(a=Dh).

Bu yerde iki diirli yagdayyn bolmagy miimkin:

a) a we b sanlaryn ikisi hem 0 sandan tapawutly.

10. Sargyt Ne 1407 MAIIA
Kop-pa nocie MHO 25.11.15
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b) a we b sanlaryi it bolmanda biri 0-a den.

Eger a > 0 we b > 0 bolsa, onda (5) hésiyete gord a : bwe b : a
gatnasygyn yerine yetyandiginden a > b we b > a gelip ¢ykyar. Bu
bolsa difie a = b sert yerine yetende dogrudyr. Indi @ = 0 bolsun. Onda
(2) hasiyete gord b = 0 bolar, sebédbi dine su yagdayda b san a sana
boliinyar. Diymek, a = b deiilik yerine yetyar.

7) bolunijilik gatnagygy tranzitiwdir, yagny egera : b we b : ¢
bolyandygyndan a : ¢ gelip ¢ykyar.

(Va,b,ce Z)a:bAb:c)=a:c.

Hakykatdan-da, a : b {ligin, a = b - k denilik yerine yeter yaly
k san bardyr. Edil seyle b : ¢ tigin, b = ¢ - £ bolar yaly ¢ san bardyr.
Onda, a = bk = (c)k = c(Ck) denligi alarys. Bu yerde £ k san £ we k
bitin otrisatel dél sanlarynl kopeltmek hasylydyr, diymek, £ k£ san hem
bitin otrisatel dél sandyr. Diymek, a san ¢ sana boliinyandir.

Jemin we kopeltmek hasylyn boliinijiligi

1) eger a we b sanlar ¢ sana boliinyan bolsa, onda olaryn jemi
hem ¢ sana bolinyéandir (Va, b, c)(a:cAb:c)=(a+b):c.

Hakykatdan-da a = ck we b = ¢l sertleri kanagatlandyryan & we
¢ sanlar bardyr. Onda a + b = ck + ¢ = c(k + €), k+ € bitin otrisatel dl
san, diymek, (a + b) : c.

Bu subut edilen tassyklama gosulyjylaryn sany ikiden kop bolan-
da hem yerine yetyér.

Eger a, a,, ..., a_ sanlaryn her biri ¢ sana boliinyén bolsa, onda
olaryfi jemi a, + a, +...+ a_hem c sana boliinyér.

Eger a we b sanlar ¢ sana boliinyan bolsa we a > b bolsa, onda
a — b tapawut ¢ sana bolliinyandir. Bu tassyklama yokardaky yaly
subut edilyar.

2) eger a san ¢ sana boliinyan bolsa, onda &hli ax - (x € Z) gor-
niisli sanlar hem ¢ sana boliinyéandir.

Hakykatdan-da serte gord a = ck, k € Z. Onda ax = (ck)x = c(kx),
kx € Z, diymek, ax : c.

Bu yerde (1) we (2) hasiyetlerden su asakdaky tassyklama gelip
cykyar.
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Egera,, a,, ..., a, sanlar ¢ sana boliinyén bolsa we x, x,, ..., X
nihili sanlar bolsa-da a x, + a,x, +...+ a x san c¢ sana boliinyandir.

Hakykatdan-da, eger a x,, ax,, ..., ax san (2) hésiyete gord c
sana bolinydn bolsa, onda ax, + ax, +...+ a x sanlaryfi jemi (1)
hisiyete gord ¢ sana boliinyér;

3) eger ac san bc sana boliinydn bolsa we ¢ # 0 bolsa, onda a san
b sana bollinyar.

Bu yerde ac = (bc)k deiilik yerine yeter yaly k san bardyr, sonun
ticin hem ac = (bk)c, ¢ # 0 l¢in a = bk denligin dogrudygy gelip
¢ykyar. Onda a : b.

n

2. Boliinijilik nysanlary

Kéwagtlarda bolmek amalyny yerine yetirmdn, x natural sanyn
a natural sana boliinydndigini ya-da bolinmeyéndigini kesgitlemeli
bolyar.

Bolmek amalyny yerine yetirmidn, x natural sanyn « natu-
ral sana boliinydndigini ya-da boliinmeyédndigini kesgitlap bolyan
tural sanyn berlen bdlija boliinyandigini ya-da bdoliinmeyédndigi-
ni bolmek amalyny yerine yetirmédn anyklap bolyar. Mysal {i¢in,
mekdep matematikasyndan belli bolan 3-e boliinijilik nysanyna
seredelin. 123456789 san tice boliinyarmi? Islendik sanyn sifrlerinin
jemi {ice boliinydn bolsa, onda bu san hem {ice boliinyandir.
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.45 san 3-e bollinydr, onda
123456789 san 3-e boliinyéandir.

2, 4,5, 8, 25 sanlara boliinijilik nysanlary

1. ilki bilen 2-3 boliinijilik nysanyny getirip ¢ykaralyil. Onun
ticin x sany onluk hasaplanys sistemasynda yazarys:
107+ A x - 10 + x,.

x=x -10"+x
n n—1

10 san 2-4 boliinyédr, onda 10, 10%, 103, ..., 10" sanlaryn her biri
2-4 boliinyir, onda y = x - 10" +...+ x, - 10 san hem 2-d boliinyén-
dir. Seylelikde, x san &hli 2-d bolinydn sanlaryfl we x, sanyn jemi-
dir. Onda ol 2-d sonda we difie sonda béliinyar, haganda x, san 2-4
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boliinyén bolsa. Baggaga aytsak, x, san 0, 2, 4, 6, 8 sanlaryfi haysy-da
bolsa birine deil bolsa difie sonda x san 2-4 boliinyar.

Seylelikde, biz su asakdaky 2-4 boliinijilik nysanyny subut etdik.

x san sonda we dinie sonda 2-d boliinyér, hacanda onun onluk
yazgysy 0, 2, 4, 6, 8 sifrlerin haysy-da bolsa biri bilen gutaryan bolsa.

Bu yerden gorniisi yaly 0, 2, 4, 6, 8 jiibiit sanlar. Onda 2-3 bolii-
nijilik nysanyny basgaca kesgitldp bolyar.

x san sonda we dinie sonda 2-d boliinyér, hacanda onun onluk
yazgysy jlibiit sanlar bilen gutaryan bolsa.

2. 5-e boliinyjilik nysany hem edil seyle getirilip ¢ykarylyar.
10 san 5-¢ boliinyar, onda 10, 107 ..., 10" sanlaryn her biri 5-¢ bo-
liinyir, sonufl tigin y = x, - 10" +...+ x - 10 san 5-¢ boliinyér. Onda
x=x -10"+...+x - 10 +x, san 5-¢ sonda we difie sonda boliinyér, ha-
¢anda x san 5-¢ boliinse. x, san bolsa x, =0 we x,= 5 sert yerine yeten-
de 5-e boliinyir. Seylelikde, biz 5-e boliinijilik nysanyny subut etdik.

x san 5-e sonda we difie sonda boliinyér, hacanda onun onluk
yazgysy 0 we 5 siftrler bilen gutaryan bolsa.

3. 4-e boliinijilik nysanyny getirip ¢ykarmak ti¢in, 100 =4 - 5
yazgydan ugur alarys, sebébi 100 4-e boliinydr. Onda 1000, 10000
we s.m. sanlar hem 4-e boliinyir, yagny 107, n > 2 gorniigli sanlaryn
dhlisi 4-e bollinyér. x sanyil onluk yazgysy x =x - 10" +...+x, - 10° +
+x, 010 +x,.

Onda z=x - 10" +...+ x, - 10° san 4-¢ boliinyér. Diymek, x san
sonda we difie sonda 4-e bollinyér, haganda x, - 10 + x san 4-¢ bo-
liinyan bolsa. Seylelikde, biz 4-e boliinijilik nysanyny subut etdik.

x san 4-e sonda we difie sonda boliinyér, hacanda onun onluk
yazgysyndaky soniky iki sifrit emele getiren sany 4-e boliinyéin bolsa;

4. 25-e boliinijilik nysany hem edil 4-e boliinijilik nysany yaly
getirilip ¢ykarylyar, yagny 100 : 25, onda 1000, 10000 we s.m. sanlar
25-e boliinydr. Diymek, x san 25-e sonda we difie sonda boliinyér,
haganda x, - 10 + x san 25-¢ boliinydn bolsa. Seylelikde, biz 25-¢
boliinijilik nysanyny subut etdik.

x san 25-e sonda we difie sonda boliinydr, hacanda onuil onluk
yazgysy 00, 25, 50, 75 sanlaryn haysy-da bolsa biri bilen gutaryan
bolsa;
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5. 8-e boliinijilik nysany su asakdaky yaly kesgitlenyar. x san 8-e
sonda we dinte sonda boliinyér, haganda onun onluk yazgysyndaky
soniky li¢ sifriil emele getiren sany 8-¢ boliinyén bolsa.

3 we 9 sanlara bdoliinijilik nysany

3 we 9 sanlara boliinijilik nysanlaryny getirip ¢ykaralyn. Onuil
ticin ilki bilen 10" — 1 gorniisli &hli sanlarynl 9-a boliinyandigini
subut ederis. 10" — 1 gorniisli sanlaryn onluk yazgysyny seyle yazyp
bolyar:

10'=1=9-n"+..+9-10+9=9(10"" +...+ 10 + 1).

Mysal ii¢in, 10*—1=9 - 1111. Diymek, 10" — 1 san 9-a boliinyr.
9 : 3 gatnagyk dogry, onda bolunijilik gatnagygynyn (7) hdsiyetine
gord, (100 —1) : 3.
x=x - 10"+...+x,-10°+x - 10+ x, sany
x =[x (10" = 1) +...+x,(10° = 1) +x, (10 = D] + (x, +...+ x, +x, + X))

gorniisinde yazmak miimkin.

10n—1, ..., 10—1 sanlaryn her biri 3-e boliinydr, onda
x (10" =1) +...+x,(10 — 1) jem hem 3-¢ boliinyéndir.

Diymek, x san 3-e sonda we diie sonda boliinyéndir, haganda
x, +..+x,+x +x, hem 3-e bolinydn bolsa. Bu jeme berlen x sanyni

Seylelikde, biz 3-e boliinijilik nysanyny subut etdik.

x san sonda we difie sonda 3-e boliinyér, haganda onu sifrlerinii
jemi 3-e boliinyén bolsa.

9-a boliinijilik nysany hem edil seyle getirilip ¢ykarylyar, sebébi
10f—1, ..., 10 — 1 sanlar dine bir 3-e dil, eysem, 9-a boliinyar.

x san sonda we difie sonda 9-a boliinyér, haganda onun sifrlerinii
jemi 9-a boliinyén bolsa.

11-e boliinijilik nysany

Hasaplamagy onluk sistemasynda 7, 13, 17 we s.m. sanlara bo-
linijilik nysanlaryny getirip ¢ykarmak ordn ¢ylsyrymly, sonun {igin
hem olar az peydalanylyar. Yéne 11-e boliinijilik nysanyny getirip
cykarmak ¢ylsyrymly dal.
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x san l1-e sonda we dine sonda boliinyir, hacanda onuil onluk
yazgysynda jiibiit orunda duran sanlaryil jemi bilen tidk orunda duran
sanlarynl jeminin tapawudy 11-e bdliinyén bolsa (uly sandan kici sany
ayryp almaly).

Meselem, 242 : 11 sebdbi2 -4 +2=0;0: 11.

3. Yonekey we diizme sanlar

Nol san islendik natural sana boliinyar, sonunl {icin onui bolii-
jilerinin sany tlikeniksiz kopdiir. Islendik a natural sanyn boliijilerinin
sany tiikeniklidir (¢#klidir), sebdbi a : b aillatmadan 1 < b < a denisizlik
gelip ¢cykyar. Natural sanlar kopliiginde 1 sanyn ayratyn orny bardyr,
yagny onunl bir sany natural boliijisi bar. Eger @ > 1 bolsa, onda
a sanyn ift bolmanda iki sany boliijisi bardyr. Olar 1 we a sanyn oziidir.

1-nji kesgitleme. Difte 1-e we 6zline boliinydn natural sanlara

------
------

------

Seylelikde, Z gifieldilen natural sanlar kopliigini bolijilerinif
sanyna gord dort synpa boliip bolyar:

1. Difle bir sany natural boliyjisi bolan 1 san;

2. Dite iki sany natural boliijisi bolan yonekey sanlar;

3. Bolijilerinini sany ikiden kop bolan diizme sanlar;

4. Tikeniksiz kop natural boliyjisi bolan 0 san.

Bu yerden gorniisi yaly 1 sanyn difie bir sany natural boliijisi bar,
ol hem 1 sanyn 6zidir. Seyle-de 0 sanyn tiikeniksiz kop boliijisi bar.
Sonun {i¢in 1 sany we 0 sany yonekey sanlara-da, diizme sanlara-da
degisli dal diyip hasap edyirler.

Indi yonekey sanlaryni kdbir hisiyetlerine seredeliii.

1. Eger p yonekey san 1-den tapawutly kibir n sana bolliinyan
bolsa, onda p we n sanlar gabat gelyéndir.

2. Eger p we ¢ diirli yonekey sanlar bolsa, onda p san g sana
boéltinmeyar.
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3. Eger a natural san p yonekey sana boliinmeyin bolsa, onda a
we p Ozara yonekey sanlardyr.

4. Eger a we b natural sanlaryn kopeltmek hasyly p yonekey sana
boliinyén bolsa, onda bu a we b sanlaryi it bolmanda biri p yonekey
sana bollinyandir.

5. 1-den uly natural sanyn ifi bolmanda bir sany yonekey boliijisi
bardyr.

6. a diizme sanyi in kigi yonekey bolijisi v'a sandan uly déldir.

Eratosfenin gozenegi

Hazirki dowiirde matematikler tarapyndan yonekey sanlaryi
gifiisleyin tablisasy diiziilendir. Yonekey sanlaryii tablisasyny
diizmeklige has irki dowiirlerden béri gyzyklanypdyrlar. Meselem,
D.N. Lemer 10006721 sana ¢enli yonekey sanlaryii tablisasyny diiziip-
dir. B.e. onki III asyrda Aleksandriyada yasap gecen gadymy grek
matematigi we astronomy Eratosfen yonekey sanlarynl tablisasyny
diizmegin aiisat we sada diizgilinini oylap tapypdyr. Ol 2-den »n sana
cenli natural sanlary yazyp ¢ykypdyr, ilki bilen 2-d kratny sanlaryn
iistiini ¢yzypdyr. Meselem, eger n = 40 bolsa onda:

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,27,
23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,440.
Sofira 3-¢ kratny sanlaryn {istiini ¢yzypdyr.
2.3.4.5..7.8.9.10.11,17,13,14.,15.16,17.18,19,20,21,27,
23,24,25,26,27,28,29,30,31,37,33,34,35,36,37,38,39,44.
Sofira indiki iisti ¢yzylman galan sana, yagny 5-e kratny sanlaryn
istiini ¢yzypdyr.
2.3.4.5..7.8.9.10.11,17,13,14.,15.16,17.18,19,20,21,27,
23,24.25,26.27.28,29.30,31,32,33,34,35, 36,37, 38,39, 40.

Sorira {isti ¢yzylman galan sanlary tizeden gociirip yazypdyr.

2,3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. Bu sanlar bolsa 40-a
cenli natural sanlar hatarynyil yonekey sanlarydyr. Eratosfeniil yasan
dowriinde hézirki yaly kagyzlaryn yoklugy {i¢in deriden, papirusdan
we s.m. tayyarlanylan esbaplardan peydalanypdyrlar. Her gezek yaz-
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gylar — sanlar ¢yzylyp Ogiirilendigi sebépli bu sol sanlaryn yazylan
yerinde desikler emele gelipdir. Sonun {igin bu esbaplar gdzenege
menzdpdir. «Eratosfeniii gozenegi» adyna eye bolan bu usul islendik
n natural sanlaryn i¢inden yonekey sanlary saylap almaga miimkin-
¢ilik beryir. Yone Eratosfen yonekey sanlaryi kopliiginini tiikenikli
ya-da tiikeniksizdigini kesgitldp bilméndir.

B.e. onki Il asyrda Aleksandriyada yasap gecen gadymy grek
matematigi Yewklid yonekey sanlaryi kopliiginini tiikeniksizdigini
subut edipdir.

Yewklidiii teoremasy. Yonekey sanlar tiikeniksiz kopdir.

Teoremany tersinden subut edelin. Goy, p, ..., p, yonekey san-
lar we olar tiikenikli bolsun. Onda bu yonekey sanlaryin kdpeltmek
hasylyny alyp, tistiine 1 sany gosalyfi. a =p, - p, -...- p, + 1. Bu san
yonekey san déldir. Ikinji tarapdan ol diizme sanam bolup bilmeyar.
Alnan gapma-garsylyk p, p,, ..., p, sanlar yonekey sanlardyr diyen
caklamamyzyn nddogrudygyny gorkezyér. Diymek, yonekey sanla-
ryn kopliigi tiikeniksizdir.

4. I ki¢i umumy kratny we in uly umumy boliiji

It kici umumy kratny

Eger a san b sana boliinydn bolsa, onda a san b sana kratny diyil-
yar. 0 san dhli sana boliinyér, sonun ii¢in ol islendik sana kratnydyr.
Biz geljekde b sanyn kratnylary diylende, difie b sanyn natural krat-
nylary, yagny b, 2b, ..., nb kratnylar barada giirrtiii etjekdiris. Onda
boliinijilik gatnagygynyn @hli hisiyetlerini kratnylaryn hisiyetleri
hokmiinde gorkezip bolyar.

Meselem, eger a san b sana kratny bolsa we p san hem ¢ sana
kratny bolsa, onda a san ¢ sana kratnydyr we s.m.

Goy, a we b natural sanlar bolsun. Onda a sana we b sana kratny

------

1-nji mysal. 4 kopliik 4-e kratny bolan 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28,
32, 36, 40, ... sanlaryil kopliigi, B kopliikk 6-a kratny bolan 6, 12,
18, 24, 30, 36, ... sanlaryn kopliigi bolsun. Bu kopliiklerini kesismesi
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AN B= {12, 24, 36, ...} kopliikdir. 4 we B kopliikleriii kesismesine
degisli bolan sanlaryn &hlisi 4 we 6 sanlaryn ikisine-de kratnydyr.
A N B kopliikde alnan sanlaryn ini kici sany 12-4 kratnydyr.

a we b natural sanlaryn kratnylarynyn in kigisine bu sanlaryn in

......

c¢a K(a; b) diylip bellenyir. Meselem, K(4; 6) = 12.

Teorema. a we b natural sanlaryi islendik umumy kratnysy onun
in ki¢ci umumy kratnysyna boliinyar.

Subudy. Goy, m san a we b sanlara kratny bolsun we K(a; b) =k
bolsun. m sany k sana galyndyly boleris. m = k - g + r. Bize r galyndynyn
nola dendigini subut etmek gerek. m we k sanlar a sana boliinyar,
r = m — kq san hem a sana boliinyéndir. Edil seyle m we k sanlar b
sana-da boliinyandir, onda 7 san b sana boliinyér. Diymek, 7 san a sana
we b sana boliinyar. Eger » # 0 bolsa, onda ol @ we b sanlaryii umumy
kratnysy bolardy, sonufi iigin hem ol k sandan kigi bolmaz. Yagny r> k.
Yone bu miimkin dil, sebébi galyndy béliijiden kigi. Diymek, 7 san 0
sana dendir, yagny » = 0. Diymek, m = kq, yagny m san k sana boliinyér.

a we b natural sanlarynn umumy kratnylarynyn yene-de bir hé-
siyetine seredelin:

Eger K(a, b) = k bolsa, onda islendik ¢ natural san iicin
K(ac; bc) = ke denlik yerine yetyar.

Hakykatdan-da, £ san a sana boliinyér, onda kc san hem ac sana
boliinyandir. Diymek, kc san ac we bc sanlaryn umumy kratnysydyr.
Onda, kc sanyn ac we bc sanlaryn in ki¢i umumy kratnysy bol-
vandygyny subut edelin. Goy, ¢ < kc we ¢ san ac we bc sanlara
boliinyédn bolsun. Onda ¢ : ¢ < kc : ¢ = k gatnasyk yerine yetyér. Sonda
{ : ¢ san a sana we b sana boliinydr. Bu bolsa & san a we b sanlaryn
in kici umumy kratnysydyr diyen tassyklama ters gelydr. Onda,
ke = k(ac, bc), yagny kc san ac we bc sanlaryn in ki¢i umumy krat-
nysydyr.

Ifi uly umumy béliiji

«b san a sana boliinydr» diyen gatnasyk «a san b sana kratny»
diyen gatnasyga ters gatnasykdyr. Basgaca aytsak, b san a sanyn



VI bap

sonda we dine sonda bdliijisi bolyar, hacanda a san b sana kratny
bolsa, yagny a san b sana boliinydn bolsa. Islendik san 0 sanyn
bolijisidir. Sonun tigin biz dine natural sanlaryn bolijileri hakynda
giirriinn ederis. Eger b san a sanyn boliijisi bolsa, onda b/a gérniisde
yazylyar. Meselem, 3/24 sebébi 24 : 3. Her bir a natural san 6ziine
boliinyéndir, a : a. Seyle-de, 1 san islendik natural sanyi boliji-
sidir.

Eger a we b natural sanlar ¢ sana boliinyédn bolsa, onda ¢ sana
my bolijilerini tapmak ii¢in @ sanyn umumy bolijileriniii kopliigi
bilen, b sanyn umumy bolijileriniit kopliiginiii kesigmesini tap-
maly.

2-nji mysal. 24 we 60 sanlarynn umumy bolijilerini tapmaly.
A koplik 24-in bolijilerinin, B koplik 60-yn bolijileriniii kopliigi
bolsun:

A={1;2;3;4;6;8; 12; 24},
B=1{1;2;3;4;5;6;10; 12; 15; 20; 30; 60}.

Bu kopliiklerin kesismesi 4 N B ={1; 2; 3; 4; 6; 12} kopliikdir.
Diymek, 24 we 60 sanlaryn umumy bdliijileri 1; 2; 3; 4; 6 we 12 san-
lardyr.

Goy, a natural san b sana boliinydn bolsun. Onda a sanyn &hli
natural bolijileri a sandan uly déldir. Sonun {i¢in a sanyn bolijilerinin
kopliigi tiikeniklidir. Sonunl yaly-da a we b sanlaryin umumy boli-
jilerininl kopliigi hem tiikeniklidir, onda bu umumy béldjilerin i ulusy
hem bardyr. a we b sanlarynl boliijilerinin it ulusyna bu sanlaryn i
uly umumy béliijisi diyilydr. Ol IUUB(a; b) ya-da gysgaca B(a, b)
bellenyér. Meselem, 24 we 60 sanlarynn umumy bdliijilerinin il ulusy
12-dir. Onda ony B(24, 60) = 12 yazyp bolyar.

1 san islendik a we b natural sanlaryin umumy boélijisi bolup bil-
yar. Eger a we b sanlaryn bagga umumy bolijileri yok bolsa, onda ony
B(a, b) =1 yazarys. B(a, b) = 1 serti kanagatlandyryan a we b sanlara
Ozara yonekey sanlar diyilyédr. Meselem, 12 we 35 sanlar 6zara yone-
key sanlardyr, sebdbi olaryn 1-den basga umumy boliijisi yok, yagny
B(12,35)=1.
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Ini Kici umumy kratnynyn we it uly umumy béliijinini hi-
siyetleri
1. Eger ¢ san a we b natural sanlarynn umumy bdliijisi bolsa, onda

(= % san bu a we b sanlaryin umumy kratnysydyr. Meselem, 4 san

24-in we 60-yi umumy bolijisidir, yagny 24 =4 - 6, 60 = 4 - 15.

Onda 0 = 244%60 —4-6-15 = 360, £ = 360 san 24 we 60 sanlara

kratnydyr.
a-b

2.d = T san,awe b sanlaryn il uly umumy boéliijisidir. Bu

hisiyetden su asakdaky tassyklamalar gelip ¢ykyar.

2'. Iki sany a we b natural sanlaryn iii uly umumy boliijisi bilen
i1 kici umumy kratnysynyn kopeltmek hasyly bu @ we b sanlaryn ko-
peltmek hasylyna dendir:

Bla,b) -ka,b) = Pk =ab.

2", 1ki sany 0zara yonekey a we b natural sanlary il ki¢i umumy
kratnysy bu sanlaryn kopeltmek hasylyna dendir.

3. a we b natural sanlaryn i uly umumy boliijisi bu sanlaryn
islendik umumy boéliijisine boliinyandir.

4. Eger a we b natural sanlaryn a - b kopeltmek hasyly m natural
sana boliinyén bolsa we @ san m san bilen 6zara yonekey bolsa, onda
b san m sana boliinyéndir.

5. Eger a natural san 0zara yonekey b we ¢ sanlaryn her birine
boliinyin bolsa, onda bu a san b we ¢ sanlaryi bc kopeltmek hasyly-
na-da boliinyandir.

(5) hésiyet iki sany 6zara yonekey natural sanlaryn kopeltmek
hasylynyn boliinijilik nysanyny, yagny diizme sanlarynn bdliiniji-
lik nysanyny kesgitlemége miimkingilik berydr. Meselem, x natural
sanyn 6-a boliinmegi ti¢in bu x sanyn sol bir wagtda 2-4 we 3-¢ boliin-
megi zerur we yeterlikdir. 2 we 3 sanlar 6-nyi boliijileri we olar 6zara
yonekey sanlardyr.

Seyle usul bilen 12 we 15 sanlara boliinijilik nysanlaryny yazyp
bolyar:
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a) x natural sanyn 12-4 boliinmegi li¢in, onuil 3 we 4 sanlara
boliinmegi zerur we yeterlikdir;

b) x natural sanyn 15-e boliinmegi iigin, onunt 3 we 5 sanlara
boliinmegi zerur we yeterlikdir.

Meselem, 975 san 15-e boliinyér. Sebdbi 975 sanyn onluk yaz-
gysyndaky soiiky sifr 5 bilen gutaryar, diymek, 975 5-e boliinyér.
Seyle-de, 9 + 7+ 5 =21, yagny 975 sanyi sifrlerinini jemi 3-e boliinyar,
onda bu sanyn 6zi hem 3-e boliinyér. Diymek, 975 san 15-e boliinyir.

Natural sanlaryn arifmetikasynyn esasy teoremasy

Mekdep matematikasynda, kopleng, natural sanlary yone-
key kopelijilere dargatmak usulyndan peydalanyarlar. Meselem,
120=2-2-2-3-5,140=2-2-5-7 we s.m. Yone mekdep matema-
tikasynda islendik diizme san ii¢in seyle dagatmanyn bardygy subut
edilmeyar.

Onda natural sanlaryn arifmetikasynyn esasy teoremasy diylip
atlandyrylyan teorema seredelin.

Teorema. Islendik diizme sany yeke-tik gorniisde yonekey ko-
pelijilerin kopeltmek hasyly goniisinde yazyp bolyar.

Subudy. Bu teoremada iki tassyklama hakynda giirrtini edilyér:
1. Diizme sany yonekey kopelijilere dagadyp bolyar. 2. Bu dagatma
yeke-tikdir. I1ki bilen 1-nji tassyklamany tersinden subut edelin. Goy,
bu tassyklamany nddogry diyip pikir edelin, yagny yonekey kopeli-
jilere dagadyp bolmayan diizme san bar diyelin. Onda seyle sanlaryn
A kopliiginde a in kigi sandyr. Yone 4 kopliigin hli sanlary diizme
sanlar bolany li¢in a san hem diizme sandyr, onda ony a, we a, yone-
key kopelijileriii kopeltmek hasyly gorniisinde, a = a, - a, yazyp bolar,
bu yerde a, < a we a, < a. a, we a, sanlar a sandan ki¢i bolany ti¢in
olar 4 kopliige degislidir. Sonufi ii¢in a, we a, sanlar yonekey san-
lardyr ya-da yonekey kopelijilere dagayandyr. Egera, =p, ... p, we
a,=q,...q,bolsa,ondaa=a -a,=p, ...p q, ... q, (1). Seylelikde,
a sanyi yonekey kopelijilere dagayandygyny aldyk. Bu bolsa bizini
caklamamyza garsy gelyir, yagny yonekey kopelijilere dagamayan
diizme san yokdur.
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Indi ikinji tassyklamany subut edeliil. Goy, diirli gorniisde yone-
key kopelijilere dagadyp bolyan diizme san bar diyelin. Bu sanlaryn
kopliigini 4 diyip belldliii. Onda bizii ¢aklamamyza gord 4 kopliik
bos dal we iki gorniisli dagama a=p, ...p wea =gq, ... q onda
p,---p, =4, ---q, Budefiligii sag tarapy g, yonekey sana boliinyér.
Onda defiligin ¢ep tarapy hem g, sana boliinyar. Edil seyle g, yonekey
sanynl p, yonekey sana boliinyéndigini kesgitlap bolyar. Eger p, yo-
nekey san g, yonekey sana boliinyén bolsa, onda olar deidir p, = g

(1) defiligin iki tarapyny hem p, sana gysgaldyp alarys.

o CED, P, =, q,buyerdec=a:p,.p >1bolany i¢inc<a.
Yone ¢aklama gord a san ifl kici san. Onda ¢ san yonekey kopeliji-
lere difie bir gorniisde dagadylyp bilner.c=p, ...p wec=gq, ... q,
dine kopelijilerin tertibi bilen tapawutlanyp biler. Diymek, islendik
natural sany dine yeke-tik gorniisde yonekey kopelijilere dagadyp
bolar.

a natural sanyn yonekey kopelijilerinin kopeltmek hasylyny
sanlaryn artyan tertibinde yazyarlar. Eger gaytalanyan kopelijiler bar
bolsa, olaryn derejesi gorkezilyar. Meselem, 2520 =23 -3%-5 - 7.

a=p.p;" (p, <p,<..<p,) gomisli yazga a sanyi kanoniki

------

ki dagamasy bardyr.

Sanlaryn kanoniki yazgysy boyunca IKUK we IUUB tapmak
Eger a we b natural sanlaryii kanoniki dagamasy berlen bolsa,
onda bu sanlaryn iistiinde diirli arifmetiki amallary yerine yetirip bol-
yar. Goy, a = p“..p“ we b = p/'..p” berlen bolsun. Bu sanlaryii

a/1+,6‘1 a, +ﬁ

kopeltmek hasyly seyle yazylyar a-b = p" ™" ..p;""". a san b sana
sonda we dine sonda boliinyadr, hacanda dhli £, 1 < k < n sanlar {igin
a > [ detisizlik yerine yetse. Onda, a:b = p{"~" . p¢ " Natural
sanlaryn kanoniki dagamasyndan peydalanyp, olaryn in uly umumy
boliijisini we in ki¢i umumy kratnysyny tapmak bolar. Meselem, 525,
630, 150 sanlaryit [IUUB we IKUK olaryii kanoniki dagamasy boyun-
ca tapalyn. Ilki bilen bu sanlary yonekey kopelijilere dagadarys:
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52513 2?(5) i 1502
1755 10513 753
3515 3505 25|15

77 707 5|5

Seylelikde, 525=2°-3-52-7,630=2-3*-5-7,150=2-3-52-7°.

525, 630, 150 sanlaryn kanoniki dagamasynda 2,3,5,7 yoOne-
key sanlaryn diirli derejeleri gabat gelyar. Onda berlen sanlaryn in
uly umumy bolijisini tapmak {i¢in olarynl kanoniki dagamasyndaky
yonekey kopelijilerin in kigi derejelerini alarys, yagny ol seyle ya-
zylyar. IUUB(525, 630, 150) =2°-3!-5"-7°=1-3-5-1=15.
ITUUB(525, 630, 150) = 15. 525, 630, 150 sanlaryn in ki¢i umumy
kratnysyny tapmak {i¢in, olaryn kanoniki dagamasyndaky yonekey
kopelijilerin in beyik derejelerini alarys, ol seyle yazylyar:

(525,630,150)=2-32-52-7=2-9-25-7=3150
IKUK(525, 630, 150) = 3150.

Sanlary yonekey kopelijilere dagatmak usuly bilen IKUK we
IUUB tapmak kibir yagdaylarda 6ridn kyndyr. Sebibi, 1-njiden sany
yonekey kopelijilere dagatmagyn 6zi arifmetikanyn inl bir kyn hasap-
lamasydyr, 2-njiden kébir sanlaryn il ki¢i boliijisi 6rdn uly sandyr.
Meselem, 6889 sany yonekey kopelijilere dagatmak {i¢in, 6rdn kop-
sanly yonekey sanlara boliip gormeli bolyar, sebdbi 6889 sanyn in kigi
yonekey kopelisi 83 sandyr. Sonun {i¢in IKUK we IUUB tapmagyn
bagsga usullaryna hem serederis.

Yewklidiii algoritmi

Iki sany natural sanyn i uly umumy boliijisini bu sanlary yo-
nekey kopelijilere dagatmak usuly bilen tapmaklyga seredipdik. Bu
usul eger berlen natural sanlar uly bolmadyk yagdayynda amatlydyr.
Eger-de kopbelgili sanlaryn yonekey kopelijilerini tapmaly bolsa, onda
ol ¢cylsyrymly we kop wagt talap edyar. Natural sanlaryn if uly umumy
bolijisini galyndyly bolmek usulyndan peydalanyp hem tapmak miim-
kin. Bu usuly ilkinji bolup Yewklidit hédiirlindigi iiin, ona Yewklidii
algoritmi diyilyar. Ol su asakdaky ti¢ tassyklama esaslanyar:
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1. Eger a san b sana boliinyédn bolsa, onda B(a, b) = b.

Hakykatdan-da, eger a : b we b : b onda, b san a we b sanlaryfi
umumy bolijisidir.

2. Eger a = bg + r bolsa (bu yerde a, b, r noldan tapawutly san-
lar), onda @ we b sanlaryit umumy boliijilerinini kopliigi bilen b we r
sanlaryil umumy bolijilerinin kopliigi gabat gelyar.

Hakykatdan-da, goy d san b we r sanlaryii umumy boliijisi bol-
sun. Eger b we r sanlar d sana boliinydn bolsa, onda a = bg + r hem
d sana boliinyandir. Diymek, b we r sanlaryi islendik umumy bdliijisi
a we b sanlaryil hem umumy bolijjisidir.

3. Eger a = bg + r bolsa (a, b, r noldan tapawutly sanlar), onda
B(a, b) = B(b, r) denlik yerine yetyandir.

Hakykatdan-da (2) tassyklama gord a we b sanlaryil umumy
bolijilerinin kopliigi b we r sanlaryi umumy bdliijilerinin kopliigi
bilen gabat gelyiar. Onda bu kopliiklerin ikisinde-de i uly sanlara
dendir. Diymek, B(a, b) = B(b, r).

Su ii¢ tassyklama esaslanyp, Yewklidiii algoritmini yazarys.
Goy, a we b natural sanlar berlen bolsun we a > b. Eger a san b sana
galyndysyz boliinydn bolsa, (1) tassyklama gord, B(a, b) = b bolar.
a san b sana boliinende » galyndy galyan bolsun, ondaa =5 -¢g + r.
(3) tassyklama gora, B(a, b) = B(b, r), diymek, b we r sanlaryn il uly
umumy boliijisini tapmak gerek. Eger b san r sana boliinydn bolsa,
onda B(b, r) = r we B = (a, b) = r. Seyle-de, b sany r sana bdlende
r, galyndy galyan bolsa, onda b = r - g, + r, sonufi iicin B(a, b) =
= B(b, r) = B(r, r). Seydip galyndyly bolmek amalyny dowam edip,
biri-birinden kigi 7, r,, ... r, galyndylary alarys. Ifi sofiky noldan ta-
pawutly galyndy a we b sanlaryn it uly umumy boliijisi bolar.

Meselem, 1001 we 6253 sanlary ift uly umumy béliijisini Yewk-
lidin algoritminden peydalanyp tapmaly. Onda uly sany kigi sana galyn-
dyly bolmek diizgiininden peydalanyp béleris. 6253 = 1001 - 6 + 247.
Indi 1001 sany 247-4 boleris, 1001 =247 - 4 + 13, sonira 247-ni, 13-e
boleris. 247 = 13 - 19 + 0. Seylelikde, bolmek amalyny galyndy-
da 0 san galyanca dowam etdik. Soiiky gezek bdlende, yagny
247 =13 - 19 + 0 amalda bélijide 13 san alyndy. Su san hem 1001
we 6253 sanlaryn il uly umumy béliijisidir. [IUUB (1001, 6253) = 13.
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Eger sol bir wagtda birndge sanyi ifi uly umumy boéliijisini tap-
maly bolsa, onda Yewklidiii algoritmini hem birnige gezek peyda-
lanyarys. Meselem, 728, 455,117 sanlaryn in uly umumy bdliijisi-
ni Yewklidini algoritminden peydalanyp tapmaly. Ilki bilen 728 we
455 sanlar tli¢in il uly umumy boliijini taparys:

728 =455-1+273; 455=273-1+ 182,
273=182-1+91; 182=91-2=0.

Diymek, IUUB (728, 455) =91. Indi 91 we 117 sanlar {i¢in il uly
umumy bdliijini taparys:

117=91-1+26; 91=26-3+13; 26=13-2+0.

Onda 117 we 91 sanlaryii it uly umumy boliijisini [UUB(91; 117)=13.

Diymek, IUUB (728, 455, 117) =IUUB (91, 117) = 13-i yazarys.

Yewklidifi algoritminden peydalanyp, a we b sanlaryn ifi kici
umumy kratnysyny tapmak ii¢in, su formuladan peydalanarys:

—__ab
IKUK(@.) = 150 (4,5
Meselem,
IKUK(1001,6253) = 10016253

TUUB(1001,6253)

_ % = 1001-481 = 481481.

IKUK (1001, 6253) = 48148]1.



SAN BARADAKY
DUSUNJANI GINELTMEK.
ULULYKLAR WE OLARY
OLCEMEK

§1. Polozitel rasional sanlar

1. Kesimleri 6lcemek

Gilindelik durmusda ulanylyan matematiki meselelerin aglaba
kopiisini iki topara bolmek miimkin: a) tiikenikli kopliiklerin ele-
mentlerini sanamak, b) ululyklary dlcemek. Tiikenikli kopliiklerin
elementleri sanalanda olaryn jogaplary natural sanlarda anladylyar.
Ululyklar dlgelende bu ululyklar kdbir dlgeg birlikleri (metr, kilo-
gram we s.m.) bilen denesdirilyar we 6lgegin netijesi natural sanlarda
anladylyar.

Eger olgelyin ululygy birndge boleklere bdlmeli bolsa, onda
Olcegin netijesini hemise natural sanlarda anladyp bolanok. Sonun
ticin natural sanlar kdpliiginden tapawutly basga sanlary hem alarys.

Biz hizir natural sanlar kopliiginin diirli gineldilen gorniislerine
serederis. Sonui ii¢in ilki bilen O, poloZitel rasional sanlar kopliigi-
ni, sofira R, polozitel hakyky sanlar kopliigini we ifi sofiunda hem
R hakyky sanlar kopliigini gurarys. Bu san kopliiklerinin her biri iigin
gosmak we kdpeltmek amallaryny kesgitlaris.

Kesimleri 6lgemeklige seredelin. Goy, a kesim a, a,, ..., a_ke-
simlere boliinen bolsun, onda a kesime a, a,, ..., a  kesimleriii jemi

diyilydr we a = a, + a, + a, +..+ a, ya-da ) a, gorniisde yazylyar
k=1

(49-njy surat). a

Indi kibir e kesimi saylap alalyii we -
ony birlik kesim ya-da uzynlyk dlgeginiii | P e e
birligi diyip atlandyralyi. Eger a kesimi oo

49-njy surat

11. Sargyt Ne 1407 MAIIA
Kop-pa nocie MHO 25.11.15
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birlik kesime kongruent bolan n sany kesimlere bolsek, onda a kesim
e kesime kratnydyr. e birlik kesime goré a kesimin 6lgegini m (a) bel-
ldris. Eger-de birlik kesim kesgitlenen (fiksirlenen) bolsa, onda m (a)
yazgynyn yerine m(a) yazmak miimkin.

Eger a we b kesimler kongruent bolsa, onda m(a) = m(b) we ter-
sine eger m(a) = m(b) bolsa, onda a we b kesimler kongruentdir. Goy,
a kesim iki sany b we c kesimlere boliinen bolsun.

a) eger a = b + ¢ bolsa, b we ¢ kesimlerint uzynlygy natural san-
larda anlladylyan bolsa, onda a kesimin uzynlygy onun boleklerinini
uzynlyklarynyil jemine denidir, yagny

m(a) = m(b) + m(c). (1)

Kesimlerin uzynlygy 6lcemegiil bu hésiyetine additiwlik hasiye-
ti diyilyér (gosmak latyn dilinde additio).

Kesimleri 6l¢emegin ikinji hdsiyeti bir 6lgeg birliginden basga
bir dlgeg birligine gegmek bilen baglanysyklydyr. Mysal ti¢in, eger
a kesimin ululygy metrde 6lgelende P metr bolsa, onda santimetrde
olgelende 100 P san alnar. Ony m.(a) = 100 - m (b) gbrniisde yazmak
miimkin. m (a) san a kesimin metrdéki 6lgegi, m (a) san bolsa, onufi
santimetrdiki olgegidir.

Indi bir dlgeg birliginden basga bir 6lgeg birligine gecmegin
umumy diizgiinlerine seredelin. Goy, £, we ¢, uzynlyk dlgeglerinin
birlikleri bolsun. Sonda ¢, birlik £, birlikden n esse uly bolsun, yagny
t=n-t;

b) eger a kesim £, kesime kratny bolsa, £, kesim ¢, kesime kratny
bolsa, onda a kesim £, kesime kratnydyr we m_(a) = m (a) - m({)) (2)
deinilik yerine yetyandir. Kesimleri 6lgemegin bu hésiyetine multipli-
katiwlik hasiyeti diyilyar (multiplikatio-latyn dilinde kdpeltmek).

2. Ekwiwalent droblar

a kesim 3e kesimden uzyn, 4e kesimden bolsa gysga (50-nji su-
rat). Onda a kesimin uzynlygyny e birlik kesim bilen ailadyp bol-
mayar. Eger-de e birlik kesimi bds sany kongruent boleklere bolsek
we olaryn birini téze Olgeg birligi hokmiinde alsak, onda a kesimin
uzynlygyny natural sanlarda aillatmak miimkin. Ol 18 natural sandyr,
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50-nji surat

sebébi tdze Olgeg birligine gord a kesimi 18 sany kesimlerden yba-
ratdyr. Yone, hemise islendik kesimi natural sanlaryn iisti bilen
anlatmak miimkin dél. Sonun {igin kesimifli uzynlygyny diiie natural
sanlarda anlatman, eysem, sol bir birlik kesimi alyp, berlen kesimi
ndge bolege bolyiandigimizi gorkezmek amatlydyr. Mysal {i¢in, yo-
kardaky mysalda kesimin uzynlygy (18; 5) natural sanlar jiibiidi bilen

18

anladylyp bilner. Bu san jiibiitlerini, kopleng, 5

drob gorniisinde

yazyazlar.

Kesimleri 6lcemekde droblar seyle alynyar, yagny e kesimin
n-nji iilsi diyip, e = nf serti kanagatlandyryan f kesime aydylyar. Eger
a kesim e birlik kesimin z-nji lilsiine kongruent bolan P kesimlerden

p

ybarat bolsa, onda a kesimi m(a) = W yazarys.

p

Teorema. o we é droblaryn sol bir a kesimiii uzynlygyny

anlatmagy t¢in, natural sanlaryn pg = nt denliginiii yerine yetmegi
zerur we yeterlikdir.

Subudy. Eger m(a) = % we m(a) = é bolsa, onda na = pe
we ga = te. Yone (nq)a = (ng)e we (nq)a = (nt)e, sonufi iigin hem
(pq)e = (nt)e. Bu deiilik dine pg = nt bolanda, yerine yetyir. Onda %

we é droblaryni sol bir kesimi ailatmagy iicin, deiiliginn yerine yet-

megi zerurdyr. pg = nt denligi kanagatlandyryan L we L droblara

......

wiwalentdir, haganda olar sol bir kesimin uzynlygyny ailadyan bolsa.
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3. Polozitel rasional sanlar

Islendik kesimini uzynlygyny difie bir sany san bilen ailatmak
miimkin. Onda ekwiwalent droblar sol bir sanyn diirli gorniisde ya-
zylysydyr. Drob gorniisinde anladyp (yazyp) bolyan sanlara polozitel

......

liigine polozitel rasional sanlar diyilydr. Yone %; %; % sanlaryn

hi¢ biri ayry-ayrylykda polozitel rasional san bolup bilmeyar. Diie
1.2.3. .n. e .. .

{ A AR 2n’"'} droblaryn kopliigi, toplumy polozitel rasional

san bolup bilydr. Drob gdrniisinde yazylan poloZitel rasional sanlaryn

maydalawjysy we sanawjysy 0zara yonekey sanlar bolyanlary hem

bardyr. Onda sanawjysy we maydalawjysy 6zara yonekey bolan drob-

rrrrrr

Teorema. Islendik a polozitel rasional san {i¢in, bu sany arlad-
yan bir we difie bir sany sanawjysy hem-de maydalawjysy 6zara
yonekey bolan san bardyr.

Subudy. Eger ¢ natural san we a = fe bolsa, onda islendik #» na-
tural san li¢in, na = (nf)e bardyr. Bu bolsa a kesimin uzynlygyny ditie

bir ¢ san bilen afnlatman, eysem, % drob bilen hem anladyp bolyandy-

gyny gorkezyar.

4. Polozitel rasional sanlary gosmak
we ayyrmak

Q. polozitel rasional sanlar kopliiginde gosmak amalyny kesgit-
laris. Onun ti¢in ilki su asakdaky tassyklamany subut ederis.

Q. koplikden alnan islendik iki sany a we b sanlary menzes
maydalawjyly droblar gorniisinde yazyp bolyar.

Goy, a san % drob bilen, b san bolsa é drob bilen anladylan bol-

Pq nt

sun. Onda, bu sanlary g we g menizes maydalawjyly droblaryn
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isti bilen anladarys. %

we é droblary, olara ekwiwalent bolan

menzes maydalawjyly droblar bilen ¢alysmaklyga bir maydalawja

......

lawjysy n we ¢ sanlaryn il ki¢ci umumy kratnysydyr.
Eger a we b polozitel rasional sanlar menzes maydalawjyly drob-

t _p+t
n

lar gorniisinde berlen bolsa, onda % + , eger olar diirli

maydalawjyly droblar gorniisinde aiiladylan bolsa, % + é = pqn-;nt
yazmak miimkin.

O, polozitel rasional sanlar kopliiginde gosmak amaly orun
calysma, utgasdyrma we gysgalyjylyk hisiyetlerine boyun egyir,
vagnya+b=b+a,at+(b+c)=(@a@+b)+cweegera+c=>b+c
bolsa, onda a = b gelip ¢ykyar. Seyle-de a, b € Q. sanlar ligin
a+tb#a.

Eger a we b sanlar % we é droblar bilen berlen bolsa, onda
a > b densizlik sonda we difie sonda yerine yetyir, hacanda p > ¢,
eger-de a we b sanlar % we é droblar bilen berlen bolsa, onda a > b,

haganda pq > nt bolsa. Indi Q, polozitel rasional sanlar kopliiginde
tertip gatnasygy girizelin:

a) O, koplikde 111 kigi san yokdur;

b) O, kopliikden alnan islendik a we b sanlaryn arasynda yene-de
su kopliige degisli bolan tiikeniksiz kop san bardyr;

¢) O, kopliikde ifi uly san hem yokdur.

Indi Q, kopliikkde ayyrmak amalyny kesgitlaris. Goy, a > b bol-
sun. Onda kesgitlemd gord, a = b + ¢, ¢ € Q. deilik dogrudyr. ¢ € O
sana a we b sanlaryn tapawudy diyilyar. Eger a we b sanlar % we

é meinizes maydalawjyly droblar bilen anladylan bolsa, onda a — b
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drob bilen kesgitlenyir, eger-de a we b sanlar % we

tapawut

p—t
n
é diirli maydalawjyly droblar bilen berlen bolsa, onda a — b tapawut

MT;M drob bilen anladylyar.

5. Polozitel rasional sanlary kopeltmek we bolmek

Goy, a kesim £, kesim bilen, £, kesim £, kesim bilen 6lgegdes

ﬁgl’

bolsun we a = 0, = 592, yagny na = pl, we qt, = t€, bolsun.

Onda multiplikatiwlik hésiyete gora, rlz); = % -é detilik yerine yet-
yéandir. Polozitel rasional sanlary kopeltmegi seyle kesgitldp bolyar.

% drob bilen anladylyan a sanyi é drob bilen anladylyan

b sana kopeltmek hasyly, % drob bilen anladylyar.

Q. kopliikde kopeltmek amaly orun calysma, utgasdyrma we
gysgalyjylyk hiésiyetlerine eyedir, yagny a, b, ¢ € O, sanlar lgin,
a-b=b-a,a-(bc)=(ab)c we ac = bc=a =Db.

Q. koplikde bolmek amaly kopeltmek amalyna ters amal
hékmiinde kesgitlenyir. Islendik a, b € Q. sanlar {igin, a = bc denlik
yerine yeter yaly ¢ € O, san bardyr.

6. Polozitel rasional sanlar teoriyasyny
aksiomatik gurmak

Biz polozitel rasional sanlary we olaryi iistiinde gecilyédn amal-
lary kesimleri 6lgemek diisiinjesinift komegi bilen kesgitledik. Yone
polozitel rasional sanlar difie bir kesimleriii uzynlygyny 6lgemek iicin
dél-de, eysem, agyrlyk, meydan, géwriim we s.m. dlcemek iicin hem
gerek. Sonuil ligin polozitel rasional sanlaryn teoriyasyny gurmaklyga
difie bir geometriki nukdaynazardan ¢cemelesmén, eysem, basgaca hem
gurmak miimkin. Sonui {i¢in su sanlar kopliiginde yerine yetyin aksio-
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malar sistemasyny gorkezmek yeterlikdir. Onda Q. kopliigi su kop-
likde gosmak amalyna we natural sanlara kopeltmek amalyna esaslan-
yan aksiomalar sistemasynyn tisti bilen guralyn. Olar su asakdakylar:

1. O, kopliik 6ziinde N natural sanlar kopliigini saklayar.

2. O, kopliikde islendik iki a, b € Q, sanlara yene-de su kopliik-
den bolan a + b jemi degisli edip goyyan gosmak amaly kesgitle-
nendir.

3. O, koplikde gosmak amaly orun g¢alysma, utgasdyrma we
gysgalyjylyk hisiyetlere eyedir.

4. Islendik a € Q, san ii¢in, na = p denlik yerine yeter yaly p we
n sanlar bardyr.

5. Islendik p we n natural sanlar ii¢in, na = p deiilik yerine yeter
yaly a € Q. san bardyr.

6. Eger na = nb bolsa, onda a = b.

§2. Onluk droblar

1. Onluk droblar we olaryn iistiinde amallar

Drob diisiinjesinin yiize ¢ykmagy tize 6lceg birligine gecmek
bilen baglanysyklydyr, sonda drobuii maydalawjysy ilkibasdaky 61-
ceg birliginin nice iilse boliinyandigini gérkezyir. Hazirki dowiirde
diinyédnin dhli yurtlarynda 6lgemegiit metrik sistemasy peydalanyl-
yar. Onda tdze oOlgeg birligi ilkibasdaky olgeg birligini 10, 100,
1000, ... gezek artdyrmak ya-da 10, 100, 1000, ... gezek kemelt-
mek bilen alynyar. Meselem, 1 km = 1000 m = 1000 000 mm;
1 +=1000 kg = 1000 000 gr we s.m. Sonun ligin hem amaly islerde
maydalawjysy 10-yii derejeleri bolan droblar ayratyn dhmiyete eye-

......

% gorniisli islendik droby onluk drob gérniisinde yazmak miimkin-

9 = = = ~=
mi! Meselem, 25 w¢E 7 droblar berlen bolsun. 75 dI'Oby 100 drob
gornuslnde y’ azyp bOly' ar. Onda —28 5 = 0,32 Yéne —3 drob u@ll’l bu
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droba den bolan we maydalawjysy onun derejeleri bolan droby ta-

pyp bolanok. Onda % gorniisli droby ndhili yagdayda onluk drob

gorniisinde yazyp bolyar?
% gysgalmayan drobuii onluk droba deni bolmagy {ii¢in bu

drobuil maydalawjysynyn yonekey kopelijilere dagatmasynda dine 2
we 5 sanlarynl bolmagy zerur we yeterlikdir.

Meselem, % droby onluk drob goérniisinde yazyp bolyar, sebibi
bu gysgalmayan drob, maydalawjynyn yagny 80-in yonekey kopeliji-
lere dagamasynda 2 we 5 sanlar bar, 80 =24 - 5.

11

15

dalawjynyn yonekey kopelijilere dagytmasynda 3 bar, 15=3 - 5.
% drobuii maydalawjysynyn yonekey kopelijilere dagat-

masynda 2 we 5 sanlardan bagga 13 hem bar, yone sonda-da bu droby
195

onluk drob gorniisinde yazyp bolyar, sebébi 260 droby 65-e gys-

droby onluk drob gdrniisinde yazyp bolmayar, sebébi may-

galtsak, % droby alarys. Ony onluk drob gorniisinde yazyp bolyar

3 _
1= 0,75.

Goterim (prosent) diisiinjesi onluk drob diislinjesi bilen berk

------

baglanysyklydyr, ﬁ droba goterim (prosent) diyilyér. Ol 1% bel-
lenyar.

2. Tiikeniksiz periodik onluk droblar
6
7
landygy ticin, ony tiikenikli onluk drob gorniisinde yazyp bolmayar.

------

Goy, drob berlen bolsun. Bu drobun maydalawjysy 7 bo-

6 . 0.857142857142857142...

dalawja boliip alarys, 7
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Sanyn onluk yazgysynda otur belgisinden soil yzygider gayta-

......

......

yazylyar g — 0,(857142).

Periodik onluk droblar iki topara boliinyér:

1) arassa periodik onluk droblar: droblarda goniiden-goni otur
belgisinden son drobun periody baslanyan bolsa, onda onia arassa pe-
riodik onluk drob diyilyir;

2) gatysyk periodik onluk droblar: drobuti otur belgisi bilen onun
periodynyi arasynda bir ya-da birnége sifr bar bolsa, onda beyle drob-
lara gatysyk periodik onluk droblar diyilyar.

Meselem, 0,(27)-arassa periodik drob, 3,27(346) gatysyk peri-
odik drob.

Eger % gysgalmayan drob bolsa we drobun maydalawjysynyn

yonekey kopelijilere dagatmasynda 2 we 5 sanlardan basga-da yone-

key kopeliji bar bolsa, onda % drob tiikeniksiz periodik onluk droby

anladyandyr.

Onda, islendik polozitel rasional sany tiikenikli onluk drob ya-da
tiikkeniksiz periodik onluk drob gorniisinde anladyp bolyandyr.

Tiikenikli onluk droblary hem sag tarapyndan nollary yazmak
bilen tlikeniksiz periodik onluk droblar gorniisinde yazyp bolyar,
0,25 = 0,25000...0. Tiikeniksiz periodik onluk droblary ady droblar
gorniisinde yazyp bolyar.

Arassa periodik onluk droby ady drobun gorniisinde yaz-
mak iicin drobun sanawjysynda onluk drobunl periodyna den bolan

sany, maydalawjysynda bolsa drobun periodynda nige sifr bolsa,

songa dokuzlyklary yazmak yeterlikdir. Meselem, 0,(35) = 35,

99°
_ 489 _ 163
0,(489) = 999 333"
Gatysyk periodik onluk droby ady drob gdrniisinde yazmak tigin,
drobun sanawjysynda otur belgisinden ikinji periodyn baslangyjyna
¢enli bolan san bilen otur belgisinden birinji periodyn baslangyjyna
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cenli yazylan sanynl tapawudy yazylyar. Maydalawjyda bolsa drobuil
periodyndaky sifrlerint sanyna den bolan dokuzlyklar we otur belgi-
sinden birinji perioda ¢enli bolan sifrlerii sanyna defi bolan nollar

761 —7 _ 754 _ 377
990 990 _ 495

yazylyar. Meselem, 0,7(61) =

§3. Polozitel hakyky sanlar

1. Olgegdes dil kesimler

PoloZitel rasional sanlaryn komegi bilen ol ya-da beyleki
ululygynn Olcegini islendik takyklykda ol¢dp bolyar. Goy, mese-
lem, OA kesimin uzynlygy Olgelyén bolsun we onunt uzynlygynyi

1
10"
yaliiyslyk bilen tapmak talap edilsin. O4 kesimde O nokatdan 4 no-
1

10"

6lgegini birlik kesimiii uzynlygynyn dlgeginden uly bolmadyk

kat tarapda uzynlygy drob bilen aiiladylyan kesimleri biri-biriniii

yzyndan alyp goyarys. Sonda 4 nokat su kesimlerint haysy-da bolsa
birine gabat geler.
Bu bolsa su asakdaky hésiyete eye bolan m sanyn bardygyny

0 % anladyar: uzynlygy -7 droba dei

1 2" bolan kesim O4 kebfnden kicidir,

uzynlygy mlT—i_”l droba deni bolan kesim bolsa OA kesimden uludyr.

Onda, 04 kesimif uzynlygy 7% we +1 sanlaryn arasynda

10" 10"
yerlesendir. Yéne bu rasional sanlar O4 kesimi uzynlygynyi lge-
gini artykmajy bilen ya-da kemi bilen ailladyar. Kédbir yagdaylarda
difie rasional sanlaryil kdmegi bilen kesimiii uzynlygynyn olcegini
takyk berip bolmayar, sebibi e birlik kesim bilen dlgegdes dél kesim-
ler hem bardyr. Mysal ii¢in, kwadratyn diagonaly onun taraplary bilen
Olcegdes daldir.
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Basgaca aytsak, eger kwadratynl tarapynyn uzynlygyny birlik
kesim diyip alsak, onda bu kwadratynn diagonallarynyil uzynlygyny
rasional sanlarda anladyp bolmayar.

Goy, kwadratyn tarapy l-e deil bolsun. ABCD kwadratyn
AC diagonaly onunl tarapy bilen Olcegdes

diyip hasap edelin we ol 5 gysgal- ’ ‘
mayan drob bilen anladylyan  bol- g

sun. Onda, Pifagoryn teoremasyna gord

UBP + |BCP = WUCP, Jagny 1+ 1° = 2. A ‘ ?

?’ 51-nji surat

onda p? = 2¢°. p’-jlibiit san, onda san hem
jubiit sandyr. Edil seyle usul bilen ¢ sanyn hem jiibiit sandygyna goz

yetireris. Diymek, p we ¢ sanlaryn ikisi hem jiibiit san, onda g droby

2-4 gysgaltmak bolyar. Bu bolsa bizini ¢aklamamyza ters gelyir. Bu
bolsa kwadratyn taraplarynyin uzynlygynyn onun diagonallarynyn
uzynlygy bilen dl¢cegdes daldigini gorkezyér (51-nji surat).

Islendik kesimin uzynlygynyn Olgegini sanlarda aiilatmak {i¢in
Q. polozitel rasional sanlar kopliigini tize sanlary gosup gifeltmek
gerek bolyar. Seylelikde, alnan sanlar kopliigine polozitel hakyky san-
lar diyilydr we R bellenyir. Her bir polozitel rasional san poloZitel
hakyky sanlar kopliigine degislidir, yagny Q. c R .

2. Polozitel hakyky sanlar kopliiginde amallar

Goy, a we b hakyky sanlar, a, we b, kemi bilen alnan a;, we b;
bolsa, artygy bilen alnan bahalary bolsun.

Kesgitleme. a we b polozitel hakyky sanlaryn jemi diyip,
a, + b <a+ b <a,+ b, defsizligi kanagatlandyryan a + b sana
aydylyar.

Mysal iigin, v2 + v/3 jemi 0,001 takyklykda tapmaly.

1,4142 < V2 < 1,4143; 1,7320<+/3 < 1,7321, onda
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3,1462 <2 + /3 < 3,1464, 2 ++/3 = 3,146.

Kesgitleme. a we b polozitel hakyky sanlaryi kopeltmek hasyly
diyipa, - b, <a-b < a, - b defsizligi kanagatlandyryan sana aydylyar.

Mysal ii¢in, V23 kopeltmek hasyly 0,1 takyklykda tapmaly.
1,41 <2< 1,42 we 1,73 <3 < 1,74. Onda, 2,4393 <2 -/3 <
< 2,4708, v2 -V'3 = 2,4... Islendik polozitel hakyky sanlar ii¢in su
asakdaky deilikler yerine yetyandir.

l)a+b=>b+a;

2)(a+b)tc=a+(b+c)

3)a-b=b"a;

YHY(a-b)y-c=a-(b-c)

5)(a+b) - c=ac+ bc.

Islendik a, b € R, sanlar ligin a = b + ¢ denlik yerine yeter yaly,
¢ € R, _sanbardyr. Bu sana a we b sanlaryn tapawudy diyilydr we a — b
bellenyir. R, kopliikde ayyrmak amaly gosmaga ters amal hokmiinde
kesgitlenyir, eger x > y bolsa, ondawe (x +y)—y =x we (x—y)+y=x.

Islendik a, b € R, sanlar ii¢in, a = b - ¢ deiilik yerine yeter yaly
bellenyar. R, kopliikde bolmek amaly kopeltmek amalyna ters amal
hokmiinde kesgitlenilyir, onda deiilik dogrudyr.

§4. Hakyky sanlar kopliigi

1. Polozitel we otrisatel sanlar

Polozitel hakyky sanlarynn komegi bilen islendik skalyar ululy-
gyn: uzynlygyi, meydanyn, goéwriimin, massanyin we s.m. dlgeginii
netijesini yazyp bolyar. Amaly islerde, kopleng, Slgegiii netijesini
dél-de, eysem, sol ululygyn nice ulalandygyny ya-da nice kigelendi-
gini gorkezmeli bolyar. Sonun {igin hem ululygyin 6l¢eginin iiytgeyan-
digini gorkezmek ti¢in dinie bir polozitel hakyky sanlar dél-de, eysem,
bagsga sanlar hem gerek bolyar. Biz polozitel hakyky sanlar kopliigi-
ni ona nol (0) we otrisatel hakyky sanlary gogsmak bilen ginielderis.
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Diymek, R_ polozitel hakyky sanlar kopliiginde her bir x € R, sana
— x diyip bellenilyédn tdze bir sany degisli edip goyarys. Meselem,
5 sana — 5 sany; 8, 14 sana — 8, 14 sany we s.m. degisli edip goyarys.
—x gorniisli sanlara otrisatel sanlar diyilydr we olaryn kopliigi bilen
bellenyir. Otrisatel hakyky sanlar kopliiginden basga sany hem alarys.
Onda R, R we {0} sanlaryn birlesmesine hakyky sanlar kopliigi
diyilydr we R diyip bellenilyar. Diymek, R = R, UR_U O yazyp bol-
yar. Sonda R , R_kopliikler we {0} san jiibiit-jibiitden kesismeyirler,
yagny hig¢ bir san sol bir wagtda hem poloZzitel hem otrisatel ya-da
hem nol san bolup bilmeyér.

Eger haysy-da bolsa bir ululyk x baha eye bolsa, soiira y baha
eye bolsa x, y € R, onda x <y bahada bu ululyk poloZitel san liyt-

------
7 oes

------

------

iki sany gapma-garsylykly sohleleriii nokatlary hokmiinde kesgit-
lenilydr. x € R bolsa x we —x sanlar 0 koordinata baslangyjyna
gord koordinata goniisinde simmetrik yerlesyérler. Bu sanlara
gapma-garsylykly sanlar diyilyiar. Ozem —(—x) = x bolyar, mese-
lem, —«(—b) = b koordinata goniisinde koordinata baslangyjyndan
x sany anladyan nokada ¢enli bolan aralyga x sanyit moduly diyil-
yar we |x| bellenilydr. Onda

x eger x > 0 bolsa,

|x|=1—x eger x <0 bolsa,
0 eger x = 0 bolsa.

x € R, san a € R san liytgédnde y € R, sana gegen bolsun, onda
a hakyky sana polozitel sanlaryn (x : y) jubiiti degisli bolyar. Mese-
lem, (7, 2) jlibiite —5 san degisli, sebébi 7 sany — 5 san liytgetsek, 2 san
alynyar ya-da (3, 8) jiibiite 5 san degisli sebébi 3 sany 5 san liytgetsek,
8 sany alarys.

Diymek, hakyky sanlary polozitel sanlaryi jiibiitlerinin {isti bilen
hem arladyp bileris.
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2. Hakyky sanlary gosmak we ayyrmak

Goy, kibir x € R, sany ilki a birlik, sorira b birlik tiytgedipdirler.
Onda bu iiytgesméni gorkezyan polozitel hakyky sana a we b sanlaryn
cer, sofira ony 7 birlik {iytgetsek, ol 23 sana geger (12 + 4); (16 + 7)
diymek, 12 sanyn 23 sana ge¢cmegi licin, ony 11 san iiytgetmeli.
Yagny 7 + 4 san iiytgetmeli. Umuman, eger a we b polozitel hakyky
sanlar x > a + b berlen bolsa, ony a sana iiytgetsek, x sany x-sana,
sofira b sana iiytgetsek, bolsa (x — a) —b sonra, yagny x + (a + b) sana
gecer. Bu bolsa (—a) + (-b) = —(a + b) bolyandygyny gorkezyér.

Indi gapma-garsylykly sanlary gosmaklyga seredelifi. Yagny
x sany ilki a san tytgetsek, sonra-da a san iiytgetsek onda yene-de
x san alarys. Yagny x + (a) + (—a) = x sebébi x + 0 =x; a + (-a) = 0.
Diymek, gapma-garsylykly sanlaryn jemi nola dendir.

Iki hakyky sanyn jemi diyip su asakdaky sertleri kanagat-
landyryan sana aydylyar:

1. Iki sany polozitel hakyky sanyn jemi poloZitel sandyr we ol
polozitel hakyky sanlar kopliiginde gosmak amalynyn diizgiini bilen
tapylyar 15 + 12 = 27.

2. Iki sany (-7) + (—12) = —19 otrisatel hakyky sanyn jemi otri-
satel sandyr. Bu sanyn modulyny tapmak {i¢in, gosulyjylaryit modul-
laryny gosmaly.

3. Diirli alamatly iki sanyf jemini tapmak ticin moduly boyunca
uly sandan kigi san ayryp, uly sanyn alamaty goyulyar 8 + (—16) =—8.

R hakyky sanlar kopliiginde ayyrmak amaly gosmaga ters amal
hokmiinde kesgitlenilydr. Meselem: a — b = a + (=b). Indi R kopliik-
de tertip gatnasygyny girizelin, a > b gatnasyk sonda we dine sonda
dogry, eger-de a — b tapawut polozitel bolsa, R kopliikde tertip gat-
nasygy asimmetrikdir we tranzitiwdir, yagny ol berk tertip gatnasygy
bolyar. Sonda Vab € R sanlar iicin a = b; a > b; a < b gatnagyklaryn
haysy-da bolsa biri yerine yetyar.

3. Hakyky sanlary kopeltmek we bolmek

Eger a kesiminl uzynlygy x-a den bolsa, onda a = xe (e birlik ke-
sim) diyip belledik. Sol bir géniide yatyan ugrukdyrylan kesimler iigin
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hem a = xe yazyp bileris. Bu yerde x > 0, eger-de kesimler ugurdas
bolsa we x <0, eger-de kesimler gapma-garsylykly ugrukdyrylan bol-
sa. Eger-de e = yf denlik dogry bolsa, onda a = x(yf) bolar. x we y
sanlarynl kopeltmek hasyly diyip a = zf serti kanagatlandyryan z sana
aydylyar. x we y sanlar berlen bolsa x - y kopeltmek hasyly a kesimini
multiplikatiwlik hésiyetlerden gelip ¢ykyar. Iki sany hakyky sanyn
kopeltmek hasyly diyip asakdaky sertleri kanagatlandyryan hakyky
sana aydylyar.

1. Iki sany polozitel hakyky sanyn kopeltmek hasyly polozitel
sandyr.

2. Iki sany otrisatel hakyky sanyn kopeltmek hasyly polozitel
sandyr.

3. Diirli alamatly hakyky sanlaryil kopeltmek hasyly otrisatel
sandyr.

Vx € R san iigin, x - 0 =0 - x = 0. R kopliikde kopeltmek amaly
kommutatiwlik, assosiatiwlik we gosmaga gord distributiwlik kanun-
laryna boyun egyir. Yagny

a)a-b=>b"a;

b) (@ + b) - ¢ = ac + bc;

¢g)a(b-c)=(a-b)-c

R kopliikde bolmek amaly kopeltmek amalyna ters amal hok-
miinde kesgitlenilyér.

§5. Ululyklary 6l¢cemek

1. Ululyk diisiinjesi — matematikanyn esasy diislinjelerinin biri
bolup, ol adamzat jemgyyetinin doremegi we 6smegi netijesinde yiize
¢ykdy hem-de engceme asyrlaryn dowamynda 6siip, kdamillesip, bize
gelip yetdi.

Ululyk — bu durmusda dus gelyén hakyky matematiki diisiin-
jelerin, hadysalarynl ayratyn hésiyetleridir. Ululyk diyen umumy
diisiinje, uzynlyk, meydan, gowrliim, agyrlyk, tizlik, wagt we s.m.
diisiinjeleri goniiden — goni umumylasdyrmak arkaly alynyar.

Birmenzes ululyklary detiesdirip bolyar, olaryn {istiine arifmetiki
amallary gecirip bolyar. Meselem, kesimlerini uzynlygyny biri-birinin
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iistline goyup, haysysynyn uzyn, haysysynyi gysgadygyny kesgitldp
bolyar, sebdbi menizes ululyklaryn menzes hésiyetleri bardyr, emma diir-
li ululyklaryni hisiyetleri diirli bolany {i¢in olary denesdirip bolmayar.

Indi ululyklaryn kébir hasiyetlerine seredelin.

1. Islendik, iki sany birmeinizes ululygy deniesdirip bolyar, yagny
bu ululyklar dendir ya-da biri beylekisinden kig¢idir. Onda «den»,
«uly», «kici» diyen gatnasyklaryn haysy-da bolsa biri yerine yetyar.
Diymek, islendik a we b ululyklar {i¢in, a < b; a = b; a > b diyen
gatnasyklaryn biri we difie biri dogrudyr.

2. Birmetizes ululyklary gosup bolyar. Yagny islendik a we b
ululyklar tigin, bu ululyklaryn jemi diyip atlandyrylyan a + b ululyk
kesgitlenendir (bardyr).

a g b Meselem, AB kesimin uzyn-
A————"——C lygyny a, BC kesimin uzynlygyny
N~ —~— — b bilen bellesek, onda AC kesimin

c

uzynlygyny kesgitleydn ¢ = a+ b
sert yerine yeter yaly ¢ san bardyr
(52-nji surat).

52-nji surat

a

4 X B c 3. Eger—de" ululygy poloii’tel
. — — hakyky sana kopeltsek, onda ye-
2a ne-de sol ululyga menzes ululyk

53-nji surat alnar.  Hakykatdanam  islendik

a ululygy x polozitel hakyky sana
kopeltsek, onda a ululygyn we x hakyky sanynn kopeltmek hasy-
ly diyip atlandyrylyan yeke-tik » = a - x san bardyr. Meselem,
AB kesimin a uzynlygyny x = 2 sana kopeltsek, uzynlygy 2a deti bo-
lan AC kesim alnar (53-nji surat).

4. Birmenizes ululyklarda ayyrmak amaly yerine yetyér. Ululyk-
lary ayyrmak amalyny ululyklary gosmak amalynyn iisti bilen kes-
gitldliit. Onda, a we b ululyklaryn tapawudy diyip, ¢ = a + b serti ka-
nagatlandyryan ululyga aydylyar. Meselem, AC = ¢; Ab =a; BC=b
bolsa, BC kesimin uzynlygy AC we AB kesimlerini uzynlyklarynyn
tapawudyna dendir (b = ¢ — a).

5. Birmenizes ululyklarda bolmek amaly yerine yetyir, onda
bolmek amalyny hem ululyklary kopeltmek amalynyn {isti bilen
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kesgitldlin. ululygy ululyga bélmekden yeten pay diyip, a = b - x
serti kanagatlandyryan x otrisatel dél sana aydylyar. x sana a we b

------

Diirli ululyklary olcemeklige isleg, zerurlyk adamzat jemgy-
yetiniii 6smegi netijesinde, adamlaryn amaly isinin yiize ¢ykmagy bi-
len doredi. Bu barada biz natural sanlary 6wrenende giilisleyin durup
gecipdik.

Adamlar ilki dirli kopliikleri, diirli birmetizes ululyklary de-
fiesdirmegi owrenipdirler. Yone bu defiesdirmeleri 6lgemek diyip
atlandyryp bolmayardy. Soiira kem-kemden ululyklary deniesdirmek
is1 kdmillesdirilyér, yagny haysy-da bolsa bir ululyk nusga (etalon)
hokmiinde kabul edilip, sunia mefizes beyleki ululyklar nusga bilen
denesdirilyér.

Hacanda adamlar sanamagy Owrenenden som, nusga ululygy
1 (birlik) san bilen aiiladypdyrlar we bu nusga-etalona 6lcemegin bir-
ligi diyip at beripdirler hem-de 6l¢cemegin netijesini san baha bilen
anladyp baslapdyrlar.

Eger a ululyk berlen bolsa we bu ululygy 6lgemek ii¢in e dlceg
birligi kesgitlenen bolsa, onda ululygy 6lcemek netijesinde a = x - e
serti kanagatlandyryan x polozitel hakyky sany tapyp bolyar. Bu
x = mJ(a) diyip bellenilyér. Okalysy: e — Olgeg birligine gord a
ululygyn san bahasy.

Diie bir sany san bahasy bilen kesgitldip bolyan ululykla-
skalyar ululyklara mysal bolup bilyér.

Matematikada skalyar ululyklardan basga wektor ululyklar hem
bardyr. Wektor ululyklary kesgitlemek ti¢in difie bir san baha yeterlik
bolman, eysem, onuil ugry hem gorkezilyir. Wektor ululyklara giiye,
tizlenme, elektrik meydanynyn napryazeniyesi mysal bolup biler.

Matematikanyil baslangy¢ kursunda skalyar ululyklara, onda-da
difie polozitel san bahalary alyan, polozitel skalyar ululyklara seredil-
yér, sonui {igin hem biz wektor ululyklar barada giirriin etmeris.

Indi ululyklary 6lcemegin kibir hésiyetlerine seredelin.

12. Sargyt Ne 1407 MAIIA
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VII bap

1. Eger a we b ululyklar e dlgeg birliginiii komegi bilen 6l¢enen
bolsa, onda a we b ululyklaryn arasyndaky gatnasyklar, olaryn san
bahalarynyn arasyndaky gatnasyklar yaly kesgitlenilydr we tersine:

a=bemfa)=m/(b),
a<be mfa)<m/(b),
a>be mya)>m/(b).

Meselem, iki jisimiil agramy degislilikde, a =5 kg; b = 3 kg bol-
sa, onda a jisimif agramy b jisimin agramyndan uly diyilyér, sebébi
5>3.

2. Eger a we b ululyklar e dlgeg birliginit kdmegi bilen, bu
ululyklaryn @ + b jeminin san bahasyny tapmak iicin dlgenen bolsa,
onda a we b ululyklaryn san bahalaryny gosmak yeterlikdir:

at+b=cemfa)+m(b)=mfa+Db).

Meselem, a = 15 kg, b = 12 kg bolsa, onda

a+b=15kg+ 12 kg=(15+12) kg =27 kg.

3. Eger a we b ululyklar hem-de x poloZitel san iicin b = x - a
deiilik yerine yetse, sonda a ululyk e 6l¢eg birligi bilen dlgenen bolsa,
onda e 0Olceg birligi bilen 6l¢enen b ululygyn san bahasyny tapmak
ligin x sany m (a) sana kopeltmek yeterlikdir:

b=x-aem(b)=x m/fa).

Meselem, a = 2 kg bolsa we b jisimin agramy « jisimin agra-
myndan 3 esse kop bolsa, yagny b = 3a bolsa, onda
b=3a=3-2kg=3"-2)kg=06kg.

Matematikanyn baslangyc¢ kursunda okuwgylar uzynlyk, mey-
dan, agyrlyk, wagt yaly ululyklar bilen tanysdyrylyar. Biz olaryn her
birine ayratynlykda serederis.

Kesimin uzynlygy we ony 6l¢emek

Cagalar mekdebe gelen ilkinji glinlinden baslap matematika sa-
paklarynda sanamagy Owretmige cenli dowiirde uzyn-gysga, ¢ep-
de-sagda, yokarda-asakda, yogyn-inge diyen yaly diisiinjeleri kesim-
leri 6lgemegin iisti bilen dwrenydérler.



San baradaky diistinjini girieltmek. Ululyklar we olary dlgemek

Hacanda olar kesimleri deniesdirmegi 6zlesdirenden sofira ke-
simleri 6l¢gemek Owredilydr we olar ilkinji gezek sm diyen olceg
birligi bilen tanysyarlar, sonda matematika depderinde 2 gdzenegin
(kletka) 1 sm bolyandygyny mugallym olara gorkezyir. Soiira dlgeg
¢yzgyjy (lineyka) bilen tanysdyrylyar hem-de kesimleri dlgemegin
usullary gérkezilyir. Olgeg ¢yzgyjynyni kémegi bilen okuwgylar iki
zady basarmaly:

1. Berlen kesimifi uzynlygyny 6l¢ép bilmeli;

2. Uzynlygy berlen kesimi ¢yzgyjyn komegi bilen gurmagy
basarmaly.

Sonra okuwgylar uzynlygy dlgemegin mm, sm, dm, m, km diyen
Olceg birlikleri bilen tanysdyrylyar we bir 6lceg birliginden beyleki
Olceg birligine gecmek diirli mysal-meseleleriii iisti bilen dwredilyar.

Meselem, 1 km = 1000 m; 1 m =10 dm = 100 sm; 1 dm = 10 sm;
1 sm =10 mm bolyandygy gorkezilyér.

Meydan dl¢cemek

Meydan dlcemegi Owretmek 3 dowre boliinyar:

I tayyarlyk dowri. Bu dowiirde okuwgylar diirli geometriki
sekilleri tanap bilmeli. Olary diizyin bolekleri sanamagy basarmaly
hem-de kwadratyn, goniibur¢lugyn yonekeyje hasiyetlerini bilmeli.

IT dowiirde goniibur¢lugyn, kwadratyn meydanyny tapmagy ba-
sarmaly.

I dowiirde diirli 6lgeg birliklerinde berlen meydany hasaplap,
bir dlgeg birliginde yazmagy basarmaly.

Onun ticin okuwcylar:

1. Meydan oOlgeglerinii birliklerini we olaryn arasyndaky gat-
nasygy bilmeli, yagny:

1 kw.sm =100 kw.mm 1 kw.dm =100 kw.sm

1 kw.m =100 kw.dm 1 kw.m =10 000 kw.sm.

2. 2-3 sany goniiburclukdan diiziilen tize goniibur¢clugyn meyda-
nyny dlgemegi we hasaplamagy, sonunl yaly-da goniibur¢lugyn mey-
dany hem-de bir tarapy berlende beyleki tarapyny tapmagy bilmeli.

Mesele. Gonilibur¢lugyn meydany 36 sm.kw, onuil ini 4 sm. Go-
nlibur¢lugyn perimetrini tapmaly.



Coziilisi.
a=s:b, s=36, b=4, a-?
36 kw.sm : 4 sm=9 sm.
P=2a+2b=2-9sm+2-4sm=(18+8)sm=26 sm.

Jogaby: 26 sm.

Agyrlyk olcegleri
Agyrlyk dlgegleri bilen tanysdyrylanda ilki 1 kg, 1 gr diyen Olceg
birlikleri we olaryn arasyndaky gatnasyklar 6wredilyér.
1 kg = 1000 g. Sonira 1 s (sentner), 1 ¢ yaly 6lceg birlikleri diirli
mysal-meselelerin {isti bilen dwredilyar. Amallary yerine yetirin.
1) N 59kg 827¢
2kg 063g
61kg 890¢g

2)59 kg 827 g=59827 g 59827g
2kg063g=2063g T 2063g
618904

Wagt olcegleri we onuni birlikleri

Wagt dislinjesi uzynlyk we agyrlyk diisiinjelerine gord has
cylsyrymly diistinjedir. Wagt Olgegleriniii birlikleri sek, min, sag
adamlar tarapyndan oylanyp tapylan bolsa, 1 gije-giindiz, 1 ay, 1 yyl
yaly birlikler tebigata syn etmek arkaly alnandyr. 1 gije-giindiz Yerin
6z okunyti dasynda 1 gezek aylanmagy, 1 yyl Yerin Giiniii dasyndan
1 gezek aylanmagyndan alynyar.

Edil beyleki ululyklaryn 6lceg birlikleri yaly wagt dlgeglerinem
deniesdirip bolyar, olaryi iistiinde arifmetiki amallary gecirip bolyar.

Meselem:
10min 25s b 17min 37s
+ . + .
25min1ls 9min 28s
35min 36s 26min 65s

bu yerde 60 s = 1 min onda, 26 min 65 sekundy 27 min 5 s diyip yazyp
bolyar. Diymek, 2-nji mysalyn jogaby: 27 min 5 s bolar.
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