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1. Sanlaryn 2-4, 3-e, 5-¢, 9-a we 10-a boéliijiilik nysanlary.

Predmet sanalyan sanlara natural sanlar diyilydr. Bu sanlaryn kopliigi N harpy bilen
belgilenyér. Olara: 1, 2, 3, 4, ... sanlar degislidirler

Natural sanlar, natural sanlara garsylykly sanlar we nol bitin sanlar kopliigini emele
getiryérler. Bu sanlar kopliigi Z harpy bilen belgilenyar. Olara: 0,£1,£2,43,... sanlar degislidirler.

Bire we 0ziine boliinyan sanlara ydnekey sanlar diyilyar. Olara: 2,3,5,7,11, ... sanlar
degislidir.

Oziinden we birden basga boliijileri bolan sanlara diizme sanlar diyilyir. Olara: 4, 6, 9,
15, 25, ... sanlar degislidir.

Tiikeniksiz periodik onluk droblara, yagny % gatnasyk gorniisinde yazyp bolyan sanlara
rasional sanlar diyilydr. (Bu yerde m bitin we n bolsa natural sanlardyr). Bu sanlar kopliigi Q
harpy bilen belgilenyér. Olara: 2; 3,2; -1,2; ... sanlar degislidir.

Tiikeniksiz periodik dél onluk droblara, yagny % gatnasyk gorniisinde yazyp bolmayan
sanlara irrasional sanlar diyilyar. (Bu yerde m bitin we n bolsa natural sanlardyr).

Rasional we irrasional sanlara hakyky sanlar diyilydr. Bu sanlar kopliigi R harpy bilen
belgilenyir. Olara: 3, —14, 6.8, 31/3, ... sanlar degislidir.

Bolijilik nysanlary.

1. Jiibiit sanbelgi (sifr), yagny 0, 2, 4, 6, 8 bilen tamamlanyan san 2-4 galyndysyz boliinyér.
Mysal iigin 8; 254; 10862.

2. Sany diizydn sanbelgilerin jemi 3-e galyndysyz boliinyédn bolsa, onda ol san hem 3-e
galyndysyz boliinyar. Mysal ti¢in 413796; 4+1+3+7+9+6=30:3=10 30 san 3-e galyndysyz
boliinydr diymek 413796 san hem 3-e boliinyar.

3. 0 ya-da 5 sanbelgisi bilen tamamlanyan sanlar 5-¢ galyndysyz boliinyar.

4. Sany diizyan sanbelgilerin jemi 9-a galyndysyz boliinyén bolsa, onda ol san 9-a hem
galyndysyz boliinyér.

5. Sonky sanbelgisi 0 bilen tamamlanyan sanlar 10-a galyndysyz boliinydr. Mysal ii¢in
1280; 4001700; 100040.

2. Goterimler (prosentler).

Sanynn yiizden bir bélegine géterim diyilydr. Goterime degisli esasan lic gorniisli
meseleler dus gelyir.
1. a sanyn p%-ini tapmak. Gozlenilydin X san x = % formula boyunca tapylyar.
Meselem, 40 sanyn 3%-i x = % =1,2.
2. pY%-i b-e den bolan a sany tapmak. Gozlenilydn a san a = % formula boyunca
12.100

tapylyar. Meselem, 3%-i 12-4 defi bolan a sany tapalyn: a = = 400.
3. b san a sanyn ndge goterimini diizydr. Bu goterim p = % formula boyunca
tapylyar. Meselem, 11 san 5-ii ndge goOterimini diizydr? Formula boyunca p =

LELUUS 220(%) alarys.

3. Proporsiyalar we olaryi hisiyetleri.

Iki payyn denligine, yagny % = g ya-da a +~ b = ¢ + d gorniigli ailatmalara proporsiya
diyilyar.

a we d proporsiyanyn gyraky, b we ¢ bolsa ortaky agzalary.

Proporsiyanyn agakdaky héasiyetleri bardyr:



1. Proporsiyanyn gyraky agzalarynyn kopeltmek hasyly onuni ortaky agzalarynyn kopeltmek
hasylyna den, yagnya-b =b-c

2. Proporsiyada ortaky ya-da gyraky agzalaryn orunlaryny ¢alsyrmak bolar, yagny
a b d c b d

c d'b a'a ¢’
4. Rasional gorkezijili derejinin hisiyetleri.

n - natural san bolandaa™ = a-a-a-..-a.Buyerde a"-dereje, a-derejanin esasy, n-
n
derejénin gorkezijisi.
n=0; 1" =1, neN
Algebrada natural derejeler bilen birlikde polozitel sany islendik rasional derejd gétermek
hem g6z o6niinde tutulyar.
Otrisatel dereja gotermek:

1
a = Cl_n
Nolynjy derejd gotermek:
a® =1, a+0.
Droby dereja gotermek:

arn = Ya™ gorniisde yazmak bolar
Asakdaky hisiyetler derejénin islendik rasional gorkezijileri ticin dogrudyr:
a™ - q" = gmtn,

m m-n.

a™ +a" =am "
(a™" = g™,
)
(a-b)"=a™-b™;
a a™

() =% b=o.

_ 1
a=—,a#*0.
a

© g rwbdhE

5. Gysga kopeltmek formulalary.

1. (a+b)?=a?+ 2ab + b?
(a+b))=(a+b)(a+b)=al@a+b)+b(a+b)=a?+ab+ab+b?=
= a% + 2ab + b?

2. (a—b)?=a?—2ab + b?%
(a—b)2=(a—b)(a—b)=al@a—b)—b(a—b) =a?—ab—ab+b? =
= a%? — 2ab + b?

3. a?—b?*=(a+b)(a-Db);
(a—b)(a+b)=a(a—b)+b(a—b) =a?—ab+ab—b? == a? — b?

4. (a+b)® =a®+ 3a?b + 3ab? + b3;
(a+b)?(a+b) =(a?+ 2ab+b?)(a+b) =a(a? + 2ab + b?) +
+b(a? + 2ab + b?) = a® + 2a%b + ab? + a?b + 2ab? + b3 = a3 + 3a%b + 3ab? + b3

5. (a—»b)3 =a3—3a?b + 3ab? — b3,
(a—b)?(a—b) = (a? — 2ab + b?)(a—b) = a(a? — 2ab + b?) —
—b(a? — 2ab + b?) = a® — 2a%b + ab? — a?b + 2ab? — b3 = a3 — 3a%b + 3ab? — b3

6. a3+ b3 =(a+b)(a?—-2ab + b?);



(a+b)(@a®? —ab +b?) =a(a? —ab + b?) + b(a? — ab + b?)
= a3 —a’b+ab?+a’b—ab?+b3=2a%>+b3

7. a3 — b3 =(a—-b)(a?+ 2ab + b?);
(a—Db)(a%? + ab +b?) = a(a® + ab + b?) — b(a? + ab + b?)
= a3+ a’b +ab? —a’b—ab? —b3 =a%> —b3

6. Algebraik droblar. Droburn esasy hiisiyeti. Algebraik droblar iistiinde amallar.

a/b - ady drob (bu yerde a we b bitin sanlar) a — drobun sanawjysy, b — drobun

maydalawjysy.

Eger drobun sanawjysy maydalawjysyna den ya-da sanawjysy maydalawjysyndan uly
bolsa onda beyle droblara nddogry droblar diyilyér.

Drobun sanawjysynam maydalawjysynam sol bir sana kopeltsen ya-da bolsent drobun
manysy iitgemeyir, yagny, onki droba dengiiycli bolan drob alynyar.

Drobuii esasy hésiyeti: eger drobun sanawjysy we maydalawjysy noldan tapawutly sol bir
sana kopeldilse ya-da boliinse, sol droba den drob alynyar:

a

o= g, (bu yerde b # 0, ¢ # 0).
5 53 15 8 _ 8+4 _ 2
Meselem,-=—=—; —=——=-.
7 73 21’ 12 12+4 3
Sanawjysy we maydalawjysy 6zara yonekey sanlar bolan droba gysga/mayan drob
diyilyar. Ya-da bitin sanlaryi gatnasygyna drob diyilyar.
Birmenzes maydalawjyly droblary gogsmak (ayyrmak) ti¢in olarynn maydalawjylaryny
onkuhgme goyup, olaryn sanawjylaryny gosmaly (ayyrmaly):

a i 2 _ a+b.
¢ ¢ C 2+4 6
Meselem, = + —=—=-

Diirli maydalaWJ yly droblary gosmak (ayyrmak) iicin ol droblary i1l ki¢i umumy
maydalawja getirmeli we alnan droblary gosmaly (ayyrmaly).

Maydalawjylary 6zara yonekey, yagny IUUB (ifi uly umumy béliijisi) (n;q)=1 bolanda
droblary gosmak we ayyrmak:
m P _ matpn

n q nq
2 4 2:7—4-3 14-12 2
Meselem, = — - = = ==,
3 7 37 21 21

Maydalawjylary n=ad we g=bd den bolan droblary gosmak we ayyrmak:

m p _ mb+ap

ad ~ bd _5 e 5 7 53+72 2
Meselem, >+ L = > 2 = 23172 _ 29
8 12 24 34 234 24

Ady droby bitin sana kopeltmek iicin onuil sanawjysyny sol bitin sana kopeltmeli,
maydalaWJ;l ysyr(lg bolsa iiytgetmén goymaly:

b ? : 3 12

Meselem -4 = ?4 =

Droby droba kopeltmek licin sanawjylary kopeldip sanawjyda, maydalawjylary kopeldip

bolsa maydalawjyda yazmaly:
a ¢ a-c

b d  bd]

3 7_37_21
Meselem, =~ = — = —
4 8 48 32°
Droby droba bdlmek {i¢in bdliinijini boliija ters sana kopeltmeli:
ac_ad_ad
b'd b ¢ _bec
3.2_3 5_35_15
Meselem,~:= ==~ =—=—
4’5 4 2 42



7. Funksiyalaryi berilis usullary.

Funksional baglylyk, diirli funksiyalar we olaryn grafikleri.

Bir iitgeydn ululygyn beyleki iitgeydn ululyga baglylygyna funksional baglylyk
va-da funksiya diyilydr. Bagly dil {itgeydn ululyga basgaga argument diyip
atlandyrylyar we adatga x bilen belgilenyir, bagly iitgeydn ululygy bolsa argumentin
funksiyasy diyip atlandyrylyarlar we y bilen belgilenyir.Funksional baglylykda bagly
ddl x  ululygyn her bir bahasyna bagly bolan y ululygyn yeke-tdk bahasy gabat
gelyédr.Bagly iitgeyian y ululygyn bahalaryna funtsiyanyn bahalary diyilyér.

Bagly dal iitgeydn x ululygn alyp bilydn dhli bahalary funksiyanyn kesgitlenis
yaylasyny emele getiryérler, ol D(f) gorniisde belgilenyér. Bagly iitgeyian y ululygyn
alyp bilydn &hli bahalary funksiyanyn bahalarynyn yaylasyny emele getiryérler, ol
E(f) bilen belgilenyir.

Funksiyanyii berlis usullary
1.Analitiki usul. Képleng tiytgeyén bilen funksiyanyn arasyndaky baglanysyk funksiyanyn

bahasyny tapmak {i¢in liytgeyanin istiinde gecirilydn amallary gorkezyin formulanyn iisti bilen
berilydr. Funksiyanyn seyle berlsine analitiki usul diyilyar.

2.Tablisa usuly. Funksiyanyn berlsinin kop yayran usullarynyn biri tablisa usuly bolup, ol
iytgeydnin bahalyrynyn we solara degisli funksiyanyn bahalarynyil tablisasyny gorkezyér.
Mysal hokmiinde trigonometrik funksiyalaryil tablisalaryny, logarifmlerin tablisalaryny
gorkezmek bolar.
Funksiyanyn tablisa usuly boyunga berlsine otlylarynn hereketinin tertibinin yazgysy hem mysal
bolup biler. Sol yazgy boyunca haysy wagtda otlynyn nirede bolyandygyny kesgitlemek bolar.

3. Grafiki usul. Uytgeyinit we funksiyanyn baglanysygynyh ¢yzgy iisti bilen berlsine grafiki
usul diyilyér.

1.Lukmangylykda yiiregin isleysine, onun ritimligine we pulsuna kardiograf atly
enjamyn doredyin kardiogrammasy (grafig) esasynda baha berilyir.

2.Yer gatlagynyii yranmasyny seysmograf sekillendiryir.Onuii esasynda hacan we nirede
yer yranmasynyn bolandygyny hem-de onun giiyjini kesgitlemek bolar.

3.Wibrometr diirli gurluslaryn (meselem, kopriilerin, gidmilerin we s.m) silkinme
hereketlerini hasaba alyar.

8. Artyan we kemelyiin funksiyalar.

Eger erkin liytgeydn X ululygyn her bir bahasyna ona bagly tiytgeyan Yy ululygyn dine bir
bahasy degisli bolsa, onda seyle baglylyga funksional baglylyk ya-da funksiya diyilyar.

Erkin baha alyan X ululyga argument, onia baglylykda liytgeyéan y ululyga bolsa funksiya
diyilyar.

Argumentiii her bir bahasyna funksiyanyn yeke-tik bahasy degisli bolmalydyr. Bagly
iytgeyan ululygyn bahasyna funksiyanyn bahasy diyilyar.

Bagly dal tiytgeyan ululygyn alyp bilydn bahalarynyn hemmesi funksiyanyn kesgitlenis
oblastyny emele getiryar.

Funksiyanyn kesgitlenis oblastyna argumentin yolbererlik bahalarynyn kopliigi hem
diyilyar we ol D(f) bilen belgilenyr.

Eger Xkopliige degisli islendik x; we x, i¢in x; < x, bolanda f(x;) < f(x,)
densizlik yerine yetydn bolsa, onda y=f(x) funksiya X aralykda artyan funksiya, eger — de
f(xy) > f(x,) densizlik yerine yetydan bolsa, onda ol funksiya X aralykda kemelydn funksiya
diyilyar.

Mysal: f(x) = x? funksiyanyn artyan we kemelyiin aralyklaryny kesgitlemeli.

Coziilisi:Berlen funksiya san okunda kesgitlenendir. Sunlukda,

Vxq,x, € (—0,0) we x; <x, bolanda f(x;) =x?>x7 = f(x,) bolyandygy hem-de
Vxq,x, € (0,400) we x; < x, bolanda f(x;) = x? < x5 = f(x,) bolyandygy iicin berlen



funksiya (—oo,0) aralykda kemelyandir, (0, +o0) aralykda bolsa artyandyr. Onun seyle grafigi
bolar:

yA

Funksiyanyn artyan we kemelyan aralyklaryny anyklamak {i¢in 6niim diislinjesinden hem
peydalanmak bolar.

Eger kébir aralykda f'(x) > 0ya — da f'(x) < 0 bolsa, onda sol aralykda funksiya
degislilikde artyandyr ya — da kemelyéandir.

9. Periodik, jiibiit we tik funksiyalar.

Eger noldan tapawutly T san bar bolup, islendik x tigin f(x+T)=f(x)=f(x — T) deiilik dogry
bolsa, onda y=f(x) funksiya periodik funksiya diyilydr. Seyle T sanlaryn in kigisine ol
funksiyanyi periody diyilydr. Ahli trigonometrik funksiyalar periodik funksiyalaryn mysallary
bolup biler. Sinus we kosinus funksiyalaryn periody 2m deni bolup, tangens we kotangens
funksiyalaryi periody m sana denidir. Periodik funksiyanyn grafigini onuil bir periodynda gurup,
beylekilerinde solar yaly periodik dowam etdirilyér.

Kesgitleme: Eger x argumentin islendik yolbererlik bahalarynda f(-x)=f(x) denlik yerine
yetyéan bolsa, onda y=f(x)funksiya jiibiit funksiya diyilyar.

Her bir jiibiit funksiyanyn grafigi ordinatalar okuna gora simmetirikdir.

Kesgitleme: Eger x argumentin islendik yolbererlik bahalarynda g(-x)=-g(x) deilik yerine
yetyan bolsa, onda y=¢(X) funksiya tik funksiya diyilyar.

Her bir tik funksiyanyin grafigi koordinatalar baslangyjyna gord simmetrikdir.

Mysal:  f(x) = 5x2 + 4, g(x) = 3x3 — Sxfunksiyalaryni  jiibiit ya-da tikdigini
anyklamaly.

Coziilisi:  f(—x) =5(—x)2+4=5x>+4=f(x)we g(—x) =3(—x)> —5(—x) =
—3x3 + 5x = —(3x® — 5x) = —g(x) bolyandygy esasynda f(x) jiibiit, g(x) tik funksiyadyr.

Funksiyanyi jiibiit ya — da tik bolmagy hékmany dildir. Mysal ii¢in, f(x) = x? + x3
bolanda f(—x) = (—x)% + (—x)3 = x% — x3 bolar we
x2—x% #x?2+x3, x? —x3 = —(x% + x3) . Sonuii iigin funksiya jiibiit hem dil, tik hem dal.

10. y = kx + b funksiya, onuii hiisiyetleri we onun grafigi.

y=kx+b gorniisli formula bilen berlen funksiya ¢yzykly funksiya diyilydr. Onun
kesgitlenis oblasty @hli san okudyr. Cyzykly funksiyanyn grafigi goni ¢yzykdyr. Ony gurmak
ticin bolsa onun difie iki nokadyny gurmak yeterlikdir. Sonun {i¢in ¢yzykly funksiyanyn grafigini
gurmak iicin argumentin iki bahasy iigcin ona degisli bolan funksiyanyn iki bahasyny tapyp
tekizlikde sol nokatlary guryarlar we olaryn iistiinden goni ¢yzyk geciryérler.

Mysal Mel. y = 2x — 1 ¢yzykly funksiyanyil grafigini gurmaly.

Coziilisi: Bufunksiyanyn grafigini gurmak ticin iki sany nokadyny tapmak yeterlikdir we
bu iki nokadyn iistlinden goni ¢yzyk gecirdymeli.



A
y /
11 /1

0¥-1 X

v

11y = g funksiya, onui hisiyetleri we onui grafigi.

Eger x we y iiytgeyén ululyklar ters proporsional bolsalar, onda olaryn baglanysygy xy=k
denlik bilen anladylyar. Bu yerde y ululygy x arkaly anladyp, y =§ formula bilen berlen

funksiyany alarys, bu formuladaky k san ters proporsionallygyn koeffisiyentidir. Bu funksiyanyn

kesgitlenis oblasty nola deii bolmadyk dhli sanlardan ybaratdyr. Ters proporsionallygy anladyan

y =§ funksiya tidk funksiya bolup, onun grafigi koordinatalar baslangyjyna gord simmetrik

bolan iki sahadan duryan egri ¢yzykdyr. Ol giperbola diyip atlandyrylyar. Onun grafigi k > 0

bolanda I we III ¢aryekde yerlesyir, k < 0 bolanda bolsa Il we IV c¢éryeklerde yerlesyar.
Giperbola koordinata oklaryna nige yakynlagan bolsa — da olar bilen onun umumy

nokatlary yokdyr.

1. Eger k>0 bolsa 2. Eger k<0 bolanda

yAL Y-J A

—~r =

funksiyalaryn grafiklerinin gurluslary yokarda gorkezilendir.

12. y = ax? + bx + ¢ funksiya, onuii hisiyetleri we onui grafigi.

y=x2% y=ax? y=ax?*+bx, y=ax?+c, y = ax? + bx + ¢ gorniisdiki
funksiyalaryn grafigine parabola diyilydr.

y=ax*+bx+c funksiyanyn garfigini gurmak licin funksiyany

y =a(x —m)?+n gomiise getirmeli x = m bolanda y=n bolyar (m;n) nokat parabolanyti
2_

depesi bolyar. m = —%;n =2 4:“ formulalar boyunga m-i we n-i tapyp bolyar. a>0

parabolanyi sahalary yokary, a<0 bolanda agak gonikdirilendir.
y = —x% — 4x — 5 funksiyanyn garafigini guralyii




1. a=1<0 parabolanyn sahalary agak bakdyrylan.

y - _ b _ -4
2. Parabolanyn depesini tapmaly m = yiniabrar 2
b%-4ac 16—4%5 -4
n=-— = — = ——=-1
4a 4(-1) -4

(m;n)=(-2;-1) nokatparabolanyn depesi.
3. Absissalar oky bilen grafigin kesisme nkatlaryny tapmaly: Ol nokatda y =0
Onda-x>—4x—-5=0 D=b*—4ac=16—-20=-4<0
Diymek grafik absissalar okuny kesmeyar.
4. Ordinata oky bilen grafigin kesisydn nokadyny tapmaly. Ol nokatda x =
0 onday = —0? — 4 x 0 — 5 = —5 Diymek (0;-5) grafigini gurmaly a<0 onda

13. y = x™ funksiya, onuii hisiyetleri we onui grafigi.

y=x" @)
formula bilen berilen fnksiya derejeli funksiya diyilyédr. Bu yerde x — argument, y — ona bagly
funksiya. n natural san bolanda ona natural derejeli funksiya diyilyar.

x — i islendik bahasynda x™" afilatmanyn manysy bardyr. Sol sebédpli natural derejeli
funksiyanyn kesgitlenis oblasty dhli hakyky sanlaryn kopliiginden ybaratdyr.

Argumentiit x=0 bahasynda islendik natural derejeli funksiyanyn bahasynyii nola deii
bolyandygyny ii¢in (0™ = 0), onuni grafigi kordinatalar baslangyjyndan ge¢yandir. Bu hésiyet
dereje gorkezijinin jiibiitligine ya-da tikligine bagly dildir.

n = 1 bolanda alynyan y = x funksiyanyn grafigi kordinatalar sistemasynyn I we III
caryeklerinifi bissektrissalary bolan goni ¢yzykdyr. n — 1 jiibiit we tdk bolmagyna layyklykda,
derejeli funksiyanyn diirli hésiyetleri bardyr.

1-nji hdsiyet. n gorkeziji jiibiit san bolan halda argumentinn noldan tapawutly islendik
bahasynda x™ > 0 bolyar (sebibi islendik sanyn jiibiit derejesi polozitel san).

Diymek, jiibiit derejeli funksiyanyn grafigi I we II ¢éryeklerde yerlesyar.

2-nji hdsiyet. n gorkeziji jiibiit san bolan halda argumentin noldan tapawutly islendik
bahasynda (—x)™ = x™ deilik yerine yetyar, yagny (1) funksiya jiibiitdir. Sol sebapli, jiibiit
derejeli funksiyanyn grafigi ordinatalar (y-ler) okuna gord simmetrikdir.

3-nji hisiyet. Jubiit derejeli funksiya [0; +0) aralykda artyar, (—oo; 0] aralykda bolsa
kemelyén funksiyadyr.

4-nji hdsiyet. n gorkeziji tdk bolup, x>0 bolanda x™ > 0, x<0 bolanda bolsa x™ < 0
bolyar. Sol sebdpli tdk derejeli y = x™ funksiyanyn grafigi [ we III ¢éryeklerde yerlesyar.

5-nji hisiyet. n gorkeziji tik san bolan halda argumentin islendik bahasynda (—x)" =
—x" deinlik yerine yetyar. Diymek, tdk derejeli funksiyanyn grafigi kordinatalar baslangyjyna
gord simmetrikdir.

6-njy hdsiyet. Tak derjeli funksiya (-00;+00) san okunda artyan funksiyadyr.

Natural n san ii¢in y = x™™ funksiya bitin otrisatel gorkezijili derejeli funksiya diyilyar.
n =1 bolanda alynyan y = 1/x funksiya y = k/x funksiyanyi hususy halydyr, grafigi hem
giperboladyr.



14. Cyzykly deinillemelerin ¢oziilisi.

Harplaryn islendik bahalarynda bahalary 6zara deii bolan iki anlatma toZdestwo diyilyar.

Eger denlikde bahasy tapylmaly harp bar bolsa, onda ol deiilige derileme diyilyar. Harpyn
denleméni dogry san denligine 6wiiryan bahasyna deileménin ¢oziiwi ya-da koki diyilyar.

Kokleri gabat gelyédn denlemelere dengiiy¢li denilemeler diyilyar.

ax = b (x-litgeyan ululyk, a we b kibir sanlar) gorniisli defilema ¢yzykly denleme

diyilyar.

a) a=0,b+# 0bolanda 0 * x = b denleménin ¢6ziiwi yok.

b) a = 0,b = 0 bolanda islendik san 0 * x = 0 denleménin kokiidir, yagny onun
tikkeniksiz kop ¢6ziiwi bardyr.

¢) a # 0 bolanda ax = b deiileménin koki yeketik x = g bolar.

15. Arifmetiki kwadrat kok we onui hisiyetleri. y = v/x funksiya we onuii grafigi.

Va = b. a sandan alnan n — nji derejeli arifmetiki kok diyip, n — nji derejesi a defi bolan

otrissatel dil b sana (b™ = a) aydylyar. n — e kokiin gorkezijisi,

afilatma diyilyar. (W)n =q; Va"=a.
Eger: 1) b > 0; 2) b? = a sertler yerine yetyin bolsa, va = b aillatma arifmetiki

kwadrat kok diyilyar.

Arifmetiki kokiin hésiyetleri:

1) Vab=%Yax* b, a=0; b=0.

nfa_a
2 v =%

a=0b>0.

3) (Ya)"=Vak, a=0.

4) W=n%, a=0.

5) ""akm = Vak,
6) an = Va™,a=>0.

a bolsa kok asagyndaky

y = +/x funksiyanyh islendik x > 0 bolanda manysynyf bardygy sebipli, onuii
kesgitlenis oblasty bolup, otrissatel dil sanlaryi kopliigi hyzmat edyar. Bu funksiyanyn bahalar
kopliigi hem otrissatel dél sanlaryil kopliigidir. Bu funksiya jiibiit hem déldir, tdk hem déldir, x —
polozitel bahalarynda artyan funksiyadyr. Onun grafigini gurmak ticin x -1 0, 1,2,4, 9
bahalaryna degisli y = v/x funksiyanyfi 0, 1, 1.4, 2, 3 bahalaryny tapyarys we tablissa diizyiris.

X

0

9

y=vx

0

14 |2

3

Soira kordinatalar sistemasynda tablisada kordinatalary gorkezilen nokatlary guryarys
we olary endigan ¢yzyk bilen birlesdiryaris.

»
|

123456789

X



16. Kwadrat deiilleme we onuti koklerinin formulasy.

Kesgitleme. ax?+bx+c=0 gorniisde yazyp bolyan deiilemelere kwadrat derilemeler
diyilydr, bu yerde x - ndbelli ululyk, a , b we ¢ kdbir hemiselik sanlar, oziinem a> 0.
ax’+bx+c=0defilemediki a sany birinji koeffisiyent, b sany ikinji koeffisiyent, ¢
sany azat ¢len diyip atlandyryarlar
Kwadrat denileménin ¢ep bolegi ikinji derejeli kopglendir. Sonun iigin kwadrat defileme
ikinji derejeli defileme hem diyilyér.
Birinji koeffisiyenti 1-e defi bolan kwadrat denlema getirilen kwadrat denleme diyilyar.
Eger ax’+bx+c=0 kwadrat defilemede b we ¢ koeffisiyentlerifi ifi bolmanda biri
nola deni bolsa, onda sonun yaly denlemé doly dil kwadrat denileme diyilyar
Doly dél kwadrat denilleme ii¢ gdrntisde bolyar

1) Eger b=0 we c=0 bolsa, onda ax’+c=0 Eger -c/a>0, yagny a we ¢ diirli
alamatly bolsa, onda defileminiii —v/—c/a we +/—c/a sanlara dei bolan iki kéki bardyr,

2) Eger ¢c=0 we b=0 bolsa, onda ax’+bx=0. Ol defilemini ¢6zmek iigin onuii gep
bolegi kopeldijilere dagydylyar (x(ax+b)=0)we x, =0, x, =—b/a kdokleri tapylyar.

3) Eger b=0 we ¢c=0 bolsa, onda ax’=0. Ol defileme X*=0 deiilemi defgiiygli hem-
de onun x=0 yeke-tdk koki bardyr.
~b++/D
————— Wwe

Teorema. ax’+bx+c=0 kwadrat defileméniii koklerini tapmak iigin X = >
a

, _~b-VD
2a

) formulalar adalatlydyr.

Subudy. ax’+bx+c=0 defileminii iki bélegini hem a sana

boliip, ona dengiiycli bolan

b ¢
X +=X+—=0
a a

getirilen kwadrat denileniéni alarys Alnan deillemédni asakdaky yaly 6zgerdelin:

b c ) b C.
X+—X=——, X' +2—X=——;
a a 2a a

agn(p) () &
XZ4+2—X+|— | =|— | ——;
2a 2a 2a a

( b jz b> ¢ [ b jz b® —4ac
X+_ = 2——, X+— :—2
2a 4a° a 2a 4a

D=b* —4ac belgilemini ulanyp alarys:

(x+£j _ D (1)

2a) 4a?

Bu yerde diskriminanta baglylykda ii¢ yagdayyn bolmagy miimkin



1) Eger D otrissatel (D<0), bolsa onda ax?+bx+c=0 defileminifi koki yokdyr.
Hakykatdan-da D<0 bolanda (1) defilemede 4—D2 drobun bahasy otrissateldir, ¢ep bolegi bolsa
a

otrissateldildir. Diymek (1) defileméniii we oda dedgiiycli bolan ax’+bx+c=0 defilemanifi hem
kokleri yok.

2
2) Eger D=0 bolsa, onda (1) deilleme asakdaky gorniisi alar: (X+2£j = 0. Bu yerden
a

X = —2£ yeketdk koki bardyr.
a

4a°

2
3) Eger D polozitel bolsa. Onda b droby (?J gorntisde yazyp, (1) denligi
a

2 2
[X+ bj —(?J =0 gorniisgde yazmak bolar. Ony kopeldijilere dagydalyn:
a

: : — D
X+ b + @ —| X+ b —@ =0 bu deillik esasynda defileménin X, = b+—\/_
2a 2a 2a 2a 2a
X, = ﬁ—‘m iki sany diirli kokleri alarys.
a
Ony gysgaca agsakdaky gorniisde yazarys:
,_—bx/D
2a
Bu formula kwadrat defilemanin koklerinin formulasy diyilyar.
2 o -b+vD , .
ax“+bx+c=0 kwadrat deiilemini X = ———— formulany ulanyp ¢6zmek ii¢in:

2a

a)ilki diskreminaty hasaplamaly we ony nola denllemeli;

b)Eger polozitel ya-da nola den bolsa, onda koklerin formulasyndan peydalanyp,
denlleméni ¢6zmeli. Eger deiilemédnin diskraminanty otrissatel bolsa onda denleménin
kokleri yok diyip yazmaly.

17. Wiyetin teoremasy.

x%2 — 7x + 12 = 0 getirilen kwadrat defileménin x; = 3 we x, = 4 kokleri bar. Bu
knklerini jemi 7 — & deni: x; + x, = 7, kopeltmek hasyly bolsa 12 — & den: x; * x, = 12.

Getirilen kwadrat defilemede koklerin jeminini garsylykly alamaty bilen alnany, ikinji
clenin koyeffisiyentine, koklerinin kdpeltmek hasyly bolsa azat ¢lene denidigini goryiris.
Getirilen kwadrat denileménin ikinji ¢leniniii koyeffisiyenti we azat ¢leni bilen onuil koklerinin
arasyndaky baglanysygy baradakyteoremany ilkinji gezek fransuz matematigi Fransua Wiyet
(1540-1603) subut etdi. Sona gord-de bu teorema onun hormatyna Wiyetin teoremasy diylip
atlandyrylyar.

Wiyetiii teoremasy. Eger x? + px + q = 0 (bu yerde p, q —sanlar, x- nébelli
ululyk) getirilen kwadrat defileménin x; we x, kokleri bar bolsa, onda x; + x, = —p
X1 * x, = q deiilikler dogrudyr.

Subudy: Kwadrat defilemelerinin koklerinini formulasy boyunga

—p++D -p—+VD
S e a A



Koklerin jemini we kopeltmek hasylyny tapalyn:
—p+\/5+—p—\/5_—p+\/5+—p—\/5_—2p

x1+x2= 2 2 2 2 7P
2
—p+VD —p-vD _(-p+VD)(-p—VD) _(-p)*— (VD) _p*>-D
Yy =77 * T 5 = 4 - 4 T
7 g~ 1

Seylelikde, x; + x, = —p, x1 *x; = q.

Eger D=0 bolanda x? + px + q = 0 defileménin iki dei (x; = x, = —g) koki bar
diyip sertledilse, onda teorema bu halda hem dogry bolar:

xl*x2=(—g)*(—g)=pfj=q, (D =0,p* = 4q)

Teorema subut edildi.

18. Kwadrat iiccleni kopeldijilere dagytmak.

ax’+bx+c aflatma kwadrat iicclen diyilydr. Ony hemiselik m we n sanlar i¢in
ax? + bx +c = a(x —m)? +n gomiisde yazmaklyga kwadrat iicagzany béliip cykarma
diyilyar.

Teorema: Eger x; we x, sanlar ax? + bx + ¢ kwadrat {iggleniti kokleri bolsa, onda

ax?+bx +c =alx —x;)(x — xy)
deiilik yerine yetyar.

Subudy: Wiyetiii teoremasyna gord ax? + bx + ¢ kwadrat iiggleniii koyefissiyentleri
ticin
S = —(x; +x;) we §= (%1 * x3)
bolyanlygy sebipli, ax? + bx + ¢ kwadrat {ic¢leni
ax? +bx+c=a (x2 + Zx + 2) = a[x?(x; + x)x + x1%,] = a(x? — x;X — XX + x1%,) =
= afx(x —x1)(x — x3)]
gomiisde kopeldijilere dagytmak bolar. Eger-de ax? + bx + ¢ kwadrat iigglenit kokleri yok
bolsa, onda ony kdpeldijilere dagydyp bolmayar.

Indi bolsa hususy hallara garalyn: 1) eger ¢ = 0 bolsa, onda ony

ax? + bx = ax(x + b/a)

gorniisde kopeldijilere dagytmak bolar. 2) eger b = 0, ¢/a < 0, yagny —c/a > 0 bolsa, onda
ony

ax? + ¢ = a(x? — (~c/@) = a[x? - (J=c/a) | = a(x - (y=c/a)) (x + (Y=c/a))

gorniisde kopeldijilere dagytmak bolar. Mysal iigin, doly dil 9x2 — 4 = 0 defilemiini seyle
2

goniisde kopeldijilere dagytmak bolar: 9x2 — 4 = 9 <x2 — (5)2> =9 (x — g) (x + %)

19. Deiisizlikler we olaryii esasy hisiyetleri.

<, <, >, 2, # belgilerin haysy hem bolsa biri bilen baglanysdyrylan iki algebraik
anlatma dernsizlik diyilyar.



Eger denlikde bahasy tapylmaly harp bar bolsa, onda ol diilige deri/leme diyilyar.
Harpi denlemani dogry san deiisizligine 6wliryan bahalaryna derisizligini coziiwi diyilyar.

Dernsizliklerin esasy hésiyetlerine getiryaris:

1) Egera > b bolsa,onda b < a.

2) Egera > b a > bweb > cholsa ondaa > c.

3) Eger a > b we c islendik san bolsa, ondaa + ¢ > b + c.

4) Eger a > b we ¢ > 0 bolsa, onda ac > bc.

5) Eger a > b we c < 0 bolsa, onda ac < bc.

6) Egera > b wec < d bolsa,,onda a+c > b +d.

7) Egera>0,b >0wea > b bolsaonda§<%.

8) Eger a, b, c we d polozitel sanlar ligin a > b we ¢ > d bolsa, onda ac > bd.
9) Eger a we b polozitel sanlar ii¢in a > b bolsa, onda a™ > b™(n — natural san).

Derisizlikleri agzama-agza ayyrmak bolmayar. a > b we ¢ < d densizliklerden
a — ¢ > b — d deiisizlik gelip ¢cykmayar. Meselem, 6>4, 5>2, emma 6-5<4-2.

Iki bolegi polozitel dél densizligi jiibiit dereja goterip hem vyalilys densizligi almak
miimkin. Meselem, 4>-5, emma 42 < (—5)?

20. Cyzykly derfsizlikler ulgamy we olaryn ¢oziilis usullary.

ax > b (a # 0) (> belginin ornunda<, <, >. belgilerii islendigi bolup biler) gorniisli
densizliklere ¢yzykly densizlik diyilyar. Bu deinisizligi ¢6zmeklik {icin onun iki bolegini hem a
koyefissiyente bolmeli.

Eger a > 0 bolsa onda densizligin ¢oziiwi x > Z, eger a < 0 bolsa onda deisizligin
¢coziiwi x < Z bolar.

Mysala seredelifi: 5x + 6 < 7(x —4) + 8 defsizligi ¢ozelii. Yaylary acyp nibelli
gosulyjylary densizligii ¢ep bolegine, belli gosuljylary bolsa sag bdlegine gegirelini.

5x —7x < —-2848—-6; —2x<—-26; x> 13.

Jogaby: x € (13; + ).

Indi bolsa, <, > gorniisli denisizlikler bilen berilen bir mysalyii islenisine seredeliii:
8(x — 2) = 3x — 1. Edil yokarky mysal yaly yaylary agyp néabelli gosulyjylary defisizligin ¢ep
bolegine, belli gosuljylary bolsa sag bolegine gecirelin.

8x—3x>16—-1; 5x > 15; x = 3.

Jogaby: x € [3; +o0)

Bu mysalyil jogaby yokarky mysalyn jogabyndan azajyk tapawud edyir, yagny, birinji
mysalyn jogabynda x 13-1 6z i¢ine almayar, ikinji mysalda bolsa x 3-1 6z igine alyar.

21. Bir nibellili ikinji derejeli deiisizlikler we olaryii ¢oziilis usullary.

ax? + bx + ¢ > 0 (a # 0) (> belginifi ornunda <, <, >. belgilerifi islendigi bolup biler)
gorniigli densizliklere kwadrat densizlikler diyilydr. Bu deinisizligi ¢6zmeklik iicin onla degisli
ax? + bx + ¢ = 0 defilleminini diskraminantyny we bar bolsa koklerini tapmak zerurdyr. Sofira
y = ax? + bx + c funksiyanyi shematik grafiginden peydalanmak otiaylydyr.

Mysal. 2x2 — x — 1 > 0 defisizligi ¢ozmeli.

Coziilisi. Ilki bilen y = 2x? — x — 1 kwadrat funksiyanyt koklerini tapalyi:

2x2—x—1=0; D=b%?—4ac=(-1)2—4+2x(-1)=14+8=9>0

—b+vD 1+vV9 1+3 4 1-3 1

X1 2 2+2 2 a3 b T =73




2
Diymek y=2x?—x—1=2 (X - i) —g kwadrat funksiyanyn grafiginiii sahalary
yokary ugrukdyrylan, Ox okuny x; =1; x, = —% nokatlarda kesip ge¢ydn we depesi

A

(— i - Z) nokatda bolan paraboladyr.

05 y 1 X

Cyzgydan goriii yaly, x > —1/2 ya-da x > 1 bolanda funksiya polozitel bahalary,
—% < x < 1 bolanda bolsa otrissatel bahalary alyar. Sol sebipli 2x? —x — 1 > 0 defisizligini

¢oziiwler toplumuny asakdaky yaly yazmak bolar:
X € (—00; —%) U(1; +0)
Eger 2x2—x—1<0 densizligi ¢ozmek gerek bolsa, onda onuf ¢oziiwlerinii
X € (—% ; 1) boljakdygy ¢cyzgydan goriinyar.
Bu mysaldan peydalanyp, ax? + bx + ¢ > 0 kwadrat defisizligiii ¢oziilisine seredelif.
D = b? — 4ac diskriminantyfi alamatyna baglylykda ii¢ hal bolup biler.

1) Eger D > 0 bolsa onda y = ax? + bx + ¢ kwadrat funksiyanyfi grafigi Ox oky
kesmez we a > 0 bolanda ol okdan yokarda we a < 0 bolanda ol okdan asakda yerlesyér. Sona
goré birinji halda densizligin ¢6ziiwi &hli san okudyr, ikinji halda bolsa onuil ¢oztiwi yokdyr.

2) Eger D < 0 bolsa, onda y = ax? + bx + ¢ kwadrat funksiyanyfi grafigi Ox oky
kwadrat ii¢clenini kokleri bolan x; we x, (x; < x,) nokatlarda kesyir. Sunlukda, ax? + bx +
c > 0 densizlik a > 0 bolanda (—o0;x;) we (x,; +) interwallarda we a < 0 bolanda
(x1; x,) interwalda yerine yetyar, yagny sol interwallar densizligin ¢6ziiwidir.

3) Eger D = 0 bolsa, onday = ax? + bx + ¢ kwadrat funksiyanyt grafigi
ax? + bx + ¢ = 0 defleminini yeke-tidk koki bolan x; nokatda Ox okuna galtasyandyr. Sona
gord ax?+bx+c>0 defisizligin ¢Oziiwi a>0 bolanda
x € (—0; x1)U(xq; +0) we a < 0 bolanda densizligin ¢6ziiwi yokdur.

ax? + bx + ¢ < 0 densizligin ¢oziiwleri hem sotia mefizeslikde tapylyar.

22. Arifmetik progressiya, onuii n — nji agzasynyi we ilkinji n agzalarynyi jeminin
formulalary.

Kesgitleme. Eger san yzgiderliginin islendik iki gonsy ¢lenlerinin tapawudy hemiselik d
sana den bolsa, onda bu yzgiderlige arifmetiki progressiya diyilyar. d sana arifmetiki
progressiyanyi tapawudy diyilyar.

Api1—ap=d ya—da ap,q =a, +d
denilik yerine yetyin bolsa onda {a,} yzgiderlik arifmetik progressiyadyr.

Mysal igin, a; = 1 wed = 1 bolanda, onun ¢lenleri 1, 2, 3, 4, ..., n,... bolar. Eger
a; = 44 we d = —13 bolsa, onda arifmetik progressiyanyn ¢lenleri 44, 31, 18, 5, -8, -21,...bolar.

Goy, {a,} yzgiderlik arifmetik progressiya bolsun. Onda kesgitlemé gora

ap,—an_1=d



bolar. Bu dernlikden ¢lenme-glen gosup alarys:
a,—a;, =Mn—-1)d ya—da a, =a; + (n—1)d
Bu formula arifmetik progressiyanyi n-nji ¢leninini formulasy diyilyar.
Indi arifmetik progressiyanyn ilkinji n ¢lenleriniii jeminin formulasyny getirip ¢ykaralyn.
Ol jemi §,, bilen belgilélin. Onda
Spn=a1+a,+az+-+a,_,+a,1+a,
bolar. Bu denligi
Spn=ap,+ap1t+ap,+--tazt+a+a,
gorniisde hem yazmak bolar.
Sonky iki deligi ¢lenme-¢len gosup alarys:
i 25, = (al + an)(az + an—l) + -t (an—l + az) + (an +a1)
Yaylaryn i¢inddki jemler 6zara dendirler. Olaryi her birini (a; + a,,) - ¢ defi diyip we
gosuljylaryn sanynyi n-e denidigini géz oiiiinde tutup,
2S, =n(ay + ay)
deniligi alarys. Bu yerde bolsa
n(a, + a,)
ne 2
formulany alarys. Onia arifmetiki progressiyanyi ilkinji n ¢lenlerinifi jeminin formulasy diyilyar.

23. Geometrik progressiya, onui n — nji agzasynyn we ilkinji n agzalarynyn jeminin
formulalary.

Kesgitleme: Yzgiderligin ikinji ¢leninden baslap her bir ¢leni 6ziinden 6n yanyndaky
¢leni sol bir sana kopeldilmeginden alynyan bolsa, onda seyle yzgiderlige gometrik progressiya
diyilyar.

Kesgitlemi gora:

1) b,

2) b, =by*q

3) by=b,xq=b *q*q =>by*q”

4) by=b3*q=Dby*q’*q=D>by*q’

n) b, = by * %n—l
(Dusiindirilisi: b,-¢lende indeksi 2-4 den g-nyn derejesi 1-e den, bs-de 3-e den g-nyn derejesi 2-
d den, b,-de 4-e deni g-nyn derjesi bolsa 3-¢ den we s.m b,,-de n-e den)

Ahyrky alnan formula hem geometrik progressiyanyi n-nji ¢leninin formulasy bolyar.

Diymek: b, = by x g™ !

Goy b,- geometrik progressiya bolsun, S,,- onufi ¢lenlerinifi jemi bolsun. Onda

So=by+b,+bs+--+by_1+b, (D)

(1) Denligin iki bolegini hem g-maydalawja kopeldeli. Onda

4Sn = b1g + byg + b3g + -+ by_1g + bpg, b1g = by; b,q = bs,..., by_1g = by
geometrik progressiyanyn kesgitlemesine gora bolyar.

S, =b, +b;+by+ -+ b, +b,q (2)
(2)-den (1)-i ayraly:
4Sn —Sp=b, +bs+b,+--+b, +b,g—(by +b, + b3+ --+b,_1+b,) =b,g— by

n-1

bu yerde b,, = b; * g den onda b,,q = by * g™

Sn(@—1) =big" — by =bi(g" - 1)
_bi(g"—-1)
S, =+ 2
(g—1

Ahyrky alnan formula geometrik progressiyanyi ilkinji n-¢lenlerinint jeminin formulasydyr.



24. 1Kki nibellili ¢yzykly defilemeler sistemasy we olaryn ¢oziilisi.
Grwe
2 2y = €2

denilemeler sistemasyna iki nébellili ¢yzykly denilemeler sistemasydiyilyér. Bu sistemada
aq, by, ¢y, a,, by, c,-berlen hakkyky sanlar. Nébelli x we y ululyklaryn sistemanyn her bir
denillemesi dogry deiilige 6wiiryin bahalarynyn jiibiitine defileméanin ¢oziiwi diyilyar.
Detllemeler sistemasyny ¢ozmeklik onun &hli ¢éziiwlerini tapmaklyga ya-da ¢oziiwlerinii
yokdugyny gorkezmekligi ailadyar.
Sistemanun koyefissentlerine baglylykda asakdaky ii¢ yagday bolup biler:
1) Z—: * Z—: - bu halda sistemanyn yeketik ¢oziiwi bardyr;
2) Z—: = Z_: = Z_: - bu halda sistemanyn tiikeniksiz kop ¢oziiwi bardyr;
3) Z—: = Z—: * Z_: - bu halda sistemanyn ¢oziiwi yokdyr.
Seylelikde, (1) sistemany ¢ozmekligi 1-3 sertleri barlamakdanbaglamaly. Sunlukda, 1-nji
serti yerine yetende onun ¢ézliwiini tapmak {i¢in, asakdaky usullardan peydalanmak bolar.
1) Ornuna goymak usuly. Bu usul bilen sistema ¢oziilende:
a) denlemelerini haysy hem bolsa birinde bir nédbelli beyleki nébelli arkaly afiladylyar;
b) alnan anlatma sistemanyn beyleki denlemesinde ol nibellinii ornuna goyulyar;
C) alnan bir nébellili defileme ¢6ziilyar;
d) sonra ornuna goymak arkaly ikinji ndbellinifi bahasy tapylyar.
x—2y=2
Mysal Nol {ZX n 3§ — 11
Coziiligi. Birinji denillemeden x = 2 + 2y tapyp, ony ikinji defilemede x ornuna
goyyarys: 2(2 + 2y) + 3y = 11, 7y =7, y =1 y-inn bubahasyny birinji denilemede
goyup, x-i taparys: x — 2 x 1 = 2, x = 4. Seylelikde, sistemanyn ¢6ziiwi x = 4,y = 1 bolar.
2) Gosmak usuly. Bu usul bilen sistema ¢oziilende:
a) sistemanyn denlemelerini olardaky nébellilerin birinin koyefisiyentleri garsylykly sanlar
bolaryaly edip, kébir sanlara kopeltmels;
b) sistemanyn denllemelerinin ¢gep we sag boleklerini ¢glenme-glen gosmaly;
C) alnan bir nébellili defileméni ¢ozmeli;
d) sofira nébellii ululygyn tapylan bahasynydenlemeleril birinde ornuna goyup, ikinji
nébelliniii bahasyny tapmaly.
5 +3y =8
Mysal No2 {Zx — 5y = —3
Coziiligi. Birinji defileméni 2-4, ikinjini -5-¢ kdpeldip,
10x + 6y = 16
{—10x + 25y =15
sistemany alarys we olary gosup, birinji nibellini yoklarys (yagny x nébellini):
10x + 6y = 16
{ 31y =31
Sistemanyn ikinjisinden y = 1 tapyp we ony birinjisinde goyup, x = 1 taparys. Seylelikde,
Sistemanyn ¢oziiwi x = 1, y = 1 bolar.
3) Cyzgy usuly. Bu usul bilen sistemany ¢6zmek ti¢in onun defilemeleriniii her birinin
cyzgysyny ayry-ayrylykda gurup, olaryn kesisme nokadynyn kordinatalaryny
tapmaly.

sistemany ¢6zmeli.

sistemany ¢ozmeli.



25. Tiikeniksiz kemelyin geometrik progressiya we onui clenlerinin jeminini formulasy.

Goy, {b,,} geometrik progressiya berilen bolsun. Onuii ilkinji n ¢lenleriniil jemi

by(1—-g"
S, = 1(1_:)
dendir. Bu jemi
by by
ST Tog?

gorniisde yazyp bolyar. Bu denilikden |g| < 1 bolanda n-i artmagy netijesinde g™-i barha
kemelik nola, S,,-n bolsa 11)_—1% sana yakynlagyandygy gelip ¢ykyar. Diymek

lim S, = by
nl—r>rolo n_l—%

denligi alarys. Eger S,, = b; + b, + b; + -+ + b, + -+ diyip belgilesek, onda

Sp=lim, S, yada S,= ﬁ
denligi alarys. Bu formula |g| < 1 bolandaky tiikkeniksiz kemelyan geometrik progressiyanyi

jeminin formulasy diyilyar.
26. Gorkezijili funksiya, onun hésiyetleri we grafigi.

Kesgitleme: y = a* (0 < a # 1) formula arkaly berilen funksiya a esasly gorkezijili
funksiya diyilyér.

Gorkezijili funksiyanyn asakdaky yaly hésiyetleri bardyr:
1) Bu funksiyanyn kesgitlenis oblasty R hakyky sanlaryn kopliigi;
2) Onun bahalar kopliigi R, hemme polozitel sanlaryn kopliigi;
3) a > 1 bolanda san okunda funksiya artyar; 0 < a < 1 bolanda bolsa funksiya kemelyir;
4) a-nyn islendik bahasy ii¢in a® = 1;
5) x-in we y-in islendik hakyky bahalarynda asakdaky denlikler yerliklidir:

a* a\* a*

—=a7 (@bf=a"b5 (7) =7z, b0

ax'ay = ax+y ) b bx’

)

x

y=a*, a>1

27. Logarifm. Kopeltmek hasylynyn, payyn, derejéniin logarifmleri.
Kesgitleme: a esasa gord b sanyn logarifmi diylip b sany almak ii¢in a esasy dereja
gotermek gerek bolan dereje gorkezja aydylyar.
Ol san log, b yaly belgilenyir we “a esasa gord b sanyn logarifmi” diylip okalyar. Bu
kesgitleme boyunca a'°8e? = p deiilik dogrydyr. Ona esasy logarifmik tozdestwo diyilyar.
Logarifmik asakdaky esasy hésiyetleri bardyr:
1) log, 1 =0
2) logaa=1
3) loga(xy) =logg x + log, y
4) log, G) = log, x —log, y
5) log, x? = plog, x



Birinji we ikinji hdsiyetler logarifmin kesgitlemesinden gelip ¢ykyar. Sonky {i¢iisini subut
etmek iicin esasy logarifmik tozdestwony ulanarys. Sol tozdestwa boyunca yerine yetyin
al°8a* = x, gl°8aY = y deplikleri kopeldip,

xy = qlo8aX 4 glogay (1)

deiligi alarys. Esasy logarifmik tozdestwo boyunca xy = a'°8a(**¥) (2),

(1) we (2) denliklerin ¢ep boleklerinini deniliginden olaryn sag boleklerinin denligi gelip
¢ykyar:
Bu derliklerden bolsa esaslary defi bolan derejelerin deiiliginden olaryn gorkezijilerinin deniligi
gelip ¢ykyar: log, (xy) = log, x + log, y. Edil sonun yaly

logg x x
X a ea X X
= alOgax_IOgay’ - = a10ga(y)

; - alogay
x

deilikler esasynda q!°8a*~108ay — alog“(y) denlikler yerine yetyar we ondan
log, G) = log, x — log, vy denlik gelip ¢ykyar. Derejénin hésiyeti we esasy logarifmik

tozdestwony ulanyp,
qPlogax — (alogax)p = xP = glogax?
denligi alarys. Bu yerden bolsa derejelerini we esaslaryn denliginden log, x? = plog, x denlik
gelip ¢cykyar.
Eger logarifmin esasy 10 bolsa, onda onia onluk logarifm diyilyédr we lg yaly belgilenyir.
Eger-de logarifmin esasy e san bolsa (e = 2.71), onda ona natural logarifmi diyilyar we [n bilen
belgilenyar.

28. Logarifmik funksiya, onui hésiyetleri we grafigi.

Kesgitleme: y = log, x formula arkaly berilen funksiya logarifmik funksiya diyilyér.
Logarifmik funksiyanyn asakdaky yaly hésiyetleri bardyr:
1) Logarifmik funksiyanyn kesgitlenis oblastyhemme polozitel sanlaryn kopliigidir.
2) Logarifmik funksiyanyn bahalar oblasty hemme hakyky sanlar kopliigidir.
3) Islendik hakyky y tigin log,(a”) = y deiilik yerine yetyir, yagny y = log, x funksiya
X, = a”° bolanda y, bahany alyar.
4) a > 1 bolanda logarifmik funksiya kesgitlenis oblastynda artyar, 0 < a < 1 bolanda bolsa
kemelyir.

AY A)Y
y=log,x, a>1
y=log,x, 0<a<1

A ..
(G- e

29. Sol bir argumentli trigonometrik funksiyalaryin arasyndaky baglansyk.

Merkezi kordinatalar baslangyjynda bolan birlik towerek ¢yzalyn we OE baslangy¢

radiusy a burga dwrelifi. Onda ol OB yagdaya eye bolar. A
N
Toweregin radiusynyn 1-e dendigi sebapli(R=1), / %
sinusyn we kosinusyn kesgitlemelerine gora 0 -
y = sina, x = cosa deiilikleri alarys. Onda \ J
(sina)? + (cosa)? = y? + x? = |AB|? + |0A|? bolar.




Pifagoryn teoremasyna gord, OAB goniburgly iigburclukdan |AB|? + |0A|? = |OB|? denligi

alarys. |OB| = R = 1 bolyanlygy tii¢in

sina? + cosa®? =1

; y Sina
oA =—=
g X

cosa
formulalar dogrydyr.

30. y = sinx funksiya, hisiyetleri we grafig
Bu funksiyalarn seyle hésiyetleri bar.

Bahalar kopligi [—1, 1] kesimdir
Funksiya tikdir

a ~owbdE

kemelyir.

1

we ctga =—

A

X cosa

y sina

i.

Kesgitlenis oblasty dhli hakyky sanlar kopligi

Funksiya periodikdir, esasy periody 2m dendir

Funksiya —% + 2nm, % + 2nn] kesimlerde artyar we E + 2nm, %ﬂ + Znn] kesimlerde

A

/\y= sinx

-1

[
»

T
- T
2

Grafige degisli (0,0); (%,%) ; (g, 1) ; (r, 0) nokatlary alyp, y = sinx funksiyanyn [0, 7]

kesimdéki grafigini guryarys. Ol funksiyanyi tékliginden peydalanyp, onuni [—m, ] kesimdéki
grafigini guryarys. Soiira ol funksiyanyn 27 periodikligi wsasynda, san okunda onui doly

grafigini guryarys.

31.y = cosx funksiya, hisiyetleri we grafigi.

Bu funksiyalarni seyle hésiyetleri bar.
Kesgitlenis oblasty dhli hakyky sanlar ko

Bahalar kopligi [—1, 1] kesimdir
Funksiya jiibtitdir

ok~ wn =

kemelyir. 1

pligi

Funksiya periodikdir, esasy periody 2m dendir
Funksiya [—m + 2nm, 2nm] kesimlerde artyar we [2nm, 7 + 2nm] kesimlerde

T V3
6’ 2

Grafige degisli (0; 1),(

)(% 0) , (m, —1) nokatlary alyp, y = cosx funksiyanyii

[0, ] kesimdéki grafigini guryarys. Ol funksiyanyi jibiitliginden peydalanyp, onuii [, 7]

kesimdaiki grafigini guryarys.



Sofira ol funksiyanyn 2m periodikligi esasynda, san okunda onun doly grafigini guryarys.
32.y = tgx funksiya, hisiyetleri we grafigi.

. Kesgitlenis oblasty san okunyi x # g + km k € Z nokatlaryn kopligidir

1
2. Bahalar kopligi dhli san okudyr

3. Esasy periody 1 bolan periodic funksiyadyr
4. Funksiya takdir

5

. Funksiya (—g + nm, g + nn) interwalda artyar

v

(0;0), G ; 1) , (g ; \/§) nokatlary endigan birlesdirip, y = tgx funksiyanyn [O, g)
aralykdaky grafigini we soiira ol funksiyanyn tékliginden peydalanyp (— g , g) interwaldaky
grafigini gurup bileris.

\Y
33. Oniim onui kesgitlenisi. Oniimin hisiyetleri.
y=f(®

f(x0)

/ 0] Xo Xo + Ax

flxo+Ax) fN~-~""""7
}Af :
1
iy 1
1
1

y = f(x) funksiyada x agumentin fiksirlenen (kesgitlenen) x, nokadynyn etrabynda
(towereginde) x, nokatda Ax (delta iks) artdyrma beryéris. x = xo + Ax; Ax = x — x,
Ax-argumentin artdyrmasynda y = f(x) funksiya f (x, + Ax) — f(x,) artdyrma eye bolar.
Bu tapawuda f funksiyanyn x, nokatdaky artdyrmasy diyilyar, ol Af (delta ef) bilen
belgilenyar. Af = f(xy + Ax) — f(x,). Alnan tapawudyii Ax -a bolan gatnasygyny alaly.

A flxo+8) = f(xo)

Ax Ax
Seylelik bilen alnan sana f -funksiyanyn x, nokatdaky {itgeyisinin tizligi diyilyar ya-da f
funksiyanyn x, nokatdaky oniimi diyilyér.

Kesgitleme: limp,_ % = Alim0 W
X—>

diyilyar. Ol kopleng f'(x,) (ef strih iks nol) bilen belgilenyir. Ya-da yone f” bilen belgilenyar.
Hemiselik sanyn 6niimi nola dendir.
x-1 oniimi bire dendir.

predel f funksiyanyn x,- nokatdaky 6niimi



Derejeden 6niim alnanda dereje 6hiine gecyir we dereje bir birlik kemelyir. Yagny,
(x™)" = n * x™ ! gorniisde alnyp biliner.

Mysal: y = 3x* funksiyadan 6niim almaly.

(Coziiligi: Derjeden alnan 6niimin hasiyeti boyunca bu funksiyanyn oniimi asakdaky yaly
bolar. y' = (3x*)’ = 3 * 4x*"1 = 12x3

34. Asyl funksiya we onun hésiyetleri.

Kesgitleme: Eger berlen aralygyi &hli x-leri tigin F'(x) = f(x) (1) bolsa, onda
berilen aralykda f funksiya tigin F funksiya asyl funksiya diyilyar.

f asyl funksiyalarynyn hemmesini, f funksiya ti¢in asyl funksiyanyn umum goérniisi diyip
atlandyrylyan bir formulanyn komegi bilen yazmak miimkin.

1-nji teorema: Eger F funksiya I aralykda f funksiyanyn asyl funksiyasy bolsa, onda
islendik hemiselik C san ti¢in F (x) + C funksiya hem I aralykda f funksiyanyi asyl
funksiyasydyr.

Subudy: Teoremanyn sertine gora islendik x € I tigin F'(x) = f(x) deilik yerine yetyar.
Sonufi esasynda hemiselik C san tigin [F(x) + ¢]" = F'(x) + ¢’ = F'(x) bolyanlygyna gora,
islendik x € I tigin [F (x) + ¢]’ = f(x) denlik yerine yetyir. Ol bolsa I aralykda F(x) + C
funksiyanyn hem f funksiya ii¢in asyl funksiya bolyandygyny gorkezyar.

Bu teorema goré, eger f funksiyanyn I aralykda i bolmanda bir asyl funksiyasy bar
bolsa, onda bu funksiyanyn [ aralykda tiikeniksiz kop asyl funksiyalary bardyr. Seylelikde, eger
®(x) we F(x) funksiyalar I aralykda f funksiyanyn asyl funksiyalary bolsalar, onda bu
asylfunksiyalaryil arasynda néhilli baglansyk bar diyen sorag yiize ¢ykyar.

Asyl funksiyany tapmaklygyn kdbir diizgiinlerine seredelini, bu diizgilinler
diferensirlemegin degisli diizgiinlerine menizesdir.

1-nji diizgiin. Eger f funksiya ii¢cin F asyl funksiya, g iicin G asyl funksiya bolsa, onda
f + 9 Ugin F + G asyl funksiyadyr.

Hakykatdan-da, sert boyunga F' = f we G' = g bolyanlygy tiginjemifi 6niimini
hasaplamagyn diizgiini boyunca (F + G)' = F' + G' = f +g alarys.

2-nji diizgiin. Eger f i¢in F asyl funksiya, k san hemiselik bolsa, onda kf ti¢in kF asyl
funksiyadyr.

Hakykatdan-da, k hemiselik kopeldijini 6niim belgisiniii dagyna ¢ykarmak miimkin, sona
gord-de (kF)' = kF' = kf.

3-nji diizgiin. Eger f(x) ii¢in F(x) asyl funksiya bolup k we b hemiselik bolsalar,
sunlukda k # 0 bolsa, onda f (kx + b) ti¢in %F (kx + b) asyl fuksiyadyr.

Hakykatdan-da, ¢ylsyrymly funksiyanyn oniimini hasaplamak diizgiini boyunga

1

(LFGkx+ b)) =2F Gl +b) -k = fGkx + b) alarys.



Geometriya:

1. Catyk we wertikal burclar.

Bir nokatdan ¢ykyan iki sohldnin emele getiren sekiline burg¢ diyilyar. Goni ¢yzygyn iki
nokat bilen ¢éklenen bolegine kesim diyilyar.

Eger bur¢ 180° def bolsa, ofia yazgyn burg diyilyir. Eger bur¢ 90° defi bolsa, ofia
goniburg diyilyir. Eger bur¢ 90°-dan kici, yagny géniburgdan kigi bolsa, ofia yiti bur¢ diyilyir.
Eger burg goéniburgdan uly yazgyn burgdan kici, yagny 90°-dan uly 180° kigi bolsa, ona kiitek
burg diyilyar.

g e N

Yazgyn burg Goni burg Yiti burg Kiitek burg

Bir tarapy umumy, beyleki taraplary bolsa biri beylekisinin dowamy bolan iki burga ¢atyk
burg¢lar diyilyar.

B
A\OC

1-nji surat 2-nji surat

1-nji suratda £AOB we £BOC gatyk burglardyr. Sebédbi BO bu burglaryi ikisi {igin hem umumy
tarap bolup hyzmat edyédr, AO we OC taraplar bolsa bir beylekisinifi dowamy bolup duryar, OA
we OC sohlelerifi yazgyn burg emele getiryindigi iigin ZAOB+2BOC=180°. Diymek, ¢atyk
burglaryf jemi 180°-a defidir.

Eger bir burcun taraplary beyleki burgun taraplarynyn dowamy bolsalar, beyleki iki burca
wertikal bur¢lar diyilyar.
2-nji suratdaky 1 burgun taraplarynyn dowamlary 3 burgy emele getiryar. Sona gora-de 1 we 3
bur¢lar wertikal burclardyr. Edil sonia menzes 2 we 4 burcglar hem wertikal burglardyr. 1 burg 2
burg bilen seyle hem 4 burg bilen gatykdyr. Catyk burglaryh hisiyeti boyunga £1+22=180° we
£1+24=180°. Bu yerden £2=180° — 21 we £4=180° — 21 alarys. Diymek, 2 we 4 burglaryi
gradus Olgegleri dendirler. Onda bu burglaryn 6zleri hem dendirler.

Diymek wertikal burclar dendirler.

2. Ucburcluklaryii defilik nysanlary.

Teorema (I nygan): Eger bir iicburclugyn iki tarapy we olaryii arasyndaky burcy
degislilikde basga bir iicburclugyn iki tarapyna we olaryn arasyndaky burcuna den bolsa,
onda seyle iicburcluklar dendirler.

Subudy: z2A=zA; AB=A;B;, AC=A;C; bolan ABC we A;B;C; iicburgluklar berlen bolsun.

AP AN

A &}
1-nji surat




Bu ti¢burgluklaryn dendiklerini subut edelin.(1-nji surat) ZA=2A; bolanyii¢in A depe bilen A;
gabat geler yaly AB we AC taraplar bolsa degislilikde A;B; we A;C; sohlelerin iistiine diiser yaly
edip, ABC ii¢cburclugyn A1B;C; iigbur¢lugyn iistiine goyup bolar. AB=A;B; we AC=A;C;
bolany ligin AB tarap A;1B; tarap bilen AC tarap A;C; tarap bilen, yagny B nokat B; nokat bilen
C nokat C; bilen gabat geler. Bu bolsa BC tarapyn B1C; tarap bilen gabat gelyandigini
gorkezydr. ABC we A1B1C; tigburgluklar doly gabat gelyérler. Diymek, ABC we A1B;C;
ticburcluklar dendirler. Teorema subut edildi.

Teorema (11 nysan): Eger bir iighurc¢lugyn bir tarapy we ona seplesyin iki burgy
degislilikde basgabir licburclugyn bir tarapyna we ona seplesyin den bolsa, onda beyle
iicburcluklar dendirler.

Teorema (111 nysan): Eger bir iicburclugyi ii¢ tarapy degislilikde basga bir
iicburclugyi ii¢ tarapyna den bolsa, onda seyle iicbur¢luklar deindirler.

3. Goniiburcly iicburcluklaryn deilik nysanlary.

Goniburgly ticbur¢lukda iki katetii arasyndaky burcuini goni burg bolany iicin
ticburcluklaryn denliginif birinji nysanyndan: “Eger goniburcly iichurclugyn katetleri basga
bir goniiburcly iicburclugyn katetlerine degislilikde den bolsa, onda ol iichurcluklar
dendirler” diyen tasyklama gelip ¢ykyar. Ucburcluklaryi defiliginiii ikinji nysanyndan “Eger
goniburcly iicburclugyn kateti we ofa seplesyin yiti burcy basga bir goniburcly
iicburclugyn katetine we ona seplesyin yiti burcuna deii bolsa, onda ol iicburcluklar
dendirler” diyen tassyklama gelip ¢ykyar.

Goniburgly tigburgluklaryn denliginin yene-de iki nysanyna garap gegelin.

Teorema: Eger goniburcly iicburclugyn gipotenuzasy we yiti burcy basga bir
goniiburcly iicburclugyn gipotenuzasyna we yiti bur¢yna deii bolsa, onda beyle
iichurcluklar dendirler.

Subudy: Géniiburgly tigburgluklaryf yiti bur¢larynyii jeminifi 90° dendigi iigin bu
goniiburgly ticburcluklaryn beyleki yiti burglary hem 6zara dendirler. Onda bu goniiburgly
ticburcluklar ticburgluklaryn deiiliginini ikinji nysany boyunca, yagny tarapy (gipotenuzasy)
seplesyan iki bur¢y boyunca dendirler. Teorema subut edildi.

Teorema: Eger bir goniiburg¢ly ilichurc¢luun gipotenuzasy we kateti beyleki
goniiburcly iicburclugyn gipotenuzasyna we katetine den bolsa, onda beyle iicburcluklar
dendirler.

4. Deinyanly iicburclygyn hasiyeti.

Teorema: Derniyanly iicburclugyn esasyndaky burc¢lary dendirler.

Subudy: Esasy BC bolan ABC denyanly tigburgluga seredelin we £2B=2C bolyandygyny
subut edelini (1-nji surat). Bu iigburclugyit AD bisektrisasyny gecirelifi. Ugburgluklarym
deniliginin birinji nysany boyunca BAD we CAD ii¢burgluklar dendirler. Sebébi AD tarap bu

A ticburcluklaryn ikisi icin hem umumy, ABC deniyanly tigcburgluk
bolany iicin AB=AC we AD bissektrisa bolany ii¢in
2ABD=£CAD. Bu tg¢burcluklaryn denliginden olaryn degisli
burglarynyi deriliginden olaryn degisli bur¢larynyn deriligi
B D C yagny £B=2C gelip ¢ykyar. Teorema subut edildi.
1-nji surat

Teorema: Deifyanly iicburclugyin esasyna gecirilen bissektrisasy onun hem
medianasy, hem beyikligidir.

Subudy: Yene-de 1-nji surata seredelifi. ABC defyanly iigburgluk, AD onuii esasyna
gegirilen bissektrisa. ABD we ACD ii¢burgluklaryn denliginden BD=DC we £3=24 gelip



cykyar. BD=DC deiilik D nokadyn BC tarapyn ortasydygyny gorkezyér. Diymek, AD bissektrisa
sol bir wagtynn 6ziinde ABC iicbur¢clugyin medianasybolup hyzmat edyir. 3 we 4 burclaryi
deinlliginden (¢atyk burclardygy iicin) olaryn goni burglardygy gelip ¢ykyar. Diymek, AD
bissektrisa ABC tligburclugyn beyikligi bolup hyzmat edyér. Teorema subut edildi.

Ucburclugyi her depesinden difie bir bissektrisa, bir mediana we bir beyikligi gecirip
bolyandygyna gord, deniyanly iigburglugyn esasyna gecirilen mediana bissektrisa we beyiklikdir,
edil seyle beyiklik hem bissektrisadyr we medianadyr.

5. Goni ¢yzyklaryn parallelik nysanlary.
Iki goni ¢yzygyn parallellik nysanlary. a we b goni ¢yzyklaryn kesiji ¢yzygy diylip,

olaryn ikisini hem kesyén ¢ goni ¢yzyga aydylyar. a we b goni ¢yzyklar ¢ kesiji goni ¢yzyk bilen
kesisende emele gelen 8 burgun (1-nji surat) yoriite atlary bardyr

c 3 we 5, 4 we 6 atanak yatan burglar.
1\2 b 4 we 5, 3 we 6 birtaraplayyn burglar.
4 1 we 5,4 we8,2we 6,3 we 7 degisli burclar.
Iki goni ¢yzygyn parallelliginiii bu burclaryn
5 jiibiitleri bilen baglanysykly ii¢ nysana garap gegeliii.
8\7 a
1-nji surat

Teorema: (I nysan) Eger iki goni ¢yzygy iiciinji goni ¢cyzyk kesip gecende alynyan
atanak yatan burclar den bolsa, onda ol goni ¢cyzyklar paralleldirler.

Teorema: (Il nysan) Eger iki goni ¢yzygy liciinji goni ¢cyzyk kesip gecende alynyan
degisli burglar deii bolsa, onda ol goni ¢yzyklar paralleldirler.

Teorema: (III nysan) Eger iki goni ¢yzygy iiciinji ¢ goni ¢yzyk bilen kesisende alnan
birtaraplayyn burclaryii jemi 180°-a deii bolsa, onda ol goni ¢yzyklar paralleldirler.

Parallel iki goni ¢yzygy li¢linji goni ¢yzyk kesip gecende alynyan: 1) atanak yatan burglar
denidirler; 2) degisli burglary defidirler; 3) birtaraplayyn burclaryni jemi 180°-a dendir.

6. Ucburclygyi icki burclarynyin jemi baradaky teorema.

Teorema: Ucburclugyii burclarynyii jemi 180°-a dendir.
Subudy: Erkin ABC ii¢burgluga seredelin we 2A+£B+2C=180° bolyanldygyny subut

edelin.
B nokadyn iisti bilen AC tarapa parallel bolan a goni ¢yzygy gegirelini (1-nji surat).
a B 1 we 4 burclara we AC goni ¢yzyklary AB kesiji goni
4/ 2 5 cyzyk kesip gecende alnan atanak yatyan burclar,
1 3 3 we 5 burclar bolsa a we AC goni ¢yzyklary BC kesiji goni
A C ¢yzyk kesip gecende alnan atanak yatyan burclar
1-nji surat bolany iigin £4=21, £5=23 ().

42 we 5 burclaryn jeminii bolsa B depeli yazgyn bur¢a dendigi, yagny
£4+22+25=180° boljaklygy aydyndyr. Bu yerden (1) detilikleri géz oniinde tutup alarys:
£1+22+,3=180° ya-da £A+2B+2C=180°. Teorema subut edildi.

Eger ti¢burclugyn haysy bolsa-da bir tarapyny dowam etdirsek, onda iicburclugyn
bur¢larynynl biri bilen ¢atyk bolan burg alarys. Beyle burca licburclugyn dasky burgy diyilyar.
Ucburglugyi her bir depesinde iki sany dasky burg gurup bolar.

Teorema: Ucburclugyiidasky burcy onuii bilen ¢atyk bolmadyk beyleki iki burcuii
jemine dendir.



7. Ucburclygyii garsysyndaky taraplary bilen burclarynyii arasyndaky baglanysyk.

Teorema: Ucburclukda uly tarapyii garsysynda uly bur¢ yatyar we tersine, uly
burcun garsysynda uly tarap yatyar.

Netije: Goniburgly ligburglukda gipotenuza katetlerden ulydyr. Dogurdan-da, gipotenuza
goni burgun, katet bolsa yiti bur¢uil garsysynda yatyar.

8. Ucburclyk deiisizligi.

Teorema: Ucburclugyti her bir tarapy onuii beyleki iki tarapynyi jeminden kicidir.
Subudy: Erkin ABC ii¢burclugy alalyn we AB<AC+CB bolyandygyny subut edelin. AC
tarapyin dowamynda BC tarapa deii bolan CD kesimi alyp goyalyn (1-nji surat).
Alnan BCD denyanly ticbur¢lukda 1 we 2 burglar
dendirler. ABD tiigbur¢lukda ZABD>21, diymek,
£1=1£2 bolany ii¢in, ZABD<£2. Ugburglukda uly

burcuil garsysynda uly tarapyiiyatyanlygy licin, AD>AB >
AD=AC+CD=AC+CB bolany ii¢in AC+CB>AB A t D
deiisizligi alarys. Teorema subut edildi. C

1-nji surat

Netije: Bir goni ¢yzykda yatmayan A, B we C ii¢ nokat ilicin AB<AC+BC,
AC < AB +BC, BC<BA+AC deiisizlikler dogrudyr. Bu densizlikleriii her birine ticburglugyn
dentsizligi diyilyér.

9. Giiberg¢ek kopburclygyn icki bur¢larynyn jemi baradaky teorema.

Teorema: Giibercek n-burclugyi icki bur¢larynyi jemi (n-2)-180° dendir.
Subudy: 1-nji suratda sekillendirilen giiber¢ek n burgluga seredelin. Bu kopburglugyn

burclarynyil jemini tapmak ii¢in bir depesinden A, A; A, A;
ahli dagonallaryny gecireliii. Sonda n bur¢luk
kopburgluklara boliiner (2-nji surat). A A

Bu tigbur¢luklaryil sany n burglugyn taraplarynyn
Sanyndan 2 san kemdir, yagny n-2 — 4 denidir. Her bir AN Al A, Ani
licburglugyn burglarynyti jeminifi 180°-a defidigini 1-nji surat 2-nji surat

g0z onlinde tutup, n burclugyi bur¢larynyn jeminin
(n-2)-180° bolyanlygyny tapyarys.
10. Parallelogramyii hisiyetleri.

Kesgitleme: Garsylykly taraplary jiibiit-jiibiitden parallel bolan doértburcluga
parallelogram diyily:r.

7L =

1-nji surat 2-nji surat 3-nji surat

1-nji suratda ABJICD, ADIIBC bolan ABCD parallelogram sekillendirilendir.
Parallelogramyn kébir hésiyetlerine seredip gegelin.



1. Parallelogramyn diagonaly ony dei iki ilichurcluga bolyiar. ABCD parallelograma
seredelin (2-nji surat). AC diagonal bu parallelogramy ABC we ADC iki iigcbur¢luga bolyar. Bir
tarapy we ona seplesyén iki burgy boyunca ABC we ADC ii¢cburgluklar dendirler. Sebidbi AC
tarap bu licburcluklaryn ikisi {icin hem umumy, CD we AB parallel taraplar kesiji AC goni
¢yzyk bilen kesilende alnan atanak yatyan burglar hokmiinde 21=£2, BC we AD parallel
taraplary kesiji AC goni ¢yzyk bilen kesilende alnan atanak yatyan burclar hokmiinde £3=24.

2. Parallelogramyn garsylykly taraplary we garsylykly bur¢lary 6zara dendirler. ABC
we AC iicburgluklaryn denliginden (2-nji surat) olaryn degisli taraplarynyn we burglarynyn
deniligi, yagny AB=CD, BC=AD we «£B=£D alynyar. 2£1=£2 we «£3=24 denliklerden
peydalanyp alarys: ZA=21+2£3=2£2+24=2C. Diymek, £A=2C.

3. Parallelogramyn diogonallary kesisme nokadynda den yarpa boéliinyirler. Goy AC
we BD ABCD parallelogramyn diogonallary we O olaryi kesisme nokady bolsun. AO=0OC we
BO=0D bolyanlygyny subut edelin (3-nji surat). Munun ii¢in garsylykly yerlesen tigbur¢luklaryn
haysy bolsa-da bir jiibiitini, meselm, AOB we DOC ii¢cburcluklary denesdirip gorelin. Bu
ticburcluklarda parallelogramyn garsylykly taraplary bolany tigin AB=DC. DC we AB parallel
goni ¢yzyklary kesiji AC goni ¢yzyk kesip gecende emele gelyédn atanak yatyan burglar bolany
ticin £1=2£2. DC we AB parallel goni ¢yzyklary kesiji BD goni ¢yzyk kesip gecende emele
gelyin atanak yatyan burglar bolany tigin £3=24.

Bu yerden iicburgluklaryn deiiliginini ikinji nysany (bir tarapy we oma seplesydn iki
burcy) boyunga DOC iigburcluk AOB iicburcluga dendir. Den iilicburcluklarda bolsa den
burclaryn garsysynda den taraplar yatyar. Diymek, AO=OC we BO=0D.

11. Parallelogramyi nysanlary.

Parallelogramyn {i¢ nysanyna seredelin.
1. Eger dortburclugyn garsylykly iki tarapy defi we parallel bolsa, onda ol doértburcluk

parallelogramdyr.
C B

D A
1-nji surat
Goy, ABCD dortburglukda AB=CD we ABIICD bolsun. ABCD dértburgluk
parallelogramdygyny subut edelin (1-nji surat). Dortburclugyn AC diogonalyby gecirelin. AB
we CD parallel goni ¢yzyklary AC kesiji goni ¢yzyk kesip gecende alnan atanak yatyan burglar
hokmiinde £1=22. AB=CD we AC tarapyn umumy hem-de £1=2£2 bolany {i¢in, tigburgluklaryn
denlliginin birinji nysany (iki tarapy we olaryn arasyndaky burgy) boyunga ABC we ADC
tcburcgluklar dendirler. Bu tigburgluklaryn denliginden 3 we 4 bur¢laryn dendigi gelip ¢ykyar,
clinki olar den tigburgluklarda den taraplaryn garsysynda yatyarlar. Emma 3 we 4 burglar AD we
BC goni ¢yzyklary AC kesiji goni ¢yzyk kesip gecende alnan atanak yatan burclardyr. Diymek,
AD we BC taraplar 6zara paralleldir. Bu bolsa ABCD dortburglugyn parallelogramdygyny
gorkezydr.
2. Eger dortburclugyii garsylykly taraplary jiibiit-jiibiitden deii bolsalar, onda ol
dortbur¢luk parallelogramdyr.
3. Eger dortburclugyii diogonallary kesisseler we kesisme nokadynda den yarpa
boliinydn bolsalar, onda ol dortburcluk parallelogramdyr.



12. Rombyii diagonallarynyn hiisiyetleri.

Ahli taraplary deit bolan parallelograma romb diiyilyir.
Romb parallelogram bolany {i¢in, ol parallelogramyn &hli hisiyetlerine eyedir.

Rombursi diagonaly ony deri iki iichurcluga bulydr. Romburi garsylykly taraplary we
bur¢lary ézara deridirler, onusi diagonallary bolsa kesisme nokadynda deri yarpa buliinyirler.

Bulardan basga-da romb asakdaky ayratyn hasiyetlere eyedir:

Rombusi diagonallary ézara perpindikulyardyrlar we onusi burglaryny desi yarpa
bulydrler. B

1-nji surat.

ABCD romba seredelin (1-nji sur.). ACLBD bolyandygyny we her bir diagonalyn degisli
burglary den yarpa bolyandigini subut etmek talap edilyar. Meselem, zBAC=s£DAC
bolyandygyny subut edelin. Kesgitlenisi boyunca AB=AD, sona gori-de BAD denyanly
tichurglukdyr. Romb parallelogram bolany ii¢in, onun diagonallary O kesisme nokadynda yarpa
bolinyarler. Diymek, AO kesim BAD denyanly tigbur¢lugyin medianasydyr, beyikligidir hem-de
bissektrisasydyr. Sona goran — de ACLBD we 2BAC=2CAD. Subut etmelimiz hem sudy.

13. Kwadratyn we goniiburclugyi meydanlary.

Eger kwadratyn tarapy kesimleri 6l¢emegin saylanylyp alnan birliginde a san bilen
afiladylyan bolsa, onda bu kwadratyii meydany a® san bilen afladylyar.

Seylelik bilen, tarapy a defi bolan kwadratyi meydany S=a’ formula boyunca
hasaplanylyar.

Teorema: Goniiburclugyin meydany onuin c¢atyk taraplarynyi képeltmek hasylyna
dendir.

Subudy. Taraplary a, b we meydany S bolan goniiburgluga (1-nji sur.) seredelin.

a
1-nji surat

Bu goniburglugy 1-nji suratda gorkezilisi yaly, tarapy a+b bolan kwadrata genli
dolduralyi. Kwadratyfi meydanynyi formulasyna goré bu tize alnan kwadratyii meydany (a+b)?
dendir.

Bu kwadratyn meydany S bolan berlen goniiburclukdan, ona den bolan S meydanly
goniiburclukdan hem-de meydanlary a* we b? bolan iki kwadratdan diiziilendir.

a b

(a+b)?=S+S+a*+h?
ya-da a’+2ab+b*=2S+a’+b?
Bu yerden 2S=2ab; S=ab alarys. Teorema subut edildi.



14. Parallelogramyi meydanynyi formulalary.

Parallelogramyn islendik bir tarapyny onun esasy, garsysyndaky tarapyn islendik
nokadyndan esasy o6ziinde saklayan goni ¢yzyga inderilen perpendikulyary bolsa onun
beyikligi diyip sertleselin.

Teorema: Parallelogramysi meydany onusi esasynysi beyikligine képeldilmegine

dendir.
B C

1 2
H D

O
K

1-nji surat

Subudy. S meydanly ABCD parallelograma seredelin. AD tarapy esas edip alyp, BH
we CK beyiklikleri gegirelin (1-nji surat). SSAD+BH bolyandygyny subut etmek talap edilyar.

IIki bilen HBCK goniiburglugyn meydanynyn hem S bolyandygyny subut edelin. ABCK
trapesiya ABCD parallelogramdan we DCK tigburglukdan diiziilendir. Seyle hem bu trapesiya
HBCK goniiburglukdan we ABH iticburglukdan diiziilendir. Emma DCK we ABH goniiburgly
ticburgluklar gipotenuzalary we vyiti burglary boyunca dendirler. Sebabi olaryn AB we CD
gipotenuzalary parallelogramyn garsylykly taraplary hokmiinde dendirler. 1 we 2 burglary bolsa
AB we CD parallel goni ¢yzyklary kesiji AD goni ¢yzyk kesip gecende alnan degisli burglar
hokmiinde dendirler. Diymek, meydanyn 1-nji hasiyetine gora ABH we DCK goniiburgly
tigburgluklaryn meydanlary dendirler. Bu yerden ABCD parallelogramyn we HBCK
gongburclugyn meydanlarynyn dendikleri gelip ¢ykyar. Gontiburglugyn meydany hakyndaky
teorema gorda S=BC+BH. BC=AD bolany iicin S=SAD+BH. Teorema subut edildi.

15. Ugbur¢lugyin meydanynyi formulalary.

Ugburclugyni haysy hem bolsa bir tarapyna onui esasy diyilyir. Beyiklik diylende bolsa
tighurglugyn depesinden onun esasyna ya-da esasyny oziinde saklayan goni ¢yzyga gegirilen
perpendikulyar goz oniinde tutulyar.

Teorema: Ucburclugyii meydany onuii esasynyi beyikligine kopeltmek hasylynyii
yurysyna dendir.

Subudy. Goy, ABC iigbur¢lugyn meydany S bolsun (1-nji sur.). AB tarapy esas edip
alyp, ticburglugyn CH beyikligini gegirelin. S=0,5«xAB*CH bolyanlygyny subut edelin.

c , D

1
A Ho B
1-nji surat

1-nji suratda gorkezilisi yaly, ABC ticburglugy ABDC parallelograma ¢enli dolduralyn.
ABC we DCB iigburgluklar tigcburgluklaryn deiliginin t¢iinji nysany boyunca dendirler. BC
olaryn ikisi ligin hem umumy tarap, parallelogramyn garsylykly taraplary hokmiinde AB=CD
we AC=BD. ABC we DCB iicburcluklaryn denliginden olaryn meydanlarynyn denligi gelip
cykyar. Diymek, ABC iicburglugyn meydany ABCD parallelogramyn meydanynyn yarysyna
dendir, yagny S=0.5xAB+CH. Teorema subut edildi.

1-netije. Goniiburcly tigburclugyn meydany onun katetlerinin kopeltmek hasylynyn
yarysyna dendir.




2-netije. Eger iki ticburglugyn beyiklikieri den bolsa, onda olaryn meydanlary olaryn
esaslary yaly gatnagyarlar.

Teorema. Eger bir iigburclugyn burg¢y beyleki bir iicburclugyi burguna dein bolsa,
onda bu ii¢burcluklaryin meydanlary sol deii burclary emele getiryin taraplaryn
kopeltmek hasyllary yaly gatnasyarlar.

16. Trapesiyanyn meydanynyn formulasy.

Adatga, erkin kopburglugyn meydanyny tapmak ticin ol kopburglugy ticburgluklara
bolyarler. Sonra her bir lighur¢lugyn meydanyny tapyp, olary gosyarlar. Bu ti¢cburgluklaryn
meydanlarynyn jemi berlen kopbur¢lugyn meydanyna dendir(I-nji sur.).

L

|

1-njisurat. S=S,+S,+5S;
Su usuldan peydalanyp, trapesiyanyin meydanynyn formulasyny getirip ¢ykaralyn.
Trapesiyanyn esaslarynyrn birinisn islendik nokadyndan beyleki esasy éziinde saklayan
goni ¢yzyga gecirilen perdendikulyara trapesiyanyn beyikligi diyilydr. 2-nji suratdaky BH
kesim ABCD trapesiyanyn beyikligidir.

2-nji surat.

Teorema: Trapesiyanyi meydany onui esaslarynyi jeminii yarysynyi beyikligine
kopeldilmegine dendir.
Subudy: Esaslary AD we BC, beyikligi BH hem-de meydany S bolan ABCD trapesiya seredelin
(2-nji surat.). Bu trapesiyanyn meydanynyn S=0,5(AD+BC)BH boljaklygyny subut edelin.

BD diagonal ABCD trapesiyany ABD we BCD tigburgluklara bolyar. Sona gora-de
S = Samp + Spcp-

AD we BH kesimleri ABD iigburc¢lugyn, BC we DH, kesimleri BCD tigbur¢lugyn esaslary
we beyiklikleri hokmiinde alalyn. Onda

Sagp = 0,5-AD -BH, Sgcp =0,5-BCD-H{.DH{ = BH bolany iigin,

Sgecp = 0,5-BC - BH. Seylelik bilen, S=0,5-AD-BH+0,5-BC-BH=0,5(AD+BC) BH.
Teorema subut edildi.

17. Ucburclyklaryi meiizeslik nysanlary.
B
B

A C AlA C,

Yokarda gorkezilen iigburgluklara seredelii. Bu iicbur¢luklar mefizesdir. Bularyi
menzesligi asakdaky {i¢ sany teorema esasynda gérkezmek bolar.

Teorema: Eger bir iicburclugyn iki burcgy degislilikde beyleki iicburclugyn iki
burguna deii bolsa, onda bu iicburcluklar meizesdirler. Yagny, eger 2A = £A;, 2B = 2B,
bolsa, onda AABC~AA,B,C4




Teorema: Eger bir iicburclugyn iki tarapy beyleki iicburclugyn iki tarapyna
proporsional we bu taraplaryii emele getiren burclary dei bolsa, onda bu iicburgluklar
menzesdirler. Yagny, eger AB:A;B;=AC:A;C; we £A= A4 bolsa, onda
AABC~AA.B,C4

Teorema: Eger bir iicburclugyn ii¢ tarapy beyleki ii¢burc¢lugyn ii¢ tarapyna

- o v . ¢ AB BC AC
proporsional bolsa, onda bu ii¢gburc¢luklar menzesdirler. Yagny, = = bolsa,

A1B1  B1C1  A1Cq
onda AABC~AA.B,C4.

18. Ucburclygyii orta ¢cyzygy we onuii hisiyeti.

Ucburglugyn iki tarapynyn ortalaryny birikdirydn kesime onusi orta ¢yzygy diyilyar.
Ucburglugym orta ¢yzygy hakyndaky teoremany subut edelifi.

Teorema: Ucburclugyii orta ¢yzygy onuii iiciiinji tarapyna paralleldir we sol
tarapyn yarysyna dendir.

A C
1-nji surat.

Subudy: Goy, MK kesim ABC iicbur¢lugyn orta ¢yzygy bolsun (1-nji surat.). MK /AC
we MK=0,5AC bolyandygyny subut edelin. BKM we BAC tgburg¢luklar tigburgluklaryn
e ey e e , BM _ BK .
mefizesliginin ikinji nysany boyunca (B bur¢ umumy, T 0,5) menzesdir. Sona gora-de

21=22 MK we % = 0,5 . 21=,2 defilikden MK JAC, % = 0,5 denlikden bolsa, MK=0,5-AC
gelip ¢ykyar. Teorema subut edildi.

19. Towerege galtasyan we onun hésiyeti.

Towerek bilen dizie bir umumy nokady bolan goni ¢yzyga galtagyan goni ¢yzyk, umumy
nokada bolsa galtasma nokady diyilydr.

Galtagyan goni ¢yzygyn hasiyeti hakyndaky teoremany subut edelin.

Teorema: Towerege galtagyan goni ¢yzyk bu toweregii galtasma nokada
gecirilen radiusyna perpendikulyardyr.

Subudy. Goy, p goni ¢yzyk O merkezli towerege A nokatda galtagyan bolsun p
galtagyan goni ¢yzygyn OA radiusa perpendikulyardygyny subut edelin (I-nji surat.).

P A

e

1-nji surat.

p galtasyan goni ¢yzyk OA radiusa perpendikulyar dildir diyip giiman edelin. Bu
yagdayda OA radius p goni ¢yzyga gegirilen yapgyt ¢yzyk bolar.

O nokatdan p goni ¢yzyga gegirilen perpendikulyar OA vapgyt ¢yzykdan Kigidir.
Diymek, toweregin O merkezinden p goni ¢yzyga cenli uzaklyk radiusdan kigi bolar. Sona
goro-de p goni ¢yzyk bilen toweregin iki sany umumy nokady bolmalydyr.

Emma bu meseldnin sertine garsy gelyér. Sebébi p galtasyan goni ¢yzyk. Bu garsylyk
bolsa bagdaky giiman etmamizin nadogrydygyny gorkezyar. Diymek, p galtagyan goni ¢yzyk
OA radiusa perpendikulyardyr. Teorema subut edildi.



Bir nokatdan towerege gecirilen galtasyan iki goni ¢yzygyn kesimleri 6zara dendirler
hem-de olar bu nokat we toweregin merkezi arkaly ge¢ydn goni ¢yzyk bilen desn bur¢lary emele
getiryqdrler.

Teorema: Radiusyn toweregin iistiinde yatan ucky nokadynda radiusa
perpendikulyar bolan goni ¢yzyk towerege galtasyan goni ¢yzykdyr.

Subudy .Teoremanyn sertinden berlen radiusyn toweregin merkezinden berlen goni
cyzyga gegirilen perpendikulyardygy gelip ¢ykyar. Sona gora-de, toweregin merkezinden goni
¢yzyga cenli uzaklyk radiusa dendir. Diymek, goni ¢yzygyn we toweregin difie bir umumy
nokady bardyr. Bu bolsa berlen goni ¢yzygyn towerege galtasyan goni ¢yzykdygyny anladyar.
Teorema subut edildi.

20. Trapesiyanyn orta ¢yzygy we onuii hésiyeti.

Gapdal taraplarynyn ortalaryny birikdirydn kesime trapesiyanyn orta ¢yzygy diyilydr.

Teorema:Trapesiyanyii orta ¢yzygy onuii esaslaryna paralleldir we olaryii yarym
jemine deridir.

Subudy. Goy, ABCD berlen trapesiya we MP onun orta ¢yzygy bolsun (1-nji surat).

.
v o~ .

D

1-nji surat.
B depe we CD gapdal tarapyn P ortasy arkaly goni ¢yzyk gecirelin. AD goni ¢yzygy kébir E
nokatda kesyir. CP=PD, «£1=«2 (atanak yatan burglar), £3=24 (dik burglar) bolany tigin BCP
we EPD tgburgluklar tigburgluklaryn denliginin ikinji nysany boyunca dendirler. ABCP=4EPD
denilikden PB=PE, BC=ED denlikler gelip ¢ykyar. Trapesiyanyn PM orta ¢yzygy ABE
tichurglugyn hem orta ¢yzygydyr. Bu yerden PM/AE we PM=0,5-AE=0,5 (AD+BC) alynyar.
Teorema subut edildi.

21. Ucburclygyi dasyndan ¢yzylan towerek.

Eger kopburglugyn dhli depeleri toweregin iistiinde yatyan bolsa, onda towerege
kopbur¢lugyn dasyndan ¢yzylan towerek, kopbur¢luga bolsa bu téweregin icinden ¢yzylan
kopburgluk diyilydr.

Teorema: Islendik iigburclugyn dasyndan towerek ¢yzyp bolar.

1-nji surat.

Subudy. ABC iicburclugyn taraplarynyn orta perpendikulyarlarynyn kesisme nokadyny
O bilen belgilap, OA, OB we OC kesimleri gegirelin (1-nji surat). O nokadyn tgburglugyn
depelerinden dendaslasanlygy iicin OA=0OB=0C. Sona gora-de O merkezli OA radiusly
towerek tigburglugyn &hli depelerininn tstiinden gegyar, yagny ABC ig¢burglugyn dasyndan
¢yzylan towerekdir. Teorema subut edildi.

Bellik.Ugbur¢lugyn dasyndan difie bir towerek ¢yzyp bolyandygyny bellip gecelin. Eger
tichurglugyn dasyndan iki towerek ¢yzyp bolyar diyip giiman etsek, onda olaryn her birinin



merkezi ticburglugyn depelerinden dendaslasandyr. Sona gora-de ol merkezler icburglugyn
taraplarynyn orta perpendikulyarlarynyn kesisme nokady bolan O nokat bilen gabat geler.
Radius bolsa O nokatdan tigburclugyn depesine cenli uzaklyk bilen gabat gelyar. Diymek, bu
towerekler gabat gelyérler.

22. Ucbur¢lygyh icinden ¢yzylan towerek.

Eger kopburglugyn ahli taraplary towerege galtasyan bolsa,onda ol towerege
kopburglugyn icinden ¢yzylan towerek, kopburgluga bolsa bu téoweregin dasyndan
¢yzylan kopburgluk diyilyar.

D

Irll-nji surat.
1-nji suratda EFMH dortburgluk towereginn dagyndan ¢yzylan kopburglukdyr. DKMH
dortburgluk bolsa bu toweregin dasyndan ¢yzylan kopburgluk daldir, sebibi onun DK tarapy
towerege galtagsmayar. 2-nji suratda ABC tgburcluk O merkezli toweregin dasyndan

cyzylandyr.

2-nji surat.

Ucburclugym icinden ¢yzylan towerek baradaky teoremany subut edeliii.

Teorema: Islendik iicburclugyn icinden towerek ¢yzyp bolar.

Subudy. Erkin ABC iigburclugyn bissektrisalarynyn kesisme nokadyny O bilen
belgilalin. AB,BC,CK taraplara degislilikde OK,OH,OM perpendikulyarlary gecirelin (2-nji
surat). O nokadyn ABC tichurglugyn taraplaryndan dendaslasanlygy ticin OK= OH=0OM. Sona
gord-de O merkezli OK radiusly towerek K, H we M nokatlaryn iistiinden gegyér. OK, OH we
OM radiuslar perpendikulyar bolany ii¢cin ABC igcburglugyn taraplary towerege K, H, M
nokatlarda galtagyarlar. Diymek, O merkezli OK radiusly téwerek ABC iicburglugyn iginden
¢yzylandyr. Teorema subut edildi.

Bellik. Ugburglugynt icinden difie bir tdwerek ¢yzyp bolyandygyny bellip
gegelin. Eger ticburclugyn icinden iki towerek ¢yzyp bolar diyip giiman etsek, onda her bir
toweregin merkezi ligburglugyn taraplaryndan den daslykda yatardylar we bissektrisalaryn
kesisme nokady bolan O nokat bilen gabat gelerdiler. Téweregini radiusy bolsa O nokatdan
ticburglugyn tarapyna ¢enli uzaklyga den bolardy. Diymek, bu towerekler gabat gelyarler.

23. Merkezi we icinden ¢yzylan burglar.

Depesi toweregiii merkezinde bolan burca merkezi burg diyilyir.

Toweregin dugasyny graduslarda 6lgap bolyar. Eger O merkezli téweregin AB dugasy
yarym towerekden Kigi ya-da yarym towerege den bolsa, onda onun gradus 6lgcegi AOB merkezi
burgun gradus 6l¢egine dendir. Eger AB duga yarym téwerekden uly bolsa, onda onun gradus



ol¢egi 360°-«A0OB dendir (1-nji surat). Bu yerden toweregin umumy uglary bolan iki
dugasynyn gradus dlgeglerinin jeminin 360° denligi gelip ¢ykyar.
L

A B
1-nji surat.

Depesi toweregiii distiinde bolup, taraplary bolsa téweregi kesip gegydn burga icinden
¢yzylan burg diyilyir.

Icinden ¢yzylan bur¢ hakyndaky teoremany subut edelif.

Teorema: Iginden ¢yzylan bur¢ 6z dayanyan dugasynyi yarysy bilen él¢enyar.

Subudy. Goy, ABC bur¢ O merkezli toweregiit AC dugasyna dayanyan i¢inden ¢yzylan

B B

A

2-nji surat. 3-nji surat.

bur¢ bolsun (2 -nji surat). ZABC= =0,5UAC bolyandygyny subut edelii. BO sohlanin ABC
burca goré yerlesisinin miimkin bolan {i¢ yagdayyna seredelin.

1) BO sohle ABC burcuit bir tarapy, meselem, BC tarapy bilen gabat gelyir (3-nji surat). Bu
yagdayda AC duga yarym towerekden Kigi bolyar. Sona gora-de £AOC =UAC. ABO denyanly
tichurgluk bolany {igin onun esasyna seplesyan 1 we 2 burglar dendirler, £AOC bolsa ABO
denyanly tgburglugyn dasky burgydyr. Sona gord-de, £AOC =z1+22=2« 1. Bu yerden
221 =UAC ya-da £ABC = «1 =0,5UAC gelip ¢ykyar.

2) BO sohle ABC burgy iki burca bolyir. Bu yagdayda BO sohle AC dugany kibir D nokatda
kesyarr (4-nji surat).

4-nji surat. 5-nji surat.

D nokatda AC dugany AD we DC iki duga bolyir. On subut edisimize gorda ZABD=0,5UAD we
«<DBC=0,5UDC. Bu denlikleri gosup alarys: <ABD+«DBC=0,5UAD+0,5UDC ya-da
£ABC=0,5UAC. Arenjisurat

3) BO sohle ABC burgy iki burca bslmeyir we onun hig bir tarapy bilen gabat gelmeyir
(5-nji surat). On subut edisimize gorda ZABD=0,5UAD ~ABC=ABD-«CBD bolany iicin alarys:
«ABC =0,5UAD-0,5UCD =0,5AC . Teorema subut edildi.

6-njy surat. 7-nji surat.
1-nji netije. Sol bir duga dayanyan iginden ¢yzylan burglaryn hemmesi 6zara dendirler
(6-njy surat).
2-nji netije. Yarym towerege dayanyan icinden ¢yzylan burg goni burcdur (7-nji surat).



24. Toweregin dasyndan ¢yzylan dortburclyk.

Ucburglukdan tapawutlylykda her bir doértburglugyni iginden towerek cyzyp bolmaz.
Meselem, kwadrat bolmadyk, yagny catyk taraplary deni bolmadyk goniiburglugyn iginden
towerek ¢yzyp bolmaz. Beyle goniiburglugyn iginden onui {i¢ tarapyna galtagyan towerek ¢yzyp
bolar, emma &hli dort tarapyna galtasyan towerek gegirip bolmaz (1-nji surat).

1-nji surat.

Eger dortburglugyn icinden téwerek ¢yzyp bolsa, onda onun taraplary asakdaky ajayyp
hasiyete eyedir.

Islendik dasyndan ¢yzylan dortburclugyri garsylykly taraplarynyii jemi deridir.
2-nji suratdan peydalanyp, bu hasiyetin dogrulygyna goz yetirip bolar. Bu suratda galtasyan
taraplaryn den kesimleri sol bir harplar bilen belgilenendir. Dogrudan hem AB+CD=a+b+c+d,
BC+AD=a+b+c+d. Sona gora-de AB+CD-BC+AD.

b <C

c

d

a I’ D
Aa

2-nji surat.

Bu tassyklama ters bolan “Eger dértburglugyn garsylykly taraplarynyn jemi den bolsa,
onda bu dortburglugyn icinden téwerek ¢yzyp bolar ” diyen tassyklamada dogrudyr.

25. Toweregin icinden ¢yzylan dortburclyk.

Ugburgluklardan tapawutlylykda islendik dértburglugy dasyndan towerek c¢yzyp
bolmaz. Meselem, kwadrat bolmadyk rombun dagyndan towerek ¢yzyp bolmayar.

Eger dortburglugyn dasyndan téwerek ¢yzyp bolyan bolsa, onda onun burglary asakdaky
ajayyp hasiyete eyedir. .

A D
1-nji surat.

Islendik i¢inden ¢yzylan dértburglugyii garsylykly burglarynyii jemi 180° deridir.
1-nji suratdan we iginden ¢yzylan bur¢ hakyndaky teoremadan peydalanyp bu hésiyetin
dogrulygyna goz yetirmek kyn daldir. Dogrudan-da, 2A=0,5UBCD, «£C= 0,5UBAD bolany iigin
£A+2C=0,5(U BCD+U BAD)=0,5-360°=180°

Su tassyklama ters bolan: “Eger dortburclugyn garsylykly bur¢larynyn jemi 180° den
bolsa, onda onun dasyndan téwerek ¢yzyp bolar” diyen tassyklamada dogrudyr.



26. Pifagoryn teoremasy.

Meydanlaryn hésiyetlerinden peydalanyp, goniiburcly ticburclugyn katetlerinin we
gipotenuzasynyn arasyndaky ajayyp gatnasygy tapyarys. Hazirki subut etjek teoremamyza
Pifagoryn teoremasy diyilyar we ol geometriyanyn ifi wajyp teoremalarynyn biri bolup duryar.

Teorema: Goniiburgly iicburclugyi gipotenuzasynyn kwadraty onui katetlerinin
kwadratlarynyn jemine deidir.

Subudy. Katetleri a, b we gipotenuzasy ¢ bolan goniiburgly tigbur¢luga (1-nji surat)

seredelin.
C
b

a
1-nji surat.

c?= a? +b? bolyandygyny subut edeliti.

a . A
2-nji surat.

2-nji suratda gorkezilisi yaly bu ticburglugyn tarapy a+b bolan kwadrata dolduralyn. Bu
kwadratyit meydany (a + b)? defdir. Beyleki bir tarapdan, bu kwadrat her birinifi katetleri a we
b bolan dort sany den gontiburgly tigburglukdan we tarapy ¢ bolan kwadratdan diiziilendir. Sona
gori-de S = 4-0,5-ab+ ¢* = 2ab+c?

Seylelik bilen (a + b)? = 2ab + ¢? . Bu yerden c?=a’+h? deiiligi alarys. Teorema subut
edildi.

Pifagoryn teoremasyna ters teorema:

Teorema: Eger tgburglugyn bir tarapynyn kwadraty onun beyleki iki tarapynyn
kwadratlarynyn jemine den bolsa, onda bu tigbur¢luk goniiburgly ticburglukdyr.

27. Goniiburgly iichurclygyn taraplary bilen burclarynyn arasyndaky gatnasyklar.

1-nji surat.

C burgy goni bolan ABC goniiburgly ticburgluga seredelin (1-nji surat). BC katete A
burgun garsysynda yatan katet, AC katete boisa, A burca seplesyan katet diyilyar.
A burcguii garsysynda yatan BC katetiti AB gipotenuza bolan gatnasygyna A burcuri
sinusy diyilydr. (sinA bilen belgilenydr we “sinus A” diyilip okalyar).
BC

inA = — 1
sin 1B (1)

A burga seplesyin AC katetifi AB gipotenuza bolan gatnasygyna A burguii kosinusy
diyilydr. (cosA bilen belgilenydr we “kosinus A” diyilip okalyar).

AC
(2)

A=—
cos B



A burguri garsysynda yatyan BC katetifi bu burga seplesyin AC katete bolan gatnasygyna A
burguri tangensy diyilydr. (tgA bilen belgilenyar we “tangens A” diyilip okalyar).
tgA = — (3)

(1) we (2) formulalary ulanyp alarys:
sinA _ BC AC _ BC AB _ BC
cosA AB AB AB AC AC

sinA

Bu denligi (3) denlik bilen denesdirsek tgA = —
sol burguni sinusynyn sol burgunn kosinusyna bolan gatnasygyna dendir.
Eger bir goniibur¢ly di¢cburclugyn yiti burgy beyleki gondbur¢ly dicburglugyn yiti bur¢una
den bolsa, onda bu bur¢laryn sinuslary, kosinuslary we tangensleri dendir.
sina? + cosa® = 1 (5)
Bu formula trigonometrik (“trigonometriya” grek sozii bolup tiirkmenge terjime edilende
“ligbr¢lugy 6l¢emek” diymegi anladyar) tozdestwo diyilyar.

(4) formulany alarys. Burcun tangensi

28. 30°, 45° we 60° burglaryii sinusy, kosinusy we tangensi.

I1ki bilen 30° we 60° burglar tigin sinusyn, kosinusynn we tangensiin bahalaryny tapalyn.
Munun tigin £4=30° we £B=60° bolan C goniiburgly ABC tichurgluga seredelin (1-nji surat).

B By
FR’\\
30° h-
C A (: 0 5 A

1-nji surat. 2-nji surat.

30° burgun garsysynda yatan katet gipotenuzanyn yarysyna dendir, yagny BC:AB=0,5.
Emma BC:4AB=sinA=sin30°. Seyle hem BC:AB=cosB=cos60°. Diymek, sin30°=0,5,
cos60°=0,5. Esasy trigonometrik tozdestwony ulanyp alarys:

’ 1 V3
c0s30° =+/1 —sin230° = |1 ~2=5

/ 1 V3
sin60° = /1 — cos260° = |1 -1=5

tgA = z:: formulany ulanyp alarys:
sin30° 1 sin60°
tg30° = =—; tg60°= =V3
g cos30° /3 g cos60° V3

Indi sin45°, cos45° tg45° tapalyn. Onun {igin C burgy goni bolan ABC denyanly
goniburgluga seredelin (2-nji surat). Bu tigbur¢lukda AC=BC, 2A=£B=45°. Pifagoryn
teoremasyny ulanyp AB’=AC’*+BC?*=2AC*=2BC? alarys.

Soiiky deillikden AC = BC = % gelip gykyar.

” 40 — gina —BC _ 1 _ V2, 0 _ _AC_1 _ V2
Diymek, sin45® = sinA = yrimiv-Aniew c0s45" = cosA = v ik
tg45° = tgA = i—g = 1 bahalaryny taparys.



29. Wektorlar. Wektorlary gosmak, ayyrmak. Wektory sana kopeltmek.

Kesgitleme. Haysy ujunyn baslangycdygy, haysy wjunyn bolsa ahyrdygy gorkezilen
kesime ugrykdyrylan kesim ya-da wektor diyilydr.

Wektorlary gosmagyn iicbur¢luk diizgiini
Goy, d we b iki wektor berlen bolsun. Erkin A nokady belleyiris we bu nokatdan @ wektora def
bolan AB wektory alyp goyyarys (1-nji surat).

o Ny
A

1-nji surat.

Sofira B nokatdan b wektora deii bolan BC wektory alyp goyyarys. AC weklora @ we b
wektorlaryn jemi diyilyar.

Wektorlary gosmagyn bu diizgiinine tgburgluk diizgiini diyilyar. Onun diisiindirilisi
1-nji suratda gorkezilendir.

@ we b wektorlaryi jemi @ + b goniisde yazylyar. Ugburgluk dzgiini boyunca @ wektory
nol wektor bilen gosup, islendik @ wektor iicin @+0=d deiiligiii dogrulygy hakynda netije
cykaryarys. Baslangyjy we ahyry gabat gelydn wektora nol wektor diyilyar.

Wektorlary gosmagyii parallelogram diizgiini:

Teorema: a, b we ¢ wektorlar tigin:

1. d+b=Db+d (orun ¢alsyrma kanuny)
2. (@a+ b) +c=a+ (b +C) (utgasdyrma kanuny) deiilikler dogrudyr.

Wektorlary ayyrmak. b wektor bilen gosulada @ wektory beryin wektor @ we b

wektorlarysi tapawudy diylyir.

@ we b wektorlaryii tapawudy @ — b gorniisde yazylyar.

Goy, d erkin nol dil wektor bolsun. Eger @ we a; wektorlaryii uzynlyklary def, yone

olar garsylykly ugrukdyrylan bolsalar, onda d we a; wektorlara garsylykly wektorlar diyilyér.

Teorema. Islendik @ we b wektorlar iicin @ — b = @ + (—b) derilik dogrudyr.

30. Kesimin ortasynyn koordinatalary.
Gos, Oxy koordinatalar sistemasynda A nokadyn (xy; y,), B nokadyn (x,;y,) koordinatalary

bar bolsun. AB kesimin ortasy C nokadyn (X;y) koordinatalaryny kesimin ug¢larynyn
koordinatalary arkaly anladalyn (1-nji surat).

y P B
%

1-nji surat.

C nokat AB kesimin ortasy bolany iigin BC=0,5(04 + OB) (1) deilik dogrudyr.
0C,04, we OB wektorlaryi koordinatlary C, A we B nokatlaryn degisli koordinatlaryna
detidir. 0C{x; y}, 04{x;; y1}, 0B{x,; v,} (1) —i defiligi koordinatlarda yazyp alarys:
X1+ X ity
2 YT T2

X =



Seylelik bilen kesimin ortasynyn her bir koordinatasy onun uc¢larynyn degisli
koordinatlarynyn jeminin yarysyna dendir.

31. Tekizlikde iki nokadyi arasyndaky uzaklygy tapmagyn formulasy.

Goy, M; nokadyn koordinatalary (x;;y;), M, nokadyn koordinatalary bolsa (x,;y,)
bolsun. M; we M, nokatlaryn arasyndaky d uzaklygy olaryn koordinatalarynyn {isti bilen
anladalyn.

M, M, wektora seredelifi. Onuii koordinatalary {xy; y1; x3; ¥} deni. Diymek, bu wektoryn
uzynlygy /(x; — x)% + (y, — y1)? formula boyunga tapylyp bilner. Emma |M;M;| = d. Soiia
gora-de, My (xq; y1) We M, (x,; y,) nokatlaryn arasyndaky uzaklyk asakdaky formula bilen
anladylyar:

d= \/(xz —x1)%+ (y2 —y1)?

32. Toweregin derilemesi.

Berlen goniiburgly koordinatalar sistemasynda r radiusly we C merkezli toweregin
denlemesini getirip ¢ykaralyn. Goy, C nokadyn koordinatalary (x,; yo) bolsun (1-nji surat).

F-N X
¥ (x:y)

— X

0
1-nji surat.

Erkin M(x;y) nokatdan C nokada genli uzaklyk d = /(x, — x;)% + (y, — y,)? formula
boyunca hasaplanylyar. Eger M nokat berlen toweregin iistiinde yatyan bolsa, onda CM=r ya-da
CM? = r? bolar, yagny M nokadyi koordinatalary:

(x —x0)%2+ (y—yo)?> =12 (1) detilemini kanagatlandyryar.

Eger M(x;y) nokat berlen tswerekde yatmayan bolsa, onda CM? # r?, yagny, M nokadyn
koordinatalary (1) denleméni kanagatlandyrmayar. Sona gora-de goniiburgly koordinatalar
sistemasynda merkezi C(x,; y,) nokatda bolan r radiusly toweregin denlemesi
(x —x0)% + (v — y0)? = r? gorniise eyedir.

Hususy halda merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan r radiusly toweregin denlemesi
asakdaky yalydyr: x? + y2 = r2,

33. Toweregin uzynlygynyn formulasy.

Berlen nokatdan berlen uzaklykda yerlesen &@hli nokatlaryn emele getirydn geometrik
figurasyna towerek diyilydr. Sunlukda berlen nokada onunt merkezi we berlen r sana onui radiusy
diyilydr. Toweregin iki nokadyny birlesdirydn kesime horda we onunt hordanyn bdlen bdlegine
duga diyilyar. Toweregin merkezinden gecydn horda onun diametri diyilydr. Toweregin
tekizliginde yatyan we towerek bilen bir umumy nokady bolan gona towerege galtasma diyilyér.
Depesi towerekde bolan, taraplary toweregi kesydn burca toweregiil iginden ¢yzylan burg
diyilydr. Bir nokatdan ¢ykyan towerege galtasyan iki goninii emele getiren bur¢yna onun
dagyndan ¢yzylan bur¢ diyilydr. Iki radiusyn emele getiren burgyna (yagny depesi toweregii
merkezinde yatyan bur¢a) merkezi burg diyilydr. Diametr radiusyn iki essesidir yagny d = 2r.



Tegelek diyip tekizligin towerek bilen ¢éklenen bdlegine aydylyar.

Toweregiii uzynlygynyii formulasy.

Towereginn uzynlygyny onuil radiusy arkaly afnladylyan formulany getirip cykaralyn.
Goy, R we R’ radiusly towereklerifi uzynlyklary C we C' bolsunlar. Bu tdweregifi her birinii
icinde dogry n-burclugy ¢yzalyii we olaryi perimetrlerini B, we P, taraplaryny a,, .. a, bilen

0
belgilélin a,, = 2Rsin(%) formulany ulanyp alarys:

0 , , , 0
P, =na, = nZRSin(%); P, = na, = n2R sin(%);
., Pn _ 2R
Diymek, POty (1)
n-nin islendik bahasynda bu denlik dogrudyr. Indi n sany ciksiz ulaldalyii. n—oo bolanda
P, - C, P,—C bolany iicin i—’? gatnasygyn predeli c£ gatnasyga dendir. Beyleki bir tarapdan

Y1 " 2R 11 s C _ 2R "1 c _c
(1) denlige gora bu predel i Seylelik bilen == o Bu denlikden YT

toweregiil uzynlygynyn diametrine bolan gatnagygynyn dhli tdwerekler iicin sol bir sandygy

deiilik yagny

gelip ¢ykyar. Bu san © grek harpy bilen belgilenyér (ol Pi ditip okalyar) % = m deiillikden R
radiusly toweregin uzynlygyny hasaplamak ti¢cin formulany alarys.
C=2nR; mw=2314

34. Tegelegin meydanynyn formulasy.

R radiusly O merkezli tegelek tekizligin O nokadyny we O nokatdan R-den uly
bolmadyk uzaklykda yerlesen dhli nokatlaryny 6ziinde saklayar.

R radiusly tegelegin meydanyny hasaplamak tli¢in formulany getirip ¢ykaralyn.
Munun igin tegelegi ¢édklendirydn toweregin ig¢nden ¢yzylan A;A,..A, dogry n-
bur¢luga seredelin (1-nji surat).

I-nji surat ’

Kopburglugyn berilen tegelegin i¢nden yerlesydndigi {li¢in tegelegin S
meydanyny A;A4, ... A, kopburclugyn S,, meydanyndan uly boljakdygy diisniiklidir. Eger
A4, ... A, dogry n-burglugyn ignden towerek ¢yzsak, onda bu towerek bilen ¢dlenyén
tegelegin S, meydany képburcluguii meydanyndan kici bolar. Sebibi bu tegelek
kopburgluguii ignde yerlesyir. Sona goride S, < S,, < S defisizlik yerine yeter.

Kopburclugun taraplarynyn sanyny c¢édksiz ulaldyp baslayarys. Belli bolsyyaly

0
7, = R cos (%) (bu yerde 7, kopbur¢clugun icinden ¢yzylan toweregiii radiusy).



0
Taraplaryl sany ¢éksiz artanda, yagny n—oo bolanda cos (%) anlatma 1-e ymtylyar,

, 180°
yagny COS( -

toweregin 1, radiusy, onun dasyndan ¢yzylan R radiusyna ymtylyar. Basga sozler bilen
aydanymyzda kopburclugun taraplarynyn sany c¢édksiz artdyrylanda onunl icinden
¢yzylan towerek onun dasyndan ¢yzylan ¢yzylan towerege ymtylyar. Sona gordde n—o
bolanda S,, — S gelip ¢ykyar. Sona gord S, = 0.5B,r;, formuladan n—o bolanda r,—R,
P, = 2nR S,, = S bolyandygyny godzoniinde tutup alarys:
S = 0.57R * R = mR?
Diymek, R radiusly tegeleginn S meydanyny tapmak ii¢in
S = nR?

)—)1. Sona gordde 1n, = R yigny kopburglugyn i¢gnden ¢yzylan

formulany alarys

Eger-de dalasgirin jogaby kanagatlanarsyz bolsa, onda ona
asakdakylara merizes gosmac¢a mysallar berilip biliner.

Hasaplaii.

2 1 3 16+6—12 10 5
1) 24l 3_letemiz_10_ 5
) 3 4 8 24 24 12

1(2 ,1\.5 17 5 7 5
2) —(—+—):—=—-—:— : ==
2\3 9/"12 2 9712 1812 18 5 15

3)242:2—-2=2+4-2=4

1 1 1 12+3-4 11
4) 4= =
2 8 6 24 24
80 64 3 83 24
5) 64> =2.2 =2 2 _ g0y
30 10 10 10-10 100

Dernleméni ¢oziin.

6) 3x —3 =15
3x=15+3
_ 18 _
==
7) §x+4=
1, —_4
3
=—-12
17 7
8)5—2—; /5X
17 = 10x — 35

10x =35+17 10x =52 x=5,2



9) 2x =~

10)

1
4

1
X ==
8

5 —(x+3)=5

5 —x—-—3=5
4x =5+ 3
4x = 8
x=§:4

2

Deiillemeler ulgamyny coziin.

11)

12)

13)

x+y=3
{2x—4y=—6

xX=3-—y
{2x—4y=—6
23—y)—4y=-6
6—2y—4y=—-6

—6y = —12

y=2 x=3-2=1 jogaby:{1; 2}

2x—3y =5
{3x+y=2

2x —3y =5
{y=2—3x
2x—3(2—-3x)=5
2x—6+9x =5

11x =11

x=1 y=2-3-1=-1 jogaby:{1; —1}
x—3y=-6

{Sx—2y=—4

{ x=3y—6

5x— 2y =—4

53y—6)—2y=—4

15y —30 — 2y = —4

13y =30 — 4

13y = 26

y=2 x=3:2—-6=0 jogaby:{0; 2}

Kwadrat denlemelri ¢oziin.

14)

x> —4x—-21=0

D=b%—4ac =4?—-4(-21)'1=16+48 = 64
_—p+\/5_4+8_2_6_
- 2a 2 2

X1



_ZpVD _ 4-8 = —2; jogaby (6;—2)

X =
2 2-a 2 2

15) x2—-2x—8=0
D=b%>—4ac=2°-4-1-(-8)=4+32=36
_ -p+VD _ 2+6 _ 8

1 =—:4’
2-a 2 2
_-p—VD _2-6 -4 _ . . L
Xp=——=—F=5= 2;  jogaby (4;—2)

16) x*—5x+4=0
D=b?>—4ac=5>—4-1-4=2516=9
-p+VD _ 5+3 _ 8

x1=

2-a 2 E
_-p—D _5-3 _2 _ ..
Xy = =—=-=1
2-a 2 2

17) x*+2x+1=0
D=b?>—4ac=2?—-4-1-1=4—-4=0
-b -2
X =—=—= —1
2a 2
Gorkezijili defilemeleri ¢oziin.

1

18) 271_x - a
33(1—x) — 3—4
3(1—x) = -4
3—3x=-4
—3x=-7 x=-

3
1 2+x
19) 41-2% = (1—6)

1—-x=-2(2+x)
1—-x=-4-2x
x =-5

20) 9-81172¥ =27%27%
32 ] 34(1—2x) — 33(2—x)
2+4(1—-2x)=3(2—-x)
2+4—-8x=6—3x
6 —6 =8x—3x
x=0



