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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban saia, erkana yurdum,
Mert pederleni ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garassyz topragyn nurdur,

Baydagyn belentdir diinyén oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir biziil ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryn téji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



SOZBASY

Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly Berdimuhamedowyi
tagallasy bilen bilim ulgamynyn diiypli 6zgerdilmegi halkymyzda
uly kanagatlanma duygusyny doretdi we goldaw tapdy. Gysga wag-
tyn iginde seyle uly 6zgertmeleri durmusa ge¢irmek bilim ulgamynyn
isgérlerinin 6niinde hem gayragoyulmasyz yerine yetirilmeli isleri
yuze ¢ykardy.

Seyle meselelerin esasylarynyn biri-de tize diiziilen okuw mak-
satnamalaryna layyk gelydn okuw kitaplaryny, gollanmalary, mesele
yygyndylaryny tayyarlamak we cap etmekden ybaratdyr.

Bilim ulgamyny 0sdiirmek we kidmillesdirmek dowlet syyasa-
tynyn gayragoyulmasyz meselelerinin biri diyip yglan edilenden son,
mekdep okuwgylarynyn, talyplaryn arasynda diirli baslesikleri we
okuw dersleri boyunca olimpiadalary yzygiderli gecirmeklige hem
iins giiyclendirildi.

Yokary okuw mekdepleriniii talyplarynyii arasynda matematika
dersi boyunga olimpiadalary gecirmek, matematiki bilimleri ginden
mahabatlandyrmagyn esasy gorniislerinin biri bolup duryar.

Bu gollanma yokary okuw mekdeplerinin talyplarynyn arasynda
matematika dersi boyunca Dowlet olimpiadalaryny gecirmekde we
talyplary Halkara béslesiklerine tayyarlamakda gerekli kitaplaryn biri
bolar diyip umyt edyiris. Yygyndyda, esasan hem, [3]-[4] kitaplarda
coziiwleri gorkezilmedik meselelerini belli bir bolegi alyndy.

Yygyndydaky meselelerifi ¢oziiwlerinii beyan edilisi yokary
okuw mekdepleriniit matematika we onunl bilen ugurdas hiinérlerinde
okayan talyplar {i¢in doly giiycyeterli bolup, yygyndy olimpiada me-
seleleri bilen gyzyklanyan okyjylaryn giii kopgiiligine niyetlenendir.
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§1. KOPAGZALAR BILEN BAGLANYSYKLY
MESELELER

2 n
1-nji mysal. p(x)=1+ % + % ot — kopagzanynn kratny
121 n!
koklere eye bolup bilmejekdigini subut edif.

Coziilisi. Goy, p(x) kopagzanyn it bolmanda den bolan iki
kratny koki bar bolsun. Belli bolsy yaly, p(x) = (x - a)2 q(x) ya-da
q'(x)=(x—a)r(x).

Bu yerde ¢(x) we r(x) derejesi (n—2) bolan kopagzalar.
Gorniisi yaly, p'(x) =0. Bu denligi ulanyp alarys:

a a a"

O—p(a)—1+1—!+2—!+...+n—!,

a a2 n—1
O=p'la)=1+—+—+...+ .
P = o o o

n

Sonky iki denlikleri denlép, a_‘ =0 bolyandygyny alarys.
n!

Emma a # 0 bolany sebépli, bu deiilik yerine yetmeyar. Diymek, p(x)
kdpagzanyn kratny kokleri bolup bilmez.

2-nji mysal. x argumentin diirli iic hakyky bahalarynda
x’ + px + ¢ Uugagzanyi nola deit bolmagy ii¢in p we ¢ sanlar haysy
sertleri kanagatlandyrmaly.

Coziilisi. Eger r(x)=x" + px +¢q licagzanyi kokleri bar bolsa,
onda Kardanonyn formulasyna gora:

A+B .A-B
x,=A+B, x, =- i 3



bolar. Bu yerde,

T ]

r(x) Ugagzanyn dhli koklerinifi hakyky sanlar bolmagy li¢in
A=a+ib, B=a—ib (a#0,b#0)

bolar we AB=a’+b’=—p/3. Bu yerden p<0 bolmalydygy gelip
¢ykyar. Sonky denlikleri géz 6niinde tutup, alarys:

x,=A+B=2a,

x23=—A+Bil'A_B\/_=—a$b\/§,
’ 2 2

a#0,b#0 bolany ti¢in kokler diirli hakyky sanlar bolyar. Wiyetin
teoremasyna gora:

P =XX, + X%, +x.x, = -3(a’ +b°),

q = x,x,x, =2a(a’ —3b%).

Jogaby: p= —3(a2 +b2) we ¢ =2a (a2 —3b2).

3-nji mysal. Derejesi n > 3 bolan tdk derejeli kopagzanyi in bol-
manda bir epin nokadynyn bardygyny subut edin.

Coziilisi. Serte gord p(x)=ax" +a,x"" +...+a,.

Buyerde n =2k + 1, k€ N. Onda:

p'(x)= iai(lfl —i+1)(n- l‘)xn—i—l'

Ahyrky p"(x) kopagzanyn tdk derejelidigini goz Oniinde tutsak,
onunt hokman i bolmanda bir hakyky ¢6ziiwi bolmaly. Bu yerden hem
berlen kdpagzanyn ift bolmanda bir epin nokada eyedigi gelip ¢ykyar.

4-nji mysal. p(x)=x"+ax"" +..+a, bitin koeffisiyentli
kopagzada p(0) we p(1) tdk sanlar. Bu kdpagzanyn bitin kokiinin
bolup bilmejekdigini subut edin.



Couziilisi. Goy, p(x) kopagzanyn x = I,bitin koki bar diyip guman edeliii.
1-nji yagday. /-jiibiit san bolsun. Yagny, / =2m, meZ.
0=p(l)=pQ2m)=2m)" +a,2m)"" +...+a,_,(2m)+a, =
=2m-R(m)+a, =2m-R(m)+ p(0)
ya-da
0=2m-R(m)+ p(0).

Ahyrky deiligin ¢ep tarapy jlibiit, emma sag tarapy ték. Diymek,
[ jlibit san bolup bilmez.
2-nji yagday. /-tdk san bolsun. Yagny, / = 2m + I,meZ.

0=p()=p2m+1)=
=2m+1)" +a,2m+1)""+..+a,_ (2m+1)+a, =
=2m-Q(m)+(+a,+..+a, +a,)=2m-Q(m)+ p(1l)
ya-da
0=2m-Q(m) + p(1).

Ahyrky deiiliginl ¢ep tarapy jiibiit, emma sag tarapy tdk. Diymek,
[ tak san hem bolup bilmez. 1-nji we 2-nji yagdaydan alnan netijeler
berlen kdpagzanyn bitin kokiiniii bolup bilmejekdigini gorkezyar.

5-nji mysal. Eger kopagzanyn koeffisiyentleri umumy boliija
eye bolmadyk bitin sanlar bolsalar, bu kopagza yonekey kopagza
kopagza bolyandygyny subut edii.

Coziilisi. Goy, p(x) we q(x) kopagzalar yonekey kopagzalar
bolsun we olaryn p(x)g(x) kopeltmek hasyly yonekey kopagza dal
diyip giiman edelint we agsakdaky bellenisikleri gegireliii:

p(xX)=pxX"+px" 4 p, X+ D, (P Py D) =1
q(x)=qx" + c;(z)c”"1 +.otq, . x+9q,, (4,99, =1;

r(x) = p(x)q(x) =rx" + ;ax"_l +..+r, (Kh,n,..r)=d.
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Bu yerde p;.q;.1,€Z, ie N, d#1. Gomiisi yaly, %x) kopag-

za bitin koeffisiyentli kopagza. d sany yonekey kopeldijilere dagydyp,

d=alalal..al" gorniisde yazalyn, bu yerde «,,q,,...,a, — yone-

key, B,,B,,...3, —natural sanlar.

r(x) __ p()q(x)

d alalal . .a

kopagzanyn bitin koeffisiyentli bolmagy ii¢in p(x) ya-da g(x)
kopagzalarynn in bolmanda biri o, sana galyndysyz bdliinmeli,
yagny (p,,p,,...p,)=0a, ya-da (q,,9,,....q,) =, bolmaly. Emma
meseldnin sertine gord bu denlik yerine yetip bilmez. Alnan
garsylyk p(x)q(x) kopagzanyh primitiw kopagza bolyandygyna
giwd gegydr. Diymek, iki primitiw kopagzanyn kopeltmek hasyly
primitiw kdpagza bolyar. Matematiki induksiya usuly arkaly » sany
primitiw kdpagzalaryn kopeltmek hasylynyin hem primitiw kdpagza
bolyandygyny subut etmek bolar.

6-njy mysal. Her bir p kopagza asakdaky sertleri kanagatlandyryan
D(p) san degisli edilyir:

1) D(oyp, +a,p,) =a,D(p))+a,D(p,);
2) D(p,p,) = D(p,)p, Gj +D(p,)p, G) (., €R).

a) D(p)= cp'(%) bolyandygyny subut edin;

b) Eger D sanyi kesgitlemesinde p kopagzany, [0,1] aralykda
iizniiksiz bolan islendik f funksiya bilen calyssak, onda &hli f
funksiyalar tigcin D( /) =0 boljakdygyny subut edin.

Coziilisi.

a) D(p) sanyn kesgitlemesindéki 2)-nji sertinde ilki p, = p, =1
bahany, soiira p, =1, p, = x bahany goyup, degislilikde

D(1)=0, D(x)=const=c
deiilikleri alarys. 2-nji serti ulanyp,

11



D(x")=D(x""x) = D(x"")- +D(x) (1)" =

oy (4] e (] e (L) <220

ya-da
nD(x)

D(x")= YRR

Alnan netijeleri ulanyp, p(x)=ax"+a, _x"" +..+a, kopagza
ticin D(p) sany tapalyn:

D(p):D(Zn:aix] ZaD(x) Za, ,1D(x)—

i=0

_ D(x)izzlliai Gj — D(x) p'(%j - cpvej

D(p)= cp'@.

ya-da

b) Gelin, [0,1] kesimde kesgitlenen iki sany funksiya seredelifi:
[ =vx +1=x, f,(x)=vx—1-x;
Sfh=x—(1-x)=2x-1;
[+ =2
Ahyrky deiilikde meseldnin sertinddki amaly gecirip alarys:
0=D(2)=D(f;’ + £,")=D(/)+D(f) =

=2D(f)f, [ j+ 2D(1,) 1, ( ] 242D(1)).

Diymek,
D(f)=0, D(x+vJx-1)=0

12



ya-da
D(Jx)=~DW1-x);
D(£,£,)=D(2x~1)=2D(x) = 4/2D(Vx).
Emma bagga bir tarapdan

DU =DUDA( 5 [ DA (5 |- DU (5 |- Uz -

= D(x =x =12 = (D(/x) - DE1-x) V2 = 242D(x).

Ahyrky deiiliklerden
22D(x) = 42D ),

ya-da D(\/; ) =0, bu yerde hem D(x)=0 deiligi gelip ¢cykyar.

Bu Yerden islendik x €[0,1] san iigin D(x)=0 bolyar diyen
netijéni alarys. Bu netijéni ulanyp islendik [0,1] kesimde kesgitlenen
J(x) funksiya iigin hem D( /) =0 bolyandygyny subut edelif.

Bizin bilsimiz yaly, kesimde kesgitlenen iizniiksiz funksiya bu
kesimde ¢dklenendir. Ona gora-de, agakdaky amallar yerine yetirmek
miimkindir.

|f(x)|<M, M=>0;

(S,
f(X)—( v ]M,

D(f(x) =+ M- D[|f( ”J M-0=0.

Bu yerde 0 < M
M

<1 bolyanlygy goz oniinde tutuldy. Ahyrky
denilikden D( /") =0 bolyandygy gelip ¢cykyar.
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7-nji mysal. Goy, p(x) kopagza difie hakyky koklere eye bol-
sun. Eger a —san p'(x) kopagzanyn kratny koki bolsa, onda p(a) =0
bolyandygyny subut edin.

Subudy. Goy, x,,x,,...,x, sanlar P(X) defileminin kokleri we
p(a)#0 bolsun. Eger a—san p'(x) kdpagzanyn kratny koki bolsa,
onda g-san p"(x) kdpagzanyii hem koki bolar. Onden mélim bolan,

X=X X—X, xX—

p'(x):p(x)( ! + ! +...+ lx ];

y , 1 1 1
p'(x)=p (x)( + +...+ j—
X=X, X—X, X—X,

- p(x)( 1 + 1 +..+ 1 j
(x_xl)2 (x_xz)z (x_xn)2 ’
denliklerde x =a goysak,

O:O—p(a)( ! ! +...+;j;

+
(a_x1)2 (a_x2)2 (a_xn)z

1 1 1
O—p(cz)((a_XI)2 + (a_x2)2 +...t+ (a—xn)zj

bolar. Eger, p(a)# 0 bolsa,
1 1 1

+ +o.+ =
(a-x)" (a-x,) (a—x,)’
denlik alnar. Emma, bu denlik dogry déldir, ¢iinki, denligiii ¢ep tarapy
n sany polozitel sanlaryii jeminden ybarat. Diymek, p(a) =0 bolmaly.
8-nji mysal. Hakyky sanlaryn her bir 4,,4,,...,a, toplumy we
islendik x = x; nokat ti¢in

0

PV (x) =a,, (s=0,1,...,n)

sertleri kanagatlandyryan n derejeli kopagzanyn barlygyny subut edin.
Bu kopagzanyn koeffisiyentlerini a, sanlar arkaly anladyn.

14



Coziilisi. Kébir p(x)=px""'+..+p, ,x+p, kopagza alyp,
onuil meseldnin sertini kanagatlandyrmagyny talap edelin, sunlukda
bu kdpagzanyn koeffisiyentlerini a,,a,,...,a, sanlar arkaly taparys.
Teyloryn formulasyna gora:

P = plx) + 22 e 4t
Berlen p“(x,) = a, serti peydalanyp,
p(x)=a, +a—;(x—xo)+...+a—”'(x—x0)”
n!
alarys. Belli bolsy yaly, p = _Po . Bu detilikde s =0,1,...,n bahalary
goyup, alarys: s!

a a
Do =dy +—(=x)) + ...+ —(—x,)";
1! n!

(_xo)n_l;

P, =a +%(—xo)+...+

a}’l
(n—-1)!

p}’l = an

Diymek, meseldniil sertini kanagatlandyryan kdpagza bar we ol
kopagzanyn koeffisiyentleri yokardaky getirilip ¢ykarylan denlikler
arkaly tapylyar.

9-njy mysal. p,(x),p,(x),....,p,(x) derejeleri (n—1)-den
uly bolmadyk kopagzalar. Bu kopagzalar iicin  Wronskinii
kesgitleyjisinin hemiselik ululykdygyny subut edin.

Subudy. Belli bolsy yaly, y,,»,,...,», funksiyalar li¢in diiziilen

Y Y W
Y ) W
yl(n 1) yén 1) . y’gn 1)

15
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Bu kesgitleyjini p,(x), p,(x),..., p,(x) kopagzalar licin yazalyn:

D D Dy
D D Dy
w=| : : I
p](n 1) pén 1) p}(qn—l)

Goy, p,(x)=a,x""+a,x"*+..+a, bolsun. Onda W kesgit-
leyjinin elementlerini asakdaky yaly tapmak bolar:

p(x)=a,x""+.+a, :

vy (=D
pi (X)— 1| Li “+0!anill’
Wy =Dy Gkt D)! o
12 (X)— I a,; x +...+ T ak+l,ix+0!aki’
. n—1)! _ k+1)!
pi(k 1>( ):ﬁanxk 1 +.--+%ak+l,i;
w3y =D (n=2)! =3 .
L TR A TR R TR
N
(n 2)() (n 1) ax+ (n 2)'a21;
0!
- (" )
( 1)( )= —a,;.

W kesgitleyjininin setirlerinifl listiinde asakdaky ¢yzykly 6zgert-
meleri gecirelin:

oDl s,

il

P (%)=

16



n— n— X
pi( 2)(x) - pi( 1)(x) : T

=(n—2)!a _A

o
2
ey A A X _ =)
p () - A, X A, TR as =
0!
—a.=A .
O! ni m
Onda,
)2 )2 P, Ay A
)2 )2 P, A, A,
w=| ot ot |=|r
p" py p AL, A,
(n-1)! (n-1)! (n—1)!
Tau Tau Taln
(n-2)! (n-2)! (n-2)! ay
Y ay, 0l ay Tazn a
! ! ! et 12
W= : : : =TTk :
_ | _ | _ | k=1
(n 0'n). a (n 0‘n). a, (n 0'n). a a,,
bolar.
Diymek,
P P> b, a4y
P P> P, ot G2 9z
w=| : : Col=1 Lk :
n— n— n— k=1
p o p Y a, a,

17
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yagny, berlen kopagzalar {icin diiziilen kesgitleyji hemiselik ululykdyr.
10-njy mysal. Eger limp(x)=0 we lim@'(x)=0 bol-
sa, ¢(x) funksiyany iki képa){g;anyﬁ gatnasygy xg_’()io;niisinde yazyp
bolmayandygyny subut edi.
Subudy. Tersine gliman edelifi, goy, ¢(x) — funksiya iki
kopagzanyh gatnasygyna defi bolsun. Yagny,
b, (m)
R, (x)
Meseldnin sertinde berlen birinji denlige gérda m>n bolmaly,
yagny, m =n+ k. Bu yerden,

o(x)=

QD’(X) _ [Pm(m)j, _ R,’+k(x)Rn(X)—Rl2k(X)R; (x) _ p2n+k—l(x)
R, (x) (R,(x)) 7, (%)

alarys.
Ahyrky deilikde predele gecip, (27 + k —1) > 2n bolany {igin,

lim'(x) = lim 2221 _
X—0 X—00 ],-2” (X)

garsylyk alarys. Alnan garsylyk bizin eden glimanymyzyn
nddogrudygyny gorkezyar.
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§2. YZYGIDERLILIKLER WE PREDELLER
BILEN BAGLANYSYKLY MESELELER

1-nji mysal. Eger

x1=\/;, X, =\a+a, x2:\/a+\/a+\/a,...

bolsa, onda bu yzygiderliligifi predeleni tapmaly.

Coziilisi. Bu yzygiderlik iigin x,=4a+x,,, (n=2.3,..)
bolyandygyny gormek kyn dildir. Matematiki induksiya usu-
lyny peydalanyp (x) yzygiderliligifi monoton Osyéndigini we
onufi yokardan géklenendigini gorkezmek bolar. Ona gord-de (x)
yzygiderliligin tiikenikli / > 0 predeli bardyr.

limx =lim\ja+x,_;

n—>0 n—>00

I=Ja+l, P—l-a=0, 1:—“4“;”1.

Vda+1+1
Jogaby: [ = —
2-nji mysal. Predeli hasaplan
. X X X
lim| cos—cos—....cos—
n—m( 2 4 2" j :

Coziilisi. Asakdaky bellenisigi girizelin

X X x
COS—CO0S—...COS— =a,,
2 4 2"
Bu ailatmany 2" sin in kopeldip, hem boliip alalyn we anlat-
many yonekeylesdirelin:

19



.X 4.0X
v x 2"sin v x 2" "sin —
cosEcos—....cos?-—=cosacosz...cos2n - =

.X - ]
2"sin 2"sin
__ sinx
.X
2n Slnz—n
Onda bu anlatmanyn predeli asakdaky yaly bolar:
i 1 sinx T sinx _ sinx
nl—I};}an_nl—I};} n - x_ngg . X - X ’
2"sin— sin—
2 yo—2
X
2"
sin x
Jogaby:
X

3-nji mysal. Predeli hasaplan

lim sin® (n\/n2 + n)
Coziilisi. Asakdaky denlik dogrudyr.
sin’ (ﬂ\/n2 +n+nn— nn) =sin’ (7r\/n2 +n— 71'}’1) )

Bu yerden alarys:

lim sin’ (71\/712 +n) =lim sinzﬂ(\/n +n— n)
n—»o n—o
(\/n2+n—n)( n +n+n) .
=lim sin’ 7 =1lim sin* 71— =
noee \/n2+n +n noee Nt +n+n

1 2
=lim sinzn—:(sin%j =1.

" /1+l+1
n

Jogaby: lim sin’ (7‘[\/112 + n) =1.
Nn—»o0

20



4-nji mysal. a,=0, a =a”#+3 yzygiderliligin predelinin

barlygyny subut etmeli we ol predeli tapmaly.
Coziilisi. Bu meselini ¢6zmek ti¢in yzygiderliligin ilkinji birndge
agzalaryny yazalyn:
3 3 3

—+3 —+-43
3 4 3 3 42 4 3 3 3
a :O’ a,=—,da :—:_J’_—aa :—:_+_+_9
’ I E 4 VRN
3 3 3 3
e s 3.3 3 3 3.3 3
a=—"—""=>S+5+5+—,..,4,=—F+—F+.+—,
4 4488y 4" 4
11
n+l
an=3[L 1_l+...+lj:34 4t L
4" 4 4 L 4"
4
Netijede, {a,} yzygiderliligii predeli
lima =1-—— =1
n—e lim4”

yaly bolar. Diymek, yzygiderliligin ;)?gdeli bar we ol 1-e den.
Jogaby: 1.
5-nji mysal. Yzygiderliligiii predelini tapyn.

(n+1)?

Coziilisi.
x=1+ L +...+;
’ \/n_2 \/n2+1 \/n2+2 J(n+1)? .

Bu yerde (2n+2) sany gosulyjy bar. Yzygiderliligin umumy

agzasyny bahalandyryp alarys:
1 1

1 11 1
it ——=<x <
Jn+1y " Jn+1y e Jn 1) KAV RV oY e
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ya-da

;2(2n+2) <x, SL(2n+2).

(n+1) Jn?

Bu densizlikden fim 272 < lim x, < lim

n—>0 n + n—>0 n—»0 n

2n+2

2<limx, <2 ya-da limx, =2 alarys.

n—>0 n—o0

Jogaby: 2.
6-njy mysal. xy =1 giperbolada absissalary degislilikde "

n+l n+l
, (m=12,3,..) defi bolan 4,, B, nokatlaryn istiinden

we
n
we giperbolanyn depesinden ge¢yédn toweregin merkezi M, bilen

bellenipdir. n — o bolanda nokatlaryin yzygiderliliginiii predelini
tapyn.
Coziilisi. Meselanin sertine gord yokarda agzalan towerek

A ( " ;n+1j, B (n+1; " j we C (1;1) nokatlaryn tistiinden
"\n+l n "Un n+l !
gecydr.

Goy, x, we y sanlar M nokadyn koordinatlary bolsun, yagny
M (x .y ). Meselénini sertine gord 4 , B, we C nokatlar toweregifi
tstiinde yerlesydrler. Sonufi ligin M nokatlardan bu nokatlara ¢enli
aralyklar biri-birine dendirler. Bu aralyklary hasaplalyn.

2 2

|M,A4,|= [xn—ij +(yn— z J ;
n+1 n+1

22 o)

|Man = xn_ + yn_ 5
n n+1
M, 4| = J(x, -1 +(y, —1)*.

Bu ululyklary deildp alarys:
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\/(x” _nZITJr(y” _n,:l]z =, 1) + (3, - 1)
S BN Y e

Biz x , y, — nébellilere gord defilemeler ulgamyny aldyk. Bu
detilemeleri yonekeylesdirip y = x defligi alarys. Bu denligi goz
oniinde tutup, basdaky denlemelerin islendik birinden alarys.

2xn(1—”—“j+2xn(1—ij=2—( w__(n+])

n n+1 n+1)2 n’

Bu defillemeden x nébellini tapalyi:

1
2n* +2n+—
x =
! n’+n
Onda
) 1
2n° +2n+—
lim y, = lim x, = lim————2 =2,
n—oo n—w0 n—w0 n +n

Diymek, {M,(x,,»,)} nokatlaryh yzygiderliligi M (2,2)

n

nokatda yygnalyar.
Jogaby: M (2,2).

7-nji mysal. Predeli hasaplamaly
! ! Y
limx, = &+ L ot (n—D)! .
n—o k! (k+1)! (n+k-1)!
Coziilisi.

(n-! 1 (n=D! n!
n+k=-1! k-1\(n+k=-2)! (n+k-1)
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O o T O o ~
;(Hk—l)!_;k—l((ﬁk—b! (i+k—1)!j_

R o
Ck=1lk=D! (n+k-11)

Ahyrky deiilikde predele ge¢ip, alarys:

im 37O | Lo )
bt (4 e —1)1 me\ (k=1)(k—=1)! n (k=D(k-1)!

i=1

Jogaby: m

8-nji mysal. Predeli tapyn

1. . 2xn _(n-1)=m
lim—| sin— +sin— +... + sin ~—~— |.
n~>oon n n n

Coziilisi. Bu predeli tapmak {igin integral jem diizmek usulyndan
peydalanmak amatly bolyar.
Geliti, f(x)=sinzx funksiya [0,1] kesimde seredelifi.
Bu funksiya [0,1] kesimde iizniiksiz, onda gérkezilen aralykda onu
kesgitli integraly bar. [0,1] kesimi
1 2 n—1

X,=0, x,=—, x,=—,.., X, = s x =1
n n n "

nokatlaryf komegi bilen zara deti 7 bolege bolelii we f(x) =sinzx
funksiya {i¢in integral jemi diizelin:

n—1 B
5o - (s im0
= n n

n n

1
bu yerde Ax, =;. Bu integral jemin predeli bizin tapmaly

predelimizdir. Ona goré-de,

(.7 . 2r _(n-Dm) ¢ 2
lim —| sin— +sin— +... + sin ~—~*— :Ismnxdxz—.
n—0 p n n n 0 T

2
Jogaby: —.
Vg
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9-njy mysal. Goy, f(x)—funksiya [0,1] kesimde polozitel we
tizniiksiz bolsun. Onda

1ng(%]f(%jf(%j = exp(j).lnf(x)dx}

deiiligi subut etmeli.
Coziilisi. Asakdaky bellenisigi girizelin:

1 2 n
()
n n n
Bu denligin iki tarapyny hem logorifmirlép alarys:

Ing, :l{lnf(l}rlnf(zj+...+lnf(zﬂ.

Sonky denligin predeli

it (2102t (2]

F(x)=In f(x) funksiya ii¢in [0,1] kesimde diiziilen integral
jemdir. Ona gori-de kesgitli integralyn kesgitlemesinden

limIn, = lim - [mf( j+lnf(%j+...+lnf(zﬂ:

- hrnZF(g JAX, = J.lnf
bolyandygy dusnukhdlr Onda

n—0 n—»0

limlna, zln(liman):jlnf(x)dx
0

ya-da
lima, —eprlnf ]

Jogaby: epr lnf(x)de.

bolar.
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10-njy mysal. Goy, c¢>0,g>1 — kébir fiksirlenen sanlar
bolsun. k(p) bilen p-nifi natural bahalarynda (k +c¢)” < gk’ densizli-

gi kanagatlandyryan & sanlaryn in kigisi bellenen. lim —— kp)
bardygyny subut etmeli we ony tapmaly. P

Coziilisi. (k + ¢)” < q-k? densizligin iki tarapyndan p gorkezijili
kok alyp yonekeylesdirsek,

predelin

(k+c¢) <{lq-k ya-da k>

C
g -1

ko [ e 1
P |Jg-1|p’

c 4 _<k(p) c 1
Ja" -1 CJgr-1p
(i/i—lzt,p: Ing ],

deiisizligi alarys.

In(1+7¢)
c c c
lim =lim = limIn(1+¢)" = —.
p—© (%_l)p 1—0 p lnq lnq t—0 ( ) lnq
In(1+72)
c
Jogaby: —.
Ing
11-nji mysal. A = {1 " } (ne N) kopligin difie 0 we 1
2 2n+1

predel nokatlarynyil bardygyny subut etmeli.

Coziilisi. Predel nokadyn kesgitlenisine gord, onun islendik
yeterlikce kici etrapyny bu kopliigin tiikeniksiz kop sany elementleri
oziinde saklayar.

M kopliigin A we B bolek kopliiklerine seredelin.

A:{an:1+ (I’lEN)}CM
2 2n

26



Bu yerde

lima, =1we limb, =0
boljakdygy diisniiklidir.
Diymek, predelinl kesgitlemesine gora

Ve>0,dN, € N Vn>N,:1-¢<a, <l+eg,

Ve>0,AN,e N Vn>N,:—-¢<b <eg,
deisizlikler dogrudyr.
Eger g<% bolsa, onda (1-¢,1+¢) we (—&,¢) etraplaryi

umumy nokatlary yokdur.

Diymek, dine 1 we 0 nokatlaryn islendik etrabynda M kopliigin
tiikeniksiz kop elementleri saklanyar. Sonun tigcin M kopligin 1 we
0 nokatlaryndan basga predel nokady yokdur.

12-nji mysal. x =( nokat x, = Jnsinn yzygiderliliginin predel
nokady bolup bilermi?

Céziilisi. Goy, limx, = lim/nsinn =0 bolsun,
onda " "

lim+/n =+

n—o0

bolyanlygy ii¢in limsinn =0 bolmaly. Emma, bu denlik dogry bo-

lup bilmez, ¢iinki ol dogry bolsa, onda liin(sin(n +2)—sinn) =0,
lim2sinlcos(n+1)=0, limcos(n+1)=0 ya-da limcosn=0

bolyanlygy gelip ¢ykyar. Netijede,

1 = lim(sin® n + cos’ n) = limsin® n + limcos* n = 0

Hn—>00 Hn—>00 n—>0
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nddogry deilik alnar. Alnan garsylyk x =0 nokadyn x = Jnsinn
yzygiderliligin predel nokady bolup bilmeyindigini gorkezyér.

Jogaby: bolup bilmez.

1
13-nji mysal. Goy, x,>0, *uu :E X "‘x_]a n>1 rekurrent

n

formula bilen {x,} san yzygiderliligi berlen bolsun. Bu san yzygider-

liginiil yygnalyandygyny subut edint we predelini tapyn.
Coziilisi. Orta arifmetik we orta geometrik baha baradaky
densizlikden peydalanyp, alarys:

X, b
! / 1
X, = 2x”2 xn-x—zl,SIagny VneN:x,, >1.

Bu bolsa {x,} san yzygiderliliginii asakdan caklenenligini

anladyar. Bu deiisizlikden

VneN:isl = Lan
X, X,
bolyanlygy gelip ¢ykyar. Onda
X, :l X, +i < l(xn +xn) =X, X, <X,
2 x,) 2

bolar. Diymek, {x,} san yzygiderliligi artmayar we asagyndan ¢ékle-
nen. Ona gord-de bu yzygiderliligin LIE}O x, =a predeli bardyr. Yagny,

limx, = llim[xn + Lj

n—»0 2 n—»0 x

(2)
a=—|a+—|.
2 a

Bu yerden bolsa a =1 denligi alarys. Diymek, 11_{{}0 x, =1

ya-da

Jogaby: 1.
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14-nji mysal. San bahasyny tapyn:

Coziilisi. Bu tiikeniksiz kopeltmek hasylyn san bahasyny 4 —
bilen bellalin:

2n+l
A=lmP, =2lim[1(%j ]—2-

29

Jogaby: 2.



a
2
b

n

Bu san yzygiderliliginin predelinii bardygyny subut edin we ol

15-nji mysal. Goy, x_, :% 2x, + ] (a >0, x, > 0) bolsun.

predeli tapyn.
Coziilisi. Orta arifmetik we orta geometrik baha baradaky densiz-
likden peydalanyp, alarys:

1 X, tx,+—
a X a
X =—(2xn+—]=—”2 3)x, - x, - — > <a.

+1 2 2=
! X 3 X,

n

Matematiki induksiya usuly arkaly ¥z € N. ii¢in x,,; < X, boyan-
dygyny subut etmek bolar. Diymek, {xn} san yzygiderliligi asagyndan
ciklenen artmayan yzygiderlilikdir. Sonu ii¢in bu san yzygiderliliginif
predeli bardyr, yagny llql_)mw x,., = B predel bardyr. Bu predeli tapalyn:

1
B:§(2B+%) ya-da B’ =a.

Diymek, limx, = Ya.

Jogaby: %/Z .
16-njy mysal. Goy, a > b >0 bolsun. Bu sanlar bilen agakdaky
yaly san yzygiderlilikleri kesgitlenen,

a, :aTer’bl —Ja-b:

{an } ) {b,,} san yzygiderliklerinii predellerinin bardygyny we
Ozara dendigini subut edin.

Coziilisi. a > b > 0 bolany ii¢in orta arifmetik we orta geometrik
baha baradaky deiisizlikden alarys:
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a0 =0 5 Jah—b yadaa > b >0;
2

azzalT-’_blZ a].b]:bzya-d3022b2>0;

a,2b,>0 wvpeN.

Di}’lmek,{an},{bn} san yzygiderliliklerin her biri asagyndan
caklenen. Asakdaky densizlikler dogrudyr:

_a+b _a+a

LTI TR T

_aytb, _a,ta,

3= < =d,;
2 2

n+l 2 2 n*

Diymek, Vne N : a,,, < a,. Ona gori-de {an} san yzygiderliligi
artmayan yzygiderlilikdir. Sonufi li¢in hem lima, = a tiikenikli predel

bardyr. Yokardaky usuldan peydalanyp, asakdaky defsizlikleri alarys:

b, =Ja,-b >lb b =b;

b,=\Ja, b, >\[b,-b, =b,;

Diymek, Vne N :b,,,2b, defsizlik dogrudyr. Ona gori-de
{b,} san yzygiderliligi kemelmeyir:

a,z2a,2..2da,2..

Z eeee n

b<b<..<bh <.
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densizliklerden Vne N :a, 2 b, defsizlik gelip ¢ykyar. Diymek,
{b,} yzygiderlilik yokardan ¢éklenendir. Sonuii licin hem limb, = f3

predel bardyr. a,, = y ;rb” deiillikde n — oo predele gegsek, onda

2a=a+b ya-da g = b denlik alynyar.

1975

17-nji mysal. Eger lim — - =
tapy. e pt —(n—=1)" 1976

Coziilisi. |a| <1 bolanda

bolsa, onda x sany

(ta) =14+xa+ 257D oy XD =t D) 0

n!
formula dogrudyr. Ony peydalanyp, alarys:
n1975 n1975—x
X _ _1 X = X =
n'—(n-1) [ (1 ~ 1)
n
B n1975—x B
= - =
T S x(x—l)...()i—n+l)(_1j +0( lﬂ)
n k'n n n*
nl975—x n1976—x

e ER R
n n n
Ahyrky netijéni peydalanyp, alarys:
0,eger x>1976 bolsa;

1975 1976—x

limxn—lx =lim o= 1 ,eger x =1976 bolsa;
et —(n=1)°  n ”0() 1976
n o,eger x<1976 bolsa.

bolar. Diymek, mysalyn berlisindéki sertin kanagatlanmagy iicin
x =1976 bolmaly.
Jogaby: x = 1976.
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Bellik. Bu meseldni umumylasdyrmak hem bolar. Eger

k-1

: 1
lim——=—
ot —(n=1)" k
predel bar bolsa, onda Vk € N {igin x = k¢ bolar.
18-nji mysal. {x,} yzygiderlik x, = %, x, =0,5x" —1 sertler

bilen berlipdir. Asakdaky predeli tapmaly:
limx,.

n—0

Coziilisi. Matematiki induksiya usulyndan peydalanyp, asakdaky
densizliklerin dogrudygyny gérkezmek bolar:

VkeN: x, ,>1-/3; x, <1-/3;
VkeN: x,, ,>X,, ,>.>%,, ,>1— J3;

Xy <Xy 1<y, <1 =3,

Gorniisi yaly kébir belgiden baslap, bu yzygiderliligin jiibiit
indeksli agzalary kemelydr we asagyndan c¢éklenen, tdk indeksli
agzalary bolsa artyar we yokarsyndan cédklenen. Diymek, bu
yzygiderliligini predeli bar. Goy, ol predel 4 bolsun, onda sertde berlen
deiilikde predele gecip, alarys:

x,=0,5x2, -1,

limx, = lim(0,5x”_, —1);

n—0 n—»0

A=0,54>—1ya-da A=1-+/3.

Jogaby: 1— \/g

19-njy mysal. Goy, x,,X,,...— sanlar tgx =x denleminin art-
yan tertipde yerlesdirilen dhli polozitel kokleri bolsun. lim(x, —x, ).
predeli tapmaly. i
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Coziilisi. tgx funksiyanyn periodik funksiyadygyny goz 6niinde
tutup, onun dhli polozitel ¢oziiwlerinini

ﬂ(i—l)éx,é%ﬂr(i—l)

densizligi kanagatlandyryandygyny gormek kyn dildir. Bu deiisizligi
peydalanyp,

x,—x, 2n(n— 1)——+7r(n 2)—%
<7 3n
X, —x <—+nn-1)-n(n-2)=—
, 2 (n=1)-n(n-2) %
ZS -X,_ 3”
2 o 2

alarys. Diymek, {x,—x,} yzygiderlik ¢iklenendir. Ikinji bir tarapdan

1+x X

n’ n-1

Onda bu deiilikde predele gecip alarys:

limtg(x, —x, ) = hmﬁ'
n—0 el x X,

limtg(x,—x, ) =lim———lim(x,—x, ) =0.

n—>o0 n—e ] 4 X, X,

Diymek, limtg(x —

x,,)=0. Buyerden hem lim(x
denlik gelip ¢ykyar.

-X,,)=T

Jogaby: .
20-nji mysal. x =cosx denlemdnin yeke-tik x, koke eyedigini

we x, =20, x,=cosx,  yaly kesgitlenen {Xn} yzygiderliligin pre-
delininn x, nokada yygnanyandygyny subut edin

Coziilisi. y=x-—cosx funksiya [0,1] kesimde seredelin.
(0)<0 we y(1)>0 densizliklerden, seredilyédn kesimde funksiya
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Ox okuny kesydr. Sol kesisme nokatlaryil birini X, bilen belldlin.
y'=1+sinx > 0 bolyanlygy ii¢in bu funksiya monoton artyar. Yagny,

x#Xx,: y(x)#y(x,)=0
bolar. Bu yerden hem x =cosx defilemdnin yeke-tdk kokiinin bar-

lygy gelip cykyar.
Yokardaky yzygiderliligi asakdaky formada yazalyii:

X, =COSX, | =COSCOS...COS X,.

Belli bolsy yaly, [0,1] aralykda y =cosx funksiya kemelyar.
Kébir belgiden baslap berlen yzygiderliligin agzalary bu aralyga
diisiip baglayar. Netijede, yzygiderliligin tdk indeksli agzalary
kemelyir, jiibiit indeksli agzalary bolsa artyar. Bu yzygiderliligii
ciklenendigini goz oniinde tutup, onun predeliniil barlygyny aytmak
bolar. x, = cosx, , denlikde predele gecip,

limx =limcosx,

n—>0 n—0

A=cosd, A=x,

bolyandygyny alarys.
21-nji mysal. a, = na —[na], a €Q yzygiderliligifi dhli predel
nokatlaryny tapmaly.

Caoziilisi. Belli bolgy yaly, islendik rasional sany o = % gorniisde

yazmak miimkin. Bu yerde me Z,k € N we IUUB(m,k)=1. Basga
bir tarapdan n =kl +r (0 <r <k —1). Ona gord-de

_ (kl+r)ym _[(kl+r)m} _

a,=na—nal

k k

m m m m m m
=ml+—r—|\ml+—r|=ml+—r—-ml—| —r|=—r—|—r|.

k [ k } k {k } k { }
Diymek,

ya-da
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0, eger r=0 bolsa;

ﬁ—{ﬁ} eger r=1 bolsa;
k k

m(kk— H [m(kk_ 1)} eger r=k—1 bolsa.

Ahyrky alnan netijeden gorniisi yaly, berlen yzygiderliligin
predel nokatlary

o 5[} mfi] . st
k| k] k 2 R k

bolar.

Jogaby: %r—{%r}, r=0,k—1
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§3. INTEGRIRLEMEK AMALY BILEN
BAGLANYSYKLY MESELELER

1-nji mysal. Sanlaryn haysysy uly

[ dx ya-da 27,
0 2
Céoziilisi. Mélim bolsy yaly:

2 3 n

. X
ef=l+x+—+—+F+—-
2t 3! n!
c 4 s 2n
in? . sin” x sin”" x
e =1+sin’ x + —+
n!

Bu Verden ™ *>1+sin’x boljakdygy diisniiklidir. Sofky
densizligi [0, n] aralykda integrirldp alarys:

I f . _[3-cos2x, (3 1. r_3n
_([e dx>‘([(1+sm x)dx—.([de—(zx 4sm2xJ 0— 5
Diymek,
]T‘esmz"dx > 3—”
2

0

2-nji mysal. Eger baglanysyksyz tiytgeyan ululygy & = _[ f(t)dt

0
bilen calsanda e funksiya gecyindigi belli bolsa, onda [0; +°°)
aralykda polozitel we differensirlenyin f(x) funksiyany tapyn.

Coziilisi. Serte gora e_lfmdt = f(x) ya-da jff(x)dt =—In f(x).
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Sonky deiligi differensirlép alarys:

!

@f(t)dtj ~(~Inf(x)) ; f(x)z—%; Fx)==(f()).

Ahyrky denligi integrirlélin:

df (x) _ df (x) df (x) _
dx ik e (x))2 ‘[(f x) ©
ﬁ =x+c; f(x)=
Emma f(0)=e’=1 bolyandygy sebipli c¢=1, onda
1
f(x)= m

Jogaby: f(x) = L
x+1
3-nji mysal. J.(—l)[x]dx integraly tapmaly.
Coziilisi. Goy, x>0 we x e (n,n+1) bolsun, onda

—x—n, eger n—jubiit bolsa,

x+n, eger n—tik bolsa.

F@)=[ )l ={
0
Goy, indi x<0 we x € (—n—1,—n) bolsun, onda

F(x)= I(—l)[’] dt ={

—-x—n, eger n—jublit bolsa,
x+n+leger n—tidk bolsa.

Umumy yagdayda bolsa

F(x)=2x+2k, (k=0,£1,£2,...).
Diymek,

j(—l)[x]dx =tx+2n+ec, (n=0,+1,%2,.)-

Jogaby: tx+2n+c, neZ.
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4-nji mysal. Eger /(x) funksiya iizniiksiz we A-nyii #hli
[RACF

X

bahalarynda
subut edin 4

£ "7dx integral yygnanyan bolsa, asakdaky denligi

Tde:f(O)lné; (a>0,b>0).
X a

Coziilisi. Goy, F(x)= j&dx bolsun we ax =1t bellenisik
girizip, alarys:

Tde = T Ma’t = F(4+0) — F(ad).
A x ad t

Edil seyle usul bilen bx =t bilen bellesek,
j [ (bx) j D it = F4o0) - F(ba)

bolar.

J'Md —F(bA) - F(ad) = Tf ) jf(x)d(lnx)

Sonky integrala orta baha baradaky teoremany ulanyp, alarys:

[ o = 7@ dnn = r@m 2

Bu yerde ad <& <bA we A nola ymtylsa, onda & hem nola
ymtylyar. Onda,

[S(a) = f(bx) , b
j —————dx = f(0)n—

5-nji mysal. Eger f(x) funksiya [0,1] kesimde iizniiksiz bolsa,
onda,

Ixf(sm X)dx = — I f(sinx)dx

deiiligi subut etmeh
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Coziilisi. 7 —x =1 bellenisik girizip alarys:

]Exf(sin X)dx = j (r —1) f(sin(z —))d(x — 1) = nj F(sint)dt —]Etf(sin 1)t

Ixf(sm X)dx = ﬂj f(sinx)dx — Ixf(sm x)dx;

V

2 j xf (sin x)dx = nj £ (sinx)dx;

0

J.xf(sm X)dx =— j f(sin x)dkx.
6-njy mysal. Subut edin:

2r

j xf (cos x) dx = nzj £ (cos x)dbx.

Coziilisi. x =27 —t bellenisik girizip, alarys:

2r 0

I xf (cos x) dx = I (27 - t)f(cos(27r —1)d (27 - t)) =

=2n I f(cost)dt—jtf(cost) t;

_[xf(cosx)dx 27r-[f cos x ) dx jxf(cosx)dx

22fxf(cosx) dx = ZNTf(COS x)dx

2z

Ixf(cosx) dx = ﬂzjzf(cosx)dx

0
7-nji mysal. Integraly hasaplan:
2
J- sin (sin x + rx )dx.
0
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Céziilisi. Uytgeyinleri calsyp, integraly hasaplalym:

x=mw+t| x=0 t=-m,
de=dt | x=2n t=r.
2r T

sin (sinx + nx )dx = jsm[sm w+1t)+n(m+1) ]dt

-

0
I sin(—sin? +nt +nr ) dt = _[ (=1)"sin(nt —sint)dt = 0.
Jogaby: 0.
8-nji mysal. Anillatmanyn a bagly dildigini subut edin:
T dx
o (1+x2)(1+x“) :
Coziilisi. Integralynn hisiyetinden peydalanyp, berlen integraly
asakdaky gérnﬁsde yazyp bileris:

T 5 JL T =1 +1,.
0(1+x)(1+x O(1+x)(1+x 1(1+x)(l+x )

1
I, integralda x = — {iytgeyéni galsyryp, alarys:
y

x=1, y:l, x:OO’yZOWCdx:_d_y-

2
@

1 2 1 a ©
y _ I dy I
w(1+y 1+y%) l(1+x)(1+x)

= 1+ (1)
e

dx < “
L= we]lzj‘%,
1 L+ x7)(1+x7) 1 (14 x7) A+ x%)
integrallary gosup, alarys:
° dx ° x“dx T (1+x%)dx Todx
I, +1,= + = =
b '1[(1+x2)(1+x) -!.(1+x2)(1+x) -!(1+x2)(1+x) -!‘1+x
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Hakykatdan-da, alnan integral a bagly daldir:
T dx
1+ x’

9-njy mysal. Berlen funksiyanyn asyl funksiyasyny tapyn

o0
:arctgx‘ T

2
X

(xsinx +cos x)2 .

Coziilisi. Gozlenyén funksiyany Y-bilen bellélin, onda

2 2 2
y - Iydx _[ X2 dx:jx (c.os X +sin f)dx
xsmx+cosx) (xsinx+cosx)

B _[ x? cos® x — xsin x cos x + xsin x cos x + x* sin® x

(xsinx +cos x)2

dx =

_Ixsmx(xs1nx+cosx) xcosx(sinx —xcosx)

dx =
(xsinx+cos x)

_J(cosx+xsinx—cosx)(xsinx+cosx)—(sinx+xcosx—sinx)(sinx—xcosx)

2 dx_
(xsinx+cosx)

_J-(sinx—xcosx)/( i i ,

xsinx +cosx)—(xsinx+cosx) (sinx—xcosx)d
x:
(xsinx+cos x)2

_Id sinx—xcosx | _sinx—xcosx
Xsinx+cosx Xsinx+cosx

+c;

Y = Sin x — X COS X
Xsinx +cosx

Jogaby: Y = s1n.x —xcosx
XSinx + cos x
10-njy mysal. Hasaplan

X =3x"+7x —x+1

dx.

2
COS X

|
aln

Coziilisi. Bilsimiz yaly f(—x)=-/f(x) sert yerine yetse
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j f(x)dx=0

bolar. Onda:

|8

X =3 +7x° —x+1 :fx 3 +7x = x

C—y s | N

COS X - COS X

z
4 4

ENE]

Jogaby: 2.
11-nji mysal. x =2cosp, y=sing ellipsin defilemesi berlipdir.
Buyerde a=2,b=1, p* = x> + y* . Talyp onufi meydanyny hasaplap,

17 5t
S=4|—|p’d
1l

(4cos @ +sin (p)d(p B

2.

o'—.w\ﬁ

yaly netijéni alyar. Emma bu ellipsit meydany S=7x-a-b=2nr bol-
maly. Yalityslyk nirede?
Coziilisi. x = pcosp we y = psing;

) 4 3 2 _
cos’p +4sin’ g’ \/cosz(p+4sin2(p’

H b

S=4 1-] . L . =8[————
2 cos”@+4sin (p 01+3s1n ¢

Sonky integraly integrirlemek ii¢in ¢ = tgp bellenisigi gecirelin,
onda

2

sin’ ¢ = 1—2,(p = arctge,dp =
1+1¢

1+
bolar.
z dt
Tode T 1+p [_at
8]1+3sm2¢I e I1+4z2
0 01 3 0
1+¢°



bellenisik gecirip, alarys:
Toodt T
8| —— =4 (arctgeo —arctg0) =4 - — =2rx.
! [rap e g0 =4
Jogaby: 2.

12-nji mysal. Integraly hasaplamaly:

j- dx
e+ D +1)
Coziilisi.
ot f
(e DD I (e +1)(x +1) (e +1)(x 11y

j dx . e
I m integralda x iiytgeyani -x bilen ¢alsyp, alarys:
-1

Jot | f
(ef +1)(x* +1) (e +1)(x +1) (e +1)(x +1)

1

:.1[ e'dx J~
0(ex+l)()c2+1 ) (€ +l)(x +1)
1 1
(e" +1)dx dx 1
= = - t =
Ji [,

e+ (X +1) X+l 4’

T
Jogaby: —.
4

13-nji mysal. Integraly hasaplamaly

3
jsgn(x — x°)dk.

0

Coziilisi. sgn {l} =¢—¢ funksiyanyh kesgitlemesine gori
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Leger 0O<x<l bolsa,
sgn(x—x’)=40,eger x=0, x=1 bolsa,
—l,eger 1<x<3 bolsa.
Onda gozlenyin integraly asakdaky yaly yazyp bolar:

isgn(x—f)dx:j-dx—jdle—Zz—l.
0 1

0
Jogaby: —1.
14-nji mysal.
y=e" j e dt
0
funksiyanyii monoton artyandygyny subut edifi. Bu funksiya haysy
baslangy¢ sertlerde néhili differensial defileméni kanagatlandyryar.
Coziilisi. Gorniisi yaly,
y=e° J.e”zdt >0.
0
Bu funksiyanyn ontimini alalyn we onun noldan uludygyny
gorkezelin.

y'= (exz Ie"zdt] = 2xe" .[e_tzdt +e" (=" )=2xy+1
0 0

ya-da

y'=2xy+1>0.

Diymek, berlen funksiya monoton artyar. Ahyrky denlikden

gorniisi yaly

y=e" j e dt

0

funksiya y(0)=0 baglangyc sertde »'=2xy+1 defileméni
kanagatlandyryar.
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15-nji mysal. Eger f(x) we g(x) iizniiksiz funksiyalar [0,1]
aralykda bilelikde artyan ya-da kemelyén bolsalar, onda

If (x)g(x)dx Zji f (x)dxj 2(x)dx

denisizligi subut edin.
Subudy. I1ki bilen agakdaky komekgi tassyklamany subut edelin.
Lemma. {an} we {bn} yvzygiderlilikler bilelikde artyan ya-da
kemelydn bolsalar, onda asakdaky densizlik yerine yeter:

nZab >Z Zb

i=1 i=1
Subudy. Serte gord {a,,} we {bn} vzygiderlilikler bilelikde mo-
noton artyar ya-da kemelydr. Onda asakdaky densizlik dogrudyr:
(a,—a;)b,—b,)=0.
Bu densizligin iistiinde kébir 6zgertmeler gegirip, alarys:

ab—ab,—ab +ab, 20;

D (ab,—ab;,—ab +ab;)=0;

ij=1

n- Zab Za Zab+n2ab >0;

i,j=1 i,j=1

ZnZH:aib,. > Zn:ai -+ Zaj 5
i=l1

i,j=1 i,j=1

ZnZab > ZZalb/,

i,j=1

nZab >Za Zb

i=1 i=1

Indi bu lemmany ulanyp, berlen deiisizligi subut edelini. Ilki bi-
len agakdaky yaly bellenisikleri gecireliii:
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1
a,= 1(60). b, =(6),"= 7

1

Bellenisikleri sotiky deiisizlikde hasaba alyp,

L3 1(0)50)> 3 /0)Y 50)

alarys. Ahyrky densizlikde kabir 6zgertmeleri gegip, bu deiisizliklerde
predele gegelin:

nlirEO z f(6,)g(6,)Ax, > HIEEO Z f(6)Ax, z 8(6,))Ax;;
in1 i=1 i=1

lim > /(6)g(6)Ax, > lim Y £(6)Ax, - lim > ¢(6,)Ax,.
n—>+00 l:l n—>+00 121 n—>+00 1:]

Kesgitli integralyn kesgitlemesine layyklykda ahyrky defisizligi
asakdaky gorniisde yazyp bileris:

j J(x)g(x)dx ZI f (x)dxf g(x)dkx.

16-njy mysal. f(x) funksiya [0,1] aralykda (iizniiksiz
differensirlenyédn we f(1)— f(0)=1 serti kanagatlandyryan bolsa,
asakdaky densizligi subut edin:

j (F'(x)) dx>1.

Subudy. a,,a,,...,a, sanlar ii¢in asakdaky deiisizligin dogrudy-
gyny matematiki induksiya usuly arkaly subut etmek bolar:

(a,+a,+..+a) <n(a’ +a; +..+a).

. 1 L
Bu detisizlikde @; = /'(6,), n= o bellenisikleri gecirip, alarys:

1

(if'(e,-)j smii(fw,-»%

i i=l
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lim (if'(e,-mx,-] < Tim 310, Ax;

n—>+00 i=1
n 2 n
(hm > f'(Ol.)Axl.] < 1im D" (f'(6,))* Ax,.
n—>+00 i=1 n—>+00 i=1

Ahyrky deinsizlikde kesgitli integralyn kesgitlemesinden
peydalanyp, ony

1 | 2 1
[(rieoyra: [ [7 '(x)dx] = S|, = FO- O =1,

yaly yazmak bolar. Diymek,
1
j (f'(x))dx > 1.
0

17-nji mysal. Eger /(x) funksiya [1,+ o] aralykda iizniiksiz we

0

[ Gy

1
integral yygnanyan bolsa, onda
[ (G)dx
1
integralyn hem yygnanyandygyny subut edii.
Subudy. Goy, F(x) funksiya f(x) funksiyanyn asyl funksiyasy
bolsun. Onda Teyloryn formulasyna gori, alarys:

F(x)=F()+ F'(0(x-1)+1)(x =1), (0<0<1);

F(x)-F(1)=f[0(x-1)+1](x—1);
If(x)dx = If[(?(x—l)ﬂ](x—l)dx.
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Ahyrky deiillikde O(x—1)+1=¢ bellenisigi gegirip,
deiilikde predele gegelin,

3

.[f(x)dx = lim If(X)dx = lim J‘f(t)(t D4,

(1+ ez)T F(x)dx = T f (o)t

]Of(x)dx If(x)xdx

(19)

alnan

deiiligi alarys. Serte gora I f(x)xdx integral yygnanyar, onda ahyrky

denlige gora _[ f(x)dx 1ntegral hem yygnanyar.
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§4. HATARLAR BILEN BAGLANYSYKLY
MESELELER

1-nji mysal. Hasaplan

Coziilisi -
i(klzloln(xe“m )jl = i(ln(xe’” ) . ln(xe“'” ) . ln(xe“’” ))_1 =
m=0 B m=0

_i 1 _
- w (lnx+lne'”)-(1nx+lne”'”)-(lnx+lne2+’") -

1
(lnx+m)-(1nx+m+1)-(1nx+m+2)'

m=0

Inx +m =1 bellenisik gegirip alarys, m =0 bolanda 7 = In x bolar.

i(}f[oln(xe“m )j_l - ,_Z:}t(t+l)1(t+2) -

-3 (til)(%_ti2j%::%,§£t(t14—1)_(t+1)1(t+2)J:

1 1 1 1
2 nx(lnx+1) (Inx+1)(lnx+2) (Inx+1)(lnx+2)

50



1 1

1 1
(nx+2)(Inx+3) (nx+2)(Inx+3)  2Inx(nxtl)

1
Jogaby: W

Inx + 1) '
2-nji mysal. Tozdestwany subut edin

ii :jex_ldx.
0

S n(n+1). (n+k) X

Coziilisi. Subut edilmeli denligin ¢cep we sag tarapyny 6zgerdip, alarys.

<2<,

1 1

+ i
\/4n—1 \/ﬁ

1 1 . 1 ~ =iL
1:2:3 k23 (k+1) 23 (k+1) ) Sk-k!

>~
LR

I
Ngk
|

3-nji mysal. Hataryn jemini tapyn

—2n—1
2t

n=1

Coziilisi. Seyle funksiya seredelin
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fm2=Y2" =1

2 -1’

2 — —-2"In2
f(0)m2=m2) 2= = T2
o 2 (2x_1)2

Alnan denligin agzalaryny —In2 sana gysgaldyp, alarys:

w2 (2)C — 1)2 '

x =1 bolanda, alarys

n=l1 (2_1)2
1
2 2n—1 2n &1 2
; 2” n=l1 2’7 +; 2” 1_1
2

Jogaby: 3.

. 2V 4k
4-nji mysal. z(zx xk) 2
k=1

kopagzanyn x""' boliinyindi-

gini subut edin.
Coziilisi. Belli bolsy yaly,

n

k
X

~In(1-x) = k_17+0(x"“);
~In(1-x)* = ,:1 %+0(x"“).

Yone,

52



3
—_

[\9)

=

|
=
S}
~
=

Onda:

by

k=

Sonky denligin sag tarapy x"*' boliinyér, onda bu denligin sag
tarapy hem x"*' boliinyar.
5-nji mysal. Hasaplan

7T4 j7,'8 71_12

b+ 2¢ -4!+ 2%.81 +2‘2 12! T
1 Tt t "

+ + +
21 2%.60 2°.100 2%.141

Coziilisi.

2 x4 x6 x8 xlO

cosx=l-—+——-"—F—-"—+
2! 4! 6! 8! 10!

deiilikde x :% bahany goyup, alarys:

T 7T2 7_[4 7_[_6 72,'8 7_[10
cos—=1

2T T2 4 e s 2001

n’ n* n® nt mx'"

1_22-2!+2“-4!_26-6!+28-8!_2'°-10!+"" 0
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. 77:4 . 7_[8 . 7[12 . B 7_[2 . 77:6 . 7_[10
2441 2%.81 22.121 T 22.21 2°.61 2°.10!
+7Z'4+7Z'8+7T12+_ﬂ_2l+7f4+72'8+7'[12+

2441 2%.81 22121 7T 22021 2% 2%.100 2%.120 )
Onda bu yerden,

+ n + ux + n +

241 2881 2. A A’
1 t t " 22 4

—+ + +
21 2%.60 2%.10! 27.14!
boljakdygy gelip ¢ykyar.
Jogaby: ™
oga y.T.

2

6- njy mysal. Egerde Z—:% bolyandygy belli bolsa
n

Z 5 hataryn jemini tapyn.
n:l( n-— )
oziilisi.
Coziilisi
=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B e T e A AT
n=1
1 1 1 1 1 1 = 1 1 &1
—+—=+—=+..+ + +.= += ) —;
P35 (2a) (2:2) (23) ;(21/1—1)2 22;#



) A A
= (2n-1)’ 6 4 6 8

2

Jogaby: %
7-nji mysal. Hataryn jemini tapyn:

1-3x> +5x" = 7x° + .+ (=D)"Qu+Dx> +..., (|x|< D).

Coziilisi. Hataryn jemini S bilen bellélin we asakdaky tiikeniksiz
kemelyédn geometrik progressiyanyi jemine seredelin:

X
X=X 4% =x +.. A+ (=)' = >
I+x

Bu hataryn iki tarapyny hem differensirldp, alarys:

!’

(x—x3+x5—x7+...+(—1)"x2”+1+...)':( al j

1+ x?
B 1—x*
(1+x*)*
1-x?
(1+x2)2'

1
8-nji mysal. Z T hataryn dargayandygyny subut etmeli.
n n

Jogaby:

n=1 0

Subudy. Bu hatary dargayan zl garmoniki hatar bilen
n=1

defiesdiryéris. Defiesdirme nysanyna gora:

lim 22 = £, (0 < k < +00)

n—wo b

predel bar bolsa, onda Zan we an hatarlar sol bir wagtyn 6ziinde
n=1 n=l1

yygnanyar ya-da dargayar. Onda
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1
lim ’11 —lim¥n =1

n/n

bolar. Indi lim #/n =1 deiiligi subut etmek yeterlikdir.

n—»o0

GoY, ¢ > 0 islendik san alalyfi we \\/Z - 1\ < ¢ detisizlik n > n,(¢)
belgiden baslap dhli n t¢in yerine yeter yaly #,(¢)=n, € N sanyi
bardygyny gorkezelin. Hakykatdan hem

n=[1+n 17" =[1+E&n -7 =1+n(%—1)+@(%—1)2 +
o 202 D@ D) i gy -1y > 2D oy,
3! 2
bolyandygy diisniiklidir. Indi

ns 20D gy
2
densizligi ¢6ziip, n, = n,(¢) belgini kesgitlalin.

1> -1y

Q/;—l‘<,/i<g;
n—1

2 2
n>1+—, n,=ny(e)=[1+—=].
€ €

Bu yerde n, belgd derek 1+ 2~ sanyi bitin bolegini almak ye-
terlikdir. Diymek, berlen hatar dargayar.

9-njy mysal. Zﬁn' hataryil yygnanmaklygyny deriiemeli.
n=l1 .

Coziilisi. Islendik 7 > 2 {i¢in n!< n", onha gora-de
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1

nlnn  Inn!

Inn!'<Inn" =nlnn, Inn'<nlnn,

hatar dargayar. Munun seyledigini gorkezmek
iicin Kosinin integral nysanyny ulanmak yeterlikdir, yagny,

J' dx :J‘d(lnx)zln(lnx)
lenx S Inx

o
, =00,

Dargayan hataryn degisli agzalaryndan uly bolup duryanlygy zerarly,
berlen hatar hem dargayar.

Jogaby: hatar dargayar.

(_1)n+1
Jn

agzalarynyn ornuny ¢alysmak bilen dargayan hatar almaly.

Cozilisi. i(_l)w

= n
Bu hataryn iki poloZitel agzasyndan son bir otrisatel alamatly agza-
syny, sofira yene-de iki polozitel alamatly agzalaryndan son bir otrisa-
tel alamatly agzasyny yerlesdireliit we su prosesi dowam edip, asak-
daky yaly hatary alarys:

1 1 1 1 1

11 !
l+f_$+ﬁ+ﬁ_ﬁ+m+\/4n—3+\/4”_1_\/ﬂ

Bu hataryn dargayandygyny subut edelifi. Onuil umumy agzasyny

10-njy mysal. Umumy agzasy a, = yygnanyan hataryn

hatar Leybnisin nysanyna gord yygnanyar.

+...

P S
" Jan-3 Jan—-1 2n

diysek, onda

1 1 1 1 1 1
b, = + - > + - >
! \/4n—3 \/4n—1 \/Z \/4n—1 \/4n—1 \/ﬂ
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2 1

> O S P
Jan—-1 2n " an n 20 n

boljakdygy diisniiklidir. Emma » (1-—
S0 BT

degisli san hataryn degisli agzalaryndan uly agzalary bolan hatar hem
dargayar.

hatar dargayar, onda

= 1
Jogaby:Zb Z(\/4 — \/4 = \/_n)

n=1

11-nji mysal. Umumy agzasy nola ymtylyan, emma 6zi dargayan
bolan, alamaty gezeklesyén hatara mysal getiriil.
Coziilisi. Meselem,

- 1 2 4

Z:(—l)”"1 In " =ln——ln—+ln§—ln—+...
— n+l 2 3 4 5

hataryni umumy agzasy a, = In—— nola ymtylyar, emma muna

garamazdan, bu hatar dargayar. Ciinki, ol Leybnisin nysanyny

kanagatlandyrmayar, yagny,

ml<m3<m§<mf<m
2 3 4 5

Jogab 1y In—"—
Ogay;( ) 1

12-nji mysal.
Za In» hatar dargar yaly, yygnanyan Za hatara mysal getirin.
n=1

Coziilisi. Kosinin integral nysanyna gora,

1 1o 1

I > dx =
' (x+1)In"(x+1) In(x+1)[ In2

2
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Inn

% 1
z (1 DI (1 1) hatar yygnanyar. Emma 2 (n+D)In*(n+1)

hatar welin dargayar. Sebibi,

0 0

Inn Inn
Z(n+1)1n 2(n+1) _Ez(n+1)1n D)

n

1 In(n +1) -
>2Z (n+1)In*(n+1) 221(n+1)1n(n+1)

n=

soiiky alnan hatar Kosinin integral nysanyna gord dargayar. Diymek,
mysalyn sertini

Z (n+1)ln (n+1)

n=l1

hatar kanagatlandyryar.

Jogaby: i

n=1

(n +1)ln (n+1)
13-nji mysal.

Za”” k= . hatar dargar yaly, yygnanyan Za hatar

barmy‘?
Coziilisi. Seyle bir hatar diizelin:

1 1 1
1:1+(2k+\l/§_2_2k+\1/§_2_2k+\1/§j+

1 1 1 1
+(2k+\1/§ _3_2k+\1/§ _3.2k+\1/§_3.2k+\1/§]+
Gorniisi yaly, bu hatar yygnanyar we onun jemi 1-e den. Gelin, indi
onun her bir agzasynyn (24 + 1) derejd goterip, asakdaky hatary diizelin:
1 1 1 1 1 1 1

ST Ak Ak TR T ok arkz sz T
2 2 2 3 3 3 3

1+
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Bu hatary iki hataryn tapawudy gorniisinde yazalyn.

1 1 1 1 1 1
1+5+§+...+;+... - 22k+1+32k+1+42k+1+... .

Emma bu jemddki birinji hatar dargayan, ikinji hatar bolsa
yygnanyan hatar. Bu hatarlaryi tapawudy hem yene-de dargayan hatar
bolyar. Diymek, diiziilen hatar meseldnin sertini kanagatlandyryar.

Jogaby: bar.
14-nji mysal. Hataryn yygnanmaklygyny derfiemeli:

i(l - Coszj.

n=1 n

Coziilisi. Belli bolsy yaly, Vx e {O,E} :sinx < x. Bu deiligi goz
ontinde tutup, 2

i(l cos—j Z2sm —n<z

n=l1 n=1 n= 1
alarys. Ahyrky densizligin sag tarapyndaky hatar, médlim bolsy yaly,
yygnanyan umumylagdyrylan garmon iki hatar. Diymek, defiesdirme
nysanyna gord berlen hatar hem yygnanyar.

15-nji mysal. X ng\/; deiileméninn dhli polozitel koklerini
artyan tertipde yerlesdirip {x,} yzygiderlilik alnypdyr, Z— hata-
ryn yygnanmaklygyny dernemeli. n=l Xy

Coziilisi. y, =x we V, =18 Jx funksiyalaryn polozitel kesisme
nokatlary y, funksiyanyn periodikligine goréd asakdaky serti kanagat-

landyrar:
. 2
X, € ((77,'}’1)2;(5 + nn)j ]
Ahyrky serti ulanyp,
1 S B
— —<
X, (7tn)2 ’,,Z X, Z::‘ (7‘[71)
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deisizligi alarys. Ahyrky densizligin sag tarapyndaky hatar yygnanyan
umumylagdyrylan garmoniki hatar bolanlygy ii¢in, denesdirme
nysanyna gord berlen hatar hem yygnanyar.

16-njy mysal. Goy, Zan hatar dargayan bolsun, a, >0,

n=1

 d
S =a +a,+..+a,. Z S" hataryn hem dargayandygyny subut
edi. e
v e .a > 4, ,
Coziilisi. Eger th—”;tO bolsa, onda z S hatar dargayan
n—0 Y =1 "

hatar bolar. Goy, lim% # 0 bolsun, yagny,

;” ~ O(n), hacanda n — .

n

Serte gord Zan hatar dargayar, onda Dalamberini nysanyna gora
n=1

a,+1_ 1+ a(n),haganda n — oo, bu yerde a(n) > 0.
a

n

0

a
Bu sertleri ulanyp, ZS—" hatarynn Dalamberint nysanyna gora
n=l1 n

dargayandygyny gorkezmek bolar:

Dyt
hm Sn+l — hm an+1 Sn — llm an+1 Sn —
e & e an n+l mra +1 Sn + an+1
Sn
= lim Lo = lim Lo ! =
n—w oy 1+ an+1 n—wo 1+ afn ) an+1
Sn S}’I aﬂ
. 1 . 1
lim (1+ a(n))) =lim — =
n—>0 1+O0(n)(1+o(n)) r=A+a(n))” +0(n)
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lim—————=1+lima(n)>1.
n—»o0 (1 + a(n)) n—>w

0

Diymek, Z

n=l1 n

17-nji mysal. Hataryn yygnanmaklygyny derfiemeli:

V24422 +4/2-42+2 +\/2—\/2+\/2+\/§+...

Coziilisi. Gorniisi yaly,

X, =\/5=2sin§—2; X, =v2-2 zzsin%;
X, =\/2—\/2+V2+\/§ =2$il’l%-

Dalamberin nysanyna gora,

an

hatar dargayar.

.7 T
X 2 Sin n+2 n+2 1
lim 2L = Jim 2ﬂ ~ lim 2ﬂ - —<1
n—>0 xn n—»o0 2SinF n—>0 F
hatar yygnanyar.
18-nji mysal.
0 e*ﬂ.x
X)=
J(x) ;an

funksiyanyn x > 0sohlede tizniiksizdigini, x>0 interwalda differen-
sirlenyéndigini gorkezin.

Coziilisi. I1ki bilen z le > hataryn yygnanmaklyk oblastyny
n

n=1

dernélin. x =0 bolanda, bu hataryn yygnanyandygyny gérmek kyn
déldir:
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—(n—l)x

lim Sest _ iy LEOHDE e 1]

e g ow e e ]+ (n+1)° e
1+n’

Bu yerden gorniisi yaly, yokarky hatar x > 0 sohlede yygnanyar,
x <0 interwalda bolsa dargayar.
Alnan netijeleri peydalanyp, meselede talap edilyan sertleri gorkezelin:

lim Af = im[f (x+Ax) = f(x)];

S —n(x+Ax) £ —nx
hmAf—hm{ze N - ¢ }:

Ax—0 Ax—0 1+n*  Sl+n’

0 e—nx 1
= lim = lim —-1({=0.
AH<>Z“1+n [ } ,,2:1:1+n2 AHO[e”A" }

Diymek, Llcmo Af =0. Yagny, f(x) funksiya x>0 sohlede

iizniiksiz. Bu funksiyanyn x>0 interwalda differensirlenyéndi-

Af

gini gorkezmek {igin bolsa, x>0 interwalda gm— 0 predelin
bardygyny subut etmek yeterlikdir: * Ax
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§5. YOKARY ALGEBRA BILEN BAGLANYSYKLY
MESELELER

a b

1-nji mysal. 4= [c dj matrisanyfi

X?—(a+d)X +(ad - be)E =0.

1 0
denileméni kanagatlandyryandygyny subut ediii, bu yerde £ = [0 .t
Coziilisi. Berlen denllemede X =4 bahany goyup, onun

denileméni kanagatlandyryandygyny goérmek bolyar:

A —(a+d)A+(ad —bc)E =

_ab2 dab dblo—
_[c d ~(ax )[c d+(a—c)0 lj_

_(a2+bc ab+bd]_[a2+ad ab+db]+

ca+dc ch+d? ac+dc ad+d’

ad — bc 0 0 0
+ = =0.
0 ad — bc 0 0

2-nji mysal. Kwadraty nol matrisa denn bolan, ikinji tertipli
matrisalaryn dhlisini tapyn.

b
Coziilisi. Gozlenilydn matrisany A4 = (a a’j gorniisde saylap
c

alalyn, onda:
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a b _ (a+bec ab+bd) (0 0
A4’ =0, c d) " \ca+de cb+d? 0 0)
bu yerden, alarys:

a’ +bc=0,
d*+bc=0,
(a+d)b=0,
(a+d)c=0.

Bu ulgamy ¢oziip, mysalyn sertini kanagatlandyryan matrisany
0 0 a b
taparys: A= (0 O] ya-da Va,be R,A=| _,?

— —a
3-nji mysal. Hasaplan: b

100

S O N
O = =
N OO

\S)

1
Coziilisi. Derejinin esasy A4 = 1 . Onda:
0

]
N OO

b

:
I

2 1 oY
AA=[0 1 0
0 0 2

Bu prosesi dowam edip, alarys:
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2 142427 +..42” 0 2% 21 0
A" =0 1 0 |=| 0 1 0
0 O 2100 0 0 2100

2100 2100 _1 0
Jogaby: | 0 1 0

4-nji mysal. Goy,

1 1 1
f(x)=]3-x 5-3x" 3x’ -1
2x* =1 3x -1 7x*-1

bolsun. f(c)=0 bolar yaly, seyle bir ¢(0<c<1) sanyii tapyljak-
dygyny subut edin.

Coziilisi. Berlen f(x) funksiyanynn (0, 1) interwalyn ugky
nokatlaryndaky bahalaryny hasaplalyn:

1 1111
f(0)=3-0 5-0 0-1|=|3 5 -1=0;
0-1 0-1 0-1] |-1 -1 -1

111 111
F)=pB-1 5-1 1-1=f]2 2 2/=0.
1-1 1-1 1-1 |1 2 5

Gorntisi yaly, f(0)= f(1)=0, onda Rollyil teoremasyna gora
bu interwaldan seyle bir nokat tapylyp, f(0)= f(1)=0, denlik
yerine yeter.

S-nji mysal. Predeli tapyi:
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S N~

lim

n—»0

S W | —

Coziilisi. 4 we B matrisalara seredelin:

L
2 0 -1 -1
A:()ll’B:OO—l
31 0 0 0
0 0 =
5

B matrisanyn 3-nji derejesinin

0 -1 -1}(0 -1 -1\ (0 -1 -1
B*=|0 0 =10 0 —=1/l0 0 -1|=
0o 0 0J)l0 0o 0)lo 0 O

0 0 1y0 -1 -1
=0 0 0|0 O -1|=0
0 0 0)Il0 0 O
nol matrisa deiiligini g6z oniinde tutup, alarys:

n

S N|=
e
(e

(A+B)" =

S W | —

| —
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— 0 0
2}7
A+nA“B+( I)A”2B2+O— 0 31 0
0 O i
571
Ahyrky deillikde predele gecip, alarys:
1
21’!
1im£A" +nd"'B + ”(”2 D y2p +oj —lim| 0
0
Loy
271
1imA”(E+nB+Msz:1im 0 -
n—>0 2 n—»0 3”
0O O
1 n(n—-73)
2 0O 0 O
IimA4"|0 1 -n =0 0 O
0 O 1 0 0 O
—00 o0
0 1 —oo|limA4"=0
0 O 1




Bu deillikden gorniisi yaly, lim 4" matrisa nolun bolijisi

bolmaly, emma det A 0 bolyanlygyny goz 6niinde tutsak, lim A"
matrisa difie

lim 4" =0.

n—oo

sertde nolun boliijisi bolup biler. Diymek,

n

oy
2
1
. 1o = 1] =o0.
lim| & 3
0 o L
5

Jogaby: 0.

6-njy mysal. 4 = La,=2,n21 ycin a,,,=a,.,+4a, sertler bi-
len kesgitlenyian yzygiderlilige Fibonnagininn yzygiderliligi diyilyér.
Subut edin:

1 100 .. 0 0
11 10 .. 0 0
0 -1 11 .. 0 0

a, =

-1 1 1
00 0 -1 1]

Caoziilisi. Mysalda berlen denligi matematiki induksiya usulynyn
komegi bilen subut edelin:

n =1 bolanda, a, =1 deilik dogry.

1 1
n =2 bolanda, a, =‘ { 1‘ =2 denlik dogry.
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Goy, n <k +1 lgin denilik dogry bolsun. Onda » = k + 2 bolanda,

Aoy =y ta, =

1 1 00 0 0 O 1 1. 00 .. 0 0 O
-1 1 1 0 0 0 -1 1 0 0
0 -1 1 0 o0 0 -1 1 0
= —+ =
0 0 00 -1 1 1 0 0 00 -1 1 1
0 0 00 0 -1 1,0 0 00 .. 0 -1 1)
1 100 .. 0 0 O
-1 1 0 0 0 O
- 0o -1 11 .. 0 0 O
=(-D"-1- +
0 0 0 O -1 1 1
0 0 00 0 -1 1,
1 1 0
-1 1
1+2 0 -1 1
H=D)'" - (=1):
0 0 0 O -1 1 1
0 0 00 .. 0 -1 1,
denlikden peydalanyp,
1 100 .. 0 0 O
-1 1 1 0 0 0 O
0 -1 1 0 0 O
ak+2:
0 0 00 -1 1 1
0 0 00 0o -1 1,




bolyandygyny alarys.

8-nji mysal. Her bir setirinde we her bir siitiininde diiie bir ele-
menti 1, galan elementleri nollar bolan n-nji tertipli kesgitleyjilerin
ahlisinin jemini tapyn. Seyle kesgitleyjilerini sany nice?

Coziilisi. det E kesgitleyji mysalyn sertini kanagatlandyryar.
Bu yerde,

0 0
0 1 - 0

detE = . . =1.
0 0 - 1

Mysalyn sertini kanagatlandyryan beyleki kesgitleyjilerin dhlisi
bu kesgitleyjinini setirlerinin (ya-da siitiinlerinin) ¢alsyrmalary netije-
sinde alynyar. E, (i < j) bilen detE' kesgitleyjinii i we j setirlerinifi
orunlarynyn calsyrylmagy netijesinde alynyan kesgitleyjini bellélin.
Kesgitleyjinin esasy hésiyetlerinden peydalanyp,

E,=(-1)/"detE = (-1)""

denligi alarys..
n sany setiriil diirli calsyrmalarynyn sanynyn n! bolyanlygy {i¢in,
E; kesgitleyjileriii sany hem n! bolar. n! sanyfi jiibiitligini g6z 6iiin-
de tutsak, dhli £; kesgitleyjilerifi jemi:
n j n j o n!
DA N IS YL
j=1i=1 j=1i=1 k=1
bolar.
Jogaby: kesgitleyjilerifi sany n!, jemi 0 den.

9-njy mysal. Goy, a, 8,y — sanlar x’ + px+¢ =0 detileménin
kokleri bolsun. Hasapla:

<

= Q
R Q ™
R ™

=
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Coziilisi. Wiyetin teoremasyna gora:
a+p+y=0.
Bu deiligi peydalanyp, berlen kesgitleyjini hasaplalyn:

a B vy a B Y a B vy
y a pB|= Y a B =ly a p|=0.
B v a la+y+B B+a+y y+P+a| [0 0 O

Jogaby: 0.
10-njy mysal. Goy, A n-nji tertipli kwadrat matrisa

a 1 0 0 0

0 a 1 0 0
0 a

0O 00 - a1 0

0 00 -+ 0 a

0 00 -~ 0 0 a

gorniise eye bolsun. A” matrisanyn birinji setirinddki elementlerini
jemini tapyn, bu yerde m < n.
Coziilisi. Matematiki induksiya usulynyn komegi bilen A” mat-
risanyn
am Cl m-1 C2 m=2 l 0
A" =[ e T

gorniise eyedigini subut edelin.
m =1 bolanda,

1 1.0
A :[a Ca 0 - OJ yerine yetyar.
Goy, A* matrisa sol gorniise eye bolsun, onda:
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Ak+l=Ak'A=

10 0
0 a 1 000
0 0 a 00 0
_Eak Cla™" CXa" 1 o]
000 a 1 0
000 0 a
000 0 0 a

bolar. Bu képeltmek hasylda C; + C;" = C}*| deiligi peydalanyp,
S = (akﬂ C/i+1ak C/?uak_l SRl S OJ

denligi alarys. Diymek, 4™ matrisanyn birinji setirindéki elementlerin
jemi:
a"+Cla" +Ca" P+ A1+ 0+ +0=(a+1)"
bolar.
Jogaby: (a+1)".

11-nji mysal. 4B - BA=FE (E birlik matrisa) denligi kanagat-
landyryan A we B matrisalaryn yoklugyny subut edin.

Coziilisi. Tersine giiman edelin, yagny, AB— BA=E denligi
kanagatlandyryan

A=(a;),.,weB=(b;)

nxn nxn

matrisalar bar bolsun. Berlen denlikde asakdaky amallary gegirip,
Tr(AB— BA)=TrE;

Tr(AB) - Tr(BA) = ZH:I;

i=1

Tr(AB) - Tr(BA) = ZH:I;

i=1
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n

Ziaijbﬁ_iibﬁaﬁ:n = n=0

i=l j=1 i=1 j=1

niddogry deiligi alarys, alnan garsylyk biziii eden giimanymyzyii
niddogrudygyny gorkezyér. Diymek, AB—BA=E denligi kanagat-
landyryan A we B matrisalar yok.

12-nji mysal. Goy, 4-n-nji tertipli kwadrat matrisa bolsun. Eger,
A* = E bolsa, onda 4+ E we A— E matrisalaryf ranglarynyf jemi-
nin n dendigini subut edin.

Coziilisi. Mysalyn sertinddki 4° = E denlikden alarys:

detA* =detE, (detA)’ =1 ya-da A=+*1#0.

Bu alnan netije, 4 matrisanyil rangynyil n dendigini gorkezyar.
Yagny,

r,=n.
Belli bolsy yaly, 4 we B matrisalar ii¢in asakdaky gosa densizlik
dogrudyr:

Vg SV + 1, <rp+n.
Bu deiisizlikde 4= A+ E, B = A— E bahalary goyup, alarys:
Viboar SV T Vg SV ey TH

K St p+r ;< Vo ptH,

r,=r,<r

wep T g STy N,

n<r,p.+r, ,<nyadar,,+r ,=n
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§6. GEOMETRIYA BILEN BAGLANYSYKLY
MESELELER

1-nji mesele. Meydany S den bolan goniiburgly tigburgluklaryn
in kigi perimetrlisinin taraplaryny tapyi.

Coziilisi. 1-nji suratda meydany S, katetleri x, y bolan gonii-
burgly tigburcluk sekillendirilen.

N\

S N
N\

X

1-nji surat

Serte gora,
S= %xy bu yerden y = 23 alarys.
x

Onda, bu iicburclugyn perimetri

2
P:x+y+\/x2+y2:x+§+ x2+(§)
X V X
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bolar. Perimetrin in kici bahasy
28 25Y _, [ 28 28Y
P=x+—+ x2+(—) 22 0x-—+,]2 xzi—j
X X X X

P>2(\2+1)s

ya-da

deiisizlige gord 2(\/5 +1) deni. Bu yagday bolsa, dine

ng ya-da x =28

X
bolanda yerine yetip biler. Ona gord-de gozlenilydn ticburglugyn

taraplary, x =v2S§', y = 25 =28, X+’ = 2/S bolar.
X
2-nji mesele. Aynanyn formasy goniibur¢clukdan we onuil yokar-

syna dayanyan yarym tegelekden ybarat. Onuii formasynyn perimetri
P denl. Aynanyn ininiii haysy bahasynda onui meydany it uly baha
eye bolar?

Coziilisi. Meseldnin sertini peydalanyp, aynany 2-nji suratdaky
yaly sekillendirmek bolar.

/T 1IN
\

4 X B

2-nji surat
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AB =DC =20D =20E = x,AD = BC = y bellenisikleri z serte

gord, alarys:

X 1 T+2
— b =—| P- .
P 2y+x+ﬂ2 }'/a—day 2( > xj

Onda, aynanyi formasynyil meydany,

2 2
X X T+2 TX
S:SABCD+Ssektur:xy+?:E(P_ > xj+—
va-da
S:S(x)zﬁx—ﬂ+4x2'
2 8

Aynanyn meydanyna x gord liytgeyén funksiya hokmiinde sere-
dip, onun maksimumyny tapalyn:

S'(x)=(£x—n—+4x2) _p mra
2 8 2 4
2 T+4

Gorniisi yaly, V6 > 0 san ligin:

S'(x+8)>0 we S(x—5)<0.

T+4 .
x* funksiyanyii

P
Diymek, x = 2P nokatda S(x)=—x-—
T +4 2
maksimumy bar.

2P
T+4

Jogaby: x =
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3-nji mesele. Inleri degislilikde a we b denn bolan koridorlar
goniibur¢ boyunca kesisyér. Bir koridordan beyleki koridora gorizon-
tal yagdayda geg¢iriljek merdiwanyii i uly uzynlygyny kesgitlemeli.

Coziilisi. 3-nji suratda meseldniii sertinde berlen koridorlar
sekillendirilen.

B
] 5
— @

9
r X D

L p4

a] |8
3-nji surat

Gorniisi yaly, meseldni ¢ozmek iicin 4B kesimiil uzynlygynyn

il uly bahasyny tapmaly. Serte gord, BD =a, AC = b. Eger, OD = x,
OC = y diyip bellesek, AAOC ~ ABOD bolyanlygyndan, alarys:

a

) _ab
5 ya-da y = .
Onda 4B kesimin uzynlygy

AB=AO+O0B =Nd’ +x* +\y’ +b* =

2
AB=+a* +x* + (ab] +b2=(é+1) a’+x*
X X

bolar. Diymek, 4B kesimin uzynlygynyn in uly bahasyny tapmak {i¢in
b 2 2
f(x):(—+1j a +x
X
funksiyanynn maksimumyny tapmak gerek bolyar.
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f'(x)=(§+1)’\/a2+x2 +(é+1](m),;

X
3 2
. x —a'b
S )=
X a +x

. x —a’h 32
f(x)zoaxzm'zo,x= ab.

x=1la’h nokadyfi f(x) funksiyanyfi maksimum nokady
bolyandygyny barlamak kyn dildir. Ona gord-de AB kesimii il uly
bahasy

ABz(%/ij+lJ\/a2+(%/E)2—\/[%/ij+l]2(a2+3a4b2);

3
ya-da AB = (ilaz +3/b72)2 :
3
Jogaby: (\3/a2 N )5 .

4-nji mesele. Yangy¢ guyulyan sisternanyi 4-nji suratdaky yaly
gorniisi bar we onuti istiiniit meydany S dei. Eger ZATB =90 bolsa,
onda sisternanynl géwrliminii ini uly baha eye bolmagy ti¢in silindrin
beyikligi nd¢éd den bolmaly?

Coziilisi. Meselédnisertine gord ZATB = 90°.Eger AO = OB = R,
AC =BD =00, = H bellenisikleri gecirsek, £ATO = ZBTO =45°
bolyandygyndan, alarys:

AO,=TO, =R we AT = R\/2.
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PR St i (PN

O

4-nji surat
Sisternanyn doly iistiiniit meydanynyn konusyn we silindrin gap-
dal Gistlerinin meydanlaryndan, hem-de silindrin esasynyin meydanyn-
dan ybaratdygyny g6z éniinde tutup, alarys:
2
S=8, 0+ S, AR = ”(/f) +27R-(AC)+ R,

k.g.m

2
S:@+271R-(H)+71R2 ya-da S=%7‘L’R2+271'R H.

Bu yerden hem, H = % - %R denligi alarys. Bu denligi sister-
T
nanyn géwrlimini tapmak {i¢in ulanalyn:
V=V+V, LR - B S 3R
6 6 27R 4
ya-da
y=Sp-TTp
2 12

Indi, sisternanyn géwriimine, R gord iiytgeyan funksiya hokmiin-
de seredip, onuil in uly bahasyny tapalyn:
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V= V(R)_—R—7—”R3
12

V'(R) = 0%—77”1# 0,ya-daR = 25

2

T

e[S A 25(5.5).s 5
) 2 \N7n T m\2 6) 3\7n

Diymek, sisternanyn gdwriimi il uly baha,

—— — 77T——.
27rR 4 VS V77r \/771

ﬁ
r

ya-da

bolanda eye bolar.

2 2

Jogaby: /§
T
Y

5-nji mesele. (4;-1) nokatdan %+? =1 ellipse gecirilen gal-

tagyan goni ¢yzyklaryn denilemelerini tapyn.

Coziilisi. Goy, 4(4;—1) nokatdan berlen ellipse gecirilen galtas-
yanlar ona M, N nokatlarda galtasyan bolsunlar (5-nji surat).

Belli bolsy yaly, berlen ellipsifi (#,0) nokadynda ofa gegirilen
galtasyan goni ¢yzygyn denlemesi

2e+ly=i
6 37

gorniisde bolar.
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5-nji surat

Meseldnin sertini kanagatlandyryan goni ¢yzyklar berlen 4 no-
katdan gecyér. Ona gora-de,

u L
—4+=—(-1=1 va-da v =2u-3.
g4tz (Eh=1y

Diymek, M, N nokatlaryn koordinatlary (u,2u—3) gorniisde
bolmaly. Bagga bir tarapdan, M, N nokatlar ellipse degisli, yagny

2 2
M_+M:1’
6 3

3u' —8u+4=0,

2 5
u =2, u, :§,bu§/erden v,=1v,=—.

Bu tapylanlary ulanyp, (MA) we (NA) galtagyan goniilerin deiile-
melerini taparys:

(MA) - %x+§y=1 ya-da x+y—-3=0;
(NA):%x.;.gy:l Ya-da x—5y—9=0.

Jogaby: x+y—-3=0, x—5y-9=0.
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6-njy mesele. Ellipsinn merkezini onun erkin nokady bilen bir-
lesdiryén kesimiil uzynlygynyn uly we ki¢i yarym oklaryii arasynda
yerlesyédndigini subut edin.

Subudy. Goy,

2 2
Xy
T+ —1@a=b
e (a=b)

ellips berlen bolsun (6-njy surat).

'S £
’ X(Xp, ¥o)
-I'"".-_ civind e
)i Yo N
/
-a (] Xg a X

o -

-b

6-njy surat

Gorniisi yaly,

2 2 2 2
|OX]= x5 + ¥, :a\fw—zyoéa,fx—z+%:a ya-da |OX|<a;
a a
2 2 2 2
|OX|:1/x§+y§ =b /xo;'zyo <b fx—z-q-%:b ya-da |0X|2b.
a

Diymek,

b<|OX|<a.

7-nji mesele. Uzynlygy 3-e deil bolan AB kesimin ugky nokat-
lary koordinat oklarynda (4 — nokat Oy okda, B — nokat Ox okda)
yerlesen we degisli oklar boyunga hereket edyirler. Bu yagdayda 4
nokatdan 1 birlik uzaklykda yerlesen C nokat néhili egrini ¢yzyar.
Caoziilisi. 7-nji suratdan gorniisi yaly,

A(O’ yo)’B('xO’O)’ C(x> J’)
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7-nji surat

Serte gord, |4B|=3,4B=3AC. Bu deiliklerde 4, B, we C
nokatlaryn koordinatlaryny goyup, alarys:
X5+ Y5 =9
X, =3x;
=Y =3y = »o);
Xy + Y =9
2
X=3%  yada X +2-=1.
4
3
Yo = E y

Diymek, berlen C nokat, merkezi O(0;0) nokatda, uly yarym oky
2 we kigi yarym oky 1-e deii bolan ellipsi ¢yzyar.
Jogaby: Ellips. x* + yj =1.
8-nji mesele. M(4;0) nokatdan ) — 2x = 0 egri ¢yzyga ¢enli uza-
klygy tapmaly.
Coziilisi. Goy, N nokat berlen egrad degisli bolsun, onda egrinin

2

denlemesinden N (y?’ y} bolyandyny gérmek kyn déldir.
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N | |
R y2l2x=9
-l—"_"-'-‘-'-'-_.—'_-—_‘_
g '__'__.--"""_'-
..--"'E"—
\
= -!:T‘f_";'-(:__
2 / | // 2 J‘J
:‘\:\ ’ (; N o " ] 28 3:£
3 '\-..“~
~_|
~—— |
= I s e SO
8-nji surat

Bu yagdayda MN kesiminl uzynlygy

IMNI—\/[%— j £ = f()

bolar. M nokatdan berlen egréd ¢enli uzaklyk diyip, /(1) funksiyanyn
minimum bahasyna aydylyandygy bize ozaldan méalimdir. Ona gora-de,

e (5
=2 A

2 Y 7
(5

2

P

2

! =0, —:0’ y —d 1:0; 23:i 6~
7' o) ya-da ¥ Yoz =N

Bu yerden y,;=4+6 nokatlaryfi / (y) funksiyanyfi minimum
nokatlary bolyandygyny gérmek kyn déldir. Ona gori-de, berlen M
nokatdan berlen egré ¢enli uzaklyk,
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Jogaby: \/7 .

9-njy mesele. Ucburclugyn iki depesi iiytgewsiz, {iciinji depesi
garsysyndaky burclaryn gatnasygy 2 den bolar yaly hereket edyéin
bolsa, bu depaniil geometriki ornuny kesgitlemeli.

Coziilisi. 9-njy suratdan gorniisi yaly,

tga=Zwe tg2o = 4
X xX—a
>3 1 0. [
| Mﬁﬁ)’)‘
N \
|_
| .
: L) & \\ |
AN
ol | | |w) | |
A |.\.’ }_I) x-|c|! e X
[ 1 I I

9-njy surat

Emma, ikinji bir tarapdan

bolyanlygyny peydalansak, C nokadyn hereketi iicin, agakdaky detile-
méni alarys:
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I'<

== |

2
Y _ > ya-da 3x° —y* —2ax =0.
xX—a
(%)
Jogaby: 3x” — y* —2ax =0
10-njy mesele. Ugburclugy taraplary 6ziinii

ax+by+c =0

denlemeleri bilen berlen. Onun meydany {i¢in asakdaky detiligi subut
edin:

AZ
T2AAA,

b

a b ¢
bu yerde A=la, b, we her bir A, degislilikde ¢, elementini
a; by ¢

algebraik doldurgyjy.
Subudy. Goy, berlen ticburglugyni depeleri 4, 4,, A, we

4 a,x+b,y+c,=0,
|ax+by+c,=0;

. ax+by+c =0,
ax+b,y+c,=0;

. ax+by+c =0,
*Nax+b,y+c,=0
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bolsun. Bu ulgamlary ¢6ziip, alarys:

b, ¢, a, 6
4 b, ¢, - a; G :
a, b, a, b
a, b a, b
b ¢ a ¢
A by ¢ - a; G ’
a, bl la b
a, by |a, b,
b ¢ a Cl‘
A b, ¢ - a, &
a, b a, b
a, b, a, b,

A, A,, 4, depelerinn tapylan koordinatlary boyunga A4,4,,4;, —
ticburclugynn meydanyny tapalyn:

S:lmod ;
2
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Bu denlikdéki kesgitleyjini ykjam gorniise getirip, alarys:

b, ¢, 9 G a, b,
by ¢ a, ¢ |a; b
_ b ¢ a. ¢ 9 G
by ¢| |ay ¢ a; G
b ¢ |44 a, b
1 b, ¢, a, 6 a, b,
S =—mod ;
2 a, bla, blla, b
a, billa; billa, b,
a b ¢

Bu denligi |a, b, c¢,| kesgitleyjd kopeldip bolelini, netije-de,

. a; by ¢
alarys:
b, «¢, 9 G a, b,
b, ¢ as G a, b,
a b ¢
b ¢ a, ¢ a, G
- - a, b, ¢
b, ¢ a, c a, ¢
s G 3 G 3 G
a; by ¢
b ¢ I a, b
1 b, ¢, a, 6 a, b,
S =—mod ;
2 a b ¢
a, byla, bjla, b
a bslla; bsfja, b, b
3 3 G
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S:lmod
2

Szlmod
2

ya-da

[

Szlmod
2




Ahyrky deillikde, meselédnin sertindéki bellenisikleri géz oniinde
tutsak,
A2
S=—7—"7—
2|AAA,]

deiiligi alarys.
Bellik. n- 6lcegli simpleksin gipergranlary

a,x, +a,x,+..+a,x +a, =0,(i=1n+1)

in+l
denlemeleri bilen berlen. Onun gdéwriimi ti¢in asakdaky detiligi subut
edin:

n

__
T nlAAALA

3

n+l

we her bir A, degislilikde 4;,,; elementin

bu yerde A= ‘aif (n+1)x(n+1)
algebraik doldurgyjy.
Couziilisi.
Lemma. 7 +1 tertipli dwriilisikli kwadrat (a;,) matrisa tigin

n

‘A,j‘ = “’iz‘

detilik dogrudyr. Bu yerde A, elementler g, elementlerini algebraik
doldurgyclary.
Subudy. (a;) matrisanyn éwrilisiklidigini peydalanyp, alarys:

_la,

T
I

n

Jji
n+l

1 Kapa |- |22

n

\A

:‘ali“

i i ‘az‘i ‘aﬁ

ya-da

n

‘Av‘z“’ff :
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Simpleksin  a,x, +a,x, +...+a,x, +a,, =0 gipertekizlikler-
de yatan granlaryny degislilikde G,-ler bilen, onuni depelerini bol-

sa A, -ler bilen belgildlin. Her bir 4, depe tigin

A=GNGN.NG NG

i+1

N..NG
diyip sertleselin. Onda 4, depe ligin

Ay X, +ayX, +...ta,x, ta,, = 0;

Ay X, + apX, +..+a, X, +a;,, = 0;

a =0

ety F X+t a,, X, +a

n+2 n+l,n""n n+1,n+1

denilemeler ulgamyny alarys. Bu ulgamy Kramerin usuly bilen ¢oziip
we lemmadaky bellenisikleri ulanyp, 4, depédniii koordinatlaryny
asakdaky yaly anlatmak bolar:

4 A ’ Ay, . A, .
A A A

1,n+1 1,n+1 1,n+1

Edil suna menzeslikde beyleki 4, (i=2,n+1) depeleriii hem
koordinatlaryny taparys:

A. Ail AiZ . Ain .
i A ’A 5 ’A

i,n+l1 i,n+1

Alnan netijeleri ulanyp, n-6lgegli simpleksiii gdwrlimini tapalyn:

Vn = l'l’nOd(AlAQ 5A1A3’ T AlA")’
n.
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A21 _ An A2n _ Am
A2,n+1 A1,n+1 Az,n+1 A1,n+1
V,= lrnod : .
n!
An+1,1 _& An+1,n _ A1n
An+1,n+1 A1,n+1 An+1,n+1 A1,n+1

Alnan denlikdéki kesgitleyjini onayly gorniise getirip, alarys:

A, A, . A

1,n+1

Vo= 1 A, A, A,
"ol At :

An+1,1 An+1,2 An+l,n+l

Bu deiilikde lemmany ulansak,

n

a, Ap e Ay

Vo= 1 ay, ay ) i
’ n' Al,}’l+1A2,}’l+l"'An+l,l’l+l

A Qe as 4

bolar. Meseldnin sertindéki bellenisikleri peydalanyp, soiiky denligi

n

___ I
" nlAAA,LA

n+l

gorniisde yazmak bolar.

11-nji mesele. Ellipsoide degisli bolmadyk nokatdan, ofia miim-
kin bolan galtasyan goniigyzyklaryn dhlisi gegirilen. Ahli galtasma
nokatlaryn bir tekizlikde yatyandygyny subut edii.

Cogziilisi. Berlen ellipsoidin denlemesini



gorniisde saylap alalyi we berlen nokady 7'(7,%,,%) bilen bellali.
Ahli galtasma nokatlaryii bir tekizlikde yatyandygyny subut etmek
ticin, ol galtagsma nokatlarynl islendik dordiisiniii bir tekizlikde yat-
yandygyny subut etmek yeterlikdir. Gelin, sol galtagsma nokatlardan
islendik dérdiisini alalyn we olary M(m,,m,,m,), N(n,n,,n;),
Kk, ky,ky), L(1,,1,,1) diyip bellalifi (10-njy surat). M,N,K,L noka-
tlaryn bir tekizlikde yatmagy iicin

ng—m; n,—m, HN;—1,
(W,W,Mf)zkl—ml k,—m, k;—m,|=0

L=m  L,—-m, [,—m,

bolmaly.
z
F
e 2 s g
ot v o | -
A f """ i ‘\‘3‘—'/ //
e s i I _
P ]
<]
,/< ,-ff L
+ //
X

10-njy surat

Belli bolsy, yaly ellipsoidifi X (x,,¥y,Z,) nokadynda ofia gegiri-
len galtasyan goniicyzygyn denlemesi

bolyar. Ona gora-de,
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(TM):?ijm—zzer—

n n
(TN):—2x+b—§y+c—§z:l;

(TK):%er%ijf—;z:l;
(TL):%x+%y+ 1322=1

bolar. Bu goniilerit umumy nokadynyn barlygy ticin asakdaky ulgam
noldan tapawutly yeke-tik ¢oziiwe eyedir:

ya-da

n, m n, m
jx+ b—g—b—jjy+ ——-—|z=0;

m,

=
a  a
a  a ¢ ¢
L m [, m, L, my
ATl 22 |y 2 2=0
(az azjx JERS y PR z
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Ahyrky birjynsly ulgamyn noldan tapawutly ¢oziiwinin bolmagy
ticin onun esasy kesgitleyjisi nola deni bolmaly, yagny,
nhn_m n m n
il A

C
ko _mo ky m ks omy

a a b b F
Loom L m L my
2 2 2 2 2 2
a a b b c c
Bu yerden,
| ny—m; n,—m, Hn;—1n,
S5 lk—m k,—m, ky—my|=0
abc
L=m,  L,—=m, [,—m,
ya-da

ng—m; H,—m, HN;—1,
k,—m, k,—m, k,—m|=0

L=m  L,—m, [,—m,

bolyandygyny alarys. Diymek, nokatlar bir tekizlikde yatyar.

12-nji mesele. Iki parallel goniicyzygyn arasyndaky /4 uzaklygy

il

1)
formula bilen afiladyp bolyandygyny subut edifi. Bu yerde r - baslan-
gyjy berlen goniileriii birinde, ahyry beylekisinde bolan wektor, r,-
berlen goniilere parallel wektor.

Coziilisi. 11-nji suratdan gorniisi yaly,

E:rz A—C;:r1 |4H|=h, E:rl—rz.
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=

&
o
s
o

11-nji surat

Belli bolsy yaly, parallellogramyii meydany iicin
S spep =|AH||DC| we S0, =|4Bx AD|
formulalar dogrudyr. Bu iki formulany denlép, alarys:

|4H||DC|=|4B x 4D

2

hlr|=|r x(r—1)

9

ylxn—nxn| nxn =0 x| _[nxn)

) 6] f) )

Diymek,

Ll

h

13-nji mesele. Ginislikde a, b, ¢, x, y, z — wektorlar berlipdir.
Asakdaky tozdestwony subut edin:
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(a,x) (a,y) (a,z)
(a,b,¢)(x,y,2) =|(b,x) (b,y) (b,2)].
(c.x) (6y) (c2)

Coziilisi. Belli bolsy yaly, a(a,,a,.a,), b(b,.b,,b,), c(c,.c,c,) wek-
torlar ii¢in, a,b skalyar we a,b,c gatysyk kopeltmek hasyllar asakdaky
yaly kesgitlenyérler:

(a,b)=ab +a,b,+ab,;

al a2 a3
(a,b,c)=|b, b, b,
cl 02 C3

Berlen mysalda a(a,.a,a,), b(b,b,b,), c(c.c,c,), x(x.x,.X,),
Y,Y,205)s 2(2,,2,,25) bellenisikleri gegirip we yokardaky denlikleri pey-
dalanyp, alarys:

a4, a; |X X X

(aabac)(x’yaz)= bl b2 b} ’ yl y2 y3 =

al a2 a3 xl x2 x3 al a2 613 xl yl Zl
=\b b, by|-\y, ¥, | =|b b, b|x, ¥, z,|=
Cl 02 C3 Zl 22 23 Cl C2 C3 x3 y3 Z3

a4, ay\[x VN oz
=llb b by|x, y, z

G G G J\X3 V3 Z3

ya-da
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(a,x) (a,y) (a,2)
(a,b,¢)(x,y,2) =((b,x) (b,y) (b,2)|.
(c,x) (¢,y) (¢¥)

14-nji mesele. 0A4,0B,0C wektorlar

S s s —

OAxOB+0OBx0OC+0Cx04=0

serti kanagatlandyryarlar.
a) 54, OB,0C wektorlaryil komplanardygyny;
A, B, C nokatlaryn bir goniide yatyandygyny subut edin.
Coziilisi. Ozaldan milim bolsuna gora bﬂ,aﬁ,a@ wektorlaryii
komplanar bolmagy ii¢in

(O4,0B,0C) =0

denilik yerine yetmegi zerur we yeterlidir. Meseldnin sertinde berlen
denligi peydalanyp, bu denligin yerine yetyandigini gorkezelin:

(04,0B,0C) +(0B,0C,0C) +(0C,04,0C) = 0;

(OA4,0B,0C)+0+0=0 ya-da (O4,0B,0C) =0.

Diymek, wektorlaryii komplanar..
b) 4, B, C nokatlaryn bir géniide yatmagy {i¢in

ABx AC =0

bolmagy yeterlidir. Berlen denligi peydalanyp, bu deiiligi yerine yet-
yandigini gorkezmek bolar:

O—Ax@+@x07?+@x0—14:0;
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—_— — — s

—~OB xOA+ OB x OC — 0Ax OC = —0A x O4;
(—@XOT4+O73XR‘)—(E4X%—OT4X&)=O;
O—Bx(—O—AJrR’)—mx(R’—m):O;

(A0 +0C)x(A0+OB)=0 ya-da ABx AC =0.

Diymek, 4, B, C nokatlar bir goniide yatyar.

15-nji mesele. x> — )?= a we xy = b giperbolalaryin masgala-
synyil ortoganal tory emele getiryandigini, yagny, egrileriii goniiburg
boyunca kesisyandigini subut etmeli.

Coziilisi. x> — y?= a we xy = b giperbolalaryn maggalasynyn or-
toganal tory emele getiryandigini subut etmek ti¢in, bu giperbolalaryn
kesisme nokatlarynda olara gegirilen galtagyan goniilerin 6zara per-
pendikulyardygyny subut etmek yeterlidir (/2-nji surat).

NG LWy g | A
AN \ 7
) NN 4
LY

== ,/’\\\\ ~
QYA VAN

/]
<

,/f//
Y

\
\

12-nji surat

Gelin, indi we egrilerin masgalasyna degisli bolan islendik iki
we egrini alyp, olaryn
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2 2
Xo = Vo = Ay
XY = by

kesisme nokadynda, egrilere gegirilen degislilikde /, we /, galtagyan
gonlicyzyklaryn burg koeffisiyentlerini tapalyii:

X (g, 45) :{

2
. X, X
L:y=kx+p  k=y(x)="=";
Yo b

, b
12:y=k2x+p2’ k, =y(xo):_x_02-

0
Bu yerden gorniisi yaly,. Bu bolsa we /, goniilerifi 6zara perpendi-

kulyardygyny anladyar. Diymek, we giperbolalarynt masgalasy gonii-
bur¢ boyunga kesisyérler, yagny, olar ortoganal tory emele getiryarler.
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