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Giris

Adamzat 6ziinin bilim, ylym, tehnologik, c¢epercilik we s.m.
islerinde, hemise das-toweregimizi gursap alyan obyektlerin,
hadysalaryin we proseslerin kép mukdardaky diirli hésiyetlerini
owrenip, degisli modelleri doredyéir we ulanyar.

Model — anyk maksatlar {igin Owrenilydn obyektin-asyl
nusganyn, hadysanynn ya-da prosesinn diiypli héisiyetnamalaryny
anladyan, esasy dél ayratynlyklaryny bolsa ayryp taslayan kdbir téze
obyektdir. Hi¢ hili model obyektin 6ziini c¢alsyp bilmez. Emma,
hacan-da dwrenilydn obyektinl kesgitli hésiyetleri bizi gyzyklandyryp
anyk meseleler ¢oziilende, model 6rdn peydalydyr, kébir halatlarda
bolsa, yeke-tik deriiew serisdesi bolup ¢ykys edyar.

Dirli ylymlar modellerin ayratyn tiplerini guryarlar hem-de
obyektleri we prosesleri diirli nukday nazardan deriieyérler, yagny
modelirleyérler. Modelirlemek — islendik obyekte ya-da prosese akyl
yetirmek maksady bilen modellerin  doéredilmeginden  we
deriielmeginden duryan usuldyr.

Model diisiinjesine takyk kesgitleme bermek miimkin déldir.
“Model” adalgasy latynga modelium soziinden gelip ¢ykan bolup,
tirkmenge: “6lgeg”, “usul”, “haysydyr bir zat bilen menzeslik” yaly
manylary beryir.

Modelleri iki sany uly topara: material (predmet) we informasion
modellere bolyarler. Material modeller obyektlerin geometriki, fiziki
we beyleki hisiyetlerini material formada yiize ¢ykaryarlar (globus,
anatomik sekiller, kristallik gdzeneklerin, jaylaryn, toplumlaryn
maketleri we g.m.).

Informasion model — obyektin, hadysanyn ya-da prosesin diypli
hdsiyetlerini  we yagdayyny beyan edyidn informasiyalaryn
toplumydyr. Informasion modeller degisli formada we informasiya
goterijilerinde  (kagyzda, goOrniis  serisdelerinde, kompyuter
informasiya goterijilerinde we s.m.) anladylyarlar.

Informasion modelleri beyan edilis formalaryna, wagtyn
pursadyna hem-de ulanylys yaylasyna baglylykda birndge toparlara
bolmek bolar. Beyan edilis formalary boyunca kespleyin we
belgileyin informasion modellerini tapawutlandyryarlar.
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Kespleyin informasion modelleri (suratlar, sekiller we s.m.)
obyektlerin gorniis kesplerini informasiya géterijilerininni haysy-da
bolsa birinde (kagyzda, foto ya-da kino maglumat géterijilerinde we
s.m.) berkidip anladyarlar. Belgileyin informasion modelleri diirli
dillerin (belgileyin sistemalaryn) ulanylmagy bilen gurulyarlar we 6z
gezeginde teswirleyji belgileyin wWe formal belgileyin informasion
modellerine bolinyarler. Teswirleyji belgileyin informasion modelleri
tebigy dilde ya-da yazgy formasynda doredilyérler. Teswirleyji
informasion modeli gurlanda, zerur diisiinjeler we aflatmalar
peydalanylyp, sozlemler gysga we diisniikli beyan edilyarler.

Formal belgileyin informasion modelleri matematiki, himiki
formulalardan, tablisalardan, meselelerin ¢Oziiwlerinin
programmirleme dillerindéki kodlaryndan we s.m. ybaratdyr. Bu
modeller: formulalar (meselem, Nyutonyn ikinji kanuny F =m-a),
tablisalar (meselem, D.U. Mendeleyewin himiki elementler boyunga
periodik tablisasy), tekst (meselem, berlen programmirleme dilindaki
programmanyn teksti) gornusinde anladylyp bilner. Matematiki
model — Owrenilydn obyektifi, prosesiii ya-da hadysanyn esasy
kanunalayyklygyny beyan edydn matematiki gatnasyklaryn,
denlemelerin we densizliklerinn toplumydyr. Ykdysady-matematiki
model (YMM) bolsa, kébirlerinde ya-da hemmesinde ykdysady many
bolan, oOzaralarynda matematiki baglanysyklar  (formulalar,
denlemeler, densizlikler, logiki sertler we s.m.) bilen baglanysdyrylan
faktorlaryn-ululyklaryin toplumydyr. YMM-leri hem, 6z gezeginde,
modelinn ulanylyan yerine, matematiki Yyazgysyna, wagta gord
toparlara bolmek bolar.

Ykdysady meselelerin matematiki yazgysy umumy gorniisinde
asakdaky yaly yazylyar:

F = f(x,...,X,) = max(min)
maksat funksiyasynyn maksimal ya-da minimal bahasyny

<
CDi(Xll X2, v Xp ) <=> bi, (1=1,,m)
=
X, >0 (=1,..n)

sertlerde kesgitlemeli, bu yerde:



v' F — ykdysady meseldniin maksadyny afladyan funksiya;

v’ Xy,..,X, — meseldnii maksadyna tdsirini yetirip bilydn
ykdysady faktorlar, yagny gozlenyén nébelli ululyklar;
v ®; — maksada vyetmek {i¢in gOyberilen serisdelerifi

ulanylysyny gorkezyin funksiya;
v' b; — obyektde bar bolan i-nji serisddnint mukdary.
Bu matematiki yazgynyn gorniisine hem-de X,,..., X, faktorlaryn

Ozara baglanysygyna gord model: ¢yzykly, ¢yzykly dal, dinamiki,
stohastik we s.m. gorniislerde bolup biler.

Eger bu faktorlarda wagt faktory goz oniinde tutulmasa — statik,
bolmasa, dinamiki model alnar.

Okuw  gollanmasynynn  1-nji  babynda  ykdysadyyetde
modelirlemegin &hmiyeti we dus gelydn modellerinn esaslary
teswirlenyér. 2-nji bapda ykdysadyyetde jemleyin, orta we predel
ululyklaryn arasyndaky gatnasyklara seredilydr. Gollanmanyn 3-nji
babynda elastiklik diislinjesine we onun ykdysady seljermede
ulanylysyna, 4-nji bapda bolsa, 6ntim¢ilik funksiyalaryna garalyar. 5-
nji, 6-njy baplarda ¢yzykly we ¢yzykly dél programmirlénin hésiyetli
meseleleri ¢ozilydr. 7-nji bapda dinamiki programmirleménin tipli
meselelerinin  diirli usullarda ¢6ziilisine garalyar. 8-nji bapda
matrisaly oyunlaryn hem-de tor meselelerinin ¢oziilislerine
seredilyar.

Gollanmada ykdysady modellerin ¢oziiwlerinin algoritmik-
kompyuter taydan amala agyrylysyna yykgyn edilip, netijeler
dernielydr. Mysaly goniikmelerin ¢oziilisleri we talyplaryn 6zbasdak
islemekleri {i¢in mesele-mysallaryi toplumlary getirilyir.



1. Modelirlemek we modeller
1.1. Ykdysadyyetde modelirlemegin ihmiyeti

Hazirki zaman ykdysady teoriya mikro-, seyle hem makro
derejelerde tebigy zerur element hokmiinde matematiki modelleri we
usullary 6ziinde jemleyir. Matematikany ykdysadyyetde ulanmagyn
artykmaglyklary sulardan ybaratdyr:

v ykdysady tytgeyanlerii we obyektlerii arasynda has mohiim,
diiypli baglanysyklary tapawutlandyrmaga we formal taydan beyan
etméige miimkingilik beryir, seylelikde, ¢ylsyrymly obyekt yokary
derejedédki abstrakt (howayy) forma, yagny ykdysady-matematiki
model hokmiinde 6wrenilyér;

v' anyk formulirlenen baglangy¢  maglumatlardan  we
gatnasyklardan, deduksiya usuly arkaly, dwrenilydn obyekte yokary
derejede adekwat bolan netijeleri almak miimkin;

v induksiya yoly arkaly, matematikanyi we statistikanym
usullary Owrenilydn obyekt barada tize bilimleri almaga, yagny
obyektin bar bolan tejribe-syn etme maglumatlaryna yokary derejede
layyk gelyédn parametrleri bahalandyrmaga miimkingilik beryar;

v" matematikanyfi dilini peydalanmak — ykdysady teoriyanyi
diistinjelerini takyk we ykjam beyan etmége yol beryar.

Islendik ykdysady derniew, elmydama, teoriya (ykdysady model)
bilen amalyyetin (statistik maglumatlaryn) birlesdirilmegini g6z
oniinde tutyar. Sol sebépli, teoretik modeller syn edilyan prosesleri
beyan etmek we diisiindirmek ti¢in ulanylyan bolsalar, statistik
maglumatlar matematiki modelleri gurmakda we esaslandyrmakda
peydalanylyar.

Diirli  ykdysady hadysalary = 6wrenmek  {i¢cin  olaryi
yonekeylesdirilen formal beyanlaryny — YMM-leri ulanyarlar.
YMM-leri mysallary bolup, alyjylaryil saylamasy, firmanyn,
ykdysady 0Osiisint modelleri, haryt, faktor, maliye bazarlaryndaky
denagramlyk modelleri we s.m. ¢ykys edydrler. Modelleri
guranlarynda, ykdysadgylar, deriielydn hadysany kesgitleydn diiypli
faktorlary ylize ¢ykaryarlar we goylan mesele ii¢in diiypli bolmadyk
detallary ayryp taglayarlar.

Modeller gurlanda asakdaky islerin yzygiderligi yerine yetirilyar:
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v' derfiewifi predmeti we maksady formulirlenyir;
v' seredilydn ykdysady sistemada maksada layyk gelydn
gurluslayyn ya-da funksional elementler tapawutlandyrylyar, bu
elementlerint has mohiim hil hésiyetnamalary yiize ¢ykarylyar;
v modelit elementleri arasyndaky baglanysyklar hil taydan,
dilden beyan edilip, teswirleyji model alynyar;
v' ykdysady obyektifi goz ofiiinde tutulyan hisiyetnamalary ti¢in
simwoliki belgilemeler girizilip, obyektin matematiki modeli
gurulyar;
v" matematiki model boyunca degisli usullarda hasaplamalar
gecirilyar we alnan ¢oziiwler seljerilyar.
Modellerin ~ matematiki ~ gurlusyny ~ we  mazmunyny
tapawutlandyrmak gerekdir. Mysallara seredelin.
1-nji mysal. Berlen goterim (yyldakyi 20 %) boyunca bir yyldan
sont 12000 manat almak ii¢in banka goyumyil mogberini kesgitlemeli.
Mysaldaky ululyklara formal belgilemeleri girizelii:
v’ Sp — pullaryti baslangy¢ mukdary;
v' S; — pullaryn ahyrky mukdary;
v D — géterimin derejesi.
Onda belli diizgiin boyunga: S;=S, (1+ %) formulany-modeli
alarys. Bu yerden So-y kesgitlélin:
S - S, 12000 12000
o D 20
+— 1+
100 100
2-nji mysal. Eger zawodda tehniki tdzelenis netijesinde zdhmet
ondirijiligi ortaca 20 % artyp, berlen déwiirde zawod 12000 birlik
onlim goyberip baslan bolsa, Oniimlerin goyberilisiniii basdaky
mogberini kesgitlemeli.
Meseldnin ululyklaryna simwoliki belgilemeleri girizelin:
v Gp— Oniimlerin bagky goyberilisi;
v' G; — Ontimlerin sonky goyberilisi;
v' D - 6niimgiligin artmagynyn depgini.
Bu yerde ortaga zdhmet 6ndiirijiliginin

G/Lzeﬁ

0

=10000 (manat)
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(L, L, — degislilikde, basky we sonky dowiirler) yaly
kesgitlenyandigini goz oniinde tutup alarys:
G, =G,(1+ L - L0)=G0(1+ D/100).
L, -100

Onda gozlenyén ululyk ii¢in taparys:

G - G, _ 12000 _ 12000
° 1+D/100 1+20/100 12

Mysallar boyunga alnan modeller denesdirilip, matematiki

=10000.

modellerin  sol bir U;=U, (1+ %) gornlisindedigini, hatda
formulalara giryan ululyklaryn iki yagdayda hem sol bir baha
eyedigini goryaris. Emma beyan edilydn proseslerin modellerinin
ykdysady manysy we mazmuny diirliidir. Diymek, sol bir matematiki
modelleri we usullary biri-birlerinden diiypden tapawutly diirli
ykdysady meseleleri ¢ozmekde ulanyp bolyan eken.

YMM-ler ykdysady obyektin hereketinin ayratynlyklaryny yiize
cykarmaga we sonun esasynda kabir parametrlerini tiytgetmek bilen
obyektin geljekde o6ziini alyp barsyny kesgitlemédge miimkingilik
berydr. Geljekki tiiytgemeleri, meselem, pul calysma kursunyn
yokarlanmagyny, peydanyn peselmegini we s.m. adamzat 6z hususy
tejribesi boyunga hem kesgitldp biler. Emma, bu yerde, yagdaya tésir
edydn ykdysady gorkezijilerin mohiim baglanysyklarynyn iinsden
diistirilmegi, nddogry kesgitlenmegi ya-da bahalandyrylmagy
mimkin. Modelde iytgeyinlerin hemme baglanysyklary mukdar
taydan bahalandyrylyar, sol sebdpli yokary hilli we ygtybarly
caklama alynyar.

Islendik  ykdysady subyekt {i¢in yagdayy c¢aklamagyn
mimkingiligi, ilki bilen, onat netijelerin alynmagyny va-da
yitgilerden sowlunmagy anladyar. Sol sebidpli, YMM-lerin
ulanylmagynyn netijesinde ¢oziiwleri kabul etmegin dhmiyeti 6ran
uludyr.

1.2. Ykdysady-matematiki modeller we onuii esasy elementleri
YMM-denllemelerii, deiisizliklerin, logiki gatnasyklaryn we
grafiklerin toplumy gornilisinddki ykdysady obyektin gomomorf
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sekillenmesidir. Gomomorf sekillenme Owrenilydn obyektin
elementleriniit gatnasyklarynyn toparlaryny modelini elementlerini
degisli gatnasyklaryna birlesdirydr. Basgaca, model — obyektin
dernewini yonekeylesdirmek ti¢in gurlan sertli obrazdyr. Seylelikde,
modeli 6wrenmek arkaly, obyekt barada tdze bilimleri almak, ol ya-
da beyleki yagdaylarda in gowy ¢ozliwleri tapmak maksat edinilyar.

YMM-in1 elementlerinin esasy gorniislerini beyan etmek {iicin
anyk meseld seredelin. Goy, firma Onlimlerin birnidce gorniislerini
ondiiryin bolsun. Oniimgilik prosesinde resurslaryn emjamlar, isci
giiyji we ¢ig mal yaly li¢ gorniisi ulanylyar:. Bu resurslar birjynsly,
mukdarlary belli we berlen 6niimgilik aylawynda sol bir mukdarlarda
bolyan resurslaryii her gorniisinii mdogberleri berlen. Oniimleriii
bahalary belli. Oniimleri yerlesdirmekden gelyin umumy girdejinii
maksimal bahasyny ipjiin edyan oniimgiligin mdgberini — planyny
(her dniimden nécesini ondiirmeli) kesgitlemeli.

Goylan meseldni ¢ozmek ilicin meseldnin matematiki modelini
diizmeli, modeli zerur informasiyalar bilen iipjiin etmeli hem-de
degisli usullar boyunca hasaplamalary gegirmelidir. Oni bilen, model
gurulyan dowriinde indeksleri, ekzogen we endogen iiytgeydnleri
hem-de modelin parametrlerini kesgitlemelidir. Bizin meseldmizde
oniimlerifi her gorniisinini 6z i indeksi (i =1,n), seyle hem, eger bir
iytgeyan arkaly anladylsa, resurslaryn her gérniisinini 6z j indeksi
(jJ=1,m), bolmalydyr. Eger resurslary diirli harplar bilen bellesek,
onda olar ti¢in indeks gerek daldir. Ekzogen iiytgeydnler — oniinden
bahalary belli, modelinn dasyndan bahalary berilydn iiytgeyanlerdir.
Seredilydn meselede ekzogen {iytgeydnler bolup, bar bolan
enjamlaryn S sany, G is¢i giiyji we M ¢ig mal ¢ykys edyérler.

Endogen iiytgeydinler — modelin dasynda bahalary berilmedik,
gayta, model boyunca hasaplamalar arkaly bahalary kesgitlenyin
nédbelli lytgeyanlerdir. Bizin yagdayymyzda, bular oOniimlerini i
gorniisinin, hazirlikge nabelli x; (I=1,n) mukdarlarydyr.

Modelin parametrleri — modelin denlemeleriniii koeffisiyentleri,
yagny, oniim birligini 6ndlirmek ii¢in sarp bolyan ekzogen s;, g; we
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m; (i=1,n ) ululyklaryn bahalarydyr. Tayyar Oniimlerin yerlenme
bahalary c; (i=1,n) hem bellidir.

Uytgeyinler we parametrler beyan edilenden soii meseldnifi
sertlerini formallasdyrmaga, yol berilydn kopligin we maksat
funksiyasynyn beyanlaryna gegilyar. Bizin meseldmizde yol berilyan
kopliikk — bar bolan resurslar bilen {ipjiin edilen 6niimg¢iligin hemme
wariantlarynyn toplumydyr. Bu kopliik seyle deiisizlikler sistemasy
arkaly berilyar:

I/\

S X +S,%X, +..5,X, < S, i=1

M:
I/\

0% +0,%, +..+0,X, <G, ya-da

MX, +M,X, + ...+ M X, <M, =1
me <M.

Resurslar boyunca bu ¢éklendirmelere X, iiytgeyénlerin otrisatel

déllik serti hem gosulyar. Eger haysy-da bolsa bir resursy doly
har¢lamaly (meselem, hemme is¢i giiyjiini ise ¢cekmeli) bolsa, onda
degisli densizlik denilemd owriilerdi. Bular yaly sertler yol berilyin
kopliigin yaylasyny gysyp, hatda bu kopliikden baslangyc il gowy
¢oziiwi ayryp taslamagy hem miimkin.

Eger optimallagdyrma modeli berlen bolsa, ¢éklendirmeler bilen
bir hatarda maksat funksiyany hem diizmelidir. Maksat funksiyasy —
¢oziiwi kabul ediji subyektini bahbidini aniladyan, yol berilyin kopliik
boyunca maksimal ya-da minimal bahasy goézlenyin funksiyadyr.
Berlen mesele iicin degisli yerlenme bahalarda umumy girdejini
anladyan

n
Z=CX +CX, +..+CX, ya-da Z =) cX
funksiyanyn maksimal bahasy gozlenyar.

Gérsﬁmiz }?aly, goylan mesele yagdayy doly teswirleyin déildir

gelmeyar Hakykatdan, ini bolmanda:
v' resurslary kébir dereja ¢enli 6zara ¢alsyp bolmalydyr;
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v resurslaryn sarp edilisi goyberilyin 6niime berk proporsional
bolmaly déldir (goyberilisin mocberine bagly bolmadyk hemiselik
harajatlar hem bolup, predel harajatlar tiytgép bilerler);

v Oniimgilik prosesinde resurslaryii mogberi berk fiksirlenen
daldirler, sebdbi, olar satyn alnyp, satylyp, ujundan alnyp bilner;

v/ Oniimin bahasy satylyan mogberine, resurslaryfi bahasyna
bagly bolup biler;

v' alynyan girdejininn  dirli  birlikleri CKE gin  dirli
gymmatlykda (meselem salgyt sistemasyna baglylykda) bolmagy
miimkin;

v' CKE-nii maksady dine girdejini  ya-da  peydany
yokarlandyrmak bolman, basga gyzyklanmalaryn hem ddéremegi
miimKin;

v CKE igin ¢Oziillydin mesele bir pursat ya-da dowiir bilen
cidklenmeydr, dinamiki baglanysyklary hem gz onilinde tutmak
mohiim bolup biler;

v'  linsden diigiirmesiz bolyan totén faktorlaryi hem yagdaya uly
tasir etmegi miimkin we s.m.

Ykdysady teoriyanyn kop bdliimleri, hojalyk islerinii diirli
ugurlarynda, ol ya-da beyleki derejelerde detallasdyrylyp ya-da
utgasdyrylyp, yokarda agzalan aspektleri Owrenmeklige, beyan
etmeklige we modelirlemége bagyslanandyr.

1.3. Ykdysady-matematiki modellerin esasy tipleri

Ykdysadyyetde ulanylyan matematiki modelleri modelirlenyin
obyektin ayratynlyklaryna we modelirlemegiii maksadyna baglylykda
diirli nysanlar boyunga birndge tiplere bolmek miimkin. Olardan
esasylary: makro-we mikroykdysady, teoretiki we amaly,
denagramlykly ~we optimallagdyrma, statik we dinamiki,
determinirlenen we stohastik modellerdir.

Makroykdysady modeller jemi milli Oniim, sarp edis, maya
goyum, rayatlaryil is tpjlingiligi, pullaryin mukdary yaly ireldilen
materiyal we maliye gorkezijileri baglanysdyryp, ykdysadyyeti
umumy biitewilik yaly beyan edyarler.

Mikroykdysady modeller ykdysadyyetin gurluslayyn we
funksional komponetlerinin 6zara tésirlerini ya-da bazar gursawynda
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olaryin ayratyn diizlijilerinin 0ziini alyp barsyny teswirleyérler.
Ykdysady elementlerin bazarda diirli tiplerinin hem-de &zara
tésirlerinin bolmagy sebépli, mikroykdysady modelirleme ykdysady-
matematiki teoriyanyn esasy bolegini eyeleyar.

Teoretiki modeller formal gelip-¢ykmalardan deduksiya usulyny
ulanyp netije g¢ykarmak bilen, ykdysadyyetin we onun hésiyetli
elementlerinin umumy hésiyetlerini 6wrenméage miimkingilik beryar.
Amaly modeller anyk ykdysady obyektin funksionirlenme
parametrlerini bahalandyrmaga we su esasda amaly ¢ozgiitlerin kabul
edilmegi licin hodiirnamalary teklip etmédge yardam edydr. Amaly
modellere, 6ni bilen ykdysady tiytgeyéanlerin san bahalary bilen is
salysyan we olary bar bolan gozegcilik maglumatlary esasynda
statistik manyly bahalandyrmaga miimkingilik beryan ekonometriki
modeller degislidir.

Bazar ykdysadyyetini modelirlemekde deniagramlykly modeller
esasy orny eyeleydr. Olar ykdysadyyetin, hacan-da, ony berlen
yagdaydan ¢ykarmaga ¢alysyan hemme giiycleriii jemleyji giiyji nola
dent bolandaky yagdayyny beyan edyirler. Bazar dil ykdysadyyetde
bir parametr (meselem, yetmezgilik-defisit) boyunca denagramsyzlyk
basga faktorlar (gara bazar, nobatlar we s.m) arkaly sazlanyar.
Denagramlykly modeller, esasan, teswirleyji modellerdir.

Optimallagdyrma modelleri bazar ykdysadyyeti teoriyasynda,
esasan mikro derejelerde ulanylyar (berlen sertlerde girdejinin
maksimal ya-da ¢ykdajynyn minimal bahasyny gozlemek we s.m).
Makro derejede  ykdysady obyektii  bolusynyn rasional
saylanmasynyn netijesi kébir denagramlykly yagdayda bolyar.

Statik modellerde ykdysady obyektin anyk pursatdaky ya-da
wagtyn berlen dowriindéki yagdayy beyan edilyar. Dinamiki
modeller, 6ziine liytgeyanlerin wagt boyunga arabaglanysygyny hem
girizydr. Statik modellerde, adatca dinamiki iiytgeyénlerin bahalary
fiksirlenendir. Dinamiki model ykdysadyyetde proseslerinn bolup
gecisini kesgitleyan giiycleri we arabaglanysyklary beyan edyéar hem-
de, adatca, differensial we tapawutly defillemelerin, wariasion
hasaplamalaryn apparatlaryny ulanyar.

Determinirlenen modeller modelin iiytgeyénleriniii arasynda
berk funksional baglanysyklary talap edyar.
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Stohastik modeller dernelyan gorkezijilere totdn tésirlerin
bolmagyna yol berydr we olary beyan etmek iicin &htimallyklar
teoriyasynyn we matematiki statistikanyn usullaryny ulanyar.

1.4. Matematiki ykdysadyyet we ekonometrika

Matematiki ykdysadyyet(MY) ykdysady proseslerini matematiki
modellerinin  hisiyetlerinin - we c¢ozliwlerininn  seljerilmegi  bilen
mesgullanyan ykdysady ylymlaryn boliimidir. MY-da kesgitli formal
baglanysyklara (baglanysyklaryn ¢yzyklylygyna, giiber¢ekligine,
monotonlygyna we s.m, ululyklaryii baglanysyklarynyn anyk
formulalaryna) esaslanan teoretik modeller deriielyar. MY — umuman,
berlen baglanysygyn ol vya-da beyleki gorniisi alyandygynyn
esaslandyrys derejesini (meselem, sarp etmegin ululygynyi
girdejiden ¢yzykly artyan funksiyadygyny) oOwrenmek bilen
mesgullanmayar. Bu isler ekonometrika galdyrylyar. MY-nyn
meselesi, matematikadaky yaly, modelin ¢oziiwinin barlygy,
otrisatel, stasionar déldigi we beyleki hisiyetleri baradaky soraglary
owrenmek bolup duryar. Seylelikde, MY beyleki tarapdan, ykdysady
ylymlaryn usulyyeti bolup ¢ykys edyar.

MY-nynn modellerinin arasynda iki sany iri: ykdysady
sistemalarda denagramlylyk modelleri, ykdysady &siisin modelleri
toparlaryny tapawutlandyrmak bolar. Denagramlylyk modelleri
(meselem, Erroy-Debre modeli, W.Leontyewin ‘“Harajat-goyberis”
modeli we s.m) hemme dasky giiyclerin dentésiredijisi nola den
bolan ykdysady sistemalarynl yagdayyny derfiemége komek beryir.
Bular, umuman, statik modellerdir. Ykdysady dinamika bolsa,
ykdysady dsiis modellerininn (Harrod-Domoryn modeli, Salou modeli,
magistral tipdiki modeller we s.m) kdmegi bilen beyan edilyir. Osiis
modellerini dernemegin esasynda, c¢ykysyna ykdysady sistema
ymtylyan stasionar Osiigin seljermesi gecirilydr we trayektoriyasy
gurulyar.

Ekonometrika — matematiki statistikanyn usullary arkaly
ykdysadyyetde mukdar kanunalayyklygyny we 6zara baglanysyklary
derneyin ylymdyr. Bu usullarynn esasy guraly bolup, korrelyasiya-
regresiya seljermesi ¢ykys edyar. Ekonometrikanyn modelleri we
usullary ykdysadyyetde, diiie tize bilimleri almagyn kuwwatly guraly
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bolmak bilen ¢éklenméin, eysem ¢aklama we bank islerinde,
telekegilikde amaly ¢ozgiitlerin kabul edilmegi tigin hem ginden
ulanylyar.

1-nji baba degisli soraglar we yumuslar

1. Matematikany ykdysadyyetde ulanmak nahili
artykmaglyklary beryar?

2. Ykdysady-matematiki model ndme?

3. Modelleri gurmakda islerin yzygiderligi haysylar?

4. Modelin matematiki gurlusy we mazmuny arasynda nahili
baglanysyk bar?

5. Ykdysady-matematiki modellerde ekzogen we endogen
tiytgeyéanler nime?

6. Ykdysady-matematiki modellerin prosesi doly teswirlemegi
ticin, yene haysy faktorlar goz 6miinde tutulmaly?

7. Ykdysady-matematiki modellerin haysy tiplerini bilyérsiniz?

8. Matematiki ykdysadyyet we ekonometrika nahili ylymlar?
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2. Ykdysadyyetde jemleyin, ortaca we predel
ululyklaryn arasyndaky gatnasyklar

2.1. Ykdysady seljermede absolyut we otnositel ululyklar

Hemme ykdysady gorkezijileri absolyut we otnositel toparlara
sertli bolmek bolar. Absolyut gorkezijiler, esasan, mogberleyin ya-da
pul birliklerinde anladylyp, akymlayyn (kesgitli dowiirdaki ululyk)
ya-da dtiyaclayyn (kesgitli seneddki ululyk) goérniislerde bolup
bilerler. Otnositel gdkezijiler absolyut (ya-da basga otnositel)

hem bolup biler — bu bir goérkezijinin Osiis tempini (depginini)
anladar. Ykdysady seljermede we ¢oziiwleri kabul etmelerde, bir
vagdayda absolyut gorkezijiler (meselem, peydanyn umumy
mogberi), beyleki yagdayda otnositel gorkezijiler (meselem, adam
basyna diisydn girdeji) mohiim bolyar.

Belli bolsy yaly, ykdysady yagdayy toplumlayyn seljermede, iii
gowy ¢ozgiidi saylamak iicin hem absoyut, hem otnositel gorkezijiler
mohiimdir. Goy, firma Oniimgiligin mdgberini zerur masstabda
gifleltmegin (ya-da azaltmagyn) meselesini ¢ozydn bolsun. Onda
firma, ilki bilen girdeji we harajatlar absolyut gorkezijilerini tapawudy
bolan peyda gorkezijisi bilen gyzyklanar. Emma, peydany
yokarlandyrmak maksady bilen, firma, otnositel gorkezijilerii

yagdayda, gorkezijinin ortaca ululygy, degisli gorkezijinin
ululygynyn goyberilydn oniimin birliginin hasabyna tapylyar, predel
ululyk bolsa-degisli gorkezijinin Osiisinin  goyberilydn Oniimin
birliginin Osiisiniil ululygyna gatnasygy bilen kesgitlenyir.

Eger ortaca girdeji ortaga harajatlardan yokary bolsa, onda firma
peyda goryar we onlim Ondiirmek amatlydyr. Eger, sunlukda, predel
girdeji predel harajatlardan yokary bolsa, onda firma {igin peydany

artdyrmak maksady bilen 6niimgiligi gineltmek yerliklidir.
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Eger ortaca harajatlar ortaca girdejiden yokary bolsa, onda firma
yitgd sezewar bolyar, eger predel harajatlar predel girdejiden kop
bolsa, onda oniimgiligin mogberini azaltmak gerekdir.

2.2. Jemleyin, ortaca we predel ululyklaryn kesgitlemeleri

Bagly dil x tiytgeyane bagly islendik F(x) funksiya jemleyin
ululyk diylip diisiinilydr. Ykdysadyyetde goyberilydn oOniimin Q
mogberinden kesgitlenydan R(Q) girdeji ya-da C(Q) harajatlar,
liytgeyan resurslaryn (meselem, zdhmet resurslarynyn) L mukdaryna
bagly goyberilydn oOntimin Q(L) mogberi we s.m. jemleyin
ululyklardyr. ~ Gorkezilen funksiyalarynn islendigi, meselem
F(x) =ax—bx® yaly formula ya-da grafiki gorniislerde afladylyp

bilner (2.1-nji surat)
_— y = F(x) AF(X) ortaga ululyk
’ jemleyin F(x) ululygyn bagly
dal x tiytgeydne gatnasygy bilen
kesgitlenyar:

AF (X) =F(x)/x
bu yerde A harpy Average

v

0 (ortaga) so6zinin bas harpydyr.
.. * Ortaga ululygy F yaly hem

2.1-nji surat _
belleyirler, F = AF(X).

Ykdysadyyetde ortaga ululyklara mysallar kopdiir: ilat bagyna ortaga
sarp edilisin mogberi, AR =R(Q)/Q ortaga girdeji, AC =C(Q)/Q
ortaga harajatlar, AQ, =Q(L)/L ortaca zdhmet ondiirijiligi we s.m.

MF(X) marzinal (predel) ululyk jemleyin F(x) ululykdan x
iytgeyan boyunca alnan 6niim arkaly kesgitlenyér:

, . AF(X)

MF(x)=F (X)_IA'H(! e
bu yerde F(x)-seredilydn aralykda tizniiksiz funksiya diylip hasap
edilyar.

Eger jemleyin F(x) ululyk diskret iiytgeydn bolsa, onda
marzinal (predel) ululyk jemleyin F(x) ululygyn AF(x)
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liytgemesiniil, uytgeydn ululygyn bu {ytgemini doredydn AX
artdyrmasyna gatnasygy arkaly tapylyar:

MF(x) = 2E)

Ykdysadyyetde predel ululyklara mysallar:

v' predel girdeji — MR = R'(Q) ya-da MR :% ;

AC
v' predel harajatlar - MC =C'(Q) ya-da MC = 20

v' predel zdéhmet 6niimi — MQ, =Q’(L) ya-da MQ, :%;
4 ' ’ AU

v' predel peydalylyk — MU, =U’'(x) ya-da MU, = we
X

$.m.
Ortaga we predel ululyklar, bagly dil tiytgeyénin funksiyalary
hokmiinde, formula ya-da grafiki gorniislerde hem anladylyp bilner.

2.3. Jemleyin, ortaca we predel ululyklaryn arasyndaky
gatnasyklar

Ykdysadyyetde jemleyin, ortaca we predel ululyklaryn
arasyndaky gatnagyklar hili-sindi dus gelip, olaryn biri arkaly
beylekilerini tapmak gerek bolyar. Su meselelerini ¢oziilisine hem-de
olaryn formal we grafiki seljermelerine seredelin.

2.3.1. Jemleyin ululyk boyunca ortaca ululygy tapmak
Bu mesele, kesgitleméa gora:
AF (x) =F(x)/x (2.1)
formula arkaly ¢oziilydr. Meselem, F(x)=ax—bx® bolsa, onda
_ 3
F(x) _ax bx _a
X
Eger F(x) grafik gorniisinde berlen bolsa, onda meseldni grafiki
¢ozmek {igin grafigin (X,F(x)) nokadyny koordinatalar baslangyjy
bilen birikdiryérler. Bu kesimit Ox oky bilen emele getirydn /-

—bx?.

AF (x) =
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yapgytlyk burcunyn tangensi (2.2-nji surat) ortaga ululyga dendir
tg f=F(X)/x

A

y y=1rx)

A

\ B
0 X
2.2—nji surat

F(x)

v

X lytgeydn ululygyn liytgemegi bilen £ yapgytlyk burgy hem
liytgeyar. X -ifi artmagy bilen S bur¢ hem ulalyan bolsa, ol ortaga
ululygyn artyandygyny anladyar, £ bur¢ kicelse, ortaga ululygyi
kemelydndigi gelip ¢ykyar. Meselem, 2.2-nji suratdaky getirilen
jemleyin ululyk {i¢in, onun ortaca ululygy kemelyar (2.3-nji surat).

A
.1-

y=AF(x)

v

0 X

2.3-nji surat

2.3.2. Ters mesele-ortaga ululyk boyunca jemleyin ululygy
tapmak

Formal taydan, ters mesele, (2.1) formula arkaly ¢oziilyar:
F(x) = x- AF(X) (2.2)
Eger ortaga ululyk 2.3-nji suratdaky yaly grafik gorniisinde
berlen bolsa, onda jemleyji ululygyn bahasy islendik X {i¢in 2.4-nji
suratda gorkezilen goniibur¢lygyn meydanyna denn bolar. Bu
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meydanyn {iytgeyis hisiyetnamalary boyunga jemleyin ululygyn
grafigini gurmak bolar.

A

y
y=AF(x)

o L

_'_I
0 X

X

A 4

2.4-nji surat

2.3.3. Jemleyin ululyk boyunga iizniiksiz yagday ii¢in
marZzinal (predel) ululygy tapmak

Marzinal (predel) ululyk 6z kesgitlemesi boyunga tapylyar:
MF(x) = F'(x) (2.3)
Meselem, eger F(x) = ax—bx® bolsa, onda
MF (x) = F'(x) = a—3bx°.

Eger y=F(x) funksiya grafik gorniisinde berlen bolsa, onda
meseldni grafiki ¢o6zmek iicin grafigin (x,F(x)) koordinataly
nokadynda egrd galtagyan ¢yzyk gecirmelidir. Galtagyan ¢yzygyn OXx
oky bilen emele getirydn a yapgytlyk burcunyn tangensinini bahasy,
ontimin geometriki manysyna goérd MF(X) predel ululyga dendir
(2.5-nji surat), yagny bagly ddl X iytgeyan ululyk iiytgdnde, bu
nokatlarda degislilikde gegirilen galtasyanlaryn a yapgytlyk burglary
hem iiytgeyar.

X-in artmagy bilen bu burglar (tga -lar) ulalyan (kigelyén)
bolsa, predel ululygyin bahasy hem artar (kemeler). Meselem,
getirilen grafikde (2.6-njy surat) predel ululyk kemelyar.
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4
y i galtagyan ¢yzyk

X X
2.5-nji surat
A
.1-
y=MF(x)
0 X g

2.6-njy surat

2.3.4. Ters mesele — predel ululyk boyunca jemleyin
ululygy tapmak

Ters mesele belli F' = MF(x) oniim funksiyasy boyunca F(X)
funksiyany tapmakdan ybaratdyr. Bu meseldni ¢6zmek {icin
differensirleme amalyna ters bolan integrirleme amaly ulanylyar.
F(x) funksiyasyna MF(x) funksiyanyn asyl funksiyasy diylip
diistinilyar we kesgitsiz integral arkaly

F(X) :IMF(x)dx+C

formula bilen tapylyar, bu yerde C=const erkin hemiselik.
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Meselem, eger MF (x) = a—3bx* bolsa, onda
F(X) = I MF (x)dx = J'(a—3bx2)dx = afdx—sbfxzdx =

=ax—bx*+C
Eger predel ululyk grafik gorniisinde berlen bolsa, onda kesgitsiz
integralyn geometriki manysyna gord, bagly dil ululyk O-dan x-e
cenli {ytgdnde, funksiyanyn grafiginin asagyndaky meydanyn
ululygyna kébir hemiselik C ululygy (goniiburclugynn meydanyny)
gosanymyzda jemleyin F(X) ululygyn bahasyny alarys, yagny
F(x)= S(x) +C (2.7-nji surat).

" 5()
/ X
i
Cl/ )
Y

2.7-nji surat

Eger x— 0 mahalynda S(x) — 0 bolsa, onda C=F(x)|,_,
yaly kesgitlener. Meselem, jemi girdeji F(Q) = p -+ Q gorniisinde
hasaplananda we Q=0 bolanda F(0)=0 bolup, bu yerden C=0 alarys.
Eger C=C(Q) baglanysykda bolsa, onda bu yagdayda C=C(0)
fiksirlenen harajady alarys.

2.3.5. Ortaca (AF) we marzinal (MF) ululyklar
arasyndaky gatnasyklar

Eger onilinden jemleyin F(X) ululygyn bahasy tapylsa, onda
ortaca (AF) we marzinal (MF) ululyklaryn birini beylekisi boyunga
tapmak, yokarda beyan edilen meselelerinn birine getirydr. Meselem,
eger AF(x) berlen bolsa, onda: F(x)= x-AF(x), bu yerden bolsa:

MF(x) = F'(x) = (x- AF (X)) = AF (x) + x- AF'(X) (2.4)

Suna menzeslikde, ortaca ululyk:
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AF (X) = % F(X) = % [ MF (x)dx (2.5)

yaly tapylyar.

(2.4) formulanyn yonekey geometriki diislindirilisi bardyr. x*
ekstremum nokadynda AF(x) funksiyanyi bahasy AF'(x") =0 bolup,
predel ululyk ortaga ululyk bilen gabat gelyar: MF(x-) = AF(x-).

Goy, bagly dél x iiytgeyén, dinie polozitel (X > 0) bahalary alyan
bolsun. Onda :

v AF(X) funksiyanyf artyan aralyklarynda AF'(x)>0 we
MF(x)>=> AF(x) — predel ululyk ortaga ululykdan uly;
v AF(x) funksiyanyii kemelydn aralyklarynda AF'(x)<0 we
MF(x) <AF(x)-predel ululyk ortaca ululykdan kigidir.

Seylelikde, predel ululygyn grafigi, ortaca ululygyn artyan
(kemelydn) aralyklarynda, ortaga ululygyn grafiginden yokarda
(asakda) yerlesyar.

Ortaca we predel harajatlaryin (AC we MC), seyle hem, ortaca we
predel zéhmetii 6niimlerinin (AP_ we MP|) grafiklerinin arasyndaky
gatnasyklaryn mysallary getirilen (2.8-nji we 2.9-njy suratlar).

A
y
AC
MC
AC < 0 AC' >0
AC'=0
2.8-nji surat
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2.9-njy surat

2.3.6. Diskret yagday

Eger x-bagly dil liytgeydn dine diskret bahalary alyan bolsa
(meselem, firmanyn goyberyan enjamlarynyn sany, isgérlerinin sany
we s.m), onda (2.1)-(2.5) formulalarda berilydn gatnasyklarda:

v F'(x) oniim AF ()7 AX gatnasyga calsylyar;
v I MF (x)dx integral Z MF(X) jeme galsylyar;

v F(x) funksiyanyn grafigine X nokatda gecirilen galtagyan
cyzyk, (X,F(x)) we (Xx+ Ax, F(x+ AX))) nokatlardan gec¢yén kesiji
¢yzyga calsyrylyar.

Diskret yagdaya mysal edip, difie 4-lik bahalary alyan “4-liikk¢i”
okuwgyny alalyn. Onun her bir indiki aljak bahasyny predel
bahalandyrma, ortaga bahasyny bolsa, ortaga bahalandyrma
hokmiinde kabul etmek bolar. Eger geljekde okuwgy “5-lik¢i” boljak
bolsa, onun ortaga bahasy kem-kemden yokarlanar (predel
bahalandyrma ortagadan yokarda bolar), tersine, “3-lik” alyp baslasa,
onun ortaga bahasy peseler (predel bahalandyrma ortagadan asak
bolar).
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2.4. Jemleyin, ortaca we predel girdejiniii hem-de harajatlaryn
funksiyalary

Jemleyin, ortaca we predel ululyklaryn arasyndaky gatnasyklary
ulanmagyn mysaly hokmiinde firmanyn isini hésiyetlendiryén:
goyberilydn oniimin Q mdogberi, p bahasy, R=p(Q)-Q girdeji, C
harajatlar, S=R-C peyda yaly ykdysady gorkezijileri bazar
ykdysadyyetinin kémil bdsdeslik we monopoliya gurluslarynda
seredelin.

Kdmil bésdeslik yagdayynda firmanyn berlen 6nliminiii bahasy
firmanyn Ontimgilik kuwwatyna gord dél-de, bazar tarapyndan
hemiselik ululyk hokmiinde kesgitlenilydr. Onda p(Q)=p bolup,
R(Q)=p-Q. Diymek, girdeji goyberilydn Onlimini mogberinden
¢cyzykly funksiyadyr.

Adaty harajatlar funksiyasy (goyberilydn Onlimin mdgberi
azalanda harajatlar c¢alt artyan) Ul¢in Q mocbere baglylykda
girdejinin, harajatlaryn we peydanyn grafiklerini seyle gorkezmek
bolar (2.10-njy surat). Olar boyunga ortaga we predel ululyklaryn
grafikleri gurulyar (2.11-nji surat). Bu yerde:

MR = (p-Q)' = pQQ AR
bolany iicin, ortaga we predel girdejilerii grafikleri gabat gelyérler
hem-de Q okuna parallel goni ¢yzyk gorniisindedir. 2.10-njy suratdan
gorstimiz yaly, Q2 we Q4 mocberlerde:

C(Q2) = R(Q2) we C(Q4) = R(Qa),
Q< Q2 we Q> Q4 bolanda bolsa, C(Q) >R(Q).

Bu yerden alarys:
AC(Q) = 52> X2 = MC(Q), yagny AC(Q)>MC(Q).

Eger Q2<Q<Q4 aralykda bolsa, onda C(Q)< R(Q) bolar.

Qs nokadyn golay towereginde ortaca harajatlar minimaldyr. Bu
nokady koordinatalar baslangyjyndan C(Q) grafige galtasyan ¢yzyk
gecirip tapmak bolar.
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A

Co)

Q4\

Qs

Q2

2.10 — njy surat

A

2.11-nji surat
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Predel harajatlarynn grafigini C(Q)-nyn grafigine gegirilen
galtagyanlaryn yapgytlyklarynyn iytgemelerini seljermek arkaly
gurmak bolar.

Diymek, bu nokatlarda predel harajatlarynn bahalary predel
girdejinin  bahalary bilen gabat gelip, Q; nokatda peydanyn
minimumy (yitginiii-zyyanyn maksimumy) yerine yetyir, Q5 nokatda
bolsa peydanyn maksimumy gazanylyar

S'=R'-C'=MR-MC =0

Goniiburglugyn depeleri: Q, <Q < Q, bolanda S(Q)> 0 hem-de

Q< Q2we Q> Q4 bolanda S(Q) <0.

Goyberilydn oniiminn Q3 optimal mdgberinde peydanyn ululygy
strihlenen goniiburglygyn meydanyna dendir.

Gontiburglugyn depeleri:

(Q31 P)’ (Q3’ AC(Q3))’ (O’ AC(Q3))’ (01 p)
koordinatalarda yatyar (2.11-nji surat).

Monopoliya yagdayynda, firma 6z oniimine bolan p(Q) isleg
egrisine baglylykda, bahany 6zi kesgitleyar. p(Q)-kemelyan funksiya
bolany iigin, p’(Q)<0. Onki yagdaylarda bolsy valy, sol bir
harajatlar funksiyasynda jemleyin, ortaga we predel gorkezijilerin
grafiklerini 2.12, 2.13-nji suratlardaky yaly gorkezmek bolar.

Ortaca girdejinin grafigi:

=2 ()

isleg funksiyasy bilen gabat gelydr we ortaca harajatlaryn
grafigini ; we @, nokatlarda (R(Q) = C(Q)) kesyir.Predel
girdejinin grafigi, goyberilydn onliminl islendik mogberinde, ortaca
girdejinin grafiginden asakda yerlesyir, sebébi
MR=R'(Q)=(p(Q)-Q)'=p(Q)+Q-p'(Q)=AR+Q- p'(Q) < AR,
(bu yerde p'(Q)<0) we predel harajatlaryin grafigini J; we Qs
nokatlarda kesyiér (bu nokatlarda girdejiniit we harajatlaryn grafigine
gecirilen galtagyanlarynn sol bir yapgytlyk burgy bardyr). Bu
mogberde peyda funksiyasy S(Q) 0Ozilinin minimal we maksimal
bahalaryny alyar, sebdbi S'=R’'—C'=MR—-MC =0 yerine yetip,
optimal nokatlarda predel girdeji, hokman, predel harajatlara den
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bolyar. Ofiki yagdaylardaky yaly, ortaca we predel ululyklaryi
grafiginddki peydany (2.13-nji surat), strihlenen goniiburglugyn
meydany arkaly kesgitlenyar. Onun depeleri:

(@3, AR(Q3), (Q3, AC(Q3)), (0, AC(€3)). (0, AR(L5))

nokatlarda yatyar.

A

R(Q)

:/
Q1 Q2 Qs Qs N\

2.12—nji surat

/L

Q: Q; Qs Qs Q
2.13-nji surat
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Seylelikde, firmanyn optimal Oniimgiligi kesgitlenende, eger
onufl jemleyin girdeji R(Q) we harajatlar C((Q) funksiyalary belli we

bu funksiyalar differensirlenydn hem bolsalar, onda ortaga we predel
gorkezijileri seyle ulanmak bolar:
v'ilki bilen MR(Q) = MC(Q) yerine yetyin nokatlar tapylyar;
v' eger seyle nokatlar yok we R(Q)<C(Q) bolsa, onda firma tigin
Ooniim 6ndiirmek diiybiinden amatsyz ya-da R(Q)>C(Q) bolanda,
miimkin boldygyca firma ti¢cin 6niimgiligi artdyrmak peydaly bolar.

Tapylan nokatlarda maksimum peyda, maksimum zyyan,
minimum peyda, minimum zyyan gazanylmagy ya-da hi¢ birinit hem
bolmazlygy miimkin, sol sebédpli bu nokatlaryn arasynda peyda
funksiyasy S(Q) = R(Q) — C(Q) maksimum baha eye bolyany
(funksiyanyn 6niimi “+”-dan “-““-a liytgeyar) gozlenyar.

Bu nokatda peydanyii maksimumy ya-da zyyanynl minimumy
gazanylyar. Ahyry sofiunda, peydanyn ululygy polozitel bolyan nokat
(nokatlar) gozlenydr. Seyle nokatlarda, kopleng AR(Q)>MR(Q)
yerine yetip, olar firmanyn peydasynyn global ya-da lokal maksimum
nokatlarydyr.

2-nji baba degisli soraglar we yumuslar

1. Ykdysadyyetde absolyut we otnositel gorkezijiler ndme?
Mysallar getirin.

2. Ykdysadyyetde jemleyin ululyk nime? Bu ululyklaryn grafiki
afiladylysyna mysallar getiriil.

3. Ortaga ululyk ndme? Bu ululyklaryn grafiki afnladylysyna
mysallar getirin.

4. Predel ululyk ndme? Ykdysadyyetde iizniiksiz we diskret
yagdaylar {i¢in predel ululyklara, olaryn grafiki afnladylysyna
mysallar getirif.

5. Jemleyin harajatlar C(Q):BQ-ZQZ+2Q3 formulada berilyér.
Ortaca we predel harajatlary tapyn.

6. Goy, jemleyin girdejininni grafigi artyan funksiya bolsun.
Ortaca we predel girdejilerin grafikleri barada nime aydyp bolar?

7. Goy, ortaga girdejinin grafigi kemelyén funksiya bolsun.
Jemleyin we predel girdejilerin grafikleri barada nime aydyp bolar?
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8. Eger ortaca we predel harajatlaryn ikisi hem artyan bolsalar,
olaryn arasynda néhili gatnasyklar bar?

9. Eger oOniimgiligin islendik mogberinde ortaga we predel
girdejiler gabat gelydn bolsa, onda kérhananyn girdejisinin
Oniimgiligin mogberine baglydygy barada ndme aydyp bolar?

10. Eger oOniimgiligin islendik Q>Qq (Qo berlen) mdogberinde
predel girdeji predel harajatlardan az bolsa, onda kéirhananyn
peydasynyn Oniimgiligin mogberine baglydygy barada ndme aydyp
bolar?

11. Eger firmanyn ortaga we predel harajatlarynyn hem-de
girdejisininn  grafikleri belli bolsa, onda haysy usullar arkaly
kirhananyi peydasyny kesgitldp bolar?
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3. Elastiklik we onun ykdysady seljermede ulanylysy

Ykdysadyyetde differensial hasaplamagy ulanmagyn moéhiim
ugurlarynyn biri elastiklik diislinjesini  girizmekdir. Elastiklik

faktorynyn birlik otnositel tiytgemesinin tdsiri astynda otnositel
liytgemesini gorkezyar.

3.1. Funksiyanyn elastikligi we onuii geometriki manysy

Goy, y we x ululyklaryn arasynda baglanysyk y=f(x) funksiya
arkaly berlen bolsun. x (ya-da Ax) bagly dal iytgeydan ululygyn
liytgemesi, funksional baglansyga layyklykda, y (ya-da Ay)
lytgeydnin bahasynyn {ytgemesine getiryar. Sunlukda, y-in
liytgemesinii X-in liytgemesine baglylygynyn duyujylygyny ol¢cemek
meselesi doreydr. Seyle gorkezijilerin biri funksiyanynl Oniimi

oL A
Y, =lim 2y bolup, X argumentii {ytgemegine gord y
Ax—0
funksiyanyil lytgemesininn tizligini hésiyetlendirydr. Emma bu
gorkeziji Olgeg birliginin saylanmagyna bagly bolup, ykdysadyyetde
ulanmaga amatsyzdyr. Meselem, eger seker {igin onun p nyrhyndan
Q(p) isleg funksiyasyna seredilyin bolsa, onda manatda 6lgenyéan her

p nyrhy tigin Q(p) funksiyanyn Qp, =lim AQ Oontiminin bahasy

Ax—0

sekere bolan islegin kilogramda ya-da sentnerde Olgenyindigine
bagly bolar. Birinji yagdayda funksiyanyn oniimi kg/man-da, ikinji
yagdayda sentner/man-da oOlgener, degislilikde, sol bir p nyrhda
Oonlimin bahasy diirli bolar. Sol sebépli, funksiyanyn iiytgemesinin
argumentin liytgemesine duyujylygyny dlgemek iicin, ykdysadyyetde
X we y (Ax we Ay) iytgeyinlerin absolyut tiytgemelerinin dal-de,
otnositel ya-da goterimde iiytgemelerinin baglanysygy dwrenilyar.

Kesgitleme. y=f(x) funksiyanyn elastikligi Ex(y) diyip, y we X
liytgeydnlerin  otnositel iiytgemelerinin = gatnagygynyn Ax — 0
yagdayyndaky predeline aydylyar.

Onda kesgitleméa gora:
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E.(y)= Iim(ﬂ/&j: Iim(ﬂlJ:
Ax—0 y X Ax—0{ AX y

Ay x dy x ., . x f'(x) f'(x) Mf
jm 2= X g X L )
w0 AX Yy dx y y Yy () Af

X X

yazyp bileris. Mf, Af-degislilikde, f(x) funksiyanyn X nokatda
marzinal we ortaga bahalarydyr. Bu elastiklige predel vya-da
nokatlang elastiklik hem diyilyar.

diny= ﬂ; dinx = X bolany icin, predel elastikligi
y X
hasaplamagyn:
Mf
E =— 3.1
=" 3.1)
formulasyny:
dlin
E(Y)= i (32)
dInx

gorniisinde hem ulanmak bolar.

Uzniiksiz  yagdayda funksiyanyn elastikliginii  geometriki
manysy {igin kemelyin oyuk y=f(x) funksiyasyna seredelin (3.1-nji
surat).

Grafigin erkin C(x,y) nokadynda AB galtasyan kesimi gegirelin.

AEC iicburclukdan alarys: AE = tcg—i. C(x,y) nokatda y= f(x)

funksiyanyn ~ Oniimi f'(x)=tg(180° —ax) =tgr.  Diymek
tg a =—f'(x) bolup:
CE y _ (¥

AE = = .
tga tQga f'(x)

CDB we AEC ii¢burg¢lyklaryn menzesliginden alarys:

ce _co_ x  x-f'(x)  f'(x)
CA”AE AE f(x)  f(x)
X

-E.(y) (83
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3.1-nji surat

Giiber¢ek we oyuk artyan funksiyalar ti¢in hem elastiklik (3.2-nji
we 3.3-nji suratlar) absolyut ululygy boyunga CB/CA gatnasyga
dendir, gatnasygyn alamaty bolsa CB we CA kesimlerii ugurlary

boyunga kesgitlenydr. Eger galtagyanyn iistinde A we B nokatlar C
nokatdan
T y

CB
E.(y)=—>1
CA

y=f(x)

A X

3.2-nji surat
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3.3-nji surat
bir tarapda yatsalar, onda (3.3) formula “+” alamatyny, yogsa-da, “-”
alamatyny almalydyr.

Diskret yagdayda, seyle hem maglumatlaryn diskret yygyndysy
ticin elastiklik yakynlasan hasaplananda, iizniiksiz yagdaydaky yaly
bir bahaly kesgitlenmeyir. Sebébi, seredilydn ululygyn

_Ax X2—X1

5X —7 = —x . -

otnositel iiytgemesinde x deregine x = x; baslangye ya-da x =

X2+

x, ahyrky, ya-da x= Txl orta bahasyny almalydygy belli bolman
galyar. Suna baglylykda:
cetki (goterimleyin) elastiklik ligin

Yz—W Xz =Xy
Ecw) = (22) (=) (3.4
ortaga (dugalayyn) elastiklik ii¢in

20yz =) |, [2(x2 —x4)
E =[ ]/[ , 3.5
X(yj Vitya Xy +Xg (3.5)

logarifmik elastiklik tigin

E (y) = 22 Dt (v—z)/ |n(?), (3.6)

Alnx  lnxg—Inx,




formulalar ulanylyar.

X we Yy ululyklarynn uly bolmadyk otnositel (goterimleyin)
tiytgemelerinde (3.4)-(3.6) formulalarda hasaplanyan elastiklik
bahalary biri-birlerinden az tapawutlanyarlar. Hasaplamalarda olaryn
haysylarynyn ulanylyandygy teswirlenmelidir.

3.2. Elastikligin hésiyetleri we yonekey funksiyalaryn elastikligi
3.2.1. Elastikligin hasiyetleri

1-nji hésiyet: x we y ululyklaryn haysy birliklerde 6l¢enendigine
garamazdan, elastiklik 6lgegsiz ululykdyr E,, (by)=E(y).

Subudy.

d(by) ax bdy ax dy X
E..(by) = : ——=——=F .

2-nji hisiyet: Ozara ters funksiyalaryn elastikligi — 6zara ters

ululyklardyr E,.(y) =

Subudy

Ey(x)

dy x 1 1

E = —— = = 3
) dx y dx y E,(x)

dy x
Meselem, baha boyunca isleginn ululygynyn elastikligi — islegin
ululygy boyunga bahanyii elastikligine tersdir.
3-nji hisiyet. Sol bir x argumente bagly U(x) we V(x)
funksiyalaryin kopeltmek hasyllarynyn elastikligi-ol funksiyalaryn
elastikliklerinin jemine dendir E,(UV) = E,(U) + E,(V).
Subudy.

du dv

U _
E, (UV) = awv)  x _ dX dx X:d_U.§+ﬂ.f:
dx uv uv dx U dx V

= Ex(U) + Ex(V).
4-nji hasiyet. Sol bir x argumente bagly U(X) we V(X)
funksiyalaryil payynyn elastikligi-ol funksiyalaryn elastikliklerinin
tapawudyna dendir E,(U/V) = E,(U) — E,(V).
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du dv
d = y-—=
E(HJ_ (Vj-ﬂ—v T dx XV _
“\V dx U V? U
du x dV «x
"o U @y OB

5-nji hiasiyet. U(x) we V(X) funksiyalaryn jeminin elastikligi
seyle formulada hasaplanyp bilner:

d(U+V) X _ AU av. x|
E(UxV) = U_i-V_(dx_dx) U+v

—(u du 1 V-dv 1) (1 _UEU)V-E(V)
Uk UT dx V)T UV U=V '

3.2.2. Yonekey funksiyalaryn elastikligi
a) y =x% derejeli funksiyanyn elastikligi hemise a ululyga
dendir E,(x%) = a.
a-1
ay & x @ XX
Subudy. E, (x%) = i N =a.
b) vy = a* gorkezijili funksiyanyn elastikligi X ululyga
proporsionaldyr Ex(ax)= x-lna.
da* x . X
—=a"-lna-—=x-Ina.
a a
¢) y=ax+b gyzykly funksiyanyn elastikligi seyle hasaplanyp
bilner E,.(ax + b) =

Subudy.
d(ax + b) x ax
Erlax +b) = dx ax+b ax+b
Eger y =ax+b ¢yzykly funksiya otrisatel yapgytlyga eye bolsa
(a<0), onda funksiyanyn elastikligi:

Subudy. E, (ax):

ax+b’

0
v' B(0; y,,,) nokatda E., () = —g = ==0;
v aralyk C(~% ) nokatda Ey () = :1 =1
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v A(x,; 0) nokatda Ex (y) = — g :? - —o

bahalarda hasaplanar (3.4-nji surat).

y A
B(0; ¥m )

E.(y)=—o

v

X, A(Xm,0)

x

3.4-nji surat

Kesgitleme. X argutmentin hemme yolbererlik bahalarynda
y = f(Xx) funksiyasy tlikeniksiz elastiklige (nol elastiklige) eye bolsa,
onda ona kdmil elastik (diiybiinden elastik ddl) funksiya diyilyar.

3.3. Elastikligi ykdysady seljermede ulanmak
3.3.1. Ykdysadyyetde elastikligin gorniisleri
a) Nyrh boyunca islegin elastikligi (géni):
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Epy(0)=(T)/ () =52 (3.7)

P dp q
formulada kesgitlenip, haysy-da bolsa bir maddy nygmata bolan nyrh
1% tytginde, suna bolan islegin goterimlerde anladylan ululygynyn
otnositel liytgemesini anladyar, basgaga, oniime nyrh iiytginde, sarp
ediljilerin duyujylygyny hisiyetlendiryar.

Eger islegin nyrha gord (3.7) elastikligi absolyut ululygy
boyunga 1-den uly bolsa, onda islege elastik (islegin elastikligi
tikkeniksiz ululyga eye bolsa, onda islege kdmil elastik) diyilyar. Eger
islegin nyrha goréd (3.7) elastikligi absolyut ululygy boyunga 1-den
kici bolsa, onda islege elastik dql (islegin elastikligi 0 baha eye bolsa,
onda islege diiybiinden elastik ddl) diyip aydylyar. Eger islegin nyrha
gord elastikligi absolyut ululygy boyunca 1-e deil bolsa, onda islege
1-lik elastik diyilyar (3.5-nji surat).

E,, (¢) Elastik isleg Elastik ddl isleg

<
«

isleg 0
3.5-nji surat

b) girdeji boyunca islegin elastikligi
Eq) =3/ (3.8)

yaly anladylyp, haysy-da bolsa bir maddy nygmat boyunca sarp
edijilerin girdejisi 1% iiytgidnde, sunia bolan islegin goterimlerde
afiladylan ululygynyn otnositel {iytgemesine aydylyar. Girdeji
boyunca (3.8) islegin poloZitel elastikligi yokary hilli (normal)
harydy, otrisatel elastiklik bolsa, pes hilli (az bahaly) harydy
hésiyetlendiryar.

Seylelikde, pudakda berlen onlime gord girdeji boyunca islegin
elastikliginin yokary polozitel bahasy, ykdysadyyetin gurlusyndaky
Onliminn payyndan, onun ykdysady Osiise gosandynyn uludygyny,
diymek, oOniimgiligi gineltmége we geljekde giillip Osdiirmége
miimkingiliginin yokarydygyny gorkezyér. Tersine, eger pudagyn
Oniimine gord girdeji boyunca islegiii elastikligi uly bolmadyk
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polozitel ya-da otrisatel baha eye bolsa, onda bu 6niimgilik boyunga
durgunlyga ya-da oniimgiligi kemeltmeklige garasylyar.

¢) Nyrh boyunca islegin ¢atyrymlayyn elastikligi

dq; ,dpj _ dq; Dpj

Ep (q;) = q—q/pi]’ = d—g] 2 (3.9)
formulada kesgitlenip, haysy-da bolsa bir maddy nygmata bolan
islegin ululygynynn basga bir (sarp etmede bu maddy nygmaty
calysyan ya-da dstiini dolyan) maddy nygmatyn nyrhy 1%
tiytgdnddki otnositel liytgemesini hisiyetlendiryir. (3.9)-elastikligin
polozitel (otrisatel) alamaty maddy nygmatlary calsyryp (istiini
dolup) bolyandygyny gorkezyar.

d) Resurslaryn bahalayyn elastikligi

_(E) (@)_@E

&, R)=\ & ) pi J dpi Ri (3.10)
yaly anladylyp, haysy-da bolsa bir resursa (meselem, zdhmet) bolan
baha (degislilikde, zdhmet haky) 1% flytgénde, sunia bolan islegin
goterimlerde anladylan ululygynyn otnositel liytgemesini gorkezyar.

e) Bir resursy basga resursa ¢alsyrmagyn elastikligi

dRi dRjY dRi Rj

Er, (Ri)_( Ri )/( Rj )_dﬁj.ﬁi (3.11)
yaly anladylyp, oniimlerin goyberilisi liytgedilmezden, basga bir
resursyn (meselem, zéhmetin) mogberi 1%-iiytginde, berlen resursyn
ululygynyn (meselem, kapitalyn) goterimlerde anladylan zerur
liytgemesini hésiyetlendiryar.

3.3.2. Islegin elastikligini kesgitleyin faktorlar

a) Sarp edisde maddy nygmaty ¢algyrmak we onun agregirlenme
derejeleri. Maddy nygmaty calsyrmaklyk — ony c¢alsyryjylaryn
barlygy we olaryn sany bilen, seyle hem, maddy nygmatyn
agregirlenme derejesi bilen kesgitlenyar. Sarp edijilerin berlen
maddy nygmaty ulanmaklygy, basga maddy nygmatlar bilen
calsyrmaklyga miimkingilikleri ndg¢e kop boldugyca, bu maddy
nygmata islegin elastikligi sonca yokarydyr. Maddy nygmatyn
agregirlenme derejesi bolsa, berlen maddy nygmatyn diistinjesine
giryan dirli maddy nygmatlaryn sany bilen kesgitlenyar. Meselem,
“stiyt 6ntimleri” maddy nygmaty diisiinjesine: siiyt, gaymak, gatyk,
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peynir yaly Oniimler giryarler. Maddy nygmatyn agregirlenme
derejesi nice yokary boldugyca, ony calgyryjylaryin sany azalyar we
bu maddy nygmata islegin elastikligi sonca pesdir. Meselem, yuwujy
serigdelere  islegin elastikligi — yuwujy kiilkelere islegin
elastikliginden pesdir, a umuman, sabyna bolan islegin elastikligi —
sabynyn anyk markasyna islegin elastikliginden azdyr we s.m.

Elastikligi dogry kesgitlemek maksady bilen maddy nygmatyn
agregirlenme derejesini dogry tapmak, ylayta-da nyrh we salgyt
syyasatlaryny kesgitlemekde, 6rdn mohimdir. Meselem, aragyn
elastikligi otnositel pesdir we ona bolan aksizi yokarlandyrmak —
byujete gelydn maliye serisdelerini artdyrjak yalydyr (sebibi, elastik
dél islegde nyrhyn ulalmagy bilen girdeji artyar). Emma, Russiya
federasiyasynda 1993-nji yylyn dekabrynda arak tigin aksizin 90 %-e
cenli artdyrylmagy — rus arak-likyor oniimlerine islegin diypli
peselmegine, nyrh boyunca bu pudagyin bésdeslik ukyplylygynyn
yitirilmegine hem-de byujete girdejilerin birden peselmegine getirdi.
Munuil sebébi, arak Onlimlerininn agregirlenme derejesiniit nadogry
kesgitlenmegi, su diiziimde dasary yurt arak ontimlerinii hem goz
ontinde tutulmandygy boldy. Sol dowiirde dasary yurt arak
onlimlerinin sdwda nokatlarynda satylysy yokary boldy. Sol sebépli,
birnd¢e aydan son, degisli aksiz 85%-e cenli azaldylyp, dasary yurt
arak oniimlerine aksiz 250 %-e ¢enli yokarlandy.

Maddy nygmaty calsyrmak derejesi néige yokary bolsa,
nyrh boyunca islegin elastikligi hem songa yokarydyr, tersine,
maddy nygmatyrn agregirlenme derejesi néce yokary bolsa,
nyrh boyuncga islegin elastikligi son¢a pesdir

b) Maddy nygmaty sarp etmegin girdejidiki udel mogberi.
Hemme yerde bolsy yaly, meselem, otly¢Oplerin sarp edilisinde,
hatda, olaryil nyrhlary birndce esse yokarlansa hem, isleg onkiiligine
galar, bu bolsa onui elastikliginiii pesdigini anladyar.

udel agramy ndge yokary boldugy¢ca — nyrh boyunga elastiklik hem
songa yokarydyr.

¢) Subyektiw zerurlyk. Adatga, bezeg predmetlerine isleg ilkinji
zerurlyk predmetlerine garanyiida, has elastik diylip hasap edilyar.
Bu beyle dogry hem dildir — dinie modanyn, dipleriin ya-da basga
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sebdplerin netijesinde, ayratyn bezeg predmetlerine isleg diysen
yokary bolup biler hem-de olara bolan islegin pes elastikligine
getiryir. Diymek, ayratyn maddy nygmatlaryn elastiklgine subyektiw
faktorlar tésir edyar.

Berlen maddy nygmata subyektiw zerurlyk ndce pes bolsa,
ona nyrh boyunca elastiklik hem son¢a yokarydyr.

d)Wagt faktory. Adatca, islegin uzakmohleteyin elastikligi
gysgamohletleyin elastiklikden yokary hasap edilydr. Bu yagday,
uzak dowiirde sarp edijilerin endiklerini iytgetmekleriniii hem-de
berlen maddy nygmat iicin kop calsyryjylary tapmaklarynyn
miimkindigi bilen diislindirilyar.

Sunlukda, ayratyn-da nyrhlaryn birden goterilyin ddowriinde,
uzak ulanylyan harytlar hem-de ilkinji zerurlyk harytlary ti¢in wagtyn
dowamynda gorlary doretmegin we maddy nygmatyn konelmeginin
sarp edijilerin ¢ozgiitlerine diiypli tdsir edyédndigini, elastikligin
peselyandigini yatdan ¢ykarmaly dildir. Meselem, 1991-nji yylda ilat
tarapyndan doredilen unun, makaron onlimlerinin, konserwalaryii we
s.m. gorlary, nyrhlar birden yokary goterilen dowriinde hem, indiki
yylyil bagynda, bu harytlara islegi azaltdy, emma, wagtyil ge¢cmegi
bilen, gorlar azalyp baslady we bu harytlara islegin elastikligi hem
azaldy.

Wagtyn aralygy uzyn boldugyca, nyrh boyunca islegin
elastikligi yokarydyr.

3.3.3. Satyjylaryn girdejisi (alyjylaryn cykdajysy) bilen
elastikligin baglanysygy

Haysy-da bolsa bir maddy nygmatyn satylmagyndan gelyéin
girdejinin elastikligi, bu onlime bolan isleginl ealstikligi bilen yakyn
baglanysykdadyr. Girdeji ticin R=p-q formulany we funksiyalaryn
kopeltmek hasylynyn elasltikligini ulanyp alarys:
E,(R)=E,(pa)=E,(p)+E,(q) =1+E, (@) =1-|E,(a) (3.12)
bu yerde p'(q) < Obolany iigin E (q) <0.

(3.12) formuladan goérniisi yaly, nyrh boyunca girdejinin
elastiklgi, oOziine isleg -elastik bolaanp (q)‘ > 1) harytlar {i¢in
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otrisateldir ( E,(R) < 0) we isleg elastik bolmadyk (]Ep(q)‘<1)

harytlar iicin poloziteldir. Bu yerden bolsa, eger isleg elastik dil
bolsa, onda nyrhy iiytgetmek girdejini hem sol ugurda {iytgedyér we
satyjylara nyrhy yokarlandyrmagyn amatlydygy (girdeji kopelyér)
gelip ¢ykyar. Oziine isleg elastik bolan harytlar iicin — bu yagday
tersinedir. Sunia menzeslikde, 6ziine isleg elastik bolan haryt ii¢in
salgydy yokarlandyrmak hem salgyt salmadan gelyén girdejinin
peselmegine getirer.

Elastik islegde girdeji — mukdaryn artmagy ya-da nyrhyn
peseldilmegi bilen artar, elastik dél islegde-peseler. Meselem, oba
hojalyk oniimlerine islegin elastikligi yeterlik pes bolany ti¢in, onat
hasylda fermerlerin girdejileri peseler.

3.3.4. Nyrh bilen monopolistin predel harajatlary
arasyndaky baglanysyk

Belli bolsy yaly, kémil bésdeslik sertlerinde, firma 06z
harytlaryna nyrhy predel harajatlaryna barabar goyyar p.=MC .
Monopolist bolsa, harydyna nyrhy predel harajatlardan yokary
goyyar p,=MC(1+s). Bu yerde s ululyk: 10%, 20%, 30% yaly
mogberlerddki nyrha gosundydyr. Su gosundyny haysy ululykda
saylamak barada sorag gelip ¢ykyar. Has jikme-jik seredilende,
gosundynyn ululygy elastiklik bilen baglydyr.

Dogrudan hem, peydany girdejinii we harajatlaryn tapawudy
yaly yazsak: P =R-C. Onda peydany maksimallagdyrmak sertlerinde

PP=(R—-C) =R —C'"=MR—-MC =0ya-da MR =MC. (*)
alarys. Predel girdejini hasaplalyn

11+ Yga) = (1= )
Bu yerden (*) denilige gorda MR =MC < p{lﬁ} — MC.

Diymek,
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p=MC/ (1_1/|ED|) (3.13)

(3.13) formuladan gorniisi yaly, islegin elastikligi ndce yokary
bolsa, gosundynyi ululygy hem songa pesdir.

Gosmaca peydany almak iicin monopol Ondiiriji bazary
segmentirleydr, yagny diirli alyjylar topary tgcin, (3.13) formula
layyklykda, sol bir Oniime (hyzmata) diirli nyrhlary goyyar.
Seylelikde, meselem, sol bir haryt (hyzmat) {ii¢in iki bazardan
alynyan jemi girdeji maksimal bolar yaly, bazarlardan alynyan predel
girdejiler den bolmalydyr

Y NN P U
ol

Bu yerden

2= (1= Yiep)/ (1= Yiep))

Netije-de, haryda bolan isleg az elastikli bolan bazardaky
alyjylar bu haryda yokary nyrh toleyérler.

3.3.5. Elastiklik we salgyt syyasaty

Hacanda dowlet harytlara salgyt salmaly bolanda: “Haysy haryda
salgyt salmaly? Salgydy kimden tutmaly, ondiirijidenmi ya-da sarp
edijidenmi? Byujete gosmaca girdejilerit mocberi néhili bolar? Esasy
salgydyn agramy kime diiser?” yaly soraglara jogap bermeli bolyar.
Adatga, salgydyn mocberi kopeldilse, byujete gelydn girdejiler
kopeljek yalydyr. Emma, ykdysady seljermelerin gorkezisi yaly,
salgydyn mocberi toleyjiler arkaly dél-de, isleg we tekliplerin
elastikliginin ululyklary arkaly kesgitlenyér.

Mysala seredelin. Goy, salgyt, ilki basda, ondirijilere salynyan
bolup, yonekeylik iicin, salgyt t 6niim birliginden hemiselik we
goyberilisin mogberine bagly dil diyelin (eger salgyt goyberiligin
gbterimi ya-da mocberi boyunga salynsa beyle dildir). Bu yagdayda,
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salgydyn girizilmegi s-teklip egrisini salgydyn t mogberine gord
parallel siiysiirmeklige eltyar (3.6-njy surat).

Pe

Pe

Pp

v

3.6—-njy surat

Suratdan gorniisi yaly, t salgydyn girizilmegi bilen harydyn p,-
bazar nyrhy p.-nyrha ulalyar. (bu yerde: p,-harydy ondiirijilerifi
nyrhy p. = py+t ; D-isleg egrisi (goniisi); S-teklip egrisi).
Seylelikde, satuwynl mogberi ¢.-den g.-cenli azalyar. Byujete
diisyan jemi salgyt girdejisi T=t-q, yaly hasaplanar. Beyleki tarapdan
T=T. + T, bolup, T, T, —degislilikde, sarp edijilere we Ondiirijilere
diisyén salgydyn mogberleridir:

T.=6(p.—p) T, =a(p.—pp).

Onda

T=Tc+Tp =0 (pc — P,)
yazyp bileris. Bu bdleklerin gatnagygy islegin we teklibin
elastikligine ters proporsionaldyr:
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T, P — Pe ES o_ (_ ‘?r—ﬂ?e) (Pc—Pe)_
L. __E. _pos /().
Tp pe - pp E de g

Es = (ﬁ)/ (pp peJ
Gg P.

Bu formulalary seljermek arkaly, salgydyn esasy agramynyn az
elastikli ykdysady agente diisydndigini goryaris. Hususan-da, eger
isleg elastikligi nola den bolsa, onda salgydyn hemme agramy sarp
edijilerin gerdenine diisiip, salgydyii mogberi ndce bolsa hem, ona
garamazdan, sarp edijiler (alyjylar) satyn alys mdgberlerini
tiytgetmezler (3.7-nji surat).

Eger haysy-da bolsa bir haryda isleg kdmil elastik héasiyetli
bolsa, onda haryt ondiirijiler utulysda bolarlar, sebébi, sarp edijiler
islegiit mogberini azaldyp we calsyryjy harytlary ulanmaklyga gecip,
salgyt tolemekden daslasarlar. Diymek, bu yagdayda salgydyn
hemme agramy Ondiirijilere diiser (3.8-nji surat).

Eger salgyt sarp edijilerden formal tutulyan bolsa, yagny alyjy
bir harydy satyn alyp, gosmaga ¢ek boyunga kabir pul mukdaryny ya-
da pul mukdarynyn kdbir goterimini tdleydn bolsa, salgydyn téze
paylanmasy bolup gecer. Bu yagdayda salgydy girizmeklik, D isleg
egrisini ¢epe siiysiirmeklige elter (3.9-njy surat).

A
\ S /
P P S
/
Pc D
Pc / t e
T !
Po ’ !
0 e 0 % @
3.7-nji surat 3.8—nji surat
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Pe

Pe

Pp

v

3.9 —njy surat

Bu suraty 3.8-nji surat bilen denesdirip, onki yagdaylardaky
valy, salgyt yiikiinin sarp edijilerin we Ondiirjjilerin arasynda
paylanyandygyny hem-de olaryn gatnasyklarynyn elastikliklerine ters
proporsionaldygyny goryaris. Salgydy formal we hakyky toleyénler
gabat gelmeyirler. Islendik yagdayda, ylayta-da islegin we teklibin
elastiklikleri giiy¢cli tapawutlanyan bolsalar, salgydy, esasan az
elastikli agent (tarap) toleyar.

Salgydyn ululygynyn salgydyn girdejisine tdsirini seljermek
arkaly, satuwdan girdejinint harydyi nyrhyna bagly bolsy yaly, olaryn
biri-birine baglydygyny gérmek bolyar. Onda seyle pikir etmek bilen
t dT t/pe

D=7 3 = @/ + 1789

formulany alarys.

Bu formuladan gorniisi yaly, hézirlik¢e, harydyn nyrhyna gord
salgydyn mdgberi, isleginn we teklibin ters elastikliklerininn jeminden
kicikd, salgydyn mogberinint artmagy bilen salgytdan gelyén girdeji
hem artyar. Mundan bolsa, su haryt ii¢in isleg ya-da teklip elastik dil
bolanda, harydyn nyrhyndan has tapawutlanyan, salgydyn uly
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mogberini  salmak bolar. Muna mysal edip arak-cakyr hem-de
temmaéki onlimlerine degisli aksizi getirmek bolar.

Diymek, islegin elastikligi Ondiirijiler, biznesmenler, dowlet
syyasatyny isldp-tayyarlayjylar we beyleki ykdysady subyektler ii¢in
nyrh ¢ozgiitlerini kabul edenlerinde mohiimdir.

3-nji baba degisli soraglar we yumuslar

1. Ykdysadyyetde elastiklik koeffisiyenti ndméni gorkezyar?

2. Funksiyanyn elastikligi ndme?

3. Kemelydn oyuk funksiyanyn elastikliginin = geometriki
manysyny diislindirin.

4. Nokatlang, dugaly elastiklik nime? Bu diisiinjeler haysy
yagdaylarda ulanylyar?

5. Elastikligin hésiyetlerini sanap berin.

6. Iki haryt {i¢in islegin catyrymlayyn elastiklik koeffisiyenti
boyunca bu harytlaryn &zara g¢alsyrylyandygyny ya-da biri-birinin
iistiini dolyandygyny nihili kesgitlemeli?

7. Girdeji boyunga haryda islegin elastiklik koeffisiyenti arkaly,
harydy goyberyin pudagyn giilldp dsjegini ya-da durgunlyga sezewar
boljakdygyny néhili kesgitlemeli?

8. Elastikligin ykdysadyyetde ulanylys yaylalaryny sanan.
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4. Oniimcilik funksiyalary
4.1. Bir iiytgeyin ululykdan oniimgilik funksiyasy diisiinjesi

Kesgitleme. Bagly dil x iiytgeydn har¢ edilydn ya-da ulanylyan
resursyn (Oniimgiligin faktorynyn) mogberinin bahasyny alsa, ona
bagly y {ytgeydn bolsa, goyberilydin Oniimin mogberinin
(gowriliminin) bahasyny alsa, onda

y="f(x) (4.1)
funksiya oniimcilik funksiyasy (OF) diyilyir.

(4.1) formulada x we vy tytgeyanler, degislilikde x>0, y>0 san
bahalaryny alyarlar. Sol sebipli, OF bir resursly ya-da bir faktorly
diyilyar. Bu yerde funksiyanyn kesgitlenis yaylasy: D(f)={x| x>0}.

(4.1) yazgydaky f funksiyanyn belgisine-éniimgilik sistemasynyn
hdsiyetnamasy diylip, X resurs (faktor) sarp edilende vya-da
ulanylanda y=f(x) birlik Oniim goyberilydndigini anladyar.
Mikroykdysadyyet teoriyasynda y ululyga, eger x birlik resurs
ulanylyan bolsa, éniimin goyberilmeginin maksimal miimkin bolan
mégberi diylip disiinilyar. Makroykdysadyyetde bu diisiinje dogry
hasap edilmeyéar: ykdysadyyetin gurlus birliklerinin arasynda resurs
basgaca paylananda, goyberilydn Onliimii mogberi uly bolmagy
miimkin. Bu yagdayda, OF — resursyi harglanmagy we oniimii
goyberilmegi arasyndaky statistik durnukly baglanysygy anladar. Sol
sebipli, OF-iii has dogry yazgysy:

y="f(x, a) 4.2)
bolar, bu yerde a= (al,az,...,an) funksiyanynn parametrlerinin
wektorydyr.

Mysal. Goy, y=a,x* bolsun. Bu yerde X har¢ edilyén resurs
(meselem, is wagty), f(X)=ax® goyberilydn oniimii (meselem,
tayyn sowadyjylaryfl) mogberi, a,,a,-ululyklar &F -ifi parametrleri
(a,>0,0<a, <1), a=(a,,a,). OF-in grafigi (G) boyunca (4.1-nji
surat) X sarp edilydn resursyn artmagy bilen y goyberilménin
mogberi artyar, sunlukda, resursyn her gosmaca birligi, gitdigige,
goyberilydn oniimin y mogberinii az artmasyna getiryar.
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y=flxad

0 resursyn paylanmagy Xi

4.1-nji surat. Girdeji (peyda) oniimgilik funksiyasynyn
gorniisi

Seredilydn yagday, amalyyetde kopleng tassyklanylyp, ykdysady

teoriyanynn kemelydn netijelilik kanunyna mysaldyr. y:alxa
onlimgilik  funksiyasy ykdysadyyetde bir faktorly proseslerin
aglabasyny beyan edyar.

OF mikro, seyle hem, makroykdysady derejelerde diirli
yaylalarda ulanylyp bilner. Meselem, mikroykdysady derejede,
seredilen mysala layyklykda, Oniimgilik sistemasy hokmiinde,
ayratyn kérhana-firma ¢ykys edydr. Makroykdysady derejede
ontimgilik sistemasy — pudak, pudagara oniimgilik toplumy bolup
biler. Bu derejede OF-leri, esasan seljerme we planlasdyrma, seyle
hem caklama meselelerini ¢dzmek iicin ulanyarlar. Bu derejede OF-
ler welayat ya-da tutus yurdun mogberinde zdhmetin bir yylda sarp
edilisi we Oniimin ahyrky goyberilisi (ya-da girdejisi) arasyndaky
baglanysygy beyan etmek iicin peydalanylyp bilner. Bu yerde
onlimgilik sistemasy hokmiinde welayatyn ya-da tutus yurdun

52



hojalyk sistemasy ¢ykys edip, seljerme, planlasdyrma we c¢aklama
meseleleri ¢oziiler.

Mikroykdysady derejede resurslaryn sarp edilmesi we Oniimlerin
goyberilmesi  natural, seyle hem  bahalayyn  birliklerde
(gorkezijilerde) Olgenip bilner. Zdahmetin yyllyk sarp edilisi {li¢in
adam-sagat (natural gorkeziji) ya-da zdhmet hakyna tolenen manat
(bahalayyn gorkeziji) birlikleri ulanylyp bilner; Oniimlerin
goyberilmesi sanaklarda (stuklarda) vya-da beyleki birliklerde
(tonnalarda, metrlerde we s. m.) 6lgenilip bilner.

Makroykdysady derejede harajatlar we goyberilme, diizgiin
boyunca, bahalayyn  gorkezijilerde  Olgelinilip,  bahalayyn
(gymmatlayyn) agregatlary emele getiryirler, yagny sarp edilyin
(ulanylyan) resurslaryn we olar esasynda goyberilydn oOniimlerin
mogberlerinin = olaryin  nyrhlaryna  (bahalaryna)  kopeltmek
hasyllarynyn jemi gorniisinde ailadylyar.

Kesgitleme. Eger bagly dil x,, X,, .., X, Uytgeyanler,
degislilikde, har¢ edilydn ya-da ulanylyan resurslaryin mogberlerinin
bahalaryny, a bagly y iiytgeyan bolsa, goyberilydn onlimint bahasyny
alyan bolsa, onda

y=f(X)=f(X, %5000 X,,) (4.3)
funksiyasyna kop iiytgeydnlerden oniimgilik funksiyasy diyilyar.

(4.3) formulada X = (%, X,,...,X,) otrisatel dil wektor (xi=0, i=
1,n), y(y>0) bolsa skalyar ululykdyr. Sol sebipli, bu 6niimgilik
funksiyasyna képresursly ya-da képfaktorly OF diyilyir. Diymek,
funksiyanyn has dogry yazgysy:

y=f&a) (4.4)
gdrniigde bolar, bu yerde d=( a,, a,, ..., ak ) OF-iii parametrleriniii
wektorydyr.

Ykdysady manysy boyunga kopfaktorly f(X,,X,, ..xn) OF-ifi
kesgitlenis yaylasy n dlgegli x, >0, x, 20, ..., x, >0 ginislikdaki
X wektorlaryn kopliigidir.

Bir jynsly Oniim Ondiirydn ayratyn kérhana (firma) {i¢in:
f(X,,X,, ..xn) OF oniim goyberménii (natural ya-da bahalayyn
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anlatmada) mogberini — diirli is hiindrleri boyunca is wagtynyn sarp
edilisi, ¢ig mallaryn dirli gorniislerinin, yygnayjy Oniimlerin,
energiyanyn, esasy kapitalyn (adatga, natural birliklerde)
harglanylysy bilen baglanysdyryp biler. Seyle tipdiki OF-ler
kdrhanada (firmada) ulanylyan tehnologiyany hisiyetlendiryar.

Welayat ya-da tutus yurt {icin, kopfaktorly OF gurlanda yyllyk
ontim goyberménin Y ululygy hokmiinde, adatga, hézirki dél-de
biryyllyk liytgemeydn nyrhda regionyn jemi Oniimini (girdejisini)
alyarlar. Resurslar deregine bolsa, adatca, bahalayyn Olgenilydn
X,=K — bir yylyn dowamynda ulanylyan esasy kapitaly, X, =L —
adam zdhmetini (bir yylyn dowamynda sarp edilydn diri zdhmetin
birligini) ulanyarlar. Seylelikde, iki faktorly Y=f(K, L) OF gurulyar
(makroderejede, kopleng, aflatmalar uly harplar bilen bellenilyér).
Kéawagtlar, ulanylyan R tebigy resurslary gosmak bilen y=f (K, L, R)
ticfaktorly OF-i hem perydalanyarlar. Mundan hem basga, eger OF
wagtlayyn yzygiderligin maglumatlary boyun¢a gurulyan bolsa, onda
onlimgiligin 0smeginiil ayratyn faktory hokmiinde tehniki progres
hem gosulyp bilner.

Kesgitleme. Eger y= f(x, x,) funksiyanyn parametrleri we f
hisiyetnamasy t wagta bagly bolmasa, onda ona statik OF diyilyir.
Statik OF-lerde resurslaryi we goyberilminiin mdgberleri wagta
bagly bolup bilerler. Umumy yagdayda, statik OF y(t)=f(x1 (t),X2 (t))
gorniisde ailadylyp, t-yyllaryn nomeridir, yagny 1=0,1,2, ..., T.

t=0 baza yyly bolup, degisli mogberler:

X1 (0), X3 (1), X4 (2. %, (T);

X5 (0), x5 (1), X5 (2), x5 (T);

¥0),y(1), y2), ..., ¥(T)
wagt boyunca yzygiderliklerdir.

Mysal. Mikro, seyle hem makro derejelerde modelirlemek tigin,
kopleng:

y = agx;ix,? (4.5)
funksiyany ulanyarlar, bu yerde:

v d=(a,at,az) OF-in parametri;
v’ a,=const, i=1,2. Kdpleng, a;+a,=1 detilik yerine yetyar.
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Kesgitleme. (4.5) gorniisli funksiya Kobba-Duglasyn oniimcilik
funksiyasy (KDOF) diyilyir.

Bu gorniigli funksiyany ulanmagy 1929-njy yylda iki sany
amerikan ykdysadyyetcileri Kobba, Duglas teklip etdiler. KDOF
Oziinin gurlus yonekeyligi tigin kop teoretiki we amaly meseleleri
¢ozmekde ulanylyar, sol sebidpli, bu funksiyany multiplikatiw
(kopeltmek hasylly) OF-lerifi toparyna gosyarlar. Ulanylmalarda,
kopleng:

X, =K (ulanylyan esasy kapitalyn, esasy fonduni mogbert),

X , =L (diri zdhmetin har¢lanmasy)
kabul edilip:

y = agK“ L% (4.5a)

OF-i alyarlar. a,+a,=1 yagdayda, (4.5a) funksiyanyn grafigi iic
Olgegli ginislikde U {isti emele getiryar. (4.2-nji surat). Bu st
ugrukdyryjysy L ¢yzyk, emele getirijileri O nokatdan ¢ykyan sohleler
bolan konik istdiir. Goy, X, =x; >0 fiksirlenen bolsun. Onda
y = agx;t(x3)% derejeli funksiya alnyp, onuii grafigi 4.1-nji
suratdaka metizesdir (4.3-nji surat). G ¢yzyk X, =x> wertikal
tekizlik bilen U istin kesismesidir. G ¢yzygyn gorniisi boyunga,
birinji resursyn harglanmasynyil artmagy bilen y goyberménin
mocberi artyar, yone, Xi resursyn her gosmaca birligi Yy
goyberminin gitdigice az artmasyna getirydr. Bu yagdayy seyle
diistindirmek bolar: eger isgirlerin sany we olaryin hiindr derejeleri
liytgemeydn bolsa, onda olaryn hyzmat edyéin stanoklarynyn sanyny
2 esse artdyrmak bilen (olaryn sany 6n hem yeterlik bolsa), oniimin
goyberilmesi iki esse artmaz.

Eger (4.5a) funksiyada a,+a,<l serti ulanyp, KDOF-ii
grafiginde (x,, x,) nokady Ox, x, tekizlik boyunga “demirgazyk-
giindogara” siiystirsek, onda iistiinii aylawlygy peselyin “bayyrjygy”
alarys.

Képfaktorly ¢yzykly OF-ifi seyle gorniisi bardyr:

y=a,+a, X, +..+ta X, (4.6)
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4.3-nji surat

(4.6) funksiyasy additiw  (gosulyjyly) OF-lerin toparyna
degislidir. Multiplikatiw (kopeldijili) OF-lerden additiw OF-lere
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gegmek {igin  logarifmirleme amalyny ulanyarlar. Meselem,
ikifaktorly multiplikativ y = agx;*x5? OF-iii iki tarapyny hem
logarifmirlédp alarys
Iny=Ina,+a,Inx,+a, Inx,.
Bu yerde Iny=u, Inx, =V, we Inx, =V, bellép,
u=lna,+a,V,+a 5, V,
gorniisdiki  additiw  OF  alarys. Tersine  ge¢méni, yagny
potensirleméni amala asyryp, additiw OF-den multiplikatiw OF-i
alarys.
Eger y =a,K"L*? KDOF-de a+a,=1 bolsa, onda ony
basgaca yazmak bolar
Y _a,KELr _aK® _ ok y__ (K
== e = () Saemy T=a0 (7).

K
Z= E we K:f ululyklara, degislilikde, zdhmet ondiirijiligi we

zdhmet kapitaliip¢iinjiligi diyilyar.
Téze belgilemeleri ulanyp Z:aOKa11 funksiyany alarys, yagny
ikifaktorly OF-den, birfaktorly OF-i aldyk. O<a <1 bolany iigin Z

zihmet Ondiirijiligi K zdhmet kapital tipjilingiliginden hayal artyar.
Emma bu netije, bar bolan tehnologiyalaryn we resurslaryn ¢éginde,
difte statik KDOF-ler ii¢in adalatlydyr.

Bellik. Y/K droba kapitalyn ondiirijiligi  ya-da kapitalyn
gaytarylmasy diylip, K/Y we L/Y droblara bolsa, degislilikde,
kapitalsygymlylyk we zdhmetsygymlylyk diyilyar.

Eger OF-de t wagt goyberilyin oniimifi mogberine tisir edyin
6zbasdak iiytgeyin ululyk (6zbasdak dniimgilik faktory) hem-de OF-
in parametrleri we f hésiyetnamasy t wagta bagly bolsa, onda
dinamiki OF diyilyir.

Bellik. Eger OF-inn parametrleri dowamlylygy T, yyl bolan
wagtlayyn  yzygiderliklerin ~ maglumatlary  (resurslaryn = we
goyberménin  mocberleri)  boyunca  bahalandyrylan  bolsa
(parametrleri bahalandyrmak ti¢in baza interwalynyn uzynlygy T,
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yyl), onda seyle OF iigin ekstrapolyasiya (dasgyn) hasaplamalary
To/3 yyla ¢enli oiilinden gecirmelidir (yagny ekstropolyasiyanyn
aralygy To/3 yyla ¢enli bolmalydyr).

OF-ler gurlanda ylmy-tehniki progresi (YTP) gz éiiinde tutmak
licin e Pt kopeldiji girizilydr, bu yerde P (P>0 san) parametri YTP-
nin tésiri astynda 6nlim goyberménin osiis depginini hésiyetlendiryar:

Pt

yi)=e f(x, 1), x, {), #=012..1) 4.7)

(4.7) funksiyasy yonekey dinamiki OF-e mysaldyr, ol 6ziine,
neytral, yagny materiallasdyrylmadyk faktorlaryn biri bolan tehniki
progresi girizyar. Has ¢ylsyrymly yagdaylarda tehniki progres, gos-
goni zahmet Ondirijiligine ya-da kapital gaytarylmasyna tésir edip
biler:

y(O=FADLO).K(®) ya-da y(O)=f(ADK(D),L(1)).

Bu funksiyalara, degislilikde, zdhmeti tygsytlayan ya-da kapitaly
tygsytlayan YTP diyilyar.

YTP-ni goz iiinde tutyan KDOF-€:

yo=ace 0% x,0"
funksiyasy mysaldyr.

Resurslaryn  diiypli  gOrniislerini  (6ntimgilik  faktorlaryny)
tapawutlandyrmaklyga we f(x, ,x,) funksiyanyn analitik formasyny
saylamaklyga y= f(x, ,X, ) OF-i yéritelesdirmek diyilyir.

Hakyky we tejribe maglumatlaryny model informasiyasyna
owiirmeklige, yagny statistik maglumatlar bazasynda regression we
korrelyasion  seljerménit  komegi  bilen y=f(x, x,) OF-ii
parametrlerinii san bahalaryny hasaplamaklyga y=f(x, ,x,) OF-iit
parametrlenmegi diyilyir.

OF-in hakykylygynyi-adekwatlylygynyn barlanmasyna
werifikasiya diyilyar.

y= f(x, ,X,) OF-it analitik formasynyfi saylanmasy (yagny
yoritelesmesi)  teoretik  pikir  yoretmelere hem-de  OF-iit
parametrlerine Oowiirdilydn hakyky ya-da tejribe maglumatlarynyn
ayratynlyklaryna  (yagny parametrlenmegin  ayratynlyklaryna)

58



baglydyr. OF-ii kimillesmesi prosesinde, onufi yoritelesmesine we
parametrlenmesine OF-irn werifikasiyasynyi netijeleri tisir edyir.

Adatca, OF-iii  parametrlerinin  bahalandyrmasy in  kigi
kwadratlar usulynda gegirilyar.

Mysal. ABS-nyn ykdysadyyeti {i¢in, diirli awtorlar tarapyndan
diirli bazalayyn wagt aralyklarynda hasaplanan, makroykdysady
y = aoK“L" KDOF-ii a, we a, parametrleriniii bahalaryny
getirelinn (4.1-nji tablisa) (6niinden a, +a, =1 bolyandygyny awtorlar
bilenok).

Diirli awtorlaryn hasaplan parametrleri. 4.1-nji tablisa

Yyllar ya-da | Parametrler Awtorlar
aralyklar a, a, a,+a,

1899-1922 | 0,25 | 0,75 1,00 Duglas
1904 0,31 | 0,65 0,96 Duglas
1914 0,36 | 0,61 0,97 Duglas
1919 0,25 | 0,76 1,01 Duglas
1869-1948 | 0,70 | 0,25 0,95 Walawanis
1900-1953 | 0,16 | 0,84 1,00 Kleyn
1909-1949 | 0,35 | 0,65 1,00 Colon
1921-1941 0,34 | 2,13 2,47 Tintner
1934-1959 | 0,41 | 0,91 1,32 Mihalewskiy

Parametrleri diirli awtorlar diirli usullar boyunca hasaplapdyrlar,
sol sebépli, netijelerin tapawutly bolyandygy tebigydyr. Awtorlaryn

kopiisinde a, parametrinkd seredeniide a, parametriii bahalary
galarak. Seyle hem, hemme awtorlaryiky diyen yaly, a,+a, jemin
bahasy 1-e yakyn.
4.2 Oniimgilik funksiyalarynyn formal hisiyetleri
f(x,, Xx,) funksiyasy X,2>0, x,>0 vyagdaylarda formal

konstruksiya gorniisinde kesgitlenip, asakdaky hisiyetlere eyedir:
1) (0,0)=0;
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2) (0, x2)=f(x1,0)=0;
3)  (x(1)= x(0), (x(1) # x(0)) - f(x(1))>f(x(0)),
(x(K)=(x, (k), x, (k)), k=0,1);

4 0 ot (x) 0 (i=1,2), x=
>(() - = = 1 2)"
) X Py >0 (i=1,2), x=(x1 x2);

o f(x) _
5) x>0- Vel <0 (i=1,2), x=(x1,x2);

0% f(x)
OX,0X,

7) f(txr,tx2)=t" f(x1 x2);

6) x>0 - 20, x=(x1,x2);

1-nji hédsiyet, resurs bolmasa, goyberilminin yokdygyny, 2-nji
hisiyet bolsa, resurslaryil it bolmanda biri bolmasa hem
goyberilmédnint  yokdygyny anladyar, 3-nji hisiyet boyunca,
resurslaryi sarp edilmesinifi artmagy bilen goyberilme artyar. 4-nji
hdsiyet (birinji tertipli hususy oniimler polozitel) resurslaryn birinin
sarp edilmesi artyp, beylekisi Tliytgewsiz galyan bolsa hem,
goyberilménin artyandygyny anladyar. Su yerde hem mundan beylik,
(X, X, )-sanlaryn tertiplesdirilen jiibti wektor ululyk hokmiinde
diistinilyr.

5-nji hésiyet (ikinji tertipli hususy oniim polozitel dal) i resursyn
har¢clanmagynyil artmagy, beylekisinin mukdarynyil {iytgewsiz
galdyrylmgy bilen, i resursyn her gosmaga birligi {gin,
goyberilminin Osmeginin ululygy artmayar (kemelydn netijelilik
kanuny). 6-njy hésiyet boyunga, resurslaryin birinifi artmagy bilen
beyleki resursyil predel effektiwligi artyar.

Eger 5-6-njy sertler yerine Yetyin bolsa, OF-if grafigi Ox, X,y
ticolgegli ginigligin x, >0, X, >0, y >0-otrisatel dél oktantynda
yokarlygyna giibercek iistdir. Umuman aydanynida, OF-it geometriki
obrazy, (xi, X2) nokat Ox, x, koordinat tekizliginde baslangy¢dan
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“demirgazykdan-giindogara” gidende aylawlygy kemelyan giibercek
bayryn iistlini emele getiryar.

7-nji hisiyet OF-in p>0 dereji gord birjynsly funksiyadygyny
anladyar. p>1 bolanda, Onilimgiligin masstabynyn t esse (t>1)
artmagy, yagny X wektordan tx wektora gecilmegi bilen,
goyberilminifi mogberi t° esse artyar, basgaca, oOniimgiligin
masstabynyn ulalmagyndan éniimgiligin netijeliliginin  artmagy
alynyar. p=1 bolanda, oniimc¢iligin masstabynyn ulalmagyndan-
oniimgiligin  hemigselik  netijeliligi  gazanylyar. p<l1 bolanda,
ontimgiligin masstabynyn ulalmagyndan oniimgiligin netijeliliginin
peselmegi alynyar.

y=a0xilxgz, a;+a,=1

KDOF iigin 1-7-nji hisiyetleriti hemmesi yerine yetyir. Cyzykly:

y=a,ta;x;+a, X, (a,>0,a,>0,a,>0)

OF {igin 1-nji, 2-nji (a,=0 bolanda) we 4-nji hisiyetler yerine
yetmeyar.

Kesgitleme. y=f(x, ,x,) OF-iii x, Ox, tekizliginde g=f(x, ,x,)
(e R,) deilleméni kanagatlandyryan nokatlarynyn kopliigine(lg
derejelere) OF-in izokwanty diyilyar.

Gorslimiz yaly, harclanyan resurslaryn sol bir
lq izokwanta degisli U, U,) we (V,,V,) dirli yygyndylary,
Ooniimin g=f(x, x,)-4 den bolan sol bir goyberilme mdogberini
beryirler.

Mysal. KDOF-in | q; we lq, izokwantlarynyn eskizleri 4.4-nji
suratda getirilen. Bu yerde [lg; izokwantdan “demirgazyk-
giindogarda” yerlesyan lg, izokwanta goyberilménin uly mogberi
degislidir (q;> q,). Eger ulanylyan esasy kapital ¢éksiz artyan bolsa
(vagny x, =K —+0), onda zéhmetin sarp edilisi ¢aksiz kemelyar
(yvagny X,=L— +0). Suna menzeslikde, eger X, =L— +o, onda

X,=K — +0. 4.5-nji suratda ¢yzykly OF-it lq, we lq, (q,>q,)
izokwantlarynyn eskizleri berlen. Hemme 7 hésiyeti hem yerine
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yetyian OF ii¢in n=2 bolanda, degisli izokwantasy (eger ol géni ¢yzyk
bolmasa) O nokat tarapa giiber¢ek bolan ¢yzykdyr (4.4-nji surat).

4.3. Oniimgilik funksiyasynyii predel (marZinal) we ortaca

bahalary
Goy, y=f(x)=f(x, ,x, ) OF berlen bolsun.
A=1X) (i=1,2)

X|
droba i resursyn (oniimgilik faktorynyn) orta¢a ondiirijiligi ya-da
[ resurs boyunga ortaga goyberiliy ya-da ortag¢a oniim¢ilik funksiyasy
(OOF) diyilyar.
. - a a
Ikifaktorly KDOF bolan y=a,K = L2 yagdayynda %-esasy

kapitalyn we % esasy zdhmetin ortaga Ondiirijiliklerine, basgaca,

kapitalgaytarylma we zéhmetin ondiirijilikleri diylipdi. Bu adalgalar,
argumentleri x, =K we x,=L bolan islendik ikifaktorly OF f{igin
ulanylyar.

y=f(x)=f(x , ,x, ) OF-den alnan birinji tertipli hususy éniime:

M, =T (i=1,2)
X

i resursyii predel (marzinal) ondiirijiligi (POF) ya-da i resurs
boyunga predel goyberilis diyilyir.

X, {iytgeyinin artdyrmasyny we ona degisli y=f(x) OF-ii hususy
artdyrmasyny, degislilikde, Ax, we A, (f(x)) (i=1,2) bilen bellalin:

Ay f(x g X, )= +A X1, %,)-f(x, X))

A, fx 1 X, )= A X, +X,)-f(x X))

AX; artdyrmanyn kigi bahalarynda yazyp bileris:

of (X) ~ Ai f (X) (|:1’2)
OX; AX;

Diymek, yakynlasan atilatmada, POF, eger i-resursyfi X, sarp
edilmesi, beyleki sarp edilydn resursyn mogberi {iiytgewsiz
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galdyrylanda, bir (yeterlik ki¢i) birlige artanda, 6niim goyberilménin
mogberinin nige birlige ulaljakdygyny gorkezyér.
Mesele. y =a,x*x5? gorniisdiki KDOF iigin anyk gorniisde: Ay,

Az, M1, M3 ululyklaryn anlatmalaryny tapmaly.

Coziilisi.
a-1  a
A= =10 —a ™
Xy 1
a a,-1
Azzf(x):aoxllxz ;
X2
of (x ~
M= ) =2, 1Xzaz =a,A;
oX,
of (x -
M,= (x) = aoxlal""lzxza2 = ahA,;
0X,

M
ﬁ:alslelsAl; EzzaZSl:MZSAZ'

Mesele. y=a,+ a, X, +a, X, (@,>0, a, >0, a, >0) COF iigin
anyk gorniisde A,, A, , My, M, ululyklaryn anlatmalaryny tapmaly.

Céoziilisi.
1:1: f(x):@+a1+a2X_Z;Azzf(x)za_oJralﬁJraz_
Xy X X 1 X, X3 X,
Ml—af(x) Mzzaf(x):a;
1 OX, ’
M, 1o M, <A; M: 1M, <A,
A A, ‘

y=f(x, X, ) OF-leriti hemmesi boyunga M, <A, (i=1,2)

densizlik yerine yetyar, yagny i-resursyn predel ondiirijiligi, bu
resursyn ortaca ondiirijiliginden uly daldir.

Goy, y=f(x)= f(x, ,x,) OF berlen bolsun. i-resursyii M, -predel

ondiirijiliginin, onun A, -ortaca ondiirijiligine bolan gatnasygyna, bu
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i-resurs (oniimg¢iligin faktory) boyunca éniim goybermdnin elastikligi
(hususy) diyilyar we E; bilen bellenilyér. Onda:
E=M=d(). 100 _ X A (=12
A X X; f(x) ox

E, =E,+E, jeme éniimgiligin elastikligi diyilyar.
Yeterlik kici AX, artdyrmada yazyp bileris:
of (x) f(x) A, f(x) Ax;

E.= =12
Lo X f(x) ~ x (1=12)
y 2. AT(X)
Sag gyraky anlatmada iki T 2% otnositel ululyklaryn
X X,

gatnasyklary alnar, diymek, E, (yakynlasan anlatmada), eger i-
resursynl sarp edilmesi, beyleki resursyil iiytgewsiz mogberinde, bir
% artanda, y 6niim goyberménin nage % ulaljakdygyny gorkezyar.
Bu bolsa, i-resurs boyunga oniim goyberminin hususy elastikliginii
ykdysady manysydyr.

Mesele. KDOF ii¢in E ., E,, Exlerin anyk ailatmalaryny
tapmaly.

Coziilisi. E,=a,,E,=a,, Ex=E,+E,=a,+a,.

Mesele. y=a, x, + a, X, (a,=0) COF ii¢in E,, E,, E x -lerini
anyk anlatmalaryny tapmaly.
Coziilisi.
E = X of(x) = a X
1= - )
f(x) ox, ax +aX,
X2

A= 2% . p-F +E,=1
Cf(x) X,  aX +a,X,

Goy, y=f(x)=f(x , ,x,) OF berlen bolsun. i-resursy (6niimg¢iligi

2

faktoryny) j-resurs bilen c¢alsyrmagyn predel normasy Rij diyip,
hemiselik y ululykda
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ax; ..
dx;
anlatma aydylyar. Bu yerde i-¢alsyrylyan, j-bolsa ony calysyan
resurslaryn nomerleridir.
Rij-ululyga i-resursy (Oniimgiligin faktoryny) j-resursa

(6ntimgiligin faktoryna) calsyrmagyn predel tehnologik normasy ya-
da, gysgaca, resurslary ¢alsyrmagyn predel normasy diyilyar.
Goy, y=q hemiselik ululyk, yagny harclanyan resurslaryn

hemme yygyndylary sol bir | izokwantda yerlesydn bolsunlar. Onda
y=f(x) OF-den alynyan dy-doly differensial tozdiki nola deti bolar:

O:dy: M dx .t of (X) dX2
0%, 0OX,
Bu yerden, i # j yagdayda alarys:
of (%)
dx;=-_o dx; (i,j=1,2) 4.9
()
OX;
Denligin iki tarapyny dx,; ululyga bolelin:
of (x)
Y= x (ij=12) (4.10)
dx; of (x)
OX;
(4.8)-(4.10) formulalar esasynda yazyp bileris:
af (x)
Rij= - =50 >0 (i#j,ij=12) (4.12).
dx; 3
OX;

Oniim goyberminin hususy elastikliginifi afilatmalaryny ulanyp,
(4.11)-den iki faktorly OF iicin alarys:
E
R,=—% Xz (4.12).

12—
E, x
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Diymek, birinji resursy ikinji resurs bilen ¢alysmagyn normasy, bu
resurslar boyunga 6niim goybermainin elastikliklerinin gatnasygynyn,
ikinji resursyn mogberinin birinji resursa gatnagygyna kopeltmek
hasylyna defidir.

Goy, OF iki faktorly bolsun. Hemiselik y 6niim goybermede
hem-de Ax, we AX,-ki¢i artdyrmalarda yakynlagan formulany
alarys:

R,=-%e . (4.13).
dx, AX,

(4.13) esasynda, R,,-resurslaryn c¢alysma normasy-y=Q
liytgewsiz goyberilmede, eger birinji resursyn harglanmasy bir kigi
birlik azaldylsa (-AX;), ikinji resursyn har¢clanmasynyn ndge kigi
birlik ulaljakdygyny takmyn gorkezyar.

a .
Mesele. y=a,x1 ' X, “2 KDOF iigin anyk gorniisde R,, we R,

anlatmalary tapmaly.
Coziilisi.
R :ﬂ ﬂ_al X3 . R :g ﬂ:az Xy
12 ’ 21 ]
OX; OX, a,-X OX, OX, a,-X,

Mesele. y=a, +a,X, +a,X, OF iigin anyk gorniisde Ri» we Ry
afilatmalary tapmaly.

Céoziilisi.
. _a. , _0.0_a

=2 1 :
?oox, X, a, X, OX @
4.4. Templeyin yazgyda oniimg¢ilik funksiyalary

Oniimleri goyberminiit we resurslary harclamagyin mdcberli
gorkezijilerininn baglanysyklary bilen bir hatarda, bu gorkezijilerin
Ostis templeri arasyndaky baglanysyklar hem seredilip bilner. Bu
yerde, Y-jemi Oniimi (girdejini) K-kapital we L —zdhmet bilen
baglanysdyryan makroykdysady oOniimgilik funksiyalary barada
aydyp geceris, yone, bu maglumatlar islendik beyleki ontimgilik
funksiyalary ticin hem umumylasdyrylyp bilner.
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Y, K we L ululyklaryn 6siis templerini, degislilkde, kici harplar v,
k we | bilen bellélin. Bu ululyklar 6siisin diskretleyin ya-da tizniiksiz
templeri bolup bilerler:

Yt =YY K, = Ki=Kia l,= Lo—bos — giskret;
Yia Kia LH
Y, K,/ L
yt=-—+t,k==t,1,== —iizniksiz.
Y, K, L

Seylelikde, templeyin yazgyda OF y=f(k,l) gérniisde bolar.
Indi bolsa, KDOF-ih mogberleyin we templeyin yazgylardaky
baglanysygyna seredelin. Goy, K we L ululyklar t wagt boyunga

tizniiksiz, differensirlenyan funksiyalar (Kt we L,) bolsunlar. Bu
yagdayda, olar, kesgitli wagt dowriinde wulanylan resurslaryn
mogberlerini ddl-de, wagtyn her pursatynda olaryn ulanylysynyn
“intensiwligini” anlladar. Goy, funksiya:

Yi=AK” |_t'“e7/c (4.14)

gorniisde bolsun. Funksiyany logarifmlép, doly differensial alalyn:

t
InNYt=InA+ainK¢ +pInL,+y

dinY ¢ )=ad(n K )+ gd(InL,)+y dt ya-da:

dy, dK, dL,
—Ltl=ag—L+—"+ut

Y, “ K, p L, 7

/ / /
Y‘dt=atht+ﬂL‘dt+;dt

Yt Kt L[

Denleménin iki tarapyny hem dt boliip alarys:

Y, L
A

L/
Buyerde: y t = =Y k= t:L—t degislilikde, goyberilménin,
Yt t ¢

kapitalyn we zdhmetin Osiisinint iizniiksiz templeridir. Seylelikde,

/
Kt,|
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mogber  gorkezijilerdiki KDOF-e osiis templerinii  ¢yzykly
baglanysygy degislidir:

Yyt =a kt+ﬂ|t+7/ (4-15)
Bu baglansyga templeyin yazgydaky Kobba-Duglasyn oniimgilik
funksiyasy diyilyar.

Eger  ailamatlarda dY ¢, dKt, dL, -differensiallary

(artdyrmalaryn bas ¢yzykly boleklerini), degislilikde, AY ¢+ , AKt¢,
AL, -artdyrmalaryn 6zi bilen ¢alsyrsak, onda yakynlasan:

Yt ==0 kt+ﬂ|t+7/ (4-16)

formulany alarys, bu yerde y ¢ , k., |, -ululyklar 6siisin diskretleyin
templeridir.  (4.15), (4.16) formulalaryii seljermesinde we
bahalandyrmasynda asakdakylary g6z oniinde tutmalydyr: (4.14) we
(4.15) formulalary iizniiksiz yagdayda dengiiy¢lidir. Sol bir wagtda,
OF bahalandyrylyan statistik maglumatlar, elmydama diskret bolup,
bu yagdayda (4.14) we (4.16) diirli OF-lerdir. Kiwagtlar, (4.14)
formula {igin alnan @, [ -parametrleriii bahalandyrmalaryny (4.16)
formulada ulanyarlar we tersine. Beyle etmek dogry déldir, bu
formulalaryil her biri ayratynlykda bahalandyrylmalydyr. Eger olar
sol bir statistik maglumatlar boyunga (yagny biri-birine layyk gelyin
mogberler we templer boyunca) bahalandyrylan hem bolsalar, seyle
bahalandyrmalaryn netijeleri diiypden tapawutly bolmagy miimkin.
Formulalarynn biri, meselem, doly ulanarlykly netijdni, beylekisi
bolsa, staistik ahmiyetsiz bahalandyrmany berip biler.

Su aydylanlardan, (4.15), (4.16) formulalardaky » -azat
agzanyi-neytral tehniki progsesii tempidigi gelip ¢ykyar. Bu ululyk,
onlim goybermdnin  Osiiy tempinin-kapitalyn we zdhmetin
har¢lanmagynyn 0Oslisi bilen bagly bolmadyk bolegi bolup,
makroderejede oniimgiligin intensifikasiyasyny gorkezyar.

Mysal. Goy, templeyin yazgydaky y ¢ =0.3 k,+0,6l,+1,5 OF

bahalandyrylyan bolup, zdhmetiii har¢lanmagynyn Osiisinin ortaca
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tempi t,=1%, ulanylyan kapitalynn Osiisinit ortaca tempi K,=6%
bolsun. Onda 6nlim goyberménin dsiisinin ortaga tempi:

Yyt =0,3:6%+0,6:1%+1,5%=1,8%+0,6%+1,5%=3,9%.

bolar. Gorslimiz yaly, bu sana intensiw faktorlaryi-kapitalyin we
zdahmetin har¢lanmagynyi Oslisinin gosantlary, degislilikde, 1,8% we
0,6 % boldular. Bu sana intensiw faktorlaryn (tehniki progresin)
gosandy 1,5% mdocberde bolup, otnositel ululykda:

Lo -100%=E -100%=38,5% bahalandyrmany alarys.

Y 3.9
4-nji baba degisli soraglar we yumuslar

1. Kemelyén netijelilik kanunynyn manysy ndme?

2. Statik OF-lerde t wagta bagly we bagly dil ululyklary aydyp
berin.

3. Iki faktorly KDOF-itt we ¢yzykly OF-iti gdrniisleri n4hili?

4. OF-lerin hisiyetlerini  diisiindirin. Haysy OF-lerde bu
hésiyetler doly yerine yetyar?

5. Izokwantanyn ykdysady manysyny diistindiriii.

6. Kapitalyn ortaca ondiirijiligi (kapitalyn gaytarylmasy) nahili
kesgitlenyar?

7. Kapitalyn we zdhmetin predel Ondirijilikleri néhili
kesgitlenyar?

8. 1 resurs (Oniimgilik faktory) (i=1,2) boyunca goyberilméanin
hususy elastikliginii kesgitlemesini aydyn.

9. Templeyin yazgydaky OF-ii kesgitlemesini beriti.

10. KDOF mécberleyin we templeyin Vazgylarda nihili
baglanysyar?

11. Mogberleyin we templeyin yazgylardaky OF-lerde tehniki
progres nahili beyan edilyér?

70



5. Cyzykly programmirlemegin meselelerini ¢cozmek
5.1. Cyzykly programmirlemegin baslangyc diisiinjeleri

Cyzykly programmirlemek (CP) — nébellilerine ¢yzykly
caklendirmeler goylan ¢yzykly funksiyanyn in uly ya-da in kigi
bahasyny tapmaklygyn usullary baradaky ylymdyr. Seylelikde, CP-
meselesi funksiyanyn sertli ekstremumyny tapmaklyga degislidir.
Emma sertli ekstremum {i¢in matematiki seljerminiin usullaryny bu
meselede ulanmak miimkin déldir. Goy,

Z:Zn:cjxj
j=1

cyzykly funksiyanyn:

Ay X +a,X, +...+3,X, <b
Ay X + 85X, +..+8,,X, <D,

A X + A, X, +.+ 3, X, <b,

sertlerde ekstremumyny derfiemeli bolsun. Bu yerde Z-¢yzykly

funksiya bolany fi¢in, aaz =C,(j=12...,n), bolup, bulary hem nola
X .

J

deiilemelidir. Cyzykly funksiyanyn bolsa, hemme koeffisiyentleri
nola dent bolup bilmez. Diymek, ekstremal nokatlar oblastyn icki
nokatlarynda yokdur, difie, yaylanyn gyrasynda-aragdginde seyle
nokatlar bolup biler. Emma olary hem bu usulda deriiip bolmaz,
sebébi, hususy oniimleriii bahasy hemiselik sandyr.

Gorstimiz yaly, CP-meselelerini ¢6zmek tli¢in ayratyn usullar
derkardyr.
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5.1.1. Yonekey ykdysady meseleleriii matematiki
modellerini gurmak

a) Cig mallary ulanmak meselesi. P,,P,,...,P, Oniimleri
ondirmek icin S;,S,,...,S, ¢ig mallary ulanylyar. Cig mallaryn
gorlary, oniim birligine sarp bolyan ¢ig mallaryn birliklerinini sany,
seyle hem, Onlimlerin birliklerini  yerlesdirmekden galyan
C,,C,,...,C, peydalar asakdaky tablisada (5.1-nji tablisa) getirilen.
In kép peyda galar yaly, ondiirilmeli onlimlerii sanynyn optimal
planyny tapmaly:

Bagslangy¢ maglumatlar. 5.1-nji tablisa
= E S >| J-Oniim birliginde sarp bolyan,
EZ| ES I-¢ig mal birliklerin sany
LoE | s
o S S P P, P

S1 bl a‘ll a12 aln
S, b, 8y 8z Qn
Sk bk a'kl ak2 akn

Peyda C, | C, C,

Goy, X;-ululyk j-6niimiii gézlenydn mukdary bolsun. Onda
meseldnin matematiki modeli seyle diiziiler:
Z =Cx, +C,X, +...+C_ X, = max
a; X, +a,X, ... +a, X, <b

Ay X + 85X, +... + 3y, X, S Db,

2n"n

A Xy + A, X, +. 3, X, b,
X; 20,(j=12,...,n)
b, 20,(i=12,..,k)
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b) Iymit rasionyny diizmek meselesi. Mallar baka goylanda,
olaryn her biri her giin S,yokumly maddasyndan 9 birlikden, S,
maddadan 8 birlikden, S,-yokumly maddasyndan 12 birlikden az
bolmadyk iymit maddalaryny almalydyr. Iymitlerini iki gorniisleri bar

bolup, olaryn 1 kg-daky iymit maddalarynyn birlikleri 5.2-nji
tablisada getirilen.

Baslangy¢ maglumatlar.  5.2-nji tablisa

Yokumly 1 kg iymitdiki yokumly maddalaryn
maddalar sany
[iym I iym
S, 9 3 1
S, 8 1 2
S, 12 1 6
1 kg iymin bahasy 4 6

Mallar her giinde gerek yokumly maddalary alar yaly hem-de
iymlere ¢ykdayjylar i az bolar yaly iymleriii her birinden nige kg
mallara bermeli.

Gozlenyédn iymlerinn kg-daky sanlaryny x, we X, bilen bellélin.
Onda seyle matematiki modeli geleris:

Z =4x, +6x, > min

3X, +X, =29
X +2X, 28
X, +6x, 212
X, =20,x, >0

Iymit rasionyny diizmegin umumy meselesini seyle yazmak
bolar:
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Z=Cx +C,x, +...+C X, > min

a X +anX, +..+a,X, b
Ay Xy +ApX, .+ 8,5, X, 2D,

2n"*n

b, >0,(=12,...,k)
5.1.2. Deiilemeleri defisizlikler bilen calysmak

X, +a,X, +..+a,X, <b
deiisizlige seredelin. Bu deiisizligi detilemd dwiirmek ii¢in, onuil ¢ep
tarapyna kibir otrisatel didl x, ., >0 iytgeydni gosalyn. Netijede,
n+1 nabellili (iiytgeyénli) defileméni alarys:

axX +aX, +..+ax +x.,=Db
X,., -ndbelld gosmaca ndbelli diyilyar.

Bu yerden gorniisi yaly, CP meselesinin ¢éklendirmeleri
densizligi saklayan bolsa, olaryil her birini, gosmaca nédbellini-
lytgeydni girizmek bilen, defilemd owiirmek bolar, seylelikde,
gosmaca ndbelliler maksat funksiyasyna 0 koeffisiyent bilen
giryérler.

Meselem, iymit rasionyny diizmek meselesini seyle yazmak
bolar:

Z=Cx, +CX, +..+C X, +0-X,,, +0-X ., +...4+0-X,,, — min
A%+ ApX, T+ A X, — Xy =
Ay X, + 8%, .8y, X —X,.» =D,

2n"*n

A Xy + X, +o X — Xpak =bk
X; 20,(j=12,...,n+k)
b >0,3i=12,...K)
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5.1.3. CP meselelerini formulirlemegin gorniisleri

Z.., =CXx +C,X, +...+C_ X, (5.1)
a; X, +a,X, +..+a,X, =b
Ay X, + 85X, +...+8,,X, =h,

(5.2)
A X, +a,,X, +.o+ 3, X, =D,
X; >0, j=12,..n (5.3)
meseli seredelin. Eger C = (C,,C,,...,C,); X = (X, Xp0000r X, )
a, a, a, El
A 8y A, - Y. vy A = & | A = 2
b,
akl ak2 kn

wektorlary bellesek, onda (5.1)-(5.3) meseldnin wektor yazgysyny
alarys:

Z . =CX, (5.1)
Ax1+ﬂzx2+...+ Rxnzﬁb, (5.2")
X>0. (5.3)

(5.1)-(5.3) meseldni jemleme belgilerinin komegi bilen seyle
gornligde hem yazyarlar:

Zmin: chxj ’ (51”)
j=t
Dagx; =h;,i=12,...k (5.2")
j=1
X; 20, j=12,..,n. (5.3")
Eger C=(c ¢ ° Cn),
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X1 aiq aqp Ain bl
xz a21 azz aZTl bz

Xn Qg1 Qg2 -+ Ogn by,
matrisalary bellesek, onda (5.1)-(5.3) meseldnin matrisalayyn
yazgysyny alarys:

Zomin = CX (5.17)
AX = A, (5.2")
X=>0 (5.3")

Kesgitleme. CP meselesinin plany ya-da yol berilyin ¢oziiwi
diyip, (5.2)-(5.3) sertleri kanagatlandyryan X =(X;, Xypeey X))
wektoryna aydylyar.

Kesgitleme. Eger x,-polozitel koeffisiyentler bilen (5.2")

dargatma giryin A(i =1k) wektorlar ¢yzykly bagly dil bolsalar,
onda X = (X, X,,..., X,,) plana dayang¢ plany diyilyar.

A wektorlar k-dlgegli bolandyklary iigin, dayang planyii
kesgitlemesinden, onufi polozitel komponentlerinifi sanynyn k-dan
geemeyanligi gelip ¢ykyar.

Kesgitleme. Eger dayang plany k-sany polozitel komponenti
saklayan bolsa, onda ona bolusly plan diyilyar.

Kesgitleme. CP meselesinin optimal plany ya-da optimal ¢oziiwi
diyip-maksat funksiyasyna i uly (in ki¢i) baha kabul etdiryan
¢oziiwe aydylyar.

Su boliimde, biz, kopleng, ¢cyzykly funksiyanyn il kigi bahasy
gozlenyin CP meselelerine serederis. Eger ¢yzykly funksiyanyn in
uly-maksimal bahasy gbzlenyin bolsa, onda funksiyanyin alamatyny
garsylykla owriip, soniky funksiyanyn minimal bahasyny gozlemek
yeterlikdir. Funksiyanyn alnan minimal bahasynynl alamatyny
garsylykly alamata owriip, basdaky ¢yzykly funksiyanyn maksimal
bahasyny taparys.

CP meselelerinin ¢oziiwlerinin hésiyetleri, ylayta-da grafiki
coziiwlerde, giibercek kopliiklerin hésiyetleri  bilen gos-goni
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baglanysyklydyr. Sol sebdpli, giibercek kopliiklerinn diisiinjelerini
getirelin

5.1.4. Giibercek kopliikler

Goy, x,0x, koordinat tekizliginde A (x’x{?) we A,(x%x{?)
nokatlar berlen bolsun. Onda:

A=1LA+14L,A,4 204,204 +4, =1 *

sertler yerine yetydn A nokada —A we A, nokatlaryn giibercek
¢cyzykly kombinasiyasy(GCK) diyilyar ya-da [A,A,] kesimin
nokatlary diyilyér. Bu yerde:
AL =L54,=0
A4 =04,=1
galan yagdaylarda A nokat [A, A,]-kesimin igki nokatlarydyr. A; we
A, nokatlara kesimin gyraky ya-da bur¢ nokatlary diyilyar. Gorstiimiz
yaly, bur¢ nokady, hi¢ wagt, beyleki nokatlaryn GCK-sy bolup
bilmez. (*) gatnasyklar ginigligin Olgegliligine baglangyksyzlykda
yerine yetyar.

Goy, nsany A, A,,..., A, nokatlar bar bolsun. Eger:

A= A4A, 4,20 (j=Ln), > 2,=1 (**)
=1

j=1

A= {2' hacanda bolanda;

sertler yerine yetydn bolsa, onda A nokada A;(j=1,n) nokatlaryn
GCK-sy diyilyir.

Eger nokatlar kopliigi 6ziinini islendik iki nokady bilen bu
nokatlaryit GCK-syny (bu nokatlary birlesdirydn tutus kesimi) hem
Oziinde saklayan bolsa, onda bu kopliige giiber¢ek diyilyar. Giibergcek
kopliiklerin mysaly bolup, kesim, sohle, goni ¢yzyk, yarym tekizlik,
tekizlik, tegelek, sar, kub, yarymginislik we s. m. hyzmat edip biler.
Meselem, 5.1-nji suratda a)-d) wariantlar-giibergek, ¢), f)-giibergek
dil kopliiklere mysaldyr. Sonky kopliiklerde, islendik A; we A;
nokatlary birlesdiryin kesim tutuslygyna berlen kopliikde yatmaz.

Eger kopliigin nokady islendik radiusly saryn merkezi bolup, bu
sar berlen koplige degisli we degisli bolmadyk nokatlary hem
Oziinde saklayan bolsa, onda kopliigiit bu nokadyna onuil ¢dk nokady
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diyilydr. Cik nokatlary kopliigint ¢dgini emele getiryirler. Oziinif
hemme ¢dk nokatlaryny saklayan kopliige-vapyk kopliik diyilyér.
Yapyk kopliik ¢iklenen hem ¢iklenmedik bolup bilyar. Eger merkezi
kopliigin islendik nokady bolan tiikenikli radiusly sar bu kopliigi
Oziinde saklayan bolsa, onda bu kopliige ¢dklenen kopliik, bolmasa
¢daklenmedik kopliik diyilyér.

-
Ve
R4

a) b) c) d) e)

5.1 — nji surat

Iki kopliigin kesismesi diyip, olaryi umumy nokatlaryndan
ybarat kopliige aydylyar. Giiber¢ek kopliiklerii kesigmesiniii hem
giibercek kopliik boljakdygy diisniiklidir.

Giibercek kopliigin bur¢ nokady diyip, onun islendik iki
nokadynynn GCK-sy bolmayan nokada aydylyar. Meselem,
ticburclugynn bur¢ nokatlary-onuin depeleridir, tegelegin burg
nokatlary-onun ¢dk nokatlarydyr. Goni ¢yzygyn, tekizligin,
yarymtekizligin, ginisligiii, yarymginisligin bur¢ nokatlary yokdur.

Giibercek kopbur¢luk diyip, tekizlikde tiikenikli sanly burg
nokatlary bolan giibercek, yapyk, cédklenen kopliige aydylyar.
Kopburglugyn bur¢ nokatlaryna, onun depeleri, iki depesini
birlesdirydan hem-de ¢égini emele getirydn kesimlere bolsa-taraplary
diylyar.

Eger kopburgluk goniiden haysyda bolsa bir tarapda yatsa hem-
de goni ¢yzyk bilen in bolmanda bir umumy nokady bar bolsa, onda
bu gond-giibercek képburclugyn dayang goniisi diyilyar (5.2—nji
surat).
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Giibercek kopgranlyk diyip, ginislikde tiikenikli sanly burg
nokatlary bolan giiber¢ek, yapyk we c¢éklenen kopliige aydylyar.
Kopgranlygyn bur¢ nokatlaryna-onun depeleri, kopgranlygy
céklendiryan kopburgluklara-onun granlary, granlaryn kesisip emele
getiryidn kesimlerine-gapyrgalary diyilyar.

Eger kopgranlyk tekizlikden bir tarapda yatsa hem-de tekizlik
bilen i bolmanda bir umumy nokady bar bolsa, onda bu tekizlige-
képgranlygyn dayang tekizligi diyilyar.

A
I

X2 B

v

5.2—nji surat (m, | — dayang gontileri)

5.1.5. CP meseleleriniin geometriki manysy

CP meselesinin asakdaky gorniisine seredelii:

Z =Y ¢c;x; > min ya-da Z=CX ->min (5.4)
j=1

Y ax;<b,i=12..k  ya-da AX < A (5.5)

j=1

X; 20, j=12,..,n yada X >0 (5.6)
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(5.5) we (5.6) ciklendirmeleri kanagatlandyryan X, X,,...,X,
sanlaryin toplumyna ¢oziiw diyilyar. Eger (5.5)-(5.6) deisizlikler
sistemasynyn ini bolmanda bir ¢dzuwi bar bolsa, onda sistema kékdes
diyilyar.

(5.5) —(5.6) kokdes sistemasyna n=2 yagdayda seredelin. Onda:
(agX +a,X, <b
A, X, +a,,X, <h,
< AyX +agX, <b, (5.5%)

LA, X, +a,,X, <b,
X, >0,%x,>0 (5.6%)
(5.5") defisizlikler sistemasynyii her bir defsizligi X,0X,
koordinatalar tekizliginde ¢égi a,, X, +a,,X, =b, (i =1K) goni ¢yzyk
bolan yarymtekizlikdir. Sistema kokdes bolany li¢in, bu giibergek
kopliikler kesisip, giibercek kopburclugy emele getirydr. Bu bolsa
yolbererli ¢oziiwlerin kopliigidir — planydyr.
n=3 yagdayda, densizliklerin her biri-¢égi degisli tekizlik bolan
yarymgiiisligi anladyar. Sistema kokdes bolsa, bu yarymginislikler
kesisip, giibercek kogranlygy, yagny yolbererli ¢oziiwlerin kopliigini-
planyny emele getiryar we s.m.
5.1.6. CP meselelerinin ¢oziiwlerinin hisiyeti

Teorema 5.1. CP meselelerinin c¢oziiwlerinin  kopliigi-
giibercekdir.
Subudy.Goy, X, we X, wektorlar (5.4)-(5.6) meseldnin plany

bolsunlar. Onda x = AX + L%, 4,20, 4,20, 4, +4, =1 ¢yzykly
kombinasiyanyn hem bu meselanin ¢oziiwidigini subut etmelidir. Bu

—

yerde X, we X, (5.4)-(5.6) meseldnin ¢oziiwi bolany igin:
A%, = A, AX, = A, yerine yetyir. Onda:
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AX= A(ARy + 2o%,) = AR + Do ARy = LA + Ay = Ay (A + 1) = Ay
Teorema 5.2. CP meselesinii maksat funksiyasy o6zilinin ekstremal
(optimal) bahasyny c¢oziiwler kopliiginin bur¢ nokadynda ya-da
gapyrgasynda (granynda) alyar.

Subudy. Goy, D-¢oziiwler kopliiginini tiikenikli sanly burg
nokatlary bolsun. Goy, X,X,,...,X, bur¢ nokatlary, X,-optimal ¢oziiw
bolsun. Onda Z(X,) <Z(X), XeD. Coziiwler kopliigini tekizlikde
anladalyn: goy, X,-bur¢ nokady bolsun. Onda teoremanyn birinji
bolegi yerine yetyar.

Goy, X,-bur¢ nokady dil diyelini (surat 5.3.). Onda:

pp?

__ p
Ro = % + A%, ot A%, 420 (i=1p), D4 =1
i=1

yazyp bileris. Bu yerde Z(X)-¢yzykly funksiya. Onda:

A

X2

v

5.3-nji surat X1

Z(Xy) =Z(AX + ..+ A, X)) = AZ(X) + L,Z(X,) +...+ A, Z(X),
bu yerde: min{Z(X,), Z(X,),..., Z(X,)}=Z(X,) =m bolsun. Onda:

Z(X)zAm+A,m+. . +Am=m(4 + 4 +..+4,)=m-1=m.
Bir tarapdan: Z(X,) <m, beyleki tarapdan Z(X,) > m. Diymek:

Z(X,)=m=2Z(X,), buyerde X, -bur¢ nokady.
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Goy, Z(X)-funksiyasy optimal baha birden kop burg
nokatlarynda yetyin bolsun: X, X,,...,X;, 1<q< p.Onda

Z(X)=2(X,)=...+ Z(X,)=m.

Eger X burg¢ nokadynyn ¢yzykly kombinasiyasy bolsa, onda

q’q’

q
X =% + A%+ A%y, A4 20, D 4 =1. Buverden
i=1

q
Z(X)=Z(A% +..+ %) =m-D> A =m-1=m.
i=1

Bu yerde X gapyrganyn ya-da granyn erkin nokadydyr. Eger D-
oblast bir tarapy ¢éklenmedik kopliik bolsa, onda kesiji ¢yzygy ya-da
tekizligi gecirmek bilen, ¢idklenen kopliigi alarys (5.4-nji surat).

Asakdaky teoremalary subutsyz kabul edelin

Teorema 5.3. Eger (5.2)) dargatmada A A,.,..., A (k<n)

wektorlar sistemasy ¢yzykly bagly ddl we X;>0, (] =1n)

ginislikde AX, + AX, +..+ A x,= A, deiilik yerine yetyin bolsa,
onda:
X = (X, X500y X, ,0,...,0) (5.7)

nokat ¢oztiwler kopgranlygynyn burg nokadydyr.
Teorema 5.4. Eger X = (X, X,,..., X, ) -¢0ziiwler kdpgranlygynyn

bur¢ nokady bolsa, onda (5.2") dargatmadaky polozitel x;-lere

degisli wektorlar ¢yzykly bagly dildirler.

Eger (5.2) cédklendirmeler sistemasy, meselem, dort nédbelliden
we iki denillemeden ybarat bolsa, onda iki sany ndbelld erkin bahalary
berip, galanlaryny bulara goérd ¢6ziip, ¢oziiw (Yol berilydn
bolmazlygy hem miimkin) almak bolar. Erkin nibellilere nol baha
berilydn ¢oziiwler ayratyn gyzyklydyr. Eger seyle ¢oziiw yeke-tik
bolsa, onda ofa bazis ¢oziiwi diyilydr. Onun iistesine, yol berilydn
¢Ozliw hem bolsa, onda ona yol berilydn bazis ¢oziiwi diyilyér.
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v

%]
5.4-nji surat
n-nabellili, k-¢dklendirmeli (k<n) CP-nin umumy meselesi {igin
bazis ¢oOziiwler (5.7) gorniisde alynyar, yagny sistemanyn K
denilemeleri galan n-k nébellilere gord ¢oziilydr, n-k nibellilere nol
baha berilydr hem-de bu denilemelerin yeke-tik ¢ozliwi bar hasap

edilyar. Bahalary nola defillenen iiytgeyanlere bazis ddl, galanlaryna
bolsa bazis iiytgeydnler diyilyar.

5.2. Cyzykly programmirlemegiin umumy meselesi we ony
cozmegin usullary
5.2.1. Baslangy¢ maglumatlar

Cyzykly programmirlemegiit umumy meselesi(CPUM) asakdaky
yaly formulirlenyar:
Z(X) =C,X; +C,X, +...4+C X, (5.8)
maksat funksiyasynyn maksimal (minimal) bahasyny:
A X+ a,X, +. 3, X, k0
——————————————— (5.9)

X, 20;%, 20;.....x, =0 (5.10)
sertlerde tapmaly.
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Bu yerde - simwol <, >, = simwollaryn biridir. Basgaca, gysga
gorniisinde asakdaky yaly yazylyar.

max(min)  Z(x) :Zn:cjxj

Dax, xb  (i=1k)
j=1

x20  (j=1n)

(5.8) meselanin maksat funksiyasy bolmak bilen, Oniimgiligii
girdejisini-peydasyny anladyan bolsa-onuii maksimal bahasy,
cykdajyny-harajatlary  ailladyan bolsa-onui minimal bahasy
gozlenydr. (5.9.)-(5.10) sertlere bolsa meseldnii ¢dklendirmeleri

Eger (5.8)-(5.10) meselede (5.9) céklendirme dine denlik
gorniisinde bolsa, onda (5.8)-(5.10) meseld kanonik ya-da yonekey

Kébir yagdaylarda, bu meselede (5.9) ¢éklendirmeler (<) ya-da
(>) densizlikler gorniisinde berilydr, seyle meseld standart mesele

Eger-de (5.9) céklendirmeler sistemasy denligi we densizligi
bilelikde saklayan bolsa, onda ol meseld ¢yzykly programmirlemegin
umumy meselesi (CPUM) diyilyér.

(5.8)-(5.10) ¢dklendirmeleri kanagatlandyryan X = (X, X, ,..., X,,)

tytgeyénlerin islendik toplumyna-wektora meseldniin yolbererlik
¢oziiwi diyilyar.

Céklendirmeleri kanagatlandyryan we maksat funksiyasyny
maksimal (minimal) baha getiryian X" = (x"1,X 2, ..., X'n)
wektor-¢oziiwe bolsa-meselédnin optimal ¢oziiwi diyilyér.

Cig mallary ulanmak meselesine degisli anyk meseldnin
matematiki modelinin gurlysyna seredelin.

Mesele. Tikingilik sehinde 840 m mata bar bolup, ondan halatlar
we halatgalar tayyarlanyar. 1 halat {icin 4m, 1 halatca {icin 3m mata
sarp edilydr. Eger 1 halat satylyp goriilydn girdeji 6 manat,
halatcadan 3 manat bolsa, onda yokarky sertlerde maksimal (in
yokary) girdejini gormek iicin, jemi nége halat we halat¢a tikmeli?
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Buyurmalara gord, halatlaryin sany 150-den, halatgalaryn sany
bolsa 200-den geg¢meli daldir. Meseldnin matematiki modelini
gurmaly.

Gurlusy. Sertlerden gorniisi yaly, Ondiirilmeli halatlaryn we
halatgalaryn gozlenyidn mukdarlaryny iiytgeyan ululyklar hokmiinde
almalydyr. Goy, xi-halatlaryn sany; xp-halatg¢alaryn sany bolsun.
Diymek, gozlenyan c¢oziw X =(X;, X,) gorniisinde bolar. Bu
tytgeyinlerin  baglanysyklaryny, yagny esasy céklendirmeleri
guralyn. Onuil licin berlen meseldnin sertini yene bir gezek
owrenmek zerurdyr.

Eger 1 halada 4m mata, 1 halat¢a bolsa 3m mata gidyan bolsa,
onda 4x; + 3x, <840 dernisizligi diizeris.

Buyurmalara goréd: x;<150; x2<200. X; we X dniimleriii sanyny
anladyandyklary iicin otrisatel dillik sertini kanagatlandyryarlar.
Onda meselanin matematiki modeli seyle gorniisinde bolar:

max Z(X) = 6x, +3X,
4x, +3x, <840
X, <150 (M1)
X, <200

X =0, x,=20

5.2.2. Cyzykly programmirlemeginn umumy meselesini
grafiki usulda ¢6zmek

CPUM-y grafiki usulda ¢6zmeklik CP meselelerinin geometriki
manysyna esaslanan bolup, esasan, ikidlgegli (iki ndbellili) tekizlik
meselelerini ¢ozmekde {istiinlikli ulanylyar. Ucélcegli ginisligin,
dine, kéabir meselelerini grafiki ¢6zmek basardyar, sebibi,
yarymginisliklerin kesisip emele getirydn kopgranlygyny-coziiwlerin
yol berilydan kopliigini takyk gurmak ordn kyndyr ya-da miimkin
dildir. Ucden uly &lcegli ginislik meselelerini ¢6zmek, hagan-da,
ciklendirmeler sistemasy defilemeler gorniisinde bolup, umuman,
n-k=2 denlik yerine yetende miimkindir, bu yerde: n-nabellilerin; k-
deiilemelerin sany. Bu yagdayda, meseldniii X, Xp,...,xx-ndbellileri
Xn-1, Xn (Ya-da Xg+1, Xk+2) erkin nébellilerinn iisti bilen anladylyp, iki
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*

olgegli CPUM-a getirilydr. Mesele ¢oziiliip, X, ,, X —optimal
bahalar tapylyar hem-de degisli baglanysyklar boyunga, beyleki
liytgeyénlerin optimal bahalary kesgitlenyér.
Iki olgegli CPUM-a seredelin:
Z =CX +C,X, (5.11)
funksiyanyi maksimal (minimal) bahasyny:
a,, X, +a,,X, <b
A, X, +a,,X, <h, (5.12)

A, X, +,,X, <b,
X, 20, x, >0 (5.13)
Goy, bu sistemanyn ¢oOziiwi bar we ¢oziiw kopburglygy
ciklendirilen diyelin. Bu ¢oziiw kopburglugyny we ¢yzykly
funksiyanyn grafigini guralyn (5.5-nji surat).

A

X2 C

F ST
Pt R s
Pl S

(2)
N 7

v

Z=0 ..
(250) 5.5-nji surat

Bu yerde, yokarda bellesimiz yaly, (5.12) cdklendirmelerin
deiisizliklerinin her biri, otrisatel dil ¢iryekde:

X +a;,X, =b (i :ﬂ)
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goni ¢yzyk bilen ¢éklenen yarymtekizlikleri kesgitleyar.

(5.11)-¢yzykly funksiya Z=const bahalarda

C1X1+CoXpo=const (5.14)

goni ¢yzygyn deillemesidir. Onda CPUM-a seyle many bermek bolar:
S ¢oziwler kopliiginde (5.14)-dayang goniisi bolyan hem-de (5.11)
funksiyasy maksimal ya-da minimal baha eye bolyan optimum
nokady gozlemeli. Bilsimiz yaly, maksat funksiyasy 6ziininn optimal
(maksimal ya-da minimal) bahasyna c¢oziiwler kopburglugynyi
(kopgranlygynyn) depelerinde  yetydr. Onda  kopburclugyn
A,B,C,D,E-nokatlarynyin  koordinatalaryny tapyp hem-de sol
nokatlarda (5.11) funksiyanyn Z(A), Z(B), Z(C), Z(D), Z(E)
bahalaryny hasaplap, ol bahalaryn arasyndan in ulusyny ya-da in
kicisini kesgitlemek yeterlikdir. Emma depe nokatlary kop sanly ya-
da ¢oziiwler kopliigi ¢dklenmedik yagdaylarynda bu usul amatsyzdyr.

(5.11) funksiyanyn bahalary

N':(az . aZJI(CI;CZ)

%,

normal wektoryn ugruna artyar, sol sebipli Z=0 goni ¢yzygy Oziine

parallel (N wektoryna perpendikulyar) yagdayda N wektoryn
ugruna siiysiirelin. 5.5-nji suratdan gorniisi yaly, (5.14)-goni ¢yzyklar
A we D nokatlarda ¢oziiwler yaylasyna dayang goniisi bolyar,
seylelikde, Zmin=Z(A), Zmax=Z(D). Onda, difie, A vya-da D
nokatlaryn koordinatalaryny hasaplap, maksat funksiyasynyn degisli
bahasyny kesgitlemek yeterlikdir (meselem, A nokadyn koordinatyny
tapmak {licin AB we AE goni c¢yzyklaryn denlemeleriniii sistemasy
¢oziilyar).

Eger ¢oziiwler kopburcglugy ciklenmedik kopburgly yayla bolsa,
onda iki yagdayyn bolmagy miimkin.

1 —nji yagday. (5.14) goni N wektoryn ugruna ya-da garsysyna
stiystirilende, hemise, ¢ozliwler yaylasyny ona dayan¢ bolman kesyar
(5.6-njy surat). Bu yagdayda, (5.11) funksiya ¢oziiwler yaylasynda
yokardan hem-de asakdan ¢éklenmedikdir.
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7
e (2=0)
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5.6-njy surat
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—(Z=0)
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NN
C s/~
X1

5.7-nji a) surat
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X2

X2

N

e
i
e (2=0)
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»

5.7-nji b) surat
(Zmax)

.
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{ |

e I

v

X1
5.7-nji ¢) surat
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X2 A
300 )
B
<_

A — v ®

4 /
100 - _

| N NC©

1o|o b 20|0 3|00 X
Z=0 's
1)
5.8-nji surat

2-nji yagday. (5.14) goni siiysiip, her ni¢ik-de bolsa, ¢oziiwler
yaylasyna gord dayang¢ goénisi bolyar (5.7-nji surat). Onda ¢oziiwler
yaylasynyn gorniisine baglylykda ¢yzykly funksiya, difie yokardan
ciklenen (5.7-nji a surat), dine asakdan ¢éklenen (5.7-nji b surat), ya-
da yokardan hem asakdan ¢éklenen (5.7-nji ¢ surat) bolup biler.

Grafiki usuly ulanyp, ¢ig mallary tygsytly ulanmak meselesine,
hususan-da (M1) meselesine seredelin.

max Z(X) = 6x, +3X, (M1)
4x, +3x, <840 @
X, £150 (2)
X, <200 3

X =0, X,>0 4)
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Ilki bilen yol berilydin ¢oziiwler yaylasyny guralyn. (4)
densizlikler x;0x; koordinat tekizligininn otrisatel dil c¢éryegini
1’<esg1tleyar: (1) .dens¥zhgu? anlaq.ya.m A +325=840
yarym tekizligini sekillendirmek {i¢in
4x1+3x,=840 ¢dk gbni ¢yzygyny (0 [ =1 0 510
asakdaky tablisany wulanyp guralyi — 1520 i
(5.8-nji surat). £

Sundan son, yarym tekizligin bu
goni ¢yzygyn haysy tarapynda vyatyandygyny kesgitlemek {icin
0O(0;0) nokadyn koordinatyny (1) densizlikde goyalyn. Eger bu
nokadyn koordinaty densizligi kanagatlandyrsa, onda goni ¢yzygyn
bu nokady saklayan yarym tekizligi (1) densizligin grafigi bolar.
Dogrudan hem, 0 <840 ¢yn densizligi-pikir aytmany aldyk.

Bu gbni ¢yzygyn degisli tarapy gorkezgic  arkaly
sekillendirilendir. (2), (3) densizliklerin grafiklerini hem gurup,
olaryn kesismesini-yol berilyan ¢oziiwler kopliigini, yagny OABCD-
basburclugyny alarys.

N =[ﬂ' ﬁ] =(C1;¢,) = (6:3)

o, X,

normal wektoryny guralyn. Z=0 goni ¢yzyk ona perpendikulyardyr.

Bu goni ¢yzygy-maksat funksiyasynyn grafigini N wektoryn
ugruna 0z-0ziine parallellikde siiysiirsek, onda onun bahasy artyp, C
nokatda ahyrky maksimal bahasyna eye bolar. C nokat (1) we (2)
yvarymtekizliklerin ¢éklerinin kesigsmesidir. Onda: 4x;+3Xx,=840 we
X1=150 denllemeler sistemasyny ¢6ziip, ekstremum C nokadynyn

koordinatyny-optimal ~ ¢dziiwi  alarys:  C(X;,X,) = C(150;80).
X, =150; x, =80 optimal ¢éziiwde Z funksiyasynyii maksimal
bahasy seyledir:

Z,... =Z(C)=6x, +3x, =6-150+3-80 =900+ 240 =1140.

91



Nabellilerin  sany {licden kop, céaklendirmeler denlemeler

gorniisinde hem-de n-k=2 sert yerine yetyan meseldni grafiki ¢ozelin.

Mesele.

min Z(X) = X, —3X, + X; + X, + X; +10
X, +X, =Xy =95
X, +2X, +X, =10

X, +5X, — X5 =15
X; =20, ] =15
Goy, X1 We Xp tiytgeyéanler erkin bolsunlar. Galan iytgeyanleri
bularyn tsti bilen anladalyn:

Xg =X +X, -5
X, ==X —2X%, +10 (5.15)
Xs = X, +95X, =15

Z(X)=X1+3Xo+ (X1 +X2-5)+(-X1-2X2+10) +(X1+5X2-15) +10=2X;+X,

Onda X3, X4 We Xs iytgeyénlerin otrisatel dallik sertlerini ulanyp,
ikidlgegli ginisligin tdze meselesine geleris:

min Z(Xx) = 2%, + X,

X +X,-5>0

- X, —2X, +10>0 X 20, Xx,=0 ya-da
X, +5X, =15>0

min Z(x) = 2x, + X,

X +%X,25 (1

X, +2x, <10 (2) X, 20, x,>0

X +5x, 215 (3)

Yol berilyin ¢oziiwler kopburclugynyhi ¢ik goniilerini gurmak
ticin degisli tablisalary peydalanarys:
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Grafikden gorniisi yaly (5.9-njy surat), optimum nokat ABC
ticburglugynyn B depesidir. Onda B(X;, X,) = B(0;5) bolup, maksat
funksiyasynyn minimal bahasy seyledir:

min Z(x)=Z(B)=2-0+5=5;
X1+Xo=5 X1+2x,=10 X1+5%,=15.

Meseldnin beyleki iiytgeyanlerinin optimal bahalary (5.15)
denillemelerden kesgitlener:

®] | %2 1. %2 ®] | ®2
RE 0 |5 o3
5 |0 100 150
A
X2

X1

5 () 10 ¥ 15
2) (3)
:O)

5.9-njy surat

v

X; =X +X,-5=0+5-5=0
X, =% —2%, +10=-0-2%*5+10=0
X, =X, +5X, -15=0+5*5-15=10

Diymek, optimal ¢ézuw seyle gérniisdedir:
(x3,x3,x3,x3,x2) = (0; 5; 0; 0; 10).
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5.2.3. Cyzykly programmirlemegiii umumy meselesinin
coziilisinin simpleks usuly

Simpleks usul birndge 6zara baglanysykly ¢yzykly denlemelerini
we densizliklerin optimal ¢oziiwini almaklyga miimkimgilik beryar.
Bu usulyn komegi bilen ¢yzykly funksiyanyni maksimal ya-da
minimal bahasyna degisli bolan yeke tik ¢ozliwi saylamak miimkin.

Simpleks usulyn algoritmini (M1) meseldnin sertinde seredelin.

max Z(X) = 6x, +3X, (M1)
4x, +3x, <840
X, <150
X, <200

X =0, Xx,20
Coziilisi. Meseldni simpleks usuly bilen ¢6zmek {igin
denisizlikler sistemasyny dengiiycli denilemeler sistemasyna
owirmelidir. Onda X, 20, i= 35 gosmaca ndbellileri girizmek
arkaly seyle meseld geleris:
max Z(X)=6-X;+3-Xo+0-x3+0-X4+0-X5
4x, +3X, + X; +0x, + 0x; =840
X, +0X, + 0X, + X, + 0x; =150 X; 20, j=15
0x, + X, +0x; + 0x, + X; =200

Maksat funksiyasyny — Z(X)-6-X1-3-Xp-0-X3-0-X4-0-Xs=0 gorniisde
yazyp, asakdaky simpleks tablisany dolduralyn (5.3-nji tablisa).

Maksat funksiyasynyil maksimal bahasynyil gbzlenyindigi licin,
in sonky setirden otrisatel koeffisiyentler bellenyér, olar (—6) we (-3)
bahalardyr.(Eger maksat funksiyasynyil minimal bahasy goézlenyin
bolsa, Z-setirden polozitel koeffisiyentler bellenyér).

|-6] > |-3| bolany iigin (-6) —ny alalyn. Bu baha degisli x; siitiin-
¢oziiji sitiin bolar. Coziliji siitine degisli polozitel: 4 we 1
koeffisiyentler boyunca:
. {840_ 150}_150

min = =150
1

4 1
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Baslangy¢ simpleks tablisa (0-njy iterasiya). 5.3-nji tablisa

Bazis Erkin X1 X2 X3 X4 X5
liytgeydn agza d

X3 840 4 3 1 0 0
X4 —> 150 1 0 0 1 0
X5 200 0 1 0 0 1
Z 0 -6 -3 0 0 0

ululygy tapyp, ¢Oziiji setiri kesgitleyaris (2-nji  setir, 1-lik
koeffisiyent). Diymek, ¢0ziiji siitinin = we ¢Ozlji  setiriil
kesismesindédki ¢oziiji element 1-dir. (Eger ¢oziiji element 1-e den
bolmasa, onda bu setirin elementleri ¢oziiji elemente boliinyér).
Degisli setir we siitiin gorkezgigler arkaly, ¢0ziiji element bolsa
carguwada gorkezilendir. Su siitiinde ¢6ziiji element 1, galanlary 0
bolar yaly Zordan-Gaussyi dengiiycli wiirmelerini gegirelii. Netije-
de, X4-bazis liytgeyénin ornuna x; bazis liytgeyani girizdik hem-de X,
X1 We Xs tize bazis liytgeydnleri bolan indiki iterasiyanyn tablisasyny

(5.4-nji tablisa) aldyk.
Soniky setirde ikinji siitiine degisli (-3) koeffisiyent bar. Onda
¢0ziiji slitlin X, bolar. Bu siitiinddki polozitel koeftisiyentler boyunca:
min{240 _ 200} 240

= =80
3 1 3

kesgitlélin. Ol (3) element bolup, ¢6ziiji-birinji setir bolar. Coziiji
element (1) bolar yaly, bu setirini hemme elementlerini (defileménii
iki tarapyny) 3-e bolelin.

Indiki simpleks tablisa (1-nji iterasiya). 5.4-nji tablisa

Bazis Erkin X1 X2 X3 Xa X5
liytgeydn agza N

X3 —> 240 0 3 1 -4 0

X1 150 1 0 0 1 0

X5 200 0 1 0 0 1

z 900 -3 0 6 0
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Coziiji element 1, ¢oziiji sitlinii galan elementleri 0 bolar yaly
dengiiyeli owiirmeleri gecirelin we téze Xo, X; We X5 bazis boyunca 2-
nji iterasiyanyn tablisasyny guralyn (5.5-nji tablisa).

Indiki simpleks tablisa (2-nji iterasiya). 5.5-nji tablisa

Bazis Erkin X1 X2 X3 Xa Xs
liytgeydn agza
X2 80 0 1 1/3 |-4/3| 0
X1 150 0 0 1 0
Xs 120 0 0 |-1/3| 413 1
Z 1140 0 1 2 0

Sonky tablisanyil Z setirinde otrisatel koeffisiyentler yok. Bu
optimal (in gowy) ¢ozliwin alnandygyny anladyar. Optimal ¢oziiw
boyunca:

max Z (x) =1140. x; =150; x, =80; x; = X, =0; x; =120

Seylelikde, CPUM-y simpleks wusuly bilen ¢6zmekligin
algoritmini birnige tapgyrlarda bermek bolar:

I. Caklendirmeler sistemasynyn demsizliklerinii her birine bir
nébellini gosmak bilen denllemeler sistemasy alynyar.

I1. Baslangy¢ simpleks tablisasy gurylyar (5.6-njy tablisa):

Bagslangy¢ simpleks tablisa (0-njy iterasiya).  5.6-njy tablisa

Bazis Erkin X1 | Xo | .l Xoo | Xner | o] Xn+k
liytgeydn agza
Xn+1 b1 di1 | A2 | ..{ Ain 1 .. 0
Xn+2 b2 do; | A2 | .| A2p 0 .. 0
Xn+k bk ak1 | Ak2 | .. Qkn 0 . 1
Z(X) A -Cy | C2 | .| -Cy 0 |.. 0

I11. Dayang planyn optimallygyny barlamaly.
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Eger simpleks-tablisanyn sonky setirinde, maksimum mesele
licin polozitel element, minimum mesele ii¢in otrisatel element yok
bolsa, onda plan optimal plan hasap edilydr. Eger i bolmanda bir
polozitel (otrisatel) element bar bolsa, onda indiki tapgyra gecilyar.

V. Coziiji siitiin asakdaky usul bilen saylanyar:

Ci=max{|cj|}, ¢;<0, ya-da Cj=max{c}, ¢;>0,=1,2,....n

V. Bazisden ayyrmak {i¢in tiytgeyédn ululygy saylamak:

b min{ﬂ}, a, >0 diizglinde gézlenyir.
a &

VI..Simpleks-tablisanynn ~ elementleri  agakdaky formulalar
boyunca hasaplanyar:

me:bm/anﬂ; a'mJ:amJ/am“ (J::l., n+ k ); m'gdzil_']l Setir.

bi=bj-bn/ami.ai; (iI=Ln+k);

ai=aj-ajj/am.ai;i =Lk; j=1Ln+k.

VII. Nobatdaky iterasiyanyn tablisasy doldurylyar we 3-nji
tapgyra gecilyar.

5.2.4. Cyzykly programmirlemegiii umumy meselesinin
coziilisinin emeli bazis usuly

Cyzykly programmirlemegiii  kanonik-yonekey meselesine
seredelin:

min - Z(x)=)_c;X
-1

Zaux] =b  (i=1Kk) *)

ijO (j=1n)

Bu yerde b, >0.
Baslangy¢ bazis ¢ozliwi almak tiigin (*) deiilemeleriii her birine
y; 20, i =1k emeli bazis nabellilerini gosalyin hem-de

Zalj J+y| iaXJZO,inO (i:]_, ;j:]_’ )



sertlerde:
k n
min  F(y)=Yy, we min  Z(X)=Y¢X,
-1 j=1

meselesini ¢ozelin. Bu meseldni ¢dzmek licin seyle gorniisdéki
baslangy¢ simpleks tablisasy doldurylyar (5.7-nji tablisa).

Hasaplamalar F setirin polozitel elementinin ¢6ziiji siitlinini
saylamakdan baglanyar. Coziiji setiri saylamak we simpleks tablisany
hasaplamak adaty goOrniisde gegcirilydr. Seyle iterasion prosesler
dayang plany alynyanca dowam etdirilydr. Netijede, F setirin &hli
elementleri nula denn bolup, bu setir tablisadan ogiirilydr. Sorra
meseldni ¢ozmek-adaty simpleks usulynda, Z-setirin maglumatlary
boyunca dowam etdirilyar.

Baslangy¢ simpleks tablisa (0-njy iterasiya).  5.7-nji tablisa

Bazis Erkin X1 X2 X3 v | Xn
liytgeydn agza
Y1 b1 di1 dio di3 din
Y2 b, an a azs . | @
Yk by Akt A A3 o | 8
F
zbi Zail Zaiz zam zain
i | i i i
Z 0 -C1 -Co -C3 -Cn
Mysal.

X, +0,5%, +0,2x, +0,3x, > 0,2,

9x, +5x, +2,1x, +0,9x, 21,3,
X, 20,08,

X; 20, (]J=1234)

J

(5.16)

sertlerde min Z(x) =5,2x, +1,4x, +0,5%, + 0,6, bahany tapmaly.

Coziilisi. (5.16) densizlikler sistemasyny deinlemeler sistemasyna
Owriip, CP-nin kanonik meselesini alarys:
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X, +0,5%, +0,2x, +0,3x, —X; =0,2,
9%, +5X, + 21X, + 0,9%, — Xs =13,
X, — X, = 0,08,

X;20, (j=123)

sertlerde:
min Z(x)=52-x +14-X,+0,5-%,+0,6-X, +0-X, +0- %, +0- X,

bahany tapmaly.
Téze komekgi (Y1, Y2, Y3) habellileri girizelin hem-de:

X, +0,5%, +0,2X; + 0,3, — X + Y, =0,2,
9x, +5X, + 21X, +0,9%, — Xs + Y, =13,
X, —X; + Y, =0,08,
X; 20, v, >0, j:1,_7; i=13

sertlerde:

F= Y1+ Y2+ Y3 — min

Z =5,2x, +1,4%, +0,5%, + 0,6x, — min

bahalary tapmak meselesini ¢ozelin. Onun igin, 5.7-nji tablisa
layyklykda O-njy iterasiyanyn tablisasyny dolduralyn (5.8-nji tablisa).

Simpleks usulyn diizgiinlerine gord, F setirinn i uly polozZitel
koeffisiyenti boyunca ¢oziiji siitlini, sofira, ¢6ziiji setiri kesgitlalini.
Coziiji element 1-e dendir. Onda Y3 bazis iytgeyini Xi-bazis
liytgeydne ¢alysmagyn simpleks oOwiirmelerini gegirip, 5.9 -njy
tablisany alarys. Hasaplamalary seyle dowam etdirip, 5.10-njy we
5.11-nji tablisalary hem gurarys. Her gezekde ¢0ziiji elementler
carguwada gorkezilendir.
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Baslangy¢ simpleks tablisa (0-njy iterasiya). 5.8-nji tablisa

Bazis Erkin | x; X2 X3 Xa Xs X5 X7
liytgeydn | agza

Y1 0.2 1 05 (02 |03 |-1 0 0
Y2 1.3 9 5 21 |09 |0 -1 0
Vs 0.08 0 0 0 0 0 -1
F 1.58 11 |55 |23 (12 |-1 -1 -1
VA 0 - -14 |1-05 [-06 |0 0 0

5.24

5.11-nji simpleks tablisadaky F setirde dine nul koeffisiyentler
galdy. Diymek, bize F funksiyanynn minimumyny tapmak basartdy
we bu planda onuil bahasy nola dendir. Bu setiri tablisadan ayryp,
alnan dayan¢ plany hem-de Z funksiyasy boyunca simpleks
owtirmeleri dowam etdirelin.

Indiki simpleks tablisa (1-nji iterasiya). 5.9-njy tablisa
Bazis Erkin | x1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
iytgeydn | agza
Y1 0.1 0 05 |02 |03 |-1 0 1
Y2 06 |0 |5 |21 |09 |0 |-1 |[9
X1 008 |1 0 0 0 0 0 -1
F 0.7 0 55 |23 |12 |-1 -1 10
VA 0.4 0 -14 |-05 |-06 |0 0 -5.2
Indiki simpleks tablisa (2-nji iterasiya). 5.10-njy tablisa
Bazis Erkin | x; X2 X3 Xa X5 X5 X7
uytgeydn | agza
Y1 0.03 0 - - 02 |-1 01 |0
X7 0.067 |0 0.06 {0.03 |OT 7O -01 |1
X1 015 |1 056 (023 |01 |0 -01 |0
0.56 | 0.23

F 003 |0 - - 02 |-1 01 |0
0.06 | 0.03

VA 055 |0 15 07 1-01 |0 0 0
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Indiki simpleks tablisa (3-nji iterasiya).

5.11-nji tablisa

Bazis Erkin | x; X2 X3 Xa Xs X5 X7
liytgeydn | agza

x4 015 [0 [-05 [0.15 5 [0 |o
X7 008 |0 059 1023 |0 05 |[-01 |1
X1 0.17 1 059 {023 |0 05 |-01 |0
F 0 0 0 0 0 0 0 0
VA 057 |0 147 |06 |0 -05 |47 |0

Z setiriit poloZzitel koeffisiyentleri boyunsa X, ¢dziji siitlin, X7
¢Oziiji setir, ¢oziiji element bolsa 0.59 den bolar. Indiki simpleks
tablisany guralyn (5.12-nji tablisa).

Indiki simpleks tablisa (4-nji iterasiya).

5.12-nji tablisa

Bazis Erkin X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
iytgeydn | agza

X4 0,2 0 0 02 |1 52104 |05
X2 0,13 0 1 7 0 0,8 |-03 |16
X1 0,09 1 0 04 |0 0 3 -1
z 0,37 0 0 0 0 -1,7 |44 | -24

Soriky tablisanyn Z setirinde polozitel koeffisiyentlerini yoklugy-
alnan planyi optimaldygyny anladyar:
x, =0,09; x;, =0,13; x; =0; x, =0,2; Z.. = 0,37
5.2.5. Cyzykly programmirlemegin gosalayyn meseleleri

Cyzykly programmirlemegii iki meselesine seredin.

n k
max F=) "¢ ,X; min Z=>Y"by,
=t i=1
n k
Zaijxjﬁbi *) Zaijylzcj (**)
J=1 i=1

X0 (i=1k, j=1n) yi 20 (i=1k; j=Ln)

Bu meseleler agakdaky hisiyetlere eyedir:
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Eger (*) mesele ¢yzykly funksiyanyn maksimumyny tapmaklyga
goyulan bolsa, onda (**)-minimum tapmaklyga niyetlenendir.

(*) meseldanin  maksat funksiyasynyn koeffisiyentleri (**)
meseldnin ¢idklendirmeler sistemasynyn erkin agzalarydyr.

(*) meselédnin ¢dklendirmeler sistemasynyn erkin agzalary (**)
meseldnin maksat funksiyasynyn koeffisiyentleridir.

Ciklendirmeler sistemalaryndaky koeffisiyentler berlen iki
meseldnin biri birine gord transponirlenen matrisalaryny diizyérler.

Bir meseldninn ¢dklendirmeler sistemasyndaky defisizliklerinii
sany-beyleki meselediki nibellilerii sany bilen gabat gelyér.

Seyle meselelere o6zara gosalayyn ya-da taydas, ya-da
catyrymlayyn meseleler diyilyar. (*) goni, (**)-a bolsa-catyrymlayyn
mesele diymek bolar we tersine.

Ozara gosalayyn meseleleriti ¢oziiwlerinifi arasynda bar bolan
baglanysyklar asakdaky lemma we iki sany teoremalar bilen
hisietlendirilyér.

—_—

1-nji lemma. Eger (*) we (**) meselelerii kibir X we y

planlary iicin F (x")=Z(y") bolsa, onda x" -(*) meseliniit we y -
bolsa (**) meselanin optimal planlarydyr.

1-nji teorema. Eger (*) we (**) 6zara gosalayyn meselelerifi
birinii optimal plany bar bolsa, onda max F=min Z.

Eger O6zara gosalayyn meselelerin birinii maksat funksiyasy
caklenmedik bolsa, onda beyleki meseldnin hi¢ hili ¢6ziiwi yokdur.

2-nji teorema. (*)-meseldnini X" =(X, X, ,....x ), (**) meseléniii

7=(y? Y5 sy ) ¢dziiwlerinift optimal bolmaklary {igin asakdaky
sertlerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir:

Kk
(Z_l:aijxi* —cj}-x’; =0, j=12,..,m;
[Zaijxi*—bi)yi* =0,i=12...k.
j=1

Eger B™ matrisa (*) meseldnifi optimal planynyfi bazisinif
wektorlaryndan duran B matrisanyn ters matrisasy bolsa we C-bazis
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iytgeyanlerin bahalar wektory bolsa, onda gosalayyn meselédnin
optimal plany ¥ =C -B™ deiidir.

Ozara gosalayyn ya-da catyrymlayyn meselelerin matematiki
modelleri asakdaky gorniislerin birinde bolup biler (5.13-nji tablisa).

Ozara gosalayyn meselelerini gorniigleri. 5.13-nji tablisa

Bagslangy¢ mesele Gosalayyn meselesi
max F=CX min Z=YB

AX<B, XX0 YA>C, Y>0

max F=CX min Z=YB

AX=B, X0 YA>C

min F=CX max Z=YB

AX>B, X0 YA<C, Y>0

min F=CX max Z=YB

AX=B, X0 YA<C

Mysal. Baslangy¢ mesele:
Z=12x;+10x, maksat funksiyasynyn

13x, +12x, < 260

4, +4x, <124 x=0,%,=0
3x, +14x, < 280

sertlerde maksimumyny tapmaly.

Gosalayyn meselesi:
F=260y;+124y,+280y,

maksat funksiyasynyi:

13y, + 4y, + 3y, =12
{ yl y2 y3 ylzo’ yz 20

12y, +4y, +14y, >10

sertlerde minimumyny tapmaly.
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Coziilisi. Baslangy¢ meseldni simpleks usul bilen ¢ozelin:

Baslangyc tablisa (0-njy iterasiya). 5.14-nji tablisa

Bazis Azat X1 X2 X3 Xa Xs
tiytgeydn | agza

X3 260 13 12 1 0 0

X4 124 4 4 0 1 0

Xs5 280 3 14 0 0 1

Z 0 -12 -10 0 0 0

Bagslangyg tablisa (1-nji iterasiya). 5.15-nji tablisa

Bazis Azat X1 X2 X3 Xa X5
tiytgeydn | agza

X1 20 1 092 |0.08 |0 0
X4 44 0 3.4 -0.3 1 0
Xs5 20 0 135 |-023 |0 1
Z 240 0 -8.2 0 0 0

Baslangyc tablisa (2-nji iterasiya). 5.16-njy tablisa

Bazis Azat X1 X2 X3 X4 X5
tiytgeydn | agzalar

X1 18 1 0 0.09 |-004 |0
X2 13 0 1 -0.09 | 0.3 0
X5 47 0 0 022 |-4 1
z 346 0 0 022 |24 0

5.16-njy tablisada baslangy¢ meseldnin optimal ¢oziiwini tapdyk:

X" =(18,13,0,0,47), max Z = 346.

Soniky tablisany ulanmak bilen, gosalayyn meseldniii optimal
¢Ozliwini tapalyn. Gosalayyn meselanin optimal ¢oziiwi 5.16-njy
tablisanyn sorniky setirinde yerlesdirilendir.

7=(0-22;2.4;0), min F=346.
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5.2.6. Cyzykly programmirlemegin ulag meselesini
cozmek

5.2.6.1. Ulag meselesini goymak we onuii matematiki modeli

Ulag meselesi-bir jynsly oniimi, meselem, c¢agyly iberijiden
(kdnlerden) kabul edijd (gurlusyklara) in az harajatly dasamaklygyn
planyny tapmakdyr.

Ulag meselesinin  sertini  asakdaky
getiryarler(5.17-nji tablisa). Bu yerde:

v n —iberijilerin (gesmelerii) sany;
v"m —kabul edijilerin(ulanyjylaryi) sany;

tablisa  gorniisinde

v Bj(j=1,2,...,m) — ulanyjynyi islegi - talaby;

v' Cijj — bir jynsly 6niim birligini i iberijiden j ulanyja yetirmegin
harajaty;

v' Xjj— ululyk i iberijiden j ulanyja yetirilmeli 6niimin, hazirlikge
nédbelli mukdarydyr.
5.17-nji tablisa

Ulag meselesinin sertinin berlisi.

Kabul edijiler | 1 2 e ] . |m
(talaplary

Iberjile B1 B .. | Bj ... | Bm

islegleri)

(miimkingiliklert

1 A Cu Co Cyj Cim
X1 X12 Xy Xim

2 Az Ca Cx Cy Com
Xo1 X22 Xy Xom

i A Ci1 Ci Cij Cim
Xi1 Xio Xij Xim

n An Cnl Cn2 an Cnm
an Xn2 an Xnm

Ulag meselesinin matematiki modelini seyle yazyp bolar:
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X. = A (i=1,2,...,n)

X. =B, (j:l,2,...,m)

; 20 (i=12,..n; j=1,2,..m)

sertlerde tapmaly.

Eger ZAi :Z B, bolsa, onda yapyk, yogsa — da, agyk ulag

i=1 j=1
meselesiniii matematiki modeli alnar. Agyk ulag meselesini ¢6zmek
tigin, hyyaly(fiktiw) iberijini ya-da ulanyjyny girizmek bilen,
meseldni yapyk gorniisine getiryarler.

Eger > A, <>.B;  bolsa, onda kuwwaty
i=1 j=1

Ans1 =Z B j -Z A. bolan Ans+ iberijini girizyérler, ondan

j=1 i=1
ulanyjylara ~ oniim  birligini  dasamagyn  harajaty  bolsa
Ch+1j =0 (j=1,2,...,m) hasap edilyir.

Eger > A > B, bolsa, onda kuwwaty
i1 =1

Bmi1= Y. A - ). B; bolan By ulanyjy girizilip, ona

i=1 j=1

iberijilerden yetirilydin Onlim birligini dasamagyn harajatyny
Cim+1= 0 (i=1,2,..,n) belleyarler.
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5.2.6.2. Ulag meselesinin baslangy¢-dayanc ¢oziiwini gurmak

Ulag meselesinin

optimal

usullary

¢Oziwini

tapmaklygy,
Baslangyc-

baslangy¢-dayang ¢oziiwini gurmakdan baglayarlar.

dayang c¢oziiwini gurmaklygyn birndce usullary, diizgiinleri bar

bolup, olaryn kébirlerine mysallarda seredelin.
“Demirgazyk — giinbatar burgy” diizgiini. Goy, meseldnin serti

tablisada berilsin (5.18-nji tablisa).
Tablisany doldurmak c¢epki — yokarky bur¢cdan baslanyar:

Xo1 =X31=0.

X12 = min {100 — 75;80} = min {25;80} = 25; X313=X14=0

X121 = min {A, B1} = min {100,75} = 75;
X22=min {150; 80 — 25}=min{150;55}=55;

Anyk ulag meselesinin gerti.

5.18-nji tablisa

X32:0

j 1 2 3 4

i \E:\ 75 80 | 60 | 85

1 100 6 7 3 5

2 150 1 2 5 6

3 50 8 10 20 1
X23=min {150 — 55; 60}= min {95;60}=60;  X33=0

tablisa).

Baslangy¢—dayang ¢oziiwini
“Demirgazyk — giinbatar burgy” diizgiini boyunca gurmak

X24=min {150 — (55+60), 85}=min {35,85}=35;
X34=min{50;85 — 35}=min {50;50}=50.
Corsiimiz yaly, baslangy¢—dayang ¢oziiwini gurduk (5.19-njy

onun

5.19-njy tablisa

j 1 2 3 4
i \Ei\ 75 80 60 85
i
1 100 75 °© 25 7 3 _°
2 150 _ 1 55 60 ° 35 °
3 50 ! — 10 Y 50 °
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Bu yerde tablisanyn eyelenen gozeneklerinini sany 6 — a dendir
we m+n sandan 1 birlik azdyr (6=m+n — 1). Seyle ¢oziiwe herne
gelydn (gowy) (gaytalanmalary bolmadyk) ¢oziiw diyyarler.

Bu plan boyun¢a umumy ¢ykdayjylary hasaplalyi:

Z=675+725+2-55+560+6-35+1-50 =

= 450+175+110+300+210+50 = 1295 (man).

b)“Minimal bahalar” usuly. Oniki meseldmize (5.18-nji tablisa)
seredelin. Tablisada oniim birligini i iberijiden j ulanyja yetirmegin
harajaty boyunca minimal bahalary saylalyi. Seyle 1-e deni bahalar
(A2, B1) we (As, Bs) gozeneklerde yerlesydr. Omi bilen olary yiik
bahalary bilen eyeli edelin:i.X;; = min {150; 75} =75;
X34 =min {50;85}=50. Sundan son, 2-d den bahaly (A2, B2) gézenegi
saylap, ony eyeldlini: X2, =min {150 — 75;80} = min {75;80} = 75

Seyle prosesi, hemme gorlar tiikenydncd, islegler bolsa,
odelyincd dowam edelin (5.20-nji tablisa).

Baslangy¢-dayang ¢oziiwini

5.20-nji tablisa

“Minimal bahalar” diizgiini boyun¢a gurmak

j 1 2 3 4
i \5‘\ 75 80 60 85
A
1 100 ° 5 60 ° 35 °
2 150 75 1 75 > 6
3 50 8 10 20 50 T

Gorstimiz yaly, bu planda hem gaytalanmalar yokdur we
eyelenen gozeneklerin sany 6-a dendir. Diymek, bu ¢6ziiwi hem,
hente gelydn (gowy) hasaplayarys. CoOzliw boyunca umumy
cykdajylary hasaplalyn:

Z=7-5+3-60+5-35+1-75+2-75+1-50=
=35+180+175+75+150+50=665 (man).

Bu usulda alnan ¢6ziiw boyunca umumy ¢ykdayjylar, has azdyr,
yagny onkin yarysyna barabardyr.
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5.2.6.3. Ulag meselesini potensiyallar usulynda ¢6zmek

Ulag meselesinin  optimal ¢oziiwini  tapmakda, esasan
potensiyallar usuly ulanylyp, meseldnin dayanc ¢oziiwi yokardaky
usullaryn birinde tapylyar we ¢oziiwin yzy potensiyallar usuly bilen
dowam etdirilyar.

potensiyallary belgilenyar. Sunlukda, potensiallar usulynda optimal
¢oziiwin alynmagy ti¢in asakdaky sertler yerine yetmelidir:

Doly(eyeli) dyjiikler iiin: o + B; =C; ;

Bos(eyelenmedik) oyjiikler iigin: o; + B; <C;.

Su sertler doly yerine yetende optimal ¢éziiw tapylyar.

Asakdaky mysalda potensiyallar usulynyii doly ulanylysy
gorkezilyar(5.21-nji tablisa). Ilkinji dayang ¢6ziiwi minimal bahalar
usuly bilen tapylan. Doly 6yjiikleri belléliii. Olaryn sany:

n+m-1=3+4-1=6
Z;= 180+70+320+110+100+400=1180

Kop eyelenen setir ya-da siitiin boyunga potensiyallaryn birini
erkin, meselem, ¢; =5 kabul edip, galanlaryny birinji sert boyunca

tapalyn: f,=C,-o,=2-5=-3; o+, =C,.
Potensiallar usuly boyun¢a 0-njy iterasiya. 5.21-nji tablisa
By B 110 EB. 20 Bs 70 By 130 &l
A4

Ly 200 &
a0 70 140 5

B 120 10
110 10 7

B al ]
al a

8] - -3 -4 3

109




Galan potensiallar hem seyle tapylar:

a,=71 aa=—2 p=-6 p,=-4 p, =3

Bos oyjlikler tigin ikinji serti (o; + i <Cy) barlalyn:

6>=5-6;,3>=7-3,7>=7—-4,5>=2-6,4>=2-3,2>=2—-4.

(2,2), yagny 3 bahaly oyjiik iicin sert yerine yetmeyidr. Sonun
ticin bu 6yjiigi doldurmalydyr, ona “+” belgisini goyalyn hem-de
depeleri eyelenen dyjliklerde bolan, goniiburg bilen dwriilydn yapyk
yoly guralyn (5.22-nji tablisa).

Potensiallar usuly boyunca I1-nji iterasiya. 5.22-nji tablisa

By By 110 [By 90 | B; 70 | By 130 | ai
A1
A1 200 G 2 1= 3
a0 70 40 5
by 120 1 3 7 10
110 + i
e 20 5 4 2 5
S A 2
8 i 3 | 4 3!

___________________

Yolui depeleri boyunga, yzygider, “ — 7, “+” belgilerini bellalin.

(13

—” belgili eyeli oyjliklerdéki yiiklerin in kigisini:
6 =min x; =min{90;10} =10
kesgitldp, bu tapylan baha x; —@, x; +6 diizgiinlerde “ — * belgili

oyjiklerden ayrylyar, “+” belgili Oyjiiklere gosulyar. Netije-de,
yiiklerin tdze paylanmasy boyunca nobatdaky tablisany (5.23-nji
tablisa) alarys.

Tézeden potensiyallary tapalyn. «; =5-1 onkiiligine galdyralyn
we galanlaryny tdzeden kesgitldlin. Somra ikinji serti tdzeden
6>=5-5  7>=6-4, 10>=6+3,

barlaly: 5>=2-5 4>=2-3 2>=2-4,
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Gorstimiz yaly, tablisa boyunca optimal ¢oziiwi saylamagyn iki
serti hem yerine yetydr. Onda bu ¢ozliiw optimal bolup,. ¢6ziiw
boyunga il az ulag ¢ykdajylary alynyar

Zopt=2Z> =160 + 70 + 400 + 110 + 30 + 400 = 230 + 940 = 1170.

Potensiallar usuly boyunca 2-nji iterasiya. 5.23-nji tablisa

Bj By 110 |By 90 | B; 70 |B4 130 | ai
A
4y 200 5
50 70 50 5
4z 120 10
110 10 6
A3 50 5
20 2
&1 5 3 4 3

5.2.7. Cyzykly programmirlemegii bitin sanly meselesi

Cyzykly programmirlemeginni bitin sanly meselesi adaty CP
meseleden dine liytgeydn ululyklaryn bitin san bahalary alyanlygy
bilen tapawutlanyar. Ol asakdaky gorniise eyedir:

Yax =b, (i=1k)
-1
x;20, x;— bitin sanlar, (j= I,_n) ciaklendirmelerde:

min F= Zc X, tapmaklyk talap edilyir.
J=1
Berlen meseldni ¢ozmek iicin asakdaky &dimlerden ybarat
algoritm ulanylyar:

v Bitin bahalylyk sertlerini goz o6ntinde tutmazdan, simpleks
usul bilen meseldninl optimal plany tapylyar. Eger alnan optimal plan
bitin bahaly bolsa, onda hasaplama tamamlanyar, bolmasa, ikinji
ddime gegilyir;

v'  Azat agzalaryn siitiininde drob bélegi ifi uly bolan sany
saklayan setir licin asakdaky gorniisddki gosmaca c¢éiklendirme
diiziilyar;

v —Giz—Oi2 —.. — 0in< — Gj, bu yerde: gi=b; - [b,.], Qij=aij - [%-J
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(9i,0ij — polozitel sanlar, [a] san a sanyi bitin bolegidir).
v' Gosmacga ¢iklendirmelerin koeffisiyentleri sonky simpleks
tablisa girizilyar;
v' Gosmaga setir ¢0ziiji edilip saylanylyar;
v' Coziiji element gosalayyn simpleks usulyfi kadasy boyunca
saylanylyar;
v' Adaty simpleks algoritmi ulanyp, indiki simpleks tablisa
gecilyar;
v' Eger alnan ¢oziiw bitin sanly dil bolsa, onda yene-de ikinji
ddime gegilyar we s.m.
Mysal.
5% +3%, <25
X, + 2%, <15 sertlerde  max F=3x;+x,  tapmaly.
X; 20, x;—bitin

Coziilisi: meseldnin goylusynyn bitin sanlydygyny gbz oniinde
tutmazdan, optimal plan alynyanga meseldni simpleks usul bilen
¢Ozelin.

X, +3X, +X; =25
X, +2X, + X, =15
max F — 3x; — X2 — 03 — 0x4=0

X; 20, x; ~bitin, j =14

0-njy iterasiya. 5.24-nji tablisa

Bazisiiytgeydn Azat agza X1 X2 X3 X4

X3 25 5 3 1 0

Xa 15 7 2 0 1

F 0 -3 -1 0 0

1-nji iterasiya. 5.25-nji tablisa

Bazis iiytgeydn | Azat agza X1 X2 X3 X4

X3 100/7 0 11/7 1 —5/7

X1 15/7 1 217 0 1/7

F 45/7 - 3/7 0 317




2-Nji iterasiya.

5.26-njy tablisa

Bazis iiytgeydn | Azat agza X1 X2 X3 X4
X3 5/2 —11/2 0 1 -3/2
X2 15/2 7/2 1 0 1/2
F 15/2 1/2 0 0 0

5.26-njy tablisada bitin sanly dél optimal plan alyndy. Azat
agzalar siitlininde in uly drob bdlekli sany saklayan setir iigin
gosmaga ¢iklendirme diizelin. Su meselede g1=(,, sonun X, Setir

boyunca gosmaca cidklendirme guralyn.

asakdaky yaly hasaplanar:

15

1

2

7 1
Ty 15 y N Tl 5
S P e

022=1— [1]:0; 023=0 — [0]20; q24:%

Onun koeffisiyentleri

Netijede, seyle gornlisddki gosmaga cidklendirméni alarys:
1 1 1
- E X1 — 0% —0X3 — E X4+S;=— —

Gosmaca cidklendirmelerin koeffisiyentlerini simpleks tablisa
girizelin (5.27-nji tablisa). S; setiri ¢oziiji setir edip saylalyn, ( — %)
element bilen indiki simpleks tablisa gecmegi amala agyralyn (5.28-
nji tablisa).

3-nji iterasiya. 5.27-nji tablisa

Bazis iiytgeydn | Azat agza X1 X2 | X3 X4 S;
X3 5/2 —-11/2 0 1 |-32 ] 0
X2 15/2 712 1 0 2, 0
S —1/2 —1/2 0| 0| -12 |1
F 105/14 1/2 0|0 1/2 0
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4-nji iterasiya. 5.28-nji tablisa.

Bazis ii)?tge)ﬁéin Azat agza X1 X2 X3 X4 S1
X3 3 0 0 1 4 -11
X2 4 0 1 0 -3 7
X1 1 1 0 0 1 -2
F 8 0 0 0 0 1

5.28-nji tablisanyn azat agzalar siitiininde &hli elementleri
bitindir. Diymek, bu plan goylan meseldnin optimal ¢oziiwidir

max F=8; x1=1; Xo=4; X3=3; X4=0.

5.2.8. Cyzykly programmirlemegiin meselelerini Tora
programmalar paketinde ¢6zmek

5.2.8.1. Tora programmalar paketinde mysaly CP meselesini
¢ozmek

M1 yaly matematiki modeli Tora programmasynda islemek ii¢in,
Tora papkasyndan Tora.exe faylyny tapyp, ony ise goyberelii.

Uerzion 2.8. Jan 1997

Computer Algorithms for
H. Taha. OPERATIONS RESEHRCH AN INTRODUCTION. 6th ed.. 1927
Prentice Hall. Inc.
Upper Saddle River, Neu Jersey B7458
-
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software is furnished under a licensing agreement and may be
used andsor copied only in accordance with that agreement. It
is against the law to copy this software on tape, disk. or any
other medium without written permission from the publisher.

Press any key to continue

Ekrana Tora programmasynyn baslangy¢ maglumatlary ¢ykyp,
dowam etdirmek ticin islendik diiwméni basyarys. Ekrana:
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Tranzportation model
MNetwork models
Integer programming
Queuveing analysis

Histogram/Forecast
Inventory models

N
| Use T or 1 then «= i

is rezimleri ¢ykar. Linear programming (Cyzykly programmirleme)
saylap, Enter basalyi. Ekrana gosmaca:
DATA ENTRY

v' Read an existing data file (Bar bolan maglumatlar faylyny

okamak);

v' Enter new problem (T¢ze meseldni girizmek)
yaly penjire ¢ykyp, tize meseldni ¢ozjek bolyanymyz {igin:

Enter new problem

saylalyn we Enter basalyil. Ekrana bu reZimin degisli is penjiresi
¢ykyp:

Problem Title (Meseldnin ady)

Nbr of Variables (Uytgeydnleriii sany)

Nbr of Constraintes (Ccdklendirmelerin sany)
User-defined Vars Names (y(n))

Nonzero Lowers Boundes (y(n))
Unrestricted Variables (y(n))

setirlerine degisli maglumatlar soralyar.

M1 modeli ¢6zelin. Onda, birinji setire — M1, ikinji setire — 2 (X3
we X, iiytgeyanler bar), ligiinji setire — 3 (li¢ sany c¢aklendirmeler bar),
galan setirlerini bahalary ti¢in n (no — yok) bahalary girizelin (baha
girizilip | (asak) diiwmesi basylyar).

Bolek penjire dordp, onda maksat funksiyasynyn max ya-da min
tapmakdygyny hem-de tiytgeyanlerin 6niindéki koeffisiyentleri (max,
X1 ligin 6, X, tigin 3) Enter basyp girizyaris. Sundan son, bu penjirede
birinji, ikinji we {ginji ¢éklendirmeler {¢in iytgeydnlerin
koeffisiyentleri hem-de erkin agzalaryn bahalary soralyar. Olary hem
Enter basyp girizmelidir:

ANANENENENEN
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v 1 ¢édklendirme ti¢in: 4, 3, <, 840;
v’ 1I ¢dklendirme ti¢in: 1, 0, <, 150;
v’ 1II ¢aklendirme ii¢in: 0, 1, <, 200.
Sundan sori:
Do you wish save this (new or modified) set of data (y(n)?)
(( Tize ya-da iiytgedilen) maglumatlar yygyndysyna at berip
saklamak¢ymy, (hawa(yok)?)
soragy c¢ykar. y(yes) (hawa) jogabyny berelin. Onda maglumatlar
faylynyn ady soralar. Mysal {igin M1 girizip, Enter basalyn. Onda
¢Ozliw-is rezimlerinin:
SOLVE(MODIFY)
v' Solve Problem (Meseliini ¢ozmek);
v’ Modify data (Maglumatlary tiytgetmek);
v’ View data (Maglumatlary gozden gecirmek);
v’ Print data (Maglumatlary ¢ap etmek)
gorniisi ¢ykar. Coziiw almakgy bolyanymyz tigin Solve Problem
saylap, Enter basalyn Onda:
v Automated procedure (Awtomatlasdyrylan ¢oziilis);
v’ User — guided procedure (Yzygider ¢oziilis)
rezimleri soralar. Kopleng yokarky rezim saylanyar. Onda:
OPTIMUM
View solution(sensitivity summary) (¢oziiwi gormek);
Print solution(sensitivity summary) (¢coziiwi ¢ap etmek);
Obtain alternatiol optimum (alternatiw optimum almak);
Viev optimum tableau (optimal tablisany gérmek);
Print optimum tableau (optimal tablisany ¢ap etmek);
Viev original data (baslangy¢ maglumatlary gérmek);
Print original data (baslangy¢ maglumatlary ¢ap etmek)
menyusy ¢ykyp, ondan 1-nji setiri saylalyn. Onda tablisa gorniisdaki
li¢ iterasiyadan sonl alynyan optimal ¢oziiwin jemleyji maglumatlary
¢ykar.
ml Final Iteration Mo: 3
wxx QPTIMUM SOLUTION SUMMARY se==
0bj value = 11488008

AN NN

Uariahle 0bj Coeff 0Obj Ual Contrib

150. 6666 200 . 6866
80.0680 24P . BAAA
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Bu yerden gorniisi yaly: halatlardan 150 sany, halatgalardan
bolsa 80 sanysyny oOndiirmek maslahat berilydr. Sunlukda,
kdrhananynn bu oniimleri yerlesdirmekden aljak in yokary girdejisi
1140 manat boljak eken.

Bu meseldni maglumatlaryn {iytgedilen yagdayynda, meselem,
satuw bahalar halat we halatca {i¢in, degislilikde 5 manat we 4 manat
bolanda ¢o6zelin. Onda F6 we F2 funksional diiwmeleri yzygider
basyp, ¢ykyan penjireden: Modifi data saylalyn. Onda:

Modifi LP(IP)
v Modify a row (Setiri iiytgetmek);
v Modify a column (siitiini iiytgetmek);

Modify problem title
yaly penjire ¢ykyp, ondan Modifi a row saylalyf. Onda yene:
Modify a row

V' Modifi variables names (Uytgeycnlerirn adyny iiytgetmek);

v’ Modifi objective function (Maksat funksiyasyny tiytgemek);

V' Modifi a constraint (Cdklendirmeleri iiytgetmek)
penjiresi ¢ykyp, ondan: Modify objective function saylalyn. Bu yerde
degisli bahalary (X; we X, tiytgeyanlerin koeffisiyentlerini) 5 we 4 —e
tytgedelin. Son F2 basyp, maglumatlara M11 adyny berip, bize tanys
bolan SOLVE(MODYFY) menyusuna ¢ykarys. Coziiw almagyn 6nki
yzygiderligini  gaytalamak bilen, hézirki meseldnin optimal
¢Oziiwinin jemleyji maglumatlaryny alarys (5.29-njy tablisa).

Jemleyji maglumatlar 5.29-njy tablisa
Object value = 1100.0000
Variable | Value Obj Coeff | Obj Val Contrib
X1 60.0000 5.0000 300.0000
Xo 200.0000 | 4.0000 800.0000

Seyle yol bilen meseldniii beyleki maglumatlaryny hem tiytgedip
¢6zmek bolar.

Eger, son M1 model ya-da onun M11 warianty ii¢in optimal
¢oziiw tapmak talap edilse, onda DATA ENTRI menyusynyn Read an
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existing file gorniisi saylanyp, gosmaga penjirede maglumatlar
fayllarynyn M1 ya-da M11 adyny yazyp, tanys yzygiderlikde ¢oziiw
hasaplanyar.

5.2.8.2. Tora programmasynda ¢yzykly programmirlemegii ulag
meselesini ¢ozmek

Ulag meselesinin matematiki modelini Tora programmasynda
islemek ti¢in, Tora papkasyndan Tora.exe faylyny tapyp, ony ise
goyberelin. Ekrana Tora programmasynyil baslangy¢ maglumatlary
¢ykyp, dowam etdirmek iicin islendik diiwmaéni basyarys. Ekrana

is rezimlerinin sanawy ¢ykar. Sanawdan Transportation model (Ulag
modeli) saylap, Enter basalyi. Ekrana gogsmaga:
DATA ENTRY
v" Read an existing data file (Bar bolan maglumatlar faylyny
okamak);
v' Enter new problem (Tdze meseldni girizmek)
penjiresi sykyp, tdze meseldni ¢6zjek bolyanymyz {igin:
Enter new problem
saylap, Enter basalyn. Ekrana bu reZzimin degisli is penjiresi ¢ykyp:
V' Problem Title (Meseldnin ady);
v Nbr of Sources (Iberijilerin sany);
v" Nbr of Destinatians (Ulanyjylaryii sany);
v’ User-defined Names (y(n) (Ulanyjynyii kesgitlin ady
(hawa(yok))
setirlerine degisli maglumatlarlar soralyar. 5.30-njy tablisa boyunca
berlen ulag meselesini ¢ozelin.

Ulag meselesinin baslangy¢ maglumatlary. 5.30-njy tablisa
J 1 2 3 4
i Bj |75 80 60 85
A
1 100 6 7 3 5
2 150 ' ’ > °
3 50 8 10 20 T
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Birinji setire — Ulagl, ikinji setire — 3, tigiinji setire — 4, 4-nji setire —
n (yok) bahalary girizip, Enter basalyn. Bolek penjire dordp,onda:

Sl S2 S3
Supply Amts ( Iberijilerin kuwwaty) 0 0 0

gorniisde madlumatlar talap edilyar. S1, S2, S3 dayjiiklere
degislilikde: 100, 150, 50 bahalary Enter basyp girizeli. Onda yene
tdze bolek penjire dorap:

D1 D2 D3 D4

0(|0]]0(|O

gorniisde baha soralar. D1, D2, D3, D4 6yjiiklere degislilikde: 75, 80,
60, 85 bahalary Enter basyp girizyaris. Sundan son, tdze penjirede
D1 D2 D3 D4

Demand Amts (Ulanyjylaryn kuwwaty)

S1 unit costs (S1 boyunga birlik bahalar): 0 0 0|0

gorniisde oniim (gagyl) birligini S1 iberijiden D1, D2, D3, D4
ulanyjylara yetirmeginl harajatlary talap edilyér. Degislilikde: 6, 7, 3,
5 bahalary gorkezeli. Suiia menzeslikde, ikinji we tigiinji setirler
icin 1, 2, 5, 6 we 8, 10, 20, 1 bahalary girizyéris. Sundan son:
Do you wish save this (new or modified) set of data (y(n)?)
((Tdze ya-da iiytgedilen) maglumatlar yygyndysyna at berip
saklamak¢ymy, (hawa(yok)?) soragy ¢ykar. Y (yes) (hawa) jogabyny
berelin. Onda maglumatlar faylynyn ady soralar. Mysal ii¢in ulagl
girizip, Enter basalyn. Onda ¢oziiw-is rezimlerinin:
SOLVE(MODIFY)
v’ Solve Problem (Meseldni ¢ozmek)
v’ Modify data (Maglumatlary tiytgetmek)
v’ View data (Maglumatlary gozden gecirmek)
v’ Print data (Maglumatlary ¢ap etmek)
gorniisi ¢ykar. Coziiw almakgy bolyanymyz iigin  Solve Problem
saylap, Enter basalyn Onda:
v’ Automated procedure (Awtomatlasdyrylan ¢oziilis);
V' User — guided procedure (Yzygider ¢oziilis)
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rezimleri soralar. Kopleng yokarky rezim saylanyar. Onda:
OPTIMUM
View solution(sensitivity summary)
Print solution(sensitivity summary)
Obtain alternatiol optimum
Viev optimum tableau
Print optimum tableau
Viev original data
Print original data
menyusy ¢ykyp, ondan 1-nji setiri saylalyn. Onda
Ulagl (Final) Iteration No:1
<+ OPTIMVM TRANSPORTATION SOLUTION -
Total cost = 665,0000 (Alternata soln detected at route < 1,1>)

AANENENENENEN

gorniisdiki optimal ¢oziiwiil jemleyji maglumatlary ¢ykar. Bu yerden
gorniisi yaly, S1 ¢esmeden (kdnden) D2, D3 we D4 ulanyjylara,
degislilikde 5, 60 we 35 birlik (meselem, tonna) onlimi (cagyly)
ibermek, S2 cesmeden D1 we D2 ulanyjylara den mukdarda 75 birlik
oniim, S3 ¢esmeden bolsa difie D4 ulanyja 50 birlik ibermek maslahat
berilydr. Sunlukda Onlimleri ulanyjylara dasamaklygyn umumy
minimal harajaty (it sonky siitiindaki ¢ykdajylaryn jemi) 665 manada
barabardyr (5.31-nji tablisa).

Bu meselidni maglumatlaryn tiytgedilen yagdayynda, meselem
ontim birliklerini dagamaklygyn harajatlary iiytgénde, ¢cozelin. Onda
F6 we F2 funksional diiwmeleri yzygider basyp, ¢ykyan penjireden:

MODIFY TRANSPORTATION

V' Modify sources names (Iberijilerin adyny tiytgetmek);

V' Modify destinations names (Ulanyjylaryn adyny iiytgetmek);

v’ Modify supply amounts (Iberijilerinn kuwwatyny iiytgetmek);

v' Modify unit costs of a source (lberijilerden birlik bahalary
tiytgetmek);

AN

Modify unit costs of a destination (Ulanyjylardan birlik
bahalary iiytgetmek);

v’ Modify problem title (Meseldnin adyny iiytgetmek),

v" Modify unit costs of a source
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diizglinini saylalyn Onda, tize meydanca dordp, onda

Source nbr :
Ulag meselesinin optimal ¢oziiwi. 5.31-nji tablisa
From | To | Amont Unit Cost Route Cost
(mogber) | (birlik bahalar) | (ugurlayyn bahalar)

S1 D1 |0 6.00 0.00

D2 |5 7.00 35.00

D3 |60 3.00 180.00

D4 | 35 5.00 175.00
S2 D1 |75 1.00 75.00

D2 |75 2.00 150.00

D3 |0 5.00 0

D4 |0 6.00 0
S3 D1 |0 8 0

D2 |0 10 0

D3 |0 20 0

D4 | 50 1 90

yazgysy ¢ykyp, iberijilerin haysysy boyung¢a maglumatlaryn
tytgeyandigi soralyar. 3 nomeri girizip, Enter basalyn we 8,10,20,1
bahalaryn deregine, meselem 2,5,3,4 girizelin Onda F2 diiwmesine
basyp, Uytgdn maglumatlar faylyna ulag2 adyny berip, vene
SOLVE(MODIFY menyusyna ¢ykarys. Ol yerden SOLVE Problem,
Automated procedure, View solution (sensitivity summary)
ugurlaryny saylap, tdze yagday {ligin umumy minimal harajatlaryn
jemi bahasy 800 manat bolan, optimal ¢oziiwi alarys.

5.2.8.3. Cyzykly programmirlemegii bitin sanly meselesini Tora
programmasynda ¢ézmek

Cyzykly matematiki modeli Tora programmasynda islemek iigin,
Tora papkasyndan Tora.exe faylyny tapyp, ony ise goyberelif.
Ekrana Tora programmasynyn is rezimlerinin sanawy c¢ykar.
Sanawdan Integer programming saylap, Enter basalyn. Ekrana
gosmaga:
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DATA ENTRY

v' Read an existing data file (Bar bolan maglumatlar faylyny

okamak);

v Enter new problem (Tdze meselini girizmek)
penjiresi sykyp, tdze meselédni ¢ozjek bolyanymyz {li¢in

Enter new problem

saylalyn we Enter basalyn. Ekrana bu rezimin degisli is penjiresi
¢ykyp:
Problem Title (Meseldnin ady);
Nbr of Variables (Uytgeycinlerir sany);
Nbr of Constraintes (Cdiklendirmelerin sany);
User-defined Vars Names (y(n);
Nonzero Lowers Boundes (y(n);
Unrestricted Variables (y(n)
setirlerine degisli maglumatlar soralyar. Yokarda seredilen M1 —
modeli, beyleki tarapdan, CP — nifi bitin sanly meselesine degislidir.
Bu modeli kompyuterde ¢ozelin. Onda, optimal ¢oziiwin jemleyji
maglumatlary ¢ykar. Bu yerden gorniisi yaly: halatlardan 150 sany,
halat¢alardan bolsa 80 sanysyny oOndiirmek maslahat berilyar.
Sunlukda, kdrhananyn bu onlimleri yerlesdirmekden aljak in yokary
girdejisi 1140 manat boljak eken.

Bu meseldni, maglumatlaryn iiytgedilen yagdayynda, meselem,
goy, halat we halatcany tikmek t¢in, degislilikde, 3.7 m we 2.9 m
mata sarp bolup, jemi matalaryit mdcberi 843 m bolanda ¢ozelin.
Onda F6 we F2 funksional diiwmeleri yzygider basyp, ¢ykyan
penjireden: Modifi data saylalyn Onda

Modifi LP(IP)
v’ Modifi a row (setirleri tiytgetmek);
V' Modifi a column (siitiinleri tiytgetmek);

NN NN

v Modify problem title
yaly penjire ¢ykyp, ondan Modifi a row saylalyi. Onda yene:
Modify a row;
Modifi variables names (Uytgeyinlerini adyny iiytgetmek);
Modifi objective function (Maksat funksiyasyny tiytgemek);
Modifi a constraint (Cdklendirmeleri iiytgetmek)
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penjiresi ¢ykyp, ondan Modifi a constraint saylalyn. Onda isjen
penjirede
Constraint nbr: 7 (Cdklendirmelerin nomeri) soralyp, ona 1
jogaby gorkezelin hem-de tize ¢ykyan Constraint 1: setirde 3,7; 2,9
we 843 bahalary Enter basyp girizelin. Meselanin galan bahalaryny
onkiiligine galdyralyn. Soniky bahany tassyklanymyzdan son, F2
basalyn. Onda yene:
Do you wish save this (new or modified) set of data (y(n)?)
(( Tdze ya-da iiytgedilen) maglumatlar képliigine at berip
saklamakg¢ymy, (hawa(yok)?)
habary ¢ykar. Y (yes) (hawa) jogabyny berelifi. Onda maglumatlar
faylynyn ady soralar. Mysal Gi¢in sehl girizip, Enter basalyn. Onda
ekrana yene:
SOLVE(MODIFY)
V' Solve Problem (Meseldni ¢ozmek);
v’ Modify data (Maglumatlary tiytgetmek);
v’ View data (Maglumatlary gozden gecirmek);
v’ Print data (Maglumatlary ¢ap etmek)
penjiresi ¢ykyp, ol yerden ilki View data saylap, umumy
maglumatlary tdzeden gézden gegcirelin. Indi yene F2 basyp, ¢cykyan
penjireden Solve Problem saylalyn. Onda tdze

INSPECT SOLUTIONS (Coziiwleri barlamak)

v Provide an obj value bound (Maksatlayyn ¢ik bahasy bilen
tipjiin etmek);

v’ Inspect oll feasibl solutions ( Miimkin bolan ¢oziiwlerin
hemmesini barlamak);

v’ Interrupt execution using ESC (Ulanyjy tarapyndan yerine
vetirilisi tizmek)

penjiresi ¢ykyp, ol yerden

Inspect oll feasibl solutions saylalyn. Onda téize:

CURRENT SOLN SUMMARY (Hdzirki jemi ¢oziiwler)
v’ View current soln summary (Hdzirki jemi ¢oziiwleri gormek);
V' Print current soln summary (Hdzirki jemi ¢oziiwleri c¢ap
etmek)
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penjiresi ¢ykyp, ol yerden View current soln summary saylalyn. Onda
optimal ¢oziiwlerin tablisasy ¢ykyp, X1= 149, xo= 100 bitin sanly
¢oziwler alnyp, jemi girdeji Zmax = 1149 man bolar.

5.3. Parametrik CP meselelerini ¢6zmek

Bilsimiz yaly CPUM-de C;j, ajj koeffisiyentler hem-de b; — azat
agzalar (i=1,2,....,m; j=I1,2,...,n) hemiselik ululyklardyr. Emma,
hakykatdan durmusda dus gelydn meselelerde, bu ululyklar hemiselik
dél-de, olarynn bahalary kébir interwalda iiytgeyarler. Beyleki
tarapdan, eger kibir ykdysady meselénin optimal ¢éziiwi alnan bolsa,
onda bu ¢6ziiw optimallygyna galar yaly, ululyklaryn iytgeme
interwalyny kesgitlemek gerek bolyar.

Sol sebipli, CP meselesiniii optimal ¢oziiwini koeffisiyentlerin
we azat agzanyn Uiytgin yagdayynda derniemek zerurlygy ¢ykyar.

5.3.1. Maksat funksiyasynda parametr bolan meselini
¢6zmek we deriiemek

Goy, CP meselesinin Z =ZC ;X; maksat funksiyasynyni C;
j=1
koeffisiyentleri kébir yol berilyin [C; — Cj;C; + C;] interwalda
iytgeydn bolsun. Onda amatlylyk {i¢in maksat funksiyasynyn
koeffisiyentlerini ~ C;(1) = ¢/ + A+ /', (bu yerde: (i, ('~
hemiselikler, A —parametr) gorniisinde anlatsak, onda CP meselesini
seyle formulirlemek bolar:

Z =Zn:(C} +AC;)x; — min (5.17)
bahany: "

zn:aijxj =b,, i=lm (5.18)

;z 0j=12..,n (5.19)

ciklendirmelerde gozldp, §,¢ — erkin sanlar bolanda 6 < A < ¢
sertde her bir A igin (5.18) we (5.19) sertleri kanagatlandyryan hem-
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de (5.17) funksiya minimum bahany kabul etdirydn X = (X, X,,..., X,,)
otrisatel ddl wektory tapmaly.

Goylan meseldnin ¢oziiwinin  hédsiyetlerini A ululygyi
tiytgemeginde deriiemek bolar. Eger 4 = & diysek, onda optimal
¢Oziiw bar (A yagday) we ¢yzykly funksiya ¢cdklenmedik (B yagday)
gorniisleri alarys.

Meseldni kompyuterde ¢ozmek {igin, A ululygy kici interwalda
degisli aralykda iiytgetmek hem-de ¢Oziiwlerin hésiyetlerini
dernemek yeterlikdir.

5.3.2. Maksat funksiyasynda parametr bolan anyk
meseléini ¢ozmek

Seyle meseld seredelin: A parametrin —oo < A < oo bahalarynda

Z =Ax;+Ax, — min
bahany:

le + Xy = 6,
{—xl + 3x, < 11, X1z 0,x, =0
3x1 —2x, <2,
caklendirmelerde tapmaly.
Coziilisi. Gogsmaga hem-de emeli iytgeyénleri girizip, gineldilen
meseléni alarys:
Z=2Ax1 +2x, + Mxg = min

2X1+%x,— X3 +x5=206
{—x1+3x2 +x, =11 x,20,j=1,6
3x1 —2x, +x5 =2,

Parametrin iiytgeme interwallaryny kesgitlemek ii¢in ginieldilen
meselidni 5.32-nji tablisa gegirelifi. Baslangy¢ dayang plany Zordan —
Gaussyn usuly boyunca kesgitldlin. Ug iterasiyanyfi netijesinde
X1 =(2;2;0;7;0) dayang plany alarys. As wektory hasapdan
ayralyn. Bu planyn optimallyk sertini barlalyn. Onu {i¢in:
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5.32-nji tablisa

Gineldilen meseldnin ¢oziiwi.

W —Y(£/2)

2 o 1OOW_M +2/9 1| 1] | REAN
® g v(L/1) v(L/€)
N (qV]
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densizligi ¢ozeris we —3 < 1 < 4 taparys. Diymek, x; nokatda, eger
A parametr [ —3;4] kesimde iytgeyan bolsa, ¢yzykly maksat
funksiyasy 6z minimal bahasynda bolar.

A < —3 bolanda plany barlalyfn. Onun {iicin Az wektoryn
komponentlerini barlalyn, sebédbi su wektoryn bahalandyrmasy {i¢in
A = —3 baha tapylypdy.

A; wektoryn komponentlerinifl iginde X33=1> 0. Bu komponenti
¢oziiji element hokmiinde kabul edip, yene bir iterasiya gecirelin. As-i
bazisden ¢ykaryp, As-1 bazise salalyn.

Dordiinji iterasiyanyi netijesinde tdze Z = (4;5;7;0;0;0) dayang
planyny alarys. Bu planyn optimallygyny barlalyn. Onun {igin:

{6/7 +(2/1HA<0
2/7+ (3/7)A<0

A=—4; — 10; A= — 1000 bahalarda Tora PP-de barlalyn. Tassyklama
dogry bolup ¢ykyar, diymek, (— oo0; —3] interwalda ¢yzykly funksiya
Z nokatda minimal bahasyna eye bolyar.

Netije-de parametrin liytgeme interwallaryna baglylykda seyle
optimal ¢oziiwleri aldyk (5.33-nji tablisa).

Optimal ¢oziiwler. 5.33-nji tablisa
Uytgeme Kritiki _
interwallary ¢oziiw zmin bahasy

-0 <1< =3 X2=(4;5) zmin=4 A+10
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5.3.3. Ciklendirmeler sistemasynyi azat agzalarynda
parametr bolan meseleleri ¢c6zmek

Seyle meseld seredelin:

Z = Z?:l Cj X] — = min (520)
%20 (5.22)

6 < A < ¢ interwalda A — yi her bahasy igin (5.21) — (5.22)
sertleri kanagatlandyryan we (5.20) funksiya minimum bahany kabul
etdiryan X =(X1, X2....,xn) Wektory tapmaly.

Goy, A=§ bahada x* = (xj,x3,...,x;) optimal ¢oziiw alnan
bolsun. Onda bu wektorynt her komponenti § ululykdan funksiyadyr,
yagny: x; =q; +d0p; we

qi + 5pl = O, [ = 1,2, e, m (523)
deiilemeler sistemasynyn ¢oziiwi bardyr.

Eger hemme p;=0 bolsa, onda (5.23) sistema A bagly déldir we

*

X plan parametrii hemme bahalary {i¢in optimaldyr. Eger hemme

pi= 0 bolsa, onda X plan hemme 1> § ii¢in optimaldyr. p; ululyklar
hem polozitel, hem otrisatel bolup bilyéni ii¢in, (5.23) sistemadan:

hemme p; > 0 {i¢in 1> — % kesgitlaris, seylelikde:
4
max(——
/1’ = { pi>0 ( pl)
—oo0,eger hemme p; < 0,
hemme p; < 0 {igin A< —% kesgitliris, seylelikde:
. qi
min(——),
o { min(=- )
+00,eger hemme p; = 0.
Bu yerden, X planyn ' < A < A" interwalda optimaldygy gelip
¢ykyar.
Goy, A" — tiikenikli bolsun. A — ululygy tiikeniksiz artdyryp

baglasak, onda x; = q; + Ap; komponentli X wektor optimallyk
sertini  kanagatlandyrmagyny dowam etdirydr, emma berlen
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meseldnin plany bolmagyny bes edyir. Bu yagday, hagan — da,
wektoryn komponentlerinii biri otrisatel bolanda yiize ¢ykyar.

5.3.4. Ciklendirmeler sistemasynyi azat agzalarynda
parametr bolan anyk meseléini ¢c6zmek

Z=x1+2x, > min
bahany:
2x1 +x, 26,
—x; +3x, <11,
3x, + 2x, < 21, X1 20,20
ciklendirmelerde — co < A < +o00 bahalaryf her biri ii¢in tapmaly.
Coziilisi. Gogsmaga we emeli iytgeydnleri girizmek arkaly,
ginieldilen meseléni alarys:
Z =x1+ 2x, + Mxg > min
2x1 +x; — X3 +x¢ = 6,
—x1+3x; +x,=11, x;20,j =16
3x; —2x,  + x5 < 2L
A ululygyn flytgeme interwalyny tapmak ii¢cin gifieldilen
matrisany tablisa yazyp, Zordan — Gaussyi usuly boyunga baslangy¢
bazisi tapalyn. Ol lgiinji iterasiyada alnar (5.34-nji tablisa).
Tablisanynn erkin agzalar siitlininde meseldnin dayan¢ planynyn
komponentlerinii bahalary yazylan. Olaryn hemmesi A bagly bolup,

serte gord otrisatel dal ululyklar bolmaly. Onda seyle sistema geleris:

47\+18>0
7 7

21+5=20
B)isi2ag
k7 7

Bu densizlikleri ¢oziip, —g <A< g alarys.
/11:—3 we /1223 bahalar {i¢in dayang ¢oziiwleri:
§1=(1;4); 322:(3;0) bolarlar.

k<—§ licin meseldni derndlin. Onda ilki bilen x, =24+ 5

komponent otrisatel bolar. Diymek, As wektory bazisden ¢ykarmaly.
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Ikinji setirddki x,; elementlere seredelifi, olaryf difle X;6= — 1-den
Ozgesi otrisatel déldirler, X6 bolsa emeli liytgeydne degisli. Diymek,
A<— g bolanda meselédnin planlary, yagny sistemanyn ¢oziiwi yokdur.

A> % bolanda, ilkinji otrisatel komponent x, = 178 + (%)/1

bolup, Az wektory bazisden ¢ykarmalydyr. Birinji setirde: X33= — 3/7

we X35= — 2/7 otrisatel elementler bardyr. Onda alarys:
-8/7 =3/7\ _

min(8 ; 3) =2
<0 _3/7’ —2/77 3727 7

. zj—C; .

Miny, o Jx_l]] = mln(xij .
As wektor bazise gosulmalydyr. Doly dordiinji iterasiyany

gecirip (5.34-nji tablisa) tdze plan alarys. Bu planyn difie bir

komponenti A bagly, ¢yzykly funksiya bolsa A bagly déldir.
Densizlikler sistemasyny ¢ozelin:

24—9=0; /12;; ;sl<+oo
Tora PP-de:
A==; A =45; 1= 4500
bahalarda optimal ¢oziiwleri tapalyn. Optimal plan x,=(3;0) bolup
galar.
Diymek:
vV —oo< A< —% interwalda meselanin ¢oziiwi yok;
v —2<2<2 -~ interwalda x:= (1:4) we x.= (3,0)
wektorlaryil islendik kombinasiyasy optimal c¢oziw
bolar;

v —;s A< 400 — interwalda §z=(3;0) wektoryi
komponentleri optimal ¢éziiwdir.
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Gineldilen meseldnin ¢oziiwi.

5.35-nji tablisa

Koeffisiyentler 1 2 0 0|0 M
i E E ﬁ X1 X2 X3 Xs | X5 X6
8| &%

1 - |6 2 1 -1 |00 1

2 - |11 -1|3 0 1|0 0

3 - |24 3 -2 |0 0|1 0

1 — —4/3 2+6 0 713 -1 |0 | -23]|1

2 — | 2/3i+11 0 713 0 11]1/3 0

3 X1 | 234 1 -2/310 0 |1/3 0

1 X2 —4/7 A+18/7 | O 1 -3/7|0 | =2/7|3/7

2 Xg | 2415 0 0 1 1|1 -1

3 X1 | 2/7A+124 1 0 -2/7 |0 | 1/7 217

=

— | —=Z| —6/71+48/7 |0 0 -8/710 | =3/7| |
+ ~
S o)

1 As |24-9 0 —712 | 312 0|1 —

2 Ay |14 0 712 -1/2|11 |0 —

3 A |3 1 ) -1/2|10 |0 -
T | -Z]|3 0 -3/2| -1/2|0 |0 —
e
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5-nji baba degisli soraglar we yumuslar

1. CP meselesinin plany — yol berilydn ¢6ziiwi diyip ndma
aydylyar?

2. CP meselelerinin ¢oziiwlerinin hasiyetlerini aydyp berin.

3. Bazis we bazis dil liytgeyanlere kesgitleme berin.

4. CP meselesinin doly we gysga matematiki Yyazgysyny
gorkezmeli

5. CP-ninn “kanonik” meselesi haysy gorniisde yazylyar? Mysal
getirmeli.

6. CP-nin “simmetrik” meselesi haysy gorniisde yazylyar?

7. CP-niit umumy meselesine mysal getirmeli.

8. Tora programmasynda haysy meseleleri ¢ozmek bolyar?

9. Tora programmasynda CP-nii umumy meselesini ¢dzmegin
yzygiderligini gorkezmeli.

10. Getirilen CP-meselelerinin ¢oziiwlerini  grafiki, simpleks
usullarynda hem-de Tora programmasyny ulanyp ¢ézmeli. Netijeleri
denesdirmeli (5.35-nji tablisa).

11.
Cyzykly programmirlemegin meseleleri. 5.35-nji tablisa
10.1. max C(X)=3x+2x; 10.2. max C(X)=2x1+3x;
Ax1+Tx, <28 51 + 3x2 <15
—2%X1+3X2 <6 { —2X1+ 3X,<6
X1_ X< 4 —3X +X>3
X120, x>0 X1>0,%x2>0
10.3. min C(x)=2x1 — 8x2 10.4. max C(X)=3x; — Xo+2X3
X1 — Xo+X3> 2
6X1+7X < 42 { X1_X2>1
{ 4x1+3x%, <24 X1+X2 — 3X3>8
— 4%;,+5%, <20 X1>0,%x>0,x3>0

X1>0, X, >0

132



10.5. max C(x)=40x;+30x;

4x, + 2%, < 80
5xy + 4%, <90
X1>0,%>0

{ 2X1 + 2%, <50

10.6. min C(x)=2x; — 10x,

X1 —5Xp =5

{ X1+HX2 < 6

X1—Xo=>2
X1>0,%>0

12. Tora programmasyny ulanyp, CP-nin ulag meselelerini
¢ozmeli, ¢oziiwin ykdysady manysyny diisiindirmeli. Maglumatlaryn
tiytgedilen yagdayynda meselédni gaytadan ¢ozmeli.

Nell.1
\\Bj 40 20 60 10
2I5 7 9 3 7
25 2 1 4 8
80 5 z 8 3
20 5 4 7 7
Nell.2
\Bj 25 25 40 20
A
30 1 2 7 8
30 7 3 5 9
30 1 4 3 6
10 5 2 7 T
Nel1.3
B; 30 20 80 35
Ai
70 1 4 5 2
50 7 z 3 3
40 [§] 2 4 2
60 3 4 [§] 5
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Ne 11.4

Bj 25 10 25 50
TR

40
20
50
10

H N o N
N oo H o
g H N o
g H H o

12. Yokarda 10-njy punktda getirilen meselelere gosalayyn
mesele diizlip, Tora programmasynda ¢ézmeli.

13. Cyzykly programmirlemegin bitin sanly meseleleriniii
coziiwlerini tapmaly.

13.1. max F=2x;+x, — 3x3  13.2. min F=x1+2X>+X5
X +3x,-2x, <4 |x+x,+x;+x,+x=5

Sx, —x, <12 X, X+ X, —x, =2
2x,—x,+3x; <4 X —x,+x, =4
;=0 (j=1,2,3) xi=0 (j=1,2,3)
Xj — bitin Xj — bitin
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6. Cyzykly dil programmirlemegin meselelerini ¢cozmek
6.1. Cyzykly dil programmirlemegiin (CDP) umumy meselesi

Asakdaky meseld seredelin
Z = f(x1, X2,..., Xn) — ekstremum (6.1)

maksat funksiyasyna:
gi(xl, X2,..0y Xn ):bi, i:1,2,...,k
(6.2)
gi(x1, X2,..., Xn ) <bj, i=k+1,....m

sertlerde ekstremum baha kabul etdirydn X = (x1, xo,..., xn) wektoryny
tapmaly. Bu yerde f(x1, x,..., Xn) We Qi(x1, Xxa,..., xn), 1= 1,2,..m
funksiyalar belli hasap edilydr. xj, xp.., xn — Uytgeyanlerii
hemmesine ya-da kébirine otrisatel dallik serti goyulyar.
Uytgeyinleriti kibirine bitin sanlylyk sertleri hem goylup bilner. Eger

Z = f{x1, X2,..., Xn) = ZC iX; — ekstremum (6.1)
Oi (x1, X2,..., X Z:auxJ *b, i1=1 1,m; (6.2")

mesele berlip, ajj we c;j_belli koeffisiyentler bolup, ¢dziiwin otrisatel
dallik sertlerinde hem-de *-€{=><?) bolanda CP meselesini alarys.
(6.1) we (6.2") formulalarda cyzyklylyk sertleri
kanagatlandyrylmadyk yagdayynda bolsa, CDP meselesine geleris.
CDP meselelerinin toplumy CP — meselelerine garanynda giidir.
CDP meselelerinde esasy netijeler, hacanda maksat funksiyasy
cyzykly dil, ¢dklendirilmeler bolsa ¢yzykly yagday iicin alnandyr.
Mysal hokmiinde, iki tiytgeyanli CDP meselesini grafiki ¢ozelin.
Mysal. Z = (x; — 4)* + (X2 — 6)° — min (max)
bahasyny seyle sertlerde tapmaly:

x1+ x221,

x1 >0, x>0
2x1 +3x <12,
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Coziilisi. Bu yerde Z =Q — diysek, maksat funksiyasynyn grafigi
(6.1-nji surat) merkezi M(4;6) nokatda, radiusy \/6 bolan konsentrik

towerekleri emele getirydr. ABCD dortburglugyn depeleri {igin:
A(1;0), B(0;1), C(0;4), E (6;0) koordinatalary kesgitlap bolyar.

X2

X1

v

0

6.1 — nji surat

Cyzgydan gorsiimiz yaly: min Z = Z(D)= 196/13; max Z = Z(A)
= 45 — global maksimum; Z(E) = 40 lokal maksimum.

6.1.1. Cyzykly dil programmirlemegiin umumy meselesini
c¢ozmekde Lagranzyn kopeldijileri usuly

Z = f(x1, X2,..., Xn) — Max (6.3)
Qi(x1, X2,..., xn )=0, 1=1,2,....m (6.4)
meseld seredelin. Cédklendirmeler denleme gorniisinde berlen. Kop
tytgeyanli funksiyalar {igin sertli ekstremum gozlenyan klassyk usuly
ulanalyn.
Goy, f(x1, X2,..., Xn) W€ gi(X1, X2,..., Xn ), 1=1,2,...,m funksiyalary
Ozlerinin [ tertipli hususy oniimleri bilen bilelikde iizniiksiz bolsunlar.
Asakdaky funksiyany diizelin:

F(X1, X2y00s Xy A1 A20eey ) (XL peees Xn)+ D A0 (X0 X0 X)) (6.5)
i=1
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oF ,. — oF . —
Bu yerden — (j=1,n), — (i=1m) ululyklary ta nola
u Jerden — (J ) az.( ) yklary tapyp

j i

denlélin:
oF _ o +Zﬂf. ag, :0
ax 8x i .
i=1m (6.6)
8F
8_ﬂ,i:gi(xl’xz’m’xn):0

(6.5) funksiya — Lagranzyn funksiyasy, A, — sanlara bolsa
Lagranzyn kopeldijileri diyilyar.

Eger Z = f{x1, x3,..., xn) funksiyasy X = (x1, x2,..., xn) nokatda
ekstremuma eye bolsa, onda /T*:(Z;,/i;,...,/l;) wektor tapylyp,

*

(X1, X2, X0, A, Ay, A7) ) noKat (6.6) sistemanyi ¢oziiwi bolar.
Diymek (6.6) sistemany ¢ozip, birndge ekstremum nokatlary
kesgitldp, global ekstremum {igin ol nokatlarda funksiyanyn
bahalaryny denesdireris.

Mysal. Z=x1X, + Xox3 funksiyanyn sertli ekstremum nokadyny

X +X, =2, .
ciklendirmelerde tapmaly.
X, + X3 =2

Coziilisi. Lagranzyn funksiyasyny diizelin

F(x1, x2, X3, A1, A2)=X1Xo+XoXa+ A1(x1 + x2-2)+12 (x2 + x3-2)
hem-de ony xi, x», x3, A1, A2 liytgeyeyinler boyunga differensirlélin.
Alnan aillatmalary nola defilemek bilen seyle defilemeler sistemasyny
((6.6) sistemany) alarys

X, +4=0, (I

X\ +X+4+4,=0, (Il)
X, +4,=0, ()

X +X,-2=0, (V)
X, + X, —2=0. V)

(I) we (III) denllemelerden 4 =A, =—X, gelip ¢ykyar. Onda bu
bahany (II) defilemd ulanyp, tdze denillemeler sistemasyny alarys:
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X, —2X, +X;, =0
X, +X,=2
X, + X3 =2
Bu sistemany ¢0zlip, X1 = X2 = X3 = 1, yagny tli¢ 6lgegli ginislikde
(1;1;1) ekstremum nokadyny alarys. Bu nokatda maksat funksiyanyn

ekstremal bahasy Zewsyr =1-1+1-1=2 denn bolar. Bu nokadyn
maksimum ya-da minimum nokatdygyny biz entek kesgitlemedik.

6.1.2. Giiber¢ek we oyuk funksiyalar

Goy, bize n — dlgegli E" ¢yzykly gitislik berlen bolsun. X < E"
giibergek kopliiginde berlen f(X) funksiyasy ticin X yaylanyn islendik
X we X@ nokatlary hem-de islendik 0< A < 1 san iicin:

JEAXO+ (1= 2) XOT <2fX®) + (1 2) fiX?)
densizlik yerine yetse, onda f(X) funkiyasyna giiber¢ek funksiya
diyilyar.

Kopleng, X kopliigi E" ya-da otrisatel dil oktant bilen gabat
gelyar. Eger f(X) giibergek bolsa, onda -f(X) — oyuk funksiyadyr.

Geometriki taydan, eger f(X) funksiyasy giiber¢ek bolsa, onda
onuii islendik X™ we X© nokatlaryny birlesdiryéin kesim (6.2-nji
surat) onun listiinde ya-da ondan yokarda yatyar xe/x®, x@n)

A

y=f(x)

v

6.2 —nji surat
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Eger yokarky kesgitlemede 0<A<1 sanlar ulanylyan bolsa, onda
ona berk giibergek (oyuk) funksiya diyilyar.

Asakdaky tassyklamalar dogrudyr:

1) Eger fj (X) — gibergek funksiyalar bolsalar, onda
f(X)= >£i(X) — hem giibergekdir.

2) Suna menzeslikde, oyuk funksiyalaryi jemi hem oyukdyr.

3) Eger E" ginisligin otrisatel dil oktantynda kesgitlenen f(X)
funksiyasy giibergek bolsa, onda f(X)<b, X>0 serti kanagatlandyryan
V — nokatlaryn kopliigi hem giiber¢ekdir.

4) Giibercek kopliiklerin kesismesi hem giibergekdir.

Teorema 6.1. Goy, f(X) giibercek funksiyasy yapyk giiber¢ek
X < E" kopliiginde berlen bolsun. Onda X képliiginde islendik lokal
minimum — globaldyr.

1-nji netije. Eger global minimum iki diirli nokatlarda yerine
yetydn bolsa, onda ol bu nokatlary birikdirydn kesimde hem yerine
yetyandir.

2-nji netije. f(X) berk giibergek funksiya bolsa, onda X giiber¢ek
kopliiginde lokal minimum — global minimumdyr.

Teorema 6.2. Goy f(X) funksiyasy giibergek X cE"
kopliginde berlen hem-de igki nokatlarda 6ziinin | tertipli hususy
oniimleri bilen bilelikde iizniiksiz bolsunlar. Goy, X© nokatda V f
(X®) = 0. Onda X nokatda lokal minimum yerine yetyir we ol hem
globaldyr. (Bu yerde Vf (X®) baha X© nokatdaky funksiyanyii
gradiyentinin bahasydyr.)

6.1.3. Seperabel funksiyaly meseleleri ¢cozmegin
yakynlasan usuly

Kesgitleme. Eger iytgeydn ululykly anlatma degisli
tytgeyanlerden hem-de olaryn derejelerinden diiziilip, iiytgeyanlerin
biri-birine kopeltmek hasyllaryny hem saklamayan bolsa, onda ona

seperabel anlatma diyilyér.
Seyle meseld seredelin:

Z:Zn:fj(xj) — max (6.7)
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> gi(x))=b, i=Lm; x>0, j=1
i1

Bu meselede maksat funksiyasy hem-de c¢édklendirmeler
sistemasyndaky funksiyalar seperabel. (6.7) meseldni yakynlasan
cozmeklik fi(xj) we gij(x;) funksiyalary bolekleyin — ¢yzykly
aproksimirlemeklige esaslanandyr. Seylelikde, yakynlasan mesele
alnyp, bu meseldni simpleks usulynda ¢ozmek bolar. Umumy
vagdayda, mesele ¢ozlip, yakynlasan meseldnin, diymek, (6.7)
meseldnin hem lokal maksimumy tapylyar. Eger yolbererli X
coziiwler kopliigi giibergek, fj(x;) funksiyalary hem oyuk bolsalar,
onda lokal maksimum sol bir wagtda global maksimum bolar. Bu
vagdayda, yakynlasan meseldnin global maksimumy tapylyp, ol hem
(6.7) — nin yakynlasan ¢ozliwi bolar.

Goy, (6.7) meselede hemme fj we g funksiyalar {izniiksiz
bolsunlar. x;, (j=1,n) iiytgeyaniii alyp biljek bahalarynyn [O; aj
interwalyny r; boleklere béliip, ol nokatlary Xy bilen belldlin hem-de
ol nokatlar boyunga fj(xj) we  g;(x;) aproksimirleme
funksiyalaryny guralyil. Onda (6.7) meseldnii ornuna:

max Z =jzr:‘ f.(x,)
(6.8)

6, (x,)=b, i=Lm, x, 20, j=1
j=1

yakynlasan meseld serederis. Su meseldni aproksimirlemegii
netijesinde:

max Z = ZZ fii A

j=1 k=0

(6.9)

Zzgku kj= i :1 zjﬂ,kal

j=1 k=0 k=0
yakynlagan CP meselesine geleris. Bu yerde:
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fiy= fi(xq); k=0,1,..., rj;
9 (x;) = g/‘i’kjgkij; O = 95 (Xg), 1 =1m
(6.9) —meseléi_ni ¢oziip, 44 We X,; bahalary tapyp:
X’; ~ iﬂij X:j kesgitléris.
P

Gorsiimiz yaly, meseldnin gowriimi ulydyr. Eger meseldnin
berlisinde ¢yzykly tiytgeyanler bar bolsa, olary sol dursuna ulanarys.
Bu bolsa meselanin mogberini azaldar.

6.1.4. Kuna — TakKerii teoremasy

CDP teoriyasynda Kuna — Takkerin teoremasy esasy orny
eyeleyir. Goy, seyle CDP meselesi berlen bolsun:

Z = f(xq, X, ..., Xp)— mMax
gi (X1, X2, ..., xp) =0, 1= 1, 2,..., m; (6.10)
X1, X2, ..., Xn = 0.
Berlen mesele ii¢in Lagranzyi funksiyasyny diizelin:
F(X,A) = f(X)+249,(X) (6.11)
i=1
Eger regulyarlyk serti yerine yetse, yagny hemme i-ler ii¢in gi(X)
> 0 yerine yetyin iii bolmanda bir X nokat bar bolsa, onda asakdaky
Kuna — Takkerin teoremasy adalatlydyr:
Teorema. Eger X© >0 iicin A® >0 tapylyp, hemme X >0
we A >0 iigin:
FX,A) < F(XQ, A < F(X@, A) (6.12)
sert erine yetse, sonda we difie sonda X @ wektor (6.10) meselénii
optimal ¢oziiwi bolar. (X @, A®) nokada (6.11) funksiyanyi eyer
nokady diyilydr, teorema bolsa, basgaca, eyer nokady barasyndaky
teorema diyilyar.
Eger f(X) we g,(X) — funksiyalary differensirlenyin bolsalar,
onda (6.12) serti Kuna — Takkeriii seyle lokal sertine dengiiyclidir:
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[aFj <0
aXi X(© RO

oF
X; % (0) X(0)
X (@ Al

]
x>0, j=1n

[%j S0
aﬂ“i X(© A0

,150{8':} =0 (6.14)
8ﬂ,i X (© R
A9>0,i=1m

Bu yerde:
XO = (x@ x@ ... x0), KO = (A9, 19 . ).

(6.13) we (6.14) sertlere Kuna Takkerin sertleri diylip, olary
wektor formada seyle yazmak bolar:

[ij <0: >Z'<°>[£j 0 (6.13)
oX ) z® ;o oX )z ;0

[i) >0; Z\“’)(ij =0 (6.14")
OA ) zo ;o OA ) zo ;o

6.2. Kwadratik programmirlemegiin meselelerini ¢6zmek
6.2.1. Kwadratik programmirlemegiin meseleleri barada
diisiinje
Kwadratik  programmirlemegin =~ (KP)  meseleleri  CDP
meselelerinin hususy haly bolup, ¢éklendirmeler:

Oi (X1, X2, Xn ) = B = > ayX;, (i=1m)
j=1
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¢yzykly funksiyalardyr, Z funksiyasy bolsa ¢yzykly we kwadratik
funksiyalaryil jemidir:

Z=C1X1+CoXo+... +Can+d11X12+d22X22+ +dnan2+
+2d1oX1Xo+2d13X1X3+ ... +2dn — 1 nXn — 1Xn

n tytgeyanli kwadratik funksiya, basgaca, kwadratik forma diylip, ol
seyle gorniisde anladylyp bilner:

n

ZZdinij = XDX , bu yerde:

i=l j=1
Xl dll d12 dln

- X - d d .. d

X=|"2 X'=(X %X, ) D=| 2+ 7% 2n
Xn dnl dn2 dnn

Sunlukda, D — simmetrik matrisa (dj=d;) hasaplanyar. KP
meselesini matrisalayyn formada yazalyn:

max Z =C'X + X DX bahany:
(6.15)
AX =B, X>0
sertlerde tapmaly.

CDP meselelerinde bolsy yaly KP meselelerinde hem islendik
lokal ekstremum — global ekstremum déldir. (6.15) meselede yol
berilydn c¢ozliwler kopliigi giibercekdir. Onda, eger maksat
funksiyasy giibergek (oyuk) bolsa, lokal minimum (maksimum) —
global minimum (maksimum) bolar. Bu yagday kwadratik formanyn
(KF) otrisatel kesgitlenendigine, polozitel dil kesgitlenendigine,
polozitel kesgitlenendigine, otrisatel ddl kesgitlenendigine we
diiybiinden kesgitlenen dildigine baglydyr.

Eger X =0-dan basga hemme X -ler iigin XDX < 0 bolsa,
onda XDX KF otrisatel kesgitlenen diyilyir.

Eger XDX =0 Verine yetyan X #0 bar bolup, hemme X -ler
iicin XDX <0 bolsa, onda XDX KEF polozitel dil kesgitlenen
diyilyar.
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Eger XDX KEF otrisatel (polozitel dil ) kesgitlenen bolsa, onda
X DX KF polozitel (otrisatel dil) kesgitlenen diyilyar.

Eger XDX KF X -lerift bir bahalary ii¢in polozitel, beyleki
bahalary ti¢in otrisatel bolsa, onda ona kesgitsiz diyilyar.

6.2.2. KP meseleleri iicin Kuna — TakKkerii teoremasy

(6.15) meselesi licin Kuna — Takkerin teoremasy seyle
formulirlenyar:

Teorema: Eger m — élcegli U, W >0 wektorlary hem-de n —
Olcegli V >0 iicin seyle sertler:

1) C+DX -AU+V =0

2) B-AX -W =0

3) VX =0

4)WU =0
yerine yetse, sonda we diie sonda X© wektor KP meslesinifi
optimal ¢oziiwidir.

Gérsiimiz yaly, 1) we 2) sertler X U,V we W iytgeyanler
(wektorlar) i¢in n+m denlemeli we 2(m+n) nébellili sistemany
anladyar.

Seylelikde, (15) meseldnin optimal ¢éziiwi bar bolsa, onda ol 1),
2) bazis ¢oziiwleriniii biri bolar. Onda KP meselesini ¢6zmek iigin
simpleks usullaryil birini ulanmak bolar.

1), 2) denlemeleri seyle yazalyi:

DX+AU +V =—C (6.16)
AX +W =B

(6.15) — baslangy¢ bazis ¢oziiwi tapmak iicin emeli bazis
usulyny ulanalyn. Z ={z1, 2,..., z,} we Y ={y1y2....ym } emeli
tytgeyanleri girizelin. Netije-de, seyle sistema geleris:

Z=-C (6.17)



Bu yerde, Z we Y wektorlaryit komponentlerini —~C, B — azat
agzalaryn alamaty bilen birmenzes saylap, bazis ¢0zliwi taparys.

Onun iigin:
m n
Z:z Myi+z Mz, (M>C)
i=1 j=1

emeli maksat funksiyasyny diiziip, bazisden {y;} we {z} liytgeyénleri
¢ykaryarys we X U,V weW boyunga iiytgeyinleri girizydris. Su
yerde X'V =0; U'W =0 sertleri goz ofiiinde tutmalydyr. Eger
emeli iytgeyinler bazisden ¢ykarylsa hem-de teoremanyn 3) 4)
sertleri hem yerine yetse, onda tapylan bazis ¢oziiw optimaldyr.

6.2.3. Anyk meselénin ¢oziiwini kompyuterde amala
asyrmak

Asakdaky meselé seredelin:
f(X1, X2)=max (10X1+20%2+X1Xz — 2X1° — 2X,2)—max  bahany

8—X>0
10-X1-%22>0, X1 >0, X2=>0
sertlerde tapmaly.

Gorstimiz yaly, kwadratik forma oyukdyr, cdklendirmeler bolsa
cyzyklydyr. KP meselesi ticin Lagranzyn funksiyasyny diizelin:

F(Xq, X2, Uz, Up) = 10X1 + 20X, + X1 Xo — 2X:2° — 2%2°) + U1(8 — Xq)
+ u2(10 — X1 — X2)

Kuna — Takkerin teoremasyny ulanyp, eyer nokady iicin
asakdaky sertleri alarys:

E:10+x2—4xl—u2 <0
0%,
E:20+x1—4x2—u1—u2 <0
0X, 0
oF
—=8-X%X,20
ou,

E:1O—x1—x2 >0
ou,
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oF
— X =10+x,—-4x -u,)-x, =0
o ) %
SF-xz:(20+x1—4x2—ul—u2)-x2:0
" oF (an
—-u,=(8-x%,)-u, =0
ou,
oF
a-uzz(lo—xl—xz)-uzzo

Sol bir wagtda (II) sistemany hem kanagatlandyryan (I) —
sistemanyn ¢ozliwini tapmaly. Bu meseléni:

DXa#0, X2#0, ur #0, up # 0;
2)X1:0, Xo £ 0, ur £ 0, u, # 0,
16)x1 =0, x2=0,u; =0, u, =0;
wariantlarda ¢6ziip hem-de jogaplary derndp tapsa-da bolardy. Emma
bu rasional usul déldir.
() sistemany asakdaky gorniisde yazalyi:
(1
AX1 —Xo + Uy > 10
—Xp + 4%y + U + U > 20 (1a)
Xo <8
X1+ X <10

(1a) densizligi denlige 6wiiryan vi, V2, Wy, W, — erkin liytgeyanleri
girizelin. Bu tiytgeyénler: vi- X3 = 0; Vo X2 = 0; wp U3 = 0; wo up =0
gosmaga sertleri hem kanagatlandyryar. Onda:

Z= My; + My, — min (M=10 000)
bahany, seyle ¢idklendirmelerde:

4K —Xo + Uy —v1 =10
— X1+ 4% +ug + U, —vp =20 (Ia)
X, +w; =8
Xy + X +wy =10
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tapyan CP meselesini ¢6zelin. Meseldni Tora PP-de ¢ozelin. Netije-
debiz:x;"=4; Xor=6; W =2;Wor=0;u;=U, =V =V, =0
bazis ¢6ziiwini aldyk. Bu yerde:
Vi-X1=0; Vo xo=0;wyu; =0;wou, =0
sertler hem yerine yeteni {i¢in alnan ¢6ziiw optimaldyr. Diymek:
xP=4; x=6

6.3. CDP — nii anyk meselelerini ¢6zmek

6.3.1 Funksiyanyn global ekstremumyny gozlemek
meselesi

6.3.1.1 Funksiyanyi global ekstremumyny gozlemek meselesini
goymak

Funksiyanyn global ekstremumyny gozlemek ugin programma
yazmak ya-da tayyn programmalaryn paketini ulanmak talap edilyar.
Onun {igin agakdaky islerin yzygiderligini yerine ytirmek gerekgir:

v f(X) funksiyanyin global ekstremumyny hemiselik &dimli
koordinat gozenegi boyunga gozleg usulynda tapmaly;
v' f(X) funksiyanyin global ekstremumyny tétdnleyin gozleg
usulynda tapmaly;
v" hasaplamalarym alnan netijelerini defiesdirmeli.
Asakdaky funksiya seredelin:

f(X,X,)=2%X" +2X X, +X; —2X, —3X,

6.3.1.2. f(X) funksiyanyn global ekstremumyny hemiselik ddimli
koordinat gozenegi boyunca gozleg usulynda tapmak

f(X) funksiyanyn global ekstremumyny hemiselik &dimli
koordinat gozenegi boyunga gozleg usulynda tapmak ygtybarlydyr,
n<4 — kici Olgegli meseleleri ¢6zmekde bolsa has onaylydyr. Bu
yerde, gozenegin baslangy¢ ddiminin hddogry saylanmagynyn lokal
minimumyn globol minimum hékmiinde kabul edilmegine getirmegi
miimkin. Bu wusulda koordinat gozenegi boyunga hasaplanan
funksiyanyn hemme bahalarynyn i¢inden minimumy saylanyp
alynyar. Programmany algoritmik dillerin  birinde ya-da Excel
elektron tablisasynda diizmek bolar. Meselem, Excel -elektron

147



tablisasynda asakdaky netijeleri alarys: (Xi[ — 4; 4], X[ — 4; 4],
hasaplamalaryil sany 289, H=0,5). Gérsumiz yaly
f(X) =—2.500, X'=(— 0.500; 2.000).

6.3.1.3. f(X) funksiyanyi global ekstremumyny totinleyin gozleg
usulynda tapmak

Bu usulda gozleg algoritmine totinlik elementini gosyarlar.
Usula layyklykda, totdn sanlary dorediji bolek programma berlen
paylanys kanunyna gora totdn wektory (X1 we Xz sanlary) formirlép,
funksiyanynn bahalaryny hasaplayar we ol bahalardan minimumy
saylayar. MathCAD programmalar paketini ulanmak arkaly seyle
netijeleri alyarys:

f(X)) =-2,500, X=(- 0,500; 2,000).

Hasaplamalardan gorniisi yaly, soniky usul boyunga hasaplamalar

65% gysgalyar, otnositel yaliiyslyk bolsa 1% — e barabardyr.

6.3.2. Bir argumentli funksiyalary optimizirlemek

6.3.2.1. Bir argumentli funksiyalary optimizirlemek meselesini
goymak

Bir argumentli funksiyalary optimizirlemek meselesiniil
yumsunda  funksiyanyn  lokal ekstremumynyn interwalyny
dihotomiya usulynda gozlalin (3 — 4 iterasiya), Fibonaggi usulynda
interwaly anyklalyn, kubik aproksimasiya usulynda bolsa, ¢oziiwi
tapalyil.

Mesele. Berlen funksiyanyn lokal ekstremumyny berlen aralykda
we berlen interwalda tapmaly:

f(x)=x"+e*, xe[0;1, £=0,01
6.3.2.2 Dihotomiya usuly
f(x)=x*+e™, xe[0;1]
1-nji iterasiya:
a=0;, b=1 L=b-a=1-0=1
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a+b 0+1
X, =——"=—-
2 2
_a+x, 0+05
2
X,+b 05+1
X2 = =
2
bu yerde f(x,)< f(x)we f(x,)< f(x,),
onda a=x =0,25;b=x, =0,75; X, =0,5.
f(x,,) = 0,669030659.

=05 f(x,)=0,669030659

=025 f(x)=0782707033

=075 f(x,)=0,778800783

2-nji iterasiya:
a=025 b=075 L=b-a=0,75-0,25=0,50
x, =05 f(x,)=0,669030659

_a+x, 025+05

=0,375 f(x)=0,707064669

2 2
x, = Xo B _05+075 _6r5 £ (x)=0,687849319
2 2

bu yerde f(x.) < f(x)we f(x,)< f(x,),
onda a=x, =0,375;b=x, =0,625; x,, =0,5.
f(x,,) = 0,669030659.

3-nji iterasiya:
a=0,375 b=0,625 L=b-a=0,625-0,375=0,25
x, =05 f(x,)=0,669030659

_a+x, 0375+05

===

X,+b 05+0,625
X, = =
2

bu yerde: f(x,) < f(x)we f(x,)< f(x,),
onda a=x =0,375b=x, =0,625; x, =0,5.

=0,4375 f(x)=0,682284879.

=0,5625 f(x,)=0,669895739
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f(x,,) =0,669030659.
4-nji iterasiya:
a=0,4375; b=0,5625 L=b-a=05625-0,4375=0125
X, =05 f(x,)=0,669030659.

_a+x, 04375+05

===

X, +b 05+0,5625
X, = =
2

bu yerde f(x)> f(x,)> f(x,),onda a=x, =0,5b=0,5625

=0,46875 f(x)=0,674063771

=0,53125 f(x,)=0,667521505.

Dort iterasiyadan soinl seyle netijeleri aldyk:

L=b—a=0,0625 X = a—;b = 053125

f(x")=0,667521505 [0,5; 0,5625]

6.3.2.3. Fibonagci usuly

f(x)=x"+e™, xe[0,5;0,5625]
U=1u,=1Lu,=2,u,=3 U, =5U;, =8, u; =13

1 nji iterasiya: n=4

X —a+Y% (b—a) =05+ (0,5625—0,5) =

Ug 13

~0,524038461 f(x,) = 0,667538558 .

X, =a+"5 (b—a)= 05+ (05625-0,5) =
Ug 13

~0,538461538 f(x,) =0,667711162

bu yerde: f(x,) > f(x,),onda a=0,5;

b =x, =0,538461538; x, = 0,524038461 .

f(x,) = f(x)=0.667538558 .
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2-nji iterasiya: n=4-1=3

a=0,5;b=x, =0,538461538; x, =0,524038461; f(x,)=0,66753858
3—3 (b—a)=05+ g (0.538461538 — 0.5) = 0.514423076  f (x,) = 0.667875026

5
buyerde: f(x,)> f(x,), ondaa=x, =0,514423076; b =0,538461538; X, = x, = 0,524038461
f(x,) = f(x,) =0.667538558

X, =a+

3-nji iterasiya n=3-1=2
Y (b—a) =0.514423076 + % (0.538461538 — 0.514423076) = 0.528846153
u

4

f(x,) = 0,667504447

bu yerde : f (x,) > f(x,),onda a=x, =0,524038461; b =0,538461538; X, = X, =0,528846153
f(x) = f(x,) =0,667504447

X, =a+

4-nji iterasiya. n=2-1=1. Gozleg tamamlandy. Interwalyn
uzynlygy L=b-a=0,014423077 .

X = aT”’ =0,53125 f(x") = 0,667521505.

6.3.2.4. Kubik aproksimirleme usuly

fx)=x"+e™. f'(xX)=4x’—-¢e*

X, =0.53125 Ax=0.0125 X, =x +Ax=0.54375
f, = f(x)=0,667521505 f, = f(x,)=0,667984276
f'=1f'(x)=0,011861772 f',= f'(x,) =0,062502297

bu yerde: sign f',=sign f', u f,> f,, onda Ax=-0,0125

X, = X +Ax =0,51875
f, = f(x,) =0,667679814
f',=f'(x,) =-0,036878421
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{3“ )} f'+f',=0,012977511
X, =%

2

bu yerde x, > X,, onda @ =—/z° - f', f', =-0,157434287

f=—2tP72 590091366
o f' 20

Bu yerde
O<u <1
sert yerine yetyar. Onda:

X =X, — u(X, — %) =0,525876142
f(X") =0,667514838 .
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6-njy baba degisli soraglar we yumuslar

1. Matematiki programmirlemédnini umumy meselesi haysy
sertlerde: a) CP — meselesi; b) CDP — meselesi bolyar?
2. CDP meseleleriniii haysy topary li¢in ¢oziiw usullary islenip
tayyarlanan?
3. CDP meselesinin optimal ¢oziiwi CP meseldnkiden néhili
tapawutlanyar?
4. Z=X1X, —max bahany
X +2X, =2
X, + X, <6 sertlerde tapmaly.
2%, + X, <10

Jogaby: maxZ =9;x; = x, =3.

5. Lagranzyn kopeldijileri  usulynynn  ulanylmagy {i¢in
f(X1,X2,...,xn)  We  gi(X1,X2,...,xn) funksiyalary haysy sertleri
kanagatlandyrmaly?

6. a) X3+x,=1 ¢éklendirmede Z=X;-X, funksiyanyn;

b) x:2+x2+x3°=1 ¢iiklendirmede Z=x; — 2X,+2xs funksiyanyii
maksimal bahalaryny Lagranzyn kopeldijileri usulyny peydalanyp
tapmaly.

7. y =e* funksiyanyn giiber¢ekdigini subut etmeli.

8. Seperabel Z=3x;+2x, funksiyanyn max bahasyny

4X1+X22 <16; X1 20; x2>0 ¢éklendirmelerde tapmaly.

9. Haysy sertlerde kwadratik programmirleménin meselesinii
global maksimumy bolar?

10. Z=5x; + 6X> _X12 + X1Xo _X22 funksiyanyn maksimal bahasyny

X +3X, <9
3%, + 2%, <12,

ciklendirmelerde tapmaly (kwadratik programmirleménin meselesi).

X =>0,X% >0
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7. Dinamiki programmirlemegiin meselelerini ¢c6zmek
7.1. Dinamiki programmirlemegin tipli meseleleri
7.1.1. Giris diisiinjeler we kesgitlemeler

Belli bolsy yaly, CP hem-de CDP meselelerinde, ykdysady
proses statik, yagny wagta gora liytgemeyan, wagta bagly bolmadyk
hasap edilydrdi. Sol sebépli, optimal ¢oziiw meyillesdirmegin difie
bir dowri, tapgyry ligin tapylyardy. Seyle meselelere birtapgyrly ya-
da birddimli diyilyar.

DP meselelerinde bolsa, ykdysady proses wagta bagly bolup, her
tapgyr-dowiir iigin optimal ¢oziiwler tapylyp, tutus prosesin optimal
Osiisini Upjin edydr. DP meseleleri — koptaraply, kopadimlidirler.
Seylelikde, DP koptapgyrly dolandyrylyan, wagta bagly prosesleri
optimal meyillesdirmegi amala agyryan matematiki aparatdyr.

Eger ykdysady prosesii Osiigine tésir edip bolyan bolsa, onda
ona dolandyrylyan diyilyar. Dolandyrys diyip, prosesii dsiisine tisir
etmek tli¢cin her tapgyrda kabul edilydn c¢oziiwlerin toplumyna
diistinilyar.

Ykdysady proseslerde dolandyrys — her tapgyrda serisdeleri
paylamakdan we tizeden paylamakdan ybaratdar. Meselem, islendik
kérhanada 6ntimleri goybermek — dolandyrylyan prosesdir, sebibi, ol
enjamlaryn  diiziimini, ¢ig mal  bermelerin  mdgberini,
maliyelesdirmegin ululygyny we s.m. iiytgetmek arkaly kesgitlenyar.
Sunlukda, meyillesdirme déwriiniit bagynda enjamlary ¢alysmak, ¢ig
mal bilen iipjiin etmek, maliyelesdirmegint mogberini tiytgetmek we
s.m. boyunca kirhana tarapyndan kabul edilyin ¢ozgiitlerin toplumy
— dolandyrysdyr.

Gordymige, goyberilydn oOniimin maksimal mogberini almak
ticin serigdelerin  maksimal mukdaryny ugrukdyrmak hem-de
enjamlary doly giiyjinde ulanmak yeterlik boljak yalydyr. Emma
beyle etmek, enjamlaryin tiz hatardan ¢ykmagyna we netijede,
onlimlerii  goyberilisinin azalmagyna getirer. Diymek, Oniimlerin
goyberiligsini  islenilmeydn  yagdaylar vyiize c¢ykmaz valy
meyillesdirmek gerekdir.

Dolandyrylyan prosesini tapgyrynyn bagy diylip, pul serisdelerini
goybermek, enjamlary calysmak yaly cozgiitlerin kabul edilyin

154



pursatyna disiinilyar. Tapgyr hokmiinde, kopleng bir yyly kabul
edyérler. Seylelikde, koptapgyrly prosesi meyillesdirmeginn maksady
— kriterisi bolmalydyr.

Mysal. Goy, kibir T dolandyrys déwri k sany t. (i =1,k) hojalyk

yyllaryndan ybarat bolup, T = Zti bolsun. Bu dowtrde Py, Py,..., Py
i=1

senagat kérhanalarynyi sistemasynyn isi meyillesdirilydr. Dowriin

basynda kérhanalaryn 6smegi licin D esasy serisdeler boliinip berlen.

Her  hojalyk  yylynyn  bagynda  kérhanalaryn  sistemasy

maliyelesdirilydr, yagny, hersine esasy serisdelerden payy bdliinip

berilyér.

Kéarhanalara 6ii  goylan  serisdelerin  mukdary  bilen
hasiyetlendirilydn sistemanyn Sy baslangy¢ yagdayy we hemme
gosmaca goylan D pul mukdary bilen hésiyetlendirilyén sistemanyn
ahyrky Sy yagdayy bellidir.

D esasy serisddni kédrhanalar hem-de yyllar boyunga nahili
paylanyiida, T dowriin ahyrynda tutus sistemadan alynyan jemi
girdeji W maksimal bolar ?

x; bilen i-nji yylyn basynda j-nji kirhana boliinip berilyén pul
mukdaryny belldlin (i =1,k; j=21,n). Goy, i-nji tapgyrda serisdeler
paylanan bolsun, yagny U, kesgitli dolandyrys saylanyp, ona
layyklykda, i-nji yylyn bagynda P, kérhana X, serisde, P, kdrhana
X;, serisgde we s.m. paylanan. Onda U =(xil,xi2,...,xin) wektor
serigdelerin  i-nji tapgyrda paylanmasyny kesgitleydir. Onda Kk
tapgyrlarda-ddimlerde boliinip berlen serisdelerini (dolandyryslarym)
toplumy n 6lgeli wektor ginigliginde k sany:

l]l :(Xll’ X12’ ’Xln)7 UZ :(XZl’ X22""’X2n)’ T

U, = (ka Xk21""an)

wektorlaryn sistemasyny kesgitlar. k yyl boyunga jemi girdeji
dolandyryslaryil toplumyna baglydyr, yagny

W =W(d,,T,,...,0,)
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Mesele seyle goyulyar: T dowiirde kédrhanalar sistemasyndan
alynyan jemi girdeji maksimal bolar yaly her tapgyrda dolandyrysy
saylamaly.

Umumy yagdayda, So — baslangyc we Sy — ahyrky yagdaylar
takyk berilmédn, bu — yagdaylaryn S, — baslangyc we S, — ahyrky
oblastlary berilyar.

DP meselelerinin  kopiisi iicin matematiki seljerménin  we
wariasion hasaplamalaryn klassyk usullaryny ulanyp bolmayar we bu
meseleleri ¢6zmek ti¢in uniwersal usul yokdur. Her mesele {igin
cemli ¢ozliw usulyetini peydalanmaly bolyar.

7.1.2. Dinamiki programmirlemegin meseleleriniii umumy
goylusy

Goy kébir fiziki dolandyrylyan S sistema S, e§0 baslangyc
yagdayda yerlesydn bolsun. Wagtyn gecmegi bilen onuil yagdayy
liytgeyar we sistema S, € S, ahyrky yagdaya gecyar.

Sistemanyn yagdayynyn iliytgeme prosesi bilen kdbir W san
kriterisi baglydyr. Kriteri 6ziinin optimal bahasyna yeter yaly prosesi
guramaly.

Miimkin bolan dolandyryslarynn kopliigini U bilen bellilifi.
Onda meseldni seyle kesgitlip bolar: miimkin bolan u
dolandyryslaryn  kopliiginden  sistemany S, €S, baslangyc
yagdaydan S, € S~k ahyrky yagdaya gecirydn hem-de W(U) kpitera
optimal W baha kabul etdiryén ¢oziiwi tapmaly.

7.1.3. Dinamiki programmirlemegiin meselelerinin
geometriki manysy

S fiziki sistemanyn yagdayyny san parametrleri bilen beyan
etmek bolar. Bu parametrlere: tizlik, yangyjyn harglanmasy, goylan
pul serisdeleri we s.m. degislidir. Bu parametrlere sistemanyn
koordinatalary diyilydr. Onda sistemanyn yagdayyny S nokat yaly,
onun S; nokatdan S; nokada ge¢mesini bolsa S nokadyn
trayektoriyasy gorniisinde sekillendirmek bolar. Seylelikde, U —
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dolandyrys S nokadyn S; — nokadyn S, — nokada ge¢mesinin
trayektoriyasynyil saylanmagyny, yagny kesgitli hereket kanunynyn
dikeldilmegini anladyar.

Sistemanyn gecip biljek yagdaylarynyil toplumyna miimkin
bolan  yagdaylaryii  oblasty (MBYO) diyilyir. Sistemanyi
yagdaylaryny hisiyetlendirydn parametrlerin sanyna baglylykda
MBYO diirli gorniislerde bolup biler.

Meselem, goy S — sistemanyn bir X parametri — koordinaty
bolsun. Bu yagdayda koordinatyn iiytgemegi OX oky we onuf
bolekleri boyunga bolup gecer. Eger S — sistemanyn yagdayy X; We X,
parametrler bilen hésiyetlendirilse, onda dolandyrys x;0x, koordinat
tekizliginde bolup geger (7.1-nji we 7.2-nji suratlar).

S, S S,
| > | >
0 MBYO |
7.1-nji surat

Umumy yagdayda, haganda, sistemanyn yagdayy X; (i =1n)
parametrler bilen beyan edilyéin bolsa, onda MBYO bolup, n —olgegli
gitiglik hyzmat edyir.

Seylelikde, DP meselesine asakdaky geometriki manyny bermek
bolar: MBYO degisli bolan we §0 hem-de §k oblastlary birikdiryin

hemme trayektoriyalardan W kriterd optimal baha eye bolar yalysyny
saylamaly.

7.1.4. Optimal dolandyrysy tapgyrlayyn gurmak yorelgesi

DP — munun 6zi, koptapgyrly prosesi optimal meyillesdirmek
bolup, tutus prosesin Osiisini goz oniinde tutmak bilen her tapgyrda
dinie bir d4dim optimizirlenydr. Emma her ddimde sonky k-njy ddim
bar bolup, ¢oziiw kabul etmek geljege bagly daldir. Sol sebépli, bu
adimde in uly netijeliligi alyp bolyan dolandyrysy saylayarlar. Bu
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adimi meyillesdirip, ona (k — 1)-nji, (k — 2)-nji,... we s.m. 1-nji ddimi
birikdirmek bolar. Netijede, Sy baslangy¢ yagdaya gelnip, DP proses
sonundan — bagyna meyillesdirilyar.

A

v

X1
7.2-nji surat

k-njy ddimi meyillesdirmek ti¢in (k — 1)-nji ddimin yagdayyny
bilmek gerekdir. Eger (k — 1)-nji d4dimin yagdayy belli bolmasa, bu
deriielydn prosesin hésiyetlerinden sistemanyn miimkin bolan
yagdaylary barada diirli teklipleri tayyarlayarlar. Her teklip iigin
sonky k ddime degisli optimal dolandyrysy saylayarlar. Seyle optimal
dolandyrysa — sertli optimal diyilyér.

Goy, k-njy ddim meyillesdirilyan bolsun. (k — 1)-nji ddimdéki
sistemanynl yagdaylary barada diirli teklipleri tayyarlalyn. Bu
vagdaylary Sk 11, Sk.12,..., Sk.1,r bilen belldlinn. Sonky ddimde olaryin
her biri tigin Uy, (S,11)Ug (Siin) o Uy, (Sea,) — sertli optimal
dolandyryslary tapalyn. k-njy adim meyillesdirildi. (k-1)-nji, (k—2)-
nji we s.m. lcin hem seyle ¢emeleseris. Netije-de, S, €S,
sistemanyn baslangy¢ yagdayyna geleris.

Optimal dolandyrysyn tapgyrlayyn gurlus yorelgesine gord, W

additiwlik hésiyetine eye bolmalydyr W :Zwi, bu yerde: w; —
i=1
Kriterinin i-nji tapgyrdaky bahasydyr. Su pursatdaky yagdayyna goré,
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prosesini  su hili optimal dowam etdirilmesine R. Bellmanyn
optimallyk yorelgesi diyilyar.

7.1.5. Beyikligi we tizligi alyan dowriinde u¢aryi yangyc
harclamasyny minimallasdyrmak meselesi

Goy, Hp beyiklikde we V, — tizlikde baryan ucar Hy beyiklige we
Vi — tizlige gegmeli bolsun, Islendik H; beyiklikden islendik Hy
beyiklige galan wagtyndaky hem-de islendik V; tizlikden islendik V;
(Vi<V,) tizlige gegen wagtyndaky sarp edilydn yangyjyn mukdary
bellidir. Yangyjyn minimal sarp edilmesinde beyikligi we tizligi
almagyn optimal dolandyrysyny tapmaly.

Coziilisi. S — sistemanyn (ugaryn) iki parametri: V tizligi we H
beyikligi bardyr. Sol sebapli, ¢oziiwi VOH tekizliginde V=V,, V=V
we H=Ho,, H=Hy goniiler bilen ¢éklenen goniiburglukda gozliris.

Bu goniibur¢luk MBYO bolup, baslangye So(Vo,Ho) we ahyrky
Sk(Vi,Hk) yagdaylar kesgitli So we Sy nokatlardyr (7.3-nji surat).

A

H
y P>
H, ' S,
Y S
Ho 1 >
— Sﬂ :
VA Vi v

7.3-nji surat

DP usulynda ¢6zmek tigin [Hx —Ho ] kesimi ny den bolege, [Vi —
Vo] kesimi n, den bolege bolelin. Sunlukda, her tapgyrda (ddimde )
ucar ya beyikligini AH =(H, —H,)/n, ululyga, ya-da tizligini

AV =V, —V,)/n, ululyga artdyryp bilyér diyip sertleseli.
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Gorstimiz yaly, So — dan Sk eltyédn trayektoriyalar kopdiir. n; we
Ny uly sanlar bolanda, hemme wariantlar boyunca go6zlegler uly
hasaplamalara getirer (bu yerde hemme wariantlarda W yangyjyi
sarp edilmesi hasaplanyp, ol bahalar o6zara denesdirilyar). DP
usulynda mesele has calt hasaplanyar.

Ny =4 ; ny =6; k=n1+n,=4+6 sertlerddki meseld seredelin (7.4-
nji surat). Bu yerde wertikal ¢yzyklardaky sanlarda ucaryn hemiselik
tizlikde beyikligini almakdaky, gorizontal ¢yzyklardaky sanlarda
bolsa, iiytgemeydn beyiklikde tizlik artandaky yangyjyn
har¢lanmasy, kesisme ¢yzyklardaky tegelejiklerde bolsa yangyjyi
sarp edilmesi gorkezilen. Optimallasdyrmany in sofiky &dimden
baslalyn. Si burga seredelin. Ona A; we A, nokatlardan baryp boljak.

Ugar A;-den barmak {igin 8, Ay-den barmak ii¢in 11 birlik yangye
harglar. Bu bahalary degisli tegeleklere yazalyi. Tegeleklerden
cykyan gorkezgigleri yazalyn. Olar ugry gorkezerler. k=10 nomerli
adim tg¢in sertli optimal dolandyrys tapyldy (7.5-nji surat).

9-njy ddimi meyillesdireliii. 8-nji ddimde ugaryn yagdayyna Bj,
B2, Bs, nokatlaryil biri degislidir. Bu yagdaylar {i¢in sertli optimal
dolandyrysy we bu dolandyrysa degisli yangyjyl minimal
harglanysyny kesgitlalin (7.6-njy surat).

B; —nokat ii¢in saylama yok. Miimkin bolan yeketik dolandyrys
Ax nokatdan geger we yangyjy 17 birlik harglar. B, — nokatdan A; we
A; nokatlaryn iisti bilen iki yol miimkindir: Birinji yagdayda yangyc
harglanmasy 18 birlik, ikinjide — 24 birlik. A; nokatdan gecyin
dolandyrysy saylalyil. Minimal 18 birligi tegelejikde yazalyn.

Bs nokat tigin hem A, _ in istliinden gecyan yeketdk yol bar.
Yangyc harglanmasynyn 22 birligini tegelejige yazyp, dolandyrysy
gorkezelin.

B1, B2 we B3 nokatlar iigin sertli optimal dolandyryslar saylanan,
diymek 9-njy ddim meyillesdirilen.
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C

7.5-nji surat

Seyle meyillesdirmeleri Cj,
C,, Cs, C4 nokatlar we s.m. ii¢in
gecirelin. Onda Sp nokada hem
geleris. Optimal tutus dolandyrys
7.4-nji suratda gosmaca
peykamlar arkaly gorkezilendir.

Bu modeli bir wagtda tizligi
we beyikligi alyp bolyan yagday
iicin hem islemek bolar.

7.6— njy surat.
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7.2. Dinamiki programmirlemegii meselelerini funksional
dernillemeler usulynda ¢6zmek

7.2.1. Funksional deiillemeler usuly barada diisiinjeler

R. Bellmanyn belleysi yaly, koptapgyrly prosesii optimal
¢Ozliwini tapmaklyk kébir funksional denleménii ¢oziiwine getiryar.
Dinamiki  programmirlemdnin  hésiyetli  koptapgyrly — prosesi
hokmiinde yonekey maya goyum meselesine seredelin. Goy, kébir
mukdardaky x maya goyum serisdeleri bar bolup, ony iki sany
birjynsly bolmadyk pudaklaryin 6smegi ligin goniikdirmek gerek
bolsun. Eger | pudaga y serisde goylan bolsa, onda Il pudaga x—y
serisgde goylar. Goy goylan serisdelerden alynyan girdeji,
degislilikde, g(y) we h(x—y) gorniislerde anladylsyn.

y ululygy (x-in paylanmagyny) ndhili saylanymyzda, umumy
girdeji W maksimal bolar diyen soragy goyalyn. Goylan mesele:

Wi(x,y)=g(y) + h(x-y) (7.1)
maksat funksiyanyn maksimal bahasyny hemme ye /0,x/ bahalar
licin tapmaklyga getiryar.

Goy, g we h funksiyalary hemme tiikenikli x>0 bahalar ti¢in
lizniiksiz  bolsunlar. Seylelikde, maxye[o Wi(xy) ululyk bir
tapgyrly prosesde miimkin bolan maksimal girdejini kesgitleyéir. Su
yerde, girdejinin Olgeg birligi x serisddnin Olgeg birliginden
tapawutlanmagy mimkin, meselem, x pul mukdaryny, a g(y) bolsa y
pul mukdaryna satyn alnan magynlaryn hasabyna tygsytlanan adam-
sagatlaryn mukdaryny we s.m. afiladyp biler.

Iki tapgyrly prosese seredelin. Goy, g(y) girdejini almak ii¢in
serigdelerin baslangy¢ y mukdary ay ululyga (0<a<17) azalan bolsun.
Suna menzeslikde, serisdelerin (x-y) mukdary hem b(x-y), (0<b<1)
ululyga azalar. Seylelikde, bir tapgyrly proses amala asandan sof,
serigdelerin galan mukdary ay+b(x-y) bolar. Bu ululygy
ay+b(x—y)=x; =y, +(xy —y;) Qornisde belldlin, bu
yerde:0 < y; < x;. Bu paylamanyn netijesinde hem
g(y1) + h(xq — y;) girdejini alarys. Onda bu yagdayda doly girdeji
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Wy (x,y,y1) = g(¥) + h(x —y) + g(y1) + h(x; — y1) bolar we iki
Olgegli yOy; gifislikde — maxo<y<yos<y,<x, W2 (Xy,y1) ululygyhi
bahasy gozlener.

Serisdelerin paylanmasy yzygider N gezek amala asyrylyan N
tapgyrly prosese seredelin. Bu prosesden doly girdeji:

Wy Y, 910 Y2) 0 Yn-1) = 9) + h(x —y) + g(yy) +

h(xy —y1) + -+ g(yn-1) + h(xn-1 — Yn-1) (7.2)
bu yerde I, 11, ... (N — 1)-nji tapgyrlardan sonky paylanmaly ululyklar:
X1 =ay+b(x—y), 0<y<x;

X, = ay, + b(xy — y1), 0<y; <xy;

—————————————————— (7.3)
Xy—1 = aYn-z + b(Xy_2 — YNn-2), 0<yn_2<xy_3;

0<yn-1=2xy-1

gorniisinde kesgitlenyar. (7.2) funksiyany N Olcegli ginislikde
Y, V1, Y2, -, Yn—1 Uytgeydnler boyunga maksimallasdyryp, (7.3)
sertlerde jemi girdejiniih maksimal bahasyny taparys.

Netijede, kibir oblastda N iiytgeydnli funksiyanyn maksimal
bahasy gozlenydan analitik (klassyk) meseld geldik. Meseldnin
coziiwini klassyk usullarda gozlemek uly kyngylyklara eltydr. Sol
sebdpli, meseldni N tapgyrly prosesde optimallyk vorelgesine
layyklykda tapgyrlayyn ¢ozelin. Onda maksat funksiyasyny

fy(X)=maxo<y<x Wn(XY,Y1,Y 250V N-1) » x=0, N=1,2,...

gorniisinde kesgitldris. Bu yerden, meselénin sertine gord, bir
tapgyrlayyn proses ii¢in

fi(x) = maxo<y<x[g(¥) + h(x = y)] (7.4)
funksional defileméni alarys.

Iki tapgyrlayyn proses l¢in funksional deiilleme diiziilende,
fo(x) funksiyany f; (x)-in tsti bilen anlatmalydyr. Iki tapgyrlayyn
prosesde, doly girdeji | tapgyryn hem-de paylanmagy {i¢in
ay+b(x—y) pul mukdary galyan Il tapgyryn girdejilerinden duryar.
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Sunlukda, basda y nahili saylanan bolsa hem, galyan pul mukdary in
onayly peydalanylmalydyr. Diymek, y; optimal saylanan bolsa, y
ululyga baglylykda, ikinji tapgyrda fi(ay + b(x —y)) girdejini
alarys. Doly girdeji bolsa:

f2(x) = Maxgeyer[g() + h(x —y) + fi(ay + b(x —y))] (7.5)

formula bilen kesgitlener hem-de f; we f,funksiyalar baglanysar.
Suna menzeslikde, N tapgyrly proses Tlg¢in esasy funksional
deiileméni alarys:

fu(x) = maxoey< [ + h(x =) + fy—1(ay + b(x —y))] (7.6)

bu yerde N >2 we f;(x) funksiya (7.4) boyunga kesgitlenyar.

f1(x) funksiyany peydalanyp, (7.6) boyunca
f2(x), f2(x), ..., fu—1(x), fn(x) funksiyalary kesgitlaris. Sunlukda,
her tapgyrda diftie fi(x), k = 1, N, kesgitlenmin, Yy, (X) funksiyalar

hem tapylyar. Bu usul arkaly bir N 6l¢egli mesele — N sany bir 6lgegli
meselelerini yzygiderligine getirildi.
7.2.2. Resurslary paylama meselesini funksional
denillemeler usulynda ¢6zmek
Goy, (7.6) meselede x serisdeler y we x-y ululyklara
boliinende, k-njy yylda g, (X, y) girdeji alnan bolup, mundan beylak
paylanmagy {i¢in hem T (X,y) serisdeler galyan bolsun. N

tapgyrlayyn prosesde doly girdejini maksimal edyidn dolandyrysy
tapmak talap edilyar.
Goy, g,(x,y) we r.(x,y) funksiyalary X we Yy -den iizniiksiz

(x>0,0<y<x) bolup, yene-de 0<r (x,y)<ax, a<l k=12,..

sert hem yerine yetsin.
Goy, f y(X) — bolinip berlen X ululykdan baglanyan N

tapgyrlayyn prosesin k -njy yylyndaky doly girdeji bolsun. Onda
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N=1 {igin fkl(x):gnaxgk(x, y). alarys. Tapgyrlaryii sany N>2
<y<x

bolanda f,,, (X) = max { 96 )+ Frana (GG Y)) 1

Yonekeylik iigin, difie bir indeksi ulanalyi. Goy, her tapgyra
k=12,..,N bahalar degisli bolsun. Onda seyle funksional
denlemelere geleris.

k=N bolanda:

fy (x) =max g, (X, y); (7.7)
k=N-1 N-2, .., 21 bolanda:
00 = max { g (% V) + fia (R (x,¥)) (7.8)

1-nji mesele. T we II o6nlimgilik kérhanalaryny 1 yylda
Osdiirmek iicin X (pul mogberi) serigdesi boliinip berlen. Goy, birinji
kidrhana boliinip berlen xq serisde g(x;) = 0,4y/x; peyda, ikinji
kdrhana bolinip berlen x, serisde bolsa h(x,) = 0,64/x, peyda
getiryan bolsun, bu yerde x; + x, = x. Serisdeler nihili paylananda
kdrhanalardan alynyan umumy peyda maksimal bolar?

Coziiligi. Peyda funksiyalary [0,x] kesimde iizniiksiz we
giibergek. Onda eger x; =y belgilesek, onda x, = x —y bolar.
Diymek, peyda funksiyalary
g(x) = g(») =04y, h(xy) = h(x —y) = 0,6\/x —y

gorniislerde bolup, umumy peyda-maksat funksiyasy

Rx,y) =9g(y)+h(x—y) = 0,4\/; +0,6/x—y

yaly vyazylar. Meseldnin serti boyunca y € [0,x] kesimde
Maxo<y<x R(x,y) gozlenyir. Bu yerde x belli, y-nibelli. Onda
berlen [0,x] aralykda x =x; +x,, x1,x, >0 sertde R(x,y)
funksiyasynynn in uly bahasy goézlenyin klassyky meseld geldik.
Meseldnint umumy ¢oziiw algoritmi seyledir:

1-nji ddim. R(x,y) funksiyanyn dR / dy ontimini hasaplamaly
we ony nola denldp, ekstremum y* nokadyny kesgitlemeli, bu
nokatda R(x, y*) bahany hasaplamaly.
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2-nji d@gdim. [0,x] kesimin uglarynda R(x,0) we R(x,x)
bahalary kesgitlemeli.

3-nji adim. R(x,y*), R(x,0) we R(x,x) bahalary Ozara
denesdirip, R(x, y) funksiyanyn in uly bahasyny tapmaly.

Bu algoritme goré alarys:

1-nji a@dim. R(x,y)}, = (04\/_+061/x— ) =04- _+

(-1 0,2 0,3 0,2

VT W =0 5T
Denligin iki tarapyny hem kwadrata gotereliii

00%_099 04(x —y) = 0,09y; 0,04x = 0,13
—_—— B X — =0, ; , X = B .
y X—y 4 y 4 y y
Onda: y = %x ya-da y* = - X optimal ¢6ziiw alynyar. Bu
bahany maksat funksiyasynda ornuna goyup, onuii maksimal
bahasyny hasaplalyi.

R(x,y*) =04y + 0,6 =04 * +0,6 =
xpy - ) y ) X y - ) 13x ) X 13x—
/4 ’9
=O,4' —*\/X+0,6' E'VX=

04\/_ 0,619 04-2+0,6-3
3 3 Vx == — Vx =
O8+18 2,6 13
Vx = —+x = 0,72111/x.
V13 V13

2-nji ddim.  y =0;onda R(x,0) =0,6+x; y=x; onda
R(x,x) = 0,4Vx.

3-nji ddim. R(x,y*) = 0,72111vx; R(x,0) = 0,61/x we
R(x,x) = 0,4Vx bahalary 6zara denesdirip 0,72111vx > 0,6+/x >
0,4vVx gatnasyklary alarys. Bu yerden 0,72111vx—iii uly baha
degisli yope = y* = 14—3x optimal paylanysy alarys. Diymek, boliinip
berlen x serisdinifi — bolegini birinji kirhananyfi, — bolegini ikinji
kdrhananyfi ygtyyaryna bermek bilen takmyn 0,72111+/x—umumy
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peyda alynjak eken (kdrhanalaryn difle birine — ikinjisine
goniikdirmek bilen 0,6+/x peyda alnar). Optimal coziiwleri x,(x) =
%x, xX(x) = 19—3x yaly belgildp, olaryn hem-de  R(x,y*) =
0,72111v/x maksimal peyda funksiyasynyn bahalaryny we
grafiklerini gorkezelin (7.7-nji surat).

Al B c D E F G H J K
q x x1(x) x2(x) R{x,y) 12,00

2 1| 031 069 0,72

3 2 | 062 | 1,38 1,02 || 10.00 7

4 3 | o082| 208 1,25 ’/

5 4 | 123 | 2,77 1,44 8,00 7%

6 5 | 1,54 | 346 1,61 y

7 6 | 185 | 415 1,77 6 o0 S == x1x)
8 7 | 215 | 485 1,91 ’ S —===x2(x)
9 8 | 246 | 554 2,04 ,,’ . Rixy)
10 9 | 2,77 | 623 2,16 4,00 yd P =

11 10 | 308 | 892 2,28 / -

12 11| 338 | 762 2,39 2,00 A -

13 12 | 389 | 831 2,50 P

14 13 | 400 | 8,00 2,60 e

15 14 | 431 | 9,69 2,70 0,00 '

16 15 | 4,62 | 1038 | 2,79 0 5 10 15 20

7.7-nji surat.

2-nji mesele. Taze tehnikalary almak maksady bilen x serisde
(pul mogberi) boliinip berlip, olary I, II we III kdrhanalaryn arasynda,
degislilikde X3:Xp:X3 goOrniisinde paylamak talap edilydr. Maya
goyumynyn  netijeliligi-peydalylygy  (6ntimgilik  funksiyalary)
kdrhanalaryn arasynda birmenzes dél, olar argumentini artmagy bilen
Oslis tempi kemelyédn, giibercek monoton artyan {izniiksiz funksiyalar
yaly anladylyarlar (7.8-nji surat):

q1(x1) = 0,5Vx; ;5 gq2(x2) =0,61x, 5 qs(x3) = 0,4 /x3 .
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A B C D E F G H J
1 x| qifx) | q2(x) | q3(x) | 25000
2| 1 | oso00 |o0,6000] 0,4000
3| 2 | 07071 |o0,8485] 05657
4 3 | 08660 |1,0392] 06928 | 20000
s | 4 | 1,0000 |1,2000]| 0,8000
6 5 | 1,1180 [13416] 08944 | | o
7 6 1,2247 | 1,4697 | 0,9798 ====qllx)
g | 7 | 1,3229 |1,5875] 1,0583 — )
9| 8 | 14142 |1,6971] 1,314 | 1,0000 | 4300
100 9 | 1,5000 |1,8000] 1,2000
11 10 | 1,5811 | 1,8974 | 1,2649
12 11 | 1,6583 | 1,9900 | 1,3266 | 22000
13 12 | 1,7321 | 2,0785 | 1,3856
14 13 | 1,8028 |2,1633] 14422 | (o000 . ‘ . .
15 14 | 1,8708 | 2,2450 | 1,4967 0 s 0 5 20
16| 15 | 1,9365 |2,3238] 1,5492

7.8-nji surat.

Coziiligi. Gorslimiz yaly, umumy netijelilik
R(x1,x3,%3) = q1(x1) + q2(x2) + q3(x3) =
=0,5/x; +0,6\/x; +0,4/x5.
gornlisinde anladylyp, onui maksimal bahasyny x = x; + x, + x3,
X1,%5,x3 = 0 sertlerde gozlemelidir. Onda meseldnii matematiki
modeli seyle anladylar:

R(x;,x3,%3) = 0,5\/x; + 0,6\/x; + 0,4,/x3 > max
X=X1+Xx, +X3, X1,X3,X3 =0

Basdan gordymédge hemme serisddni die II kérhana
goniikdirdymeli yalydyr (onun girdejililik koeffisiyenti 0,6 dei).
Emma berlen pul mdgberini optimal (rasional) paylamak has yokary
netijeliligi tipjiin edydr.

Meseldnin  funksional denlemeler usulyndaky ¢oziiw
yzygiderligini getirelin:
1-nji adim. f;(x) = q,(x) = 0,5Vx ;
2-nji ddim.  f5(x) = maxgey,<x R2(x1, X2) = MaxXgey,<x{q2(x2) +

+fi(x —x3)} = Jmax. {0,64/x, + 0,5v/x — x;}.
SXpsX
Bu yerde Rz(xl, xz) - Rz(.xz) - 0 6\[x2 + 0 5\/)( - xz

aRy dry _ 06 _
funk51yanyn o Oniimini nola denlélin: T e 3 m
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Degisli 6zgertmelerden son alarys:
0 3\/ — xz =0 25\/_ ; 0,09(x — x,)=0,0625x, ;

625 25

Xy = X = x X—X)=—— X =—X.

1525 1525 61

R,(xq,x,) = R2 (xz) funksiyasy seredilydan [0, x] kesimde
giibercek tizniiksiz bolany {i¢in onun i uly bahasy onuit maksimum
nokadynda yetydr, sol sebdpli kesimin uglarynda funksiyanyi
bahalaryny hasaplamayarys.

Diymek, I we II kdrhanalar ii¢in niyetlenen resursyn ol¢egine
garamazdan ony Xi:X, = 25:36 gatnasykda bolmelidir. Sunlukda, bu

tapgyrda maksat funksiyasynynl maksimal bahasy
6 5 3,6+2,5
fo(x) = 0,6-ﬁ-\/§+0,5-ﬁ-\/§= = -vx = 0,1V/61Vx .
3-nji adim.
f3(x) = MaxXgey,<x R3(X1, X2, X3) = MaXp<y,<x{q3(x3) +

+fo(x — x3)} = 02;2;(}({0,4@ +0,1-V61/x — x3}.

Bu yerde hem yokardakylara menzeslikde alarys:

dR; _ 04 0161 —
by =t = 0; 0,2,/x — x3 =0,05: V61 - /x5 ;
16 61
X8 =77 % x::3_77
Diymek jemi pul mogberinini o bolegini III kédrhana, a [ we II

kérhanalara bolsa galan % bdlegini goniikdirmeli eken. Bu yagdayda
jemi netijeliligin maksimal bahasy

/16 61 |_16+61 _ )
f3(X) = {0;4‘ ﬁx +0,1- \/a ﬁx}__\/ﬁ \/} =0,1
\77\x =0,8775- Vx

ululyga den bolar.
Coziiwint ters ugry. 2-nji ddime ge¢mek bilen % x pul

mogberini [ we II kdrhanalaryil arasynda 25:36 gatnagykda paylalyi.
25 61 25 36 61 36

xlza-ﬁxzﬁx, xzza-ﬁx:ﬁx
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Seylelikde, maya goyumynyn islendik resursynda optimal
¢cozliw boyunca ony Xi1:X2:X3=25:36:16 gatnasykda paylamalydyr.
Maya goyumynyin—x resursyn boliinip berlen mdgberine baglylykda
X1, X2, Xs uytgeydnlerin optimal hem-de netijeleyji maksat
funksiyasynyii maksimal f;(x) = 0,8775 - v/x bahalarynyf tablisasy
hem-de grafikleri 7.9-njy suratda gorkezilen.

Al B C D E F G H J K L
1 x |xifx) |x2(x) | x3(x) | f3(x) 8,00
2 1| 032| 047] 021] oas
3 2| o065 094 o042 1,24] 7,00
4| 3| o097 1,40] o062] 152
s | 4] 130] 187 og3| 17e| &0
6 5| 162] 2,34 104 19| . _ ‘ R
7 6 195 281 1,25] 215 o
8 7| 227| 327] 1485 232|| 400 U A x2(x)
9 8| 260 374 166 248 200 /,'/ 30
10 9| 292| a21| 1,87 263| * / 300
11 10| 325| 468 208] 277/ 500 e
12 11| 357| 514| 229 291 e
13 12| 390| 561 249 3,04| 1,00 ,'_.,","
14 13| 422| 608 2,70] 316 i
15 14| 455 655 201 328 *% '

0 5 10 15 20

16| 15| 487 7,01 3,12| 340

7.9-njy surat.

Iki kdrhananyn arasyndaky bir tapgyrlayyn mesele ¢oziilende
(1-nji mesele) optimal ¢oziiw goylan X serigsdéni (kdrhanalaryn peyda
oniimgilik  funksiyalary g(x;) = 0,4v/x; we h(x;) = 0,64/x,
bolanda) mogberine garamazdan X1:X;=4:9 goérniisde paylamaklygy
teklip edydr hem-de maksat funksiyasynyn maksimal bahasy
0,72111+/x peyda funksiyasy arkaly afiladylyar (bu yerde netijelilik
0,72111/0,6- 100% = 120% — e barabar). Optimal coziiwlerin,
maksimal peyda  funksiyasynyn  bahalary we  grafikleri
sekillendirilyar.

Peyda funksiyalary:
q1(x1) = 0,5Vx1 5 qa(x2) = 0,6vx; 5 q3(x3) = 0:4\/E
gornligde bolan iic kdrhananyn arasynda maya goyum meselesi
optimal c¢oziilende, goylan X serisddni mogberine garamazdan
X1:X2:X3=25:36:16 gatnasykda paylamak teklip edilip, optimal ¢oziiw

171



maksat-peyda funksiyasynyni f3(x) = 0,8775-+/x yaly bahasyny

kesgitleyar

(munda netijelilik 0,8775/0,6- 100% ~ 146% ululyga barabar).
Gorstimiz yaly, su yerde esasy mesele oniimgilik prosesiniil

hakyky sertlerinde Kobba-Duglasyn funksiyasyna yakyn oniimgilik

(peyda ya-da girdeji) funksiyalarynyi gorniigini real kesgitlemekdir.

7.3. Dinamiki programmirlemegin stohastik meselelerini ¢c6zmek

7.3.1. Dinamiki programmirlemegii stohastik meseleleri
barada

Meyillesdirme tejribesinde sistemanyn yagdayyna we kriterinin
bahasyna totdn faktorlaryn tdsir edyédn halatlary kop bolyar. Seyle
meselelerde dolandyrylyan proses difle sistemanyn baslangyc
vagdayy we saylanan dolandyryslar bilen kesgitlenmin, totanliklere
hem baglydyr. Seyle meselelere stohastik va-da dhtimallykly
meseleler diyilyar.

Stohastik meselelerde sistemanyn yagdayyny her tapgyrynda
anyk kesgitlemek miimkin déldir, sebébi:

v’ sistema giryédn lytgeyan ululyklar belli paylanma funksiyaly
totdn ululyklar bolup bilerler;

v" maksat funksiyasy tiytgép biler;

v' uzak mohletleyin dowre meyillesdirilen wagtynda hemme
normatiwleriii we koeffisiyentlerin bahalary liytgemegi miimkin we
s.m.

Additiw kriterili koptapgyrly ekstremal stohastik meseleleri
¢ozmek tUcin DP usullaryny ulanmak bolar. Meseldnin stohastik
modelinde i tapgyrdan i — 1 tapgyra gecmeklik kébir kesgitsizligi

saklayar. \7,(§;,LT,) Owiirménin netijesinde §, — belli yagday
wektory, G(gi»,Z_H’,U;) paylanma funksiyaly Z — totdn yagday
wektoryna gegyér. Sol sebdpli, i — 1 tapgyrda ¢oziiw kabul etmek
ticin z — yagday wektorynyn bahasyny iipjiin etmelidir

Determinirlenen prosesdiki yaly, stohastik prosesde hem
owiirmelerinl yzygiderligini shematik yazmak bolar:
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Zy,=Vy(S,.Uy)
ZN—Z =VN—1(SN—1’ U N—l)

Bu yerde tersine yzygiderligi yazmak bolyan dildir. Sebébi
Owlirmelerin netijesi syn etmelerden son belli bolyar.

Z wektorlaryn totanliginden LT; — dolandyrys wektorynyn

hem toténligi gelip ¢ykyar. Bu kriterinin bahasynyn kesgitsizligi
N —_— —
bilen diigiindirilydr, yagny W =) g,(5,U;)  funksiya ttin

i=1
ululyklaryfn jeminii funksiyasydyr. Sol sebépli, sistemanyn Oziini
alyp barsynyn hil dlgegi bolup, miimkin bolyan netijelerin orta
hisiyetnamalary c¢ykys eder. Seyle hésiyetnama orta arifmetiki
bahadyr, yagny matematiki garasmadyr (MG).

MG-nin ¢yzyklylyk M(Xi+Xo+...+X)=M(X1)) + M(X3) +..+
+M(X,) hisiyeti funksional denlemeleri yonekeylesdirmége
miimkingilik beryar, onun M[M(X;) + M(X3) +... +M(X;)] = M(Xy) +
+M(X2) +... +M(X,) inwariantlyk hésiyeti bolsa, geljekki ¢oziiwlerin
sistemanyn yagdayynyn onki taryhyna dil-de, dife, su pursatdaky
yagdayyna esaslanyandygyny gorkezyar.

Goy, Sy —yagdaydan baslanyan N — tapgyrlayyn prosesde Z, ,

yagdaylar boyunca kesgitlenen f (S_N>) funksiyasy kriterinin
ululygynyil matematiki garagsmasynyn maksimumy bolsun. Onda:

fi (Sy) = max M{ig&@m@]}

i=1

- max M{i gi(Z,LTi)} (7.9)

Bu formuladan diskret yagdaylar {i¢in alarys:
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j=1

fu(Su) = r%ax{i[gN(Z;. U)+ fua@yea)l p,} (7.10)

bu yerde p;(}] =1,m) ululyk m — totdn wektoryn alyp biljek
bahalarynyin miimkin bolan m diskret yagdaylarynyn dhtimallygydyr:

0<p; <1, > p; =1
=

7.3.2 Stohastik wariantda resurslary paylama meselesi

Goy, X serisdesi y we X — Yy ululyklara paylananda g(y) we h(x —y
) girdeji funksiyalary seyle kesgitlenyan bolsunlar:
v 9(y)=01(y), haganda, p; dhtimallyk bilen, y ululyk a;y ululyga
cenli azaldylanda;
v g(y)=02(y), haganda, p,=1 — p; dhtimallyk bilen, y ululyk ayy
ululyga ¢enli azaldylanda;
v" h(x — y)=hi(x —y), haganda, q; dhtimallyk bilen, X —y ululyk
b1(X —y) ululyga cenli azaldylanda;
v h(x — y)=hy(x — y), haganda, g,=1 — ¢, dhtimallyk bilen, x —y
ululyk ba(x —y) ululyga ¢enli azaldylanda.
Gorstimiz yaly, p1, P2, 41, g2 — dhtimallyklar bilen bolup ge¢yan
wakalar Ozara baglanysyksyz. Onda olaryii paylanma kanunlaryny
seyle gorniisde yazmak bolar (7.1-nji tablisa).

Ululyklaryn paylanma kanunlary. 7.1-nji tablisa

Serisdelerint | a;y+ azy+ ay+ azy+
mukdary bix—y) [ bi(x-=y) |ba(x=y) |ba(x-Y)
Ahtimallygy | pi1q: P201 P1d2 P20

Eger P1=p; 01, P2 =p1 Q2, P3 =p2 q1, P4 =p» q2 kabul etsek, onda
4
Z P =1 0<P <1. yazyp bileris. Seylelikde, totdn ululygyn diskret

i=1
paylanma kanunyny aldyk.
fu(x) — maksat funksiyasyny, haganda, optimallyk yorelgesi
berjay edilende, N — tapgyrlayyn prosesini doly girdejisinii
matematiki garagsmasy yaly kesgitlalin:
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fn(x)= max {P101[91(y)+ha(x — y)+fy _1(@ry+bi(x — y))]+

+ P102[91(y)+ha(x — y)+n - 1(asy+ba(x — y))]+ (
7.11)
+ P201[g2(y) +ha(x — y)+n - 1(@zy+bi(x — y))]+
+ P202[g2(y)+ha(X — y)+n - 1(a2y+b2(x — y))]
we

f10)=max {psta[Ga(y)+a(x = y)]+ Pal9u(y) +ha(x — y)T+

+ P201[G2(y) +ha(X — Y)]+ p202[9a(y)+ha(x — y)I}, (7.12)
bu yerde:
O0<aayb,b<1, 0<p,ps0ud<1;pr+p=101+02=1.
Eger pi, P22 Oi, Q2 — é&htimallyklar belli bolsa, onda
determinirlenen prosese yakyn prosesi alyarys, yone, hasaplamalaryn
warianty kopelip, kompyuterlerit ulanylmagy hokmanydyr.

7.3.3. Peydaly magdanlaryn gazylyp alynma meselesini
cozmek

Goy, peydaly magdanlaryn A we B gazylyp alynyan yerleri
bolup, olaryn gorlary, degislilikde, x we y birlikler bolsun.
Magdanlary gazyp almak ii¢in bir gazyjy enjam ulanylyp, ya kesgitli
dhtimallykda gorun bdlegini gazyp alyar, ya-da hatardan ¢ykyp,
mundan beyldk ulanylmayar. Eger gazyjy enjam A verde isleyin
bolsa, onda p; dhtimallyk bilen gorun r; bolegini gazyp alyar we 1-p;
dhtimallykda hatardan ¢ykyar. Eger gazyjy enjam B yerde isleyén
bolsa, onda p, dhtimallykda bar bolan gorun r, bdlegini gazyp alyar
we 1-p, dhtimallykda hatardan ¢ykyar.

A we B yerlerde gazyjy enjamy haysy yzygiderlikde ulanamyzda,
gazyjy enjam hatardan ¢ykyanca, gazylyp alynyan peydaly
magdanlaryn umumy mukdary maksimal bolar?

Meseldni ¢ozmek iigin gazyjy enjamyn isleme dowriini
tapgyrlara bolelin. Gazyjy enjamy ulanmaklygy A ya-da B yerden
baslamak bolar. Eger gazyjy enjam o6nki tapgyrda hatardan ¢ykmadyk
bolsa, onda indi haysy yerde ony isletmelidigini ¢6zmelidir.

fn(x,y) funksiyany, gazyjy enjam hatardan ¢ykyanga, gazylyp
alynyan peydaly magdanyin garasylyan mukdary gorniisinde
kesgitlalin.
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Birtapgyrlayyn prosesde A yerden ortaga piriX , B yerden bolsa,
p2r2y mukdar alnar. Onda:

fi(x,y) = max [ parix; paray ] (7.13)
N+1 tapgyrly prosese seredelin. Baslangyc saylama néhili bolsa-
da, prosesin galan N tapgyrdaky dowamy optimal bolmalydyr. Onda
A yer saylanan mahalynda, N+1 tapgyrly prosesde gazylyp alnan
peydaly magdanlaryn (GAPM) mukdary:

fa(.y)=pa[rax+fn((1 — ro)x.y)]. (7.14)
B yeri saylananda bolsa:
fa(x.y)=pz[ray+fn(x,(1 - r2)y)]. (7.15)

Meseldnin ~ serti  boyunca GAPM-ii umumy mukdaryny
maksimallagdyrmaly bolany t¢in (7.14) we (7.15) denlemeleri
birlesdirip, (N+1) tapgyrly proses iigin esasy funksional deilemani
alarys:

pl[rlx + fN ((1_ rl)X7 y)]
P, [I’ZX + fN (X’ (1_ P )y)]

7.3.3.1. GAPM-in anyk meselesini ¢6zmek

fu+1(X,y)=max[fa(x,y), fa(x,y)] = max{ (7.16)

(7.13) we (7.16) funksional denllemeleri ulanyp, ligtapgyrly
prosesde optimal ¢oziiwi x=400, y=200, p,= 0,7; r1= 0,6; p, = 0,8;
r, = 0,8; bahalarda kesgitlalin.

Birtapgyrly prosese garalyn, sunlukda (7.13) defileméni ulanarys.
Birinji tapgyrda isi A-dan ya-da B-den bagslarys. A-ny saylasak, onda
ortaca. GAPM  fi(x,y)=pirix =0.7-0.6-400=168(birlik) bolar. Eger
1-nji tapgyryn dowamynda gazyjy enjam hatardan ¢ykmasa, onda 2-
nji tapgyryn basynda, “A-da dowam etmelimi, ya-da B-den
baglamalymy” diyen saylamany geg¢irmelidir. A yerden rix birlik
GAPM alyndy. Onda onun galyndysy x-rix =(1-r1)x birlik bolar ; B
yerde gor onkiiligine galdy. Funksional defileméni ¢oziip alarys:

fi[(1 - rxyl= max{ pl(plz;zg)x} -

0,7-0,6-0,4-400 67,2 .
= max = max =128(birlik)
0,8-0,8-200 128
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Diymek, 2-nji tapgyrda gazyjy enjam B punktda islemelidir.

3-nji tapgyryn basynda B yer boyuncga isi dowam etmelidigi ya-
da A yere gegcmelidigi baradaky ¢oziiw saylanmalydyr. B yerde rpy
birlik GAPM alnan, onun galyndysy bolsa y-ry=(1-r2)y Dbirlik
ululyga dendir. Onda alarys:

fi[(1 - ro)x, (L -r2yl= max{

plrl(l_ rl)x}
pr,(L-1,)y

0,7-0,6-0,4-400 67,2 .
= max = max =67,2(birlik).
0,8-0,8-0,2-200 25,6

Diymek, 3-nji tapgyrda gazyjy enjam A yerinde islemelidir.
Seylelikde, eger 1-nji tapgyrda is A yerde baslanan bolsa, optimal
hereket boyunga 2-nji tapgyrda isi B yerde baslamalydyr, 3-nji
tapgyrda bolsa A yerde isi dowam etdirmelidir.

Goy, is B yerde baslanan bolsun. Onda 1-nji tapgyrda GAPM-in
alynmagy, ortaga f1(X,y)=p2r2y=0.8-0.8-200=128(birlik) bolar.

2-nji tapgyryn bagynda saylalyn:

X 168
ta-r)yl=maxd P L max —168(birlik).
P, (1_ rz) 2516
Diymek, isi A yerinde baslamalydyr.

3-nj1 tapgyryn basynda yene saylama gegirelin:

67,2 -
fld-r)x@-r)y]= max{25 6} = 67,2(birlik )

yagny, isi A yerinde dowam etmelidir.

7.3.4. Markow proseslerinde anladylyan stohastik
meseleler

Oziini alyp barmasy markow prosesleri arkaly beyan edilyin
stohastik sistemalary ¢ozmekde DP usullaryny peydalanmak
netijelidir.

Markow prosesleri arkaly P — gecis matrisasy hem-de baslangy¢
yagdaylaryn ﬁ(O) — wektor-setiri berlen dhtimallykly sistemalary
beyan etmek bolar.
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Bir yagdayyndan beyleki yagdayyna ge¢mek diskret wagt
interwallarynda bolup geg¢yén sistema seredelin. Goy, sistemanyn N
yagdaylary 1,2 .., N nomerler bilen belgilenen bolsun. Eger
sistemanynl yagdayy yonekey markow prosesi arkaly beyan edilse,
onda i yagdaydan j yagdaya (i<j) gegmekligin dhtimallygy, difie i we
J indekslere bagly bolup, sistemanyi i yagdaya gelmezden o6nki 6ziini
alyp barmasyna bagly dildir. Basgaca, gegis dhtimallygy i yagdayyn
hazirki we geljekki hallaryna baglydyr. Onda P=(py), ij=1,2,....N
gecis matrisasyny girizmek bolar, bu yerde pjj — i yagdaydan j
yagdaya ge¢mekligiii &htimallygydyr, sunlukda:

i p; =1 i=123 .., p; =0
sertler yerine yejt‘:rlnelidir. Baslangy¢ yagdaylaryn:
710) = (P.(0), Po(0)r P (0D, D P,(0)=1
wektoryny girizelin. Onda 1 takt isden son J;rcimallykly yagdayy
=P,
gorniisde hasaplarys. S;iﬁa menzeslikde:
p@ = |Nzl PO py , k=23..,N

hasaplanar. Diymek:
(1) = 11(0) - P; T1(2) = T1())- P = 1(0) - P*;....,

I1(m)=11(0)- P (7.17)
ya-da:
1I(n+1) =1i(n)- P; (7.18)
formulalary alarys.

Mesele. “Derioniimleri” firmasy ayal torbalarynyn tize
modelinin dniimgiligini yola goyyar. Firmanyn yagdaylar kopliigini
sertli iki hala bolmek bolar:

1) tdze model isleg tapyar;

2) tdze model isleg tapmayar.

Goy, gecis dhtimallyklarynyil matrisasy seyle bolsun :
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P=

Gl |-
glwN |+~

Goy, firma isini torbanynn sowly modelinden baslasyn. Onda
ﬁ(O) =(1;0) bolar. Goy, vyagdaylara geg¢meklik diskret wagt
interwallarynda, meselem her hepdeden bolsun. Onda bir hepdeden
son sistemanyn yagdayy:

(1.1
373)

bolar. Diymek, bir hepdeden soi, torbanyn isleg tapyandygynyn vya-
da tapmayandygynyn &htimallyklary p;=p,=1/2 denn eken. Iki
hepdeden son alarys (n=2):

io-tiw-r-(3 e-(2 2}

11()=11(0) - P = (1,0) -

GINON |-
gwN |-

2 20 20
n=3,4,5 i¢in hem hasaplap, netijeleri tablisada yazalyn (7.2-nji
tablisa).

Hasaplamalaryn netijeleri. 7.2-nji tablisa
n 0|1 |2 3 4 5
pi(n) | 10,5 0,45 | 0,445 | 0,4445 | 0,44445
p2(n) | 00,5 0,55 | 0,555 | 0,5555 | 0,55555

Indi firma 6z isini torbanyn sowsuz modelinden baslandaky
yagdaylarynyn dhtimallygyny hasaplalyn (7.3-nji tablisa).

Hasaplamalaryn netijeleri. 7.3-nji tablisa
n 0|1 |2 3 4 5
pi(n) | 0] 0.4 |0.44 | 0.444 | 0.4444 | 0.44444
p2(n) | 1]0.5]0.56 | 0.556 | 0.5556 | 0.55556
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Tablisalardaky  maglumatlary  seljermek arkaly, n—oo,
p1(n)—4/9; p2(n)—5/9 bolyandygyny goryéris. Diymek,
vagdaylaryn predel dhtimallyklary baslangy¢ yagdaya bagly dal eken.
Seyle hisiyetlere eye bolan markow proseslerine — ergodik diyilyar.

7.3.5. Z — owiirmeler usuly arkaly markow proseslerini
seljermek

Gegis dowrlinde markow proseslerinin 6ziini alyp barmasyny
owrenmek tigin Laplasyn Z — 6wiirmeler usulyny ulanmak amatlydyr.

Gozenekleyin f(n), n=0,1, ... funksiyalary iicin Laplasyn Z —
owiirmeleri:

@)=Y fM-2", z<1

gatnasyklary arkaly kesgitlenyér, bu yerde:
v f(n) — asyl-original funksiya;
v' f(z) — original f(n) funksiyanyin Laplas tarapyndan diskret
anladylysy;
v z— dwiirménin parametri.
Esasy ulanylyan funksiyalar hem-de olaryn Z — dwiirmeleri 7.4-
nji tablisada gorkezilyar.

Esasy ulanylyan funksiyalaryn Z — éwiirmeleri. 7.4-nji tablisa

Original funksiyalar Olaryii Z — éwiirmeleri
f(n) f(2)

f1(n)+f2(n) f1(2)+f2(2)
k-f(n) k-f(z)

f(n— 1) 21(z)

a” 1/(1+a 2)
f(n+1) (f(z) — 1(0))/z

1 (birlik béokiis) 1/(1-2)

n*a" a-2l(l-a-z2)
n (basgangaklayyn) 2I(1 —2)°
a"f(n) f(a-2)
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(7.18) formula Laplasyii z — 6wiirmelerini ulanalym:
(I1(z) - 11(0))/ 2= T1(z) - P (7.19)

Onda alarys: 71(z) - 211(z)- P = I1(0) | I1(z)(E—-2z-P)=11(0)
ya-da

I(z)=H(0)E—-z-P)™ (7.20)
Bu yerde E - birlik matrisa,(E-z-P)_1 bolsa, (E —z-P)-

matrisanyn ters matrisasydyr.

Mesele. “Derioniimleri” firmasynyn gecis matrisasyny Z-
owiirmeler arkaly seljermeli.

Coziilisi.

P=

) 1-z/2 -z/2
bolany ii¢in (E —zP) =

—-2z/5 1-1z/2

glNN |-
GWN |-

|
=
olhO| D
oloro|o
_|_
|_\

U1 | ol

(E-zP)* = H(n)=

Ol hO| D>

9 9
I1(n) = 17(0)- H(n), II(n) =I1(0)-P" . Onda: P" = H(n).
Goy, 77(0) = (,0) bolsun. Onda:
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— 4 5 1\'(5 =5),
ao=(5: gl 57 ) s

p =2+ 3( L) pm-2-5(L)
79 9l10) " T 9 9l10)”
Gorstimiz yaly, H(n) matrisasy birndgce gosulyjylardan ybarat.

Onun li kopeldijili gosulyjylarynynn biri hemiselik matrisadyr.
A

Seyle matrisa stasionar diyilyar. Ergodik prosesde H(n)-i diizyén
matrisalaryn hékman biri stasionar bolar. H(n)-in beyleki diiziijisi
bolan T(n) matrisasy — ge¢is matrisasy bolup, onun komponentleri
n-in  derejelerine baglydyr. Seyle matrisanynn her setirinin
elementleriniin jemi nola deil bolup, ona differensiallayyn matrisa
diyilyar.

Diymek, H(n) matrisasy her setiri yagdaylaryn predel
dhtimallyklarynyn wektoryndan ybarat stasionar S — matrisasyndan
hem-de elementleri n-in artmagy bilen kemelydn geometriki
progressiya bolan differensial T(n) matrisasyndan duryar.

Kéwagtlar 11 wektoryn birden kdp nol elementleri bolyar. Seyle
yagdaylara gaydypgelmesiz diyyirler. Gaydypgelmesiz yagdaydan,
sistema kébir aragatnasykly yagdaylaryn kopliigine diistip biler hem-
de ol kopliikde tiikeniksiz gezek gegisleri amala asyrar. Yagdaylaryii
seyle kopliigine markow prosesinin ergodik klasy diyilyéar. Her bir
markow prosesinit it bolmanda bir ergodik klasy bardyr. Eger
sistemada dine bir ergodik klas bar bolsa, onda sistema ergodikdir.
Eger prosesde birden kdp ergodik klaslar bolsa, onda sistemanyn
ergodiklik hésiyeti yerine yetmeydr, sebdbi, tiikeniksiz gezek sol
klaslarda gegcisleri amala asyryp, basga yagdaylara diigiip bilmeyar.
Sol sebépli, yagdaylaryn ergodik klasyna, basgaca umumy yuwdulyan
yvagday diyilyér.

7.3.6. Girdejili markow prosesleri

Goy, N yagdayly markow prosesi arkaly teswirlenyan sistema i
yagdaydan j yagdaya gecende Vj manat girdeji getirydn bolsun.
Sistemanyi girdejileriniit kopliigi R=(Vj; ), i,j=1,2,...,N matrisasyny
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emele getirydr. Onda seyle meselani formulirlemek bolar: eger berlen
pursatda sistema i yagdayda bolsa, indiki n gecislerde sistemanyn
ortaca utusy nahili bolar? Bu utusy Vi(n) bilen bellilin. Onda

Vi(n):Z(\/ij +Vi(n-1)-p; =

N N S
=> PV + Q. Vi(n-1)-p;, i=LN (7.21)
j=1 j=L
yazyp bileris.
N
Z p; Vi =0d; belldlin. Bu ululyga, i yagdaydan ¢ykanda,
=
garasylyan orta¢a girdeji hokmiinde garamak bolar. Onda @i —
ululyga i yagday iigin garasylyan girdeji diyeris.
(7.21) denlemini wektor formada seyle yazmak bolar:
V(n)=q+PV(n-1), (7.22)
V (n)) — doly girdejilerifi wektory.
\7(n +1) = a + P\7(n) gatnagyga Z-6wiirméni ulanalyin. Onda:

V@ -V(O) = -a+PV(2)

V(2)-V(0)=—2—.q+PV(z2) Ya-da

V(2)(E-2zP) = 1L .q+V(0) bu yerden:
—Z

\7(z)=li(E—zP)-1-a+(E—zP)\7(0) (7.23)
-7z

Onden gorkezisimiz yaly, ergodik markow prosesleri iigin (E —
zP) — matrisanyn tersi S+T(n) — gérniisinde anladylyar (S — stasionar ;
T(n) — differensial matrisalar). Diymek:

(E-zP)™ :%*S +T(2) (7.24)
—Z

(7.24) anlatmany (7.23)-e goyup taparys:
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V@) =2 5.4+ T(@)G+—-SV(©O)+ TV (0) (7.25)
@-2) 1-z 1-z
(7.25) anlatma degisli \7(n) originalyn hisiyetlerine seredelin.
Onun ii¢in z — dwlirminin esasy hasiyetlerini ulanalyn (tablisa seret).
z
1) ——

2 S a anlatma Sa — basgangaklayyn funksiya degisli;
A

2) liT(z)ﬁ agza polozitel elementli, n — in artmagy bilen

agzalary T(1) a ululygyn bokiisini anladyar;

3) %S .V (0) gosulyjy S \7(0) ululygyn bokiisine degislidir;

-z

4) T(z)V(0) — agza n — in artmagy bilen ululygy peselyin
gosulyja degislidir.

Seylelikde, n-in uly bahalarynda girdeji funksiyasynyn
asimptotasy seyle gorniisde bolar:

V(n)=nSq + T(1) q + SV (0) (7.26)

Girdejili markow proseslerini dolandyrmak {i¢in, esasan,

rekurrent we iterasiya usullaryny peydalanyarlar.

7.3.6.1. Girdejili markow prosesini dolandyrmak ii¢in iterasiya
usuly

Tiikeniksiz uzynlykdaky N yagdaylary bolan, girdejili ergodik
prosesine seredelin. Goy, bu proses wagt birligindédki ortaga girdeji
bilen ya-da g peyda bilen hisiyetlenydan bolsun. Proses ergodik
bolany ti¢in 7;(i =1, N) predel dhtimallyklary sistemanyn baslangy¢
yagdayyna bagly dildir, a peyda bolsa:

N
g= Z”i -Q; (7.27)
i=1
gorniisinde kesgitlener, bu yerde g; — ululyk i yagdayda garasylyan
girdejidir.

Peydany (1 gecisde ortaca girdejini) maksimallasdyryan ¢oziiwe

optimal diyilyar. Islendik ¢oziiwi d bilen belldlin, onun
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komponentleri  prosesin  degisli  ddimlerinde  strategiyalaryn
nomerlerini anladar.

R.Howard tarapyndan hodiirlenen iterasiya usulyny ulanalyn.
(7.22) formula layyklykda Vi(n) ululyklary asakdaky rekurrent
gatnasyklary kanagatlandyryar:

N
Vi) =g+ > pV;(n-1), i=LN, n=12.. (7.28)
j=1

Beyleki tarapdan, ergodik prosesler ii¢in Vi(n) ululygyn seyle
asimptotik gorniisi bardyr:
Vi(n)=ng; + w;, i=12,...,.N (7.29)
Sistemanyn asimptotik hereketine seredelin. Onun {igin (7.28) we
(7.29) — formulalardan alarys:

N
ngi +wi =g+ . p[(n-1g, +w;], i=LN, n=12,.
-1

N N
ngi +wi =g+ (N—-0)g, > p; + > p;W;, i=LN, n=12.. (7.30)
j=1 j=1
N
p; =1 bolany ti¢in (7.30) — dan alarys:
j=1

N
grewi=gre D wpy  i=LN 73
j=L

Gorsiimiz yaly, gozlenydn g peydany hem-de w; ululyklary
P=(pj), iyj=12,....N — dhtimallyklar hem-de R=(ry), ij=1,2,...N —
girdejiler matrisalary bilen baglanysdyryan N — ¢yzykly denilemeler
sistemasy alyndy. Bu yerde nébellilerin ( w; we g ) sany N+1.
Kyngylykdan ¢ykmak {i¢in w; agramlaryn islendigini nola deflédp
(meselem, wy=0), galan agramlary sunun {isti bilen kesgitlaris.

(7.31) — sistemanyn i-nji denlemesini 7; — ululyga (i — yagdayyn
predel dhtimallygyna) kopeldip, hemme i-ler boyunga jemlalin:

N N N N N
P ATESIF A PIY A KA (7.32)
i=1 i=1 i=1

i=1 j=1
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Denesdirmek arkaly (7.28) we (7.31) denliklerin dengiiyclidigini
goryaris.

Biz yokarda, n — ddime ¢enli optimal c¢oziiwler ulanylanda
(n+1)-nji adimdaki optimal strategiyanyn:

mgX{qik + i piVi (n)}

anlatma boyunca tapylyandygyny goérkezdik. N-in uly bahalarynda
Vi(n) ululygy ng+w; aillatma bilen ¢alsyp, maksimum kriterini seyle
gorniisde alarys :

m@x{qi“ + i pi(ng +Wj)}, i=1N (7.33)

i-1

N N
Bu yerde Y. p;i =1 bolany iigin » ngp; gosulyjy k nomere
j=1 j=1
bagly dildir we kriteriden yok edilip bilner.
Seylelikde, eger sistema i yagdayda bolsa, onda K — optimal
strategiyany tapmak ti¢in:

N
m@x{qik +> piﬁwj}, i=1LN
-1

tapmaklyga geldik, sunlukda, o6n yandaky &adimde (7.31)
derilemelerden tapylan W; — otnositel agramlaryn bahalaryny ulanmak
bolar.

Seylelikde, Howardyn usulynda bir iterasiya iki tapgyrdan
ybaratdyr :

a) Agramlary kesgitlemek — berlen adimin p;; we ¢; ¢oziiwlerini
ulanmak bilen (7.31) sistemadan wy =0 kabul edip, g peydany hem-
de w; — otnositel agramlary taparys.

b) Coziiwi gowulandyrmak. On yandaky c¢oziiwiii otnositel
agramlaryny ulanyp, her i yagday tigin:

N _
ERMEMEEY
j=
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Kriterini max baha eye etdirydn k' strategiyany tapyarys.
Sundan sof, bu strategiyany i yagday li¢in tdze ¢Oziiw hokmiinde
kabul edip, g ululygy qf, p; ululyklary pi bilen calsyryarys
hem-de “agramlary kesgitlemek” tapgyryna dolanyp gelyiris.

Iterasiya tapgyryny islendik tapgyrdan baslamak bolar. Eger
birinji tapgyrdan baslansa, onda baslangy¢ c¢oziiwi saylamalydyr.
Eger ikinji tapgyrdan baslansa, onda baslangyc agramlaryn
yygyndysyny bermelidir. Eger yorite baslangyc ¢Ozliwi saylamak
boyunga deslapky informasiyalar bolmasa, onda hemme w; =0 kabul
edip prosesi baglamak bolar. Onda her bir i yagday iigin g ululygy —
girdejini maksimizirleyan K’ strategiya tapylar. Sundan son,
agramlary kesgitlemek tapgyryna girisilip (d; =k’ kabul edilip)
iterasiya baglanyar. Sunlukda, eger iki yzygider iterasiyalaryi
coziiwleri gabat gelseler, onda optimal ¢oziiw alyndy diylip hasap
edilyér.

7.3.6.2. Girdejili markow prosesini dolandyrmagyn anyk

meselesini iterasiya usulynda ¢ozmek

“Deriontimleri” firmasy prosesin  dhtimallygyny hem-de
girdejilerini liytgedyan ¢oziiwleri kabul edip bilyar. Meselem, eger
tayyarlanan model sowly bolsa, onda ona islegi artdyrmak ii¢in
mahabatdan peydalanmak bolar. Emma mahabatlar gosmaca
cykdajylara getirip, garagylyan girdeji azalar.

Goy, mahabatlar ulanylanda 1-nji yagdayyn gecis dhtimallyklary
[p1]1=[0.,8; 0,2], degislilikde girdejilerin paylanmasy [ri]=[4; 4]
diyelin. Indi firma 1-nji yagdayda bolmak bilen, mahabatyny ulanyp
ya-da ulanman biler. Bu miimkingilikleri 1-nji we 2-nji strategiyalar
diyeris (k=1,2). Seylelikde, 1-nji yagday iicin alarys:

pty =[05: 05 nf =[9: 3} pff =[08;02] P =[4; 4]

2-nji yagdayda hem strategiyalaryn birndge warianty bolup biler.
Meselem, sowly modeli almak dhtimallygyny yokarlandyrmak {icin
dernew islerine harajatlary artdyrmak bolar, yone sistemanyn bu
vagdayda bolmagynyn gymmaty artyp, girdejiler azalar. Bu
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strategiya (2-nji strategiya) yagdaylaryn #dhtimallygynyn hem-de
girdejilerin seyle paylanysyny berer:

ps} =[0.7:03] £ =[1:-9]

Meseldnin maglumatlaryny tablisa gorniisinde anladalyn (7.5-nji
tablisa).

Oniimgiligi bes etmezden kiin 61, maksimal peyda gorer yaly,
firmanyn yolbascylaryna haysy ¢ozgiidi kabul etmek gerek?

Coziilisi. Basda haysy ¢ozgiidinn gowudygy bize belli déldir. Sol
sebépli wy = w,=0 kabul edyaris.

1-nji yagdaydaky sistema tigin optimal strategiyanyn k — nomeri

max{qlk }: max {6;4} = 6

k=12

afilatma boyunga hasaplanar (diymek, k=1).

Meseldnin maglumatlary. 7.5-nji tablisa
i k Girdejiler qf
vagdaylar | strategiyalar Pl | p |k |k
Sowly Mahabatsyz ({0,505 |9 |3 6
model Mahabatly (08 (0,2 |4 |4 4
Sowsuz Derriewsiz 04|06 |3 -7 -3
model Dernewli 0,7/03 |1 -19| -5

2-nji yagdaydaky sistema {i¢in optimal strategiyanyn k nomeri
max {g} }= max{-3-5}= -3

anlatmadan alnar (yene k=1).
Diymek i=1,2 yagdaylarda hem firmanyn yolbascylary k=1
strategiany saylamalydyrlar. Sunlukda:

- N 05 05) - (6
d=|_ | P= , =
of Plos aof 1
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bolar. Sundan son, agramlary kesgitlemegin tapgyryna gegyaris.
(7.31)-den alarys:

g+w;=6+0,5w;+0,5w,; g+w,= — 3+0,4w;+0,6w;.
w,=0 kabul edip, deillemeler sistemasyny ¢ozip: g=1, w;=10
taparys.
Sundan son, ¢oziiwi gowulandyrmak tapgyryna gegelin we
netijeleri 7.6-njy tablisada yerlesdirelin. Gorsiimiz yaly, iki yagdayda

hem 2-nji strategiya, 1-nji strategiya garanynda, kriterinin uly
bahalaryny iipjiin edyér. Iterasiyany dowam etdiryés.

= OZuw ucin alarys. = , =
AN e aary 07 03/ 27| 5

Agramlary kesgitlemek tapgyryna gecip yazarys :

U]

2
g+w, =07+ > pPw; =4+0,8w, +0,2w,;
-1
2
g+Ww, =05+ > p{Pw; =-5+0,7w, +0,3w;;
=1

bu yerde hem w, =0 kabul edip, g=2, w; =10, w, =0 taparys.

(Coziiw netijeleri. 7.6-njy tablisa

Iyagday | K strategiya KNk
Kriteriya: {Q; + z Pi W;
j=L

1 1 6 + 0,5-(10) + 0,5-0) = 11
2 4+ 0,8-(10) + 0,2:0) = 12
2 1 “3+0,4(10)+0,6-(0) =1
2 ~5+0,7-(10) + 0,3-(0) = 2
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7 —nji baba degisli soraglar we yumuslar

1. Dinamiki programmirlemegini meselesini formulirlan.

2. Dinamiki programmirlemegin meselesinin geometriki manysy
name?

3. Optimal dolandyrysy tapgyrlayyn gurmaklygyn diiyp
manysyny diistindirin.

4. Beyikligi we tizligi alyan dowriinde ugaryn yangyc
har¢lamasyny minimallasdyrmak meselesini formulirlén.

5. Haysy yagdaylarda DP meselelerinin ¢oziiwleri yeke-tik dal?

6. DP meselelerini funksional denlemeler usulynda ¢ézmekligini
ayratynlyklaryny aydyp berin.

7. Resurslary paylama meselesinin sertini formulirlin we
funksional denilemeler usulynda ¢6zmekligin algoritmini beyan edif.

8. Tehnologik liniyanyn enjamlarynyn diiziimini saylamak
meselesini goyun we onunt matematiki modelini teswirlai.

9. DP — nin stohastik meselelerine hisiyetnama berin.

10. Stohastik wariantda resurslary paylama meselesinin
matematiki modelini formulirlan.
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8. Matrisaly oyunlaryn meselelerini ¢co6zmek
8.1. Oynun yokarky we asaky bahasy

Matrisaly oyunlar teoriyasynyn esasy disiinjeleriniii = biri
oyundyr. Oyun — ykdysadyyetde yiize ¢ykyan jedelli yagdaylaryn
matematiki modelidir. Jedellesyan gorkezijilere oyungylar diyilyar.
Oyunlar teoriyasynyn esasy maksady utyan tarap, miimkin boldugyca
kop utar yaly, beyleki tarap, miimkin boldugy¢a az utular yaly
optimal strategiyany isldp diizmekden ybaratdyr.

Eger oyungylaryn strategiyalarynyn sany tiikenikli bolsa, onda
tilkenikli oyny alarys. Oyna gatnasyanlaryn sanyna goré jiibiitleyin
ya-da kopgiilikleyin oyunlary tapawutlandyryarlar.

Strategik oyunlarynn yonekey gorniisi iki tarapyn nol jemli
oynudyr (taraplaryn utuslarynyi jemi nola den). Oyun iki go¢iimden
ybaratdyr: A oyungy Ozinin mimkin bolan A; (i=1,2,...,m,)
strategiyalarynynl  birini, B oyungy bolsa, B; (j=1,2,...n)
strategiyalarynyn birini saylayar, seylelikde, her saylamada, oyungy,
beyleki oyungynyn saylamasy barada diiybiinden hi¢ zat bilmeyir.
Netije-de, oyungylarynn her birinifi, degislilikde, ¢ 1(A;,Bj)) we
@ 2(Ai,B;) utuslary seyle gatnasygy kanagatlandyrmalydyr:

@ 1(Ai,By) + @ 2(AiB) = 0, yagny ¢1(Ai,Bj)) =— ¢ 2(Ai,Bj).

A oyuncynyn maksady ¢ (A;,B;j) funksiyany maksimallagdyrmak,
B oyungynyn maksady ¢ (A;,B;) funksiyany minimallasdyrmakdyr.

Goy, ¢ (Ai,Bj)=ajj bolsun. Onda mxn matrisaly oynui

8, 4, 8y,
A= a1 8y 8z
a a .o a

toleg matrisasyny alarys. Matrisanyn setirleri we siitlinleri
degislilikde A; we B; strategiyalara degislidir.
Eger A oyuncy A; strategiyany, B oyungy B; strategiyany saylan
bolsa, onda ajj_element A — oyungynyn utusydyr.
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Eger A oyungy A; strategiyany saylan bolsa, onda ol pesinden
min a; utusly bolar.
i

Seyle miimkingiligi goz ontinde tutup, oyungy Oziinin minimal
utusyny maksimallasdyrmak {i¢in anyk strategiyany saylamalydyr:

a=maxmin a;. « — ululyk A — oyungynyii kepillendirilen
l J

utusydyr we ona oynun asaky bahasy ya-da maksimin bahasy diylip,
a — ululygyn alynmagyny iipjiin edyén A; — strategiya bolsa,
maksimin strategiyasy ady berilyar.

B oyungy, Oziine strategiya saylanda, seyle yorelgeden ugur
alyar: ol kébir B; strategiyany saylamak bilen onui utulysy
matrisanyn j — siitiinin elementlerinin in uly bahasyndan, yagny
max; aj;-den uly bolmaz. Diymek, B oyungy maksimum utulysda
oynyi bahalaryny minimallagdyrar: S = mjin m?x a; -

S — ululyga oynyn yokarky bahasy ya-da minimaks bahasy
diylip, S utusa degisli bolan B; — strategiya bolsa, maksimin
strategiyasy diyilyar.

A oyungynyit hakyky utusy, garsydaslaryin payhasly
hereketlerinde, oynyn asaky we yokarky bahalary bilen ¢éklenendir.
Eger bu bahalar den, yagny max mjin aij:mjin max a; =y bolsa,
onda y ululyga oynun bahasy (denagramlyk yagdayy) diyilyir.
Oynun 6ziine bolsa eyer nokatly oyun diyilyér.

Mysal.
y (2

bardygyny derfiemeli.

3
lj matrisa bilen berlen oynun eyer nokadynyn

Coziiwi. Hasaplalyn: o = max mjin a; = maix -1, 1}=1.

B=min max a;=min {3, 2}=2. « = 3, diymek eyer nokady yok.
j : ]
Mysal. A; we A; toleg matrisalary bilen berlen oyunlaryn asaky
we yokarky bahalaryny kesgitlemeli:
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>
Il
N oW A
oA~ w
B o A

Coziilisi. A; matrisa {li¢in alarys: siitiinler boyung¢a min bahalar,
degislilikde 2,3,1,2 sanlardyr. Onda a; = max {2,3,1,2} = 3 oynui
asaky bahasydyr.

A; matrisanyn setirleri boyunca max bahalar 4,6,5 sanlardyr.
Onda B; = min{4,6,5} =4 bolup, bu yerde a; <y < B, yerine
yetyar.

A, matrisa li¢in alarys:

a, = max{0,0,—1,3} =3, B, =min{5,3,4} = 3.

Gorstimiz yaly, a, = 8, =3 oynui bahasydyr, ol bolsa, A
matrisanyn elementlerinin birine dendir. Biz eyer nokatly oyun aldyk.
Eyer nokatly oyunda oynui ¢oziiwi bellidir: A oyungy A
strategiyany saylayar, seylelikde, onun utusy 3-den az dildir. B
oyungy ligin optimal strategiya B, bolup, 3-den kop bolmadyk utulysa
sezewar bolyar.

Oyun iligin a <y < f yagdayda, birinji oyungy 6ziliniii utusyny
artdyrmaga, ikinji oyungy bolsa, 6ziinini utulysyny azaltmaga calysar.
Seyle ¢oziiwin gozlenmeginde, oyungylar, Ozlerinin bir dél-de,
birndge strategiyalaryny saylamaly bolyarlar. Strategiyalaryn
saylanmagy t6tanlikde bolup gecyar hem-de garysyk strategiyalar
diylip atlandyrylyar.

Matrisasy mxn olgegli oyunda birinji oyungynyn strategiyalary
X=(Xq, Xy, .., X) dhtimallyklar toplumy bilen berilyir. Bu m dlgegli
wektoryil koordinatalary iigin:

ﬁlxizl, xl-ZO, l:].,_m
sertler yerine yetydr. Ikinji ofiungy iicin dhtimallyklar toplumy n
oleegli ¥y = (¥1,¥2, .., ¥n) wektory kesgitleydr we onuf
koordinatalary ti¢in asakdaky sertler yerine yetyir:

}lzlyj =1, 20, j=1n.
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Oyunlar teoriyasynyi esasy teoremasynda her ¢ékli oynun in
bolmanda bir ¢6ziiwi garysyk strategiyalar oblastynda bolar diylip
tassyklanylyar.

Oyunlar teoriyasynyi esasy teoremasy. Iki oyungynyn nola
den jemli matrisa oynunyn garysyk strategivalarda in bolmanda bir
denagramlyk yagdayy bardyr.

Optimal strategiyany ulanmaklyk oynuini bahasyna den utusy
almaklyga miimkingilik beryar: a <y < .

8.2. 2-:2 we 2-:n (M-2) oynuii algebraik ¢oziilisi
Haganda, oyungylaryn her birinde, dine iki strategiya bolanda, in

yonekey A= (all ek

J matrisaly oyun alynyar
a‘Zl a22

Bilsimiz yaly, eyer nokady yok bolsa, oyunlar garysyk
strategiyaly hasap edilydr. Goy, A we B oyungylaryn totdn
strategiyalary, degislilikde X=(x1, X2); Y =(Y1, Y2) bolsun. Oyunlar
teoriyasynyn esasy teoremasyna gord A oyungy tgin X =(X1, X2)
optimal strategiyany ulanmak B oyungynyn islendik strategiyasynda
A li¢in y utusy almaklygy {ipjiin edyar:

{allxl +a,X, =Y
X +a,X, =Y

Bu yerde dhtimallyklaryn jemi X;+x,=1. Onda x,= 1 — x; tapyp
hem-de sistemanyn denlemelerini denldp, ilki X1, son X, kesgitlener:

= dz2-d21 R d11-d12
1= ’ 2= .
ai1tazz-ajz-az ai1tazz-agz-az

X1 We Xo-nifi bahalaryny sistemanyn denlemelerinde goyup

_dqq'dzz-dqptdpq
aj1tazz-agp-az;
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bahany alarys. Sunia menzeslikde, B oyungy ti¢in

{allyl +a,y, =Y
ayy,tayy, =Y

denlemeler sistemasyny diiziip, bu oyungy ti¢in optimal strategiyany
taparys:
Gy, — 4y a4, — a4y

Y1= s Yo=

a;, ta,, —a,—a,, a,, +a,, —a,—a,

8.3. Simpleks usul bilen matrisa oynunyn ¢oziilisi

a,, a, .. a,
_| Gy Ay e Gy, . . \ .y
A= matrisa bilen berlen oyna seredelin.
a, 4a,, .. a,,

Bu yerde optimal strategiyalary  tapmak, c¢yzykly
programmirlemegin  gosalayyn jiibiit meselelerini ¢6zmeklige
getirilyar.

Bagslangy¢ mesele ( birinji oyungy ii¢in):

QijX; =Y, ] =1,n
i

inzl, x; =20, i=1m

i
sertlerde min F=y tapmaklyk talap edilyir.
Gosalayyn mesele (ikinji oyungy tigin)

Zaij}’j <y, i=1m,

J
D=1 %20 ]
j

sertlerde max F= y tapmak talap edilyér.
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y nébelli ululyk oynuii bahasydyr, yone y>0 hasap etmek
miimkin. Bu sert, eger a; >0 (i=1,n) bolsa yerine yetyéndir. a; >0

serti bolsa matrisanyn &hli elementlerine sol bir M>0 sany gosup alyp
bolar. Netijede oynun ¢6zgiidi tiytgemez, dine oynyn bahasy M birlik
artar.
Ciaklendirmeler sistemasynda densizliklerin #hli agzalaryny y
sana boliip we belleme girizmek bilen alarys:
xi =5 g = Y
14 Iy

Yixi=1, x,20, X;y;=1, y;=0 sertlerden bolsa

Zx{ =1/y, x/ =0, Zy]’ =1/y, y;=0
i j
anlatmalary alyp bileris. Netijede, asakdaky gosalayyn jiibiit
meselelere geleris.
Baslangy¢ mesele (birinji oyuncy ii¢in):
m

Za”x{ =21, j=1n,

i=1

x>0, i=1m
sertleri  kanagatlandyryan we F=);x; ¢yzykly funksiyany
minimuma getirydn x; , X3, ..., X, bahalary tapmak talap edilyar.
Gosalayyn mesele (ikinji oyungy tigin):
n

Zaijy]f <1 i=1m,

j=1

yi20, j=1n
sertlerde  F' = 3;y/ ¢yzykly funksiyany maksimuma getiryaii
Y1, V3, -, Yy bahalary tapmak talap edilyir.

Seylelikde, oyny ¢06zmek iicin ¢yzykly programmirlemegin
gosalayyn jiibiit simmetrik meselelerini aldyk. Simmetriklik
hésietlerini peydalanyp, olaryn az hasaplama talap edyénini ilki
¢oziip, onun optimal planyna esaslanyp bolsa, beyleki optimal
¢cozliwi tapyp bileris.
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-1 5 2
Mysal. AZ( P 1] matrisa bilen berlen oynun ¢oziiwini

tapmaly.

Coziilisi. Oyun matrisasy bir otrisatel elementi saklayar (a;1= —
1). Onda matrisanynn &hli elementlerine 1 — sany gosup, seyle
matrisany alarys:

0 6 3
A=
(7 1 2]

Bu meselidni ¢6zmezden 611 alnan matrisanynn eyer nokadynyil

bardygyny anyklamaly:
a=maxmina;=2, [B=minmaxa;=6.
i j j i

Gorstimiz yaly, a # 8, diymek oynun ¢6ziiwi garysyk optimal
strategiyalar bolar, oynun bahasy bolsa y =y + 1 (sebébi biz bir
birlik gosduk) 2 <y < 6 aralykda bolar.

Optimal garysyk (x1, x3) we (y;, ¥3, y3) strategiyalary
tapmaklyk ¢yzykly programmirlemegin gosalayyn jilibiit meselesini
¢ozmeklige menzesdir.

Baslangy¢ mesele (birinji oyungy ii¢in):

7x,>1
6X1+x,>1
3x;+2x,>1
x1 =0, x5 =0
sertlerde min F = x; + x; tapmaklyk talap edilyar.

Gosalayyn mesele (ikinji oyungy ti¢in):

6y,+3y;<1

7y, +y,+2y3<1
120, y;20, y3=0
sertlerde max F' = y; + y; + y3 tapmaklyk talap ediyar.

Bu yerde: x{=%; yj=%; minF=maxF'=)l/.
Gosalayyn meselelerin birini ¢6ziip, ikinjisinin ¢oziiwini taparys.

8.4. Tora PP — de matrisa oynunyn coziilisi
Bagslangy¢ mesele (birinji oyungy ii¢in):
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7x,>1
6x;+x,>1
3x; +2x,>1
x; =0, x, 20
sertlerde min F = x; + x5 tapmaklyk talap edilydr. Tora PP-de
degisli maglumatlary girizip, 4 iterasiyada optimal ¢oziiwi alarys
(8.1-nji surat):

0bj value =
Variable Value 0Obj Coeff 0bj Val Contrib

8.1-nji surat. Birinji oyungy tigin optimal ¢6ziiw

Suratda x1 = x1; x2 = x; belgilemeler ulanylan.
5 3
Xiopt = 57 = 0,2381; Xz0pe = 57 = 0,1429;

8
min F = — = 0,3810.

21
1 21 , 5 21 5
V= TinF ~ g’ tort T Mopt 'V =507 =g
3 21 3
X20pt = xZopt V= 21 8 g
Onda | — oyungy iigin optimal strategiya Xopr= (g: g) yaly
kesgitlener.
Ikinji oyungy {igin:
6y2+3y3<1
7y1+y2+2y3<1
y; =0, 3’2 20, y320

sertlerde max F' =y + y; + y; tapmak meselesini Tora PP-de
¢Ozelin.
Suratda optimal ¢6ziiwinl netijesi getirilen, bu yerde:
x1 =y1; x2 =y;; x3 =y;3.
belgilemeler peydalanylan.
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0Obj value = A.3818
Uariable Ualue 0hj Coeff 0bj Val Contrib

B.84%76 1.8888 a.84%76
a.9888 1.8888 A.8088
B.3333 1.8008 B.3333

8.2-nji surat. Ikinji oyungy ti¢in optimal ¢oziw

, 1 ) ) 1
Viopt = 57 = 0,0476; Y30pc = 0; Yiope = 5 = 0,3333;

8
max F = 1 = (0,3810.
1 21 , 1
E; Yiopt = Y1iopt "V = §;
7
Y2opt = yéopt V=0, Y3opt = yéopt Y= 3

y:maxF:

Seylelikde, Il — oyungy iicin optimal ¢oziiw — strategiya
Yopt= (1'0' Z) gorniisde bolar
opt 8’ ) 8 .

8.5. Tor grafigini gurmak we parametrlerini kesgitlemek
meselesini ¢cozmek

Yol — bu islerin we hadysalaryii islendik iizniiksiz
yzygiderligidir.

Kritiki yol — bu atiyaglyk yollary (rezerwleri) bolmadyk yoldur.

Tor modeli halkalardan we peykamlardan duran tor grafigi
gorniiginde sertlendirilip bilner. Torda peykamlar bilen ayratyn isler
sekillendirilydr. Tor modelleri gurlanda asakdaky diizgiinler berjay
edilyr:

v’ tor grafiginin dhli peykamlarynyi ¢epden saga umumy ugry
bolmalydyr;

v' bir jiibiit hadysalaryn arasynda diie bir is gorkezilmelidir;

v’ eger iki is bir hadysadan, bir wagtda baglanyp bir wagtda
beyleki hadysada deni tamamlanyan bolsa, onda parallel peykamlar
bolmaz yaly nol dowamlylykly fiktiw is girizilmelidir.

Her bir hadysa kesgitli nomer berilyar. Onun ii¢in iki hadysany
birikdirydn peykam gorniisinde berlen is (i,j) (i<j) gOrniisinde
anladylyar. Islendik (i,j) ise onun dowamlylygy diylip atlandyrylyan
t(i,j) ululyk kesgitlenyér.
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Torun esasy wagt parametrleri hadysanyn ir we Qi¢ yiize
¢ykmalarydyr. Hadysanyi yiize ¢ykmasynyn t,.(j) - irki mohleti
seyle kesgitlenyar:

_ t.(j) —t(i,j), egerj hadysa diiie bir is girse;
t.(j) = { . .. ) e
max{t,(j) + t(i,j)}, eger j hadysa birnige is girse .

Hadysanyn yilize ¢ykmasynyn gicki mdohleti kritiki yola degisli
hadysalar ii¢in:

t (1), kritiki yola degisli hadysalar tigin;
t, (i) = tp, (i) + t(i,j), egerihadysadan bir is cyksa;

min{t, (i) — t(i,j)}, eger i hadysadan birnige is ¢yksa.

Torun dhli hadysalary tigin ty(i) we ty(i) parametrleri bilmek bilen
islendik (I,j) i Uigin agakdaky parametrleri kesgitldp bileris:
isin baslanmagynyn irki moéhleti:  t,q(i,))=t:(i);

Isift baslanmagynyn gicki mohleti:  t,,(1,))=tp() — t(i,]);
isin tamamlanmagynyn irki mohleti: tyo(i,j)=t.(i)+t(i,});
Isift tamamlanmagynyn gicki mohleti: t,o(i,J)=t, (j);

kritiki yoliin &hli isleri G¢in:  to(i,))=tp(j),tr.o(i.))=to(i,])-

Tor modelinin isi tgin (i,j) isi yerine yetipmegin atiyaclyk-
rezerw wagtynyn dort gorniisi bardyr:

v' doly rezerw: Ry=R(j) — te(i) — t(i,j);

v' Kkepilli rezerw: Rg:=to(j) — to(i) — t(i,j);

v erkin rezerw: Rg=t/(j) — to(i) — t(i,});

v' baglanysyksyz reserw: Ro=t:(j) — to(i) — t(i,j.)

Kritiki yoldaky isler ii¢in rezerwlerin dhli dort gorniisi hem nula
dendir.

Mesele. Harytlaryn sergi-satuw islerinin tertiplesdirilen gurlus-
wagt diiziimi berlen (8.1-nji tablisa). Islerin tor grafigini gurmak,
kritiki yoly kesgitlemek, wagt rezerw tablisasyny hasaplamak talap
edilyar.

Coziilisi. 1. Isin tor grafigini guralyn, tegeleklerin icinde
hadysalary, gorkezgiclerin {istiinde bolsa islerin dowamlylygyny
gorkezelin (8.3-nji surat).

2. 1-nji hadysadan, 9-njy hadysa ¢enli dort sany yol bolup, T3

doly yolyn giin hasabynda ini uly dowamlylygy bar, onda ona
kritiki yol diyilyér.

ASANENENEN
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8.1-nji tablisa

Is

Isiit mazmyny

Giinlerii sany

(1.2)

Harytlaryn we gurallaryn sargydy

10

(L.7)

Islegin hasap sistemasyny isldp diizmek

12

(2.3)

Harytlary saylamak we tolegnama yazmak

(o]

(3.4)

Haryt getirmek

(2.5)

Gurallary getirmek

(5.6)

Gurallary gurnamak

(4,6)

Harytlary goyusdyrmak

(4.7)

Harytlaryn yerbe — yerliginiii hasaby

(7.8)

Witrinany we zaly hagsamlamak

(6.8)

Isleg — dokumentlerini tayyarlamak

(8.9)

Satuw sergisinini barlanmasy

NIN[oT|O BN W >

3. Ti=t(1,7)+t(7,8)+1(8,9)=12+5+2=109.

T,=t(1,2)+t(2,3)+t(3,4)+t(4,7)+t(7,8)+1(8,9)=10+6+4+5+5+2=32.

To=max {1, 1,, T3, T, = T, =33
Kritiki yolun ugrundaky islere kritiki igler diyilydr, olaryin wagt
rezerwleri yokdur. Kritiki dal islerin wagt rezerwlerini kesgitlemek
ticin hadysanyn ylize c¢ykmagynyn irki we gicki mdhletlerini
kesgitldlin:

t(1)=0

t,(2)=0+10=10
t,(3)=10+6=16
t,(4)=16+4=20
t,(5)=10+3=13

t(6)=max {20 + 413+ 2} = 24
t,(7)=20+5=25

tr(8)=max {25 + 5,24 + 7} =31
t,(0)=31+2=33

t,(9)=t(9)=33
£,(8)=33 — 2=31
t,(7)=31 — 5=26
t,(6)=31 — 7=24
to(4)=min {24 —
ty(5)=24 — 2=22

t, (3)=20 — 4=16.
t,(2)=min {22 -
t,(1)=10 — 10=0.

T3=10+6+4+4+7+2=33, T,=10+3+2+7+2=24,

4,26 -5}=20

3;16—6§ =10

Islendik (i,j) is li¢in asakdaky parametrleri hasaplamak miimkin
(8.6-njy tablisa) t, ,(1,2)=0.
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8.3-nji surat. Isin tor grafigi

Parametrlerin bahalary. 8.6-njy tablisa.

§ Isin Isin ahyry Wagtyn rezerwi

= baslanma

£ wagty
Is = - “ - -

CE S 8S| S8

28 ZFICS RSRS8O
(1,2) |10 0 0 10 10 0 (0 0 0
(1,7) |12 0 14 12 26 14 |14 |13 |3
(2,3) |6 10 10 16 16 0 (0 0 0
(34) |4 16 16 20 20 0 (0 0 0
(25 |3 10 19 13 22 9 |9 1 0
(5,6) |2 13 22 15 24 11 |0 9 0
(4,6) |4 20 20 24 24 0 (0 0 0
4,7 |5 20 21 25 26 1 |1 0 0
(78) |5 25 26 30 31 1 |0 1 0
6,8) |7 24 24 31 31 0 (0 0 0
8,9 |2 31 31 33 33 0 (0 0 0
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8 —nji baba degisli soraglar we yumuslar

1. Matrisa oynunyn kesgitlemesini berin.
2. Oynun asaky we yokarky bahasy nime?
3. Eyer nokatly oyunda oynun bahasy nahili kesgitlenyar?
4. Asakdaky oyunlarynl ¢oziiwlerini tapmaly
1) 2)
6 2 5 2 36
A=|4 3 7 A=|1 6 3
556 511
3) 4)
3 0 2 3 0 2
A=|-4 -1 3| A=|4 5 1
2 =2 -1 2 3 -1

5. Simpleks usulynda matrisaly oynun ¢oziilis algotitmini beyan
edin.

6. Tor grafigini gurmak we parametrlerini kesgitlemek
meselesininl ¢oZiilis algoritmini beyan edin.
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