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GIRIS

Gaty,suwuk we gaz haldaky jisimlerin hereket hem-
de denagramlagsmak kanunlaryny 6wrenyin ylyma nazary
(teoretiki) mehanika diyilydr. Eger ginislikde haysy hem
bolsa bir jisim wagt gecdigice hasaplayys sistemasy
diyilydn bagga ikinji bir jisime gord 0Oz yagdayyny
iytgetse,onda sol birinji jisime ikinji jisime gord hereket
edydan jisim diyilydr. Seylelilik bilen hereket hakdaky
distinje ginislik,wagt,hereket edyan obyekt we hasaplayys
sistemasy baradaky diisiinjeleri 6z igine alyar.Ginislikde
jisim wagt gec¢digice basga jisimlere gord 0z ornyny
lytgetmesine mehaniki hereket diyilydr. Nazary mehanika
mehaniki hereketin  umumy  kanunlaryny Owrenyir.
Nazary mehanika kinematika,statika we dinamika yaly iig
boliime boliinyar

KINEMATIKA

Nazary mehanikanyn hereketi emele getirydn we
olary iiytgedydn sebdpleri nazara alman jisimlerini hereket
kanunlaryny owrenydn bdliimine kinematika diyilyar.
Kinematikada geometriyanyn hemme teoremalaryndan we
aksiomalaryndan bolsy yaly peydalanylyar.

Kinematika wagt hakdaky diisiinje girizilendigi
sebapli ol geomtriyadan mehanika gecis
basgancagydyr.Olcegleri 6ridn kici we tiikenikli ya-da
tilkeniksiz ki¢i massasy bolan jisime material nokat
diyilyér. Geljekde material nokat diymegin deregine yone
nokat diyjekdiris Ilki bilen nokadyn,ondan son bolsa
nokatlaryn sistemasynyn we absolyut gaty jisimin

kinematikasy =~ Owrenilyér. Mehanikanyii ~ hemme



boliimlerinin dwrenilisinde sag koordinatalar sistemasyny
ulanjakdyrys.

NOKADYN KINEMATIKASY

Nokadyn hereketinin trayektoriyasy we denlemeleri.
Radiyus-

wektoryn godografy. Nokadyn hereketinin kesgitlenis
usullary.

Oxyz  koordinatalar sistemasyny alyp, radiyus
wektory r bolan M nokadyn hereketine seredelin (gys 1).
Hereket edyan su M nokadyn dirli M1, M2, ..., Mn
yagdaylaryndaky rl, r2, ..., rn radiyus-wektorlaryn
uclarynyn AMB geometrik orunyna hereketin
trayektoriyasyna onun radiyus-wektorynyin godografy hem
diyilyar.
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Seylelik bilen giiislikde hereket edydn nokadyn

cyzyan c¢yzygy onuil hereketinin traektoriyasy bolyar.
Giislikde islendik wagtda nokadyn — yagayyny we
hereketini (ya-da hereket kanunyny) kesgitlemige
miimkingilik berydn denlemelere hereketiii denillemeleri ya-
Nokadyn hereketi ii¢ usul bilen kesgitleny:ir:
1.Nokadyn hereketininl tebigy usul bilen kesgitlensi.
Bu usul hasaplayys sistema gord iki sany silindrik stlerin
kesigsmesi gornilisinde onuil tracktoriyasy we traktoriyanyn
iistiinde baslangyc O nokatdan M nokada ¢enli t wagtyn
funksiyasy bolan S-aralyk berilyir: (¢yz.2)

S=f(t) (L.1)

v

Cyzgy-2
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(1.1)-denlegd  hereketin  gutarnykly  gdrniisdaki
denlemesi ya-da hereket kanuny diyilyar. Bu yerde f(t)-
asakdaky sertleri kanagatlandyrmaly:

a) - birbelgili funksyya bolmalydyr,yagny ginislikde
hereket edyin nokat edil sol bir wagtyn d6ziinde diirli-diirli
iki yagdayda bolup bimez.
b)-tizniiksiz funksiya  bolmalydyr,yagny  hereket
tizniiksizdir we sonun licin hem t-nifi her bir tiikeniksiz
kici tiytgemesine S-in tiikkeniksiz kici tiytgemesi degislidir.
¢)-differensirlenyén fuksiya bolmalydyr
2. Nokadyn hereketinin koordinatalar usuly bilen
kesgitlensi.
Bu usulda herket edyin nokadyn koordinatalary t wagtyn
funksiyasy girniisinde berilyarler:

X =X(t)

y=y(t)

z=12(t)
(1.2)
Su (1.2) nokadyn herketinin koordinatalar defilemeleridir
we olarynl her biri sol nokadyn degisli koordinata oklara
proeksiyalarynyn hereket kanunlaryny kesgitleyarler . Bu
(1.2) —denlemelerden t —wagty yok edip, asakdaky iki
denilemeler sistemasyny alyarys:

P(X,y) =0} w(y,2) =0} f(x,2) =0}

f(x2)=0J p(xy)=0]  w(y,2)=0

(1.3)
Bularyn her biri emele getirijileri degisli koordinata oklara

paallel bolan iki sany silindrik iistleriii kesigsmesi gorniisde
berlen nokadyn trayektoriyasynyin denlemesidir ( ¢yz. 3)
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:

Cyzgy-3

3.Nokadyn hereketininn wektor usuly bilen kesgitlensi.
Bu usulda nokadyn hereket kanuny wektor gornilisde
berilyir:

r=rt)=x)i+y)j+z(t)k
(1.4)
Herket kanuny wektor gorniisde berlende nokadyn
trayektoriyasy ~ onun r- radius-wektorynyn godografy
bolyar. ( 1.4 )-denilige nokadyn hereketinin wektor
Nokadyn hereketiniit polyar koordinatalardaky — r=r(t),
deiilemelerden t- wagty yok edip onuinl trayektoriyasynyn
polyar koordinatalardaky detilemesini alarys:

P(r,p)=0

(1.5)

Nokadyn hereketinin tizligi,tizlenmesi we olaryn
koordinata oklara proeksiyalary.Tizliginn godografy.
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Oxyz sag koordinatalar sistemasyny alalyn we radius-
wektory r -bolan M nokadyn hereketine seredelin. At
wagtdan son M nokadyn radius-wektory Ar artdyrma
alyar.

Hereket edyan nokadyn radius-wektorynyn artdyrmasynyn
sona degisli wagtyn artdyrmasyna gatnasygyna orta
tizligin wektory diyilyar:( ¢yz 4)
rr—r _Ar

\70rta= = (16)
-t At
A7
A M 3
1
Ar a
~ f’ M]_ '90rta
P
B
O »
y
X
Cyzgy-4

(1. 6 ) -dan predela gecip nokadyn hereketinin hakyky
tizligini tapyarys.

V= limAr_dr
At—)OAt dt

— dr

V="- 1.7
it 1.7)

Gorsiimiz yaly nokadyn hakyky tizliginin wektory onun
radius-wektorynyn wagta gord birinji oniimine dendir we
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berlen  nokatda trayektoriya  galtasyan  boyunca
ugrukdyrylandyr.

Egri ¢yzyk boyunca hereket edydn M nokadyn ty,t,,...,t,
wagtlardaky  M1,My,....M, yagdaylaryna  degisli
tizliklerinin wektorlaryny Vi,V2,...V. bilen belldlin
(¢yz 5 ) . Bu tizlikler ululyklary we ugurlary boyunca
diirli-diirlidirler.Bulary polyus diylip atlandyrylyan bir P
nokada gecirelin.Sol tizligin wektorlarynyn uglarynyn
geometrik ornyna tizligin wektorynyn godografy diyilyér.
(¢yz5)

Cyzgy-5

(1.4 )-den wagta gora Oniin alyp,tizligi kesgitlalin:
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GO, Ay
dt dt dt
(1.8)
ya-da V=Vi+V, j+Vk
Bu yerden
dx
Cdt
y ‘;i’ y (1.9)
z_a_

Gorstimiz  yaly nokadyn hereketinin tizliginin
wektorynyn koordinata oklara proyeksiyalary onun degisli
koordinatalarynyn  wagta  gord  birinji  Onliumine
dendirler.Seylelik bilen tizligin wektorynyn moduly
asakdaky formula bilen kesgitlenyér:

(&) ()

Tizligin ugrukdyryjy burglarynynn kosinuslary seyle
anladylyar:

(1.10)

Cos| V, XJ -

VX

Y

C \7A vy
0S , = —
Y17V

v,

Y

Cosl| V, ZJ -

16



Nokadyn hereketinin tizliginin wagt birliginde
iytgemesi bilen Olgelydn ululyga hereketin tizlenmesi
diyilyar:

W =lim &Y. 4V
A0 At dt

w=dv (1.11)
dt

Gorslimiz yaly tizlenme tizligin wagta gord birinji
oniime dendir.
(1.7) we (1.11)-den
d’r

W =
dt?

(1.12)

Bu formuladan,hereket edydn nokadyn tizlenmesinin
onun radius-wektorynyn wagta gord ikinji Oniime
dendigini goryaris.

Onda W =

d Xi+d y.+d z

] K
dt>  dt? dt’

- Ya-da

W =W,i+W, j+Wk
Bu yerden
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szdz(zx'
dt
d?y
W = = 1.13
=g y 1.13)
2
w,=92_,
dt

Su anlatmalardan gorniisi yaly nokadyn hereketinin
tizlenmesinin wektorynyn koordinata oklara
proyeksiyalary onuit degisli koordinatalarynyn wagta goré
ikinji 6niimlerine dendirler.

Tizlenménin wektorynyn moduly seyle anladylyar:

2y \? 2,\? 25\?
W = d z( + d 3/ + d 22
dt dt dt
(1.14)
Tizlenmdnin  wektorynyn  ugrukdyryjy  burclarynyn

kosinuslaryny kesgitlemek tli¢in asakdaky formulalardan
peydalanylyar:

Cos| W, x) _W,
W

_a W
Cos|W,y |=—¢
W

Cos VV,ZJ:Vl
W

(1.15)
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TIZLENMANIN WEKTORYNYN TEBIGY
UCGRANLYGYN
OKLARYNA PROYEKSIYALARY

M nokat AMB trayektoriya boyunga hereket edyar.
Su nokatda trayektoriya galtagyanyn, normalyn we
binormanyn birlik wektorlaryny 7,m,b bilen
belldlin.Galtagyan, normal we binormal sol tebigy
iigranlygynn oklarydyr.M nokatda z,m,b wektorlaryn
emele getiryan koordinata oklaryn sag sistemasyna tebigy
sistema we 7,m,b iiggranlyga bolsa tebigy ii¢granlyk
diyilyzar. Binormalyn wektory b galtasyjy tekizlige
perpendikulyar bolany i¢in ol hereketin tizlenmesinin
wektorynada perpendikulyardyr. Sonunn  iicin  hem
tizlenménin binormalyn wektoryna proyeksiyasy nula
dendir. Sona goridde tizlenménin dine galtasyan we normal
wektorlara proiiyeksiyalaryny tapaymaly bolyarys (¢cyz.6 )
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normal
tekizlik

Cyzgy-6.

Egrinin,yagdayy 7 we n wektorlar bilen
kesgitlenydn tekizligine galtasyjy, n we b wektorlar
wektorlar bilen kesgitlenyan tekizligine normal we b we 7
wektorlar bilen kesgitlenyian tekizlige goneldiji tekizlik
diyilyar.

(¢yz7)
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goneldiji

b \ tekizlik
normal \
tekizlik ’
M T
L ,1' i
i \ 4
c galtysykly
tekizlik
Cyzgy-7.

Tizligin wektorynyn galtasyan boyunca ugrukdyrylandygy
ticin B ~
(1.11)-den : w=2V_9dy. )N,y ar
dt dt dt dt
Frendnin birinji formulasyndan peydalanalyii:
dr_dr ds Vo
dt ds dt p
Bu yerde p-M nokatda trayektoriyanyn egrilik
radiusydyr;n-bas normalyn birlik wektorydyr. Seylelik
bilen:

(1.16)
Su(1.16) formuladan gorniisi yaly doly tizlenménin
wektory galtasyan boyunca ugrukdyrylan we galtasyan
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tizlenme diyilydn hem normal boyunca ugrukdyrylan we
normal tizlenme diyilydn wektorlaryn wektor jemine
dendir  (¢yz 6)

Galtasyan we normal tizlenmeler asakdaky yaly
bellenyir:

(1.17)

JR— 2 —
W n=—N
yo,
Onda bularyn moduly:
w4
dt
V 2
P

W

n

(1.18)
Doly tizlenmnifi moduly asakdaky formula bilen
kesgitlenyar:

2 2\ 2
W= W?+W? :\/(d_Vj +(V—)
dt yo,

(1.19)
NOKADYN TOWEREK BOYUNCA AYLANMA
HEREKETI.
GONUCYZYKLY HEREKET.

Eger nokat tegelegifi toweregi boyunca hereket
edydn bolsa,onda onufi su hereketine towerek boyunca
aylanma hereket diyilydr.Towerek boyunca aylanyan
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nokadyn radiusynyfi wagt gecdigice c¢yzyan burgyna
owriilme burgy diyilydr we ony @ bilen belleyéris.
Owriilme burgufi wagt birliginde iiytgemesi bilen
Olceyin ululyga aylanma hereketifi burg tizligi diyilyar we
ol @ bilen bellenyar. Tiikeniksiz ki¢i bur¢ sol burguii
depesinden ge¢ydn we onufi tekizligine perpendikulyar
bolan wektordyr.Eger-de herekete wektoryfi ujundan
gozegeilik  etsek,onda bur¢ tizligin  wektory sagat
peykamynyfi hereketinii tersine ugrukdyrylandyr.Sagat
peykamynyfi hereketii tersine bolan ugry polojitel we onuil
bilen ugurdas bolan hereketi bolsa otrisatel edip almaklygy
sertleselii . Seylelik bilen bur¢ tizlik tegelegin
merkezinden ge¢yén,onuii tekizligine perpendikulyar bolan
we sagat peykamynyil hereketinii tersine ugrukdyrylan
wektordyr. At wagta 6wriilme bur¢ Ap  ulylyga iiytgin
bolsa,onda orta burg tizlik seyle kesgitlenyér :(¢yz.8)

— A
Worta = _¢
At
Bu yerden predele ge¢ip hereketifi hakyky burg tizligini

tapyarys:

w=lim 2%
At—0 At
L_de
at

(1.20)

Yagny burg tizlik wriilme burcyf wagta goré alnan birinji
ontime dendir.
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Cyzgy-8.

Burg tizligini wagt birliginde iiytgemegi bilen 6l¢eyin

''''''

bilen bellenyir:

— Aw
Eorta = ——
At

— . Aw
g=Ilim—

At—0 At
- do
&E=——

dt

(1.21)
(1.20) we (1.21) -den
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(1.22)
(1.21) we (1.22)-den gorniisi yaly bur¢ tizlenme burg
tizligin wagta gord birinji ya-da dwriilme burgyn wagta
gord ikinji Oniimine defidir.
Nokadyn towerek boyunca aylanma hereketinifi ¢yzyk
tizliginif ululygyny tapalyfi :

R

A0 At A0 At dt

V =wr
(1.23)
Gorstimiz yaly nokadyfi towerek boyunga hereketinifi
cyzyk tizliginifi ululygy,onufi burg tizliginifi towereginii
radiusyna kopeltmek hasylyna defidir.

Eger-de w=const bolsa , onda aylanma herekete
dendlgegli aylanma hereket diyilyar . Defi 6lgegli aylanma
hereket ti¢in (1.20)-déki differensial defileméni integrirlip
owriilme burcy kesgitleyaris:

Q= J.a)dt +C
p=wt+C
t=0 bolanda C=0, bolyar ,onda
o=@, +out
(1.24)
Eger-de hususy halda ¢,=0 bolsa,onda
@ =wt
(1.25)

Aylanma hereketde &=const bolsa,ofia defi 0Olgegli
liytgeyan aylanma hereket diyilyar.Bu hereket ii¢in (1.21)-
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didki differensial defilemdni integrirlip bur¢ tizligi
tapyarys.
= Ig dt+C,
w=ct+C,
t=0 bolanda C, =,
w=w,+ct
(1.26)
Hususy halda w=0 bolanda
w=¢t
(1.27)
Indi (1.20)-daki differensial defilemédni integrirlaliii:
¢ =[wit+C = [(a, +t)dt +C

(C,t 2
Q=@,+ a)ot + 7
(1.28)
Su dendlgegli iytgeyan aylanma hereketii
defilemesidir.Bu yerden ¢, =0 bolanda

2
Q=wt+——

2
(1.29)
@, =0 bolsa,onda

61:2
6’):7

(1.30)

Nokadyni goni ¢yzykly hereketi iicin (1.26) we (1.28)
formulalar asakdaky gorniise gegyarler.
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V =V, +Wt

S=S§, +V0t+W2t

(1.31)
Hususy halda So=0,V,=0 bolsa ,onda
V =Wt
2
S Wit
2
(1.32)

Yokardan erkin gagyan jisimler iicin (1.32)-diki
formulalar asakdaky gorniisdédki afladylyarlar:

V =gt
2
h=9t
2
(1.33)
Bu defillemelerden wagt t-ni yok edip tizligi tapalyii:
V =,/2gh
(1.34)

Su (1.34) formula ilkinji gezek Galiley tarapyndan alnany
ticin ona Galileyin formulasy diyilyar.

Galileyin formulasy goni ¢yzykly we aylanma hereketler
icin agsakdaky gorniisi gegyar:

V =+2WS
W =\2&Q

(1.35)

(1.18) formuladaky normal tizlenménin afillatmasy we
Galileyifi formulasy (1.34) .Yerifi iistiinddki jisim {igin
asakdaky gorniise gecyarler:
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VZ
g=—=

R
V, =,20R
(1.36)
Bu vyerde Vi Dbirinji V.. Dbolsa ikinji kosmik
tizliklerdir. Yerif cekis giiyjiniii tizlenmesinii

9=9,81m/sek® * we onuii ekwatorial radiusynyii R=3678
km V -bahalaryny yerine yazyp birinji we ikinji kosmik
tizligi tapyarys:

V, =./0R =79xm/ cex ~8xm/ cex

V, =4/20R =112xm/ cex
Ikinj1 kosmik tizlige parabolik tizlik hem diyilyar.
Galtagsyan we normal tizlenmeleri seyle hem afilatmak
bolyar:

dv. d
== =—(or)=rs¢
dt dt
2 2,2
W Vo
p T

W =¢r
W, =o’r

(1.37)
onda:
W = W2 +W? =rJo’ + &
(1.38)
¢yz.8 den
W, &
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Towerek boyunca N sany doly aylaw {i¢in Owriilme
burgyi afilatmasyny yazalyfi

@ =27N
(1.39)
Bu yerden wagta gord oniim alyarys:
W =27
(1.40)
_ dN , y .
n= s sekundaky aylowlaryni sany bilen 6lgeyéin burg
tizlenmedir.
(1.40 )-dan yene-de bir gezek 6niimi alalyn
&=2m
(1.41)
n= c(jj—r: sekuntdaky aylawlaryn sany bilen 6l¢enyén

burg tizlenmedir.
(1.26) we (1,28) formulalary 27 boliip
(1.39),(1.40),(1.41)anlatmalary goz oniinde tutsak:
n=n,+nt
=412
N=N,+nt+ nt
2

0 0

(1.42)
Eger-de n minutdaky aylanmalaryn sany bilen dlgeyéin
bur¢ tizlik bolsa,onda(40) formula asakdaky gorniise
gecyar:

(1.43)
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Tizligin we tizlenménin polyar koordinatalardaky
anlatmasy.

Hereket edyin M nokadyn 7 =OM radius-wektorynyn
birlik wektoryny 7, we su radius-wektora perpendikulyar

wektoryni birlik wektoryi p°bilen bellip  (¢yz.9) M
nokadyn tizligini kesgitlalin

= =0

y-ar_d (rro):gr‘J ordr

dt dt

T dt dt

Cyzgy -9
Bu yerddki birinji gosulyja (%FO) radial we ikinji

------

tizliklerin ulylygy seyle bellenyar:
30



v o,
dt
do :
V =r—L=rp=rw
mp dt ¢
(145)
Doly tizligin moduly asakdaky formula bilen

kesgitlenyar:

V=N +V2 = +o’r’
(1.46)
Tizligin (1.44) anlatmasyndan Oniim alyp tizlenméni
tapyarys:

\/ 2 =0 2 =0
W:d_vzdrr_'0+£.dr +£.d_¢.ﬁo+rdgoﬁo+rd_¢.dl
dt  dt? dt dt dt dt dt dt dt
Cyzgy (10)-den gorniisi yaly
dr’ _de 5 :
dt  dt ’
d° _do .,
dt dt
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_____ ' Trayektoriya

Cyzgy 10
Doly tizlenme seyle anladylyar:
W = (i’ — ra)z)FO +(ro+2to)p°
(1.47)

W = \/(r —ro?) +(ro+2ro)
(1. 48)

Tizligin egricyzykly koordinatalarda
anladylysy.

Nokadyn polyar,silindrik we sferik koordinatalary onun
egrigyzykly koordinatalarydyr.Bu egricyzykly
koordinatalara nokadyn umumylasdyrylan koordinatalary
hem diyilyar we (q1,02,...,.qn)  bilen bellenyérler.Bu
koordinatalaryn =~ wagta gord  birinji =~ Onlimlerine

------
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Nokadyn x,y,z gonibur¢ly koordinatalarynyn islendik
tizniiksiz bir belgili we differensirlenyin funksiyalarny sol
nokadyn umumylasdyrylan koordinatalary diyip kabul
etmek bolyar:

d, =d,(%Y,2)
d, =9,(X,Y,2)
d, =0,(XY,2)
(1.49)
ya-da
x =x(d,,9,,9,)
y =y(d,,d,,ds,)
z=12(q,,d,,9;)
(1. 50)

Tizligin  silindrik  koordinatalardaky  aflatmasyny
kesgitlalin;

r, we z hercket edyin M nokadyn silindrik
koordinatalarydyr (¢cyz 11) yagny onda  r=q;, ¢ =0, we

Z=(Qs,
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o
v

-

X
Cyzgy 11 .
r=r(q:,q2,93)-den wagta gord birinji Oniimi alyp tizligin
wektoryny tapyarys:

— 0T . or | or
V = g, + q, + d,
aq, —  oq, aq,
(1.51)
oa | q, bolany iigin ,
aq, |oq,
— |or or or
V=— qlqlo + _qzqzo +— Q3q30 (1 52)
o, aaq, ad,

Asakdaky belgileménin girizeliil:
2 2 2
H. = or|_ | ax o) (e
aa, aaq, ad, aq,

34
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onda: V= qulqlo + quzqzo + qusqao
(1. 54)
Hy-lere Lame koeffisientleri diyilyar.

Cyzgydan:
X =rCos¢e

y =rSing
1=1

(1.55)
(1. 52 )-nazara alyp Lame koeffisentlerini tapalyn:

xY (oy) (a )
H =.|—| +| = | + Cos’gp +Sin*p+0 =1
' \/6r) (6rj or = v 4
2 2
sz\/ %J +£gj +[62J = /r’Cos’p+r?Sinp+0 =r

op op op
2 2
H, = %j +(@j +(@) =J0+0+1=
0z 0z 0z
(156)

(1. 52) we (1. 54)-den:
V.=r , V, =r¢p ,V,=12
V=P 412 +2°
Su tizligin silindrik koordinatalardaky ailatmasydyr.
Edil sunun yaly edip tizligin r,p,6 @ sferik
koordinatalardaky anlatmasynyn hem almak bolyar:

8] 8] o]

35
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Nokadyn hereketinin sektor tizligi.

Oxyz koordinatalar sistemasyny alalin.Hereket edyidn
nokadynn radius-wektorynynn wagt birliginde c¢yzyan
meydanyna nokadyn hereketininl sektor tizligi diyilyar.

Egerde nokadyn radius-wektory At wagtda A S meydan

AS -
¢yzyan bolsa,onda " orta sektor tizlik we bu

gatnasygynl predeli bolsa herket edydn nokadyn hakyky
sektor tizligi bolyar: (¢yz 12).

. AS dS
o=lm-— =
(1.58
ds
O =—
dt
)
Nokadyn At wagtdaky r radius-wektorynyn

artdyrmasyny Ar bilen bellip Ar we r wektorlaryn
iistiinde parallelogram guralifi.
Wektorlarynt wektor kopeltmek hasylyny kwadrat yaylar
bilen bellemegi sertleselin.Iki wektoryn wektor kdpeltmek
hasylynyi moduly sol wektorlaryn {istiinde gurlan
parallelogramyii meydanyna deni bolany ii¢in:

[F AT ] = Soasc = 2AS

1
AS = —||[FAF
2\[r r]
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Bu yerden:

AS = %[r AT | (1.
59)
Seylelik bilen tiikeniksiz ki¢ci meydan sol meydanyn
tekizligine perpendikulyar bolan wektordyr(1.58 ) we

(1.59 )-den peydalanyp sektor tizliginh wektoryny asakdaky
formula bilen anladyarys:

. AS 1| _ . Ar
Iim —==|r lim —
At—0 At 21 At—0 At

5= [rV]

Ql
I

(1.

60)

Eger-de r we v-in arasyndaky bur¢ « bolsa,onda
sektor tizligin ululygy;
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GI%I’VSina (1.

61)
(1. 60 )-den gorniisimiz yaly hereket edydn nokadyn
sektor tizliginin wektory onun radius-wektorynyn tizligine
wektor kopeltmek hasylynynn yarsyna dendir we su
wektorlaryn istiinde gurlan parallelogramyn tekizligine
perpendikulyardyr.(1.60)-formulany kesgitleyji gorniisinde
yazyp sektor tizligin koordinata oklara proyeksiyalaryny
kesgitlalin:
I
_ 1 J ok
c=3 XYy z Onda
Xy 2

1, . .
ax—g(yz zy)

o, =%(z>‘<—xz) (L.

1,
az—i(xy yX)
62)

Indi sektor tizligi polyar koordinatalar bilen ailadylyar.
At wagtda meydan S we owriilme bur¢ ¢ degislilikde AS

we Ag@ artdyrmalar alyarlar. Su yerde AS esasy r,
beyikligi rA¢ bolan iicbur¢lygyn meydany hokmiinde

garamak bolyar: (¢yz 13).

1 1,
AS==rrAp==r°A
2 NPT R
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Bu denligi At bolip predele gecsek hakyky sektor tizlik
polyar koordinatalar bilen ailladylyar.
AS 1209 1,

o=Ilm —=
A0 At 2 dt 2 1
1, '
o=—lI"w
63)
M,
rAg
AS M,
Ap ¢
0
S
M
Cyzgy 13.

Nokadyn yonekey garmonik yrgyldysy.

Nokadyn garmonik yrgyldysy hakda doly diisiinja
mehanikanynl dinamika boliiminde serediljekligi {igin bu
yerde difie onun kesgitlemesini bermek bilen ¢aklenyéris.
Nokadyn sinus (kosinus) kanuny boyunca yrgyldysyna
yonekey garmonik yrgyldy we nokady baslangy¢ deii
agramlyk vagdayyndan il wuly gysarmasyna bolsa
denlemesi asakdaky gorniisde anladylyar:(¢cyz 14).

x = aSin(kt + &) (1.64)
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Yrgyldynyn owriilme burcyny ¢ Dbilen bellesek,onda
onun defilemesi asakdaky gorniise ge¢yar:

@ = ASin(kt+ ¢) (1.65)
(1.64),(1.65)-daky a we A yrgyldynyn amplitudalary
(kt+ ¢ ) fazasy we ¢ baslangy¢ fazasydyr.

O M

& 3
< >

X

Cyzgy 14.
Nokadyn doly bir gezek yrgyldysyna sarp edilyan wagta —
T- yrgyldynyi periody diyilyar. Yrgyldynyn
denilemesinden onuil periodyny kesgitlalin.
x = aSin(kt+ &)= aSin[k(t + T )+ &]

Buyerden kT=2r , T= 27” : k = const

Egerde &= %bolsa onda yrgyldynyn (1.64)we(1.65)
detilemeleri seyle aiilladylyar:
X = aCoskt }

1. 66
@ = ACoskt ( )

Gaty jisimin one hereketi.

Gaty jisimiii hereketinde onunl iki nokadyny birlesdirydn
islendik goni ¢yzyk Oziinin basglangyc ugruny parallel
bolup galmak bilen mydama 6z-6ziine parallel hereket
Teorema.

Jisimin one hereketinde onun hemme nokatlarnyn :
a/trayektoriyalary dendirler.
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b/tizlikleri dendirler.
¢/tizlenmeleri dendirler.

Subudy.
Oxyz koordinatalar sistemasyny alalyi.Jisimin iki sany
islendik A we B nokatlarnynn trayektoriyalaryny,
tizliklerini we tizlenmelerini tapalyn.Bu nokatlaryn diirli
pursatlardaky yagdayyny

A1,B1, A2By, ..., A4n,By
bilen belldlin. (¢yz.15) Jisim gaty we onun hereketi one
hereket bolany {i¢in nokatlary birikdirydn kesimler

dendirler we paralleldirler:
A1B1#AB #...#4,B;,

y N

Cyzgy 15.

Seylelik bilen At=t,-t, wagta A we B nokatlaryn
radius-wektorlarynyn artdyrmalary dendirler:
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AT, = Al = AT
A we B nokatlaryn orta tizlikleri seyle anladylyar:

AF,  Afg AT

At At At
Bu yerden predela gecip su nokatlaryin hakyky tizliklerni
tapyarys:

. A, . Al . Ar
Iim —2=Ilim — = Ilim —
At—0 At At—0 At At—0 At
dr, drg dr
dt dt dt
V, =V, =V 2.1)

(2.1 )-formuladan wagta gord Oniim alyp, sol nokatlaryn
hakyky tizlenmelerini kesgitleyaris :

dv, dV, dv
dt  dt  dt
W, =W, =W (2.2)

Predelde (At —0) (16)-¢cyzgydaky dowiik ¢yzyklar egri
cyzyklara owrilyérler. Bu egri ¢yzyklar degislilikde A we
B nokatlarynyn trayektoriyalarydyr. Seylelik bilen A we B
nokatlaryin trayektoriyalary hem dendirler.

Sunun bilen teorema subut edildi. Su teoremada asakdaky
netijeler gelip ¢ykyar:
1).Jisimin one hereketini éwrenmek {ligin onun dine bir
nokadynyn hereketini 6wrenmek yeterlikdir.

2). Jisimin One hereketinin tizliginin wektory erkin
wektorydyr, yagny ululygyny we ugruny lytgetmin ony
jisimin islendik nokadyna gecirmek bolyar.
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Gaty jisimin gozganmayan okun towereginde aylanma
hereketi. Eyleriii we Puassonyi formulalary.

Jisimin  hereketinde onun i1 azyndan iki sany
gozganmayan  nokatlary bolsa ,onda jisimini beyle
hereketine gozganmayan okun towereginde aylanma
hereket we bu gozganmayan oka aylanma oky diyilyédr. Bu
okun istiinddki hemme nokatlar hem gozganmayan
nokatlardyr.

Jisim gozganmayan z okun towereginde w-burg tizlik
bilen aylanyar. (Cyzgy 16). Jisim hemme nokatlary sol
gozgalmayan okun towereginde diirli-diirli towerekler
boyunca aylanyarlar. Radiusy R bolan towerek boyunca
aylanyan bir M nokadyn hereketine seredelin. Bu

nokadyn radius-wektoryny r bilen belldlin.
A Z

= 4
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M nokadyn tizligini kesgitldlin:
V=0R= a)rSina‘[E F]
V=[ar]

2.3)

Su (2,3) Eylerin formulasydyr.Goriisimiz ~ yaly

gozganmayan okun towereginde aylanma hereketin ¢yzyk

tizliginin wektory burg tizligin aylanyan nokadyn radius-
wektoryna wektor kopeltmek hasylyna dendir.
W, =p, o,=q, o, =r1

bilen belldp Eylerin formulasyny kesgitleyji gérniisinde

vazyp,cyzyk tizligin = gonibur¢cly koordinata oklara

proyeksiyalaryny tapalyn:

I ] Kk
V=lpgqr yada
Xy z
Vi=0z-ry
V, =rx—pz (
V, =py—ox

2.4)

Eylerin formulasyny birlik wektorlar {i¢in ulanalin.
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(2.5)

Su formulalara Puassonyn formulalary hem diyilyér.

di

o
d 1 -
a—[a’l]
dk -
E—[G)k])

kesgitlenyar.(¢yz.17).

Gaty jisimin tekizparallel hereketi.

Egerde jisimin hereketinde onun hemme nokatlary
haysy hem bolsa bir gozganmayan esas tekizlige parallel
bolan tekizlikde hereket etseler ,onda jisimin beyle
hereketine tekizparallel hereket diyilyar.

Jisimini tekizparallel hereketinde ony berkidilen we
esas tekizlige perpendikulyar bolan goni ¢yzyk One
hereket edyar.Seylelik bilen jisimin tekiz parallel hereketi
onun esas tekizlige parallel bolan-kesiginin hereketi bilen

45



L B
AL

A
Esasy
tekizlik

Cyzgy-17.

Tekizparallel hereketin geometrik owrenilsi.

Teorema 1.
Tekiz figuranyil onun tekizligindédki her bir hereketini 6iie
hereket we erkin merkezin (polyusyn ) towereginde
aylamak arkaly amala asyryp bolyar.

Subudy.
Il erkin figura bilen mydama bagly bolan AB kesimin
A1,B; we A,,B, yagdaylary bilen kesgitlenyan erkin IT;
we I1, yagdaylary berilyir (¢yz.18).
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Cyzgy 18.

IT Tekiz figurany II; yagdayynda II, yagdayyna
gecirmek talap edilyir.Ofie hereket bilen figurany A;
nokat A, nokadyn fiistiine diiser yaly edip onun II;
yagdayynda II, yagdayyna siiysiirelin.Bu yerde bjnokat
b, yagdaya ge¢yar.Figurany A, merkezin towereginde
B;A;B,=A¢@ burc¢a aylamyzda A,B; kesim A;B, yagdaya
we I tekiz figura II; yagdayyndan talap edilydn Il
yagdayyna gegyar.Teorema subut edildi.

Teorema 2.
Tekiz figuranyn onun tekizliginddki oOne bolmadyk
hereketini aylanmanyn gutarnykly merkezi ya-da
polyusydiyip atlandyrylyan kesgitli merkezin tdwereginde
aylamak bilen yerine yetirmek bolyar.

Subudy.

Tekiz figura bilen mydama bagly bolan AB kesimin
A1Biwe A,B, yagdaylary bilen kesgitlenyéan erkin I1; we
[T, yagdaylary berilyar.(¢cyz.19).
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Cyzgy 19.
figurany II; yagdayynda II, yagdayyna gegirmek talap
edyar.A;nokady A,we B; nokady B, nokat bilen birikdirip
AjAwe B;B, kesimlerini ortasyndan bu kesimlere
perpendikulyarlar ~ ¢ekyaris.Su  perpendikulyarlaryn
kesigsme nokady 0-nyn merkezidigini subut
edelin.Hakykatdan hem,

AlBleng, A10,810=BZO, A10A2= 81082
bolany icin tekiz figura 0 nokadyn towereginde
A10A;=A@ burca aylananda A;B; kesim A,B, kesim bilen
gabat gelyar we tekiz figura II; yagdayyndan Il
yagdaya gegyar. Teorema subut edildi.

Tekizparallel hereketin analitik 6wrenilisi.

Teorema 1.
Eger-de tekiz figuranyn haysy hem bolsa bir nokadyn
tizligi we beyleki bir nokadyn bolsa tizliginini sol birinji
nokadyi tizligine parallel bolmadyk ugry belli bolsa,onda
aylanmanyii mgnowen merkezinin komegi bilen su
figuranyn islendik nokadyny tizligini kesgitlemek bolyar.
Subudy:
A nokadyn tizligi we B nokadyn tizliginiti ugry berilyar.M
nokadyn tizligini tapalyn.A we B nokatlarda su nokatlaryn
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tizliklerine  perpendikulyarlaryn  kesisme nokadynda
aylanmanyin P mgnowen merkezini tapyarys. Aylanmanyn
burg tizligini @ bilen bellélin.(¢yz.20).

Cyzgy 20.
Onda
V, = oPA w=Jn (2.6)
A ’ PA '

Seylelik bilen figuranyn islendik M nokadynyn tizligini
kesgitleyaris:
PM

Vy =oPM =V, oA (2.7)
Bu yerde V,, LPM

Teorema subut edildi.
Gorstimiz yaly tekiz figuranyn hemme nokatlarynyn
tizlikleri olaryn aylanmanyn mgnowen merkezinden
aralyklaryna proporsionaldyr.
Yagny
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-V (2.8)

Teorema 2.
Uytgemeyin kesimifi uglarynyi tizliklernifi onufi ugruna
proyeksiyalary 6zara dendirler.
Subudy.
AB kesimin uglarynyn tizliklerini 9A we 9B bilen
belldlin.(¢cyz 21).

Cyzgy 21.

Onki bilsimiz yaly aylanmanyin P mgnowen merkezini
tapyarys.Eger-de AB kesimit mgnowen bur¢ tizligi @
bolsa,onda V, =aPA , Vg =wPB
Bularyn AB kesime proyeksiyalaryny taparys:

AA' = (), =V,Cosa = oPACOsa = wh

BB' = (V5 )5 =VsC0s/3 = wPBCosf3 = wh
Bu yerde A,P-den AB kesime ¢ekilen perpendikulyaryn
uzynlygydyr.
Seylelik bilen:
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(\TA )AB = (\78 )AB (2.9)
Teorema subut edildi.

Teorema.
Tekiz figarynyn islendik nokadynyn tizligi polyusyn one
hereketinin we sol islendik nokadyn polyusyn towereginde
aylanma hereketinin tizlikleriniii wektor jemine dendir.
Subudy:

Gozganmayan 0&n we hereket edyan tekiz figura bilen
bagly koordinatalar baslangyjy C polyusda bolan hereket
edyan Cxy koordinatalar sistemalaryny alyp, tekiz
figuranyn tizligini kesgitldlin. C polyusyn towereginde
aylanmanyn burg tizligini @ bilen belldlin (¢yz 22).
Cyzgydan p=T.+T

77“

Cyzgy 22.
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Bu wektor deiileménin iki tarapyndanam wagta gord oniim
alyarys:

dp _dr, dr
dt dt dt
ya-da
V =V, +|or] (2.10)

Bu yerde V., polyus C —nifi 6tie hereketinitt  [aF] bolsa M
nokadyn C polyusyn towereginde aylanma hereketinin
tizlikleridir.

Teorema subut edildi.
wlr-digini nazara alyp (2.10) formulany Kkesgitleyji
gorniisde yazalyn:

i ]k
V=V,+|0 0 o
X y z

Su yerden tizligin hereket edyin koordinata oklara
proyeksiyalary tapylar:

VX :V CX—C()y }

(2.11)
V, =V, + o

Tizligin gozganmayin koordinata oklara proyeksiyalary
hem edil seyle kesgitlenyar.

Aylanmanyin mgnowen merkezinii ¢yzyk tizliginiii 0-a
dendigini bilydris (v=0, v4=0, vy=0). Aylanmanyn
mgnowen  merkezinin  hereket eddn  sistemadaky
koordinatalaryny (X,, Yp)bilen belldp ,olary (2.11)
formuladan kesgitleyaris.

Vex =y, =0 Vg, +ax,=0
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X, =———
@ (2.12)
yp — VCx
Q)

Su (2.12)hereket edydn sentroidanyn parametrik
denlemeleridir. Bu denlemelerden t wagty yok edip
hereket edyén sentroidanyn denlemesini agakdaky gornsde
alyarys;

F(Xp, ¥p)=0 (2.13)

Gozganmayan sentroidanyii defilemesi hem edil sunui
yaly edilip tapylyar.

Teorema.
Tekiz figuranyn islendik nokadynyn tizlenmesi polyusyn
one hereketiniit we sol islendik nokadyyusyn towereginin
aylanma hereketinin tizlenmelerinin  wektor jemine
dendir.
Subudy:

(2.10)- den wagta gord Oniim alyp tekizparallel hereketin
tizlenmesini kesgitlalin:

W = dd\: = dc\j{[O +[ddi) F}{EZ—” =W, +[er]+[o[ar]]
Wektor algebrasyndan belli bolan asakdaky formuladan
peydalanyarys:
|o|orT ]|= @(@F) - o°f
(2.14)
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Tekizparallel hereketde w@.Lr bolany ti¢in (2.14) formula
asakdaky gorniise gecgyar:

|o|or]|=-w’T
(2.15)
Onda

W =W, +|[e7]-F?
(2.16)
Bu(2.16) formulada [eF]aylanma /galtasyan /we —w°r
bolsa merkeze ymtylyan /normal/ tizlenmelerdir.Bu
tizlenmelere 2-si hem figuranyn C  polyusynyn
towereginde aylanmasyndan alynyarlar.
Eger-de

[E F]— F? :VVMC
diyip bellesek onda (2.16)formula asakdaky gorniise
gecyar:

W =W, +W,,c
(2.17)
Bu yerde W, polyus C-nyn o6ne hereketinin we W, bolsa
M nokadynyn sol C polyusyn towereginde aylanma
hereketinin tizlenmeleridir.

Teorema subut edildi.

Tekizparallel hereketinin  gozganmayan koordinatalar
ulgamyna goré tizlenmesi hem sunun yaly edilip tapylyar.
Tekiz figuranyn 6z tekizliginde 6nie bolmadyk hereketinde
berlen wagtda tizlenmesi nula defi bolan nokadyna
gizlenmelerin mgnowen merkezi diyilyar. (2.16)
anlatmadaky tizlenménin hereket edydn koordinata oklara
proyeksiyalarny tapalii:
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i ] k
[er]=l0 0 ¢
X Yy z

W, =W,, —&y — 0°x
W, =W, + e&x— o’y
(2.18)

(2.16)-ny gozganmayan koordinata oklar ii¢in yazalin:

W =W, +[e(p-T,)]- 0’ (p-T¢)
(2.19)

Tizlenmelerin  mgnowen merkezinin hereket edyén
koordinatalar ulgamyndaky koordinatalaryny (x, y) bilen
belldp bulary (2.18)-den tapyarys:

W, —&f —0°X =0
W, +&X -0’y =0

&+’ X =W,
K-’y =-W,
Bu yerden:
- 0*W,, — &W,,
o' +&°
g = a)ZWCy + W,
o' +&°
(2.20)



Edil  sunun  vyaly edilip(2.19)-dan  tizlenménin
gozganmayan oklara proyeksiyalary hem tapylyar.

Eylerin burclary.

Koordinatalar baslangyjy jisimii gozganmayan O
nokadynda bolan gozganmayan oé&né we hereket edyin
Oxyz koordinatalar sistemamlaryny alalyn.(¢yz.23).

A

Cyzgy 23.

Egerde Oxy we oén tekizliklerin kesismesini OK bilen
bellesek, onda £ ¢p=/ZKOX , Ly =/80K , L0 =280Z
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Burclara Eylerin burclary we OK ¢yzyga diiwiinlerin
cyzygy diyilyar.Hereket edydan Oxyz sistemanyn yagdayy
su burclar bilen kesgitlenyar .Bu yerde ¢ -jisiminn hususy
aylanmasynyin burgy.\y presesiyanyn burcy we 0O-
nutasiyanyn burgydyr.Gorstimiz yaly gozganmayan bir
nokady bolan gaty jisimin 3-¢ sany erk inlik derejesi
bar,bular  Eylerin  burglary bolup wagt t-nyn

¢ =o(t)
funksiyalarydyr: v =y (1)

0 = 0(t)
(2.21) Su (2.21)

gozganmayan bir nokady bolan gaty jisimini hereketinini
denilemeleridir.

Gaty jisimin gozganmayan nokadyn towereginde
aylanmasynyn
analitik owrenilisi.

Koordinatalar baglangyjy jisiminn gozganmayan O
nokadynda bolan gozganmayan oép ¢ we hereket edyian
Oxyz koordinatalar ulgamyny alalyn. Jisimiii radius —
wektory r  bolan islendik bir nokadynyn hereketine
seredelin (¢yz.24).
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Cyzgy 24.

onda berlen wagtda jisiminl islendik nokadynyn tizliginin
wektory Eylerin formulasy bilen kesgitlener:
V =[af]
(2.22)
Tizligin hereket edyén koordinata oklara
proyeksiyalarynyn tapmak TU¢in Eylerin formulasyny
kesgitleyji gérniisinde yazyarys:
R T ¢
V=pgqr
X Yy z
bu yerden
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Vx =qz—-ry
V, =rx—pz

V, = py - gx
(2.23)
Aylanmanyin mgnowen oklarynyn istiinddki nokatlaryn
tizlikleri berlen wagtda nula den bolanlary tigin (2.23)-den
alyarys:

qz—-ry=0

x—pz=0

py—gx=0
bu yerden

X_y_?

P q r
(2.24)

Su hereket edyidn koordinatalar  sistemasyndaky
aylanmanynt mgnowen okunyn denlemesidir.

Mgnowen okun gozganmayan koordinatalar
sistemasyndaky denllemesi hem edil sunun yaly edilip

tapylyar.

s _n_¢
P O N
(2.25)
(2.24)-den
X_Pp
Z T
y_4a
Zr
(2.26)
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(2.25)-den

(2.27)
(2.26) we (2.27)-den t wagty yok edip degislilikde hereket
edydn we gozganmayan aksoidlerini defilemelerni alyarys:

(2.28)

(2.29)

(2.28) we (2.29) depeleri gozganmayan koordinatalar
baslangyjynda bolan hereket edydn we gozganmayan
konuslardyr.

(2.22) formula bilen anladylan tizligiit wektoryndan wagta
gérd oniimi alyp, gozganmayan bir nokady bolan gaty
jisimin hereketinin tizlenmesini tapyarys:

(2.14) formulany ulanyp:
W = [er]+ & (@F) - Fo?
(2.30)
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i j ok

ler]=| 2, &, &,

y

(2.31)
(2.30) we (2.31)-den tizlenmdnin hereket edydn
koordinata oklara proyeksiyalarny tapyarys:

W, =&,2—¢&,y+ p(px+ay +rz)— w’x

W, =&,X—¢&,2+q(px+ay +1z)— o’y

W, =&,y -, x+r(px+qy+r1z)-w’z
(2.32)

Rewalsyn teoremasy.

Gaty jisimii gozganmayan nokadyi tOwereginde

aylanmasynyn doly tizlenmesinin wektory galtasyan we

mgnowen oka ymtylyan tizlenmelerin jemine deidir.
Subudy.

Riwals tizlenménin (2.30)-daky anlatmasyny asakdaky

yaly edip basga gérniise getiripdir.Egerde @ burg tizligi

@ -y birlik wektory bolsa ,onda:

[@lar]=0* @°@°r)- 1|
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Bu yerde @°r = r, M-nokadyn r radius-wektorynyn
@  bur¢ tizligin ugruna proyeksiyasy bolany {i¢in
(¢yz.25):

[@lor]]= o’ (r,@° - 7)=’(r, - T)
bu anlatmadaky I, -T=R mgnowen oka tarap
ugrukdyrylan wektorydyr. Seylelik bilen (2.30) formulany
asakdaky gdérniisdealyarys.

W =[er]+ ®R (2.33)
(2.33)-de [er] galtasyan, w’R bolsa mgnowen oka

ymtylyan tizlenmelerdir.
Teorema subut edildi.

Cyzgy 25.

Gaty jisimin gozganmayan nokadyn téwereginde
aylanma hereketiniiit mgnowen burg tizlenmesi.
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Jisim gozganmayan O nokadyn tdwereginde o=c¢onst burg
tizlik bilen aylanma hereket edyiar.Onda burg tizlenme &
ululygy hemiselik bolan & burg tizliginh wagta gora birinji

oniime den bolany iicin (E = (L—C:j ol su @ burg tizligin
wektoryna perpendikulyardyr. Burg tizligin wektory @

wertikal z  okun téwereginde @, burg tizlik bilen
aylanyar. (¢yz.26).

-
- -
- -~
- -~
- ~
- ~
- ~

S]]

O

Cyzgy 26.
Seylelik bilen burg tizlenménin wektory & sol @ burg

tizligin  wektorynyn godografina galtagyan boyunca
ugrukdyrylan wektordyr. Jisimin her bir nokady z okun
towereginde haysam bolsa bir tdwerek boyunca aylanyar.
Su yerde @ jisimin nokadynyn radius-wektory we &
bolsa,sol nokadyn ¢yzyk tizligi hékmiinde garalyar.
Seylelik bilen & Eylerin (2.3)formulasynyii esasynda
asakdaky wektor kdpeltmek hasyly bilen anladylyar:
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Erkin gaty jisim hereketi.

Ginislikde erkin ydgdayda bolup bilyan jisime erkin
jisim diyilyar.Erkin gaty jisimin hereketinin geometrik we
analitik Owrenilisi gaty jisiminl tekizparallel hereketinini
geometrik analitik wrenilise menzesdir.

Erkin gaty jisimin  hereketinin  tekizparallel
hereketden  birndce  tapawutly  yerlerini  belldlin.
Gozganmayan 0&7n¢ we hereket edyin Oxyz
koordinatalar sistemamlaryny alalyn. O nokadyn tstiinden
gozganmayan o¢,on,o¢ oklara parallel bolan Oy,0,,0,
oklary gegiryéris (¢yz 27)

¢

A
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Cyzgy 27.

Hereket edyédn koordinatalar sistemanyn baslangyjy bolan
0 nokadyn yagdayy &,,7,,&,we @,y, 0 Eylerii burglary
bilen kesgitlenyar. Erkin jisimin hereketinin denlemeleri
seyle anladylyarlar:

So =So(t) ¢ =¢(t)

o =1(1)  w=y(t)

$o =¢o(t) 0 =0(t)
(2.34)

Cyzgy 28-den

R=R,+T
bu yerden wagta gord oniimi alyp erkin jisimii herekrtinin
tizligini kesgitleyar.

V =V, +[or]
(2.35)
Erkin jisimiii hereketinden @ we I Ozara perpendikulyar
bolmanlary t¢in (@, ) #0
bolyar.

Tizligin (2.35)-ddki wektor anlatmasyndan wagta gora

onlimi alyp erkin jisimifl hereketinini tizlenmesini tapyarys
W =W, +[e7|+a(@T)-o’f

(2.36)

Ya-da

(2.37)
(2.37)-déki h jisimin M nokadynyn O -nyn towereginde
aylanyan towereginin radiusydyr,Wy jisimint (O nokadyn )
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ofie hereketinii W, = [é F] koordinatalar baglangyjy 0
nokadyn istiinden ge¢cydn mgnowen okyn towereginde
aylanma hereketiniii we W, = w’h  bolsa M nokadyii oka
ymtylyan tizlenmeleridir.

W =W, +W, +W,
(2.38)

Tizligin (2.35) formuladaky wektor ainlatmasyny hereket
edyén koordinata oklara proyektirleyéris:

V, =Vox +0z-r1y
V, =Voz + py —OX
(2.39)
Tizlenminin (2.36)-daky wektor afllatmasynynl hereket
edydn koordinata oklaryin proyektirldp tizlenmdniii su
oklara proyeksiyalaryny tapyarys:
W, =Wqy +Gz—ry +(px+qy +1z)— o°x
W, =Wy, +iX— pz+(px+ay +rz)- o’y
W, =W, + py — X+ (px +qy + 12)— 0’z
(2.40)
Edil sunun yaly edip tizligin we tizlenméninn gozganmayan
oklara-da proyeksiyalaryny kesgitlemek bolar.

NOKADYN CYLSYRYMLY HEREKETI

Eger-de nokat edil bir wagtyn Oziinde birnice
hereketlere gatnassa, onda nokadyn beyle herketine
cylsyrymly hereket diyilydr. Mysal ii¢in yolagcynyn
parahoda, parahodyn suwa, suwyi kenara gord hereketini.
Yerii 6z okuna we Giiniifi tdwereginde aylanyandygyny
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gbz onilinde tutsak, onda yolaggynyn hereketi ¢ylsyrymly
hereket bolyar we g.m.

Biz 61 nokadyn edil bir wagtynl 6ziinde dinie iki sany /
otnositel we gociirme/ hereketlere gatnasyan halyna
seredipdik.

Indi bolsa nokadyn edil bir wagtyin 6ziinde iki we
ikiden kop birndce heketlere gatnasyan cylsyrymly
hereketine seretjekdiris

WEKTORYN DOLY WE LOKAL /OTNOSITEL/
ONUML.

Koordinatalar baglangyjy O nokatda bolan gozganmayan
O&n¢ we hereket edyan Oxyz koordinatolar sistemalaryny
alalyn. @ hereket edyén sistemanyn gozganmayan sistema
gord mgnowen burg tizligidir. Radius wektory o bolan
M nokadyn hereketine seredelin. (¢yz. 28).

A

Cyzgy 28.
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o wektora onunl proyeksiyalarynyi {isti bilen aiilladalyn:
a=ai+a,j+ak
(2.41)
Egerde i, j , k hercket edyin Oxyz sistemanyn
koordinatalarynyni birlik wektorlary bolsalar, onda (2. 41)-
den:

da (da,. da,  da, di dj dk
— = I+ k|+a,—+a,—+a
dt dt dt dt

dt ~ Vdt Cdt
Bu yerde skobkalardaky anlatma a wektoryn lokal ya-da
otnositel dnlimi diyilyar we seyle bellenyar:
da da
daxi+ y jeraz k:da
dt dt dt dt

(2.42)
Puassonyn (2.5) formuladan peydalanyp a wektoryn doly
oniimini asakdaky gorniisde anladyarys:

da da [/ . )
E—E+[a)(axl+ayj+azk)]
Ya-da _
da da _ .
— =" +|w4]
dt dt
(2.43)

Su (2. 43) formuladan gorniisi yaly hereket edyén
koordinatalar sistemasynda wektoryn doly Oniimi onun
lokal Oniimi bilen burg tizligin sol wektora wektor
kopeltmek hasylynyn jemine dendir.

CYLSYRYMLY HEREKETIN TIZLIKLERINI WE
TIZLENMELERINI GOSMAK HAKYNDAKY
TEOREMALAR. KORIOLISIN TEOREMASY.
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Teorema: Nokadyn c¢ylsyrymly hereketinii absolyut
tizligi onun goclirme we otnositel tizliklerinin wektor
jemine dendir.

Subudy: Hereket edydn Cxyz sisteama gozganmayan
oent  hereketine bagly bolmadyk M nokada seredelin. (

¢yz. 29 ) M nokadyn absolyut radius-wektoryny p
otnositel radius-wektoryny 7 we C nokadyn radius-
wektoryny T, bilen belleyiris.

Ak§

v

5

Cyzgy 29.
Cyzgydan p=Tc+T
(2.44)
(2.44) dan wagta gord 6niim alalyn:
dp _drc dr
dt  dt dt

lokal 6niim hakdaky ( 2. 32) formulany ulanyarys:
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dF dr

ar_ar @]
dt dt

Seylelik bilen nokadyn absolyut tizligi asakdaky gorniisde

anladylyar:

(2.45)

~

— r
Bu Yerde V. +[@F] nokadyii gogiirme we ?j_t bolsa

otnositel tizlikleridir:

Ve +lar]=V,
(:i_:: :VOtn
(2. 46)
Onda:
V =V, +Von
(2. 47)

Su (2.47)formuladan gorniisi yaly M  nokadyn
¢ylsyrymly hereketiniii absolyut tizligi onun goclirme we
otnositel tizliklerinin wektor jemine dendir. Sunun bilen
tizlikleri gogsmak hakdaky teorema subut edildi.

Koriolisin  teoremasy: Nokadyn c¢ylsyrymly
hereketininn  tizlenmesi onunt giclirme, otnositel we
koriolisin tizlenmelerinin wektor jemine dendir.

Subudy:  Absolyut  tizligin = (2.47)-ddki ~ wektor
anlatmasyndan wagta gord oniim alyp nokadyn ¢ylsyrymly
hereketinin absolyut tizlenmesini tapyarys:
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— dv _dv, dV,

W = — r + otn
dt dt dt
(2.48)
(2.45) formulany ulanyarys
dv, dv. — —
di[)m = d:m +|oV [ ]:Wotn + [avotn]
(2.49)

(2.44 ) nazara alyp (2.48)-d4ki av,

dl:%+‘:d_ar:l+‘:5£i|:v\_/c +[g—l"]+ ] E-I‘ or =
dt  dt d dt dt

t
=W, +[er]+ [V, ]+ [@lar ] =W +[er]+ [0V, ]+ @(@r)- 0T =
=W, +[_r]+a)(a)r) a)ZF+[_V
(2.47)
(2.47) we (2.48)-dédki anlatmalary (2.46)-de yazyarys:
W =W, +[ar]+ &(@r) - &1 + Wy, + 2@V,

otn

(2.48)
Bu yerde W, +|er]+ o(@r)— ot =W,
(2.49)

(2.45) gogiirme tizlenmedir. Z[a)VOm] gosmaca

tizlenme bolup, ol goclirmewe otnositel tizlenmelere
girmeyiar.Bu gosmaca tizlenmd Koriolisii tizlenmesi
diyilyar we seyle bellenyir:
2[6'_)\/otn]:Wk
(2.50)
Koriolisifi tizlenmesi Yerin aylanmasyny tisirinden
yvize c¢ykyar. Seylelik bilen nokadyn c¢ylsyrymly
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hereketiniin absolyut tizlenmesi asakdaky formula bilen
anladylyar:

(2.51)

Sunuit bilen Koriolisin tizlenmeleri gosmak hakyndaky
teoremasy subut edildi.

3. Koriolisin tizlenmesinin ugry we onun asak gacyan
jisimlere tisiri.

Koriolisini tizlenmesinii ugruny kesgitlemek iicin
asakdaky mysala seredelin.

Demiryol otlysy demirgazyk yarym sarda, V,,, tizlik
bilen meridian ugur giinortadan demirgazyga tarap

dendlcegli hereket edyir. (V,,, = const, W . = 0)

otn
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Yerifi giinbatardan giindogara aylanyandygy sebipli
sag koordinatalar sistemasynda @ -nyn ugry yerii oky
boyunca giinorta polyusdan demirgazyk polyusa tarap
bolyar. Onunt moduly :

2
oO=—
24*60*60
Kig¢i bolany ticin W, = @™r has hem kig¢i bolyar. Sona gord

*sek ! ~ 7,272*%107° *sek

W,-ni nazara almayarys. (W, ~0) Seylelik bilen (2.51)
formula difie Koriolisin tizlenmesi W, galyar. Onufi ugruny
kesgitlemegiii ofayly bolmagy iicin @-ny Yeriii iistiinde
otlynyn haysy hem bolsa bir momentddki yagdayyny
anladyan M nokada geciryaris.

(2.50) formuladan gorsiimiz yaly Koriolisin
tizlenmesinifi wektory W, , burg tizligi @ we otnositel tizlik
9

. wektorlaryn  {istiinde  gurlan  parallelogramyn
meydanyna perpendikulyar bolmalydyr. Otlynyn hereketine
onun ugry boyunca gozegeilik edilende Koriolisiii
tizlenmesiniii ugry M nokatda parallele galtagyan boyunca
glinbatar tarapa /cep tarapa/ boljakdygy diisntiklidir.

Basga sozler bilen aydanymyzda bolsa Yer otla
glinbatara /¢ep tarapa/ ugrukdyrlan giiy¢c we otly bolsa yere
giindogara /sag tarapa/ ugrukdyrlan giiy¢ bilen téasir edyér.

Seylelik bilen otlynyn basys giiyji sag tarapdaky
relse diisyér. Netijede sag tarapdaky rels tiz aylanyar. Edil
sunun yaly hem meridian boyunca giinortadan demirgazyk
tarapa akyan deryalaryin sag kenarlary tiz oyulyarlar we
s.m. Sunia Berin kanuny diyilyar.

Eger-de otly meridian boyunca demirgazykdan
giinorta tarapa hereket etse, onda Koriolosin tizlenmesinin
ugry sol nokatda parallele galtagyan boyunca giindogar
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tarapadyr. /cep tarapadyr/ Seylelik bilen hereketin ugry
boyunca gozegeilik edilende Koriolisini tizlenmesiniii ugry
mydama ¢ep tarapa bolyar.

Indi Koriolisiii tizlenmesinini uly bolmadyk bir h
beyiklikden erkin Yere gacyan M jisime tésirini kesgitlalifi.
OXYZ koordinatalar sistemasy alyarys. Bu yerde OX
parallel boyunga giindogara, Oy meridian boyunca giinorta,
Oz wertikal agak ugrukdyrylyarlar. (gyz._f)’;O)

W w

———
-

G.o.
Cyzgy 30

t=0 bolanda M(0,0,h) we t wagtda &, =g*t bolyar.

Koriolisin tizlenmesi Ox oka parallel bolany ii¢in onun Oy

we Oz oklara proyeksiyalary nula deiidir. Seylelik bilen
(2.77)-den :

2
W, = (thzx =@ * 9] = 2% 0* 3, *sin(w /12— p) = 2* wgtcos o
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Belli bir berlen yer 1iigin ¢@=const, cos¢g =const

bolyandygyny nazara alyp su differensial denlemini iki
gezek yzly-yzyna integrirlélin :

dx )
4, = " =gt cose+C
Bu yerde t=0, c=0 bolany ii¢in
o _ wogt? cos ¢
dt

Muny yene-de bir gezek integrirleyiris :
X :%a)gt2 Cos ¢ +C,

t=0 bolanda c, =0 bolyar. Onda

X = %a)gt2 cosg (2.52)

Su yerde X Koriolisifi tizlenmesinii tdsiri astynda yokardan
erkin gagcyan M jisimin t wagtyn dowamynda giindogar
tarapa gysarmasydyr.

Eger-de h beyiklikden Yere erkin gagmanyin doly
wagty T bolsa, onda :

1
hzigTz, T:(Z_hJZ
2 g

Jisimin giindogara doly gysarmasy (2.52) formuladan seyle
kesgitlenyaér:

3
d =%a)g(%hj2 cos¢ (2.53)
Mysal : Eger-de jisim h=100m=10*sm beyiklikden erkin
gacyan Dbolsa, onda Moskwa iigcin ¢@=55°453",
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g =982sm/sek’ bolany sebépli (2.53) formuladan d =1.23sm
bolyar.
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MESELELER

1. R radiusly gozganmayan sesterenkanyi i¢cinden
tigirlenyén r radiusly sesterenka gozganmayan
sesterenkanyn O okunl towereginde o, burg tizlik bilen
dendlgegli aylanyan OA kriwosip bilen herekete getirilyar.

t=0 bolanda bur¢ ¢, =0.

Hereket edyén sesterenkanyn A merkezini polyus

deregine kabul edip onuil hereketinin defilemesini diizmeli.

Cozilisi : OC=R, AC=r

Hereket edyén sesterenkanynp merkezi A-nyn
koordinatalaryny x we y bilen belldp olary ¢yzgyndan
kesgitleyéris :

x=(R—r)cos¢ = (R—r)cos mt

y=(R-r)sing = (R—r)sin at
Radiusy r bolan sesterenkanyin owriilme burgyny ¢, we
burg tizligini bolsa @, bilen belldlin.

o _AC. _OA  dg _OA
0

Onda :

=— W =—
o, OA AC

=—w,
dt AC
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B S

Sesterenkanyn kriwosipint tersine aylanyandygyny goz

oniinde tutsak : ¢, = —(E _1jw°t
r

2. Welosipeddiki zynjyrly geciriji 26 disi bolan A disli
tigiri we 9 digli bolan B sesterni gursap alyan zynjyrdan
ybaratdyr. B sestern diametri 70sm bolan C yzKky tigir bilen
tytgewsiz birlesdirlendir. A tigir sekuntda bir aylaw edyir
we C tigir bolsa gonicyzykly vyol boyunga typman
tigirlenydr. Welosipedin tizliini kesgitlemeli.
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Coziilisi : Meseldnin serrine gora alarys:

@, *9=w,*26
w, = sz _ 2 5ok = 22 zsek* Onda:
9 9 9
S=or = 5?927r*355m/ sek =22.87km/ sag
9 =22.87km/ sag
3. Wal oziine birikdirlen plastina bilen podsipniklerde

0= aln(1+ %‘)t] denleme boyunga aylanyar, bu yerde ¢ -

walyn owrililme burgy, a we o, hemiselik koeffisientler.
Walyn burg tizligini we bur¢ tizlenmesini kesgitlemeli.
Aylanma okundan R aralykda bolan plastinanyn merkezi
A-nyn tizligini we tizlenmesini tapmaly.

Coziilisi :
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Ao,
>
T
=

=
=

de ) 1,
w=—= , & 2
dt 14 %oy dt (1+a,oj a
d
d
Su anlatmalardan :
2
g:_a)_, 3=Rw= RZ))O
a 1+—2
a
2
W, = Ro? = 2
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T a a 2
(1+a)°tj
a
2
W =W 2 +W ? =§* %o ~*y1+a’
(1+°t
a
& 1
tgu ="y =-=
w a

4. Aylanma I waldan II wala ge¢irlende burc tizliginin
ululygyny tytgetmek iicin niyetlenen tizligin reduktory
gozganmayan oklaryn towereginde aylanyan dort sany disli
tigirden guralan. Digli tigitlerin dislerinin sany z, =12,
z, =172, z, =10.

Il wal 100 aylaw/min edende I wal 5400 aylaw/min etmeli.
Dordiinji disli tigirini dislerinifi sanyny tapmaly.
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Coziilisi : Digli tigirin bur tizliklerinin ululyklary olaryn
dislerinini sanyna ters proporsional bolanlary ii¢in :

L R ) bolyar.

w, 1, o, I,
w, = w, nazar alyp su denlikleri kopeldyiris :

@ _ L2, 5400 T2z,

Sttt 7, =90
o, 1,2, 100  12*10

5. Silindr o, hemiselik burg tizlik bilen aylanyar. Silindrin
iisti boyunga M nokat
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X, =3C0S 24, Yy, =3sin24u, z,=3tu
Denlemelere gord hereket edyar. x,, vy,, z, koordinata
oklary silindr bilen berk baglansykly we sona gord-de onun
bilen bile o, burg tizlik bilen aylanyarlar. z, ok simmetriya
oky bilen gabat gelydr. Gogiirme burg tizligin z, oka
proyeksiyasy

®,2, = 2sek ™
M nokadyn absolyut tizligini we absolyut tizlenmesini
tapmaly :

Z
\ !

Coziilisi : M nokadyfi Oz, okdan aralygy r=+/x,” +y,” =3m
M nokadyn gogiirme tizligi : 4, =rw, =3*2=6m/sek
Gogiirme tizligi : W, = re,” =3*4=12m/ sek?
Otnasitel tizligifi proyeksiyalary : &,,, =X =-67zsin2zt

Gy =Y, =6mcos2at

otn.y;
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9

otn.z;

Otnositel tizligifi ululygy : &, =% +y,” +2,° =19.1m/sek
M nokadyn jemleyji tizligi 9,,,, ugry boyunga gociirme I,

:Zl:3

bilen gabat geleni {i¢in onui absolyut tizligi
9= (G + & J + " ~ 25.5m/ sek
9~ 25.5m/sek

Otnositel tizlenminin proyeksiyalary :

WO’[n.x1 = xl = _1271'2 CcoSs 27t = —47[2)(1
Wotn.y1 = yl =-127%sin 2t = —47[2y1
Wotn.z1 = 21 =0

Otnositel tizlenméanin ululygy :
W, =% + Y, +Z =127
M nokat ticin Koriolisin tizlenmesi :
W, =2/, |
Bu yerden Koriolisin tizlenmesinin  ululygy
W, = 2,9, sin(@,9,, )= 20,9,,,, = 20,6 =24z

otn otn otn.xy
W, =24~
Seylelik bilen absolyut tizligiii ululygy:

W =W, +W_ +W, =12+127% + 247 ~ 206.5m/ sek?
W = 206.5m/ sek?
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STATIKA
Mehanikada giiyclerini sistemanyn tédsiri astynda mehaniki
sistemanyn denagramlasmak we giiy¢lerin sistemalarynyn
ekwiwalentlik sertlerini 6wrenyidn boliime statika diyilyar.
Giliyg-jisimlerinn 6zara mehaniki tisiriniii intensiwligini we
ugruny hasiyetlendiryin esasy mukdar olcegidir.

GUYGLERIN GORNUSLERI

1. Jisimin Ustiinddki nokatlara tasir edyan giiyclere
ust giiycleri diyilyar. Bu giiy¢ler jisimler galtasyp Ozara
tasir edenlerinde yiize ¢ykyarlar.

2. Jisimit hemme bolejiklerine tisir edydn giiyclere
agyrlyk giiycler su giiyclere degislidirler.

Sistemaa degisli bolmadyk jisimlerin  Ozara
tasirlerinden yiize ¢ykyan giiyclere dasky we sistemaa
degisli bolan boélejiklerin 6zara tdsirlerinden yiize ¢ykyan

Jisimi herekete getiryin ya-da ony herekete
getirmige ukyply bolan giiyclere aktiw gliycler diyilyér.

Hereketi emele getirmeyédn, jisimin siliysmesini
caklendirydn we ona pasgel beryan giiyclere passiw giiycler
diyilyar.

BAGLANSYKLAR, BAGLANSYGYN REAKSIYASY, ERKIN
WE ERKIN DAL JISIMLER.

Ginislikde erkin yagdayda bolup bilydn jisimlere
bilmeyén jisimlere bolsa erkin dél jisimler diyilyar. Jisimin
hereketini we erkinligini ¢édklendiryén sertlere baglangyklar
diyilydr. Jisime Baglansygyn jisime edyén tdsir giiyjiine
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baglansygynn  reaksiyasy  diyilydr. = Baglansyklaryn
reaksiyasy passiw giiy¢lere degislidir.

Owrenilis usulyna gori statikany 1) elementar statika
we 2)analitik statika yaly iki boliime bolmek bolyar.

Elementar statika absolyut gaty jisime tdsir edyidn
giiyclerin diirli sistemalaryny has yonekey sistemalar bilen
calsyrmagyn usulyny we olarynt deflagramlasmak sertlerini
owrenyar.

Geljekte “absolyut gaty jisim” diymegiii deregine
“gaty jisim” ya-da yone jisim diyjekdiris. Analitik statika
mehaniki  sistemanyn  deflagramlagsmagynyn = umumy
kriteriyasyny berydn mehanikanyii esasy prinsiplerinifibiri
bolan miimkin siliysmelerin prinsipinii  6smegi bilen

baglydyr.

ELEMENTAR STATIKA.

Statikanyn aksiomalary we kesgitlemeleri

Aksioma 1. Erkin jisime goylan, ululyklary den we
bir géni ¢yzyk boyunca garsylykly taraplara urukdyrylan
iki sany giiyc 6zara denagramlasyarlar (¢cyzgy 1.)
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F2

Cyzgyl

Kesgitleme 1. Haysam bolsa bir mehaniki sistemaa
ya-da hususy halda gaty jisime tdsir edydn giiyclerii
toplumyna giiyclerin sistemany diyilyar.

Kesgitleme 2. Gaty jisime goylan giiycleriii
sistemany basga bir giiyclerin sistemany bilen calsyrylanda
sol jisimin onki yagdayy tiytgemén galsa, onda giiy¢lerin
sular yaly sistemalaryna giiyclerin ekwiwalent sistemalary
diyilyar.

Kesgitleme 3. Giiy¢lerin sistemanyna ekwiwalent
bolan dinie bir giiyje sol sistemanyn defitésiredijisi diylyar.

Kesgitleme 4. Dentésiredijisi nula defi bolan

Kesgitleme 5. Giliygleriii sistemanyna birikdirilende
sol sistema bilen giiy¢lerin denagramlasan sistemanyny
emele getirydn giliyje sistemanyil denagramlasdyryjysy
diyilyar.

Edil sol bir giiycler sistemanyn deitisiredijisi we
denagramlasdyryjysy ululyklary boyunca garsylykly bolup
Ozara denagramlasjaklyry diisiiniiklidir.

Aksioma 2. Giliyclerin deflagramlasan sistemany
jisime birikdirilende ya-da ondan ayrylyp taslananda sol
jisime On tésir edydn giiy¢lerin tdsiri iiytgemén galyvyar.
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Teorema. Gaty jisimde giiyjiin goylan nokadyny sol
gliyjin tisirini tiytgetman onun ugry boyunca basga nokada
gecirmek bolyar.

Subudy. Jisimit A nokadyna goylan we ona tésir edyan F
giiy¢ berilyar.Su giiyji A nokatdan onun ugrundaky B
nokada gecirmek talap edilyédr. Onui iicin bolsa B nokatda
ululyklary boyunga berlen F giiyje den we ugurlary

boyunca garsylykly bolan Fwe F  giiy¢leri alyérys.(¢yz
2)

EAAN A I B Any
L{ VA,
Cyzgy 2.

Fwe F , guycler 6zara defiagramlasyandyklary ti¢in biz

olary taslayirys. Seylelik bilen F giiy¢ A nokatdan B
nokada gegcirilen berlen F giliy¢dir. Sunun bilen teorema
subut edildi.

Giliyc haysy hem bolsa bir ¢yzyk boyungajisime tésir
etse, sol ¢yzyga giiyjiin tisir ¢yzygy diyilyar.

Aksioma 3. Bir nokada goylan, 6z aralarynda kabir
bur¢ emele getiryén iki sany giiyclerin dentésiredijisi sol
nokada goyulydr we berlen giiyclerin wektor jemine den
bolup olaryn iistiinde gurlan parallelogramyn diognaly
bilen afladylyar. A nokatda goylan F; we F, giiyclerin
deintdsiredijisini R bilen bellesek (¢yzgy 3), onda R=F;+F;
bolyyar.

88



Cyzgy 3
Indi ¢yzgy 3-den peydalanyp kosinuslar teoremasyna gora
denitdsiredijisinin absolyut ululygyny kesgitlalin:

R = /F? + F2 — 2F,F, cos[180° — (a.+B)]
Ya-da

R = /F? + F2 + 2F,F, cos (o +B)

Egerde hususy halda F; we F, giiy¢ler bir goni ¢yzyk
boyunca bir tarapa ugrukdyrylan bolsalar, onda oo+ =0 ,
R=F;1+F, bolyyar.Tersine, F; we F, gliy¢ler bir goni ¢yzyk
boyunca garsylykly taraplara ugrukdyrylan bolsalar, onda
a + B =180; R=F;-F; bolyyar.

Sinuslar teoremasyna gora ¢yzgy 3-den:

E _F R
sinB sina  sin(a+p)
Aksioma 3-den peydalanyp parallelogram usuly bilen bir O

nokatda kesisyin F F

. T
deiitdsiredijisini R bilen belldp ony berlen diiziiji giiyclerin
wektor jemi gorniisinde aiilatmak bolyér (¢yz.4.)

_F giiyclerint sistemanyn
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R=F+F,
R=R+F.,=F.*F,*F,

Teorema. Bir nokatda kesisydn  giliy¢lerin sistemanyi
denagramlagmagy ligin gliy¢lerin hemmesiniii koordinata
oklara proeksiyalarynyn jeminin nula den bolmagy zerur
we yeterlik sertdir.

Subudy.(/1.1) formuladaky wektor denligi koordinata
oklara proektirldlin:

X.

X

_<

Il Il
M= 1P - M-

=<

.
LN

(1.2)

N
Il




Onda R=+vX?+Y?+2Z? (1,3

Ilki bilen teoremanyinl zerur sertini subut edelin. Onun iicin
bolsa berilen giiy¢lerin sistemanyny denagramlasan diyip
hasap edelin. Giiglerin  defagramlasan sistemanyn
dentasiredijisiniint nula dendigini bilyéris. Onda R=0 edip
(1.3) we (1.2) formulalardan asakdaky li¢ sany denlemeleri
alyarys:

X, =0

Y.

0+ (1,4)

M-

=2
-

>Z,=0

i=1
Sununi bilen teoremanyn zerur serti subut edildi.
Indi teoremanyn eterlik sertini subut edelin. Onun ii¢in
bolsa giiyclerin koordinata oklara proeksiyalarynyn jemi
nula den diyip alyyarys, yagny (1.4) berilydr. (1.4)
berilende (1.2) we (1.3) formulalardan R=0 bolyar, basga
sozler bilen aydamyzda bolsa giiy¢lerin  ugamy
denagramlagyar. Sunun bilen teoremanyn eterlik serti hem
subut edildi.
Seylelik bilen (1.4) bir nokatda kesisydn giliyclerin
sistemanyn deflagram-lasmagy {icin zerur we eterlik
analitik sertidir. Sunun bilen teorema subut edildi. Berlen
giiyclerden diiziilen wektor kdpburglygynn yapyk bolmagy
bu giiyclerin denagramlasmagynyin zerur we eterlik
geometrik sertidir /bu kopburglykda in sonky giiyjin ujy
birinji giiyjin baslangyjy bilen gabat gelyir./
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Aksioma 4. Iki jisimini biri-birine tdsir edydn giiyclerin
ululyklary det we ugurlary bir goni ¢yzyk boyunca
garsylykly taraplara ugrukdyrlandyrlar.

Aksioma 5. Gaty dil jisimiii defiagramlygy onuii absolyut
gaty jisime Owrileni bilen bozulmayar.

Aksioma 6. Egerde jisim erkin didl bolsa , onda
baglansyklaryn jisime tdsiri  olaryil reaksiyasy bilen
calsyrlyp bilner.

Teorema. Egerde tekizlikde ili¢ sany parallel dal giiycler
denagramlagan bolsalar, onda olaryn tdsir ¢yzyklary bir
nokatda kesisyarler.

Subudy. A, B, C nokatlarda goylan [, F,
F ;denagramlasan giiycler berilyir (¢cyzgy 5.) F, we [,
gliycleri olaryn tdsir ¢yzyklarynyn kesisydn O nokadyna
gecirip olary parallelogram wusuly bilen gosup R
dentésiredijini tapyarys. Aksioma 1 gord R we |,
giiyclerin ululyklary boyunga deit we ugurlary boyunca
bolsa bir goni c¢yzyk boyunga garsylykly taraplara
boljakdyklary disniiklidir, yagny F, F, F; glycler O
nokatda kesisyarler . Teorema subut edildi.

v

I

~
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Cyzgy 5

.....

edil sol bir wagtda birndce giiy¢lerin tasirinin tizlenmesi sol
giyclerin  ayry-ayrylykda sol  jisime edendéki
tizlenmelerininn wektor jemine dendir.

Egerdr massasy m bolan jisime F,, F,..., F, giliycler tasir
edyén bolsalar , onda

W=W, +W, +..+ W, :%(I_:l+_2 +..+Fy)
mw =S F
ya-da N
R-F (15)

Teorema. Iki sany bir tarapa ugrukdyrlan parallel giiyclerin
dentésiredijisi olara parallel, solar bilen bir tarapa
ugrukdyrlan we olarynl jemine dent bolup, berlen giiyclerin
ululyklaryna ters proporsional bolan kesimlere bolyar.
Subuty. A we B nokatlarda goylan bir tarapa ugrukdyrlan
ikisany parallel F,we F, giiycler berilyar. Su giiyclerin
goylan nokatlarynda AB kesimifi dowamynda ululyklary
den we ugurlary boyunga garsylykly bolan Q;we Q;
giiycleri alyéarys.

F1 we Q; giiyclerin deitdsiredijisini Ry we F,, Q, giiyelerin,
dentasiredijisini  bolsa R, bilen beldp, olaryn tésir
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cyzyklaryny td bir O nokatda kesisydncdler dowam edyaris
. Ondan sont R; we R; tiycleri O nokada gecirip degislilikde
berlen giiyclere we AB kesime parallel bolan F;, Qq, we
F,,Q, diizijilere dagadyarys.Q1=Q; , Q,=Q, bolup
garsylykly taraplara ugrukdyrylandyklary ticin Q1 we Q'
Ozara denagramlagyarlar we biz olary aksioma 2 gori
taglayarys. Seylelik bilen O nokatda bir goni ¢yzyk
boyunca bir tarapa ugrukdyrylan Fi=F;, F,=F, giiycler
galar (¢yzgy 6.).

Q,

Vs
R

Cyzgy 6.
Bu giiyclerin dentésiredijisinin  olaryn ~ jemine den
bolyandygyny bilyéris, yagny

R=F+F
ya-da

R=F +F,
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Berlen giiyclerin tisiredijisi bolan R giiyji 6z ugry boyunca
AB kesimin iistiinddki C nokada gegiryaris. Cyzgydaky
menzes ticbur¢lykdan :

AC _OC (. 4o AC_OC
AB, OB, Q. Q,
—oe yada SX-0F (1)
KM OK Q, F
Su gatnasyklaryn degisli taraplaryny bolyaris:
/
AC_R gada AC-CB (17
CB F F, F

(1,6) we (1.7) anlatmalardan gorniisi yaly teorema subut
edildi.
netije. (1.7) formulany asakdaky gérniisde yazalyn:

R _CB ya-da R+F _CB+AC
F, AC F, AC
Onda R_AB (19
F, AC
(1.7) we (1.8)-den
F_R_E (19
AC AB CB '

Su anlatmalardan gorsiimiz yaly bir tarapa ugrukdyrlan ii¢
sany glyclerin her birinin beyleki  ikisinin goylan
nokatlarynyn aralygyna gatnasyklary dendirler.

Anyk bolmagy iicin F1>F, edip alyarys.

Teorema. Ululyklary boyunca deit bolmadyk garsylykly

taraplara ugrukdyr-lan parallel giiyclerin dentésiredijisinin

ululygy olaryn tapawudyna dendir,6zem uly giiyjin

anyrsynda bolup sonuil bilen ugurdas we berlen giiycleriii
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goylan nokatlary-nyn aralygyny dasky yagdayda olaryn
ululygyna ters proporsional bolan kesimlere bolyar.
Subudy. Figiiy¢ biri F,=-F, beylekisi bolsa ululygy
boyunga R=F;-F; bolan iki sany giiy¢lerin dentédsiredijisidir
diyelin (¢yz. 7.).

—

I:1
C A 5
F,
v
R
Vlfl
Cyzgy 7
Onda /1.9/ formula goré:
R _k-RK
AC AB
ya-da
R_R_FK (1,10)
AC AB CB '

Fwe F, giiycler Ozara denagramlasyandyklary {i¢in
taglayarys we seylelik bilen dinie R galyar, yagny R berlen
F1 we F, giiyclerin dentésiredijisidir.Sunun bilen teorema
subut edildi.
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F giiyjin O nokada gord wektor momenti giiyjin goylan
nokadynyit O nokada goérd radius wektory r-in sol giiyje
wektor kopeltmek hasylydyr (¢cyzgy8):

s [FF]
N I E

=l

Cyzgy 8.
Nokatdan giiyjin tésir ¢yzygyna ¢ekilen perpendikulyaryn h

....

....

kesgitlalin.

Imom, (F)| =| [fF] = Fh

Imom, (F)|=Fh (1,11)
Gorsiniz yaly giiyjin nokada gord momentinii moduly
giiyjin egnine kopelt-mek hasylyna, yagmy esasy F bolan
r, F-lerin {istiinde gurlan parallelogramyn meydanyna
dendir .
Eger-de O nokat giiyjin tésir ¢yzygynyn iistiinde bolsa,
onda gliyjin sol nokada gord momenti nula dendir /bu halda
nula dendir /.
Gliyji 0z ugry boyunca suysirip basga bir nokada gegirsek
onun berlen nokada gord momentininl ululygy iitgemeyar.
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Sag koordinatalar sistemanyny ulanyp eger-de giiy¢
jisimi sagat strelkasynyn hereketini ugruna aylamaklyga
ymtylyan bolsa onuin momentini otrisatel we sagat
strelkasynynt hereketiniii tersine aylamaklyga ymtylsa
polojitel edip almaklygy sertleselini(¢cyzgy 9).

Imom, (F)| =+Fh

t

Cyzgy 9.

F giiyjin z oka gord momentini kesgitldli. Onun istiinde
bir O nokat alyp ony giiyjin baslangyjy we ujy bilen
biriktirip alnan tekiz figurany z oka perpendikulyar bolan
tekizlige proektirleyiris. Kesgitlemd gorda OK kesim F
giiyjin z oka gord momentidir /¢yzgy 10/.

98



mom; (F) Ak B

Cyzgy 10.

Imom, (F)|= OK

Glyjin oka gord momentinin modulyny kesgitldlin
cyzgydan:

Imom, (F)| = OK = mom, (F) [cos ¢ = Fhcos ¢

2Sooa8 = 2S0,a8 COSO = 2% Fhcoso = Fhcos

bu yerden

Imom, (F)| =25, .6, =AB,-O,D, (1,12)

Gorsimiz yaly gliyc berlen oka parallel bolsa, ya-da oky O
nokatda kesip gecse, onda giiyjiii sol berlen oka gord nula
dendir.

11/.
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=l

Cyzgy 11

i ] k

mom,(F) =[eF]=|x vy z
XY Z

Imom, (F)|=yz-zY
Imom, (F)| = zX - xZ
Imom, (F)| = XY —yX

Absolyut gaty jisime tésir edrdn ululyklary boyunga dei iki
sany antiparallel giliyclerin sistemanyna (|,, |F,) jbiit
giiye diyilyir.(¢yz.12).
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Cyzgy 12

Jibiit giiyjin giiyelerininl tdsir ¢yzyklarynyn arasyndaky in

...........
,,,,,

.....

ululyga jubiit giiyjin momenti diyilydr. (F,, F,) jubiit

giiyji alalyn (¢yz.13)
A

Cyzgy 13

Cyzgy 13-den
Imom, (R)|=[BA-F]
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[mom, (F,)| = [ABF,] = [(-BA)(-F,)] = [BAF]
Bu yerden
mom, (F) = mom, (F) (1.13)
Gorsimiz yaly jiiblit giiyjin moduly gliy¢lerininn biriniii
onun egnine kopeltmek hasylyna dendir .
‘mom (I_Zl,l_zz)‘:J_rFld
Teorema. Jibiit giliyjin momenti onuil gliy¢lerinin wektor
jemine dendir.
Subuty. F,, F, jubiit gliyc we islendik O merkez alalyn
(yzgyl4).

F,

Cyzgy 14.

Cyzgydan
mom(Fle ) = [ABFz] = [(rl - rz)Fz] = [rze] - [rle] = [rz Fz] - [rl(_Fl)] =

[r,F,]1+[rF]
mom(FF, ) = [,F,]1+[1F]

ya-da
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mom(F,F, ) = mom,(F,) + mom,(F,) (1.14)
Teorema subut edildi.

JUBUT GUUYCLERI GOSMAK WE OLARYN
DENAGRAMLASMAK SERTI.

Teorema. Gaty jisime tdsir edyidn jibiit giiyclerii
sistemanyni momenti olaryii momentlerinin wektor jemine
det bolaan bir jiibiit giiyje ekwiwalentdir.

Subudy. Ilki bilen bu teoremany iki sany ([,
F.).(F;, F,) jublir giiycler {¢in subut edelii.
Ekwiwalent jiibiit giiycler hakyndaky teoremadan
peydalanyp berlen jlbiit giiy¢lerin ikisinem gliy¢lrinii
ululyklaryny denldp olary berlen jlbiit giiyclerin
tekizliklerininn kesismesinddki bir M nokada geguryiris we
F, F giiycleri garsylykly taraplara ugrykdyryarys(cyzgy
15.).
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F weF denagramlagyandyklary ti¢in olary taslayarys welin
dine (F,F) jibiit giiyc galyar, yagny berlen (F,F) ,(F,F)
jubiit gliycler olara ekwiwalent bolan dine bir jiibiit (F,F)
giiyc bilen calsyryldy. mom(F,F)=M bilen belldp jiibiit
giiyjin momentiniil kesgitlemesine gord ¢yzgydan
M =[ABF,] =[(AM + MB)F,]
F=F bolany ii¢in:
M=[AME]+[MBFE]=M, + M,
M=M;+M, (1.15)
Bu yerde M we M berlen jiibiit giiyclerin momentleridir.
Sunun bilen teorema iki sany jibiit giiy¢ ticin subut edildi.
Edil sunun yaly edilip su teorema n sany jiibiit giiycler ii¢in
hem subut edilyir , yagny

M=M,+M, +...+ M,

M=3"M, (1.16)

(1.16) formuladan gorsiimiz yaly jiibiit giiy¢lerin
sistemanyny momenti sol jiibiit giiyclerin momentlerinin
wektor jemine dendir. Jibiit giiyclern sistemanyi
denagramlagmagy Uli¢in onuil deftésirediji jiibiit gliyjiinin
momentinin nula den bolmagy (M=0) zerur we yeterlik
sertdir Seyllelik bilen /1.16/-dan

S, 0
1=1

GoOrsiimiz yaly jiibiit giiyclerin sistemanyn
denlagramlagmagy ticin olaryii momentlerinin  wektor
jeminin nula denl bolmagy zerur we yeterlik sertdir.

ERKIN GUYCLERIN SISTEMANYN
DENAGRAMLASMAGYNYN ZERUR WE YETERLIK

SERTI.
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Teorema. Erkin giiyclerin sistemanyn denagramlasmagy
tcin  giiyclerin ~ hemmesinin ~ koordinata  oklara
proeksiyalarynyn jeminiii we olaryil oklaryn her birine gora
momentlerinint jeminii nula defl bolmagy zerur we yeterlik
sertdir.

Subudy. Bilsimiz yaly erkin giiyclerin sistemany bir giiyc
we bir jiibiit gliye bilen ¢alsyrylyar:

n
R:Z;,(Fi)
M= imom0 Fi

Su wektor denlikleri koordinata oklara proyektirleyaris:

X=X,
i=1

n

Y=Y,
z-%7,
= (2.1)

Mx = imomx(Fi)
i=1

M, = Z_llmomy(Fi)

Mz = zn:momz(Fi)

i=1

Bu yerden

R=vVX?+Y?=27% (2.2)

M= /M2 + M2+ M?
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1.Ilk1 bilen teoremanynl zerur sertini subut edelii. Onun
tcin bolsa erkin giiy¢lerin sistemanyny denagramlasan
diyip hasap edyiris. Glyclerin defiagramlasan sistemany
ticin R=0, M=0 bolyar. Onda (2.1) we(2.2) formuladan:

X=X,
i=1

n

Y=>Y,
Z= Zn:zi
i=1 (2’3)

imomx(Fi)zo

_Zn:momy(Fi):O

Zn:momz(Fi):O

Teoremanyn zerur serti subut edildi.

2. Indi teoremanyn yeterlik sertini subut edelin. Bu yerde
(2.3) berilydr. Onda (2.1) we (2.2) formulalara gérd R=0
we M=0 bolyar.

Teoremanyn yeterlik serti hem subut edildi.

Seylelik  bilen (2.3) erkin gilyglerin  ulgaynyn
denagramlagmagy ii¢cin zeryr we yeterlik sertdir.

Bir nokatda kesisydn giiyclerin  we haysam Dbolsa
koordinata oklaryn birine parallel bolan parallel giiyclerin
sistemalarynyn denagramlasmak sertleri hususy hal
gorniisde (2.3)-de alynyar.

ERKIN GUYCLERIN SISTEMANYN INWARIANTLARY
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Erkin  glyclerin  sistemalarynyn  getirme  merkezi
uytgedilende iiytgemdn galyan ululyklaryna onun
inwariyantlary diyilyér.

Teorema. Erkin giiy¢lerin sistemanynyh inwariyantlary su
asakdakylardyr:

Bas wektor R

Bas wektoryn bas momente skalyar kopeltmek hasyly
(R,M)

Bas momentin bas wektoryn ugruna proyeksiyasy Mcos ¢
Subudy.

1. IIki bilen getirme merkezini O nokatda, ondan son ony
tiytgedip basga bir O nokatda alyarys.iiy¢leri ilki O ondan
son O nokatlara gecirip parallelogram usuly bilen gosyarys:

R=YF ; R=YF
i=1 i=1
Bu yerde
R=R;=const  (2.4)
Bas wektoryn inwariyantdygy subut edildi.

2.
O
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Cyzgydan O; getirme merkeze gord bas momenti
kesgitleyiris:

M, = mom,(F) = > 0AFR]= X [0A, ~nIF, =3[0 AF]- Y Ir. FI-
- YI0ARI-IYF]

n
Bu yerde Z[OlAi E.] giiyclerin O nokada gori bas
i=1

momentidir.Seylelik bilen:

M, =m-[rR] (2.5)

Bu yerden gorsimiz yaly M, =M bolany ii¢in bas
moment erkin giiy¢lerin sistemanynyn inwarianty daldir.
(2.5) anlatmany R bas wektora skalyar kdpeldelin:

(RM) = (RM,) = const (2.6)

Gorsimiz yaly bas wektoryn bas momente skalyar
kopeltmek hasyly inwariantdyr.

3. (2,6) formuladan
(RM) = RM cos ¢ = const

R=const  bolany iicin = Mcosp=const (2.7)

el 4

M cos ¢

STATIK KESGITLI WE KESGITSIZ MESELELER
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Statikanyh meselelerinde jisimin denagramlyk sertini
anladyan denlemelerin we olara girydn hébelli giiyclerin
sany den bolsa, onda beyle meselelere statik kesgitli
meseleler diyilydr.Su sertleri kanagatlandyryan jisimlerin
sistemanyna bolsa statik kasgitli sistemalar diyilyar.

Su  meselelrde  ndbelli  giiy¢lerin  sany  jisimin
denagramlagmagyny anladyan denlemelerin sanyndan kop
bolsa, onda bu meselelere statik kesgitsiz meseleler we
sulara degisli jisimlerin sistemanyna bolsa statik kesgitsiz
sistemalar diyilyar.

Statik  kesgitsiz  meseleler1 absolyut gaty jisimin
statikasynyn metodlary bilen ¢6zmek miimkin déldir.

Bu meseleleri ¢O6zmek iicin gosmaca caklamalar
girizilmelidir.

ANALITIK STATIKA

On beleysimiz yaly analitik statika mehanika sistemanyn
denagramlagsmagynyn ~ umumy  kriteriyasyny  beryin
mehanikanynn esasy prinsiplerinii  biri bolan miimkin
stiysmelerinl prinsipiniit 6smegi bilen baglydyr.

IS. KUWWAT. KINETIK ENERGIYANYN DENLEMESI WE
MEHANIKI ENERGIYANYN SAKLANMAK KANUNY

......

diyilydr. Is energiyanyn bir gorniisden basga gorniise
gecmeginiil 6lgegidir. Ululygy boyunca hemiselik bolan F
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giiyc nokadyn hereket edyian goni ¢yzygy boyunga onia tédsir
edydn bolsa, onda fizikadan belli bolgy yaly is A asakdaky
yaly anladylyar:
A=F*S (2.8)
Bu yerde S nokadyn goni ¢yzyk boyunca gecen yoludyr
/stiysmesidir/. Egerde F giiy¢ gorizont bilen haysam bolsa
bir a bur¢ emele getirydn goni ¢yzyk boyunga tisir edydn
bolsa ,onda i seyyle anladylyar:

A=F*Scosa
Ya-da A=F*S (2.9)
hasylyna dendir.
F giiyjit M material nokada tésirinifi astynda onun Vr
elementar siiysmede eden isine elementar is diyilydr we dA
bilen bellenyér (¢yzgy 16).

v

Cyzgy 16.

(2.9) formulanyn esasynda elementar dA isi seyle
anladyarys:
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dA=F*dr (2.10)
ya-da
dA= Xdx+Ydy+Zdz (2.11)
nokadynn DCB siiysmesindiki doly is asakdaky egricyzykly
integral gorniisinde kesgitlenyar:
A= [(Xdx+ Ydy +Zd2) (2.12)
DCB
Ginigligin her bir material nokadyna birbergili, tiikenikli
we sol nokadyn koordinatalaryna gord differensirlenyidn
belli bir giiy¢ tdsir edydn yaylasyyna giiyclerin meydany
diyilyar.
Anyk, wagta bagly bolmadyk giiyclerin meydanyna
wagta bagly bolsalar, onda oma stasionar didl meydan
diyilydr. Stasionar meydanda giiyc F dine meydanyi
nokadynyi koordinatalarynyn funksiyasydyr, yagny
XY, Z| X,y,z
Eger-de (2.11)-daky sag tarapdaky differensial U(Xx,y,z)
funksiyanyn doly differensialy bolsa, onda su funksiya
potensial funksiya we potensial funksiyasy bar bolan
funksiyanun giiyjin tasir edyén nokadynyn
koordinatalaryna gord hususy oniimleri sol nokada tésir
edyén gliyjin koordinata oklara proeksiyalaryna dendir:

x-M

OX

ouU
Y=-—"! (2.13

o | @1
z- N

0z
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Potensial funksiyanyn bar bolmagynyn zerur we yeterlik
serti asakdaky gorniisde yazylyar:

oX oY
oy ox
N_%ZL (214)
oz oy
0z X
ox oz

Su yerde egrigyzykly yoldaky is nokadynyn diiie baglangy¢
we sonky yagdayyna baglydyr. Onda (2,12)-den
V]

A= [du=U-U, (2.15)
Uo

(2.13), (2.14), (2.15) hasiyetlere eye bolan giiy¢lere
konserwatiw giiyc we bu giiyclerin meydanyna bolsa
Kinetik energiya  asakdaky  yaly amladylyandygyny
bilyaris:

T:%mSZ (2.16)

mW=m ‘3_‘? _F bolany {igin (2.10)-dan

9 9
A= J'md—gdr:m'[SdS:EmSZ —Emgg
5 dt ) 2 2

A:%mVZ —%mvo2 =T-T, (2.17)

Otrisatel alamat bilen alynan potensial funksiya potensial
energiya diyilydr, 6zem seyle bellenyar:I1=-U. Onda (2.15)
formula asakdaky gorniise gegyar:

A:H()-H (218)

(2.17) we(2.18)-den:
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H-H():T-To
[T+T=IIy+T, =const (2.19)

Su mehanika energiyanyn saklanmak kanunynyn
matematik  gorniisde  anladylysydyr, 0Ozem  seyle
kesgitlenyar: konserwatiw giiyclerin meydanynyn islendik
nokadynda potensial we kinetik energiyalaryn jemi
hemiselik ululykdyr.

Energiya ¢esmesinin i ukybyna kuwwat diyilydr. Kuwwat
wagt birliginde gorlen isdir. Eger At wagtda A A is gorlen
bolsa onda kuwwat W asakdaky yaly anladylyar:

_lim AA _dA
WM =
dA
w=-— (220
i (220)
Eger-de W= const bolsa, onda A= det
Ya-da
A=Wt
(2.10) we (2.20)-den:
w=rd _Fg
dt
W=F3 (2.21)

Goroimiz yaly kuwwat giiyjin tizlige skalyar kopeltmek
hasylyna dendir.
bir tarapa bolsalar, onda (2.21)-den:

W =F3cos0° = F9

W=F3 (2.22)
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MUMKIN SUYSMELERIN PRINSIPI

Jisim  ginislikde A nokatdan B nokada sol nokatlary
birikdirydn islendik ¢yzyk boyunca hereket edip gelip
bilyar. Giiislikde sistemanyn yagdayyny doly kesgitleyin
A we B nokatlara onun konfigurasiyalary diyilyar. Eger-
deinisizlik jisim A we B nokatlary birikdiryédn belli bir AMB
tracktoriya boyunca hereketine hakyky hereket edyidn
bolsa, onda jisimiii su AMB traektoriya boyunca hereketine
hakyky hereket diyilyar. Sol jisimini A we B nokatlary
birikdirydn ¢yzyklaryn islendigi boyunca hereket etmegi
miimkin bolany {i¢in jisimin AMB c¢yzykdan beyleki
¢yzyklar boyunga-da miimkin bolan herektlerine miimkin
ya-da wirtual siiysmeler diyilydar. Seylelik  bilen
baglansyklaryn hemme c¢édklemelerini kanagatlandyryan
siiysmelere miimkin ya-da wirtual siiysmeler diyilyar.

A we B nokatlary birikdiryén ¢yzyklary kesip ge¢ydn Ox
oka perpendikulyar ¢yzyk c¢ekelin. Sol perpendikulyaryn iki
sany gonsy cyzyklary kesydn nokatlarynyn aralygy y(x)
funksiyanyn sol iki gonsy ¢yzyga gord liytgemesi bolyar
we funksiyanyinl su liytgemesine onun wariyasiyasy diyilyar
leyzgy 17/.
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M
> X
O
Cyzgy 17.
Funksiyanuil wariasiyasy seyle bellenyar:
y—Yy, =68
Sunlykda miimkin siiysmelerdéki nokadyn

koordinatalarynynn tiikeniksiz  kigi oX, JY, 02
iytgemelerinde olarynn wariasisy diyilyar. Funksiyanyn
waryirlenme diizglinleri bilen doly gabat gelyiar. Mysal
icin f(x,y,z) funksiyanyin doly differensialynyn asakdaky
yaly anladylyandygyny bilyiris:
df =ﬁdx+gdy+qdz
oX oy 0z
Su funksiyanynl doly wariasiyasy hem seyle anladylyar:
of :ﬁ6x+g8y+q82
oX oy oz
Miimkin stiysmeleriii prinsipi Lagranjyn bir teorema edilip
alnan goni teoremalarynyn dsti bilen asakdaky yaly
kesgitlenyar:
Ideal baglansykly material nokatlaryn sistemanyn
deniagramlagmagy tiicin ona tdsir edydn aktiw giiy¢lerin
her mimkin siiysmede ikitaraplayyn  baglangyk iicin
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elementar islerinii  jeminii nula defl bolmagy we
birtaraplayyn baglansyk {li¢cin bolsa sol elementar islerin
jeminin nula den ya-da nuldan ki¢ci bolmagy zerur we
yeterlik sertdir.

Subudy. 1. Ilki bilen teoremanyn zeryr sertini subut edelin.
Onun iicin bolsa berlen sistemanyny denagramlasan diyip
hasap edydris. Ideal we ikitaraplayyn baglansygy bolan
material nokatlaryn sistemanyn her bir nokadynyn
denagramlagmagy li¢in ona tdsir edyan F aktiw giiyc we N
baglansygyi reaksiyasy 0zara defagramlagmalydyrlar:

Fi+N;=0
Su wektor anlatmanyn iki tarapyny hem Sr elementar

siiysme skalyar kopeldip ony hemme n-ler boyunca
jemlalin:

S (F +N,)6r, =0

i=1
Ikitaraplayyn baglansykda or galtasyan tekizlikde bolup

baglansygyn N reaksiyasyna perpendikulyar N o't /dyzgy
32/ bolany ti¢in N;6 ri=0 bolyar.

n

Cyzgy 18.
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Seylelik bilen defiagramlasan material nokatlaryn sistemasy
Ucin ona tdsir edyin aktiw giiy¢lerin elementar islerinin
jeminin nula denligini gelip ¢ykyar:

S =0 (31

Sunun bilen teoremanyn zerur serti subut edildi.
Teoremanyn su zerur sertine Lagranjynl goni teoremasy
diyilyar.
Indi teoremanyn yeterlik sertini subut edelin, yagny (3.1)
sertin sistemanyn denagramlagmagy licin hemem Yeterlik
sertdigini gorkezelift. Yeterlik serti subut etmek iigin (3.1)
sert berlende-de sistema denagramlykda bolan, tersine , ol
hereket edyan diyip hasap edelin.(/3.1) asakdaky gorniisde
yazalyn:

D (R +N,)dr, => R;ar, =0

i=1 i=1
bu yerde R nokada goylan hemme giiy¢lerin
dentésiredijisidir. Onda dt wagta hakyky hereketin ugry R
bilen ugurdas bolas. Dt wagta miimkin stiysmeleri hakyky

stiysmeler bilen gabat geler yaly edip saylap alalyn. Onda
cos(R;, “ori)=1 bolany sebapli:

SRon>0 (3,2)
i=1
Onda i R.,8r,=0  bolany iicin:
i=1

SFor >0 (3.3)

Gorsimiz yaly (3.2) sert (3.1) serte ters gelydr. Sonun
ticinem (3.3) sert berlende sistema hereket edyin diyen
caklamamyz nddogry bolup ¢ykyar. Seylelik bilen (3.3)
ideal we ikitaraplayyn baglansykly material nokatlaryn
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sistemasynyn denagramlagsmagy tigin zerur we yeterlik
sertdir.

Su teoremanyn yeterlik sertine Lagranjyn ters teoremasy
diyilyar.

Birtaraplayyn baglansykda N normal boyunca nokafyn
baglandygy miimkin bolany {i¢in miimkin siiysme oOr
baglansygyn N reaksiyasy bilen ya goni ya-da yiti burg
emele getirydr: Sonun licin hem N *§r>0 bolyar (¢cyzgy
19).

"\

Cyzgy 19

Sistema denagramlasan yagdayynda
D (R +N,)dr,=0
i=1

Bolany {i¢in birtaraplayyn baglansygy bolan sistemanyn
denagramlagmak serti asakdaky gorniisde bolyar:

SF r, <0 (3,4)

Sunuii bilen teorema ikitaraplayyn we Dbirtaraplayyn
baglansyklar ii¢in doly subut edildi.
(3.1) we (3.2) sertleri proyeksiyalaryn iisti bilen anladalyn:
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n X ox, +Y.oy, +Z or, =0
g( 1 1 1 yl z (3,5)

i(xi 8x; +Y,8y,+Z2 dr,<0 (3,6)

=1

Lagranjyn serti kimahal agakdaky gorniisde hem yazylyar:
ZFSr Z(x 8X, + Y, 8y, +Z,6r) =8A (3.7)
i=1

Bu yerde

0 A=0 ikitaraplayyn baglangyk iicin
0 A<0 birtaraplayyn baglansyk ii¢in

MUMKIN SUYSMELERIN PRINSIPINI UMUMYLASDYRIAN
KOORDINATALARDA ANLATMAK

Onden bilsimiz yaly nokadtii polyar, silindrik, sferik we s.
m. hemme egri¢cyzykly koordinatalaryna umumylasdyrlan
koordinatalar ya-da Lagranjyii koordinatalary diyilyar we

q,9,---»q bilen bellenyiér. Umumylagdyrylan
koordinatalaryn =~ wagta gord ontimlerine
d - d . d :

i_ql, 92 =y s =¢, umumylasyr-lan  Q1,0,...,9s

dt dt dt
koordinatalarynyn funksiyalarydyr:

X; =X;(d;, 9z, d5)
Yi =Yi(0, 0z 0) ¢ (3,8)
z; =2,(9,,0;,--,0)
N material nokatlarynynt sistemasynyil baglansygynyn K
sany denlemesi bar diyelin:
fi (X0 Y120 X5, Y20 2500 X0 ¥i Z,) =0 (3,9)
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7=1,2,....k
Onda bagly dil koordinatalaryn sany 3n-k=s bolar.
Sistemanyn hemme nokatlarynyn yagdayyny doly
kesgitleyin bagly dal ululyklarynyn koordinatalarynyn
sanyna onun erkinlik derejesi diyilydr. Seylelik bilen S
sany qi,dz,...,qs umumylasdyrlan koordinatalar sistemanyii
hemme nokatlarynyn yagdayyny doly kesgitleyandikleri
licin su sistemanyi erkinlik derejesi S dendir.
/3.8/ anlatmanyii esasynda miimkin siiysmelerin
proeksiyalary asakdaky gorniisde kesgitlenyar:

= OX;
6Xi = : qu
2.
S 6 .
By, =3, rea,p (3.10)
v=1 qv
= 0Z;
82i = : qu
2%,

Su /3.10/ anlatmany /3.7/-densizlik yerine yazyarys:

S| & oX; 0Y; 0z;
Xi—+Y,—"++27Z,— =0 (3.11

33022z, 2k -0 ay

v=l| i=1l v v v

Bu yerde kwadrat skobkanyn icinddki anlatma

''''''

Zn:(xi S:I +Yi g:i +Zi s;l ) :Qv (3712)
i=1 v v v

Onda
>Q,80,=0 (3,13)

Su mimkin siiysmelerin prinsipinin  umumylasdyrlan
koordinatalarda anladylysydyr, 6zem umumylasdyrlan
giiyclerin her bir miimkin siiysmede elementar islerinin
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jeminin nula dendigini gorkezyar. Bu yerde o q wirtual
siysmeler  bagly ddl bolanlary i¢in  (6q=0)
umumylasdyrlan  giiyclerin  denitdsiredijisi nula den
bolmalydyr:
Q,=0 (3,14)
(3.14) nokatlaryn erkin ddl mehaniki sistemanyn
denagramlagsmagynyn zerur we yeterlik sertidir.
Potensial giiyc ya-da giiyclerin konserwatiw meydany ii¢in
(3.5) asakdaky gorniisde yazylyar:
( oU oU oU
;(a—xiaxi +§i€)yi +a—ZiSzij_o
Ya-da
sU=0 (3,15)

Bu yerden

U=const (3,16)
Seylelik bilen potensial gliy¢ ya-da giiyclerin konserwatiw
meydanynda material nokatlaryn sistemanyn
denagramlagmagy ti¢in U(q.q,...,q) potensial funksiyanyn
ululygy hemiselik bolmalydyr.
Massalaryn agyrlyk merkezinin koordinatasyny z bilen
bellesek onda (3.15) asakdaky gérniisde alynyar:

5z, =0 (3,17)

Dartys giiycleriii birjynsly meydanyndaky z-nini ekstremal
bahasy bolan yagdaylary material nokatlarynn sistemanyn
denagramlyk yagdaylaryna degislidir.

LAGRANJYN 1 JYNS DENLEMELERI
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Lagranjyn 1 jyns denlemeleri ideal, stasionar we
ikitaraplayyn baglansykly erkin didl mehaniki sistemanyn
denagramlagmak sertinin  differensial denlemelerinin
sistemanydyr.

(3.5) we(3.9) anlatmalaryfi esasynda f,(X;y;z;)
funksiyanyn doly Wariasiyasyny yazaly:

& Z( '5x+ay'5y+ j 0(3,18) j=1..k

Nokatlaryn sistemanyynyn denagramlagmagynyn
denilemelerini almak {igin Lagranjyn kesgitsiz kopeldijiler
metodyndan peydalanyarys. (3.18) denlemeleri kesgitsiz
A, kopeldip onsofi olary (3.5) bilen gosyarys:

i[(xi +Zn: ( )8x +(Y, +Zx WI)&/' +(z|_z un 82, )j

(3,19)
k sany Kkesgitsiz A; kopeldijileri yay skobkalardaky
anlatmalar nula 6wriiler }'/aly edip saylayarys:

X, ix i
Yi+ixj_i:o (3.20)

Z +ij az

i=1

Sular Lagranjyin 1 jyns denlemeleridir. Lagranjynn su
deiilemelerine  (3.5)-ddki  baglangyklaryn  k  sany
deiilemelerini  birikdirip  (3ntk) sany denlemelerin
sistemanyny alyarys. Bu denlemelerden (3ntk) sany X,y,

Z... XnYnZn A, A, ..., A, nibelliler kesgitlenyar.
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(X, ¥, Z,...Xn, Yn, Zpn) koordinatalarynn toplumy nokatlaryn
sistemanynn  denagramlagmagynyn konfigurasiyasyny
kesgitleyérler, A1 1, An kopeldijiler bolsa baglansygyn
reaksiyalaryny tapmaga miimkingilik beryar.

Stiynmeyin ¢eye yiipiint dehagramlylygy

Uzniiksiz yerlesen egrisi boyunga nokatlaryi aralygy
hemiselik bolan material nokatlaryini  sistemasyna

Kabir aktiw giiy¢ler tisir edydn A we B nokatlarda
berkidilen siiynmeyin ¢eye yiin berilydr. Aktiw giiyclerin
tasirinin astyndaky yiiptin kesgitli bir egri gérniisine onui
denagramlylygynyn figurasy diyilydr. O nokadynda kesilen
yiipin OB bolegi taslanandan soni onun galan AO bdlegini
denagramlylykda saklamak {igin yiipiin sol O nokadynda
ona galtasyan boyunga ugrukdyrlan haysy hem bolsa bir T
gliiyc bolmaly. Su T giiyje yipifi O nokadynda onuf
dartysy diyilyar.
(¢yzgy20) Hemme nokatlaryna tdsir edydn giiyclerin
tasirinit astynda defiagramlasan AB yiip berilydr. Yiipiin
uzynlyk birligine tisir edyin giiyji p bilen belldlin.

B
Jf

A

Cyzgy 20
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Onda yiplin OD=ds elementi onun O we D
nokatlarydaky dartys giiy¢leri dT,, —dT, we yiipin ds
elementine tdsir edydn pds giiy¢lerin tdsirinin astynda
denagramlasar. (¢yzgy 21)

z

A

X Cyzgy 21

A nokatdan B nokada tarap bolan ugry polozitel ugur
diyip kabul edyéris. Yiiplin dselementini deflagramlagmak
serti seyle bolar :

pds +dT, +(-dT,)=0
dT, we —dT, dartys giiyclerin dentdsiredijisini dT bilen
belldlin, onda :
pds+dT =0 ya-da ‘i'j_zm:o (3.21)

Su (3.21) yiipiin ds elementinin dendgramlagmagynyn
wektor gorniisddki differensial denlemesidir. Eger-de
yipun T dartysynyn birlik wektoryny 7 bilen bellesek,
onda (3.21) differensial denleme asakdaky gorniise gecyar :

%(Tf)+ p=0 (3.22) ya-da
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T 797 520 (3.23)
ds ds
Differensial geometriyadaky Frenenin birinji formulasynda
peydalanyp (3.23) denlleméni seyle yazyarys :

CUEILN p=0 (3.24)

ds yo,
Su (3.24) denilemini ilki bilen 7 onson m we somnra bolsa
binormalynn birlik wektory b skalyar kopeldip yiipiifi
denagramlagmagynyni denilemeleriniii tebigy ticgranlygyn
oklaryna proyeksiyalaryny alyarys :

a __
ds  '°
L—-p, | (325)
P
P, =0
Onden bilsimiz yaly :
_ dr dx. dy. dz
T=—=—I+—]+—Kk

ds ds ds” ds

n d’r d’°x. d?y. d’z
=—= =——i+ j+

p ds* ds®  ds? ds?
bolany tg¢in (3.22) we (3.24) denlemelerin goniiburgly
koordinata oklara proyeksiyalary asakdaky gorniisde
anladylyar :

=

k

iT% +P, =0

ds{ ds

d(.dy

—|T=21+P, =0} (3.26
ds\ ds IR ( )
ET% +P,=0

ds{ ds
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2
ar & 19X p g

ds ds ds?  *

2
2—2~%+T%+ P, =0! (3.27)
S
2
o b,
ds ds ds?

7 e

(3.26) we (3.27) siynmeydn  ¢eye  yiipln
denagramlagsmagynyn denlemelerinin gontliburgly
koordinatalara proyeksiyalarynynn iisti bilen anladylyan
differensial defilemelerinin sistemalarydyr.

Stiysmeyin c¢eye yiiplin birjynsly cekis giiyclerinini
meydanyndaky detagramlylygynynl figurasyna zynjyr
cyzyk diyilydr. Birjynsly vipiin birlik uzynlygynyn
agramyny v = const bilen belldlin(¢yzgy 22).

yA
\ﬁ_‘lds/r/
uds
0 > x

Cyzgy 22
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Yiipiin birjynsly c¢ekis giiyclerinin meydanyndaky
denagramlylygyndaky figurasy wertikal Oxy tekizlikde
yerlesyar. Onda p, =0, p,=-v bolany flg¢in (3.116)
detilemeler sistemasy asakdaky gorniise gecyar:

S(re) g
ds\ ds (3.28)

ire).,

ds\ ds
Su (3.28) iki sany differensial defilemelerinn sistemasyny
integrirldp zynjyr ¢yzygyn deilemesini tapyarys; (3.28)
birinji deiilemesinden:

79X _ T, =const, T =T, as bolyar,
ds dx

Su anlatmany (3.28)-déki ikinji denlemede yerine yazyarys

d[TO ﬂj =vds
dx

2
Bu yerde ds = ‘/1+ (%} dx bolany li¢in
2
Tod(ﬂj —v 1+(ﬂj o
dx dx

Su differensial denleméni integrirlemek {igin %:u edip

belleyaris. Onda :

T,du =vv1+u®dx ya-da To_q edip bellesek :
14
du

dx
=— (3.29
J1+u? @ ( )
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llki bilen vi+u®?=t-u we onson bolsa +1+u®=t+u
ornuna goymalary ulanyp (3.29) defileméni integrirleyaris :

In(u +\/l+u2):§+c

a

Bu yerden
In(—u+\/1+u2):—§+c1
e
u+vl+u® =e (3.30)

X
~Zic
—u++Vl+ut=e? "

¢ we ¢, ululyklary tapmak {i¢in x=0, y=a Wwe
dy

U= = y' =0 sertleri kabul edyéris (¢cyzgy 23).
Ya
T~
a
0 " x
Cyzgy 23

Onda (3.30)-den : ¢ =0, ¢, =0 bolyar. Seylelik bilen (3.30)
asakdaky gorniise gelyar :

X

U++vl+u? =e?
X
—u++Vl+u?=e?
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Bularyn birinjisinden ikinjisini ayryp :
~ pa _g @
2

X
=sh= va-da
a Yy

ﬂ: shf, dy :shfdx
dx a a

Bu differensial defilemini integrirlesek :
X
y =ach—+c,
a

x=0, y=a bolanda c, =0 bolyar. Onda

X e +e_g
=—ach—=a 3.31
y - 5 (3.31)

Su (3.31) zynjyr ¢cyzygyi detilemesidir.

: X l[x)z 1(xj3
et =l+—+—|—| +=|—| +...,
a 2l\a 3a
X x 1(x 21 xY
ed=1-—+— == +..
a 2! 3a

Bolany {i¢in zynjyr ¢yzygyn defllemesi asakdaky gorniise
gecyar :
1x° 1x
y = a[1+5—+m— J (3.32)

Bu (3.32) denlemede x<a bolanda {igiinji ¢lenlerinden
baslap hemme c¢lenlerinin jemi taslananda Galileyin
birjynsly c¢ekis giiyclerinin meydanynda siiynmeyédn ceye
yliip parabola boyunca yerlesydr diyen caklamasy
tassyklanyar :

X" (3.33
y_azz_a(' )

Yiipiii hemme nokatlarynda onui gorizontal ~MN
proyeksiyasyna denolcegli boliinen {lizniiksiz wertikal
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yiklerinn tisiriniii astyndaky egri gorniisine parabolik Viip

diyilyar ( ¢cyzgy 24).
yA A /B
%
—_— dX —_—
o M N X
%0 )¢
Cyzgy 24

Gorsiimiz yaly parabolik yiip ligin (3.34) seyle alynyar :

dx\ ds

i(T ﬂjzv
dx\ ds

(150 -

d(T d_yj = vdx
ds

Bu denlemelerin  birinjisinden T ? =T, =const ya-da
S

ds
T :TO&

T -nin su bahasyny (3.34)-ii ikinjisinde yerine yazyarys.

Bu yerden
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d
ya-da =
ya a

v
dx? dx*> T,

Su differensial denlleméni iki gezek integrirlip parabolik
yiiplin detilemesini kesgitleyéris :
2

y= %+ c,x+c, (3.35)

Gorsiimiz yaly bu halda yiip parabola boyunga yerlesyar,
Parabolik yiipddki yagday asma koprilerde we s.m. dus
gelyar.
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MESELELER

1. ABCD dogry tetraedr berilydr. Onunt A depesine ii¢
sany AB=F,, AC=F, we AD =F, giiy¢ goylupdyr. Olaryn
dentisiredijisini tapmaly.
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(Coziilisi: Tetraedrin gapyrgasynyin uzynlygyny a bilen
bellalin. Esasynyﬁ dasyndan ¢yzylan BCD tegelegin OB

radiusy — \/_ dendir; tertaedrin beyikligi :

AO-af1-1 =a\ﬁ
3 V3

Cyzgydan gorniisi yaly AC wektor AO we OC
wektorlaryn Jemlne dendir, edil sonuf yaly hem
AB=AO+OB we AD=AO+OD. OB, OC we OD ug
wektory A nokada goylan hasap edip, olaryn hem nula
ekwiwalent diyen netiji gelyaris. Yene her biri OA defi
bolan iic wektor galyar; olaryfi jemi 30Adendir. Seylelik
bilen deftisirediji OA boyuncga ugrukdyrlyp onui ululygy

3a\/§ ya-da a6 dendir.

2. Agramy 2 kg bolan elektrik lampasy AB snurda
patalokdan asylypdyr we sofira BC yiip bilen diwara
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cekilipdir. Eger e =60°, p=135" bolsa, onda ABsnuryn T,
we BC yipin T. dartys giliyjini kesgitlemeli. Snuryn we
ylpiint agramyny hasaba almaly dal.

Cozilisi : Elektrik lampasynyii agramyny P, AB snuryi
we yipin dartys giyclerini degislilikde T, we T. bilen
belldlin. Bu giiyglerden {i¢burglyk gurup sinuslar
teoremasyndan peydalanyarys :

P T T,
sin105° sin30° sin45°
o =239 4 gakg

sin105°
T, - P_sm45 _1.46kg
sin105°
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o

-

30°

P

3. Jisime 2 sany parallel gliy¢ tasir edyér, 6zem diziijilerin
biri P, we olaryn dentésiredijisi R berilyar. Eger P, =12kg;
R=4kg we AC=6m bolsa, onda ikinji P, diziiji giyji
kesgitlemeli.

....

Cozilisi : Goy A bize ndbelli bolan P, giliyjin goylan
nokady bolsun, onda onun ululygyny we goylan nokadyny
seyle denllemelerden taparys:

R=P,—-P, ya-da P =R+P,=16kg

AZ—F;A‘l = AiTC buyerden A,A =1.5m
1
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P,

Iki sany parallel we bir tarapa ugrukdyrlan P =4kg we
q=8kg giiycler iliytgemeyin AB sterjenin A we B
uclarynda goylan. Bu giiycler sol nokatlarda goylan 6zara
den we kesisydn F, F, giiycler bilen denagramlasyar, 6zem

F giyc AB bilen 30° bur¢ emele getiryiar. F giiyjin
ululygyny, P we g giiy¢lerin AB bilen emele getiryin

bur¢yny tapmaly.

Cozilisi : Goy D nokat F we F, giiy¢lerinifi ugurlarynyi
kesisme nokadyny, C bolsa p we @ glyglerinii
deitdsiredijisinint goylan nokady bolsun.
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Su sonky giiye F we F, gliyclerifi dentésiredijisine ululygy
boyunca dent we garsylykly tarapa ugrukdyrylmalydyr.
ZADC = ZCDB = £ bolany {ligcin F we F, giiy¢lerif listiinde
gurlan parallelogram romba owriilydr. AC =2k, CB=Kk,
DC=h bilen belldlin. ACD we DCB ii¢gbur¢lyklardan

sinuslar teoremasyna gora alyarys :

h 2k 2h ,
. =——=—— bu yerde
sin30° sing  siny
siny =2sin30° =1 y =90°
2=60", p=30", a =120°

F we F, giiyglerin defitdsiredijisi 12 kg bolany sebipli
cyzgydaky rombdan tapyarys : 2F cos30° =12; F =4+/3kg
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Birnd¢e birmenzes birjynsly uzynlygy 21 bolan plitalar
biri-birinin iistiinde goylupdyr, 6zem her plitanyn bir bolegi
asakda  yatan plitadan dasyna c¢ykyar. Plitalar
denagramlykda bolar yaly edip dasyna c¢ykyp duran
boleklerini predel uzynlyklaryny kesgitlemeli.

Cozilisi : Plitalarynn denagramlykda bolmaklary iicin
olarynn her birinin dagyna ¢ykyp duran bdleginin agramy
bilen onunl asagyndaky plitanyn istiinddki bdleginiil
agramlary den bolmalydyr.

2C

| |(—> X 4
X5

Plitanynn uzynlyk birliginin agramyny P we plitalaryn
dasyna ¢ykyp duran bslekleriniii uzynlyklaryny degislilikde
X,, X5, X5,.., X, bilen belldlin. Cyzgydaky in yokarky birinji
plitanynn denagramlykda bolmagy iicin asakdaky deiileme
kanagatlandyrylmalydyr : (21 —x,)p=x,p; 21 =2x, ; X, =

Ikinji plitanyin detiagramlykda bolmagy {i¢in asakdaky
denileme kanagatlanmalydyr :

(21— x,)p=[21 - (x, +x,)]p = x,p + 2x, p bu yerden x, :%I

138




Uciinji plitanytt deflagramlagsmagynyti defilemesi bolsa
asakdaky gorniigde alynyar:
(ZI - Xa)p + [2| _(Xz + Xa)]p + [2| _(Xl X+ Xs)]p = (Xl +2X, +3X3)p

bu yerden x, = %I

Seylelik bilen plitalaryit dasyna ¢ykyp duran boleklerinini
uzynlyklary asakdaky yaly anladylyar :

1 1 1 1
X =1, X2:§|, x3:§I, X4:Z|"”’X ==

6. AB goni ¢yzyk bilen bir tekizlikddki we onun bilen ¢
we 6 burglary emele getirydn P we Q giiygler gaty jisimifi
A we B nokatlarynda ona tisir edyirler. AB c¢yzygyn
haysy bir C nokady berkidilende jisim hereket etmez?

Cozilisi : Eger P we Q giyclerii dentisiredijisi

gozganmayan C nokatdan ge¢yidn bolsa, onda jisim
dync¢lyk yagdayynda bolyar.

BC aralygy x bilen bellip giliyclerin gozganmayan C
nokada gord momentlerinini jemini nula denleyéris :
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QABsin g

Pxsing+Q(AB —x)sin@=0 bu yerden x = X
4 Q( ) 4 Psingp+Qsind

Kopri gurnalanda onuil bir ABC bdlegini ¢yzgydaky yaly
yerlesen 3 kanat bilen gotermeli boldy. Bu bolegin agramy
4200kg bolup onun agyrlyk merkezi D nokatdadyr.
Aralyklar degislilikde AD=4m, DB=2m, BF=1m
dendirler. Eger AC  goni c¢yzyk gorizontal bolsalar,
kanatlaryn dartys giiy¢lerini tapmaly.

Coziilisi : Kanatlaryn A,Bwe C nokatlardaky dartys
guyclerini  degislilikde T,, T,, T. bilen bellip Axy
koordinatalar sistemasyny alalyn.

—
@

60°

A
Y

4m 2m

Glyclerin  E nokada gord momentleriniii jemini nula
deiileyaris :

-T,7+4200*3=0 = T, =1800kg

Indi giiyclerin koordinata oklaryna proyeksiylarynyn jemini
nula denleyaris :
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T, cos45" —T, cos60” =0
{TA +Tg c0s30° + T, cos45” —4200=0
Bu denllemeleri ¢6ziip T, we T, kesgitleyaris :
T, =1757kg, T. =1243kg

Agramy Q =200kg bolan birjynsly AB brusok B nokatda
gozganmayan sarnir bilen berkidilen, B nokatdan sterjeniii

% uzynlygyndaky daslykda yerlesen C nokatda bolsa ol

yylmanak diregin burgyna dayanyar. Brusogyn A
nokadyna P =400kg gorizantal giiy¢ goylan. C we B
nokatlardaky reaksiya giiyclerini kesgitlemeli.

Cozilisi : AB =1 baglansygyn reaksiyalaryny degislilikde
R,, R, we R, bilen bellap, B nokatdan koordinata oklary

X

geciryaris.
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Giyclerin koordinata oklara proyeksiyalarynyn we olaryn
B nokada gord momentlerinifi jemini nula denleyaris :

> X; =P-R,c0s60" +R, =0

> Y, =—Q+R,c0s30" +R, =0

> M, =Plsin30° +12Qcosso° +I§RC =0

Bu denllemeleri ¢oziip reaksiya giiycleri kesgitleyaris :
R, =150(4++3)=860kg; R, =30kg; R, =-544kg

9. 2a, 2b we c Olgegli goniburgly OAB, CD, EFG
parallelepipetde dort sany OK=F,, KL=F,, LM=F,,
MN =F, giiygleri goylan. K, L, M, N nokatlar DE, EF,
AB we BC gapyrgalaryn ortalarydyr. O nokady getirme
merkezine deregine kabul edip, dentdsirediji glyji we
dentésirediji jiibli giiyji tapmaly.

Cozilisi : OA, OC we OD gapyrgalaryn ugurlaryny Ox, Oy
we Oz koordinata oklaryn ugulary diyip kabul edelin.

D K e

0 A

A 2a
"\~

C N B
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Giiycleri O nokada gegirip, olaryfi defitidsiredijisini ON =R
bilen anladyarys we onuil ululygyny seyle kesgitleyiris :
R=+a”+4b’
Gilyclerin koordinata oklara goérd momentleriniii jemini
tapyp, | jiibiit giiyjinn koordinata oklara proyeksiyalaryny
alyarys :

L, = mom, (F, )+ mom, (F, )= —bc — bc = —2bc

L, =mom, (F, )+mom, (F,)=ac+2ac = 3ac

L, = mom,(F, )+ mom, (F, )= ab +3ab = 4ab

Bu yerden L= Vab?c? +9a%c? +16a%b? ;

cos(L, x) = iLbC , cos(L,y)= B%C; cos(L,z)= LEb

Radiusy R bolan AOB yarym towerek, AD we DB goni
cyzyklar bilen ¢idklenen geometrik figuranyn meydanynyn
C agyrlyk merkezini tapmaly. Bu yerde OD=3R.

Coziilisi : Seredilydan geometrik figura AOB yarym tegelek
bilen ABD tigbur¢lygyn jemine denidir. OD goi ¢yzygy Ox
okun deregine kabul edelin.

b 4
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Yarym tegelegit we iicburclygyhi agyrlyk merkezlerini
degislilikde C,(x,,0), C,(x,,0) we olaryfi meydanlaryny S,,
S, bilen belldlin. Onda :

2
s, = s —Lag.kp=1or.2r=2rR?
2 2 2
. T
. 2Rsin—
Cyzgydan : xl:R—KclzR—2R5|na=R— 2 =R—£;
3o 37 3
2

xlzR(l—iJ

37
X, =R+KC, =R- KD =R+12R=R+2R

3 3 3
5)
X, :gR
Seylelik bilen
2
2% X,S; + X,S
_ =l 1“1 2Y2
X, =t — = 2L =1I0R
Zsi 1 2
i=1
x, =1.19R

Kontury diametrleri 20 sm we 10 sm bolan yarym
towerekler bilen ¢éklenen strihlenen figuranyn agyrlyk
merkezinin koordinatalaryny tapmaly.

Cozilisi : Berlen figura LILIII bolejiklerden diiziilydr. Bu
yerde I we II bolejiklerin meydanlary Ox we diametri 10
sm bolan yarym towerek, II bolejigin meydany bolsa sol
Ox we diametri 20 sm bolan yarym towerek bilen
caklenendir.
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v
=

10 10

I bolejigin meydany strihlenen figura degisli dédldigi iicin
ony minus alamat bilen almaly. Bu bolejiklerin meydanyny
S,,S,,S; olaryn agyrlyk merkeziniii koordinatalaryny bolsa

X, Yii %5, ¥oi X3, Yo Dilen belldlin. Onda :

S, =-x-5%sm?; x, =5sm; vy, _45_ 2.12sm;
3
S, =x-10°sm?; x, =10sm; v, _410_ 4,24sm;
7T
4.5

S, =x-5°sm*; x,=15sm; vy, =——=-212sm;
3

Seylelik bilen strihlenen figuranynn agyrlyk merkezinin
koordinatalary seyle anladylyar :
o = S FSX 80X ~7-5%.5+7-10°-10+7-5°-15

i - > > =12,5sm
S, +S,+S, -5 +7-10°+7-5
2 2 2
C=81y1+82y2+53y3 _-75 -2,12+27z-10 -421,24—7z2-5 '2’12=3,185m
S, +S,+8S, -5 +7-10°+7x-5
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12. Q=100kg agramy bolan A jisim budiir-sidiir yapgyt
yerde yatyr. Eger jisimin tekizlige sirtiilme koeffisienti
f =0,2 den bolsa, onunl hereket edip baglamagy ti¢cin gerek
bolan ifi kigi P gorizontal giiyji tapmaly.

Coziilisi : Normal reaksiyany N we siirtiilme giiyji F bilen
bellidlin. Denagramlasmagyn deiilemelerini yazalyn :
D> X; =-Ncos60" — Fcos30° +P =0

DY, =Ncos30" —Fcos60" —Q=0

F=1N
Ay
N
00
A P
30° i
F Q
Ya-da
N +£ fN =P
2 2
3.1
“IN-ZfN =
2 2 Q
Bu yerden

N =131kg; P =88kg
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2t yiiki gorizont bilen 30° bur¢ emele getirydn Yyapgyt
tekizlik boyunca hereket etdirip Sm galdyrmak ii¢cin sarp
edilmeli i kic1 is1 kesgitlemeli; siirtiilme koeffisenti 0,5;
Cozilisi : Yikinh agramyny G, we G, dizijilere
dargydyarys. Siirtiilme giiyji R we hereket etdiriji giiyji
bolsa P bilen bellalit.

Gozlenilydn isi seyle kesgitleyaris :
A=PAB =PS =(G, +R)-S = (Gsina + fGcosa)-s

Cyzgydan :

: $=10m

E:sin30°; >
S S

N

Seylelik bilen :
A=G(sina+ fcosa)-10 = 2000[% + 0,5-§J -10
A =18650kg-m
14.Eger liniyadaky wagonlarynn sany 45, her wagonyn

agramy 10t, siirtiilme garsylygy wagonyn agramynyn
0,002-sine den, wagonyi ortaca tizligi 12km/sag we setdiki
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yitgi 5%  bolsa, tramway setinin  stansiyadaky
turbogeneratorlaryn kuwwatyny hasaplamaly.

Coziilisi : 9= % m/sek; P =0,02-450000kg = 900kg

N, = P$=9000 % = 3000kgm/ sek
Setdéki yitgini kesgitlalin :
300005
100
Seylelik bilen turbogeneratorlaryn kuwwaty seyle tapylyar

=1500kgm/ sek

31500kgm/ sek

N = N, + x =31500kgm/sek = 75

N = 421 at giiyji.

15.1ki sany A we B dayanclarda yatan AB balka Q, =6t,
Q, =2t, Q,=4t wertikal gliyclerin sistemasy tésir edyar.
Miimkin siiysmelerin prinsipinden peydalanyp B sarnirdiki
baglansygyi reaksiyasyny kesgitlemeli.

Coziilisi : B dayan¢daky reaksiyany N, bilen belldlin.

AN,
[}
[}
[}
: C
) o ] W |
A v VQ? 'B VQ3 2
% A P 5,
5m “om T
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Indi balkanyn A sarnirin  towereginde aylanmagyna
mimkingilik doredi. Balka miimkin siiysme berip isiii
detilemesini guralyi :

—Q,0n —Q,r, + N, & —Q,0r, =0

Bu yerde
o =20p; o, =4op; O =50p; &3 =65p
Seylelik bilen
Nb=2a1+4a2+6a3=2'6+4'2+6'4=8,8m N, =8,8m
5 5
DINAMIKA

Nazary mehanikanyn hereket emele getiryian we
ony iiytgedyin sebapleri nazara alyp mehaniki
ulgamyn hereketini éwrenyan béliimine dinamika
diyilyiar. Seylelik bilen dinamika material jisimlein
hereketini olara tasir edyéin giiyclere baglylykda
owrenyar.
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ERKIN MATERIAL NOKADYN WE MEHANIKI
ULGAMANYN DINAMIKASY

Dinamikanyn esasy kanunlary.

1638yylda Galiley tarapyndan acylan inersiya

kanuny seyle kesgitlenyir:

Dasky tdsirlerden cetlesdirlen material nokat Oziinin
dynclyk yagdayyny va-da dendlcegli we gonicyzykly
hereketini, td ona goylan giiy¢ler ony sol yagdayyny
lytgetmige mejbur edyingd saklayar. Galileyin su
kanunyna esaslanyp Nyuton 06ziinin hereket hakdaky
esasy kanunlaryny seyle kesgitledi:

Nyutonyii birinji kanuny. Material nokada goylan
giiycler ony yagdayyny iiytgetmidge mejbur edyingiler,
ol oOziinin dyng¢lyk vyagdayyny ya-da dendlgegli we
goni¢cyzykly hereketini saklayir.

Nyutonyii  ikinji ~ kanuny.  Hereket = mukdarynyn
iytgemegi nokady hereket etdiriji goylan giiyje
proporsional bolup, sol giiyjin tdsir edydn goni ¢yzygy
boyunga yiize ¢ykyar.

Massanynn  tizlige  kopeltmek  hasylyna  hereket
mukdary  diyilydir we  Nyutonyn ikinji  kanuny
differensial gorniisde seyle anladylyar:
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d _
—(mv)=F
dz( V)

1)

bu yerde v-hereket edyin nokadyn tizligi, m—onun
massasy, mv—hereket mukdary we F —hereket etdiriji
goylan  giiyedir. (1)-de hereket mukdaryny mv =0
bilen belgildlin:

9 _ 5

dt
()
Material nokadyn massasynyn ululygyny hemiselik
hasap edip Nyutonyn ikinji kanunyny asakdaky
gorniisde hem yazmak bolyar:

3)
Tizligin wagta goéréd birinji 6niminin tizlenma
deri bolany (igin
mw =F
(4)
(3) denleme material nokadyn hereketinin differensial
gornlisdiki esasy kanunydyr.
Yagny Nyutonyft ikinji kanunyna gord nokadyi
massasynyn  onuil  tizlenmesine  koOpeltmek hasyly
nokada tdsir edyian giiyje dendir.
w=l
m
()
Gorsiimiz yaly massa kop boldugyca tizlenme songa-da
az bolyar. Seylelik bilen massa kop boldugyca jisimin
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giiyjin tésirine garsylyk gorkezmek ukyby kop bolyar.
Basga sozler bilen aydanymyzda bolsa, massa material
nokadyn inersiyasynyn olcegidir.

Nyutonyit iicilinji kanuny. Tiasir edydn giiyje den
garsylykly tisir edyan glyc bardyr. Basga sozler bilen
aydanymyzda bolsa, mydama iki jisimiii 0zara tasir
giiycleri  ululyklary boyunca den we garsylykly
taraplara ugrukdyrylandyrlar. (2)-den

d(mv) = Fdt

(6)
Bu yerde dQ=Fdt kopeltmek  hasylyna  giiyjin
elementar impulsy diyilyar.

(6) formula asakdaky teoremany anladyar:

Material nokadyn hereket mukdarynyn differensialy

giliyjin elementar impulsyna dendir.

Material nokadyn we material nokatlaryn
ulgamynyn hereketinin differensial we tebigi
dernlemeleri.

Nyutonyni ikinji kanunyny anlladyin (4) formulany
differensial gorniisde yazalyii:

me T _F

dt’

(7)

Su material nokadyn hereketinii wektor gorniisdiki
differensial ~ denllemesidir. (7) wektor  gornilisdéki
defilemdni koordinata oklara proektirldp material
nokadyn hereketinin  differensial ~ denlemelerinin

ulgamyny alyarys:
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d*x
mdt2 =X
d*y
mdt2 =Y
d*z
mdt2 =7

(8)

bu yerde X,Y,Z hereket etdiriji giiyjin koordinata
oklara proeksiyalarydyr. Material nokatlaryn ulgamynyn
hereketine seredilende her bir nokada tésir edydn dasky
F*¢ we sistemanyi nokatlarynyil biri-birine tédsir edyéin
icki F“ giliycler nazara alynydr. Seylelik bilen ulgam
licin (4) seyle yazylyar.

n n

n
=3 Fe 3
i=1 i=1 i=1

(9)

bu yerde n-—ulgamynyn nokatlarynyn sanydyr.
Nyutonyn 1iiciinji kanunyna gord icki giiyclerin wektor
jemi nula dendir:

Y =0
i=1

(10)

Dagky giiyclerin dentésiredijisini yagny dasky giiyclerini
bas wektoryny R bilen bellip (4.9) anlatmany seyle
yazyarys:

n

Zmiv_vi =R

i=1

(11)
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Bu wektor anlatmany koordinata oklara proyektirldp
material nokatlaryn ulgamynyn hereketinin differensial
denllemelerinin ulgamyny alyarys:

(12)

n

i=1

n 2 n

d*x. ul
Zmide’=ZXf =X
i=1

(4) wektor anlatmany galtasyan, normal we binormal
wektorlaryn ugurlaryna proyektirldlin (¢yz.1)

(13)

mﬂzFr
dt
2
m==F,
yo,
0=F,
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Cyzgy L

(13) anlatmalara nokadyn hereketinin tebigi
denllemeleri diyilyar.

DINAMIKANYN ESASY TEOREMALARY

Hereket mukdary hakdaky teoremalar.

Teorema 1. Material nokadyn hereket mukdarynyn
wagta gOrd birinji proizwodnysy sol nokada tdsir edydn
giiyje we material nokatlaryn ulgamynyn hereket
mukdarynyn wagta gord birinji proizwodnysy bolsa su
sistema tdsir edyidn dasky glyclerin wektor jemine
dendir.

Subudy. (1) we (2) formulalardan gorniisi yaly
teoremanynn birinji bdleginin subudy Nyutonyn ikinji
kanunyndan gelip ¢ykyar. Ulgamyn  hemme
nokatlarynyn hereket mukdarlarynyn wektor jemine su

------

155



Q = n Q = n m;v,
i=l i=1
(14)
(2), (9) formulalary nazara alyp su (14) wektor
anlatmanyn proizwodnysyny tapalyii:

n n

dQ & do, - —
= =N EL=NFE Y R
dt Zaft ;Jr;

icki giiyclerin wektor jemi nula deni bolany {i¢in su
anlatma seyle alynyar:
d0 &=
Y _N'F¢
dt Z:l: ’
(15)
Teorema subut edildi.

Teorema 2. Material nokatlaryn ulgamynyn
massasynyl su  sistemanyn agyrlyk merkezinde
jemlenenligi nazara alynsa, onda ulgamyn hereket
mukdary onunt agyrlyk merkezinin hereket mukdaryna
dendir.

Subudy. (14) formulanyn  differensial gorniisde
yazalyn:
~ d&
Q - E;miri
Ulgamyn agyrlyk merkezinin  radius-wektorynyn
formulasyndan peydalanalyn:

n

N

= MF.,

i

n
= i=1

U
¢ M ~
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(16)

bu yerde v, wulgamyn agyrlyk merkezinini tizligidir.
Teorema subut edildi
Eger-de ulgama dasky giiycler hem tésir etmeyian

bolsa onda Z—% =0 bolany ii¢in

O = Mv, = const
(17)
Su hereket mukdarynynn saklanmak kanunydyr.
(17)- den

v, = const
(18)
(17), (18) wektor anlatmalary koordinata  oklara
proyektirlesek ii¢ sany birinji integrallar alynyar:

Qx = cl’ Qy = CZ’ Qz :C3

y _ !/ . _ ’ . _ !
X, =€y, Ve =€y, Z.=¢

c

(19)

Hereket mukdarynyn wektorynyn nokada  goréd
momentine hereket mukdarynyn kinetik momenti ya-da
yone kinetik moment diyilydr we seyle bellenyir
(¢yz.2); B -

G =mom,(Q) =[rQ]
ya-da
G =[rmv]
(20)
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=l

Cyzgy 2.

Ulgamyn hemme nokatlarynyn kinetik
momentlerinin wektor jemine su ulgamyn Kinetik
momenti diyilyir.

G = i(_;z = Z[Fimi‘_’i]
i=1

i=1

(21)
Kinetik moment hakdaky teoremalar

Teorema 3. Material nokadyn kinetik momentinin
wagta gord birinji Oniimi  su nokada tdsir edyidn
giiyjin haysam bolsa bir gozganmayan nokada gora
momentine we ulgamyn kinetik momentinin  wagta
gord birinji Oniimi bolsa, ulgama tédsir edydn hemme
dasky giiyclerin edil sol bir gozganmayan nokada gord
momentlerinit wektor jemine dendir.

Subudy. Ulgamyn haysy hem bolsa bir M
nokadynyn hereketine seredelin (¢cyzgy 3).
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v

Cyzgy 3.

Nyutonyii ikinji kanunyny anladyan (1) formulanyn
iki tarapyny hem nokadyn radius wektoryna wektor
kopeldelin:

(22)

Sunun bilen teoremanyn birinji bdlegi subut edildi.

(9), (22)-leri nazara alyp (21)-den 6niim alyarys:
d_ n n

G : dg = Cu
G2~ 2 mome(FE)+ > momy (F)
i-1 i=1 i=1

Icki giiyclerin momentleriniii wektor jemi nula
den bolany ligin
o [CR. —
Ezgmomo(Fig)
(23)
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Sunufi bilen teorema subut edildi.
(22)-d esaslanyp (23)-1 seyle yazalyﬁ'

%Z[rm v]= Z[r F]

Su wektor anlatmany koordlnata oklara
proyektirlalif:

d n
azmi(yizi_ iy Z(ylzg_ZYg
=

inmi(zixi—x z,)= (zXQ’—xZg
dt
i=1

%imi(xiyi = YiX) =Z(XiYig -yiX?)

(24)

Teorema 4. Sistemanyfi  kinetik momenti onufi
agyrlyk merkezinin kinettk momenti bilen 0ziinifi
agyrlyk merkezine gord kinetik momentinifi jemine
defidir.

Subudy. Gozganmayan O(nc we hereket edydn oxyz
koordinatalar sistemalaryny alalyn. Hereket edyidn
koordinatalar sistemaynyfi baslangyjy C sistemanyfi
agyrlyk merkezidir (¢cyzgy 4).
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Aé/ YA i
o/ \ |7
A .Y
O >
n
VVX
¢
Cyzgy 4.
Cyzgydan:
n=r+r
dr, dr, dr’
t dt dt
V. =V +V'

. we vV -lerin aflatmalaryny (21)-de yazyarys:
G =Y mI(F, + )T, + 9] =[F7. 1Y m, + {fc %i(mifﬂ} '
i-1 = —
+i[(mmvc]+i[ﬁmivi']
= =

C nokadyn Cxyz sistemada radius- wektory nula
dendir, onda



bu yerden

n

Zmiri!zo

i=1
Sofia gord-de ikinji we Tlg¢inji  gosulyjylar nula deii
bolyarlar.

G =[rmv,]+ Y [rm ]

(25)
Bu yerde sag tarapdaky birinji gosulyjy sistemanyi
agyrlyk merkezinifi kinettk momenti we ikinji gosulyjy
bolsa sistemynynl Oziinii agyrlyk merkezine gord
kinetik momentidir.
Teorema subut edildi.

Ugry ulgamyn merkezinden ge¢yidn giiyje merkezi
giiyc diyilyar.

Eger-de ulgama dasky giiycler tasir etmeyéin bolsalar
ya-da sol ulgama tésir edydn giliyc merkezi giliyc bolsa,
onda (22)-den (gyzgy 5):

G . -
=2 _[fF]1=0
o [FF]

(26)
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ol E—T" |
Yy
X
Cyzgy 3.
(26)-dan:
G = const (27)
ya-da
[FmV = const
bu yerden
[fV]=C (28)
Kinematikadan sektor tizligin formulasyndan
peydalanalyii:
5=1[rv]=c
2
ds
Frk
bu yerden
S=ct+c, (29)

Su (29) meydanlar hakdaky teoremanyfi afilatmasydyr
we seyle kesgitlenyir: merkezi giliyjifi tdsiriniii astynda
hereket edyidn nokadyfi trayektoriyasy tekiz egri
¢yzykdyr we nokadyfi  radius-wektorynyfi = ¢yzyan
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meydany wagta proporsionaldyr. Bu teorema meydanlar
hakdaky kanun hem didyir (¢yzgy 6).

4;[?,!5]

Kinetik _energiya hakdaky teoremalar.

Teorema 5. Kinetik energiyanyi wagta gord Onlimi
kuwwata dendir.

Subudy. (1) denleménin iki tarapyny hem v skalyar
kopeldelin:

2
%[m;’ J: FV Teorema

subut edildi.

Teorema 6. Kinetik energiyanyn differensialy nokada
tasir edydn giiyjin elementar isine dendir.

Subudy. sz—: bolany sebépli
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2
a(mv j: Fdr Teorema subut
edildi.

Teorema 7. Ulgamyn  kinetik energiyasynyi
differensialy su ulgama tdsir edydn hemme dasky we
icki giliyclerifi elementar isleriniii jemine defidir.

Subudy. n sany material nokatlaryn  ulgamy
berilydr. Dasky giiycleriii defitdsiredijisini F° we igki

giyclerii  defitdsiredijisini bolsa F.° bilen bellilin.
Onda ofiden bilsimiz yaly seyle bolyar:
a(mTVz] = F°df, + F"dF;
Su n sany deiillemeleri agzama-agza gosalyf:
aiz_nl:(% mivfj = iz_nlllfigdﬁ + .anl Fdr
ya-da
T= Zn:(%mivfj ulgamyfi  kinetik energiyasy
bolany iig:in_l
dT =zn:|fi9dri Jrznllfi“dri
= i

(30)
Sag tarap icki we dasky giiyclerin elementar islerinifi
jemidir:
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ﬂ:iw+iw

(31)
Teorema subut edildi.

Icki giliygler ulgamyfi nokatlarynyfi  aralygynyfi
funksiyalarydyr. Eger-de U" icki giiy¢clerin potensialy
bolsa, onda

dT=§n:|fi9dri+dU”
i=1

ya-da
d(T +11") =zn:|fi9dri
i=1

Absolyut gaty jisimifi nokatlarynyf aralygy hemiselik
bolany {igin:
U =const, du” =0

dT = > R 4dF,
i=1
Gorslimiz yvaly absolyut gaty jisimifi = kinetik
energiyasynyn differensialy dasky gye¢leriii isinifi
jemine dendir.
Dasky giiyclerin  potensial energiyasyny I1° bilen
bellesek, onda
a(T+I1° +11") =0
E=T+I1° +I1" = const
Su mehaniki energiyanyn saklanmak kanunydyr. Su
kanuna boyun egydn sistema konserwatiw sistema
diyilyar.
Kyonigiii teoremasy. Material nokatlaryfi
sistemasynyfi hemme massasy nokatlaryi massalarynyi
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merkezinde jemlenen hasap edilende sistemanyfi doly
kinetik energiyasy massalaryfl merkezinifi ofie
hereketinin ~ kinetik  enegiyasynyfi ~we  sistemanyi
massalaryn  merkezine  gord  hereketinii  kinetik
energiyasynyil jemine defdir.

Subudy. Gozganmayan OCng we  baslangyjy
massalaryn  merkezinde bolan hereket edyin Cxyz
koordinatalar ~ sistemalaryny alalyfi.  Sistemanyfi

massasy m bolan haysy hem bolsa bir M, nokadynyi
hereketine seredelifi (¢yzgy 7).

Cyzgy 7.

= = ’
r=r+r

C nokadyii Cxyz sistemada radius-wektory r

c

' nula
defi bolany sebépli:
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Zmiri!zo
i=1
o
V.=V +
dt

Tzézn:m ZZm + Zn:m '+ = Zm,v’2
i=1 i=1

Bu yerden ikinji gosulyjy nula defi bolany icin

T _%Mv += Zm,v

i=1
Sunufi bilen Kyonigiii teoremasy subut edildi.

DINAMIKI ULULYKLAR.

1. Massanyi 6lgegi.
F 2s Ft?
m=—, w==—, m=—
W t 2s

(m)olcegi = (Sil1t21 Fl)

2. Hereket mukdarynyfi oOlcegi.

Ft> s Ft
mv=—:—-—=—

25 t 2
(mv)olcegi = (SO 't11 Fl)

3. Kinetik energiyanyn Olcegi.
mv> 1 Ft® s* 1 _,
_ ~°F
2 2 25 t° 4

2
(m;/ ] :(Sl,tOJ:l)
olcegi

4. Glyjii 1mpulsynyil dlcegi.
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(Ft)
5. Isifi  Olcegi.
(Fs)

— (So,tl, Fl)

olcegi

— (Sl,to, Fl)

olcegi

Nokadyii gonicyzykly hereketi.

Eger-de nokadyin baslangy¢ tizligi yok bolsa ya-da
onui tizligi ugry hemiselik bolan giiyjifi ugry boyunga
ugrukdyrlan bolsa, onda nokat giiyjifi ugry boyunca
gonicyzykly hereket edyir. Su goni ¢yzygy ox ok
diyip alsak, onda nokadyfi hereketinin difie bir
differensial defilemesi bolyar:

2 —
md T _g
dt? dt
(32)
Bu differensial denllemidni seyle Ox okuna

proyektirlip nokadynl hereketinin denlemesini seyle
gornlisde alyarys:

2
m dx = mﬂ =X
dt? dt
(33)
ya-da
dx dv dv
m—:-—=mv—=X
dt dx dx
(34)
I/. Birinji_hal. Giiy¢ dine wagtyn funksiyasydyr:

X = (1)

Teorema. Berlen wagtyn iginde hereket mukdarynyn

artdyrmasy su  wagtdaky  tisir edyin = giliyjin
impulslarynyil jemine dendir.
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Subudy. (33) denlleméni dt kopeldelin:
Xdt = mdv
Bu denleméni integrirleyaris:

t
Ith =mv+cC
0
t=0, v=v, bolanda

O=my,+c, c=-my,

t
mv —mv, =Ith
0

(35)
Sununi bilen teorema subut edildi.
v:%, t=0, x=x, peydalanyp (35)-1 integrirlesek,

onda x seyle anladylyar:

t t
X=X, +vot+£J'dtIth
mO 0

2/. 1kinji _hal. Giiy¢ dine aralygyn funksiyasydyr:
X = f(x)

Teorema. Su berlen aralykdaky kinetik energiyanyn
artdyrmasy sol aralykda tdsir edydn giiyjin  isine
dendir.

Subudy. (34) denlemini seyle gorniisde yazalyn:

Xdx = mvdv
integrirlilin:
0 2
I Xdx = mv +C

x=0, v=v, edip alalyn:
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onda

5 > :E!'de (36)
Teorema subut edildi.

3/ Ucinji_hal, Giiy¢ dine tizligin funksiyasydyr:
X = f(v)

(33) denleméni t=0, v=v, sertde integrirlalin:

dt=mﬂ

(37)
v=pt), t=0, X=X, X,+¢ =0,

t
X=X, + j p(t)dt
0

(38)
Indi (34) detilemédni alalyn:
dv
dx =mv—
X
¢ vdv
X+C,=m|—
Vg X
Xo+C, =0
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Material nokadyn orian uly beviklikden asak
gacmagy.

Bu halda Nyutonyn biitlindiinya dartylma
kanunyndan peydalanyarys.

Eger-de yeri oziine dartyan jisimin-Giiniin
massasy M we m yeriin massasy bolsa, onda
biitiindiinya dartylma kanunyny seyle gorniisde

yazylyar:
mM
F=k=3
(40)
bu yerde x Yerin merkezinden ony dartyan jisime
cenli  bolan  aralykdyr, k -proporsionallyk

koeffisientidir (¢yz.8).
kM = bilen bellip (40)-y tdzeden alalyii:

m
F:,U—z
X

(40)
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Cyzgy 8.

Eger —de jisim yerin iistiinde bolsa, onda
m m
mg:F! F=/,IF, mg:ﬂ?! /’lzng

Bu yerde R-Yerint radiusydyr. Asak gacan nokadyn B
nokatdaky tizligini tapalyn. Giliy¢ aralygyn funksiyasy
bolany licin (34) differensial defilemeden
peydalanyarys. Giiy¢ wertikal — asak ugrukdyrylany
sebdpli

X
su aillatmany (34)-de yerine goyyarys:
& __,m
ax e
ya-da
vdv = — ,ud—)z(
X

Bu denlemini 2-a kopeldip integrirlalin:
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I 2vdv = —Zij—z
ya-da
2 2p
vi+c="5
X
c-ni tapalyn. Jisim A nokatda bolanda
X=a, v=0, c= 2n
(04

Seylelik bilen

(42)

Tizligi ugry wertikal asak bolany iicin (42)-de kokiin
oniinde minus edip aldyk. Jisim tiikeniksiz uly
beyiklikden asak gacyan halynda a=w, x=R bolyar.

Onda (42) seyle goOrniise gegyar:

vo- 2
R

bu yerde u=gR? yazyarys:
v=,20R
(43)
Eger-de g=9,81m/sek’®, R~6000 km edilip alynsa,
onda
v=11179km/ sek .

Onden bilisimiz yaly su ikinji kosmik tizlikdir.
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Dinamikanvin iki esasy meseleleri.

Dinamikanyn iki esasy meseleleri erkin nokadyn
hereketinin (8)-ddki differensial detnilemelerinin komegi
bilen ¢oziilyir:

d?x
i
d?y
mdt2 =Y
d?z
mF:Z

Dinamikanvi birinji esasy meselesi.

Dinamikanyn  birinji  esasy meselesinde nokadyn
hereketinin kinematik denillemeleri berilydr we ona tésir
edydn giyji  kesgitlemek talap edilydr. Dinamikanyn
birinji esasy meselesi hereketin berlen defilemelerini
differensirlemek arkaly c¢oziilydr. Hereketin kinematik
denilemelerini seyle gorniisde alalyn:

x=f,(t)
y=f,()
z=f(t)

Nokadyn differensial denlemelerinden  ona tésir
edydn giiyji seyle kesgitleyéris:
d?x .
mdt—2 = mfl (t) = X
2
m ‘3 Y mf(t) =Y

t2
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2

d°z y
mF = mfz(t) == Z

F=VX24Y2 427 =m/t5 @)+ 17 + 1.7

Mysal. Nokadyn hereketinin kinematik denlemeleri
seyle gornlisde berilyirler:

x = acos(kt)
y = bsin(kt)

Téasir edydan giiyjin ululygyny we ugruny kesgitlalin.
Nokadyn  hereketinin  differensial denlemelerinden
peydalanyp giiyjin ululygyny tapyarys:

2

m (;tzx = -—mk’a cos(kt) = —mk?x = X
2

mdY

e —mk?bsin(kt) = —-mk?y =Y
F=vX?+Y? =k*myx*+y? =k’mr
bu yerde r=x*+y’.
Indi giiyjin ugruny kesgitldlin:

r
cos(F , )= =~

cos(lf,i)zé— X

r
Nokadyn radius-wektorynyn ugrukdyryjy bur¢larynyn
kosinuslaryny yazalyi:

cos(x,i) =

cos(r, j) =

-1|~<"‘|><
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Su aflatmalardan gorniisi yaly nokada tisir edyidn
giiyc ony merkeze dartyan giiycdir (¢yz.9). Sonun
ticin hem

F =k’mr
Nokadyn berlen kinematik denillemelerinden t-ni yok

edip onun trayektoriyasynyn detilemesini alarys:
2 2

X y
¥+b—2 :1
¥
3
/- T
F
\\0_/ >
Cyzgy 9.

Dinamikanyn ikinji meselesi

Dinamikanyn ikinji esasy meselesinde nokada tésir
edydn giiyc berilydir we su nokadyn hereketinin
denilemelerini tapmak talap edilydr. Dinamikanyn ikinji
esasy meselesi nokadyn hereketinin  differensial
denilemelerini integrirlemek arkaly c¢oziilyér.
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astynda gorizont bilen « bur¢ emele getiryin v,

baslangy¢  tizlik bilen boslukda zynylan material
nokadyn hereketinin detnilemelerini  kesgitldlin. Nokadyn
baslangyc yagdayyny Oxy koordinatalar ulgamynyi
baslangyjy  hasap edip nokadyn su tekizlikdéki
hereketini 6wrenelin (¢yz.10).

><V

Cyzgy 10.

Gorslimiz yaly Y=-mg, X=0 bolany we nokat

Oxy wertikal tekizlikde hereket edyidndigi iicin onun
differensial denlemeleri seyle gorniise gecyar:

d’x . d?y
i de
Bu deillemeleri integrirldlin:
v =% o v =ﬂ=—gt+c
“odt Y Y dt ?

t=0 bolanda ¢, =v, =v,cosa c,=v,, =v,sina

bolyar. Onda
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%—v cosa ﬂ——gtJrv sina
t ° Lot °

Bu differensial denlemeleri yene-de bir gezek
integrirleyaris:

t? :
X =V tcosa +C,, y:—97+v0t+smoz+c4

t=0 bolanda c,=0, c,=0 bolyar. Onda

X=V,tcosa
2
y= —%-FVOtSinO[
(44)
Su (44) nokadyn  hereketinini kinematik
detilemeleridir.

Bu deiilemelerden wagt t-ni  yok edip nokadyn

hereketinin trayektoriyasynyii defilemesini tapyarys:
2

gx
y=xga 2v; cos’ o
(45)
Gorstimiz yaly nokadyn hereketinii trayektoriyasy
paraboladyr.

Nokadyn gorizontal ugur bilen su parabola boyunga
ucusynyn daslygyny kesgitldlin. Gorizontal Ox ok
boyunca y=0 bolany sebdpli parabolanyn denlemesi
seyle gorniise gegyar:

9x* ox
Xtgg —————=0, X igoa—-————|=0
. 2vZ cos’ a ( J 2vZ cos® aj

gx
X =O, t a——:o
' J 2vZ cos® a
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bu denlemeden
V¢ sin 2a
X =
Y
Su formula bilen ucusyn daslygy kesgitlenyir.
Gorstimiz yaly nokadynyn  ugusynyn  daslygynyn
maksimum bolmagy ticin

sin2a=1 2a= % a= % = 45° bolmalydyr. Seylelik

bilen nokadyn ucusynyn daslygynyn maksimum bahasy
asakdaky formula bilen kesgitlenyir:

Indi  nokadyn ucusynyin  beyikligini  tapalyi.
Parabolanyn denlemesinden:
dy tga o =0

dx v{ cos’ a
(46)
bu yerden
‘o V¢ sin 2a
29
(47)

Su anlatmany  parabolanyn defnilemesinde goyup
ucusyn beyikligini tapyarys:

_visinfa
=
(48)
Bu yerden
_ Yo
(49)
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Gorslimiz  yaly

Xiexk = 2 Y mex
(50)
Hemiselik v, tizlikde  hemme parabolik
trayektoriyalary gursap alyan parabolany tapalyii. Onuil
ticin  bolsa tga=a bilen Dbellip parabolanyn

defilemesini asakdaky gorniisde alyarys:

2
y=xga-—2

1
Vg —
sec’ a

Cg’(+19%a) < gx*(1+a?)
LY yqg-L )

=Xtga
. 2V 2vZ

2
y:xa—%(uaz)

0
(51)
Gursap alyan parabola boyunga ucusyn daslygyny
kesgitldlin.  Onun licin  bolsa su parabolanyn
denilemesinden:
ﬂ=X—g—)(2205=0, a=—
oa 2v? gx
Su anlatmany (51)-de goyup gursap alyan
parabolanynn  denllemesini seyle  gorniisde alyarys.
(cyz.11).

_Y ¢
V= 29 2V}
(52)
Seylelik bilen y=0 edip (52)-den gursap alyan
parabola boyunca ucusyn daslygyny kesgitleyéris:
V2
X, = iEO

(53)
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(52) formulada x=0 edip ugusyn beyikligini

kesgitleyiris:

(54)

x
[l
2
=
7y

Cyzgy 11.

Gursap alyan parabola howpsuzlyk parabolasy hem

diyilyar.
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Erkin _material _nokadyin _merkezi_ giiyjin_tdsirinin
astynda hereketi.
Binenin__formulalary.

Binenin formulalary  astronomiyada planetalaryn
hereketini dwrenmekde uly dhmiyete eyedir.

Koordinatalar ~ ulgamynynl baslangyjy edilip alnan
gozganmayan nokatdan gecyian giiyje merkezi giiyc
diyilyar. Nokat merkezi giliyjin tédsiri astynda hereketi
eden halynda onun  sektor tizliginin  heniselik
ululykdygyny bilyiris:

1
GIEFZW, r’w =20 =const =c

c
e

(55)

Tizligin  polyar  koordinatalardaky  afillatmasyny
yazalyn:

2 (drjz 20,2
Vi=|—| +r’w
dt

(56)

(55) anlatmany (56)-da goyyarys:

) (drj2 c?
vi=| —| +=
dt r
(57)

Kinetik  energiyanyn  differensialynyn  asakdaky
gorniisde amladylyandygyny bilyéris:

2
a[mv Jz Fdr
2
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Su denlemini ot bolelin:
m, E(VZ) _gdr
2 dt dt

(57)-ni g6z oniinde tutsak, onda

m d [drj2 c? dr
|| = +—|=F—
2 dt|{dt r? dt

ya-da
2 2
m(,dr d’r ctar)_ar
2\ dt dt r° dt dt
bu yerden
2 2
md g, M
dt’ r
(59).

....

Gorstimiz ~ yaly nokadynn  merkezi giliyjin  tésiri
astynda radius-wektory boyunca otnositel hereketi F

c? : L
we  gosmaca mr—3 giiyclerin tdsiri bilen amala

asyrylyar.

Su gosmaca glyjin tisirini  yzda mysal islemek
bilen distindirjekdiris.

Indi (56) formulany seyle gorniisde yazalyn:

(5 )
dt dt
Dinamikanyt esasy teoremalaryndan we
kinematikadan sektor tizligiii afilatmasyndan
bilsimiz yaly:

ds

2 2
ds = cdt, g9 _1rde ride
c 2

C

onda
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{3
(60)

Sutia Bineninl birinji formulasy diyilyar.

%:u bilen bellilifi. Bu Verden

du 1 dr
dp 1% dp
ar_ _eQu__1du
do dp u’de

Su aiflatmalary goz oOniinde tutsak (60) formula
seyle gorniise gegyar:

e
(61)

(58) formulany de¢ bolip ondan son bu yerde (61)
anlatmany goyyarys:

2 2
¢m d Kduj +u2}Fﬂ_r2Fd_u_iqu

2 do|lde do dp > do
Bu yerden
2
Mez[pdu du oy duj__1dup
2 dp de de u- de
2
F=—mczu2[d li+uj
do
(62)

Su Bineninn ikinji formulasydyr.
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Nokat merkezi  giiyjin tdsirinin = astynda hereket
eden halynda Binenin formulalarynyn komegi bilen
dinamikanyn esasy meselelerinin ikisi ¢ozilyar.

Gorsiimiz ~ yaly  hereket etdiriji ~ giiyg  dartyjy
gliycdir.

Binenin formulalarynyn  mysallaryin  islenisinde
ulanylysyna seredelin.

Mysal . Nokat deillemesi r=ae" bilen  berlen
logarifmik spiral boyunca hereket edydr. Nokada tdsir
edydn merkezi giliyji tamaly. Bu yerde a we k
hemigelik ululyklardyr.

Coziilisi. Binenin formulasyndan peydalanalyn:

11, d’u _k* ,
Uyt i a
p° a
2
F =—mcza—12e‘2k"’(ée‘k¢+k;e‘k¢’}=—czal e ¥ ml+k*) = ——— o 3k<p (1+k2

F =-mc*(1+ kz)r—3

(63).
Gérsﬁmiz valy su giiye (59) daky gosmaga giiycdir.

....

logarifmik spiral boyunca hereket edyar (¢yz.12).
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Cyzgy 12.

....

Gosmaga glyjin tdsiri astynda logarifmik  spiral
boyunca hereket edydn nokat (planeta) ya hemise
Glinden daslagyar, ya-da ona iizniiksiz yakynlasyar.

Planetalarynn hereketi, Keplerin

kanunlary we Nyutonyn biitiindiinyd dartylma
kanuny.

Astronom Tiho Bragenin planetalaryn hereketini
owrenmek tlicin geciren  gbzegciliklerinden — Kepler
(1571-1630) 6zinin asakdaky kanunlaryny alypdyr:
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[. Hemme planetalar (we kometalar) meydanlar
hakdaky = kanuna gord Giinlin  tOwereginde tekiz
orbitalar c¢yzyarlar.

2. Su orbitalar  konik kesiklerdir =~ we  olaryin
fokuslarynyn birinde Gilin yerlesyr.

3. Planetalaryit Giinlin toéwereginde aylanmalarynyn
vyldyz wagtlarynyn kwadratlary olaryii orbitalarynyn
uly yarym oklarynyn Kkublaryna proporsionaldyr.

Keplerin kanunlaryndan peydalanyp Nyuton
biitiindiinyd dartylma kanunyny acdy. Keplerin birinji
kanunyndan planetalara tadsir edydn giiyclerin Gilinin
merkezinden gecydn merkezi giliycdigi gelip c¢ykyar.
Keplerin ikinji kanunyndan we Binenin
formulasyndan  peydalanyp planetalara tidsir edydn
giyclerin  olary Giiniin 06ziine dartyjy giiy¢lerdigini
we aralygyn kwadratyna ters proporsionaldygyny
gorkezelin. Konik kesigin polyar  koordinatalardaky
defilemesini yazalyn:

oo P
1+ecosg
bu yerden
y_ Lrecosp d2u=_ec05(p
p ' de? p
e—ekssentrisitet, p-parametr , 6zem  ellips ya-da

2

giperbola ti¢in p:%, a we b-degislilikde uly we

kici yarymoklardyr.  Su anlatmalary Binenin
formulasynda goyyarys.
mc®u?

(—ecosp+1+ecosp)=F
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F =
p
2
bu yerde — =g ululyga Gaussyn hemiseligi diyilyér.
Seylelik bilen u 1 bolany ii¢in:
2
m

(64)

Gorsiimiz  yaly planectalara tésir edydn giiygler-olary
Giliniin ~ ozline dartyjy giliyeler aralygyn kwadratyna
ters proporsionaldyrlar.

Keplerinn ii¢inji kanunyna goré:
3

a
T_Z = ConSt

(65)
Ellipsin  meydanynynn zab defidigini bilyéris. Sonun
ticin hem sektor tizlik seyle anladylyar:

7ab
o=—
-
onda
T
2 _Ar*ath’ _4r’a’h’ _4r’a’
T? ar? T?
bu yerden
4r%ad _i
T? p

yagny
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B 4r%a’ B
H=—0 = const

(66)

Seylelik bilen Gaussyn hemiseligi diyilydn
koeffisient » Giline tarap dartyjy giiyclerin tdsirinin
astynda hereket edydn planetalaryn  hemmesi {i¢in
birmenizes ululykdyr we dine Giliniinh  massasyna
baglydyr. (64) formulada x Gin Ugin  Gaussyn
hemigeligidir, m planetanyfn massasy, r planeta bilen
Gininn aralygy we F Gininn  planetany dartyjy
gliyjudir.

Onda planetanynn Giiniin towereginde aylanmasynyn
orbitasynda planetanyn =~ Giini dartyjy giiyji seyle
anladylyar:

= M

Fn = —ﬂ,r—z

(67)
bu yerde A- planeta {igin Gaussyn hemiseligidir, M-
Gilinlin massaydyr.

Planetanyn Giliniin ~ towereginde  aylanmasynyn
orbitasy boyunca (64) we (67) formulalar bilen
anladylan Glniin planetany 6zline we planetanyn Giini
Oziine dartyjy glygleri dendirler:

um AM
e

£ =const = f

M

(68)

Bu yerde f grawitasiya hemiseligidir. (68)-den u= fM

anlatmany (64) formulada goyyarys:



mM

F=til

(67)
Su formula Nyutonyn biitliindiinyd dartylma kanunyny
anladyar we seyle kesgitlenyar: Iki jisim  olaryn
massalarynyn kopeltmek hasyllaryna proporsional
bolan giiyc  bilen cekisyarler. Grawitasiya
hemiseliginin Olcegi seyledir:

f =6,673-10"'m* /kgsek?

Iki jisim meselesi we Keplerinn iicinji kanunyna
diizedis

Suna c¢enli bolan hemme hallarda dartyjy merkez
bolan Giin haysy hem bolsa bir gozganmayan inersial
hasaplayys sistema  gOrd (yyldyzlara  gord)
gozganmayan diylip hasap edilipdi. Indi  dartyjy
merkez bolan Giini  hereket edyidr diyip alyarys.
Massasy M  bolan Giini S bilen belldip Sxyz
koordinatalar sistemasyna gO0rd massasy m bolan p
planetanyn hereketine seredelin. Ox,y,z, haysy hem
bolsa bir inersial hasaplayys sistemasydyr (¢yz.13).
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Cyzgy 13.

Onda Ox,y,z, hasaplayys sistema gord  Giiniin
hereketinin differensial defilemesi seyle bolyar:
M :dZFS _ fmM £0 _ fmM 1
dt? r’ r’ r

(70)
Edil seyle hem Ox,y,z, hasaplayys sistema gord P
planetanynn hereketiniii differensial defilemesini yazalyii:
d*r, fmM _,  fmM
= =— rr=— .

dt? r r

F
r

(71)
(70) denlemdni m-e, (71) deillemdni bolsa M-e
kopeldip (71)-den (70) denleméni ayyryarys:
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d2'7 2— —
mM( p d rSJ:_me -L(M+m)
r

dt®>  dt’ re
d?> fmM T
mM dt_z(rp -r)=- " -F(M +m)
ya-da
r,—r=r bolany icin:
d’r  fm
Ao
Asakdaky belgileméni girizelin:
f'=f(M +m)
(72).

Seylelik  bilen planetanyin Giline gord hereketinin
differensial denilemesi asakdaky gorniisde alynyar:
d’r ,m T

dt? r’ r

(73)

Gorstimiz yaly bu halda planetanyn Gline gord
otnositel hereketi  massasy (M+m) bolan dartyjy
merkezin towereginde bolup gecyar.

Massalary m, we m, bolan iki sany planetalaryn
Glniin  towereginde hereketine seredelin. (66) formula
su planetalar iigin degislilikde seyle goOrniisde
yazylyar:

B 4r%a’

M= —=f=f(M+m,)
T,
4mal
Hy = T22 =f,=f(M+m,)
2

(74).
Su anlatmalaryin birinjisini ikinjisine bolyaris:
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m

1
&) (&) M+m Tty
)\T) M+m, , m,

(75).

Keplerinn ticinji kanunyna gord su (75) deilligin sag
tarapy l-e den bolmalydyr, basga sozler bilen
aydanymyzda bolsa (75) formula Keplerin iiciinji
kanunyna berilydn diizedisi anladyar.

Erkin dil material nokadvn we
ulgamyn dinamikasy.

Erkin dil material nokadyn differensial we tebigi
dernlemeleri.

Bilsimiz yaly giniglikde erkin yagdayda  bolup
bilmeydn nokatlara erkin dial nokatlar diyilydr. Erkin

dil nokatlara aktiw F, giliyclerden basga passiw N,

giiycler (baglanysygyn reaksiyalary) hem tésir
edyérler.

I. Erkin didl nokadyn berlen egri boyunga
hereketinini differensial denlemeleri.

Nokat reonom baglanysykda hereket edyir we
onun  hereket edyin egri c¢yzygy iki sany {stiin
kesismesi gorniisinde berilyar (¢yz. 14a)

fl(x,y,z,t)=0}
fo(x,,2,6)=0

(1)
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Z\
—_—

gradf

=l

0
a X b
Cyzgy 14
Nokadyn wektor gorniisdiki differensial
defilemesini yazalyn:
2—
mil _FiN
dt
2)
bu yerde
N =N, +N,
(3)
Bilsimiz yaly
N, = A, gradf,
N, = L, gradf,
(4)
Onda
d’F =
m e F + A gradf, + A, gradyf,
()
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Su  wektor gornlisddki  differensial denilemini
koordinata oklara proyektirlalin:

2
md x—X+/1 4 +2, 9
dx dx
¢ o dy
2
m Z—Z lfﬁ ‘%
dt’ dz ? dz
(6)
Nokadynn (6) differensial defilemelerini (1) bilen
birikdirip alnan denlemelerden  x,y,z, 4,4, wagtyn

funksiyasy gorniisinde kesgitlenyarler.

2. Erkin dédl nokadyn berlen iist boyunca hereketi

(cyz. 14 b).
Ustiiti defilemesi seyle berilyir:
S,y,z,6)=0
(7)

Bu halda nokadyn wektor gorniisddki differensial
denilemesi seyle gorniisde bolyar:

47 _ F+N
dt’
(8)
ya-da
d*r
m —F+@mﬁ
)

Bu deiilemini koordinata oklara proyektirldlin:
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2
md §:X+ﬂ£
dt dx

2
d—f=Y+/1ﬂ
dt dy

2
md—ZZ:ZJr/i%
dz

(10)

Nokadyn (10) differensial defnilemelerini (7) bilen
birikdirip alnan denlemelerden X, V,2, A wagtyn
funksiyalary gorniisinde kesgitlenyirler.

Indi  nokadyn tebigi  deillemelerini  ¢ykaralyn

(cyz.15).

Cyzgy 15
Baglanysyk ideal bolanda reaksiya N egrd normal
bolyar, yagny ol nb
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tekizlikde yerlesydr, onda hereketin denlemesi seyle
alynyér:

~=F+N
dt
(11)
Bu  wektor defilemdni  r,n,b ugurlaryna
proyektirldlin:
m ﬂ =m d’s _ F,
dt dt’
2
mi—=F +N,
o,
O0=F,+N,
(12)

Su erkin dil nokadyn tebigi denlemeleridir.

Erkin didl nokat iicin kinetik energivanvyn
uvteemegi hakdaky teorema.

Teorema. Erkin dil nokat ti¢in kinetik energiyanyn
liytgemegi seyle anladylyar:

2
d ™ F g2 Yoar- 2, Y2 gy
dt dt

2
(13)
Subudy. Umuman kinetik energiyanyn lytgemegi
hakdaky teoremadan bilyaris:
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2
d[mv j = F -dr + A, gradf, - dr + A, gradf, - dr (14)

gradfdr = 7 dx + 7 dy + 7 dz
ox oy oz

f(x,p,2,0)=0
gdx+gdy+@dz+gdt=0
ox oy oz ot
_ o
df -dr =———dt
gradf -dr p

bolany sebépli (14) anlatma asakdaky gorniise gecyar:
2
d[m" J=I7'df—/1]%dt—/12%dt
2 ot dt

Sunun bilen teorema subut edildi.
Skleronom baglanysyk iicin
oo,
ot ot
bolany sebdpli bu halda erkin nokadyn kinetik
energiyasynyn iiytgemegi hakdaky teorema alynyar:

2
d[mvjzﬁiﬁ:

2
(15)

Matematik mavatnik.

Bir ujy gozganmayan nokatda berkidilen
silynmeyéin cee yiipiii beyleki ujyna berkidilen we
dine 6z agyrlyk giiyjiniin tisirinin astynda hereket
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edyin material nokada matematik mayatnik
diyilyér.

Uzynlygy | bolan yiipii ujyna berkidilen we dine
Oziinin  P=mg agyrlyk giliyjinin tdsirinin  astynda
hereket edydan M nokada seredelin. Nokady polojitel
tarapa ¢, bur¢a gysardalyn we su nokadyn

hereketinin denlemesini yazalyn (¢yz.16).

0

Cyzgy 16.

Cyzgydan:

m@ =—mgsin @
a e

ya-da V:lcjl_i) bolany iicin
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cjhgp +’sing =0
(1)
bu yerde
g _
/
()

@, <<1° bolan ki¢i yrgyldylara seretmek bilen
cdklenelin. Bu halda (1) denileme seyle gorniise gecyar:

2

dtgo +0’p=0
(3)
Bu  yonekey garmonik  yrgyldynyn  differensial
deiilemesinii  umumy cozliwinin  asakdaky  yaly

anladylydandygyny bilyaris.
@ = Acosat + Bsinwt = asin(at + €)
(4)
bu yerde A4,B,a,¢ integrirlemegin ~ hemiselikleri
baslangy¢ sertlerden kesgitlenyarler. &= % bolanda

@ = @, cos wt

(5)
Matematik mayatnigin periody:
T :2—”:27z L
w g
(6)
Potensial U  funksiya bar diyelin we kinetik
energiyanyn iytgemesi hakdaky teoremanyn

anlatmasyny yazalyn:
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myv-  mv,
- =u—u,
2 2
ya-da
V= i\/vg +£(u —u,)
m
(7)

Mayatnik Oz oka simmetrik bolan AB trayektoriya
boyunga hereket edydr. Trayektoriyanyn galtagyan OX
ok diyip alyarys.

Mayatniginn. M Vyagdayyndaky beyikligini h we N
yagdayyndaky  beyikligini bolsa z bilen belldlini
(cyz.17).

Cyzgy 17.
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S=OM edip alsak, onda t=0 bolanda S=S, bolyar.
Mayatnik M nokatdan baslangy¢ tizliksiz (v, =0)
hereket edip baslayar.

U,=-11,=—mgh

U=-1l=-mgz
bolany sebipli (7) formula seyle gorniise gecyér:
v==,2g(h-2z)

(8)
Bu differensial denlemédni integrirlilin. Mayatnik M

nokatdan O nokada tarap otrisatel ugur bilen hereket
edydr, onda

& frgh-2)

dt

0v28(h-2)

t=0, S=0M=S, lg¢in

Oz—TL+c
0v28(h—2z)
C_j. ds
) \28(h—2)

onda

. ]9 ds _j ds _ Jq ds +]9 ds
0\28(h—2) 3y2g(h—-2) 1\ 2g(h-2) 1 2g(h-2)
; :]9 ds
2 2g(h-2)
(9)
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Mayatnik yolun yarsyny g wagtda gecydnligi sebapli

Lpof &
20 \28(-2)

Su matematik mayatnigin esasy formulasydyr.

Dalamberin prinsipi.

Nyutonynt ikinji kanunynyn matematik anlatmasyny
yazalyn:

mw =F
(1)
ya-da
F +(—mw)=0
bu yerde —mw =D inersiyanyn giiyjidir.
F+D=0
)

Su erkin nokat {igin Dalamberiii prinsipidir, muna

Seylelik bilen Dalamberiii prinsipine goérd nokada
inersiyanyn giiyji goylanda giliycler denagramlagyarlar.
Dalamberinn  prinsipi erkin ~ ddl nokat {gin seyle
kesgitlenyaér:

(3)

bu yerde N baglanysygyn reaksiyasydyr. F we D
gliyclerin dentésiredijisini R bilen bellesek (3) formula
seyle gornlise gecyar (¢yz.18):

F+N+D=0
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(4)

Cyzgy 18.
Seylelik bilen Dalamberinn prinsipi erkin dil nokat

tcin seyle kesgitlenyédr: nokada tésir edydn aktiw giiyje
we baglanysygyil reaksiyasyna inersiya giiyjini gosmak
bilen olary denagramlasdyrmak bolyar.

Material nokatlaryn sistemasy Ul¢in  Dalamberin
prinsipinii  anlatmasyny  yazalyin. Haysam  bolsa
ulgamyn bir nokady ii¢in (3) seyle yazylyar:

F+N,+D, =0
()
Su wektor anlatmany ulgamyn hemme nokatlary iicin
yazalyi:

n _ n n _
DY E =Y mw,+> N =0
i=1 i=1 i=1

(6)
ya-da
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R + =0

i
i=1 i=1

(7)

(5) denlemdni 7 wektor kopeldip jemlélin:
S[FF1+ Y [FD 1+ Y [EN,]=0
i=l i=1 i=1

(8)
ya-da

SRR 1+ (7N 1=0
©)

Nokadvin otnositel hereketi.

Nokadyin her bir hereketi haysy hem bolsa bir
hasasplayys sistemasyna gord seredilmelidir. Su wagta
cenli nokadyn inersial  hasaplayys sistema  goré
denodlgegli we  goOnicyzykly hereketine seredipdik.
Inersial hasaplayys sistema gozganmayan sistema hem
diyilydr. Indi M nokadyin O&pé  inersial  hasaplayys
sistema gOrd  hereket edydn Axyz sistema gord
hereketine seredelin (¢yzgy 19).
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v

Cyzgy 19.

Bu nokadyn c¢ylsyrymly hereketinin absolyut
tizlenmesinin otnositel, gociiriji we Kariolisin
tizlenmelerinin wektor jemine dendigini bilyiris:

W =W, +W, +W,
Su anlatmany nokadyn massasyna kopeldelin:
mW =mW,_+mW, +mW, =F
MW, = F +(-mW,) +(mW, )
ya-da

2 —

M = F o (Cmi) + (i)

t2

(1)
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Su nokadyn otnositel hereketinini wektor gorniisdaki
differensial ~ denlemesidir. Bu denlemini koordinata
oklara proyektirlalin:

d2 - -
M = X -mW,), ~m(W,),
d2 _ _
M =Y —mW,), —m (W),
d2
e = Z=mW,), ~m(W,),
(2)
(1) denlemede
D, =-mW,; D, =-mW,

degislilikde inersianyni gociiriji we kariolis giiy¢leridir:
mW,,, =F + D, + D,

(3)

Bu yerde

Wk = 2[V_Vvotn]
(4)
Eger-de nokat hercket edydn Axyz sistema gord
denagramlylykda bolsa, onda
V\_/otr = 0’ Votn = O’ V\_/k = 0

bolany  sebdpli nokadyn otnositel  dyng¢lygynyn
deiilemesi seyle alynyar:
F+(-mW)=0
(5)
ya-da
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X +(_mvvr)x :0
Y +(-mW,), =0 (6)
Z+(-mW,), =0

Dalamberin — Logranzyn denlemesi
(dinamikanyn simwolik denllemesi)

Ideal we ikitaraplayyn baglansykly  material
nokatlaryn sistemasyna seredelin. Sistemanyin bir nokady
ticin Dalamberiii prinsipini aiiladyan (5) denlemini o,

mimkin siiysmelere skalyar kopeldip alnan anlatmany
sistemanyn hemme nokatlary ligin jemldp yazaly:

Z(F m 3 +Nij5r: 0 (7

i=1

Ideal we ikitaraplayyn baglanysykda
i&&:o
i=1

Bolan sebipli:

Z[F -m ‘fjtr]ar -0 (8

i=1

Su Dalamberin-Lagranzyn wektor gorniisdiki
defilemesidir.
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Skalyar kopeltmek hausylyny kopeldijilerin
proeksiyalarynyn iisti bilen anilladalyi:

n d’x. dy. d?z.
Xo—m —- | +| Y, —m —- |oy. +| Z, —m Loz, |=0
;I:( 1 1 dtz j 1 ( 1 ] dtz j@l ( 1 dtz J I}

Su defileme Dalamberii  prinsipinini  miimkin
siiysmelerin  prinsipi  bilen birlesmesidir. Bu deiileme
mehanikanyfn  has umumy denlemesidir we biitin
mehanikany icine alyar. Su denlemelerden dinamikanyn
umumy teoremalary we mehaniki sistemanyn hereketinii
denllemeleri netije gorniisinde alynyar.

Golonom sistemanyn hereketinin
umumylasdyrylan koordinatalardaky denlemeleri

Logranzyn ikinji jyns denlemeleri.

N sany nokatlaryn sistemasynyn inersial hasaplayys
sistema gord hereketine seredelin. Bu sistemanyn yagdayy
3N dekart koordinatalary ya-da n sany q,,q,,..q,

umumylasdyrylan koordinatalar bilen kesgitlenyédr.Bu
halda hem  bir gonigyzykly  koordinatanynn n
umumylasdyrylan ~ koordinatalaryn funksiyasydygny
bilyaris :

X = @(0,, 05000 t)  (9)
Onda
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X —%—%q’ +ﬁq + +6Xiq +%
'“dt dg, © dg, © " dg, " dt
. 0% G OX
X = —+ .
ot Za‘”'

(10)

Bu anlatmanyfi iki tarapynam ¢; gord hususy

Onlimini alarys:
ox, _ 0X

E',- oq

]

e gi kopeltmek hasylyndan wagta gord oniimi

j
2
g),(iaxi :d>2<i_axi+xi£% (11)
dt{ " oq; dt® oq; dt{ aq;

J

alalyn:

Bu yerde

d o _df, o | o dfox
dt® &g, dt| 'og,) dt|ag,

Sitemanyn dekart koordinatalardakt defilemelerini
yazalyi:
3N d 2 X. 3N

Zm, dt? zxi

i=1 i=1

(12)

Bu detilemelerin iki tarapyny hem aai hususy Oniime
d;

kopeldip jemlélin:
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SCERY
= dt’ oq, T aq,

(13)
ya-da / 12/ aﬁlatmany g0z Oniine tutsak:
3N 3N . d 8X 3N axi
a - m; |__ Zl i |a(£) ; a

Sag tarapyndaky umumylasdyrylan giiyji Q; bilen
bellalin

Zx —L=Q, (14)

Onda

d & L4
a; __; i |_(a_qj)_Qj (15)

Bu yerde

d [ ox %% & O%x
— 4 g, (16
dt(@q} 69,0t kz_;aqjaqk « (16)

(10) anlatmadan q, gora hususy ontmi alarys:
ax) °x & 0%
e S g (17
og,  otoq, gﬁq,ﬁqk )
(16) we (17) formulalardaky j we k indekslerin ikisi
hem den 1-den n-e ¢enli Giytgtyandikleri sebapli:
dfox |_ax) (18)
dt aq aqJ
(11) we (18) anlatmalary (15) formulada yerine
goyarys:
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3N 3N
T mixiﬁ_zmixi%:Qj (19)
dt = aq; T aq;
Sistemanyn kinetic energiyasynyn aillatmasyny
yazalyn:

l 3N
T =Ezmi)'(i2 (20)
i=1

bu yerden
3N v
ﬂ = z m;X; %
aq; 4T aq; 21)
or X X
Py Z mX ——
o, = 09

Su hususy oniimleri (19)-de yerine goyarys:
d|oT oT
—|—|-—=0Q. (22
dt [aqj] 0q; % (2
Su Lagranzyn ikinji jyns defilemesidir.
Lagranzyi ikinji jyns denllemelerini potensial
glipclerin tdsirinin astynda hereket edyén sistema iigin

cykaralyn. Bu sistemada:
oJ

X, =— (23

-5 @

bolany sebipli (14)

Q=X oS UK _U oy

i1 i6qj iz 0d; 09; 0q;

Seylelik bilen Lagranzy1 ikinji jyns detilemesi (22)
deiilik asakdaky gorniisde alynyar:

dfar _aT:au
dtloq; ) oq; aq;

J
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E{a—,T]—i(nu):o

dtl oq; ) oq;
ya-da
ou
aq;
bolany sebépli
g(a(T fu)J_ T (1 4+U)=0
dt\ oq; aq;

bu yerde

Z=T+U=T-1 (25)

Funksiya Lagranzyn funksiyasy ya-da Gelmgolsa gora
potensial diyilyar.

Logranzynn ikinji jyns denillemelerine potensial
giiyclerin tdsiri astynda hereket edydn sistema iigin seyle
alynyar:

1(5—.2}8—2—0 (26)
dt{ oq aq;

0

Kinetik energiyanyn we Logranzyn funksiyasynyn
umumylasdyrylan koordinatalarda anladylysy

(10) anlatmany (16) formulada yerine goyarys:

T——Zm(zaq, . J:%m%z_q, Zm{z j

i=1 j=1 i=1 j=1

ya-da
N1 ox n 3N ax ox o 1 (ax.
T= -_m—-— —m— d;+- ) mi| —"
ZZ2 a, aqkqC‘k ZZ FRArY?
(27)
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Seyle belgilemeleri girizelin:

%m OX; OX;

i-1 iaqj o0,

3N OX. OX.
ik B I Y 28
2miaTh [ @)

13 (ox Y
_Zmi (_'J =C
24 ot

Onda
13 . N
T =§Z;ajkqjqk +Z;4quj +c (29)
= ]=

k=1

ya-da

23
=Y 0,0, =T
Zdj jkH Mk 2

=ay

N
dbd, =T, (30)
j=1

c=T,

edip bellesek, onda

T=T,+T,+T, (31)
bu yerde T,T,T, degislilikde umumylasdyrylan
tizliklerin ikinji, birinji we nul deerejeli funksiyalarydyr.
Sklerenom sistema T{i¢in Kkinetic energiya seyle
anladylyar:
13
T =§;ajkqjqk (32)

k=1
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2

aq;00,

bu yerde a, = anlatma inersiya koeffisenti

diyilyar.

Gorsiimiz yaly skleronom sistema {icin kinetic
energiyany umumylasdyrylan tizliklerin ikinji derejeli
birjynysly funksiyasydyr, basga sozler bilen aydanymyzda
bolsa su tizliklerin kwadratik formasydyr. Edil sonun yaly
edip kinetic pyotensialy hem  umumylasudyrylan
koordinatalarda anillatmak bolyar:

Z=T+U=T,+T,+T,+U (33)

ya-da

Z2=2,+2,+7Z, (34)

bu yerde

Z,=T,2,=T,Z,=T,+U (35)

Energiyanyn integraly
Energiyanyin umumylasdyrylan interaly

(25) belgilemédni goz oniinde tutup Lagranzyn (26)
defilemesini seyle gorniisde yazalyii:

dfer| ot _au _,
dt\éq, ) oq, éq,

]

Bu defleménin iki tarapyny hem ¢, kopelip jemldlin:

Salm ptma -t

bu yerden

dfar ), _dfer) ot
dt{éq, | dt|ag, 1) g,
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bolany seb'eipli
d 4 LT TR
a2 Z( N ql}‘z—-.qj‘

aq; aq;
(36)
Eylerin birjynysly funksiyalara hakda tieremasyna

gora:
d| oT
- =2T
Z_:‘dt( aq, qu

Kinetik energiyanyn we potensilal funksiyany doly
oniimleri seSIle aflladylyar'

8Tq,
dt =i an ai aq,

w_gou
Onda (36) seyle gorniise gegyar:
dT dT du

2— = =20
dt dt dt
d

a(T—u)zo

(37)

quO

T —U =const

T+1II=const=c

Mehaniki energiyanyin saklanlmak kanunyny aiilladyan
(38) formula energiyanyn entegraly diyilyar.

(31) anlatmany (36) formulada yerine goyup Eylerin
birjynysly funksiyalar hakda tieremaan peydalanyp (38)
anlatmany g6z oniinde tutsak seyle alynyar:

(38)
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d

a(2T2 +T,-T,-T,-T,-U)=

%(ZTZ +T,+T-U)=

d d
:a(T2 -7, —u)za(T2 ~T,+11)=0

T, —T, + IT = const (39)

Mehaniki energiyanyn saklanmak kanunynyn (39)
gornlisddki anlatmasyna energiyanynn umumylasyrylan
integraly ya-da Ykobinifi integraly diyilyar.

Sistemanyn potensial giiyclerini tisirinii astynda
garsylykly sredada Kkici yrgyldylaury

Sitemanyn yagdayy ¢,,q,,..q, umumylasdyrylan
koordinatalar bilen kesgitlenydr we omnat tidsir edyédn
glifiglerin  U(q,,q,,....q,)=-17 potensial funksiyasy bar
diyelin. Garsylykly sredada hereket edyédn sistema tizligii
garsysyna ugrukdyryln we umumylasdyrylan ¢,,q,,....q,
tizliklerin funksiyasy bolan garsylyk fiiyc tésir edyar:

R, =30, (r=L2..n) (40)
s=1
Dissipotiw  funksiya diyilydin f funksiya seyle
kesgitlenyaér:
oF
R,=—— 41
= (41)

Su kesgitlemjd  gord  dissipotiw  funksiyanyn
umumylasdyrylan tizliklerinl birljynysly funksiyadygy gelip
cykyar:

1&G, .

F =§Zbrsq2qs (42)

=1
s=1
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2

bu yerde b,=-——— anlatma garsylyk koeffisenti
04,00,
diyilyar.
d({or
il LI O 43
N AT 43)

bu yerde P, umumylasdyrylan aktiw giiyc we R,
umumylasdyrylan garsylyk giiyedir. Umumylasudyrylan
aktiw gliy¢ seyle anladylyar:

ou ol1
? o, dag, (4.4)
Onda
g(@Tj_&T _ o oF (4.5)
dt\oq, ) oq, od, oq,

Bu denilleminin iki tarapyny hem ¢, kopeldip jemlalin:

ji(ijqz Y ih =2 e Y e,

— dt aq, 3 0, 100, = o,
d(oT . d(oT or
a(aq J dt(&qz jQz o, 0.
d(oT ). d(oT . or ..
E(aq jq’ za(aqr q’]_aqr o

d q 8T . oIl - OF |
a2 z(aqr A, q’]+ 20, " g
(46)
Eylerin birjynysly funksiyalar hakdaky teoremasyndan
we funksiyalarynyn doly oniimleriniii doly dniimleriniun
anlatamalaryndan peydalanalyn:
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dT  dT dim

ZE_E+E = 2F

; (47)
—(T+1)=-2F

dt

ya-da

dE

S F 48

it (48)

bu yerde E=T+I1 doly mahaniki energiyadyr.

(48) formuladan gorsiimiz yaly dissipotiz funksiya
doly mehaniki energiyanyn wagt birliginde kemelmeginini
Ol¢eginianladyar.(48) denilemiini integrirldp doly mehaniki
energiyany seile anlladyarys:

E= —jZth +const (49)

Sistemanyn denagramlykdaky yagdayyny onui
baslangyc yagdayy diyip hasap edelinn. Su yagdayda q, =0
bolyar.  Denagramlagmanyin  golayynda bolsa  bu
koordinatalaryn we olaryn oniimleri bolan
umumylasdyrylan tizliklerin ululyklary ordn kigidir.
Miimkin slismelerin  prinsipinden belli bolsy valy
sistemanyn deflagramlygynyii zerur we yeterlik siierti seyle
anladylyar:

&=0 ya-da 577:28—175%:0
r=1 aqz
bu yerden
ol1
—=0 (50)
aq,
Sistemanyi potensial energiyasyny onun

deniagramlagyan oblastynda Teyloir hataryn adagadalyn:
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Lol 1 &1 iali

=1 = yokary derejeli

o+;(aqjqr+2;[aqraqjqrqs+y y j
=1

ki¢i ¢lenler (51)
~ Sistemanyn baslangy¢ yagdayynda IIp=0 bolyar.
Yokary derejeli kici ¢lenleri taglasak (51) seyle gorniise

gelyar:
= _Z(aq aqs ]qrqs

(52)
bu yerde
2
C. =[ - j (53)
0

2,7,

''''''

11 :EZCrsqrq (54)
r=1

s=1
(32),(42),(35) anlatmalardan peydalanyp Lagranzyn
ikinji jyns (45) gorniisddki denilemesi seyle yazarys:

n

Z (aI’SqS + bI’SqS + CI’SqS ) = 0 (55)

s=1

Su sistemanyn Oziinin denhagramlyk yagdayynyn
golayyndaky kici yrgyldysynyn differensial denllemelerdir.
differensal denlemelerin teoremasyndan bilsimiz yaly (55)
gornlisdidki denlemeler seyle ornuna goymek bilen
integrirlenyar:

g, = Ae” (56)

(4.243) anlatmany (55) deillemede goyup alnan
differensial denleemelerden As we A ululyklar (56) yerine
goyandan son ¢, koordinatalar (555) differensal
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detilemelerin ¢oziiwleri bolyarlar. Gorsiimiz yaly egerde A
wagtyn funksiyasy gorniisinde otrisatel bolsa, onda wagt
gecdigice q, koordinatalar iiznliksiz kemelyirler we

sistema durnukly denagramlylykda bolyar.Eger-de A
ululyklar polozitel bolsa, onda wagt gecdigice q,
koordinatalr  liznliksiz ~ artyarlar ~we  sistemanyn
denagramlylygy durnuksyz bolyar.

Absalyut gaty jisimin dinamikasy
Inersiyanyn momentleri.(massalaryn geometriyasy)

Material  nokatlaryn  sistemasynda  massalaryn
boliinisigini  hidsiyetlenodirydn  ululyga  sistemanyi
inersiyasynyn momenti hemiselik ululykdyr.

Sistemanyn inersiyasynyili momentleri seyle anladyl
yar:

=Y mxy'z (57)
i=1

bu yerde N sistemanyili material nokatlarynyn
sanydyr.

a+pB+y=n ululyga inersiyanyn momentiniin derejesi
diyilyar.
Inersiyanyn birinji derejeli
momentleri

Statikadan bilsimiz yaly sistemanyil massalarynyi

merkezinin radius-wektory we koordinatalary seyle
anladylyar;
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S m
F — i=1
¢ m
” m; X;
Xc =1
m (58)
2 my,
_ =l
yc - m
imizl
7 — iz
‘ m

Absalyut gaty jisimler {icin bu aiflatmalar seyle
gorniise gegyar:

Yo =~ (59)

(58) we (59) anlatmalardaky droplaryn sanowjylary
degislilikde sistemanyn we absalyur gaty jisimin
inersiyasynyn degislilikde OYZ,0XZ we OXY tekizliklere
gord  birinji derejeli momentlerdir. Olary degislilikde
S(yz),S(xz),S(xy) bilen belléris:
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o= S02):s(y2) -y
y. = *02) 5 (z) =y, (60)
Z, :w;s(xy): mz,

Inersiyanynn  birinji derejeli momentlerine statiki
momentler hem diyilydr. Gorsimiz yaly eger-de
massalaryn merkezi koordinatalar sistemasynyn baslangyjy
bilen gabat gelse, onda x,=0,y,=0,z, =0 bolany sebépli

statiki momentler nula dendir:
S(yz)=0,5(xz)=0,5(xy)=0

Inersiyanyn ikinji derejeli
momentleri
Nokada goré inersiyanyn ikinji derejeli momentine
momenti koordinatalaryn baslangyjyna gori absalyut gaty
jisim {i¢in seyle anladylyar:

I, =m r’dm (61)

ya-da
r’ =x*+y*+2* bolany sebapli

I =m (x> +y? + 22 )dm (62)

Koordinata tekizliklere gord absalyut gaty jisimin
inersiyasynyn ikinji derejeli momentleri asakdaky yaly
anladylyar:
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I(yz):” x*dm
I(xz)= J:” y2dm (63)
I(xy)= m z°dm

Absalyut gaty jisimin inersiyasynyn koordinata oklara
gord ikinji derejeli momentlerini tapalyn. M nokaudyndan
Oy oka ¢enli aralygy z?=x*+y? bolany {ig¢in inersiyanyn
Oy oka gord ikinji derejeli momenti seyle alynyar. (¢cyzgy
20)

¢yzgy 20

Edil sunun yaly ox we oz oklara gord ikinji derejeli
momentleri seyle kesgitlenyirler:

I :J‘y (y2 + 2% Jdm
I :Jy (22 + yz)dm (64)

Inersiyanyn  merkezinden daslasan  momentleri
asakdaky formulalar bilen anladyarlar:
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Iy = L[.[ xydm

., :ﬁ xzdm (65)

I, = J'\if yzdm

Inersiyanyn momentleri hakda
teoremalar

Teorema 1: Jisimin  inersiyasynyn  Ozara
perpendikulyar bolan iic sany  tekizliklerii kesilme
nokadyna gord polyar momenti onun sol tekizliklere gorii
inersiyalaryn momentlerinifi jemine dendir.

Subudy:

I, =I\.[_[ (x* + y? + 2% Jdm =I\'[J’ xzdm+j\.[j yzdm+jy z2dm=I(yz)+ 1(xz)

lo =)+ iy + 1) (66)
Teorema subut edildi.

Teorema 2: Jisimin 0zara 6zara perpendikulyar bolan
lic sany oklara gord inersiya momentlerinii jemi sol
oklarynn kisisme nokadyna gord inersiyanyn polyar
ikeldilen momentine deiisir.

Subudy:
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L+1,+1, :Iy(xz+22)dm+jij(x2+y2)dm:jy(y2+22+x2+22+x2+y2:
off ey,

L+1,+1,=2l,

Teorema subut edildi.
Mesal: Birjynysly saryn merkezine we diametrine

g0rd inersiyasynynl momentlerini tapmaly.
Coziilisi: Radiusy R bolan saryn konsentrik r radiusly

sar alalyn.

Sar birjynysly bolany ig¢in onun dykyzlygy
hemiselikdir (p =const)

m=Vp =g7zr3p

dm = 4ar®pdr
R

lo = [r*dm =(f7zr3pj§ R? =3 MR?
) 3 5 5

Saryp Ozara perpendikulyar ii¢ sany diametrlerini
X, Y,z bilen belldp (67) formula gora:
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L+1,+1,=3l,=2l,

I =3|O _23MR? =2 MR?
3~ 35 5
ya—da
Iu,ar:EMRZ:iMRZ
5 10

Tiorema 3: Jisim oklara ya-da tekizliklere parallel
hereket edip siiysende onun su oklara we tekizliklere gora
inersiyasynyn momentleri liytgemeyar.

Bu teoremanyn subudy jisimiii oka we tikizlige gord
momentlerinin anlatmasyndan gelip ¢ykyar.

Mysal: Birjynysly tegelegin merkezinden gecydn we
onun tekizlige perpendikulyar bolanoka goré inersiyasynyn
momentini tapmaly.

Coziilisi: Radiusy R bolan tegelege konsentrik r
radiusly tegelek alarys. Tegelek birjynysly bolany iicin
onufi dykyzlygy hemiselikdir. (v=const)

S=m® m=a’v dm=2zadr

I = J'JJ‘ r’dm= IJJ‘ 27r’vdr = ZEIOR ridr = ZW%/E = %an“ =

LR )R? = L MR?
2 2

I =1MR2

mer — A

Silindriii yokarky esasyndan baslap ony asaky esasyna
stiystirsek material tegelek alynyar, sonufi iicin hem
silindrin 6z okuna gord inersiyanyi momenti hem
tegeleginki yaly kesgitlenyér

1 5

I, ==MR? = MR?
2 10
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Mysal: R radiusly we beyikligi h bolan konusyn
okuna goré inetsiyanyil momentini tapmaly.

Coziilisi: Konusyn esasyna pareallel bolan tekizlikler
bilen ol tiikeniksiz ki¢i bolejiklere boliinende alnan kesik
konusy predelde radiusy x we beyikligi dz bolan silindr
diyip hasap edilyar.
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lion _3 lzzRZh,o R? =EMR2
10(3 10

Seylelik bilen

L i o 1l =9:4:3

Teorema 4: (Gyugensini — Steynerii teoremasy).
Jisimin haysy hem bolsa bir oka gord inersiyasynyn
momenti sol oka parallel we massalaryn merkezinden
gecydn oka inersiyasynyin momenti bilen sol oklaryp
aralygynyn kwadratynynn jisimii massasyna kopeltmek
hasylynyfi jemine denidir.

Subudy: Degisli oklary parallel bolan Oxyz we Cxyz
koordinatalar sistemasyny alarys.Bu yerde ¢ massalaryn
merkezidir (¢yzgy 21)

AZ

M(x,y,z)

v

<

x|

\ 4

Cyzgy 21
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L=Il (¢ + y?Jam = 1 (%, + %)+ (y, + 9 bm

Statik momentler nula den we d*=x’+y? bolany
sebapli:
I,=1,+md* (67)

bu yerde 1, =([f (%2 + 2 )dm
\%

Teorema subut edildi.

Teorema 5: Jisimin koordinata baslangyjyndan gecyéan
oka gord inersiyasynyil momenti seyle anlladylyar:

I, =1,c08’ a+1,cos® B+1,cos® y—2I,, cosecos f—21,, COScrCOS y —
Subudy:  Jisimin M  nokadyndan  koordinatalar
baslangyjyndan ge¢ydn oka gord aralygy « bilen belldlin
(syzgy 22)

I = m d’dm= m (r2 —OEz)dm

\ \%

OE =xcosa +ycos f+2cosy

OE? = x?cos” a + y? cos® B+ 2° cos” y + 2Xy COS & COS /3 + 2XZ COS X COS }

+2Yyz Ccos [ CoS y

cos® a+cos® B +cos’ y =1

cos® o =1—cos’ f—cos’ y
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x|

=l

~
x A 4

/

Cyzgy 22

cos? B =1—-cos® a —cos® y

cos® y =1—cos” a —cos’® S

OE? = (x2 +yi 4 22)— cos? a(y2 + zz)— cos? ,B(x2 + 22)—cos2 ;/(x2 + yz)
2Xy COS & COS F + 2XZ COS ¢ COS y + 2YZ COS [ COS ¥

X*+y*+z°=r°

d® =r? -OE? = cos? a(y2 + 22)+ cos’ ,6’(x2 + 22)+ cos’ ;/(x2 + yz)—

— 2Xy COS &x COS f — 2XZ COS o COS ¥ — 2yZ COS 3 COS

Onda

I, =cos® am. (y? + 22 )dm + cos? ﬂm (x? + 22 Jdm + cos? 7”] (X2 + y2 Hm
—COS & COS ﬂm 2xydm —cos & cos ym 2xzdm—cos /3 cos ym 2yzdm

ya-da
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I, =1,c08* a+1,cos® B+1,cos” y— (68)
— 1, cosacos f—1, cosacosy—1,cosBcosy

Tiorema subut edildi.
Inersiyanyn ellipsoidi
Koordinatalar naglangyjyndan ge¢ydn X okun iistiijnde

erkin bir M nokat alarys we OM=r bilen belldris. Bu yerde
r asakdaky denlikden kesgitlenyar (¢cyzgy 23)

I, =mr? (69)
AZ
}/ I_;
DLWy
X
Cyzgy 23

Su M nokady1l geometriki ornuny tapalyn. Cyzgydan:
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X y z
c05a_5,cos,6’_§,c057/_5
Bu ainlatmalary (68) formulada goyarys:
L+ 1Y%+ 1,22 =21 xy =21, xz -2l ,yz = l,r* =k* (70)
Su ikinji tertipli ustlin tiikeniksiz daslasan nokady
bolmany {i¢in ol ellipsoiddir. Su ellipsoide energiyanyn
ellipsoidi we onuit bas oklaryna inersiyanyn bas oklary
diyilyar. Eger-de koordinata oklarynl deregine inersiyanyn
bas oklaryny alsak, onda inersiyanyn ellipsoidinini
detilemesi seyle gorniise gegyar:
L +1,y2+1,2° =k? (71)
eger-de inersiyanyn bas oklary messalaryn
merkezinden gegse. onda bu oklara inersiyanyn, merkeizi
bas oklary diyilyar. (¢yzgy 24)
s

v

Cyzgy 25

Gozganmayan okun towereginde aylanyan
absalyut gaty
jisimin kinetik momenti we kinetik energiyasy
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Absalyut gaty jisim @ burg tizlik bilen gozganmayan
okun towereginde aylanyar, onda onun haysy hem bolsa bir
M nokady radiusy r, bolan towerek boyunga su okun
towereginde aylanyar. Bu nokadyn hereket mukdary

Qi = migi
sol towerege su nokatda galtasyan boyunga ugrukdyrylyar
(cyzgy 26)

Cyzgy 26

Sistemayn kinetik momenti onuit hemme nokatlarynyn
kinetik momentlerinin jemine dendir:

G, =Zmi‘§iri =zmiri2a) (72)
i=1 i=1
Absalyut gaty jisim ii¢in su denlik seyle gorniise
gecyar:

235



G, _a)llmZAm r

ya-da (72) -den

Belleysimiz yaly jisimin oka goré inersiyasynyn
momenti seyle bellenyar:

m r‘dm=1, (73)

\
Onda
G,=lw (74)

Sistemanyn kinetik energiyasynyn afilatmasyny

yazalyn:

T= 1 Zn: m. 2
23
Bu yerden absalyut gaty jisim ii¢in kinetik energiya
seyle aflladyl}'/ar'

T _Ew I|er2Ami =%a)zjyr2dm

n—oo

ya-da
T= % |0 (75)

absalyut gaty jisi U¢in su formulany asakdaky
gornlisde yazmak hem bolar:

T = Zmr2e?
(76)

Seylelik bilen absalyut gaty jisim iicin Kyonigii
teoremasy seyle gorniise gegyar:

T :lme P
2 2

(76)
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Fiziki mayatnik
Sinhron mayatnikler

Dinle agyrlyk giiyjini tisiri astynda gozganmayan okun
towereginde aylanyan absalyut gaty jisime fiziki mayatnik
diyilyér. Uzynlygy d aralyk merkezi ¢ bolan fiziki
mayatbik z okun towereginde aylanyar we haysy hem bolsa
bir ¢ burga dwriilyar (¢cyzgy 27)

%
O
v
B3

v

y
Cyzgy 27

Gozganmayan okuni towereginde aylanyan absalyut
gaty jisimint momentinifl afilatmadyndan peydalanalyn:

G=l,0= Zd_(o
dt
bu yerde
dG d’p dG -
Ezlzﬁ,az—F'OD:—mgasm(p

237



bolany sebapli, ki¢ci ¢<1° yrgykdylar ii¢in fiziki
mayatnigin yrgyldysynyil defilemesi asakdaky gorniisde
alynyar:
d%p

(77)
onden biléimiz yaly (77) differensal detilemesinini
umumy ¢oziilisi seyledir:
p=asin(kt+¢)
(78)
Su ¢oziilisden peydalanyp fizii9 mayatnigin periodyny
kesgitlaris:
I z
mgd

T=2rx

(79)

Periodlary deni bolan mayatniklere sinhron maatnikler
diyilyar.

Eger-de matematiki we fiziki maaytnikler sinhron
mayatnikler bolsalar, onda

27[\/E= 2| !,
g mgd
(80)

Gyugensin-Steynerin teoremasyndan peydalanyp (80)
formulany seyle gorniisde alyarys:
|
| = z 81
a+ oo (81)
Gorsiimiz yaly [>d
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Ugry teoriyasy

Urgyda sekundyn miiiden bir we ondanam kigi bolegi
bilen dl¢genyin innén kici wagtda tizlik we hereket mukdary
tilkenikli tiytgeyar.

Material nokadyn urgy teoriyasy

Hereket mukdarynyn differensialynyn giiyjiin
elementar inpulsyna dendigini belldris:
d(md)= Fd
Bu detileméni integrirleyaris:

md-md, - [ Fet (82)
0

Bu yerde 7 indn ki¢i wagtdyr. Orta baha baradaky
teoremadan peydalanyarys:
md-mdg, =Fr (83)

....

Bu yerdeF, ki¢i r interwalda urgy giiyjifi orta
bahasydyr we sag tarap urgy giyjyn impulsydyr. (83)
material nokadyn urgy teoriyasynyn esasy detilemesidir we
seyl ekesgitlenyér: ini dn kici w agtda urgydsaky hereket
mukdarynyi liytgemegi urgy giiyjiint impulsyna dendir.

Urgy impulsyny F° bilen bellip, (83) defilemini
asakdaky gorniisde yazalyn:

md-mg =F" (84)
Bu yerde
mdl _ md, =F"
dt
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=97+

AF =T - Fzr

i
S
3|+

(85)

Bu yerde F, wurgy giyjun kigi « interwalda orta
bahasydyr. gorsiimiz yaly yrgynyn oOziine sarp edilen
wagtdaky siiysme inndn kici bolany ftgin ol nazara
alynmasada bolyar. Urgy giiyjin 6rdn uly bolmalydygy
diisniklidir.

Nokadyn gozganmayan iistde mayysgak we
mayysgak dal
urgylary. Dikeldis koeffisneti

Baslangy¢ tizligi 9, we massasy m bokan material

nokat hereket edip baryarka yolda gozganmayban {iste
degip Oziinin hereketinin ugryny we tizligini liytgedyar.
Onufi urgysan sofiky tizligini 9 bilen bellilif. Ideal
baglansyk iicin readsiya giliyjiii impulsy {stiin normaply
boyunca ugrykdyrylyar. Bu halda material nokadyn
urugysynyn esasy denillemesi seyle gérnilise gecyar:
md-mg, =N" (86)
Su denlleméni galtasyanj we normalyn ugurlaryna

proektirldlin. (¢yzgy 28)
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Cyzgy 28
9,9, tizliklerin proeksiyalary degislilikde 9,9.,9,,9

on?’ ~or

bilen belgiliris we 9, tizligi M nokada ge¢iryiris. Seylelik
bilen (86) denlleménin galtagyan proejsiyasy seyle bolyar:
191' - 907 ' 191 = '90r

Cyzgydan
3 3

tga=—=,gf="=

go g 9p g

on n
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1.9 =0 bolan halatda absalyut mayysgak dal urgy
diyilyar. Bu urgy l¢in:
t9p = % =0

T
F=3
2.9, =9, bolan halatda absalyut mayysgak urgy
diyilydr we bu urgy {igin:

3.9, =k3,,,<k <1 halda biitinleyin doly dédl ma yysgak

urgy we k dikeldis koeffisenti diyilyar. Bu urgy {i¢in:
tgﬁ:&: % :ltga
9 k%, k
a<pf
Dikeldis koeffisenti praktikada seyle kesgitlenyér: h
beyiklikden gagyan mayysgak sar gorizontal mayysgak
gozganmayan tizlige degip h; beyiklige galyar. (¢yzgy 29)

242



|
i
©

Cyzgy 29

Galileyin formulasyna gora:

9, =+/20h, 8, =/2gh

(87)
9, :3£ bolanda dikeldis koeffisentiniii orta bahasy

seyle alynyar:

. . 1
agac ugin k= 3

polat we probka iicin k = g
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pilif siifiki tigin K =%
ayna li¢in k==

we s.m

Sistemanyn urgy teoriyasy.
Karionyn urgy hakda teoramalary.

Nokat tste ugrukdyrylandan son yene-de sol iiste
galsa, onda beyle baglanysyga goylan baglan goylan
baglansyk eger-de nokat urgydan sonl ystden ayyrylyp
gitse, onda baglansyga ayrylan baglansyk diyilyar.
Karnonyn teoremalary bu baglansyklardaky urgylarda
kinetik energiyanyn liytgemegini kesgitlemége
miimkingilik beryar.

Teorema 1. Mgnowen ayrylan baglansykda
sistemanynn gazana kinetik energiyasy onun gazana
tizliginin kinetik energiyasyna denidir.

Subudy: Kinetik energiyanyn {iytgemeginin seyle
anladylyandygyny bilyéris:

TJQ:%mQZ—%) (88)

Su halda tejribinit gérkezisi yaly 4, L N* bolany
sebiipli (86) defilemini J, baslangyg tizlige sklayar
kopeldip seyle alyarys:

99, -9 =0 (89)

Sonui ikeldilen ¢ep tarapyny (88) anlatmanyn sag
tarapyndaky skopkadaky aiillatmadan ayyrarys:

T—nzém@—gf (90)
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AT = % m(agf (91)

(91) anlatmany sistemanyn hemme nokatlary tigin
jemlalin:

AT =3 AT, = %Zn:mi (a3, f (92)

i=1 i=1

Sonun bilen Karnonyi birinji teoremasy subut edildi.

Teorema 2: Sistemanyn mgnowen absalyut mayysgak
dil goylan baglansykda yitirydn kinetik energiyasy onuil
yitiren tizliginiii kinetik energiyasyna dendir.

Subudy: Bu halda tejribdnin gorkezisi yaly 9 1L N~
bolany ii¢in (86) defileminifi iki tarapyny hem 9 tizlige
sklayar kopeldip asakdaky anllatmany alarys:

9 -99=0 (93)

Sonunl ikeldilen ¢ep tarapyny (88) denleminin sag
tarapyndaky skopkanyn i¢indéki aiilatmadan ayyryarys:

T,-T = m(3, - 3]

(94)

(95)
Su denligi sistemanyii hemme nokatlart {i¢in jemlalini:

AT, = AT, = %Z m,(ad,, f (96)
i=1 i=1
Teorema subut edildi:

Sistemanyn urgydaky hereket mukdarynyn we
kinetik momentinin iiytgemegi hakdaky teoremalar.
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Teorema: sistemanynn ugry wagtyndaky hereket
mukdarynynn iiytgemegi, sistemanyn goylan dasky
giiyclerin impulsynyn jemine dendir.

Subudy: Sistemanyn haysy hem bolsa bir nokady tigin
urgy teoriyasynyi esasy defilemesini yazalyn:

AmS =F +F™ 97)

Indi bu defileméni sistema li¢in yazalyn:

AY M3 =>F*+> R" (98)
i=1 i=1 i=1

Icki giliyclerin impulslarynyn wektor jemi nula den
bolany sebépli:
AG=AmG, =Y F (99)
i=1

Teorema subut edildi

Teorema: Sistemanyn urgy wagtyndaky edil sol bir
merkeze gord alnan kinetik momenti sistema goylan
hemme dasgky giiyclerin impulslarynyii sol bir merkeze
gbérd momentlerinin jemine dendir.

Subudy: (99) denligi radius-wektora  wektor
kopeldyiris:

sy [ra]- 2]

i=1 i=1

ya-da

A6=Y[rF] (100)

i=1

Teorema subut edildi.

Eger-de sitema dasky giiy¢ler tésir etmeyédn bolsa ya-
da inersiya boyunga hereket edyian bolsa, onda (99) we

(100) denliklerden hereket mukdarynyn we kinetik
momentinin saklanmak kanuny alynyar:
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AQ=0;Q-Q, =0;Q =Q, = const (101)
AG =0;G-G, =0;G =G, = const (102)

Gozganmayan bir nokady bolan absalyut gaty
jisimin hereketi.Eylerin kinematik jemlemeleri.

Baslangyjy jisimiii gozganmayan nokady bolan O¢né
we hereket edydn Oxyz koordinatalar sistemalaryny alalyi:

(cyzgy 30)

Cyzgy 30

Z0OK tekizlige perpendikulyar bolan oM wekory

alyarys.
Kinematikadan bilsimiz valy »,0,y Eylerin

bur¢larydyr we OK diwiinlerin ¢yzygydyr. Bu yerde
prestessiya burg tizligi v jisimifi husussy aylanma burg

tizligi ¢ we nutatsiya burg tizligi ] degislilikde O&,0z,0k
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oklar biyunga ugrukdyrylandyrlar. Seylelik bilen jisim
jemleyji burg tizligi seyle anladylyar:

G=0+G+i
(103)

Ok,0z,0&,0x,0y,0M  oklar  birlik  wektorlaryny
degislilikde k°,z° &° x°,y°,m° bilen bellilifi. Onda:

= OK® + 70 +E° (104)

Gozganmayan oklaryn birlik wektorlaryny hereket
edyidn oklaryn birlik wektorlary bilen calgyryarys. Onun
icin bolsa &£° birlik wektory oM we OZ oklara
proektirleyéris:

E°=r"cosf+m°sing

Indin m°® birlik wektory o0x we Oy oklara
ptoektirlalin:

m°® = X°sin g+ §° cos @

onda

E°=Fcosd + ()?Osingo+ y° cosw)sine

Indi bolsa k° birlik wektory ox we Oy oklara
proektirlalin

k®=x"cosp—y’sing

Seylelik bilen jisimint jemleyji burg tizligi seyle
alynyar:

@ = (z/)sin @sin @+ 6 cos go)io + (z/)sin @cos p—0sin go)y‘) +(yrcos O+ @)r°
(105)

Sag tarapdaky skopkalaryn i¢inddki anlatmalar

jemleyji bur¢ tizligin hereket edydn koordinata oklara
proeksiyalarydyr. Bu proeksiyalary kinematikadaky yaly
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w,=P,0,=P,0,=P Dbilen bellip asakdaky denlemeleri

alyarys:

P =ysindsing+Ocos g

q=ysindcosp —Osing (106)

r=ycosé+ ¢

Sular eylerin kinematik denllemeleridir. Gorsiimiz
yaly bu iic sany differensial denilemelerin sistemasynda
wagtyn funksiyasy bolan alty sany ¢,w,0,p,q,r nébellileri
bar. Su sebdbe gord-de Eylerin kinematik denlamalerini
integrirlemek iigin yene-de sol ndbelli funksiyalara gora ii¢
sany differensial detnileme gerek. Sular yaly {i¢ sany
gosmaca denilemeler bolup p,q,r nébellilere gord Eyleriii
dinamik denillemeleri hyzmat edyérler.

Gozganmayan bir nokady bolan gaty jisimin
kinetik momenti we Kinetik energiyasy

Sistemanyn kinetik momentinin seyle
aflladylyandygyny bilyiris:

6= [ms]

Absalyut gaty jisim ii¢in bolsa seyle alynyar:

_IlmZ[rmB]

ya-da
5 = [[[[rgkm (107)
\Y
Eyleriii formulasyndan peydalanyp su aiilatmany
asakdaky gorniisde yazarys:
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G = [[ [F[@r Tidm = &[] r*dm — [[] (@r )dm
Indi proek31yalarda yazalyn:

G, _pm' X +y +1 )dm m px+qy+rz
G, qm 4y 4 22)im - m ox+ qy -+ r2)d
Gz_rjy(x +y2 41 )dm I\! z(px +qy +rz)dm

ya-da

G, = pjy (y2 + zz)dm —~ qw xydm — rJ'\J;[ xzdm
G, = qJ'.VU (x2 + zz)dm - pj'y xydm — rJ}U yzdm
G, = rj.y (x2 + yz)dm - pﬂ/] xzdm — qjy yzdm

Bu yerden:

=pl,—ql,,—rl
G, =ql,—pl,—rl, (108)
Gzzrlz_plxz_quz

Eger-de hereket edyédn kordinata oklar inersiyanyn bas
oklary bolsalar, onda

G, = pl,
G, =ql y} (109)
G,=rl,

Bu yerden:

G* = p°l; +Q°1; +r°l; (110)

Indi sistemanyn kinetik energiyasynyn formulajsyndan
paydalanalyn:

250



2T =Y &
i=1

Absalyut gaty jisim tgin kinetik energiyanyn
anlatmasy seyle gorniise gecyar:
2T =lim > m g
=i
ya-da

2T = [[| 8.8am =[[[ [t Jm = [[[ a[F &fom = &[] |r 5 jom
\% \% \% \%
2T = &G
(111)
2T = pG, + qu +rG,
(112)
(4.298) formuladan peydalanyp su asakdaky aiilatma
seyle gornilise gecyar:
2T = p’l, +0°l, +r’l,—2pql,, —2prl, —2qrl,,  (113)
Eger-de hereket edydn edyidn koordinata oklar
inersiyanyip bas oklary bolsalar, onda
2T = Pl +0°l, +r?l,

(114)
(4.303) formuladan
T ol —ql -1l
ap - p X q Xy Xz
oT
E:qu_ plxy_rlyz
oT
Ez r-Iz - plxz _quz
(115)

(115) we (108) anlatmalardan:
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=0T
“op
s
aq
6 -
or
(116),
Yagny
G=grad, T
(117)

Eylerin dinamik denlemeleri

Eyler 6ziinini dinamik denilemelerini 1765 yylda
cykardy.

Kinetik momentin wagta gord oniiminiii sistema tésir
edydn dasky giiyclerin gozganmayan bir nokada gord
momentiniit wektor jemine dendigini bilyaris:

96 _ S mom, ()
i=1

dt 4
Sag tarapyny Z bilen belldlin:
dG
—=Z 118

it (118)

Bu formula hereket edyédn sistema ii¢in lokal oniimi
hakdaky diisiinjeden peydalansak seyle bolyar:

%4@@]22 (119)

Oniimleri yazalyn
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dp

IXE+qr(IZ—Iy):ZX
d

|Yd—?+ or(l,-1,)=2, (120)
dz

|, —+pg(l,-1,)=2

Zdt+pq(z X) z

Su Eyleriii dinamik deiilemeleridir.
Indi Eylerin dinamik defilemelerini onunt kinematik
denilemeleri bile birikdirip yazalyi:

z

X

P :1/)sin6?singo+6"c03go;_IX%+qr(IZ - Iy)

q =y)sin6’c05go—0'sin(p;_ly(;—?+ pr(lx - |y)=zy

dz
dt

r=ycos@+¢,_l,—+pq(l,-1,)=2,

(121)

Seylelik bilen wagtyn funksiyasy bolan alty sany
o,v,0,p,q,r ndbelli funksiyalara goré alty sany differensial
defilemelerin sistemasy alyndy.Bu denlemeleri Eyler-
Suanso, Lagranz-Puasson we S.W.Kawalewskaya hususy
hallarda integrirldpdirler.

GIROSKOP

Ginislikde ugruny tiygedip belydn we simmetriya
okunyn towereginde Ordn tiz aylanyan birjynsly jisime
gireskop diyilyar.

Asakdaky iki hususy hala seredelin.

I. Giroskopyit aylanma simmetriya oky wertikal
vagdayda we onuil agyrlyk merkezi C gozganmayan O
nokady bilen gabat gelyar.
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(Cyzgy 31)
Giroskopyn  lstiinddki siirtiilme giiyjiini nazara
almayarys.

C:j—f =mom,(F)=0, G =const
| . @ = const

@ = const
Gorsiimiz yaly bu halda gireskop hemiselik burg tizlik
bilen wertikal yagda-yyny saklayan simmetriya okunyn
towereginde aylanyar.
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Il. Giroskopyit aylanma simmetriya oky yapgyt
yagdayda we onunl agyrlyk merkezi gozganmayan nokady
bilen gababt gelmeyédr. Bu halda pressessiya burg tizligini

(2 bilen belldlin.
Tejribédnin gorkezisine goréd bu halda giroskop edilsol

bir wagtyn ozilinde wertikal okufi towereginde hem €2 burg

tizlik bilen aylanyar.(31).

AS

(Cyzgy 32)
Giroskopyi wertikal okun towereginde
aylanmasyndan inersiya giyji yize ¢ykyar. Inersiya

giiyjinit momenti K dikeldiji momentdir.
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“Z_f =V =0.0,A=QGSing =[QG]

= = [?26 )
Cysgydan:
‘fj_f _mom,(F)=[aF|]=Z @
bu yerde Z agdaryjy momentdir. Seylelik bilen:
[0G |=[aF | ‘[ﬁ(_; = ‘[5?
QGSind = aFSiné
aF aF
=== @
G Lo

Gorsiimiz yaly prissessiya burg tizlik giroskopyn
agyrlygyna goni, onun hususy momentine bolsa ters
proporsionaldyr.

Inersiya we agdarjy momentleriiit wektor jeminin nula
den bolandygy duigniik-lidir:

K =-Z =-|0G|=[cQ)
K=, 00] 5)

K -dikeldiji momenta giroskopik effeky diyilyir.

Kopleng giroskopik hadysalar Gryuenin diizgiini bilen
disiindirilydar we seyle kesgitlenydr: 6z okunyn
towereginde Ordn tiz aylanyan giroskop Owriilende basga
bir okun towereginde giroskopyn okuny Owriilme oka
parallel etmige ymtylyan jii-biit giiy¢ /moment/ YViize
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cykyar. Giroskoplar 6rdn uly burg tizliler bilen aylanyan
/hereket edyan/ jisimlerin denagramlykda saklanmaklary
ticin peydalanylyar.

I.W.MESERSKIN UYTGEYAN MASSALY
NOKADYN HERKETI UCIN DENLEMESI

Wagt gecdigice emassasy iiytgeyin nokadyn herketine
seredelin.

t wgtda nokadyn massasy M =M (t) we tizligi
diyelii. Bu nokadyfi hereketini gozganmayan OXYz

koordinatalar sistemasyna gord Owrenelin. Nokadyn {
wagtda hereket mukdary seyle bolyar:

Qy =MV (1)
dt wagtda nokat 6ziinii massasynda (-dM ) massany
taslayarys. Onda t + dt wagtda nokadyn hereket mukdary:

Q=[M —(=dM)|V +dV;) + (-dM)U  (2)
bu yerde d\T1 massanyil sol bdleginifl taglanandan sonky
tizliginin artdyrmasydyr we nokadyn obsolyut tizligidir.
Herek mukdarynyn saklanmak 6 = (To kanuna gora:
(M +dM)(V +dV,) -UdM = MV

bu yerden (d |\/|d\71) cleni nazara almasak:

av, = ™M
M

Eger-de nokada defi tisiredijisi F bolan dasky
giiycler tdsir edyidn bolsalar, onda Nyutonyn ikinji
kanunyna gora:

U-V) @3)
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MW, Mdv -F
dt

N l _

Giliyjin tdsirinin baglydillik kanunyna gord nokadyn
tizlesmesinin doly tiytge-mesi seyle anladylyar:

W W +W
ya-da B B -
dv _dv, dv, -
dt dt dt
Bu yerde (3) we (4) anlatmalary goyyarys:
dv —d—M(u )+ ﬁfdt ©)
Su denlemeden M képeldelint we dt bolelin:
md _E, d—M(u -V) (7)

dt

Su denleméini ﬁytgeyan massaly nokadyn hereketi
ticin 1897 yylda Meserskiy ¢ykarypdyr we sonuii iigin hem
ona [.W.Meserskin denlemesi diyilydr. Bu yerde
U -V =V, bolany sebdpli Meserskiii deilemesi seyle
gornlise gecyar.(¢yz 33)
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o)

v

(¢yzgy 33)
Meserskin denlemesindéki

dM - —
—V omn = F resekt

dt
giiyje gosmaga ya-da reaktiw giiyc diyilyér. Seylelik bilen
Misgerskinin defilemesi asakdaky gorniise ge¢yar:

Mesrskinin su denlemesi seyle kesgitlenilyar: islendik
momentde liytgeydn massaly merkezin massasyny onunl
tizlenmesine kdpeltmek hasyly ona tdsir edydn dasky we
reakriw giliyclein wektor jemine deiidir.
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MESELELER

1. Massasy 1g. bolan sarik agyrlyk giiyjinin tésiri
astynda yokardan asak gagyar we ofia howanyn garsylyk
giiyji tasir edyar. Seylelikde sarigin hereketi

X = 490t — 245(1—e %)

denlleme bilen anladylyar, bu yerde x - santimetrde, t
- sekuntlarda, Ox oky wertikal asak ugrukdyrlan.

g =980sm/sek’® gbz Oniine tutup howanyn R garsylyk
giiyjiini dinalarda kesgitlemeli.

Coziilisi : Dinamikanyn esasy defilemesine gora :
mX=P-R

Indi hereketin denilemesinden X kesgitlalin :
X =490+ 490e
X =—980e ™

Onda R=mg—-mx

R = m(g — )= m(980+980e 2 )

R = 2m(490+490e *' )= 2m9 = 29
R=29

2. Agyr M nokat gorizont bilen « bur¢ emele getiryan
vapgyt tekizlik boyunga yokary siiysyar. Nokadyi
baslangyg tizligi 9, =15m/sek . Siirtiilme koeffisienti

f =01, « =30°. Nokat duryanca nége yol gecer? Nokat
sol yoly nidc¢e wagtda gecer?
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2
Coziilisi : T = %, S= % formulalardan peydalanyarys.
Cyzgydan gorniisi yaly nokada dort sany gliye tasir edyar :
F - hereketlendiriji giiyg, R - garsylyk giiyji, P - agyrlyk
giiyji we N - tekizligin normal reaksiyasy, oiiden bilsimiz
yaly R= fN, onda

F-R—-Psina=0
F=1N+Psina

mX = fPcosa + Psina
mx = mg(f cos e +sina)
% =w=g(f cosa+sina)
9, 9,
W g(fcosa+sina)
97 9y’
W 2g(f cosa +sina)

Onda T = = 2,61sek

S= =19,55m

3. Gozganmayan O nokatda uzynlygy 1 bolan OM yiipiin
komegi bilen m massaly M yiik asylypdyr. Baslangy¢
momentde OM wertikal bilen « burg emele getiryar we
M yiikiin tizligi nula den. Soiiraky hereketinde yiip ugry
yukiin hereket edyin tizligine perpendikulyar bolan
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hem-de yagdayy h=00, we g polyar koordinatalary
bilen kesgitlenyéin ingejik O, sime gabat gelyiar. OM
yukiin sol gabat gelen simin dagyna saralmagy iicin
yeterlik bolan « burcui i1 ki¢i bahasyny tapmaly hem-
de yiipiini sime gabat gelen momentinde ¢ekis giiyjiiniii
iytgemesini tapmaly. Simifi yogynlygyny hasaba
almayarys.

Cozilisi : Cyzgydan :

‘h -
-
Ll ——

h, =1 —lcosa =1(1-cosa)
h, =1—Icos 8 =1(1—-cos )
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e

9 =2g(h, —h,)=2gl(cos f—cos )
mg,”>

2=

9, =gr

mg

Mehaniki energiyanyn saklanma kanunyna gora :
2 2

+2mgr = mgl +mgr(l—cos 3)

2

Bu yerden
9,% =92 —2gr(1+cos )
gr = 3% —2gr(1+cos A3)
gr = 2gl(cos S —cosa)—2gr(1+cos )
Bu yerden
0 = 2gl(cos B —cosa)—2gr(1+cos ) — gr
Ya-da
h

0 =2gl(cos S —cosar)— Zgl[l—lnj(n cos f3)— gl(l—l—j
0 =2gl(cos S —cosar)— 2g|[1—IEJ(1+ cos 3 +%)
0=2glcos g —2glcosa — Zgl(l—lnj@ + COS ﬁj

COSa =CoS f — [1—?)@ + Cos ﬂj

h(3 3
COSa =—| —+C0s 3 |—=
“ |(2 ﬂj 2

h(B j 3
o =arccos| —| —+cosf |——
12 2
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4. Massasy m=2 bolan material nokat merkezi giiyjin tésiri
astynda giiyjinl tdsir merkezinden daslasyar, 6zem sol
hereketin biitin dowamynda onun tizligi aralygyn ti¢iinji
derejesine proporsionaldyr. Baslangyc yagdayda r, =3m,
9, =4m/sek bilip we giiyji diftie merkezden nokada ¢enli r
aralyga bagly hasap edip, sol giiyjiii ululygyny tapmaly.

Cozilisi : Goy, k tizligin anlatmasynda proporsionallygyn
koeffisienti bolsun, onda :

9:%:1«3 , 9 =kr®, 4=27k
Nokadyn herekedinin differensial defilemesi
2
mOI—Zr _mI% 99 g oxgrg
dt dt dr
Bu yerden

2
Fo{mdl| —oxgx®xgxq_32kg
at? | 27

5. Massasy m, bolan sar massasy m, bolan dyn¢lyk
vagdayyndaky sary merkezi urgy bilen uryar. Urgydan soii
m, 0z yerinde galyar. m, we m, massalaryn gatnasygyny
kesgitlemeli.

Coziilisi : Iki sara hem bir sistema hokmiinde seredyéris.
Urgynyn ugry boyunga dasky giiycler yokdur, sonun iigin
biitin sistemanyn hereket mukdarynyn artdyrmasy nula
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dendir. Urga ¢enli tizlikleri $ we 9, bilen, urgydan sonky
tizlikleri bolsa u, we u, bilen bellilin, onda :

m,% +m, 3, =mu, + m,u,
Mundan basga-da :

U, -u, = k(lgl _‘92)

K- dikeldis koeffisienti ;
Serte gord 9, =0, u, =0 bolany ii¢in :

u, =k, mg =m,ky

6. Biri gorizontal géni boyunca siirtiilmesiz typyan we
beylekisi onunl bilen agramsyz sterjenin komegi bilen
birlesdirlen we wertikal tekizlikde yrgyldyly hereket edyéan
iki A we A, jisimlerin sistemasynyn hereketini deriemeli.

Coziilisi : A, we A, jisimlerin agyrlyk merkezlerinin
koordinatalaryny x,,y, We x,,y, . A
bilen bellédlin. Berlen

sistemanyn iki erkinlik

derejesi bar; umumylasdyrlan
koordinatalar diyip x, we ¢ kabul

edelifi; onda x, we v, /
koordinatalar seyle o anladylyar:
X, =X, —Ising, vy, =Ilcose
Her bir jisimin kinetik v y energiyasy :
T, = %mlxlz _
PZ

1 1 _ o o 1
T, =§m2<X22 + yzz)zimz(xlz +1%¢* cos® g - 2I%,pcos g +1%9° SInZ(D):En
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Doly kinetik energiya:
T=T,+T,= %(ml +m, )%’ +%m2I2gb2 —m,Ix,¢cos p

Potensial energiya bolsa edil yonekey myatnigiiiki yaly
bolar: P=-m,glcosg
Proizwodlaryny diizelini :

G—T—(m +m, )X —m,lpcosg; T o

0%, L T 1Mo )R =Ll LOS @, ox,

§=m2|2¢)—mzlxlc05q); a—T=m2I>‘<1g‘osinq)
P o9

oP . OP .

—=0; —=m,glsing

0%, op

Lagranjyn iki defilemesini alyarys :

d(oT or  oP
dt\ox, ) ox, oOx
d(oT or oP
dt\op) oOp O¢p

Olar seyle sistema getirilyér :

d . :
a[(ml +m, )Xl - mz'(”COS(D]Z 0

%(mzl 2¢—m,Ix, cos (0)— m, 1% @sin @ +m,glsing =0

Bularyn birinjisini integirildp x,-1 tapyarys :

m
X, = 2

= Ising
m;, +m,

Bu yerden sistemanyn inersiya merkezinin wertikal
boyunga hereket edyéindigi gelip ¢ykyar: Ikinji defilemede
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sinp ~ ¢ We cos¢ ~1 hasap edip ony asakdaky gorniise

getiryaris :

m+m,g

e

Bu bolsa erkin yrgyldynyn denilemesidir. Onuii periody :
m, |

(m, +m, )g

o+ 0

T=2x

7. Potensail giiy¢lerin meydanynda hereket edyan m
massaly erkin material nokat {igin Gamiltonyn defilemesini
diizelin. Bu halda nokadyn yagdayy ii¢c x,y,z bagly dél
koordinatalar bilen kesgitlenyir. Nokadyn kinetik
energiyasy :

T =%m(>‘<2 +y%+ 2'2)

Potensial energiyasy bolsa - u(x,y,z). Buyerde u giiyg
meydanynyn potensialy. Doly energiyasy :
E= %(x2 +y2+22)-u(x,y,2)

H funksiyany almak {i¢in E anlatmasynda tizliklerini yerine
impulslary girizmeli. Onda alarys :

sza—T:mx
OX
Py =8—T=my
oy
P, :a—T:mz'
01
Bu yerden :
. P
X=-—=
m

267



Bulary E anillatmasynda yerine goysak

H= i(sz +P+ Pf)—u(x, Y, 2)
Gamiltonyn deiilemesi seyle gorniise gelyar :
dx  oH dP, oH
—=— Wwes.m. Wwe =—— we s.m.
dt  oP, dt  ox
Ya-da
dx P, dP, au
dt m dt  ox
dy B Py dPy 3 ou
dt  m dt oy
dz P, dP, au
dt m dt oz

P, P,, P, bahalaryny yerine goysak Nyutonyn
defilemelerini alarys :
d’x_ou d’y ou d’z_du

m 2 m 2 2
dt OX dt oy dt 0z
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MAZMUNY :

3. Nokadynn kinematikasy. Nokadyn hereketinin
trayektoriyasy we detilemeleri.

Radius wektoryin godografy. Nokadyn hereketiniii
kesgitlenis usuly...........
4. Nokadyn hereketinin tizligi, tizlenmesi we olaryn
koordinata oklara

proyeksiyalary. Tizligin godografy.
5. Tizlenmdnin wektorynyi tebigy licgranlygyn oklaryna
proyeksiyasy.

6. Nokadyn towerek boyunga aylanma hereketi.
Gonigcyzykly hereket.

7. Tizligin we tizlenmaniin polyar koordinatalardaky
anlatmasy.

8. Nokadyn hereketiniii wektor tizligi.
9. Nokadyn yonekey garmonik yrgyldysy.
10. Gaty jisimin 6nie hereketi.
11. Gaty jisiminn gozganmayan okun towereginde aylanma
hereketi. Eylerin we
Puassonyni formulalary.
12. Gaty jisimin tekiz parallel hereketi.
13. Tekiz parallel hereketinn geometrik dwrenilisi.
14. Tekiz parallel hereketiil analitik dwrenilisi.
15. Eylerin burglary.
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16. Gaty jisimii gozganmayan nokadyn towreginde
aylanmasynyn analitik

owrenilisi.
17. Rewalsyii teoremasy.
18. Gaty jisimii gozganmayan nokadyn towreginde
aylanma hereketinin

mgnowen burg tizlenmesi.
19. Erkin gaty jisim hereketi.
20. Nokadyn ¢ylsyrymly hereketi. Wektoryni doly we lokal
ontimi.
21. Cylsyrymly hereketin tizkliklerini we tizlenmelerini
gosmak hakdaky

teoremalar. Koriolisiii teoremasy.
22.  Statika.  Gilyglerin  gorniisleri.  Baglangyklar.
Baglangyklaryn reaksiyasy.

Erkin we erkin dil jisimler.
23. Elementar statika. Statikanyn aksiomalary we
kesgitlemeleri.
24, Parallel giiycleri gosmak. Bir tarapa ugrukdyrylan iki
sany parallel giiycleri

gosmak.
25. Ululyklary defi bolmadyk garsylykly taraplara
ugrukdyrylan iki sany parallel

giiycleri gosmak.
26. Giiyjin nokada we oka gord momenti.
27. Giiy¢c we onuil momenti.
28. Jubiit giiycleri gosmak we olaryn denagramlasmak
serti.
29. Erkin giiy¢lerini ulgamynyii denagramlagsmagynyn zerur
we yeterlik serti.
30. Erkin giiy¢lerinin ulgamynyn inwariantlary.
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31. Statik kesgitli we kesgitsiz meseleleri. Analitik statika.
Is, kuwwat, kinetik

energiyanyn denlemesi we mehaniki ene4rgiyanyn
saklanma kanuny.
32. Miimkin stiysmelerini prinsipi.
33. Mimkin siiysmelerin prinsipini umumylagdyrylan
koordinatalarda anlatmak.
34. Lagranzyn 1-nji jyns deiilemeleri.
35. Dinamika. Erkin materialn nokadyn we mehaniki
ulgamyn dinamikasy.

Dinamikanyn esasy kanunlary.
36. Dinamikanyn esasy teoremalary. Hereket mukdary
hakyndaky teoremalar.
37. Kinetik moment hakyndaky teoremalar.
38. Kinetik energiya hakyndaky teoremalar.
39. Dinamiki ululyklar.
40. Nokadyn goni ¢yzykly hereketi.
41. Material nokadyn 6rdn uly beyiklikden asak gagmagy.
42. Dinamikanyn esasy iki meselesi.
43. Erkin material nokadyn merkezi giiyjin tisiri astynda
hereketi. Binenin

formulalary.
44. Planetalaryn hereketi. Kepleriii kanunlary we Nyutonyn
biitindiinya

dartylma kanuny.
45. Iki jisim meselesi we Keplerin ii¢iinji kanuna diizedis.
46. Erkin dél material nokadyn we ulgamyn dinamikasy.
47. Erkin dil nokat ii¢cin kinetik energuiyanyn iiytgemek
hakdaky teorema.
48. Matematiki mayetnik mayatnik.
49. Dalamberin prinsipi.
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50. Nokadyn otnositel hereketi.

51. Dalamberini — Logranzyn detilemesi (dinamikanyn
simwolik denilemesi)

52.Golonom sistemanyn hereketiniii umumylasdyrylan
koordinatalardaky denlemeleri

53.Logranzyn ikinji jyns defilemeleri.

54 Kinetik energiyanyn we Logranzyn funksiyasynyn
umumylasdyrylan koordinatalarda anladylysy
55.Energiyanyn integraly

56.Energiyanyn umumylasdyrylan interaly
57.Sistemanyn potensial giiyclerinn tésirinin astynda
garsylykly sredada kici yrgyldylaury

58.Absalyut gaty jisimiii dinamikasy

59.Inersiyanynn momentleri.(massalaryin geometriyasy)
60.Inersiyanyn birinji derejeli momentleri
61.Inersiyanyn ikinji derejeli momentleri
62.Inersiyanyin momentleri hakda teoremalar
63.Inersiyanyi ellipsoidi

64.Gozganmayan okuil towereginde aylanyan absalyut
gaty jisimin kinetik momenti we kinetik energiyasy
65.Fiziki mayatnik

66.Sinhron mayatnikler

67.Ugry teoriyasy.Material nokadyn urgy
teoriyasy.Nokadyn gozganmayan {istde mayysgak we
mayysgak dil urgylary. Dikeldis koeffisneti.
68.Sistemanyn urgy teoriyasy.

69.Karionyn urgy hakda teoramalary.

70.Sistemanyn urgydaky hereket mukdarynyn we kinetik
momentinin iiytgemegi hakdaky teoremalar.
71.Gozganmayan bir nokady bolan absalyut gaty jisimini
hereketi.Eylerin kinematik jemlemeleri.
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72.Gozganmayan bir nokady bolan gaty jisimin kinetik
momenti we Kinetik energiyasy

73.Eylerin dinamik denilemeleri

74. Giroskop.

75. ILW. Meserskinin iiytgeydn massaly nokadyn hereketi
ticin denlemesi.

76. Edebiyatlar.
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