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Giri  
 

Nazary mehanika jisimleri  gi likdäki ornuny  wagty  
geçmegi bilen üýtgemegini öwrenýän ylymdyr(mehaniki hereket). 
Nazary mehanika mehanikany  beýleki bölümleri(maýy gaklyk 
nazaryýeti, materiallary  gar ylygy, plastiklik nazaryýeti, 
ma ynlary  we mehanizmleri  nazaryýeti, gidrodinamika) we köp 
tehniki dersler üçin esas bolup durýar.  

Nazary mehanika mehaniki hereketi  umumy 
kanunalaýyklyklaryny öwrenýär we di e mehaniki hereketi dälde , 
eýsem maddalary  mikrobölejiklerini  içki hereketini we bular bilen 
özara täsir edi ýän fiziki meýdanlary öwrenýän fizikany  bir 
bölümidir. 

Nazary mehanikany  predmeti mehaniki hereket we bu 
hereket bilen baglan ykly material jisimleri  mehaniki özara täsiridir. 
Fizikadan tapawutlylykda mehanika mehaniki özara täsiri  fiziki 
tebigatyny gapdalda goýup, mehaniki hereket bilen bu baglan ygy  
di e mukdar tarapyny öwrenýär. 

Nazary mehanikada real jisimleri  takyk häsiýetlerinden 
tapawutlanýan material jisimleri  dürli modellerine seredilýär. 
Jisimi  ölçegleri abstragirlenip jisim material nokat hökmünde kabul 
edilýär. Jisimleri  aýlaw hereketini  öwrenmek absolýut gaty jisim 
modeline getirýär. 

Gaty jisimleri  deformirlenmegi, suwuklyklary  we gazlary  
akyjylygy we gysylmaklygy bilen baglan ykly has çyl yrymly 
mehaniki hereketleri öwrenmeklik tutu  gur aw dü ünjesini 
girizmeklige getirdi. 

Mehaniki hereket hem beýleki hereketler ýaly gi likde 
wagty  geçmegi bilen bolup geçýär.Gi lik, wagt we hereket 
materiýany  bar bolmagyny  esasy formasydyr. Der ewi  obektini  
häsiýetine görä material nokady , material nokatlar ulgamyny , 
absolýut gaty jisimi  we maýy gak,suwuk we gaz halyndaky 
jisinleri  mehanikasyny öz içine alýan tutu  gur awy  mehanikasyny 
tapawutlandyrýarlar. 
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Nazary mehanika kursuny üç bölüme bölmek kabul edilen: 
statika, kinematika we dinamika. Nazary mehanikany  statika 
bölümini güýç baradaky ylym düzýär. Nazary mehanikany  
kinematika bölümi jisimleri  hereketini a latmagy  usulyny 
takyklaýar. 

Nazary mehanikany  wajyp bölümlerini  biri dinamikadyr. 
Bu bölümde material jisimleri  özara täsiri bilen baglan ykly 
hereketi öwrenilýär. 

Kitap nazary mehanikany  we tutu  gur awlary  
mehanikasyny  esaslaryny  ulgamlaýyn beýanyny özünde saklaýar. 
Nÿuton-Galileÿi  mehanikasyny  fundamental dü ünjeleri we 
kanunlary, hereket mukdaryny , hereket mukdaryny  momentini , 
energiÿany  üÿtgemek we saklanmak kanunlary, Lagranžy , 
Gamiltony , Gamilton- akobini (potensial güÿçler üçin) 
de lemeleri, eÿle hem tutu  gur awlary  mehanikasyny  kanunlary 

wrenil r. Kitapda iki jisimi  meselesi we bölejikleri  
dargamagyny  nazaryýeti, impulsy , impulsy  momentini  we 
energiýany  üýtgemegini  kanunlary, potensial,giroskopik we 
dissipatiw güýçleri  täsirindäki çyzykly yrgyldylary  nazaryýeti, 
çyzykly däl yrgyldylar üçin Krylow- Bogolÿubowy  usuly yzygiderli 
beýan edilýär. Ideal suwuklyga, epbe ik suwuklyga we maÿy gak 
jisime bir esasda seredilÿär. Kitap fizikler üçin gyzykly meseleleri  
birnäçesini hem özünde saklaýar.  

Kitap fizikler üçin niÿetlenenem hem bolsa,  beÿleki tehniki 
ugurlarda bilim alÿan talyplara hem gollanma bolup biler.    
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eýlelikde, zarýad 0 we 0v wektorlar bilen emele 

getirilýän z=0 tekizlikde hereket edýär. Ox oku  ugruna hereket 
hemi elik tizlik bilen bolup geçýär. Zarýady  Ox oku  ugruna 
hereketi ba langyç 0x tizlikli inersiýa boýunça hereketden we berlen 
güýjü  ýygylykly yrgyldysyndan jemlenýär.  
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I bölüm.Nazary mehanika (Dinamika) 
I bap. Mehanikany  esasy dü ünjeleri we kanunlary 

 
§ 1. Material nokat, gi lik we wagt barada dü ünjeler. 
Bize mälim bolan material obýektleri  hemmesi meýdan, 

elementar bölejikler, atomlar, molekulalar, janly we jansyz jisimler 
sözü   umumy manysynda hereket edýärler, ýagny üýtgeýärler. 

Jisimleri  hereketini  i  ýönekeý görnü i olary  bir-birine görä 
orunlaryny  üýtgemegidir. Ýönekeý orun üýtgetmegi  nazaryýetine 
klassik mehanika diýilýär. Klassik mehanikada makro jisimleri  (köp 
sanly atomlardan we molekulalardan durýan jisimleri ) hereketine 
seredilýär. eýle hem hereketi  tizligi ýagtylygy  tizliginden kän kiçi 
hasap edilýär. eýlelikde klassik mehanika–bir makroskopik jisimi  
beýleki bir makroskopik jisime görä, ýeterlik haýal orun 
üýtgetmegini  nazaryýetidir. 

Klassik mehanikany  esasy dü ünjeleri – gi lik we wagt 
baradaky, güýç we massa baradaky, inersial hasaplaš ulgamy 
baradaky dü ünjelerdir. 

Klassik mehanikany  esasy kanunlary - Galileý - Nýutony  
inersiýa kanuny (Nýutony  birinji kanuny), inersial hasapla yš 
ulgamyna görä hereketi  de lemesi (Nýutony  2-nji kanuny), täsiri  
we gar ylykly täsiri  de ligini  kanuny (Nýutony  3-nji kanuny). 

Jisimi  hakyky hereketi eýle bir çyl yrymly, onu  üçin 
seredilýän herekete zerur bolmadyk ölçeglerden ünsi sowmak gerek 
bol ar. eýle maksat bilen birnäçe dü ünjeler ulanylýar. Dü ünjeleri  

 esasylaryny  biri material(maddy) nokat baradaky dü ünjedir. 
Material nokat diýip jisimi  hereketini häsiýetlendirýän 

ölçegler bilen de direni de ölçeglerini hasaba almasa  hem bolýan 
jisimlere diÿilÿär. Meselem, Günü  töwereginde Ýeri  hereketi. Bu 
mysalda Gün we Ýer material nokat deregine kabul edilýär. Sebäbi 
Günü  we Ýeri  radiuslary degi lilikde 7x108m we 6x106m, ikisini  
aralygy bolsa 1,5x1011m. 

Her biri material nokat diýip hasap edilýän jisimleri  
toplumyna material nokatlary  ulgamy diýilýär.  
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Mehanikanyn esasy dü ünjelerini  biri hem, absolýut gaty 
jisim dü ünjesidir. Absolýut gaty jisim diýip, erkin orun üýtgemede 
material nokatlary  arasyndaky aralyk üýtgemeýän material 
nokatlary  ulgamyna diÿilýär. 

Material nokatlary  özara ýerle i öwrenilende uzynlyk 
etalony bilen olary   aralygyny ölçemek wajyp bolup durýar. 1960-
njy ýyldan ba lap Halkara birlikler ulgamyna laýyklykda, uzynlyk 
etalony metr deregine Kripton 86 atomyny  5d5 we  2P10 derejeler 
arasyndaky geçi de öhlelendirýän tolkunyny  uzynlygyny  
1650763,73-i kabul edilendir. 

Hereketi öwrenilýän material nokady  ýagdaýy görälikde 
kesgitlenýän, göz ö üne getirilýän absolýut gaty jisime hasaplaýy  
jisimi diýilýär. Koordinatalar ulgamy berk baglanan hasaplaýy  
jisiminden we wagt ölçeýji abzaldan durýan topluma hasaplaýy  
ulgamy diýilýär.  

Hereketi öwrenilýän material nokady  ýagdaýy,  hasaplaýy  
ulgamyndaky özi bilen gabat gelýän nokady  ýagdaýy bilen 
kesgitlenýär. Hasaplaýy  ulgamyndaky nokady  ýagdaýy dürli 
koordinatalar ulgamyny girizmek bilen kesgitlenip bilner. 

Nokady  tekizlikdäki ýagdaýy gönüburçly dekart koordinatalar 
ulgamynda nokady  Ox we Oy oklara bolan ugrukmalary x we y 
bilen kesgitlenýär (1-nji surat). Polýar koordinatalar ulgamynda bolsa 
 we  ululyklar bilen kesgitlenýär(2-nji surat). -nokatdan 

koordinatalar ba langyjyna çenli aralyk, - koordinatalar 
ba langyjyndan geçirilen öhle bilen nokady koordinatalar 
ba langyjy bilen birikdirýän kesimi  arasyndaky burç. 
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Wagtyñ t=0 momentinde zarýad 0r  ýagdaýda bolup kondensatoryñ 
plastinanalary bilen baglany ykly hasaplaýy  ulgamyna görä 0v  
tizlige eýedir. Zarýadyñ wagtyñ islendik pursatyndaky ( t>0) 
ýagdaýyny we tizligini tapmaly. 

Meseläniñ ertinden zarýada tässir edýän güýjü   
teF cos0 -digi gelip çykýar. 

Onda hereketiñ deñlemesi  
term cos0  bolar. 

Güýç wagtyñ islendik pursatynda hemi elik 0  wektora 
kollineardyr. onuñ üçin tizlenme we tizligiñ artmasy hem 0  
wektora kollineardyr. eýlelikde zarýadyñ hereketi 0  we 0v  
wektorlar  bilen berilýän  tekizlikde  geçýär. Dekart  koordinatalar 
ulgamyny alalyñ. ox  oky 0  wektoryñ  ugruna ugrukdyralyñ. z 
tekizligi  hereketiñ tekizligi bilen gabat getireliñ. Saýlanyp  alnan 
koordinatalar  ulgamynda güýjüñ  ugrukmalary  

0,cos0 zyx FFteF  
Hereketiñ wektor deñlemesiniñ çep we sag  tarapyny saýlanyp 

alnan ulgamyñ oklaryna  proýektirläp  üç  differensial deñlemäni 
alarys.  

0;0;cos0 zmymtexm  
Deñlemäni integrirläp alarys. 
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Bu funksiýalara t=o goýup we ba langyç ertleri peýdalanyp tr  we 

tv  üçin çözgütleri alarys.  
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)...,,,,( 621 Nii ccctvv                   (i=1, 2, …, N)          
(1.49) 

1.48-de we 1.49-da t=t0 diýip alarys. 
)...,,,,( 62100 Nii ccctrr ;  

)...,,,,( 62100 Nii ccctvv        (1.50) 
1.50-nji ulgam integrirlemegiñ hemi eliklerine görä çözgüde 

eýe diýip hasap edip taparys.  
)...,,,,,...,,,( 02010020100 NN vvvrrrtcc    N6,...,2,1                  

(1.51) 
1.51-ni 1.44-de ýerine goýup 1.40 ulgamyñ umumy 

çözgüdini alarys.  
)...,,,,,...,,,,( 02010020100 NNii vvvrrrttrr             (i=1, 2, …, N)         

(1.52) 
eýlelikde, eger nokatlaryñ massalary, ulgamyñ nokatlaryna 

täsir edýän güýçler we ba langyç ertler berlen bolsa, onda ulgamyñ 
özüni alyp bar y a yk kesgitlenýär.  

Haçan-da material nokada diñe wagta bagly bolan güýç täsir 
etse hereketiñ hemme üç deñlemesi  

)(tFxm x   
görnü e eýedir. Bu deñlemäni integrirläp we ba langyç ertleri 
hasaba alyp umumy çözgüdi kwadraturada taparys. 
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Mysal 1.2 m massaly e zarýad hereketsiz tekiz 

kondensatoryñ plastinalarynyñ arasynda hereket edýär. Elektrik 
meýdanynyñ güýjenmesi 

tcos0  ( 0  we  - hemi elik ululyklar). 
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1-nji surat. Tekizlikdäki gönüburçly dekart koordinatalar ulgamy[3] 
 
 
 

 ),( ) 
                              
                              )  

 
2-nji surat.Tekizlikdäki polýar koordinatalar ulgamy 

 
Gi likdäki gönüburçly dekart koordinatalar ulgamynda 

nokady  ýagdaýy nokady  Ox, Oy we Oz oklara bolan ugrukmalary 
x,y we z bilen(3-nji surat),  silindr koordinatalar ulgamynda üç ululyk 

,  we z bilen(4-nji surat), sferik   koordinatalar ulgamynda bolsa üç 
ululyk (r, ),  bilen(5-nji surat) kesgitlenýär. 
 Nokady  bir ulgamdaky koordinatalaryny beýleki ulgamdaky 
koordinatalary bilen baglany dyrýan formula koordinatalary 
özgertmek diýilýär. 

Nokady  tekizlikdäki x we y dekart koordinatalary tekizlikdäki 
polýar koordinatalary we bilen  

   cosx          siny ,                 (1.1) 

(x;y) y 

x 

x 

y 

0 



 14

gi likdäki dekart koordinatalary x, y we z gi likdäki slindrik ,z 
koordinatalar bilen 

                  zzyx ;sin;cos ,                 (1.2) 
we nokady  sferik koordinatalary bolan r,  bilen  

cos;sinsin;cossin rzryrx                      (1.3) 
görnü de baglan ykdadyr. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3-nji surat. Gi likdäki gönüburçly dekart koordinatalar ulgamy 
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ulgamlarynda birme ze dir.Bu diýildigi Fwm  de leme 
Fwm de lemä ekwiwalent diýildigidir. 

Klassiki mehanikada mm we ww -ligi üçin Galileýi  
prinsipinden  

FF                                      (1.47) 
de lik gelip çykýar. Ba gaça aýdanynda Nýutony  de lemesi 
Galileýi  özgertmesine görä inwariantdyr. Klassiki görälilik 
prinsipine görä mehanikany  kanunlary hemme inersial hasaplama 
ulgamlarynda birme ze dir. 
 

 
§ 4. Hereketiñ deñlemesiniñ çözgüdi we ba langyç ertler. 

 
 N  material nokatlardan durýan mehaniki ulgamyñ hereketi 

1.36-njy 
deñlemä boýun egýär. Eger hemme nokatlaryñ massalary we olaryñ 
wagtyñ islendik pursatyndaky ýagdaýlary belli bolsa, onda, 1.36-njy 
deñlemäniñ kömegi bieln güýji wagtyñ funksiýasy ýaly kesgitläp 
bolar. Eger güýç nokady  ýagdaýynyñ, tizliginiñ we wagtyñ 
funksiýasy ÿaly berlen bolsa, onda radius-wektory wagtyñ funksiýasy 
hökmünde kesgitlemek has kyn mesele bolup durýar. Matematiki 
nukdaÿ nazardan bu mesele 2-nji derejeli 3N differensial (adaty) 
deñlemeler ulgamynyñ umumy çözgüdini tapmaga syrykdyrylýar. Bu 
çözgüt 6N erkin hemi eliklere bagly bolup  

)...,,,,( 621 Nii ccctrr                   (i=1, 2, …, N)          (1.48) 
görnü de ýazylyp bilner. Integrirlemegiñ hemi elikleri ba langyç 
ertler bilen baglany ykly.  

Goý bize 1.48-nji umumy çözgüt we nokatlaryñ ba langyç 
ýagdaýlary we tizlikleri belli bolsun, ýagny  

)(),( 0000 tvvtrr iiii                 (i=1, 2, …, N) 
1.48-nji çözgüdi wagta görä differensirläp nokadyñ tizligini 

wagtyñ funksiýasy ýaly taparys. 
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ba langyjy S ulgama görä de ölçegli we gönüçyzykly hereket edÿär, 
oklaryny  arasyndaky burçlar bolsa hemi elik diÿildigidir. 
Hakykatdanam, 1.21-den islendik material nokady  S we S  
ulgamlara görä ÿagdaÿyny häsiÿetlendirÿän rwer radius-wektorlar 
özara  

r = 0r + r                                            (1.43) 
gatna yk bilen baglany ykdadyr. Bu ÿerde 

0r 0000 rtv - O ba langyjy  S sistema görä radius-

wektory; 0000 rwev O ba langyjy  t=0 wagtdaky tizligi we 
radius-wektory. 1.43-i wagta görä differensirläp we S -hi  oklaryny  
ÿagdaylaryny  üÿtgewsizligini hasaba alyp, nokatlary  tizlikleri üçin 

vvv 00 ,                                    (1.44)  
gatna ygy alarys. Bu ÿerde vwev -nokady  SSwe sistemalara görä 
tizlikleri. 1.44-i wagta görä differensirläp taparys:  

ww                                         (1.45) 
eÿlelikde nokady  wagty  berlen pursatyndaky tizlenmesi 

biri-birine görä tizlenmesiz hereket edÿän ulgamlar üçin 
hemi elikdir. Eger S ulgam inersial bolsa onda S-e görä tizlenmesiz 
hereket edÿän islendik ba ga S  ulgam hem inersialdyr. 

Bir inersial ulgamdan ba ga bir inersial ulgama geçilende 
koordinatalary  özgermesi (1.43) gatna yk bilen kesgitlenÿär. Bu 
özgertmä Galileÿi  özgertmesi diÿilÿär. Eger SSwe  sistemalar 
birme ze  ugrukdyrylan bolup, wagty  ba langyç pursatynda 0 
ba langyç bilen gabat gelÿän 0 ba langyjy  tizligi haÿsy hem bolsa 
bir ok boÿunça (meselem Ox ok boýunça) ugrukdyrylan bolsa onda 
Galileÿi  özgertmesi 

zzyyxtx ,,0                              (1.46),  

görnü e eÿe bolar, bu ýerde 00 oxv  
Galileý tarapyndan tassyklanan klassik görälilik prinsipine 

laýyklykda mehanikany  kanunlary islendik inersial hasaplama 
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4-nji surat. Silindrik               5-ji surat.Sferik      

koordinatalar ulgamy                   koordinatalar ulgamy    
 

A ulgamy  islendik material nokadyny  saýlanyp alnan S 
hasaplaýy  ulgamyna görä ýagdaýy ol nokady  r -radius wektory 
bilen kesgitlenýär(6-njy surat). 

r wektory üç Ox, Oy, Oz oklar boýunça dargadyp alýarys 

                zyx nznynxr                          (1.4) 
bu ýerde x, y, z- radius wektory  Ox, Oy, Oz oklara bolan 
ugrukmalary; zyx nnn ,,   - birlik wektorlar. 

Eger A sistema N nokatlardan durýan bolsa, onda 1.4–de 
me ze likde alarys: 

     ziyixii nznynxr  Ni ,...,2,1                          (1.5) 

bu ýerde ir -i-nji nokady   radius wektory, xi,yi,zi-i-nji nokady  
dekart koordinatalary.  

Eger-de bize A ulgamda islendik iki nokat berlen bolsa (1we 
2) , onda  

zyx nznynxr 1111 ,   zyx nznynxr 2222  

,z) 
z 

y 

x 

  
0 

z 
 

z 

y 

x 
0 
 

(r, ) 

r 
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6-njy surat. Material nokatlary  A ulgamy dekart koordinatalar 

ulgamynda[4] 
 

1-nji nokatdan ikinji nokada geçirilen wektor       

1212 rrr  
Bu iki nokady  arasyndaky aralygy  ululygy 12r  wektory  modulyna  
de dir. 

2
12

12
2

12
2

1212 zzyyxxr                       (1.6) 
Tizligi ýeterlik kiçi bolan makrojisimler bilen geçirlen 

tejribäni  esasynda wagty  berlen pursatyndaky gi ligi  berlen 
interwalyny  ululygy dürli, erkin hereket edýän hasaplaýy  ulgamyna 
görä birme ze dir diýip tassyklap bolar. Bu wajyp tassyklamany 
analitik ýazmak üçin merkezi O nokatda, birlik wektorlary 

zyx nwenn ,  bolan S hasaplaýy  ulgamyny we merkezi O1 nokatda, 

birlik wektorlary zyx nnn ,,  bolan  S  hasaplaýy  ulgamyny 
alaly (7-nji surat). Iki nokady  (1 we 2)  S hasaplaýy  ulgamyna 
görä aralygy 12r ä  de .  Iki  nokady  S1 hasaplaýy  ulgamyna görä 
ýagdaýy         

1212 rrr   de dir. Bu ýerde 
;2222 zyx nznynxr ;1111 zyx nznynxr  

 33

iii Frm         (i=1, 2, …, N)                       (1.40), 
 bu ÿerde Fi –i-nji nokada täsir edÿän güÿç. 

Nÿutony  3-nji kanunynda islendik iki material nokat biri-
birine ululygy boÿunça de , ugry boÿunça gar ylykly, iki nokady 
birikdirÿän göni boÿunça täsir edÿär diÿip tassyklanÿar(13-nji surat). 

eÿlelikde, islendik iki nokat üçin  

2112 FF                                            (1.41),  
bu ÿerde 21F -2-nji nokat tarapyndan 1-nji nokada täsir edÿän güÿç, 

12F bolsa 1-nji nokat tarapyndan 2-njä täsir edÿän güÿç. 

               
13-nji surat. Iki nokady  özara täsiri 

 
Mehanikany  2-nji we 3-nji kanunlaryndan islendik iki 

nokady  biri-birine massalaryna ters proporsional we iki nokady 
birle dirÿän göni boÿunça gar ylykly ugrukdyrylan tizlenmeleri 
berÿändigi gelip çykÿar. Seÿlelikde özara täsir edi ÿän nokatlary  
massalary we tizlenmeleri 

      
2

1

1

2

m
m                                         (1.42) 

gatna yk bilen baglan ykdadyrlar. 
S hasaplaýy  ulgamyna görä tizlenmesiz hereket edÿän S  

hasaplaýy   ulgamyny alaly . Beÿle diÿildigi, S  ulgamy  
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0r we 0v ululyklary bilip 0t pursatdaky güýji kesgitlemek mümkin, bu 
güýji we massany bilip, ol wagtdaky tizlenmäni tapmak mümkin:                                                                                                                                                                      

0000 ,,1 tvrF
m

r  

Tizlenme öz gezeginde tizligi  dtrvd 0  ösmegini, 0v tizlik radius-
wektory  

dtvrd 0  ösmegini kesgitleýär. eýlelikde, nokady  dtt0  
pursatdaky ýagdaýy, tizligi we nokada täsir edýän 

dttvdvrdrF 000 ,,  güýji kesgitlenýär. 
Nokady  massasyny we wagty  islendik pursatyndaky 

ÿagdaÿyny bilip   Nÿutony  2-nji kanunyny ulanyp, nokada, wagty  
islendik pursatynda täsir edÿän 2xF güÿji tapyp bileris. 

Goÿ nokady  hereketini  kanuny dekart koordinatalar 
ulgamynda berlen bolsun: x=x(t), y=y(t), z=z(t). Iki gezek wagta görä 
differensirläp alarys: 

Fx =m x ,  Fy =m y ,  Fz =m z , 
bu ÿerden de  täsir ediji güÿji tapary : 

F=
222

zyx FFF    cos(F,x)= F
Fx

, cos(F,y)=
F
Fy ,  

cos(F,z)=
F
Fz  

 Berlen güÿjü  täsirinden uly massaly jisimi  tizligini  
üÿtgemegi uzak wagt aralygynda bolup geçÿär. ol sebäpli jisim 
inertlilige eÿe diÿÿärler. Jisimi  massasy inertliligi  ölçegidir. 

Nÿutony  2-nji kanuny mehanikany  esasy ölçeg birliklerini 
saÿlamaga mümkinçilik berÿär. Bu kanun ölçeg birlikleri massany , 
uzynlygy , wagty  we güÿjü  birlikleri bolan ululyklary  
arasyndaky özara baglany ygy guraÿar. 

Nÿutony  2-nji kanunyny material nokatlary  ulgamyna 
ulanyp mehaniki ulgamy  inersial hasaplama ulgamyna görä 
hereketini  de lemesini alarys:   

 17

 
 
 
 
 
 
 
 
 

7-nji surat. Koordinatalary özgertmek 
 

(1.6) formulany göz ö ünde tutup alarys: 
2

12222
1222 )()()()()()( zyxzyx                       (1.7) 

Bu ýerde 12 xxx ,   12 xxx  we .m. (1.7) postulatdan 12r
 we 12r  wektorlary  S  we S hasaplaýy  ulgamlaryna 
ugrukmalary  bir-biri bilen  

zayaxaz
zayaxay
zayaxax

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx

                             (1.8) 

ortogonal özgertme bilen baglany ykdadyr. Bu ýerde jia  
koeffisiýentler  ortogonallyk ertine boýun egýärler  

1222
xzxyxx aaa ,  1222

yzyyyx aaa   

1222
zzzyzx aaa  

0yzxzyyxyyxxx aaaaaa 0zzxzzyxyzxxx aaaaaa

0zzyzzyyyzxyx aaaaaa                                                   8.1  
we S we S hasaplaýy  ulgamlaryny  birlik wektorlaryny  
arasyndaky kosinus burçlarydyr.(meselem xxxx nna cos ).  

12r  

zn  

xn  

yn  

O  
2r  

1r  

1r  

O

2r  

zn  
yn  

xn  

2 

1 
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Islendik iki nokadyny  aralygy 1.6-njy formula bilen 
kesgitlenýän gi lige Ýewklidi  gi ligi diýilýär. eýlelikde,  
klassiki mehanikany  gi ligi Ýewklidi  gi ligidir. 

 (1.8) baglany ygy   
                12r = 12r                                  (1.9) 

görnü de a latmak bolar.Bu ýerde  

12r = 2r - 1r = zyx nznynx )()()(  

12r = 2r - 1r = zyx nznynx )()()(  
S we S  ulgamlary  birlik wektorlary özara 

zxzyxyxxxx nananan ; 

zyzyyyxyxy nananan ; 

zzzyzyxzxz nananan ; 
görnü däki baglany ykdadyrlar. 1.9–njy de likden ol bir material 
nokady  dürli hasaplaýy  ulgamlaryna görä radius wektorlaryny  
örän wajyp we ýönekeý gatna ygy ýüze çykýar. Goý 0r  S  
hasaplaýy  ulgamyny  ba langyjyny  S hasaplaýy  ulgamyna görä 
radius wektory, r - nokady  S hasaplaýy  ulgamyna görä radius 
wektory ,   r - nokady S  hasaplaýy  ulgamyna görä radius wektory 
bolsun. Onda 2r = r ; 2r = r ; 01 rr ; 1r =0 hasap edip 1.9–dan 
alarys. 

            r = 0r + r                                (1.10)  
Mehanikada periodik proses dü ünjesi uly ähmiýete 

eýedir(gaýtalanýan hadysa). eýle hadysa maýatnigi  
yrgyldysy, eri  öz okuny  da ynda aýlanmagy, Yeri  Günü  
da ynda aýlanmagy mysal bolup biler. Kömegi bilen perýodik proses 
amala a yrylýan jisim sagat bolup hyzmat edip biler.Periody  
dowamlylygy wagty  etalonydyr. Halkara birlikler ulgamynda 
wagty  etalony deregine sekunt kabul edilipdir. Sekunt 1900-nji ýyl 
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jisime berilýän tizlenmäni  erkinligi we inersial hasaplaýy  
ulgamyny  barlygyny  tassyknamasy ÿatyr. 

Üç nokatdan(1,2 we 3) ybarat ulgama seredeli . Birinji nokat 
üçin (1.22), (1.23), (1.24) we (130.) tassyklamalary  esasynda ikinji 
we üçünji nokatlar tarapyndan täsir edýän 3,2

1F  güýç bilen bu 
güýjü  döredýän 3,2

1w tizlenmesini  arasyndaky  
3,2

1
3,2

11 Fwm                         (1.37)  
gatna ygy alyp bolar, bu ýerde 1m 1-nji nokady  massasy,  

3
1

2
1

3,2
1 www  ;     3121

3,2
1 FFF  

Emma, 2-nji we 3-nji jisimleri  1-nji nokatda döredýän 3,2
1w  

tizlenmesi nokady  inersial hasaplaýy  ulgamyna görä 1w  
tizlenmesine de , sebäbi berlen ulgamda 2-nji we 3-nji jisimler 

nokady  tizlenmesini  ýeke-täk sebäbi; eýlelikde,                                        

1
3,2

1 ww                               (1.38) 
bu  ýerde     11 rw . (1.37) we(1.38) gatna yklar berlen nokada täsir 
edýän güýçleri  islendik sany üçin adalatlydyr. eýlelikde, nokady  
inersial sistema görä 1w  tizlenmesi we nokada hemme jisimler 
tarapyndan täsir edýän güýçleri  jemi  

111 Fwm                                   (1.39) 
de leme bilen baglany ykdadyr.Bu de lemä Nýutony  2-nji kanuny 
diýilýär. Nýutony  2-nji kanunyna laýyklykda islendik material 
nokady  massasyny  onu  inersial hasaplaýy  ulgamyna görä 
tizlenmesine kopeltmek hasyly nokada täsir edýän beýleki jisimleri  
hemme güýçlerini  jemine de dir. 2-nji kanun tebigaty  fundamental 
kanunlaryny  biridir. Ol kanun mehanikany  material nokatlary  
güjü  täsirine baglylykdaky hereketini öwrenýän dinamika bölümini  
esasynda ýatyr. Eger nokady  m massasy, nokada täsir edýän 

tvrF ,,  güýç we wagty  0t  pursatyndaky nokady  0r  ýagdaýy we 

0v  tizligi belli bolsa onda 2-nji kanun nokady  wagty  islendik 
pursatyndaky ÿagdaýyny we tizligini tapmaga mümkinçilik döredýär. 
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de ölçegli hereket edýän hasaplaýy  ulgamyna inersial hasaplaýy  
ulgamy diýilýär, Inersial hasaplaýy  ulgamynda nokady  radius 
wektory 0r  we 0 hemi elikleri  islendik bahalarynda wagty  
çyzykly funksiýasydyr.  

00 rtvr                                   (1.36)                                                           

 
12-nji surat. Nokady  S (a) we S (b) ulgamlara görä ýagdaýlary. 

 
Inersial hasaplaýy  ulgamyny  barlygy tejribede belli 

takyklyk derejesi bilen tassyklanýar. Galileý özüni  tejribesinde 
geosentrik ulgamy inersial hasaplapdyr. Asman jisimlerini  
tizlenmesine gözegçilik Kopernigi  geliosentrik ulgamyny  inersial 
ulgamdygyny görkezdi. eýle-de bolsa Gün ulgamyny  bizi  
Galaktikamyzy  dasyndan aýlanmagy, köp bolmadyk inersial dällige 
getirmeli. Bu ýagdaýda inersial ulgam deregine bir näçe galaktikalar 
bilen baglany ykly ulgamy alyp bolar. 

Klassiki mehanikany  1-nji kanuny ÿa-da Galileÿ-Nÿutony  
inersiÿa kanuny inersial hasaplaýy  ulgamyny  barlygyny 
tassyklaÿar, ÿagny, 1.36-njy talaby kanagatlandyrÿan hasaplaýy  
ulgamy bardyr.  

Da ky tasirden erkin material nokat da ky güÿç täsir edÿänçä 
özüni  dynçlyk ÿagdaÿyny ÿa-da göniçyzykly de ölçegli hereketini 
saklamaga ymtylÿar. 

Nÿutony  ikinji kanunyny  esasynda massany  jisimi  
hereketine bagly däldigi, güÿjü  we dürli jisimler tarapyndan berlen 
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üçin tropiki ýyly  31556925,9747 –den bir bölegini  
dowamlylygydyr.  

Berlen wagt interwalyny  ululygy dürli, erkin hereket edýän 
hasaplaýy  ulgamlaryna görä birme ze dir diýip tassyklanýar, ýagny 

1212 tt  
Material nokady  wagty  islendik pursatyndaky S hasaplaýy  

ulgamyna görä ýagdaýy wagty  funksiýasy bolan radius wektor bilen 
kesgitlenýär 

                trr                                    (1.11) 
Bu radius wektory  ujy gi likde nokady  traýektoriýasy diýilýän 
egrini çyzýar. 
 Nokady  S hasaplaýy  ulgamyna görä tizligi onu  radius 
wektoryndan wagta görä alnan önüme de dir. 

                    = r                                        (1.12) 
S hasaplaýy  ulgamyna görä nokady  tizlenmesi tizlikden 

wagta görä alnan birinji önüme de dir. 

                  w v =  r                            (1.13) 
Käbir meselelerde sektor tizligi diýen dü ünjäni ulanýarlar 

          ][
2
1 vr                                 (1.14)      

Nokady  rd elementar süý mesinde radius wektory  çyzýan 

meýdany rdr
2
1

 de dir. eýlelikde sektor tizligini  moduly ol 

meýdany  üýtgemek tizligine de dir. 
Dekart koordinatalar ulgamynda nokady  radiusy üç dekart 

koordinatasy bilen a ladylýar(1.4). Onda  
        zyx nznynx                                 (1.15) 

Dekart koordinatalar ulgamynda tizlenme 
                       w zyx nznynx                                (1.16) 

eýlelikde , 
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w zzyyxx nwnwnw  
Silindrik koordinatalarda radius wektor tr  skalýar 

funksiýalar bolan (t), (t) we z(t) ululyklar bilen berilýär (8-nji 
surat). 

znznr                                  (1.17) 
Silindrik koordinatalary  birlik wektorlary (ortlary) dekart 
koordinatalary  birlik wektorlary bilen a akdaky 
baglany ykdadyrlar. 

cossin

;sincos

yx

zz

yx

nnn
nn

nnn
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8-nji surat. Nokady  silindrik koordinatalardaky radius-
wektory 

Nokady  S hasaplaýy  ulgamyna görä hereketinde n we n   
birlik wektorlary  ýagdaýlary üýtgeýär, nx,ny,nz birlik wektorlary  
ýagdaýlary üýtgemeýär. eýle ýagdaýy göz ö ünde tutup radius 

(z) ) 
zn  n  

) n  r  

yn  

  

z  

zn  

xn  
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1.32,1.30 we 1.23 formulalardan ikinji jisimi  grawitasion 
meýdanyndaky 1-nji jisimi  

21

21
2

21

22
1 r

r
r
mw                           (1.33) 

 tizlenme alýandygy görünýär. Ol tizlenme 1m    massa  bagly  däl.  
Diýmek, 2-nji jisimden ol bir aralykda ýerle en islendik iki 1 we et 
jisimi  alýan tizlenmeleri özara de dir,ýagny 

22
1 etww                                        (1.34) 

 (1.32) we (1.34) formulalardan berlen iki 1 we et jisimleri  
islendik üçinji 2 jisim bilen grawitasion çeki me güýçlerini  
gatna ygy olary  massalaryny  gatna ygyna de dir  

etet m
m

F
F 1

,2

21                                                   (1.35) 

Grawitasion güýçleri  bu häsiýeti massany ölçemek üçin amatlydyr.  
 

§3. Inersial hasaplaýy  ulgamy barada dü ünje.Nyutony  
kanunlary . Galileýi  görälilik prinsipi. 

 
Inersial hasaplaýy  ulgamy baradaky dü ünje erkin(izolirlenen) 

nokat baradaky dü ünje bilen baglany ykdadyr.Tejribe der ewleri 
beýle nokady  bir hasaplaýy  ulgamyna görä tizlenmeli, ba ga bir 
hasaplaýy  ulgamyna görä tizlenmesiz hereket edýändigini 
görkezýär. S ulgama görä dynçlykda duran erkin material nokady 
alaly . Nokady   ýagdaýy goý  x=x0, y=z=0 bolsun(12-nji a sur.). 
Onda nokady  tizlenmesi bu ýagdaýda nola de . Geli  indi Oz oku  
da ynda S ulgama görä hemi elik  burç tizligi bilen aýlanýan S  
ulgamda nokady  ýagdaýyna seredeli . Hasaplaýy  ulgamlaryny  O 
we O  ba langyçlary gabat gelýär diýeli . Nokat S  ulgama görä 0x -
radiusly töwerek boÿunça burç tizligi bilen hereket eder(12-nji b 
sur.). Onu  tizlenmesi S  ulgama görä noldan tapawytly bolar.  

Özüne görä erkin material nokat dynçlykda ýa-da islendik 
ba langyç ýagdaýdan tizligi  islendik ygrunda göniçyzykly 
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gatna ygy berlen nokat üçin hemi elik ululykdyr. Bu hemi eligi inert 
massasy ýa-da ýöne massa diýip atlandyrýarlar. 

                         12
1

21 m
w
F                                               (1.30) 

bu ÿerde 1m -položitel hemi elik-1-nji nokady  massasy. Massany  
hemi elikligini  tassyklamasy jisimi  tizligi ÿagtylygy  tizliginden 
kän kiçi bolanda dogrydyr.  
  1.30-a esaslanyp, dürli jisimleri  massasyny ölçemek 
mümkin. Käbir jisimi  etm massasyny massany  etalony deregine 

saýlaly . Ony 
et

et

w
F

2
,2  gatna yk ýaly kesgitläli , bu ýerde etF ,2  -2-nji 

jisim tarapyndan etalon-jisime täsir edýän güýjün absolýut ululygy, 
2

etw -bu güýc tarapyndan etalon-jisimde döredilýän tizlenmäni  
ululygy. 1-nji jisimi  massasyny 3-nji bir jisimi  täsirini peýdalanyp 
kesgitläp bolar. Onda 1-nji jisimi  massasyny  etalon-jisimi  
massasyna gatna ygy 

3
1

311

w
F

m
m

et
2

,2

et

et

w
F                           (1.31) 

  Massany, g ji we aralygy ölçemek usulyndan pe dalanyp 
Nyutony  tind  dartylma kanunyny eksperimental tassyklap 
bolar. Bu kanuna görä iki material nokady  grawitasion çeki me 
güýji bu nokatlary  massalaryny  köpeltmek hasylyna göni 
proporsional, aralygyny  kwadratyna ters proporsional we nokatlary 
birle dirýän göni boýunça ugrukdyrylan. Proporsionallyk 
koeffisiýenti bolan grawitasion hemi elik  eksperimentden 
tapylýar. eýlelikde, bir nokady  beýleki nokada grawitasion täsiri  

21

21
2

21

21
21 r

r
r

mmF                                (132) 

de dir.  
 Di e grawitasion güýçleri  gi ligi  berlen nokadynda 
ýerle en islendik jisimi birme ze  tizlendirýändigini belläli . 
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wektor r-i wagta görä differensirläp taparys. 

znznnr  

Bu ýerden nn Onda nokady  tizligi  

znznnr                        (1.18) 
eýlelikde, zz,,   

Nokady  tizlenmesi  

znznnnnnrw  

nn  göz ö ünde tutup alarys. 

znzn
dt
dnw )()( 22                   (1.19)    

eýlelikde, tizlenmäni  , , z oklara bolan ugrukmalary 

zw
dt
dww z);(1; 22  

Sferik koordinatalarda nokady  radius wektory r(t), (t) we 
(t)  funksiýalar bilen berilýär(9-njy- surat). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9-njy surat. Nokady  sferik koordinatalardaky radius-wektory 

rnrr ,  cossin zr nnn   sincos znnn , 

0 

(r) 

) 

r  

nr 

ny 
r 

 

n  

  ( ) 
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nnnr ,,  - birlik wektorlary  ugurlaryny   nokady  
ýagdaýyna baglylygyny  göz ö ünde tutup nokady  tizligi üçin  

nrnrnrrv r sin                    (1.20) 
latmany alarys. eýlelikde nokady  tizligini  (r),( ) we ( ) 

koordinata oklaryna ugrukmalary                              
sin,, rrrr  

Nokady  tizlenmesi bolsa 

   
nr

dt
d

r
nrr

dt
d

r

nrrw r

)sin(
sin
1cossin)(1

)sin(

22222

222

        (1.21) 

Bizi  bil imiz ýaly, özara täsiri  netijesinde jisimler  bir-birine 
görä ýerle ýän ýerlerini üýtgedip bilerler, ýagny gi likde orun 
üýtgeýär. eýle hem bu orun üýtgeme gi likde belli bir wagtda 
bolup geçýär.Gi lige we wagta material obýektleri  bolmagyny  
umumy formasy diýilýär. 

   Mysal 1.1 Nokady  inersial S hasaplaýy  ulgamyna görä 
hereketini  kanuny x=acos t, y=bsin t, z=0 görnü e eýe. Bu ýerde 
a,b we  hemi elik ululyklar. Nokady  hereketini  traýektoriýasyny, 
çyzyk we sektor tizligini, eýle hem tizlenmesini tapmaly. 

Berlen x(t),y(t) we z(t) funksiýalary wagta görä differensirläp, 
nokady  tizligini  we tizlenmesini  dekart oklaryna ugrukmalaryny 
alarys 

,0,cos,sin ztbytax     
0,sin,cos 22 ztbytax  

Tizlenmäni  ugrukmasyny radius wektory  ugrukmasyny  üsti 
bilen a ladyp, tizlenmäni  wagty  islendik pursatynda koordinatalar 
ba langyjyna ugrukdyrylandygyny göreris. 

,0,, 22 zyyxx  ýagny  rr 2  
Sektor tizligi üçin a latmany x(t),y(t), )(),( tytx  funksiýalary 

ulanyp taparys 
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][ H
c
eEeF                                          (1.28) 

Bu ÿerde c-ÿagtylygy  tizligi; -zarÿady  tizligi, 
trHwetrE ,, degi lilikde elektrik we magnit meýdanlary  

güýjenmeleri. 
Gur awy  gar ylyk güýji. 

Gur awy  gar ylyk güýji hereketi  tizligini  ugruna ters 
ugrukdyrylandyr we ýeterlik kiçi tizliklerde tizlige proporsionaldyr. 

kF                                                   (1.29)  
Bu ÿerde k-berlen jisim we gur aw üçin häsiÿetli polojitel 
hemi elik, -jisimi  dynçlykdaky gur awa görä tizligi.  

Güýç bilen güýjü  döredýän tizlenmesini  arasyndaky 
gatna ygy içgin öwreneli . Material hokat ideal ýylmanak gorizontal 
sterženi  boýuna steržene saralan prujini  täsirinden hereket 
edýär(ideai ýylmanak steržen nokada steržne perpendikulýar ugurda 
täsir edýär). Eger pružin nokada (1.26) güýç bilen täsir edýän 
bolsa, steržen hem Ýere görä hereketsiz bolsa, onda, Ox oky 
sterženi  boýuna ugrukdyrylan S hasaplama ulgamyna görä nokady  
tizlenmesini analitik         xnxw )( 11

22
1 , 

görnü de a ladyp bolar. Bu ýerde x1 –nokady  koordinatasy , 1 –
berlen nokat we pružin üçin hemi elik ululyk. Pružin tarapyndan 

nokada täsir edýän güýjü  æ xnx1 -e 

de digi üçin 
1

2
21

w
F

 gatna yk berlen pružin we nokat üçin hemi elik 

ululyk bolar, ýagny,:  

1
2
21

w
F = 2  

eýlelikde, klassiki mehanikany  fundamental tassyklamasyna 
gelýäris:Islendik hasaplama ulgamynda käbir material nokada täsir 
edýän güýjü , bu güýç tarapyndan nokatda döredilýän tizlenmä 
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(1.22), (1.24) we (1.25) –e esaslanyp, güýji ölçemegi amala a yryp 
bolar. Güýji ölçemek, ony güýjü  etalony bilen de dirmek arkaly  
ýerine ýetirilýär. 

Güýçleri  görnü leri bilen tan aly : maýy gaklyk güýji; 
Lorensi  güýji; sredany  gar ylyk güyji; elektrostatik täsiri  güyji. 

Maýy gaklyk güyji. 
Pružiny  ujuna berkidilen jisime pružin tarapyndan täsir 

edÿän maÿy gak güÿjü  ululygy pružiny  köp bolmadyk 
uzalmasynda, ol uzalma proporsionaldyr we pružiny  oky boÿunça 
ugrukdyrylandyr. 

21

21
2121 )(

r
rrkF                                    (1.26) 

Bu ÿerde 2121 rrr  , 1r  pružina berkidilen jisimi  radius-
wektory; 2r  pružiny  beÿleki ujyny  radius-wektory; - pružiny  
ba ky uzynlygy; k- pružiny  gatylygy diýip atlandyrylýan, berlen 
pružini häsiýetlendirýän položitel ululyk. Maÿy gak 21F güÿjü  
absolÿut ululygyny   we ugruny  1-nji we 2-nji nokatlary  
ÿagdaÿlaryna baglydygyny tejribe görkezýär. 

 
Elektrostatik özara täsir güýji. 

Kulony  kanunyna görä zarÿadlanan 2-nji nokady  
zarÿadlanan 1-nji nokada elektrostatik täsir güÿji nokatlary  
arasyndaky aralygy  kwadratyna ters proporsionaldyr we bu 
zarÿadlary birikdirÿän göni boÿunça ugrukdyrylandyr. 

21

21

21
2

21
21 r

r
r

eeF                                      (1.27) 

Bu ýerde 21weee degi lilikde 1-nji we 2-nji nokatlary  elektrik 
zarýadlary. 

Lorensi  güyji 
Elektrik we magnit meÿdanlary tarapyndan nokatlanç e 

zarÿada täsir edÿän Lorensi  güÿji zarÿady  ÿagdaÿyna we tizligine 
bagly 
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z

zyx

nab
yx
yx

nnn

2
1

0,,
0,,

2
1 = 0 , bu ýerde 0 wagty  ba langyç 

pursatyndaky sektor tizligini  bahasy. x(t),y(t) funksiýalardan t-ni 
ýoklap, hereketi  traýektoriýasyny  de lemesini alarys 

12

2

2

2

b
y

a
x

  0z  

eýlelikde, seredýän mysalymyzda nokat z=0 tekizlikde ýatan ellips 
boýunça hemi elik sektor tizligi bilen hereket edýär. Tizlenmesi 
bolsa hemi e ellipsi  merkezine ugrukdyrylan. 

 
§2. Güýç we massa barada dü ünjeler. 

 
Ýeri  üstüne golaý ýerde bir(1), elektrik zarýadyna eýe, 

material nokady  iki ýagdaýdaky hereketine seredeli . Birinji 
ýagdaýda nokat wagty  ba langyç pursatynda 10r  ýagdaýa eýe  

bolsun. Onu ol wagtky tizligi 10 (10-njy a surat). Wagty  islendik 
pursatynda nokady  ýagdaýyny, tizligini we 1w tizlenmesini 
tapýarys. So ra nokady  ba langyç ýagdaýyna ýakyn ýerde ýeterlik 
kiçi zarýada eýe bolan 2-nji nokady ýerle direli (10-njy b surat) . 1-
nji nokady eýle ýagdaýda go maça 1

(2) tizlenme aljakdygyny 
tejribe görkezýär. Jemleýji tizlenme iki 1w  we 2

1w  tizlenmeleri  
jemine de  bolar. eýlelikde, nokady  hereketini  kanuny we onu  
traýektoriýasy ba gaça bolar.  
Zarýadlanan 2-nji nokady 1-nji nokatdan tükeniksiz uly aralyga 
da la dyryp birinji nokady  go maça alýan 2

1w tizlenmesini  ýok 
bolýandygyny göreris, yagny, 1

2
12 , wr 0 . 2-nji we 3-nji 

jisimlerii  birinji nokada bir wagtda berýän )3,2(
1w tizlenmesini , 

jisimleri  aýratynlykda  täsir edende berjek 
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)3(
1

)2(
1 wwew tizlenmelerini  wektor jemine de digini tejribe 

görkezýär, ýagny,  
)3(

1
)2(

1
)3,2(

1 www                           (1.22) 
Bu tassyklamany  dogrudygyny ýokarda geçiren tejribämizi dowam 
etdirmek bilen, görkezip bileris. Eger 2-nji jisimi  ýerine zarýadlanan 
3-nji jisimi 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10-njy surat. Nokady  wagty  ba langyç(a) we islendik 
momentindäki(b) ýagdaýlary. 

 
ýerle dirsek(11-nji a surat) onda ol 1-nji nokada 3

1w tizlenme berer. 
Zarýadlanan 2-nji we 3-nji jisimleri bir wagtda ba ky orunlarynda 
ýerle dirip 1-nji nokady  3,2

1w tizlenme alýandygyny göreris(11-nji 
b surat). eýleleikde, dürli jisimleri  berlen jisime berýän 
tizlenmeleri biri-birine bagly däldir. Bu netije mehanikany  esasy 
dü ünjesi bolan güýjü  esasynda ýatandyr. 

2
1w

0 

1 

10 

1r (t) 

10r  

z 

y 

x 

0 

w1 

10 

1r (t) 

10r  

z 

y 

x 
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                                a)                                                       b)  

11-nji surat. Nokady  3-nji (a) we 2,3-nji(b) jisimleri  
täsirinden eýe bolýan tizlenmeleri 

Berlen material nokada erkin jisimi  täsir güýji diýip ol 
nokada tizlenme berýän täsire dü ünilýär. Tizlenmäni  sebäbini  
güýçdügi we tizlenmäni  wektor häsiýete eýedigi üçin güýç hem 
wektor ululykdyr diýip kabul edilýär. Güýç özüni  döreden 
tizlenmesini  ugruna ugrukdyrylandyr.  

)2(
121 wF                                       (1.23) 

Bu ýerde  21F    - ikinji jisim tarapyndan birinji jisime täsir edýän 
güýçdür. )2(

1w     – ol güýjü  beren tizlenmesi. 
(1.22) – nji göz ö ünde tutup ýazarys  

3121
)3,2(

1 FFF                                      (1.24) 
Ikinji we üçünji jisimleri  birinji nokada bir wagtda edýän täsir güýji 

)23(
1F  bu jisimler tarapyndan berlen nokada aýratynlykda täsir edýän 

)2(
1F  we )3(

1F        güýçleri  wektor jemine de dir. 
Eger-de, material nokada bir wagtda täsir edýän birnäçe 

güýçler nokady  ö ki tizlenmesini üýtgetmeseler, onda, täsir edýän 
güýçleri  jemi we go maça tizlenme nola de dir. 

0,0 )3,2(
1

)3,2(
1 wF                             (1,25) 
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II bap. Impulsy , impulsy  momentini  we energiýany  
üýtgemek we saklanmak kanunlary 

§ 5.  Material nokady  impulsyny , impulsy  momentini   
üýtgemek we saklanmak kanunlary 

 
Güýçleri  gi  topary üçin bir nokady  hereketini  meselesini  

umumy çözgüde eýedigi  bize birinji bölümden bellidir. Nokatlary  
arasyndaky özara täsir güýçleri baradaky ýeterlik umumy 
çaklamalarda iki nokady  hereketini  meselesi hem kwadraturadaky 
umumy çözgüde eýedir. Üç we köp nokatlary  meselesini  umumy 
çözgüdini tapmaklyk kynçylyklara sezewar bolýar. onu  üçin 
material nokatlary  islendik sany üçin adalatly umumy teoremalar 
uly ähmiýete eýedir. eýle teoremalara impulsy , impulsy  
momentini   we energiýany  üýtgemek we saklanmak kanunlary 
degi lidir. 

Impulsy , impulsy  momentini   we energiýany  saklanmak 
kanunlary hereketi  integraly diýen dü ünjä getirýär. Mehaniki 
ulgamy  hereketinde özüni  bahasyny hemi elik saklaÿan we 
ba langy ertler bilen kesgitlenÿän nokady  koordinatasyny , 
tizligini  we wagty  funksiýasyna hereketi  integraly 
diÿilÿär. eÿlelikde, hereketi  integraly ulgamy  nokatlaryny  radius 
– wektorlary bilen tizliklerini   arasyndaky  

 Cvvvrrrtf NN ),...,,,,...,,,( 2121                   (2.1)                                                               
rnü däki gatna ygy kesgitleÿar. f funksiýa islendik ba langyç 

ertlerde özüni  bahasyny hemi elik saklaýar, ýagny 
        02121 ),...,,,,...,,,( Cvvvrrrtf NN                            (2.2) 

Bu ýerde ).,...,,,,...,,,( 02010020100 NNo vvvrrrtfC  
Nokatlary  tizliklerini zünde saklaÿan hereketi  integralyna (p = 

hemi elik) hereketi  birinji integraly diÿilÿär. Hereketi  ikinji 
integraly diÿip ulgamy  hereketi wagtynda z bahasyny hemi elik 
saklaÿan nokady  koordinatasyny , wagty  we erkin hemi eligi  
funksiÿasyna aÿdylÿar. 

Eger hereketi  6N sany  
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Cvvvrrrtf nN ),...,,,,...,,,( 2121  ( N6,...,2,1 ),                  (2.3) 

erkin birinji integrallary belli bolsa, onda mehaniki ulgamy  (1.40) 
de lemesini integrirlenen diýip hasaplap bolar. 

Nokady  p impulsy diÿip nokady  m massasyny  onu  v  
tizligine k peltmek hasylyna  aÿdylÿar (k plen  bu ululygy hereketi  
mukdary diÿip atlandyrÿarlar). Nokady  massasyny  hemi elikligi 

in Nÿutony  (1.39) de lemesinden impulsy  üÿtgemek kanunyny 
alarys:  

                              Fp ,                                      (2.4) 
(2.4) de lemäni  esasynda a akdaky kesgitlemäni tassyklamak bolar: 
eger wagty  islendik pursatynda(momentinde) güÿjü  käbir 
dyn lykdaky oka ugrukmasy nola de  bolsa, onda impulsy ol oka  
bolan ugrukmasy saklanÿandyr. Mysal ü in, eger                              
Fz = 0 bolsa onda  

pz = pz0                                              (2.5) 
Eger güýjü  bellenen iki oka ugrukmasy nula de  bolsa, onda 
hereketi  iki integralyny alarys. Goý nokada agyrlyk güýji m g täsir 
edýän bolsun. g  wektory  hemi elikligi üçin bu wektora 
perpendikulýar oklara güýjü  ugrukmalary wagty  islendik 
pursatynda nula de dir. eýlelikde, g  wektora perpendikulýar oklara 
impulsy  ugrukmalary (we tizligi)saklanýandyr, ýagny 

00 , yyxx (Oz ok z oku  ugruna ugrukdyrylandyr) Eger nokada 

täsir edýän güýçleri  jemi nula de  bolsa )0(F , onda  
                             0pp                                      (2,6)  

(2.6)  de lik impulsy  saklanmak kanunydyr. Bu kanun da ky 
güÿ leri  ÿok wagtynda material nokady  g ni yzyk boÿun a 
hemi elik tizlik bilen hereket edÿändigini a ladÿar.(2.6) de lemä 
material nokady  hereketini  birinji integraly diÿilÿär. 

Güýjü  gozganýan oka ugrukmasyny  nula de  bolmagy bilen 
impulsy  bu oka ugrukmasyny  saklanmagy gelip çykmaýar. Goý 
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Üýtgeme kanunlary  

i
d

i

N

i

e
ee VF

t
UELMFP

1
,,                                    (2.114) 

ýedi de lemäni düzýärler.Bular güýjü  käbr häsiýetlerinde saklanma 
kanunyna getirýär. 

Içki  dissipatiw güýçleri ýok ýapyk ulgamy  saklanma 
kanunyndan gelip çykýan hereketi  integrallary ýedi 1-nji integraldan 
we üç 2-nji integraldan durýar. 

0PP  , 0mm VV  0MM , 0EE ,  momom rttVr 0  (2.115) 
ýagny, mehanikany  10 klassiki integralyndan durýar. 
     Saklanmak kanunlary Nýutony  hereket de lemelerini  
netijesidir. onu  üçin olar gi ligi  we wagty  häsiýetleri bilen 
baglan yklydyr.Impulsy  saklanmagy gi ligi  birhililigi, momenti  
saklanmagy gi ligi  izotroplygy, mehaniki energiýany  
saklanmagy wagty  birhililigi bilen baglan yklydyr.   
  
 
 
 

 41

güýjü  koordinat okuna bolan ugrukmasy nola de  bolsun. Bu 
oka (1.39) de lemäni  iki tarapyny hem ugrukdyryp taparys, ýagny 

Fmw  

Denlemäni  çep tarapy (1.13) görä ,2mm de . Bu ýerde 
mp  nokady  impulsyny   oka bolan ugrukmasydyr. 

eýlelikde, eger 0F bolsa bu  m -ny  saklanýandygyny 
latmaýar. 

 (2.4) de lemäni  iki tarapyny hem epden nokady  r radius–
wektoryna wektor köpeldip, alarys. 

Frpr  
Bu de lemäni  sag tarapyna güÿjü  L momenti diÿilÿar. 
De lemäni ep tarapyny (impulsy  kesgitlemesinden we vv =0 
de likden)  

dt
Mdpr  

rnü de a latmak bolar, bu ÿerde prM – nokady  impulsyny  
momenti. Netijede, material nokady  impulsyny  momentini  wagta 

rä nümi ol nokada täsir edÿän güÿjü  momentine de dir: 
                           LM                                                        (2.7) 

eÿlelikde, (2.7) de leme impulsy  momentini  üýtgemek kanunyny 
ladÿar. Ol Nÿutony  ikinji kanunyny  netijesidir.Bu ÿerden güÿjü  

momentini  haÿsy hem bolsa bir dynçlykdaky  oka wagty  islendik 
pursatyndaky ugrukmasy nula de  bolsa, onda nokady  impulsyny  
momentini ol oka ugrukmasyny  saklanÿandygy gilip çykýar. 
Mysal üçin, eger 0zL   bolsa,onda 

                           0zz MM                                                            (2.8) 
(2.8) de leme nokady  impulsyny  momentini  saklanmak 
kanunyny a ladÿar.Güýjü  nula de  däl wagtynda hem güýjü  
momentini  nula de  bolmagy mümkin. Goý ugry hemi elik bolan 
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güýç berlen bolsun. Oz oky güýje parallel ugrukdyryp (2.8)-i  
esasynda taparys(14-nji a surat).  

;0,0 zyx FFF  
    ;0,0,0 xyzyx yFxFLLL                          (2.9)      

0)( zz MxyyxmM  
eýlelikde, nokady  impulsyny  momentini  güýjü  ugruna 

ugrukmasy saklanýar. Bu bolsa hereketi  bir birinji integralyny 
berýär. Indi täsir çyzygy wagty  hemme pursatynda gozganmaýan 
oky göni burç bilen kesýän güýje seredeli (14-nji b surat). Täsir 
çyzygy diýip, güýç wektory ýerle en göni çyzyga aýdylýar. 
Gozganmaýan oky 0z oky deregine saýlap alyp (2.8)-i  esasynda 
alarys 

   

zoz

z

z

MmM

FLLzFL
FFF

2

;0,0,0
;0,0

                  (2.10) 

eýlelikde, nokady  impulsyny  momentini  gozganmaýan oka  
ugrukmasy saklanýar we hereketi  bir birinji integralyny berýär. 

,0zFL
 

de likden nyM o  hemi elikligi gelip çykmaýar, sebäbi n -i  özi 
hem wagta baglydyr. 
 Praktikada merkezi güýç dü ünjesi gi den ulanylýar. Merkezi 
güýç diýip täsir çyzygy wagty  hemme pursatynda güýç merkezi 
diýilýän gozganmaýan nokatdan geçýän güýje diýilýär. Bu nokady 
koordinatalar ba langyjy deregine kabul edip(14-nji w surat), taparys 

                 
,

,0,

0MvrmM

LnFF rr                             (2.11) 

eýlelikde, nokady  impulsyny  momenti güýç merkezine görä 
saklanýar. Emma impulsy  momentini  üç ugrukmasyny  arasynda 

yk baglany yk bar: 
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nokatlaryna täsir edýän dissipatiw içki we da ky güýçleri  
kuwwatyny  jemine de digini taparys: 

N

i
i

d
i

e

VF
t

UE
1

                                                  (2.108) 

Eger ulgamy  da ky meýdandaky potensial energiýasy wagta anyk 
bagly bolmasa, eýle hem dissipatiw güýçler nola de  bolsa, ýagny, 

0
t

U e
     we  ,,....,2,10 NiF d

t                   (2.109) 

onda ulgamy  mehaniki energiýasy saklanýar:  
N

i

N

ji
ji

ij
e

i
ii

N

i
EUUmE

1
0

1,

2

1 2
                               (2.110) 

Beýle ulgama konserwatiw ulgam diýilýär. 
     Dissipatiw güýçleri  hasabyna kemelýän energiýa ulgama 
energiýany  berilmegi bilen kompensirlenýän ýagdaýynda hem 
energiýa saklanyp biler. Onda 

0
1

,0 EEVF
t

U N

i
i

d
i

e

                                          (2.111) 

özem 

,0
t

U e

0
1

N

i
i

d
i VF  (2.36-a seret). 

     Eger içki dissipatiw güýçler ýok bolsa ýapyk ulgamy  mehaniki 
energiýasy saklanýar. 

0EUTE in                                                 (2.112) 
     Eger içki dissipatiw güýçler bar bolsa ýapyk ulgamy  mehaniki 
energiýasy kemelýär. 

 

,0
1

,
N

i
i

d
i

in VFE                                                   (2.113) 
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Bu güýçler Nýutony  3-nji kanunyny kanagatlandyrýar. Olary  
elementar i i  

ijj
p

iji
p

ji dUrdFrdF                                             (2.102) 
(2.102)-ni ulgamy  hemme jübüt nokatlary üçin jemläp, hemme içki 
potensial güýçleri  i ini  

N

i

N

ji
ji

in
j

p
iji

p
jii

pin
i dUrdFrdFrdF

1 1,

,               (2.103) 

bu ýerde ij

N

ji
ji

in UU
1,

 ulgamy  içki potensial energiýasy. 

     Ulgamy  U potensial energiýasyny onu  da ky meýdandaky 
potensial energiýasy bilen içki potensial energiyasyny  jemi ýaly 
kesgitleýärler: 

ine UUU                                                   (2.104) 
(2.98) we (2.100) güman etmekligi  çäklerinde ulgamy  potensial 
energiýasy 

N

i

N

ji
ji

jiiji
e

i rrUtrUU
1 1,2

1, .                                      (2.105) 

     Ulgamy  doly mehaniki energiýasy E ulgamy  kinetik we 
potensial energiýalary  jemi hökmünde kesgitlenýär. 

E=T+U                      (2.106) 
(2.92) kanunyna esaslanyp we (2.97), (2.99), (2.103), (2.106) 
de lemeleri peýdalanyp, alarys 

N

i
i

d
i

e

rdFdt
t

UdE
1

                                           (2.107) 

bu ýerde de
i

din
i

d
i FFF ,, - i-nji nokada täsir edýän içki we da ky 

dissipatiw güýçleri  jemi. (2.107)-ni  sag we çep tarapyny dt-e 
bölüp, ulgamy  energiýasyny  doly önümini  da ky meýdandaky 
potensial energiýany  wagta görä hususy önümi bilen ulgamy  
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                   0vvrmvM                          (2.12) 
onu  üçin alynan üç birinji integrallary  ikisi erkindir. 

 Merkezi güýjü  täsirinden nokady  hemi e tekiz traýektoriýa 
boýunça hereket edýändigi  

                   00 rvrmrM                               (2.13) 
ikinji integraldan görünýär.   
. Traýektoriýany  tekizligi güýç merkezinden geçýär we nokady  
impulsyny  hemi elik momentine perpendikulýardyr. Bu tekizligi  
ýagdaýy ba langyç ertler bilen kesgitlenýär, ýagny 

00 vrmM o  
(2.7) de lemäni sektor tizligini  üsti bilen a ladaly . Onda alarys 

2m L     
Bu ýerden 0zz MM  de ligi  

                     0zz                                 (2.14)  
görnü de ýazyp boljakdygy gelip çykýar. Nokady  radius-
wektoryny  ugrukmasy Oz oka perpendikulýar tekizlikde islendik 
de  wagt aralygynda de  meýdany çyzýar(15-nji surat). onu  üçin 
(2.14) integrala meýdanlary  integraly diýilýär.  

             
 14-nji surat 
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 15-nji surat 

 
§6.  Material nokady  energiýasyny  üýtgemek we saklanmak 

kanunlary 
 
Hereketi  (1.39) de lemesini  iki tarapyny nokady  (dr) orun 

üÿtgemesine skalÿar k peldip alarys: 
,rdFrdvm  

de ligi  sag tarapy ( rdF ) F güÿjü   dA elementar (ÿ nekeÿ) i i. 
De ligi ep tarapy kinetik  energiÿadan alnan differensiala de : 

,dTdvmvvdvmrd
dt
vdm                                               

bu ýerde 
2

2mvT - nokady  kinetik energiýasy. Nokady  kinetik 

energiýasyny  differensialy nokada täsir edýän güýjü  elementar 
ine de : 

                        dAdT                                   (2.15) 
(2.15) – de leme nokady  kinetik energiÿasyny  üÿtgeme kanuny. 
(2.15) de ligi dt-he bolup alarys: 
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     Ulgamy  i-nji nokadyna täsir edýän hemme da ky we içki 
güýçleri  jemi degi lilikde 

de
i

ge
i

pe
i

e
i FFFF ,,, ,        din

i
pin

i
in

i FFF ,,                     (2.95) 
diýip guman edip kinetik energiýany  üýtgemegine seredeli . 
Giroskopik güýjü  i  etmeýänligi üçin, ýagny, 

0,
i

ge
i rdF                                                         (2.96) 

taparys. 
N

i

N

i
i

de
ii

pe
i

e rdFrdFdA
1 1

,,  

N

i

N

i
i

din
ii

pin
i

in rdFrdFdA
1 1

,,                                            (2.97) 

Potensial güýçleri  (2.16) erti kanagatlandyrýandygy üçin 
e

ii
pe UiF , ,  CrdFU i

pe
i

e
i

,  
( ),....,2,1( Ni                          (2.98) 

bu ýerde trU e
i  i-nji nokady  da ky potensial meýdandaky 

potensial energiýasy. (2.98)-i peýdalanyp da ky potensial güýçleri  
i üçin a latmany alarys(2.30-a seret). 

N

i

e
e

i
pe

i dt
t

UdUrdF
1

, ,                             (2.99) 

bu ýerde 
N

i

e
i

e UU
1

- ulgamy  da ky meýdandaky potensial 

energiýasy. 
     Islendik jübüt nokatlar ulgamy üçin özara täsir potensial 
energiýasy  

jiijij rrUU                                                       (2.100) 
funksiýa bilen berlen bolsun. Onda nokatlary  özara täsir potensial 
güýçleri üçin taparys 

iji
p

ji UF ,  iji
p

ij UF                                         (2.101) 
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§11. Ulgamy  energiýasynyñ  üýtgemek  we  saklanmak  
kanunlary. 

   
(1.36) deñlemäni elementar ird orun üýtgemä skalýar köpeldeli  we 
güýçleri  içki we da ky güýçlere bölünýändigini göz önüne tutaly . 

eýlelikde, i-nji nokady  kinetik energiýasyny  üýtgeme 
latmasyny alarys.  

i
e

i
in

i dAdAdT ,                                                (2.91) 

Bu ýerde Ti - ulgamy  i-nji nokadyny  kinetik energiýasy  
in
idA   we  

e
idA   i-nji nokady elementar süý ürmede da ky 

e
iF  we içki 

in
iF  güýçleri  i leri. (2.91)-I hemme nokatlar boýunça jemläp 

taparys 
dT=dAin+dAe                                                      (2.92) 

Bu ýerde 
N

i
iTT

1
-ulgamy  kinetik energiýasy, indA =

N

i
i

in
i rdF

1
-

hemme içki güýçleri  elementar i i, 
N

i
i

e
i

e rdFdA
1

-hemme da ky 

güýçleri  elementar i i. 
eýlelikde, ulgamy  kinetik energiýasyny  differensialy ulgamy  

nokatlaryna täsir edýän hemme içki we da ky güýçleri  elementar 
ine de dir. Kinetik energiýany  üýtgemegi da ky hemde içki 

güýçlere baglydyr. Mu a göz ýetirmek üçin içki güýçleri  i ini  
N

ij
ji

jiji

N

ij
ji

jijiji
in rdrdFrdFrdFdA

1, 1,

)(                             (2.93) 

görnü de a ladaly .Birme ze  güýjü  täsirinden dürli nokatlary  
ornuny üýtgetmesi umuman dürli bolar, ýagny, ji rdrd  . Onda  

0indA                                               (2.94) 
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dt
dA

dt
dT     

Nokady  kinetik energiÿasyny  wagta g rä nümi nokada täsir  
edÿän güÿjü  kuwwatyna de dir: 

                            
dt
dAT                                       (2.16)  

(2.14), (2.15), de lemelere material nokady  kinetik energiÿasyny  
üÿtgeme kanuny diÿilÿär. Umuman kinetik energiÿany  gutarnykly 
üÿtgemegini hasaplamak ü in hereketi  de lemesini zgüdini 
bilmeli. Emma k p hilli güÿ ler ü in hereketi  de lemesini  

zgüdini  bilmezden kinetik energiÿany  üÿtgemegini tapyp  bolÿar. 
eÿle güÿ lere potensial güÿ ler mysal bolup biler. 

Di e koordinata bagly bolan we  

              rot F r =0                                 (2.17) 

erti kanagatlandyrÿan güÿ lere potensial güÿ ler diÿilÿär.Potensial 
güÿji  

                     )(rUgradF                            (2.18) 
rnü de a latmak bolar. Bu ýerde U nokady  ÿagdaÿyna  bagly 

bolan skalÿar funksiÿa. Potensial güýjü  elementar i i doly 
differensial bolar: 

               dUrUddA                                 (2.19)                                          
Bu ýerden nokady  0r  ýagdaýdan 1r  ýagdaýa ornuny gutarnykly 

üýtgedenindäki i i  

           
1

0

)()( 10

r

r

rUrUdUA                                               (2.20) 

kesgitli integrala de digi gelip çykýar. eýlelikde, potensial güýjü  i i 
material nokady  ba langyç we so ky ýagdaýlaryndaky U 
funksiýany  bahalaryny  tapawudyna de dir. Skalÿar funksiÿa bolan 
U – a nokady  potensial energiÿasy diÿilýär. Ol energiÿa nokady   
potensial güÿ  meÿdanynda ÿerle en ÿagdaÿyna  baglydyr. (2.18) we 
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(2.19)-dan potensial energiýany kesgitsiz integraly  kömegi bilen 
berlen potensial güýç arkaly tapyp boljakdygy görünýär: 
                  CrdFU                                                          (2.21) 
Bu ýerde C-potensial energiýany  nol derejesini kesgitleýän 
hemi elik. 

Mysallara ýüzleneli . Göý güýç gozganmaýan tekizlige 
perpendikulýar we tekizlik bilen aralygy  funksiýasy bolsun. Beýle 
güýç (2.16) erti kanagatlandyrÿanlygy üçin potensial güýçlere 
degi lidir. Eger 0z oky tekizlige perpendikulýar güýje ugurda  
ugrukdyrsak, onda taparys.(Oxy koordinat tekizligini zarýadlanan 
tekizlik bilen gabat getirip) taparys: 
 .,, CdzzFUdzzFrdFnzFF z                           (2.22) 

.(Oxy koordinat tekizligini zarýadlanan tekizlik bilen gabat 
getirip) taparys: 

güýjenmesi ululygy boýunça hemi elik we tekizlige 
perpendikulýar ugrukdyrylan birme ze  zarýadlandyrylan tükeniksiz 
tekizlik üçin (2.21)-i  ilkinji iki de ligini 

dzedAneF z ,                                     (2.22) 
görnü de a ladyp bolar. Zarýady  potensial energiýasy we 

elektrostatik meýdany  güýjüni  i i üçin taparys 
1

0

., 01

z

z

zzedUACzeU                             (2.23) 

Bu ýerden nokady 0zz tekizlikden 1zz tekizlige süý ürýän 
güýjü  i ini  traýektoriýany  görnü ine bagly däldigi görünýär.  

Göý güýç gozganmaýan zarýadlanan gönä perpendikulýar we 
göni bilen aralygy  funksiýasy bolsun. Beýle güýç hem (2.16) erti 
kanagatlandyrÿanlygy üçin potensial güýçlere degi lidir. Eger 0z oky 
meýdany  simmetriýa oky bilen gabat getirsek, onda silindrik 
koordinatalarda  

,nFF              ,dFdA        
(2.24) 
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köpeltmek hasylyny  jemini  saklanýandygy (2.89)-dan gelip 
çykýar(20-nji surat). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ýapyk ulgam üçin hemme güýçler    0e
iF ,  eýlelikde  

 0
1

N

i

e
ii

e FrL ,  

  ýagny            0
1

MVrmM
N

i
iii                         (2.90) 

Kinetik momenti  saklanma kanuny ýerine ýetýär. eýlelikde, ýapyk 
ulgamy  momenti içki güýçleri  täsirinden üýtgäp bilmeýär. 
     Eger da ky güýçleri  momentlerini  jemi ulgamy  nokatlaryny  

koordinatasyna we tizligine bagly bolsa, ýapyk däl ulgamy  içki 
güýçleri umuman impulsy  momentini  üýtgemegine täsir edýär. 

 
 

 
x 

z 

y 
0 

1 
2 

0t
tt0

 
0t

 

tt0

20-nji surat. Iki nokady  radius-wektorlaryny  çyzýan 
tekizliklerini  ugrukmalary 
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0
1 1,1

N

i

N

ji
ji

ijjjii

N

ij
j

jii FrFrFr                                        (2.85) 

So ky jemimizi  her bir agzasy (1.37)-ä laýyklykda islendik 
hasaplama ulgamynda nola de dir(13-nji surata seret), ýagny 

0jijiijjjii FrrFrFr                                           (2.86) 

sebäbi jiF wektor jiji rrr wektora collinear. 
2.86-ny we 2.85-i hasaba alyp 2.84-den ulgamy  kinetiki momentini  
wagta görä önümini  ulgamy  nokatlaryna täsir etýän da ky 
güýçleri  momentlerini  jemine de digini taparys 

eLM                                                             (2.87) 
Bu ýerde  

N

i

e
i

e LL
1

 

(2.87) de lemä ulgamy  kinetiki momentini  üýtgemek kanuny 
diýilýär. Eger wagty  islendik pursatynda(momentinde) da ky  
güÿçleri  momentleriini  jemini  käbir dyn lykdaky oka ugrukmasy 
nola de  bolsa, onda ulgamy  impulsyny  momentini ol oka  bolan 
ugrukmasy  saklanÿandyr. Mysal ü in, eger 

              
n

i
z

e
ii

e
z FrL

1
0  

Onda,              
N

i
zziiiz MVrmM

1
0                                (2.88) 

Sektor tizligini  kesgitlemesini (1.14) hasaba alyp (2.88) integraly 
meýdany  integraly görnü inde a ladyp bolar. 

0
1

2 z

N

i
izi Mm                                                   (2.89) 

Nokatlary  radius-wektorlaryny  Oxy tekizlige ugrukmasyny  
islendik de  wagtdaky çyzýan meýdanlaryny  nokady  massasyna 
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.CdFU       
1

0

dFA  

e zarýada beýle meýdan tarapyndan täsir edýän güýç  
                                         

           neF 2   [5]                                               (2.25) 

Bu ýerde - uzynlyk birligine dü ýän zarýad. 25-njini 24-njide 
ýerine goýup alarys 

dedA 2 , ,ln2 CeU .ln2
0

1eA                    (2.26) 

Goý bize merkezi güýç berlen bolsun. Bu güýç güýjü  
merkezinden nokada çenli aralygy  funksiýasydyr. Koordinatalar 
ba langyjyny güýjü  merkezi bilen gabat getirip güýji 

                    .rnrFF                                                     (2.27) 
görnü de ýazarys. Onda bizi gyzyklandyrýan ululyklar indiki 
formulalar bilen kesgitlener: 

 
1

0

.,,
r

r

drrFACdrrFUdrrFdA                           (2.28) 

Eger rn
r
eeF 2

21  bolsa, onda  

.11,,
10

212
21

2
21

rr
eeAC

r
eeUdr

r
eedA                            (2.29) 

Bu mysalda merkezi gozganmaýan zarýad bilen gabat gelýän sferalar 
de  potensially üstlerdir. 
         Hemme seredilen ýagdaýlarda güýç stasionardy, ýagny anyk 
wagta bagly däldi. Beýle diýildigi nokady  belli bir ýagdaýynda 
onu  potensial energiýasy wagty  geçmegi bilen üýtgemeýär 

diýildigidir, ýagny hususy önüm .0
t

U Eger nokat ornunyny 

üýtgetse onda onu  potensial energiýasy hem üýtgär. Ol üýtgeme  
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dt
rdU

dt
rdU  

doly önüm bilen häsiýetlendirilýär.Bu ýerde r  material nokady  
radius-wektory. 
         Nokady  ýagdaýyna we wagta anyk bagly güýç hem (2.16) 
potensiallyk erti kanagatlandyryp biler. Bu ýagdaýda güýje stasionar 
däl potensial güýç diýilýär. Potensial energiýa berlen güýçde (2.20) 
integral bilen kesgitlenýär. Eger U r -e we t-he anyk bagly bolsa, 
onda 

                 dt
dt
UrUddU                                (2.30) 

we, eýlelikde,  

          dt
t

UdUrUddA                          (2.31) 

Bu ýagdaýda (2.19) häsiýet ýerine ýetmeýär, onu  üçin gutarnykly 
ýolda ýerine ýetirilen i i kesgitlemek üçin nokady  hereketini  
kanunyny bilmeli, ýagny, tr  funksiýany. 
         Mysal hökmünde güýjenmesi tE cos0 bolan üýtgeýän elektrik 
meýdanyndaky e zarýada seredeli . Bu meýdan tarapyndan e zarýada 
täsir edýän güýç 

.cos0 teEF  
        0x oky 0E wektory  ugry boýunça ugrukdyryp (2.20)-ä görä 
alarys: 

             CtxeEU cos0                           (2.32) 
eýlelikde, bu mysalda potensial energiýany  wagta görä doly we 

hususy önümi noldan tapawutly.  
Giroskopik güÿ  diÿip nokady  tizligine çyzykly bagly bolan 

we hemi e tizligi  ugruna  perpendikulÿar bolan güÿje  aÿdylÿar. 
Giroskopik güÿ leri  i leri hemi e nola de dir. 
Giroskopik güÿje magnit meÿdanynda hereket edÿän zarÿada 

täsir edÿän Lorens güÿji mysal bolup biler. 
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,11
2 2

1

2

1 t
m
mt

m
m

m
txm                               (12) 

,
2
1

211211 tmmmtmmm
m

txm                       (13) 

     Da ky güýçleri  ýok wagtynda massa merkezini  tizligini   
hemi elik bolup ony içki güýçleri  üýtgedip bilmeýändigi 9-njy we 
12-nji formulalardan görünýär. Emma eger da ky birhilli däl güýçler 
noldan tapawutly bolsa , onda içki güýçleri  massa merkezini  
hereketine täsir etjekdigi 10-njy we 13-nji formulalardan görünýär. 

 
§10. Ulgamy   impulsyny  momentini  üýtgemek  we  

saklanmak  kanunlary. 
 
(1.36) deñlemäniñ iki tarapyny hem  epden  r  radius wektora 
wektor köpeldip we (2.73)-I hasaba alyp i-nji nokady  impulsyny  
momentini  üýtgemegini kesgitleýän   

in
i

e
ii LLM                                                        (2.83) 

de lemäni alarys. Bu ýerde i
inL =

in
ii Fr

- i-nji nokada täsir edýän içki 

güýjü  momenti, e
iL = e

ii Fr -i-nji nokada täsir edýän da ky güýjü  
momenti 
2-83-i hemme nokatlar boýun a jemläp, taparys 

N

i

in
i

N

i

e
i LLM

11
,                                                  (2.84) 

   Bu ýerde   
N

i
iMM

1
-  ulgamy  kinetiki momenti . Nýutony  3-

nji kanunyny hasaba alyp içki güýçleri  momentini hemme özara 
täsir edi ýän jübüt nokatlary  güýçlerini  momentlerini  jemi 
görnü inde ýazaly . 
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Bu ýerde tktk AAt 11
211      tktk BBt 22

212 , 1A we 2A , 

1B we 2B - ba langyç ertler bilen kesgitlenýän erkin hemi elikler. 8-
njini göz ö ünde tutup 1-nji de lemeden özara täsir edi meýän 
nokatlary  massa merkezini  tizlenmesini  ugrukmasyny wagty  
funksiýasy ýaly taparys 

,21 tt
m

txm                                                   (9) 

Massa merkezini  kesgitlemesinden we 8-nji çözgütden alarys 

,1
2211 tmtm

m
txm                                               (10) 

7-njini  ikinji de lemesini  iki tarapyny hem 
2

1

k
k  gatna yga köpeldip 

we alnan köpeltmek hasylyny 7-njini  birinjisine bir gezek go up, bir 
gezek aýryp  

21kk ,  21kk                                                   (11) 

de lemä geleris. Bu ýerde 2
2

1
1 x

k
kx ,  2

2

1
1 x

k
kx  

11-nji ulgamy  çözgüdi 
tkktkk CCt 2121

21  
tkkat 21cos  

Bu ýerden 21 , xx we , ululyklary  arasyndaky gatna yklary 
peýdalanmak bilen taparys 

,
2
1

1 tttx      ,
2 1

2
2 tt

k
ktx  

Bu çözgüt özara täsir edi ýän nokatlary  massa merkezini  
tizlenmesini  we massa merkezini  Ox oka ugrukmalaryny 
kesgitlemäge mümkinçilik berýär. 
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                Hv
c
eFg ;                                                       (2.33) 

Bu ÿerde e-zarÿady  mukdary, v –zarÿadlanan b lejigi  tizligi, H –
magnit meÿdanyny  güÿjenmesi, c – ÿagtylygy  tizligi.Bu güÿjü  
kuwwaty hem hemi e nula de dir. 

                     0;; vHv
c
e

dt
rdHv

C
e

dt
dA                             (2.34) 

        Dissipatiw güÿ  diÿip jisimi  sreda g rä tizligine hemi e 
gar ylykly ugrukdyrylan güÿje diÿilÿär. Ol güÿ  jisime saklaÿjy güÿ  
bilen täsir edÿär: 
                           vkF d                                                          (2.35) 
bu ÿerde k –položitel skalÿar ululyk. Ol jisimi  ÿagdaÿyna we 
tizligine bagly. Bu güýjü  dekart koordinata oklaryna ugrukmalary 

zkF
ykF

xkF

z

y

d
x

00
00

00

   

görnü e eýedir. Dissipatiw güýç tizligi  koordinat oklaryna 

ugrukmalaryny  koeffisiýentlerini  diagonal matrisasy  
k

k
k

00
00
00

 

bilen berilýär. 
Dissipatiw güÿjü  kuwwaty otrisatel alamata eÿedir: 

                    ,02kv
dt
dA                                                         (2.36) 

Material nokada güÿ leri  ü  g rnü i hem täsir edÿär diÿeli : 
                   dg FFUF                                                 (2.37) 
Onda güÿjü  kuwwaty üçin (2.31) we(2.34)-i hasaba alyp alarys 

               vF
t

UU
dt
dA d                                                 (2.38) 
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Nokady  doly mehaniki energiÿasyna (E) kinetik we potensial 

energiÿalary  jemi h kmünde garap: 

                      E=T+U                                                             (2.39) 
we (2.15)-i g z – ünde tutup potensial, giroskopik we dissapotiw 
güÿçleri  bar wagtyndaky nokady  doly energiÿasyny  üÿtgemek 
kanunyny taparys: 

                     .vF
t
UE d                                                       (2.40) 

eýlelikde, nokady  doly energiÿasyny  üÿtgemegi potensial 
güÿçleri  wagta anyk baglylygy bilen hem–de dissipatiw güÿ leri  
barlygy bilen ertlenendir , Giroskopik güÿ ler energiÿany 
üÿtgetmeÿär. 

Meselem, üýtgeýän elektrik meýdanyndaky zarýady  doly 
energiýasyny  üýtgemegi( teEF cos0 ,  

txeEECtxeEU sin)cos 00 de lemä boýun egýär. 
Eger nokada agyrlyk güýji m g  we gar ylygy  dissipatiw güýji 

-k v  täsir edýän bolsa, ýagny, vkgmF , onda nokady  potensial 
energiýasy CmgzU (0z ok agyrlyk güýjüne gar ylykly 

ugrukdyrylan) de . Energiýany  üýtgemegi bolsa kkvE (,2 >0) 
eýlelikde, nokady  doly energiýasy kemelýär. Elbetde, bu kemelme 

energiýany  ýok bolmagyny a latmaýar. Energiýany  ýylylyga 
öwrülmesini (2.40) de leme görkezmeýär. 
     Eger nokada täsir edýän güýçleri  arasynda dissipatiw güýçler 
ýok bolsa, potensial güýçler stasionar bolsalar, onda nokady  doly 

energiýasy saklanar, ýagny, eger 0dF  we    0
t

U , onda 

              0

2

)(
2

ErUmE                                  (2.41) 
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impulsy  üýtgemegine we ulgamy  massa merkezini  tizlenmesine 
täsir edýär. 
Mysal: 1m we 2m massaly iki nokat   rF e   güýç meýdanynda 
hereket edýär(bu ýerde r,0 - nokady  ba langyjy güýç 
merkezinde ýerle en hasaplama ulgamyna görä radius-wektory). 
Ulgamy  massa merkezini  ýagdaýyny iki ýagdaý üçin(1. nokatlary  
özara täsirini hasaba alman; 2. Içki güýçleri çeki me güýçleri 
hasaplap) wagty  funksiýasy ýaly tapmaly. 
     Iki ýagdaýda- massa merkezini  hereketi (2.76) de leme bilen 
kesgitlenýär 

2121 rrFFrm ee
m ,                                               (1) 

Bu ýerde 21 mmm . Emma nokatlary  hereketlerini  de lemeleri 
dürli bolar. 1-nji ýagdaý üçin  

111 rrm ,   222 rrm                                                     (2) 
2-nji ýagdaý üçin 

12111 rFrm , 21222 rFrm                                          (3) 
bu ýerde   

122121 FrrF  
2 we 3-nji ulgamlary integrirlemäge amatly görnü e getireli  

       1
2

11 rkr , 2
2

22 rkr                                                 (4) 

2
2

11 rkr      1
2

22 rkr                                                    (5) 

Bu ýerde 
1

2
1 m

k ,   
2

2
2 m

k . Nokatlary  Ox ugur boýunça 

hereketlerini häsiýetlendirýän de lemeler ulgamy 

1
2

11 xkx      2
2

22 xkx                                                     (6) 

2
2

11 xkx     1
2

22 xkx                                                    (7) 
6-njy ulgamy  çözgüdi 

tx 11 ,   tx 22                                                    (8) 
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0
1

PVmP
N

i
ii                                                    (2.81) 

ýa-da 

0
1

1
m

N

i
iim VVm

m
V , 

 ýagny ýapyk ulgamy  impulsyny  saklanmak kanuny ýerine 
ýetýär.      

     Ýapyk ulgamy  massa merkezi gönüçyzykly we de ölçegli 
hereket edýär, onu  içki güýçleri massa merkezini  tizligini(ýa-da 
ulgamy  impulsyny) üýtgedip bilmeýär. Gün ulgamyny kesgitli 
takyklyk bilen ýapyk ulgam diýip hasap edip bolar. Onu  jisimlerini  
tizlenmeli hereket edýändigine garamazdan, olary  arasyndaky özara 
täsir güýji ulgamy  massa merkezini  gönüçyzykly we de ölçegli 
hereketine täsir etmeýär. 
Mysal: E  güýjenmeli birhilli, hemi elik elektrik meýdanynda 1m , 2m  
massaly we 1e ,  2e  zarýadly iki nokat hereket edýär. Eger ba langyç 

0mr  we 0mV   bahalar belli bolsa ulgamy  massa merkezini  
ýagdaýyny wagty  funksiýasy ýaly tapmaly. 
     Ox oky E  wektory  ugry boýunça ugrukdyryp we içki 
elektrostatik özara täsir güýji (1.37) kanuna boýun egýär diýip 
hasaplap (2.78)-i  dekart koordinatalar okuna ugrukmalaryny 

EeEexm m 21 , 0my ,  0mz  
 görnü inde ýazarys. Bu ulgamy integrirläp, taparys 

00

2

21

21

2 mmm xtxtE
mm
eex  

00 mmm ytyy ,  momm ztzz 0  
Iki zarýady  massa merkezi 21 mm massaly we 21 ee zarýadly 
nokady  hereketi ýaly hereket edýär. 
Eger da ky güýçleri  jemi ulgamy  nokatlaryny  koordinatasyna we 
tizligine bagly bolsa, ýapyk däl ulgamy  içki güýçleri umuman 
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(2.41) de lemä  nokady  doly energiÿasyny  saklanmak kanuny 
diÿilÿär. eÿle hem o a hereketi  1–nji integraly ya–da energiÿany  
integraly diÿilÿär.Energiÿany  integraly de lemäni zgüdini 

zlemän hereketi  tizligini nokady  yägdaýyny  funksiÿasy 
kmünde tapmaga mümkin ilik berÿar. 

       Meselem, gi lik ossilÿatoryny  potensial energiÿasy 
2

2
rU  

 
Dissapotiw güÿ leri  ÿoklugy, eÿle hem U potensial enegriÿany  
wagta anyk bagly däldigi ü in ossilÿatory  doly energiÿasy saklanar: 

2
0

2
02

2

2222
rmrmv  

bu ÿerden tizligi güýjü  merkezine çenli aralygy  funksiýasy ýaly 

taparys: )( 2
0

2
0 rr

m
vv  

       Hemi elik magnit meýdanynda hereket edýän zarýada giroskopik 
güýç täsir edýär. Bu ýagdaýda (2.41) kanun zarýady  tizligini  
absolýut ululygyny  saklanýandygyny görkezýän  

,
22

2
0

2 mmTE  integrala getirýär. 

       Hemi elik, birhilli özara perpendikulýar elektrik we magnit 
meýdanlarynda hereket edýän zarýada eE  potensial  güýç  we  HF  
giroskopik güýç täsir edýär. 0x oky  wektory  ugry boýunça 
ugrukdyryp potensial energiýany   

CeExU   
latmasyny taparys. Bu ýerden energiýany   

,
22 0

2
0

2

eExmeExm  

 integralyny alarys. Bu ýerde giroskopik güýç traýektoriýany egreldip 
zarýady  0x ugur boýunça hereketini çäklendirýär. Kinetik 
energiýada kesgitli çäklerde üýtgeýär. 
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Güýjü  wirialy baradaky   Klauziusy  teoremasy. 
    Eger nokady  hereketi gi ligi  çäklendirilen oblastynda moduly 
boýunça çäklendirilen tizlik bilen bolup geçýän bolsa, onda bu 
hereket üçin Klauziusy  teoremasy bar. Ol teorema görä nokady  
wagty  tükeniksiz interwalyna ortala dyrylan kinetik energiýasy ol 
interwala ortala dyrylan güýjü  wirialyna de dir. 

                            FrT
2
1                                                 (2.42) 

F güýjü  wirialy diýip 

rF
2
1    

 funksiýa aydylýar. 
     Potensial F güýç üçin (2.17) laýyklykda (2.42)-ni ýazarys 

                   UrT
2
1                                                           (2.43)  

    Eger potensial energiýa nokady  koordinatasyna görä  derejeli 
birhilli funksiýa bolsa, onda nokady  potensial energiýasy bilen 
kinetik energiýasyny  orta bahasyny  arasynda (2.43)-den 

UT
2

 

görnü däki wajyp gatna yk gelip çykýar[4]. Çyzykly garmoniki 
ossilýator  üçin  (U ~ 2,2r )            UT ,  Nýutony  dartylma 
meýdanynda hereket edýän nokat üçin 

( U~ 1,1
r

)                                             
2
UT  
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,
111

e
i

N

iji
N
j

N

i
FFF                                          (2.74)  

Her bir jübüt nokatlara Nýutony  üçünji kanunyny ulanyp, taparys 
0inF                                                            (2.75) 

eýlelikde 2.72-nji formulany  göz  öñünde tutup alarys  
e

m Fwm                                                           (2.76) 

Bu ýerde e
i

N

i
e FF

1
-ulgamy  nokatlaryna täsir edýän hemme 

da ky güýçleri  jemi. 2.76-njy de leme 2.69-njyny  esasynda 
impulsy  üýtgeme kanunyna getirýär 

eFP                                                            (2.77) 
(2.78) de lemäni  esasynda(bir material nokady  mysalyna 
me ze likde) a akdaky kesgitlemäni tassyklamak bolar: eger wagty  
islendik pursatynda(momentinde) da ky  güÿçleri  jemini  käbir 
dyn lykdaky oka ugrukmasy nula de  bolsa, onda ulgamy  
impulsyny  ýa-da ulgamy  massa merkezini  tizligini ol oka  
bolan ugrukmasy  saklanÿandyr. Mysal ü in, eger 

N

i

e
iz

e
z FF

1
0 bolsa onda 

N

i
ziiz PzmP

1
0                     (2.78) 

ýa-da  
N

i
miim zzm

m
z

1
0

1  

eýlelikde, ulgamy  massa merkezi 0z oky boýunça de ölçegli 
hereket edýär 

00 mmm ztzz                                                       (2.79) 
 

Ýapyk sistema ü in impulsyñ saklanmak kanuny a akdaky ýaly 
bolar:  

0e
iF (i=1,2,3,….,N) 0P                                          (2.80) 

onu  üçin 
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iii Fwm                                                             (2.71) 
eýlelikde, ulgamy  massasyny  onu  massa merkezini  

tizlenmesine köpeltmek hasyly 2.70-e görä ulgamy  her bir nokadyna 
täsir edýän güýçleri  jemine de dir(19-njy w surat).  

Fwm m                                                          (2.72) 

 Bu ýerde 
N

i
iFF

1
, iF  bolsa i-nji nokada täsir edýän güýç. 

      Ulgamy  nokatlaryna täsir edýän güýçleri  içinde içki we da ky 
güýçler bardyr. Berlen mehaniki ulgamy  nokatlaryny  arasynda 
täsir edýän güýçlere içki güýçler diýilýär. Bu ulgama girmeýän 
jisimler tarapyndan berlen ulgamy  nokatlaryna täsir edýän güýçlere 
da ky güýçler diýilýär. i-nji nokada täsir edýän güýji  

i
ein

i FFF                                                           (2.73) 

Görnü de ýazyp bolar. Bu ýerde ji
N

ij
j

in FF 1 i-nji nokada täsir 

edýän içki güýçleri  jemi, e
iF i-nji nokada täsir edýän da ky 

güýçleri  jemi. 2.73-däki hemme güýçleri go up alarys: 

 
 

19-njy surat. Ulgamy  massa merkezi 
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       §7.  Merkezi-simmetrik meýdandaky hereket. 
  

Täsir yzygy hemi e güÿjü  merkezi diÿilÿän käbir 
gozganmaýan nokatdan ge ÿän güÿje merkezi güÿ  diÿilÿär. 
Merkezi güjü   täsirinden nokat hemi e tekiz traÿektoriÿa boÿun a 
hereket edÿär. Merkezi güÿ , güÿjü  merkezine çenli aralygy  
funksiÿasydyr(2.27).Bu güÿ  potensial güÿ lere degi lidir(2.16).  

m massaly  material nokady  merkezi güÿjü  täsirindäki 
hereketine seredeli . Hasaplaýy  ulgamyny  ba langyjyny güÿjü  
merkezinde ÿerle dirilip we impulsy  momentini  we energiÿany  
saklanmak kanunlaryny peÿdalanyp hereketi  üçüsi baglany yksyz 
bolan d rt 1–nji integralyny alarys (2.10) we (2.41): 

   0];[ MVrm       0

2

)(
2

ErUmv                                          (2.44)  

Berlen meselede 1- nji integrallar bilen bir hatarda ü  erkin 2 – nji 
integrallary tapyp bolar. Olary  biri nokady  hereketini  bolup 
ge ÿän tekizligini  de lemesidir(2.12). Beÿleki iki integrallar (2.44) 
de lemeden gelip ykÿar. Oz oky 0M  wektory  ugry boÿun a 
ugrukdyryp we Oxy tikizlikde polÿar koordinatalar  we -ni 
girizip alarys.  

 ,0
2 Mmr   0

222 )()(
2

ErUrrm                   (2.45) 

Meýdany  integralyny  kömegi bilen energiÿany  integralyndan -
ni ÿoklap üýtgeýan ululyklar bolan r we t-ni aýralamaga mümkinçilik 
berýän  

          ][2
0

2
effUE

m
r                                                       (2.46)  

de lemäni alarys.Bu ÿerde 

               2
0

2

2mr
MrUU eff                                                      (2.47)   

nokady  effektiw potensial energiýasy. (2.46) de leme Ueff den bolan 
potensial energiÿaly nokady  g nü yzykly hereketini  de lemesine 
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ekwiwalent de lemedir. (2.46) de lemedäki üýtgeýän ululyklary 
aýralap ýene bir ikinji integraly alarys. 

                    effUE
m

r 0
2 , C

UE
m

drt

eff ][2
0

                                  

(2.48) 
Momenti  integraly so ky ikinji integraly tapmaga mümkinçilik 
berýär. 

            C
tr

dt
m

M
2

0                                                   (2.49) 

(2.48) hasaba alyp 
 alarys   

    .
][2

0

2
0

C
UE

m

dr
mr
M

eff

                                                (2.50) 

(2.48) we (2.50) integrallary  ö ündäki alamatlar ba langyç ertler 
bilen kesgitlenýär. Mysal üçin (2.48) integraly  alamaty r -i  wagty  
ba langyç pursatyndaky alamaty bilen kesgitlenýär.  
     eýlelikde, (2.12), (2.48) we (2.49) ikinji integrallar goýlan 
meseläni  umumy çözgüdini kesgitleýarler. Bu çözgüt alty 
hemi elikleri ( 000000 ,,,,, rMMME zyx ) özünde saklaýar.  
    Alnan umumy çözgüt güýç merkezine çenli aralyga bagly bolan 
islendik merkezi güýç üçin adalatlydyr. eýle güýçleri  meýdanynda 
nokady  hereketi güýç merkezinden geçýän, gozganmaýan tekizlikde 
bolup geçýär. Nokady  radius-wektory de  wagt aralygynda de  
meýdany çyzýar,  burçy wagta görä hemi e monoton üýtgeýär, 
nokady  traýektoriýasy apside görä simmetrikdir. 
     So ky tassyklama görä wagty  ba langyç pursatynda öwrülme 
nokadynda ýerle en  material nokat, bir ýagdaýda, ba langyç 0  
tizlik bilen, ba ga bir ýagdaýda - 0 tizlik bilen simmetrik egriler 
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m

Wm
W

dt
rd

N

i
iii

1                                                    (2.66) 

i-nokadyñ hereketi netijesinde massa merkeziniñ eýe bolýan tizligi 

we tizlenmesi degi lilikde  i
i V

m
m   we   i

i W
m
m  - e deñdir. eýlelikde 

massa merkeziniñ i-nji nokadyñ hereketi netijesinde alýan tizligi we 
tizlenmesi i-nji nokadyñ tizligine we tizlenmesine degi lilikde 

paralleldirler we olarda
im

m  esse ki idir(19-njy a we b suratlar).  

Mehaniki ulgamy  impulsy  P   diýip ulgamy  nokatlarynyñ 
impulslaryny  jemine aýdylýar.  

N

i
iPP

1
                                                       (2.67) 

Bu ýerde  iP - i-nji  nokadyñ impulsy . 
2.67-nji formula görä  ulgamy  impulsy, ulgamy   ähli massasynyñ 
massa  merkeziniñ  tizligine  köpeldilmegine  deñdir. 

mVmP                                                           (2.68) 
2.68-nji formula görá ulgamy  impulsyny  wagta görá önümi 
ulgamy  massasyny  massa merkezini  tizlenmesine köpeldilmegine 
de dir. 

mWmP                                                            (2.69) 
     Massa merkezini  hereketini  de lemesini material nokatlary  
hereketini  de lemesini  [1.36] kömegi bilen alyp bolar. 
2.66-njy formuladan  alarys: 

N

i
iim WmWm

1
                                                     (2.70) 

Nýutonyñ ikinji kanunyna görä käbir nokadyñ massasyny onuñ 
tizlenmesine köpeltmek hasyly ol nokada täsir edýän güýje deñdir, 
ýagny 
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3
2

3
0

22
2 42

2
ma

E
mT                                         (2.63)                             

2.55, 2.62 we 2.63 de lemeler Kepleri  üç kanunyny  matematiki 
latmasydyrlar. Bu üç kanunlarda a akdakylar tassyklanypdyr. 

 1. Her bir planeta haýsy hem bolsa bir fokusynda Gün 
ýerle en ellips boýunça hereket edýär. 
 2. Her bir planetany  sektor tizligi Güne görä hemi elikdir.  
 3. Planetalary  aýlanma periodyny  kwadratyny  orbitasyny  
uly ýarym okuny  kubuna bolan gatna ygy hemi elikdir we hemme 
planetalar üçin birme ze dir. 
 
§9.  Massa merkeziniñ hereketi. Ulgamy   impulsyny   üýtgemek  

we  saklanmak  kanunlary. 
 

Massa merkezi ýa-da inersi\ya merkezi diýip giñi likdäki  
ýagdaýy      

  
m

mr
r

N

i
ii

m
1                                                    (2.64) 

radius - wektor  bilen  kesgitlenýän, massasy ulgamy  ähli massasyna 
deñ bolan käbir göz öñüne getirilýän nokada aýdylýar.Bu ýerde im   
we   ir  - ulgamy  i-nji nokadynyñ massasy we radius wektory ; 

N

i
imm

1
 - ulgamy  massasy. N - ulgamy  material nokatlarynyñ 

sany. 1-nji deñlemäniñ ep we sag tarapyny wagta görä differensirläp 
massa merkeziniñ mV  tizligini alarys: 

m

Vm
V

dt
rd

N

i
ii

m
m 1                                                     (2.65) 

2.65-nji deñlemäniñ iki tarapyny hem wagta görä differensirläp 
massa merkeziniñ tizlenmesini alarys  
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boýunça hereket eder.Öwrülme nokatlarynda r nola öwrülýär, 
nokatlary  töwereginde bolsa r alamatyny üýtgedýär, r bilen bilelikde 
bolsa (2.47) we (2.50) –daky integraly  a agyndaky funksiýalary  
alamatyny kesgitleýän  

2
1

0
2

effUE
m

 

latmany  alamaty üýtgeýär. 
     Eger rU funksiýa berlen bolsa, onda (2.48) we (2.49) (ýa-da 
2.50) integrallary hasaplap degi li özara täsir üçin umumy çözgüdi 
alyp bolar. 
     rU eff -i  grafigini gurup hereket edýän nokady  r 
koordinatasyny  üýtgemek ýaýlymyny kesgitläp bolar. (2.46) 
de lemeden r-i  üýtgeme ýaýlymyny kesgitleýän  
                   rUE eff0                                                            (2.51) 

de sizlik we ol ýaýlymy  araçägini kesgitleýän 
                       rUE eff0                                                          (2.52) 
de leme gelip çykýar.  
     Nokady  inersiýa boýunça ba langyjy nokady  traýektoriýasynda 
ýatmaýan koordinatalar ulgamyna görä hereketine seredeli . Bu 
ýagdaýda 

2

2
0

2mr
MU eff   ( 000 ,0 TEM ), r-i  üýtgemek oblasty  

0

0
min 2mT

Mrr  

minrr radiusly töwerege galta ýan islendik göni nokady  
traýektoriýasy bolup biler(16-njy surat). 

     Eger nokat 2

2
rU  potensial meýdanynda hereket edýän bolsa, 

onda  
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2
0

22

22 mr
MrU eff  

     Bu ýagdaýda (2.52) de leme  

2
1

0
2

0
2

02,1
2 1 M

m
EEr   

de lik bilen kesgitlenýän öwrülmäni  iki nokadyny berýär. (2.51) 
de sizlik bolsa 21 rrr  oblasty kesgitleýär(17-nji surat).  

 
§8.  Güýç merkezine çenli aralygy  kwadratyna ters 

proporsional güýjü  täsirindäki hereket. 
 

m   massaly nokady            
r

U                            (2.53) 

görnü li merkezi-simmetrik meýdandaky hereketini öwreneli  (güýç 
merkezi gozganmaýän). Elektrostatik meýdan ýagdaýynda cee , 
grawitasion meýdan ýagdaýynda cmm .  Bu  ýerde   ce -
gozganmaýan zarýad, cm -gozganmaýan massa.  
 18-nji suratdaky Ueff-ni  grafigini öwrenip we (2.51) –i 
hasaba alyp özara çeki mede ( >0), doly energiýa položitel bolanda 
(E0>0) hem, doly energiýa nola de  bolanda hem(E0=0) nokady  
hereketini  çäklendirilmedik oblastda boljakdygyny( minrr , hereket 
infinitno), doly energiýany  otrisatel bahasynda( 00E ) hereketi  
çäklendirilen oblastda( ,min masrrr  ýagny hereket finitno) 
boljakdygyny, ,)( min0 effUE bolanda bolsa nokady  töwerek 
boýunça hereket etjekdigini we ahyrynda itekle mede ( >0) mydama 
r minrr we doly energiýany  položitel boljakdygyny anyklaýarys.  
 Hemme getirilen ýagdaýlarda nokady  
traýektoriýasy(orbitasy) ol bir formula bilen kesgitlenýär. 2.53-nji 
formulany 2.50-de ýerine goýup alarys.  
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     Nokady  elliptik orbita boýunça hereketini  kanunyny 2.48-
nji integraldan alarys. 

00 EE   we   >0  bahalary hasaba alyp, hem-de (2.58)-i 
peýdalanyp 2.48-njini 

2
1220 )2(2

)(
barr

rdr
E
mct       

2.57-njini  kömegi  bilen  b2=a2(1- 2) dygyny bilip  integraly 

2
1222 ))(

)(
ara

rdrmact       

 görnü e getireris. cos1ar   ýerine goýup alarys. 

sin)(
3mact         

 - ni  ulalmagy bilen wagty  ýokarlanmagy bolar ýaly   -
ni  parametrini saýlap alyp we ba langyç ertleri  

)0(0,1 0min0 datrar                                         (2.60) 
diýip kabul edip nokady  elliptik orbitadaky hereketini  kanunyny 
parametrik görnü de ýazarys. 

,cos1ar     
2
Tt ( - sin )                                          (2.61) 

bu ýerde  
3

2 maT   -doly aýlawyny  periody (elliptik orbitada). 

Periody  bahasyny meýdany  integralyny  üsti bilen a sat tapyp 
bolýar. Meýdan integralyny  

,22 0M
dt
dsmm z                                                    (2.62) 

görnü de ýazyp we ellipsi  meýdanyny  ab -ni göz ö ünde tutup 
we 14-nji de lemäni doly perioda görä integrirläp alarys. 

TMabm 02  
Bu ýerden 2.58-i peýdalanyp  alarys.  
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ö ündäki “-” alamatyny dü ürip orbitany  de lemesini  taparys:                       

)cos(1 c
pr                                                   (2.55) 

“+”  alamaty 0 , “-” alamaty  <0  ýagdaýa degi lidir.  
     (2.55) de leme fokusynda koordinatalar ba langyjy ýerle en ikinji 
tertipli egrini  de lemesidir.Bu ýerde p-orbitany  parametri,  - 
orbitany  ekssentrisiteti.   
Eger  >1  bolsa nokady  hereketini  traýektoriýasy giperbola,  =1  
bolsa parabola,  <1  ellips  we  =0  bolsa töwerek bolýar. Berlen  

2/u    potensial meýdanda özara çeki me üçin  ( >0)  eger  
0>E0> mineffu  bolsa nokady  traýektoriýäsy ellipsdir, 00E  bolsa 
giperbola, 00E bolsa  parabola, 0E

mineffU bolsa töwerek 
bolýar. 

Nokady  ellips boýunça hereketini >0  we  0>E0> mineffu  ýagdaýda 
öwreneli . 2.55-den                                                                                                                                                                                                                                                   

11 maxmin
prwepr                                                (2.56) 

Ellipsi  ýarym oklary üçin 

      
11 2

pbwepa                                              (2.57) 

formulalardan we 2.54 formuladan  a  we  b  ululyklary E0 we  M0 
ululyklary  üsti bilen a latmak mümkin. 

   
0

0

2
;

2 Em
M

ba                                                  (2.58) 

bu ýerden ellipsi  uly ýarym okuny  nokady  doly energiýasyna 
baglylygy we onu  momentine bagly däldigi görünýär. Töwerek 
boýunça orbitada ( E0=(Ueff)min  we =0 ) 

   r =0;  r=r0=a=b                                                    (2.59) 
 Töwerek boýunça hereketde di e doly energiýa hemi elik 
bolman, eýsem kinetik we potensial energiýa hem hemi elikdir. 
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2

2
00

0 112

)1(
)(

rrM

em
M
mE

r
d

c  

(bu ýerde  “+”  alamaty  >0   ýagdaýa  degi lidir.  we  tersine   “-”  
alamaty  <0  ýagdaýa). 
 E0  we   M0  hemi elikleri  ýerine položitel hemi elikler  
girizip alarys.  

2
1

2

2

2

2
1

2

2
00

2
0

11

11

)(

)54.2(
2

1;

prp

pr
d

c

ma
ME

m
MP
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16=njy surat. Nokady  inersiýa boýunça hereketi[4]. 

 
17-nji surat. Nokady  potensial meýdandaky hereketi[4] 
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18-nji surat. 
effU -i  grafigi 

Integrirlemegi  netijesinde alarys 

11arccos
r
pc  

Kosinusy   jübütdigini göz ö ünde tutup ( -c) burçu  
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III bap. Iki jisim meselesi we bölejikleri  dargamagyny  
nazaryýeti. 

§12. Iki jisim meselesi 
 

 Iki jisim meselesi diýip, da ky guýçler ýok wagtyndaky, özara 
täsirle ýän iki nokady  hereketini  meselesine dü ünilýär. Bu 
meseläni  çözgüdi asman mehanikasyny  we emeli hemralary  erkin 
hereketini , bölejikleri  çakny magyny  we dargamagyny  
nazaryýetini  esasynda ýatyr. Munu  çözüwini statiki mehanikada 
hem peýdalanýarlar.  

 
Iki jisim meselesi. 

 U özara täsir potensial energiýasy nokatlary  arasyndaky 
aralyga bagly m1 we  m2 massaly iki nokady , da ky güýçler ýok 
wagtyndaky hereketini öwreneli . 
 Nokatlary  hereketini  inersial S hasaplama ulgamyna görä 
de lemeleri (1.35) de leme bolar. 
m1 1r  = 1221 rrF ,      m2 2r  = 1212 rrF ,                            (3.1) 

 
bu ýerde 21F  =- 1U 1221 rrF ,      12F  =- 2U 1221 rrF   
 Da ky güýçleri  ýoklugy sebäpli ulgamy  massa merkezi S 
hasaplama ulgamyna görä gönüçyzykly  de ölçegli hereket edýär. 

eýlelikde, massa merkezini  tizligi we radius-wektory degi lilikde  

0mm VV ,      00 mmm rtVr                                            (3.2) 

bolar. Bu ýerde 2021010
1 VmVm
m

Vm ,   2021010
1 rmrm
m

rm , 

2010 , rr  we 10V , 20V , bolsa degi li nokatlary  ba langyç tizlikleri we 
ýagdaýlary. 
 e bolan hereket edýän Sm massa merkezi ulgamyna görä 
nokatlary  hereketine seredeli (21-nji surat). eýle hereket edýän 
massa merkezi ulgamy diýip ba langyjy mehaniki ulgamy  massa 
merkezinde ýerle en we oklary S hasaplama ulgamyny  oklaryna 
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görä ýagdaýlaryny üýtgetmeýän hasaplama ulgamyna aýdylýar. 
Berlen ýagdaýda Sm hasaplama ulgamy inersial ulgamdyr, sebäbi 
massa merkezi gönüçyzykly de ölçegli hereket edýär. eýlelikde, 
nokady  S  we  Sm –e görä ýagdaýy, tizligi we tizlenmesi  biri biri 
bilen  

imi rrr      imi VVV 0 ,   ii WW                           (3.3) 
görnü däki baglan ykdadyrlar. trihli wektorlar Sm ulgama degi lidir. 
S  ulgamdan  Sm ulgama geçilende hereketi  de lemesini  
inwariantlylygyny göz önünde tutup alarys. 
      m1 1r  = 1221 rrF ,      m2 2r = 1221 rrF ,                   (3.4) 
Massa merkezini (2.64) we Sm  ulgamy  kesgitlemesinden alarys 

m1 1r  + 22rm  =0                                                    (3.5) 

 
21-nji surat. Nokady  massa merkezi ulgamyna görä hereketi. 

onu  üçin nokatlary  göräli ýagdaýlaryny häsiýetlendirýän 
12 rrr radius-wektor 21 rwer wektorlary  üsti bilen a ladylýar. 

2
1

1
2

1212 r
m
mr

m
mrrrr                                           (3.6) 

2r
 we 1r

 radius-vektorlar bolsa  r  vektor bilen 
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27-nji surat.Iki dürli jübüt çakny ýan bölejikleri   nokatlaryny  
traýektoriýasy(a), d jisim burçyna dü ýän  nokatlary  
traýektoriýasy(b) 

 |
1O  

_  

 

m  
_p   

|
2O  

_  
 

mm d  
__ dpp  

 

m 

__2 dpp  

|O  
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r
m
mr 1

2   we   r
m
mr 2

1                                             (3.7) 

gatna yk bilen baglan yklydyr. 
3.5-3.7 de lemeleri  wagta görä differensirläp nokatlary  tizlikleri 
üçin me ze  gatna yklary alarys: 

m1 1V  + 22Vm  =0                                            (3.8) 

2
1

1
2

1212 V
m
mV

m
mVVVV                         (3.9) 

V
m
mV 2

1  ;       V
m
mV 1

2     

bu ýerde .12 VVV  
3.6-njyny 3.4-de ýerine goýup taparys:  

m1 1r = 1
2

21 r
m
mF , m2 2r  = 2

1
12 r

m
mF         (3.10) 

Bu ýerden üýtgeýän ululyk r-e geçip 3.10-njydaky iki de lemäni  
ýerine bir de lemä geleris. 

r  = rF21                                                   (3.11) 

Bu ýerde =
21

21

mm
mm -  getirilen massa.  (3.11) de lemämiz iki 

nokatlar ulgamyny  massa merkezinde ýerle en merkezi güýjü  
meýdanyndaky bir nokady  hereketini  de lemesidir. eýlelikde, iki 
jisim meselesi bu meselä ekwiwalent bolan massaly we r radius-
wektorly göz ö üne getirilýän nokady  gozganmaýan merkezli 
merkezi-simmetrik meýdandaky hereketine syrykdyrylýar.  

 massaly nokada merkezi, stasionat, potensial güýç täsir 
edýänligi üçin impulsy  momentini  we energiýany  Sm ulgama görä 
saklanmagy ýerine ýetýär. 1-nji nokady  impulsyny  momentini we 
kinetik energiýasyny üýtgeýän Vr , ululyklar bilen a ladaly (3.7-ä 
we 3.9-a seret). 
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Vr
m
mmVrmM

2
2

11111     

 2
2

21
2

11
1 22

2

m
mmm

T                      (3.13)  

ikinji nokat üçin me ze likde alarys 

2
2

12
1 2 m

mmT    Vr
m
mmM

2
1

22                                    (3.14) 

Bu ýerden ulgamy  impulsyny  momenti we kinetik energiýasy üçin 
latmany üýtgeýän r we V  ululyklar bilen a ladarys 

            VrMMMM 021 , 

 021 EUTTE
2

2r  + U( r  )             (3.15) 

(3.14)-i (2.44) integrallar bilen de dirip eger (2.12), (2.48),(2.50) 

formulalardaky m-i  bilen Mo –i   1
oM  bilen we Eo-I 

1
oE  bilen 

çal yrsak  

0000 ,, EEMMm                     (3.15) 
 Onda (3.11) de lemäni  umumy çözüwini alarys. ;  

00rM ;  t = hemielik
UE

dr

effo

2/112
        (3.16) 

 = hemielik
UE

dr
r

M

effo

o

2/11

2

1

2
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Bu ýerde mmm dd sin2 . 
 Inersial ulgamda dargamagy  kesigini tapmak üçin 1m   
we 2m  ululyklary bilmeli. 
1-nji dessäni  b lejikleri dargama çenli dynçlykda diýeli . 2-nji 
dessäni  b lejikleri dargama çenli 2v  tizlige eýe diýeli . Onda 

21
m  formuladan 

12m                                                        (3) 

bu ýerde 1  0-dan 
2

-ye çenli çäkde üýtgeýär. 

 3-njini 2-njide goýup alarys 

1
3

1

2

2

2

1 cos
dd                                                (4) 

Bu ýerde 111 sin2 dd  
01 ,  22 ,  m2   we 

2
sin21

m ,    
21

m ,    
2

cos22
m ,   

22
m  

latmalary peýdalanyp 
2nji formuladan 2-nji dessäni  b lejikleri üçin dargamagy  
differensial kesigi üçin alarys 

1

24

2

2

2

22

2

2
sin2

d

m
d  212 0;mm                   (5) 

2
4

22

2

2

22

2 sin
cos2 d

m
d  

2
10; 212 mm              (6) 

 5-nji formula Rezerfordy  formulasy diýilýär. 
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Onda 3.50-ni peýdalanyp iki desse üçin dargamagy  differensial 
kesigi üçin massa merkezi ulgamynda  

m
m

d
d
dd 2                                                (3.53) 

alarys. K plenç 3.53-e derek  

m
mm

d
d
dd

sin
                                             (3.54) 

rnü däki a latmadan peýdalanýarlar. Bu ýerde 
mmm dd sin2  

Mysal: B lejikleri  iki dessesi berlen. 1-nji desse 1m massaly we 

1e zarýadly b lejiklerden durýar.Ol b lejikleri  inersial hasaplaýy  
ulgamyna g rä tizligi 1v . Bu ululyklar 2-nji b lejikler üçin 

222 , wevem  Iki desse hem ýeterlik seýreklendirilen. Inersial 
hasaplaýy  ulgamynda dargamagy  differensial kesigini b lejikleri  
iki dessesi üçin kesgitlemeli. 
 Massa merkezi ulgamynda m burç üçin belli  

22arctgm  formuladan peýdalanyp massa merkezi 

ulgamynda ny ana aralygy üçin alarys 

22
mctg                                                  (1) 

Bu ýerde 21ee , zem eger 0 , bolsa onda 0m  we 
tersine. 
 Bu funksiýany 3.54-de ýerine goýup massa merkezi ulgamda 
dargamagy  kesigi üçin alarys 

m
m

mdd

2
1sin2 4

2

2                                           (2) 
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bu ýerde Ueff =  U(r)  +
2

21

2 r
M o . (3.16)-y  birinji integraly  

nokady  hereket tekizligini kesgitleýär. Bu tekizlik massa 
merkezinden geçýär we 1

oM -he perpendikulýardyr, ýagny 111 yxo  
tekizlik bilen gabat gelýär. Ikinji we üçünji integrallary bolsa  
nokady  görkezilen tekizlikdäki hereketini polýar koordinatalarda 
kesgitleýär. eýlelikde (3.16)-njy integrallary  kömegi bilen tr  
funksiýany kesgitläp bolar we (3.7)-njini  kömegi bilen 1-nji we 2-
nji nokatlary  Sm ulgama görä ýagdaýyny tapyp bolar( 1

2
1

1 , rr  
.So ra (3.2) we (3.3)-nji de lemeleri peýdalanyp nokatlary  S 
ulgama görä hereketini  kanunyny taparys:  

tr
m
mtrtr m

2
1     tr

m
mtrtr m

1
2                    (3.17) 

bu ýerde 12 rrtr  iki nokady  arasyndaky S ulgama görä aralyk. 
Nokatlary  tizlikleri üçin  me ze likde S ulgama görä ýazarys(3.9-a 
we 3.3-e seret). 

tV
m
mVtV m

2
01   tV

m
mVtV m

1
02                   (3.18) 

     eýlelikde, da ky güýçler ýok wagtynda özara täsir potensial 
energiýasy nokatlary  aralygyna bagly iki nokady  meselesin 
çozgüdi (3.16), (3.2) we (3.17) formulalar bilen kesgitlenýär. Bu 
formulalardan, nokady  massa merkezini  inersial hasaplama ulgama 
görä de ölçegli we gönüçyzykly hereket edýändigi, iki nokady  
bolsa inersial hasaplama ulgama görä öz ugrukmasyny saklaýan we 
massa merkezinden geçýän tekizlikde hereket edýändigi gelip 
çykýar. Iki nokady  traýektoriýasy massa merkezi ulgamyna görä 
biri birine me ze . Me ze lik merkezi nokatlary  massa merkezinde 
ýerle ýär. Me ze lik gatna ygy nokatlary  massalaryny  
gatna ygyna de . 
     Iki jisim meselesine özara täsir potensial energiýasy(2.53-e seret) 
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r
U  

bolan iki nokady  mysalynda garaly , Bu ýerde -
21mm (grawitasiýa özara täsirde) we 21ee (elektrostatik özara 

täsirde). (2.55) formulada (3.15) çal ygy geçirip  nokady  
orbitasyny  de lemesini alarys 

)cos(1 c
pr                                                 (3.19) 

bu ýerde 
2

0M
p -orbitany  parametri, 

2
1

2

2
002

1
ME

- 

orbitany  ekssentrisiteti, formulany  maýdalawjysyndaky +1 
0 we -1 0  ýagdaýa degi lidir. 

      nokady  elliptik orbita boýunça hereketini  kanunyny (2.61)-
nji formuladan taparys 

,cos1ar     
2
Tt ( - sin )     

bu ýerde 21
pa  -  nokady  hereket edýän ellipsini  uly ýarym 

oky, 
3

22 4 aT  - ellips boýunça öwrülmäni  periodyny  

kwadraty, p we  (3.18)-de kesgitlenen. 
     Eger 21 mm bolsa, onda nokatlary  radius-wektorlaryny  

nokady  radius-wektoryny  üsti bilen r
m
mr

1

2
2 1   we   

r
m
mr

1

2
1  görnü de ladyp bolar(3.7-ä seret). Nokatlary  

traýektoriýasy 20-nji a suratda görkezilen. Eger 12 mm  bolsa, onda  
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Dargama hadysasyny  wajyp häsiýetnamasyna dargamagy  
differensial effektiw kese kesigi degi lidir. Ol ululyk  

1

1
1 j

djd                                                    (3.47) 

formula bilen kesgitlenýär. Bu ýerde 1dj  -wagt birliginde md  jisim 

burçyna dargaýan b lejikleri  sany, 1j  -wagt birliginde kese kesigi  
birlik meýdanyndan dargama çenli uçup geçýän b lejikleri  sany. 
Dargamagy  doly effektiw kesigi 

1

1
1 j

j                                                    (3.48) 

formula bilen kesgitlenýär. Bu ýerde 1j - m 0burçlary  ählisi 
boýunça wagt birliginde dargaýan berlen dessäni  b lejiklerini  
umumy sany,  
 Dessäni  dargama çenli kese kesigi boýunça birhilligi üçin 
ny ana aralygy , d interwaly  içinde ýatan b lejikleri  
akymy b lejikleri  dargama çenli akymyny  dykyzlygyny   we 

d  radiusly halkalary  meýdanyna k peldilmegine de dir. 
Onda 1-nji desse üçin md  jisim burçyna wagt birliginde dargaýan 

lejikleri  sany 
djdj 211                                                   (3.49) 

 de dir. Bu ýerden massa merkezi ulgamynda dargamagy  
differensial kesigi üçin alarys 

dd 2                                                  (3.50) 

maxrr -da zara täsir potensial energiýany hasaba alman doly kesigi 
2

maxr                                                    (3.51) 
formula bilen tapyp bolar. 
 3.36-ny -e g rä ç züp alarys 

,m                                                 (3.52) 
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Dargamagy  kese kesigi 
     Mundan ki paragrafda iki b lejigi  dargamagy wrenilipdi. 
Emma durmu da dargamagy  has umumy g rnü i bilen i  saly maly 
bolýar. Mysal üçin Rezerfordy  tejribesinde bölejikleri  dessesi 
metal plýonkany  atomlaryny  ýadrosynda dargadylypdy. 

lejikleri  bir dessesini  b lejikleri  ba ga bir dessesinde 
dargamagyny öwreneli .  

Goý bize ýeterlik seýreklendirilen we kese kesigi boýunça 
birhilli 1m  we 2m  massaly b lejikleri  iki dessesi berlen 
bolsun.B lejikleri  dargama çenli tizlikleri degi lilikde 1v   we   

2v bolsun. Bu ýagdaýda b lejikleri  bir dessesini  b lejikleri  ba ga 
bir dessesinde dargamagyny b lejikleri  bir dessesini  her bir 

lejigini  b lejikleri  beýleki dessesini  bir b lejiginde 
dargamagyna getirip bolar. B lejikleri  dessesindäki zara täsir 
hasaba alynmaýar. Onda b lejikleri  dürli jübütlerini  hersini züne 
degi li ny ana aralygy  we  burçy bolar. Her bir jübüti züni  
massa merkezi ulgamyna g rä dargama burçy m ol bir baha eýe 
bolar. 27-nji a suratda ol bir  burçly we dürli ny ana aralykly iki 
dürli jübütleri   nokatlary  traýektoriýasy g rkezilen.  

Ny ana aralygy , d interwaly  içinde ýatan we  
burçy 0-dan 2  -e çenli çäklerde üýtgeýän  nokatlara massa 
merkezi hasaplaýy  ulgamynda seredeli . B lejikleri  arasyndaky 

zara täsiri  merkezi simmetrikligi üçin bu  nokatlary  her biri z 
tekizliginde m -den m +d m -e çenli dargaýar. eýlelikde hasaplaýy  
ulgamyny  ba langyjyndan ýeterlik da lykda saýlanan  nokatlar 

md  jisim burçyna dü erler(27-nji b surat). Bu jisim burçy depesi 
hasalaýy  ulgamyny  ba langyjynda bolan we rastwor burçlary 
degi lilikde 2 m  we  2( m +d m ) bolan konusy  üstleri bilen 
çäklenen. Konusy  oky  nokady  dargama çenli tizligine 
paralleldir. 
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22
rr   we   

21
rr  (20-nji b surat). eýlelikde, eger  nokat 

ellips boýunça hereket etse, onda hakyky nokatlar elliptik orbitany 
çyzýarlar(22-nji a we b suratlar). Seredilen mysal planeta-Gün we 
go olanan ýyldyzlar ulgamyny  hereketi barada dü ünje berýär. 

 
 a                                                 b 

22-nji surat. Iki nokady  mS hasaplama ulgamyna görä hereketi 
     Nokatlary  elliptik orbita boýunça aýlanmak periody  bilen 
onu  uly a ýarym oklaryny  arasydaky gatna ygy tapaly . 
Grawitasion çeki mäni göz ö ünde tutup  nokat üçin ýazarys. 

21

32
2 4

mm
aT , 

3.7-iden                    r
m
mr 1

2 ,   r
m
mr 2

1     gelip  çykýar  we  

eýlelikde, 

a
m
ma 1

2 , a
m
ma 2

1 , 

bu ýerde 1a  we 2a - 1-nji we 2-nji nokatlary  elliptik orbitalaryny  
uly ýarym oklary. eýlelikde, periody  kwadratyny  1a we  2a uly 
ýarym oklaryna bolan gatna ygyny taparys 

3
2

22

3
1

2 4
m
m

a
T , 3

1

22

3
2

2 4
m
m

a
T , 
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bu ýerde 21 mmm . Bu gatna yklar nokatlary  massalaryna bagly, 
onu  üçinem 39-njy sahypada getirilen Kepleri  3-nji kanunyny  

takmynanlygy dü nükli bolýar.Islendik planetany  massasyny  

Günü  massasy bilen de direninde kiçidigi sebäpli 3
2

2

a
T gatna yk 

islendik iki planeta üçin uly takyklyk bilen birme ze dir. 
     Seredýän meselämize güýjü  wirialy hakyndaky teoremany 
ulanaly (nokatlar ellips boýunça hereket edýär). 

    i

N

i
irFT

12
1  formula mS  ulgama görä seredip alarys 

1212122
1 rFrFT  

rU  potensial energiýany  üsti bilen a ladylan güýji ýerine goýup 
(2.53) görnü li potensial üçin ýönekeý 

2
UT                                                           (3.20) 

görnü e gelýän ,
2
1 r

r
UT gatna ygy taparys. Mundan ba ga-da, 

0EUT  bolanso   (3.20)  

0ET , 02EU                                               (3.21) 
formulalara getirýär. (3.21) de lemeler ulgamy  kinetik we potensial 
energiýalaryny  orta bahasyny wagty  ba langyç momentinde onu  
doly energiýasyny  üsti bilen kesgitleýär.  

 
§13. Bölejikleri  maýy gak dargamagy 

Bölejikleri  maýy gak çaky magy we dargamagy.Rezerfordy  
formulasy. 

     
Eger iki bölejik wagty  ba langyç pursatynda biri-birinden 

ýeterlik da lykda duran bolsalar, eýle hem olary  ba langyç tizlikleri 
wagty  geçmegi bilen bölejikler ýakynla ar ýaly ugrukdyrylan 
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merkezini  tizlik wektoryny  ujy bu kesi me çyzygynda 
ýatýar. Nokatlary  mS -e görä kesgitlenen tizliklerini  ýatan tekizligi  

umuman 1V , 2V wektorlary  tekizlikleri we  1V , 2V wektorlary  
tekizlikleri  bilen gabat gelenok. 

Bölejikleri  biri-birini  üstüne gaçmagyna 
seredeli ( tr ,0 ). Umuman güýç merkezine gaçmak ertini  

m
MrUrEr o

2

2
2

0
2  

görnü de ýazylan (2.51) ertden almak mümkin. r -i nola ymtyldyryp 
güýýdanyny  merkezine gaçmak ertini taparys 

m
MrUr o

r 2
0

2

0
2                                                   (3.43) 

Derejeli potensial nr
rU  üçin bu ert haçanda 

      ,2n    eger   
m

M
2

2
0 ,   ,2n   eger  0                 (3.44) 

bolanda ýerine ýetýär. 
(2.51) we (3.40) formulalarda m-i  bilen çal yryp we (3.30), 
(3.31)-i hasaba alyp iki jisimi  meselesinde r -i  üýtgemek oblastyny 
kesgitleýän de sizligi  

2

222

22 r
rU                                         (3.45) 

we bölejigi  gaçmak ertini 
2

2
2

2
0 orrUr                                          (3.46) 

ýazarys. 
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25-nji surat. mS  ulgama görä tizlikleri  diagrammasy 

 
26-njy surat. S ulgama görä tizlikleri  diagrammasy 
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bolsalar, onda olar özara täsiri  netijesinde täzeden biri-birinden 
ýeterlik uly aralyga da la yp bilerler. eýle hem olary  tizlikleri ugry 
we ululygy boýunça üýtgeýär. Bu ýagdaýda bölejikleri  dargamagy 
bolup geçd  diýýärler. Eger özara täsiri  netijesinde t  +  bolanda 
bölejikleri  arasyndaky aralyk nola ymtylýan bolsa ýa-da 
çäklendirilen bolup galýan bolsa, onda bölejikleri tutmak boldy 
diýýärler. Bölejikleri  dargamagy we tutulmagy özara täsiri  
häsiýetine baglydyr. Beýle hadysalary öwrenmegi  fizikada uly 
ähmiýeti bardyr. 

Massalary belli we aralygyny  funksiýasy bolan potensial 
energiýaly iki bölejigi  dargamak meselesine garaly . Da ky güýçler  
hasaba almaýarys. Dargama çenli, ýagny t  ymtylanda bölejikler 
biri-birinden tükeniksizlige da la an diýip hasap edilýär. Olar 
degi lilikde 

ttVV 11 ,            ttVV 22                                    (3.22) 

tizliklere eýedirler. Bu ýerde tV1  we tV2  nokatlary  wagty  t 
pursatyndaky tizlikleri. Dargama çenl  ýagdaý özara täsir energiýasy 
hasaba alynmaz ýaly gutarnykly aralyk bilen häsiýetlendirilýär. 3.22-
njidaky tizlikler bölejikleri  käbir inersial hasaplama ulgamyna görä 
tizlikleridir. Dargama nazaryýetinde bu ulgama laboratoriýa ulgamy 
ýa-da L ulgamy diýilýär. Hereketi  tekizligini  dargama 
nazaryýetinde -ulgam diýilýän Sm ulgama görä ýagdaýy belli hasap 
edilýär. 
 Meselede ny ana aralygy ( ) belli hasap edilýär. Ny ana 
aralygy diýip nokatlary  mS hasaplama ulgamyna görä 
traýektoriýalaryny  asimtotlaryny  aralygyna ýa-da özara täsir 
bolmandaky bölejikleri  biri-birini  golaýyndan geçip gitjek i  
ýakyn aralygyna dü ünilýär(23-nji surat). Bu suratda -nokady  
traýektoriýasy deregine giperbolany  itekle me ýagdaýa degi li 
ahasy ekillendirilen. Hakyky nokatlary  traýektoriýalary 21 mm  

ýagdaý üçin ekillendirilen.  
Eger bölejikleri  dargama çenli tizlikleri berlen bolsa, hereket 
tekizligini  Sm ulgama görä ugrukmasy bir skalýar parametr bilen 
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kesgitlenýär. Hakykatdanam, ba langyç 1V we 2V tizlikler boýunça 
hereket tekizliginde ýatan (Sm  ulgama görä) tizlikleri  tapawudyny 
kesgitläp bolýar 

 
23-nji surat. Bölejikleri  maýy gak dargamagy 

 
24-nji surat. Hereket tekizligini  massa merkezi ulgamyna görä 

ugrukmasy. 

12 VVV                                                     (3.23) 
V -wektor wagty  islendik pursatynda 12 VweV wektorlara (Sm –e 
görä) kollinear. 
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                                   1
1

2
12

2
2 V
m
mV

m
mmV  

mS ulgamda tizlikleri  diagrammasyny guraly . Dargamadan 
so ky tizlikler (3.34) çözgütden belli, dargamadan ö ki tizlikler 
(3,9)-da t ymtyldyryp alarys 

V
m
mV 2

1 ,  V
m
mV 1

2                                      (3.41) 

3.41 –den we (3.34)-den peýdalanyp tizlikleri  
diagrammasyny mS  ulgamda alarys( 25-nji a surat). Nokatlary  
tizliklerini(3.34-e seret) we 3.41-i degi li massalaryna köpeldip  
nokatlary  mS  ulgama görä impulslaryny alarys(25-nji b surat). 

Vp1 ,  Vp2  
                 Vp1    Vp2                              (3.42) 

Iki bölejigi  mS  ulgama görä maýy gak dargamagy 
bölejikleri  tizliklerini  we impulslaryny ol bir m  burça 
öwrülmegine syrykdyrylýar.Tizlikleri  we impulslary  ululyklary 
saklanýar. 

Laboratoriýa ulgamyna görä tizlikleri  diagrammasy(3.34)-i  
çözgüdine laýyk gelýär(26-njy surat). Umuman, tizlikleri  

diagrammasyndaky 1V we 2V wektorlar bilen emele gelen tekizlik 

1V we 2V wektorlar bilen emele gelen tekizlik bilen gabat gelenok. 
Emma bu tekizlikler kesi ýärler we massa 
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m = 2
min 2

1

2

2

2

2

21
r

r
rU

dr
r

                                (3.36) 

bu ýerde minr  

021 2

2

2 r
rU                                              (3.37) 

 de lemäni  köki. 
     (3.35) we (3.36) formulalar iki bölejigi  maýy gak dargamagyny  
meselesini  çözgüdidir. Bu mesele iki jisimi  meselesini  hususy 
halydyr(haçanda bölejikleri  di e darganyndan so ky tizlikleri bilen 
gyzyklanylanda). (3.35) görnü däki çözgüdi  saklanmak kanunyny   
esasynda alynandygy üçin dargamakdan so ky 
tizlikler 1V , 2V dargama çenli tizlikleri ( 1V , 2V ) we bölejikleri  
islendik merkezi özara täsirindäki , m burçlary  funksiýasydyr. 

Ba ga bir tarapdan 1V , 2V tizlikler 1V , 2V  tizlikleri  ,  burçy  we 
 ny ana aralygyny  funksiýasy bolup, dürli özara täsir üçin 

dürlidir. Sebäbi  m -i  we baglylygy potensial energiýany  
görnü i bilenkesgitlenýär. Di e bir ýagdaýda(özara täsir potensial 
energiýasynyny  islendik bahasynda) massa merkezi ulgamyndaky 
gy arma burçy kesgitli baha eýedir. Ol ma laýdan urgy ýagdaýydyr.  

=0,  ( m =0, m = )                                                (3.38) 

eýlelikde 
m

n wektor V wektora gar ylykly ugrukdyrylan. 

m
n = V                                                     (3.39) 

3.39-y  3.35-de ýerine goýup ma laýdan urgy meselesini  çözgüdini 
alarys 

                2
2

1
21

1
2 V

m
mV

m
mmV                                  (3.40) 
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onu  uçin bu tekizligi  ugrukmasyny(24-nji surat) islendik wagt 

zn birlik wektor bilen (tekizlige we V wektora perpendikulýar) berip 
bolýar. zn –i  ugry (eger V  berlen bolsa) zn  bilen n xy –i  
arasyndaky  burç bilen kesgitlenýär. ( n xy V wektora 
perpendikulýardyr). eýlelikde iki jisimi  dargamagy meselesinde 
jisimi  21 ,mm massalaryny, olary  özara täsir rU potensial 
energiýasyny, dargama çenli 21 ,VV tizliklerini (S hasaplama 
ulgamyna görä),  burçy (Sm hasaplama ulgamyna görä hereket 
tekizligini  ugrukmasyny), eýle hem ny ana aralygyny ( ) belli 
hasaplaýarys. u berlen ululyklar boýunça dargamadan so ky 1V we 

2V  tizlikleri kesgitlemek talap edilýär, ýagny  

1V = tV1 ,  2V = tV2                                                      (3.24) 
Wagty  islendik pursaty üçin adalatly (3.9)we (3.17) de lemelerdäki 
wagty tükeniksizlige ymtyldyryp (t ) we bölejikleri  massa 
merkezini  tizligini  saklanmagyny peýdalanyp alarys. 

1V V
m
m2  ;   2V = V

m
m1  ;                                        (3.25) 

mm VVVV 11 V
m
m2 ; mm VVVV 22 V

m
m1                 

(3.26) 
Bu ýerde 1V we 2V  nokatlary  Sm  hasaplama ulgamyna görä 
dargamadan so ky tizlikleri. 

mV =
m
1

2211( VmVm - massa merkezini  tizligi.  

 Çörü imiz ýaly 3.25-nji we 3.26-njy formulalara bir näbelli 
wektor V – nokatlary  dargamadan so ky tizliklerini  tapawudy 
girýär. Bu wektory  ululygyny Sm ulgama görä energiýany  
saklanmak kanunyny peýdalanyp tapyp bolar. Hakykatdanam, 
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U
2

)( 2

U
2

)( 2

    

Bu ýerdeU weU  özara täsir potensial energiýalary  dargamadan 
ki we so ky bahalary. Bölejikleri  dargamadan ö  hem, so  hem 

biri-birinden da  aralykda bolýandyklary üçin U- =U+ diýip hasap 
edip bolar. eýlelikde 3.25-njiden we 3.26-njydan   

                                                                            (3.27) 
gelip çykýar. Bu netije dargamak prosesinde bölejikleri  içki 
energiýasy üýtgemeýär diýen tassyklama esaslanýar, eýle dargama 
maýy gak dargama diýilýär. 3.27-njini göz ö ünde tutup näbelli  
V wektor üçin  
 V =

m
n                             (3.28)  

ýazyp bileris, bu ýerde 12 VV      belli ululyk. 
m

n - V ýa-

da 2V wektor boýunça ugrukdyrylan birlik wektordyr. 
m

n wektory iki 
jisimi  meselesini  çözgüdini peýdalanyp kesgitläp bolýar. 3.16-y  
ikinji integralyny minr -dan -ge çenli çäklerde hasaplap 
traýektoriýany  asimtoty bilen apsidi  arasyndaky m  burçy alarys. 

m =
min

,
2 2

1

0

2
0

r

effUE

dr
r

M

                                            (3.29) 

bu ýerde minr  effUE0 de lemeden kesgitlenýär. 
     (3.29) integral m  burçy 00 , ME  we -i  funksiýasy ýaly 
kesgitleýär( rU  potensial energiýany  berlen bahasynda). 

00 , ME hemi elikler öz gezeginde we  
ululyklary  üsti bilen a ladylynyp biliner. (3.14)-i  ikinji 
formulasyny potensial energiýa tükeniksizlikde nola de  diýip 
peýdalanyp alarys 
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2

2

0E                                                     (3.30) 

Kinetiki momenti massa merkezi nulgama görä 
VrrM ,sin0 t  

bu ýerden   
                           Vrr ,sin t =                                   (3.31)                                
hasaba alyp alarys 

rM 0                                                   (3.32) 
     (3.30), (3.32) gatna yklar we (3.29)-njy çözgüd m  burçy berlen 
ululyklary  funksiýasy ýaly tapmaga mümkinçilik berýär. Bu ýerden 
1-nji we2-nji nokatlary  tizliklerini  massa merkezi ulgamyndaky 
gy arma burçlaryny tapmaga mümkinçilik döreýär. 1V  we 

1V wektorlary  arasyndaky burç 2V  we 2V wektorlary  arasyndaky 
burça de dir. Bu burça massa merkezi ulgamynda dargama burçy 
diýilýär we m  bilen belgilenýär. Merkezi-simmetrik özara täsirde 

m  burç bilen m  burçu  arasynda  

m = m2                                                    (3.33) 
gatna yk bardyr.  
     (3.24), (3.25) gatna yklar (3.28)-(3.33) –ni hasaba alyp iki 
bölejigi  dargamagyny  meselesinin çözgüdine getirýär. 
  

1V
m

n
m
m2 , 2V

m
n

m
m1                                    (3.34) 

m
mVV m

2
1 m

n ,  
m
mVV m

1
2 m

n ,                        (3.35) 

bu ýerde 2211
1 VmVm
m

Vm , 12 VV , 
m

n  birlik 

wektor  we m burçlar bilen kesgitlenýär. m  burçu  
we ululyklara baglylygy we özara täsiri  häsiýetleri  
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IV bap.Inersial däl hasaplama ulgamyna görä hereket 
 

 Nýutony  de lemesini  di e inersial hasaplama  
ulgamlarynda adalatlydygyny bilýäris. Praktikada  (gündelik 
durmu da) inersial däl  hasaplama  ulgamyna-da köp du  gelinýär. 

onu  üçin beýle ulgamlara görä hereketi  de lemesini tapmak 
zerurdyr. Nýutony   kanuny material  nokady   massasyny,  
tizlenmesini we nokada  ba ga jisimler tarapyndan täsir  edýän güýji 
özünde saklaýar. Nokady  massasy we wagt bir hasaplama 
ulgamyndan ba ga  bir hasaplama ulgamyna geçilmegine  görä 
inwariantdyr, güýçler bolsa nokady   ýagdaýyny  we tizligini   
funkdiýasydyr. eýlelikde, bizi gyzyklandyrýan hereketi  
de lemesini getirip çykarmak üçin ilki bilen inersial  S   hasaplama  
ulgamyndan inersial däl hasaplama  ulgamyna geçilende   nokady   
ýagdaýyny , tizligini   we   tizlenmesini   nähili  özgerýändigini  
aýdy la dyrmaly. Kinematikany  gözi bilen seredeni de bizi 
gyzyklandyrýan hereketi  de lemesini getirip çykarmak üçin ilki 
bilen haýsy hem bolsa bir erkin hasaplama  ulgamyny  ba ga bir 
erkin hasaplama ulgamyna görä hereketini öwrenmeli. 
 

§14. Hasaplama ulgamyny  ýagdaýy 
 Ba langyjy O , ortlary zyx nnn ,,  bolan S  hasaplama 
ulgamyny  ba langyjy O , ortlary zyx nnn ,,  bolan S hasaplama 
ulgamyna görä ýagdaýyna seredeli   (28-nji surat) 

 
 
 
 
 
 
 
 

28-nji surat. Bir hasaplama ulgamyny  beýleki bir hasaplama 
ulgamyna görä ýagdaýy.  

0
xn

zn

yn
x

0 y

t
zn

xn

yn
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          O  ba langyjy  S  hasaplama ulgamyna görä ýagdaýy or  
wektor bilen  kesgitlenýär 

       zOyOxOO nznynxr            (4.1)                 
S hasaplama ulgamyny  S  hasaplama ulgamyna görä ugrukmasyny 
iki hasaplama ulgamyny  ortlaryny  arasyndaky  burçlary   kosinusy  
bilen berýärler. Emma dokuz ugrukdyryjy kosinusy  di e üçüsi 
erkindirler. Sebäbi jia ortogonallygy   alty   ( 4.1 )  ertine  boýun 
egýändir. Köplenç  üç erkin  ugrukdyryjy  kosinuslary  ýerine  
Eýleri   üç burçundan peýdalanýarlar(29-njy surat).  

),(),,(),,( 11 xzzx nnnnnn   
burçlara Eýleri  burçlary diýilýär. 

)20,0,20(  
 

29-njy surat.  
eýlelikde  bir erkin  hasaplama ulgamyny   ( S )  beýleki bir  

( S )erkin hasaplama ulgamyna görä  ýagday alty baglan yksyz  
(erkin)  ululyklar bilen  kesgitlenýär:  S  ulgamyny   ba langyjyny  
radius-wektoryny   üç  ugrukmalary we üç Eýleri  ( ,, ) 
burçlary bilen. Eýleri  burçalry  S   ulgamy   S  ulgama görä  
ugrukmasyny kesgitleýär. 
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Geli  ol burçlary  kesgitlenil ine seredeli .Ilki bada gaty 
jisim bilen berk baglanykda bolan hasaplaÿy sistemasyny  oklary  
X1,Y1,Z1(S1)  inersial hasaplaÿy sistemasyny   oklary bilen (x,y,z)  
gabat gelÿän bolsun.So ra jisim käbir öwrüm eden bolsun. ol  
öwrüm netijesinde S1 sistemany  oklaryny  ÿagdaÿy üÿtgär(S  
hasaplaÿy sistemasyna görä). ol öwrüm üç hili  öwrüm bilen amala 
ayryp bolar: 
1. Z oku  töwereginde  burça öwrülme.(30-njy a surat).X1 oku  eÿe 
bolan   n  
ugruna  uzel çyzygy diÿilÿär. 
2. Uzel çyzygyny  töwereginde   burça öwrülme (30-njy b  surat). 
3. Z1  oku  töwereginde  burça öwrülme (30-njy ç surat). 

 
30-njy surat. 

                           a)                      b)                               ç) 
-x ok bilen uzel çyzygyny  arasyndaky burç. 

-uzel çyzygy bilen x1 oku  arasyndaky burç. 
 – z  ok bilen z1 oku  arasyndaky burç. 

 we    burçlar 0-dan  2 -e çenli baha alyp bilÿärler.  burç 
bolsa 0-dan -e   çenli baha alÿar.  burçy  üÿtgeme tizligi  burç 
tizligini  wektory  iki düzüjä dargaÿar. 
1.  Z1 ok boÿunça onu  moduly cos  ;    2. Z1 oka  
perpendikulÿar,ÿagny X1,Y1 tekizlikde ÿatÿar.Onu  moduly X1 ok 



 102

boÿunça sin cos( /2- ), ok boÿunça sin cos .         tizlik uzel 
çyzygy (n) boÿunça ugrukdyrylan.Onu  X1,Y1,Z1 oklara bol;an 
proÿeksiÿalary 
Burç tizligi ( )   Z1 ok boÿunça ugrukdyrylan. eÿlelikde   

)
2

cos(sin    

cos

cossin

sinsin

Z

Y

X

     
0

sin

cos

Z

Y

X

 

 

Z

Y

X

0

0

                     (4.2). 

Gaty jisimi  inersial hasaplaÿy sistemasyna (S) görä burç tizligini  
wektoryny üç öwrülmäni   jemi hökmünde (tizligini )  hasaplap 
ÿazaly . 

                                                (4.3) 
 Burç tizligi   S1  sistemany  oklaryna bolan proÿeksiÿalary 

cos
sincossin

cossinsin

Z

Y

X

                                            (4.4) 

Eger inersial koordinatalar sistemasyny  Z oky wertikal boÿunça 
ugrukdyrylan bolsa we hereketli koordinatalar sistemasyny   Z1 oky 
giroskopy  ÿa-da wolçogy  hususy aÿlanma  oky bilen gabat gelÿän 
bolsa ,onda  burçu  üÿtgemesi giroskopy  hususy aÿlanmagyna 
gabat gelÿär,  burçu  üÿtgemesi giroskopy  pressesiÿasyna gabat 
gelÿär,  burçu  üÿtgemesi onu  nutasiÿasyny häsiÿetlendirÿär. 
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S sistema görä TweMP , ululyklary  üýtgemek kanunlaryny 
ýazarys. 

i
e

N

i

h
i

N

i
i

N

i
ii

N

i
IIFWm

1111
 

Bu ýerde 
dt
PdWm ii

N

i 1
   Inersiýa güýçleri  jemi 

mmo
h

i

N

i
rrWmI

1
 

Inersiýany  Koriolisow güýçlerini  jemi me ze likde 

mi
c

N

i
VmI 2

1
 

eýlelikde, inersial däl ulgama görä impulsy  üýtgeme kanuny 
c

m
h

m
e IIF

dt
Pd  

Kinetik momenti  üýtgeme kanuny 

i
c

N

i
i

h
i

N

i

e iIrIrL
dt
Md

11
 

Inersial däl ulgama görä kinetik energiýany  üýtgeme kanuny 

i
h

i

N

i
VI

dt
dA

dt
Td

1

                                       (4.15) 
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Güýjü  kuwwaty bolsa  

dt
dAVF

dt
dA

m
e                                          (4.14) 

Kinetik momenti  we kinetik energiýany  mS  ulgama görä 
üýtgeme kanuny 

dt
dA

dt
dA

dt
TdL

dt
Md ein

e ;  

Ulgamy  S  we S  ulgamlaryna görä impulslaryny  
arasyndaky gatna ygy tapaly . Munu  üçin impulsy  
kesgitlemesinden peýdalanaly . ehle hem islendik nokady  S we S  
ulgamlara görä tizliklerini  baglan ygyny peýdalanaly  

PrmVmP m0  
Bu ýerde m- ulgamy  massasy. Srm  ulgamyna görä massa 
merkezini  radius-wektory. Bu ýerden massa merkeziniema görä 
tizligi 

mmm VrVV 0  

Bu ýerde mV massa merkezini  S  ulgama görä tizligi.Me ze likde 
kinetik momentleri  we da ky güýçleri  momentlerini  gatna yklary  
üçin alarys 

MrrmVrmPrM iii

N

i
omo

1
 

LFrL e
o

e  
 

Kinetik energiýa we kuwwat üçin gatna yklary ýokarky ululyklary 
peýdalanyp taparys. 

TMr
M

mVrmVmT i
i

N

i
omo

o 2

1

2

22
 

dt
AdLVF

dt
dA ee

0  
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§15. Ö e bolan hereket. Hasaplama ulgamyny  ugrukmasyny  
üýtgemegi. 

 
trihlenen  ulgamy   trihlenmedik  ulgama görä  ýagdaýy  

eger   ,,,or   ululyklar  wagty   funksiýasy  ýaly  belli  bolsa 
wagty  islendik  pursatynda kesgitlenip  bilner. 

Indi  tükeniksiz  kiçi  öwrülmä seredeli  .Bu öwrülme 
xndd wektor bilen bilen berilýär.Bu wektory  moduly  d   

öwrüm burçuna de . Bu wektory   ýatan  gönüsi aýlanma oky bolýar. 
d   wektor bilen  kesgitlenýän  tükeniksiz kiçi  öwrülme 

okuny mgnowen  aýlanma oky diýip  atlandyrýarlar.  S   ulgam bilen  
berk  birikdirilen  islendik  r   wektor üçin 

rdrd                                                  (4.5) 
S   sistemany   S -e  görä  oriýentasiýasyny   üýtgemek   

tizligi  ýa-da   burç tizligi 

.
dt

d                                                          (4.6) 

Burç  tizligini   S   sistemany  oklaryna  proýeksiýasy 

cos

sinsincos

cossinsin

z

y

x

                                     (4.7) 

 
S   sistemany   oklaryna  proýeksiýasy 
 

.cos

cossinsin

sinsincos

z

y

x

                                      (4.8) 
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So ky iki  de lemeler  sistemasyna(3,4)  Eýleri  kinematiki  
formulalary  diýilýär. Olar  burç tizligi bilen  Eýleri   burçlaryny   
we olary   wagta  görä  önümini   arasynda  baglan yk  guraýar. 
 
§16. Material nokady  dürli hasaplaýy  ulgamlaryna görä 
ýagdaýy we tizligi. 

 
Goý r  nokady  S ulgama görä radius-wektory, r bolsa 

S ulgama görä. Onda 0r  wektory  S ulgama görä düzüjileri 

zyx nznynxr 0000 , r wektory  S -he görä düzüjileri  

zyx nznynxr bolar. Bu ýerden 
zayaxaxx xzxyxx0 , zayaxayy yzyyyx0

zayaxazz zzzyzx0  
özgertmäni alarys. Nokady  S -he göra tizligi 

zyx nznynxV  Nokady  S   hasaplaýy  ulgamyna görä 

tizligi rVV 0 (4.9)  V tizlik bilen V tizligi  arasynda 

VrVV 0  9.4 gatna yk bar.Bu  ýerde   0V   S   
sistemany    ba langyjyny   S-e   görä  tizligi,   r -nokady   S -e   
görä radius-wektory;   S -i   S-e   görä  burç tizligi. S -he görä 

tizlenme W zyx nznynx . 9.4 -hi differensirläp W we 

W tizlenmeleri  baglan ygyny taparys VrrWW 0  
Islendik a wektor üçin trihlenen we trihlenmedik önümleri  

arasynda 
dt
ada

dt
ad görnü li gatna yk bar. eýlelikde S -e 

görä tizlenme rrWW 0  bolýar. 
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§17. Material nokady  inersial däl hasaplama ulgamyna görä 
hereketini  de lemesi; inersiýa güýji. 

 
S  inersial  hasaplama ulgamyna görä  nokady   hereketi  

Nýutony   Fwm   de lemesine  boýun  egýär. w -i  
wwww ch bahasyny goýup alarys: 

Fwmwmwm ch  
Fwmwmwm ch  

         rwwrwWmWmI
hh

0(     

vwmWmI
cc 2   belgileri  girizip alarys. 

ch IIFwm                                             (4.10) 
Bu ýerde  hI  -inersiýany   perenosnyý  güýji,  cI - inersiýany   
koriolis  güýji.  Perenosnyý   güýji   -   rwwm   bölegine 
inersiýany   merkezden  gaçýan güýji diýilýär. So ky  de lemämiz  
maddy  nokady   ( S )  inersial däl  sistema görä  hereketini   
de lemesidir. 
 Mehaniki ulgamy  S we mS  hasaplama ulgamlara görä 
impulsy degi lilikde 

0; PVmP m                                                 (4.11) 
 Mehaniki ulgamy  S hasaplama ulgamyna görä kinetik 
momenti massa merkezini  momenti bilen ö e bolan hereket edýän 
massa merkezi ulgama görä kinetik momenti  jemine de dir. 

MPrM m                                                    (4.12) 
Mehaniki ulgamy  kinetik energiýasy(inersial hasaplama 

ulgama görä) massa merkezini  kinetik energiýasy bilen ö e bolan 
hereket edýän massa merkezi ulgamyna görä kinetik energiýasyny  
jemine de dir. 

TmVT m

2

2

                                                (4.13) 
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2

1

2

1

2

1

t

t

t

t

t

t

qdt
q
L

dt
dq

q
Lqdt

q
LS 0  

0 t q t q 21   onu  üçin 2-nji agza ýok bolýar. eýlelikde alarys 
 

2

1

2

1

0
t

t

t

t

qdt
q
L

dt
dqdt

q
LS  

 
 

ýa-da                
2

1

0
t

t

qdt
q
L

dt
d

q
LS             (5.35) 

 
 

bu ýagdaý haçanda integraly  a agyndaky a latma nula de  bolanda 
ýerine ýtýär. eýlelikde alarys  

  0 
 q 

L  - 
q 
L  

 t d
d

 

bu de leme  Lagranžy  iknji tertipli  de lemesidir. Birnäçe erkinlik 
derejesi bolanda we dissipatiw güýçleri  ýok wagtynda      

   0  
 q 
L -  

 q 
L  

 t iid
d
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V bap. Lagranžy  de lemesi. 
 

§18. Erkin däl ulgamy  dinamikasyny  esasy meselesi we 
baglany yklar barada dü ünje. 

 
Mehanikany  köp meseleleri hereketi   

                                                        
tvrFrm iiiii ,        (i=1,2,…N)                                 (5.1) 

de lemelerini çözmäge syrykdyrylýar. Bu ýerde güýçler ulgamy  
ýagdaýyny , tizligini  hem-de wagty  belli funksiýasy hasaplanýar. 
Beýle güýçleri berlen güýçler diýip atlandyrylýarlar. eýle hem 
ba langyç ertlere hiç hili çäklendirme goýulmaýar.Mehanikada 
nokady  ýagdaýyny ,tizligini  hem-de wagty  belli funksiýasy ýaly 
bolmadyk güýçlere hem seredilýär. 

Beýle herekete sferik maýatnigi  mysalynda garaly (31-nji 
surat). Süýnmeýän l uzynlykly sapakdan asylan örän kiçi ölçegli 
jisim ýeri  üstüne golaý aralykda yrgyldaýar diýip güman edeli . 
Onda m massaly material nokada berlen m g  güýç we sapagy  

R dartuw güýji täsir edýär. 

 
31-nji surat.Sferik maýatnik 
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eýlelikde maýatnigi  hereketini  de lemesi 1-nji de lemä 
laýyklylda  
                        Rgmrm                                                      (5.2) 
görnü e eýedir. Bu wektor de leme koordinatalardaky ikinji derejeli 
üç diferensial de lemeleri  ulgamyna ekwiwalent de lemedir.Ol alty 
näbelli funksiýalary özünde saklaýar.[x(t),y(t),z(t),Rx(t),Ry(t),Rz(t)] 
Getirilen de lemäni  çözgüdini tapmak üçin gerek go maça 
maglumatlara wagty  islendik pursatynda material nokady  
radiusly sferik üstde bolýandygy we eýlelikde nokady  koordinatasy 

22 r erti kanagatlandyrmagy we dartuw güýjüni  sapagy  
boýuna ugrukdyrylandygy sebäpli rR 2   ýazyp bolmagy 
degi lidir. eýlelikde meseläni erti 
             ,2 rgmrm          r2 2=0                           (5.3) 
ulgama getirýär. Bu ulgam dört näbellili dört diferensial de lemeleri  
ulgamyndan ybaratdyr[x(t),y(t),z(t) we (t)]. Getirilen de lemeleri  
kömegi bilen nokady  sfera boýunça hereketini  kanunyny we 
sapagy  dartuw güýjüni tapmak bolar. Serdilýän meselede hereketi  
de lemesinden gelip çykmaýan kesgitli ertlere nokady  ýagdaýy we 
tizligi kanagatlandyrýar. Bu jähtden material nokat erkin däl,o a 
baglan yk goýulypdyr diýilýär. 

Baglan yk hakynda dü ünje. 
 Eger nokady  hereketi nokada täsir edýän güýç bilen we onu  
ba langyç ýagdaýy bilen kesgitlenýän bolsa, onda bu nokada erkin 
material nokat diýilýär. Erkin material nokatlardan düzülen mehaniki 
ulgama erkin mehaniki ulgam diýilýär. Material nokady  hereketi 
nokada täsir edýän güýje we ba langyç erte bagly bolman çäklenen 
bolsa, onda o a erksiz material nokat diýilýär. Mehaniki ulgamy  
erkin herketini çäklendirýän erte baglan yk diýilýär. Baglan ygy 

ladýan de lemä baglan yk de lemesi diýilýär. Baglan yk 
de lemesi özünde mehaniki ulgamy  nokatlaryny  koordinatalaryny, 
tizliklerini, tizlenmelerini we wagty saklap biler. Baglan ygy amala 

yrýan jisimi  nokada täsir edýän güýjüne baglan yk reaksiýasy 
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dt       t  , q, q    
2

1

t 

t 

LS                                 (5.32) 

 integral mümkin bolan i  kiçi baha eýe bolar ýaly hereket edýär. Bu 
ýerde funksiýa berlen ulgam üçin Lagranžy  funksiýasy diýilýär. 
Integrala bolsa täsir integraly diýilýär. Ulgamy suratlandyrýan nokat 
S täsiri  bahasy minimal bolan egri boýunça hereket edýär diýilýär.  

 kiçi täsir prinsipinden hem Lagranžy  ikinji tertipli 
de lemesini alyp bolýar. I  kiçi täsir prinsipini a akdaky ertde 

ladyp bolar. 

             0   t d   t  , q, q   L       S  
2

1

 

t 

t

                                            (5.33)      

 

ýa-da stasionar ýagdaý üçin     0  
   t
L  

   

0   t  d    q    
q   
L      q    

q  
L         S  

2  

t  1

t

                             (5.34) 

ni- q    
  td
d q                belläp dyrnagy  içindäki  agzalary  

ikinjisini bölekleýin usul bilen integrirläli .                     
2 

 1

 td q  
q 
L   

 td
d    t d q  

q 
L  

t

t

      

dt
q
L

dt
ddu

q
L

dt
d

dt
du

q
Lu ,,      

qq
dt
d

dt
dqdt

dt
dd ,,  
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Energiýany  integraly bolsa  

kxkaxmUTE 2222
0 cos1

2
cossin kxmga  

Umumyla dyrylan koordinatalar 
 Ulgamy  doly ýagdaýyny häsiýetlendirýän islendik s sany 

q1,q2,…,qs ululyklara ulg amy  umumyla dyrylan koordinatalary, 
olary  q  önümlerine umumyla dyrylan tizlikleri diýilýär. 
 Umumyla dyrylan koordinatalary  bahasyny  berilmegi 
ulgamy  wagty  islendik pursatyndaky  ýagdaýyny ö ünden aýtmaga 
mümkinçilik bermeýär. Ulgam koordinatalary  berlen bahasynda 
erkin tizliklere we tizliklere baglylykda ýagdaýlara eýe bolup bilýär. 
Hemme koordinatalary  we tizlikleri  bir wagtda berilmegi ulgamy  
ýagdaýyny doly kesgitleýär we ulgamy  indiki hereketini ö ünden 
aýtmaga mümkinçilik berýär. Matematikany  nukdaý nazaryndan 
wagty  käbir pursatynda hemme koordinatalary   we tizlikleri  
berilmegi ol pursatdaky tizlenmäni  kesgitlenýändigini a ladýar. 
 Tizlenmäni koordinatalar we tizlikler bilen baglany dyrýan 
gatna yga hereketi  de lemesi diýilýär. Bu de leme q(t) funksiýa 
görä 2-nji tertipli differensial de lemedir. Bu de lemäni 
integrirlemek bilen mehaniki ulgamy  traýektoriýasyny kesgitleýäris.  
 

 
 

 kiçi täsir prinsipi. 
Mehanikany  esasyna Nýütony  kanunlaryna gerek i  kiçi 

täsir (hereket) prinsipini goýup hem bolar. Ol prinsipe Irland 
matematigi Gamiltony  hormatyna  Gamiltony  prinsipi hem 
diýilýär. Ol prinsipe görä her bir mihaniki ulgam kesgitli  

tqqqqqqL ss ,,...,,,,..., 2121  funksiýa bilen häsiýetlendirilýär. 
eýle hem ulgam wagty  t=t1 we t=t2 momentlerinde q(1) q(2) 

koordinatalar toplumyny  bahalary bilen häsiýetlendirilýän kesgitli 
ýagdaýlary eýeleýär; eýle hem ulgam ol iki ýagdaýlary  arasynda  
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diýilýär. Baglan yk nokady  ýagdaýyna we tizligine geometrik ýa-da 
kinematic çäklendirme goýup biler. Geometrik häsiýetli baglan yga:  
1) nokat özüni  hereketinde berlen üsti ýa-da egrini ta lap gidip 
bilmeýär.  
2) Iki A we B bölejik(nokat) gaty, agramsyz l uzynlykly sterjen bilen 
biri-birine baglanan. Bu ýagdaýda çäklendirme 
     2222 lzzyyxx BABABA                              (5.4)     
de leme görnü inde ýazylyp bilner. 
3) Iki bölejik agramsyz l uzynlykly sapak bilen baglan ykly. Beýle 
baglan ygy  analitik an latmasy 

2222 lzzyyxx BABABA                                (5.5) 
  (4) Absolýut gaty jisim(bölejikleri 1-nji baglan yga boýun egýän)  

Geometrik eýle hem kinematik  baglan yga mysal büdür-
südür üstde typman tigirlenýän ar bolup biler. Bu mysalda  
kinematik çäklendirme üste galta ýan nokatda nokady  tizligini  
nola de  bolmagy. 

 Geometrik häsiýetli baglan ygy 
0),,..,( 1 trrf N                                           (5.6) 

de leme bilen a ladyp bolar. 
Baglan ygy  görnü leri: 
1.De lemesini hemme wagt 6-njy görnü e getirip bolýan baglan yga 
golonom ýa-da integrirlenýän baglan yk diýilýär. Bu ýerde f di e 
nokatlary  koordinatalary  we wagty  funksiýasydyr. Bu 
baglan yklar ulgamy  nokatlaryny  di e bir ýagdaýyna däl-de, 
eýsem tizligine we tizlenmesine hem çäk goýýar. 6-njy  de lemäni 
wagta görä diferensirläp tizlige goýulýan çäklendirmäni alarys. 

N

i

ii t
fVf

dt
df

1

0)(                                         (5.7) 

(7)-njyny wagta görä diferensirläp nokady  tizlenmesine goýlan 
çäklendirmäni alarys. 
      

N

i

N

i
iiii dt

df
dt
dVf

dt
dWf

dt
fd

1 1
2

2

0)(             (5.8) 
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Golonom baglan ygyny  häsýetli tarapy tizlige we tizlenmä goýlan 
çäklendirmäni  nokady  ýagdaýyna goýlan çäklendirmä 
syrykdyrylmagydyr. Ba gaça (7) we (8) de lemeleri  integrirlenmek 
mümkinçiligidir. 

Eger baglan yk de lemesi wagta aýdy  bagly bolmasa, onda 
baglan yga stasionar baglan yk diýilýär we tersine wagta bagly bolsa 
stasionar däl baglan yk diýilýär. eýlelikde golonom baglany ykly 
erksiz ulgamy  mehenikasyny  esasy meselesi berlen iF   güýçleri  
we golonom baglan ygy  K de lemeleri  kömegi bilen ulgamy  
hereketini  kanunyny we baglan yk reaksiýasyny tapmakdan 
ybaratdyr. Bu mesele hereketi  we baglan ygy   

),...2,1(),(
),...,2,1(

kotrf
NiRFrm

i

ii                                             (5.9) 

de lemelerini  bilelikdäki çözgüdine syrykdyrylýar. 9-njy  ulgam  6 
N näbelli  funksyýalary( )(tri we )(tRi  wektorlary  koordinat 
oklaryna ugrukmalary) özünde  saklaýar. Her bir golonom baglan yk 
ulgamy   erkinlik derejesini bir birlige kemeldýär. Eger k baglan yk 
bar bolsa onda    ulgamy  erkinlik derejesi 3N-k de dir. 
Baglan yk ulgamy  bölejiklerine R güýç bilen täsir edýär. Ol güýje 
reaksiýa diýilýär. Sürtülmesiz baglan yga ideal baglan yk diýilýär. 
Eger ideal baglan yk stasionar bolsa, onda baglan yk reaksiýasy R  
bölejigi  mümkin bolan elementar orun üýtgetmesini  ugruna hemi e 
perpendikulýar bolýar. onu  üçin ideal,stasionar baglan yk 
reaksiýasy ulgamy  üstünde i  etmeýär.  
                            0

i
iidxRdA                                            (5.10) 
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 Kinetik energiýa üçin alarys:      
2

11
21

1 2
yx

m
T  

2
1

2
1

1
2

22
22

2
1

22
11

21

2
)sincos(

2
l

m
ll

m
 

212121
2

2
2

2
2

1
2

1
2

2
22

2
2

2 cos2
22

llllmyxmT  

eýlelikde gutarnykly alarys 
2

11121 2
1 lmUTTL

Ullllm
212121

2
2

2
2

2
1

2
1

2 cos2
2

2221121

2121212
2

2
2

2
22

1
2

1
21

coscos

cos
22

lmglmm

llmlmlmm
 

 
Mysal: m massaly nokat kxay sin endigan egri boýunça 

hereket edip bilýär. x ok gorizontal, y ok wertikal bilen  burç 
emele getirýär. Lagranžy  funksiýasyny we nokady  energiýa 
integralyny tapmaly. 

zgüdi: kxay sin , kxxaky cos , kxxkay 22222 cos ,  

kxxkaxmyxmT 2222222 cos
22

kxkaxmT 2222 cos1
2

 

cossincos kxmgamgymgrU  

kxkaxmL 2222 cos1
2 L cossin kxmga  
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güýç üçin               

                
2

i
i  i  x      

2
1  D k                                          (5.30) 

 

            
  x  
  D     
i

d 
iF  

Onda 

               0 
    x  

D 
  x  

L     
  x  
L    

  td
d   

iii

           (5.31) 

 
Mysal: Ikeldilen tekiz maýatnik üçin Lagranžy  funksiýasyny 
ýazmaly. 

Çözgüdi: Umumyla dyrylan koordinatalar hökmünde 1l  we   2l  

uzynlykly sapaklary  wertikaldan gy armalary bolan 1  we 

2  burçlary alaly . y oky 1-nji maýatnigi  asma nokadyndan 
wertikal ýokaryk, x oky bolsa yrgyldyny  tekizliginde ýerle direli . 

1m  nokat üçin ýazarys  

111 sinlx ,     111 cosly  

2m  nokat üçin  
 

22112 sinsin llx 22112 coscos lly  

1m  nokat üçin potensial energiýa   1111 cosglmU    
 

2m  nokat üçin    2222 cosglmU  

Umumy 21 mm massa üçin                                                   

1121 cosglmm  
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§19. Dalamberi  prinsipi 
Goý M erksiz hereket edýän material nokat. P  nokada täsir 

edýän berlen güýç we R  baglan yk reaksiasy. P  we R  güýçleri 
go up de täsirediji  F  güýji alarys. Dinamikany  ikinji esasy 
kanunyna laýyklykda  F güýç M nokady   tizlenmesini  ugruna 
ugrukdyrylandyr we moduly boýynça  m  –ä de dir. 
 Wagty  berlen pursatynda M nokada F  güýje moduly 
boýunça de  ugry boýunça gar ylykly güýç goýulypdyr diýip göz 

üne getireli . Bu güýje inersia güýji diýilýär we  
mF in                                       (5.11) 

formula bilen kesgitlenýär. Onda ýazyp bileris: 
F =- inF  (5.12)          ýada      F + inF =0 

eýlelikde material nokady  hereketini  her bir berlen pursatynda 
Pgüýç, baglan yk reaksiýasy R  we inersia güýji inF  öz-ara 
de agramla ýarlar. Material nokat üçin Dalamberi  prinsipi undan 
ybarat. Material nokatlary  ulgamy üçin Dalamberi  prinsipi  

kP
kR + inF =0        (k=1,2..,n)           (5.13) 

görnü e eýedir. 
 

§20. Lagranžy  1-nji tertipli de lemesi. 
  
Material  nokady  herekedini  de lemesi  

iii RFrm                              (5.14) 

görnü e  eýedir. Bu  ýerde  R -baglany yk  reaksyýasy . Eger  
bagylany yk  golonom   we   ideal   bolsa  ,  onda   ideal  ,  golonom   
baglany ygy   reaksyýasy R  bilen   f funksyýany   

)0),(( trf arasynda   a akdaky  gatna yk  bardyr . 
K

ii rfR
1

0][  bu ýerden  
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K

ii NifR
1

)..2,1(                        (5.15) 

-wagty  funksiýasy bolan näbelli köpeldiji .Onda 3-njini (1)-jide 
ýerine goýup alarys. 

)..2,1(0),,...,(
1

Ktrrf

fFrm

N

K

iiii                          (5.16) 

5.16-njy de lemä Lagranžy  birinji tertipli de lemesi diýilýär.Bu 
ýerde iF ,  ri ,Vi we t-i  berlen funksiýalary. Bu de lemelerdäki 
hemme radius-wektorlar ri(t) we Lagranžy  köpeldijileri )(t  
näbellilerdir. De lemeleri  sany we näbelli ululyklary  sany gabat 
gelýär we 3N+K –de . 
Baglan yk reaksiýasy 5.16-njy de lemäni  çözgüdi netijesinde 
kesgitlenýär. eýlelikde, baglan yk reaksiýasy berlen güýçlere bagly 
bolýar. Berlen   iF güýçlere  köplenç aktiw güýçler diýilýär.
 Baglan yk reaksiýalaryna bolsa passiw güýçler diýilýär. 
 Impulsy  kinetik momentini  we energiýany  üýtgeme kanunlaryny 
(baglan yk barka) Lagranžy  birinji tertipli de lemesinden alyp 
bolar. 

prM   impulsy  momenti. pr
dt
MdM     Sebäbi 0pr     

F
dt
PdP  

LFrpr -güýjü  momenti. Onda LM eýlelikde  
ee RFP    (5) 

Bu ýerde 
N

i

i
ee RR

1

-e da arky baglan ygy  reaksiýasyny  jemi 

e
R

e LLM                                      (5.17) 
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Özara täsir edi ýän nokatlar üçin Lagranžy  funksiýasy 

)(
2

222
ixUzyxmL  g rnü e eýedir. 

Lagranžy  funksiýasyndan tizlige g rä hususy nüm alaly  

                          i
i

x  
 x  
 L  

im                                              (5.24) 

3-njini wagta görä differensirläp alarys. 

ixm
d
d

d
d

ii
i

  x    m     
   t

 
  x    
L       

  t
                           (5.25) 

    Lagranžy  funksiýasyny  xi –ä  görä hususy önümi 

                         
i   x 

   U
  x  

L   

i

                                           (5.26) 

    1-njini, we 4-njini göz ö ünde tutup de lemäni a akdaky ýaly 
ýazarys. 

        *
i

ii

  F 
  x  

L     
  x   
L     

   t d
d                                     (5.27) 

6-njy de lemä dekart koordinatalar ulgamdaky Lagranžy  II-nji    
tertipli de lemesi diýilýär. Egerde ulgamda di e potensial güýçler 
täsir edýän bolsa  

                0
  x  

L     
  x   
L     

  td
  

ii

d
                                      (5.28) 

         Umumyla dyrlar koordinatalrda bu de leme  

             0 
  q  
L     

  q   
L     

  td
  

ii

d                                   (5.29) 

görnü e eýedir.  
Dissipatiw güýç F*

i  Releýi   dissipatiw funksiýasyny   üsti bilen 
hem a ladylyp bilner.Mysal üçin  

ii
d

i xkF  
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U=U( txxx n ,,...,, 21 )  funksiýa ulgamy  potensialy diýilýär. 

Eger U funksiýa wagta anyk bagly bolmasa onda o a ulgamy  
potensial energiýasy diýilýär. 
                                                  

i   x
  U

iF                          (5.22) 

güýje potensial güýç diýilýär. Stasionar potensial güýje 
konserwatiw güýç diýilýär. Konserwatiw güçleri  täsir edýän 
ulgamyna konserwatiw ulgam diýilýär. 

Eger ulgamy   böle iklerine täsir edýän güýçleri  bir bölegi 
potensial, beýleki bir bölegi bolsa potensial däl bolsa Nýütony   
ilkinji kanuny a akdaky görnü de ýazylýar.      

                        1,....n  i                  
  x
  U x   *

i
   i 

 ii Fm           (5.23) 

     Bu ýerde F  –potensial däl güýjü  düzüjisi 
Mehaniki ulgamy  hereketini  kanunyny  has umumy a latmasy 

 kiçi täsir prinsipi diýilýän prinsip bilen berilýär. Bu prinsipe 
Gamiltony  prinsipi hem diýilýär. Bu prinsipe g rä her bir 
mehaniki ulgam Lagranžy  funksiýasy diýilýän L( ix , ix , t )  

kesgitli funksiýa bilen häsiýetlendirilýär. 
Erkin hereket edýän material nokat üçin Lagranžy  unksiýasy  

2

2
ixm

L , dekart koordinatalarda    

222

2
zyxmL ,  silindrik koordinatalarda  

2222

2
zrrmL ,  sferik koordinatalarda  

222222 sin
2

rrrmL  
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 bu ýerde 
N

i

i
ee

R RrL
1

][   da arky basglan ygy  reaksiýasyny  

jemi. 
Energiýany  üýtgeme kanuny  

N

i
iI

N

i
i

d
i

e

VRVF
t

UE
11

                             (5.18) 

e
i

n
ii RRR -içki we da ky baglan yk reaksiýasyny  jemi. 5-

njini we 
N

i
ii Kdt

t
frdf

1

),..,2,1(0                  (5.19) 

göz ö ünde tutup 
KN

i

K N

i
iiii t

fVfVR
11 1 1

              (5.20) 

7-nji  a akdaky görnü de ýazmaga mümkinçilik berýär. 
 

KN

i
i

d
i

e

t
fVF

t
UE

11

                        (5.21) 

 
 
Mysal: Material nokat gorizont bilen  burç emele getirýän 
ýylmanak tekizlik boýunça agyrlyk meýdanyn täsirinde hereket 
edýär.Nokady  hereket kanunyny we tekizligi  reaksiýasyny 
tapmaly. 
 
Baglan yk de lemesini  
                                       0zxtgf                                                
(1) 

rnü de ýazyp bolar. Lagranžy  1-nji tertipli de lemesini 
mysalymyz üçin gi likdäki dekart koordinatalarda ýazaly . 
                                  tgfxm x                                               
(2) 
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                                0ym                                                    (3) 
           mgfmgzm z                                      (4) 
Bu ýerden 

                            tg
m

x                                     (5) 

Baglan yk de lemesini iki gezek wagta g rä differensirläli  
0ztgx                                               

5-njiden tizlenmeleri  bahalaryny goýup alarys 

02

m
gtg

m
  ýa-da 

 
02 mgtg  mgtg 12    

bu ýerden     2
2 cos

1
mg

tg
mg       (6) 

2-nji, 3-nji we 4-nji de lemelerden alarys 
 

2cosmgtgxm  tg  ýa-da 2cosgx tg  
2cos sincostg  de ligi g z nünde tutup alarys 

 
sincosgx   xd sincosg  dt ,    x sincosg  dt ,  

bu ýerde 

2sin
2
1sincos -dygyny  

hasaba alyp  2sin
2
12sin

2
1 gdtgx t 1c  

0t -da 10 cx   Onda 02sin
2
1 xgtx      Bu  ýerde   

dtxdtgtdx 02sin
2
1  
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dtxdtgtx 02sin
2
1   20

2

2sin
22

1 ctxtgx ,   0t -da  

20 cx .Bu ýerden 

                    00
2 2sin

4
1 xtxgtx                                           (7) 

,0y   0yy ,   400 ctydtyy ,   0t -da   04 yc , onda 
alarys  
                               00 ytyy                                                    (8) 
1-nji de lemeden xtgz .  7-nji de lemedäki x-y  bahasyny 
ýerine goýup alarys 

xtgz tgxtxgt 00
2 2sin

4
1 -

cossin2
4
1 2

00 gttgtxx tg = 

22
00 sin

2
1 gttgtxx                                         

          22
00 sin

2
1 gttgtxxz                                          (9) 

 Indi tekizligi  reaksiýasyny tapaly . 
xx fR . 6-njydan we 1-njiden peýdalanyp ýazarys.  

xR 2cosmg tg cossinmg  
0yy fR  

zz fR 2cosmg  
 
 

§21. Lagranžy  2-nji tertipli de lemesi. 
 
Lagranžy  funksyýasy. Lagranžy  2-nji tertipli de lemesi. 
Umumyla dyrylan koordinatolardaky  Lagranžy  de lemesi. 
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VI bap.Çyzykly yrgyldylar. 
 

§22. Bir ölçegli hususy yrgyldy. 
 
Goý m massasy M nokat F çeki  güýjü  täsirinden gönüçyzykly 

hereket edýän bolsun(32-nji surat). 

 
32-nji surat 

F güýjü  moduly M nokady  O merkezden uzaklygyna proporsional 
bolsun. 

                                        F=-KxOM                                    (6.1) 
Bu ýerde K-proporsionallyk koeffisiýenti. Nokady  hereketini  
kanunyny tapmak talap edilýär. 

Eger M nokady  gönüçyzykly traýektoriýasyny x oka derek 
kabul etsek, kordinatany  ba langyjy deregine gozganmaýan O 
nokady alsak, M nokady  absissasyny x bilen belläp, F güýjü  x oka 
bolan proeksiýasyny Fx bilen belläp alarys. 

                              Fx =-Kx                                                (6.2) 
Nýutony  ikinji kanunyndan     

                           Kx
dt

xdm 2

2

                                    (6.3) 

De ligi  iki tarapyny m-e bölüp  

                            x
m
K

dt
xd
2

2

                                          (6.4) 

2

m
K

 bilen belläp alarys  x
dt

xd 2
2

2

 ýa-da 02
2

2

x
dt

xd
 

                02 xx                                        (6.5)  
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  bu ýerde 
m
K

 

6.5-nji de lemämiz 2-nji derejeli, erkin agzasyz, hemi elik 
koeffisiýentli çyzykly differensial de lemedir.Differensial 
de lemeleri  nazarýerinden belli bol y ýaly bu de lemäni  umumy 
integraly   

                      tax sin                                       (6.6) 

görnü de a ladylýar.Bu ýerde a  we  erkin  hemi elik ululyklar. 
Bu de leme garmoniki yrgyldyny  de lemesidir. a  ululyga 

yrgyldyny  amplitudasy, t   ululyga yrgyldyny  fazasy, 

 ululyga bolsa urgyldyny  ba langyç fazasy diýilýär(t=0 
wagtdaky fazany  bahasy). 

Garmoniki yrgyldyda nokady   tizligi  

              )cos( ta
dt
dx

                             (6.7)   

formula bilen kesgitlenýär. 
dt
dx

 -ni  alamaty nokady   x oky 

boýunça haýsy tarapa hereket edýändigini görkezýär. 
Yrgyldyny   amplitudasy we ba langyç fazasy hereketi  

ba langyç ertleri bilen kesgitlenýär. 

Goý, wagty  ba langyç pursatynda M nokat 0x  ýagdaýa eýe 

bolsun (t=0), tizligi bolsa 0  bolsun. 6-njydan we 7-njiden alarys. 

sin0 ax  we cos0 a  
bu ýerden           

2
22

2
02

2

2
02222

0
222

0 cos;sin;cos;sin
aa

xaax
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     Eger 12
2

2n  (material nokady  hereket edýän sredany  

gar ylygy uly bolmasa, onda n -dan) bolsa, onda 2  hakyky 
baha eýedir. 
     Indi 1  we 2 -ni  bahalaryny ikinji önümde ýerine goýup alarys. 

0124 2

2

1
nf  (sebäbi 12

2

2n  bolsa) we 

021842421634212134 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2
nnnnnnf

 
Bu ýerden 01f  0  bolanda f  maksimuma ýetýär. 

Amplituda bolsa (b) minimum. 0,0 p
k
p  p – da ary 

güýçleri 2  bolanda, ýagny 22 2np  f  minimum 
bolsa, onda b maksimum. 

2

2
0

2
22

2
22

2

0
max

1241 nn
b

n
bb  

2

2
0

2

2

2

2

2

2

4

4
0

2

2

2

22

2

2

0

1242141
nn

b
nnnn

b

n
k
n

k
n

b  

2

2

2

2

4

4

2

2

1444 nnnn  
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Bu ýerde 0p  hasap edip 2

hb  alarys. 2

h -dy b0 bilen, p -ny  

bilen belläp 6.36-njy de lemäni täzeçe ýazarys. 

2

22
22

0

41 n

bb                 (6.37) 

Bu ýerden n -ny  berlen bahasynda b ululyk -i  funksiýasydyr. 

     Indi -i  haýsy bahalarynda b-i  maksimum we minimum 
bahalary alýandygyny göreli . onu  üçin kökü  a agyndaky 

latmany (funksiýany) f  bilen belläli . 

2

22
22 41 nf  

Bu funksiýany  1-nji we 2-nji önümi 

2

2
2

2

2
32

2

2
24 214844421 nnnf

 

2

2
2 2134 nf  görnü de a ladylýar. 

     1-nji önümi nola de läp 021 2

2
2 n  de lemäni alarys. Bu 

de lemäni  kökleri 01  we 2

2

2
21 n  ( 021 2

2
2
2

n   

2

2
2
2

21 n   2

2

2
21 n ) 
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2

2
02

0222

2
0

2

2
022 11cossin x

aaa
x

 

2
0

22
0

2
0

2

222
0

2

2
2

2

2
02

02

2
02

0
2

cos
sin;;

x
a
ax

tgxaxa

00

0
2
0

22
0

v
xxtg                                          (6.8) 

 
Yrgyldyny  doly periodyny (T) tapaly . Sinusy  ýa-da 

kosinusy  periody 2 -e de  bolany üçin T wagt geçeninden so  
yrgyldyny  fazasy 2 -e köpelýär. Onda  

2tTt   bu ýerden 
2T   ýa-da -

ni  bahasyny goýup alarys 

k
m

m
k

T 22                                          (6.9) 

Yrgyldyny  periody herekeri  ba langyç ertine bagly däl.   

T
2

  ululyga 2 -sekuntdaky  doly yrgyldylary  sany 

diýilýär(aýlaw ýygylygy). Trigonometriýany  belli formulalaryndan 
peýdalanyp (6.6) de ligi ba garak görnü de hem ýazyp bolar.  

sincoscossin tatax  
bu ýerde  Aacos ;    Basin  alarys. 5-nji de lemäni  

hususy çözgütleri txtx sin;cos 21  

tBtAx cossin   onda 21 BxAxx  0sin xa     
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0cosa  dygyny göz ö ünde tutup 0A   0xB   Onda 

txtx cossin 0
0  Eger 00  bolsa txx cos0   

cos
a
A

   sin
a
B

 2

2
2cos

a
A   2

2
2sin

a
B

         

111 22
22

2

2

2

BA
aa

B
a
A

   ;222 BAa  

22 BAa    
A
B

Aa
aBtg

cos
sin

 

 
Birinji derejeli erkinlige eýe bolan ulgamy  yrgyldyly 

hereketine Lagranžy  usulynda seredeli . Durnukly de agramlylyk 
ýagdaýynda ulgam i  kiçi (minimum) poten- sial energiýa ( )(qU ) 
eýedir. Ulgamy ol ýagdaýdan gy armagy ulgamy ö ki ýagdaýyna 

getirmäge ymtylýan 
q
U  güýjü  ýüze çykmagyna getirýär. 

     Potensial energiýany  üýtgemegini a akdaky ýaly ýazarys. 
2

00 2
)()( qqkqUqU                            (6.10) 

     Bu ýerde qqUk q )( , 0qq -daky )(qU -y  ikinji önümi. 

0qqx  we 0)( 0qU  diýip alarys. 

2
)(

2kxxU                                              (6.11) 

Ulgamy  kinetik energiýasy 22 )(
2
1)(

2
1 xqaqqa                        (6.12)   

mqa )( 0  diýip Laranžy  funksiýasy üçin alarys. 
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pthptbptnbpptbp sin)sin()cos(2)sin( 22  
pt  diýip alarys. 

)sin(cos2sin)( 22 hnbppb   ýa-da 
cossincossincos2sin)( 22 hhnbppb  

de ligi  sag we çep tarapyndaky koeffisientleri de  bolmaly. Onda 
)(cos 22 pbh , nbph 2sin   222222 )(cos pbh ,  

22222 4sin pbnh  
222222222 4)sin(cos pnpbh   

Bu de lemelerden taparys. 

22222 4 pnp

hb  we 22

2
p

nptg                          (6.34) 

eýlelikde umumy çözgüt. 
)sin()sin( 1 ptbtaex nt                                 (6.35) 

     6.35-nji de ligi  sag tarapyny  1-nji agzasy sönýän yrgyldyny 

suratlandyrýar.      2-nji agzasy bolsa 
p

2  periodly we p ýygylykly 

garmonik yrgyldyny a ladýar. Bu yrgyldylara mejbury yrgyldylar 
diýilýär. Berlen ýagdaýda material nokady  hereketini  grafigini 
sönýän yrgyldyny  grafigi bilen garmonik yrgyldynyafigini go mak 
arkaly gurup bolar. Mejbury yrgyldylary  amplitudasyny  (b) (ýarym 
gerimini ) bu yrgyldylary  ýygylygyna (p) baglylykda üýtgeý ine 
seredeli . 
    6.34-nji de lemäni  sag tarapyny  sanawjysyny hem-de 
maýdalawjysyny 2 -a böleli . 

4

222

2

2

2

41 pnp

h

b                                          (6.36) 
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güýç täsir edýär diýeli . ol güýjü  x oka bolan proýeksiýasy wagta 
görä sinuslar kanuny boýunça üýtgeýär diýeli , ýagny 

ptHFx sin                                            (6.30) 

xFxkxxm   pt
m
Hx

m
x

m
kx sin   

pt
m
Hx

m
x

m
kx sin  

Bu ýerde H we p – käbir hemi elik berlen sanlar. Bu ýagdaýda 
nokady  hereketini  differensial de lemesi 

)sin(2 2 pthxxnx                                           (6.31) 

Bu ýerde 
m
Hh , 

m
K2 , 

m
n2 . 6.31-nji de leme sag tarapy 

noldan tapawutly, hemi elik koeffisiýentli, ikinji tertipli çyzykly 
differensial de lemedir. Çyzykly differensial de lemesini  
nazatýetinden 6.31-nji de lemämizi  umumy çözgüdini  

21 xxx                                            (6.32)    
görnü de diýip bolar. 
Bu ýerde 2x  berlen de lemäni  haýsy hem bolsa bir hususy çözgüdi, 

1x  bolsa sag agzasyz de lemäni  umumy çözgüdi 
( 02 2xxnx ). 

)sin( 11 taex nt  umumy çözgüdi biz bilýäris. Bu ýerde 
22

1 n , a we  erkin hemi elikler. 
eýlelikde 6.31-nji differensial de lemäni integrirlemeklik onu  

hususy 2x  çözgüdini tapmaga syrykdyrylýar ( 2x ). 
)sin(2 ptbx                                         (6.33)  

diýip hasap edeli .Bu ýerde  we b käbir hemi elik ululyklar.Bu 
ýerden alarys 

)cos(2 ptbp
dt
dx , )sin(2

2
2

2

ptbp
dt

xd . 

2x -i , 2x  we 2x -y  bahalaryny 6.31-nji de lemede goýup alarys. 
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22

22 kxxmL    (5.3) bu ýerde xm
x
L

, xm
x
L

dt
d , 

kx
x
L

. 

kxxm   0kxxm   0x
m
kx  

02xx   (11) bu ýerde 
m
k

                   )13.6(  

çyzkly differensial de lemesini  (11) umumy çözgüdi 
tctcx sincos 21    (13)  ýa-da )cos( tax    

(14)  bu ýerde 
2
2

2
1 cca , 2

2
2
1

1cos
cc

c
, 

2
2

2
1

2sin
cc

c
 ýa-da 

1

2

c
ctg  ba gaça )sin( tax  

a – ululyga amplituda diýilýär;  - garmoniki yrgyldyny  ýygylygy 
diýilýär; t  - ululyga yrgyldyny  fazasy diýilýär; 0t  
wagtdaky -ny  bahasyna fazany  ba langyç bahasy diýilýär. 

eýlelik-de durnukly de agramlylygy  töwereginde (ýakynynda) 
sistema garmoniki yrgyldy edýär. Yrgyldysy hereketi  ýygylygy  
dur una sistemany  häsiýeti bilen kesgitlenýär. 

Kiçi yrgyldy edýän sistemany  energiýasy         

)(
222

222
22

xxmkxxmUTE pk              (6.15) 

14-njini göz ö ünde tutup alarys: 
( )(sin)sin( 2222 taxtax ) 

2
)(cos)(sin

2

22
222222 matatamE ;    
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Ýagny                          22

2
1 maE                                        (6.16) 

    Garmoniki yrgyldylar öwrenilinende olary, go maça, düzüjilere 
dargatmaly bolýar hem-de has çyl yrymly de lemeleri çözmeli 
bolýar. ol meseleleri çözmeklik kompleks sanlary  nazaryýeti 
ulanylanda has a satla ýar. Seredilen garmoniki yrgyldyny  

latmasyny  (14) kompleks formasy a akdaky ýaly ýazylýar: 
)(~ tiaex                                             (6.17) 

   Yrgyldaýan sistemany  koordinatasyny  wagta baglylygyny 
kompleks a latmany  maddy bölegini  üsti bilen a latmak köplenç 
amatly bolýar. 

tiAex Re     bu ýerde      iaeA                        (6.18) 
Kompleks amplituda 
   Mysala ýüzleneli : 
1. Yrgyldyny  amplitudasyny we ba langyç fazasyny ba langyç 

koordinatany  )( 0x  we tizligi  )( 0  üsti bilen a latmaly. 

tctcx sincos 21  haçanda t=0 bolanda 10 cx  sebäbi, 

1cos t 0sin t . 

2210 cossin cttctcxt   eýlelikde 01 xc ; 

0
2c  

2

2
02

0xa ; 
0

0

x
tg  

02 xx  de lemäni  hususy çözgütleri tcx cos11 , 

tcx sin22 . 
Bize belli bolan (differensial çyzykly de lemeleri ) häsiýetleerine 
görä umumy çözgüt hususy çözgütleri  çyzykly kombinasiýalarydyr. 
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;)( 1
1 n
ttg  ;1

1 n
arctgt ;1

1 n
arctgt  

;1
1 n

arctgt );(1 1

1 n
arctgt          (6.29) 

arktangensi  yzygiderli bahalary biri-birinden  ululyga 

tapawutan arlar. Onda t-ni  bahalary biri-birinden 
1

 baha 

tapawutlan arlar. 

                    ;
1

12 tt  

;2

1
1

11
1

1
23 tttt  

10-njy de lemede yzygiderli t-ni  bahalaryny go up alarys. 
 
                               

            );sin( 111 taex nt );sin( 212
2 taex nt

        

             111

)(

2
11

1

)sin( xetex
ntn

 

21

Tnn
ee  ululyga sön än yrgyldyny  dekrementi di il är. 

2
ln 1

Tne
n

 ululyga logarifmik dekrement di il är.  

 
 

§24. Mejbury yrgyldy. 
 
Material nokada beýleki güýçler (gur awy  gar ylygy, x 

aralyga proporsional güýç) bilen bir hatarda periodik üýtgeýän F  



 133

)]sin()cos([ 111 tntae
dt
dx nt

            (6.28) 

a  we  ululyklar ba langyç 0x we 0 ululyklar bilen kesgitlen är. 
t=0 di ip, 10-njy we 11-nji de lemelerden alarys. 
 

sin0 ax  we inxana 0110 cos)sincos(  
a-da  

             ;sin 0xa
1

00cos nxa      bu erden 

;sin 2
0

22 xa ;
)(

cos 2
1

2
0022 nx

a  

;sin 2

2
02

a
x ;)(cos 2

1
2

2
002

a
nx

 

]
)(

[1)(
1 2

1

2
002

022
1

2

2
00

2

2
0 nx

x
aa

nx
a
x

 

))(( 2
1

2
002

0
2 nxxa ; 2

1

2
002

0
)( nxxa  

;
)( 2

00
2

2
1

22
02

nxa
axtg    ;

00

10

nx
xtg  

 
t wagty  ha sy bahalarynda nokady  tizligini  nula de digini, agny 

 uly gy armasyna bar andygyny tapaly . Nokady  tizligini nula 
de läp, alarys. 
                      
                       0)sin()cos( 111 tnt    a-da 
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tctcx cossin 21  

1c  we 2c  hemi elikleri ba langyç ertlerden kesgitläp bolar. t=0 

bolanda 00 , xxx  onda ., 0
201 cxc  

onu  üçinem txtx cossin 0
0 )cos(sin

1

2
1 t

c
ctcx  

ýazaly . tg
c
c

1

2
diýip hasap edip 

tcctcttgtcx cos)cos(
cos

)sin(cos 2
2

2
1

1
1  

acc 2
2

2
1  diýip alarys. 

)cos( tax  

Bu ýerde a  we  täze erkin hemi elikler. 
 
 

§23. Togtaýan yrgyldy. 
 

Go , material nokat 
__
F dartuw gü jü  täsirinden  

gozganma an O nokada tarap x ok bo unça gönüçyzykly hereket 
ed än bolsun. O nokady koordinatalar sistemasyny  ba langyjy 

deregine alarys. Sredany  
__

R  gar ylygyny tizlige proporsional hasap 
ed äris. Bu gü ç mydama tizligi  gar ysyna ugrukdyrylandyr. Onda  

____
R                                (6.18) 
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di ip azarys. Bu erde -proporsionallyk koeffisiýenti. 
lelikde, bu gü jü  x oka ugrukmasy  

dt
dx

xxR                                               (6.19) 

bolar. 
__

F gü jü  x oka ugrukmasy x . Onda nokady  hereketini  
differensial de lemesi  

dt
dxx

dt
xdm 2

2

                                            (6.20) 

bolar. De lemäni  iki tarapyny hem m-e bölüp we ;2

m
 nm 2  

bellikleri girizip alarys: 

                                         dt
dxnx

dt
xd 22
2

2

          a-da 

02 2
2

2

x
dt
dxn

dt
xd

                                   (6.21) 

Bu de lemäni integrirlemek üçin ü tge än ululyklary çaly mak 
usulyndan pe dalanaly .  

ntex                                      (6.22) 

bu erde - täze ü tge än ululyk.  Bu ululygy t wagta görä 
differensirläp alarys. 

            )(
.

n
dt
deen

dt
de

dt
dxx ntntnt                 (6.23) 

we 

)2( 2
2

2

2
2

2

2

2..

n
dt
dn

dt
de

en
dt
dnee

dt
dne

dt
d

dt
xdx

nt

ntntntnt
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x funksi any  we onu  önümlerini  bahasyny 4-nji de lemede 
erine go up alarys. 

                 

0)(2)2( 22
2

2
ntntnt en

dt
dnen

dt
dn

dt
de  

nte köpeldijä bölüp alarys. 

0222 222
2

2

n
dt
dnn

dt
dn

dt
d

 

              0)( 22
2

2

n
dt
d

                          (6.24) 

Go , n ,  onda   
2
1

22 n  hasaplap 7-nji de lemäni 
akdaky görnü e getireris. 

02
12

2

dt
d

                                    (6.25) 

8-nji  de leme garmoniki yrgyldyny  differensial 
de lemesidir.(geçen paragrafda seredilen). So ky de lemäni 
integrirläp alarys. 

)sin( 1ta                                (6.26) 
Onda    

                     ntetax )sin( 1                             (6.27) 

Bu de leme ö ki garmoniki yrgyldyny  de lemesinden 
nte  

köpeldiji bilen tapawutlan ar. onu  üçinem yrgyldyny  amplitudasy 
wagty  geçmegi bilen kemel är. Bu hili yrgyldylara sön än 
yrgyldylar di il är.  
10-njy de lemäni wagta görä differensirläp sön än yrgyldydaky 
nokady  tizigini taparys. 
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VII bap.Çyzykly däl yrgyldylar. 
 

§25.Hususy yrgyldylar we Krylow—Bogolýubowy  usuly.  
                         

Golonom hemi elik baglan yk goýlan  we berlen hemi elik  
güýç täsir edýän bir derejeli sistema seredeli .Sistema durnukly 
de agramlylyga eýe diýip hasap edýäris.Sistemany  kinetik, 
potenseal we dissipatiw funksiýalarny de agramlylyk nokady  
töwereginde ikinji tertibe çenli dargatmak çyzykly de lemä getirýär. 

Köp praktiki meselelerde ýeterlik uly amplitudaly we tizlikli 
yrgyldylary öwrenmek zerur bolup durýar. eýle ýagdaýda 
dargatmany  çyzykly däl de lemä getirýän indiki agzalaryny hem 
hasap etmeli bolýar.Eger de agramlylyk ýagdaýdan gy arma we 
nokady  tizligi gaty uly bolmasa, onda alynýan degi li de leme kiçi 
çyzykly däl yrgyldyny beýan eder. eýle yrgyldylary   aýratynlygyny 
matematiki maýatnigi  mysalynda öwreneli (33-nji surat). 

 
33-nji surat 

Maýatnik “çyzykly” gar ylyga eýe bolan sredada  ýerle en diýip 
hasap edeli .Onda maýatnigi  kinetik, potensial energiýesi, hem-de 
dissipatiw funksiýasy degi lilikde de dir.  

2
2

2
2

2
;cos1;

2
KlDmglUmlT            (7.1)                         

Potensial energiýany durnukly de agramlylyk ýagdaýynda dördünji 
agza degi li                                                               takyklyk alarys. 



 140

...
!6!4!2

1
642 tttost      ...

!7!5!3
sin

753 ttttt                              

onda                  )
!4!2

(
42

mglU                                      (7.2) 

j
j

j

Q
q
L

q

L
dt
d )(  ( j= 1, 2,…, s)  we  

j

j

q

DQ
    ( j= 1, 2,…, s)     

de lemeleri peýdalanyp seredýän sistemamyz üçin Lagranžy  
de lemesini alarys. 

      

;

)(;);cos1(
2

2

2
22

ml

L
dt
dmlLmglmlUTL  

!3

3

2

mglmglL

klD
 

!3

!3

!3

3

3
22

2
3

2

l
g

l
g

m
k

mglmglklml

klmglmglml
 

                               
ýa-da    
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3
2
02

0 !3
2                                           (7.3) 

  bu ýerde   

m
k

l
g 2;2

0
                                        (7.4) 

 Eger 3-nji de lemedäki a3  proporsional çyzykly däl agzany göz 
ünde 

tutmasak  çyzykly de lemä gelýäris. 

02 2
0

                                           (7.5) 
 

0
   bolonda  (4')-de lemäni  çözgüdi 

)cos( 00 te t                                    (7.6) 
funksiýa bolýar.  bu ýerde   

22
0

2                                           (7.7) 
Eger çyzykly däl agzany hem  göz ö ünde tutsak we onu  

ululyga propersional çyzykly agza bilen de dirende kiçidigini 
göz ö ünde tutsak, onda çyzykly däl yrgyldyny suratlandyrýan 
çözgüdi  formulasy boýunça çyzykly de lemäni  çözgüdine me ze    

cosa                                             (7.8) 
görnü inde diýip güman etmek bolar, 

  bu ýerde a we -çyzykly däl yrgyldyny  näbelli ampletudasy we 
fazasy. 

   
6

3
 -ululyga proporsional we maýatnigi  wertikaldan 

gy armasyna bagly umumyla dyrylan  güýjü  ululygy çyzykly 
golaýlamany  güýjündenkiçidir. Özem ol tapawut maýatnigi  
gy armasy näçe uly bolsa onçada ulydur. 

eýlelikde fazadan wagta görä birinji önüm ýa-da maýatnigi  
çyzykly däl yrgyldysyny  ýygylygy ( )  çyzykly yrgyldyny  
ýygylygyndan kiçidir.Ol yrgyldyny  ampletudasyna baglydyr. onu  
üçinem hususy çyzykly däl yrgyldylar üçin    
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a                                                    (7.9) 

  baglan yk bar diýip hasap edip bolar. Bu ýerde a  -görnü i  
umumyla dyrlan güýjü  görnü i  bilen kesgitlenýän kabelli 
funksiýadyr. Çyzykly ýakynla mada matematiki maýatnigi  

ampledudasy t
oeaa kanun boýunça üýtgeýär we aa  

de lemäni  kanagatlandyrýar. onu  üçünem umuman çyzykly däl 
yrgyldyny  amplitudasyny  wagta görä önümi yrgyldyny  
ampletudasyny  funksiýasydyr diýip hasap edýäris. 

)(afa                                                      (7.10) 
Çyzykly däl yrgyldylar üçin “obertonlary ” bolmagy häsiýetlidir. 
           
       Obertony  bolmagyny de lemesinde çyzykly däl agza saklaýan 
matematiki 
 maýatnigi  mysalynda görüp bileris. 

)3coscos3(
4

cos
3

333 aa  

  Çyzykly däl kiçi yrgyldylary  aýratynlygy—superpozisiýa prinsipi 
ýerine yetenok.Hereketi  de lemesini  çyzykly däldigi üçin  onu  
umumy çözgüdi hususy çözdütlerni   jemine de dir. 
we Krylow—Bogolýubowy  usuly. Mejbury yrgyldylar. Rezonans. 

  Pes, çyzykly  däl hususy bir ölçegli  
),(2

0 Q                                        (7.11) 
     görnü li  de lemesine seredeli .Bu ýerde  Q funksiýany  
çyzykly agza bilen de direni de kiçidigini görkezýän parametr. Bu 
de lemäni çözmegi  usullaryny  biri hem Krylow—Bogolýubowy  
usulydyr. 7-nji de lemäni göz ö ünde tutup 10-njy de lemäni  
çözgüdini  

...),(),(cos 2
2

1 aaa                          (7.12) 
hatar görnü inde gözleýäris, bu ýerde 21 , amplitudany  
funksiýasy we fazany  periodik funksiýasydyr. Öz gezeginde 
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amplitudany   üýtgemegi   we   ýygylyk   amplitudany   bahasyna   
we     faza    bozulmasyna  ( )-ä    baglydyr. 
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hökmünde    alarys.Bu    funksiýalary    peýdalanyp   (7.12-njini   we  
7.25-    kömegi  bilen)    7.11-njy de lemäni    çözgüdini    taparys:  

=a(t)cos (t)+ 1(a(t), (t)) 
Me ze       hasaplamany  2   takyklyk  bilen  ýerine ýetirip     2-nji    
ýakynla madaky    çözgüdi  alyp   bolar. 
Ýeterlik uly wagt interwalynda a  funksiýalary  birinji 
ýakynla masyna    funksiýany  nulyny  ýakynla masy degi lidir. 

Mejbury,çyzykly däl yrgyldylary  fiziki  aýratynlygyna 
seredeli .Sistema  kiçi,   hemi elik   däl,   wagta  görä   gormoniki  
üýtgeýän  Qeocos et     güýç  täsir   edýär  diýip  pikir   edeli ol  
güýjü    ortaça    kuwwatyny     kesgitläli ( t    wagtda). 

tt

t
e dttQ

t

0

0

20 cos1  

t wagt hususy çyzykly yrgyldylary  periodyndan (2 o) ýeterlik 
uly bolmaly. ol bir wagtda-da, ol t wagtda yrgyldyny  formasy 
duýarlyk üýtgemeli däldir.   t wagt hususy çyzykly däl yrgyldy 
çyzykly yrgylda golaý diýip, ýagny: =acos ;  =-a osin  bu ýerde 

ot+ (t) hemde t wagtda a(t) we (t) funksiýalary  
üýtgemesini  kiçidigini hasaba alyp ortaça kuwwat üçin a akdaky 

latmany   alarys: 

e

e

e

ee tttt
t

taQ

0

0

0

000 coscos
   (7.27) 

Haçanda e-  o-dan örän tapawutlanýan bolsa(rezonans däl 
ýagdaý)       mejbur  ediji     güýjü     kuwwaty  ýok   bolmaga  çenli  
kiçi,  sebäbi    t >> 2 o.    
Eger rezonans bolsa, ýagny e o, onda kuwwat  tertibinde 
bolýar.Hakykatdan  hem e o -i    (27)-de   ýerine    goýup    we   

-nula   ymtyldyryp   ortaça   kuwwat  üçin   alarys:  
Qeo oa(t)sin (t)                                     (7.28) 

eýlelikde  rezonans   ýagdaýda   ortaça   kuwwat   amplitudany   we  
fazany    bozulmagyny    (  )  funksiýasy   bolýar. eýlelikde   

akdakyny    güman  etmek   bolar:Rezonans   ýagdaýda    
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amplituda a we faza  wagty  näbelli funksiýasydyr. Amplituda a 
we faza  özlerni   

...)()(
...;)(

210

2
2

1

aa
afafa

                    (7.13) 

görnü li differensial de lemelerine tabyndyrlar. So ky de lemämizi  
sag tarapy tapylyp bilner. Sebäbi (7.12) hatar 7.11-nji de lemämizi 
kanagatlandyrmalydyr.Sebäbi (7.12)-nji hatar 7.13-nji  de leme bilen 
kesgitlenýär. 

Näbelli funksiýalar bolan  

2
2

12
2

12
2

1 ,,...,,,...,, ff                                                           
käbir erkinlik bilen kesgitlenýär. Eger  esasy garmonika  doly 
ampletudasy bolsun diýip talap etsek onda ol erkinligi ýok edip bolar. 
Onda  , 2

2  funksiýalar cos  we sin  ululyklara proporsional 
agzalary özünde saklamazlar we   

(7.12)  
2

0

( , )cos d =0,  n da 0sin),(
2

0

     

(n=1,2,…) 
erti kanagatlandyrarlar. De lemäni çözmegi  umumy shemasy  ƒ 1 , 

1 1  funksiýalary berlen  Q funksiýa boýunça gözlemekden 
ybaratdyr. Yrgyldyny  amplitudasy we fazasy bolsa wagty  
funksiýasy hökmünde tapylan ƒ,   we a me ze  funksiýalar 
boýunça 12-nji de lemäni  kömegi bilen kesgitlener. 10-njy 
de lemäni  çözgüdini birinji ýakynla mada tapaly -ny öz içine 
alýan takyklyk bilen  we  ululyklary a we  ululyklary  
funksiýasy hökmünde tapaly . 11-nji hatary  ilkinji iki agzasyny 
wagta görä differensirläp taparys:  

=- a cos  – a sin  + 
a

1 a  + 1             ( 7.14) 

a we  ululyklary   12-nji de lemä tabynlygyny göz ö ünde tutyp, 
olary ýerine goýmak bilen ol takyklykda alarys. 
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1
0110 sincossin afa                   (7.15) 

So ky de lemämizi  wagta görä differensirläp alarys   

sinsincos

cossin

1
1

1

0

aa
da

dfa
dU
df

aa o

        (7.16) 

12-ni u ýerde goýup -no çenli takyklyk bilen taparys 

2
1

2
2

1010
2
0 sin2cos2cos ofaa   

- 2
1

2

011 cossin aa                                    (7.17) 

17-nji we11-nji formulalar ba langyç de lemämizi  çep tarapyny a 
we  ululyklary  funksiýasy hökmünde  kesgitlemäge mümkinçilik 
berýär. 10 njy de lemäni  sag tarapyny -na çenli takyklykda, a we 

 ululyklary  funksiýasy hökmünde gözlemek üçin   1Q    
ululygy  cosa        sin0a  
nokatda dargatmaly. 

sincos 011 aaQQ                  (7.18) 
11-nji,17-nji, we 18-i 10-nji de lemede ýerine goýup(görkezilen 
takyklyk bilen) alarys: 

110102
1

2

1
2
0 sin2cos2 aQfa o     (7.19) 

(19)-njy   gatna yk berlen  Qo  funksiýa   boýunça  näbelli  
funksiýalar   bolan  1 f1   we  1-y     kesgitlemäge   mümkinçilik   
berýär.  Berlen   funksiýany  (  Qo)  we    näbelli   ( 1) 
funksiýany(Periodik funksiýa  diýip hasap  edýäris)   Furýeni    
hatary görnü de  göz-ö üne  getireli . 

0
10 sincos

n
n annaaQ                              (7.20) 
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Bu ýerde n(a)    we  n(a)-Furýeni   belli   koeffisiýentleri   

0
11 sincos

n
nn nanaa                        (7.21) 

Bu  ýerde  n   we     an  (n=o,1,2,3…….)  Furýeni    
kesgitlemäge  degi li  koeffisiýentleri. Koeffisiýentler         we        

(13)    görä                       011                                     (7.22) 
(20)  we   (21)-i   (19)-da     ýerine  goýup    me ze   gormonikadaky   
koeffisiýentleri        biri-birine   de läp   f   -ny    we           we        
koeffisiýentleri  taparys. 

0

1
1 2

f ,            
a0

1
1 2

                      (7.23) 

2
0

0
0 ,    2

0
21 n
n

n ,  ....3,2
1 0

2 n
n

n
n   (7.24) 

(23)-i      ulanyp     (12)-den    amplituda  we   faza üçin    differensial   
de leme  alarys: 

0

1

2
aa , 

a
a

0

1
0 2

                                (7.25) 

eýlelikde  birinji  ýakynla mada  amplitudany   wagta   görä  önümi   
we  ýygylyk  Furýeni    berlen  funksiýasyny     koeffisiýentleri  
arkaly  kesgitlenýär.Ýagny  (10)-njy   de lemäni   sag    tarapyny    
Furýe   koeffisiýentleri   arkaly    kesgitlenýär.Amplitudany     önümi   
sin         funksiýany        Furýe   koeffisiýenti,    fazany    önümi     
cos      funksiýaný    Furýe     koeffisiýenti    arkaly  kesgitlenýär.   
(24) - i    (21)-de  
goýsak 

nana
n

a
nn

n
sincos

1
11

2
2

2
0

2
0

0
1   (7.26) 

funksiýany  kesgitlemäge    getirer.   (23)  de lemeler  sistemasyny   
çözüp  amplitudany   (a)    we    fazany      ( )      wagty    we    a       
bilen   -ni     ba langyç      (ao o)    bahalaryny     funksiýasy    
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görnü de ýazyp bileris. Bu ýerde mrmP -jisimi  impulsy, eR -
berkitme nokatdaky daýanjy  reaksiýasy(hasaplamany  
ba langyjyny  saýlanyp alyny y sebäpli reaksiýa moment nola 
de dir). S sistemany  oklaryny  inersiýany  esasy oklary boýunça 
ugrukdyrylanlygy sebäpli momenti  de lemesini 

dt
d £e                                         (8.51) 

görnü de ýazarys. 2-nji de lemäni  iki tarapyny hem Si sistemany  

oklarina ugrukdyryp we 
dt

d  ululygy  ol oklara ugrukmasyny  Jx
i 

x
i 

, Jy
i 

y
i , Jz

i 
z
i  

-ny hasaba alyp Eýleri  dinamiki de lemelerini taparys. 
zyyxxx JJJ x

eL  

zxxy JJJ xz = y
eL                                          (8.52) 

z
e

yxxyzz LJJJ  
 
 Meseläni Lagranzy  usuly bilen çözmek üçin kinetik 
energiýany erkin ,, koordinatalary   funksiýalary ýaly tapmaly. 
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VIII bap.Gaty jisimi  dinamikasy 
 

§26. Burç tizligi. 
Islendik gaty jisime içki ideal  baglan yk goÿlan material 

nokatlary  toplumy hökmünde garamak bolar.Ba gaça, gaty jisimi 
hemi elik uzynlykly, nul massaly steržen bilenbirle dirilen material 
nokatlary  toplumy hökmünde kesgitlemek bolar.Ideal baglan yk 
goÿulanlygy üçin gaty jisimi  erkinlik derejesini  sany degi li erkin 
material nokatlary  toplumyny  derejesinden kiçidir. 
Gaty jisimi  käbir  S  hasaplaÿy  toplumyna görä  hereketini 
häsiÿetlendirmek üçin öwrenilÿän gaty jisim bilen berk baglan ykly   
S1   hasaplayÿy  toplumyny  hereketini  kanunyny bilmek 
ÿeterlikdir.Gaty jisimi  hereketini  kanuny(erkin) alty skalÿar 
funksiÿalar bilen kesgitlenÿär.Olar radius-wektory   üç 
proÿeksiÿalary we Eÿleri   üç  burçlary( (t), (t), (t)). 

Gaty jisimi  tükeniksiz kiçi orun üÿtgetmesine garaly . Bu 
kiçi orun üÿtgetmä iki bölegi  jemi hökmünde garap bileris.Iki  
birine jisimi  ö e bolan  tükeniksiz kiçi orun üÿtgetmesi, beÿlekisine 
bolsa inersiÿa merkezini  töweregindäki tükeniksiz kiçi öwrülmesi 
ÿaly garamak bolar. 
Goÿ  radius wektor  R  gaty jisim bilen berk baglan ykly hasaplaÿy  
toplumyny  ba langyjyny   S  hasaplaÿy  toplumyna görä 
ÿagdaýyny kesgitleÿän bolsun(34-nji surat)     
Gaty jisimi  bir nokadyny  S1 sistema görä radius-wektoryny r1 
bilen, S hasaplaÿy  sistemasyna görä r bilen belläli . Onda  ol 
nokady  tükeniksiz kiçi orun ü tgemesi inersi a merkezi bilen 
bilelikdäki orun ü tgeme bilen (dR) inersi a merkezine görä 
tükeniksiz kiçi burça (d ) orun üÿtgetmäni  jemidir. 

rdRdrd  (8.1) 
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Seredilÿän  orun üÿtgetme geçen dt wagta de lemäni bölüp we 
tizligi girizip  alarys: 

dr/dt =v,   dR/dt=V,   d /dt=   
  eÿlelikde                                  rVv                 (8.2) 
Bu ÿerde V-gaty jisimi  inersiÿa merkezini  tizligi. Ba gaça, bu 
ululyga jisimi  ö e bolan hereketini  tizligi diÿilÿär.       -gaty 
jisimi  aÿlanmagyny   burç tizligi. Onu  ugry aÿlanma okuny  ugry 
bilen gabat gelÿär. 

eÿlelikde jisimi  islendik nokadyny   S  hasaplaÿy  sistemasyna 
görä tizligi (v) jisimi  ö e bolan hereketini  tizligi we onu  
aÿlanmasyny  burç tizligi bilen a ladylyp bilner. 
Eger gaty jisim berk  baglan ykly koordinatalar sistemasyny   
ba langyjy jisimi  inersiÿa merkezi bilen gabat gelmän,  inersiÿa 
merkezinden  a    aralykda ÿerle en bolsa onda  ol sistemany  
ba langyjyny  tizligi V1   
radius-wektoryny    r11    bilen  belläli  .Onda  r1=r11+a .Bu ÿerden r  
wektory  bahasyny  (2)-de goÿup alarys: 
v=V + a + r + r11    ÿa-da   v=V1+ 1r11    Bu ÿerde v1=V+ a         
(8.3)      1 
Jisim bilen berk baglan ykly koordinatalar sistemasyny  
aÿlanmasyny  burç tizligi (wagty  berlen pursatyndaky)  sistemany  
özüne bagly däldir.Burç  tizligi  absolÿut häsiÿete eÿedir. 
 
 

 
x y 

z 

0 

x  R 
r 

y  
z  

r  
0  

34-nji surat 
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222

2
1

zzyyxx JJJT  de lemä 8.47-njini goýup 

aýlanmany  kinetik energiýasyny 
2

2
1 JT                                                  (8.48)  

görnü de alarys.Bu ýerde z
m

zy
m

yx
m

x aJaJaJJ 222 -

jisimi  aýlanma okyna görä inersiýa momenti, m
z

m
y

m
x JJJ ,, - ba  

merkezi momentler. Berlen ýagdaýda  
     m

zzbilenJJ   gabat gelýär wehemi elik ululykdyr, sebäbi SSwe . 
sistemalary  oklaryny  arasyndaky burçlar üýtgemeýär. 
S sistemany  saýlanyp alny y hereketi   

2
g 2222 zaJaJaJml

mgl
m

zyy
m

x
m

x

                           (8.49)  

görnü däki de lemesine getirýär.  koordinatany  üýtgemek kanuny 
S -hi  saýlanyp alny yna bagly däl. g üçin alynan hemme 

latmalar görnü lerini  dürlüligine garamazdan de dirler. 
 

Bir gozganmaýan nokatly gaty jisimi  hereketi. Eýleri  de lemesi. 
 

Bir gozganmaýan nokatly gaty jisimi  ýagdaýyny  üýtgemegi 
Eýleri  hemme burçlaryny  üýtgemegi bilen baglan yklydyr.  

Inersial S hasaplama sistemasyny  we gaty jisim bilen berk 
baglan ykly Si hasaplama sistemasyny  O we Oi ba langyçlaryny 
gaty jisimi  gozganmaýan nokadynda ýerle direli  Si sistemany  
oklaryny inersiýany  gozganmaýan nokada görä esasy oklary 
boýunça ugrukdyraly . ,mrmP    M     Le = £e  formulalary 
hasaba alyp hereketi  

,ee RFP         R
ee LLM   wektor de lemelerini  

,ee RFP M £e                                (8.50) 
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 Bu ýagdaýda erkin koordinata deregine  burçy saýlap (0x we 0x' 
oklaryny arasyndaky burç) sistemany  kinetik energiýasy aýlanma 
hereketini  T kinetik energiýasy bilen kesgitlenýär. 

    eUU ;  we   
N

i
i

e gmgmF
1

 de liklerden maýatnigi  

potensiýal energiýasy üçin 
cosgmrmgU m                                    (8.43) 

 bu ýerde -maýatnigi  massa merkezinden okuna çenli aralyk. 
Lagranzy  de lemesini  kömegi bilen we 3 we 10- nji de lemeleri 
peýdalanyp taparys.  

0sin2
g                                           (8.44) 

bu ýerde  
2

1

zz
g J

mg - maýatnigi  çyzykly yrgyldysyny  

ýygyly y.  
Eger massa merkezi  S -hi  ba langyjy bilen gabat gelse(2-nji  
surat), 0'z'; 0z ok bilen parallel bolsa onda kinetic energiýa üçin  

2
2

22

m
zzm JmT                                   (8.45) 

latmany alarys. bu ýerde  lm . Potensiýal energiýany ol bir 
bahalaryny  göz ö ünde tutup maýatnigi  kwadrat ýygylykly hereket 
de lemesine geleris   

2
g m

zzJml
mgl

2
                                        (8.46) 

S  sistemany  ba langyjyny massa merkez bilen gabat getireli . S -
hi  oklary ba  merkezi inersiýa oklary bilen gabat gelär  
 

-ny  S sistemany  oklaryna  proýeksiýalary  
x' =  a x' , y'  =  a y' , z'  =  a z' .                          (8.47) 

bu ýerde aa -a indeksli ba  merkezi ok bilen aýlanma oku  
arasyndaky kosinus burç, -burç tizligini  moduly. 
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§27. Inersiýa tenzory. 
 
Gaty jisimi  kinetik energiÿasyny hasaplamak üçin o a 

material nokatlary  aÿry-aÿry böleklerini  sistemasy hökmünde 
seredÿäris.Onda kinetik energiÿany  

2

2mVT                                             (8.4) 

formula görnü inde ÿazÿarys. Bu ÿerik 2-jini goÿup alarys: 
222

222
rwmrwVmVmrwVmT       (8.5) 

Gaty jisimi  hemme nokatlary üçin v we -ny  bahalary 
birme ze. onu  üçinem 1-njy agzadaky v2/2  jemi  da yna 
çykarylÿar. m jem hem gaty jisimi  massasy . Ikinji agza   

rmwVwVrmrwVm . Eger hereket edýän 
hasaplama sustemasyny   ba langyjy deregine inersiýa merkezi 
alynan bolsa  0rm   .        

eýlelikde ikinji agza nula de dir. Üçinji agza      
2222

2
1

2
rwrwmrwm  

eýlelikde “gaty jisimi  kinetik energiýasy iki agzany  jemi 
hökmünde a ladylynyp bilner. 

222
2

2
1

2
rwrwmVT                                 (8.6) 

Bu erde birinji agza gaty jisimi  öne bolan hereketi  kinetik 
energiýasy.Ikinji agza inersiýa merkezinden geçýän oku  
töwereginde   w   burç tizlikli aýlow  hereketini  kinetik energiýasy. 

Aýlanmany  kinetik energiýasyny tenzor a latmasynda 
ýazaly  . 

T=T e+T                                               (8.7) 
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kiikikikikiiikki

kkiiiiayl

xxxmwwxxwwxwwm

xwxwxwmT

22

22

2
1

2
1

2
1

 

Sebäbi  bu erde   ik  - birlik  tenzor, bu birlik tenzor  i=k bolanda 1-
e de . Eger i=k bolsa        ik   =0. 

kiikiik xxxmI 2  
Tenzor girizip gaty jisimi  kinetik energiýasy üçin gutarnykly 

latmany alarys: 

kiikImT
2
1

2

2
                                         (8.8) 

Jik tenzora jisimi  inersiýa tenzory ýa-da inersiýa momentlerini  
tenzory diýilýär.Jik simmetrik tenzordyr, ýagny Iik=Iki 

Jisimi  inersiýa momenti ony  öleklerini  inersiýa 
momentleri  jemine de dir. 

Eger gaty jisimi üznüksiz diýip hasap etsek 10`-däki jem 
jisimi  göwrüninden alnan integral bilen çal yrylyar. 

dVxxxI kiikiik
2                                              (8.9) 

Inersiýa tenzoryny diogonal görnüze getirmek mümkin .Diogonal 
görnü e getirmek x,y,z oklary  degi li ugurlaryny saýlap almak bilen 
ýerine ýetirilýär.Bu ugurlara inersiýany  ba  oklary diýär, degi li 
bahalaryna (tenzory  komponentleri  )inersiny  ba  momentleri 
diýilýär.Oku eyle saýlawynda (x,y,z) aýlanmany  kinetik 
energiýasy a akdaky ýaly a ladylýar. 

2
33

2
22

2
112

1 IIITayl
                                      (8.10) 

I1,I2,I3Inersiýa momentlerini  i lendigi beýleki ikisini  jeminden uly 
bolup bilmez. 

2
2

2
1

222
213 2 xxmzyxmIII                  (8.11) 

Eger gaty jisim haýsy hem bolsa bir tertipli simmetriýa oka 
eýe bolsa, onda inersiýa merkezi ol oku  üstünde ýatýar we 
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bu ýerde 
dt
d  fiksirlenen ortlarda wagta görä önüm. Bu ýerden 1-nji we 

2-nji dargatmany göz ö ünde tutup momenti  üýtgemesini  
de lemesini  

z
e
R

e
zzz

y
e
R

e
yzxzy

x
e
R

e
xzyzx

LLJ

LLJJ

LLJJ

)(

)(

)(
2

2

                                       (8.41) 

eýlelikde jisimi  tekizparallel hereketini  de lemesi (6), (8) 
de lemelerdir. 
 Erkin  koordinatalardaky de lemeler  Lagranžy   

U
J

yxmL zz
mm

222

22
                                       (8.42) 

 görnü däki funksiýasy bilen kesgitlenýär  
      Jisimi  da ky baglan ykly tekiz parallel hereketine  fiziki 
maýatnigi  hereketine mysal getirmek bolar . Baglan ygy  
idealdygyny göz ö ünde tutup meseläni erkin koordinatalarda  ýe il 
çözüp bolýar .Inersial hasaplama sistemasyny  bir okuny maýatnigi  
oky bilen gabat getireli  (oky gorizontal hasap edip ). Beýleki 
koordinata okuny  agyrlyk güýjüni  güýjenmesini  ugry bilen gabat 
getirýäris (g) . Ba langyç O nokat deregine  maýatnigi  oky bilen 
maýatnigi  massa merkezinden geçýän we maýatnigi  okuna 
perpendikulýary  kesi me nokady alynýar(32-nji surat). 

 
32-nji surat 

b 
a 

w 
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koordinatasy we Eýleri  bir y burçy bilen kesgitlener. Jisimi  burç 
tizligi we onu  aýlanma momenti umuman aýdany da collinear 
däldirler we degi lilikde  

,zn                                                          (8.34)                          
we  zxx JM ,   zyy JM , zzz JM ,                           (8.35) 

Jisimi  aýlanmasy bilen baglan ykly kinetik energiýasy                    

,
,2

1 JT latma görä    

2

2
1

zzJT                                              (8.36) 

S' hasaplama sistemasyny  ba langyjyny  erkin däl jisimi  massa 
merkezinde ýerle dirip bu massa merkezini  S hasaplama sistemasyna 
görä hereketini  de lemesini  

ee
m RFrm                                             (8.37) 

we jisimi  aýlanma momentini  üýtgeme kanunyny S' sistema görä  
                                R

ee LLM                                                (8.38) 
4 – nji de lemäni tekizparallel hereket üçin dekart koordinatalarda 
ýazaly . 

e
x

e
xm RFxm ,      e

y
e
ym RFym ,       e

z
e

z RF0             (8.39) 
Aýlanma momentinden wagta görä önüm  zyx nnn ,,  ortlary  
hemi elikliginde alynýar. M moment bolsa  zyx nnn ,,   ortlara  
dargadylan görnü de berilýär(2). Bu kynçylygy ýok etmek üçin hereket 

edýän ortlara dargadylan gatna ykdan 
dt
ada

dt
ad  

peýdalanaly . Onda 8.38-e derek 

                           e
R

e LLM
dt
Md                                       (8.40) 
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inersiýany  ba  oklaryny  biri hem ol ok bilen gabat gelýär.Beýleki 
iki oklary ol oka perpendikulýardyrlar.Simmetriýa okuny  tertibi 
ikiden ýokary bolsa, onda jisime simmetrik wol ok diýilýär.Eger 
bölejikleri  sistemasy bir gönini  ugrunda ýatýan bolsalar( mysal 
üçin z ugur)onda hemme bölejikler üçin x=y=0.bu ýaddaýda iki ba  
inersiýa momenti gabat gelýär.Üçinji ba  inersiýa momenti nula 
de dir. 

;2
21 zmII   I3=0                                  (8.12) 

eýle sistemany rotor diýip atlandyrýarlar.Rotory  häsiýetli 
aýratynlygy jemi iki erkinlikli aýlanma derejesine eýe 
bolmagydyr.Hemme üç ba  inersiýa momentleri dürli bolan jisimlere 
asimmetrik wolçok diýilýär.Eger haýsy hem bolsa iki komponenty 
bi-birine de  bolsa, onda jisime  simmetrik wolçok diýilýär. 
 

Gaty jisimi  impilsyny  momenti 
8.2-nji formulany göz önünde tutup gaty jisimi  impulsyny S 

hasaplaýys sistemasyna görä ýazarys. 
|rVV                

|

rmVmP                     (8.13) 

Sistemany  impulsyny  momentini  ululygy özüne görä 
kesgitlenýän nokady  saýlany yna bagly.Gaty jisimi  
mehanikasynda ol nokat deregine hereket edýan hasaplaýy  
sistemasyny  ba langyjy alynýar, ýagny inersiýa merkezi. ,Hereket 
edýän hasaplaýy  sistemasyny  ba langyjy deregine gaty jisimi  
inersiýa merkezi alnanda onu  momenti “hususy momenti” bilen 
gabat gelýär. 
Ba da söz bilen aýdanynda  VrmM   kesgitlemedäki V    

|r bilen  çal yrylýar. 
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rrrmrrmM 2                           (8.14) 

Ýa-da tenzor belliklerde 
(19)  

kiikikkkiiii xxxmxxxmM 22  
Inersiýany  tenzoryny göz ö unde tutyp alarys.(10’)    

kiki IM                                             (8.15) 
Eger x,y,z oklar inersiýany  ba  oklaryny  ugruna ugrukdyrylan 
bolsa onda (20) formula a akdakylary berýär. 

111 IM        
222 IM       

333 IM                  (8.16) 
        Haçanda hemme üç ba  inersiýa momentleri gabat gelseler, onda    

IM  ýagny momenti  wektory burçtizligini  wektoryna 
proporsionaldyr, we ol bir ugra ugrukdyrylandyr. 
Da ky güýçleri  täsirinden azat daty jisimi  hereketine garaly  

eýle hem ö e bolan hereket hasaba almaly  .Onda di e jisimi  
erkin  aýlow hereketi gakýar.er bir ýanyk sistemada bol y ýaly erkin 
aýlow hereket edýän jisim üçin impulsy  momenti hemi elikdir. ol 
ekilli  wolçok üçin momenti  heme eligi burç tisligi  wektoryny   

hemiselik ligine gitirýär.( =hemi .) 
ar ekilli wolçogy  hereketi iki aýlow  hereketinden ybaratdyr: 

1.Öz hususy okuny  töweregindäki de ölçegli hereket. 
2.Momenti  töwereginde konus çyzyp aýlanýarys.Bu iki aýlanma 
hereketi  burç  tizliklerini  berlen   M  we  Ö  ululyklary  ü ti  bilen  

ladyp bolar. 

Wolçogy  öz okuny  da yndaky hereketi  burç tizligi    wektory  
ol oka bolan proýeksiýasy    w3  

               cos
33

3
3 I

M
I

M                              (8.17) 

Presisiýany  burç tizligi w3  tapmak üçin  w    wektoryny 
parallellogram düzgüni boýunça  x  ,w   M  ugurlar boýunça 
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0

0

0

21

3

123

13

2

312

32

1

231

I
II

dt
d

I
II

dt
d

I
II

dt
d

                                        (8.33) 

Alan de lemämizi simmetrik  bolçogy  erkin alÿanmasyna 
ulanaly . I1=I2  diÿip üçinji de lemeden 3 =0,ÿagny 3-hemi elik. 
Onda ikinji iki de lemäni ÿazarys: 

1221 ;       bu ýerde   
1

13
3 I

II  

2-ji  de lemäni i-e   köpeldip we 1-nji bilen  go up alarys:  

2121 iii
dt
d    bu ýerden   tieAi 21

 

;cos1 tA     ;sin2 tA   2
2

2
1A  

Wolçogy  okuna perpendikulýar tekizlige proeksiýasy (burç 
tizligini ) ol tekizlikde  burç tizligi bilen (hemi elik) aýlanýar. 
W3-i  wolçogy  okuna proeksiýasy hemi elikligi üçin tutu  w 
wektor wolçogy  okuny  töwereginde w burç tizligi bilen aýlanýar 
diýen netijä gelýäris. 
 

§29. Gaty jisimi  tekizparallel hereketi. 
        Gaty jisimi  itersiýa häsiýeti jisimi  massasyna we onu  
göwürimi boýunça paýlan yna bagly.  
        Tekizparallel hereket diýip, jisimi  hemme hokatlary käbir 
gözganmaýan tekizlige parallel tekizliklerde hereket edýän hereketine 
dü ünilýär. Eger gaty jisim tekizparallel hereket edýän bolsa,onda jisim 
bilen berk baglan ykly S  sistemany  0'x'y' tekizligini gözganmaýan S 
sistemany  0xy tekizligi bilen gabat geler ýaly alyp bolar. Onda 0 z we 
0'z' oklar parallel bolarlar we jisimi  ýagdaýy 0' nokady  iki 
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Bu umumy formulany  kömegi bilen jisimi  hereketini  
de lemelerini (dP/dt=F we  dm/dt=K)  a akdaky görnü de ÿazyp 
bileris: 

KM
dt
mdFP

dt
Pd ,                              (8.30) 

Bu ÿerde wagta görä differensirlemäni  hereketli ulgamda 
geçirilÿänligi üçin de lemäni ulgamy  oklaryna ugrukdyryp bileris: 

,..1,.., 11

1
dt
Md

dt
Md

dt
dP

dt
Pd  

Bu ÿerde indeksler 1,2,3,       x,y,z  oklar boÿunça düzüjileri 
ladÿar.1-njy de lemede P wektory V  ululyga çal yp alarys: 

 

31221
3

21331
2

12332
1

FVV
dt

dV

FVV
dt

dV

FVV
dt

dV

                                     (8.31) 

x,y,z  oklar inersiÿany  ba  oklarynda saÿlanyp alyndy diÿip 
hasaplap 1   diÿip ÿazyp alarys: 

32112
3

3

21331
2

2

13223
1

1

KII
dt

dI

KII
dt

dI

KII
dt

dI

                                      (8.32) 

So ky de lemeler ulgamyna – Eÿleri  de lemesi diÿilÿär.Erkin 
aÿlanmada K=0  onda Eÿleri  de lemesi a akdaky görnü e  gelÿär: 
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düzüjilere dargadaly  .Bu ýerden ikiji ( M) gözlenýän burç tizligini  
berer. 

sin
11

1
1 I

M
I

M     
1I

M
pr

              (8.18) 

 
§28. Gaty jisimi  hereketini  de lemesi. 

 
Gaty jisimi   6   erkinlik derejä eýedigi üçin hereketi  

de lemesini  umumy sistemasy  6   erkin de lemäni öžünde 
saklamaly .Olary iki wektordan (jisimi  momenti we impulsy) wagta 
görä alnan önüm görnü inde kabul etmek üçin alyp we jemläp 
alarys.Bu ýerde   P     we   f   degi lilikde bölejigi  impulsy we o a 
täsir edýän güýç.Jisimi  doly impulsynywe doly güýjüni girizip 
alarys 

VPP    we   fF , F
dt
Pd                       (8.19) 

Bu ýerde   F   güýje di e da ky çe meleri  täsir güýji girýär. 
Bölejikleri  arasyndaky özara täsir özara gysgalýarlar.ýagny da ky 
täsirleri  ýok wagtynda jisimi  impulsy hemi elikdir we  F=0. Eger 
gaty jisimi  da ky meýdandaky potensial  energiýasy U bolsa onda F  
güýç potensial energiýany  koordinata görä differensirlenmegi bilen 
kesgitlenip bilner. 

R

UF                                           (8.20) 

Bu ýerde RFU  gaty jisimi  ö e bolan hereketinde onu  
potensial energiýasynýn üýgemegi,. 
Lagranžy  gaty jisim üçin funksiÿasy  

UIVL kiik2
1

2

2                                        (8.21) 

Bu ýerden ;PV
V

L    F
R

U

R

L  
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FP  de lemäni inersiÿa merkezini  koordinaatsyna görä 
Lagranžy  de lemesi ÿaly ÿazyp bileris: 

R

L

V

L
dt
d     ýa-da   FP

R

L

V

L
dt
d                 (8.22) 

Hereketi  ikinji  de lemesini alaly . De lemäni getirip 
çykarmagy ÿönekeÿledirmek üçin jisimi  inersiÿa merkezi inersial 
hasaplaÿy  ulgamyna görä dynçlykda diÿip hasap edÿäris. Alnan 
de leme Galileÿi  görälik prinsipine laÿyklykda islendik ba ga 
inersial hasaplaÿy  ulgamlarynda hem adalatlydyr. 

PrPrPr
dt
dM                                     (8.23) 

Bizi  ÿönekeÿledirmämize görä V=0 we r   v tizlik bilen gabat 
gelÿär.Wektorlar V we P=mV   birme ze    ugra eÿe  bolÿandyklary 
üçin P wektory f  wektor bilen çaly yp  gutarnykly alarys: 

DM/dt=K, bu ÿerde frK .   Wektor    fr  güÿjü  

momentidir. onu  üçünem K  wektor hemme güÿçleri  
momentlerini  jemidir. 
Güÿjü  momenti hem impulsy  momenti ÿaly göräleÿin kesgitlenen 
koordinatalar ba langyjyny   saÿlan yna baglydyr. Lagranžy  8.21-
nji funksiÿasyny    wektory  komponentlerine görä differensirläp 
alarys: 

kikikiikikiik

i

IIIL 2

0 2
1    bu ýerde kiik  

i

i

ikik

i

ML
dt
dMIL                                 (8.24) 

Jisimi  tükeniksiz kiçi    burça öwrülmeginde potensial 
energiÿany  (U)  üÿtgemesi 
  KrfrfrfU  
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Onda  
UUK                                             (8.25) 

eÿlelikde  
dM/dt=K                                                    (8.26) 

 de lemä Lagranžy   

0LL
dt
d

i

                                              (8.27) 

de lemesi  ÿaly  garamak bolar. 
 

Eÿleri  de lemesi. 
 Ýokarda ÿazylan jisimi   hereketini  de lemesi hereketsiz 

koordinatalar  ulgamyna degi lidir.dp/dt  we  dM/dt   önümler 
hereketsiz koordinatalar ulgamyna degi li   P   we  M      wektorlary  
üÿtgemegidir. 
Aÿlanma momentini  komponentleri bilen burç tizligini  
komponentlerini  arasynda  has ÿönekeÿ  arabaglan yk inersiÿany  
ba  oklary boÿunça oklary  bardyr. Bu arabaglan ykdan  
peÿdalanmak üçin ilki hereketi   de lemesini hereketli X,Y,Z     
koordinatalara öwürmeli 
Goÿ  dA/dt    hereketsiz  koordinatalar  sistemasyna  görä  haÿsy  hem  
bolsa bir wektory  üÿtgemegini  tizligi. Eger aÿlanÿan koordinatalar  
ulgamyna görä A  wektor  üÿtgemeÿän bolsa,  onda hereketsiz   
koordinatalar  ulgamyna görä onu  üÿtgemegi di e aÿlanmak bilen 
ertlenendir.Onda  

A
dt

Ad                                                    (8.28) 

Bu de ligi  sag gapdalyna hereketli ulgama görä  A  wektory  
üÿtgeme tizligini  go maly.Bu tizligi  d1A/dt  bilen belläp alarys: 

A
dt

Ad
dt

Ad                                            (8.29) 
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IX bap.Gamiltony  de lemesi. 
 

§30. Gamiltony  funksiýasy. Gamiltony  de lemesi. 
Ideal baglan ykly mehaniki sistemany   hereketi eýýäm bizi  

bili imiz ýaly Lagranžy   de lemesine boýun egýändir: 
d
kQ

q
L

q
L

dt
d                                       (9.1) 

Bu ýerde  d
kQ -berlen dissipatiw güýç, L – Lagranžy  funksiýasy  

(L = T - U). 
Eger Lagranžy  funksiýasy berlen mehaniki sistema üçin belli 

bolsa onda Lagranžy  de lemesi berlen mehaniki ulgamy  
tizlenmesini , tizligini  we koordinatasy  arasynda arabaglan ygy 
guraýar, ýagny mehaniki ulgamy  hereketini  de lemesi bolýar.  
Matematikany  nukdaý nazaryndan 9.1 – nji de leme s sany qk(t) 
funksiýa üçin s sany ikinji tertipli differensial de lemeleri  ulgamyny 
düzýär.Erkin material nokat üçin Lagranžy  funksiýasy: 

L=
2

2mv  

Özara täsir edi ýän material nokatlary  ulgamy üçin 
Lagranžy  funksiýasy : L = T – U. 

Bu ýerde  U = U(r1r2 ,…ra ),  T = 
a

aavm
2

2

;  ra  – a – njy nokady  

radius  – wektory. 
Bizi  gör ümiz ýaly ulgamy  mehaniki ýagdaý onu  berlen, 

umumyla dyrylan koordinatasy q k  we tizligi ( kq ) bilen kesgitlenýär. 
Ulgamy  mehaniki ýagdaýyny onu  berlen umumyla dyrylan 
koordinatasy we impulsy bilen a ladyp bolýar. Ležandrany  
özgertmesi ady alan özgertme ýoly bilen erkin üýtgeýän ululyklary  
toplumyny özgerdip bolýandygyny biz bilýäris.  

 
Ležandrany zgertmesi 

Bir kanoniki ýtgeýän q1,q2,…,qn,  p1,p2,…pn ululyklardan 
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ba ga bir nn pppqqq ,...,,,...,, 2121 kanoniki ululyklara  geçmegi  
maksady hereketi  täze kanoniki ululyklarda ýazylan de lemesini  

nekeý bolmagy we doly bolmasada, i  bolmanda  b lekleýin 
integrirlenmegidir. 

Lagranžy  de lemesi ýa-da Gamiltony  kanoniki de lemesi 
lende seredilýän dinamiki sistemany  ýagdaýyny kesgitleýän, 

zara baglan yksyz islendik n sany ululyklar (umumyla dyrylan 
koordinatalar) erkin saýlanyp alynýar. Bu de lemeleri  g rn i 
saýlanyp alynan umumyla dyrylan koordinatalar sistemasyna bagly 
däl. Beýle diýildigi haýsy hem bolsa bir q1,q2,…,qn umumyla dyrylan 
koordinatalardan täze nqqq ,...,, 21   umumyla dyrylan koordinatalara 

1q (1q  q1,q2,…,qn t) (i=1,2,…,n)                           (9.2) 
formulany  k megi bilen geçilende  Lagranžy  we 

Gamiltony  de lemeleri ligine galýar. 9.2-nji koordinatalar 
zgertmesine nokatlanç zgertme diýilýär. 

Kanoniki zgertmeleri  nazaryýetinde wajyp ýeri eýeleýän 
zgertme-Ležandrany zgertmesi bilen tany aly . Goý n=2s+1 

x1,x2,…,xn ýtgeý n ululyklary  funksiýasy berlen bolsun.  
 = (x1,x2,…,xn),                                    (9.3) 

Bu funksiýa x1,x2,…,xn-1 ýtgeý n ululyklara g nd riji diýilý r. 

yi=
ix

    (i=1,2,…,n-1)                             (9.4) 

baglan ykdan kesgitlený n t ze ýtgeý n ululyklary girizeli . Onda 
 funksiýadan alynan differensial 

1

1

.
n

i
n

n
ii dx

x
dxyd                             (9.5)  

rn e eýe bolýar. 4-nji de lem ni x1,x2,…,xn-1 k ne ýtgeý n 
ululyklara g  ç p alarys 

xi =xi (y1,y2,…,yn-1,xn)    (i=1,2,…,n-1) 
Bu t ze ýtgeý n ululyklardan k ne ýtgeý n ululyklara geçmek 
formulalaryny 9.4-njini  g rn inde ýazmak bolar. Munu çin 
(y1,y2,…,yn-1,xn) ýtgeý n ululyklary   
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traektoryýa  – ny  kesgitli bahasy degi lidir. Di e bir 
traektoryýa  = 0 we  = 0 bahalar degi lidir. 
      Berlen trubkada her bir emele getiriji di e bir 
nokadyndan geçýän C1 kontur saýlaly . C1 kontur  
      qj1 = qj1 );  Pjo = Pjo ( );  to = to ( )                       (9.74) 
funksiýalar bilen berilýär. Faza traektoriýasynda täsiri 
hasaplaly . 11 – e we 12 – ä görä täsiri  bu bahasy  
parametre baglydyr. 

         
)(

)(

1

0

)(
t

t

LdtS                                                  (9.75) 

S( ) funksiýany  doly wariasiýasyny integrirläp taparys: 

     
o

SSS
0

0 00)()(                                         (9.76) 

)0()( SS o - dygy üçin 10 – njyny peýdalanyp 14 – njini 
akdaky görnü de ýazyp bolar. 

S

j
jj

C

S

j
jj

C

tHqPtHqP
o

11
1

        (9.77) 

9.77–nji häsiýet çykarlanda hereketi lagranzy  we 
Gamyltony  de lemelerine boýun egýän ulgam üçin 
adalatly S wariasiýany  a latmasy ulandy. onu  üçinem 
umumyla dyrylan patensiýal güýçli we golonom ideal 
baglan ykly mehaniki ulgam üçin 

     
S

j
jj tHqPI

1

                                             (9.78) 

Integraly  ululygy 2S + 1 ölçegi gi likdäki hakyky 
traýektoriýalary  fazasyndaky trubkany öz içine alýar.  
16 – njy integrala Puankare – kartany  integral inwarianty 
diýilýär.(Mehanikany  esasy integral inwarianty diýilýär). 
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xi=
iy

   (i=1,2,…,n-1)                                           (9.6) 

bolar ýaly  funksiýasyny alaly  
(  y1,y2,…,yn-1,xn) 

 funksiýadan alynan doly differensial 

d
1

1

.
n

i
n

n
ii dx

x
dyx                                     (9.7) 

 funksiýa y1,y2,…,yn-1 ýtgeý n ululyklara g nd riji diýilý r. 
x1,x2,…,xn-1 ýtgeý n ululyklardan y1,y2,…,yn-1 ýtgeý n ululyklara 
we  funksiýadan  funksiýa geçmeklige Ležandrany zgertmesi 
diýilý r. Bu zgertm ni 

1

1
.

n

i
ii yx                                  (9.8)  

gatna ygy  k megi bilen ýerine ýetirip bolar.Mysal h km nde 
Lagranžy  t, ii qq , ýtgeý n ululyklaryndan Gamiltony  t, ii pq ,  

ýtgeý n ululyklaryna geçili ine seredeli . 
 Lagranžy ýtgeý n ululyklaryndan nd ji funksiýa 
deregine Lagranžy  funksiýasyny alaly . L = L( iq , iq t). Lagranžy  
de lemesinden   

i
i

i
i q

Lp
q
Lp ,  

9.8-nji formula g nd ji funksiýa 
1

1
.

n

i
ii Lpq , ýagny  

funksiýa Gamiltony  funksiýasy bilen gabat gelý r. 
1

1
.

n

i
ii LpqH                                                   (9.10) 

9.6-njy formulany  esasynda  

i
i

i
i q

Hp
p
Hq ,                                               (9.11) 

kanoniki de lemeleri aldyk. 
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Indi kanoniki zgertm  geçeli . Umuman t, ii pq , ýtgeý n 
ululyklardan t, ii pq , ýtgeý n ululyklara geçilende 9.11-nji kanoniki 

de leme  

i
i

i
i q

Hp
p
Hq ,                                               (9.12) 

rn ki de lem  geçý r. Bizi  myslymyzda ol a akdaka syrykýar. 

Lagranžy  funksiýasy L = L(qk, 
.

kq t) satasionar ýagdaýda L = L(qk, 
.

kq ). Lagranžy  funksiýasyny  doly differensialy : 

dL=
k

k k
k

k k
qd

q
Ldq

q
L                         (9.13) 

kq
L

  önümi  umumyla dyrylan impulsdygyny (Pi), 
kq

L   -ny  

kp -ny göz – ö ünde tutyp doly differensialy a akdaky görnü de 
ýazarys: 

 
k k

kkkk qdpdqpdL                              (9.14) 

9.14–nji de lemäni  sag tarapyny  ikinji agzasyny 
k

k
k

k
kkkk dpqqpddqp  

görnü de ýazarys. So ra de lemäni  doly differensiallyny 

d
k

kkqp  de ligi  çep tarapyna geçirýäris. 

-d k
k k

kkk
k

kk dpqqdpqp )( , 

 d k
k k

kkk
k

kk dpqqdpqp , alamatyny üýtgedip 9.14–nji 

de lemeden alarys: 
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eýle hem sö ky ýagdaýy  wariýas 
  1111 )()( ttqtqq                                                       (9.71) 
      Gamiltony  funksiýasyny  kesgitlemesini 

peýdalanyp LqpH ii , hemde 9.70–nji we 9.71–njy 

gatna yklardan her bir qj koordinata üçin peýdalanyp täsiri  
doly wariasiýasyny taparys.                                                           

11111111

11111

)(

));(()(

tHqPtLtqPqP

StqqPtqP

jjj

jj

000011
1

11 tHqPtHqPS jj

S

j
jj

                         (9.72) 

Bu ýerde H1 we  H0 – gamyltonýany  (H) wagty  t1 we  to 
momentindäki bahalary. 
       Indi koordinata oklarynda q, P, t ululyklary goýulýan 
“gi eldilen” faza gi ligi baradaky dü ünjäni girizäli . 
Görkezilen gi likde käbir ýapyk C0 kontur emele getirýän 
qo,  Po,  to ba langyç ýagdaýly mehaniki ulgamlary  
ansamblyny alaly . Bu kontury 
        qjo = qjo ( );  Pjo = Pjo ( );  to = to ( )  (j = 1,…S; 0  

o)                     (9.73) 
funksiýalar bilen bereli , bu ýerde  = 0 we  = o bahalara 
Co kontury ol bir nokada degi lidir.  
S = 1 ýagdaý üçin ýerine ýetirilendir. 
Co kontury  her bir nokadyndan ulgamy  ýeke , hakyky 
trektoriýasy geçýär. Bu traektoriýalary  toplumy trupkany 
emele getirýär. Bu trupkany emele getirýän her bir 
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 0
1

0
1

j

S

j
jj

S

j
j qPqPS                                            (9.68) 

Onda doly wariasiýa üçin alarys: 

00110
1 1

011 )()( tLtLtqPtqPS j

S

j

S

j
jjj             (9.69) 

bu ýerde Pj1 we  Pj0 –t1 we  to momentlerdäki impulslar, 
)( 1tq j  we )()( 0 tqtq j  - funksiýany  t1 we  to 

momentlerdäki wariasiýasy. Bu wariasiýalar belli bir 
wagtdaky wariýasiýalardyr we qj (t) funksyany  görnü ini  
üýtgemesi bilen baglan yklydyr. 

)(),( 1tqtq joj  we 1, jjo qq  wariasiýalary  arasyndaky 
gatna ygy tapaly (34-nji surat). önekeýlik üçin bir 
erkinlik derejeli ýagdaý bilen çäklänýäris. 

 

 
34–nji surat. 

Traýektoriýalary  biri to ,  qo nokatdan, beýlekisi 00 qq , 
00 tt  nokatdan geçýär. 

Ba langyç ýagdaýy  wariasiýasy,    
   0000 )()( ttqtqq                                                     (9.70) 
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kk
k

k
kk

k
kkk

k
kk

k
k dpqqpddqpqdpdqpdL   ýa-da 

 d k
k k

kkk
k

kk dpqdqpLqp )(
.  

ba gaça  

k
kk LqptwpH ,,                                         (9.15) 

Dyrnagy  içindäki a latma ulgamy  energiýasyny a latýar. Ol 
energiýa koordinatany  we impulsi  üsti bilen a ladylan.Bu ululyga 
Gamiltony   funksiýasy diýilýar. 

Gamiltony  funksiýasyny doly differensirläp alarys : 

k
kkkk dpqdqpdH                                           (9.16) 

Bu ýerden 9.14 – njini göz – ö ünde  tutup alarys : 

q
Hp

p
Hq

k
k ,                                                  (9.17) 

Bu de lemä Gamiltony  de lemesi diýilýar. Bu de leme 2S näbelli 
funksiýalar (P(t) we q(t)) üçin  2S birinji tertipli differensial 
denmeller sistemasyndan ybaratdyr. Bu de lemelere köplenç 
kanoniki de lemeler hem diýilýär. 

Gelin käbir mysallara ýüzleneli .Material nokat üçin 
Gamiltony  funksiýasyny  tapmaly.  

Gamiltony  funksiýasy 9.15– nji de lemeden görnü i ýaly : H 
= P  – L, bu ýerde L bir material nokat üçin  Lagranjy  funksiýasy :

 
2

2mL , onda 

22

22
2 mmmH ,sebäbi     P = m      ýa – da    = 

m
p  

eýlelikde : 

rUp
m

H 2

2
1 .                                              (9.18) 

Potensial meýdandaky erkin nokat üçin Gamiltony  
funksiýasy(Dekart,silindrik we sferik koordinatalarda)  
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zyxUppp
m

H zyx .,
2
1 222                               (9.19) 

zUpp
p

p
m

H zy .,
2
1 22

2

2
2                             (9.20) 

.,
sin2

1
22

2
2

2

2
2 rU

r
p

p
r
pp

m
H yr                       (9.21) 

9.15-de berlen elektromagnit meýdanda hereket edýän erkin 
zarýad üçin Lagranžy  funksiýasy 

eVxA
c
emL 2

2
                                            (9.22) 

Goýup we umumyla dyrylan impulsa geçip 

A
c
eVm

V
Lp                                                (9.23) 

  ol zarýad üçin Gamiltony  funksiýasyny alarys 

eA
c
ep

m
H

2

2
1                                         (9.24) 

Potensial meýdandaky erkin nokat üçin Gamiltony  
de lemesi(Dekart,silindrik we sferik koordinatalarda)  

m
p

p
Hx x

x

,  
x
U

x
Hpx ,                                    (9.25) 

m
p

p
Hy y

y yx
U

y
Hp y                                     (9.26) 

m
p

p
Hz z

z

  
z
U

z
Hpz                                     (9.27) 

U
m
p

p
m
p

3

2

,                                           (9.28) 

Up
m
p

,2                                            (9.29) 
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  dtq
q

Lq
q

LdtqqL
t

t

s

j
j

j

j

t

t 00
1

),(                          (9.66) 

        Wagta görä differensirlemek operasiýasyny  
komutatiwligini we belli bir wagtdaky warirlemeden 
peýdalanyp, ýagny 9.66 –njy de ligi  sag tarapyny  ikinji 

agzasyny bölekleýin integrirläp we j
j q

dt
d

dt
dq

q  

belgilemäni göz önünde tutup alarys 

dt
q

L
dt
dduqdtqd

q

Lu
j

,,
     

1

00

0 00

11

,

t

t

S

j

S

j

t

t

t

t

t

t
j

j

t

t

q
q

Lqdt
q

L
dt
d

q
L

Sqdt
q

L
dt
dq

q

Ldtq
q

L

 

birinji agzany  (sag tarapyny ) nola de digini göz ö ünde 
tutyp alarys: 
                                                                                                            

t

t

S

j
q

q

LS
0

1
                                                 (9.67) 

Kanoniki  impulsa geçip )(
q

L  alarys 
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HLqPLqP
t
s

kkkk )( ;    bu  ýerde 

0,...,,,...,,)(
21

2111 t
q
s

q
s

q
sqqqH

t
sPqtH

t
s

s
s .  (9.64) 

9.64-nji  de lemä  Gamilton – Ýakobini   de lemesi  
diýilýär. Ol birinji  tertipli  hususy  önümli  de lemedir. Bu  
de lemäni   );...,,,( 21 tqqqS s    funksiýa  
kanagatlandyrylmalydyr. 

 
§35. Puankare-Kartanany  integral inwarianty. 

 
Puankare – kartany  inwarianty hem uly baha eýedir. 

Ol inwarianty  bardygyna ynanmak (göz ýetirmek) üçin 
täsiri  doly wariasiýasyndan peýdalanýarys ),,,( oo tqtqS . 
Doly wariasiasiýada ulgamy  di e ba langyç we so ky 
yagdaýy warirlenmän wagty  ba langyç we so ky 
momentleri warirlenýär. 

dttqqJS
t

t

),,(
0

                    

Kesgitlemäni peýdalanyp täsiri  doly wariasiasyny taparys: 

              
t

t

tLtLLdtS
0

0011                            (9.65) 

bu ýerde L1 –  t1 wagtdaky L funksiýany  bahasy, L0 –  t0 
wagtdaky L funksiýany  bahasy, t1 we t0 – wagty  so ky 
we ba ky momentlerini  wariasiýasy. 
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z
Up

m
pz z

z ,                                               (9.30) 

9.15-de berlen elektromagnit meýdanda hereket edýän erkin zarýad 
üçin Gamiltony  de lemesi(dekart koordinatalarda) 

A
c
ep

m
r 1  

x
e

x
AA

c
ep

mc
epx  

y
e

y
AA

c
ep

mc
ep y                                     (9.31) 

z
e

z
AA

c
ep

mc
epz  

 
§31Rausy  funksiýasy. 

 
Käbir ýgdaýlarda, täze üýtgeýan ululyklara geçilende hemme 

umumyla dyrylan tizlikleri umpulsa çaly man, di e käbirini çaly sa  
amatly bolýar. Bu geçi  hem edil  Lagranžy  funksiýasyndan 
Gamiltony   funksiýasyna geçili i ýaly amala a yrylýar. Geli  
üýtgeýän ululyklar bolan  q, ,, q  - den üýtgeýan ululyklar bolan q, 

,, p  - geçeli . Bu ýerde P ,q koordinatany  degi li impulsy 
(umumyla dyrylan). Bizi  mysalymyz üçin Lagranjy  funksiýasy  

                L = L(q, ,, q )                                       (9.32)      
Lagranjy  funksiýany   differensiäly : 

           dLqd
qd

LddLdq
q
LLd                       (9.33) 

ýa-da 

P
qd

LdP
q
L ,  - göz ö ünde  tutyp alarys. 
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 d
d

LddLqdPqdPLd                                     (9.34) 

dPqqPdqPd )(     ýa-da  dPqqPdqPd )(   bu a latmany 
ýokarda ýerine goýup alarys 

dLdLdPggPddqPLd )(     ýa – da   

dLdLdPqdqPqPLd )(                             (9.35) 

ba gaça 

   dLdLdPqdqPRd                         (9.36)  

   bu ýerde     LqPPqR ),,,(  - Raussy  funksiasy    (9.37) 
Raussy   funksiýasynda tizlik q   p impulsi  üsti bilen 

ladylandyr. ol bir wagtda tizlik  üýtgemän galdy.   

( dLdLdPqdqPdR ) 

Raussy  funksiýasyny differensialyndan alarys: 

RLRL
q
RP

P
Rq ;;             (9.38) 

So ky de lemäni ,  koordinata üçin Lagranžy  de lemesine goýup 
alarys : 

0
q
L

q
L

dt
d           0RR

dt
d                 (9.39) 

eýlelikde , Rausy  funksiýasy q koordinata görä 
Gamiltonynky ýaly, ,  kordinata görä bolsa Lagranžy ky ýaly 
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2

1

t

t
kk

dt
k dtq

q

L
dt
dqPq

q
LS      ýa-da 

2

1

t

t
k

k
k

kk dtq
q

L
dt
d

q
LqPS                           (9.61) 

 Hakyky  traýektoriýany   Lagražyny   de lemesini  
kanagatlandyrýandygy  üçin  integraly   a agyndaky  

latma nola  de dir,  ýagny  

0
k

k q

L
dt
d

q
L .    Onda 

kk qPq . Bu ýerden   

 
k

k q
LP                                                    (9.62)  

 Bu ýerde  kP wagty  t  momentindäki  impulsydyr. 
 Täsirden  umumyla dyrylan  koordinatalara  görä 
alynan  hususy önüm  degi li  umumyla dyrylan  impulsa 
de . 
 Indi  integrirlemegi  ýokary  çägi  üýtgeýär  diýeli , 

 ýagny   S=S (t). Onda  L
dt

sd                     (9.63)  

eýle  hem  2-nji   de lige  görä  

kk qP
t
sq

q
L

t
L

dt
sd  

9.63-njini  göz  ö ünde  tutyp  alarys. 
LqP

t
sqP

t
sL kkkk     ýa-da 
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Ulgamy  qq )2( nokatdan geçýän  
traýektoriýasyny  1S täsiri )2(q   nokatdan  geçýän  
traýektoriýasyny   S  täsirinden  

2

1

t

t K
kk

k

dtq
q

Lq
q
LS                          (9.58)  

ululyga tapawutlanýar. Bu ýerde  kq -  ol   bir  wagt  üçin 
iki   traýektoriýa  üçin alynan  kq   ululyklary   tapawudy.  

kq -  wagty   t  momentindäki  kq   ululygy   tapawudy.  
9.58-njini   ikinji  agzasyny  bölekler usuly   bilen  
integrirläli . 

dtqdvdqáv
q

Ludt
qd
Ld

dt
dud ,;,  

dtq
q

L
dt
dq

q

L
vd
dtq

q

L t

t

t

t

2

1

2

1

                      (9.59) 

Hakyky traýektoriýa  üçin  k

k

P
q

L   - umumyla dyrylan 

impuls. Iki  traýektoriýany   ba langyjy  gabat  gelýär. 
onu   üçin  0)( 1tqá k . Onda  )( 2tqk ýöne kq   diýip 

billeýäris. Onda   9.59-njidäki  1-nji  agza   kk qP   bolar. 
9.59-njini  ýazarys. 

2

1

t

t
k

kk dtq
q

L
dt
dqPdtq

q

L                           (9.60) 

9.60-njyny 9.58-njide  ýerine goýup  alarys. 

 172

bolýar. Umumy kesgitlemä görä ulgamy  energiýasy:   

i
i

i L
q

LqE .  Bizi  mysalymyz üçin   ýa-da 

LL

q

LqE i      9.37-njini we 9.38-njini u ýerik goýup 

alarys: 
RRLLqPE                                    (9.40) 

 
§32. Puassony  ýaýlary 

 
Umumyla dyrylan potensially, golonom we ideal baglan ykly 

mehaniki ulgamy  hereketi dissipatiw güyçler ýok wagtynda 
Gamiltony  

i= :
iP

H

i
i q

HP görnü däki  de lemesine boyun egýär.                                                                        

bu ýerde  H=
i

ii LqP -Gamiltony  funksiýasy. Ol H=H(t,qi,pi). Bu 

ýerde L-Lagranžy  funksiýasy. Ol pk UTL görnü de ýazylýar. 
Kanoniki de lemeleri  1-nji integraly  diýip kanoniki üýtgeýän 
ululyklary  ( iq we ip ) islendik bahasynda hemi elik galýan käbir 
f(t,qi,  pi) funksiýa aýdylýar. Bu funksiýany  hereketin  integraly 
bolmagyny ertini gözläli  . 
  Hereketi  integraly diýip ulgamy  hereketi wagtynda öz bahasyny  
hemi elik saklayan funksiýalara aýdylýar. Ba gaça hereketi  birinji 
integral hem diýilýär. 
Goý  f(t,qi,  pi)=hemi elik. Onda bu funksiýadan wagta görä doly 
önüm nola de dir, ýagny:  

0p
p
fq

q
f

t
f

t
p

p
f

t
q

q
f

t
f

dt
df  
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Gamiltony  de lemesini göz ö ünde tutup alarys  

0
q
H

p
f

p
H

q
f

t
f

dt
df  ýa-da  

0, Hf
t
f

dt
df ,                                               (9.41) 

 bu ýerde  

Hf ,
q
H

p
f

p
H

q
f   

f funksiýany  hereketi  1-nji integraly bolmak erti 

0, Hf
t
f

dt
df  görnü e gelýär. 

eýlelikde f funksiýasyny  hereketi  birinji  integraly bolmagy üçin 
ol funksiýany  Gamiltony  funksiýasy bilen emele getiren 

Puassony  ýayy nola de  bolmaly 
Puassony  ýaýlaryny  häsýetleri. 

 
1. ,, , 2. , =0 3. ,21 = 1 + ,2 ,  

4. ,,,, 122121    5. 
ttt

,,,   

Eger we funksiýalary  ýerine kanoniki üýtgeýän ululyklar alynsa 

onda 1. ,,
i

i p
q   2.

i
i q

p ,   3. 0, ki qq  

4. 0, ki pp 5. :, ikki pq 6. 0,c  
Bu ýerde c hemi elik ululyk. 

 Geli  ,,
i

i p
q  ýayy açaly . 

ii

i

ii

i
i qp

q
pq

qq ,  : 

0
i

i

p
q

 bolýandygy sebäpli 
i

i p
q ,  bolar 

iii

i

ii

i
i qqp

p
pq

pp ,  
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Gamilton – Ýakobini   de lemesi. 
Ulgamy  hereketini   hakyky traýektoriýasy tapylanda 

                  
2

1

t

t

tdLS   (1)  -täsiri warirlemeklik   )1(
1)( kk qtq    we  

)2()( 2
k

t
k qq  ululyklyklary   birme ze  bahalaryndaky  ýakyn  

traýektoriýalary   S-ni  de dirmeklikden durýar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
33-nji surat 

 
Bu ýagdaý 33-nji a suratda  aýdy  göz ö üne  getirip 

bolar.  Traýektoriýalary   di e   S-i  minimumy  hakyky 
herekete  jogap berýär(suratda ol tutu  çyzyk bilen 
berlen.).Indi täsir  S-i   )2(q  üýtgemeginde(wagt 

2t hemi elik)  we 2t wagty  üýtgemegindäki ösüni  alyp 
bar yna  seredeli . Onda täsire  ))( tqSS k funksiýa ýaly 
serederis. )2(q   nokady   töwereginde  koordinatasy  

qáq )2(   bolan  nokady alaly . Bu  nokada ulgam ol bir 
2t wagtda  dü üp  bilýär(33-nji b surat). 

q(1) 

q(2) 
)2(q  

)1(q  

q  

qq )2(  
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Kesgitlemä görä täsiri  wagtdan alnan hususy önümi 
(traýektoriýany  boýuna) degi li impulsa de dir. 
                      Ba ga bir tarapdan täsir  S-i koordinatany  we wagty  
funksiýasy ýaly seredip alarys  

i i
iii

i

qp
t
Sq

q
S

t
S

dt
dS                                (9.51) 

 So ky iki de lemäni de dirip alarys   

i
iiqpL

t
S                                    (9.52) 

ýa-da gutarnykly  

,H
t
S                                                     (9.53) 

eýlelikde integrirlemäni  ýokary  derejesi üçin doly deferensialy 

i
ii HdtdqpdS                                                   (9.54)  

eýlelikde berlen nokatdan gi lige pytraýan bölejikleri  dessesi 
üçin bir näçe  umumy kanunalaýyklyklary goýup boljak. Bu 
kanunalaýyklyklary geometrik optika öwrenýär.Täsiri      
minumumlygyny ertinden Gamiltony  de lemesini alyp bolýar.Bir 
koordinata we bir impuls bar diýip alarys.  

pdt
p
Hqdt

q
HqpdpdqS                        (9.55) 

ýa-da sag tarapdaky ikinji integraly  bölekler boýunça integrirläp 
alarys 

dt
q
Hdpqqpdt

p
HdqpS |                   (9.56) 

 Integrirlemegi  araçäklerinde 0q  hasap edip ikinji agzany 
de lemeden aýyrýarys. Galan agzalar nola de  bolýar haçanda 
integrallary  a agyndaky (dyrnakdaky) a latmalar nula de   bolanda. 
Onda alarys. 

,dt
p
Hdq      dt

q
Hdp                           (9.57) 
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Geli  mysala ýüzleneli : 

z
M

p
x

p
M

z
x

y
M

p
x

p
M

y
x

x
M

p
x

p
M

x
xMx x

zz

xx

yy

xx

xx

x
x,

Bu ýerde Mx=ypz-zpy. Onda 

::0:::0 z
xxx

y

x

x

x p
y

M
x

My
z

Mz
p
M

p
M

y
x p

z
M

 

eýlelikde 0, xMx  
 Bizi  sredýänimiz Puassony  klassik dyrnagy. Kwant 
mehanikasynda Puassony  kwant dyrnagy bardyr. 

 
§33. Kanoniki özgertmeler 

Umumyla dyrylan  koordinata (q)  bolup,  gi likde   
ulgamy  ýagdaýyny  kesgitleýän   islendik  s  ululyklar   bolup  
bilerler. Bu erkin saýlamaklyga  Lagranžy   de lemesini   formal  
görnü i   bagly däldir.Bu  ýagdaýda  Lagranžy   de lemesi  özgertmä   
inwariantdyr   diýilýär.Özgertmeden  alnan  täze  koordinatalar 
Q1,Q2,…..   ö ki q1,q2,…  koordinatalary  funksiýalardyr.Ýagny    Qi 
=Qi(q,t).  Bu özgertmä nokatlanç  özgertme hem diýilýär. Edil  
Lagranžy   de lemesini   bol y  ýaly  Gamiltony   de lemesi  hem   
bu  özgertmede  öz  formasyny  saklaýar.Gamiltony   usuly has  gi   
özgertmä inwariantdyr. eýle-de bolsa  her  bir  özgertmede  
de lemeleri   öz  formasyny   saklamagy  üçin  özgertme belli  bir  
ertleri   kanagatlandyrmaly. 

Gamiltony   de lemesi täze  ululykda   a akdaky  görnü e  
eýedir: 

H
Q
HP

P
HQ

i
i

i

,                                              (9.42) 

Bu   ýerde  H1(P,Q).- Gamiltony   täze  funksiýasy. eýle  
özgertmelere  kanonik  özgertmeler  diýilýär. 

Kanonik  özgertmäni   formulalaryna  a akdaky  ýol  bilen 
gelip  bolar: 

 kiçi  täsir  prinsipinden   bilýäris 
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S= Ldt  ýa-da  ( Pidqi-Hdt)=0  
Täze  üýtgeýän   ululyklar  üçin  hem  i   kiçi  täsir  prinsipi   ýerine  
ýetmeli. Ýagny   

( PidQi – H1dt)=0                                 (9.43) 
    Eger  integraly   a agyndaky  a latmalar  biri-birinden  
wagty ,koordinatany   we   impulsy   funksiýasy  bolan  erkin  F  
funksiýany   doly   differensialy  ululygyna  tapawutlanýan  bolsalar  
iki  prinsip  biri-birine   ekwiwalentdirler   diýilýär. eýlelikde 

Pidqi – Hdt= PidQi –H1dt+dF                       (9.44) 
F – funksiýa  özgertmäni  öndürýän  funksiýa  diýilýär.Alan  
gatna ygymyzy  täzeçe  ýazyp   

dtHHdQPdqpdF iiii )(                                (9.45) 

Bu ýerden 
t
FHH

Q
FP

q
Fp

i
i

i
i ,

,
,                             (9.46) 

 Häzir  özgerdiji funksiýany   q,Q  we  t  üýtgeýän  ululyklary   üsti  
bilen hem  a ladyp  bolýar. 

iiQPFd  dtHHdPQdqp iiii )(                (9.47) 
De ligi  çep  tarapyndaky  differensialy    belgisini   a agyndaky   

latma  q  we  P   ululyklary   üsti  bilen  a ladylýar.Ol  funksiýany 
),,( tPq bilen  belläp  alarys: 

,,
i

i
i

i P
Q

q
p

t
HH                                  (9.48) 

eýle  me ze likde  P  we Q  ýa-da  p we P  üýtgeýän  ululykdan  
bagly  öndürili    funksiýany  üsti  bilen  a ladylan  kanonik  
özgertmek formulalaryna  hem  geçmek  bolar. 

 
§34. Gamilton – akobini  de lemesi 

 
Bizi  eýýäm bili imiz ýaly mehaniki ulgamy  hereketini  

kanuny  mümkingadar umumy a latmasy i  kiçi täsir prinsipi  
tarapyndan berilýär.Ol prinsipe görä her bir mehaniki ulgam  
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2

1

t

t

LS dt    

görnü li kesgitli funksiýa bilen häsýetlendirilýär. 
Mehaniki sistema eýle hereket edýär, ýagny ba langyç we 

so ky ýagdaýlary  arasynda 
2

1

t

t

LS dt integral mümkin bolan i  kiçi 

baha eýe bolýar.Bu integrala täsir diýip aýdylýar. q( 1t ) we 
q 2t nokatlary  arasyndaky traýektoriýalardan di e biri hakyky 
herekete degi lidir.Ol traýektoriýa üçin S integral i  kiçi baha eýe 
bolýar. 
Biz häzir  S-i  hemmesini  ba langyjy bir nokatda, ýagny   q( 1t ) 
bolup 2t  wagtda dürli koordinatalardan geçýän traýektoriýalar üçin 
de dirmekçi. 
Bu traýektoriýadan a ýakyn bolan beýleki traýektoriýa geçilende 
S täsiri  üýtgemesi  a akdaky a latma bilen berilýär. 

2

1

1
2|

t

t

t
t qdt

q
L

dt
d

q
Lq

q
LS   

Hakyky hereketi  traýektoriýasyny  Lagranžy  de lemesini 
kanagatlandyrýanlygy üçin de lemedäki integral nula 

öwrülýär(
2

1

)0
t

t

qdt
q
L

dt
d

q
L .Birinji agzany  a aky çäkde 

01tq -dygyny göz ö ünde tutup we qtq 2 , eýle hem 

p
q
L  diýip alarys qpS ýa-da erkinligi  islendik derejesi üçin  

,ii
i

qpS                                           (9.49) 

bu ýerden    

i
i

p
q
S                                                   (9.50) 
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15-nji , 16-njy we 19-njy de lemeleri ulanyp we alnan de lemeleri  
hemme agzalaryny V-e gysgaldyp tutu  gur awy  hereketini  
de lemesine geleris: 

m eF
dt
VdV

dt
Vd ; eF mfFd  

= V
x
P

k

ik + Vf                                                          (10.41) 

dt
VdV i V

x
P

k

ik + Vf i    ýa-da i
k

iki f
x
P

dt
dv

     (10.42) 

Bu ýerde k
k

iii v
x
v

t
v

dt
dv

 tizligini  wagta görä doly 

önümi. eýlelikde, impulsy  üýtgeme kanuny tutu  gur awy  
hereketini  de lemesine getirdi. 
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II bölüm. Tutu  gur awlary  mehanikasy 
X bap. Tutu  gur awlary  mehanikasyný  esasy dü ünjeleri we 

kanunlary. 
 

§36. Fiziki tükeniksiz kiçi bölejik. 

       
Mehanikany  esasy obýektlerini  biri örän köp 

molekulalardan durýan ulgamlardyr. Bular ýaly ulgam gi likde 
tutu  gur aw hasap edilýär.Bu ulgamlary   molekulalary dykyz 
ýerle endirler. Bular ýaly ulgamlary  hereketi üçin klassiki 
mehanikany  degi li de lemelerini ýazyp bolar. 1 sm3 howadaky 
molekulalary  hereketini  adaty atmosfera basy ynda we otag 
temperaturasynda de lemeleri 1019  bolar. onça de lemeleri 
integrirlemeli bolar. onu  üçinem tutu  gur awy  hereketini 
takmynan beýan etmeklik bilen çäklenýärler. eýle maksat bilen 
tutu  gur awy  mehanikasy öwrenilende tükeniksiz kiçi fiziki 
bölejigi  hereketi öwrenilýär. 

Tükeniksiz kiçi fiziki bölejigi  molekulalaryny N sany 1-
den kän uludyr we tutu  gur awy  molekulalaryny  N sanyndan kän 
kiçidir, ýagny  N« N. 

Tükeniksiz kiçi bölejik tükeniksiz kiçi V göwrümi eýeleýär. 
Bu göwrüm öz içine ýeterlik uly mukdarda molekulalary alýar we ol 
bir wagtda makro parametrleri duýarlyk üýtgär ýaly göwrümden kän 
kiçi bolmalydyr. 

Tükeniksiz kiçi bölejigi  gi likdäki ýagdaýy wagty  t 
pursatynda massa merkezini  radius-wektory bilen kesgitlenýär. 
Bölejigi  tizligi onu  radius-wektory bilen  

                  
dt
rdV                                                    (10.1)      

gatna ykdadyr. Bölejigi  tizlenmesi massa merkezini  radius-
wektory bilen 
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dt
rdW                                                     (10.2) 

   gatna ykdadyr. 
 

Fiziki meýdany  nazaryýeti 
 Tutu  gur awy  ýene bir wajyp dü ünjesi meýdan 
dü ünjesidir. Meýdan diýip gi ligi  nokadyny  we wagty  
funksiýasy bolan islendik fiziki ululyga dü ünilýär. Meýdanlar 
skalýar , wektor we tenzor bolup bilýärler. ol bir ýerde birnäçe 
meýdany  bolmagy hem mümkin. Atmosferada skalýar meýdanlar 
bolan temperatura meýdany, basy  meýdany we wektor meýdanlar 
bolan howany  tizligini  meýdany, elektrik we magnit meýdany, 
bütin dünýä dartylma meýdany bolýar. 
 Haýsy hem bolsa bir fiziki hadysa bolup geçýän gi lige 
fiziki meýdan diýilýär. 
 Goý, bize haýsy hem bolsa bir  skalýary  meýdany berlen 
bolsun. Bu diýildigi belli bir gi ligin hemme nokatlary üçin -i  
bahalary berlen diýildigidir. -e koordinatany  funksiýasy 

(x,y,z)) diýilýär. Kä halatlarda  funksiýany potensial diýip 
atlandyrýarlar. -i  skalýar temperaturany , basy , suwuklygy  
dykyzlygyny  bahalaryna eýe bolmagy mümkin. Birme ze  baha eýe 
bolan gi ligi  hemme nokatlaryna birme ze  potensially üst ýa-da 
ekwipotensial üst diýilýär. 
 Skalýar meýdany  gradiýenti wektor meýdanydyr. 
Gi likde berlen meýdanda O nokady  üstünden  ekwipotensial 
üsti geçireli . Onu  golaýyndan +d  ekwipotensial üsti hem 
geçireli . u ýerden  

                       
dn
dG                                                 (10.3)               

wektor alarys. Bu wektora skalýar meýdany  gradiýenti diýilýär.     
                      gradG                                               (10.4) 
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mfFdF e                                                  (10.37) 

bu ýerde  Fd bölejigi  üstüni  elementar meýdanyna goýlan üst 
güýjüdir; f -birlik massa dü ýän göwrüm güýjüdir. Fd  güýç 

dnd  wektory  ugruna baglydyr hem-de  d  meýdany  
ululygyna baglydyr. Ba gaça  aýdany da, üst güýji a akdaky görnü e 
eýedir diýip guman edilýär 

kiki dPdF                                                      (10.38) 
ýagny onu  ululygy ikP ululyklary  toplumy bilen kesgitlenýär we 
d  wektory  komponentlerine baglydyr( dnnd kk ),cos( ). Bu 
ýerde cos( knn ) kn  ortly koordinat oky bilen  n  orty  arasyndaky 
kosinus burçydyr. ikP ululyklary  toplumyna dartgynlylygy  tenzory 
diýilýär. Bu tenzory  düzüjileri wetr -ni       
funksiýalarydyr we gur awda dartgynlylygy  meýdanyny 
kesgitleýär. 

Dartgynlylygy  tenzoryny  ikP komponenti birlik meýdana 
täsir edýän güýjü  i-nji düzüjisini a ladýar.  Meýdan kx oka 
perpendikulýardyr.  x   oka perpendikulýar meýdana ( ol meýdany  
d  wektory x oku  ugruna ugrukdyrylan)                              

xixi dPdF güýç täsir edýär. Degi lilikde ol güýjü  proeksiýalary 

xxxx dPdF ,  xyxy dPdF ,  .xzxz dPdF      (10.39) 
Bu ýerde xxP güýjü  dykyzlygyny  normal düzüjisi, zxyx PP , -

galta ýan düzüjileri. 
Ostrogradskini  teoremasyny ulanyp we bölejigi  kiçidigini 

hasaba alyp berlen bölejige täsir edýän jemleýji üst güýjüni 
özgerdeli  

      
V k

ik

k

ik
kiki V

x
PdV

x
PdPdF .             (10.40) 
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V

dVdV
t

0

0                                                (10.35) 

0V  göwrümdäki gur awy  massasyny  üýtgemek tizligi ol göwrümi 
gur aýan 0 üstden wagt birliginde guýulýan we dökülýän 

bölejikleri  massalaryny  tapawudyna de dir. V wektora gur awy  
akymyny  dykyzlygy diýilýär 
             

Impulsy  üýtgemek kanuny. 
m massaly we V göwrümli bölejigi  impulsyny  üýtgemek 

kanunyny ýazaly :  

m eF
dt
Vd                                                      (10.36) 

Bu ýerde V  massa merkezini  tizligi ýaly hasaplanýar, eF  bölejige 
goýlan da ky güýçleri  jemi. Bu güýç bölejigi  ýagdaýyna we wagta 
bagly, ýagny ),( trF e . eF -güýç birinjiden gur awy  
molekulalaryny  özara täsirinden, ikinjiden hemme gur awa degi li 
güýç meýdanlaryndan ybaratdyr. Molekulalary  özara täsirini  
radiusyny örän kiçi hasap etsek , onda fiziki tükeniksiz kiçi bölejigi  
berlen bölejige edýän täsir güýji ol bölejigi  ýuka üst gatlagynda 
duýular. Mehanikada ol üst gatlagyny  galy lygyny hasaba 
almaýarlar.Go y bölejikleri  bir-birine edýän täsirini üst güýçleri 
hasap edýärler. Da ky güýç meýdanlary bolsa V göwrümdäki 
molekulalary  hemmesine de  täsir edýär diýip hasap edýärler. 

onu  üçin ol güýçlere göwrüm güýçleri diýilýär. Eger ol  güýçler 
bölejigi  massasyna proporsional bolsa  onda ol güýçlere massa 
güýçleri diýilýär. eýle güýçlere grawatasion güýçler, elektromagnit 
güýçler we inersiýa güýji girýär. Inersiýa güýji, gur awy  inersial däl 
hasaplaýy  ulgamyna görä, hereketi öwrenilende ýüze çykýar. 

eýlelikde, tutu  sredany  mehanikasynda berlen bölejige goýlan 
güýçleri  hemmesini  jemi a akdaky ýaly a ladylýar diýip guman 
edilýar. 
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Bu ýerde  skalýar meýdany G  wektor meýdany emele 
getirýär. 

Fizikada, köplenç, wektor ululygy  ösmegine däl-de tersine, 
kemelmegine degi li meseleler çözülýär. Meselem, hereket edýän 
suwuklygy  tizligi basy  pes tarapyna ugrukdyrylan,ýylylyk 
akymy temperaturany  pes tarapyna ugrukdyrylan.  Onda                                         

dn
dgradV  

Maddany  massasyny  dykyzlygyny  meýdany ),( tr , 
tükeniksiz kiçi orun üýtgetmegi  meýdany: ),( trurd , tizligi  
meýdany: ),( trVV  
 Temperaturany  wagta görä üýtgemegi  

i
i

X x
TV

t
T

dt
dT

i

,                                                  (10.5) 

 bu ýerde 
iXt

T  gi ligi  berlen nokadynda temperaturany  

wagt birliginde üytgemegi, 
i

i x
TV - konwektiw  önüm(gi ligi  

ba langyç nokadyndan dx aralykda ýerle en nokadyny  çägindäki 
temperaturany  üýtgemegi). 

 
§37. Kiçi bölejigi  deformasiÿasy. 

    
  Gur awy   kiçi bölejigini  ornuny  üýtgemegini öwreneli . Bu 
maksat bilen bölejigi  ýakyn iki (1) we (2) ýagdaýyna seredeli (35-
nji surat). 
    Bölejigi  islendik A we O  nokatlaryny  radius-wektorlary  r  we 
r  

                           rrr 0                                                 (10.6) 
gatna yk bilen baglany yklydyr. Bu ýerden A nokady  ornuny  rd  
üýtgemegi  
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                                 rdrdrd 0                                               (10.7) 

latma bilen kesgitlenýär. Ba ga bir tarapdan rd we 0rd  orun 
üýtgemeler u  funksiýany   gi ligi   r  we 0r  nokatlardaky  
bahalarydyr:   
                  trurdtrurd ,;, 00                       (10.8) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

eýlelikde, A nokady  merkezi 0  nokatda bolan ö e bolan hereket 
edýän, hasapla yš ulgamyna göra orun üýtgetmesi 

trutrurdrdrd ,, 00  de dir. u( r ,t)  funksiýany 0   
nokatda hatara dargadyp, we r 1-   ýeterlik kiçi ululykdygyny(böl  
ejigi  özi  kiçi ululyk)  göz  ö ünde  tutup                                                               
                          d r 1=( gradr ) u                                          (10.9) 

alarys.10.9-njy  a latmany tenzor görnü de ýazaly  (x=x1 , y=x2 , 
z=x3  we ux =u1 ,  

 

0 y 

x 

z 

A 

B 

r  

rdr  

0  

0  
0r  

00 rdr  

r  

drr  

)1(  

)2(  

35-nji surat 
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dt
d  diV V =0                                       (10.29) 

Bu gatna yga üznüksizligi  de lemesi diýilýär. 
Ba ga bir tarapdan bölejigi   ( r ,t) dykyzlygyny   doly 

önümini ulanyp       
10.29-njy gatna ygy a akdaky görnü de alarys. 

dt
rd

rtdt
d  ; ýa-da  )( gradr

tr
r

tdt
d  

 Onda                   

)( gradr
t

VdiV
dt
d 0Vdiv                   (10.30) 

10.30-njy gatna yk nazary mehanikada köp ulanylýar.  

VdivgradV
t

Vdiv
t

                             (10.31) 

 Tenzor a latmasynda üznüksizlik de lemesi a akdaky görnü e eýe 
bolýar.  

0
i

i

xt
                                                   (10.32) 

Gi ligi  kesgitli V0  göwrümine seredeli .   ol gi lik üçin  

0
0

dVVdiv
tV

                                           (10.33) 

  Ostorgradskini  formulasyny ulanyp diwergensiýadan alnan 
göwrüm integralyny üst integralyna öwreli  . 

00

0dVdVVdiv
V

                                           (10.34) 

Bu ýerde 0  V0 göwrümi çäklendirýän ýapyk üstü  meýdany, d 0 -
üstü  elementi, absolýut ululygy boýunça elementi  üstüni  
meýdanyna de  bolan wektordyr. Onda  

dV
tV0

-
0

0dV   ýa-da 
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Deformasiýa tenzoryny bilip tutu  gur awy  kiçi bölegini  
uzynlygyny  üýtgemesini , deformasiýany  tizligini  tenzoryny bilip 
ol üýtgemä  tizligini kesgitläp bolar. 
Mysal: A material kesimi  uzynlygyny  göräli üýtgemesini 
tapaly . Ilki ýagdaýda  rr  ikinji ýagdaýda üýtgeme  rd .  

rdrrdr   de ligi peýdalanyp, eýle hem  2, gradrxdrd   
latmany we 10.17, 10.18 de likleri hasaba alyp alarys. 

ikki aa
r
rd  . Bu ýerde 

r
xa i

i i-nji koordinat oky bilen r –

wektory  arasyndaky kosinus burç. 
 

§38. Massany  saklanmak kanuny, impulsy  we impulsy  
momentini  üÿtgemek kanuny. 

 
Dykyzlygy     ( ,t) we tizligi  ),( t  meýdanlary 

massany  saklanmak kanunyndan gelip çykýan de leme bilen özara 
baglany ykdadyr. Bu ýagdaýa göz ýetirmek üçin m massaly berlen 
bölejigi  hereketine gözegçilik edeli .  
      Massany  hemi elikligi üçin          

dt
d m=0                                                 (10.27) 

m= V baglany ygy göz ö ünde tutup  

dt
dm

dt
d  ( V)=

dt
dV

dt
d V=0 

 gatna ygy alarys. Ýa-da 

           0
dt

Vd
Vdt

d                                                   (10.28) 

Bölejigi  göwrümini  göräli üýtgemegini  tizligini  meýdanyny   

diV
dt

Vd
V
1  V   

bilen kesgitlenýändigini göz ö ünde tutup gözleýän gatna ygymyzy 
alarys. 
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uy =u2 ,uz=u3)                                                                                                                            

k

i
ki x

uxxd                                         (10.10) 

i = 1 baha  üçin  10.10–njy  a latmany ýazaly  

3

1
3

2

1
2

1

1
11 x

ux
x
ux

x
uxxd                                         

k

i

x
u

  önümi  antisimmetrik we simmetrik tenzorlary   düzüjilerini  

jemi ýaly a ladylýandygyny göz ö ünde tutup, (  kiki
k

i

x
u ,   

i

k

k

i
ki x

u
x
u

2
1  antisimmetrik tenzor,  

i

k

k

i
ki x

u
x
u

2
1  

simmetrik tenzor) A nokady  göräli orun üýtgetmegini 
                   kikkiki xxxd                                            (10.11) 
görnü de ýazarys. 

ki – tenzor özüni  antisimmetrikligi sebäpli üç baglany yksyz 
düzüjiler bilen kesgitlenýär we  

          
0,,

,0,
,,0

2313

2312

1312

ki                                                        (10.12) 

matrisa bilen  a ladylyp bilner. Özi hem ki –ni  düzijileri  
                 kiikki baba                                                       (10.13) 
görnü e  eýedir. 

onu   üçin  antisimmetrik tenzory  üç baglany yksyz düzijileri 
312312 ,, iki degi li wektory  wektor köpeltmek hasylyny  emele 

getirýär.Onda antisimmetrik we simmetrik tenzorlary   düzüjilerini  

jemi üçin  wektor  köpeltmek hasyly  u
2
1  ýagny urot

2
1  
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i

k

k

i

i

k

k

i
kiki x

u
x
u

x
u

x
u

2
1

2
1  

l

i

k

i

k

i

i

k

k

i

i

k

k

i

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1  

urot
2
1 - y  düzijileri 312231 2

1;
2
1 uroturot      

1232
1 urot               (10.14) 

rot u - y  tükeniksiz kiçi wektordygyny göz  ö ünde tutup, ol wektor 
we onu  düzijileri üçin belgileme girizeris. 

123312231 ,,,
2
1 dddurotd                      (10.15) 

ki  – tenzory  antisimmetrikliginden we 10.15– njiden peýdalanyp 
10.11-nji jemden i = 1 üçin bizi gyzyklandyrýan  a latmany alarys   

rddxdxxxx kk ,23323132121 , 
 me ze likde alarys  

3322 ,, rdxrdx kkikk                                       (10.16) 
eýlelikde kikx   jem rd ,  wektor köpeltmek  hasylyny  i-nji 

düzüjisini a ladýar. 
 10.11-njini  2-nji agzasyny  

                              
i

kki x
x                                                   (10.17) 

görnü de ýazyp bolar .Bu ýerde  

                     ikki xx
2
1                                                 (10.18) 

Seýlelikde , 10.11-njini  ikinji agzasy , ix  üytgeýän ululyga görä  
funksiýany   gradientini  i-nji düzüjisine  de dir . 

eýlelikde,  10.7-nji , 10.9-njy ,10.10-njy , 10.16-njydan peýdalanyp 
A nokady   rd  orun üýtgetmesini birinji derejeli takyklyk bilen. 
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                rgradrdrdrd ;0                                     (10.19)  
  görnü de ýazarys . eýlelikde,  kiçi bölejigi  islendik nokadyny  
ornuny  üýtgemegi bölejigi  absalýut gaty jisim ýaly  

rdrd ,0 orun üýtgemeginden we bölejigi  deformasiýasy bilen 
baglany ykly grad r orun üýtgemeden durýar 0rd bölejigi  ö e 
bolan hereketi d -bölejigi   absalýut gaty jisim ýaly tükeniksiz kiçi 
öwrülmesi grad orun üýtgeme deformasiýany  wektory . onu  
üçin æki –tenzora  öwrülme  tenzory ki -tenzora deformasiýa 
tenzory  diýilýär. dt wagtdaky orun üýtgemäni  iiu  dt- gini göz 

ünde tutup öwrülme we deformasiýa tenzorlaryny    
           ki kidt;  ki kidt                                                 (10.20) 
görnü de  ýazarys. 
Bu  ýerde                  

:
2
1

17

i

k

k

i
ki xx

                                                   (10.21) 

        
i

k

k

i
ki xx2

1                                                        (10.22) 

ki  tenzor bölejigi  burç tizligini kesgitleýär.                                

rot
dt
d

2
1                                                     (10.23) 

ki – tenzor deformasiýany  tizligini  tenzory. Ol deformasiýany  
tizligini kesgitleýär. Bu wektor gradiýent görnü de, ýagny  

        kki xxi
 ýazylyp bilner.                                           (10.24) 

Sebäbi        

        ikki xx
2
1                                                  (10.25) 

eýlelikde tizlikler üçin 
                     rgradr0                                (10.26) 
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XI bap. Ideal suwuklyk 
 

§39.  Üznüksizlik de lemesi.  
     Suwuklygy   we  gazlary   hereketini  öwrenmek 
gidrodinamikany   mazmunyny  düzýär.  Gidrodinamikada 
seredilýän hadysalary  makroskopik häsiýete eýedigi üçin suwuklyga  
gidrodinamikada tutu   gur aw  ýaly  seredilýär.  Munu   özi  
suwuklygy   göwrümini   bir  kiçi  elementi  nämede  bolsa,  örän  
köp  molekulany  öz  içine  alýan  bolmalydyr diýildigidir. Bu 
diýildigi, suwuklygy  göwrümini  kiçi elementini  göwrümini   
ölçegi  molekulalary  aralyklaryny  ölçeglerinden uly  bolmaly 
diýildigidir.  

Gidrodinamikada “suwuk bölejik”, “suwuklygy  nokady” 
diýen a latmalara hem eýle manyda dü ünmelidir.   

Ideal suwuklyk diýip islendik deformasiýada we 
deformasiýany  tizliginde galta ýan dartgynlyklar normal 
dartgynlyklar bilen de direni de örän kiçi we hemme normal 
dartgynlyklary birme ze  bolan tutu  gur awa aýdylýar. eýlelikde 
ideal suwuklygy  dartgynlygyny  tenzory 

                            Pik= -p k                                         (11.1) 
görnü e eýedir. Bu ýerde p-basy . 11.1-nji a latmany   kiki PdF  
formulada ýerine goýup üst güýji üçin alarys.  

       ii pdF   (
k

i
k )                                    (11.2) 

eýlelikde birlik meýdana täsir edýän güýjü  absolýut bahasy 
(ideal suwuklyk üçin) meýdany  ugrukmasyna bagly däl. Eger ideal 
suwuklyk diýip gaza seredilse p>0 , suwuk sreda üçin p položitelem, 
otrisatelem bolup biler. Sebäbi dartgynlyk gysýan ýa-da süýndürýän 
bolup biler. 

 
Ideal suwuklygy  hereketini  de lemesi. 

Hereket edýän suwuklygy  ýagdaýyny matematik a latmak 
suwuklygy ),,,( tzyx  tizligini  paýlany yny kesgitleýän 



 199

funksiýany  we onu  haýsy hem bolsa iki termodinam ki 
ululyklaryny , mysal üçin ),,,( tzyx  dykyzlygy  we p(x,y,z,t) 
basy  kömegi bilen ýerine ýetirilýär. Hemme termodinamiki 
ululyklary  bu ululyklary  haýsy hem bolsa iki ululygyny  
bahalaryny peýdalanyp maddany  hal-ýagdaý de lemesini  kömegi 
bilen kesgitlenýändigini biz bilýäris. onu  üçin tizligi  üç 
düzüjisini , basy  we dykyzlygy  berilmegi hereket edýän 
suwuklygy  ýagdaýyny doly kesgitleýär. Bu funksiýalary  hemmesi 
umuman x,y,z koordinatalary   we t wagty  funksiýlarydyr. 

tzyx ,,, -gi ligi  berlen nokadynda  wagty  berlen 
pursatyndaky suwuklygy  tizligi. Ýagny, gi ligi  kesgitli nokadyna 
degi li. Bu häsiýet , p ululyklara hem degi li.   

Gidrodinamikany  esasy de lemelerini  getirilip 
çykaryly yna garaly . Gi ligi  V0 göwrümine garaly . ol 

göwrümdäki suwuklygy  mukdary(massasy)   
0V

dV . Bu ýerde - 

suwuklygy  dykyzlygy. Integrirlemek V0 göwrüm boýunça alynýar. 
V0 göwrümi  çäklendirýän üstü  df elementinden  birlik wagtda 

fdv  mukdarda suwuklyk akyp geçýär , fd wektor absolýut  ululygy 
boýunça üstü  elementini  meýdanyna de dir . fd -i  da ky normal 
boýunça ugrykdyrmagy ertle eli . Onda, eger suwuklyk göwrümden 
da yna akýan bolsa, fdv položitel, eger içine akýan bolsa otrisatel. 
V0 göwrümden  birlik wagtda  akyp çykýan suwuklygy  doly 
mukdary fdv

f

. Integrirleme seredilýän göwrümi öz içine alýan 

ýapyk üst boýunça alynýar. 
Ba ga bir tarapdan V0 göwrümdäki suwuklygy  mukdaryny   

azalmasyny  
v

dV
t

 

 görnü de ýazyp bolar. Iki a latmany de läp, alarys: 
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)53.11(1 rE
dtc

 

bu ýerde magnit induksiýasynyñ akymy 
dn  , sebäbi =1 

11.51-njini 11.53-njiniñ sag tarapyna goýup we Stoksyñ 
teoremasyny ulanyp alarys: 

)54.11(1 dErotdnVrot
c

dErot  

Maksweliñ deñlemesini peýdalanyp taparys 

dnVrot
c

d
t
n

cdtc
111  

)55.11(dnVrot
t
ndnVrotd

t
n

dt
 

11.40-njy ýerine ýetýän tükeniksiz geçiriji sredada berlen 
material konturdan geçýän magnit güýjenmesiniñ akymynyñ 
saklanýändygy bu ýerden görünýär. 
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)50.11(0

)49.11(,

)48.11(,
4
1

)47.11(0

dt
ds

Vpdiv
dt
de

HHrotgradP
dt
Vd

Vdiv
dt
d

                        

görnü de ýazarys. 
11.49-njy deñlemede bölünip çykýan joul ýylylygyna deñ we 

kiçi 1 ululyga proporsional  
2j  galdyrylan. 

11.40-njy, 11.41-nji, 11.47 – 11.50-nji deñlemeler ideal 
suwuklygyñ magnitogidrodinamikasynyñ deñlemeler sistemasyny 
düzýär. Seredilýän tükeniksiz geçiriji gur aw wajyp häsiyete eýedir. 
Berlen material konturdan geçýän magnit güýjenmesiniñ akymy 
wagtyñ geçmegi bilen üýtgemeýär. eýlelikde magnit güýç çyzyklary 
gur awda donup galyp onuñ bilen bile hereket edýär. Seredýän 
ýagdaýmyzda geçiriji toguny  

)51.11(1 HV
c

EE  

güýjenme bilen döredilýändigi 11.37-njiden görünýär. eýlelikde 
berlen, ýapyk material konturda döreýän EHG 

rE                                                      (11.52) 

integrala deñdir. Bu integral rV integrala me ze likde 

kesgitlenýär ( rV integrala ýapyk material kontury  boýuna tizligi  
sirkulýasiýasy diýilýär). 

Faradeýiñ kanunyna görä EHG-i ol kontura daýanýan üstden 
üýtgeýän magnit akymynyñ üýtgemegi bilen kesgitlenýär. 
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-
v f

dfvdV
t

                                         (11.3) 

       
Gaussy  teoremasyny  esasynda üstden alnan integraly  

göwrümden alnan integrala öwürýäris  
dVvdivfdv  

eýlelikde dVvdivdV
t

ýa-da 0dVvdivdV
t

 

ýa-da 
v

dVvdiv
t
p 0  

       Bu de ligi  islendik göwrüm üçin ýerine ýetmegini  
hökmanlygy üçin integraly  a agyndaky a latma nola de dir,ýagny 

0vdiv
t

                                             (11.4)  

vj  wektora  suwuklygy   akymyny  dykyzlygy diýilýär. Bu 
wektory  ugry suwuklygy   hereketini  ugry bilen  gabat gelýär. 
Onu  absolýut ululygy wagt  birliginde tizlige perpendikulýar 
ýerle en birlik meýdandan akyp geçýän suwuklygy   mukdaryna 
de dir .  
11.4-nji de leme üznüksizlik de lemesidir.  div v  a latmany açyp 
11.4-nji de lemäni ba gaça hem ýazyp bolar: 

0gradvvdiv
t
p ,                                              (11.5) 

 
§40.  Eýleri   de lemesi . 

         
Suwuklykda kesgitli bir göwrümi alaly  .Basy y p bolsun, 

saýlanyp alnan göwrüme täsir edýän doly güýç 
fpd  
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integrala de dir .Gaussy  teoremasyny göz ö üne tutup alarys   
fpd gradpdV . 

 Bir birlik göwrüme täsir edýän güýç –grad p . Göwrüm  elementine 
täsir  edýän  güýç   gradPdV . Suwuklygy  göwrüm  elementini   
hereketini  de lemesini ýazarys. 

                         gradp
dt
Vd                                               (11.6) 

Bu ýerde - birlik göwrümini  massasy.  

dt
Vd - gi likde hereket edýän suwulygy  bölegini   tizligini  

üýtgemesi . Suwuklyklary   berlen bölegini   tizligini  üýtgemesi iki 
bölekden ybaratdyr : gi ligi  berlen ýerinde tizligi  üýtgemesinden; 
gi iligi  ba lanngyç nokadyndan dr  uzaklykda ýerle en nokadyny  

çägindäki tizligi  üýtgemesinden. Birinjisi dt
t

, ikinjisi 

 
 
 

eýlelikde, de ligi  iki tarapyny hem dt-e bölüp alarys .  

                  VV
t
v

dt
Vd                                                (11.7) 

Alnan gatna ygy 11.6-da ýerine goýup alarys.      

           1gradpVV
t

                                             (11.8) 

        Bu ge lemä suwuklygy  hereketini  de lemesi diýilýär. Ona 
Eýleri  de lemesi hem diýilýär. Eýleri  de lemesi gidrodinamikany  
esasy de lemesidir. Eger da ky güýji hasaba alsak, onda de leme 

akdaky ýaly ýazylar:. 

fgradv
t
v 1  

vrddt
t
vvdvrddz

z
vdy

y
vdx

x
v ,
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0Hdiv

HVrot
t

H
               (11.40) 

      (11.41) 
 

Bu deñlemeler sistemasyny ideal suwuklygyñ gidrodinamik 
meýdanynyñ  

0Vdiv
dt
d

                                                   (11.42)                                      

fgradP
dt
Vd

                  (11.43)  

 
VPdiv

dt
d

(11.44)                                     

0
dt
dS                                   (11.45) 

deñlemeleri bilen bilelikde i lemeli. 
11.34-nji formuladan magnit meýdany tarapyndan j toga täsir edýan 
Lorensin f güýjüni 

HHrotHj
c

,
4
11                                                   (11.46) 

görnü de ýazarys. 13-ni hasaba alyp 11.4,11-9,11.10 de lemeleri  
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etmelerimiz ýerine ýetýän bolsa onda Maksweliñ deñlemelerinden 
alarys: 

t
Dj

t
DjHrot

HV
c

EjHdiv

j
c

Hrot
t

H
c

Erot

suysme

)37.11(1)36.11(0

)35.11(4)34.11(1

 

bu ýerde  = D – obkladkalardaky zarýadyñ üst dykyzlygy, c-
ýagtylygy  tizligi. 

11.37-njiniñ kömegi bilen 11.34-njiden güýjenme E-ni ýok 
edip alarys. 

HVrotjrotccErot
t

H

jrotHVrot
c

ErotHVrot
c

Erotjrot 11;
         (11.38) 

Bu ýerden11.35-njiniñ kömegi bilen j-ni ýok edip magnit 
meýdanynyñ güýjenmesiniñ  

HrotrotcHVrotHVrotHrotrotcc
t

H

Hrotrotcjrotjrot
c

Hrotrot

44

4
4

2   (11.39) 

 
deñlemä boýun egýändigini taparys. 11.39-njy de lemäni 11.36-njy 
de leme bilen bile i lemeli.  

Sredanyñ elektrik geçirijiliginiñ ýokarydygyny göz önünde 
tutyp seredýän ýagdaýymyz üçin elektromagnit meýdanyny  
de lemesini alarys: 
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        Eger suwuklyk agyrlyk güýjüni  täsirinde bolsa, onda her bir 
birlik göwrümine güýç tasir eder. eýlelikde suwuklygy  hereketini  
de lemesi                                    

             ggrad
t

1                                        (11.9) 

        Suwuklyklary  aýratyn böleklerini  arasynda we suwuklyk 
bilen degi ýän jisimleri  arasynda ýylylyk aly  ýok bolsa, onda 
hereket adiobatik bolýar diýilýär. Hereketi  adiobatiligi  

                   0
dt
ds                                                          (11.10)   

Bu ýerde doly differensial suwuklygy  berlen hereket edýän 
bölegini  entropiýasyny  üýtgemegini a ladýar. Bu önümi 

             0gradp
dt
s

dt
ds                                                (11.11) 

görnü de ýazyp bolar.11.10-njy de leme ideal suwuklygy  adibatik 
hereketini a ladýan de lemedir.11.8-nji de lemäni  kömegi bilen 
10-njy de lemäni üznüksizlik de lemesi görnü inde ýazyp bileris:                                                         

0vsdiv
t
s                                                   (11.12) 

vs. - köpeltmek hasylyna entropiýany  akymyny  dykyzlygy 
diýilýär. 
         Eger wagty  käbir ba langyç pursatynda suwuklygy  
göwrümini  hemme nokatlarynda entropiýa birme ze  bolsa onda 
suwuklygy  indiki hereketinde wagty  geçmegi bilen birme ze  we 
üýtgewsiz bolar. Bu ýagdaýda adiabatiklik de lemesi  

s=hemi elik                                                        (11.13) 
 
görnü de bolar.Beýle herekete izentropik hereket diýilýär. 
 11.12-nji de lemäni ba garak görnü de a latmak üçin 
hereketi  izentropikliginden peýdalanaly . Munu  üçin belli 
termodinamiki gatna yk bolan  

d w=Tds+Vdp                                                    (10.56) 
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 gatna ykdan peýdalanaly . Bu ýerde w-suwuklygy  birlik 

massasyny  ýylylyk funksiýasy, V= 1 - udel göwrüm, s-i  

hemi elikliginden  

dw=Vdp= dp1  

onu  üçin p1 w Bu ýerden  

 gradvv
t
v w                                                 (11.14) 

Wektor der ewini  belli formulasy bolan 

rotgrad 2

2
1  formyladan peýdalanyp 

gradH
t

 

formylany täzeçe ýazarys 

gradHrotgrad
t

2

2
1                                     (11.15) 

       Bu ýerde H – termodinamiki funksiýa bolan entalpiýa. Eger 
de ligi  iki tarapyna hem rot operasiýasyny ulansak 

 rotrotrot
t

                                                (11.16)  

Di e tizligi özünde saklaýan Eýleri  de lemesini aldyk.  
 Eger suwuklyk dynçlykda bolsa, ýagny .0V onda ideal 
suwuklygy  de lemesi gidrostatikany  de lemesine geler. 

fgradP                                                     16.11  
Bu de leme gur awy  mehaniki de agramlylygyny suratlandyrýar. 
Eger göwrüm güýçlerini hasaba almasak (f=0), onda gur awy  
hemme nokatlarynda basy  hemi elik(Paskaly  kanuny) 
 Eger suwuklyk gysylmaýan bolsa we birhilli agyrlyk güýjüni  
täsiri astynda bolsa, onda koordinatalar ba langyjyny suwuklygy  
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Maddany  akymyny  üznüksizligi sebäpli dykyzlygy  bökü i gazy  
urgy tolkunyny geçenden so  tizligini  peselmesi bilen 

ugurla ýar( 2 1 ).Bu peselme stasionar urgy tolkunyny  gaza görä u 
tizligini  gazy  ö ünde u1 =- 1 ) we yzynda (u2 =- 2 ) dürli 

bolmagyna getirýär(u2 >u1 ). 
11.31-njini  kömegi bilen 11.28-njiden tizlikleri ýok edip we11.32-
njini peýdalanyp entalpiýany  bökü ini taparys. 

,11
2
1

12
1212 pphh                                            (11.33) 

Bu gatna yk Gýugonnony  adibaty ady bilen bellidir(urgy adibaty). 
Bu gatna yk p2 bilen 2 –ni  arabaglan ygyny p1 we 1 –i  berlen 

bahalarynda kesgitleýär.   
 

§42.Ideal suwuklygyñ magnitogidrodinamikasy. 
 
Magnit meýdany täsir edýän, elektrik geçiriji ideal 

suwuklygy  hereketine  seredeliñ. eýle suwuklykda ýüze çykýan 
elektrik togy magnit meýdany tarapyndan suwuklyga mehaniki täsiri 
ertlendirýär we magnit meýdanyny üýtgedýär. Bu hadysalary beýan 

etmek üçin ideal suwuklygyñ deñlemeler sistemasyny Maksweliñ 
deñlemeleri bilen bilelikde ulanmak gerek. Meýdanlary  
güýjenmelerini  yrgyldysynyñ  ýygylygy ýeterlik kiçi, sredanyñ 
elektrik geçirijiligi bolsa örän ýökary hem hemi elik, ýagny  << 

 ýagdaý bilen çäklenýäris. Bu ýerde  – sredanyñ dielektrik 

hemi eligi. Onda  
t
D

4
1  süý me  togy  geçiriji  J  tok  bilen  

deñe direñde hasaba almasañ hem bolýar. Ýökary elektrik geçirijiligi 
üçin erkin göwrüm zarýadlarynyñ hereketi bilen baglan ykly 
konweksion togy hem hasaba almaýarys. Ol zarýadlar elektrik 
geçirijiligi näçe ýokary bolsa onçada tiz sindirilýär. 
Magnit syzyjylygy  = 1 gur awa seredýäris. Sebäbi hemme geçiriji 
suwuklyklar we gazlar üçin  1.  Eger  heme  sanan  guman  
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2

2
2

1

2
1

22
hh                                             (11.26) 

ertlere boýun egýär. So ky erti 5-njini we 10-njyny hasaba alyp 9-
njydan alyp bolýar.  
 Akymy  ugruna perpendikulýar , gozganmaýan urgy 
tolkunyna seredeli . Ýagny dykyzlanmany  göni bökü i. Bu 
ýagdaýda tizligi  tangensial düzüjisi nola de , ýagny  x . onu  
üçin 11.20-nji, 11.21-nji we 11.26-njy ertleri 
 

2211                                                    (11.27)             
    2

2
221

2
11 pp                                           (11.28) 

2

2
2

1

2
1

22
hh                                                (11.29) 

görnü de ýazyp bolar. 
 Alynan ertler gur awy  urgy tolkunyndan geçenden so  
hemme termodinamiki ululyklaryny  gutarnykly üýtgemesini 
kesgitleýär. Bu gazy  gaty ýuka gatlagynda bolup geçýän 

epbe iklik we ýylylyk geçirijilik bilen baglan ykly) dissipatiw 
prosesler  bilen baglan ykly. Bu nazaryýetde ýuka gatlagy  
galy lygy hasaba alynmaýar. eýlelikde, ideal suwuklygy  urgy 
tolkunyndan geçi i öwrül iksiz akymdyr, ýagny  

2s >s1                                                           (11.30) 
 Gur awy  akymyny  dykyzlygyny j=  bilen belgiläp we 
onu  üzülme üstde üznüksizdigini hasaba alyp 11.26-njydan alarys 

1
1

j ,   
2

2
j                                              (11.31) 

16-njyny  kömegi bilen 13-njiden tizlikleri ýok edip alarys. 

21

122

11
ppj                                                (11.32) 
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üstünde ýerle dirip we z okuny wertikal a ak ugrukdyryp 16.11 -
dan alarys 

,0
y
p

x
p    z

z
p , bu ýerden gzpp 0  

bu ýerde 0p suwuklygy  üstündäki da ky basy . 
 Eger gazy  hemme nokatlarynda ýylylyk de agramlylygy bar 
bolsa, onda ideal gazy  de lemesinden peýdalanyp we z oky wertikal 
ýokaryk ugrukdyryp 11.16-njy de lemeden  

0
yx

,   g
zm

kT . 

Bu ýerden dykyzlygy  beýiklige görä paýlany yny  a latmasyny 
alarys. 

00 exp zz
kT
mg , bu formula barometrik formula diýilýär. 

 
§41.  Urgy tolkunlary 

  
Gozganmaýan S hasaplaýy  ulgamyna görä V tizlik bilen 

hereket edýän stasionar, birhilli gaz akymyna seredeli . Eger akymy  
tizligi sesi  gazdaky tizliginden uly bolsa, onda akyma sesden ýokary 
tizlikli akym diýilýär, tersine kiçi bolsa sese çenli tizlikli akym 
diýilýär. Bu iki akym häsiýetleri boýunça biri birinden düýpli 
tapawutlanýarlar. u sebäpli akymy  wajyp häsiýetnamasy akymy  
tizligini  akymdaky sesi  tizligine bolan  

c
VM                                                           (11.17)    

gatna ygydyr.  Bu  ýerde  V-akymy  tizligi,  c-sesi  tizligi.  Bu  sana  
Mahy  sany diýilýär. 
 Gazy  dykyzlygyny  ýa-da beýleki ululyklaryny  kiçi 
tolgunmasyny  sesden ýokary tizlikli akymda islendik ugur boýunça 
ýaýrap bilmezligi sesden ýokary tizlikli akymy  aýratynlyklaryny  
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biridir. Hakykatdanam tolgunmany  S hasaplaýy  ulgamyna görä 
ýaýramagyny  tizligi 

ncV                                                     (11.18) 
jeme de dir. Bu ýerde n -tolgunmany  gaza görä ýaýramagyny  
ugry. Onda S hasaplaýy  ulgamyna görä tolgunmany  ýaýramagyny  
hemme mümkin bolan ugurlaryny almak üçin tolgunma döreýän, 
gozganmaýan O nokatdan ncV wektory goýmaly we V-ni  
fiksirlenen ýagdaýynda n wektora hemme mümkin bolan ugurlary 
bermeli. Netijede ncV wektory  so y merkezi V wektory  ujynda 
bolan c radiusly sfera boýunça taýar. eýlelikde, sese çenli tizlikli 
(V<c) akymda ncV wektor islendik ugra eýe bolup biler. Sesden 
ýokary tizlikli akymda (V>c) ncV wektor ( n -ni  islendik ugrunda) 
depesi tolgunma merkezinde ýerle en konusy  içinde ýerle ýär. 
Beýle konusy  ýarym jisim burçy  

V
csin                                                       (11.19)  

formula bilen kesgitlenýär. 11.17-njini göz önünde tutup 11.19-njyny 
ýazarys. 

M
1sin                                                (11.20) 

 Sesden ýokary tizlikli akymy  ýene bir aýratynlygy urgy 
tolkunyny  döremek mümkinçiligidir. 
 Basy  we temperaturany  birden üýtgemegi bilen 
baglan ykly gur awy  dykyzlygyny  ýeterlik ýokarlanmak tolkunyna 
urgy tolkuny diýilýär. Bu ýagdaýda gur awy  ýuka gatlagynda 
parametrleri  birden üýtgemegi we bu gatlakdan maddany  akymy 
bolup geçýär. Urgy tolkunlary sesden ýokary tizlikli gazy  jisimi  
da yndan akmagy wagtynda, partlamada we gur awy  beýleki uly 
tolgunmalarynda   döreýär.Urgy tolkunyny  nazaryýetini 
parametrleri güýçli üýtgeýän örän ýuka gatlakdaky bolup geçýän 
proseslere üns bermän öwrenmek amatly bolýar. Bu ýagdaýda bu 
ýuka gatlagy üzülme üsti bilen çaly maga mümkinçilik döreýär. 
Gazy  stasionar akymy bilen çäklenýäris. Gazy  hereketi seredilýän 
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hasaplaýy  ulgamyna görä üzülme üsti gozganmaýan diýip 
hasaplaýarys. Gazy  ýagdaýyny häsiýetlendirýän(üzülme üsti geçen 
we geçmedik ýagdaýyndaky) ululyklar massany , impulsy  we 
energiýany  saklanmak kanunlaryny  üsti bilen bir-biri bilen 
baglan yklydyr. eýlelikde, üzülme üstde maddany  akymy, impulsy 
we energiýasyüznüksiz bolmaly. Bu ertleri a latmak üçin üzülme 
üstüni  dn  elementini alaly . X oky elementi  üstüne normal 
boýunça ugrukdyraly . So ra x ok boýunça oky ugrukdyrylan slindr 
guraly .(kese kesigini  meýdany d  bolan). Bu slindrde ýerle en 
gur awa 

0 0V

dVdV
t

;    
0 0V

kiki ddV
t

;   

0 0
22

22

V
ii dhdVe

t
 integral gatna yklary 

ulanyp we akymy  stasionardygyny göz önünde tutup 

21 21 xx ;                                           (11.21)  

21
2

22
2

11 xx pp  (6) 
2211 21 yxyx            (11.22)   

 
2211 21 zxzx                                                               (11.23) 

2

2
2

21

2
1

1 22 21
hh xx                                          (11.24)  

ertleri alarys. Bu ýerde 1-nji indeks üzülme üsti geçmedik gaza, 2-
nji indeks üsti geçen gaza degi lidir. Bu ertlerden tangensal 
üzükligi  bolmagy görünýär. Ýagny üzülme üstden maddany  
akymy bolmaýar, onda 0

21 xx . Bu ýagdaýda 21 pp . Eger 
üzülme üstden maddany  akymy bolsa, onda ( 0,0

21 xx ) urgy 
tolkuny bolýar. Bu ýagdaýda 5-njä görä tizligi  tangensial düzüjisi 
üznüksizdir, ýagny 

21 yy , 
21 zz ,                                            (11.25) 

dykyzlygy, basy  we tizligi  normal düzüjisi birden üýtgeýär.Bu 
üýtgemeler 5-nji, 6-njy ertlere we  
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görnü däki çözüwini  bardygyny barlamak kyn däl. Bu 

ýerde 
c

H 0  . 

 Magnit meýdanyny  suwuklygy  akymyny  
häsiýetine täsiri l parametri  bahasy bilen 
häsiýetlendirilýär. l<<1( ýagny, magnit meýdanyny  

0H güýjenmesini  uly bolmadyk bahalarynda)6-njy 

formuladan a ryçäk ýagdaýy alarys(
L
pl

8

2

max ). Eger 

0H gaty uly bolsa, ýagny l >>1, onda 6 we 7-den  
yl

L
p

H
l 2

0

1
2

                                         (8) 

l
y

L
p

H
lh

yl
22 2

0

                                                (9) 

8-nji formulany 2
2

2
1

2
1 y

L
p  formula bilen 

de dirip magnit meýdany bar wagtyndaky akymy  
maksimal tizligini  magnit meýdany ýok wagtyndaky 
tizligine gatna ygy 

2
1

0

2
1

4

lH
ululyga de dir. eýlelikde, magnit meýdany 

suwuklygy  maksimal tizligini peseldýär, ýagny akymy  
orta tizligi pes bolýar.  
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XII bap. epbe ik suwuklyk 
§43 epbe ik suwuklygy  hereketini  de lemesi. 

Nawýe-Stoksy  de lemesi 
 
 epbe ik suwuklyk diýip dartgynlygy 
deformasiýany  tizligine bagly bolan, eýle hem normal 
dartgynlyk bilen bir hatarda galta ýan dartgynlygy noldan 
tapawutly bolan suwuklyga diýilýär. 
 Hereket wagtynda bolup geçýän energiýany  
dissipasiýasyny  suwuklygy  hereketine edýän täsirine 
garaly . Bu prosesler ýylylyk geçirijilik we içki sürtülme 

epbe iklik) bilen baglan ykly, hemme wagt ol ýa-da 
beýleki derejede bar bolan, hereketi  termodinamiki 
öwrül iksizligini  a latmasydyr. 
 epbe ik suwuklygy  hereketini  de lemesini almak 
üçin ideal suwuklygy  hereketini  de lemesine go maça 
agzalary girizmek zerurdyr. Ideal suwuklyk üçin ýazan 
üznüksizlik de lemämiz( 0VdiV

t
) hemme 

suwuklyklar üçin birme ze dir. Eýleri  de lemesi( 
1gradPVV

t
V ) bolsa hökman üýtgemelidir. 

Impulsy  akymyny öwrenemizde Eýleri  de lemesini   

k

ik
i xt

 

görnü de ýazylýandygyny hem gördük. Bu ýerde ik -
impulsy  akymyny  dykyzlygyny  tenzory(birlik üstden 
birlik wagtda akyp geçýän impulsy  akymy). Bu tenzor  
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kiikik p  formula bilen kesgitlenýär. Ol 
suwuklygy  dürli uçastoklaryny  bir ýerden beýleki bir 
ýere ornuny  üýtgemegi bilen baglan ykly impulsy  
öwrüli ikli geçirilmegini a ladýar. Suwuklygy  
epbe ikligi impulsy  öwrüli iksiz geçirilýän bölegini  

ýüze çykmagyna getirýär. eýlelikde, epbe ik suwuklyk 
üçin impulsy  akymyny  dykyzlygyny  tenzoryny 

kiikikikkiik p                                       
(12.56) 

görnü de ýazarys. Bu ýerde ik -dartgynlygy  
tenzory. ik dartgynlygy epbe ik tenzory. Bu tenzory  
umumy görnü ini kesgitlemek üçin a akdaky pikirlerden 
ugur almaly:1.Suwuklygy  içinde içki 
sürtülme( epbe iklik) haçan-da suwuklygy  dürli 
yçastoklary dürli tizlikler bilen hereket edende ýüze 
çykýar. eýlelikde, ik  tizlikden koordinata görä alnan 

önüme baglydyr(
k

i

x
). Bu tenzory  düzüjilerinden iki 

simmetrik tenzory emele getirip bolýar. Ol tenzorlar dürli 
häsiýetli deformasiýalary  tizligi bilen baglany yklydyr. 
Deformasiýany  tizligi hem iki hili bolýar.1arassa sü me; 
2de ölçegli gysylma deformasiýasy. eýle tenzor bolup  

ikikik VS                                             (12.57) 
 hyzmat edýär. Bu ýerde ik -deformasiýany  tizligini  
tenzory. Simmetrik tenzor ikS di e süý me deformasiýasy 
bilen baglany ykly. Sebäbi, de ölçegli gysylmada 

0ikS .(bu ýagdaýda (
k

i

x
) k –ny  hemme agzalary nula 
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görnü de gözläli .1-njini peýdalanyp 12.67-12.69 
de lemelerden alarys. 

0= 2

22

0 4 y
hc

y
H   (2) 

y
hH

yx
p x

4
0

2

2

                     (3) 

0
8

2
xhP

y
                                                (4) 

4-nji de leme integrala getirýär:  

)(
8

2

xhP x                                            (5) 

Bu integral basy  bilen magnit meýdanyny  
gozganmagyny baglany dyrýar. 9-njy çözgüdi göz önünde 
tutup we basy  x ok boýunça gradiýentini  
hemi elikdigini hasaba alyp 2 we 3-njini ýönekeýle direli . 

0
4 2

2

0

2

y
h

H
c

y L
p

dy
dhH

y
1

4
0

2

2

 

Bu ýerde 
L
p - basy  uzynlyk birligine dü än peselmesi. 

Bu de lemeler ulgamyny  
0

2
1 , h 0

2
1y

erti kanagatlandyrýan  

ychlch
lshL

p
H

cl
2

2

1
2 0

                         (6)  

2
2

2

12

0

lysh
l

ysh
lshL

p
H

lh                               (7) 
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;hAAhAAhAh  

HHrot =
2

2HVHH   

gatna ygy  kömegi bilen Lorensi  güýjüni 
üýtgederis.Netijede gidrodinamik de lemeleri 

div 0V   (12.68)    HHVHP
dt
Vd

4
1

8

2

  

(12.69) görnü de alarys. 12.67-12.69 de lemeler 
ulgamyny  kömegi bilen gidrodinamik meýdany  we 
magnit meýdanyny  üýtgemegini(gysylmaýan, epbe ik, 
ýeterlik geçiriji suwuklykda) a ladyp bolýar. 
 Birme ze  magnit meýdanynda, parallel tekizlikleri  
arasyndan akýan gysylmaýan, epbe ik, geçiriji 
suwuklygy  hemi elik akymyna seredeli .Tekizlikleri  
biri-birinden uzaklygy l bolsun. Tekizliklere parallel 
ugurda basy  peselmesi(birlik uzynlygyna dü ýäni ) 
berlen bolsun. Stasionar akymda suwuklygy  tizligi 
basy  peselmesini  ugruna ugrukdyrylandyr. x oky 
tizligi  ugruna ugrukdyrylandyr.y oky magnit meýdanyny  
ugruna,koordinatalar ba langyjyny iki tekizligi  ortasynda 
ýerle dirýäris. Akymy  tizligi y oka bagly bolup akymy  
ortasynda gyralaryna garanda uly bolar. Bu ýagdaý güýç 
çyzyklaryny  akymy  ugruna süý megine getirer. 

eýlelikde, magnit meýdanyny  xh düzüjisi ýüze çykýar. 
Meseläni  çözgüdini  

xyx nyhhnHHhHHyxPPnyV )(;;);,(;)( 000                            
(1). 
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de dir,
3

3

2

2

1

1

xxx
). Simmetrik tenzor ikV -ny  

düzüjileri tizligi  diwergensiýasyna 
proporsionaldyr( VdiV

dt
Vd

V
1 )  

ikik x
V

3
1                                                   (12.58) 

eýlelikde,  
                         (12.59) 
alarys. 
 

Bu ýerde a we b tizlige bagly däldirler. Ba gaça, a akdaky 
ýaly ýazarys 

 
 
  
 

Skalýar ululyklar bolan we -ýe birinji we ikinji 
epbe iklik koeffisientleri diýilýär. Bu ululyklar umuman 

gur awy  dykyzlygyna we temperaturasyna baglydyrlar. 
Dartgynlygyny  tenzory 6-njy görnü e eýe gur awlara 
çyzykly epbe ik suwuklyk diýilýär. Beýle gur aw 
izotropdyr. Sebäbi, onu  häsiýetleri skalýar ululyklar 
( we ) bilen kesgitlenýär( 0,0 ). Impulsy  üýtgemek 

kanunyndan peýdalanyp(
k

ik
i xt

+ if ) epbe ik 

suwuklygy  impulsyny  üýtgemegini  de lemesini 
ýazarys. 

ik
i

k

k

i
ik x

b
xx

a

xxxx ikik
i

k

k

i
ik 3

2
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k

ik
i xt k

ik x

iik
k

ik
i

k

k

i f
xxxxx 3

2   (12.60) 

ni
x
p

x
p

i
ik

k

 we  
i

ik
k xx

-ni göz önünde tutup 

alarys 
 

i

i

xt kx

i
i

ik
i

k

k

i f
xxxxx 3

2               (12.61) 

Vdiv
xi

i -ni we i
k

i

x 2

2

-ni göz önünde tutup epbe ik 

suwuklygy  hereketini  de lemesini wektor görnü inde 
ýazarys. 

VgraddiVVgradVV
t
V

3
][          (12.62) 

Eger-de suwuklyk gysylmaýan bolsa onda divV =0 we 9-
njy de leme 

 

VgradVV
t
V 1                                 (12.63) 

11.63-nji de lemä Nawýe-Stoksy  de lemesi diýilýär. 
Gysylmaýan suwuklyk üçin dartgynlygy  tenzory 

ik ýönekeý görnü e eýedir 
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ikik p
i

k

k

i

xx
  (11), -gatna yga 

kinematik epbe iklik diýilýär. -ny züne bolsa dinamiki 
epbe iklik diýilýär. 

 
§44. epbe ik suwuklygy  magnitogidrodinamikasy. 

 
epbe ik suwuklygy  hereketini  de lemesine seredeli . 
Ideal suwuklygy  magnitogidrodinamikasynda ýerine 
ýetýän ertler bu ýerde hem ýerine ýetýär diýip hasap 

edýäris. Suwuklygy  elektrik geçirijiligi hemi elik diýip 
hasap edýäris. Ol ýeterlik ýokary baha eýedir.Onda 

suwuklygy  de lemeleri 

;
4

2

HrotrotcHVrot
t

H   (12.64)        div 0H                            

(12.65) 

fvgradP
dt
Vd 1                                          (11.66) 

Bu ýerde udel epbe iklik. 

VAAVAVVAAV  formulany peýdalanyp 
12.64 gatna ygy ba gaça ýazarys. 

rotrot HHHgraddivH  
rot HVVHHV  

bu ýerde divH=0 we divV=0 hasaba alnan.Onda 12.64-
njini  we 12.65-njini  ýerine  

HcHVVH
t

H
4

2

 (5).  div H =0                (12.67) 
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1 1, 0C ka
k

                                    (13.44) 

ikinji tolkun üçin  

2 2, 0C ka
k

                                    (13.45) 

 Bu ýerden gysylma we süýnme tilkunlary  ugurda  
tolkunlardygy görünýär, sebäbi 1k a ; süý me tolkuny – kese 

tolkundyr. 2k a  
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XIII bap.Ideal maýy gak jisim  
§45.Gukuñ kanuny we ideal maýy gak jisimiñ hereketiniñ 

deñlemesi. 
 

Jisimiñ deformasiýasy we onuñ temperaturasynyñ üýtgemesi 
ýeterlik kiçi bolanda, dartgynlygy deformasiýa we temperaturanyñ 
tapawudyna çyzykly bagly naprýa eniyanyñ tenzory  

kiP , = 
iklm

C lmE - ki, oTT                                    (13.1) 

görnü e eýedir. 

bu ýerde: iklmC  we 
ki ,

    maýy gaklyk  moduly  we  
termomaýy gaklyk koeffisienti diýilýän hemi elikler. 1-nji gatna yk 
Gukuñ kanunynyñ umumyla dyrylan  görnü idir. Bu gatna yk 
izotrop we anizotrop jisimler üçin adalatlydyr. 

Islendik nokatdaky, wagty  islendik pursatyndaky 
dartgynlygy ol nokatdaky we wagty ol pursatyndaky deformasiýa 
bagly gaty jisime ideal maýy gak jisim diýilýär. eýle hem onda 
bolup geçýän hadysalar termodinamiki öwrüli ikli hasap edilýär.  

Ideal maýy gak jisimi häsiýetlendirýän esasy ululyklary  biri 
deformasiýany  tenzorydyr. Ol ululyk sredany  iki ýagdaýyny 
de dirmek bilen girizilýär. Adatça ba langyç ýagdaý deregine 

oT temperatura we o  dykyzlyk alynýar (da ky güýçleri  ýok 
wagtynda deformirlenmedik ýagdaý). Ikinji ýagdaý (T we )-
deformirlenen ýagdaý. Ol ýagdaý da ky güýçleri  täsirinden ýa-da 
da ardan ýylylyk bermek bilen alynýar. 

1-njidäki dartgynlyk tenzory deformasiýa tenzoryny  üsti 
bilen, ol bolsa öz gezeginde süý me wektoryny  üsti bilen 

ladylýar. Hereketi  de lemesinde u  wektory näbelli funksiýa 
hökmünde kabul edýärler. 

Berlen bölejigiñ süý megi hemme wagt 
00 , rtrru                                             (13.2) 
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formula bilen kesgitlenýär. 
Bu ýerde r  bölejijgiñ t wagtdaky radius wektory,  0r -wagtyñ 

ba langyç pursatyndaky radius-wektory. Onda bölejigiñ tizligi 
0 ,u r t

V
t

                                                 (13.2) 

r  we t  üýtgeýän ululyklara Eýleri  üýtgeýän ululyklary diýilýär, 0r , 

0t  ululyklara Lagranžy  üýtgeýän ululyklary diýilýär. Eger wagty  
islendik interwalynda süý me kiçi diýsek onda 13.2-njä derek 

,u r t
V

t
                                               (13.3) 

ýazyp bolar. Tizligi  kiçidigini we tizligini  wagta görä doly 

önümini ( k
k

iii v
x
v

t
v

dt
dv

) göz önünde tutup bölejigi  tizlenmesi 

üçin alarys  
2

2

dV u
dt t

                                               (13.4) 

 Tizlenmäni  kiçiligini we dykyzlygy  gy armasyny  
kiçiligini göz ö ünde tutup 11.43-njiden impulsy  üýtgeme 
kanunyny alarys . 

2

0 02
i ik

i
k

u f
t x

                               (13.5) 

0

0

div u                                                 (13.6) 

    üznüksizlik de lemesi bolsa süý me meýdany boýunça massany  
dykyzlygyny kesgitlemäge mümkinçilik berýär. 

D
dx
q

dt
dsT

x
qP

dt
de

k

k

k

k
ikik ;  

deñlemelerden ýylylyk akymyny ýok edip we deformasiýany  
öwrül iklidigini göz ö ünde tutup (D=0)  
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10-njy tolkun de lemesi 1C  tizlik bilen ýaýraýan tolkuny 
suratlandyrýar.  

2
1

0
1

2adc  

 Bu tolkunlar gysma we süýnme tolkunlarydyr. Sebäbi 
01udiv . 13.40-njy de lemäni  iki tarapyna hem rot  

operasiýasyny ulanyp hem-de 13.39-njyny we 0rot grad  de ligi 
göz ö ünde tutup 1u - i ýok ederis 

       0)( 2
2

22
2

2

urotrotc
t
urot                         (13.42) 

 Solenoidal wektor üçin  . 22 uurotrot onu  üçin 
13.42-njiden alarys  

0)( 2
2

22
2

2

uc
t
urot  

Özem 13.39-nja görä 

0)( 2
2

22
2

2

uc
t
udiv  

eýlelikde  2u  wektor   

  02
2

22
2

2

uc
t
u                                           (13.43) 

de lemä boýun egýär.13.43-nji de leme   
2
1

0
2c  tizlik bilen 

ýaýraýan tolkuny a ladýar. Bu tolkunlar süý me tolkunlarydyr. 
Süý mäni  tekiz monohromatik tolkunlaryna 
seredip trkiau 2,12,1  we bu süý mäni degi li tolkun 
de lemelerine goýup hem-de 13.39-njy erti göz ö ünde tutyp 1-nji 
tolkun üçin alarys. 
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0

2
1

2adc ,  
0

2
2c                                  (13.37) 

 Indi 13.35-njini   ýa-da 13.36-njyny  iki de lemeleri  
sistemasyna getirili ine garaly . Ol de lemeleri  biri 1C  tizlikli 
ugurda  maýy gak tolkuny, beýlekisi bolsa 2C  tizlik bilen ýaýraýan 
kese maýy gak tolkuny suratlandyrýar. Wektor meýdany iki 
meýdany  (potensial we solenoidal) jemi hökmünde göz ö ünde 
tutýa  Gelmgosy  teoremasyna görä ýazýarys:  

21 uuu                                                       (13.38) 
bu ýerde         01urot ,  02udiV                                          (13.39) 
 
13.38-njnii 13.36-nja goýup, 13.38,13.39-njileri hasaba alyp, hem-de  

21 urotrotugraddivu  göz ö ünde tutyp esasy de lemäni 
taparys. 

2
2

21
2

12
2

2

2
1

2

urotrotcugraddivc
t

u
t
u                   (13.40) 

Bu de lemeden 2u - ni ýok edeli . onu  üçin 13.40-njy de lemäni  
agzalaryna div  operasiýasyny ulanaly . Bu ýerde 13.39-njyny we 
div grad  hem-de 0divrot  de likleri hasaba alyp alarys. 

0)( 1
2

12
1

2

uc
t
udiv  

Bu ýerde                        0)( 1
2

12
1

2

uc
t
urot  

sebäbi  1U  - potensial  wektor. Eger, ähli gi likde wektory  div  - 
sy we rot  - ry  nola de  bolsa, onda wektory  özi hem nola de  
bolmalydyr. eýlelikde süý mäni  potensial bölegi bolan wektor 1U  

akdaky tolkun de lemesine boýun egýändir. 

              01
2

12
1

2

uc
t
u                                      (13.41) 
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ik ik
de ds
dt dt

                                 (13.7) 

de lemäni alarys. 13.3-njini  kömegi bilen deformasiýany  
tizligini  tenzoryny  

1
2

i k ik
ik

k i

u u
x t x t t

                 (13.8) 

görnü de ýazarys. Bu ýerde kiçi tizliklerde ik
ik

d
dt

. eýlelikde 

13.7-njä derek  
ik ikde d ds                              (13.9) 

de lemäni alarys. 
 Deformirlenmedik birlik göwrüme dü ýän energiýany we 
entropiýany seredýän nazaryýetimize amatly bolar ýaly degi lilikde  

e0 0e  we sS 0  görnü de alyp, eýle hem dykyzlygy  
üýtgemegini  kiçidigini hasaba alyp     

TdSdd ikik                               (13.10) 
termodinamiki de lemäni alarys. 13.5-nji, 13.6-njy we13.10-nji 
de lemeler ulgamy  idealmaýy gak jisimi  hereketini  de lemesini 
düzýär. 
 Termodinamiki de lemeden gelip çykýan gatna yklara 
seredeli . Mysal üçin: 

Sik
ik

E ,  
ik

S
ET                         (13.11) 

13.11-nji formulalar energiýany deformasiýany  we temperaturany  
funksiýasy ýaly bilip dartgynlygy we temperaturany hasaplamaga 
mümkinçilik berýär. Eger 13.11-njini erkin energiýany  üsti bilen 

ladyp 
SUF                                              (13.12) 

alarys  
SddSddSdUdF ikik                    (13.13) 
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bu ýerde   

ik

FSF
ik

ik ,                   (13.14) 

dartgynlygy we entropiýany deformasiýany  we temperaturany  
funksiýasy ýaly kesgitleýär.  
13.1-njini 13.14-njini  birinji agzasy bilen de dirmek maýy gak 
jisimi  erkin energiýasyny    

00,2
1 FLCF ikikik ememik              (13.15) 

görnü e  eýedigini görkezýär. 
 Jisimi  maýy gaklyk häsiýeti 4-nji derejeli  lmikC ,  tenzor bilen 
kesgitlenýär. O a maýy gaklyk tenzory diýilýär.  
 Umuman bu tenzor 8134 erkin düzüjilerden durýar. Emma 
hakykatda erkin düzüjileri 21-e de dir.  
 meikemkiemik CCC ,,, we ikememik CC ,,   gatna yklary  
erine et ändigi üçin düzüjileri 21-e de dir.  

 Izotrop jisim üçin Guku  kanuny  
ijijkkij 2                                (13.16) 

bu ýerde  we  hemi eliklere Lameni  modullary diýilýär.  
13 16-njyny ememikik C ,  bilen de dirip  

    2;;2 ,,, xyxyyyxxxxxx CCC     (13.31) 
alarys.  

 
§46.Maýy gak tolkunlar  

  
Umuman, maýy gak jisimi  bölejigini  ýagdaýyny  üýtgemegi 
(wagty  geçmegi bilen) onu  temperaturasyny  üýtgemegi bilen 
baglany ykly. Emma bölejigi  yrgyldysyny  jisimi  boýuna 
ýaýramagy (maýy gak tolkunlar) ýylylygy  bölejikden bölejige 
berilmeginden ýeterlik çalt bolup geçýär. ol maýy gak tolkuny 
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hasaba alyp dartgynlygy  tenzoryny hasaplaly . Onu  üçin 
entropiýany  deformasiýany  we temperaturany  funksiýasy ýaly 

latmasyny peýdalanaly   

                          0
0

0
ik

ik

T TFS K C S
T T

 

 - ýylylykdan gi elmek koeffisienti; 
C  - hemi elik deformasiýadaky ýylylyk sygymy (jisimi ) 
    0S S   diýip taparys. 

            0
0

0
ii

KTT T
C

                                                  (13.32) 

onda dartgynlygy  tenzory  
 

2 2

0 2ik ii ik ik
KP T

C
                                      (13.33) 

 Alnan tenzor (13.33) (13.6)-dan izotermik maýy gak 
modulyna ( ) derek adibatik moduly  ýüze çykmagy bilen 
tapawutlanýar. 

22

0
2
3ad T

C
                                           (13.34) 

2
i ik

i
k

U P f
t x

de lemäni we 13.33-njini peýdalanyp göwrüm 

güýçlerini  ýok wagtyndaky maýy gak tolkundaky süý mäni  
de lemesini alarys. 

    uugraddiV
t
u

ad2

2

0                                  (13.35) 

ýa – da 

ucugraddiVcc
t
u 2

2
2

2
2

12

2

                                     (13.36) 

bu ýerde  
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