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Giris

Nazary mehanika jisimlerin ginislikddki ornunyn wagtyn
gecmegi bilen tUytgemegini éwrenyén ylymdyr(mehaniki hereket).
Nazary mehanika mehanikanyn beyleki bdlimleri(mayysgaklyk
nazaryyeti, materiallaryn  garsylygy, plastiklik  nazaryyeti,
masynlaryin we mehanizmlerin nazaryyeti, gidrodinamika) we kop
tehniki dersler ticin esas bolup duryar.

Nazary mehanika mehaniki hereketin umumy
kanunalayyklyklaryny éwrenyar we dine mehaniki hereketi délde ,
eysem maddalaryn mikrobdlejiklerinin icki hereketini we bular bilen
Ozara tasir edisyan fiziki meydanlary 6wrenyan fizikanyn bir
bolumidir.

Nazary mehanikanyn predmeti mehaniki hereket we bu
hereket bilen baglansykly material jisimlerin mehaniki 6zara tasiridir.
Fizikadan tapawutlylykda mehanika mehaniki 6zara tasirin fiziki
tebigatyny gapdalda goyup, mehaniki hereket bilen bu baglansygyn
dine mukdar tarapyny éwrenyar.

Nazary mehanikada real jisimlerin takyk hasiyetlerinden
tapawutlanyan material jisimlerin ddrli modellerine seredilyar.
Jisimin 6lgegleri abstragirlenip jisim material nokat hokmiinde kabul
edilyar. Jisimlerin aylaw hereketini dwrenmek absolyut gaty jisim
modeline getiryar.

Gaty jisimlerin deformirlenmegi, suwuklyklaryn we gazlaryn
akyjylygy we gysylmaklygy bilen baglansykly has cylsyrymly
mehaniki  hereketleri 6wrenmeklik tutus gursaw duslnjesini
girizmeklige getirdi.

Mehaniki hereket hem beyleki hereketler yaly ginislikde
wagtyn gecmegi bilen bolup gecyér.Ginislik, wagt we hereket
materiyanyn bar bolmagynyn esasy formasydyr. Dernewin obektinin
hasiyetine gord material nokadyn, material nokatlar ulgamynya,
absolyut gaty jisimin we mayysgak,suwuk we gaz halyndaky
jisinlerin mehanikasyny 6z icine alyan tutus gursawyn mehanikasyny
tapawutlandyryarlar.



Nazary mehanika kursuny u¢ bolime bdlmek kabul edilen:
statika, kinematika we dinamika. Nazary mehanikanyn statika
boliminin ygiyc baradaky ylym dizyar. Nazary mehanikanyn
kinematika bolumi jisimlerin hereketini anlatmagyn usulyny
takyklayar.

Nazary mehanikanyn wajyp bolimlerinin biri dinamikadyr.
Bu bolimde material jisimlerin Ozara t&siri bilen baglansykly
hereketi 6wrenilyar.

Kitap nazary mehanikanyn we tutus gursawlaryn
mehanikasynyn esaslarynyn ulgamlayyn beyanyny 6ziinde saklayar.
Nyuton-Galileyin mehanikasynyn fundamental dustnjeleri we
kanunlary, hereket mukdarynyn, hereket mukdarynyn momentinin,
energiyanyn (Oytgemek we saklanmak kanunlary, Lagranzyn,
Gamiltonyn, Gamilton-Yakobinin(potensial guycler ucin)
denlemeleri, seyle hem tutus gursawlaryn mehanikasynyn kanunlary
owrenilyar.  Kitapda iki jisimin  meselesi we bolejiklerin
dargamagynyn nazaryyeti, impulsyn, impulsyn momentinin we
energiyanyn (Uytgemegininn kanunlary, potensial,giroskopik we
dissipatiw glyclerin tésirindéki c¢yzykly yrgyldylaryn nazaryyeti,
cyzykly dal yrgyldylar Ggin Krylow- Bogolyubowyn usuly yzygiderli
beyan edilyar. Ideal suwuklyga, sepbesik suwuklyga we mayysgak
jisime bir esasda seredilyér. Kitap fizikler tgin gyzykly meselelerin
birnacesini hem 6ziinde saklayar.

Kitap fizikler Ggin niyetlenenem hem bolsa, beyleki tehniki
ugurlarda bilim alyan talyplara hem gollanma bolup biler.

10



eg, . e

% = 20 sinat + X, X = 802 (1—cosat) + X,t + X,
M M

Y=Y Y =Yol+ Y,

2=0 z=0

Seylelikde, zaryad &,we v, wektorlar bilen emele

getirilydn z=0 tekizlikde hereket edydr. Ox okun ugruna hereket
hemiselik tizlik bilen bolup gecyér. Zaryadyn Ox okui ugruna
hereketi baslangyc X, tizlikli inersiya boyunca hereketden we berlen

guyjin o yygylykly yrgyldysyndan jemlenyar.

38

| b6lim.Nazary mehanika (Dinamika)
I bap. Mehanikanyi esasy dusunjeleri we kanunlary

8 1. Material nokat, ginislik we wagt barada dustinjeler.

Bize malim bolan material obyektlerin hemmesi meydan,
elementar bolejikler, atomlar, molekulalar, janly we jansyz jisimler
s6zin umumy manysynda hereket edyarler, yagny lytgeyarler.

Jisimlerin hereketinin in yonekey gérnusi olaryn bir-birine gora
orunlarynyn Uytgemegidir. Yonekey orun Uytgetmegiii nazaryyetine
klassik mehanika diyilyér. Klassik mehanikada makro jisimlerin (kdp
sanly atomlardan we molekulalardan duryan jisimlerin) hereketine
seredilyar. Seyle hem hereketin tizligi yagtylygyn tizliginden kén Kici
hasap edilyar. Seylelikde klassik mehanika—bir makroskopik jisimin
beyleki bir makroskopik jisime gord, yeterlik hayal orun
Uytgetmeginin nazaryyetidir.

Klassik mehanikanyn esasy dustnjeleri — ginislik we wagt
baradaky, gliyc we massa baradaky, inersial hasaplas ulgamy
baradaky dustnjelerdir.

Klassik mehanikanyn esasy kanunlary - Galiley - Nyutonyn
inersiya kanuny (Nyutonyn birinji kanuny), inersial hasaplayys
ulgamyna gora hereketin denlemesi (Nyutonyi 2-nji kanuny), tasirin
we garsylykly tasirin denliginin kanuny (Nyutonyn 3-nji kanuny).

Jisimin hakyky hereketi seyle bir ¢ylsyrymly, sonun (cin
seredilyan herekete zerur bolmadyk 6lceglerden tnsi sowmak gerek
bolyar. Seyle maksat bilen birndge distinjeler ulanylyar. Dustinjelerif
in esasylarynyn biri material(maddy) nokat baradaky distnjedir.

Material nokat diyip jisimin hereketini hasiyetlendiryan
Olcegler bilen denesdireninde 6lceglerini hasaba almasan hem bolyan
jisimlere diyilyar. Meselem, Giiniin téwereginde Yeriti hereketi. Bu
mysalda Giin we Yer material nokat deregine kabul edilyar. Sebabi
Giiniifi we Yeriii radiuslary degislilikde 7x108m we 6x10°m, ikisiniii
aralygy bolsa 1,5x10*m.

Her biri material nokat diyip hasap edilyan jisimlerin
toplumyna material nokatlaryn ulgamy diyilyér.

11



Mehanikanyn esasy duslnjelerininn biri hem, absolyut gaty
jisim dlsunjesidir. Absolyut gaty jisim diyip, erkin orun ytgemede
material nokatlaryn arasyndaky aralyk (ytgemeyan material
nokatlaryn ulgamyna diyilyar.

Material nokatlaryn 0Ozara yerlesisi Owrenilende uzynlyk
etalony bilen olaryn aralygyny élcemek wajyp bolup duryar. 1960-
njy yyldan baslap Halkara birlikler ulgamyna layyklykda, uzynlyk
etalony metr deregine Kripton 86 atomynyn 5ds we 2Pi, derejeler
arasyndaky gecisde soOhlelendirydn tolkunynyn uzynlygynyn
1650763,73-i kabul edilendir.

Hereketi owrenilydn material nokadyn yagdayy goralikde
kesgitlenyéan, gbz 6nune getirilydn absolyut gaty jisime hasaplayys
jisimi diyilyar. Koordinatalar ulgamy berk baglanan hasaplayys
jisiminden we wagt 0lceyji abzaldan duryan topluma hasaplayys
ulgamy diyilyar.

Hereketi dwrenilydn material nokadyn yagdayy, hasaplayys
ulgamyndaky 06zi bilen gabat gelydn nokadyn yagdayy bilen
kesgitlenyar. Hasaplayys ulgamyndaky nokadyn yagdayy durli
koordinatalar ulgamyny girizmek bilen kesgitlenip bilner.

Nokadyn tekizlikdaki yagdayy gonuburgly dekart koordinatalar
ulgamynda nokadyn Ox we Oy oklara bolan ugrukmalary x we y
bilen kesgitlenyar (1-nji surat). Polyar koordinatalar ulgamynda bolsa
p we ¢ ululyklar bilen kesgitlenyar(2-nji surat). p-nokatdan
koordinatalar  baslangyjyna cenli aralyk, ¢- koordinatalar

baslangyjyndan gecirilen sohle bilen nokady koordinatalar
baslangyjy bilen birikdiryén kesimin arasyndaky burg.

12

Wagtyfi t=0 momentinde zaryad T, yagdayda bolup kondensatoryfi
plastinanalary bilen baglanysykly hasaplayys ulgamyna goré v,
tizlige eyedir. Zaryadyf wagtyh islendik pursatyndaky ( t>0)
yagdayyny we tizligini tapmaly.
Mesel&nifi sertinden zaryada tassir edyén guyjin

F= eg, cosat -digi gelip gykyar.
Onda hereketifi defilemesi

mF = eg, cosat bolar.

Glye wagtyfi islendik pursatynda hemiselik ¢, wektora
kollineardyr. Sonufi Ugin tizlenme we tizligiii artmasy hem ¢,
wektora Kollineardyr. Seylelikde zaryadyi hereketi &, we V,
wektorlar bilen berilyédn tekizlikde gecyar. Dekart koordinatalar
ulgamyny alalyii. ox oky &, wektoryii ugruna ugrukdyralyii. z
tekizligi hereketifi tekizligi bilen gabat getirelifi. Saylanyp alnan
koordinatalar ulgamynda giyjifi ugrukmalary

F.=eg,cosamt, F, =F, =0
Hereketifi wektor defilemesinifi cep we sag tarapyny saylanyp

alnan ulgamyf oklaryna proyektirldp ¢ differensial defilemé&ni
alarys.

mX =eg, cosat;, my=0; mZz=0
Defilemani integrirlap alarys.

eg, eg,

X = sinat +c, X=- —Cosat +Ct+c,
mao mao

y=c, y=cC,t+c,

z=c¢, Z=Ct+cCy

Bu funksiyalara t=0 goyup we baslangy¢ sertleri peydalanyp F(t) we
V(t) tgin gozgtleri alarys.
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V., =V, (t,c,,C,,...,Cqp) (i=1, 2, ..., N)
(1.49)

1.48-de we 1.49-da t=t, diyip alarys.
o =T (to’CmCz’---’CeN)i

Vip =V; (t5,C1,Cyy0sCey)  (1.50)
1.50-nji ulgam integrirlemegifi hemiseliklerine gora ¢ozgude
eye diyip hasap edip taparys.
C, =C, (ty, FigsTogrens FrgsVigs Vagren Vo) (@ =1,2,...,.6N)
(1.51)
1.51-ni 1.44-de yerine goyup 1.40 ulgamyi umumy
¢ozgudini alarys.
I, =T (t,ty, Mg Fopseees Tos Vigs Vogsees Vo) (i=1, 2, ..., N)
(1.52)
Seylelikde, eger nokatlaryii massalary, ulgamyf nokatlaryna
tésir edyan glycler we baslangyc sertler berlen bolsa, onda ulgamyfi
6zlni alyp barsy anyk kesgitlenyar.
Hacan-da material nokada difie wagta bagly bolan giyc téasir
etse hereketifi hemme (¢ defilemesi
mX = F_(t)
gornuse eyedir. Bu defileméni integrirldp we baslangyg sertleri
hasaba alyp umumy ¢6zgiidi kwadraturada taparys.

ﬁ F. (t)dt}dt + %, (t—t,) + X,

to

1 1
X=—|F, (t)dt+X,; X=—
mt{ (D)t + %, mJ

0

Mysal 1.2 m massaly e zaryad hereketsiz tekiz
kondensatoryfi plastinalarynyfi arasynda hereket edyar. Elektrik
meydanynyf glyjenmesi

£ =¢&,C08mt (£, we @ - hemiselik ululyklar).

36

v

1-nji surat. Tekizlikd&ki gonuburgly dekart koordinatalar ulgamy[3]

/\ (p.9))
\V/I(p/ :

2-nji surat.Tekizlikdéki polyar koordinatalar ulgamy

Ginislikdédki gonlburcly dekart koordinatalar ulgamynda
nokadyn yagdayy nokadyn Ox, Oy we Oz oklara bolan ugrukmalary
X,y we z bilen(3-nji surat), silindr koordinatalar ulgamynda t¢ ululyk
¢, p We z bilen(4-nji surat), sferik koordinatalar ulgamynda bolsa ti¢
ululyk (r, @,0) bilen(5-nji surat) kesgitlenyar.

Nokadyn bir ulgamdaky koordinatalaryny beyleki ulgamdaky
koordinatalary  bilen baglanysdyryan formula koordinatalary

......

Nokadyn tekizlikdaki x we y dekart koordinatalary tekizlikdaki
polyar koordinatalary pwe ¢ bilen

X = pCOS¢@ y=psing, (1.1)

13



ginislikdaki dekart koordinatalary x, y we z ginislikdaki slindrik p,¢,z
koordinatalar bilen

X=pCoOSp; y=psSing;, z=12, (1.2)
we nokadyn  sferik  koordinatalary  bolan r,p,e  bilen
X=rsin@cose; y=rsindsine; Z=rcosé (1.3
gornusde baglansykdadyr.

A
z

(T N ‘(xy.2)

: z : :

| | : Y,

x 7 y
X E
z;
v

3-nji surat. Ginislikdaki gonuburcly dekart koordinatalar ulgamy

14

ulgamlarynda  birmenzesdir.Bu diyildigi mw = F denleme
m'W = F' detilema ekwiwalent diyildigidir.

Klassiki mehanikada M = M"we W = W' -ligi ticin Galileyit
prinsipinden

F=F (1.47)

denlik gelip ¢ykyar. Basgaca aydanynda Nyutonyn denilemesi
Galileyin 6zgertmesine gora inwariantdyr. Klassiki goréalilik
prinsipine gord mehanikanyn kanunlary hemme inersial hasaplama
ulgamlarynda birmenzesdir.

8 4. Hereketifi defilemesinifi ¢ozgudi we baslangyg sertler.

N material nokatlardan duryan mehaniki ulgamyfi hereketi
1.36-njy
defilema boyun egyér. Eger hemme nokatlaryfi massalary we olaryf
wagtyfi islendik pursatyndaky yagdaylary belli bolsa, onda, 1.36-njy
defilemanifi kémegi bieln guyji wagtyf funksiyasy yaly kesgitlap
bolar. Eger glyc nokadyn yagdayynyf, tizliginii we wagtyf
funksiyasy yaly berlen bolsa, onda radius-wektory wagtyfi funksiyasy
hékminde kesgitlemek has kyn mesele bolup duryar. Matematiki
nukday nazardan bu mesele 2-nji derejeli 3N differensial (adaty)
defilemeler ulgamynyfi umumy ¢ozgidini tapmaga syrykdyrylyar. Bu
¢ozgut 6N erkin hemiseliklere bagly bolup
r,="F (t,¢,Cy,....Cop) (=1, 2, ..., N) (1.48)

gornusde yazylyp bilner. Integrirlemegifi hemiselikleri baslangyc
sertler bilen baglanysykly.
Goy bize 1.48-nji umumy ¢ozgit we nokatlaryfi baslangy¢
yagdaylary we tizlikleri belli bolsun, yagny
o =T (L), Vip =Vi(t,) (=1, 2, ..., N)
1.48-nji ¢Ozgldi wagta goré differensirlap nokadyii tizligini
wagtyfi funksiyasy yaly taparys.
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baslangyjy S ulgama gora dendlcegli we goniigyzykly hereket edyar,
oklarynyn arasyndaky burglar bolsa hemiselik diyildigidir.
Hakykatdanam, 1.21-den islendik material nokadyn S we S’
ulgamlara goré yagdayyny hésiyetlendirydn rwer’ radius-wektorlar
Ozara

r=r+l' (1.43)

gatnasyk bilen baglanysykdadyr. Bu yerde

For = (\70, )ot + (fo, )o - O'baslangyjyn S sistema gora radius-
wektory; (Vo' )0 We(ro, )0 O'baglangyjyn t=0 wagtdaky tizligi we
radius-wektory. 1.43-i wagta goré differensirlap we S’-hin oklarynyn
yagdaylarynyn tytgewsizligini hasaba alyp, nokatlaryn tizlikleri t¢in

V=(vy), +V', (1.44)
gatnasygy alarys. Bu yerde vwev'-nokadyn SweS'sistemalara goré
tizlikleri. 1.44-i wagta gora differensirl&p taparys:

W=w (1.45)

Seylelikde nokadyn wagtyn berlen pursatyndaky tizlenmesi
biri-birine goré tizlenmesiz hereket edyan ulgamlar Ggin
hemiselikdir. Eger S ulgam inersial bolsa onda S-e gora tizlenmesiz
hereket edyan islendik basga S’ ulgam hem inersialdyr.

Bir inersial ulgamdan basga bir inersial ulgama gegilende
koordinatalaryn 6zgermesi (1.43) gatnasyk bilen kesgitlenyar. Bu
0zgertma Galileyin 6zgertmesi diyilyar. Eger SweS' sistemalar
birmenzes ugrukdyrylan bolup, wagtyn baslangy¢ pursatynda O
baslangyg bilen gabat gelyédn 0’ baslangyjyn tizligi haysy hem bolsa
bir ok boyunga (meselem Ox ok boyunc¢a) ugrukdyrylan bolsa onda
Galileyin 6zgertmesi

X=9t+x,y=y,z=17 (1.46),

gornise eye bolar, bu yerde Vo = ()'(0, )0
Galiley tarapyndan tassyklanan klassik goéralilik prinsipine
layyklykda mehanikanyn kanunlary islendik inersial hasaplama
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4-nji surat. Silindrik 5-ji surat.Sferik
koordinatalar ulgamy koordinatalar ulgamy

-

S

A ulgamyni islendik material nokadynyn saylanyp alnan S
hasaplayys ulgamyna gora yagdayy ol nokadyn r -radius wektory
bilen kesgitlenyar(6-njy surat).

r wektory u¢ Ox, Oy, Oz oklar boyunca dargadyp alyarys

F=xn, +yn, +zn, (1.4)
bu yerde X, y, z- radius wektoryn Ox, Oy, Oz oklara bolan
ugrukmalary; ﬁx,ﬁy,ﬁz - birlik wektorlar.

Eger A sistema N nokatlardan duryan bolsa, onda 1.4-de
menzeslikde alarys:

F=xA, +yA, +zA, (i=12..,N) (1.5)
bu yerde T;-i-nji nokadyn radius wektory, XxiVi,zi-i-nji nokadyn
dekart koordinatalary.

Eger-de bize A ulgamda islendik iki nokat berlen bolsa (1we
2) , onda

n=Xn0 +yh, +z0, = X A, +Y,N, +2,0,
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6-njy surat. Material nokatlaryn A ulgamy dekart koordinatalar
ulgamynda[4]

1-nji nokatdan ikinji nokada gecirilen wektor
h,=hL -1
Bu iki nokadyn arasyndaky aralygyn ululygy 1, wektoryin modulyna
dendir.

r, = [(Xz - X1)2 +(yz - yl)z +(Zz - 21)2]}/2 (1-6)

Tizligi yeterlik Kkici bolan makrojisimler bilen gegirlen
tejribanin esasynda wagtyn berlen pursatyndaky ginisligin berlen
interwalynyn ululygy dirli, erkin hereket edyan hasaplayys ulgamyna
gOré birmenzesdir diyip tassyklap bolar. Bu wajyp tassyklamany
analitik yazmak (cin merkezi O nokatda, birlik wektorlary
n,,n,wen, bolan S hasaplayys ulgamyny we merkezi O! nokatda,

birlik wektorlary ﬁ;,ﬁ;,ﬁ; bolan S’ hasaplayys ulgamyny
alalyn(7-nji surat). Iki nokadyn (1 we 2) S hasaplayys ulgamyna
gora aralygyr, —a den. Iki nokadyn S! hasaplayys ulgamyna gora
yagdayy

, —I;| dendir. Bu yerde

2
B =X M + Y, A, +2, 0, B'=x 0, +y A, +z/0

7'
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mr = F (i=1, 2, ..., N) (1.40),
bu yerde F;—i-nji nokada tasir edyan guyc.

Nyutonyn 3-nji kanunynda islendik iki material nokat biri-
birine ululygy boyunca den, ugry boyunca garsylykly, iki nokady
birikdirydn goni boyunca tésir edyar diyip tassyklanyar(13-nji surat).
Seylelikde, islendik iki nokat Ggin

F,=-F, (1.41),
bu yerde F,, -2-nji nokat tarapyndan 1-nji nokada tésir edyéan guyc,
F,, bolsa 1-nji nokat tarapyndan 2-nja téasir edyan guye.

13-nji surat. Iki nokadyn 6zara tasiri

Mehanikanyn 2-nji we 3-nji kanunlaryndan islendik iki
nokadyn biri-birine massalaryna ters proporsional we iki nokady
birlesdirydn goni boyunca garsylykly ugrukdyrylan tizlenmeleri
beryandigi gelip ¢ykyar. Seylelikde 6zara tasir edisydn nokatlaryn
massalary we tizlenmeleri

@ My (1.42)
My
gatnasyk bilen baglansykdadyrlar.
S hasaplayys ulgamyna gora tizlenmesiz hereket edyan S’
hasaplayys  ulgamyny alalyn. Beyle diyildigi, S’ ulgamyn
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r,we V,ululyklary bilip t,pursatdaky guyji kesgitlemek mumkin, bu
guyji we massany bilip, sol wagtdaky tizlenméni tapmak mumekin:
o :%F(ﬁ)’vmto)
Tizlenme 6z gezeginde tizligin dv = ?Odt osmegini, V, tizlik radius-
wektoryn
dr =V,dt 6smegini kesgitleyar. Seylelikde, nokadyn t, + dt
pursatdaky yagdayy, tizligi we nokada tasir edyan
IE(FO +dr,v, +dv,t, + dt) glyji kesgitlenyar.

Nokadyn massasyny we wagtyn islendik pursatyndaky
yagdayyny bilip Nyutonyn 2-nji kanunyny ulanyp, nokada, wagtyn
islendik pursatynda tasir edyan F , guyji tapyp bileris.

Goy nokadyn hereketinin kanuny dekart koordinatalar
ulgamynda berlen bolsun: x=x(t), y=y(t), z=z(t). Iki gezek wagta gora
differensirlap alarys:

Fx=mX, Fy=my, F,=mZ,
bu yerden den t&sir ediji glyji taparys:

F, F
F:\/sz + Fy2 + FZ2 cos(F,x)= _F ’ COS(F,Y):Fy,
cos(F,z)=F.
F

Berlen guyjun tésirinden uly massaly jisimin tizliginin
uytgemegi uzak wagt aralygynda bolup gecyér. Sol sebdpli jisim
inertlilige eye diyyarler. Jisimin massasy inertliligin 0lcegidir.

Nyutonyn 2-nji kanuny mehanikanyn esasy Olceg birliklerini
saylamaga mimkingilik beryar. Bu kanun 6lceg birlikleri massanyn,
uzynlygyn, wagtyn we guyjun birlikleri bolan ululyklaryn
arasyndaky 6zara baglanysygy gurayar.

Nyutonyn 2-nji kanunyny material nokatlaryn ulgamyna
ulanyp mehaniki ulgamyn inersial hasaplama ulgamyna gora
hereketinin denlemesini alarys:
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7-nji surat. Koordinatalary 6zgertmek

(1.6) formulany g0z 6niinde tutup alarys:
(a2 + (ay)? + (a2)2]2 = [(ax)? + (ay")? + (az)2 )2 (1.7)
Bu yerde AX=X, —X;, AXx'=x;—x we s.m. (1.7) postulatdan T,
we T, wektorlaryn S’ we S hasaplayys ulgamlaryna
ugrukmalary bir-biri bilen
AX'=a,, Ax+a, Ay +a,,Az
AY'=a,, Ax+a,,Ay +a,Az (1.8)
AZ'=a, AXx+a, Ay +a,,Az
ortogonal 0Ozgertme bilen baglanysykdadyr. Bu vyerde a, j
koeffisiyentler ortogonallyk sertine boyun egyarler
a,’ +alw+a,’ =1, a, +a’y +a,” =1

2 2
a, +a’y.+a, =1
a,.a, +a.a, +a.a,=0a.a.+a.a.+a.a. =0

XX X'y yxhy'y Zxzly x'x “%x'z yx“%yz 'x %27
’
8,8y, +8,,8,, +8,8,, =0 (1.8)
we S’'we S hasaplayys ulgamlarynyn birlik wektorlarynyn
arasyndaky kosinus burclarydyr.(meselem a,, =cosf,f,).
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Islendik iki nokadynyn aralygy 1.6-njy formula bilen
kesgitlenyan ginislige Yewklidin ginisligi  diyilyar.Seylelikde,
klassiki mehanikanyn ginisligi Yewklidin ginisligidir.

(1.8) baglanysygy

=N, (1.9)
gOrnlsde anlatmak bolar.Bu yerde

—D' p—y

Vo =T, 5= (ax)i, + (Ay)i, +(az)n,

M2 =15 -T=(AX)f, + (AY)A, + (AZ)A,
S we S’ ulgamlaryn birlik wektorlary 6zara

i :a,ﬁ,+a,ﬁ,+a
,=a,n,+a,nh, +a,mn,

Xz' X yz'ly' 7'z z’
gornusdaki baglanysykdadyrlar. 1.9-njy denlikden sol bir material
nokadyn dirli hasaplayys ulgamlaryna gora radius wektorlarynyn
ordn wajyp we yonekey gatnasygy yuze g¢ykyar. Goy T, S’
hasaplayys ulgamynyn baslangyjynyn S hasaplayys ulgamyna gora
radius wektory, 7 - nokadyn S hasaplayys ulgamyna gord radius
wektory, r'-nokadynS' hasaplayys ulgamyna gora radius wektory

bolsun. Onda F,=F; F/=F'; I, =F,; I =0 hasap edip 1.9-dan
alarys.

F=P+l' (1.10)

Mehanikada periodik proses dustnjesi uly &hmiyete
eyedir(gaytalanyan hadysa).Seyle hadysa mayatnigin
yrgyldysy, Yeriti 6z okunyii dasynda aylanmagy, Yeriii Giinii
dasynda aylanmagy mysal bolup biler. Kémegi bilen peryodik proses
amala asyrylyan jisim sagat bolup hyzmat edip biler.Periodyn
dowamlylygy wagtyn etalonydyr. Halkara birlikler ulgamynda
wagtyn etalony deregine sekunt kabul edilipdir. Sekunt 1900-nji yyl
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jisime berilydn tizlenménin erkinligi we inersial hasaplayys
ulgamynyn barlygynyn tassyknamasy yatyr.

Uc nokatdan(1,2 we 3) ybarat ulgama seredelin. Birinji nokat
ucin (1.22), (1.23), (1.24) we (130.) tassyklamalaryn esasynda ikinji

we Ucinji nokatlar tarapyndan tasir edyan F,*¥ giyc bilen bu
glyjun déredyan w *tizlenmesinit arasyndaky
m,w,*¥ = F,® (1.37)
gatnasygy alyp bolar, bu yerde m, — 1-nji nokadyi massasy,
wl(z,s) = Wl(Z) + Wl(s) ; F1(2 9 lle + F3l

Emma, 2-nji we 3-nji jisimlerii 1-nji nokatda doredyan v, **

tizlenmesi nokadyn inersial hasaplayys ulgamyna gora w,
tizlenmesine den, sebébi berlen ulgamda 2-nji we 3-nji jisimler
nokadyn tizlenmesinin yeke-ték sebébi; seylelikde,
w, > = W, (1.38)
bu yerde W, = Fl (1.37) we(1.38) gatnasyklar berlen nokada tasir
edyan guyclerin islendik sany Ucin adalatlydyr. Seylelikde, nokadyn
inersial sistema goéra w, tizlenmesi we nokada hemme jisimler
tarapyndan tésir edyan guyclerin jemi
mW, = F, (1.39)
denleme bilen baglanysykdadyr.Bu denlema Nyutonyn 2-nji kanuny
diyilyar. Nyutonyn 2-nji kanunyna layyklykda islendik material
nokadyn massasynyn onun inersial hasaplayys ulgamyna goéra
tizlenmesine kopeltmek hasyly nokada tasir edyan beyleki jisimlerin
hemme glyclerinin jemine dendir. 2-nji kanun tebigatyn fundamental
kanunlarynyn biridir. Ol kanun mehanikanyn material nokatlaryn
gljun tasirine baglylykdaky hereketini éwrenyan dinamika boliminin
esasynda yatyr. Eger nokadyn m massasy, nokada tasir edyan
F(F,V,t) glyc we wagtyii t, pursatyndaky nokadyn F, yagdayy we
Vv, tizligi belli bolsa onda 2-nji kanun nokadyn wagtyn islendik
pursatyndaky yagdayyny we tizligini tapmaga mimkingilik doredyar.
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dendlcegli hereket edyén hasaplayys ulgamyna inersial hasaplayys
ulgamy diyilydr, Inersial hasaplayys ulgamynda nokadyn radius
wektory 1, we §0hemi§elikleriﬁ islendik bahalarynda wagtyn
cyzykly funksiyasydyr.

r =\70t + FO (1.36)
zaz’
Vj
ﬂm g
- 52
2 T _<0.
Z g
x/

12-nji surat. Nokadyn S (a) we S’ (b) ulgamlara g(‘jré yagdaylary.

Inersial hasaplayys ulgamynyn barlygy tejribede belli
takyklyk derejesi bilen tassyklanyar. Galiley 6zlnin tejribesinde
geosentrik ulgamy inersial hasaplapdyr. Asman jisimlerinin
tizlenmesine gozegcilik Kopernigin geliosentrik ulgamynyn inersial
ulgamdygyny gorkezdi. Seyle-de bolsa Gin ulgamynyn bizin
Galaktikamyzyn dasyndan aylanmagy, kop bolmadyk inersial déllige
getirmeli. Bu yagdayda inersial ulgam deregine bir néce galaktikalar
bilen baglanysykly ulgamy alyp bolar.

Klassiki mehanikanyn 1-nji kanuny ya-da Galiley-Nyutonyn
inersiya  kanuny inersial hasaplayys ulgamynyn barlygyny
tassyklayar, yagny, 1.36-njy talaby kanagatlandyryan hasaplayys
ulgamy bardyr.

Dasky tasirden erkin material nokat dasky guyc¢ tasir edyanca
0zunin dynclyk yagdayyny ya-da gonigyzykly dendlcegli hereketini
saklamaga ymtylyar.

Nyutonyn ikinji kanunynyn esasynda massanyn jisimin
hereketine bagly daldigi, glyjun we durli jisimler tarapyndan berlen
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ucin  tropiki yylyn 315569259747 —den bir  bdleginin
dowamlylygydyr.
Berlen wagt interwalynyn ululygy durli, erkin hereket edyan
hasaplayys ulgamlaryna gora birmenzesdir diyip tassyklanyar, yagny
!
L, =t
Material nokadyn wagtyn islendik pursatyndaky S hasaplayys
ulgamyna goré yagdayy wagtyn funksiyasy bolan radius wektor bilen
kesgitlenyér
r=r(t) (1.11)
Bu radius wektoryn ujy ginislikde nokadyn trayektoriyasy diyilyan
egrini gyzyar.
Nokadyn S hasaplayys ulgamyna goré tizligi onun radius
wektoryndan wagta gora alnan ontime dendir.

—
—

g =T (1.12)
S hasaplayys ulgamyna gora nokadyn tizlenmesi tizlikden
wagta gora alnan birinji éniime dendir.

W=V=T (1.13)
Kabir meselelerde sektor tizligi diyen distnjani ulanyarlar
G = %[r 7] (1.14)

Nokadyn dr elementar suysmesinde radius wektoryn gyzyan
meydany %|[F dr] dendir. Seylelikde sektor tizliginiii moduly sol

meydanyn Uytgemek tizligine dendir.
Dekart koordinatalar ulgamynda nokadyn radiusy U¢ dekart
koordinatasy bilen anladylyar(1.4). Onda

U =X, +yn, +20, (1.15)
Dekart koordinatalar ulgamynda tizlenme
W= Xn, + yii, + 21, (1.16)

Seylelikde ,
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W= w,n, +w,n, +w,n,
Silindrik ~ koordinatalarda radius wektor F(t) skalyar

funksiyalar bolan p(t), ¢(t) we z(t) ululyklar bilen berilyar (8-nji
surat).

F=p-n +z-0, (1.17)
Silindrik koordinatalaryn birlik wektorlary (ortlary) dekart

koordinatalaryn birlik wektorlary bilen asakdaky
baglanysykdadyrlar.

n,=n,-cose+M, -sing;

35l

z

n, =
n, =-n, -sing +1, -cos¢g

A

L@ @

8-nji surat. Nokadyn silindrik koordinatalardaky radius-
wektory

Nokadyii S hasaplayys ulgamyna gora hereketinde i, we fi,

birlik wektorlaryn yagdaylary tytgeyar, ny,ny,n, birlik wektorlaryn
yagdaylary Uytgemeyar. Seyle yagdayy g6z énunde tutup radius
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1.32,1.30 we 1.23 formulalardan ikinji jisimin grawitasion
meydanyndaky 1-nji jisimin

w,® = _7”‘_22(&} (1.33)
ry \la
tizlenme alyandygy gorunyar. Ol tizlenme m;, massa bagly dal.
Diymek, 2-nji jisimden sol bir aralykda yerlesen islendik iki 1 we et
jisimin alyan tizlenmeleri 6zara dendir,yagny
W =w,? (1.34)
(1.32) we (1.34) formulalardan berlen iki 1 we et jisimlerin
islendik Ucinji 2 jisim bilen grawitasion c¢ekisme guyclerinin
gatnasygy olaryn massalarynyn gatnasygyna dendir
FZl ml

=1 1.35
FZ,et m ( )

Grawitasion guyclerin bu hasiyeti massany 6lcemek tgin amatlydyr.

et

83. Inersial hasaplayys ulgamy barada dusinje.Nyutonyn
kanunlary . Galileyin goralilik prinsipi.

Inersial hasaplayys ulgamy baradaky distinje erkin(izolirlenen)
nokat baradaky dustinje bilen baglanysykdadyr.Tejribe dernewleri
beyle nokadyn bir hasaplayys ulgamyna gora tizlenmeli, basga bir
hasaplayys ulgamyna gora tizlenmesiz hereket edyandigini
gOrkezyér. S ulgama goré dynclykda duran erkin material nokady
alalyn. Nokadyn vyagdayy goy x=Xo, y=z=0 bolsun(12-nji a sur.).
Onda nokadyn tizlenmesi bu yagdayda nola den. Gelin indi Oz okun
dasynda S ulgama gora hemiselik @ burc tizligi bilen aylanyan S’
ulgamda nokadyn yagdayyna seredelin. Hasaplayys ulgamlarynyin O
we O’ baslangyclary gabat gelyar diyelin. Nokat S’ ulgama goré x, -
radiusly tOwerek boyunca  burg tizligi bilen hereket eder(12-nji b
sur.). Onun tizlenmesi S’ ulgama goré noldan tapawytly bolar.

Oziine gora erkin material nokat dynclykda ya-da islendik
baslangy¢ yagdaydan tizligin islendik ygrunda gonigyzykly
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gatnasygy berlen nokat tgin hemiselik ululykdyr. Bu hemiseligi inert
massasy ya-da yone massa diyip atlandyryarlar.
Fa (1.30)
Wl
bu yerde m, -polozitel hemiselik-1-nji nokadyn massasy. Massanyn
hemiselikliginin tassyklamasy jisimin tizligi yagtylygyn tizliginden
k&n kici bolanda dogrydyr.
1.30-a esaslanyp, dirli jisimlerin massasyny Olcemek
mumkin. Kabir jisimin m,massasyny massanyi etalony deregine

2,et

2
et

saylalyn. Ony gatnasyk yaly kesgitlalin, bu yerdeF, . -2-nji

jisim tarapyndan etalon-jisime tasir edyan giyjin absolyut ululygy,
wetz-bu glyc tarapyndan etalon-jisimde doredilyan tizlenménin
ululygy. 1-nji jisimin massasyny 3-nji bir jisimin tésirini peydalanyp
kesgitlap bolar. Onda 1-nji jisimin massasynyn etalon-jisimin

massasyna gatnasygy
m [ Fau |f P (1.31)
met [Wl(g) J/( Wet(Z) J

Massany, gtyji we aralygy 6lcemek usulyndan peydalanyp
Nyutonyn Bitindinya dartylma kanunyny eksperimental tassyklap
bolar. Bu kanuna gord iki material nokadyn grawitasion cekisme
glyji bu nokatlaryn massalarynyn kdpeltmek hasylyna goni
proporsional, aralygynyn kwadratyna ters proporsional we nokatlary
birlesdirydn ~ goni  boyunca  ugrukdyrylan.  Proporsionallyk
koeffisiyenti bolan grawitasion hemiselik y eksperimentden
tapylyar. Seylelikde, bir nokadyn beyleki nokada grawitasion tasiri

lle = _VmI—TZ(ij (132)
Iz
dendir.

Dine grawitasion guyclerin ginisligin berlen nokadynda

yerlesen islendik jisimi birmenzes tizlendiryandigini bellalin.
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wektor r-i wagta gora differensirlap taparys.
r=p-n,+p-N, +2-0,
Bu yerden fi, = ¢ i, Onda nokadyii tizligi

9=F=p-i +p-¢-f,+20, (1.18)
Seylelikde, §, =p, 9, =p- 9,8, =2
Nokadyn tizlenmesi

W=3=F=p-f, +p-f,+p,¢+pp N, +p-¢-0, +2-0

=

o —¢- ﬁp g6z ondlinde tutup alarys.
. o\ d N = _
W= (p—pp*)i, +H(p2(p)-n¢+2-nz (1.19)

Seylelikde, tizlenménin p, ¢, z oklara bolan ugrukmalary
1 d
. .2 2 . o
W =p—p0- W= —— . ;Wz =7
p PPN, = (p”-9)

Sferik koordinatalarda nokadyn radius wektory r(t), 06(t) we
o(t) funksiyalar bilen berilyar(9-njy- surat).

9-njy surat. Nukadyn sferik koordinatalardaky radius-wektory
r=rn,, 0 =n,sing-f,cosf f,=n cosd-n,sing,
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n.,n,,n0, - birlik wektorlaryn ugurlarynyf nokadyn
yagdayyna baglylygyny g6z 6niinde tutup nokadyn tizligi tgin
v_r_rn+r0n+r -sin@-¢-n, (1.20)

ailatmany alarys.Seylelikde nokadyn tizliginin (r),(p) we (0)
koordinata oklaryna ugrukmalary

9, =1,9,=r0,9,=rsinf-¢
Nokadyn tizlenmesi bolsa
W=9 = {'r'— r(? +sin? ngz)}ﬁr +

1/d

. (1.21)
—{a(rze) —r?sin Hcosegbz}ﬁg ++
.

r?sin? o)
rsiné d ( go)

Bizin bilsimiz yaly, 6zara tasirin netljesmde jisimler bir-birine
goré yerlesyan yerlerini tytgedip bilerler, yagny ginislikde orun
uytgeyar.Seyle hem bu orun Uytgeme ginislikde belli bir wagtda
bolup gecydr.Ginislige we wagta material obyektlerin bolmagynyn

------

Mysal 1.1 Nokadyﬁ inersial S hasaplayys ulgamyna gora
hereketinin kanuny x=acoswt, y=bsinwt, z=0 gdrnise eye. Bu yerde
a,b we o hemiselik ululyklar. Nokadyn hereketinin trayektoriyasyny,
cyzyk we sektor tizligini, seyle hem tizlenmesini tapmaly.

Berlen x(t),y(t) we z(t) funksiyalary wagta gora differensirlap,
nokadyn tizliginin we tizlenmesinin dekart oklaryna ugrukmalaryny
alarys

X =—awsinwt,y =bwcoswt, 2 =0,
X =—aw’cosawt, § = —-bo’sinwt,7=0

Tizlenmanin ugrukmasyny radius wektoryn ugrukmasynyn usti
bilen anladyp, tizlenmanin wagtyn islendik pursatynda koordinatalar
baslangyjyna ugrukdyrylandygyny gorerls

X=-0’XY=-0Y, z—0 yagny F=—w’r

ulanyp taparys
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F =eE +%[9 H] (1.28)

Bu Verde c-Vagtylygyn tizligi; 9 -zaryadyn tizligi,
E(F,t)weH (F,t)degislilikde elektrik we magnit meydanlaryii
glyjenmeleri.

Gursawyn garsylyk guyji.

Gursawyn garsylyk guyji hereketin tizliginin ugruna ters

ugrukdyrylandyr we yeterlik k|(;| tizliklerde tizlige proporsionaldyr.
F=—k 3 (1.29)
Bu yerde Kk-berlen jisim we gursaw ucin hasiyetli polojitel
hemiselik, 9 -jisimin dynclykdaky gursawa gora tizligi.

Guyc bilen giyjun doredyan tizlenmesinin arasyndaky
gatnasygy icgin dwrenelin. Material hokat ideal yylmanak gorizontal
sterZenin boyuna sterZene saralan prujinin tésirinden hereket
edyar(ideai yylmanak sterzen nokada sterzne perpendikulyar ugurda
tésir edyér). Eger pruZin nokada (1.26) giyc bilen tasir edyan
bolsa, sterzen hem Yere gord hereketsiz bolsa, onda, Ox oky
sterZenin boyuna ugrukdyrylan S hasaplama ulgamyna gora nokadyn

tizlenmesini analitik Vvl(z) = -0’1 (x, - )i,

gornlsde anladyp bolar. Bu yerde x; —nokadyn koordinatasy , w; —
berlen nokat we pruzin tgin hemiselik ululyk. Pruzin tarapyndan

nokada tasir edyan guyjiin & ( 4 )n -e

dendigi U¢in —- Fa L gatnasyk berlen pruzin we nokat G¢in hemiselik
w? 1

ululyk bolar, yagny,:
Fy
W21
Seylelikde, klassiki mehanikanyn fundamental tassyklamasyna
gelyéris:Islendik hasaplama ulgamynda kabir material nokada tasir
edyan guyjun, bu guyc tarapyndan nokatda doredilyan tizlenma

A
a)Z
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(1.22), (1.24) we (1.25) —e esaslanyp, glyji 6lcemegi amala asyryp
bolar. Glyji 6lcemek, ony guyjun etalony bilen deniesdirmek arkaly
yerine yetirilyar.
Guyclerin gornlsleri bilen tansalyn: mayysgaklyk gulyji;
Lorensin glyji; sredanyn garsylyk gulyji; elektrostatik tasirin guyji.
Mayysgaklyk guyji.

Pruzinyn ujuna berkidilen jisime pruzin tarapyndan tasir
edyan mayysgak glyjin ululygy pruzinyn kop bolmadyk
uzalmasynda, sol uzalma proporsionaldyr we pruzinyn oky boyunga
ugrukdyrylandyr.

For =K (1, — )2 (1.26)

er

Bu yerde 1, =1 -1, , I,— pruzina berkidilen jisimia radius-
wektory; T, — pruzinyn beyleki ujynyn radius-wektory; ¢- pruZinyn
basky uzynlygy; k- pruzinyn gatylygy diyip atlandyrylyan, berlen
pruzini héasiyetlendiryan polozitel ululyk. Mayysgak |521guyjijr’1
absolyut ululygynyn  we ugrunyn 1-nji we 2-nji nokatlaryn
yagdaylaryna baglydygyny tejribe gérkezyar.

Elektrostatik dzara tasir glyji.

Kulonyn kanunyna go6r4 zaryadlanan 2-nji nokadyn
zaryadlanan 1-nji nokada elektrostatik tasir guyji nokatlaryn
arasyndaky aralygyn kwadratyna ters proporsionaldyr we bu
zaryadlary birikdiryan goni boyunca ugrukdyrylandyr.

|321 = elzez &
Moy
Bu yerde e wee,degislilikde 1-nji we 2-nji nokatlaryn elektrik
zaryadlary.

(1.27)

Lorensin guyji
Elektrik we magnit meydanlary tarapyndan nokatlang e
zaryada tasir edyan Lorensin guyji zaryadyn yagdayyna we tizligine
bagly
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fi, i, i,
G :% X, ,0 Z%aba)ﬁzz6o, bu yerde o©,—wagtyn baslangyc
X,y,0
pursatyndaky sektor tizliginin bahasy. x(t),y(t) funksiyalardan t-ni
yoklap, hereketin trayektoriyasynyn denlemesini alarys

2 2
Xy
? + F =1 z=0
Seylelikde, seredyan mysalymyzda nokat z=0 tekizlikde yatan ellips
boyunca hemiselik sektor tizligi bilen hereket edyér. Tizlenmesi

bolsa hemise ellipsin merkezine ugrukdyrylan.
82. GUyc¢ we massa barada dusunjeler.

Yerinn Ustine golay yerde bir(1), elektrik zaryadyna eye,
material nokadyn iki yagdaydaky hereketine seredelin. Birinji
yagdayda nokat wagtyn baslangy¢ pursatynda T,, yagdaya eye
bolsun. Onun sol wagtky tizligi 510 (10-njy a surat). Wagtyn islendik
pursatynda nokadyn yagdayyny, tizligini we W, tizlenmesini
tapyarys. Sonra nokadyn basglangy¢ yagdayyna yakyn yerde yeterlik
Kici zaryada eye bolan 2-nji nokady yerlesdirelin(10-njy b surat) . 1-
nji nokadyn seyle yagdayda gosmaca w:@ tizlenme aljakdygyny
tejribe gorkezyér. Jemleyji tizlenme iki W, we Wl(z) tizlenmelerin
jemine den bolar. Seylelikde, nokadyn hereketininn kanuny we onun
trayektoriyasy basgaca bolar.

Zaryadlanan 2-nji nokady 1-nji nokatdan tukeniksiz uly aralyga
daslasdyryp birinji nokadyn gosmaca alyan Wl(z)tizlenmesiniﬁ yok
bolyandygyny goreris, yagny, —o0,w?; 0. 2-nji we 3-nji
jisimleriin birinji nokada bir wagtda beryan W, tizlenmesini,
jisimlerin ayratynlykda tasir edende berjek
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w, “wew,® tizlenmeleriniii  wektor jemine dendigini tejribe

gOrkezyar, yagny,

w, 2 =w,® +w, (1.22)
Bu tassyklamanyn dogrudygyny yokarda geciren tejribdmizi dowam
etdirmek bilen, gorkezip bileris. Eger 2-nji jisimin yerine zaryadlanan
3-nji jisimi

(3

10-njy surat. Nokadyn wagtyn baslangyc(a) we islendik
momentindéki(b) yagdaylary.

yerlesdirsek(11-nji a surat) onda ol 1-nji nokada v”vl(s)tizlenme berer.
Zaryadlanan 2-nji we 3-nji jisimleri bir wagtda basky orunlarynda
yerlesdirip 1-nji nokadyii w,"*?tizlenme alyandygyny géreris(11-nji
b surat). Seyleleikde, dirli jisimlerin berlen jisime beryén
tizlenmeleri biri-birine bagly daldir. Bu netije mehanikanyn esasy
disunjesi bolan guyjin esasynda yatandyr.
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a b
11-nji sura)t. Nokadyn 3-nji (a) we 2,3-nji(b) jis)imleriﬁ
t&sirinden eye bolyan tizlenmeleri

Berlen material nokada erkin jisimin tasir glyji diyip sol
nokada tizlenme beryén tdsire dislnilydr. Tizlenmadnin sebdbinin
glycdigi we tizlenmanin wektor hésiyete eyedigi c¢in glyc hem
wektor ululykdyr diyip kabul edilydr. Gly¢ 0Ozinin ddreden
tizlenmesinin ugruna ugrukdyrylandyr.

F, T, (1.23)
Bu yerde If21 - ikinji jisim tarapyndan birinji jisime tasir edyan
guycdar. w,”  —sol giiyjiin beren tizlenmesi.

(1.22) — nji g6z 6nlinde tutup yazarys

F1(2'3) = IE21 + IE31 (1'24)
IKinji we Gglnji jisimlerin birinji nokada bir wagtda edyén tésir glyji
F,*® bu jisimler tarapyndan berlen nokada ayratynlykda tasir edy4n
F,? we F®  guyclerit wektor jemine dendir.

Eger-de, material nokada bir wagtda t&sir edyan birndce
glycler nokadyn onki tizlenmesini Uytgetmeseler, onda, tasir edyén
glyclerin jemi we gosmagca tizlenme nola dendir.

F%¥ =0, w%¥ =0 (1,25)
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Il bap. Impulsyn, impulsyin momentinii we energiyanyii
Uytgemek we saklanmak kanunlary
8 5. Material nokadyn impulsynyii, impulsyih momentinin
Uytgemek we saklanmak kanunlary

Guyclerin gin topary U¢in bir nokadyn hereketinifi meselesinin
umumy ¢bzgude eyedigi bize birinji bolimden bellidir. Nokatlaryn
arasyndaky oOzara tasir glycleri baradaky yeterlik umumy
caklamalarda iki nokadyn hereketinin meselesi hem kwadraturadaky
umumy ¢ozgide eyedir. Ug we kop nokatlaryn meselesiniii umumy
cozgldini tapmaklyk kyngylyklara sezewar bolyar. Sonun (gin
material nokatlaryn islendik sany tcin adalatly umumy teoremalar
uly dhmiyete eyedir. Seyle teoremalara impulsyn, impulsyn
momentinin  we energiyanyn Uytgemek we saklanmak kanunlary
degislidir.

Impulsyn, impulsyii momentinin  we energiyanyn saklanmak
kanunlary hereketinn integraly diyen disiinja getiryar. Mehaniki
ulgamyn hereketinde 6zunin bahasyny hemiselik saklayan we
baslangy¢ sertler bilen kesgitlenydn nokadyn koordinatasynyn,
tizliginin - we  wagtyn  funksiyasyna  hereketin integraly
diyilyar.Seylelikde, hereketin integraly ulgamyn nokatlarynyn radius
— wektorlary bilen tizliklerinin arasyndaky

f(t,n,r,,.. n,v,.,V,)=C (2.2)
gornusdéki gatnasygy kesgitleyar. f funksiya islendik baslangyc
sertlerde 6zunin bahasyny hemiselik saklayar, yagny

ft,n,r,. n,v,.,V)=C, (2.2

Buyerde C, = f(t;, Ty, Togreees Tnos Vig s Vog veees Vino )-

Nokatlaryn tizliklerini 6ziinde saklayan hereketin integralyna (p =
hemiselik) hereketin birinji integraly diyilyar. Hereketin ikinji
integraly diyip ulgamyn hereketi wagtynda 6z bahasyny hemiselik
saklayan nokadyn koordinatasynyn, wagtyn we erkin hemiseligin
funksiyasyna aydylyar.

Eger hereketin 6N sany
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f(t,F, Ty Py V¥,V ) =C, (@ =12,...6N), (2.3)

erkin birinji integrallary belli bolsa, onda mehaniki ulgamyn (1.40)
denlemesini integrirlenen diyip hasaplap bolar.

Nokadyn pimpulsy diyip nokadyn m massasynyn onun V
tizligine kopeltmek hasylyna aydylyar (képlen¢ bu ululygy hereketin
mukdary diyip atlandyryarlar). Nokadyn massasynyn hemiselikligi
icin Nyutonyn (1.39) denlemesinden impulsyn ytgemek kanunyny
alarys:

p=F, (2.4)
(2.4) denlemanin esasynda asakdaky kesgitlemani tassyklamak bolar:
eger wagtyn islendik pursatynda(momentinde) guyjun kabir
dynélykdaky oka ugrukmasy nola den bolsa, onda impulsyn sol oka
bolan ugrukmasy saklanyandyr. Mysal ucin, eger
F, = 0 bolsa onda
Pz = Pz0 (2.5)
Eger glyjun bellenen iki oka ugrukmasy nula den bolsa, onda
hereketin iki integralyny alarys. Goy nokada agyrlyk glyji m § tésir
edyan bolsun. g wektoryn hemiselikligi Ggin bu wektora
perpendikulyar oklara guyjun ugrukmalary wagtyn islendik
pursatynda nula dendir. Seylelikde, g wektora perpendikulyar oklara
impulsyn  ugrukmalary  (we tizligi)saklanyandyr,  yagny
X=X,,¥Y=Y,(0z ok z okunn ugruna ugrukdyrylandyr) Eger nokada

tasir edyan guycleriii jemi nula defi bolsa (F =0), onda

P =Py (2,6)

(2.6) denlik impulsyn saklanmak kanunydyr. Bu kanun dasky

guyclerin yok wagtynda material nokadyn goéni ¢yzyk boyunca

hemiselik tizlik bilen hereket edyéandigini anladyar.(2.6) denlemé
material nokadyn hereketinin birinji integraly diyilyéar.

Guyjun gozganyan oka ugrukmasynyn nula deni bolmagy bilen

impulsynn bu oka ugrukmasynyn saklanmagy gelip ¢ykmayar. Goy
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Uytgeme kanunlary

e N
Bope M =rE=Y

+> R, (2.114)
i=1

yedi denileméni diizyarler.Bular guyjin kabr hésiyetlerinde saklanma
kanunyna getiryar.

Icki  dissipatiw guycleri yok yapyk ulgamyn saklanma
kanunyndan gelip ¢ykyan hereketin integrallary yedi 1-nji integraldan
we U¢ 2-nji integraldan duryar.

P=P ,(V, =V, M=M, E=E,, 1, =V (t-t,)+F,, (2.115)
yagny, mehanikanyn 10 klassiki integralyndan duryar.

Saklanmak  kanunlary  Nyutonynn  hereket  denlemelerinin
netijesidir. Sonun Ugin olar ginisligin we wagtyn hasiyetleri bilen
baglansyklydyr.Impulsyn saklanmagy ginisligin birhililigi, momentin
saklanmagy  ginigligin  izotroplygy, = mehaniki  energiyanyn
saklanmagy wagtyn birhililigi bilen baglansyklydyr.

76

guyjin (p)koordinat okuna bolan ugrukmasy nola den bolsun. Bu
oka (1.39) denlemanin iki tarapyny hem ugrukdyryp taparys, yagny
mw, =F,

Denlemanini ¢ep tarapy (1.13) gérd mp-—mpg¢?,den. Bu yerde
p,=mp nokadynn impulsynyin p oka bolan ugrukmasydyr.
Seylelikde, eger F, =0bolsa bu mp -nyn  saklanyandygyny
anlatmayar.

(2.4) denleménin iki tarapyny hem cepden nokadyn r radius—
wektoryna wektor kopeldip, alarys.

rol=IrF]
Bu denlemanin sag tarapyna guyjun (E)momenti diyilyar.
Deiileménin cep tarapyny (impulsyn kesgitlemesinden we [vv]=0
denlikden)
[r p]: ﬂ
dt
gornisde anlatmak bolar, bu yerde M =[Fp]- nokadyn impulsynyn
momenti. Netijede, material nokadyn impulsynyn momentinin wagta
gdrd 6ntimi sol nokada tasir edyéan giyjun momentine dendir:
M =L (2.7)

Seylelikde, (2.7) denileme impulsynn momentinin Uytgemek kanunyny
anladyar. Ol Nyutonyn ikinji kanunynyn netijesidir.Bu yerden giyjln
momentinin haysy hem bolsa bir dynglykdaky oka wagtyn islendik
pursatyndaky ugrukmasy nula den bolsa, onda nokadyn impulsynyn

momentinin sol oka ugrukmasynyn saklanyandygy gilip ¢ykyar.
Mysal Gg¢in, eger L, =0 bolsa,onda

M,=M,, (2.8)
(2.8) denleme nokadyn impulsynyn momentinin saklanmak
kanunyny anladyar.Glyjun nula den dal wagtynda hem gulyjun
momentinin nula den bolmagy mimkin. Goy ugry hemiselik bolan
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glyc berlen bolsun. Oz oky glyje parallel ugrukdyryp (2.8)-in
esasynda taparys(14-nji a surat).
Fo=F, =0F =0;
L, #0,L, #0,L, =xF, —yF, =0; (2.9
M, =m(xy-yx)=M,,
Seylelikde, nokadyn impulsynyn momentinin glyjin ugruna
ugrukmasy saklanyar. Bu bolsa hereketinn bir birinji integralyny
beryar. Indi tésir ¢cyzygy wagtyn hemme pursatynda gozganmayan
oky goni burc bilen kesyan glyje seredelin(14-nji b surat). Téasir
cyzygy diyip, guyc wektory yerlesen goni cyzyga aydylyar.
Gozganmayan oky 0z oky deregine saylap alyp (2.8)-in esasynda
alarys
F,#0,F, =F,=0;
L,=-zF,=0,L, #0,L, = pF, =0; (2.10)
M, =mp’p=M,
Seylelikde, nokadyn impulsynyn momentiniin gozganmayan oka
ugrukmasy saklanyar we hereketin bir birinji integralyny beryar.

L, =-zF, =0,
deiilikden M, —ny i hemiselikligi gelip cykmayar, sebabi i, -ifi 0zi
hem wagta baglydyr.
Praktikada merkezi guyc¢ distnjesi ginden ulanylyar. Merkezi
glyc diyip tasir cyzygy wagtyn hemme pursatynda glyc merkezi

------------

koordinatalar baslangyjy deregine kabul edip(14-nji w surat), taparys

F=Fnf,6L=0,
(2.11)

M = m[fV]=M,,
Seylelikde, nokadyn impulsynyn momenti glyc merkezine gora
saklanyar. Emma impulsyin momentinin U¢ ugrukmasynyn arasynda
anyk baglanysyk bar:
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nokatlaryna tasir edyén dissipatiw icki we dasky glyclerin
kuwwatynyn jemine dendigini taparys:
5 N
£ 8; P EY (2.108)
i=1
Eger ulgamyn dasky meydandaky potensial energiyasy wagta anyk
bagly bolmasa,seyle hem dissipatiw guycler nola den bolsa, yagny,

MU'y we Ff=0(=12..,N) (2.109)
ot
onda ulgamyn mehaniki energiyasy saklanyar:
N 2 N N
E=Y LU YU, = (2.110)
i=1 i=1 i,j=1

i<j
Beyle ulgama konserwatiw ulgam diyilyar.
Dissipatiw guyclerin hasabyna kemelyan energiya ulgama
energiyanyn berilmegi bilen kompensirlenydn yagdayynda hem
energiya saklanyp biler. Onda

aue X,
g +Y FV, =0,E=E, (2.111)
i=1l

0zem

aU e N d
3 2 0, Y F'V, <0 (2.36-aseret).
i=1

Eger icki dissipatiw guycler yok bolsa yapyk ulgamyn mehaniki
energiyasy saklanyar.

E=T+U"=E, (2.112)

Eger icki dissipatiw guycler bar bolsa yapyk ulgamyn mehaniki
energiyasy kemelyar.

N
E=YF"V, <o, (2.113)
i=1
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Bu guycler Nyutonyn 3-nji kanunyny kanagatlandyryar. Olaryn
elementar isi

F, dr +F,"dr, =—dU, (2.102)
(2.102)-ni ulgamyn hemme jlbut nokatlary tgin jeml&p, hemme icgki
potensial glyclerin isini

N . N .
> F™dr = 3 {F, °dr; + F,"dr, }=—du™ (2.103)
i=1 :Sjj=l
. N
bu yerde U" = z U, — ulgamyi icki potensial energiyasy.
ij=1
i<j

Ulgamyn U potensial energiyasyny onun dasky meydandaky
potensial energiyasy bilen igki potensial energiyasynyn jemi yaly
kesgitleyarler:

U=uU® +U" (2.104)
(2.98) we (2.100) giman etmekligin ¢éklerinde ulgamyn potensial
energiyasy

u =iuie(q,t)+;iuijQq—rj). (2.105)

i,j=1
i#]

Ulgamyn doly mehaniki energiyasy E ulgamyn Kinetik we
potensial energiyalaryn jemi hokmiinde kesgitlenyar.
E=T+U (2.106)
(2.92) kanunyna esaslanyp we (2.97), (2.99), (2.103), (2.106)
denlemeleri peydalanyp, alarys

ou ¢ L g
p" dt+ > Fdr, (2.107)
i=1
bu yerde F," = F™ + F** - i-nji nokada tasir edyan icki we dasky
dissipatiw guyclerin jemi. (2.107)-nin sag we ¢ep tarapyny dt-e
bolup, ulgamyn energiyasynyn doly onuminin dasky meydandaky
potensial energiyanyn wagta goéra hususy Onimi bilen ulgamyn

dE =
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MV = m[fV i =0 (2.12)
Sonun G¢in alynan ¢ birinji integrallaryn ikisi erkindir.
Merkezi glyjun tasirinden nokadyn hemise tekiz trayektoriya
boyunga hereket edyéndigi
M,F =m[fV]F =0 (2.13)
ikinji integraldan gorinyar.
. Trayektoriyanyn tekizligi giyc merkezinden gecyar we nokadyn
impulsynyn hemiselik momentine perpendikulyardyr. Bu tekizligin
yagdayy baslangyg sertler bilen kesgitlenyér, yagny
M 0~ m[l_;ovo]
(2.7) denleméni & sektor tizliginin Usti bilen anladalyn. Onda alarys
2mé =L
Bu yerden M, =M, denligi
o, =0, (2.14)
gornusde yazyp boljakdygy gelip c¢ykyar. Nokadyn radius-
wektorynyn ugrukmasy Oz oka perpendikulyar tekizlikde islendik
den wagt aralygynda den meydany ¢yzyar(15-nji surat). Sonun Ggin
(2.14) integrala meydanlaryn integraly diyilyar.

T
L

Nt

v p .
‘?'"II é.‘r”i r’,.'
14-nji surat
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15-nji surat

86. Material nokadyn energiyasynyi Uytgemek we saklanmak
kanunlary

Hereketin (1.39) denlemesinin iki tarapyny nokadyn (dr) orun
uytgemesine skalyar képeldip alarys:

mvdr = Fdr,
detiligiti sag tarapy (FdF ) F guyjun dA elementar (yénekey) isi.
Denligin c¢ep tarapy Kinetik energiyadan alnan differensiala den:
m%d? =mvdv =mvdv =dT,

2

m;/ - nokadyn Kinetik energiyasy. Nokadyn Kinetik

bu yerde T =

energiyasynyn differensialy nokada tésir edydn glyjun elementar
isine den:

dT =dA (2.15)
(2.15) — denleme nokadyn kinetik energiyasynyn Gytgeme kanuny.
(2.15) denligi dt-he bolup alarys:
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Ulgamyn i-nji nokadyna tasir edydn hemme dasky we icki
glyclerin jemi degislilikde
FE=F*P +F* +F*, F"=f"™ 4" (2.95)
diyip guman edip Kinetik energiyanyn (ytgemegine seredelin.
Giroskopik glyjun is etmeyanligi tgin, yagny,

F*%dr, =0 (2.96)
taparys.
N N
dA® =Y FPdr + > R dr,
| y - I\|‘=1 y i=1
dA™ =Y F"dr + > F"dr, (2.97)
i=1 i=1

Potensial guyclerin (2.16) serti kanagatlandyryandygy Gcin
Fi*P ==V,U%, U =—[F""dr +C

(i=@2,....,N) (2.98)
bu yerde U,°(rt)- i-nji nokadyi dasky potensial meydandaky
potensial energiyasy. (2.98)-i peydalanyp dasky potensial giyclerin
isi Ugin anlatmany alarys(2.30-a seret).
N ep e aU €
D RSP =—dU® +
ot

i=1

dt, (2.99)

N
bu yerde U°®=)U;°- ulgamyn dasky meydandaky potensial
i=1
energiyasy.
Islendik jubut nokatlar ulgamy (c¢in Ozara téasir potensial
energiyasy
U, =U,lr-r) (2.100)

funksiya bilen berlen bolsun. Onda nokatlaryn ¢zara tésir potensial
glycleri Gcin taparys

F."=-VU,, i’ =-VU; (2.101)

ij? ij i~ij
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811. Ulgamyi energiyasynyfi Uytgemek we saklanmak
kanunlary.

(1.36) defileméani elementar dr;orun tytgemé skalyar kopeldelin we
glyclerin icki we dasky glyclere bolinyandigini g6z oniine tutalyn.
Seylelikde, i-nji nokadyn Kinetik energiyasynyn (ytgeme
anlatmasyny alarys.

dT, = dA™i + dA®, (2.91)

Bu yerde T;- ulgamyn i-nji nokadynyn kinetik energiyasy dAin we
dAe i-nji nokady elementar stlystirmede dasky (F.e) we icki

(F_i”) guyclerin isleri. (2.91)-1 hemme nokatlar boyunga jemlap

taparys

dT=dA"+dA°® (2.92)
N N

Bu yerde T =) T, -ulgamyii Kinetik energiyasy, dA™=Y F"dr, -
i=1 i=1

N
hemme icki glycleriii elementar isi, dA° =Zlfiedri -hemme dasky
i=1

glyclerin elementar isi.
Seylelikde, ulgamyn kinetik energiyasynyn differensialy ulgamyn
nokatlaryna tasir edydn hemme icki we dasky guyclerin elementar
isine dendir. Kinetik energiyanyn (ytgemegi dasky hemde igki
glyclere baglydyr. Muna goz yetirmek cin icki guyclerin isini

. N N
dA™ = 3 (F,dr, + F,dr,) = Y F,(dr, —dr,) (2.93)

Ij'ii=1 Ij'sji=1

gOrnusde anladalyn.Birmenzes glyjun tésirinden dirli nokatlaryn
ornuny Uytgetmesi umuman durli bolar, yagny, dr; = dr; . Onda

dA™ =0 (2.94)
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dT dA
dt dt
Nokadyn Kinetik energiyasynyn wagta goéra éniimi nokada t&sir
edyan guyjun kuwwatyna dendir:
. dA
T="1"
dt
(2.14), (2.15), denlemelere material nokadyn kinetik energiyasynyn
uytgeme kanuny diyilydr. Umuman kinetik energiyanyn gutarnykly
uytgemegini hasaplamak Gcin hereketin denlemesinin ¢6zgudini
bilmeli. Emma kép hilli guycler G¢in  hereketin denlemesinin
¢6zgudini bilmezden kinetik energiyanyn tytgemegini tapyp bolyar.
Seyle guyclere potensial guycler mysal bolup biler.
Dine koordinata bagly bolan we

rotF (F)=0 (2.17)

(2.16)

serti kanagatlandyryan guyclere potensial guycler diyilyar.Potensial
guyji
F =—grad U (F) (2.18)
gbrnusde anlatmak bolar. Bu yerde U nokadyn yagdayyna bagly
bolan skalyar funksiya. Potensial guyjin elementar isi doly
differensial bolar:
dA =-VvUdr = -dU (2.19)
Bu yerden nokadyn r, yagdaydan r, yagdaya ornuny gutarnykly
uytgedenindaki isi

(r)
A=—jdu =U(F,)-U(F) (2.20)

(r)
kesgitli integrala dendigi gelip ¢cykyar.Seylelikde, potensial glyjun isi
material nokadyn basglangy¢ we sonky yagdaylaryndaky U
funksiyanyn bahalarynyn tapawudyna dendir. Skalyar funksiya bolan
U - a nokadyn potensial energiyasy diyilyér. Ol energiya nokadyn
potensial guy¢ meydanynda yerlesen yagdayyna baglydyr. (2.18) we
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(2.19)-dan potensial energiyany kesgitsiz integralynn kémegi bilen
berlen potensial guyc arkaly tapyp boljakdygy gorinyar:
U=—[Fdr+C (2.21)

Bu yerde C-potensial energiyanyn nol derejesini kesgitleyan
hemiselik.

Mysallara ylzlenelin. Goy glyc gozganmayan tekizlige
perpendikulyar we tekizlik bilen aralygyn funksiyasy bolsun. Beyle
glyc (2.16) serti kanagatlandyryanlygy (cin potensial guyclere
degislidir. Eger 0z oky tekizlige perpendikulyar glyje ugurdas
ugrukdyrsak, onda taparys.(Oxy koordinat tekizligini zaryadlanan
tekizlik bilen gabat getirip) taparys:

F = F(2),, Fdr = F(z)dz,U =—[F(z)dz+C. (2.22)

.(Oxy koordinat tekizligini zaryadlanan tekizlik bilen gabat
getirip) taparys:

E guyjenmesi ululygy boyunca hemiselik we tekizlige
perpendikulyar ugrukdyrylan birmenzes zaryadlandyrylan tikeniksiz
tekizlik Ggin (2.21)-in ilkinji iki denligini

F =eEf,,dA = eEdz (2.22)
gornlsde anladyp bolar. Zaryadyn potensial energiyasy we
elektrostatik meydanyn guyjunin isi G¢in taparys

U =—eEz+C,A=—[dU =eE(z - z,) (2.23)
Bu vyerden nokady z=z,tekizlikden z =z, tekizlige suyslryan
guyjin isinin trayektoriyanyn gornusine bagly daldigi goriinyar.

GOy guyc gozganmayan zaryadlanan goné perpendikulyar we
goni bilen aralygyn funksiyasy bolsun. Beyle giiyc hem (2.16) serti
kanagatlandyryanlygy ugin potensial glyclere degislidir. Eger 0z oky
meydanyin simmetriya oky bilen gabat getirsek, onda silindrik
koordinatalarda
F=F(p)i,, dA=F(p)dp,

(2.24)
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kopeltmek hasylynyn jeminin saklanyandygy (2.89)-dan gelip
¢ykyar(20-nji surat).

t, + At

-
/+
>

2

0
!
i
I
|
!

0
N%//j/

¢

L&

20-nji surat. Iki nokadyn radius-wektorlarynyi gyzyan
tekizliklerinin ugrukmalary

Yapyk ulgam tigcin hemme giiycler Ifie =0, seylelikde
. NT =
e e | _
[ =x[rFe]=0,

— N — —
yagny M = m, eV, | =M, (2.90)
i=1

Kinetik momentin saklanma kanuny yerine yetyar. Seylelikde, yapyk
ulgamyn momenti icki gliyclerin t&sirinden ytgép bilmeyar.
Eger dasky glyclerin momentlerinin jemi ulgamyn nokatlarynyn
koordinatasyna we tizligine bagly bolsa, yapyk dal ulgamyi icki
glycleri umuman impulsyin momentinin Uytgemegine tasir edyar.
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i ﬁiﬁﬁ = i{[ﬁﬁHﬂ Fli=0 (2.85)

Sonky jemimizin her bir agzasy (1.37)-4 layyklykda islendik
hasaplama ulgamynda nola dendir(13-nji surata seret), yagny

[Fi Fi ]+ [Fi Fy ]= [(F- - )Fji ]= 0 (2.86)
sebabi Ifji wektor r; =T, —T; wektora collinear.

2.86-ny we 2.85-i hasaba alyp 2.84-den ulgamyn kinetiki momentinin
wagta gord onuminin ulgamyn nokatlaryna tésir etydn dasky
glyclerin momentlerinin jemine dendigini taparys

M =L° (2.87)

— N —
L =>L°
i=1

(2.87) denlemd ulgamyn kinetiki momentinin Uytgemek kanuny
diyilydr. Eger wagtyn islendik pursatynda(momentinde) dasky
guyclerin momentleriinin jeminin k&bir dynclykdaky oka ugrukmasy
nola den bolsa, onda ulgamyn impulsynyin momentinin sol oka bolan
ugrukmasy saklanyandyr. Mysal t¢in, eger

L, = Zn:[rilfie]z =0
=)

Onda, M, =S mlrv] =m, (2.89)
i=1

Bu yerde

Sektor tizliginin kesgitlemesini (1.14) hasaba alyp (2.88) integraly
meydanyi integraly gérniisinde anladyp bolar.

N
2> mo, =M, (2.89)
i=1

Nokatlaryn radius-wektorlarynyn Oxy tekizlige ugrukmasynyn
islendik den wagtdaky ¢yzyan meydanlarynyn nokadyn massasyna
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U=-[F(p)ddp+C. A= TF(p)dp

e zaryada beyle meydan tarapyndan tasir edyén guyc

F =e2—Zﬁp [5] (2.25)
P

Bu yerde y- uzynlyk birligine dusyan zaryad. 25-njini 24-njide

yerine goyup alarys

dA=82—%dp,U =-2eyInp+C, A=2ey In(&} (2.26)
P Po
Goy bize merkezi guyc berlen bolsun. Bu glyc guyjin
merkezinden nokada cenli aralygyn funksiyasydyr. Koordinatalar
baslangyjyny guyjin merkezi bilen gabat getirip guyji
F =F(r),. (2.27)
gornusde yazarys. Onda bizi gyzyklandyryan ululyklar indiki
formulalar bilen kesgitlener:

dA=F(r)dr,U =—[F(r)dr+C, A= [F(r)dr. (2.28)
Eger F = 8122 i, bolsa, onda
r
dA—8ary — %% 0 Aee[LoL) (2.29)
r r o N

Bu mysalda merkezi gozganmayan zaryad bilen gabat gelyan sferalar
den potensially tstlerdir.

Hemme seredilen yagdaylarda giyc stasionardy, yagny anyk
wagta bagly déldi. Beyle diyildigi nokadyn belli bir yagdayynda
onun potensial energiyasy wagtyn gecmegi bilen Uytgemeyér

diyildigidir, yagny hususy 6nim aa—LtJ =0.Eger nokat ornunyny
Uytgetse onda onun potensial energiyasy hem utytgér. Ol lytgeme
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du(F) _ vu &
dt dt
doly 6niim bilen hésiyetlendirilyér.Bu yerde r material nokadyn
radius-wektory.
Nokadyn yagdayyna we wagta anyk bagly guy¢ hem (2.16)
potensiallyk serti kanagatlandyryp biler. Bu yagdayda giiyje stasionar

------

integral bilen kesgitlenyar. Eger U F -e we t-he anyk bagly bolsa,
onda
ouU

we, seylelikde,
dA=—VUdF=—dJ+%¥Ut (2.31)

Bu yagdayda (2.19) hésiyet yerine yetmeyér, sonun Ugin gutarnykly
yolda yerine yetirilen isi kesgitlemek Ucin nokadyn hereketinin
kanunyny bilmeli, yagny, F(t) funksiyany.

Mysal hokmunde gliyjenmesi E, coswt bolan Gytgeyén elektrik

meydanyndaky e zaryada seredelin. Bu meydan tarapyndan e zaryada
tésir edyan guyc

F =eE, cosat.
Ox oky E,wektoryn ugry boyunca ugrukdyryp (2.20)-4 goré
alarys:
U =—-eE,xcosmt +C (2.32)
Seylelikde, bu mysalda potensial energiyanyn wagta gora doly we
hususy 6niimi noldan tapawutly.
Giroskopik guy¢ diyip nokadyn tizligine ¢yzykly bagly bolan
we hemise tizligin ugruna perpendikulyar bolan giyje aydylyar.
Giroskopik glyclerin isleri hemise nola dendir.
Giroskopik guyje magnit meydanynda hereket edyan zaryada
tasir edyéan Lorens guyji mysal bolup biler.
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xma):E%{(1+Jg%}wa)+(1_J§EJeaﬁ, 12

o )= [y mm, Jo0)+ m, — Jmm, )] (13

Dasky glyclerin yok wagtynda massa merkezinin tizliginin
hemiselik bolup ony icki glyclerin Gytgedip bilmeyéandigi 9-njy we
12-nji formulalardan gorunyar. Emma eger dasky birhilli dal gtycler
noldan tapawutly bolsa , onda icki guyclerin massa merkezinin
hereketine tasir etjekdigi 10-njy we 13-nji formulalardan gorinyar.

810. Ulgamyi impulsynyii momentinin tytgemek we
saklanmak kanunlary.

(1.36) defileméanifi iki tarapyny hem cepden I radius wektora
wektor kopeldip we (2.73)-1 hasaba alyp i-nji nokadyn impulsynyn
momentinin Uytgemegini kesgitleyan

M, =+ L, (2.83)
denleméni alarys. Bu yerde I__.ini:h . i-nji nokada tasir edyén icki
guyjin momenti, Lie:[ﬁ IfieJ-i-nji nokada tasir edyan dasky giyjin
momenti
2-83-i hemme nokatlar boyunc¢a jemlap, taparys

M= YL (2.84)
i=1 i=l

— N —
Buyerde M = ZMi - ulgamyn Kkinetiki momenti . Nyutonyn 3-
i=1
nji kanunyny hasaba alyp icki guyclerin momentini hemme 0zara
tasir edisydn jublt nokatlaryn guyclerinin momentlerinin jemi
gornusinde yazalyn.

69



Bu yerde ¢, (t)= A/ + A @, (t)= B +B,07, Awe A,
B,we B,- baslangy¢ sertler bilen kesgitlenyan erkin hemiselikler. 8-
njini gbz ondnde tutup 1-nji denlemeden 6zara tasir edismeyén
nokatlaryn massa merkezinin tizlenmesinin ugrukmasyny wagtyn
funksiyasy yaly taparys

X, (t) =%[¢1(t)+€02 (t)]’ 9)
Massa merkezinin kesgitlemesinden we 8-nji ¢ozgutden alarys
1
X (t) = m [m1§01 (t) +M,p, (t)]’ (10)

7-njinin ikinji denlemesinin iki tarapyny hem % gatnasyga kopeldip
2
we alnan kopeltmek hasylyny 7-njinin birinjisine bir gezek gosup, bir
gezek ayryp
v =Kk, 0= —k.k,0 (11)

IS . . k
detilema geleris. Bu yerde v = x, +k—1x2 , 0=X,——X,
2 2

11-nji ulgamyn ¢6zgudi
w(t)=C ot Lo o
o(t) = acos( klkzt)+ a

Bu yerden x,,x,we ,0ululyklaryn arasyndaky gatnasyklary
peydalanmak bilen taparys
1 k
x(t)=lwt)+o))  x(t)=_*lv{t)-o)
2 2k,
Bu c¢ozglt ©zara tasir edisydn nokatlaryn massa merkezinin

tizlenmesinin  we massa merkezinin Ox oka ugrukmalaryny
kesgitlemage mimkingilik beryar.
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F, =3[\7; ] (2.33)

Bu Verde e-zaryadyn mukdary, vV —zaryadlanan bélejigin tizligi, H —
magnit meydanynyn guyjenmesi, ¢ — yagtylygyn tizligi.Bu giyjun
kuwwaty hem hemise nula dendir.

e dar e
dt [ H] C[ H =0 (2.34)

Dissipatiw guyc d|y|p jisimin sreda gora tizligine hemise
garsylykly ugrukdyrylan giyje diyilyar. Ol giy¢ jisime saklayjy guy¢
bilen tésir edyar:

Fd=_ki (2.35)
bu yerde k —polozitel skalyar ululyk. Ol jisimin yagdayyna we
tizligine bagly. Bu giyjun dekart koordinata oklaryna ugrukmalary

F¢=-kx+0+0
Fi=0-ky+0
F,=0+0+kz
gornuse eyedir. Dissipatiw guy¢ tizligin koordinat oklaryna
k0O
ugrukmalarynyn koeffisiyentlerinin diagonal matrisasy OkoO
00Kk
bilen berilyar.
Dissipatiw giyjun kuwwaty otrisatel alamata eyedir:
9A _ w2 <o, (2.36)
dt
Material nokada guyclerin ¢ gornisi hem tasir edyar diyelin:
F=-VU+F¢+F!" (2.37)
Onda guyjun kuwwaty ugin (2. 31) we(2.34)-1 hasaba alyp alarys
dA A+ Y gy (2.38)
dt ot
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Nokadyn doly mehaniki energiyasyna (E) kinetik we potensial

energiyalaryn jemi hékminde garap:

E=T+U (2.39)
we (2.15)-i g6z —6ninde tutup potensial, giroskopik we dissapotiw
guyclerin bar wagtyndaky nokadyn doly energiyasynyn tytgemek
kanunyny taparys:

e-Y  Ey (2.40)

ot
Seylelikde, nokadyn doly energiyasynyn Uytgemegi potensial
guyclerin wagta anyk baglylygy bilen hem-de dissipatiw giyclerin
barlygy bilen sertlenendir , Giroskopik guycler energiyany

uytgetmeyar.
Meselem, (ytgeyan elektrik meydanyndaky zaryadyn doly
energiyasynyi liytgemegi( F = eE, cosat

U = —eE,xcosat + C)E = eE, wxsin ot deiilema boyun egyar.
Eger nokada agyrlyk guyji m g we garsylygyn dissipatiw guyji
-kV tasir edyan bolsa, yagny, F =mg —kv , onda nokadyii potensial
energiyasy U = mgz + C (0z ok agyrlyk guyjlne garsylykly
ugrukdyrylan) deti. Energiyanyn tytgemegi bolsa E = —kv?, (k >0)
Seylelikde, nokadyn doly energiyasy kemelyar. Elbetde, bu kemelme
energiyanyn yok bolmagyny anlatmayar. Energiyanyn yylylyga
owrulmesini (2.40) denleme gorkezmeyar.
Eger nokada téasir edyan glyclerin arasynda dissipatiw glycler
yok bolsa, potensial glycler stasionar bolsalar, onda nokadyn doly

energiyasy saklanar, yagny, eger F =0 we aa—LtJ =0, onda

2
E- le9 +U(F) = E, (2.41)
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impulsyn (ytgemegine we ulgamyn massa merkezinin tizlenmesine
t&sir edyar.
Mysal: m,we m,massaly iki nokat F°®=4F giiy¢ meydanynda
hereket edyar(bu vyerde y>0,F- nokadyn baslangyjy guy¢
merkezinde yerlesen hasaplama ulgamyna goré radius-wektory).
Ulgamyn massa merkezinin yagdayyny iki yagday ucin(1. nokatlaryn
Ozara tasirini hasaba alman; 2. Icki guycleri cekisme guycleri
hasaplap) wagtyn funksiyasy yaly tapmaly.

Iki yagdayda- massa merkezinin hereketi (2.76) denleme bilen
kesgitlenyér

mr, =F° +F, = (f. +T,), (1)

Bu yerde m=m, +m,. Emma nokatlaryn hereketlerinin denlemeleri
dirli bolar. 1-nji yagday G¢in

mn =, m,F, = 4f, (2
2-nji yagday (gin
mi =F, +xn, mr,=F,+f, (3)

bu yerde

Fy = _Z(Fl - Fz) = _lflz
2 we 3-nji ulgamlary integrirlemége amatly gérnise getirelin

ﬁ = klzrli i_’:2 = kzzrz 4)
ﬁ = klzrz i_’:z = k22|-,-1 (%)
Bu yerde k’=-4%, k,’=-% . Nokatlaryi Ox ugur boyunca
ml m2

hereketlerini hasiyetlendiryan denilemeler ulgamy
%, =K% X, =K, X, (6)
X = k12X2 X, = k22X1 (7)

6-njy ulgamyn ¢6zgudi

X, =@, (t)’ X; =0, (t) (8)
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— N — —
P=>'mV, =P, (2.81)
i=1
ya-da
1 N
V.=—>mV, =V_,,
m m; 171 mo
yagny yapyk ulgamyi impulsynyn saklanmak kanuny yerine
yetyar.

Yapyk ulgamyin massa merkezi goniicyzykly we dendlcegli

ulgamyn impulsyny) Uytgedip bilmeyédr. Gin ulgamyny kesgitli
takyklyk bilen yapyk ulgam diyip hasap edip bolar. Onun jisimlerinin
tizlenmeli hereket edyandigine garamazdan, olaryn arasyndaky 6zara
tésir guyji ulgamyn massa merkezinin goénicyzykly we dendlcegli
hereketine tasir etmeyar.
Mysal: E glyjenmeli birhilli, hemiselik elektrik meydanynda m,, m,
massaly we e;, e, zaryadly iki nokat hereket edyar. Eger baslangy¢
. we V_ . bahalar belli bolsa ulgamyin massa merkezinin
yagdayyny wagtyn funksiyasy yaly tapmaly.

Ox oky E wektoryn ugry boyunga ugrukdyryp we icki
elektrostatik Ozara tésir guyji (1.37) kanuna boyun egyér diyip
hasaplap (2.78)-in dekart koordinatalar okuna ugrukmalaryny

mX, =¢E+e,E, y, =0, Z =0
gérniusinde yazarys. Bu ulgamy integrirl&p, taparys

e +e, _t°
=2 E—+X  t+X,
m, +m,

Y = Yol + Ymor Zi = Lol + Zpg
IKi zaryadyn massa merkezi m, +m, massaly we e, +e,zaryadly

nokadyn hereketi yaly hereket edyér.
Eger dasky guyclerin jemi ulgamyn nokatlarynyn koordinatasyna we
tizligine bagly bolsa, yapyk dal ulgamyn icki giycleri umuman

l_;

m
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(2.41) denlem& nokadyn doly energiyasynyn saklanmak kanuny
diyilyar. Seyle hem ona hereketin 1-nji integraly ya—da energiyanyn
integraly diyilyar.Energiyanyn integraly denleménin ¢ozgldini
gbzlemén hereketin tizligini nokadyn yagdayynyn funksiyasy
hékmiinde tapmaga mumkincilik beryar.

Meselem, ginislik ossilyatorynyn potensial energiyasy

U :lrz
2

Dissapotiw guyclerin yoklugy, seyle hem U potensial enegriyanyn
wagta anyk bagly déldigi G¢in ossilyatoryn doly energiyasy saklanar:

2 2
mv moé
X2 MO X o

2 2 2 27
bu yerden tizligi guyjin merkezine ¢enli aralygyn funksiyasy yaly

taparys: v = \/VOZ +%(r02 ~F)

Hemiselik magnit meydanynda hereket edyan zaryada giroskopik
glyc tasir edydr. Bu yagdayda (2.41) kanun zaryadyn tizliginin
absolyut ululygynyn saklanyandygyny gorkezyén
mg? mg,’*

"

Hemiselik, birhilli 6zara perpendikulyar elektrik we magnit

meydanlarynda hereket edyan zaryada eE potensial giyc we F,

E=T=

, integrala getiryar.

giroskopik glyc tasir edyar. Ox oky E wektoryii ugry boyunca
ugrukdyryp potensial energiyanyn

U=-eEx+C
anlatmasyny taparys. Bu yerden energiyanyn

m9? eEx— mJ,’

—eEXx,,

integralyny alarys. Bu yerde giroskopik guyg trayektoriyany egreldip
zaryadyn Ox ugur boyunca hereketini c¢éklendiryar. Kinetik
energiyada kesgitli ¢céklerde Uytgeyar.
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Guyjun wirialy baradaky Klauziusyn teoremasy.

Eger nokadyn hereketi ginisligin ¢aklendirilen oblastynda moduly
boyunca caklendirilen tizlik bilen bolup gegyén bolsa, onda bu
hereket Ggin Klauziusyn teoremasy bar. Ol teorema g6rd nokadyn
wagtyn tikeniksiz interwalyna ortalasdyrylan kinetik energiyasy sol
interwala ortalagdyrylan glyjun wirialyna dendir.

T= —%ﬁ (2.42)

F guyjus wirialy diyip

|

N |-
T
=l

funksiya aydylyar.
Potensial F gliyc ticin (2.17) layyklykda (2.42)-ni yazarys

T_:%(FV)_U (2.43)

Eger potensial energiya nokadyn koordinatasyna goré v derejeli
birhilli funksiya bolsa, onda nokadyn potensial energiyasy bilen
kinetik energiyasynyn orta bahasynyn arasynda (2.43)-den

T=-YU
2

gornusdéki wajyp gatnasyk gelip cykyar[4]. Cyzykly garmoniki

ossilyator igin (U ~r?,v =2) T =U, Nyutonyi dartylma

meydanynda hereket edyan nokat G¢in B

(u-1, -1 7-_Y
r 2
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F=Y" S Fi+Y F (2.74)
Her bir jublt nokatlara Nyutonyn t¢unji kanunyny ulanyp, taparys
F"=0 (2.75)
Seylelikde 2.72-nji formulany g6z 6filinde tutup alarys
mW,_ = F° (2.76)

Bu yerde F°® =Z.N= . F°-ulgamyii nokatlaryna tasir edyan hemme
dasky glyclerin jemi. 2.76-njy denleme 2.69-njynyn esasynda
impulsyn tUytgeme kanunyna getiryar
P=F° (2.77)

(2.78) denleménin esasynda(bir material nokadyn mysalyna
menzeslikde) asakdaky kesgitleméni tassyklamak bolar: eger wagtyn
islendik pursatynda(momentinde) dasky glyclerin jeminin kabir
dynélykdaky oka ugrukmasy nula den bolsa, onda ulgamyn
impulsynyin ya-da ulgamyn massa merkezinin tizliginin sol oka
bolan ugrukmasy saklanyandyr. Mysal G¢in, eger

N N
F,°=> F, =0bolsaonda P, =) mz =P, (2.78)

i=1 i=1

ya-da
. 18 .,
Ly =_zmizi =Zno
m iz

Seylelikde, ulgamyn massa merkezi 0z oky boyunga dendlgegli
hereket edyar
z2,=1.0+2, (2.79)

Yapyk sistema w¢in impulsyfi saklanmak kanuny asakdaky yaly
bolar:

F*=0(i=1,23,....N)P =0 (2.80)
sonun Ugin
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mWw; = lEi (2.71)

Seylelikde, ulgamyn massasynyn onuin massa merkezinin

tizlenmesine képeltmek hasyly 2.70-e géré ulgamyn her bir nokadyna
tésir edyan guyclerin jemine dendir(19-njy w surat).

mw, =F (2.72)

— N — —
Bu yerde F = z F,, F bolsa i-nji nokada tésir edyan guyc.
i=1

Ulgamyn nokatlaryna tésir edyan guyclerin icinde icki we dasky
glycler bardyr. Berlen mehaniki ulgamyn nokatlarynyn arasynda
tasir edyan guyclere icki glycler diyilyar. Bu ulgama girmeyén
jisimler tarapyndan berlen ulgamyﬁ nokatlaryna tasir edyén glyclere

|:—|:'"+|:e (2.73)
Gorniisde yazyp bolar. Bu yerde F™ = Z,_l F —i-nji nokada tasir

J#i
edyan icki guyclerin jemi, Fe—i nji nokada tésir edyan dasky
guyclerin jemi. 2.73-déki hemme glycleri gosup alarys:

\//

)

19-njy surat. Ulgamyn massa merkezi
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87. Merkezi-simmetrik meydandaky hereket.

Tasir ¢yzygy hemise guyjin merkezi diyilyan ké&bir
gozganmayan nokatdan gecyan gliyje merkezi guy¢ diyilyar.
Merkezi gujun tasirinden nokat hemise tekiz trayektoriya boyunca
hereket edydr. Merkezi guyc, guyjun merkezine cenli aralygyn
funksiyasydyr(2.27).Bu glyc¢ potensial guyclere degislidir(2.16).

m massaly material nokadyn merkezi guyjun tasirindaki
hereketine seredelin. Hasaplayys ulgamynyn baslangyjyny giyjun
merkezinde yerlesdirilip we impulsyn momentinin we energiyanyn
saklanmak kanunlaryny peydalanyp hereketin tglsi baglanysyksyz
bolan dért 1-nji integralyny alarys (2.10) we (2.41):

2
miFvi=M, T

+U(r)=E, (2.44)

Berlen meselede 1- nji integrallar bilen bir hatarda ¢ erkin 2 — nji
integrallary tapyp bolar. Olaryn biri nokadyn hereketinin bolup
gecyan tekizliginin denlemesidir(2.12). Beyleki iki integrallar (2.44)
denlemeden gelip ¢ykyar. Oz oky MO wektoryn ugry boyunca
ugrukdyryp we Oxy tikizlikde polyar koordinatalar p we ¢@-ni
girizip alarys.

mrip =M, %(r‘z+r2(p2)+U(r)=Eo (2.45)

Meydanyn integralynyin kdmegi bilen energiyanyn integralyndan ¢ -
ni yoklap tytgeyan ululyklar bolan r we t-ni ayralamaga mumkingilik
beryan

I =%[E0 -U, ] (2.46)
denleméni alarys.Bu yerde
2
u,, :U(r)+2M J (2.47)
r

nokadyn effektiw potensial energiyasy. (2.46) denileme U den bolan
potensial energiyaly nokadyn goniicyzykly hereketinin denlemesine
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ekwiwalent denlemedir. (2.46) denlemedaki Uytgeyén ululyklary
ayralap yene bir ikinji integraly alarys.

i =,/%[EO—Ueﬁ], t—+IJ2L+C

—[E, -U
“[E, Uy

(2.48)
Momentin integraly sonky ikinji integraly tapmaga mumkingilik
beryar.

M, ¢ dt
=—|——+C 2.49
m J‘rz(t) (2.49)
(2.48) hasaba alyp
alarys
MOZ dr
(pzij mr +C. (2.50)

JEE, ~Uy ]
m

(2.48) we (2.50) integrallaryn 6nundaki alamatlar baslangyc sertler
bilen kesgitlenyar. Mysal tcin (2.48) integralyn alamaty  -in wagtyn
baslangy¢ pursatyndaky alamaty bilen kesgitlenyar.

Seylelikde, (2.12), (2.48) we (2.49) ikinji integrallar goylan
meseldnin  umumy ¢6zgldini Kkesgitleyarler. Bu c¢ozgut alty
hemiselikleri (E,,M ,,,M ,,M,,,1,,0,) 0zlinde saklayar.

yo?

Alnan umumy ¢ozgit guyc merkezine ¢enli aralyga bagly bolan
islendik merkezi glyc Ugin adalatlydyr. Seyle glyclerin meydanynda
nokadyn hereketi glilyc merkezinden gegyan, gozganmayan tekizlikde
bolup gecyar. Nokadyn radius-wektory den wagt aralygynda den
meydany ¢yzyar, ¢ burgy wagta gord hemise monoton Uytgeyar,
nokadyn trayektoriyasy apside gora simmetrikdir.

Sonky tassyklama goréd wagtyn baslangyc pursatynda owrilme
nokadynda yerlesen material nokat, bir yagdayda, baslangy¢ 9,

tizlik bilen, basga bir yagdayda -9, tizlik bilen simmetrik egriler
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N

dl—; _ zmiiwi

W= (2.66)

i-nokadyfi hereketi netijesinde massa merkezinifi eye bolyan tizligi

we tizlenmesi degislilikde .V we W, - e defidir. Seylelikde
m m

massa merkezinifi i-nji nokadyf hereketi netijesinde alyan tizligi we
tizlenmesi i-nji nokadyfi tizligine we tizlenmesine degislilikde
paralleldirler we olardam esse kicidir(19-njy a we b suratlar).

Mehaniki ulgamyi impulsy P diyip ulgamyi nokatlarynyfi
impulslarynyn jemine aydylyar.

pP= ié (2.67)

Bu yerde P - i-nji nokadyf impulsy .
2.67-nji formula gord ulgamyn impulsy, ulgamyn &hli massasynyii
massa merkezinifi tizligine kopeldilmegine defdir.

P=mV, (2.68)
2.68-nji formula gord ulgamyn impulsynyn wagta goérd onimi
ulgamyn massasynyn massa merkezinin tizlenmesine kopeldilmegine
dendir.

P=mW, (2.69)
Massa merkezinin hereketinin denlemesini material nokatlaryn

hereketinin denlemesinin [1.36] kdmegi bilen alyp bolar.
2.66-njy formuladan alarys:

(2.70)

Nyutonyii ikinji kanunyna gora kabir nokadyfi massasyny onufi
tizlenmesine kopeltmek hasyly sol nokada tésir edyan glyje defidir,
yagny
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2 2 3
2=£_2mi _gp2 M2 (2.63)
2 |E,| a

2.55, 2.62 we 2.63 denlemeler Keplerin i¢ kanunynyn matematiki
anlatmasydyrlar. Bu (¢ kanunlarda asakdakylar tassyklanypdyr.

1. Her bir planeta haysy hem bolsa bir fokusynda Giin
yerlesen ellips boyunca hereket edyaér.

2. Her bir planetanyn sektor tizligi Gune gora hemiselikdir.

3. Planetalaryn aylanma periodynyn kwadratynyn orbitasynyn
uly yarym okunyn kubuna bolan gatnasygy hemiselikdir we hemme
planetalar G¢in birmenzesdir.

89. Massa merkezinifi hereketi. Ulgamyi impulsynyi Gytgemek
we saklanmak kanunlary.

Massa merkezi ya-da inersi\ya merkezi diyip gifiislikdaki
yagdayy

P, = (2.64)

radius - wektor bilen kesgitlenyan, massasy ulgamyn ahli massasyna
defi bolan kébir goz oOfiune getirilyan nokada aydylyar.Bu yerde m,
we T - ulgamyi i-nji nokadynyi massasy we radius wektory ;
N
m = Zmi - ulgamyn massasy. N - ulgamyn material nokatlarynyi
i=1
sany. 1-nji defilemé&nifi cep we sag tarapyny wagta gora differensirlap
massa merkezinif \7m tizligini alarys:
m

>y,
—\/ —.=

da " m
2.65-nji defilemdnifi iki tarapyny hem wagta gora differensirlap
massa merkezinifi tizlenmesini alarys

dr,

(2.65)
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boyunca hereket eder.Owriilme nokatlarynda rnola owrllyar,
nokatlaryn towereginde bolsa r alamatyny lytgedyar, r bilen bilelikde
bolsa (2.47) we (2.50) —daky integralyn asagyndaky funksiyalaryn
alamatyny kesgitleyan
2
—|E, -U
{2, -u. ]

anlatmanyn alamaty Gytgeyar.

Eger U(r)funksiya berlen bolsa, onda (2.48) we (2.49) (ya-da
2.50) integrallary hasaplap degisli 6zara tasir Ucin umumy ¢Ozgudi
alyp bolar.

U, (r)-in  grafigini  gurup hereket edyan nokadyn r
koordinatasynyn Uytgemek yaylymyny Kkesgitlap bolar. (2.46)
denlemeden r-inn Uytgeme yaylymyny kesgitleyan

N =

Ey >U (1) (2.51)
densizlik we ol yaylymyn aracdgini kesgitleyén
Ey =U(r) (2.52)

denleme gelip ¢ykyar.

Nokadyn inersiya boyunca baslangyjy nokadyn trayektoriyasynda
yatmayan koordinatalar ulgamyna goéré hereketine seredelin. Bu
yagdayda

M .
= (M, #0,E, =T,), r-in uytgemek oblasty

ff
“2mr?

M 0
r<r. =
A 2mT,
r=r, radiusly towerege galtagyan islendik goni nokadyn
trayektoriyasy bolup biler(16-njy surat).

Eger nokat U =%r2 potensial meydanynda hereket edyan bolsa,

onda
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a7, M
2 2mr?

Ueff =
Bu yagdayda (2.52) denleme

1
‘e =£ E, ?[Ezo A zojz
X m

denlik bilen kesgitlenydn owrilmanin iki nokadyny beryér. (2.51)
densizlik bolsa r, <r >r, oblasty kesgitleyar(17-nji surat).

88. Guyc merkezine ¢enli aralygyn kwadratyna ters
proporsional glyjun tasirindaki hereket.

m massaly nokadyn u=-% (2.53)

r
gornusli merkezi-simmetrik meydandaky hereketini éwrenelin (glyc
merkezi gozganmayan). Elektrostatik meydan yagdayynda o = —ee,,
grawitasion meydan yagdayynda o =wmm,. Bu yerde e, -
gozganmayan zaryad, m_-gozganmayan massa.

18-nji suratdaky Ueg-nin grafigini éwrenip we (2.51) —i
hasaba alyp 0zara ¢ekismede (a>0), doly energiya poloZitel bolanda
(Eo>0) hem, doly energiya nola den bolanda hem(E,=0) nokadyn
hereketinin caklendirilmedik oblastda boljakdygyny(r >r, ..., hereket
infinitno), doly energiyanyn otrisatel bahasynda(E, <0) hereketin
caklendirilen oblastda(r,,, <r<r yagny hereket finitno)

— "mas’

boljakdygyny, E, =(U.)...bolanda bolsa nokadyn towerek

boyunca hereket etjekdigini we ahyrynda iteklesmede (o>0) mydama

rr>r,_. we doly energiyanyn polozitel boljakdygyny anyklayarys.
Hemme getirilen yagdaylarda nokadyn

trayektoriyasy(orbitasy) sol bir formula bilen kesgitlenyar. 2.53-nji

formulany 2.50-de yerine goyup alarys.
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Nokadyn elliptik orbita boyunca hereketinin kanunyny 2.48-
nji integraldan alarys.

E, =-E,] we o>0 bahalary hasaba alyp, hem-de (2.58)-i
peydalanyp 2.48-njini

m rdr

2Eq|? (r? + 2ar —b2) 2

2.57-njinin kémegi bilen b?=a?(1-¢?) dygyny bilip integraly

(t-c)= \/mia
’ [a ~2))]

gornuse getireris. r = 1 gcosg yerine goyup alarys.

J_r(t—c’)zwf—(é—esiné)
o

& - nin ulalmagy bilen wagtyn yokarlanmagy bolar yaly &-
nin parametrini saylap alyp we baslangyc sertleri
r,=all-g)=r, ,t, =0(, =0-da) (2.60)
diyip kabul edip nokadyn elliptik orbitadaky hereketinin kanunyny
parametrik gorniisde yazarys.

r =a(l-gcosé), t=l(a-asina) (2.61)
2

F(t-c)=

3
buyerde T = Zﬂ,/ ma -doly aylawynyn periody (elliptik orbitada).
(04

Periodyn bahasyny meydanyn integralynyn Gsti bilen ansat tapyp
bolyar. Meydan integralyny
2mao, =2m$: M,, (2.62)
gornusde yazyp we ellipsin meydanynyn zab -ni g6z 6nunde tutup
we 14-nji denilemani doly perioda gora integrirlép alarys.
2mrab=M,T
Bu yerden 2.58-i peydalanyp alarys.

61



Onundaki “-” alamatyny disurip orbitanyn denlemesini taparys:
- P (2.55)
+1+¢ecos(p—c)
“+” alamaty o >0, “-” alamaty a<0 yagdaya degislidir.

(2.55) denleme fokusynda koordinatalar baslangyjy yerlesen ikinji
tertipli egrinin denlemesidir.Bu yerde p-orbitanyn parametri, ¢ -
orbitanyn ekssentrisiteti.

Eger €>1 bolsa nokadyn hereketinin trayektoriyasy giperbola, =1
bolsa parabola, <1 ellips we =0 bolsa tdwerek bolyar. Berlen
u=-al/2 potensial meydanda 6zara gekisme Gcin (a>0) eger
0>Eo>u bolsa nokadyn trayektoriyésy ellipsdir, E, > 0 bolsa

giperbola, E, =0bolsa parabola, E, = (U of )mm bolsa towerek

bolyar.
Nokadyi ellips boyunga hereketini a>0 we 0>E¢>u,, ., Yagdayda

Owrenelif. 2.55-den

eff min

=P e =P (2.56)
l+¢ l-¢
Ellipsin yarym oklary Gi¢in
Y Y
a= we b= 2.57
1+¢&? Jli—¢ ( )

formulalardan we 2.54 formuladan a we b ululyklary Eo we My
ululyklaryn usti bilen anlatmak mumkin.
o M,

=— b=
2] J2ME|
bu yerden ellipsin uly yarym okunyn nokadyn doly energiyasyna
baglylygy we onuii momentine bagly daldigi gorinyéar. Towerek
boyunca orbitada ( Eo=(Uet)min We €=0)
r =0; r=rp=a=b (2.59)
Towerek boyunca hereketde dine doly energiya hemiselik
bolman, eysem kinetik we potensial energiya hem hemiselikdir.

a

(2.58)
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d‘:)

2mE,  emlaf(1) (1)’
M, M2 \r r

(bu yerde “+” alamaty o>0 yagdaya degislidir. we tersine “-”
alamaty o<0 yagdaya).

Eo we My hemiseliklerin yerine polozitel hemiselikler
girizip alarys.

2 2 %
p- Mo 52P+2%M°} (2.54)

t(p-c)=-
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18-nji surat.
U -in grafigi
Integrirlemegin netijesinde alarys

p—C= J_rarccosl(BHJ
elr

Kosinusyn jubutdigini goz 6niinde tutup (¢-c) burcun
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11 bap. Iki jisim meselesi we bolejiklerin dargamagynyii
nazaryyeti.
812. IKi jisim meselesi

Iki jisim meselesi diyip, dasky guycler yok wagtyndaky, 6zara
tésirlesyan iki nokadyn hereketinin meselesine dustnilyar. Bu
meselanin ¢ozgudi asman mehanikasynyn we emeli hemralaryn erkin
hereketinin, Dbolejiklerin  caknysmagynyn we dargamagynyn
nazaryyetinin esasynda yatyr. Munun ¢ozlwini statiki mehanikada
hem peydalanyarlar.

Iki jisim meselesi.

U ozara tésir potensial energiyasy nokatlaryn arasyndaky
aralyga bagly m; we m, massaly iki nokadyn, dasky guycler yok
wagtyndaky hereketini dwrenelin.

Nokatlaryn hereketinin inersial S hasaplama ulgamyna gora
denlemeleri (1.35) denleme bolar.

m, = F, qrz_rl)’ m, T, :F'IZQrZ—rl

), (3.1)

bu yerde F, =-V 1UF,(r,-r|), F,=VUF,(r,-r
Dasky guyclerin yoklugy sebdpli ulgamyn massa merkezi S
hasaplama ulgamyna gora gonicyzykly dendlgegli hereket edyar.
Seylelikde, massa merkezinin tizligi we radius-wektory degislilikde
V.=V, F =V t+F, (3.2)

m mo »

mO

bolar. Bu yerde V_, = l(m1\7'10 + m2\720), Mo = i(mll’lo +M, 1y ),
m m

Mo, We V,,, V,,, bolsa degisli nokatlaryn baslangyg tizlikleri we
yagdaylary.

Onie bolan hereket edyan S,, massa merkezi ulgamyna gora
nokatlaryn hereketine seredelin(21-nji surat). Seyle hereket edyén
massa merkezi ulgamy diyip baslangyjy mehaniki ulgamyn massa
merkezinde yerlesen we oklary S hasaplama ulgamynyn oklaryna
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gora yagdaylaryny Uytgetmeyan hasaplama ulgamyna aydylyar.
Berlen yagdayda Sy, hasaplama ulgamy inersial ulgamdyr, sebéabi
massa merkezi gonicyzykly dendlcegli hereket edyar. Seylelikde,
nokadyn S we Sp, —e gora yagdayy, tizligi we tizlenmesi biri biri
bilen

=r, +rE’ \7| =\7m0 +\7i” Wi :Wi’ (3.3)
gornusdaki baglansykdadyrlar. Strihli wektorlar Sy, ulgama degislidir.
S ulgamdan S, wulgama gecilende hereketin denlemesinin
inwariantlylygyny gz énunde tutup alarys.

m ﬁ’ = Frz Q'}'—GT), mz i?'2': Frz Q"z'—"ﬂ), (3-4)
Massa merkezinin(2.64) we Sy, ulgamyn kesgitlemesinden alarys
m; r + m,r, =0 (3.5)

21-nji surat. Nokadyn massa merkezi ulgamyna gora hereketi.
Sonun Ugin  nokatlaryn gordli yagdaylaryny hasiyetlendiryan
r =r, —r,radius-wektor r,wer, wektorlaryn tsti bilen ailadylyar.
m m
r,-r=r,-r=——r=—r, 3.6
2 1 2 1 m2 1 ml 2 ( )

r, we ;' radius-vektorlar bolsa r vektor bilen
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27-nji surat.1ki dirli jubat caknysyan bolejiklerin u nokatlarynyn
trayektoriyasy(a), dQ jisim burgyna diisydn u nokatlaryn
trayektoriyasy(b)

98

m m
r,=—1r we r'=——2=r (3.7)
m m

gatnasyk bilen baglansyklydyr.
3.5-3.7 denlemeleri wagta goréd differensirldp nokatlaryn tizlikleri
Ucin menzes gatnasyklary alarys:

m. V, + m,V, =0 (3.8)
V, -V =V, V=M= My (3.9)
2 1 2 1 m2 1 ml 2
vi=-TMey . g2y
m m

bu yerde V =V, -V,
3.6-njyny 3.4-de yerine goyup taparys:
m
Fr— If - r, Fro— m '
my T, 21 m, 1|, mf = F m, r, (3.10)

Bu yerden Uytgeyan ululyk r-e gecip 3.10-njydaky iki denlemanin
yerine bir denilema geleris.

LT = Fu(r) (3.11)
Bu yerde u:&- getirilen massa. (3.11) denlemamiz iki
1+m2

nokatlar ulgamynynn massa merkezinde yerlesen merkezi guyjun
meydanyndaky bir nokadyn hereketinin denlemesidir. Seylelikde, iki
jisim meselesi bu meseld ekwiwalent bolan x massaly we r radius-
wektorly g6z onune getirilydn nokadyn gozganmayan merkezli
merkezi-simmetrik meydandaky hereketine syrykdyrylyar.

M massaly nokada merkezi, stasionat, potensial giy¢ tasir
edyanligi U¢in impulsyin momentiniii we energiyanyn Sy, ulgama gora
saklanmagy yerine yetyar. 1-nji nokadyn impulsynyii momentini we
kinetik energiyasyny Uytgeyan r,V ululyklar bilen anladalyn(3.7-a
we 3.9-a seret).
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2
;= m )= m 72 ]

m,, (9/) ?
M m Y, 619
2 2m
ikinji nokat t¢in menzeslikde alarys
2 2
, m,(m , m

Bu yerden ulgamyn impulsynyn momenti we kinetik energiyasy ug¢in
anlatmany Gytgeyan rwe V ululyklar bilen anladarys
M'=M,+M; =M, =urV],

E'=T/+T,/+U =E5=% P2+ U(r) (3.15)

(3.14)-1 (2.44) integrallar bilen deﬁesdirip{ eger (2.12), (2.48),(2.50)
formulalardaky m-i £¢ bilen Mo—i M _ bilen we Eo-I E_ bilen

calsyrsak |
m— u,M, > M{,E, > E; (3.15)
Onda (3.11) denlemé&nin umumy ¢oziwini alarys. ;
Mir=0; t= J_rJ' ar — + hemielik (3.16)
2(E}-U, )
u
1
M‘; dr
@==x[ H . +hemielik
2(E1 -U,,)
u
80

Bu yerde dQ, =2zsin6_ do, .

Inersial ulgamda dargamagyn kesigini tapmak Ggin em(el)
wed,,(0,) ululyklary bilmeli.
1-nji dessénin bolejikleri dargama cenli dyncglykda diyelin. 2-nji
dessénin bolejikleri dargama genli v, tizlige eye diyelin. Onda

0, =" % formuladan
2

0, =m—26, (3)
bu yerde 6, 0-dan %-ye cenli cakde Uytgeyar.
3-njini 2-njide goyup alarys
2
do, = | — % | S @
#(927) cos® 6,
Bu yerde dQ, = 275sin 6,d6,
9"=0, $,°=9,, 6,=0_ we

; - .0, -0, ; -0, n
9 =9, sm7, 0, = > 9, =39, 0037, 0, =—

anlatmalary peydalanyp
2nji formuladan 2-nji dessanin bélejikleri Ggin dargamagyn
differensial kesigi t¢in alarys

2
do, = @ - 2} ng (m,<m;0<0, <) (5)
2m2(92 ) sin® =2
21
2
do, = 2a : co§6?isz [mz =m,0<6, Siﬂj (6)
mZ(SZ*) sin* 0, 2

5-nji formula Rezerfordyn formulasy diyilyar.

97



Onda 3.50-ni peydalanyp iki desse (cin dargamagyn differensial
kesigi Gicin massa merkezi ulgamynda

_|dp~
do =2np |—1d6 3.53
o =27p | g |20m (3.53)
alarys. Képleng 3.53-e derek
__P 9 i (3.54)
sin@_ |do,,
Gornusdéki anlatmadan peydalanyarlar. Bu yerde

dQ, =2zsin6,do,

Mysal: Bélejiklerin iki dessesi berlen. 1-nji desse m, massaly we
e, zaryadly bolejiklerden duryar.Ol bélejiklerin inersial hasaplayys
ulgamyna géréa tizligi v, . Bu ululyklar 2-nji bélejikler UGgin
m,,e,wev, ki desse hem yeterlik seyreklendirilen. Inersial
hasaplayys ulgamynda dargamagyn differensial kesigini bélejiklerin
iki dessesi (igin kesgitlemeli.

Massa merkezi ulgamynda 6, burg tgin belli

0,, = —2arctg LZ formuladan peydalanyp massa merkezi
up(97)
ulgamynda nysana aralygy ugin alarys
_ -a 0.,
p =——Clg [7j 1)
ul97)

Bu yerde a =-ee,, 6zem eger o >0, bolsa onda 6,6 <0 we

tersine.
Bu funksiyany 3.54-de yerine goyup massa merkezi ulgamda
dargamagyn kesigi tg¢in alarys

o

e
do = 5 o 2
[2;1(8) J sin“;e

m
m
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(M,)

bu yerde Ue = U(r) +? . (3.16)-yn birinji integraly
ur

nokadyn hereket tekizligini kesgitleyar. Bu tekizlik massa
1,1,,1

merkezinden gecyar we Mi-he perpendikulyardyr, yagny ox'y
tekizlik bilen gabat gelydr. Ikinji we uclinji integrallary bolsa
nokadyn gorkezilen tekizlikdaki hereketini polyar koordinatalarda
kesgitleyar. Seylelikde (3.16)-njy integrallaryn kémegi bilen r(t)
funksiyany kesgitlap bolar we (3.7)-njinin komegi bilen 1-nji we 2-
nji nokatlaryn Sp, ulgama gord yagdayyny tapyp bolar((l’ll,l’zl)
Sonra (3.2) we (3.3)-nji denlemeleri peydalanyp nokatlaryn S
ulgama goré hereketinin kanunyny taparys:

f0)=rO-T2r)  LO=r,0+ @) (317

bu yerde r(t) =T, — I, iki nokadyn arasyndaky S ulgama gora aralyk.
Nokatlaryn tizlikleri Ggin menzeslikde S ulgama gora yazarys(3.9-a
we 3.3-e seret).

V,(t) = Voo =V (E) V()= Vg +- V() (3.18)

Seylelikde, dasky guycler yok wagtynda Ozara tésir potensial
energiyasy nokatlaryn aralygyna bagly iki nokadyn meselesin
cozgidi (3.16), (3.2) we (3.17) formulalar bilen kesgitlenyér. Bu
formulalardan, nokadyn massa merkezinin inersial hasaplama ulgama
gord dendlcegli we gonucyzykly hereket edyéndigi, iki nokadyn
bolsa inersial hasaplama ulgama goré 6z ugrukmasyny saklayan we
massa merkezinden gecyan tekizlikde hereket edyéandigi gelip
cykyar. Iki nokadyn trayektoriyasy massa merkezi ulgamyna gora
biri birine menzes. Menzeslik merkezi nokatlaryn massa merkezinde
yerlesyar.  Menzeslik  gatnasygy  nokatlaryn  massalarynyn
gatnasygyna den.

Iki jisim meselesine dzara tasir potensial energiyasy(2.53-e seret)
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U-_¢%

r

bolan iki nokadyn mysalynda garalyn, Bu vyerde «-
ymm, (grawitasiya Ozara tasirde) we —e,e, (elektrostatik Ozara
tasirde). (2.55) formulada (3.15) calsygy gecirip u nokadyn
orbitasynyn denlemesini alarys

P

r= (3.19)
+1+ecos(p —c)
1
A% ' "\2 |2
bu yerde IO=(M°) -orbitanyni parametri, & = 1+2E0(N20) -
Hel o

orbitanyn ekssentrisiteti, formulanyn maydalawjysyndaky +1
o >0we -1 o <0 yagdaya degislidir.

1 nokadyn elliptik orbita boyunca hereketinin kanunyny (2.61)-
nji formuladan taparys

r =a(l-ecosé), tzL(a-asina)
2r

P

2

bu yerde a = 1 - 1 nokadyn hereket edyan ellipsinin uly yarym

3
oky, T? :47z{“aj - ellips boyunca owrilmanin periodynyn
(04
kwadraty, pwee (3.18)-de kesgitlenen.
Eger m, > m, bolsa, onda nokatlaryn radius-wektorlaryny u

. N m
nokadyn radius-wektorynyi usti bilen r, z(l—zjr we
ml

m . iy
'~ ——=%r gornisde atiladyp bolar(3.7-4 seret). Nokatlary
1

trayektoriyasy 20-nji a suratda gorkezilen. Eger m, = m, bolsa, onda
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Dargama hadysasynyn wajyp hésiyetnamasyna dargamagyn
differensial effektiw kese kesigi degislidir. Ol ululyk
dj,”

)
formula bilen kesgitlenyar. Bu yerde dj,” -wagt birliginde dQ _ jisim

do, = (3.47)

burcyna dargayan bélejiklerin sany, j, -wagt birliginde kese kesigin
birlik meydanyndan dargama cenli ugup gecyan bélejiklerin sany.
Dargamagyn doly effektiw kesigi

o, =2k (3.48)

h

formula bilen kesgitlenyar. Bu yerde Aj,"-6_ = Oburglaryn ahlisi
boyunca wagt birliginde dargayan berlen dessénin bélejiklerinin
umumy sany,

nysana aralygy p~, p +dp interwalyn icinde yatan bélejiklerin
akymy bélejiklerin dargama cenli akymynyn dykyzlygynyn p~we
p~ +dp~ radiusly halkalaryn meydanyna koépeldilmegine dendir.
Onda 1-nji desse Ugin dQ jisim burgcyna wagt birliginde dargayan
bélejiklerin sany

di,” = j12zp dp~ (3.49)
dendir. Bu yerden massa merkezi ulgamynda dargamagyn
differensial kesigi t¢in alarys

do=2np dp~ (3.50)
r=r_, -da 6zara tésir potensial energiyany hasaba alman doly kesigi
c=n(r,) (3.51)

formula bilen tapyp bolar.
3.36-ny p~ -e gora ¢ozlp alarys
p =p(6,.9) (3.52)
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Dargamagyn kese kesigi
Mundan o6nki paragrafda iki bélejigin dargamagy oSwrenilipdi.
Emma durmusda dargamagyn has umumy goérnisi bilen is salysmaly
bolyar. Mysal Ucgin Rezerfordyn tejribesinde « bdlejiklerin dessesi
metal plyonkanyn atomlarynyn yadrosynda dargadylypdy.
Bolejiklerin bir dessesinin bélejiklerin basga bir dessesinde
dargamagyny owrenelin.
Goy bize yeterlik seyreklendirilen we kese kesigi boyunca
birhilli . m, we m, massaly bélejiklerin iki dessesi berlen

bolsun.Bélejiklerin dargama cenli tizlikleri degislilikde v,” we

Vv, bolsun. Bu yagdayda bélejiklerin bir dessesinini bélejiklerin basga
bir dessesinde dargamagyny bdélejiklerin bir dessesinin her bir
bélejiginin  bélejiklerin  beyleki  dessesinin  bir  bélejiginde
dargamagyna getirip bolar. Bélejiklerin dessesindéki 6zara tasir
hasaba alynmayar. Onda bélejiklerin durli jubitlerini hersinin 6ziine
degisli nysana aralygy p~ we ¢ burgy bolar. Her bir jibutin 6zinin
massa merkezi ulgamyna goré dargama burgy 6., sol bir baha eye
bolar. 27-nji a suratda sol bir & burcly we durli nysana aralykly iki
dirli jubltlerin ¢ nokatlaryn trayektoriyasy gérkezilen.

Nysana aralygy p~, p~ +dp interwalyn icinde yatan we &
burcy 0-dan 27 -e cenli cdklerde Uytgeydn u nokatlara massa
merkezi hasaplayys ulgamynda seredelin. Bolejiklerin arasyndaky
6zara tasirin merkezi simmetrikligi Ggin bu g nokatlaryn her biri 6z
tekizliginde 6_-den 6_+d @6, -e cenli dargayar. Seylelikde hasaplayys
ulgamynyn baslangyjyndan yeterlik daslykda saylanan u nokatlar
dQ,, jisim burgyna diserler(27-nji b surat). Bu jisim burgy depesi
hasalayys ulgamynyn baslangyjynda bolan we rastwor burclary
degislilikde 26, we 2(6_,+d6, ) bolan konusyn ustleri bilen
caklenen. Konusyn oky u nokadyn dargama cenli tizligine
paralleldir.
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r, z; we rl’z—; (20-nji b surat). Seylelikde, eger u nokat

ellips boyunca hereket etse, onda hakyky nokatlar elliptik orbitany
cyzyarlar(22-nji a we b suratlar). Seredilen mysal planeta-Giin we
gosolanan yyldyzlar ulgamynyn hereketi barada diisiinje beryar.

(7,=m,)
a b
22-nji surat. Iki nokadyn S hasaplama ulgamyna gora hereketi
Nokatlaryn elliptik orbita boyunga aylanmak periody T bilen
onun uly a yarym oklarynyn arasydaky gatnasygy tapalyn.

Grawitasion ¢ekismani g6z 6nlinde tutup ¢ nokat gin yazarys.

T2 _ 4r®  ad ’
y m +m,
3.7-iden r, =rrr:]1r, ﬁ’z%? gelip cykyar we
seylelikde,
a,=—a,a=—>2a,

bu yerde a, we a,- 1-nji we 2-nji nokatlaryn elliptik orbitalarynyn
uly yarym oklary. Seylelikde, periodyn kwadratynyn a, we a,uly
yarym oklaryna bolan gatnasygyny taparys

T? 4z m? T? 4n° m?

3 3! 3 3
a1 7 m2 a2 7 ml
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bu yerde m=m, +m,. Bu gatnasyklar nokatlaryin massalaryna bagly,
sonun Ucinem 39-njy sahypada getirilen Keplerin 3-nji kanunynyn

takmynanlygy disntkli  bolyar.Islendik planetanyn massasynyn
2

Gunun massasy bilen denesdireninde Kicidigi sebapli T—Sgatnasyk
a‘2
islendik iki planeta Gcin uly takyklyk bilen birmenzesdir.
Seredydan meseldmize glyjun wirialy hakyndaky teoremany
ulanalyn(nokatlar ellips boyunga hereket edyar).

-r

N —
_%z F.r, formula S ulgama gora seredip alarys
i=1

T = _% (lflz Fz’ + lle F;L’)

U(r) potensial energiyanyi Gsti bilen aiiladylan giiyji yerine goyup
(2.53) gornusli potensial ¢in yonekey
- U

T=-" (3.20)

gbrnise gelyan T' = %aa—l: r,gatnasygy taparys. Mundan basga-da,

T'+U =E] bolanson (3.20)
T'=-E;, U =2E] (3.21)
formulalara getiryar. (3.21) denlemeler ulgamyn Kkinetik we potensial

energiyalarynyn orta bahasyny wagtyn baslangy¢ momentinde onun
doly energiyasynyn Usti bilen kesgitleyar.

813. Bolejiklerin mayysgak dargamagy
Bolejiklerin mayysgak cakysmagy we dargamagy.Rezerfordyi
formulasy.

Eger iki bolejik wagtyn baslangy¢ pursatynda biri-birinden

merkezinin tizlik wektorynyn ujy bu kesisme c¢yzygynda
yatyar. Nokatlaryn S -e gora kesgitlenen tizliklerinin yatan tekizligi

umuman V,”, V,” wektorlaryi tekizlikleri we V", V," wektorlaryi
tekizlikleri bilen gabat gelenok.

Bolejiklerin biri-birinin ustiine gacmagyna
seredelin(r — 0,t — +o0). Umuman gly¢ merkezine gagmak sertini
2

M
ZE 2 ZU 0
r’E, >r?U(r)+ o

gornusde yazylan (2.51) sertden almak mimkin. r-i nola ymtyldyryp
glyydanynyn merkezine gagmak sertini taparys
2

M
0>riu(r o 3.43
r2U(r), o + o (3.43)

Derejeli potensial U(r)= —ﬁn iicin bu sert hacanda
r

2

n=2, eger azl\go , N>2, eger a>0 (3.44)
m

bolanda yerine yetyar.
(2.51) we (3.40) formulalarda m-i u bilen calsyryp we (3.30),
(3.31)-i hasaba alyp iki jisimin meselesinde r -in Uytgemek oblastyny
kesgitleyan densizligi

_\2 _\2 _\2
uo ) >Ls o)+ 28 ) - L) (3.45)
r
we bdlejigin gagmak sertini
_\2
0>r2U(r),., +Ai—l(p)2 (3.46)

yazarys.

yeterlik daslykda duran bolsalar, seyle hem olaryn baslangyg tizlikleri
wagtyn gecmegi bilen bolejikler yakynlasar yaly ugrukdyrylan
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25-nji surat. S ulgama gora tizliklerin diagrammasy

7+ :
Uav”

26-njy surat. S ulgama goré tizliklerin diagrammasy

92

bolsalar, onda olar 6zara t&sirin netijesinde tdzeden biri-birinden
yeterlik uly aralyga daslasyp bilerler. Seyle hem olaryn tizlikleri ugry
we ululygy boyuncga uytgeyar. Bu yagdayda bélejikleriin dargamagy
bolup gecd: diyyarler. Eger 6zara tésirin netijesinde t— + oo bolanda
bolejiklerin  arasyndaky aralyk nola ymtylyan bolsa ya-da
caklendirilen bolup galyan bolsa, onda bdlejikleri tutmak boldy
diyyarler. Bolejiklerin dargamagy we tutulmagy Ozara tésirin
hasiyetine baglydyr. Beyle hadysalary owrenmegin fizikada uly
ahmiyeti bardyr.

Massalary belli we aralygynyn funksiyasy bolan potensial
energiyaly iki bolejigin dargamak meselesine garalyn. Dasky gliycler:
hasaba almayarys. Dargama cenli, yagny t— — co ymtylanda bélejikler
biri-birinden tukeniksizlige daslasan diyip hasap edilydar. Olar
degislilikde

V, =Vi(t) V, =V, (t) (3.22)
tizliklere eyedirler. Bu yerde V,(t) we V,(t) nokatlaryi wagtyii t
pursatyndaky tizlikleri. Dargama ¢enli yagday 0zara tésir energiyasy
hasaba alynmaz yaly gutarnykly aralyk bilen hésiyetlendirilyér. 3.22-
njidaky tizlikler bolejiklerin kabir inersial hasaplama ulgamyna goré
tizlikleridir. Dargama nazaryyetinde bu ulgama laboratoriya ulgamy
ya-da L ulgamy diyilydr. Hereketin tekizliginin dargama
nazaryyetinde -ulgam diyilydn Sm ulgama géra yagdayy belli hasap
edilyar.

Meselede nysana aralygy (p~) belli hasap edilydr. Nysana
aralygy diyip nokatlaryn S _hasaplama ulgamyna gora
trayektoriyalarynyn asimtotlarynyn aralygyna ya-da &zara tasir
bolmandaky bdlejikleriii biri-birinin golayyndan gecip gitjek in
yakyn aralygyna dustnilyar(23-nji surat). Bu suratda u -nokadyn
trayektoriyasy deregine giperbolanyn iteklesme yagdaya degisli
sahasy sekillendirilen. Hakyky nokatlaryn trayektoriyalary m, =m,
yagday ucin sekillendirilen.

Eger bolejiklerin dargama cenli tizlikleri berlen bolsa, hereket
tekizliginin Sm ulgama gora ugrukmasy bir skalyar parametr bilen

t—o>—o0 t—o>—0
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kesgitlenyar. Hakykatdanam, baslangyc V,”we V, tizlikler boyunca
hereket tekizliginde yatan (Sm ulgama gord) tizliklerin tapawudyny
kesgitlap bolyar

24-nji surat. Hereket tekizliginin massa merkezi ulgamyna gora
ugrukmasy.

Vo=V, -V (3.23)
V -wektor wagtyii islendik pursatynda V, weV, wektorlara (Sm —e
gord) kollinear.
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-, m,-m - 2m, -_
V, =—2—2V, +—LV,
m m
S,, ulgamda tizliklerinn diagrammasyny guralyn. Dargamadan

sonky tizlikler (3.34) ¢ozgutden belli, dargamadan onki tizlikler
(3,9)-da t — oo ymtyldyryp alarys

- m, - -~ m, -
V/ =——2V~, V] =LV~ (3.41)
m m

341 —den we (3.34)-den peydalanyp tizliklerin
diagrammasyny S ulgamda alarys( 25-nji a surat). Nokatlaryn
tizliklerini(3.34-e seret) we 3.41-i degisli massalaryna kopeldip
nokatlaryn S, ulgama gora impulslaryny alarys(25-nji b surat).

b =-wV, Py =uV-

b =-wV' Py =V (3.42)

Iki bolejigin S, ulgama gord mayysgak dargamagy
bolejiklerin tizliklerinin we impulslarynyn sol bir 6 burca
owrilmegine syrykdyrylyar.Tizliklerin we impulslaryn ululyklary
saklanyar.

Laboratoriya ulgamyna gora tizliklerin diagrammasy(3.34)-in
cozgudine layyk gelyér(26-njy surat). Umuman, tizliklerin
diagrammasyndaky \71’ we \72’wektorlar bilen emele gelen tekizlik
\71+ we \72+wektorlar bilen emele gelen tekizlik bilen gabat gelenok.
Emma bu tekizlikler kesisyarler we massa
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0 =72 T’r’_z dr : (3.36)
{1_ 20(r) _(p)?
S
bu yerde r_.
- 20 —(”2)2 -0 (3.37)
G

denlemanin koki.

(3.35) we (3.36) formulalar iki bolejigin mayysgak dargamagynyn
meselesinin ¢6zgldidir. Bu mesele iki jisimin meselesinin hususy
halydyr(hacanda bolejiklerin dine darganyndan sonky tizlikleri bilen
gyzyklanylanda). (3.35) gornisdaki ¢cozgidin saklanmak kanunynyn
esasynda alynandygy ugin dargamakdan sonky
tizliklerV," ,V;" dargama cenli tizliklerin(V,”,V;") we bolejiklerin
islendik merkezi Ozara tasirindaki ¢,6_ burclaryn funksiyasydyr.
Basga bir tarapdan V,",V," tizlikler V,” V" tizliklerii, & burgyn we
p~ nysana aralygynyn funksiyasy bolup, dirli 6zara tésir 0gin
dirlidir. Sebdbi 0, -in p~weg-baglylygy potensial energiyanyn
gornusi bilenkesgitlenyar. Dine bir yagdayda(6zara tésir potensial
energiyasynynyin islendik bahasynda) massa merkezi ulgamyndaky
gysarma burgy kesgitli baha eyedir. Ol manlaydan urgy yagdayydyr.

p =0, (¢,=0, 8 =x) (3.38)
Seylelikde i, wektor V ~wektora garsylykly ugrukdyrylan.
. _ Vv
ngm = —? (339)

3.39-y 3.35-de yerine goyup manlaydan urgy meselesinin ¢ozgudini
alarys

(3.40)
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Sonun ugin bu tekizligin ugrukmasyny(24-nji surat) islendik wagt
i, birlik wektor bilen (tekizlige we V ~wektora perpendikulyar) berip

bolyar.fi, —inn ugry (eger V™~ berlen bolsa) A, bilen n, -in
arasyndakye  burgc  bilen kesgitlenydr. (ny, V wektora
perpendikulyardyr). Seylelikde iki jisimin dargamagy meselesinde
jisimin - m;,m, massalaryny, olaryn Ozara tasir U(F)potensial
energiyasyny, dargama cenli \71’,\72’tizliklerini (S hasaplama
ulgamyna gord), € burgy (Sm hasaplama ulgamyna gora hereket
tekizliginin ugrukmasyny), seyle hem nysana aralygyny (p~) belli

hasaplayarys.Su berlen ululyklar boyunca dargamadan sonky \71+ we
V," tizlikleri kesgitlemek talap edilyar, yagny

V) [ V=Y ] - (3.24)
Wagtyn islendik pursaty ¢in adalatly (3.9)we (3.17) denlemelerdaki

wagty tukeniksizlige ymtyldyryp (t—+ow0) we bolejiklerin massa
merkezinin tizliginin saklanmagyny peydalanyp alarys.

- m, - —sm, -
V1r+ =2\ : VZ’ =_1y+ : (325)
m m
T+ _\T - \T 7 - My G T+ \F - g T -, M7+
V"=V 4V =V T+ -2V V, =V " +V) =V "+ LV
m m

(3.26)
Bu yerde V,"we V, nokatlaryii Sm hasaplama ulgamyna gora
dargamadan sonky tizlikleri.
\7m’:i (mV, + m2\/_;- massa merkezinii tizligi.
m
Corlsimiz yaly 3.25-nji we 3.26-njy formulalara bir nabelli
wektor V- nokatlaryin dargamadan soiky tizliklerinii tapawudy

giryar. Bu wektoryn ululygyny Sm ulgama goré energiyanyn
saklanmak kanunyny peydalanyp tapyp bolar. Hakykatdanam,
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+32 -\2
u(vz) +U+:u(u ) LU-

Bu yerdeU weU " 0Ozara tésir potensial energiyalaryn dargamadan
onki we sonky bahalary. Bolejiklerin dargamadan 6n hem, son hem
biri-birinden das aralykda bolyandyklary ticin U™ =U" diyip hasap
edip bolar. Seylelikde 3.25-njiden we 3.26-njydan

9 =9 (3.27)
gelip ¢ykyar. Bu netije dargamak prosesinde bdlejiklerin igki
energiyasy Uytgemeyar diyen tassyklama esaslanyar, Seyle dargama
mayysgak dargama diyilyar. 3.27-njini géz Onlnde tutup nabelli
V * wektor {igin

V* =97, (3.28)

yazyp bileris, bu yerde 9~ =\\7; —\7;\ belli ululyk. fi, - V*ya-

daV," wektor boyunca ugrukdyrylan birlik wektordyr. n, wektory iki
jisimin meselesinin ¢6zgldini peydalanyp kesgitlap bolyar. 3.16-yn
ikinji integralyny r_ -dan oo-ge cenli c¢éklerde hasaplap

trayektoriyanyn asimtoty bilen apsidin arasyndaky ¢, burgy alarys.

Mr
Sdr

o=t [ — 4 , (3.29)

{2 (Es U, )f

y7)
bu yerde r .. E; =U, denilemeden kesgitlenyar.

(3.29) integral ¢, burgy E;,M, we u-in funksiyasy yaly
kesgitleyar(u(r) potensial energiyanyn berlen bahasynda).
E,, M hemiselikler 6z gezeginde 3 we p~
ululyklaryn Usti  bilen anladylynyp biliner. (3.14)-in ikinji
formulasyny potensial energiya tlkeniksizlikde nola den diyip
peydalanyp alarys
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_\2
E, = A‘Z—l (3.30)
Kinetiki momenti massa merkezi nulgama gora

M{ = urSsin(F,V) |
bu yerden
rgsin(f V)| . =p (3.31)
hasaba alyp alarys
Mg =wurp 9 (3.32)
(3.30), (3.32) gatnasyklar we (3.29)-njy ¢ozgld ¢, burcy berlen
ululyklaryn funksiyasy yaly tapmaga mimkingilik beryar. Bu yerden
1-nji we2-nji nokatlaryn tizliklerinin massa merkezi ulgamyndaky
gysarma burclaryny tapmaga muimkingilik doreyér. \71’* we
V" wektorlaryii arasyndaky burg V,* we V,” wektorlaryi arasyndaky
burca dendir. Bu burga massa merkezi ulgamynda dargama burgy
@, burg bilen 8_ burcun arasynda
0.=m—-2¢, (3.33)
gatnasyk bardyr.

(3.24), (3.25) gatnasyklar (3.28)-(3.33) —ni hasaba alyp iki
bdlejigin dargamagynyn meselesinin ¢ézgldine getiryar.

m

V' =——29/ V' =—1970 3.34
1 m O 2 m On ( )
-4 - m R - - m .
V1 =V n-—->=239 n, , V2 =V n+—239 n, , (335)
m m m m

bu  yerde \7m=%(m1\71+m2\72), 9 =N, V.|, 7, birli

wektor & we 6 burclar bilen Kkesgitlenyar. 6 burcun

m

9~ we p~ ululyklara baglylygy we 6zara tasirin hasiyetleri

89



IV bap.Inersial dal hasaplama ulgamyna gora hereket

Nyutonyn  denlemesinin  dine  inersial hasaplama
ulgamlarynda adalatlydygyny bilyéris. Praktikada (glindelik
durmusda) inersial d&l hasaplama ulgamyna-da kop dus gelinyar.
Sonuni Ugin beyle ulgamlara gord hereketin denlemesini tapmak
zerurdyr. Nyutonyn  kanuny material nokadyn  massasyny,
tizlenmesini we nokada basga jisimler tarapyndan tasir edyén giyji
0zlinde saklayar. Nokadyn massasy we wagt bir hasaplama
ulgamyndan basga bir hasaplama ulgamyna gecilmegine goré
inwariantdyr, giycler bolsa nokadyn yagdayynyn we tizliginin
funkdiyasydyr.  Seylelikde, bizi gyzyklandyryan hereketin
denlemesini getirip ¢ykarmak cin ilki bilen inersial S hasaplama
ulgamyndan inersial d&l hasaplama ulgamyna gecilende nokadyn
yagdayynyn, tizliginin we tizlenmesinin nahili 6zgeryandigini
aydynlasdyrmaly. Kinematikanyn gozi bilen seredeninde bizi
gyzyklandyryan hereketin denilemesini getirip ¢ykarmak ugin ilki
bilen haysy hem bolsa bir erkin hasaplama ulgamynyn basga bir
erkin hasaplama ulgamyna gora hereketini 6wrenmeli.

§14. Hasaplama ulgamynyii yagdayy
Baslangyjy O’, ortlary f,,f,,A, bolan S’ hasaplama

X"yt By
ulgamynyn baslangyjy O, ortlary n,,n, A, bolan S hasaplama
ulgamyna gora yagdayyna seredelini (28-nji surat)

— t
A
I
|

28-nji surat. Bir hasaplama ulgamynyn beyleki bir hasaplama
ulgamyna gora yagdayy.
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O’ baslangyjyn S hasaplama ulgamyna goré yagdayy T,

wektor bilen kesgitlenyér
o = Xo My + Yo, + 250 (4.1)

S"hasaplama ulgamynyn S hasaplama ulgamyna gora ugrukmasyny
iki hasaplama ulgamynyn ortlarynyn arasyndaky burclaryn kosinusy
bilen beryérler. Emma dokuz ugrukdyryjy kosinusyn dine Ucusi
erkindirler. Sebabi a;;ortogonallygyn alty (1.4") sertine boyun
egyandir. Kopleng g erkin ugrukdyryjy kosinuslaryn yerine
Eylerin (¢ burgundan peydalanyarlar(29-njy surat).
(0=<(nx,n )v 0:<(nz,nzl), l//:<(n vnxl)
burclara Eylerin burclary diyilyar.

\ o~
N e | . 2 |
" | o ok
A 7| <)
7\ 7
£ A\ | __,
fj ..‘f ';;!_./__ i ‘;',"... e u,
| o ; A R\ Vo=,
[ F , S d
\\\\H‘ - \\_}4/ L"‘m_ .
Ve = \

(L L
0<p<2r, 050<m, 0Ly <27)

29-njy surat.
Seylelikde bir erkin hasaplama ulgamynyn (S') beyleki bir
(S )erkin hasaplama ulgamyna gord yagday alty baglansyksyz
(erkin) ululyklar bilen kesgitlenyar: S' ulgamynyn baslangyjynyn
radius-wektorynynn  U¢  ugrukmalary we ¢ Eylerin (¢, v,0)
burclary bilen. Eylerinn burcalry S’ wulgamyn S ulgama goré
ugrukmasyny kesgitleyar.
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Gelin ol burclaryn kesgitlenilsine seredelin.llki bada gaty
jisim bilen berk baglanykda bolan hasaplayy sistemasynyn oklary
XYL ZY(SY inersial hasaplayy sistemasynyii oklary bilen (x,y,z)
gabat gelyan bolsun.Sonra jisim kabir 6éwrim eden bolsun. Sol
dwriim netijesinde S* sistemanyn oklarynyn Vagdayy ytgar(S
hasaplayy sistemasyna goré).Sol dwrim G¢ hili éwrim bilen amala
ayryp bolar:

1. Z okun tdwereginde ¢ burca dwriilme.(30-njy a surat).X* okui eye
bolan n

ugruna uzel ¢yzygy diyilyar.

2. Uzel ¢cyzygynyn towereginde 6 burca 6wrilme (30-njy b surat).
3. Z' okun twereginde y burca wriilme (30-njy ¢ surat).

30-njy surat.
a) b) ¢)
¢-X ok bilen uzel ¢yzygynyn arasyndaky burg.

¥-uzel ¢yzygy bilen x* okui arasyndaky burg.
0 —z ok bilen z* oku arasyndaky burg.

¢ we vy burclar 0-dan 2zn-e genli baha alyp bilyérler. 6 burg
bolsa 0-dan m-e  ¢enli baha alyar.¢ burgyn tytgeme tizligi burg
tizliginin wektory o, iki dizja dargayar.
1. Z' ok boyunca onuii moduly @cos® ; 2. 7' oka
perpendikulyar,yagny X', Y?* tekizlikde yatyar.Onui moduly X' ok
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boyunca @sinfcos(n/2-y), ok boyunga @sin6cosy. o, tizlik uzel

cyzygy (n) boyunca ugrukdyrylan.Onuii X'Y!,Z! oklara bol:an
proyeksiyalary
Burg tizligi (o) Z' ok boyunca ugrukdyrylan. Seylelikde

@sing cos(% -y)

(@,),. = @sin Osiny (@,)y. = Gcosy
(@, ), = ¢sin @ cosy (@, ), =—Osiny
(@,), =pcose (@,), =0
(@,), =0
@,), =0 (4.2).
(@,), =v

Gaty jisimin inersial hasaplayy sistemasyna (S) goré burg tizliginin
wektoryny ¢ Owrtlménin jemi hokminde (tizliginin) hasaplap
yazalyn.
O =0,+0,+0, (4.3)

Burg tizligi ® S* sistemanyii oklaryna bolan proyeksiyalary

o, = @sinOsiny +0cosy

@y = @sin O cosy —Osiny (4.4)

@, =@CosO +y
Eger inersial koordinatalar sistemasynyn Z oky wertikal boyunca
ugrukdyrylan bolsa we hereketli koordinatalar sistemasynyii Z* oky
giroskopyn ya-da wolgogyn hususy aylanma oky bilen gabat gelyan
bolsa ,onda y burgun Uytgemesi giroskopyn hususy aylanmagyna
gabat gelyér,p burcun Uytgemesi giroskopyn pressesiyasyna gabat
gelyéar,0 burcun tytgemesi onun nutasiyasyny hasiyetlendiryar.
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S'sistema gora P’,MWweT'ululyklaryin (iytgemek kanunlaryny
yazarys.

Mz

miVVi’=i Ifi+i Iih+i I %
- : :

I i=1 i=1

Il
JUN

N N 5/
Bu yerde > mW,' = ddF:

i=1

Inersiya guyclerin jemi

> 1" = o, +[ar J+ ol ]
Inersiyanyn Korigllisow guyclerinin jemi menzeslikde
> 1 = 2mfav;
Seylelikde, inersial dal ullgzéma g0Oré impulsyn ytgeme kanuny

d P =F +1 "+1°
dt
Kinetik momentin tytgeme kanuny

A ' N N
d;\t/' = () + ]+ ]
i=1 i=1
Inersial dal ulgama goéra kinetik energiyanyn tytgeme kanuny
dT’ _ (dA)

N
= +> 1"V 4.15
it it le iV, (4.15)
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Glyjun kuwwaty bolsa
dA (dA)

—=FV_ +—~, (4.14)
dt dt

Kinetik momentin we kinetik energiyanyn S, ulgama gora
uytgeme kanuny

dM’:(Ee)’;dT’:(dA'”) ,lon7)
dt dt dt dt

Ulgamyn S weS’' ulgamlaryna gord impulslarynyn
arasyndaky  gatnasygy tapalyn. Munun  Ggin  impulsyn
kesgitlemesinden peydalanalyi. Sehle hem islendik nokadyn S we S’
ulgamlara gora tizliklerinin baglansygyny peydalanalyni

P =mV, +m[ar! ]+ P’
Bu yerde m- ulgamyn massasy. f; —S' ulgamyna g0r& massa
merkezinin radius-wektory. Bu yerden massa merkeziniema gora
tizligi
V. =V, +|ar ]+V!

Bu yerde V! —massa merkezinin S’ ulgama gora tizligi.Menzeslikde
kinetik momentlerin we dasky glyclerin momentlerinin gatnasyklary
ugin alarys

I A VR S 2 P

i=1

e =[rEe]+ ()

Kinetik energiya we kuwwat U¢in gatnasyklary yokarky ululyklary
peydalanyp taparys.

2 N _ -
T md% + MV [T ]+ mVy + I\;' [at ] +aM' +T'
i=1
A ey () + )
dt dt
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§15. Onie bolan hereket. Hasaplama ulgamynyi ugrukmasynyi
Uytgemegi.

Strihlenen ulgamyn strinlenmedik ulgama gord yagdayy
eger E 0,0, v ululyklar wagtyn funksiyasy yaly belli bolsa
wagtyn islendik pursatynda kesgitlenip bilner.

Indi  tlkeniksiz ~ Kkigi  Owrulma seredelin .Bu Owriilme
dy = dyn wektor bilen bilen berilyér.Bu wektoryn moduly dy
owrlim burguna den. Bu wektoryn yatan gonisi aylanma oky bolyar.

d ¥y wektor bilen kesgitlenyan tikeniksiz Ki¢i dwrilme
okuny mgnowen aylanma oky diyip atlandyryarlar. S" ulgam bilen
berk birikdirilen islendik r’ wektor ucin

dr'=[dz 7] (4.5)

S’ sistemanyn S-e g0ra oriyentasiyasynyn Uytgemek

tizligi ya-da burg tizligi

. dy
dt (4.6)

Burg tizliginin S’ sistemanyn oklaryna proyeksiyasy

0, = (}sin wsin @ +écosw

o, = (bcosw sinf — ésin 7 4.7

W, = (bcose +1/./

S sistemanyn oklaryna proyeksiyasy

W, =éc03(p+ wsin@sin @

o, = ésin @ —y sin @ cosg (4.8)

0, = (;)+ Y COSO.
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Sonky iki  denlemeler sistemasyna(3,4) Eylerin Kkinematiki
formulalary diyilydr. Olar burg tizligi bilen Eylerin burclarynyn
we olaryn wagta gord 6niminin arasynda baglansyk gurayar.

§16. Material nokadyn durli hasaplayys ulgamlaryna géra
yagdayy we tizligi.

Goy r nokadyn S ulgama gord radius-wektory, r’bolsa

S'ulgama gord. Onda T, wektoryn Sulgama gora duzdjileri
oy = XM, + Yo, + 2,0, T'wektoryn S’-he goéra duzdjileri
r'=xn,+yn,+z'n,bolar. Bu yerden
X=Xy =auX +a,Y +a,2 Y-y, =a,, X' +a,y +a,7
-2, =3,X'+a,Yy +a,7
Ozgertmani alarys. Nokadyn S'-he gora tizligi
V'=x'n, +yn, +2'n, Nokadyii S hasaplayys ulgamyna gora
tizligi V =V, +[oF'](4.9)  Vtizlik bilen V'tizligin arasynda
V=V, +[@r']+V' (4.9) gatnasyk barBu vyerde Vo S
sistemanyn  baslangyjynyn S-e goré tizligi, r'-nokadyn S'-e
gora radius-wektory; @ —S’'-in S-e goré burg tizligi. S"-he gora
tizlenme W'= X, +yn, +77,. (4.9) -hi differensirlap W we
W'tizlenmeleriii baglansygyny taparys W =VVO'+[a')F’]+[c?)r*’]+\7’
Islendik &"wektor Ggin strihlenen we strihlenmedik Onimlerin

~! dla’l
dt

gora tizlenme W =W, + [r']+ [&[ar ] bolyar.

—

arasynda ddi = [wa']+ gornusli gatnasyk bar. Seylelikde S -e
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817. Material nokadyn inersial dal hasaplama ulgamyna gora
hereketinii derilemesi; inersiya guyji.

S inersial hasaplama ulgamyna gord nokadyn hereketi
Nyutonyn mw=F denlemesine boyun egyar. Ww-in
W=w"+W° + W bahasyny goyup alarys:

mw" + mw® +mw' = F
IMA" + mw° +mw’ = F
1" =—mW ' =-mWo +w-r']+[w[wr]]

1°=—-mW ' =-2m[wv’] belgileri girizip alarys.

mw =F+I1"+1°¢ (4.10)
Bu yerde 1" -inersiyanyn perenosnyy giyji, |°- inersiyanyn
koriolis guyji. Perenosnyy guyjin - m[w[wr']] bolegine

inersiyanyn merkezden gacgyan glyji diyilydr. Sonky denilemémiz
maddy nokadyn (S’) inersial dal sistema goérd hereketinin
denlemesidir.
Mehaniki ulgamyn S we S_ hasaplama ulgamlara gora
impulsy degislilikde
P=mV_;P'=0 (4.11)
Mehaniki ulgamyn S hasaplama ulgamyna gora kinetik
momenti massa merkezinin momenti bilen éne bolan hereket edyan
massa merkezi ulgama goré kinetik momentin jemine dendir.
M =i B+ M’ (4.12)
Mehaniki ulgamyn Kinetik energiyasy(inersial hasaplama
ulgama gord) massa merkezinin kinetik energiyasy bilen 6iie bolan

hereket edyan massa merkezi ulgamyna goré kinetik energiyasynyn
jemine dendir.

m_ T (4.13)
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t t t
¢ oL oL . ¢ ¢d (oL
oS =|—ogdt+—oq| - —(—,)&]dt=0
tJ: aq aq tJ: J: dt{ oq
5q(tl) :5q( t2)=0 Sonun Ugin 2-nji agza yok bolyar. Seylelikde alarys

t t

oL td (oL

& = dt- | —| = |sgdt=0
Jqéq Idt(fﬂqj&q

o]

oL dfaL
ya-da &S = I( ___(_j )5th =0 (5.35)
t

bu yagday hacanda integralyn asagyndaky anlatma nula den bolanda
yerine ytyér. Seylelikde alarys
d oL oL 0

dt 6q oq
bu denleme Lagranzyn iknji tertipli denlemesidir. Birnage erkinlik
derejesi bolanda we dissipatiw glyclerin yok wagtynda

dfoL ) oL _,
dt (o, ) aq,
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V bap. Lagranzyi derilemesi.

818. Erkin dal ulgamyn dinamikasynyii esasy meselesi we
baglanysyklar barada dusunje.

Mehanikanyn kép meseleleri hereketin

mr =F(fv,t)  (i=12,...N) (5.1)
denlemelerini ¢6zmége syrykdyrylyar. Bu yerde guycler ulgamyn
yagdayynyn, tizliginin hem-de wagtyn belli funksiyasy hasaplanyar.
Beyle glycleri berlen guycler diyip atlandyrylyarlar. Seyle hem
baslangy¢ sertlere hic hili céklendirme goyulmayar.Mehanikada
nokadyn yagdayynyn,tizliginin hem-de wagtyn belli funksiyasy yaly
bolmadyk guyclere hem seredilyar.

Beyle herekete sferik mayatnigin mysalynda garalyn(31-nji
surat). Stynmeyan | uzynlykly sapakdan asylan ordn Kici Olcegli
jisim yerin (stine golay aralykda yrgyldayar diyip giiman edelin.
Onda m massaly material nokada berlen m{§ guyc we sapagyn

R dartuw glyji tasir edyar.

31-nji surat.Sferik ma)’/atniE
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Seylelikde mayatnigin hereketinin denlemesi 1-nji denlema

layyklylda

mr=mg+R (5.2)
gornuse eyedir. Bu wektor denleme koordinatalardaky ikinji derejeli
uc diferensial denlemelerin ulgamyna ekwiwalent denlemedir.Ol alty
nabelli funksiyalary 6zinde saklayar.[X(t),y(t),z(t),Rx(t),Ry(t),R:(t)]
Getirilen denleménin ¢6zgudini tapmak (gin gerek gosmaca
maglumatlara wagtyn islendik pursatynda material nokadyn ¢
radiusly sferik tstde bolyandygy we seylelikde nokadyn koordinatasy
¢* =r?serti kanagatlandyrmagy we dartuw gilyjiniii sapagyi
boyuna ugrukdyrylandygy sebapli R =2AF yazyp bolmagy
degislidir.Seylelikde meselanin serti

mf’ = mg + 2AF, r2-0%=0 (5.3)
ulgama getiryar. Bu ulgam dort nabellili dort diferensial denlemelerin
ulgamyndan ybaratdyr[x(t),y(t),z(t) we A(t)]. Getirilen denlemelerin
kémegi bilen nokadyn sfera boyunca hereketinin kanunyny we
sapagyn dartuw glyjuni tapmak bolar. Serdilydn meselede hereketin
denlemesinden gelip ¢ykmayan kesgitli sertlere nokadyn yagdayy we
tizligi kanagatlandyryar. Bu jahtden material nokat erkin dél,ona
baglansyk goyulypdyr diyilyér.
Baglansyk hakynda distnje.

Eger nokadyn hereketi nokada tésir edyan glyc bilen we onun
baslangy¢ yagdayy bilen kesgitlenyén bolsa, onda bu nokada erkin
material nokat diyilyar. Erkin material nokatlardan diiziilen mehaniki
ulgama erkin mehaniki ulgam diyilyar. Material nokadyn hereketi
nokada tasir edyan guyje we baglangyg serte bagly bolman géklenen

......

......

ailadyan denlemd baglansyk denlemesi dlyllyar Baglansyk
denlemesi 6ziinde mehaniki ulgamyn nokatlarynyn koordinatalaryny,
tizliklerini, tizlenmelerini we wagty saklap biler. Baglansygy amala
asyryan jisimini nokada tasir edyan guyjine baglansyk reaksiyasy
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SzTL(q,q,t ) dt (5.32)

integral mimkin bolan in kigi baha eye bolar yaly hereket edyér. Bu
yerde funksiya berlen ulgam (cin LagranZyn funksiyasy diyilyar.
Integrala bolsa tasir integraly diyilyar. Ulgamy suratlandyryan nokat
S tésirin bahasy minimal bolan egri boyunca hereket edyar diyilyér.
In kici tasir prinsipinden hem Lagranzyn ikinji tertipli
denlemesini alyp bolyar. In Kici tasir prinsipini asakdaky sertde
anladyp bolar.
t,
5S=6 j L(qt) dt=0 (5.33)

ty
. . . s oL
ya-da stasionar yagday (gin (8_t: j
0 L oL
6S= — 569 |dt=0 5.34
I ( Sa+7254 j (534

. d . - .
o q:ﬂ o g-ni belldp dyrnagyn icindéki agzalaryn

ikinjisini bolekleyin usul bilen integrirlélin.

t2
S =stdt- jﬂa—Laqd
s oo, (e,
8q dt dt 8q dt 8q
:— y T = — ’19:
5q dt dt5q %
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Energiyanyi integraly bolsa
E, =T +U =%>‘<2(1+ a’k? cos” kx) + mgasin kxcos

Umumylasdyrylan koordinatalar
Ulgamyn doly yagdayyny hésiyetlendiryén islendik s sany
J1,92,---,0s Ululyklara ulg amyn umumylasdyrylan koordinatalary,

olarynn q énimlerine umumylasdyrylan tizlikleri diyilyar.

Umumylasdyrylan koordinatalaryn bahasynyn berilmegi
ulgamyn wagtyn islendik pursatyndaky yagdayyny onlinden aytmaga
mimkingilik bermeydr. Ulgam koordinatalaryn berlen bahasynda
erkin tizliklere we tizliklere baglylykda yagdaylara eye bolup bilyér.
Hemme koordinatalaryn we tizlikleriin bir wagtda berilmegi ulgamyn
yagdayyny doly kesgitleyar we ulgamyn indiki hereketini éniinden
aytmaga mimkingilik berydr. Matematikanyn nukday nazaryndan
wagtyn k&bir pursatynda hemme koordinatalaryn we tizliklerin
berilmegi sol pursatdaky tizlenmanin kesgitlenyandigini anladyar.

Tizlenméni koordinatalar we tizlikler bilen baglanysdyryan
gatnasyga hereketin denilemesi diyilyar. Bu denleme q(t) funksiya
gora 2-nji  tertipli differensial denlemedir. Bu denleméni
integrirlemek bilen mehaniki ulgamyn trayektoriyasyny kesgitleyaris.

In Kigi tasir prinsipi.

Mehanikanyn esasyna Nyitonyn kanunlaryna gerek in Kici
tésir (hereket) prinsipini goyup hem bolar. Ol prinsipe Irland
matematigi Gamiltonyn hormatyna  Gamiltonyni prinsipi hem
diyilyar. Ol prinsipe goré her bir mihaniki ulgam kesgitli
L(ql,qz,...qs,ql,qz,...,qs,t) funksiya bilen hasiyetlendirilyar.
Seyle hem ulgam wagtyii t=t; we t=t, momentlerinde q®* @
koordinatalar toplumynyn bahalary bilen hésiyetlendirilyan kesgitli
yagdaylary eyeleyar; seyle hem ulgam sol iki yagdaylaryn arasynda

121

......

klnematlc caklendirme goyup biler. Geometrik hasiyetli baglansyga
1) nokat 6zilnin hereketinde berlen Usti ya-da egrini taslap gidip
bilmeyar.

2) Iki A we B bolejik(nokat) gaty, agramsyz | uzynlykly sterjen bilen
biri-birine baglanan. Bu yagdayda ¢éklendirme

(XA_XB)2+(yA_yB)2+(ZA_ZB)2:|2 (5.4)
denleme gdrnisinde yazylyp bilner.
3) Iki bolejik agramsyz | uzynlykly sapak bilen baglansykly. Beyle
baglansygyn analitik annlatmasy

(XA_XB)2+(yA_yB)2+(ZA_ZB)2:|2 (5-5)
(4) Absolyut gaty jisim(bdlejikleri 1-nji baglansyga boyun egyan)

Geometrik seyle hem kinematik baglansyga mysal bddr-
sidlr Ostde typman tigirlenydn sar bolup biler. Bu mysalda
kinematik c¢éklendirme Uste galtasyan nokatda nokadyn tizliginin
nola den bolmagy.

Geometrik hésiyetli baglansygy

f(r,...r,t)=0 (5.6)

denleme bilen anladyp bolar.
Baglansygyn gornusleri:
1.Denlemesini hemme wagt 6-njy gornlse getirip bolyan baglansyga
golonom ya-da integrirlenyan baglansyk diyilyér. Bu yerde f dine
nokatlaryn koordinatalaryn we wagtyn funksiyasydyr. Bu
baglansyklar ulgamyn nokatlarynyn dine bir yagdayyna dél-de,
eysem tizligine we tizlenmesine hem ¢ak goyyar. 6-njy denileméni
wagta goré diferensirlép tizlige goyulyan ¢éklendirmani alarys.

a i(v W+ 9 o (5.7)
o

(7)-njyny wagta gora diferensirlap nokadyn tizlenmesine goylan
(;aklendirmani alarys.

Z(v )w@[ } dt(?f) 0o 69
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Golonom baglansygynyn hasyetli tarapy tizlige we tizlenmé goylan
caklendirmanin  nokadyn yagdayyna goylan  c¢éklendirma
syrykdyrylmagydyr. Basgaca (7) we (8) denlemelerin integrirlenmek
mumkingiligidir.

Eger baglansyk denlemesi wagta aydyn bagly bolmasa, onda
baglansyga stasionar baglansyk diyilyér we tersine wagta bagly bolsa
stasionar dal baglansyk diyilyar.Seylelikde golonom E’;\glanysykly
erksiz ulgamyn mehenikasynyn esasy meselesi berlen Fi glyclerin

we golonom baglansygyn K denlemelerin kdmegi bilen ulgamyn
hereketinin kanunyny we baglansyk reaksiyasyny tapmakdan
ybaratdyr. Bu mesele hereketin we baglansygyn

mi=F +R (i=12,..,N) (5.9)

f (F,t)=0(ax=12,.k)
denlemelerinin bilelikdéki ¢cozgldine syrykdyrylyar. 9-njy ulgam 6
N nabelli  funksyyalary(F,(t) we Iii (t) wektorlaryn koordinat
oklaryna ugrukmalary) 6ziinde saklayar. Her bir golonom baglansyk
ulgamyn erkinlik derejesini bir birlige kemeldyéar. Eger k baglangyk
bar bolsa onda ulgamyn erkinlik derejesi 3N-k dendir.
Baglansyk ulgamyn bolejiklerine R guyc bilen tésir edyér. Ol guyje
reaksiya diyilyar. Surtilmesiz baglansyga ideal baglansyk diyilyér.
Eger ideal baglansyk stasionar bolsa, onda baglansyk reaksiyasy R
bdlejigin mumkin bolan elementar orun Gytgetmesinii ugruna hemise
perpendikulyar bolyar. Sonun (gin ideal,stasionar baglansyk
reaksiyasy ulgamyn ustlinde is etmeyar.

dA=>"Ridx =0 (5.10)
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m, (. .
Kinetik energiya tigin alarys: T, = 71<X21 + Y12>:
m : .2 . m 2.
71(I 219,° cos® @, +1%2¢,7 sin ,) +71I12go12

m, (. . m . . ..
T,= 72<X22 + yzz ): 72<I12(012 + IZZ(DZZ +2,1,0,0, COS(% —Q, ))
Seylelikde gutarnykly alarys
L=T,+T,-U =%m1|1(,i)12 +

m . .
-y 1267 1,20, + 2UL00, coslo, ~ 9,)|+U =

m, +m,
2
(m, +m,)gl, cosg, + m,l, cose,

) m ) ..
|12§012 + 72 |22§022 +m,l e, COS(% - §02)+

Mysal: m massaly nokat Y = aSinKXendigan egri boyunca

hereket edip bilyér. x ok gorizontal, y ok wertikal bilen a burg
emele getirydr. LagranZzyn funksiyasyny we nokadyn energiya
integralyny tapmaly.

Cézgudi: y=asinkx, y=akxcoskx, y?=a’k’x’cos’kx,
T= %(x2 +y?)= %(x2 +a%k*%? cos” kx) T =%>‘<2(1+ a’k? cos? kx)
U = —mgr = mgy cos o == mgasin kx cos«

L:mxz(l+ a’k? cos? kx)— _
2 L = —mga sin kx cos a
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giye tgin
1 .
D=— X, X’ (5.30)
F-(d): oD
' ox,
Onda

d[aL\ oL, D (5.31)

dtox, ) ox, ox,
Mysal: Ikeldilen tekiz mayatnik (cin Lagranzyn funksiyasyny
yazmaly.
COzgudi: Umumylasdyrylan koordinatalar hokmiinde |1 we |2
uzynlykly sapaklaryn wertikaldan gysarmalary bolan @ we

@, burclary alalyn. y oky 1-nji mayatnigin asma nokadyndan
wertikal yokaryk, x oky bolsa yrgyldynyn tekizliginde yerlesdirelif.
m, nokat Ugin yazarys

X =lsing, vy, =-lcosp
M, nokat Ggin

X, =l sing, +1,sing, y, =—, cosg -1, cose,
M, nokat iigin potensial energiya U, =-m,gl, cosg,

M, nokat tigin U, =—m,gl, cose,
Umumy M, + M, massa iicin
(m, +m, )gl, cosg,
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§19. Dalamberii prinsipi

Goy M erksiz hereket edyan material nokat. P nokada tasir
edyan berlen gliyc we R baglansyk reaksiasy. P we R glycleri
gosup defitasirediji  F glyji alarys. Dinamikanys ikinji esasy
kanunyna layyklykda F giiyc M nokadyii @ tizlenmesiniii ugruna
ugrukdyrylandyr we moduly boyynca me —& dendir.

Wagtyii berlen pursatynda M nokada F giyje moduly
boyunca den ugry boyuncga garsylykly giyc goyulypdyr diyip g6z
onune getirelin. Bu giyje inersia glyji diyilyar we

F"=-m& (5.11)
formula bilen kesgitlenyar. Onda yazyp bileris:
F=-F" (5.12) yada F+F"=0

Seylelikde material nokadyn hereketinin her bir berlen pursatynda
Pgiiyc, baglansyk reaksiyasy R we inersia glyji F" 6z-ara
denagramlasyarlar. Material nokat tcin Dalamberin prinsipi sundan
ybarat. Material nokatlaryn ulgamy tg¢in Dalamberin prinsipi

P+R +F"=0  (k=1,2..,n) (5.13)
gornlse eyedir.

820. Lagranzyn 1-nji tertipli denlemesi.

Material nokadyn herekedinin denilemesi
mi=F +R (5.14)

gornuse eyedir. Bu yerde ﬁ-baglanysyk reaksyyasy . Eger
bagylanysyk golonom we ideal bolsa , onda ideal , golonom

baglanysygyn reaksyyasy R bilen fa funksyyanyn
(f (r,t) =0)arasynda asakdaky gatnasyk bardyr .

K
D[R =D 4,V;f,16r =0 bu yerden
a=1
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R=>12Y 1 (i=12.N) (5.15)

/la -wagtyn funksiyasy bolan nébelli kopeldiji .Onda 3-njini (1)-jide
yerine goyup alarys.

f(r,.., N,t) O(ax =1,2..K)
5.16-njy denlemd Lagranzyn birinji tertipli denilemesi diyilyar.Bu
yerde |fI ri ,Vi we t-in berlen funksiyalary. Bu denlemelerdaki
hemme radius-wektorlar ri(t) we Lagranzyn koOpeldijileri A (t)

nébellilerdir. Denlemelerin sany we nébelli ululyklaryn sany gabat
gelyar we 3N+K —den.

Baglansyk reaksiyasy 5.16-njy denleménin ¢6zgudi netijesinde
kesgitlenyar. Seylelikge, baglansyk reaksiyasy berlen guyclere bagly
bolyar. Berlen Fi glyclere  kopleng aktiw glycler diyilyar.

Baglansyk reaksiyalaryna bolsa passiw guycler diyilyér.

Impulsyn kinetik momentiniii we energiyanyn Uytgeme kanunlaryny
(baglansyk barka) Lagranzyn birinji tertipli denlemesinden alyp
bolar.

M =[rp] impulsyit momenti. j — d [rp] Sebabi [rp] 0
ap _
dt

[_p:[ F|=L-guyjui momenti. Onda M =L Seylelikde

P=F"+R" (5

-0 _F

N
Buyerde R® = Z R, -e dasarky baglansygyn reaksiyasynyi jemi
M=L"+L, (5.17)
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Ozara tasir edisyan nokatlar Ggin Lagranzyn funksiyasy

my/. . .
L= E(XZ +y°+ 22)—U (X;) gsrise eyedir.

Lagranzyn funksiyasyndan tizlige géra hususy 6ntim alalyn

oL m
. i 24
a Xi 1 (5 )
3-njini wagta gora differensirlap alarys.
L2, x )= (5.25)
dtlox,)dt " '
Lagranzyn funksiyasynyn x; —& gora hususy 6nimi
oL o U
—_— (5.26)
oX; 0 X
1-njini, we 4-njini gdz o6nlnde tutup denleméani asakdaky yaly
yazarys.
d (oL aL:ﬁj (5.27)
dtlox,; ) 0x,

6-njy denlemd dekart koordinatalar ulgamdaky Lagranzyn Il-nji
tertipli denlemesi diyilyér. Egerde ulgamda dine potensial guycler
t&sir edyan bolsa

dot oL =0 (5.28)
dt{ox, ) ox, '
Umumylasdyrlar koordinatalrda bu denleme
d|2 -L oL =0 (5.29)
dtloqgq, ) 0q,

gornlse eyedir.
Dissipatiw giiyc F; Releyin dissipatiw funksiyasynyi sti bilen
hem anladylyp bilner.Mysal (gin

Y=k
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U=U(x,,X,,...,X,,t) funksiya ulgamyn potensialy diyilyar.
Eger U funksiya wagta anyk bagly bolmasa onda ona ulgamyn
potensial energiyasy diyilyar.

g__oU (5.22)
'ox

glyje potensial glyc diyilydr. Stasionar potensial guyje
konserwatiw guyc diyilydr. Konserwatiw glclerin tésir edyan
ulgamyna konserwatiw ulgam diyilyar.

Eger ulgamyn bdlesiklerine tésir edyan glyclerin bir bolegi
potensial, beyleki bir bélegi bolsa potensial dal bolsa Nyltonyn
ilkinji kanuny asakdaky gornlsde yazylyar.

ouU _.

m % =———+F, (i=1,....n) (5.23)

Bu yerde F* —potensial dal glyjun duzdjisi

Mehaniki ulgamyn hereketinin kanunynyn has umumy anlatmasy
in kici tasir prinsipi diyilyan prinsip bilen berilydr. Bu prinsipe
Gamiltonyn prinsipi hem diyilydr. Bu prinsipe gérd her bir
mehaniki ulgam Lagranzyii funksiyasy diyilyan L(x;, ., t)
kesgitli funksiya bilen héasiyetlendirilyér.

Erkin hereket edyan material nokat tcin LagranZyn unksiyasy

. 2

mx;
L= T dekart koordinatalarda

my. .
L= E(XZ + y2 + 22), silindrik ~ koordinatalarda

L= %(r‘2 +r2p° + 22), sferik koordinatalarda

L :%(rz +120% +1sin? 0g? )
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bu yerde [ :Z[rﬁei] dasarky basglansygyn reaksiyasynyn

jemi.
Energiyanyn dytgeme kanuny
. Uf S SN
_ d 5.18
E=— +Z‘E Vi+ZRIVi (5.18)

ﬁi = ﬁi” + R’ -igki we dasky baglansyk reaksiyasynyii jemi. 5-

aaf; dt=0(a =1.2,...K) (5.19)

njini we Zvi f dr+

g6z onlnde tutup

VRV =S4 [ ) o |
ZRiVi :Z’%(Z(Vi fa)\/i}—z/taa (5.20)

i=1

7-nji asakdaky gornusde yazmaga mimkingilik beryar.

. U e O, O
E=——+Y FV-» 1, —= (5.21)

Mysal: Material nokat gorizont bilen o bur¢c emele getiryan
yylmanak tekizlik boyunca agyrlyk meydanyn tésirinde hereket
edyar.Nokadyn hereket kanunyny we tekizligin reaksiyasyny
tapmaly.

Baglansyk denlemesini
f=xtga+2=0
(1)
gbrnusde yazyp bolar. Lagranzyn 1-nji tertipli denlemesini
mysalymyz Ucin ginislikdéki dekart koordinatalarda yazalyn.
mX = Af; = AMtga
)
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my =0 (3)
mZ =-mg + Af, =-mg + 4 (4)
Bu yerden

X = itgoc (5)
m
Baglansyk denlemesini iki gezek wagta gora differensirléalin
Xtga+72=0
5-njiden tizlenmelerin bahalaryny goyup alarys

itgzoz -g +£=0 ya-da
m m

Mg’a-mg+A=0 A(tgza +1)= mg
mg
tg’a +1
2-nji, 3-nji we 4-nji denlemelerden alarys

buyerden A= =mgcos’a  (6)

mX = AMtga = mg cos’ o tga ya-da X = g cos’ a tgor
cos? a tga = cosa sin a denligi g6z éniinde tutup alarys

X=gcosasina dx=gcosasina dt, X:j gcosasina dt,
bu yerde

. 1.
cosasina = Esm 2a -dygyny
. 1 . 1 .
hasaba alyp x = IE gsin 2adt = > gsin2a t+ c,
t=0-da %,=c¢, Onda Xx= % gtsin 2a + X, Bu vyerde

dx = % gtsin 2adt + X, dt
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2

1 . , 1 t° . :
x:.[zgtsm2adt+.|.xodt X:Eg?mn2a+xot+c2, t =0-da
X, =C,.Bu yerden

x=%gtzsin2a+>‘<0t+x0 (7)
y=0, y=Yy,, y:jyodt:y0t+c4, t=0-da c,=y,, onda
alarys

YZYOt+YO (8)

1-nji denlemeden z=-xtga. 7-nji denlemeddki x-yn bahasyny
yerine goyup alarys

z2=—xtga = ( %gtzsin 200+ Xot+ X, fgor =-
. 1 o5 -

(X, + X thger s 2sin ¢ cosa tga =

—(x, +>‘<0t)tga—%gtzsin2a

2 =—(%, + %t hgor —% gt’sin’ )

Indi tekizligin reaksiyasyny tapalyi.
R, = Af,. 6-njydan we 1-njiden peydalanyp yazarys.

R, = mgcos® a tga = mgsin o cosa
R, = Af/ =0
R, = Af) = mgcos® «

821. Lagranzyn 2-nji tertipli derlemesi.
LagranZzyn funksyyasy. Lagranzyn 2-nji tertipli denlemesi.

Umumylasdyrylan koordinatolardaky Lagranzyn denlemesi.
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V1 bap.Cyzykly yrgyldylar.
§22. Bir 6lgegli hususy yrgyldy.

Goy m massasy M nokat F ¢ekis glyjun tasirinden gonucyzykly
hereket edyén bolsun(32-nji surat).

. F U

X

32-nji surat
F glyjun moduly M nokadyn O merkezden uzaklygyna proporsional
bolsun.

F=-KxOM (6.1)
Bu yerde K-proporsionallyk koeffisiyenti. Nokadyn hereketinin
kanunyny tapmak talap edilyar.

Eger M nokadyn gonlgyzykly trayektoriyasyny x oka derek
kabul etsek, kordinatanyn baslangyjy deregine gozganmayan O
nokady alsak, M nokadyn absissasyny x bilen belldp, F glyjiun x oka
bolan proeksiyasyny Fy bilen belldp alarys.

Fx=-KXx (6.2)
Nyutonyi ikinji kanunyndan
d’x
m——=-Kx 6.3
Denligin iki tarapyny m-e b6lip
dx_ K, (6.4)
dt? m '

2 2
K 2 . d X 2 X 2
— =®* bilen belldp alarys ——= = —® X ya-da +w°x=0
m palanys 4t y dt?

X+w°x=0 (6.5)
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u yerde -

6.5-nji denlemdmiz 2-nji derejeli, erkin agzasyz, hemiselik
koeffisiyentli cyzykly  differensial denlemedir.Differensial
denlemelerin nazaryerinden belli bolsy yaly bu denileménin umumy
integraly

x = asin(wt + o ) (6.6)

gornlsde anladylyar.Bu yerde A we A erkin hemiselik ululyklar.
Bu denleme garmoniki yrgyldynyn denlemesidir. a ululyga

yrgyldynyi amplitudasy, (a)t + 05) ululyga yrgyldynyn fazasy,

------

O ululyga bolsa urgyldynyii baslangy¢ fazasy diyilyar(t=0
wagtdaky fazanyn bahasy).
Garmoniki yrgyldyda nokadyn tizligi

9 = % = awcos(mt + ) (6.7)

dx
formula bilen kesgitlenyar. E -nin alamaty nokadyn x oky

boyunca haysy tarapa hereket edyandigini gorkezyar.
Yrgyldynyn  amplitudasy we baslangyc fazasy hereketin
baslangyc sertleri bilen kesgitlenyér.

Goy, wagtyn baslangyc pursatynda M nokat X, yagdaya eye

bolsun (t=0), tizligi bolsa 190 bolsun. 6-njydan we 7-njiden alarys.

X, =asina we 9, =awcosa

bu yerden

2
0

2 .2

Xo
2 a‘ow

x; =a’sin’a; 9, =a’w’ cos® a;—% =sin® a;
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=Cc0s’ a

2
Eger Ziz<1 (material nokadyn hereket edyan sredanyn
(0]

garsylygy uly bolmasa, onda n << w -dan) bolsa, onda v, hakyky
baha eyedir.
Indi v, we v,-nin bahalaryny ikinji dniimde yerine goyup alarys.

2 2
f"(v,)= 4(212 —1} <0 (sebabi Ziz <1 bolsa) we
0] (0]

2 2 2 2 ) )
t'(v,)= 4{3(1—%}“%} - 4{3—6“—2—1+ 2“_2} - 4{2_4%} - 8{1_%} 50

[0 [0

Bu yerden (f"(v,)<0) v =0 bolanda f(v) maksimuma yetyar.

Amplituda bolsa (b) minimum. [v _ E _0,p= oj o — dasary

guycleri v = v, bolanda, yagny p =+v@?-2n* f(v) minimum
bolsa, onda b maksimum.

\/(1—v22)2+4nz\/22 Zn\/ -
(0}
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Bu yerde p =0 hasap edip b =L2 alarys. Lz-dy bo bilen, B-ny 1%
w w w

bilen bellap 6.36-njy denlemani tdzece yazarys.
b= b,

Javp e

(0]

(6.37)

Bu yerden ﬂ-nyﬁ berlen bahasynda b ululyk v -in funksiyasydyr.
(0]

Indi v-in haysy bahalarynda b-ii maksimum we minimum
bahalary alyandygyny gorelin. Sonun (cgin kokin asagyndaky
aillatmany (funksiyany) f(v) bilen bell&lin.

flv)= v} 2

Bu funksiyanyn 1-nji we 2-nji 6niimi

!

2 2 2
f’(v):(l+v4—2v2+4izv2J :4v3—4v+8nzv :4v( —l+2ij

(0] (0]

2
f"(v)= 4(3\/2 —1+212j gérniisde aiiladylyar.
w

2
1-nji 6nimi nola denlap v(v —1+21J 0 denlemani alarys. Bu

denlemanin kokleri v, =0 we v, = 1/ ( v, —l+—=

2n? 2n®
V22=1—? = V, = 1-— a)z )

137

2 2 2
: X 9 1 9
sina+cos’a=1=—"+——=—| X +—
a w a

2 2 2,2 .2 2 2
9 sin‘a _ Xpa'w X5
a’ =x;+—25a=qx; +—>tg’a = = ="
) cos’a  a’Y 9;
2 .2

X;w® X
tga = [2— =2 6.8
% 9V, e

Yrgyldynyn doly periodyny (T) tapalyn. Sinusyn ya-da
kosinusyn periody 2 7 -e den bolany Ugin T wagt gegeninden son
yrgyldynyn fazasy 27T -e kopelyar. Onda

2w
a)(t +T)+0£ —(a)t +0£)= 27 bu yerden T =; ya-da @ -

nin bahasyny goyup alarys

T_Z \/7 (6.9)

Yrgyldynyn periody herekerin baslangy¢ sertine bagly dal.

27
CO=? ululyga 27 -sekuntdaky doly yrgyldylaryn sany

......

peydalanyp (6.6) denligi basgarak gornlsde hem yazyp bolar.
X =asinwtcosa +acoswtsin a

bu yerde aCOSax = A:  asina=B alarys. 5-nji denleménin
hususy ¢ozgutleri X, = Cosat; X, =sin mt

x = Asinot + Bcoswt  onda X =AX +BX, asina =X,

126



awcosa =9, dygyny goz diiinde tutup Azﬁ B =X, Onda
(0]

9, .
x =—2sinwt + X, coswt Eger 9,=0 bolsa X=X, COSwt

®
B ) 2 ) 2
é:COSa — =S8N cosza:A— SII’lzoc:—2
a a a’ a
A? B? 1
—+—=1="(A*+B%)=1 a’ = A? + BZ:
SO S
a—= A2 82 SanC:t :B'a:E
Cosa a- A

Birinji derejeli erkinlige eye bolan ulgamyn yrgyldyly
hereketine Lagranzyn usulynda seredelin. Durnukly denagramlylyk
yagdayynda ulgam i1 Kici (minimum) poten- sial energiya (U (q))
eyedir. Ulgamyn sol yagdaydan gysarmagy ulgamy 6nki yagdayyna

getirmége ymtylyan —% glyjin yuze gykmagyna getiryar.
Potensial energiyanyn Gytgemegini asakdaky yaly yazarys.
U(@-U () = 5(a-0,) (6.10)
Bu yerde K *U{(q) =0, g =, -daky U(q) -y ikinji oniimi.
X=0q-0, we U(Q,) =0 diyip alarys.

2
U(x) = % (6.11)
Ulgamy kinetik energiyasy %a(q)q2 = %a(q)x2 (6.12)

a(qo) = M diyip Laranzyn funksiyasy Ugin alarys.
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—bp?sin( pt + B) + 2nbpcos(pt + B) + w’bsin( pt + B) = hsin pt
pt+ B =0 diyip alarys.
b(ew® — p?)sin @+ 2nbpcosé = hsin(d — B) ya-da
b(ew® — p?)sin @ + 2nbp cosd = hsin Hcos B — hsin B cosd

denligin sag we ¢ep tarapyndaky koeffisientleri den bolmaly. Onda

hcosf = b(w® - p®), hsin B =-2nbp = h*cos® B =b*(w* - p?)?,
h*sin? B = 4n’b*p?
(cos’ B +sin? B)h? = bzl(a)z -~ pz)2 +4n° pZJ
Bu denlemelerden taparys.
h 2np

\/(a)z—pz)z+4n2p2 w-p
Seylelikde umumy ¢ozglit.
x = ae "sin(mt + ) + bsin( pt + B) (6.35)

6.35-nji denligin sag tarapynyn 1-nji agzasy sonyan yrgyldyny
, .. 2r . ,
suratlandyryar. 2-nji agzasy bolsa — periodly we p yygylykly
p

garmonik yrgyldyny anladyar. Bu yrgyldylara mejbury yrgyldylar
sonyén yrgyldynyn grafigi bilen garmonik yrgyldynyafigini gosmak
arkaly gurup bolar. Mejbury yrgyldylaryn amplitudasynyn (b) (yarym
geriminin) bu yrgyldylaryn yygylygyna (p) baglylykda Uytgeysine
seredelin.

6.34-nji denlemdnin sag tarapynyn sanawjysyny hem-de
maydalawjysyny o -a boleli.

h

b= o’ (6.36)

602 604
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guyc tasir edyar diyelin. Sol glyjln x oka bolan proyeksiyasy wagta
goré sinuslar kanuny boyunga uytgeyar diyelin, yagny
F/,=H -sin pt (6.30)
. S . k u. H .
mX =—-kx—ux+F = X=—-—X-—X+—sinpt =
m m m

X‘+£x+ﬁ>‘< :Esin pt
m m m
Bu yerde H we p — kabir hemiselik berlen sanlar. Bu yagdayda

nokadyn hereketinin differensial denlemesi

X+ 2nX + w*x = hsin( pt) (6.31)
Bu yerde h = E * =5, on=£ 6.31-nji denleme sag tarapy
m m m

noldan tapawutly, hemiselik koeffisiyentli, ikinji tertipli ¢yzykly
differensial denlemedir. Cyzykly differensial denilemesinin
nazatyetinden 6.31-nji denllemamizii umumy ¢6zgudini

X=X+X (6.32)
gornusde diyip bolar.
Bu yerde x, berlen denlemanin haysy hem bolsa bir hususy ¢6zgidi,
X, bolsa sag agzasyz deileméanin umumy ¢ozgudi
(X+2n%+w*x=0).
x, =ae " -sin(at +a) umumy ¢ozgidi biz bilyaris. Bu yerde

o, =V’ -n®,awe o erkin hemiselikler.
Seylelikde 6.31-nji differensial defilemani integrirlemeklik onun
hususy x, ¢Ozgudini tapmaga syrykdyrylyar (X,).

X, = bsin( pt + S) (6.33)
diyip hasap edelin.Bu yerde B we b k&bir hemiselik ululyklar.Bu

yerden alarys
2

% =bpcos(pt + ), ddt)zz = —bp?sin( pt + B).

X,-in, X, we X,-yn bahalaryny 6.31-nji denilemede goyup alarys.
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mx®  kx? oL . dfoL
L:——— / _:mX | — | =
> 5 (5.3) bu yerde o ’dt[@x) mx
%:—kx,
OX
mX =—-kx = mX+kx=0 = X+£X:0
m
— X+ w*X =0 (11) bu yerde wz\/% (6.13)

cyzkly differensial denlemesinin (11) umumy ¢6zgudi
X = C,COSmt +C,Sinwt (13) ya-da X = aC0S(wt + cx)

. _ [2 2 G
(14) buyerde @ = 4/C; +C; , COSQ = ===
V& TG

. C C .
sina = ———%— ya-da tga = ——= basgaca X = asin(wt + «)
\C+c? c

1

a — ululyga amplituda diyilydr; o - garmoniki yrgyldynyn yygylygy
diyilydr, wt+oa - ululyga yrgyldynyn fazasy diyilyar; t=0
wagtdaky o -nyn bahasyna fazanyn baslangyc bahasy diyilyar.
Seylelik-de durnukly denagramlylygyn téwereginde (yakynynda)
sistema garmoniki yrgyldy edyéar. Yrgyldysy hereketin yygylygy o
dursuna sistemanyn hésiyeti bilen kesgitlenyar.
Kici yrgyldy edyan sistemanyn energiyasy
mx> k> m,., 5.,

E=T,+U, 5 + 5 2(x +®°X") (6.15)
14-njini g6z 6ninde tutup alarys:

(x = —asin(ot + a) -0 < X* = a’w’sin’*(ot + a))

ma’w?

m .
E= E{azao2 sin?(at + o) + a%w* cos’ (et +ar) | =
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. 1
Yagny E= Emaza)2 (6.16)

Garmoniki yrgyldylar dwrenilinende olary, gosmaca, duzujilere
dargatmaly bolyar hem-de has cylsyrymly denlemeleri ¢dozmeli
bolyar. Sol meseleleri ¢ozmeklik kompleks sanlaryn nazaryyeti
ulanylanda has ansatlagyar. Seredilen garmoniki yrgyldynyn
anlatmasynyn (14) kompleks formasy asakdaky yaly yazylyar:

X = ae'**) (6.17)

Yrgyldayan sistemanyn koordinatasynyn wagta baglylygyny
kompleks anlatmanyn maddy boéleginin Usti bilen anlatmak kopleng
amatly bolyar.

X:Re{Ae'”t} buyerde A=ag” (6.18)
Kompleks amplituda

Mysala yizlenelin:

1. Yrgyldynyn amplitudasyny we baslangyc fazasyny baslangyc

koordinatanyn (Xo) we tizligin (190) usti bilen anlatmaly.
X=C, Ccoswt + C,Sinwt hacanda t=0 bolanda X, = C, sebébi,
coswt =1sinwt=0.

X_,=CSinwt-w+c,cosmt-t=c, o seylelikde & = Xp :

8§
o
& 3
a=,|X +—; tga=——>
® - X,

X+o° - X=0 deilemanii hususy ¢ézgitleri X; = C, COSat |
X, =C,Sinawt .

Bize belli bolan (differensial ¢yzykly denlemelerin) hésiyetleerine
gOréd umumy ¢ozglt hususy ¢ozgutlerin ¢yzykly kombinasiyalarydyr.

129

tg(w1t+05)=%; @ =arctg%—a; a)lt+a:arctg%;
1
ot = arctgﬂ—a; t =—(arctgﬂ—a); (6.29)
n , n

arktangensin yzygiderli bahalary biri-birinden 7 ululyga

tapawutanyarlar. Onda t-nin bahalary biri-birinden ” paha
w,

tapawutlanyarlar.

T

0,
V4 T T 27
L=tLL+—=t,+—+—=1 +—;
w, o, ,

10-njy denlemede yzygiderli t-nin bahalaryny goyup alarys.

X, =ae " sin(wt, +a); X, =ae " sin(wt, +a);

—n(t1+£) n*

X, =€  “sin(ot, +a+rx)=— “X
T
Mo o™z
€ =€ ululyga sényan yrgyldynyi dekrementi diyilyar.

......

§24. Mejbury yrgyldy.

Material nokada beyleki glycler (gursawyn garsylygy, x
aralyga proporsional giiyc) bilen bir hatarda periodik Uiytgeyan F’
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L :% = ae " [w, cos(m,t + a) —nsin(at + )] (6.28)

a we a ululyklar baslangy¢ X, we Uq ululyklar bilen kesgitlenyar.
t=0 diyip, 10-njy we 11-nji denlemelerden alarys.

X, =asina we v, = a(w, COSa —Nsin @) = aw, COSa — NX,,
ya-da

. v, +NX,
asina = X, atosSa = bu yerden
W,

2

. + nX

a’sin’o = xZ; a? cos? o = o o) > o).
w,

2 2
X v, + NX
_(;; cos? o :(02—0)-
a a
X L (v +nx,)? 1

=+ )
a’ a’w? a’ "’ w?

2 v, + NX.)?
azz(xz+(Uo+r2]Xo) ) a\/x§+( 0 o)

sina =

2
)

1- »  (vy +nX,)?

0 2
@)

2A~2 2
tq2g = Xo@" . tga:M-
ga= 2? +NX,
a“ (v, +nx,) ) 0

A e ey

in uly gysarmasyna baryandygyny tapalyn. Nokadyn tizligini nula
denlap, alarys.

o, cos(at +a) —nsin(ot+a) =0 ya-da
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X = ¢, Sinwt + C, cos wt

C1 we C2 hemiselikleri baslangyc sertlerden kesgitlap bolar. t=0

bolanda X = X, X :‘90 onda C; = %, C, :ZO.

e 9 . : C
Sonuf tiginem x = Z2sin wt + x, coswt = X = C,(Sin ot + -2 coswt)
® C,

C
yazalyi. C_2 =199 diyip hasap edip
1

. C
X = ¢ (coswt +tgssinwt) = 16 cos(wt — &) = /¢’ + ¢ cos ot
cos

2 | 2
4/ € +C, =a diyip alarys.

X =acos(wt — )

Buyerde @ we O tize erkin hemiselikler.

§23. Togtayan yrgyldy.

Goy, material nokat F dartuw glyjun  tasirinden
gozganmayan O nokada tarap x ok boyunga gonucyzykly hereket
edyadn bolsun. O nokady koordinatalar sistemasynyn baslangyjy

deregine alarys. Sredanyn R garsylygyny tizlige proporsional hasap
edyaris. Bu guy¢c mydama tizligin garsysyna ugrukdyrylandyr. Onda

R=-uv (6.18)
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diyip yazarys. Bu yerde M -proporsionallyk koeffisiyenti.
Seylelikde, bu glyjin x oka ugrukmasy
dx

_ _,Ox 6.19
R.=-up,= o (6.19)

bolar. F glyjin x oka ugrukmasy — KX . Onda nokadys hereketinii
differensial denlemesi

d X _ dx
dt —KX— #E (6.20)
bolar. Defilemaniti iki tarapyny hem m-e bolip we £ — ;2. £=2n
m
bellikleri girizip alarys:
d’x 5
@ X= na ya-da
d?®x ax
e +2na+a)2x:0 (6.21)

Bu denleméni integrirlemek Ggin Gytgeyan ululyklary calysmak
usulyndan peydalanalyn.
—nt
X=_¢e (6.22)
bu yerde 5 - téze Uytgeyan ululyk. Bu ululygy t wagta goré
differensirlédp alarys.

' dx —ntd_é_ -nt __ .-nt d_é_
X=— m =e it née " =e (dt né) (6.23)
we
2 2
:d ;(:d fe_n _nd_é _ne—ntd_§+n2§e—nt:
dt dt dt dt
_ dzé dé
e ™ —2n—+n
(dt2 dt <)
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x funksiyanyn we onun oOnidmlerinin bahasyny 4-nji denlemede
yerine goyup alarys.

0% dé ot A€ _
nt _2 2 2 nt _ 2 nt —
e (—dt2 n—dt +n°&E) +2ne (—dt né)+wée 0

e ™™ kopeldija bolip alarys.

d°& dé dé 2 2
—2Nn—=+n“E+2n—>-2n“& + =0
dt? dt g dt st

d2
dtf +(w®-n*)E=0 (6.24)

2 2 2
Goy, @ >N, onda @ —N =@ hasaplap 7-nji detilemani
asakdaky gornlse getireris.

d?&

e wlE=0 (6.25)
8-nji denleme garmoniki yrgyldynyn differensial
denlemesidir.(gecen paragrafda seredilen). Sonky denlemani
integrirlap alarys.

& =asin(ot + ) (6.26)
Onda
X =asin(ot+a)e™ (6.27)

Bu denleme onki garmoniki yrgyldynyn denlemesinden e ™
kopeldiji bilen tapawutlanyar.Sonun tg¢inem yrgyldynyn amplitudasy
wagtyn gecmegi bilen kemelyar. Bu hili yrgyldylara sonyén
yrgyldylar diyilyar.

10-njy deﬁlemani wagta gora differensirlap sonyén yrgyldydaky
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V11 bap.Cyzykly dal yrgyldylar.
§25.Hususy yrgyldylar we Krylow—Bogolyubowyii usuly.

Golonom hemiselik baglansyk goylan we berlen hemiselik
glyc tasir edydn bir derejeli sistema seredelin.Sistema durnukly
denagramlylyga eye diyip hasap edyadris.Sistemanyn Kinetik,
potenseal we dissipatiw funksiyalarny denagramlylyk nokadyn
towereginde ikinji tertibe ¢enli dargatmak ¢yzykly denilemé getiryar.

Kop praktiki meselelerde yeterlik uly amplitudaly we tizlikli
yrgyldylary 6wrenmek zerur bolup duryar. Seyle yagdayda
dargatmanyn ¢yzykly dal denlemd getiryan indiki agzalaryny hem
hasap etmeli bolyar.Eger denagramlylyk yagdaydan gysarma we
nokadyn tizligi gaty uly bolmasa, onda alynyan degisli denleme Kici
cyzykly dal yrgyldyny beyan eder.Seyle yrgyldylaryn ayratynlygyny
matematiki mayatnigin mysalynda éwrenelin(33-nji surat).

X
}N

.'Kz.

33-nji surat
Mayatnik “cyzykly” garsylyga eye bolan sredada yerlesen diyip
hasap edelin.Onda mayatnigin Kinetik, potensial energiyesi, hem-de
dissipatiw funksiyasy degislilikde dendir.

2 2
T= m2I .¢° ; U=mgl(l-cosp) ; D= K2I - @? (7.1)
Potensial energiyany durnukly denagramlylyk yagdayynda dérdinji
agza degisli takyklyk alarys.
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cost=1-—+———+... sint=t——+—+—+...
21 41 6 3 5 7
2 4
onda _ ¢ 9 (7.2)
. mgl(z! 4!)
d, oL, oL L (J=1,2,...,8) we
a(_.)_a_:Qj (J )
oq,
., D (i=1,2,...,s
Qr=-P (] )
0q;

denlemeleri peydalanyp seredyén sistemamyz (gin LagranZyn
denlemesini alarys.

2,2 .
L=T-U :ﬂgo —mgl(1-coso); a—%:mlzq);g(ilib
2 B0 dt o
:m|22,3;
P g
op
oL o°
—mgle + mgl—
dp 9P T Mg
oo 3 i
mlzgo+mg|go—mgl%:—k|2go
(1] [ ] . 3
m|2(0+k|2(0+mg|(0:mgl%
kg _g¢°
o+ =""—
O
ya-da
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2
L L] L] a)
P+ 2up+0ip="1¢° (7.3)
bu yerde
2_ 0. k (7.4)
=—, 2 = —
Qo= AT
Eger 3-nji deiillemedaki ¢° —a proporsional ¢yzykly dal agzany goz
onunde
tutmasak cyzykly denlema gelyaris.

P+ 2up+wip=0 (7.5)
w, > p bolonda (4)-deilemani ¢ozgudi
¢ = a6 cos(wt +y,) (7.6)
funksiya bolyar. bu yerde
0> =al — 1 (7.7)

Eger cyzykly dél agzany hem g6z Onunde tutsak we onun

g0z oOnlnde tutsak, onda cyzykly dal yrgyldyny suratlandyryan
¢ozgudi formulasy boyunca ¢yzykly denlemanin ¢dzglidine menzes
¢ ~ acosy (7.8)
gornilsinde diyip giiman etmek bolar,
bu yerde awe y -gyzykly dal yrgyldynyi nabelli ampletudasy we

fazasy.
3

_¢+§0_ -ululyga proporsional we mayatnigin wertikaldan

gysarmasyna bagly umumylasdyrylan  glyjun ululygy c¢yzykly
golaylamanysi guyjiindenkicidir. Ozem ol tapawut mayatnigin
gysarmasy nace uly bolsa songada ulydur.

Seylelikde fazadan wagta gord birinji 6nim ya-da mayatnigin
cyzykly dal yrgyldysynyn yygylygy () cyzykly yrgyldynyi
yygylygyndan kicidir.Ol yrgyldynyn ampletudasyna baglydyr.Sonun
ucinem hususy ¢yzykly dél yrgyldylar Gcin
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v =w(a) (7.9)

baglansyk bar diyip hasap edip bolar. Bu yerde l//(a) -gornisi
umumylasdyrlan guyjun gornisi bilen kesgitlenyan kabelli
funksiyadyr. Cyzykly yakynlasmada matematiki mayatnigin
ampledudasy a =a, e * "kanun boyunca Uytgeyar we a = —pua
denleméni kanagatlandyryar.Sonun tglinem umuman ¢yzykly dal
yrgyldynyn amplitudasynyn wagta gord oOnumi yrgyldynyn
ampletudasynyn funksiyasydyr diyip hasap edyaris.
a=f(a) (7.10)
Cyzykly dal yrgyldylar t¢in “obertonlaryn” bolmagy hésiyetlidir.

Obertonyn bolmagyny denilemesinde ¢yzykly dal agza saklayan
matematiki
mayatnigin mysalynda gorup bileris.
3
a
p*=a’cos’p= i (3cosy +cos3y)

Cyzykly dal kici yrgyldylaryn ayratynlygy—superpozisiya prinsipi
yerine yetenok.Hereketin denlemesinin ¢yzykly déldigi tgin onun
umumy ¢0zgidi hususy ¢ozdutlernin jemine dendir.

we Krylow—Bogolyubowyi usuly. Mejbury yrgyldylar. Rezonans.

Pes, ¢cyzykly dé&l hususy bir 6lcegli

Et+mys=6-Q(&,8) (7.11)

gornusli - denlemesine seredelin.Bu yerde &—¢Q funksiyanyn

denleméni ¢6zmegin usullarynyn biri hem Krylow—Bogolyubowyn
usulydyr. 7-nji denleméani g6z Onlinde tutup 10-njy denlemé&nin
cozgudini

E=a-cosy +e& (a, )+, (a,y) +... (7.12)
hatar gornlsinde goOzleyaris, bu yerde &£ ,&&,amplitudanyn
funksiyasy we fazanyn periodik funksiyasydyr. Oz gezeginde
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amplitudanyn Uytgemegi we yygylyk amplitudanyin bahasyna

we

faza bozulmasyna (0)-& baglydyr.
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hokmiinde alarys.Bu funksiyalary peydalanyp (7.12-njinin we
7.25-n komegi bilen) 7.11-njy denleménin ¢6zgudini taparys:
&=a(t)cosy(t)+eci(a(t), w(t))
Menzes hasaplamany €” takyklyk bilen yerine yetirip  2-nji
yakynlasmadaky c¢ozgudi alyp bolar.
Yeterlik uly wagt interwalynda acy funksiyalaryn birinji
yakynlasmasyna & funksiyanyn nulynyn yakynlasmasy degislidir.
Mejbury,cyzykly dal yrgyldylaryn fiziki  ayratynlygyna
seredelin.Sistema kici, hemiselik dal, wagta gora gormoniki
Uytgeyan eQeoCOSwet  glyc tésir edyar diyip pikir edelin.Sol
glyjun ortaca kuwwatyny kesgitlalin(Vt wagtda).
1 to+At )
At tj &Q,, Cosm, t&dt
At wagt hususy ¢yzykly yrgyldylaryn periodyndan (27 /m,) yeterlik
uly bolmaly. Sol bir wagtda-da, sol At wagtda yrgyldynyn formasy
duyarlyk Uytgemeli daldir. At wagt hususy cyzykly dal yrgyldy
cyzykly yrgylda golay diyip, yagny:&=acosy; E=-aw.Siny bu yerde
y=mot+0 (t) hemde At wagtda a(t) we 0(t) funksiyalaryn

0

anlatmany alarys:

ngoa)O 'a(t) COS[(a)O + a)e)t+ H(t)] . COS[(a)O _a)e)t_g(t)] (7 27)
At W, + o, W, — 0, '

Hacanda we- wo-dan 6rén tapawutlanyan bolsa(rezonans dal
yagday) mejbur ediji  guyjun kuwwaty yok bolmaga cenli
Kici, sebdbi At >> 27 /w,.
Eger rezonans bolsa, yagny . ~w, onda kuwwat ¢ tertibinde
bolyar.Hakykatdan hem oe=w.+Am-i (27)-de yerine goyup we
Ao-nula ymtyldyryp ortaca kuwwat Ugin alarys:

-£Qeomoa(t)sin @ (t) (7.28)

Seylelikde rezonans yagdayda ortaga kuwwat amplitudanyn we
fazanyn bozulmagynyn (0 ) funksiyasy bolyar.Seylelikde
asakdakyny guman etmek bolar:Rezonans yagdayda
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amplituda a we faza y wagtyn nabelli funksiyasydyr. Amplituda a
we faza y Ozlernin
a=¢- f(a)+ef,(@)+..y =
0, +&-0,(a)+w,(@)+..
gornusli differensial denlemelerine tabyndyrlar. Sonky denlemémizin
sag tarapy tapylyp bilner. Sebadbi (7.12) hatar 7.11-nji denlemé&mizi
kanagatlandyrmalydyr.Sebabi (7.12)-nji hatar 7.13-nji denleme bilen
kesgitlenyar.
Nébelli funksiyalar bolan
5-51,5252,...,5- f1,52 fz,...,ga)l,gza)z
kabir erkinlik bilen kesgitlenyar. Eger a esasy garmonikan doly
ampletudasy bolsun diyip talap etsek onda ol erkinligi yok edip bolar.
Onda €& ,e° &, funksiyalar cosy we siny  ululyklara proporsional
agzalary 0ziinde saklamazlar we

(7.12) [E" & (a, ¥)cos¥ dW =0, ZfE"zn(a,W)sianW:o
0 0

(n=1,2,...)
serti kanagatlandyrarlar. Denlemani ¢cozmegin umumy shemasy &f ,,
ew, ,&&, funksiyalary berlen €Q funksiya boyunca gdzlemekden
ybaratdyr. Yrgyldynyn amplitudasy we fazasy bolsa wagtyn
funksiyasy hokmunde tapylan ¢f, eo we suna menzes funksiyalar
boyunca 12-nji denlemanin kdmegi bilen kesgitlener. 10-njy
denleménin ¢ozgldini birinji yakynlasmada tapalyn.e-ny 0z icgine
alyan takyklyk bilen ¢ wel ululyklary a we ¥ ululyklaryi
funksiyasy hokminde tapalyn. 11-nji hataryn ilkinji iki agzasyny
wagta gora differensirlap taparys:
£ =-acos¥-asinPy +¢f %a+%lf/ } (7.14)

oa oy
a we ¥ ululyklaryn 12-nji denlemd tabynlygyny g6z 6nlinde tutyp,
olary yerine goymak bilen sol takyklykda alarys.

(7.13)
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& =—wyasiny + E{ f, cosy —w,asiny +w, 851} (7.15)
v

Sonky denlemé&mizi wagta gora differensirlap alarys
& = —w,asiny — w,acosyy +

7.16
+E{£acosw - ( )
du
12-ni su yerde goyup  &-no ¢enli takyklyk bilen taparys
0°&,
2

& =—mlacosy + e{— 20,80, COSY — 20, f, siny + o? p

-w,asiny — w,acosyy + w, 81//% y/} (7.17)

17-nji well-nji formulalar baslangy¢ denlemamizin cep tarapyny a
we ¥ ululyklaryn funksiyasy hokmiinde kesgitlemége mimkingilik
beryar. 10 njy denlemanin sag tarapyny e-na cenli takyklykda, a we
W ululyklarynn funksiyasy hokmiinde gozlemek ugin gQ(glé)
ululygy acosy  (-w,asiny)
nokatda dargatmaly.

gQ( lé)z eQ(acosy, —m,asiny) (7.18)
11-nji,17-nji, we 18-i 10-nji denlemede yerine goyup(gorkezilen
takyklyk bilen) alarys:

2
oK (851 881//51 j 2042w, COSY + 2w, &f, siny + Q) (alt//) (7.19)

(19)-njy  gatnasyk berlen €Q, funksiya  boyunca nébelli
funksiyalar bolan &&,efi we emi-y  kesgitlemége mimkingilik
beryar. Berlen funksiyany ( €Q,) we nabelli (e&1)
funksiyany(Periodik funksiya diyip hasap edyéris) Furyenin
hatary gornusde goz-6ntne getirelin.

&Q,(a,y) = i {eB,(a)cosny + san(a)sin v } (7.20)

n=0
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Buyerde e fn(d) we ean(a)-Furyenin belli koeffisiyentleri

& (ap)= i{evn(a)cosny/nteyn(a)sin Ny} (7.21)

n=0
Bu yerde ev, we &y, (a) (n=0,1,2,3....... ) Furyenii
kesgitlemage degisli koeffisiyentleri. Koeffisiyentler ¢ we ¢

(13) gora ev,=¢y, =0 (7.22)
(20) we (21)-i (19)-da yerine goyup menzes gormonikadaky
koeffisiyentleri biri-birine denldp ef eo-ny we ¢ we g
koeffisiyentleri taparys.
e, =— £ E@, = __h (7.23)
Za)0 20,2
5,80

s
= , n =23....) (7.24
gV, = (_Fl . (_Fl—nz O(n 3...) (7.24)

(23)-i ulanyp (12)-den amplituda we faza ugin differensial
denleme alarys:

__ea(@) . ehi(a) (7.25)

! ad]

20, 20,a

Seylelikde birinji yakynlasmada amplitudanyn wagta gora onimi
we yygylyk Furyenin berlen funksiyasynyn  koeffisiyentleri
arkaly kesgitlenyar.Yagny (10)-njy denileméniin sag tarapynyi
Furye koeffisiyentleri arkaly kesgitlenyar. Amplitudanyn  6nimi
siny funksiyanyn Furye koeffisiyenti, fazanyn onumi
cosy  funksiyanyn Furye  koeffisiyenti arkaly kesgitlenyar.
(24) -i (21)-de

goysak

g€, = ‘9"%_ z

a)o a)o n=2
funksiyany kesgltlemage getirer.  (23) denlemeler sistemasyny
¢cozip amplitudany (a) we fazany (v) wagtyn we a
bilen y-nin  baslangy¢ (a0, wo)  bahalarynyn  funksiyasy

a)cosny +ea, (a)sinny} (7.26)
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gorniisde yazyp bileris. Bu yerde P = m[&r;! |-jisimin impulsy, R®-

berkitme nokatdaky dayanjyn reaksiyasy(hasaplamanyn

baslangyjynyn saylanyp alynysy sebépli reaksiya moment nola

dendir). S'sistemanyn oklarynyn inersiyanyn esasy oklary boyunca

ugrukdyrylanlygy sebapli momentin denlemesini

dd—q:/[ +|am]=£ (8.51)

gOrnlisde yazarys. 2-nji denlemanin iki tarapyny hem g sistemanyn
oklarina ugrukdyryp we dd_1:/1 ululygyi ol oklara ugrukmasynyii Jy' oy

’ in wyi’ Jzi mzi
-ny hasaba alyp Eylerin dinamiki denlemelerini taparys.
Jyd +(9x' _‘]y')my'a)z' = L%

Iy, +(,-3,) 0,0,=L° (8.52)
3,0, +(3, =3, o0, = L

Oy

Meselani Lagranzyn usuly bilen ¢ozmek tgin kinetik
energiyany erkin ¢, 8, ¢ koordinatalaryn funksiyalary yaly tapmaly.
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V111 bap.Gaty jisimii dinamikasy

§26. Burg tizligi.

Islendik gaty jisime icki ideal baglansyk goylan material
nokatlaryn toplumy hokminde garamak bolar.Basgacga, gaty jisimi
hemiselik uzynlykly, nul massaly sterzen bilenbirlesdirilen material
nokatlaryn toplumy hokminde kesgitlemek bolar.ldeal baglansyk
goyulanlygy Ugin gaty jisimin erkinlik derejesinin sany degisli erkin
material nokatlaryn toplumynyn derejesinden Kicidir.

Gaty jisimin kdbir S hasaplayys toplumyna gorda hereketini
hasiyetlendirmek tc¢in dwrenilyan gaty jisim bilen berk baglansykly

st hasaplayyys toplumynyn hereketinin kanunyny bilmek
yeterlikdir.Gaty jisimin hereketinin kanuny(erkin) alty skalyar
funksiyalar  bilen  kesgitlenydr.Olar  radius-wektoryn uc

proyeksiyalary we Eylerin ¢ burclary(0(t),&(t), o(t)).

Gaty jisimin tlukeniksiz ki¢i orun Oytgetmesine garalyn. Bu
Kici orun Uytgetm& iki bolegin jemi hokmiinde garap bileris.Ikin
birine jisimin 0ne bolan tikeniksiz Kici orun Gytgetmesi, beylekisine
bolsa inersiya merkezinin toweregindaki tikeniksiz Ki¢i dwrilmesi
yaly garamak bolar.
Goy radius wektor R gaty jisim bilen berk baglansykly hasaplayys
toplumynyn baslangyjynyn S hasaplayys toplumyna gora
yagdayyny kesgitleyan bolsun(34-nji surat)
Gaty jisimiti bir nokadynyi S* sistema gora radius-wektoryny r'
bilen, S hasaplayys sistemasyna gora r bilen belldlin. Onda sol
nokadyn tlkeniksiz kici orun tytgemesi inersiya merkezi bilen
bilelikdaki orun tytgeme bilen (dR) inersiya merkezine goré
tikeniksiz kici burca (do) orun Gytgetmanin jemidir.
dr = dR +[der'] (8.2)
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34-nji surat
Seredilyédn orun tytgetme gecgen dt wagta denleméni boltp we
tizligi girizip alarys:

dr/dt =v, dR/dt=V, do/dt=0

Seylelikde v=V +|ar'] (8.2)
Bu yerde V-gaty jisimin inersiya merkezinin tizligi. Basgaca, bu
ululyga jisimin 6ne bolan hereketinin tizligi diyilyar. ®-gaty

jisimin aylanmagynyn burg tizligi. Onun ugry aylanma okunyn ugry
bilen gabat gelyar.

Seylelikde jisimin islendik nokadynyn S hasaplayys sistemasyna
gora tizligi (v) jisimin o6ne bolan hereketinin tizligi we onun
aylanmasynyn burg tizligi bilen anladylyp bilner.

Eger gaty jisim berk baglansykly koordinatalar sistemasynyn
baslangyjy jisimin inersiya merkezi bilen gabat gelméan, inersiya
merkezinden a aralykda yerlesen bolsa onda ol sistemanyn
baslangyjynyii tizligi V*

radius-wektoryny r**  bilen bellalii .Onda r'=r**+a .Bu Verden r
wektoryn bahasyny (2)-de goyup alarys:

V=V + [ea]t[or]Hor] Va-da v=V'+[o'r'] Bu yerde v'=V+[a]
(8.3) =o'

Jisim Dbilen berk baglansykly koordinatalar  sistemasynyn
aylanmasynyn burg tizligi (wagtyn berlen pursatyndaky) sistemanyn
0zune bagly daldir.Burg tizligi absolyut hésiyete eyedir.
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T =%(J (0, + 3,0, + JZ'a)Z'Z) deiillema  8.47-njini  goyup

aylanmanyn Kinetik energiyasyny
T=23,0° (8.48)
gérniisde alarys.Bu yerde J, =J,"a,,* +J,"a’w +J,"a’w -
jisimin aylanma okyna gora inersiya momenti, J,",J,",J," - bas
merkezi momentler. Berlen yagdayda
J,bilend, ™ gabat gelyar wehemiselik ululykdyr, sebdbi SweS’.
sistemalaryn oklarynyn arasyndaky burclar Gytgemeyar.
S'sistemanyn saylanyp alnysy hereketin
2 mgl
= (8.49)
mli? +J,"a,,” +J"ya,,” +J, "awz"
gOrnusdéki denlemesine getiryér. ¢ koordinatanyn dytgemek kanuny
S’-hini saylanyp alnysyna bagly dal. o, Ugin alynan hemme

anlatmalar gornuslerinin durltligine garamazdan dendirler.

9

Bir gozganmayan nokatly gaty jisimini hereketi. Eylerin denlemesi.

Bir gozganmayan nokatly gaty jisimin yagdayynyn tytgemegi
Eylerin hemme burclarynyn Gytgemegi bilen baglansyklydyr.

Inersial S hasaplama sistemasynyn we gaty jisim bilen berk
baglangykly S' hasaplama sistemasynyii O we O' baslangyclaryny
gaty jisimin gozganmayan nokadynda yerlesdirelin S' sistemanym
oklaryny inersiyanyin gozganmayan nokada goOrd esasy oklary
boyunca ugrukdyralyii. P=ml[@F!], M =M L°=£°® formulalary
hasaba alyp hereketin
P=F°+R", M =L°* + L®: wektor defilemelerini

_|_
P=F®+R®, M =£° (8.50)
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Bu yagdayda erkin koordinata deregine ¢ burcy saylap (0x we Ox'

oklaryny arasyndaky burg) sistemanyn kinetik energiyasy aylanma
hereketinin T Kinetik energiyasy bilen kesgitlenyar.

N
U=U?® we Fe= Zmig =mg denliklerden mayatnigin
i=1
potensiyal energiyasy (¢in
U =-mgr, =-gm/cose (8.43)
bu yerde (-mayatnigin massa merkezinden okuna cenli aralyk.
Lagranzyn denlemesinin komegi bilen we 3 we 10- nji denlemeleri
peydalanyp taparys.
P+osing =0 (8.44)

bu yerde o, :(m—gg

#
3 j - mayatnigin ¢yzykly yrgyldysynyn

yygylysy.
Eger massa merkezi S’-hin baslangyjy bilen gabat gelse(2-nji 6
surat), 0'z"; 0z ok bilen parallel bolsa onda kinetic energiya tgcin
mé2m . o

2 27
anlatmany alarys. bu yerde 9. =Il¢. Potensiyal energiyanyn sol bir
bahalaryny g6z 6nlinde tutup mayatnigin kwadrat yygylykly hereket
denlemesine geleris

T =

(8.45)

2 mgl
w’'=—2 8.46
Pomi2+g,," (6:40)
S’ sistemanyn baslangyjyny massa merkez bilen gabat getirelin. S'-
hin oklary bas merkezi inersiya oklary bilen gabat geléar

w -nyn S'sistemanyn oklaryna proyeksiyalary

Ox = O gy, Oy = O Ay, Bz = O Az’ - (8.47)
bu yerde a_ -a indeksli bas merkezi ok bilen aylanma okun
arasyndaky  kosinus  bur¢,  w-bur¢ tizliginin  moduly.
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§27. Inersiya tenzory.

Gaty jisimin Kinetik energiyasyny hasaplamak (gin ona
material nokatlaryn ayry-ayry boleklerinin sistemasy hokminde
seredyaris.Onda kinetik energiyany

T-% mZZ (8.4)

formula gornisinde yazyarys. Bu yerik 2-jini goyup alarys:

T-y0 (\/+~~'):Zg\72+gm\7[wr']+z W' (8.5)
Gaty jisimin hemme nokatlary Ggin v we o-nyn bahalary
birmefize.Sonuii  (icinem 1-njy agzadaky V%2  jemiii dasyna
cykarylyar.Xm jem hem gaty jisimin massasy . IKinji agza

ZmV[WF’]:ZmF’NW]:NW]ZmF’. Eger  hereket  edyén
hasaplama sustemasynyn  baslangyjy deregine inersiya merkezi
alynan bolsa » mr’=0

Seylelikde ikinji agza nula dendir. Uginji agza

Mr__,12 1 2.2 — > \2

—|WF'|" == mwr° —(wr
> 2w =2 S miwer® - r
Seylelikde “gaty jisimin kinetik energiyasy iki agzanyn jemi
hokmiinde aﬁladylynyp bilner.

T= ﬂ\zl += z {WI’ —(Wr)} (8.6)

Bu yerde birinji agza gaty jisimin One bolan hereketin kinetik
energiyasy.lkinji agza inersiya merkezinden ge¢ydn okun
towereginde w burg tizlikli aylow hereketinin kinetik energiyasy.

Aylanmanyn Kinetik energiyasyny tenzor anlatmasynda
yazalyn .

T:Téﬁe+Tay (8 . 7)
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Toy :%Zm{wfxf — W, X, W, X, }:%

Zm{wiwkéik X2 — W, W, X; X, }: %Wiwk > m{xféik — X; xk}

Sebabi bu yerde &, - birlik tenzor, bu birlik tenzor i=k bolanda 1-
e den. Eger i=k bolsa o, =0.
L, = Zm{XiZSik =X Xk}
Tenzor girizip gaty jisimin kinetik energiyasy Ucin gutarnykly
anlatmany alarys:
2

- oo, ©9)
2

Jik tenzora jisimin inersiya tenzory ya-da inersiya momentlerinin
tenzory diyilyar.Jik simmetrik tenzordyr, yagny lix=Ii

Jisimin  inersiya momenti onyn dleklerinin  inersiya
momentlerin jemine dendir.

Eger gaty jisimi Uznlksiz diyip hasap etsek 10°-daki jem
jisimin géwrininden alnan integral bilen calsyrylyar.

L, = -[G(Xizsik — %X, )ZIV (8.9)

Inersiya tenzoryny diogonal gornize getirmek mimkin .Diogonal
gornuse getirmek X,y,z oklaryn degisli ugurlaryny saylap almak bilen
yerine yetirilyar.Bu ugurlara inersiyanyn bas oklary diyér, degisli
bahalaryna (tenzoryn komponentlerin )inersinyn bas momentleri
diyilyar.Okun seyle saylawynda (x,y,z) aylanmanyn Kinetik
energiyasy asakdaky yaly anladylyar.

T :%(Iloof + 1,02 + 1,o?) (8.10)

ayl

11,12,13Inersiya momentlerinin islendigi beyleki ikisinin jeminden uly

bolup bilmez.

L=1+1,=ym(x*+y*+22°) >y m(x’ + x2) (8.11)
Eger gaty jisim haysy hem bolsa bir tertipli simmetriya oka

eye bolsa, onda inersiya merkezi sol okun Ustiinde yatyar we
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bu yerde % fiksirlenen ortlarda wagta goré 6niim. Bu yerden 1-nji we

2-nji dargatmany g6z Onilnde tutup momentin Uytgemesinin
denlemesini
J®— Jy,z,(p2 =L +(LY),
J, @+ J.,0° = Ly +(LR), (8.41)
Jowf =L + (%),
Seylelikde jisimin tekizparallel hereketinin denlemesi (6), (8)

denlemelerdir.
Erkin koordinatalardaky denlemeler Lagranzyn

L:%(sz +ym2)+%¢2 U (8.42)

gornisdéki funksiyasy bilen kesgitlenyar

Jisimin dasky baglansykly tekiz parallel hereketine fiziki
mayatnigin hereketine mysal getirmek bolar . Baglansygyn
idealdygyny g6z 6ntinde tutup meselani erkin koordinatalarda yenil
¢Ozup bolyar .Inersial hasaplama sistemasynyi bir okuny mayatnigin
oky bilen gabat getirelin (oky gorizontal hasap edip ). Beyleki
koordinata okuny agyrlyk glyjinin giyjenmesinin ugry bilen gabat
getiryaris (g) . Baslangyc O nokat deregine mayatnigin oky bilen
mayatnigin massa merkezinden gegyén we mayatnigin okuna
perpendikulyaryn kesisme nokady alynyar(32-nji surat).

32-nji surat
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koordinatasy we Eylerinn bir y burgy bilen kesgitlener. Jisimin burg
tizligi we onun aylanma momenti umuman aydanynda collinear
daldirler we degislilikde

® = gn,, (8.34)
we M, =J,¢0, M,=].,¢0,M,=J,0, (8.35)
Jisimin aylanmasy bilen baglansykly kinetik energiyasy

[T =%2Jaﬁwawﬁjaﬁlatma goéra
wp

T:%JW¢2 (8.36)
S' hasaplama sistemasynyn baslangyjynyn erkin dal jisimin massa
merkezinde yerlesdirip bu massa merkezinin S hasaplama sistemasyna
gora hereketinin denlemesini

mi, =F°+R® (8.37)
we jisimin aylanma momentinin ytgeme kanunyny S' sistema gora
M =L°+L% (8.38)

4 — nji denlemani tekizparallel hereket Ggin dekart koordinatalarda
yazalyn.

mX, =F +R{,  my,=F +R}, 0=F/+R; (8.39)
Aylanma momentinden wagta goérd ©6nim n,n,n, ortlaryn
hemiselikliginde alynyar. M moment bolsa  n;,n/,n; ortlara

dargadylan gornisde berilyar(2). Bu kyngylygy yok etmek Ugcin hereket

edydn ortlara  dargadylan  gatnasykdan (%z[aﬁh%—?}
peydalanalyn. Onda 8.38-e derek

d(;—'?-f[a”)l\ﬁ ]: L® + LS (8.40)
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inersiyanyn bas oklarynyn biri hem sol ok bilen gabat gelyér.Beyleki
iki oklary ol oka perpendikulyardyrlar.Simmetriya okunyn tertibi
bolejiklerin sistemasy bir goninin ugrunda yatyan bolsalar( mysal
ucin z ugur)onda hemme bolejikler dgin x=y=0.bu yaddayda iki bas
inersiya momenti gabat gelyar.Ucinji bas inersiya momenti nula
dendir.

l,=1,=> mo,’*; 15=0 (8.12)
Seyle sistemany rotor diyip atlandyryarlar.Rotoryn hésiyetli
ayratynlygy jemi iki erkinlikli aylanma derejesine eye
bolmagydyr.Hemme (¢ bas inersiya momentleri durli bolan jisimlere

......

bi-birine den bolsa, onda jisime simmetrik wolgok diyilyar.

Gaty jisimin impilsynyn momenti
8.2-nji formulany g6z 6nunde tutup gaty jisimin impulsyny S
hasaplayys sistemasyna goré yazarys.
- - - - NN
V=V +[mr'} P=mV+ m{mr } (8.13)
Sistemanyn impulsynyn momentinin ululygy 0zine gora
kesgitlenyén nokadyn  saylanysyna bagly.Gaty  jisimin
mehanikasynda ol nokat deregine hereket edyan hasaplayys
sistemasynyn baslangyjy alynyar, yagny inersiya merkezi. ,Hereket
edyan hasaplayys sistemasynyn baslangyjy deregine gaty jisimin
inersiya merkezi alnanda onuin momenti “hususy momenti” bilen
gabat gelyar.
Basda soz bilen aydanynda :sz\q kesgitlemedaki V

{;) F} bilen calsyrylyar.
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M=y mH(SFﬂ =y m{rz o F(? (S)} (8.14)

Ya-da tenzor belliklerde
(19) Mi = Zm{Xiz(’)i - Xikak}:mkzm{XiZSik =X Xk}
Inersiyanyn tenzoryny g6z 6nunde tutyp alarys.(10%)
M. =1 0, (8.15)
Eger X,y,z oklar inersiyanyn bas oklarynyn ugruna ugrukdyrylan
bolsa onda (20) formula asakdakylary beryar.
M=lo, M,=Lo, M,=Il0o, (8.16)
Hacanda hemme (¢ bas inersiya momentleri gabat gelseler, onda

N

M =1 30 yagny momentin wektory burctizliginin wektoryna

proporsionaldyr, we sol bir ugra ugrukdyrylandyr.

Dasky guyclerin tdsirinden azat daty jisimin hereketine garalyn

.Seyle hem 0One bolan hereket hasaba almalyn .Onda dine jisimin

erkin aylow hereketi gakyar.er bir yanyk sistemada bolsy yaly erkin

aylow hereket edyan jisim 0c¢in impulsyn momenti hemiselikdir.Sol

sekillin wolgok G¢in momentin hemeseligi burg tisligin wektorynyn
-

hemiselik ligine gitiryér.( () =hemis.)

Sar sekilli wolgogyn hereketi iki aylow hereketinden ybaratdyr:

1.0z hususy okunyn téweregindaki dendlcegli hereket.

2.Momentin towereginde konus ¢yzyp aylanyarys.Bu iki aylanma

hereketin burg tizliklerini berlen M we O ululyklaryn Usti bilen

anladyp bolar.

Wolcogyn 6z okunyn dasyndaky hereketin burg tizligi @ wektoryn
sol oka bolan proyeksiyasy w3

M, M
®, =—>=-—C0s0 (8.17)
3 3
Presisiyanyn bur¢ tizligi w; tapmak (cin  w wektoryny

parallellogram dizgini boyunca x ,w M ugurlar boyunca
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do, 1,-1,
+ @,0, =0
dt I
do, 1 -1, (8.33)
—+2—0w0 =0
dt I
d I,—1
ki R Bt ~o.m,=0
dt I

Alan denlemdmizi simmetrik bolgogyn erkin alyanmasyna
ulanalyn. 1:=1, diyip U¢inji denlemeden ,=0,yagny ws-hemiselik.
Onda ikinji iki denlemani yazarys:

O, =—00,,0, =00, buyerde _ 1.1

o

2-ji denlemani i-e kopeldip we 1-nji bilen gosup alarys:

%(@“‘ia)z):ia)(a)ﬁia)z) bu yerden o, +iw, = A-e™

a)le-COSa)t; a)zzA-sina)t; (AZW)

Wolcogyn okuna perpendikulyar tekizlige proeksiyasy (burg
tizliginin) sol tekizlikde w burg tizligi bilen (hemiselik) aylanyar.
Ws3-inn wolgogyn okuna proeksiyasy hemiselikligi Ggin tutus w
wektor wolgogyn okunyn téwereginde w burg tizligi bilen aylanyar
diyen netijé gelyaris.

829. Gaty jisimin tekizparallel hereketi.

Gaty jisimin itersiya hasiyeti jisimin massasyna we onun
gOéwirimi boyunca paylangyna bagly.

Tekizparallel hereket diyip, jisimin hemme hokatlary kabir
gbzganmayan tekizlige parallel tekizliklerde hereket edyan hereketine
dustnilyar. Eger gaty jisim tekizparallel hereket edyédn bolsa,onda jisim
bilen berk baglansykly S’ sistemanyn 0'X'y' tekizligini gézganmayan S
sistemanyn Oxy tekizligi bilen gabat geler yaly alyp bolar. Onda 0 z we
0'z' oklar parallel bolarlar we jisimin yagdayy 0' nokadyn iki
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Bu umumy formulanyn komegi bilen jisimin  hereketinin
denlemelerini (dP/dt=F we dm/dt=K) asakdaky gornusde yazyp
bileris:

d P{g)ﬁ}zﬁ,d_m{;m}zﬁ (8.30)
dt dt

Bu yerde wagta g0rd differensirlemanin hereketli ulgamda

gecirilyanligi tcin denleméni ulgamyn oklaryna ugrukdyryp bileris:

dB|_dR M du,
dt | dt 7| dt [ dt
Bu yerde indeksler 1,2,3, X,y,z oklar boyunca duzijileri
anladyar.1-njy denlemede P wektory uV ululyga calsyp alarys:

dv
“+oV,-oV, [=F
ILt dt 2°3 3 2) 1
(8.31)
H de +0)1V3_0)3V1): Fz
dt
dv.
S+oV, -0V |=F
ILt dt 172 2 l) 3

X,y,z  oklar inersiyanyn bas oklarynda saylanyp alyndy diyip
hasaplap wlo diyip yazyp alarys:

|1 ddat)1 +(|3 - Iz)wzws = K1
8.32
|2d§t)2+(|1—|3)0)30)1:K2 ( )
do,
|3 t +(|2—|1)601(02:K3

Sonky denlemeler ulgamyna — Eylerin denlemesi diyilyar.Erkin
aylanmada K=0 onda Eylerin denlemesi asakdaky gorniise gelyar:
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dizdjilere dargadalyn .Bu yerden ikiji ( M) gdzlenyén burg tizligini
berer.

M
mlz%:Msine 0, =— (8.18)

1 1 1
828. Gaty jisimin hereketinin denlemesi.

Gaty jisimin 6  erkinlik derejad eyedigi Ucin hereketin
denlemesinin umumy sistemasy 6 erkin denleméni 6zinde
saklamaly .Olary iki wektordan (jisimin momenti we impulsy) wagta
gord alnan 6num gornlsinde kabul etmek Ugin alyp we jemlap
alarys.Bu yerde P  we f degislilikde bolejigin impulsy we ona
tasir edyan guyc.Jisimin doly impulsynywe doly guyjuni girizip
alarys

B _vp_ > oz dP o

=YP=pnpv we F_zf,d_:F (8.19)

t

Bu yerde F glyje dine dasky cesmelerin tasir glyji giryar.
Bolejiklerin arasyndaky Ozara tésir 6zara gysgalyarlar.yagny dasky
tésirlerin yok wagtynda jisimin impulsy hemiselikdir we F=0. Eger
gaty jisimin dasky meydandaky potensial energiyasy U bolsa onda F
glyc potensial energiyanyn koordinata goré differensirlenmegi bilen
kesgitlenip bilner.

Eo_ aJu (8.20)
OR
Bu yerde SU :—IESE{ gaty jisimin One bolan hereketinde onun

potensial energiyasynyn tygemegi,.
Lagranzyn gaty jisim ucin funksiyasy

L=V L e —U (8.21)
2 ik i k
Buyerdena_lz:ﬂgzﬁ; i&z_gzﬁ
oV OR OR
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P=F deiilemdni inersiya merkezinii koordinaatsyna goré
Lagranzyn denlemesi yaly yazyp bileris:

g(gjzi ya-da g[gj_g_ﬁ_ﬁ (8.22)
dtiov) oR dtlov) oR

Hereketin ikinji  denlemesini alalyn. Denleméni getirip
cykarmagy yonekeyledirmek dgin jisimin inersiya merkezi inersial
hasaplayys ulgamyna gora dynclykda diyip hasap edyaris. Alnan
denleme Galileyin gorélik prinsipine layyklykda islendik basga
inersial hasaplayys ulgamlarynda hem adalatlydyr.

LIS YL (823)
Bizin yonekeyledirmamize gord V=0 we r v tizlik bilen gabat

gelyar.Wektorlar V we P=mV birmenzes ugra eye bolyandyklary
ucin P wektory f wektor bilen ¢alysyp gutarnykly alarys:

DM/dt=K, bu Verde }Z:Z[Ff} Wektor [r f} glyjin

momentidir.Sonuin ~ Giginem K wektor hemme  giiycleriii
momentlerinin jemidir.

Guyjun momenti hem impulsyn momenti yaly goréleyin kesgitlenen
koordinatalar baslangyjynyn saylansyna baglydyr. Lagranzyn 8.21-
nji funksiyasyny o wektoryn komponentlerine goré differensirlap
alarys:

i :i(l Iikwizgikj = Iikwi5ik = Iikwk bu yerde 5Ik . a)l - a)k
oo, Ow,\2
SR T B 20
oo, ' dt| O, '

Jisimin tlkeniksiz kigi  6¢  burga Owrllmeginde potensial
energiyanyn (U) Uytgemesi

8U =—ZF5F=—ZF[5¢-F}=—5¢Z[F F}:—K&o
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Onda

K. oY __dU (8.25)
o op
Seylelikde
dM/dt=K (8.26)
denlemd Lagranzyn
dfoL)_ oL _g (8.27)
dt\ 0w, ) O¢

denlemesi yaly garamak bolar.

Eylerin denlemesi.

Yokarda yazylan jisimin hereketiniii detilemesi hereketsiz
koordinatalar ulgamyna degislidir.dp/dt we dM/dt  onimler
hereketsiz koordinatalar ulgamyna degisli P we M wektorlaryn
uytgemegidir.

Aylanma momentinin  komponentleri  bilen  bur¢ tizliginin
komponentlerinin arasynda has yonekey arabaglansyk inersiyanyn
bas oklary boyunca oklary bardyr. Bu arabaglansykdan
peydalanmak ucin ilki hereketin  denlemesini hereketli X,Y,Z
koordinatalara dwurmeli
Goy dA/dt  hereketsiz koordinatalar sistemasyna gora haysy hem
bolsa bir wektoryn ytgemeginin tizligi. Eger aylanyan koordinatalar
ulgamyna gord A wektor (Oytgemeyan bolsa, onda hereketsiz
koordinatalar ulgamyna gord onun Gytgemegi dine aylanmak bilen
sertlenendir.Onda
%:[a) A} (8.28)
dt
Bu denligin sag gapdalyna hereketli ulgama goérda A wektoryn
iijtgeme tizligini gosmaly.Bu tizligi d*A/dt bilen bellap alarys:

dA _d A{g, ,&} (8.29)
dt dt

156



IX bap.Gamiltonyn denlemesi.

830. Gamiltonyin funksiyasy. Gamiltonyii deflemesi.
Ideal baglansykly mehaniki sistemanyn hereketi eyyam bizin
bilisimiz yaly LagranZzyn denlemesine boyun egyandir:

dfaL) oL o (9.2)
di\og, ) o,
Bu yerde Q' -berlen dissipatiw guyg, L — LagranZyi funksiyasy

(L=T-U).

Eger Lagranzyn funksiyasy berlen mehaniki sistema tgin belli
bolsa onda Lagranzyn denlemesi berlen mehaniki ulgamyn
tizlenmesinin, tizliginin we koordinatasyn arasynda arabaglansygy
gurayar, yagny mehaniki ulgamyn hereketinin denlemesi bolyar.
Matematikanyn nukday nazaryndan 9.1 — nji defileme s sany q(t)
funksiya cin s sany ikinji tertipli differensial denlemelerin ulgamyny
diizyar.Erkin material nokat tcin Lagranzyn funksiyasy:

L= mv?
2
Ozara tésir edisydn material nokatlarys ulgamy dgin
Lagranzyn funksiyasy : L=T - U.
m,v> _
Bu yerde U=U(nr,,...ra), T= Zaza; r. —a— njy nokadyii
a

radius — wektory.

Bizin gorstimiz yaly ulgamyn mehaniki yagday onun berlen,
umumylasdyrylan koordinatasy q, we tizligi (g, ) bilen kesgitlenyar.
Ulgamyn mehaniki yagdayyny onun berlen umumylasdyrylan
koordinatasy we impulsy bilen anladyp bolyar. LeZandranyn
6zgertmesi ady alan 6zgertme yoly bilen erkin tytgeyan ululyklaryn
toplumyny 6zgerdip bolyandygyny biz bilyéris.

Lezandranyn ezgertmesi
Bir kanoniki uytgeyadn qQi,dz,...,0n P1,P2,...pn ululyklardan
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basga birq;,q5,...,q4,, P;, P5,...p,, kanoniki ululyklara  ge¢cmegin
maksady hereketin tdze kanoniki ululyklarda yazylan denlemesinin
yenekey bolmagy we doly bolmasada, in bolmanda belekleyin
integrirlenmegidir.

Lagranzyn denlemesi ya-da Gamiltonyn kanoniki denlemesi
duzulende seredilydn dinamiki sistemanyn yagdayyny kesgitleyan,
ezara baglansyksyz islendik n sany ululyklar (umumylasdyrylan
koordinatalar) erkin saylanyp alynyar. Bu denlemelerin gernusi
saylanyp alynan umumylasdyrylan koordinatalar sistemasyna bagly
dél. Beyle diyildigi haysy hem bolsa bir qs,03,...,0, umumylasdyrylan
koordinatalardan taze q,,qs,,...,q, umumylasdyrylan koordinatalara

d; = 0;( 91,02,...,0n t) (i=1,2,...,n) (9.2)

formulanyn kemegi bilen gecilende Lagranzyn we

Gamiltonyn denlemeleri enkiiligine galyar. 9.2-nji koordinatalar

Kanoniki ezgertmelerin nazaryyetinde wajyp yeri eyeleyan

ezgertme-LeZzandranyin ezgertmesi bilen tanysalyn. Goy n=2s+1
X1,X2,...,Xn Uytgeyan ululyklaryn y funksiyasy berlen bolsun.

W =y @ (X1,X2, ..., Xn), (9.3)
Bu funksiya x1,Xz,...,Xn-1 Uytgeyan ululyklara gera enduriji diyilyar.
yizg"’ (i=1,2,...,n-1) (9.4)

baglansykdan kesgitlenyan taze uytgeyan ululyklary girizelin. Onda
w funksiyadan alynan differensial

n-1
dy = ydx, + V.. (9.5)
=) oX,

gernuse eye bolyar. 4-nji deiilemani x,Xa,...,X1 Kene tytgeyan
ululyklara gera ¢ezup alarys

Xi =Xi (Y1,Y2,-.-,Yn-1,%0)  (i=1,2,...,n-1)
Bu taze uytgeyan ululyklardan kene uytgeyan ululyklara ge¢cmek
formulalaryny 9.4-njiniin gernisinde yazmak bolar. Mununi ugin
(Y1,Y2, ..., Yn-1,Xn) Uytgeyan ululyklaryn
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traektoryya o — nyn kesgitli bahasy degislidir. Dine bir
traektoryya o = 0 we o = ap bahalar degislidir.
Berlen trubkada her bir emele getiriji dine bir
nokadyndan gecyéan C; kontur saylalyn. C, kontur
Qj1 = qj'l((l); Pjo = Pjo (OL); to=1, (OL) (974)
funksiyalar bilen berilydr. Faza traektoriyasynda tésiri
hasaplalyn. 11 — e we 12 — & gord tésirin bu bahasy o
parametre baglydyr.
t(a)
S(a) = j Ldt (9.75)
to(a)

S(a) funksiyanyn doly wariasiyasyny integrirlap taparys:
[85(@) = S(ay)-5(0)= 0 (9.76)

S(a,)=S(0)- dygy Ucin 10 — njyny peydalanyp 14 — njini
asakdaky gornisde yazyp bolar.

§ {ZPjaqj—H&}iﬁ {ZPjaqj—H&} (9.77)

c, Li=t c, Lit

9.77-nji hasiyet c¢ykarlanda hereketi lagranzyn we
Gamyltonyn denlemelerine boyun egyén ulgam (gin
adalatly 6S wariasiyanyn anlatmasy ulandy. Sonun Gginem
umumylasdyrylan patensiyal glycli we golonom ideal
baglansykly mehaniki ulgam ugin

| =§{ZS: P&, —Hé‘[} (9.78)

Integralyn ululygy 2S + 1 6Olcegi ginislikdaki hakyky
trayektoriyalaryn fazasyndaky trubkany 6z icine alyar.

16 — njy integrala Puankare — kartanyn integral inwarianty
diyilyar.(Mehanikanyn esasy integral inwarianty diyilyér).
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x=Y (i=12....n1) (9.6)
bolar yaly w funksiyasyny alalyn
v =y ( YuY2,--,Yn1,Xn)
w funksiyadan alynan doly differensial

n-1
dy = xdy, + oy dx.. (9.7)
Py oX,,
v funksiya y1,Ys,...,Yn1 Uytgeyan ululyklara gerd enduriji diyilyar.
X1,X2,...,%n1 Uytgeyan ululyklardan yi,ys,...,Ya1 Uytgeyan ululyklara
we ¢ funksiyadan y funksiya gegmeklige LeZandranyn ezgertmesi
diyilyar. Bu ezgertmani

v=3 x4 (9.8)

gatnasygyn kemegi bilen yerine yetirip bolar.Mysal hekminde
Lagranzyn t,q,,q,uytgeyan ululyklaryndan Gamiltonyn t,q,, p;
uytgeyan ululyklaryna gecilisine seredelin.

Lagranzyn uytgeyan ululyklaryndan enduruji funksiya
deregine Lagranzyn funksiyasyny alalyn. L = L(q,,g;t). Lagranzyn
denlemesinden
oL oL
"M

n-1
9.8-nji formula gera enduruji funksiya y =Zqi p, — L., yagny v
i=1

funksiya Gamiltonyn funksiyasy bilen gabat gelyar.

n-1
H=>dp-L (9.10)
i=1
9.6-njy formulanyn esasynda
. OoH | oH
qi =—, pi =— (911)
op; aq;
kanoniki denlemeleri aldyk.
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Indi kanoniki ezgertma gegelin. Umuman t, g, p; uytgeyan
ululyklardan t,q;, p; uytgeyan ululyklara gegilende 9.11-nji kanoniki

detileme
oH’ OH'
j| = Pl =- 9.12
d; o p o (9.12)

gornusdaki denlema gecyar. Bizin myslymyzda ol asakdaka syrykyar.

Lagranzyn funksiyasy L = L(qk, Qy t) satasionar yagdayda L = L(qk,

0y )- Lagranzyn funksiyasynyn doly differensialy :

- oL oL
dL= da, + de (9.13)
Zk:ﬁQk A %aCIk A
oL . oL
—— Onimiin umumylasdyrylan impulsdygyny (Pi), == -nyi
00, o0y

(pk )-ny g0z — 6nunde tutyp doly differensialy asakdaky gornusde
yazarys:
dL = z Pda +z Pdd (914)
k k

9.14-nji denlemanin sag tarapynyn ikinji agzasyny
% pdg, =d(Z kak)_%depk
gornlisde yazarys. Sonra denlemanin doly differensiallyny

d(% Py Ok j denligin gep tarapyna geciryaris.
-d (z P Ay) + z p,dd, = _zqkdpk 1
k k k

d> pd, -, pdd, => d.dp,, alamatyny Uytgedip 9.14-nji
k k k

denlemeden alarys:
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seyle hem sonky yagdayyn wariyas

o, = 5q(t1) + (;I(tl)&l (971)
Gamiltonyn funksiyasynyn kesgitlemesini

peydalanyp(H =>p q'i—Lj, hemde 9.70-nji we 9.71-njy

gatnasyklardan her bir g; koordinata tg¢in peydalanyp tasirin
doly wariasiyasyny taparys.

(X Py (4) = 3 P(5, - 3a(t,); S, =)

z Pj15q1 - z quj (t)+ Lt = z Pj15q1 e

oS = Z leéqjl _Hl&l _Z Pjoa:ljo + Ho&o (972)
j=1

Bu yerde H; we Hy — gamyltonyanyn (H) wagtyn t; we t,

momentindaki bahalary.

Indi koordinata oklarynda g, P, t ululyklary goyulyan
“gineldilen” faza ginisligi baradaky dustnjani girizalin.
Gorkezilen ginislikde kébir yapyk Cq kontur emele getiryan
Jo» Po, to baslangyc vyagdayly mehaniki ulgamlaryn
ansamblyny alalyn. Bu kontury

Gio = jo (@); Pjo=Pjo (0); to=1t () =1,...S5;0<a
< ap) (9.73)
funksiyalar bilen berelin, bu yerde a = 0 we o = a, bahalara
C, konturyn sol bir nokada degislidir.

S = 1 yagday Ugin yerine yetirilendir.

C, konturyn her bir nokadyndan ulgamyn yeke , hakyky
trektoriyasy gecgyar. Bu traektoriyalaryn toplumy trupkany
emele getirydr. Bu trupkany emele getirydn her bir
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o3 :ipquj —in(ﬁqjo (9.68)
Ondalaloly War;z:alsiya ucin alarys:

5S =_§S“P1.15qj (tl)—ipjoaqj(ton L&, — Lot (9.69)

bu yg;de Pi1 Welzlli’jo —t; we t, momentlerdaki impulslar,
5,(t) we s(ty)-q;(t) - funksiyanyn t; we t,

momentlerdéki wariasiyasy. Bu wariasiyalar belli bir
wagtdaky wariyasiyalardyr we g; (t) funksyanyn gérnisinin
uytgemesi bilen baglansyklydyr.

&, (t,),00,(t,) we &q,,69, Wariasiyalaryn arasyndaky
gatnasygy tapalyi(34-nji surat).Yonekeylik {cin bir
erkinlik derejeli yagday bilen ¢aklanyaris.

34-nji surat.
Trayektoriyalaryn biri t, , g, nokatdan, beylekisi g, +&q,,

t, + &, nokatdan gecyar.
Baslangy¢ yagdayyn wariasiyasy,
5qo = 5Q(t0) + C.I(to)&o (970)
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dL = Z P.da, _Z pdd, = _Z p,da, — d(z pquj-i-zqkdp )'/a-da
k
d(z P Ay —L)= Z p.dq, +qudpk basgaca

p W, t Z P dy — L (9.15)

Dyrnagyn icindaki anlatma ulgamyn energiyasyny anlatyar. Ol
energiya koordinatanyn we impulsini Usti bilen anladylan.Bu ululyga
Gamiltonyn funksiyasy diyilyar.

Gamiltonyn funksiyasyny doly differensirlap alarys :

H = z pkqu +zqkdpk (9.16)
k
Bu yerden 9.14 — njini g6z — 6nlinde tutup alarys :
oH oH
,=—,p=—" 9.17
A, o, P a0 (9.17)

Bu denlem& Gamiltonyn denilemesi diyilyar. Bu denleme 2S nébelli
funksiyalar (P(t) we q(t)) Gcin  2S birinji tertipli differensial
denmeller sistemasyndan ybaratdyr. Bu denlemelere kopleng
Gelin  kabir mysallara ylzlenelin.Material nokat (gin
Gamiltonyn funksiyasyny tapmaly.
Gamiltonyn funksiyasy 9.15- nji deiilemeden gornisi yaly : H
= Pv — L, bu yerde L bir material nokat ticin Lagranjyn funksiyasy :

2
L=m‘9 , onda
2 2
H=m‘92—m‘9 _mJ sebdabi P=mv ya-da v=P
m
Seylelikde :
H =L p?+U(F). (9.18)

Potensial meydandaky  erkin  nokat  (¢in  Gamiltonyn
funksiyasy(Dekart,silindrik we sferik koordinatalarda)
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1
H ZZm(pXZ + Py + p22)+U(X’ yz)

2
H=t [p Z“’Z ? Zz}‘f‘U(p,Q).Z)

2
1 p@ p‘/’
H= +— +U(r,6.
2m [pr Py + r? sinzel (r.00)

(9.19)

(9.20)

(9.21)

9.15-de berlen elektromagnit meydanda hereket edyan erkin

zaryad Ugin Lagranzyn funksiyasy
L="92, C AxV —eg
2 C

Goyup we umumylasdyrylan impulsa gecip
5=t _mviCA
oV c
Sol zaryad (cin Gamiltonyn funksiyasyny alarys
2
H :1[5_6Aj +eq
2m c
Potensial meydandaky  erkin  nokat  {gin
denlemesi(Dekart,silindrik we sferik koordinatalarda)

H b MU
o, m % X ox
H P, M
op, m "’ oy dyx
H b, M
op, m ° oz oz

. P, . pS U

P Fapp—mpg—g

P, oU

Pt T o

(9.22)

(9.23)

(9.24)

Gamiltonyn

(9.25)

(9.26)

(9.27)

(9.28)

(9.29)
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5jL(q q)dt—ji 8L ﬁaq dt (9.66)
ty J=1 aqj 8qj

Wagta gord  differensirlemek  operasiyasynyn
komutatiwligini we belli bir wagtdaky warirlemeden
peydalanyp, yagny 9.66 —njy denligin sag tarapynyn ikinji

do;, d
7_5&1_

agzasyny bolekleyin integrirldp Weadzé it

belgileméani g6z 6nlnde tutup alarys

a—Lda 5th0' 5qdu—g al_}dt

0q; dt oq
oL oL ¢ opd]| oL
jfath— &, j—ja == \sodt, 85 =
0 04; fo oq

s tloL d
Ssadt +
ZI a dt[éq} -18q I

=1, to
birinji agzanyn (sag tarapynyn) nola dendigini gbz 6nunde
tutyp alarys:

S t

> % (9.67)
= aq to

Kanoniki impulsa gegip (p=—a—|j) alarys
oq

182



Zi=_z P.q,+L=—(P,q,-L)=—H; bu yerde

0s 0s 0sS 0S8 0S
—~4+H( qg,P)=—+H|a,q,,..d., , t|=0. (9.64
5 THtGP) =— (ql GO 0 a0, J (9.64)

9.64-nji  denilemd Gamilton — Yakobinin denlemesi
diyilyér. Ol birinji tertipli hususy 6numli denlemedir. Bu
denlemani S(9,.9,,--0;;t) funksiya
kanagatlandyrylmalydyr.

835. Puankare-Kartananyn integral inwarianty.

Puankare — kartanyn inwarianty hem uly baha eyedir.
Ol inwariantyn bardygyna ynanmak (g6z yetirmek) (cin
tasirin doly wariasiyasyndan peydalanyarys (S(q.t,q,.t,)).
Doly wariasiasiyada ulgamyn dine baslangy¢c we sonky
yagdayy warirlenman wagtyn baslangy¢ we sonky
momentleri warirlenyér.

S :jJ(q,q,t)dt

to

Kesgitleméani peydalanyp tésirin doly wariasiasyny taparys:

35 = 5[ aldt+ L, - L, (9.65)
bu yerde L; — t; wagtdaky L funksiyanyn bahasy, Lo — to
wagtdaky L funksiyanyn bahasy, &t; we 6ty — wagtyn sonky
we basky momentlerinin wariasiyasy.
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_Poy U
m’ " * oz
9.15-de berlen elektromagnit meydanda hereket edyén erkin zaryad

ucin Gamiltonyn denlemesi(dekart koordinatalarda)

7 (9.30)

px—e[p'_eﬁ\jaA_ea(p
mc c )oX OX
py—e[p—eAja—ea"’ (9.31)
mc c Joy oy
pz=e[”—eﬂjaA—ea(p
mc c )oz 0z
§31Rausyn funksiyasy.

Kabir ygdaylarda, tdze Uytgeyan ululyklara gecilende hemme
umumylasdyrylan tizlikleri umpulsa ¢alysman, dine k&birini calyssan
amatly bolyar. Bu gecgis hem edil Lagranzyn funksiyasyndan
Gamiltonyn  funksiyasyna gegilisi yaly amala asyrylyar. Gelin
uytgeyan ululyklar bolan q, ¢,q,¢ - den tytgeyan ululyklar bolan g,
¢, p,¢ - gecelin. Bu yerde P ,q koordinatanyn degisli impulsy
(umumylasdyrylan). Bizin mysalymyz (¢in Lagranjyn funksiyasy

L=L1(a ¢.0:5) (9.32)
Lagranjyn funksiyanyn differensiély :
dL=2Lag+tar+dbgq+ bl (9.33)
oq o¢ dg 8¢
ya-da
%= P & =P - g6z 6nlnde tutyp alarys.
oq dg
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dL= qu+qu+‘ldg 7d§ (9.34)
d(P-q)=Pdg+qdP Va-da Pdq=d(Pg)—qdP bu ailatmany
yokarda yerine goyup alarys

dL=Pdg+d(Pg)-gdP+Ldc+%5.df ya-da
o6 o
d(L-Pq)=Pdq-qdP + —dg ALY (9.35)
o¢ oC
basgaca
dR=-Pdg+qdp-Lar -9t .q¢ (9.36)
o6 o

buyerde R(q,P,¢,¢)=Pq-L - Raussyii funksiasy (9.37)
Raussyn funksiyasynda tizlik ¢ p impulsin Gsti bilen
anladylandyr. Sol bir wagtda tizlik ¢ Uytgeman galdy.

(R=—-Pdg+qdP-ar - qé)
o6 o

Raussyn funksiyasyny differensialyndan alarys:

_R. g,__aj OL__O0R. 0L __0R

oP’ o ac’ p é p é
Sonky denleméni ¢, koordinata Ugin LagranZzyn deilemesine goyup
alarys :

(d(aLj oL OJ d{aRlaR_o (9.39)
dt\oq) oq dt{ 57 | 9¢

Seylelikde , Rausyn funksiyasy ¢ koordinata gora
Gamiltonynky vyaly, ¢, kordinata gord bolsa LagranZzynky yaly

(9.38)
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6S = jz —6qk Pkaqk—i‘l% 6qdt  ya-da
dt|
v
t
6S=P6q, + oL _djoL 6q, dt (9.61)
;00 dt 5qk

Hakyky trayektoriyanyn Lagrazynyn denlemesini
kanagatlandyryandygy  Ucin  integralyn  asagyndaky
anlatma nola dendir, yagny

oL _djyob =0. Onda
0q, dt aqk

6q=P6q,.Buyerden
oL
P, “q (9.62)

Bu yerde P _—wagtynt momentindaki impulsydyr.

Tasirden umumylasdyrylan koordinatalara gora
alynan hususy 6num degisli umumylasdyrylan impulsa
den.

Indi integrirlemegin yokary cagi Uytgeyér diyelin,
yagny S=S (t). Onda C(IjtS:L (9.63)

Seyle hem 2-nji denlige gora
ds oL oL+ Os °
ot laq at + 2R
9.63-njini gbz onlinde tutyp alarys

L——+z P, —7—2 Pq -L Yya-da
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Ulgamyn q® +6 qnokatdan gecyan
trayektoriyasynyn S tasiri q® nokatdan gecyan
trayektoriyasynyn S tésirinden

53:]22 ﬂ@qk a—L6qk dt (9.58)

y, K aqk aq
ululyga tapawutlanyar. Bu yerde 6q,- sol bir wagt (gcin
iki trayektoriya Ucin alynan g, ululyklaryn tapawudy.

6dk-wagtyr“1 t momentind&ki qu ululygyn tapawudy.
9.58-njinin  ikinji agzasyny bdlekler usuly bilen

integrirlalin.
du:d(dLJdtu—aL v=aq,dv= dth
dt{ dg a4
t . t
oL —6th=a—|:6qj —jd oL |5qdt (9.59)
L oq dv oq & dt 8q
Hakyky trayektoriya Ucin 6—0"=Pk - umumylasdyrylan
0q,

impuls. Iki trayektoriyanyn baslangyjy gabat gelyar.

Sonun Ggin &q, (t,)=0.0nda 6q, (t,)yone 6q, diyip
billeyéris. Onda 9.59-njidéki 1-nji agza P6q, bolar.
9.59-njini yazarys.

t, N
Ial:6th:Pk6qk—ji oL 15qdt (9.60)
4 8q aqk

9.60-njyny 9.58-njide yerine goyup alarys.
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bolyar.  Umumy  kesgitlem& g6rd ulgamyn  energiyasy:

E= qu ﬁ ~L. Bizin  mysalymyz iicin ya-da
b0
. 6 L . . . .
E= g— 9.37-njini we 9.38-njini su yerik goyup
6q o¢
alarys:
E:Pq—L—ga—I.‘=R—§£ (9.40)

oc oc
§32. Puassonyii yaylary

Umumylasdyrylan potensially, golonom we ideal baglansykly
mehaniki ulgamyn hereketi dissipatiw guycler yok wagtynda
Gamiltonyn

gi= 2‘; P :—ZH gornigdaki  denlemesine boyun egyaér.

bu yerde H=)_Pd; — L-Gamiltonyi funksiyasy. Ol H=H(t,qip;). Bu

yerde L-Lagranzyn funksiyasy. Ol L =T, —U gornisde yazylyar.
Kanoniki denlemelerin 1-nji integraly diyip kanoniki Uytgeyan
ululyklaryn (qg,we p,) islendik bahasynda hemiselik galyan kabir
f(t,qi, pi) funksiya aydylyar. Bu funksiyanyn hereketin integraly
bolmagynyn sertini gozlalin .

Hereketin integraly diyip ulgamyn hereketi wagtynda 6z bahasyny
hemiselik saklayan funksiyalara aydylyar. Basgaca hereketin birinji
integral hem diyilyar.

Goy f(t,qi, pi)=hemiselik. Onda bu funksiyadan wagta gord doly
onum nola dendir, yagny:
£_6f+26f6q of op _of of of

—+_—-q+—p=0
oq ot op ot ot aq op

dt ot
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Gamiltonyn denlemesini g6z 6niinde tutup alarys

df of of oH of oH
—=—4+» ————————=0vyada
dt ot oq op Op aq

‘;ft=af+[f,H]=o, (9.41)
bu yerde
of oH of oH
o9 o op oq
f funksiyanyn hereketin 1-nji integraly bolmak serti
df  of
dat ot
Seylelikde f funksiyasynyn hereketin birinji integraly bolmagy Ugin
sol funksiyanyn Gamiltonyn funksiyasy bilen emele getiren
Puassonyn yayy nola deni bolmaly
Puassonyn yaylarynyn hésyetleri.

[f.H]=—

+[f,H]=0 gérniise gelyar.

Lip.gl=-lp.0l.  2[p0l=0  3lp+0,)0]=leb]* [0, 0],
4.\l 0.) 81= o1lo, 0]+ 0.]01. 0] 5.;[(,,,(15]:[%(:’, }[ 5¢}

ot
Eger owe ¢ funksiyalaryn yerine kanoniki tGytgeyan ululyklar alynsa
o o
onda  1.|q;,¢|]=—, 2.1p;¢|=——7 3.19;,,09,]=0
[, oy [P, 4] o [9,,0,]

4.[p,,p.]=0 5.[q,,p.]=5, :6.[p,c]=0
Bu yerde ¢ hemiselik ululyk.
99 aq; o 0q; 0
Gelin |q,,¢ , yayy agalyn. |q,,¢|=——"——-———
G.4]= op; G.4]- od; op,  op, oG,
aq;

=0 bolyandygy sebépli [ ¢]—a— bolar
p

6qi op, 8p o oq,
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Gamilton — Yakobinin defnlemesi.
Ulgamyﬁ hereketinin hakyky trayektoriyasy tapylanda

S= .[Ldt (1) -tasiri warirlemeklik g, (t,)=q® we

9”2 =q® ululyklyklaryi birmefnzes bahalaryndaky yakyn
trayektoriyalaryn S-ni denesdirmeklikden duryar.
q?

2
q() q? +6q

0q

q(l)
33-nji surat

Bu yagday 33-nji a suratda aydyn g6z 6nline getirip
bolar. Trayektoriyalaryn dine S-i minimumy hakyky
herekete  jogap beryar(suratda ol tutus ¢yzyk bilen
berlen.).Indi  t&sir S-in q®”?  Uytgemeginde(wagt
t,hemiselik) we t,wagtyn Uytgemegindaki osuni alyp
barsyna seredelin. Onda tésire S =S(q,)t) funksiya yaly
serederis. g®  nokadyn tdwereginde  koordinatasy
q® +aq bolan nokady alalyn. Bu nokada ulgam sol bir
t,wagtda disip bilyar(33-nji b surat).
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Kesgitlemd gora tasirin wagtdan alnan  hususy  6numi
(trayektoriyanyn boyuna) degisli impulsa dendir.

Basga bir tarapdan tésir S-i koordinatanyn we wagtyn
funksiyasy yaly seredip alarys

dS _ oS 0S
g, = 9.51
pray zaq, . qu. (9.51)
Sornky iki denlemani denesdll’lp alarys
0S ,
E: I—_Z P;d; (9-52)
ya-da gutarnykly
B __n (9.53)
ot ’ '
Seylelikde integrirlemdnin yokary derejesi G¢in doly deferensialy
dS =" p;dg; — Hdt (9.54)

Seylelikde berlen nokatdan ginislige pytrayan bolejiklerin dessesi
ucin bir ndce umumy kanunalayyklyklary goyup boljak. Bu
kanunalayyklyklary geometrik optika odwrenyar.Tasirin
minumumlygynyn sertinden Gamiltonyn denilemesini alyp bolyar.Bir
koordinata we bir impuls bar di)’/ip alarys.

5S = j {5pdq + pd&qg —iath —E;E5pdt} (9.55)

ya-da sag tarapdaky ikinji mtegraly bolekler boyunca integrirlap
alarys

= '[5p(dq —aal:dtj +pa | —j&q(dp +i;dtj (9.56)

Integrirlemegin aracdklerinde 6q=0 hasap edip ikinji agzany
denlemeden ayyryarys. Galan agzalar nola den bolyar haganda
integrallaryn asagyndaky (dyrnakdaky) anlatmalar nula denn bolanda.
Onda alarys.

dg= Mgt dp=—M i (9.57)

op aq
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Gelin mysala yuzlenelin:

oxoM, ox oM, oxoM, ox oM, oxoM, oOx oM,
XM, ]== - + = - + = -

ox op, op, Ox oy op, op, &y &z op, op,
Bu yerde My=yp,-zpy. Onda
oM oM oM oM oM oM

X X . X . X . X

op, op, o7 y OX oy ooz Py
Seylelikde [x,M ]=0

Bizin sredyanimiz Puassonyn klassik dyrnagy. Kwant
mehanikasynda Puassonyn kwant dyrnagy bardyr.

§33. Kanoniki 6zgertmeler

Umumylasdyrylan  koordinata (q)  bolup,  ginislikde
ulgamyn yagdayyny kesgitleyan islendik s ululyklar  bolup
bilerler. Bu erkin saylamaklyga LagranZzyn denlemesiniin formal
gornusi bagly déldir.Bu yagdayda LagranZzyn denlemesi 6zgertma
inwariantdyr  diyilyar.Ozgertmeden alnan tize koordinatalar
Q1,Q2,..... o1Ki q1,02,... koordinatalaryn funksiyalardyr.Yagny Q;
=Qi(q,t). Bu 06zgertmd nokatlan¢ 06zgertme hem diyilyér. Edil
Lagranzyn denlemesinin bolsy yaly Gamiltonyn denlemesi hem
bu 6zgertmede 6z formasyny saklayar.Gamiltonyn usuly has gin
Ozgertma inwariantdyr. Seyle-de bolsa her bir  dzgertmede
denlemelerin 6z formasyny saklamagy dgin 06zgertme belli bir
sertleri kanagatlandyrmaly.

Gamiltonyn denlemesi tdze ululykda asakdaky gornise
eyedir:

Q_ﬁ 'i=—aH oH’ (9.42)
oP, 0Q;

Bu yerde H'YP,Q).- Gamiltonyin taze funksiyasy. Seyle
Ozgertmelere kanonik 6zgertmeler diyilyér.

Kanonik 06zgertmanin formulalaryna asakdaky yol bilen
gelip bolar:
In Kici t&sir prinsipinden bilyaris
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S= j Ldt ya-da 5p=5j > Pidgi-Hdt)=0
Taze Uytgeyan ululyklar Ggin hem i Kici tasir prinsipi yerine
yetmeli. Yagny
5] > PidQ; - H'd)=0 (9.43)
Eger integralyn  asagyndaky  anlatmalar  biri-birinden
wagtyn,koordinatanyn we impulsyin funksiyasy bolan erkin F
funksiyanyn doly differensialy ululygyna tapawutlanyan bolsalar
iki prinsip biri-birine ekwiwalentdirler diyilyar.Seylelikde
> Pidgi- Hdt=>" PidQ; —H'dt+dF (9.44)
F — funksiya 0Ozgertméni oOndiryan funksiya diyilyar.Alan
gatnasygymyzy tézece yazyp

dF =" p,dg, — > PdQ, +(H'—H)dt (9.45)
Bu yerden pi=ﬁ,|:>i=£,H’=H+E (9.46)
oq; oQ;, ot

Hézir 6zgerdiji funksiyany q,Q we t Oytgeyan ululyklaryn (sti
bilen hem anladyp bolyar.

d(F +ZPiQi§: Z p;da; +ZQidPi +(H'—H)dt (9.47)
Denligin ¢cep tarapyndaky differensialyn belgisinin asagyndaky
anlatma q we P ululyklaryn 0sti bilen anladylyar.Ol funksiyany
®(q, P,t) bilen belldp alarys:

pi =621Qi =a£’ H': H +a£
0qg; oP, ot
Seyle menzeslikde P we Q ya-da p we P (ytgeyan ululykdan
bagly onddrilis funksiyanyn Usti bilen anladylan kanonik
0zgertmek formulalaryna hem ge¢mek bolar.

(9.48)

§34. Gamilton —Yakobinin derilemesi

Bizin eyyam bilisimiz yaly mehaniki ulgamyn hereketinin
kanunyn mimkingadar umumy anlatmasy in Kigi tasir prinsipi
tarapyndan berilyar.Ol prinsipe goré her bir mehaniki ulgam
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t
S=Ldt
tl
gornusli kesgitli funksiya bilen hasyetlendirilyar.
Mehaniki sistema seyle hereket edyér, yagny baslangyc we

t
soniky yagdaylaryn arasynda S =ILdt integral mimkin bolan in kigi

t
baha eye bolyar.Bu integrala tésir diyip aydylyar. q(t,) we
q(tz)nokatlaryﬁ arasyndaky trayektoriyalardan dinie biri hakyky
herekete degislidir.Ol trayektoriya tgin S integral inn kici baha eye
bolyar.
Biz hézir S-i hemmesinin baslangyjy bir nokatda, yagny q(t,)
bolup t, wagtda dirli koordinatalardan gegyén trayektoriyalar Ggin
denesdirmekgi.
Bu trayektoriyadan sona yakyn bolan beyleki trayektoriya gecilende
S tésirin Uytgemesi asakdaky anlatma bilen berilyér.

t

65 = g, +f| & - & s
aq X oq dtog

Hakyky hereketin trayektoriyasynyn LagranZzyn denlemesini
kanagatlandyryanlygy ucin denlemedaki integral nula

t
owrilyar( j (?‘—i?f}&th=0).8irinji agzanyn asaky cakde
L\ q

5q(t,)=0-dygyny g6z 6ninde tutup wedq(t,)=5q, seyle hem
Z; = p diyip alarys oS = pd&qya-da erkinligin islendik derejesi icin

oS = z pia:lﬂ (9-49)
bu yerden
B _y (9.50)
oq;
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15-nji , 16-njy we 19-njy denlemeleri ulanyp we alnan denlemelerin
hemme agzalaryny AV-e gysgaldyp tutus gursawyn hereketinin
denlemesine geleris:

dv dv

Am —— = AV—:lf Fe= ¢dF° + fAm
a P j
=P py + fpAV (10.41)
Xk
dv, oP - dv, 6P
AV —L = — AV + f pAV  ya-da p—-=—% 4+ pf.  (10.42
pAV ox, PAV Ya-da p- ox, pfi (10.42)

dv. ov. ov, .
Bu yerde —=—4+_—Lvy,_ tizliginin wagta gord dol
y! dt ot ox, ¢ g gta g y

onumi. Seylelikde, impulsyn Uytgeme kanuny tutus gursawyn
hereketinin denlemesine getirdi.
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Il bolim. Tutus gursawlaryn mehanikasy
X bap. Tutus gursawlaryin mehanikasynym esasy dustnjeleri we
kanunlary.

836. Fiziki tukeniksiz kigi bolejik.

Mehanikanyn  esasy  obyektlerinin  biri  6rdn  kdp
molekulalardan duryan ulgamlardyr. Bular yaly ulgam ginislikde
tutus gursaw hasap edilyar.Bu ulgamlaryn  molekulalary dykyz
yerlesendirler. Bular yaly ulgamlaryn hereketi (gin klassiki
mehanikanyii degisli defilemelerini yazyp bolar. 1 sm® howadaky
molekulalaryn hereketinin adaty atmosfera basysynda we otag
temperaturasynda defilemeleri 10"°  bolar. Sonca deiilemeleri
integrirlemeli bolar. Sonun Gginem tutus gursawyn hereketini
takmynan beyan etmeklik bilen c¢éklenyarler. Seyle maksat bilen
tutus gursawyn mehanikasy Owrenilende tlkeniksiz Kigi fiziki
bblejigiﬁ hereketi owrenilyar.
den kan uludyr we tutus gursawyn molekulalarynyn N sanyndan kén
Kicidir, yagny AN« N.

Tukeniksiz Kici bolejik tiikeniksiz kigi AV gowrimi eyeleyar.
Bu g6wriim 0z icine yeterlik uly mukdarda molekulalary alyar we sol
bir wagtda makro parametrleri duyarlyk tytgér yaly géwriimden kén
kici bolmalydyr.

Tukeniksiz Kkigi bolejigin ginislikdaki yagdayy wagtyn t
pursatynda massa merkezinin radius-wektory bilen kesgitlenyar.
Bolejigin tizligi onun radius-wektory bilen

v=ar

dt

gatnasykdadyr. Bolejigin tizlenmesi massa merkezinin radius-
wektory bilen

(10.1)
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dr

W=—
dt

(10.2)
gatnasykdadyr.

Fiziki meydanyn nazaryyeti

Tutus gursawyn Yyene bir wajyp dislinjesi meydan
disunjesidir. Meydan diyip ginisligin nokadynyn we wagtyn
funksiyasy bolan islendik fiziki ululyga dusunilyar. Meydanlar
skalyar , wektor we tenzor bolup bilyarler. Sol bir yerde birnége
meydanyii bolmagy hem muimkin. Atmosferada skalyar meydanlar
bolan temperatura meydany, basys meydany we wektor meydanlar
bolan howanyn tizliginin meydany, elektrik we magnit meydany,
bitin diinya dartylma meydany bolyar.

Haysy hem bolsa bir fiziki hadysa bolup gecyén ginislige
fiziki meydan diyilyér.

Goy, bize haysy hem bolsa bir ¢ skalyaryn meydany berlen
bolsun. Bu diyildigi belli bir ginisligin hemme nokatlary gin ¢-in
bahalary berlen diyildigidir. ¢@-e koordinatanyn funksiyasy
atlandyryarlar. o-in skalyar temperaturanyn, basysyn, suwuklygyn
dykyzlygynyn bahalaryna eye bolmagy mimkin. Birmenzes baha eye
bolan ginisligin hemme nokatlaryna birmenzes potensially (st ya-da
ekwipotensial Ust diyilyar.

Skalyar meydanyn gradiyenti wektor meydanydyr.

Giniglikde berlen meydanda O nokadyn Ustinden ¢ ekwipotensial
usti gecirelin. Onuni golayyndan ¢+de ekwipotensial Usti hem
gecirelin. Su yerden

5 de (10.3)
dn
wektor alarys. Bu wektora skalyar meydanyn gradiyenti diyilyar.
G =Vp=grade (10.4)
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Fe = 3§dﬁf’ + fAm (10.37)

Ao

bu yerde dF°bélejigii Gstiiniii elementar meydanyna goylan st
guyjudir; f -birlik massa diisyan gowrtim giyjudir. dE® guyc
do =ndo wektoryin ugruna baglydyr hem-de do meydanyn
ululygyna baglydyr. Basgaca aydanynda, Ust guyji asakdaky gornise
eyedir diyip guman edilyar

dF%i =P, do, (10.38)
yagny onun ululygy P, ululyklaryn toplumy bilen kesgitlenyéar we
do wektoryn komponentlerine baglydyr(do, = cos(i ,fi, )do ). Bu
yerde cos( fin,) A, ortly koordinat oky bilen @ ortyn arasyndaky
kosinus burgydyr. P, ululyklaryn toplumyna dartgynlylygyn tenzory
funksiyalarydyr ~we gursawda dartgynlylygyn = meydanyny
kesgitleyar.

Dartgynlylygyn tenzorynyn P, komponenti birlik meydana
tasir edyan guyjun i-nji dizajisini anladyar. Meydan x, oka
perpendikulyardyr. x  oka perpendikulyar meydana (sol meydanyn
do wektory x okun ugruna ugrukdyrylan)
dF.’ =P do, glyg tasir edydr. Degislilikde ol giiyjun proeksiyalary

dF,’ =P,do,, dF,° =P,do,, dF,” =P,do,. (10.39)

Bu yerde P, guyjui dykyzlygynyn normal dizdjisi, P, ,P, -
galtasyan dizujileri.
hasaba alyp berlen bolejige tésir edydn jemleyji Ust glyjlni
Ozgerdelin

§dF” = P do, = P gy = P
Ac Ac

dv = kv (10.40)
av O 29
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2 pdV =—§ pVido, (10.35)
.y

V, gowrumdaki gursawyin massasynyn tytgemek tizligi sol gdwrumi
gursayan o, Ustden wagt birliginde guyulyan we dokilyan
bolejikleriti massalarynyn tapawudyna denidir. pV wektora gursawyii
akymynyn dykyzlygy diyilyar

Impulsyn Gytgemek kanuny.
Am massaly we AV géwrimli bélejigin impulsynyn ytgemek
kanunyny yazalyn:

v -,

Am—=F (10.36)

dt
Bu verde V massa merkeziniii tizligi yaly hasaplanyar, F¢ bolejige
goylan dasky glyclerin jemi. Bu glyc bdlejigin yagdayyna we wagta
bagly, vyagny F°(F.t). Fe-gliyc  birinjiden  gursawyi
molekulalarynyn 6zara tasirinden, ikinjiden hemme gursawa degisli
glyc meydanlaryndan ybaratdyr. Molekulalaryn 6zara tasirinin
radiusyny orén Kici hasap etsek , onda fiziki tikeniksiz kici bolejigin
berlen bdlejige edyén tésir guyji sol bolejigin yuka Ust gatlagynda
duyular. Mehanikada sol st gatlagynyn galynlygyny hasaba
almayarlar.Gongy bdlejiklerin bir-birine edyan tasirini Ust guycleri
hasap edyérler. Dasky guy¢c meydanlary bolsa AV gowrimdéki
molekulalarynn hemmesine den tésir edyéar diyip hasap edyarler.
Sonun Ugin ol guyclere gdwrim glycleri diyilyar. Eger ol guycler
bolejigin massasyna proporsional bolsa onda ol guyglere massa
glycleri diyilyar. Seyle guyclere grawatasion guycler, elektromagnit
glycler we inersiya glyji giryar. Inersiya glyji, gursawyn inersial dal
hasaplayys ulgamyna gord, hereketi Gwrenilende yiize c¢ykyar.
Seylelikde, tutus sredanyn mehanikasynda berlen bdlejige goylan
glyclerin hemmesinin jemi asakdaky yaly anladylyar diyip guman
edilyar.
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Bu yerde ¢ skalyar meydany G wektor meydany emele
getiryar.

Fizikada, kopleng, wektor ululygyn 6smegine déal-de tersine,
kemelmegine degisli meseleler ¢ozulyar. Meselem, hereket edyan
suwuklygyn tizligi basysyn pes tarapyna ugrukdyrylan,yylylyk
akymy temperaturanyn pes tarapyna ugrukdyrylan. Onda
\7:—gradgo:—Vgo:d—(p

dn
Maddanynn massasynynn  dykyzlygynyn meydany p = p(F,t),
tikeniksiz Kici orun Uytgetmegin meydany: dr =u(r,t), tizligin
meydany: V =V (F,t)
Temperaturanyn wagta gora uytgemegi

d_T:[a_Tj v (10.5)
dt ot )y OX;

bu yerde (%—Ij — ginigligin berlen nokadynda temperaturanyn
X

wagt birliginde Uytgemegi, ViZ—T- konwektiw  dnim(ginisligin
X;

baslangy¢ nokadyndan dx aralykda yerlesen nokadynyn céagindéki

temperaturanyn dytgemegi).

837. Kici bolejigin deformasiyasy.

Gursawyn Kici bdlejiginin ornunyn Uytgemegini Owrenelii. Bu
maksat bilen bdlejigin yakyn iki (1) we (2) yagdayyna seredelin(35-
nji surat).

Bolejigin islendik A we O’ nokatlarynyn radius-wektorlary 17 we
ro
F=ry+r' (10.6)
gatnasyk bilen baglanysyklydyr. Bu yerden A nokadyn ornunyn dr
uytgemegi
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dr =dr, +dr’ (10.7)

anlatma bilen kesgitlenydr. Basga bir tarapdan dr we dr, orun

uytgemeler

bahalarydyr:
dr

funksiyanyn ginisligin = T we T, nokatlardaky

(10.8)

Il
<
ml
—

~—
[oX
o

Il

<
—
ey

—
~

¥

X ..
35-nji surat

Seylelikde, A nokadyn merkezi 0’ nokatda bolan 6ie bolan hereket
edyan, hasaplayys ulgamyna  gdéra  orun uytgetmesi
dr’ =dr —dr, =u(r,t)-u(r,,t) dendir. u( F.,t) funksiyany 0’
nokatda hatara dargadyp, we F'-ifi veterlik kici ululykdygyny(bél
ejigin 0zi kigi ululyk) g6z o6ninde tutup
dr '=(r'grad )T (10.9)
alarys.10.9-njy anlatmany tenzor gornlsde yazalyn (X=X, y=Xz ,
Z=X3 We Uy =U1,
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‘i—’t’+ p div V =0 (10.29)

Bu gatnasyga Uzniksizligin denilemesi diyilyar.

Basga bir tarapdan bolejigin  p (7 ,t) dykyzlygynyn doly
ondmini ulanyp
10.29-njy gatnasygy asakdaky goérniisde alarys.

dp _ 8_p+8_/jd_r - ya-da dp _0p r*a—/f :a—p+(?grad)p
dt ot or dt dt ot or ot
Onda
?j—/t)+pdiV\7=aa—/t)+(? grad) p+ pdivW =0 (10.30)
10.30-njy gatnasyk nazary mehanikada kop ulanylyar.
aa—lt)+din\7 :aa—/t)+\79radp+pdiv\7 (10.31)

Tenzor anlatmasynda lznuksizlik derilemesi asakdaky gornise eye
bolyar.

.99 _, (10.32)
ot 0OX,
Ginisligin kesgitli Vo géwriimine seredelin. Sol giniglik G¢in
j [88—’; +divpV jdv =0 (10.33)

Vo
Ostorgradskinin formulasyny ulanyp diwergensiyadan alnan

gowrum integralyny Gst integralyna dwrelin .

[ (divov bv = § pVdo, (10.34)

Vo %o
Bu yerde o, Vo gowrimi ¢éklendiryén yapyk ustiin meydany, do, -
ustin elementi, absolyut ululygy boyunca elementini stunin
meydanyna den bolan wektordyr. Onda

| [aa—/t)jdv =-§pVdo, ya-da

Vo
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Deformasiya tenzoryny bilip tutus gursawyn Kigi bdleginin
uzynlygynyn dytgemesini , deformasiyanyn tizliginin tenzoryny bilip
ol Uytgemanin tizligini kesgitlap bolar.

Mysal: 0’A material kesimin uzynlygynyn goérali Gytgemesini
tapalyn. ki yagdayda r'=|r| ikinji yagdayda GUytgeme dr'.
r'dr’=r'dr’ dedligi peydalanyp, seyle hem dr’=[dx,F']+grad,y
anlatmany we 10.17, 10.18 denlikleri hasaba alyp alarys.
dr—r,zgkiakai . Bu vyerde aizx—‘,i-nji koordinat oky bilen T -

r

wektoryn arasyndaky kosinus burg.

838. Massanyn saklanmak kanuny, impulsyii we impulsyii
momentinin dytgemek kanuny.

Dykyzlygyn p (7,t) we tizligin o(7,t) meydanlary
massanyn saklanmak kanunyndan gelip ¢ykyan denleme bilen 6zara
baglanysykdadyr. Bu yagdaya g6z yetirmek Gcin Am massaly berlen
bolejigin hereketine gozeggilik edelin.

Massanyn hemiselikligi U¢in
d

P Am=0 (10.27)
Am=pAV baglanysygy g(’jz oniinde tutup
d d
—Am—— AV— AV+ AV=0
at ™" =g PAY) Pt
gatnasygy alarys. Ya-da
dp, p 9AV _, (10.28)
dt AV dt
Bolejigin géwriminin goréli Gytgemeginin tizliginin meydanynyn
LAV gy y
AV dt

bilen kesgitlenyandigini goz éntnde tutup gozleyan gatnasygymyzy
alarys.
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Uy =U2 ,U;=U3)

dx/ = x, —- (10.10)
k
i =1baha Ugin 10.10-njy anlatmany yazalyn
dx = x My Moy O
0X, oX, 0%y

a—' O6ntmin antisimmetrik we simmetrik tenzorlaryn duzujilerinin
Xk

jemi yaly anladylyandygyny goz o6nlnde tutup, ( %: X T €k
k

i = (ai—%j antisimmetrik tenzor, &, :E(%JF%J
2

X, OX, b2l ox, o
simmetrik tenzor) A nokadyn goréli orun lytgetmegini
dX! =X, X + X & (10.11)

gOrnlsde yazarys.
i — tenzor Ozunin antisimmetrikligi sebépli ¢ baglanysyksyz
dizdjiler bilen kesgitlenyér we

0, %12, 213
X = X12:0, X2 (10.12)
= X3~ X230 )
matrisa bilen anladylyp bilner. Ozi hem y; —nin dizijileri
X =ab, —ab, (10.13)

gornise eyedir.

Sonun Ugin antisimmetrik tenzoryn (¢ baglanysyksyz duzijileri
X120 X230 X3 IKI degisli wektoryn wektor képeltmek hasylyny emele
getirydar.Onda antisimmetrik we simmetrik tenzorlaryﬁ dazujilerinin

jemi ticin wektor képeltmek hasyly 2[Vu] yagny Erotu
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1(ou;, ou, | 1(ou; ou,
Xitea =l 20 T |75l a0 = |7
2\ ox,  ox 2\ 0%,  ox

lou 1ou, 1ou, 1ou, _10u 10y, au.j

+ - = + =
20X, 20% 20X, 20X, 20X 20X  OX

%rotU - yit dlzijileri %(rotﬁ)1 = Zzs;%(rOtU)z =Y

1,
E(rotu ): = 21 (10.14)

rott - yn tukeniksiz kigi wektordygyny g6z o6nulnde tutup, ol wektor
we onun duzijileri Ggin belgileme girizeris.

1 _
dy :E(mtu )’ Ay, = X0, A%, = X5, A% = 21, (10.15)

X — tenzoryn  antisimmetrikliginden we 10.15- njiden peydalanyp
10.11-nji jemden i = 1 Ugin bizi gyzyklandyryan anlatmany alarys
X o = XoXon + XaXa = —Xo0x5 + X5y, = [d)?’ F'],

menzeslikde alarys

X X2 = [d)?’r’]zi X Xs = [d)?ar’]s (10.16)
Seylelikde x|y, jem[dy,F’] wektor kopeltmek hasylynyn i-nji
dizhjisini anladyar.
10.11-njinin 2-nji agzasyny

oY
Exi Ak o’ ( )
gornilisde yazyp bolar .Bu yerde
Y= %gki X, Xi (10.18)

Seylelikde , 10.11-njinin ikinji agzasy , x; Uytgeyén ululyga gora ¥
funksiyanyn gradientinin i-nji dizijisine dendir .

Seylelikde, 10.7-nji, 10.9-njy ,10.10-njy , 10.16-njydan peydalanyp
A nokadyn dr orun Uytgetmesini birinji derejeli takyklyk bilen.
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dr =dr, +[d7;r']+grad, ¥ (10.19)
gornusde yazarys .Seylelikde, Kkici bdlejigin islendik nokadynyn
ornunyn  Uytgemegi  bdlejigin  absalyut gaty jisim  yaly
dr, +[dz,r']orun Gytgemeginden we bélejigin deformasiyasy bilen
baglanysykly grad, W orun uytgemeden duryar dr, bolejigin oOne
bolan hereketi dy -bolejigin absalyut gaty jisim yaly tlkeniksiz Kigi
owrilmesi grad W orun Uytgeme deformasiyanyn wektory .Sonun
ucin &« -tenzora Owrilme tenzory ¢, -tenzora deformasiya
tenzory diyilyar. dt wagtdaky orun tytgeménin u, =o; dt- gini goz
onunde tutup éwrilme we deformasiya tenzorlaryny

X ki—okidt; exi=vkidt (10.20)
gOrnusde yazarys.
Bu yerde
1(09, 29, )"
0 == —-——| (10.21)
2\ 0%, OX
= _105% 0% (10.22)
2\ ox,  OX
ki tenzor bolejigin burg tizligini kesgitleyar.
0] :d—Z:ErotV (10.23)
dt 2

vk — tenzor deformasiyanyn tizliginin tenzory. Ol deformasiyanyn
tizligini kesgitleyar. Bu wektor gradiyent gérnusde, yagny
% _ 9, %! yazylyp bilner. (10.24)
Xi
Sebabi

D= %Skix{(xi’ (10.25)

Seylelikde tizlikler Ggin
V =v, +[@r']+ grad, @ (10.26)
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X1 bap. Ideal suwuklyk

§39. Uznuksizlik denlemesi.

Suwuklygyn we gazlaryn hereketini owrenmek
gidrodinamikanyn mazmunyny dlzyar. Gidrodinamikada
seredilyan hadysalaryn makroskopik hésiyete eyedigi ¢in suwuklyga
gidrodinamikada tutus gursaw yaly seredilydr. Munun 0zi
suwuklygyn gowriminin bir Kkigi elementi ndmede bolsa, 6rén
kép molekulany 6z igine alyan bolmalydyr diyildigidir. Bu
diyildigi, suwuklygyn gowrlminin Kici elementinin goéwriminin
Olcegi  molekulalaryn aralyklarynyn Olceglerinden uly  bolmaly
diyildigidir.

Gidrodinamikada “suwuk bolejik”, “suwuklygyn nokady”
diyen anlatmalara hem seyle manyda distinmelidir.

Ideal suwuklyk diyip islendik deformasiyada we
deformasiyanyn  tizliginde galtasyan dartgynlyklar  normal
dartgynlyklar bilen denesdireninde 6ran kici we hemme normal
dartgynlyklary birmenzes bolan tutus gursawa aydylyar. Seylelikde
ideal suwuklygyn dartgynlygynyn tenzory

Pik= -p6k (11.1)
gornuse eyedir. Bu yerde p-basys. 11.1-nji atilatmany dF.° =P, o,
formulada yerine goyup st glyji tcin alarys.

dF’ =—ps. (o, =%) (11.2)
k

Seylelikde birlik meydana tasir edyan glyjun absolyut bahasy
(ideal suwuklyk tgin) meydanyn ugrukmasyna bagly dal. Eger ideal
suwuklyk diyip gaza seredilse p>0 , suwuk sreda t¢in p poloZitelem,
otrisatelem bolup biler. Sebébi dartgynlyk gysyan ya-da suyndlryén
bolup biler.

Ideal suwuklygyn hereketinin denlemesi.
Hereket edyan suwuklygyn yagdayyny matematik anlatmak

suwuklygyii 9(x, y, z,t) tizliginin  paylanysyny  kesgitleyan
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funksiyanyn we onuin haysy hem bolsa iki termodinamiuki
ululyklarynyn, mysal Gcin p(x,y,z,t) dykyzlygyn we p(Xy,zt)
basysyn komegi bilen yerine vyetirilydr. Hemme termodinamiki
ululyklaryn bu ululyklaryin haysy hem bolsa iki ululygynyn
bahalaryny peydalanyp maddanyn hal-yagday denlemesiniii kdmegi
bilen kesgitlenyandigini biz bilyéris. Sonun Ggcin tizligin U¢
dizdjisinin, basysyn we dykyzlygyn berilmegi hereket edyén
suwuklygyn yagdayyny doly kesgitleyar. Bu funksiyalaryn hemmesi
umuman XY,z koordinatalaryn  we t wagtyn funksiylarydyr.
9 (x,y,2,t)-ginisligin  berlen  nokadynda wagtynn  berlen
pursatyndaky suwuklygya tizligi. Yagny, ginisligii kesgitli nokadyna
degisli. Bu hésiyet p, p ululyklara hem degisli.

Gidrodinamikanyn esasy denlemelerinin getirilip
cykarylysyna garalyn. Ginigligin Vo gowrimine garalyn. Sol

gowrumdaki suwuklygyn mukdary(massasy) j pdV . Bu yerde p-
Vo

suwuklygyn dykyzlygy. Integrirlemek Vo gdwriim boyunca alynyar.

Vo gowrimi caklendiryén Gstun df elementinden birlik wagtda

pvdf mukdarda suwuklyk akyp gecyér , df wektor absolyut ululygy

boyunca Ustiin elementinii meydanyna desidir . df -i dasky normal

boyunca ugrykdyrmagy sertleselin. Onda, eger suwuklyk géwriimden

dasyna akyan bolsa, def poloZitel, eger icine akyan bolsa otrisatel.

Vo gowrimden birlik wagtda akyp ¢ykyan suwuklygyn doly

mukdary f§ pvdf . Integrirleme seredilyan gowriimi 6z icine alyan
f

yapyk Ust boyunca alynyar.
Basga bir tarapdan Vo géwrimdaki suwuklygyn mukdarynyn

0
azalmasyny —— V
yy —— I pd

gornisde yazyp bolar. Iki anlatmany denlap, alarys:
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—ld—(p o - fEwr 15y
C

bu yerde magnit induksiyasynyn akymy
@ = [Ad& , sebabi p=1
11.51-njini 11.53-njinifi sag tarapyna goyup we Stoksyfi
teoremasyny ulanyp alarys:
jrotEdo +%jrotﬁ7ﬁ}jo :jrotE’do (11.54)

Makswelifi defilemesini peydalanyp taparys
1ldo 1on
————=|-=—do+=| rot\Vi
c dt I c ot I B/ ]da

i—leg o - J'rotB/n}ja j[——rotﬁ/n]}do (11.55)

11.40-njy yerine yetyan tlkeniksiz geciriji sredada berlen
material konturdan gegydn magnit guyjenmesinii akymynyii
saklanyandygy bu yerden gorinyar.
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?j—/t’ +pdiy =0 (11.47)

dVv 1 -

— =—gradP +—|rotH,H 11.48
p dt 9 47z[ ] ( )

p% = —pdivV, (11.49)

ds
ot 0 (11.50)
gornlsde yazarys.
11.49-njy defilemede bolinip ¢ykyan joul yylylygyna defi we
§2
kigi%ululyga proporsional 17 galdyrylan.
11.40-njy, 11.41-nji, 11.47 — 11.50-nji defilemeler ideal
suwuklygyi magnitogidrodinamikasynyii defilemeler sistemasyny
dizyar. Seredilyan tlkeniksiz gegiriji gursaw wajyp hasiyete eyedir.
Berlen material konturdan gegyan magnit glyjenmesinifi akymy
wagtyfn gecmegi bilen Uytgemeyar. Seylelikde magnit guyc cyzyklary
gursawda donup galyp onufi bilen bile hereket edyér. Seredyén
yagdaymyzda gegiriji togunyn

£ =€+ VHA] @151
C
glyjenme bilen doredilydndigi 11.37-njiden gorunyar. Seylelikde
berlen, yapyk material konturda déreyan EHG

fEoF (11.52)
integrala defidir. Bu integral §\75F integrala menzeslikde
kesgitlenyar ( §\75F integrala yapyk material konturyn boyuna tizligin
sirkulyasiyasy diyilyar).

Faradeyifi kanunyna gérda EHG-i sol kontura dayanyan tstden
uytgeyan magnit akymynyfi tytgemegi bilen kesgitlenyar.
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% [ pdv =—f pvet (113)

f

Gaussyn teoremasynyn esasynda Ustden alnan integraly
géwrlimden alnan integrala éwdiryaris

§ pudf = [divpvdv

Seylelikde % j pdV = —j divpvdV ya-da j % pdV + j divpvdV =0

ya-da | [% + dinvjdV =0

Bu denligin islendik géwrim (gin yerine yetmeginin
hdékmanlygy Ugin integralyn asagyndaky arnilatma nola dendir,yagny

88—/;+din\7:0 (11.4)

------

j=pv wektora suwuklygyin akymynyn dykyzlygy diyilyar. Bu
wektoryn ugry suwuklygyn hereketinin ugry bilen gabat gelyar.
Onun absolyut ululygy wagt Dbirliginde tizlige perpendikulyar
yerlesen birlik meydandan akyp gecyén suwuklygyn mukdaryna
dendir .

11.4-nji denleme znuksizlik denlemesidir. div pv anlatmany acyp
11.4-nji denleméni basgaca hem yazyp bolar:

%+ pdivww +vgradp =0, (11.5)

840. Eylerin denlemesi .
Suwuklykda kesgitli bir gowrimi alalyn .Basysy p bolsun,

saylanyp alnan géwriime tasir edyén doly glyc
—§ pdf

200



integrala dendir .Gaussyn teoremasyny g6z 6nune tutup alarys
—f pdf =—I gradpdV .

Bir birlik gdwriime tasir edyan guyc —grad p . Gowrim elementine
tasir edyan giyc gradPdV . Suwuklygyn géwrim elementinin
hereketinin denilemesini yazarys.

p(jj_\t/ =—gradp (11.6)

Bu yerde p - birlik géwriiminin massasy.
?j—\t/- ginislikde hereket edyan suwulygyn bdleginin tizliginin

uytgemesi . Suwuklyklaryn berlen boleginin tizliginin Gytgemesi iki
bdlekden ybaratdyr : ginisligin berlen yerinde tizligin Gytgemesinden;
giniligin baslanngy¢ nokadyndan dr uzaklykda yerlesen nokadynyn

cagindaki tizligin tytgemesinden. Birinjisi aa—‘tgdt, ikinjisi

ov ov ov ov
—dx+—dy+—dz=(drv,dv =—dt+(drv Ny
OX oy y 0z ( )v ot ( )v
Seylelikde, denligin iki tarapyny hem dt-e bollp alarys .
dV v (oo\s
—=—+|VV 11.7
i~ ¥ @)
Alnan gatnasygy 11.6-da yerine goyup alarys.
a—‘7+(\7V)7 =—gradpl (11.8)
ot o '

Bu genlema suwuklygyn hereketiniin denlemesi diyilyar. Ona

------

esasy denlemesidir. Eger dasky guyji hasaba alsak, onda denleme
asakdaky yaly yazylar:.

&, (V) = —gradP£+ f
ot p
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oH -
Z —rot\VH
t o ] (11.40)
divH =0
(11.41)

Bu defillemeler sistemasyny ideal suwuklygyf gidrodinamik
meydanynyf

dp =
— 4 pdivV =0
a7

(11.42)
dv -
pa——gl’adFH—pf (11.43)
de =
pa = —PdivVv (11.44)
ds
=~ _0 11.45
ot ( )

defilemeleri bilen bilelikde islemeli.
11.34-nji formuladan magnit meydany tarapyndan j toga tasir edyan
Lorensin pf glyjini
151 1.5 o
—|jH [=—]rotH,H 11.46
—[iH]=~lrotH, H] (11.46)
gornilisde yazarys. 13-ni hasaba alyp 11.4,11-9,11.10 denilemeleri
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etmelerimiz yerine yetyén bolsa onda Makswelifi defilemelerinden
alarys:

rotE = -+ (11.34) rotH =4—”] (11.35)
c ot c

divd =0  (11.36)

- . oD . oD
rotH = j+— =—
[ J 8t j [Jsuysme 8t j

bu yerde o = D — obkladkalardaky zaryadyii st dykyzlygy, c-
yagtylygyn tizligi.

11.37-njiniii kdmegi bilen 11.34-njiden guyjenme E-ni yok
edip alarys.

rotj = ArotE + % rotpﬁ] . rotE = —% rotpﬁ ]+1 rotj

j- A[E +% = D (11.37)

o (11.38)

- c ~ g
——=-rotE-c=-—rotj +rot|VH
e i oo
Bu yerdenl1.35-njinii komegi bilen j-ni yok edip magnit
meydanynyf glyjenmesinif

rotrotH = 2% rotj rotj = 4L rotrotH

" ¢ d ) (11.39)
P C rotroth + rotwﬁ ] = rotwﬁ ]— °_rotrotH

ot Adr 4rA

defilemé& boyun egyandigini taparys. 11.39-njy denlemani 11.36-njy
denleme bilen bile islemeli.

Sredanyii elektrik gecirijiliginiii yokarydygyny g6z 6nunde
tutyp seredydn yagdayymyz (cin elektromagnit meydanynyn
denlemesini alarys:

209

Eger suwuklyk agyrlyk giyjlnin tasirinde bolsa, onda her bir
birlik géwrlmine guyc tasir eder. Seylelikde suwuklygyn hereketinin
denlemesi
a—V+(\7V)\7:—l gradp + g (11.9)
ot p

Suwuklyklarynn ayratyn boleklerinin arasynda we suwuklyk
bilen degisyan jisimlerin arasynda yylylyk alys yok bolsa, onda
hereket adiobatik bolyar diyilyér. Hereketin adiobatiligi

ds
—=0 11.10
o ( )

Bu yerde doly differensial suwuklygyn berlen hereket edyan
bdleginin entropiyasynyn Uytgemegini ailadyar. Bu dniimi

ds 0s

—=—+vgradp =0 11.11

"~ gp TVaradp (11.11)
gornlsde yazyp bolar.11.10-njy denleme ideal suwuklygyn adibatik
hereketini anladyan denlemedir.11.8-nji denlemanin kémegi bilen

10-njy denlemani tzniksizlik denlemesi gorniisinde yazyp bileris:
% +div(psv)=0 (11.12)
psV - Kkopeltmek hasylyna entropiyanyn akymynyn dykyzlygy

Eger wagtyn ké&bir baslangy¢c pursatynda suwuklygyn
gébwrliminin hemme nokatlarynda entropiya birmenzes bolsa onda
suwuklygyn indiki hereketinde wagtyn ge¢megi bilen birmenzes we
uytgewsiz bolar. Bu yagdayda adiabatiklik denlemesi

s=hemiselik (11.13)

gornusde bolar.Beyle herekete izentropik hereket diyilyar.
11.12-nji denleméni basgarak gdOrnisde anlatmak Ugin
hereketin izentropikliginden peydalanalyn. Munun Ggin  belli
termodinamiki gatnasyk bolan
d w=Tds+Vdp (10.56)
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gatnasykdan peydalanalyn. Bu yerde w-suwuklygyn birlik
massasynyn yylylyk funksiyasy, Vzl- udel goéwrim, s-in
hemiselikliginden g
dw:Vdpzidp
Yo

.1 ,
Sonun Ugin —Vp =V w Bu yerden
Yo

% +(VV )V =—grad w (11.14)

Wektor dernewinin belli formulasy bolan

%grad&2 = [vrotv]+ (W )7 formyladan peydalanyp

aa—‘t/+ (W) =—gradH
formylany tézece yazarys
aa—‘t/+%gradl92 —[vrotv]=—gradH (11.15)

Bu yerde H — termodinamiki funksiya bolan entalpiya. Eger
denligin iki tarapyna hem rot operasiyasyny ulansak

%rot\? = rot[irotv'] (11.16)

Dine tizligi 6ziinde saklayan Eylerin denilemesini aldyk.
Eger suwuklyk dynclykda bolsa, yagny V =0.onda ideal
suwuklygyn denlemesi gidrostatikanyn denilemesine geler.

gradP = pf (11.16)

Bu denileme gursawyn mehaniki denagramlylygyny suratlandyryar.

Eger gbwrim guyclerini hasaba almasak (f=0), onda gursawyn
hemme nokatlarynda basys hemiselik(Paskalyn kanuny)

Eger suwuklyk gysylmayan bolsa we birhilli agyrlyk guyjinin

tasiri astynda bolsa, onda koordinatalar baslangyjyny suwuklygyn
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Maddanyn akymynyn tzniksizligi sebapli dykyzlygyn bokisi gazyn
urgy tolkunyny gecenden son tizliginin peselmesi bilen
ugurlasyar(v,<v; ).Bu peselme stasionar urgy tolkunynyn gaza goré u
tizliginin gazyn onunde u; =-v;1) we yzynda (uz =-v, ) dirli
bolmagyna getiryar(u, >u; ).
11.31-njinin kdmegi bilen 11.28-njiden tizlikleri yok edip well.32-

njini peydalanyp entalpiyanyn bokisini taparys.

h, —h, ==(p, - lol)(i +ij, (11.33)
2 P2 Pr
Bu gatnasyk Gyugonnonyn adibaty ady bilen bellidir(urgy adibaty).
Bu gatnasyk p; bilen p,—nin arabaglansygyny p1 we p; —in berlen
bahalarynda kesgitleyar.

842.1deal suwuklygyi magnitogidrodinamikasy.

Magnit meydany tasir edyan, elektrik geciriji ideal
suwuklygyn hereketine seredelifi. Seyle suwuklykda yiize ¢ykyan
elektrik togy magnit meydany tarapyndan suwuklyga mehaniki tasiri
sertlendiryar we magnit meydanyny (ytgedyéar. Bu hadysalary beyan
etmek Gcin ideal suwuklygyfi defilemeler sistemasyny Makswelifi
defilemeleri  bilen bilelikde ulanmak gerek. Meydanlaryn
glyjenmelerinin yrgyldysynyfi « yygylygy yeterlik Kici, sredanyfi
elektrik gecirijiligi A bolsa 6rén yokary hem hemiselik, yagny so <<
2n\ yagday bilen caklenydris. Bu yerde ¢ — sredanyfi dielektrik

hemiseligi. Onda %aa—? slysme togy geciriji J tok bilen
T

defiesdirefide hasaba almasafi hem bolyar. Yokary elektrik gecirijiligi
ucin erkin gowrim zaryadlarynyfi hereketi bilen baglansykly
konweksion togy hem hasaba almayarys. Ol zaryadlar elektrik
gecirijiligi néce yokary bolsa soncada tiz sindirilyér.

Magnit syzyjylygy p = 1 gursawa seredyéris. Sebabi hemme gegiriji
suwuklyklar we gazlar Gcgin p= 1. Eger heme sanan guman
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2 2
{%WL hlj =(%+h2j (11.26)

sertlere boyun egyér. Sonky serti 5-njini we 10-njyny hasaba alyp 9-
njydan alyp bolyar.

Akymyn ugruna perpendikulyar , gozganmayan urgy
tolkunyna seredelin. Yagny dykyzlanmanyn goni bokisi. Bu
yagdayda tizligin tangensial diiziijisi nola den, yagny 9, = 3. Sonun
ucin 11.20-nji, 11.21-nji we 11.26-njy sertleri

P8 = P9, (11.27)
P+ p9% = P, + p, 9% (11.28)

2 2
(%+ hlj =(‘9§+h2j (11.29)

gornilisde yazyp bolar.

Alynan sertler gursawyn urgy tolkunyndan gecenden son
hemme termodinamiki ululyklarynyn gutarnykly Gytgemesini
kesgitleydr. Bu gazyn gaty yuka gatlagynda bolup gecyan
(sepbesiklik we yylylyk gegcirijilik bilen baglansykly) dissipatiw
prosesler  bilen baglangykly. Bu nazaryyetde yuka gatlagyn
galynlygy hasaba alynmayar.Seylelikde, ideal suwuklygyn urgy
tolkunyndan gegisi dwrilsiksiz akymdyr, yagny

S,>S1 (11.30)

Gursawyn akymynyn dykyzlygyny j=pv bilen belgildap we

onun Uzilme Ustde Gznuksizdigini hasaba alyp 11.26-njydan alarys

g =21, 9=-1 (11.31)
P1 P>
16-njynyn kémegi bilen 13-njiden tizlikleri yok edip alarys.
2 pz B p1
] _—i_i (11.32)
P P>
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ustiinde yerlesdirip we z okuny wertikal asak ugrukdyryp (11.16)'-
dan alarys

op op op ,
—=—=0, —=pz,buyerden p=p,+ poz
x oy pe P y P=P,+ P9

bu yerde p, —suwuklygyn stiindaki dasky basys.

Eger gazyn hemme nokatlarynda yylylyk denagramlylygy bar
bolsa, onda ideal gazyn denlemesinden peydalanyp we z oky wertikal
yokaryk ugrukdyryp 11.16-njy denlemeden

P _op_y Koo __

ox o | m oz
Bu yerden dykyzlygyn beyiklige gord paylanysynyin anlatmasyny
alarys.

£ =P, exp{—%(z - zo)} , bu formula barometrik formula diyilyar.

841. Urgy tolkunlary

Gozganmayan S hasaplayys ulgamyna gord V tizlik bilen
hereket edyén stasionar, birhilli gaz akymyna seredelin. Eger akymyn
tizligi sesin gazdaky tizliginden uly bolsa, onda akyma sesden yokary

......

......

tapawutlanyarlar. Su sebédpli akymyn wajyp hésiyetnamasy akymyn
tizliginin akymdaky sesin tizligine bolan

M= (11.17)
C

gatnasygydyr. Bu yerde V-akymyn tizligi, c-sesin tizligi. Bu sana
Mahyn sany diyilyér.

Gazyn dykyzlygynyn vya-da beyleki ululyklarynyn Kigi
tolgunmasynyn sesden yokary tizlikli akymda islendik ugur boyunca
yayrap bilmezligi sesden yokary tizlikli akymyn ayratynlyklarynyn
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biridir. Hakykatdanam tolgunmanyn S hasaplayys ulgamyna goéra
yayramagynyn tizligi

V +cii (11.18)
jeme dendir. Bu yerde n-tolgunmanyn gaza gord yayramagynyn
ugry. Onda S hasaplayys ulgamyna goré tolgunmanyn yayramagynyn
hemme mimkin bolan ugurlaryny almak Ggin tolgunma doreyén,
gozganmayan O nokatdan V +ciiwektory goymaly we V-niit

fiksirlenen yagdayynda n —wektora hemme mimkin bolan ugurlary

bermeli. Netijede V + cfi wektoryi soily merkezi V wektoryi ujynda
bolan ¢ radiusly sfera boyunca tayar. Seylelikde, sese cenli tizlikli

(V<c) akymda V + cfi wektor islendik ugra eye bolup biler. Sesden
yokary tizlikli akymda (V>c) V + cii wektor (fi-niii islendik ugrunda)
depesi tolgunma merkezinde yerlesen konusyn iginde yerlesyar.
Beyle konusyn yarym jisim burgy

. c
Sina =— 11.19
a=y ( )

formula bilen kesgitlenyér. 11.17-njini g6z énunde tutup 11.19-njyny
yazarys.

sina = 1 (11.20)
M

Sesden yokary tizlikli akymyn yene bir ayratynlygy urgy
tolkunynyn doremek mimkingiligidir.

Basysyn we temperaturanyn birden (ytgemegi bilen
baglansykly gursawyn dykyzlygynyn yeterlik yokarlanmak tolkunyna
urgy tolkuny diyilydr. Bu yagdayda gursawyn yuka gatlagynda
parametrlerin birden Uytgemegi we bu gatlakdan maddanyn akymy
bolup gecyar. Urgy tolkunlary sesden yokary tizlikli gazyn jisimin
dasyndan akmagy wagtynda, partlamada we gursawyi beyleki uly
tolgunmalarynda doreyar.Urgy tolkunynyn nazaryyetini
parametrleri glycli Uytgeyan 6rdn yuka gatlakdaky bolup gecyan
proseslere (ns berman dwrenmek amatly bolyar. Bu yagdayda bu
yuka gatlagy Uzllme usti bilen calysmaga mumkingilik doreyar.
Gazyn stasionar akymy bilen c¢éklenydris. Gazyn hereketi seredilyéan
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hasaplayys ulgamyna gord Gzilme Usti gozganmayan diyip
hasaplayarys. Gazyn yagdayyny hasiyetlendiryén(liziilme 0sti gecen
we gecmedik yagdayyndaky) ululyklar massanyn, impulsyn we
energiyanyn saklanmak kanunlarynyn usti bilen bir-biri bilen
baglansyklydyr. Seylelikde, tiziilme Ustde maddanyn akymy, impulsy
we energiyasyuzniksiz bolmaly. Bu sertleri anlatmak Gcin Gzilme
ustinin ndo elementini alalyn. X oky elementin Gstiine normal
boyunca ugrukdyralyn. Soiira x ok boyunca oky ugrukdyrylan slindr
guralyn.(kese kesiginin meydany do bolan). Bu slindrde yerlesen
gursawa

0 7 0

aVjopdvz—idea, a\}[pgidvz—§ﬂikd0'k,

9o

ﬁj ‘9_2+e dv ——ff 9 9—2+h do integral  gatnasyklary
atvop 2 Uop i 2 i S

ulanyp we akymyn stasionardygyny gz dntinde tutup

pllgxl = p2‘9x2 ’ (1121)
Py +p1‘92X1 =P, +p2‘92X2 (6) pllgxllgyl = p2‘9x2‘9y2 (1122)
pllgxllgzl = p2‘9x2 ‘922 (1123)
2 2
P8, (% + hlj =p,9,, (% + hzj (11.24)

sertleri alarys. Bu yerde 1-nji indeks tUzulme Usti gegmedik gaza, 2-
nji indeks Gsti gecen gaza degislidir. Bu sertlerden tangensal
Uzukligin bolmagy gorunydr. Yagny Uzilme Ustden maddanyn
akymy bolmayar, onda 3, =9, =0. Bu yagdayda p, = p,. Eger
uztlme Gstden maddanyii akymy bolsa, onda (4, #0,9, #0) urgy
tolkuny bolyar. Bu yagdayda 5-nja goré tizligin tangensial dizijisi
Uznuksizdir, yagny

3, =9,,9,=9,, (11.25)
dykyzlygy, basys we tizligin normal dizdjisi birden Uytgeyar.Bu
uytgemeler 5-nji, 6-njy sertlere we
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gornlsdaki ¢ozuwinin bardygyny barlamak kyn dél. Bu

yerde azi\/z-
c\n

Magnit  meydanynyn  suwuklygyn akymynyn
hasiyetine tésiri al parametrin bahasy bilen
hasiyetlendirilydr. al<<l( yagny, magnit meydanynyn
H,glyjenmesinin  uly bolmadyk bahalarynda)6-njy
Ap

|2

formuladan anrycédk yagdayy alarys(9,,, =8—T). Eger
i
H,gaty uly bolsa, yagny ol >>1, onda 6 we 7-den
| Ap *a(%y]
9=—"1 | =B l1-y 8
o1 j{ } ©
NIAR
h :ﬁ[&j{z () ﬂ} ©
H, L |

8-nji  formulany quiﬂ{[ij —yz:l formula Dbilen
2n L |\2

denesdirip magnit meydany bar wagtyndaky akymyn
maksimal tizliginin magnit meydany yok wagtyndaky
tizligine gatnasygy

4cnE
H, A2
suwuklygyn maksimal tizligini peseldyar, yagny akymyn
orta tizligi pes bolyar.

ululyga dendir. Seylelikde, magnit meydany
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XI1 bap.Sepbesik suwuklyk
843 Sepbesik suwuklygyn hereketinin denlemesi.
Nawye-Stoksyii derilemesi

Sepbesik suwuklyk diyip dartgynlygy
deformasiyanyn tizligine bagly bolan, seyle hem normal
dartgynlyk bilen bir hatarda galtasyan dartgynlygy noldan
tapawutly bolan suwuklyga diyilyér.

Hereket wagtynda bolup gegydn energiyanyn
dissipasiyasynyn suwuklygyn hereketine edyén tasirine
garalyn. Bu prosesler yylylyk gecirijilik we icki strtiilme
(sepbesiklik) bilen baglansykly, hemme wagt ol ya-da
beyleki derejede bar bolan, hereketin termodinamiki
owrllsiksizliginin anlatmasydyr.

Sepbesik suwuklygyn hereketinin denlemesini almak
ucin ideal suwuklygyn hereketinin denlemesine gosmaca
agzalary girizmek zerurdyr. Ideal suwuklyk (cin yazan

Uznuksizlik  denleméamiz( 2—’t’+divp\7=0) hemme

suwuklyklar Gcin  birmenzesdir. Eylerin  denlemesi(

2—\:+(\7V}7 = —gradPi) bolsa hokman  (ytgemelidir.
Yo
Impulsyn akymyny 6wrenemizde Eylerini denlemesinin
2 g o M
ot OXy

gornisde yazylyandygyny hem gérdik. Bu yerde 1T, -
impulsyn akymynyn dykyzlygynyn tenzory(birlik Gstden
birlik wagtda akyp gegyan impulsyn akymy). Bu tenzor
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, =psd, +p99  formula bilen kesgitlenyar. Ol
suwuklygyn durli ucastoklarynyn bir yerden beyleki bir
yere ornunyn Uytgemegi bilen baglansykly impulsyn
owrilisikli gecirilmegini anladyar. Suwuklygyn
sepbesikligi impulsyn owrilisiksiz gegirilydn bdleginin
yuze cykmagyna getiryar. Seylelikde, sepbesik suwuklyk
ucin impulsyn akymynyn dykyzlygynyn tenzoryny
[Ty = p& Y, + pSy — oy =—0y + p3I,
(12.56)
gornisde  yazarys. Bu yerde o, -dartgynlygyn
tenzory. o, —dartgynlygyn sepbesik tenzory. Bu tenzoryn

umumy gornisini kesgitlemek (gin asakdaky pikirlerden
ugur almaly:1.Suwuklygyn icinde icki
surtulme(sepbesiklik)  hacan-da  suwuklygyn  drli
ycastoklary durli tizlikler bilen hereket edende yize
cykyar. Seylelikde, o/ tizlikden koordinata gord alnan
ontime baglydyr(%). Bu tenzoryn duzljilerinden iki
k

simmetrik tenzory emele getirip bolyar. Ol tenzorlar dirli
hasiyetli deformasiyalaryn tizligi bilen baglanysyklydyr.
Deformasiyanyn tizligi hem iki hili bolyar.larassa stiysme;
2dendlcegli gysylma deformasiyasy. Seyle tenzor bolup

Sy =9 =V, (12.57)
hyzmat edyar. Bu yerde &, -deformasiyanyn tizliginin
tenzory. Simmetrik tenzor S, dine sliysme deformasiyasy
bilen baglanysykly. Sebdbi, dendlcegli gysylmada
S, =0.(bu yagdayda (%)iqﬁk —nyn hemme agzalary nula

k
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gornisde  gozlalin.1-njini  peydalanyp  12.67-12.69
denlemelerden alarys.

- 09 c? o°h op 0°% H,oh
=H,— — (2) == —2 3
oo Tamay D a7 Tan gy 3
0 h,’
—|P+2|=0 4
ay( s (4)
4-nji denleme integrala getiryér:
2
{mhx - ) (5)
81

Bu integral basys bilen magnit meydanynyn
gozganmagyny baglanysdyryar. 9-njy ¢6zgudi g6z 6niinde
tutup we basysyn x ok boyunca gradiyentinin
hemiselikdigini hasaba alyp 2 we 3-njini yonekeylesdirelin.
09, ¢ oh_ o8 Hodh_ 14Ap
oy 4mAH, oy® oy®  4mndy n L

Bu yerde A—Lp- basysyn uzynlyk birligine disyan peselmesi.

Bu denlemeler ulgamynyn

9 | =0, h | . =0 serti kanagatlandyryan
H=iE y=1rE
o (M) 1 [fal)
TR jsh[a'j o5 o) ©
2
_2d(Ap)_1 2
h= HY [ 3 j {sh(ay) I ysh[ ; ﬂ (7)
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v(nA)=(Av)A+(Av )+ [n[vA|+ |Alvn |}
[roteii]= (Hiv _V(HTQJ_

gatnasygyn kémegi bilen Lorensin guyjini
Uytgederis.Netijede gidrodinamik denlemeleri

divv =0  (12.68) p%—\:z—v(m:—ﬂ}mv +i(HV)H
(12.69) gornisde alarys. 12.67-12.69 denlemeler
ulgamynyn komegi bilen gidrodinamik meydanyn we
magnit meydanynyn Uytgemegini(gysylmayan, sepbesik,
yeterlik geciriji suwuklykda) anladyp bolyar.

Birmenizes magnit meydanynda, parallel tekizliklerin
arasyndan akyan gysylmayan, sepbesik,  geciriji
suwuklygyn hemiselik akymyna seredelin. Tekizliklerin
biri-birinden uzaklygy | bolsun. Tekizliklere parallel
ugurda basysyn peselmesi(birlik uzynlygyna disyani )
berlen Dbolsun. Stasionar akymda suwuklygyn tizligi
basysyn peselmesinin ugruna ugrukdyrylandyr. x oky
tizligin ugruna ugrukdyrylandyr.y oky magnit meydanynyn
ugruna,koordinatalar baslangyjyny iki tekizligin ortasynda
yerlesdiryaris. Akymyn tizligi y oka bagly bolup akymyn
ortasynda gyralaryna garanda uly bolar. Bu yagday glyc
cyzyklarynyn akymyn ugruna slysmegine getirer.
Seylelikde, magnit meydanynyn h dizdjisi yuze cykyar.
Mesel&nin ¢ozgudini

V = 9(Y)A,; P =P(x,y);H = H, +h;H, = Hofi, ;h = h(y)f,

(0.
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dendir, 0% _0% _ 5 ).  Simmetrik  tenzor V, -nyi
0%, OX, 0%,
duzdjileri tizligin diwergensiyasyna
: 1 dav
roporsionaldyr(——— =divVv
prop yy q -9W)
109
Vv, =—"Ze§ 12.58
ik 3 8Xa ik ( )
Seylelikde,
o, =a %_{_i +b%5 (1259)
olox, o ox, ox, " alarys.

Bu yerde a we b tizlige bagly daldirler. Basgaca, asakdaky
yaly yazarys

G'—%+i+3%5+5%
ik =1 ox, | ox, 773 ox SOk ox

Skalyar ululyklar bolan nwec-ye birinji we ikinji
sepbesiklik koeffisientleri diyilyar. Bu ululyklar umuman
gursawyn dykyzlygyna we temperaturasyna baglydyrlar.
Dartgynlygynyn tenzory 6-njy gornuse eye gursawlara
cyzykly sepbesik suwuklyk diyilyar. Beyle gursaw
izotropdyr. Sebébi, onun hésiyetleri skalyar ululyklar
(nweg ) bilen kesgitlenyar(n >0,c>0). Impulsyn tUytgemek
oIl
OXy,
suwuklygyn  impulsynyn  (ytgemeginin  denlemesini
yazarys.

+pf;)  sepbesik

kanunyndan peydalanyp( %pgi =—
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2/3‘9i = oL, Oy + 0
ot OXy, Xy
98, 0% 25 0%y O 5 | 0% L ot (12.60)
oX, OX;, 3 = 0OX, OX,, oX,,
P " - P i we i5 -9 i g0z Onunde tutup
OXy ax X OX;
alarys
09, ol
pP—== +
ot oX;  OX,
0%, 09, 2. 09 0 09
+ _fs Y (L, 9 « |+ pf. 12.61
{(6x ox, 3% ox, j} ox. (g axaj Pl (12.61)
2
?:divﬁ -ni we Z ‘29‘ = A, -ni gbz Onlinde tutup sepbesik
X; X"k
suwuklygyn hereketinin denlemesini wektor gérniisinde
yazarys.
ivV (12.62)

p[a_\t/ + (\7V>\7] = —gradIl +nAV + [g + %jgraddlvv

Eger-de suwuklyk gysylmayan bolsa onda divv =0 we 9-
njy denleme

(12.63)

8V (\/V)/ = ——gradH LAV
P P

o
11.63-nji denlemd Nawye-Stoksyn denlemesi diyilyar.

Gysylmayan suwuklyk Ggin dartgynlygyn tenzory
11, yonekey gornuse eyedir
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I, =—ps, +1 (8'9 a‘gkj (11), = -gatnasyga
oX,  OX P

k i

kinematik sepbesiklik diyilyér. n-nyn 6ziine bolsa dinamiki

sepbesiklik diyilyar.

844.Sepbesik suwuklygyn magnitogidrodinamikasy.

Sepbesik suwuklygyn hereketinin denlemesine seredelin.
Ideal suwuklygyn magnitogidrodinamikasynda yerine
yetyan sertler bu yerde hem yerine yetyar diyip hasap

edyaris. Suwuklygyn elektrik gecirijiligi hemiselik diyip
hasap edyaris. Ol yeterlik yokary baha eyedir.Onda
suwuklygyn denlemeleri

%:rotwﬁ divH =0

(12.65)
(11.66)

av__1 gradP + AV +

dt
Bu yerde y =L udel sepbesiklik.
p
[VVA||= (AV) - (v )&+ V(VA)- AWV ) formulany peydalanyp

12.64 gatnasygy basgaca yazarys.
rotrot H = graddivH —AH = —AH
rotVH |= (Hv V - (v )Fi
bu yerde divH=0 we divVV=0 hasaba alnan.Onda 12.64-
njinin we 12.65-njinin yerine
H_ (v - () +HAH (5). divA=0 (12.67)
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%:Cl, [kai_ =0 (13.44)

ikinji tolkun Ggin

o .-
I=C2,[ka2_=0 (13.45)

Bu yerden gysylma we siynme tilkunlaryn ugurdas
tolkunlardygy goriinyar, sebabi kHé’i; siiysme tolkuny — kese

tolkundyr. k L a,
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X111 bap.ldeal mayysgak jisim
845.Gukui kanuny we ideal mayysgak jisimifi hereketinifi
defilemesi.

Jisimifi deformasiyasy we onufi temperaturasynyf tytgemesi
yeterlik Kici bolanda, dartgynlygy deformasiya we temperaturanyf
tapawudyna ¢yzykly bagly napryazeniyanyfi tenzory

P,=C Epm - iy (T —Toj (13.1)

iklm

Im
gornlse eyedir.
bu vyerde: C,,, we a, mayysgaklyk moduly we

termomayysgaklyk koeffisienti diyilyan hemiselikler. 1-nji gatnasyk
Gukuft  kanunynyfi umumylasdyrylan  gornusidir. Bu gatnasyk
izotrop we anizotrop jisimler ti¢in adalatlydyr.

Islendik  nokatdaky, wagtyn islendik  pursatyndaky
dartgynlygy sol nokatdaky we wagtyn sol pursatyndaky deformasiya
bagly gaty jisime ideal mayysgak jisim diyilydr. Seyle hem onda
bolup gecyan hadysalar termodinamiki éwrilisikli hasap edilyér.

Ideal mayysgak jisimi hasiyetlendiryan esasy ululyklaryn biri
deformasiyanyn tenzorydyr. Ol ululyk sredanyn iki yagdayyny
denesdirmek bilen girizilydr. Adatca baslangyc yagday deregine

T, temperatura we p, dykyzlyk alynyar (dasky guyglerin yok
wagtynda deformirlenmedik yagday). Ikinji yagday (T we p)-
deformirlenen yagday. Ol yagday dasky glyclerin tasirinden ya-da
dasardan yylylyk bermek bilen alynyar.

1-njidé&ki dartgynlyk tenzory deformasiya tenzorynyn (sti
bilen, ol bolsa 0z gezeginde suysme wektorynyn (sti bilen

anladylyar. Hereketin denlemesinde U wektory nébelli funksiya
hékmiinde kabul edyérler.
Berlen bdlejigif siysmegi hemme wagt
0=r(fF,t)-r, (13.2)
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formula bilen kesgitlenyar.

baslangy¢ pursatyndaky radius-wektory. Onda bolejigif tizligi
o an(nY)
ot
r wet Oytgeyén ululyklara Eylerin Uytgeyan ululyklary diyilyér, T,

(13.2)

t, ululyklara Lagranzyn tUytgeyan ululyklary diyilyar. Eger wagtyn
islendik interwalynda stiysme kici diysek onda 13.2-nja derek

g o) (13.3)
ot

yazyp bolar. Tizligin Kicidigini we tizliginin wagta gord doly
... dv, ov, 0V, o sy .
onimini (—-=—-+—=-V, ) g0z Onunde tutup bolejigin tizlenmesi

dt ot ox,
ucin alarys

W o .

dt ot? '

Tizlenménin  kigiligini  we dykyzlygyn gysarmasynyn
Kiciligini g6z onunde tutup 11.43-njiden impulsyn Uytgeme
kanunyny alarys .

o’u, oI,
Po o = 8ka +po f (13.5)
P=Po_ givg (13.6)

Po
Uznlksizlik denlemesi bolsa sllysme meydany boyunca massanyn
dykyzlygyny kesgitlemdge mumkingilik beryar.
p%:Piklgik_aqk. pT%:_%
dt OX, dt dx,
defilemelerden yylylyk akymyny yok edip we deformasiyanyn
owrllsiklidigini goz 6nunde tutup (D=0)
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10-njy tolkun defllemesi C, tizlik bilen yayrayan tolkuny
suratlandyryar.

Po
Bu tolkunlar gysma we stynme tolkunlarydyr. Sebé&bi
divi, #0. 13.40-njy denleménin iki tarapyna hem rot

operasiyasyny ulanyp hem-de 13.39-njyny we rot grad =0 dexligi
g6z 6nunde tutup U, - i yok ederis

2—
rot((’;tuz2 —c,’rotrotii,) =0 (13.42)
Solenoidal wektor Ggin . rotrotl, = —AU, Sonun ucin
13.42-njiden alarys
0%, 2. -
rot( pe; —C,"Al,)=0
Ozem 13.39-nja gora
0%, 20
div( pe —C,"Al,)=0
Seylelikde u, wektor
0°%d, 20
p; —C,’Al, =0 (13.43)
2
defilema boyun egyar.13.43-nji deiileme c, =(ij tizlik bilen
Lo
yayrayan tolkuny anladyar. Bu tolkunlar stysme tolkunlarydyr.
Slysmanin tekiz monohromatik tolkunlaryna

seredip(l]l,z:alvzﬁi(m‘”t)) we bu slysméni degisli tolkun

denlemelerine goyup hem-de 13.39-njy serti gdz 6nunde tutyp 1-nji
tolkun Ggin alarys.
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c,’ _twt2u c,’ =4 (13.37)
Lo Lo
Indi 13.35-njinin ~ ya-da 13.36-njynyn iki denlemelerin
sistemasyna getirilisine garalyn. Ol denlemelerin biri C, tizlikli
ugurdas mayysgak tolkuny, beylekisi bolsa C, tizlik bilen yayrayan
kese mayysgak tolkuny suratlandyryar. Wektor meydany iki
meydanyi (potensial we solenoidal) jemi hokminde g6z 6ninde
tutyan Gelmgosyn teoremasyna gora yazyarys:
u=4a,+a, (13.38)
bu yerde rotu, =0, diVd, =0 (13.39)

13.38-njnii 13.36-nja goyup, 13.38,13.39-njileri hasaba alyp, hem-de
AU = graddivd, —rotrott, g0z Onlnde tutyp esasy denlemani
taparys.

o%l, ou%,

o
Bu denlemeden 0, - ni yok edelin. Sonun t¢in 13.40-njy denlemanin
agzalaryna div operasiyasyny ulanalyi. Bu yerde 13.39-njyny we
divgrad = A hem-de divrot =0 dexlikleri hasaba alyp alarys.

(cl2 graddivi, —c,’rotrotd, ) (13.40)

2—.
div(% ¢ ’Al,) =0
2—.
Bu yerde rot(%—clzml) =0
sebabi ljl - potensial wektor. Eger, ahli ginislikde wektoryn div -
sy we rot - ry nola den bolsa, onda wektoryn 6zi hem nola den

bolmalydyr. Seylelikde siiysmanin potensial bélegi bolan wektor ljl
asakdaky tolkun denlemesine boyun egyandir.
GRTA
atZ

—¢,°All, =0 (13.41)
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de ds
—=I1,9, +pT— (13.7)
pdt kVik TP at
denlemani alarys. 13.3-njinin  kémegi  bilen  deformasiyanyn
tizliginin tenzoryny

9, == i(%)+i(%) _ Oy (13.8)
2| ox \ ot ) oOx\ ot ot

de.
gorniisde yazarys. Bu yerde Kici tizliklerde 9, :d—t"‘. Seylelikde

13.7-nj& derek
pde=II,dg, +pTds (13.9)
denlemani alarys.

Deformirlenmedik birlik gowrime disyan energiyany we
entropiyany seredydn nazaryyetimize amatly bolar yaly degislilikde
E=pe €=p, weS=p,s gornisde alyp, seyle hem dykyzlygyn

dE=I1,deg, +TdS (13.10)
termodinamiki denleméni alarys. 13.5-nji, 13.6-njy wel3.10-nji
denlemeler ulgamy idealmayysgak jisimin hereketiniii denilemesini
dizyar.

Termodinamiki  denilemeden gelip ¢ykyan gatnasyklara
seredelin. Mysal Ggin:

L = s : T=[6—Ej (13.11)
Ogy ) as ),

13.11-nji formulalar energiyany deformasiyanyn we temperaturanyn
funksiyasy yaly bilip dartgynlygy we temperaturany hasaplamaga
mimkingilik beryér. Eger 13.11-njini erkin energiyanyn 0sti bilen
anladyp

F=U-TS (13.12)
alarys
dF =dU —-TdS —SdT =11, d¢, — SdT (13.13)
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bu yerde

m, = (aFJ S= (aFJ (13.14)
O&y ). oT

dartgynlygy we entropiyany deforma5|yanyn we temperaturanyn
funksiyasy yaly kesgitleyar.
13.1-njini 13.14-njinin birinji agzasy bilen denesdirmek mayysgak
jisimin erkin energiyasynyn

1
F= 2CIk emEicEem T Ly & ( T0)+ FO(T) (13.15)
gornuse eyedigini gorkezyar.
Jisimin mayysgaklyk hasiyeti 4-nji derejeli CIk i tenzor bilen

......

Umuman bu tenzor 3" =81erkin duzuplerden duryar. Emma
hakykatda erkin duzujileri 21-e dendir.

Cyon =Cyon =C C,..=C
yerine yetyandigi tgin duzuplerl 21-e dendir.
Izotrop jisim t¢in Gukun kanuny
IT; = A&y 6 +2us; (13.16)
bu yerde A we u hemiseliklere Lamenitt modullary diyilyar.
13i016-njyny I1, =C, .. &,, bilen defesdirip

Cow=A+2u; C, =4 C,. =2u (1331)

XX, XX

gatnasyklaryn

ki,em ik,me ik,em em,ik

alarys.
846.Mayysgak tolkunlar

Umuman, mayysgak jisimin bolejiginin yagdayynyn Uytgemegi
(wagtyn gecmegi bilen) onun temperaturasynyn Uytgemegi bilen
baglanysykly. Emma bolejigin yrgyldysynyn jisimin boyuna
yayramagy (mayysgak tolkunlar) yylylygyn bdlejikden bdlejige
berilmeginden yeterlik calt bolup gecyar. Sol mayysgak tolkuny
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hasaba alyp dartgynlygyn tenzoryny hasaplalyn. Onun ({gin
entropiyanyn deformasiyanyn we temperaturanyn funksiyasy yaly
anlatmasyny peydalanalyn

__[oF) _ T-T
[s_ () ka0,

a - yylylykdan ginelmek koeffisienti;
C. - hemiselik deformasiyadaky yylylyk sygymy (jisimi)
S =S, diyip taparys.
oKy (13.32)
Co
onda dartgynlygyn tenzory

T-T,=—

21/ 2
:[x+“é<'gj%ak+amw (13.33)

Alnan tenzor (13.33) (13.6)-dan izotermik mayysgak
modulyna (A1) derek adibatik modulyn yize c¢ykmagy bilen
tapawutlanyar.

az 2 2
hag =At | Mg T 13.34
ad CS ( 3 Mj 0 ( )
[ aath = SP‘k + pfijdeﬁlemani we 13.33-njini peydalanyp géwrim
Xk

glyclerinin yok wagtyndaky mayysgak tolkundaky stysménin
denlemesini alarys.

2—.
Lo E;t = Ay + 1)graddiVa + uAl (13.35)
ya-—da
2
E;t—g = (cl2 —c,’ )graddiVU +C, Al (13.36)
bu yerde
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