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Giris

Mailim bolsy yaly ylmy-tehniki progresin hdzirki pajarlap 0sydn dow-
riinde matematikany cuiiur éwrenmekligin zerurlygy 6nkd garanynda has
artdy. Bu okuw kitbynda yokary algebranyn esasy diisiinjeleri beyan
edilydr. Okuw kitaby algebra dersi boyunca okuw maksatnamalaryna doly
gabat gelydr. Getirilydin nazary maglumatlary berkitmek tgin kop sanly
anyk mysallar islenip gorkezilydr. Okuw kitaby matematika hiindrini ele
alyan talyplara niyetlenendir.
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1.Cyzykly denlemeler sistemasyny ¢cozmegin Gauss (néibellileri
yzygiderli yok etmek) usuly

Algebranyn mekdep kursunyn esasy owrenyan meselesi bolup,
denlemini ¢6zmek meselesi duryardy. Bu meseldni 6wrenmeklik
ay=b, a= 0 san gorniisdéki bir ndbellili ¢yzykly denleme diyilip
atlandyrylyan denlemini 6éwrenmekden baslanypdy. Sonfra bu mese-
laini 6wrenmeklik asakda gorkezlen 2-ugur boyunca dowam
etdirilipdi.

1) 2 nédbellili 2 sany ya-da 3 nébellili 3 sany ¢yzykly denlemelerin
sistemasyny ¢ozmek.

2) Bir nibelliden kwadrat deflemiini (ay?+by+c=0) hem-de bir
ndbelliden yokary, derejeli denlemelerin kabir hususy yagday-
laryny 6wrenmeklik.

Algebranyn hézirki 6wreniliek kursunda bu gorkezilen ugurlaryn

ikisi hem Ozlerinin has umumy yagdayda &wrenilmeklerine mynasyp
bolyarlar. Yagny biz islendik sanda nibellileri bolan islendik sandaky
cyzykly denlemelerin sistemasyny seyle hem bir ndbelliden islendik
derejeli denlemelerin kébir gérniislerini dwrenmek gbz oniinde tutul-
vandyr. Goy bize N sany nibellileri bolan S sany ¢yzykly denle-
melerin sistemasy berlen bolsun. Bu sistemany yazmak tigin indiki
belglemeleri girizelin:

Nibellileri indekslenen Y harpy bilen (1,¥2,...,%n); sistemanyn
denlemeleri tertiplesdirilen hasap edip, onun i-nji denlemesinde
saklanyan y; nébellinin kofisientini aj; bilen Mysal {igin:

(@23 sistemanyn 2-nji denlemesinddki y3; nébellinin kofisienti) we B;
bilen i-nji denleménin azat ¢lenini belgiliris.

Onda owreniljek sistema indiki yaly yazylar:

Ya; x;=h, i=12..,S 1)
j=L
Bu sistemanyn koeffisientlerinden indiki tablisany diizmek
A48,
miimkindir. Ap4855:--85,
aSlaSZ aSn
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Bu S sany setirleri hem-de n sany siitiinleri bolan tablisany (s Y n)
Olcegli goniiburcly matrisa diyip atlandyryarlar. Bu tablisany diizyén
risa n-nji tertipli kwadrat matrisa diyilip aydylyar. Onun ¢ep yokarky
bur¢undan asaky sag burguna gidyan diagonalyna yagny aii a2 am
elementlerden diizilen diagonala matrisanyn bas diagonaly, beyleki
diagonalyna bolsa onun gapdal diagonaly diyilip aydylyar.
Kesgitleme: Eger-de (1)-nji sistemanyn haysy hem bolsa 2 sany

denlemelerinden galanlaryny iiytgetmdn ol 2 denlemelerinin bolsa,
Ozara orunlaryny calsyrylyp, tdze bir sistema alynan bolsa, ona (1)
sistemadan 2 gbrniisli elementar &zgertminin {isti bilen alnypdyr
diyilydr. Eger-de kébir ¢yzykly denlemeler sistemasy (1) sistemadan
kébir denlemesinden galanlaryny tiytgetmin onufi bu 1 denlemesinin
ornuna bolsa onun kabir hemiselik sana kopeldilen basga bir deile-
mesi bilen jemi alynan bolsa, bu tize sistema (1) sistemadan 2 gor-

......

Kesgitleme: Eger-de (1) sistemadaky nébellilerin ornuna de-
gislilikde KjKj,...,K, sanlary goyanmyzda onun her bir denlemesi
tozdestwo Owriilydn bolsa (kanagatlanyan bolsa), onda Ki Kj...,Kj
sanlaryii toplumuna bu sistemanyn ¢oziwi diyilyar.01 ¢oziw Y1=Kj,
Y2=Ko,....Yn=K,, ya-da (Ki,Kz...Ky) gomiisiinde belgilenyir.

Cyzykly denlemeler sistemasynyn coziiwe eye bolmazlygy hem
miimkindir. Bu yagdayda ona kokdes dél (ylalasmayan ya-da
sygysmayan) sistema diyilyir. Mysal {ligin:

X, +2X, =95

X, +2X, =7
cep taraplary den bolup, sag taraplary bolsa diirlidirler. Soma gora-de,
bu denlemelerin ikisi hem bir bada nibellilerini hi¢ bir bahasynda
hem kanagatlanyp bilmez.

Kesgitleme: Eger-de ¢yzykly denlemeler sistemasynyn ¢oziwi

.....

} sistema kokdes déldir. Ciinki onun denlemelerinin

Kokdes sistemanyn ¢oziiwi yek-ték bolsa, ona kesgitlenen tersine
yagdayda (¢coziiwlernin sany 1-den kop bolsa), ona kesgitlenmedik

rrrrr

Kesgitleme: Sol bir dlgeglerdéki (den sandaky nébellileri bolan
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sol bir mukdardaky denlemelerin sistemalary) 2 sany ¢yzykly derile-
melerin sistemalarynyn ikisi hem bir bada ya kokdes bolmasalar
ya-da kokdes halatlarynda ikisi hem sol bir ¢oziiwlere eye bolsalar
bu sistemalara ekwiwalent (ya-da dengiiycli) sistemalar diyilyér.

Eger-de berlen ¢yzykly denlemeler sistemasynda tiikenikli sanda 1
we 2 gomiisli elementar 6zgertmeleri yerine yetirmek bilen alynyan
tdze sistemanyn bagdaky sistema bilen ekwiwalent bolandygyny
gormek kyn déldir.

Indi (1) sistemany ¢dzmek iicin ulanylyan Gauss usulyny
owrenmeklige giriselin. (12) ¢yzykly denlemeler sistemasynyn birinji
desilemesinden galanlaryndan Y nibellini yok eder yaly, elementar
Ozgertmeleri gecirelin sunlukda biz umumylyga hi¢ bir sikes, vetir-
meyin aj;# 0 sert kanagatlanyar diyip hasap etjekdiris. Bu yagday-

da (1) sistemanyn 1-nji denlemesini %—e kopeldip, 2-nji def-

a‘ll
a
—2L _ e képeldip
11
sistemanyn 3-nji denlemesinden we suna menzeslikde dowam etmek
bilen sistemanyn sornky denlemesinden onun 1-nji defilemesini

lemesinden ayralyn sonra bu 1-nji defileméni

a

—L _e kopeldip ayrarys. Seylelikde indiki sistemany alarys:

a11

a'11X1+a12X2 +"'+a'1n n :bl’
apX, +...+ay X, =hy,
aLX, +..+al x =bs, 2)

al,X, +...+al x =hl

Bu alnan sistemada onun 1-nji 2 denlemelerinden galanlaryndan y»
nibellini yok edyin elementar 6zgertmeleri gegirelin sunlukda biz
umumylyga hi¢ hili sikes yetirmeyin, a,, #0 talap yerine Vetyir
diyip hasap etjekdiris. Mundan basga-da bu alnan sistemada c¢ep tara-
pyndaky koffisentlerinini éhlisi 0-la deni bolan defileme yok diyip ha-
sap etcekdiris. Eger-de seyle defileme bar bolaysa, onda onui azat

14



¢leninin  0-la dendigine ya-da den daldigine baglylykda alnan siste-
mada bu denlleméni alyp taslap, onun galan denlemelernin sistema-
synda yokarda aydylan 6zgertmeleri ge¢irmek hakynda ya-da bu al-
nan sistemanyn seyle hem ona ekwiwalent bolan basga berlen derile-
meler sistemasynyn kokdes dildigi hakynda netijda geleris. Onda bu
alnan sistemanyn ilkinji 2 denlemesini boluslary yaly yazyp onui
3-nji, 4-nji we suna menzeslikde i sonky denlemesinden bu
/ /
sistemany  2-nji deflemesini degislilikde 22, 242 we suiia
22 22
/
mefizeslikde a—s/z sanlara kopeldip, ayryp alarys:
22

a; X +a,X, +..+a,X, =b,

ap,X, +..+ay X, =b'z,

3)

/ / /
8./33X3 +..+a'm X, = b’

aX, +...+apX, =b/

th*n
Bu yerde t<S c¢iinki gecirilydin Ozgertmeler netjesinde sistema-
daky denlemelerin sanynynn azalmagy miimkindir. Bu alnan siste-
mada yokarda aydylan nébellilernin koffisentlerinin ahlisi 0-a den
bolan azat ¢leni 0-dan tapawutly bolan denleme bar bolaysa alhan
sistemanyn seyle hem ona ekwiwalent bolan 1-nji sistemanyn kokdes
déldigi hakyndaky netija geleris. Eger-de seyle denlleme yok bolaysa,
onda yokarda gorkezilsi yaly nébellileri yzygiderli yok etmekligi
dowam etdirmek bilen indeks gorniisddki kokdes bolan sistema alnar.

a;, X, +a,X, +..+a,X, =b

1n*n
ap,X, +...+a) X, =b,

(4)

alx, +..+a) x =b/
alVx, +..+alVx =pk?
Bu yerde k<t, k<n bolup, a,#0 a2=0 a0 al?=0.

Eger-de bu alnan sistemada k=n bplaysa onda ol licburclyk
gontisiinddki yagdaya eye bolar.
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a; X, +a,X, +...+a,X, =b,

1n*n

ap,X, +...+a' 20X, =b},

avx, +..+al x. =b, (5)

A",y +al %, =b?,

afy x, =b,"”.

Bu erde:  a, #0, a), #0, a"?, 20, a" %0
alnan sistemanyn yeketdk bolan ¢6ziiwi asakdaky yol bilen tapyl-
p(n-1)

n

yandyr. Onun sonky denlemesinden ¥, ndbelli iicin X, =D
a

yeketdk bolan bahasyny tapyarys. Sonra bu tapylan bahany in sonky-
nyn 6n yanyndaky denlemede ornuna goymak bilen X, ndbelli ligin
yeketdk kesgitlenydn bahany taparys. Su usulda (5) sistemanyn
denlemelerinde asakdan yokarlygyna hereket etmek bilen be yleki

Xo o Xp30 Xy, X, nibellilerii hem yeke-tik bolan bahalaryny
taparys.

Seylelikde (1) sistema elementar Ozgertmelerin Usti bilen (5) gor-
niigh tgburcluk yagdayyna getirlen yagdayynda ol kesgitlenendir.
Eger-de indi (4) sistema k<n diysek, onda bu sistema trapesiya gor-
niise eye bolup, (onun sonky dernilemesindéki nébellilerin sany birden
kopdir) ol seyle hem onia ekwiwalent bolan birinji sistema tiikeniksiz
coziwe eyedirler, basgaga aydanynda ol sistemalar kesgitlenen
déldirler. Bu ¢oziiwleri tapmak iigin (4) sistemanyn sonky denleme-
sinddki nébellilerin birden galanlaryny Mysal {icin yk-dan beylekile-
rini “beylekilerini” “azat nébelliler” diyip atlandyryp, hem-de olara
erkin bahalary berip, bu yx ndbellinifi sol bahalara bagly yeke-tik
bolanbahasyny taparys. Sonra bu tapylan bahany (4) sistemanyn den-
lemelerininn sonkysynyn 6n yanyndaky ornuna goymak bilen k.1 néd-
belli iigin yeketik bahany taparys. Sofira su prosesi sistemanyn den-
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lemelerine asakdan yokarlygyna dowam etdirmek bilen galan
Vk-2,--.,¥2,y1 nébellileri iigin hem azat ndbellilere bagly bolan yeke-
tdk bahalary taparys. Su usul licin (4) sisteman azat ndbellilere ber-
len erkin bahalaryna bagly ¢oziiwi tapylar. Yone azat nibellilerini ba-
halaryny tiikkeniksiz kop dirli usullar bilen saylamak miikingiliginin
bardygyny nazara alsak k< n bolan halatynda (4) sistemanyn tiikkenik-
siz kdop ¢oziiwine eye bolarys. Seylelik bilen indiki netijd eye bolarys.
Gauss usuly bilen islendik ¢yzykly deiilemeler sistemasyny ¢ozmek
miimkin bolup, eger-de sistemada elementar Ozgertmeleri gecire-
nimizde ¢ep tarapyndaky kofisentlerin &hlisi 0-a def bolan azat ¢leni
bolsa, 0-dan tapawutly bolan denleme alynaysa, onda alynan sis-
temamyz seyle hem ona ekwiwalent bolan basda berlen sistema-
myz kokdes dil bolar, tersine yagdayda yagny agzalan gdrniisddki
denlemi gabat gelinmese onda sistema kokdesdir. Ol elementar 6zge-
rtmeler netijesinde ya k¢« n-den bolan trapesiya gomisli diyilyan (4)
vagdaya tlicbur¢luk gorniisli diilydn (5) yagdaya getiriler. Sunlukda
eger-de ol (4) gorniise eye bolan bolsa, berlen sistema kesgitlenme-
dikdir. Eger-de (5) gomiise eye bolan bolsa ol kesgitlenendir.
Bellikler:
1) Gauss usuly uniwersal bolup ol ¢yzykly denlemelerin islendik
sistemasyn ¢O0zmdge ulanylyp bilinyér.
2)Bu usul Ordn yonekey bolup, birmenizes hasaplamalara
esaslanandyr. (Ozgertmeler gegirenimizde her gezek detlemelerin
birinden bagga birini kébir sana kopeldilip ayrylyar). Sonun ti¢inde
sistemany ¢6zmekde EHM-den peydalanylan halatlarynda bu usul
has onaylydyr.
3)Sistemany Gauss usulyndan peydalanyp ¢ézenimizde bu usul
berlen sistemanyn koefisentlerinin hem-de azat ¢lenlerinin isti
bilen onun kokdesdigi ya-da daldigi, kesgitlenendigi ya-da daldigi
hakynda netjd gelmige miimkingilik bermeyir dien netijd
gelmek t¢in biz sistemany doly ¢ozmeli bolyarys.
Indi (1) ¢yzykly denlemeler sistemasynyn defilemelernin dhlisinif
azat clenlerinin 0-a den bolan hususy yagdayyna yagny birjynysly
¢yzykly denlemelerin sistemasyna seredelin.
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a; X +a,X, +...+a,X, =0
8, X, +8yX, +..+8,,X, =0 (6)

2n*n

agX +a,X, +..+a X, =0
Bu sistema elmydama kokdesdir. Ciinki onuii (0,0,...,0) ¢éziiwinin
bardygy disniiklidir. Eger-de seyle sistemada denlemelerin sany S,
ndbellilerin  n sanyndan az bolaysa (s<n bolsa ) onda bu sistema
elementar 6zgertmeleriil iisti bilen difie trapesiya gorniisine getiriler.
Bu diyildigi seyle sistemanyn c¢oziiwlerininn sany tikkeniksiz kop
bolup, onun 0-dél ¢6ziiwe (ndbellilerininn kébirininn bahalarynyn
0-dan tapawutly bolan ¢oziiwi) eyedigini alarys.

2. 2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjiler olaryn ¢yzykly
denillemelerin kwadiratik sistemasyny cé6zmiige ulanylsy
(Kramer diizgiini)

Goy bize 2 sany nabellileri bolan 2 sany ¢yzykly denlemelerin
sistemasy berlen bolsun.

X +a,X, =D, } @)
Ay X 85X, =D,
Bu sistemanyn matrisasy diylip, onun nébellilerinin kofisentlerinden
diizlen 2-nji tertipli kwadratik matrisa aydylyar.

a,,a
( 11 12] (2)
a21a22
Bu matrisanyn aji; we a; elementlerinden diizilen diagonalyna
onuin bas diagonaly beylekisine bolsa gapdal ya-da 2-nji diagonaly
bolsa (-a;2) kopeldilip alnan denilemeleri gosalyn.
(a11822-212821) y1=b1d22-aoho.  (3)
Edil suna menzeslikde (1) sistemanyn 1-nji denlemesini (-az1)-e,
2-nji  denlemesini bolsa a;1-¢ kopeldip, alnan denlemeleri gosmak
bilen taparys.
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(a11822-212821)¥2=a1102-D1821. 4)
3 we 4 denlemelerinin nébellilerininn kofisentleri menzesdirler. Sol
kofsenti
a1la12
a'21a'22
2-nji matrisa degisli bolan 2-nji tertipli kesgitleyji ya-da yone (1)-nji
sistemanyn kesgitleyjisi (determinanty) diyip atlandyralyn. Gorniisi
yaly 2-nji tertipli kesgitleyji degisli matrisanyni bas diagonalynyn
elementlernin kopeltmek hasylyndan onun, beyleki diagonalynyn
kopeltmek hasylynyn ayrylmagyndan alynan san bolyan eken. (3)
we (4) denlemelerin sag taraplaryndaky anlatmalar hem 2-nji tertipli
kesgitleyji gomiisinde yazylyp bilerler. Hakykatdan hem ola-ryn 1-
nji siitlinini (1) sistemanyn azat ¢lenleriniii siitiini bilen calsyrylyp
alynan b-azat ¢len.

=a,,8y, — 5,3y,

b18‘12

Al = = b1a22 - alzbzf

b2a22
IKinjisi bolsa, A -kesgitleyjininn 2-nji siitiinini bu azat ¢lenlar siitiini
bilen calsyrylyp alynan

kesgitleyjilerdir.

Seylelikde (1)sistemanyn A #0 serti kanagatlandyran halatynda
veke-tik ¢oziiwi bar bolup, ol (3) we (4) deiiliklerden tapylyan
denlikler bilen kesgitlenilyin ¢oziwdir.

A A
xl:Kl; Xzzf ®)
AX1:A1(3)’ AX, = A, (4) Xlz%' Xzz%

(1) sistemanyn A #0 bolan yagdayynda bar bolan yeke-tdk ¢6zii-
winin gorkezilen gomiisde tapylys usulyna Kramer diizgiini onuf

......

Indi bolsa, 3 sany ndbellileri bar bolan, 3 sany ¢yzykly denlemelerin
sistemasyna seredelin.
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Ay Xy +8,X, +a55X; = bl’
8, X, +8,,X, +8y;X, =D, (6)
A3y Xy T A5, X, +8g5X; = b3
alla12a13
Onui matrisasynyn a,,8,,8,, | (7) gomisde yazyljakdygy
a31a32a33
disniklidir. (6) sistemanyn 1-nji denlemesini  azrass-azsas
sana, 2-nji denlemesini ajsasz-apass sana, 3-nji denlemesini bolsa
a10d23-213822 sana kopeldip alynan denlemeleri tarapma-tarap gosup,
menizes ndbellili ¢lenleri toplanymyzdan sorira
(a11822a33+812823831+813821832-813822831-812821833-811823832) Y1 =
=b1azraz3+aaxabstaizblaso-aizaxbs-biaszaz-ahrass 8)
Bu derlikde ¢ep tarapyndaky skobkanyn i¢cinddki anlatmany (7)-nji
matrisanyn kesgitleyjisi diyip atlandyryp, hem-de ony gorniisiinde
belgilédp,
., 5
a2 1a2 2a2 3
a3 1a3 2a3 3

A\ —

Onda A =(a11822833+212823831+213821832+81 3822831 -812821833-81 1823982)
(6) sistemanyn A =0 bolan yagdayynda, yi ndbellisine baha
tapmak ticin (8) denligin onun iki tarapyny hem A 0 sana
bolmelidigi diigniiklidir. Sunlukda 3-nji tertipli A - kesgitleyjinin
kesgitlemesinden onun hasaplanys formulasynyn ¢ylsyrymlydygyna
garamazdan onun hasaplanys diizgiinin ansatlyk bilen yatda saklanyp
bilinjekdigini bellilin. Hakykatdan hem A -kesgitleyji degisli (7)
matrisanyn elementlernin  3-3-den alynyan kopeltmek hasyllarnyn
algabrayik jemi bolup, bu képeltmek hasyllarnyn alamatlary indiki
asakda getiriljek iki sany diizgline gord kesgitlenyandirler,

I (+) I ()
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Diymek bu kesgitlemeden peydalansak (8) denligin sag tarapa hem
3-nji tertipli kesgitleyji bolup onun A -kesgitleyjiden birinji siitiinin
ornuna (6) sistemanyn azat ¢lenlerinin siitiini yazylan

bla12a13
A, = b8,
b3a32a33
kesgitleyji bolyandygyny gormek kyn déldir.
Edil suna menzeslikde ¥, we y3 nébelliler iigin hem adalatly bolan

A-X,=A, we A-X,=A, } 9)
Bu verde detiliklere eye bolarys.
allbla‘13 aZI.la'l2bl
A, =|ab,8, Ay = [ay,8,,b,
ap30,as a3,83,0;

Seylelikde (6) sistemanyn A -kesgitleyjisininn  0-dan tapawutly
bolan yagdayynda (A #0) yeketik ¢oziwi bar bolup, ol ¢6ziiw (8)
we (9) dexilikler den olaryit 2 taraplaryny hem bu A -sana bolmek
bilen tapylyandyrlar. Yagny

Xp="f Xp=—F Xg=-® (10)

(6) sistemanyn A # 0 bolanda bar bolan yeketik ¢6ziiwnin
tapylmagynyn (10) formulalaryna Kramer formulalary bu diizgiinin
6ziine bolsa Kramer diizgiini diylip aydylyar. Yokarda aydylanlardan
Kramer diizgiinininn 2 sany we 3 sany nibellileri bolan ¢yzykly derile-
melerin kwadyratik sistemalaryny c¢ozmédge dine olryn degisli kesgit-
leyjileri 0-dan tapawutly bolan halatlarynda ulanylyp bilinyandigin-
den goryiris. Yone mysal isleneninde ¢ozilmegi talap edilyin seyle
sistemanyn kesgitleyjisinin 0-aden bolup ¢ykmagy bu sistemanyn
kokdesdaldigini anladyan daldir. Ol difie bu sistemanyn kesgitlenen
déldigini (bu diyildigi sistema ya kokdes ddldir ya-da kokdes
halatynda kesgitlenmedikdir) anladyandyr.
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3. Calsyrmalar we ornuna goymalar

Geljekgi temalar 6wrenilende tiikenikli sandaky elementleri bolan
kopliklerin hasyetlerine degisli kébir diisiinjeleri hem-de tassyklama-
lary dwreneliti. Goy, bize erkin n sany elementlerin M = {a,,a,,...a, }
kopliigi berlen bolsun.biz- it meselelermizde bu kopliigiin elementle-
rinin tebigatynyn hi¢ kimi rol oynama-yandygy iicin biz seredilyin
M koplik 1-nji n sany natural sanlaryn kopliigi diyip kabul
etiekdiris: Yagny M ={L,2,..,n} bolsun. Bu képliigit elementlerni
diirli usullar bilen yerlesdirip yazmak miinkindir. Mysal {i¢in :
n=3 bolanda M ={1,2,3} bolup, onun elementlerni

1,2,3; 1,3,2; 2,1,3;
2,3,1; 3,1,2; 3,2,1;
Yaly diirli usullar bilen Verlesdirip yazmak miinkindir:

Kesgitleme: Berlen 1,2,...,n sanlaryn islendik tertipde yerlesdi-
rip, yazylmagyna bu sanlardan calsyrma diylip aydylyar, yokarda ge-
tirlen mysaldaky 1,2,3 sanlaryin 6 sany diirli gorniisdaki yazgy-
larynyni her biri bu sanlardan ¢alsyrmadyr. Indiki tasyklama birinji n
sany natural sanlardan diirli ¢alsyrmalaryii miimkin bolanlarynyn
sanyny bimidge miimkingilik beryéndir:

Teorema: Birmji n sany 1,2,...,n natural sanlardan miimkin
bolan dirli ¢algyrmalaryn sany n! (n-faktorial) nl=123 ...n
kopeltmek hasylyna dendir.

Subudy: 1-nji n sany natural sanlardan ¢agyrmany umumy yag-
dayda i,kp,...,lh (1) Buyerde i-lerin her biri 1,2,...,n sanlaryn
haysy hem bolsa birni kabul edip olarynn iki sany diirlisi birmetizes
baha kabul edip bilyinddldir. Yagny k=1 bolanda i, =i, (l-el)
gorniisde yazylyandyr. Bu yazgydaky i —element n sany diirh
usullar bilen saylanyp biliner ¢iinki ol 1,2,...,n sanlaryn islendik
birini kabul edip bilydndir. Eger-de iy - elementin bahasy belli
bolsa, onda i elemente derek 1,2,...,n sanlaryn arasynda i
tarapyndan baha der-egne kabul edilmediklerininn (olaryn sany n-1)
islendik biri alnyp biliner. Bu diydigi i, elementin (n-1) sany
diirli usullar bilen saylanylmak miinkin-¢iliginin bardygyny anladyar:
Seylelkde 1 we bk elementler bilelikde n(n-1) sany diirli usulda
saylanmak miimkingiligine eyedirler.
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Su prossesi dowam etdirmek tiigin ahyr sotfunda (1) yazgydaky
sonky i, elementin dine yeketik usul bilen saylanylyp bilinyandi-
gine eye bolarys. Bu divildigi (1) yazgynyn n(n-1)...2'1=n! sany
dirli gorniise eye boljakdygyny alarys.Teorema subut edildi.

Kesgitleme: Calsyrmada i wej elementler, ©>j kanagatlandyryp,
ielement j—den oOniirti gelse olar inwerssiya (tertipsizlik) emele
getiryarler diyilip aydylyar.

Eger-de calsyrmadaky inwersiyalaryn sany (ol i-harpy bilen
belgilenyér) jiibiit bolsa, calsyrmanyn 0ziine hem jiibiit tersine
Mysaliicin:  4,1,2,3,5 calsyrmadaky inwerssiyalarynn —sanyny:
=3+1+0+0=4 jiibiit bolanlygyna gord, bu ¢alsyrma hem jiibiitdir.
Eger-de berlen galsyrmada kébir ki sany elementlerinden galanlarny
onki orunlarynda saklap bu 2 elemenlerin bolsa 6zara orunlarynlary-
ny calsyrsak tdze bir galsyrmany alarys. Sonky ¢asyrma basdaky c¢al-
syrmadan sol ki sany elementlerinn transpozissiyalary netijesinde
alnypdyr diylip aydylyar. Sol 2 elementlere bolsa, transponirlenyin
elementler diyilyar.

Mysaliicin: 5,3,1,4,2 calsyrmadan 2 we 3 elementleriii transpo-
zissiyasy netijesinde alynandyr. Indiki hdsyetleri bellip gecelin.

Teorema: n<2_ bolanda n elementden dizmek miimkin bolan
dhli jibiit calsyrmalaryn sany tdk calsyrmalarynl sanyna yagny n!n2
dendir.

Teorema: Calsyrmadaky gecirilydn islendik iki sany
elementlerin transpozissiyasy onun jiibiitligini {liytgedyandir. Indi 1-
nji 4 sany natural sanlardan iki sany calsyrmanyn birini beylekisinii
asagynda yazyp, olary yay skobkalar bilen gursalyi:

(4123) bu 4-nji derejeli ornuna goymanyn belgisi bolup, ol
2134
42 2-gecyir 1 1 gecyir. Ya-da 1 6z ornunda saklanyar. 2 3 —e
gecyar, 3 4-egecyir diylip okalyar. Kesgitlemeden gorniisi yaly 4-
nji derejeli ornuna goyma 1-nji 4 sany natural sandan ¢alsyrmadan
edil sol sanlardan basga bir calsyrma gecmekligi anladyandyr. Bas-
gaca aydanynda ol {1,2,3,4} sanlaryn kopliiginin 0z-6ziine 6zara bu
belgili sekillendirmesidir. Edil suna menzeslikde n-nji derejeli ornu-
na goymada kesgitlenyandir. Kesgitltmeden gomiisi yaly yokarda
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berlen 4-nji derejeli ornuna goyma birndge usullar bilen yazylyp
berimekleri miimkindir. Olaryii biri beylekisinden siitiinlerinin
transpozissiyalary arkaly alnyp bilinyérler.

Mysalii¢in: Yokarda getirlen 4-nji derejeli ornuna goymany
mndiki gorniisde yazmak miimkindir.

(3124

4132] bu yazgy yokarda berileninden 1-nji we 4-nji siitiinlerin

12..n
12..n
derejeli ornuna goyma n-nji derejeli toZzedestwen ornuna goyma
diyilip aydylyar. Eger-de iki sany birmenzes derejeli A we B
ornuna goymalaryn A B kopeltmek hasylynyn olaryn yzygiderli
verne yetirmeklerinden hasyl bolyan sol derejedédki ornuna goyma

transpozissiyalary arkaly alynyandyr. E =( ] Berlen n

bolyandygyny.
Mysal iicin:
4132 1243
A= we B=
2143 2134
bolanlarynda netije:
4132
AB = 1234 bolyandygyny hasaba alsak, bu E-tozdestwen

ornuna goymanyn islendik A sonun derejesi ticin den derejeli ornuna
goyma bilen, E- A=A E=A denlikleri kanagatlandyryandygyny an-
satlyk bilen goreris. Bu denliklerin adalatlydyklaryny ornuna goyma-
nyin kesgitlemesinden almak miimkindir. Sebébi kesgitlemi gora,
tozdestwen ornuna goymada &hli elementler 6z orunlarynda {itgemén
galyandyrlar. Sonun iiginde A we E ornuna goymalar yzygiderli
yerine vetirlenlerinde olaryn tertibi hi¢ hili rol oynamazdan netijede
alynyan sekillendirme A ornuna goymanyi anladyan sekilendirmesi
bilen gabat gelyindir.

Kesgitleme: A ornuna goymanyii ters ornuna goymasy Al
digilip, A'=A" A=E deiilikleri kanagatlandyryan ornuna goyma
aydylyar.

Onda ormuna goymalaryni kopeltmesinin birmenzes derejediki ornu-
na goymalary iicin kesgitlenyandigini nazara alsak A™ derejediki
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ornuna goymanyn derejesinin A-nyii derejesi bilen gabat gelmelidi-
gini  alarys:

4132 2143
Mysal: Az( j A‘l—(

2143 4132
ornuna goymadyr. Hakykatdan hem muny subut etmek iicin bize:
AA=AY A=E deilikleriti yerne yetyandiklerini gorkezmek yeter-
likdir. Diymek islendik ornuna goymanyni asaky hem-de yokarky
setirlernin 6zara orunlaryny calsyrmak {i¢in ofa ters ornuna goymany
almak miimkin eken.

L (2143
AAl= =E
2143

Kesgitleme: Eger-de ornuna goymanyn asaky hem-de yokarky
setirlerinde_bar bolan inwersiyalaryn umumy sany jiibiit bolsa, ona
jubiit tdk bolaysa onun Ozine-de tik ornuna goyma diyilyar.

Ornuna goymadaky inwersiyalaryn umu-my sanyny | harpy bilen
belgildp, ony kesgitlemi goad yokarky setirinddki inwerisiyalaryn i
we asaky setirinddki inwerisiyalaryn i sanlarynyn jemi gorniisiinde:
Yagny I=ij+i Yaly kesgitleyrler.

J ornuna goymanyi tersi A™;

4132
2143
| = ik +b=3+1)+(1+0+1)=6 bolanlygy iicin jiibiit ornuna goymadyr.
Ornuna goymanyn n derejesinin  2-den ki¢i  bolmadyk
halatynda AB=BA derliginn yerne yetmezligi miimkindir.

Mysaliigin: A ornuna goyma A:(

4.Islendik tertipli kesgitleyjiler olaryni yonekey hiisyetleri
Islendik n-natural san tigin n-nji tertipli kesgitlenjini kesgitle mek
ticin 2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjilerin anlatmalaryny jemin
alamatynyn {sti bilen yazalyn.
848,

=818y, — 8, = Z(_ 1)Sa1a11 QA,,
ay,8,,
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Bu yerde o, 1,2 sanlardan kabir galsyrma, S_(L? ]

aa,
ornuna goymadaky inwersiyalaryn umumy sany bolup, jem alamaty
dhli miimkin bolan, «;,, calsyrmalar boyunca alynyandyr.
Edil suna menzeslikde
818,85
a21a'22a23 = a11a22a33 + a12a'23a31 + a13a21a32 - a11a23a32 - a12a21a'33 =
83183,853

= Z(_ 1)5310‘1’ 05,830
Bu yerde o o,0;—1,2,3 sanlardan ¢alsyrmadyr;

S —(1’2’3 ] ornuna goymadaky inwersiyalarynn sany bolup, hem
00,0,
dhli mimkin bolan o a,a;¢alsyrmalar boyunca alynyandyr. (2)
we (3)-nji tertipli kesgitleyjilerin anlatmalarynyn yokarda berlen
jem alamatynyn dsti bilen yazgylaryndan alynyan umumy kanuna
layyklary n-nji tertipli kesgitleyjilerin kesgitlemesi tigin ulanalyn sol
vazgylara gord, (2) we (3)-nji tertipli kesgitleyjiler olaryin degisli
matrisalarynyn dirli setirlerinden hem-de diirli siitiinlerinden bir-
birden element alynyp, diizillen iki sany ya-da ¢ sany (degislilikde)
elementlerin kopeltmek hasyllarynynn  dhli miimkin bolanlarynyn
algebraik jemidir. Bu jeminn gosulysynyn alamaty bolsa, onun indek-
slerinden diiziillen ornuna goymanyi jiibiitdigine ya-da tikdigine
baglylykda (+) ya-da (-) bolyandyr.
Goy bize n-nji tertipli kwadrat matrisa berlen bolsun.
CTC PR
ay18,,.--8,

@

Kesgitleme: (1) matrisa degisli bolan. (yada 1-nji matrisanyn
kesgitleylisi diyilip) n-nji tertipli kesgitleyji diyilip, her bir gosulyjy-
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sy bu matrisanyn diirli setirlerinden hem-de diirli siitiinlerinden bir-
birden element alynyp diizilen n-sany elementlerin kopeltmek
hasyly bolan algabraik jeme aydylyar.

Bu jemin gosulyjylarynyn sany n! bolup, onun her bir ¢leninin
alamaty kooeltmek hasylyny diizydan elementlerinn indekslerinden

diizilen ornuna goymanyn jiiblitdigine ya-da tikdigine baglylykda
(+) va-da (-) bolyandyr. Seyle hem yokarda aydylan gorniisdéki
kopeltmek hasyllarnynn dhli miimkin bolanlaryny bu jemde gosulyjy
bolup, hyzmat edyédndirler. Seylelikde (1) matrisa degisli kesgitleyjini
hem (2)-nji we (3)-nji tertipli kesgitleyjilere menzeslikde

a;1a,...9,
A=|a,a,,.a,,| gomisinde belgilesek, ol yokarda berlen

aa,,...a,,
kesgitlemeden indiki goérniisde matematiki anladylyp biliner.
A = Z(_ 1)sala1a2a2anan ’
Bu yerde «,,a,,...,a, 1,2,...,n sanlardan calsyrma.

12,...,n
S —( J ornuna goymadaky mnwersiyalaryii sany.
CxlCXZ...an

Z - dhli mimkin bolan «y,a,,...,«, calsyrmalary boyunca
alynyandyr.
Indi n-nji tertipli kesgitleyjilere degisli yonekey hdsyetleri
Owrenelin.
a'1la21an1
Kesgitleme: |a;,a,,a,, (1) matrisanyn setirlerini degisli
a1na2nann

stitiinler edilip alnan matrisa (1) marisadan transponirlenip alhandyr

rrrrr

rrrrr

berilyandir.
Hisiyet:1. Trasnsponirleme Kesgitleyjini iytgetmeyar bu diyildigi.
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a'11a12a'1n . a'lla'Zlanl
A =18,,8,,8,, A =1a5,8,,8,,

anlanzann alnaZnann
nyn her bir ao,a,a,..a,a, (2) (gomisdaki her ) ¢leni A -kesgit-
leyjide hem clen bolup hyzmat edyindir. Siinki onun her bir kopeljisi
bu kesgitleyjide hem diirli setirlerde hem-de diirli siitiinlerde yerle-
sendirler. Bu diyildigi A -nyii her bir ¢leninii A -da hem, hem-de
tersine ¢len bolyandygyny anladyar.Onda bu ¢lenin Awe A Kesgit-
leyjilerddki alamatlarnynn hem gabat gelydndiklerini gorkezmek
galyar 2-nji cleniii A -daky alamaty ornuna goymadaky A -ky

1,2..n a,0,..a,
alamaty bolsa, (3) (4)
o0,..Q, 1,2..n

ornuna goymadaky mnwersiyalaryn sanlary bilen kesgitlenyéndirler.
Yone (3) we (4) ornuna goymadaky inwersiyalaryn sanlary birmen-
zesdirler. Stnki olar biri-birinden setirlernin yerlesis tertipli bilen
tapawutlanyarlar. Bu diyildigi A we A kesgitleyjilerin
birmefizes gosulgulara eye bolan algabraik jemleridiginden basgada
olaryii bir menzes gosulyjylarynyn alamatlarnyn hem gabat
gelydndiklerini anladyandyr. Diymek A we A kesgitleyjiler biri-
birine dendirler.
sttlinlernin  dengislidikleri (den hukuklydyklary ) gelip ¢ykyandyr.
Sona gide, kesgitleyjinin setirlerne mahsus bolan hisyetlerin dhlisi
onun siitlinleri tigin hem-de dogrydyr. Seylelikde glejekde owreniljek
kesgitleyjiniit yonekey hisyetleri onun setirleri iicin aydylsada sol
hésyetleriii  siitiinler licin hem adalatlydyklarny hasaba almalydyrys.
Hisiyet:2. Dine nol elementlerden duryan (&hli elementleri o-la den )
setiri 6ziinde saklayan kesgitleyji o-la dendir. Hakykatdan hem A -
nyin her bir (2) ¢lenininn diirli setirlerden hem-de diirli siitiinlerden bir-
birden element alnyp diizilen kopeltmek hasylydygna gord, ol dine
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0-1elementleri 6ziinde saklayan setirden hem bir elementi kopeliji
gomiisiinde saklayandyr. Bu diyidigi (2)-nji kopeltmek hasylynyi
0-la den boljakdygyny anladyar. Onda seredilyin yagdayda A -ta
kesgitleyji dine 0-dan duryan gosuljylaryn. Bu bolsa onui 0-la dendi-
gini anladyar. Eger-de i-setirin dhli elementleri 0-la den bolsalar
yagny:__a,; =a;, =...= &, =0 bolsa onda kesgitleyjd gori,

A=Y (-1 aaaa,a,a, =Y (-1)0=0. hiyetii subuduny
anladar.

Hasiyet:3. Kesgitleyjini islendik iki setirnini transpozisiyasy onun
dine alamatyny iitgetydr. Hakykatdanda hem A -ta kesgitleyjinin i
we j setirlernin 6zara orunlarny calgyryp galan setirlerini bolsa 61iKi
orunlarynda goyyp, alnan kesgitleyji A, - gorniisinde belgilenen
her bir a,«;,a,a,,a,a, (2)cleni A,-da-daglen bolup hyzmat
edyandir. (¢linki onun kopelijileri A -da-dadiirli setirlerde hem-de
diirli siitlinlerde yerlesendirler). Diymek Awe A, kesgitleyjiler men-
zes gosulyjylaryn algabraik jemleridir. Yone sol bir (2)-nji lenii ala-
maty bu kesgitleyjilerde dirliidir. Sebébi >j bolan halatynda (2)-nji
A-da

12...j...i..n
(ala:..aj...ai...aJ (3) ornuna goymanyn jiibiitligi bilen

kesgitlenilydn alamata A -dabolsa,

12,..0...J..n | N
Q,Qy, a5, 0.0, (4) ornuna goymanyi jiibiitligi

bilenkesgitlenilyén alamata eyedir. Yone (3) we (4) ornuna goymalar
garsylykly jiibiitlklere eyedirler. ( (3) we (4) ornuna goymalarda asa-
Ky setirlerin birmenzesdikleri i we j elementlerin transpozisiyalary-
nyi elementlerin yerlesyan siitiinlerine tisir etmeyanligindendir.)
Diymek A we A, birmenzes gosuljylaryn algabrayik jemleri
bolup, menzes gosuljylar bu jemlerde garsylykly alamatlara eyedirler.
Hasiyet: 2 sany menzes setirleri bolan kesgitleyji 0-a dendir.
Hakykatdan hem goy A-dai we j-nji setirler birmenzes bolsunlar
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yagny islendik  k=1,2,...,n aix=aj bolsun. Eger-de bu kesgitleyjide
I-nji we j-nji setirlerin transpozisiyalaryny gejirsek onda (3) —hésicte
gord, tdze alnan A, -berlen A-a garsylykly alamat bilen dendir.
Yagny A,=—A 2-nji bir tarapdan mefizes setirlerifi transpozisiyala-
ry netijesinde alnan tize kesgitleyji berlen A -kesgitleyjininn 6ziine
deti bolar. Yagny A, = A onda soriky 2 deiilikleri defiesdirmek bilen
A =—A bolmalydygyny taparys. Bu yerden 2A=0 A=0 denlige
e}'/e bolar

oo o

bir khemlsehk sana kopeltsek, onda A -kesgitleyjiniit 6zi hem bu
k sana kopeldiler.

a,,..a,, [y,
Yagny A=|a,..a, | bolanda A = ka,..ka, | =
a,.a., a,.a.,

hakykatdan hem kesgitleyjinin kesgitlemesine gora.
A= z £ ka1a aa—kz aioz1 0. aa:kA

Fee .

sutummn (8hli elementlerinin umumy kdopeljisi kesgltlemamn
alamatynyfl 6n1'jme g:ykarylyp alyn}’/andygy ge]jp kayandyr)

elementleri onun basga bir setirlernin degisli elementlerinden sol bir
hemiselik sana kt‘)peldilip alynyan bolsalar onda bu setirlere

------

2 3 -1 4
1 4 3 ol kesgitleyjide 1-nji we 3 setirler
6 5 -3 12

1 0o 3 1
proporsiyonaldyrlar. Ciinki 3 setirin elementlerini 1-nji setirin degisli
elementlerinden 3 —e kopeldip, alyp bolyar.

Hasiyet:6 Proporsional setirleri bolan kesgitleyji 0-la dendir.
Hakykatdan hem eger-de A-nyn (her bir elementi) j-nji setrlerin her
bir elementini onun i-nji setirinin degisli elementinden k sana
kopeldip alynyan bolsa, yagny ajm=Kaim dedllik her bir m nomer
ticin dogry bolsa, onda yokarda edilen bellige gOrd j setirii &hli
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yoee e

oniine ¢ykarsak, onda bu kesgitleyjiniii 6ziinde i-nji we j-nji
setirler menzes bolarlar. Sona gordde bu kesgitleyji  0-la dendir.
Hisiyet:7 Eger-de n-ji tertipli A -kesgitleyjinin kabir mysal igin i
nji setirnin dhli elementleri iki sany gosulyjylarynn jemleri yagny
ajj=bj+cj, j=1,2,...,n (5) gorniisde anladylyp, bilinydn bolsalar, onda
A-nyil 6zi hem iki sany A’ we A’ nenji tertipli
kesgitleyjilerin jemi gorniisinde aflladylyp alynyandyr. Bu
kesgitleyjilerin sol i-nji setirlerinden galanlary A -nyn degisli
setirleri  bilen gabat gelyandirler. Olaryn I-nji setirleri bolsa,
birinde difie bj 1-nji gosulyjylardan beylekisinde bolsa, 2-nji C;
gosylyjylaryndan duryandyr.

... &, ... &, |a,.. &,

— — _ A/ "
b, +c,..b, +c,|=|b;... b, |+]|c;... C, |=A"+A
&, Ay, 8- 8y |Bui-- @pg

hakykatdan hem n-nji tertiphi kesgitleyjiniﬁ kesgitlemesine gori,
A=Y (- aa.a,0,.a0 +aa, = (-1) a1a1 a,a,..(0; +C,).a.a, =

=Y (-Vaa..aa.b, .aa+> (-1fan.a,0.c4.a0=N+A
Bellik: Bu hisiyet 2 sany gosuljylar tigin subut edﬂen hem bolsa, ol
islendik tiikenikli sandaky gosuljylar iigin hem orunlydyr.
Kesgitleme: Eger-de kesgitleyjinin kébir setirnin Mysal ticin i-nji
setirnin her bir aj, elementini galan setirin degisli elementlernin
sol bir hemiselik sanlara kopeltmek hasyllarynyil jemi giisiinde
anlatmak miimkin bolsa, yagny seyle bir ki,Ko,....Ki-1,Ki+1,....kn
hemiselik sanlar bor bolup, ain=kKiaim+koazmtKiiaiim+
+Kis18is1mT...Tknanm deflik her bir m nomer iicin yerine yetyan
bolsa, kesgitleyjinini i-nji setiri onun galan setirlerinin ¢yzykly
kombinasiyasyndan duryar diilip aydylyar. Yokardaky
anlatmamyzda kéabir k sanlaryn 0-la den bolmaklary hem
mimkindir. (Hususan &hlisinifi hem ).
Hisiyet:8 kesgitleyjinin kébir setiri onun galan setirlerinin ¢yzykly
kombinasiyasy bolsa, seyle kesgitleyji 0-la dendir. Bu hésiyetin
subudy (7) (6) (4) hasiyetlerden gelip cykyandyr.
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Hisiyet:9 Eger-de kesgitleyjinin 1 setirnin elementlerine onun
basga bir setirnin degisli elementlerini sol bir hemiselik k sana
kopeldilip, gosulsa kesgitleyji liytgemeyér. Yagny

a;,...  a,| [|[ag.- a,, .

Q... &, a;, +ka;...a;, +ka;, deilik dogrydyr.
Q.. A (@ a,,

E= - T N - W a,,

Bu hésiyeti subut etmek {igin yazylan denligin sag tarapyndaky
jemine dendiginden olaryn i-nji

setirlerinden galanlarynyn bu kesgitleyjinin degisli setirleri bilen
gabat gelyandiklerinden hem-de bu gosuljylaryn birinin i-nji we j-nji
setirleriniin proporsionaldyklaryna gord, onun O-la dendiginden
peydalanmak veterlikdir. Yagny :

Aqeee Ay, 8yq---8y, SRR &8y

ayka;..a,k aj, ey, . kaj..ka;, @y,
ajl... ajn ajl...ajn ajl...ajn ajl"'ajn
an1"' ann anl"'ann anl"'ann a'nl"'ann

Bellik: Bu hdsyetde aydylan k sanyn otrisatel bolmagynyn hem

miimkindigine gOrd, bu hisiyeti kesgitlenyjinin kébir setirinin ya-da
stitninini bir elementinden galanlarynyn, &hlisinifi 0-la dwriimekleri
licin gecirlydn Ozgertméni yerine yetirmdge ulanylmakda amatlydyr.

Mysal {i¢in:

2 -1 34 2 -1 5

o 1 250 1 o0

6 7 14 |8 7  -13
7 2 10 3 2 3

5.Diirli tertipdéiki minorlar. Algebrayik doldurgyclar.
Goy bize n-nji tertipli A -kesgitleyji we k 1<k <n-1 san
a11a12a13"'a1n
a'21a22a'23"'a2n
a31a32a'33"'a‘3n

berlen bolsun. A=

a,a,,a,3...a,

n

Bu kesgitleyjide erkin k sany setirleri hemde k sany sunleri saylap
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alyp olaryn kesismesinde duran elementlerden matrissa diizsek onun
K-njy tertipli kwadrat matrissa boljakdygy disniklidir. Seyle usul
bilen alynan islendik k-njy tertipli kwadrat matrissanyn
kesgitleyjisine berilen A -kesgitleyjinin K-njy tertipli minory
diyilydr. Mysal ticin: A -da ilkinji 2 sany setiri hem-de ilkinji 2
sany siitini saylap alsak, onda olaryn kesismelerinde duran

a,.a
elementlerden. 2-nji tertipli kwadrat matrissany diizeris. ( He
a21a22

a’l 1a12

Onun =a,,8,, —a,,3,, kesgitleyjisi A-nyn 2-nji tertipli

a'21a22
minorlarynyn biridir kesgitlemeden gorniisi yaly A-nyi islendik  a;;
elementi onun birinji tertipli minory hasap edilip alynyar. (Bu kesgit-
leyjide 1 setir hem 1 siitiin saylanylyp alynandygyny anladyar. Ber-
len Kk-njy tertipli minoryn elementleriniin duran (Verlesen) setirlerini
hem-de siitiinlerini ¢yzanymyzdan son A -nyn bir gezek hem ¢yzyl-
madyk elementlerinden (n-k)-njy tertipli kwadrat matrissany diiz-
mek mumklndlr onun kesgltley]lsme bu k-njy tertlpll M mlnoryn
sinde belgllenyar. Aslynda k-njy tertipli minoryn belg11emes1 tigin
My bilen belgilip ulanylyandyr. Yokarda mysal gorniisinde getirlen,

M, — [P 2-nji tertipli minoryn gosmaga minory,
a’21a22
, Q4585 o e
M, o) = " a —(n—2)-nji tertipli kesgitleyjidir.
n3~nn

Hususan birinji tertipli  Mj=a;; minoryii (A-nyn aj elementiniii )
gosmaga minory M"jj A-da i-nji setir hem-de j-nmji siitiin
¢yzanymyzdan sonigyzylman galan elementlerden diizilen (n-1) -nji
tertipli kesgitleyjidir. Mysal {i¢in:

|2 kesgitlegjidir kesgitleyjinifi elementlerinii algebraik
a..a,,
doldurgyjy difilip (Aj) onuii (- 1)™ alamat bilen alynan gosmaca
MY minoryna aydylyar. Yagny Aj= (1)'_JMH.J

Eger-de A-nyn k-njy tertipli minory onun i,b,...,ik nomerli
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setirlerinde hem-de ji,j2,...,jx nomeri siitiinlerinde yerlesen bolsa,
onda onun algebraik doldurgyjy diylip onun (-1)°" (bu yerde
Sn=(iy+ip+...+i)+(j1+j2+... k) ), Sol alamat bilen alynan gosmaga
minoryna aydylyar.

Teorema' A- kesgitle}’ljiniﬁ islendik k-njy tertipli minorynyﬁ
kébir ¢lenlerinde duryan algebrayik ¢emdir. Bu ¢emin gosuljylarynyn
alamatlary hem olaryn kesgitleyjidéki alamatlary bilen gabat
gelyandirler.

Subudy: Ilki bilen teoremany k-njy tertipli M —minoryn A -nyn g¢ep
yokarky burcunda yagny onun birinji Kk setirlerinde hem-de birinji
k siitiinlerinden yerlesen yagdayy licin subut edeliii:

Ay By By By
By Blyge =By g -8y

ak+1,1ak+1,kak+1,k+1ak+l,n
g e By e By 1B

M k-njy tertipli minoryn islendik ¢lenini yazsak, ol: a_a, a,
(1) gorniigde yazylyar. Bu yerde «,,a,..c, —1,2..k sanlardan

calsyrmadyr.  Bu cleniii alamaty (-1)', L—[ J ornuna

a,a,..Q
goymadaky inwersiyalaryfi umumy sany, bolar. Edil sufa mefizes-
likde M" gosmaga minoryfi erkin ax+1,bk+1ak+2,bk+2anbn  (2)

bk+1 ! bk+2 bn

lenine alsak, (bu yerd
¢lenine alsa (uyere{k+1,k+2,n

j sanlardan calsyrmadyr.

k+1k +2...n

Onuii alamaty (-1)", buyerde I’ —(
bk+lbk+2"'bn

] ornuna

goymadaky inwersiyalaryn sany, bolar.

Bizin bu seredyidn yagdaymyzda Sy :
Sm=(1+2+.. . k)+(1+2...k)=2(1+2.. . k)=k(k+1)

Islendik biri jiibiit bolsa, sol kdpeltmek hasyl hem jiibiit bolyar.

Swm jiibiit bolanlygyna gord, M minoryn algebrayik doldurgyjy.
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Onuit M® gosmaga bolen gabat geler. Seylelikde bizi M. M™
kopeltmek hasyly we bu algebrayik gosuljylarynyni alamatlary
gyzyklandyryar. M. M" kopeltmek hasylyny

ao, a«, a.,B., aB, (3) erkin ¢lenini alsak, onui alamaty

12..k..k+1..n j

-D)"'-(-1)" =(-D"" bolar. Ciinki
aa,..q,..B,,..B,

oruna goymadaky inwersiyalaryn umumy sany hem ¢, -laryin g, -
lar bilen hichili inwersiya emele getrmeydndiklerine gord, (« -laryn
hi¢ biri, A-laryil hi¢ birnden uly déldir ) «; <k Bi=zk+1
ikinji bir tarapdan (3) kopeltmek hasylynyn kopeljileri A -ta kesgit-
leyjide diirli setirlerde hem-de diirli siitiinlerde Verlesendirler. Onda
bu kopeltmek hasyly A -ta kesgitleyjininn kabir ¢lenidir. Bu diyildigi
M- M" kopeltmek hasyly kibir algebrayik jem bolup, onuii her bir
gosuljysy A-nyi hem gosuljysydyr. Yone yokarda edilen bellige
gord, bu gosuljynyfi  A-ky alamatynyii hem (-1)""" —e, defdigi
gelip ¢ykyar. Seylekikde M' M kopeltmek hasyly A -ta kesgitley-
jinin kabir ¢lenlerinden duryan algebrayik jem bolup bu gosuljylaryn
alamatlary olaryn A-ky alamatlary bilen gabat gelyandirler. Bu
bolsa, teoremanyn tasyklamasynyn o6zdir.

Indi A-nyt M minory onui islendik i, <i, <...<i, nomerli

setirlerinde hem-de j; < j, <...< j, nomerli siitiinlerinde yerlesen
bolsun. Setirlerininn hem-de siitiinleri transpozissiyalarynyn

Munun G¢in ilki bilen 1 setirin  (i;=1) —nji setir bilen transpozissi-
yasyny sonra (ip-1-nji setirin ornundaky ) i1-2-nji setir bilen we suna
menizeslikde ol td& A-nyn 1-nji setirnin ornuny eyeleydngd Oziinden
yokardaky &hli gonigy setirler bilen transpozissiyalaryny gecirelin.
Munun tigin umumy ( i1-1) sany gonsy setirlerinn transpozissiyalarny
gecirmek bolar. Sofira berlen kesgitleyjininn Iy setirin 6ziinden
yokardaky gonigy setirler bilen yzly yzyna (ix-2) sany transpozissiya-

yoes .

gazanarys. Su prosessi dowam etdirmek bilen ahyr sonunda (ik-k)
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sany gonsy setirlerinn transpozissiyalarynyn yardamynda i-njy setirin
kesgitleyjinin  k-njy setirnin ornuny eyelemegini gazanarys. Su
gejirlen (i, -+ (i, —2)+...+ (i, —K) =i, +i, +...+i, —L+2+..+K)
sany gonsy setirlerin transpozissiyalary M minory 1-nji k sany
setirlere stistirer edil suna menzeslikde ji+jo+...+jk-(1+2+...+K) sany
1-nji k sany siitlinlerne stistirer seylelikde A kesgitleyjide gejirlen
I+, +enti + j+ J, o+ J, —2(L+2+...+ k) gonsy setirlerin
hem-de goiisy siitiinleriii transpozissiyalary tize alnan A’ -kesgitley-
jide M-k-njy tertipli minoryn ilkinji k setirlerde hem-de ilkinji k
stitlinlerde  yerlesmegni {ipjiin eder. Su 6zgertmeler netijesinde M
minoryfi gosmaga M" minorynyi iitgemeyindigi disniklidir. Ciinki
onun onui elementleri transpozisiyalarda goltasmayarlar, hem-de
gongy siitlinleriniii transpozissiyalarynyn yerne yetiryindiklerine gora
onui setirlerinin hem-de siitiinlerinifi basdaky tertipleri hem
saklayandyr, teoremanyn subut edilen bolegne gord, M- M"
kopeltmek hasyly A'-kesgitleyjinifi kiibir clenleriniii algebrayik jemi
bolup, bu jemiit her bir gosuljysynyf alamaty onuii A’ -diki alamaty
bilen gabat gelyindir yone kesgitleyjinin yonekey hésyetlerinden
onun islendik iki setirnifi transpozissiyasy difie kesgitleyjinin
alamatyny itgedyiandigine gord, tize alnan A’ -kesgitleyjinifi
onki A-dan (<) -2(142+..+k)=(-)* sana kopeltmek bilen alnyp
bilinjekdigi bellidir. Seylelikde (-1)° -M-M’ kopeltmek hasyly
(bu bolsa, A-nyit M minorynyni 6zinin algabrayik doldurgyjyna
algebraik jemidir. onuf her bir gosuljysynyn alamaty bu gosuljynyn
A-ta kesgitleyjinini diiziimiddki alamaty bilen gabat gelyandir.
A =(D)™A.
6.Kesgitleyjileri hasaplamak (kesgitleyjini setiri boyunca
dagytmak; Laplas teoremasy)

Islendik n natural san tigin n-nji tertipli A -ta kesgitleyjini
anladyan 2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjilerinkd menzes anlatmalary
yvazmaklygyn anyk diizgiini yokdyr.
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Emma yokary tertipli kesgitleyjilerin hasaplanmagy ii¢cin olaryn
kesgitlemesinden ugur alyp, onun anlatmasyny yazyp,sol anlatma
bolsada, ol onaysyz usuldyr. Sonun iiginde yokary tertipli ksgitlyjileri
hasaplamaklygyn diizgini 6wrenmek dhmiyete eyedir. Goy bize n-
nji tertipli

alla12"'aln
A =|a,a;,..8;, | kesgileyji berlen bolsun we i 1<i<n (1 bilen n
anlanZ"'ann

arasyndaky erkin bir nomer bolsun).
Bu i-nji setirin &hli elementlerinin olaryn algebrayik doldurgyglarna
kopeltmek hasyllarna seredelin.

&y - Aw Q- AiZ' Ain ‘Ain (1)
gecen temada subut edilen teoremadan bu kopeltmek hasyllarynyn
gosuljylaryn alamatlary hem olaryn A -daky alamatlary bilen gabat
gelydndir. (Biz bu yerde her bir a,,, 1<m<n elementin A-nyn
1-nji tertipli minorylygyndan ugur alyarys). Eger-de 1-nji (1)
sistemadaky kopeltmek hasyllarynda bar bolan, algebrayik
doldurgyclary degisli gosmaga minorlar bilen galsyrsak hem-de her
bir gogsmaga minoryn (n-1)-nji tertipli kesgitleyjini nazara alsak bu
kopeltmek hasyllarynyni her biri degisli alamatlary bilen alnan
elementin gosmaga minoryna kopeltmek hasylyna Gwrilen we ol
kopeltmek hasyllaryn her biri A-nyii  (n-1) ! ¢lenlerinin algebrayik
jemi bolar. ay Ay = ay (_1)I+k -Mj = (D) a, M,
2-nji bir tarapdan (1) sistemanyn 2-sany diirli kopeltmek hasyllary
birmerizes ¢lenleri saklayan algebrayik jemler dildir.
Hakykatdan hem Mysal iicin : a, A, we a,, A, kopeltmek
hasyllaryna seretsek olaryn i-nji setirinden birinin aj; elementi
Oziinde saklayan A-nyn kibir ¢lenlerinin algebrayik jemidigne
beylekisinin bolsa, bu setirden aj; elementi 6ziinde saklayan A -nyn
kébir ¢lenlerinin algebrayik jemdigini alarys kesgitlema goré,

yee .
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bir-birden element alnyp diizilen n sany elementlerin kopeltmek
hasylydygy gord, bu 2 sany kopeltmek hasyly menizes ¢lenleri 6ziinde
saklap bilmezler. Diymek (1) sistemanyn her bir kdpeltmek
hasylnyn A -nyn (n-1)! sany gosulyjylarynyn algebrayik jemdigine
hem-de ol kopeltmek hasyllarynyn sanynyin n — e dendigini we
yokarda bellenilen bellige gord, bu kopeltmek hasyllarynyni 2 sany
diirlisinin A-nyfi sol bir ¢leni saklap bimeyanligine
gord n-nji tertipli A -kesgitleyjinin n! sany gosuljylarynyn her biri
bu kopeltmek hasyllarynyn birine we dine birine girip bilyandigini
alarys (sunlukda A-nyi dhli n! sany gosulyjylary bu kopeltmek
hasyllarynyn gosuljylar bolup giryandirler) diymek indiki denligi
alarys A= ailpﬁl + aizAiz +---+ainpﬁn’

V.(l<i<n) 2
2-nji formula kesgitleyjini i-nji setiri boyunga dagatmagyn formulasy
diyip aydylyar. Seylelikde subut edilen gatnasykdan (teoremany setiri
boyunca ) kesgitleyjini subudy boyunca dagytmagyn teoremasy
Teorema: Kesgitleyjinin islendik setirnin &hli elementlerinin
OZlerinin algebrayik doldurgyclaryna kopeltmek hasyllarynyn jemi
bu kesgitleyjiniit  6ziine dendir : Yagny islendik i nomer iigin

Vli<i<n A=Z:aikAik k 1-den n-e genli
k=1

yee e

dogrydyr. Bu yagdayda alynyan fomulany yagny V1<m,<n

n
nomer licin A= Zaim A,
i=1

I 1-den n-egenli denligi kesgitleyjini siitiini boyunca dagytmagyn
formulasy diyip atlandyryarlar. Bu alynan furmulalardan gorniisi yaly
n-nji tertipli kesgitleyjini hasaplamaklyk birndge (n-1)-nji tertipli kes-
gitleyjileri hasaplamaklyk bilen calsyrylyandygyny goryéris. Sunluk-
da saylanyp alynan setirde ya-da siitiinde (saylanan) 0-la den elemen-
tlerin sany nige kop bolsa, songada bu formulany ulanmak otiayly-
dyr. Sebébi 0-la den bolan elementlerin algebrayik doldurgyglaryny
hasaplamaklygyn zerurlygy yokdur. Sunui tiginde bu teoremany
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ulanyp kesgitleyjini hasaplamaga baglamazdan oOiirti kesgitleyjinin
yonekey hésiyetlerini ulanmak bilen onui kébir setirinin ya-da
stitininin miimkin boldugyca kop elementlerini 0-la dwiirmége
calysyarlar. Kesgitleyjini setiri boyunca dagytmagyn teoremasyny
0ziinde hususy hal gorniisinde saklayan Laplas teoremasy ady bilen
belli indiki tassyklamany subutsyz getirelin.
Teorema: (Laplas teoremasy). Goy n-nji tertipli A kesgitleyjide
erkin - k (1<k <n-1) setir (Ya-da k sany siitiin) saylanyp alynan
bolsun.Onda bu saylanyp alynan setirlerde (ya-da siitiinlerde)
diizmek miimkin bolan &hli k-njy tertipli minorlaryn o6zleri algebrayik
Oziine dendir.

7. Kabir hususy gomiisdiiki kesgitleyjileri hasaplamaklygyn

diizgiinleri

tlerin dhlisi 0-a den bolsa, OA kesgitleyji bas diagonalyn elementle-
rjﬁ kopeltmek hasylyna dendir.

Yagny,
all a12"'aln
0 IR TN - T TP W
0 0..a,,

Bu diizglini matematiki induksiyanyii usulundan peydalanyp,
ansatlyk bilen subut edip bileris. Hakykatdan hem aydylan tasyklama
2-nji tertipli kesgitleyji ticin dogrydyr.

a; &
0 a,,
Bu tasyklama tertibi n-1-e genli bolan dhli kesgitleyjiler tigin dogry
hasap edip, ( yerne yetyar hasap edip ), onun n-nji tertipli kesgitleyji
ticin hem adalatlydygyny g0 rkezelin. (Induktiw talap diyilyér )

Foo e

=4a,,a,, — a120 =a,,a,,

a, A4, Ay, By,
dagytmak |0 ay,...8,,|= a0 8,5...85, | denlik alynar.
0 0.4, 0 0.a
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Induktiw talaby denligin sag tarapyndaky (n-1) —nji tertipli
kesgitleyji ti¢in ulansak

85, 8p3:+-8p
0 833...83n | = App833:--8py,

0 0..a,,

denlik alynar we ol 6i1 yanyndaky denlik bilen tasyklamany
subudyny berer.
2.Wandermond Kkesgitleyjisi.

1 1.1

a, 8.3, | (ai_aj)
a?  al.a’ _Hlsjgisn
at  ayt.alt

Ahli miimkin bolan tapawutlaryfi kopeltmek hasylyna dendir.
Hakykatdan hem tassyklama 2-nji tertipli kesgitleyji iicin yerne
yetyandigini gérmek ansatdyr.

1 1
al a2
Onda bu tassyklama tertibi (n-1)-e ¢enli bolan dhli Wandermond
kesgitleyjileri ti¢in adalatly diyip hasap edip, (induktiw talap) onun n-
nji tertipli Wandermond kesgitleyjisi licin hem dogrudugyny
gorkezelin. Bu yagdayda aydylan tassyklamanyn matematiki
nduksiya usulunynn yardamynda subudy yerne yetirildigi bolardy
onda berlen n-nji tertipli Wandermond kesgitleyjisinii 2-nji
setirinden onun 1-nji setirini a; —e kopeldip ayyryp, 3-nji setirden
bolsa, 2-nji setirnini a;-e kopeldip ayyryp, we sunia menzeslikde ahyr
sonunda in sonky setirinde onun 6n yanyndaky setirini aj-¢ kopeldip
ayyrmak bilen alarys.

=a, —a,.
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1...1
a,—aa,—a
a,—a -a,a; —a-a,| =
a,—a-aal —a-a;
ay 'a,a) fa) taa
a,—a,..a,—a

i az(az _ai)"'an (an _a:l_)
:1'A_Ll:(_1)11M1/1:M1/1: 2 2 =
a, (az _a:l_)"'an (an _a:L)
a;*(a, —a)..a)(a, — &)

(<))
NN
QD
SN
Il
O O o o~

1

0

a

af—z n-2 n-2
ay

1 1.1

a, a,...a,
=(az_a1)'(as_ai)---(an_a1)‘aZZ a,ja,f =

a? a’.a’

— (& —a)(a —a).@,—-a) [[@-a)=

:lii[(ai —aj)-H(ai —aj):H(ai —aj).

2<j<i<n 2<j<i<n 1<j<i<n
kesgitleyjinin yonekey hdsiyetlerinden hem-de subut edilen
tassyklamadan
a/ta)t.at
a‘a;..a, _ H(ai —a) denligitt yerne yetyindigini almak
aa,..a, 1< j<i<n
11...1

M 1 M 2

kyn daldir. Eger-de n-nji tertipli A kesgitleyji , Bu

Ml
yerde Mi-Kk-njy tertipli kwadrat matrisalar M, —(kx n-k) 6lgegli
goniburgly matrisa. 0-(n-kxk) 6lgegli 0 elementden duryan o-I

matrisa gomiisdiki kesgitleyji bolsun. Onda A=[M,|-|M| deilik
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dogrydyr.
8.Islendik sandaky nibellileri bolan ¢yzykly deilemelerin
kwadrat sistemasyny ¢cozmige Kramer diizgiini.
Goy bize n sany nébellileri bolan ¢yzykly denlemelerin kwadrat
sistemasy.

a; X +aX, + +..+a,X, =b

1n“*n
A, X, +8,X, +...+8,,X, =D, @
a X +a,X, +..+a,.X, =b,
berlen bolsun onun nébellilerinin kafisentlerinden diizilen kesgitleyji
a‘lla12"'aln
A =la,a,,..8,,|#0 (2)
a,a,,...a,,

serti kanagatlandyryan bolsun. (0-a den dél bolsun ) j-nomer

1< j<n densizlikleri kanagatlandyryan islendik nomer bolsun. 1-nji
sistemanyn 1-nji denlemesini  Agj-e 2-nji dedllemesini Agj-e we suna
merizeslere i sonky n-nji denlemesini bolsa, Anj-e kopeldip alynan
anlatmalary gosup somra birmenzes ndbelli ¢lenleri toplasdyranymyz-
dan son alarys:

0<r<b (2) =bA, +b,A; +.+b A, O

(allAlj +ayA,; +"'+a'nlA1j)X1+(a12A.lj +a,,A +---+an2'6hj)' X, =
=b1ALj +b2A2j +"'—}_bn'Ahj (4) (alnAlj +a2anA2j +"'+annAnj)‘ Xn
Bize 6nden belli bolsuna goré, A—ny A An-nji siitlini boyunga
dagytsak.

a,,..8y;..8,

Ayp.enByjenBy | = al,-Al,- +a2jA2j +"'+anjAnj
a,.a,..a

nl**~nj nn
Eger-de bu deiligini sag tarapyndaky ailatmada — a,;,a,;,...,a

1 nj
sanlary bi,by,...,by, sanlar bilen galsyrsak onda alynyan
b1Aj+boAojt.. . +bnAnjanilatma A\ -kesgitleyjide onui j-nji
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stittinlerinin by,by,...,by sanlaryn siitiini bilen ¢algyrlyp kesgitleyja
den bolar.

a..b..a,
a'21"'b2 v 'a2n

a0, .8,

(clinki bu elementlerin algebraik doldurgyglary olaryn 6zlerine bagly
déldirler ) onda bu kesgitleyjini ~ A; diyip belgilesek
A i =b1A1j+b2A2j+. .. +bnAnj bolar.
Bu diyildigi (4) denligin sag tarapynyii A kesgitleyja ( A -dan
onun j-nji siitiini (1) sistemany azat ¢lenlerinin siitiini bilen ¢alsyrlyp
alnan kesgitleyja ) dendigini anladyar. 2-nji bir tarapdan bize belli
bolan kesgitleyjini siitiini boyunca dagytmagyn formulasyna gori,
islendik k nomer tigin 1<k <n ajxAiktazkAokt... FankAnk=A
bolyandygy bellidir yone yokarda yazylan

a,.-by.ay,

A= a21"'b2"'a'2n :b1A1j+b2A2j+...+bnAnj (5)
a,..b, ..a.,

denlikde b1,b,...,by sanlary A -nyi basga bir t-nji siitiininn (
m= j)elementleri bilen c¢algyrsak alynyan

&4y By By,
AT Ay A A = @018 By 80, | =0
L5 WS T > B - |

bolyandygyna eye bolarys.Bu diyildigi ( denligin g¢ep tarapyny oka-
sak) kesgitleyjininn 1(m-nji ) siitiininini &hli elementlerinin onun basga
bir (J-nji ) siitiininin degisli elementlerinin algebraik doldurgyglaryna
kopeltmek hasyllarynyn jeminin 0-la dendigini anladyar. Seylelikde
bu alynan gatnasygy yokarda getirlen kesgitleyjini siitiini boyunca
dagytmagyn formulasy bilen birlesdirip, indiki gdrniisde yazmak
miimkindir.
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A j=m bolanda

a:I.mAij +a2mA2j +'"+anmA1j :{ (6)

0,j#m bolanda
Seylelikde (4) denlik (6)-njy gatnasyklary peydalanmak bilen indiki
gomiisde yazylar.
A-X; =A, @) A—(alj~A1j+a2j~A2j+...+anj~Anj)
Onda A#0 diylip edilen serte gori, bu detilikden Yj-nibelli iigin

A
yeketik bolan X = XJ bahany taparys. j(1< j<n) nomerii

e A A, A,
erkindigine gord, X, A X, A yeoey X, A 8)
denilikler bilen nébellilere yeketik bolan bahalar kesgitlenilyar.
(8) denliklere Kramer formulalary diyilip aydylyar. Hem-de A kes-
gitleyjisi 0-a den bolmadyk n-sany ndbellileri bolan ¢yzykly derile-
melerin kwadrat sistemasyny ¢6zmekligin bu usulyna Kramer diizgii-

sistemanyn ¢oziiwi bolyanolygyny gormek ansatdyr. Hakykatdan
hem (1)sistemanyn islendik i-nyji (1§i§n) denlemesinin ¢ep
tarapynda nébellilerin (8)derlikler bilen tapylyan bahalaryny
orunlaryna goysak.

A A, A,
X X+ F G Xy =y =+ Gy =G =

A A A
=3, blAn"'bzi‘zl"'bnAn_l_ 2.b1A&2+b2AzzA+"'+bnA12_I_m_l_ain bA, +bA, +..+b A, _

A

a:

’ :%{bl(aiAil_'_aiZAiz +"'+ainA1n)+b2(a1'lA21+a12A22 +"'+a1nA2n)+

+..+h (ailAl +a,A, .t ainAn)+"'+bn(a'ilA1l +8,A, +"'+a'inA1n) =
= lbiA =b,.

A

Sonky denlik ndbellilerin Kramer formulalary boyunga tapylan
bahalarynyn sistemasynyn i-nji denlemesini kanagatlandyryandygyny
gorkezyar. I-nomerin erkindigine goréd, bolsa ol bahalaryi
sistemasynyn denlemelerininn &hlisini kanagatlandyryandyklaryny
goryaris. Indi ¢yzykly denlemeler sistemasynyn hususy yagdayyna
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yagny n-sany ndbellileri bolan bir jynysly ¢yzykly denlemelerin
kwadrat sistemasyna

Zl:aijxj =0,i=12,.,n 9)
J=

seredelin. Bu sistemanyn kofisentlerinden diiziilen

alla'12"'aln
A =|a,,8,,..a,,| # 0.
aad,,...a,,
bolan halatynda onun ¢oziwini tapmak iicin Kramer formulasyndan
peydalananmyzda olaryin sanowjylaryndaky A, kesgitleyjilerinini
nji siitlinlerininn dine 0-lardan duryandyklaryna goré, olaryn &hlisi
hem 0-la den bolup, nébelliler i¢in  y1=0, ¥»=0,...,y,=0 bolan
bahalary taparys. Diymek n nébellili birjynysly cyzykly
denilemelerinin kwadrat sistemasynyn A kesgitleyjisi
0-la den bolmasa, onda ol sistema yeketik 0 ¢oziiwe eyedir.
Bellik:¢cyzykly denlemelerin kwadrat sistemasynyn kesgitleyjisi
A # 0 bolsa onda bu sistema yeketidk ¢oziwe eyedir. We ony tapmak
ticin Kramer formulalaryndan peydalanmak miimkin. Kramer diizgi-
ninin dhmiyetli talapy diie A -ni hasaplamak arkaly sistemanyn
coziwmin yeketikdigi ya-da déldigi hakynda netije ¢ikaryp bolyar.
(Birden A =0bolaysa, onda sistemanyn ya ¢oziwinin yokdygy va-da
onun ¢oziiwmnin yeketdk dildigi hakynda netjd gelmeli bolarys )
Kramer diizgiininii nébellilerin n sany uly bolan yagdayynda n+1
sany n-nji tertipli kesgitleyjileri hasaplamaklygy talap edyindigine
gord, onun zihmeti kop talap edyin onaysyz usulygydygy gelip ¢yk-
vandyr. (Su manyda Gauss usuly has onayly hasap edilyédr ). Ol usul
bilen sistemany ¢6zmek n uly bolanda (nébellilerii sany kop
bolanda) dine yekeje n-nji tertipli kesgitleyjini hasaplamak bilen
dengiiyslidir.
9. Halka we meydan

Islendik sanlaryn M kopliigine halka diylip aydylyar,eger-de bu
koplikden alnan islendik iki sanyn jemi, tapawudy hem-de
kopeltmek hasyly yene-de su kopliige degisli sanlar bolyan bolsa.
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Eger-de,M kopliigin islendik iki sany sanlarynyn jemi, tapawudy
we kopeltmek hasyly bilen birlikde ondan alnan islendik sanyn nol
dél sana bolan payy hem su kopliige degisli san bolsa, bu kopliige
meydan emele getiryar diyilip aydylyar.

Mysal ii¢in :

a) Ahli bitin  polozitel sanlaryn  kopligi  halkany emele
getirmeyarler.Ciinki,iki sany poloztel sanlaryin tapawudynyn bu
kopliige degisli bolmazlygy hem miimkindir.

b) Ahli bitin sanlaryn kopliigi halkany emele getiryandir.Ciinki
islendik iki sany bitin sanyn jemitapawudy  hem-de kopaltmek
hasyly yene-de bitin sandyr.

c) Ahli bitin sanlaryn kopligi meydan emele getirydn daldir.
Cilinki bu koliikden alhan bitin sanyn basga bir nul dil bitin sana
gatnagygynyn bitin san bolmazlygy miimkindir.

d) Ahli rasional sanlaryin toplumy meydany emele getiryandir ler.

Hakykatdan hem, eger-de Prype P2 (p, #0) rasional sanlar
9, q,
+
ligin l)ﬂi& = P92 =P _aional
9, 4 9,9,
2) P Py _ PiPr_ pagional
9 9. 949,
1) Pr.Pr_ P 9 P9 pagjong),

9 92 91 P» 9P

Edil suna menzeslikde,islendik elementli M koplik tigin hem halka
we meydan diistinjeleri kesgitlenyéndirler.

Kesgitleme.Islendik elementlerin M kopliiginde elementleri gos-
mak hem-de kopeltmek amallary kesgitlenip bu amallar orun galgyr-
ma, utgasdyrma hisiyetlere eye bolup, olar bilelikde paylagdyrma
kanun bilen baglansykly bolsalar, yagny bu kopligin islendik a,b,c
elementleri tgin :

a-b=b-a
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(a-b)c=a(b-c)
a+b=b+a
(a+b)+c=a+(b+c)
(a+b)c=ac+bc

talaplar yerine yetyan bolsa,seyle hem gosmak amaly igin ona ters
bolan ayyrmak amaly hem bu koplikde kesgitlenen bolsa, onda M

rrrrr

Kesgitleme.Eger-de erkin elementlerin halkasynda nul dil elmenti
bolmek amaly hem kesgitlenen bolsa, onda oydan emele getiryér

Teorema.Islendik sanlar meydanynda rasional sanlar meydany
saklanyandyr.
10.Ters matrisa

Eger-de,n-nji tertipli A kwadrat matrisanynn kesgitleyjisi nuldan
tapawutly bolsa,ona ayratyn dil, tersine yagdayda bolsa ayratyn
matrisa diylip aydylyar.

Bu kesgitlemeden hem-de kesgitleyjileri kopeltmegin teorema-
syndan birnice sany n-nji tertipli matrisalaryin koeltmek hasylynyn
ayratyn dil bolmaklary tigin zerur hem yeterlk sert bolup ol
matrisalaryil her birininn ayratyn dél matrisa bolmalydygy hyzmat
edyéndir.

A - A, -...- A, -ayratyn dil bolmaklary tigin A4, -lerm her birleri
ayratyn daldir.

A, A4,,..., A, ayratyn dil bolsa, 4, -lerih her biri ayratyn dil we
tersine.

0|4, 4,..4,|=|4]|-|4,]-..]4,]

Seyle hem birndge n-nji tertipli matrisalaryn kopeltmek
hasylynyni ayratyn bolmaklygynyn zerur hem veterlik sertiniii olaryn
hi¢ bolmanda birmini ayratyn matrisa bolmaklygydygyny subut etmek
ansatdyr,yagny:

2) AA,...A, -ayratyn
3) A, -lerin hi¢c bolmanda biri ayratyndyr
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tassyklamalaryn ekwiwalentdigi hem kesgitleyjileri kopeltmegii
teoremesyndan gelip ¢ykyandyr.

Eger-de n-nji tertipli A matrisa iicin A4~ = E, detiligi
kanagatlandyryan 4~ matrisasyna A -nyi sagyndan ters matrisasy
diyilydr.Edil sutia mefizeslikde A~'4=E defiligi kanagatlandyryan
A" matrisa A-nyh ¢epinden ters matrisa diyilyir.

Eger-de, kébir B matrisa bir agtyn 6ziinde A-nyn hem sagyn-
dan, hem ¢epinden ters matrisalary bolup hyzmat edyin bolsa, yagny,
(1) B-A=A-B=E deilkler yerine yetydn bolsa, onda B matrisa

------

Ters matrisanynl kesgitlemesinddki ulanylan E birlk matrisa
islendik A berlen tertipddki matrisa bilen EA=AE=A (2) deiilikleri
kanagatlandyryan yeke -tdk matrisadyr.

n-nji tertipli A matrisa ayratyn bolan halatynda onuil sagyndan
hem,¢epinden hem ters matrisasy yokdur.Bu halatda ters matrisa
hakynda asla giirriin hem bolup bilmez.

Hakykatdan hem, ayratyn A matrisanyn sagyndan tersinif,
yagny AA~' = E defiligi kanagatlandyryan 4~ derejeli matrisanyti
yokdugyny gorkezelin. A4~ = E detilikde kesgitleyjileri
kopeltmegiii teoremasyny ulanyp taparys :

0=|d-|a|=|447| = |E| =1

Bu alnan miimkin dil deiilik bizin ayratyn matrisa {ligin
sagyndan ters matrisanynn bardygy hakyndaky eden giimanymyzyn
hiadogrudygyny gorkezyir.

Indi n-nji tertipli

a,,a,...a,,

a,a,,..a,,
matrisa ayratyn dil (A= |A| #0) bolanda onui ters matrisasyny

hasaplamagyn formulasyny getirelin. Bu matrisanyn elementlerinin
algebraik doldurguclaryndan diizilen :
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.....

Ay Ay Ay
A A A A AT A
P U P e ) @
A T, A
AIMAZ". A"n Aln A2n Arm
A ATTA

formula gora hasaplanylyar.

Bellik. Berlen ayratyn dil matrisanyn ters matrisasy yeke-takdir.

Bellik.Mysal islenende ilki bilen berlen matrisanyn ayratyn
daldigine goz yetirmelidiris.Eger-de, ol ayratyn bolaysa,onun ters
matrisasy yokdur.

Berlen matrisa ayratyn dél bolan halatynda bu matrisanyn
elementlerinini algebraik doldurguclaryny tapyp sofira olary (3)
formulanyn deiliklerinin haysy hem bolsa birinde goyyarys.Ters
matrisa diistinjesi kébir matrisa denilemelerini  ¢6zmekde hem
ulanmak miimkindir.Hakykatdan hem,eger-de A,B matrisalar n-nji
tertipli bolup olardan A ayratyn dél bolanda AX =B weY4 =B

gdmiisli detllemeleri ¢dzmek iicin 4~ ters matrisanyn serte gori
barlygyndan peydalanyp.
X=A"BweY=BA" formulalara gord amala asyrylyp biliner.

Ol formulalar berlen deflemeleriti iki tarapyny hem A~ matrisa
degislilikde cepinden hem-de sagyndan kopeltmek bilen alynyandyr.

11. Cyzykly denlemeleriii kwadrat ulgamyny cézmegin
matrisa usuly
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Yokarda kesgitlenilen kwadrat matrisalary kopeltmegiti diizgiini
goniiburgly matrisalar tigin hem kébir sertlermi yerine yetmeginden
ulanylyandyr.

Eger-de, A(kxn) we B(lxm) goniburgly matrisalar berlen bolsa,
AB kopeltmek hasylynyn kesgitlenen bolmaklygy ti¢in birinji A
kopelyinint siitiinlerininn sany n,ikinji B kopelyjininn setirlerininn 1
sanyna deni bolmalydyr. Sunlukda alynyan matrisanyii setirlerinin
sany A-nyn setirlerinin k sanyna, siitlinlerinin sany bolsa B-nin
stitlinlerinin m sanyna dendir.

Indi ndbellilerin koeflisentlerinden dyzylen kesgitleyjisi noldan
tapawutly bolan n sany nébellileri saklayan ¢yzykly denlemelerin

a,\x, +a,,x, +..+a,x, =b

a, X, +a,x, +..+a,x, =b,

1)

a,x, +a,x, +..+a, x =b

nn-"n

kwadrat sistemasyny ¢ozmekligin matrisa usulyny owrenelin

ap -4y, X b,

aQz;--y, X, b,
A= , X = , B =

anay,.--ay, X bn

belgilemeleri girizmek bilen berlen bu sistemany AX = B (2)
gorniisde yazyp bileris.

A= |A| # 0 bolandygyna gord gegen temada edilen bellikden
ikinji matrisa defileménin ¢oziiwinin X = A'B (3) formula gori
tapylyp bilinydndigini alarys.Onda ters matrisany hasaplamagyn
formulasyndan peydalanmak bilen (3) deilikden

Xl A11A21'“A11 bl Ailbl + A21b2 Tt Aﬂbn
X = X2 — Ale :l A12A22"'A12 . b2 :i A12b1+A22b2 +"'+A12bn

Al co | A

Xn AinAZn"'Am bn Ainbl—}'Aanz—l_“'-l_Annbn
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A
AN [ A
1)a,| |22 :
= K 2 = A (bu yerde Ai = ZAklbk - A kesgiﬂefl l‘njl
k=1
A, A,
A

yee e

Sotiky alnan denlikde iki matrisanyn deiiliginiii kesgitlemesinden
peydalanmak bilen (degisli elementlerin defi bolmaklaryndan )
X, :ﬁ,X2 :ﬁ,...,Xn = A, 4)
A A A
Bu alnan denlikler (1) sistemanyni nébellilerine kesgitli bahalary
bermek bilen onuil yeke-tik ¢oziiwie eyedigini anladyandyrlar.Seyle
hem bu deilikler Kramer formulalarynynn hut 6ziidir.

12. Kopglenler halkasy

X nibelliden a,x" +ax"" +...+a, x+a, =0 (1) gdrnisdiki
anlatma n tertipli denleme diyilyar.

Bu defileméninn ¢6ziiwini tapmak ony kanagatlandyryan X
nabellinin &hli bahalaryny tapmakdyr.Bu denleméini ¢dzmekligi
adatca onuil ¢ep tarapyny

f(xX)=ayx" +ax"" +..+a, x+a,a, #0

Kesgitlemeden gorniisi yaly n=0 bolanda a sana nul derejeli
kopglen hokmiinde garalyandygy gelip ¢ykyandyr.Seyle hem, nul san
hem kopclen hokmiinde seredilip ol derejesi kesgitli bolmadyk yeke-
tak koclendir.

Kesgitlemedidki a, sanlara f(x) kopgleninn koeflisentleri
diyilyar.
Eger-de, f(x) kopglen berlen birlikde basgada bir
g(x)=byx* +bx’" +...+b_x+b, b, #0
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kopglen berlen bolsa, onda 7 > s bolanda olaryn jemi diyilip n-den
uly bolmadyk

fX)+g(x)=dyx" +dx"" +..+d,_x+d,
kopclene diistinilydndir.Sunlukda d, =a, +b,,i = @ denilik bilen
kesgitlenilydn bolup,n>s bolanda b, =56, =..=b, =0.
Biz su kesgitltmede hem-de geliekde birmenzes derejelerin
oniindiki koeffisentleri gabat gelydn kopclenler diyip diisunjekdiris.

Kesgitlemeden gorniisi yaly n=s bolanda f(x)+ g(x) jemin
derejesinin  n-den kici bolmagy hem miimkindir.

g(x) we f(x) kopglenlerin kopeltmek hasyly diylip
g(x)- f(x) gomisli belgillenydn we kopeljiler nébellilerin
derejelerinin  artyan tertibinde yagny,

f(x)=a,+ax+..+a,x",a, #0

gx)=b, +bx+...+bx", b, %0

Yazylan yagdayynda
f()g(x)=0,+0x+0,x* +..+0, x""*
n derejeli yazylan denilemd aydylyar.Bu kesgitlemeden
6, =a,b,,0, =ab, +a,b,,0, =a,b, +ab, +a,b,
f(x) kopclene garsylykly kdpglen diyilip :
- f(x)=—a,—ax—...—a,x" gomisdiki kopglene aydylyar.

Bu yagdayda f(x) bilen muna garsylykly bolan — f(x)
jemmnin nul kdpcleni yagny, f(x)+(—f(x))=0 denligin yerine
yetyandigi aydyndyr.

Bu kesgitlemeden  f(x) kdpglenden g(x)kopgleni ayrylanda
alynyan,olaryn tapawudy bolan f(x)—g(x) kopglenin f(x) we
g(x)-agarsylykly bolan g(x) kopglenlerin f(x) + (—g(x)) jemi
gomiisinde hasaplanyp bilinjekdigi gelip ¢ykyandyr.Seylelikde,ahli
kopclenlerinn kopliiginde olary gosmak hem-de kopeltmek amallary
bilen birlikde gosmak amalyna ters bolan ayyrmak amalynynn hem
kesgitlenendigi gelip c¢ykyandyr.

Kesgitlemi gord kopglenleri gosmak hem-de kopeltmek

amallarynynn kommutatiw,assossiyatiw hésiyetleri kanagatlandyrmak
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bilen birlikde disturbutiw kanun bilen baglansyklydyklary hem gelip
¢ykyandyr.Diymek, dhli kopclenlerin kopliigi halkany emele
getiryindir.

Iki sany nul dil kdpglenlerin payynynn elmydama kopgleni
bermeyandigini hasaba alsak kdpclenler kopliginde bolmek
amalynyn kesgitlenmeydndigi gelip ¢ykyandyr.Bu diyildigi
kopelenlerin kopliiginin halkany emele getirmegi bilen birlikde
meydany emele getirmeyindigi gelip ¢ykyandyr.

Indiki tassyklama kopclenler ticin galyndyly bolinmegin
algoritmi ady bilen meshurdyr.

T Islendik f(x)weg(x) kopglenler tligin yeke-tik kesgitlenilydn
q(x) we r(x) kopglenleri bar bolup, 7 (x) = g(x)g(x)+r(x) (2)
denlik yerine yetydndir.Bu yerde r(x) ya nula dendir ya-da ol
derejesi g(x)-yn derejesinden kici kdpglendir ;

(2) denlikddki ¢g(x) kopglenine f(x) —y g(x)-a bolenimizde

......

13. Galyndyly bélmegin algoritmi

Teoremal: Islendik f(y) we g(y) kopglenler iicin yeketik
kesgitlenilydn s(y) we r(y) kopglenleri bar bolup olardan r(y) ya 0-a
dendir, ya-da g(y)-ini derejesinden kici derejeli kopglen bolup
f¥)=0(¥) s(¥)+r(y) (*) deiilik Jerine yetyandir.

Bu denlikde s(y) kopgleni f{y) kopgleni g(y) kopglene bolinende
vetyan pay. r(y¥) bolsa bu bolinmedédki galyndy diylip aydylyar.

Bu tassyklamany subut etmek {i¢in ilki bilen aydylan gatnasygy
kanagatlandyryan s(y) hem-de r(y) kopglenlerin yeketak
kesgitlenyandiklerini, sofira bolsa seyle kopglenleriii bardyklaryny
gorkezmelidiris.

Bu tassyklama algebrada orén kop ulanylyslara eye bolmak bilen,
geliekki Owrenilmelerde ulanylyslarynn mysallary orédn kop dus geler.
Olardan biri bolup Ewklid algoritminin yzygiderli bolinmeklerini
gorkezmek miimkiindir.

Indi bolsa birndce mysallara garalyi.
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14. Kopclenlerini bolijjilik hésiyetleri.

Goy koeffisentleri kompleks holdan tapawutly f{y) we o¢(¥)

kopglenler berilen bolsun. Eger-de f(y) kopglen ¢(¥)-e bolinende

galyndy hola deni bolsa {y) ¢@(¥)- ¢ bolinydr, bu yagdayda ¢(y)-e

f(y)-n bolijisi diyilyar.

o(y)-nin f{y) kopglenint boliijisi bolmagynyn zerur hem
yeterlik serti bolup y(y) kopglenin tapylyp

f¥)= o) v() 1)

denligin yerine yetmekligi hyzmat edyindir.

Hakykatdan eger o(y) f(y)-nin bolijisi diysek, y(y)-i
ornuna f(¥)-ni @(y)-e bolenimizde yetydn payyn
alynmalydygy,tersine eger-de (1) denlik yerine yetende

f¥)= o(Ms)+r()

denlikde 1(y)=0 bolandygy aydyndyr.

(1) denlikde wy(y)-i hem f(y) kopglenin bolijjisi bolyandygy,seyle
hem o@(y)-in derejesinin @(y)-it derejesinin f{y)-ikiden uly
daldigi diisniklidir.

Eger-de f(y) we o(y) kopglenlerin ikisinin hem koeffisientleri rasio-

nal ya-da hakyky bolsalar onda w (y)-nin koeflisientleri hem degisli-

likde rasional ya-da hakykydyrlar.Yone rasional ya-da hakyky koef-
fisientli kopglenin koeflisientleri Rasional ya-da hakyky bolmadyk

boliija hem eye bolmagy miimkindir. Mysal tigin, y*+1=(y+i) (3-i)

Geljekde kop ulanyslara eye bolan indiki hisiyetleri belliap

gecelin.

1. Eger-de f(y) g(y)-e g(y) bolsa h(y)-e boliinyéir bolsa,onda f(y)
hem h(y)-a boliinyandir.

2. Eger-de f(y) we g(y) @(y)-e boliinyin bolsalar olaryn jemi
hem-de tapawudy hem @(y)-e boliiny:rler.

3.  Eger-de f(y) @(y)-e boliinyin bolsa FOY)-iii islendik g(y)-e
kopeltmek hasyly hem o(y)-e boliinyéandir.

4. Eger-de fi(y),f2(¥),....... , T(¥) kopglenleriii her biri ¢ (y)-e
boliinydn bolsa,onda islendik gi(y),92().......0k(y) kopclenler
iicin - f1(¥)91(V)+f2(9)92(¥)+ ..o Hi (V)9 (¥)
hem @ (y)-e boliinyandir.



5. Islendik f(y) kopclen nolunjy derejeli islendik kopglene
boliinyér.

6. Eger-de f(y) ¢(y)-e boliinyin bolsa, onda ol islendik ¢0 san
bilen cf(y) kop¢lene hem boliinyir.

7. c#0san bilen cf(y) kopglenler we difie solar f(y)-ii éziinin
derejesine deii bolan derejeli bolijjileridir.

8. f(y) we g(y) kopglenleriii biri-birine boliinmeleriniii zerur
hem yeterlik serti c0 san bilen g(y)=cf(y) deiiligifi yerine
yetmekligidir.

9. c#0sanbolanda f(y) we cf(y) kopglenleriii birinin islendik
béliijisi beylekisinifi hem béliijisidir.

15. Iki kopeleniii ifi uly umumy béliijisini tapmagyii Yewklid
algoritmi.

Goy f{y) we g(y)-islendik kopglenler bolsun. Eger-de o(y) bu kop-
clenlerin her birinit bolijjisi bolsa,onda ofia sol kdpglenlerit  umumy
susan, islendik nolunjy derejeli kopglenin hyzmat etjekdigi diisniik-
lidir. Bu iki kdpglenlerii bagga umumy boliijisi yok bolsa, onda olara
ly bolan umumy boliija hem eye bolmagy miimkindir. f(y) we g(¥)
kopclenlerin umumy bolijisi bolan d(y) olaryil beyleki umumy
bolijjileriniii her birine bolinydn bolsa bu d(y) berilen f(y) we g(y)

......

gorniisinde belgilenyér. \

f(¥)=9(¥)s1(¥)+r(y),
s(V)=ra(y)s2(y)+ra(y), (1)
r(y)=r2(¥)ss(¥)+rs(y), ;
M 2(9) =T (k) +1c),
Nk-1(¥)=1k(¥)sk+1(¥)

(1) denlemedaki r1(¥),r2(¥),.eeeve.. rk(y) galyndylaryn derejelerinin
degislilikde g(y), ri(¥),r2(),....... Tk-1(y) derejelerinden kigidik leri
diisniiklidir.Seyle hem bu denliklerde asakdan yokary hereket etmek

55



bilen r(y) kopglene ri-1(¥),rk-2(¥),-....,11(),9(y) we f(y) kdpglenlerin
dhlisinin bolinydndiklerini, basgaca aydanyida rx(y)-nin ) we
a(y) kopglenlerin umumy bolijisidigini alarys.
o(y) bilen f(y) kopglenlerin islendik bir umumy bolijisini belgilip
(1) denliklerde yokardan asaklygyna hereket etmek bilen ¢(y)-e
r1(¥),r2(),...... JTk(¥) galyndylaryn dhlisinin bolinyandiklerine eye
bolarys. Bu diyildigi f(y) we g(y) kopglenlerin umumy bolijisi
bolan ri(y)-nin olaryn islendik @ (y)-umumy bolijisine
bolinydandigine,yagny rk(y)=(f(y),g(y)) bolyandygyna eye bolarys.
Bellik. Kopglenlerin bolijilik hésiyetlerinden iki sany kdpglenlerin
m uly umumy bolijisinit nolynjy derejeli kopeliji takyklygynda
kesgitlenyandigi gelip ¢ykyar. Seylelikde iki sany kopglenlerin 6z-
ara yonekey bolmaklarynyn zerur hem yeterlk sertninn olaryn m uly
umumy bolijjisiniit bire den bolmaklygy diyip tassyklamak
adalatlydyr.

16. Kopgleni ¢yzykly iki ¢lene bolmegih Gorner usuly
Goy bize f(xX)=ayx" +ax"" +..+a,, a, #0
n derejeli kdpglen we x —c, bu yerde ¢ kébir kompleks san,berlen
bolsun. 7(x) kopgleni x—c¢yzykly z ¢lene bolenimizde yetyan

n?

payy we galyndyny tapmak ti¢in Gorner usuly diyilydn indiki

diizglinden peydalanmak miimkindir.Yokarda aydylan galyndy

boliinyan algoritmden bu yagdayda yeke-tik kesgitlenilyin
g(x)=b,x"" +bx" +..+b,_,

pay we bu bolinmedédki galyndyny beryan kabir r kompleks san bar

bolup, f(x)=(x—c)[byx"" +bx" > +...+b,  ]+rdetilik yerine

yetyandir. Onda

a X" +ax" " +..+a _x+a, =bx"+ (b, —cb,)x"* +(b,_, —cb, )X+

+r—ch,

deiilikden birmenzes derejelermn oniinddki koeffisenyleri denesdirmek

bilen
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a, =b, —cb,
a,,=b,_,—cb, ,
a,=r—cb, ,

denlikleri ya-da basgaca aydanymyzda
by =2,
b, =a, +cb,
b, =a, +cb,

r=a,+ch, ,
bolyandyklaryny alarys.Bu bolinmidni yerine yetirmek tiicin Gorner
tablisasynyn

a

n—1 n

a, a, a, a

by=a,| b= b, = b
=a +¢ch, | =a,+ch, +b, ,¢

o =a,,+|r=a,+cb, ,

17. Kopgleni ¢yzykly ikiclenlerin kopeltmek hasylyna
dagytmak

Kompleks sanlar algebrasynyn esasy teoremasy diyilydn indiki
tassyklamany subutsyz getirelif:
Derejesi birden kici bolmadyk islendik san koeffisenleri
bolan kopglent umumy yagdayda kompleks bolan hi¢
bolmanda bir koki bardyr. Goy n>1 bolup,
f(§)= aoy"+a,y" +... + & 1)
n-nji derejeli kopglen berilen bolsun.
Yokarda getirilen esasy teorema bu kopglenii kompleks
ya-da hakyky bolan o1 kokinin bardygy, sona gord-de
f¥)= (§-a1) o)
aflatmanyn adalatlydygyny anladyar. Bu yerde ¢ (y)-nii
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kompleks ya-da hakyky koeffisentleri bolan kopglendigine gori,
esasy teoremadan onun kébir oy koke eyedigi alynar.

Seylelkde f(y)= (y-a1) (y- a2) w(y) anlatma alynar. Bu pikir
yoretmidni dowam etdirmek bilen n-nji derejeli f(y) kopglenii n
sany cyzykly kopeljilerin kopeltmek hasyly gornisindédki
aflatmasyny alarys.  f(y)= ao(y-a1) (y-02)... (y-0tn). 2

o koeffisentin  alynmagy onuin ornuna bagga bir b - san
alynyp skobkalary agsak f{y)-nifi bas ¢lenifi agy" bolandygyna
garamazdan onufi by" bilen gabat gelmelidigini, bu yerde ag =b
bolmalydygyny taparys. (2) anlatmanyn fy) kopclen kopeliiler
tertibi  takyklygynda sol gorniisddki yeke- ték anlatmadygy
digniiklidir. Tersine, yagny f{y) tlicin

f¥)= a(¥-1) (-B2)... -Bn) )

dagytma hem adalatly diyseni, (2) we (3) afllatmalardan

ao(y-0t1)(§-02)-.....(¥--0tn)=20(y-P1) (F-P2)-.....(5--Pn) (4
gatnagyk alynar. Eger-de ojdhli Pj—lerden tapawutly diysek (4)-de
y-l ornuna -aj goymak bilen bu denligiii ¢ep tarapynyin 0, sagynyi
bolsa 0-dan tapawutly bolyandygyny alarys. Diymek her bir o kébir
Bisana deni hemde tersine bolmalydyr. Bu yerden entek (3) we (4)
anlatmalaryn gabat gelyandikleri alynyan déldirr. Hakykatdan hem a;
—lerin arasynda 0z-ara deiilerinit bar bolmaklary miimkindir. Goy
olaryn 8 sanysy oj-edeii bolup B-lerin arasynda aj-e deiileri tsany
bolsun diyelin. s=t bolyandygyny gorkezmelidiris.s>t diysek (4)
gatnasygyhl iki tarapyny hem (y-a;)' dereji bdlmek bilen alynan
denligin c¢epinde (y-o.i) kopeliji bar bolup sagynda seyle kopeliji
saklanyan déldr. Bu bolsa yokarda aydylana tersdir. Seylelikde (2)
dagytma yeke-tdkdir. Birmenzes kopelijileri toplasdyrmak bilen
f(¥)=ao(y-01)<t (F-a2)%....5-a)!, (5) bu yerde ki+ ko+.....+ki=n
anlatma eye bolarys. Sunlykda o1, ay,......, o] sanlaryii sanlaryn
arasynda denleri yokdyr. (5) anlatmadaky k; san(i=1,2,....... Do
kokin f{y)-déki gaytalygydyr. Hakykatdan hem bu gaytalyk s; bolsa
ki<s; bolan kesgitlemi gord f(y)=(5-c.i)% ¢(y). Bu defilikde ¢(y)-ni
onun ¢yzykly kopeljilere dagytmasy bilen calsyryp f{y) kopglenin
(2)-den tapawutly bolan ¢yzykly kopelijilere dagytmasyny alarys. Bu
bolsa seyle dagytmanyn yeke-tdkligine garsylykly netije bolar.
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18. Kopelenin kokleri

Eger-de f(y)=aoy"+ary" *+......... +a, (1) kibir kdpglen,c bolsa kibir
san bolanda f(c)=agc"+a;c"+....+a, sana (f()-de nibelliniii ornuna ¢
sany goymakdan alynan) f{y) kopglenit y=c nokatdaky bahasy

diyilyar.

aydanynda c san f{y)=0 denlemédnin koki diyildigidir). Eger-de f(y)
kopcleni birmji derejeli (basgaca ¢yzykly kopglene) kopclene
bolenimizde galyndynyii ya nolunjy derejeliya-da O kdpglen
boljakdygy diigniiklidir. Indiki tassyklama bu galyndyny bolméni
yerine yetrmezden tapmaga esas beryar.

TEOREMA: f(y) kopgleni y-c ikiglene bdlenimizde galyan
galyndy f(c) baha dendir.

Subudy: Hakykatdan hem f(y)=(y-c)s(y)+r, bu yerde r kébir san
denlikde y=c nokatdaky bahany denligin, iki tarapynda hem
hasaplamak bilen f(c)=(c-c)s(c)+r=r bolyandygyna, yagny
tassyklama eye bolarys.

NETIJE: ¢ sanyn f{y) kopcleniit koki bolmagynyin zerur hem
yeterlik  serti f{iy)-nint y-c¢ ¢yzykly ikiclene bolinmegidir.
Seylelkde Gorner usuly diyilydn f{y) kopgleni y-c ¢yzykly
kiclene bolmeginn indiki usuly owrenilmidge mynasypdyr.
Goy fiy)=aoy™+ary" +... " (2)
we f(y)=(y-C)s(y)*r 3

bolup, s(Y)=boy"1+b1y"2+...+by.1 bolun. (3) deiikde ¥
ndbellinin birmefizes derejelerminn  koeflisentlerini denesdirmek

bilen taparys:

rrrrr

ao:bo,
a1:b1-cb0,
a2:b2 -Cbl,
an-1=bn-1-C bn-2,
an=r-C bp.1.
Bu yerden bp=ag, bn=cbnit+an, k=1,2,...,n-1
denlikler alynar. Seyle hem r=cby.1+a, bolar.
Gorner usulynyn kopglenin  nokatdaky bahasyny hasaplamaga
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ulanylmagynyin hem miimkindigini bellilin.

Eger-de f(y) kopclen (y-c)¢ dereji bolinp (y-¢)<** derejide
bolinmeyin bolsa, ¢ san f(y)-in k gayta (kratny) koki diyilyar.

k sana bolsa ¢ kokin f{y) kopglenddki gaytalanmasy diyilyar.
Indiki tassyklama adalatlydyr.

Eger-de c san f(y)- m k- gayta koki bolsa, onda k>1
bolanda ol f(y)- nin (k-1)- gayta kokidir. Sunlukda k=1 bolaysa
¢ san f(y) onimin koki daldir.

19. Hakyky koeffisentli kopclenlerii kompleks koklerinin
catyrymlylygy
Kompleks sanlar algebrasynynn esasy teoremasynda alynyan
netijelerden birine seredelin.

Goy hakyky koefisentli f(y)= aoy"+a;y" +... + an.1y+an

kopglen o- kompleks koke eye bolsun, yagny
aga"+ago " .. +an.10+ay =0

denlk adalatly bolsun. Bu denlikddki &hli sanlary catyrymlylary
bilen calgyrsak hem bu denlik yerine yeter. ag,ai,..., an hem-de 0
sanlaryn  hakykatdyklaryna gord olar bu c¢alsyrmadan {iytgewsiz
galarlar, seylelikde ago +ajo ™ +.. +an.10+a,=0, yagny fo)=0.
denlige eye bolarys. Bu diyildigi, eger-de o- kompleks san
hakyky  koeffisenti  f(y) kopglenin  koki bolsa, onun o
catyrymlysy hem f{y) koki bolyandygyny arladyar. Diymek f(y)
kopglen ~ 0(§)= (¥-a) (-a)= ¥*-(a+a) y +aa” (1)

koeffisentleri  hakyky  bolan, kwadrat icglene  bolinyandir.
Sundan ugur alyp, f{y)-de awe o koklerin birmenzes gaytalyklara
eyediklermi  gorkezeln. = Bu kokler  degisllikde k  we |1
gaytalylyklara eye hem-de k>l bolsun diyelin.

Onda f(y) kopglen ¢'(y) dereji boliner, yagny

f5)= ') 5()
denlik yerine yetip,  s(¥) pay hakyky koeffisientli
bolmalydyr(hakyky koeffisentli kopclenlelerini  payy bolyandygyna
gord ). Yone s(y), yokarda aydylanyna ylalasman, o kompleks sany
Oziinin (k-1) gayta koki hokiiminde saklayan hem bolsa o” san onun
koki dildir. Bu yerden k=l bolmalydylygy alynar. Diymek, hakyky
koeffisentli kopclenlerin kompleks kokleriniii  ikibir ¢atyrymlydyk-
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lary disniklidir. Seylelikde indiki netije alynar:

Her Dbir hakyky koeffisentli f(y) kopglen kopeldijilerin  tertibi
takyklygynda  yeke-tik wusul bilen O6zini ap bas  koeffisentiniii
hem-de onun hakyky koklerine degisli y-o goriisddki ¢yzykly
hem-de ¢atyrymly koklerine degisli bolan

(9)=Y- (-t )y +oa
gorntisddki  kwadrat kopglenlermt kopeltmek  hasyly gorniisinde
anladylyandyr.

20. Wiyet formulalary
Goy, bas koeffisiyenti bire dent bolan n-nji derejeli
f(X)=x"+ax" +ax"*+..+a _x+a, (1)

kopglenin kokleri &y &, ...0¢,, bolsun.Onda kopgleni ¢yzykly

ikiglenlerin kopeltmek hasylyna dagytmaklygyn diizgiininden
f(X)=(X-a)(x-a,)...(x-a,)
anlatmany alarys. Bu deiiligin sag tarapyndaky skobkalary
kopeldisdirip metizes ¢lenleri toplasdyrmak bilen alynan
koeffisiyenleri (1) yazgydaky degisli koeffisinler bilen
deniesdirip, Wiyet fiormulalary diyilydin indiki denlikleri alarys:
a=—(q+a,+..+a,),
a, =, +oo, +... oo, + 0,0+,
&, =—(qo,0, + o0, +...+a, Lo, ),
a,=C)" .. a, , +aa,..a, o, + .+ Qs
a,=-0)"y, .,
Gorsimiz yaly k-njy deniligin sag tarapy k-nyn jiibiitdigine ya-da
takdigne baglylykda gosmak ya-da ayyrmak alamaty bilen alynan k
sany koklerin dhli miimkin bolan kdpeltmek hasyllarynyn jemine
dendir. Seyle hem bu deiilikler n=2 bolanda elementar algebradaky
kwadrat {i¢ ¢len kokleri bilen koeffisiyenlerinini arasyndaky
baglansyklary anladyin gatnasyklara Owriilyanler.
Wiyet formulalary kopgleni onuil koklermin {isti bilen
anlatmaklygyn onayly usulydyr. Sunlukda f{y) bas koeflisiyentli
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birden tapawutly @, @,san bolsa, bu formulalary ulanmak {igin,
kopelenin koklerine hi¢ hili tésir etmeyén,onunt dhli koeflisiyenlerini
bu @, sana bolip ¢cykmalydyrys. Seylelikde,bu yagdayda, Wiyet
formulalary &hli koeffisiyenlerini bu bas koeffisiyente paylary {icin
anlatmalary beryindirler.
21. Kardano formulasy.
Esasy teorema gora san koefisienyli islendik n-nji derejeli kopclenin
n sany kompleks koklerinin bardygy gelip cykyandyr.Yone bu
tassyklama ol koklerin bardygyny anlatmak bilen caklenip, olary
tapmaklygyn usulyny bermeyar. Seyle meselanin cozgudini kwadrat
denlemanin kokKlerini tapmagyn formulasyna menzes bolan
formulany tapmaklyga urunmakdan baslap gozlediler.
Goy, Y +ay’+by+c=0 (1) islendik san koeffisientleri bolan
kub denleme berilen bolsun. Bu denlemedaki y nabellini
a
y=X- 3 )
denlik bilen baglansykly y nabelli bilen calsyralyn. Onda taze
nabellinin kwadraty saklanmayan
V¥ +py +s=0 (3) gornusdaki denlemani alarys.
Egerde (3) denlemanin kokuni tapsak (2) gatnasykdan (1)
denlemanin hem kokuni tapap bileris. (3) denleme esasy teorema
gora uc sany kompleks koklere eyedir. Goy o bu koklerin biri

bolsun.Taze u komekci nabellini alyp f(u)=u?- You g kopcleni

owrenelin. onun koeffisientlerinin kompleks sanlardygyna gora bu
kopclen iki sany « we [ kompleks koklere eye bolap Wiyet

formulasyna gora a+ = o, (4). axﬂ:—g, (5)

denlikler dogrudyr. (3)-denlemeler o-yn (4)-den anlatmasyny
goymak bilen alarys:
(a+p)+pla+B)+q=0
o+ f°+(Baf+p)a+p)+q=0
Yone (5)-den 3afB+p=0 alynyp biz *+p°=—q (6)
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3
denlige eye bolarys. Ikinji bir tarapdan (5) denlik a3ﬂ3:—% (7

bolyandygyny anladyar. Diymek (6) we (7) denliklerden a®
3

hemde % sanlaryn Z+ sz -%:0 (8)
kompleks koeffisentli kwadrat denlemanin kokleridigini alarys. Ony

cozmek bilen zlgz-ﬂi q—2+p—3,yada bu yerden
2 4 27

—_ +_
2 4 27 2 4 27
Seylelik bilen (3) denlemanin koklerini onun koeffisentlieinin usti
bilen anladylyan

o= g, [a° P’ \/ q_[a°, P’
=a+f=3——+,|—+— +3——— | —+—
Yoma+h \/ 2 4 27 2 4 27

Kordano formulasy diyilyan denlige eye bolarys.
Kub kokiin uc sany bahalara eyediginine gora (9) denlikler «

we [ ululyklaryn her birine uc baha beryandir. Yone Kardano
formulasyny ulanylanda bu bahalar erkin utgasdyrlyp
bilinmeyarler: ¢ -nyn berilen bahasyna /3 -nyn uc bahalarynyn
dine (5) serti kanagatlandyryany alynyandyr.

Goy oy —a radikalyn uc bahasynyn islendik biri bolsun. Onda

2 3 2 3
a=\/—ﬂ+ q_+p ﬂ:S\/—ﬂ— a.r gatnasyklary alarys.

galan iki bahalary e, -in 31 kokiih &€ we &° bahalaryna kopelt-
mek hasyly gornusinde tapylyarlar : o, =ae  a,=a,e’ B

bilen g-nyn uc bahalarynyn alﬁlz—gdenligi kanagatlandyryan

bahasyny belgilalin. Onda beyleki iki bahalary g, = fie  we
B, = B> bolarlar. Seylelikde g3=1 bolandygyna gora
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P = e = = —g bolup, o, baha g, bahanyn gabat

gelyandigini goryaris. Suna menzeslikde ¢4 baha S, -nin
degislidigini alarys. Seylelide (3) denlemanin ahli uc koklerini
tapmaklygyn

i=a, + B, o= a,+ Pi=ae+ e’ Yima+ Pi=one’ + P
duzgunlerini  alarys.

Kopclenin koklerini takmynan tapmak.Sturm sistemasy.

Bize belli bolsuna gora san koeffisentli kopclenin koklerini tapmak-
lygyn umumy tari yokdyr. Yone birnace amaly meselelerin cozgu-
di kopclenlerin, ka halatlarda bolsa oran yokary derejeli kopclenle-
rin koklerini owrenmeklik bilen baglansyklydyr.Hakyky koeffisien-
tli kopclenin hakyky koklerininsanyny, bu kokleri gursayan aracak-
leri tapmaklygyn tarleri owrenilendir. Seyle hem koklerin takmy-
nan tapylsynyn tarleri hem dernelendir. Bir entek amaly meselelerde
seyle koklerin berilen takyklykda tapylan bahalaryny kesgitlemek
hem yeterlikdir. Hakayky koeffisientli f(y) kopclenin hakyky kok-
lerini  owrenmekligi  bu kopclenin grafigini owrenmekden basla-
mak amatly hem peydalydyr. Bu kopclenin hakyky kokleri bolup
onun grsfiginin Oy okuny kesyan nokatlarynyn absissalarynyn hyz-
mat etjekdikleri dusnuklidir. Hakyky koeffisientli f(y) kopclenin ha-
kyky koklerinin anyk sanyny tapmaklygyn in onayly bolup Sturm
tari hyzmat edyar. Gayta kokleri bolmadyk hakyky koeffisentli f(y)
kopclene seredelin (bu talabyn kanagatlanmadyk yagdayynda kopc-
leni onun ozunin we onuminin uly umumy bdélijisine bdéleris).
Tukenikli sandaky noldan tapawutly hakyky koeffisentli
kopclenlerin f(y)=fh(y), L), &E)....kF) (@)
kopclenin tertiplesdirilen sistemasy ucin
1) (1) sistemanyn gonsy kopclenleri umumy koke eye dal;

2) Sonky fi(y) kopclenin hakyky koki yokdur;

3) Egerde « san (1) sistemanyn icki fi(y),1<k <s-1

kopclenlerinin birinin koki bolsa, onda fk_l(a) we fk+1(a)
bahalar durli alamatkydyr.
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4) Egerde o san f(y) kopclenin hakyky koki bolsa f(y)
fi(y) kopeltmek hasyly y artmak bilen « nokatdan
gecende alamatyny minusdan plyusa geciryar.

talaplar yerine yetyan bolsa, ona f(y) kopclen ucin Sturm sistemasy
diyilyar. Hakyky koklerin sanyny tapmaklyga Sturm sistemasynyn
peydalaylsyny gorkezelin. Egerde c hakyky sany f(y) kopclenin
koki bolmasa, (1) bolsa bu kopclen ucin Sturm sistemasy diysek
f(c), fi(c), f2(c),..., f (c) hakyky sanlaryn sistemasyna seretsek we
ondaky nola den bolanlaryny cyzsak we w(c) bilen cyzylman
galanlaryn sistemasyndaky alamat calysmalaryn sanyny belgilesek,
bu W(c) sany f(y) kopclen ucin (1) Sturm sistemasyndaky y=c
bolanda alamat calysmalaryn sany diyip atlandyrsak indiki
tassyklama adalatlydyr.

TEOREMA(Sturm teoremasy) Egerde a<bbolanda a we b
hakyky sanlar gayta koki bolmadyk f(y) kopclenin kokleri
bolmasalar, onda W(a)>W(b) hemde W(a)-W(b) tapawut f(y)
kopclenin a we b sanlar arasyndaky hakyky koklerinin sanyna
dendir.

Hakyky koeffisentli gayta koki bolmadyk f(y) kopclen ucin
elmydama Sturm sistemasyny duzulisinin bir tarini gorkezelin:
f(y)=f ‘(y) diysek, Sturm sistemasynyn 4) talaby kanagatlanyar.
Hakykatdan hem ¢ - f(y) —in hakyky koki bolsa,onda f *(a) # 0.
Egerde f*(c)>0bolsa f*(y)>0 densizlik ¢ nokadyn towereginde
yerine yetyandir, sona gorade ¢« nokatdan gecende f(y) minusdan
plyusa alamatyny uytgedyandir. Bu aydylany f(y) fi(y) kopeltmek
hasyly ucin hem dogrudyr. Edil suna menzes pikir yoretmeler f
‘(a)<0 bolanda hem adalatlydyr. Sonra f(y)-i fi(y)-e bolyaris we
bu bolmanin ters alamaty bilen alynan galyndysyny f>(y) hoku-
minde alarys: f(¥)=fi(y) s1(y) — 2(y). Seylelikde,egerde fi-1(y) we
fi(y) edyan tapylan bolsalar, onda fi+1(y) hokmunde fi.1(¥) i
fk(y)-e bolenmizde galyan galyndy ters alamaty bolen alarys:
()= () sk@)- fa(y)  (2) Beyan edilen duzgun f(y) we f(y)
kopclenler ucin ulanylan Yewklid algoritiminden tapawutlydyr.

65



22. n-olgegli wektorlar ginisligi

Cyzykly defilemelerin ulgamylarynyii umumy nazaryetini
gurmak {icin wektor giisligi diislinjesi zerurdyr.

Analitiki geometriyadan bell i bolusyna gord tekizligin her bir
nokady (koordmatalar oklary belli bolanlarynda 6ziinm iki sany koor-
dinatalary tekizligin her bir wektory bolsa 6zinifi iki sany kompaten-
talary hakyky sanlaryil iki sanysynyn tertiplisdirilen ulgamysy bilen
kesgitlenydndir.Suiia menzeslikde ii¢ Olgegl gmisligin her bir nokady
Oziinin Ui¢ sany koordinatalary bilen,giniisligin her bir wektory bolsa
Oziininn ti¢ sany komponentalary bilen kesgitlenyir.

Yone geometriyada, mehanikada we fizikada ii¢ sany hakyky sanla-
ryil ulgamysynyn berilmegi bilen doly kesgitlenmeyidn obyektler hem
owrenilydndirler.Mysal ticin ti¢ Olcegli gmislikde sarlaryn toplumy
Owrenilende saryn doly kesgitlenen bolmagy {icin onuii merkeznin
koordinatalarynynn we radiusynyn,yagny dort sany hakyky sanlaryi
tertiplesdirilen ulgamysynyn berilmegi zerurdyr.

Bu mysaldan gorniisi yaly n sany hakyky sanlarynn &hli miimkin
bolan tertiplesdirilen ulgamylarynyndwrenilmegi dhmiyeti eyedir.
N sany sanlaryn tertiplesdirilen
a=(aa,.. ar) (1)
sanlara o wektoryn kompanentalary diyilip aydylyar. Eger-de o bilen
n -Glcegli
B:(bl, bz,...bz) (2)
wektoryn degisli kompanentalary den bolsalar bu ki wektorlaryn
0zleri hem den hasap edilyarler.

(1) we (2) wektorlaryn jemi diyilip her bir kompanentasy olaryn

degisli komponentalarynyii jemme deii bolan
o+P =(a;thy, azt+bs,... anthy) (3)
wektora aydylyar. Wektorlary gosmak amalynyin orun galsyrma we
utgasdyrma hidsiyetlerine eyedigi bu kesgitlemeden goriinyandir.
Nul wektor diyilyan
0=(0,0,..0) 4)
wektorlar gosulanda nolyn ornyny tutyandyr.
Hakykydan hem
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a+0=(a; +0, a2 +0,... a,+0)=(ay, az,... an)=a

o wektorya garsylykly diyilip

-o.=(-a1,- a2,... - an) (5)
wektora aydylyar.oo+(-o)=0 denilk ayandyr. Seyle hem gosmak
amaliyna ters ayyrmak amalynynbaradygy hem afsatlyk bilen
gorkezilip biliner.Hakykyatdan hem (1) we (2) wektorlaryii tapawudy
bolup

o-B=a+(-B) wektor,yagny

o-P=(ai-by az-by... an—hy) (6)

wektor hyzmat eder.
o wektorynn k sana kopeltmek hasyly diyilip

ka=(k a1, k az,...k an) (7)
wektora aydylyar.
Bu kesgitlemeden

k(o = B)=ka + kP (8)

(k+ Do=ka + lou 9)

K(lo )=(kl)a (10)
1*a=a (11)
0*a=0 (12)
(-1)o=-a (13)
k*0=0 (14)

eger-de ka=0bolsa ya k=0,ya-da o=0.(15)
n-olcegli wektoryn dhlisisnini toplumy 6ziinde kesgitlenen wektorlary
gosmak we sana kopeltmek amallary bilen n-6lgegli wektorlaryn
ginisligi diyilip aydylyar.
23.Wektorlaryni ¢yzykly baglansyklylygy

Eger-de n-6lgegli wektorlar oo we [ tigin kébir k san bar
bolup B=ka denlik yetydn bolsa 3 wektor oo wektora proporsional
(0=0*a.),Eger-de B=ka bolup B # 0bolsa bu yerden k= 0 bolup o=k’
1B deiilik alynar.Bu diyildigi proporsionallygyin nul dél wektorlar
ticin simmetrik hésiyete eyedigini anladyar.
Eger-de kébir Iq, l2,... I, sanlar bar bolup

B=11 a1, 2 az,... lhan
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Deilik dogry bolsa 3 wektora a1, az... o wektorlarynn ¢yzykly
kombmasiyasy diyilip aydylyar.
Kesgitleme: a1, az ... ar1,00 (r>2) (1)
wektorlaryil hi¢ bolmanda biri golanlarynynl ¢yzykly kombinasiyasy
bolsa,olar ¢yzykly baglansykly,tersine yagdayda bolsa,¢yzykly
baglansyksyz diyilip aydylyar.Bu kesgitleméni indiki gorniisde hem
bermek miimkindir.
Kesgitleme:Eger-de hi¢ bolmanda biri nuldan tapawutly bolan k 1,
Ko, ..., kr sanlar bar bolup.
kiog+ko oo +...+ K rour (2)
denilik yerine yetydn bolsa (1) ulgamy baglansykly diyilip aydylyar.
Bu iki kesgitlemeleriit ekwiwaletdiklerini subut etmek ansatdyr.Seyle
hem ikinji kesgitleméniii ulgamydaky wektorlaryni sany bire den bo-
landa hem ulanylyp bilnjekdigi aydyndyr:dine bir o wektordan dur-
yan ulgamynyn ¢yzykly baglansykly bolmagynyn zerur hem eterlik
serti bu o wektoryn nul wektor bolmaklygydyr. Hakykatdan hem,
eger-de a=0 bolsa,onda islendik k=0 {icin hem ka=0 boljakdygy
disniiklidir. Tersine,ege-de kou=0 we k=0 bolsa =0 alynar.
Teorema 1. (1) ulgamynyn kabir bolek ulgamysy baglansykly
bolsa,onda ulgamynyn 6z hem baglangyklydyr.
Subuty. Hakykatdan hem goy (1) ulgamyda s<r bolup o1,0t2,...,0s
wektorlar hi¢ bolmandfa biri noldan tapawutly k; bilen
ki a1+ ko oot,... ksas =0
deiiligi kanagatlandyryan bolsunlar.Bu yagdayda yerine yetyin
ki a1+ ko ao+,... ks os + 0%osey +... + 0%, =0

denllikden (1) ulgamynyn ¢yzykly baglansykdygy alynar.
Netije 1. Iki sany den ya-da umuman iki sany proporsional
wektorlary bolan,seyle hem nul wektory saklayan islendik ulgamy
cyzykly baglangyklydyr.

2.Eger-de (1) ulgamy c¢yzykly baglangyksyz bolsa,onda onun
islendik bolek ulgamysy hem ¢yzykly baglansyksyzdyr.

& =(10,0,...,0),

n-dlgegli wektor gitisliginin €2 = (01.0.--.0). [ (3)



wertorlary birlk wektorlar diyilip atlandyrylyarlar.
(3) ulgamy ¢yzykly baglansyksyzdyr. Goy
kig1+koeo+... + knen=0
bolsun.Cep tarapynyn (ki, Ko, ...., kn ) wektora dendigine gora sonky
deiilikden
(k1, ka2, ...., ko )=0

deilik,yagny her bir #=1,2,... n nomer licin k = 0 bolmalydygyna
geleris.

Diymek sonky belliklerden n-Olcegli wektor gmisliginde n sany
wektordan duryan ¢yzykly baglansyksyz wektorlaryin (3) ulgamysyny
bardygyny goryaris.

Teorema 2 s>n bolanda n-olgegli wektorlaryn islendik s
sanysyndan duryan ulgamy ¢yzykly baglansyklydyr.
Subuty.Goy bize (X1:( di1, d12,..., d1n )

o2=(az1, 822,..., an )

os=(as1, as2,..., Asn )

wektorlar  ulgamysy berlen bolsun.Hi¢ bolmanda biri nuldan
tapabutly bolan we
kl a1, k2 az ..., ks s — 0
denligi kanagatdyryan k, Kk, ... k sanlaryn  bardygyny
gorkezmelidiris (4) denlikden alynyan
ak +ak,+...+ayk =0
ayk, +a,k, +..+a,k =0

()

ak +a,k,+..+a,k =0

ulgamy ki ko, .... ks nébellelerden n ¢yzykly deflemelerin ulgamysy
bolup belli bolusyna gird nul dil ¢oziwe eyedir.Bu diyildigi (4)
detilemini kanagatlandyryan hemmesi nul bolmadyk
ki ko, .... ks sanlaryn bardygyny arladyar. Teorema subut edildi
Kesgitleme. n-6lgegli wektorlaryn

o1,02,...,0r (6)
cyzykly baglansyksyz ulgamysyna islendik Be-n-dlcegli wektory
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gosulanda ol ¢yzykly baglangykly ulgamy Owriilse ona maksimal
cyzykly baglansyksyz ulgamy diyilya.Bu yagdayda
o1,02,....,0,3  wektorlaryn  ¢yzykly  baglansyklylygynyn  islendik
anlatmasynda [3-nyn koeffisiyenti nuldan tapawutly bolmalydyr.
Yokarda aydylanlardan n-olcegli wektorlaryii n sanysyndan buryan
islendik ¢yzykly baglansyksyz ulgamysynyn maksimaldygy hem-de
bu giighgin islendik maksimal c¢yzykly baglansyksyz ulgamysynyi
n-den kop bolmadyk wektorlary saklayandygy gelip cykyar.Seyle
hem n-Olegli islendik ¢yzykly baglansyksyz ulgamysynyn hi¢
bolmanda  bir maksimal ¢yzykly baglangyksyz  ulgamysynda
saklanyandygy gelip ¢ykyandyr.

Eger-de B wektor oag,002,...,0r (7) wektorlaryn ¢yzykly
kombinasiyasy bolsa,onda adat¢a [ (7) ulgamynyn isti bilen ¢yzykly
B1’B2""’BS(8)
wektorlaryit her biri (7) ulgamynyn Usti bilen ¢yzyykly anladylyan
Ulgamynynn basga ulgamynyn {sti bilen ¢yzykly aladylmagy

diisunjesi tranzitiw hésiyete eyedir.

Eger-de wektorlarynl iki sany ulgamylarynyn her biri beylekisinii
tsti bilen ¢yzykly anladylyan bolsa olara ekwiwalent ulgamylar
diyilyar.Cyzykly  afladylmanyn = tranzitiwliginden  kdbir  wektor
ekwiwalent ulgamylarynn biri bilen ¢yzykly afladylyan bolsa,onui
beyleki ulgamylaryn isti bilen hem ¢yzykly anladylyp bilinjekdigni
alarys.Indiki tassyklama bolsa teorema ady bilen bellidir.

Teorema 3. N-Olcegli wektor ginisliginin wektorlarynyn, iKi
N o1,02,...,0

(“) B]-!BZ!"'!BS
Ulgamynyn birinjisi ¢yzykly baglansyksyz we ikinjinin {isti bilen
cyzykly anladylyan bolsa,ondfa birinji ulgamynyn wektorlarynyi
sany kinjisinddkiden kop déldir,yagny r<s

a, =a,p+a,p,+...+a,p

a, =a,f + a0, +...+a, [,

a,=a,f+a,p+..+a,p
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denlikler dogry bolup olaryn koeffisentleri s-¢egli wektorklaryn r
sanysynyn
V= (a4,

¥y = (a5 8500,

7, =(a,,a,,.,a,)
Ulgamysyny diizyérler.Seylelkde r>s bolanda olaryin  ¢yzykly
baglansyklydyklary belli bolyp ji¢ bolmanda biri nuldan tapawutly
Ki, K2 ..., Ks sanlar tapylyp
ki avit+kooo+... +k; o =0
denlik yerine yetyandir.Bu yagdayda (9)-dan

> ka, =0, j=1.2,....s (10)
i=1
denlikler alynar.Onda
ka +..+ka =Y ka =Yk ap)=Y O ka)p =0
i=1 1 j=1 =l

=l = .
denlik alynyp (I) ulgamynyn c¢yzykly baglansyklylygy hakynda
netjdni  alarys.Bagdaky = dumanymyza ters bolan bu netije
tassyklamanyn subutyny beryar.
Netije 1. Cyzykly baglansyksyz iki sany ekwiwalent ulgamylardaky
wektorlaryin sany birmenizesdir.
Netije 2. n-Olgegli wektor ginisliginin islendik maksimal ¢yzykly
baglangyjksyz ulgamysyndaky wektorlaryii sany n-e dendir.
Netije3. Eger-de wektorlaryn ¢yzykly baglansykly ulgamysynda iki
sany maksimal ¢yzyklu baglansyksyz bolek ulgamylary alynan bolsa
olarda saklanyan wektorlaryn sany dendir.
Berilen  wektorlar  ulgamysynyn  islendik = maksimal = ¢yzykly
baglansyksyz bolek ulgamysyna girydn wektorlaryn sanyna bu
ulgamynyn rangy diyilip aydylyar.
Teorema 4. Goy c¢yzykly baglansyksyz bolmaklary hokman
bolmadyk n -6lcegli wektorlaryn iki sany

o1,02,...,0r  (11)

we Bl,Bz,---,Bs (12)
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ulgamylary berilen bolup (11) wulgamynyn rabgy k sana (12)
ulgamynyiiky bolsa 1 sana den bolsun.Eger-de (11) ulgamy (12) -nin
isti bilen ¢yzykly anladylyan bolsa,onda k<I eger-de ol sistemlar
ekwiwalent bolsalar k=l gatnagsyk dogrydyr.

24.Matrisanyn rangy

n-olgegli wektorlaryin berilen ulgamynynynn  baglansyklydygy ya-da
baglansyksyzlygy hakyndaky sowalyn yiize c¢ykmagy tebigydyr.Bu
sowalyn jogabyny tapmagyn bir usuly matrisanyil rangy diisiinjesi
bilen yakyndan baglangyklydyr.
Goy

Ay15yn5---5 4

n

Ay 15Q55,5...,05

n

A=

a. .a a

s12*529°°5 ™ sn

matrisadaky Olcegleri gorkesydn s we n sanlar 6zara hi¢ hili baglan-
sykda bolmasynlar. A matrisanyn ¢yzykly baglansyksyz siitlinlerinit
maksimal sanyna,basgaca anda A matrisanyn siitiinlerinin ulgamynyn
rangyna bu matrisanyn rangy diyilip aydylyar.

A matrisada erkin k setr we k siitlin (k<min(s,n)) saylanan
bolsun.Olarynn  kesismesinde duran elementlerden disilen  k-njy
minory diyilip aydylyar. Bizi A-nuyn nuldan tapawutly A-nyn ahli k-
njy tertipi minorlary nula den bolanlarynda onun k-dan uly tertipli
minorlarynyn  hem  dhlismn  nula  dendigi hakyndaky aydyn
tassyklama Ordn peydalydyr.Hakykatdan hem bu tassyklamany subut
etmek tign  k<k+j<min(s,n) bolan (k+j)-nji tertipi minory onun k
sany siitiini boyiinga Laplas teoremasyna gord dagytmak yeterlikdir.
Teorema. (matrisanyn rangy hakyndaky) Matrisanyi noldan tapa-
wutly minorlarynyn in yokary tertipli bu matrisanyn rangyna dendir.
Subuty. Goy A matrisanyin nuldan tapawutly minorlarynyn i yokary
tertipli r-e den bolsun.Umumylygy kemeltmekden
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A = arl arr > ar r+1 'a2n
ar+l,l b 'ar+1,rar,r+l i 'ar+l,n
aA\'l b ’asr > a.\',r+l i ‘axn

matrisanyn ¢ep yokary burgyndaky r-nji tertipi D minory nuldan
tapawutly bolsun diyelin.Onda A-nji birinji r sany siitiinleri Gzara
cykykly baglansyksyzdyrlar,tersiine yagdayda D=0 bolardy.

A matrisanyn r<I<n densizlikleri kanagatlandyryan her bir I-nji
stiininfi ~ onun  birmji r  siitlinlermin =~ ¢yzykly — kombinasiyasy
bolyandygyny gorkezelin.Islendik 1<i<s nomerde (r+1)nji tertipl
(d minory i-nji setirin we l-nji siitiinin gursamagy bilen alynyan)

-y, Ay

....a,a,

a;..--a;,a;
Komeke¢i  kesgitleyjini  diizelin.i-nji  islendik  bahasynda A; =
0.Hakykatdan hem,eger-de i>r bolsa A; (r+1)nji tertipli minopr bolup
ol nula den bolar.Eger-de i< r bolsa A; iki sany den setirleri bolan
kesgitleyji hokiiminde nula dent bolar.A; -nni  sanky setirinii
elementlerinii algebrayik doldurgyclaryna seredelin. ajl
elementleriniii algebraik doldurgycy D minor bolar.Eger-de 1< j <r

bolanda A kesgitleyjidéki aj elementin algebraik doldurgycy

Appelly 58y ot dy

J-1TL

arl "'ar,j— 1 ar,j+1 "'arrarl

Bolup ol 1 nomere bagly déldir.Seylelikde A; -ni sofiky setiri boyiinga
daytmak bilen alarys
aitAr+ aipAo +... + ailAr+ a1 D=0
Bu yerden D # 0 bolanlygyna gora
A A, A

a, =—a, ——— A, — ... a
il D il D i2 D ir
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Deiligi dhli +1,2,...,s nomerler {icin taparys.Koeffisientlerin i-e
bagly dildiklerinden A matrisanyn I-nji siitiininini ikinji r

stittinlerininde gislilikde —%,—%,...,—% koeffisientler bilen alynan

¢cyzykly kombinasiyasydygyny alyarys.

Seylelkde A  matrisanynn ~ siitlinlerinin = ulgamysynda r sany
stitinlerden duryan maksimal c¢yzykly baglansyksyz bolek ulgamyny
tapdyk,basgaca aydanyiida A matrisanyn rangynyn r-e¢ dendigini
subut etdik. Teorema subut edildi.

Bu teorema  matrisanyn = rangyny  hasaplamagyn  usulyny
beryandir.Sofla gord-de ol berilen wektorlar ulgamysynyn c¢yzykly
baglansyklydygyny  ya-da  ddldigni  anyklamak  {¢cin =~ hem
peydalanylyp biliner.

Matrisanyii rangyny hasaplamagyn indiki diizgiinini aldyk:
Matrisanynn rangy hasaplananda ki¢i tertipi minorlardan yokary
tertipi minorlara ge¢melidiris.Eger-de nuldan tapawutly kébir k-njy
tertipi D minory gursayanlaryny hasaplap c¢ykmak veterlikdir:olaryi
dhlisi nula den bolsa matrisanyn rangy k sana dei bolar.

Netije 1 Her bir matrisanyn ¢yzykly baglangyksyz setirlerinin
maksimal sany onuil ¢yzykly baglansyksyz siitiinlerini maksimal
sanyna,yagny onuil rangyna dendir.

Netije 2 n-nji tertipli kesgitleyjinii nula deit bolmaklygynyn
zerur hem yeterlk serti bolup onun setirlerinm arasyndaky ¢yzykly
baglansyklylygyn bar bolmaklygydyr.

25. Cyzykly detilemelr ulgamyny
deriemek.

Deillemelerinii  sany nédbellilerinfi sany bilen deyil bolmazlygy hem
mimkin ¢yzykly defilemelerin ulgamysyny Owrenelin

a,x, +a,x,+..+a,x, =b

Ay Xy +ayyX, +...+ay,x, =b,

()

a X, +a,x,+..+a,x, =b,
Ikki bilen bu ulgamynyn kokdesligi hakyndaky meselini
owrenjekdiris.Indiki
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le B2 B A a,q>Ayssees Ay, by

n

ay5Us55---54, Ay1s Aynsenns Ay by

A= " A=

a.,a a Ay Qynseeny A, b,

s1°> 529> " sn sns
Matrisalar  degisliikde (1) ulgamynyn koeflisienlerinden diiziilen
hem-de n gmildilen matrisalary diyilip atlandyrylyarlar.
A matrisanyn  rangynyn = A-nyn  rangyndan  ki¢ci  dildigi
ayandyr.Hakykatdan hem A -nyi siitiinlerinii islendik maksimal
cyzykly baglansyksyz bolek ulgamysy A matrisanyn  siitiinlerinii
kabir maksimal ¢yzykly baglansyksyz ulgamysynda saklanyandyr.
Kroner-Kapelli  teoremasy.Cyzykly  denlemeler  ulgamysynyn
kokdeslygynynn zerur hem yeterlik serti bolup giieldilen matrisa bilen
koeffisientlerden  diizilen matrisanyfl ranglarynyn defi bolmaklygy
hyzmat edyéndir.
Subuty 1.Goy (1) kokdes we k, k , .., k onun koklerinih biri
bolsun.Bu sanlary (1) ulgamydaky nébellilerin ornuna goysak s sany
tojdestwoloryn ulgamysyna eye  bolarys.Ona gord A-nyn sonky
stitlininiii beybeki stitlinlerinii ¢yzykly  kombinasiyasyndan
dyryandygyny alarys.Basgaca aydanynda A-nyn her bir siitlini A-nyn
sttlinlerinin - ¢yzykly kompinasiyasydyr.Tersine A-nyn her bir siitiin
hem A-nyi siitiinlerinii ¢yzykly kompinasiyasydyr.Diymek A we A
matrisalaryn stitiinlerinden duryan ulgamylar Ozara
ekwiwalentdirler,onda yokarda getirlen tassyklamadan A we A
matrisalaryn ranglarynyn dendigini alarys.
2.Goy  r(Ay=r(A)  bolsunBu  yagdayda  A-nyn  islendik
maksimalgyzykly baglansyksyz = siitiinlerinii = ulgamysy A matrisada
hem ¢yzykly baglangyksyz siitinlerin maksimal ulgamysy bolup
hyzmat eder,onda A-nyn sofky siitiini hem bu maksimal ulgamynyn
stittinlerin - ¢yzykly kombinasiyasydyr.Seylelikde kébir ki, Ka,... Kp,
sanlar bar bolup A-nyn sonky siitini A -nyn siitiinlerinii  bu
koeflisientler ~ bilen alynan ¢yzykly kombinasiyasy gorniisinde
afladylar.Diymek ki, Ka,... Ky sanlar (1) ulgamynyn kabir
¢Oziiwidir. Teorema subut edildi.

Bu tassyklama mysal islemekde ulanylanda iki A-nyn rangyny
hasaplamaly,munuin  iigin ~ A-nyn bu minory gursap alyar &hli
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minorlary nula deit bolan nuldan tapawutly kdbr M minaryny
taparys.Sofira A matrisanyn  A-da saklamayan yone M-minory
gursayan @hli minorlarynyn hasaplayarys.
Eger-de (1) wulgamynyn hésiyetlendiriji kesgitleyjileri  diyilydn bu
mmorlarynn dhlisi nula dent bolsalar 1(A)=r(A) bolup (1) ulgamy
kokdes bolar.Sona gordde aydylan tassyklama indiki gorniisde hem
aydylyp biliner.
Teorema.Cyzykly denlemelerin  ulgamysynynn  kokdesligini ~ zerur
hem yeterlk serti bolup &hli hisiyetlendiriji kesgitleyjilerini nula
deni bolmaklygy hyzmat edyandir.
(1) ulgamy kokdes bolan halatynda onun bar bolan ¢oziiwlerini
tapmaklyk indiki usulda amala asyrylyar.Goy r(A)=r bolsun.Onda A
matrisanyn ¢yzykly baglansyksyz setirlerinii maksimal sany hem r —
e dendir. Anyklyk tlicin A-nyn ikinji rsetirleri ¢yzykly baglansyksyz
diyelin. Bu yagdayda A-nyn ikinji r setirler hem ¢yzykly
baglangyksyzdyrlar. A we A matrisalaryn ranglarynyn detiliginden (1)
ulgamynyn islendik deflemesiniii kébir koeffisientler bilen alynan
ilkinji r sany defnilemesiniin jemi gorniisinde anladyljakdygy gelip
cykyandyr.Bu diyildigi (1) ulgamynyn ikinji r deflemelerinin
ulgamysynyn islendik umumy ¢oziiwinin dhli ulgamynyn hem
¢Ozliwi boljagynyu anladyar.Diymek bizi

a, X, +a,x, +..+a, x =b

Ay Xy +ayyX, +...+ay,x, =b,

)

a.,x, +a,x,+..+a,x, =b

ulgamynynn  ¢Oziiwlermi  Owrenmek  Veterlikdir.(2)  ulgamynyn
ndbelllerni  koeffisientlerinden ~ diizilen  matrisanynn  setirleriniil
cyzykly baglansyksyzdyklaryna,basgaca aydanynda onun
koeffisientlerinden diizilen = matrisanynn rangynyil r bolanlygyna gord
r <= n bolmak bilen bu matrisanyin r-nji tertipl minorlarynyn hi¢
bolmakda biri nuldan tapawutlydyr.Eger-de r=n bolsa (2) kwadrat
ulgamy bolup yeke-tik c¢oziiwe eyedir.

Eger-de r<n diysek kesgitlilikiicin  ikinji r  ndbellilerin
koeflisientlerinden diizilen r-nji tertipi minor nula den dil diysek (2)
ulgamynyn &hli denllemelerinde r+1, Yr+2,...,yn  nibellileri denliklerin
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sagyna gecirip we olara cr+1,Cr+2,...,cn bahalary saylap r sany y1,2,...,
Vr nébellilerde

X+ X+t X, =b—ay 0, a0,
Xy + Xy +t 0y, X, =by =0y 1€y ==, €, )
arlxl + ar2x2 oot arr'xr = br - ar,r+lcr+l T arncn,

ulgamyny alarys.
Bu ulgamy Kramer diizgiini  ulanarlykly  bolup, ol yeke-tik
C1,C2,...,Cr ¢Oziwe eyedir.Onda cCg,Cy,...,Cr.,Cr+1,.., Cn sanlar
toplumynyt (2) ulgamynyn ¢oziiwidigi alynar.Yone crs1,Crez.....Cn
bahalaryn “azat nibelller” diyilydin Yr+1, Yr+2,...yn  Ucin  erkin
saylanylyp Dbilinydnlignden bu usul bien (2) ulgamynyn tikkeniksiz
kop c¢oziiwlerini taparys.llkkinji bir tarapdan (2) ulgamynyn islendik
coziiwi gorkezilen usul bilen tapylyp biliner.
Teorema(kesgitlilik  kriterisi)  Kokdes  ulgamynyn  kesgitli
bolmagynyii zerur hem yeterli serti bolup onun matrisasynyi
rangynynn ulgamynyn ndbellilerinii  sanyna denn bolmagy hyzmat
edyandir.
26. Birjynysly cyzykly denlemelerinn ulgamy
Gegen temadaky alynan netyjeleri birjynysly ¢yzykly deilemelerin
a, X, +a,x, +..+a,x, =0

Ay Xy +dpXy +tdy,x, =0

()

a x,+a,x, +..+a,x, =0

ulgamsy  U¢in  ulanalyn.Kroneker-Kapelli  teoremasyndan  bu
ulgamynyn hemise kokdesdigini  gormek kyn  daldir. Mununi
seyledigne bu ulgamynyn hi¢c bolmanda nul ¢oziiwe eyedigi bilen
hem g6z yetirmek miimkindir.

Eger-de r(a)=r bolup r=n bolsa onda nul ¢6ziiw (1) ulgamynyn
veke-tdk Oziiwinden basga nul dil coziwe hem eyedir we bu
vagdayda bar bolan ¢Oziwleri tapmak n sany nébellileri bolan n
cyzykly birjynysly deflemelermt ulgamysynyii nul dél c¢oziiwe eye
bolmagynyn zerur hem yetrlk serti bolup bu ulgamynyni
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kesgitleyjisinii  nula dent  bolmaklygydygy diisniiklidir.Ciiki  bu
vagdayda r(A)<n bolar.

Birjynysly  ¢yzykly denlemelerin  ulgamysynyn —¢oziwlerinin
kabir hisiyetlerini bellip gecelin.

1. Eger-de B=(b1,ba,...,bn) (1) ulgamynyn ¢odziiwi bolsa onda
islendik k hemiselk san tigin kB wektor hem (1)
ulgamynyn ¢oziiwidir.

2. (1) sibleybran mwipgyTBomm Y = (c1,C2,...,Cn) We
B=(b1,bz,....bn)  ¢Oziiwleri ligin P+p jem hem  bu
ulgamynyn ¢oziiwidir.

Umuman aydanyiida birjynysly c¢yzykly denlemelerin (1)

ulgamysynynl  ¢oziiwlerinii  islendik  ¢yzykly kombinasiyasy

hem bu ulgamynyn ¢oziiwidir.
Seylelikde (1) ulgamynynn n Olgegli wektorlar gorniisinde anladylyar
coziiwlerin toplumyndan ¢yzykly baglansyksyzlarynyn maksimal
ulgamysyny bolup almak miimkindir. Birjynysly cyzykly
deiilemelerii ulgamysynyn cOzuwleriniil cyzykly
baglansyksyzlarynyn islendik maksimal ulgamysyna ol ulgamynyi
¢Ozliiwlerinin fundamental ulgamysy diyilip aydylyar.

Fundamental ulgamynyn difie (1) ulgamynyn koeffisientle-
rinden diizilen matrisanynn rangynynn ndbellilerin sanyndan kigi bolan
vagdayynda bolup biljekdigi diigniiklidir.Sunlukda (1) ulgamynyn bar
bolan fundamental ulgamylary ekwiwalent bolup birmeiizes sandaky
coziiwlerden duryarlar.

Teorema. Eger-de c¢yzykly birjynysly denlemelerin (1) ulgamynyi
koeffisientlerinden matrisanyn r rangy nébelllermi n sanyndan kici
bolanda onui ¢oziiwlerinih islendik fundamental ulgamysy n-r sany
coziiwlerden duryar.

Subuty. Ucgin (n-r)-it (1) ulgamynyhh azat nibelllernii sanyny
anladyandygyny bellemelidiris. Goy,olar ~ yr41,...,ya  bolsunlar.(n-r) -nji
tertipli nuldan tapawutly indiki d kesgitleyjd garalyn

C1.r+1.C1 042 Cl1n

d — C2r41,C2,p42--C2p

C C C

n—r,r+l, " n—r,r+2°"""n—r,n
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Bu kesgitleyjinn  i-nji  (i<i<n-r) setirinin  elementlerini  erkin
ndbellilere baha deregine alsak, y1,¥2,..., ¢ ndbelller tigm yeke-tdk
bahalary,yagny (1) ulgamynyn kesgitli bir ¢oziiwini taparys.Ol ¢oziii
0i=(Ci 1,Ci 2, -,Cir,Ci,r+1,--+, Cin)
Seyle usul bilen tapylyan o1,02,..., onr  Ulgamy (1)-i ¢oziiwlerinii
fundamental ulgamysydyr.Hakykatdan hem setirleri o;  wektorlaryn
komponentalary bolan matrisanynn (n-r)-nji tertipli nuldan tapawutly d
minorynyn bardygy ayandyr.lkinji bir tarapdan
B:(bl,bz,..., br.br+1,...,bn)
(1) ulgamynyn ¢oziiwe diysek onui og,02,..., anr wektorlaryn isti
bilen ¢yzykly anladylyandygyny gérmek kyn dildir.
o bien (=1,2,...,n-r ) n-r-dlgegli wektor hokiiminde seredilyan d
B:(brﬂ, brs2,.., bn)
belgilesek (n-r) sany ¢yzykly baglansyksyz oZi,... 0LZp-r
wektorlar bilen Bz wektory gosmak bilen bilelikde alynan
ait, aly,..., athr,pl
cyzykyly baglangykly ulgamydyr.Diymek  kébir ki,Ko,....kn.r Sanlar

bar bolup Bl=kials tkoatst... +tkatny (%)
denlik yerine yetyandir.
Sunlukda 8:k1a1+k2a2+...+kn_r(1n-r'B

gorniisde kesgitlenilyain n Olcegli wektor (1) ulgamynyn c¢oziiwleriniii
¢yzykly kombinasiyasy bolmak bilen bu ulgamynyii ¢oziiwidir.Yone
(*) gatnagykdan gorniisi valy 0 c¢oziiwdédki azat ndbellilerin dhlisinii
bahalary nula dendirler.Onda (1) ulgamynynn nébellilerin nula den
bahalarynda alynyan vyeke-tdk c¢oziwi nul ¢oziiwdir,yagny 06=0
bolyandyr.p=kjat1+... +Kn-rotnr
Bellik Teoremadan birjynysly ¢yzykly deflemeler ulgamysynyni
coziiwlerininn dhli fundamental ulgamylaryna d kesgitleyji hokiiminde
nuldan tapawutly dhli (n-r) tertipli kesgitleyjileri almak bilen eye
bolarys diymédge esas beryar.

Indi birjynysly we birjynysly dil ulgamylaryn c¢oziiwleriniii
arasyndaky baglansygy Owrenelin. Goy
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a,x, +ayx, +..+a,x, =b

Ay Xy +ayX, +...+a, X, =b, )

agx, +a,x, +..+a,x, =b,
Ulgamy berilen bolsun.Cyzykly birjynysly denlemelerin yagny(2)-
den azat ¢lenleri nullar bilen ¢algyrylyp alynan

a,x, +a,x, +..+a,x,=0

Ay Xy +0yX, +.tay,x, =0

3)

a,x,+a,x, +..+a,x, =0
Ulgamy (2) iigin getirilen dililip aydylyar.(2) we (3) ulgamylaryn
cOziiwleri arasyndaky baglansyklar hakynda indiki hdsiyetlerden hem
netije ¢ykar mak miimkin.

1. (2) ulgamynyn islendik ¢oOziiwi bilen getirlen (3) ulgamynyn
islendik  ¢Ooziwmmt  jemi  Yene-de  (2)  ulgamynyn
¢oziiwidir.C=(c1,C,...,Cn)-(2) ulgamynyn,d=(d1,d>,...dn)-(3)
ulgamynyn ¢oziiwleri diysek C-+d=(ci+ds,...,cn+dy) hem (2)
—nin ¢oziwidir:

n n n
Day(c,+d) = a,+Y ayd, =b +o=b,
j=1 j=1 j=1

2. (2) ulgamynyn islendik iki c¢oziiwlerinin tapawudy getirlen
(3) ulgamy ticin ¢oziiwdir.

Hakykatdan hem,eger-de

C=(C1,C2,..., Cn) we Cl=(c'icot,..., ) (2) —niit ¢oziwleri

bolsalar Za,g(cj —c)) = Zakjcj —Zakjc} =b,—-b =0
= =1 =1

27. Cyzykly gifiislikler
Goy R(a,b,...) elementler kopliginde onun her br a we b
elemenlerinii jiibiitine bu koplign kébir at+b (olaryn jemi diyilydn)
elementni  degisl edydn diizgiin-gosmak amaly bilen birlikde R
kopligin her bir a elementine we o -hakyky sana R koplign a

rrrrr
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elemntni degisli edyidn diizgiin-elementin hakyky sana kopeltmek
diyilyain amal kesgitlenen bolsun.Bu kopligin elementleri wektorlar,
onun 6z bolsa hakyky c¢yzykly gmislik diyilip atlandyrylyan eger-de
bu amallar i¢in indiki aksiomalar yerine yetyan bolsa

I. Gogmak amaly kommutatiw  a+b=b+a

II. Gosmak assosiatiw (a+b)+ca+(b+c)

III. R kopligin nul elementi diydn her bir a3R iigin a+0=a deligi
kanagatlandyryan yeke-tdk element bardyr.

IV. R kopliiginn her bir a elementi {licin ofla garsylykly diyilip
atlandyrylyan we a+(-a)=0 deriligi kanagatlandyryan a-nyn
garsylyklysy diyilyan —a element bardyr.

V. islendik a,baR we o -hakyky san iigin a(at+b)a=aatoaa
VI. islendik asR we o hem B hakyky sanlar iigin
(atP)a=ca+Pa
VII.  islendik asR we o hem [ hakyky sanlar ticin a.(fa)=(op)a
VIII.  islendik a3R iigin 1*a=a
Bu aksiomalardan gelip ¢ykyan kébir hdsiyetleri bellalin.
1.a*a=0 bolsa ya a.=0 ya-da a=0 Hakykatdan hem
oa=a(at+0)=aa+a*0 => a*0=aa-aa=0.
aa=(at+0)a=aa+0*a =>0a=aa-oca=0 Umuman
a*a=0 bolup a % 0 bolsa a=1*a=o*o. **a.=0"**0=0.
2.0.(-a)=-aa. Hakykatdan hem oaa=+o(-a)=ada+(-a)6=0
3.(-a)a=-aa.Hakykatdan hem oa+(-a)a=da+(- o)6a=0*a=0
4.0.(a-b)=ada+(-b)o=aata(-b)=aa+(-ab)=aa-ab
5.(a-B)a=do+(-B)oa=aa+(-p)a=ca-pa
Eger-de hakyky c¢yzykly gilislign kesgitlemesindéki —sanlar
kopliginden ~ bolmalydyklary — hakyndaky talap olaryn islendik
kompleks sanlar bolup bilmekleri bilen calsyrylsa biz kompleks
cyzykly gmislignm kesgitlemesine alyarys.Hakyky c¢yzykly ginigligii
mysaly bolup n-dlgegli hakyky wektor ginigligi hyzmat edip biler.
28. Cyzykly ginisligin bazisi we ol¢cegi

Elementleri y,y,... bolan R-erkin hakyky ¢cyzykly ginisligi
owrenelin.

R gnisligin y,y,...,z elemntlerinini ¢yzykly kombinasiyasy
diyilip olartyin kdbir hakyky sanlar kopeltmek hasyllarynyn islendik
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jemine aydylyar.

Kesgitleme 1. Eger-de R giigligin y.,y,...z elementleri Ugin hig

bolmanda biri nuldan tapawutly o,p,...u hakyky sanlar bar bolup
ay+ Py +..+uz=0 (1)

denlik yerine yetyan bolsa ol elementlere c¢yzykly baglansykly

diyilyar.

Cyzykly baglansykly bolmadyk v.y,...,z elementlere c¢yzykly
baglangyksyz diyilip aydylsgara aydanyiida (1) denlk dine
a=PB=...=p=0 bolanda yerine vetyan bolsa y,y,...,z elementlere
Teorema 1. R gnislign v,y,...,z elementlerinin ¢yzykly baglansykly
bolmaklarynyn Zerur hem vetirlk serti bolup olaryn birinii
galanlarynyn ¢yzykly kombinasiyasy bolmaklygy hyzmat edyér.
Subuty. 1. Zerurlygy.G6y V.y,...,z elementler ¢yzykly baglangykly
bolsun,onda (1= denlk o,f,...,u sanlaryn hi¢ bolmanda biri nuldan
tapawutly  bolanda  yerine  yetydndir.Kesgitllk iG¢in @ o#0
dielif,onda 4 =-2 _y=—* belgltip J=ayt..uz ()

a a
bolyandygyna geleris.
2.Yeterlikligi.Goy V.y,...,z elementlerin biri (mysal ii¢in )
galanlarynyn ¢yzykly kombinasiyasy bolsan.Bu yda a.,...,u sanlar bar
bolup (2) deiilik yerine yetyir;onda
(-1ytryt.. tuz==0 (3)
alynar.-1,A,...,uu sanlaryin biri nuldan tapawutly bolanlygyna gora
Y,..., Z elementler ¢yzykly baglansyklydyrlar. Teorema subut edildi
Indiki tassyklamalaryni subutlary ansatdyr.

1. Eger-de v,y,...,z elementlerin arasynda nul element

bar bolsa olar ¢yzykly baglansyklydyrlar, y=0 bolanda

(2) a=1, B=0,..., u=0 yagdayda yerine yetyar.
2. V.Y,..., z elementlerin kébirleri ¢yzykly baglansykly

bolsalar olaryn dhlisi hem ¢yzykly baglansyklydyrlar.
Hakykatdan hem v,...,z ¢yzykly baglansykly elementler bolsa hig
bolmanda biri nuldan tapawutly B,...,u sanlar5 bilen By+... +uz=0
denlik kanagatlanar. Onda olar hem-de =0 san bilen (2) denlik hem
dogry bolar.
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Kesgitleme. R gmisligin 1j,b,...,l, ¢yzykly baglansyksyz
elementlerine bu ginisligin bazsi diyilip aydylyar,cger-de R
ginisligin islendik y elementi iicin y1,¥2,...,yn hakyky sanlar bar bolup

V=1 |1+}'12|2+... +Vn I (4)
anlatma yerine yetydn bolsa, bu yagdayda (4) deiilige y elementin
h,b,....l, bazise gord yeke-tik usul bilen dagytmak miimkindir.Goy
y element {icin (4) denlikde basga-da

9= 91t hH9et b+t b (5)
dagytma bar bolsun. Onda (4)-den (5) i tarapma-tarap ayryp alarys.

G191 )+ (22 ) +.... +(n-$n' Db =0 (6)
Bazis elementleriil baglansyksyzdyrlaryna §0ra (6)-dan
e
Detilikler gelip cykar.Bu yerden ¥1= y1l, yo=y27,..., Yn=Vn*
Teorema.R ¢yzykly ginisliginn islendik iki elementi gosulanda olaryn
islendik bazise gord koordinatalary hem gosulyarlar,islendik elementi
islendik A sana kopeldilende bolsa bu elementinn dhli koordmnatalary
hem A sana kopeldilyérler.
Subuty. Goy I,b,...,l -R gisligin islendik bir bazisi bolsun
V=yih+yob+... + Yol we y= yih+yob+... + il

ginisligin erkin elementleri diyelin,onda

yy=(1ty)h+(g2+y2)bt... + (Fntyn)h

A=Ay b+ (A2)kt... +(Ayn)h
deiilikler ¢yzykly ginisligin kesgitlemesinden alynarlar.
Kesgitleme. R ¢yzykly ginislikde n ¢yzykly baglansyksyz elementler
bar bolup,onun islendik (nt+1) sany elementleri ¢yzykly baglasykly
giislige n Olgegli di}'/ilip ayar. Sunlukda n sana R giﬁjsligiﬁ 61<;egi
Kesgltleme R ¢yzykly gmislikde islin sanyidaky c¢yzykly
baglansyksyz elementler bar bolsa ona tikkeniksiz Slgegli diyilyar.
Teorema.Eger-de dim(R) = n bolsa,onda bu ginisligin islendik n sany
cyzykly baglangyksyz elementleri onun bazise diizyérler.
Subuty.Goy h,b,...,I, -nsany baglansyksyz clementlerin islendik
ulgamysy (seyle ulgamynyn barlygy kesgitlemeden gelip ¢ykyar)
bolsun.Onda R giisligin islendik y elementi bilen bileleikde alynan
bk, h

Ulgamy c¢yzykly baglansyklydyr,dhlisi nula den dél ag,01,02,...,0n
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sanlar bilen

ap ytorh+... +onlh =0(7)
o # 0 bolanlygyndan (tersine yagdayda l,b,....l, ¢yzykly baglansykly
bolardy)

x = (— 2, +(=Z2)l,....(—
(279) 2%

-erkin y elementin h,b,...,I, elementlerin tsti bilen ¢yzykly
afiladylyandygyna eye bolarys.Teorema subut edildi.
Teorema.Eger R ¢yzykly giiislik n elemntden duryan bazise eye
bolsa,onda dim(R)=n
Subuty.Goy li,b,...,l, nelemntlerin ulgamysy R ginisligin bazisi
bolsun. Teoremanyn subuty iigin R-iii islendik (n+1) sany lp,b,....I
elementlerin ¢yzykly baglansyklydyklaryny gorkezmek
yeterlikdir.Bu elementlere bazse gord dagytmal bilen

Yi=ainh+ ajp b+...+ ain b, F1,2,....,nt1
Deiilikleri alarys.Bu yerde ajx -kébir hakyky sanlardyr.
V1,¥2,....,Yn+1 €lementlerin ¢yzykly baglansyklylydy

(o4 1
N, =x 1l +....+ %1,
(24

Ay, 8,00 By
A Ay, Ayoyeeny Ay
a'n+1,:L’ an-¢—1,2 1ty an+1,r1

Matrisanyfi setirinifi ¢yzykly baglansyklylygy bilen dendir.Yéne bu
matrisa tertibi n-den yokary bolan minora eye bolup bilmez.Onda
onun setirleri ¢yzykly baglangyklydyr. Teorema subut edildi.

29. Cyzykly ginisliklerin izomorflygy.

Birmenizes Olgegli diirl ¢yzykly gmiisliklerin olarda kesgitlenilen
amallara gord is yiiziinde biri-birinden tapawutlanmayandyklaryny
gorelin.

Kesgitleme.Eger-de erkin R we Rz ¢yzykly giisliklerin elementlerin
arasynda Ozara birbelgili degislilik bar bolup,ona gord R gnisligin
vy, elementlerine Rz ginisligin yzyz elemente yz+yz islendik A
hakyky san licin Ay elemente AyZ element degisli bolsalar bu R we Rz
Eger-de R we Rz ¢yzykly ginislikler izomorf bolsalar R
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ginisligin nul elementine Rz gmiglikde hem nul element degislidr.R
we Rz ¢yzykly ginislikler izomorf bolup, R-m V,y,...,z elementlerine
Rz-m yzyz,...,zZ elementleri degislilikde degishi bolsalar
ay+Py+...+uz ¢yzykly kombinasiyanyn R-im nul elementi
bolmagynyii zerur hem yeterlk serti ayz+fyzt+...+uzz ¢yzykly
kombinasiyanyil nula den bolmaklygydyr.Seylelikdeindiki
tassyklamar dogrudyrlar.

1.R we RZ izomorf bolsalar olarydaky ¢yzykly baglansykly dél
elementlerin maksimal sany birmenzesdir;

2.1ki izomorf diislikler birmenzes Olgeglidirler.

Teorema. Islendik iki sany n Olgegli R we Rzgyzykly gislikler
izomorfdyrlar.

Subudy.R-de kéabir 1Ij,b,....l, bazisi,Rzbolsa Iy,b,...,I, bazisi
saylalyn.R ginisligin y=y1h+y2b+... + ynl elementine Rz-de
v=y1h+yob+... + ¥l elementi degisli edelin Seyle usul bilen
kesgitlenen degislilik 6zara birbelgilidir.

Seyleleikde bize R-m y,y elementlerine degislilikde Rz yzyz
elementleri degisli bolanlarynda R-i1 y+y hem-de Ay (A-hakyky san)
elementlerine degislilikde Rz-in yz+yz hem-de Ay elementlerin
degislidiklerini hasaba alaymak galyar.Teorema subut edildi.

30. Cyzykly ginisliklerii bolek ginislikleri
R ¢yzykly gmisligin kébir L bolek koplige mndiki talaplary
kanagatlandyrsyn.
1. Eger-de y,y eclementler L bolekkoplige degisli bolsalar, y+y jem
hem bu bolekkopliige degislidir.
2. Eger-de y element L bolekkoplige degislli bolsa,islendik A-haky-
ky san bolanda Ay element hem L bolek kopliigin elementidir.
Yokarda getirlen 1 we 2 hisiyetlere eye L bolek kopliik {icinm
cyzykly gilisliklerin 8 sany aksiomalarynyii hem yerine
vetyandiklerine goz yetirmek kyn déldir.Hakykyatdan hem olaryn 3-
nji we 4-njilerinden galanlary R ¢yzykly ginisligin &hli elementleri
ticin dogrudyrlar.3 we 4 aksiomalarynn dogrudyklary ysL licin A=0
bolanda 0 A=-1bolanda y-in garsylykly —y elemente
owriilyanliginden alynar.
Kesgitleme. R ¢yzykly ginisligin 1 we 2 hisiyetlere eye islendik L
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R ¢yzykly gmisligin bolek gmisliginin yonekey mysaly bolup diiie

0 elementden durydn bolek koplik hem-de Rz giisligin 6z hyzmat
edip biler.Bu bolek gmisliklere hususy bolmadyk diyilyar.
Kesgitleme.R gmiisligin y,y,...,z elementlerinin o,p,...,u hakyky
sanlar bilen yazylyan ay+py+...+uz
gorniisdiki dhli elementlerinin kopligine ,y,...,z elementlerin
tarapdan y.y,...,z elementleri 6zide saklayan bolekginisliklerin her
biri bu elementlerin islendik ¢yzykly kombinasiyasyny hem 6ziinde
saklayandyr.Seylelikde bu bolekgiisliklerin her biri L(y,y,...,z)
gabygy Oziinde dolulygyna saklayandyr.

Bu kesgitlemelerden n dlgegli R ¢yzykly ginisligin islendik
bolek gilisliginii Olgegmnint n-den uly dildigi gelip c¢ykyandyr.

Ege-de R gmislikde kébir Iy,b,...,l, bazs saylanan bolsa onun
L bolek ginisliginiit bazis elementleriniii bu bazise diismezlikleri hem
miimkindir. Yone indiki tassyklama dagrudyr.
Teoremal. Eger-de l,b,..., k elementler n-6lgegli R ¢yzykly giisli-
gin k-olcegli bolekginisliginin bazisini diizyan bolsalar,onda ony R-
i lp,b,...I elementleri bilen bazser bolar yaly doldurmak
miimkindir.
Subudy. Eger-de k<n bolsa,D k+1ER bolup h,b,....kk+1 ¢yzykly
baglansyksyz bolar (tersine yagdayda dim(R)=k bolar).Sorira,eger-de
k+1<n bolsa D bolup ¢yzykly baglangyksyz bolar (tersine yagdayda
dim=(R)=k+1 bolar).Bu pikir yoretmeleri dowam edip teoremanyi
subudyny alarys.
Teorema 2. dim(L(y,y....,2) ¥.V,...,z elementlerini arasyndaky
cyzykly baglansyksyzlarynyil maksimal sanyna dendir.Husysy
V.y,...,Z elementlerin sanyna dendir.(bu elementlerin 6zeri bolsa
L(Y.y,...,z) gabygyn bazsini diizydrler).
Subuty. v,y....,z elementlerin arasynda rsany ¢yzykly
baglansyksyzlary bar bolup,islendik (r+1) sany bolsa ¢yzykly
baglangykly bolsun.Onda v.y,...,z elementlerin her birinin
elementlerin ¢yzykly kombinasiyasy bolanlygyna gord L(y,y,...,2)
gabygyn her bir elementiniit hem elementlerin ¢yzykly
kombinasiyasy bolanlygyna diisniiklidir.Bu bolsa ¢yzykly
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baglansyksyz elementlerin L(y,y,...,z) gabygyn bazsini diizyandigini
anladyar.Teorema subut edildi.

31. Bolek ginislikleriii jemi we kesismesi

Goy L1 we L, — R ¢yzykly giisligin bolekgmislikleri
bolsun.R gmisgligin Ly we Ly bolekginisliklerin ikisinde degisli
bolan dhl elementlerinin toplumyna (ol R-i bolekgiisligidigi

R gmisligin dhli y+zysL; we ysl, gomiisde anladylyan
elementlerinin kopliigit hem L; we L, bolekgmisliklerini jemi diyilip
atlandyrylyan bolekginisligi emele getiryéndirler.
Teorema.Tikenkli Olgegli R ¢yzykly gmisligin L; we L, bolek
giigliklerininn Olgeglerini jemi olaryn jeminin we kesismesinifi
Olceglerinin jemini dendir.

Subuty. Lo bilen L; we Ly —lerin kesismesine L bilen bolsa olaryn
jemini belgildlin.dim(Lo)=k hasap edip,onda
h,b,...h (1)

Bazisi saylalyn. Bilisimize gord (1) bazisi Ly bolekgmisligin

h,b,...h O1,.0, O (2)
Bazisine ¢enli we L, —nm

h,b,....lh i, T (3)
Bazisine ¢enli dolduralyn. Maksada yetmek ti¢in
J1,.., O ,|1,|2,---,|n ,fj_,..., fm (4)
Elementlerin L-nii bazisini diizyandiklerini gdrkezmek
yeterlikdir. Munun tigin olaryil ¢yzykly baglansyksyzdyklaryny hem-
de her bir ysL elementin (4) ulgamynyn isti bilen ¢yzykly
anladylyandygyny gorkezmek yeterlikdir. Iki bilen
) o1grt...tog +|31||+... +Bk|k+},tf1+... },mem:O (5)
Ya-da o1gi+...+og +p1l+... Pk = - pfit+... umfn  (6)
Bolsun diyelin(6) —nyn ¢ep tarapynyn L;-i,sag tarapyna bolsa Lo-nii
elementi bolyandygyna gord olar Lo bolek ginisligin
elementleridir.Onda (6)-nyn sag tarapy (1) elementlerin kébir
¢yzykly kombinasiyasydyr - pj fi-...- umfn =Ah+... + Ak (7)
(3)-iit bazisdigine gord (7) denilik diie bolanlarynda miimkindir.bu
vagdayda (5) derlikde alynar,yone ol diie bolanlarynda
miimkindir.Diymek (5) dite koeflisisentlerin dhlisi nula den
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bolanlarynda miimkindir.Basgaca aydanynda (4) ¢yzykly

baglansyksyzdyrlar.L jemin her bir y elementi (2) we (3)

ulgamylaryn ¢yzykly kombinasiyalary bolan elementleriniii jemi

bolanlygyna gord (4) ulgamynyn elementlerinin ¢yzykly
kombmasiyasydyr.Bu diyildigi (4) ulgamy L jemin bazsidir. Teorema
subut edildi.

32. Hakyky Ewklid ginislikleri

Kesgitleme. Indiki iki sany talaplary kanagatlandyryan ¢yzykly

gimiglide hakyky Ewklid ginisligi diyilip aydylyar.

l. R giiiglignn islendik v we y elementleri iigin olarynn skalyar
kopeltmek hasyly diyilyin we (y,y) gorniisde belgilenyin
kébir hakyky sany degisli edyén diizgiin kesgitlenen bolsun.

. Bu diizgiin asakdaky dort aksiomalary kanagatlandyryar.

D.(v,y)=(y,y) (kommutatiwlik);

2).(01 +%2Y)=(F.Y)+(32,y)  (assasiatiwlik);

3).(Ay,y)=M3,Y), islendik A hakyky san ticin (birjynysly)

4).(¥,y)>0,eger-de y=0 bolsa ;(y,y)=0,eger-de y=0 bolsa.
33. Kosi-BunyakowsKkiniii densizligi

Teorema. Her bir Ewklid gisliginde islendik iki sany v,y elementleri

iicin Kosi —Bunyankowskiy deyilyin (3,y)<=(%.9)(y,y) (1)

detisizlik dogrudyr.

Subuty. Her bir A hakyky san iigin skalyar kopeltménin dordiinji

aksiomasyna g0rd (Ay-y,Ay-Y)=>0

bolup, beyleki aksiomalardan gelip gykyar.Yone ol defisizligifi zerur

hem yeterlik serti cep tarapyndaky kwadrat {i¢ ¢lenin

diekriminantynyni polozitel déldigi hyzmat edyéndir.
GY*-ENVY)<= 0 (2)

Diymek tassyklama adalatlydyr.teorema subut edildi.

Kesgitleme.Eger-de ¢yzykly R ginisligi tigin

[.Onun her bir ¥ elementi tigin bu elementin normasy (ya-da

uzynlygy)diyilyin we ||y|| goriisde belgilenyin kébir hakyky sany

degisli edyan diizgiin kesgitlenen bolsa,

I.Bu diizgiin indiki ii¢ sany aksioma tabyn bolsa

1) |Iy]>0,eger-de y= 0 we ||y]|=0 eger-de y=0  bolsa;
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2) A=A |19l denlik  islendik ¥ element we  A-
hakyky san licin yerine yetyan bolsa;
3) Islendik iki sany v we y elementler ¢iiin licburgluk
(ya-da Minkowskiy) densizligi diyilydn
[y+Yil<=llsi+vil  (3)
densizlik dogrudyr.
Tapallar yerine yetyidn bolsa,onia normirlenen diyilyar.
Teorema.Her bir Ewklid gilisliginifi ¥ elementinifi normasyny

[I911= / (x, x) 4)
denilik bilen kesgitlip ony normirlenen etmek miimkindir.
Subuty.Kesgitleménin ikinji talabynyn yerine yetyandigini
gorkezmek yeterlikdir.Normanyn 1-nji aksiomasy skalyar
kopeltminiin 4-nji hisiyetinden,2-nji aksiomasy bolsa skalyar
kopletmanin 1-nji we 3-nji aksiomalarynda dogrudygyny barlamak
yeterlikdir.Kosi-Bunyokowskiy deiisizligini

@Y= V0 * (r,2)
gorniisde yazyp,bu yazgydan hem-de skalyar kdpeltménin
aksiomalaryndan we normanyn kesgitlemesinden peydalanmak
yeterlikdir.

e+ ¥ = G+ 3. (e + ) = (%) +2(x, ) + (0, ) <=

<= () + 2 (0 023) (33 =

T 12

= WG+ | =]+
Teorema subut edildi.
Netije.Elementit normasy (4) deiilik bilen kesgitlenydn Ewklid
ginigligininn islendiginde Minkowskiy densizligi adalatlydyr.
Islendik hakyky Ewklid ginisliginin islendik iki y we y
elementlerininn arasyndaky bur¢ diyilip kosinusy.

(x,y) _ (x,»)

bl * 1 VeV )

cos @ =

formula bilen kesgitlenydn 0-danIl-e ¢enli tiytgeyin ¢ burga
aydylyar.Kosi-Bunyakowskiy deisizliginden sonky denligin sag
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tarapynyin 1-denuly déldigini goryaris.

Ewklid ginisliginin ki y we y elementinin skalyar kopletmek hasyly
arasyndaky ¢ burcynn kosinusy nula dendir. Wektor algebrasyna
salgylanmak bilen y we y ortogonal wektorlarynn tstinde gurulan
ticburclygyn gipotenuzasy diyip y+y jemi atlandyrmak bilen islend ik
Ewklid gmisliginde Pifagoryn teoremasynyn adalatlydygyna
ynanarys.Hakykyatdan hem y we y ortogonal bolanlarynda (y,y)=0
deiiligi nozara almak bilen
IS+YP=+Y, 5+ Y)=( 9)+2(5 )+ (¥)=(3: 9)*+(¥.Y)=

=[Ig1P+yIi

Sonky hisiyet n sany jiibiit-jiibitden ortogonal elementlerin jemi tig¢in
hem dogrudyr.

Z=y1+yo+...+yn- ki bir ortogonal elementlerin jemi diysek

2= 92t Sn g1+t $0) =G50 ($2.92)F ...+, )=
=[9allP+Igal+. ..+l

34. Ortogonallagdyrma

Vewkld gitisliginiia we b wektorlary iicin  (a,b)=0 bolsa,
olara ortogonal diyilip aydylyar.

Kesgitlemd gord 0 wektoryn islendik b wektor bilen
ortogonaldygy ayandyr:

(0,b)=(0*a,b)=0*(a,b)=0.
Wektorlar  ulgamynyin islendik  iki b wektorylary ortogonal
bolsalar,bu ulgamyii 6ziinehem ortogonal diyilip aydylyar.
Teorema 1. Nol dél wektorlaryn islendik ortogonal ulgamy cyzykly

baglangyksyzdyr.
Bu tassyklamanyn subudyny almak {i¢in

her bir 1<i<k nomerde a =0 ((a,a))>0 we isendik

1<i# j<k nomerlerde  (&,a;)=0 bolan a,a,,..a
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wektorlar ulgamy kibir o_z)l,aTz,...aﬁk hemiselik sanlar bilen

- - -

aqat+a,a+..+a,a =0 (1)
denligi kanagatlandyryar diyip hasap etsek

k > - k - 7 -
(Zaj aj1ai):Zaj(aj’ai):ai(ai’ai)zo
j=1 j=1

defiligit ¢; =0 bolanda miimkindigini alarys. Onda (1) demilik diiie
dhli ¢, =0 bolanda miimkindir. Bu bolsa aydylan tassyklamanyn
Ozidir. Bu tassyklamanyn kébir manyda {istlini yetirydn indiki
ortogonallasdyrma hem adalatlydyr.

Teorema 2 Islendik k sany ¢yzykly baglangyksyz wektorlaryn

ulgamyndan k sany nol dél wektorlardan duryan ortogonal ulgamy
almak miimkindir.

Subudy Hakykatdan hem oz,g,...g ¢yzykly baglansyksyz

-

wektorlar ulgamy bolsa tize alynyan ulgamyn birinji b, wektory
onuil ikinji & wektory bilen gabat gelyar, yagny b =a,, diyip
hasap edyaris.Sotira tize ulgamyn ikinji b, wektoryny

—

b, =a®b, +a, defilk bilen kesgitkip b, =0 hasaba alyp, a®
koeffisiyenti (El, bz) =0 serden kesgitliris:

a P (o,b) +(b,a) =0
o :_(kzla a,)

(b,,b)

Su usulda dowam etmek bilen eyyam nol dil wektorlaryi
(b,b, ....,)

ortogonal ulgamy alynan,sunlukda her bir b, wektor a,,a,, ...
91
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wektorlarynn kdbir ¢yzykly kombinasiyasy yaly kesgitlenen diyip

hasap edip, b wektory

1+1

b, = a® b1+ al? b +..+a"b+a,
- - —
gorniisde kesgitliris. (bu yagdayda b+ , Wektor @;,d,, ...4,,

wektorlaryil ¢yzykly kombinasiyasy bolmak bilen noldan
tapawutlydyr.) Islendik 1<i<I| nomer igin

(by.1.b) = Za("(bnh)ﬂbﬂam) ol (6,5)+ (b,,3,.,) =0

(b,,a.+1) bahalary kesgitliris.Seyle dowam

(b,.b)
etdirme bilen aydylan ortogonal ulgama eye bolarys.

35. Kompleks Yewklid gitiislikleri

Bolyanlygyndan ¢ =

Hakyky ¢cyzykly giitisligifi kesgitlemesinde ulanylan A | M.
sanlar hakyky sanlar kopliginden alnypdy. Egerde bu talapden yiiz
owiirsek,yagny A , 4L ,... sanlar islendik kompleks sanlar
bolmaklary miimkin diysek,onda biz kompleks ¢yzykly gilisligi
diisiinjesine eye bolarys. Hakyky cyzykly ginislik tlicin dwrenilen
hasiyetlerin dhlisi diyen yaly kompleks ¢yzykly ginsliginde hem
dowam etdirilme hékiiminde OSwrenilyéndir.

Indi kompleks Yewklid giisligini kesgitlilini:
Kompleks ¢yzykly ginisliginde

I. her bir iki x we y elementlere olaryn skalyart kopeltmek

hasyly diyilip atlandyrylyan hem-de (X, y) gomiisinde belgilenyér
kébir kompleks sany degisli edyin diizgiin kesgitlenen;
IT aydylan bu diizgiin indiki dort sany talaplara tabyn bolsa :

1) (X, Y)=(y, X);
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2) (X +X, ¥Y)=(x,y)+(X,Y);
3) iskendik ¢ -kompleks san iicin (e X, Y) = (X, )

4) (x, ;) - ; wektoryn skalyar kwadraty difie ;:6 bolanda nola

deni bolan otrisatel dél hakyky sandyr. ’
talaplar yerine yetydn bolsa, onda ol kompleks Yewklid (ya-da

Kesgitlemeden (;, a§)=a(>z ;),bu yerde a— o« kompleks

sanyfi catyrymlysy (y,% +X,)=(y, X)*(y, X,)

gatnagyklary almak ansatdyr.

Hakyky Yewklid ginisliginde adalatly hésiyetlerifi kopiisini,
kesgitlemedéki tapawutlanmalary nazara alanynda, kompleks
Yewklid gitisliginde hem tassyklamak miimkindir.Mysal iicin,
islendik kompleks Yewklid ginisliginde Kosi- Bunyakowskiy
densizligi indiki yalydyr:

X Vi< (X, %) *(, )

36. Ortonormirlenen bazis.

Ewklid giisliginde ortonormirlenen diyilip atlandyrylyan has onayly
bazisler bardyr.(Cyzykly gilislikde #hli basizer dendiiyglidirler)
Kesgitleme.Eger- de n-6lgegli Ewklid ginisliginin
h,b,...I elementleri ti¢in

1,i = kbolanda,

(Ii ) Ik) = { -

0,1 = kbolanda
denlikler dogry bolsalar,onda bu elementler ortonormirlenen bozisi
emele getiryarler diyilip aydylyar.
Kesgitleméninn korrektligini gérkezmek ticin (1) serti
kanagatlandyryan I,b,...,I, elementlerin baglangyksyzdygyny
gorkezmek veterlikdir. Eger-de aj h+oo b+..+tanlh =0 (2)
doysak,islendik 1<=k<=n nomer ii¢cin bu derligi I elemente skalyar
kopletdip taparys:ax=0 onda (2) dile a1=c.2=...=a,,=0 bolanlarynda
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miimkindir.
Teorema. Islendik n —olgegli ewklid ginisliginii  ortonoormirlenen
bazise bardyr.
Subutyny getirmédn berilen n sany baglansyksyz fi,f....f; sany ele-
mentlerin ulgamysyndan normalary bize den 6zara (ikibir) ortogonal
h,b,...Ih elementlerin ulgamysyny almaklygyn algoritmini gorkeze-
lin: Bu algoritim adatga fi,h...,f; -¢yzykly baglansyksyz elementleri
ortogonallagdyrmak prosessi diyilip atlandyrylyar.
Bellik.Her bir n-6lcegli Ewklid ginisliginde diirli ortonormirlenen
bazsler bardyr.Hakykatdan hem ¢yzykly baglansyksyz fi,f....f;
elementlerden ortogolasdyrmak prosessi bilen ortonormirlenen bazis
gyrylanda diirli fi elementlerden baslamak bilen diirl
ortonormirlenen bazisleri almak miimkindir.

($Y)=y1y1t¥2Y2t... +¥n¥n
Gorniisi yaly islendik iki elementlerii ortonormirlenen bazisde
skalyar kopeltmek hasyly bu eleemntlerinn degisl koordinatalarynyn
kopletmek hasyllarynyn jemine dendir.
Indi n-olgegli Ewklid ginigliginiin ortonormirlenen bolmagy hékman
bolmadyk erkin bazisi fi,f...,f; berilipdir.
Eger-de fi,f,....fi n-Olgegli Ewklid giisliginin kébir ortonormirlenen
bazisi bolsa we fi,f,...,f; diysek,islendik 1<=k<=n nomer {i¢in

(1D :(Zn:xili’lk) :Zn:Xi ((EDY

Bu diyildigi ortonormirlenen bozise gord islendik elementin
koordinatalary bu elementin degisli bazs elementlere skalyar
kopletmek hasyllaryna didiginio anladyandyr.
Kesgitleme.E gmisliginin G bolekginisligin her bir y elementine
ortogonal y elementlerinin dhlisininn F kopliigine G-nin ortogonal
doldurgyjy diyilip aydylyar.
F kopliigin 6ziinin hem bolek gmisligi emele getirydndigini gormek
kyn déldir.

Indiki tassyklamany belldlin.
Teorema.Her bir n-6lgegli Ewklid E ginisligi 6ziniii islendik G
bolek gilisliginii hem-de onun ortogonal F doldurgyjynyni goni
jemidir.
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37. Ewklid ginisliklerinini izomorflygy

Kesgitleme.Eger-de E we Ez Ewklid giisliklerinin elementlerinin
arasynda oz-ara bir belgili degislilik bar bolup ona gord E-nin y,y
elementlerine EZ de degislilikde yzYyz elementler degislh
bolanlarynda y+y elemente yz+yz element,islendik A —hakyky san
bilen k}’/ elemente Ayz element degisli bolup (v,y)=(yzYyz) denlik
Diymek Ewklid E we Ez gmislikleriniii izomorf bolmaklary ticin
olar ¢yzykly giisliklerinn izomorflyk talaplaryny kanagatlandyrmak
bilen birlikde bu izomorflyk skalyar kopeltméninn ululygyny hem
saklamagy gerek eken.

Teorema.Ahli n dlgegli Ewklid gittisliklri dz-ara izomorfdyrlar.
Subuty.Hakykatdan hem n-6lcegli E we Ez Ewklid ginisliklerinde
degislilikde 1i,b,....ly (I) hem-de h,b,....l, () bazsleri alyp E-nii her

bir a = Zal elementine Ez-de ¢ = Zal elementi degisli

etsek, bu eglshgln cyzykly gmisliklerin 1zomorﬂyk sertini
kanagatlandyryandygyny,seyly hem

b=>bl, b= bl bolnlarynda (a,b)=Yap=(ab)
i=1

= i=1 i=1
deiliklerin kanagatlanyandyklaryny alarys.
Teorema subut edildi.
Kesgitleme. Kompleks ¢yzukly R ginisligi indiki talaplary.
Bu diizgiin asakdaky dort aksiomalara tabyn bolsun.
1) GY=0.9)
2) ryy)=Gy+3y)
3) (Ay=MyY)
4) (y,y)-kabir otrisatel bolmadyk hakyky san bolup dine y=0
bolanda nula dendir. Kanagatlandyryan bolsa,onia kompleks
Ewklid gmisligi diyilip aydylyar.
Kesgitlemeden (§,Ay)=A(y.y) we (V.y1+y2)+(y.y2) gatnasyklar
ansat alynyar.
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38.Toparyn kesgitlemesi
Goy, G tikenikli ya-da tikeniksiz elementli kdbir kophik
bolsun.Bu kopliigit elementleri bolup sanlar, matrissalar,6zgertmeler
we s.m hyzmat edip bilerler.

Goy, G kopliigin elementleri tigin kédbir * amal kesgitlenen
bolsun.
Kesgitleme.Eger G koplikde kesgitlenen * amal:
1-G kopliigin a we b elementleri ti¢in

A *beG
2.G kopliign islendik a.b we C elementleri {icin, assosiatiwlik kanuny
dogrudyr,yagny
(a*b)*c=a=*(b=*c)
3.G koplikde kdbir e element bar bolup, bu kopliigini islendik a
elementi ticin
da*e =g*g
yerine yetyandir:
4. G kopliigin her bir a elementi {igin,bu koplikde a element tapylan
a*a=axa=e¢e
verine yetyandir:
sertleri kanagatlandyryan bolsa,onda G kopliige * amala gord topar

Eger G toparyn islendik a we b elementleri {icin
a*b=>b=a
kommutatiwlik yerine yetyan bolsa,onda bu topara kommutatiw ya-
da abel topary diyilyar.

Eger toparyn elementlerinini sany tikkenikli bolsa,onda ona
tilkenikli topar: elementleri tiikeniksiz bolan yagdayda bolsa,
tikeniksiz topar diyilyar.

Tiikenikli toparyn elementlerininn sanyna onui tertibi diyilyar.
Geliekde biz G toparyii tertibini |G | simbol bilen belgilejekdiris.

Eger toparda gosmak amaly kesgitlenen bolsa,onda ona additiw
topar, kopeltmek amaly kesgitlenende bolsa,multiplikatiw topar
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diyilyar.

Geljekde biz e elementi additiw topar ticin nul element,beyleki
toparlar licin bolsa birlik element diyip atlandyrjakdyrys.Bu toparlar
licin a elementi degislilikde a elementiii garsylykly we ters elementi

diyip atlandyrjakdyrys.
Indi toparlaryi,asakdaky mysallaryna seredelin.
Mysal 1.Bitin sanlaryil kopliigininn gosmak amalyna goré topar
emele getirydndigini gorkezmeli.
Cozilisi.
Gosmak amaly berlen kopliign elementleri tigcin 1-4
sertleri kanagatlandyryandygyny gorkezelin

[ fIslendik iki bitin sanyi jemi yene-de bitin sandyr.

21.Gosmak amaly assosiatiwdir.
3i.lIslendik bitin K san igin

K+0=0+K=K
4i.Islendik bitin K san iicin (—K) yene-de bitin san bolup
K+(—K)=-K+K=0
verine yetyandir.
Seylelikde,biz bitin sanlaryn tikkeniksiz additiw abel toparyny alarys.
Mysal 2.Bitin sanlaryin kopeltmek amalyna gord topar emele
getirmeyandigini gorkezmeli
Coziilisi.

Bu Verde 4-nji sert yerine Vetmeyir.Sebibi K bitin sanyi ters K1
elementi bitin san dildir (birden basga sanlar Gicin).
Mysal 3.

G={1,—1} kopliigin multiplikatiw abel topar bolyandygyny
gorkezmeli.

Coziilisi.

Ihl1-(-1)=-1; -1-(-1)=1;1-1=1

21. bu amalyn assosiatiwligi dugniiklidir:

35 —1-1=1+(—1) = —1. Bu Yerde e=1:

4 —1-(—1)=1
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Bu toparyh tertibi 2- deidir,yagny |G| = 2.
Mysal 4. 2-nji tertipli kwadrat matrisalaryn

O

a=(C D=0 o)as=(G )

kopligininn 6-nji tertipli multiplikatiw topary emele getirydndigini
gorkezmeli.
Cozilisi.
[ 1.Bu matrisalaryti islendik ikisiniti kopeldilmegi yene-de sol
matrisalaryil haysy hem bolsa birine dendir.
E-A,=4,(1=012345), A,'A, =4 A,*A; =4, A+ A, =E,
AA =4, AP A=A, A, A=A 4, A=A, A, A, =F
A Ay =44 A=A A A =E A A =E A, A = A A A=A,
2ii (A~ A;) Ay =4, (4 4,),(6,j,k=0,1,2345)
MmE-A, =4,-E=4, (i=1,2,345)
M. E-E=EA,-A =EA,-A,=EA,-A,=E A, -A. =A,-A,=E
Bu yerden gornusi yaly

E'=E A7 =4, A3t =A; A7t =A;,ACt = A,
bolyandyr.Bu topar abel topary déldir.

Goniikmeler.

Asakdaky koplikklerinn berlen amallara gord topar emele
getiryindiklerini  ya-da getrmeyindiklerini kesgitlemeli.
[.Ayyrmak amalyna gord, bitin sanlaryn kopliigi.
2.Kopeltmek amalyna goré,palazite]l sanlaryn kopliigi.

3. Kopeltmek amalyna gord,moduly bire deii bolan kompleks
sanlaryin kopligi.
4, a*b=a

gomiisde kesgitlenen amala gord,palazitel sanlaryn kopligi.
5.Kopeltmek amalyna gord,n-nji tertipli ayratyn dél kwadrat
matrisalarynn kopliigi,

b
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6. Kopeltmek amalyna goréd,biriii w kokiinin bahalarynyii kopligi.
39.Simmetrik we alamaty calysyan toparlar
Goy bize n elementden ybarat bolan yerlesdirme berlen
bolsun.Eger biz bu yerlesdirmede iki elementiii yermi galsyrsak,onda
basga bir yerlesdirmdni alarys. Sonui {icin yerlesdirmelere

------

n elementden diizilen hemme ¢alsyrmalaryn sany n! dendir.Bu
calsyrmadan beyleki ¢alsyrma geglende,haysy elementlerinn yerlerini
calsyrylyandygyny bellemek {icin ornuna goyma termini
ulanylyar.Sebébi bu yerde her bir elementin ornuna basga kébir
element goyulyar (element 6z ornunda iiytgedilman

hem galdyrylyar).

Goy bize [,2,3,4 sanlardan diizilen 2143 we 432[ calsyrmalar berlen
bolsun.Bu ¢alsyrmalaryn birinjisinden ikinjisine geglende 2-in
ornuna 4, I-iit ornuna 3,4-ornuna 2,3-ornuna bolsa I goyulyar.

Seredilen ornunagoymany
(2 1 4 3)
4 3 2 1
gorniisde yazalyn.Ornunagoymada sanlaryn yerlesisleri mohiim

bolman, haysy sanyil haysy san bilen calsyrylyandygy
mohiimdir.Sonun iicin yokardaky ornunagoymany

(1 2 3 4)
3 4 1 2
gorniisde yazmak bolar.

Goy bize ki sany

a=(t 239

312 4
" B_(1234)
41 3 2

ornunagoymalar berlen bolsun.Bu ornunagoymalarynyzygider yerine
yetirilmesi bize C ornunagoymany berer. C ornunagoymany tapalyi:
A-da 1 —3,F —de3 — 3 diymek C-del — 3 : A-da
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2—=1B-del — 4, diymek C-deZ2 — 4: A-da3 — 2.B-de
2 — 1 diymek C-de3 — 1:A-da 4 — 4.B-de4 — 2,diymek C-de
4 — 2.
, 1 2 3 4
Seylelkde, C= 3 4 1 2
ornunagoyma A ornunagoymanyn B ornunagoyma kopeldilmesi
diyilyir we  C=A* B belgilenilyir.
Ornunagoymalary kopeltmek kommutatiwlik kanunyna tabyn
dildir, yagny A-B+FE-A
Kébir hususy yagdaylarda kommutatiwlik kanunynyn dogry
bolmagy hem miimkindir.
Indi ornunagoymalary kopelmekde assosiatiwlik kanunyny

dogrylygyny gorkezelin.
Ornunagoymany gysgaca (;) simbol bilen belgildlin.Bu yerde r

) ornunagoymany alarys.C

berlen sanlary I-nji setirdiki yerlesmesi,S-bolsa olaryn 2-nji setirdiki
verlesmesidir. B ornunagoymany biz (i) goriisde yazalyn.Sebdbi B-
e ey SN :
nin stitiinlerinin yerini ¢alsyryp, ony (t) gorniisde getirmek
. t
miimkindir. C ornunagoymany bolsa (u)

Giirniisde yazalyn. Onda.
A-B=()(3)=()
ac=(;) (i) = ()
alarys. Bu yerden, . .
@B)e=(;)- () = (%)
ABO=(7)-(2) =)
alarys.Seylelikde.

(AB)-C=A-(B-0),

we

we
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yagny ornunagoymalar {icin assosiatiwlik kanunyny alarys.
Indi I -nji we 2-nji setirleri gabat gelyin
E:(l 2 .. n)
1 2 .. n
Ornunagoyma seredelin.Bu ornunagoyma birlik tya-da
kopeltmekde [ —int roluny yerine Vetiryir.Bu yerde berlen [,2,3,....,
sanlardan diizilen islendik A ornunagoyma {icin
AE=E-A=A4
denligin dogrydygyna goz yetirmek kyn déldir.
Eger biz berlen A ornunagoymanyi [-nji we 2-nji setirleriniii
ornuny calgyrsak,onda tize ornunagoymany alarys.Ona A-nyn ters

------

A-A7P=A"1-A=E
bolyanlygyna g6z yetirmek kyn daldir.
Yokardaky aydylanlardan [,2,3,...,sanlardan diizilen
ornunagoymalaryn kopliiginin multiplikatiw topar emele getiryindigi
gelip ¢ykyar.Onun tertibi bolsa n! dendir.Bu topara n-nji derejeli

------

Eger ornunagoymanyn setirlerindiki tertipsizliklerinin
ninwersialarynii jemi jiibiit bolsa, onda oa jiibiit ornunagoyma,tdk

bolan yagdayynda bolsa tik ornunagoyma diyilyir.S,, toparda n?
sany jliblit ornunagoyma bardyr.Olarynt kopliigi topar emele getiryén-

......

belgilenilyér.

Eger biz tdk ornunagoymany tdk ornunagoyma kopeltsek ya-da
Jubiit ornunagoymany jiibilit ornunagoyma kopeltsek, onda jiibiit
ornunagoyma alarys.

Ték we jiibiit ya-da jiibiit we tidk ornunagoymalarynn kopeldilmesi
bolsa bize tik ornunagoyma berer.
Indi bolsa,alamaty calysyan toparyil mysalyna seredeli.
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3!
Mysal.  3-nji derejeli jiibiit ornunagoymalaryn kopliginin tertibi 5

den bolan alamaty calysyan multiplikatiw topary emele
getiryindigini  gorkezmeli.
Cozliisi

3-nji derejeli ornunagoymalaryn hemmesi

-e-(0 3 D20

ot 2 s-(2 Y

s=( 125G 3 1)

53 topary emele getiryindir, yagny
53 = {SG,SI,SE,SE,S‘L,SS}.
Bu topardaky 5,55, 5, ornunagoymalar jiibiitdirler.Olartii topar
bolmaklygyn I-4 sertlerini kanagatlandyryandyklaryny gdrkezelid.
LS,-S,=5,-S,=5, (i=03,4),

S-S, =S5,-5, =5,
2.Yokarda gorkezilsi yaly:
(S;+5)Sk=S:-(S; - Sx), (1,4, k = 0,3,4),
3. 5:5,=5,5="5 (i=034)
4.5,:5,=5,, S5;:5,=5,"5=5,,

55125415:;1 =35;
Diymek, A3 = {S,,53,5,} we |4;| = 3.
Goniikmeler.

[.Omunagoymalarda assosiatiwlik kanunyny barlamaly:

(1 2 3 4) (1 2 3 4)
2 3 4 1/7°\3 4 1 2
2.0rnunagoymalarda assosiatiwlik kanuny barlamaly:
(1 2 3 4) (1 2 3 4) (1 2 3 4)
3 2 1 47\2 3 4 1/7°\4 3 2 1
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3.0rmunagoymanyn ters ornunagoymasyny tapmaly:

203215 93450

40. Bolektoparlar

Kesgitleme . Eger G toparyii A bdlekkopliigi bu toparda
kesgitlenen amala gord topar emele getirydn bolsa, onda A

Teorema.Eger A we B G toparyn bolektoparlary bolsa,onda
AMNB, yagny A we B bolektoparlaryn ikisine-de degisli bolan
elementlerinin kopligi hem G-nyn bolektoparlarydyr.

Subudy.Teoremany subut etmek {igin AMB kesisméinin
elementlerinin G toparda kesgitlenen amala gbrd birinji paragrafdaky
[-4 sertleri kanagatlandyryandygyny barlamak yeterlikmidir.

[.Goy x we ¥ ANB kesismi degisli bolan erkin elementler
bolsun,onda %,y € Awe X,y € B A-nyi we B-nyn G toparyn
bolektoparlary bolmaklaryndan & * )€ A we ¥ * Y€ Balarys.Bu
yerden bolsa & * YEAMB gelip ¢ykyar.

2. ANB kesisménin elementleri G topardan alnan elementlerdir.G
toparyn elementleri ligin bolsa assosiatiwlik kanuny dogrudyr.
3. A we B bolektoparlarda birlik element bardyr, yagny e € A we
e € B. Buyerden e € AMNB gelip gykyar.
4.Goy & A MNB kesisménin erkin elementi bolsun,onda 2 € A we
X EB.

Bolektoparlarynn kesgitlemesine gord A we B bolektoparlarda

k=K *xx =8
serti kanagatlandyryan # element bardyr.Bu yerden, £ €ANB

gelip ¢ykyar.
Subut eden teoremamyzdan asakdaky netjénin gelip
cykyandygyny gorkezmek kyn déldir.
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Netije.G toparyn bolektoparlarynyn islendik sanysynyn
kesigsmesi yene-de G toparyil bolektoparydyr.
G toparyn diie e elementden ybarat bolan bolekkopliginin hem
bolektopar bolyandygyna goz yetirmek kyn déldir.Ona G-nin birlik

......

biri hokmiinde garamak bolar.
Kesgitleme 2. G toparyn birlk we 6ziine den bolmadyk, yagny

A # ewe A # G bolektoparlaryna onuit hususy bolektopary

Indi G-toparyn kébir S bolekkopliigine seredelin.Bu
bolekkopliigi 6ziinde saklayan G toparyn hemme bdlektoparynyn
masgalasyny {H; /i€l} bilen belgililin. Onda yokardaky netiji gori
bu bolektoparlarynyn kesismesi

<5 == n{iEI:SEHf} H;
bolektopar bolyandyr.Bu bolektoparyn S bolekkopliigi 6ziinde
saklayan bolektoparlaryni i kigisi boliakdagy diisniiklidir. << § =
bolektopara S kopliigin G-toparda déreden bolektopary,S-e bolsa
<< § == bolektoparyi emelegerijileriniti kopligi diyilyir.

Mysallara seredelin.

Mysal I.Jibiit sanlaryii kopliiginiii bitin sanlaryi additiw
toparynyn bolektoparydygyny gorkezmeli.

Coziilisi. Jibiit sanlaryn kopliigi bitin sanlaryin bolek kopliigi
bolmak bilen gosmak amalyna gord topar emele getirydndir.Sonun
ticin bu koplikk bitin sanlaryin additiw toparynyn bolektoparydyr.

Mysal 2.4, —alamaty calsyan toparynyi S5, -simmetrik toparyi
bolektoparydygyny gorkezmeli

Coziilisi. A, -jiibiit ornunagoymalaryn kopliigi 5, -toparyii
bolekkopliigidir.

Onun topar emele getiryéindigine bolsa,biz ikinji paragrafda
seredipdik.

Mysal3.E=G g g)weSZG i g)

ornunagoymalardan ybarat kopligiin S -simmetrik toparyi
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bolektoparydygyny gorkezmeli.

Coziliisi Bu yerde bize birinji paragrafdaky [ we 4 sertleri
barlamak yeterlikdir.
ses=(1 2 3)(L 2 3)_(L 23

2 1 3/\2 1 3 1 2 3

[-nji sertden S-ifi ters ornunagoymasynyii yene-de S bolyandygy

gelip ¢ykyar.
Goniikmeler.
1-Berlen K sana kratny bolan sanlaryn kopliginiii bitin sanlaryii
additiw toparynyn bolektoparydygyny gorkezmeli.
2. 55 -simmetrik toparyh hemme bdlektoparlaryny tapmaly.
3.{1; —1;{; —i}-multiplikatiw toparynyii hususy bolektoparyny
tapmaly.
4.n-nji derejeli tik ornunagoymalaryn kopliigi S, -simmetrik toparyn
bolektopary bolup bilermi ?
41.Siklik toparlar.Ele mentin tertibi.

[.Goy bize erkin G toparyii kibir a elementi berlen bolsun,onda
gecen paragrafdan bilsimiz yaly << @ = bolektopar a elementi
0ziinde saklayan G toparyn bolektoparlarynyn i kigisi bolar.Bu
<< @ > boelktopara G toparyn siklik toparyin bolektopary,a elemente

......

Her bir << @ = siklik topary,onun multiplikatiw topary ya-da
additiw topardygyny baglylykda degislilikde {a"/neZ} yada
{na/nel} gomisde yazmak bolarti Z bitin sanlaryn kopligi .

Bu yerden gorniisi yaly siklik topar abeltopary bolyandyr.
Mysallara seredelin.
Mysal LJibiit sanlaryin additiw toparynyn siklik topar
bolyandygyny gorkezmeli.
Cézilisi Berlen topary {..., —6,—4,—2,0,2,4,6, ...}
gorniisde yazalyn. Bu yerden,onun emele getirijisi 2 ya-da -2 bolan
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siklik topar bolyandygy goriinyér.
Mysal 2.Birin n-nji derejeli kokiinii bahalarynyn emele getiren
toparynyil siklik topar bolyandygyny gorkezmeli

CozilisiKompleks sanlar temasyndan bize belli bolsy yaly w
bahalarynyii kopligini {€5,€4, ..., €,_1} gomiisde yazmak
bolar,bu yerde

mhk . . 2wk
&, = Cos =X + isin?ZE Jk=01,...,n—1.
n n
Muawryn formulasynda peydalanyp,bu bahany
k
mh . . 2mk
E, = (Casi—i— :,smz;) =EF, K=01,..,n—1,
n n

gorniisde yazalyn.Seylelikde, berlen topary {8?,81, v, & T“_l}
gorniisde yazmak miimkindir.

Bu topar bolsa,emele getirjisi €3 = Cos — + isin™" belli sikiik
topardyr.

Mysal 3. Alamaty calysyan Aj toparyil siklik topardygyny
gorkezmeli.

Cozlisi. A5 topar
1 2 3 1 2 3 1 2 3
(123631 G132
Ornuna goymalardan diiziilendir,berlen A5 toparyn emele getirijisi

1 2 3
(3 1 2) ornunagoyama bolan siklik topardygyny,yagny

1 2 3
Ay =< ( )>
? 3 1 2
gelip gykyar.
: .. (1 2 3
Bellik. A5 topary emele getirjisi 5 3 1)omunagoyma
bolan siklik topar gorniisde hem yazmak bolar.
I1.Goy yene-de G erkein topar bolup, a onun kébir elementi
bolsun.
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Kesgitlemek ticin,G topary multiplikatiw topar diyip hasap
edip,asakdaky iki miimkingilige garalyn: I) a elemenetii hemme
derejeleri diirli yagny m# 1 {icin @™ # a” bolsun.Bu yagdayda a
elementin tilkeniksiz tertibi bar diyilyar.2)Goy m= 1 {igin
a™ = a” bokunBu Yyerden, a™ " =e (m >n) vyazp
bileris. Bu deiilik bize a elementiii bire dei bolan palazitel
derejelerinifl bolup biljekdigini gérkez;’réir

Indi asakdaky teoremany subud edelin.
Teorema.lslendik ae(r elementin tertibi,onuit doreden siklik

toparynyti tertibine defidir.Eger kéibir K san iicin a@* = e bolsa,onda

ol san a elementiil tertibine bolinyandir.
Subudy.Goy a elementinn tertibi s bolsun.Bu yerden,clementin
tertibinin kesgitlemesine gora

ea a?,..,a%?
diirli elementleri alarys.Bu elementlerin tertibi s bolan << @ > siklik
topary diizgandigine g6z yetirmek kyn dilDiymek,
|<az=|=qg.
Indi kabir K-san iigin a¥ =e diyelin. Bu yerde galyndyly
bolmegin algaritiminden peydalanyp,ol K sany
K=8g+7r, 0=r<gq
gomiisde yazyp bileris. Bu yerden,
ah’ 5q+*r _ (ar) 5, —e-a" =a’
alarys. a¥ = e ondaa” = e alarys.Bu yerden r=0 gelip
¢ykyar.Seylelikde, K=Ss.
Indi toparyn elementinin tertibinin tapylsynyn mysallaryna garalyn.
Mysal 4. .S, -simmetrik toparyi
(1 2 3 4)
23 4 1
elementiniil tertibini tapmaly.
Cozilisi. Bu ornunagoymanyn dordiinji derejesi birlik ornunagoyma
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dendir,yagny

(1 2 3 4)“_(1 2 3 4)

23 4 1 12 3 4

bu bolsa berlen ornunagoymanyn tertbinin 4-e deiligini gorkezyar.
Mysal 5. 2-nji tertipli ayratyn dil kwadrat matrisalaryn

multiplikatiw toparynyn
1 -1
4= (0 —1)

elementiniii tertbini kesgitlemeli.
(Cozilisi. Berlen matrisanyn kwadraty birlk matrisa dendir,yagny
A? = E Bu deiilk A matrisanyn tertbinin ki dendigini gorkezyér.
Goniikmeler.
[.Asakdaky toparlaryn elementlerinifi tertibini tapyi:

SRR S TR ER I

2. A, toparda tertibi ki defi bolan niige element bar ?

3.Islendik topardaky ¥ *¥ = ¥ * ¥ elementlerin tertiplerinin
dendiklerini subud edin.
4.  8-nj tertipli
< a>={eaa*,a? a* a’a®a’}
siklk topardaky tertibi alta defl bolanda hemme elementleri tapym.
42.Toparlaryii izomorflylygy
Goy, G we G’ toparlarda degislilikde * we 0 amallar
kesgitlenen bolsun.G toparyin G’ topara owriilmesini f bilen
belgildlin,yagny fG— & .
Kesgitleme.Eger fG— &' Owiirmede:
[.G toparyi islendik awe b elementleri iigin

fla=b) = f(a)of(b)
bolsa, we
2. fbiyektiw, yagny Ozara birbelgili dwiirme bolsa,onda G we

rrrrrr

G’ toparlara 6zara zomorf diyilyar.
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Indi bu toparlaryin fizomorfiziminiii yonekeyje hisiyetlerine
garap gegelin.

I°. f zomorfizimde G toparyh birtk e elementi (G’ topary

¢’ birllk elementine gecyandir. Hak ykatdan-da, [ -nji sertden
peydalanyp
fla)=f(exa) = f(e)of (a)
fla)=f(a=xe) = f(a)of(e)

detilikleri yazyp bileris.Bu deiiliklerden f(€) elementiii

we

G toparyii birlik clementidigi gelip cykyar,jagny f(€)=e" .

—1
2° Eger f(a)=a’ nolsa, onda fla™) = (ﬁ’ )
bolar.
Hakykatdan-da. I-nj sertden we I° hésiyetden peydalanyp

e'=f(@=fla*a™) = f(a)of(a™®) = @ °p(a™)

we

e'=fle)=f(a* *a) = f(a )of(a) = fla™*)° a’

-1
deilikleri yazyp bileris.Bu deiiliklerden bolsa f (1) = (”r )
bolyandygy goriinyér.

Teorema L.Sol bir tertipdiki hemme siklik toparlar 6zara
izomorfdyrlar.

Subudy.Bu teoremany subut etmek tlicin n-nji tertipli siklik
toparlaryn wlﬁ bahalarynyn multiplikatiw sikliktoparyna
zomorfdyklaryny gorkezmek yeterlikdir.

Teorema 2.Tikeniksiz tertipli hemme siklik toparlar 6zara
izomorfdyrlar.
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Subudy.Teoremany subut etmek {i¢in tiikeniksiz tertipli hemme
siklik toparlaryn bitin sanlaryn additiw toparyna izomorfdyklaryny
gorkezmek yeterlikdir.

Mysal . Polazite] hakyky sanlaryfi multiplikatiw toparynyi
hemme hakyky sanlaryil additiw toparyna izomorfdygyny
gorkezmeli.

Coziilisi. Birinji toparyn her bir a polazitel elmentine ikinji
toparyn In a elementin degiiili edyén éwiirméni f bilen
belgildlin,yagny f=n.

Bu 6wilrménin biyektiwligi diigniklidir. Logarifmin

In(ab) = Ina+ Inb
hisiyetden bolsa,f dwiirméniti [-nji serti kanagatlandyryandygy gelip
cykyar.

Mysal 2. I.- Li,-i sanlardan ybarat bolan multiplikatiw
toparynyn

b=t=(p )=y 4= ) 4=(1 o)

matrisalardan ybarat multiplikatiw topara izomorfdygyny
gorkezmeli.
Cozilisi. Birinji toparyn elementlerini degislilikde ikinji toparyn
elementlerine ge¢irydn Owiirmdniii izomorf dwiirmedigini gorkezelin.
Berlen toparlaryn tertiplerinin defileginden garalyan owiirménin
biyektiwligi gelip cykyar.
Ikinji toparyn abel toparydygyny nazarda tutup, atiakdaky
denliklerden:
fla,-a;) =f(a) =4, =4,-4; = f(a,) f(a;),
(i=0123a,=1a,=—-1,a, =i,a; =—i),
fla-az)= flaz) =43 =4:- 4, = f(ay) - f(ay),
flay-az) = fla,) =4, = A, - 43 = f(ay) - f(as3),
flas-a3) =flapg) =4, =4; - 43 = f(a,) - flaz)
zomorflylygyn kesgitlemesininn birinji sertminn yerine yetyandigini
goryaris. Onda,kesgitlemd gord,berlen toparlaryn izomorfdyklary
gelip ¢ykyar.
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Gonikmeler.
[ Bitin sanlaryit additiw toparynyn jiibiit sanlaryfi additiw
toparyna izomorfdygyny gorkezmeli.
2.Poloztel rasional sanlaryn multiplikatiw topary hemme hakyky
sanlarynn additiw toparyna izomorfdygyny gorkezmeli
3.n-nji tertipli islendik tikkenikli toparyi S,, -simmetrik topara
izomorfdygyny gorkezmeli.
4.0zinit hususy bélektoparyna izomorf bolan toparlary tapyi.
Rasional funksiyalaryn topary.
Asakdaky alty funksiyanyn
1 (- x x-1 1
Gy =%, x:@z *,0;= 1;@4 —¢5= 1— 7

kopliigine seredeliti. Bu koplug1 G={1],2],3],4],5],6]} bilen
belgildlin. Bu kopligin iki elementiniii arasyndaky amaly birinji
funksiyadaky :¥ - ornuna ikinji funksiyany goymak bilen
kesgitlalin.Meselem.

@ f‘l x—l(x—1) 1
Py @y ="=5—= =-=¢

— x x
Pa p—

Bu funksiyalaryn yokardaky usul bilen kesgitlenen amala gord topar
emele getiryandigini gorkezelin.

Lo;-@; =@, (i,j,k =0,1,2,3,4,5) bolyanyandygyna goz
vetirmek kyn déldir.

2.Bu funksiyalar ii¢in assosiatiwlik kanuny dogrudyr.Bu kanunyii
dogrulygyny ¢, ¢z, s funksiyalarda gorkezelin.

S S ot SO o Sre=J o o S
(917 93) @5 =95 el i - x=¢,
= 1 1
Q1 (3 @) =01 = = =0 =P =y
1 1 x @
:—:T: =
P1 o ¢

3. P, funksiya bu toparda birlk elementdir.
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Hakykatdan-da,
Po@ =X @ =@y
w; v, =@,;,(1=0,1,2345).
4.Her bir @; (i =0,1,2,3,4,5) funksiya iigin

Do, P1, P2, P3, P4, P5 funksiyalaryn arasynda
PP =@ P = Py
deiligi kanagatlandyryan ¢9; funksiyany tapmak bolar, Meselem.

1
_es—1 771 1-0-x)
Py " Ps = =1 = 1 =
Pz =
. 1 . 1 x
V5" Ps 1-p, 1-2 a-(x-1)

X =q,

A
1 - = @y
Bu vyerde, @5 funksiyanynn ¢2,-i ters funksiyasy bolyandygyny
gorlinyr.
Funksiyalarynn bu toparynyn tertibi alta denidir.
Funksiyalaryn bu topary abel topary déldir.
Hakykatdan-da,

© @ 1 @ 1 1 x—1 @
1- 3=— 3=—=—x = — = 4
x Py T x
1 1 1
) X _ P1 _ X _ X _ o
P @1 x_1 @1 0, —1 1_1 T—x 1_x Ps
X X

Bu yerden, @1+ @3 F @3 @; gelp cykyar.
A=1{ w,, ©,, @5} seredilen toparyil bolektoparydyr.
A bolektopar emele getirjjisi  ¢2,4 bolan siklik topardyr.
Hakykatdan-da

-1

R £ R T L T

Q=0 9y = " Py = 0, X1 i1 1-1
X

905!
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3

PI=0s Q= Qs Oy =

X
% 1g [ i1 1 =%

Py = Ps, O3> = @5, 05° = @,,
Diymek, A=<¢, >

G={@o, V1, P2, Pz, Ps, P51} topar 2-nji tertipli
=5 1)=EF 4=(] o)A4=( 1)

4= ) A= o) 4= )

kwadrat matrisalaryn multiplikatiw toparyna izomorfdyr.
Hakykatdan-da, eger biz

fle)=4, (i=0,12345)
diysek, onda
flo:i- @;) = f(@)- fe;), (i =012345)
Deiiligin yerme yetjekdigini barlamak kyn déldir.Bu sertmn ¢7; we
(4 funksiyalar tlicin barlanysyny gorkezelin:

i _ o x _ (o) _ ? =x—1= o
Pa " Ps=_—Pa b1 I 1-x=g,
Bu yerde
flos - @.) = fl@.) = A;
alarys.

O Y

Soitky iki defiikden (@3 * @s) = f(@3) " f(@s) gelip cykyar.

Goniikmeler.
1. Dentaraply iigburclugyn aylanmalaryndan taparyin hemme
bolek toparyny tapyn we olaryn haysylarynyn siklik topar
bolyandygyny gorkezin.
2. Rasional funksiyalaryn yokardaky seredilen toparynyn hemme
bolek toparyny tapyn we olaryn haysylarynyn siklik topar bolyandygyny
gorkezin.
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3. Berlen @y, ®©4, @3, @y, @5 funksiyalaryn hemme
jiibiitleri ticin £ (@; - @;) = f(@)- f@;) , (j=0,1,234,5)

sertin yerne yetdndigini gorkezin.

43. BOLEKTOPAR BQYUNCA CATYK KLASLAR.
LAGRANZ TEOREMASY.

Geljekde biz temalarynn beyan edilsiniii yonekeyligi ti¢in,kopleng
yagdayda topar amalyna derek kopeltmegi ulanjakdyrys.

Goy bize G toparyn kébir erkin A bolek topary berlen bolsun.
Eger G toparyn haysy hem bolsa islendik bir X elementini alyp, ony
A bolek toparyil hemme elementlerine c¢epinden kdpeltsek, onda biz
XA kopliigi alarys. Bu kopliige G toparyit A bolek topary boyunca X
elementin doreden g¢ep catyk klasy diyilyar. Sag catyk klas AX hem
edil sununi yaly usul bilen kesgitlenilydr. Sag ¢atyk klaslaryii ¢ep
catyk klaslar yaly kesgitleneni iigin geljekde biz difie ¢ep ¢atyk
klaslar barada giirriin etjekdiris.

Indi ¢ep catyk klaslayn kabir hisyetlerine garalyn:
1. Eger x € A bolsa, onda xA = A

2. Eger x v € A bolsa, onda xA we YA catyk klaslar gabat
gelmeyar.

3. Eger catyk kalaslaryi umumy elementi bar bolsa, onda olar
gabat gelyandir.

4, xA catyk klas X elementi 6ziinde saklayandyr.

Subudy:
1. Eger toparyn hemme elementlerini onun haysy hem bolsa bir
elementine kopeltsek, onda yenede sol toparyn elementi alynar.

2. Bu yerde X * X~ 1 = € boljanlygyny we X 'y € A serti
nazara tutup, 1 hdsyetden peydalanyp
yA=eyA=(x-x")yvA=x(x"1y)A=xA
alarys. Bu bols 2 hisyeti subut edyir.
Goy bize XA we YA catyk klaslar berlip, olaryii umumy @
elementi bar diyelii. Onda A bolek toparda g we h elementler
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tapylyp, umumy elementi xg we xlt gémiislerde yazmak bolar,
yagny
a=xg, (xg €ExA) a=vyh, (vh € y4)

, xg=vh ... . e e
Bu yerden deniligi alarys. Sorky denligin iki bolegni hem

cepden x ™1 sagdan bolsa A~ képeltsek

-1 _ -1
gh™ =x J'Jdef]]igi alarys. g we N elementleriii A bolektopara

degisli bolandyklary sebépli g h™* € A, bu yerden X 1}’ A

alarys. Subut edilen 2 hisyetden bolsa XA = y“qgelip cykyar.
4.Islendik bolektoparyn birlik € elementi 6ziinde
saklayandygy bize bellidir. Egerde biz A  bolek topary X elemente
kopeltsek, onda ol € element hem X kopeldiler. Bu yerden bolsa
X € xA gelip ¢ykyar.
3 hisyetden seyle netije gem gelip ¢ykyar:
Iki ¢ep catyk klas ya gabat gelydr, yada olaryit umumy elementleri
yokdur.
Seylelkde, G toparyi her bir elementini diiie belli bir ¢ep
catyk klaslar boyunga paylanylyandyr. Bu ¢ep catyk klaslaryn
birlesmesinit G topary berjekdigi diisniklidir, yagny

buyerde g; €G
Kesgitleme. Birlesmesi G topary beryan kesismeyan cep catyk
(yada sag catyk) klaslaryfi sanyna A bolektoparyn G topardaky

rrrrrr

Lagranz teoremasy: Tiikenikli topryn tertibi 6ziinini islendik
bolektoparynyn tertibine bolkinyandir.
Subudy: Goy bize tertibi ne den bolan G topar we tertibi m-e
deii bolan onun kébir A bolektopary berlen bolsun.Onda berlen G
topary A bolektopar boyunca kesismeyin catyk klaslaryn jemine den

115



dagatmak bolar.Ol ¢atyk klaslary A,,4,, ... , 4; gdmisde
nomerldlin. Onda

ke
G = UAE-
i=1

alarys.Her bir A; | 1,k) catyk klasyn tertibi A bolektoparyn tertibi
bilen gabat gejyandir, yagny |4;| = |4],(1,2,...,k).

Sonun {i¢gin

Gl =k-|A;] =k- Al

yazyp bileris. |G| = nwe |A| = m sertleri nazarda tutup, soiiky
deiigi =KMo
gorniisde yazmak bolar.Yagny, G toparyn n tertibi A bolektoparynn m
tertibine boKinyar.

Teorema subut edildi.

Netije. L. Toparyn tertibi onunt islendik elementiniii tertibine
bolinyandir.

Subudy.Hakykatdan-da, islendik g € G elementifi tertibi onui
doreden <= g = siklik toparyn tertibi bilen gabat gelydr.Bu siklik
topar bolsa G-nint bolektoparydyr.

Netjje.2. Tertbi yonekey p san bolan topar siklk topardyr.
Subudy.Serte gord |G| = p.Eger biz G toparyii haysy hem bolsa
erkin # € clementin << g = siklik toparyny H bilen belgilesek,onda

Lagranz teoremasyna gora

p=IH|-1
bolar.Bu yerden G =< g == gelip ¢ykyar.

G toparyn tertibiniii islendik bolijjisi iigin G toparda tertibi sol
bolija den bolan bolektopary gézlemek umumy yagdayda dogry
déldir. Meselem,tertibi 12 bolan alamaty calysyan 4-nji derejeli
toparda tertibi 6 bolan bdlektopar yokdyr.

Yone siklik toparlar tigin asakdaky teorema adalatlydyr.

Teorema.Siklik toparyn tertibiniii islendik bolijisi iicin tertibi su
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bolija den bolan bu toparyn siklik bolek topary bardyr.

Subudy.Goy,berlen siklik toparyn tertibi § bolsun.Onun haysy
hem bolsa bir erkin bolijjisini d bilen belgililin we s=dm diyeliii. Eger
a element berlen toparyii emele getirijisi bolsa,onda
a? =qgm = (@m)¢=¢e
bolar.Bu yerden d sanyii << a™ == siklik toparyi tertbidigi gelip
¢cykyar.Bu siklk topar bolsa berlen toparyn bolektoparydyr.

Teorema subut edildi.
Mysallara garalyn.

Mysal 1. Goy bize

el erae( Yeld el )

matrisalardan berlen bolsun.
G toparynn A bolektoparynn boyunca ¢ep catyk klaslaryny tapmaly
we A-nyin G-diki indeksini kesgitlemeli.
Cozilisi. G toparyn A bolektopar boyunga cep catyk klaslaryny
diizelin:
EA={E-E,E-A,}={E,A,}=E,
A -A= {1‘41 -E, A, 'Az} = {Apfqg} = A7,
A A= {Az -E, A - Az}= {AEJE} = 4,
A;-A=1{A;E A A} ={4,,A,} = A"
Bu yerden,
AUA =G
bolyandygy goriinydar.A bolektoparyn G topardaky indeksi iice
dendir.

Mysal 2.Goy G bitin sanlaryii topary we A bolsa {ice kratny
bolan bitin sanlaryn topary bolsun.A bdlektoparyit G topardaky
indeksini kesgitlalin.

Cozilisi.Serte gord,
G=1{..—-3,-2,—-1,01,23,...}
we
A=1{..,-9-6,-3,03,69,..}
G toparyin A bolektopar boyunga kesismeyian catyk klaslaryny
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diizelin:

0+A=A,
1+A4={.,—8,-5-2,147.10,..},
2+A={.,—7,—4,-1,25811,..}.
Beyleki catyk klaslar su ¢atyk klaslaryii haysy hem bolsa biri bilen
gabat gelyandirler. Eger biz bu {i¢ catyk klasy birlesdirsek,onda G
topary alarys, yagny
G=AUu(1+4A)u2+4)
Diymek, A bolektoparynn G topardaky indeksi tige dendir.

Mysal 3.Tertibi 12 bolan << @ == siklik topary hemme
bolektoparlaryny tapmaly.

Coziilisi.Berlen toparyn tertbmnin bolijileri 1,2,3,4,6,12 sanlar
bolarlar. Tertipleri degislilikde bu sanlara den bolan
<a?>,<a®*>,<a*>,<a®*>,<a*>,<a>

siklik toparlar berlen bolsun toparyin hemme
bolektoparlarydyr.Bu toparlary asakdaky gorniisde yazalyii:

< a'? >= {e},

< a® >={e,a®},

< a* >={e,a* a®},

< a® »>={e,a?,a®a’},
< a? >={e,a’,a* a® a? a'"},
< a=={eaa*,a®, .., a}.

Bu yerden toparyn 2 sany hususy dél
bolektoparynyn, yagny == al? > <a>we4 sany hususy
bolektoparynyt, yagny < a® >,<a* > < a®*>,<a* >
bardyklary gortinyar.

Gonikmeler.
l.Simmetrik S; toparyi alamatycalysyan As bolektopar boyunca
cep we sag catyk klaslaryny tapmaly.
2.Elementleri
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1 X x-1 1

= = — _=1— = = - =
@0 x,§01 x!';o.:n X,§03 X—l @4 P ,§0: l—x

finksiyalardan ybarat bolan G toparyn A = {@,, @ } bolektopar
boyun¢a cep ¢atyk klaslaryny tapmaly we A-nyn G-diki indeksini
kesgitlemeli.
3. Tertipleri:
anl8 : bit70 : ¢ii125 : diip™ fp-yonekey sanit: bolan siklik
toparlaryit hemme bdlektoparlaryny tapmaly.
§8.Normal bdlektoparlar.
Kesgitlemesi 1.Goy G toparyin A kibir bolektopary bolsun.Eger G
toparyn islendik y elementi {ligin
xA = Ax fili
verine yetse,onda A bdlektopara G toparyn normal bolektopary

.....

Bu kegitlemeden,yagny il defiikden G toparyn islendik X

elementi we a € A icin

xa<ax

ax = xa”} /2/
defilikleri kanagatlandyryan @  we @ elementleri A-dan tapmak
mimkindigini gelip ¢ykyar.
2. G siklik toparyn islendik G /A faktoar-topary siklik topardyr.
Subudy: Eger ( siklk topar bolsa,onda ony oOzinii birlk
elementinden tapawutly kidbir g elementin doreden topary yaly yazyp
bileris, yagny G ={g). Indi G/A faktoryi g A catyk klasyn
doreden siklk topary  bolyandygyny gorkezelin. Goy x4 G/A
faktor-toparyii erkin gatyk klasy bolsun. Bu X € G elementi g emele
getirijinia ksbir derejesi gérmiisinde yazmak bolar, yagny
x =gt
Bu yerden,
xA = gkA= gtAk = (gA)¥
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gelip ¢ykyar.

3. G / A faktor-toparyn tertibi G toparyi tertibininit boliijisidir.

Subudy: G /A faktor-topar G toparyii A normal bolektopar boyunga
kesismeyin catyk klaslaryndan ybaratdyr. Bu klaslaryii sany bolsa, A
bolektoparyti & topardaky indeksine, Vagny |G/A| deidir.Bu
yerden,

|Gl =1G/Al - |Al

gelip gykyar.
Mysallara garalyn.

Mysal 1. S, / A faktor-topary tapmaly.

Cozilisi. Gegen paragrafymyzyin 1-nji mysalyndan bizin  bilsimiz
yaly A normal bolektopardyr we S5 toparyit A normal bélektopar
boyunca dite iki sany dirli catyk klasy bardyr, yagny

A ={5,,5,,5,.}, A" =1{5,,5;, 55}

Bu ki A; we A3  catyk Klaslaryi topar emele getiryéindigini
gorkezmek kyn daldir. Seylelikde,

G/A={4,, A}

Bu yerde A5 catyk klas G /A faktor-toparyti birlk elementiedir.
Mysal 2. Bitin sanlaryn additiw toparynyn ilice kratny bolan sanlaryi
additiw  topary  boyunca  faktor-topary emele  getiryindigini
gorkezmeli.

Cozilisi: berlen toparlary

G={.,-3-2,-1,0123,..}
A={.,-9-6,-3,0369,..}

gomiislerde yazalyn.Biz catyk klaslary owrenemizde G toparyn A
normal bolek topar boyunca diirli 3 catyk klasynyn

A1+424+ A4

bardygyny bellipdik. Beyleki ¢atyk klaslar bu catyk klaslaryn haysy
hem bolsa biri bilen gabat gelyiindir. Meselem, eger K bitin (otrisatel
va-da polozitel) san bolsa, onda
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3k+A,(Bk+1)+A=1+@Bk+4)=1+A4,
Bk+2)+A=24+Bk+A4A)=2+A4
bolyandyr.
Bu catyk klaslaryn G/A={A,1+ A, 2+ A} Kkoplignii topar
emele getiryandigini gorkezilin.
1. Bu kopligin islendik iki elementinii jemi yene-de sol kopligi
elementini berydndir. Hakykytdan-da,
A+A=AT+A+A=1+A2+A+A=2+A1+A+1+A=2+A
1+A+24+A=3+A=A2+A+2+A=4+A=1+3+A

=1+A
2. Bu elementlerinn jeminin assosiyatiwligi dusniiklidir.
3. A element G /A kopliigiti birlk elementidir. Hakykytdan-da,
A+A1+A+A=1+A424+A+A=2+A
4.Bu koplikde her bir elementin ters (garsylykly) elementi bardyr,
yagny 1+ A
element iicin 2+ A,2 + A element iicin bolsa 1 + A ters element
bolup hyzmat edyar. Hakykatdan-da,
1+A+2+A=3+A=A

Goniikmeler.
1.Jibiit sanlaryn toparynyn alta kratny bolan topar boyungca emele
getirydn faktor-toparyny tapmaly.

1. Asakdaky yagdaylarda G/A  faktor-topary
tapmaly:
a) G -kompleks sanlaryn additiw topary, A-hakyky

sanlaryin bolektopary.

b) G-noldan  tapawutly  kompleks  sanlaryi
multiplikatiw topary, A-hakyky polozitel sanlaryii bélektopary.

c) G -noldan tapawutly kompleks sanlaryti
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d) multiplikativ topary, A-moduly 1-e defi bolan
kompleks sanlaryin bolektopary.
2 Rasional funksiyalaryi

G = {@0,@1, @2,@3,@4,@5,} multiplikatiw toparyn
A= {@0,‘94,@5,} normal bolektopar boyunca emele getirydn

faktor-toparyny tapmaly.
3. Eger

o= DG o6 DG DG
(R A A )

bolsa, onda G / A faktor-topar tapmaly.
44. Gomomorfizler.

Normal bolektopar we faktor-topar diisiinjeleri izomorfizmin
umumylasdyrylan disiinjesi bolan gomomorfizm bilen yakyndan
baglanysyklydyr.

Kesgitleme. Goy G we G'degislilkde * we ° amallar kesgitlenen
kibir toparlar bolsun. Eger G toparyi G topara f:G — G’

10 D)

we

o

owiirmesi, islendik @, b € G elementler iicin

fla=b) = f(a)°f(b) ()

f gomorfizm & toparyii hemme elementlerini G’ toparyn
elementlerinin kibir bolekkopliigine Owiirydndir.

Eger [ gomorfizm biektiw bolsa, onda bize &iiinden belli bolan
izomorfizm alynar.

Izomorfizmiti  bellenilip geclen yonekeyje 1° we 2° hisiyetleri
gomorfizm {icin hem Yerine yetyandir.
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Teorema 1. Eger f G toparyii G' topara gomomorf dwiirmesi

bolsa, onda f(G) koplik G’ toparyfi bdlektoparydyr.
Subudy. Teoremany subut etmek {icin topar bolmaklygyin 1-4

sertlerininn yerine yetyandigini gorkezmek yeterlikdir.
1. Goy @’ we b’ f(G) kopligin elementleri bolsa, onda
fl=a', fB)=V
derilikleri kanagatlandyryan @ we b elementleri G topardan tapmak
miimkindir. (') defiikden peydalanyp
fla=b) =f(a) of(b) =a'ob’
Alarys. Bu yerden a’'0b” € f(G) gelip gykyar.
2. f(G) kopligih G toparyii bolekkopliigi bolany iigin onui
elementleri assosioatiwdirler.
3. G toparyn islendik @ elementi iigin
flay=f(axe) =f(a)of(e) =a'oe
wef (a) = f(e*a) =f(e)of(a) =eoa’
defilikleri yazyp bileris. Bu yerden,e’ elementifi f(G)-niii birlk
elementdigi gelip ¢ykyar.
4. G toparyn erkin @ we € birlik elementleri {igin
fle)=fla+a)=f(a)of(a™) = dofa™)
fle)=fla*+*a) = f(aNof(a) =f(a)oa
defilikleri yazyp bileris. Bu yerden f (a‘lj elementiii @’ elementiit
ters elementidigi gorinydr, yagny f(a™*) = (a’)™* teorema

subut edildi.
Gomomorfizminn yadrosy.

Kesgitleme. f: G = G’ gomomorf wirmede G toparyii €' birlik
elementine  gecyin G toparyi  elementlerinii  kopliigine  f

------

mlis Kernel-s6ziinden alandyr). Yagny

123



Ker f ={a € G|f(a) = €'}
Teorema 2. Islendik  gomomorfizmii  yadrosy  normal
bolektopardyr.

Subudy. Goy bize f: G — G’ gomomorfizm berlen bolsun. [Ki
bilen Ker f-in G toparyt normal bolektopardygyny gorkezeli.
Onuin  lign  topar bolmaklygyn 1,3 we 4 sertlermm yerine
vetyandigini gorkezmek yeterlikdir.

1. Goy Ya,b € Ker f (yagny f(a)—e', f(b) =e"") islendik
elementler bolsun, onda gomomorfizmii kesgitlemesine gord
flaxb) =f(a) of(b) =e'0e” =e"

Alarys. Buyerden @ * b € Ker f gelip ¢ykyar.

3. Izomorfizmin f (E‘) =é hdsiyetinn  gomomorfizm {icin hem
dogrulygyndan € € Ker f gelip cykyar.

4.a € Ker f islendik element bolsun,onda

e =f(e) = flara™) = f@of(a™) = €0 f(a™) = fa™)

alarys. Bu yerden a~ ' € Ker f gelip ¢ykyar.

Indi bola Ker f-int ozinin islendik elementi bilen gatyrymlanan
hemme elementleri 6ziinde saklayandygyny gorkezelin.

Goy X * @ * X! iskndik a € Ker f element bilen catyrymlanan
element bolsun, onda

flaxx™)=f@of(a)of(x™) =f(x)oe'of(x™)=¢
alarys. Bu yerden X * @ * x ! € Ker f gelip cykyar.

Teorema subut edildi.
Gomomorfizmler hakynda teorema.

Goy A bolektopar G toparyii normal bolektopary bolsun. Eger biz &
toparyi her bir X elementine sol elementii yatan X * A catyk
klasyny degisli etsek, onda G toparyn & /A faktor-topara wiirmesini

alarys.
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Iki gatyk klasyn kopeltmesinii yene-de catyk klas bolyandygyndan ¢2
owiirmesinin  gomomorfizmdigi gelip ¢ykyar. Hakykatdan-da G-
toparyn islendik X we V' elementleri iicin

f[:x*}r): l:x*y)x}l:(x*}f)xﬁ*ﬁ:x#ﬂ*}r*ﬁ:f{x)gft}})
yerine yetyandir.

Alnan gomomorfizme G toparyt G /A faktor-topara bolan tebigy
gomomorfizmy diyilyir. Bu gomomorfizmii yadrosy bolup A
normal bolektoparyin hyzmat etjekdigi diigniiklidir.

Bu YVerden, G toparyil difle normal bdlektoparynyii bu toparyi
gomomorfizmlerinin ~ yadrolary bolup  hyzmat etjekdikleri gelip

cykyar.
Bu netije normal boélektoparynn yene-de bir kesgitlemesi hokmiinde
seretmek bolar.

Teorema 3. Goy G toparyt G topara f gomomorfizmi berlip, A bu
gomomorfizm Yadrosy bolsun. Onda G’ topar G /A faktor-topara
izomrfdyr, 6zi hem ol bu toparlaryil birmjisinii kinjisine seyle bir ¢2
izomorf Swiirmesi bolup, f we @ oSwiirmelerii yzygider Verine
yetiritlmeginit  netijesi &  toparyn G /A  faktor-topara  tebigy
gomomorfizmi bilen gabat gelyar.

Subudy: Goy G’ toparyn kabir erkin elementi x' bolsun, y bolsa
flx)= x' defiligi kanagatlandyryan G toparyi elementi bolsun.
f gomomorfizmin A  yadrosynyn islendk @ elementi iigin
f(a) = € bolyandygyna gori
flx*a)=f(x)of(a)=x"0e =x'

yerine yetyandir. Bu yerden f gomomorfizmin X * A catyk klasyn
hemme elementlerini X' elemente owiiryandigi gelip ¢ykyar.

Beyleki  tarapdan, eger Z element f(Z) = x' denligi
kanagatlandyryan G toparyh islendik bir elementi bolsa, onda
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fG =) =fxDof@ =[] ox =) ox'=¢
yagny X~ 1*Z =a diysek, onda Z=2x*@a, yagny Z element
x * A catyk klasda saklanyandyr.

Seyleliikde, f gomomorfizmde G’ toparyii berlen X elementine
owriilydn elementleri bir yere toplasak, onda biz catyk klasy alarys.
G' toparyii her bir X' elementine, f gomomorfizmde obrazy x'
bolyan G toparyi hemme elementleriniii toplumy bolan & -toparyn A
normal bélektopar boyunga catyk klasyny degisli edyin degislik G
toparyn (/A faktor-topara 6zara birbelgili éwiirmesi bolar.

Bu ¢ 6wiirme izomorfizmdir. Sebébi

e(x)=x*A, @@ )=y*A

(bu yerde f(x) =", f) =y we flx*y) =fF(x) o f(3) )
denliklerden
qg::x’(_)y’]:x*}r*ﬂ:x*}rmﬂ*ﬂ:x*ﬂx}r*ﬂ:@(x’]xf(}r’)
gelip cykyar.

Seylelikde, G toparyn f(x)=x" deflligi kanagatlandyryan
islendik X elementi {igin elfC]l =) =x+4

defilik Verine yetyir. Bu bolsa f gomomorfizmii we ¢ izomorfizmii
yzygider Verine Vetirilmesinii G toparyn islendik elementini G /A
fakr-toparyin X * A catyk klasyna owiiryindigini gorkezyr.

Teorema subut edildi.

Mysal 1. Goy G bitin sanlaryii additiw topary, G’ bolsa € birlik we b
elementlerden ybarat bolan topar bolsun. G toparyii jibit we tik
elementlerini G’ toparyii degish € we b’ elementlerine geciryin f
Owiirminint gomomorfizmdigini gdérkezmeli.

Cozilisi. Goy k we m G toparyii erkin elementleri bolsun. Eger
olaryii ikisem jiibiit san bolsa, onda k + 1 hem jiibiitdir we
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flk+m)—e'oe =f(k)o f(m]alarys.
Eger ol sanlaryn biri jiibiit (meselem k ), beylekisi tik bolsa, onda

Fi:—|—ih‘r?,t’<iksandyrwefﬂ{+Tnj’I =b=e'ob= f(k)of(m)

alarys. Eger k we m sanlaryn ikisem tik bolsa, onda k + m jiibiitdir
we flk+m)=e"=bob=f(k)of(m)

alarys. Bu yerden, gomomorfizmiti kesgitlemesine gord [ Owiirméinii
gomomorfizmdigi gelip ¢ykyar. Jiibiit sanlaryii bolektopary bolsa, f
gomomorfizmin yadrosy bolup hyzmat edyér.

Mysal 2. Tertibi 4-e dei bolan sklik G = {e, a,a?,a*} toparyn,
tertibi 6-a den bolan siklik G’ = {e',b,b* b* b*,b} topara
bolan gomomorfizmlerinin hemmesini tapmaly.

Cozilisi. Toparlaryn berlisinden gorniisi yaly a web
elementler degisliikde G we G’ toparlaryi emele  getirijileridir.
Gomomorfizmiin  kesgitlemesinden we onuin f (e) = e' hisiyetinden
peydalanyp, a*=e bolyandygyny nazarda tutup
e' =f(e) = f(a*) = flaf(a)f(a)f(a) = [f()]*
detiligi alarys. Indi G” toparyi
[f(a)]* =€
Deriligi  kanagatlandyryan elementlerini tapaly. G' toparda seyle
elementlerin dite ikisi, yagny €' we b* bardyr. Bu elemenleriii basga
islendik elementin 4-nji derejesi birlik elemente den bolup bilmez.

Seylelikde, biz iki gomomorfizmi, yagny fi(a) = e’ we
f(a)=Db> alarys. Olaryi birinjisinde G toparyii hemme
elementleri G toparyn e' elementine gecer,
vagny fi:e,a,a*,a® — e'. Bu yerde f; gomomorfizmiti yadrosy
G toparyn 6z bilen gabat gelyar, yagny Kerf, = G.

Indi fz gomomorfizme seredeli.
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_f:q_(ﬂ) — szfz(az) — l:bajz — e.f, E(az) — (bz)a — EI \ ba — sz
fola*)=fr(e) =€

detiliklerden @ we a® elementin b® elemente, @* we e elementlerii
bolsa e’ elemente gecyandigi gorinyar. Seylelikde,
fore,a’ — e'; a,a®* — b* gomomorfizmi alarys. Bu yerde f
gomomorfizmiti yadrosy e we a® elementlerden ybaratdyr, yagny
Kerf, = {e,a’}.

Mysal 3. S; simmetrik toparyn S5 /A, faktor-topara bolan
tebigy gomomorfizmini tapmaly.

Cozilisi. Bize A, alamaty calysyan toparyn S; toparyi
normal bolek topardygy onden bellidir. S5 toparyn A5 topar boyunca
diirli iki catyk A5 we A3 klasy bardyr.

A; catyk klas jibiit orna goymalardan, A3 bolsa tik orna
goymalardan ybaratdyr. S; toparyn S,,5,,5, — jibit orna
goymalaryny A5 catyk klasa, S;,53,55 — tik orna goymalary bolsa
A3 catyk klasa geciryin ¥ swiirme S5 toparyii 55 /A5 topara bolan
tebigy gomomorfizmidir, yagny
Y §p,85,5, = Aa; 51,583,855 — Ai.

Gonikme ler.

1.Biitin sanlaryn toparynyn - 1 we 1 sanlardan dizilen
multiplikatiw topara bolan gomomorfizmlerini tapmaly.

2.Skklik G = {a™) toparyn sklik G' = {a™) topara bolan
gomomorfizmlerinin - hemmesini  tapmaly we olaryn  yadrolaryny
gorkezmeli:

af n=4, m=4
b/ n=4, m=12
¢/ n=12, m=4
d/ n=12, m=15
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3.Rasional funksijalaryii G = {@o, 91, P2, @3, Pu, @5}
multiplikativv  toparynyn S; topara bolan gomomorfizmlerinii

hemmesini tapmaly we olaryn yadrolaryny gorkezmeli.
4.Rasional sanlaryn additiw toparyny biitin sanlaryn additiw
toparyna gomomorf oéwriip bolmayandygyny subut etmeli.
45. Catyrymly elementlerii klaslary. Toparyn merkezi.
Catyrymly elementlerin asakdaky elementlerine seredelin:
1.Her bir element 6zi bilen catyrymlydyr, yagny

a=eae .

2.Eger a element b element bilen catyrymly bolsa, onda b
hem a bilen catyrymlydyr.

Hakykatdan-da, goy @ = xbx~* bolsun. Bu yerden,

x lax=x"txbx x=b
alarys.

3.Eger a element b element bilen catyrymly b bolsa ¢
element bilen catyrymly bolsa, onda a element € bilen
catyrymlydyr.

Hakykatdan-da, goy a=xbx™* we b =yby™?!
bolsun., onda
a=xycx ty ! = xye(xy)?
yagny @ we ¢ elementlerin catyrymlylygyny alarys.

Berlen element  bilen catyrymly elementlerin  kopligi

catyrymly elementlerin  klasyny diizgar. Sona gora her bir topary
Jubiit-jubtitden kesismeyan Klaslara dagytmak bolar.

Kesgiteme 1. G toparyin hemme elementleri bilen
kommutatiw bolan bu toparyn elementlerinin kopligine, yagny
Z(G)={z€EG:za=az hemme a EG}

''''''

Teorema 1. Z(G) koplik G toparyii normal bélek toparydyr.
Subudy. ki bilen Z(G) koligiti G toparyii bolek
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toparydygyny gorkezelin. Onui dcin toparyn 1,2, we 4 sertlerini
barlalym.

1.Goy x,y € Z(G) islendik elementler bolsun. Onda
merkezin kesgitlkmesine gori, islendik a € G iicin xa = ax we
ya = ay gogrudyr. Bu yerden,
xya = xay = axy
yagny, xy € Z(G) alarys.

3. ea = ae bolany icin e € Z(G) alarys.

4. Goy x € Z(G) erkin element bolsun, onda merkezii

@ =0X deligi alarys. Bu desligin iki bolegin

ax ' =x"1a

kesgitlemesine géréix

hem cepden we sagdan x ™2 elemente kdpeldip
detligi alarys. Bu yerden, x~* € Z(G) gelip cykyar.

Diymek, Z(G) koplik G toparyi bolek toparydyr.

Indi onui G toparyii normal bolek toparydygyny gorkezeli.
Goy z € Z(G) islendik element bolsun, onda G toparyii her bir @

elementi iicin @

= @Zgeiligi alarys. Bu verden, a l‘za=z
alarys, yagny Z(G) bolek toparyi her bir elementi 6zi bilen
catyrymlydyr. Bu bola  Z(G) merkezii G toparyn bolek
topardygyny gorkezyar. Teoreme subut edildi.

Kesgitktme 2. Berlen z € G element bilen kommutatiw
bolan G hemme elementlerin kopliigine, yagny
C(z) ={a € G:za = az}
Z elementin  merkezlesdirijisi diyilyar.

Teorema 2. C(z) koplik G toparyn bslek toparydyr.

Subudy. Teoremany subut etmek dcin toparyn 1,3 we 4
sertlerinin yerine yetyandigini barlamak yeterlikdir.
1.Eger a,b € C(z) islendik elementler iicin kesgitlemi gori
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za = az we zb = bz denlikleri alarys. Bu yerden bolsa,

zab = azb = abz yagny ab € C(z) alarys.

3. ez =ze detlikden, e elementin  C(z) koplige
degislidigi goriinyar.

4. Goy a € C(z) erkin element bolsun, onda az = za
denlik dogrudyr. Bu denligin iki bolegini hem cepden we sagdan
a~ ! elemente kapeldip

za l=a1z
detiligi, yagny a~* € C(z) alarys.

Seylelikde, €(z) koplik & toparyii bolek toparydyr.

Dirli elementler arkaly a element bilen catyrymlanan

elementlerin gabat gelmekleri hem mimkindir. Berlen @ element

bilen catyrymlanan elementlerin  sanyny bilmek icin asakdaky
teoremany peydalanmak bolar.

Teorema 3. Berlen a element bilen catyrykly elementler G
toparyn € (@) normal bolektopary boyunca cep catyk klaslary bilen
Ozara  birbelgilidegisliikde  bolyarlar,  yagny sol  catyrykly
elementleriii sany C (@) bolektoparyin G topardaky indeksine deiidir.

Subudy. Goy bize @ element bilen catyrymly iki sany xax
we ya}f_l element berlen bolsun. Bu elementlere xC(a) we
yC(a) catyk klaslary degisli edelii we xax~* = yay ™ bolanda
1

1

. xax~ ! =yay?

xC(a) = yC(a) bolyandygyny gorkezelit.
Deiligiii iki bolegini hem cepden ¥t

X

elemente, sagdan bolsa ¥

-1 -1 __
elemente kopeldip? XX = @ geiligi alarys.Bu deiiligi

y‘lxa(y‘lxj‘l —
bolyandygyny goreris.
-1 _
Catyk Klaslaryii 1° hasigetine gora” xC(a) = C(a)
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denligi alarys. Bu denligin iki bolegini hem cepden y elemente
képeldipxcia] = J"‘C(a]deﬁligi alarys. Bu bolsa ol catyk Klaslaryn
gabat gelyandigini gorkezyar.

Seylelikde, @ elemente catyrymlanan elementler bilen C(a)

merkezlesdiriji boyunca alnan catyk klaslaryn arasynda 6zara
birbelgili degisliligi gurup bileris.

Mysallara garalyn.

Mysal 1. 55 simmetrik toparyn

S=(3 1 o)

elementinin merkezlesdirijisini tapmaly.
Cozilisi. Biz €(S,) merkezlesdirijisini tapmak iicin
5,:5, =855,
denligi kanagatlandyryan S; ornunagoymalary tapmalydyrys. Bu

ornunagoymany (x y ) bilen belgilap

(1 2 3)(1 2 3)=(1 2 3)(1 2 3)

31 2/\x y z x y z/J\3 1 2

denligi kanagatlandyryan X,V,Z nabelllerin  hemme bahalaryny
tapalyn. Bu denligi

(1 2 3)_(1 2 3)(1 2 3)
z x y/] \x y zJ\3 1 2
. . Xy z
gorniisde vazalyn we onun iki bolegini hem cepden (1 2 3)
ornunagoyma kopeldelin. Onda
(x y Z)_(l 2 3)
z x ¥y \3 1 2
defligi alarys. Bu yerden, 1) x =1, y =12, z=3; 2)

x=2,yv=3, z=1; 3)x =3, y=1, z=2 bahalary
taparys.
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1 2 3 . - -y
(z ¥ j}’) ornunagoymada  X,V,Z nabellilerii tapylan

bahalaryny orgunazgoy;p Lo 3 L o 3
C(-S“j'z{(l 2 3)*(2 3 1)*(3 1 2)}

1 2 3 , . e
S, = (3 1 2) ornunagoymanyn merkezlesdirijisini alarys.

Mysal 2. A alamaty calysyan toparyii merkezini tapmaly.

Cozilisi. Bu toparyn S, tozdestwolayyn ornunagoymasynyii
A5 toparyt hemme elmentleri bilen kommutativ  boljakdygy
diisniiklidir. Sonuii iicin S, € Z(A45).

S, = G g i) ornunagoyma garalyn. Onun ticin

S8y =550 5205, =555 S5;°8,=5,5=5,
Deiiliklerin dogrudygyny goz yetirmek kyn daldir.
Bu yerden, S, € Z(A;) alarys.

Indi bolsa, S, elementin merkeze degisliligini gorkezelit.
Asakdaky denliklerden
SsS0=3S50"S8s Sy4tS53=35,"5,="50 S4:5,=254"5
S, € Z(A3) gelip cykyar.

Seylelikde, A toparyn

2a={; ; 3G 3 DG 1

merkezini alarys.Bu yerden A, toparyn 6zinin merkezi bilen gabat
gelyandigi gorinyar.
Mysal 3. S5 simmetrik toparyi
1 2 3
=3 1 3)
* 3 1 2

elementi bilen catyrymly elementlerin klasyny tapmaly.
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Coziilisi. Birinji mysaldan bilsimiz yaly bu elementin
merkezlesdirijisi A5 topardyr. Berlen S, toparyn  C(S,)
merkezlesdiriji boyunca dirli iki catyk klasy bardyr, tik we jiibiit
ornunagoymalaryn catyk klaslary. Haysy hem bolsa bir jiibit we bir

tak, meselem, G g g) we G g g) ornunagoymalary

alyp, bu ornunagoymalar arkaly S, ornunagoyma catyrymlanan
elementleri tapalyn:
-1

C2I6ID62Y -G )-
=Gl§ E)Ggi )52 =03 2612659
:(2 3 1)'

Bu yerden, {G i g),@ g i)} Klasyny alarys.

Gonikme ler.
1. Ikinji tertipli kwadrat matrisalaryn multiplikatiw toparynyn
-1 0 1 1
4=(y 1) A= 1)
2 0 1 b) 0 1

elementinin merkezlesdirijisini tapmaly.
2. 55 simmetrik toparyi merkezini tapmaly.
3. 5, simmetrik toparyii
1 2 3 4 1 2 3 4
a)(z 1 4 3) b)(z 4 3 1)
elementi bilen catyrymly elementlerin klasyny tapmaly.
46. Silow teoremasy.

Lemma. Eger G abel toparyn tertbi P yonekey sana
bolinyan bolsa, onda bu toparda P tertipli element bardyr.
Subudy. Eger |G| = p bolsa, onda G siklik topar bolup,
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onun birlik elementinden beyleki hemme elementlerinin tertibi p den
bolar.

Eger |G| diizme san bolsa, onda onuii hususy bolek toparlary
bolar. Goy A berlen ( abel toparynyin hususy bolek toparlary
bolsun, onda |G| = |A||G/A| denligi yazyp bileris. Bu yerde
asakdaky iki yagdaya seredelin:

1) |A| san p bolinyar;

2) |G/ A| san p bolinyar.

Eger A bolek toparyi tertibi 1 bolingin bolsa, onda yokardaky yaly
pikiryoretme bilen A bolek toparda ya tertibi P den bolanelement
taparys, ya-da hazirki seredyan iki yagdaymyza gaydyp geleris.

Eger |G/A| = p bolsa, onda G /A siklik topar bolup, onuit
islendik  xA elementi iicin  (xA)? = A denlik yerine yeter, yagny
onun  A-dan tapawutly islendik elementinin tertibi P deni bolar. Indi
G toparyn G /A faktor-topar bolan 1 tebigy gomomorfizmine
seredelii. Bu gomomorfizmde G toparyn elementinin tertibi onuii
obrazynyn tertibine bolinyandir. Hakykatdan-da, ™ tertipi g
element iicin A =1 (e) = Y(g™) = [W(g)]"* vazyp bileris.

Goy k [Y(g)]* = A deiligi kangatiandyrsan i kici
polozitel san diyelin. Onda 7T san Kk sana bokinmelidir. Ciinki
tersine bolan yagdayynda, yagny

n=KS+r, (r>K)
bolanda,

A=iy(2)6" >"=i w(@)s" v (g)d"

deiliklerden gorniisi valy, garsylyga ducar bolarys.
Diymek,G toparyn y elementinin tertbi GnA faktor-toparyn yA
elementinii tertibine bolinmelidir. Bizin seredydn yagdayymyzda yA
elementin tertibi p dendir, onda y elementin tertibi kabir pm sana den

bolar, yagny
o=y M=)
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Bu Verden, G toparda tertibi p-e deni bolan y" elementii bardygy
gelip cykyar.

Eger GnA faktor-toparyn tertibi p-e bolinydn bolsa, onda
yokardaky yaly pikiryoretme bilen GnA faktor-toparda tertibi p-e den
bolan element taparys ya-da onki sereden iki yagdayymyza gaydyp
geleris. Bu yagdaylardaky G toparynl hususy bdlektoparynyin we onui
ol Dbolektopar boyunga faktor-toparynyn tertipleri G  toparyn
tertibinden kigi bolarlar.

Seylelikde, biz yokardaky yaly pikirydretme prosessimizi dowam
etdirip, G toparyn tilkkenikli bolany ticin ahyrda bu toparda tertibi p

deni bolan element taparys.

Lemma subut edildi.

Silow teoremasy. Eger tiikenikli toparyii tertibi p* bélinyin bolsa,
bu toparyi p~ tertipli bélektopary bardyr.

Subudy. Goy Z(G) G toparyin merkezi bolsun. Bu merkez
tertbinini p yonekey sana boélinydin we bolinmeyin yagdaylaryna
garalyn.

Eger |Z(G)| p sana boliinydan bolsa, onda Z(G) merkezim abel topar
bolany {licin lemma gord bu merkezde p tertipli element bolmalydyr.
bu elementin doreden siklik toparyny A bilen belgilesek, onda
|G|=|A|'|GnA| yazyp bileris, bu yerde |GhA| p sana bolinydndir. Biz
yokardaky yaly pikiryoretmek prosessini dowam etdirip, A toparda
tertibi p“! bolan bolektopar taparys. Eger biz G—GhA tertibi
gomomorfizmde  obrazlary sol  bolektopary  berydn  hemme
clementlerii  kopligi B bilen belglesek, onda ol p*?! tertipli
bolektoparymyz BnA faktor-topar bilen gabat geler. Bu yerde
IBI=|A|-|BiiA| denlikden |B|=pk alarys. Seylelkde, G toparda pk
tertipli B bolektopar taparys.

Indi Z(G) merkezin tertibini p sana bdoliinmeyin yagdayyna
garalyn. Bu yagdayda G topary catyrymlanan elementleri
klaslarynyn jemine dargadalyn:

G=2(G)UK(a1) V...UK(an)

Bu yerde K(aj) klas a; element bilen catyrymlanan elementlerin
kopligidir, Z(G) merkez bolsa yekeelementli klaslary emele getiryan
elementlerin kopliigi bilen gabat gelyandir. Bu dargatmadan

IGI=IZ(G)[+[K (@)[+-..+|K (@n)|
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deniligi alarys.

|G| bu yerde p sana bolinip, |Z(G)| bolsa oma bolinydn déldir.
Sonunt licin sorky denlikden gbrniisi yaly tertibi p sana boliinmeyin
kdabir K(aj) klas bolmalydyr. Bu klasyn tertibi bolsa, C(aj)
merkezlesdirjinmt G topardaky  indeksine dendr,  yagny
IGIF|C(a)|"[K(ai). Bu defilk |C(aj)l-nit p  bélinmeyéindigini
gorkezyar. K(aj) klasyn tertbinii birden uludygyna gord |C(a;)|<|G|
bolar.

Yokardaky yaly pikiryoretmini C(a;) topara hem ulanalyf.

Seylelikde, sunui yaly pikiryoretme prosessimizi dowam etdirip,

ahyrda G toparda p* tertipli bolektopar taparys. Teorema subut
edildi.

Netije nKosinii _teoremasyn. Eger tikkenkli toparyn tertibi
yonekey sana bolinyan bolsa, onda ol toparda p tertipli element
bardyr.

47. TOP@RLARYN GONI KOPELTMESI.

DASKY GONI KOPELTME. Goy bize iki sans G; we G, topar
berlen bolsun. Bu toparlardaky kesgitlenen amallary degisliikde o
we O bilen belgil alm.

Berlen toparlar boyunca tize topar guralyn. Onui Ugin bize tize
toparyn elementlermin we onda kesgitlenen amaly gorkezmek
zerurdyr.

Elementleri  (vi,yi)) (Vi€Gi,Vi€G,) gorniisddki hemme jiibiitelrden
ybarat kopliige seredelin. Bu koplikde * amaly

(i6Ys) * (FmYn)=(Fke Ym,YsOyn)
gomiisde kesgitlilin. Taze diizilen koplign * amala gord topar
emele getiryandigini barlamak kyn dil Bizit guran bu toparymyza
G1 we G, toparlaryn dagky goni kopeltmesi diyilyir we Gi1yG:
gorniisde belgilenyar.

Yazgynyn yonekeyligi iicin geliekde biz o, o, * amallary nokat
bilen anlatjakdyrys.  Abel toparlarynyn additw = yazgylaryna
seredenimizde bolsa, olaryt goni jemi G; @ G, hakynda giiriit
etjekdiris.

G1yG, goni kopeltme degisliikde G; we G, toparlara izomorf

bolan Giye’ we eyG; tbu yerde e€G, birlik elementlerdirn
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bolektoparlary 6ziinde saklayandyr. Bize o((y,y))=(y,y) gorniisde
berlen  @:G1yG?GoyGr Owirme Gi1yGy we GoyGp  toparlaryn
izomorflylygyny beryar. Eger bize iic G1,G2,G3 topar berlen bolsa,
onda olaryn (G1yG2)yGs we G1y(GoyG3) goni kopeltmeleri barada
girrin edip bileris. Bu yerde w((y,Y),2)=(7,(y,2)) Owirmanin komegi
bilen (G1yG2)yGs we G1y(GoyGs) goni kopeltmelerin  arasynda
zomorflylyk gurup bileis. GoOnmi  kopeltmegii  kommutatiwlk — we
assosiatiwlk hasiyetleri tiikenkli sany G1,G2,...,Gn toparlaryin goni
kopeltmesi hakynda giirriin etméige we ony
G1yGyy...yGn= [ [1=4 Gi
gorniisde yazmaga miimkingilik beryar.

TOPARY GONI KOPELTMA DAGATMAK.

Teorema. Goy A1 we Az, AiNAz=e serti kanagatlandyryan G
toparyn normal bdlektoparlary bolsun. Onda Aj; bolektoparyi
elementleri Az bolektoparyn elementleri bilen kommutatiwdirler.

Subudy.Goy v we y degisliikde A; we A, normal bolektoparlaryn
erkin elementleri dijelii we z=yyy'y' eclemente garalyn. Bu
elementii z=y(yy'y) yazgysyndan zEA; alarys. Sebibi sert boyunga
y.y'€A; we A; normal bolektopar Ozimii  elementleri bilen
catyrymlanan G toparyii hemme elementlermi 6ziinde saklayar,
Vagny yy'y'€A;. Bu yerden bolsa y we yyly' elementlerii
kopeltmek hasylynynn A; bolektopara degislidigi gelip ¢ykyar. Sunun
yaly pikiryoretme bilen z=(yyylly' vVazgydan zEA, alarys.
Teoremanyil sertine gord A; we A; bolektoparlarynn diie birlk e
elemente defi bolan umumy elementi bardyr. Sonuii tigin y-y-y'=e.
Bu yerden, yy=yy gelip ¢ykyar.

Teorema 2, Goy A1 we Ay kibir G toparyn normal bolektoparlary
bolsun. Eger A1NA, we A;-A»,=G bolsa, onda G topar AiyA; goni
kopeltmd izomorfdyr.

Subudy. Dagky Aj;yA; goni kopeltmd garalyn we her bir
(y1,y1) EA1yA, jibiite G toparyn yi-y2 elementini degisli edelin.
Seyle degislilik bize gomomorf berer.

Hakykatdan-da, (y1,Y1) (32,Y2)=y1¥2,y1y2) elemente G toparyn
Vi'y2'y1'y2 elementi degisli bolar. Birinji teorema gord yoy1=y1y2. Bu
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yerden — y1y2Y1Yo=Y1y1¥2Y2=(Y1,Y1)(¥2.Y2), yagny  jibiitlerin
kopeltmesine dendigi gelip c¢ykyar.

Indi bu gomomorf Owriliminii izomorf Owrilmwdigini, yagny G
topar bilen AiyA; goni  kopeltmdnii  arasyndaky  degisliligin
birbelgilidigini  gorkezelin. Goy yi,y2 EA1 We Vyi,y2 EAy elementler
iicih y1y1=yoy» dijelii. Bu yerden yi-yo»'=y17'-y» alarys. Bu deiiligii
cep bolegi A1 bolektopara, sag bolegi bolsa A, bolektopara degislidir.
Bu yerden, teoremanyn AjNAz=e sertinde gord, y1=Yy, we y1=y» gelip
cykyar.

Teorema subut edildi.

Ikinji teoremanyn sertini kanagatlandyryan G topara onuin A; we
A, bolektoparlarynynn icki goni kopeltmesi diyilydr. G topar goni
kopeldjjiler gorniisinde 6ziinde A; we Ay bolektoparlary saklayandyr.

Bu bolsa ony dasky goni kopeltmeden tapawutlandyryar.

Goniikmeler.

1. Sz-toparyn 6ziinin hususy bolektoparlarynyn goni kdpeltmesine
dagamayandygyny gorkezmeli.

2. Tikenikli toparlaryn goni kopeltmesiniii tertibini kesgitlin.

3. Noldan tapawutly hakyky sanlaryn multplikatiw toparynyn 1 we -1
sanlardan ybarat bolan multplikatiw toparyn we poloztel hakyky
sanlaryi  multplkatiw  toparynyn goni kompleksi bolyandygyny
gorkezmeli.

48. ABEL TOPARLARYN GONI JEML.

Abel toparlary Uicin amaly additiw yazgysy amatly we giiiden
ulanylyan yazgydyr. Sonui i¢in biz abel toparlarynyn goéni jemini
Oowrenenimizde bu yazgydan peydalanjakdyrys.

Teorema 1. Tiikenikli tertipli Aj,Ay,...Ax abel toparlarynyn A jemi
tikenikli abel topardyr we onun tertbi gomi  gosulyjylaryn
tertiplerinin kopeltmek hasylyna dendyr, yagny

A=IAL Al |Ad

Subudy. Goni A jemin elementini

(a1,a2,...ax) nln

gorniisde yazalyn, bu vyerde aj; €Aq, a2€A2,.., acEA,. nln
sistemada a; element |A;| bahany, a, element |A;| bahany alyp
bilyindiklerme gord, nln sistemanyil diich  bahalarynyn sany
|A1]-|Az|"...-|Ak| dendir. Teorema subut edildi.
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Teorema2. Eger <a> siklik toparyn n tertibini iki sany s we t 0zara
yonekey natural sanlaryn kopeltmek hasylyna, yagny

n=s-t, (s:t)=1

gormiisde yazmak mimkin bolsa, ona <a> topar tertipleri
degislilikde s we tbolan iki siklk toparyil géni jemine dagayandyr.

Subudy. Eger b=ta diysek, onda

s-b=(s-t)-a=n-a=0

alarys. 0<k<s densizlikleri kanagatlandyryan k san {icin

k-b=k-t-a#0

bolyandyr. Bu yerden <b> bdlek toparyn tertbinii s-e deidigi
gelip ¢ykyar. Edil su usul bilen c=sa elementin doreden <c> siklik
bolektoparyn tertibininn t denidigini gérkezmek bolyar.

Indi <b> we <c> toparlaryn diie nula deit bolan umumy elementi
saklayandyklaryny gorkezeln. Eger bu toparlaryn nuldan tapawutly
umumy elementi bar bolsa, onda k-b=b-C deiilk yerine yeter yaly k
we | sanlar (0<k<s, 0<I<t) tapylar. Bu yerden

k-t-a=l's-a

deiiligi alarys. Onda k't we Is sanlaryn n-den kici
bolyandyklaryna gord k-t=I's bolar. Bu bolas s we t sanlaryn 6zara
yonekeylik sertine ters gelydr. Seylelikde, <b>N<c>=0 alarys.

Indi bolsa, <a> toparyn islendik elementini <b> we <c>
bolektoparynn elementlermnt jemi gorniisinde anladyp bolyandygyny
gorkezelin.

Hakykatdan-da, s we t sanlaryn 6zara yonekeylik sertinden

s-uttu=1

denligi kanagatlandyryan u we 9 bitin sanlary tapmak miimkindigi
gelip ¢ykyar. Bu yerden

a=9(ta)+u(sa)=9b+us
bolar. Seylelikde,

<a>=<b>@<c>
goni jemi alarys, Teorema subut edildi.

Mysal 1. Vil bahalarynyin emele getirydn siklk toparyny abel
toparlarynyn goni kdpeltmesine dagytmaly.
T . T
Coziilisi. Berlen topar emele getirijisi £1=C0S 3t iSlﬂ; bolan 6-

njy tertiph siklik topardyr. Onun tertibini 6zara yonekey 2 we 3
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sanlaryn kopeltmek hasyly gomiisinde yazmak miimkindir. Sonun
21 .21
{igih <e;> topar emele getirijileri &,°=COS ?—r+ i Sln?-r we

€1°=c0s TT+i sinT bolan siklk toparlaryii goni kopeltmesine dagayar,
yagny , ;
<g1>=<g1 >S/<81 >,
Hakykatdan-da,
2 2 4 6 2w . . 2m 45T .4
<g1>={g1°, &1, €1 ,:1}={CGS?+| Slﬂ?,CGS?—F Slﬂ?,

1}

we <813>:{813,816:1}:{COS T+isinT, 1}

toparlaryn bire defl bolan umumy elementi bardyr, bardyr, yagny
<g1>>N<g;>>=1. Olaryl kopeltmesi bolsa berlen <e;> topary
beryandir, yagny

<812>'<81§n>:{815,817:81, 813, 812, 814,1}:< €1,>

Kesgitltme 1. Tertibini yonekey p sanyn kibir derejesi gorniisinde

Subut eden 2-nji teoremamyzdan asakdaky netije gelip cykyar.

Netije. tertibe diizme san bolan her bir tiikenikli siklik topar diirli
yonekey sanlara degisli bolan primar siklk toparlaryn goni jemine
dagayandyr.

Subudy. Goy bize tertibi n-e den bolan G siklik topar berlen
bolsun. Bu san {i¢in kébir plkl,pzkz,...,pskS bolan siklik toparlaryi goni
jemine dagytmasyny alarys, bu bolsa netjdnm tassyklanmasyny
subut edyar.

Mysal 2. Tertibi 84-¢ den bolan <a> siklik topary primar siklik
toparlaryii goni jemine dagytmaly.

Coziilisi. Berlen <a> siklk toparyn tertibini

84=2%-3-7

goriisde yazalyn. Bu yerden, yokardaky netjdmize gord <a>
siklik toparyn tertipleri 4,3 we 7 bolan {ic sany primar siklik
toparlaryit géni jemine dagayandygy gelip c¢ykyar. Ol primar siklik
toparlar

<12a>={0, 12a, 24a, 36a, 48a, 60a, 72a},

<21a>={0, 21a, 42a, 63a},

<28a>={0, 28a, 56a}
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goriisde bolarlar. Seylelikde,

<a=<12a>@®<21a>D <28a>

goni jemi yazyp bileris.

Kesgittme 2. Eger topary onun iki ya-da birndge hususy
bt')lektoparlarynyfl goni jemine dagydyp bolmasa, onda ol topara

Teorema3. Her bir primar siklik topar dagamayan topardyr.

Subusy. Goy bize tertibi p* bolan<a> primar siklik topar berlen
bolsun. Bize onden belli bolsy vyaly, dagayan toparyn goni
gosulyjylary bolan hususy bolektoparlaryin  kesismesi nula  deni
bolmalydyr. Teoremany subut etmek T{icin bu sertil yerine
vetmeyandigini gorkezelin. Onui tigin berlen toparyn islendik hususy
bolektoparyn nuldan tapawutly p 'a  clementi saklayanlygyny
gorkezmek  yeterlikdir. Berlen <a> toparyi  p“'a  element
saklayandygyny gorkezelin. Siklk <a> toparyn emele getirjjisinin a
bolany {i¢in y elementi

y=S-a, 0<s<pk
gorniisde yazmak bolar. Bu s sany
s=p"s’,0<I<k

goriisde yazalyn. Bu yerde p we s’ Ozara yonekey sanlardyr. Ol p
we s’ sanlar ligin
puts’ 3=I

deriligi kanagatlandyryan u we $  Dbitin sanlary tapmak
miimkindir. Indi < y > sykylyk toparyi (P*'9)x elementini
alalyn  we onui  p*'a dendigini gorkezeliti:
(pK—|—13)X _ (pK-|-13)_ S.a= pK—I—l lg_pl s a=
P98 a=p"(1-p-u)a=p“la-p“-u-a=
o a—(pFa)-u=p<-a-0.u=p~-a
Bu yerden, p""-a elementii  <y> sykyllyk bolek
toparda saklanyandygy gelip c¢ykyar. Teorema subut edildi.
Mysal 3. J1 bahalarynyn emele getirydin — multiplikatiw
sykyllyk toparynyn dagamayan topardygyny gorkezmeli.
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Coziilisi. Bu topar emele getirijisi
& = cos% +isin % = % (1+i) bolan  8-nji tertipli sykyllyk

topardyr. Onufi tertibini 8=2> gdrniisde yazmak bolar. Bu yerden,
3-nji teorema gord berlen topar dagamayan topardyr.

Mysal 4. Bitin sanlaryn additiw Z toparynyn dagamayan
topardygyny gorkezmeli.

Coziilisi. Bu toparyn islendik iki hususy bolek toparynyi
nuldan tapawutly umumy elementi bardyr. Hakykatdan-da, erkin
n>1 m,>1(n=m) sanlary doreden

<n>={.,-m-,.,-2n,-n,0,n,2n,.,mn,..}
<m>={.,—n-m,.,—2m,—m, 0, m, 2m,...,nm,...}
hususy bolek toparlarynyn = nuldan tapawutly —nm we nm
umumy  elementleri bardyr. Bu yerden, 7  toparyn dagamayan
topardygy gelip c¢ykyar.

Tiikenikli abel toparlary hakynda esasy teorema

Nula dent bolmadyk islendik abel topary primar
sykyllyk toparlarynn goni jemine dagayandyr.

Bu teorema subut etmekligi okyjylara hodiirleyéris.

Goniikmeler.
1. Rasional sanlaryn alditiw toparynyn = dagamayan dopardygyny
gorkezmeli.
2. Tertibi n bolan sykyllyk <a> topary goni jeme dagatmaly:
a. n=6
b. n=12
¢. N=15
d. n=60

3. Tertbi 16 den sykyllyk toparyn dagamayan topardygyny
gorkezmeli.

4. Kompleks sanlaryn additiw toparynyn hakyky we hyyaly
sanlaryin  bolek toparlarynynn goni jemi bolyandygyny gorkezmeli.
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49. Toparyn kommutanty we onui hisiyetleri

Goy »y we y kibr G toparyn elementleri bolsun. Bu
elementlerin  kopeltmek hasylyny asakdaky gorniisde yazalyn:

Xy =xyX 'y oy x=(xyx*y*)yx

Bu yerden xyx 'y aflatmanynn ¥ we y elementlerinifi
ormuny calsyrmak tU¢in zerur bolan anlatmadygy  goriinydar. Ol
anlatma y we Yy elementlerm kommutatory diyilyar we &y, yo
gorniisde belgilenyir, yagny

[ yl=xyx'y'

Eger y we vy elementler komutatiw bolsalar, onda &y,
yo=e.

Kesgitleme. G toparyn  elementlerinii  hemme
kommutatorlarynyni kopligmi M bilen belgildln. Bu kopligin
doreden G’ bolek toparyna G toparyin kommutanty (ya-da 6niim
bolek topary) diyilydr, yagny

G =<[x,y]/x,yeG>
[X, y] kommutatoryn ters kommutatoryny [x, y]_1 bilen belgililin
we onuit  kommutator bolyandygyny gorkezelin.
Asakdaky derliklerden
RS 4o
[y =Gy x?y ) = yxyx*=[y.x]
Daylly xl=xyxty ™ yxyxt =e
[x, y]ﬁl-nifl y we ¥ elementlerin kommutatory bolyandygy
gorinyar.
Iki kommutatoryn kopeltmek hasylyna yene-de  komutator

bolmagy hokman  dildir. Yone seyle kopeltmeler toparyn
kesgitlemesine gord G’ onui bolek toparda saklanmalydyr.

Mysal 1.
0 - -1 0
we
IR P

matrisalarynn kommutatoryny tapmaly.
Coziilisi. Tlki bilen berlen matrisalarynl ters matrisalaryny tapalyi:
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o o o) () o)

Indi agakdaky kopeltméini hasaplalyi:

0 -1\(-1 0Y(0 1)(-1 0 10
(1 oj(o 1}[—1 o)(o 1]‘(0 1]
Bu yerden, berlen matrisalaryn kommutatorynyn — birlik
matrisalygy gelip ¢ykyar, yagny

G RG]

Mysal 2. S, simmetrik toparyn kommutantyny tapmaly.

Coziilisi: S; toparyn islendik ki elementinii kommutatory
jibiit ornygoyma bolyandyr. Sebdbi iki jiibit ya-da iki tik
ormygoymalaryn kopeltmek hasyly jiibiit ornygoymadyr.

Kommutatora giryan  tdk ya-da jiibiit ornunagoymalaryi
sany bolsa jibiitdir (nol, ki ya-da dort). Seylelkde, S, toparyn
kommutatorlarynyn kopligi jiiblit ornunagoymalardan ybaratdyr.

Asakdaky kommutatorlaryn
3\ (1 23
1)1 2 3

G363
GGG
R

Alamaty calysyan A, topary emele getiryandigine gbz
yetirmek kyn dédldir. Bu bolsa S; = A, gbrkezyar.
Mysal 3. alamaty ¢alysyan A, toparyn kommutantyny
tapmaly.
Coziilisi. A, toparyn islendik iki elementinin
kommutatorynyn tozdestwolayyn E ornunagoyma dendir.
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Seylelikde, A, =E bolar.

Geliekde biz A bolek toparyn G toparyn normal bolek
topary bolmaklygyny A< G yazgy bilen anladalyn.

Teorema I. G toparyn G’ kommutantyny saklayan
islendik K <G bolek topar G-nint normal bdlektoparydyr.

Subudy: Goy V xeK,vgeG we G'<K bolsun.
Onda

-1,,-1

gxg =gxg x x=[g,x]x
bolar. [g,x]eG'<K we xeK bolyandygyna gord [g,Xx]xe K .
Bu yerden K bolektoparyn Ozinin islendik y  elementi bilen
birlkde ona G toparda catyrymlayyn hemme elementleri 6ziinde
saklanyandygy gelip c¢ykyar. Bu bolsa K<G bolyandygyny
gorkezyar. Teorema subut edildi.
K =G’ bolanda, bu teoremadan asakdaky netije gelip c¢ykyar.

Netie. G’ kommutant G  toparyn normal bolek
toparydyr, yagny G'<G.

Teorema 2.

1. G/G' faktor-topar abel toparydyr.

2. Eger GriK abel topary bolsa, onda G’ her bir K
normal bdlektoparda saklanyandyr.

Subudy.

1. Goy a we b G toparyn islendik elementleri bolsun.
Teoremany subut etmek tigin  aG’" we bG’' c¢atyk klaslaryn
kommutatiwdiklerini gorkezmek yeterlikdir.

G' <G we catyk Kklaslaryn  1°-hésiyetinden asakdaky denlikleri
alarys:

[aG,bG'1=aG'-bG'-a'G'-b'G' =aba 'b'G' =[a,b]G' =G’
Bu yerden aG’-bG'=bG'-aG’. Bu bolsa, G/G' faktor-topary
abel topardygyny gorkezyir.
2. Indi, goy GniK abel topary we K <G bolsun. Onda, G toparyi
islendik a we b elementleri {icin
[a,b]-K=aba'b"-K=aKbKa'Kb*Kb'K =[aK,bK]=K
dogrydyr. Bu yerden, ¢atyk klaslaryfi |°-hdsiyetine goréd
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[a,b]eK alarys. Bu bolsa G' toparyn her bir elementinin K
normal bolektoparda saklanyandygyny gorkezydar. Diymek,

G'<K. Teorema subut edildi.
50. Cozgiitli we yonekey toparlar.

Gecgen temanyil netijesine gord
G'<G (1)
G’ toparyn (G’)’ =G" kommutantyna seredelii.
Bu kommutant G toparyn ikinji Oniim topary, ya-da iKinji
kommutanty diyilydir we (1) esasynda G" <G’ yazmak bolar. Su
prosesi  dowam etdirip, G(K>=(G<K‘1)) K-njy oniim topary
kesgitltmek bolar, buyerde G <«G* ™,

Seylelikde

GoGY>GP> .. G" P> (2
kommutatlaryn hataryna alarys.

Kesgitleme.  Eger (2) hatar birlik bolektoparda {iziilyéan
bolsa, yagny G™ =e kanagatlandyryan in kici m indekse G

Cozgiitli toparlaryn asakdaky mysallaryna seredeli.

Mysal 1. Islendik abel topary bir basgancakly ¢ozgiith
topardyr.

Cozillisi. Goy G abel topary bolsun, onda onun hemme
kommutatorlary  birlk elementde defi bolarlar. Bu yerden G® =e
gelip c¢ykyar.

Mysal 2. Hemme sykyllyk toparlar bir basgangakly ¢6zgiitli
topardyrlar.

Coziilisi. Bu mysal o6nki mysallarymyzyn hususy  halydyr,
sebdbi hemme sykyllyk toparlar abel toparlarydyr.

Mysal 3. m basgangakly ¢oOzgiith toparda birlk bdolek
topara den bolmadyk normal abel topary bardyr.

Coziilisi. Serte gori G™ =e. bu yerden G toparyn
abel toparydygy gelip ¢ykyar.

G™®  toparyi normal toparydygy bola bize &iiden
bellidir.
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Mysal 4. igiinji derejeli simmetrik S, toparyn ¢Ozgiit
basgangagyny kesgitlemeli.
Coziilisi. Gecen  temamyzyn  2-nji mysalyndan S,

toparyfi ~ kommutatynynn alamaty calysyan A, topar bolyandygy
bize bellidir, yagny S'=A,
... (1 2 3 )
A, topary emele getirijisi 5 3 1 ornuna goyma bolan

sykyllyk topar gomiisinde yazmak bolar.
A= 1 2 3)(1 2 3)(123)]
N2 31131 2/1 2 3)
12 3)(1 23 (123 (123
2 31/ 2 3 1)"\2 3 12 31

Sykyllyk toparyn ¢Ozgiit basgancagy bolsa bire dendir. Bu
yerden, A;=e alarys. Seylelikde,

Sy=A, Si=A=¢e
Berlen S, toparyn ¢ozgiit basgancagy 2-d dendir.

[EEN

Kébr  toparlar 06z kommutanty bilen gabat gelyarler we
coOzgiith bolmayarlar. Mundan basga-da, hususy normal bdlek
topary bolmadyk toparlar hem bardyr. Seyle toparlara yonekey

------

Teorema. Alamaty calysyan A, topar yonekey topardyr.

Bu teoremany subut etmekligi okyjylara hodiirleyaris.
Mysal 1. Eger p yonekey san bolsa, onda ayyrmalaryn

klaslarynyn additiw Z, toparynyn yonekeydigini gorkezmeli.
Coziilisi. Ayyrmalaryin her bir klasyny
r}, =r+pZ={r+pKI/KeZ}

gorniisde yazmak bolar. (Bu yerde Z bitin sanlarynn  additiw
topary). Asakdaky klaslaryn

0}, 4. - Io-1j,
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kopliginin additiw  topary emele getiryandigini barlamak kyn daldir.
Hakykatdan-da, bu toparyi 0 elementi bolup {0f, klas, {m},

elementinin garsylykly  elementi bolup {p—m} . klas  hyzmat
edyandir. Seyle additiw topar  Z, bilen belgilenyir. Bu  toparyn
tertibi  p  yonekey sana  dendir, sona gOrd  onun hususy
bolektopary ~ yokdur. Bu yerden bolsa Z 6 toparyn yonekey

topardygy gelip cykyar.
Gonikkmeler

- (5 9 " (—01 clJ

matrisalaryin kommutatoryny tapmaly.

2. A, toparyn kommutantyny we onufi ol kommutant boyunga

faktor-toparynyn tertibini tapmaly.

3. S, toparyn ¢ozgitl topardygyny gorkezmeli we onun ¢Ozgiit

basgancagyny kesgitlemeli.

4. Subut etmeli:

a. ¢ozgitli toparyn islendik bolek topary ¢ozgiitlidir.

b. eger A we B toparlar c¢ozgitl bolsalar, onda olaryi

kesgitlemesi hem ¢ozgiitli topardyr.

¢. c¢oOzgitli  toparyn islendik faktor-topary hem ¢ozgiitlidir.
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