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Giris

Statistika radiofizika dersi sonky yyllarda Yokary okuw
mekdeplerinin radiofizika hinérinin talyplary tgin esasy kurslaryn
birine dwraldi.

Statistiki radiofizika dersinde radiogurluslardaky syggyldylar,
fluktuasiyalar bilen baglansykly hadysalar éwrenilyar, informasiyany
kabul etmegin we ibermegin statiki problemalary “seljerilyar”.
Statistiki radiofizika ylmy yrgyldyly we tolkun proseslerindéki
statistiki hadysalara-de seredyar.

Kop real halatlarda yrgyldyly we tolkun proseslerinde bu
prosesleri statistiki yazmak gerekdir. Sebabi radiofizikada regulyar
yrgyldylar we tolkunlar bilen birlikde totanleyin yrgyldylar we
tolkunlar dus gelyarler.

Statistikanyn radiofizikada zerurlygy, kop radio signallaryn
cesmesi syggyldy generatorlarydyr.

Hususy syggyldylaryn barlygy Kabul edijilerin predel
duygurlygyny,  Olcegin  takyklygyny  sertlendirydr,  takyk
monohromatik yrgyldylary generirlap bolmayandygyny gorkezyar.

Totan funksiyalar nazaryyeti statistik radiofizikanyn matematiki
esasydyr.

Bir ya-da birnage bagly dal ytgeyan ululyklaryn skalyar ya-da
wektor funksiyasyna totan funksiya diyilydr. Bu isde matematiki
totan funksiya dislnjesi bilen bir hatarda t6tan hadysa we tétén
meydan disinjesi ulanylyar.

Statistik radiofizika yrgyldyly we tolkun proseslerinde
stahostik hadysalary owrenyar. Stahostik differensial denlemelerin
¢cozlwi — bu totdn hadysa ya-da meydan Ugin orta we korrelyasion
funksiyalary tapmakdyr. Eger denleménin c¢o6zuwi belli bolsa
gorkezilen ululyklary otnositel kesgitlemek yonekeydir. Stahostik
usulyn 6ziine mahsus bolan ayratynlygy bardyr, yagny ol usulyn
kdmegi bilen asyl denlemanin ¢oziwi belli bolmasa hem ortalamany
hasaplap bolyar.

yoly bilen analiz edilsinin ugurlaryna we tomson generatorynyn
isleyis prosesinin matematiki defilemerde 6zgerdilisi.

3.Takyk dal ¢ozliwlerde stohatik metodynyn ulanylsyny basga
hem kop yerlerde ulanyp boljakdygyna g6z yetirdim.

89



(a,b- x funksiya Gcin doredilen), onda

X =(b())E, &= [&©)do

ty<t
we
(xg)= <x‘k)§> =(b(x))D
Bu gatnasyklary x prosesy kébir f(x) funkiya bilen
umulasdyraly:
f :<f’(x)b(x)>§ (f'=of /ox), (1.7.21a)

(f()&)=(f'"(xb(x))D  (1.17.21b)

Bu getirlen anlatmalar Fokker-Plankyn denlemerinin kdmegi
bilen subut edilen (indiki béllime seret), & -korrelyasiyaly modelli
hasaplama metody k& wagt fokker-plankyn yakynlasmasy hem
diyilyar.

Toténleyin funksiyalar usuly radiofizikada matematik dlgegde
alnanda totén baslangyjy bolan ¢yzykly we ¢yzykly dél denlemeler
bilen is calysyar. Seylelik bilen hem t6tan hadysalary beyan edyén
matematiki meseleler 3 klasa bolunyar:

1. Totén baslangyc sertli (ya-da ¢akli) meseleler.

2. Parmetrleri totan Gytgeyan meseleler.

3. Totén dasary guycli meseleler.

Umuman aydylanda tétan hadysalary beyan edilende ulanylyan
esasy “yarag” (usul) ahtimallyga mahsusdyr. Bu babatda bolsa
nazary totanleyin funksiyalar usulyny ulanmak makuldyr. Ol usuly
radiofizikada peydalanmagyn a&hmiyeti uludyr. Gitdigice
cylsyrymlagyan radioelektronika we radiofizika seyle ylmy diregleri
hem tap edyar.

1.bu mowzugumyzda t6tén prosesynyn zynylsyny ara alyp
seretdik, seyle hem olaryn sanyny energiyasy hasapladyk.

2. Yonekey 6niimlerde stohastik diferensyal deilemeleriti
hasiyetnamasyna, seyle hem tétén yrgyldylaryn orta nokat ¢oziw
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1. Téténleyin hadysalar.

Determinirlenen we statik real hadysalaryn beyan edilisi:

Islendik fiziki prosesi dernemek bilen biz ony matematiki beyan
etmdge calysyarys. Matematik beyan edilis determinirlenen ya-da
statiki bolup bilyér. Determinirlenen beyan etmede meselanin ¢ozlwi
takyk matematiki funskiya gornusinde gozlenyar.

Yagny x = f(t). (1.1)

Determinirlenen beyan etménin esasynda prosesin
gaytalanmagynda sol bir x-inn wagta baglylygy alynjakdygynyn
caklamasy yatyar (1).

Meselem, eger hadysanyn determenirlenen beyannamasyny
beyan edip bolmasa, onda ol braun hereketi bolar. X okyn ugry

boyunca bélejigin trayektoriyasyny 6lcap, biz kébir X, (t) egrini
alarys. Eger bolejigi baslangyc yagdaya getirsek, onda X2 (t)

trayektoriya duypden Uytgesik bolar. Trayektoriyalaryn
tapawutlanmasy molekulalaryn uly sanynyn haotiki yylylyk hereketi
bilen bagly we onun 6nlinden aydyp bolmayan hasiyeti goze
gorunyandir.

Munda we basga suna menizes yagdaylarda, yagny x hadysa
totanleyin bolanda determinirlenen beyan etmanin deregini statiki
beyan etme ulanylyar.

Kesgitli interwalda x-ii baha kabul etme ahtimallygy a(X,t)
usti bilen seyle yazylar

P(x, <x<x,t)= Xfco(x,t)dx.



Antimallygyn yayrama funksiyasy x-iii hakyky totan funksiyasy
ucin girizilyar

[ o(x,tydx =1.

—00

Radiofizikada we optikada z(t) = X(t) + iy(t) gornisdaki
tétanleyin proseslere seredilyar. Onut ahtimal dizimi (X, Y,t)
komponentin hakyky dargamasy bilen kesgitlenyar.

T6tan prosessin amala agyrmasy: statik ansambl.

Den sertlerde den wagtda kop N sany bolejikleri braun hereket
edyar diyip caklalyn. Netijede biz X, (t) (n=1,2,...,N) diirli egrileri

alarys. Mimkin bolan proseslerin jemine statik ansambl diyilyér.
Antimallygy basgaca seyle yazyp bolar:

H:P(XISXSXI—FAX,t)z%.

Yeterlik kici AX gatnasyk ahtimallygyn dykyz yayramasyna
gecmage mumkingilik beryar.
1 N,(t)

oX,)=lhim— .
( ) Iﬁlxm AX N(t)

o(X,t) funksiyany tejribeleri tsti bilen we (4), (5) formulalary
ulanmak bilen kesgitlap bolar.

Kop halatlarda munui yaly usula mataclik yok sebabi a(X,t)

funksiyany teoretik yol bilen t6tdn hadysalaryin modeline esaslanyp
tapyp bolar.

o(X,t) funksiyany basgaca ahtimallygyn birdlcegli yayramasy
diyip hem atlandyryarlar.
10

Bu yerden, (14) ortalanan we sonky gatnasygy ulanyp,
X, %, ,..., Xy Ortalyklar ugin diferensiyal denlemeli sistemalary

tapmak kyn dél.
Bu denlemerin proseduralary 6rén 6ran ansat. (14) ortalanandan
alarys

X= > g X+ (EnnXy ) 2o (1.7.18)
Bu yerden gornisi yaly
<§mnxn> = <§mn X”>
Yone welin, <§mn§n>tapmak igin hemme x, fluktuasiya délde

dine &_ bilen korrelirlenenii komponentyny. x ) yzygider
komponenty bellali alarys:
(Ennb) = (Emx,) (1.7.29)
(16),(17) gorniisi yaly, x “ deiilemeden alarys, (14) sag tarapyny
goyup ,seyle hem koffisiyentlary & otra bahasy bilen calsyryp

alarys:

%Xn‘“ =D & (X +&,0 (1)

Bu yerden

dt
o0 -korrelyasiyaly &, funksiya %, integeral asagyna
salynan.(20)-ini (19)-da goyup alarys
(& Xy} =D XkDynye + Dy (1.7.21)
k

ixnm =" X j £, (0)d0 + j £ (6)d6 (1.7.20)

ty<t ty<t

(21) alynyp (18) goyulmagy orta X ucin sol bir denleme beryér.
(20) we (21) gatnasygyndan ¢yzykly dal stohastik denlemeleri
subut edip bolar. Mysal dgin, eger

x=a(x)+b(X)E(t), (&) =2Ds(r)
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(2) g6z 6nune tutup, <;(2> =2D6@ seyledigini gérmek kyn
dal, ¥ prosesy gaussynky bolup, gaussyn & gohuna gyzykly bagly.
Yzygiderlikde

6y = e%(f) _ e

Bu ortalanan bahany (13b) goyup we integrirlap,(13a) bilen gabat
gelyén anlatma alarys.

In sonunda belldli, yagny & -korrelirly fluktuasiya parametny
takmynlap x icin yapyk deiilemani aldyk ((12)deiileme). Yokarda
o -korrelirlenen proses fizikda hakyky daldigi gorkezilyérdi.seyle
bolsa hem bu modeli ulanyp boljak, eger fluktuasiya sprktynyn
galynlgy sistemadaky gegiriji ¢yzygyn hasiyetnamasyndan yeterlik
derejede uly bolsa; has ginisleyin 83 bolim 6 (seyle hem (31),(32)
formulalaryn sonunda)

(8) we (9) gatnasygy dogry, hacanda hemme sistemalar Ggin
birinji derejeli islendik sanly tétdn & -korrelirlenen koefisiyently

bolsa
N

X = 3 [am (0 +En® K + 8o+ @, (M=12,..,N) (L.

n=1
7.14)
Totan x, X,,...., X, funksiyany hasaplayan. Eger edil £ (t) tétan,

o -korrelirlenen bagly bolsa we umuman aydylanda wagta gora
stasiyonar dal gaus funksiyasy

(&) =0, (& (1€, (1)) = 2D, (DSt~ ') (1.7.15)
Yagny,menzeslikde (8) we (9)

<5mn (t)j X, (9)d9> =0 (1.7.16)

<5mn 1[0, (9)d9> = Dypy (X4 (1) (L.7.17)
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Statistik ortalama.

Antimallygyn yayramasyny ulanyp dirli statistik ortalamalary
hasaplap bolar, yagny amala asmanyi ansambli boyunca ortalama.

Meselem, x(t) totan hadysanyn orta bahasy

> X (1)

(x)= Iimm=1T (1.1.6)

N—o0

bu seylede yazylyar:
(x)= [ xo(x,t)dx (1.1.7)

X (1) wakalary X, <X <X, + AX interwal boyunca (6)-da
grupirlap, alarys
25N,

<X>:INi[Do : N

bu yerde N_ - wakanyi n-nji interwaldaky sany. AX -e képeldip,
bolup we (5) hasaba alsak, seyle zat alynar

(z)~ INiLQZXHa)(xn,t)Ax,

<X> ticin AX — O predelde hem (7)-ni alarys.

Statistik ortalama burcly yaylardan basgada depesinde ¢gyzyjyk
bilen anladylyar

(X)=X.

Ortalama X regular manysy bar. Yagny onui 6iiinden belli
bolan hasiyeti bar. Bu bolsa X (t) regular duzujileriti we fluktuasion

11



komponent gérniisinde yazmak tcin éran amatlydyr. (ya-da yone
X(t) fluktuasiya gornisli.)
X(t) =X (t) + X(t). (1.1.8)

(8)-e layyklykda, tétén hadysalaryn wakalasmalary dine
fluktuasiyasy bilen tapawutlanyarlar, mundan basgada hemme
wakalagmalar tgin regulyar duzujiler birmenzesdir.

X ) =X(0) + K, (1), (1.19)

Bu yazgyny Vene takyklasdyryp seyle yazyp bolar:
X(m) (t) = §O(m) + g(m) (t) (1110)

Bu yerde éo(m) — wakalagmadan wakalasma aralygynda t6tan
yagdayda lytgeyan we ortalama nula den bolan hemiselik parametr.

(9) we (10) layyklykda (8)-i seyle yazyp bolar:
X(t) =X() +& +E().  (1.111)

Tétan prosesin haysy hem bolsa bir F(x) funksiyany ortab
bahasyny (7)-a menzeslikde

['e]

(F(x)) = [ o(x,t)F (x)dx. (1.1.12)

—00

T6tan hadysanyn statik ortalamasy umumy gornisde t wagta
baglydyr. (12) ulanyp, durli orta momentler tgin seyle yazyp bolar.

m, =(x")= T X'o(X)dx (n=12,3..), (1.113)

merkezi momentler Ggin

p,=((x=%)") =(x"), (1.1.14)

12

t
<5(t)j5(9)x(9)d9> = Dx(t) (1.7.9)
0
(1) Ortalanan denlema gaydyp geleli:
X+ hx+Ex = o(t)
Ex-i X Usti bilen gorkezmeli, sebabi yapyk defilemede diiie x

alar yaly. Beyle oyuny 5 anlatma tgin (8) we (9) gatnasygy ulanyp
tapyp bolar. Hakykatdanam (1) anlatma ekwiwalent integral denleme

X(t) = [[-hx(0) —£(0)X(0) + p(6) [0
yagny
Ex= —h<5(t) | x(e)d9>—<5(t) | 5(9)x(9)d9>

yada (8) we (9) hasaba alyp
Ex=-Dx(1.7.11)
(11) we (12) yeine goyup, X ucin denleme alarys:

X+ (h= D)X = (t) (1.7.12)
Mundan gelyar,
X(t) = [e™ —p(t-0)do = %, (¢ = const) (1.7.13a)
) _
Bu jogaby goni barlap bolar, belli bolan ortalanan denleménin
¢ozlwi bilen:
p— 0 t
X(t)= [e™7 —p(t-0)d0, y = [ &(t)dt
0 t-0

@ = const hasaplap, taparys

X = j e " (e)d@, (1.7.13b)
0
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t+e )

<5(t)ji1(9)de>=—ggrg J dofdoe™ (£0E0-6))%,©0-6) =

t+e )

—_2Dlim j d@jd@le’“‘glxo(e—91)5(t—0+01)
0

0
(1.7.6)
(6) da@, >0 ,bu diymek & -funksiya nola dine
t <0 <t+¢ interwalda bolup biler. (6)-ny birinji 6, gora, soira 6
gora integrirlap alarys

t+e

<5(t)j Ql(e)d9> =—1im 2Dx, (t) | doe™" =

—he
e l:0

= —lim 2Dx, (t)
Soiira (4) ulanyp <5(t)j @(9)d9> =0 we umumy
<5(t)j@n(9)d9> = 0 hallaryny subut edip bolyar . Bu hem

<5(t)j >~<(9)d9> =0(1.7.7)

yagny <5(t)j Q(H)d9> =0we x =X-+X,0nda (7) seyle yazyp
bolar O
<§(t)j x(9)d9> ~0(1.7.8)
Hakyky analog subudynd;, onda
<5(t)i5(9)@<1<9)d9> =0

yagny
84

bunun hésiyetnama funksiyany bolsa
O(u)=(e")  (1115)
sonikyny furye-gornisde integrirlap bolar

0(u) = [ e“w(x)dx, (1.1.16)
degislilikde, hésiyetlendiriji funksiyany bilip, &htimallygyn
yayramasyny Furyenin tersine ytgemesini yerine yetirip tapyp bolar.

o(x) = [ O(u)edu. (1.1.17)
27 %,

o(X) anhtimallygyn yayramasyndan tapawutlylykda,
hasiyetlendiriji funksiya umuman aydylanda komplekslidir. Ol
moduly boyunca hem céaklenendir.

O(u) < Tww(x)\f‘“*

dx = Dj;a)(x)dx =1

(12)- nifi erkin F(x) funksiyasyny#i orta bahasyny @(U) we
fure-gornus usti bilen hem afiladyp bolar:

<F(X)> = TQ(U)(p(U)du . (1.1.18)
p(U) = 1 T F(x)e™dx. (11.19)
27T =

Statistic afilatmalaryf (12) operatorynyifi kesgitlensinden gornusi

yaly, bu operator-¢yzykly, erkin L cyzykly operator bilen
kommutirlenyar we x-e bagly dal.

13



<EF>=E<F>.

Hususan-da, integralyfi orta bahasy orta bahadan alnan integrala
defidir. Onimif ortalamasy bolsa ortalamanyfi éniimine defidir.

Moment boyunca tertibe goyma.

O(U) hasiyetlendiriji funksiya, @(X) ahtimallygyf
yayramasy we (12) umumy gornlsdaki yzygiderlik gérnisinde
yazylyp biler, olaryfi koeffisiyentleri bolsa (13) momentler boyunca
kesgitlenyar.

(15)_de eksponentany x boyunca yzygiderlige dagadyp alarys:

o =3 M

m_ (1.1.20)

Bu yerde momentleri, hasiyetlendiriji funksiyany
differensirlemek bilen alynyandygy gorunyar.

1(“)”
m:_——
" i"\du

(20)_ni (17) afilatmada yerine goyup, dhtimallygyf yayrama
funksiyasy Ugin alarys:

L (a2

iux

o(X) =— ﬁno

yOne

iiem(iu)ndu :(_1)"(:_ujn5(x), (1.1.22)

14

hasiyetnamasyny ortalanan yoly bilen tapyp bolar. Onda biz (1)
ulanyp, dine ortalanan denlemer tgin metodlary gorkezeli.
& ansambla gora (1) ortalap, alarys

X+ hx+Ex = o(t) (1.7.22)
Eger 5 ortalanany X bilen g6zip bolan bolsady, onda biz X ucin

yapyk diferensiyal denleme alardyk. Gozeggcilik edyan wakamyzda
muny etmek kyn daldigini gorkezeli. (1)integrirlap wozmuseniya
metody bilen, ¢ozuwini hatar gérnusinde alarys
X=Xy + X + X, +.uy
Bularyn her biri & 6sus derejesine proparsiyanal:

X, (t) = j e Mo(t—0)do,

K () =€ ™E(t-0)%,(t-0)d0,, (17.3)

X, (t) :Te‘“"zé(t—ez)xl(t—ez)dez = Tje-““’ﬁ"z)g(t—ez)g(t—oz ~0,)%,(t—06,—06,)d0,de,,

(1.7.4)

we s.m.

Bellap geceli,tdk derejelililer hakyky fluktuasirlenen, dordinji
derejeli ¢leny t6tdn hokminde alynyar, seyle hem yzygider
komponentlar:

Xons1 = X2n+17 Xon = X2n + X2n41 (n =01, 2,...)

ayratynlykda,

C=%0, )= [d0d0e " w [EC-0)E-0,-0)- £ ~0)E-0,-6) |t -6, -6,

(1.7.5)
(2) korrelyasiya funksiyany ulanyp, alarys
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hasaplamalarda hakyky fluktuasiya meydany G(w) ak goh bilen
calsyryp bolyar, yagny
EE = B(r) =27G5(7) (1.6.33)
G(w,) den bolan hemiselik G saylap. (33) (29) hakyky gornisini
alar

— 1,9
¢* =27Gt, e ) R
(31) bilen baglansykly.

7. Stohastik diferensiyal deiilemeler. Takyk dal ¢c6ztwlerde
stohatik metodynyi ulanylsy.

T6tén 6 -korrelirlenen koefisiyently ¢yzykly ortalanan
denlemeler. Kop mysallarda, esasanam ¢yzykly dal yada liytgeyén
parametrly sistema bagly bolan diferensiyal denlemerein takyk
¢ozlwi totan proses bilen hassplanylyar, k& wagt belli dal hem
bolyar.

TO6tén proses teoriyasynda bir topar metodlar diizilen, bular
esasan hem statistiki hasiyetnamasyny tapmak (g¢in ulanylyar. Bu
metoda k& halatlarda stohastik diyilyér, yagny gozegcilik edyén
prossesinin basynda totanlilik(stohastik) ulanylyandygyny bellap
gecmeli.

Stohastik medody ulanyp, x Ugin diferensiyal deilemanin analitik
¢oziwinden ugur alyp

x" pursat Ugin statistik hasiyetnamasyny, w(x,t) paylansygyn
ahtimallygyny we s.m denlemelerini tapyp bolar.

Gozegcilik edyan totan prossesimiz & -korrelirlenen
koefisiyently diferensiyal denlemelerden orta denlemelere gegisine
seredeli.

Bu metody dustinmek Ggin ,birinji derejeli yonekey denleme alaly

x+[h+&(t)]x = (), (1.7.1)
E=0, & =2D6(r),(1.7.2)
gaus wakasynada totan o -korrelirlenen koefisiyent &(t) . (1)
denleme analitik ¢oziwilidir, sonun Ggin x -in statistiki
82

(22) defilemanifi O -funksiya defilemesini bolekleyin
integrirlemek bilen taparys.

5(x)= 1 [e™du.
2T

Seylelik bilen, a)(X)-i moment boyunca yzygiderlik gérnisde
goyup alarys,

() =S (‘1)”mn( d jn5(x). w1z

dx

x=0

dx

T F (X’)(di’jné (X' = x)dx' = (—1)(1) F(x)
(1.1.24)

Hasaba alyp, taparys
m

-m(dY
(F&)=X (dx) F(x)| ,. @125

= !

Sofky gatnasyk Teylor yzygiderliginifi F(x) funksiya ¢in

ortalamasyny afiladyar. F (X) = € bolanda (25) defileme (20)
gOrnise gecyar.

in e ae - 2
Cebysewin defisizligi. Ikinji tertipli M, = X" moment t6tan

hadysanyfi orta intensiwligini kesgitleyér. Statistik bahalandyrmada
ayratyn roly bolsa ikinji tertipli merkezi moment oynayar, ya-da
dispersiya ((14) e seret),

15



2

o =1 =X —(X)7 = [(x=X) o(X)dX. .126)

Bu parametr fluktuasiyanyf orta intensiwligini hasiyetlendiryar.
Dispersiyanyfi kwadrat koki bolan O -a, tétan ululygyfi orta
kwadratik gysarmasy diyip distnilyar.

Fluktuasiya X -ifi No -dan (n-ké&bir poloZitel san) uly
bolandaky ahtimallygy bilen & ululygy baglanysdyryan defisizligi
almak kyn dal. (26)_da integralasty otrisatel dal, onda seyle yazyp
bolar:

(74T 1 Yook T+ ] Jo-i ot

XH'IU X+n6

—\2
bu yerde (X— X) > N°c’, onda

(ij+ | )a)(x)dx (1.1.27)

Yone (2)_a baglylykda
(Xfl [ )a)(x)dx P(x-X2nc) @12

X+ho

(28)_i (27)_a goyup, gozleyan defisizligimizi taparys:
- _ 1
P(x-X=no)=P(X|2nc)< =
nZ
(1.1.29)
yada
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Bu yerde &(t) cyzykly o(t) prosesy bilen baglansyklydyr, bu hem
gaussynkydyr.

(¢°)ululygy B(r) korelyasiya funksiyaly &(t) fluktuwasiya .=
amplituda meydanynyn Usti bilen anladylyar;

_ jdgjdtzs(tl —t,)= 2j (t—7)B(r)dr. (1.6.29)

Mysal eger surat1.17a tutus spektr lorensin formulasyna eye
bolsa:

G(w) = o’ D/n
(0—a,)’ +D°
onda B(r)=oc%e ™ we
(P_ 2 Dt

Bu yagdayda exp| —

[—ﬁ
I\J|I—‘

} faktor (28) gora wagta gora yuwas
olduryar:

,£<¢z> Y
e? '=e? (DtO 1)
Sonira bolsa basym:

1/, e
e 2 gD Lemet  (prr 1) (1.6.31)

(28) formula ahyry ﬁ(t) ucin su goérnusi alar
n(t)=ne @ cosQ,t (Dt0 1) (1.6.32)

Statistiki hasaplama bize gorkezdi, yagny gohly meydanynyn
kompenenty kébir yitgilere ekbibalentdyr we bu hem n togtamasyna
getiryar. (28) we (30)-dan D spektryn galynlygy &(t) fluktuasiya
meydanynda tJ D™ togtama tasir etmegi bes edyar,hakyky manyly
bahasy gecis yygylygynyn G(w,)spektral dykyzlygynda eye bolar.
Elbete bu yerde biz t wagt ters yarymgalynlykly fluktuasiya
Aw spektryny gora uly.

tl 2/Aw
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n(t) =n,cosQ t, p(t)=—%nOJI—Tsin Q t (1.6.26)
2

n tiytgemesi periodik hasiyetli Q,, =./a*/T,T, yygylykly(

yerlesisigin nutasiya hasiyeti hasaplanylyar, seret1.1.6, b)
Umumy yagdayda Uytgeyan amplituda meydany, (25) anlatma

t
téze Uytgeyan O(t) = ja(t)dt ululygy girizip alarys, alarys
d

n dp 1
do

Ep’ =——nN
T, do 2T,

Bu yerden
o(t)

1°2
Bizi esasy gyzyklandyryan yeri, haganda modilirlenene meydan
regulyar dél, fluktirlenene hasiyete eyedir. Onda totdn n(t) we 6(t)

funsiya bolyar. Caklalyn , a(t)-gausyn totén prosesy su sekili alar:
a(t)=a,+&(1), a=a, &, =B(r)=0"R(),
yagny s6hlelendirmanin spektry diskret ¢yzyklardan we 1.17,a
suratda gorkezlen yaly tizniiksiz G(w) spektrdan emele gelendir.
Bellap

(1.6.27)

n(t) =n, cos

t
£t 2|
o)==, Qu="F1=,
.([ TlTZ " TlTZ
(27) alarys
_ n . ) ,l(pz
n :2—‘;e'QHt <e'“’>+ kc.=ne 2 cosQ,t, (1.6.28)
Suny hasaba aldyk

2

P(x-X|2¢) < 0—2 (1.1.30)
g

Eger merkezi momentifi has yokary tertibi belli bolsa
ortalamadan gysarmanyf dhtimallygynyf has takyk bahasyny tapyp
bolar. Yokardakylara mefizeslikde :

P(x—X|=nz/u, ) < ni (11.31)

m=1 Ugin (31), (30) bilen gabat gelyar.

Kumulyantlar. Logarifmifi dargamasyny ulanyp:

n

In(L+ X) = i(—l)“%;

we 1+ X = @(U) bolyandygyny caklap alarys.

O(u) = expg(—l)“w.

(20)_den

0-1= Z('L)mn
Nl
goyup we eksponentanyn gorkezijisinde birmenzes tertipli
clenleri U boyunga yygnap, hasiyetlendiriji funksiya Ugin seyle
denligi alarys :

O(u)=exp i(l%l)k (1132)

Ya-da

17



InO(u)= i('%l)k (11.33)

n=1
kn koeffisiyente kumulyant diyilyar. Momentlerin we
kumulyantlaryn arasynda ¢zara baglansyk bar. Meselem, k1 =m,

K,=m, =0" K, =,k =p,-3u,
K, = —10p 41, K =g, —150 1, —10u, =30,

(1.1.34)
Eger 6lgcegsiz normirlenen kumulyantlary girizsek
kn
X, = (1.1.35)
(0]

Onda (33) seyle gornisi alar :

In6(u)= i—(iug)nx”

Nl

Momentlerin ahyrky sanynyn kémegi bilen layyk bolan
ahtimallygyn yayramasynyn approksimasiyasyny alyp bolmayar :

(23) baglylykda a)(X) funksiya kesgitlenyér. Sol bir wagtyn
6zlinde-de ol o funksiyanyn we onun 6ntimlerinin jemi yalydyr.
Tersine, kumulyantlaryn tikenikli sany a)(X)-i hi¢ bir
ayratynlyksyz kesgitlenyédr. Meselem, M, we M, momentler belli

bolup galanlary nula den bolsa (23)-i ulanyp biz &htimallygyn
paylansygy Ugin alarys :

(%)= 5(x)=m5'(x)+ % m.&"(x)

18

bélim. ara alyp maslahatlasyar. Bu yerde biz yagtylyk
meydanyndaky iki derejeli sistemasynyn hususy meselesine
serederis:- iki derejeli li sistemadaky 7, [ TT, dowamlylykly
gysga yan impulsynyn tasiri. Bu meselanin gyzyklandyryan yeri tétan
uytgeyan parametdyr, takyk ¢ozimin mimkingilik beryér.

Kompleks amplitudanyn sti bilen yagtylyk meydany we
poliyarisaiyasy yazylyar we yuwas Uygeyan N kompenenty hasaba
alyp.

E(t) = —iA(t)e"" +k.c.,P(t) = p,(t)e"" +k.c.
N(t)=n(t)+...,N, =n, =const,

alarys, (22) we (21) yerine goyup, su yakynlasmalary
(“gysgaldylan”) alarys:

(1.6.22)

T,n+n-n, :i(plA*+k.c.),T P+ P, =— |:h“| nA. (1.6.23)

Olgegsiz a polya gecip we p poliyarizasiya:
h
A(t) = aat), p,(t) = Bp(t), = B= |"“|
2| g1 | TT

Bu yerden alarys.

T,n+n—n, = p,*a(t)+kc.,T, p+p :—%na(t). (1.6.24)

a(t) yonekey funksiya hasaplap (ampituda goéra modilirlenene
meydan) we ¢, [ T,T, serti hasaba alyp yagtylygyn impulsynyn
dowamlylygy, yagny (24) anlatmany seyle yazyp bolar

h:2a_(t) P, b: a(t) —n,(0<t<r
T, T, P

Yerlesigin tapawudyny 6z deiagramlylyk n,yakmazdan 6i we
polyarizasiya yok yagdayynda, yagny onda (25) anlatma htkman su
baslangyg sertler bilen ¢ozmeli:

n=n,, p=0,(t=0)

Eger monohromatik séhlelendirméni yaksak (surat 1.16,a), onda

a=a, =const we (25) ¢ézlwinden alarys

).(1.6.25)
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“etalon”prosesyna degislilikler, statistiki radiofizikasynda
owredilyar.cyzykly klasiki osilyator (yrgldyly kontur) we ¢yzykly dal
klasiki osilyator (Tomsonyn generatory) meselelerine kop yizleneris
we bu sistemalaryn her tiysli hasiyetiniii aspektyny maslahatlasarys.

Kwant elektrodinamikasynda klassiki ossilyatoryn analogy
hokminde iki derejeli sistema seredeli. 1ki derejeli sistemasynyn
hasiyeti, E elektromagnit meydanynyn tasirinde yatan, bu sistema N
yerlesisiligin tapawudy iki diferensiyal denilemeler bilen gorkezilyér
(seret[12],sah 58):

2
Pr2 Pyl = L200 |l e (16.20)
T, h 3
NeNNo 2 e (16.21)
T, hea,

Bu yerde w, -iki derejeler arasyndaky gegis yyagylygy, 1, -
gecisin matrignyy elementy, T,, T, -gonuligine we keseligine relaksiya
wagty, N, -yerlesisiliginin tapawudynyn deniagramlylyk bahasy
(N = N, hacanda E=0).

Yagtylygynyin meydanyndaky iki derejeli sistemanyn jogaby
menzeslikde din pes meydandaky ¢yzykly ossilyator jogabyna den,
hacanda yerlesisigin tapawudyny hasaba alardan az (N ~ N,); bu
yagdayda (20) denlema seredilmegi ¢aklendirilip bolyar, bu hem
¢yzykly yrgyldyly kontura menzesdir.

Yagtylyk meydanyn iki derejeli sistemasynyn jogabynda
(20),(21) denlemelerde yagtylyk meydanynda ¢yzykly meydanynda
cyzykly dal bolar, bu hem diirli effektlara getirilyér,seyle hem doyma
effekty yaly,gormonik generasiyasy, yagtylyk meydanynyn tésirinde
rezonans Yyagtylygyn stysmesi (Starkyn optik effekty). Esasanam
modilirlenen meydanyn iki derejeli sistemasynyn hasiyetleri
gyzyklydyr, bu yerde optiki nutasiyon, samoindusirowanyy
praznagnost, yagtylyk yan we s.m yaly hadysalar yize gykyar.

Hakykatdanam, tétdn meydanyn iki derejeli sistemasynyn
hasiyeti barada soraglar ylze ¢ykyar, bularyn ayratynlyklar 85
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Eger dine iki sany k1 =m, k2 = 022 ilkinji kumulyantlar
nuldan tapawutly diyip caklasak, onda (32)-& layyklykda
hasiyetlendiriji funksiya seyle bolar :

O(u)= exp(ium1 —%uzazj (1.1.36)

(36)-ny (17)-de goyup alarys :

1 (x—m,)
C()(X) = Wexp _T‘-z . (1.1.37)

(37) paylansyk X = M, nokat maksimumy bolan jan gornisli
egrini yada salyar. Bu paylansyga Gaussyn paylansygy ya-da normal

......

tikedilyar. Tukenikli sany kumulyantlaryn sany bilen : subut edilen
Marsinkewigcin [9] teoremasyna baglylykda

v (i)'
O(u)=exp Z(—I)kn, (1.1.38)
= nl
Funksiyany Furye boyunca tiytgedip biz dite N = 1,2 ya-da
N = o0 bolanda a)(x) > 0 otrisatel dl paylansyk alarys ([6],

sah.90 seret). Uly kumulyantlar (n = 3,4,...) paylansygyi
erkin funksiyasyny (37) simmetrik Gauss egrisinden gysarmanyn

K
mukdar bahasyny beryar. Y. = — = & ululyga asimmetriya
03 03
K —3u,
koeffisiyenti diyilyar we y, = —- = Kool _ M -3
04 04 04
19



ululyga ekssess koeffisiyenti diyilyar. ¥, > 0 bolanda a)(X)

paylansyk X = X - i tdwereginde 6ran yiti we incedir, X, < 0

bolanda bolsa tersine Gaussyn paylansygyndan has tekizdir ([6],
sah.41 seret).

X, we ¥, ululyklar doly garassyz dal, sebabi
Y.~ X, +2 > Odesizlik yerine yetmeli, hususan-da

X, > -2 Ucin. Bulara menzes gatnasyklar basga kumulyantlar
ucin hem alnyp bilner.

2. Kopolcegli statistik hasiyetler.

Ahtimallyklaryn kopélcegli paylansygy binage totan X, Y, Z
ululyklary beyan etmek (gin

o(x), o(y), o(z), ... @21

Iki Glcegliler ugin
o(x,y), 0(x,2), 0(y,z) ... @22

Ug 6lcegliler tigin
o(x,y,2). .. (1.2.3)

funksiyalary bilmeli.

Kdpolcegli paylansyklar normirleme sertlerini
kanagatlandyryarlar (1.1.2-& menzeslikde), meselem:

J Jolx,y)ixdy =1, [[Jo(x,y, 2)ixdydz =1

(1.2.4)

Bulardan basgada tiplerin gabat gelme serti yerine yetmeli.

20

Bu ¢6zuwi mydama ¢yzykly kombinasiyanyn ¢yzykly bagsyzyk
funsiyasy y, (t) (n=1,2...) hokmiinde gorlp bolar, erkin hereket
edyan yrgyldyla seredeli:

y(t) = > C,y,(t),C, = const, L(t) y, (t) = 0 (1.6.14)

H (t,t") fiziki manysy seyle, yagny t wagtdaky ¢ giyginin
tasirinde emele gelen 6 impulsy t" wagtda sisitema tasir edyar.
Hakykatdanam, (12) goyup alarys

pt)=0(t-t",) (1.6.15)
alarys
x(t) =H(t,t"). (1.6.16)
Eger ¢ (12)-de t6tén funksiya bolsa, onda Dyuamelin inegral
cozuwine goré x prosesinin hésiyetinin orta baglylygyny almak kyn
dal we ¢ glyjinin analitik ortalygynyn hésiyeti:

(x(t)) = T H(t,0)(p(0))do,(1.6.17)

(XWX(L) = | | dBA6H (.6)H(.0,)(0(6)0(6,)). (16.18)

—00 —00

00 00 0o

(XWXEIXE)) = [ [ [ d0d6,dOH (t,0)H (1, 6,)H (&, 0,) {2(6)0(0,)0(6,)),

—00 —00 —00

(1.6.19)

we s.m.

@ totan gaus prossesynda X hem gaus bolar, x we ¢
arabaglylgyny Dyumelin integraly bilen hasaplanyar, ¢yzykly(seret
82). Islendik kop ugurly x paylansygyn ahtimallygy Ggin x orta
bahasy bilen we korrelyasiya funksiyasy (x(t,)x(t,)) bilen ailadyp
bolar (seret 1.2.44), yagny (17) we (18) denillemeleri in doly statistiki
gOrkezyéan x(t) prosesi prinsipinde hasaplanylyar.

Cyzykly we ¢yzykly dal tétan Uytgeyanli sistema; gohun
tasirindaki iki derejeli kwant sistema. Esasy radiofizika sistema
ossilyatordyr; sonun Ugin ossilyatoryn erkin yrgyldysy ké&bir

7



I, totan ululygyn w,(1,) paylanma ahtimallygy barlygyny kabyul

edeli T insensiwligin bahasy hem totan ululykdyr. (1.2.11) formulany
ulanyp baslangy¢ yagdaydaky paylanma ahtimallygyny tapyp bolar.
I a a I
o(l,7) = 0<I<]  =—=—=
(.9) O(a—bl)(a—bl)2 b 1-e~

Sur. 1.15 stasiyonar dal bir syhly (9)-yn awtoyrgyldynyn
intensiwliginin paylansygy grafikada gorkezilen, olar
w,(1,) = exp[-1,/1,1/1, Ugin gurulan.

(9)-yn w(1,7) paylanysygyny ulanyp satisiyonar dal disperiyanyn
o (r) hasiyetini tapyp bolar, seyle hem wagt sepgidinin
paylanysygyny @, (r) intensiwligi bilen tapylyar.(seret §§3,5 bolim
7)

Totén glyjin tasirinde ¢yzykly sistema; Grinin funksiyasy;
Dyuamelin integraly; f glyjinin astynda yatan , ¢yzykly sistema
prosesy,su anlatma goérnisinde.

L(t)x =M (t) f (1.6.10)

Bu yerde L(t) we M (t) kabir cyzykly operatorlar

(diferensiyal,integral,ayyrlysan yada birigen tipde). Anlatma girizeli
o) =M (t)f (1.6.11)

(10) anlatmanyn ¢6ziwi,baslangyc nollyk sertine gabat

gelip,ony hem Dyuamelin integraly gérniisinde yazyp bolar:

X(t) = j H (t,0)(6)d6 = j H (t,t—0)o(t —0)do (1.6.12)

Bu yerde H(t, 0) funksiya, Grinin fun5|yasy diyip atlandyrylayar,

ol L operatora bagly we ¢ bagly dal.

Eger baslangyg sertleri noldan tapawutly bolsa, onda f guyji
sistema tasir edip baslan mahaly sistema durgun yagdayda daldi,
onda (12) anlatma degislilikde ¢ozuwine y bir syhly anlatmany
goomaly

L(t)y =0.(1.6.13)
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[[eo(x, y,z)dydz = zw(x, y)y = o(x),
zw(x, 2)dx=w(z) @25

Kdpdlcegli paylansygy bir ya-da birnéce totan tytgeyénler
boyunca integrirldp, biz galan tétan tytgeyanler (icin paylansygy
tapmaly.

Eger X, Y, Z totén hadysa bolsa:

X=X(t), y=Yy(t), z=z(t) ondat wagt umuman
aydanynda (1)-(3)-e parametr bolup girer.

Eger totan Uytgeyanlerin bahalary wagtyn dirli pursatlaryna
degisli bolsa, onda:

X=Xt), y=yt,). ... @26

Kopdlcegli paylansyklara meselem asakdaky momentlerin
baglylygy girip biler:
a)(x, y) = a)(x, y;tl,tz) (1.2.7)

Kdpleng bizi sol bir hadysanyn dirli wagt pursatlarynyn
arasyndaky baglansyk gyzyklandyryar.

x=xt)=x,y=x(t)=x,z=x(t)=x.

Bularyn statistik baglansygy

a)(Xl’XZ’ 1’t) a)(Xl Xz’Xs’ 11 2’t) (1'2'8)
Gornlsdaki kopolcegli paylansyk bilen yazylyar. Ondan basgada
limae(x, X, t,t,) = o(x,t,)5(X, —X,)

-t
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Caklalyn, x we y ululyklaryn arasynda funksional baglansyk

bolsun:
y =F(x). x=0(y),
we a)l(X) ahtimallyklaryn paylansygy belli; a)z(y)
paylansygy taparys. Eger

P=fo(dx (x,>x) @29

integralda tdze Y = F(X) uytgeyan integrirlemd gecsek, onda
biz

P=fo,(x=0(y) “y” y (> y)

(1.2.10)
alarys. Bu yerden

o,(Y) = o,(x = w(y))‘ USDI PP

gelip ¢cykyar. Bu formula X-in Y -e baglylygy stibhesiz bolanda
yerine yetyar.

Eger () kopolgegli bolsa we birnage Q. (y) sahalary
saklayan bolsa, onda:

0.9 =;w1(x=¢n(y))‘d¢dn—§y)‘.
(1.2.12)

Hacanda Y = F(X) egri X oka parallel bolan:

y=Y,.,a <X<b (k=1,2,..) bolekleri saklasa ol iiytgesik
wakadyr.
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denlemeler Ggin calt ulalyar. Cyzyklydallilik bilrn birlikde we
sistemanyn parametrlerinin toétdnden Gytgeyanligini hasaba almak
cylsyrymlagyar.

Sonun Ugin has gyzykly ¢oztmi Ggin yrgyldylar teoriyasy we
tolkun teoriyasysynda in sonky adimi ortalyk hasaplama
metody(paylanmagyn ahtimallygy) ualnylyar, hacanda takyk ¢oziwi
yok yagdayynda.

Su mowzukdaky berilen hemmesi birinji derejeli denlemeleri
cozmekde has kop ulanylyan metodyr. Indiki mowzuklarda bolsa bu
metodlary has kynyrak meselelerde ulanarys.

Biz has ansat meselerden baslaly, yagny statistiki informasiya
gerek bolan hemme ululyklar takyk ortalyk ¢ozlwi bilen tapyp bolar.

T6tan baslangyc sertli gecis prosesi.

Cyzykly dal ossulyatorda yrgyldy amplitudanyn ésmegi
(tomsanyn generatory, birmodaly lazer) ¢yzykly dél kubik anlatma
bilen gorkezilen.

A—a A+ BA*=0.(1.6.4)
Munun ¢Oziwi su gérniisde

A(t) = Afem (L.6.5)

\/1+ﬁ‘;2 (e** -1)
Bu yerde A, -amlitudanyn baslangy¢ bahasy, we A_-durgunlasan

bahasy,degislilikde t — c baha. A_ululygy tapmak ticin (4)-e A=0
kabul edip alarys.
I,=A%=a/B,A =+Ja/B.(1.6.6)
Intensiwliklere gesip ,(5)-den alarys
It = Ie

1+110(ef _1)

00

(1= A%1, =A% 1 =2at),(1.6.7)

yada

al 1
I(t) = 0 a=e",b=—(e"-1).(1.6.8
(t) LrbI, - (e" -1).(1.6.8)

['e]
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(2) denlemeden gornisinden gornusi yaly, yagny totan baslangyc
X, bahasy yada dasarky guyc f (t) —den x ¢yzykly baglydyr, onda
ortalasdyrylan x kan kyngylyk déretmeyar. Mysal Ggin,

. _ t
X, (t) = Xoe >0 + j e (£ (9))d8,
0

Yagny x tapmak tigin xowe ( ) tapmak yeterlik. Munui yaly
satitik informasiya doly yeterlik dél, eger a(t) deileménin hemiseligi

totan diysek. Bu yagdayda x hasaplamak ucin orta bahany hasaplap
bilmeli

(exp[b(t) ~b(6)]) = <exp j a'(0)d '9>.

Muny hem su sertlerde etmek kyn dal, tétan ululyk a(t)-ny
(b(t) —b(6) proses) gausynky hinkmiinde seredilse,onda ol (1.1.16)

we (1.1.36) layyklykda
(expy)= exp[y+§(y2 -yl

Analitik gornisde ¢ozuwi kabir ¢cyzykly dal denlemeler icin hem
yazyp bolar. Onda, eger

x+a(t)x = f (t)x".(1.6.3)
Onda x = zY*™ goylanda (3) detilemani su gdrniise getirer

l .
HZ+ a(t)yz=f(t)

(1) goré. Gornusi yaly takyk ortalyk ¢dzimi (2)-daka gora has
kyn.
Seylelik bilen ,t6tan funksiya diferensial denlemani kabul edyén
bolsa we takyk ¢Oziwi bar bolsa onda statistiki h&siyrtnamasy
statistiki statistiki ortalama takyk ¢oziwi bilen tapyp bolar, eger
dasky tasirin baslangyc sertlerini hasaba alynsa.

Has yonekey baslangyc¢ sertlerinin statistikasyny hasaba
almakdyr. Eger diferensial denileme ¢gyzykly bolan yagdayynda,
dasky guyclerin ansambly boyunca ortalasmagyny amala asyrmak
prinsipiyal taydan kyncylyk déretmeydr, emma kyngylyk ¢cyzykly dal
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Bu yerde y-in Y, bahany almagynyi dhtimallygy cakli we X -
in (ak ) bk) interwalda bolma dhtimallygyna dendir.

P(y =) = [@(x)dx

Ahtimallygyn dykyzlygy O -funksiyanyi tisti bilen anladylyar;
Umumy bolan (12) anlatma

zk‘ﬁ(y — yk)jka)l(x)dx. (1.2.13)

jemi gosmak makuldyr. Alnan gatnasyklary iki we ondan kop
totan tytgeyénlere umumylasdyryp bolar.

y1 - Fl(Xl’Xz)’ yz = Fz(xl’xz)
Xl :(Dl(yl’yz)’ Xz :(Dz(yl’yz)'

(11)-in yerine suny alarys:

oo, o,
a)z(yllyz) :a)l(xl :¢1IX2 :¢2)M1
8(yl’yz)

(1.2.14)
bu yerde O(@,, @,) [ O(¢,,,) - kéne totan tytgeyanlerden
t&za dwriilme yakobiany.

Kdpdlcegli momentler, kumulyantlar, hasiyetlendiriji
funksiyalar.
Birnace
X3 X ey X, (1.2.15)
23



totan ululyklara seredelin. Olar dursuna kopdlgegli
ahtimallyklaryn yayramasy bilen anladylyar.

(X, X,y X ). (1.2.16)

Edil birélcegli yagdayda bolsy yaly jemin hasiyetlendiriji
funksiyasyny:
0(“11---1un) — <ei(ul><1+...+unxn)> — J:---_[ei(UIX1+”'+u"x")a)()(11---1Xn)dxl---dxn

(1.2.17)
gornilisde yazyp bolar.

Ahtimallyklaryii paylansygy O ters kopolcegli Fure
Ozgertmesi bilen baglansyklydyr:

(23;_)” [‘; JQ(UI,, un)efi(ulxﬁ..ﬁrunxn)dul.“dun

o(U,,...,u,) =
(1.2.18)

(17)-den kopolgegli momentler boyunca hasiyetlendiriji
funksiyanyn dargamasy gelyér.

M, ot )= (X*..X"), (1.219)
we hususanda

0(u,....u,) :1+%Zup(xp>+522upuq<xpxq> +
14

*pogd

" -
+Lzzzupuqur<xpqur>+...=Z'—<sp> (1.2.20)
3! p, q, r=1 p=0 p!
Buyerde S = UX +...+UX ;

(32) anlatma indiki gérnlisde kdpolgegli yagday bilen
baglansyar:

24

ymtylyar(ris1.13). (43) gora Q -nyin maksimal bahasyny tapmak kyn

dal
V1-2*+2* -1+ 7° Q,
o= 5 ,Z = .

yA Q.

Zynylmanyn tstan prosesy we olaryn ulnysy [3,10] monografda
yzygiderlikde berilen.

6. Yonekey éniimlerde stohastik diferensyal denlemeler.
Totan yrgyldylaryii orta nokat ¢oziiw yoly bilen analiz edilsi.

Statistik rasiofizika meselelerinin matematik analizi we bularyn
tejribelerin gorkezmeginde ¢yzykly yada ¢yzykly dél diferensiyal
denlemelerin kabir baslangy¢ sertlerinede (yada gyra sertlerinde),
kabir parameterli, koefisiyently, kabir dasarky guycli bolup, yagny
stohastik diferensyal denilemer diyilyar.

Bu indiki paragrafdaky meselelerde ¢cyzykly we ¢yzykly dal
yonekey oniimini stohastik denlemelerde gorkezeli. Asakda gorjek
bolan gyzykly ¢oztwlerde spesifiki, yagny stohastik ¢6ziw metody
gerek. Belli bolsy yaly bu metod has berkdir, nejely ¢oziiw
metodyndaky regulyar defilemelerde, stohastik denlemeler
gorkezlende orta bahasyny tapmak, dine takyk ¢oziwi belli dal
yagdayda bolyar.

Munun kyngygy bilen tanysmak tcin, yagny difersiyal
denlemelerdéki gorkezlen totan funksiyanyn analizindéaki ykyp biljek
kyncgylyklar, yagny yonekey birinji derejeli ¢yzykly wagtynaseretsek,
onda x Ugin denleme su gornusdedir

x+a(t)x = f (t).(1.6.1)
Bu yerde f (t)-dasarky giyc, a(t)-wagta gora Uytgeyéan
parametr. Bu denileme tgin takyk ¢cozlw belli: eger x(t =0) = x,,
onda

t t
X(t) = X6 " + [ PO £ (9)d0,b(t) = [a(0)d6.(1.6.2)
0 0
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p|oy(A)V(p) (1.5.40)

N:Tjo‘”a;(p)v(p)dpf jd Ad p‘A—

(39) layyklykda
o T 0,0
v(o)do == 11¥21 ’
J, @(Pv(p)dp \E 6 Zr0. )7

T [dAd p‘A—p o, (AV(p) = \/;/(0122 +03,°)

Bu yerde, T wagtda egip gecyan iki gaus prosesinin ortaca

kesismesi
- 0,,0
N=T —"2_— 3/2 J(o,’+0,,%) (1.5.41)

(0-11 +O—21
sapar. Eger korrelasiyanyly proses funksiyasy su gérniise eye
hokmiinde kabul edilse.

XXe = X a(r) cosa,r,CC. = C b(z)cosm,r,
(bu bolsa, a)o gora simmetrik spektral yygylygy),onda(39)

2 _~2 2 2
01 2=x? 7612 = Qx 1612 =C 1622 =XQc

Bu yerde
0,2 =-2a(0),Q,.2 =-b(0).

Inge ¢yzykly prosesdaky o, ululygy spektyn orta yygylygy we
Q, yygylyk bilen hasaplanyar. Mysal tg¢in, goniburcly spektr (34)-
den
sm(hr)

a(r) = -
o, = @, +h?/3,Q, =h?/3.(1.5.42)

(41) gora kesip gegmaénin orta yygylygy seyledir.
Bu yerden,(38)-déki yaly ,a =C /x -intensiwliginin

gatnasygy.(38)-den tapawutlylykda, kesip ge¢manin egilmesinin
yygylygy (43) a—>0we  a—> ooyagdaylarda nola
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I'p, 9=t

9(u1,...,un):exp{ Zu K +Eziu ukK, +..

(1.2.21)
Bu yerde kp - kopdlgegli kumulyantlar.

K,=x,K,=B,,K,=B,

121

K,=B_-BB, -BB, - BM B, ,(.2.22)

1234 1234
we

B, . =X, =X,)...(x. = X)) (1.2.23)
-kdpdlgegli merkezi momentler.
P=Q=..=Sbolanda B, - we K funksiyalar i

girizilen totan X ululygyn merkezi momenti we kumulyantlary
bilen gabat gelyar:
B,,=u = <(Xp - Xp) > K, =K (@114) we
(1.1.34)-¢e seret).

Antimallyklaryn sertli paylansygy; Statistik garassyzlyk.

Ikisany X we Y totan ululyklara seredelin. Eger
a < X < a+ AX bolsa A waka barada, b <y < b+ Ay
bolsa B waka barada gurrin ederis. Goy, N gezekde A waka N A
gezek yuze ¢ykan bolsun, B waka bolsa N 5 gezek. Onda

N,N,,N_, N, — oo bolsaseyle yazyp bolar:
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P(A):%’P(B):%,P(A,B): NAB

N

WAB gatnasyga hem dhtimallyk hékmiinde garap bolar.

- N AB B - - -
Hususan-da A waka Ggin ——— = Pl — sert bilen B-nin yerine
. A
yetme serti hokmiinde garap bolar.

R . . N AB B
Serte menzeslikde ahtimallygy A Gc¢in hem : N =P| —
B
gOrnuiisde yazyp bolar.

N N, N N,
yonekey &htimallyklaryn arasynda indiki denlik yer alyar:

P(A,B) = P(A |B)P(B) = P(B|A)P(A).

(1.2.23a)

N, N,N, N,N

2 bolany ticin sertli we

Eger dhtimallygyn paylansygynyn dykyzlygyna gecsek, onda
o(x,y) = o(Xy)o(y) = o(yx)o(X).
(1.2.24)

Seylelik bilen, iki sany totan ululyklaryn baglansykly
paylansygyny tapyp bolar, eger bu ululyklaryn biri tgin bir6lcegli
ahtimallygy we degisli sertli paylansyk belli bolsa.
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N=I Fa)lx_ZnLC__Za)lcz
3 x2+C?

Yagny kesismaniii sanynyn yygylygy . we @, hemde,

intensiwliginin totan prosesi hasaplanyar, seyle hem kesisménin orta

yygylygy.
_ 2 2
Q=20 _ 2, [P T (1538)
o 1+a

20, We 2w, céklerde liytgeyér. Bu hem intensiwliginin

gatnasygyna dendir o =F/ X2

2. A(t) we p(t) iki nabelli egip gegyan normal kwazigormonik
proses.( Bu yerde 84 mowzukda tétan proses modelini ulanarys)..
X(t) = A(t) cos(mt + (1)), C(t) = p(t) cos(w,t +w (t))
Bu yagdayda
o(p, p, A A) =V(p)V, (p)o(A)e,(A)
Eqgip gegyén paylanmasynyn ahtimallygy we 6niimi gin su
gornlsde eyedir.
2
A A’ - 1 A
o(A) = exp| — @, (A) = ——exp| —
0'112 p{ 20_112 } (A V2roy, P 20—122

_ 2
(0_112 = Xzio_lzz :<A >),

(1.5.39)

, .
P P - 1 P
V(A) = expl| — V. =——¢exp| -
( ) 2 p|: 2 :| l(p) /_27[0_22 p 2

2 2
Oy Oy Oy

2
(0_212 =C2,O'222 :<P >),

Kesigmanin (8) anlatmanyn orta bahasy tg¢in

71



(C = x) aracgin orta bahasyna defi bolsa,onda ¢ak yagdayyndaky
inge spektr (e, ] h)dyr.
Qn ~ Qe = 2Q,
Ters predel yagdayynda, hagcanda orta spektr yygylygy nola den
bolanda (@, =0)

Qn = Zyﬁ,ﬁm — 2h, /% ~1,50x

Yagny ekstreminal nokadynyii emele gelme yygylygy kesisme
yygylygyndan bir yarym esse kopdir (C = x).

Kéabir egrinin kesismesi :1ki meselani bahalandyralyn, x(t) we
C(t) egrilerin T wagtyn dowamynda N-sapar kesismesinin sany.

1.Goy x we C-gausun orta noldaky tétén stasiyonar
funksiyadyr,dzara korrelirlenen. Olaryn tapawudy hem y= x-C
gausun funsyasydyr. Iki ugurly paylanmanyn ahtimallygy y we y
gOrnusdedir.

o(y,y) = o(y)o(y) (1.5.35)

Bu Yerde @ we o hem (27) we (28) aiilatmalardan tapylyar.
ol=y =x +C?—2xC (1.5.36)
GornUsi yaly, x we C kesisme sany egrinin orta noldaky
kesismesine den,yagny (29) gora.

= 20,/ q_To
Q=20 N=To/ (1537)
Eger x we C statistiki bagly dél, yagny (27),(28) anlatmalardan

=X +C 0 = 0, 2%+, 'C?
Bu yerde ,, we @, -spektryn orta yygylygy (30) formula bilen

hasaplanan,
(37)-a layyklykda.

70

Bu yerden, @(X, Y) sertli paylansykda Y ululyk a)(x\y)

Ucin parametrin we normirowkanyn rolyny oynayar we seyle
gOrnusde yazylyar:

T o(xy)dx=1.

Y -in ol ya-da beyleki bahasyny belldp, biz X Ggin
ahtimallygyn dirli paylansyklaryny alarys.

o(X)y,) = o(x]y,) = o(x).

Eger totan ululyklaryn birinin bahasy basga birinin
ahtimallygynyn paylansygyna tésir etmeyén bolsa, onda olara
statistik garassyz ululyklar diyilyar.

Bu yagdayda

o(Xy) = o(x), o(y|x) = o(y). @225

(25)-i (24)-e goyup alary, alarys.
o(X,Y) = o(X)o(y). (1.2.26)

Umuman, eger N sany garassyz totan ululyklar bar bolsa
Xy X, (1.2.27)

Onda kopdlcegli paylansyk birdlceglilerin kopeltmek hasylyna
dendir.

(X .oy X ) = 0(X)...0(X ). (1.2.28)

(28)-i (17)-& goyup , (27) garassyz totan ululyklaryn kdpolcegli
hasiyetlendiriji funksiyasy , birélcegli hasiyetlendiriji
funksiyalarynyn kopeltmek hasylyna dendir.
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o(u,,...,u)=06(u,)..0(u ). (1229

Garassyz totén ululyklaryn jeminin paylansygy, merkezi predel
teoremasy.

Alnan netijeleri jemin statistik hasiyetlerin analizi G¢in ulanalyn
y=X+X +...+X (1.230)

Bu yerde @, (Xa ) paylansyk we 0 (Ua ) hasiyetlendiriji
funksiya (a =12,..., n) . In sonkyny kumulyantlaryn Usti bilen
seyle yazyp bolar:

ur,

6 (u)= expz (1.2.31)

(17)-de U, = U, =...=U_= U diyip caklap Y (gin
hasiyetlendiriji funksiyany taparys (seyle hem (29) we (31)-i hasaba
alyp):

O(u) = (exp{iu(x +...+x) hH= epo—
(1232)

bu yerde
=>K, .. (1.2.33)
a=1

(33) formula additiw kumulyantlaryn hésiyetlerini gorkezyar;
jemin kumulyanty kumulyantlaryn jemine dendir. Garassyz totén
ululyklaryn jeminin momenti additiw hasiyetli daldirler (ululyklary
boyunca kumulyantlar bilen deni bolan birinji we merkezi we 3-nji
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2
Q. = Zﬁexp{— (€=x) } Q,, =222 (1.5.29)
o, 20 o,
Kabir funksiyanyn dispersiyasynyn fluktuasiyasy we x onimini
spektryn intensiwligi G( @) ya-da korelyasiyanyi funksiyasy B(C)
bilen x prosesyny anladyp bolar

o =~/x? = ]O G(w)dw = B(0)

—2

cl=X = j a)ZG(a))da)=—(%)2R(r)|T=0 = w’c? (1.5.30)

—2

2=Xx = T 0'G(o)do = —(1)4R (1), =o'c” (1531)

kyn daI
0.’ =00,,0 =0, (1.5.32)

(29) we (30) anlatmalardan, ekstremumlaryn ortaca sany islendik
orta kesismelerin sanyndan az dél.

ﬁext > ﬁc ,Next > NC (1533)
Eger spektryn intensiwligi géniburcly bolsa,

(1.5.34)
Onda

2 4
o’ =4Gh,o, = (w0, + hé),a2 =0’ (w," +2w,°"* + hé)
(29) gora,

— — o, + 20,22 + N’
Qc=24/a)02+h23exp{ (C—x° }Q —2 |- S A
207 a,02+hé
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(X, X,C,C) dort ugurly paylanma bilen gorkezilen. Bu formula
belli sertlerde ansatlasyar. Mysal (icin, eger x proses stasiyonar

bolsun, onda X2 we x? gatnasyga gora hemiselikdir (konstantadyr).
. 1d,, . 1d /2
XX)=——(X")=0,(xx)==—(x )=0
0=l =0t ()
Bu yerde, sol bir wagtyn icinde x ,x we sol bir sanda x we x
arasynda korelyasiyay yokdyr. Eger X -gaus prosesy bolsa,onda

korelyasiyanyn yoklygy hem statistiki bagly daldigine gorkezyar.
Onda

(X, X) = o(X) e, (X), o(X, X) = @, (X)w,(X) (1.5.24)
(21) we(22)den

d x =270 (C))

Qc = 270(C) ]O o,(X)

—00

X X

(1.5.25)

Q,, =270(0)X (1.5.26)

Gaus prosesi Ugin

)2
o(X) = ﬁlm exp{—(xzaf) } (1.5.27)
-
0,(x) = exp| -
\/57[0-1 20-1
0,(X) =—— exp| ———
\/57[0-2 20-2

(25) we(26) denlemelere goyup alarys
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tertipli momentleri hasaba almazdan, (1.1.34)-e seret). Dogrudan
hem , meselem & we &, garassyz ululyklar dgin

(51 + 52)4 = 614 + 624 + 6512522 # 614 + 524'
Kumulyantlary dispersiya nomerlélin ((1.1.35)-e seret):
K,,=0 % .. (1.2.34)

(31)-i seyle yazyp bolar:

- (iuc )"
6 (u)=exp Z(J;( . (12.35)
o mel m! o,
Jemin kumulyantlary cin hem seyle koeffisiyentleri girizip
bolar:

Kk =0y ,o0°=>Y0" (1236
m Zm r a

Netijede (22) hésiyetlendiriji funksiya seyle gornisi alar:
- (iuo [
9(u):exp2¥;(m. (1.2.37)
m1 M

(33), (34) we (36)-dan gelip cykyar:
O X
o’ f

=1

-

a

(1.2.38)

N ulaldygyca (38)-in sanawjysy artyar ~ N , maydalawjysy
n?
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X~ (n >>1).

N3

n> -1

Seylelik bilen (30) jemde gosulyjylaryn artmagy bilen uly tertipli
(m = 3) kumulyantlaryn gorali roly peselyar. N —» 0O predel
yagdayda dine birinji we ikinji teertipli kumulyantlar galyar we (28)
seyle gornisi alyar:

O(u) = (exp(iu(x, +...+ X ))) = exp(iuk —%uzkz) = exp(iu?—%uza

(1.2.39)
((33)-e seret) bolany ugin

(39) hasiyetlendiriji funksiya gausyn ahtimallygynyn paylansygy
bilen gabat gelyar ((1.1.37)-& seret).

Seylelik bilen biz , kdp sanly statistik garassyz gosulyjylaryn
jemi (her birinin erkin dhtimal paylansygy bar) normal ya-da Gausyn
kanuny (1.1.37) boyunca paylanan diyen netija gelyaris. Bu
disundirma merkezi predel teoremasy diyilyar (MPT). MPT-nyni
fizika G¢in fundamental &hmiyeti bardyr. MPT-nyn esasynda kdp
real totan hadysalar Gaussyn paylansygydygy gorkezilyér.

Kdpdlcegli adaty paylansyk.

(30) jemi iki bolege bolelin:

Y=YV, Yo=2ax, ¥, =2bX,
(aa+ba:1).
30

2)1

Seylelik bilen x ergodicen kabul edip, buululyk zyiylmanyn
kuwwatdy kabul edip bolar.(Yagny birlik wagda zyiilan energiya)

0 1,1 2
P:?:?L (x—C)X1(x—C)dt (1.5.17)

C-ny kesip gegcménin orta yygylygy.
0, - 27;'\' ZT” 5(x—C)(x)dt (1.5.18)

Ekstriminal nokadynyn doremeglnln orta yygylygy
27N, Zﬂ
Q.. = 5 x)|x|dt (1.5.19
ext T T ( ) ( )
T nége ulaldamyzda hem ol 6ziinin orta bahasynda az

sliysyar,ony hasaplamak hem gyzyklanma doredyar.
Statistik orta hasaplama hem su gornise eye bolar.

P = [ (x=C)’@(x)dx (15.20)

Q=27 o(x=C,x)|x|dx (15.21)

Q= 2nf w(x =C,x)|x|d x (1.5.22)

Bu ortalamalarda, w(x) bir ugryly paylanmasy, (X, 5() we

w(x,X) iki ugurly paylansygynya sekillidir.
Stasiyonar we stasistik ké&bir kesisménin orta yygylygy x(t) we
C(t)funksiyalara bagly,(8) denlap.

x—CldxdC

T T
(1.5.23)

a-2N _ 2”<[ 5(x—C)|x- C‘dt> ZﬁTJ.J.a)(XzC,X,C,C)
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(I(x-C)) = jl(x —C)a(x,t)dx = Ta)(x,t)dx =P(x>C,t) (1.5.12)

Bu yerde P(x>C,t), C -nyn Ustiindéki t wagtdaky x kesismesi (12)
we (11) yerine goyup alarys.
0= jT P(x>C,t)dt (1.5.13)
Stasiyonar prossesda x-in P-daki ahtimallygy wagta bagly déldir
we (13)-i seyle yazmak mimkin.
0=TP(x>C)
Ya-da B
0
T P(x>C)(1.5.14)
Yokarda gorkezilsi yaly,stasionar prossesda otnositel kesisme
wagt Ucin (x> C) kébir yagdayda orta ahtimallygyna dendir.
6 -nyn 6 siysmesini ikinji dereje bilen bahalandyryp bolar.

6 = 1 j dt,dt, (1(x, —C)L(x, - C)) (1.5.15)

0*-0° dispersiyasy tapyp,(15) ortaga hasaplamak tgin
o(X, X,,t,t,) &htimallygy iki ugurda dargaysy gerek bolar. Bu yerde,
o(tt,)takyklagdyrman hem, seyledigini gorkezmek kyn dal, 6/T
totanleyin dispersiya ululygynyn ulalmagy T nola ymtylyar,bu hem
01T yeterlik uly bahalarynda T 6z orta ululygyna az
tapawutlanyandyr.
.0 0
lim =TT P(x>C) (1.5.16)
Hakykatdanak
0 17
—==| 1(x-C)dt
T T
Bu yerde @/T totan ululygy 1(x-C)wagta gora orta bahasyna
eyedir, bu bolsa ergodicen. Eger ergodigen x (1.4.6) gora /T
ululyga 6smegi T-nyn 6zlnin orta bahasyna asimptotik yakynlasyar.
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Y, we Y, totan ululyklar umuman aydylanda statisitik
garaslydyrlar. Olaryn her biri bagly dal we t6tén garassyz
ululyklaryn jemi N —> o0 predelde Y =Y, + Y, yaly adatydyr.
Bu yerden dine iki sany normal totén ululyklaryn jemi

S=cy,+..+CY (1240

bolyandygy goriinyar. Bu yerde C. -t6tan dal koeffisiyent we
normaldyr.

(39)-a layyklykda
S*-S }

(") = exp{iS 5

(1.2.41)

(40)-da C, = U. diyip caklap we (41)-i ulanyp, Y ,..., Y

normal totén ululyklaryn jeminin kopolgegli hésiyetlendiriji
funksiyasyny seyle yazyp bolar:

ou,,...,u, )= (expli(u,y, +...+u.y,) P =exp{izm:upyp—gzzm;upuq|3pq},
(1.2.42)
bu yerde B B
B, = <(yp - yp)(yq - yq)> (1.2.43)

-ikidlcegli merkezi moment ya-da yp we yq totan ululyklaryn
Gausslarynyn fluktuasiyasynyn korelyasiya funksiyasy.

(18)-e (42)-ni goyup we integrirldp , alarys:
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w(y]_""’ ym) = %exp{_%;iqu(yp _ypxyq _yq):|’
(1.2.44)

bu yerde D- korrelyasion matrisanyn determinaty.
B,, . A, - matrisanyi elementleri. Hususan-da M =1
bolanda (44) anlatma (1.1.37) gornusi alyar.

(42) we (21) denliklerden Gaussyn totan ululyklary Ggin ikinji
tertipden uly képolgegli kumulyantlarnula dendirler (edil birélcegla
menzeslikde). (22)-a baglylykda bu yerden képolcegli merkezi
momentler dgin yonekey diizgun gelip ¢cykyar: (44) gauss
paylansygynda &hli ték tertipli momentler nula den , jubit tertipli
momentler bolsa ikinji tertiplimomentlerin mimkin bolan
kombinasiyasynyn jemine dendir. Meselem :

B1234 = BlZ B34 + Bl3 BZ4 + Bl4 823’ (1246)

B... =B,(B,B,+B,B,+B,B,)+B,(B,B,+B,B,+B,B,)+

123456 34 756 35 46 36 54 24 56 25 46 26 54

+B,(B,B,+B,B,+B,B,)+B.(B,B,+B,B,+B,B,)+

32 756 35 26 36 52 34 726 32 746 36 52

+ BIG (B34 BSZ + BSZ BS4 + BSS B42 )

(1.2.46)
2N tertipli merkezi momentde gosulyjylaryn sany

(2n—1)1=1*3*5...%(2n —1) ululyga den.
Stasionar we stasionar dal totan hadysalar.

Kopdlcegli paylansyklardan peydalanyp, X(t) totan hadysanyn
harclanyan usulyny kesgitl&p bolar. T6tan hadysa berlen , eger
islendik N san Ggin erkin saylanan wagtyin momenti tg¢in n-6lcegli
paylansyk funksiyasy belli bolsa, onda:

a)(Xl’XZ’”"X A tz""1tn)' (1.2.47)

n? ™!
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polozitel otrisatel éniimleri bilen doly kesisménin sany tapyp
bolar. C(t)aracék bilen umumylasdyrylan.
T . .
N=[ 6(x—C)|t—Cldt 158)
(8)formula, erkin x(t) we C(t) iki funksiyasynyn T wagtdaky
kesismesi arkaly kesgitlenyar.

Maksimum we minimum: x(t) funksiyasynya minimumy x =0
we X >0 wagtyna gabat gelmeli. Bu yerde zyiylma sany X 6niimi
minimumlan sany bilen gabat gelyar.(5) denlemedaki x-i X -a
calsyryp we C=0 kabul edip alarys.

Mpin = J; (DX 1()d2 (L5.9)

[0,T] interwalyndaky x funksiyanyin minimumynyi jemini tapaly.

Edil sona menzeslikde maksimum gin su gornisde yazyp bileris.

T . . . . . T . .

N = N+ N = [, 8 ) IXL(x) = xL(=x)]dt = [ 5 (x)|x
Doly ekstreminal nokatlary.

Mot = M + g = [, SVXL(0) ~ X1 3)]dt = [ 5(x)|| (1.5.10)

Bu yerde (7) hem ulandyk.

Alynan deiileme denderejeli toténleyin we totanleyin dal
funksiyalar Ggidir. Eger x(t)-t6tanleyin prosses bolsa onda
hdaiyetnamasyna hem tétanululykdyr.Bu getirme formulalardan
gornusi yaly haysy statistik maglumatlary ulanyp haysam bolsa bir
orta statistikasyna hasiyetlendiryan zynylmany tapyp bolar.

Zynylmanyn orta dowamlylygynyn jemine seredelin,(4)-njini
ulanyp.

T

0= <]1(X—C)dt> = I(l(x—C)>dt (1.5.11)

0
<1(x-C)> tapmak U¢in,w(x,t) den paylansyny bilmek
yeterlikdir.bu yerde alarys
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Kabir (O, T) wagt birligindéki zynylma hésiyetnamasyny alaly.

Zynylmanyi dowamlylygy: i-nji zynylmanyn dowamlyylgy
hokmiinde 10, =t.,, —t. kabul edilyér, bu hem C derejesini x(t)
egrinin yzygider kesmeginin polojitel we otirsatel 6nimi.(O,T)
interwak zyiiylmanyn dowamlylygy 8 = ).; A8 deridir. x(t) daky
x>C dowamlylygy bilen gabat gelyar. Sol bir sandada &
dowamlylygy 1(x-C) impulsyna eyedir (puc 1.11B). Onda yone
olaryn meydanyna defi, bu yerden hem bu impulslar otrisatel dal we
birlik amplituda eyedir. Seylelik bilen zynylmanyn dowamlylygy su
gOrnusde yazyp bolar.

T
6 =J, 1(x—C)dt (15.4)

Zynylmanyii sany: 1(x-C) wagta gora differensirlenmegi -
impulslaryn hatarydyr, x>0 polozitel we x<0 otrisateldyr (puc 1.11
2). 1(x) faktory gz ontinde tutup kesip goyyan otrisatel &-impulsy
ulanyp i(x — ¢)1(x) alarys, bu hem poloZitel &-impulsyn
dowamlylygyny gérkezyér, munui sany hem zynylma sany bilen
gabat gelyar (surat 1.11 d). Doly zyniylmany T wagt sany su
gornlsdedir.

n=[ 1(x—O1@dt = [ §(x — O)&1()dt (155)

Zynylmanyi energiyasy: Zyinylma goézegcilik edilende
energiyany hasaba alyan kalorimetri ulanyp bolar. @ zynylmasyny
energiya integral gorniisinde hasaplanyar.

Q= [, @®Pdt=[ (x—C)?1*(x—C)dt (L56)
aracagin kesisme sany:
[ix—0O)| = 16(x — O)il = 8(x — O)%]
polozitel d-impulsynyn wagtlayyn yzygider funksyyasydyr.
Bularyn her bir C derejesinin kesismesi bilen gabat gelyar.(ris 1.11e)
yagny integral

N=[ 8(x—0)lxldt 15.7)
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Gorkezilen funksiyanyn kdmegi bilen hadysanyn
hakykatlasmasynyn
dP = o(X,..., X ;t,...,t )dx...0X .
(1.2.48)

trayektoriya golaydygynyn &htimallygyny kesgitlép bolar.
(48) formula (1.1.1)-in “statistik menzeslik”-i hokminde garap
bolar. T6tan hadysa (totan funksiyanyn) dgin fluktuasiyanyn

pytramasy ulanylyar, yone a)(Xl,XZ,...,X | tz,...,tn)

n? ™11

bilip (surat 1.2)- nin amala asma &htimallygyny hasaplap bolar.
(5)-i umumylasdyryp, seyle yazyp bolar:

(X, X, ey X 5ttt )= (X, X, ey X5, st )X LdX

9 XKy
(m<n) (1.2.49)

-paylanysygyn  Kigi funksiyalary  paylanysygyn  uly
funksiyalaryndan kesgitlenip bilner.Seylelik bilen, paylanysygyn uly
funksiyalary 6ziinde hadysa baradaky ahli informasyyany saklayar.
Olar kabir paylanysygyn has Kici yzygiderligine gaplanan bolyar.
Kop praktiki ahmiyetli meseleler Ugin gosmaca gohlaryn
(informasiyanyn) bahasy n ulalmagy bilen calt kicelyér; sonun Ggin
biz asakda n>5 bolany dgin olary hasaba almarys. Kabir
yagdaylarda bolsa hatda birdlcegli we ikidlgegli funksiyanyn
paylanysygyna seretmek bilen c¢ékleneris. Ayratyn bir ahmiyete
statistikasy t; —t; wagtlaryii tapawudy bilen kesgitlenyan wagtyii t,

baslangyjyna bagly dal bolan stasionar totdn hadysalar eyedir. Kébir
fiziki ululygyn fluktuasiyalary stasionar t6tén hadysadyr.

Bellik: Fluktuasiyalary alynyan fiziki ululyk emele gelyan
ulgamynda denagramlyk yagdayynda duran bolmalydyr.

Indi bolsa stasionar hadysanyn matematiki kesgitlenisini
formulirlélin. Stasionar totdn hadysa — bu wagt okunda sol bir
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ululyga t,,...,t, nokatlary birwagtda gysardylanda paylanysygy
uytgemeyan n-Olcegli erkin funksiyadyr. Basgaca aydylanda
paylanysyk funksiyasy wagta baglylykda liytgemeyar.

WXy Xt t) = 0(X, 0 X + 1,00t + 1) (1.2.50)
(50) bilen baglylykda stasionar hadysa ucin dahtimallygyn
birdlcegli paylanysygy wagta bagly daldir.

o (X,t) = o(X) (1.2.51)
Ikiolcegli Gicin bolsa- dine 7 =t, —t, interwala baglydyr:
o[xt), xt + 1)t t+7]=o[x,x 7],  (1.2.514a)

Bu yerde x_=x(t+7). (51) we (51.a) denlikler yerine yetyan
proseslere kdpleng gin manyda stasionar diyilyar.

Statistik radiofizikada we optikada stasionar hadysalaryn ayratyn
bir &hmiyeti bardyr. Bular bilen birlikde, (50) yerine yetmeyan
stasionar dal hadysalar hadysalar hem uly rol oynayandygyny
belldlin: Meselem, fluktuasiya barka akyp gegyan &hli gecis
hadysalar diybiinden stasionar dal tétan hadysalardyr. Radiofiziki
meselem: gohun fonunda signaly kesgitlemek; statistik yaliyslyklar.
Bu bapda biz k&bir paylanysygyn birdlcegli we kopdlgegli
kanunlaryn praktiki peydalanylysy bilen ¢ékleneris. Indiki yonekey
mesele gohlaryn fonunda kabir &hmiyetli distnjeleri formulirlemage
mumkingilik beryar.

Eger signal\goh gatnasyk uly bolmasa, onda gozegci ké&bir x(t)
totan hadysanyn bolup gecmesini elde edip biler, ol ya a) goh, ya-da
b) S(t) signal bilen gohun garyndysy. Signalyn barlygynyn ya-da
yoklugynyn orta c¢ykarylmasy, bu yagdayda ayandyr, statistik
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B(r) = j T XX (X, X, 7)dxdx. (1.4.25)

seredilyan halatda yazyp bileris
t=+T

B(r) = !irQTl [ xx(t+o)dt  (1.4.26)

we bu suny anladyar: B(z) -nyn eksperimental kesgitlemegi icin
saklanma liniya, kopeldiji we integrator gereklidir.

Yokarda sanalan usullar stasionar totan prosessleri 6lcép we
derndp, analog usullar diylip atlandyrylyarlar. Bu usullar 6rén gin
ulanysa eye boldylar. Sonun bilen birlikde EHM-laryn gin
mumkingilikleri bilen totan prosesslerin realizasiyalarynyn sanly
islenmegi has gowy gorinyar.

5. Toténleyin prosesii zyiylsy.
X(t) totanleyin prosesyna seredelin, yagny du prosses kébir C
denleméni alyp bolar (risl.11a). Matematika zynylma su denlemeler
bilen hasaplanyar.

X+(t)=(x-C) 1(x-C) (1.5.1)
bu yerde 1()-funksiya birligini gérkezyan ululykdyr.
1 x>0
x=0 (1.5.2)

1(1.') = E
0 x <0
seyledigini bellalii
d d .
= 1(x) = E(X],E 1(x) =486(x)x, (15.3)

X—X; gOni dal detektor tipli 6zgertmedir, hasiyetnamasy
(ris1.12a) gorkezlendir. x—+1(x-C) goni dal 6zgertme ideal ¢égi
emele gelyér (ris 1.12b). 1(x-C) prossesin wagta goré funksiyasy
kabir goniburcly birlik amplitudaly impulsy emele getiryér (puc
1.11B). x derejeden sinhrony C gecilende (puc 1.116) gonidal
implusly formasy sol bir dowamlylyga eyedir.
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(23) ulanyp, elektron-sohle trubkanyn ekranyndaky den
yagtylykly egrilerii formalaryny tapmak ansatdyr. Olar su defileme
bilen suratlandyryarlar

X* —2R(z)xx_+ x> =const.  (1.4.24)

<7, R(r)~1 bolanda bizde g6ninin deilemesi bolyar:

(x—x_)* = const.

Tersine, r > 7, R(r) =0 bolanda, (24) tegelegin denlemesine
gelyar:
x? + X2 = const.

7 -yn ortalyk bahalary Ugin (24) ellipsin denilemesi bolyar. Bu
halatlaryn hemmesi 1.10-njy suratda ossilogrammalaryn kdmegi
bilen gowy gorkezilyar; gauss prosessi gin gorkezilyan shema
ulanylyp biliner; seylelikde, korellasiya wagtyn calt bahalandyrmasy
ucindir.

’1.'1'0"-‘n‘jy surat. 1.9 suratdaky shema bilen 6Igenen stasionar ‘gauss
prosessin ikidlcegli paylanys kanunynyn sekili.

Durli suratlar dirli 7 -lara degislidir. Saklanma wagy (a)-dan (0)
cenli ulalyar; (0) Ugin 7 > 7,

Wagt ortalama operasiyany ulanyp, x(t) stasionar prosessiii B(z)

korellasion funksiyasyny hem kesgitl&p bolar. Statistiki ortalamanyn
yerine
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meseldni (Glceglerin esasynda gozegci (a) ya-da (b) gipotezalardan
birini saylap almaly) anyklasdyrylyar, asyl mesele bolsa
yalnyslyklar bilen baglanysykly bolar. Kesgitlenisii in bir yonekey
meselelerinin birine garap gecelin,(a) wakanyn &htimallygyny q
bilen bellélin, g sany aprior yaly interpritirldp bolar, yagny énden
belli bolan signalyn yoklugy yaly.

Degislilikde signalyn bar bolmak aprior ahtimallygy, ya-da (b)
wakanyn ahtimallygy p=1-q dendir. Kesgitlenisin meselesi seyle
goyulyar: x hadysanyn 0lgegi edilmeli, hem-de x(t,) = x, alynmaly.

anyklamaly.

Antimallygynn paylanysygy x, gauss gohunda seyle gérniisde

bolyar:
a) dine goh
X2
= exp| — 1.2.52
w4 (X) — Xp{ 202} ( )
b) signal+goh
1 (x-S, )?
X) = exp| ————| (S, =S(t
0, (X) o &P 2o (5, =5()

Signalyn barlygy ya-da yoklugy baradaky netijani (t; wagt
pursatynda) (52)-de haysy denligin x, Ggin uly &htimallyk beryandigi
bilen anyklap bolar, yagny @, (X,)> @y, signar (X;) bOlanda signal
Yok, tersing @y, (X;) <®gyon.gnar (%) bolanda signal bar. Seylelikde
kesgitlenis  usuly X, bilen kabir x_ kesgitlenis caginin

denesdirilmegine syrykdyrylyar. ( x, asaky denlikden alynyar.)

Xy (X,) = 0,4 (X,)  (L2.53)
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(52)-ni (53)-e goyup, alarys
X, = S% (1.2.54)

(54) cak bar, yone ol pya-da q bagly d&l we bu bolsa signal

baradaky ahli oprior informasiya ulanylan daldigi sebapli onuni gowy
dél usul bilen alnandygyny anladyar.

Indi bolsa has az yaliyslygyn ahtimallygyna getiryan cagin has
optimal saylanysyna garalyn (ideal g6zegcinin kriteriyasy). Beyle
yaliiyslyklar iki bolup biler.Birinjisi x,>x. we biz signal bardygy
barada netije ¢ykaryarys, aslynda bolsa signal yok (yaliys
anyklayys). Seyle yaliysyn sertli &htimallygy seyle bolar:

P.(%>X, | S =0) = [ @, (X)dx

we (23a) baglylykda bitin &htimallyk seyledir:

P = qTa)g (x)dx  (1.2.55)

C

Beyleki bir yalnyslyk, eger signal bar bolup hem x,<x. bolsa
yuze cykyar (signal gecirmek). (55)-e menzeslikde taparys, ol
yalnyslygyn éahtimallygy:

Pzzpja) (x)dx,,

s+g
Yaliyslygyn jemleyji dhtimallygy bolsa:

(x)dx  (1.2.56)

S+g

P=P +P, :qTa)g(x)dx+ pTw

C
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1.9-njy surat. Elektron ossilografyn kdmegi bilen stasionar totén
(X, x_,7) prosesslerin ikidlcegli paylanyslaryny lcemeginin
shemasy.

1.10 suratda gorkezilen usul bilen stasionar gaussyn tétan
prosessi tg¢in usuly bilen alynan suratlar gérkezilen. Gorizontal we
wertikal plastinalara diisy&n népraZeniyalaryn arasyndaky
saklanma wagtyn Uytgemeginde, goryanimiz yaly, o(x,X_,7)
ikidlcegli paylanyslaryn toplamasy kesgitlenip biliner. (1.2.43),
(1.2.44) gora

2 2
006 %,7) = X 2R(r)xxf+xf}’

1
2702 \1- R?(7) P {_ 20° \1— R’ (r)\
(1.4.23)

nirede R(zr) - korellasiya koeffisienti ((1.3.2) seret).
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1.8-nji surat. Elektron ossilografyn [8] ekranynda alynan
birélcegli totan yazmalaryn (razwortkalaryn) suratlary:

a) X(t)=cosot (w(p)=1/27) prosess;

b) gaussyn totan prosessi.

1.8a surat seyle totan prosesse degisli: x(t) = cost, nirede ¢(t)
—totan faza. Eger-de w(p) =1/2r, (1.2.10), (1.2.11) formulalara
gora

1
-1<x<1,

o(X) =1 zy1-x2 (1.4.21)
0 1<x<-],

-suratda yagtylygyn paylansy (21) degislidir. 1.8b suratda
gaussyn prosessi Ugin totan razwortka getirilen.

Elektron ossilografyn kémegi bilen stasionar prosesslerin
ikidlcegli paylanyslaryny eksperimental kesgitlemek (gin ikidlgegli
totan razwortkany almak gerek; ossilografyn ekranynda den
yagtylykly egriler degislidirler, sert boyunca

o(X,X_,7) =const (1.4.22) surat 1.9.
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bolar. OP o onumi nola denldp (56)-nyn yaliyslygynyn

ahtimallygy in Kkici bolyanyny anyklarys, eger x_,
qag (X.) = Pogq (X,) (1.2.57)

denlik bilen kesgitlener, bu bolsa p=q =% hususy yagdayda
(53) bilen gabat geler.

S, 20° p
X =—(1- In— 1.2.58
e =5 5?2 q) ( )

1

(58)-e baglylykda x,>x_ signaly kesgitlemek:

2

XS5l — 6?2 (1.2.59)
2 q

gornlisde yazyp bolar.

Elbetde, yekeje Olcegin netijesinde signalyn barlygy ya-da
yoklugy barada netijad gelmek dogry dal. Takyklygy Olceglerin
kopligi bilen artdyryp bolar (6lcegler t, wagt skalasynyn birnace
nokatlarynda gecirmeli). Bu yagday ucin kdpdlcegli paylanysykdan
peydalanylsa yeterlikdir.

O(X, .o, X 5,0 1),

Ansatlyk Ucin garassyz Olgeglere yuz uralyn, kopdlcegli
paylansygy (18)-in esasynda birdlceglilerin oniimleri bilen calsyryp
bolar. Totan X = X(t.) ululyklar statistik garassyz hasaplap (bu
sertin fiziki manysy gaytadan gecirilyan olceglerin arasyndaky wagt
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korellasiya wagtyndan o6ran uludyr, 83-e seret),(57) we (59)-yn
yerine, degislilikde

dl [w, (%) =P o, (X,),

2 %S, >%23f —azlnapzuo. (1.2.60)

Bunun shema gornisinde amala asyrylysy Olceglerin sanynyn
artmagy bilen U -yi ¢égi kabir hemiselik sana ymtylyar, yagny

signalyit EZSf orta intensiwligine. (orta intensiwlik oInL2

q
ululyk kemeldilen).

Seredilen mesele signaly kesgitlemegin statistik diizglninin in bir
yonekey meselemidir. Hazirki wagtda signallary kesgitlemegin
statistik teoriyasy gowy k&millesendir. Bu barada has kop maglumat
ucin — seret, meselem [2,4,5]; hem-de 85 Bap 3.

3. Totan prosesslerin korellasion we spektral
hasiyetnamalary.

Korellasion funksiya we korellasiya koeffisienti.
y, we y,t6tan elementlerin arasyndaky statistiki aragatnasygy

korellasion matrisa hésiyetlendiryér (1.2.43):
By =VYoYq— Y, Y, (1.3.1)

B,, bahalary normal tétan ululyklar tgin ahtimallyklaryn
képdlcegli paylansyny doly kesgitleyarler (1.2.44). B, -ny
normirlap, korelldsiya koeffisientlerin matrisasyny alarys
qu Yp¥q ~ prq

% (v, -7 -7

R

Pq

, (1.3.2)
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n(x) seredilyan x tétan ululygyn kébir funksiyasy bolup duryar,
onda n hem stasionar totan prosessdir. 7(t) -yn ergodicnosti

esasynda
t+T

i =zn(x)a)(x)dx = lim % [ nx@ut=7. (1.4.19)

t

Yorite gorniisli n(t) stasionar prosessa seredeli:

n(t) = FIx(®)] ={

Lx <x<X,

(2-nji hal tgin ¢ékden gykyar).
0,[x, %]

Munun yaly prosess U¢in (1.17 surata seret)
n=Px<x<x,), n=T,,/T. (1.4.20)

Seylelik bilen, (18) gatnasyk subut edilendir.

P=T,, /T, deiligin yerine yetirilmeginin takyklygyny
bahalandyrmak t¢in (12)-(17) gatnasyklary ulanyp bolar. Elektriki
gohlar tgin bolmagyn otnositel wagtlaryny dlcemekligi elektron
ossilografyn kdmegi bilen amala agsyrmak kyn daldir. Zerur bolan T
ortalama wagty ya trubkanyn luminoforynyi inersiallygy (bu halatda
ahtimallygyn paylansy barada gowy duslinjani ) hasabynda, ya-da
ekranyn trubkasyndan surat alynanda ekspozisiyany saylamagynda
alynyp biliner.

1.8 suratda elektron-s6hle trubkanyn ekranyndan alynan
birdlcegli totan yazmalar (razwdrtkalar) getirilen; olar dwrenilyan
prosessin signalynyn ossilografyn wertikal plastinalaryna berlende
alyndy.
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prosessifi berlen halda bolmagynyn otnositel wagty bilen bu y, we y,arasyndaky statistiki baglansygyn 6lcegi bolup
kesgitlenyér. Ahtimallygyn bu kesgitlenisi adaty bolup gérunyar; bilyar
stasionar prosess U¢in ol yokarda subut edilen ergodiki teoremanyn '

komegi bilen berk esaslanyar. (2)-den gelisi yaly, korellasiya koeffisienti absoliit ululygy

boyunca céklidir:
~1<R,, <+1, (1.3.3)

bu yerde R, - statistiki garagsyz bolan y we y, tgindir. (3)-e

Goy stasionar totan prosess Ugin bizi P(X, < X < X,) hadysanyn

ahtimallygy gyzyklandyrsyn, we bu hadysada x(t) realizasiya [x,, X,]
interwalda bolup gegyén bolsun. Onda gorkezilen ahtimallygy

realizasiyanyi gérkezilen interwalda bolmagynyi otnositel wagty gora B,, hem polozitel, hem otrisatel bahalara eye bolup bilyar:
boyunca kesgitlap bolar, ony asakdaky gatnasyk gorkezer -o, 0, <B,<o0,0, (1.3.4)
T
P(x < X< X,)=lim—=%, (1.4.18) _ _ o
H;r Eger-de y, we y, - sol bir prosessint wagtyn durli
nirede T, , =Y At we At, - bolmagyi wagtlary (sur. 1.7). (18) pursatlaryndaky bahalary bolsa, onda
gatnasyk gonumel (11)-den gelip ¢ykyar. Dogrudanam, eger-de Yo =X, Yy =x({t+r)=x,
we onda B_, korelldsion matrisanyn elementleri asakdaky
pq
o(t)) korellasion funksiyanyn hususy bahalarydyr
_ - _ o B(t,7) = XX_— XX, (1.3.5)
z, i /\ has takygy

B,, =B(t=t,,r=t,-t,).

Iy ?‘!—*:\tff““v.ﬂ A

i >~ Suna menzeslikde, R, matrisanyn elementleri korellasiya
700, v koeffisienti (isti bilen asladylyar
7 Fr ’ e R(t,7)=B(t,7) /oo, . (1.3.6)
i = Eger x(t) prosess stasionar bolsa, onda (5) we (6)-da dine
A7 | L_ L 142 it r bolan baglylyk galyar:

1.7-nji surat. x(t) stasionar t6tan prosessi realizasiyasy we onuii B(r) = xx, - X" = o °R(r) R(z) = (xx: =X*)/ o?,

esasynda gurulan n(t) impuls prosessin realizasiyasy. (2.3.7)
bu yerde B(r) we R(r)- 7 -yn jlbut funksiyalarydyrlar:

n(t) egrinii asagyndaky meydan x prosessifi X, < X < X, B(-7)=B(7), R(-7)=R(7),

interwalda bolmagynyn wagtynda dendir. sebabi (1) gora B, =B, .
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Korellasiya funksiyasynyn maksimal bahasy = =0 degislidir:
B(z),.., = B(0)=0c".

max

7 -nyn ulalmasy bilen x we x_ arasyndaky statistiki baglansyk
has pese diisyar, xx. — Xx_ = X* we sunlukda B(0)=0, R(x0)=0.

B(z) funksiyasynyn 7 -yn ulalmagy bilen kigelmesi monoton
bolup ya-da ossillirlenyan hasiyete eye bolup bilyér (bu totan
prosessin yygylyklar spektrininn gérniisine baglydyr, 1.4 seret). Suna
menzeslikde hem korellasiya koeffisienti Uytgeyar.

Korellasiya funskiyasynyn yeterlik bildiryan (birnéce esse)
peselmesiniii bolup gecyan wagtynyii hasiyetli interwalyna

......

Totén funksiyanyn wagtyn dirli pursatlaryndaky bahalarynyn
arasyndaky statistiki baglansygy hem korellasion funksiya
hasiyetlendiryar

v(t,7)=xx. =B(t,7)+xx_. (1.3.8)

Emma, mundan soiira biz kdplen¢ B(t,z) korell&sion funksiyany
ulanarys. T6tén prosessin jubltleyin B(t,7) we (t,7) korelldsion
funksiyalaryndan basga-da, tgleyin < x(t)x(t+z,)x(t+z7,) >
seredilmdge alnyp biliner, dortleyin we s.m. korell&sion funksiyalar;
olar t6tan prosess hakda has takyk maglumaty beryarler.

Radiofizikada we ayratyn-da optikada yokary derejeli korelldsion
funksiyalar uly &hmiyete eyedirler, we olar seredilyan totan prosessin

<x"(t)x"(t+7) > dirli derejeleri igin yazylyarlar we hususy halda
intensiwligin korellasion funksiyasy < Il_ >=< x*x’ >. (1.3.9)
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Ortalaryn Olcemekligi. 1.6 suratda x(t) stasionar elektriki gohun
orta bahasyny hasaplayan yonekey shema gorkezilen. x(t)-ny
uytgewsiz (gysarmasyz) gorkezyan ¥ glyclendirijiden sonra RC-filtr
(T, = RC) bolup in yonekey integrator we naprézeniyany olgeyan
pribor yerlesyérler. Priboryn gorkezmeleri

y(t) = L3 [e ™ x(t-0)do.
TO 0

(15) we (16) yerine yetirilmeginde y ~ kX. Seylelik bilen,
ortalaryn dlgemegi yonekey woltmetr bilen amala asyrylyar

Y@

Lt
e(?) y T ;

1.6-njy surat. Wagt ortalama operasiyany ulanyan stasionar
elektriki gohun orta bahasyny 6lcemegin shemasy.

hemiselik togyn. Suiia menizes shema hem X? we s.m. dlcemekde
ulanylyp biliner: bu halda glyclendiriji we integratoryn arasynda
degisli detektor goyulyar; eger-de detektor inersion dal bolsa, onda
Olceglerin takyklygynyn bahalaryny (12)-(16) formulalardan gegirip
bolyar.

Antimallyklary 6lcemeklik. Stasionar prosesslerii birdlgegli we
kopolcegli paylanyslary bir realizasiyadan hem kesgitlenilip
bilinerler, wagt ortalama bilen. Bu halda k&bir halyn ahtimallygy
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(14)-den ¢ -nyn kigi bolmagynyn zerur serti bolup T ortalama
wagtyn fluktuasiyalaryn spektrinin ginligine kopeltmeginin yeterlik
uly ululygy bolup duryar:

Th>1. (1.4.15)

Eger-de (15) sert yerine yetse, onda (14)-den gelip ¢ykyan T-nyn
bahalandyrmasy seyle bolar:

T> Z;Gz . (1.4.16)

(1.3.32) gauss spektri halatda (13)-den tapyarys

2
2> 20 {A T\/;@[TAJ_1+GT2A2/2]

AT 2| 2 J2
(1.4.17)
nirede
D(x) =%Eetz dt (D(0) =1)

-ahtimallygyn integraly, o® = GA/2x. (15) manydas bolan
AT >1 sertin yerine yetmeginde
(17) densizlik (16) bilen gabat gelyén gornusi alyar.

Stasionar totan prosesslerin statistiki hasiyetnamalaryny
Olcemeginin usullary barada.

Stasionar totan prosessin yekeje realizasiyasyndan onun statistiki
hasiyetnamasyny alyp bilmek mimkingiligi eksperimental radiofizika
we optika Ugin uly gyzyklanma bolup duryar. Asakda biz bu
hasiyetde esaslanyan momentlerin, korellasion funksiyalaryn we
paylanma kanunlarynyn 6lcemekliginin usullaryny seredip geceris.
Sanalan meselelerde wagt ortalama operasiyanyn ulanylmagy goze
gorunyan artykmaclyklary beryar.
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Eger-de tétan prosess normal bolsa, onda yokary derejeli
korell&sion funksiyalary B(z) Usti bilen anladyp bolyar.

(1.2.45) ulanyp, suna g0z yetirmek kyn daldir
<Il_>=0c°0c? +2B*(t,7r) + X°X’ + X’0’ + X°0? + 4XX’B(t,7) .
(1.3.10)

Gaussyn nollyk ortaly x stasionar prosessi i¢in bu anlatma
ansatlagyar:

<ll_>=c*+2B%*(r) =c" +[1+ 2R?(7)]. (1.3.11)

Totan prosessin spektral anladylysy; spektral amplitudalar we
spektral dykyzlyk; spektral dykyzlyk bilen korellasion funksiyanyn
arasyndaky baglansyk.

Statistiki radiofizika we optika tgin totan prosesslerin spektral
anladylysy uly &hmiyete eyedir. Bu yerde reguldr signallaryn we
meydanlaryn (we olaryn ¢yzykly sistemalardan gecisi) teoriyasynda
doredilen spektral anladylyslaryn umumylasdyrmasy barada glrrin
edilyar.

Stasionar totan prosessin fluktuasion duzajisini
E=x(t)-X (1.3.12)
Furyenin integraly gérniisinde yazalyi:

E(t) = T Eedo.  (1.3.13)

& spektral amplitudalar totan prosessin durli realizasiyalarynda
o -€ durli bagly bolarlar, diymek & - o -nyn totan funksiyalarydyr.
(13) gora wagtyn maddalayyn funksiyalary tgin &(t) spektral
amplitudalar kompleksdirler, 6zem

£,=8,
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Yygylyklar boyunca ortaga intensiwligin paylansyny gérkezyan
(spektral dykyzlyk barada aydylyar), tétdan G(w) prosessin spektral
dykyzlygy diyen dusunjani girizelin:

<& >=—T G(w)dw . (1.3.14)

Oz-6ziinden (14) formula G(w) funksiyanyi gornisini
kesgitlanok, ony tapmak (¢in gosmaca maglumatlar gerekdir (asakda
18 seret).

Stasionar totan prosesslerin ajayyp hasiyeti bolup, G(w) spektral
dykyzlygyn prosessin basga fundamental statistiki hasiyetnamasynyn
— onun korell&sion funksiyasynyn furye-transformantasy bolmagy
bolup duryar (Winerin-Hinginin teoremasy). Muna ynanmak (gin
(13) ulanyp, B(z) korell&sion funksiya l¢in anlatmany yazalyn.

B(r) =<&& >=| T dodw <&,&, >0 (1.3.15)

(15)-de t-den stasionar prosess ugcin baglansyk yok bolmaly; bu
dine &, spektral amplitudalaryn 6 -korellirlenen bolan sertde bolup

bilyér, yagny
<EE >=Aw)s(w+w). (1.3.16)

(16)-ny (15) goyup, A(w) =G(w)-de ynanmak kyn dél (sebabi

B(0) =< &% > ), G(w) we B(r) ligin Furye dzgertmelerinin jibutini
alyarys:

B(r) = T G(w)e" dw, (1.3.17)
G(w) =2i T B(r)e "dr. (1.3.18)
T —o0
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t+T

Totan X:% j x(t)dt prosess Ucin @, (X) paylanma dirli
t

T(T, <T,) wagt ortalamalarda.

Ahyrky wagt ortalamasy diyip alynan wagt ortalama - t6tan
ululykdyr we ol @, (X) birdlcegli paylanma kanun bilen
hasiyetlendirilydr. Emma bu kanunyn goérnisi T ortalamanyn
wagtynyn ululygyna bagly bolup duryar. T — «-de X-dan X -a goze
gorunyan tytgemelerin &htimallygy nola ymtylyar we
o(X) > 6(X—=X). w(x)-yn gornisine bagly bolman, yeterlik uly T-
larda @(X) gauss paylanmasy bolyandygyny bell&lin.

Wagt ortalamada ortalamalarys kesgitlemeginiz takyklygy; gerek
bolan ortalama wagtysn bahalandyrylmagy. Real sertlerde ortalama T
wagty gutarnyklydyr we (8), (9) gatnasyklaryn yeterlik takyklyk
bilen yerine yetirilmekligi t¢in T interwalyn n&hili bolmalydygyny
Olcemek gyzyklydyr. Suny nazara alyp

91 <, (1.4.12)
X

(4) we (7) hem hasaba alyp, tapyarys:
sinwT /2, 2

>—jG( )C———)’da

g ) do=0 J(T 7)B(c)dr,

(1.4.13)

Seylelikde, x(t) =X +&(t) prosessin ortalamasynda (12) amala
asyrylmagy Ucin zerur bolan T ortalama wagty X -a,
E(t) fluktuasiyalaryn spektrine (ya-da korell&sion funksiyasyna),
hem-de X-dan X -a rugstat edilyén Gytgemanin & ululygyna
baglydyr. Mysal (icin, eger-de fluktuasiyalaryn spektri lorensinki
bolsa ((1.3.31) seret), onda (13) densizlik su gornisi alyar

2 202 e ™ —1+Th

72 T2h2

, o’ = nGh. (1.4.14)
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T6tén prosessin ergodiki, emma stasionar dal bolup bilyandigini
bellalin, mysal Ggin:

X(t) = X +acosQt, (1.4.10a)

bu yerde a-t6tdn hemiselik (a = 0). Stasionar déldiginde onun
dispersiyany tapamyzda gor yetirmek ansatdyr

((x-x)*) =a’ cos” Qt,

bu bolsa 6z gezeginde wagta bagly bolup duryar. Ona
garamazdan, (10a) prosess Ucin (8) gatnasyk yerine yetyar we
ortalamyzda biz predelda alarys

X=X.

Ergodignostyi bu hésiyeti emma (10a) prosessin funksiyasy Gcin
yitip bilyar. Mysal tigin, y = x* alamyzda

y = X° +2Xacos Qt +a’ cos” Qt,

§>x2+a?/2,y=xX>+a2cosQt # .

(8) denleménin has takyk yazylysy seyledir
lim X—X, (1.4.11)

Towo P

bu yerde P simwol &htimallyk boyun¢a X-dan X -a
gabatlasmaklyk bardygyny anladyar. Bu terminiin manysy 1.5 suratda
gorkezilyér.

e

. 3
" 't
u wy

1.5-nji surat. Ahtimallyk boyunca gabatlasmaklyk.
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(18) ulanyp we B(z) korellasion funksiyanyn jlbutdigini g6z
onumizde tutup, G(w) -nyn hem jibtdigine g6z yetirmek mimkin:
G(w)=6(-w) . (1.3.19)

G(w) funksiya 6lcenyan eksperimental energetiki G*(w) spektr
(polzitel yygylyklar boyunca alynan spektr) bilen su denlik bilen
baglansykly:

2G(w),w >0,

G' (o) = {0 s (1.3.19a)

B(r) we G(w) funksiyalaryn jubditdigi sebapli (17) we (18)
denlikler su gornlsde gocurilip biliner

B(zr) = ZTG(a)) coswrdw = TG*(@) coswrdw, (1.3.20)
G(w) =l:‘f B(r)coswrdr . (1.3.21)
4 0

(17) gornusli formulalary, goérnusi yaly,  (t) doly korelldsion
funksiya ¢in yazyp bolyar. vy (t) -den Furye-6zgertme 6z icinde hem
fluktuasion komponentanyn spektrini, hem orta bahanyn spektrini
saklar; (8) we (18) gora

G, () = G(w) +[x[" 5 ().

Seylelikde, G, (w) doly spektrda, G(w) fluktuasiya spektrinden
tapawutlylykda, » =0 bolanda diskret ¢yzyk bardyr; sunun bilen

spektral dilde orta baha — prosessin regular hemisek duzujisi
anladylyar.

(17), (18) denlikler (ya-da (20), (21)) bu kitabyn &hli indiki
bélimlerinde ayratyn wajyp roly oynarlar. Bu yerde bolsa biz but
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gatnasyklaryn kabir umumy netijelerinin seljerilmesine we t6tan
prosesslerde kop dus gelyan konkret mysallara serederis. Eger-de
G(w) totan prosessin spektrinin ginligini Aw belgilesek, onda
Furyenin 6zgertmelerinin umumy hasiyetlerine goré

Aw =const/ 7, (1.3.22)

(22-de hemiseligin ululygy Aw -nyn we 7, -nyn konkret
kesgitlensine we spektrin gornlsine baglydyr). Sunun bilen, z,
korellasiya wagty, totén prosessin bahalarynyn arasyndaky statistiki
baglansyk ,,dargayan‘ wagt interwalyny hasiyetlendirip, tétan
funksiyanyn Uytgemesinin “tizligini” we spektrda prosessin
energiyasynyn paylansyny hasiyetlendiryar ((22) gérnisli denlik
prosessin hasiyetli uzynlygy bilen amplituda spektrin ginligini
baglasdyryan regulér prosesslerin spektral teoriyasy bilen
deniesdirme). (22)-ni takyklasdyrmak tcin Ao we 7, Ggin kabir
kesgitlemeleri getirelin.

Kdpleng spektrin effektiw goh ginligi diyen distinjeden
peydalanyarlar:
=% /12G

Ao =TG(a))da)/G (1.3.23)

max max !

bu w >0 oblastda ekwiwalent goniburclyk bilen G(w) spektrin
approksimasiyasyna degislidir. Spektrin ginlinigin basga bahalary
hem bolup bilerler, mysal gin :

(TG(a))da))2 .
Aw=-2 =— 97 . (13.24)
jGZ(a))da) 4sz(a))da)

(23) we (24) ailatmalar Aw we Aw -y korellasion funksiya
arkaly anladyp bolyandygy bilen amatlydyrlar. Eger-de t6tén
prosessin intensiwliginin spektri pes yygylyklaryn oblastynda
yerlesip, G,., =G(0) bolsa, onda korellasiya wagty girizip
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(7) goré, eger-de nolda spektr gutarnykly bolsa (0 < G(0) <),
onda uly T-larda asimptotiki

sin a)T 12, 27G(0) : 1

~G(0)j( )da)— = = (1.4.8)

® =0 bolanda spektr hem nola dwrilyan halatda kicelme has calt
bolup geger. Mysal tigin, (7)-de G(w) =G, (w* +h*)™ goz Ghilimize
getiremizde taparys

01 -e") D T—12 (1.4.9)

Ortalama Gg¢in in amatsyz halat bolup, Kici @ -laryn tdwereginde
fluktuasiyalaryn spektral tekizligi ¢éksiz ulalanda, diymek
G(0) — . Suny mysal edip gorsek

e

O<u<l
|| <

(flikker-gohun spektri — [7] seret), alarys
1

2
O-TD'I'l_*H

Wagt boyunca ortalama diiybtinden effektiw dal we o T-den

bagly dél, eger-de fluktuasiyalaryn ahli kuwwaty o =0 nokatda
jemlenen bolsa, yagny eger-de
G(w)=Co(w). (1.4.10)

(10)-y (7)-& goyamyzda alarys
= C =const.

(10) gornusli spektr ylayjak (3) anlatmada <§02> =C dispersiyaly
&, # 0 komponentanyn barlygyna gabat gelyar.
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Ortalama difie (iytgeyan &(t) komponentanyi ululygyna tasir
eder; onun dispersiyasy wagt ortalamasy T-nyn ulalmagy bilen nola
ymtylar:

=((¢)’) 0. (1.4.4)
T — oo predelda alarys
X=X+&, (1.4.5)
ya-da eger £, =0 bolsa
X=X. (1.4.6)

(6) yerine yetyan prosesslere ergodiki prosessler diyilyar.
Seylelik bilen, ergodiki prosess wagt ortalamada tétan hasiyetini
yitiryar we kabir orta ululyga ymtylyar; bu ululyk onun orta statistiki
bahasyna dendir. Bu hadysa bolsa statistiki ortalaryn 6lcemegini has
ansatlagdyryar: uly, massiw, totan prosessin realizasyyalarynyn uly
sanyndan duryan tejribé@nin yerine onun ergodi¢nosti halatynda
yekeje (yeterlik uzyn) realizasiyanyn ortalamasy yeterlik bolup
duryar.

Ergodiki prosess halatynda ayry bir realizasiyanyn gymmatlygy
gaty ulalyandygyny bell&p gecmeli, sebdbi onun wagt boyunca
ortalamasy bilen tétan prosessin her durli statistiki hasiyetlerini tapyp
bolyar we ansambl (kdpluk) boyunca ortalama ylzlenmek gerek dél
bolup duryar.

T-nyn ulalmagy bilen (4) dispersiyanyn Kicelmesinin kanuny
G(w) spektrdan bagly ya-da B(z) korelldsion funksiyadan &(t)
fluktuasiyalardan. (2)-de f (t)=£&(t) 6ydip, kwadrata goterip we
statistiki ortalap alarys

sinwT /2., 2 |
j G)(— )’ =T—2£(T ~7)B(r)d.

(1.4.7)
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7, =4[ R(r)de, (1.3.25)
0
suny Awt, =27 alarys. (1.3.26)

Muna g6z yetirmek kyn daldir, (17) we (18) ulanmaly. Erkin
spektr bolan umumy halatda, korelldsiya wagty seyle kesgitlap

7, = 2[R*(z)dr, (1.3.27)
0
suny hem alarys Aw't, =2r. (1.3.28)

Spektrlerin we korellasion funksiyalaryn mysallary.

K&p dus gelyéan spektrlerin approksimasiyalaryna we olara degisli
bolan korelldsion funksiyalara seredelini (sur.1.4),
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Sur.1.4. Kop dus gelyan kébir G(w) dykyzlyklar we olara degisli
R(z) korellasiya koeffisientleri.

1) Goniburcly pes yygylykly spektri (sur. 1.4.a):
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funksiyanyn hakyky we hyyaly bdleklerinini Furye 6zgertmesinden
son netijesidir.

Radiofizikada we optikada kdplencg ulanylyan kompleks tétén
prosess — bu kwazigarmoniki yrgyldylarynyn ya-da tolkunlarynyn
kompleks amplitudasydyr. Stasionar yrgyldy ugcin bu halatda x we y

korellirlenmedik, kompleks korelldsion funksiya <zzT> =0 we <zz:>

funksiya yrgyldynyn 6ziinin G*(w) spektrinden anladylyar ((2.3.19)-
(2.3.-21) seret).

4. Statistiki ortalama we wagt boyunca ortalama.

Ergodignost. Wagtyn kébir f (t) funksiyasynyn T interwal
boyunca ortalamasynyn netijesine seredelifi. Eger ortalama cenli

f(t)= j f e“de, (1.4.1)
onda oftalanan funksiyany seyle yazyp bolar
f(t)——.[ f(9)do = .[ f Sma)leeulez g 0o

T /2
(wagt boyun(;a ortalamany tolkun cyzyk bilen bellaris).

(1.4.2)

(2)-den su gelip ¢ykyar: ortalamada spektrin yokary yygylykly
bdlegi has basylyar, bu f funksiyanyn otnositel ¢alt Gytgemeleri bilen
baglansyklydyr. Basgaca aydanynda, wagt boyunca ortalama f (t) -
ny dizleyar.

Indi (1.1.11) goré asakda yazylan (i¢ komponentalaryn summasy
hékmiinde alynan wagt boyunca ortalanyan stasionar totan x(t)

funksiyany g6z 6numize getirelin:
X(t)=X+& +&5(1). (1.4.3)
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biz bu amatly matematiki modeli ginden ulanarys ((47) yatdan
cykarman !).

4. B(r) ucin ol ya-da basga approksimasiyany saylamyzda onun
furye-sekilinin (G(w) spektrin) otrisatel bahalary almaly daldigini
biz yatdan ¢ykarmaly daldiris. Sonun Ggin B(z) -ny, mysal {gin,
goniburclyk hokmuinde getirip bolmaz

B,, |T|<TO,
B _Jo
@) {0, |T| > T,

N
epoanr” gornusli funksiyalar hem, mysal (i¢in e B(7)

n=1
approksimasiyalar tigin gabat gelmeyaérler, dine B(z) = e ucgin
bolyar ((1.1.38) formulanyn deriielmegine seret).

(1.1.3) gornusli kompleks totan prosess ugin
z(t) =x(t) +iy(t), (1.3.48)

hakyky prosessden tapawutlylykda, iki jibit (zz, ) we

<zz:> korellasion funksiyalary gurup bolyar.

Radiofizika we optika t¢in su funksiyalar uly ahmiyete eyedirler
y(t.r)=(zz), B(t,r)=(zz)- 12z, (1.3.49)

we 7 =0 bolanda hakyky ortakwadratik bahalara getiryarler.
Kompleks prosessin korell&sion funksiyasy umumy halatda
kompleks bolyar:

B(t,7) =|B(t,7)|expio(t, 7). (1.3.50)

Kompleks korelldsion funksiya ticin Winer-Hinginyn teoremasy
yaly gatnasyklar alynyp biliner we olar kompleks spektral tekizligi
kesgitleyarler. Bu tekizligin hakyky we hyyaly bélekleri korell&sion
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G0,|a)| <h, ,
G(w) = o’ =2G,h, (1.3.29)
0,|aw|>h,
R(r) = SN (1.3.30)
ht
2) Lorensin spektri (sur. 1.4.b):
2
G(w) = thihwz . o’=rxhG, R(z)=e™ (1.3.31)

3) Gaussyn spektri (sur. 1.4.w):
G(a)) — C;Oefa)ZIZA2 ’

(1.3.32)

o’ =G,A\2r,

4) Ucburgly spektr (sur. 1.4.9):

G(w)z{o,
_,sinhz,
R(D) =)

G, (L-|w|/ 2h), |e|<2h,
|a)| > 2h,

o’ =2G,h,

5) Zolakly goh goniburcly spektrli (sur. 1.4.d):

G(w)=1 >
@)=10,

_sinhr
R(T) = ht

a)o—h£|a)|£a)0+h,

@, —h>|w|> o, +h,

COS @, T.

o?= 4G, h,

(1.3.36)

6) Zolakly goh gauss spektrli (sur. 1.4.e):

G —( =0 —\O+0)
G(w) = 0 [e (w-wp)?14h? 4o lor 0)2/4h2],
1+¢

G, =G(w,),

E=¢€

— @i Ih?
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., 4J7hG,
l+¢

R(r)=e """,

(1.3.33)

(1.3.34)

(1.3.35)

(1.3.37)



R(r) =e ™ cosa,r. (1.3.38)
7) Garmoniki signal.

(36)-da ya-da (38)-de h spektrin giniligini nola ymtyldyryp
(h—0), biz su korellasiya koeffisientli totan signalyn modeline
gelyéris

R(r) =cosa,r. (1.3.39)

Munun yaly funksiya su spektr degislidir

G(w) =G, (0 —wy,), (1.3.40)

prosessin 0zi bolsa garmoniki funksiya bilen hésiyetlendirilyar
X(t) =acos(wt +¢) (1.3.41)

hemiselik (we totédn dél) a amplitudaly we tétén paylanan fazaly
¢ :o(p)=1/2x . Bu prosessin diybiinden gauss prosessi daldigini

bellap gecmeli.
8) “Ak” goh (yylmanak spektr) (sur.l1.4.j):
G(w) =G, (—o<w<w), (1.3.42)

B(r) =27G,6(r), o’ =, R(r)=1 (r=0), 0(r #0)
(1.3.43)

Getirilen mysallar amallarda in kdp dus gelyan totan prosesslere
degislidirler. Mysallaryn grafiki sekillendirmesi bar bolanson, olara
gysgaca disundiris bilen ¢éklenelin.

1.Gauss spektri su hasiyete eyedir (sur. 1.4.w): onun korelldsion
funksiyasynada gaussyn egrisi diyilyar.

2.“Zolakly” gohyn korellasion funksiyasy, onun spektri kabir o,
yygylygyn golayynda saklanyp, bu funksiya w, t6tan prosessin orta
yygylygy bilen ossilirleyér.
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“Zolakly” gohyn bu héasiyeti spektrifi konkret formasynyn
saylanmagynyn netijesi daldir. Erkin zolakly spektrli (“orta” w,
yygylyga goré simmetrik bolmagy hékman dél) halatda hem su
denligin yerine yetyandigine g6z yetirmek kyn daldir

R(z) =r(r)cos w,r + () sin o, . (1.3.44)

Hakykatdanam, suny g6z 6nline tutup
G(w) =9(0-w,),
korellasiya koeffisienti U¢in suny yazyp bolar

R(7) =i2 [9(@-wp)cosorde =i2 [ ) cos(v+ey)rav.
(o2 0 o} 0

(1.3.45)
(45)-den gonimel (44) gelip ¢ykyar, nirede
r(T)=i2 J g(v)cosvrav, (r)=i2 J g(v)sinvradv.
(o) oy o oy
(1.3.46)

(46)-dan gornisi yaly ((36),(38)-den yaly), eger-de gohyn
spektrinin otnositel zolagy ki¢i bolsa (h/ @, <1 - dar zolakly
prosess), onda r(z) we s(z) funksiyalar (44)-de cosaw,t we sin a,t

goré hayaldan tytgeyarler. Umumy (44) formula (36), (38) bilen
g(v) =g(-v),s(r) =0 Ucin sazlagyar.

3. G(w,) =G, =const bolan prosessi (sur.1.4.j) “ak” goh diyip

atlandyryarlar. Bu adyn logiki tarapdan gapma-garsy bolsa-da (“ak”
yagtylyk, bilsimiz yaly, yylmanak spektre eye déldir), hem sonun
yaly prosess fiziki amala asyrylyp bolmayan bolsa-da, sebébi onun
ucin

(€)= [ 6(@)do >, (1.3.47)
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