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Giris.

Olgemeler geodeziki islerii wajyp diiziim bélegidir.
Olgemeler arkaly dwrenilyén diirli obyektler barada mukdar
maglumatlar  alynyar. Geodeziya bilen mesgullanyan
hiindrmenler ¢yzyklaryin uzunlyklaryny, gorizontal we wertikal
burglary, yer istiinini belli bir meydangasynyn nokatlarynyn
arasyndaky tapawudy, howanyn temperaturasyny, erkin
gacmanyn tizlenmesini, wagt interwallaryny we bagga-da
birndge zatlary 6wrenmeli bolyarlar. Olcemeleriii netijelerinden
ya goni peydalanmak bolar ya-da obyektin diiybiinden 6l¢éap
bolmayan ya-da Olgemeler 6rdn kop wagtynnl we serisdelerinn
sarp edilmegine getirydn hasiyetlendirijilerini hasaplamak {i¢in
aralyk ululyklar h6kmiinde peydalanmak bolar.

Olgemeleri yerine yetirmegifi iisulyyeti dlgemeleriii her
bir gbrniisi ligin ayratyn islenip tayyarlanylyar we prosese az
zahmet sarp etmeklik bilen zerur bolan takyklygy almaklygy
maksat edinydr.

Olgemeleri gaytadan islemek nazaryyeti nukday
nazaryndan hemme Olgemeleri zerur we artykmag boleklere
bolmeli. Eger nabelli ululyklaryn sany k, 6lgemelerinn sany n
bolsa, onda k sany dl¢cemeler zerurdyrlar, n-k sany dlgemeler
bolsa artykmagdyrlar. Hemme Olgemeler yaliiyslyklar bilen
baglanysyklydyrlar.  Sol sebdpli, Olcemeleri gaytadan
islemekligiii esasy meselesi yaliiyslyklary saklayan dlgemelerin
netijelerinin we Olgenyédn ululyklaryin san bahalaryny 6ziinde
saklayan matematiki modellerinn aralaryndaky garsylyklary
ayyrmakdan ybarat bolup duryar. Artykmac¢ Olgemelerin
bolandyklary iicin bu meseldniii ¢oziiwi birbahaly dildir. Sol
sebdpli, yeke-tdk ¢oOziiwi almak iicin bu meseld bir ya-da
birndce gosmaga sertler goyulyar.

Geodeziki Olcemeler kartalary we meyilnamalary
doretmeklikde amala asyrylyan islerin esasy bdlegi bolmak
bilen berk matematiki usullaryn komegi bilen gaytadan
islenilyarler.



Geodeziki 6lgemeleri matematiki taydan gaytadan
islemek nazaryyeti 6ziininn gézbasyny dhtimallyklar
nazaryyetinden alyp gaydyar.
bolmagy ordn kop hadysalarda yiize ¢ykyar. Sol bir sertlerde,
sol bir abzal bilen, sol bir jisimi Olgemelerin netijeleri
diirlidirler. Her birinin ayratynlykda tejribanifi netijesine tésiri
bolmadyk o©rdn kop sany totdn sebdplerin tdsiri tejribanii
netijesiniil birbahaly kesgitlenmezligine getirydr. Sol sebépli,
ahtimallyklar nazaryyetinin disiinjelerini we usullaryny bilmek
dine bir matematiklere dil-de, eysem amalyyet bilen
mesgullanyan hiindrmenlere-de zerurdyr. Sunlukda, durmus
talaplary bilen yiize ¢ykyan meseleler c¢oziilende seyle
meselelerin ~ dhtimallyk  modellerinin  dogry  saylanyp
alynmagynyn uly dhmiyeti bardyr. Bu model bir tarapdan
dernielydn hadysanyn esasy hésiyetlerini sohlelendirmelidir,
beyleki tarapdan bolsa, derfiemeklik {i¢in amatly bolmalydyr.

Ahtimallyklar nazaryyetini we onuii usullaryny bilmén
meseldnin modellerini diizmek we saylamak hem-de ona baha
bermek asla miimkin daldir.

I. Ahtimallyklar nazaryyetinin esasy diisiinjeleri
.1. Ahtimallyk ginisligi.

1.1.1. Elementar wakalar ginisligi.

Ahtimallyklar nazaryyetinii esasy diistinjelerinii biri
waka diislinjesidir. Waka kesgitlenmedik diisiinjedir. Wakalara
matematiki usullary ulanmak maksady bilen elementar wakalar
giigligi diylip atlandyrylyan erkin ~ Q={w} koplige
garayarlar we bu kopliigin islendik bolek kopliigini waka diyip
atlandyryarlar. Q kopliigin w elementlerine elementar wakalar
diyilyar.
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Wakalary {i¢ topara bolyérler:
1) Hokmany wakalar.
2) Miimkin dal wakalar.
3) Totan wakalar.

Islendik wakanyn yiize c¢ykmagy ti¢cin kébir sertler
toplumynynn bolmagy zerurdyr. Kibir sertler toplumynda
hokman yiize ¢ykyan wakalara hokmany wakalar, yiize
¢ykmajakdygy onden belli bolan wakalara miimkin dél
wakalar, yiize ¢ykmaklygy hem, ¢ykmazlygy hem miimkin
bolan wakalara totin wakalar diyilyar. Hokmany wakalary Q
ya-da U bilen, miimkin dél wakalary ¢ ya-da V bilen, totin
wakalary bolsa latyn elipbiyinin 4, B, C, D,... bas harplary
bilen belgileyirler.

“A wakanyn yilize ¢ykmagy B wakanyn ylize ¢ykmagyna
getiryar” diylen tassyklama A c Bgorniisde yazylyar. Eger
Ac B we B c A anlatmalar sol bir wagtda yerine yetyin
bolsalar, onda A we B wakalara dengiiy¢li diyilyar we A=B
gorniisde belgilenyar.

Bir wakanyn yiize ¢ykmagy beyleki wakanyn yiize
cykmaklyk miimkingiligini yok edydn bolsa, onda seyle
wakalara sygysmayan wakalar diyilydr. A wakanyn yiize
¢ykmayan wagty we dine sonda yiize ¢ykyan waka A wakanyn
garsylykly wakasy diyilyar we A bilen belgilenyir (okalysy:
A dal).

A we B iki wakanyn jemi ya-da birlesmesi diylip, bu
wakalaryn il bolmanda birinin yiize ¢gykmagyna aydylyar we
A+B ya-da AU B bilen belgilenyir.

A we B iki wakanyn kopeltmek hasyly ya-da kesigmesi
diylip, bu wakalaryn bilelikde ylize ¢ykmagyna aydylyar we
AB ya-da ANB bilen belgilenyir. A we B wakalaryn
tapawudy diylip, B wakanyn yiize ¢ykman A wakanyn yiize
¢ykmagyna aydylyar we A\B bilen belgilenyar. A\ Bwaka
bilen B\ A wakanyn jemine A we B wakalaryn simmetrik
tapawudy diyilyar we AAB bilen belgilenyir.
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Sygysmayan A we B wakalar iicin AB =@ dengiiyclilik
adalatlydyr. Awe A garsylykly wakalar iicin sol bir wagtda
A+A=Q
AA=0
dengiiyclilikler adalatlydyrlar.
Wakalar iistiinde amallary Wyennin diagrammalarynda
gorkezelin.

€

Q4 B

wy |\

A+E A+E
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1.1.2. Wakalaryn algebrasy we sigma algebrasy.

Q= {W} elementar wakalar ginisliginiii bolek
kopliiklerinin kdbir ulgamyny F bilen belgilélin. Eger F ulgam
licin

1) QeF.

2) AcF we BeF wakalariicin A+BeF, ABeF.

3) AcF wakaiicin AcF.
sertler yerine yetyan bolsalar, onda F ulgama wakalaryn
algebrasy diyilyar.

Eger F algebra iigin

A, € F,n=12,... degislilikden | JA € F we []A eF

n=1 n=1
degislilikler gelip ¢ykyan bolsalar, onda F ulgama wakalaryn
sigma algebrasy diyilyér.

1.1.3. Ahtimallyk.

Eger P(A) san funksiyasy

1) Islendik Ae F waka ii¢in P(A) > 0. (otrisatel dallik
aksiomasy)

2) P(Q)=1 (normirlenenlik aksiomasy)

3) Sygysmayan A, A,,..., A,,... wakalar ii¢in
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P(i Anj = i P(A,), (hasaply additiwlik aksiomasy)

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda ona dhtimallyk diyilyar.

Ahtimallyk asakdaky hédsiyetlere eyedir:

1) Eger B c A bolsa, onda P(A\B)=P(A)—P(B).

2) Eger B < A bolsa, onda P(B) < P(A).

3) Garsylykly wakalaryn dhtimallyklarynyn jemi bire
deiidir: P(A)+P(A)=1.

4) Miuimkin dil wakanyn dhtimallygy nula dendir:
PO)=0.

5) Islendik A waka iicin 0 < P(A) <1 densizlikler
adalatlydyrlar.

(Q,F,P) iicliige #htimallyk ginisligi diyilyar.

1.1.4. Ahtimallygyn klassyky kesgitlemesi we otnositel
yygylyk.
Hususy halda, Q elementar wakalar ginisligi tikenikli

bolanda we w elementar wakalar dendhtimallykly
bolanlarynda islendik A wakanyn dhtimallygy

P(A) =% (1)

gatnagyk bilen hasaplanyar, bu yerde n- synag gecirilende
yize ¢ykyp biljek &hli elementar wakalarynn sany, m- A
wakanyn yiize ¢gykmagyna getirydn (yardam beryéin) elementar
wakalaryn  sany. (1) gatnasyga &dhtimalygyn Kklassyky
kesgitlemesi diyilyar.

Ahtimallygyn klassyky kesgitlemesi birnige talaplary
kanagatlandyrmaly.

1) Ahli yiize ¢ykyp biljek elementar wakalaryi sany

titkkenikli bolmaly.

2) Wakalar elementar wakalara boleklenmeli.

3) Elementar wakalar dendhtimallykly bolmaly.

Emma amalyyetde seyle yagdaylar seyrek dus gelyér. Sol
sebipli dhtimallygyn beyleki kesgitlemelerine hem garayarlar.
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Goy, N synag gegirilyan bolsun. Bu synaglaryn N(A)
sanysynda A waka yiize ¢ykyan bolsun.
N(A
wmy =S @
gatnasyga A wakanyn otnositel yygylygy diyilyér. Bu otnositel
yygylyk hem dhtimallygyn statistiki kesgitlemesi hokmiinde
kabul edilyar.

Su yerde kombinatoriki dernewin dhtimallyklar
nazaryyetinde ginden ulanylyan esasy diislinjelerini getirelin.

Kesgitleme. 1-den n-¢ ¢enli natural sanlaryn kopeltmek
hasylyna n-faktorial diyilyar we n! bilen belgilenyar.

Mysal {igin, 51=1-2-3-4-5=120

Islendik natural n san ii¢in

nl=(n-1)n
denlik adalatlydyr. Mysal ii¢in,
S1=415=314.5=213-4.5=12-3-4.5
denlikler adalatlydyrlar.

Bellik. 1=1, 0'=1 diylip kabul edilyar.

Goy, a,,4a,,...,a, elementler berlen bolsun. Bu
elementlerin islendik tertipde yazylan yzygiderligine bu
elementlerden diiziilen ¢alsyrma diyilyar. Mysal ii¢in, a, we
a, elementlerden a,,a, we a,,a,, 21=1-2=2 sany
calsyrma diizmek bolar. a,,a, we a, elementlerden
a;,d,,83, 9,83,8,; &,,a;,d;, a,,83,8;; 83,8;,a,,
a,,a,,a,, 3A=1-2-3=06 sany calsyrma diizmek bolar. Bu
hasaplamany dowam edip, n elementden n! sany ¢alsyrma
diizmek boljakdygyna goz yetirmek bolar.

Kesgitleme. n elementli kopliigin k elementli erkin
bolek kopliigine n elementden k elementli utgasdyrma
diyilyar.

Seyle utgasdyrmalaryn sany

n!
Cl=—n"+
" kMn—k)!
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ululyga dendir. Mysal tigin, 10 elementden 2 elementli
utgasdyrmalaryn sany
) 00 8.9-10

C = 45
0 2110-2) 2.8

bolar.

Kesgitleme. Her bir elementine 1-den n-e ¢enli kébir san
(elementin nomeri) degisli edilen n elementli kopliige
tertiplesdirilen diyilyar.

Kesgitleme. n elementli kopliigin tertiplesdirilen k
elementli bolek kopliigine n elementden k elementli
yerlesdirme diyilyar.

Seyle yerlesdirmelerin sany

n!

k _
A=k
ululyga dendir.
Mysal ii¢in, 10 elementden 2 elementli yerlesdirmelerini sany
2 10! 819-10
= = =90
Ao (10-2) @

bolar. Yerlesdirmeleriii we utgasdyrmalaryn sanlarynyn
arasynda

A =KICY
gorniisli baglanysyk bardyr.

Bellik. Utgasdyrmalarda elementlerin yerlesis tertibinin
dhmiyeti yokdur, yerlesdirmelerde bolsa, &hmiyeti bardyr.

1-nji mesele. Gutyda her birinde G, A, A,R, S, S, Y, Y,
Z,L, K harplaryn biri yazylan 11 tagtajyk bar. Bu tagtajyklar
gapdan yeke-yekeden totan ¢ykarylyp, cepden saga yzygider
goyulyar. “GARASSYZLYK?” s6ziininl yazylmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi.

Goy, A waka “GARASSYZLYK” soziinit yazylmagy
bolsun. Tagtajyklaryn hemmesi gapdan yeke-yekeden totdn
cykarylyp, ¢epden saga yzygider goyulsa, bolup biljek dhli
elementar wakalaryn sany bu 11 harpdan diizmek miimkin
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bolan calgyrmalarynn sanyna dendir, yagny, n=11!
“GARASSYZLYK” soziinde iki sany A harpy we iki sany Y
harpy bolandygy sebapli, A wakanyn yiize ¢gykmagyna yardam
beryan &hli elementar wakalaryn sany m=2t21 bolar.
Seylelikde, “GARASSYZLYK” so0ziinin yazylmagynyi
dhtimallygy
P(A)="=
n 11

bolar.

2-nji mesele. Tekjede dirli 20 kitap bar. Olaryn
onusynyn her birinift bahasy 60 manat, dordiisinit her birinin
bahasy 50 manat, altysynyn her birinifi bahasy 40 manat. T6tan
alnan iki kitabyn bahasynyn 100 manat bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi.

Goy, A- totin alnan iki kitabyn bahasynyn 100 manat
bolmagy bolsun. 20 kitapdan 2 kitaby

n=C2 - ~200 19-20 19-20 199
2118 2
usul boyunga saylap almak bolar. Ikisinini bahasy 100 manat
bolan 2 kitaby
1o e 4

m=C},-Co+C} = +——=60+6=66
191 1151 2421
usul boyunga saylap almak bolar.
Onda
by M 86 3
n 190 95

3-nji mesele. Eger 200 6niimden ybarat toplumda zaya
Oniimlerin otnositel yygylygy 0,33 bolsa, bu toplumdaky zaya
Onlimleriii sanyny tapmaly.

Coziilisi.

Goy, A-zaya onlimler bolsun. N=200, W(A)=0,33
bolandygy sebépli, zaya oniimlerifi sany
N(A)=N-W(A)=200-0,33=66 bholar.
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1.1.5. Sertli dihtimallyk.

Goy, P(A) >0 bolsun.
P(AB)

PBIA) =50

3)

gatnasyga B wakanyn A waka yiize ¢ykan sertdiki sertli
dahtimallygy diyilyar. (3) denlikden taparys

P(AB) = P(A)-P(B/A) 4)
Suna menzeslikde yazyp bileris
P(BA) = P(B)-P(A/B) (5)

AB=BA bolandygy sebépli, (4) we (5) denliklerden alarys
P(AB) = P(A)-P(B/A) =P(B)-P(A/B)
(6)
(6) denlige dhtimallyklary kopeltmegin teoremasy diyilyar.
Goy, A, A,,..., A, wakalar berlen bolsun. Onda

P(AA,...A)=P(A)-P(A,/A)-P(ATAA) ... P(A T AR, ..A,))

(7)
denlik adalatlydyr. Bu denligi (6) denlikden we matematiki
induksiya usulyndan peydalanyp subut etmek bolar. (7) denlige
dhtimallyklary kopeltmegiii umumylasdyrylan teoremasy
diyilyar.

“A waka B waka bagly dil” diylen tassyklama

P(A/B)=P(A) (8)
gorniisde yazylyar. A wakanyn B waka bagly déldiginden B
wakanyi hem A waka bagly déldigi gelip ¢ykyar. Hakykatdan
hem, goy, (8) denlik adalatly bolsun. (6) denlikden taparys
P(B/A) = P(B)-P(A/B) _ P(B)-P(A) _P(B).
P(A) P(A)

Bagly dél A we B wakalar ii¢in dhtimallyklary kdpeltmegin
teoremasy

P(AB) = P(A)-P(B) (9)
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gorntise geler. (9) denlik iki wakanyn bagly dalliginin
kesgitlemesi hokmiinde kabul edilydr. Wakalaryn (9) deilik
bilen kesgitlenyédn jiibiit-jiiblitden bagly dillik diisiinjesinden
basga-da wakalaryn toplumlayyn bagly dallik diisiinjesi hem
bardyr.

Kesgitleme. Eger A, A,,..., A, wakalaryn islendigi bilen
beylekilerinin islendik kombinasiyasy bagly dél bolsalar, onda
AL A,,..., A, wakalara toplumlayyn bagly dél diyilyér.

Mysal tigin, A, A,, A, wakalaryi toplumlayyn bagly dal
bolmaklary Gigin A, we A,, A we A;, A, we A;, A we

A A, A, we AA,, A, we AA,, wakalaryn bagly dél
bolmaklygy gerekdir.

Toplumlayyn bagly dil A, A,,..., A, wakalar iicin
dhtimallyklary kopeltmegii teoremasynyin umumylagdyrmasy

P(AA,...A)=P(A)-P(A)-..-P(A)  (0)
gorniisdedir.
Ahtimallygyn kesgitlemesindéki 3-nji aksiomadan

sygysmayan A, A,,..., A, wakalar licin

P(A+A+...+A)=P(A)+P(A)+...+P(A))
denligin adalatlydygy gelip ¢ykyar. Bu denllige sygysmayan
wakalaryn tiikenikli jemi {i¢in dhtimallyklary gosmagyn
teoremasy diyilyr.

Teorema. Erkin A we B wakalar iigin
P(A+B)=P(A)+P(B)—-P(AB) (11)
denlik adalatlydyr.
Subudy.
A we B wakalaryh jemini sygysmayan AB, AB, AB
wakalaryn jemi gorniisinde &nlatmak bolar
A+B=AB+AB+AB
Bu yerden taparys
P(A+B)=P(AB + AB+ AB) = P(AB) + P(AB) + P(AB) (12)
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A= AB + AB
bolandygy sebépli yazyp bileris
P(A) = P(AB) + P(AB)
Bu yerden
P(AB) = P(A)— P(AB) (13)
Edil suna metzeslike taparys
B=AB+AB P(B)=P(AB)+P(AB)
P(AB) = P(B)— P(AB) (14)

(13) we (14) anlatmalary (12) deiilikde ornuna goyup, (11)
deiiligin adalatlydygyna g6z yetirmek bolar.

Teorema subut edildi.

(11) deiilige dhtimallyklary gosmagyn teoremasy
diyilyar.

1-nji mesele. Kdrhananyn 6ndiiryan oniimlerininn 98% -i
standart 6ntimler. Siinlukda standart oniimlerin 85% -i yokary
hilli. Bu kérhanada ondiirilen t6tdn alnan onliminl yokary hilli
bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi.

Goy, A-totdn alnan Oniimin standart bolmagy bolsun. B-
totdn alnan standart Oniiminn yokary hilli bolmagy bolsun.
Ahtimallyklary — kopeltmegini  teoremasyndan peydalanyp,
gozlenyén dhtimallygy taparys

P(AB) =P(A)-P(B/A) = 9% 85 _ 0,833
100 100

2-nji mesele. Atyjynyn bir gezek atanda nysanany
urmagynyn dhtimallygy 0,8-e denl. Atyjy lic gezek nysana
atyar. Nysananyn li¢ gezek urulmagynyn dhtimallygyny
tapmaly.

Coziilisi.

Goy, A-atyjynyn birinji gezekde nysanany urmagy, B-
ikinji gezekde nysanany urmagy, C- {i¢iinji gezekde nysanany
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urmagy bolsun. A, B, C, wakalar bagly dédl. Onda bagly dal
wakalar {i¢in dhtimallyklary koOpeltmegin teoremasyndan
peydalanyp, gézlenyén dhtimallygy taparys

P(ABC) = P(A)- P(B) - P(C) =0,8-0,8-0,8 = 0,512

3-nji mesele. Ulgamyn nésaz isleyandigini habar bermek
icin biri-birine bagly bolman isleyan iki duyduryjy goylan.
Ulgamyn ndsaz isleydndigini birinji duyduryjynyn habar
bermeginin dhtimallygy 0,99-a deni. Ikinji duyduryjy ii¢in bu
dhtimallyk 0,98-e den. Ulgamyn nidsaz isleydndigini dine bir
duyduryjynyn habar bermeginiii dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi.

Wakalary girizelii.
A, -birinji duyduryjynyn habar bermegi.
A, -ikinji duyduryjynyn habar bermegi.
B, -difie birinji duyduryjynyn habar bermegi.
B, -dine ikinji duyduryjynyi habar bermegi.
Sygysmayan wakalar ii¢cin  dhtimallyklary = gosmagyn
teoremasyndan we bagly didl wakalar tgin &dhtimallyklary
kopeltmeginn ~ teoremasyndan  peydalanyp,  gozlenyédn
dhtimallygy taparys

P((B, +B,) =P(B,)+ P(B,) =P(AA)+ P(AA,) =

=P(A)-P(A,)+P(A)-P(A)=099-0,02+0,01-0,98 = 0,0296

1.1.6. Doly dhtimallygyii we Bayesii teoremalary.

Goy, B,,B,,..., B, wakalaryn toplumy berlen bolsun.
Eger B, +B, +...+ B, =Q bolsa, onda B, B,,...,B, wakalar
doly topary emele getiryar diyilyar.

Teorema. Goy, A waka sygysmayan wakalaryn doly
toparyny emele getiryan sygysmayan B, B,,..., B, wakalaryn

biri we dine biri bilen bilelikde yiize ¢cykyp bilyan bolsun.
Onda
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P(A) :Zn:P(Bk)- P(A/By) (15)

formula adalatlydyr.

Subudy.

Yazyp bileris

A=AQ=A(B,+B,+...+B,)=AB, + AB, +...+ AB,
AB,,AB,,..., AB, wakalar sygysmayan wakalardyrlar. Onda
ilki sygysmayan wakalar fi¢in dhtimallyklary gosmagyn
teoremasyndan, sonra bagly wakalar ticin &htimallyklary
kopeltmegin teoremasyndan peydalanyp taparys
P(A)=P(AB, + AB, +...+ AB,) =P(AB,) + P(AB,) +...+ P(AB,) =

=P(B,)-P(A/B,)+P(B,)-P(A/B,)+...+ P(B,)-P(A/B,) =

=Y P(B,)-P(A/B,)

Teorema subut edildi.
(15) denlige doly dhtimallygyi formulasy diyilyar.
B,,B,,...,B, wakalary caklamalar diyip atlandyryarlar.
Teorema. Doly dhtimallyk baradaky teoremanyn
sertlerinde

(8, /) - P(B) P(A/B)

P(A)

,i=1n (16)

formula adalatlydyr.
Subudy.
Ahtimallyklary kdpeltmegiii teoremasyndan peydalanyp,
yazyp bileris
P(AB,) =P(A)-P(B,/A) =P(B;)-P(A/B,)
Bu denliklerin sonkysyndan taparys
P(A)

Teorema subut edildi.
(16) denlige Bayes formulasy diyilydr. Bayes
formulasyndaky P(A) éhtimallyk doly &htimallygyn
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formulasyndan peydalanyp hasaplanyar. Doly &htimallygyn
formulasy ulanylanda c¢aklamalaryni synaga c¢enli, Bayes
formulasy boyunca bolsa, caklamalaryin synagdan soiky
ahtimallyklary tapylyar.

1-nji mesele. Toplumda birinji zawodyn 28 6niimi, ikinji
zawodyn 22 oniimi bar. Birinji zawodyn 6niiminifi yokary hilli
bolmagynyn dhtimallygy 0,95-e den, ikinji zawodyi Oniimi
ticin bu dhtimallyk 0,9-a deii. Bu toplumdan t6tdn alnan
Oonlimin yokary hilli bolmagynyn &htimallygyny tapmaly.

Coziilisi.

Goy, A-toplumdan t6tén alnan 6nlimin yokary hilli
bolmagy bolsun. Caklamalary girizelin.
B, -totdn alnan oniimin birinji zawoda degisli bolmagy;
B, -totdn alnan oniimin ikinji zawoda degisli bolmagy;

Bu caklamalaryn dhtimallyklaryny tapalyn

28 22
P(B,) 0 0,56, P(B,) =0 0,44.
Meselénin serti boyunga
P(A/B,)=0,95 P(A/B,)=09

Doly dhtimallygyn formulasyndan peydalanyp, gézlenyéin
dhtimallygy taparys

P(A)=P(B,)- P(A/B,) + P(B,)- P(A/B,) = 0,56-0,95-+0,44-0,9 = 0928,

2-nji  mesele. Sol bir agramda ¢ykys edyédn
stangagylaryn yedisi sport ussady, ti¢iisi bolsa at gazanan sport
ussady. At gazanan sport ussadynyn berlen agramdaky
stangany gotermegininn dhtimallygy 0,8-e¢ den, sport ussady
licin bolsa, bu dhtimallyk 0,6-a deni. T6tédn cagyrylan tiirgen
berlen agramdaky stangany goterdi. Onun sport ussady
bolmagy has dhtimalmy ya-da at gazanan sport ussady?

Coziilisi.

Goy, A-totin c¢agyrylan tiirgenin berlen agramdaky
stangany gotermegi bolsun. Caklamalary girizelin: B, -tdtidn
cagyrylan tiirgenin sport ussady bolmagy, B,-totéin cagyrylan
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tiirgenin at gazanan sport ussady bolmagy. Doly &htimallygyn
formulasyndan peydalanyp taparys

P(A) = P(B,)- P(A/B,)+P(B,) - P(A/B,) =0,7-0,6+0,3-08 = 0,66.

Bayes formulasyndan peydalanyp, gozlenyin dhtimallyklary
taparys
P(B,)-P(A/B,) 0,7-0,6

P(B,/A) = S Tos =064
P(B,)-P(A/B,) 03-08
P(B,/A) = (Z)P(A() ) _ og <036

Gorniisi yaly, berlen agramdaky stangany géterenin
sport ussady bolmagy has dhtimaldyr. Bu yagdayy sport
ussatlarynyn sanynyn at gazanan sport ussatlarynyi sanyndan
kopdiigi bilen diisiindirmek bolar.
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1.2. Bagly dil synaglar yzygyderligi.
1.2.1. Bernulli formulasy.

Goy, n synag gegirilen bolsun. Eger bu synaglaryn her
birinde A wakanyn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy beyleki
synaglaryn netijelerine bagly bolmasa, onda seyle synaglara A
waka gord bagly dail synaglar diyilyar.

Goy, A waka bagly dil n synagyn her birinde sol bir
hemiselik p (0< p <1) dhtimallyk bilen yiize ¢ykyan bolsun.
Onda bu synaglarda A wakanyn yiize ¢ykmazlygynyn
dhtimallygy q=1-p bolar. Bagly dil n synagda A wakanyn
k (0<k<n) gezek yiize ¢ykyan yagdaylarynyii sany C*
bolar. A wakanyn bu yagdaylaryn her birinde k gezek yiize
cykmagynynn  dhtimallygy, bagly didl wakalar {i¢in
dhtimallyklary kopeltmegin teoremasy boyunca

p k q n-k
bolar. Diymek, bagly dél n synagda A wakanyn k gezek yiize

cykmagynyn P, (k) dhtimallygy sygysmayan wakalar ii¢in
dhtimallyklary gogsmagyn teoremasyna gora

Ak kank n! K n-k
P.(k)=C,p'q kP (17)

formula boyunga hasaplanar. Bu formula Bernulli formulasy
diyilyar.
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1.2.2. Muawr-Laplasyi lokal we integral predel
teoremalary.

Bagly ddl n synagda A wakanyn k gezek vyiize
cykmagynyn P, (k) &htimallygy Bernulli formulasy boyunca
hasaplananda, synaglaryn sany artdygyca hasaplayys nukday
nazaryndan kyngylyklar doreydr. Bu yagdayda P, (k)
dhtimallygy hasaplamak ii¢cin gowy netijeleri berydn formulany
tapmaklyk meselesi bilen koép alymlar mesgullanyarlar.

P=P(A) :% bolan hususy halda, seyle formulany 1730-njy

yylda inlis matematigi Abraham de Muawr (26.05.1667-
27.11.1754) hodirleyar. Muawryn bu formulasyny 1783-nji
yylda fransuz matematigi Pyer Simon Laplas (23.03.1749-
05.03.1827) O0< p<1 densizlikleri kanagatlandyryan
islendik p=P(A) ihtimallyk {igin umumylasdyryar.
Matematikanyit taryhynda Muawr-Laplasyn lokal predel
teoremasy ady bilen belli bolan tassyklamanynl subudynyn

yeterlik ¢ylsyrymlydygy sebépli, ol teoremanyn tassylamasyny
getirmek bilen ¢éklenelin.

Muawr-Laplasyn lokal predel teoremasy
Bagly dil n synagyn her birinde sol bir hemiselik
p (0< p<1) dhtimallyk bilen yiize ¢cykyan A wakanyi bu
synaglarda k gezek yiize gykmagynyn P, (k) dhtimallygy
takmynan

2

1 1 =
S —— e
Jnpq 27
funksiyanyn
‘= k—np

vNpq

nokatdaky bahasyna dendir, yagny,

26



PKkK)x— -——-¢e 2, (18)
= Var
buyerde q=1-p.
L
o) = ——e
Jor

funksiyanyn tabulirlenen bahalary Gosmaca 1-de getirilendir.
Bu funksiya asakdaky hésiyetlere eyedir.
1) @(x)jibiit funksiyadyr, yagny ¢(x) funksiyanyn
kesgitlenis yaylasyna degisli -x we X bahalar {i¢in
@(—Xx) = p(X) denlik adalatlydyr.
2) X iytgeyan ululygyn islendik bahasynda ¢(X)
funksiyanyn bahasy poloziteldir.
3) limgp(x)=0
predel gatnasyk adalatlydyr.
Bagly dil n synagda A wakanyn k,-den az bolmadyk
gezek, k, -den kop bolmadyk gezek yiize ¢cykmagynyn
P (k,;k,) ahtimallygyny hasaplamak ii¢in Muawr--Laplasyn
integral formulasy amatlydyr.
Muawr-Laplasyii integral predel teoremasy.
Bagly dél n synagyn her birinde ol bir hemiselik
p(O <p< 1) dhtimallyk bilen yiize ¢cykyan A wakanyn bu
synaglarda k,-den az bolmadyk gezek, k, -den bolsa, kop
bolmadyk gezek yiize ¢gykmagynyn P, (k;K,) dhtimallygy
takmynan
1 5y
E- ;[e 2dy
kesgitli integrala dendir, yagny,
P (ki ky) = D(X,) —D(x,), (19)
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bu yerde

_kl_np X _kz_np q—l—p
- ’ 2 = ’ - ’
vnpPq vnpq
x oy
D(X) = % ~Ie 2dy -Laplas funksiyasy.
0

@(x) Laplas funksiyasynyn tabulirlenen bahalary Gogsmaga 2-
de getirilendir.

@(x) tik funksiyadyr, yagny, bu funksiyanyn kesgitlenis
yaylasyna degisli —x we X bahalar iicin @(—x) = —®(x) denlik
adalatlydyr. x iytgeyan ululygyn x>5 densizligi
kanagatlandyryan bahalary tlicin @(X) funksiyanyn bahasyny
0,5-¢ den diyip kabul etmek bolar.

1.2.3. Puassonyii teoremasy.

Bagly ddl n synagda A wakanyn k gezek vyiize
cykmagynyn P, (k) &htimallygy Muawr-Laplasyn lokal
formulasy boyunca hasaplananda, P = P(A) ahtimallyk nula
ya-da bire golay boldugyca gowy yakynlagsmalary almaklyk
kynlagyar. Sol sebépli, synaglaryin sany uly bolanda, bu
synaglarynn her birinde Ordn ki¢ci P &htimallyk bilen yiize
cykyan A wakanyn bu synaglarda k gezek yiize ¢cykmagynyn
P (k) ahtimallygyny hasaplamak ii¢in asimptotik formulany
tapmaklyk meselesi yiize ¢ykyar.

Elementar wakalaryn tapgyrlarynyn yzygiderligine
garalyn:

Wll’
W21’W22’

Wy, W, W,y W

nn
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Sunlukda, her bir tapgyryn wakalary 6zara bagly dél we
tapgyryn nomerine bagly bolan P, dhtimallyga eye. n-nji

tapgyrda yiize ¢ykyan wakalaryn sanyny g, bilen belgilélin.
Puassonyn teoremasy. Eger n >« P, — 0 bolsa,

onda n >
k

P(u, = k)—%-el" -0 (20)
gatnasyk adalatlydyr, bu yerde A4, =nP,.

Subudy.
Bernullinini formulasyndan peydalanyp yazyp bileris

P(u, =k) =P, (k) =Cy - Py gy =

ki(n—k)! {n n)

_ (n—l)-(n—z)-...-(n—k+l)_(ﬁ}k _(1_@” _

k! n n

K n—k
T P .[1_1)(1_2).”,.(1}_—1)
k! n n n n
(21)
Goy, k fiksirlenen bolsun. Islendik ¢ >0 san ucin A= A(g)

san bar bolup, bu san yeterlik uly saylanyp alnanda, 4, > A

bolan n nomerler {igin
<A
ne 2 <2
k! 2

densizlik yerine yetyandir. Ilki 4, > A bolan n nomerlere
garalyn.

P(u, = K) :%(1_1_;j _ [1-%)(1-%)(1—%}
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Kk n-k
(i
K! n

0 < x <1 densizlikleri kanagatlandyryan X iiytgeyéan ululyk
ii¢in

1-x<e™
densizlikden peydalanalyn. Onda n> 2k nomerler ii¢in yazyp
bileris

2 A Ko A

Pl =k)="2e 1 <ihe? <t 22)
k k An

fyg g £ (23)
k! k! 2

bolany sebépli, (22) we (23) densizlikleri goz 6miinde tutup,
alarys
k

P(u, k)% ELE_,

2 2
Indi A, < A bolan n nomerlere garalyn. Bu yagdayda

Iiml:[l—ﬁJ —e™h } =0
N—o0 n

we

n—o0 k
=)
n

bolandygy sebépli, (21) denlikden n>n,(e) bolanda alarys
k

X’n —An
P(u, =k)= e
Diymek, (20) gatnasyk adalatlydyr. Teorema subut edildi.
30
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A
P.(k)=~ T (24)
formula Puasson formulasy diyilyir (Puasson Simeon Deni,
21.06.1781-25.04.1840 fransuz matematigi).

1-nji mesele. Sehde 5 motor bar. Berlen wagt pursatynda
motoryn igleydndiginin dhtimallygy 0,7-d den. Berlen wagtda 3
motoryn isleyandiginin dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. Meselénin sertine gora n=5, k=3, p=0,7, q=1-
0,7=0,3. Bernulli formulasyndan peydalanyp, gézlenilyan
dhtimallygy taparys

I
P.(3)=C20,7°0,3° = % -0,343-0,09 =0,3087 .

2-nji mesele. Atyjynyi bir gezek atanda nysanany
urmagynyn dhtimallygy 0,8-e den. Atyjynyn 100 gezek atanda
nysanany 85 gezek urmagynyin dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi. n=100, k=85, p=0,8. Onda g=1-0,8=0,2.
= k—np _ 85-100-0,8 :§:1.25
Jnpg  4/100-08-0,2 4
qp(x) funksiyanyn bahalarynyn tablisasyndan (Gosmaga 1)
taparys

»(1,25)=0,1826
Muawr-Laplasyn lokal predel teoremasyndan peydalanyp,
gbzlenydn dhtimallygy taparys
1

Pioo85) = /100-08-0,2

3-nji mesele. Bagly ddl 100 synagyi her birinde A
wakanyn yiize cykmagynyn dhtimallygy 0,75-e defi. Bu 100
synagda A wakanyn 70-den az bolmadyk we 80-den kop
bolmadyk gezek yiize ¢cykmagynyii dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi.

n=100, k, =70, k, =80, p=0,75.0nda
g=1-0,75=0,25.

-p(1,25) = % -0,1826 = 0,04565
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k,—np 70-100-0,75 -5
X = = ~——~-115.,
Jnpg  4/100-0,75-0,25 4,33
. _k-np_ 80-100.075 5 _
> Jopqg  /100.0,75-0,25 433
@(x) funksiyanyn bahalarynyn tablisasyndan (Gosmaga 2)
taparys

115.

@(115) =0,3749
@(x) funksiyanyn tékligini goz oniinde tutup we Muawr-
Laplasyn integral teoremasyndan peydalanyp, gézlenyin
dhtimallygy taparys
P.10(70;80) = @(1,15) — D(-115) =
2d(115) =2-0,3749 =0,7498

_ 3-nji mesele. Kiérhana bir giinde 1000 6niim 6ndiiryar.
Oniimin pes hilli bolmagynyn dhtimallygy 0,002-4 den. Totan
alnan 3 6niimin pes hilli bolmagynyn dhtimallygyny tapmaly.

Coziilisi.

n=1000, k=3, p=0,002. Onda
A=np=1000-0,002=2, e ~0,135.Puassonyi
formulasyndan peydalanyp, gozlenyédn dhtimallygy taparys
2° 8

P:LOOO(B) ~ g el x E -0,135=0,18.
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1.3. Totéan ululyklar we olaryn paylanyslary.
1.3.1. Totén ululyklar.

Kesgitleme. Q elementar wakalar ginisligini R san
okuna owiirydn hakyky & (W) san funksiyasyna totin ululyk
diyilyar.

Totén ululyklary latyn elipbiyiniil bas harplary bilen ya-
da grek elipbiyinin setir harplary bilen belgileyarler. Totin
ululyklaryn kabul edyén bahalaryny bolsa, latyn elipbiynii
setir harplary bilen belgileyirler.

Totén ululyklary {i¢ topara bolyérler.

1) Diskret totén ululyklar.

2) Uzniiksiz totin ululyklar.

3) Singulyar t6tan ululyklar.

Ahtimallyklar nazaryetinde esasan diskret we iizniiksiz
totdn ululyklara garalyar. Eger totdn ululygyn kabul edyéin
bahalarynyii kopliigi tiikkenikli ya-da hasaply bolsa, onda ona
diskret totin ululyk diyilydr. Eger totin ululyk kébir
aralykdan bahalary kabul edyin bolsa, onda ona iizniiksiz
totin ululyk diyilydr. Nysana ok atylanda nysana degyin
oklaryn sany, futbol oyny doéwriinde tora girizilyén pokgilerin
sany, yaragdan okunn diisen yerine ¢enli aradaslyk we suia
menizesler totdn ululyklaryn mysallarydyrlar. Bu t6tén
ululyklaryn basky ikisi diskret, tigiinjisi bolsa {izniiksiz t6tan
ululykdyr.

Diskret totdn ululygyn berilmegi ii¢in onun kabul edyian
Xy Xoyener X, bahalary bilen bu bahalaryn  degisli
Py, Py,---, P, dhtimallyklarynyiti hem berilmegi zerurdyr.
Diskret totdn ululygyn kabul edyidn bahalary bilen bu
bahalaryn degisli &dhtimallyklarynyil sanawyna diskret totéin
ululygynn paylanys kanuny diyilydr. Diskret totdn ululygyi
paylanys kanuny tablisa, grafik we formula (analitiki) arkaly
berilyér. Tablisa arkaly ol
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Solx | X, |- | X

P lp | p || Py

gorniisde berilyar. Bu tablisanyn ikinji setirinin elementlerine
dhtimallyklar hokmiinde seyle talaplary bildiryérler:

1) Islendik k =1,n iicin p, 0.

2) Z P =1
k=1

Diskret totdn ululygyn paylanys kanunyny grafik arkaly
bermek i¢in, tekizlikde goniibiirgly dekart koordinatalar
ulgamyny guryarlar. Abssissalar okunda diskret totdn ululygyn
kabul edydn X, X,,...,X, bahalaryny, ordinatalar okunda

1 N\

bolsa, bu bahalaryn degisli p,, p,,..., p, &dhtimallyklaryny

belleyirler. Sofira (X;, p,) i =1,n nokatlary guryarlar we olary

goni ¢yzygyn kesimleri bilen yzygider birikdiryarler. Emele
gelen dowiik ¢yzyk diskret totidn ululygyn paylanys kanunynyn
grafiki berlisidir.

1.3.2. Paylanys we dykyzlyk funksiyalary.

Belli bolsy yaly, diskret totin ululyk kabul edyén
bahalary we olaryn degisli dhtimallyklary bilen berilydr. Emma
iizniiksiz totdn ululyklar tiglin seyle berlisi amala asyryp
bolmayar. Sol sebdpli, 6z tebigaty boyunca kopdiirli totdn
ululyklaryn dhtimallyklaryny sol bir usul bilen bermeklik iigin
dhtimallyklar nazaryetinde totédn ululygyn paylanys funksiyasy
diisiinjesini girizyérler.

F(x)=P(£ < x) (25)
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funksiya & totdn ululygyn paylanys funksiyasy diyilyér, bu
yerde X (— 0 < X< oo) tiytgeyin hakyky ululyk.

Geometrik nukday nazardan & totén ululygyi paylanys
funksiyasy, ol totdn ululygyn (—oo;X) aralykdan bahalary kabul
etmeginin dhtimallygydyr.

Paylanys funksiyasy asakdaky hésiyetlere eyedir.
1) Paylanys funksiyasynyi bahalar yaylasy [0:1] kesimdir,
yagny,
0<F(x)<1
densizlikler adalatlydyrlar.
2) Paylanys funksiyasy kemelmeyédn funksiyadyr, yagny,
paylanys funksiyasynyn kesgitlenis yaylasyna degisli we
X, < X, bolan islendik x, we x, bahalar ii¢in
F(x) < F(x,)
densizlik adalatlydyr.
3) Paylanys funksiyasy ¢epden iizniiksizdir, yagny,
im F (9 = F (%)
denlik yerine yetyandir.
4) lim F(x)=F(-x©) =0
lim F(x) = F(+x) =1

predel gatnasyklar adalatlydyrlar.
Bu hasiyetleri subut edelini.

1)  Paylanys funksiyasynyn bu hésiyeti onun
kesgitlemesinden gelip ¢ykyar, sebidbi F(x) paylanys
funksiyasy (& < X) wakanyn dhtimallygydyr.
Ahtimallyk bolsa, [0;1] kesimden bahalary kabul edyar.

2)  Goy, X <X, bolsun. (¢ <x,) wakany sygysmayan
(& <x) we (x, <& < x,) wakalaryn jemi gorniisinde
anladalyn

(E<%)=(5<x)+ (X% <& <X,)
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Sygysmayan wakalar ycin dhtimallyklary gogsmagyn

teoremasynyndan peydalanyp alarys
P(S<x)=P(E <x)+P(x, <& <X,)

Bu yerden

F(X)-F(x)=P(x <£<x,)20 (26)

yagny,

F(x) <F(xy)

3) Goy, {Xn} artyan yzygiderlik x, nokada yygnanyan

bolsun. A, ={&<x,}, A={£<x,} wakalary girizeli.

{An }-wakalaryfl artyan yzygiderligidir we U A=A

n=1
bolar. Ahtimallygyn kesgitlemesinddki hasaply
additiwlik aksiomasyndan peydalanyp,
limP(A,)=P(A) vya-da IlimF(x,)=F(X,)
denligi yazmak bolar. F(X) paylanys funksiyasynyn
monotonlygy sebapli
im F () = F (x,)
denlik adalatlydyr.

4)  Goy, {x,} monoton kemelyin, {y,} bolsa, monoton
artyan san yzygiderlikleri bolsun.

An ={§<Xn}’ Bn :{§<yn}
wakalary girizelin. Goy,
NA =0 we |JB, =0
n=1 n=1

bolsun. Ahtimallygyn kesgitlemesindiki hasaply
additiwlik aksiomasyndan peydalanyp,
limP(A,)=0 we limP(B,)=1
ya-da
ImF(x,)=0 we limF(y,)=1

n—owo
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denlikleri yazmak bolar. Paylanys funksiyasynyn
monotonlygy sebépli

lim F(X) =F(-x) =0 we lim F(y)=F(+x) =1

X—>—00 y—>+o0

denlikler adalatlydyrlar.
Eger

F() = [ f(y)dy 27)

anlatma adalatly bolsa, onda F(X) paylanys funksiyasyna
absolyut {lizniiksiz diyilydr. Seyle paylanys fumksiyaly totédn
ululyga absolyut iizniiksiz ya-da iizniiksiz diyilydr. (27)
anlatmadaky integral asagyndaky funksiya totdn ululygyn
dykyzlyk funksiyasy diyilydr. Dykyzlyk funksiyasy paylanys
funksiyasynyn birinji 6niimidir
f(x)=F'(x) (28)
Dykyzlyk funksiyasy
1) f(x)=0.

2) T f(x)dx =1

hésiyetlere eyedir.

Dykyzlyk funksiyasynyn 1-nji hdsiyeti onuil kemelmeyéin
funksiyanyn birinji Oniimidiginden gelip ¢ykyar. Dykyzlyk
funksiyasynyn 2-nji hisiyetini (27) aillatmadan we paylanys
funksiyasynyn hésiyetinden peydalanyp almak bolar

1=F(+x) = T f (x)dx

Paylanys funksiyasyna basgaca integral funksiya hem
diyilyar. Dykyzlyk funksiyasyna differensial funksiya ya-da
dhtimallygyn paylanysynyn dykyzlygy hem diyilyér.

Uzniiksiz t6tin ululygyf iiziie bir bahany almagynyn
dhtimallygynyn nula dendigi sebépli, seyle & totan ululyk iicin

Pla<é<h)=P(asé<b)=Pla<é<b)=P(a<&<b)
(29)
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denlikleri yazmak bolar.
Uzniiksiz & totin ululygyn (a;b) aralykdan bahalary

kabul etmeginin P(a < & <b) dhtimallygy
b
Pla<&<b) = j f (x)dx (30)

formula boyunca hasaplanyar, bu yerde f(x) & totdn ululygyn
differensial funksiyasy. Hakykatdan hem, (26) denlikde x,-e
derek a, x,-d derek b ululyklary goyup we Nyuton-Leybnisii
formulasyndan peydalanyp, alarys

P(a<&<b) = F(b)-F(a) :j'F’(x)dx:j. f (x)dx

(29) denlikleri gbz 6niinde tutup, (30) formulanyn
adalatlydygyna goz yetirmek bolar.
Indi kdbir wajyp paylanys funksiyalary getirelin.

0, x <0,
F(x)=1>.Cip‘g"*,  0<x<n,

k<x

1 X>n

paylanys funksiyaly totdn ululyga binomial (Bernulli) kanuny
boyunga paylanan diyilyér.

0 X <0,
_ k
F(x)= Z%-e“, x>0, 0<A<o0.
k<x =

paylanys funksiyaly t6tén ululyga A parametrli Puasson
kanuny boyunca paylanan diyilyar.
x _(y-a)
l —

_[e 20 dy, —w<a<ow, 0<o<o

(0= ovN2r

paylanys funksiyaly totin ululyga a we o® parametrleri bolan
normal kanun boyunga paylanan diyilyar. Hususy halda, a=0,

o® =1 bolanda, standart normal kanunyi
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F(x) 1 Iery

N2 ”,
paylanys funksiyasyny alarys.
0, x<a,
F(x)=iX=2 a<x<b,
b-a
1, X >b.

paylanys funksiyaly totdn ululyga [a;b] kesimde denolcegli
kanun boyunca paylanan diyilyar.

F(x) = 0 Xx<0
C|1-e, x>0,v>0.

paylanys funksiyaly totan ululyga v parametrli gorkezijili
kanun boyunca paylanan diyilyéir

Fx )__Il+y

paylanys funksiyaly totdn ululyga Kosi kanuny boyunca
paylanan diyilyar.

Biz su wagta ¢enli kabul edyin bahalary bir san bilen
kesgitlenydn totin ululyklara, yagny, bir6lgegli totdn ululyklara
garadyk. Emma kabul edyén bahalary birden kop sanlar bilen
kesgitlenydn totdn ululyklar hem bardyr. Seyle totdn ululyklara
kopolcegli  diyilyar. Mysal igin, &=(£,&,,...,&,) totin
ululyga n-6lgegli t6tan ululyk ya-da n-olgegli wektor diyilyar.
Seyle totdn ululygyn paylanys funksiyasy

F(X, Xp0en 0 X, )= P(& <X, &, < Xp,enn & < X,)
gornilisde kesgitlenyar we n-olgegli paylanys funksiyasy ya-da
n totdn ululyklar ulgamynyn paylanys funksiyasy diylip
atlandyrylyar. Hususy halda, ikidlgegli t6tdn ululyga garalyn.

Kesgitleme. Eger bir totdn ululygyn paylanys kanuny
beyleki totidn ululygyn kabul edyén bahalaryna bagly bolmasa,
onda seyle totén ululyklara bagly dil diyilyar.
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Teorema. & we 7 totdn ululyklaryn bagly dél
bolmaklygy iicin (§;n) ulgamyn paylanys funksiyasynyn
diiztijilerin paylanys funksiyalarynyn kopeltmek hasylyna den
bolmagy, yagny,

F(xy)=F(x)-F,(y) (31)
denligin yerine yetmegi zerur we yeterliklidir, bu yerde F(X, y)
(5;77) ulgamyn paylanys funksiyasy, Fl(x) we F, (y)
degislilikde diizijjilerin paylanys funksiyalary.

Subudy.

Zerurlygy. Goy, & we 7 bagly dal totdn ululyklar

bolsunlar. Onda & < x we 7 <y wakalar hem bagly daldirler.
Bagly dil wakalar {i¢in dhtimallyklary kdpeltmegiii teoremasy
boyunca
P <x,n<y)=P(E<x)-P(n<y)
ya-da
Fxy)=R()-F(y)
bolar.
Yeterligi. Goy, (31) deilik yerine yetyan bolsun. Onda
P <x,n<y)=P(E<x)-P(n<y)
bolar. Bu bolsa, & <x we 7 <y wakalar bagly dél
diyildigidir. Onda & we n t6tan ululyklar hem bagly déldirler.
Teorema subut edildi.

Netije. £ we 7 totdn ululyklaryn bagly dil bolmaklygy
ticin (5;77) ulgamyn dykyzlyk funksiyasynyn diiziijilerin
dykyzlyk funksiyalarynyn kdpeltmek hasylyna deni bolmagy,
yagny

f(xy)=fi(x)- ,(y) (32)
deniliginl yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Bellik. (31) we (32) denlikler zerur we yeterlik
tassyklamalar bolandyklary sebipli, olary tétdn ululyklaryn
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bagly dildiklerinin kesgitlemeleri hokmiinde kabul etmek
bolar.

1-nji mesele. Oynalyan kubik iki gezek oklanyar. Uce
boliinydn ockonyil yiize c¢ykmalarynyn sanynyn paylanys
kanunyny yazmaly.

Coziilisi.

Goy, A- uge boliinydn ockonyn yiize ¢ykmagy bolsun.
Oynalyan kubik iki gezek oklananda iice boliinydn ockonyin
yiize ¢gykmalarynyn sany diskret totdn ululykdyr. Ony & bilen

belgildlin. & totdn ululyk x, =0, x, =1, X, =2 bahalary
kabul edydr. Oynalyan kubik bir gezek oklananda fige
boliinydn ockonyn (A-wakanyn) ylize ¢gykmagynyn dhtimallygy
Klassyky kesgitleme boyunga

P:P(A):ngz

bolar. Onda q=1-p :g.

Indi Bernulli formulasyndan peydalanyp, x, =0,
X, =1, X, =2 bahalaryn degisli dhtimallyklaryny tapalyn.

o (1) (2) 2 4_4
plzp(gle:o)zpz(o):cz-[gj [gj o2 9 9
(L) (2) .2 2_4
plzp(gzxz=l)=P2(1):CZ'(§j'(§]_J_LJ_I 9 9
(LY (2 _ 2 1 1
P1=P(§:X3:2)=P2(2):Cz(§j (gj 21,00 9 9

Bu deilikler diskret & totdn ululygyn paylanys kanunynyi

formula arkaly (analitiki) berlisidir. Bu paylanys kanuny tablisa
gorniisde yazalyi
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0 |1 2
4 14 1
9 |9 9

& totan ululygyn bu paylanys kanunyny grafik gorniisinde hem
bermek bolar.

D,EP¢

-

"_F'

1 2

2-nji mesele. Diskret & totan ululyk

& -2 -1 0 1
p 01 (02 0502
paylanys kanun bilen berlen bolsun. Bu t6tén ululygyn
paylanys funksiyasyny tapmaly we onun grafigini gurmaly.
Coziilisi.
Goy, x<-2 bolsun. Onda (£ < —2) miimkin dal
wakadyr. Sonui ii¢in P(.f < —2) =0 bolar. Diymek, x<-2
iicin

F(x)=P(£ <x)=0.
Goy, —2 < x <-1 bolsun. Onda
F(X)=P(E<x)=P(=-2)=01
Goy, —1< x <0 bolsun. Onda, sygysmayan wakalar ii¢in
dhtimallyklary gosmagyn teoremasy boyunca
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F(X)=P(<x)=P(¢=-2)+P(¢=-1)=01+0,2=0,3,
Goy, 0 < x <1 bolsun. Onda
F(x)=P(¢<x)=P(E=-2)+P(¢=-1)+P(¢=0)=01+02+05=08.
Goy, x >1 bolsun. Onda
F(X) =P <X)=PE=-2)+P(E=-1)+P(¢=0)+P(¢=1)=01+02+05+02=1

Seylelikde
0, X< -2,
01, —-2<x<-1,
F(x) =40,3, -1<x<0,
0,8, 0<x<l,
1 x>1
Bu F(x) paylanys funksiyasynyn grafigini guralym.
Fix)
1.0 I ————
0.8
0,4
L
2 . 0 1 x

Gorniisi yaly, diskret totdn ululygyn paylanys funksiyasy
basgancakly funksiyadyr.

3-nji mesele. & totan ululyk

0, X<-2,
F(x)= 1+1-arcsin§, —2<Xx<L2,

2 2

1, X> 2.

paylanys funksiyasy bilen berlen. Dykyzlyk funksiyasyny we
& totan ululygyn (-1;1) aralykdan bahalary kabul etmeginin

dhtimallygyny tapmaly.
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Coziilisi.
f(x) dykyzlyk funksiyasyny

f(x)=F'(x)
denlikden peydalanyp tapalyn.
0, X< -2,
f(x)= r_1 : —2<Xx<L2,
T N4—x°
0, X > 2.

& totdn ululygyn (-1;1) aralykdan bahalary kabul etmeginin

dhtimallygyny

Pla<&<b)=F(b)-F(a)
formuladan peydalanyp tapalyn. (-1;1) aralyk (-2;2) aralyga
degisli. Meseldnin serti boyunga (-2;2) aralykda

F(x) = lJrlarcsin X
2 2

Onda
P(—1<§<1)=F(1)—F(—1):Llarcsinl—l—iarcsi (_1):
2 2 2 2
2 1 27 1
=—arcsin —=—.—="-,
Vs 2 7 6 3
4-nji mesele. Uzniiksiz & totin ululyk
0, x<Z,
6
f (x) = {Csin3x, T ox<Z,
6 3
0, x>
3

dykyzlyk funksiyasy bilen berlen. C parametri we & t6tin
ululygyn F(x) paylanys funksiyasyny tapmaly.

Cozliisi.

C parametri dykyzlyk funksiyasynyn
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j f(x)dx =1
hésiyetinden pe;'/dalanyp tapalyn.

s

. 3
J f(x j 0dx+C '[sm3xdx+ 0k <C [ sin 3xex =~ 0 3x
G

=1

5. C
73

—00 —00

w|Ne—y8
N —w |y

Bu yerden C=3.
Indi F(X) paylanys funksiyasyny
F(x) = [ f(y)dy
formuladan peydalanyp tapalyn.
Goy, X s% bolsun. Onda

F(x) = jf(y)dy j0dy =0.

Goy, 7 < x<Z bolsun. Onda
6 3
x f , X
F(x) = _[ f (y)dy =_[0dy + ISsin 3ydy =—cos3y|r =—cos3x.
—o0 —© z 6

6

Goy, X >% bolsun. Onda

F(x) = If(y)dy IOdy+_|‘35|n3ydy+J'0dy_—cos3y|3 =1.
6 5

Seylelikde
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0, xsz,

6
F(x) =4 —cos3x, £<xs£,
6 3

1 x>£.

3

I.4. Totdn ululyklaryi san hisiyetlendirijileri.
1.4.1. Matematiki garasma.

Belli bolsy yaly, totan ululygyn berilmegi iti¢in onun
paylanys funksiyasynyn berilmegi yeterlikdir. Emma kop
meselelerde totdn ululygyil paylanys funksiyasyny tapmaklyk
kyn bolyar ya-da ony tapmaklyga zerurlyk hem bolmayar.
Mysal iicin, birinji atyjynyn nysanany urmalarynyi ortaca sany
ikinji atyjynyn nysanany urmalarynyi ortaga sanyndan uly
bolsa, onda bu birinji atyjynyn ikinji atyja gord mergenlik
derejesinin  yokarydygy barada netije ¢ykarmaklyk {i¢in
yeterliklidir. Basgaca aydylanda, t6tdn ululyklarynn umumy
mukdar hésiyetlendirijileri bolan hemiselik ululyklary bilmek
yeterlik bolyar. Bu hemiselik ululyklara totan ululyklaryn san
hisiyetlendirijileri diyilyir. Seyle san hésiyetlendirijilerin biri
hem matematiki garagmadyr.

Kesgitleme. Diskret & totdn ululygyn matematiki
garagmasy diylip, ol totin ululygyn kabul edyin hemme
bahalarynyn bu bahalarynl degisli dhtimallyklaryna kopeltmek
hasyllarynyn jemine aydylyar we M¢ bilen belgilenyar.

Hususy halda, eger diskret & totan ululyk X, X,,...,X,
bahalary degislilikde p,, p,,..., p, dhtimallyklar bilen kabul

edyén bolsa, onda
M¢& = Z Xy Py (33)
k=1
bolar.
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Kesgitleme. Uzniiksiz & totin ululygyn matematiki
garasmasy diylip

M¢é = Txf (x)dx (34)

integrala aydylyar, bu yerde f(x) ¢ totdn ululygyn dykyzlyk
funksiyasy.

Matematiki garagsmanyn dhtimallyk manysyny anyklalyi.
Goy, N synag gecirilydn bolsun we bu synaglarda & totdn
ululyk x, bahany N, gezek, x, bahany N, gezek we suna
menzesler, X, bahany N, gezek kabul edyén bolsun. & totin
ululygyn kabul edydn bahalarynyn orta arifmetiki bahasyny
tapalyil.
% CONpX + NoXp +. N X N N N,

=X — X, —2 ...+ X -—, (35
a N 1 N 2 N k N ( )

TR .
bu yerde N =1k, X, bahanyin W, otnositel yygylygy.

Onda (35) denligi
Xy =X W, + %X, W, +...+ X, -W, (36)
gornlisde yazmak bolar. Synaglaryn sany yeterlik uly bolanda

wakanyn otnositel yygylygy sol wakanyn yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygyna takmynan den bolyar. Sol sebépli (36) denlikde

W,, i=21k, otnositel yygylyklary degisli p, #htimallyklar
bilen calsyryp alarys

Xo R X - Pp+X, - Py +o+ X - P = MEL
Seylelikde,

yagny, totdn ululygyn matematiki garagsmasy ol totdn ululygyn
kabul edydn bahalarynyn takmynan orta arifmetiki bahasyna
dendir. Bu matematiki garasmanyn dhtimallyk manysydyr.

Indi matematiki garagsmanyn hésiyetlerine garalyn.
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1) Hemiselik ululygyn matematiki garagsmasy ol
ululygyn 6ziine dendir, yagny

MC=C,

bu yerde C -hemiselik ululyk. Hakykatdan hem, (33)
formuladan peydalanyp taparys

MC=Zn:C- Py :Czn:pk =C-1=C.
k=1 k=1

2) Hemiselik ululygy matematiki garagma belgisinin
dasyna ¢ykarmak bolar, yagny

M(C¢)=C-M¢
Hakykatdan hem,

M(Cé:):zcxk - Py :CZXK P, =C-MS.
k=1 k=1

3) Iki totdn ululygyn jeminiin matematiki garagmasy ol
totdn ululyklaryn matematiki garagmalarynyn jemine dendir,
yagny

M(& +&,)=M& + MS, (37)

Hakykatdan hem, goy, & totdn ululyk X, X,,..., X,
bahalary degislilikde p,, p,,..., p, ahtimallyklar bilen,
&,totdn ululyk  bolsa, vy, Y,,...,y, bahalary degislilikde
4, Qy,...,0,, ahtimallyklar bilen kabul edyin bolsunlar. &
totan ululygyn x, bahany, &, totdn ululygyn bolsa y,, bahany
kabul etmegininl dhtimallygyny P, bilen belgiléliii. Onda

§1+§2 ZZ(X +y )pu -

i=1 j=1

= qu{z pijJ—'_Zyj[Z pijj
i=1 j=1 j=1 i=1
Doly dhtimallygyn formulasy boyunca
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lepij:ph Zl:pij:qj
i= i=
Onda
M(&+&,) _Zx P +Zy q; = M& + M,

Netije. Tiikenikli sany t6tan ululyklaryn jeminin
matematiki garagsmasy ol totdn ululyklaryn matematiki
garagsmalarynyn jemine dendir.

M(E +&, +...4E )= ME +ME, +...+ ME,

Bu deniligin adalatlydygyna (37) deiilikden we matematiki
induksiya usulyndan peydalanyp, goz yetirmek bolar.

4) Bagly dal iki totdn ululygyn kopeltmek hasylynyn
matematiki garagmasy ol t6tdn ululyklaryil matematiki
garagsmalarynyn kopeltmek hasylyna dendir.

M(&&; )= Mé, - M¢, (38)

Hakykatdan hem, goy, & totan ululyk X, X,,..., X,
bahalary degislilikde p,, p,,..., p, ahtimallyklar bilen,
&,totan ululyk  bolsa, vy, Y,,...,Y, bahalary degislilikde
0, Q,,.--,0,, ahtimallyklar bilen kabul edyén bolsunlar. &
totan ululygyn X, bahany, &, totdn ululygyn bolsa, y, bahany

kabul etmeginin dhhtimallygy bagly dial wakalar {igin
ahtimallyklary kopeltmegin teoremasy boyunga p, -q,, bolar.

Onda

é:lgz Zny PiP; = (ixipij'[iyqu}:MéMé

i=1l j=1
Netije. Toplumlayyn bagly dil tiikenikli sany tGtdn
ululyklaryn kopeltmek hasylynyn matematiki garagmasy ol
totdn ululyklaryn matematiki garagmalarynyn kopeltmek
hasylyna dendir.
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M(iS, - n) = MG - MS, -...-MS,
Bu deniligin adalatlydygyna (38) defilikden we matematiki
induksiya usulyndan peydalanyp, géz yetirmek bolar.
Matematiki garagsmanyn diskret totén ululyklar tigin
subut edilen bu hésiyetleri lizniiksiz t6tdn ululyklar ticin hem
adalatlydyrlar.

1.4.2. Dispersiya

Diirli totén ululyklaryn dent matematiki garagmalary
bolup biler. Mysal tigin,

E [-1 Jo [1 n[-10
p

wlkr|©

Wk

1
3

w| -
w|
Wk

paylanys kanunlar bilen berlen diskret £ we 7 totén

ululyklaryn den matematiki garagmalary bardyr.
M.§:—1-£+0~1+1-l:0
3 3 3

M77=—10-£+0-£+1OE=0
3 3 3

Seyle yagdayda totdn  ululyklary  biri-birinden
tapawutlandyrmak = maksady  bilen  dispersiya  diylip
atlandyrylyan yene bir san hésiyetlendirijini girizyérler.

Kesgitleme. & totdn ululygyn dispersiyasy diylip, ol
totin  ululygyn  Ozilinin  matematiki  garagmasyndan
gysarmasynyn  (tapawudynynl) kwadratynyn = matematiki
garagmasyna aydylyar we D& bilen belgilenyir.

D& =M(§ - M) (39)
Diskret & t6tin ululyk ti¢in dispersiya
D¢ =3 (% —M&) p, (40)
k=1
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formula boyunca hasaplanyar, bu yerde x,,k=1n , & totin

ululygyh kabul edyin bahalary, P, =P(£=x,), k=1n, bu
bahalaryn degisli dhtimallyklary.
Uzniiksiz t6tén ululyk ii¢in dispersiya

D& = j (x=MEY - f(x)dx (41)
formula boyung¢a hasaplanyar, bu yerde f(x) & t6tédn ululygyn
dykyzlyk funksiyasy.

Bellik. Tiikenikli matematiki garagmasy bolan islendik
£ totén ululyk {igin

M(& = M&) = M(£ +(-1ME) = M + M[(-1)M¢] =

=ME+(-1)ME = ME-ME =0
bolandygy sebipli, dispersiya hokmiinde & totén ululygyi
(& —M¢&) gysarmasynyn matematiki garasmasyny almaklygyn
manysy yokdur.

Dispersiya hokmiinde M|&—M¢&| ululygy kabul etmek
bolardy, emma bu absolyut ululygyn hésiyetleri bilen
baglanysykly yagdaylara getirerdi.

Matematiki garagsmanyn hésiyetlerinden peydalanyp, (39)
formulany ona dengiiy¢li we amaly maksatlar licin amatly
bolan gorniisde yazmak bolar.

D& =M(E—ME) = ME? —2ME - ME +(ME) = M&? —(M&)
yagny |

D& =ME> —(ME) (42)
(42) formulany diskret &£ totan ululyk {igin

D§=ix§-pk—[ixk-pkj , (43)

tizniiksiz & totdn ululyk tigin bolsa
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D¢ = szf(x)dx—ﬁxf (x)dxj , (44)

gornlisde yazmak bolar, bu yerde f(x) lizniiksiz & totdn
ululygyn dykyzlyk funksiyasy.

Dispersiya totdan ululygyil kabul edyédn bahalarynyi ol
totdn ululygyn matematiki garasmasynyn toweregindaki
yayrawyny hésiyetlendirydr. Bu onun dhtimallyk manysydyr.

Indi dispersiyanyn hasiyetlerine garalyn.

1) Hemiselik ululygyn dispersiyasy nula dendir, yagny

DC =0,
bu yerde C-hemiselik ululyk. Hakykatdan hem, dispersiyanyn
kesgitlemesinden peydalanyp taparys
DC=M(C-MC) =M(C-C) =M0=0

2) Hemiselik ululygy dispersiya belgisinini dagyna

kwadrata goterip ¢ykarmak bolar, yagny
D(C&)=C?-D¢&
Hakykatdan hem,

D(C&)=M(CE-M(CE)f =M(C&-CME) =C* -M(¢-ME) =C* - Dé

3) Bagly dal iki t6tén ululygyn jeminin dispersiyasy ol
totdn ululyklaryn dispersiyalarynyn jemine deiidir, yagny

D(& +¢&,)=D¢, + D¢, (45)

Hakykatdan hem, eger &, we &, totén ululyklar bagly
dil bolsalar, onda (£, — M&,) we (&, — ME&,) totén ululyklar
hem bagly daldirler. Onda

D(& +&)=M[&+&)-MEG+&)) =

=M[(& -M&)+(& -MG)] =

=M(&-M& Y +2M (&4 —ME )-M(& - ME, )+ M (& - M, ) =
=Dé& +Dg;.
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Netije 1. Toplumlayyn bagly dél tiikenikli sany totdn
ululyklaryn jeminin dispersiyasy ol totdn ululyklaryn
dispersiyalarynyn jemine dendir

D +&,+...+&,)=Dé& + D&, +...+ D&,
Bu deniligi (45) denlikden we matematiki induksiya usulyndan
peydalanyp subut etmek bolar.

Netije 2. Bagly dal iki t6tédn ululygyn tapawudynyn
dispersiyasy ol totdn ululyklaryn dispersiyalarynyii jemine
dendir.

D(¢ -&,)=D¢& + D¢,
Hakykatdan hem,
D&, ~&,)=D(& +(-1)&,) = D&, + D[(-1), ] =
=D¢, + (_1)2 -D&, =D&, + D¢,

Netije 3. Totan ululyk bilen hemiselik ululygyn jeminin

dispersiyasy totan ululygyn dispersiyasyna dendir.
D(+C)=D¢
Hakykatdan hem, & t6tén ululyk bilen C hemiselik ululyga

biri-biri bilen bagly dél ululyklar h6kmiinde garap we DC =0
bolyanlygyny goz oniinde tutup alarys
D(&+C)=D&é+DC=DE.

1.4.3. Orta kwadratik gysarma.

Totdn  ululygynn  dispersiyasynyn  kesgitlemesinden
gorniisi yaly, totdn ululygyn olgegi bilen onun dispersiyasynyn
Olcegi gabat gelmeydr. Mysal iigin, totdn ululyk metrde
Olgenyan bolsa, onuil dispersiyasynyn Olcegi metr kwadrat
bolardy. T6tdan ululyk bilen onufi san hasiyetlendirijisininn sol
bir 6lgegleri bolar yaly etmek maksady bilen orta kwadratik
gysarma diylip atlandyrylyan yene-de bir san hasiyetlendirijini
girizyérler.

Kesgitleme. Dispersiyadan alnan arifmetiki kwadrat
koke orta kwadratik gysarma diyilyér, yagny

o, =D& (46)
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Teorema. Toplumlayyn bagly dél tiikkenikli sany totdn
ululyklaryn jeminin orta kwadratik gysarmasy bu totén
ululyklaryn orta kwadratik gysarmalarynyin kwadratlarynyn
jeminden alnan kwadrat koke dendir.

Orrie = \/02 +0% +...+0;

Subudy.

Goy, &,,5,,...,&, toplumlayyn bagly dél totdn ululyklar
bolsunlar.

S=qt& TG,
belgileméni girizeliil. Dispersiyanyn hésiyetinden peydalanalyn
DE=D(, +&, +...+&,)=DS& +DE, +...+ DS,

Bu yerden

JD¢& = /D& + D&, +...+ DE,
(46) deniligi goz 6niinde tutup, alarys

- _ [.2 2 2
Or = Ogugprvgy = \/Uf1 tO, +... 0,
Teorema subut edildi.
Goy, &,,5,,...,&, birmenzes paylanan totidn ululyklar

bolsunlar. Onda olaryn birmenzes san hésiyetlendirijileri
bardyr. Bu t6tén ululyklaryn

= &Gt& S
¢ = n
orta arifmetiki bahasy bilen baglanysykly kabir tassyklamalary
getirelin.
Teorema. Toplumlayyn bagly dél, birmenzes paylanan

&,6,,...,&, totan ululyklaryn £ orta arifmetiki bahasynyfi

matematiki garagmasy bu t6tén ululyklaryn matematiki
garagmalaryna dendir, yagny

Mé=a, (47)
bu yerde, a=M¢&, i=1n.
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Subudy.
Matematiki garasmanyn hésiyetinden peydalanyp taparys

ME:M(§1+§2+...+§HJZ M +ME, +...+ ME, n-a_._
n n n

Teorema. Toplumlayyn bagly dil, birmenizes paylanan

£,&,,..., & totan ululyklaryhh £ orta arifmetiki bahasynyi
dispersiyasy bu totdn ululyklaryn her birinini dispersiyasyndan
n esse kigidir, yagny
2
DE =2, (48)
n
bu yerde o’ = D&, i =1n
Subudy.
Dispersiyanyn hésiyetinden peydalanyp taparys
DgzD(§1+§2+---+§nj= D& +D&, +-DE, _no’ _o?
n 2

n? n n

Teorema. Toplumlayyn bagly dil, birmenizes paylanan
£,&,,..., & totan ululyklaryn £ orta arifmetiki bahasynyi
orta kwadratik gysarmasy bu totén ululyklaryn her birinin orta
kwadratik gysarmasyndan Jn esse kicidir, yagny

o
o =—, 49
¢ Jn “9)
bu yerde o =./D& , i=1n.

Subudy.
Orta kwadratik gysarmanyn kesgitlemesinden

peydalanyp taparys.

_Jpz_ ot _o
62_\/[;_\/: Jn'

Netije. (48) we (49) denliklerden gorniisi yaly,
toplumlayyn bagly dél, birmeiizes paylanan totdn ululyklaryi
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orta arifmetiki bahasynyn yayrawy bu totdn ululyklaryn her
birinin yayrawyndan yeterlik kigidir.

1.4.4. Momentler.

vi(@)=M(S-a) (50)
ululyga & totan ululygyn k-njy tertipli momenti diyilyar.
Hususy halda, a=0 bolanda, bu yerden alarys

v (0)=v, =M¢" (51)
Bu ululyga & t6tan ululygyn K-njy tertipli baslangyc
momenti diyilyar. Eger a = M& bolsa, onda k-njy tertipli
moment
Vi(M&) = 1 =M (£ =M (52)
gorniise geler. Bu ululyga & totan ululygyn K-njy tertipli
merkezi momenti diyilyar.

(51) anlatmadan gorniisi yaly, birinji tertipli (k=1
bolanda) baslangy¢ moment matematiki garagsmadyr. (52)
anlatmadan gorniisi yaly, ikinji tertipli (k=2 bolanda) merkezi
moment dispersiyadyr.

Merkezi momentler bilen baslangyg momentlerin
arasynda yonekey baglanysyklar bar. Bu baglanysyklary
matematiki statistikada gifiden ulanylyan basky dort moment
icin yazalyn.

My =1,
# =0,
Hy =V, _Vlzl

Ly =Vy =3V, + 2V,
Ly =V, — vy, +6v7 v, —3v,.
(50), (51), (52) aiilatmalarda yaylary absolyut ululygyn
belgisi bilen ¢alsyryp, degisli absolyut momentleri alarys.
Indi t6tén ululyklaryn san hésiyetlendirijilerini
tapmaklyga degisli meselelere garalyn.
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1-nji mesele. Diskret & t6tén ululyk

5 1 2 3
P 03 |05 |02

paylanys kanuny bilen berlen. Bu t6tidn ululygyn matematiki

garagmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny
tapmaly.

Coziilisi.
(33) formuladan peydalanyp, matematiki garagmany
tapalyil.
M¢E = Zxk p,=1-03+2-05+3-0,2=19.
k=1
Indi M&? momenti tapalyii

M2 =>"x2-p, =1-03+4-05+9-0,2=41.
k=1

(42) formuladan peydalanyp, dispersiyany tapalyn.
D& =ME? —(MEY =41-(1,9)° =0,49.
Orta kwadratik gysarmany tapalyn.

o, =D& =,/0,49 =0,7.

2-nji mesele. Uzniiksiz & totén ululyk

0, X <0,
F(x)=<x*, 0<x<1,
1, x>1.

paylanys kanuny bilen berlen. Bu t6tin ululygyn matematiki
garagsmasyny, dispersiyasyny we orta kwadratik gysarmasyny
tapmaly.

Coziilisi.
lIki & totén ululygyn dykyzlyk funksiyasyny tapalyn
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0, X<0,
fX)=F'(xX)={2x, 0<x<1,
0, Xx>1.
Indi (34) formula boyung¢a matematiki garasmany tapalyn.

0 1
B B 2.5t 2
Mg__[ox'f(x)dx_zz[x-xdx_gx ‘0_5.
ME? ululygy tapalyi.
© 1
2 o2 _ 2 1o 1
ME _:[Ox -f(x)dx_2_(|;x -xdx_Ex ‘O_E.

Onda

D§=M§2—(Mé)2=%—(§j -2

Bu yerden orta kwadratik gysarmany taparys

o, =Dé = \/g ~0,24
3-nji mesele. Binomial kanun boyunca paylanan & t6tén
ululygyn matematiki garasmasyny we dispersiyasyny
tapmaly.
Coziilisi.
Binomial kanun boyunca paylanan t6tén ululyk diskret
kysyma degislidir we onun paylanys kanuny

& 0 1 k n
P | PO | PO PK)| ... | P(n)

gorniisdedir, bu yerde

P.(k)=Cl-p“-q"*, k=0n, p+q=1.
(33) formuladan peydalanyp taparys
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ME=D"% -p, =2 k-P(k)=D k-Cy-p“-q"" =
k=0 k=0

N ' n:! kL ank 3 _ (n=1)tn kL ank
_kzok kI(n—k)! P _;k (k =)tk - (n—k)! b
(n-1)! k-l Nk
pz(k prn—kr 00

n-k=(n-1)-(k-1) we Nyutonyn binomy boyunga

C (n _1)' k-1 n-k __ n-1 _
;—(k_l)!'(n_k)!‘p Q" =(p+g)"t =1

bolyandygyny g6z 6niinde tutup alarys
M&=n-p (53)

Indi ME? momenti tapalyi.

=Zn)><k2 - Py =Zn)k2-Pn(k)=Zn)k2 Cyopght =
k=1

—Z < kl(nn- K)! pat

k=0

k? ululygy k? = k(k —1)+ k gorniisde anladalyn. Onda
n!
M (k=1)+k] ———-
& Z k (n—k)! P

D (n-2)(n-1)-n \ ok
Z; “(k-2)4k-1)-k-(n—k)! LRl § ey P

Ikinji gosulujy (53) deilik boyunga n- p ululyga deni. Onda

n-2)! k-2 n-k
M&Z =n-(n-1))-p Z(k (2)|() ! “pTT-qg T +np=
n-(n—1)p? +np.
(42) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys
D&=M¢* ~(M&)’ =n-(n-1)p? +np—(np)’ =
—np? +np =np(l-p) =npg,
yagny D& =npq.

k n—k

.q =
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4-nji mesele. Puasson kanuny boyunga paylanan & totan
ululygyn matematiki garasmasyny we dispersiyasyny tapmaly.
Coziilisi.
Puasson kanuny boyunga paylanan & totan ululyk diskret
kysyma degislidir we onuil paylanys kanuny
£ 0 1 k
P P.0) | P@ e P, (k)

k

gérniigdedir, bu yerde P, (k) ~ % e

k=0L12,... 0<A<wm
(33) formuladan peydalanyp taparys

M¢E = ZXk P, Zk P (k) = Zk—e

) ikl
—e*. k.—=/1. -4 =A-et.et=41,
2 k-1 " Z(k—1)! © e

0
k=0 k=1

yagny
ME = A. (54)

Indi M&E? momenti tapalyi

M2 Zxk b, = Zkz P (k)= ikz 2 e

Z (k —1)+k]- %e _Zkk 1—e Zk—e

k=0

Ikinji gosulyjy (54) deiilige gord A parametre den. Onda

A 2
- ;k(k_l)' k-2ik-1)k -

0 k—2
=1 -*Z A =Rt A=A tA
2 (k=2)!

(42) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys.
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DE=ME* —(MEY =2+ A-A2 =4,

yagny D& =A1.

5-nji mesele. a we o® parametrleri bolan normal kanun
boyunca paylanan & totén ululygyil matematiki garasmasyny
we dispersiyasyny tapmaly.

Coziilisi.

Normal kanun boyuncga paylanan tétan ululyk tizniiksiz
kysyma degislidir we onun dykyzlyk funksiyasy

1 _(X_a)z
f(x) = e 20
o~N2rm
Gorniisdedir. (34) formuladan peydalanyp yazyp bileris
(x-a)
jxe 20% dx

Mgz.[oxf(x)dx=6\/12_

X—a
— =Yy (55)
O

belgileméni girizelin. Bu yerden taparys
X=a+oy, dx=o-dy. Onda

2 » y2

o ¥ .
:Tj (@a+o-y)-e 2dy \/:_.[e 2dy+%jy-e 2 qy.

T, T

0

o0

Tey;dy:\/ﬂ we '[y-ery:O

bolandygy sebépli
M& =a (56)
bolar. Indi M&? momenti tapalyfl

_xa)

202
\/_ J.X e
(55) belgllemanl ulanyp yazyp bileris

2

ja+a y)2-e 2dy \/az_ﬁ_J;e 2dy ZZTy'e_yzdw

—00

ME? = szf(x)dx =

—00

61



2 o yZ

\/__[y e 2dy ﬂjyz-e_zdy.

Ikinji gosulyjydaky integraly bolekler boyunca integrirleme
usulyndan peydalanyp hasaplalyn.

Ly ° Y y?
ijeZdyzjy-eZd(7>=

2 y2

(y=u, dy=du, e2d(y) d9, 9=—-e 2)

=-y-e B +Ie 2dy N2
Onda
ME? =a? +o°
(42) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys.
DE=ME? —(ME) =a% +0% —a% =o?,
yagny
D& =07,

6-njy mesele. [a;b] kesimde dendlgegli kanun boyunga
paylanan & totén ululygyn matematiki garasmasyny we
dispersiyasyny tapmaly.

Coziilisi.

[a;b] kesimde dendlgegli kanun boyuncga paylanan totin
ululyk iizniiksiz kysyma degislidir we onun dykyzlyk
funksiyasy

0, x<a,
f()=1—1—, a<x<b,
b—a’
0, X >Db.



gorniisdedir. (34) formuladan peydalanyp, & totén ululygyi
matematiki garagsmasyny tapalyi

b?-a®* a+b
2(b-a) 2

Me;:_ix- f(x)dx=bflajz‘xdx =

yagny,

Indi M&? momenti tapalyi.
b*-a® b’+ab+a’

© 1 b
ME? = | x?- f(X)dx=—— | x?dx = =
d _J; ) b—a! 3(b—a) 3

(42) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys.

D§=M§2—(M§)2:b +ab+a’® (a+b) _(b-a) |

3 4 12
yagny,

b-a)
12
7-nji mesele. Gorkezijili kanun boyunga paylanan &£

D§=(

totan ululygyn matematiki garasmasyny we dispersiyasyny
tapmaly.

Coziilisi

Gorkezijili kanun boyunga paylanan t6tén ululyk
tizniiksiz kysyma degislidir we onun dykyzlyk funksiyasy

0, x<0,
f)=1
v-e”, x>0, v>0.

gorniisdedir. (34) formuladan peydalanyp, & totén ululygyn
matematiki garagsmasyny tapalyn.

M¢E = Tx- f(xX)dx = vT xe "*dx =
—o0 0
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[x:u, dx=du, e"dx=dJ, 19:—1e”j
1%

=v x(—l'e‘”j Jrje‘”dx:—le‘v‘X _1
v o 0 v o VvV
yagny,
1
ME ==
14

Indi ME? momenti tapalyi.

ME? = sz - f(X)dx = vaze’V'xdx =
—0 0

- 1
(xz =u, 2xdx=du, e**dx=do, v=-"e Xj
v
:Voxz(—ge‘”j +2_[xe‘”'xdx:2x(—1e‘v'x) JFE_[e‘”dx:i2
v o 0 v o VY 1%

(42) formuladan peydalanyp, dispersiyany taparys.
2 1 1

D§=M§2—(M§)2=7—7=7,

yagny,
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1. Matematiki statistikanyn elementleri
11.1. Saylamanyn statistiki paylanysy

11.1.1. Bas we saylama toplumlar

Matematiki statistika XVII asyryn basynda doreyar we
ahtimallyklar nazaryyeti bilen bilelikde gin gerim bilen Gsyar.
Statistika adalgasy latyn “status” (yagday) soziinden gelip
cykyar.

Matematiki statistika esasan iki meseld garayar.

1)  Gozeggilikler netijesinde statistiki maglumatlary toplamak
we olary toparlamagyn usullaryny gérkezmek.

2)  Ylmy we amaly netijeleri almak {igin toplanan statistiki
maglumatlary maksadalayyk derfiemegin usullaryny isldp
diizmek.

Matematiki  statistikanynn ~ baglangy¢  diisiinjeleri
hokmiinde bas we saylama toplumlar diislinjelerine garayarlar.
Birjynsly obyektlerin (elementleriil) kopliigini bas toplum
diylip atlandyryarlar. Bu toplum haysy hem bolsa bir hil ya-da
mukdar nysana gord Owrenilydr. Bas toplumyn hemme
obyektlerini  yeke-yekeden  Owrenmeklik  wagtyn — we
serigdelerin kop sarp edilmegi bilen baglanysyklydyr. Sol
sebdpli, bas toplumdan obyektlerin bolek kopliigini totan
saylap alyarlar we gyzyklandyryan nysana gord Owrenyérler.
Bu boélek kopliige saylama toplum ya-da saylama diyilyar.

Toplumyn obyektlerinifi sanyna toplumyn gowriimi
diyilyar.

Saylama gegirilende diirli saylap alys usullaryndan
peydalanyarlar.

1) Mehaniki saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum
birndge bolek toplumlara mehaniki boliinyar we her bolek
toplumdan  bir obyekt totdin saylanyp alnyp,
gyzyklandyryan nysana gord Owrenilydr. Mysal iigin,
ondiirilen N 6ntimin~ 20% -ni saylap almaly bolsa, onda
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Ontimlerin hemmesinin kopliigini '% bolege bolyarler we

her bolekden bir obyekti totén alyp dwrenydrler.

2) Kysmy saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum kysmy
boleklere boliinyar we her bolekden tétan bir obyekt alnyp,
gyzyklandyryan nysana gord Owrenilydr. Mysal iigin,
kowiis fabriginin Ondiirydn  kowislerini Slgegleri we
pasyllayyn gorniisleri boyunga birnid¢e kysmy bdleklere
bolyarler we her bolekden totian bir kowiis alyp, hil ya-da
mukdar nysana gord dwrenyérler.

3) Tapgyrlayyn saylap alys usuly. Bu usulda bas toplum
kysmy boleklere boliinydr we her bolekden obyektlerin
tapgyry totdn alnyp, gyzyklandyryan nysana gord
owrenilydr. Mysal tigin, ¢orek Ondiirydn kdrhananyn her
tamdyrynda bisirilydn corekleri gorniisleri we olgegleri
boyunca kysmy boleklere bolydrler we her bolekden
coreklerin tapgyryny totdn saylap alyp, hil ya-da mukdar
nysana gord Owrenyérler.

Praktikada bu usullary utgasdyryp ulanyarlar.

Eger bas toplumdan alnan obyekt gyzyklandyryan nysana
gorda owrenilip, yzyna, bas topluma gaytarylsa, onda seyle
saylama gaytalanyan diyilydr. Eger obyekt bas topluma
gaytarylmasa, onda seyle saylama gaytalynmayan diyilyar.

Haysy saylap alys usulynyn ulanylandygyna garamazdan,
owrenilydn nysan barada dogry netijeleri ¢ykarmaklyga
mimkingilik  bermegi  {icin, saylamanyn  wekil¢ilikli
(reprezentatiw) bolmagy gerekdir.

11.1.2. Saylamanyn statistiki paylanysy.

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir nysana gord
owrenilyan bolsun. Bu nysan totdn ululykdyr, sebdbi sol bir
gowriimli diirli saylamalarda ol onden belli bolmadyk diirli
bahalary kabul edyar.
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Goy, bas toplumdan n gowriimli saylama gegirilen
bolsun we bu saylamada x, baha n, gezek, x, baha n, gezek,
we s.m. X, baha n, gezek dus gelyan bolsun. Nysanyn kabul
edyan X, X,,...,X, bahalaryna wariantalar diyilyr.
Wariantalarynn  artyan  tertipde  yazylan  yzygiderligine
wariasiya hatary diyilyar. Wariantalaryn gézeggilik edilyin
n,n,,...,Nn, sanlaryna bu wariantalaryn degisli yygylyklary
diyilydr. Hemme yygylyklaryfn jemi saylamanyi gowrlimine
dendir, yagny,

n+n,+...+n,=n

Wariantalar bilen olaryn degisli yygylyklarynyn
sanawyna yygylygyn statistiki paylanysy diyilyér. Yygylygyn
statistiki paylanysy tablisa we grafik gorniisde berilyar. Tablisa
gorniisde ol

X | % X, e X,

ni r]l |’]2 nk
yaly berilyir. Yygylygyn statistiki paylanysyny grafiki bermek
ticin tekizlikde goniburgly dekart koordinatalar ulgamyny
guryarlar. Abssissalar okunda  x;,X,,...,X, wariantalary,

ordinatalar okunda bolsa n;,n,,...,n yygylyklary belleyirler.

Soiira (Xi,ni), i=1k, nokatlary guryarlar we olary goni
cyzygyn kesimleri bilen yzygider birikdiryérler. Emele gelen
dowiikk c¢yzyk vyygylygyn statistiki paylanysynyin grafiki
berlisidir. Bu dowiik ¢yzyga yygylygyn poligony diyilyar.
“Poligonos” grek sozi bolup, kdpburgluk diylen manyny
beryir.

n.

W, =2 )

n

gatnasyga X, wariantanyi otnositel yygylygy diyilyir, bu yerde

n, ululyk x, wariantanyn yygylygy, n-saylamanyn géwrimi.
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Wariantalar bilen degisli otnositel yygylyklaryin sanawyna
otnositel yygylygyn statistiki paylanysy diyilyir. Bu paylanys
hem edil yygylygyn paylanysy yaly tablisa we grafik
gorniisinde  berilyar. Yygylygyti we otnositel yygylygyii
paylanysyna saylamanyn statistiki paylanysy diyilyér.

Eger bas toplum {izniiksiz nysana gord dwrenilyén bolsa,
onda bu nysanyn kabul edyén bahalarynyn hemmesinin diisen
interwalyny sol bir h uzynlykly bolek interwallara bolyarler.
Her bir bolek interwalyn yygylygy hokmiinde bu bolek
interwala diisen wariantalaryn yygylyklarynyn jemini alyarlar
we gistogramma diylip atlandyrylyan figurany guryarlar.

Kesgitleme. Yygylyii (otnositel yygylygyn)
gistogrammasy diylip, esaslary bolek interwallaryn h
uzynlyklaryna deni bolan, beyiklikleri bolsa,

% (\%j, i=1n, gatnagyklara deni bolan goniiburgluklardan

ybarat basgangakly figura aydylyar.

Yygylyh (otnositel yygylygyii) gistogrammasyny gurmak
tcin tekizlikde goniiburgly dekart koordinatalar ulgamyny
guryarlar. Abssissalar okunda h uzynlykly bolek interwallary,

ordinatalar okunda bolsa % [\%) ululyklary belleyarler we

o . n. W.
esaslary h ululyga den, beyiklikleri bolsa FI [F'j ululyklara

dent bolan goniiburgluklary guryarlar.
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11.1.3. Empirik paylanys funksiyasy.

. n,
F ()= I’y (2)
funksiya empirik (statistiki) paylanys funksiyasy diyilyar, bu
yerde n _(0<n <n) iytgeyin hakyky X(—oo<x<o0)
ululykdan ki¢i wariantalaryin sany, n -saylamanyi gowriimi.
Empirik paylanys funksiyasy asakdaky héasiyetlere eyedir.
1) Empirik paylanys funksiyasynyn bahalar yaylasy [0;1]
kesimdir, yagny, 0< F"(x) <1 densizlikler adalatlydyrlar.
2) Empirik paylanys funksiyasy kemelmeyin funksiyadyr,
yvagny, bu funksiyanyn kesgitlenis yaylasyna degisli we
X, <X, densizligi kanagatlandyryan islendik x, we x,
bahalar iigin F"(x,) <F"(X,) defsizlik adalatlydyr.
3) Eger x, in ki¢i warianta bolsa, onda X {iytgeyéan ululygyn
X < x, densizligi kanagatlandyryan hemme bahalary ti¢in
F”(x) =0 bolar. Eger X, ifi uly warianta bolsa, onda x
tiytgeyan ululygyn X > X, deiisizligi kanagatlandyryan
hemme bahalary iicin F(x) =1bolar.
1-nji mesele. Bas toplumdan n=20 géwriimli saylama
gecirilyar:
2,8,5,3,352385,323,5,85,35,23
a) Yygylygyn statistiki paylanysyny tablisa gorniisde
yazmaly.
b) Yygylygyi poligonyny gurmaly.
¢) Otnositel yygylygyi statistiki paylanysyny yazmaly.
d) Otnositel yygylygyil poligonyny gurmaly.
Coziilisi.
a) Saylamadan gorniisi yaly 2-lik warianta 4-gezek,
3-lik warianta 7-gezek, 5-lik warianta 6-gezek, 8-
lik warianta 3-gezek dus gelyér. Onda
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X 2 3 5 8

n. 4 7 6 3

b) Tekizlikde goniiburgly dekart koordinatalar ulgamyny
guralyn. Abssissalar okunda 2, 3, 5, 8 wariantalary, ordinatalar
okunda bolsa 4, 7, 6, 3 yygylyklary belldlin. Somra
(2;4), (3;7), (5;6), (8;3) nokatlary guralyn we olary goni
cyzygyn kesimleri bilen yzygider birikdirelin.

Y

...............................................

Yygylygyh poligony
¢) nn=4n,=7,n,=6,n,=3 we

n=n,+n,+n,+n, =20 bolandygy sebépli

w, =%
n
formuladan peydalanyp, otnositel yygylyklary tapalyn.
w=" 02 w2 o o3,
n 20 n 20
w,="-8 03w, =23 o5
n 20 n 20
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Onda

X |2 3 5 8

w. |02 035 (03 |0.15

. k k ni 1 n n
Bellik. YW, = —==%"n=—=1
) i N Nig n
denlikden peydalanyp, otnositel yygylyklaryn bahalarynyn

dogry tapylandygyna goz yetirmek bolar.
d) b) punktdaka meinizes gurluslary ulanyp, alarys

~_

Otnositel yygylygyn poligony

v

2-nji mesele. Yygylygyh statistiki paylanysy berlen
X. 1 6 7

n. 5 3 2

Empirik paylanys funksiyasyny tapmaly we onun grafigini
gurmaly.

Cozliisi.
Biitin san okuny 1, 6, 7 nokatlar bilen kesismeyan dort

bolege bolelin we X iiytgeydn ululygyn her bdolekdiki
bahalaryna ayry-ayrylykda garalyn.
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Goy, —oo<x<1 bolsun. x fiytgeydn ululygyn bu
aralykdaky bahalarynyn islendiginden ki¢i warianta yokdur.
Sol sebépli n, =0 bolar. Onda

. n 0
F'()=—=—=0,
) n 10
Goy, 1< x <6 bolsun. x iytgeyan ululygyi bu
aralykdaky bahalarynyn islendiginden ki¢i ~ 1-lik warianta

bar we ol 5 gezek dus gelyédr, yagny, n, =5. Onda

. n, 5
F (x) =10 0,5.

Goy, 6<x<7 bolsun. x dytgeyan ululygyn bu
aralykdaky bahalarynyn islendiginden kigi 1-lik we 6-lyk
wariantalar bar. Bu wariantalar degislilikde 5 we 3 gezek dus
gelyarler. Diymek, n, =8. Onda

. n, 8
F (X =10 0,8.

Goy, 7<Xx<o bolsun. x iytgeyin ululygyn bu
aralykdaky bahalarynyn islendiginden kigi 1-lik, 6-lyk we
7-lik wariantalar bar. Bu wariantalar degislilikde 5, 3 we 2
gezek dus gelydrler. Diymek, n, =10. Onda

n, 10

Fr(x)=—=2="—"=1
) n 10
Seylelikde

0, x<1,

. 0.5, 1< x<6,
F(x)=

0.8, 6<x<7,

1, x>7.

F"(x) empirik paylanys funksiyanyi grafigini guralyi.
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T 12 1 1 s & 7 iy
Cyzgydan gorniisi yaly, empirik paylanys funksiyasy
basgancgakly funksiyadyr.
3-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen
Interwalyn | Bolek | Bolek interwalyn | Yygylygyi
belgisi interwal vygylygy dykyzlygy
i Xi = Xin n; n;
h
1 2-4 6 3
2 4-6 12 6
3 6-8 3 1,5
4 8-10 9 4,5

a) Yygylygyn gistogrammasyny gurmaly.

b) Otnositel yygylygyn gistogrammasyny gurmaly.

Coziilisi.

a)  Tablisadan goérnilisi yaly saylamanyn gowriimi
n=6+12+3+9=230. Bolek interwallaryn uzynlyklary h=2.

73



Yygylygyi  gistogrammasyny gurmak iigin  tekizlikde
goniiburgly koordinatalar ulgamyny guralyn. Abssissalar
okunda 2—-4,4-6,6—8,8—-10 bélek interwallary, ordinatalar

okunda bolsa 3;6;15; 4,5 ululyklary belldlin. Soira esaslary

bolek interwallaryn h=2 wuzynlyklaryna den, beyiklikleri
bolsa, 3;6;15;4,5 ululyklara defi bolan goéniiburgluklary
guralyn.

By

— &

A

5 _

4

0 2 4 B 8 0T X
Yygylygyi gistogrammasy.

. n.
b) 1lki W, = — formuladan peydalanyp, otnositel
n

yygylyklary tapalyn.
Wl:n_zizo_z, 2:&2220_4’
n 30 n 30
n
W3=—3:i:0'11 V\/4_n_4 i:03
n 30 n 30

W.
Indi otnositel yygylygyi TI dykyzlygyny tapalyn.

M:%:Ql’ Vﬁ:%:o.z,
h 2 h 2
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V£:£L=0.05, Vﬁ:E:O.lS.

h 2 h 2
Tekizlikde goniburgly dekart koordinatalar ulgamyny alyp,
esaslary bolek interwallaryn h =2 uzynlyklaryna den,
beyiklikleri bolsa, 0.1, 0.2; 0.05; 0.15 ululyklara den

bolan goniiburgluklary guralyn.

0,154

0,14

0,05

0 2 4 B g 10 X
Otnositel yygylygyn gistogrammasy.
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11.2. Paylanysyn parametrlerinin statistiki bahalary.
11.2.1. Statistiki bahalar.

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir mukdar nysana
gbérd owrenilydn bolsun. Bu nysanyn paylanys funksiyasyny
kesgitleydn parametrleri bahalandyrmak meselesi yiize ¢ykyar.
Adatca dernieyjide Owrenilydn nysanyn kabul edydn
X, X,,..., X, bahalary bolyar. Bu bahalara biri-biri bilen bagly

didl, birmenzes paylanan X, X,,..., X, totdn ululyklar

n
hokmiinde garayarlar we bahalandyrylyan 6 nazary parametrini
statistiki bahasy hokmiinde bu toétdn ululyklardan kébir

0" (X,,X,,...,X,) funksiyany kabul edyirler. Argumentleri

totdn ululyklar bolany sebépli (9*(X1, ) ST Xn) funksiya hem

totan ululykdyr.

Islendik gowriimli saylama gegirilende bahalandyrylyan
parametrin difie yakynlasan bahasyny tapmak bolar. Sol
sebipli, gerekli yakynlagsmany almak maksady bilen statistiki
bahalara kébir talaplary bildiryarler.

Goy, @ bahalandyrylyan parametr, & bolsa, onui
statistiki bahasy bolsun.

Kesgitleme. Matematiki garasmasy bahalandyrylyan &
parametre den bolan, yagny,

MO =6
defiligi kanagatlandyryan @ statistiki baha siiysmedik baha
diyilyar.

Stiysmedik baha artygy ya-da kemi bilen alnan sol bir
yalilyslyklarynl gaytalanyp durmazlygyny ipjiin edyidn hem
bolsa, ol mydama gerekli yakynlasmany beryar diylen netijani
cykarmak néddogrydyr. Hakykatdan hem, goy n gowrimli
saylama k gezek gecirilip, degislilikde &, ,6,,...,6, statistiki

bahalar tapylan bolsun. Bu statistiki bahalara " totin ululygyi
kabul edydn bahalary hokmiinde garayarlar. Eger
bahalandyrylyan € parametrinn statistiki bahasy hokmiinde
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M@~ ululykdan yeterlik daslasan haysy hem bolsa bir statistiki
baha kabul edilse, onda gerekli yakynlasmanyin alynmazlygy

miimkin. Sol sebdpli, # totin ululygyii bahalarynyi M@&”
matematiki garagsmanyn towereginddki yayrawynyn Kkigi
bolmagyny talap edyirler. € totin ululygyii yayraw olgegi
hékmiinde M (8" —6)* ululygy kabul edyirler. Hususy halda,
0" siigsmedik baha bolanda, onuil yayraw Olcegi
dispersiyadyr.
M@ -M8) =DO"
Kesgitleme. igf M (9* —0)2 ululyga eye bolan §”
statistiki baha effektiw diyilyar.
Kesgitleme. Islendik & >0 san iigin
lim P{lg; 62 =0

defiligi kanagatlandyryan 6, statistiki baha esasly diyilyar.

11.2.2. Wariasiya hatarynyn hésiyetlendirijileri.

Bas toplumyn éwrenilyédn nysanynyn belli paylanysynyn
nébelli parametrlerini bahalandyrmakda gozeggilik edilyédn
wariantalaryn orta bahalarynyin méhiim ahmiyeti bardyr.

Goy, bas toplum kébir mukdar nysana gord dwrenilydn
bolsun. Bu maksat bilen bas toplumdan alnan n géwriimli
saylamada X, X,,..., X, Wariantalar degislilikde n,,n,,...,n,
yygylyklar bilen dus gelydn bolsunlar. Wariantalaryn m-nji
derejelerinin  degisli  yygylyklara kopeltmek hasyllarynyn
jeminin saylamanyn géwriimine bolan gatnagygyndan alnan m-
nji derejeli koke cekilen orta derejeli baha diyilyar we X, bilen
belgilenyir.
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1)

Hususy halda, x,,X,,...,X, wariantalaryn her birine bir gezek

gozegcilik edilyédn bolsa, onda orta derejeli baha yonekey
diyilyar we ol

(2)

gorniisde kesgitlenyar.

m-ifi diirli bahalarynda orta derejeli bahadan beyleki orta
bahalary almak bolar.

Eger m= -1 bolsa, (1) afilatmadan ¢ekilen

Xoarm = T » 3
garm k & ( )
it X
(2) afillatmadan bolsa, yonekey
= n
Xgarm = i (4)
i1 X

orta garmonik bahalary alarys.

Eger m=0 bolsa, onda (1) we (2) anilatmalarda kesgitsizlik
alnar. Bu kesgitsizligi Lopitalyn diizgiininden peydalanyp
acalyi.

X geom = Ilnlirg) X, belgileméni girizip, (1) aillatmadan alarys
‘ /
m
(In Znixi —1In nj
Inx_ . =lim~—= =

geom. /

m—0 m
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:%In(xl”1 - Xp? -...-x;k):ln”\/xl”1 TXp? e Xy

geom _\/Xll X ’ k (5)

Bu ululyga gekilen orta geometrlk baha diyilyar.
Edil suna menzeslikde, (2) afilatmadan yonekey

Xeom =X, " Xy +eee X, 6)
orta geometrik bahany alarys.
Eger m=1 bolsa, onda (1) anillatmadan ¢ekilen

k
Znixi

)_(a _i:l—’ (7)
n

(2) anlatmadan bolsa, yonekey

y = (8)

orta arifmetiki bahany alarys.
Eger m=2 bolsa, onda (1) anlatmadan ¢ekilen

©)

(10)

orta kwadratik bahany alarys.
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Bu orta bahalar iigin

Xgarm < Xgeom < Xa < ka. (11)
densizlikler adalatlydyrlar.

Bas we saylama orta bahalar hokmiinde kopleng orta
arifmetiki bahadan peydalanyarlar we (7) we (8)

aillatmalarda X, belgilemi derek degislilikde X, we
X, belgilemeleri ulanyarlar.

Mukdar nysanyn bahalarynyn bas we saylama orta
bahalaryn toweregindiki yayrawyny hasiyerlendirmek ii¢in bas
we saylama dispersiya diistinjelerini girizyarler.

Goy, N gowriimli  bds toplumda mukdar nysan
X, X,,..., X, bahalary degislilikde N,,N,,...,N, yygylyklar
bilen kabul edyidn bolsun. Bas dispersiya diylip, mukdar
nysanyil bahalarynyn ol nysanyn X, bas orta bahasyndan
gysarmalarynyn  (tapawutlarynynl)  kwadratlarynyn  orta
arifmetiki bahasyna aydylyar we D, bilen belgilenyér.

iNi(Xi _>_(b)2

N
Goy, n gowriimli saylamada X;,X,,...,X, wariantlar

D, (12)

degislilikde n,n,,...,n, yygylyklar bilen diis gelyan bolsun.
Saylama dispersiya diylip, mukdar nysanyn gozeggilik
edilydn bahalarynyn (wariantalarynn) X, saylama orta bahadan
gysarmalarynyn kwadratlarynyn orta arifmetiki bahasyna

aydylyar we D, bilen belgilenyir
K
Z n; (Xi - )_(s ) 2
D, =2 (13)
n

Bas we saylama dispersiyalardan alnan kwadrat koke
degislilikde bas we saylama orta kwadratik gysarmalar
diyilydr we o, hem-de o bilen belgilenyarler.
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(14)
ululyga diizedilen dispersiya diyilyar.
Dispersiyanyi formulasyny amaly maksatlar ti¢in amatly
bolan

- (%)° (15)
gomusde yazmak bOIar Hakykatdan hem

an (XI Xs) znlxl znl XI ini

D=5 —2X-4 4 (x)%.42
n n n
=Xx2—2%-X+(X)? = x_z—(>‘<)2 ,
bu yerde
k k
anxl Znixi2
g =T ==
n n

Teorema. X, saylama orta baha X, bas orta bahanyn
stiysmedik bahasydyr, yagny
M 5(5 = )_(b
Subudy

afilatmada Xs ululyga X , totan ululyk, X, X,,..., X,
wariantalara bolsa, biri-biri bilen bagly dil we bas toplumyn
owrenilydn ¢ nysany bilen birmenzes paylanan X, X,,..., X,
totdn ululyklar hokmiinde garalyn. Goy,
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MX, =a, i=1k,
bolsun. Onda
Mé =X, =a
bolar. )?S ululygyil matematiki garagmasyny tapalyn

k k
Znixi Zni 'Mxi
M)?S:M i=1 _ =l :n'a

n n n

Teorema subut edildi.
Teorema. S? diizedilen dispersiya D, bas dispersiyanyn
stiysmedik bahasydyr, yagny
MS? =D,
Subudy
D, saylama dispersiya D, bas dispersiyanyi siiysen
bahasydyr, yagny

mD, =1 ~1.p, .
n
Bu deniligi g6z 6mniinde tutup, alarys
MS? =M _n Dsj:L'MDs :L.n__lDb =D,
n-1 n-1 n-1 n

Kesgitleme. In uly yygylyga eye bolan warianta moda
diyilydr we M bilen belgilenyir.

Bellik. Eger nysan {izniiksiz bolsa, onda dykyzlyk
funsiyasynyi maksimuma eye bolan nokadyna moda diyilyar.

Kesgitleme. Wariasiya hataryny wariantalaryn sany
boyunga den iki bélege bolydan warianta mediana diyilyér we
M, bilen belgilenyir.

Eger wariantalaryn sany jiibiit bolsa, yagny m=2k bolsa,
onda
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Xk + Xk+l
2

Eger wariantalaryn sany tik bolsa, yagny m=2k+1 bolsa,
onda

M, =

M e = Xk+l .
Bellik. Eger nysan iizniiksiz bolsa, onda

F(x):%

denileménin ¢oziiwine mediana diyilyér. Bu yerde F(x)
tizniiksiz nysanyi paylanys funksiyasy.

Kesgitleme. I uly warianta bilen ifi ki¢i wariantanyn
tapawudyna wariasiyanyn gerimi diyilyar we R bilen
belgilenyir

R= Xiax ~ Ximin

Kesgitleme. Wariantalaryn saylama orta bahadan
absolyut gysarmalarynyi orta arifmetiki bahasyna orta
absolyut gysarma diyilyar we € bilen belgilenyir.

K

D% =X
9= i=1
n

Kesgitleme. Orta kwadratik gysarmanyn saylama orta
baha goterimde anladylan gatnasygyna wariasiya koeffisiyenti
diyilyéar we V bilen belgilenyir,

v =25 .100%.
X

S
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11.2.3. Ynam interwallary.

Saylamanyn komegi bilen nazary paylanysyn nébelli
parametrinin bir statistiki bahasyny tapmaklyga nokatlayyn
bahalandyrma diyilyar. Uly bolmadyk gowriimli saylamada
nokatlayyn bahalandyrmanyn gerekli yakynlasmany bermezligi
miimkin. Sol sebépli interwallayyn bahalandyrmalardan
peydalanyarlar.

Goy, 6 bahalandyrylyan parametr, 8" bolsa, onuii
saylama netijesinde tapylan statistiki bahasy bolsun. Islendik
0 >0 san iigin

0-0"<s (16)

densizlikde 6 ululyk ndge kici boldygyca bahanyn takyklygy
sonca-da uludyr. Sol sebédpli 6 ululyga bahanyn takyklygy
diyilydr. Islendik @  statistiki baha iicin (16) deiisizlik
dogrydyr diymek elbetde nddogrydyr. Sonun iigin (16)
densiligin  haysy é&htimallyk bilen yerine yetyandigine
garayarlar.

y=pPlo-o<s)
dhtimallyga bahalandyrmanyn ygtybarlygy diyilyér. (16)
densizligi 6zgerdip yazalyi.

0 -5<0<0 +5

(0 -5;0"+5) (17)
interwala bahalandyrylyan 6 parametri y ygtybarlyk bilen
ortyan ynam interwaly diyilyar.

Indi belli paylanysyn ndbelli parametrlerini
bahalandyrmak {i¢in ulanylyan ynam interwallaryny getirelin.

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir & mukdar nysana
gord oOwrenilydn bolsun. Bu nysan a=M& we 0'=\/D_§
parametrleri bolan normal kanun boyunca paylanan diyeliii.
Goy, a parametr nédbelli, o parametr bolsa belli bolsun.
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Nibelli a parametriti @  statistiki bahasy hokmiinde X_s
saylama orta bahany kabul edip, a parametri y ygtybarlyk
bilen ortydn ynam interwalyny tapalyn. Bu maksat bilen bas
toplumdan n géwriimli x,X,,...,X, saylama gecirelin. Bu
wariantalara biri-biri bilen bagly dil, birmenzes paylanan
&1y, &, totdn ululyklar hokmiinde garalyn. Bu totén

ululyklaryi orta arifmetiki bahasyny & bilen belgilali.

n
Belli bolsy yaly
2
- z O - O
Mé=a, D&=2, o =""2.
n ¢ n
1
DO(X)=——=|e 2dy
\/27r'(|:

Laplas funksiyasyndan we Nyuton-leybnisini formulasyndan
peydalanyp, yazyp bileris.

7=P{E—a <5}:P{a—5<5<a+§}:d§ ato-a -P a-o-a =
g g
Jn n
:Cb(aﬁj_@[_ﬂjzz@[@}
o (o} o
avn _, (18)
o
belgileméni girizip,
20(t) =y (19)
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ot
detiligi alarys. (18) detilikden taparys O = T o takyklygyn
n

bu bahasyny gdz o6iiinde tutup, yazyp bileris.

3 = to - to - to
=PJll-a <o =P{|-a<—==Pié——F—=<a<é+—
r-elf-des)-rle-g< Fi-rle-Freacse B
£ totan ululygy Xs ululyk bilen calsyryp, normal kanun

boyunga paylanan £ nysanyi ndbelli a parametrini o belli
bolanda y ygtybarlyk bilen 6rtyén

, o _ to
(xs—ﬁ,xs+\/ﬁj (20)

ynam interwalyny alarys.

Bellik. (20) ynam interwalyndaky t iiytgeyéan ululygy
(19) deiilikden we @(x) Laplas funksiyasynyn tablisasyndan
(Gosmaga II) peydalanyp tapmak bolar.

Indi a we o parametrleri bolan normal kanun boyunca
paylanan & mukdar nysanyn ndbelli a parametrini o nébelli

bolanda, y ygtybarlylyk bilen ortydn ynam interwalyny
tapalyn. Onun iicin bas toplumdan n goéwrliimli X, X,,...,X,
saylama gegirelin we yokarda getirilen pikir yoretmeleri ulanyp

NN

T8

5|

n
totin ululygy alalyn, bu yerde n-saylamanyn gowriimi, S-

n
Ye
diizedilen orta kwadratik gysarma, & = =— - saylama orta
n

baha. T t6tan ululyk k=n-1 erkinlik derejeli we
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Q) e
S(t.n) = 2 (1+ t J
(D). F(nzlJ n-1

dykyzlyk funksiyaly Styudent [W. Gosset, (13.06.1876-
16.10.1937), iiilis matematigi] kanuny boyunca paylanandyr,
bu yerde

I'(z)= I y*.eVdy
0
gamma funksiya. T totdn ululygyn paylanys funksiyasyny

- t
—a A
y=P %qy = 2[s(t, )t 21)
N 0
Jn
gorniisde yazmak bolar. (21) denlikdéki yay icinddki densizligi
Ozgerdip yazalyn.

y= P(ﬁ ty\/_<a<§+t \/_j

£ we S totin ululyklary degislilikde X, saylama orta baha we
s- diizedilen orta kwadratik gysarma bilen ¢alsyryp, normal
kanun boyunca paylanan & nysanyn nébelli a parametrini o
ndbelli bolanda, y ygtybarlyk bilen ortydn

S
(x t, - \/_ s+t \/HJ (22)
ynam interwalyny alarys. t, ululygy berlen n we y boyunga
tablisadan (Gosmaga III) peydalanyp tapmak bolar.

Indi a we o parametrleri bolan normal kanun boyunga
paylanan ¢ mukdar nysanyn nébelli o parametrini  y
ygtybarlyk bilen 6rtyén ynam interwalyny tapalyil. Onuil ii¢in
bas toplumdan n gowrimli X;,X,,...,X, saylama geg¢irip, s
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diizedilen orta kwadratik gysarmany tapalyn. Bu diizedilen orta
kwadratik gysarmany nébelli o parametriii statistiki bahasy
hokmiinde kabul edip,

P(|0'—S| < 5): 4
denlige garalyn. Bu deilikdiki yay icindéki densizligi 6zgerdip
yazalyi.

S—0<0<S+0

Bu yerden S(l—gj <o< s(1+ é)
S S

o q belgilemani girizip, g<1 bolanda, nibelli & parametri
S

y ygtybarlyk bilen ortyén

(s@-q) s@+a)) (23)
ynam interwalyny alarys. Eger q>1 bolsa, onda
(0 s(L+q)) (24)

ynam interwalyndan peydalanylyar. q ululygy berlen nwe y

boyunca tablisadan (Gosmaga IV) peydalanyp tapmak bolar.
1-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen.

X. 1 3 5

n. 3 2

a) Orta bahalary;

b) Saylama dispersiyany we orta kwadratik gysarmany;

¢) Diizedilen dispersiyany we diizedilen orta kwadratik
gysarmany tapmaly.

Coziilisi.
a)
%o = kn _ 2104 - 1200 218,
Z& 34540~ Sl
= X; 3 5 8



R goom = Y X - X2 ..o x =11° .32 .5¢ .8 =104500 ~ 2,92.

n;Xx
- _3-1+2-3+4-5+1.8 37 _

=—=3/7.
10 10

\/3~1+2-9+4-25+1-64 _ f85~43

X
w 10
b)
¢ v \2
ni(Xi—Xs) 2 2 2 2
0 :3-(1—3,7) +2:(3-37)"+4-(5-37)"+1:(8-37) _48,1_481
) " 10 0
Onda
o, =+/D, =/4,81~219.

ost="p =W 481~53
n-1 9

Ss=+4534 =231l

2-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen.
X; 2 4 5 6 9

n, 7 5 4 3 1

a) Modany,

b) Medianany,

¢) Wariasiyanyi gerimini,

d) Bas orta bahanyn siiysmedik bahasyny,

e) Saylama dispersiyany we orta kwadratik gysarmany,

d) Bas dispersiyanyn siiysmedik bahasyny,

f) Orta absolyut gysarmany,

g) Wariasiya koeffisiyentini tapmaly.

Coziilisi.

a) Saylamanyn paylanysyndan gorniisi yaly, in uly
yygylyga (0, =7) X =2 warianta eyedir.
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Diymek, M, =2,

b) Berlen saylamada wariantalaryn sany tik, yagny,
2k+1=5. Bu yerden k=2,

Onda M, =X, =X, =5.

¢) Wariantalaryn in ulusy X, =9, if kigisi bolsa, X, = 2.
Onda

R =X = Xmin =9—2=1.

d) Belli bolsy yaly, bas orta bahanyn siiysmedik bahasy

X, saylama orta bahadyr.

Donx,
X, = i 7 2+5-4+4.5+3-6+1-9 81_405
n 20 20

ini(xi _)_(5)2
e) D, =2 - =

T-(2-409)° +5-(4-405)° +4-(5-4,05)° +3-(6-4,09)° +1:(9-4,0)° + 6895

— = 34475
2 0
Onda o, =,/D, =/3,4475 ~1,86.
) Belli bolsy yaly, bas dispersiyanyn siiysmedik bahasy

s? diizedilen dispersiyadyr.
n 20

s’=——D_=="-34475~3,63.
n— 1 19
k
2% =X
) =2
n
292—146
20 20
9 V =22 1000 = 20 .100% ~ 45.93%
X, 4.05

90



3-nji mesele. Goy, bas toplum normal kanun boyunga
paylanan & nysana goOrd Owrenilydn bolsun. Eger bas

toplumdan n=100 goéwrimli saylama gegirilip, onun

netijesinde Xs = 6,62 saylama orta baha we o, =2,89orta
kwadratik gysarma tapylan bolsa, & nysanyn ndbelli a=M¢&
matematiki garasmasyny » =0,95 ygtybarlyk bilen Ortydn
ynam interwalyny tapmaly.
Coziilisi.
(19) denlige gora
20(t) = 0,95
bolar. Bu yerden
D(t) = 0,475.
Laplas funksiyanyn bahalarynyn tablisasyndan (Gosmaca
III) peydalanyp, t argumentin @(t)=0,475 baha degisli
bahasyny taparys: t=1,96. Onda (20) ynam interwalyndan
peydalanyp yazyp bileris

2,89 2,89
6,62-196-—<a<6,62+1,96-—
~100 V100
ya-da
6,05<a<719

4-nji mesele. Kébir jisimi bagly didl 36 olgemelerin
netijesinde Olgeglerin X, = 21,3saylama orta  bahasy we
$s=0,98 diizedilen orta kwadratik gysarmasy tapylan bolsun.
Olgenyin jisimini hakyky a ululygyny »=0,99 ygtybarlyk
bilen 6rtyan ynam interwalyny tapmaly.

Coziilisi.

n=36 we y =0,99 boyungca tablisadan (Gosmaga III)
t, =2,7 bahany taparys. Onda (22) ynam interwalyndan
peydalanyp yazyp bileris
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0,98 0.98
213-27-—=<a<21,3+27 —=
V36 36
ya-da
2086 <a<21,74

5-nji mesele. Bag toplumdan n=10 géwriimli saylama
gecirilip, S=5 diizedilen orta kwadratik gysarma tapylan
bolsun. Bas toplumyn normal kanun boyunga paylanan ¢&
nysanynyn nébelli o orta kwadratik gysarmasyny y =0,95
ygtybarlyk bilen 6rtydn ynam interwalyny tapmaly.

Coziilisi.

Berlen n=10 we y =0,95 boyunga tablisadan (Gogsmaca
IV) g=0,65 ululygy taparys. q<1 bolandygy sebdpli (23) ynam
interwalyndan peydalanalyn.

5-(1-0,65) <o <5-(1+0,65)
ya-da
175<0<8,25.
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11.3. Empirik paylanysyi normal paylanysdan
gysarmasynyi bahalandyrylysy.

11.3.1. Empirik momentler.

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir £ mukdar nysana
gord Owrenilydn bolsun. Bu maksat bilen bas toplumdan n
gowrlimli  saylama  gegirilip, X, X,,..., X wariantalar

degislilikde n,,n,,...,n, (n=n,+n, +...+n,) yygylyklar bilen
alnan bolsun. Eger wariasiya hatarynda islendik iki yanasyk
wariantanyn tapawudynyn absolyut ululygy sol bir h sana den
bolsa, onda wariantalara dendaslasan, h sana bolsa, ddim
diyilydr. Wariantalar uly sanlar bolan yagdayynda,
hasaplamalary yenillesdirmek maksady bilen
X;—C
u =

' h

sertli wariantalardan peydalanyarlar, bu yerde C-islendik

X, i=1r warianta (yalan nul). Yalan nul hokmiinde

wariasiya hatarynyn ortaSyna golay yerlesen warianta alynsa,
hasaplamalar has-da yenillesyar.

Saylamanyn umumy hésiyetlendirijilerini hasaplamak
ticin empirik momentlerden peydalanmak amatlydyr.

ini (x —C)
w="——

ululyga k-njy tertipli adaty empirik moment diyilyar, bu

yerde X, I = 1, r wariantalar, n,i= 1r wariantalaryn degisli
yygylyklary, C-yalan nul, n-saylamanyn géwriimi. Hususy
halda, C=0 bolsa, (1) gatnasykdan k-njy tertipli

Znixik
M — i=1
“ n

(2)
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baslangyc empirik momenti alarys. (2) anlatmadan gorniisi
yaly, birinji tertipli (k=1) baslangy¢ empirik moment saylama
orta bahadyr.
D onix,
— i=1

M, =

= Xs
n

Hususy halda, C = xs bolsa, (1) gatnasykdan k-njy tertipli

(% = Xs)
-4t 0000 (3)
n
merkezi empirik momenti alarys. (3) anlatmadan gorniisi
yaly, ikinji tertipli (k=2) merkezi moment saylama
dispersiyadyr.

My

Merkezi we adaty momentlerin arasynda asakdaky
baglanysyklar bardyr.

m, =M} -(m/f =D, (4)
m, =M} —3M/ - M +2(M/ ) (5)
m, =M} —4aM/ M/ +6(M/, - M +3(M, ) (6)

Hasaplamalary yenillesdirmek maksady bilen sertli
empirik momentlerden peydalanyarlar

St Sn(*1C)
= = (7)

n n
ululyga k-njy tertipli sertli empirik moment diyilyar. Hususy
halda, k=1 bolanda (7) afilatmadan birinji tertipli sertli empirik
momenti alarys.

*

M, =

94



X, =M, -h+C (8)

Bu yerden

M, =M, -h (9)
(9) denlikden peydalanyp, (4), (5) we (6) denlikleri sertli
empirik momentler arkaly yazmak bolar.

m, =[M; —(M; f]-h? = D,

(10)
m, =[M; —3M, - M, +2(M; J]-h?
(11)
m, =[M; —4M; -M; +6(M; f - M; -3(M; f]-h*
(12)

Praktikada koplen¢ denidaslasmadyk wariantalar bilen is
salysmaly bolyar. Bu yagdayda, berlen wariantalary
dendaslasan wariantalara getirmeklik zerurlygy Viize g¢ykyar.
Onun ti¢in berlen wariantalaryit hemmesinin diisen interwalyny
sol bir uzynlykly bolek interwallara bolyarler we bu bolek
interwallaryn ortalaryny tdze wariantalar hokmiinde kabul
edyérler. Seylelikde, tize dendaslasan wariantalar alynyar.
Tédze wariantalaryn yygylyklary hokmiinde degisli bolek
interwallara diisen kone wariantalaryn yygylyklarynyn jemini
alyarlar.
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Bellik. Berlen dendaslagsmadyk wariantalardan tdze
dendaslasan wariantalara gecilip, saylamanyn
hésiyetlendirijileri hasaplananda, yalilyslygyn uly bolmazlygy
ticin her bolek interwala berlen wariantalaryn 8-10 — dan az
bolmadyk sanysynyn diigmegini gazanmalydyr.

11.3.2. Empirik we deiileyji (nazary) yygylyklar.

Goy, bas toplum paylanys kanuny nébelli bolan ¢&
mukdar nysana gord dwrenilyan bolsun. Bu bas toplumdan n
gowriimli saylama gecirilende£ nysan  x, bahanyn,, x,
bahanyn,,..., X, bahanyn, gezek kabul edipdir diyelin.

X, i=1k, wariantalaryn gozegeilik edilyan n,, i=1k,
sanlaryna empirik yygylyklar diyilyir. Eger £ nysanyn haysy
hem bolsa bir kesgitli kanun boyunga paylanandygy barada
giiman etmeklige esas bar bolsa, onda onun gozeggilik
maglumatlary bilen ylalasygyny barlamak iicin nazary
yygylyklary hasaplayarlar.

Nazary hasaplanyp tapylan

o =n-R
ululyklara deiileyji yygylyklar diyilyir, bu yerde n-
saylamanyn gowriimi, P, -belli paylanysly & nysanyn X,
bahany kabul etmeginiii dhtimallygy.

Eger & lizniliksiz nysan bolsa, onda onuil kabul edyin

hemme bahalarynyn diisen interwalyny kesismeyidn Kk bolek
interwallara bolydrler we & nysanyn bu bolek interwallara

diismeginin P, i=1k, #htimallyklaryny tapyarlar. Sofira
diskret paylanysdaky yaly



formuladan peydalanyp, deilleyji yygylyklary tapyarlar.
Hususy halda, eger & iizniiksiz nysan normal kanun boyunca

paylanan diylip giiman etmége esas bar bolsa, onda n/ defileyji
yygylyklary
n/ = n;h'fo(ui)

S

formuladan peydalanyp tapyarlar, bu yerde n-saylamanyn
gowrilimi, h-bolek interwallaryn uzynlyklary, o, -saylama orta

. . — X L
kwadratik gysarma, u, = ——=, X, -I-nji interwalyn ortasy,
o

S

uZ

__1 7
(D(U) N e
Indi saylamanyil maglumatlaryndan peydalanyp, normal
egriniil gurlusyny gorkezelin.
Goy, bas toplumdan n géwriimli saylama gecirilip
X X, X, Xy

n; n, n, n,

statistiki paylanys alnan bolsun. Normal egrini gurmak ti¢in:
1) X, saylama orta bahany we o saylama orta kwadratik

gysarmany tapmaly;
n-h

2) y, = ou;)
O

formuladan peydalanyp, nazary paylanysyn Yy, ordinatalaryny

(denileyji  yygylyklary) tapmaly, bu yerde n-saylamanyn

goéwrlimi, h-adim (gonsy iki wariantanyn arasyndaky uzaklyk),

_ X )_(s _ 1 7% .

ui - o, ’ @(U) - \/Z € )

3) goniiburgly dekart koordinatalar ulgamynda (Xi ; yi)
nokatlary gurmaly we olary egri ¢yzyk bilen birikdirmeli.
Normal egrinint gurlusyny mysal arkaly gorkezelin.
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Mysal. Saylamanyn paylanysy berlen:

x. |40 |45 |50 |55 |60 |65 |70 |75 |80

n |5 6 10 |14 |30 |16 |10 |4 5

Normal egrini gurmaly.
1) X, saylama orta bahany tapalyin

Kk
. 2% _5:40+6-45+10-50+14-55
® n 100
N 30-60+16-65+10-70+4-75+5-80
100
D, saylama dispersiyany tapalyn.

S

=598

k
n(x —X.)?
o 5 06 =%) 5:(40-598)" +6-(45-508)" +10-(50-598)"
: n 100
, 14-(55-59,8)° +30- (60-59,8)° +16-(65-59.8)° _
100
J— 2 . —_— 2 . _ 2
,10-(70-508)" +4-(75-508)" +5-(80-508)" _ g0 oo
100
Onda
o, = /D, = /89,96 ~ 9,48
2) u, =-—"% wariantalary tapaly.
GS
U, = X~ X _ 40-59,8 _ -19,8 209
o, 048 9,48
o KX _45-598 148
. 048 9,48
o %% 50598 98 .
o 9,48 9,48
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X, —X, 55-598 —48

u, = = = =-0,51;
o, 9,48 9,48
U = X —X, _60-598 02 002
o, 9,48 9,48
U, = X —X, _65-598 52 —0.55:
o, 9,48 9,48
U = X=X _ 70-59,8 _ 10,2 _108:
o, 9,48 9,48
U, = X —X, _75-598 152 ~160:
o, 9,48 9,48
U, = X=X _ 80-59,8 _ 20,2 213,
o, 9,48 9,48

o) = %ez funksiyanyn bahalarynyn tablisasyndan

(Gosmaga I) peydalanyp taparys.
o(u,) = p(-2,09) = p(2,09) = 0,0449;
o(u,)=(-156)=¢(1,56)=0,1182;
o(u; )= p(~1,03)= ¢(1,03)=0,2347;

o(uy )= ¢(0,02)=0,3989;

o(ug )= (0,55)=0,3429;

o(u,)=0(1,08)=0,2227;

o(uy )= ¢(1,60)=0,1109;

o(uy)=(213)=0,0413;
Yi = no'_h o(u;)

formuladan peydalanyp, nazary egrininn y; ordinatalaryny
tapalyn.
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100-5

———-0,0449 =52,74-0,0449 ~ 2;
9,48

n-h
yl = _¢(ul) =
O-S

S

v =0 o(u,) =52.74.0,2347 ~12;
O-S

yo ="M o(u,) =52,74-0,3503 ~ 19;

S

(o}

S

yo ="M o(u,) =52,74-0,3420 ~ 18;

S

Y7 = n—'hco(uy) =52,74-0,2227 ~12;
O-S
n-h

Yg =——¢(Ug) =52,74-0,1109 ~ 6;

S

Yo =P o(u,) =52,74.0,0413~ 2
O

S
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Berlen we tapylan maglumatlary tablisada yazalyi.

_ u, = Xi =X yi:nolhfﬂ(ui):
i | n X — X o, ¢(ui) ::52’74'¢7(Ui)
40 5 -19,8 -2,09 0,0449 2
45 6 -14,8 -1,56 0,1182 6
50 10 -9,8 -1,03 0,2347 12
55 14 -4,8 -0,51 0,3503 19
60 30 0,2 0,02 0,3989 21
65 16 5,2 0,55 0,3429 18
70 10 10,2 1,08 0,2227 12
75 4 15,2 1,60 0,1109 6
80 5 20,2 2,13 0,0413 2
n=100

3) Goniiburgly dekart koordinatalar ulgamynda (x;; ;)
nokatlary guralyn we olary egri ¢yzyk bilen birikdirelin.

Yi A

30 , _
s | Yyzylygyh poligony
20 A
13 A

10

Hommal egn

5

-
L

"0/ 45 S0 55 60 65 70 75 80 x
Bu koordinatalar ulgamynda yygylygyn poligonyny hem gurup

we grafikleri defiesdirip, nazary egrinin gozegciligin netijeleri
bilen kanagatlanarly ylalagyandygyny gérmek bolar.
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11.3.3. Asimmetriya we eksses.

Empirik ya-da nazary paylanysyn normal paylanysdan
gysarmasyny (tapawudyny) bahalandyrmakda asimmetriya we
eksses diylip atlandyrylyan san hésiyetlendirijilerden
peydalanyarlar.

Kesgitleme. Ugiinji tertipli empirik ya-da nazary merkezi
momentin orta kwadratik gysarmanyn ii¢iinji derejesine bolan
gatnasygyna asimmetriya diyilydr we A, bilen belgilenyar.

m3

A=— (13)
JS
ya-da
A= (13
O

bu yerde m, empirik, x, nazary merkezi iigiinji momentler.
Asimmetriyanynn alamatyny empirik ya-da nazary
paylanysyn egrisiniit moda gord yerlesisi boyunga kesgitlélin.
Eger empirik ya-da nazary paylanysyn egrisinini “uzyn bolegi”
modadan sagda bolsa, A, >0 (1-nji ¢yzgy, a)), eger modadan

cepde bolsa, A, <0 (1-nji ¢cyzgy, b))

@
4 =0
o] My, 3 x 4
F@) :
o 8} Mul P g
1-nji ¢yzgy

Normal paylanys ligin A, = 0. Hakykatdan hem,

o0

#y =M (E=ME) = [(x=M&J - f ()dx=

—00
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-— T(X—a)s-e_(zf?zdx
o2 2,

xza_ y belgileméni girizip alarys
o

3 o y°
_ 0 3. 4 2 _
U, = e 2dy=0,
’ \/27T_'[oy d

yZ

sebibi y*-e 2 funksiya tik, integrirleme ¢ékleri bolsa
simmetrik. Onda
A=%-0

3
(o2

Sol sebipli, eger asimmetriya nula golay bolsa, bas toplumyn
normal kanun boyuncga paylanandygy barada netije ¢ykarmak
bolar.

Kesgitleme. Dordinji tertipli empirik ya-da nazary
merkezi momentiit orta kwadratik gysarmanyn dordiinji
derejesine bolan gatnasygy bilen iiglin tapawudyna eksses
diyilydr we E, bilen belgilenyar.

E, =_%_3 (14)
ya-da
E =%4_3 (14')

4
o

Eksses empirik ya-da nazary paylanysyn egrisinin normal
paylanysynl dykyzlyk funksiyasynyn grafigine (normal egri)
gord  “kertlik” derejesini hésiyetlendirydr. Empirik ya-da
nazary paylanysyn egrisinin normal egrd gord, E, >0bolsa,
styri,  (2-nji ¢yzgy, a)), E, <0 bolsa, tekiz (2-nji ¢yzgy, a))
depesi bardyr.
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Normal egri

b
*
\
B >0
N,

7o

2-nji gyzgy

Normal paylanys tigin E, =0. Hakykatdan hem,

o0

=M (E=M&) = [(x=M&) - f (x)dx =

1 © - _(x-a)
= I(x—a)4~e 20* dx
oN2r *,

X—a_ y belgileméni girizip alarys
o

64 T 4 _y;d 64 T 3 _yéd y2
=— .e - .e Z_
Ha= = Iw yi-e tdy=—r— _jwy -
Bolekler boyunga integrirleme usulyndan peydalanyp taparys.
34 2 X y?
— .e 2 A
Hy s __[Oy ( 5

Yene-de bolekler boyunga integrirleme usulyny ulanyp alarys.

104



Onda

Sol sebépli, eger eksses nula golay bolsa, bas toplumyn normal
paylanysa eyedigini aytmak bolar.

Bellik. Eger

|AS|S3GA we |Ek|S30'E

densizlikler adalatly bolsalar, onda empirik paylanysyi normal
paylanysa golaydygy barada netije ¢ykarmak bolar, bu yerde

6 24
O-A: Ev O-E: Ta

degislilikde asimmetriyanyn we ekssesin standartlary
hokmiinde kabul edilen ululyklar, n-saylamanyn géwriimi.

1-nji mesele. Saylamanym paylanysy berlen.
x. |40 45|50 |55 |60 |65

n |4 5 120110 |6 |5

Sertli momentlerden peydalanyp
a) Saylama orta bahany.

b) Saylama dispersiyany,

¢) Asimmetriyany,

d) Ekssesi tapmaly.
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Coziilisi.

Hasaplamalary yenillesdirmek ticin, berlen
X; wariantalardan u; sertli wariantalara gecelin. C yalan nul
hokmiinde wariasiya hatarynyn ortasyna golay yerlesen we in
uly yygylyga (n, =20) eye bolan x, =50 wariantany kabul
edelin. h =5 bolandygy sebépli, taparys.

L M=C_40-50 , = %-C_45-50_,
! h 5 TR h 5
4 _%=C_50-50 , x-C_55-50_,
h 5 h 5
u5:x5—C:60—50:2; uG:XG_C:65_5O:3.
h 5 h 5
Basky dort sertli momentleri tapalyi.
k
2 o (1) +10146-245.3
M1*=i:l — '(_ )+ '(_)+ l+0-2+0- 20,48.
n 50
k
2 4 51410.146-445-9
M;=|:1 _ . + . + . + . + . =2
n 50
k
2 8) 15 (1) +10-146-8+45.27
N
k
2 1645.1410-146.16+5.81
MZ _ |:1 _ . + . + 5.0 + . + . =11,6
n

a) Xs saylama orta bahany tapalyi.
X, =M, -h+C=0,48-5+50=52,4.

b) D, saylama dispersiyany tapalym.
D, =|M; (M} | n =[2-(0.48) ] 25 = 44,24
Onda
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o, =+/D, =+/44,24 ~6,65.
¢) ki tiglinji tertipli m, empirik merkezi momenti
tapalyn.
m, = [M;—3- M. M +2~(|\/|f)3J-h3 =
~[812-3.0,48-2+2-(0,48)’ | 125~ 57,65
Onda
m, 57,65

A= 5= 29408

d) Dordiinji tertipli m, empirik merkezi momenti
tapalyil.
m, = [M; —4-M;-M;+6-(M;f-M; —3~(Mf)“J-h4 -
[1],6—4-0,48-3,12+6-(0,48)2 -2—3-(0,48)4J-54 ~5134,47.
Onda

~0,196.

g, =M 3 13447 5 437,

o (6,65)
2-nji mesele. Saylamanyn paylanysy berlen.

x. |5(8]10]|11 1314|1516 |18 |20 |22 |24 |25

nl7(3(10 (8 |7 |15/10|5 |8 [12|6 |5 |4

Sertli momentlerden peydalanyp
a) Saylama orta bahany.

b) Saylama dispersiyany,

¢) Asimmetriyany,

d) Ekssesi tapmaly.

Coziilisi.

Saylamadan gornlisi yaly, wariantalar dendaslasan
déldirler. Olary dendaslasan yagdaya getirelin. Onuni ii¢in
wariantalaryn hemmesiniii diisen (5;25) interwalyny sol bir
h=4 uzynlyklary bolan (5;9), (9;13), (13;17), (17;21), (21;25)
bolek interwallara bolelin. Bu bolek interwallaryil ortalaryny

y, wariantalar hokmiinde kabul edip, defidaslasan
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=7 ¥, =15y, =15 vy, =19, ys=23.
wariantalary alarys. Tdze Yy, wariantalaryn n, yygylyklary
hokmiinde degisli bolek interwallara diisen X, wariantalaryn

yygylyklarynyn jemini alalyn.
n=7+3=10; n,=10+8+7=25 n,;=15+10+5=30;

n,=8+12=20; n,=6+5+4=15.
Seylelikde, denidaglasan wariantalary bolan
y, |7 11 |15 |19 |23

n. [10 |25 |30 |20 |15

paylanysy alarys. C yalan nul hokmiinde x, =15 wariantany
kabul edip, u. sertli wariantalary tapalyn.
y,-C 7-15 _ y,-C 11-15
i = = —2’ u2 = = =
h 4 h 4
y,—C 15-15 4,-C 19-15
= = 0’ u4 = = =
h 4 h 4
y;—C 23-15 2
h 4 '
Basky dort sertli momentleri tapalyn.
k

_1,

u, =

1

u; =

n.u.
M*_; "1 10-(-2)+25-(-1)+20-1+15-2
! n 100

=0,05.

k
Zn.u.2
M " 10-4+25-1+20-1+15-4
2 n 100

=1,45.

k
20 C8)425. (1) 4 20-1415-8
M;Zizl — (_ )+ (_)+ -1+ : =o'35
n 100
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K
> nu!
& 1016+ 25-1+20-1+15-16
n 100
a) Y, saylama orta bahany tapalyn.

Y. =M -h+C =005-4+15=152.
b) D, saylama dispersiyany tapalyn.
D, =|M; - (M;f | h=[L45- (0,057 ] 16 = 2316

Onda
o, =+/D, =/2314 ~ 48.
¢) IIki tiglinji tertipli m, empirik merkezi momenti
tapalyil.

M) = = 4,45,

m, = [M;j—3~ M - M;+2(M1*)3J~h3 =
~[0,35-3.0,05-1,45+2.(0,05)° | 4° ~8,49.
Onda
_m, _ 8496
A ol (48)
d) Dordiinji tertipli m, empirik merkezi momenti
tapalyn.
m, = [Mj; —4-M; M +6-(M; ] -M] —3-(|v|f)“J-h4 -
[4,45—4-0,05-0,35+6-(o,05)2 -1,45—3-(0,05)“J-44 ~1126,84.
Onda

~ 0,08.

112684

E, =4 -3=""0 34088,
k (48)
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11.4. Korrelyasiya nazaryyetinin esasy diisiinjeleri.
11.4.1. Funksional we statistiki baglylyklar.

Belli bolsy yaly, totan ululyklar bagly dél ya-da bagly
bolup bilyirler.

Eger £ totin ululygyn kabul edyédn her bir bahasyna 7
totdn ululygyn kabul edydn kesgitli bir bahasy degisli bolsa,
onda & we 7 totdn ululyklaryn arasynda funksional baglylyk
bar diyilyar. Mysal igin, tegelegin S meydany bilen r
radiusynyfi arasynda S =zr® gorniisli funksional baglylyk
bardyr. Yone, totin ululyklar totdn tisirlerifi astynda
bolandyklary sebépli, olaryn arasynda funksional baglylyk
seyrek dus gelyar.

Eger bir totdn ululygyn liytgemegi beyleki totédn ululygyn
paylanysynyin iiytgemegine getirydn bolsa, onda olaryn
arasynda statistiki baglylyk bar diyilydr. Mysal {i¢in, sol bir
gowriimleri bolan suwly iki howuza sol bir mukdardaky balyk
isbilleri goyberilse, bu howuzlardan diirli mukdardaky balyk
alnar. Isbillerin  we balyklaryn mukdarlarynyn arasynda
baglylygyn bardygy aydyndyr. Emma bu funksional baglylyk
dal-de statistiki baglylykdyr.

Goy, ¢ totdn ululygyn her bir bahasyna 7 totén ululygyn
birndce bahasy degisli bolsun. & t6tdn ululygyn x bahasyna
degisli bolan, 7 totdn ululygyn bahalarynyn y, orta arifmetiki
bahasyna sertli orta baha diyilydr. Eger bu sertli orta baha X
iytgeyane bagly

7, =f( (1)
funksiya bolsa, onda n we ¢ totdn ululyklaryn arasynda
korrelyasiya baglylygy bar diyilydr. Basgaca aydylanda,
korrelyasiya baglylygynda bir totdn ululygyn {iiytgemegi
beyleki totdn ululygyn orta bahasynyn iiytgemegine getiryar.
(1) defilemd 7 totdn ululygyn & totdn ululyga regreSsiya
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denllemesi, f (x) funksiya  regressiya  funksiyasy, bu
funksiyanyn grafigine bolsa, regressiya ¢yzygy diyilyar.

& totdn ululygyn 7 totdn ululyga

X, =o(y)
regressiyasy hem edil suna menzes kesgitlenyar.

Eger f(x) we o(y) regressiya funksiyalarynyi ikisi hem
¢yzykly bolsa, onda korrelyasiya ¢yzykly diyilyar.

Totan ululyklaryn arasyndaky korrelyasiya baglylygynyn
giiyjiini totdn ululyklaryn bahalaryn sertli orta bahalaryn
toweregindiki yayraw Ocegi bilen kesgitleyirler. Yayraw
Olcegi uly Dboldugyga, totdn ululyklaryn arasyndaky
korrelyasiya baglylygy gowsayar.

11.4.2. Regressiya goniisinin defilemesi.

Goy, bas toplum ¢ we 7 mukdar nysanlara gord
Owrenilydn bolsun. Bu nysanlaryit arasynda ¢yzykly
korrelyasiya baglylygy bar diyelin. 7 nysanyn ¢ nysana
regressiya goniisininni detilemesini tapmaklyk maksady bilen,
bas toplumdan n gdwriimli saylama gegirilip, sanlaryn

(:¥1)s (63 ¥2)sees (%03 i)

n jibiiti alnan bolsun, bu yerde X;, i=1n, & nysanyan,

y,, i=Ln, 75 nysanyn kabul edyidn bahalary. Goy, bu
jubiitlerin her birine bir gezek gozeggilik edilyén bolsun. Onda
Yy, sertli orta bahany ulanmaklygyn zerurlygy yok bolyar. Sol
sebépli
Y, = px+b
detilema derek
Y =px+b @)

defileméd garayarlar, bu yerde p regresSiyanynn saylama
koeffisiyenti. Anyk (2) regressiya denilemesini yazmaklyk ti¢in
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o we b ululyklary tapmak yeterlikdir. Bu ululyklary

Y, -y, i=1n, gysarmalaryi kwadratlarynyfi jemi minimal
bolar yaly saylap alalyn, bu yerde Y, gozeggilik edilydn X,
warianta degisli we (2) denlemeden tapylan ordinata, y, bolsa
X, warianta degisli ordinata. Gysarmalaryn kwadratlarynyn

jemi p we b ululyklardan

n n

G(p;b)z Z(Yi —Yi )2 :Z(pxi +b-y; )2

i=1 i=1
funksiyadyr. Bu funksiyanyin minimumyny tapalym.

d—G:ZZn:(pxi +b-y;) % =0,

do i=1

o ©
P ZZ(pXi +b-y,)=0.

dbo i3

Bu denillemeler ulgamyny ¢6ziip, taparys.

n'zxiyi _zxi 'Zyi
_ i=1 -1 i=1

p= . 4)
n fo—(Zx,j
Zn‘,xizzn:yi _Zn:xi 'Zn:xiyi
b: i=1 i=1 i=1 i=1 (5)

n n 2
n-> x? —(inj

i=1 i=1
o we b ululyklaryn bu bahalaryny (2) defilemede ornuna
goyup, n nysanyil £ nysana regresSiya goniisinin anyk
gorniigini taparys.

Goy, indi & we r nysanlaryn (X; y) bahalar jiibiitlerinin
arasynda birden kop gezek gozeggilik edilyanleri hem bar
bolsun. Bu yagdayda 7 nysanyn & nysana regresSiya
goniisininl denlemesini
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Y. =px+b (6)
gornligde gozleyirler. (3) defilemeler ulgamyny 6zgerdip
yazalyn.

niz-p+n>‘<b=2nxy-x-y )
X-p+b=y
bu yerde n,, ululyk (x; y) jiibiitii gozeggilik edilen sany. Bu
ulgamyn ikinji defilemesinden taparys.
b=y-X-p
b ululygyn bu bahasyny (6) denlikde ornuna goyup,
regressiya goniisinii
Y~ = plx-%) ®
deiilemesini alarys.
(7) ulgamdan p ululygy tapalyi
e DN, Xx-y-nx-y _ DN, Xx-y—nx-y

{?—&f} n-o;

o
Bu deiiligifi iki tarapyny hem — gatnasyga kopeldelii.
o

n

o D.Ny-X-y-nx-y

pr—= ©)
o n.o.-o,
n,-x-y—nx-y
- 2Ny X-y-DNX-y (10)
n-oc.-o,
belgilemani girizip, (9) denlikden taparys.
O_I
P =1 L
O¢

r, ululyga saylama Kkorrelyasiya koeffisiyenti diyilyar. p
ululygyn tapylan bahasyny (8) defilemede ornuna goyup, 7
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nysanyi £ nysana regressiya goniisininl korrelyasiya
koeffisiyentli

Y, -y =", -2 (x-X) (11)

denlemesini alarys.

Goy, D, 7 nysanyi kabul edyén y bahalarynyni y orta
bahanyn toweregindéki dispersiyasy, D; bolsa, degisli Y,
sertli orta bahanyn toweregindiki dispersiyasy bolsun. Onda

D, =D, -(1-r?) (12)
denlik adalatlydyr. Indi korrelyasiya koeffisiyentinin
hésiyetlerine garalyi.

1. Korrelyasiya koeffisiyentinin absolyut ululygy birden

uly dildir, yagny
r|<1
Hakykatdan hem, dispersiyanyn otrisatel daldigi
sebépli
D, =D, -(1-r?)>0
bolar. Bu yerden
(1 —r} )2 0
ya-da
r|<1
2 Eger korrelyasiya koeffisiyenti nula deii we
regressiya ¢yzyklary goniiler bolsalar, onda
nysanlar ¢yzykly korrelyasiya baglylygynda
déldirler.
Hakykatdan hem, eger r, =0 bolsa, (11)
deiilemeden
Y=Y
denligi alarys. Gorniisi yaly, Y, sertli orta bahalar X
argumentinn islendik bahasynda sol bir hemigelik
baha eyedirler. Bu bosa, nysanlarynn arasynda
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cyzykly korrelyasiya baglylygynyn yokdugyny
anladyar. Bu yagdayda regressiya goniileri degisli
koordinata oklaryna paralleldirler.

3. Korrelyasiya koeffisiyentinin absolyut ululygynyn
artmagy bilen ¢yzykly korrelyasiya baglylygy has
giiyjeydr we |r,|=1 bolanda funksional baglylyga
gecyar.

Hakykatdan hem, (12) denlikden gorniisi yaly,
korrelyasiya koeffisiyentinin  absolyut ululygy

artdygyca D; dispersiya kemelydr. Bu bolsa,

nysanlaryn  arasynda  ¢yzykly  korrelyasiya
baglylygynyin giliyjiinin artyandygyny anladyar.
|rs| =1 bolsa, (12) denlikden alarys

D, =D, -(L-r?)=0.
Bu yerden, £ we 7 nysanlaryil bahalarynyn islendik
(x; y) jiibiitiniti

denleméni kanagatlandyryandygy gelip ¢ykyar. Bu
bolsa, £ we 7 nysanlaryni bahalarynyn arasynda
¢yzykly funksional baglylygyi bardygyny anladyar.

Garalan bu hésiyetlerden gorniisi  yaly, saylama
korrelyasiya koeffisiyenti nysanlarynn arasyndaky c¢yzykly
baglylygyn giiyjilini hésiyetlendiryar: korrelyasiya
koeffisiyentinin absolyut ululygy bire golay boldugyca
baglylyk giiyjeyar, nula golay boldugyca gowsayar.

Bellik 1. Saylamada nysanlaryn bahalarynyn ¢yzykly
funksional baglylykda bolmagy, bas toplumda-da seyle
baglylygyn bolmagyny iipjiin etmeydr. Onuil ii¢in saylamanyn
géwriliminint uly bolmagy (n > 50) we saylamanyn wekilgilikli
bolmagy gerekdir.
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Bellik 2. Eger saylama korrelyasiya koeffisiyenti nula
den bolsa, onda nysanlar ¢yzykly dil korrelyasiya ya-da
funksional baglylygynda bolup bilerler.

Mesele. Olgemeler hatarlarynyn arasyndaky
korrelyasiyanyn kesgitlenisi.

Olgemeler hatarlarynyii arasyndaky korrelyasiyany
kesgitlemek ii¢in koordinatalar tekizliginde nysanlaryn bahalar
jubiitlerine degisli nokatlary guryarlar we korrelyasiya
baglylygynyn gorniigini anyklayarlar.

Cyzykly korrelyasiya bolan halatynda:

1) oOlcemeler hatarynyn ikisi iicin hem nysanlaryn orta
arifmetiki bahalaryny, orta bahalardan gysarmalary we
standartyn empirik bahasyny hasaplamak;

2) korrelyasiya koeffisiyentini tapmak;

3) regressiya goniisinin parametrlerini tapmak;

4) regressiya goniisininn ifi dhtimal gysarmalaryny we olaryn
orta kwadratik bahasyny hasaplamak;

5) barlag t¢in in &dhtimal gysarmalaryn orta kwadratik
bahasynynn komegi bilen  korrelyasiya koeffisiyentini
tapmak;

6) regressiya goniisinin grafigini gurmak;

7) korrelyasiya koeffisiyentinin takyklygyny barlamak
gerekdir.

Yumusyf Verine yetirilisine asakdaky mysalda garalyii.
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Tablisada trilatesiyanyn taraplarynyn uzynlyklary we
olaryn orta kwadratik yalnyslyklary berlen.

x y & & & & ? &y Y val-p l"l2
1 2 3 q 5 g
05| 17| -941 F3
1.4 36 -8,51 4.1
22 6.5 N 2
27 43 7,21 29
35 45 641 32
33 47 6,11 3
56 2.9 431 438
6,3 6,7 3,61 -1
1.9 59 20 :
846 54 31 23
9.3 6,5 0,61 2
10,5 44 0,59 33
11,3 4,1 139 36
12,6 8.2 2,69 0,5
13,1 10,2 319 2.5
145 124 459 47
17.6 137 7.69 6
12,1 17.9 919 10,2
135 12,09 58
257 164 15,79 87
Za- o= :n\"’:' Sy = ix Té 5 & S -
1982 =154 172 a =30.024

Korrelyasiya baglygynyn graflgl tabllsanyn 1-nji we 2-nji
siitiinlerindaki maglumatlar boyunca gurulyar. x, wey, degisli
bahalaryn her bir jiibiiti tgin gontburgly koordinatalar
ulgamynda nokatlar gurulyar. Grafik garalyan nysanlaryn
arasyndaky baglylygyn gornisi barada ¢en etmige
mumkingilik beryar. Nokatlar bir goni ¢yzygyn golayynda
toplanandyklary sebépli, nysanlaryn arasynda ¢yzykly baglylyk
bar diyip hasap etmek bolar.

1.0lgemeler hatarlarynyi ikisi iigin hem nysanlaryii X
we y orta arifmetiki bahalaryny tapalyn.

DX
xoit 1982 4.
n 20
ZYi
= 154,0 _ 770:
n 20
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OX; =X —X; dY; =Y, —Y.

gysarmalary hasaplap, degislilikde tablisanyn {i¢iinji we
dordiinji siitiinlerinde yazalyn. Eger hasaplamalar dogry
gegirilen bolsa, onda

anéixi =0 we anéiyi =0.
i=1 i=1

denlikler yerine yetmelidirler.

Gysarmalaryn
Sx?=(x,—x) we Sy?=(y,-y)

kwadratlaryny hasaplap, tablisanyn basinji we altynjy
stitlinlerinde yazalyn. Gysarmalaryn 8x;0y; kopeltmek
hasyllaryny hasaplap, tablisanyn yedinji siitiininde yazalyn.
Standartynn empirik bahasyny tapalyn.

2. Korrelyasiya koeffisiyentini tapalyn

D
o3 - _ 20333 —0,886..
n 0.0, 20 696-457
3. Y=p-X+b.

regressiya goniisiniii parametrlerini tapalyn
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=12 0896220 o582
o 6,96

b=y-p-X=7,70-0,582 9,91=1,932.
Onda gozlenydn regressiya goniisiniii defilemesi
Y=0,582x+1,932 (13)
bolar.
4. Regressiya goniisinii v; =Y, —y, i1 ahtimal
gysarmalaryny we olaryn kwadratlaryny hasaplap, degislilikde
tablisanyn dokuzynjy we onunjy siitiinlerinde yazalyn.

Regressiya goniisinin in dhtimal gysarmasynyn orta kwadratik
bahasyny tapalyn.

n

2V (o004
ENN L S Y73
n 20

5. Hasaplamalaryn dogry gecirilendigini barlamak
ticin, in dhtimal gysarmanyn orta kwadratik bahasynyn kdmegi
bilen korrelyasiya koeffisiyentini tapalyi.

—2
r= 1= = 1289 _gggq.
- 2088

n

6. Tablisadan peydalanyp, Y=0,582x+1,932 regressiya
goniisinin grafigini guralyn.
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Olgemeler hatarlarynyii arasyndaky korrelyasia baglylygy
7. Korrelyasiya koeffisiyentinin takyklygyny tapalyi.

o 1t 1-(0,886)* _ 0,048,
" Vn J20
Bellik. Gowriimi 50-den uly bolan (n >50) hatar
ticin \r\ > 3o, densizlik yerine yetyan bolsa, onda garalyan
nysanlaryn arasynda korrelyasiya baglylygy bar hasap etmek
bolar.
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IL.5. Statistiki caklamalar we Kriteriler.
I1.5.1. Statistiki ¢caklamalar.

Goy, bas toplum haysy hem bolsa bir nysana gord
owrenilyan bolsun. Bu nysanyn néibelli paylanysy ya-da belli
paylanysynynn ndbelli parametrleri barada aydylan giiman
etmelere statistiki caklamalar diyilyar. Nédbelli 6 parametrin
kesgitli bir &, baha eyedigi barada aydylan giiman etmi

yonekey caklama diyilyar. Eger 6 parametr kibir koplikkden

bahalary kabul edyidn bolsa, onda ona ¢ylsyrymly caklama

diyilyéar. Mysal iicin, eger

1 e

e 20
oN2r

normal kanunyn dykyzlyk funksiyasy bolsa, onda

"a=0, o =1"diylen ¢aklama yonekeydir, "a=a," diylen

f(x,a,0)=

caklama bolsa ¢ylsyrymlydyr, sebdbi sonky caklamada o
parametr islendik otrisatel d4l bahany kabul edip biler.

Statistiki ¢aklamalary barlamaklyk meselesi seyle
goyulyar. Goy, f(x;0) dykyzlyk funksiyaly bas toplumdan
bagly dél

X = (X, X500, X)) 1)
saylama gegcirilen bolsun. & parametr barada
H,:0< A (A-kdbir koplik)
caklama aydylyar. Bu ¢aklama esasy (nulunjy ya-da
barlanylyan) caklama diyilydr. H,esasy caklama bilen bir
hatarda
H, :0€ A

121



bisdes ya-da alternatiw caklama hem garayarlar. Mysal {igin,
eger H, esasy caklama ‘“Puasson kanunynyn A matematiki

garagmasy 5-e¢ defi” diylen giiman etmeden ybarat bolsa, onda
H, bésdes ¢aklama " A # 5" diylen giiman etme bolar.

H, esasy c¢aklama bilen (1) saylamanyn ylalagsygyny

anyklamak mohiim meselelerin biri bolup duryar. Esasy
caklamany barlamak ti¢in kriteri hokmiinde paylanysy belli
bolan totdn ululykdan peydalanyarlar. Kesgitli bir kriteri
saylanyp alnandan soii, onuil bahalar kopliigini kesismeyén iki
bolege bolyirler. Bu bdleklerin birinde esasy caklama kabul
edilydr, beylekisinde bolsa inkdr edilydr. Esasy ¢aklamanyn
inkdr edilydn bolegine kritiki kopliik diyilyar. Caklamanyn
kabul edilydn we kritiki kopliiklerini bolyan nokatlara Kritiki
nokatlar diyilydr we k,, bilen belgilenyr.

Eger kriteri hokmiinde saylanyp alnan t6tdn ululygyn
paylanys kanuny gyzyklandyrmayan bolsa, onda ony K bilen
belgileyirler.

K<k, K>k, (k,>0), K<k, we
K> kkr.2' (kkr.l < kkr.z)

densizliker bilen kesgitlenyan kopliiklere degislilikde
ceptaraplayyn, sagtaraplayyn we ikitaraplayyn kritiki
kopliikler diyilyar. (1) saylamanyn S kritiki kopliige
diismeginin dhtimallygyny
P(xeS)=P,(S) =j f (x;0)dx )
S

bilen belgileyarler. Kritiki kopliigi (2) dhtimallyk i1 kici bolar
yaly edip saylayarlar.

11.5.2. Kriterinin dhmiyetlilik derejesi we kuwwatlylygy.

S kritiki kopliigin komegi bilen gurulyan kriterd S-
kriteri diyilyar. Her bir S-kriteri bilen yalnyslygyn iki
jynsyny baglanysdyryarlar. Birinji jynsly yalnyslyk dogry
H, esasy ¢aklamanyn inkédr edilmegidir. Ikinji jynsly yaliyslyk
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niddogry H, esasy caklamanyn kabul edilmegidir. Bu
yalnyslyklaryn haysysynyn néhili netijelere getirjekdigi
goyulyan meseld baglydyr.

R(A)=[f(x6)dx, i=01 (3

belgilemini girizelin, bu yerde A-kébir kopliik. Onda S-
kriterininl birinji jynsly yalityslygynyn dhtimallygy

a=FR(S), (4)
ikinji jynsly yalnyslygynyn dhtimallygy bolsa
B=R(S), ()

bolar, bu yerde S = X \S, (X-bas toplum)
Birinji jynsly vyaliyslygyn « &htimallygyna S-Kriterinin
dhmiyetlilik derejesi diyilyr.
W(S;6) = [ f (x;0)dx (6)
S

funksiya S-kriterinin Kuwwatlylyk funksiyasy diyilydr. Bu
funksiya parametrin hakyky bahasy & bolanda, H, esasy
caklamanyn inkdr edilmeginin &htimallygydyr. (4)-(6)
anilatmalardan  gorniisi  yaly, birinji we ikinji jynsly
valiyslyklaryn dhtimallyklaryny kuwwatlylyk funksiyasy
arkaly
a=W(S;0), 1-p=W(S;0)

gorniisde aiilatmak bolar.

Seylelikde H, bésdes caklamada H, esasy caklamany
barlamaklyk meselesi seyle goyulyar: ilki o &hmiyetlilik
derejesi berilydr we seyle dhmiyetlilik derejeleri bolan hemme
S-kriterilerin F, kopliigine garalyar. Sofira bu kriterilerin
arasyndan @ =46, bolanda in uly kuwwatlylygy bolan S”-
kriteri saylanyp alynyar, yagny

W(S";6,) =«, W(S*;Hl):rsll%xW(S;el).

Bu S” -kriterd has kuwwatly ya-da optimal diyilyar.
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11.5.3. Korrelyasiya koeffisiyentinin dhmiyetliligi

baradaky ¢caklamanyn barlanysy.

Goy, normal kanun boyunca paylanan bas toplum & we
n mukdar nysanlara gord dwrenilydn bolsun. Bu toplumdan n
gowrlimli saylama gecirilip tapylan r, saylama korrelyasiya
koeffisiyenti nuldan tapawutly bosun. Bu yerden r, bas
korrelyasiya koeffisiyenti hem nuldan tapawutlydyr diylen
netije gelip ¢ykmayar. Sol sebépli, berlen o dhmiyetlilik
derejesinde we H;:r,#0 bidsdes c¢aklamada 1, bas
korrelyasiya koeffisiyentiniil nula dendigi baradaky H,:r, =0
esasy caklamany barlamaklyk zerurlygy viize ¢ykyar.

Eger H, esasy caklama kabul edilse, onda 1, bas
korrelyasiya koeffisiyenti nula dendir. Diymek, & we 7
nysanlaryn arasynda ¢yzykly korrelyasiya baglylygy yokdur.
Eger H, esasy ¢aklama inkér edilse, onda r, bas korrelyasiya
koeffisiyenti nuldan tapawutlydyr. Bu yagdayda & we 7
nysanlar ¢yzykly korrelyasiya baglylygyndadyrlar.

H, esasy ¢aklamany barlamak ti¢in kriteri hokmiinde
k=n-2 erkinlik derejeleri bolan Styudent kanuny boyunga

paylanan
_roWn-=2

totdn ululygy kabul edyirler. Bédsdes caklama H;:r, #0
bolandygy  sebépli,  kritiki ~ koplik ikitaraplayyndyr.
Ikitaraplayyn kritiki koplik gurulanda T kriteriniii bu kopliige
diismegininn dhtimallygynyn berlen o &dhmiyetlilik derejesine
deit bolmagyndan wugur alyarlar. Bu yagdayda i1 uly
kuwwatlylyk

P(T < tkr.l. ) = % we P(T > tkr.2. ) =

T

' (tkr.l. < tkr.2.)

N | R

124



denilikler ~ adalatly  bolanlarynda  alynyar.  Styudent
paylanysynyn nula gord simmetrikdigi sebépli, t,, (o;K) sag
we —t, (a;k) cep (t, >0) kritiki nokatlary tapmaklyk
yeterlikdir. Bu yagdayda ikitaraplayyn kritiki kopliik
|T|<tkr.(a;k)
densizligin komegi bilen gurulyar. H, esasy caklamanyi kabul
ediyan kopliigi bolsa, [—tk,.(a;k);tkr.(a;k)] kesimdir.
Saylamanyn maglumatlary boyunca kriterinini gézeggilik
edilen  bahasyny T, bilen belgileyirler. Berlen «
dhmiyetlilik derejesinde we H,:r, #0 bésdes ¢aklamada r,
bas korrelyasiya koeffisiyentinin nula dendigi baradaky
H,:r, =0 esasy ¢aklamany barlamak t¢in ilki T kriterinin
gozeggilik edilen

T r,-vn-2

gozeg. —
J1-r1?

bahasyny tapyarlar. Sofira berlen o &hmiyetlilik derejesi,
k=n-2 erkinlik derejelerinin sany we Styudent paylanysynyn
kritiki  nokatlarynyn  tablisasy = boyunga(Gosmaga  VI)
ikitaraplayyn kritiki koplik tg¢in t, (a;k) kritiki nokady

tapyarlar. Eger |T| <t (a;k) bolsa, onda H, esasy caklamany
inkdr etmége esas yokdur. Eger [T| >t, (a;k) bolsa, onda
H, esasy ¢aklamany inkér edyérler.
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11.5.4. Pirsonyn Kriterisi.

Goy, bas toplum paylanys kanuny nébelli bolan ¢&
nysana gord owrenilyin bolsun. Bu nébelli paylanysyn giiman
edilydn kanundygy baradaky c¢aklamany barlamak ii¢in
ulanylyan kriterd ylalagyk kriterisi diyilydr. Seyle kriterilerin
biri hem iilis matematigi K. Pirsonyn (Karl Pirson,
27.03.1857-27.04.1936) y* (hi-kwadrat) kriterisidir. Bu
kriterinin  hususu halda, £ nysan normal kanun boyunca

paylanan diylen guman etmede ulanylysyna garalyn.
Goy, bas toplumdan n géwriimli saylama gegirilip

Xi Xl X2 T Xm

n N, | N |- | My

statistiki paylanys alnan we n/ nazary yygylyklar hasaplanan
bolsun. Berlen « dhmiyetlilik derejesinde & nysanyi normal
kanun boyunga paylanandygy baradaky H,esasy caklamany
barlamak ti¢in kriteri hokmiinde

m 1V

n,—n
2= Z—( j ) (1)

it N
totin ululykdan peydalanyarlar. Saylamanyn géwriimi
artdygyca bu totan ululygyn paylanysy bas toplumyn haysy

kanun boyunga paylanandygyna garamazdan k erkinlik
derejeleri bolan we

dykyzlyk funksiyaly y* paylanys kanunyna yygnanyar, bu
yerde
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I'(x)= J' y*t-edy
0

gamma funksiya. Sol sebipli (1) totin ululyga y° ylalasyk
kriterisi  diyilydar. Erkinlik derejelerinin  sanyny k=m-1-r
denllikden peydalanyp tapyarlar, bu yerde m-diirli
wariantalaryn (ya-da bolek interwallaryil) sany, r-giiman
edilydn paylanys kanunynyn bahalandyrylyan parametrlerinii
sany. Normal kanun ii¢in r=2 (matematiki garagsma we orta
kwadratik gysarma).
Garalyan yagdayda, H, esasy caklama adalatly bolanda

we berlen « dhmiyetlilik derejesinde
P(Zz > Zkr.(a; k)): a
deiilik yerine yeter yaly edip sagtaraplayyn kritiki kopliigi

guryarlar.

y° ylalasyk kriterisinii saylamanyhi maglumatlary

boyunca gozegeilik edilip tapylan bahasyny ;(gzozeg_ bilen
belgildlin. Seylelikde, & nysanyii normal kanun boyunca
paylanandygy baradaky H,esasy caklamany barlamak {i¢in
ilki n/ nazary yygylyklary, sofira y? kriteriniti gozeggilik
edilydn
m 1V

2o = ;%
bahasyny tapyarlar. Sonra berlen o dhmiyetlilik derejesi,
k=m-3 erkinlik derejesiniii sany we y* paylanysyii Kritiki
nokatlarynyi tablisasy (GosmagaV) boyunca y?2 (c; k) Kritiki
nokady tapyarlar. Eger

oo < i (iK)

bolsa, onda H, esasy caklamany inkér etmédge esas yokdur.
Eger
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Zgozeg‘ > Zkzr(a’ k)
bolsa, onda H, esasy caklamany inkér edyérler.
Bellik. (1) formulany
m ni2
x'=2-n
izt N

I
gorniisde hem yazmak bolar.

1. MYSALLAR
I11.1. Aerofotometrik dlceglerde meydan hasaplamak.

Aerofotometrik 6l¢egin netijesinde surata diisiirilen
meydan kwadrat gorniisde we onuii tarapy 350 metre deii.
Aerofoto diisiirilende, suratyn hili

0 metr yalityslyk goyberilmeginin dhtimallygy 0,42

_é’

+10 metr yaliiyslyk goyberilmeginini &htimallygy 0,16-
a,

+ 20 metr yalnyslyk goyberilmeginiii &htimallygy 0,08-
e,

+30 metr yaliyslyk goyberilmeginini &htimallygy 0,05-
€

den bolmaklygy bilen kesgitlenyér. Meydanyin orta bahasyny
tapmaly.

Aerofotometrik dlgeginl netijesinde surata diisiirilen
meydanyn tarapy totdn ululyk. Onun paylanys kanuny
& 1320 330 340 350 360 370 | 380

p (005 |008 |016 |042 |0,16 |0,08 |0,05

tablisa gorniisde berlen. Bu totén ululygyn matematiki
garagsmasyny tapalyi
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M¢& =320 0,05+330 0,08 +340 0,16 +350 0,42 +360
0,16+370 0,08 +380 0,05=
= (320+380) 0,05+ (330+370) 0,08+ (340+360) 0,16
+350 0,42=
=2 350 0,05 +2 350 0,08+2 350 0,16+350 0,42=
=350(2 0,05 +2 0,08 +2 0,16 +042)=350 m
Taraplaryil uzynlyklarynyi orta arifmetiki bahasy hem 350
metre dendir: X =350 m
Surata diisiirilen meydanyf orta bahasy 350?=122500 m
bolaymaly yaly, emma ol beyle dil, sebdbi totdn ululygyn
kwadratynyn orta bahasy orta bahanyn kwadratyna den daldir.
Olgenyin meydancanyh meydany totin ululykdyr. Onuti
paylanys kanuny

2

S=¢&° 320% | 3302 | 3407 |350% | 360% | 370 | 380°

p 0,05 | 0,08 |0,16 [0,42 0,16 | 0,08 |0,05

bolar. Bu totdn ululygyn matematiki garagsmasyny tapalyn

MS = M&?=3202 0,05+3302 0,08 +340% 0,16 +3502 0,42
+3602 0,16+370% 0,08 +3802 0,05=

=(3202+380%) 0,05+ (330%+370) 0,08+ (3402+3602) 0,16
+3502 0,42=

=3502 0,42 +[(350-30)2+(350+30)?] 0,05+[(350-
20)2+(350+20)?] 0,08+

+[(350-10)?+(350+10)?] 0,16=3502[0,42+2 0,16+2
0,08+2 0,05]+

+2 102 0,16 + 2 207 0,08+ 2 302 0,05=350?
+2(16+32+45)=122686 m?

Seylelikde, gézlenyan meydanyi orta bahasy takmynan
122686 m? dendir.
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I11.2. Wariasiya hatarynyn hisiyetlendirijilerini

hasaplamak.

Mysal. Berlen A we B maglumatlar boyunga

1.
2.
3.

4.

Wariasiya hataryny diizmeli;

Otnositel we toplanan yygylyklary hasaplamaly;
Wariasiya hatarynyn grafigini gurmaly (poligon we
gistogramma);

Empirik paylanys funksiyyasyny tapmaly we onun
grafigini gurmaly;

Wariasiya hatarynyn san hésiyetlendirijilrtini:

a) X saylama orta bahany;

b) D, saylama dispersiyany;

¢) o, saylama orta kwadratik gysarmany;

d) M, modany;

e) M, medianany

tapmaly.

COMNWWWEANRRN
R OTWWANNWN R
WR WWNNWANO
RPWRARRWNRERRFPRW®
P WWNWN D WS~
GRERNRAWAORARER, WS
P WRANWEFENOO®

wrRA~NRMOOR~oOoO
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65 71 69 7480 73 7168 72 78 76 66 73 74
65 69 68 7272 69 70 71 74 70 78 75 72 74
74 74 74 7672 71 76 71 70 73 65 73 69 65
67 75 72 7569 74 71 67 75 75 69 66 67 63
73 70 66 7269 71 73 67 69 73 76 62 72 70
71 78 66 7275 71 69 77 64 68 73 68 77
74 66 74 6472 75 68 80 70 78 66 70 75
71 69 69 6871 74 63 68 76 73 71 69 72
70 74 72 7369 72 7471 70 71 66 69 68
76 81 78 6875 71 70 71 69 71 69 65 67
68 73 67 7468 73 69 70 76 74 74 71 69
67 74 77 6876 66 74 72 78 67 79 69 69
71 63 73 6969 69 63 72 61 74 65 70 73
73 67 69 7170 64 68 68 68 74 69 67 67
71 70 66 6072 68 74 69 66 74 71 76 73
Coziilisi. 1. Mysaly ilki A maglumatlar iicin ¢ozelin.
Maglumatlary artyan tertipde yerlesdirelin

Tablisal

0 1 2 2 3 3 4 4
0 1 2 3 3 3 4 5
0 1 2 3 3 3 4 5
0 1 2 3 3 3 4 5
1 1 2 3 3 3 4 6
1 1 2 3 3 4 4 6
1 1 2 3 3 4 4 6
1 2 2 3 3 4 4 7
1 2 2 3 3 4 4 7
1 2 2 3 3 4 4

Wariasiya hataryndan gorniisi yaly 0-lyk warianta n, =4, 1-lik
warianta n, =13, 2-lik warianta n, =14, 3-lik warianta
n, =24, 4-lik warianta n, =16, 5-lik warianta ng =3, 6-lyk
warianta n, =3, 7-lik warianta n; =2 gezek dus gelyir.
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Netijede ranzirlenen hatary alarys. Tablisa 2-nin 1-nji
siitininde wariantalary, 2-nji siitiininde bolsa wariantalaryn

yygylyklaryny yazalyn.
. . n
2. Wariantalaryn otnositel  yygylyklaryny —w, =—
formulla boyunca, toplanan yygylyklary bolsa
a=w,a =a+W,, a,=a,+w, we s.m.formulalar

boyunca hasaplap, degislilikde Tablisa 2-nin 3-nji we
4-nji siitiininlerinde yazal

Tablisa 2
Wariantany | Otnositel [Toplanan
Wariantal| i yygylygy | yygylyk |yygylykl
ar n, W = n ar
Xi n a‘i
0 4 0.0506 | 0.0506
1 13 0.1646 | 0.2152
2 14 0.1772 | 0.3924
3 24 0.3038 | 0.6962
4 16 0.2025 | 0.8987
5 3 0.0380 | 0.9367
6 3 0.0380 | 0.9747
7 2 0.0253 | 1.0000
n=Yn =79 Yw=1

3. Tablisa 2-nin birinji we tginji sitinlerinin
maglumatlaryny ulanyp, otnositel yygylygyn poligonyny we
gistogrammasyny guralyn.
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0.30

0.20+

0.10+

0.30 4 —
0.20 4 -

010 4

EE=

>
01 23 45 678 x

Otnositel yygylygyn poligony
Otnositel yygylygyn gistogrammasy

Surat 1
Surat 2

4. Empirik paylanys funksiyasyny tapmak ii¢in Tablisa
2-nin 4-nji siitiininden (toplanan yygylyklar)
peydalanalyn.
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0,
0,0506,
0,2152,
0,3924
0,6962,
0,8987,
0,9367,
0,9747,

1

x <0,
0<x<1,
l<x<2,
2<Xx<3,
3<x<4,
4<x<5
5<x<6,
6<x<7,

x>1.

F*(x) empirik paylanys funksiyasynyii grafigini guralyii

5. Saylama orta bahany we dispersiyany degislilikde

EZK:(X —)_()Z—EZK:XZ—)_(Z'
n i S _n i s 1

X, =

1 [
_inni’ Ds
)

Frig

1.0
0.8 4 !_!_?_?_
0.6 - !_!I::
0.4 4 ,_;:i!!
02 d =
_|_I|II:|
IR N B | | [
0 12324567 T3
Surat 3

i=1

i=1

formiilalar boyunga hasaplalyn, bu yerde X, -wariantalar, n; -

degisli yygylyklar, k-wariantlaryn sany, n- saylamanyn

gowriimi.

Hasaplamalary ansatlasdyrmak {i¢in asakdaky
formulalardan peydalanalyn

-C
n
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bu yerde h-ddim, (génsy wariantalaryn arasyndaky uzaklyk,
garalyan mysalda h=1), C- yalan nul (yonekeylik ii¢in yalan
nul hokmiinde in uly yygylykly warianta alynyar).
Tablisa 2-nin ikinji siitlininden gérniisi yaly in uly yygylykly
(n, =24) warianta x, = 3. Diymek C=3.
Saylama orta bahany we dispersiyany hasaplamak {i¢in
asakdaky tablisany diizelin.

Tablisa 3
x-C| x,-C x —CY’ x —CY’
o () |
i i h h h h
0 4 -3 -12 9 36
1 13 -2 -26 4 52
2 14 -1 -14 1 14
3 24 0 0 0 0
4 16 1 16 1 16
5 3 2 6 4 12
6 3 3 9 9 27
7 2 4 8 16 32
Z n=79 -13 189
a) Saylama orta bahany tapalyn
- X —C
2
X, =-2 h h+C=_—13-1+3:2,84
n 79

b). Saylama dispersiyany tapalyn

D, == —

S

189
79

¢) Saylama orta kwadratik gysarmany tapalyn
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o, =+/D, =+/2,3668 =154

d) Tablisa 3-den gorniisi yaly, ifi uly yygylyga(n, = 24) eye
bolan warianta 3-likdir. Diymek M, =3.

e) Wariantalaryi sany 8-e denl, yagny 2k=8. Bu yerden k=4.
Onda
Xt X X+ X 344

¢ 2 2 2

M 3.5

B. Wariyasiyanynn gerimi ki¢i bolmandygy sebépli
interwallayyn ~ wariasiya hataryny guralyn. Maglumatlary
artyan tertipde yerlesdirelin

60 65 67 6869 69 70 71 72 73 74 74 76 78
61 66 67 6869 69 70 71 72 73 74 74 76 79
62 66 67 6869 69 70 71 72 73 74 74 76 80
63 66 67 6869 69 71 71 72 73 74 74 76 80
63 66 67 6869 70 71 71 72 73 74 75 76 81
63 66 67 6869 70 71 71 72 73 74 75 76
63 66 67 6869 70 71 71 72 73 74 75 76
64 66 68 6869 70 71 71 72 73 74 75 77
64 66 68 6969 70 71 71 72 73 74 75 77
64 66 68 6969 70 71 71 72 73 74 75 77
65 66 68 6969 70 71 72 72 73 74 75 78
65 67 68 6969 70 71 72 73 73 74 75 78
65 67 68 6969 70 71 72 73 74 74 75 78
65 67 68 6969 70 71 72 73 74 74 76 78
65 67 68 6969 70 71 72 73 74 74 76 78
Wariantalaryn hemmesinif diisen interwalyny h=2 uzynlyklary
bolan bolek interwallara bolelin we asakdaky Tablisa 4-i
diizelin.
1) Bu tablisanyn 1-nji sutiininde bélek interwallary, 2-nji
slitiininde bolsa, bu bolek interwallaryn yygylyklaryny
yazalyn. Bolek interwallaryn yygylyklary hokmiinde bu
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bolek interwallara diisen wariantalaryn yygylyklarynyn
jemi alynyar.

2) Wariantalaryn otnositel we toplanan yygylyklaryny Tablisa
4-in degislilikde 3-nji we 4-nji siitiinlerinde yazalyn.

Tablisa 4
Bolek Bolek Otnositel | Toplanan
interwallar |interwallary | yygylyklar |yygylyklar
Xi = Xia i _ N a
yygylyklary| i =7
n;
59-61 1 0.005 0.005
61-63 2 0.01 0.015
63-65 7 0.035 0.05
65-67 16 0.08 0.13
67-69 27 0.135 0.265
69-71 40 0.2 0.465
71-73 38 0.19 0.655
73-75 38 0.19 0.845
75-77 18 0.09 0.935
77-79 9 0.045 0.98
79-81 3 0.015 0.995
81-83 1 0.005 1
n=200 ZWi =1

3) Tablisa 4-in 1-nji we 3-nji siitiinlerindaki maglumatlardan

peydalanyp, otnositel yygylygyn poligonyny we
gistogrammasyny guralyn.
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0.2 4

0.1 4

o &
ca '&1 ' 63" 65 67 "B ' 71 73775 177 73 'm o

W_‘.

0.2

0.1 4

I

0 5 63 &7 T N 83 0

Otnositel yygylygyn poligony
Otnositel yygylygyi gistogrammasy
Surat 4

4) Empirik paylanys funksiyasyny tapmak {icin Tablisa 4
-iit 4-nji siitininden (toplanan yygylyklar)
peydalanalyn.
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0, X <59,
0,005, 59 < x <61,
0,015, 61< x <63,
0,05, 63 < x <65,
0,13, 65 < x < 67,
0,265, 67 < x <69,

F'(X)=40465  69<x<7L,
0655  71<Xx<73,

0,845 73<x<75
0,935 75<x <77,
0,980 77 <Xx<T79,

0,995 79 <x <81,
1, 8l<x.

F*(x) empirik paylanys funksiyasynyii grafigini guralyi

F )
1 —_—
0,5 —

0,5

04 ] —

0,2 - '_‘

50 Ilﬁl 6:3 ISIS lIS'I" ISIS' T
Surat 5

5) Saylama orta bahany we dispersiyany hasaplamak {igin
asakdaky tablisany diizelin. (C=70; h=2)

0

¥

| |
[
||

| I
I [
L [
| | | |
— [
1 93 T 77 o0 &
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Eslek Interwal Balek 3 -C - P [ﬂ] "
interwall | vi ortasy | interwall aryfl R R [ I ] i
ar yygylyklary

& T X 5

59-61 60 1 -5 -5 25 25
61-63 62 z 4 8 16 32
63-65 64 7 3 21 9 63
65-67 66 16 2 32 4 64
67-69 62 27 -1 27 1 27
69-71 70 40 0 0 0 0
7173 72 33 1 £ 1 38
7375 74 33 2 76 4 152
7577 76 18 3 54 9 162
7779 78 9 4 %% 16 144
75-81 80 3 5 15 25 75
21-83 82 1 6 3 36 36

3 =200 T =132 3 =818
a) Saylama orta bahany tapalyn
o X, —C
2 ho 132
X, == h+C="=.2+70=7132
n 200
b). Saylama dispersiyany tapalyn
818

S

D, =——-4-(71,32—70)° =14,6176.
200

s). Saylama orta kwadratik gysarmany tapalyn

o, =+/D, =+/14,6176 = 3,82

d) Eger wariasiya hatary bahalaryn interwallary boyunga
gurlan bolsa, onda moda

N —Niy
(ny—n2)+ (0 —ngy)
formula boyunc¢a hasaplanyar. Bu yerde X;- in uly yygylygy
bolan interwalyn baslangyjy, h-bdlek interwalyn uzynlygy,
N;-bolek interwalyn yygylygy. Garalyan mysalda, Tablisa 5-

den gorniisi yaly X, =69, h=2, i=6, n, =40, n, =27,

1)

M, =X, +h

n, = 38. Bu bahalary (1) formulada ornuna goyup alarys:
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40-27
(40-27)+(40-38)
e) Eger wariasiya hatary bahalaryn interwallary boyunga
gurlan bolsa, onda mediana

E_Ti—l

M, =X, +2——h @)
n

=70,7

M, =69+2-

formula boyunga hasaplanyar, bu yerde X,- medianany
saklayan bolek interwalyn baslangyjy, h-medianany saklayan
bolek interwalyn uzynlygy, N,-medianany saklayan bolek
interwalyn yygylygy., n- yygylyklaryn jemi (saylamanyn
gowriimi), T. ,- medianany saklayan bolek interwala cenli
interwallaryn yygylyklarynyn jemi. Garalyan mysalda, Tablisa
5-den gorniisi yaly Xo =11, h=2, n =200,
T,=1+2+7+16+27+40=93. Alnan  bahalary (2)

formulada ornuna goyup alarys:

M, :71+1OO_93-2=71,4

111.3. Olgemeleriii sanynyii kép bolmadyk halatynda
sol bir ululygyn kopsanly dentakykly 6lcemeler hatarynyn
dernewi.

Yumusyh yerine Vetirilisine anyk mysalda garalyii. Olceg
enjamy barlanylan mahalynda bir ululygyn 20 gezek gegirilen
Olcemelerinin netijeleri berlen (Tablisa 6, 2-nji siitiin).
Olgemeleriti berlen hataryny derfiemek we ony matematiki
taydan islemek talap edilyar.
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Tablisa 6

Neo| L v =l -1 vZ | Vv v
sm

1 2 3 4 5 6

1 | 152,00 -6 36 -216 1296
2 | 152,07 1 1 1 1
3 | 152,06 0 0 0 0
4 | 152,00 -6 36 | 216 | 1296
5 | 152,07 1 1 1 1
6 | 152,08 2 4 8 16
7 | 152,06 0 0 0 0
8 | 152,04 2 4 8 16
9 | 152,07 1 1 1 1
10 | 152,09 3 9 | 27 81
11 | 152,08 2 4 8 16
12 | 152,05 1 1 1 1
13 | 152,08 2 4 8 16
14 | 152,08 2 4 8 16
15 | 152,03 -3 9 | -27 81
16 | 152,11 5 25 | 125 625
17 | 152,03 -3 9 | -27 81
18 | 152,07 1 1 1 1

19 | 152,10 4 16 | 64 250
20 | 152,03 -3 9 -27 81
s B041,20 0 174 | 270 | 3882

Toplumyn géwrliminiii uly bolmandygy sebapli (n=20),
doly barlaglary gecirip durman, birnice ownuk meseleleri
cozydrler:
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1)
2)
3)
4)
5)

6)
7)

8)

6l¢emelerin dhli netijelerinin orta arifmetiki bahasyny

hasaplamak;

ayratyn Olcemédniii orta kwadratik gysarmasynyn

(orta kwadratik yaliyslygyi) we predel gysarmanyn

takmynan bahasyny hasaplamak;

godek yaliiyslyklary aradan ayyrmak;

Olgemelerin galan netijeleri boyunca matematiki

garasmany ya-da orta arifmetiki bahany hasaplamak;

ayratyn Olgeménin orta kwadratik yalilyslygynyn
gutarnykly bahasyny hasaplamak;

matematiki garasmanyn takyklygyny hasaplamak;

valiiyslyklaryn paylanysynyn kanunalayyklyklaryny

anyklamak:

a) normal paylanys bilen ylalasma kriterilerini
kesgitlemek;

b) yaliyslyklaryn empirik paylanysynyn we
dhtimallygyn interwallardaky dykyzlygynyn
tablisasyny diizmek;

¢) yalityslyklaryin ~ empirik  we  normal

paylanyslarynyn grafiklerini gurmak;

Olgemelerin  yalilyslyklarynyil — derfielyédn  hatary

barada netije ¢cykarmak.

1. Olgemelerifi netijelerinifi orta arifmetiki bahasyny
tapalyn

|
P le ' 3041,20

n 20

=152,06 m

(olary dlgemelerin yalnyslyklary diyip hasap etmek bolar):

v, =l -1,

formuladan peydalanyp tapalyn we olary Tablisa 6-nyn 3-nji
stitiininde yazalyn. Eger vi-gysarmalar dogry tapylan bolsa,
onda Y v, =0 bolar.

2. Orta kwadratik yaliiyslygyn takmynan bahasy
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bolar. Olgemeler hatarynda difie 20 sany baha bar bolany
sebépli, Vpredel predel gysarmany tapmak iicin normal
paylamanysdan dil-de, Styudent paylanysyndan peydalanmak
bolar. Normal paylanysda erkinlik derejesi k=n-1=19 bolanda
iiceldilen orta kwadratik yalnyslyga degisli bolan 8 =0,997

ynam &htimallygyndan peydalanyp, Gosmaga IlI-den t, =3,9

yolberme koeffisiyentini taparys.
Onda

Vpredelztﬂ.m = 3,9 . (i3,03) = i11,80 Sm

3. Dertielydan hatarda vi yaliyslygyn absolyut ululygy
Vpredet bahadan uly bolan ululyk yokdur. Diymek,
godek yaliiyslyk yok we dlcemelerin &hli netijelerini we
olaryn orta bahadan gysarmalaryny totin we ygtybarly
hasap etmek bolar.

4. Ozal hasaplanan orta arifmetiki bahany gutarnykly
netije diyip hasap etmek bolar.

5. Orta kwadratik yaliiyslygyn gutarnykly bahasy onun
ozal hasaplanan m bahasydyr.

6. Gutarnykly netijdnin takyklygynyn bahasynyn kriterisi
onui orta kwadratik yaliiyslygydyr:

M=-"" _ 1068 s

Jn

7. Olgemelerii netijelerinii  empirik paylanysyny nazary
(normal) paylanys bilen denesdirmek iicin empirik
paylanysyil egrisinii A, asimmetriyasyny we E,

ekssessini hasaplamak zerurdyr. o =m diyip hasap edelin,
onda
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18
—2.Vi )
g =T 338820 5 449
m (3,03)

Normal paylanysda A, we E, ululyklaryn yolbererlik
bahalary
|AS|S30'A we |Ek|s30'E
bolmaly; bu yerde:

o =\E=o,55 we o= |2 -101
n n

Garalyan mysalda

|AS| <165 we |Ek| <330
Diymek, bu gorkezijiler boyunga totén ululyklaryin empirik
paylanysy normal paylanys bilen gowy derejede ylalagyar diyip
hasap etmek bolar.

Ahli v, yaltyslyklary artyan tertipde hatara diiziip, olary
nuldan iki tarapa hem +0,5m=+151 aralyklara bolelin we
Tablisa 7-nin 2-nji  we 3-nji siitiinlerinde  yazalyn.
Yalityslyklaryi her bir interwaldaky ni sanyny 4-nji siitiinde
yazalyn. 5-nji  siitiinde  dhtimallyklaryn  (otnositel
yygylyklaryn), aydynlyk iicin 100 esse ulaldylan bahalaryny
yazalayn.

p-2M100
n

By yerde Ul gatnasyk ikd kopeldilyér, sebdbi birneme sonrak
n
tapylyp, Tablisa 7-de yazylyan we alnan pi-ler bilen
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deniesdirilydn &htimallyk dykyzlygy normal paylanysyn iki
sahasynyn biri {i¢in tapylyar.

Otnositel yygylyklaryn bahalary arkaly (Tablisa 7, 5-
nji siitlin) yalnyslyklaryin empirik paylanysynyn grafigini
guralyn. Abssissalar okunda (Surat 6, 1-dowiik ¢yzyk) bolek
interwallara degisli denn kesimleri alyp goyalyn. Kesimlerin
ortalaryndan uzynlyklary otnositel yygylyklara deni bolan
ordinatalary galdyralyn. Gonigy ordinatalaryin depelerini goni
cyzygyn kesimleri bilen birikdirelin.

Tablisa 7
Mo B ilek intervrallar Ahtim allyeyf
mo| B G|, L5 dykyzlygy
U umy (rdy, Pi%; 4 ) i T
Lo iz i+l m
girniisde @il .;z;'III j-ll:ll:l
2 3 5 ] 7 3 9
(-2.0; -1,5| (-8,1;-4,5) 20 [-1,75m | -1,75 0,02 9
-15,-1,0) -4,5;,-30 10 |-1,25m | -1,25 0,18 18

30 |0,75m | -0,75 | 0,30 30
0,25m | 0,25 | 039 39
40 [025m | 0,25 | 0,3 39
50 [075m | 075 | 0,30 30
(o 15| G0 4.5 10 |1,25m | 125 | 0,18 1%
(1,5, 2,0 | 4.5 6.1 10 |1,75m | 175 | 0,09 5
- - 20 [200] - - — 192

¢1.0; 05| 3.0;-1,5
(035, 00| ¢-1,5,0.0)
@0, 05| @015
0210 (1550

Ll e S ST %
[EN}
[m]

e T = S B R

146



P Aot

5y _115 .1I _|:|,=5 0 D,Iﬁ 1 1,I5 1
, Surat 6
Yalnyslyklaryn normal paylanysynyn grafigini dhtimallygyn
(o(t)dykyzlygynyﬁ bahalary (Tablisa 7-nin 8-nji we 9-nji
stittinleri) boyunca guryarlar. Bu bahalary Gogmaga I-den
normirlenen yalityslygyn

bahalary boyunga tapyarlar, bu yerde o, -yaliyslygyn i-nji
aralykdaky orta bahasy. Meselem, 1-nji aralykda:
5 - (- 2,0m) 2+ (-=15m) _ 175m

we §. m.

Normal paylanysyn egrisini (Surat 6, 2-egri) empirik
paylanysyn egrisinin  gurulyan koordinatalar ulgamynda
guralyn. Onun  {icin  bu  koordinatalar  ulgamynda
(t,; o(t, ) nokatlary guralyh we olary egri ¢yzyk bilen
birikdirelin.

Normal paylanysyn egrisini we empirik paylanysyn
poligonyny denesdirip, empirik paylanysyn normal
paylanysdan uly tapawutlanmayandygyny gormek bolar.
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111.4. Olgceme yaliiyslyklarynyii paylanysynyi
dhtimallyk-statisttiki dernewi.

Bu tejribe isinde dentakykly geodeziya oOl¢cemelerinini
yalnyslyklarynyn hatary deriielydr we onuil normal paylanys
bilen nd derejede ylalasyandygyny anyklamak maksat
edinilydr. Ahtimallyk-statistiki derfiewde her bir dlgeme
yaliiyslygyna statistiki toplumyn elementi hokmiinde garalyar.

Tabsyrygyn yerine etirilis tertibine asakdaky mysalda
garalyn. Triangulyasiyada burclar 6lcelende 150 tigburglukda
sazlagyksyzlyklar alyndy. Bu sazlagyksyzlyklaryn (totidn
hakyky yalnyslyklaryn) bahalary Tablisa 8-de berlen. To&tdn
yaliiyslyklaryin paylanysynyin &htimallyk-statistiki derfiewini
asakdaky tertipde amala agyrmak talap edilyar:

1. Yaliyslyklaryn it uly we ifi ki¢i bahalarynyn tapawudy
(wariasiyanyn gerimi) arkaly  yaliiyslyklaryn empirik
paylanysynyil tablisasy 1licin interwalynn uzynlygyny
anyklamaly we bu tablisany diizmeli.

2. Yaliyslyklaryi empirik paylanysynyi esasy parametrlerini:
matematiki garasmanyn empirik bahasyny we standartyi
(orta  kwadratik  gysarmanyn) empirik  bahasyny
hasaplamaly.

3. Berlen aralyklarda  yaliiyslyklaryn ~ bu  empirik
paylanysynyn ~we toplanan yygylyklaryn empirik
paylanysynynl egrilerini gurmaly. Sol grafikler esasynda
modanyn we mediananyn bahalaryny tapmaly.

4. Yaliyslyklaryn empirik paylanysynyn tablisasy ii¢in
anyklanan interwallarda yalnyslyklaryn nazary
paylanysynyi tablisasyny diizmeli.

5. Yalityslyklaryn we toplanan yygylyklaryn empirik
paylanysynyn egrilerinin gurlan oklarynda yaliyslyklaryi
nazary paylanysynyin egrisini we bu paylanysyn integral
egrisini (ogiwany) gurmaly.

6. 3-nji we 4-nji tertipli momentleri hasaplamaly hem-de
olaryn bahalaryndan peydalanyp, yygylyklaryn empirik
paylanysynyn egrisiniit asimmetriyasynyn we ekssessini
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gorkezijilerini tapmaly. Bu gorkezijilerin dhmiyetliligini
anyklamaly.
Yalityslyklaryi empirik paylanysynyh nazary paylanysdan
gysarmasyny anyklamaly. Bu gysarmanyn dhmiyetliligini
anyklamak {¢in Pirsonyn, Kolmogorowyn, Sarlyenin,
Sowenenin kriterilerini we alamatlar kriterisini ulanmaly.
Normal paylanys ii¢in yiize ¢ykarylan, orta yaliyslygyn
we standartyn bahasynyn gatnasygynyn yerine yetyandigini
ya-da yetmeyandigini barlamaly.
Olgemelerin  yalityslyklarynyin  derfielyin  hatarynyn
paylanysynyn hisiyetleri barada netije ¢ykarmaly.
Tabsyrygyi her bir bolegine anyk mysalda garalyn
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Tablisa 8

Tk
urg
belgi

[T B B R L ]

Sazlag
yk-

syzlyk  belgi

41
-2,00
-0,52

1,74
0,82
1,01
2,06
1,00
-1,88
-0,28
-2,25
0,28
-1,37
1.47
-0,45
-0,36
1,62
0,82
-1,17
142
0,80
-0,13
-0.57
-0,57
0,09
-0,01
1,40
1,53
1,00
047
-0,85
1,76
0,79
0,15
1,83
-1.61
0,06
-1,59
2,31

ure

&1
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
44
50
51
52
53
54
a5
a6
a7
58
5%
&0
61
62
63
&4
65
66
&7
63
£9
70
71
72
73
74
75

Uch  Sazlag | Uchu  Sazlag
yk- rg yk-
syzlyk | belgis  syzlyk
H i S H
1,09 7 -0,03
-0,02 8 -1,32
0,19 9 -1,22
-0,16 20 -0,63
0,50 81 -0,57
0,15 82 -0,12
-1,10 83 -0,75
0,06 24 1,36
-1,90 85 -1,66
-2,15 36 1,40
0,52 g7 3,03
0,59 23 -342
-1,50 29 1,08
0,53 80 -0,23
1,24 91 -0,29
1,24 92 0,%4
-2,51 93 0,10
1,70 94 -2,95
-1,08 95 1,54
0,27 96 -0,50
-1.41 97 -0,02
-1,12 93 1,73
0,75 99 -0,51
0,19 100 0,23
0,54 101 1,94
1,23 102 -2,88
-2,16 103 -0,53
0,06 104 0,61
0,75 105 -0,69
0,26 106 0,01
2,80 107 0,39
2,33 108 -0,95
1,34 109 -0,83
-0,80 110 -0,70
-0,73 111 0,65
2,17 112 -0,18
-1,50 113 0,83
2,15 114 -0,36

76

Teh
urg
kelgi
£l
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
140
141
142
143
144
145
146
147
148
145
130

sazlag
yk-
syzlyk

-0,19
0,87
1,32
0,14
0,75
-1,774
-043
-1,34
0,04
0,21
-2,53
-0,80
2,13
0,56
0,12
-247
1,38
2,06
-0,40
-0,59
2,04
-0,30
-0,58
-0,19
-0,03
-0,06
-0,34
1,02
-1,11
-0,25
-0,58
0,20
0,57
2,02
-1,20
0,60
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1. Yaliiyslyklaryn  empirik  paylanysynyii  esasy
parametrlerini hasaplamagy sadalasdyrmak ti¢cin hataryn dhli
yalilyslyklaryny artyan tertipde yerlesdirip, olary interwallara
bolmek zerurdyr. Bolek interwallardaky n, yygylyklaryi
(valiyslyklarynn sanynyn) empirik paylanysy tigin Tablisa 9
diizlilyédr. Tablisanyi i ki¢i 4diminiii bahasyny yaliiyslyklaryn
interwallaryn icindéki bahalarynyn tapawutlary dhmiyetsiz
bolar yaly saylayarlar. Interwal uly bolanda yaliyslyklaryn
paylanysynyin mahsus ayratynlyklary yylmanyarlar, interwal
kici bolanda bolsa, totin yalilyslyklarynn ikinji derejeli
hisiyetlerinin tdsiri artyar we sunlukda yalilyslyklaryn
paylanysynyi nddogry suratlandyrylmagyna getiryér.

In ki¢i interwalynl uzynlygy

h= Ximax ~ Xmin
k
bolar, bu yerde Xmax We Xmin — yalityslyklaryn degislilikde in uly
we in ki¢i bahalary; k-interwalyn sany, adatga k=12 diylip
kabul edilyar.

k- nyn bahasyny asakdaky pikir yoretmelerden ugur alyp
saylayarlar. Aralygy onun cédklerinii tapawudy m orta
kwadratik yalnyslygyn yarysyna denl bolar yaly edip almaly.
Yalityslyklaryi predel bahalary, adatga, +3m defi diylip kabul
edilyar. Onda uzynlygy 0,5m -e deni bolan interwaly almak
tigin yalnyslyklarynn -3m-den +3m-e ¢enli hataryny 12 bolege
bolmeli.

Tablisa 8-den gorniisi yaly Xmax= 3,03 We Xmin= -3,42.
Onda

h=[3,03-(-3,42)]:12=6.45:12=0,538

Tablisa 9-yi 1-nji siitiininde interwallaryn belgilerini, 2-
nji sitininde interwallaryn c¢éklerini (olaryn tapawutlary h
ululyga denl) yazalyf. Her bir bolek interwalyii n. yygylygyny
hasaplap, Tablisa 9-yn 3-nji siitiininde yazalyn. Barlag {igin
ahli yygylyklaryn jemini hasaplalyin. Ol wariasiya hatarynyn
ahli yalnyslyklarynyn N sanyna den bolmaly. 4-nji siitiinde
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interwallar boyunga toplanan empirik yygylyklary yazalyi: 1-
nji interwalda

ikinji interwalda

we s.m.

5-nji siitiinde bolek interwallaryn Xiorta. Orta bahalaryny
yazalyn. Bu ululyklar interwallaryn yokarky we asaky
ciklerinin orta arifmetiki bahalary hokmiinde alynyar. Mysal
tigin,

_-342+(2882) _ ,.p,

Xl.orta - 2

2. Hasaplamalary yenillesdirmek {i¢in
u = Xiort. ~ %o
' h
sertli wariantalardan peydalanalyn. Yalan nul hokmiinde
in uly yygylykly bolek interwalyn x0,=0,077 ortasyny
kabul edelin. Mysal {i¢in,

y - -3151-0,077
! 0,538 ’
1,691— 0,077
Up=—Fpoe =3
0,538
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we §. m. Uj ululyklaryn tapylan bahalaryny Tablisa 9-yi 6-njy
siitiininde yazalyn. fu,, nu?, nu’we nu’ululyklary hasaplap,
Tablisa 9-yn degislilikde 7, 8, 9 we 10-njy siitiinlerinde
yazalyn.

Tablisa 9
Bale Bolek Yygyly | Toplan | Balek
k nterwallar Ik an interw | x| o, [ F | Al | A
inter P 7, yyayly h
w Klara, | ortasy
belg Xions
51
] 2 3 4 3 6 7 g 3 10
1 | (-3.42, -2,882) 2 2 -3,151 3 -2 72 [ 952 592
2 (-2,882,
2,344) 4 & 2,613 -5 =20 | 100 | -500 | 2500
3 (2,344, .
1.806) 6 12 -2,075 4 -24 | 96 | -334 | 1536
4 (~1,808; -
1.268) 11 23 -1,537 -3 -33 | 99 |-297| 831
5 (-1,268,
0,730) 13 36 0,939 -2 -26 | 52 | -104| 208
[ (0,750, -
0.192) 24 60 -0,461 -1 -24 24 -24 24
7 | (0,152, 0,346) 33 93 0,077 0 0 0 0 0
8 | (0,346, 0,384) 18 111 0,015 1 18 18 18 18
9 | (0884, 1428)] 15 120 | 1,193 2 30 | 60 | 120 | 240
10 | (1422, 1,960) 13 139 1,691 3 39 | 117 [ 351 | 1053
11 | (1,960, 2.498) 9 148 | 2,209 4 36 | 144 | 576 | 2304
12 (2458, 3.03) 2 150 2,764 5 10 S0 | 250 | 1250
z 120 - - - -6 | 832 | -426 | 12616

Matematiki garagsmanyn empirik bahasy hokmiinde saylama

orta bahany tapalyn.
150 12 - 12 -
in Znixi.ort. Zniui (_ 6)
X =12 =1 =X, +h-=—=0,077 +0,538-— = 0,055.
N N N 150

Standartyn empirik bahasy bolsa,
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12 12 2

N M) (T A DY 3

o =1 = —h. || i | = _
: N N N N
2
=0,538 82 (6 = 0,538,/(5,547 -0,002) =1,27
150 (150
bolar.

3. Yygylyklaryii empirik paylanysynyi grafigini (Sur 7,
1-dowiik ¢yzyk) guralyn. Onuil {i¢in abssSissalar okunda bolek
interwallary belldlini. Interwallaryn ortalaryndan yygylyklara
dent uzynlykly ordinatalary galdyralyil. Oklaryn masstablary
saylanyp alnanda in uly ordinatanyn abssissalar okundaky Xmin
we Xmax nokatlaryn arasyndaky uzaklykdan iki esse toweregi
ki¢i bolmagyny gazanmaly. Gonsy ordinatalaryn depelerini
goni ¢yzygyi kesimleri bilen birikdireliii.

i | »

M= 10,1

I + I + I I a I I + I
-3.42 -2, 3481 -1,268 -0,182 0284 1,94 X

-
e

Surat. 7

Yygylyklaryi  empirik  paylanysynyii  grafiginde
yalilyslyklaryil empirik paylanysynynn Mo modasynyn bahasyny
tapalynnl. Moda-6lceg yaliiyslyklarynyn in uly yygylykly
bahasydyr. Garalyan mysalda M, ~01. Grafikde moda i1l uly
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ordinataly nokadyn abssissasydyr. Tablisa 9-yn 4-nji
siitininddki maglumatlary ulanyp, toplanan yygylyklaryn
empirik paylanysynyn grafigini guralyn (Surat 8, 1-dowiik
¢yzyk).

+

&, @,
1
120 1
1oo | 1

g0 1

2

60 ]

il

an | - hle= 0,1

o ; ' } t i >

-342 -1,268 oEEd 280 4

Surat. 8
Abssissalar okundaky kesimlerinn interwallaryn ¢éklerine
degisli bolan uglaryndan uzynlyklary interwallaryii toplanan
yvygylyklaryna den bolan ordinatalary galdyralyn.

Grafikde Me mediananyfi empirik bahasyny tapalyi. Ol
wariasiya hataryny yaliyslyklaryin sany boyunca den  iki
bolege bolyindir. Totdn ululygyn medianadan kigi bolan
bahalarynyn yiize ¢ykys yygylygy onuii medianadan uly bolan
bahalarynyn yiize ¢ykys yygylygyna dendir. Mediananyn
empirik bahasyny toplanan yygylyklaryn grafiginden tapmak
ansatdyr. Mediananyn bahasyny tapmak {i¢in ordinatalar
okunda

12
2.0 150
Yi 5 >

koordinataly E nokady almaly we egrinin tistiindaki ona degisli
e nokady tapmaly. Sol e nokadyn abssSissasy mediananyn
empirik bahasydyr. Surat 6-dan gérniisi yaly M, = 0,1.
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Modanyii we mediananyn bahalarynyi tapylysynyi
dogrydygyny barlamak ii¢in
M, =X, +3(M, - X,);
deinligin adalatlydygyny barlamak yeterlikdir.
M, = 0,055+ 3(0,07 — 0,055)=0,1.

Simmetrik wariasiya hatarynyn ayratynlygy
M, we M, gorkezijilerin detiliginden ybaratdyr:
Xs = Me = MO
4. Yaliyslyklaryii nazary (normal) paylanysynyi
tablisasyny (Tablisa 10) diizmek {i¢in, Tablisa 9-da gorkezilen

interwallarda totdn ululygyn (6lceme yaliiyslygynyn) berlen
interwala diismeginin

X

S

P+t —

: hf hf
dhtimallygyny hasaplamak gerek, bu yerde t-t6tédn ululygyi
(interwalyn ¢éginin) matematiki garagmanyi X, empirik

e 2dt— e 2dt

bahasyndan normirlenen gysarmasy, yagny

t-ululygyn tapylan bahalary boyunga yaliyslygyn (-t; t)
interwala diigmeginiit P dhtimallyklaryny hasaplap, olary
Tablisa 10-yn 5-nji siitiininde yazalyn. @(t) Laplas
funksiyasynyn bahalaryny Gogsmaga II-den tapmak bolar.
6-njy siitiinde (0; t) interwala diismek dhtimallyklary, 7-nji
stitiinde bolsa i-nji interwala diismegin

Pi = Pj+i - Pj
dhtimallyklaryny yazalyi.

Her bir interwal ii¢in nazary yygylyklary

ni/ = pi'N
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deiilikden peydalanyp taparys. Bu yerde: N=150.
Nazary we toplanan yygylyklaryn tapylan bahalaryny
Tablisa 10-nyn 8-nji we 9-njy siitiinlerinde yazalyn.

Tablisa 10
Twawly
ME Aracilx, —F( _X-F 2[4 1'.?(“:' 5 .1-:
_g.r [z 2 i I:"'.I'
1 = E3 4 5 & 7 2 @
INEEE - e - - oo 1| 1
= - 347 | -3 0,99 | 0497 | qoal 5| 4
2| =88 = 1,89 = ooat| s | 1o
El o - _1,47 - 0,490 |6 ol 4 | as
5 | zEaa | Z.ES 104 0,97 o118 = | 40
& - 7 0,63 o 0470 | o 156 1 | 63
7| 1.80 - T - - a.167| = | a8
8 & Rt 0,25 0,94 | 0429 |5 =1 2 [111
# - s Q.63 1 - |oo1e| = |1ze
1| 1,26 1,08 2.351 | g gve| = [1a1
o =S 1.86 1.52 0,85 o.0ss| s |147
1 - 1 1,92 a 0.232 6 gyg = 150
1| 07% o E -
1 0 1,32 070 | 0,076 1
2 o1z 3 = 0,091 H
1 |0,346 - - 0,z m 4
= |o.Esd | 078 06 | 0EE0 =
1,423 5 5 01,436 &
1,990 - - Q472 =
oo | 0,24 0,15 | 0490
03 7 1
0,251 0,18
0,830 o
1,367 0,48
1,935 e
.43 0,7z
2875 0
0,87
1
01, G
5

157



5. Normal paylanysyn egrisi (Surat 7, 2-egri) hem
yygylyklaryn empirik paylanysynyi grafigine (Surat 7, 1-
dowliik ¢yzyk) menzeslikde we sol bir masstabda gurulyar.

Toplanan yygylyklaryn empirik paylanysynyn egrisini
(Surat 8, 2-egri) guralyn. Onun {igin interwallaryn ¢aklerinden
galdyrylan ordinata ¢yzyklarynda toplanan nazary yygylyklara
den kesimleri alyp goyalyn we olarynl depelerini egri ¢yzyk
bilen birikdirelin.

6. 3-nji we 4-nji tertipli merkezi momentlerin empirik
bahalaryny

12
Z n (Xi.opt — )_()3 Zni (Xi.opt o )_()4
m3 — i=1 N , m4 = i=1 N

formulalardan peydalanyp tapmak bolar. Ilki M;, M, M, we

M, sertli momentleri tapalyfi. Olary hasaplamak {i¢in gerek

bolan maglumatlary Tablisa 9-yi 7- 10-njy siitiinlerinden
almak bolar

M = __8%2 555
N 150
12
DI PN
Ml 420 Han
N 0




Merkezi we sertli momentlerifi arasyndaky
mg_{ —3M;M; +2(M )3} h
m, = {M; —AM; M +6M;(M; ] —3(|v|1*)4}~h4

baglanysyklardan peydalanyp taparys

m, = |- 2,84 —3(~0,040)5,55 + 2(~0,04)’ |- 0,538° =

= {~2,84+0,666 —0,0001}- 0,156 = —0,339

m, = 84,107 — 4(~ 0,04)(~ 2,84) + 6.5,55.(— 0,04)} -

—3(-0,04)" } 0,538* = {84,107 — 0,454 + 0,053} -0,0838. = 7,015.

Egrinin asimmetriyasynyn gorkezijisi
m; _ 0339

=—3 = =-0165
A 53 205

Eger |A5| <30, bolsa, onda egrinifi asimmetriyasy dhmiyetsiz
hasap edilyir, bu yerde o, = \/% . Garalyan mysalda

o, =0,20 we |AS| <30, . Sol sebiépli, yaliyslyklaryfi empirik
paylanysynyn egrisini simmetrik diyip hasap etmek bolar.
Yalityslyklaryi empirik paylanysynyn ekssesini tapalyi

E =T 3= 3 g2
c 0

Ekssesin orta kwadratik gysarmasy:

O :1{% =0,40
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|Ek| < 3o bolany sebdpli, ekssesi dhmiyetsiz hasap etmek
bolar.

7. Kolmogorowyn we Pirsonyn kriterilerini ulanmak {i¢in
zerur bolan maglumatlar Tablisa 11-de getirilyar.

Kolmogorowyi kriterisi. Bu kriteri boyunga toplanan
empirik yygylyklaryn nazary yygylyklardan absolyut ululygy
boyunga i uly gysarmasy tapylyar.

Tablisa 11
. Toplanan
| K [ (- Y| (i-n)f | Syey
/ ar | a-a
ni ] 1 1
a |a
n, ni’
112 (3] 4 5 6 718 9
112 |1] 1 1 1,000 | 2 | 1 1
214 3| 1 1 0333 | 6 | 4 2
3|6 |6 0 0 0 12 | 10 2
4 (11 (12| -1 1 0,083 | 23 | 22 1
5113 |18| -5 25 1,389 | 36 | 40 -4
6124 |23| 1 1 0,043 | 60 | 63 -3
7133 |25| 8 64 2,560 | 83 | 88 5
818 23| -5 25 1,087 | 11 |[111 0
915 18| -3 9 0500 | 1 [129| -3
113 |12 1 1 0,083 | 12 | 141 -2
019 |6 3 8 1,500 | 6 |147 1
112 (3] -1 1 0,333 | 13 |150| O
1 9
1 14
2 8
15
0
> 150 |150 8,911
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Tablisa 11-in 9-njy siitiininden gorniisi yaly
d=max|a, —a/| =5
Onda

_d _ 5
JN /150

A argumentin bahasy boyun¢a Kolmogorowyn kriterisi iigin
yorite  tablisadan  (Tablisa 12) A, >A  densizligin
dhtimallygyny tapyarys. Eger vyaliiyslyklaryn empirik we
nazary paylanyslary Ozara gowy ylalagykda bolsalar, onda
P(A; > A) dhtimallyk 1-e golay bolmalydyr. Garalyan mysalda

=0,41

P(A; >A)=0,994, diymek bu kriteri boyunca yaliiyslyklaryn
empirik we nazary paylanyslary gowy ylalagykdadyrlar.

Kolmogorowyn kriterisi. Tablisa 12.

2 P(L, >A) |4 P(h; >2)
0,30 1,000 0,85 0,465
0,40 0,997 0,90 0,393
0,50 0,964 0,95 0,328
0,60 0,864 1,00 0,270
0,65 0,702 1.10 0,178
0,70 0,711 1,20 0,112
0,75 0,627 1,30 0,068
0,80 0,544 1,40 0,010
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Pirsonyn Kriterisi. Bu kriterini ulanmak ii¢in Tablisa 11-
i1 6-njy siitiininden peydalanyp,

7= - (1 i} =8911

ululygy taparys. Erkinlik derejelerinin sany

K=r-s
denlikden peydalanyp tapylyar, bu yerde K- erkinlik
derejelerinin  sany, r-  yalnyslyklaryn  paylanysynyn
tablisasyndaky interwallaryin sany, r=12; s- yalnyslyklaryn
nazary paylanysyny yazmak ii¢in zerur bolan parametrlerii (bu
yerde X,,0 we N ) sany. Diymek, K=12-3=9

Gosmaga IV-den K we y* ululyklar boyunca K erkinlik
derejeleri bolan y? nazary paylanysly ululygyn x> ululygyi
empirik bahasyndan uly bolmagynyn dhtimallygyny tapyarys.
P(xZ > x?)>0,3 bolanda yaltyslyklaryii empirik we nazary
paylanyslarynyn ylalagygyny gowy, n. -ululyklary
n/ ululyklardan gysarmalaryny bolsa, totin diyip hasap etmek
bolar. 01< P(;(TZ > ;(Z)S 0,3 bolanda ylalasygy
kanagatlanarly, P(;(T2 > ;(Z)s 01 bolanda bolsa,
kanagatlanarsyz diyip hasap etmek bolar.

Gosmaca VIII-den K=9 we y* =8,91 boyunca
P()(ﬁ >y’ ): 0,45 ihtimallygy taparys. Bu bolsa
paylanyslaryn gowy ylalasyandyklaryny anladyar.

Alamatlar Kkriterisi. Bu kriteri boyunca statistiki
hatardaky ~ n+ polozitel we n. otrisatel yaliyslyklaryn
sanlarynyn arasyndaky yolbererlik aratapawut kesgitlenydr.
Eger yaliyslyklaryin empirik paylanysy normal paylanys bilen
gowy ylalagykly bolsa, onda (n+ - n_)£1,96\/ﬁ denisizlik
p=0,95 dhtimallyk bilen yerine etmeli.
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Garalyan mysalda
(76 — 74) < 1,96+/150

Sowenenin Kkriterisi. Bu kriterd layyklykda,
yaliiyslyklaryin normal kanun boyunca paylanan hatarynda
absolyut ululygy boyunca

X =t _ o

sandan uly bolan yeke yaliiyslyk hem bolmaly déldir.

tmax argumentin bahasyny CD(t) funksiyanyn bahalarynyn

tablisasyndan (Gosmaga II)
2N -1
Dt )=—
()= 2

funksiyanyn bahasy boyunga tapmak bolar.

Hatardaky absolyut ululygy boyun¢a Xmax-dan uly bolan
yalityslygy godek diyip hasap etmeli we ona degisli 6lceméni
taglamaly.

Garalyan mysalda

Dt )= % =0,9967;

Gosmaga II-den taparys
tmax=2,94
Onda
X = 2:94-1,27 =3,73

Gorniisi yaly hataryn in uly (+3,03) we in kigi (-3,42)
yalnyslyklary predel bahadan (3,73) kigidir. Diymek godek
yalityslyk yokdur.
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Sarlyenin kriterisi. Bu kriterd layyklykda
yalnyslyklaryn normal kanun boyunca paylanan hatarynda
absolyut ululygy boyunca

X =t &,
sandan uly bolan dine bir yalityslygyin bolup bilmekligi
anyklanyar. Gosmagca II-den
N-1
Dty )= ——
( max ) N
funksiyanyi bahasy boyunga t/__ ululygy tapmak bolar.

Eger gorkezilen ¢ékden ¢ykyan yalnyslyklaryn sany 1-
den kop bolsa, onda olara degisli 6l¢emeleri taslamaly ya-da
yalityslyklarynn empirik paylanysynynn normal paylanysdan
gysarmasyny dhmiyetli hasap etmeli.

Garalyan mysalda

ME % —~0,9933

Gosmaga II-den taparys
t/ . =2,71

max —

Onda
Xoox = 2,71-1,27 =3,44

Gorniisi yaly, hataryn in uly (+3,03) we in kigi (-3,42)
yaliyslyklary predel bahadan (3,44) kicidir. Diymek godek
yalilyslyk yokdur.

8. Statistiki hataryn orta yaliiyslygyny hataryn dhli
yalnyslyklarynyn absolyut ululyklarynyn orta arifmetiki bahasy
hokmiinde tapalyn

N

2.1

i=1

N
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V =



ya-da

12

2 272

V=X, +h= =0,077+0,538— =1,053
N 150

Yalityslyklaryii normal paylanysynda standartyii bahasy
v=0,798c, =1,013

Sonky iki denlikden gdrniisi yaly, orta yaliiyslygyn we
standartyn bahalary biri-birine golaydyr.

9. Deitakykly geodeziya Olcemelerinin  yalilyslyklar
hatarynyn garalyp gegilen derniewi hataryn &hli
valiiyslyklaryny totédn, yalnyslyklar hataryny bolsa,
normal kanun boyunca paylanan diyip hasap edip
boljakdygyny gorkezyar.

I11.5. Gozeggilik maglumatlarynyn dhtimallyk-statistiki
dermnewi.
(Empirik paylanysyi normal paylanys bilen ylalagygynyii
barlagy.)

Berlen maglumatlar: Kabir ¢ totdn ululygyn

X, i=1n, olceglerii netijeleri hokmiindiki bahalarynyii bas
toplumyndan alnan n géwriimli saylama.

Yumusyi yerine yetirilisiniii meyilnamasy.

Berlen saylamany statistiki  toparlanan  hatara
ozgertmek, empirik Yygylyklaryn grafigini (paylanysyn
kopburclugyny) gurmak we bas toplumyn normal kanun
boyunga paylanandygy baradaky caklamany One siirmek.
Paylanysyn egrisinini asimmetriyasy we ekssesi baradaky
caklamany oiie siirmek.
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Her bir interwal {gin (gipotetik) yygylyklary
hasaplamak. Nazary vyygylyklaryn grafigini gurmak we
Pirsonyti  y° ylalasyk kriterisinii empirik bahasyny
hasaplamak.

Hemme oOne siiriilen c¢aklamalary  barlamak,
caklamalary barlamagyn jemleyji tablisasyny diizmek we
deriiewin netijeleri boyunga karara gelmek.

Yumusyh yerine yetirlisine usuly gorkezmeler.
Berlen saylamany  statistiki  toparlanan  hatara
ozgertmeklik asakdaky tertipde yerine yetirilyér:
1) Saylamanyn
R= Xiax ™ Xpmin
gerimini tapmaly, bu yerde X, we X, degislilikde iii
uly we in kici wariantalar.
2) Interwalyn (toparlaryt)
R
K

uzynlyklaryny (adimi) tapmaly, bu yerde K-v

interwallaryil sany. (K=10 diyip kabul etmeli)
3) Interwallaryn y; ¢aklerini tapmaly.

Y1 =Xains Y =Xmer Yin =Y; +h, i=1Kk

Interwallaryin  belgilerini  (nomerlerini) we olaryn
céklerinin tapylan bahalaryny Tablisa 13-in degislilikde 1-nji
we 2-nji siitiinlerinde yazmaly.
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Tablisa 13

Interw Inters
belglens | gakles  F F | &R F-F |aG-5° AG-P |66 -7
i 1A
1 2 4 5 T F] ]
L= X
1 Ry M
YamP+ O
2 2
¥ +&
Y= P+
E K,
L e
F T = T = T

4) Bolek interwallaryn n. yygylyklary hokmiinde bu bélek

5)

6)

interwallara diisen wariantalaryn yygylyklarynyn jemini
almaly we Tablisa 13-in 3-nji siitiininde yazmaly. Bolek
interwallaryn

s _YitVYia i
Y, 5 i =1k,
ortalaryny tapyp, Tablisa 13-in 4-nji siitlininde yazmaly.
Bu tablisanyn 3-nji we 4-nji siitiinlerindéki maglumatlar
berlen saylamanyn 6zgerdilen statistiki toparlanan
hataryny diizyar.
Statistiki toparlanan hataryn maglumatlary boyunga
empirik yygylyklaryn grafigini (paylanysyi
kopburglugyny) gurmaly. Onui {i¢in goniiburgly dekart
koordinatalar ulgamynda (Vi ; ﬁi) nokatlary gurmaly we
olary goni ¢yzygyn kesimleri bilen yzygider
birikdirmeli.
Empirik yygylyklaryn grafiginin gorniisi boyunga ¢&
totdn ululygyn bahalarynyn bas toplumynyii normal
kanun boyunca paylanandygy baradaky H, esasy
caklamany oiie stirmeli.
Statistiki toparlanan hataryil maglumatlary boyunca:
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a) totdn ululygyil matematiki garagmasynyn statistiki
bahasy hokmiinde
K
z ﬁi ~i

y — i=1
n
orta arifmetiki bahany tapmaly;
b) orta kwadratik gysarmanyn

gﬁi (yl _y)z
- n-1

statistiki bahasyny tapmaly.
¢) Uciinji we dordiinji merkezi momentlerin

K k
Zﬁi (y| - y)s Zﬁi (y. - 7)4
— i=1 we r’ﬁ4 — i=1
n n
statistiki bahalaryny tapmaly.
d) paylanysyn egrisiniil asimmetriyasynyi
~ m
AT
statistiki bahasyny tapmaly we asimmetriyanyil nula
dendigi baradaky H, : A, =0 esasy ¢aklamany 06iie

~

O,

M,

siirmeli;
e) paylanysyn egrisinin ekssesiniil
~ m
Ek = ~—j - 3
o

statistiki bahasyny tapmaly we ekssesin nula dendigi baradaky

H, : E, =0 esasy ¢aklamany 6ne siirmeli;

Hasaplanyp tapylan ululyklary Tablisa 13-in 5-9-njy

stitlinlerinde yazmaly.
Momentler usulynyi esasynda M we o, parametrleri

olaryn degisli y we o statistiki bahalaryna deflédp

(M&=y, o,=5)we
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W -n-p
formuladan peydalanyp, & totan ululygyn bolek interwallara

diismeginifi n/, i=1k, nazary yygylyklaryny tapmaly, bu
yerde

R= P(Yi <&< yi+1) = ®(ti+l)_@(ti)
& totén ululygyn i-nji interwala diismeginin dhtimallygy,

g =NV YmTY T

i — i+1 —

o o
interwallaryn ¢dklerininn merkezlesdirilen we normirlenen

bahalary,

1tz
o(t) N [Oe dz
normal kanunyn paylanys funksiyasy (Gosmaga II).
Hasaplanyp tapylan ululyklary Tablisa 14-in 1-6-njy
stitiinlerinde yazmaly.
Nazary yygylyklaryn grafigini empirik yygylyklaryii
grafiginin gurlan koordinatalar ulgamynda gurmaly.
Paylanys barada aydylan ¢aklamany barlamak ii¢in
zerur bolan, Pirsonyni y° ylalasyk kriterisiniii gdzeggilik
edilyin
k ([ =n!/ §
gores = Z(n—,)
i=1 i
empirik bahalarynyn gosulyjylaryny Tablisa 14-in 9-njy
stitiininde yazmaly.
One siiriilen ¢aklamanyfi  barlagyny a =0,05
dhmiyetlilik derejesi we k=K —s—1 erkinlik derejelerinin
sany boyunga y° kriterinii gdzeggilik edilyin ;(sozeg_

bahasyny  y. kritiki nokadyn H, esasy ¢aklamanyi

carcuwasyndaky yolbererlikli bahasy bilen deiiesdirip amala
asyrmaly, bu yerde K-bolek interwallarynn sany, Ss-nazary
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paylanysyi parametrlerinifi sany. Normal kanun {igin s=2.
kritiki nokady berlen « #@hmiyetlilik derejesi we k erkinlik
derejelerinin sany boyunga Gosmaga V-den tapmaly.

Nazary hésiyetlendirijilerin hasaplanysy

kriterisi z..., =|A|, kritiki nokat . =35 , bu yerde

5 6
A n -

Eksses baradaky caklama barlananda barlag kriterisi

Xooreg = ‘Ek‘, kritiki nokat . = 30 , bu yerde

- 24

(el Ek = ? .
Caklamalary barlamagyn netijelerini jemleyji tablisada
yazmaly.

Interw Interw (% —nf)?
belga aklen y, X |7 » ", A—n !
1 Y, .
1 2 3 4 3 7 8 9
»=x 1, 1)
1 o ~ o ¢ - £42
n ", = ] Ay —n)
"
2] L, Aty )
t ; 2
P oon Ry Ty — 1y (_r_‘)—.':;J
%3
3 fy Dry)
" N Pite)
k AR » A P T L
"y
bt ™ T L Pty
{5 3 (B -n)
|2 r «¥
=
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Tablisa 15

Caltlama. Esasy Esasy paklamanyi alklamanyil Calclama
belgilert  gaklama sertli yazylysy barlagy boyunca
i H, netije
1 Paglanys Hy ME=53 a, = Fan I:mg_ 2’;;2}

barada
2 Asimmetriya H, 4 =0 |A5| JE

barada 3.0=

#

3 Elczges H, B, =0 ‘Ek‘ o4

barada 3 .

Is dernewin netijeleri boyunga umumy netija gelmek bilen

tamamlanyar.

Gozeggilik maglumatlarynyn dhtimallyk-statistiki dernewine

anyk mysalda garalyn.

Berlen maglumatlar:
0,30 -1,24 059 -1,79
045 034 -0,09
1,09 -2,04 0,93 -0,07
158 -0,33 -2,18
098 045 -047 -0,13
0,88 0,15 -0,86
-0,28 0,23 1,16 -0,13
0,12 -145 0,85
-0,76 -1,27 -1,44 -0,43
0,10 -2,46 0,58
-0,80 -0,52 0,28 0,48
0,44 0,36 -0,62
-0,12 -0,85 -1,18 0,13
132 -1,39 -0,29
-0,76 -0,27 -1,07 0,60
167 -061 0,62
0,34 -199 025 0,21
0,74 0,64 0,28
-1,14 0,33 -0,84 -0,45
0,61 -1,27 -1,36
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0,24
-1,81
1,01
-0,88
-0,99
1,28
-0,94
-0,46
-1,11

1,32

0,27 1,73

0,20
0,66
1,05
-0,68
0,19
-0,36
-0,39
-0,99

1,91

-0,71
-161 -
0,03
-0,40 -
-1,83 -
-0,84 -
-0,87 -
0,93 -

1,01



Cozilisi
n=100-saylamanyn gowriimi,
Xpex = L91-11 uly warianta,
Xmin = —2,46 -11 ki¢1 warianta,

R =X — Xin = 4,37 -wariasiyanyn gerimi,

K=10 -bolek interwallaryn (toparlaryil) sany (K ululyk
erkin saylanyp alynyar),

h= % = 0,44 bolek interwalyn uzynlygy (ddim).

Empirik hasiyetlendirijilerint hasaplanysy

Tablisa 16
Interw |Interw
belgilen |gakleni 7 7 BY | B-2 |mEG-» R6-7 | RG-*
' Y
1 2 3 4 5 5 7 3 9
-2,46
1 3| 22415 | 6,7245| -1,975 1,705 -23,1196 45,666
2023
2 6| -1.8045 | -10,827 -1,538 14,157 -21,838 33.593
1,586
3 9| -1.3675| -12.307 -1,10% 10,915 -12.019 13.236
1,149
- 17| -0.9305]| -15.818 -0,664 7,5007 -4,982 3.209
0712
5 16| -D4935| -7.8% 0,227 0,826 -0, 187 0,043
0.275
6 11| -0,0565| -0.6215 0,20% 0,454 0,102 9.021
0,162
7 19| D3B805| 7.2255 0 644 7.9%47 5,140 3,324
0,599
3 11| 0.8175| 8.9925| 1.064 12,919 14,002 15.174
1,036
9 5| 1.2545| 62725 1,521 11,564 17.585 26,743
1473
10 3| 16915 s.07a5| 1,957 11,458 22,511 44071
15
= 100 -26.626 89,55 -2,807 185,124
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I - - - - - + ‘ —_
-146 -202 -13%  -113 -071 -0.7 0.6 0.6 1.04 147 TR

Empirik we nazary yygylyklaryn grafikleri.

Paylanys barada esasy H ¢aklama: bas toplum

normal kanun boyuncga paylanan.
San hésiyetlendirijiler we ¢aklamalar

y= % = 0,266 -matematiki garagsmanyn bahasy (orta

arifmetiki baha).

o .= /% = 0,95 -orta kwadratik gysarmanyn bahasy.

m, = — 2807 = —0,028 -ii¢linji tertipli merkezi momentini
bahasy.

m, = 1815(’)184 =1,85-dordiinji tertipli merkezi momentifi
bahasy

;\s = EO?;;;Z)? =—0,03 empirik egrinifi asimmetriyasy.

H, : A, = 0-asimmetriya baradaky esasy ¢aklama.

173



6

o; = 100 = 0,24 -asimmetriyanyi orta kwadratik
gysarmasynyn bahasy.

E, = 185 - —3=-0,69-empirik egrinifi ekssesi.

(0,95)

H, : E, = 0-eksses baradaky esasy ¢aklama.

~ 24 o : .
oz = 100 = 0,49 -ekssesin orta kwadratik gysarmasynym
bahasy.

Nazary hisiyetlendirijilerinn hasaplanysy

x5 =141 -Pirsonyi kriterisiniit & = 0,05 dhmiyetlilik
derejesinde we k = K —3 =7 erkinlik derejeleriniii sanynda

kritiki nokadyn Gosmaga V-den tapylan bahasy.
Caklamanyi bahalarynyn jemleyji tablisasy.
Pirsonyii y° ylalasyk kriterisiniii empirik bahas
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Tablisa 17

Interw. Interw. (% - )g;)g
belgisi rakleri £ D(E) B ,3;’ 8 - L
: Fi !
1 2 3 4 ] 6 7 g 9
-2.46 -2,32 10,010
1 0,021 2,2 3 0,8 0,34
-2,02 -1,86 [-0,032
2 0,050] 50 6,0 1,0 0,21
-1,59 -1,40 | 0,082
3 0,094 | 94 9 -0,4 0,02
-1,15 -0,93 10,175
4 0,143 | 14,3 17 2,7 0,50
-0,71 -0,47 [ 0,319
] 01771 177 16 -1,8 0,17
-0,27 -0,01 | 0,496
& 0,178 | 17,8 11 -6,8 2,61
0,16 045 | 0,675
7 0,145 14,5 12 4.5 1,38
0,60 0,91 [ 0,820
8 0,0% | 96 11 14 021
1,04 1,38 | 0,916
g 0,051] 51 3 -0,1 0,00
1,47 1,84 | 0,967
10 0,022 2,2 3 0,8 0,27
1,91 2,30 | 0,585
= Pomg =370
Tablisa 18
(aklama. | Esasy gaklama | Esasy caklamanyn Cakiamanyh barlagy  |[Cakiama
belgden | 4 gecth parylysy 3 2 bojunca
N s s aetije
| Paylanys H, ML=027, a, = 095 5,70 4.1 Caklama
barada inkir
ediimeyar
Anmmetnya Ho-A =0 0,03 0, “alklama
barada )
t‘{l:l!l‘:‘:’-ﬁ.r
Eksses barada H, B, =0 0.69 7 Cakiama
inkar
edilme yar

Netije. Statistiki ¢aklamanyn barlagynyn maglumatlarynyn
dernewi garalyan totan ululygyn M& = 0,27 matematiki

garasmasy we o, =0,95 orta kwadratik gysarmasy bolan
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normal kanun boyunca paylanandygy barada netije ¢ykarmaga
mimkingilik beryar.

111.6. Korrelyasiya dernewi.
(Gozeggilik hatarlarynyn arasyndaky korrelyasiya
baglylygynyii tapylysy.)

Tablisa 19-da uzaklygy yagtylyk bilen dlceyji abzalyn
komegi bilen olgenen taraplaryn D, =x; uzynlyklary we

olaryn

Ai| =y, ululykly hakyky yalnyslyklary getirilen.

1) X we Y totan ululyklaryn arasyndaky korrelyasiya
koeffisiyentinin bahasyny hasaplamaly we onun ahmiyetliligini
hem-de ygtybarlygyny hasaplamaly.

2) Regressiya denllemesini (maglumatlar formulasyny)
yazmaly we regressiyanyi takyklygyny bahalandyrmaly.

3) Netije ¢ykarmaly.

Yumusy Yerine etirmegiii meyilnamasy.

Gontiburgly dekart koordinatalar ulgamynda her bir
(X;;y;) gozeggilik jiibiitine degisli nokatlary sekillendirip,
korrelyasiya meydanyny (nokatlayyn diagrammany) gurmaly.

Korrelyasiya meydany esasynda X we Y totin
ululyklaryn arasyndaky korrelyasiya baglylygy we bu
baglylygyn gorniisi (¢cyzykly ya-da c¢yzykly dil) baradaky
giimanetmani aytmaly.

X we Y totdn ululyklaryn matematiki garasmalarynyi
bahalary hokmiinde X we Yy orta arifmetiki bahalary

hasaplamaly.
Orta kwadratik gysarmalaryi &, we &, bahalaryny

hasaplamaly.
Korrelyasiya koeffisiyentinii  bahasy hokmiinde r

saylama korrelyasiya koeffisiyentini hasaplamaly.
Korrelyasiya koeffisiyentinin dhmiyetliligi baradaky
caklamany barlamaly.
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Korrelyasiya koeffisiyentinin ygtybarlygyny
bahalandyrmaly (Fiser kriterisi).

Y totdn ululygyn X totin ululyga regressiya denlemesini
yazmaly. Regressiya goniisinin grafigini ¢yzmaly.

Regressiyanyn takyklygyny bahalandyrmaly.

Regressiya denlemesinin parametrlerinin takyklygyny
nokatlayyn we interwallayyn bahalandyrmaly.

Dernewin maglumatlary boyunga umumy netije
cykarmaly.

Yumusy yerine yetirmeklige usuly gorkezmeler we
peydalanylyan formulalar

—— - X totdn ululygyn matematiki garasmasynyn

bahasy (orta arifmetiki baha).

ZYi
=
y= n

bahasy (orta arifmetiki baha).

- Y t6tidn ululygyn matematiki garasmasynyi

X totdn ululygyn orta kwadratik

Y totdn ululygyn orta kwadratik

’ n-1
gysarmasynyn bahasy.
Z(Xi - )_()(yi - y)
ro="—— -korrelyasiya koeffisiyentiniii
n-c,-o,

bahasy (saylama korrelyasiya koeffisiyenti).
177



H,:r=0 - korrelyasiya koeffisiyentinit &hmiyetsizdigi
baradaky caklama.

t r,

ozeg — s 2
gozeg 1_rs

caklamany barlag kriterisinin  empirik

bahasy.

Kriterinin t,, kritiki nokatlary o &hmiyetlilik derejesi we
k=n—2 erkinlik derejelerinit sany boyun¢a Styudent
paylanysynyi tablisasyndan tapylyar. (Gosmaca VI)

Eger ty,, >1, bolsa, onda H, esasy caklama inkér
edilydr we korrelyasiya koeffisiyenti dhmiyetli diylip hasap
edilyar.

F’(thz1 <r, < chz)z L - Fiser kriterisine
lagyklykda, I, korrelyasiya koeffisiyentini (thZ,;thZ,)

S
ynam interwalyna diismeginin dhtimallygy , bu yerde g -kabul
edilen ynam dhtimallygy, th -giperbolik tangensin belgisi,
Z,=2Z-t,-0,, Z,=Z+t;-0,,

Z= 1 In 1+r Fiser funksiyasy.
2 1-r,
o, = L Z ululygyn orta kwadratik gysarmasy.
* Jn-3
t, =arg (@(t P )) Laplas  funksiyasynyi S ynam

dhtimallygyna degisli argumenti (standart normal kanunyi
1005% kwantili)

Eger
r,|>thz, —thzZ,
bolsa, onda korrelyasiya koeffisiyentini ygtybarly, X we Y totén
ululyklarynn arasyndaky korrelyasiya baglylygyny bolsa,
kesgitlenen hasap etmeli.
Y = pX+Db -regressiya goniisinin denlemesi.
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y
=r.— ., v C ey .
P =1 G, [ regressiya denlemesinin parametrleri.
b=y-pX

Regressiyanyn takyklygynyn hasaplanysy.
n
2
2(Yi-v)
'=1—2 regressiyanyn takyklygy (korrelyasiya
n —

meydanynyn nokatlarynyn regressiya goniisinden galyndy orta
kwadratik gysarmasy ya-da basgaga, bahalaryn olgeglerinin
orta kwadratik yaliiyslygy), bu yerde

Y, =pX +b.

Regressiya goniisiniii parametrleriniii bahalandyrylysy:

a) nokatlayyn bahalandyrma.

5—_ _ o-gal.
P
o,Vn-2 . y Ly .y
= -regressiya defilemesinit  parametrlerinii
~ Ggal.
o, =
n-2

orta kwadratik gysarmalary (takyklygy)
b) interwallayyn bahalandyrma.

P(p—tﬂ-5p£A£p+tﬁ-5'p):,B- regressiya
funksiyasynyti A koeffisiyentininn (0 —1 5 o Pt c p)
ynam interwalyna diismeginin &htimallygy.
P(b—tﬁ-a'bSBSb—Ftﬁ-(}-b):ﬂ- regressiya
funksigasynyh B koeffisiyentinin (b—t,-G,;b+1t,-G,)
ynam interwalyna diigmeginin dhtimallygy.

(D(t 2 ) = p, t,-Laplas funksiyasynyn argumenti.
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Tablisa 19

Nlox |y [N x yvi [N x|y

1 6,1 11,6 6 11,41 14,2 11 8,2 12,0
2 7,2 12,8 7 8,0 13,0 12 12,1 13,4
3 55 11,0 8 6,7 11,3 13 10,5 13,5
4 8,6 13,7 9 9,2 12,6 14 9,7 13,4
5 10,2 12,7 10 11,0 12,3 15 7,6 11,5

Korrelyasiya meydanyny guralyn.

7 9 i
Korrelyasiya meydany
Korrelyasiya meydany esasynda Y we X totén
ululyklaryn arasynda
Y =px+b
regressiya funksiyaly ¢yzykly korrelyasiya baglylygynyn
bardygyny giiman etmek bolar.
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Tablisa 20

FTx To [5-%[n-7[ix-2F -3 [i5-300,-9] ¥, | &-n)
1 61 | 116 | .27 10 7.9 1 2.70 11,7 0.009
2 72 | 12, 16 0,2 1,56 0,04 032 12,0 0541
3 55 |1l 33 16 10,89 256 5,28 11,5 0,246
4 26 13, -0,2 1,28 0,04 5,21 -0,42 12,5 1,362
L 10,2 | 13,7 i.4 (K] 1,54 6,01 .14 13,1 0.13¢
ivar [1aT T 26 ¥ .7 %36 47€ X} 0,533
T 30 | 13,0 | 08 04 0,04 0,16 032 123 0,346
] 67 11,3 | .21 13 4,41 1,60 273 113 0337
9 2.2 1.6 04 0 0,16 0 Q 132 0018
10| 11,0 (123 | 32 03 4,24 0,08 -0,66 133 1074
11 22 | 12,0 | 08 0,6 0,36 0,36 0,36 12,4 0,159
12 | 12t [ 13,4 | 33 02 10,89 0,64 264 13,7 0,003
13 | 16,5 | 13,5 1,7 02 2,89 0,31 1,53 13,2 0,110
14 | 97 |13.4 | 09 02 0,81 0,64 0,72 129 0,249
15 | 76 (11,5 | 12 1,1 144 1,21 1,32 12,2 0,482
< |1320 1890 | © 1] 5594 12,98 10,50 10| 35218

Asakdaky hasaplamalary geglrehn

SR e

=t — =" =069
n-G,-c, 15-2-0,96

15

> (x, —X)* =5594; Z ? =12,98.

i=1

H, :r =0 - korrelyasiya koefﬁs1yent1n1n dhmiyetsizdigi
baradaky esasy ¢aklama.

H, esasy caklamany barlag kriterisiniii empirik (gozeggilik)
bahasy:
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n-2 13
t = =0,69 /— =3,45.
R Y e 1-0,692

£ =0,95 ynam dhtimallygy (ya-da « = 0,05 dhmiyetlilik
derejesi) we k=n-2=13 erkinlik derejelerinin sany boyunca
Styudent paylanysynyn tablisasyndan (Gosmaca VI) kriterinii
kritiki nokadynyn t,, = 2,16 bahasyny taparys.

=3,45> 216 =t,. bolandygy sebépli,

korrelyasiya koeffisiyentinin &hmiyetsizdigi baradaky H,

tgozeg

esasy caklama inkér edilyar.
£ =0,95 ynam dhtimallygy boyunga ters interpolirleme

arkaly Gogmagca II-den t, =196 bahany taparys.
B

z=tiplth l|n(1+0’69j - 0,86

2 1-r, 2 \1-0,69
1 1

o, = == =0,20.
n-3 12

bolandygy sebipli, taparys
Z,=Z2-t,-0,=086-196-0,29=0,29
we
thZ, =th0,29 =0,28.
Z,=Z+t,-0,=086+196-0,29=142
we
thZ, =th1,42=0,89.

Seylelikde, I, korrelyasiya koeffisiyenti li¢in ynam
interwaly (0,28; 0,89) bolar.

.| =0,69 > thz, —thz, = 0,89 - 0,28 = 0,61
bolandygy sebépli, korrelyasiya koeffisiyentini ygtybarly, Y
we X totdn ululyklaryn arasyndaky ¢yzykly korrelyasiya
baglylygyny bolsa, kesgitlenen hasap etmek bolar.

Y =px+b.
regressiya goniisiniii parametrlerini tapalyi.
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0,96

p=r,—"=069-"2=033

QI| Ql

b=y-mx=12,6-0,33-88=9,65.
Onda regressiya goniisinin defilemesi
Y =0,33x+9,65.

bolar.

Regressiya goniisininl grafigini korrelyasiya
meydanynyn grafigi ¢yzylan koordinatalar ulgamynda ¢yzalyn.

Regressiyanyn takyklygynyn bahasy:

2

209 mam

= = |=— =067
n-2 13

Regresiya denllemesinin parametrlerinin takyklygynyn
bahalary

5ga| O 67

G, = = —— =0,093.
P & n-2 2.413
G
G, = \/L ?/6_7 0,19
Netije.

1) Y we X totén ululyklaryn arasynda r, = 0,69 korrelyasiya

koeffisiyentli ¢cyzykly korrelyasiya baglylygy bar.
2) Y =0,33x+9,65

regressiya goniisiniil defilemesi &, = 0,67 takyklyk
bilen alnan.
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Gosmaca |

funksiyanyi bahalarynyin tablisasy

0.1

0.2

03

)

0.5

0.6

0.7

0.3

[IR]

11

12

13

1.4

1.5

14

0398

=)

0396

L

0.390

(3]

0380

b2

0366

0350

0331

0310

0287

0263

0239

03215

0191

0169

0.147

0127

0109

0398

0594

0589

0579

0365

0348

0529

0307

0285

0261

0237

0213

n.1se

0166

0145

0135

0.107

0398

0595

03588

0577

0363

0346

0327

0305

0282

0258

0234

nzion

0187

0164

0143

0133

0105

0398

0395

0387

0376

03632

0544

0325

0.303

02280

0256

0.232

0.208

0.1z4

0.142

0.141

0121

0104

0.3%3

0.3%4

0.385

0.375

0.360

0:4

0343

0.zm

0278

0.254

0.2

0.205

0.182

0.1l

013

0120

0102

0.392

0.393

0.385

0.373

0.358

034

0.320

0.298

0275

0.251

0.227

0.203

0.120

0158

0.137

0118

0.100

0.3920

0.3932

0.3847

0.3725

0.3572

0.3391

0.3187

0.29664

02732

0.2492

0.2251

02012

0.1781

0.1561

0.1354

0.1163

0.0989

0.387

0.392

0.383

0.371

0.355

0.337

0.316

0.284

0.270

0.246

0.222

0198

0.175

0.153

0.133

0114

0.097

0397

0591

0582

0569

0353

0335

0=14

0292

02638

0244

0220

0.196

0173

0151

0131

0112

0.0gs
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Gosmaca I (dowamy)

X 8] 1 2 3 L] ] [ 7 g =]
1.7 n.oRa4 [0oez|ooeol nose| 0087 008 0084|0083 0081|0080
u] 5 = 3 bz 3 g 3 bz
1.8 0079 [0.07y|o0val 0074 0.07d 0072 0.070|0.069 00880 066
u] 5 i & E i 7 | =]
1.9 ooas [0os4 0063 0062|0060 005 0058|0057 0.056(0.055
[ < 2 u} = [ < 3 21
2 oosal00s2|0051 0050|0049 0042 0047 (0046 0 0450 044
u] =] = b ] & & = ]
2.1 n.o4a 0 paz|(o0az oo4a1 | ooan 003 0038|0037 00370036
u] 1 2 3 E [ 7 o 1|3
2.2 0035 (00340033 0033|0034 0031 0031 |0.030] 0026000 029
5 7 o 2 A 7 u} ] Flo
23 ooza[0ozy ooz ooza| 002d 0025 0024|0024 00230022
3 7 0 4 = 2 & 1 K]
Z4 OOZ2 (0021 (0021 0020|0020 0019 0019|0018 00160018
4 =] 5 B 3 & k] =] ]
2 ooy omy|(oorsl omea|lomd oois ools ool 00140013
A 1 7 3 bz 4 1 7 i =]
Z6 00130013 (0012 0012|0013 o011 0011|001l o.o1fooln
[ 2 o [} e @ [} ] a7
27 ooioomoloooe 0009|0008 000 0002|0002 00080002
L] 1 = & & 1 g [ a1
z2.8 oooy|o.ony|(ooo7 ooo7| o007 0006 0.006|0.006 0 0060006
o 7 5 3 1 o 7 A 31
2.9 0006|0008 (0008 0005 0004 0005 00050004 00040004
u] o] = 5 3 1 u] & 7l
3 ooo4alooosa|o004 0004|0003 0003 00030003 00030003
<} 3 2 u} A ] 7 [ 54
3.1 0002|0002 (0003 0003|0004 00032 00020002 00020002
5 2 1 u] = g 7 [ 55
22 nooz|oooz|(oooz oooz|oond o002 oooz{oonl| ooo1fo.oo:
4 3 2 2 1 u] u] o Bl &
3.3 0001|0001 (0001 0001|000l 0001 0001|0001 00010001
7 7 [ & A 5 o < b1
24 o000l (o001l (ooolf oool|ooolf 000 0001|0001 00000000
2 2 2 1 1 u] u} u] = =
3.5 0.000|0.000(0.0000 0000|0000 0000 0.000|0.0000 0.000(0.000
=] B b B ] 7 7 7 Tla
2.6 oooo|o.ooo|oooof oooo| o.oof oom| o.oo0|o.oo00 00000000
[ & [ 5 A 5 5 =5 =4
3.7 0.000|0.000(0.0000 0.000|0.000 0000 0.000|0.0000 0.000(0.000
] e E e E E 3 3 e =]
2.8 000000000000 0.000) 0000 000 0.000[0.000 0000 0,000
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Gosmaca I1
% funksiyanyi bahalarynyi tablisasy

X*

Rl

X D(X) X D(X) X D(x)

0.00| 0.00000 1.25| 0.78870 2.50| 0.98755
0.05| 0.03988 1.30| 0.80640 2.55| 0.98922
0.10| 0.07968 1.35| 0.82298 2.60| 0.99068
0.15| 0.11924 1.40| 0.83849 2.65| 0.99195
0.20| 0.15852 1.45| 0.85294 2.70| 0.99307
0.25| 0.19741 1.50| 0.86639 2.75| 0.99404
0.30| 0.23582 1.55| 0.87886 2.80| 0.99489
0.35| 0.27366 1.60{ 0.89040 2.85| 0.99583
0.40| 0.31084 1.65| 0.90106 2.90| 0.99627
0.45| 0.34729 1.70| 0.90067 2.95| 0.99682
0.50| 0.38292 1.75| 0.91988 3.00| 0.99730
0.55| 0.41768 1.80| 0.92814 3.10| 0.99806
0.60| 0.45140 1.85| 0.93569 3.20| 0.99863
0.65| 0.48431 1.90| 0.94257 3.30| 0.99903
0.70| 0.51607 1.95| 0.94882 3.40| 0.99933
0.75| 0.54675 2.00| 0.95450 3.50| 0.99958
0.80| 0.57629 2.05| 0.95964 3.60| 0.99968
0.85| 0.60468 2.10| 0.96427 3.70| 0.99978
0.90| 0.63188 2.15| 0.96844 3.80| 0.99986
0.95| 0.65789 2.20| 0.97219 3.90| 0.99990
1.00| 0.68269 2.25| 0.97555 4.00{ 0.99994
1.05| 0.70628 2.30| 0.97855 410/ 0.99996
1.10| 0.72867 2.35| 0.98123 4.20| 0.99997
1.15| 0.74985 2.40| 0.98360 4.30| 0.99998
1.20| 0.76986 2.45| 0.98521 4.40| 0.99999
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Gosmaca I11

t, =t(y,n) bahalaryn tablisasy

n Y n Y

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999
5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 (2,861 3,883
6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,754
7 2,45 3,71  |596 30 2,045 |2,756 3,659
8 2,37 350 |541 35 2,032 2,720 3,600
9 2,31 3,36 |5,04 40 2,023 2,708 3,558
10 2,26 325 |4,78 45 2,016 |2,692 3,927
11 2,23 3,17 |4,59 50 2,009 |2,679 3,502
12 2,20 311 |4,44 60 2,001 |2,662 3,464
13 2,18 3,06 14,32 70 1,996 |2,649 3,439
14 2,16 301 |422 80 1,001 |2,640 3,418
15 2,15 298 |414 90 1,987 |2,633 3,403
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 |2,627 39,2
17 2,12 2,92 14,02 120 1,980 |2,617 3,374
18 2,11 290 |3,97 o0 1,960 |2,576 3,291
19 2,10 2,88 13,92

Gosmacga IV
q=q(y,n) bahalaryii tablisasy

n Y n Y

0,95 0,99 10,999 0,95 10,99 0,999
5 1,37 2,67 |5,64 20 0,37 10,58 0,88
6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 10,49 0,73
7 0,92 1,62 (2,98 30 0,28 10,43 0,63
8 0,80 1,38 (2,42 35 0,26 0,38 0,56
9 0,71 1,20 (2,06 40 0,24 0,35 0,50
10 0,65 1,08 |1,80 45 0,22 10,32 0,46
11 0,59 0,98 |1,60 50 0,21 0,30 0,43
12 0,55 0,90 |1,45 60 0,188 0,269 0,38
13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 10,245 0,34
14 0,48 0,78 1,23 80 0,161 0,226 0,31
15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29
16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27
17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211
18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 10,136 0,1850
19 0,39 0,60 10,92 250 0,089 10,120 ,162
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Gosmaga V

7’ paylanysyn kritiki nokatlary

Erkinlik « -dhmiyetlilik derejesi
derejelerinii [0,01 (0,025 (0,05 095 [0,975 0,99
sany k

1 66 |50 3,8 0,0039 [0,00098 [0,00016
2 92 |74 6,0 0,103 |0,051 {0,020
3 11,3 |94 7,8 0,352 |0,216 {0,115
4 133 [11,1 (95 0,711 (0,484 {0,297
5 151 [12,8 [111 1,15  |0,831  |0,554
6 16,8 [14,4 (126 1,64  |1,24 0,872
7 185 [16,0 (141 2,17 (1,69 1,24
8 20,1 |175 (155 2,73 (2,18 1,65
9 21,7 (19,0 (16,9 333 (2,70 2,09
10 232 (205 (183 3,94  [3,25 2,56
11 247 (21,9 (197 457  [382 3,05
12 262 (233 [21,0 523 (4,40 3,57
13 21,7 (24,7 |22, 589 (501 4,11
14 29,1 (26,1 (237 6,57  [5,63 4,66
15 306 (275 (250 7,26 (6,26 5,23
16 320 (288 (263 7,96 (691 5,81
17 334 (302 (276 8,67 [7,56 6,41
18 348 (31,5 (289 939 (8,23 7,01
19 362 (329 (301 10,1 (891 7,63
20 376 (342 (314 10,9 (9,59 8,26
21 389 (355 (327 11,6 |103 8,90
22 40,3 |36,8 33,9 123 [11,0 9,54
23 416 |381 352 131 (11,7 10,2
24 430 (39,4 (36,4 138  |124 10,9
25 443 406  |37,7 14,6  [131 11,5
26 456 419 [38,9 154 (138 12,2
27 47,0 |432 |40,1 16,2 |14 12,9
28 483 445 |41,3 16,9  [153 13,6
29 49,6 (457  |42,6 17,7 |16, 14,3
30 50,9 (47,0 |438 185  [168 15,0
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Gosmaga VI
Styudent paylanysynyn kritiki nokatlary

Etkinlik ot - dumaetlilik derej esi (kitaraplayym kritik fagla)
dersjelerind | 010 [ 0,05 002 0,01 0,002 0,001
f sy k
1 6,31 [ 12,7 3182 63,7 318.3 6370
2 2,02 [ 4,30 6,97 9,92 |0 31,6
3 2,35 | 3,18 4,54 3,84 129
4 2,13 | 2,78 3,75 460 | 22,33 2,61
5 2,01 | 2,57 3,37 4,03 6,26
& 1,94 | 2,45 3,14 3,71 10,22 3,96
7 1,89 | 2,36 3,00 3,50 717 540
2 1,86 | 2,31 2,09 3,36 580 504
g 1,83 | 2,26 2,82 3,25 521 4,78
10 1,81 | 2,23 2,76 3,17 479 4,59
11 1,20 | 2,20 2,72 3,11 450 4,44
12 1,78 | 2,18 2,68 3,05 430 4,32
13 1,77 | 2,16 2,65 3,01 414 4722
14 1,76 | 2,14 2,62 3,98 403 4,14
15 1,75 | 2,13 2,60 3,05 493 4,07
16 1,75 | 2,12 2,58 2,92 3,85 4,01
17 1,74 | 2,11 2,57 2,90 3,79 3,96
12 1,73 | 2,10 2,55 2,88 3,73 3,92
19 1,73 | 2,09 2,54 3,86 369 3,28
20 1,73 | 2,09 2,53 2,85 3,65 3,85
21 1,72 | 2,08 2,52 2,83 361 3,22
12 1,72 | 2,07 2,51 3,82 3,58 3,79
23 1,71 | 2,07 2,50 2,81 3,55 3,77
24 1,71 | 2,06 2,49 2,20 3,53 3,74
15 1,71 | 2,06 2,49 3,79 351 3,72
26 1,71 | 2,06 2,48 2,78 3,49 371
27 1,71 | 2,05 2,47 2,77 3,47 3,69
28 1,70 | 2,05 2,46 2,76 3,45 3,66
a0 1,70 | 2,05 2,46 3,76 3,44 366
a0 1,70 | 2,04 2,46 3,75 3,492 3,65
40 1,68 | 2,02 2,42 2,70 3,40 3,55
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oo 1,64 | 1,96 2,33 2,58 331 3,29
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x -dhmivetlilik derejesi (hirtarapl ayym kritiki gagla)
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Gosmaca VI
Fiser-Snedekor paylanysynyii kritiki nokatlary.
(k1- uly dispersiyanyn erkinlik derejelerinii sany,
ko-kici dispersiyanyi erkinlik derejelerinii sany)
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x> kriteri i¢in P dhtimallyklaryi tablisasy

Gosmaca VIII

N

© 0 N O Ol W N -

WNRNRNRNNNMNNNNNRPERPRERRRRR R R
S OO NOOUTREWNRL,OO®OWNDODUDNWNERO

0.3173
0.1574
0.0833
0.0455
0.0254
0.0143
0.0081
0.0027
0.0016
0.0009
0.0006
0.0003
0.0002
0.0001
0.0001

0.6065
0.3679
0.2231
0.1353
0.0821
0.0498
0.0302
0.0183
0.0111
0.0067
0.0041
0.0025
0.0015
0.0009
0.0008
0.0002
0.0001
0.0000

0.8013
0.5724
0.3916
0.2615
0.1718
0.1118
0.0719
0.0460
0.2930
0.0186
0.0117
0.0074
0.0046
0.0029
0.0018
0.0011
0.0007
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001
0.0001
0.0000

0.9098
0.7358
0.5578

0.406
0.2873
0.1991
0.1359
0.0916
0.0611
0.0404
0.0266
0.0174
0.0113
0.0073
0.0047

0.003
0.0019
0.0012
0.0006
0.0005
0.0003
0.0002
0.0001
0.0001
0.0001
0.0000

0.9626
0.8491
0.7000
0.5494
0.4159
0.3062
0.2206
0.1562
0.1091
0.0752
0.0514
0.0348
0.0234
0.0156
0.0104
0.0068
0.0045
0.0029
0.0019
0.0013
0.0008
0.0005
0.0003
0.0002
0.0010
0.0010
0.0010
0.0000

0.9858
0.9197
0.8086
0.6767
0.5438
0.4232
0.3208
0.2381
0.1736
0.1247
0.0884
0.0620
0.0430
0.0296
0.0203
0.0138
0.0093
0.0062
0.0042
0.0028
0.0018
0.0012
0.0008
0.0005
0.0003
0.0002
0.0001
0.0001
0.0001
0.0000

0.9948
0.9598
0.8850
0.7798
0.6600
0.5398
0.4289
0.3326
0.2527
0.1886
0.1386
0.1006
0.0721
0.0512
0.0360
0.0251
0.0174
0.0120
0.0082
0.0056
0.0036
0.0025
0.0017
0.0011
0.0008
0.0005
0.0003
0.0002
0.0001
0.0001

0.9982
0.9810
0.9344
0.8571
0.7576
0.6472
0.5366
0.4335
0.3423
0.2650
0.2017
0.1512
0.1119
0.0818
0.0591
0.0421
0.0301
0.0212
0.0149
0.0103
0.0071
0.0040
0.0034
0.0023
0.0016
0.0010
0.0007
0.0005
0.0003
0.0002

191




Gosmagca VIII (dowamy)
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