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Giris

Mailim bolsy yaly ylmy-tehniki progresii hizirki pajarlap 6sydn dow-
riinde matematikany ¢uifur éwrenmekligin zerurlygy onka garanynda has
artdy. Bu okuw kitbynda operasiyalary deriiemegin esasy diisiinjeleri beyan
edilydr. Okuw kitaby operasiyalary derfiemek dersi boyunca okuw
maksatnamalaryna doly gabat gelydr. Getirilyin nazary maglumatlary
berkitmek iicin kop sanly anyk mysallar islenip gorkezilydr. Okuw kitaby
matematika hiindrini ele alyan talyplara niyetlenendir.
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| boliim . Cyzykly programmirleme
1.1 Cyzykly programmirleminiiin umumy meselesi

Cyzykly programmirleme - bu matematikanyn ayratyn ugry
bolup,ol  iiytgeydn  ululyklar bilen ¢yzykly kriteriyalaryi
arasyndaky c¢yzykly baglylyk  bilen hésiyetlendirilyan ekstremal
meselelerin ¢oziilis usullaryny Owrenyar.

Cyzykly  programmirlemegii  meselesi umumy  gOrniisde
asakdaky gorniisde formulirlenyir:

Clx)=cyx;+ cx, + -+ 0,%, (1.1)
Maksat funksiyasynyn
a11x1+ alsz+"'+a1ﬂxﬂ*bl
e Xy +Aqr X+ -+ Aapy X, *b
21-%1 22-%2 2nvn 2 (12)
A1 Xy + A Xo + o+ Ay X, * by
X2 =20,%=20;...;x,=0 (1.3)

Sertleri  kanagatlandyryan ~ maksimum ~ (minimum)  bahalaryny
tapmaly, bu yerde * simwoly ” =”’=""=" baglanysyklaryn islendik
biri bolup bilydr. Yokardaky meselini basgaca asakdaky goniisde
vazyp bolyar:

n

max(min)C(x) = Z (1.4)

Z (i =1,m) (1.5)

II
"

12



;=0 (G=1n) (1.6)

Yokardaky (1.1) funksiyasyna (1.1)-(1.3) meselinin  maksat
funksivasy, (1.2) we (1.3) sertlere bolsa ol meseldnin ¢éklendirijileri
diyilyar.
Eger-de c¢yzykly  programmirlemegnt (1.1) - (1.3) meselesinddki
caklendirjilerin (1.2) ulgamy deiilik gorniisinde berlen bolsa, onda ol
mesele kanonik gbrniisinde berlendir diyilyar.

Kéabir yagdaylarda bolsa (1.2) cédklendirijilar “=” va-da‘=”
valy densizlikler gorniisinde berilyar.

Bu yagdayda (1.1)-(1.3) meseld ¢yzykly programmirlemegii

rrrrrr

Eger-de meseldnii  c¢dklendirjilerinii  (1.2) ulgamy hem
deiilikleri, hem-de densizlikleriozinde saklayan bolsa, onda (1.1)-
(1.3) meseld ¢yzykly programmirlemegin umumy meselesi diyilyar.

Uytgeyin ululyklaryn (1.2)-(1.3) caklendirmeleri

kanagatlandyryan  islendk X =(x3,Xx3,...X,) ¢oziwi bolsa

meseldnin optimal ¢oziiwi _ diyilyar.

Cyzykly programmirlemegin meselelerinin umumy
hasiyetlermi we onuil usullaryny Owrenmidge girismezden On olar
bilen kébir anyk mysallarynl iistiinde tanysalyi.

Mysal 1. Tikingilk sehinde 840m, bir penjegi tikmeklik ii¢in
bolsa 3m mata sarp edilydr.Bu she satylan her bir halatdan 6 manat ,
satylan her bir penjekden bolsa 3 manat girdeyji gazanyar.Eger-de
tayyarlanan halatlaryn sanynyn 150-den, tayyarlanan penjeklerin
sanynyin hem 200-den kop bolmazlyk serti berlen bolsa, onda sehii
maksimum  girdeyjini  almagy {icin tayyarlanan halatlaryn = we
penjeklerin sanyny kesgitlemeli.

Coziilisi:

Bu meselidni analizlilin.Iki bilen haysy ululyklary bu
meseledédki ndbelli (liytgeyan) ululyk hokmiinde kabul etmelidigini
kesgitlemeliMeseldnin sertine gord, gozlenydn nébelli ululyklarymyz
tayyarlanyljak halatlarynn we penjiklerin sanydyr.Onda asakdaky
belgilemeleri girizelin:

X ;- halatlarynn sany;
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X - penjeklerm sany;

Seylelkde, gdzlenyin  ¢oziw  X=(X4,X;)  gOrnisinde
bolar.Indi bolsa ol ululyklaryn Ozara baglanysygyny, vyagny esasy
ciklendirjjileri kesgitlemek zerurdyr.

Bu maksat bilen biz yokarda berlen meselini tizeden jikme-
jik  Owrenmeli bolyarys.Meseldnii  sertinden belli bolsy yaly,
tayyarlanjak halatlar we penjekler iigin sarp ediljek matanynn umumy
mogberi (bu mukdar halatlar licin
4x, m,penjekler licin hem 3x,m) bar bolan 840m-den uly
bolup bimeyir.Diymek meseldniii sertleriniii biri

4x, + 3x, = 840
densizlik bolar.Mundan basga-da ,
x, = 150

x, < 200

densizliklerm  hem  ¢dklendirjilerm  biri  boljakdygy  meseldni
sertinden dsgirdir.Bizn maksadymyz bolsa yokardaky densizlikleri
kanagatlandyryan miimkin bolan X;WeX, bahalaryn koplignim
icinden girdeyjini jemini, yagny

C=6x; +3x,
funksiyany maksimum baha alyp baryanlaryny tapmakdan ybaratdyr.

Umuman, yokarda berlen meselanii matematiki
formulirowkasy (matematiki modeli) asakdaky yaly bolar:

max(C = b6x; + 3x, ,
4x, + 3x, < 840;
x; = 150;

x, = 200;
x,=20; %, =0
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Goniikmeler

Asakdaky meselelerin matematiki modelini gurmaly:

1. Konditer sehi sowda kédrhanalaryn buyurmalary esasynda iki
gomiigh Oniim Ondiirydir we olary ondiirmek {icin dort gorniish ¢ig
mal ulanyar.Her bir onimi Ondiirmek iigin sarp edilydn c¢ig malyn
mukdary asakdaky tablisada berlendir.

Cig malyn 1 kg onim tigin sarp edilydn ¢ig | Bar  bolan
gorniisi mal cig malyi
B, 6nim B, 6nim mukdary, kg
A, 0,3 0,2 120
A, 0,9 11 195
A, 0,4 0 140
A, 0 0,3 105
Girdeyji,
manat

Sehin netijede aljak girdeyjisin = maksimum bolmaklygy ii¢cin
ondiriljek Oniimin matematiki modelini gurmaly.

2. A we B Oniimi ondiirmekli tign 100 kg demir bar.Bir sany A
Oniimi ondirmekli ticin 2 kg, bir sany B Oniimi ondiirmeklk {i¢in
hem 4 kg demir harglanyar.Eger-de bir sany A Oniim 3 manatdan
,bir sany B oniim hem 2 manatdan satylyan bolsa seylede yasalan A
Ooniimil umumy sany 40-dan , Yyasalan B Oniimifi umumy sany hem
20-den uly bolmazlyk serti belli bolsa,onda ol Oniimleri satylanda
alynjak pulun maksimum bolmaklygy ticin Ontimeilik
meyilnamasynyn matematiki modelini gurmaly.

3. Yygnayjy sehiti ondirjjilk kuwwaty bir ginde A gorniish
onimii 120 sanysyny , B gOrnisl Oniimii hem 360 sanysyny
yygnamaklyga miimkingilik beryir. Tehniki barlag bolimi bir giiniin
dowamynda sol yada beyleki oniimden (tapawudy yok) jemi 200
sanysyny Oz Ustiinden gec¢iryiar.Eger-de A gomiigh Oniimii B gdrniigh
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Ooniimden dort esse gymmatdygy beli bolsa , onda Oniimleri
satylanda alynjak peydanyn maksimum bolmaklyk serti bilen tayyar
Onitimi goybermekligii matematiki modelini gurui.
4. Uc sany dayhan birlesiginden bazara getirilyin  soganyn 1
kilogramynyn bahasy her dayhan birlesigi iicin degislilikde 12,10 we
8 tenind barabardyr. Ol dayhan birlesiklerinii her birinde 1 tonna
sogany ulaga yiklemeklk ti¢in degisliikde 1, 6 we 5 minut wagt
sarp edilydr. Sogany hézrki dowriin talaplaryna layyklykda bellenen
verine dagsamaklyk iigin 12 tonna sogany yiklemeklk tgin sarp-
edilydn wagt 20 minutdan kop bolmaly déldir.

Eger-de her bir dayhan birlesigi satmaklyk iigin degislilikde
10,8 we 6 tonna sogany boliip bolsa onda bahasy minumym bahany
almanlygy O¢in haysy dayhan birlesiginden ni¢e mukdardaky sogany
bazara getirmeli? Meselinin modelini gurmaly.

1.2 Cyzykly programmirlemegin esasy meselesi.

Biz bu bolimde ciklendijileri denlikler bolan ¢yzykly
programmirlemegin  meselesine gararys. Beyle meselelere ¢yzykly
programmirlemegiii  meselesinii  kanonik  gorniisi  ya-da  ¢yzykly
programmirlemegin esasy meselesi (CPEM) diyip at berilyar.

Cyzykly  programmirlemegii  esasy meselesi  asakdaky
gorniisde berilyar:
tytgeyan ululuklaryn X4 X5, ... X kopliigi berilendir.

Bu iiytgeydn ululuklaryn denlemelerin

(111171 + (1121'2 + + ﬂ.lﬂxﬂ == bl

azlxl+ﬂ-22xE+ ...+ azﬂxﬂ=b2 (2 l)

A1 X+ Ao Xo + o+ X, = b,

ulgamyny kanagatlandyryan we mundan bagga-da
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C=Cix; +Cox, +...4+C,, x, (2.2)

Funksiyany —minimuma  getirydn  otrisatel bolmadyk bahalaryny
tapmaly.

CPEM-ni1 yol bererli ¢oziiwi

X, =20,x, 20,..x, =0

tytgeydn ululuklaryn  (2.1) denllemeleri kanagatlandyryan islendik
kopliigi bar. Onuil optimal ¢oziiwi bolsa yol bererli ¢oziiwlerinii
arasyndan (2.2) funksiyany 6z minimum bahasyna getirydn ¢oziwi
bolar.

Cyzykly  programmirlemegiii  esasy meselesmm  ¢Oziiwi
boman hem biler. Yagny, (2.1) defilemeler bir-birlerine gapma-garsy
bolup bilerler; olaryn ¢oziiwleri X1 Xz ... Xy
bahalaryn oftrisatel yaylasynda bolup biler. Bu yagdayda CPEM-im
yol bererli ¢oziiwleri bolmayar. Bulardan basga-da CPEM-i yol
bererli ¢oziiwleri bar bolup, olarynn arasynda optimal ¢oziiwinih yok
bolmagy hem mimkin: beyle yagdayda C funksiyasy yol bererli
coziiwlerin yaylasynda asakdan céklendirilmedik bolyar.

Biz iki CPEM-in yol bererli ¢oziwlerinii barlygy va-da
yoklugy baradaky soraga garalyn. Bu soraga garalanda C maksat
funksiyasy hic hili rol oynamayar, c¢ilinki, 6n bellip gecisimiz valy,
yol bererli ¢coziiwleri die denlemelerin (2.1) ulgamy kesgitleyér.

Diymek, goy, denlemelerin (2.1) ulgamy berlen bolsun. Bu

deiilemeleri  kanagatlandyryan =~ X4 X3, ... X, otrisatel dil  sanlar

barmy? Bu sorag matematikanyn yorite boliminde — ¢yzykly
algebrada diiypli 6wrenilyar.

Cyzykly algebradan milim bolsy yaly, (2.1) ulgamyn
cozitwinii  bolmagy TUicin  ulgamyn koeffisientlerinfi ~ matrisasynyn
rangynyn onun gieldilen matrisasynyn rangyna deii bolmaklygy
zerur we yeterlikdir.

17



Milm bolsy valy, (2.1) wulgamyn rangy denlemelerin
sanyndan uly bolup bilmejegi:

r=m,
seyle hem, onun nibellilerin sanyndan uly bolup bilmejegi

r=n,
diigniiklid ir.

[kinji nobatda r=n bolan Yagdayyna seredeliti, yagny (2.1)
ulgamynn denlemelerintt  ¢yzykly bagly bomadyklarynyn sanynyn
ndbelllermi sanyna defi bolan yagdayyna garalyn. (2.1) ulgamyn
“artykmag” denlemelerini, yagny beylekilerin cyzykly
kombinasiyalary bolanlaryny toplasak, CPEM-in ¢édklendirijilerinii
ulgamy

=b,
AyqXy + Ay Xo + oo+ QX+ ... FaA0 X, = b, 23)

AX, + A%, + .t agt .. ta,x, =b

nntn

gorniise geler. r=n bolandygy {icin

ﬂ-ll alz - ali---aln

ﬂ’?l ﬂ.gg s ﬂ.gl' . ag.n
A= + 0

Ay Qpg oo Opg - - -y

Bolar we CPEM-in yeke-tdk X4 X3, ... X ¢6ziiwi bolar. Eger-de
Xq,X3, ... Xy ululuklaryn m bolmanda biri otrisatel bolsa, onda ol
¢oziiw yol bererli déldir, netijede CPEM-ii ¢oziiwi yokdur.

Eger-de X3 X5 ... X, ululuklaryn &hlisi hem otrisatel dal
bolsa, onda ol ¢oziiw yol bererlidr we optimaldyr (¢iinki basga
coziiw yok).
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Gorstimiz  yaly, bu triwial yagday bizi gyzyklandyrmayar.
Sonun {icin hem gelejekde biz dile r<n bolan yagdaya garajakdyrys.
Bu yagdayda c¢yzykly bagly bolmadyk cédklendirjilerin sany
X4, X5, ... X, ndbelllerm sanyndan ki¢i bolyar. Onda, eger ulgamyn
coziiwi bar bolsa, ol ¢oziwlerm sany tikkenksizdir we n-r sany
ndbelld islendik bahany bereris (erkin tytgeydn ululyklar), galan r
ndbelli bolsa (bazis tytgeydn ululuklar) beylekilermi isti  bilen
afiladylar.

1.3. Cyzykly programmirlemegiii umumy meselesini
grafiki usulda ¢ozmek.

Goy, cyzykly programmirlemegin meselesinin
céklendirjilerininn ulgamy n sany nébelliden ybarat bolsun. Eger-de
n-m=2

sert yerine yetydn bolsa, onda bu meseldni grafiki usulda ¢ozmek
miimkindir.

Bu yagdayda n sany ndbellinin iki sanysyny, aydalyn
X1 We X, nibellileri erkin, galan m sany ndbellini bolsa bazis

hokmiinde alyp bilydris. Netjede, m sany bazis nédbellileri erkin
(azat) nibellilerinn iisti bilen asakdaky gorniisde anladyp bolyar:

X3 = 031Xy + d35X; + B3
Xy = g Xy + HyaX, +
4 21%1 42X; + By (3.1)
Xp = Qpy Xy + X, + B,
Ox,we Ox, oklaryn iistinde X1, We X; azat nibellileriit bahalaryny
verlesdiryaris. (sekil 3.1)
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Xg

Sekil 3.1

X1,We X, lytgeydn ululuklarynn  otrisatel bolup  bilmeyéndigi li¢in

olaryi alyp bilick bahalarynyti yaylasy Oxjokdan yokarda, Ox,
okdan hem sagda yerleser.
Beyleki X3 Xg4 ... X, ndbelllerm  hem  otrisatel  bolup

bimeyérler, yagny asakdaky sertlerin yerine yetmekleri zerurdyr:
X3 = 031X, + A32%;, + 5, =0
Xy = 0g1Xq+ Ay + 5, =0 (32)
X, =0 X, + &%, +53,=0

Bu sertlermt geometriki sekillendirilisine garalyn. Sokardaky sertlerin

birini, mysal {i¢in, birinjisini alalyn:

Xg = (Iglxl + fxgsz +ﬁ3 :_:: D

X3 ululyga Oziinin i gyraky bahasy bolan nul bahany bersek
20



(31X + @3p%, + ;=0

goni ¢yzygyh defllemesini alarys. Bu gdni ¢yzygyn iistinde x5 = 0
boljakdygy diisniiklidir. Onufi bir tarapynda X3 = 0, beyleki
tarapynda bolsa X3 << 0 densizlikler yerine yetyérler. X3 = 0 goni

cyzygyh X3 > 0 serti kanagatlandyryan tarapyny strih ¢yzyklar
bilen belgildlin (sekil 3.1).

Yokardaky usulda beyleki x, = 0,x: = 0,...,x,, = 0 ¢éklendiriji
goni  cyzyklary gurarys we olaryi X; =0 (i=4,n) sert
kanagatlandyryan taraplaryny strihlaris. (sekil 3.2).

X
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Seylelikde, biz n sany goni ¢yzyklary: iki sany koordnatalar okuny
we n-2 sany gonigyzyklary gurdyk. Olaryn her birmm haysy hem
bolsa bir tarapy mimkin bolan c¢oziwlermn  yarymtekizligini
kesgitleyar. X3 = 0 x,; 0 X, tekizligih ol Yarymtekizliklerin #hlisine
hem degisli bolan bdlegni hem miimkin bolan ¢oziiwlerii yaylasyny
(MBCY) emele getiryar (Sekil 3.2.).

Mysal.

Goy, meselinini ¢éklendiriji sertleri lic sany ¢yzykly densizlikden we
bés sany nibelliden ybarat bolan ulgamdan ybarat bolsun:
X, +x,—x3=5
x, +2x, +x, =10
x; +5x, —x;: =15

Bu ulgamyn otrisatel bolmadyk c¢oziiwlerinini iginden
C=Il—3X2—|‘X3 +X4+X5+1':]

cyzykly  funksiyanyn =~ maksimum  bahasyny beryin = ¢Oziiwini
tapmaklyk talap edilyér.

Cozliisi:
Azat nibelller hokmiinde, goy, X1 W€ X5 ndbellileri alalyn we galan
X3, X4 WE X5 nibellileri ol kisinini {isti bilen anladalyn:

X‘L = 10_1-1_21:2 (*)
X_; = —15+I1+ 51.-2
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Bu bahalary maksat funksiyasynda ornuna goyup we céklendirjjileri
ulgamynda X3 X, We Xs bazs ndbellleri taglap dine X1 We X, azat
ndbellilerini iisti bilen afiladylan asakdaky meselini alarys:
X, +x,=5
x, +2x, =10
x, + 5x, = 15,
max C = 2x; + X,

coziwlerint kdpburclugyny gurmak iigin %, O x, tekizlikde

x,+x, =5 ()
x, + 2x, =10 ()

x; +5x, =15 ()

cak goni ¢yzyklaryny guralyn (sekil 3.3.).

I
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Sekil 3.3.

Netijede, meselinm  mimkin bolan  ¢dziiwlerinih  yaylasyny
kesgitledik. Ol yayla depeleri A,B,C nokatlary bolan iigburcliga
deiidir. Ol tgburglugyn i¢cinddki islendik nokat (A) ulgamyi
ciklendirjilerini  kanagatlandyryar. Ol c¢oziwlerin i¢inden optimal
bolanyny saylamak iicin hem C funksiyany we —r: (2;1) wektory

guryarys. C goni ¢yzygyny —m’ wektoryn ugrunda 06z-6ziine parallel

edip hereketlendirydris. Sekil 3.3.-den milim bolsy yaly, bu goni
¢yzyk ABC iigburclukdan m sotiunda C nokatda ¢ykyp gidyir. Bu
nokat hem C finksiyanyn Ozinin maksimum bahasyny alyan
nokadydyr.

C nokady (II) we (III) goni ¢yzygyn kesisme nokadydyr. Onun
koordinatalaryny tapmak iigin hem denlemelerin

{Xl + ZXE = 10

ulgamyny ¢6zyéris. Netijede

X, = taparys. C (x) funksiyasynyl maksimum bahasy

L | L

40 3
max( = Y + 3 =15 den bolar.

Basdaky meseldnin optimal c¢oOziiwini tapmak {U¢cin hem
kesgitlenen Xy W€ X5 bahalary (*) ulgamda ornuna goysak:
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?,xz = ;,XE = ?,xq, = 0,x; = 0 ¢oziwi alarys.
1.4. Cyzykly programmirlemegin umummy meselesini ¢ozmekligin
simpleks usuly.

Simpleks usuly bir-birleri bilen baglansykly ¢yzykly
denlemelerin  we densizliklerin optimal ¢o6ziwini tapmaklyga
mumkingilik beryar. Bu usulyn komegi bilen mimkin bolan
¢Ozuwlerin icinden maksat funksiyanyn maksimum ya-da minimum
bahasyny beryan optimal ¢6ztwini ansatlyk bilen tapyp bolyar.
Simpleks usulyn algoritmini anyk mysalda gorkezelin.

X1=

Mysal.

dx, + 3%, = B840
% = 150
X = 200

X120,’ XzZO;
Sertlerde max C=6x1+3x;
Cozilisi:
Meseldni simpleks usul bilen ¢ézmeklik Gcin densizliklerin ulgamyny
denlemelerin ulgamyna owirmek zerurdyr. Bu bolsa her bir
densizlige polozitel bahany alyan tdze nabellileri gosmak arkaly
amala asyrylyar.
Caklendirijilerin ¢ep tarapyna x3, Xs, Xs ndabellileri
gosanymyzdan sorira taze
Max C= 6x1+3x;

4z, +3x, +=x;=2840

X; +x.=150

X + x5 =200

Xi20  (j=1.5)
Meselani alarys.
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Meseldnin baslangyc simpleks tablisasyny gurmak Ugin ilkinji
nobatda derllemeler ulgamyny gosmaca nabellilere gara ¢ozelin:
X3=84O'(4X1+3X2)

X4=150-x,
X5=200-x,
C=O-(-6X1-3X2)
Indi bolsa Tablissa 1-i guralyn Tablissa 1.
Bazis Azat X1 Xz X3 Xq Xs
nabellileri | gosuljylar
X3 840 4 3 1 0 0
Xa 150 1 0 0 1 0
Xs 200 0 1 0 0 1
C 0 -6 -3 0 0 0

Tablissanyn sonky setirinde otresatel koefisentlerin bardygyny
aydynlasdyrmak zerur. Beyle sanlarol setirde iki sany: -6 we -3. -6=-
3 bolyandygy Ugin x1 ndbellinin yerlesen siitiininddki 4 wel polozitel
sanlara Uns berydris. Bu sanlara degisli bolan azat goguljylary sol
sanlara bbl\'/éris:#; 1:—[} Alnan droblaryn in kigisi 150-a dendir.
Seylelikde yol beriji element 1-e den boldy. Bu element x4-ifi
nerlesyan setirinin we x-in yerlesyan stiininin kesisyan oyjlginde
yerlesyar. Ol setiri we sutuni oklar bilen belgileyaris. Diymek biz taze
tablissany gurmaly bolyarys. Bu tdze tablissada bazis dyygeyan
ululyklar xs, x4, x5 bolar.

Ilkinji nobatda x;-ifi setirindaki element leri tablisa 1-ini degisli
setirinin elementlerini yol beriji elemente (yagny 1-e) bolmek arkaly
alynyar.

Taze guruljak tablissanyn beyleki elementlerini kesgitlemek Ugin
bolsa x; nabellinin sonky alnan setirinifi elementlerini x3 we xs
nabellilerin setirleriniit elementleri bilen jemlanimizde x; nabellinif
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sutlininin elementleri nula bolar yaly sana kopeltmeli we beyleki
setirlerin Ustline gosup yazmaly. Netijede, biz asakdaky Tablissa 2-ni
alarys:

Tablissa 2.
Bazis Azat X1 ) X3 Xa Xs
nabellliler | gosuljylar
X3 240 0 3 1 -4 0
X4 150 1 0 0 1 0
Xs 200 0 1 0 0 1
C 900 0 -3 0 6 0

Tablissa 2-nin sonky setirinde -3 otresatel element bar, sonun Ugin
hem yokarda yerine yetirilen amallary yene bir gezek gaytalap (bu
gezek yol beriji element 3-e der), nene-de bir erasyyany amala
asyrarys we netijede, Tablisa 3-i alarys.

Tablissa 3.

Bazis Azat X1 X2 X3 X4 Xs
nabelliler | gosuljylar

X2 80 0 1 3 %5 o
X1 150 1 0 0 1 0
Xs 120 0 0 -1/ 4y 1

'3 13

C 1140 0 0 1 2 0

Soniky tablisanyn setirinde otresatel elementlerin elementlerin
yokdugy sebapli , bu tablisa garalyan meselanin optimal ¢6ziiwini
beryar:

Max C=1140, x,1=150, x,=80, x3=x4=0, x5=120.
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Seylelikde, meseldani simpleks usulynda ¢ozmekligin algoritmi
birndge etapdan ybaratdyr:

1.

2.

3.

4.

Densizliklerin ulgamyny her bir densizlige bir polozitel nabellini
gosmak arkaly ony derllemeler ulgamyna owirmeli.
Baslangyc simpleks tablisany gurmaly:

Bazis Azat

nabellil gosuljyl Xo | Xa | oo | Xn | Xnea Xntm
er ar
Xx41 by G| @2 | (@ | 1 |7 0
Xns1 b, Aaq| @2z | " [ @2m| O |7 0
K.—rz+m bm Rl Egmz B 2 m 0 - 1
C 0 —C| —C2 —€n|l 0 0

Dayang c¢Ozlwinin optimal bolup bolmalydygyny barlamaly.
Egerde simpleks tablisanyn sonky setirinde otresatel element yok
bolsa, onda bu ¢o6zliz optimaldyr. Eger-de bu sert yerine
yetmeyan bolsa , onda ¢oziw optimal daldir we indiki etebe
gegyaris.
Yol beriji siitiini saylamaly, yagny

Ce=mini{C;} Mecro 151 GopmyIbL.

Prinsip boyunga tdzeden bazis diyilip kesgitlenjek nabellini
anyklamaly.

5.

Bazis nabellilerin hataryndan c¢ykaryljak nabellini saylamaly,
pen
— =min{—l} ;>0

. - ’
a2k L
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Prisip boyunca yol beriji satini kesgitlemeli eger-de
ahlia;; elementler Ugina; =0 bolsa, onda maksat funksiyasy
caklendirilmedikdir we bu yagdayda ¢ozliwi tapmak mimkin daldir.

Taze simpleks tablisanynn elementlerini asakdaky formulalar
boyunca tdazeden hasaplamaly:

b= ﬂ; akfﬂ; (j=1,n+m, k- yol beriji setir).
=0 ol
b= b—  Eau o (=Lnem);  ag= ag—  Hay (i=1,m;
j=1,n+m);
Co= Co— Ec,; C=C— e, (i=1,n+m);
= =3

6. 3-nji etaba gecmeli.
-20-
1.5 Cyzykly programmirlemegiii meselesini emeli bazis
usuly bilen ¢ozmek.

Cyzykly programmirlemegin asakdaky umumy meselesine garalyn:

C=3cjxj (1)

j

funksiyanyn

Zaijxj=bj (i=1,m) (2)

j

Xj=0 (j=1,n)
sertlerdaki minimum bahasyny tapmaly, bu yerde bj>0 we
caklendiriji-lerin (2) ulgamy birlik matrisany 6ziinde saklamayar.Birlik
matrisany almak Ugin (2) ulgamyn her bir deriligine emeli bazis diylip
atlandyryl-yan yi (i=1,m) nabellini gosyarys we asakdaky mesela
garayarys:

Zaijxj+yi=bi

Xj=0, yi=0 (j=1,n, i=1, m)
Sertlerde

minF =2yi,
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tapmaly. Bu meselani ¢cozmek Ucin baslangyc simpleks tablisa

minC=2cjXj

j

gurulyar:

Bazis Azat x1 X2 X3 Xn

nabelliler | gosuljylar
yl bl all al2 al3 aln
y2 b2 a2l a22 a23 a2n
ym bm aml am2 am3 amn
F 2bj Zail Zai2 Zai3 Zaim
C 0 -C1 -C2 -C3 -Cn

Hasaplamalar (F) setirin polozitel elementine yol beriji sttlni
sayla-maklyk bilen baslanyar. Yol beriji setiri saylamaklyk we
simpleks tabli-sany tdzeden hasaplamaklyk hem adaty simpleks
usuly arkaly amala asy-rylyar.

Zterasiya prosesi baslangyc meseldnin dayancg ¢oziiwi tapylyanca
ama-la asyrylyar: bu yagdayda (F) setirin ahli elementleri nula der
bolyar. Mundan sorra meselanin optimal ¢oztiwini tapmak Ugin (C)
setirin ele-mentlerine gora yol beriji sttlini kesgitlemek arkaly adaty
simpleks usu-ly ulanylyar.

Mysal.
x140,5x2+0,2x3+5,3x4 >0.2
9x1+5x2+2,1x3+0,9x421.3 (3)
x1>0,08

xj20 (j=1,2,3,4)
Sertlerinde
minC= 5,2x1+1,4x2+0,5x3+0,6x4
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tapmaly.
Cozilisi:
(3) ulgamyn denisizliklerini denliklere dwirenimizden sorira
denlemele-rin (4) ulgamyny alarys.
x1+0,5x2+0,2x3-0,3x4-x5 =0.2
9x1+5x2+2,1x3+0,9x4-x 6=1.3 (4)
x1-x7=0,08

C=5,2x1+1,4x2+0,5x3+0,6x4 > min.
Komekei y1,y2,y3 nabellileri girizelin:

x1+0,5x2+0,2x3-0,3x4-x5+y1 =0.2
9x1+5x2+2,1x3+0,9x4-x 6+y2=1.3 (5)
x1- x7+y3=0,08

C=5,2x1+1,4x2+0,5x3+0,6x4 - min.

Denlemelerin (5) ulgamyny y1,y2,y3 néabellilerine gora cozelin we
sol bir wagtyn 6ziinde kémekgi F=y1,y2,y3 funksiyany girizelin.
Sonky F funksiya 6ziinin minimum bahasyna ymtylmalydyr.

Kabir hasaplamalardan sorira
( y1=0,2-(x1+0,5x2+0,2x3+0,3x4-x5)

y2=1,3-(9x1+5x2+2,1x3+0,9x4-x 6)

y3=0,08-(x1- x7)

< F=1,58-(11x1+5,5x2+2,3x3+1,2x4-x5-x6-x 7)
C=0-(-5,2x1-1,4x2-0,5x3-0,6x4)
L Tablisa 1
Bazis Azat x1 x2 x3 x4 X7
nabellileri | gosuljylar X5 | x6
yl 0,2 1 0,5 02| 03] -1 0 0
y2 1,3 9 5 09| O -1 O
y3 0,08 1 0 2,1 0 0 0 -1




0
F 1,58 11 55| 23| 1,2 | -1 -1 -1
C 0 - - - - 0 0 0
52 |14 (05 |06
(F) setirinin uly elementine gora ilki yol beriji stttini, sorra bolsa
yol beriji setiri kesgitleyaris. Yol beriji element 1-e defi bolar.
Tablisa 2
Bazis Azat X2 x3 x4 X7
nabellileri | gosuljylar | x1 x5 | x6
yl 0,1 0 05 02| 03] -1 0 0
y2 0,6 0 5 211 09| O -1 9
y3 0,08 1 0 0 0 0 0 -1
F 0,7 0 55| 23| 1,2 1] -1 10
0,4 0 - - - 0 0| -
1,4 |05 |06 5,2
Yene-de (F) setirifi ifi uly poloZitel koefisientinden ugur alyp, x7 yol
beriji sttlni, (y2) yol beriji setiri we 9 yol beriji elementi
kesgitleyaris. Netijede lglnji simpleks tablisany gurarys.
Tablisa 3
Bazis Azat x2 x3 x4 X6 | x7
nabellileri | gosuljylar | x1 x5
yl 0,03 0 [-0,06]-003| 02| -1 0
X7 0,067 0 | 0,56 01| 0 |01 1
x1 0,15 1]1056(023 | 01| O - 0
0,1
0,23 -
0,1
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F 0,03 0 [-006[-003] 02] - 0
1 |01
C 0,55 ol 15 [ 07 | - 0| - 0
0,1 5,2

Soniky tablisada yol beriji stitlin x4, yol beriji setir y1, yol beriji
element hem 0,2 bolar. Indiki simpleks tablisany gurarys.

Tablisa 4
Bazis Azat x2 x3 x5 X6
nabellileri | gosuljylar | x1 x4 X7
x4 0,15 01|-03 1| -5 0,5 0
X7 0,08 01| 059 (0,15 0 - 1
x1 0,17 1] 0,59 0/05 |0,15 0
0,23 0,15
0,5
0,23
F 0 0 0 0 0 0 0 0
0,57 0 0,6 0 4,71 0
1,47 0,5

Soriky simpleks tablisanyn (F) setirinin dhli koefisentleri nula
dendir. Bu bolsa bize F funksiya minimuma getirmek
basardandygyny anladyar, onun bahasy hem nula dendir. (C) setirin
in uly polozitel koefisientinden ugur alyp yol beriji x2 stiini yol
beriji x7 setiri we 0,59 elementini kesgitlaris. Seylelik-de, indiki
simpleks tablisa agsakdaky yaly bolar:

Tablisa 5
| Bazis |Azat | | | x3 | | x5 | X6 | x7 |
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nabellileri | gosuljylar | x1 | x2 x4
x4 0,2 0 0 1| - 0,4
X2 0,13 0 1 (0,27 052 [-03]05
x1 0,09 1 0| 04 0| 08| 3
0 0 1,6
-1
C 0,37 0 0 0 0] - - -
1,7 144 |24

Tablisa 5-if in sorky setirinde polozitel koefisient yokdur. Bu bolsa
bizin optimal ¢6zliwimiz
x1=0,009, x2=0,13, x3=0, C=0,37

bolar.

Cyzykly programmirlemegin iki sany meselesine garalyn.

we

Gonukmeler.

Sahypa 25-26-daky mysallar.

1.6 Ikitaraply meseleler?
(OBoicTBEHHbIE 334a4M)

n

maxF=2cj xj
j=1

n
Zaijxj<bi
j=1

Xj=0

m
minZ=2bi yi

m

(j=1,n,i=1, m)
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2aijyixci (2)
i=1

yi=0 (j=1, n, i=1, m).

Bu meselelerin asakdaky hasiyetleri bardyr:
1. Eger-de birinji meselede ¢yzykly funksiyanyn maksimum
bahasyny tapmaly bolsa, onda ikinji meselede ¢yzykly
funksiyanyn minimum baha

syny tapmaly;

2.Birinji meseldnin maksat funksiyasynyn koeffisienleri

ikinji meseldnin ¢éklendirjilerinin ulgamynyi azat

gosuljylaryna dendir;

4. 3.Birinji meseldnin cdklendirjilerinin azat gosuljylary
ikinji meseldninmaksat funksiyasynyn koeffisientlerine
dendir.;

5. 4. Ciklendirjilerifi ulgamlaryndaky kébellilerifi
koffisientleri bir-birlerine gord transpanirlenen matrisalar
gorniisinde berilyar;

6. 5. Bir meselinifi ¢éklendirjileriniii ulgamyndaky
defisizliklerin sany beyleki meseleddki nibellilerifi
sanyna defidir;

7. 6.Nébellilerin otrisatel dillik serti meselelerini ikisinde
hem bardyr.

8.  Su gomiisddki meseleleri 6zara ikitaraply meseleler
diyilyar.

9. GOnm we ikitaraplayyn ¢oziiwlerinin arasyndaky
baglanysyk asakdaky lemmanyn we teoremalaryn tisti
bilen gorkezilyar.

10. Lemma: (1) we (2) meselelerin kibir X~ we Y™

coziiwleri iicin F(X")=Z(¥") sert yerine Vetyin bolsa,

w

onda A~ - bu baslangyc meselinin, ¥~ bolsa
ikitaraplayyn meseldnin optimal ¢ozileridir.
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11. Teoremal: Diigniiksiz
12. Teorema2: (1) meselinin X~ = (x3,%3, ..., %)
¢oziiwi we (2) meselinini Y™ = (V], V3, o) Vi )
cozileri tappylan bolsun. Onda diile
13. (Zﬁlﬂ;ﬁ’f — cj)x; =0 (j=1,n)
14. Bolan yagdayynda ol ¢oziiwler optimaldyr.
15, Goy, B-bu (1) meseliniit optemal ¢oziwiniii bazisinin

wektorlarynyti matrissasy, C- bazis nibellileriit
bahalarynynn wektory bolsun. Onda ikitaraplayyn
meselanii optimal ¢oziiwi

17. dendir.

16.Y=C-B !

Ikitaraplayyn meselelerin jiibiitleri asakdaky birnde bolup biler:

Baglangyc mesele
mesele

minF=CX
AX=B

X=0

Baglangyc mesele
mesele
maxF=CX
AX=B

X=0

Baglangyc mesele
mesele
minF=CX
AX=B

X=0

Ikitaraplayyn
maxZ=YB
YA=C
Ikitaraplayyn
maxZ=YB
YA=C
Ikitaraplayyn

maxZ=YB
YA=0
YZ=0

36



Mysal.

Baglangye mesele Ikitaraplayyn
mesele

minF=CX minZ=Y B
AX=B YA=0
X=0 Y=0
Baslangyc mesele
13x1+12x%,=260
4x +4x%,=124
3x1+14x,=280

sertlerde F=12x3+10x; funksiyanynn maksimum bahasyny tapmaly.

Ikitaraplayyn mesele:
13y, +4y,+3y3= 12
12y, +4y,+14y3=0
y1=0, ¥2=0, y3=0

18. Sertlerde
19. 7=260V; +124V, +280V;
20. Funksiyanyn minimum bahasyny tapmaly.
21. Cozulusi: Baslangyc meselanin ¢éziwini simpleka
usuly bilen taparys:
22. (tablissa 1-3)
Bazisif 12 10 0 0 0
Bazis B
0] X4 Xo X3 Xy X5
A3 0 260 | 13 2 1 0 0
Xy 0 124 4 4 0 1 0
X5 0 280 3 14 0 0 1
F - 0 -12 -10 0 0 0
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23.

Tablissa2
. Bazisin 12 10 0 0 0
Bazis B
0] X4 X5 X5 Xy X5
X1 12 20 1 0.15 | 0.08 0 0
Xy 0 44 0 3.4 -0.3 1 0
e 0 20 0 13.5 -0.23 0 1
pu
F - 240 0 -82 0.0 0 0
24.
Tablissa3
. Bazisif 12 10 0 0 0
Bazis B
o] X4 y & Xq r Xe
X1 12 18 1 0 0.09 -0.04 0
Xo 10 13 0 1 -0.09 0.3 0
e 0 47 0 0 0.22 -4 1
F - 346 0 0 0.22 2.4 0
25.

26. Baslangyc meselanin optimal ¢oziiwinin
X"=(18;13;0;0;47) we maxF=34.6 bolyandygyny iki

taraplayyn meselanin hem optimal ¢ozliwinin Tablissa

3-in X3, X4, X5 sutinlerinin sonky setirinden

V7=(0.22;2.4;0) we minZ=346 bolyandygyna géz
yetirdik.

27.
28.
29.

Gonukmeler
Sah.31-daki meseleler

28

30. 1.6 Ikitaraplayyn simpleks usuly.
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31.

32.
33.
34.

35.

36.

37.
38.
39.

40.

41.
42.

48.

Eger-de ¢cyzykly programirlemegin meselesinde
bazisler polezitel bolup, ¢aklendirijilerifi ulgamyndaky
azat gosuljylar islendik alamatly bolanda ol meselani
ikitaraplayyn simpleks usuly bilen anisatlyk bilen
¢c6zilyar. Bu usul caklendirjilerin ulgamynda amala
asyrylyan owirmelerin sanyny azaltmaga, seyle hem
sipmleks tablissanyn dlcegini kiceltmdge mimkingilik
beryar. Ikitaraplayyn simpleks usulynyn algoritmine
anyk mysalyn Ustinde garalyn
Mysal:

F=2X; — X5 + X3
Funksiyanyn
{ X, +x, +x3=6
2X, — X, + X3 =2

% =200 =123)
Sertlerddki maksimum bahasyny tapmaly
Cozilusi:
Yokardaky densizliklerin birinjisini -1-e

kopeldenimizden sorfira meseldni kanonik gornisde
yazarys:

21’1—1'2 +I3+I5 == 2
x_,f :2 D.l (J = 11213]1
43,
44,
45,
46. -29-

47. Max F=2X{-X5+X 4
Indi bu meseldni adaty simpleks usuly bilen

GOzyaris(Tablisa 1-2)
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49, Tablisa-1
Bazis Bazism Mat gos 2 -1 1
B
Xy Xz X3
Xy -6 -1 -1 -1
Xs 2 2 -1 1
F -2 1 -1 0
Tablisa-2
Bazis B 2 -1 1
Xy Xz X3
Xy -5 0 -3/2 -1/2
Xs 1 1 -1/2 1/2
2 0 0 0
50.

51. Tablisa 2-niii sofiky setirinde otrisatel elementlerifi

bolmazlygy ¢o6zliwin optimaldygyny,emma B siitinifi
elementlerinde otrisatel elementleriii bolmagy hem ol
¢Ozuwin yol bererli daldigini afilad-yar.lkitaraplayyn
simpleks usulyny ulanyp bu ¢6ziiwi yol bererli ¢coziiwe

owureris.
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52. Yol beriji setiri B stiinifi otrisatel elementlerinifi
absolyut ululuklarynyi i ulusuna gora sayla-rys.Bizii
mysalymyzda ol birinji setirdir.

53.

54,

55. Yol beriji sitini bolsa ifi sofiky setirifi
elementlerinifi yol beriji setirin otrisatel elementlerine
bolan gatnasygynyii absolyut ululyklarynyii ifi kicisine
gora saylanyar.Egerde yol beriji setirde hig hili atresatel
element yok bolsa,onda meselanifi ¢oztwi yokdyr.Bizifi
garayan mysalymyzda yol beriji sitin ikinji,yol beriji
element hem a=-3/2 bolar.Taze simpleks tablisany
gurmak Ucin hem adaty simpleks usuly
ulanyarys(Tablisa-3).Eger-de soiiky alynan ¢6ziiwi yene-
de yol bererlik dal bolya,onda yokardaky proses yene-de
gaytalanyar.

Tablisa-3
Bazis C B 2 -1 1
Xy X2 X3
X4 1 10/3 0 1 -1/3
Xs 2 8/3 1 0 2/3
2 0 0 0
56.
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57. Tablisa 3-ifi soiky setirinde otrisatel elementleriii
yokdygy alnan dayang ¢oOzlwifi  optimaldygyny
afiladyar.Optimal ¢goziiwe gora

58. MaxF=2
X,=10/3
59.
X1=8/3
X4=0
60. Gonukmeler:Sah-34-daki goniikmeler.

1.7. Cyzykly programmirlemeginn ulag meselesi.

Ulag meselesi- bu bir jynsly onimi Upjliin edijilerden sarp
edijilere dasamandaky sarp edilyan ¢ykdayjynyi minimum bahasyny
tapmak we sol meyilnamany diizmekden ybaratdyr.

Ulag meselanin sertleri tablisa gorntsinde beriyar.

edijiler 1 2 j N

Upjin edtji B, B, Bj B,
1 A1 Ci1 Ci2 Cy; Cin
X11 X12 X1j X1in

2 Az C21 sz Czj CZn
X21 X22 X2j X2n

i A Cin Ci G Cin
Xi1 Xi2 Xij Xin

m Am le Cm2 ij Cmn
Xml Xm2 ij an

Tablisadaky Cj; koeffisentler i-nji Gpjin edijiden j-nji sarp edija
onumin bir bolegini dasamak Ugin sarp edilyan ¢ykdayjy Aj—bu i- nji
Upjin edijinin kuwwaty (gory), B; bolsa j-nji sarp edijinifi talabydyr.
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Tablisadaky X;; hem i-nji tGpjln edijiden j-nji sarp edija dasamaly
omumin gozlenyan mukdary.
Ulag meselaninn matematiki modeli asakdaky yalydyr:

n

i=1 j=1

cyzykly funksiyanyn

n
Z X;; = 4; (i=1.2...m)

j=1

m

injzﬁj (j=1,2,..n)

i=1
Sertleri kanagatlandyryan i ki¢i bahasyny tapmaly.

Eger-de ulag meselesi

Zi{-’li =) j B ; deiiligi kanagatindyryan bolsa, onda ofia yapyk (ya-
da dogry bolansly)

------

Nidogry balangly ulag meselsini ¢ozmeklik ticin ona fiktiw
(emeli) tipjiin edijini (sarp edijini) gosmak arkaly ony dogry balansla
Owrlilydr we ondan sofira ¢oziilyar.

Eger-de 25,4, < X i B '; bolyan bolsa, onda bu meseld umumy gory

Apia :ZB;' _ZAi
j i
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defi bolan we dasamaklygyii bahasy Cpr41,] =0 ( = ﬁ] bolan
emeli {ipjiin ediji gosulyar(girizilyir). Eger 2, j B ;> 2. 4; bolyan
bolsa onda ol meseld umumy talaby

A :ZAi _ZB;'
I j

Dagamaklygyti bahasy bolka C;,,; =0 (i=1,m) dei bolan
emeli sarp edjji girizilyar.
Ulag meselsininn optimal ¢6ziiwini tapmaklyk prosesi onuil
dayang ¢6ziiwini tapmakdan baslanyar.Ulag meselesiniil
baslangyg

Dayang c¢OzUwini tapmaklygyn birndce usullary bardyr. Olary
mysallarda gorkezelin.

Demirgazyk-ginbatar burcy usuly.
Goy ulag meselesinifisertleri Tablisa 1-daki yaly berlen bolsun.

B; 75 80 60 85
A
100 ?56 25? 3 3
150 1 552 603 35%
50 18 10 70 502

Demirgaliyk-giingatar burgy 4 uauly bilen ilkinji dayang ¢oziwi
tapalyn
Tablisa 1-in oyjukleri demirgaliyk-glinbatar burcundan doldurylyp
baslanyar.

X11=min {41, |B1}=min {100, 7 5}=75; X,,=0(i=2,3)
Bolar we indi
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X22={150,80-25}=55; X32=O,'
X23=min{150-55,60}=60;X33=0;
X24=min{150-55-60,85}=35;
X34=min{50,85-35}=50
Sunluk bilen berlen meselanin ilkinji dayang ¢oziwini gurdyk. Tablisa
1-den belli bolsy yaly , bu ¢6ztw hic hili tikli 6ziinde saklamayar we
alty sany (m+n-1=3+4-1=6) polozitel dasamalardanybaratdyr,

diymek, bu ¢6ziiw dayang ¢oziwidir. Onun bahasy bolya
C=6
+75+7+25+2-554+5:-604+6-35+1-50=1295

Den bolar.
I ki¢i bahalar usuly.

Bu usulyfi komegi bilen yokarda garalan mysalyfi dayang ¢Oziiwini

tapalyn. Onufi tapylsyny tablisa 2-de gorkezelifi

B; 75 80 60 85
A

6 7 3 5
100 5 60 35

1 2 5 6
150 75 75

8 10 20 1

50 50

Tablisadaky i kigi bahany saylalyfi . Ol baha bire dendir we A,B;
we AzB; oyjiklerde yerlesendir. Ol oyjiikleri asakdaky gorniisde
dolduralyfil:

X21=min{150,75}=75 we X34=min{50,85}=50 .
Tablisanyfi i1 kici bahany A2B; Oyjiide yerlesér,
dolduralyfi:

ony hem
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ngzmin{150-75,80}:75.
Bu prosesi ti gordaky Oniimler gutaryanca we &hli srp edijiler
kanagtlanyanca dowam etdirilydir we netijede Tablisa-2-ni alarys.
Alnan ¢6ziiw hi¢ hili sikli saklamayar we alty sany polozitel
dasamadan ybaratdyr , diymek , budayang c¢oziiwdir. Onuii bahasy
bolsa

C=5*7+3*60+5%*35+1*75+2*75+1*50=665

den bolar.
Meselanin dayang ¢ozliwi tapylandan sorira onun optimal bolup-
bolmalydygy barlanyar. Eger-de ¢6ziiw optimal bolmasa, onda Upjlin
etme tdzeden paylanyar. Optimal ¢6zliiwi almaklyk ticin hem
paylanys we potensiallar usullary ulanylyar.

Mysal 1.
Meselani paylanys usuly bilen ¢cézmeli.
Tablisa 3
B; 70 120 105 105
Ai
90 14 8 17 5
180 21 10 7 11
130 3 5 8 4

Cozulisi:
Baslangy¢ dayang ¢ozlwi in kigi bahalar usuly bilen ¢6ziip, asakdaky
tablisany gurarys:

Tablisa 4
Bi 70 120 105 105
Ai
90 14 458- 17 45°+
e 180 4 750 105’ 11
Bu ¢dzawin 3 5 7
bahasy 130 70 + 8 -60
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C=8*45+5*45+10*75+7*105+4*60=2520
bolar.

Alnan dayang ¢oziiwin optimallygyny barlayarlar. Onun ti¢in

bolsa her bir bos 6yjiik licin Ajj hésiyetlen-dirjji hasaplayarlar:
A11=14-5+4-3=10;
A13=17-8+10-7=12;
Ap1=21-3+4-5+8-10=15;
A24=11-5+8-10=4;
A32=5-8+5-4=-2<0;
A33=8-7+10-8+5-4=4.

Bu yerde A3z2<0 bolyandygy licin ¢6ziiw optimal dildir. Téze
dayang ¢oziiwe Aszp-ddegisli bolar. Zynjyr arkaly amala asyrylyar.

Zynjyryn depeleri bos bolan 6yjiikden baslap, (+,-,+,-,...)
alamatlar gezeklesip gelyarler.

Otrisatel yarymzynjyrdaky dasaljak yiklerin gdwriiminden
minimumy saylanylyp alynyar we dasaljak yiiklerin mukdary tdzeden
paylanyar:

Afmin 5,60 =45.
we tablisa doldurylyar.

Tablisa 5
70 120 105 105
Bj
A
90 8 90 °
14 17
180 75 105
21 10 11
130 [70 ® |45 ° . 15 ¢

Bu meyilnama ediljek ¢ykdayjy
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gazanar. Ol nokatlary hem goni ¢yzyklaryn {stinde yerlesdirip,
B, B, gonisi bilen birlesdireris.

Edil su usuly ulanyp F3;B; gonisini hem guranymyzdan
sofira, ¢yzga gOrd utusyn asaky cdgini kesgitliris we onda ordinatasy
oyunyii bahasyna den bolan m uly ordinataly M nokadyny taparys.
Birinji oyungy iUcin M nokatda kesisydn onayly strategiyalary
kesgitliris. Ol B, we B, strategiyalardyr:

-G 9

5%, +2x,=v
Ox; +9x, =v
x1+xE=1

bolyandygyny g6z oniinde tutup, birinji oyungynyn optimal
strategiyasyny taparys.
7 5 45

o
x =—1x =—,"|g'= p—i
17 40727 45 12

Edil suna menzeslikde, ikinji oyuncynyin hem optimal strategiyasyny
kesgitlaris.

® |t

5y, +0y; =v
2y, +9y; =v

y,+y; =1
, 2, 1. _ 15
32—4133—4,1’—4.

Seylelikde, bu oyunyn ¢oziwi

7 s
x_(lz’ﬁ

&t

21
)y =G wev=
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Seylelikde, bu oyunyn ¢oziiwi

13

21
)y =G wev ="

7 5
X =(=—
12 12

bolar.

IT) oyunyn matrisasynyn Olgeginin (3x2) bolandygy sebépli, oyunyn
¢coziiwini ikinji oyungy iigin taparys.

Oyunynt grafiki sekilini gecen mysaldaka gord gurarys. (Sekil 2). Bu
yerde kesimiti baslangyc nokadyny B strategiya hokmiinde kabul
ederis.

B, we B;nokatlary iistiinden ikin sany perpendikulyar gegireris
we onunl Ustlinde birinji oyungynyn utuslaryny yerlesdireris.
Birinji oyungynyn strategiyalaryna degisli bolan goni ¢yzyklary
guranymyzdan sofira, utugyn yokarky cdgini kesgitliris we onun
istiinddki m ki¢i ordinataly M nokadyny taparys. Ol nokadyn
ordinatasy hem oyunyn bahasyna dendir.

B
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B, B,
Sekil 2.

Birinji oyungynyi aktiw strategiyalary A, we A5 bolar

3 2
a=(; 3)
we
3y +2y, =v
yi +3y, =v
v+, =1

bolyandygyny gdz oniinde tutup, ikinji oyungynyn optimal
strategiyasyny kesgitliris:

1

Vi=27,)V. =

3

Wk

7
V=
3

Edil suna menzeslikde

3x, + !
X +XxXg =<2
1 373
2x, +3 !
X X, ==
1 2773
x1+x3=1
ulgamdan
2 1
X1 =3, %3 = ;faparys

Seylelikde bu oyunyin ¢oziiwi
503} '3 - deii bolar.

2.3. Matrisa oyunlary simpleks usuly bilen ¢6zmek.
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Asakdaky matrisa bilen berlen oyuna garalyi:
a- 11 alz wmw ﬂ- 1“

all alz - ﬂ-ln

A=

[ ST S RS / -

Bu oyunyn X = (X;,%5,...,%,),Y = (y1,V, ..., V,) optimal

strategiyalaryny cyzykly programmirlemegiil ikitaraplayyn
meselelerinin ¢ozilis usulynda taparys.

Baglangye mesele (birinji oyungy ii¢in)
max F=v;

Elau 1}_12'@—1?‘1] 1)
2ix; =
x; = 0 (i =1,m)
goriisde, ikitaraplayyn mesele bolyar (kinji oyungy yein)

min F'=v
; 1':11;.}1 v {:E =1 mj
X =

%30@=Iﬁ)
gomiisde, ikitaraplayyn mesele bolyar (ikinji oyungy ticin)
min F'=0
T=1 i) = v(ie=1m)
z iYi = 1;
;203G =1n)
gorniisinde bolar.
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Oyunyfi bahasy bolan v ululyk belli déldir, emma v>0_bolyandygy
kabul edip bileris. Bu sert x;; =0 (¢=1,m, j=1,1n) bolan
vagdayynda  yerme  yetyindir, ony bolsa  matrisanyn  &hli
elementlerinin Gstiine kébir polozitel M sany gosmak arkaly amala
asyryp bolar. Bu yagdayda oyunyn c¢oziwi lijtgemeyir we oyunyi
bahasy M san artyar.

(1) we (2) meselelerin ¢éklendirijilerindédki  densizliklerin ~ &hli

I ¥i

gosulyjylaryny v sana bolip we X; =3 }f}f = — belgilemeleri
v Vv

girizip, baslangyg caklendirjjileri tiytgederis.
Zixg =1we Z}-:}’}- = 1 sertlerden hem

r 1 ' 1 . ..

Zixi = we 2. iYi = " sertleri alarys. Netijede bolsa asakdaky
iki taraplayyn meselidni alarys:
baslangye mesele (birinji oyungy iigin)
Zitiax; =1 =1n),
x; = 0 (i = 1,m) sertlerde
FZZE 1 I: funksiyanyn minimum bahasyny beryan
X1,X3, ..., X, bahalary tapmaly;
ikitaraplayyn mesele (kinji oyungy ticin)

?:1'511';}’; =1({=1m),

V; =0(= 1,_?1] sertlerde

F'= Z};
;

Funksiyanyfi —maksimum bahasyny beryin ¥y Va,....V,bahalary
tapmaly.

Seylelikde, berlen oyuny ¢6zmek iicin ¢yliykly programirlemegin
ikitaraplayyn ~ simmetrik  meselelerijiibiitini aldyk. = Meseldnin
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simmetrik hidsyetinden peydalanyp iki bilen olaryin hasaplamany
talap edydnmni ¢Oziip bolyar, alhan ¢oziiwil netijesinde-de  beyleki
meseliniil ¢oziiwini tapmak afsat bolyar.

. 152
A:(g{] 1)

Matrisa bilen berlen oyunyn ¢oziiwini tapmaly.
Coziliisi: Oyun matrisasy atrusatel elementi 6ziinde saklayar

(@;;=_1). Matrisanyn #hli elementine 1 sany gosup tize oyun

alarys:
A_(o 6 3)
712
Meseldni ¢ozmége girismezden On onun eyer nokadyny barlayarys
0% [bolyandygy iicin bu oyunyn ¢oziwigaeysyk strategiyada bolar
we onufi v=v+v bahasy 1= v = 3 aralykda yatar.
Optimal x=(X1,X3) we y=(¥1,V2,Va) strategiyaly tapmaklyk ¢yzykly
programmirlemegin  ikitaraplayyn meselesini  ¢6imek bilen
menzesdir.
Baslangyc mesele(birinji oyuncy Ugin)
Tx5 =1
6x; +6x; =1
3xi+2x; =
x; =0,x; =0
Sertlerde
Min F'=x]+x;
Tapmaly:
Ikitaraplayyn mesele(ikinji oyungy (gin)
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6y, +3y; =1
Tys +y; +2y: =1
120,y 20,y; 20

Sertlerde
Max F=y; + ¥z + V3
; Vi 1
Tapmaly,bu yerde X, = ﬂ,}f; ==L min F' = max F=—.
v v

Ikitaraplayyn neselelerii  birini ¢dzenimizden sorira olaryn
beylekisini anisatlyk bilen ¢ozeris.
Asakdaky tablisa 1-4-de ikinji oyuncy Ucin goyulan meselaning¢ozlisi
gorkedilendir.

Yablisa 1
Bazis (o Azat 1 1 1 0 0
gosuliy | vy |y | Vs | Ve | Ve
Vi 0 1 o |6 [3 |1 |0
y! 1 1 7 11 |2 |o |1
F’ - 0 10-11-110 |0
Tablisa 2
Bazis (o Azat 1 1 1 0 0
gosuliy | yJ |4 Vi o |Ve|Vs
Vi 0 1/? 0 |6 3 1|0
1 2 1
y. 1 Y7 147 19 |7
' R 1 —6 —b 1
F f7 19 1 7% 7%719 | Y7
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Tablisa 3

Bazis Azat 1 1 0 0
C gosuljylar 1
Y1 Y2 VE Y4 VE
Y2 1/6 0
v |1 5/12 |0 1 1/2 | 1/6
- 1/7
1 1 0 3/4 1/42
F 2/7 -
- 0 0 2/7 1/7 1/7
Tablisa 4
Bazis Azat 1 1 1 0 0
C gosuljylar
Y1 Y2 Y's Y'a Y's
Y3 1/3 2 1 0
Vi |1 1/21 |0 - 1/3
3/7 0 - 1/7
1 1 2/21
F 8/21
- 0 4/7 0 5/21 1/7

Tablisa 4-de y’1=1/21, y’»,=0, y'3=1/3, max=F'8/21 optimal ¢oziw
aIyndy Bu yerden hem
g= S,yl vlﬂ—s, y2=y28 =0, y3= yaﬂ——

muaxFi
1
alarys. Seylelikde ikinji oyungynyn optimal strateglyas[y Y= B,O,g
bolar.
In soriky Tablisa 4-in in sonky setirinin gosmaca y'4 we y's
Uytgeyanlerinin garsysyndaky elementler hem birinji oyungynyn

optimal strategiyalarydyr:
s




X= 2 3

Gonlkmeler
Sahypa 64-daki meseleler.

2.4 Ovyunlary cozmekliginn vakynlasan usuly (Braunyii usuly.)

Toleg matrisasy

allalz llla’lﬂ
Al Az105;5 ... lzpy
Ay Az e Ay

bolan oyuna garalyn.Bu oyuny Braunyn usuly bilen ¢ozmek {icin
asakdaky yzygider iterasiyalar yerine yetirilyar:

1) A oyungy haysy hem bola bir A, strategiyasyny

saylayar.(erkin);

2) B oyungy hem A oyungynyil utusyny minumyma getirer yaly

3)

oziniti B strategijasyny saylayar;
A oyungy B oyungynydi utulysyny maksimuma getiryin A,

v

strategiyasyny ~ saylayar(@;; — sutinfi @ uly elementi
sertinden ) we Onki ddimlerddki umumy utugyny hasaplayar;

4) A oyungynyl umumy utusyny minumyma getirer yaly B

5)

oyungy oOzinon B, strategiyasyny saylayar we onki
ddimlerden gelydin umumy utulysyny hasaplayar;

Eger iterasiyalaryn sany n bolsa ,onda optimal trategiyalary
kesgitlenyaris:

£, t t
A oyungy licin X= (1 2;---_m),

n n
5 b 5
B oyungy iicin X= ( =, =, ---_n),

n n
bu yerde [; weS; degisllikde inji setirddki we j-nji
sittindaki yyldyzjyklaryn sany.
Ya-da bolmasa 3-nji 4dime gaydyp gelyaris.
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Mysal.
Oyunyn toleg matrisasy berlipdir:

219
A=(137
4 2 4
Ony Braunyn usuly bilen ¢ozmeli.

Braunyn wusulyny ulynyp bu oyunyn yakynlagan ¢Oziiwini
taparys.Goy, A oyuncy A, strategiyasyny saylasyn.

Toleg matrisasynyn asagynda bu  setrii  elementleri
yazylyar.B oyungy bolsa B strategiyasyny saylayar, ciinki @4, = 1
element bu setirm i kici bahasydyr. @4, elementi (*) yyldyzyk
bilen belgileydris we matrisanyn sag tarapynda onun ikinji siitiininii
elementleri yazylyar.

A oyungy hem 06z gezeginde A, strategiyasyny ulanyar,
clinki HEQE element ol siitlinn M ulusydyr. d,, elementi yyldyzjyk
bilen belgileyiris we A  oyungynyn gegen iki ddimddki umumy
utusyny hasaplayarys.(Utusly strategiyalaryit  degish elementlerini
gosmak arkaly)We ony hem matrisanyil asagynda yazyarys.B oyungy
hem A oyungynyl summar utusyny minumyma getirer yaly By
strategiyasyny  saylayar.B oyungynyin gegcen iki ddimddki summar
utulysyny kesgitleydris we ony matrisanyn sag tarapynda yazyarys
we §¢.m.

Asakdaky Braunynn usuly bilen iterasion prosesinin ilkinji 10
adimi gorkezilendir.

Tablisa 1.

219134567810 11 13

13737471013 16719°20° 23" 24°
424268 10712 14 16 207 227 26°
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2179
3" 416

767 20
11 8% 24

15 8" 24

Meselanin ¢oziiwine yakynlasma derejesi baslangyc
strategiyasynyn saylanysyna we ddimleriii sanyna baglydyr.
n=1 bolanda

23{6}{:26 X—( 5 5)
1010 ~\? 1010/

Y (3 ! 0)
- \10"10°
IV Boliim. Kopgiilikleyin hyzmat edis nazaryyetinin
modelleri.

4.1. Yitgili hyzmat edis ulgamlarynyii esasy
hiisiyetlendirjilerinin hasaplanysy.

Goy, kopgiilikleyin hyzmat edis ulgamy biri-birleri bilen

ekwiwalent bolan n sany hyzmat ediji enjamdan ybarat bolup, bu
ulgama talaplaryn A ntensiwlikli yonekey akymy gelyédn bolsun.
Eger-de talabyn ulgama gelen pursatynda bos duran hyzmat ediji
enjam bar bolsa, onda ol talap bos duran enjamlaryin haysy hem

bolsa birini eyeleydn we ol talaba hyzmat edilip baslayar. Eger-de

talabyn ulgama gelen momentinde hyzmat ediji enjamlaryn ahlisi
doly bolsa, onda ol talap yitirilydr (ulgamy terk edyir).

Her bir talaba edilyin hyzmatyn Thyz dowamlylygy v

parametrli
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F(t): P(THYZ < ’[):1— e (V > O)

gorkeziji kanun boyunga paylanan iizniiksiz t6tdn ululykdyr.
Ulgamyn yagdaylary diyip ondaky talaplarynn sanyna

distinjekdiris. Onda wagtynn islendik momentinde garalyan ulgam

asakdaky vyagdaylarynn haysy hem bolsa birinde bolup biler:

So—ulgamda O talap bar;

Si1—ulgamda 1 talap bar;

Sn—ulgamda n talap bar.
Wagtyn t momentinde ulgamda k sany talabyn bardygyny

) . :
anladyan wakany Sk bilen belgilesek, onda bu wakanyn

t
dhtimallygyny Pk (t): P(Sé ) ) bilen belgiliris. Bu ulgamda
bolup gecyin totdn proses tigin t — oo bolanda Py(t) yagday
dhtimallyklary baglangyc sertlere bagly bolmadyk kébir Py

hemiselik sanlara ymtylyarlar (bu yerde !m I:)k (t) = Pk predelin

bardygynyn subudyny gorkezjek déldiris).

Bizin maksadymyz ulgamyn Po, Py,..., P, stasionar
dhtimallyklaryny we onuii hésiyetlendirjilerini tapmakdyr.

Bu ulgama gelydn talaplaryn akymynyn yonekey akymdygy
licin h wagt aralygynda ulgama bir talabyn gelmekliginin
dhtimallygy Ah+0(h), birden kop talabyn gelmekliginii
dhtimallygy bolsa 0(h) defi boljakdygy diisniiklidir.

Bize milim bolsy yaly, egerde talaba edilyin hyzmatyn
dowamlylygy gorkezjili kanun boyunga paylanan bolsa, onda
hyzmatyn galan boleginin dowamlylygynyn paylanys kanuny onui
hacan baglandygyna bagly dildir. Suna gord-de, eger-de haysy
hem bolsa bir hyzmat ediji enjam bir talaba hyzmat edip duran
bolsa, onda ol hyzmatynn galan bdlegnin dowamlylygynyn h
wagtdan kigi bolmazlygynyn htimallygy e™; eger-de hyzmat
ediji enjamlarynn haysy hem bolsa k sanysy doly bolsa, onda

59



olaryn &hlisinin yene-de h wagtlap doly bolmaklarynyn
dhtmallygy e M h wagtynn dowamynda olaryiti m bolmanda
birmit  bosamaklygynynt dhtimallygy hem

1-e™ =kh—-0(h)
dent bolar.

Bu ulgama talabyn gelmekliginin we bir talaba edilydn
hyzmatyn tamamlanmagynyil (hyzmat ediji enjamyn
bosamaklygynyn) her biri yonekey wakadyr.

Wagtyit t momentinde ulgam S; yagdayynda bolup, h wagt
mterwalyn dowamynda Sy yagdayyna gecmekliginin sertli
dhtimallygyny Pi(h) bilen belgililin, yagny

Slgt+h) )
P (h)=P 5 (0<i<n,0<k<n)
Onda
P.(h)>0,  >'P.(h)=1 )
k=0

bojakdygy mélimdir.
Yokardaky aydylanlardan ugur alyp h—0 bolanda Pi(h)

gecis dhtimallyklaryny tapmak c¢ylsyrymly déldir. Eger ‘i - k‘ >1
sert yerine yetse, onda ulgamyn S;yagdayyndan Sk yagdayyna
gecmekligi {icin i bolmanda iki sany yonekey wakanyn yiize
¢ykmaklygy zerurdyr. Sonuil licin hem yokarda bellip gecisimiz
yaly,
lim P, (h)=0(h) (i K/ >1)
—0
)

bolyandyr.

h wagtyn dowamynda ulgamyn Sy yagdayyndan Si+1
vagdayyna ge¢mekligi tlicin hem sol wagt mterwalynda ulgama
bir ya-da ondan-da kop talap gelmelidir. Seylelikde,
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Pk,k+1(h) =Ah+ O(h)

3)
h wagtyn dowamynda ulgamyn Sk yagdayyndan Sg+1
yagdayyna ge¢mekligi iligin hem sol wagtyn dowamynda bir ya-
daondan-da kop talaba edilydn hyzmat tamamlanmalydyr, bu

verden hem
P ..(h)=kh+0(h)

O
gelip  ¢ykyar.
Onda (2)-(4) anlatmalardan we (1) denlikden

Pk,k (h):]-_ Pk,k+l(h)_ Pk,k—l(h)+ O(h):l— Ah —kvh + O(h)

boljakdygy &dsgérdir.
k=0 we k=n bolan yagdayynda hem

P,,(h)=1-2h+0(h),
P,,(h)=1—nvh+0(h)

alarys. Egerde t>0, >0, 0<i<n, 0<k<n bolsa, onda

P, (t+h)=>"P, (1) P, (h)

()
bolyandayr. Bu baglylyk doly dhtimallygyn formulasynyn
yanekeyje ulanylysynyn netijesidir.

Goy, Pi(0) —bu wagtyn baslangyg momentinde (t=0)
ulgamyn S; yagdayynda bolmaklygynyii dhtimallygy bolsun
(0<i<n). Onda wagtyii t momentinde (t#0) ulgamyn Sk
vagdayynda (0<k<n) bolmaklygynyn &htimallygy doly
dhtimallygyn formulasyna gord
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deit bolar .
Eger-de (5) denlemdninn iki tarapyny hem P;(0) dhtimallyga
k('jpeldenimizden sofira ony i-e gord 0- dan n-e gen]l jemlesek

P, (t+h) ZP ©

detilemini alarys we ofa Cepman Kolmogorowyn diyilip
atlandyrylyar.

Gegis dhtimallyklar {igin alnan aflatmalary ulanyp, Cepman
— Kolmogorowyﬁ detilemesinden

P,(t +h)=P,(t)1— Ah)+ P,(t Wh + O(h),
P (t+h)=P_ (t)h+ P (t1—Ah—kvh)+ P, (t Xk +1ph + Ol
P,(t+h)=P,,(t)2h+P,(t)L—nvh)+0(h)
alarys. Bu yerden hem yonekey amallardan sofira

P,(t+h)-P,(t

o) _ b (1) 4P 1)+ 00)

A hr?_ R _ —AP 4 (t)— (2 +kv)P (t)+ (k +1pP,.,(

P (t+ hh)— P.(t) =—AP _(t)+niP,(t)

anlatmalary almak kyn déldir. h—0 bolanda yokarky
anlatmalaryn sag tarapynyn predelleri bardyr, diymek, P(t)
vagday dhtimallyklarynyn oniimleri hem bardyr. Seylelikde,

Py (t)=—2R,(t)+ R (t)
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P/(0)= AP, (0)-(A+ k)R (O)+ (k+pR ()  (@<k<n—
/

() Pn (t) = ﬂ’Pn—l (t)n VPn (t)
gelip ¢ykar.

Yokarda alnan bijynsly differensial defilemeleriii ulgamy
Erlangynn ulgamy diyilip atlandyrylyar. Eger-de ulgamyi
vagdaylarynyn baglangye dhtimallyklary (Pk(0), 0<k<n) berlen
bolsa, onda ol ulgamy ¢6zmeklik kyn déldir.

Eger-de ulgamyn yagdaylarynyn belgilenen grafyny gursak,
onda onun kdmegi bilen ulgamda bolup gecyén totin prosesi
suratlandyryan differensial denlemelerin  yokardaky ulgamyny gos-
goni tapyp bolyar. Garalyan ulgamyn yagdaylarynyn belgilenen
grafy asakdaky yaly bolar.

B o o e o

.l'-'_l l""-' .l'-'_l :llil_. ||I"J
. —_— ] E— ] —_— . ———— - . R —
So | |81 ] S 2 Sn-1

v v 3V (n-1v 1

Differensial denilemelerin (7) ulgamynyii gurlusyna iins
berelin. Olaryn dhlisi agakda beyan ediljek kesgitli diizgiinin
esasynda gurlandyrlar.

(7) ulgamyn her bir defilemesinifi gep tarapynda ulgamyii
yagday dhtimallyklarynyn Oniimi bar, olaryn cep tarapynda bolsa
degisli yagday bilen baglanysykly ndce sany ok bar bolsa, songa-da
gosuljy bar.Eger-de ok sol yagdaydan ¢ykyan bolsa, onda sol oka
degisli bolan gosuljy ,,minus” alamatly, egerde ok sol yagdaya gelyin
bolsa, onda onia degisli gosuljy ,,plus” alamatlydyr.Her bir gosuljy
Oziine degisli bolan okun gecis dhtimallygynyil dykyzlygynyii sol
okun ¢ykyan yagdayynyn yagday édhtimallygyna kopeldilmegine
dendir.
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Ulgamyn yagday dhtimally licin differensial denlemeleri bu
diizglini umumy hasap edilydr we ol islendik {izniiksiz markow
zynjyrlary {i¢in ulanylyar.Onun komegi bilen yagday dhtimallyklar
ticin differensial denlemeleri ulgamyn yagdaylarynyn belgilenen
grafyna seredip, hic hili kyngylyklar ¢cekmén, gbs-géni gurup bolyar.

t — oo bolanda (7) ulgamyn defilemelerinifi sag tarapynyi
kesgitli predeli bardyr, diymek, olary ¢ep taraplarynyin hem predelleri
hokman bolaymaly.O1 predel hem nula dendir.Eger-de seyle
bolmasa, onda t — o predelde P, (t) niimler nuldan tapawutly
haysy hem bolsa bir hemiselik sana ymtylarlar, diymek, degisli
P, (t) dhtimallyklar hem absaljut ululyklary boyunca tikeniksiz
artalar, beyle yagday bolsa asla miimkin déldir.Seylelikde, biz
asakdaky netyd gelyéris:
tlﬂ.ﬂ,;(tjzn (0 <k < n).

Differensial detilemelerin (7)) ulgamynda hem t — ©o predele
gecip, algebraik detlemelerin asakdaky ulgamyny alarys:
—AP, +vP, = 0,
AP, —(A+kv)P,+ (k+1)uPy,, =0 (0 <k < n),
AP,_, —nvP, = 0. (8)

Eger-de
AP,_, — kuP, = z,, (1=k<=n)

belgileméni girizsek, onda (8) ulgamy

21:{]!
Zy, —Zpe, =0 (0 < k <n),
z, =0

goriisde yazmak bolar.Bu yerden hemz;, =0 (1 <k < n)
netjini alarys.Seylelikde,

A
PJ::=EPF:—1 {:l‘i:k{_:nj
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ya-da
k

| P

&)

n!
gelip c¢ykjakdygy diisniiklidir.Normirleyji

ZPk:l
k=0

Serden hem

0 (AT
S R ol )
G \= "
k=0T kI
dhtimallygy taparys.

Pﬁ:=

F, (1=k=n) (9)

-1

A
o= £ belgilemini girizelin.Bu gatnasygyn seyle manysy bardyr:
P —bu bir talaba hyzmat etmek {icin sarp edilyin ortaca wagtyn
dowamynda bu kopciilkleyin hyzmat edis ulgamyna gelyan
talaplaryii ortaga sanydyr.Bu belgilemini gdz oiiinde tutup, (9)
formulalary

¥

kv
p, =—K (k=0,12,..,n) (10)
n P~
k=0 gl
gorniisde yazyp bileris.
(10) formulalar basgaca Erlangyn formulalary diyip
atlandyrylyar.
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F,, P, ..., B, stasionar dhtimallyklar belli bolsa, onda bu
ulgamyn stasionar hdsiyetlendirijilerini kesgitlip bileris:
*  A-ulgamyi absalyut hyzmat edis mimkingiligi ( wagt birliginde
ulgamyn doly hyzmat edip biljek talaplarynyii ortaga sany );
* (-otnositel hyzmat edis miimkingiligi (ulgama gelen talaplaryn
hyzmat edilenleriniii ortaga payy, yagny, ulgamyn wagt birliginde
doly hyzmat edip bilyén talaplarynyn ortaca sanynyn sol wagtyn
dowamynda ulgama gelydn talaplaryn ortaca sanyna bolan gatnasygy
);
* doly hyzmat ediji enjamlaryn ortaga sany.

Bize milim bolgy yaly, ulgamyi hyzmat ediji enjamlarynyn
ahlisinin doly bolan pursatynda gelen talap yitirilyar.
Onda yitginin ahtimallygy

" p"
P n!
P}'ra't=Pn=HPG= i P_k (11)
k=0 kT
den bolar.

Ulgama gelen talabyil hyzmata kabul edimekligininn dhtimallygy (
vagny otnositel hyzmat edis miimkingiligi.) bolsa yitginii
dhtimallygyny 1- ¢enli dolduryar:
q=1—P,;;=1—-P,. (12)

Eger-de ulgamyn q otnositel hyzmat edis miimkingiligi belli bolsa,
onuin A absalyut hyzmat edis miimkingiligini ansatlyk bilen
taparys.Olar asakdaky gorniisde bir-birleri bilen baglanysyklydyr:
A=X-g=21-(1-P). (13)

Yitgili kopeiilikleyin hyzmat edis ulgamlarynyi méhiim
hasiyetlendirjilerinit biri hem ondaky doly enjamlaryn ortaga
sanydyr (bizit garayan ulgamymyzda ol ululyk ulgamdaky talaplaryn
ortaga sanyna dendir).Ol ortaga bahany K bilen belgililit.
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k ululygy 0,1,...,7n bahalary degislilikde Py, P, ..., P,
dhtimallyklar bilen alyan diskret totédn ululygynn matematiki
garagsmasy hokmiinde hasaplap bolar:

Mysal 1.

Ug sany liniyadan ybarat bolan awtomatlandyrylan telefon
stansiyasyna talaplaryn yonekey akymy gelydr.Egerde talabyn gelen
momentinde liniyalaryii dhlisi hem doly bolsa, onda ol talap
vitirilydr. Bir minudyn dowamynda stansiya ortaga bir talap
gelyidr.Her bir talaba hem ortaga ki minutlap hyzmat edilyér.

Ulgamyn stansionar hasiyetlendirjilerini kesgitlemeli.

Cozliisi.Serte gord, talaplaryn gelydn akymynyn intensiwligi
A =1 dendir. Hyzmatdan ¢ykyan talaplaryfi akymyyn U intensiwligi
bolsa

1 1
v=—-==—=20,5
Thyz 2
den bolar.
(11) formula goré,
e’ 2°
Pjra‘t:lng = g!pk = 7 3!22 E :gWUJZL
ogr  LFTItaT AT

taparys.Bu dhtimallyk hem ulgama gelydn talaplaryni takmynan
21%-ni yitirilydndigini anladyar.

Stansiyanyn otnositel we absalyut hyzmat edis miimkingilikleri
hem

s g 415
1= TR
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den bolar.

Doly liniyalaryii ortaga sanyny bolsa (14) formula gori
hasaplarys:
k=p(1-P)=2-(1—-P;)~2(1—-0.21)=1,58.

Goniikmeler.
1. Awtomatlagdyrylan telefon stansiyasy ( ATS ) bir wagtda
Oziininde 5 sany abonente hyzmat etmeklige niyetlenendir.Bu ATS-e
ortaca her 30 sekuntda bir talap gelydr.Her bir abonente ortaca 2
minutlap hyzmat edilydr. ATS-i1 &hli liniyalarynyin doly bolan
pursatynda gelen talap vitirilydr.Bu ATS-in stansionar
hasiyetlendirijilerini kesgitlemeli.
2. 20 sany ulagynn durmaklary iicin niyetlenen ulag duralgasyna
duralga dolyanca ulaglaryn yonekey akymy gelyar.Her sagatda
duralga ortaca 4 ulag gelydr.Her bir ulagyii duralgada saklanyan
wagty hem orta bahasy 15 minuda deil bolan gorkezjjili kanun
boyunga paylanandyr.Bu kopgiilkleyin hyzmat edis ulgamynyi
stasinar hdsiyetlendirjilerini tapmaly.

4.2 Nobatly kopgiilikleyin hyzmat edis ulgamlarynyn esasy
hasiyetlendirjilerinin hasaplanysy.

Kopgiilikleyin hyzmat edis ulgamy bir-birleri bilen ekwiwalent
bolan n sany hyzmat ediji enjamdan ybarat bolup, bu ulgama
talaplaryn A intensiwlikli yonekey akymy gelyir.Eger-de talabyi bu
ulgama gelen pursatynda m bolmanda bir sany bas enjam bar bolsa,
onda ol talaba hyzmat bagslanyar, eger-de sol pursatdan bos bolan
hyzmat ediji enjam yok bolsa, onda ol talap 6ziinden o1nki gelen
talaplaryn ( eger-de bar bolsa ) yzynda nobata duryar.Bosan hyzmat
ediji enjamlar hem wagt yitrmin, nobatda garasyp duran ndiki
talaba ( eger bar bolsa ) hyzmat etmige baslanyar.

Her bir talaba edilydn hyzmatyn dowamlylygy asakdaky gorkezijili
kanun boyunga paylanan T}, vz tOtén ululykdyr:

Fit)=1—e™™ (v=0).
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Goy, iki bilen nobatdaky garasma orunlarynyn m san bilen
caklendirilen yagdayyna garalyni, yagny, talabyi ulgama gelen
pursatynda eyydm m sany talap nobatda hyzmata garasyp duran
bolsa, onda ol talap vitirilyar.Sofiunda ol m sany tiikeniksizlige
ymtyldyryp nobatdaky garagsma orny c¢dksiz ulgama gararys.

Bu garalyan ulgamda nobatda duran talap nobaty terk etmeyar
diyip kabul edilydr.Bu yagdayda nobatdaky #hli talaplara irde-gicde
hyzmat edilyar.

Ulgamyn yagdayy diyip ondaky talaplaryii sanyna diisiinsek ( hem
hyzmat edilydn, hjem-de nobatda hyzmata garasyan talaplaryn sany),
onda wagtynl islendik momentinde ulgam 6zinifi asakdaky ntm-1
sany yagdaylarynyin haysy hem bolsa birinde bolup biler:

So— ulgamda O talap bar;

S; —ulgamda 1 talap bar;

Sh— ulgamda n talap bar;

Sn+1— ulgamda O talap bar (n sany hyzmatda, biri hem nobatda);

Sn+1—ulgamda O talap bar (n sany hyzmatda, ikisi hem nobatda);
Sn+m— Ulgamda O talap bar (n sany hyzmatda, m-si hem nobatda);
Garalyan ulgamyn belgilenen grafy asakdaky yaly bolar:

Ulgamyn yagdaylarynyn stasionar dhtimallyklary ti¢in
algebraik denlemelerin ulgamyny yokardaky belgilenen grafyi
komegi bilen gbs-gbni gurarys:

_H.P 0 + UID 1 == 0

AP+ (A+)P,+(k+1)vP,,;, =0, 1=k <n (1)
AP, +(A+n)P, +nvP,., =0, n=sk<n+m

H'P.Fm+m - ir?*J"-“"‘Dtra+m =0
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Algebrak denlemelerini yokardaky ulgamyny c¢ozmek ii¢in asakdaky
belgilemeleri girizelin:
4, =AP,_,—kvP,, 1=k<n
Zy =AP,_,—mvP,, n=sk=n+m
Bu belglemeleri ulanyp, detlemelerin (1) ulgamyny
Z; =0

Z.—Z..1=0, 1<k<n<m 2)
=0
gorniisde yazyp bileris. Bu yerden hem

Z.=0, (l=sk<n+m)

Z

n+m

Dernleme, yagny,

AP,_; — kuP, =0, (1l=k=n) (3)
AP,_; —nuP, =0, (1=k=n) (4)
defilemeler gelip ¢ykyarlar. 1 < k < n bolanda (3) detilemeden
k
p
P="p  ®

alarys, bu yerde 2 — ';I'/f 1) dendrr.
n< K <M+ M bolanda hem (4) defilemeden
p k—n
p=(>) B ®
formulany alarys. (5) formuladan P, -yi bahasyny (6) formula

n
ornuna goysak
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¥

nink-n"°
formula gelip ¢ykyar.

P, = (7)

n+m

ZP;:=D
k=0

Normirleyji sert hem Py dhtimallygy kesgitlemige miimkingilik

beryir:
n k n n+m K
n
Pl 2+ Z (5) =1
kKl n! n
k=0 k=n+1

Maydalawjysy Pf 1 -¢ den bolan geometrik progressiyany

jemlgnimizden sotira Py dhtimallygyn anyk bahasyny taparys.
Netijede biz adakdaky formulalary tapdyk:
k
p

szgP.}, (1=k=n)
p* |
Pk—mnbﬂ%J (n<k=n+m)
m-—1
p
k| pttl 1_( Xn)
Fo = ZE+ n n—p ®)
k=0

Indi ‘t;olsa bu kopgiilikleyin hyzmat edio uigamynyr“l esasy
hasyetlendirijilerini kesgitlalin.
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Hyzmat ediji enjamlarynn dhlisinii we garasma orunlarynyn
hem &dhlisiniii doly bolan pursatynda gelen talap yitirilydr. Onda
vitginin dhtimallygy

p?‘l +m
ijit: ﬂ+m:n!nmpﬂ, (9)
dei bolar.
Ulgamynl otnositel hyzmat edis miimkingiligini hem
p']‘l+m
qzl_P‘&"it:l_nrnmP“ (10)

formula bilen hasaplarys.
(10) formulanyn yardamy bilen ulgamyn absoljut hyzmat edis
miimkingiligini kesgitlaris:

p']‘l-l‘m
A=1q=l(1—n|nmpg) (11)

Ulgamyn doly bolan hyzmat ediji enjamlarynyni ortaca sanyny
hem 1,2,...,n bitin bahalary degislilikde
P+P + ..+ (B, +P,,; +--+P,.,,) dhtimallyklar bilen
alyan diskret totin ululygynn matematiki garagmasyny hasaplamak
arkaly kesgitlip bileris:
k=1-P+2-P+-+nm—-1B_,+n-(B,+P,,,+-+B,

n n+m n+m k n+m ,l:,:
_ _ P~ P _
=D KR+ ) b= ) mPox ) (7) Pus
k=1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
p p? p[ p py™ 1
=pP|1l+—+-+——|+n=|B,+=P, + -+ (= P
p“[ 1! m—Di  alm T G) P

p[Pﬂ +P1+"'+Pn]+p[Pn+Pﬂ+l+"'+Pﬂ+m—1]=
n+m
:p—an+m:p(1—Pn+m]:p(1—p Pﬂ )

m
nln
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Nobatdaky talaplaryn ortaca sanyny bolsa 1,2,...,m bahalary
degislilikde P,,q + P, 5 + -+ P,,,, dhtimallyklar bilen alyan
diskret totdn ululygyn matematiki garasmasy hokmiinde hasaplarys:

m

k
F—1-P ., +2- n+2+---+m-Pn+m=Zk(%) p,—p,.~

T
k=1
Yokardaky afilatmanyf sotiky jemini

RCCRENC)

geometrik progressiyanyn E gord ontimi hokmiinde gdz Oniine

getirip bileris. Ol geometrik progressiyany jemlip:

ERON
_P
n
Onun %-e gord Omiimini alsak,
1= (e 1-m8)

27y

n
netijani alarys.
Seylelikde, nobatdaky talaplaryn ortaga sany

iy A= (@) (n+1-nb)
nln™ ( P)z

F =
n
formulany alarys.
Hyzmatdaky we nobatdaky talaplaryin ortaga sanyny jemlip,
tutus ulgamdaky talaplaryn ortaca sanyny kesgitliris:
E=k+T
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Indi bolsa talabyi nobatdaky ortaga garasma wagtyny
kesgitldlin. Ahtimallyklary kopeltmek teoremasyna gord, t wagtyi
dowamynda doly bolan n sany hyzmatediji enjamlaryn hi¢ birnin

hem bosamazlygynyn dhtimallygy € vt den bolar.

r 1
f teWtdf = —

nuw
0

Matematiki garagsma hem talabyn ulgama gelen pursatynda n sany
hyzmat ediji enjamlaryn &hlisinin hem doly bolup, nobatda hem hin
hili talabyn yok bolan yagdayyndaky ortaga garasma wagtyna endir.
Eger-de talabyn ulgama gelen pursatynda k sany talap nobatda bolsa,

k
onda sonky gelen talap ortaca —— o wagtlap nobatda garasyar. Eger-

de talabyn ulgama gelen pursatynda hyzmat ediji enjamlaryn in
bolmanda biri bos bolsa ya-da garasma orunlarynyii &hlisi hem doly
bolsa,onda ol talabyii garasma wagty nula den bolar.Yokardaky
aydylanlardan ugur alyp, talabyi ortaca garasma wagty asakdaky
gorniisde hasaplanyar:

t —1P+2P 4ot P 1p“P+2p“+1
gar oyt o " v T | n'n
np 2 mp™=1
=P 0 1_|__‘o_|_..._|_—p
n! nu n nm-1

Talabyn ortaca garagma wagty bilen nobatdaky talaplaryn
ortaga sanynynl arasynda agakdaky yaly baglansyk bardyr:

Talabyn tutus uzgamda sarp etjek ortaca wagtyny (hem nobatda,
hem-de hyzmatda) asakdaky usulda hasaplarys:

—(1+1)P +(2+1)P + +(m+1)P +
ulg — nu . n U U n+1 1y v n+m-—1
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Mysal 1.
Dellekhanada iki sany dellek isleydar. Olaryil hyzmatyna métic

miisderileriii ortaca sany sagatda 18-e yetydr. Dellekler her bir
miisderd hyzmat etmek {icin ortaca 10 minut sarp edyarler.
Dellekhanada miisderilerin garasmagy {icin 4 sany oturgug
niyetlenendir. Ol garagsma orunlarynyii dhlisinin hem doly bolan
pursatynda gelen miisderi eglenmidn dellekhanadan ¢ykyp gidyar. Bu
KHEU-nyn stasionar hisyetlendirjilerini kesgitlemeli.
oziilisi.
Meseldninn sertine gora,
n=2, m=4, A=18,

Fpye = 10min, v=——=—=6,p=—=3.

Ehyz 1/6
(8) formula goré,

3
p1_ 35f+33 1—(5) 2027
O ikl 21 2-3 32’
k=0
bu-yerdende
P, =0,0158

taparys. Bu bolsa tutus is wagtynynn takmynan 1,58%-ni
dellekhananyn miigderisiz gecijekligini afladyar.
Yitginit dhtimallygy bolsa

Pjrit:Pﬂ+m =P = 24.2r'{]’0158={]’36

deni bolar. Bu bolsa miisderilerit takmynan 36%-nii
vitiriljekdigini gorkezyér.

Dellekhananyii otnasitel hyzmat edis miimkiingiliginin hem

p=1, Ps;r = 0,64

&
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den boljakdygy we gelen miisderilerin takmynan 64%-ne hyzmat
edijekdigini anladyar.

Ulgamyn obsalyut hyzmat edis miimkingiligi bolsa

A=1q=0,64-18=11,52,

Den bolar, yagny bir sagadynn dowamynda ortaca 11,52 sany
miisderd hyzmat ediler.

Doly delleklerit ortaca sany

- A 11,52

= =1,92,
Vv

dent bolar, yagny dellekler 6z wagtlarynynn hemmesina golayyny

doly geciryérler.
Nobatdaky miisderilerinn ortaca sany

3°-0,0158 1— @)4 (5-6)

=0 4266(1 +81) ~ 2,58
) 16 ™~ Ly

? =
22! 3y’
(1-2)
bolar.
Miisderinin nobatdaky ortaca garasma wagtyhem
£ _T_258 60, . =8,6
tak _}L_ 19 min — “r-mine

Onun tutus ulgamda sarp edydn wagty hem
fuzg = fgm, +q- fhyz =86+064:-10=86+64=15,,,
Goniikmeler
1. Awtoulag yangye¢ stansiyasynda ii¢ sany yangyc guyujy
kolonka bar. Bu stansiya bir minuduii dowamynda ortaca bir
ulag gelydr. Her bir ulaga ortaga 4 minutlap hyzmat edilyér.
Bu yangye¢ stansiyasynyn meydamgasy die ii¢ sany ulagyn
garagsmagy Ug¢in niyetlenendir. Stansiyanyn stasionar
hasyetlendirjilerini kesgitlemel.
4.3. Nobatdaky garasma orny ciklendirilmedik
kopciilikleyin hyzmat edis ulgamynyn esasy
hiisyetlendirjileri.
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Indi bolsa ulgamda garasmak {icin niyetlenen orunlaryn
sanynyn c¢éklendirilmedik yagdayyna garalyn. Bu ulgamyi
yagdaylarynyn belgilenen grafy asakdaky yaly bolar;

a i i x a a
Sol 1S [S.] [S._.] [S.] S

n+m
1y zV 3V nv v TV

Bu ulgamyn stasionar hisyetlendirjilerini gosma orny ¢éklendirlen
ulgamyn stasionar hdsyetlendirjilerinden 1M — @2 predele gegmek
bilen alynyar.

Ulgamyn predel yagday dhtimallyklaryny hasaplamak ti¢in (5),
(7), (8) formulalarda M — ©© predele gecemizde p/N < 1 bolyar

diyip kabul etmeli. Beyle bolanda progresiya yygnanyar we ulgamda
stasionar rezim 0z gliyjiini saklayar. Seylelikde, bu ulgamyi predel
vagday dhtimallyklary {icin

pk
Pe="7P, l<ksn,

k

2
Pk:zﬁriﬁjgfhj k;E?L

-1
n+1
P

o k! ﬂ’(ﬂ q)

formulalary alarys.
Bu ulgama gelen islendik talaba hacan hem bolsa hyzmatedilyar
(¢iinki nobat ¢éksiz), sonuil {icin hem
Pyii=0, q=1, A=lq=A
Boljakdygy diisniiklidir.
Ulgamyn doly bolan enjamlarynyii ortaga sany
Jlljn+1.P

n-nt(1- P)

T =
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Bolyandygyna g6z yetirmek kyn ddldir. Soiky toplum formylalary
jemlemek arkaly ulgamdaky talaplaryn ortaca sanyny taparys;
i=k+T.
Talabyn nobatdaky ortaca garasma wagtyny we onuil ulgamda sarp
edyédn ortaca wagtyny asakdaky formulalaryn komegi bilen
hasaplarys;

T _ _
tgm‘ = 1! tu.‘.’g = t_gm' + ;
Mysall.
Awtoulag yangyc stansiyasy li¢ sany sany yangy¢c guyuyjy enjamdan
(kolonkalar) ybarat bolup, bu stansiya yangyja méti¢ bolan ulaglaryn
A=0,2 mtensiwlikli (minutda ortaga 0,2 ulag) yonekey akymy gelyér.
Her bir ulaga ortaga 5 minutlap hyzmat edilyir. Yangye guydurmak
licin garasma orunlaryn sany (nobatyn uzynlygy)
caklendirilmedikdir. Bu ulgamyn stasionar hisyetlendirjilerini
hasaplamaly.

Codiisi.
Meseldniii sertine gora
1 1
n=3 A=04 vV=—-—===0,2 =2
! L thvz 5 r=n ]o !

bolar. Bu yerden hem
T TP
o 3 31 o9

1
alarys. Diymek bu ulgam is wagtynyii 5 bolegini bos gecirer (yagny
bir sutkanyn dowamynda ortaca 160 minutlap stansiyada hi¢ hili ulag

bolmaz).
Doly kolonkalarynn ortaca sany
k=p=2,
nobatdaky talaplaryn ortaga sany
_ 24 1 1 4 1 1
" 223(1_3)29 373
3



ulgamdaky talaplaryin ortaga sany
- - 1 1
F=k+7=241-=3,

3 3
talabyn ortaga garagsma wagty
_ r
tgm‘ = 1 = 3 min20gen

talabyn ulgamda sarp edyéin ortaca wagty hem
tu!g = tga‘r + thyz = Sminzosgk + Smm = Smmz{]
deii bolar.

zaek

Goniikmeler.

1. Teatryn bilet kassasynda bir sany kassir igleydr. Bu kassa bilet
satyn almak ticin her minutda iki sany tomasacy gelydar. Her
bir miisderd bilet satmak {icin kassair ortaga 20 sekuntlap
hyzmat edydr. Bu kassada nobatyn uzynlygy
ciklendirilmedikdir. Bu ulgamyn stasionar hisyetlendirjilerini
tapmaly.

2. Oz-6zifie hyzmat edilyin dikkanda 2 sany kassir
isleydr. Olar miisderilerin alan harytlaryny barlayarlar we ol
harytlaryn tolegini kabul edyérler. Kassalardan her sagadyn
dowamynda ortaga 48 sany miisderi gec¢yar we her bir kassir
her bir miisderd ortaga 2 minutlap hyzmat edyér. Bu ulgamyn
stasionar hésyetlendirjilerini kegitlemeli.
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