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Giris

Mailim bolsy yaly ylmy-tehniki progresin hdzirki pajarlap O0sydn dow-
rinde matematikany cuiitiur dwrenmekligin zerurlygy onkd garanyida has
artdy. Bu okuw kitbynda Oyunlar nazaryeti we operasiyalary derfemegin
esasy dislinjeleri beyan edilydir. Okuw kitaby Oyunlar nazaryeti we
operasiyalary derfiemek dersi boyunca okuw maksatnamalaryna doly gabat
gelydr. Getirilydin nazary maglumatlary berkitmek tlicin kop sanly anyk
mysallar islenip gorkezilydr. Okuw kitaby matematika hiindrini ele alyan
talyplara niyetlenendir.
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I boliim . Cyzykly programmirleme we onun ulanylysy

1.1 Cyzykly programmirleme meselesi.

Cyzykly programmirleme - bu matematikanyn ayratyn ugry bolup,ol
iiytgeydn ululyklar bilen c¢yzykly kriteriyalaryn arasyndaky cyzykly
baglylyk  bilen hésiyetlendirilyin ekstremal meselelerin  ¢oziilig
usullaryny 6wrenyar.

Cyzykly programmirlemegin meselesi umumy gorniisde asakdaky
gorniisde formulirlenyér:

Clx)=cyx;+ %, + -+, %, (1.1)

Maksat funksiyasynyn

A1 Xy + Apa Xy + -+ A Xy * by,
x,20;%,20;...;x,=0 (1.3)

Sertleri kanagatlandyryan maksimum (minimum) bahalaryny tapmaly, bu
yerde * simwoly » =7=""Z baglanysyklaryn islendik biri bolup
bilyér. Y okardaky meselini basgaca asakdaky goniisde yazyp bolyar:

12



max(min)C(x) = Z C; * X; (1.4)
j=1

Z a,;x; * b, (i =1,m) (1.5)

j=1

......

Eger-de c¢yzykly programmirlemegii  (1.1) - (1.3) meselesinddki
céklendirijilerin  (1.2) ulgamy denlik gorniisinde berlen bolsa, onda ol

......

Kibir yagdaylarda bolsa (1.2) ¢éklendirijilar “=” vya-da‘“=" yaly
densizlikler gorniisinde berilyar.

Bu vyagdayda (1.1)-(1.3) meseld ¢yzykly programmirlemegii

rrrrr

Eger-de meseldnin ¢éklendirjjilerinii (1.2) ulgamy hem denlikleri,
hem-de densizliklerioziinde saklayan bolsa, onda (1.1)-(1.3) meseld ¢yzykly
programmirlemegin umumy meselesi diyilyér.

U¥tgeyin ululyklaryii (1.2)-(1.3) ¢iklendirmeleri kanagatlandyryan
islendik X =(x1,%3,...X;,) ¢oziiwi bolsa meselinii optimal ¢oziiwi

rrrrr
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Cyzykly programmirlemegiin meselelerinii umumy hésiyetlerini we
onuii usullaryny Owrenmige girismezden ©On olar bilen kdbir anyk
mysallaryn lstiinde tanysalyn.

Mysal 1. Tikingilik sehinde 840m, bir penjegi tikmeklik ti¢in bolsa
3m mata sarp edilydr.Bu she satylan her bir halatdan 6 manat , satylan her
bir penjekden bolsa 3 manat girdeyji gazanyar.Eger-de tayyarlanan
halatlaryn sanynyn 150-den, tayyarlanan penjeklerin Sanynyii hem 200-den
kop bolmazlyk serti berlen bolsa, onda sehit maksimum girdeyjini almagy
licin tayyarlanan halatlaryi we penjeklerin sanyny kesgitlemeli.

Oziilisi:

Bu meselini analizldlin.Ilki bilen haysy ululyklary bu meselediki
nébelli (iiytgeydn) ululyk hokmiinde kabul etmelidigini
kesgitlemeli. Meseldnin sertine gord, gézlenyan nédbelli ululyklarymyz
tayyarlanyljak halatlaryn we penjiklerin sanydyr.Onda asakdaky
belgilemeleri girizelin:

X1 - halatlaryn sany;
X5 - penjeklerin sany;

Seylelikde, gozlenydn c¢oziw X=(X,X;) gorniisinde bolar.Indi
bolsa ol ululyklaryin Gzara baglanysygyny, yagny esasy ¢éklendirijileri
kesgitlemek zerurdyr.

Bu maksat bilen biz yokarda berlen meselini tizeden jikme-jik
owrenmeli bolyarys.Meseldnin sertinden belli bolgsy yaly, tayyarlanjak
halatlar we penjekler tigin sarp ediliek matanyn umumy mdgberi (bu

mukdar halatlar tigin 4x, m, penjekler iicin hem 3x, m) bar bolan
840m-den uly bolup bilmeyir.Diymek meselinin sertleriniii biri

4x, + 3x, = 840
densizlik bolar.Mundan basga-da ,

x; =150
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x, < 200

densizliklerin hem ¢éklendirijilerin  biri boljakdygy meseldniii sertinden
dsgérdir. Bizin maksadymyz bolsa yokardaky densizlikleri
kanagatlandyryan miimkin bolan X, WeX, bahalarynl kopliginii i¢inden
girdeyjiniil jemini, yagny

C=6x; +3x,
funksiyany maksimum baha alyp baryanlaryny tapmakdan ybaratdyr.

Umuman, yokarda berlen meseldnii matematiki formulirowkasy
(matematiki modeli) asakdaky yaly bolar:

max C = 6x,; + 3x,,

4x, + 3x, < 840;
x; = 150;
X, < 200;
¥, =0;x,=0
Goniikmeler.

Asakdaky meselelerii matematiki modelini gurmaly:
1. Konditer sehi sowda kérhanalaryn buyurmalary esasynda iki
gorniigh 6niim Ondiirydr we olary ondiirmek iicin dort gorniisli ¢ig mal

ulanyar.Her bir 6niimi 6ndiirmek {icin sarp edilydn ¢ig malyin mukdary
asakdaky tablisada berlendir.

Cig malyn 1 kg 6niim iicin sarp edilyan ¢ig mal

gornugt B 1 Oniim B 2 Onlim
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A, 03 02

A, 0,9 11

A, 04 0

A, 0 03
Girdeyji,man

Sehin netijede aljak girdeyjisin maksimum  bolmaklygy {icin ondiiriljek
Ontimii matematiki modelini gurmaly.

2. A we B 6niimi 6ndiirmekli iigin 100 kg demir bar.Bir sany A 6niimi
ondiirmekli iigin 2 kg, bir sany B 6niimi ondiirmeklik iigin hem 4 kg demir
harclanyar.Eger-de bir sany A oniim 3 manatdan ,bir sany B 6niim hem 2
manatdan satylyan bolsa seylede yasalan A Oniimih umumy sany 40-dan ,
yvasalan B Oniimii umumy sany hem 20-den uly bolmazlyk serti bell
bolsa,onda ol oOniimleri satylanda alynjak pulun maksimum bolmaklygy
ticin O6niimeilik meyilnamasynyin matematiki modelini gurmaly.

3. Yygnayjy sehiii ondiirijilik kuwwaty bir giinde A gorniisli 6niimii
120 sanysyny , B gorniisli 6niimin hem 360 sanysyny yygnamaklyga
miimkingilik berydr.Tehniki barlag bolimi bir giliniii dowamynda sol yada
beyleki oOniimden (tapawudy yok) jemi 200 sanysyny Oz stiinden
gecirydr.Eger-de A gorniisli Oniimii B gorniigh Oniimden dort esse
gymmatdygy belli bolsa , onda Oniimleri satylanda alynjak peydanyn
maksimum bolmaklyk serti bilen tayyar 6niimi goybermekligin matematiki
modelini gurun.

4. Uc sany dayhan birlesiginden bazara getirilyin  soganynh 1
kilogramynyin  bahasy her dayhan birlesigi licin degisliikde 12,10 we 8
tennd barabardyr.Ol dayhan birlesiklerinin her birinde 1 tonna sogany
ulaga vyiiklemeklik iicin degislilikde 1, 6 we 5 minut wagt sarp
edilydr.Sogany hézrki dowrin talaplaryna layyklykda bellenen yerine
dasamaklyk {icin 12 tonna sogany yiiklemeklik {icin sarp-edilyin wagt 20
minutdan kop bolmaly déldir.

Eger-de her bir dayhan birlesigi satmaklyk ticin degislilikde 10,8
we 6 tonna sogany boliip
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Bolsa onda bahasy minumym bahany almanlygy O¢in haysy dayhan
birlesiginden nd¢e mukdardaky sogany bazara getirmeli?  Meseldnin
modelini gurmaly.

1.2 Cyzykly programmirlemegiin esasy meselesi.

Biz bu bolimde ¢éklendirijileri deilikler bolan ¢yzykly
programmirlemegin  meselesine gararys. Beyle meselelere c¢yzykly
programmirlemegin = meselesinin = kanonik  gbrniisi  ya-da  ¢yzykly
programmirlemeginn esasy meselesi (CPEM) diyip at berilyér.

Cyzykly programmirlemeginn esasy meselesi asakdaky gorniisde
berilyar:
iiytgeyan ululuklaryi

X4 X7, ... X, kopligi berilendir.
Bu iiytgeyén ululuklaryn denlemelerin
A% + QX+ ot a,x, =b
azlxl + ﬂ.zz Iz + ...+ azﬂx.n == bz

(2.1)
Ay X+ Ao Xs + o+ @ X, = b,
Ulgamyny kanagatlandyryan we mundan basga-da
C=Cix;+Cox, +...4C,, x,, (2.2)

Funksiyany minimuma getiryan otrisatel bolmadyk bahalaryny tapmaly.

CPEM-nin yol bererli ¢oziiwi

Xy =20,x, 20,..x, =0
iytgeydn ululuklaryn (2.1) deiilemeleri kanagatlandyryan islendik kopliigi

bar. Onuii optimal ¢dziiwi bolsa yol bererli ¢oziiwlerinin arasyndan (2.2)
funksiyany 6z minimum bahasyna getirydn ¢oziiwi bolar.
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Cyzykly programmirlemegin esasy meselesiniii ¢oziiwi boman hem
biler. Yagny, (2.1) defilemeler bir-birlerine gapma-garsy bolup bilerler;
olaryn ¢oziiwleri X4 X3 ... Xp
bahalaryn otrisatel yaylasynda bolup biler. Bu yagdayda CPEM-mn yol
bererli ¢dziiwleri bolmayar. Bulardan basga-da CPEM-im1 yol bererli
¢Oziiwleri bar bolup, olaryii arasynda optimal ¢oziiwinin yok bolmagy hem
miimkin: beyle yagdayda C funksiyasy yol bererli ¢oziiwlerin yaylasynda
asakdan c¢éklendiriimedik bolyar.

Biz ilki CPEM-in yol bererli ¢oziiwlerinin barlygy va-da yoklugy
baradaky soraga garalyil. Bu soraga garalanda C maksat funksiyasy hi¢ hili
rol oynamayar, ¢iinki, 6n bellip gecisimiz yaly, yol bererli ¢oziiwleri difie
denlemelerinn (2.1) ulgamy kesgitleyar.

Diymek, goy, deiilemelerii (2.1) ulgamy berlen bolsun. Bu
denlemeleri kanagatlandyryan X4 X5 ... X, otrisatel dil sanlar barmy? Bu
sorag matematikanyn yorite boliminde — ¢yzykly algebrada diiypli
Owrenilyar.

Cyzykly algebradan mélm bolgy yaly, (2.1) ulgamyn ¢oziiwinii
bolmagy ti¢in ulgamyn koeffisientlerinin matrisasynynn rangynyn onun
gieldilen matrisasynyn rangyna deti bolmaklygy zerur we yeterlikdir.

Mailim bolsy yaly, (2.1) ulgamyn rangy denlemelerin sanyndan uly
bolup bilmejegi:

r=m,
seyle hem, onun nibellilerin sanyndan uly bolup bilmejegi

r=n,
diisniiklidir.

[Ikinji nobatda r=n bolan yagdayyna seredeliii, yagny (2.1) ulgamyi
denlemeleriniin ¢yzykly bagly bomadyklarynyn sanynyn nébellilerii sanyna
denn bolan yagdayyna garalyn. (2.1) ulgamyn “artykmacg¢” denlemelerini,
vagny beylekilerin ¢yzykly kombinasiyalary bolanlaryny toplasak, CPEM-
m c¢éklendirijilerinin ulgamy

ﬂ,nxl + ﬂ.lg Xg + ...+ {111-1'1-4- - +ﬂ.1nx.n = bl

QQIXI—FQQQIE—F ...+(121-Ii+...+ﬂ2ﬂxﬂ= bz (23)

ApX, + A%, + .+ ax+ ... +a,,x, =b,
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gorniige geler. r=n bolandygy ii¢in

all alz maw all ---aln
ﬂ.zl ﬂ-zz - azl...azn
A= * 0

Ay Az - Qg+« - Ay

Bolar we CPEM-in yeke-tak X4 X7 ... X, ¢Oziiwi bolar. Eger-de

X1, X5, -ov Xy ululuklarynt it bolmanda biri otrisatel bolsa, onda ol ¢oziiw
yol bererli dildir, netijede CPEM-in ¢6ziiwi yokdur.
Eger-de X4 X5, ... X ululuklaryn dhlisi hem otrisatel dil bolsa,
onda ol ¢6ziiw yol bererlidir we optimaldyr (¢iinki basga ¢oziiw yok).
Gorstimiz yaly, bu triwial yagday bizi gyzyklandyrmayar. Sonun
iicin hem gelejekde biz dine r<n bolan yagdaya garajakdyrys. Bu yagdayda
cyzykly bagly bolmadyk c¢éklendirjilerm sany X4 Xz ... X;; ndbellileri
sanyndan kig¢i bolyar. Onda, eger ulgamyn ¢oziiwi bar bolsa, ol ¢oziiwlerin
sany tiikeniksizdir we n-r sany nébelld islendik bahany bereris (erkin
iytgeydn ululyklar), galan r ndbelli bolsa (bazis {iytgeydn ululuklar)
beylekilerin tisti bilen anladylar.
1.3. Cyzykly programmirlemegin umumy
meselesini grafiki usulda ¢6zmek.

Goy, cyzykly programmirlemegiii meselesinii
caklendirijilerinin ulgamy n sany ndbelliden ybarat bolsun. Eger-de
n-m=2

sert yerine yetyédn bolsa, onda bu meseldni grafiki usulda ¢6zmek
miimkindir.

Bu yagdayda n sany ndbellinin iki sanysyny, aydalyn
X1, WE X5 nabellileri erkin, galan m sany ndbellini bolsa bazis hokmiinde
alyp bilyéris. Netijede, m sany bazis nibellileri erkin (azat) ndbellilerin tisti
bilen asakdaky gorniisde anladyp bolyar:
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Xz = 031Xy + U33X; + B3
Xy = Qg4Xqy+ GyoXy+
4 4141 12X+ By 3.1)
Xp = QnyXq + Upp Xp + By
Ox,we Ox, oklaryn iistinde X; W€ X; azat nibellilerii bahalaryny

yerlesdiryaris. (sekil 3.1)
Xg

Sekil [3.1

A1, WE X5 Giytgeydn ululuklaryn otrisatel bolup bilmeydndigi iicin olaryn
alyp biliek bahalarynyn yaylasy OXjokdan yokarda, JX, okdan hem
sagda yerleser.

Beyleki X3 X4, --- Xy ndbellilerin hem otrisatel bolup bilmeyarler,
yagny asakdaky sertleriii yerine yetmekleri zerurdyr:

x3=(131x1+(132?€2 +ﬁ32{]
Xy = @y X+ FyXo+ =0
&4 4141 42X; + f, (32)
Xy = QpiXq + A Xy + 5, =0
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Bu sertlerin geometriki sekillendirilisine garalyin. Sokardaky sertlerin birini,
mysal ligin, birinjisini alalyn:

Xg = (Iglxl + fxgsz +ﬁ3 :_:: D
X3 ululyga Oziinin in gyraky bahasy bolan nul bahany bersek
®31X; + Az X, + 3 =0

goni ¢yzygyh defilemesini alarys. Bu goni c¢yzygyh iistinde X3 = 0
boljakdygy diisniiklidir. Onuii bir tarapynda X3 = 0, beyleki tarapynda
bolsa X3 < 0 densizlikler yerine yetyirler. X3 = 0 goni ¢yzygyn

Xg = 0 serti kanagatlandyryan tarapyny strih ¢yzyklar bilen belgililit
(sekil 3.1).

Yokardaky usulda beyleki X, = 0,%x5; =0, ...,x,, = 0 ¢éklendiriji

goni  gyzyklary gurarys we olryh X; >0 (I =4n) serti
kanagatlandyryan taraplaryny strihliris. (sekil 3.2).

t, x, =0




Sekil 3.2.
Seylelikde, biz n sany goni ¢yzyklary: iki sany koordinatalar okuny we n-2
sany gonigyzyklary gurdyk. Olaryn her birinin haysy hem bolsa bir tarapy
miimkin ~ bolan  ¢oziiwlerin  yarymtekizligini  kesgitleyir. X3 = 0

x, 0 X, tekizligiti ol yarymtekizlikleriti #hlisine hem degishi bolan bolegini
hem miimkin bolan ¢oziiwleriti Yaylasyny (MBCY) emele getiryar (Sekil
3.2).

Mysal.

Goy, meseldnin ¢éklendiriji sertleri lic sany ¢yzykly densizlkden we bis
sany nidbelliden ybarat bolan ulgamdan ybarat bolsun:
X, +x,—x3 =5
x, +2x, +x, =10
x; +5x, —x: =15

Bu ulgamyn otrisatel bolmadyk ¢oziiwlerinint i¢inden

¢yzykly funksiyanyn maksimum bahasyny berydn c¢oziiwini tapmaklyk
talap edilyar.

Cozliisi:
Azat nébelller hokmiinde, goy, X1 WE X7 nibellileri alalyn we galan
X3, Xg WE X5 ndbellileri ol ikisinii {isti bilen anladalyn:
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X‘L = 10_1-1_ 21:2 (*)
xs = —15+4x, + 5x,

=

Bu bahalary maksat funksiyasynda ornuna goyup we ¢éklendirjjilerin
ulgamynda X3, X4 W€ X3 bazis nibellileri taslap dine X1 W€ X, azat
nébellilerin iisti bilen aiiladylan asakdaky meselini alarys:

X, +x, =5
x, +2x, =10
x, +5x, = 15,

max C = 2x; + X,

¢oziiwlerit kdpburglugyny gurmak iigin X4 O X, tekizlikde

X, +x =5 ()

x; +5x, =15 @n

cék goni ¢cyzyklaryny guralyn (sekil 3.3.).

N\
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Sekil 3.3.

Netijede, meseldniit miimkin bolan ¢éziiwlerinii yaylasyny kesgitledik. Ol
yvayla depeleri A,B,C nokatlary bolan iigcburg¢luga dendir. Ol {igburglugyn
icinddki islendik nokat (A) ulgamyn cdklendirjjilerini kanagatlandyryar. Ol
¢Oziiwlerin i¢inden optimal bolanyny saylamak {i¢in hem C funksiyany we
—N}’ (2;1) wektory guryarys. C goni ¢yzygyny —N’ wektoryn ugrunda 6z-

Oziine parallel edip hereketlendiryiris. Sekil 3.3.-den méilim bolgy yaly, bu
goni ¢yzyk ABC iigburglukdan i sonunda C nokatda ¢ykyp gidydr. Bu
nokat hem C funksiyanyn 6ziinin maksimum bahasyny alyan nokadydyr.

C nokady (II) we (III) goni ¢yzygyn kesisme nokadydyr. Onun
koordinatalaryny tapmak tigin hem denlemelerin

{Xl + ZXE = 10

ulgamyny ¢oOzyaris. Netijede

X, = - X, = g taparys. C (X) funksiyasynyn maksimum bahasy hem

40 3
max(C = —+ g =15 defi bolar.

Basdaky meseldniit optimal ¢dziiwini tapmak iicin hem kesgitlenen

X1, WE X5 bahalary (*) ulgamda ornuna goysak:

3 10
X1 =7 .,%; :E;xg :?;x4. = 0,x; = 0 ¢oziwi alarys.
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1.4. Cyzykly programmirlemegift umummy meselesini ¢dzmekligif simpleks
usuly.

Simpleks usuly bir-birleri bilen baglansykly ¢yzykly
denlemelerin we densizliklerin optimal ¢ozlwini tapmaklyga mimkingilik
beryar. Bu usulyn kémegi bilen miimkin bolan ¢ozliwlerin icinden maksat
funksiyanynn  maksimum ya-da minimum bahasyny berydn optimal
¢oziwini ansatlyk bilen tapyp bolyar.

Simpleks usulyn algoritmini anyk mysalda gorkezelin.
Mysal.
4‘}‘:1 + 3}‘:2 = 840

¥ = 150
Xz = 200

X120, x,20;
Sertlerde max C=6x;+3x,
Cozilisi:

Meselani simpleks usul bilen ¢dézmeklik Ggcin densizliklerin ulgamyny
denlemelerin ulgamyna owiirmek zerurdyr. Bu bolsa her bir denisizlige
polozitel bahany alyan taze nabellileri gosmak arkaly amala asyrylyar.

Caklendirijilerinn cep tarapyna xs, X4, Xs nabellileri gosanymyzdan
sonra taze

Max C= 6x1+3x>
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4'}{1 + 3}‘:2 + 33z = 340
Xy +He= 150
o +t ¥z = 200

X0  (j=1.5)
Meselani alarys.

Meselanin baslangy¢ simpleks tablisasyny gurmak Ugin ilkinji
nobatda derilemeler ulgamyny gosmaca nabellilere gara ¢ozelin:

X3=840'(4X1 +3X2)
X4=150'X1
X5=200'X2

C=0—('6X1'3X2)

Indi bolsa Tablissa 1-i guralyn Tablissa 1.
Bazis Azat X1 Xz X3 X4 X5
nabellileri | gosuljylar
X3 840 4 3 1 0 0
Xa 150 1 0 0 1 0
Xs 200 0 1 0 0 1
C 0 -6 -3 0 0 0

Tablissanyn soriky setirinde otresatel koefisentlerifi bardygyny
aydynlasdyrmak zerur. Beyle sanlarol setirde ikisany: -6 we -3. -6=-3
bolyandygy Ug¢in x; ndbellinif yerlesen siitiinindaki 4 we 1 poloZitel sanlara
Uns beryaris. Bu sanlaradegisli bolan azat gosuljylary sol sanlara

540 150
bélyéris:T; -5 Alnandroblaryniin kigisi 150-3 denidir. Seylelikde yol
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beriji element 1-e defi boldy. Bu element xs-ifi Aerlesydn setirinif we x4-if
yerlesyan sttlninifi kesisyan oyjlginde yerlesyar. Ol setiri we sttlnioklar
bilen belgileyaris. Diymek biz tdze tablissany gurmaly bolyarys. Bu taze
tablissada bazis dyygeyan ululyklar xs, x4, x5 bolar.

Ilkinji nobatda x-ifi setirindaki element leri tablisa 1-if degislisetirinin
elementlerini yol beriji elemente (yagny 1-e) bolmek arkaly alynyar.

Taze guruljak tablissanyn beyleki elementlerini kesgitlemek ticin bolsa
X1 nadbellinin soriky alnan setirinin elementlerini xs we xs nabellilerin
setirlerinin elementleri bilen jemlanimizde x; ndbellinif sttlninin
elementleri nulabolaryaly sanakdpeltmeli we beyleki setirlerifi Gstiine
gosup yazmaly. Netijede, biz asakdaky Tablissa 2-ni alarys:

Tablissa 2.
Bazis Azat X4 X2 X3 Xa Xs
nabellliler | gosuljylar
X3 240 0 3 1 -4 0
X1 150 1 0 0 1 0
Xs 200 0 1 0 0 1
C 900 0 -3 0 6 0

Tablissa 2-nin sonky setirinde -3 otresatel element bar, sonun l¢in hem
yokarda yerine yetirilen amallary yene bir gezek gaytalap (bu gezek yol
beriji element 3-e deri), nene-debirerasyyany amalaasyrarys we netijede,

Tablisa 3-i alarys.

Tablissa 3.
Bazis Azat X1 X2 X3 Xa Xs
nabelliler | gosuljylar
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X2 80 0 1 17 =3 [0

X 150 1 0 0 . 0

Xs 120 0 0 - 1
.14,

C 1140 0 0 1 2 0

Sonky tablisanyn setirinde otresatel elementlerif elementlerifi yokdugy

sebapli, bu tablisa garalyan meselanin optimal ¢oziwini beryar:

Max C=1140, x1=150, x,=80, x3=x4=0, x5=120.

Seylelikde, meselani simpleks usulynda ¢6zmekligin algoritmi birnace

etapdan ybaratdyr:

1. Densizliklerii ulgamyny her bir denisizlige bir poloZzitel nabellini gosmak

arkaly ony denlemeler ulgamyna éwirmeli.

2. Baglangy¢ simpleks tablisany gurmaly:

Bazis Azat
nabellile gosuljyl X1 | X2 K | Hnza Xn+m
r ar
Xxs1 by @11 | Q12 Qn | 1 0
Xns1 b, @7y | B2z Qan 0 0
K?Hm bm Q1| Bma Lmn 0 1
C 0 —E&| —C2 x| O 0

3. Dayancg c¢ozuwinin optimal bolup bolmalydygyny barlamaly. Egerde
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simpleks tablisanyn sonky setirinde otresatel element yok bolsa, onda




bu ¢6zliz optimaldyr. Eger-de bu sert yerine yetmeyan bolsa, onda
¢6zUw optimal daldir we indiki etebe gecyaris.
4. Yol beriji sttlini saylamaly, yagny

Ce=minj{ﬁ'}-} MecTo a5t Gopmy.Jibl.
Prinsip boyunca tdzeden bazis diyilip kesgitlenjek nabellini anyklamaly.

5. Bazis nabellilerin hataryndan ¢ykaryljak nabellini saylamaly, yagny

Prisip boyunca yol beriji satini kesgitlemeli eger-de ahli @;; elementler
ticin 2;; = 0 bolsa, onda maksat funksiyasy cdklendirilmedikdir we bu
yagdayda ¢ozliwi tapmak mimkin daldir.

Taze simplekstablisanyn elementlerini asakdaky formulalar boyunca
tdzeden hasaplamaly:

by ay; . . o
by=—"; ay;=—}; (j=1,n+m, k- yol beriji setir).
axl axi
B.= h. — by . . _ _ Tj . .
i= b —a;;  (j=1,n+m); Qij= Qi —ag (i=1Lm;
Qi il

j=1,n+m);

B . .
f[:.: CI}_ :;CE; f_:,: f}-— %ECE; (|=1'n+m);

6. 3-nji etaba geg¢meli.
-20-
1.5. Cyzykly programmirlemegin meselesini emeli bazis usuly bilen

¢6zmek.

Cyzykly programmirlemegin asakdaky umumy meselesine garalyni:
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C=3¢j Xj (1)

funksiyanyn
Zaijxj=bj (i=L,m) (2)
i
xj20 (i=1,n)

sertlerdaki minimum bahasyny tapmaly, bu yerde bj>0we ¢aklendiriji-lerif
(2) ulgamy birlik matrisany 6ztinde saklamayar.Birlik matrisany almak ligin
(2) ulgamyn herbirdenligine emelibazis diylip atlandyryl-yanyi (i=1,m)
nabellinigosyarys we asakdaky meseld garayarys:

Zaijxj+yi=bi

xj20, yi20 (j=1, n,i=1, m)
Sertlerde

minF =2yi,

minC=2¢jxj

tapmaly. Bumeseldni ¢dzmek l¢in baslangyc simpleks tablisa gurulyar:

Bazis Azat x1 X2 x3 Xn

nabelliler | gosuljylar

yl bl all al2 al3 aln
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y2 b2 a2l a22 a23 az2n

ym bm aml am?2 am3 amn
F Zbj Jail Jai2 Jai3 Jaim
C 0 -C1 -C2 -C3 -Cn

Hasaplamalar (F) setirin poloZitel elementine yol berijisttlni sayla-
maklyk bilen baslanyar. Yol beriji setiri saylamaklyk we simpleks tabli-sany
tazeden hasaplamaklyk hem adaty simpleks usuly arkaly amala asy-rylyar.

Zterasiya prosesi baslangyc meselanif dayang ¢oziiwi tapylyangaama-la
asyrylyar: buyagdayda (F) setirif dhli elementleri nulader bolyar. Mundan
sofnra meselanin optimal ¢ozliwini tapmak Gigin (C) setirin ele-mentlerine
gora yol beriji sitlini kesgitlemek arkaly adaty simpleks usu-ly ulanylyar.

Mysal.
x1+0,5x2+0,2x3+5,3x4 >0.2
9x1+5x2+2,1x3+0,9x4>1.3 (3)

x120,08

xj20 (j=1,2,3,4)
Sertlerinde
minC=5,2x1+1,4x2+0,5x3+0,6x4
tapmaly.
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Cozilisi:

(3) ulgamyn densizliklerini denliklere dwirenimizden sorra dernlemele-rini
(4) ulgamyny alarys.

x1+0,5x2+0,2x3-0,3x4-x5 =0.2
9x1+5x2+2,1x3+0,9x4-x 6=1.3 (4)

x1- x7=0,08

C=5,2x1+1,4x2+0,5x3+0,6x4 —>min.

Koémekei y1,y2,y3 nabellilern girizelin:

x1+0,5x2+0,2x3-0,3x4-x5+y1 =0.2
9Ix1+5x2+2,1x3+0,9x4-x 6+y2=1.3 (5)

x1- x7+y3=0,08

C=5,2x1+1,4x2+0,5x3+0,6x4 - min.

Denlemelerin (5) ulgamyny y1,y2,y3 nabellilerine goré ¢cozelin we sol bir
wagtyn 6zlinde komekei F=y1,y2,y3 funksiyany girizelin. Soriky F funksiya
6zUnin minimum bahasynaymtylmalydyr.

Kabir hasaplamalardan sofira
( y1=0,2-(x1+0,5x2+0,2x3+0,3x4-x5)
y2=1,3-(9x1+5x2+2,1x3+0,9x4-x 6)

y3=0,08-(x1- x7)




F=1,58-(11x1+5,5x2+2,3x3+1,2x4-x5-x6-x 7)

C=0-(-5,2x1-1,4x2-0,5x3-0,6x4)

Tablisal
Bazis Azat x1 x2 x3 x4 x5 X6 x7
nabellileri | gosuljylar
yl 0,2 1 0,5 0,2 0,3 -1 0 0
y2 1,3 9 5 21| 09 0 -1 0
y3 0,08 1 0 0 0 0 0 -1
F 1,58 11 5,5 2,3 1,2 -1 -1 -1
C 0 5,2 -13,4| -05| -06| O 0 0

(F) setirinin uly elementine gorailki yol beriji siitlini, sornra bolsayol beriji
setiri kesgitleyaris. Yol beriji element 1-e defi bolar.

Tablisa2
Bazis Azat x1 X2 x3 x4 x5 X6 x7
nabellileri | gosuljylar
yl 0,1 0 0,5 0,2 0,3 -1 0 0
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y2 0,6 0 5 21 (09| O -1 9

y3 0,08 1 0 0 0 0 0 -1
F 0,7 0 5,5 2,3 1,2 -1 -1 10
C 0,4 0 -14| 05| -06| O 0 | -52

Yene-de (F) setirifi ifi uly poloZitel koefisientinden uguralyp, x7yol beriji
shtiini, (y2) yol beriji setiriwe 9yol beriji elementikesgitleyaris. Netijede

Uglinji simpleks tablisany gurarys.

Tablisa3

Bazis Azat x1 x2 x3 x4 x5 X6 x7

nabellileri | gosuljylar

yl 0,03 0 |-0,06 | -0,03 0,2 -1 0,1 0

x7 0,067 0 0,56 0,23 | 0,1 0 - 1
0,1

x1 0,15 1 0,56 0,23 0,1 0 0
0,1

F 0,03 0 |-0,06 | -0,03 0,2 -1 0
0,1
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C 0,55 0 15 0,7 - 0 -
0,1 5,2

Sonky tablisadayol beriji stitiin x4, yol berijisetir y1, yol beriji element
hem 0,2 bolar. Indiki simpleks tablisany gurarys.

Tablisa4
Bazis Azat x1 X2 x3 x4 x5 X6
nabellileri | gosuljylar
x4 0,15 0 |-03 0,15 1 -5 0,5
-0,15
x7 0,08 0 0,59 0,23 0 0,5
0,15
x1 0,17 1 0,59 0,23 0 0,5
F 0 0 0 0 0 0 0
C 0,57 0 1,47 | 0,6 0 -4,7
0,5
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Sonky simpleks tablisanyn (F) setirinin dhli koefisentleri nula dendir. Bu
bolsa bize F funksiya minimuma getirmek basardandygyny anladyar, onun
bahasy hem nuladendir. (C) setirinin uly polozitel koefisientinden ugur
alyp yol beriji x2sttiniyol beriji x7setiri we 0,59 elementini kesgitlaris.
Seylelik-de, indiki simpleks tablisa agakdaky yaly bolar:

Tablisa5
Bazis Azat x1 X2 x3 x4 x5 X6 x7
nabellileri | gosuljylar
x4 0,2 0 0 0,27 1 - 0,4
5,2 -0,3 | 0,5
x2 0,13 0 1 0,4 0
0,8 3
x1 0,09 1 0 0 0 1,6
0
-1
C 0,37 0 0 0 o | -1,7]| - -2,4
44

Tablisa 5-in in sonky setirinde polofZitel koefisient yokd ur. Bu bolsa bizin
optimal ¢éziiwimiz

bolar.

x1=0,009, x2=0,13, x3=0, C=0,37

Gonltkmeler.

Sahypa 25-26-daky mysallar.

36




1.6 Ikitaraply meseleler?
(ABoWcTBEHHbIE 33434M)

Cyzykly programmirlemegiri iki sany meselesine garalyn.
n
maxF=Xcj xj (1)
=1
n

Saijxj<bi

Xj=20 (j=1, n,i=1, m)

we

minZ=Xbiyi

i=1
m

Jaijyixci (2)

i=1

yi=0 (j=1, n,i=1, m).
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Bu meselelerin asakdaky hasiyetleri bardyr:

1.

o

10.

11.
12.

Eger-de birinji meselede ¢yzykly funksiyanyf maksimum
bahasyny tapmaly bolsa, ondaikinji meselede ¢yzykly
funksiyanyn minimum baha

syny tapmaly;
2.Birinji meseldnin maksat funksiyasynyn koeffisienleri ikinji
meselinin ¢éklendirjilerinin ulgamynyn azat gosuljylaryna
dendir;
3.Birinji meseldnin ¢éklendirjilerinii azat gosuljylary ikinji
meseldniimaksat funksiyasynyn koeffisientlerine dendir.;
4. Caklendirjilerin ulgamlaryndaky kabellilerin koffisientleri
bir-birlerine goréa transpanirlenen matrisalar gérniisinde
berilyér;
5. Bir meselédnifi ¢éklendirjilerinii ulgamyndaky
densizliklerin sany beyleki meseledéki nibellilerinn sanyna
deidir;
6.Nébellilerin otrisatel dillik serti meselelerin ikisinde hem
bardyr.

Su gorniisdéki meseleleri 6zara ikitaraply meseleler

Goni we ikitaraplayyn ¢dziiwlerinin arasyndaky baglanysyk
asakdaky lemmanyn we teoremalaryn iisti bilen gorkezilyar.

Lemma: (1) we (2) meselelerint kabir X~ we ¥ ¢oziwleri
ticin F(X")=Z(V ") sert yerine Yetyin bolsa, onda X - bu
baslangyc meseliniti, ¥~ bolsa ikitaraplayyn meseliniti
optimal ¢oziileridir.

Teoremal: Diisniiksiz
Teorema2: (1) meselinii X~ = (X3,X3, ..., X;,)
¢oziiwi we (2) meselinin ¥~ = (V1, V3, ., Vim ) cziileri
tappylan bolsun. Onda dine
13. (Zglaijy; - Cj)x; =0 (G=1,n)
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14. Bolan yagdayynda ol ¢oziiwler optimaldyr.
15.  Goy, B-bu (1) meseldnin optemal ¢oziiwinini bazisinin

wektorlarynyi matrissasy, C - bazis nibellilerii bahalarynyi
wektory bolsun. Onda ikitaraplayyn meseldnin optimal

¢Oziwi

17. dendir.

6. Y=C-B !

Ikitaraplayyn meselelerin jiibiitleri asakdaky birnde bolup biler:

Baglangyc mesele
minF=CX

AX=B
X=0

Baslangyc mesele
maxF=CX

AX=B
XZ0

Baslangyc mesele
minF=CX

AX=B
X=0

Baslangyc mesele

Ikitaraplayyn mesele

maxZ=YB

YA=C

Ikitaraplayyn mesele

maxZ=YB

YA=C

Ikitaraplayyn mesele

maxZ=YB
YA=0
Y=0

Ikitaraplayyn mesele
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minF=CX minZ=YB

AX=B YAZ=0
X=0 Y=0
Mysal. Baslangyc mesele
13x,+12%,%=260
Ay, +4x,7=124
3x;+14x%,=280

sertlerde F=12x;+10x, funksiyanyin maksimum bahasyny tapmaly.

Ikitaraplayyn mesele:
13y, +4y,+3y;= 12
12y, +4y,+14y, =0

y13_3’0, y23_3’0, y3:_:’0

18. Sertlerde
19. 7=260V +124V5 +280V'5
20. Funksiyanyfi minimum bahasyny tapmaly.

21. Cozulusi: Baslangyc meselanin ¢oztwinisimpleka usuly bilen

taparys:
22. (tablissa1-3)
Bazis B
o] X4 X X3 Xy X5

40

Tabl



X3 0 260 13 2 1 0 0
X, 0 124 4 4 0 1 0
0 280 3 14 0 0 1
Xs
F - 0 -12 -10 0 0 0
23.
Tablissa2
Bazisin 12 10 0 0 0
Bazis B
0 Xy X2 X3 Xy X5
X1 12 20 1 015 | 008 0 0
Xa 0 44 0 3.4 -0.3 1 0
¥ 0 20 0 13.5 -0.23 0 1
5
F - 240 0 -82 0.0 0 0
24,
Tablissa3
Bazisin 12 10 0 0 0
Bazis B
0 X4 r X3 Xe
X1 12 18 1 0 0.09 -0.04 0
X5 10 13 0 1 -0.09 0.3 0
¥ 0 47 0 0 0.22 -4 1
5
F - 346 0 0 0.22 2.4 0
25.
26. Baslangycmeselaniri optimal ¢oziiwinifi X~ =(18;13;0;0;47)

we maxF=34.6 bolyandygyny iki taraplayyn meselanifi hem

optimal ¢6zuwinin Tablissa3-in X3, X4, X5 sttunlerinif

sonky setirinden ¥ “=(0.22;2.4;0) we minZ=346
bolyandygynagoz yetirdik.
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48.

27.
28.
29.
30.
31

32.

33.
34.

35.

36.

37.
38.
39.

40.

41.
42,

Gonukmeler
Sah.31-ddki meseleler

1.6 Ikitaraplayyn simpleks usuly.

Eger-de ¢yzykly programirlemegifh meselesinde bazisler
polezitel bolup, ¢dklendirijilerirt ulgamyndaky azat gosuljylar
islendik alamatly bolanda ol meselani ikitaraplayyn simpleks
usuly bilen afisatlyk bilen ¢ozllyar. Bu usul ¢aklendirjilerif
ulgamyndaamalaasyrylyan dwirmelerifi sanyny azaltmaga,
seyle hem sipmleks tablissanyn 6lceginikiceltmage
miimkingilik beryar. Ikitaraplayyn simpleks usulynyn
algoritmine anyk mysalyn Ustiinde garalyn
Mysal:

F=21’f1 - 1’,'2 + Ig
Funksiyanyn
{ X, +x, +x3=6
21-1 - xz + xg i 2
% =00 =123)
Sertlerdaki maksimum bahasynytapmaly
Cozilisi:
Yokardaky denisizliklerifi birinjisini -1-e kdpeldenimizden
sofra meselani kanonik gorntisde yazarys:
xj E D! (J = 1!2!3)!

43,
44,
45,
46. -29-
47. Max F=2X1-X5+X3
Indi bu meselani adaty simpleks usuly bilen

GOzyaris(Tablisa 1-2)
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49, Tablisa-1
Bazis Bazism Mat gos 2 -1 1
C B
X1 X7 X3
X, 0 -6 -1 -1 -1
0 2 2 -1 1
Xs
F -2 1 -1 0
Tablisa-2
Bazis C B 2 -1 1
X1 Xz X3
X, 0 -5 0 -3/2 -1/2
2 1 1 -1/2 1/2
Xs
2 0 0 0
50.

51. Tablisa 2-nin sofiky setirinde otrisatel elementlerii
bolmazlygy ¢cozliwin optimaldygyny,emma B stitlinin
elementlerinde otrisatel elementlerifi bolmagy hem ol
¢ozuwii yol bererli daldigini ailad-yar.lkitaraplayyn simpleks
usulyny ulanyp bu ¢ézliwi yol bererli¢oziiwe dwiireris.
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52.

53.
54.
55.

Yol beriji setiri Bsiitiinifi otrisatel elementlerinifi absolyut
ululuklarynyii il ulusuna gora sayla-rys.Bizifi mysalymyzdaol
birinji setirdir.

Yol beriji siitlini bolsaifi sofiky setirifi elementlerinifi yol
beriji setirifi otrisatel elementlerine bolan gatnasygynyi
absolyut ululyklarynyf if kigisine gora saylanyar.Egerde yol
beriji setirde hic¢ hili atresatel element yok bolsa,onda
meselanifi ¢ozliwi yokdyr.Bizii garayan mysalymyzda yol
beriji sutlin ikinji,yol beriji element hem a=-3/2 bolar.Taze
simpleks tablisany gurmak Gg¢in hem adaty simpleks usuly
ulanyarys(Tablisa-3).Eger-de sofiky alynan ¢oziiwiyene-deyol

bererlik dal bolya,onda vyokardaky proses yene-de
gaytalanyar.
Tablisa-3
Bazis C B 2 -1
Xy X2 X3
X, -1 10/3 0 1 -1/3
2 8/3 1 0 2/3
Xs / /
2 0 0
56.

57. Tablisa 3-ifi sofky setirinde otrisatel elementlerifi yokdygy

alnan dayan¢ ¢oOzuwii optimaldygyny afiladyar.Optimal
G¢ozuwe gora
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58. MaxF=2

60. Gonukmeler:Sah-34-daki gonikmeler.
1.7. Cyzykly programmirlemegin ulag meselesi.

Ulag meselesi- bu bir jynsly 6nimi Upjin edijilerden sarp edijilere
dasamandaky sarp edilyan ¢cykdayjynyn minimum bahasyny tapmak we sol
meyilnamany diizmekden ybaratdyr.

Ulag meselanin sertleri tablisa gérnisinde beriyar.

edijiler 1 2 j N
Upjin edfji B, B, Bj B,
1 Al Cll C12 Clj Cln

Xll X12 le Xln
2 AZ C21 CZZ CZj CZn
X21 X22 XZj XZn
i A Ci C Cij Cin
Xil XiZ Xij Xin
m A Con Coa Co Com
- - - o

Tablisadaky C; koeffisentleri-nji pjun edijiden j-nji sarp edija dntmin bir
bolegini dasamak licin sarp edilyan ¢ykdayjy A;—bui- nji Gpjlin edijinin

nji Upjlin edijiden j-nji sarp edija dagamaly 6mimin gozlenyan mukdary.
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Ulag meselanin matematikimodeli asakdaky yalydyr:

m n
i=1 j=1
cyzykly funksiyanyn
n
inj = 4; (i=1.2...m)
j=1
m
le_I:B} 0= 1,2,...?1]

i=1

Sertleri kanagatlandyryan i ki¢i bahasyny tapmaly.

Eger-de ulag meselesi

Ziffli =) i B ; defiligi kanagatindyryan bolsa, onda ofia yapyk (ya-da
dogry bolansly)

Ulag meselasi diyilyar.Eger-de ol mesele yokardaky detiligi
kanagatlandyrmayan bolsa, yagny Ziﬂi =) j B ; onda ofia agyk (ya-da
ndadogry bolangly) ulag meselesi diyilyr.
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Nédogry balangly ulag meselsini ¢ozmeklik ticin ona fiktiw (emeli)
tpjiin edijini (sarp edijini) gogsmak arkaly ony dogry balansla owriilyar we
ondan sonra ¢oziilyar.

Eger-de Ziﬂi < Z j B ' bolyan bolsa, onda bu meseld umumy gory

A :ZB;' _Z‘qa‘
j i

deni bolan we dasamaklygyn bahasy Cm+ 1,}" =0 0 = l,ﬂ] bolan
emell tipjiin ediji gosulyar(girizilyr).Eger 25 ; B; > X; A; boljan bolsa
onda ol meseld umumy talaby

Amta =foli _ZBj
i J

Dasamaklygyn bahasy bolsa Cl-m+1 =0 (i=1,m) ded bolan emeli
sarp ediji girizilyar.

Ulag meselsinin optimal ¢oziiwini tapmaklyk prosesi onuii dayang
¢Oziiwini tapmakdan baglanyar.Ulag meselesiniit baglangye

Dayanc ¢oziwini tapmaklygyn birnace usullary bardyr. Olary mysallarda
gorkezelin.

Demirgazyk-giinbatar burcy usuly.

Goy ulag meselesinifisertleri Tablisa 1-daki yaly berlen bolsun.

B, |75 80 60 85
A

100 ';,'56 25'}' 3 3
150 1 552 603 35°
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50 18 10 20 507

Demirgalyk-giingatar burgy 4 uauly bilen ilkinji dayanc ¢oziwi tapalyn

Tablisa 1-in oyjukleri demirgaiiyk-giinbatar burcundan doldurylyp
baslanyar.

X12=min {A L|Bl}=min {100, |7 5}=75; x,=0(i=2,3)

Bolar we indi
X,,={150,80-25}=55; x3,=0;
X23=min{150-55,60}=60;X53=0;
X24=min{150-55-60,85}=35;
X34=min{50,85-35}=50

Sunluk bilen berlen meselanin ilkinji dayang ¢oztwinigurdyk. Tablisa 1-den
belli bolsy yaly , bu ¢6ziw hig hili tikli 6ztinde saklamayar we alty sany
(m+n-1=3+4-1=6) poloZitel dasamalardanybaratdyr, diymek, bu ¢oziw
dayancg ¢oztwidir. Onun bahasy bolya

C=6
+75+7:254+2:554+5-604+6-35+1:50=1295

Den bolar.

Ii kici bahalar usuly.

Bu usulyni kdmegi bilen yokarda garalan mysalyfi dayang ¢oziiwini
tapalyfi. Onuil tapylsyny tablisa 2-de gorkezelii
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B; 75 80 60 85
A
6 7 3 5
100 5 60 35
1 2 5 6
150 | 75 75
8 10 20 1
50 50

Tablisadaky ifi kici bahany saylalyfi . Ol baha bire defidir we A,B; we A;B,
oyjiklerde yerlesendir. Ol dyjiikleri asakdaky gorniisde dolduralyil:

Xo1=min{150,75}=75 we X3,=min{50,85}=50 .
Tablisanyi i ki¢ci bahany A,B, 6yjlide yerlesir, ony hem dolduralyfi:
Xa22=min{150-75,80}=75.

Bu prosesi td gordaky Oniimler gutaryanca we &hli stp  edijler
kanagtlanyan¢a dowam etdirilydr we netijede Tablisa-2-ni alarys.

Alnan ¢oziiw hi¢ hili sikli saklamayar we alty sany polozitel dasamadan
ybaratdyr , diymek , budayang ¢oziiwdir. Onuii bahasy bolsa

C=5*7+3*60+5*35+1*75+2*75+1*50=665
denbolar.
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Meselanin dayang ¢oziiwi tapylandan sofira onun optimal bolup-

bolmalydygy barlanyar. Eger-de ¢6ziiw optimal bolmasa, onda lipjlin etme

tazeden paylanyar. Optimal ¢ozliwi almaklyk ticin hem paylanys we

potensiallar usullary ulanylyar.
Mysal 1.

Meselani paylanys usuly bilen cozmeli.

Tablisa 3
B 70 120 105 105
A
90 14 8 17 5
180 21 10 7 11
130 3 5 8 4
Cozulisi:
Baslangycdayang ¢ozliwi in kici bahalar usuly bilen ¢ozlip, asakdaky
tablisany gurarys:
Tablisa4
B; 70 120 105 105
A
90 14 45°- 17 45+
180 4 75° 105’ 11
130 70° + 8 -60"

Bu ¢oziwin bahasy

C=8*45+5*45+10* 75+7*105+4*60=2520
bolar.

Alnan dayang ¢oziiwin optimallygyny barlayarlar. Onu ii¢in bolsa her

bir bos oyjiik tigin Aj; hésiyetlen-diriji hasaplayarlar:
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A11=14-5+4-3=10;
A13=17-8+10-7=12;
A»=21-3+4-5+8-10=15;
A,4=11-5+8-10=4;
A3,=5-8+5-4=-2<0;
A33=8-7+10-8+5-4=4.

Bu yerde A3;<0 bolyandygy iicin ¢dziiw optimal dildir. Taze dayang
coziiwe Asp-a degisli bolar. Zynjyr arkaly amala asyrylyar.

Zynjyryni depeleri bos bolan 6yjiikden baslap, (+,-,+,-,... ) alamatlar
gezeklesip gelyirler.

Otrisatel yarymzynjyrdaky dasaljak yiiklerii géwriiminden minimumy
saylanylyp alynyar we dasaljak yiiklerin mukdary tidzeden paylanyar:

Aqqun 45,?0 =45.

we tablisa doldurylyar.

Tablisa 5

70 120 105 105
B;
Ai
90 17 < 90 o

17

180 “ 175 105 -
130 [70 ° [45 ° 115

Bumeyilnama ediliek ¢ykdayjy
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gazanar. Ol nokatlary hem goni ¢yzyklaryii iistiinde yerlesdirip, B, B,
gonisi bilen birlesdireris.

Edil su usuly ulanyp B;B; gonisini hem guranymyzdan soiira,
¢cyzga gord utusyn asaky c¢égini kesgitliris we onda ordinatasy oyunyn
bahasyna den bolan il uly ordinataly M nokadyny taparys. Birinji oyungy
licin M nokatda kesisyin onayly strategiyalary kesgitliris. O1 B, we By

strategiyalardyr:
50
A= o)

5x,+2x,=v
Ox; +9x, =v
'X1+'X2=1

bolyandygyny goz 6niinde tutup, birinji oyungynyn optimal strate giyasyny
taparys.

7 5 43 15
x1=_!x2 =_1v=_=_1

12 12 12 4
Edil suiia menzeslikde, ikinji oyungynyii hem optimal strategiyasyny
kesgitléris.

5y, + 0y, =v
2y, + 9y, =v

Y. +y; =1
. _Ev_E
Y2 4,33 P

Seylelikde, bu oyunyn ¢oziiwi

7 5 31
x= &2y =Chwev=

15
4
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Seylelikde, bu oyunyn ¢oziiwi

15
4

7 5 71
= (12’5)’ y= (4’4] wev =

bolar.

IT) oyunyn matrisasynyn olgeginiin (3x2) bolandygy sebépli, oyunyi
¢Ozliwini ikinji oyungy li¢in taparys.

Oyunyn grafiki sekilini gecen mysaldaka gord gurarys. (Sekil 2). Bu yerde
kesimiii baslangyc nokadyny B, strategiya hokmiinde kabul ederis.

B, we Bjnokatlaryii iistinden ikin sany perpendikulyar gegireris we
onui iistiinde birinji oyungynyn utuslaryny yerlesdireris.

Birinji oyungynyn strategiyalaryna degishi bolan goni ¢yzyklary
guranymyzdan sofira, utusyn yokarky c¢égini kesgitliris we onun tistiindiki
i kici ordinataly M nokadyny taparys. Ol nokadyi ordinatasy hem oyunyn
bahasyna dendir.

A,
A, A
A,
B, B, )
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Sekil 2.

Birinji oyungynyi aktiw strategiyalary 4, we A3 bolar

3 2
a=(1 3)
we
3y, +2y, =v
yi +3y.=v
ity =1

bolyandygyny g6z oniinde tutup, ikinji oyungynyn optimal strategiyasyny
kesgitliris:

1

YVi=2Y: =

3

wl | R

7
v =-
3

Edil suna menzeslikde

3x; + ’
X Xy =2
1 3?73
2%, +3 !
X X, ==
1 2773

X, +x3=1

ulgamdan
2 1

Xy =7,%3 = taparys
Seylelikde bu oyunyi ¢oziiwi
x_(z 2 ,_iiijwev_f .
=302 Y =133 = 7 deii bolar.
2.3. Matrisa oyunlary simpleks usuly bilen ¢6zmek.

Asakdaky matrisa bilen berlen oyuna garalyn:
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all alz - ﬂ-ln
all alz - ﬂ-lﬂ
A=

L ST S R / -

Bu oyunyi X = (x;,%;,...,%,), Y = (vy,V5, ..., ¥,,) optimal
strategiyalaryny c¢yzykly programmirlemegin ikitaraplayyn meselelerinii
¢Oziilis usulynda taparys.

Baslangy¢ mesele (birinji oyungy iigin)
max F=v;

21 QX =V (J =1,n) ey
2% =1;
x;, =0(i=1m)

gorniisde, ikitaraplayyn mesele bolyar (ikinji oyungy yein)

min F' = v
=1y =v(e=1m)
2ix;=1;

x; =0(t=1m)
gorniisde, ikitaraplayyn mesele bolyar (ikinji oyungy {i¢in)
min F' =0
}1:1'-'11;}’1' =v(e=1m)
Zj}’i =1;
200G =1n

gorniisinde bolar.

Oyunynn bahasy bolan v ululyk belli dildir, emma v>0 bolyandygy kabul

edip bileris. Bu sert X;; = 0 (e=1,m, j=1,n) bolan yagdayynda

yerine yetydndir, ony bolsa matrisanyn #hli elementlerinin {istiine kébir
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polozitel M sany gogmak arkaly amala asyryp bolar. Bu yagdayda oyunyi
¢cOziiwi liytgemeyéar we oyunyn bahasy M san artyar.

(1) we (2) meselelerin  c¢dklendirjjilerindidki  densizliklerin ~ dhli

gosulyjylaryny v sana boliip we I: = ﬂ, yjf =4 belgilemeleri girizip,
1y v
baslangyc céklendirijileri iiytgederis.

2k =1we Z}-:}fj = 1 sertlerden hem

1 1
Zixlf = - we Z j }"jf = - sertleri alarys. Netijede bolsa asakdaky iki
taraplayyn meseldni alarys:
baslangyc mesele (birinji oyungy li¢in)

Elai;’xa{ =1 =1n),

x: = 0 (i = 1,m) sertlerde
F=Z?i 1 17: funksiyanyn minimum bahasyny beryéin
X1,X3, ..., X, bahalary tapmaly;
ikitaraplayyn mesele (ikinji oyungy ti¢in)
;—1:1":11';}’; =1({=1m),

V; =0(= :l,_?l) sertlerde

F'= Z};
;

Funksiyanyn maksimum bahasyny beryin }’{ ,_'}’gI ,...J’T; bahalary tapmaly.

Seylelikde, berlen oyuny c¢ozmek Tlgin ¢yliykly programirlemegii
ikitaraplayyn simmetrik meselelerijiibiitini aldyk. Meseldnin simmetrik
hédsyetinden peydalanyp ilki bilen olaryn hasaplamany talap edyénini ¢oziip
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bolyar, alnan ¢dziiwin netijesinde-de beyleki meselénin ¢oziiwini tapmak
ansat bolyar.

Mysal:

A:(g 105 12)

Matrisa bilen berlen oyunyn ¢6ziiwini tapmaly.

Oziiliisi: Oyun matrisasy atrusatel elementi 6ziinde saklayar
l:i.'l 11=—1 ) Matrisanyn dhli elementine 1 sany gosup tize oyun alarys:
A:( 06 3)
7172
Meselini ¢ozmige girismezden 61 onun eyer nokadyny barlayarys
@ =maxmin @;;=1, f=min maX @;;=3

oF [bolyandygy iigin bu oyunyh c¢oziiwigaeysyk strategiyada bolar we
onufi v=v+v bahasy 1= V = 3 aralykda yatar.

Optimal x=(X1,%2) we y=(}1 V2 V3) strategiyaly tapmaklyk c¢yzykly
programmirlemegin ikitaraplayyn meselesini coiimek bilen menzesdir.
Baslangy¢ mesele(birinji oyuncy tigin)

Tx, =1
6x; +6x; =1
3xi+2x) =

x; =0,x; =0
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Sertlerde
Min F'=x]+x5
Tapmaly:
Ikitaraplayyn mesele(ikinji oyungy (igin)
6y, +3y; =1
Tyi+wm 421 =1
=0, =0,y =0
Sertlerde
Max F<y; + 32 + V3

, X o ¥ F' = 1
Tapmaly,buyerde X; = —,V; = —, min = Mmdx F=.
v' ] v v
Ikitaraplayyn neselelerin birini ¢c6zenimizden sonra olaryn beylekisini
ansatlyk bilen ¢ozeris.

Asakdaky tablisa 1-4-de ikinji oyuncgy Ugin goyulan meselaningozlUsi
gorkeiilendir.

Yablisa 1
Bazis c Azat 1 1 1 0 0
H T T r r r
gosully 1y | v | Vs | Vs | Vs
}ri 0 1 0 |6 3 1 0
' 1 1 7 1 2 0 1
5
E' - 0 1 |-1[-1]0 Jo
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Tablisa 2

Bazis Azat 1 1 1 0 0
H r r r r r
gosuliy |y |y, Va Vs | Vs
/ 0 6 3 1 0
Va 1
; /7 vy, (27, o |y
¥s 7 7 7
! 1 0 [—6 —b 0 [1
F /7 /7|7 /7
Tablisa3
Bazis Azat 1 0
gosuljylar V4
Y1 Y2 Y3 Y's
Y 1/6 0
Y1 5/12 11 1/2 1/6
- 1/7
0 3/4 1/42
F 2/7 0 -
0 2/7 1/7 1/7
Tablisa4
Bazis Azat 1 0
gosuljylar Va
Y1 Y2 Y's Y's
Y's 1/3 0
Y1 1/21 1 1/3




3/7 - 1/7
2/21

F - 8/21 0 0
4/7 5/21 1/7

Tablisa4-de y’,=1/21, y’,=0, y’3=1/3, max=F'8/21 optimal ¢bziiw
alyndy.Buyerdenhem

1 e , 1 ’ ’ 7
=5 V1i=V'19=, Vo=, 8 = 0, ys=y'30 =

a

TmexF 8’
1
alarys. Seylelikde ikinji oyungynyn optimal strategiyasy Y{g ,0%]

bolar.

In sonky Tablisa 4-inl in sonky setirinin gosmacay’,wey’s
Uytgeyanlerinin garsysyndaky elementler hem birinji oyuncynyn optimal
strategiyalarydyr:

| tn
| ea

Gonukmeler

Sahypa 64-daki meseleler.

2.4 Ovunlary ¢6zmekligm vakynlasan usuly (Braunyn usuly.)

Toleg matrisasy

allalz wmw aln

Al A2105;7 .. Uzpy

A1 Qg - Qi

bolan oyuna garalyn.Bu oyuny Braunyn usuly bilen ¢6zmek li¢in asakdaky
yzygider iterasiyalar yerine yetirilyér:
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1)
2)

3)

4)

5)

Mysal.

A oyungy haysy hem bolsa bir A strategiyasyny saylayar.(erkin);
B oyungy hem A oyungynyn utugyny minumyma getirer yaly
oziinin B I strategiyasyny saylayar;

A oyungcy B oyungynyh utulysyny maksimuma getiryin A,

strategiyasyny saylayar({; i~ sttiinii i uly elementi sertinden )
we Onki ddimlerdaki umumy utusyny hasaplayar;

A oyungcynyil umumy utugyny minumyma getirer yaly B oyungy
ozimon B, strategiyasyny saylayar we onki ddimlerden gelyin
umumy utulysyny hasaplayar;

Eger iterasiyalaryn sany n bolsa ,onda optimal trategiyalary
kesgitlenyiris:

ty t
A oyungy li¢in X=( =2, _m),

;’ n n
, Wy (2L %2 Sn
B oyuncy li¢in X—(n pr ),
bu yerde T; we S; degisliikde i-nji setirddki we jnji siitiinddki
yyldyzjyklaryii sany.
Ya-da bolmasa 3-nji 4dime gaydyp gelyiris.

Oyunyn toleg matrisasy berlipdir:

219
A=|137
4 2 4
Ony Braunyn usuly bilen ¢ozmel.
L

Oziili
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Braunyn usulyny ulynyp bu oyunyn yakynlasan ¢dziiwini taparys.Goy, A
oyungy A strategiyasyny saylasyn.

Toleg matrisasynyin asagynda bu setirin elementleri yazylyar.B
oyungy bolsa B, strategiyasyny saylayar, ¢iinki @, = 1 element bu
setirii i kigi bahasydyr. @1, elementi (*) yyldyzjyk bilen belgileyiris we
matrisanyn sag tarapynda onun ikinji siitlininin elementleri yazylyar.

A oyungy hem 6z gezeginde A, strategiyasyny ulanyar, ciinki

ﬂEgg element ol siitlinfl M ulusydyr. @5, elementi yyldyzjyk bilen
belgileyaris we A oyungynyn gecen iki ddimddki umumy utusyny
hasaplayarys.(Utusly  strategiyalaryin  degisli  elementlerini  gosmak
arkaly)We ony hem matrisanynn asagynda yazyarys.B oyuncy hem A
oyungynyfi summar utusyny minumyma getirer yaly B 1 Strategiyasyny
saylayar.B oyungynyn gecen iki ddimdédki summar utulysyny kesgitleyéris
we ony matrisanyn sag tarapynda yazyarys we s¢.m.

Asakdaky Braunyn usuly bilen iterasion prosesinii ilkinji 10 ddimi
gorkezilendir.

Tablisa 1.

219134567810 1113

13737471013 16719°20" 23° 24~
424268 10712 14 16 207 227 267
2179

3% 4 16

76" 20

62



11 87 24

15 8% 24

Meselinin ¢oziiwine yakynlagma derejesi baslangyc
strategiyasynyi saylanysyna we ddimlerin sanyna baglydyr.

n=1 bholanda
23{:6{:26 X—( 5 5)
10-""10 "~ \? 1010/

y—(3 ! 0)
~\10’'10’

1V Boliim. Kopgiilikleyin hyzmat edis nazaryyetiniih modelleri.

4.1. Yitgili hyzmat edis ulgamlarynyi esasy
hisiye tlendirjileriniin hasaplanysy.

Goy, kopeiilikleyin hyzmat edis ulgamy biri-birleri bilen

ekwiwalent bolan n sany hyzmat ediji enjamdan ybarat bolup, bu
ulgama talaplaryn A intensiwlikli yonekey akymy gelydn bolsun. Eger-de
talabyn ulgama gelen pursatynda bos duran hyzmat ediji enjam bar
bolsa, onda ol talap bos duran enjamlaryn haysy hem bolsa birini
eyeleydn we ol talaba hyzmat edilip baslayar. Eger-de talabyn ulgama
gelen momentinde hyzmat ediji enjamlaryn &hlisi doly bolsa, onda ol
talap yitiritydr (ulgamy terk edydr).

Her bir talaba edilydn hyzmatyn Tyyz dowamlylygy v parametrli
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_ . -
F(t)=P(T,, <t)=1-¢ (v>0)
gorkeziji kanun boyunca paylanan iizniiksiz totin ululykdyr.

Ulgamyn yagdaylary diyip ondaky talaplaryn sanyna diistinjekdiris.
Onda wagtynl islendik momentinde garalyan ulgam asakdaky
yagdaylaryin haysy hem bolsa birinde bolup biler:

So— ulgamda 0 talap bar;

S; — ulgamda 1 talap bar;

S, — ulgamda n talap bar.

Wagtynl t momentinde ulgamda k sany talabyn bardygyny
(t)
anladyan wakany Sk bilen belgilesek, onda bu wakanyin

— (t)
dhtimallygyny Pk (t) - P(Sk )bilen belgildris. Bu ulgamda bolup
gecyan totdn proses igin t —> oo bolanda Py(t) yagday &dhtimallyklary
baslangyc sertlere bagly bolmadyk kébir P hemiselik sanlara ymtylyarlar
(bu yerde !l_[[]o I:)k (t) = I:)k predelin bardygynyin subudyny gorkezjek
dildiris).

Bizin maksadymyz ulgamyn Py, Py,...,P, stasionar
dhtimallyklaryny we onun hdsiyetlendirjilerini tapmakdyr.

Bu ulgama gelyin talaplaryn akymynyn yonekey akymdygy ticin h
wagt aralygynda ulgama bir talabyn gelmekliginin &htimallygy Ah+0(h),
birden kop talabyn gelmekliginin dhtimallygy bolsa 0(h) den
boljakdygy diisniiklidir.

Bize midlim bolsy yaly, egerde talaba edilyin hyzmatyn
dowamlylygy gorkezijili kanun boyunca paylanan bolsa, onda
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hyzmatyn galan boleginin dowamlylygynyin paylanys kanuny onun
hagan baglandygyna bagly dildir. Suna goéra-de, eger-de haysy hem
bolsa bir hyzmat ediji enjam bir talaba hyzmat edip duran bolsa, onda
ol hyzmatynn galan boleginii dowamlylygynynn h wagtdan kici
bolmazlygynyii #htimallygy e™; eger-de hyzmat ediji enjamlaryii haysy
hem bolsa k sanysy doly bolsa, onda olaryn &hlisinin yene-de h
wagtlap doly bolmaklarynyii #htimallygy e™*"; h wagtyii dowamynda
olaryii M bolmanda birnii bosamaklygynyn &htimallygy hem

1-e™ =kh-0(h)

deni bolar.

Bu ulgama talabyn gelmekliginin we bir talaba edilyin hyzmatyn
tamamlanmagynyn (hyzmat ediji enjamyn bosamaklygynyi) her biri
yonekey wakadyr.

Wagtyil t momentinde ulgam S; yagdayynda bolup, h wagt
interwalyn dowamynda Sy yagdayyna ge¢mekliginii sertli dhtimallygyny
Pik(h) bilen belgililin, yagny

Slgt+h) )
P (h)=P 5 (0<i<n,0<k<n)
Onda
Pik(h)2 0, Plk(h):]' (1)
k=0

bojakdygy mélimdir.

Yokardaky aydylanlardan ugur alyp h—0 bolanda P (h) gegis
dhtimallyklaryny tapmak ¢ylsyrymly dildir. Eger " - k‘ >1 sert yerine
yetse,onda ulgamyn S; yagdayyndan Sy yagdayyna gecmekligi licin i
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bolmanda iki sany yonekey wakanyn yiize ¢ykmaklygy zerurdyr.
Sonunt {icin hem yokarda bellip gecisimiz yaly,

imP, ()=o)  (i-K/>1)
2
bolyandyr.

h wagtyn dowamynda ulgamyn Sy yagdayyndan Sy.; yagdayyna
gecmekligi tigin hem sol wagt interwalynda ulgama bir ya-da ondan-da
kop talap gelmelidir. Seylelikde,

Pk,k+1(h) = Ah+ O(h)
3)

h wagtyn dowamynda ulgamyn Sy yagdayyndan S..; yagdayyna
gecmekligi iigin hem sol wagtyn dowamynda bir ya-da ondan-da kop
talaba edilydin hyzmat tamamlanmalydyr, bu yerden hem

P, ..(h)=kh+0(h)
(4)

gelip ¢ykyar.

Onda (2)-(4) anlatmalardan we (1) denlikden
P (h):]-_ Pk,k+l(h)_ Pk,k—l(h)+ O(h):l— Ah —kvh + O(h)

boljakdygy &sgirdir.
k=0 we k=n bolan yagdayynda hem

P,,(h)=1-Ah+0(h),
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P _.(h)=1-nwh+0(h)

n,n

alarys. Egerde t>0, h>0, 0<i<n, 0<k<n bolsa, onda

>

P (t+h)=>"P,(t)-P,(h) ®)

bolyandayr. Bu baglylyk doly &htimallygyn formulasynyn yénekeyje
ulanylysynyii netijesidir.

Goy, Pi(0) —bu wagtyn baslangy¢ momentinde (t=0) ulgamyn S;
yagdayynda bolmaklygynyn &ahtimallygy bolsun (0<i<n). Onda wagtyn t
momentinde (t£0) ulgamyn Sy yagdayynda (0<k<n) bolmaklygynyn
dhtimallygy doly &dhtimallygyn formulasyna gord

=> RO

denl bolar .

Eger-de (5) defileméninn iki tarapyny hem P;(0) dhtimallyga
kopeldenimizden sofira ony i-e¢ gord 0-dan n-e ¢enli jemlesek

P (t+h)= ZP P.(h) ©

defillemdni alarys we oma Cepman — Kolmogorowyn diyilip atlandyrylyar.

Gecis dhtimallyklar {icin alnan anlatmalary ulanyp, Cepman —
Kolmogorowyn denlemesinden

P,(t +h)=P,(t)1— Ah)+ P,(t Wh + O(h),
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P (t+h)=P_,(t)th+ P (t}1— h —kvh)+ P, (t Xk +Lph +O(l
P (t+h)=P _(t)th+P,(t)1—nvh)+0(h)

alarys. Bu yerden hem yonekey amallardan soiira

P, ('[ + hh)— P (t) = —JP, (t)+ VPl(t)+ 0(1),

PLANRO o (0)= (kv )P 0)+ (k- Dvs

h
P (t+h)-
h

P.t) AP ()+miP (t)

anlatmalary almak kyn déldir. h—0 bolanda yokarky anlatmalaryn
sag tarapynyn predelleri bardyr, diymek, Py(t) yagday dhtimallyklarynyn
oniimleri hem bardyr. Seylelikde,

Py(t)=—APy(t)+ R (1),

P/(t)=AP_,(t)— (A +kv)P, (t)+(k +IpP,,(t) @<k<n-—
™ Pi(t)= 2P, (t)n P, (t)

gelip cykar.

Yokarda alnan bijynsly differensial defilemelerii ulgamy Erlangyn
ulgamy diyilip atlandyrylyar. Eger-de ulgamyn yagdaylarynyn baslangyc
ahtimallyklary (P«(0), 0<k<n) berlen bolsa, onda ol ulgamy c¢o6zmeklik

kyn dildir.

Eger-de ulgamyn yagdaylarynyn belgilenenn grafyny gursak, onda
onuit kdmegi bilen ulgamda bolup gec¢yén totdn prosesi suratlandyryan
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differensial deiillemelerin yokardaky ulgamyny g6s-goni tapyp bolyar.
Garalyan ulgamyn yagdaylarynyn belgilenen grafy asakdaky yaly bolar.

B o o e o

.l'-'_l lll"_l .l'-'_l :l"'.- ||I"J
\ —_— \ e \ —_— . ———— - \ —_—
So | |81 ] S 2 Sn-1

v v IV (n-1yv 1

Differensial denlemelerin (7) ulgamynyn gurlugyna iins berelii.
Olaryn ahlisi asakda beyan ediljek kesgitli diizgiinin esasynda
gurlandyrlar.

(7) ulgamyii her bir defilemesiniii gep tarapynda ulgamyii yagday
dhtimallyklarynyni 6niimi bar, olaryi ¢ep tarapynda bolsa degisli yagday
bilen baglanysykly nédge sany ok bar bolsa, son¢a-da gosuljy bar.Eger-de ok
sol yagdaydan ¢ykyan bolsa, onda sol oka degisli bolan gosuljy ,,minus”
alamatly, egerde ok sol yagdaya gelyén bolsa, onda ona degisli gosuljy
,plus” alamatlydyr.Her bir gosuljy 6ziine degisli bolan okun gecis
dhtimallygynyn dykyzlygynyn sol okun ¢ykyan yagdayynyn yagday
dhtimallygyna kopeldilmegine dendir.

Ulgamyn yagday dhtimally {i¢in differensial defilemeleri bu diizgiini
umumy hasap edilydr we ol islendik {izniiksiz markow zynjyrlary ticin
ulanylyar.Onuil komegi bilen yagday dhtimallyklar ii¢in differensial
denllemeleri ulgamyn yagdaylarynyn belgilenen grafyna seredip, hi¢ hili
kyngylyklar ¢ekmén, gos-goni gurup bolyar.

t — o0 polanda (7) ulgamyn denllemelerinii sag tarapynyn kesgitli
predeli bardyr, diymek, olary c¢ep taraplarynyn hem predelleri hokman

bolaymaly.Ol predel hem nula defidir. Eger-de seyle bolmasa, onda I — <2
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predelde P;; (t) éniimler nuldan tapawutly haysy hem bolsa bir hemiselik

sana ymtylarlar, diymek, degisli P;, (t) dhtimallyklar hem absalyut
ululyklary boyunga tiikeniksiz artalar, beyle yagday bolsa asla miimkin
daldir.Seylelikde, biz asakdaky netijd gelydris:

lim P, (t) =0 (0 <k < n).

t—coo

Differensial defilemeleriii (7 ) ulgamynda hem t — ©© predele gecip,
algebraik denlemelerin agsakdaky ulgamyny alarys:

—AE, +vP, =0,
AP, — (A +kv)P, + (k+1)uPp,, =0 (0 <k <mn),
AP,_, —nvP, = 0. (8)

Eger-de

AP,_, — kuvP, =z, (1=k=n)

belgileméini girizsek, onda (8) ulgamy

z;, =0,
Zy — Zpye, = 0 (0 <k <n),
z,=10

gorniisde yazmak bolar.Bu yerdenhemz, = 0 (1 =k < n)
netijani alarys.Seylelikde,
A

Pk=ﬁpk—l {:liki:nj
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1 k
P, = (ﬁ) P, (1<k<n) (9)

gelip ¢ykjakdygy diisniiklidir. Normirley;ji

gk
o
|
—

k=0

Serden hem

ahtimallygy taparys.

v

£ belgilemdni girizelin.Bu gatnasygyn seyle manysy bardyr:

£ —bu bir talaba hyzmat etmek {icin sarp edilydn ortaca wagtyn
dowamynda bu kopeiilikleyin hyzmat edis ulgamyna gelyin talaplaryn
ortaga sanydyr.Bu belgilemdni g6z oniinde tutup, (9) formulalary
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p*
Kl

P, = P— (k=0,12,.,n) (10)
TF::DH
gorniisde yazyp bileris.

(10) formulalar basgaca Erlangyi formulalary diyip atlandyrylyar.

P,,P,, ..., P, stasionar dhtimallyklar belli bolsa, onda bu ulgamyi
stasionar hdsiyetlendirijilerini kesgitldp bileris:

*  A-ulgamyn absalyut hyzmat edis miimkingiligi ( wagt birliginde
ulgamyn doly hyzmat edip biljek talaplarynyn ortaga sany );

* g-otnositel hyzmat edis miimkingiligi ( ulgama gelen talaplaryn hyzmat
edilenlerinin  ortaga payy, yagny, ulgamyn wagt birliginde doly hyzmat edip
bilydn talaplarynyn ortaga sanynyn sol wagtyn dowamynda ulgama gelyén
talaplaryn ortaca sanyna bolan gatnasygy );

* doly hyzmat ediji enjamlaryn ortaga sany.

Bize milim bolgy yaly, ulgamyn hyzmat ediji enjamlarynyn dhlisinin
doly bolan pursatynda gelen talap yitirilyar.

Onda yitginin &htimallygy

_p Py __ul
Puo=Fy =P =—T (11)
k=0 ],
den bolar.

Ulgama gelen talabyi hyzmata kabul edilmekliginin dhtimallygy ( yagny
otnositel hyzmat edig miimkingiligi.) bolsa yitginin dhtimallygyny 1- ¢enli
dolduryar:
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q=1-Fu=1-F,. (12)

Eger-de ulgamyn q otnositel hyzmat edis miimkingiligi belli bolsa, onui
A absalyut hyzmat edis miimkingiligini afisatlyk bilen taparys.Olar
asakdaky gorniisde bir-birleri bilen baglanysyklydyr:

A=X-g=A-(1—-P). (13)

Yitgili kopeiilikleyin hyzmat edis ulgamlarynyi mohiim
hisiyetlendirjilerinin biri hem ondaky doly enjamlaryi ortaga sanydyr
(bizin garayan ulgamymyzda ol ululyk ulgamdaky talaplaryii ortaga sanyna

dendir).Ol ortaga bahany K bilen belgililin.

k ululygy 0,1, ..., 7 bahalary degislilikde Py, Py, ..., P,
ahtimallyklar bilen alyan diskret totdn ululygynn matematiki garasmasy
hokmiinde hasaplap bolar:

_ p p
E=) kP= Y KR =p) ER -pa-B).

Ug sany liniyadan ybarat bolan awtomatlandyrylan telefon stansiyasyna
talaplaryn yonekey akymy gelyir.Egerde talabyi gelen momentinde
liniyalarynn &hlisi hem doly bolsa, onda ol talap yitirilydr.Bir minudyn
dowamynda stansiya ortaca bir talap gelyar.Her bir talaba hem ortaga iki
minutlap hyzmat edilyar.

Ulgamyn stansionar hésiyetlendirjilerini kesgitlemeli.

Cozliisi.Serte gord, talaplaryn gelyédn akymynyi intensiwligi A=1
dendir.Hyzmatdan ¢ykyan talaplaryn akymyyn U intensiwligi bolsa
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1 1
V=——=2=05
Thyz 2
den bolar.

(1 1] formula gori,

pE 23
Py = Py = — 3L _ = 3l M0
vit — 43 — E 27 22 ZE—E” FLp
ol LHTIY I

taparys.Bu dhtimallyk hem ulgama gelyén talaplaryil takmynan 21%-nin
yitirilyindigini anladyar.

Stansiyanyn otnositel we absalyut hyzmat edis miimkingilikleri hem

q=1-P; = _E:1_5J
" 19 19
A=lq=1—5
19
deni bolar.

Doly liniyalarynn ortaga sanyny bolsa (14) formula g06rd hasaplarys:
k=p(1l—P)=2-(1—P)~2(1—021)= 1,58 .

Gontikmeler.

1. Awtomatlagdyrylan telefon stansiyasy ( ATS ) bir wagtda 6ziininde
5 sany abonente hyzmat etmeklige niyetlenendir.Bu ATS-e ortaca her 30
sekuntda bir talap gelyar.Her bir abonente ortaga 2 minutlap hyzmat
edilyar. ATS-i1 dhli liniyalarynynn doly bolan pursatynda gelen talap
yitirilydr.Bu ATS-in stansionar hisiyetlendirjilerini kesgitlemel.
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2. 20 sany ulagyn durmaklary ii¢in niyetlenen ulag duralgasyna
duralga dolyanga ulaglaryn yonekey akymy gelyar.Her sagatda duralga
ortaca 4 ulag gelyar.Her bir ulagyn duralgada saklanyan wagty hem orta
bahasy 15 minuda deti bolan gérkezijili kanun boyunga paylanandyr.Bu
kopciilikleyin hyzmat edis ulgamynyi stasinar hisiyetlendirjilerini tapmaly.
4.2 Nobatly kopciilikleyin hyzmat edis ulgamlarynyi esasy
hiisiye tle ndirjile riniii has aplanysy.

Kopgiilikleyin hyzmat edis ulgamy bir-birleri bilen ekwiwalent bolan n
sany hyzmat ediji enjamdan ybarat bolup, bu ulgama talaplaryn A
ntensiwlikli yonekey akymy gelyir.Eger-de talabyn bu ulgama gelen
pursatynda it bolmanda bir sany bag enjam bar bolsa, onda ol talaba hyzmat
baglanyar, eger-de sol pursatdan bos bolan hyzmat ediji enjam yok bolsa,
onda ol talap 6ziinden 6nki gelen talaplaryn ( eger-de bar bolsa ) yzynda
nobata duryar.Bosan hyzmat ediji enjamlar hem wagt yitirmén, nobatda
garasyp duran indiki talaba ( eger bar bolsa ) hyzmat etmége baslanyar.

Her bir talaba edilydn hyzmatyn dowamlylygy asakdaky gorkezijili
kanun boyunga paylanan 1},,,- t6tin ululykdyr:

F(t)=1—e™ (v=0).

Goy, ilki bilen nobatdaky garasma orunlarynyn m san bilen ¢éklendirilen
yagdayyna garalyn, yagny, talabyn ulgama gelen pursatynda eyydm m sany
talap nobatda hyzmata garasyp duran bolsa, onda ol talap yitirilyar. Sofiunda
ol m sany tiikeniksizlige ymtyldyryp nobatdaky garasma orny ¢iksiz
ulgama gararys.

Bu garalyan ulgamda nobatda duran talap nobaty terk etmeyéar diyip
kabul edilydr.Bu yagdayda nobatdaky &hli talaplara irde-gicde hyzmat
edilyar.

Ulgamyn yagdayy diyip ondaky talaplaryn sanyna diistinsek ( hem
hyzmat edilyén, hjem-de nobatda hyzmata garasyan talaplaryi sany), onda
wagtyn islendik momentinde ulgam &ziinin agakdaky n+m-1 sany
yagdaylarynyn haysy hem bolsa birinde bolup biler:

So — ulgamda 0 talap bar;
S; — ulgamda 1 talap bar;

S — ulgamda n talap bar;
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Sn+1 — ulgamda O talap bar (n sany hyzmatda, biri hem nobatda);

Sn+1— Ulgamda 0 talap bar (n sany hyzmatda, ikisi hem nobatda);

Sn+m — Ulgamda 0 talap bar (n sany hyzmatda, m-si hem nobatda);

Garalyan ulgamyn belgilenen grafy asakdaky yaly bolar:

Ulgamyn yagdaylarynyn stasionar dhtimallyklary {i¢cin algebraik
defillemelerin ulgamyny yokardaky belgilenen grafyn komegi bilen gos-goni
gurarys:

_H.PD +UP1 - {]

AP+ (A+0)P,+(k+1)vP.., =0, 1=k <n (1)

AP, +(A+nu)P, +nvP,.;, =0, n=k<n+m

H'Pkn+m - nUPn+m =0

Algebraik denlemelerin yokardaky ulgamyny ¢6zmek ti¢in asakdaky
belgilemeleri girizelii:

Zk=lPk_1—kUPk, li:k{_:n
Ly =AP,_,—mvP,, n=k<n+m

Bu belgilemeleri ulanyp, defilemelerin (1) ulgamyny
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SN
I
o

Zy—2,.,=0, 1l<k<n<m (2)
Zpim =0
gorniisde yazyp bileris. Bu yerden hem
Z, =0, (l=sk=n+m)

Deileme, yagny,
AP —kuP, =0, (l=k=n) (3)

AP —muP, =0, (l=k=n) (4)

detilemeler gelip ¢ykyarlar. 1 = k < 1 bolanda (3) defilemeden

ok

Pk:gpu (5)

alarys, bu yerde P = ‘;L/ 1) dendir.

n< K < N+ M bolanda hem (4) denilemeden

k—n

=2 B ®

n
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formulany alarys. (5) formuladan Pﬂ -yii bahasyny (6) formula ornuna
goysak

pk
Pr = e Fo (7)

formula gelip ¢cykyar.

Pl it 2 () [=1
k=0 k=n+1

Maydalawjysy PX 11 -¢ den bolan geometrik progressiyany

jemlgnimizden sorira P 0 ahtimallygynn anyk bahasyny taparys. Netijede biz
adakdaky formulalary tapdyk:

¥

szch,, (1=k <=n)

k

P, = P, (n<k=n+m)

nlnk—n
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-1

ottt 1_(%1)
Zk_ n n—p ®)

k=0

e®
I

Indi bolsa bu képgiilikleyin hyzmat edi6 ulgamynyn esasy
hasyetlendirjjilerini kesgitlalin.

Hyzmat ediji enjamlaryn &hlisinin we garagma orunlarynyii hem
dhlisinin doly bolan pursatynda gelen talap vitirilydr. Onda yitginin
dhtimallygy

n+m

P

P. LA
ninm 0

Vit — Pﬂ+m —

(9)

den bolar.

Ulgamyn otnositel hyzmat edis miimkingiligini hem

n+m
0

yit — n!nm

F, (10)

formula bilen hasaplarys.

(10) formulanynt yardamy bilen ulgamyn absolyut hyzmat edis
miimkingiligini kesgitliris:

p']‘?.+m
A=1q=ﬂ.(1—n|nmpﬂ) (11)

Ulgamyn doly bolan hyzmat ediji enjamlarynyii ortaga sanyny hem
1,2,...,n bitin bahalary degis]jlikde

PbP+PFP+ ..+(B,+P, .y +--+P,,,,) dhtimallyklar bilen
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alyan diskret totén ululygyn matematiki garasmasyny hasaplamak arkaly
kesgitlidp bileris:

k=1-P,+2-B,+-+nm—1)P,_;+n-(P,+P,., +-+PF,

n+m n+m I n+m

:ik.ﬂk+ Z np, = ‘;1! Py + Z (%)kpn:

k=n+1 k=n+1 k=n+1

n—1 m—1

p p

=pP, [1+—+---+ P

¥

p p p
11 (n—1)! +“n[P“+nP“+"'+(n)

JD[PD +'P1++P']'1]+P[P']‘1+Pﬂ+l++ n+m— 1]_

Nobatdaky talaplaryn ortaga sanyny bolsa 1,2,...,m bahalary

degisliikde P,,; + B, ., + -+ P, ., dhtimallyklar bilen aljan
diskret totin ululygyn matematiki garagsmasy hokmiinde hasaplarys:

F=1-P,,+2Py++m-P, m=Zk(E) P,=P,-
Y okardaky aiilatmanyn sotiky jemini

REGRENG)

4

geometrik progres51yanyn gord oniimi hokmiinde g6z oniine getirip

bileris. Ol geometrik progressiyany jemlip:
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Onurn E -¢ gbrd Omiimini alsak,

1) (1)
2Ny

n

netijéni alarys.
Seylelikde, nobatdaky talaplaryn ortaca sany

peiny 1- 0 (1)
nln™ ( P)z

T =

m
formulany alarys.

Hyzmatdaky we nobatdaky talaplaryii ortaca sanyny jemlip, tutus
ulgamdaky talaplaryn ortaca sanyny kesgitléris:

z=k+7
Indi bolsa talabyi nobatdaky ortaca garasma wagtyny kesgitlilin.

Ahtimallyklary kopeltmek teoremasyna gori, t wagtyit dowamynda doly
bolan n sany hyzmatediji enjamlaryn hi¢ birinin hem bosamazlygynyn

dhtimallygy € —nut den bolar.
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nv

( 1
f te~Widt = —
0

Matematiki garasma hem talabyn ulgama gelen pursatynda n sany hyzmat
ediji enjamlaryn dhlisinini hem doly bolup, nobatda hem hini hili talabyn yok
bolan yagdayyndaky ortaca garasma wagtyna eiidir. Eger-de talabyn
ulgama gelen pursatynda k sany talap nobatda bolsa, onda soiky gelen talap

k
ortaca E wagtlap nobatda garagyar. Eger-de talabyn ulgama gelen

pursatynda hyzmat ediji enjamlaryn it bolmanda biri bos bolsa ya-da
garasma orunlarynyn dhlisi hem doly bolsa,onda ol talabyi garagma wagty
nula def bolar.Y okardaky aydylanlardan ugur alyp, talabyii ortaga garasma
wagty asakdaky gorniisde hasaplanyar:

t —1P+2P 4ot P —1"gﬂ.DJrz‘aﬂ+1
gar gy " o ™Y v TN a0
"Py (. 2 mpm=1
N L
n! nv n nm-1

Talabyn ortaca garagma wagty bilen nobatdaky talaplaryn ortaca
sanynyn arasynda acakdaky yaly baglangyk bardyr:

[ =

gar

w0

Talabyn tutus uzgamda sarp etjek ortaga wagtyny (hem nobatda, hem-de
hyzmatda) asakdaky usulda hasaplarys:

~

t —(1+1)P+(2+1)P + +(m+1)P +
ulg — nw v n n v n+1 n v n+m—1
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1 _ 1 _ 1
+-PF+-P+--+-P _,=t +— P.=t +—11—
v 0 1 n—1 gar T, ke gar U(

k=0
Mysal 1.

Dellekhanada iki sany dellek isleyar. Olaryit hyzmatyna métég
miigderileriii ortaca sany sagatda 18-e yetyir. Dellekler her bir miisdera
hyzmat etmek {icin ortaca 10 minut sarp edyérler. Dellekhanada
miisderilerii garasmagy iicin 4 sany oturgug niyetlenendir. Ol garagma
orunlarynyn &hlisinin hem doly bolan pursatynda gelen miigderi eglenmin
dellekhanadan ¢ykyp gidydr. Bu KHEU-nyn stasionar hisyetlendirjilerini
kesgitlemeli.

oziilisi.
Meselinin sertine gora,

n=2, m=4, A=18,

— . 1 1 18
thyz = 10min, vthyzzmzﬁ,pz?zi
(8) formula goré,
2 3\*
p1_ 3*f+33 1—(5) 2027
“_k kKl 21 2—-3 327
=0

bu-yerdende
P, = 0,0158

taparys. Bu bolsa tutus iy wagtynyil takmynan 1,58%-ni dellekhananyn
miigderisiz gecirjekligini anladyar.

Yitginit dhtimallygy bolsa
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&

deni bolar. Bu bolsa miigderilerii takmynan 36%-nin yitiriljekdigini
gorkezyar.

-0,0158 = 0,36

Dellekhananyn otnasitel hyzmat edis miimkiingiliginii hem

den boljakdygy we gelen miisderilerin takmynan 64%-ne hyzmat
ediliekdigini ailadyar.
Ulgamyn obsalyut hyzmat edis miimkingiligi bolsa
A=1q=0,64-18=11,52,

Deti bolar, yagny bir sagadynn dowamynda ortaga 11,52 sany miigderd
hyzmat ediler.

Doly dellekleriii ortaga sany

- A 11,52
v 6
den bolar, yagny dellekler 6z wagtlarynyin hemmesina golayyny doly

gegiryarler.

=1,92,

Nobatdaky miisderileriii ortaca sany

3 4
32.0,0158 1— (g) (5—-6) 81
: — = 0,4266(1 +—) ~ 2,58
221! (1 B §) 16
2

T =

bolar.

Miisderinit nobatdaky ortaca garasma wagtyhem
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_ ¥ 2,58
Ltak = 1 = 18 ) 6{]1?1111 = 8J6miw

Onun tutus ulgamda sarp edyan wagty hem

Eu.‘.’g = fgar +q- fhyz =8,6+0,64-10=8,6 +6,4= 15mm

Goniikmeler

1. Awtoulag yangyc stansiyasynda ii¢ sany yangyc guyujy kolonka bar.
Bu stansiya bir minudun dowamynda ortaga bir ulag gelyar. Her bir
ulaga ortaca 4 minutlap hyzmat edilydr. Bu yangy¢ stansiyasynyn
meydamgasy difie ti¢ sany ulagyil garagmagy li¢in niyetlenendir.
Stansiyanyn stasionar hdsyetlendirjilerini kesgitlemel.

4.3. Nobatdaky garasma orny céklendirilmedik kopciilikleyin
hyzmat edis ulgamynyi esasy hiisye tle ndirjile ri.
Indi bolsa ulgamda garasmak {i¢in niyetlenen orunlaryin sanynyn
cdklendirilmedik yagdayyna garalyn. Buulgamyn yagdaylarynyn
be Igi!fnen %rafy aiakdaky yaly :t{olar; A

SD Sl 52 i S’]‘l—l S " S

n n+m
¥ 2V v ny Y Y

i

Bu ulgamyn stasionar hédsyetlendirjilerini gogma orny ¢dklendirlen
ulgamyn stasionar hdsyetlendirjilerinden 711 —* @2 predele gegmek bilen
alynyar.

Ulgamyn predel yagday dhtimallyklaryny hasaplamak iicin (5), (7), (8)
formulalarda 1M — ©0 predele gegemizde P /M < 1 bolyar diyip kabul

etmeli. Beyle bolanda progresiya yygnanyar we ulgamda stasionar rezim 6z
gliyjiini saklayar. Seylelikde, bu ulgamyn predel yagday dhtimallyklary
iicin

¥
P,="7P, l<ksn,
k
I
Po=—"h, kzm,
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k
P_[Zﬂ_"+L“
o r (n —

k:ok' n! (n—q)

formulalary alarys.
Bu ulgama gelen islendik talaba hagcan hem bolsa hyzmatedilyar (¢tinki
nobat ¢éksiz), sonui iicin hem
Pu=0, g=1, A=Aq=A

Boljakdygy diisniiklidir.
Ulgamyn doly bolan enjamlarynyn ortaga sany

_ p"tt- R
T = 5
n-n! (1—?‘%)

Bolyandygyna goz yetirmek kyn déldir. Soniky toplum formylalary
jemlemek arkaly ulgamdaky talaplaryi ortaca sanyny taparys;

=k+7.

[ k]
I

Talabyn nobatdaky ortaga garagsma wagtyny we onuil ulgamda sarp edyan
ortaca wagtyny asakdaky formulalarynn komegi bilen hasaplarys;

_ T _ _ 1
tgm‘ = 1! tu.!g = t_ga*r + ;
Mysall.

Awtoulag yangy¢ stansiyasy ii¢ sany sany yangy¢ guyujy enjamdan
(kolonkalar) ybarat bolup, bu stansiya yangyja méati¢ bolan ulaglaryn A=0,2
ntensiwlikli (minutda ortaca 0,2 ulag) yonekey akymy gelyédr. Her bir ulaga
ortaga 5 minutlap hyzmat edilyir. Yangy¢ guydurmak tigin garasma
orunlaryin sany (nobatyn uzynlygy) ¢dklendiriimedikdir. Bu ulgamyn
stasionar hédsyetlendirjilerini hasaplamaly.

Cozliisi.
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Meseldnin sertine gord

n=3, A=104, vV=——=
bolar. Bu yerden hem

T RPN
o 3 31 9

1
alarys. Diymek bu ulgam is wagtynyn s bdlegini bog gegirer (yagny bir

sutkanyn dowamynda ortaca 160 minutlap stansiyada hi¢ hili ulag bolmaz).

Doly kolonkalaryni ortaca sany

k=p=2,

nobatdaky talaplaryn ortaca sany

o2 11 4 1
"T2.23 @_gf 93 '3

3

ulgamdaky talaplaryn ortaca sany
F—k+F=2+12=32
ETETTEAT 3Ty

talabyn ortaca garasma wagty

_ T
o ===23

gar a min 20

sek

talabyn ulgamda sarp edyén ortaca wagty hem

tu!g = fgm‘ + fhyz = Sminzi‘jsek + 5m1’n = Smiﬂzﬂsek
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deni bolar.

Goniikmeler.

1. Teatrynbilet kassasynda bir sany kassir igleydr. Bu kassa bilet satyn
almak ti¢in her minutda iki sany tomasagy gelydr. Her bir miisderd
bilet satmak ii¢in kassair ortaga 20 sekuntlap hyzmat edyér. Bu
kassada nobatyn uzynlygy ¢éklendirimedikdir. Bu ulgamyn
stasionar hédsyetlendirjilerini tapmaly.

2. Oz-6zitte hyzmat edilyin diikanda 2 sany kassir isleyir.
Olar miigderilerin alan harytlaryny barlayarlar we ol harytlaryn
tolegini kabul edydrler. Kassalardan her sagadyin dowamynda ortaca
48 sany miisderi ge¢yar we her bir kassir her bir miigdera ortaca 2
minutlap hyzmat edyér. Buulgamyn stasionar hisyetlendirjilerini
kegitlemeli.
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