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Taze galkynyslar we diiypli Ozgertmeler zamanynda,
Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly Milik gulyyewig
Berdimuhamedowyn, hut Ozinii ayratyn iins merkezinde bolyanlygy
sebépli, Tirkmenistanda biim we ylym ulgamlary batly depginler
bilen 0Osiis yoluna diisdi. Sol sebédpli yokary okuw mekdeplerinde
okuw meyilnamalary biitindiinyd iliiine layyklykda diizildi

Hazirki dowirde tdze okuw meyilnamalaryna layyklykda
vazylan okuw Kkitaplary yetmezgilk edydr. Su kitap awtoryn
kopyyllyk tejribesinin  netijesinde yazylan analitik geometriyany we
cyzykly algebrany 06z i¢cine alyar. Analitik geometriyadan goni
cyzyklar we tekizk bolimler wektorlaryn {isti  bilen beyan
edilydnligi sebdpli, kitabyn basynda kesgitleyjiler we matrisalar
barada diisiinjeler yerlesdirildi. Cyzykly Ozgertmeler, kwadratik
gorniigler kitabyn sofiunda 6z ornuny aldy. Kitap tehniki hiindrler
boyunca we uniwersitetin fizika héndri boyunca okayan talyplaryna
niyetlenen. Emma analitik geometriyany we ¢yzykly algebrany
owrenydn beyleki hiindrlere hem peydaly bolar.



Gurbanguly ~ Berdimuhamedowyn  yurdunn  Prezidentligine
dhlihalk tarapyndan saylanmagy yylyn esasy syyasy wakasy boldy.
Bu waka garagsyz, bitarap Tirkmenistanyn 0z Osiisini tdze
basgancagyna—milletin Beyik Galkynys eyyamyna gadam urmagy
bilen sohratlandy.

Gurbanguly Berdimuhamedow dowlet bastutanynyn wezipesine
girisen giinlinden baslap, jemgyyetcilk durmusynyn &hli ugurlaryny
diiypli Ozgertmidge baslady. Onunt baslangyjy we yolbascylygy bilen
yurtda demokratiyany pugtalandyrmaga, ykdysadyyeti
dowrebaplasdyrmaga, ilatyil yasayys derejesini  yokarlandyrmaga
gonikdirilen &girt gm gerimh, Osiisl Ozgertmeler yaybaillandy. Bizi
halkymyz 0z liderinin asylly baslangyclaryny gyzgyn goldap, olary
durmusa ge¢irmige isennir girisdi. Bu bolsa yurdumyzyin durmus-
ykdysady taydan Oslisinii depginlerne bada-bat tisirini  Vetirdi
Tirkmenistanynn  Prezidentinii saylap alan syyasy ugry diinyade &girt
uly seslenme tapyp, g jemgyyetciligin {ins berip synlayan obyektine
owrildi we Oziinin ¢uniur esaslandyrmalary, ynsanperwerlikli many-
mazmuny hem-de sosial ugurlylygy bilen jiimle-jahany ank etdi.

Bizm halkymyz Gurbanguly Berdimuhamedowa ¢éksiz ynam
bildirmek, 6z zihmet dstiinlikleri bilen onun yurdy Osiisin tdze
basgancaklaryna ¢ykarmak baradaky belent hyjuwlaryny jany-teni
bilen goldamak arkaly jemgyyetimizii durmusynda bolup gecyédn
seyle  Ozgeriglikler, i-halkymyzynn hal-yagdayny gowulandyrmak,
Tirkmenistany diinyd bilelesigine gosmak we onunl halkara abrayyny
pugtalandyrmak ugrunda alyp baryan yadawsyz tagallasy iicin oma
cufiur ~ minnetdardyr.  Ylym-biim adamzadyn durmusynda uly
dhmiyete eyedir. Maéhriban Prezidentimizin =~ yurt Bastutanynyn
wezipesine saylanan ikinji glininden bilim ulgamyna alyratyn {ins
berip baslady, tlirkmen yaglarynyn diinyd derejesinde bilim-terbiye
almaklyga gm yol agcdy. Bu ugurda alnyp barylyan isler, tutumly
Ozgertmeler vaslaryi dowrebap bilim  almaklaryna  we
kamillesmeklerine yardam beryir. Yurdumyzda hormatly
Prezidentimizin  taysyz tagallasy bilen beykk Galkynys bilim
ulgamynda baglandy.



| BAP

1. Natural sanlar. Ifi uly umumy béliiji, i Kici umumy Kkratny
1, 2, 3, 4, ... sanlara natural sanlar diyilydr. o natural sanyn

......

Mysal: 27:3=9; 27:9=3. Bu yerde 27 {licin 3 we 9 boliji. Emma 27
ticin 5 boliji bolmayar, ¢iinki 27-ni 5-¢ bolenimizde 2 san galyndy
galyar. Eger o natural sanyn dile ki 1 we « sanlar bolijisi bolyan

------

natural sana diizme san diyilyar.
Mysal:
1,2,3,5,7,11, 13,17, 19, ... - yonekey sanlar.
4,6,8,9,10,12, 14, 15, 16, 18, 20, ... - diizme sanlar.

Her bir dizme natural sany dile bir gorniisde yonekey sanlaryn
kopeldijileri bilen yazyp bolyar:
K ko K
nN=Dp"-P2" - Pm
bu yerde P;, P,..s P, YOnekey sanlar n sanyn yonekey bolijileri
sunlukda p; san ki gezek, p2 san ky gezek, ..., pm san ky gezek
gaytalanyar.

Sanlarynn bolinmek nysanlaryny getirmezden ozal

27=2-10+7; 527=5-10°+2-10+7, umuman islendik n natural
sany

n=awa,, - -aa,=a,10% +a, ;10" + ...+ a,10+ R
Omiisde yazyp bolyandygyny vatlalyi.

1) Eger a, 2-4 (5-¢) Dbolinydn bolsa, onda n san hem 2-a (5-€)
bolinyar.



Mysal: 38=3-10+8 (bu yerde n=38, a, =3,a,=8) 82=4.
Diymek 38, 2-d bolinydr. 20=2-10+0; a,=0 san 2-& we 5-e
bolinyar. Diymek 20, 2-d we 5-e boliinyér.

2) Egera, -10+a, san 4-ebolinydn bolsa, onda
n=a -10“+a_,-10“"+..+a,-10+a,
san 4-e bolinyar.

3) Eger &, +a, 4 +...+3; + 3, jem 3-e(9-a) bolinydn bolsa,
onda

n=a,-10" +a,_,-10" +...+a,-10 +a,
san 3-e (9-a) bolinyar.

Birnd¢e natural N, ,N,,...,N, sanlaryn her birinin galyndysyz
bolinydn m uly N natural sanyna ol sanlaryn i uly umumy bolijisi
diyilyar. (IUUB) we IUUB(N,,N,,...,n, )= N gorniisde yazylyar.

Birndge N;,N,,...,N, natural sanlaryn her birine bolinydn m kici

we IKUK (Nn,,N,,...,Nn, )= N gomiisde yazylyar.

Eger TUUB(Nn,, n,) = N bolsa, onda
n:N=p,n:N=p,, p;, we p, -natural sanlar.

IKUK(n,,n,) =N bolsaonda N:n, =g, N:n,=q,,

0, , 0, - natural sanlar.



Diizgiin:

Birndge sanlaryn IUUB tapmak {icin olary yonekey kopeldiilere
dagytmaly, sofira olaryn umumy kopeldijilerinin i ki¢i derejelerinden
kopeltmek hasyl diizmeli. Bu kopeltmek hasyly hem sol sanlaryn
IUUB bolyar.

1400=2°.5°.7;1980=2°-3%-5-11. diymek,
IUUM (1400,1980) = 2% -5 =20
Birndce sanlaryn IKUK tapmak iicin olary yonekey kopeldijilere

dagytmaly, sotira her sandan m uly derejeli yonekey sanlary alyp,
olaryn kopeltmek hasylyny diizmeli. Alnan san IKUK bolyar.

IKUK(1400;1980)=2°-3°-5°-.7-11=13860Q
12=2%.3; 90=2-3?.5,

Digmek, IKUK(12;90)=2%.32.5=180

2. Ady we onluk droblar
1) Ady droblar

0,+1,+2,..., sanlara bitn sanlar diyilydr. ki p we q#0 bitin
sanlaryi P gatnasygyna (P:g, p/q yazgylar hem ulanylyar) ady drob
q

diyilydr. Sunlukda p sana drobyn sanawjysy, q-sana drobun

......

Eger p we q sanlaryn umumy kdopeldjjisi bar bolsa, onda droby sol
kopeldija gysgaldyp bolyar:



Eger |p|<|al  (|p|-absolyut ullyk, kesgitlemesi asakda 5 punktda

getirilyar) bolsa, onda P droba dogry drob diyilydr. Sunlukda
q

|p| > |q| bolsa, onda P droba nddogry drob diyilyar. Nadogry droby
a

bitn sanyn we dogry drobun jemi gorniisinde yazyp bolyar. Mysal:

\l

1125211 1 .1

2224__:2_; — =24+ —=2=—: —=14+—=1— W€ S.m.

4 4 4 12 12 12 6 6 6

a C ) )
E, a ady droblary gosmak (ayyrmak) iigin asakdaky valy isler

yerine yetirilyar.
a) bwe dsanlaryn IKUK-ny tapmaly: IKUK(b,d)=A.
b) b-r=d-I = A deiilikleri yerine yetiryin r we | sanlary tapmaly.

r I

v v _|_
a ic :ar_cl,
b d A

¢)

d) Alnan droby miimkin bolsa gysgaltmaly. Mysal:
Z 3 3 5

5 352433 19  7° 1° 7-3-15_16 _2

12 8 24 24 40 24 120 120 15

Ady droblary kopeltmek we bolmek asakdaky diizgiinler boyunga
amala asyrylyar:

ac_ac a.c_ad_ad
bd bd bd c b-c
Sunlukda eger miimkin bolsa alnan netijeleri gysgaltmaly. Mysal:

g2 14
3 15



P gorniisde (Yagny ady drob gdrniisinde) Vazyp bolyan sanlara
q
rasional sanlar diyilyir. Ahli bitin sanlar rasional sanlardyr.

2) Onluk droblar

Maydalawjysy 10-yii polozitel bitin derejesi bolan droba onluk
drob  diyilyir.  Onluk  droblar  maydalawjysyz  yazylyarlar.
Sanawjydaky san 10-yn derejesi ndge bolsa (yagny maydalawjydaky
nollarynn sany nice bolsa) sonca sift sagdan ¢epe sanap otur bilen
boliinydr. Meselem:

10 1000 10 10" 10000

154

Tikeniksiz onluk drob dg, &ad,...A,... gdmisde bolyar, bu yerde

ap bitin san @;...a,... sifiler 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sanlaryi birine
den. Eger tiikenkksiz onluk drobda kébir sifiler topary tiikeniksiz
gezek gaytalanyan bolsa, ofia periodiki onluk drob diyilyir we
gaytalanyan sifrler toparyna drobui periody diyilyar.

Yazgyda drobuii periodyny skobka alyp YVazyarlar. Mysal ticin:
1,6234234234 drob seyle yazylyar: 1,6(234).

Rasional dil, yagny P goriisde yazyp bolmayan sanlara, irrasional
q

sanlar diyilyar. Mysal: /2 =1,414213... irrasional san.

Eger a we b sanlar yonekey kopeldijilere dagydylanda umumy

kopeldjjileri yok bolsa, onda olara Ozara yonekey sanlar diyilyar,
yagny IUUB(a;b)=1.

Meselem: 15we 8. 15=3-5; 8=2-2-2.



J2 sanyn irrassional sandygyny subut edifi.

3). Prosentler
Sanyn yiizden bir bolegine prosent (%) diyilydr. (procentum, latyn
so7i Yizden bir digmek). Meselem, 35-i 20% onuft % bolegini

diizyéar, diymek ol

20 5514
100 5
y . y a-100 y
Eger x sanyn a%-ti a deil bolsa, onda x = ; Meselem, x sanyn
a
30% 15 den bolsa, onda ol sanyii 6zi x = 153;00 =50.

4). Proporsiyalar

Olcegdeslk manysynda). Eger %:% bolsa, onda a-d=b-c

(proporsiyanyn esasy hdsiyeti)
Islendik k,I,m, we n sanlar ii¢in

ka+Ib  kc+Id
ma+nb mc+nd

(proporsiyanynt Oniimleri)

Meselem :

Q- ‘
QD
+
(@3
(@)
+
o




5). Sanyn absolyut ululygy
xsanyii absolyut ululygy |x| gorniisde belgilenyir we

|x|— X, eger x>0 bolsa
~ |=x, eger x<0 bolsa

formula boyunca kesgitlenyar.
Meselem: [7|=7; |-5=—(-5)=5.
Absolyut ululygyn esasy hisiyetleri:

1. [¥ >0, difie x=0 bolanda. |x/=0
2 < x<)

3. ke Y| <X +]y

4. [ = Iy <fx -]

5. [x-y=[x-1y]




6). Progressiyalar

Eger a,,a,,...,4,,.. san yzygderliginii her bir a, agzasy onui
a, ,agzasyna kibir d sany gosup alynyan bola (a, =a,,+d),
onda oma arifimetiki progressiya diyilyar. Sunlukda d sana arifimetiki

rrrrr

Mysal: -1, 3,7, 11,... arifinetiki progessiya. Onuii tapawudy d=4.
Arifmetiki profressiyanyn formulalary:

a +a
a, =a +(n-1)d; M:an
2

Arifinetiki progressiyanynl ikinji n agzasynynl jemi

_a +a, n

S
2

formula boyunca tapylyar.

Eger &;,d,,...,d,,... san yzygiderlignit her bir &, agzasy
onun d,_; agzasyny kdbir q sana kopeldip alynyan bolsa
(&, =a,,-Q9), onda ofa geometriki progressiya diyilyir. Sunlukda q

Mysal: 2, 8, 32, 128,... geometriki progressiya, onui
maydalawjysy q=4.

Geometriki progressiyanyin formulalary:

n-1. A2
a,=a -q ’ a, " =4,

Geometriki progressiyanynn  ikinji n agzasynyn jemini tapmak
formulasy:



g ~a(@-1)_ a(1-q")
" q-1 1-q

, q=1

Eger g=1 boka, onda S, =na,. Eger |qg <1bolsa, geometriki
progressiya  kemelydin  geometriki  progressiya  diyilydir  we

limsS, =-2 | (limg" =0) Yazylar. Bu halda s — 131
n—oo _q

n—o 1—

-Sana

Mysal: 1+1+i2+...+ l_1+...+...:i:2
2 2 2"

Kébir peydaly formulalar:

2 _N(n+D(2n+1)

1P +2%+..+(n=1D%+n 5

2 2
P+2°+..+(n-1)%+nd =M.

2 J—
1 +3°+...+(2n-1° ZW'
1®+3°+...+(2n-1)°=n?*(2n* -1).
11 1 1

+—— ..+ =
1.2 2-3 n(n—-1)

7). Dereje we kok

a sanyn 0z-6zime n (n- natural san) gezek kopeldimeginden alnan
8-a-...-8 sama o sanyh n-nji derejesi diyilyir we a" belgi bilen

n

. 7 e n_ . . . cee o Cr et s e
belgllenydr: @ =&:2°---"&  agana derejinifi esasy diyilyir.

n gezek

10



Sunlukda

af”:inzl:a"(a;tO); a'=a;
a"-a"=a""; a—”‘=am:a"=am*";

an
(a™)"=a""; 1::—::a”‘m:a0,a¢0,
(a-b)" =a"-b"; (%J:Z— a>0,b>0.

Eger x" = a, bolsa onda x sana a sanyn n derejeli kok diyilyar

1
we x =2%/a ya-da X = a" gorniisde yazylyar.

Eger a>0 bolsa, poloztel X sana onunn n derejeli arifinetiki koki
1

diyiljir. Kwadrat kok va =a? gomisde yazyljar. Eger n=2k boksa,
a>0 bolmaly.

m

ar =v/a” =(Wa)"; Ya ="va
Vab = vavh; 42 -Y2

=]

; (b= 0)

e

Eger a=0bolsa, /a = O.

8). Nyutonyn binomy

Eger n — natural san bolsa, onda islendik a we b sanlar iigin
asakdaky formula dogrydyr:

(a+b)"=a"+C'a"b+...+Cka"*b* +...+C'ab"* +Db"

11



Bu yerde

’ n!

Ch=———, n=1.2-3-...-n
k!(n—k)!

(okalysy: n faktorial). Meselem:

6! 1.2.3.4.5.6 _

51=1.2-3-4-5=120; C; =Nl 123412"

15

Ck tg¢in seyle formulalar dogry:

C,=Cr"; C,=Cii+Chy
C.=n; Cl=C! =1

Birndge hususy hallar:

(a+b)>=a*+2ab+b*; (a-b)*=a®*-2ab+b?
(a+b)®>=a®+3a’b+3ab® +b?;

(a—b)* = a®+3a2(=b)+3a(=b?)+(—b?) =
=a®-3a’b+3ab® —b®

(a+b)* =a* +4a’b+6a’b® +4ab® +b*

(a—b)* =a® —5a’b+10a’b? —10a°b® +5ab* —b°

Asakdaky formulalar hem kop ulanylyar:

a’—-b*=(a-b)(a=b)
a®-b®=(a-b)(a’+ab+b?)
a®+b®*=(a+b)(a’—ab+b?)

9). Logorifmler
N sany almak i¢in a(a>0,a=1)sany gotermeli bolan Yy dereje

------

12



gdmiisde  yazylar, Yagny a’=N. Meselem: |og,27=3, ¢iinki
3* =27, log,16=4, 2* =16.

Logorifmlerin hésiyetleri:

Islendik a>0,a=1 b>0,b=1 we islendik N>0, N1>0, N,>0
hem-de islendik a {i¢in asakdaky formulalar dogry:

l.log,1=0. log,a=1.

2. a'%%=N =N,

w

.log,(N,;-N,)=Ilog, N, +log, N,.

SN

_ Ioga%: log, N, —log, N,.

2

ol

. 1og,(N*)=a-log, N.

6. log_. N =iloga N.

(24
1
7. log, N = (N #1).
log,
8. log, N = log, N ,
log, a

Esasy 10 bolan logarifinlere onluk logarifinler diyilyir (belgisi Ig N )
we esasy e=2,71828... bolan logarifimlere natural logarifimler diyilyar.
(belgisi InN)

13



10). Algebraik dernlemeler

a) Cyzykly derilemeler

ax=b , X=9;
a
b
ax+b=0, ax=-b, x=-—;
a
b, —b,
X =ax+b X =—2 .
a:l. +b1 2 + 2 ai_az

b) Kwadrat defilemeler

C [c ¢
ax’=c x*==2, x=+/]=, =2>0;
a a a

ax>+bx=0, x(ax+b)=0,

X, =0. ax+b=0, XZ—E;
a
2
x?+bx+c=0, xlzz—gi L
' 2 4

¢) Gorkezjili we logarifm denlemeler

Gorkezjili detileme a'™ =b, (a>0) gdrniisde bolup ol die b>0
bolanda ¢oziiwe eye bolup biler: f(x) = |Oga b, a=1,
Mysal:

a) 3 =1 30 =1 O3 2 _B5x16=0.

5++425-24 5+1
X, = 2 = 2 X

14



03] -6)

-1
%: (%j bolyandygyny bellip, berlen denleméini asakdaky gorniisde
yazalyn:

(§j3x—3 ~ (§j3—7x

7 7

Esaslary den, gorkezjileri hem deni bolmaly.
X—-7=3-7x; x=1

Logarifm denlemeler ¢ozilende logarifmiii  kesgitlemesini  we
yokarda getirilen hdsiyetleri ulanmaly.

Mysal:
a)log,(5+4log,(x—1)) =2
logarifmin kesgitlemesine gora
5+4log,(x—1) = 3,
4log,(x—1) =4,
log,(x-1) =1 x-1=3', x=4

b) log,  (X*-2x+65)=2, 5-x>0, 5-x=#1
x> —2X+65=(5-x)%,Xx* —2X+65=25-10x + x°,
8x =-40, X =-5.

¢) log, x—2log, x=6

15



Ikiji  denlemd  girydn  logorifmlerii
Logorifmlerin 6-njy hésiyetine gord

log, x=—log, x
3

Diymek,
log, x+2log, x=6, log, x =2.

11). Trigonometriya

esaslaryny  denlemeli

x=3% x=9

1. Trigonometrik funksiyalaryn kesgitlemesi.

Goniburgly tigburglyk alalyn

ZC=90°

BC
— =sina;, —=cosa; — =tga;
AB
1
——— =coseca - = seca.
sin o cosa

2. Trigonometrik formulalar.

Trigonometrik funksiyalaryn céryeklerdédki

AC

— =Ctgq;

BC
alamatlary

16



Céryekler Funksiyalar
sino. cosa tgo ctga
I + + + +
I + - - -
11 - - + +
AV} - + - -

Kébir burglarda trigonometrik funksiyalaryn bahalary

Argument o Funksiyalar
sino. cosa tga ctga
0’ 0 1 0 Yok
30° (Z) 1 @ 1 V3
6 2 2 V3
3. Triginometrik tozdestwolar
tgazsma, ctgach)sa, sina+cos’ a =1,
cosa sina

sina =++4/1—cos? «,
\/72 . tga 1
coSa =tv1-cos“a, Sha=

+J1+tg% Ty Jl+ctg’er

Sina =

coseca
17



coSer — 1 _ clga tga = sina_ t+y1-cos’ @
ty1-sina cosa

+\1+tg’a  +\l+cig?a

tyl-sina coSa

ctga = = , Sin(e £ fB)=sinacosBtcosasinf,
P Sie T alicomg A TSnacsmcesasny
. . gattgps
cos(a £ ) =cosa cos B £sin asin 3, tg(at f)=——"—,
1¥tgatgps
ctg(aiﬂ):w, sin2a = 2sina cosa, cos2a =cos? a—sin’ a,
ctgp £ ctge
2 J—
cos2a =1-2sin*a =2cos’ a—1, tQ2a = Ztgf , ctg2a:M,
1-t9°x 2ctga
1—cosa=25in2%, l+cosa=2c052%,
a a
2tg — 1-tg® —
. . 1—
sinq=——2, cosqg=— 2 S|ng:i1/ﬂ,
1+tgzg 1+t92g 2 1+cosa
2 2

a 1+cosa a l1-cosa sina 1-cosa
cos—=+|——, tg—==% = =— ,
2 2 2 1+cosa 1+cosa Sino
a 1+cosa sina 1+cosa
Ctg—:i = = . ,
2 1-cosa 1-cosa sina

1 1
—— =C0Seca —— =Seca,
sin o cos«
. - . a+ a— . - a+ . =
sina +sin f=2sin ZﬂcosT’B, sina —sin f=2cos Z’Bsm Zﬂ'
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—F COSa—cosﬂz—ZsinOH'Bsina_ﬂ:

a
cos ,
2 2 2

COSa +€0s 3 = 2¢0S

p—-«a
>

a+p
2

. a+p .
=2sin ﬂsm

cosa +sin a =~+/2cos(45° — @), cosa —sin a =+/2sin(45° — ),

tgaitgﬂzw’ Ctgaictgﬂ:w’
cosa cospj sinasin g

tga+ctgﬁ=—cos(a__’8), tga—ctgﬂz——cos(af_rﬂ),
cosasin B cosasin g

1+sina = 2(:052(450 —%), 1—sin & = 2sin 2(450 _%}

i o+ i o4+ +
lttga = sm(45o +a) _+/2sin(45 ta) 1+ oty = cos(a £ )
C0s 45" cos Cos COS & COS [
ctga.ctgﬂirl:—cf)s(afrﬂ), 1—tgza=—coszza,
sinasin g Cos“
1—ctg2a=—cc_)522a, ctgza—ctgzﬂ:s'n(a_+2ﬂ)5'ngﬂ_a),
sin“« sin“«cos” g
tg’a —sin’a =sin’ a - tg’a, ctg’a —cos’ a = ctg’a - cos’ a,

sinasin = % [cos(a - B)—cos(a + [)’)],
COS@ C0S 3 = % [cos(a - ) +cos(a + )],
sinacosf = % [sin(a - B) +sin(a + B)]

4. Ters trigonometrik funksiyalaryin arasyndaky baglanysyk
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. . T (04
arcsinag = —arcsin(—a) = — —arccosa = arctg ,
2 V1-a?
T . (04
arccos a = 7 —arccos(—a) = — —arcsin « = arcctg

N
arctg o = —arctg (—«) = z arcctg ¢ = arcsin _z

2 V1+a? ’
arcctga = 7 —arctg (—x) = % —arctgo = arccos

o
V1+a? .

5. Yonekey trigonometrik deiilemeleriii ¢oziilisi
sinx =a, |a|<1

X =arcsina +2nwT, Nn=0,+1+2,...
cosx =a, |a]<1,

X = *+arccosa + 2nmw, n=0,£1+2,...

ya-da x=(=1"arcsina+nz, n=012,...

Mysal:

sin X =1, Xx=242nm; x=(-1)"Z+nn
2 6 6

tgx=a, x=arctga+nrwt, n=0+142,...

cosx=£, X ==+

2

X =arctga+nz, n=0,£1+2,...

+2nz, Nn=0,+£1,+2,...

oy

ctgx = a,

3. Burclar. Burclaryn dlcenisi
Eger goni ¢yzykda bir nokat alsak, onda ol iki sohli bolinyar,
sunlukda gonini bolydn nokada sohlelerin  baslangyc  nokady
disilyar. Tekizligin kdbir nokatlarynda ¢ykyan iki sohle bu tekizligi iki

20



------

da harp bilen belgilenyar. Burcun her tarapynda bir nokat alyp olary
belgildlin. Burcunn depesini O harp bilen belgililin. Onda bur¢ ~ AOB

gorniisde yazylyar.
i u
0 A

Sunlukda OA tarapdan OB tarapa hereket sagat dilinin hereketinif
tersine bolyar: Zo. = ZAOB . (ya-da o =Z£AOB).Bir tarapy umumy
bolan we beyleki iki tarapy goni ¢yzyk emele getiryan iki burca catyk
burglar diyilyir. Ozinii ¢atyk burguna defi burga goni burg diyilyir.
Taraplary goni ¢yzyk emele getirydin burga yazgyn burg diyilyar.
Yazgyn burg iki goni burguil jemine defi.

Catyk burglar Dolduryjy burg

Eger iki burcun jemi goni burga den bolsa, onda olara biri-birini
dolduryjy burglar diyilyir. Goni bur¢dan kigci bur¢a yiti burg, goni

......

Burglaryn 6lgeg birligi hokmiinde goni burgun 90-gradusdan bir
bolegi kabul edilyir we ona gradus diyilyar. Gradusyn 60-dan bir
bolegne minut (1') we minidui 60-dan bir bolegine sekund (1)
diyilyar.

I. Ucburcluklar.
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a+b>c, a+c>b, b+c>a.
a+ [ <180°, » <180°, a+ B+ y =180°.
o, =L+, o, =a+y, oy =a+ [

Bir burgy 90°  bolan ticburgluga goniburgly ticburgluk diyilyar.

......

Teorema: (Pifagor) Gonburgly tigbur¢lukda onun gipotenuzasynyi
kwadraty katetlerinin kwadratlarynynn jemine den.

AlBlz = Blclz + A1C12 (C12 = a12 + b12)

Belgiler: a+b+c- gburglygyn perimetri p:a+Tb+C-
ligburglugyit  yarym perimetri, S-iigburglygyfi meydany, R(r) -
lcburclygynn  dasyndan (icinden) ¢yzylan toweregii radiusy, h-
lighurglygynt  beyikligi, m-mediana, | -bissektrisa, h_,m_,I_ -
Ucburclygyn @  tarapyna  inderilen  beyikligini,  medianansyny,
bissektrisayny afladyarlar. Beyleki taraplar iicin hem degisli harplar
yazylyar. r, -ligburclygyn A burcunyn i¢cinden ¢yzylan, a tarapyna
galtasyan we b, C taraplaryin dowamyna galtasyan toweregin radiusy.

Kosinuslar teoremasy
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2 =b?+c® —2bc cosa; b?=a’®+c®—2accosg,
c®> =a® +b?*—-2abcosy.

Sinuslar teoremasy

_a _ _b _ _c _9R
sinae sing siny
Tangensler teoremasy
a+ f a+y Y23
a+b_tg 2 ctgs a+rc 2 Ctg?
a-b , a-pB . a—pf a—c a—y . a—pg’
t t t t
9 2 9 2 9 2 9 2
L+r
b+c tg 2 Cth
b—c ,3— tgﬂ—ﬂf
2 2
Ucbur¢luguin meydanyny tapmak formulalary
S=%absiny=%bcsina=%acsin,8
S=.p(p—a)(p—b)(p—c) -Geronynh formulasy
S = p?tg tgétg— S=p(p—a)tg%=p(p—b)tg§=
= —Cc)tg &~
p(p )92

abc

:ﬁ; S=p-r. S=,r-r,-r,-r;

II. Dortburcluklar
23



a) Garsylykly taraplary parallel bolan dortbur¢luga parallelogram
diyilyar.

d,

A a D

a=c; b=d. Z/A=/C, /D=,B. AABD =ABDC;
AABC = AACD.
AO=0C, BO=0D. d’+d,=2(a’+b?

S- Parallelogramyi meydany S =a-h,, S =absina

......

D

A

BD L AC; /BCA =/ACD; /ABD = /DBC;
/BDC = /BDA; /BAC = ZCAD
S = %dl -d,

¢) Ahli burglary gdni bolan parallelograma gdniburgluk diyilyar.
24



S=a-b d, =d,,
a=b=c=d. S=a?,

e) Iki tarapy parallel we beyleki iki tarapy parallel dil dortburg-Iluga

.....

Trapesiyanynn parallel taraplaryna onuil esaslary, beyleki ikisine
bolsa gapdal taraplary diyilyir. Gapdal taraplary den bolan trapesiya

......

B C

\
M N
/ 1h \
A Q D

BCIIAD, BM =MA  CN=ND.

MN — orta gyzyk MN:BC;ZAD, S=MN-h.

4. Towerek we tegelek

Tekizlikde berlen nokatdan r > Ouzaklykda yatan nokatlar
kopliigine towerek diyilydr. Sunlukda berlen nokada onuit merkezi we
berlen r sana onun radiusy diyilyar. Toweregin iki nokadyny
birlesdirydn kesime horda we onun hordanyin bolen boélegine duga

diyilydr. Toweregii merkezinden ge¢yan horda onun diametri

------

......
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emele getiren bur¢gyna onun dasyndan c¢yzylan burg diyilyar. Iki
radiusyn emele getiren burgyna (Yagny depesi toweregiii merkezinde)

------

rrrrrr

O-merkez,

PD, PC- galtasma;

MN, NC — hordalar;

OA, OB —radius;

AQ-diametr;

ZMNC - i¢ginden ¢yzylan burg;
«DPC — dagyndan ¢yzylan burg;
2 AOB-merkezi burg.

Z/AOB =UANB.  /MNC = %u MaC.
/DPC = %(u DBC —UDMC)
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JBAC — w BaC —uUMmMN

n

O-toweregin merkezi

v DmC +UANnB

2
CM -MA=BM -MD

ZCMD =

L- toweregii uzynlygy, S-tegelegin - meydany, QOD sektoryn
meydany - S, :

2
L=2ar, S=ma? S, :%, « - radianda.

Yokary matematikada buruit radian Olgegi gifiden ulanylyar.
Merkezi burgun depesinde we radiusy bire den bolan towerek alalyn.
Eger burcun taraplarynyn towerekden kesydn dugasynyn uzynlygy
27



bire deii bolsa, onda ol burgun ululygyna bir radian diyilydr. Diymek,
burguil taraplarynyn merkezi onun depesinde we radwusy bire den
bolan towerekden kesydn dugasynyin uzynlygy ol burgun radian
Olcegnin ululygy bolyar.

Kébrr yygy dus gelydn burglaryil radian Olgegini gorkezelin:

T T

360° =27, 180°=7, 90°== 60° == 45° =

7
2 3 4
1radian =57°17' 44,6". 7 ~31416.
Burcun radian olgegi bilen gradus olgegnini arasyndaky baglanysyk:

a® = o -2 radian
180

5. Kopburcluklar

Ahli depeleri towerekde bolan kopburcluga toweregiii icinden
¢yzylan kopburgluk  diyilydr, sunlykda towerege kopburgligyn
kopburcluga dogry képburgluk  diyilyir. Ahli taraplary towerege
galtagyan  kopburgluga toweregt  dasyndan c¢yzylan kdpburcluk
diyilydr, sunlukda towerege kopburclugynn i¢inden ¢yzylan towerek

Goy, R dogry kopburclygyn dasyndan c¢yzylan toweregin radiusy
we a,- onul tarapynyn uzynlygy bolsun, n kopburclugyn
taraplarynyii sany. S,- kopburglugyi meydany we P,- onui
perimetri

0 0
a, =2Rsin 180 ; S, ziPn -r , P,=2nrtg 180 ,
n 2 n
0 0 0
S, =%R2nsin 360 , P, =2nrtg 180 , a, =2rtg 180
n n
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Bu yerde r, R degiliikde i¢inden, dasyndan g¢yzylan toweregin
radiusy

Rl a 1 b 1 c
2 sinae 2 sing 2 siny
- 5 abe ,_atbic
45, 4\/I0(I0—a)(p—b)(p_c)’ 2
. _Ss _Alp(P—a)(P—b)(P—C)
P p
B
fi
c il
A “ b C

6. Kopgranlyklar

Iki grany parallel tekizliklerde yatan n-bur¢luk bolup, galan n grany
parallelogram bolan kopgranlyga n burcly prizma diyilyar. Iki deni n
burgluga prizmanyn esaslary we galan granlaryna onuil  gapdal
granlary  diyilydr. Granlarynnl taraplaryna  prizmanyn  gapyrgalary
diyilydr. Eger prizmanyn gapdal granlary esaslarynyn tekizliklerine

perpendikulyar bolsa, oma goni prizma diyilydr. Basga prizmalara

------

Goy, ABCDE prizmanyn perpendikulyar kesigi we Pp-bu
kopburglugytt  perimetri, Sp-onun meydany bolsun.  V-prizmanyi
gowriimi
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S, =P, - AA, V=S5 AA

7. Parallelopiped we kub

Esaslary  parallelogram bolan prizma parallelopiped  diyilyar.
Parallelopipedmt  &hli alty grany parallelogram. Parallelopipedm bir
granda yatmayan iki depesini birlesdiryin kesime onuil diagonaly
diyilydr. V- goniburgly parallelopipedin gdwriimi.

NG
)

AB=a, AD=b, AA =C.

V =abc. AC,=a”+b’+c?
30



Eger a=b=c bolsa, onda goniburgly parallelopipede kub diyilyar.
V=a’

8. Piramida. Kesik piramida

Bir grany erkin koOpburcluk, galan granlary umumy bir depesi
bolan iigburchiklar bolan kopburgluga piramida diyilydr. Kopburgluga
pramidanyin esasy, galan granlaryna bolsa, onun gapdal granlary
diyilydr. Granlarynynn taraplaryna piramidanynn gapyrgalary diyilyar.
Ahli gapdal granlaryi umumy depesine piramidanyi S depesi
diyilyar. Piramidanyn depesinden onun esasynyn tekizligne inderilen
perpendikulyarynn uzynlygyna piramidanyn beyikligi diyilyar. (SO=h—
beyiklik) (S-depe, SA, SB, SC, CD — gapdal gapyrgalary, AB, BC,
CD, AD - esasyn gapyrgalary). Eger pirramidanyn esasy dogry
kopburcluk  bolsa, onda ona dogry piramida diyilydr. Dogry
pramidanyin dhli gapdal granlary deniyanly, den iigcburgluklar. Dogry
piramidanynl gapdal granynyii onun depesinden gegirilen beyikligine

Dogry piramida

h=SN - apofema, P — dogry piramidanynn esasynyn perimetri, S -
gapdal {isti, H -piramidanyn beyikligi, Ses- piramidanyn esasynyi
meydany.

s —21pn; v=21s_H
2 3

es

Piramidany onuil esasyna parallel tekizlk bilen keselin. Sunlukda
berlen pirramidadan SABCD piramidany kesip alarys. Piramidanyn
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galan bolegine kesik piramida diyilydar. Kesik piramidanyn gapdal
granlary — trapesiyalar. Eger berlen piramida dogry piramida bolsa,
onda keskk piramida (ondan bolinip alynan) hem dogry kesik
piramida diyilyé

deniyanly trapesiyalar, bularyn beyikliklerine dogry kesikk piramidanyn
apofemasy diyilyar. Piramidanynn esaslaryna trapesiyalar we uglary
onun esaslarynyn tekizlklerinde bolan kesimii uzynlygyna kesik
piramidanynn beyikligi diyilyé

esaslarynyn perimetrleri, h-apofema, H-beyikligi, S — dogry kesik
piramidanyin gapdal stiinh meydany, S;, S, —esaslarynyin meydany, V
~ opwriimi.

S
1Y
FAN
AN

1
S==(P+p)h
> (P+P)

V=%@ﬁ-&%+g)

9. Silindr
GoOnburglugyn ~ bir  tarapyndan  gecydn  okui  dagynda

rrrrr

Goy, H silindrin beyikligi. AB=H, BC=R-onui radmsy, V-silindrin
gowrilimi, S-onun gapdal isti
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silindr

V =R*H
S =27RH
10. Konus

Goniburgly Tlicbur¢lugy onun  katetinden gecydn okunn dasynda
aylanmakdan emele gelen figura konus diyilyd
aylanmagyndan emele gelen figura konusyn gapdal tsti diyilydir. OA
katetn aylanmasyndan emele gelen tegelege konusyn esasy diyilyar.
OA=R, SO=H. Konusy onun esasyna parallel tekizk bilen
kesenimizde tekizlk we konusyil esasynyn aralygynda galan bolegine
kesik konus diyilyar. Kesik konusyn esaslary tegelekdir. O;A;=Rj,
OA=R - kesik konusyn esaslarynyn radiuslary. OS=H. OOi=h;
Vkon-konusyit gowriimi,  Vikon- kesik konusynn gbéwriimi.S-konusyi
gapdal tstinm meydany. Sy k- kesik konusyil gapdal {istiinh meydany
AS=a-konusyn emele getirjjisini uzynlygy.

AA;-a1- kesik konusyil emele getirijisi
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Konus Kesilen konus
Vkon = l 7ZR2 H !
3
S = 2RL,
1

V. = §7z1—| (R* +R,R+R}),
Sk =7 (R+R)L,.

Tegelegin segmentinii onuil hordasyna perpendikulyar diametrini
dasynda aylanmasyndan emele gelen figura sar segmety diyilyar.

11. Sfera. Sar
Giiglign berlen bir O nokadyndan deii R>0 uzaklykda yatan &hli

onun radwusy diyilydr. Eger M sferanyn nokady bolsa, OM=R.
Sferanynn islendik iki nokadyny birikdiryan kesime horda diyilyar.
Sferanyin merkezinden gecydn horda onun diametri diyilydr. Sferanyn
icinde yatyan &hli nokatlar kopligne sar diyilyar. (N — saryn nokady,
ON<R). Goy V - saryn gowrlimi, S — sferanyn ustinii meydany
bolsun. Onda
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v =2 R
3

S =4R*?
Sferanynn ony kesyan iki parallel tekizligin arasynda yerlesen
bolegine sar gusaklygy diyilydr. Bu iki tekizligin arasyndaky uzaklyga

sar gusaklygynyn beyikligi diilydr. Saryn ony kesydn iki parallel
tekizligin arasyndaky bolegine sar gatlagy diyilyir. Yokardaky suratda
AD=r;, AiD1=r; sar gusaklygynyn radiuslary, DD, onui beyikligi

rrrrrr

Tegelegin sektorynyn onun tarapynyn dasynda aylanmasyndan
emele gelen figura sar sktory diyilyar.

Goy, Vg — sar gatlagynyn gowriimi, V.., -sar sektoryn gdwrtim,
S:Ss g - saryh gatlagynyi Ustiinii meydany, S;, —sar gatlagynyf
iistlinh meydany, S;s,s - sar segmentinin Ustiinfi meydany. Sy —sar
sektorynyn {stiinin meydany. H-sar gusagynn beyikligi
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Sar sektory
CK=H-sar segmentiniii beyikligi OA=R, AK=r

1
V,,==2H@r+3r +H?)

g g

\VJ =%7ZH(3I’+H2) (r=0,r,=r)

5.5€eg

\Y =%7zH2(3R—H),

s5.5eg

V;.sekt. =V,s.seg +Vkon = %ﬂH (3r + H 2) "‘%rz(R — H)
S;g =27RH S i = Sseg T Skon = 27Rh + 7R+ 2Rh — h?

Il BAP

1. Kesgitleyjiler

{allxl +a,X, = b1
Ay X +ayX, = bz

(1)

sistemany ¢Ozeli. Bu sistemanyn birinji denlemesini ap1, Kinjisini
a11 kopeldip olary gosalyn. Netijede alarys
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(11222 - @12a21) X2 = bpays - bia;
Goy a1 ar -air a1 #0,0nda

X, = anbz — az1b1 ) (2)
8,85, — 83,8,

Seyle usul bilen Xx; tapalyn:

— a12b2 - a22b1 . (3)
Q189 — 83,8,

(2) we (3) deiliklerin maydalawjylary den: ajiaz; - ai2az1
Kesgitleme:
djidp2 - arpdol

sana (anlatma) ikinji tertipli kesgitleyji diyilydr we ol

all a12
a21 a22

gorniisde belgilenyar.
Sunlukda kesgitlemd gora

all a12
a21 a22

=apa, —a;a,

yee o

yee o

......

aij (I=1,2, j=1,2) sanlara kesgitleyjinin elementleri diyilyar.
aiidyy, a2 ax kopeltmek hasyllara kesgitleyjinin agzalary diyilyar.
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Kesgitleyjinin  elementleri ki indeks bilen {pjin edilen, olaryn
birinjisi elementin  yerlesen setirinii nomerini, ikinjisi onuil  yerlesen
stiininii  nomerini  gorkezydr. aj; a2 elementlerinin  yerlesen
diagonalyna kesgitleyjinin bas diagonaly, a1 ai» elementleri

......

Diymek, bag diagonalynn elementlerinin kopeldilmegi (+)
alamat bilen, gapdal diagonalyn elementlerinin kdpeldilmegi bolsa (-)
alamty bilen alynyar.

Kesgitleyjileri ulanyp, (2) we (3) denlikleri

b, ap, an b,

_ b, Ay _@n b,
X, =———— X, =—————
ay 8y ay  8p

ay Ay ay Ay

gomiisde yazyp bilydris. Seylelkde, c¢yzykly sistemanyn c¢oziiwleri
tapylanda kesgitleyjileri ulanyp tapmak amatly.

Kesgitleyjilerin ~ asakdaky hasiyetlerini  yenilk bilen  barlap
bolyar:

I)eger kesgitleyjide onun setirlerini degisli siitiinler bilen

oo e

a21 a22
Kesgitleyjinh  bu hésiyetine gord onun setirleri we siitiinleri
denhukukly vyagny eger kesgitleyji setirlerine gord bir hisiyete eye

bolsa, onda ol siitiinlerine gord hem sol hdsiyete eyedir.

2) eger kesgitleyjide onunl iki setiriniii (siitlininifl) ornuny
calsyrsak, onda onun alamaty tytgeyar:
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8, Qp| [ ay
aZl a22 a22 a‘21
8, A, @n 3y
a21 a22 aZl a'lZ

3) eger kesgitleyjinin haysyda bolsa bir setirini (siitiinini) kabir k
sana kopeltsek, onda k sana kesgitleyjinin 6z kopeldilyér:

ka11 alZ
kaZl a22

k all a'12
aZl a22

basgaca- eger kesgitleyjinm setirinde ya-da siitlininde — umumy
kopeldiji bar bolsa, onda ony kesgitleyjinin belgisinii = dasyna
¢cykaryp yazyp bolyar.

Netije. Eger kesgitleyjiniii kibir setirinifi ya-da (siitiininir)
elementleri nola deni bolsa, onda kesgitleyji nola deii:
00

=0-a,,—0-a,, =0
a21 a22

4) eger kesgitleyjinin iki setirinin ya-da siitiinininn elementleri
degislilikde den bolsalar kesgitleyji nola dendir.

a,;; a;; _ _
- a11a21 - a113-21 =0

aZl a‘21

5) eger iki kesgitleyji dime bir setirinii (siitiinini) elementleri
bilen tapawutlanan bolsalar,onda ol iki kesgitleyjinii jemi bir
kesgitleyja denn  bolyar,sunlukda ol kesgitleyjinin = gorkezilen —setiri
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(stittini) ki kesgitleyjinin  degisli  setirinin  (siitiininml) ~ elementleriniii
jemine dendir:

a11 bl
a21 b2

a'11 a21 + bl
a'21 a'22 + b2

a11 a12

a21 a22

.....

8 _ % (h _ %j
a21 a22 a‘lZ a22

onda ol kesgitleyji nola dendir.
Dogrudan-da, goy

a a
—=—2 == a, =a,,8, =18,
8y 8y

yoee .

all a'12
a'21 a'22

ray; Aa,,
a'21 a22

a'21 a22

= = =?\"0=0

a21 a'22

7) eger kesgitleyjinm haysy-da bolsa bir setiriniii  (siitlininii)
elementlerini bir sana kdpeldip, basga bir setirinii ( siitiininin) degish
elementlerine gossak, kesgitleyjiniii bahasy tiytgemez:

all a'12
aZl a'22

a,, 4, +Aa,

a, a,, +Aa,

yee e
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a, &, +Aa, a;; Ay,

a'21 A‘aZl

all a'12
a'21 a'22

all a'12
a'21 a'22

_|_

A, @y, + A8y

3-nji we n-tertipli kesgitleyijiler

Biz indi 3-nji hem-de n-tertipli kesgitleyjiler girizeris. Olar ticin
yokarda getirilen hésiyetlerin &hlisi dogry.

Kesgitleme. Seyle
A= Ay Apdyt+a, Aydy T Ay dy —d; Ay ay —

(4)
—ay Gydyp —d, 8y dy
anlatma 3-mji tertipli kesgieleyji diyilyar we ol
& Q&g
A=ay, a,, a, (5)
a3l a'32 a33

bilen belgilenyr.

Kesgitleyjinin =~ a11, a2, ass elementleri onuit bas diagonalyny
diizgarler, as1, a2, aiz elementler bolsa onun gapdal diagonalyny
dizyarler. ajx, element i setirinde we Kk siitinde yerlesen. Sonun tigin
hem a, elemente i setirinih we K siitiinii kesismesinde yerlesen
diyeris. (4) anlatmanyn gurlusy yonekey: Onun polozitel alamatly
agzalarynyn birinji agzasy: bas diagonalda yerlesen elementlerii
kopeltmek esasynda alnan aj1, a2, as3; galanlary esasy bas diagonala
parallel, bir depesi a;3 elementde, sonun valyda bir gepesi asi,
elementde bolan iki tgburglygyn depelerinde Verlesen elementlerin
kopeltmek hasyllaryny diizyéris:
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1 %12 %3
A =la 23| = An@aadsz @@ ads) +a3ands;

7] hyy oz

Sonun yaly usul bilen gapdal diagonala gord kopeltmek hassyllary
diizydris we olary minus alamat bilen alyarys:

12 %13 *
A= 22 a3 | = d3daads) — A @azdzy — dladdaz
31 @33 3
Her bir «,¢ .« ; kopeltmek hasyla olaryn degisli alamaty

rrrrr

Indi  kesgitleyjinh  birinji we ikinji siitlinlermi  onunl  {i¢inji
stitiininden sagda yazalyn.

- - 4+ +

Suratda gOrniisi yaly + bilen belglenen ¢yzyklarda verlesen
elementlerin  kopeltmek hasyly plus alamat bilen, minus bilen
belgilenen c¢yzyklarda verlesen elementlerm kopeltmek hasyly minus
alamat bilen alynmaly. Kesgitleyjini tapmaklygyn  bu diizgilinine

Sarryusyn diizgiini diyilyar. Sttiinin  yerine setirleri hem ulanmak
bolar.
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(5) kesgitleyjede ajj elementi alalyi, ol elementin yerlesen i setirini
we | ositinini  ¢yzalyn. Kesgitleyjinh  ¢yzylan setirinden  we
siitiininden galan elementlermden kinji  tertiph kesgltleyJ1 duzchn

------

belgilenyir.
Meselem:
_ 8y 83 _ 8y
1 — 23 T
a32 a33 a3l a32

(-1 alamat bilen alnan M; minora a.J elementin _algebraik

Aj = (-1)" My

-1
Mysal: A=

D N -

3
5 7| kesgitleyji tigin
3 2

2 7
M, :‘6 2‘:4—42:—38. A, =(-1)"*(-38)=38

1 3
Mzz_

= 2‘:2—18=—16. A, =(-1)**(-16) =16
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9) Kesgitleyjimin kdbir setirinin  (siitlininil)  elementlerini  olaryn
degisli algebraik doldyrgyjyna kopeldip diizilen jem kesgitleyjmin
Oziine den:

A = aip Aip + agi Agi + azi Asi 1=1.23;
A = aj1 Air + ai2 Az + ai3 Ais =123

10) kesgitleyjinii  kdbir setirinii  (siitlininiil)  elementlerini  onui
basga setirinin (siitiininii) degisli algebraik doldurgyjyna kopeldip
diizilen jem nola den :

art A+ anAe+aisAc=0, k=23
arg A+ a1 Ao+ az1 Ax=0, k=23.

Indi

8, a, a3 4,
aZl a22 a23 a‘24
a31 a'32 a33 a34
a41 a42 a43 a‘44

gorniigdaki yazgyda ajj  elementin yerlesen i-nji setirini we j-nji
stitinini  ¢yzalynl, galan elementlerinden tgiji tertipli  kesgitleyji
diizelin we ony Mjjbelgi bilen belgililin we

Ai=(-1) "I M (6)
formula boyunca Ajj kesgitlilin.Onda
aiiAri + agi Agi + azi Asit i Asi - (1=1,2,3,4)

anlatma 4-nji teripli kesgitleyji diyilydr we



8, a, &3 a,

a a a a
A= 2 Mo A e, A +ag Ay +a A, (6)
By A A 2 4

a4l a42 a43 a44

denlikddki M;; kesgitlyyd a;; elementfi mimory, Aj; bolsa onuf
algebraik doldurgyjy diyiliyr.

Sunlukda
A= agiAri+ aziAzi+ aziAzit asiAsi

formula boyunga 4-nji tertipli kesgitleyjileri tapmak 3-nji teripli
kesgitleyjileri hasaplamaklyga getirilyar

Goy, biz (n-1)-nji teripli kesgitleyjileri biljiin bolalyi.

&; Ay .. Ay

aZl a22 a2n—1

an -11 an -12 T an -1n-1
Indi

Ay 8y e Ay Ay

a‘21 a22 a‘2n—1 aZn

a'nl an2 a‘nn—l a‘nn

gorniisdaki yazgyny alalyn we onuil aj; elementnii yerlesen setirini
we siitlininii  ¢yzalyn, onda onun galan elementleri n-1 tertipli
kegitleyjini diizydr, ol kesgitleyjini M;j belgi bilen belgililin we goy

Ai=(-1) "M . )
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Kesgitleme.Seyle

A= agiAri+ aiAgi... + aniAni 1

------

8, @, .. 4
a21 a‘22 aZn
anl an2 e ann

belgi bilen belglenydr. (7) formuladaky (n-1)-nji tertipli M;
kesgitleyd aj; elementii minory, Ajj bolsa onuil algebraik doldurgyjy
diyiliyar.

n-nji tertipi kesgitleyjiler tigin hem kesgitleyjilerin 1) — 10)
hisiyetleri dogrudyr.

Mysallar

Kesgitleyjileri hasaplamaly

-1 4
1. =-3-8=-11
2 3
cosa Sina .
2. | =cos’ a+sin‘a =1
sinad cosa
cosa +isin« 1 e 1
3, L. = X =1—1=0
1 cosa—ising| |1 e

Bu kesgitleyiniti ikinji sitinini € kopeltsek birinji  siitiinini
alyarys, sonuil licin hem kesgitleyjilerin 7-nji hésiyetine goérd ol nola
den.
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2 3-5 (135
4.18 7 -2/=24 7 -2
2-1 4 1-14

Biz bu yerde kesgitleyjilerin 3-nji hasiyetini ulanyp we birinji
siitinden umumy kopeldiji bolan 2 sany kesgitleyjinii alamatynyn
dasyna ¢ykardyk.

3 -513
47 -247
2.1-1 411
-— —++ +

=2[28-6+20-(-35+2+48)]=2(22-15)=14

Kesgitleyjinii tertibi 3-den yokary bolanda, ony hasaplamak iigin
oniii hésiyetlerini ulanyp ony yonekeylesdirip bolyar. Biz birndge
usulyfi Ustiinde durup gecelifi.

I. Kesgitleyjinin tertibini peseltmek

Bu usul kesgitleyjilerin 9-njy hasiyetine esaslanan.
A= Zaik Ay
k=1

(i -tytgemeydr, dine k-a gora).

Biz su formulany ulananymyzda ozal kesgitleyjmm hasiyetlerini
ulanyp onuil bir setirnifl (ya-da siitiininiil) elementlerinii  birinden
basgalaryny nola Owiirsek onda hasaplamanyn yenillesyandigini
goryaris.
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2 7 2 10
-2 2 7 10

Mysal. A=
¥ 4 2 5
4 -3 2

Kesgitleyjini hasaplamaly.

Birinji setirine ikinji setiri gosalyn we tglinji setiri 2 kopeldip,
ikinji setire gosalyn:

0 9 9 20
2 2 7 10
“lo 10 11 20
0 4 -3 2

Bu kesgitleyjini birinji siitin boyunca dagydalyn ( kesgitleyjinin 8-
nji hésiyeti)

9 9 20
A=(-)"?(-2)10 11 20
4 -3 2

Kesgitleyjinin ~ 3-nji ~ hésiyetine  gOrd  iglnji  sitinden  2-nji

yee .

9 9 10
A=4.10 11 10
4 -3 1

Indi 3-nji sitiinin ki elementini nola Owirelin (2 setiri -1-e
kopeldip, 1-nji setire gosyarys; 3-nji setiri -10 kopeldip 2-nji setire
gosyarys):
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-1 -2 0
A=4-1-30 41 0=4(-1)>*,

-2
‘ =4(-41-60) = -404
4 -3 1

‘— 30 41

I. Ucbur¢luk goérniisine getirme usuly

Kesgitleyjinin  bir diagonalyndan yokarda ya-da asakda yerlesen
elementlerini nola dwiirmeli

Mysal. Kesgitleyjini hasaplamaly:

11 1 1
1 -1 2 2
L1 -1 3
11 1 -

birinji setirini beyleki setirlerinden ayralyn:

1 1 1 1
0 -2 1 1
A= =-8
0o 0 -2 2
0 0 0 -2

1 1 1
A;=la, &, @
al a a

Birinji setiri a;  kopeldip, 2-nji setirden, 2-nji setiri a; kopeldip 3-nji
setirden ayralyn:
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1 1 1
A;=10 a,-a &-a |=

(_1)1+1 J.‘ a—a, aQ—q
0 aj-aa a; -ay

2 2 =
a, 3,8, a; —a;q

a2 - a1 ‘ — (
a, (az - a1) a3(a3 - a1) ’
=(a,-a)(a;,—a A,
Biz 3-nji tertipli kesgitleyjini hasaplamaklygy Ozine menzes 2-nji
tertipli  kesgitleyjini  hasaplamaga getirdik. Umuman n- njl tertipli

seyle kesgitleyjini hasaplamaklygy omna menizes n-1-nji tertipli
kesgitleyjini hasaplamaklyga getirip bolyar, yagny

8

An=A1-An-1, An-1=A2,An22., ..
Bu derliklere rekurrent gatnagyklar diyyilyar.Sunlukda

As=(az-a1) (as-a1) (az-ay)

Mysallar

1.Kesgitleyjileri hasaplamaly:

1 2 3 [@a*’+1 ap ay 1 1
4 5 6, |ag p*+1 pBr| g &°
7 8 9 ay LBy v+ g &

2. Denlemeleri ¢ozelmeli:

3 X —X X X+1 X+2
2 -1 3|=0, [x+3 x+4 x+5=0.
Xx+10 1 1 X+6 X+7 X+8
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3. Kesgitleyjini 3-nji setiri boyunga dagydyp hasaplamaly:

-3 4
~2
b
-1

w 929 B~ DN
~ O W
w Q9 N

4.Yokary tertipli kesgitleyjileri hasaplamaly:

2 -11 0|83 -1 4 2| 0b c d
01 2 -15 2 0 1| b 0 d ¢
3 -1 2 3/10 2 1 -3 1cd 0D
3 1 6 1|6 -2 9 8/ d c b 0

5. Rekurrent gatnagyklar formulasyny wulanyp, kesgitleyjileri
hasaplamaly.

1 1 .1 1 1
a 0 .0 & & n
0 a, .. 0 =|a & 2
1 0 0 .. a4, a™t oat ..o At
6.Ucburgluk gdrniise getirip,
1 2 3 n

[
[EEN
o
w
>

-1 -2 -3 .. 0

kesgitleyjini hasaplamaly.
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7. Ugburgluk gomiise getirip,

kesgitleyjini hasaplamaly.

Hasaplanylysy. 2-nji setirden, 3-nji setirden we s. m. n-nji setirden 1-
nji setiri ayralyn:

3 2 2 .. 2
-1 1 0 ..
A=-1 0 1 .. O

-1 0 0 .. 1
Indi 1-nji siitine 2-nji sitini, 3-nji sitini we s.m. N -nji sitiini

gosalyn:

3+2(n-1) 2 2 . 2 2 0..0

0 10 ..0 1 2 1.0

A=| 0 0 1 0|=2n+1[0 2.0
0 00 1 0 0 0.2

52



1 0 .. 0 1 0
2 1 .. 0 2 1 0
A, = 1 2 .. 0 1 0

Kesgitleyjini rekurrent gatnasyklar formulasy boyunca hasaplamaly.

A1=2; A2 :‘ ;‘ =3, Ay=2A;-1

1
As - birinji siitini boyunca dagydalyn

2

A, =2
-2

1 0
Il =2 -2=24, -4

Goy, bu formula (n-1) —nji tertipli kesgitleyji ticin dogry bolsun.
An-1=2An.2-An3

2 1 0 0 O 0

1 0 0 O 0
1 2 1 0 O 0

1 2 1 O 0
01 2 1 0 0

01 2 1 0
A,=[0 01 2 1 ..0=2A,-A,, -

0 0 1 2 0
O 0 0 1 2 0

0O 0 0 O 2
0O 0 0 0 O 0
:ZAn—l_An—3

An-1=2An-1-2An-2

53



Emma,

A1=2, Ay=3, A\3=2-3-2=4=3+1.
Ay=2-4-3=5=4+1

Goy

An-1=n-1+1=n bolsun onda
Ap=2n- (n-1)=2n - n+1=n+1

2. Matrissalar we olar bilen gecirilyéin ¢yzykly amallar

Kesgitleme. m setirden we n siitinden ybarat bolan goniburgly

...............

a ;a

ml m2 * - mn

rrrrrr

tablisa mxn Olgegli matrisa (ya-da (mxn)-matrisa) diyilyér.
ajj-matrisanyn  elementleri. Eger nm¥n bolsa, onda ofla kwadrat matrisa

diyilydr. Matrisalar A,B, C,... bas latyn harplary bilen belgilenyir.

a'11 a‘12"'ail.n

Ay Ay, ... Ay,

a.,a.,...a

ml ~*m2 mn

belgler hem ulanyljar. Eger A= Haii H we B =|b,|.
1<i<m, 1< j<n (mxn)matrisalaryi degish elementleri
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defi bolsalar, (a; =b, ) we difie sonda iki matrisa den diyiljir we
A=B yazylyar.
A-matrisa  san  ddl-de, sanlardan  diizilen tablisadygyny

bellemek  gerek. Kwadrat matrisalar ig¢in olaryn  kesgitleyjisini
(determinantyny) kesgitleyérler.

alla12"°a1n

d,, d,,...d
detA: 21 722 2n.

anlanZ ann

Eger kwadrat matrisanynn  bas diagonalyndan dasda yerlesen
elementleri nola den bolsa, onda ol matrisa diagonal matrisa

diyilyar:
A:Haij “ ajj=0, 1# J.

Eger matrisanyn  bir diagonalyndan asakda ya-da  yokarda
verlesen elementleri nola deit bolsa, onda ol matrisa tigburcly
matrisa diyilyér.

Eger A=|a;|, B=[p,| denilcegli (mxn)-matrisa bolsalar we

C =Haij +by; H=Hcij H(mx n)-oleegli matrisa bolsa, onda C matrisa A

Mysal
(aﬂau% j . (bnblzbm J _ (au +hy a, +by, A+, J

a'21a'22a23 b21bZZb23 a21 + bZl a22 + b22 a23 + b23

Kesgitlemid gord dine Olgegleri den  bolan matrisalary  gosup
bolyar.
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Matrisalary gosmak operasiyasy asakdaky hisiyetlere eye:
1.A+B=B+A
2.(A+B)+C=A+(B+C)

Eger C-= Hcii H (l<i<mil<j<n) matrisanyii clementleri
A=|a;|@<i<mil<j<n) matisanyh elementlrini o  sana
kopeldilip alnan  bolsa, ¢; =ca; (i=12,...m;j=12,.,n), onda

C=cA we C matrisa A matrisanyl « sana kopeltmek hasyly
diyilyar: ¢, =ca, (i=12,..m;j=12,..,n) .

O{aﬂ 3, Ay j: (aaﬂ 0@y, 0By, j
Ay Ay Ay 08, 08,, 0dy

Matrisany sana koOpeltmegin hésiyetleri:

la(A+B)=cA+aB

2.(a+ pB)A=aA+ pA

3.(ap)A=a(pA)

Iki matrisanyn tapawudy A-—Bseyle kesgitlenyér:
A-B=A+(-1)-B

Eger A n tertipli kwadrat matrisa bolsa
det(cA) = " det A

Goy, z1 we 2z ululyklar y; we y, ululyklaryn isti bilen
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Z, =a,,Y, ta,Y, +a;3Y; } (8)

Z, =85Y, T35y, +taY;

formula boyunga anladylan bolsun we yi, Yo, Y3 ululyklar

Y1 = b11X1 + b12X2
Y, = b21)(1 + b22X2 9)
Ys = byyX +DyoX,
formula boyunca x; We X ululyklaryil disti bilen anladylan

bolsun. (9) formuladan vy, Y2, Y3 ululyklaryn bahalaryny (8)
formula goyup alarys:

2, = ay, (012X, + Bi%, )+ 8, (020% +D55%, )+ 8 (b, + by, } ja-da

Z2 = a‘21(b.l.1X1 + bl2x2)+ a'22 (b21X1 + b22X2)+ a‘23(b31X1 + b32x2)

Z,= (a11b11 + a12b21 + a13b31)X1 + (allblz + a12b22 + a13b32 )Xz }
Z,= (a21b11 + a12b21 + a23b31)xl + (a21b12 + azzbzz + azsb32 )Xz
Goy,
a, a, a b11 b12 c ¢ .
A:[ P 3],52 by by, |, CZ( . 12]'cijzzaikbkj’
Ay Ay Ay b. b Cy Cyp k=1

31 M32

iI=1,2; j=1,2.

Seyle alhan C matrisa A matrisanyn B matrisa kopeltmek

------

Alnan netijelerden gOrniisine gora:
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C matrisanyn  Cjj elementini almak iicin A  matrisanyn i-nji
setirinii.~ elementlerini B matrisanyn j-nji  siitinnni  degish
elementlerine kopeldip jemlemeli

Sunlukda, A matrisany B matrisa kopeltmek dite A
matrisanynn  siitlinlerinh  sany B matrisanynl setirlerinii  sanyna den
bolanda miimkin.

Umumy halda bu diizgiin dogry. Goy,

A=|a|.1<i<m,1<k<n; B=[b,| 1<k<n,1<I<p;

AB=C =

Clr 1Sr<m,l<q<p,

n

Cq = D 2B

k=1

Kesgitlemeden  gorniisine gord A‘B  kopeldip bolanda B-A
kopeldip bolmazlygy  mimkin. AB, BA  kopeltmek hasyllaryi
bolmagy iign A we B matrisalar dentertipi kwadrat matrisa
bolmaly. Emma seyle matrisalar iigin hem mydama AB=BA deilik
yerine yetmeyir

Mysal.
1 2 -3 2
1) A= g °
20 _2 —4
Yo it 6 Ba=| ' _6, AB=BA.
6 —4 6 —4

) Az(l 2J Bz(z Oj
3 4 3 -1
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8 -2 2 4
AB = BA= ,  AB#BA.
18 -4 0 2

Getirilen mysallardan gdmiisine gord, AB=BA ya-da, AB#BA
bolmagy miimkin.

Eger AB=BA denlk yerine yetse, onda A we B matrisalara

......

Matrisalary kopeltmegini hésiyetleri:
1.(AB)C=A(BC)
2.(A+B)C=AC+BC
3.A(B+C)=AB+AC
Yene bir zady bellilin. Goy, C=AB, B - kwadrat diagonal matrisa:

d,0...0
B=| 0d,..0 |, A=|a;| (<i<m;1<j<n)
00..d,

Onda ¢; =a,d;, (i=12,...,n), yagny

a1ldl aizdz a:I.ndn
c a,d, a,d, ... a,,d,
a,d,a..d,... a,d,

Eger A we B kwadrat birtertipli matrisalar we C= AB bolsa,
onda

det C =det A-det B.
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Bas diagonalynyn elementleri 1-e den bolup , basga elementleri
nola den bolan kwadrat matrisa birlik matrisa diyilyar we ol E
harpy bilen belgilenyar:

10...0
01...0
E= .
00...1

Su matrisa “Birlk” at goyulmasynyn seyle sebdbi bar. Eger A
kwadrat matrisa bolsa, onda

EA=AE=A.

Adaty “1” sanyn kopeltmekde oynayan  rolyny
(l-a=a-1=a), E matrisa matrisalary kdpeltmek operasyyasynda
yerine yetiryir. Goy

Y1 =an X +a,X, + 85X apy 8y g Xy
Yo=yX 8, + 8%, A=l8y 8, 84|, X=|X |,
Y3 = 851X + 83X, +85% a3 8y Ay X3
Y1
Y=Y, |
Y3

Onda matrisalary kopeltmek diizgiinini ulanyp, Y=AX  vyazyp
bilyéris.
Goy, det A#0.Sistemanyn  birinji ~ denlemesini Ajj, IKinji

defilemesini Ajp; we TUclinji denlemesini Ajz  kopeldip we soiira
alnan deillemeleri gosup alarys:

60



YiAL + Yo Ao + Yoy = (a:LlAil +ayuA, + a31'6‘31))(1 +
(a1 A+ 85 Ay + 80 Ay Xy + (815 A + By Ay + 8y A X

Kesgitleyjilerii  9-njy  hésiyetme gord x; ndbellinii koefisiyenti
det A den. Kesgitleyjilerin  10-njy hdsiyetine gord x; we X3
ndbellilerinn koeffisiyentleri nola den. Diymek,

_ A An Ay
% detAy detAy detAy

Sunun yaly usul bilen x, we Xz taparys:

_ A A, A,
2 " det A et A2 et A

_As Ay Ay
%= et A T geta 2 T et A

Sunlukda, biz x,X,,X; ululyklary —yi, yo, y3 ululyklaryn dsti
bilen anlatdyk. yi, Yo, y3 ululyklarynn koeflisiyentlerinden matrisa
diizelin:

1 All A21 A31
det A A12 22 A32 -
A13 A23 A33

Onda X=AlY.
Al matrisa A matrisanyfi ters matrisasy diyilyir we
A'A=AAT=E.

A'  matrisanyfi formulasyndan  gorniisine  gdrd, A7 matrisanyi
bolmagy ticin detA#0 zerur.

detA=0  kwadrat matrisa  lytgesik (regulyar dil) diyilyir we
detA#0 onda regulyar (liytgesik dél) matrisa diyilyar.
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Eger A:Haiju n tertipli kwadrat matrisa bolsa we detA#0, onda

Ay Ao Ay
pio L [P A
detA| ... .........

An Ao Ay

Goy, A we B dendlgegli kwadrat matrisalar bolsun. Onda
(AB) =B A"

Mysal.
1 2 -1
A=l3 0 2
4 -2 5
matrisa ters A matrisany tapmaly.
1 2 -
detA=3 0 2|=-4
4 -2 5
o 9_, 2 -1 2 g
M=l y g=% P, 7% AaTy 5T
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At= Ao 7 -9 -5
4
-6 10 -6
Goy,
a, a8, ... a4,
A — 21 22 2n
a, a a

m2

Bu matrisanyn  setirlerini degis  siitiinleri  bilen  ¢algysyryp
yazalyn:

a;; dy ... aAy
12 22 Ama
a, da, ... ad,,

------

Bu matrisa A matrisanynn transponirlenen matrisasy diyilyar we
AT Dbelgi bilen belgilenydr. Eger A (mxn) Olgegli bolsa, A" (nxm)
Olcegli matrisa. Eger A kwadrat matrisa bolsa

detA=detA.
asakdaky hasiyetleri ulanarys

1. (A+B)"=AT+B'
2. (@aA)'=aA"
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3. (AB)=ATB'
4. (A-l)T:(AT)-l

Goy,
a; adp ... Qg
a a ... a
A — 21 22 2n '
a'ml am2 amn

Bu matrisanyn  1<b<...<ik  setirlerini we j1<jo<...<Jx siitlinlerini
cyzalyn. ~ Matrisanyn cyzylan setirlermin. =~ we  siitlinleriniil
kesismesinde yerlesen  elementlerimden  k  tertipli  kesgitleyji
diizelin:

b, S, e

i 1 i, T i Ji

(k <min(n;m)).

a a a

i Jy i J2 i Ji

Bu kesgitleyja A matrisanyii  k tertipi minory diyilyar.
Noldan tapawutly minorlaryn i wuly tertbi bolan r sana A

.....

3. Matrisanyii rangyny tapmak usullary

1. Elementar 6zgertmeler usuly.
Asakdaky Ozgertmelere

1) Matrisanyn setirlerinini  (sitiinlerinil) ornuny ¢alsyrmak;

2) Matrisanynl  setirini (siitiinini) noldan tapawutly sana kopeltmek;
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3) Matrisanyn setirinin  (siitlininifl) elementlerini kébir sana
kopeldilen beyleki setirlerinini (siitininin) degisli elementlerine

------

2.Gursayan minorlar usuly

Goy, A matrisanyn k-njy tertipi My minory nola den dail
bolsun. Indi dile 6z iginde My minory saklayan Mys+1 minorlara
seredyéris. Eger ol minorlaryin 4&hlisi nola defi bolsa, onda A
matrisanynn rangy k dei. Eger nola den dil k+I tertipi minor bar
bolsa, onuil bilen yokardaky vyaly isi gaytalayarys.

A kwadrat matrisa bolsa we A=AT bolsa onda ofia simmetrik
matrisa diyilyéar:

A:Haiju’ a;=a; 1<isnl<j<n
Mysal.
2 -3 1
A=-3 1 4|
1 4 5

A kwadrat matrisa bolsa we AT=A" bolsa, onda ofia ortogonal
matrisa diyilyar. Goy, A ortogonal matrisa. Onda

AAT=AAI=E, ATA= AA=E.
det(AAT)=1, detA-detA’ =1.
(det A)*=1, detA= +1
Mysal.

A= (a‘ll a12 J
a'21 a'22
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matrisa hagan ortogonal matrisa bolyar?
Cozilisi:
AA"= ATA=E deiilikden alyarys:

2 2
[an a; j[an azlj _ ( a; +a;, a8y +ay, azzJ _
- . : -
Ay Ay N3, Ay a,ay; + a8, ay +ay

& 3

2 2 _ 2 2
a, +a,=1, a,a, +aja, =0, a, +ay =1,
a8, — 8,8, = -1

2 2
(an a,;, j[an anj _ [ a; +ay a;a;, + azlazzJ _
- - . -
A Ay N3, Ay a;ay; +aydy a;, +ay

(3

alyarys
2 2 2 2
a +ta; =1, a),+ay=1. a;;@;, +a,ay, =0
Diymek
2 2 2 2
a, =-a, a, =—ay

a,, =cose, a,=-Sing hasap etsek, onda her bir 2-nji tertipli
ortogonal matrisa

66



A = cosep —sing

* |+sing +cosg
gorniisde  bolyar, ikinji setirde ki halda hem + ya-da — alamat
almatly:

cos —sin cos —sin
A+=( @ qoj A_:( @ (p}

singp cose —singp —CosS¢@
Mysal.
0 2 -4
-1-4 5
A= 3 1 7
0 5-10
2 3 0

matrisanynl mmoryny tapmaly.

1.Elementar 6zgertmeler usuly.

0 2-4 14 -5 1 4 -5
-1-4 5 23 0 0-5 10
A= 31 7 |>|31 7 |—>|0-1122 |—>

0 5-10 0 5-10 0 5-10

2 3 0 0 2-4 0 2-4

1 4-5 10 O 100

0 1-2 01 -2 010
-0 1-2|->|01 -2|—>(000

0 1-2 01 -2 000

0 1-2 01 -2 000
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1-nji matrisadan 2-nji matrisa ge¢cmek {igin birinji matrisanyn
ikinji setirini -1 kopeldip, birinji setire gecirmeli, birinji setiri basinji
setire we bisinji setiri kinji setire gegirmel. (2)— (3) gegmek {igin
birinji setiri -2-4 kopeldip ony ikinji setire ulanyp, -3 kopeldip tgiinji

setire gosmaly. (3) — (4) geg¢mek iicin 2-nji setiri —%—e, tctinji setiri

1—11—9, 4-nji seir é we bisinji setiri % kipeltmeli. 4)> ()

gecmek ticin onyn birinji siitiinini 5-¢ kopeldip, Ticlingi siitine we -4
kopeldip, 2-nji siitine  gosmaly; (5)— (6) geemek {igin ikinji siitiini
2-a4 kopeldip igiinji siitline gosmaly, sofira ikinji setiri -1-e kopeldip,
3-nji, 4-nji, 5-nji setirlere gogmaly. Sunlukda

A matrisanyl rangy 2-ddefl. r= (A)=2
2. Gursayan minorlar usuly.

Bu usul bilen yokarda sereden A matrisamyzyn rangyny tapalyi

Indi 3-nji tertipli minorlary barlayarys.Gursayan minorlar ii¢ sany:

02-4 0 2-4 0 2-4
~1-4 5 ~1-4 5 ~1-4 5
317 0 510 2 30
0 2-4
~1-4 5(=4+30-48+14=0.

317
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-1-4 5(=20-20=0.

-1-4 5|=12+20-32=0.

Diymek, A matrisanyni minory 2-a den.

Mysallar.

21 -1 -210
1. A= we B= .
( 01 —4) (—3 2 2)
matrisalar ii¢gin 3A+2B matrisany tapmaly.

2. Hasaplamaly.

i i () B i ]

6
58 -4 3 25 50 23 5
69 -5 4 -13 41 53
47 -3 L9 65 31 -12

3. Asakdaky matrisalarynl ters matrisasyny tapmaly.
321\(2 57 1 22

3 4) (cosa —sina
45216 3 4|2 1-2| . )
57 Sna cosa
214)(5-2-3 2-2 1

4. Asakdaky matrisanyni ortogonaldygyny barlamaly.
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1 2 2
3 3 3
2 1 2
3 3 3
2 2 1
3 3 3
5. Matrisalaryn rangyny tapmaly.
1 3 5-1 14 3 21
2-1-3 4 01-1-2 2
5 1-1 7| 29 5 2 4|
7 791 27 7 6 0

4. Cyzykly derillemeler sistemasy

ayX, +a,X, +..+a,x, =b,

Ay X, +8,X, +...+ 8y X, =h,, (10)

A X +a,,X +...+a., X, =b,

sistema ¢yzykly denlemeler —sistemasy diyilydr. Biz iki n=m bolan
vagdayyna seredeln. Asakdaky matrisalary girizelin.
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a,; a, ... 4y, X, b,
A 8, Ay, ... Ay, . .xz - .b2
a, a, .. a, ;<n 'bn
Onda (10) sistemany
AX=B (11)

gorniisde yazyp bilydris.Eger x, ( 1,2,..,n ) sanlar (10) sistemany
kanagatlandyryan bolsa, onda ol sanlara (10) sistemanyn ¢oziilisi
diyilyar.

Goy det A=A # 0.

Onda A barwe (2) defilemini sagdan A~ kopeldip alyarys.

X=A"B.
Indi
Ay Ay o Ay
Afl :l A12 A22 An2
Al oo ’
Aln A2n ' Ann

bu yerde A, det A |Kkesgitleyjmii a; elementinifi algebraik

ij

doldurgyjy.Matrisalary kopeltmek formulanyn esasynda alyarys.
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A bK
k=1
w _ 1] 2 Ac b
= k=1
A
ZAkn bk
k=1
Diymek,
138 .
Xi :_ZAkibk’ |:1,2,...,n. (12)
A=

------

Sunlukda, eger det A=O0bolsa, onda (11) sistemanyi yeke-tik
¢ozilisi bar we ol (12) formula bilen tapylyar.

ki Agb,

jem n-tertipli kesgitleyji bolup, onda detA kesgitleyjinin i-nji siitiini

slitiin bilen calsyryp alyarys, yagny
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a'1la'12 ali—1b1a1i+1 a1

n

0 a‘216'22 a'2i—1bZa'2i+l a'2n

a,a,, ... a, b.a a

ni+1 "*- nn

Bu kesgitleyjini An bilen belgildp, (12) formulany asakdaky
gorniisde yazalyi.

X = —+ i=12,..,n 12’
A 12"

Kopleng Kramerim formulalary (12') gorniisde yazylyar.
Mysal.

X, + 2X, +3X; =15
S5X, — 3X, +2X, =15
10x, —11x, +2x, =36
sistemanyn ¢ozilisini Kramerin formulalary bilen tapmaly.
Coziilisi: 1lki A-ni tapmaly.

7 23
A=|5 -3 2/=-105-165+40+90+154 -50 = —72.
10-11 5

15 23 (0 -11 0 00
A, =5 -3 2|=[15 -3 2=[15 -1 2=
36-115 [21-143| |27-11 3

15 -1
= =-165+21=-144.
21-1
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7153
A, =|5152|=72.

X2

10 36 5

7 215
A, = 5 -315=-72.

10-11 36
Xl:ﬂ:2

-72
xzzﬁz—l,

-72
X3:_—72=1.

-72

Indi n=m hala seredelin.(Umumy hal)

all a‘12 a1n a11 alz alnbl
A— 21 a22 2n , Z\: a21 a22 aanZ
aml a‘m2 a‘mn a'ml a‘m2 a'mn bm

A-matrisa  sistemanyl matrisasy, A matrisa bolsa sistemanyi

------

Eger (10) sistemanyn kesgith ¢ozilisi bar bolsa, onda omna
billelikdédki sistema, eger kesgitl ¢Oziilisi yok bolsa ona  billelikdiki
dal sistema diyilyar.

Teorema (Kroneker-Kapell). (10) sistemanyn billelikdaki sistema
bolmagy U¢n A  matrisanyl rangynyl A matrisanyil rangyna den
bolmagy zerur we yeterlikdir. r(A)= r(A)
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1) Biz A hem-de A matrisalaryii rangyny tapyarys.Eger rang A>
rang A bolsa , onda (10) sistemanyn ¢oziilisi yok.

2) Eger rang A= rang A bolsa onda (10) sistemanyii Coziilisi
bar.Goy rang A= rang A=K.Bu ¢bzilisi tapmak iigin (10) sistemanyii
haysy bolsa-da, onun koefisentlerinden dizilen matrisanyn rangy
k deri bolan, k denlemesini alyarys we k deflemeden ybarat bolan
sistemany ¢Ozyaris. Eger k<min (n,m) bolsa (10) sistemanyi
tikeniksiz kop ¢oOziilisi bar.

Eger m<n bolsa rang we A<m bolsa we bu halda (10) sistemanyn
mydam tiikeniksiz kop ¢oziilisi bar.

Goy, m>n.rang A=k<n. Eger k=n bolsa (10) sistemanyn yeke-tik
¢Oziilisi bar.

1.  Mysal.(m<n)
9%, —3X, +5X; + 6X, =4
6X, —2X, +3X; + 4X, =5
3%, — X, +3X; +14x, = -8

Sistemany deriiemeli we ¢0zilisi bar bolsa tapmaly.

9 -35 6 9 -35 6 4
A=|6 -23 4 A=|6 -23 4 5|
3 -1314 3 -1314 -8
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D9=9_3=0
6-2
D& - 3% 911041
2= = =+1.
-23
95-3
Y=l63-2=0.
33-1
-25 6 353
D® =-23 4|=-2/ 2 32/=-2(63+18+10-9-18-70)=12.
-1314 137

Diymek, rang A=3. rang A=3, ciinki 3 tertipliden yokary tertipli
kesgitleyji yok. Sistemanyn ¢ozilisi bar. Sistemany seyle

—3X, +5X; + 6X, =4-9x;

—2X, +3X; + 4X, =5-6x;

- X, +3X; +14x, = -8-3x,

gorniisde yazalyn. Kramerii diizgiini boyunga ¢oziiwleri tapalyn.

A =12;
4 -9x,,5 6 353 456

A, =| 5-6x,3 4/=-3x,-2232/+| 53 4=
-8-3%x,,3 14 137| |-8314
350 453 -121

=-6x,2 3 0(+2 53 2 =36x,+2| 53 2/=36x, —156.
13 6 -837 -837
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—3 4-9x,,6| |-3-9 6

A, =2 5—-6x%x,4=—2—-6 4|x +
—1-8—-3%,,14 —1—-3 14
—3 4 6
+|—2 5 4| =-84.
—1 —8 14

~3 5 4-9%x| |-35-9

A, =|-2 3 5-6%|=-2 3-6|x,+
~1 3-8-3x,| |-13-3
—-35 4

+|-2 3 5/=0.
~12-8

X, =3% —13,X; =7,x, =0

5. Birjynsly deiilemeler sistemasy
Goy, (1) sistemada b, =0 bolsun

X +a, X, +...+a,,X, =0,

1n*n

a. X, +a,X, +..+a, x =0,

Ay Xy + 8 X, + o+ a, X, =0.

------

Mu sistema birjynsly denlemeler sistemany diyilydr. Bu sistemalar
licin rang A=rangA bolyandygy anyk. Sonunn {licin hem bu
sistemalaryn mydam ¢ozilisi bar,ol x, =0,%x, =0, ... ,x, =0. Muna
sistemanyn triwial ¢Ozilisi diyilydr. (13) sistemanynn nola den dil
Cozilisine onun triwial dal ¢ozilisi diyilyar.

(13) sistemany matrissa gorniisde yazalyil
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AX=0 (13")
(13') sistemanyfi kébir hédsiyetlerini bellilifi

1) Eger x, (13') sistemanyii ¢ozilisi bolsa, onda c-x, hem bu
sistemanyn ¢oziilisi, bu yerde c=const.

2) Eger x, we x, (13') sistemanyii ¢ozilisi bolsa, ¢, x,+c, x, hem bu
sistemanyn ¢Ozilisi, bu yerde ¢ =const,c,=cosnt.

1) we 2) hisijetlere gord, eger  x, x,...X, (13') sistemanyi ¢ozilisi
bolsa,onda

¢, x,te, x, ..t C X, c, =const (k=12,...,k),
(13") sistemanyn ¢oziilisi.

Bu sistemany hem Kronekera-Kapelli teoramasy bilen deridp
bolyar we ¢oziwlerinii tapylysy yokarda seredilen umumy haldaky

valy.
men hala seredeli.
Teorema: (13) sistemanyn triwial dél ¢ozilisinii bolmagy ticin
det A=0
bolmagy zerur hem yeterlikdir.

Hakykatdan-da, goy, A=detA=0. Emma A, =0 (1,2,..,n) we

Sistemanyn dmie triwial ¢oziilisi bar.

Goy, A=detA=0. Eger ndbelllerm hi¢ bolmanda birinii
koeffisenti nola den dél bolsa, onda rang A>1.
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Goy, rang A=k, k<n.

Goy, noldan tapawutly minor ¢ep yokary burgcda yerlesen bolsun,
onda

8 Xy F 85Xy Fon F 8 Xy = =8y Xy = = 8 X
Ay Xy HaAyX, to+ 8, X, = =8, 1 X~ 85X,
a'rlxl + ar2X2 +.o.+ a‘err = _arr+1xr+1 T T a‘nan

Bu sistemany ¢0ziip, (13) sistemanyn triwial dél ¢oziiwlerini taparys.
Mysal.
X, —X, +X; — X, =0
X, +X, +2X;+3X, =0
2%, +4X, +5x,+10x, =0
2X, —4X, + X, —6%x, =0
sistemany derfiemeli we ¢oziiwlerini tapmaly.
Coziilisi.
1-11-1
|11 12 3

|2 4510
2-41-6

A matrissanynl rangyny tapalyi.
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1-11 1-1-1
DQ:F_szjxnzl 12(=0,DP = 1 3|=0,

o 2 45 2 410
1-11 1-1-1

D=1 12|=0,D{" =1 13 |=0
2-4 2-4-6

Diymek,rang A=2. D" ¢ep yokary bur¢da yerlesen.Sonuil tigin hem
sonky iki denleméni taslap alarys:

X, =X, =—X; +X,
X, +X, =-2X; —3X,

Bu sistemadan x, we x, nébellileri tapyarys.

3 1
X, Z_EXS_X‘“ X, =—§x3—2x4

ya-da

3 1
X, ==—C —Cy, X, =—§C1—2C2 1 X3 =C X, =6

6. Cyzykly denlemeler sistemasyny ¢cozmegin néibellileri
ayyrmak(yoklamak) usuly
n ndbellili n denlemeler sistemany

ayX, +a,X, +..+a,,x, =h,,

1n“*n
Ay X, +apX, +...+ 8, X, =D, , (14)
A X +a,X, +...+a,X, =D, .
alalyn.
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matrisany alalyn. B matrisa (14) sistemanyn gieldilen matrisasy.

Goy,

bolsun onda (14) sistemanyn yeke-tik ¢oziilisi bar.
Eger

1) (14) sistemanyii denlemelerinin ornyny calysyrsak  (nébellilerin

nomerlerini ¢algyrsak)
2) (14) sistemanyn haysy-da bolsa bir denlemesini kébir A =0 sana

kopeldip bagga bir defilemi gossak.
3) (14) sistemanyn kabir denlemesini A =0 sana kopeltsek.
Onda (14) sistemada ekwiwalent (dengiiy¢li) sistemany alarys.
1),2) we 3) operasijalara B matrisa bilen elementleri gecirmek
diymekdir.
Mysal. Sistemany ¢ozmeli.
X, +2X, +3X; +4X, =5
X, +2X, +3X, =1
X +3X, +4X, =2
X, + X, +5%X, +6x, =1
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Elbetde bu sistemany Kramerin diizgiini bilen ¢6ziip bileris. Emma biz
onda bir nige gaytalanyan hasaplamalary yerine yetirmeli bolyarys.

B matrisany diizelin

1234 5
0123 1
0-200-3
0-122-4

Birinji setiri -1-¢ kopeldip, 3-nji we 4-nji setirlere gosup alarys:

1234.5
Clo123.1
1 710-200.-3

0-122 .-4

B; matrisada 3-nji setirde nébelllerin die x, koeffisienleri -2-
den,galanlary 0-a dei.Bu setiri kinji setire gegirelin

1234.5
gu_|0 200.3
u_
0123. 1
0-122.-4

IKinji setiri -1-e kopeldip, birinji setire gosyarys;lkinji setiri —%

kopeldip tgiinji setire gosyarys; Ikinji setiri %-e kopeldip, dordiingi
setire gosyarys; Netijede alyarys
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1034. 2
0 200. 3
B,=|0 ozafi-
2

0022.-2

2

Ucinji setiri -1-e kopeldip, dordiinji setire gosyarys:

103 4. 2 103 4. 2
0 20 0. 3 0 20 0. 3

=
0 02 3.—1 0 02 3.—1
2 2

e
0 00-1.-2 0 00-1. 2

dordiinji setiri -4-e kopeldip, birinji setire gosyarys:

1 030. -6
0 200. 3

B, = .
*“lo 023 .-t
2

0001. 2

Dordiinji setiri -3-e kdpeldip, licinji setire gosyarys:
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1 030. -6

0 200. 3
B. = .
571o 020.-18
2

0001. 2

Ucinji setiri —g-e kopeldip, birinji setire gosyarys:

1000 e X1=E
4 4
020 0.3 2X, =3
B, = 13l ya-da =’ 12
002 0.—— 2Xy = ——
2 2
000 1.2 X, =2
Sunlukda tapyarys:
13, 3. 15
X, :2, X3=—I,X2:§,Xl:Z.

Bu usul bilen sistemalar iigin meselini umumy gérniisgde hem ¢oziip
boljar.Yagny n nibellli m defilemeler sistemanyny alyp, ol
sistemanyn bilelikdedigni ya-da bilelikde dildigini kesgitleyiris we
umumy ¢Oziiwlerini tapyp bilyiris.

Goy,

auX +a,X, +..+a,X, =b

1n“*n

Ay X, + 8, X, +...+8,, X, =D, (15)

A X + &%, +.+ 8, X, =D,

84



Sistema berlen bolsun. Bu sistema iicin B matrisany yazalyn

ay &, e By, - By
Ay Ay .

n -

Bu matrisanyii {istiinde elementar 6zgertmeleri gecirip ony asakdaky
gorniise getirip bolyar:

1 1 1
10..0a;,, ..a, .Db

1 1 1
01..0a;,,..3; . b

00..1a',,..a, .b
00..0 0..0.b%,

Bu matrisa asakdaky sistemanyn giiieldilen matrisasy

1 1 1
X Ta Xy o oapX, =b;
1 1 1
X, +a,, X F o+ X, =D
1 1 N
Xr +ar,r+lxr+l + ot aran _br (16)
N
0 _br+l
1
0 =bt
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bu bolsa (15) sistema ekwiwalent sistema, dile nébellilerii
nomerlerinin den gelmezligi miimkin.

Eger b!,,b’,,, ... bl sanlaryn biri nola dent dil bolsa, onda (16)
sistema,diymek (15) sistema bilellikddki sistema dal.

Eger b,=bl,=s5.s=b.=0 bola, onda (15) sistema
bilellikdéki sistema we (16) formula onun ¢déziiwlerini beryar:

11 Y v _ Al
X =by —ay,Cy — Y.y —ay,C,

_h! 1 1
X; = bz ~ 8 rCrig 7o T 8C
1 1 1
X, = br - ar,r+1Cr+l —...—a,C,
r1 = Cr+1
X =C

Mysal. Berilen sistemany Zardan-Gauss usyly bilen derfiemeli we
¢coziiwlerini tapmaly:
X, —2X, + X, =-3
3X, — X, —2X, =1
2X, + X, —=2X;— X, = 4
X, +3X, —=2X; —2X, = 7

1.
X+ 2X,+ 3X;+ 4 X, =0 X =1
7%, +14x, +20x; + 27X, =0 Jogap. X, =-1
5%, +10x, +16X, +19x, = -2 Xz =—1
3X, + 5X, + 6X, +13x, =5 X, =1
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105 x, =175 x, —315 X, + 245 x, =84
90 x, —150 x, —270 X, +210 x, =72
75 X, —125 x, —225 X, +175 x, =59

Jogap. Sistema bilelikdéki sistema dal

3.
X, —5X, —2X; — 4X, =8
—3X, +2X, + X3+ 2X, =-3
2%, — X, — X3— 2%, =1
- X +6X, +24x%, =1

- X, + X3+ 2X, =3
Jogap.

X, =-1+c, +2c,
X, =—-3+4¢C, +2¢C,
X3 =Gy
Xy =G,

8x, +12x, =20
14x, +21x, =35
9%, +11x, =0
16x, +20x, =0
10x, +12x, =22
15x; +18x, =33

Jogap.

Xl=§_§cl’ X2=C1| X3201 X4=O! XSZE_§C2' X6:CZ
2 2 5 5
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11l BAP
Analitiki geometriya

1. Koordinatalar sistemasy
Talyplar dekart koordinatalar sistemasy bilen orta mekdep
matematikasyndan tanys bolmaly.Yokary mekdepde diirli
koordinatalar ~sistemalary ulanylyar. Analitk geometriya geometrik
sekilleri  saylanan koordnatalar sistemasynda denlemelerini diiziip,
sol denlemelerint isti bilen olary deriieyédr. Sol sebédpli biz bir nice, has
kop ulanylyan, koordinatalar sistemalary barada maglumat getirelifl.

I. Ok we okdaky kesimler

Erkin goni alaly. Bu goninit garsylykly iki ugry bar.Oz islegimize
gord,bu ugurlaryn birni saylap alalyn we ony poloztel ugur diyip
hasap edeliii, garsylykly ugur otrisiatel hasap edilyér.

goninin  sekilinm gutaran yerinde peykamyn ujyy yaly sekil bilen
anladylyar. Ok bir harp bilen belgilenyar we ¢yzgyda polozitel ugrun
yynda yazylyar.

1-nji ¢yzgy

Goy, q ok berlen bolsun. E;E,  kesimi masstab birlik hasap
edelinMasstab birlk kesim bilen islendik kesimi Olgdp bilyéris.
Kesim masstab birligi bilen Olcegdes bolmadyk halatynda kesimin
uzynlygy kdbir takmyn san bilen anladylyar. Diymek her bir kesimin
uzynlygyny tapyp bilyédris.Bu kesimi AB ya-da BA gorniisde yazmak
bolyar. Hazir A we B nokatlar denhukukly. Indi biz bu nokatlaryn
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birini baglangyc nokat we beylekisini ahyrky nokat diyip hasap edelin.
Sunlukda kesimmi uglary tertiplesdirildi.Seyle kesimlere ugrukdyrylan
kesim diyilyir.Goy A baslangyc, B soiiky nokat bolsun.Onda ol AB
belgi arkaly vazylyar. Baslangye nokat iki (basda) yazylyar.ﬁ
vazgy  kesimin  ugrunyn A nokatdan B  nokada  tarap

ugrukdyrlandygyny  aiiladyar. AB we BA garsylykly
ugrukdyrylan,uzynlyklary den kesimler.

Goy, AB ugrukdyrylan kesim q okda yerlesen bolsun .Okda
verlesen ugrukdyrylan kesimler igin olaryn ululygy diisiinje
girizilr. AB - kesimit  uzynlygyny  |AB|  bilen belgikilin Ondan
|AB|>0. ABugrukdyrylan kesimii ululygyny bolsa AB bilen
belgildlin. Kesgitlemi gora

_ | [AB[, eger AB 11 g bolsa
—|AB| , €9er AB 1 q bolsa

bu yerde AB TTq yazgy AB ugrukdyrylan kesimii ugry q okuii ugry
bilen gabat gelyir,diymek AB>0 we AB T q olaryii ugurlary
garsylykly ~ diymekdir. Meselem AB T BA. Kesgitlemi gori
AB = -BA.

1 ¢yzgyda saylanan masstaba gord |AB|=4 , |DC|=5.
AB=2 DC=-5
BA=-2 CD=5.

Teorema: AB,C nokatlaryn q okda ndhili verlesendigine

baglangyksyz
AB+BC=AC Q)
denlik dogrudyr.

7 e

Bu tozdestwa esasy tozdestwo diyilyar.

89



A C B -
C A B -
2-nji ¢yzgy
1) AC=AB+BC

2) AB=AC+CB, AC=AB-CB=AB+BC.
3) CB=CA+AB; -BC=-AC+AB= AC=AB+BC.

Il. San oky. Gonide koordinatalar

3-mji ¢yzgy

Goy q ok we birlke masstab berlen bolsun. Bu okda bir nokat
alyp, ony O harp bilen belgililn. O nokatdan q oka ugurdas bolan
ugry polozitel we garsysyna bolan ugry otrisatel hasap edelin.O

.....

baslangyc nokat kesgitlenen bolsa, onda ona san oky diyilydr.q okda
erkin M nokat alaly. OM kesimiii ululygyna M nokadyi ( q okda
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saylanan masstab birliginde ) koordinatasy diyilydr.O nokadyn
koordinatasy nola den M nokadyn q okda verlesen orny onun
koordinatasy bilen doly kesgitlenydr.Sunlukda eger M nokadyn
koordinatasy polozitel bolsa ol O nokatdan sagda yerlesyir we
otrisatel bolsa O nokatdan ¢epde yerlesyér. q okdaky islendik nokada
bir san - onun koordinatasy degisli we tersine, her bir sana q okda bir
nokat degish.

Eger OM :x=1 bolsa, onda M(z) belgi bilen yazylyar. Meselem
M(5) yazgy M nokadyn koordinatynyin 5-e dendigini, N(-3) yazgy
N nokadyn koordinatynyn (-3)-e dendigini anladyar.

Teorema 1. Eger M, (x,), M, (x,) bolsa,onda

M, M,=X,-X,- )

Hakykatdanda nokatlarynn okda yerlesisine gord, esasy tozdostwony
ulanyp tapyarys:

1) OmM,=OM,+M, M,;
X,=X%tM, M,. M, M,=x,-X,

O M M,

v~

2) OM1:OM2'*‘|\/|2 M,;
X\ =X%,-M; M,

M, M,=X,-X,.
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M, o) M, q

L J

3) M, M,=M,0+0 M,
—M; M,=-X,*x,;

M; M,=X,7 %

Teorema 2.Eger mMm,(x,) we M,(x,) boka , d=|M,M,|
belgilesek,onda

d=|x, — x| (3)
Dogrudan hem 1-nji teorema gord
M, M,=X,-X,.
Emma d=|M,M,|, diymek d=|x, —x|.
I11.Tekizlikde goniburcly dekart koordinatalar sistemasy

Tekizlkde ~ Ozara perpendikulyar iki ok alalyn we birlik
masstab saylalyn.Oklarynn kesisme nokadyny O harp bilen belgililin
we ony oklaryn ikisi ligin hem baslangyc nokat diyip hasap edelii.Bu
oklaryn birini birinji nomer we beylekismi ikinji nomer diyip hasap
edeln. Sunlukda oklar tertiplesdirilydr. Kesgitlemd gord bu oklar-
koordinatalar oklary. Seyle  tertiplesdirilen iki oklar sistemanyna
gonburgly dekart koordnatalar sistemasy diwyilydr, sunlukda O
nokada koordinatalar baslangyjy diyilyar,oklara bolsa koordinat
oklary diyilyar.Olaryni  birinjisine absissa oKy, ikinjisine ordinata oky
diyilyar.
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I v

4-nji ¢yzgy

Absissa okuny Ox we ordmata okuny Oy bilen belgildlin.Cyzgyda
x,y harplar poloztel ugra degisli oklarynyn yanynda,onun —sekilini
gutaran yerinde goyulyar.Sunlukda O we x nokatlaryil Verlerisisi
absissa okun ugruny, O we y nokatlarynn yerlerisisi ordinata okunyn
ugruny gorkezydr. Sonunt licin hem bu oklaryl ujunda peykam
gomiigh belgini yazmak zerur ddlSol sebépli ol yazgy kébir kitaplarda
yazylmayar.

Tekizlkde erkin M nokat alalyn. M nokatdan Ox we Oy oklara
perpendikulyar  gegirelin.  Perpendikulyaryn esaslaryny  degisliikde
M, we M harplar bilen belgililii. M, nokadyn koordinatasyny x
we M, nokadyn koordinatasyny y bilen belgililiti:

OM,=x, OM, =y

x,y sanlara berlen koordmatalar sistemanynda M  nokadyn

------

absissasy , y-sana M nokadyn ikinji koordinatasy ya-da ordinatasy
diyilydirM nokadyn absissasynyn X, ordmatasynyn y bolyandygyny
yazgyda M (xy) gorniisde yazyp gorkezydrler.Mysal iicin M, (x,,y,),
M,(x,,y,) we s.m M(-2;3), A(5,4) yazgylarda M nokadyi absissasy -
2 we ordmatasy 3; A nokadyn absissasy 5 ordinatasy
4.Diymek, tekizlikde her bir nokada tertiplesdirilen ki (x,y) san (onun
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koordinatalary ) degisl. Tersine, islendik tertiplesdirilen ki (x,y) sana
tekizligin bir nokady degisli.

Koordinatalar oklary tekizligi dort bolege bolyar. Tekizligm oklary
polozitel wugrlary bilen c¢dklenen bolegine koordinatalaryn  birinji

rrrrr

tarap aylanyp LILIILIV céryekler kesgitlenyirler.
Sunlukda M(x,y) bolsa, onda:

Eger x>0,y>0 M nokat I ¢éryekde yerlesen;
Eger x<0,y>0 M nokat II ¢éryekde yerlesen;
Eger x<0,y<0 M nokat III ¢iryekde yerlesen;
Eger x>0,y<0 M nokat IV céryekde yerlesen.

IkKi Mi(X1y1), Ma(X2,y2) nokatlary alalyn we Mj; My kesimin
| MiM; | uzynlygyny tapalyh.

YA
M2

Yo f— — — — —
y‘%‘iM] — A

| |

| |

! I i
(0] X b

S5-mji ¢yzgy
IKi M,(x,,y,),M,(X,,y,) nokatlary alalyn we M;M, kesimifi
|M1M2| uzynlygyny tapalyil. Ozal okda yerlesen kesimiii uzynlygyny
tapypdyk.Cyzgydan gorniisine gora

My A =[x, = x|, [AM,| =]y, -y

A M,AM, goniburgy.Pifagoryn teoremasyna gora
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MM, | = (M, A +]Am, [

|M1M2| = \/(Xz _X1)2 +(y2 - y1)2

tekizlikde iki nokadyn arasyndaky uzaklygy tapmagyn formulasy.
IV.Ginislikde dekart koordinatalar sistemasy

Ginislikde Uic sany Ozara perpendikulyar, bir nokatda kesisydn
oklary alalyn. Olarynn kesisme nokadyny O harp bilen belgililii we bu
oklary nomerlip tertiplesdirelin. Oklaryil birinjisini Ox , ikinjisini Oy
we dcmjisini Oz bilen belgldln. Cyzykda harplaryn  goyulsy
tekizlikddki  yaly.Seyle tertiplesdirilen ii¢  koordmatalar oklary
ginislikde dekart koordinatalar sistemasyny diizyar.Sunlukda Ox-oka
absissa,Oy-oka ordinata we Oz oka applikata diyilyar.

> 4
Mz Myz
AN
e
Mxz M
1 My
X Mx M \'%
6-njy ¢yzgy

Giniglkde ™M nokat alalyn.M nokatdan Ox,Oy,0z oklara
perpendikulyar  gecirelin. Perpendikulyarlaryn  esaslaryny  degislilikde
M,,M,, M, bilen belgililin.(Tekizliklerde M, ,M ,, M, belgiler)

xy ! yz !
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Goy, OM,=X, OM =Yy , OM,=z bolsun, ¢yzgyda M, M
nokatdan Oxy tekizlige gecirilen perpendikulyaryn esasy. M,,,M,

hem degisllikde OxzOyz tekizlklere ™M nokatdan gecirilen
perpendikulyarlarynn esaslary. Onda x,y,z —sanlara M nokadyil berilen

rrrrr

koordinatalar ~ sistemasyndaky koordinatalary diyilydr. x-Sana M
nokadyn birinji koordinatasy vya-da absissasy, y-sana M nokadyn
ikinji koordinatasy ya-da ordinatasy,z-sana M nokadyn giinji
koordinatasy  ya-da applikatasy diyilyair.M nokadyn absissasynyn x
sandygy we ordmatasynyn y sandygy, applikatasynyn z sandygy
M(x,y,z) gomiisde yazylyp gorkezlydr. Meselem M(5,-2,3) yazgy M
nokadyn absissasynynn 5, ordinatasynyn -2 we applikatasynyn 3
bolyandygyny gorkezyir.

Oxy, Oxz we Oyz tekizlikler gmisligi 8 bolege bolydr. Ol boleklere
koordinatalar ~ oktantalary  diyilyir we kesgitli tertip boyunca
nomerlenyir. Goy M(x,y,z) bolsun.

Eger x>0, y>0 ,Z2>0, M nokat birinji oktantda yerlesyar.
Eger x<0, y>0 ,72>0, M nokat ikinji oktantda yerlesyér.
Eger x<0, y<0 ,z>0, M nokat {i¢inji oktantda Yerlesyar.
Eger x>0, y<0 ,z>0, M nokat dordunji oktantda yerlesyar.
Eger x>0, y>0 ,z<0, M nokat bésinji oktantda yerlesyar.
Eger x<0, y>0 ,z<0, M nokat altynjy oktantda yerlesyér.
Eger x<0, y>0 ,z<0, M nokat yedinji oktantda yerlesyar.
Eger x>0, y<0 ,z<0, M nokat sekizinji oktantda yerlesyar.

IkiM,(x,,y,,2), M,(x,,y,,z,) nokatlary alalyn we M, M, kesimii
IM,M,,| uzynlygyny tapalyi.
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L= "'\_\" k- :_:__:-’:.- B(x:,¥:)

7-nji ¢yzgy

(1) nokatdan Oxy tekizlige parallel tekizlik gecirerit. Goy, M,B
cyzyk bien bu tekizignn kesisme nokady C bolsun. Onda
|CM 2| = |Z2 — Zl|, |MC| = |AB|. Ozal tapan formulamyza gora

|AB| = \/(Xz - Xl)z +(Y2 - 3/1)2

A M, M,C-den alyarys

IM,M,| = /IMC| +[cM,[?
Emma
IMiC|=|AB| we [CM,|=|z, -7

Diymek

IMiM | = \/(Xz %+ (Yo =) +(zp -2, )

ginislikde iki nokadyn arasyndaky uzaklygyny tapmak formulasy.
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V. Polyar koordinatalar sistemasy

Polyar koordinatalar sistemasy kOp hasaplamalarda Orén
amatly we 1§ yiiziinde ordn yygy ulanylyar. Tekizlikde kébir O nokat
we ol nokatdan ¢ykyan OA sohle alalyn. O nokada poljus we OA
s6hld polyar oky diyilyir. O nokadyn dasynda sagat dilinii
hereketiniii tersine bolan aylawy poloztel diyip kabul edelin.(Elbetde,
basga aylawy polozitel hasap etmek hem bolar, emma kopleng seyle
aylaw polozitel hasap edilydr).

M

¢ A
r

8-nji ¢yzgy

Erkin M nokat alalyii.|[OM|=r bilen belgiilii we OA sohkini OM
sOhle bilen gabat getirmek ticin polozitel ugra aylamaly bolan burgy ¢
bilen belgililii, (o = <~AOM). ¢ burg trigonometriyadaky yaly kabul
edilydr, yagny +2krz gosulyjy takyklykda. r, ¢ sanlara M nokadyn
polyar koordinatalary diyilyar, sunlukda r-sana birinji ~ koordinatasy
va-da polyar radiusy, ¢-sana ikinji koordinatasy ya-da polyar burgy

¢ burcun miimkin bolan bahalaryndankesgitlilik ti¢in
—7T<p<rx

densizligi kanagatlandyryanlary ayratyn alyarlar.

m(35) w15) w25 o)

nokatlary gurmaly.

Mysal.
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M: nokady gurmak icin Op ok bilen % bur¢ emele getiryan sohle

geciryédris. Sofira ol gsohlede OM31=3 kesim alyp goyyarys. Beyleki
nokatlaryn gurlusy hem sonun yaly.

§ ho)

Ma(4;-7)

9-njy surat

Nokadyn dekart kordnatalary we polyar kordinatalarynyn
arasyndaky baglylygy gorkezeln. Munun Uicin polyus we dekart
kordmnatalar sistemanynyn baslangy¢ nokady hem-de polyar ok Ox
oky bilen gabat gelydr diyip hasap edelin. 10-njy ¢yzgydan alarys:

} r =|OM|

X=Trcose
y=rsing

X .
@ = arccos— gozarcsml r’=x*+y% r=4x"+y>.
r r

Yi
) IO . M(x.y)
o x
o b 4 [e]
10-njy ¢yzgy
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VI. Silindrik kordinatalar sistemasy

Nokadyn (x,y,z) gonburgly dekart kordinatalar sistemasyndaky
kordinatalary bilen

X=rsing, y=rcose, z=1;

0<r<ow,0<@p<2r, —ow<z<ooformulalar boyunga baglanysyan
(r,9,2) sanlara nokadyn silindrik kordmnatalary diyilydr. Silindrik
kordinatalar sistemasynda r-birinji, ¢-ikKinji, we z-liciinji. Kordinataly
tstler: r=const tegelek silindr, ¢@=const yarymtekizlik, z=const
tekizlik. M(r,9,z) nokatda (r,¢) M nokadyn Oxy tekizlige proeksiyasy
bolan M nokadyn polyar kordmnatalary, z bolsa M nokadyn goniburgly
dekart koordinatasy.

or

|

11-nji gyzgy
VII. Sferiki koordinatalar sistemasy

Goy, M(x,y,z) nokadyn gonburgly dekart koordinatalar
sistemasyndaky koordinatalary

X=rcosgsiny, y=rsingsiny, z=rcose

formulular  bilen baglanysyan 7,0,y  sanlara nokadyn = sferiki

......

Bu yerde 0<r<ow, 0<@<2r, 0Ly <.
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12-nji ¢yzgy

r-birinji, p-iinji, y-iigiinji koordinat,
r? = x%+ y?+ 2.
rz‘él\ﬂ-M nokadyi O nokada genli uzaklygy. @ —OM wektoryi

Oxy tekizige proeksiyasy bolan OM, wektor bilen Ox okui
arasyndaky burg, v ~ OM wektor bilen Oz okuii arasyndaky burg.

Koordinatalar stleri.
r=const sfera, r-m diirli bahalary ticin konsentrik sferalar.

p=const —Oz okun {iisti bilen ge¢ydn we xOz koordinatalar tekizligi
bilen ¢ bur¢ emele getirydn yarymtekizlik.

w=const depesi O nokatda we emele getirjisi Oz oky bilen w burg
emele getirydn tegelek konus.
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2. Kesimi berlen gatnasykda bolmek

q san oky alalyn we ol okda ii¢ nokat alaly1.

13-nji ¢yzgy

Bu yerde M; we M, berlen iiytgemeyan diirli nokatlar, M nokat
erkin islendik yerde bolup bilydr, diie M, nokat bilen gabat gelmeyér
diyip hasap edelin. Goy

MM
MM,

A

4)

san berlen bolsun.

Mi(X1), Ma(X2) we A san berlen (4) gatnasygy kanahatlandyryan M
nokadyn koordinatasyny tapmaly. M(x) hasap edeliin . Onda

MiM=x-x1, MMy=Xx>-X

Diymek,
ﬂ:x—xl va-da  A(X2—X)=X—X1
X, — X
xo it A%
1+ 4
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Eger />0 bolsa M nokat M;M; kesimin i¢inde yerlesen, A<0 bolsa
M nokat M;M; kesimi dasynda yerlesen. M nokat M, nokat bilen
gabat gelse A=o0 kabul edilyar.

Eger M1(X1,Y1,21), M2(X2,Y2,22), M(X,y,z) bolsa, onda

X:x1+;tx2, :yl+ﬂ,y2’ Z:zl+),zz ©)
1+4 1+2 1+2

Bu formulalar dirli inZener meseleler ¢o6zilende ulanylyar.

Bu yerde A=-1. Eger mll\/lM =-1= MM =-MM, we
2

MiM+MM,=M1M,=0. bu miimkin dil, ¢tinki M; we M, diirli nokatlar.

Eger M nokat M1 M kesimiii ortasynda bolsa, onda 1 =1, diymek

X +X + ,+1
X =L 2’ :y1 y2,Z:1 2

2 2 2 ®)

Mysal.

Mi(X1,y1), Ma(X2,¥2), Ms(xzys) nokatlarda mi,m,,ms massalar
yerlesen. Bu sistemanynl agyrlyk merkezini tapmaly.

Coziilisi:

Ilki m; we my iki massa sistemanynyn agyrlyk merkezi bolan M'(x",y")
nokady tapalyi.mehanikanyin belli diizgiinine layyklykda bu iki massa

sistemanynyn agyrlyk merkezi MiM, kesimi A = My gatnasyga

1

bolydr. (5) formulalara layyklykda
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m,

X, +—=X,
XI — ml — lel + X2m2
1_|_ & ml + m2
ITll
mp
Yi+——Y2
y = my " My +myy,
14 M2 my +m;
my

Goy, M(x,y) ti¢ m1, mz, mz massalar sistemasynyn merkez. Eger m;
we my massalar M’ nokada toplanan diyip hasap edenimiz bien M
nokadyn yagdayy iiytgemez. Diymek M(X,y) nokat M'M3 kesimi

A= M gatnagyga bolydr. Onda

ml+m2
m X.m, + X, m m
W+ 3 X, 1My + XM, 3 X,
e Mm, C mem,  mtm, C
m m+m,+m
1+ 3 1 2 3
ml+m2 m1+m2
_ XMy + XM, + XMy
m1+m2+m3
m m, +y,m m
W + 2y yim, +Y, 2 | v,
m,+m m,+m m, +m
y = 1 2 _ 1 2 1 2 _
m m +m, +m
14 3 | 2 3
ml+m2 m1+m2
ZY1m1+y2m2+y3m3
m, +m, +m,

Eger degisliikde Mi(X1,y1), Ma(X2,¥2),....Mk(Xk,Yx) nokatlarda
yerlesen mip,my,..my massalar sistemasy berlen bolsa, onda bu
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sistemanyn agyrlyk merkezmii koordinatalary asakdaky formula
boyunga tapylyar:

o XMy XpM, . X, My
m, +m, +...4+m,

_ Yy XM, .4 Y My
m, +m, +..+m,

Muny subut etmek {icin matematiki induksiya usulyny ulanmaly.
3. Wektorlar
I. Wektorlar we olar bilen gegirilyéin ¢yzykly amallar

Tehnikada, fizikada birndge ululuklar {icin olaryn die ululygyny
(mogbermni) bimek yeterlik bolmayar. Ol ululyklar ii¢in olaryil ugruny
bilmek hem gerek. Seyle ululyklara mysal edip tizlik, giiyc we s.m.

------

Geometriyada ugrukdyrlan kesime wektor diyilydr. Eger A kesimin
baslangy¢ nokady we B onuii ahyrky nokady bolsa, onda ol AB

rrrrrr

Wektorlar difie bir harp bilen hem belgilenilyir; &,b,... Cyzgyda
wektoryn ahyrky nokady peykam sekili bilen gorkezilyér.

bilen belgilenilyér.
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Eger

1) AB ™ CD
2 [58|-[c5

bolsa, onda AB weCD wektorlar defi hasaplanylyar: AB = CD

C

15-nji gyzgy
Sunlukda wektorynn goyma nokady hi¢ hili rol oynamayar. Sonun

rrrrr

1. Wektory sana kopeltmek

Eger e wektoryfi uzynlygy bire den bolsa;

é‘zl, onda ona ort

------

a wektory kidbir a=const sana kopeltmek seyle kesgitlenilyar:

a oa oa a
=
=

a>=0 o<0

16-njy ¢yzgy

1) @a™ a , egera > Obolsa
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2) ad Ty a , eger o <Obolsa

3) |oal = |o ||

Goy, |a=a,[¢|=1,wedaT™te& Onda a=ae, cinki a>0
bolyanlygy sebipli & =ag we |d| =|a|[¢|=a-1=a
a we -a wektorlar garsylykly wektorlar.

2. Wektorlary gosmak

AB we CD cktorlary gosmak iicih CD wektory B nokada
geciryéris, somira A we D nokatlary birkdiryaris:

AD = AB +CD

B(C) g

AB+CD
17-nji ¢yzgy
Uc d,b,¢ wektorlary gosmak iicin d+b +¢ = (ﬁ + 5)+ o

deniligi ulanmak bolar. Seylelik bilen islendik ab,c,d.. tikenkl
sandaky wektorlary gosup bilers.
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a+b+c+d

18-nji ¢yzgy
a wektordan b wektory ayyrmak iicin a—b=a+(—~b) defiik

ulanylyar.

19-njy ¢yzgy

I1. Wektoryn oka proeksiyasy

A nokat arkaly we L gond perpendikulyar gegyin tekizlign L goni

bilen kesisydn A' nokadyna A nokadyn L gond proeksiyasy d
(20-nji cyzay)

Tt

\

20-nji ¢yzgy

g\
\
1\

......

ar.
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Goy, q ok we a= AB wektor berlen bolsun. Eger A nokadyn g oka
proeksiyasy A;,B nokadyn ¢ oka proeksiyasy B; bolsa, onda A;B;

kesime (AB ugrukdurlan kesimifi ullygy) AB=a wektoryii q oka

.....

Bellik. AB wektoryh  oka proeksiyasy hdkmiinde A B, wektory
kabul etmek bolar. Onda A;B; ululyga wektoryn san proeksiyasy

A nokatdan q okun ugry bilen gabat gelydn AC wektory
gecirelify(20-nji ¢yzgy) AC T q . Onda ¢ burg AB wektor bilen q
okun arasyndaky bur¢ bolar. 19-njy ¢yzgydan alyarys.

pr, AB = ‘ﬁ‘ cos(ﬁ?;" q) = ‘ﬁ‘ COS @.

Eger a=0 ya-da a/\go:% bolsa, onda prqé =0;

Eger 0< (p<g bolsa, onda prq5>0. Eger AB, ™1 q; bolsa, onda
AiB1= ‘ﬂé‘ % < @ < s bolsa, onda pr,a<o.
Eger AB, T q bolka, onda A;B;=-|AB|
Wektoryn oka bolan proeksiyasynyi hisyetleri

1. pr, (5+B) = prq51+ prqB. (6)

2. pr,(Aa) = 4 pr,a. @
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A atb |2 B
b
e o q
C
Al C B o

21-nji gyzgy
AB=a
BC =b

21-¢yzgydan gorniisine gord
prqﬁzAiBl, prqﬁz B.C,

AC=AB+BC we pr,AC =AC,
Esasy tozdestwa gord
A1C1=A1B+B,Cy,
diymek,
pr,(AB+BC) = pr, AB+ pr,BC,
(6) denlik subut edildi.

(7) formulany subut edelin. a wektor bilen g okun arasyndaky
burgy ¢, 4 >0 bolanda bilen belgildlin.

pr, (15) = ‘15‘ Ccosp = 1‘5‘ cosp=A1 prqgl

A<0 bolanda
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pry (25) = ‘15‘ cos(zr — @) = —A‘a‘cos(ﬂ —@) = 1‘5‘ cosp=A7 prqa,
ginki 2| =-1.

A<0 bolanda Jiawektor we a wektor garsylykly ugrukdyrlan.;
a™ 1a
A=0bolanda (7) denligin iki tarapy hem O.

Biz hdzir wektoryn oka bolan proeksiyasyny owrendik.

Her bir wektory onun ugry boyunga gabat gelydn ok hokmiinde
seredip bileris.  Sunlukda a wektoryn basga b wektora bolan
proeksiyasyny kesgitlip bolyar.

pry a= ‘5‘ cos(é’\ 5) = ‘5‘ COs @.

a

22-nji ¢yzgy

Eger A1,A2,...,An sanlaryil hi¢ bolmanda biri nola den dil bolsa we
Aa, +A4,a,+..+4a =0, onda a,a,,.,a wektorlar sistemasyna

------
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Eger g{ we a parallel gonilerde yatyan bolsalar ony Z |z~
belgi bilen anladarys.

......

......

Tekizlikde 1ki wektorynn ¢yzykly bagly bolmagy {icin olaryn
kollnear bolmagy zerur we yeterlikdir.

Diymek, tekizlikde islendik {ic wektor ¢yzykly bagly.

Ginislkde {ic  wektoryn c¢yzykly bagly bolmagy {icin olaryn
komplanar bolmagy zerur we yeterlikdir.

—_—

Diymek, ginislikde islendik dort wektor ¢yzykly bagly. g,g,...,a

n

_ —

wektorlar ~ sistemany  alalyi.Goy, bu sistemanyh @ ,a; ,...a

i, 1 Gy

wektorlary ¢yzykly bagly didl we islendik k+1 wektorlar toplumy
¢yzykly bagly bolsun. Onda aj,ai,,...,a;, wektorlara bu sistemanyi

......

k
dp =q,ai +a,ai, +...+a,adi,

denligi kanagatlandyryan «,,a,,...,«, sanlar tapylyar, bu yerde
al+al+..+af#0. Sunkda o, a,,...,a, Sanlara ;p wektoryi
ai,,ai,,...,ai,  bazisddki koordmatalary diyilydr. Basga bazs
wektorlary alsak aT, wektorynn koordinatalary hem basga bolar.

Tekizlikde islendik iki kollinear dal wektorlar bazs diizyérler.
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Ginislkde (adaty giislikde) islendik {ic komplanar déal wektorlar
bazs diizyarler.

Eger e.e,,..e bazs bolsa, onda islendk & wektoryn

a= ﬂigl + A, g +ot A a gorniisde yazylysy yeke-takdir.

Dogrydan-da, eger basgaca, a= e + u,€, +...+ 1€ Yazylan
bolsa, onda

0=(4 —mde, + (4, — )8+ + (A — i )e = A4 = 1y,
Ay = by e 2oy =t
Gmiglkde goniburgly dekart koordinatalar sistemany alalyn. Goy,

- = —

i, j,k Ozara perpendikulyar wektorlar bolsun we m =m =‘IZ‘ =1. i

wektory Ox okunda ugry okuii ugryna gabat bolar yaly, ] wektory Oy

okunda ugry okun ugryna gabat bolar yaly we k wektory hem Oz
okda ugry okuii ugryna gabat bolar yaly Yerlesdirelifi. i, j,k wektorlar

ginislikde bazs emele getiryarler. Diymek islendik a wektory

a=a1i+a2]+a3E (8)
gorniisde yazyp bilyéris.

OA=a.Goy Ax, Ay ,A, A nokadyh, degislilikde ,
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Az

=
<

Ay

[~

Ax

Axy
23-nji ¢yzgy

Oy, Oy, O, oklara bolan proeksiyasy. Onda

-

OA, = prOXa, OA, = proya, OA, = pry,a
Biz OA, =OA i boyandygyny subut edeli.

on

- |OAX|H =|OA,|. Belgileme girizelifi.

Indi OA, 11 OA ibolyandygyny subut etmek yeterlik. Eger

OA>0 bolsa, onda OAx wektoryi ugry Ox okuii ugruna gabat
gelyir. Diymek OAX-_i wektoryn ugry hem OX okuil ugruna gabat
gelyar. Eger OA<O0 bolsa, onda ﬁ wektor we Ox ok ugurlary

boyunga garsylykly. Onda  OA_-i wektor hem Ox oka garsy
ugrukdyrlan, diymek

OA =OA i .
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Sununn yaly asakdaky deiliklerim hem dogrydygyna gbz yetirip

bilfiris.
OA, =OA, j, OA, =OA k.

23-¢yzgydan alarys:

_ s s

Emma
A, A=0A,,.
Diymek,
OA=O0A, +OA, +O0A, .
Ya-da

OA=0A,i+0A, j+0A k
OA=X, OAy=Y, OA,=Z belgileri girizip alyarys.

OA=Xi+Yj+2Zk

©)

&) we (9) deiniliklerden wektorlaryn (8) formula boyunga

dargadylysynyni yeke-tikdiginden alyarys:

CZ1=X, a{2=Y,0(3=Z
I
|

Eger awektor berlen bolsa, onda onuni

1K bazisdiki

koordinatalary, degisliikde, a wektoryfn ox,0y,o0z oOKlara bolan

proeksiyalaryna den. Ol

a=(xy,2, a={ x,y,z}, a(xy,z) gomislerde yazylyar.
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OA wektor icin (23-¢yzgy) (x,y,2) sanlaryin A nokadyn koordinatalary

bolyandygy  anyk.Eger ATB wektoryn  baslangyc  nokady
A(x,, Y, 2,),s01ky nokady B(x,,y,,z,) bolsa,onda

AB = (X, =X, ¥, = ¥1,2, = 2,)-
Eger AB = (X4, Y1, 2,) bolsa,onda

AB|=x +y +z] .

Goy a=(x,,v,,2,), b=(x,,y,,z,) bolsun, onda

- -

}tg:(/lx,/lyl,/izl), ath=(XtX,;y,£Y,;2,£2,).

a wektoryit we OX okun arasyndaky burgy o ,g wektoryin we OY

okun arasyndaky burgy S, a wektoryn we OZ okun arasyndaky burgy
» bilen belgildlin.Onda

X, =[&]cosa,, y, =||cosB,, z, = |a]cosy .
ya-da

, COSB =-—, COSY =

cosa =

cosa , cosf , cosy Ululyklata a wektoryn ugrukdyryjy kosiuslary
diyilyar:

cos® o +cos® B +cos’y =1.
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I1l. Wektorlaryii skalyar képeltmek hasyly

Biz wektorlar Dbilen gecirilydin gosmak, ayyrmak, olary sana
kopeltmek operasiyalaryny gordik. Wektory wektora kopeltmek
operasiyasy iki dirli bolyar. Ilki iki wektoryn skalyar kopeltmek
hasylyna seredelin.

I. Kesgitleme. a we b wektorlaryi modullarynyi olaryn
arasyndaky burcun kosinusyna kopeletmek hasylyndan alnan sanaa

we b wektorlaryi skalyar kopeltmek hasyly diyilyir we ol

56 ((QBD ((QBD belgiler bilen anladylyar.
Sunlukda
(a.b)= |§|‘5‘ cos ¢,

bu verde »— a we b wektorlaryn arasyndaky burg:
Q= (é’\B)Wektorlaryﬁ wektora  bolan  proyeksiyasyny  yatlasak

N

bjcosp =np, B onda

(Q,BJ —|a]-np, b (11)
Cos @ = np, g, bolyandygy sebapli

(56) = ‘B‘npB a.

Seylelik bilen iki wektoryn birinii modulynytn  beylekisinin ona
bolan  proyeksiyasyna  kopeltmek hasyly ol  wektorlaryn skalyar
kopeltmek hasyly bolyar. Skalyar kopeltmek hasyly mehaniki

Sonun yaly-da a

meseleler ¢ozilende yiize ¢ykyar. Goy, awektor goyulana nokady b
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wektoryn baslangyjy O nokada yerlesen material nokady ornundan B
wektoryil sofiky nokadyna ¢enli geciren giiyji ailadyan bolsun.Onda
bu giiyjin yerine yetiren W isi

W = |§.”6‘C08(p .
formula boyunca tapylyar.
a
b
24-nji ¢yzgy

Skalyar kopeltmek hasylynyn hésiyetleri

1) Eger kopeldjilerin ornuny c¢alsyrsak, onda skalyar kopeltmek
hasyly liytgemeyér:

(48]~ (53],

Dogrudan-da

(8.5)=[alEleos. (5=
emma ki sanyh kopeltmek hasyly hokminde [a]b| = b[al,

diymek,(g,gj = (B 21)

—

a

—

b

—>

b

N

alcos o,
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) (2a5)-4(ab)

(11) formula gora

(/1 ggj = Bnpb(l g)

Wektoryn oka proyeksiyanyn hésiyetine goré

npb(l g) = Anp, g.

Onda

—

b

—>

blnp, a = A(a, b).

np, (ﬂgj = H -Anp, g =A

9 o(bec)-[ab]+(ac)

(11) formula gora
S[B+ Z) _

proyeksiyasynyn hésiyetine goré

N
a

w,(5+5)

npa[5+ Zj =np, a+ np, Z diymek,
§(B+ Z] — [alnp, b+anp, ¢ = (5 B}(S,Ej,

clinki (11) formula gora

—

a
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N
a

rmaB=(ZB} Zm%3=(28}

4) Egerg #0; Onda ngO

#0, ‘B

denlik gweg wektorlaryn  ortogonal ( perpendikulyar ) bolmagynyn
zerur we yeterlk sertidir.

O:ab:‘éﬁ‘cos% 005¢:0,¢<%

Eger go:% bolsa, onda

-

ab=

—

a

—>

b

N

coszng -0=0.
2

5) Eger 0<¢<% bolsa, onda (55) >0.
Eger (p>g bolsa, onda (25) <0.
b) (5 Zj _

IV. Skalyar kopeltmek hasylyny kopeldijilerii koordinatalary
arkaly anlatmak

12

al .

Goy, a=(X,Y,,z,) b=(X,),,Z,) bolsun yagny
a=X,i+Y, J+Z,k , b=X,i+Y, j+Z,k.
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Skalyar kopeltmek hasylynn hisiyetlerini ulanyp tapyarys:
(@b)=(X, 1+Y, j+Z,K)(X, i+Y, j+Z,K) =
= XX, (0 1)+ XY, (0 1)+ X,Z, (1K) +

Y X, (G 1) +Y, Y, (5 1) +Y,Z,(5,k) +

+Z X, (K1) +2.Y, (K 1) +2,Z, (K, K).

> 5 >

i,j,k wektorlaryn 6zara perpendikulyar birlik wektorlardygyny
vatlap alyarys:
(i,i)=1 (i, =1 (k,k)=1
(1, )=0.1)=0(i,k)=(ki)=0, (j.,k)=(k j)=0.
Diymek ,
(@,b) = X,X, +Y,Y, +Z,Z,

Seylelik bilen: ki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly olaryin bir atly
koordinatalarynyn  kopeldilip jemlenmegne dei.Bu yerden biz iki

wektoryn (ortogonallygynyiin ) perpendikulyarlygynyin zerur we
veterlk sertini alyarys.

X, X, +Y\Y,+2,Z, =0,

—|

a

—

(a,b) = X,X, +Y)Y, + Z,Z, =|a|b|cos e,

emma

= JXZ+YZ+Z2 ‘B‘:Jx§+v;+z§

—>

a
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onda

X, X, +Y, Y, +2,-Z,

cosQp = .
IXZE4Y2 422 X2 4Y2 1272

Mysal.

N

a

N

1. b

=3,

=14, (g Bj = 2{ denlikleri ulanyp,

(34-) (5+ 2 B) kopeltmek hasyly hasaplamaly.

Cozilisi.  Wektorlary skalyar ~ kopeltmek hasylyn hésiyetleri
esasynda kopeldip alyarys.

[35— 28)(& 23) _ 3[55) + 6(5 Bj - 2(6 5) —4(8 B) _
2 2 1
+4 =3-9+4-3-4-(—§j—4-16=—61

—>

a

—

b

—

=3 g cosz?”—4b

2. Material nokady A(-1;2;0) nokatdaky yagdayyndan B(2,1,3)
nokada geciren F- i+2j+k gliyjinin yerine yetiren isini
hsaplamaly.

Coziilisi: AB wektory tapalyn:
AB=(3:-1:3)= 3i— j+3K
isi W bilen belgilip alarys.

W=F . AB =3-2+3=4
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Mysallar.

1. AD, BE we CF wektorlar ABC tigbiirglugyn medianalary.
AD +BE+CF =0 deiiligi subut etmeli

- - -

2. ABCDEF—dogry altyburgluk we AD=p, BC=q.CD,DE ,.

EF,FA,AC,AD We AE wektorlary p we g wektor arkaly
anlatmaly.

N

3.a= 27+3T : b= —3?—2?, c= +?—k berlen wektorlar

boyunga
a)a’ -ortuit koordinatalaryny tapmaly (Ja°|=1).
b) g—%6+g wektoryit koordinatalaryny tapmaly.

> o >

¢) a+b-2c wektory (i,],K) bazise dagytmaly.
d) np j(g— B) -tapmaly.

4. A (2,2) we B (5,-2) nakatlar berilen.Abssisa okunda ~ AMB
bolar yaly M nokady tapmaly.

r
2

5. ;1:(2,3,-1) we a,=(1,-2,-1) wektorlara  perpendikulyar we
X (2 1— j+ k) =-6 serti kanagatlandyryan. X wektory tapmaly.
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V. Wektorlaryni wektor kopeltmek hasyly

1). Kesgitlemeler.

1. Kesgitleme. a,b,c komplanar dil wektorlaryi haysynyh
brmji, haysynyn  ikinji we haysynyn {cilinjidigi belli kesgitlenen
bolsa , olara tertiplesdirilen tghik diyilyér.

Tertiplesdirilen Uiclk  yazylanda sagdan cepe 0z tertip nomeri

- o o

boyunca yazylyar.Meselem , a,b,c  dglikde a birinji Bikinji
gﬁgﬁnji wektor.

- - >

2. Kesgitleme. Eger a,b,ciclikde ¢ wektoryh ujyndan a,b

wektorlaryn tekizligine seredilendea wektory b wektor bilen gabat
getrmek tigin kigi bur¢ boyunca aylanyan hereket sagat dilini

- > >

.....

N
I

Meselem i, j,k koordinatalar ortlary sag ticlik.

c !

- //
/
ay

25-nji ¢yzgy. Sag Uglik

- o > > o o

Eger a,b,c sag iglik bolsaonda b,c,a wec g Bﬁghjkler hem
sag tcliklerdir
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a

26-njy ¢yzgy  a,b,c gep uglk

Eger abc c¢ep iglk bolsajonda b c awec a b iglkler hem ¢ep
ticlikler.

3. Kesgitleme. Eger
1) g,g,g ticlik sag tiglk bolsa

2) cLa,c1b, yagny cwektor a hem b wektorlaryn yatan
tekizligine perpendikulyar.

3)[cl=lal|b|sin g, p=(a"b),

onda cwektora a wektoryn b wektora wektor kopeltmek hasyly
diyilyar we

ol
e

belgiler bilen anladylyar.

c=[a b]

(X
Il
—
Q|
T
—
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S,

[ogl

27-nji  ¢yzgy

2). Wektor kopeltmek hasylynyii hisiyetleri

1) Eger g||6bolsa, onda [g B]zo, ciinki ¢=0 ya-da o =~
|CI=lal|blsin 0=|a||b]-0=0; [ =[afb[sin = =[]b[-0 =0
netijede [5 B]:O.

2) cwektoryn |c| moduly awe b wektorlarda gurlan
parallelogramyn S meydanyna den:

|c[=S=|a]|b]|sin ¢

AA D C gonburgly, CD=h licbur¢lugyin beyikligi (28-nji ¢yzgy)
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|

28-nji ¢yzgy
h= ‘B‘Sin 0, b= ‘E‘
Diymek ,

S=|a||b| sin o, a:‘KB‘

3) [ZB} = {BQ]

Goy, Z:[Z B} E:[B 5} bolsun, onda [c|=|d | we ¢ |d,
clinki ikisi hem bir tekizlige perpendikulyar. Diymek ,

—

c=d ya-da c=-d.

-> o o

Eger c=d boka ,onda a,b,c we 652 sag Uglik bolmaly,
emma ol miimkin dal, (25-nji ¢yzga seret)

diymek, Z;éa onda E:H

> - - >

4) [ra,bl=A[ab].
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1) »>0 .Eger g wektory polozitel A sana kopeltsek gwe B
wektorlarda gurlan parallelogramyn S meydanyny A gezek artdyrarys,

g wektoryn BwektOra wektor kopeltmek  hasylynynn  ugry
ozalkylygyna galyar.

2) % <0
[La,bl=[-P a bl=A[-a b]

[a,b] we [-ab] wektorlar 28-nji hemde 29-nji cyzgylarda
gorkezilen

gl /A
| /b
o] | P

A

29-njy ¢yzgy 30-njy ¢yzgy

[_56} =_[§B]
Diymek ,

[45, B} _ {_ |»,|§E} _ |/1|[— EB} _ _|/1|[Z B} _ AF E}

3-nji we 4-nji hésiyetlerden alyarys.

[-ab]=-¢

-C
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F, 45} - _[46, 5} - _1[6, 5} - 4[5, B}

5) Asakdaky denlikler anykdyr.

[qaq:ga+z

K;@z=£+sz.

3). Iki wektoryn wektor kopeltmek hasylyny olaryii
koordinatalary arkaly anladylysy

Goy,

g=XlT+Yl_j>+le : B:XZT+Y2T+22E.
Onda

FB}:[ ( X1?+Y1T+le )( X2?+Y2?+ZZE ) .

Wektor kopeltmek hasylynyn 4) we 5) hésiyetlerine gord
i

[ gt—; ]: x1x2[ TT ]+X1Y2[ T_J) ]+x122[ ’E ]+

AN A AR F R AN

v 2, Ki J+zY,[ K ]+z.z,[ KK ]

Indi koordinatalar ortlaryn kdpeltmek hasylyny tapalyi:
[i,i]=0 [].j]=0 [kk]=o0.
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Diymek,

[EB} — XY, k-X,Z, j-

Y, X, k+Y,Z, i +Z,X, j-Z,Y, i =

i ] Kk
:(lez _YZZl)i+(X221_XlzZ)j+(X1Y2 _XZYl)k = X1 Y1 Zl .
Xz Yz Zz
Sunlukda
[EB}: Y1 Zl o Xl Zl , Xl Y1
Yz Zz xz Zz Xz Yz

Eger gz@ a), Bz@ b) bolsa, onda

)

Bu denlikden alarys:

—

a,a,
bb,

a,a,
b.b,
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Onda

a,a,
b,b,

S==

oo .

Ikinji tertipli kesgitleyjini absolyut ululygy eger onyn setirleri
gweg wektorlaryt  koordinatalary bolsa,onda gweg wektorlarda
gurlan parallelogramyn meydanyna den.

(kesgitleyjin setirleri aweb wektorlaryn koordinatalary).

Mysal. Goy, A we B nokatlar berlen bolsun. F wektoryn kesgitlin
giiyji B nokada goylan. Goy, & = AB bolsun

a wektoryn F wektora b = [élf] wektor kopeltmek hasylyna F

------

-

F  giyjin  momenti bwektor & hem-de F wektorlara
perpendikulyar.

A(3,2,1)

X

31-nji ¢yzgy
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Goy,

F—2i-4j+5k, B(4-2-3), AB2-1).

a=AB=(1-4:4)
Pk
b=1 -4 4/ =-4i+3]j+4k.
2 -4 5
Mysallar.

1. Anllatmalary yonekeylesdirmeli.
a) F+ B+ E Z} + F+ B+ Z B} + [B— g g}
b) [Z;L B E— Z} + [B+ Z g+ B}
¢) 2 Y[T, E} + 3?[?, E} + 42[7, T}

2. Iskendik a,p,q wer wektorlar iigin [Z,BMQ,E} we[g,?}
wektorlaryit komplanar bolyandygyny subut etmeli.

3.a = (3,—1,2)weaT2 = (1,2,-1) wektorlar berlen.
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1) [i,a:}:

2) {2 a+ 55}

3) {251—52,2@52}
wektorlaryin koordmatalaryny tapmaly.

4. A(-1,4,-2) nokada goylan
F. =(2-1-3).F, = (32-1)\weF, = (—413) ii¢ gijc berlen.

Bu giyclerm den tisr edyi giyjinm  O(2,3,-1) nokada gord
momentinin ululygyny we ugrukdyryjy kosinuslaryny tapmaly.

VI. Uc wektoryii gatysyk ( wektor-skalyar ) kopeltmek hasyly

Kesgitleme

F B} wektoryn ¢ wektora [FB} Zj skalyar kopeltmek hasylyna

- -

a,B, c U¢ wektoryn gatysyk (wektor-skalyar) kopeltmek hasyly
diyilyar.

Ozal miilim bolsy yaly eger a =(X,,Y,,Z,), b =(X,.Y,Z,) bolsa,
onda

i oK

FE}:Yl T R DI .
Y2 ZZ XZ ZZ XZ Y2 t ;

XZ Y2 ZZ
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Goy, ¢=(X,,Y,,Z,) bolsun, onda

X, Y, Z,
S5 V.2, X,Z, XY,
ab|c|= 37 3 Z, =X, Y, Zy)
Y,Z, X,Z, X,Y,
Xy Y3 Zg

Skalyar kopeltmek hasylyin kesgitlemesine gord

([35)¢)= 5] [floose (,,z[[gayz]

ya-da F B} =d belgilip,alyarys

(FBF]= npdgz( sinz//]-npdg, l/l=(§ Bj

a siny =S — aweb wektorlarda  gurlan  parallelogramyn

—>

c

—>

d

—

a

—

b

—>

al b

bolsa Q,E,g wektorlarda gurlan parallelepipedin

()

kopeltmek hasyly bu wektorlarda gurlan parallelepipedin gdwriimine
den. Sunlukda, eger parallelepipedin gowrlimini V Dbilen belgiesek,
onda

meydany, np, ¢

beyiklig. Diymek, komplanar dil a,b,c wektorlar {igin

[[HQTJ V  eger E,B,Z—sag ucliik bolsa,
ab|c |=

-V eger g,g,g—gep uclik bolsa.
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32-nji ¢yzgy

prc
i — —

33-nji ¢yzgy
a,b,c; c,a,b; b,c,a birmenzes Ugliikler (eger a,b,c sag tglik

bolsa, onda ticiisi hem sag, (eger a,b,c ¢ep Uclik bolsa, onda igiisi
hem ¢ep ) sonun iigin hem

(i)
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Suna gord hem gatysyk kopeltmek hasyly

gomiisde yazylyar.

> o o

Eger a,b,c wektorlar komplanar bolsalar, onda

>

np, c = 0,diymek abc =0. Tersine ,eger abc =0,bolsa

E:FB}ZO ya-da( j 0,ondaallb, jagy abc- komplanar

wektorlar. Sunlukda

>

abc=0

> > >

denlik, a,b,c- wektorlaryn komplanar bolmagynyin zerur we yeterlik
sertiBu serti koordinatalar gorniisinde hem yazalyi:

Xllel
X,Y,Z,|=0.
X3Y3ZS

- > - o o

1. ai= (1,—1,3), 2, =(~2,21), a, =(3,-2,5) wektorlar berfen.
325; 8, 8,8, tapmaly ay,8,,8, -nahili {ighik?

1-13
aa,a,=-2 2 1=10+12-3-18+2-10=-9 .
3-2 5
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a,,a,,a, -¢ep uclik.

2. a=(23-1) a,=(1-13), a,=(9,-11) wektorlar bazisi
diizgirmi?
Cozilisi  a,,a,,a, wektorlaryii  bazis bolmagy iigin olaryh

komplanar bolmazlygy zerur we yeterlik. Sonun iigh hem a a,a,
tapyarys:

2 3 - 0 5 -7
- > o> 5 —7
aa,a=1-1 3=1-1 3 =- =
10 -14
1 9-11 |0 10 -14
z;;,af;,z;; wektorlar komplanar, sonun {igin hem bazs bolup
bilmeyérler.
Mysallar.

1. (§+ B+ Z)(g_ 2b+ 28)(4g+ B+ 58) =0
tozdestwony subut etmeli.

2. Eger OA=3i+4], OB=-3j+K, OC=2j+5kK,
Bolsalar, onda OABC tetraedrin gdwriimini tapmaly.

3. ai=(3-21) a,=(212), a,=(3-1-2)
wektorlar bazis diiziip bilyarmi?

4. A(1,2,-1), B(0,1,5) , C(-1,2,1) we D(2,1,3)

dort nokadyn bir tekizlikde yatyandygyny subut etmeli

137



5, (5+Ej€(§+6):—568

tozdestwony subut etmel.

4. Cyzyklaryn tekizlikddki denlemeleri

|. Umumy diisiinjeler.

Kesgitleme. Goy, tekizlkde goniburcly dekart koordinatalar
sistemasy berlen we F(x,y) x we y Ozinde saklayan kébir arflatma
bolsun. Eger

F (x,y) =0 (12)
denlemini dime L ¢yzygyn &hli nokatlarynynn  koordinatalary
kanagatlandyryp,tekizligiin =~ L ¢yzykda yatmayan hi¢ bir nokadynyn
koordinatalary  kanagatlandyrmayan bolsa, onda bu denlemd L
cyzygyn denlemesi diyilyér.

Seylelik bilen, eger (12)-nji defileme berlen bolsa, onda
M(x,,y,) nokadyn L c¢yzykda yatyandygyny ya-da yatmayandygyny
bimek ligin F (x;,y,) ailatmanyn nola dendigini ya-da den déldigini
barlamaly.

Radusy R we merkezi (a,b) nokatda bolan tdweregin detilemesiniii
(x—a)’ +(y—b)* =R?

boljakdygyny g6z  yetirmek  ansat.Eger  toweregii = merkez
koordinatalar baslangyjynda bolsa,onda

x2+y2=R2
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Eger tekizlkde polyar koordinatalar sistemany alnan bolsa,onda
merkezi polyusda we radusy R bolan toweregin detlemesi

r=R
gorniisde bolyar.
Umuman iki mesele dus gelyir:
1) L ¢yzyk berlen, onuit denilemesini tapmaly.

2) Dernleme berlen (kdbir koordinatalar sistemasyndan), bu
denlleménin nihilli ¢yzyk bolyandygyny bimeli.

2-nji meseldni ¢ozmek ticin kesgitlemini seyle gorniisde getirmek
amatly  bolyar:  Tekizlignn  koordinatalary  berlen  denleméini
kanagatlandyryan  nokatlarynyn  geometrik orny bu  defleménin

kesgitleydn c¢yzygy bolyar.
Goy,

x=o(t),
y=t//(t),} a<t<p (13)

t dirli bahalar alanda M(x(t),y(t)) nokat tekizlkde ornuny {iytgeyar
we onun yzy kédbir L c¢yzyk emele getirydr.( 13 ) deillemelere L

diyilyér.

Cyzygynn parametrik denlemeleri mehanikada 6rdn uly rol oynayar.
Olar material nokadynyn hereketinit defilemesi hdkmiinde ulanylyar.

Eger L c¢yzygyn denlemesi x,y {ytgeyanlere gOord n derejeli
algebraikk kopagza bolsa, onda L c¢yzyga n tertipli algebraik ¢yzyk
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Algebraik dil ¢yzyklara transsendent cyzyklar diyilydr (meselem,
trigonometrik funksiyallaryn, gorkezijili funksiyanyn ~ grafigi-
transsendent ¢yzyklar).

II. Goni ¢yzyk

1. Mekdep geometriyasyndan belli bolsy yaly M, we M,nokatlar
diirli bolsalar, onda olar arkaly dime bir goni ¢yzyk gecyir,seyle hem
berlen nokatdan berlen gond yeke-tik perpendikulyar gecirip bolyar.

Goy ﬁ:(A,B), (A2+Bz¢0) wektor berlen bolsun. L goni

M,(x,,y,)nokat arkaly gecyir we nwektora perpendikulyar.

M, (x,,»,) nokat arkaly n wektora perpendikulyar dite bir goni
gecyar ol hem o goni. Goy, M(x,y) L goninin erkin nokady, onda

MM =(x—x,,y—y,) Wektor n=(A,B) wektora perpendikulyar.
Diymek

(n M,M)=0 (14)

y M(xy) L
Mo (Xo,Yo)

Mz (X1,Y1)
fi = (A,B)

0l X

34-nji ¢yzgy

bu deflemini dimle L gonide yatyan dhli nokatlaryn koordmatalary
kanagatlandyryar.Diymek,(14) L  gOninfi  denllemesi. ~ Wektor
gorniisden koordinatalar gomiise gecip alarys:
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Alx—x,)+B(y—y,) =0, (14"
ya-da
Ax+By+C=0, C=-Ax, - By, (15)

.....

......

2. Eger a:(m,n) (m2 + nz);t 0) wektor L goni parallel ya-da onda
vatyan bolsa,onda ona goninii ugrukdyryjy wektory diyilyar. Goy,
goni M, (x,,,)nokatyn Ustinden ge¢sin.Gonide M(x,y) erkin nokat

alalyn.Onda M:M I a , diymek,

y M(x.y)
Mo(x1,y1) L
__ ; =(m,n)

0 | X

35-nji ¢yzgy

X=X _ Y=o (16)
m n

Bu denilemd goninin kanonik denlemesi diyilyar.Eger (15) denleme

berlen boka,onda g =(-B,A) L goninfi  ugrukdyryjy wektory
bolar.Su sebépli hem
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X=X _ Y=o (16%)
-B A

Goy,goni M, (x;,y;)We  Mg(x,,»,) nokatlaryil Ustiinden gegyin

bolsun.Onda M :Ml =(x, —xg,y, —»,)  Wektor ugrukdyryjy
wektordyr, diymek

X=X _ Y=Y (17)
X1 =Xo V1= o

Bu defilemid berlen iki nokadyn istinden gecydn goniniii deflemesi
diyilydr. (17) defilemidni (X, #X,)

Y1 — Yo x— 21— Yo

y:xl—xo X, — X, %o+
gorniisde, ya-da
N=Yo yo_uxo —b
X, —X, X, — X,
belgi girizip alarys:
y=kx+Db (18)

Muna goniniit burg koeffisientli denllemesi diyilyar.
36-njy ¢yzgydan alyarys :

MoN =% — X, NM, =y, — y,, tga =270 h—0A
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36-njy  ¢yzgy

L goninii Ox oky bilen emele getiryin burcuna goninm yapgyt

------

------

Eger x, = x, bolsa,onda goni oy okuna parallel we onuil defilemesi

X=X,.
(16) detilemeden alarys:
X=X, +M
° y} o <t<oo (19)
y=1Y,+nt

Bu denilemd goninint parametrik defllemesi diyilyér,t- parametr.

Goy, (15) denlemede A#0, B#0,C#0.0nda (15) denlemid goniniii

------

X Y (20)
a b
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gorniisde yazyp bolar, bu yerde a=-—%, b= —%.

(19) denlemid goninii  kesimlerddki denlemesi diyilydr. Bu yerde
a,b L goninin  ox,0y oklardan kesydn ugrukdyrlan kesimlerin ululygy.

Goy , A#0, B#0,C=0 bolsun, onda
Ax+By=0

bolar. Ol koordnatalar baslangyjyndan gec¢ydn gonnini detilemesi.

L YA

37-nji ¢yzgy

Goy, A#0, B=0bolsun, onda
By+C=0
bolar. Ol 0x okuna parallel géninint denlemesi.
Goy , A=0, B#0 onda

bu oy oka parallel goninin denlemesi.

144



I11. IKi goninifi arasyndaky bur¢.Gonllerin parallelik we
perpendikulyarlyk sertleri.

1)Goy, L, we L, goniler, degislilikde

-

L: Ax+By+C =0, n =(A,B)

L,: Ax+B,y+C,=0 n,=(A,B,)

defilemeler bilen berlen bolsun. L, we L, gonilerm arasyndaky burgy
a bilen belgililin. Onda

A, +BB
cos o= 2A1 22 12 : =
\/Al + Bl \/AZ + BZ
¢iinki a=(n, n,).

Eger L, L L, bolsa, onda A A, +B,B, =0
iki goninin perpendikulyarlyk serti.
Goy, L, || L, bolsun, onda

B
BZ

A
A,
Iki goninin parallelik serti.

2)Goy, L, || L, goniler ,degislilikde
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>N >

qlz(ml7nl) q, :(mzinz) o=( 4, q, )
denlemeler bilen berlen bolsun.Onda

mym, +n,n,

Cos p=
Jm? +nZ m? + 3

we
m;m, +n,n, =0

Iki goninin perpendikulyarlyk serti.

Iki goninin parallelik serti.
3)Goy, L, || L, goniler, degislilikde
L, :y=kx+b, L, :y=k,x+b,

denilemeler bilen berlen bolsun.
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Yi L-

Z x
oL oL

0

38-nji ¢yzgy
38-nji ¢yzgydan alyarys: ¢= o, —a,

tga, -9
tg§0: g 2 g 1
1+t9e, *tga,

buyerde k, =tg o, , Kk, =tg a, Onda

9=k,
sunlukda
k, =k,
Iki goninin parallelik serti we
kk,+1=0

Iki goninin perpendikulyarlyk serti.
Mysal. M, (x,,Y,) nokat we
Ax+By+ C=0 (21)
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gbni berilen. M, nokadyn tistinden gegyén we berlen gond
a) parallel goninin;
b) perpendikulyar goniniit detlemesini diizmeli
Coziilisi: a) Denllemesi gozlenydn goni berlen gond
parallel. Diymek, H:(A,B) wektor ofia normal wektor. Onda (14)

formula gora
A( X—=Xo )+B( Y=Y ):O (22)
Bu M,(x,,Yy,) nokadyn Ustiinden ge¢yin we (21) gond parallel
gonininn - detlemesi.
b) Bu haldaserte gori n, =(B,-A)(n, =(-B,A)) wektor n=(A,B)

wektora perpendikulyar. Diymek, n, wektor defilemesini diizmeli
gonimize normal wektor.Onda

B(x—x;)-A(y —¥,)=0 (23)

Bu M,(X,,Y,)nokadyn istinden gecydin we (21) gOnd
perpendikulyar goniniii defilemesi.

IV. Berlen goniden berlen nokada cenli uzaklyk

Goy, L goni

Ax+By+ C=0 (A% + B #0) (24)
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deflleme bilen berlen bolsun. Kdbir M(x,,y,) nokat berlen we M
nokadan (24) goni g¢enli uzaklygy aralygy tapmaly.

1-kesgitleme. Berlen M(x,,y,) nokatdan (24) gond inderilen

perpendikulyaryfn d uzynlygyna berlen M (X,,y,) nokatdan (24) gond
cenli uzaklyk diyilyar.

2-kesgitleme. M(x,,Yy,) nokat we koordinatalar baslangyjy L
goni ¢yzygyn diirli taraplarynda yatyan halynda +d dett we M (X, Y;)

nokat hem-de koordinatolar baslangyjy L goniden bir tarapda yatyan
halynda —d def bolan & ululyga berlenM (x;,y,) nokadyn L géniden

......

i

| B M(x1,y1)

90’ o

N 920
P(x,y)

P90

n X
0
39-njy ¢yzgy

Sunlukda, d=|5| we meseldni  ¢ozmek Ugin bize S -ni tapmak
veterlik.

Goy, nortbolsun,yagny |n |=1 we n, LL.Onda

nlz(ﬂA,/iB),
1
(AA)?+(AB)’=1we A= ———u.
++/A? + B2
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Diymek,
FI): A B
+JA2+B? ++A? +B?

bz hasap n MMOP  edelit  Cyzyda  d=MNHPQ].
OM =(x,,y,) we

(OT\/I ,rﬁ):%: np, OM =0Q (25)
0OQ=0P+PQ, PQ=6. Onda
o= 00-OP (26)
Emma
-C

OP=(OP, n )= >0,

++JA%? +B?

Bu densizik bolmagy iigin radikalyn oniiinde C-it  alamatyna
garsylykly alamat almaly, yagny bolsa c>0 we c<0 +.

Indi (25) we (26) deiiliklerden alyarys:

_ Ax, +By, +C
+V A% +B?

Bu formulada radikalyn ofiiinde C-m  alamatyna  garsy alamat
almaly.

s 27)

Mysal. Berlen iki parallel gonilerin arasyndaky d uzaklygy
tapmaly.(Iki parallel géond perpendikulyar kesimm d uzynlygyna bu iki

------

Coziilisi: ki parallel gonilerin denlemelerini
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Ax+By+C,=0 Ax+By+C, =0
gorniisde yazyp bolar.
Goy ,M(x,,y,) Dbu goénilerint birinde, meselem
Ax+B,y+C,=0
yatyan bolsun.Onda

_ |AX, + By, +C,| _ IC,—C,|

d . (27")
VA? + B2 VA? + B?
AX +By+C, =0 (L)
Ax+B,y+C, =0 (L,)

goniler berlen.Bu gonilerin  kesismesinden emele gelen burglaryn
bissektrisasynyn denllemesini diizmeli.

Coziilisi:
Burgun  bissektrisasy-onun  taraplaryndan  den uzaklykda yatan

nokatlar kopligidir. Tki goninii kesismesinden catyk burglar emele
gelip,olaryn bissektrisalary 6zara perpendikulyardyrlar.

40-njy ¢yzgy
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C nokadyn we D nokadyn AB bissektrisadan gysarmasyny
degshilikdes, weg, bilen belgliin ~we AB  bissektrisanyi
denllemesini  diizelin. Goy, goni ¢yzyklar 40-njy ¢yzgydaky vyaly
yerlesen bolsunlar. &, =—51’4O-njy ¢yzgydan (26) formula gora

alarys:
Ax+B,y+C, __A1x+ B,y+C,

+ AT 4B, A+ B

AN bissektrisanyn defilemesini &, = 5, defilemeden alyarys:
Ax+B,y+C, Ax+By+C,
~2 =
i11A22+BZ A+ B/

Seylelk bilen iki bissektrisanynn defilemesini asakdaky gomiisde
yazmak bolyar.

AX+By+C, _ AX+By+C

JaiB. AT +B

3. Ucburglugyn taraplarynyii detilemesi

X+y-1=0, (AB)
yH1=0 (BC)

we onuin medianalarynynn kesisme N(-1;0) nokady berlen.Onun {igiinji
(AC) taraplarynyn denlemesini tapmaly (41-nji ¢yzgy).

Biz bu yerde we geliekde haysy-da bolsa bir kesimil denlemesi
diyip,ol kesimm istinde yatan gOoni ¢yzygynynn deinlemesine
diistinjekdiris.
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Cozilisi: Cozilisini asakdaky tertipde alyp baralyn:

1) B nokadyn koordinatalaryny tapyarys.
2) D nokadyn koordinatalaryny tapyarys.
3) A nokadyn koordinatalaryny tapyarys.
4)  AC tarapyn denlemesini diizyéris.

YA

41-nji ¢yzgy

{XB +Y,-1=0

1)
yg +1=0

Yo =-1, x;=2 B(2;-1)

2) D nokadyn koordmatalaryny (5) (IIl bap, §3) formulalar boyunca
tapyarys.N nokat medianalarynn kesisme nokady bolany ii¢in:

:ﬂ:Z,
ND
2+ 2x 5 1 5.1
-1= e, Xp ==23 Yo =5 Dl -=i- |5
3 0 =75 Yo 75 ( 2 2)
3) (5°)( III bap, §3) formulany ulanyp alyarys:
+ -1+ 1
ye=-1, yczyAZYDv 2yA=§, Ya=2
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X, =1-y,=1-2=-1 A(-1;2).

4)  Indi, AC tarapyn defilemesini diiziip bileris:

5yt
2 _ 2
_1+§ 2_1
2 2
va-da
X-y+3=0

4.ABCD parallellogramyn diagonallary N(1,2) nokatda
kesigyar.Onun iki tarapynyn

x+2y+1=0, (AB)
2X+y-3=0 (BO)

denilemesi berlen.Parallellogramyn beyleki iki tarapynyn deiilemesini
we B nokatdan ge¢meydn diagonalynyn denlemesini tapmaly.(40-nji
surat).

Cozilisi:

1) AB we BC taraplar parallell dildir.Sonun iign hem iki B
nokadynynn koordinatalaryny tapalym.
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N
W

42-nji ¢yzgy

A

{XA+2yB +1=0

2Xg +Ys —3=0
7 5 7.5
Xg = =, =—— B(z—2).
s =3 Ye=—3 B3

2)D nokadyn koordinatalaryny tapaly.
(5) (II bap, §3) formulany ulanyarys,onda:

_Xot¥o =yB+yD_D(_1.£)_

X y ] b
N 2 N 2 3’3

3) CD tarapyn denlemesini diizelin. Onda (22)-nji formulany
ulanyp taparys:

1 17
X+=-+2(y——) =0,
3 H2y-3)

X+2y-11=0.
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4) AD tarapyn denlemesini hem (22)-nji formula boyunga tapyarys
2x+y-5=0.

5) AC diagonalynn denlemesini tapmak iicin A ya-da C nokadyn
koordinatalaryny  tapyarys.Somira  (17) formula boyunca AC
diagonalyn defilemesini tapyarys:

11 7

=21y 13x+8y-29=0.
3 3) y

A(

5. 2x+y-1=0.

goni cyzykda M, (4;-3) we M,(2;-1) nokatlardan denn uzaklykda
vatyan P nokady tapmaly.

Coziilisi: Serte gord: |M,P|= |[M,P| (43-nji ¢yzgy)
(X, =42 +(y, +3)* =(x, —2)* +(y, +1)°,

P nokat berlen goni ¢yzygyn istinde yatyr. Diymek,

2x,-y,-1=0

<

43-nji ¢yzgy
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Indi
{4xp -3y, -20=0,
2x,+y,-1=0
sistemany ¢oziip tapyarys:

X, =23, y,=-3.56; P(2.3,-3.6).

6. M,(-1,-1) nokadyn iistinden gecydn we
x+2y-1=0 ,
X+2y-3=0
parallel goni ¢yzyklaryn arasyndaky kesiminini ortasy
X-y-1=0
gonide yatyan goninin denlemesini tapmaly. (44-nji ¢yzgy)

Cozilisi:  Ilki B nokadyn koordmnatalaryny tapalyn.B nokat AC
kesimin ortasy.Diymek,(5) (III bap, 3) formula boyunga:

{XA+XC =2X; ,

(28)
YatYe =2Yg

Xy +2Y,=3m,
X +2Y. =1.
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44-nji gyzgy

Bu iki denligi gosup, (28) denlikler esasynda alyarys:
Xg +2Y5 =2.
Bu deiileméni
Xg =Yg —1=0.

detileme bilen bile ¢ézup tapyarys:
Xg =— ’ == 1 B )
I (5:3)

2)B hem-de M nokatlarynn koordinatolary boyunga (17) formulany
ulanyp, gdzlenydn denlemdni tapyarys:

4x-y-5=0.
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7.Ucburclugyti  bir depesi B(-4,-5) we onuit iki beyikliginii
denilemesi

5x+3y-4=0 (29)
3x+8y+13=0 (30)
berlen.Bu tlicbur¢lugyn taraplarynyn denlemesini tapmaly.

CozilisiB nokat (29) we (30)gonilerm istiinde yatmayar.(Muny
bilmek iicin B nokadyn koordinatalaryny (29) we (30) denlemelerde
goyup gormeli). BC tarapyn defilemesini B nokadyn istiinden ge¢yin
we (29) gond perpendikulyar goni ¢yzyk hokmiinde (23) formulany
ulanyp taparys:

-3(x+4)+5(y+5)=0 , 3x-5y-13=0.
Seyle hem AB tarapyn defilemesini tapyarys:
8x-3y+17=0

AC tarapyn denlemesini tapmak iicn A  hem-de C nokatlaryn
koordinatalaryny tapmak yeterlikdir.

A nokat tligin

3X, +8y, +13=0,
3X, —5y,—13=0

sistemany we C nokat tigin:

5% +3y. —4=0,
8X. =95y, +17=0

sistemany ¢Oziip alarys:

A(1-2) we C(-13).
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45-nji ¢yzgy
Indi (17) formulany ulanyp, AC tarapyn defilemesini tapyarys.
5x+2y-1=0.
Ucburglugyn taraplarynyii defilemeleri:
3x-5y-13=0, 8x-3y-1=0, 5x+2y-1=0.

8). C (1;1) nokadyn iistiinden gecydn we birinji koordmnatalar
burgundan meydany 2 kw. birlk bolan ticburcluk kesydn goni
cyzygyn denlemesini diizmeli.

CozilisiGoy , OA=a, OB=b (43-nji ¢yzgy) Onda (20) formula

esasynda gbzlenydn denlemimiz seyle

+==1 bolar. Serte gori: a?b:

D | <
o<
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\ )
wy)
A xX

46-njy surat

.ahem-de b nébellileri tapmak igin:

bx. +ay. =ab,
ab=14

ya-da

b+a=ab,
ab=4

sistemany ¢ozmeli. Bu sistemany ¢6zip alyarys: a=2, b=2.

Dimek, gdzlenydn goni ¢yzygyn denlemesi:
5.}.!:1
2 2

ya-da

2x+2y-4=0

9) A (5;-1) nokat bir tarapy
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4x-3y-7=0

goni  ¢yzygyn  Ustiinde yatan kwadratyin depesi bolup hyzmat
edyar.Ol kwadratyn beyleki taraplarynyn denlemesini diizmeli

|

47-nji ¢yzgy

Coziilisi: A nokat berlen goni ¢yzygyn tstiinde yatmayar,¢iinki

4-5+3-1-7#16

Ol kwadratyn bir tarapy berlen gonid parallel we A(S5,-1) nokadyn
Ustlinden gecyédr.(22) formula boyunca ol tarapyn deiilemesini

tapyarys:
4(x-5)-3(y+1)=0

ya-da
4x-3y-23=0
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Kwadratyin A depesinden gecyin we denlemeleri belli taraplaryna
perpendikulyar tarapynyn denlemesini (23) formula boyunga tapyarys:

3(x-5)+4(y+1)=0, 3x+4y-11=0

Kwadratyn dordiinji tarapynynn denllemesini 3x+4y+C=0

gorniisde yazyp bileris.Bu denlemede C ndbelli.(27°) formulany we
kwadratyn taraplarynyni deiiligini ulanyp alarys:

-7+23 [C+1Y
V16+9  16+9
ya-da
C+11==xl16, C=5; C=-27
Diymek,
3x+4y+5=0
we
3x+4y-27=0

Meseldnn ~ sertlerini ki  kwadrat kanagatlandyryar.Olaryn  birinii
taraplarynynn denlemeleri:

4x-3y-23=0, 4x-3y-7=0.
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3x+4y-11=0, 3x+4y+5=0.

we beylekisinini taraplarynyn denlemeleri

4x-3y-23=0 , 4x-3y-7=0,
3x+4y-11=0 , 3x+4y-27=0.

10) A(3,-4) we B(-1,-2) nokatlaryn istinden ge¢yan goni ¢yzyga
gord M, (8,-9) nokada simmetrik M, nokady tapmaly.

CozilistA hem-da B nokatlaryil istiinden gecydn goni ¢yzygyi
deiilemesini diizmeli.Ony (17) formulany ulanyp taparys:

x-3 y+4
-1-3 -2+4

ya-da

2x+4y+10=0 (31)

(23) formula boyunca M,(8;-9) nokadyn istiinden gegyén we goni
cyzyga perpendikulyar goni ¢yzygyn detlemesini diizelin:

4(x-8)-2(y+9)=0, 4x-2y-50=0

Bu denlleméni (31) denleme bilen bilelikde ¢ozip, C(X.,Y.) nokadyn
koordinatalaryny tapyarys:
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\. M

« M:

48-nji ¢yzgy

() ( HI bap, §3) formulany  ulanyp,M,(x, ,y,, ) nokadyn
koordinatalaryny tapmak {icin asakdaky denlemeleri:

Xy, +8 Y, —9

~7=2M

2

XM]_ = loglgéyMlz _5

9. Tekizlkde asakdaky densizlklerin Coziilisini — oblastyny
gurmaly:

—-2X+Yy<6,
2X+3y <12,
X+y=>5
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Cozilisi: ki

—2X+y=6
2X+3y =12
X+y=5

goni ¢yzyklary guralym.

Y

49-njy ¢yzgy
Nokadyn goni ¢yzykdan gysarmasynyn kesgitlemesine gord
-2x+y<6

deiisizligi goni ¢yzykdan koordmnatalar baslangyjy bilen bir tarapda
yerlesen nokatlar kanagatlandyryarlar.Sonun yaly hem

2x+3y<12

densizligi kanagatlandyryan nokatlary tapyarys.
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xty =5
densizligi
X+y =5

goni  ¢yzykdan koordinatalar bagslangyjy vyerlesen tarapdan bagsga
tarapda yatyan nokatlar kanagatlandyryarlar.

Detsizliklerm iiglismin hem yerine yetydn oblasty A ABC-ni i¢i
we onun taraplarynynn nokatlary. Diymek,densizlikler sistemasynyn
Cozilisinin oblasty A ABC we onun taraplary.

5. Ikinji tertipli ¢yzyklar

Tekizlikde goniburgly dekart koordinatalar sistemasy berlen
bolsun. Onda n tertiph algebraik ¢yzyklaryn kesgitlemesine
layyklykda

a,, x> +2a,Xy +8,, Y + 28X+ 28,y + 8, =0 32
defileme  ikinji tertipli  egrilerin detilemesidir. Bu  yerde
a,;,8,,,8,,,8,,,8,;,a5,berlen sanlar we a ,a;,,a,,bir wagtda nola
den bolup bilmeyirler, a,,,a,,,a,,,a,;,a,;Koffisientlerin we a,,azat
agzanyn  bahalaryna  baglylykda (32) denleme diirli  egrileri
kesgitleydr. Biz bu deilemidni derndp ony yonekeylesdirip ol egrilerin
kanonik (yonekey)  deillemelerini alyp bileris (2-nji mesele, §4).
Emma biz egrinii kesgitlemesine gbrd onun denlemesini taparys. (32)
defileminii hi¢ hili hakyky kokiinih bolmazlygy hem miimkiindir.
Meselemx? + y®+1=0.
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I. ELLiPS

Kesgitleme.

Tekizlkde iki bellnen F, we F, nokatlara ¢enli bolan
uzaklyklarynynn jemi hemiselk 2a sana den bolan nokatlar kopliigine
ellips diyilydr. Fwe F, nokatlara ellipsii fokuslary diyilyar.

Y

B(0,b)

C(-a;0) h\/} A(a:0)

kS

0

D(0;-b)

50-nji ¢yzgy

Ellipsin  kanonk denlemesini almak iigin goniburcly dekart
koordmnatalar sistemasyny yoriite seyle alalyn: Ox oky F, we F,

nokatlaryn stinden we Oy oky FiF, kesimii ortasyndan
|OF,| =|OF,| gegireln.  Goy, [F1F2|=2C bolsun.

OndaF,(c;0), F,(c;0). (50-nji ¢yzgy). Goy, M(xy) ellipsde yatyan
nokat bolsun, onda | M F,[+|M F, |=2a ya-da

Jx+0)? +y? +/(x—c) +y* =2a (33)
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(33)-nji detileme - ellipsin detilemesi. Yonekeylesdirmek tigin ony
radikaldan bosatmaly. Iki ony

(x+¢)?* +y? =2a—/(x—c)* +y?

gomiisde yazalyn. Bu denligin iki bdlegnde-de poloztel ululyk dur,
sonun iicin hem ony kwadrata goterip alarys:

(x+¢)* +y? =4a® —4da/(x—c)’ + y* +(x—c)’ +y?

ya-da

ay(x—cf +y? =a® —cx. (34)
Bu deriligi hem kwadrata goterelin:
a’(x—c)’ +a’y? =a* —2a’cx +c*x?
ya-da
(a2 —cz)x2 +a’y*=a’(a*-c?)
Indi a>c densizligi gbz 6nitinde tutup,
b*>=a*-c*,b=+a”-c?
belgileme girizip alarys.

2 2

LY

a® b’
(35)-nji  denlemédnin ellipsin  denlemesidigini  subut edelin. (35)-nji
denlik (33)-nji denlikden gelip ¢ykdy. (35)-nji defileménin (33)-nji
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deiilemd ekwiwalentdigini subut etmek tigin (35)-nji defilemeden (33)-
nji denleminin gelip ¢ykyandygyny subut etmeli

Goy, (X,y) (35)-nji denlemini kanagatlandyryan kéabir sanlar
bolsun. (33)-den (35)-a gelmek iicin yokarda gegiren islerimizi tersine
gecirip alarys

a’ [(x —c) +y? ]= (a2 —cxf .
Bu denligin ki boleginden hem kok alyp taparys:
a(x—c) +y? = v_L(a2 —cx) . (36)

(35) denlikden  [x|<a boljakdygy anyk. [x<a we c<a bolyanlygy
sebipli lexj<a®, diymek, a’*-cx>0. Sonuii iigin hem (36)-njy
denligin sag boleginde plus alamatyny almaly. Netijede (34)-nji
deiiligi alyarys. (34)-nji denligi ilki

(x+c) +y? =[23— (X—C)2+y2}2

gorniisde yazalyn. Bu deilikden alyarys:

(x+c)* +y? = J_r(Za—w/(x—c)2 + yzj . (37
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Indi
(x—c) +y? =x* —2cx+c? +y? (38)

ulylygy derfilii. Ozal belleysimiz yalyx® <a®, |cX<a®, diymek,
-2cx sanyn absalyut ululygy

2a’- dan kigi. (35)-nji defiikden y* <b?, yagny y® <a®-c®ya-da
¢’ +y? <a’densizligi alyarys. Diymek, (37)-nji deiiligin  cep
bolegindiki yayyn i¢inddki ululyk polozitel. Sonun iicin (37) denlikde
yayynl oniinde plus alamaty almaly:

(x+c)* +y? =2a—4/(x—c)* +y? ,
bu bolsa (33)-nji denlik .
Sunlukda, (33)-nji denlik (35)-nji denlikden alynyar,edil seyle hem
(35)-nji detileme (33)-nji denlemeden alyndy. Bu bolsa (35)-nji we
(33)-nji  denliklerin  ekwiwalentdigini  gorkezydr. Diymek, (35)-nji

denlik ellipsin defilemesi. (35)-nji  denlemd  ellipsin kanonik
detilemesi diyilyar.

Eger (35)-nji detilemede a=b bolsa, onda

X2+y2=a2

alyarys. Bu deiilleme radiusy a merkezi koordinatalar baglangyjynda
bolan toweregin denlemesidir. & we b sanlara ellipsin yarym oklary
diyilyar. Eger a>b bolsa a-uly yarym ok, b-kigi yarym ok diyilyar.
(bizint sertimizde a>b).

Ellips ¢éklenen egri,¢iinki |x|§ a, |y|§ b. Diymek ellips taraplary
awe b bolan goniburglugyn iginde yerlesen.
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Eger (35)-nji denlemede x-i ornuna  -x goysak, onda ol
iiytgemez. Bu bolsa ellipsin Oy okun  simmetrikdigini gorkezyar.
Sonun yaly-da ellipsi Ox okuna gord simmetrikdir.

Ellipsinn defilemesini parametrik gorniisde yazyp bolyar.

X=a-Ccoso,
_ (P}OS(pSZR (39)
y=Db-sing
dogrudan-da
x? y? .
?+b—2560s2(p+3|n2(p=1.

vagny (39)-njy denlemeler boyunca kesgitlenen (x,y) nokatlar o-in
islendik bahasynda (35)-nji ellipsde yatyarlar.

A(a;0), B(0;b), C(-a;0), D(0;-b) nokatlara ellipsin depeleri

Ellipsini gurlusy

Merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan a we b radiusly
towerekleri alalyn (a>b).

S1-nji ¢yzgy
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Sonra ¢ burgy bilen ON radius - wektory gecirelin. N nokatdan Oy
okuna parallel, P nokatdan Ox oka parallel goni  gegirelin. Ol
gonilerin kesisme A nokady ellpse degisli. Dogrudan-da, A OBN-den
we A OPD-dan alyarys.

(y =PD) y =0Psing =bsing

52-nji ¢yzgy

(x =0B) x:ONCOSgo:aCOSgo}

Sunlukda, biz ¢ burguin geometrik manysyny we ellipsi gurmak
usulyny bildik.

Ellipsi gurmak {icin yene bir usuluzynlygy 2a bolan sapak almaly,
onuil uclaryny uzynlygy 2c defi bolan kesimiii uglaryna berkitmeli.

Somira  sapagy galamyn ujuna idirip  ¢ekdiwrip  galamy
aylarys,netije-de galamyn ujy ellips ¢yzar.

&=—  ulilyga ellipsmi ekssentrisiteti diyiydr.a <C , sonuil ii¢in
hem ¢<I yagny ellipsin ekssentrisiteti birden kici.

Belli bolsy yaly c¢® =a® —b?, sonuit iigin hem
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Eger a=b bolsa , ellips towerek bolyar we & =0.

nL=+(x+c)*+y>, r, =(x—c)* +y? (40)

denilikden alyarys:

Jx—c)? +y? = a-Sx,
a
bu denlikden (40)-njy denliklerin ikinjisi {icin alyarys
r,=a—ar.

Emma ellipsin kesgitlemesine gord r, +r, =2a, onda r, =2a—r, ya-
dar=a+er

gonilere (35)-nji ellipsin direktrisalary diyilyar.

Mysal. A(\/gij B(—§\/§,4j nokatlar we merkezi
J5 2

koordinatalar baslangyjynda, radiusy 3 V2 deit tswerek berlen.

1) A we B nokatlaryn dstiinden gegydn ellipsin  kanonik
detilemesini tapmaly.

2) Bu ellipsinn fokuslaryny we ekssentrisitetini tapmaly.
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3) Berlen towerek bilen ellipsini kesisme nokatlaryny tapmaly.

Coziilisi:
1) Ellpsin kanonik denlemesini alalyn:
2

2
Y
+b_2 :1

QN| =

we muna A hem-de B nokatlaryn koordinatalaryny goyup, a we b
sanlary tapalyi.

5 64

P

a75 16 =a=5b=4
4a b

Diymek, ellipsinn kanonik deiilemesi:

2 2

X Y

25 16

2) Ellipsin fokuslaryny we ekssentrisetini tapalyn
c®=a’-b*=25-16=09;

c=3. g= =§; F.(-30), F,(30)

3) Ellipsin we toweregin kesisme nokatlaryny tapalyn
Onun {igin

x> +y> =18

2 2
X_+y_:1
25 16
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sistemany ¢oziip tapyarys:

Ml(—Sﬁ,g), M, =(-5v2,47), M3(—5\/§,—¥),

M, (—Sﬁ,—g) :
a 5
c=3. g=—=—; F,(=30), F,(30)
c 3
2. Giperbola

Kesgitleme.Tekizlikde iki berkidilen F,,F, nokatlara genli
uzaklyklarynyin tapawutlarynynn absolyut ululygy hemiselik (2a) sana
deft bolan nokatlar kopliigine giperbola diyilydr. Sunlukda F weF,

------

Koordinatalar sistemasynynn Ox okuny F, we F, nokatlaryn iisti
bilen gegirelin we Oy okuny F; F, kesimin ortasyndan gecirelin hem-
de belgileme girizelin.Onda F,(—c;0),F,(c;0). | FF, |=2c.

M(x.y)

F1(-c.0) 0| F2(-c.0) x

54-nji ¢yzgy
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Goy, M (x,y) giperbolada yatan nokat bolsun. Onda
|F1M — F2M| =2a

ya-da

‘\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2‘=2a, (41)

I’1=\/(x+c)2+y2, rzzwl(x—c)2+y2, (42)

(41)-nji denlleme bizin seredyin giperbolamyzyn deflemesi.

------

Giperbolanynn  kanonik  defilemesini  almak  {igm  ellipsin
defllemesini  Ustiinde geciren amallarymyzy gecirmeli. Biz  ony
gecirmegi okyjylara hodirleyiris we dine netijini yazyarys:

2 2
—i—2=1, b? =c? —a?, (43)

QN| =

rrrrr

(43)-nji detilemeden gomiisi yaly, giperbola Ox okuna hem-de Oy
okuna simmetrik. Onun birinji ¢aryekdédki boleginin detlemesi

yz%sz—az (a<x <o) (44)
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Giperbola (a,0) we (-a,0) nokatlardan ge¢yir, olara giperbolanyn

depeleri diyilyar. (43)-nji deilemeden gomiisi yaly giperbola Oy
okuny kesmeyir:— y? =b?; defleméinifi hakyky koki yok.

y=t2x (45)
a

gonilere giperbolanyn asimptotalary diyildr.
Umuman eger y=f(x) egri berilen bolsa we
lim [f(x)—ke—b ]=0

deniik yerine yetydn bolsa, onda y=kxtb gond y= f(x) egrinmn
asimptotatsy diyilir.

Giperbolanyin (44) denleme bilen kesgitlenen bolegini alalyn we
ony y= gx goni bilen denesderelin.

IimFx—EM}EIim (x—2* —a*)(x+2* - ) _

x—o g a a x—w x+\/x2—a2

2

axawx_'_ /x2_a2
b .y y .
Bu Dbolsa y=—x goninih giperbolanyn asimptotydygyny
a
gorkezyir.

Sonun yaly-da, y= iEx gonilerin  koordinatalar oklaryna dord
a

simmetrikdigi sebédpli bu gonilerin x —>oo hem-de X — —00
giperbolanyn asimptotlary bolyandygyny aytmak bolyar.

Giperbolanyn sag sahasynyin parametrik defilemesini alalyn.
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xX= g(et +e™),
2 (—o<t <o),
y=2(¢ -e)
2
bu yerde

t -t t -t
e +¢e e —¢€
sht=

cht=

Bu funksiyalara, degisliikde giperbolik kosinus we

giperbolik
sinus diyilydr. Bu formulalardan alyarys:
ch’t—sh*t =1,
Diymek,
= acch,
roseEnl (46)
y = bsht
c
E=—

sana giperbolanynl eksentrisiteti  diyilyir.c>a  bolyandygy
a

sebdpli  giperbolanynt  ekssentritetinil e>1

bolyandygyny
c¢® =a® +b® deiligiti esasynda alyarys.
2 2 2 2
» C a“+b b
Ta T e

8=1,1—|—(E)2; E= &% —-1-
a a

Fokal raduslar ii¢in formulalar:

eger M(x,y) nokat giperbolanyn sag sahasynda bolsa, onda
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I, =a+ex r, =—a-+ &
we eger M(x,y) nokat giperbolanynt ¢ep sahasynda bolsa,
n=—(ex+a) , r,=—(sx-a)

defileméni alyarys.

......

Il; Biz (46)-njy denlemelerddki t parametr bilen (39)-njy
denllemelerddki ¢ parametrin arasyndaky baglylygy we giperbolany
gurmagyn  (sirkul we lineyka bilen ) usulyny gorkezelin (54-nji
Cyzgy).

Koordinatalar sistemasynynn baslangyjynda merkezi bolan a we b

radiusly ki towerek guralyn. Ox oky bilen ¢@,burg emele getiryén
sOhle gecirelin. Onun uly towerek bilen kesisme nokadyny A we kici
towerek bilen kesisme nokadyny B bilen belgiilin. OB=b; OA=a.
Sofira yokarda aydylsy yaly ellipsit nokadyny guralyn we ony M,
harp bilen belgililin. Biz giperbolanyn dite birinji ¢aryekdaki bolegini
gurmak bilen c¢dklenyaris.
OM, sohlini gecirelil ,onuf a radwsly towerek bilen
kesismesmiM, harp bilen belgliln. M, we B, nokatlary
birlesdirelin. ellipsin N, (a,0) nokadyndan Oy okuna parallel goni
gecirip, onun O M, sohle bien kesisme nokadyny P harp bilen
belgildlin. OP goninin denlemesini yazyp bilyaris, ol yzﬁx.

X9
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giperbola

S4-nji ¢yzgy

Bu yerden P nokadynyn ordinatasyny tapyarys: V, = Yog,

Xo

N, (a,0) nokatdan B, M, - parallel goni gecirelit we onuit OP goni
bilen kesisme nokadyny Q bilen belgildlin. OQ radiusly duga gecirip,

onun OX bilen kesisme nokadyny B, bilen belgililin AOM, B, we
AOQ N, mefizes. Ondan alyarys

0Q ON,
OM, OB,

2
onda Bz(a— ,Oj :
Xo

Indi P we B, nokatlardan degisliikde Ox we Oy oklaryna parallel
gonileri gegirelin. Bu gonilerin kesisme nokady Mo(Xo ,Yo)

2

(43) giperbolada yatyan nokat , bu yerde X, = a_’ Y, = Yo 4,

Xo Xo

Hakykatdan-da (x,, y,)-nokadyn (35) ellipsit nokadydygyny tinse
alyp hasaplalyn.
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2 2 4 242 2 2 2 2
Xo Yo _ @ 3@ _afy yo|_ & X _,
a>* b* a’x? xlb* X b?

Diymek, M, (x,,y,)-(43) giperbolanyni nokady.

a’ : :
BZ(—,O] nokat ellipse A/, nokatda gecirlen galtasmanyin Ox oKy
Xo

bilen kesisme nokady. Dogrudan hem M, (x,,y,)nokatda -ellipse
gecirilen galtasmanyn denlemesi:

2 2 2
b x, a b xo(xo—a) 7 2
O qa [.2_ 2|2 7O 2 2 0
Xy —a” (%o d Xxo4X5 —a a
ya-da

b

_ 2 2

Yo =—A* —4d
a

bu (44)-nji denleme.
Indi, goy (35)nji ellips parametrik defilemeleri bilen berlen bolsun.
X=acos ¢

y = b sing 0<p2r.
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Giperbolada yatyan nokadyn koordinatyny (X,Y) bilen belgildln.
Onda

a

X COS(D X

Bu yerden (46) denlemelerin esasynda, alyarys:

=21 =Y _ygp.
a cosQ b

Yene-de trigonometriyanyn formulalaryny ulanyp alyarys:

tg£= 1-cosp =\/cht—l =th£,
2 1+cosp cht +1 2

2
1 1+sin (cos(§+sin (gj
e' =cht+sht=——+tgp= L =

cos @ cos @ cos?? szﬂ
2

2

P in? sm( +¢)
cos —+SIn
27y 42 tg(£+£j

cos P —sin? cosl £+ 9@ 4 2)
2 2 4 2

Bu deiilikden t-ni tapyarys:

t_Intg(Z (ZPJ

Mysal.

2 2
%_{_8—1 giperbolada 3x+2y+1=0 gO6nd golay M nokady

tapmaly we M nokatdan bu goni cenli uzaklygy tapmaly.
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Cozilisi:

95-nji ¢yzgy

Cyzgydan gorniisine M nokat giperbolanyni ¢ep sahasynyn
polozitel boleginde bolmaly.

5()6) 3X +2Y +1

N
emma
Y:E\/)cz—a2 :§\/x2—24.
a
Onda
3x+2\/2§\/x2—24 J_
olx)= —(3x+ x? —
(W)= F = 5B -2,
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Biz 5(x) funksiyanyn i ki¢i bahasyny tapmaly:

Sonuii iigin hem  &'(x) =+ 1 (3— V3¢ j:o..

V13( 0 Jx2—24
3x?-24 = X\/§,
9(x* - 24) =3x°,
3x? —24%3=x?,
x* =36, Xx=16

Diymek, x=-6. y=3 ; M; (-6;3) we M;(6;3).Onda

3-(-6)+2-3+1 11

d, =

J13 V13’

; _|3-(—6)+2-3+]j_ 25

? V13 V13’
11
Jogap My (-6:3) ; d =—.
gap 1( ) 1 \/E

3. Parabola

Kesgitleme. Tekizlikde berkidilen F nokada ¢enli aralygy

berkidilen L gond ¢enli bolan aralyga den bolan nokatlar kopliigine
parabola diyilya
direktrisasy diyilyar.

Ox okuny F nokadyn tstinden L gond perpendikulyar gegirelin, Oy
okuny F we L goninii ortasyndan gecirelin. Goy, L goni bilen F

nokadyn aralygy p bolsun. Onda F(g,O) we L goninin  denlemesi
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x=-2 (L)

bolar. Goy, M(x,y) parabolada yatyan nokat bolsun,onda

IMK| = |MF|

ya-da Q(fi,O)
2

1~
_
-

Mix.¥)

v

Fl-—,0) X
2

56-njy ¢yzgy

1 p ?
=l x-=1] +? 47
x+2 (x 2] y 47

parabolanyn defilemesiBu defileméini radikaldan bosadyp alyarys
y*=2px (48)
(48)denlemidnin  hem parabolanyn denlemesi bolyandygyny,yokarda

ellipsii denlemesini gorkezisimiz yaly subut edip bolyar,yagny (48)-
den (47)-nji defileméni almaly.
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(48) denllemd parabolanyn  kanonik denlemesi diyilydr, p-Sana
parabolanyn  parametri diyilydr. (48)-nji parabola  Ox okuna gord
simmetrik.Sonun yaly-da

x? =2py
Oy okuna simmetrik parabolanyn deilemesi.

Eger Ox oka parallel ysyk sohlesi parabola N nokatda diigse, onda ol
dowiilip, F fokusyndan ge¢yiar: Yagny eger ON goni N nokatda
parabola galtasma bolsa, ZQNF =2 DN Q.

Mysal.

Fokusy F(4,3) we direktrisasy y+1=0 goni bilen parabolanyn
defilemesini yazmaly.

Cozilisi: Goy, M(x,y) parabolanyn nokady bolsun. Onda
parabolanyn kesgitlemesine gord

Jie—4) +(y-3f = y+1
ya-da
x? —8x+16+y° +6y+9=y" +2y+1

1.
=—x"—-x+3
"7y

parabolanyn deillemesi.
Mysallar.
1. 1)a=3,b=2;

2) a=b, c=4;
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3) =3, b=";
5

12

4) b=5, ===
13

Berlenler boyunca ellipslerinn detlemelerini yazmaly.

2. 9x® +25y° =225 ellipsde F, fokusdan F, fokusa genli bolan
aralykdan 4 esse uly bolan nokady tapmaly.

3. 1)a=2,b=3
2)a=4 c¢=5

3) ¢=3, b=
2

4)a=8, b=".
4

Berlenler boyunga giperbolalaryn detlemelerini yazmaly.

4.  e=+/5 ekssentirisiteti F(2,-3) fokusy we degishi direktrisasy
3x-y+3=0 gbni bolan giperbolanyii deiilemesini yazmaly.

5. 1) M(4,-8) nokadyn iistiinden ge¢yan we Oy okuna simmetrik
parabolanyn denlemesini yazmaly.
2) Fokusy F(0,-3) bolan parabolanyn deflemesini yazmaly.
6. Fokusy F(2,-1) we direktrisasy x-y+1=0 goni bolan

parabolanyn denllemesini yazmaly.
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6 Ustleriii we ginislikdiiki cyzyklaryh defilemesi

Goy, ginislikde goniburgly dekart koordinatalar sistemasy we kabir
S iist berlen bolsun. Eger

F(x,y.2)~0 (49)

defileméni S {stde yatyan islendik nokadyn M(x,y,z) koordinatalary
kanagatlandyryp we ginisligin bu istde yatmayan hig bir nokadynyi
koordinatalary kanagatlandyrmayan bolsa, onda (49)-njy deflemi

rrrrrr

Merkezi C(a,b,c) nokatda we radiusy R bolan sferanyn
denlemesi

(x—a)’ +(y—by +(z—c)* =R?

goriisde boljakdygyny onuil kesgitlemesinden alyarys.Eger sferanyn
merkezi koordinatalar baslangyjynda bolsa,onda onui detlemesi

x’+y*+2* =R%.

Gmiglkde 7" ¢yzyk ki S weS, distlermt kesismesi hokmiinde
kesgitlenydr (umuman yeke-tdk dil ), yagny

R(x.y,2) = 0}

F(xy,2)=0 (50)

denllemeler sistemasy bilen berilyar.

Meselem,
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X>+y*+2° =1,
X*+y*+(z-VR*-1)’=R?* R>1
deiilemeler sistemasy Oxy tekizlkde yatyan radiusy bire den we
merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan toweregin denlemesidir.
Gmislikde tistlerin denlemesi
X = X(u,v),

y=y(uv), (51)
z=12(u,v)

gorniisde hem berilydr. (51)-nji  defllemeler  sistemasyna  istiiil

.....

Gmislikde ¢yzyklaryn parametrik detlemesi

X = X(t)
y=y()
z=12(t)

gorniisde bolyar,bu yerde parametr t.
Meselem:
Xx=Rcosgsiny,

y =Rsingsiny, 0<Q< 27 _
z=Rcosy

NN
IN
S
IN

NN

merkezi koordmnatalar baslangyjynda we radiusy R bolan sferanyn
denlemesi.
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I. IKinji tertipli iistler

Biz yygy dus gelydn distlerin denilemerini bellip gecelin.

1. Aylanma iistler.

Eger
F(x,y)=0 (52)
cyzygy kébir okunyn dasynda aylasak, onda biz kibir iist alyarys. Ol

rrrrr

Goy, (52)-mji ¢yzyk oy okunyn dagynda aylanyan bolsun. Onda
alnan dstiin denlemesi

F(EVx2+2%,y)=0 (53)

bolar we eger ol ox okunynn dasynda aylansa, onda

F(x,i\/yz + 22) =0 (54)
denlleme ol ustiin denlemesi bolar.

Diymek, Oxy tekizlkde yatan L ¢yzygyn Ox(Oy) okunyn dasynda
aylanmasyndan emele gelen {istiinnh denlemesini tapmak {icin, onun
(52)-nji  denilemesinde y-il  ornuna +y? +2% (x-in  ornuna

+/x* +2° ) goymaly.
Beyleki koordmnatalar tekizliklerinde yatan cyzyklaryi

koordinatalar okunyn dasynda aylanmasyndan alnan {stlerii hem
denilemesinint tapylysy yokardaky yalydyr.
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2. Ikinji tertipli silindrler. Silindrik iistler
Eger S istde yatan islendk M(X,,Y,,2,) nokadyn istiinden oz

okuna parallel bolan goni ¢yzyk tutuslygyna S istde yatyan bolsa,
onda bu tiste emelegetirjisi Oz oka parallel bolan slindrik st diyilyér.

1. Emelegetirjisi Oz okuna parallel bolan slindrik st
F(x,y)=0 (55)

denileme bilen berilydr we (55)-nji denleménin kesgitleyidn ¢yzygyna
slindrinn ugrukdyryjysy diyilyar.

Sonun yaly
F.(x,2)=0, F,(y,z) =0

denlemeler, degisliikde,emele getirijisi Oy okuna we Ox-na oka
parallel silindrik Ustlerin denlemelerdir.

S7-nji ¢yzgy
2. Kabir Oxyz goniburgly dekart koordinatalar sistemasynda
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2
X Yy
i ——=0
a® b?

o

rrrrr

(56-njy cyzgy).

3. Oxyz kdbir gonuburgly dekart koordinatalar sistemasynda
detilemesi
x2 y2 ZZ
—+=+—==1
a’* b* ¢?
bolan Uste ellipsoid diyilydr. (Eger a,b,c sanlaryn haysy bolsa-da ikisi
den bolsa, onda ona aylanma ellipsoid diyilydr); a,b,c¢ ulylyklara

......
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59-njy ¢yzgy. Elipsoid.

4. Kaébir gonuburgly dekart koordinatalar sistemasynda

2 2

ZZ
+ —

2

=1

QN| =
%[
(@]

denlemesi bolan tste bir boslukly giperboloid diyilyar, (eger a=b
bolsa, onda ona bir boslkly aylanma giperboloid diyilydr). a,b,c-

......

5. Kiébir gonuburgly dekart koordmnatalar sistemasynda

2 2 2
Y Z
+b_2__2__1

:}N| =
(@]

denlemesi bolan iiste ikiboslykly (a=b bolanda aylanma) giperboloid

......
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60-njy ¢yzgy. Bir boslukly giperboloid.

6. Paraboloidler. Kabir gonuburgly dekart koordinatalar sistemasynda

2 2
XYy
2pz  2qz
ya-da
2 2
LS A ¥
P q

61-nji ¢yzgy

8. Kébir goniburgly dekart koordinatalar sistemasynda
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.....

62-nji ¢yzgy
3. Tekizlik
1.Giiglikde goniburgly dekart koordinatalar sistemanyny alalyf.

Goy, 7 tekizlk we ona perpendikulyar H= (A,B,C) wektor berlen
boolsun A,B,C sanlaryin #hlisi bir wagtda nol bolup bilmeyir, yagny
A +B?+C*#0. My(X, ,Y,.2,) 7 tekizlikde berlen nokat . 7
tekizlikde erkin M(x,y,z) nokat alalyn.Onda

MM =(X—X,,Y—VY,,Z—2,)We n wektorlar ortogonal, diymek

(M M) =0 (56)
Bu 7 tekizigin denlemesiKoordinatalar gorniisinde
A(X=X) +B(y —¥,) +C(z-2,) =0 (57)

ya-da
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Ax+By+Cz+D=0 (58)
Gorniiyde yazmak bolar,
bu yerde

= _Axo _Byo _Czo

......

(57) detileme  berlenM (X, Y,,Z,) nokatdan gecyin tekizligin
detilemesi.

Islendik birinji tertipli derejesi
Ax+By+C+D=0, A*’+B*+C?=0 (59)

deileme kébir tekizlign denlemesi bolyar. Hakykatdanda, bu
denlemdni kanagatlandyryan (X, ,Y,,Z,) sanlary tapaly:

Ax, +By,+Cz,+D=0 (60)
(59) detilemeden (60)-njy tozdestwony ayryp alyarys.
A(X—X,)+B(y-vy,)+C(z—12,) =0,
bu bolsa (57)-nji deileme, yagny(X, ,Y,,Z,) nokatdan gegyin we
H: (A, B,C) wektora perpendikulyar tekizligin denlemesi.

Eger (58)-nji denlemede A#0, B#0, C#0, D#0 bolsa, onda ona
tekizligin doly defilemesi diyilydr.Bu halda ony

: (61)
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gorniisde yazyp bolyar, bu yerde

(61)-nji denlemd tekizligin kesimlerddki denlemesi diyilydr, ¢ilinki
a,b, ¢ sanlar tekizlign denlemesinde Ox,0y,0z oklardan kesyéin
kesimleriniii ululyklary (63-nji ¢cyzgy).

AB,C,D sanlaryn hic bolmanda biri nol bolsa, (58)-nji denlema
tekizlignn doly dél denlemesi diyilydr. Asakdaky hallaryn bolmagy
miimkin.

61-nji ¢yzgy
1) D=0, A#0, B£0, C#0. Onda

Ax+By+C=0
deiileme koordinatalar baslangyjyndan gegyén tekizligin denlemesi.
2) D#0 A=0, B#0, C+0
By +Cz +D=0, B+#0, C=0
Ox okuna parallel tekizliginin detilemesi.

1) Sonun yaly D#0 , A#0,
Ax+D=0

Oz okuna parallel tekizligin denlemesi
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2) D#0 , A#0,B=0, C#0
Ax+Cz+D=0

Oy okuna parallel tekizliginiii defilemesi.

3) A=0,B=0, C+0 ,D#0, onda
Cz +D=0

bu Oxy tekizlige parallel tekizligin denlemesi.
6) Sonun yaly A#0,B=0,C=0, D#0
Ax+D=0
Oy tekizlige parallel tekizligin denlemesi.
7) A=0, B#0,C=0, D#0
By+D=0

Ox tekizlige parallel tekizligin detlemesi.

Il. Iki tekizligin arasyndaky burc.Iki tekizligin parallelik we
perpendikulyarlyk serti

Goy, iki tekizlik
AX+By+Cz+D=0 ,n =(A,B,C,) ()
AX+B,y+C,z+D=0 ,n, =(A,,B,,C,) (7,)

berlen  bolsun.Bularynn kesisende emele getirydn catyk  ikigranly
burglarynyn Ikismden birini olaryn arasyndaky burcy hokmunde kabul
edyiarler. Goy, ¢ ol burglaryn biri bolsun, onda
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AA,+BB,+CC,
\/Af +B; +Cf\/A22 +BZ+C? ,

cosQ =

>N >

Cinki ¢ =(n, n,).
T
Eger 1, 1z, bolsa,onda ¢7=E, diymek

AA +B,B,+CC,=0

iki tekizligit perpendikulyarlyk serti we eger 7, || 7, bolsa,onda

n [ n,,
diymek
A_B_GC
A2 BZ CZ

iki tekizligin parallelik serti.

I11. Berlen bir gonide yatyan ii¢ nokadyn iistiinden gecyin
tekizligin denlemesi

Goy, My(X, ,Yo:20) , Mi(X ,Y:,2) we M,(X,,Y,,2,) nokatlar
dirli we bir gbnide yatmayan bolsun.Bu {i¢ nokadyn istiinden dife bir
tekizlik gegyar. Ol tekizlikde erkin M (X, Y, z) nokat alalyn.Onda

MM = (X=X, Y = Y0, Z2— 2;),
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MOMl:(Xl_XO’yl_yO’Zl_ZO)’

MoMz :(Xz —Xor Yo = Vo1 2, _Zo)

wektorlar sol tekizlkde yatan  wektorlar, diymek olaryn gatysyk
kopeltmek hasyly nola dei:

MM - M M, - M M, =0,
ya-da

X=X Y~ Yo ZT7%
X317 % Y17 Yo Z1 " %|=0 (62)
X2 7% Y27Yo ZT27 %

Bu defileme M,, M,, M, nokatlardan ge¢yén tekizligin defilemesi.

IV. Berlen nokatdan berlen tekizlige cenli uzaklyk ( aralyk )

Goy,
Ax+By+C+D=0 (63)

7 tekizik we kdbir M (X, ,Y,,z,) nokat berlen bolsun.M nokatdan

7 tekizlige gecirlen perpendikulyaryin uzynlygyny d bilen belgilip,
ony tapalyn.

Kesgitleme. M nokat we koordinatalar baslangyjy 7 tekizlikden
dirli tarapda yatyan bolsalar +d den we M hem-de O nokatlar =
tekizlikden bir tarapda yatyan bolsalar —d defi bolan o ululyga M

------
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Diymek, d =|5|-

Sonun iigin hem M nokatdan 7z tekizlige ¢enli d aralygy bilmek tigin
o -ny tapmak yeterlik.

6 -nyn tapylsy nokadyn goni ¢yzykdan gysarmasynyn tapylysy yaly
we

_ Ax +By, +Cz, +D
++/A* +B* +C?

bu formulada radikalyn oOmniinde D-im alamatyna garsylykly alamat
almaly.

o

(64)

V. Goni ¢yzyk ginislikde

1. Goni gyzyga parallel ya-da onda yatan her bir noldan tapawutly
wektora  goninin  ugrukdyryjy wektory  diyilydndigini biz  ozal
bellipdik.

L goni onda yatyan M, nokat we onun ugrukdyryjy a wektory
bilen doly kesgitlenyar.
defleme L  gonide erkin  M(x)y,) nokat alalyn. Onda
MM =(X—X,,Y—VY,,2—2,) Wektor q=(m,n, p) wektora diie M

nokat L gonide yatanda kollineardyr. Sonun iigin hem

m n p

X=X _ Y=Y _ 2712 (65)

------

deiliklerde eger maydalowjy nola deii bolsa, onda sanawjy hem nola
denn diyip diistinilydir. Bu defilemeden alyarys (proporsiyalary t
deiilip):
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X =X, +mt,
y =Y, +nt, (66)
Z=12,+ pt

......

Bu denlemeler sistemasyna goninmi parametrik denilemeleri diyilyar,
bu yerde - oo<t<oo,

Goy, goni M (Xy,,Y0,2,) We M, (Xy,Y,,2,) nokatlardan gecyin
bolsun we M(XYy,z) onda yatan erkin nokat bolsun. Onda

MM, =(X, =Xy, ¥; — Yo, 2, —Z,)  Wektor  goninii  ugrukdyryjy
wektory bolyar, diymek,

X=Xy _ Y=Y, _ Z—1Z, (67)

X=X Yi=Yo L%

bu bolsa berlen iki nokadyn Uistiinden gec¢ydn goninin derilemesi.

Iki tekizlik kesisende goni ¢yzyk emele gelydr. Sonuil iicn hem
goni bu tekizlikleriit denlemelerinin sistemasy hokmiinde berilyar:

7 AX+By+Cz+D, =0, (68)
7w, AX+B,y+C,z+D, =0

N1 :(Al’Bl’C1)7n2 :(A21BZ’C2)
(A21+821 +C% ¢0,A22 +B?% +C?% #0),

bu yerde
A B,
A, B,
kesgitleyjiler bir wagtda nola denn bolup bimeyérler. (tersine bolsa

|| 7y).

B, C,
B, C,

A G,
A2 C2
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(68)-nji  denlemd  gOninh  umumy denlemesi hem  diyilyar.
Hakykatdan-da, bu deflemeden goninii kanonik denlemesini alyp

bileris. Eger ny = (n,,n,), onda n L goninifi ugrukdyryjy wektory:

64-nji cyzgy

B1 Cl

clle. AllA B,
BZ CZ

n=|nm |- ,
C, AllA B,

Goy, (X5, Yo:Z,) (68)-nji sistemanyn kabir ¢ozilisi bolsun.

Onda
X=Xo _ Y=Y _ 2717
Bl Cl ClAi AlBl
BZ CZ CZ A2 A2 BZ

detileme L goninit kanonik denlemesidir.

2. Iki goninin parallelik we perpendikulyarlyk serti

Goy, iki goni berlen bolsun:
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_ _ 9, =(m.n.p) (41)

= = az = (mz,nzy pz) ' (42)

Bularyl arasyndaky burgy ¢ bilen belgilili. Onda ¢ = (ci"(i;) we
mm, +nn, + P, P,

Cos ¢ =
JmZ +nZ + pZymZ +nZ + p2

Eger goniler parallel bolsalar g, ||, , diymek

mo_n_p

1
m2 n2 p2
iki goninin parallelik serti.

Eger L, L L, bolsa, onda (ch 1 qé ), diymek

mm, +n,n, + P, P, = 0,

Bu iki goninin perpendikulyarlyk serti.

3. Goni ¢yzyk we tekizlik.

Goy, L goni

X—Xo Y=Y Z1-2, _
= = ’ _mana
- . » q =(m,n,p)

Denlleme bilen we 7 tekizlik
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Ax+By+C+D=0
Denlimn bilen berlen bolsun.
¢ = (L"7)-belgi girizelin.(63-nji ¢yzgy)

berlen bolsun.

A

Onda l//:%—(p:(ﬁ a) we

. Am+Bn+Cp
sing = :
JA? +B? +C2Jm? +n? +n?
Diymek,
Am+Bn+Cp=0
n

65-nji ¢yzgy
goninin we tekizligin parallelik serti we

A_B_C
m n p

goninin. we tekizligin perpendikulyarlyk serti.

(69)
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Mysallar.
1) Berlen M (x,,Y,,2,) nokadyn istinden ge¢ydn we z tekizlige
Ax+By+Cz+D=0

perpendikulyar L goninin detlemesini yazmaly.

Cozilisi:Serte gora L goni we H: (A,B,C) wektor parallel. Sonun

ticin hem H wektor L goninint ugrukdyryjy wektory. Diymek,

X=X _ Y=Y _2-1

A B C

deflleme L gbninin denllemesi.

2. Berlen Ax+By+C+D=0 tekizlik bilen L

X=X _ Y=Y _2-12

m n p

goni ¢cyzygyn kesisme nokadyny tapmaly.
Coziilisi: Gozlenyan nokadyn koordinatalary
Ax+By+Cz+D=0

X=X _ Y=Y _2-2
m n p

sistemanynn Cozilisidir. Bu sistemanyii ikinji defilemesinden alyarys.
x=mAt+ X, , y=nAtYy, ,z=pAitz, (70)
Xy, -1 bahalaryny 7 tekizligin defilemesine goyup alyarys:
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A(mi+ X, J+BmA+ y, )+C(pA+z,)+D=0
Bu deiilemeden A tapyarys :

_ Axy +By,+Cz, +D
Am+Bn+Cp

A

Eger goni ¢yzyk we tekizlik kesisydn bolsa, onda (69)-njy formula
gord AmtBntCp#0 A bahasyny (70)-nji denliklere goyup,

alyarys.
Goni ¢yzygynn we tekizligin kesisme nokadyny tapmak tigin

:_Axo + By, +Cz, +DerX
Am + Bn + Cp °

=_Ax0+Byo+Czo+DnerO (71)
Am +Bn+Cp

:_AxO+ByO+Czo+D .
Am + Bn +Cp °

formulany alarys.
3. M (X, Yo:2y) nokadyn iistiinden gegydn we ki L, we L,

L X=X _ Y-V, _Z_Zl
1 -
m, n, P,

goni ¢yzyklary kesydn L goni ¢yzygyn denllemesini diizmeli
Cozilisi: M (Xg, Yo,Zp) nokadyn tstinden ge¢yan goni ¢yzygyn

denllemesi.
208



Bu denilemede m,n,p ululyklar nébelli.
L gbni ¢yzyk bilen, L, goni ¢yzyk kesisyér, sonufi iicin hem olar
kébir 7 tekizlikde Vatyarlar.Yagny al =(m,n,p,) a= (m,n, p)
wektorlar 7 tekizlikde yatyarlar. ? =(X, = Xos Y1 — Yo:2—Z,)

—

wektor hem 7 tekizlkde vyatyar.Diymek ,q, 1’F komplanar

wektorlar.Onda:

Xy —Xyg ¥y~ My 237 3Ig
m n P
My Ty 20

=0 (72)

Sonuit yaly L goni ¢yzyk bilen L, goni cyzygyn kibir 7z, tekizlikde

yatyandygyny ulanyp alyarys:

Xg=Xg Y2=Yo Z27 %
My LG 2

=

m i P

=0 (73)

(72) we (73) denlemeleri bileleikde ¢6ziip, mn:p gatnasygy tapyarys.

Mysallar

1.Her bir nokadyndan F,(2,3,-5) we F,(2,-7,-5) nokatlara cenli

uzaklyklarynynn kwadratlarynynn tapawudy B sana den bolan istiin
denilemesini diizmeli.

5 x? +y?+2z? =10y,
C|x?+2y+22-19=0
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toweregin merkezini we radiusyny tapmaly.

3.M,(1,2,0),M,(2,1,]) nokatlarynn iUstiinden ge¢yin we —x+y-1=0
tekizlige perpendikulyar tekizligin denllemesini yazmaly.

4. M,(12,0),M,(211) weM,(3,0,1) nokatlardan gecyin tekizligit
detilemesini yazmaly.

5. -x+2y-+1=0 we y+3-1=0
tekizliklerin arasyndaky burgy tapmaly.

6. 2x-y+-1=0  -4x+2y-2-1=0
tekizliklerin aralygyny tapmaly.

1.
x—1 wy+2 z-5 x—=7 y—2 z—1

We — —
2 —3 4 3 2 -2

gonilerin bir tekizlkde yatyandygyny subut etmeli
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IV BAP
1. Cyzykly (wektorly) ginislikler

I. Kesgitlemeler, mysallar

Biz wektorlar bilen ¢yzykly amallar (olary gosmak we sana
kopeltmek) gecirilende, yene wektor alynyandygyny beryéindigini
bilyaris. Seyle amallar basga-da birndge zatlar bilen gegirilse, yene-de
sol zatlary berer. Muna mysal edip, kdpagzalary gorkezmek bolyar.
Cyzyky amallary haysy zat {igin ulananymyza garamazdan, olaryn
dhlisi Gigin umumy bolan bir hédsiyet bardyr. Ol hasiyetleri wektorlar
licin hem-de matrisalar {i¢in biz ozal bellipdik.

Indi biz islendik bir R koplik alyp, sol kopliigin elementleri

cyzykly amallary kesgitlilin. Bu kopligin elementlerini wektorlaryi
belgilenisi yaly belgilalin.

Goy, R koplikk tigin asakdaky iki aksioma yerine yetsin.

I. Gosmak aksiomasy.
Islendik  XeR, yeR clementler iigin gosmak amaly-olaryn
jemi X+ y kesgitlenen we X+YyeR.

Gosmak amaly asakdaky sertleri kanagatlandyrmaly.

1. X+y=y+X;

2. X+Y)+Z=X+(Yy+12);

3. R koplikde nolluk element digip atlandyrylyan 0 element
bar bolup, omuii iigin X+0=X sert yerine yetyar;

4. Islendik XeR igin ona garsylykly —X element bar bolup,
onun Uigin:
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X+ (—X) =0.

Il. Islendik XeR {i¢in ony islendik hakyky A sana kopeltmek
AX kesgitlenen we AX eR.
Sana kopeltmek amaly asakdaky sertleri kanagatlandyrmaly:

Lo A(uK) = (Au)X;
2. AX+Y)=AX+ 4y,
3. (A4 p)X = AX + 1X;
4. 1-X =¥,
onda R kopliige ¢yzykly gmislik diyilyar.

R c¢yzykly gmislk {icin  kesgitlenen ¢yzykly amallaryi
hasiyetlerinin - wektorlar {igin kesgitlenen amallaryni hésiyetleri  bilen
lagyk gelydndigini  gdryaris. Sonun i¢gin  hem ¢yzykly ginisligin
elementlerine  wektorlar diyilyir we olar {igin wektor belgisi
ulanylyar, olaryn  Ozleri bolsa wektor giislikleri diyip hem
atlandyrylyar.

Yokarda getirilen aksiomalara  (wektorly) c¢yzykly  giitisligiit
aksiomalary diyilyar. Bu aksiomalardan gelip ¢ykyan birndge
netijeleri bellalin.

1. 0-X=0;
2. 1-0=0:
3. (-1 -X=-X;

4. Eger AX =X we X =0 bolsa, onda A = .
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Mysallar

1. Adaty ginislkdaki dhli wektorlaryn kopligi, tekizlikdaki &hli
wektorlaryin  kopliigi, bir goninii Ustinde yatyan &hli wektorlaryn
kopligi ¢yzykly ginislikdirler.

2. Derejesi n-den uly bolmadyk &hli kopglenlerin kopliigi ¢yzykly
giniglikdir.

3. Derejesi n-e dein bolan &hli kopagzalaryn kopligi cyzykly
gmiglhk déldir, c¢iinki ki n derejeli kopagzalarynn jeminii yene n
derejeli kopglen bolmazlygy miimkin. Meselem
P(X)=a,x"+a X" +..+a,; Q,(X)=-a,x" +bx" +..+b,

bolsa, onda P, (x)+Q,(X) n-1 derejeli kdpagzalar.
4Yewkild gittisligi ¢yzykly gittislikdir.

R c¢yzykly giislk {icin  onuil elementlerinii  (wektorlarynyii)
cyzykly ~ kombinasiyasy @ we  ¢yzykly = bagkanysygy — adaty
wektorlarynky vyaly kesgitlenyar. Eger R ¢yzykly giniskde n sany
cyzykly baglanysyksyz wektorlar sistemasy tapylyp, her bir nt+l

wektor sistemasy c¢yzykly baglanysykly bolsa, onda bu gilislige n
Olcegli ginislk diyilyar. Eger R n Olcegli ¢yzykly giislk bolsa we
€,,6,,..6, wektorlar c¢yzykly baglanysyksyz bolsa, onda islendik
X € R {igin

X =X8€ +X,6, +...+ X €,
denlik yerine yetiryin X, X,,...,X, sanlar bardyr. € ,€,,...,€,

wektorlar sistemasyna R cyzykly gmishgm bazisi we X, X,,..., X,
sanlara X wektoryn su bazisddki koordinatalary diyilyar.

Eger-de R ¢yzykly gmislkde islendik sanda  ¢yzykly
baglanysyksyz wektorlar sistemasyny tapyp bolsa, onda ona
tikeniksiz Olgegli gmislik diyilyar.
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II. Cyzykly ginisligini bolek ginisligi
Eger Ri1, R ¢yzykly ginislikler bolsalar we R, e R bolsa, onda R;
cyzykly ginislige R ¢yzykly giiisligin bolek ginigligi diyilyar.

Islendik bolek ginisligin Olcegi onun girydn ¢yzykly giisliginii
Olceginden uly déldir.

Birnd¢e mysal getireliil.

Adaty  Ug¢Olcegl  giislkde — yatyan — wektorlar  kopliigi,
koordinatalar baslangyjyndan gecyén goni ¢yzyklaryn istiinde yatyan
wektorlar kopliigi bolek gmisliklerdir.

Goy, Pn- derejesi n-den uly bolmadyk kopagzanynn kopligi
bolsun. Onda P, ¢yzykly ginislkdir we Py, k<n bolanda P,
ginisligin bolek ginigligidir.

Her bir ¢yzykly giislik 6zinin bolek ginisligidir.
n ndbellili bijynsly ¢yzykly denlemeler sistemasyny alalyf.
81X + 83X, +.. 8y, X, =0,
Ay X + 8y X, +..+ 3, X, =0,

a X% +a. X +..+a.,.Xx =0.
Goy, onuil koeflisiyentlerinden diiziilen

a;; 5.,
dy; Ayy..dy,

matrisanyl rangy r-e den bolsun. Onda bu sistemanyn ¢oziiwler
kopligi n Olcegli gmislignn n-r Olgegli bolek gmisligini diizydr. Bu n-
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r Olcegli bolek gmislign bazisinii tapylysyny asakdaky mysalda
gorkezelin.
X, — X, + %X, — X, =0,
X, + X, + 2%, + 3%, =0, 1)
2%, +4x, + 5%, +10x, =0,
2%, —4xX, + X; —6x%, =0.

1-11-1
112 3
A:
24510
2-41-6
A matrisanyil rangyny tapalyi.
L 1 -1
D:‘ 21:2 D=1 1 2/=0
1
2 4 5
1 -1 1 -1 -1 -
D=0 1 3/=0, D,=1 1 2/=0, D,= 1 3|=0.
2 4 10 2 -4 1 2 -4 -6

Diymek, r1(A)=2. Bazis minory D ¢ep yokarky bur¢cda yerlesen.
Sonun {icin hem sonky iki defileméni taglap alarys:

X, — X, =—Xg + Xy,
X, + X, =—2X; —3X.

Bu sistemadan bazs ndbellileri x, we X, tapalyn.

1
xlz—zxs—XA; x2=—§x3—2x4 (2)
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Sistemanyfi islendk X = (X,,X,, X5, X,) ¢Ozilisini (2) formulada
X, We X, azat ndbellilere kabir anyk baha berip alyp bilers.

(1)-nji sistemanyn iki sany ¢yzykly baglanysyksyz ¢ozilisi bardyr. Ol
ikisini (2)-nji formuladan ilki x,=1, x,=0 we x,=0, x,=1

goyup alarys:

- 3 1 Vi
Xl:(_z’_z’l’ Oj, X,=(-1-2,0,-1)

(1)-nji sistemanyni islendik X =(X,,X,,X;,X,)- cdziim su iki
cozillisin ¢yzykly kombinasiyasy arkaly atiladylyp bilner. Yagny

X =¢, X, +¢,X,
(1) sistemanyn umumy ¢oziilisidir, bu yerde ci, ¢z erkin sanlardyr.

Hakykatdan-da, goy, )23 =(X,,X,,%;,X,) berlen sistemanyn
kabir Cozilisi bolsun. Onda:

e X +6,%, =X, (3)
denligi kanagatlandyryan c; we c; sanlar bardyr. wektorlary sana

kopeltmek we gosmak diizgiinini ulanyp, (3)-nji deiligi seyle yazmak
bolar:

3. ~ 1 -~ ~ ~ =~
(—Enl_nz,_icl_z(:z,cl,Cz):(xllx2lX31X4) (4)

bu yerden c, =X, C, =X, bolanda, (4) deiiligit dogrudygy goriinyr.
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X . Wwe )22 wektorlaryn ¢yzykly baglanysyksyzdygy hem (4)
derilikden goriinyér, ciinki X, =0, X, =0, X, =0, X, =0 bolanda
¢, =0, c,=0.

Diymek, (1) sistemanyn ¢oziiwler kopligi ki olgegli ¢yzykly
gilislik emele getiryéir. X, we X, bu gifisligifi bazis wektorlary
bolup, ol gitislik dortdleegli oyzykly gitisligitt bolek gittisligidir.

2. Cyzykly ozgertmeler

Goy, V hem-de W ¢yzykly gmislikler bolsun. V gitisligin her bir
X wektoryna W ginisligiii kiibir y = AX wektoryny degisli edyin A
kanunyna ya-da diizgiinine V ginigligi W ginislige Ozgertme diyilyar.
Eger-de V(X,,X, €V) we VA san iigin:

1. A% +X,) = A%, + AX,;
2. A(AX) = 1AX,.
sert yerine yetse, onda A ozgertmi cyzykly ozgertme diyilyar.

Goy, V n dlgegli we W m oOlgegli ¢yzykly gmislikler bolsun. V
giislikde €,€,,...€, bazs alalyn. Onda VX eV igin:

X =XE +X,6, +...+ X €,
A Gzgertménin ¢yzykly ozgertme bolany iigin:
AX = A(X,E, + X,E, +...+ X € ) = X, A€, + X, A&, +...+ X A&,

bu yerde Ae, eW (i =12,...,n). Eger W gitiislikde 4,,d,,...,G, bazis
alnan bolsa, onda:

AE =a,§, +a,d, +...+a,0,  (i=12..,n)
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Diymek,

AX =X (a,,0; +a,,q, +...+a,,0,,) + X, (8,0, +3,,0, +...+a,,0,,) +
+..+ X, (ainql + aanz +"'+amnqm) = (a11X1 +a,;,X, +"'+a1nxn)q1 +
+ (8, X, + 8y, X, +.+ 3y, X, )0, + .o+ (B X + 8%, +ooo 8, X, )0 -

Eger AX=y=(Y,,Y,,..Y,) bolsa, onda

AX = Y10y + o0, + o+ VoG-

Wektoryn bazis boyunga dargadylysynyn yeke-tdkliginden alarys:

Y1 = a3, X, +3;,X,

Y, =, X +a,X, +...+ a3, X,

+...+a,X

1n"*n

1)

Ym =

m X1 T Qo Xy o+, X,

Seylelik bilen, biz ¢yzykly 6zgertmede Ozgerdilip alnan wektoryn
koordinatalaryny tapmak iigin formula aldyk. Eger:

Y1
Y2

Ym

X
X2

X

n

a, &, a,

a21 a22 aZn

A= 2)

belgleme girizsek, onda matrisalary kopeltmak diizgiinini ulanyp, (1)

formulany seyle yazmak bolar:

A matrisa

Y =AX.

A Ozgertmiénii alnan €, § ; bazisdiki matrisasy diyilyér.

Bu matrisanyit { siitini A& wektoryt koordinatasydyr. A matrisa
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dite Ozgertmdnin Ozine bagly bolman, eysem giisliklerde alnan
bazislere hem baglydyr. Diymek saylanan €, ¢; bazislerde her bir V

gniglign W giiislige c¢yzykly Ozgertmesine mxn Olgegli matrisa
degislidir.

Seyle hem, eger V, W giiisliklerde bazis berlen bolsa, onda her bir

8 8, &,

A= 8y 8y 8y

matrisa kibir A ¢yzykly Ozgertménii matrisasy bolup hyzmat
edyar.

Eger-de C c¢yzykly dzgertme A ¢yzykly dzgertméniti we sofira
cyzykly Ozgertminii netijesi bolsa, onda C &zgertmd A hem-de
Ozgertmelerin kopeltmek hasyly diyilyar we ol

C=B-A
gorniisde belgilenyar.

Eger-de A 6zgertminin matrisasy A bolsa we B ozgertminii
matrisasy B bolsa, onda B-A 6zgertminiii matrisasy B- A
matrisadyr.

Diymek, eger Y =AX Z=BY
bolsa, onda: Z =BAX

Birndge mysallara seredelin.
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1. Oxy tekizikde  hemme  wektory  koordinatalarynyn

baslangyjynyn /0 nokadyty dasynda ¢ burca aylamak (A) cyzykly
ozgertmedir.

A dzgertminini matrisasyny tapmaly.
Couziilisi:
Iki biz v(X, +X,) wektor tgin:
A(X, +X%,) = AX, + A%,
denligin yerine yetyandigini subut edelin. Iki wektoryn jemi olarda
gurlan parallelogrmyn  diagonalyna dendir. Aylanma wagtynda her

bir parallelogram bir bitin yaly aylanyar we sonun {¢in onun
diagonaly hem tiytgemeyir.(1 surata seret).

TN

A
GO

=1

1-nji surat

Aylanma  wagtynda  wektoryn uzynlygy lytgemeyar.  Diymek
wektory ilki A sana kopeldip, sofira ¢ burga aylap alnan wektor bilen
ony ilki ¢ burca aylap, sofira A sana kopeldilp alnan wektor defdir.
Yagny:

A(AX) = 1AX.
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Biz A Ozgertminin ¢yzykly Ozgertmedigini subut etdik. Indi bu
Ozgertminiil matrisasyny tapalyn.

Munufi iigin i we | wektorlary ¢ burga aylalyh. Netijede
alnan Ai we Aj wektorlary i, ] bazislerde dagydalyi.

Y

¥} £
¢ 3. X
0
2-nji surat

AT wektor birlik wektordyr, 2-nji suratdan tapyarys:
Al = (cos @,sin ).
Sunun yaly-da A, wektor ligin tapyarys:
Aj = (—sin ¢, cos @).
Diymek,

AT = (cos )i +(sing)]
Aj = (-sin )i +(cosp)].

Goy, X =(x;,Y,) bolsun. Onda:
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AX = x, AT +y,A] = x [(cos @)i +(sing)]]+y,[—(sinp)i +
+(cos@)j] =(x,cosp—y,sing)i +(x, sinp+y,cose)].

Eger AX=(x],y,) bolsa, onda:

X =X, COS@—Y,Sing
Y1 =Y,Sing+ Y, cos g

we

Az cosp —sing
“|sing  cosg

01
2. A:(1 Oj matrisa berlen. Bu matrisanyn Oxy tekizlikde
ndhili ¢yzykly Ozgertme kesgitleydndigini tapmaly.

Cozilisi: Goy, X=ai +bj Oxy tekizlikde yatyan islendik
wektor bolsun. Bize A &zgertmini tapmak iigin, y= AX wektory
tapmak gerek. (3) formula gord

LA e

Diymek, A o6zgertme her bir wektoryit koordinatalarynyii ornuny
galsyryar.
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AN S

3-nji surat

y wektor X wektoryn y=x goni ¢yzyga gord zerkal sekili bolyar.
Seylelik bilen A matrisa y=Xx goni g¢yzyga gOrd zerkal
sekillendirmidninn matrisasy bolup hyzmat edyar.

3. Goy, d=aji+a,]+ak giistkde berkidilen bir wektor
bolsun. Her bir wektora y=[aX] wektory degisli edelin. Seyle
gurlan degisliligin ¢yzykly A Ozgertmedigini subut etmeli we onuf
matrisasyny tapmaly.

Coziilisi: Serte gord  Iki wektoryn wektor kopeltmek hasylyn
hésiyetlerine gora:
AR +Y) =[a(X+ V)] =[ax]+[a§] = AR + Ay
A(AX) =[a- (AX)] = A[a X] = 1AX.
Bu defilikler A ozgertminii c¢yzykly Ozgertmedigini gorkezyar.

A Ozgertminii matrisasyny tapmak tcin Ai,Aj, Ak wektorlary
hasaplalyn:
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- -

PR
Ai =[di]=a, &, a|=0-T +a,] +ak

100
i jk
Aj=[ajl=|a, a, a|=—a, +0-j+ak
010
i J ok
Ak =[d k]=la, a, a;|=a,i —a,] +0-k
001
Bu yerden (2) formula goré, AQ,Aj, Ak  wektorlaryi
koordinatalaryny siitlin boyunca yerlesdirip, A matrisany alarys:
0 —-a, a,
A=l a 0 —-a
-a, a 0

4. Iki ¢yzykly Ozgertme berlen:

Y=AX |, Z=BY.
X, A Z, 4 12 12 3
X=|%,Y=|Yy,|, Z=|z,|, A=|0-11|, B=|-11 2
Xy Ys z, 1 21 32-1

71,22,23 Ululyklary X, X,,X; ullyklaryin dsti bilen anladyan ¢yzykly
Ozgertmini tapmaly.
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Coziilisi: (4) formula gora
Z = BAX.
Matrisalary kopeltmek diizgiinini ulanyp tapyarys.

12 3Y4 12 7 5 7
BA=|-11 2|0-11|=|-2 2
32-1\1 21 11-1 7

Diymek,
Z, 75 7)(x X, + 59X, + 71X,
Z, |=|-2 1| X, |[=] =2X, +2X, + X,
z, 11-1 7)) (x 11X, — X, + 7%,
ya-da

Z,=1X +5X, +7X,
2, ==2X +2X, + X,
Z,11x, — X, + 7X,.

3. Cyzykly 6zgertminiii hususy bahalary we hususy
wektorlary

Eger X=0 wektor A ¢yzykly dzgertménini tisiri netijesinde kébir
A sana kopeldilse:

AX = AX,
onda X wektora A Gzgertménit hususy A bahasyna degisli hususy
wektory diyilyar. Diirli hususy bahalara degisli hususy wektorlar
¢yzykly baglanysyksyzdyr, yagny:
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A%, =A%, (k=12,...,n)

bolsa we 4 #A; (i#]) onda X,X,,.,X, wektorlar g¢yzykly
baglanysyksyzdyrlar.

Goy, V n Oleegli gitislk, X eV A ¢yzykly Ozgertménii hususy A
bahasyna degish hususy wektory we V giiislikde bazis berlen
bolsun. AX eV bolyandygyna gord, A Ozgertméinii A matrisasy nxn
kwadrat matrisadyr. Goy, X = (X;,X,,...,X,),

Xl
& 8 &y
X2
A: a21 a22 aZn X:
anl an2 ann .X
(1)-nji denilik esasynda seyle:
AX =X @
AX (1) denligin cep bolegine gecirip alarys:
(A—AE)X =0 2

Bu yerde E birlik matrisa. (2)-nji denleme-birjynsly denlemeler
sistemasy. Bu sistemanyn noldan tapawutly Cozilismii bolmagy
ticin, onun kesgitleyjisinin nola den bolmagy zerur hem yeterlikdir:

det(A— AE) =0

ya-da
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=0 ()]

(3) deriligin ¢cep bolegi A gord n derejeli kopagzadyr. Bu kopagza V
gitishkde saylanan bazise bagly dildir we ofa A dzgertminin (A
matrisanynl)  hésiyetlendiriji ~ kOpagza  diyilyar. A cyzykly
Ozgertmdnin her bir hususy bahasy onun hésiyetlendiriji kdpagzanyn
kokiidir we tersine, A Ozgertminit hisiyetlendiriji kopagzanyn her
bir koki onuil hususy bahasydyr. (3) denleménin koklerine A
matrisanyil hususy ya-da hasiyetlendiriji bahasy diyilyar.

Seylelik bilen, A4 ¢yzykly Ozgertminiii hususy bahalaryny
tapmak Ui¢in, ofia degisi A matrisanyin hususy bahalaryny, yagny (3)
denlleménin koklermi tapmaly. Sofira ol bahalary (2) sistema goyup,
ol sistemanyn noldan tapawutly ¢oziwlerini X, X,,..., X, (m<n)

tapyarys:

m

X =| | (=12..m)),

bu yerden hususy wektorlaryX =(x",x" ..., x") (i=12,..,m)
alyarys.
Mysallara seredelin.

1. Matrisasy
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5 -3 2
A=|6 -4 4
4 -4 5

defi bolan A4  Ozgertmidnii hususy bahalaryny we  hususy
wektorlaryny tapmaly.

Coziilisi: 4 Ozgertminiii hisiyetlendiriji kopagzany diizeliii:
5—-41-3 2
6 -4-21 4 |=-2+61-111+6

4 -4 5-1
A -6 +111-6=0
hisiyetlendiryji denleméni ¢ozip tapyarys: 4, =1 A,=2, 4, =3.

Indi, hususy wektorlary tapalyn. Onun {igin (2) defilemede A onun
bahalary bilen ¢algyryp, onun noldan tapawutly ¢oziiwlerini tapmaly.

1) A=4=1
4x, —3X, + 2%, =0,

6X, —5X, +4X, =0,
4x, —4x, +4x, =0.

‘6 -5

=4
4 —4‘

bolyandygy ticin, birinji denleméni taslap, X, azat ndbelli hasap edip
alyarys (biz i¢inji denleméini 4-e gysgaltdyk).
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6X, —5X, = —4X;,,
X, — X, = X5

Ikinji denilemdni -5-e¢ kopeldip, sotira birinji defileme bilen gosup
alyarys: x, = X,.

Indi, kinji defilemeden tapyarys: X, =2X,

X, =« hasap etsek, onda:

X, =a|?2
1

Diymek, A =1 sana degisli hususy wektorlar X = «(1,2,1).
2.Indi 2 =4, =2. Onda:
3%, —3X, +2X%; =0,

6X, —6X, +4X, =0,
4x, —4x, + 3%, =0.

Bu yerde:

‘—6 4

=2
—4 3‘

bolany Ticin, sistemanynl birinji defilemesini taslap, X, azat ndbell
diyip hasap edip alyarys:

—6X, +4x, = —6X,
—4X, +3X, = —4X,.
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Birinji denleméni -3-¢ kopeldip we ikinji denleméni 4-¢ kopeldip,
sofira ikisini gosup alyarys:

2%, = 2%, X, =X.
Diymek, x,=0.x =/ (Bislendik san) hasap etsek, onda:

1

X,=p1|
0

A, =2 hususy baha degisli hususy wektorlar X = £3(1,1,0).

3. A=4=3.
2%, —3X, + 2%, =0,
6X, —7X, +4%X, =0,
4%, —4X, +2X, =0.
Bu verde:
6 -7
4 -4

bolany ftcin, birinji denleméni taslap, X; azat nébelli hasap etmek
bolar:

6X, — 7X, = —4X,,
4x, —4X, = —4xX,.

Bu sistemany ¢oziip tapyarys:
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X, =

X; =y (y-islendik san)

Digmek, X = y(% 1 1).

1
Xl :EX?’

P P N

Mysalyil jogabyny asakdaky tablisa boyunga yerlesdirelin:

A hususy baha X degisli hususy wektor
1 a(d, 2,1
2 B 1,0)
3 1
-, 11
7. 1D

2.Goy, A ozgertme-tekizligi

¢ burca aylamak bolsun. Bu

ozgertmanin hususy bahalaryny we hususy wektorlaryny tapmaly.
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Coziilisi: Biz ozal (§2) 4 6zgertminini matrisasyny tapypdyk. Ol

A cosp —sing
“|sing  cosg

hasiyetlendiriji kopagza:

= —(2cosp)A +1.

cosp—A —sing
sin ¢ cosp—A

Hasiyetlendiriji defileménin
A —(2cosp)A+1=0

kokleri A, , =cosepxising. Eger ¢ = kil (k=1,2,...) bolsa, onda bu
denilemdnin hakyky koki yok. Asakdaky iki hala seredelin:

a) Eger ¢@=2kil bolsa, A4,, Bu halda A4 Ozgertmi

......

AX =X
her bir wektor-hususy wektor (A=E-birlik matrisa).

b) Eger ¢=(2k+1)11, 4,=-1.bolsa, onda bu halda A4

Ozgertme merkezi simmetrik Ozgertmedir. Tekizlkde yatyan her bir
wektor bu oOzgertmidni A =-1 hususy bahasyna degisli hususy
wektorydyr.

Ozbasdak ¢ozmek iigin mysallar.

) 1 2
1. Matrisasy A=
5 4
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bolan 4 Ozgertméinii hususy bahalaryny we hususy wektorlaryny
tapmaly.

Jogap:
A1=6 degisli hususy wektor X = «(2,5)

A, =—1 degisli hususy wektor X = 8(1, —1), «, islendik sanlar.

-2 3 1 -1
A= . B=
-3 8 2 -4
bolan 4 hem-de B Ozgertmeleriii hususy bahalaryny we hususy
wektorlaryny tapmaly.

2. Matrisasy

Jogap: B iicin: A figin:
A=2. R=al -1 A=-1. X=a3 1)
A,=3. X=p@1-2) A,=7. %=p 3)
1-3 4 4 -5 2
3. Matrisasy: A=|4 -7 8| B=(5-7 3
6 -7 7 6 -9 4

bolan 4 hem-de B Ozgertmelerin hususy bahalaryny we hususy
wektorlaryny tapmaly.

Jogap:
A gin: B iicin:
4 =3. X=a, 2 2) 4 =0 X=a(l 2, 2)
L =-1 X=p01421 AL =1 X=p017L11

(A we B matrisalaryn hésiyetlendiriji defilemeleriniii koki kratny).
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4. Koordinatalar sistemasyny ozgerdis

Tekizlide goniburgly dekart koordinatalar sistemasy berlen. Ol
sistemany Oxy bilen belgililin. Goy, Oxy sistemasyna 0 nokadyn
dagynda kabir ¢ burga sagat dilinii hereketinin tersine aylanan bolsun
(yagny tekizlk O nokadyn dasynda ¢ burca aylanyar). Tdze alnan
sistemany Ox'y’ bilen belgililin. 0 nokatdan tapawutly islendk M
nokat alalyn. Onun OXxy sistema gord koordmatalaryny (x,y) we

Ox'y' sistema gord koordinatalaryny (x,y’) bilen belgililii T, j
Oxy sistemasynyi ortlary we i’, ' OX'y' sistemanyn ortlary diyip
hasap edelii.

4-nji surat

Goy, A tekizligin ¢ bur¢a aylanmakdan ybarat Ozgertmesi
bolsun. Bu  Ozgertmdnmni ¢yzykly Ozgertmedigini  we  onui
matrisasynyn

A cosep —sing
“|sing  cosg

bolyandygyny biz yokarda subut edipdik (§2, 1 mysal):

i"= Al =(cosg, sing), I'=Aj
OM = xi +Yj, OM =XT"+YJ"
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Diymek,

Xi +y] =x'(i cosg+ jsing)+y'(-i sing+ jcosep) =
= (x'cos@—y'sing)i +(X'sing+Yy'cosp)].

Seylelik bilen:

x=x'cosp—y'sing
y=X'sing+Yy cosep|

Goy,
X X'
) )
y y

Onda (1) formulany seyle yazmak bolar:

X=AY.

Indi, koordmatalar sistemasynynn baslangyjy O, (a,b)

gecirilen we oklar ugruny tiytgetmedik bolsun:

"
¥y :
,V' M
BE. N i
L I\
~ | N\
|
i
5-nji surat

Bu halda:
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x=Xx"+a,
y=Yy"+b.

Ox"y" sistemasynyn kabir ¢ burca aylasak, onda (x”, y") we (X', y')
(1)-nji formula boyunga baglanysykda bolar we:

x=Xx'cosp—y'sinp+a

y=X'sinp+y'cose+b

} ja-da Y = AX +B, B=®. @)

formulany alarys.

(4)-nji formula tekizlikde koordinatalar sistemasyny Ozgertmegin
umumy formulasy diyilyar.

Goy, R" —nolegli Yewklid ginisligi we €,,€,,...,6, onda berlen
bazis bolsun. Bu bazisii kesgitleydn koordmnatalar
sistemasyny (X, X,,..., X,) bilen belgillin. A ¢yzykly Ozgertme
koordinatalar baslangyjyny tytgetmin, € ,€,,...,6, bazisi €/,€,,...,€
bazise gecirydn bolsun. €),€,,...,6 bazsin kesgitleydn koordinatalar

sistemasyny (Y, Yo, ¥,) bilen belgilalin.

M eR" islendik nokat bolup, O nokat bilen gabat gelmeyir,
(X, X5,..., X,) kOne sistema gord we (Y1) Ypreenn Y,) sistema gord
onuil koordinatalary bolsun.

a, &, a,

A= 8y 8y Ay,

anl an2 a

matrisa A Ozgertminiii matrisasy bolsun.
Onda:
X=AY, 3)
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bu yerde

X Y1
X Y|

X = , Y= ; A€ =a,6 +a,6 +...+a,€,.
Xn ym

Eger indi  (y,,Y,,..,Y,) Koordinatalar sistemasy €,€,,...,€

wektorlary {iytgetmidn onun baslangyjyny basga nokada gegirse,
onda:

X =AY +B, B=| (4)

b

n

(3) we (4) formulalara ginislikde koordinatalary 6zgertme formulasy

rrrrr

5. Simmetrik cyzykly 6zgertmeler

R"-Yewklid ginisligi we kibir A ¢yzykly ozgertme berlen. Goy,
XxeR" we AXeR" bolsun, yagny A R" giisligi yene R" gitislige
Ozgerdyar.



denilik yerine vetse, onda A4 ¢yzykly ozgertmi simmetrik cyzykly
Ozgertme diyilyar.

Simmetriki ~ ¢yzykly Ozgertmeler algebrada, geometriyada we
mehanikada giiden ulanylyar.

R" gitislkde ortonormal  €,E,,..,6, bazis beren we A

Ozgertmidnin bu bazisddki matrisasy

n

&y &, - &y
A _ a21 a‘22 a2n
a‘n1 a‘n2 a‘nn

bolsun. Onda a; =a;, V(<i,j<n).

GOY, X = (% Xroon Xy) WE §=(¥y, Yuews ). ONCl

Y1 X
Y2 Xa
Y = AX, Y = y X = (2)
Yn Xn
Eger
AX =A%, AV=1§, A#u
bolsa, onda (X, y)=0.

Simmetrik  Ozgertmdnit (matrisanyil) dirli hususy bahalaryna
degisli hususy wektorlary ortogonaldyr.
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A simmetrik matrisa licin seyle B matrisa bolup, ony

4 0 0 0
. 0 4 0 0
BAB = 3)
0 0 .. A

gorniise getirydr. A matrisany diagonal gorniise Ozgerdydn matrisa
yveke-tdk ddldir. Emma (3) dernligi kanagatlandyryan ortogonal

matrisa yeke-takdir.

Goy,
b, b, .. by,
B= b21 b22 b2n (4)
bnl bn2 bnn

we B ofla degisli ozgertme bolsun. Onda BE =& (i=12,...,n)
bazisde A ozgertméinii matrisasy (3) matrisadyr.
B matrisany tapalyn. (3) denligi ¢epden B kopeldip alarys:

A4 0 0 O
0 4, 0 0
AB =B ®)
0 O A,
ya-da
zaisbsk = ﬂ’kbik' (6)
s=1
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(4) matrisanyn k-njy siitlinini kesgitlemek iigin n denleme aldyk. Bu
denilemelerin &hli agzalaryny cep tarapa gegirip alarys:

(au - ﬂ’k)blk + a12b2k +.o..t alnbnk =0,
a21b1k + (azz - }“k)bzk +..t aannk =0,

(7)

anlblk + aanZk +..+ (ann - ﬂ“k)bnk = O

Bu sistemanynn noldan tapawutly Coziilisi bolmagy {icin, onui
kesgitleyjisinin nola den bolmagy zerur we yeterlikdir:

a, -4 a, . &,
ay; azz_ﬂ* ay,

- 0. ®)

Bu bolsa A matrisanyn hasiyetlendiriji denlemesi.

Simmetrik matrisanyn  hdsiyetlendiriji kopagzanynn &hli kokleri
hakyky sandyr. Seylelk bilen, A matrisany diagonal gorniise
getirmek ligin onun hususy bahalaryny tapmak veterlik. B matrisany
tapmak ti¢in (7) sistemany ¢ozmeli.

Asakdaky hallarynn bolmagy miimkindir.

1.(8) denlemédnin ahli kokleri dirli we olar A, 4,,....4,. (7)
sistemada A =4 goyup we ony ¢Ozip alyarys.
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V,=a , a-islendik san.

Wektor b, =a(d,,d,,...d,) A matrisanyi 2, hususy bahasyna

degisli hususy wektory. Bu wektory normirlilin, yagny ony i-a
b

1

kopeldelin:

bu wektoryn koordmnatalary B matrisanyn birinji siitiinidir.

Soiira sistemada A=A4,, A=4;,...,.A=4, goyup, & wektory

!

tapysymyz valy €,&;,...,6 wektorlary taparys. Bu wektorlar A
matrisanyn dirli hususy bahalaryna degisli hususy wektorlarydyr.
Sonuni {icin hem olar ortogonaldyrlar.

Diymek, €/,€,,...,6 bazis ortonormal bazis we B matrisa-
ortogonal (B dzgertme-ortogonal zgertme).

2. (9) denileminin kratny koki bar.
Goy,

A=A == =v

Bu halda A—VE matrisanyn rangy n-m den bolmaly. Sonun
ticin hem (7) sistema n ndbellili n-m denlemeler sistemasyna geler.
Onun haysy-da bolsa bir Coziilisini alalyn.
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n

b, = a(u,,U,,...,u,) wektory yokarda edisimiz yaly normirlili:

b, u,
€ === TS |
R BTE R

Bz A=v koke degisli dite bir wektory tapdyk. Yene m-1
wektor tapmaly.

Serte gord €&, wektor & wektora ortogonal bolmaly. n—m
defllemé

(€.€)=0

defileméni gosup, biz & wektoryn koordmatalaryny tapmak {icin
Nn—m+1 denleme alarys. Bu sistemanyn kabir Coziilisini alyp,
ondan €' wektory alysymyz yaly €, wektory alarys.

4 4

Serte gorda € wektor & hem-de & wektorlara ortogonal
bolmaly. Biz n—m deflemi yene iki defleme:

(€,8)=0, (&, &)=0

berkidip, €, wektory kesgitlemek tigin N—m+2 deileme alarys we

s.m. Biz bu prosesi td m wektor alyangak dowam etdirmeli. Seylelik
bilen, kratnosty m-e deni bolan kéke m sany ortonormal wektor
degisli bolyar.
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Mysallar

1. A simmetrik Ozgertme berlen. Bu Ozgertméniii i, ],k
bazisdidki matrisasy

>
Il
W ke
L

vagny Y = AX.

Téze ortonormirlenen bazise gecip, A matrisany diagonal
gorniise getirmeli

Coziilisi: Hasiyetlendiriji denleme diizelin:

1-A 1
1 5-4 1 (=0
1 1-2
ya-da
AR —T27+36=0.

Bu detileménin kokleri A4, =-2, A4, =3, A, =6. Diymek,

-2 0
B*AB=| 0 3
0 O

o O O

Taze bazsi €,€,,6;, bilen belgililin we ony tapalyn. Onun {igin
biz B matrisany tapalyn. B matrisany tapmak ti¢in biz (7) sistemada
A =-2, 4, =3, 4, =6 bahalary goyup ¢ozmeli.
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(- 4)by +by +3by =0,
by + (5= A)by +by =0,
3by, +by +(@1- 4 )by =0.

A =-2. Onda

b,, +b,, +3b,, =0,
b, +7b,, +b;, =0,
3b,, +b,, +b,, =0.

Birmji  defilemidni  taglap, b,,nébellini defileménii ¢ep bdlegne
gecirip alyarys:

{bll + b31 = _7b21’
3b,, +3b,, =—h,,.

by, =0, by, =—b;, diymek 51 =a(l -1, 0).

€ =& formulasyny ulanyp tapyarys: € =(% —%, 0)-

1

A, =3 bolanda alarys:

—-2b, +b,, +3b,, =0,
b,, +2b,, +b,, =0,
3b,, +b,, —2b,, =0.

Sistemanyil birnji defllemesini taslap (islendik bir defilemesini
taglap bileris) we b;, nédbellini sistemanynn g¢ep bolegine gegirip
alarys:
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b12 + 2b22 = _b32!
3b,, +b,, =2b,,.

= . 1 1 1
Bu verden b, = p(1, -1, 1). Diymek, € =|-—, —, — |
A, =6 Dbolanda, sistemany yokardaky ¢oziisimiz yaly ¢6zip
_, . 1 2 1
taparys: b, =»(, 2,1). Diymek, € =| =, —, — |
parys: b, = y( ). DIy 3 [\/6 \/6 \/Ej

Seylelik bilen, biz  €,€,,& ortonormirlenen bazisi we B
matrisany tapdyk:

1 11
NEENC N
B-|_ L 1 2
NN

o L+ 1

V3 6

Goy, 1,],k bazisde X=(X,X%,,%X) We ¥=(Y,V, Ys)-

Onda berlene gora:

Y, 1 1 3\(x
Y=ly,|=|1 5 1|X
A 31 1)\x

X wektoryn tdze bazisddki koordinatalaryny asakdaky

X'"=BX
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denlikden ya-da

111y
X \/5 \/§ \/5
X' —_i _i i X
e T G|
X3 0 1 1
J3 o e )\ %

denilikden tapyp bolar.

=
—
~1

2. A simmetrik &zgertme berlen. Bu Ozgertmiéniii
bazisdaki matrisasy

>
I
A O N
o o O
N O A~

Taze ortonormirlenen bazise gecip, A matrisany diagonal
gorniise gecirmeli.

Coriilisi: Goy, X =(%,%,%) We ¥=AX=(Y, Y, Ya)-

Onda:
A 2 0 4\(x
Y, |=[0 6 0 X,
A 4 0 2)(X

Hisyetlendiriji denleme diizelin:
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ya-da:
2B -1042 +121+72=0.

Bu defflemiinit kokleri 4, =-2, 4, = A, =6. Diymek,

-2 00
BAB=| 0 6 O
0 0 6

Taze bazsi €,€,,6; bilen belgililn we ony tapalyn. Bu mysal
ticin (7) sistemany Vazalyii:

(2-24)by +4b,, =0,
(6- /lk)bZK =0, )
4, + (2—-4)b, =0.
Bu sistemada 4, =—2 goyup alarys:
b11 = _b31’ b21 =0

Diymek, b, =a(l, 0,—1) we élz(—, ,— j

Indi (9) sistemada A, =6 goyup alarys:
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{_ 4b12 + 4b32 =
4b12 4b32

Bu yerden:

* s [ L o L
b, = A 0, 1), ez_(ﬁ,o, \/Ej'

(10)

53 wektory tapmak {icin bizde tize sistema yok. Onuit koordinatalary

(10) sistemany kanagatlandyrmaly we
(b,, b,) =0.
Seyleleik bilen, b, = (by,,b,;,b.;) wektory tapmak iigin
—b;+by,; =0,

1 1
ﬁbl3+ﬁb33 =0.

sistemany ¢ozmeli. Bu sistemany ¢ozip tapyarys b, =

b, = 7(0, 1, 0).Diymek, &, =(0, 1, 0).

11
2 2
B=| 0 0
Y
NFINF]

b,; =0, yagny
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6. Kwadrat formalar we olaryn kanonik gorniise getirilisi
Goy, R? tekizlik we T, ] bazis saylanan hem-de X =(x,, x,).
Su wektory
P(X,, X,) =8, X5 +28,XX, + a,,X: 1)
formula boyunga ¢(x,,x,) sana degisli edelii.
(1) formula x,, x, gord kwadrat forma diyilyar.
(1) formany asakdaky gorniisde yazalyii:
P(Xs X) =X, (81X + 81X, ) + X (A% +8p0%,), By =8y (2)
Bu derligin sag tarapynda birinji skobkadaky X, X, -ni
koeffisientlerini birinji setirde, ikinji skobkadaky X, X, -nii

koeffisientlerini ikinji setirde yerlesdirip, matrisa diizelin.

A:(aﬂ 312] 0
a21 a22
Bu matrisa (1)-nji kwadrat formanyti 1,] bazisddki matrisasy

''''''

Goy,
_[% i
X—(XJ, X=X, X)

2
bolsun. Onda (1) formulany:

o(x X;) = XAX
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gorniisde yazmak bolar (barlap goriin!).

Indi, umumy hala seredelin. Goy, €,€,,..,6, R" giiislikde
alnan ortonormal bazis bolsun we  X=(x, X,,...,X,). Onda bu
wektora degisli  ¢(X,, X,,...,X,) Kwadrat forma

P, Xpren X)) = D 5% X, (8 =a;) L<i,j<n) (4)
ij=l
ya-da agyp yazsak:

§0(X17X27---’ Xn) :a11x12 +28,X, X, +...+ 28, XX, +321X§ +"'+annxr?

gomiisde bolyar. Onun saylanan €,,€,,...,6, bazsdidki matrisasy:

TP T

A Ay, Ay e a2n. ©)
anl anz ann

Eger:
X
X2
X=| |, X'=(X)%50 %)
X

belgilemeleri girizsek, onda (4) formany:

P(X}s Xpyerny X,,) = XAX
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gorniisde yazmak bolar.

A matrisa simmetrik matrisa, sonuii licin hem §5 gorkezisimiz
valy seyle B ortogonal matrisa tapylyp, C =B™"AB matrisa diagonal
matrisa.

Y1

Y,
X=BY, Y=| | X'=YB

Yn

B matrisanyfi ortogonal matrisa bolany {icin  B'=B™ (Bu yerde B’
B matrisanynl transponirlenen matrisasydyr).

=y =/ -

Diymek, tize €),€,,...,6;
alar:

bazisde kwadrat forma seyle gorniisi

D(Yy, Yy ¥a) =YBTABY =D 4y, (6)
k=1

Bu yerde (§5) A, A matrisanyn hususy bahalary. Kwadrat
formanyn (6) gorniisine onui kanonik formasy diyilyar.

Her bir kwadrat forma kébir bazisde kanonik gorniige eyedir.
Kwadrat formany kanonik gorniise getirmek {icin onun matrisasynyn
hususy bahalaryny tapmaly. Eger-de  kwadrat formany kanonik
gorniise getirydin B matrisany tapmak gerek bolsa, onda ony §5-de
gorkezilisi yaly tapyp bolar.

Mysallar

1. Kwadrat formany:

P(X, %,) = X12 +4X, X, + Xg
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kanonik gorniise getirmeli we B matrisany tapmaly.

Coziilisi: Kwadrat formanynn matrisasyny diizelin:

1

Indi, bu matrisanyn hésiyetlendiriji denlemesini diizelin:

ya-da:
# -221-3=0.

Bu defllemiinii  kokleri A, =3, A, =-1. Diymek, kwadrat
formanyn kanonik gorniisi:

D(Yy,Y,) =3y; — Vs
Bu matrisany tapalynn. Onun {licin biz:

(l_ﬂ'k)blk +2b2k =0
{Zblk +@-4,)b, =0

sistemany ¢Ozmeli. Bu sistemada A, =3 goyup alarys:

—2b,,+2b,, =0,
2b,,—2b,, =0.

. 1 1
Diymek, =b,, €&=|—,—|
iymek, by, =Db,, & ( > \/E]
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Yokardaky sistemada A, =—1 goyup alarys:

{Zb12 +2b,, =0,

2b,—2b,, =0.
11
b=t g=( L L) ao 22
H AP A E
J2. 2
Téze koordmnatalar sistemasyna
11,
x\_|vz2 vz ||
o)LL,
J2o 2 )R

ya-da:
x—ly—ly
1 (2 1 (2 2
x—iy+iy
2 (2 1 (2 2

formula boyunca gecilyar.

Bu formuladan seyle netije gelyir: Tidze koordinatalar
sistemasyny kone koordinatalar  sistemasyny 45°  aylamakdan
alynyar (ser.6-njy surat).
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— e
>

Y

> o —»
45 e %

6-njy surat
2. Kwadrat formany:
P(X, Xy, X5) = X2 —BX X, + 2%, X, + X5 — 2X, X, +5x]
kanonik gorniise getirmeli we B matrisany tapmaly.

Coziilisi: Kwadrat formanyii matrisasyny diizelin:

1 -3 1
A=-3 1 -1|
1 -1 5

Indi bu matrisanyni hésiyetlendiriji denlemesini diizelin:

1-1 -3 1
-3 1-2 -1|=0
1 -1 5-21
ya-da:
A -T2 +36=0.
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Bu denleménin kokleri 4, =6, 4, =3, 4, =-2.
Diymek, kwadrat formanyn kanonik gorniisi
B(Y1. ¥2: ¥3) =6y; +3y; —2ys.
B matrisany tapalyn. Onuil ligin:

(- A)by =30, +by =0,
=3 by + (-4 )by —by, =0,
by =0, +(5-4,)by =0.

sistemada A4, =6, 4, =3, 4, =—2, goyup ony ¢ozmeli.
(7) sistemada 4, =6 goyup alarys:

—-5b,, —3b,, +b,, =0,
—3b,, —5b,; -b;, =0,
b11 - b21 - b31 =0.

Bu sistemany ¢0ziip tapyarys:
1

b11 = _2b31' b12 = §b31-
Diymek,

5 _(i 1 ij
N RN AN
(7) sistema A =3 goyup we ony ¢Oziip alarys:

b12 = _bzzl b32 = b22-
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Diymek,
& _[_L 1 i)
* L V3'V3'3)
Sonun yaly hem (7) sistemadan A =-2 bolanda tapyarys:

b33 = _bzz’ baz = b22-

Diymek,

é;:(i,i,oj we
2 2
1 11
J6 V3 V2

gl 1 1 1
J6 V3 V2
2 1 4
J6 3

Bellik. &',€, wektorlar tapylansoni, €, wektory tapmak iicin (7)
sistemany peydalanmak hokman déldir. €;,€,,& ortonormal sistema

! B!

bolmaly, sonuii iigin hem &, =[€/,&

Indi, tdze sistema gegis formulasyny hem yazyp bileris:
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Xy 1 B 1 1 Y1
o 3 2
X1 1 10y,

V6 3 V2
Xg 2 1 o || Vs
J6 o 3

Ozbasdak islemige mysallar.

Kwadrat formalary kanonik gorniise getirmeli we B matrisany
tapmaly.

L. (X, Xy Xg) = X7 —8X, X, —16%, Xy + 7X5 —8X,Xg + X7
2. (X, Xy, X;) =5X. +2x5 +5x2 — 4x;x, — 2x,%, — 4x,X,
3. (X, Xy Xg) = X7 +5x2 + x5 + 2x,x, + 6x,x; + 2,2,
4. (%, %,) =5% +4x,x, +8x;
5. (X, X,) =5%" +8x,x, +5x.

Jogaplar.

1. 9y? -9y’ +9yZ;

.
V2 6 3
B_| 0o 2 L

V6 3
111
V2. 6 3
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2. 6y2+6y2;

111
NN R
B=| 0 2 -1]

NN
111
T

111
3 6 2
1 2
B=|l-— < 0
J3 6
11 1
J3 6 V2
4. 9y2 44y
1 2
5 45
B_i 1
5 5
5. 9y2+yZ
11
5| V2 2
1 17
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