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Giris

Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly Berdimuhamedowyn
tagallasy bilen bilim ulgamynyn Gzgerdilmegi halkvmvzda uly
kanagatlanma duygusyny doéretdi.  Gysga wagtyi iginde seyle uly
ozgertmelert durmuga  gegirmek bilim ulgamynyn  iggérlerinin
oniinde gayragovulmazdan verine yetinlmeh isleri viize ¢ykardy.

Sevle meselelerin esasvlarynyn biri-de 10-njy synpda
okuwlaryny dowam etdirjek okuwgylary degisli okuw  kitaplary
bilen. sol synplarda okuw. terbivecilik  islerini alvp baryan
mugallymlary okuw gollanmalary bilen ipjiin etmekden ybaratdyr.

Geometriva dersinden 10-njy synp okuwgylary we
mekdeplerin matematika mugallymlary ii¢in nivetlenip vazylan
bu okuw gollanma geometrivanyn hizirki zaman dernew
usullaryna. koordinatalar we wektorlar usullaryna bagyslanyp.
ol iki bapdan ybarat.

Kitabyn birinji baby “Tekizlikde dekart koordinatalary we
wektorlar” divip. ikinji baby “Ginislikde dekart koordinatalary we
wektorlar” divip atlandyrylyvar. Baplaryi her birinde 16 tema bolup,
olaryii ahyrynda temalara degigli géniikmeler yerlesdirilendir. Bu
getirilen goniikmeler gollanmanyn mazmunyna doly layyk gelvir
we geomertriya dersinde koordinatalar we wektorlar usulyny has
aiieldip. ¢unilasdyryp dwretmeklige nivetlenendir.

L]
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I bap. Tekizlikde dekart koordinatalary we wektorlar
§1. Tekizlikde dekart koordinatalary
1.1 Gini ¢yzykda nokadyn koordinatasy

Erkin alnan a goniide (7 nokady alalyn. Bu géninin vene-de bir
£ nokadyny alalyi. () nokata gonini iki sany sohli bolyar. Bu gohlelerin
her haysynda () nokatdan baglap, (I kesimi yzygider alyp govalyn.
Bu kesimilerin uglaryna O nokatdan sag tarapa /, 2, 3, . . . valy polozitel
sanlary, cep tarapa bolsa-/, -2, -3, . .. valy otrisatel sanlary yazalyn.
OF kesime birlik kesim divilyir. Birlik kesimlere boliinen goni ¢yzyga
bolsa san oky diyilyir ( 1-nji surat). Netijede, biza goni ¢vzygyn her
bir nokadyna bir sany degisli edip goyup bilyaris. Meselem, A4 nokada
3: Bnokada 4,3, (" nokada -2 sanlar degislidir.

l-njt surat 2-nji surat

Nokatlara degigli sanlara géni ¢yzykdaky nokatlaryn
koordinatalary divilyidrwe ol A(3), B(4.3), ('(-2) yaly yazylyar. Seylelikde.
() nokatdan ¢epdéki nokatlaryi koordinatalary otrisatel sandyr.

Goy. bize san okunda M(x ) we Nix ) iki nokat berlen bolsun. Onda
MN kesimin uzynlygy diyip ix -x |sanaaydylyar. Meselem, A5 kesimin
uzynlygy 4.5 -3|= /.3 dendir. dogrudan hem 73 nokat 4 nokatdan /.5

4
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birlik uzaklykda yatyar. Ony gysgaca A5~ v -x | valy vazyarlar. Edil sunuii
valy B('= -2-4,3- 6.5. AC~|-2 3 - 5.Islendik x sana san okunda
bir nokat degislidir. Meselem, | sana /' nokat degisli we .m. O nokada
0 (nol) san degishi bolup. ona koordinatalar baslangyjy divilyir.
Nokatlaryn koordinatalary bu nokadyi (2 nokatdan uzaklygyny we haysy
tarapda verlesendigini arladyar.

1. 2. Tekizlikde dekart koordinatalary

Tekizlikde (7 nokatda kesigyian x we y iki sany dzara
perpendikulyar gém ¢yvzyk alalyn (2-nji surat). Goy. bu géniiler O
nokatda koordinata baglangy¢lary bolan san oklary bolsunlar. Bu san
oklarynyi birlik kesimleri ()2 . OF, deii bolsun. Adat boyunga v okuna
( 2-nji suratdaky valy gorizontal ¢yzyk ) absissa oky divilyir. y okuna
(wertikal gyzvk) ordinata oky divilvir. Ozara den boliinmeleri bilen
berlen seyle iki san okuna bilelikde tekizlikde koordinatalar sistemasy
diyilyir. Ilkinji gezek 6z ylmy islerinde seyle koordinatalar
sistemasyny fransuz alymy Rene Dekart (1596-1660) ulanypdyr. Ona
géri-de bu alymyn hatyrasyna yokarda gorkezilen koordinatalar
sistemasyna dekart koordinatalar sistemasy divilvar.

Dekart koordinatalar sistemasy niimé gerek? Onun wezipesi
nameden ybarat? Jogap: Tekizlikde dekart koordinatalar sistemasy
tekizlikdiiki her bir nokada tertiplesdirilen iki sany degisli edip goyyar
we tersine. islendik tertiplesdirilen iki sany tekizhigin dine bir
nokadyna degigli edip goyvyar.

Ol nihili amala agyrylyar? Tekizlikde erkin A nokady alyp. onuii
iisti bilen v okuna parallel gegirviris. Bu parallel Ox okuny
koordinatasy x sana deii bolan 4, nokatda kesyar. ()x okundaky A,
nokadyii koordinatasyna.4 nokadyn absisasy divilyér. Edil sona menzes
A nokatdan Ox okuna parallel gegirip. biz )y okunda 4 nokady alarys.
A nokadyn Oy okundaky koordinatasyna 4 nokadyi ordinatasy diyilyar.
Buyagdavdaony A(x;)) valy yazvarys. Skobkada birinji orunda nokadyii
absisasy. ikinji orunda bolsa onun ordinatasy vazylyar. Tersine. (a.h)

5
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sanlar berlen bolsa alamatyna lavyklykda Ox okundan a sany . Oy
okundan A sany alyp. bizA4 we A nokatlary guryarys. Bu nokatlardan
Oy we Ox oklaryna parallel gegiryiris. Bu parallelerii kesisme nokady
berlen «. b sanlara degisli nokat bolyar.

Adat boyunga Ox okunyn () nokatdan sag tarapynda we Oy
okunyn yokary tarapynda polozitel koordinatalary verlesdirilyr.
Netijede. Ox, Oy oklar bir tekizligi dért ¢édrvege bélyvir. Her
cirvekdaki nokatlar tigin koordinatalaryn alamaty tiytgemeyér
(3-mji surat).

'y
N
.1"T 5 A
n i
(=} [+4)
() L,\' : =) - =.
" n -4 p3-2 bz 3
(== (#=) B .
Y E— ) ]
3-nji surat “-n)1 surat

Koordinatalar sistemasy berlen tekizlige v(y tekizlik diyilyar.
()x- okundaky nokatlaryn ordinatasy nola dendir. (Jy — okundaky
nokatlaryn bolsa absisasy nola dendir. Koordinata baglangyjy bolan
() nokadyn koordinatalarynyi ikisi-de nola dendir (3-nji surat).

Koordinatalary A(3,3), B(-3:-2), ('(-1;4), D(2:-4) nokatlaryi
curlugy 4-nji suratda gorkezilendir.

1-nji mesele. M(3;2) we Nf-{;3) nokatlar berlipdir. MN
kesimin. Oy okuny kesyandigini. we Ox okuny kesmeyiindigini subut
etmeli. MN Kesimin ortasynyn koordinatalaryny tapmaly.

6

Henogwuntsle 3ametkn C1p.6



Coziilisi. Ox oky xOv tekizligini iki yarvm tekizlige bolyir.
3-nji suratdaky valy vokarky varym tekizlikdiki nokatlaryn ordinatasy
bilen asaky yarym tekizlikdiki nokatlarynyin ordinatalary diirli
alamatly. Bize berlen M, N nokatlaryi ordinatalarynyn bolsa ikisi
hem polozitel sanlardyr. Diymek. MN kesim Ox okuny kesmeyir.
Oy okunyi kesgitleviin yvarymtekizliklerinde bolsa nokatlaryi
absisalarynyn alamatlary diirliidir.

Berlen A/, N nokatlaryn absisalarynyn alamatlary diirli bolany
tigin. olar dirli varymtekizliklere degishidir. Diymek, AN kesim
Oy okuny kesvir.

Berlen kesimin ortasynyn koordinatalaryny tapalyn,

Goy, AB kesimin uglarynyn koordinatalary A(x, v ), Bix.v)
bolsun. Bu kesimin ortasy bolan (" nokadyn koordinatalaryny C'fx; 1)
diyip belliip. x we v koordinatalary kesgitlalin.

1K1 bilen A8 kesimin Oy, Oy oklarynyn hig haysyna parallel
dil vagdayyna seredelin (5-nji surat, I-garvek). 4, 5, (' nokatlardan
Oy okuna parallel gegirsek, biz Ox okunda 4 . B, (", nokatlary alarys.
Olaryn koordinatalary 4 (x,0) Bfx ,0), ( (\ U) bolar. ¢iinki olar Ox
okuna degislidirler. Falesmleoremas;) bowmq:a AC=C'B denlikden
A C ~C B, gelip ¢ykyar. Diymek, |x-x |~ x-x.. Bu yerde iki
vagdayyn bolmagy miimkin:

1) x-x,=xzx

2) x- -X, -\_ X

Ber)l)aLda\*da biz 2x-x,tx, va-da
X, + X,

XY= — (n

formulany alarys.
Ikinji yagdayda x,—x_ bolar. Munuii bolsa bolmagy miimkin
dil, ¢iinki 4, 5 nokatlar gabat gelmeyir we A8 kesim Oy oka
parallel dildir.
Edil suna menzeslikde A4, B, (', nokatlardan ()x okuna parallel
gecirip. biz
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Y+
2

(2)

formulany alarys. (1), (2) formulalar kesimin ortasynyn
koordinatalaryny onun uglarynyn koordinatalarynyn komegi bilen
kesgitleyar,

14
Y
A S A
C i
i Bix,.y.)
B o Clx,.n ]
=8 = 0 X i ¥ X
—a—a—— {1 =R =(
Acn
S-nji surat 6-njyv surat

Eger-de 4B kesim (Jy okuna parallel bolsa (5-nji surat.
[I-¢éirvek). onda A, B, ("¢ nokadyi hem Ox okuna proveksivasy bir
nokada diigyédr. Ona gora-de x -~ x —x Bu yagday ii¢in hem (1)
formula dogrudyr. Edil suia meiizes 4B kesim Ox okuna parallel
bolsa, onda biz v~y .~y deiligi alyarys. Bu yagday ti¢in hem (2)
denlik dogrudyr.(1) we (2) denlikleri pevdalanyp, AN kesimin
ortasynyi koordinatalaryny alarys:
5+(=D 243

2

=25

2 ¥ 2

2-nji mesele. 4BC" ii¢burglugyn depelerinin koordinatalary
berlen: 4(2,3), B(3;8), ('(6:9). Bu iigburglugyn medianalarynyn
esaslarynyn koordinatalaryny tapmaly.

X

8
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Ciziilisi. Ugburglugyi B depesinden ¢ykyan BB, mediananyii
esasy bolan B (x;v) nokat AC" kesimin ortasydyr. Ona gora-de. (1)
we (2) denliklerden onun koordinatalary asakdaky valy kesgitlenyar.

‘ XX, ‘ 246
s = = , x=4,

” -Ev B,(xiy): 542-0 =1 |[ 4 B (4.7)
lyz-l.’-l- l " * Y=

A, we (', nokatlaryii koordinatalary hem edil seyle tapylyar.
1.3. Tekizlikde iki nokadyn arasyndaky uzaklyk

Tekizlikde erkin alnan A(x ;v ), B(x ;) iki nokadyn arasyndaky
o~ AB uzaklygy tapalyn. 4 we 5 nokatlardan koordinata oklaryna
parallel gegirelin we olaryn kesisme nokadyny 6-njy suratdaky valy
(" bilen bellilin.

Bu yerde (" we A nokatlaryii ol bir x, absissasy hem-de ('
we /3 nokatlaryii sol bir v. ordinatasy bardyr. Yagny A('~ eyl
BC=x-x . onda ABC goniiburgly tigburgluk tigin Pifagoryn
teoremasyny ulansak. onda o"=4A"=A4¢C~+ BC~. Buyerden

d=(x-x ) (v-y) yada d J[,\-__ -x,) +(vs =)
formulany alarys.
Bu formulax,~x ya-day, -y, vagdaylar igin hem dogrudyr.
Eger bu formulany peydalansak. koordinata baglangyjyndan 4 nokada
enli uzaklyk ()4=yx +y, valy bolar.

§2. Wektorlar
2.1. Wektor, onui ugry we moduly
Kap ululuklary (uzynlyk, burg, agram, temperatura we §.m.)
difie bir san bilen anladyp bolyar. $eyle ululyklara skalvar ululyklar
diyilyar. Kabir ululyklary (hereket edyin jisimin tizligi, tizlenmest,

o)
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gityg valy ululyklary) doly hisiyetlendirmek ii¢in olaryn san
ululygyndan basga-da ugruny gérkezmeli bolyar. Seyle ululyklar
ugrukdyrylan kesimlenin iisti bilen ailadylvar. Eger-de kesimin
uclarynyii tertibi belli bolsa, ona ugrukdyrylan kesim diyilyar.
Meselem, AB kesimii A nokady baslangyjy (va-da birinji). B nokat
ikinji ujy bolsa, onda ol ugrukdyrylan kesim bolyar we ol A5 yaly
bellenyér. Bu yerde 4B~ BA bolsa-da. AB = BA.

Gysgaga ugrukdyrylan kesime wektor divilvir. Kopleng
wektorlary Kigi latyn harplary bilen a F; E:..._\”aly bellevirler.

Wektorlary pevkam valy sekillendiryarler (7-nji surat) va-da

E, valy vazyarlar. Her bir wektor, basglangyjy wektoryn
baglangy jynda bolan séhlini (va-da bu wektor boyunga ugrukdyrylan
ebnini) kesgitleyar. Eger bir gohlini beyvleki sohld gegirvan parallel
gégtirme bar bolsa, bu s6hlelere ugurdag séhleler diyilyir. Eger-de
parallel gégiirme bilen séhlelerin depeleri gabat gelende, olar bir-
birini goni ¢yzyga dolduryan bolsalar. olara gargylykly sohleler

diyilyar. 7-nji suratda AB. D wektorlar ugurdas. AB, 1 (@
bolsa garsylvkly wektorlardyr. Eger-de iki wektoryn kesgitleyian
s6hleler1  ugurdas bolsa. onda wektorlara-da ugurdas diyilyar.
Garsylykly sohlelerin wektorlaryna-da gargylykly wektorlar diyilyir.

8-nji suratdaky valy 7 5. P wektorlary baslangyjy O
nokatda bolar yaly parallel gogiirelin. Bu yerde a. b wektorlar

ugurdag a, ¢ wektorlar bolsa garsvlvkly wektorlardyr.

10
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(_)(,/’/J } ;/y
S / b
: 2 /

7-nji surat 8-nji surat
Wektorlary gekillendiryin kesimin uzynlygyvna wektoryn

moduly ya-da absolyut ululygy diyilyér we ol | a I, | AB [ yaly
bellenilvar. Eger iki wektoryi modullary (kiiwagt bizuzynlygy diyip
hem aydvarys) den we ugurdas bolsalar, bu wektorlara den

wektorlar divilyirwe ony @ = b valy yazyarlar. Eger a=b bolsa,
a wektory b wektora gegiryin parallel gogiirme bardyr. Dogrudan

hem, ;; — b deilikden olaryn ugurdaslygy gelip ¢ykvar. Eger olar
ugurdas bolsalar. olaryi kesgitleydn gohlelerinin birini beylekisine
gegiryin parallel gogiirme bardyr, Olaryn uzynlyklarynyn denligine
gorid baglangyclary we ahyrky uglary gabat gelyandirler (9-njy surat).

— =
Paralellogramyn hasivetine layyvklykda: AC=BD,

—» —>

AB=CD. Seylelikde. tekizlikde alnan islendik 4, B 1ki nokat

AB.BA iki garsylykly wektorlary kesgitleyér. Eger-de 45 kesimin

uglary gabat gelyin bolsa ( A -5 ), onda A4 wektory alarys. Bu
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wektora nol wektor divilyarwe ol 0 valy bellenilyér. Nol wektoryn
moduly nola den, ugry kesgitsiz hasaplanyar. Islendik wektory
islendik nokatdan alyp goymak bolyar. Onun ii¢in berlen wektory
baslangyjy berlen nokada geger yaly parallel go¢iirmek veterlikdir.
Netijede. tekizlikdiki bir nokatda dhli wektory gurup bolyar.

3-nji mesele. AB||C'D goniiler berlipdir. 4 we D) nokatlar
BC" goninin bir tarapynda yatyan bolsa B4, (') g6hlelerin
ugurdagdygyny subut edin.

Coziilisi. 5 nokat ('nokada gabat geler valy edip, 45 géninmi
parallel gociirelift (10-njy surat). Onda BA goni ¢yzyk €D bilen
gabat geler. 4 nokat B’ gbni gora sol bir varvintekizlikde galar.
Diymek. BA, ("D sohleler ugurdasdyrlar.

iy L p
/ / B
A » 11

B ¢

Y-njv surat 1 0-njv surat
2.2. Wektorlaryi koordinatalary
—> - . .
AB = a wektoryi baslangyjynyn koordinatasy Afx v ),
ujunyi koordinatasy B(x;y ) bolsa, onda ¢, =x v a =y -y, sanlara

a wektoryii koordinatalary diyilyir we ony ;{ .y ) valy yazyarys.
Iki nokadyii arasyndaky uzaklygy tapmagyi formulasy boyunga

ARl = \/(,r: =)+, -0 =Ju|: +a, - | a Ea’ +a,’.

Sonky formula ¢ wektoryit modulyny ailadyar.

12
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1-nji TEOREMA. Den wektorlary biratly koordinatalary
dendir we tersine, iki wektoryn biratly koordinatalary den bolsa,
onda ol wektorlar dendir.

Subudy. Goy, a wektoryi baglangyjy A(x ;v ). ujy B(x ;v
bolsun.

— — — -
Eger «' = a boljak bolsa. onda ¢ wektor ¢ wektorvi
parallel gogiirmesi bolmaly. Parallel gégiirménin denlemesi

x'=xta y'= y+bhformulalary boyunga a wektorvin baslangyjy
Alfx,va:y, + b), ujy bolsa B'(x, *a; v, + bj bolar. Onda:

= -+ —>

a= (x-x,;v-v).d'=AB" (x-x,y-y): valybolup. olaryi
biratly kooordinatalary dendirler.

=Y -
Tersine, gov., @ we a' wektorlaryin koordinatalary den
bolsunlar. vagny

X=X X =X vy, oV -V Bu yerde a’ (x' -x ;v - ), onda

X=X (X 0 Y=V O
Diymek, x/=x+(x-xJ); y'=y+(y-p ) parallel gogiirme ¢

wektory g" wektory wektora gogiiryar. Netijede, a=a .
Teorema subut edildi.
4-nji mesele. Bir géniide vatmayan A(/;-2); B(0;5); ('(3:1)

nokatlar berlen bolsa, AB=cCD bolar valy D(v;y) nokadyn

koordinatalaryny tapmaly. N

Coziilisi. ?:1,3 -CD denlikden Jﬁi-u- L3=i=2n. CD(x-5.v-1)
wektorlaryn koordinatalary den bolmaly, yagny x-5——1; v-1-7
va-dax=+4; y=8.

Diymek., D74:8).
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2.3. Wektorlary gosmak we ayyrmak

atd:ay) we (b b ) wektorlaryin jemi divip. koordinatalary

¢,~a,+h, ¢.~a,+b yalybolan ¢ (c .c.) wektora aydylyar. Diymek.
iki wektoryn jemi yene-de wektordyr. Jem bolup duryan wektoryn
koordinatalary gosulyan wektorlaryn bir atly koordinatalarynyn

Jjemine dendir. Wektoryn jeminiii agakdaky valy hésivetleri bardyr:
L g+b=h+a -

2. c; +(h+a)=(a+h)+c.

Eger-de bu denliklerii sag tarapyndaky we ¢ep tarapyndaky
wektorlaryn bir atly koordinatalaryny jemlesek. biz ol bir sanlary
alarys. Diymek. deilikler dogrudyr.

Afx ;v ) we B(x_y.) nokatlaryn kesgitleyan AB we BA
wektorlary I'Il(}dl'l”;!l')-' bovunga den, yagny

‘E‘ = ‘J(“‘: -5+ -R) = Im’ :

ugurlary boyunca garsylyklydyr. Ahﬁ (x -x,;v.-v ) bolsa B_»’\ [ L )

— - o
va-da BA (-(x -x J;-(y -v,)). Oha gora-de BA =-AB yaly yazylyar.
Diymek. modullary boyunc¢a den, garsylykly wektorlar
koordinatalarynyii alamatlary boyunga tapawutlanyar. Ona gori-de

=¥ -» .
a (a,a)wektordan b (h b ) wektory ayyrmak ii¢in ¢ wektoryi

iistiine — / wektory gosmak yeterlikdir a+(-hy=a-b .
Eger bu tapawudy :.'{L'ILL'?) bilen bellesek. onda wektorlary

14
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gosmagyn diizgiini boyunga ¢, =a,—h: ¢, =a,—b, valy bolar.
Diymek, iki wektoryn tapawudy hem wektor bolup. onun
koordinatalary berlen wektorlaryn biratly koordinatalarynyn
tapawudyna dendir.
2-nji TEOREMA. Islendik 4,5,C ii¢ nokat iigin

,*{I)EH ];E = ‘?C denlik dogrudyr.

Subudy. Goy. Afx ;v ). Bix,y), ('(x;y ) erkin nokatlar
berlen bolsun. Onda 47 (X, =X,V =V ), BC (X=X, V),
ac (x,=x ;v.-v ) wektorlary alarys. Wektorlary gosmagyi diizgiini

boyunga A5. BC wektorlaryi biratly koordinatalaryny gogsak, AC
wektoryn koordinatalaryny alarys. Bu teorema tekizlikde iki
wektoryn sekillerini gosup, iigiinji wektor almagyn usulyny dwredyar

(11-nj1 surat).

11-nji surat 12-nj1 surat

Wektorlary gosmak ii¢in onun birinin baslangyjyny
beylekisinin ujuna diiser valy edip parallel gégiirmeli. Birinji
wektoryn baslangyjy jem bolup duryan wektoryvii baslangyjy. ikinji
wektorvii ujy hem jem wektoryii ujy bolup duryar. Wektorlaryn
ornuny ¢alysmak bilen olaryn jemi iiytgemeyir (12-nji surat). Bu
usula wektorlary gosmagyn ticburgluk  diizgiini diyilyviir. Ondan
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basga-da wektorlary gogmagvii parallellogram usuly-da bardyr. Bu
usul bovunga iki wektoryin jemini gurmak iigin olaryn ikisini-de

sol bir 4 nokatdan gurmaly. Onda taraplary a.b wektorlar
bolan parallelogramyii 4 nokatdan gegyiin diagonaly olaryi jenidir.

AB+BC = AC bolany {igin a+b=c (13-nji surat). Eger-de

birnége G5 Qa5

n

wektorlar berlen bolsa. bu wektorlaryii jemini

— — —

tapmak ti¢in olary yzygider @, wektory @, -ifiujundan. 5 -

—_— —_

wektory @, -ifi ujundan we s.m. edip, ¢, - wektory @, _,

wektoryn ujundan alyp goymaly. Sofira ¢, wektoryn baglangyjy

—_— —_—

bilen ahyrky @, wektoryi ujuny birlegdirmeli Baslangyjy ¢, -ii

—_—

baglangyjy bilen gabat gelyan ujy bolsa @, -inujy bilen gabat gelyan

b wektora bu wektorlaryn jemi diyilyar we asakdaky valy bellenyir
b=a+w+ws+...... +Upa+dn -
Bu jem wektorlaryi alnyp goylug tertibine bagly dildir. vagny:

a+a,+.+a,=a+a,+a +a,+.. +a,+a,+a,,+a,,

=y

— = =
ABC" tgburglukda AB+BC—-CA =0, ¢iinki bu wektorlaryn
baglangyjy bilen ahyry gabat gelyar. Seylelikde, islendik
kopbur¢lugyi taraplaryny kesgitleyin yzygider wektorlaryn
jemi nola dendir,

16
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Bli=m

Bam
I 3-nj1 surat | 4-nji surat

2.4. Wektorlary sana kipeltmek

=5

ala,,ay) wektoryin A sana kopeltmek hasyly divip.

- -+
Ad(Aay. ia,) wektora aydylyar. Diymek, ¢ wektor A sana
kopeldilende. onui koordinatalary hem gol sana kopeldilyir.
Netijede, sany wektora kopeldip. biz vene-de wektor alarys. Wektory
sana kopeltmegin asakdaky iki hisiveti bar:

1. Islendik A, ptiki sanwe bir ¢ wektoriigin (A+ma=Aa+ua
dernlik yerine yetvir.
2. Islendik ;; b wektorlar we A san iigin ,’L(c_.:+h):/1;.:+}-.h
denlik yerine yetyir.

Bu hisiyetleri subut etmek iigin deiliklerin sagyndaky we
¢epindiki wektorlarya bir atly koordinatalarynyn dendigini
ubrkezmek veterlikdir.
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3-nji TEOREMA. Eger 2>0 bolsa, @ we Aa wektorlar
ugurdagdyrlar. Eger-de 4< 0 bolsa, ¢ we Aa wektorlar

gargylyklydyrlar. Islendik vagdayda | A ; |= |,{F;;‘

Subudy. Erkin g wektory koordinata baglangyjvndan alyp
goyalyn. Eger bu wektoryii ujy A fa,;a,) nokatda bolsa.

—+ ->
a=0A(a.a,) bolar.

Koordinata baglangyjyndan gegyin goni ¢vzygyi umumy
denlemesi
ax-+hy=0 (1
gorniigde bolar. Bu denleme ()4 goninin denlemesi bolsa. onda
Afa ;a,) nokadyn koordinatalary ony kanagatlandyrmalydyr. yagny
‘ aa,t ba 0. (2)
Bu denlige gord (1) deilemani 2 04 = ()htflal:xia:)wekwryl'l
koordinatalary hem kanagatlandyryar:
afha ) +b(ha)=Maa,+ba)=0. (3)
Diymek. B (ha ;ia) nokathem ()4 gona degislidir. Eger-de >0
bolsa A, Bnokatlar () nokatdan bir yarymgoni degislidirler. diymek.

(L" (;B wektorlar ugurdagdyrlar. Eger A<0 bolsa A, B nokatlar diirli

varymgoni degishidirler, vagny (I.]_ (_5}3 wektorlar ugurdas dildirler.

( 14-nji surat) Jh’ =/ (_; wektoryi modulyny hasaplalyn

Aa |:|(_;h’| = J(Aa, ) +(Aay)* =|A|\a’ +a,’ =|4||a.
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Netijede. [A=[A| :!‘ deiligi alarys. Eger-de A=0 ya-da a=0

bolsa. onda Aa=0.
Teorema subut edildi.
Sol bir goné parallel bolan wektorlara kollinear wektorlar

diyilyir we ony a || b valy bellevirler. Diymek. ugurdas ya-da
garsylykly wektorlar kollineardyrlar.

=1
=
==

13-nji surat 16-njv surat

2.5. Kollinear wektorlaryn hiisiyetleri

4-nji TEOREMA. Eger-de iki wektor kollinear bolsa, onda
olaryn bir atly koordinatalary proporsionaldyr. Tersine, iki wektoryn
bir atly koordinatalary proporsional bolsa, onda olar kollineardyrlar.

Subudy. Goy. a f(a,a) }:{hl.h?] wektorlar kollinear
bolsunlar. Olaryii ikisini-de koordinata basglangyjyndan alyp goyalyn.

—> -+ — —+
Goy, (OA=a OB=05b bolsun (15-nji surat). Bu wektorlar

kollinear bolany iigin ¢), 4, B nokatlar bir géné degislidirler. yagny
olaryi Afa,;a) B(h b ) koordinatalary (1) deilemini
kanagatlandyryarlar.

19
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a b

Onda aa, +ba.~0; ab +bb,~0 denliklerden _=h_ va-da
) ) . N

d,  as -
b p. Proporsiany alarys. Indi tersine. goy. a(a,.a,),

b (hl b} wektorlaryi biratly koordinatalary proporsional bolsunlar.

. oay s ) ;
Bu gatnagygy 4 bilen bellilin ;7—' = :)—- =A .Buyerden a /b ;

a,~4b_denlikleri alarys, Diymek. a=Ab . Onda 3-nji teorema

gord bu wektorlar kollineardyrlar. Teorema subut edildi.
Moduly 1-e den bolan wektorlara birlik wektorlar diyilvar.

¢1(1:0); ¢,(0:1) wektorlar birlik wektorlardyr. giinki:

[c]]=\}|:+:13=1. ltf.;|=\r'|0:+|“:l .
Bu wektorlary koordinatalar baglangyvjvndan alyp goysak.

— —_—

€, wektor Ox okun €, wektor bolsa ()y okunyn polozitel tarapyna
goniikdirtlendir (15-nji surat). Bu wektorlara Ox,()y oklaryn orty

hem diyilvir. Seylelikde, islendik e_.:{a,:u:] wektory

—

a=a ;«+u: e, valy edip. e. 673 birlik wektorlara dagadyp bolar.

Dogrudan hem
;[crl cay )= a0+ (0a.)=a, (1.0) +d. (0.1) = a, r._,' + u_.z

valy vazyp bolyar.
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5-nji mesele. a(12). b(3-1).¢(7,0) wektorlaryn arasynda

¢ = Aa+ ub delik yerine yeteryaly A, s sanlary tapmaly.

Coziilisi. Berlen denlige ;; f_w- ¢ wektorlaryi ilki birinji
koordinatalaryny. sonra ikinji koordinatalaryny goyalyi:
7= 1A+43u ,0=21+(-lu. Budenlemeleri bilelikde ¢ézelin:

.|/1+3,u:?, J-ZZ—(),UZ-M.
[2A-p=0. = [24-u=0.
Bu denlemeleri gosup alarys:
Tu=-14 , w=2
Bu bahany birinji derilemede goyup. 4 =1 bolyandygyny gérmek
kyn dal.

Netijede. 1=1. u=2 . c=a+2b valy bolar.
2.6. Wektorlaryn skalyar képeltmek hasyly

Gov, a{al 2a,) ,E[b, . b, ) wektorlar berlen bolsun. Olary
koordinata baslangyjyndan alyp govalyi. Bu wektorlaryii arasyndaky
burgy ¢ bilen belldlin (16-njy surat). Egeriki wektor ugurdas
bolsa. olaryi arasyndaky bur¢ ¢ = 0" hasaplanyar. Eger-de iki
wektor garsydas bolsa, onda ¢=180". & we b wektorlarvii
skalvar képeltmek hasyly diyip ab = |c_;||l-;}c05(0 valy kesgitlenyin
sana avdvlyar we ony ;.:;'; yaly bellevirler. Diymek, iki wektoryi
skalyar kopeltmek hasyly sandyr. Wektorlaryn skalyar képeltmek
hasylynyii asakdaky valy hisivetleri bar.
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5 3 )

1. ag=a =‘c: Bua =

—

o

sana wektorvn skalyar kwadraty

diyilyir

2, a—_-a va-da h=0 bolsa, bu wektorlaryin skalyar
képeltmek hasyly nola dendir.
3. Eger-de (-;.LB bolsa, =90 " va-da cos 90" bolany iigin
ab 0. Divinek. egernoldan tapawutly wektorlar perpendikulyir
bolsalar, olaryn skalyar képeltmek hasyly nola deadir we
tersine, wektorlaryn skalvar kopeltmek hasvly nola den bolsa.
olar 6zara perpendikulyardyr.

5-nji TEOREMA. Islendik iki (_.:(u,;u_, }.E(I}I;hz]
wektorlaryi skalyar képeltmek hasyly olaryin koordinatalarynysi disti

bilen ab = a,b, + a,b, vyaly anladylyar.

Subudy. ¢ -5 wektoryi skalvar kwadratvna seredelin :

(@a=hy=(a—b)(a—b)=a —2ab+h .bu yerden

ab =?( ;'_,.}','—{;—;}3} denligi alarys. Biz wektoryi

modulyny koordinatalary bilen anlatsak, onda subut edilmeli
denligt alarys. Teorema subut edildi,

Yokarda wektorlary skalyar képeltmegin hisiyeti
pevdalanyldy. Indi bu hésiveti subut etmek tgin, denlikdiki
wektorlaryn biratly koordinatalaryny yerine goymaklyk veterlikdir.
Ondan basga-da wektorlaryn skalvar képeltmek hasylynyn

ab=ba we ME}B: /’L{E;E) hasivetlerini 6zbasdak dernap

22
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bilersiniz.

6-njy mesele. Wektorlaryn skalyar kipeltmek hasylyny
pevdalanyp. Pifagoryn teoremasyny subut edin.

Coziilisi. Pifagoryn teoremasy ABC géniiburgly tigburglukda
(2 =90") AR =AC-+ (B gbriige eye bolar (17-nji surat). Bu

denligi subut etmek iigin, AB=AC+(CB wektorlarvi skalvar
kwadratyny alalyn:

(AB)* =(AC +CBY =(AC)Y* +24CCB+(CB)* .
AC L CB bolany iigin AC-C'B =0 deiilik alynyar we bu derilikden
bolsa Pifagoryn denligi alynyar.

Eger a(a a,), b(b.b,) wektorlar koordinatalary bilen
berlen bolsa. olaryi arasyndaky burgy skalyar képeltmek hasylynyi
formulasyndan asakdaky valy kesgitlemek miimkin:

ah ah +a.b,
cosp=—m7r= ==

]“th a’ +a.’ \[bl: +h: )

7-nji mesele. a(2;-2), we h(3:0) wektorlaryn arasvndaky
burgy hasaplamaly.

Coziilisi. Yokardaky formuladan peydalanyp alarys:

ab =ah +ab. =6+0=6; |{J[ =2 4+2° =24/2; |b| =49+0=3,
2
D s : =£: p=45"

Cosp = —=
3242 2 2
Eger iki wektor kollinear bolsalar (ugurdag va-da gargylykly).

-

onda g~ ("va-da ¢ /80 bolyar. Eger-de . b wektorlar ugurdas
ya-da ¢=0" bolsa. bu vagdayda skalyar kiopeltmek hasyly
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;.:;;=|c_;| |;|c050“ =|;| |;;| den bolup, @b +ab, =\a’+a b’ +b’

denlik verine yetyar.

Eger-de aweb wektor garsylykly ugrukdyrlan bolsalar,

onda ¢=180"=cosp=-1.bu yagdayda a-b=—|d|[b| .yagny

ab, +a,b, + \/al:’ +a’ ‘\/bf +h, =0 bolar.
Bu iki wektoryn garsylykly ugrukdyrylandygynyi serti bolup duryar.

8-nji mesele. ;(2;—1), ;(—6;3) wektorlar ugurdasmy
va-da garsylykly?

| | 1 .,
=S————=—— I C C ‘lar
3 3773 diymek, bu wektorlar

|

Coziilisi. —

kollinear

> ; > 5
ab +a,h, = \/“1_ +a,” -Jhl' +b,7;

2-(=6)+ (=1)-3= /27 + (=1)* -|[(-6)* +3° .
—12-3=4/5-4/45,
~15=4225 , -15=15,

Diymek, bu iki wektor garsylykly ugrukdyrylandyr.

17-nji surat 18-nji surat
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§3. Giini ¢yzygyn defilemesi
3.1. Géni ¢yzygyin umumy deilemesi

6-njy TEOREMA. Dekart koordinata sistemasynda goni
¢vzyeyil deilemesi ax +hy+e=0 gomiigdedir.

Subudy. Tekizlikde koordinatalar baglangyjvndan gegmeyién
[ goni ¢yzygy alalyn. Bu gond koordinatalar baslangyjyndan
perpendikulyar inderelinn. Goy. bu perpendikulyaryn esasy B(a;b)
bolsun (18-nji surat). / géni ¢vzygyn erkin 4x;y) nokadyny alalyn.
Onda AOFB gontburgly iigburgluk iigin Pifagoryn teoremasyny
ulansak, (OA4)"=(OB)"+(AB)" bolar. Bu deiligi x~+ " ~a + b+ (x-
a) +(v-b)* valy vazyp bolyar. Skobkalary agyp, menzes agzalary
toparlap. dhlisini denligni gep tarapyna gegirsek we 2-i gyspaltsak.
ax+hyta’+ b= gomige geler. ¢+ h*=¢ diyip bellesek. onda biz /
goni gvzygyn deiilemesini goriisde vazyp bileris:

ax-+hy+e=0 (1)

Bu deilemd goni ¢cyzygyi umumy deilemesi diyilvir. Tersine,
eger kibir nokadyn koordinatasy (1) deileméni kanagatlandyryan
bolsa. onda (2, 3 nokatlar bilen goéniiburcly iicburcluk déredilyéndir,
vagny ol (B gonii B nokatda perpendikulyar bolan / gona degiglidir.
Teorema subut edildi.

Eger-de goni ¢yzyk koordinatalar baslangyjyndan gegvin
bolsa, onda (1) defileme x=(); y—0 sertleri kanagatlandyrmaly. (1)
denlemede x—y~0 goysak, onda ¢—0 denligi alarys.

Netijede, bu yagdayda (1) deileme:

ax+hy=0 (2)
gdrniigi alvar,

Eger-de () nokadyn deregine islendik bagga bir / goni degisli
bolmadyk nokatdan / géni perpendikulyar gecirsek hem biz (1)
denlemini alarys.
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1'% '1 1“
M=5
V(-S.0)
o = i
0 p X )
) y=—= b,
i (2] X
19-nyv surat 20-nji surat

[ goninin koordinata oklaryny kesyén nokatlaryny tapalyn. Oy
okunyii nokatlary iigin y—0. y-iii bu bahasyny (1) denlemede yerine

goysak ax 't ¢=(). Buverden x=— £ alarys. Seylelikde. / géni x okuny
o

N(-<:0) nokatda kesvir (19-njy surat ). Suna menzeslikde, (1)
o
denlemede x -0 goysak. biz hy+¢ -0 alarys, buyerden bolsa v = -%,

evlelikde, / goni Oy okuny M (0:— <) nokatda kesyir (20-nji surat).
b

Gioni gyzygyn kop gorniigli denlemeleri bar. Olaryi biri-de
burg koeffisiyentli denlemesidir. Eger-de b=/0 bolsa, (1) defleminin
ahli agzalaryny b bolsek, onda

gomiigli denleme alarys. NOM géniiburgly tigbur¢lukdan ( 18-nji surat)
oM

go= =0 )/ (—c/a)=a[b deiligi alarys. Diymek, vokardaky

(3) deiilemediki ¢ b drobyn geometrik manysy / géni gyvzygyi Ox
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oky bilen emele getiryin viti burcunyi tangensine dendiginden

ybaratdyr. —% =-1ga=K, —% = [ divip bellesek onda (3) deiileme
yp=Kx+L (4)

gorniise gelyir.

Bu denlema goni ¢yzygyn burg koeffisiventli denlemesi
diyilvir. K-sana bolsa / géninin burg koeffisiventi divilyiér.

9-njy mesele. A¢-/:3) we B(2:-3) nokatlardan gegyin goni
¢yzyeyn deilemesini yazmaly.

Ciiziilisi. 4 we B nokatlar kibir / gond degigli bolsa, onda bu
nokatlaryn  koordinatalary ax by iec=0 denlemini
kanagatlandyrmaly, vagny —a + 3b+c=10);  2a-3b+c=0.

Bulary gogsak a=-2¢ alarys. a-nyn bahasyny denlemelerin
birine goyup b=-c alarys. «. b sanlaryn bahalaryny umumy denlemé
goysak, -2ev-¢)y o0 we gysgaldyp  2x - y-/-0 denligialarys. Bu
A we B nokatlaryi iistiinden gegyiin goninin defilemesidir.

3.2. Goni ¢yzygyi koordinatalar
sistemasyna gorii yerlesisi

Goy. / goni ax+hy+c=0 umumy deilemesi bilen berlen
bolsun. Goni ¢vzygyn koordinatalar sistemasynda verlesisi a, b, ¢
koeftisiyentlerin bahalaryna baglydyr.

1. a0, b10, ¢ 10. Buyagdavda goni ¢vzyveyi umumy deiilemesi

¢
by+c0 gorniigi alar. Bu yverden V ==% alarys. Divmek. / goni

- “ - ¢ e
¢vzygyi dhli nokatlarynyvi ordinatasy — 5 den. Onda | géni gvzyk

Ox okuna paralleldir (20-nji surat).
2.adl), b=0, ¢#0 yagdayda goni gyzygyn umumy deilemesi ax - ¢=0)
gorniisi alar. Bu yerden x=-¢ ¢ bolar. Diymek, / géni ¢yzygyn dhli
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nokatlarynyi absissasy — < deii. Seylelikde, bu yagdayda / goni
a

¢vzyk Oy okuna paralleldir (19-njv surat).

3. al0, b0, ¢=0, buyagdayda goni ¢yzygyi umumy denlemesi
ax+by -0 gomiist alar we ony ((0:0) nokadyn Koordinatalary
kanagatlandyryar. Ona géri-de bu yagdayda / goni koordinatalar
baglangyjyndan ge¢vir.

4. a=c=0, bt0. Bu yagdayda a=0 bolany ii¢in / goni Ox okuna
parallel, ¢=0 bolany iigin hem / goni koordinata baslangyjyndan
gegvar. Diymek. / goni Ox oky bilen gabat gelyr.

5. b=c=0, a#0 yagdayda/ goni Oy oky bilen gabat gelyér.

3.3. Gini ¢yzygyi kanonik we parametrik deilemeleri

Goy. / goniide A(x ;v ), B (x .y, nokatlar berlen we N(x,y)
bu goni ¢vzygyi erkin nokady bolsun.

AN we AB wektorlaryn bir gom ¢yzvea degishdigine gora,
olar 6zara kollineardyrlar. yagny T'\r'| 4B . Kollinear wektorlaryi
birini beylekisimn iisti bilen anladyp bolyandygyny nazarda tutsak,

AN =1 4B (1)
deiilik dogrudyr (1 hakyky san). Bu wektorlaryii koordinatalary AN
(X=X} =V ), AB (x -x . v.-y ) yaly bolyar. (1) denlige gora. olaryn

biratly koordinatalaryny denlesek, asakdaky denligi alarys.

X=x =1x,-x) X=Hx,—x)+x
| 2 1 [2) = 2 | 1

Y=y =0y,=1) y=I0,-3)+y

Bu denlemié goni ¢yzygyn parametrik denlemest divilyr.
Bu yerde t-sana goni ¢yzygyin parametri diyilyédr we onun her bir
bahasyna / goniide dine bir nokat degislidir.
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Goni ¢vzygyvi iki nokadyndan gegvin kanonik dertlemesini
almak iigin (2) sistemadan t-ni tapalyn we bahasyny denlilin.

X=X,
=
|¥—x =1x,—x;) [ X=X X=¥, =¥
1 = _—
7= =00y = 3y) o 2N s T e
& S

Bu denlemi iki nokadyn tistiinden gegyin géninin kanonik
denlemesi diyilyér.
_>
AB wektora goni ¢vzygyn ugrukdyrvjy wektory divilvir.
Onun koordinatalaryny a=x -x ; b=y -y, valy bellesek, goni ¢yzygyn
kanonik denlemesi asakdaky gomiisi alar

X-X, V- [x=x =ta
—— =2 parametrtk denlemesi  bolsa - Y
7 remcl ly=3, = yaly bolar.

Bellik. Gom ¢vzygyin ugrukdyryjy wektory diirli hili bolup
bilyir. baggaga / goni ¢yzyga parallel islendik wektory onui ugrukdyryjy
wektory hokmiinde kabul edip bolyir. Ona gori-de goni ¢yzygyn
parametrik we kanonik denlemesi diirli gorniigde berilmegi miimkin.

3.4. Iki gini ¢yzygyn arasyndaky burg

Kesgitleme. Iki goni ¢vzygyi arasyndaky burg diyip, olarvin
ugrukdyryjy wektorlarynyn arasyndaky burga aydylyar.
Goy, awe b goniilenn ugrukdyryyy wektorlarynyn koordinatalary

;{a,;a: ). J.':{'hl;b‘_] we olaryi degisli parametrlerini 7 we p diyip

alalyn. Goy, agoni A(x ;v ) we b goni By, ;v,) nokatdan gegyin bolsun.

onda olaryi parametrik defilemesi agakdaky gomiigde bolar:

-

o { X=ta, +x, ) i [ x=ph +x,

V=la.+ ' ] v=ph +y,
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wektorlaryi arasyndaky burclary asakdaky formuladan taparys:

-3
ab b, + a,b,
COS( = — =

I{!”;).l ) \/;2 """:2 \/;)I: "'bzz .

Eger-de goni ¢yzvayn denlemesi av 1 by c=0 valy berlen

—*

bolsa. onda onui ugrukdyryjy wektorlary m(=b.«a) yaly. ona

- —»
perpendikulyar n wektoryi koordinatasy #2(a: h) valy kesgitlenyr.
Goy. /, wel. goniilerin umumy deinlemeleri berlen bolsun

L ax+hby+e =0,

[:axvhyre=0.
Onda olaryn ugrukdyryjy wektorlary m1, (b, a). m,

(-b ;) bolar, olaryi arasyndaky burg bolsa

- =

My bb, +aa,
COS(p=—; = = =

|y, | ‘f;:\ \/”I: +h’ \/":: +b,’

valy kesgitlenyir.

1. Eger /, L /. bolsa. onda olaryi arasyndaky burg ugrukdyryjy
wektorlaryi arasyndaky burga dei bolup. y, m, =0 we netijede

ad, 'h.-'h: ~{} (3)

bolar. Muna iki géninii perpendikulyarlyk serti diyilyér.

Il Eger-de /! /. bolsa. onda ;ﬁ'[ IF we netijede olaryn
a4 . 5
a, - b,
Munia iki géninin paralellik serti divilyér.

koordinatalary proporsionaldyr, yagny ()
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10-njy mesele. xiy-3 () x-3-3- ) goniilerin arasyndaky
burgy hasaplamaly.
Cozilisi. Bu goniilerin ugrukdyryjy wektorlarvnyn

koordinatalary mi(—1:1), m2(1:1) valy bolar.
Bu yerden mems=—1+1=0= cosp=0=¢=90"
3.5. Iki goni ¢yzygyi kesisme nokady

Umuman, iki ¢yzygyi kesisme nokatlaryny tapmak iigin
olaryn denlemelerini bilelikde bir sistemada ¢ozmelidir.

Goy. bize [, we /, iki goni ¢yzyklar umumy deilemeleri bilen
berlen bolsun: /:ax+by+c, =0:1:ax+by-c.~0. A(x,y,) nokat
bu géniilerin kesigme nokady bolsa, onda 4 nokadyn koordinatalary

yokarky iki denlemani hem kanagatlandyrmaly. yagny
{u,.\‘u +by, +¢, =0,

1)
a, X, by, +¢, =0 0

Hagan (1) denleminin koki bar? Bu yerde iki yagdayyn
bolmagy miimkin.
1. Deiilemelerde nabellilerin koeffisiventleri proporsional

PP
dil, yagny % B
Bu vagdayda (1) sistemanyn yeke-tiik ¢oziilisi bar we ol asakdaky
yaly tapylyar:
X, ~(he,-be)lab,~ah,),

y,ofa,c~a c)(ab,-ab). (2)
2. Eger-de i=:—' bolsa. onda (2) denlemelerdiki
o, 5

droblaryn maydalawjysy nol bolyar we netijede x, v, tapyp
bolmayar. Bu vagdayda/ we /. goni ¢yzyklar paralleldirler.

3l
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5
Ot -

B
*

0

21-nji surat 22-nji surat

3.6. Tiweregin deilemesi

Eger-de x, y iki nibellili bir defilemiéni berlen figuranyn
islendik nokadynyi koordinatalary kanagatlandyryan bolsa hem-de
tersine bu denlemini kanagatlandyryan islendik x, y sanlar berlen
figura degisli nokadyi koordinatalary bolsa, onda bu denlemai berlen
figuranyn denlemesi diyilyir.

Toweregin defilemesini tapalyn. Goy. R radiusly toweregin
merkezi A(a:h) nokatda bolsun. Bu téweregin erkin nokadyny Kx;y)
bilen bellesek. onda toweregin kesgitlemesine gorid R~AK. AK kesimii
uzynlygy onki temadaky formula boyunga (AK)F=(v-a)" + (1-bF, vagny

(x-ct)”+ (v-b)"=R- (1)
denlemini alarys (21-nji surat).

Bu denlemani kanagatlandyryan K'x;)) nokat 4 nokatdan R
uzaklykdadyr. Diymek, bu nokat towerege degislidir. Seylelikde. (1)
denleme K radiusly, merkezi A(a;h) nokatda bolan toweregin
denlemesidir. Eger-de, toweregin merkezi koordinata baglangyjvnda
bolsa. onda a—h=0 bolup. (1)denleme

Xy =Re (2)
gdrniisi alar.
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3.7. Gini ¢yzyk bilen toweregin zara yerlesisi

Yonekevlik tigin merkezi koordinatalar baslangy jynda bolan
R radiusly téweregi we (v okuna perpendikulyar / génini alalyn.
Onda olaryn denlemelen x*+ v =R, x=d valy bolar.
Bu denlemeleri bilelikde ¢6ziip
x=d; y==% R —d’ n
denlikleri alarys.
Bu verde ii¢ yagdayyn bolmagy miimkin,
I. B d. Bu yagdayda (1) sistemanyn iki g¢oziilisi bardyr:
. VI —a") we (4. R 7). Diymek, I goni toweregi iki
nokatda kesyir.
2. R-d. Buvyagdayda / goni bilen toweregin dife bir umumy
nokady (/:0) bardyr. Diymek. / goni towerege galtagyar.
3. R dyagdayda bolsa, / goni ¢yzyk towerek bilen kesismeyir.
Ciinki (1) sistemanyi ¢6ziiwi yokdur.

§4. Giniikmeler

1) Koordinatalar oklaryny gegirifi. oklarda uzynlyk birligini savlap
alynwe (1:2), (-2:1), (-1:-3), (2;-1) koordinataly nokatlary gurui.
2) xOy tekizlikde islendik dort nokady alyi. Bu nokatlaryii
koordinatalaryny tapyi.

3) Ox oka parallel gini ¢gyzykda iki nokat alnypdyr. Olaryn birinin
ordinatasy - 2. Beyleki nokadyii ordinatasy nigad den? (J.: y-2).
4) Ox oka perpendikulyar géni ¢yzyvkda iki nokat alnypdyr. Olaryn
birinin absisasy v 3. Beyleki nokadyn absisasy nigi den? (J.:x - 3).
5) A¢2:3) nokatdan Ox oka perpendikulyar inderilipdir.
Perpendikulyaryii esasynyi koordinatasyny tapyi (J.: x=2; v=0).

33
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6) A(2:3) nokatdan Ox oka parallel goni ¢yzyk gecirilipdir. Onun
(v ok bilen kesisme nokadynyn koordinatalarvny tapvi. (1.2 x 0,
y=3).

7) xOy tekizligin absissasy x—3 bolan nokatlarynyi geometrik
ornuny tapyi. (J.: x=3nokatda ()x oka perpendikulyar).

8) xOlv tekizligin absissasy x =3 bolan nokatlarynyii geometrik
ornuny tapyn (J.: x=3; x=-3 nokatlardan Ox oka gegirilen
perpendikulyarlar).

9) A(-3:2) we B(4:1) nokatlar berlipdir, A8 kesimin Oy oky
kesyiandigini, Ox oky bolsa kesmeyindigini subut edin.

10) M{¢-3:4) nokatdan: 1) Ox oka: 2) (v oka ¢enli uzaklygy tapyi.
(J:x=4 d=3).

11) Eger: 1)A4(1;2), B(3:6); 2)A(-3;4), B(1:2); 3)A(3:7), B(-3;3)
bolsa, A8 kesimin ortasynyi koordinatalarvny tapyi. (J.: /jx 3,
y=dy 2)x=-1, y=3; 3jx=1, y=6).

12) C nokat AB kesimin ortasy. Eger: [)A¢0: 1), C'(-1;2);  2)A(-
1:3), C(l:=1); 3)A(0:0), ('(-2;2) bolsa. AB kesimin iKinji ujunymn
koordinatalaryny tapyii. (J.: /) x—-2, y=3;2)x=3, y=-3; 3)x -,
V)

13) Depeleri A(-1;-2), 8(2;-3), ('(1;-2), D(-2;1) nokatlarda bolan
dortburglugyn parallelogramdygyny subut edin. Onun
diagonallarynyn kesisme nokadyny tapyn. (1.: ()(0;-2)).

14) Depeleri Q0:0), A(0;2), B(-4:0) nokatlarda bolan iighurglugyn
taraplarynyn ortalaryny tapyi. (J.: (0: 1), (-2:0), (-2:1)).

15) Parallelogramyn ii¢ depest A¢/;0), B(2:3) ('(3;2) berlipdir.
Dérdiingi 1) depesinin koordinatalaryny we - diagonallarynyn kesisme
nokadyny tapyii. Bu meselinin nige ¢oziiwi bar? (J.: ii¢ ¢oziiwi bar.

%} D (0:1), O

-d

).

|‘-J] ('S
2 |

D (2:-1), 0,(2:1), D(4:3), Oy

2 |

16) Tekizlikde R=(0. t_‘;.;) umumy dekart koordinatalar
sistemasynda asakdaky wektorlary gurmaly:

34
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Da(12) .2)a,(2=1) .3)a,(v21) . 4 a,(=25),

5) aa(:0).
5

17) ;;{4;2} . 5(2;“3), E{—-Z;S), iig wektor berlipdir.
Asakdaky wektorlaryii koordinatalaryny tapyi: /) p=a+h+c.

2) p=a-b-c, 3) ;=;+B—:“ 4) p =a—h+c. (1.1 1)
(4:7), 2) (4:=3), 3) (8; -9) 4) (0:13)) .

18. Gom gyzykda vatmayan ii¢ 4, 5. ("nokat berlipdir. 6zem /3 nokat
A we ("nokatlaryn arasynda vatyar. 45, AC', BA we BC wektorlaryn
arasynda ugurdag we garsylykly ugrukdyrylan wektorlary aydyi.

19) ABCD dortburgluk-parallellogram. AB we DC wektorlaryn
dendigini subut edin.

20) .:B wektor we ("nokat berlipdir. Eger:
1) € nokat 4B goni ¢yzykda yatvan bolsa:
2) € nokat 48 goni ¢yzykda yatmayan bolsa. onda (" nokatdan bu
wektora deni wektory alyp goyun.

— — —

21) a(2:4). b(-1:2) we c(c\:¢2) wektorlar koordinatalar

baglangyjynda alnyp goylupdyr. Olaryn uglarynyi koordinatalary
nama den? (J.: A(2:4), B(-1:2). C'(c ;c,)).

22) a(5.m) wektoryn absolyut ululvgy 13-¢ den, b(:24) wektoryn
absolvut ululygy bolsa 25-e den. mwe ntapyn . (J. :m—=12; n=7).

23) Aq0: 1), B(l;0), €(1:2), D(2;1) nokatlar berlipdir. AB we CD
wektorlaryii dendiklerini subut edin.
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24) A(1:1), B(-1:0), C'(0;1)i¢ nokat berlipdir. y5 . cp Wektorlar
den bolar yaly Dfx:y) nokady tapyn (J. :;‘."){:._-":H)J. R

25) Eger: 1) a(l—4).h(~48): 2) a(2:5). h(43): bolsa,
; weg wektorlaryn jemine den ¢ wektory we bu wektoryn

absolyut ululygyny tapvi.

(02 1)e(=3:4). ':- =5.2)¢(6:8).

c=10).

26) ABC igburgluk berlipdir. 1) AC we CB, 2) AB we BC:

3) CA | AB wektorlaryi jemini tapyi.

27) ABCD parallelogramyn diagonallary () nokatda kesigyirler.
M. N, P Q. nokatlar degisglilikde [4B/ [BC[ [CD} [DA]
kesimlerin ortalary bolsa asakdaky wektorlary ¢yzgyda gurmaly.

D) MO-04, 2)0C-CD, 3) OP-DO

=3 dei bolan ¢ -wektor berlipdir. a wektora

28) Uzynlygy

-

h

garsylykly we uzynlygy || =35 bolan wektory gurmaly.
29) O merkezli ABC'DEF - dogry altyburgluk berlipdir.
OA=a OB = hwektorlaryi iisti bilen

0C.0D. OFE. OF. AB. BC wektorlary ailatmaly.
30) Eger ABC" iigburglukda AK, BL, M wektorlar medianalar

bilen kesgitlenen bolsun, olary ﬂ; = ; T =h wektorlaryn isti

N % — - - =
bilen ailatmaly. a(1;—4), h(—4:8); a(=2.7). b(4=1) a-b
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31) Eger:1) &( 1.-4).5(-4:8); 2) 2(-2:7). b (4:-1) bolsa, (3-b) wektory
we onun absolyut ululygyny tapyn

(1.2 1) e(5:-12),

Z|=13.31:(—6;81. H:lo ).

32) Umumy baglangyjy bolan AB we AC  wektorlar berlipdir.

AC-AB= Bi’_‘ bolyandygyny subut edii.
33) ABCD parallelogramyii diagonallary N nokatda kesisyirler.

AB we (D wektorlary a=AN, h=BN wektorlar arkaly anladyn.

=5 - = =

34) Erkiniig @. b, ¢ wektorlary ¢yzyii we:1) a+ b+ ¢ ;

- =+ — i A —+

2) a=b+c: 3) = a+ b+ ¢ wektorlara dei wektorlary gurui.

35) Erkin ;; wektor berlen bolsa, onda /7 ;' V8 E;: 7 ;;‘.

- - 2= Fw 2
—a. 10 a» ~39 5% Ef.'! wektorlary gurun.

36) 1)AB.BC we AC  wektorlar p3in  |AC] <|AB+|B(|
densizligin yverhiklidigini subut edin.

2) Islendik & we b wektorlar b3in ‘d +:‘§| <la+ b densizligii
yerliklidigini subut edin.

37) Afx .y ) we Bix ;v,) nokatlar berlipdir. AB we BA wektorlaryn
garsylykly ugrukdyrylandyklaryny subut edii.

37

Henogwuntble 3ametkn C1p.37



—

38) a(l:2)we b (0.51) wektorlaryii ugurdasdyklaryny,
¢(=L2)we d (0.5:=1) wektorlaryii  bolsa garsviykly
ugrukdyrylandyklaryny subut edin.

39) @ (3:2),we b (0:=1) wektorlar berlipdir. ¢ ==2a+4h
wektory we onun absolyut ululygyny tapyi.

(3 1) e(-6-8). || =10)
40) ia wektoryin absolyut ululygy 5-e den. Eger:
) a(~6:8). 2)ct(3:~4): 3)a(5:12) bolsa. onda A tapyn.

(J:Dh==: 2h=1; 3)1=)
13

| —

41) ABC ugbur¢lukda AN mediana gegirilipdir. AN =%t.1\-33+ AQ)

bolvandygyny subut edin.
42) M we N nokatlar degislilikde A5 we ('D) kesimlerin

ortalarydyr. MN = é(.&\;'ﬂ BD) wektor deiiligi subut edi.
43) ABC'D parallelogram  berlipdir,
AC=a.DB=b. AB.CB.CDwe AD wektorlary

— -

a we b wektorlar arkaly anladyn.
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44) Kollinear wektorlaryi degisli koordinatalarynyi
proporsionaldyklarvny subut edii. Tersine. eger nol dil iki wektoryi
degisli koordinatalary proporsional bolsa. onda bu wektorlar
kolleniardyrlar.

45) a (2:-4), b (L), e(k=2). d(=2:4) wektorlar berlipdir.

Kollinear wektorlaryii jubiitlerini gérkezin, Olarvi haysylary
ugurdas, haysylary garsylykly ugrukdyrylan?

[J _.f..f| ||L'. a ugurdas ¢ bilen, awe d gm‘.\:r{rk{l']_

46) ;[I_—]}wei;[—lm) wektorlaryni kollineardyklary belli. m-in

nigi dendigini tapyi (J: m=2),

47)  a(l:0) b(L:1) we ¢(=1:0)  wektorlar  berlipdir.
;: /{;+ ‘ug denlik verlikli bolar valy & we [t sanlary tapyn.
(J: A==1:pu=0).

48) a(l:4) we h(=3:2) \yektorlar berlen. a+ib We

wektorlar perpendikulyar bolar yaly A sany tapmaly. (.J.: A=- — l:; ).

-, - 1
49) a(l:2)we b [—]15} wektorlaryit arasyndaky burgy tapyii.
(J.: cosp=0; @= % ).

39
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50) a web wektorlar berlipdir. Eger « we b wektorlaryi

. 60" dendigi

belli bolsa. a+b wektoryn absolyut ululygyny tapyi.

- -

J:la+b|=2)

— — .

51) Oniki meselediki @ we @ + b wektorlaryn arasyndaky burcy

tapyn. (J: ¢=0).
52) Ugburglugyin A(1:1), B(4:1), C(4:5) depeleri berlipdir.

Ugburglugyn  burglarynyin  kosinuslaryny  tapyn.

)

| =

(.,J.:c08 £A = cosZB=0; cosZ( =

| W

53) Depeleri A(0: 1), #(+/3:1).€(+/3.0) bolan iigburglugyn burglaryny
tapyn. (J.. Z4=30", ZB=90", ZC =60").

54) a(m:n) we b(=n.m) wektorlaryn perpendikulyardyklaryny
subut edin.

35) J(I;O} W 5’“;[} wektorlar berlipdir « + 4 b wektor ¢

wektora perpendikulyar bolar yaly 4 sany tapyn (J: A=-1).

40

Henogwuntble 3ametkn C1p.40



56) Eger a we b wektorlar birlik kollinear dil wektorlar bolsa. onda

a+b we a—b wektorlaryiinoldan tapawutlydyklaryny subut edin.

57) Parallelogramyn diagonallarynyn kwadratlarynyi jeminii onui
taraplarynyn kwadratlarynyi jemine dendigini subut edin.

58) Ugburglugyin a.b, ¢ taraplary berlipdir. Onui m . m, . m_
medianalaryny tapyn.

t,;’:.u;.. = é{ml})'d« -1( ) u}h = -_I;(B.:H BE ) n}._ = é(('.lH('}w’})_

59) Berlen iki nokada genli uzaklyklarynyn kwadratlarynyn jemi
hemiselik bolan nokatlary birikdiryén kesimin, merkezi bu berlen
nokatlary birikdiryin kesimin ortasy bolan téwerekdigini subut edii.

60) a+b we a—h wektorlar perpendikulyar. |a| = |h|

bolvandygyny subut edin.

61) Rombuii diagonallarynyii perpendikulyardyklaryny wektorlaryi
kémegi bilen subut edin.

62) A(l:1), B(2:3), C(0:4), D(-1.:2) dort nokat berlipdir. ABCD
dortburglugyn gémburglyvkdygyny subut edin.

63) A(0;0), Brl:1), €(0:2), D(-1:1) dort nokat berlipdir. 48D
dortburglugyii kwadratdygyny subut edin.

» 34,222 - 23 4
64) “l-g-g)-h( ~§)- c(0,-1), ‘“_;-'3} wektorlaryi arasyndan

L |

birlik wektorlary tapyi we olaryn haysylarynyi kollineardyklaryny
subut edii.
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65) Af-1:1). B(1:0) nokatlar arkaly ge¢vin goni ¢yvzygvi defilemesini

- _ox 1
diiziin, (J.- v = ;+E)_

66) Eger 1) A(2:3), B(3:2), 2) A(4;-1). B(-6.2); 3)A(3;-3).B(-1:-2)
bolsa, AB goni ¢yzygyn denlemesini dizin. (J/: /)x+y-3-0;
2)3x - 10y-2-0; 3)x+6v-+13-0).

67) Depelert O0;0), A(0;2), B(-4:0) nokatlarda bolan OAB
iigburglugyn

taraplaryny ziinde saklayan goni ¢yzyklaryn denlemelerini diiziin,
(L x=0; y=0; x-2y+4=0).

68) Eger ax hy=1 goni ¢yvzveyn (1:2) we (2;1) nokatlardan
gegvindigi belli bolsa, denlemediki @ we b koordinatalar nige

1
0?2 (J:a=bh=—
den? (/@ a 3).

69) 1) x+2y=3=0: 2)3x+4y=12; 3) 3x-2y+6=(); 4)4x-2y-10=0
denleme bilen berlen goni ¢yzygyn koordinata oklary bilen kesigme

-3
nokatlaryny tapyn. (J.: 1) (-3:0), (0:—-); 2) (4:0), (0:3); 3) (-2;0),

(0:3); 4)(2,5:0), (0;-53)).

70) Oy oka parallel we (2:-3) nokatdan gegyan goni ¢yzygyn
denlemesini diiziin. /. x=2).

71) Ox oka parallel we (2:3) nokatdan gegyin goni ¢yzygyn
denlemesini dizin. (/.. y-3).

72) Koordinatalar baglangyjyndan we (2:3) nokatdan ge¢yin goni
¢yvzygyn defilemesini diizin. /: 3x-2y=0).

73) H)x+ 2y 3=0, 2)3x-Ay=12; 3) 3x-2v+6=0; 4) 4x-2y-10=0
denleme bilen berlen goéni ¢vzyklaryn burg koeffisiventini tapyn,

l

(. 1}&»:—;;2)A'=—i:3)k= Ak =2)

[N RV

74) Berlen géni ¢yzygyn Oy ok bilen emele getiryin viti burguny tapyn:
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12y=2x+3;2) xB-y+3=0, 3)pB3-x+1=0

(J.: 1) 45", 2) 60"; 3) 30").

75) 1) 2x-3=0, 2)3y+3=(0), goniiler koordinata oklaryna gora
nahili verlesyir? (J.: 1) Oy oka parallel, 2) Ox oka parallel).
76) 1) x+4-0, 2) 4yv+3-0 gonillerin  haysysy (x okuna
perpendikulyar ? (/.: x++4-0).

77) 1) 3x+3-0. 2) 3+ 20, 3) 3x+4v-0 gonitlerin haysysy Oy
okuna perpendikulyar ? ¢ ./.: Sy+2=0).

78) E(];x{)Weklor A(2,3) nokatdan gegyan bolsa, ugrukdyrylan

x—2 y-3

ra )
T9YA(3:5), B(l;6) iki nokatdan gecyin goni  ¢yzygyi
x—3 v-35

Kanoniki denilemesini vazyi. (/. : —— = ‘T).

wektoryi kanonik deflemesini yazyi. (/.:

x-3

80) 3

eoni ¢vzyeyi ugrukdyvryjy wektoryny we ona

=
o+

degisli bir nokadyi koordinatalaryny tapyn. (/. A (3:-1). ;{4;3})-

x=21+1
81) { -1 t-nii haysy bahalarynda Ox we Ov oklaryny kesyér ?
:ll k= -

_ I
(J.: =gt = -E}-
82 )1-1: +—-2: 1 [7 bolsa. degisgli nokatlaryvii koordinatalaryny
{,\' =21+1
tapyi: :

yv=3-I

(f:(3:2), (-3:-7), (2 2 +1:3 2 -1
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x-35 _y
()

3
83) j kanonik gémiigde berlen ¢yzygyn denlemesini

) ¥=06/+3
parametrik gorniisde vazyn. (J.: ly=2i-3 ).

84) Asakdaky denlemeler bilen berlen goni ¢yzyvklaryn kesigme
nokadyny tapyi;

D)x 2y 3=0, dx+3y16=0; (J:(1:-2))

2) 3x-p-2-0, 2x+y-8=0;  (J.: (2:4)

3) Ixt3ve8=0.4x-2v-6-0;  (J.: (0,5:-2)).

83)x+2y=3, 2x-y= [ we 3xty=+4 goni g¢yzyklaryn bir nokatda
kesigyan-diklerini subut edin.

86) Depeleri (1:0). (2:3). (3:2) nokatlarda bolan tighur¢lugyn
medianalarynyi kesigme nokadynyi koordinatalaryny tapyi.

=il

(o2,

ted |

87) , = (. bolanda y~kx+ ¢ . y—kx+ ¢ deiillemeler bilen berlen
goni gvzyklaryi paralleldiklerini subut edin.

88)(1:2). (3:4). (-4:3). (0:5). (5:-1) nokatlaryi haysylary x {)==23
denleme bilen berlen towerege degisli ? (1 (3:4). (~4:3). (0:5)).
89) x*+1'=169 denleme bilen berlen towerekde: 1) absissasy 5:
2)ordinatasy -12den bolan nokady tapyin. (/.: (3, 12) we (3;-12);
(3;-12), (-3:-12)).

90) 4(2:0) we B(-2:6) nokatlar berlipdir. Diametri A7 kesime den
bolan toweregin denlemesini diiziin. (/.- x"+(-3)"=13).
91)Af-1:-1) we ('(-4:3) nokatlar berlipdir. Merkezi ("nokatda bolan
we A nokat arkaly gegyin toweregin denlemesini diiziun.

(S fx ) o (1=-3)7=23).

92) Eger toweregin (1:4) nokatdan gegyiindigi we toweregin
radiusynyii 5 dendigi belli bolsa, Oy okda toweregin merkezini tapyii.
()2 (=2:0) ya-da (4,0)).

Henogwuntble 3ametkn Cip.44



93) Merkezi (/:2) nokatda bolan we (Ox oka galtasvan toweregifi
denlemesini diiziin. (J.: (x-1)"+(y=2)-4).

94) Merkezi (-3:4) nokatda bolan we koordinatalar baslangyjy arkaly
gegviin toweregin denlemesini diiziin, /. (x+3)7+ (1-4)7=23).

-

95) x* - rax byt e=0, % + = ¢>0 derileme bilen nahili

_ ;3 v ; b
geometrik figura berlipdir? (J.: merkezi {‘—:.;] nokatda bolan

towerek).

96) Tkix-+y"=1, x"+y=-2x+y= O towereklerin kesisme nokatlarynyin
koordinatalalaryny tapyn. (J.: (0:-1)..

97) a7 117-8v=8)+ 7= () toweregin Ox oky bilen kesigme nokatlarynyi
koordinatalaryny tapyn. (1.: (7:0) (1:0)).

98) x= 1y -2ax+ =0, |al=1 woweregin Oy oky bilen kesigmeyandigini
subut edii.

99) 7y -2ax- 0 toweregin (v oka galtagyandygyny subut edin.
100) x°+p*=1 toweregin: y=x-/. goni ¢yzyk bilen kesigme
nokadyny tapyn. (J.: (0:1) we (-1:0)).

101) c-nif haysy bahalarynda x 3+ c=0 goni gyzyk we x= "=/
towerek:

a) kesigyiirler. b) kesigmevirler. (J.: ¢<./7 kesisyir: ¢> L2
kesismeyir: c= /5 galtagyar).
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II bap. Ginislikde dekart koordinatalary we wektorlar
§1. Ginislikde dekart koordinatalary
1.1. Ginislikde dekart koordinatalaryi kesgitlenisi

[ki sany 6zara perpendikulyar x, y géni ¢yzyklar tekizlikde
dekart koordinatalar sistemasyny kesgitleyér. Eger-de x , v goniilerin
kesisme () nokadyndan olaryn ikisine-de perpendikulyar (xOy
tekizligine perpendikulyar) = goni ¢vzygyny gegirsek, biz giniglikde
goniburgly dekart koordinatalar sistemasyny alarys. x. ); = géniileri
peykamlasdyryp, biz olary oka dwreris, ¢iinki ugry belli bolan goni
¢yzvea ok divilyir. () nokatda x, v, = oklar iki bolege bolinyarler.
Olaryn () nokatdan peykamly ugruny poloZitel. bevleki tarapyna hem
otrisatel ugur diyip kabul edelin.

Ox, Oy, Oz oklarynda gol bir uzynlyk birligi boyunca sanlary
verlesdirsek, olar san oklaryna dwriiler.

Gurlan dekart koordinatalar sistemasynyi ()x okuna absissa,
)y okuna ordinata, )z okuna aplikata oklary diyilvar: x(Oy: Oz, yOz
tekizliklere bolsa onun koordinatalar tekizlikler: divilvar. () nokada
bolsa koordinatalar sistemasynyn baglangyjy diyilyir.

Synp otagynyii her bir burgundan ¢ykyan ii¢ goni. iki diwar
we otagyn poly dzbolusly dekart koordinatalar sistemasyny déredyér.

Giniglikde dekart koordinatalar sistemasy name iigin gerek,
onun wezipesi naimeden ybarat? Bu soraga agakdaky yaly jogap
bermek bolar. Dekart koordinatalar sistemasynyn kémegi bilen
einiglikde her bir nokada tertiplesdirilen iig sany degisli edip goyup
bolyar. Tersine, tertiplesdirilen ii¢ sana bir nokady degisli edip
bolyar. Buyagday bolsa geometriyany arifmetikanyn we algebranyn
komegi bilen dwrenmage miimkingilik doredyar.

1. Goy. bize ginislikde erkin 4 nokat berlen bolsun. Bu
nokadyn iisti bilen yO: tekizlige parallel tekizlik gecirelin. Bu
tekizlik Ox okuny kibir 4 _nokatda keser. (22-nji surat). 4_nokadyn
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Ox san okundaky koordinatasyna 4 nokadyi birinji koordinatasy
divilyiir. Suna menzes edip A nokadyn iistinden xOz, Oy tekizliklere
parallel tekizlikleri gegirip, biz (Jy okundan A ,()z okundan A_
nokatlary alarys. Olarvi ()y,0z oklaryndaky Lomdmatalaw A
nokadyn ikinji we iigiingi koordinatalaryny bervir. Ony gysgaga
Afx:vez) valy bellevirler. Netijede, biz erkin A nokat iigin
tertiplesdirilen (x;y,z) sanlary alarys.

2. Tersine, goy, bize (v;v;z} tertiplesdirilen {i¢ sany san berlen
bolsun. Onda absisada x koordinataly A . ordinatada y koordinataly
A_we aplikatada = koordinataly 4_nokatlary taparys. Bu nokatlardan
l,( )z, X0z, xOy tekizliklerine parallel tekizlikleri gegirsek, olaryn
hemmesine degisli bolan 4 nokady gurarvs  (23-nji surat ).

() nokatda kesisyin ti¢ tekizlik ginigligi 8 bolege bolyir. Sol
bir bélege degisli nokatlaryi biratly koordinatalarynyi alamaty
menzesdir. Diirli béleklere degish nokatlaryn koordinatalarynyii
alamatlary durliidir. Eger koordinatalaryn biri nola den bolsa, onda
nokat koordinata tekizlikleriniii birine, ikisi nola den bolsa
koordinata oklaryn birine degiglidir.

I-nji mesele. M (1:0;3), M (0:3:1), M (-1:3:4), M (0:5:0),
M (<2:1:0), M (3:0:0), M (0:0:-3) nokatlan«n haysysy koordinata
ok[amlda we haysysy koordinata tekizliklerinde yerlegyindigini
kesgitlan.

Coziiligi. (v tekizligine degisli nokatlar Gigin z=(). Ona
gori-de A/, M. M, nokatlar xOy tekizligine degisli. Edil sonun
yaly x():z teklzllgllul’uwkatlar\ tigin y=0), yOz tekizhigmin nokatlary
tigin x=0. Diymek. M . M, M. nokatlar xOz tekizligine: M, M, M.
no[\atlanr) tekrzhume deu@hdtr (Jx okuna degisli nokatlaruwn

) z=0. Ona gora-de M, nokat (O)x okuna degislidir. Edil sonun
yaly (Jy oka degish nnLat[ar iigin x=0, z=0 we )z oka degisli
nokatlar tigin x=0, y=0. Divmek. M nokat ()y oka. A_nokat bolsa
()z oka degishdir.

Yokarda gorsimiz yaly. ginislikde nokadyn yagdayyny
kesgitleyén sanlara onun koordinatalary diyilyar.
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4
X, ,

23-n)i surat 24-nji surat

1.2. Iki nokadyin arasyndaky uzaklyk

Iki nokadyn arasvndaky uzaklyk bu nokatlaryn
koordinatalarynyi iisti bilen anladylyar. Goy. bize A¢x vz );
B(x v,z nokatlar berlen bolsun. Goy. A4, B nokatlar 4, B
nokatlaryii x()y tekizligine proyeksiyasy bolsun. Goy. 4, B,
nokatlaryn 4 54 . B_nokatlaryny onki yaly edip 2uralvn{24-n||
surat), 4 B, kesim A kesimiii x( Ny tekizligine proveksivasydyr. 4 |
B, uolxatlawn xOy tekizligine degisli bolany iigin bu uokatlalyﬁ
A (x,v.:0) B, (x,y,0) yaly koordinatalary bardyr. Tekizlikde iki
nol\ad) i ‘uasyndalq “uzaklygy kesgitlemegii formulasyna layyklykda

AB, = 'J(-": =X y "‘(,1": =X T -

A nokatdan 4 B, kesime parallel. hem def bolan A" kesimi

guralyin. ABC" géniiburgly iicbur¢lukdan (¢' = 90") Pifagoryi
teoremasy bovunga
AB =AC*+BC* (1)
B(" kesimin ()= okuna parallel bolany ligin BC" z-z . ACB A,
dortburclugyii parallelogram bolany ii¢in AC" 4 B . Bu yabda\da{]}
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formuladan: (AB)*~ (4 B )"+ (BC)-. Gémiisi yaly bu yerden bolsa
AB = (x =X ) (v )+ (z -z ) ya-da

AB= \/(.\': - ]: +(‘1-': -¥ )2 +(z3—3 ¥ (2)
formulany alarys. Bu formula boyunga giniglikdéki iki nokadyi
arasyndaky uzaklyk kesgitlenilvir. Eger-de Pfx;y.;z) nokat 4B
kesimi ortasy bolsa, onun koordinatalary tekizlikdaki menzeslikde

X, +X, Vit Y
P el p=21TY.

_ata
2 2 o2
yaly Kesgitlenilyir.
Goy. bize A(x;y:;z) nokat berlen bolsun. Bu nokatdan
koordinatalar baglangyjyna ¢enli uzaklyk asakdaky gorniisde tapylvar

OA = qfxz -I-_i': +:22

§2. Wektorlar

(3)

2.1. Ginislikde wektorlar

Ginislikde hem tekizlikdiki valy. ugrukdyrylan kesimlere
wektorlar diyilyir. Wektorlaryii uzynlygy (moduly). ugry. olary
gogmak we ayyrmak. sana kopeltmek, skalyar kopeltmek hasyllary
edil tekizlikdaki yvaly kesgitlenyiir. Giniglikde olaryn koordinatalary
iig sandan ybarat bolup duryar. Meselem. A(x;y;z) nokatda
baglangyjy. B(x ..z nokatda ujy bolan wektory koordinatalary
AB(x, =X —Viiza—2)) valydyr.

Wektorlaryn hisivetlerini gysgajyk vatlalyn. Eger

l‘-;':tﬂ.‘fs.ﬂ;} we E;(b,'.b..bd wektorlar berlen bolsa. onda
I. <.:+:‘; =(a,+ b a, +ha,+b,),
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c;— b= (a,=ba,—bya, = b)

5
2. Aa=(Aa;: A, Aay).

! 1 ] b
3. lo| =& +a; +al

4. a-b=ab +a.b,+ab,.

ab =|rr,|-|h||-cos ¢ . buyerde @ bilen ¢ we b wektorlaryi
arasyndaky burg bellenendir.

5. Ox, Oy, Oz oklaryn birlik wektorlaryny L'| . c.z . c bilen bellesek.

— - - -

ondaislendik a(a,.a,.a,) wektory a=q, c',+¢':3 e, +a. e, valy
vazyp bolyar.

6. AC' = AB+BC i

7. Giniglikde bir tekizlige parallel bolan «@.b.c¢  ii¢ wektora
komplanar wektorlar diyilyér. Eger . b, ¢ ii¢ wektorlar komplanar
bolsa. onda olaryn islendigini beyleki ikisinin isti bilen anladyp

bolyar, yagny a = Ah+ ﬂ: bolar yaly A, psanlar bardyr.

-

8 «a z; bolsa, onda «,=b,a.~b. a b, wetersine.
9. Eger a/|b (kollinear) bolsalar, onda a, = hb, a~hb, a .~ b,
we tersine.

2-nji mesele. Depeleri A(2;-1:3); B(4;-1;3); ('(2:-1,3)
nokatlarda bolan ABC iichur¢lugyi goniiburgludygyny subut edin we
onun burglaryny kesgitlan.
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Coziilisi. A":B, AE’, BC wektoryi koordinatalaryny tapalyii:
AB(4-2-1-(~1)3-3) = AB(2,0,0). -
BOQ2-4-1—(~1)5-3) = BO(-2:0:2) »
ACQ2=2-1-(~1):5-3) = AC(0,0,2) -

Bu 4B we AC wektorlaryi skalyar kopeltmek hasylyny tapyp,
alarys

AB-AC=2-040-040-2=0 -
Diymek, AB | AC . yagny ZBAC=90".
AB-BC =2-(~2)4+0.040-2= 4,

AC-BC =0-(-2)+0-042-2=4.

Iki wektoryi arasyndaky burgy cosg = ah formula boyunga

>

a4
kesgitldlin. p('(-2.0.2). BA(-2:0.0) Wwektorlaryi moduly
|BA|=/(-2)" +0° +0° =2 , |B(‘ = J(=2) +0° +2° =242 , onda

COSQJ — M 4 L ) €|0= 45“.

Bapjac) W22
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2.2. Cyzykly baglanysykly wektorlar
Kollinear, yagny bir goni parallel wektorlaryn birini

beylekisinitiiisti bilen anladyp bolyar. | [5=h=ca bolaryaly

ot san bardyr.
Edil sona menzes komplanar, yagny bir tekizlige parallel tig

wektoryn binni beylekilerinin tisti bilen anladyp bolyar. Eger a.b. ¢

wektorlar y tekizlige parallel bolsalar. onda ¢ = pa+¢g b bolar
valy p.¢ sanlar bardyr.

Seyle wektorlara ¢yzykly baglanysykly wektorlar diyvilyir.
Yagny haysy-da bir wektory beyleki wektoryi iisti bilen anladyp
bolyan bolsa. onda seyle wektorlar kdpliigine ¢yzykly baglanysykly
wektorlar divilyir.

Ginislikde islendik dort wektor gyzykly baglanysyklydyr,

- > =p =% = et w1
vagny 4 h_ ¢ wektorlar berlen bolsalar. onda olaryi birini
( meselem, 4 wektory )

c.;:p;'.:+qg+uc.t (1)
valy edip, bevleki tigiisinin iisti bilen anladyp bolyar.

= o

q Wektoraugurdag ¢, birlik wektor * T - yaly kesgitlenilyir.
1

o

Meselem, (43.11) wektoraugurdag birlik wektor
— g a a
{f” I e D —

lal yJar+32 411 ©

valy kesgitlenilydr.
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f—

Birlik wektoryi uzynlygy bire dendir. vagny |, | =1

Hakykatdan-da

‘ﬂi [u] |u|
|¢ lal ol

§3. Ginislikde goni ¢yzyklar
3.1. Goni ¢yzygyn deiilemesi

1. Goy. bize A(x, v, z,) nokat we a(u a..,) wektor berlen
bolsun. A nokatdan ge¢yin we « wektor boyunga ugrukdyrylan
yeke-tik / goni ¢vzyk bardyr. Onun denlemesini tapalyn . « wektora
[ géni gvzygyn ugrukdyryjy wektory diyilyr.

Goy. Nfx, y, z) nokat [ géni gyzyevi erkin nokady bolsun

—

-
(25-surat). Onda AN(x—x,;v—y,:z—z,) wektor a(a . a,.a;)

.= = —
wektora kolleniardyr, yagny «| |[AN. Onda AN =/« . Basgaga
kolleniar wektorlaryn koordinatalary proporsionaldyr.

Bu denlema goni ¢yzygyn kanoniki deiilemesi divilyér.

5 Eger goni ¢yzyk Ox, (v, Oz oklaryn birine parallel bolsa, onda
ala,,a,,a,) wektoryn koordinatalarynyit ikisi nola dendir. Ona
gdri-de (1) denlemede sol koordinatly drobun sanawjysyny hem nola
denlemeli. Meselem. ()x okuna parallel goni ¢yzyk tigin a.=a =0
Ona gorid-de / gonmin derlemesi
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B e zz,=0

valy vazylyar. Goni ¢yzygyn deilemesi ona degigli Afx, v, =)
nokadvn saylanyp alynmagyna bagly dildir. / géninin ugrukdyryjysy

bolup. a wektora kollinear bolan islendik wektor hyzmat edip bilyar.
3-nji mesele. A(/:-2;3), B(-4;0;2) nokatlardan ge¢yin goni
¢vzygeyn denlemesini yazmaly.
~3 —
Cozilisi. AB(—4-1,0—(-2).2-3)= AB(-5.2.—1) wektor

x=1_y+2 -3
ugrukdyryjy wektordyr. (1) formula boyunga ‘_—_;:' = -l)

valy bolar.
2. Yokarda alnan (1) denlikden x, y; = koordinatalary tapyp,

x=Ad+x
y=Aa+y, , (2)
z=Au+s,

denlemelen alarys. Bu denlemelere géninii parametrik deiilemesi
diyilyir. A sana goninii parametri divilvir. Onun her bir bahasyna
goninin bir nokady degiglidir.

—
4-nji mesele. A(1:2:3)nokatwe ¢ (—2:4:—1) ugrukdyryjy

wektor berlen bolsa. A nokatdan gegviin goni gyzygyi parametrik
denlemesini yazmaly.
Coziilisi. (2) formulalar esasynda gézlenyin deiileme

x==-24+I,
yv=44A+2,
z=—A+3
valy bolyar
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3. Giniglikde iki nokatdan gegvin goninin denlemesini tapmak
iigin. bu nokatlaryn kesgitlevian wektoryny ugrukdyryjy wektor
hokmiinde almak veterlikdir.

Goy. / goninin iki nokady A(x ;v,:z ) we B(x, v, z,) berlen

—)
bolsun. Onda ugrukdyryjy wektory AB=(x, —x; v, —1,:2.— 7))
yaly bolar. Eger baslangy¢ nokady A nokat diyip kabul etsek. onda
(1) formula layyklykda asakdaky denlemiini alarys:

X=X _ Y-y _z-5 3)

L8 VN 275

a. /
Ax.z) M)

ANja

25-nji surat 26-nji surat

3.2. Gini ¢yzygyn koordinatalar sistemasyna
gori yerlesisi

Goni ¢yzyeyn ugrukdyryjy wektorynyin koordinatalaryna
baglylvkda. olaryii koordinatalar sistemasyna we tekizliklerine géri
verlegigini kesgitlemek bolyar._,

1. Eger ugrukdyryjy 4B (x-~x. vy, z-z) wektoryi
koordinatalarynyi biri nola den bolsa. onda ol koordinata tekizliginin

birine paralleldir. Meselem, =, -z, ~0 bolsa, AB wektor we
dernelyian goni ¢yzyk xOy tekizlige paralleldir. Ciinki, bu goninin
dhli nokatlary ti¢in aplikatalary z=z, = =, bolyar. yagny onun

aplikatasy gond goré tiytgemeyir.
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2. Edil sonuniyaly, y .-y =0 bolsa, onda y, =y, bolar. ona gori-
de goni ¢yzyk xOz tekizlige paralleldir.

3. Eger x -v,~0 bolsa, onda x ~x_ bolar we goni ¢yzyk y(z
tekizlige paralleldir.

Suna menzeslikde ugrukdyrvyy 4_;3 wektoryn iki koordinatasy
nola den bolsa, onda ol koordinata oklarynyn haysy hem bolsa birine
paralleldir.

4. Egery-v,~0,z-z,-0 =y, ~v,z ~z bolup. gbni ¢yzygyn
nokatlary ti¢in onui ordinatasy we aplikatasy tiytgemeyir. ol Ox
okuna paralleldir.

5. Eger-de x-x,=0, y -v,=0 = x_~x, v =y, bolsa, onda
bu yagdayda géni ¢yzyk Oz okuna paralledir.

6. Eger-de v -x,~0,z-z,-0 = x,-x, z, -z bolsa, onda
eoni ¢yzyk Oy okuna paralleldir.

7. Eger goni ¢vzyeyn baslangy¢ nokadynyn koordinatalary
nol (yagny A¢0:0:0)) bolsa, onda géni ¢yzyk koordinatalar
baglangyjyndan gegyiir.

8. Eger goni ¢vzygyin ugrukdyryjy wektorynyn
koordinatalarynyn  hig¢ biri nola den bolmasa. onda ol hig bir
koordinatalar okuna we tekizligine parallel dildir. Seyle hem bu
goni ¢yzyk koordinatalar baglangyjyndan gegmeyiir.

Meselem, A(/;2:;2) B(2:4;3) bolsa, onda goni ¢vzygyn
ugrukdyrﬂy wektory i

AB(2-14-23-2) va-da A4B(1:2)1) bolup. goni ¢yzyk
hig bir koordinata tekizligine parallel bolmayar.
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3.3. Gini ¢yzyklaryi dzara yerlesisi
Giniglikde / we /. iki géniilerin kanonik defilemesini alalyn.

Goy. /, goni gyzyk A(x v,z )nokatdan gegvin we a(a.a,.a,)
wektor boyunga ugrukdyrylan bolsun. /, géni B(x ;y.;z) nokatdan

gegyin we bh(bh.b,.h) wektor boyungaugrukdyrylan bolsun,
onda olaryn kanonik deilemeleri asakdaky gérniisde bolar:

X=X _¥-N_zI-%

l. calin PO et LI
X b b, b,

1. Eger bu goniilerin ugrukdyryjy wektorlary kolleniar, yagny

n] |b bolsa. onda bu goniiler paralleldir. yagny /| |/,. Wektorlaryi
kolleniarlyk sertinden alarys:

4%
h b, b
Bu denlige iki gémi ¢yzygyn parallelik serti divilyir,
2. Eger-de / we /., goni ¢yzyklaryn ugrukdyryjy
wektorlarynyni skalvar képeltmek hasyly nola den bolsa, onda bu

f (1)

goni ¢yzyklar perpendikulvardyrlar. yagny / L/ Skalyar
kdpeltmegin diizgiini boyunga
{;‘ !'?. =ab +a.b, +ab, =0 . (2)
Bu deilige iki goni ¢yzygyi perpendikulyarlyk serti divilyér.
Ginislikde goniilerin kesismegi talap edilmevir. atanak yerlegyén
goni gyzyklar hem 6zara perpendikulyvar bolup bilyirler.
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3. Eger-de / we/, goni¢yzyk kesigyiin bolsalar, onda olar
bir tekizlige degislidir. Bu yagdayda/ we /. goniilerin ugrukdyryjy

_)
a.b wektorlary we baslangy¢ nokatlarynyii kesgitlevin AR

— —p
wektory komplanardyrlar. Bu vagdayda 4B wektory a. b

wektorlaryii iisti bilen anlatmak miimkin. Goy. /, we /. goniiler
parametrik gdmiigde berlen bolsunlar :

l.\' = pa, + X, x=gh +x,
L 4 y=pa,+y , (3) Lo v=gh.+y. , (4
l I=pa,+z,; z=gb,+z, .

Eger-de bu gonilerin umumy nokadvny M(x::z) divip

bellesek. onda (3), (4)deiiliklenn sag taraplaryny denlip

‘ X, =X, = pa, —qbh, ,

Yi—yy = pa, —ghs (3)

1. -1, = pay —gh,
baglanysyklary alarys. Bu denliklerden p we ¢ parametrlerin
bahalaryny tapyp. (3) ya-da (4) defilemelerin birinde yerine goyup.
M(x;y:z) kesisme nokadyii  koordinatalaryny taparys.

Diymek, iki goni ¢yzygvi parallel bolmagy tigin olarvn
ugurkdyryjy wektorlarynyi kolleniar bolmagy gerek, perpendikulyar
bolmagy ii¢in ugrukdyryjy wektorlarynyi skalyar képeltmek
hasvlynyii nola den bolmagy gerek, bu goniilerii kesismegi iigin bolsa

e

a. b. AB wektorlaryn komplanar bolmagy zerurdyr.

S-nji mesele. ¢(1:2:3). h(0:=3.2). A(3:4:6), B(3:6:4)

bolanda (3) we (4) goniilerinn 6zara néihili verlesyanligini
kesgitlemeli.
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Coziilisi. Bu goniilerin ugrukdyryjy wektorlarynyin
koordinatalary proporsional daldir. Divimek, olar parallel daldir.
Ugrukdyryjy wektorlarynyn skalyar képeltmek hasyly
0-1-2-3+2:3=0. Divmek, bu goniiler 6zara perpendikulyvardyr, onda
(5) formula boyunga:

[3-5=p . lp:—E.
16—4=2p+3g. = q=2
l-’-l-():}p-Eq. L}:-—Z.

Bu hem goniilerin umumy nokadvnyi vokdugyny anladyar,
§4. Ginislikde tekizlikler

4.1. Tekizligin denlemesi

A(x,v,z,) nokatdan gegydn, n(a.h.c) wektora
perpendikulyar tekizligii erkin nokady N¢x;y,;z) bolsa (26-njy surat).

—> -+
onda AN (x-x;y-y ;z-z,) wektor bilen n(a:bh.c) wektor

perpendikulyardyr, vagny olaryi skalyar képeltmek hasyly nola
— _)
dendir, yvagny n- AN =a(x—x,)+h(y—y,)+c(z—z,)=0. Bu

vagdayda n(a.b.c) wektora tekizligin normal wektory diyilyar.
Yaylary agsak. bu deiileme:

ax by ez -fax, by, ez )=0
gormiigi alar. Sonky denlikde -fax, + by, +cz,)=d diyip bellip. vokarky
denlemini av by cz+d-0 gomisde yazyp bolar. Bu denlemi
tekizligin umumy denlemesi divilyar. Tekizligin denlemesi ona

degisli A nokadyii we ona perpendikulyar 7 wektoryn saylanyp
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alvnmagyna bagly dildir. Tekizligin deilemesindidki a, b, ¢
koeffisiventler ona perpendikulyar bolan wektoryn
koordinatalarydyr. Eger tekizlik koordinatalar baglangyjyndan gegvin
bolsa. onda onun denlemesinde =0 bolyar. Dogrudan hem
koordinata baslangyjynyn x=0, y=0, z=0 koordinatalaryny
defilemede yerine goysak, biz /=0 alarys.

Eger-de tekizligin denlemesinde nibellilerin biri yok bolsa.
onda ol sol nibelliniin koordinata okuna paralleldir. Meselem,
hy+ez+d=0 tekizlik Ox okuna paralleldir.

6-njy mesele, 4(/;2;3), B(-1:0;4) nokatlar berlipdir. 4 nokatdan

_)
gecvin AR wektora perpendikulyar tekizligin deilemesini diizmeli.
Ciziilisi. N(x;y,z) bilen tekizligin erkin nokadyny belldlin. Onda

—>
AN(x-=1,y=2.2-3),

—> —>
AB—1-1.0-24-3)= AB-2:-2:1)

wektorlaryii perpendikulyarlygyndan ABAN=0, basgaca
=2(x-1)-2(y-2)+(z-3) 1),
“2x=2y+z+ 340
va-da 2x+2y-z-3-0 denlemini alarys. Bu denleme gozlenvin
tekizligin denlemesidir,

4.2.Giniglikde tekizligin koordinatalar
sistemasyna gorii  verlesisi

Goy. giislikde tekizlik ax + byt ez 1 =0 umumy deilemesi
bilen berlen  bolsun. Bu tekizligin koordinata oklaryna we
koordinata tekizliklerine gora verlesis vagdaylaryny deriilin.

ki bilen a, b, ¢, d koeffistyentlerinin difie birinifi nola den
vagdayyna seredelin.
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I. @0 bolanda tekizligin umumy denlemesi by +cz-d 0

gomiigi alar. Bu tekizligin normal 77 (0.h.c) wektory bilen (v
okunyn birlik € (1.0,0) wektoryni skalyar képeltmek hasylyny alalym:

n e =10+0ib+0:c=0.

Bu yerden gdrniigi yalv ;7 normal wektor Ox okuna
perpendikulyardyr. Seylelikde. berlen tekizlik bilen (v oky ol

bir ;7 wektora perpendikulyardyrlar, Sona gori-de, berlen tekizlik
Ox okuna paralleldir.
2. b=0 bolsa tekizligin umumy deilemesi ax+cz+d—(

—

gorniisi alar. Onui normal p (. 0.¢) wektory Oy okunyn birlik

¢,(0.1.0) wektoryna perpendikulvardyr. vagny
ne=0a+1-0+0.¢c=0
Bu vagdavda berlen tekizlik ()y okuna paralleldir.

3. ¢=0 bolanda tekizligin umumy denlemesi ax -+ hy+d=1)

—

gomiigi alar. Oniin normal 7 (a.h,0) wektory )z okunyn birlik

¢,(0,0,1) wektoryna perpendikulyardyr, vagny n ¢ =0a+0h-01-0.
Bu vagdavda berlen tekizlik ()= okuna paralleldir.

Yokarky vagdaylardan gérniisi yaly. tekizligii deilemesinde
haysy nibelli vok bolsa. ol sol nébellinin koordinata okuna
paralleldir.

4. d=0 bolsa tekizligin umumy denlemesi ax hytez=0
gomiist alar. Bu denleméni x=y=z=(0 bahalar kanagatlandyryarlar.
Diymek, ol koordinata baslangyjyndan gecyiin tekizlikdir.
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Indi a, b, ¢, d koeffisiventlerifi ikisiniii nola den yagdaylaryna
seredelin.
5. a—h—=0 bolanda. tekizligin umumy denlemesi ¢z+¢/~ ()

. o
gomiisi alar we z——— bolar.
e

Bu yerde ¢—0 bolany tigin  berlen tekizlik Ox okuna .
b=0 bolany iigin hem Oy okuna-da parallerdir. Netijede, ol xOy

o
tekizligine parallel bolup. M ( 0, D.—: ynokatdan gegvindir,

6) ¢ () bolanda tekizligin umumy denlemesi by~

. d . . =
gbrnisi alar we v — B bolar. a0 we ¢~ () bolyanlygy ii¢in tekizlik

; / :
xOz tekizlige paralleldir  we ol A !}:—%;U] nokatdan gegyiir.

7) b=c=() bolanda tekizligin umumy denlemesi cx-+d-0)

{ . _—
gimilsi alar we x- _ZT bolar. b0 we ¢~ 0 bolany iigin. berlen tekizlik

vO:=tekizlige paralleldir we ol M- d .0, 0) nokatdan gegyir.
o

8) a—=d-0 bolsa tekizligin umumy denlemesi hy+cz=0
gornitgi alyar, Bu yagdayda tekizlik ()x okuna paralleldir we
koordinata baglanyjyndan gegviir. Divmek. ol Ox okun iistiinden
gegvin tekizlikdir.

9) b=d~0 bolsa tekizligin umumy denlemesi ax-cz—1
gorniigi alar. Bu yagdayda b=(bolany ti¢in berlen tekizlik (v okuna
parallel, ¢/~ 0 bolany tigin hem ol koordinatalar baglangyjyndan gegvir.
Divmek, berlen tekizlik Oy okunyii iistiinden gegyiin tekizlikdir,

10) e=d/=0 bolanda tekizligin umumy denlemesi v+
by=0 gomigi alar. Bu yagdayda berlen tekizlik Oz okunyn
tistiinden gegyén tekizlikdir,
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Eger koeffisiventlerin ticiisi hem nola dei bolsa. onda biz
koordinata tekizliklerinin denlemelerini alarys.

11} a=b=d~0) bolsa. tekizligin umumy deilemesi cz=0) we
ondan z=0 alynyar. Bu bolsa x(z tekizligin denlemesidir.

12) h=c=d=0bolsa. ondax=1) denleme yO:= tekizligi anladyar.

13) a=c=d=0bolsa. onda y=0 denleme x()z tekizligi anladyar.

Sevlelikde. tekizligin denlemesine layyklykda. onun
koordinatalar sistemasyna gord nahili verlegyandigini avdyp bolyar.

4.3. Giniglikde iki tekizligin dzara yerlesisi

Parallel tekizliklerin arasvndaky burg 0°, perpendikulyar
tekizliklerinn arasyndaky burg 90° dei hasaplanyar. Goy. o we [}
tekizlikler parallel ya-da perpendikulyar bolmasynlar. Onda olar kibir ¢
goni gyzyk boyunga kesigyindirler. ¢ goni gvzygyi Kibir O nokadyndan
ona perpendikulyar bolan y tekizligi gegirelin (27-nji surat), o, ¥
tekizlikler kabir ()4 gon boyunga, .y tekizlikler bolsa (B goni
boyunga kesigvirler. ()4, (JB goniilerin arasvndaky 4B burga u, 3
tekizliklerin arasyndaky burg divilyédr. Bu burg ¢ géni ¢yzykdan (2
nokadyin saylanyp alynmagyna bagly daldir,

Eger a. B tekizliklerin denlemeleri

waxtbyczod =0, Praxtbyrczvd=0
yaly bolsa, onda olaryii arasyndaky burgy olara perpendikulyar
bolan n(a:h, ;). na(a,:b,.c,) wektorlaryn arasyndaky burg
hokmiinde hasaplamak miimkin.

7-nji mesele, 4x+ 2y +4z-3=0; x+y+ 2= denlemeler bilen
berlen tekizliklerin arasyndaky burgy hasaplamaly. _

Coziilisi. Bu tekizliklere ;|f4:314) we ;;:( 1:1:0)
wektorlar perpendikulyardyrlar.

| =# 274 =6 =TT 0 =43
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nyn: =41+ 2-1+4.0=6; Cos( = \E:ﬁ; ¢ =45"

0 : . #

27-nj1 surat 28-nji surat

4.4. Gini ¢yzyk bilen tekizligin 6zara verlesisi

Eger goni gvzyk tekizlige parallel bolsa va-da ona degigh
bolsa. onda olaryi arasyndaky burg 0°, eger gini ¢yzyk tekizlige
perpendikulyar bolsa. onda olaryi arasyndaky burg 90" den
hasaplanyar.

Goy. a goni ¢yzyk a tekizlige parallel ya-da perpendikulyar
bolmasyn, olar 4 nokatda kesigvan bolsun, a goni ¢yzygyn her bir
nokadyndan a tekizlige perpendikulyar inderelin (28-nji surat). Bu
perpendikulyaryn esasy kibir ¢ goni ¢yzyga degislidir; o' goni
cyzyga a goninin a tekizlige proyeksiyasy diyilyar.

Goni ¢yzyk bilen tekizligin arasyndaky burg diylende, bu
goni bilen onun tekizlige proyeksiyasynyn arasyndaky burga
diisiinilydr.

Eger a tekizlik we / goni ¢yzvk
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X=X, V=V, =—=2,
g ax+by+ez+d=0 & S
d, . a,

denlemeler bilen berlen bolsa. onda ¢ tekizlige perpendikulyar

bolan n(ea:bh.c), wektor bilen / goni ¢yzyeyn ugrukdyryjy
ala,.a,.a.) wektorynyn arasyndaky burg. / goni bilen o tekizligin
arasyndaky bur¢y 90" doldurvar (28-nji surat).

8-nji mesele. o  Sxi2vidz-l=0, [ xiy=0, (z=0)
denlemeler bilen berlen ¢ tekizlik bilen/ goni ¢yzygyn arasyndaky
burgy hasaplamaly.

Coziilisi. ;;(4:2:4) wektor « tekizlige perpendikulyar we
;.:( 1:1:0) wektor/goni ¢yzygyi ugrukdyryjysy . Onda

Q:‘w;:-l‘l+2-|+4-n:5; |‘.:|=,.r;-‘+13+n::ﬁ; |_,;1: 42744 =6

b =

a- (6] I

S .—G—EZ—E,

et}

cos@ = o=45

[ gomi gyzyk bilen ¢ tekizligin arasyndaky burgy /f bilen bellesek, onda
o+ f=90"  [=90"p=90"-45"=45",

§5. Sfera
5.1. Sferanyn denlemesi

Kesgitleme. Ginislikde berlen nokatdan berlen uzaklykda
verlesviin nokatlarvn kopliigine sfera divilyar. Berlen nokada
sferanyn merkezi. berlen uzaklyga bolsa sferanyi radiusy diyilyir.

Goy, ('fx,;v,.z,) nokat sferanyn merkezi. M(x;v;z) erkin nokat

we R radius bolsun.
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Onda sferanvn kesgitlemesme layyklykda AM/('= 1. Bu yerde
iki nokadyi arasyndaky uzaklygyi formulasy bovunga

MC = J(r=x,V + (3=, +(z=2,)" .
Bu denligi kwadrata gitersek, sferanyii deilemesini alarys.
(x-x,)7+(y=y, )"t (=2, ) =R (1)

Eger M(x;v,z) nokat sferanyn i¢inde verlesvin bolsa, onda

(M Rwe

(X=X S (V- =z R (2)
(2) densizlik sferanyi icki nokatlaryny va-da sfera bilen ¢iklenen
saryn icki nokatlaryny kesgitleyar.

Eger-de Af¢x;y:z) nokat sferanyii dagynda verlegse. onda
(M Rwe

(X=X )"+ (y=y ) (z-z,)" R (3)
bolar. Bu densizlik sfera bilen giklenen saryi dagynda yerlesyan
ginisligin nokatlar kopliigini kesgitleyir.

Eger-de sferanyn merkezi koordinatalar baglangyjvnda bolsa,
onda x ~v, —z —0 bolar we sferanyn derlemesi

x4y =R¢ 4
gorniisi alar (29-njy surat).

Sfera merkezine géra simmetrikdir. Ondan bagga-da ol
merkezden gegvin islendik génid gord we tekizlige gora
simmetrikdir.

Koordinatalar baslangyjyvnda merkezi bolan sfera,
koordinatalar oklaryna gord, koordinatalar baslagyjyna gord,
koordinatalar tekizliklerine gérd simmetrikdir.

Netijede. M(x.v,z) nokat sfera degisli bolsa. onda
M (-x:=yi-z). M f-x;<:2), M(-x;y;-z), M (x;=yi=z),

M (-x;y:z), M (x:-y:z), M(x;y;-z) nokatlar hem bu sfera
degislidirler,
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29-njv surat 30-njy surat

5.2, Sfera bilen goni ¢yzygyn dzara verlesisi

Goy. bize merkezi koordinatalar baglangyjynda radiusy R den
bolan
¥aEe22=R (1)
sfera berlen bolsun.
Giniglikde erkin :;(u]:r.led-_;) wektor boyunga ugrukdyrylan
/ gonini alalyn. Sferanyn merkezinden / géni perpendikulyar
gegirelin. Bu perpendikulyaryi esasy D¢x ;v ;2 ) bolsun. (21 kesimif

uzynlygyny d bilen bellalin, (2)-d. Ona D nokatdan / gini ¢enli
uzaklyvk diyilyar.

OD=d=

— =
Buverde ()/)  wektor ¢ wektora perpendikulyardyr. Ona gori-de
olaryn skalvar képeltmek hasyly nola dendir:

OD-a=ax,+a,y,+a,z, =0 (3)

D nokatdan gegyéin @ boyunga ugrukdyrylan / géni gyzygyi
parametrik denlemesi
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JA\' =a,r+x,
Vv=ad+y, (4)
‘ z=ajl+z,
valy bolar.
Berlen sfera bilen / génininn umumy nokadyny tapmak iicin
olaryn denlemelerini bir sistemada ¢6zmeli.
[ goéninin deilemesinden x,),z bahalaryny sferanyn
denlemesinde yerine gosalyn

‘(“;rf.:."-{)i i (u:‘f_, J",,)'. 3 {‘}:‘I‘r ._:r)_"__R.‘:

= fa +a +a;)P+2ax,ta, y,raz)rx 4y, 2 =R (5)

Bu verde | H a/+a+a;. Ondan basga-da (2) we (3)
denlikleri goz 6niinde tutsak. (5) denleme asakdaky gomiigi alar:

|u] P+d* =R = 1° :R—_:—:!—_ . (6)

a

Buverde ii¢ yagdayyn bolmagy miimkin.

L. d>R bolanda (6) denligii ¢ep tarapy poloZitel. sag tarapy
otrisateldir. Bu bolsa miimkin dildir. Yagny bu yagdayda sfera bilen
gnimin umumy nokady vokdur.

I1. d=R bolanda (6) deiilikden t*=0=t =t,=0
Buyagdayda / géni bilen sferanyn bir sany umumy nokady bar,
onia-da galtasma nokady divilyar. (4) deiilemede t=0 bolanda

bolup. / goni sfera D nokatda galtagyar.
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1. d<R bolanda (6) deflikden

valy t iki hakvky koki bardyr. Bu vagdayda / goni bilen sferanyn iki
sany umumy nokady bardyr.

5.3. Tekizlik bilen sferanyn dzara verlesisi

Goy, bize merkezi koordinatalar baglangyjvnda bolan sfera
we xOyv tekizlige parallel bolan a tekizlik berlen bolsun. Olaryn
defilemeleri agakdaky gorniigde bolar.

[ 4y 427 =R,
kl: =d
z=d denleme a tekizligin koordinatalar baslangyjyndan o uzaklykda
vatyandygyny ailadyar. Bu yerde ii¢ vagdayyn bolmagy miimkin.
1. z=d ¢ Sferanyn deilemesinde = bahasyny yerine goysak.
biz agakdaky denlemiini alarys.
Xy d =R = xR
Bu denligin ¢ep tarapy polozitel. sag tarapy otrisatel sandyr,
ciinki ¢ R. Buvagday miimkin dal. Diymek. R yagdayda tekizlik
bilen sferanyn umumy nokady yok. vagny (1) sistemanyi hakyky
koki yokdur, yagny tekizlik sferany kesmevir.
2. z=d-R bolsa, onda z bahasyny sferanyn denlemesinde
yerine goysak

(1

X HR=R = X =0,

Bu denlik x -0, y- 0 yagdayda yerine yetyiir. Seylelikde. biz
M(0:0;d) nokady alarys. « tekizlik bilen sferanyn diie bir umumy
nokady bar. Bu vagdayda tekizlik sfera A/(0:0:R) nokatda galtasyar.

3.d R bolsa, sferanyi defilemesi x”+ y*~R--d” gorniigi alar.
R~ =" bilen bellesek. sferanyn denlemesi v +17=h" gorniisi alar.
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Bu toweregni denlemesidir. Diymek. bu yagdayda sfera bilen
tekizligii umumy toweregi bardyr. Yagny tekizlik sferany towerek
boyunga kesvir.

Merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan sferany
koordinata tekizlikleri uly towerekler boyunga kesyiirler.

5.4. Sfera galtasyan tekizlik

Amaly meseleler ¢oziilende sfera bilen tekizligin galtagyan
vagdayyvna 6rin kop dus gelinyir. Ona gori-de bu sorag ginisleyin
seredilmegini talap edyir.

Yokarda belleysimizyaly. o tekizlik bilen sferanyii merkezine
cenli uzaklyk sferanyn radiusyna den bolsa. onda a tekizlik sfera
galtagyan tekizlik bolyar. Sfera galtasyan tekizhk barada asakdaky
teoremalara seredelin.

I-nji teorema. Galtagma nokadyny sferanyn merkezi bilen
birlesdiryin radius galtagvan tekizlige perpendikulyardyr.

Subudy. Goy, () nokat sferanyii merkezi. 4 nokat o tekizligii
sfera galtasma nokady bolsun. ()4 | « gatnagygy subut edelin. Goy,
()4 radius ¢ tekizlik bilen perpendikulyar déldir divip giiman edelin.
Bu vagdayda () nokatdan « tekizlige perpendikulyar bolan # kesim
bardyr. Tekizlige gegirilen perpendikulyvar vapgytlardan kigidir.
Yagny /i OAya-dah R. Bu vagdayda a tekizlik sferany towerek
boyunga kesvir. Bu bolsa teoremanyii sertine gargy gelyar. Diymek,
giiman etmamiz nadogry,ona gori-de 04 La.

Bu teorema ters teoremany asakdaky valy beyan edip bolar.

2-nji teorema. Eger sferanyin 4 nokadyndan gecyin a tekizlik
sferanyn ()4 radiusyna perpendikulyar bolsa, onda « tekizlik sfera
Anokatda galtasyandyr.
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§6. Ucburclugyii mediyanalary iicin
kosinuslar teoremasy

Mekdep geometriyasynyn esasy bolegini Yewklid
geometrivasy tutyar. Yewklid b.e.oi 111 asyrda yasap gegen grek
matematigidir. Giometriyanyn kép teoremalary Hindi we Hytay
matematikleri tarapyndan Yewklidden 6it hem seredilip gegilipdir.
Yewklid olardan tapawutlylykda. geometrivany ylym hékmiinde
esaslandyran alymdyr. Ol figuralaryi kéibir hisivetlerini subutsyz
kabul edyir we olary aksiomalar diyip atlandyrvar. Bevleki islendik
tassyklamany solaryi iisti bilen subut etmegi teklip edyér. Yewklid
Aleksandriva siherindiki 6z dowriinde in bay kitaphananyn miidiri
bolup iglapdir. Onun geometriyasy orin yorgiinli bolany @i¢in sol
déwriin patysasy Ptolemey I geometrivany 6wrenmegi maksat
edyir. emma ona ongakly bir diigiinmeyir. Ptolemey 11 Yewklidi
vanyna ¢agyryp. vazan zatlarynyn ¢vlsyvrymlydygyny. olary
Gwrenmegin ansat voly yokmy diyip sorayar.

Yewklid ona: “Geometrivada salar iigin ayratyn yol vok™
diyip jogap beripdir.

Geometniyanyn ikinji bir ayvratyn 6siis baslangyjy X VIl asyrda
vagap gecen fransuz matematigi Rene Dekartdan baglanyar. Bizii
hizirki 6wrenyén dekart koordinatalar sistemasyny ilkinji gezek sol
girizipdir. Yogsa-da dekart koordinatalary nahili veiillik bervar? Her
bir ylmyn 6z dili bardyr. Diirli ylymlaryn sol bir meseléni ¢6zvin
vagdayy mimkindir. Dekart koordinatalar sistemasy geometriki
meseleleri algebranyn diline gegirvir we tersine algebranyn
meselelerini geometriki usulda beyan edvir. Bu vagday
geometrivada algebranyn usullaryny, algebrada bolsa geometrivanyn
usullaryny peydalanmaga miimkingilik beryir.

Geometrivanyn hazirki zaman usullarynyn biri-de wektorlar
usulydyr. Onun esasyny XIX asyrda yasan German Weyil tutupdyr.
Wektorlar usuly arkaly geometriyanyi kop meseleleri yenillik bilen
¢oziilyir we bu usul figuralaryn hisivetini has cuinur 6wrenmige,
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¢alt netije almaga yardam beryir. Asakda biz Yewklid
geometriyasynda 6wrenmegi oréin kyn bolan, wektorlar usulynda
bolsa ansat netije alyp bolyan bir mesela seredelin.

Goy. bize A5 erkin tigburgluk berlen bolsun. 4 , 5 ,C" bolsa
degiglilikde 4 5¢ nokatlaryn gargysyndaky taraplaryi ortalary bolsun,
vagny A4, BB, ('C,bu igburglugyin medianalary we () bu
medianalaryii kesisme nokady bolsun (30-njy surat). Gysgaga

Adi=m.. BB =ms, CC,=m. diipbellilin. ABA we ACA,
tighurgluklardan

AA = AC+CA,

A4, = AB+ BA

[}

Bu wektorlary gosup, 2 A4, = AB+ AC'+ BA,+ (A4, deiiligi alarys. Bu

verde BA.CA, wektorlar garsylykly ugrukdyrylan wektorlar bolup.
olaryn uzynlyklary 6zara dendir. Ona gori-de

BA|+('.'4, =0.
Onda A4 =%(.4}9+ AC) Yada m. =l1{.4'}f+ AC) bolar
Edil sufia menzeglikde
n'r.u = l(H;I+ BC )
2
=L (Caec
. —E( A+ )

valy denlikleri alarys,

Bu m . m,, m wektorlary jemlip alarys.

n;..+ n;-+n;,- :%H}H H:-h- .-1i"+(2'-i+ B("+ (';'1‘) =)
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-+ 3 »

Diymek ., m.+m:+ me=0 = m,=—(ms+m.)
Sonky denligi kwadrata goterip. asakdaky netijani alarys.

m,=m;+m>+2mym,

Skalyar kopeltmek hasylynyn diizgiini boyunga

S SR

my M. =\m,

]

m_ |cos & 4

- —
bu verde @ bilen m, we m. wektorlaryii arasyndaky burg
bellelendir.
Netijede asakdaky denligi alarys.
m. = m:+ m I+2 |ml [|m"_]cos a -

Wektorlaryn kwadratlary we skalyar kopeltmek hasyly san
bolanlygy iigin yokarky denligi wektor alamatsyz hem yazmak
miimkindir. . L

m; =, +m+2m; . cosa

Bu formulany ti¢gburgluklaryn medianalary ii¢in kosinuslar
teoremasy diyip atlandyrmak dogry bolar.

Edil suna menzeglikde iigburglugyn bevleki medianalary iigin
asakdaky vyaly denlikleri vazyp bileris .

;= m+2m, mecosff
m’ =m’+m+2m, ms cosy
Eger m, we m. wektorlaryi arasyndaky bur¢ 90", yagny

my L m. bolsa,onda m’> =m;+m’.

4 . 4 . % 2. W
3Ma=3 m; + g M we netijede a~ = 3 mzbolmaly. Bu serden hem

my = ga deniligi alarys.
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§7. Giniikmeler

1) Dekart koordinatalar sistemasynda A(/;2:3), B(-1;2;3),
C(-2:1:3),(-3:1;2), E(-1;-2;-3), F(-3;-2;-1) nokatlary gurun.

2) A(0:3:6), B(0:4:3), C(0:2:7), K(1:0:3), L(2:0:4), M¢3:0,5),
D(1:2:0), F3:6,0) Ef2:4:0), nokatlar haysy koordinata tekizliginde
yatyar?

3) A(0:0:4), Br0:0:2), C(0:1:0), D(0:5:0), E(3:0:0), M(5:0:0)
nokatlar haysy koordinata oklarynda yatyar ?

4) Giniglikde x we y koordinatalary nola den bolan nokatlar nirede
vatyar?

3)A(L2:3), Br0:1:2), C(0:0:3), D(1;2:0) nokatlar berlipdir. Bu
nokatlaryin haysv: 1) xOy tekizliginde: 2) Oz okda: 3) yO:z
tekizliginde vatyar?

6) A(0:3:4), BiS:0:6), ((3:12:0) nokatlar berlen. Bu nokatlardan
koordinatalar baglangyjyna cenli uzaklygy tapyn.
(J.:|40] = 5.|BO|=10JCO | =13.).

T aYA(2:4:6), B(4:8:2), bJA(1:3;3). B(3:3;7) nokatlaryn ortasynyi
koordinatasyny tapyn. (./: a)()(3:6:4).b) ()(2:4:6) ).

8) xOv tekizlikde A¢0;1:-1), B(-1:0;1), C(0;-1:0) ti¢ nokatdan

(Vi
dendaslasan Dfx:y:0) nokady tapyi. (J.: D { —I:I;U ).

9) (0:0:1), (0:1:0). ¢1:0:0) nokatlardan dendaslasan we y(J)z
tekizlikden == 3 uzaklykda duran nokady tapyn. (/- 1) ¢ 3:3,3)).

10) Ox okda A(1:2:3), B(-2; 1;3) nokatlardan dendaslasan '(x;0;0)
nokady tapyi. (.J.: C'(0:0:0)).

11) Depeleri: a) A(0,2:-3), B(-1:1;1), ('(2;-2:1), I)3;-1;-3);
bhlA(2:1;3), B(l:;0;7), C(-2;1;3), D(-1;2:1) nokatlarda bolan
dortbur¢lugyn parallelogramdygyny subut edin.

12) Eger: [)A(6,7:8), B(8;2:6), C(4;3;2), D(2;8:4); 2) A(0;2;0),
B(l1:0:0), C'(2;0;2), D(1:2;2) bolsa, onda ABCD dortbur¢lugyn
rombdygyny subut edii.
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13) Kesimin bir ujy 4¢2:3;-/) we onuii ortasy ('(1;/;1) berlipdir.
Kesimin ikinji B(x;v:z) ujuny tapyi. ()0 B (0:-1:3)).

14) Eger ABCD parallelogramyn tig¢ depesinin koordinatalary:
1)A(2:3:2), B0:2:4), C(4:1:0), 2)A(1:-1:0), B(O:1:-1) (-
1:0:1):3)A(4:2:-1), B(1:-3:2),

('(-4:2;1) belli bolsa, onda D) depesiniii koordinatalaryny tapyi.
(/.- 1) D nokadyi ti¢ yagdayy bolmagy miimkin. D (6, 2; -2),

D (-2:4:6), D2: 0; 2)).

15) Uglary Afaye:-b) we Bf-a;d:b) nokatlarda bolan kesimii
ortasynyn ()y oka degislidigini subut edii.

16) Uglary C(a:;h;¢) we D(p;q:-c) nokatlarda bolan kesimin
ortasynyn xOy tekizlikde yatyandygyny subut edin.

17) ;;(5;7-_3). ;(|‘3;5) wektorlaryi jeminin we tapawudynyn

koordinatalaryny tapyin. (./.: a+b= (6:10:13) ).

18)  a(l:3:4) wektor berlen.—%;. \Eu wektorlaryi

koordinatalaryny tapyn.
(L 1) 5(—{:—%:—21,:}&\/5;3«.6:461 ).

19) a(7:2.3), b(3:5:2) wektorlar berlen .1)2a+3b,2)4h—2a
wektorlaryn koordinatalaryny tapyn.(.f: 1) (23:19:12), 2)(-2:16:2)).

20) D)a(13:0). b(2:03); 2)a(l:35). h(3:2:4) wektorlar
berlen bolsa, olaryn skalyvar képeltmek hasylyny tapmaly.(./.:1)
ab=2, 2)ab=29).

21) Da(0:3:4);2) a(6:0:8) : 3)a(0:;5:12) wektorlaryi
modullaryny tapmaly.
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L) FJ.‘=5; :;E]:lo 3)|I}=13)_
=14 12
(— —]U) 5(703) C{ -2:4:0)  wektorlar berlen

bolsa. onda @ = p b+ q ¢ bolaryaly p; ¢ sanlary tapmaly.

3
J:p=2:q q}.

- 14__ = 4 _
23) a{—~?;3;2 ). 5(0:0:1), ¢(0:2:5)  wektorlar berlen bolsa,

- — -+

onda ¢ =h p+qc bolaryaly p. g sanlar barmy?

24) A(2:7:-3), B(1;0:3), C(-3;-4:3), 1(-2;3:-1) dort nokat berlipdir.
AB, BC, DC, AD, AC we BD wektorlaryn arasynda den wektorlar barmy?

—

25) a (1:2:3) wektor berlipdir. Baglangyjy A(/:1;1) we ahyry

B(4,3.2) nokatda bolan AB wektoryi a wektor bilen skalyar
kopeltmek hasylyny tapyn (/. 10).

26) n-in haysy bahalarynda berlen wektorlar perpendikulyardyr:

1) g (2:=1:3), p (1:3:0):2) (n;-2:1), (n;=n;1); 3) (n:-2:1),
(m2m4)4) (4:2m=1), (-1:1;m)? ()2 1)

= %: == 3wm=2, n=4).
2

27y Al:0:1), Be-1:1;2),0(0;2;:-1) g nokat berlipdir. A8 we ('D
wektorlar perpendikulyar bolar valy. ()= okda seyle D(0;0;¢) nokat
barmy?

—_

28) & we b wektorlar 60" burg emele getirvirler, ¢ wektor
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—

bolsa olara perpendikulyar. @ + b - ¢ wektoryii absolyut ululygyny

tapyn. (J.: 1’{'!3 +h° +|uh| ).
20) A(0;:1:-1), B(1:-1:2), ('(3:1;0), )(2:-3:1) dért nokat berlipdir.
B we ¢ wektorlaryn arasyndaky ¢ burguit kosinusyny tapyii.

3

] - cosp=—=),
(/. W7

30) a we h wektorlary saklayan goni ¢yzyklaryn arasyndaky ¢ burguii

|(:;71 = |;;| ‘;| cos ¢ deilemeden kesgitlenyandigini subut edin.

31) Ar2;3:-1) nokatdan gegviin we a(1:3.5) wektor boyunca
ugrukdyrlan géni ¢cyzygyi kanonik deilemesini yazyi.

-

x=2 y=3 =+l

(J.: =3~ ).
32) A(-2;3;3), B 3:6;,-2) nokatlardan ge¢yin goni ¢vzvgyn
kanonik deflemesini yazyi. (/.: ":2 =*'%=-='-__:|

33) A( 1;2;-1) nokatdan gegvan we g(2:3.—1) wektor boyunga
ugrukdyrylan gonimin parametrik denlemesim vazyn.

(x=2r+1
J' _1‘:3’4’2
1::—{—[..

34y A(2:4:6). B( -2:0;3) nokatlardan gecyin gom ¢yzygyi
v=—h+2

parametrik denlemesini  vazyn../.: ‘ y=—dred
T=-31+06.
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JX::‘..’+[,

35}1 3

y=3

s
4" goni ¢yzyga degishi 3 sany nokadyn koordinatalaryny

1l

I+
tapyn.

x—=1_ y=2 z+32 . .
5 - : 3 = 3 goni ¢yzvgyn 5 sany erkin nokadynyn
koordinatalaryny yazyi.

36)

X=r+2,
= 1 Sk . - - - = . -
po=2b=d, goni cyzygyn koordinatalar tekizligi bilen kesigme

z=3-3

37) 1
nokatlarynyn koordinatalaryny tapyi. (./:(3:-2:0), (4:0;3). (0: -8:-9)).
x=1_y-2_z+2

2 4
kesisme nokatlarynyn koordinatalaryny tapyi. (./: (2,4,0), (0:0;-4),
(0; 0:-4}).

38) eoni ¢yzygeyi koordinatalar tekizligi bilen

g

39)A(2:5:4) nokatwe «(1:2:3) wektor berlen. 4 nokatdan gegyin
-3

we  wektor boyunga ugrukdyrylan hem-de 5¢/;3;7) nokatdan

—3
gecvanwe h(2:4:6) wektor boyunga ugrukdyrylan goni ¢yzyklar
parallelmidir?

40)A(3:5:2), B(2:3:7), ('(1;3:6), D(0;1;5)nokatlar berlen. A5 we
('D géniilerifi paralleldigini va-da perpendikulyardygyny anyklamaly.

41) ::.:{2;3;4), 5{-3;2:0)w¢kt0rlar bovunga ugrukdyrlan we
degislilikde A(/:2:3),B(2:4:-2 ) nokatlardan gegvin goniilerin
perpendikulyardygyny va-da paralleldigini anyklamaly.

3

=3.

5, ] x
; We |,
i 2

]

X=
42) { " goniilerin 6zara verlegisini kesgitlemeli.

78

Henogwuntble 3ametkn C1p.78



I.\'=2f+3. I r=1+23.

Jv=t-1, pae3ae 0, oo igia ol gE ee

44y 0oy goniilerin kesigyandigini
==06/42, l::3r+2

subut edin we kesisme nokadynyi koordinatalaryny tapvii.

43 4 80
(L Of T.j‘; 7]‘].
Lﬂ—j vl
5 = ; =1
"3 i\zw—l ‘Azh—l EQ
1 :]I;_L y=r+3  {y=4r+3 -%‘1=r.
) — l:‘—-lr—-l |:=5f—4 :+4_'f
— =1, s

parametrik denlemeleri bilen berlen goniiler 6zara nihili verleser?

46) A(3:2:1) nokatdan gegyin we é;(1;2;3} wektor boyunga

ugrukdyrylan géni ¢yzyk bilen B(0;4:2) nokatdan gecyén we

b(0~3:2) wektor bovunga ugrukdyrylan géni ¢yzyklarvn arasyndaky

burgy tapyi.(.J.; o =90").

47) Berlen 3x-2y-4z-12-0 tekizlige degigli ti¢ sany nokadyn

koordinatalaryny tapyn. (1 : (2:-1;-1), (0:0;-3), { 0;-6;00)).

48) Tekizlik x-3y+3z-15-0 deileme bilen berlipdir. Afa;1;2),

B(3:b:4), C(0:-2:¢) nokatlar a, b, ¢ sanlaryit haysy bahalarynda bu
8 9

tekizlige degislidir? (.J).: a=8; b= E.t'zz)-

49) Berlen 3x-3y+ 2z-30-0  tekizligin koordinatalar oklary bilen

kesigme nokatlarynyii koordinatalaryny tapyi. (/. (10;0:0));
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(0:-6:0); (0:0:15)).

50) Berlen x +y+z= ) tekizligin koordinatalar oklary bilen kesisme
nokatlarynyn koordinatalaryny tapvi. (./.: Q(0:0;0)).

S51) 1)Sy-z+15=0; 2)3x-2z-6-0; 3)2x-3y+ 10=0 tekizliklerii
haysy koordinatalar oklaryna paralleldigini anyklan.

52) )3z y-1=0; 2)2x-y-4=(); 3)3yv+z-1-=0 tekizlikleriii haysy
koordinatalar tekizliklerine perpendikulyardygyny anyklan.

53) 1) 2x-3=0; 2)3y-6=0; 3)z-35=0 tekizliklerin haysy
koordinatalar oklaryna perpendikulyardygyny anvklan.

54) 1) x-3=0; 2)3y-3-0); 3)4z-1-0 tekizliklerin haysy koordinatalar
tekizliklerine paralleldigini anyklaii.

55) A(1;2:3) nokatdan gecyin we x(Jy tekizligine parallel bolan
tekizligin denlemesini vazyn. (/.: z-3-()).

56) Berlen 5(-3;1;2) nokatdan gegvin we xOz tekizligine parallel
tekizligin denlemesini yazyn. (/.2 y-/=0).

57) C(5:-1:2) nokatdan gegyin we vO:z tekizligine parallel bolan
tekizligin denlemesini yazyi. (/. x-3-0)),

58) [)xy=22-6=0; 2) 3x-2y-z-12=0; 3) 5x+22z-10-0 tekizliklerin
normal (perpendikulyar) wektorvnyii koordinatalaryny tapyi.

59) Berlen A(/;2;3) nokatdan gegyin we «(3:2:1) wektora
perpendikulyar tekizligin denlemesim vazyi. (/. 3x+ 2yt z=[0=0),
60) A(-1;3:2) nokatdan gegyin, Ox okuny dziinde saklayan
tekizligin denlemesini yazyn. /-2y 13z=0).

61) Ar-1:3;2) nokatdan gegvin. Oy (Oz okuny) okuny 6ziinde
saklayan tekizligm denlemesini vazyn. J/.: 1) 2x+z=0, 2) 3x 1 y=0).

62) Berlen Bf-1:0:4) nokatdan gegyin we h(—3;2:1) wektora
perpendikulyar bolan tekizligin deitlemesini yazyn.

(2 3x=-2y-z+7=0).

63) Berlen Ar/;2;3), B(l;-2;-3); ('(1;6;4) nokatlardan geg¢yin
tekizligin denlemesini yazyn. (/. x-/=0).
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64) Berlen 2x-y+35z+3-0, 2x-y+3z-7-0 tekizliklerin

paralleldiklerini gorkezin.

65) Berlen x+ty+/=0, 3z-6-0 tekizliklerin o6zara

perpendikulvardyvklaryny gorkezin,

60) Berlen 4x-6y-8z+ /20, x-3y-4z+ 160 tekizliklerin 6zara

verlesis yagdayyny anyklai.

67)Berlen: [) x-z+2=0, 2v-6=0;  2)x-3v-1=0, 2x—6 =
3)x-z+4=0, 2x+42z=0; 4)3x-6=0, Tx-12=0

tekizliklerin 6zara yerlesis yagdaylaryny seljerin.

68) xO)z tekizlige parallel we (+2:-5:+3) nokatdan gegyiin tekizligin

denlemesini vazyn. (1. y+3=0).

69) Berlen x-y+ J3 z-3-0 tekizligin yOz tekizlik bilen emele

getiren burguny tapmaly. (J.: ¢ = % 2

70) Berlen x-2y+2z-4 =0, 3v-4z-12-0 tekizliklerin arasyndaky

14
burgunyii kosinusyny tapyii. (/. cos @ - — s ).

71) Berlen x+ 2y 22-6-0, x+v-3 -0 tekizliklerin arasyndaky burgy
tapyi. (/p=43").

72) Berlen x-z=(), 5x-10-0 tekizliklerin arasyndaky burgy tapyi.
(.o p=43").

3) Berlen A¢/;2:3) nokatdan gegvin we «(1:2:2) wektor boyunga
ugrukdyrylan goni ¢vzyk bilen 2y-2z-4=0 tekizligin arasyndaky
burgy tapyn. (L. @ = ().

x=1 _13=2 F=3 ) )
74) Berlen - B A =1 goni ¢yzyk bilen 4x-3z-12-()
tekizligin arasyndaky burgun sinusyny tapyi.

4
(. singp _—ﬁﬁ ).
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75) Merkezi koordinatalar baslangyjyvnda. radiusy R-3 bolan
sferanyn denlemesini vazyn. (/.: x- 7 +27-25 ).

76) Merkezi A(1;2;3) nokatda bolan. radiusy £~=7 den sferanyn
denlemesini vazyii. (J.o (x=1)7 + (y=2)° +(z-3)° =49 ).

77) Berlen x-+)7+z"=49 sfera degigli bolan 3 sany nokadyn
koordinatalaryny tapyn.

78) Merkezi B(-1; 1;3) nokatda bolan, radiusy /¢~ 6 den bolan sferanyn
koordinata oklary bilen kesisme nokatlarvnyn koordinatalaryny tapyn.
(Jo1) X, =426 -1, 2) . =426 +1:3)z,, = 434 +3 ).

79) Radiusy R 7 bolan sfera koordinata tekizliklerinin tigiisine hem
galtagvar. Seyle sferalaryn négesi bar? Olaryn merkezlerinin
koordinatalaryny tapyi.

(J.: 8 sanysy bar.l]) O (7;7:7); 2)O(=7:7;7): 3)O( 7;-7:7) ; 4)
Of7:7:-7)) .

80) Merkezi A(/;2;3) nokatda. radiusy R-6 den bolan sferanyn
koordinata tekizlikleri bilen kesigviin towerekleriniii denlemesini
vazmaly. (S (x-1)7+(v=2)7+ (z-3)7-36, 1) (x-1)"+(y-2)"=27;2)
(x-1)+(z-3)°=32; 3) (y-2F +(=-3)*=35).

81) Berlen x- +y=+="—49 sferanyn: /)2x-4=0; 2)3v-{5=1); 3)=-6-1)
tekizlik bilen kesigmesinde emele gelen téwerekleni denlemesini
vazmaly we olaryn radiuslaryny tapmaly.

(] I)'r: 4= =45, Ny 4z =24 x” +_r: =13
R=445, k=236 R=+13)

82) Berlen y-+p +z-2x-2y-22-22-0 denleminin sferanyn

denlemesidigini gorkezmeli. (). (x-1)7 + (v-1)7 +(z-1)" =23 ).

83) Berlen x- 1y~ +z-2x-Hy-62-35=0 denleminin sferanyn

denlemesidigini gérkezmeli we onui merkezinin koordinatalaryny
hem-de radiusyny tapmaly.
(Joo(x=1)"+ (v=2)7 +(z=3)7 =49 ).
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84)Berlen A(3;-1;2), B(-3:1:0), C(0:2:12), D(1:10:2), E{I;I:-3),
K(3:+/2:17) nokatlaryi haysylarynyi x* 17+ =*~ 49 sferanyi igki,

85) Berlen x"+y7+ =7-2x-oy-4=-40 -0 sferanyin merkezinin
koordinatalaryny we onuwit uly téwereginii radiusyny tapyn.

(o (X1 + (=27 ~(2-2F =49; O(1:2;2) : R=7).

86) (x-1)7+ (y-2)7 + (z-3)°=29 sfera bilen ?z ‘%: - 4' =7
goni gyzyeyn kesigme nokatlarynyi koordinatalaryny tapyn.
(Jo)K(3:5:7),2)L(-i-1:-1)).

x=6=0
87) Berlen x* + )~ +z*= /00 sfera bilen { v_8=0 goni ¢yzygyn
galtagyanlvgyny subut edin.

88) (O(0:0:0), Afa:0:0). B(0:b:0), €'(0:0;¢) dort nokatdan ge¢yin
sferananyii denlemesini diiziin we merkezinin koordinatalaryny

«

1, b S h '
tapnyrJ,_- {:H—% SO+ E )+ 5 Y=R0(- % < __3; _‘E)
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