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TURKMENISTANYN DOWLET SENASY

Janym gurban saiia, erkana yurdum,
Mert pederleni ruhy bardyr koiiilde.
Bitarap, garassyz topragyi nurdur,
Baydagyn belentdir diiny:in oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryi tiji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizifi ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryi tiji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



SOZBASY

“Wektor we tenzor analizinit esaslary” okuw kitaby
okuw maksatnamasyna layyklykda vazylandyr. ol
egricyzykly ~we iist integrallary, wektor analizinii
esaslary boliimlerden ybaratdyr. Bu boliimlerm her birinde
nazary maglumatlary berkitmek licin anyk mysallar islenip
gorkezilydr. Okuw kitabynda 6zbasdak islemek ii¢cin
gonikmeler getirilendir.

“Wektor we tenzor analiziniii esaslary” okuw kitaby
fizika, radiofizika we elektronika hiindri boyunca okayan
talyplara niyetlenendir. bu okuw kitapdan tehniki yokary

okuw mekdeplermniii talyplary hem peydalanyp bilerler.



§1. Birinji gorniisli egricyzykly integrallar

Hacanda mtegrirleme aralygy tekizlikddki egrinii
dugasy bolanda kesgitli integraly umumylasdyralyn. Seyle
mtegrallara  egricyzykly  integrallar  diyilydr.  Olar
matematikanyn we fizikanynn kop bolimlerinde giiiden
ulanylyar. Egricyzykly integrallar iki gOrniise eye: birinji
gorniish we 1kinji gorniish egricyzykly integrallar.

1. Birinji gorniisli egricyzykly integralyn kesgitlenisi.
Oxy tekizlikde kébir endigan ya-da bdlek endigan AB egrd
garalyn we AB egride z=f(x y)funksiya kesgitlenen hem-
de ¢ékli bolsun.

A=My,M;,..M; ,M;,.., M, M =B nokatlar arkaly
AB

1-nji surat



egrini boleklere bolelin we duganyn her br M, M,
boleginden N, nokady saylap alyp, M, ;M; duganyn
uzynlygyny Al bilen belldp,

> F(NAL (1)
jemi diizelin, )

(1) jeme Z=f(x,y)=f(M) funksiyanyn AB egri boyun¢a

''''''

boleginitt uzynlygyny A (A= [n_ax‘Ali‘) bilen bellilix.

Kesqgitleme: Eger 4 —>0 bolanda (1) integral jemin AB
duganyn bdleklere bolinmegine we bu bdleklerden N,
nokatlaryn saylanyp alynmagyna bagly bolmadyk tiikenikli
| predeli bar bolsa, onda ol predele f(x,y) funksiyadan AB
asakdaky simwollaryii haysy hem bolsa biri bilen
bellenyar.

I:If(M)dlzjf(x,y)dI

Bu vyagdayda f(xy) funksiya AB egrinin boyuna
integrirlenydar. AB egrinin  6ziine bolsa inetegrirlenme
kontury diyilyar. A-integrirlenmanii baslangyc,
B-bolsa gutaryan nokadydyr.

Birinji gomiish egricyzykly integral ansatlyk bilen kesgith
integrala getirilydr. Hakykatdan hem AB egride parametr
hokmiinde egrinint A nokadyndan baslap hasaplanyan |
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uzynlygyny alsak onda egrinin parametrik deiilemesini
x=x(I), y=y(I), (0<I<L) gomisde anladyp bileris.
Sunlukda AB egrinin boyuna berlen f(x,y) funksiya I
parametre gord f[x(l), y()] ¢ylsyrymly funksiya bolar.

| parametrit N, nokada degisli bahasyny I bilen, M.
nokada degisli bahasyny bolsa |, bilen belgildp (1) integral
jemi

> 1 [ ) v, @
i=1
gomiisde yazyp bileris. Bu yerde Al =l -1, we

|, <l <I. gomiisde yazyp bileris. (2) jem f[x(1), y(1)]
funksiyadan [O, L] kesimde alnan kesgitli integral {i¢in
integral jemdir. (1) we (2) integral jemlerin Ozara den
bolanlygy 1ti¢in olara degish integrallar hem dendirler,
basgaca aydanymyzda

L

[ F oyt =] £[x(). y®]d (3)

AB 0

(3) formula dme bir egricyzykly integraly kesgithi
ntegralyn {sti bilen anlatman, eysem ol garalyan AB
egrinini ~ boyuna lzniiksiz bolan f(x,y) funksiyadan
egricyzykly integralyn bardygyny hem subut edyar.
Yokarda gorkezilisi yaly, birinji gomiisli egricyzykly
mtegral goniiden-goni kesgith integrala getirildi, yone bu
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integrallaryn arasynda asakdaky tapawut bar. (1) integral
jemde Al; ululyklar AB egriniii haysy nokadyny baslangyec,
haysysyny ahyrky nokat diyip alanmyza garamazdan,
hékman polozitel bolyar, bagsgaca aydanymyzda

[ £0xy)dl = [ f(x, y)d

b
Yone sol wagtda [ f(x)dx  kesgitli integralda
a

integrirleminii  predelini ¢alsyranymyzda onun alamaty
tytgeyar. Beyleki yagdaylarda birinji gorniish egricyzykly
mtegral kesgitli integralyn hdsiyetlerini 6ziinde saklayar.
Onun seyledigi (3) formuladan goni gelip ¢ykyar.

Egricyzykly integral hem edil kesgitli integral yaly
geometrik hésiyete eyedir. Haganda f(x)>0 bolanda

b

_[f(x)dx kesgith  integral egricyzykly trapesiyanyn

a

meydanyny anladyan bolsa, f(M)>0 bolanda J.f(M)dI
AB

egricyzykly integral M(X,y) nikadyndan oxy tekizlige

perpendikulyar galdyrylan we tytgeyan f(M)

beyikligi bolan silindrik {istiin meydanyna san taydan
dendir.



z=1f (M)

M (x;y)

2-nji surat

Hususy yagdayda, eger AB egri bolman, Ox okda yerlesen
goniniti [a,b] kesimi bolsa, onda f(x,y)=f(x), Al, =Ax;, we
egricyzykly integral adaty kesgith integrala Swrtiler.

Eger f(M)=1 diysek, onda [dl egrigyzykly integraly

AB

alarys. Bu integral AB egrinin dugasynyn uzynlygyny
anladyar. Seylelikde birinji gorniish egrigyzykly ntegralyi
komegi bilen silindrik Ustlerm meydanyny we dugalaryn
uzynlygyny hasaplap bolyar. Bulardan basga-da birinji
gorniisli egricyzykly integral fizikada ginden
peydalanylyar. Onuii  komegi bilen material egriniii
dykyzlygynyn 1isti bilen onufn massasyny, koordinata
oklaryna gord inersiya momentlerini, seyle egrileriii
massasynyil merkezinin koordinatalaryny kesgitlip bolyar.
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2.  Birinji gorniisli egricyzykly integralyn
hasaplanysy.

Haganda o(t),w(t) funksiyalar Ozlerinin
@'(t),y/(t)oniimleri ~ bilen [a, 8] kesimde iizniiksiz
bolanda, AB egri x=¢(t),y =w(t),(a <t < ) parametrik
gorniisde berlen bolsun. Sunlukda f(x,y) funksiya bu egrinin
boyuna iizniksiz we kesgitlilik ligin A nokada t=«, B
nokada bolsa t=p degisli hasap edelin. Onda AB egrinii
islendik M(op(t),7(t)) nokady tg¢in AM duganyn |
uzynlygyna t parametre bagly I=I(t) funksiya hokmiinde

garamak bolar we ol I:I(t)=j Jo©F + ' ®F dt

formula arkaly hasaplanyar.

Bu integrala  yokary ¢dgi  iiytgeyanli  integraly
differensirleménin diizgiinni peydalanyp alarys:

di=\[p®F +['®)F (4)

(30 denligin sag bolegindaki kesgith integralda =I(t) diyip
liytgeyéani calsyryp (4) denligi goz 6iilinde tutup alarys:
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[ 106y = [ £x@), y) B =
ABﬁ 0 (5)
= f f (1), l//(t)}\/[(/"(t)]z +[w'(t)Fat

Mysal 1. Haganda AB duga
x=acost,y=asint,0<t< % toweregin bolegi bolanda

Iyzdl egricyzykly mtegraly hasaplamaly.

AB
Cozilisi: y>=a’sin’t, di=+a’sin’t+a’cos’t dt=a-dt
bolyanlygy ti¢in (5) formuladan peydalanyp alarys.

7 23 72
Iyzdl = jazsinztadt == j(l—cos 2t)dt =
AB o] 2 0

_a_s[t_sinZt} |% _a'z
2 2 0 4

Hususy yagdayda, eger AB egri y=y(x), a<x<b, bu
yerde y(X) tlizniiksiz differensirlenydn funksiya, onda x-y
parametr (t=x) hokmiinde kabul edip (5)
formuladan peydalanyp alarys:

b
[ £ ydl= [ £{x, yO) 1+ y? (x)dx (6)
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Mysal 2. Hacanda AB egri y?=2x parabolanyi (0,0)
nokatdan (2,2) nokada c¢enli dugasy bolanda J. ydl
AB

egricyzykly integraly hasaplamaly
Coziilisi: Alarys

1 1
=J2x, y=-——o, di=1+y?%dx=[1+—dx (6
y Y= y Vo (6)

formula esasynda
2 2
_[ydl = jﬂwflJridx = I\/ZX +1dx =
AB 0 2X 0

1 2lplegse
=§{(2x+1)}|0_3(5\/§ 1)

Bellik: (4) formula 6zbolusly gyzyklanma doredyar.
Kwadrata goterip alarys:

y A
N | M,
Ay, i
Yiapl - |
| |
| |
A |
| AX |
e N,
0 X4 X X
3-nji surat
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(dl)® =[@'®)at] + [y ()dt] = (dx)? + (dy)?

Bu denlik dl duganyn diggerensiyalyna yonekey
geometrik  diisiindiris  berydr. y=y(x) funksiyanyn
differensiyaly  galtagyanynn  ordinatasynynn  artdyrmasy
bolyandygyny g6z oOniinde tutsak, onda dl duganyn
differensiyalynyn, AB duganyn absissasy X bolan nokadyna
gecirilen galtagyanyn, galtasma nokady bilen (x+dx, y+dy)
nokatlarynyn arasyndaky uzaklygyna, basgaca
aydanymyzda katetleri |dx| we |dy| bolan goniiburgly

ticburclygyn gipetenuzasyna dendir, (dl)? = (dx)? + (dy)?
deiilik bolsa 6ziinde Pifagor teoremasyny saklayandyr.

§2. IKinji gorniisli egricyzykly integrallar

1. Ikinji gorniisli egricyzykly integralyn kesgitlenisi.
Goy AB egride iki sany P(x,y) We Q(x,y) ¢akli funksiyalar
kesgitlenen bolsun.

A=My,M,,.,M,;,M;,.,M_,,M, =B nokatlar arkaly AB egrini
n bolege bolelin. M, ;M. wektoryii koordinata oklaryna
proyeksiyalaryny Ax; we Ay; bilen belldlin, duganyn her
bir M;_;M; bdéleginden erkin N; nokady saylap alalyn we
P(xy) [Q(x, y)] funksija iigin

éP(Ni)AXi |:iQ(Ni)Ayi:| 1)
jemi guralyii
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Kesgitleme: Eger 4 —0 (4 =max{Al}, Al bolsa M, ;M.

1<i<n
duganyn uzynlygy) bolanda (1) integral jemi, AB duganyn
boleklere boliinmegine we bu boleklerden N; nokatlaryn
saylanyp alynmagyna bagly bolmadyk tiikenikli | predeli
bar bolsa, onda ol predele P(x,y) [Q(x,y)] funksiyadan
AB egri boyunca ikinji gorniish egricyzykly integral

rrrrrr

[P0 y)ax [[Qex yydy]

simwollar bilen belgilenyar. .[P(X’ y)dx + IQ(X, y)dy
AB AB

''''''

we j P(x, y)dx+ Q(x, y)dy simwol bilen bellenilyar.

AB

Edil birmji gomiish egricyzykly integralda bolsy yaly ikinji
gomiisl egricyzykly mtegral hem ansatlyk bilen kesgith
integrala getirilyar.

Hakykatdan hem, haganda [, ] kesimde
o(t),w (t) funksiyalar o6zlerinin ¢'(t),y'(t) Oniimleri bilen
lizniiksiz bolanda AB egri x=¢(t), y=w({), a<t<p
parametrik gorniisde berlen bolsa, sunlukda A nokada
parametrin t=«, B nokada bolsa parametrin t= 4 bahasy
degisli hem-de @'%(t)+w'%(t) =0 diyelin. Goy P(x y) we
Q(x, y)funksiyalar AB egrini boyuna {izniikksiz bolsun.
Onda egricyzykly integraly kesgitli integrala getiryin
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i
j P(x, y)dx = j Plo@). y )] (t)dt  (2)

B
[Q(x, y)dy = [ Qle(t), v (t) by (t)dt

[ PO y)dx+Q(x, y)dy =

{Plp®), w )" (®) + Qo) w (t) Jp'(t) Jdt

formulalar yerine yetyandir
(2) formulalaryii birinjisini yagny

R ey

B
[P(x, y)dx = [ P(t),w (1) ]p'(t)dt 3)

formulany subut edelin. Ikinjisi edil sona menzeslikde
subut edilydr, tgiinjisi bolsa birinji we ikinji gosulyp
alynyar.

Goy AB egrini bolydin M, nokatlara t parametrin t;
bahalary, N, nokatlara bolsa t bahalary degisli bolsun,
basgaca aydanymyzda ~M;  nokatlar [go(ti),y/(ti)]
koordinatalara, N, nokatlar bolsa [p(t),w ()] (=1.2..n)
koordinatalara eye bolsun P(x y) funksiya egride t
parametre gora ¢ylsyrymly funksiya bolyar:
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P[(”(ti)a‘,”(ti)]’ X=p(t) we y=y(t) funksiyalaryn [a’ﬂ]
kesimde P(x y)funksiyanyn bolsa AB egride iizniiksiz
bolany iicin ¢ylsyrymly funksiyanyn lizniiksizligi baradaky
teorema esasynda Plp(t,),¥(t)] funksiya [a, 8] kesimde
lizniiksizdir

P(x, y)funksiya {i¢in integral jemi guralyn:

5= ZP(N JAX —Zp[co(h) w ()%
AX; gp(t) o(t; l) bolany  iicin = Nyuton-Leybnis

i
formulasy esasynda Ax; = o(t;) — (t; ;)= [¢'(t)dt

tig
Sonun licin hem
5= ZP[co(t)w(n)] J(p(t)dt > [Pl @l oot

i 1t

Beyleki tarapdan [a Sl keSImde Plot).w(t)] @' (t)
funksiyanynn lizniiksiz bolany ti¢in (3) formulanynl sag
boleginde duran, bu funksiyadan kesgitli ntegral bardyr Ol
integraly [t t;]  kesimlerdiki integrallaryti  jemi
gorniisinde yazalyn:

-3 i Plo(®.p O 0ot

5-1=3 [Plo® v ®]-Plo®.w e @

i=1 ti 4
tapawuda garalyi we ony bahalandyralyit P [p(t),w(t)]
funksiya [e, 8] kesimde iizniksiz ,onda Kantor teoremasy

17



esasynda ol funksiya [a,ﬂ] kesimde dendlcegh
lizniiksizdir Bu bolsa islendik )0 san iigcin §)0 san bar
bolup, «=max{At; K& bolanda

1<i<n
Plo@).y ®]-Ple®).yOke
()

densizligin yerine yetyidndigini anladyar ¢'(t) funksiyanyi
[, B] kesimde iizniiksizliginden onuii [e, B8] kesimde
cakliligi, basgaca aydanymyzda seyle bir x)o san bar
bolup

ORT: ©)
densizligm yerine yetyanligi gelip ¢ykyar
(5) we (6) deinsizliklerden peydalanyp (4) tapawut ligin
asakdaky bahalandyrmany alarys:

s-11<Y I Plo@®).w ®)]-Ple®).w®)]

|1'[l

—t_y| =&

Bu yerden ¢ sanyn erkinliginden

lim =1 (7)
u—o
bolyanlygy gelip ¢ykyar. Yone A= {naX{AI { — 0 bolanda
<i<n
u=max{At,} -0 (At =t, —t, ;) we tersine. Hakykatdan

1<i<n

hem Al = N [P ®OF +[w'®F dt. [a,8]  kesimde

tiy

o'ty we w'(t) funksiyalaryn iizniiksizliginden
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\/[(p'(t)]2+[l//'(t)]2 funksiyanyfi hem [o, 8] kesimde
lizniiksizligi gelip ¢ykyar. Onda m we M degislilikde
JeOF +[w'®F funksiyanyii [e, 5] kesimdiki minimal
we maksimal bahalary bolup, m)o,M)o bolsa, onda
MAL, <Al < MAt,. Sebibi ¢'?(t) +y'?(t) # 0

Cep densizlkden 4 — 0 bolanda — 0 bolyanlygy, sag

densizlikden bolsa ¢z — 0 bolanda 4 — 0 bolyanlygy gelip
¢ykyar. Onda (7) denlikden Ilimo&=1, basgaca

A—0

aydanymyzda IP(X, y)dx egrigyzykly integral bar we (3)
AB

formula yerine yetyér.
Ikinji gorniish egricyzykly integral iicin kesgitli ntegralyn
degishi hasiyetleri yerine yetyandir. Onun seyledigi (2)
formulalardan gelip ¢ykyar
Birinji gémiisli  egricyzykly integraldan tapawutlylykda
ikinji gorniish egricyzykly integral integralynn haysy ugur
boyunca (A-dan B tarapa ya-da B-dan A
tarapa) gecilydndigine baglydyr we egrinin gecilmeli ugry
iytgese integralyn alamaty hem iiytgeyandir, basgaca
aydanymyzda [ P(x, y)dx = — [ P(x, y)dx,

AB BA

[Q(x, y)dy =—[Q(x, y)dy

AB BA
Hakykatdan hem egrini gegmeli ugrymyzy iiytgetsek, onda
biz (1) jemlerddki Ax; we Ay; proyeksiyalaryn alamatyny
tytgetmeli bolarys. Netjede jemlerii we  olaryn
predelleriniii alamaty tiytgar.
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Seylelikde  ikinji  gomiish  egricyzykly  integrallar
hasaplanylanda  integrirlemédnin ~ ugry g6z  Oniinde
tutulandyr. Haganda L-yapyk egri bolanda B nokat A
nokat bilen gabat gelyar. Sunlukda egrinii boyuna iki ugur
boyunca aylanyp bolyar.

Eger L- yapyk egriniii boyuna aylanymyzda, onun ¢ékleyin
yaylasy elmydama c¢epimizde yerlesydn bolsa onda ol ugry
polozitel ugur diyip hasap etjekdiris. Bu ugra garsylykly
L yapyk egrinit boyuna poloZzitel ugur boyunga egricyzykly
integral kopleng §P(X, y)dx+Q(x,y)dy  simwol bilen

|

belgilenyir.

2. Ikinji  gorniisli  egricyzykly integrallaryn
hasaplanylysy.

Ikinji gomiish egricyzykly mtegrallar hasaplanylanda (2)
formulalardan peydalanylyar we ol integrallar kesgitli
integrallara getirilyar.

Hususy vyagdayda, eger AB egri y=y(x), as<x<b
denleme arkaly berlen we y(X) lizniiksiz differensirlenyin
funksiya bolsa, onda x-y (t=x) parametr hokmiinde kabul
edip (2) formuladan alarys:

b
[P(x, y)dx = [ P[x, y(x) i,
b
[Q0x, y)dy = [Q[x, y()ly'(x)dx  (8)
Ab a
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b
J P(x, y)ax+Q(x, y)dy = [{P[x, y()]+Q[x, y(x)ldx
Ab a

Haganda AB egri x=x(y) denleme arkaly berlen bolsa,
onda yokardaka mefizes formulalar yerine yetyandir

Mysal 1. Eger AB toweregin dortden biri bolup
x:cost,y:sint,ogts% Anokada t=o,
B nokada t= % degisli bolsa, onda szdx + xydy
AB
integraly hasaplamaly.

Oziilisi: Alarys:
x* =cos’t,dx = —sintdt, Xy = costsint,dy = costdt  (2)
formulalaryn {igiinjisinden peydalanyp alarys:

72
[x2dx+xydy = [(—costsint+cos”tsint)dt =0
AB 0

Mysal 2. Haganda L yapyk egri, x=0,y=0,x=1,y=1

goniilerden ybarat bolsa f (Xx+ y)dy integraly hasaplamaly.
L
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y 4
D +~—

1 C

A B

0 - 1 x

4-nji surat

Coziilisi:
4-nji suratda polozitel

ugur peykamlar arkaly gorkezilendir. Tutus yapyk kontury
boleklere boliip alarys:

j=1+[+]+]
L AB BC CD DA
AB we CD boleklerii boyuna y hemiselik, sonun iicin hem

dy =0we ol bolekler boyunc¢a integrallar nola dendir. Sonun

ticn hem BC we DA bolekler boyunca integrallary
hasaplamak galyar.

(8) formulalaryii birinjisme menzes formula boyunca
[x-y y bilen we y(¥)-y x(y) bilen ¢alsyryp] alarys.

[(x+y)dy =@+ y)dy{“y?} :g
BC 0 .

22



0 yzo 1
[(x+y)dy=[(©0+ dy == ==
DA 1

1

3 1
Onda ¢(x+V)dy=——=-=1
i( ydy=>-3

3. Birinji we ikinji gorniisli egricyzykly integrallaryn
arasyndaky baglanysyk

AB egra M(xy) nokatda gecirilen ugrukdyrylan
galtagyanyn koordinata oklary bilen emele getiryian
burglaryny o we £ bilen belgildlin. (5-nji surat)
Galtagyanyn polozitel ugry diyip biz nokadyn A-dan B
tarapa herekedine degisli ugry kabul etjekdiris.

y1 (
dl [du
i -
0 X x+dx
5-nji surat
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Onda dx =coseadl,dy =cos gdl  (9)
Ikinji gomiish egrigcyzykly integralda dx we dy olaryn (9)
anlatmalar arkaly kesgitlenydn bahalaryny calsyryp, ol
integraly birinji gorniish egricyzykly integrala 6zgerderis:
[P(x, y)dx = [P(x,y)cosedl
Ab AB

JQUx y)dy = [Q(x,y)cos Al (10)

[Q(x, y)dx+Q(x, y)dy = [[P(x, y)cosa +Q(x, y)cos AdI

Seylelikde (10) formulalar ikinji gomush egrigyzykly
mtegraly birinji gorniisli egricyzykly integralynn {isti bilen
anladyar we olaryn baglanysygyny doredyar.

Hacanda nokadyn egri boyun¢a herekednin ugry
garsylykyly ugra tytginde cosa,cospf,dx,dy alamatyny
tytgedyar we (10) formulalar 6z giiyjiinde galyar.

Biz egrigyzykly integrallara tekiz egriler {ligin garadyk.
Yone onui kesgitlemesini we hisiyetlerini - ginislikdaki
egriler tigin hem gecirip bolar.

Goy, AB  gmilkddki egri bolup bu egride
F(x,y,2),P(X,¥,2),Q(X,y,z) we R(x,y,z) funksiyalar
kesgitlenen bolsun. Onda edil tekiz egrilerde bolsy yaly

[P(x,y,2)dx, [ Q(x,y,2)dy, [R(x,y,z)dz

AB AB
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[P(x,y,2)dx+Q(x,y,2)dy + R(x,y,z)dz ikinji gomniisli
AB

egricyzykly integrallary kesgitlip bolyar. Bu integrallary
hasaplamagyn diizgiinleri hem tekiz egrilerde kesgitlenen
mtegrallaryii hasaplanylysyndan kén bir tapawutlanmayar.

§3. Grin formulasy.

Grin  formulasy egricyzykly integrallar bilen ikigat
integrallary  baglanysdyryar.Onda analizde we analizin
ulanylyan yerlerinde gmden peydalanylyar.Bu formulany
koordinata oklaryna parallel goniler bilen kesemizde ikiden
kop bolmadykkesisme nokatlary bolmadyk egriler bilen
céklenen yapyk vyayla iligin subut edelin. Gysgalyk iicin
bular yaly yaylany yonekey yayla diyip atlandyrjakdyrys.

Yaylany cékleyén egriler endigan ya-da bélek endigan
diyip hasap edelin.

Teorema Goy G- kibir yonekey yayla L- kontur
bilen c¢éklenen bolsun we goy P(x,y), Q(xY)
oP o0Q
oy Ox
berlen vaylada iizniiksiz bolsun.Onda Grin formulasy
atlandyrylyan

funksiyalar 6zlerinii hususy Oniimleri bilen

a_g — a_ —
J;';[( ox jdxdy = i Pdx + Qdy
1)

formula yerine yetyandir.
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Subudy. Goy G vyaylany ¢édklenen L- Kkontur
x=x(y), x=x%(y) (c<y<d), x(y)<x(y)

denlemeler arkaly, sonun yaly-da
y=Y1(x), y=¥,(x) (@<x<b), y,(x)<y,(x)

denlemeler arkalyanladylyan bolsun (7-nji surat).

Onirti (a<x<b), y,(x)<y<y,(x) defisizlikler arkaly
kesgitlenen yayla garalyn we

1

yu
A B
C _____
0 X X
6-njy surat
yu
G
0 X ] X

7-nji surat
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oP
~——dxd
Iy o

integraly egricyzykly integrala 6zgedelin.Onun iicm. Ony
gaytalanyan integrala getirelin we Nyuton-Leybnisin
formulasyndan peydalanyp y-e gord integrirlilin. Alarys:

y2x

JJ—dxdy jax | % dy I[P(X Y,(x))— P (%, y2(x))ix =

a Yi(x)

1Py, (0 Pl y o

a

Bu iki kesgith integralyn her biri degish egrda gord alnan
ikinji goriish egricyzykly integrala dendir:

[Py ()X = [P(xy)dc=— [P(x, y)i,

ADB BDA

[Py, ()= [P y)ix

ACB
Seylelikde

”@ dxdy:{ [ P(x,y)dx+ [P(x, y)dx}
G ay BDA ACB
ya-da
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[T dxdy = £ P(x, ) @
G Oy L
Edil suna menzeslikde

Il aa—Q dxdy = {Q(x, y)dy &)
G OX L

formula hem subut edilydr.(sunlukda G —yayla
(c<y<d), x(y)<x<x,(y) deisizlikler arkaly
kesgitlenyar).

(3) detilikden (2)denligi ayyryp alarys.

Bellik. Eger yapyk G  yaylany gosmaga ¢yzyklary
gecirmek arkaly tiikenikli sany yonekey yaylalara boliip
bolyan bilsa, onda bu yayla {igin hem Grin formulasy
yerine yetyandir.Hakykatdan hem , goy L ¢égi bolan G -
vayla 8-nji suratdaky gorniise eye bolsun.

8-nji surat
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B(x;y) C(Xx+AXy)

9-njy surat

Ony iki sany yonekey yayla bolelii: G; we G,
yaylalar ti¢in (1) formula yerine yetyar. G, we G, yayla
ti¢cin Grin formulasyny ulanyp alnan denlikleri agzama-
agza gosalyn. Cep tarapda tutus G vyayla boyunca ikigat
integraly alarys — sag boleginde bolsa G yaylanynn L
kontury boyunca egricyzykly integral alarys, sunlukda
komekci egri boyunca integral iki gezek garsylykly ugur
boyunca alynyar we gosulanda biri-birini yok edydr.

Mysal. L egri  x°+y®=R? tdwerek bolanda Grin
formulasyndan peydalanyp

j (x—=y)dx +(x+y)dy

egricyzykly integraly hasaplamaly.
Oziilisi.

P(X,y)=x-y, Q(x,y)=x+y We%:—l, @:1

OX
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funksiyalar yapyk x* +y?>=R? towerekde iizniiksiz.

Diymek teorema 1 esasynda berilen integrala Grin
formulasyny ulanmak bolar. Alarys

f(x y)dx + (x + y)dy = J] 1)jdxdy = Zﬂ dxdy = 2S = 27R°.

L
Berlen mtegraly gomden gom hasaplamak arkaly alnan

§4. Egricyzykly integralyn integrirleménin
yoluna bagly dillik sertleri.

1. Egricyzykly integralyn integrirleménin yoluna bagly
dallik sertleri.

Mysala garalyn:
Mysal. [3x*ydx + (x3 + l)dy integraly hasaplamaly
AB

, €ger:
a) (0;0) we (1) nokatlary birikdiryan y=X goni
bolsa:

b) AB-sol nokatlary birikdiryain Yy = X* parabola bolsa;
¢) AB- (O;O),(].;O) we (l;l) nokatlary birikdiryan dowiik

¢yzyk bolsa (10-njy surat) Coziilisi.
alarys:

a) [3x°ydx+ (x3 +1)dy = }(4x3 +1)dx =2
AB 0

30



b) [3xydx +(x* +1)dy = }(5X4 +2x)dx =2;
AB 0

c) I3x2ydx + (x3 +1)dy = j'3x2 -O-dx+j(1+1)dy = jZdy =2;
AB 0 0 0

B(1;1)

1

A > >
0 — (1,0) X

10-njy surat

Gorlisimiz yaly sol bir nokatlary birikdiryan diirh tic
yol arkaly alnan integral sol bir netijini berdi.
Kibir yagdaylarda  [PdX+Qdy integralyni ululygy
AB
integrirleminiii yoluna bagly bolban ol yoluii baslangye A
we gutaryan B nokatlaryn yerlesisine bagly bolar.Haysy
ertlerde sular yaly Dbaglylygyin bolup bilyindigini
anyklalyn. Bu soragy demiemekde Grin formulasy
peydalanylar.
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Gelejekde garaljak yagdaylary anyklalyi.
Kesgitleme. Eger tekiz G yaylada alnan islendik yapyk
L kontur arkaly cdklenen yayla tutuslygyna G vyayla

Birbagly vayla mysal edip tegelegm, ellipsi,
kopburclugyn i¢cini getirmek bolar.
X*+y*=1we X*+y*=4 towerekleriii aralygynda
yerlesen yayla birbagly yayla dildir.Sebdbi X* +y* =2
toweregin ici berlen yayla degisli déldir, mysal {i¢in (O;O)
koordinatalar baslangyjy mysal getirilen yayla degish
daldir.
Teorema Goy P(X; y), Q(X; y) funksiyalar we
olaryn 9P 9Q  hususy Oniimleri birbagly G yaylada
oy ox
tizniiksiz bolsun. Onda asakdaky dort sert ekwiwalentdir,
basgaca aydanymyzda ol sertlerin islendik birinin yerine
yetmeginden beyleki Tl¢lisinin  yerine yetyinligi gelip
¢cykyar:
1. G yaylada yerlesyén islendik bolek-endigan L egri
{icin { Pdx+Qdy =0;
L

2. G yaylada alnan islendik A we B nokatlar ticin
[ Pdx + Qdy integralyfi  bahasy G yaylada
AB

yerlesen yolun saylanyp alynsyna bagly dal.
3. Pdx+Qdy ailatma G yaylada kesgitlenen kibir
funksiyanyn doly differensialy. Baggaca
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aydanymyzda G yaylada kesgitlenen F(X, y)
funksiya bar bolup dF = Pdx+ Qdy;

4. G yaylanyn dhli yerinde P _RQ
oy ox’
Subudy. Teoremanyn subudyny
152—->3->4->1,
shema boyunga amala asyrarys, basgaca aydanymyzda
birinji sertden ikinji sertml gelip ¢ykyandygyny, ikinjiden-
lclnjinifi, {i¢lnjiden-dordiinjinii  we dordiinjiden yene
by gelip ¢ykyandygyny gorkezelin. Netyede ahl
sertlerii ekwiwalentligi subut ediler.
Birinji_etap: 1—>2. A we B nokatlary birikdiryédn
tutuslugyna G vaylada yerlesydn iki erkin yola garalyn:
ACB we ADB-erkin bolek endigan egri  (9-njy surat).
Olaryn L — ACB+ DDA jemi G yaylada yerlesen yapyk
egridir. 1) serte gord
{ Pdx+Qdy =0,
L

yone

§de+Qdy J'de+Qdy+.|'de+Qdy Ide+Qdy _[de+Qdy

ACB BDA ACB BDA

netuede [ Pdx+Qdy = [Pdx+Qay.
ACB BDA
diymek 2) sert yerine yetyar.
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b
Ikinji _etap:  2—3. Goy, [Pdx+Qdy integral
a

integrirleménini yoluna bagly dal bolup A we B nokatlara
bagly bolsun. Eger A nokady bellesek : A= A(X,,Y,).
onda integral B=BO0l(x,y) nokatlaryn X wey
koordinatalaryna goré kébir funksiyalar:

[Pdx+Qdy =F(x, y)

F(X, y) funksiyanyn differensirlenydandigini we

dF = Pdx+ Qdy; (1)
Bolyandygyny gorkezelin. Onun iicin G yaylanyn her bir
B nokadynda Z—F we E hususy  Oniimlerinii

X
bardygyny we

oF oF

—=P(x,y), —=0Q(x, 2

~ = P(xy) Py Q(x,y) )

bolyandygyny gorkezmek vyeterlikdir.Sebébi P(X, y)
we Q(X, y) funksiyalar G yaylada {izniiksiz, onda (2)
deilikden F(X, y) funksiyanyn differensirlenyénligi we
(1) denlik gelip ¢ykyar.

F(X, y) funksiyadan X gord hususy onlimii bardygyny
we (2) denliklerin birinjisinii = yerine  yetyidndigini
gorkezmek tigin, B(X, y) nokatda F(X, y) funksiyanyn
X-a gord hususy artdyrmasyny diizelin:
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AF =F(x+Ax,y)-F(x,y)= | Pdx+Qdy = [Pdx+Qdy,
AB BC

bu yerde C nokat X+ AX we Yy koordinata eye (10-njy
surat). Serte gord integral yola bagly dél, sonuil iicin hem
B(X, y) nokatdan C(X + AX, y) nokada cenli gonigyzyk
gorniisde alalyn.Onda

X+ AX
AF = [ Pdx+Qdy = | Pdx=[P(x,y)dx.
AB BC X

Sonky integrala orta baha baradaky teoremany ulanyp,
alarys
AF =F(x+0Ax, y)Ax, 0<6<],
bu yerden
AF
AX
Netijede ,

AF
E = Alin_‘])() P(X + HAX, y) = P(X1 y)’

Sebibi serte gori P(X, y) lizniiksiz. %:Q(x, y)

= P(x+ 6AX, Y )AX, 0<O<1],

bolyanlygy hem yokardaka menizes subut edilydr. Diymek
3) sert yerine yetyar.

Uciinji etap: 3—>4  Goy, G yaylada dF = Pdx+ Qdy
deniligi kanagatlandyryan F(X, y) funksiya kesgitlenen

bolsun. Onda
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F_p F_,
OX oy
we garysyk onlimin denligi baradaky teorema esasynda
oa 0°F 0°F oP

OX OXoy oyox oy

Diymek soralyan (1) deiilik yerine yetyér.

Dordiinji etap: 4 —>1. Goy, 4) sert yerine yetydn bolsun
we G vaylada Verlesyan L-bolek endigan egri G~
yaylany ¢ikleyin bolsun.Onda G~ yayla Grin formulasyny
ulanyp (bu yerde G yaylanyil birbaglylygy ulanylyar),
alarys

_[9Q_P
{de+Qdy_(£[£ax Wdedy,

4) sert esasynda sag tarapdaky integral nola den. Netijede
G yaylada yerlesyén islendik yapyk L egri tigin
fPdx+Qdy =0
L

Bellik: Teoremanyn 1)-4) sertlerinin ekwiwalentliginden
hususy yagdayda 3) sertil yerine yetmegi
egricyzykly — integralyn integrirlemidnii  yoluna bagly
dilliginin  zerur we yeterlik sertdigi gelip c¢ykyar.Yone
ulanmak ti¢in 4) serti zerur we yeterlik sert diyip almaklyk
has amatly.

Mysal tigin: [e*dx—ydy integral islendik
AB
yaylada integrirleméniii yoluna baglydyr, ¢iinki
P _ ef #0= @
oy OX
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Teoremanyn &hli sertlerinii  yerine yetmegi wajypdyr.
Mysal hokmiinde L-merkezi koordinatalar
baslangyjynda yerlesen R radiusly towerek bolanda

-y
| = dx + dy,
{X2+y2 X2+y2 y

mtegrala garalyil. Alarys:

y P —x*-y?+2y*  y*-x?
Ty ey ey
X 0Q x*+y*-2y*  y*-Xx°

X2 +y?' ox (x2 + y2)2 (x2 + y2)2
Integralynn yola bagly déllik serti gordymége yerine yetyin
yaly, yone L-towerek boyunga alnan mntegral nola den dal
Hakykatdan hem tOweregin denlemesini
X=Rcost, y=Rsint gorniisde afladyp alarys:

27 _ Rsin t(— R si 27
=] Rsmt(2R3|r21t)+l'\;cgszt+Rcostdt: Tdt = 27
0 R“cos“t+R“sin“t 0
Hakykat yiiziinde bolsa teorema bilen hi¢-hili garsylyk yok.
YoOne teoremanynl bir serti yerine yetmeyiar: P we Q
hem-de olaryn op we R hususy oOniimleri  (0;0)
oy OX

nokatda kesgitlenmedik, yone L —towerek bilen c¢éklenen
we (0;0) nokady taslanan tegelek bolsa birbagly yayla

bolmayar.
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2. Doly differensial boyunca funksiyanyn dikeldilisi.

[ Pdx + Qdy egricyzykly integralyfi integrirleméniti
B

yolunyil saylanyp alynsyna bagly déllik sertinden, doly
differensialy integrirlemek we doly differensialy boyunga
funksiyanynoziini tapmaklyk baradakyn meseldniii ¢oziiwi
alynyar.

Eger P(x,y) we Q(x,y) funksiyalar hem-de

olaryn 5 we 8_Q hususy Oniimleri G yapyk yaylada

tizniiksiz bolsunlar, onda
Pdx + Qdy
3)
aillatmanynn  bu  yaylada kébir funksiyanyii  doly
differensialy bolmagy li¢in

®_R

oy OX
Denligin we diiie su deiligin yerine yetmelidigi subut
edilipdi.

Soiira biz su denlik yerine yetende

F(x,y)= j Pdx + Qdy = dex+Qdy (4)
(%:Yo)

funksiyanyn
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dF = Pdx+ Qdy
serti kanagatlandyryandygyny subut edipdik.
Indi, goy, (3) afilatma kiibir @®(X,y) funksiyanyi doly
differensialy bolsun.Onda
oD oD
—=P, —= we D(X,y)—F(X,y) tapawut
~ 5 =0 (%, y)=F(xy) tap

hemiselik ululykdyr. Onda

D(x,y)=F(x y)+c
5)

buyerde C— kébir hemiselik. (4) denlikde
X=Xy,Y=VY, diyip F(X,,Y,)=0 denligi alarys, (5)
denlikden bolsa C —hemiseligiit bahasyny taparys:

C= CD(XO, yo). Onda (5) denligi

F(x,y)=@(x,y)—@(xy, o)
gorniisde , (4) deiiligi bolsa

(xy)
| Pax+Qdy = O(x, y)—®(Xo, Yo)
X0+ Yo
gbrniisde yazyp bileris.
Eger, yenede X=X;,Y =Y, diysek onda
(xy)
[ Pdx+Qdy = ®(x,, y,) - (%, o) = @(x, y) (i3 (6)
(%0:¥0)
formulany alarys.
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(6) formula Nyuton-Leybnis formulasyna mwinzes yone ol
die egricyzykly integral integrirlemegii yoluna bagly dal
bolanda yerine yetyar.

Alnan netijelerden peydalanyp doly differensialy (3)
gorniisde  arnladylan F(X, y) funksiyany dikeltmegin
usulyny gorkezmek bolar. (Xo, yo) bellenen nokat, ¢ -erkin
hemiselik bolanda,

(x,y)
F(x,y)= [Pdx+Qdy+c @)
(X0 Yo

formula , doly differensialy integral asagyndaky anlatma
bolan dhli funksiyalary kesgitlemike miimkingilik beryar.

(7) formula arkaly F(x, y) funksiyany gozlemek
ti¢cin G yaylada islendik
(X9, Yo) nokady saylap alyp (X,,Y,) we (X,Y)
nokatlary birikdirydn islendik egri boyunca egrigyzykly
integraly hasaplamak yeterlikdir. (7) integralyn
integrirlemédni yoluna bagly délligi sebépli integrirleméanin
yoly hokmiinde bolekleri koordinata oklaryna
perpendikulyar bolan dowiik ¢yzygy almak yeterlikdir. (11-
nji surat).Onda

(x.y) (x,Yo) (xy)
[Pdx+Qdy = [Pdx+Qdy+ [Pdx+Qdy

(Xo,Yo) (Xo,Yo) (x,Yo)
(Xo, yo)-den (X, yo)-a cenli aralykda
y=Yy, we dy=0, (X,¥,)-dan (X,Y,)-a cenli
aralykda dx =0 bolany iicin (7) defilik
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F(x,y)= JP(X Yo+ [Q(x, y)dy +C
Yo
sunlukda biranji kes gith ntegral y- hemiselik bolanda,
ikinji bolsa X -hemiselik bolanda hasaplanyar.

yu
0 X
11-nji surat
yn
____________ X;
@) oY)
0 ] (x;0) )2
12-nji surat
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Mysal 1. (x2 +2Xy— yz)dx + (x2 —2Xy— yz)dy
afilatma  kibir F(X,y) funksiganyii doly differensialy
bolyarmy ? Eger-de bolyan bolsa F(X, y) funksiyany
tapmaly.
Coziilisi. Berlen anlatmada
P(v,y)=x+2xy-y*, Qlx y)=x*~2xy-y*  (8)
funksiyalar hem-de
@:ZX—Zy, @:ZX—Zy
oy oy

hususy oniimleri {lizniiksiz. Bu hususy Oniimler 6zara den.
Diymek (8) aflatma kibir ~F(X,y) funksiyanyii doly
differensialydyr. F(X, y) funksiyany gozlemek {icin
A=(X,,Y,)-kibir berlen nokat B =(X,Yy)-iiytgeyin
nokat bolanda (4) formuladan peydalanalyn.

Bizit yagdagymyzda A=(X,,Y,) nokada derek
(0,0) almak amatly.

X,
( jy)(x2 +2Xy — yz)dx + (x2 —2Xy— yz)jy

(0.0)
integralyn  integrirlemdnii  yoluna bagly dilligmi g6z
onlinde tutup (0,0) nokatdan (X, y) nokada g¢enli yoly
bolekleri koordinata oklaryna parallel bplan dowiik ¢yzyk
gorniisinde saylap alalyn.Onuil {i¢in (X,O) nokady (ya-da
(0, y) nokady) (12-nji surat.) almak yeterlik.Onda bir
bolek koordinata okunyiiistiinde yatar.
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Alarys:
(x.y)
F(x,y)= J.y(x2 +2xy—y2)dx+(x2 —2xy—y2)jy+C =
(0,0)
3

X y 3
:Ixzdx+.[ (x2 —2Xy — yz)dy+C :X?+x2y—xy2 —y?+C
0 0
C -kdbir hemiselik.
Doly differensialy boyunca funksiyany kesgitlemek ii¢cin
asakdaky yaly cemelesmek amatly. Eger

F_p F_o
OX oy
bolsa, onda birinji denligi ii-a gord ntegrirldp , alarys
F(x,y)=[Pdx+ f,(x), 9)
Ikinjini bolsa y-e¢ gord integrirldp, alarys
F(x,y)=[Qdy + f,(x) (10)

Bu detiliklerde fl(X) we f, (X) erkin funksiyalar.

Eger f,(x) we f,(x) funksiyalary (9) we (10)
denliklerin sag bolekleri den bolar yaly saylap alsak, onda
seyle yol bilen alnan F(X, y) funksiyanyn doly
differensialy Pdx+ Qdy aiilatma bilen gabat geler.

Mysal iigin, goy df = (2xy+1)dx + (x2 +3y2)dy.
dx -yn koeffisiyentini X -a gord integrirldp, alarys
[(2xy+1)dx = x*y +x+ f,(y), (11)

dy -m koeffisiyentini y-e gord integrirldp , alarys
j(x2 +3y2)dy =xy* +y* + f,(x) (12)
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Haganda f,(y)=y°+C, f,(x)=x+C  bolanda
(10) we (11) denlklerin sag bolekleri gabat gelyar.
Seylelik bilen,

F(x,y)=yx*+y®+x+C.

(2.3)
[ ydx + xdy
(-1.2)
egricyzykly integraly hasaplamaly.
Coziilisi. Berlen yagdayda
oP oQ 1

P=y. Q=x.70 =1 5

funksiyalar iizniiksiz we hususy Oniimler biri-birine
den.Diymek ydX + xdy  aflatma dF(X, y) doly
differensiala det we berlen integral integrirleminim yoluna
bagly dil. (9) we (10) formulalardan F(X, y): AY. we
(6) formula esasynda alarys:

j ydx +xdy= [ d(xy)= fog): 6+2=8,

(-1,2) (—1 2)

Mysal 2.

§5. IKkinji gorniisli egricyzykly integralyn ulanylysy.
Birinji gorniish egricyzykly integralda bolusy yaly ikinji

gomiisli egricyzykly integral hem geometriyada, fizikada
we tehnikada gmden peydalanylyar.lki meseld garamak
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bilen c¢ékleneris: tekiz figuranyft meydanyny hasaplamak
we giiyjin isini kesgitlemek.

1. Egricyzykly integralyn meydan hasaplamakda
ulanylysy.

Grin formulasynyn kdmegi bilen meydan hasaplamak.
Goy, G yayla kibir L egri bilen ¢iklenen bolup S -onui
meydany  bolsun.  Haganda  f(X,y)=1 bolanda

[ £(x, y)dxdy integralyn G yaylanyh meydanyny
G
anladyanlygy bell.Sonun licin hem Grin formulasynda

P(x,y) we Q(X,y) funksiyalary Q_P_1 bolar
OX oy

yaly saylap alsak, onda G yaylanyn S meydany
S = [[dxdy = [ Pdx + Qdy
G L

formula arkaly kesgitlenyar.
Q(x,y)=x we P(x,y)=0 dijelii, onda
R _P_1 we
oX oy
S = {xdy
L

P(x,y)=—y we Q(x,y)=0 diyip edil yokardaka
menizeslikde, alarys
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S =—{ydx,
L

hacanda Q(X, y): —% we P(X, y):g
bolanda
S= 1 § xdy — ydx
21
(1)

Seylelikde L egri bilen ¢éklenen figuranyi meydanyny
hasaplamak ti¢in ii¢ formulany aldyk.
Mysal 1. Mysal {igin, meydany (1) formula arkaly
hasaplalyn. Ellipsin X =acost, y=bsint, 0<t<2x
parametrik defilemesinden peydalanyp alarys
dx =—asin tdt, dy =bcost
we (1) formula esasynda

2z 2r
S :Efxdy—ydx:lI(acost-bcost+bsint-asint)dt=a—bjdt=;zab.
21 2 23

0

2. Giiyjiin isi.

Material nokady OX okuit boyuna X =a nokatdan b =0
nokada siiysiirmek {icin, OX okun ugry boyunga
ugrukdyrylan F(X) lytgeyan giiyjin edydn isi kesgitli
integralyn komegi bilen
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A= ? F(x)dx

formula arkaly hasaplanyandygy bize bell.

Goy, material nokat F giliyjiin tisiri arkaly iizniiksiz
tekiz BC egrinii boyuna B nokatdan C nokada tarap
gecirilydn bolsun. Nokady B-den C ¢enli gecirmek ii¢cin
B=M,,M,,...M;,M, ;,....,M_ =Cnokatlar arkaly
BC egrini boleklere bolelin  (surat) M;M,,, bolekde F
giiyji onut M, nokatdaky hemiselik F(Mi) bahasy bilen,
basgaca aydanymyzda F = F(l\/li), M:M;,, duganyi
boyuna edilyén hereketi bolsa M;M;,, kesim boyunga
edilyin hereket bilen calsyralynn. Onda F(l\/l i) hemiselik
giyjui. M;M;,, kesimin boyuna edyén igini, takmynan F
tytgeyan isin M;M;,, duganyin boyuna edyin A isi
hokmiinde kabul etmek bolar, diymek

A =F(M;)- MM,
Bu takmyny deiligin sag bolegi F(Mi) we MM,
wektorlarynn  skalyar kopeltmek hasylydyr. Ol sol

wektorlaryin degisli koordinatalarynyn skalyar kopeltmek
hasyllarynyn jemine dendir, yagny , eger

F(M;)={P(M;),Q(M; )}, M;M;,, = {Ax;, Ay, }
diymek , onda

A = P(M,)- A% +Q(M; )- Ay,
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I-nin 1-den baslap n-e ¢enli dhli bahasy boyunca jemlesek,
onda tutus BC egriniit boyuna edilen
takmyny A isi alarys:
Az;(P(Mi)AXi +Q(M, )y, )ZZl:(P(Mi)AXi +Q(M, )y, ) (2)
A-isin takyk bahasy M;M,;,, dugalarynn i1 ulusynyn
uzynlygyny nola ymtyldyrmak arkaly alynyar.Yone beyleki
tarapdan (2)-jem BC egrinii boyuna
P(X, y) we Q(X, y) funksiyalar ti¢in iki integral jemin
jemidir. Kesgitlemd gord ol jemm predeli ikinji gorniish
egricyzykly integraldyr. Netijede, giiyjin isi

A= [Pdx+Qdy (3)

BC

formula arkaly kesgitlenydar. Bu formulada P we Q

funksiyalar F giiyjin koordinatalary (ya-da koordinata
oklaryna proyeksiyalary).

Eger berlen meseld tekizlikde délde gmislikde garasak ,
onda ol meselinn ¢oziiwi gmislikddki egri boyunca
alynyan ikinji gorniish

A= [Pdx+Qdy + Rdz
BC
integraly hasaplamaga getiryar.
Mysal 2. Ellipsin her bir (X, y) nokadyna yésir edyén

F(X, y) giiyc bu nokatdan onun merkezine ¢enli uzaklyga

den bolanda we ol, ellipsin merkezine tarap
ugrukdyrylanda bu ellips boyunga material nokady
polozitel ugra gociirmek ticin edilydn isi hasaplamaly.
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Xi+1

Xo X1 X2 Xj

13-nji surat

M (x;y)

14-nji surat
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Cozilisi. Serte gora ‘F X, y)( X2 +y? X y)
gliyjun koordinatalary P = ; Q=-V.
(“ = ) belgisi giiyjiin (0;0) nokada ugrukdyrylandygyny
anladyar). (3) formuladan peydalanyp, alarys
A =—{ xdx+ ydy,
L

bu yerde L-ellips x=acost, y=bsint, 0<t<2r
denilemeler arkalykesgitlenyir.
Netijede

2 W29 22 _p?
[sin 2tdt = (—cos 2t){§” =0.

0

A=d T

§6. Birinji gorniisli iist integrallary.

Bu bolimde iistde berlen berlen funksiyadan
integrala yagny st integraly diylip atlandyrylyan
integrallara garajakdyrys.

Ust integrallar nazaryyeti egricyzykly integrallar
nazaryyetinden kénbir tapawut etmeydr. Birinji we ikinji
gorniishi Uist integrallary bolyar.
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1. Birinji gorniisli iist integralynyn kesgitlenisi.

Eger tstiin her bir nokadynda galtasyan tekizlik bar
bolup, ol bir nokatdan beyleki bir nokada gecende bu
galtagyan tekizligin yagdayy tiizniiksiz liytgeydn bolsa,
lizniikksiz birikdirilen tiikenikli sany endigan iistden
ybarat bolsa, onda olar yaly iiste bolek endigan iist

o1 7 oo

Goy bize endigan ya-da bdlek endigan kdbir S
tistde ¢akli f(M)=1f(x, y,z)funksiya kesgitlenen bolsun. S
tsti, meydanlary AS,,...,AS, bolan erkin n— bdolege
bolelin. Her bir bolekden, erkin M, (&, 7;,¢;) nokady
saylap alalyn we

2 (& m. g)-AS (D)
i=1
jemi guralyn. (1) jeme f(M) funksiya iicin S list boyunca

diametrini A bilen belgilalin.

Kesgitltme A4 —>0 bolanda (1) integral jemin, S
tistm  boleklere bolimisine we bu  boleklerden
M. (&,n;,¢;) nokatlaryin  saylanyp alnysyna bagly
bolmadyk | predeli bar bolsa, onda ol predele f(x y,z)
funksiyadan S iist boyunca alnan birinji gorniish st

------

bolsa biri bilen bellenilyir:
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| = jf(M)dS:ﬂ f(x,y,z)ds.
S S

Bu yagdayda f(xy,z) funksiya S iist boyunca
integrirlenydn  funksiya diyilyar, S iiste bolsa
kesgitleme 1ikigat integralyn kesgitlemesine calymdas.
Sonuit {icin hem ikigat integralyn hésiyetleri we
bolmagynyn sertleri uly bolmadyk iiytgetmelerm {sti
bilen {ist integralyna hem ge¢irmek bolyar. Hususy
yagdayda, eger S tistde f(X,y,z)=1, onda

n

[[ds=1im, ;> AS; =S.

S i=1
bu yerde
S-meydan  S-iistiin  meydanydyr. Bu yerden
gornilisi yaly st integralynyn komegi bilen S iistm
meydanyny hasaplap bolyar.

Mundan basgada eger material listde massanyi
paylanysynyn iist dykyzlygy belli bolsa, onda onui
massasyny, statiki momentlerini, agyrlyk merkezinin
koordinatalaryny kesgitldp bolyar.

2. Birinji gorniisli iist integralynyn hasaplanysy.

Birinji gdrniigli iist integralyny hasaplamaklyk, iist
integralyny ikigat intagrala getirmek arkaly amala
asyrylyar.
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Goy S st

z=2(xY)
defileme  arkaly
berlen bolsun.

(X, ), 7, (% ¥), 2, (X, Y)
funksiyalar S
oXy tekizlige
bolan G-
proyeksiyasynda
iizniiksiz  bolsun.
f(x,y,z) funksiya
S tstde lizniiksiz X
diyeln. Onda bu

S

funksiya S iistde integrirlenyandir.

ZA

16-njy surat
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S usti n— bolege bolelin we bu bolekleméni oxy
tekizlige proyektirliln. Onda G vyaylada olara degish
G,,G,,...,G, bolekleri alarys. Onda Ustifi her bir boleginin
AS; meydanyny

AS, = [ \/1+ Zi2 (X, y) + 27 (X, y)dxdy
Gi

formula arkaly anladyp bolar. Ikigat integrala orta
baha hakyndaky teoremany ulanyp

AS; =1+ 22 (G.m) +Z) (&) Aoy (D) deilgi
yazyp bileris. Bu denlikde (&,7;) nokat G; yayladan alnan
kabir nokat o; bolsa G, yaylanyn meydany. M, Dbilen
koordinatasy (&,7;,,¢;) bolan Tstin bolegine degisli
nokady bellilin. Onda ¢, =2z(&,7;), (&,7;) - bolsa (2)
formulada alnan nokat. M,; nokady aralyk hasap edip
f(x,y,z) funksiyanyn S iist boyunca integral jemini guralyii.

i f(&.m;.¢)AS, =
: 3

=Y fL& . 2(& )WL+ 27 (&) + 27 (&) - Ao,
Denligin sag boleginde, G yaylada {izniiksiz
fIx, v, z(x, y)]\/1+ Z2(%,Y)+2/(x,y)  funksiyadan

ikigat integral iicin integral jem dur. Sonuil iigin hem
A — 0 bolanda sag boleginin predeli
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[ fIx v, 2(x, y)]\/1+ Zi2 (X, y)+ 27 (x, y)dxdy ikigat
G

integrala defidir. f(xy,z) funksiyanyt S iist boyunga
integrirlenyéanligi icgin A —0 bolanda (3) denligin ¢ep
bolegi
H f(x,y,z)ds. iist integralyna dendir. Onda (3)
S

denilikde A4 — 0 bolanda predele ge¢ip gdzlenyan

[[ £y, 2)ds =[] fx,y, z(x, y)]\/l+ Z;2 (X, Y) + 23 (x, y)dxdy
G

S
4) formulany alarys. Seylelikde S iist boyunca

integral ol stin oxy tekizligme bolan proyeksiyasy

boyunca ikigat integrala getirdik.

S iist boyunga integraly, edil yokardaka menzeylikde onun
oxz We oxz tekizlige gord proyeksiyalary boyunga ikigat

integrala getirilyar.

Mysal 1. Haganda S iistt z=1-x*-y? aylanma

paraboloidii z=0 tekizlik bilen kesilen bolegi bolanda

I J1+4x2 +4y?ds integraly hasaplamaly.
S

Cozilisi. z=1—x*-y? detileme bilen berlen istifi oxy
tekizlige proyeksiyasy x*+ y* =1 towerek bilen
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17-nji surat

céklenen G yayla bolyar (haganda z=0 bolanda {istin
defilemesinden x*+y? =1 alynyar). Netijede , G yayla
x?+y?<1 tegelek. Bu tegelekde z=1-x*-y?
Z, (X, y)=-2x,2,(x,y)=—-2y funksiyalar iizniiksiz. (4)
formuladan alarys.

H f(x,y,z)ds = J] 1+4x? +4y*ds :II J1+4X% +4y? -\ J1+4x2 + 4y?dxdy =
=ﬂ (1+4x* + 4y?)dxdy

Alynan ikigat integraly X=pcC0s@,y=psSing polyar
koordinata gecip, hasaplarys:
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V4 /4 2z
[[ @+4x? + 4y*)dxdy :2.|'dgoJ2'(1+ 4p2)pdp:2.|-{p72+p4} de
G 0 0 0 0

2z

§7. IKinji gorniisli tist integraly.
1. IKinji gorniisli iist integralynyn kesgitlenisi.

Oniirti {istift tarapy diisiinjesini girizelifi.

Endigan S tste degisli M — erkin nokady alalyin we onun
istlinden tekizlige normal gegirelin (n wektor). Indi bolsa
S iste degish M nokatdan gecyén, listiil ¢dgi bilen umumy
nokady bolmadyk haysyda bolsa bir yapyk egrini alalyii. M

nokady egri boyunca n wektor bilen bilelikde, n wektor

elmydama S iiste gegirilen normal bolar yaly we sonda
onun ugry Uzniiksiz tytgdr yaly siiysiirelin (-nji surat).
Onda M baslangyc nokadyna gelende normalyn ugry

onkiiligine galar
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19-njy surat
ya-da garsylykly ug.y au.

S iistde yerlesen we onun ¢igini kesmeyin islendik yapyk
egrinii boyuna nokady aylap baslangy¢ yagdaya gelenimizde
liste gecirilen normal ugruny iytgetmese onda ol iiste

rrrrrr

Tekizlik, sfera, z= f(x,y) denleme arkaly berlen iist, eger-
de f(x ), f,(x,y), f,(x,y) funksiyalar oxy tekizligin kébir
G yaylasynda iizniiksiz bolsalar ikitaraply liste mysal bolup
biler.

Eger S’ iiste degisli yapyk egrinin boyuna aylanyp basdaky
nokada gelenimizde normalyn ugry garsylykly wugra
mysal hokmiinde Myebiusyn yapragyny getirmek bolar. Eger
ABCD goniiburcly kagyz bolegini alsak we onuin A nokady
C nokady bilen, B nokady D nokady bilen gabat geler yaly
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edip, basgaca aydanymyzda bir ujuny 180° dwriip beyleki
ujuna yelmesek biz Myebiusyn yapragyny alarys. Sebébi
Myebius yapragynyn orta ¢yzygy arkaly aylanyp basdaky
nokada gelsek onda normalyn ugry garsylykly ugra liytgeyar.
Indiden beyldk die ikitaraply {istlere garajakdyrys.
Ikitaraply st 1{icin, normalyn wugry kesgitlenen &hli
nokatlarynyn  kopliginde  nokatdan-nokada  gecilende
normalynn ugry Uzniiksiz lytgeydn bolsa onda ona Tistm

''''''

''''''

Goy S — tarapy saylanan iist 6z-6ziini kesmeyan L egri bilen
cédklenen bolsun. L egri boyunca gdzegei normal wektoryn
ugruna dik durup egri boyunga hereket edende iist elmydama
cepinde bolsa onda egrinin sol ugruna poloZitel ugur diyip
kabul etjekdiris. Garsylykly ugruna bolsa otrisatel ugur
Eger é&stin tarapyny {iytgetsek, basgaga aydanymyzda
normalynn ugruny garsylykly ugra tlytgetsek onda L egriniii
boyuna aylanmagyi ugurlary yerini ¢alysyar.

Indi bolsa ikinji gorniish iist integralyna kesgitleme berehn.
Goy S- endigan Ust z= f(X,y) denleme arkaly berlen
bolsun we R(Xx,y,z) - funksiya S istini nokatlarynda

kesgitlenen we ¢éklenen bolsun. S st iki tarapyndan birini
saylalyn, basgaca aydanymyzda {Ustii nokatlaryndaky
normalynynn bolup bildyjek iki ugrunyn birini saylalyn
(Seylelikde biz tistiii bir tarapyny sayladyk ). Eger normal 6z
oky bilen Viti bur¢ emele getiryin bolsa, onda biz
z= f(x,y) ustin yokarky tarapy saylanan, kiitek bur¢ emele
getiryan bolsa asaky tarapy saylanan diyjekdiris. S tisti erkin
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n-bolege bolelin we G; bilen i-nji bolegin oxy tekizlige
proyeksiyasyny belldlin. Her bir bolek iistden erkin
M; (&, ;) nokady saylap alyp

éR(é:i’ﬂi!é/i)ASi

1)

jemi guralyn. Bu jemde G; bolegit AS; meydany, S istin
yokary tarapy alnanda plyus, asaky tarapy alnanda minus
alamaty bilen alynyar. (1) jeme R(M)=R(X,y,z) funksiya
diametrini belldlin.

Kesgitleme. Eger 4 — 0 bolanda (1) integral jemin S {istin
boleklere boliinmegine we bu boleklerden M, (&,7;,¢5)
nokatlaryin saylanyp alnysyna bagly bolmadyk I predeli bar
bolsa, onda ol predele R(X,y,z) funksiyadan S {istin
saylanyp alnan tarapy boyunca ikinji gorniish st integraly

bellenyar:

| = [[R(M)dxdy = [[ R(x, y, z)dxdy.
S S

Bu yagdayda R(X,y,z) funksiya S listde x we y tiytgeyanler
Edil suna metizeslikde S iistin saylanyp alnan tarapy boyunga
P(x,y,2) we [Q(X, Y, Z)] funksiyadan y we z [z we X]
uytgeydanler boyunca ikinji gornlish st  integraly
kesgitlenyér:
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1 P(x, v, 2)dyez { Q0 y, z)dzdx}
S S

[ R(x, y, 2)dxdy + [[ P(x, y, z)dydz + [[ Q(x, y, z)dzdx
S S S

''''''

we

[[ P(x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx + R(X, y, z)dxdy

S
2

simwol bilen bellenyar.

Ikinji gbrniigli iist integrallary {icin hem birinji gorniish st

integrallaryft  hésiyetleri yerine yetyar. Yone sofikydan

tytgesiklikde ikinji gérniisli {ist integrallarynda listiinn tarapy

tytgese ol alamatyny {iytgedyir.

Wektor meydanynynn akymy baradaky mesele ikinji gorniish

iist integrallar baradaky diisiinja getirilyar.

Bir taraply iistler licin ikinji gorniish iist integraly diisiinjesi

girizilmeyar.

4.Ikinji gorniish st integrallarynn hasaplanysy.

Ikinji gomiish {st integrallary ikigat integrallara getirilip

hasaplanylyar.

Goy tarapy kesgitlenen (yokarky tarapyny saylalynl) endigan

S ist z=1f(Xx,y) denleme arkaly berlen bolsun. f(X,Y)

funksiya S istin oxy tekizlige bolan G proyeksiyasynda
kesgitlenen, R(X,y,z) - funksiya bolsa S {istde {iizniiksiz
diyelin.
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S isti erkin n — bolege bolelin we ol bolekleri oxy tekizlige
proyektirlalin  (-njt surat). Onda G vayla degislilikde
G,,G,,...,G, boleklere boliiner.

20-nji surat
Z4A
1
1 y
1
X 21-nji surat

62



Ustifi her bir boleginden erkin M, (&,7,,<;) nokatlary saylap

n

alalyn we > R(&,1;,¢)AS;  integral jemi guralyi, bu
i=1

yerde AS; bilen G; bolegiit meydany bellenen.

¢ = f(&,m) bolyanlygy t¢in

Z; R(&. 7, 6)AS; = Zi R[é:i’ni’ f (gi’ni)]ASi

(3)

Denligin sag boleginde G yaylada tizniiksiz R[x, y, (X, y)]

ikigat integral licin ikigat jem bar. (3) denlikde A —0

bolanda predele gecip gozlenyan

[[R(x, y, 2)dxdy = [[ R[x, y, f(x, y)]dxdy
G

S
(4)

formulany alarys. Bu formula x we y lytgeyénler boyunca
ikinji gornlish st itegralyny ikigat integraly arkaly
anlatmaga miimkingilik berydr. Bulardan basgada (4)
formula garalyan S tstde lizniiksiz R(X,Y,z) funksiyadan
list itegralynynn bardygyny gorkezyir. Eger lstin asaky
tarapyna garasak onda (4) formulanynn sag bolegindéki
integralyn 6ntinde minus alamatyny almaly.

Edil (4) formulanynn subudyna menzeslikde asakdaky
formulalaryn yerine yetyandigini gorkezmek bolar:
[[P(x,y,z)dydz = [[ P[f(x,y),Y,2)]dydz (5)

s G
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[[Q(x, y, z)dzdx = [[ Q[x, f (x, 2), z]dzdx (6)

Bu formulalarda S st degislilikde x=f(y,z) we
y=f(x,z) denlemeler arkaly berlen bolup G, we G,
degislilikde S tistimi oyz We oxz tekizliklere proyeksiyalary.
Eger S st dhh i koordmata tekizliklerine biratly
proyektirlenydn bolsa, onda umumy gorniisddki (2)
integraly hasaplamak {igin sol (4) — (6) formulalardan
peydalanyarlar. Has ¢ylsyrymly yagdaylarda S {isti yokarda
getirilen sertleri kanagatlandyrar yaly bdleklere bolyarler,
(2) mtegral bolsa bu bdlekler boyunca integrallaryii jemi
bolyar.
Mysal 2. S dst, z=+1-x® dstii  y=0 We y=1
tekizlikler bilen kesilen boleginin yokary tarapy bolanda (-
nji surat)

[[ (y? +z*)dxdy

S

integraly hasaplamaly.

(Cozilisi. Berlen tekizligin oxy tekizlige bolan proyeksiyasy
-1<x<10<y<1 denisizlikler bilen kesgitlenydn
goniiburglyk. (4) formula arkaly taparys.

H (y* +z%)dxdy = 'U [yz + (\/1— X’ ﬂdxdy = jdxj (Y2 +1-x%)dy =
:ﬂyg+y—yx2} dx :Jl(%—xzjdx:[%x—xgj

0 -1

Mysal 3. S st Xx+z-1=0 tekizligin y=0, y=4
tekizlikler arkaly kesilydn bdleginiii yokarsy bolanda
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[[ xdydz + ydzdx + zdxdy integraly hasaplamaly.
S

Coziilisi. Kesgitlemd gora
H xdydz + ydzdx + zdxdy = H x(y, z)dydz + IJ‘ ydzdx + H z(x, y)dxdy.
S G,

s G,

Z4

AN
Nos

Gy

22-nji surat

Dernligin sag boleginddki integrallarda G, we G,
yaylalar S Ttstii degisliikde OYZ we OXY tekizliklere
proyeksiyalary, S tekizligin bolsa oy oka parallelligi {igin

[[ ydzdx =0
S

Degislilikde (8) we (9) formulalardan peydalanyp taparys.

[ zdxdy = [[ (1 - x)dxdy = Tdy} (1—x)dx = 2,

G 0
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[ xdydz = [[ (1— z)dydz = }dy} (1-2)dz =2,
S 0

G, 0

Netijede [[ xdydz + ydzdx + zdxdy =2+0+2=4.
S

2. Birinji we ikinji gorniisli iist integrallaryn
arasyndaky baglanysyk.

Ikinji gorniish st integrallaryny basga usul arkaly hem
girizip bolyar, has takygy integral belgisinin asagynda
kébir yorite anlatmasy bolan birinji gérniish integralyn iisti
bilen.

Tarapy kesgitlenen istin erkin nokadyndaky normalyn
ugrukdyryjy  kosinuslaryny  cosa,cosf,cosy  bilen
bellilin.

Ikinji gorniish ust integrallary koordinata tekizlikleri bilen
gatnasygy boyunga tapawutlanyarlar:

1) oxy tekizlik ticin R(X,y,z) funksiyadan ikinji gorniish
ist integraly, birinji gérniigli iist integralynyn komegi bilen
asakdaky formula arkaly anladylyar:

[[R(x, y, 2)dxdy = [[ R(x, y,z) cos s (11)
S S

2) oyz tekizlik tigin Q(X,Y,z) funksiyadan ikinji gorniisli
st integraly birinji gdrniish st integralynyn komegi bilen
asakdaky formula arkaly anladylyar:

[[Q(x, y, 2)dzdx = [[ Q(x, y, ) cos Ads (12)
S S

3) oyz tekizlik ti¢cin P(X,y,z) funksiyadan ikinji goérniisli
ist integraly birinji gorniish Uist integralynynn kémegi bilen
asakdaky formula arkaly anladylyar:
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[[P(x,y,2)dydz = [[ P(x, y, z) coscds (13)
S S

(11) — (13) formulalary gosup istil saylanyp alnan tarapy
boyunga ikinji gornlisli umumy st integralyny birinji
gornligli  Ust integraly arkaly anlatmanyn formulasyny
alarys:
H Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
S

(14)
= [[ (Pcosa +Qcos B+ Rcos y)ds

Eger ustmi beyleki tarapyny saylasak, onda normalyn
ugrukdyryjy  kosinuslary  cosa,cosff  we  coSy
alamatlaryny Uytgederler we netjede ikinji gOrniish st
mtegrallary hem 6z alamatyny iiytgeder.
Mysal 4. Hacanda S st x?+y?+2z2=1 sferanyi oxy
tekizliginn yokarsynda yerlesen boleginmi dasky tarapy, y
- bolsa S {istit normalynynn oz ok bilen emele getiryin yiti
burgy bolsa, [[zcosyds integraly hasaplamaly.

S
Coziligi.
Ust mtegrallarynyn iki gOrnilisini baglanysdyryan (11)
formuladan peydalanyp, alarys
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23-nji surat

[[ zcosyds = [[ zdxdy.

S
S — berlen iistin oxy tekizlige G — proyeksiyasy
x? + y? <1 tegelek. (8) formula esasynda

[[ zdxdy = [[ {1-x* — y*dxdy.
G

G
Ikigat integralda polyar koordinatalaryna gecip taparys.

J.Hl— x? — y?dxdy = Jgd(pj.w/l—pzpdp =

% x
_J‘{ (L= p) ]d = E[dgo=§7r.
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§8. Ostrogradskinin formulasy.

Ostrogardskiniii formulasy yapyk {iist boyunga {ist
integralyny ginislikde bu iist bilen ¢éklenen yayla boyunca
lic gat mtegral bilen baglanysdyryar. Bu formula yapyk egri
boyunca alnan egricyzykly integraly sol egri bilen ¢dklenen
tekiz yayla boyunca ikigat integraly baglanysdyryan Grin
formulasynyin  kdbir gaytalanmasydyr. Ostrogradskiniii
formulasy analizde we analizin ulanylyan yerlerinde ginden
peydalanylyar.

Bu formulany, ginislikde koordmata oklaryna parallel
gonililer gegirenimizde ikiden kop bolmadyk kesisme
nokady bolyan iistler bilen ¢dklenen yapyk yayla {igin subut
edelin. Gysgalyk iicin olar yaly yaylany yonekey yayla
diyip atlandyralyn. Sunlukda bu yaylany cékleyin {istin
dasky tarapyny alalyii. Ust endigan ya-da bolek endigan
hasap edelin.

Teorema. V giiislikde yapyk S iist bilen ¢aklenen yonekey
yayla bolsun we goy P(Xx,y,2),Q(x,y,z) we R(X,VY,2)
funksiyalar berlen yaylada oOzlerinm birinji  hususy
onlimleri bilen {izniiksiz bolsunlar. Onda Ostrogradskiniii
formulasy diylip atlandyrylyan

m‘ (OP X, aRJdXdydz = _U Pdydz + Qdzdx+ Rdxdy (1)

formula yerine yetyandir.
Subudy. Goy S iistin (V yaylanyn) oxy tekizlige
proyeksiyasy G yayla bolsun, (24-nji surata seret ).
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24-nji surat

z=12,(x,y) bilen S istin asaky, z=1z,(x,y) bilen bolsa
yokarky bolegini belldlin.
OR , . . , .
J..U a—dxdydz lic gat integraly iist integralyna 6zgerdeli.
z
v
Onun iicin li¢ gat integraly gaytalanyan integral gérniisinde

anladyp, sofira Nyuton — Leybnis formulasyndan
peydalanyp z boyumga integrirlemini amala agyralyn.
0z

m R dxdydz = H dxdy
v o ¢ 4y

= [[ RIx, y. 2,(x, y)lxdy — [[ R[x, y,2,(, y) Jxcly

2,(x,y)
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G yaylanynl sol bir wagtda S, we S, istlerii oxy tekizlige
proyeksiyalary bolyanlygy ticin, ikigat integrallary olara
degishlikde den bolan z=7z,(x,y) ustm dasky tarapy we
z=17,(x,y)ustm dasky tarapy boyunga alnan st
integrallary bilen calsyryp bolyar, ya-da

7 ety = T R(x, . 20y ~ [[R(x,y, 2)cey.

v S S,

S, boyunga integralda, {istin tarapyny calsyryp alarys.

JIJ. 2_3 dxdydz = g R(X,y, z)dxdy + '!'! R(X,y, z)dxdy = J;j R(X,y, z)dxdy"

(@)
Bu formulada V yaylany cédkleydn tstin dasky tarapy S-
bilen bellenildi. Edil suna menzeslikde

If % dxdydz = [[ Pdydz (3)
S

I} % dxdydz = [[ Qdxdz (4)

v
(2, (3) we (4) formulalary agzama-agza gosup (1)
formulany alarys.

Bellik. Ostrogradskinin formulasy tiikenikli sany yonekey
yaylalara boliinydan ginishkdiki islendik yapyk V vayla
licin yerine yetyandir. Hakykatdan hem, yaylanyn her bir
bolegi licin (1) formulany ulanyp alnan netijeleri gossak,
onda denligin c¢cep boleginde V yayla boyunga ii¢ gat
integraly, sag boleginde bolsa V yaylany c¢ikleydn S st
boyunca iist integralyny alarys, sebdbi komekei {istler
boyunca st integrallary biri-birine garsylykly taraplar
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boyunca iki gezek alynyar we gosulanda biri-birini yok
edyar.

Ostrogradskinii formulasynyn komegi bilen yapyk tistler
boyunca list integrallaryny hasaplamak amatly bolyar.
Mysal 1. Eger x+y+z=1,x=0,y=0,z=0 tekizlikler
bilen ¢éklenen piramidanyn dasky tarapy S bolsa

[ xdxdy + ydxdz + zdxdy integraly hasaplamaly.

S

(Coziilisi. Ostrogradskinii formulasyndan peydalanalyii.
1-x  1-x-y

ﬂ xdxdy + ydxdz + zdxdy = m (1+1+1)dxdydz = J 3| dx j dy J dz =
S

0

1-x 2 X
3 dsz|“ydy I{y xy—%} dx =
0 1

|
1 0" |y 512
3!{1—x—x(1—x)— 5 }dx_B 5 o

Mysal 2. x* + y? + z° = R? sferanyn dasky tarapy S diysek,
onda

[[ x*dydz + y*dzdx + z°dxdy integraly hasaplamaly.
S

Coziilisi. Ostrogradskinin formulasyny ulanyp, alarys.

[[ x*dydz + y*dzdx + z°dxdy =3([[ (x* + y* + z°)dxdydz
S \%

Bu yerde sferik koordinatalara gecip alarys.
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2z e R
3[[] (x* + y* +z°)dxdydz =3 [ de[sin 0d6[ p*dp = %ﬂRS
v 0 0 0
Egricyzykly integral haysy yaylany cékleyin egri boyuncga
alnanda Grin formulasynyn bu yaylanyii meydanyny
anladyandygyny biz belldpdik. Edil sona menzeslkde, st
integraly haysy yapyk S iist boyunca alynyan bolsa, onda
Ostrogradskinini formulasynyn hem sol istin ¢ékleyan V
yaylasynyn gowrlimini ailadyandygyny gorkezmek bolar.
Hakykatdan hem P, Q we R funksiyalary

P 9Q R _

ox oy o1

bolar yaly saylap alalyn. Onda, S iist bilen c¢éklenen
gowriimi ¢ bilen bellesek

9 = [|[ dxdydz = [[ Pdydz +Qdxdz + Rdxdly.
\% S
Hususy yagdayda
X y
P = = R =
3 Q 3

W N

diysek géwriim hasaplamak tigin

= %ﬂ xdydz + ydzdx + zdxdy formulany alarys.
S

§9. Stoks formulasy.
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Stoks formulasy iist integral bilen egricyzykly integraly
baglanysdyryar. Grin we Ostrogradskinii formulalaryna
menizeslikde Stoks formulasy hem analizii 6ziinde, sonun
yaly-da onun ulanylyan yerlerinde ginden ulanylyar.

Goy S — ist z=12(X,y) denleme arkaly berlen bolsun. S —
istin oxy tekizlige proyeksiyasy yapyk G yayla bolsun. G —
yaylada z=1z(x,Y),z,(X,¥),z,(x,y) funksiyalar tizniiksiz

hasap edelin. S isti ¢ékleydn egrini L bilen bu egrinin oxy
tekizlige proyeksiyasyny | bilen belldlin. | egri G yaylany
cékleydndir. Onda bu sertlerde asakdaky teorema yerine
yetyandir.

25-nji surat
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Teorema. Eger P(x,y,z) funksiya Oziinmi birinji tertiph
hususy Oniimleri bilen S {istde {izniiksiz bolsun. Onda

{P(x y, z)dx = ﬂ(—cosﬂ—gpcos;/)ds (1)

formula yerine yetydndir. Bu formulada cosf,cosy - S
liste gegirilen normalynn ugrukdyryjy kosinuslary, L — egri
polozitel ugur boyunga alynyar.

Subudy. L egri boyunca alnan fP(x, y,z)dx integraly S st

L
boyunca integrala 6zgerdelil. Bu 6zgertméni

j=>f->0-1

L 1 G s
yzygiderlikde amala asyralyn. Oniirti gitislikdiki L egri
boyunga egricyzykly integraly tekizlikdaki | — tekiz egri
boyunca egricyzykly integrala, sofira ony G yayla boyunga
ikigat integrala ahyrsoniunda bolsa sonky integraly S {ist
boyunca integrala 6zgerderis. L egri S iistde yatyar, onda
onun nokatlarynyn koordinatalary z=2z(X,y) denleméini
kanagatlandyryar we sonun i¢in  hem P(X,Y,2)
funksiyanyn L egrinin  nokatlaryndaky  bahalary
P[X,Y,z(x,y)] funksiyanyn, L egrinii proyeksiyasy bolan |
egri degisli nokatlardaky bahalaryna dendir. L we |
egrilerin~ boliinmesinin  degisli  boleklerinin  ox  oka
proyeksiyalary gabat gelyar. Sonun ticin hem L we | egriler
boyun¢a P funksiyadan ikinji gorniish egricyzykly integral
licin integral jemler gabat gelydr we sonun li¢in integrallar
hem dendir:
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fP(x,y, 2)dx = { P[x, y, 2(x, y) o
L I

Sonira bolsa Grin formulasyndann peydalanyp G yayla
boyunca ikigat integrala gecelin. Alarys
§P[x y, Z(X, y)]dx_—ﬂ[—nt@ z ]dxdy
0z

Bu yerde integral asagyndaky funksiya P(X,Y,2)
funksiyadan y-e gord hususy Oniim alynanyndan sofira z-in
ornuna z(x, y) - bahasynyn goyulmagyna dendir.
S — istin yokary tarapy bolany tigin cosy >0 (norma bilen
0z okun arasyndaky yiti bur¢ y—e dendir) we normal

zy,1 koordinatalara eyedir. Normalyn ugrukdyryjy
kosmuslarynyn degisli proyeksiyalaryna proporsionaldyr,
onda

cosp_~2y _
cosy 1
v
Sonun ticin hem
_H(ap a ’jdxdy:_ﬂ(ﬁ_@w xdy
c\ oy 0z cosy

Indi bolsa bu ikigat integraly iist integralyna 6zgerd eli:

[ 9P _ P €SB Ny v = —[(| PP . cosy - F
ﬂ(ay > cos;/j xdy Lj(ﬁy cosy azcosﬂjds
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Netijede

oP
P(x,y,z)dx = ||| —cosy ——cos g |ds.
fPecy. = | cosy - cosp)
Deglsh sertlerde edil yokardaka menzeslikde

0 0
iQ(x, Y, z)dy:g(a—g-cos;/—a—?cow)ds (2

OR OR
{R(x, y,z)dz = jsj(acow —&cosﬂ]ds @)

formulalar hem subut edilydar. (1), (2), (3) formulalary
gosup Stoks formulasy diylip atlandyrylyan
§de +Qdy + Rdz =

(2 o (- Do S

formulany alarys. Ust integrallaryny baglanysdyryan
formulanyin komegi bilen Stoks formulasyny

f Pdx + Qdy + Rdx = ” (@ — @dedy +
& @
. (@ _ @ded (@ _ —jd 20
& o oz ox

gorniisde yazyp bileris.

Stoks formulasyny yatda saklamak kyn daildir. Onun
sag boleginddki birinji integral Grin formulasyndaky ikigat
mtegralyn asagyndaky ailatmadan integraldyr, ikinji we
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U¢linji ondan  Xx,y,z  koordinatalary we P,Q,R
funksiyalaryn ~ yzygider  gaytalanmasydyr. Hususy
yagdayda, eger S st oxy tekizligin L egri bilen ¢aklenen
vaylasy bolsa, onda dzdx we dydz boyuncga integrallar
nola Owriilydrler we Stoks formulasy Grin formulasyna
gecyar.

Stoks formulasy yapyk egri boyunca egricyzykly integraly
iist integralynyn komegi bilen hasaplamaga miimkigilik
beryar.

Mysal. L — egri x*+y*=1z=0 defilemeler arkaly berlen
towerek, S bolsa x* +y?+z°=1 (z>0) yarym sferanyh
yokarky tarapy bolsa we L egri polozitel ugur boyunca
gecilydn bolsa Stoks formulasynyn kdmegi arkaly

§x?y?dx +dy +zdz integraly hasaplamaly.
L

Oziilisi.
@_@:_3)(2 2 ﬁ_@:(), @_%:0,
oXx oy oy oz oz 0oX
bolyanlygy licin  (4) Stoks formulasyndan peydalanyp
alarys.

2y2dx + dy + zdz = -3 x?y?dxdy = — .
ixy X + dy + zdz jsfxy xdy =3

P.OR P OR
Eger @zé—;a—=@;a—=a— (5) bolsa onda
OXx oy oy 0z o0z OX
ginislikdéaki islendik yapyk L egri boyunca integral nola
dendir:
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§ Pdx+Qdy +Rdz=0 (6)
L

§10. Skalyar argumentli wektor fuksiya.
1. Wektor funksiyanyi predeli.

Kesgitleme. Eger her bir t € T, bu yerde T kiibir san
kopliigi, iligin 1¢ Olgegli ginislkde r=r(t) wektor
kesgitlenen bolsa, onda T kopliige, wektor funksiya ya-da
r(t) wektor kesgitlenen diyilyar.

Eger ginislikde goniiburgly koordmatalar sistemasy
girizilen bolsa, onda her bir wektora tertiplesdirilen hakyky
san ucligi — onufi koordinatalary we tersine her bir
tertiplesdirilen hakyky san {gligine wektpr degislidir.
Sonuii iligin  wektor funksiyanyn  berilmegi  onui
X(t),y(t),z(t) koordinatalary bolan x(t), y(t),z(t) ¢
skalyar funksiyanyn berilmegi bilen defigiiy¢lidir:

F(t) = x(t)i +y()]+z@k
Kesgitleme. Goy r(t) wektor kébir t, nokadyi belkide t,
(1)-yii 6ziinden basga kébir etrabynda kesgitlenen bolsun,
a kébir wektor diyelin. Eger Ve>0 san lgin
3 S=S(s)>0 san bar bolup [t—to|<e serti
kanagatlandyryan VvV t {igin |[F(t)-a|<e
defisizlik yerine yetse, onda & wektora T(t) wektor

*1.7 ee
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tILr? F(t)=a (1) bilen bellenydr. (1) defiligifi Yerine
0

yetmegi ii¢in t"nt] F(t)—a=0 deiisizligiii yerine yetmegi
%

0
zerur we yeterlik.
Eger F(t) =x@)-T+y)-J+2z(t) -k we
a=ai+a,]+ak bolsa, onda a= tliiwgo F(t) bolmagy iigin
lim x(t) =a, , lim y(t)=a,
lim z(t) = a, 3)

t—)to

deiiliklerii yerine ytmegi zerur we yeterlik.

Pt —al =/ (xt) -2, +(y(t) - a, )* +(z(t) — a
Onda

F(t)—a = [x(t) - a,]
Bu yerden t — t, bolanda |F(t) —a — 0 bolsa, onda t — t,

bolandan |x,(t)—a,]—>0 bolyandygy goriinyar. Wektor
funksiyanyfi predelinin esasy hésetleri.
1°. Eger lim F(t)=4 bolsa, onda lim|r|=|d]

t—>t =1y

Ir|-[a]<[r® -4

2. lim (£ (t) + () = lim F.(t) + lim 7, (t)
t—)to t—)to t—)to

3. t|int1(f(t)-r(t)): lim £ (t)- lim r (t)
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4. lim (5, ()., (1)) = (lim £,(0), lim 1, (1))
S, Iml0.50]- | fm £, Im 50|

2. Wektor funksiyanyii iizniiksizligi.

Kesgitleme:  t, nokadyd etrabynda kesgitlenen T (t)
wektor funksiya t, nokatda lzniiksiz diyilyédr, eger
lim 7 (t) = 7 (t,)

—b

bolsa t, nokadyf etrabynda kesgitlenen T (t) wektor
funksiyanyfi sol t, nokatda lizniiksiz bolmagy ligin t,
nokatda X(t), y(t),z(t) funksiyalaryfi iizniiksiz bolmagy
zerur we yeterlik.

3. Wektor funksiyanyi oniimi we differensialy

Kesgitlkme: Goy  F(t) wektor t, nokadyd kibir
etrabynda kesgitlenen bolsun.
t—>tg At
predeli T (t) wektor funksiyanyfi t, nokatdaky oniimi

''''''

predel bar bolsa, onda ol
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r(t, + At) —r(t,)

At
Seylelik bilen wektor funksiyanyfi nokatdaky Oniimi
wektor funksiyadyr.

F(t)=x(t)-T +y(t)- J+2z(t)-k wektor funksiyanydi t,
nokatda Oniiminii bolmagy tigin X(t), y(t), z(t)
funksiyalaryfi  t, nokatda  X'(t),y'(t),z'(t) Oniimlerii
bolmagy zerur we yeterlikdir we
rt)=xX@)-T+y@®) j+2/@t)-k

@) =yx2 +y2 +2

Munuii seyledigi predelii kesgitlemesinden we A —0
gelip ¢ykyar.

Kesgitleme: t, nokadyf kibir etrabynda kesgitlenen I''(t)
wektor funksiya sol nakatda differensirlenydn funksiya

''''''

diyilyar. Eger ol funksiyanyii t,  nokatdaky
AT =T (t, + At) -1 (t,) artdyrmasyny
Ar=3-At+g(At)- At gomiisde yazyp bolyan bolsa, bu
yerde lim g(At)=0
At—0

Bu yerddki dAt ¢yzykly wektor funksiya t, nokatdaky
r(t) wektor-funksiyanyfi  differensialy ~ diyilyar we
drf =a- At gomiisde bellenilyar. ATl =dr + £(At) - At
Wektor — funksiyanyn differensirlenyandiginden onuil

()= lm

I'(t) oniiminiii barlygy we ol 6niimifi & wektora defidigi
gelip ¢ykyar. Hakykatdan hem
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iim 27— lim [a+s(At)]=a
At—-0 At At—0
Tersine hem dogrudyr. &(At) = % —r'(ty)

AT =F'(t,) - At + £(At) - At

lim £(At) =0

At—0

df =F(t,)At  At=dt

_, dr
r=—
dt

AF =T'- At + E(At) - At

AF = F'Xt + G(At)

a(At) = E(At) - At = 0(At) At —0 a(0)=0

Goy t(r) bolsun. Eger bu funksiya 7y nokatda
differensirlenyin 1t =t(ry) we At =7—1,, onda
AT _ o At a(Aty)

=2 7.

AT AT At

fim ZA0 _ iy E(ADAL _

At—0 At At—0 At
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onda
FZ - ﬁ,.tf
Wektor funksiyanyfi oniimi ligin asakdaky deiilikler yerine
yetyar.
1. (€)' =0
2. (RO +5B0) =7 +70)
3.(f-r)y="1r+fr'

4. (n,n) =) +(r,n)
5. ([rl’ I ]) = [rl” r2]+ [r11 r2']

Sofky deiiligii yerine yetyanligini gorkezelif.

(hﬂﬁf=ygh“+A”““t§m‘““*5“ﬂ=

i [0 AN T AD]- 0.1, €+ A0]+ [0 @1+ 0] 1,1, ] _

=1:ﬁﬂ+AU—ﬁGXGG+Mﬂ+Eﬁxna+Ao—Qaﬂ
At

At—0

1 (t+ At)} + Hmo[r1 (t)

=@, r, ]+ [r, (), r; 0]

Fz(t:At)_rz(t)}_
At -

§11. Skalyar we wektor meydanlar.

Meydan diisiinjesi hézirki zaman fizikasynyn kop
meseleleriniii esasyny diizyiar. Eger ginishgm (ya-da onun
kdbir bolegindéki) nokatlaryn her birnde U — ululygyn
bahasy kesgitlenen bolsa, onda umumy yagdayda ginislikde
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icin, gazyn akymy Owrenilende birnd¢e meydany
derfiemeli bolyar: temperatura meydany (her bir nokatda
temperatura kesgitli baha eye), basys meydany, tizlik
meydany we s.m. Eger U ululyk meydany t wagta bolmasa,
Garsylykly yagdayda meydana stasionar dil (ya-da
durgunlagsmadyk) meydan diyilyar. Seylelikde U ululyk M
nokada we t wagta gord funksiyadyr. Fiziki meselelerde
skalyar we wektor ululyklar bilen yygy-yygydan is
salysmaly bolyar. Muna degislilikde, meydanyn iki
gorniisini  tapawutlandyryarlar:  skalyar we  wektor
meydanlar.  Yonekeylk iigin olary stasionar hasap
etjekdiris.

1.Skalyar meydan. Goy G — giiislikdéki ya-da tekizlikdéki
yayla bolsun. Eger G yaylanyn her bir M nokadynda U
skalyar ululyk kesgitlenen bolsa, onda G yaylada skalyar

------

meydan we funksiya diisiinjeleri gabat gelydar. Adatca
skalyar meydan U =F(M)funksiya arkaly berilydr hem-de
ona skalyar funksiya diyilyar. Eger giniglikde oxyz
koordinatalar sistemasyny girizsek, onda her bir M nokada
kesgitli X,y,z koordinata degisli bolar we U skalyar ululyk
bu koordinatalardan funksiya bolar:
U=FM)=F(x,y,2).

Skalyar meydana mysal edip kédbir otagdaky howanyn
temperaturasyny.

Skalyar meydana mysal edip, eger temperatura nokadyn
funksiyasy hokmiinde garasak, onda otagdaky howanyn
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temperaturasy skalyar meydana mysal bolup biler. Yylylyk
cesmesine yakyn duran nokatlarda temperatura yokary,
dasda duran nokatlarda bolsa pesdir. Eger temperatura
hemme yerde deni bolsa, onda bu yagdayda skalyar meydan
hemiselikdir.

1.Wektor meydany.

Edil skalyar meydan diistinjesinii girizilisi yaly wektor
meydan diislinjesi hem girizilyar: eger G yaylanyn her bir
nokadynda F(M) wektor kesgitlenen bolsa, onda G
yaylada wektor meydany berlen diyilydr. Wektor
meydanyny kesgitleyin F(M) funksiya, wektor funksiyasy
Tebigatda dus gelydn giyc meydanalary — wektor
meydanyna mysal bolup biler. Yaylanyn her bir nokadyna
giyjin bu nokatdaky ululugyny we ugruny kesgitleyin
wektor degish edilendir.

Mysal 1. Okunyii dasynda @ - hemiselik burg tizligi bilen
aylanyan gaty jisimii nokatlarynyn $(M)- tizlik
meydanyny kes g1t1emeh

Coziilisi. Haganda @ - burg tizliginin wektory; F bolsa,
aylanyan jisimii M nokadynyn aylanma okunyii haysy hem
bolsa bir nokadyna gord radws wektory bolsa, onda M
nokadyii 9 tizligi 9=axF wektor kopeltmek hasylyna
deiidir. Okunt bu gozganmayan koordinatalar baslangyjy
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diyip aylanma okuny bolsa, oz oky hokmiinde kabul
edelin. Onda

@=wk,F =Xi +Yj +zK we netijede

—

0 0
Xy

g

i+ K =—ayi + X

i J k
9=axfF=0 0 w
X Z

Xy z

gozlenilydn wektor meydan.

3.Potensial meydan. Potensial meydan diisiinjesini
girizelin. Kébir F(M) skalyar meydana garalyn. Eger G
yaylanyn her bir M nokadynda gradF wektor kesgitlenen
bolsa,onda bu wektoryit meydanyna potensial meydan

meydanyit  potensialy  diyilydr, potensial ~meydany

kesgitleydin wektora potensial wektor hem diyilyr.
Basgaca aydanymyzda, eger

d = gradF P, oF T+6F K
OX oy 0z
(1)

bolyan F(M) skalyar funksiya bar bolsa, onda &a(M)
wektor potensial wektordyr.

Haysy sertlerde, berlen a(M) wektor potensial wektor
diylen sorag yiize ¢ykyar. Bu soraga 611 garalypdy.

Goy @& wektoryin ox,oy we oz koordinata oklaryna
proyeksiyalary degisliikde P,Q we R bolsun basgaca
aydanymyzda
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a=4a(M)=Pi +Qj +Rk

2
diyelin.

Hacanda P,Q,R lizniisiz funksiyalar {izniiksiz hususy
Onlimlere eye bolsalar, onda Pdx+Qdy + Rdz aflatmanyn
kiabir F(x,y,z) funksiyanyn doly differensialy bolmagy
ticin P, Q, Z funksiyalar

oP 0Q. 0Q OR oR oP

oy ox oz oy ox oz

€ |

sertleri we die su sertleri kanagatlanmalydyr. Yone eger
Pdx+Qdy+Rdz=dF  bolsa, onda (2) denlikler hem
yerine yetydndir. Diymek (3) sert berlen wektor
meydanynynn  potensial meydandygyny anladyar. Bu
yagdayda F(X,y,z) - funksiya meydanyin potensial
Dartys giiy¢ meydany potensial meydana mysal bolup
biler. Eger koordinatalar baslangyjynda m massa
yerlesdirilen bolsa, onda bu massa dartys giiy¢ meydanyny
doredyar, gmisligit M nokadynda vyerlesdirilen massa
birligme Nyutonyn kanuny boyunga K rmz ululykly

koordinatalar baslangyjyna tarap ugrukdyrylan F(M) giiye

tisir edyar. Bu yerde r=[OM|=+/x*+y*+2® , yagny

koordinatalar baslangyjyndan M nokada ¢enli uzaklyk, k —
proporsionallyk  koffisiyenti. Goy M nokadyn

koordinatalary X,y,z bolup, F(M) giyjin ugrukdyryjy
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kosinuslary bolup cosa,cosf,cosy bolsun, onda onun
koordinatalary

P =|F|cosa :k_rzn[_zj:_kn;x
r r r

k k
Q= [Fleos = KT - ¥ |- K1

formulalar arkaly kesgitlenyér.

Netijede

kmx.. kmy-. kmz-
I — + K.

(3 3 J (3

Berlen wektor funksiyasynyn potensial meydandygyny

barlamak kyn déldir we onun potensial funksiyasy bolup

F(M)=-

k : :
U (r) :Tm funksiya hyzmat edyédr. Indi bolsa massa

birligini  B(X, y;,z) nokatdan C(x,,Y,,2z,) nokada
gecirmek tigin F(M) giiyjiit edyan isini hasaplalyi.
Hacanda F(M) giiyjiit koordinata oklaryna proyeksiyalary
P,Q we R bolsa A is

A= [Pdx+Qdy+ Rdz
egricyzykly mtegralyn B?isti bilen anladylyar. Berlen giiyc

meydanynyn potensial meydan bolanlygy iicin integral
asagyndaky anlatma doly differensialdyr, sonun iigin hem
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ol mtegral mtegrrileminii yolunynn saylanyp alnysyna
bagly daldir we

A= [Pdx +Qdy + Rdz =U(C) - U (B)

formula arkaly hasaplanyp bilner.

Bu formuladan gorniisi yaly, F(M) giiyjiii isi potensial
funksiyanyn C we B nokatlaryndaky bahalarynyn
tapawudyna dendir. Eger B we C nokatlardan koordinatalar
baslangyjyna ¢enli uzaklyklary degisllikde r, we r,
diysek, onda

A:U(rz)—U(rl)=k—m—k—m:km(£—l}
b0 R 0

Ginis higm koordinatalar baslangyjyndan beyleki

nokatlarynynn dartys giiyc meydanynyn kesgitlenis yaylasy
bolyandygyny bellili.

2.Wektor meydanynyn akymy baradaky mesele.

Goy gitislikde suwuklugyn tizlignit $(M)  wektor
meydany berlen bolsun, basgaca aydymyzda gmiislik her
bir M(X,Y,2) nokatdaky tizligi
G(M) =P(x,y, )i +Q(X,y,2)] +R(X, Y, z)k bu yerde P,Q
we R — tizligm koordinata oklaryna bolan proyeksiyalary,

bolan suwuklyk bilen doldururylan bolsun. Goy P,Q we R
funksiyalar ~Ozlerinin  koordinatalaryna gord {izniiksiz

funksiyalar bolsun. Suwuklugyn dykyzlygyny o =1 hasap
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edip, tarapy kesgitlenen, L — yapyk egri bilen ¢éklenen S —

istden wagt birliginde akyp gecyin  suwuklugyn

mukdaryny kesgitlalin.

Goy

A=cosa-i +cosfB-j+cosy-k
S - ste

gecirilen normal

wektor  bolsun

we goy onufl é@/

h

ugrukdyryjy AS,
kosinuslary

{istiifi L _
nokatlarynyn 26-njy surat
X,Y,Z

koordinatalaryna gord {lizniiksiz funksiyalar bolsun. S isti
meydanlary AS,,...,AS, bolan n bolege bdlelin we olaryn
her birinden M;(X;, Y;,z;) nokady saylap alalyn. Tekizligin
I-nji boleginden wagt birliginde akyp ge¢ydn suwuklugyn
mukdaryny IT; bilen bellalin.

n =n(M,) we 31, = g(Mi) wektorlarynn arasyndaky burcy
@ Dbilen belldlin. Eger bu bur¢ yiti bolsa, basgaca
aydanymyzda, f; - normal haysy tarapa ugrukdyrylan bolsa
suwuluk hem “sol tarapa” akyar diyelin, sonda IT, ululygy
polozitel hasap edelin, eger-de bur¢ kiitek bolsa, onda

suwukluk “tersine akyar” we ol otrisatel diyip hasap edelin.
S st yeterlikge kigci boleklere bolinende i-nji bdlegin her

bir nokadynda & tizlik hemiselik 9(M,) bahany alyar
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diyip, Ustii bolekleri bolsa — tekizlik diyip hasap etmek
bolar. Onda TII; ululygy esasynyn meydany AS; we
beyikligi, § wektoryi fi, normala proyeksiyasynyi
moduly bilen silindrin géwriimi hokmiinde, degisli alamaty
bilen almak bolar, basgaca aydanymyzda
Hi ~ ASi -h
bu yerde h — gorkezilen proyeksija. Yone

:‘&‘COSgo:‘gﬁ‘-‘ﬁi‘-COSgo: (51, -ﬁi) bolyanlygy {i¢in

II; = (gl N )ASi

I — boyunca 1-den n-e genli jemldp tarapy kesgitlenen S
listden wagt birliginde akyp ge¢yan suwuklugyn TI1
mukdaryny kesgitléris:

I :Zn:(gu 'ﬁi)'ASi
i=1

9 wektoryti P,Q,R proyeksiyalary we [ wektoryi
ugrukdyryjy kosinuslary S istiin nokatlarynyn X,Y,z
koordinatalaryna goré lizniiksiz funksiyalar bolany {i¢in

9-fi=Pcosa+QcosS+Rcosy

skalyar kopeltmek hasyly tlizniiksiz funksiyadyr. Haganda
Ustiin boleklerinii i ulusynynt diametri nola ymtylanda ol
jemin predeli bardyr we ol predel (9 : ﬁ) funksiyadan S ist
boyunca alnan Ust integralyna deidir. Predele gecip II
akymyn takyk bahasyny alarys:

—"mZ( )Ai:g(g'ﬁ)d&

/1—>0
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ya-da  skalyar  kopeltmek  hasylyny = wektorlaryi
koordinatalary arkaly anlatsak

I=[[(Pcosa +Qcos B+ Rcosy)ds
S
Birinji we  ikinji = gOrniisddki st  integrallaryny
baglanysdyryan formuladan peydalansak, onda
IT = [[ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy (2)
S

Seylelikde tarapy kesgitlenen S iistden wagt birliginde akyp
gecyan suwuklugyn IT - mukdary, iistiin kesgitlenen tarapy
boyunca alnan ikinji gérniisli Uist integralyna dendir.
Islendik (M) wektor meydany tigin (2) ikinji gdrniishi iist
integralyna S iist boyunca 9(M) wektoryi akymy (ya-da
gelydan beyleki wektor meydanlarynynn akymy basga fiziki
mana eyedir.

3. Diwergensiya

Goy S ist bilen ¢dklenen V yaylada é(M):{P,Q, R}
wektor meydany berlen bolsun, sunlukda
P(M),Q(M),R(M) funksiyalar 6zlerinin hususy oniimleri
bilen V yaylada iizniiksiz hasap edeliii.

Kesgitleme 1. a(M) wektor meydanynyn diwergensiyasy
diylip

di%(M)za—P+@+a—R
oXx oy oz
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denhk arkaly kesgitlenen di9a(M) skalyar funksiya
aydylyar.
Diwergensiya ligin anlatmany we {stden gecydn wektor
akymy diistinjesini peydalanyp Ostrogradskinii
formulasyny ~ wektor  gOrniisinde  yazyp bolar.
ostrogradskinin formulasyndaky {ist integral, a = {P,Q, R}
wektoryn S iist boyunga akymyny anladyar:

|| Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = [ (a- A)ds.

S S
Bu ailatmadan we (5) formuladan peydalanyp

Ostrogradskiniii formulasyny

[[(@-fi)s =[] diga(M)d g (6)

Seylelikde, a(M) yapyk S iist boyunga akymy S iist bilen
céklenen yayla boyunca a(Mm) meydanyn
diwergensiyasyndan alnan ii¢gat integrala dendir.
Diwergensiyanyn kesgitlemesi koordinatalar sistemasynyn
saylanyp alnysy bilen baglanysykly bolanda hem,
diwergensiyanynn  koordinata  sistemasynyn  saylanyp
alnysyna bagly dildigini gorkezelin. Onun ii¢in erkin M
nokady alalyn, ony erkin S ist bilen c¢éklenen V yayla
bilen gursalyn we V yayla Ostrogradskinii formulasyny
ulanalyn. Sofira ii¢ gat integral licin orta baha hakyndaky
teoremany ulanalyn. Onda V yaylanyn kdbir M, nokady
we V yaylanynn $ gowriimi ligin

[[(@-fi)ds = diga(M,)- 9 deilik yerine yetyindir. Bu
S

yerden
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[[(@-fi)ds

digé(Mo):ST,

Indi bolsa V yaylany M, nokada gysalyn. Sonda
3—0,M, > M bolar we

[[(@-fi)ds

o i S

dlga(M)_LlToT’ (7)
basgaca aydanymyzda &a(M) wektor meydanynyn M
nokatdaky diwergensiyasy, S {ist boyunca a(M) wektoryn
akymynyn M nokady gursayan yaylanyn géwriimine bolan
gatnasygynyn predeline dendir.
Akymyn we gOowrliimii koordinatalar sistemasyna bagly
dildigi  l¢in  diwergensiyanyn  hem  koordinatalar
sistemasyna bagly daldigi gelip ¢ykyar, sony hem subut
etmek soralyardy.
(7) formulany peydalanyp  diwergensiyanyn  fiziki
manysyny aydynlasdyralyn. Onun i¢in a(M) - wektor
meydany p=1 dykyzlykly suwuklugyin tizlik meydany
bolan yagdayyna garalyfi. Oniden belli bolsy yaly, &(M)
wektoryn

I=[(a-fi)ds
S

akymy wagt birliginde S iist boyunca [ normalyn ugry
boyunca akyp gecyin suwuklugyn mukdaryna dendir.

Goy N - dagky normal bolsun. S — m yapyk iist bolanlygy
ticin a(M) wektoryn akymy, S {ist biolen ¢éklenen V
yaylada wagt birliginde doreydn vya-da yok bolyan
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suwuklugyn ~ mukdaryna  deiidir.  Suwuklugyn  bu
mukdaryna (eger I1>0 bolsa) V yaylada yerlesen ¢esménin
jemlenen kuwwady (eger 11<0 bolsa) yiten kuwwady

[[(a-fi)ds
s
3 ,
gatnasyga  garalyin. Ol cesmelerii ortaca dykyzlygyny,
basgaca aydanymyzda bolsa, V vyaylanyn gowriim
birliginde, wagt biriligi aralygynda doreyian (ya-da yok
bolup gidydn) suwuklugyn mukdaryny afladyar, V yayla M
nokada yygnalandaky
[ (&-m)ds

lim S——,
9—0 9

predele bolsa ¢esmelerin M nokatdaky dykyzlygy diyip at
bermek bolar. bu predel bolsa di9a(M) dendir. Seylelikde,
tizliklerm wektor meydanynyn diwergensiyasy suwukluk
cesmelerinii dykyzlygyny hésiyetlendiryar.

Eger di9a(M)>0 bolsa, onda (6) formuladan gérmiisi yaly
I[1>0, yagny V vyaylanyn iginde suwukluk g¢esmesi bar
bolup ondan ¢ykyan suwukluk ona girydn suwuklukdan
kop, eger di9a(M)<O0 bolsa IT1<0, yagny onda V yaylanyn
igcinde suwukluk akymy bar bolup ol akym boyunga giryian
suwuklugyn mukdary ondan ¢ykyan suwuklukdan kopdiir.
Eger-de di9a(M)=0 bolsa, onda IT=0, yagny V yaylanyn
icinde c¢esme-de yok akym hem yokdur. Basgaca
aydanymyzda omna girydn we ¢ykyan suwukluklaryn
mukdary dendir. Bu hadysa, mysal iicin deryada akyan
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suwun akymynda yerlesen islendik V gowriimde bolup
gecyar.

Islendik wektor meydan iicin dida(M) yokarky fiziki
mana eyedir; diwergensiya meydandaky ¢esmelerii
dykyzlygyny hédsiyetlendiryar.

Eger her bir nokatda di,Qa(M)-O bolsa, onda a(M)
Mysal 2. OZ okun dasynda w hermgehk tizlik bilen
aylanyan jisimifi (M) =—ayi +axj  wektor
meydanynyn diwergensiyasyny hasaplamaly.

Coziilisi. Bu mysalda P =—ay,Q =wx,R=0. Sonun i¢in
hem

dig ‘9('\")_2_5 aQ oR a( a)y)+6(a)x):0’

oy az OX oy

diymek berlen wektor meydan solenoidal.

4.Sirkulyasiya. Rotor.

Goy kébir yaylada

a(M)=P(M)i +Q(M)] +R(M)k
kibir wektor meydany we L —bolsa bu yaylada yerlesen
endigan ya-da bolek endigan egri.
L egride hereketint iki ugrunyf birini saylap alalyi we dl
bilen egrinii her bir nokadynda hereketini ugry bilen gabat
gelydn moduly boyunga duganyn differensialyna den bolan
wektory belldlin.

dl’ = dxi + dyj + dzk.
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Onda &(M) we dI wektorlaryn skalyar kopeltmek
hasylyndan alnan egricyzykly ntegrala

fa(m)-dl = [ Pdx+Qdy + Rdz.
L L

L egrnin boyuna d(M) wektor meydanynyn

sirkulyasiyasy diyilydar. Giliyg meydanynda sirkulyasiya

giyc meydanynynn material nokady L yolun boyuna

siysirmek U¢in  eden ismi anladyar. Basga hili

meydanlarda sirkulyasiya basga fiziki mana eyedir.

Kesgitleme 2. a(M) wektor meydanynyn rotory diyip
ay 0z oz OX OX 8y

deiilik arkaly kesgitlenyan wektora aydylyar.

Rotor we sirkulyasiya diisiinjelerinden peydalanyp

§ Pdx + Qdy + Rdz =

[ Do (2 o (3]

Stoks formulasyny has gysga wektor gérniisinde
fa(m)-di = [[(rota(m)-fi)s
L S

goriisde yazmak bolar. Seylelkde, L vyapyk egrinin
boyuna a(M) wektoryn sirkulyasiyasy bu wektor
meydanynyn L egri bilen ¢dklenen S iist boyunca akymyna
dendir.
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Edil diwergensiyada bolsy yaly rota(M) ti¢in hem a(M)
wektoryn rotorynyn koordinata sistemasynyn saylanyp
alnysyna bagly déldigini gérkezmek bolar.

Mysal 3. oz okun dasyndan @ burg tizligi bilen aylanyan
gaty jisimii  I(M)=-ayi +xj tizk meydanynyn
rotoryny hasaplamaly.

(Coziilisi. Rotoryn kesgitlemesinden peydalanyp, alarys.

Diymek berlen wektor meydanynyn rotory 6z aylanma oky
boyunca ugrukdurlan bolup ululygy aylanma tizliginin iki
essesine dendir.
Rotor diisiinjesi potensial meydan diiziijisi bilen goniiden
goni  baglanysykdadyr. a(M)={P,Q,R} wektor
meydanynyn potesial meydan bolmagy ii¢cin
oP 0Q 0Q oR oR oP
oy ox'or oy ox ot
sertin yerine yetmelidigi 61 gorkezilipdi. Bu bolsa a(M)
meydanyn rotorynyn &hli koordmatalarynyn nola den
bolmalydygyny anladyandyr. Diymek &(M) wektor
meydanynyn potensial meydan bolmagy iigin
rotd(M) =0 sertin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
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5. Gamilton operatory.

Meydan nazaryyetinih = esasy dustinjeleri:  gradiyent,
diwergensiya, rotor we olaryi {istlinde gecirilydn amallary
Gamilton ya-da “Nabla” operatory diylip atlandyrylyan

V= 2| + 93 ]+ 82 k  operatoryn isti bilen anlatmaklyk

ox oy

amatly bolyar. V operatoryna, koordinatalary g% we
X

2 bolan simmoliki wektor hokmiinde. Onun ustiinde

oz

gecirilydn amallar bolsa wektor algebrasynyn amallary

hokmiinde garamak bolar. Sunlukda 2 : 9 we 9
oX oy 0z

koordinatalarynn  skalyar funksiya kopeltmek hasylyna

degislilikde X,y we z gord hususy oOniim hokmiinde

garamak bolar.

Mysallar.
1.Goy u(Xx,y,z) - skalyar funksiya bolsun. Onda V

operatorynyn u funksiya kopeltmek hasyly bu funksiyanyn
gradiyentini beryar:

Vu = £T+£]+—k u :a—uf A 7 — ] +a—k gradu
0 oy ox oy 0z

2.Goy a(M)=Pi +Qj+Rk wektor funksiya. Onda V

operatoryn a(M) wektor funksiya skalyar kopeltmek

hasyly bu funksiyanyn diwergensiyasyny beryir.
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P 8Q

V-a(M) = QT+£T+QK (PI +Qj + Rk)

oXx oy~ oz 8y az
3. V operatoryin d(M) wektor funksiya wektor kopeltmek
hasyly bu funksiyanyn rotoryny beryir.

i j k
vram) =2 2 22[@_@j
oX oy oz oy oz
P R
+[@—@jj+(@—@j = rota(M
0z 0X ox oy

Koplen¢ ikinji tertipli operasiyalara dusgelmek bolyar.

Olarynl has wajyplaryna garalyn.

1°. divrota(M)=0. Hakykatdanda, ikinji tertipli garysyk

Oniimlerin defiliginden peydalansak, onda

divrotéi(M):i ﬁ—@ [@_@}L Q_RY_
x\ oy oz 6yaz ox) oz\ ox oy

0°R 82Q 0°P 82R+82Q 0°P

OXoy oxoz 8y82 O0yoxX 010X azay

Bu netijaini  V operatordan peydalanmak arkaly hem afisat
alyp bolar:
div rota(M) =V -(V-xd) =0
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Sebdbi bu yerde ikisi defi bolan, ii¢ sany V,V,a
wektorlaryfi garysyk kopelitmek hasyly alynyar. Olar yaly
kopelitmek hasylynyfi nola defi bolyandygy aydyfidyr.

2°. rot gradu =0 Hakykatdan-da , ikinji tertipli
garysyk oniimlerifi  defiliginden

{a [auj o [auﬂf [a [auj 6 (auﬂr
rotgradu=| —| — |[-—| — ||l +| —| — |-—| = ||| +
oy\oz) oz\oy 0z\ Ox) oOx\ oz
[a (auj 0 (wj} [82u GRY Jr (82u o ]?
== |-—| =— | k= - I+ - ]+
ox\ oy ) oy\ox oyoz  ozoy OX0Z 010X
2 2
J{ ou  du JE:O
O0yox  oxoy
Bu netijani V operatory ulanmak arkaly hem almak bolyar:
rot grad u = Vx(Vu)=(VxV)u =0,

Sebidbi sol bir wektoryfi wektor kopelitmek hasyly nola
dendir.

o’u o%u &%

2+ 2+ 2
oX~ oy~ oy
grad u:@7+a—ui+@lz

OX 0z

: o(ou) o(ou) o(eu) o*u 0°u o
dvgradu—| — |+ —| — |[+—=| — |=—+—=+— (8
ox\ox) oyloy) oz\oz ox° oy° oz

3°, divgrad u = Hakykatdan-da

(8) defiligimi sag bolegini simwollaryfi iisti bilen asakdaky
yaly belgilenyar:
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o’u o%u o4

AU = + + ya-da
o2 oy ot Y
(e* o* P
AU = st+—+— U
ox° oy® oz
o° 0 0
A= N + Gyz + e simwola Laplas operatory diyilyér.
X z
Laplas operatoryna w- “wektor”skalyar

kopelitmek hasyly gornilisinde garamak bolar. Hakykatdan-

da
2 2 2
("\7):(2) + E +(gj =A
OX oy 0z
Sonuii tigin hem (8) defilik V operatoryii komegi bilen
divgrad u=V-(Vu)=(V-Vu=Vv-
gorniisde yazylyar.
AU =0 defilemi Laplas defilemesi diyilydr. Onuil
komegi bilen fizikanyfi diirli stassioner prossesleri
afiladylyar. Mysal ti¢in:
Yylylygyfi stassionar Yyayramagy, nokatlang zaryadyfi
elektrostatik meydany, kabir yaylanyf i¢inddki gysylmayan
suklygyi durnuklasan hereketi we basgalar. Au=0 serti
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kanagatlandyryan u(x, Y, Z) skalyar meydana garmonik

''''''

§12. Ginislikde egricyzykly koordinatalar.

Gradiyent, diwergensiya, rotor we seyle hem beyleki
kabir ululyklar matematikanyn we nazary fizikanyn diirl
meselelerinde yygy-yygydan dus gelydndir. Sonuil iigin
kop halatlarda olary dekart koordinatalar ulgamynda
ailatmakdan dasary, beyleki egricyzykly koordinatalarda
anlatmak amatlydyr. Mysal {i¢in, eger wektor meydany
sferik simmetriklik hésiyete eye bolsa, yagny her bir
nokatda skalyar ya-da wektor ululyk sol nokatdan
koordinata baslangyjyna ¢enli aralyga bagly bolsa, onda bu
halda seyle meydanlar bilen baglanysykly &hli formulalar
sferik koordinatalarda yonekey gOrniisi alar. Beyleki
hallarda bolsa basga egrigyzykly koordinatalar ulgamyna
gecmeklik amatly bolmagy &dhtimaldyr. Sonun iicin hem
ginislikde, egricyzykly koordinatalar diisiinjesini girizeli.
Goy, TUugdlcegli gmislikde, kibir q,,0,,0; egricyzykly
koordinatalar  ulgamy girizilen bolup, onun Xx)y,z
koordinatalar ulgamy bilen baglanysygy

X = X( Gy, 0, 03), y=Y( G0, 0s),
z=2(0,0,,0s) (1)
formulalar arkaly amala asyrylsyn. Geljekde zeruru bolan
koordinata stleri we koordinata yzyklary diisiinjelerini
vatlalyn. Gingligin ~ dile bir koordmatasy bellenen
M(q,,0,,0;) nokatlarynyn kopligine koordinata {isti

''''''
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yerde egricyzykly koordinatalar ulgamynyn i yonekey we
durmusda kép dus gelydn gorniisine- egrigcyzykly ortogonal
koordinatalar ulgamyna,yagny islendik nokatda sol nokat
arkaly gecyén iic koordata ¢yzyklary orthogonal bolyan
egricyzykly ~ koordinatalar ~ ulgamyna  seretjekdiris.
Egricyzykly ortogonal koordinatalar ulgmyna silindrik we
sferik koordinatalar mysal bolup bilerler.
1. Ortogonal koordinatalarda uzynlyk, meydan we
gowrum.

M nokatda sol nokat arkaly ge¢yan koordinata ¢yzyklaryna
galtasyan birlik wektorlardan diiziilen 1, 1,, 1, ortogonal
we normirlenen bazis girizelin. Bu bazisiin dekart
koordinatalar ulgamynda kegitlenyan 1, j, k birlik
wektorlarda tapawudy, onun bir nokatdan bagga nokada
gecende uytgeyanligidir, yagny 1, 1,,1; wektorlarynn 6zleri
0;,0,,0; koordinatalara bagly bolan funksiyalardyr. Eger

r=x(0,9,,9,) i +y(0,9,.9,)j + 2(q,,9,.9;)-k bolsa, onda

o0 o oy Ay

Mpn Oy OOy~ Ay
(m=1,2,3)
I1ki bilen diirl
meselelerde dus gelyan

ululyklar bolan
uzynlgyyn, meydenyn we
gowrimin orthogonal

koordinatalarda
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27-nji surat

anladylysyny gorkezelin. Onun {i¢in yeterlik kigi bolan
egricyzykly  parallelopipede  seredelin.  Goy, ol
parallelepiped q,,0,,q; parametrlerin q, we ¢ +dgq,; 0,
we q,+ddg,; 0; We q,+dg, bahalaryna degisli bolan ii¢
jiblit koordinata distlerin  kesismeginden alnan bolsun.
(1-nji surat)

MM, gapyrganyn M we M, nokatlarynyn egricyzykly
koordinatalary  degislilikde, (q,,0,,0;) Wwe (g,+ddq,,
g, +dq,, g;+dqg;) bolar. Olaryn dekart koordinatalaryny
degislilikde, (X,y,z) we (x+dx,y+dy,z+dz) bilen
belgildlin. Onda MM, gapyrganyn  dl,  uzynlygy

dl, =/dx? +dy? + dz® defidir. Sunlukda, MM, gapyrgada
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X, Y,z koordmatalar difie g, parametrml funksiyasydyr (g,
we g, bolsa sol gapyrgada hemiselikdir). Sonui tlicin bu

OX oy 0z y
halda dx=—-—dqg,, dy=—-—>-dg,, dz=—-dg, we sonui
o, G, ay o, Gy oo, Oy $
licin

-2 (2w
o, o, o0,

Edil sonun yaly, degislilikde, MM, we MM, gapyrgalar
icin

2 2
_ ok Ly |2
o2 (2
2 2
NEANEANE:
d|3—\/ a%j +(‘3qu +(8Q3J “
2 2 2
Eger H:8x+ay+az
S e o o

(m=1,2,3) (2

Belgileme girizsek, onda dl;,dl,,dl; ti¢in formulalar
alynar. Bu denliklerddki (2) boyunca kesgitlenyin
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H,H,,H; ululyklara  Lamenmi  ya-da  masstab
Koordinatalar ~ ulgamynynn  ortogonallygy  esasynda,
MM,N;M; granyfi do; meydany dl, we dl, ululyklaryii
kopeldilmegine dendir, yagny do,=H,H,dq,dag,

Edil suna menzeslikde MM;N,M, we MM;N,M, granlar
licin

do,=H;H,dg,dg;, do; =H,H,da,da,

Onda yeterlik ki¢i egricyzykly parallelopipedin gowriimi

dV = dl,dl,dl, = H,H,H,dg,dq,dg,

2. Ortogonal koordinatalarda gradiyent
Miélim  bolsy yaly, f=1(q,0q,,0;) funksiyanyn
gradiyentmii kabir ugra proyeksiyasy ol funksiyanyn sol
ugur boyunga Oniimine deidir. Sonun ti¢in |, I, I, bazisde
gradf wektoryn komponentlerini hasaplamak {gin, f
funksiyanyn so 1 wektorlar arkaly kesgitlenydn |,1,,1;
ugurlar boyunca Oniimini tapaly. Eger f funksiyanyn M,
we M nokatlardaky bahalarynyn tapawudy Af bolsa, onda
kesgitleme esasynda
of .. Af . Af 1 of
(oradt 1) = ol OI”IerO dl, dlqlerO H,dg, H, oq,’

Edil sonun yaly,

of 1 of of 1 of

radf ,1,)=—= . (gradf,l,)=—=—"—"—
(© 2 o, H,dq, (0 2 ol;  H; o,
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Seylelikde, f =1(q;,q,,9;) funksiyanynn orthogonal
koordinatalardaky gradiyenti seyle anladylyar:

1 of 1 of 1 of
H, oq, H, oq, H; dq,

3. Ortogonal koordinatalarda diwergensiya

Berlen F(M)=F M)l +F,(M)Il, + F;(M)I; wektoryi
egricyzykly q,,0,,0, koordinatalarda diwergensiyasyny
anlatmak ti¢cin
divF(M) = lim \% [[(F.n)do formuladan peydalanyarys.
v—0 T
Bu formulanyn esasynda divF(M)hasaplamaklyk yeterlik
kici paralelepipedin
(I-nji surat) usti arkaly F(M) wektoryn akymynyi sol
parallelepipedin =~ dV gowriimine  bolan  gatnagygyny
hasaplamak yalydyr. Sonuil {icin ilki bilen MM, gapyrga
perpendikulyar bolan iki gran arkaly F(M) wektoryn
akymyny hasaplalyn.
MM,N;M; grana dasky normal- [ bilen gabat gelyar.
(ciinki I,wektor @, koordinatanyn artyan tarapyna
ugrukdyrylandyr, seredilen grana dasky normal bolsa ona
garsylykly ugrukdyrylandyr). Sonuni esasynda F wektoryn
sol grana arkaly akymy (yeterlik ki¢i dV gord birinjiden
yokary tertipdaki takyklykda) takmyn
(F,-1,)do =-FH,H,dq,dq;, dendir, bu yerde
FH,H;ululyklar  (q,,0,,9;) nokatda hasaplanylyar.
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Garsylykly M;N,NN, granyn seredilen grandan tapawudy,
bu yerde birmji koordinata g, +dg, dendr we ol grana
bolan normal [, bilen gabat gelydr. Sonun iigin sol gran
boyunca F wektoryn akymy takmyn
(F,1,)do; =FH,H,dg,dg; dendir, sunlukda FH,H,
ululyklarynn birinji koordinatasy ¢, + dg, bolyandyr.

Seylelikde, F wektoryn parallel bolan MM,N,M, we
MM,N;M, granlar arkaly akymy takmyn

A(FH,H
_ ARHH,) 1aq2 o) da,dq,da,

1

FH,H,dg,dq;

q1+dq1_F1H2H3dq2dq3‘ql
dendir.

Edil suna menizeslkde, F wektorynn beyleki parallel jiibiit

granlar arkaly akymy {i¢in takmyn

AAEa) 4o, o

02
AFHH,) da,da,da,
s
anlatmalary alarys. Ol ululyklaryn tgiisini gosup we ol jemi
dV =H,H,H,dg,dqg,dqg; gowriime bolip, diwergensiyany
ortogonal koordinatalarda anladarys:

dive—_ 1 {a(FleHg)+a(F2H3H1>+a(F3H1H2)}
H,H,H; o, 0, 003
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4. Ortogonal koordinatalarda rotor.

Wektor meydanynyn rotoryny ortogonal koordinatalarda
anlatmak ti¢in

F.dl
(rotF(M)), =lim i

o—0 o

Ol formulada o 06z igcinde M nokady saklayan we n
wektora  perpendikulyar bolan kdbir meydancanyn
meydanydyr, L bolsa sol meydangany ¢iklendirydn yapyk
egridir. Sonun tigcin F wektoryn  MM,N,M;M yapyk egri
boyunca sirkulyasiyasyny hasaplap we ony sol egri bilen
cdklenen meydancanyn do; meydanyna bolip, rotF
wektoryn we |, wektora bolan proyeksiyasyny alarys.
Yapyk egri boyunca sirkulyasiyasyny MM,, M,N;,N,M,
we  Mj;Mdugalar boyunga sikulyasiyalaryn  jemi
hokmiinde hasaplarys. F wektoryn MM, boyunca
sirkulyasiyasy (yeterlik kici do, gord birden yokary
tertipdédki takyklykda) takmyn
Fdl, = F,Hdq, 3

dendir, sunlukda F, we H, ululyklar (q,,0,,q;) nokatda
hasaplanylyar. N;M,; boyungca wektoryn sirkulyasiyasy
hézirki alnan sirkulyasiyadan tapawudy N;M; dugada
liciinji koordinata Q; +dg, dendir hem-de N,M;boyunca
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ugur I, wugra garsylyklydyr. Sonun esasynda N;M,
boyunca sirkulyasiya takmyn
0
_{Fsz"'a(Fsz)d%}d% 4)

3
dendir. Edil suna menzeslkde, M,N, we N,M boyunca
sirkulyasiyalar ticin degislilikde

0
{FsHs + H(FsHs)d%}d%

2
()
—FH,dg, degisli anlatmalary alarys. (3), (4), (5) we (6)

ululyklary gosup, F wektoryn MM,N,M;M yapyk egri
boyunca sirkulyasiyasynyn
o(F,H o(RH
_ (2 2)dq2dq3+ (3 3)
00y aq,
Bu ailatmany MM,N;M; granyn do, =H,H,dq,dq;,
meydanyna bolip, rotF wektoryn 1, bazis wektora tarap
(rotF), proyeksiyasy licin
(rotF), = L {8(F3H3) _8(F2H2)} deriligi alarys.
HH; | 00, 00;
1 {a(FlHl)_a(FgHg)}
HsHy [ 00; oG

(rotF), = L {8(F2H2) _8(F1H1)} denlikleri alarys.
H,H, oG aq,

dg,dg;  dendigini goryéris.

Edil sonun yaly, (rotF), =
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5. Ortogonal koordinatalarda Laplas operatory.

gradf we divFamallarytn ortogonal koordinatalarda

anladylan ~ formulalaryndan  peydalanyp, Laplasyn
operatorynyin  ortogonal  q;,0,,0;  koordinatalarda

ailadylysynyn

Af = divgradf =— {a (H2H3 a )+ g [H3H1 a )+—,
HH,H; (o9, \ H; oq, ) dg, Hy dq,)

6. Esasy formulalaryin silindrik we sferik
koordinatalarda anladylysy

1. Silindrik koordinatalarda anladylysy. Silindrik r,¢,z
koordinatalary  dekart  x,y,z  koordinatalar  bilen

baglanysdyryan Xx=rcose,y=rsing,z=z formulalardan
peydalanyp, Lamenin koeffisiyentlerini silindrik
koordinatalarda hasaplalyn

(sunlukda, ¢, =r,0, =¢,0; =2)

2 2 2
[ 2] 2] - e
r r
2 2 2
H,= XY (Y [ = Jrisin2p+ricos?p =r
op op op

(&3] (&) -
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Bu  formulalar  esasynda  egricyzykly = ortogonal
koordinatalar bolan silindrik koordinatalarda
of 1 of of
gradf =—1 +=—1I_+—
or rop ¥ oz
_1o(F,) 19F, oF,

r or rop oz
oF o(rF
rotF:(;an__,/;Jlﬁ(aﬁ_aﬁ}lﬁ(; ( ,p)_laFrJIZ:

l,,

divF

r op oz oz or r or r op
H.l,  H,l,  H,l,
1 0 0 0

THHH, | or g o |
H,F, H,F, H,F,

1o of) 10°f o°f

Af =——rNr— |+ —2 —2 + —2
ror\_or) r°op° oz

2. Sferik koordinatalarda anladylysy. Sferik r,0,¢
koordinatalary = dekart x,y,z  koordinatalary  bilen
baglanysdyryan X=rcosesing,y=rsin@sin,z=rcoséd
formulalardan  peydalanyp, Lamenin koeffisiyentlerini
sferik koordinatalarda hasaplalyn

( h=r.g,=60,03=9):
H,=LH,=r,H;=rsind

Bu formulalaryn  esasynda  egricyzykly  ortogonal
koordinatalar bolan sferik koordinatalarda
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of 1 of 1 of
gradf =—1 +=—1,+———I1
or r oo rsind op *

1a(r F) 1 a(ngin9)+ 1 oF,

divkF == : -
r’ or rsm0 06 rsinéd op
o(F,sin@ o(rF
rotF = 1 F ) %, I+ 1 ok 1 (F,) I, +
rsiné 00 op rsiné op r or
I, rl, rl, sing
(1a(r|:9) 1 0F, )I 1 |6 o 0
roor r 06 r’sin@lor 00 o

F. rF, rF, sing

r

2
Afzig(rij+ ! a(smeaf) 1 afz

rzor or) r?sing o0 00) r?sin?0 dp
3-nji mysal. Sferik koordinatalarda berlen
F= Coze I + sze I, wektor meydanynyn rotoryny
r r
tapmaly.

<Rotoryil sferik koordinatalarda ailladylan formulasy
esasynda

I rl, rl, sing
| . .
resing| or 00 op ror r
cos@d sind
r? r

115



§13. Tenzorlar.

Matematiki nukday nazardan fiziki ululyklaryﬁ
yonekeyl diyilip skalyar ululyklar hasaplanyar, mysal {i¢gin
jisimifi massasy, jisimifi gowriimi, wektoryfi uzynlygy we
s.m. Seyle skalyar ululyklaryi her biri islendik
koordinatalar sistemasynda bir san bilen afladylyar,
sunlukda bu san koordinata sistemasynyl saylanyp
alynysyna bagly daldir.

Skalyar ululyklara gord cylsyrymlyrak ululyk wektor
ululykdyr, mysal ftgin tizlk, tizlenme, giiy¢ we s.m.
Wektor ululyk ii¢ olcegl giiisligii her bir bazisinde san
Ucligi arkaly kesgitlenyar. Ol san tgligi  wektoryi
koordinata oklaryna gord proyeksiyalary, sunlukda
“wektoryii koordinatalary” bir bazisden beyleki gegende
kesgitli kanun boyunga 6zgeryar.

Matematiki nukday nazardan, c¢ylsyrymlylygy
boyunca sofi gelydn fiziki ululyk ol hem tenzorlardan, ol
wektorlaryfi  iistiinde  gecirilydin  ¢yzykly operatoryii
funksiyasyny yerine yetirydr. Solar yaly ululyk arkaly,
mysal {icin anizatrop jisimdédki geciryjilik afiladylyar. Has
takygy, izotrop we elektrik meydanynyii giiyjenmesiniii E
wektory kolleniar, basgaga aydanymyzda

J=c E (1)
(1) deﬁ]jkdéiki o (0‘>0) skalyar képeldijéi gec;irijﬂjk

''''''

kollemar dildir we o (;yzykly operator E wektory J
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wektora Owrydr, sol operatora hem gecirijilik “tenzory”
Eger gifiislkde kibir kesgiti €,6,,85  bazisi

saylasak we bu bazis boyunca J we E wektorlary
dagytsak

J =& + J,8 + a8
E=EFg +E,,+E¢,
)
onda (1) denligi ofia ekwiwalent bolan ii¢ sany
3
J =Y 0uE k=123
i=1
1)
Skalyar deiilik bilen calgyryp bileris. Seylelikde o
gecirijilik tenzory her bir bazisde Oy k,i=123
dokuz san arkaly kesgitlenydr. Bu sanlara tenzoryn degish
bazisindéki koordinatalary diyilyar
Tenzorynl kesgitlemesine, bir bazisden beyleki bazise
gecilende onufi koordmatalarynynl O0zgermesiniii yazgysy
hem girmelidir.

1. Affin ortogonal tenzor diisiinjesi.
1. Ortogonal normirlenen bazisi o6zgeritmek. Uc
Olcegli ewklid gihisliginde haysy hem bolsa iki sany

€,.€;,6; we €&, €;,€; ortogonal normirlenem bazise
garalyfi. Bazislerii ortogonallygyndan we
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normirlenenliginden  skalyar  kopelitmek hasyly iicin
asakdaky gatnasyklar gelip ¢ykyar (€,,6,) =3,

(€,€) = 0y (2)

0 hacagan 1=Kk

. :{1 hacagan =Kk 3)
€,,63,63 we €,6;,€ bazisleri sertli degislilikde
“kone” we “tize” diyip atlandyrjakdyrys. Tédze bazisiii
wektorlaryny kone boyunga dagadyp, alarys.

= — — —
€ =016 + a8, + 365

—b, —_ —_ —_—
€ = 016 + €y + (X365 (4)
—/ — — —
€3 = 0316 + 03,6, + 3363
ya-da gysgaca
3
i1

Q1 Oy O3
Hain =||%21 (X3 3
Q33 U3y Qg3

()
matrisa kone €,€,,6; bazisden tize €/,€,,€&; bazise gecis

€, = a6 +a,€ +a3€; wektora skalyar kopeldip, alarys.
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01, eger -j_;t. i ©6)
, eger j=i
Basgaca aydanymyzda matrisanynn islendik  setirinin
elementlerinin  kwadratlarynyil jemi bire den, islendik iki
setirinin degishi  elementlerinin = kopeltmek hasyllarynyi
jemi nola den. (4) denligi €  wektora skalyar kopeldip,
taparys.

(€/,€¢) = o (7)
(5) matrissa ters bolan matrissanyn elementleri tigin (7)
menzes anlatmalary tapalyn. Kone bazism §€,€,,€;
wektorlaryny tdze boyunca dagydyp yazalyn.
€ = Bufl + i€ + Bifs

A+ Q) + A3 = §ij :{

€, = f18] + B2 + Prafs (8)
€; = Pai€] + P38 + Pasfs
ya-da gysgaca

o= S ®)

B P PBis
H:Bij H =|Por Poz Pos 9)
Pa P2 P

matrissa (5) matrisanyfi ters matrissasygy aydyiidyr. (8)
wektory €' skalyar kopeldip, alarys.

(€,€) = B (10)
(10) we (7) denlikleri denesdirip (5) we (9) matrissalaryn
elementlermin arasyndaky baglanysygy taparys:
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ik = B (11)

Seylelikde (5) matrissa ters bolan (9) matrissa (5)
matrissany transponirlemek arkaly alynyar.

2.Affin ortogonal tenzoryn kesgitlemesi.

Tenzorlaryn formal teoriyasy gurlanda inwariant skalyar
ululyklary we wektorlary tenzorlaryn hasabyna gosmaklyk
maksada layyk bolyar. Bir ortogonal normirlenen bazisden
beylekd gecilmegine gord inwariant bolan L skalyar ululyga
Temperatura, massa, wektoryn uzynlygy nolunjy rangly
affin ortogonal tenzorlardyr. Wektoryin birinji koordinata
okuna (& bazis wektory arkaly kesgitlenydn oka)
proyeksiyasy, her bir €,€,,8&, bazisde bir bazisden beyleki
bazise gegmdge gOord inwariant bolmadyk skalyar
ululykdyr, sonui ligin hem ol nolunjy rangly tenzor daldir.
Asakdaky kesgitleme wektorlary tenzorlaryii hataryna
gosyar.

Kesgitleme 1. Goy her bir ortogonal normirlenen bazisde L
ululyk sanlaryn ticliigi arkaly kesgitlenyidn bolsun: €,€,,€;
bazisde LgL,L; sanlar bilen, €/,€,,& bazisde bolsa
L, L), L; sanlar bilen we s.m.

Sunlukda islendik €,€,,6; bazisden basga bir islendik
€/,€,,8; bazise gecenimizde ol sanlar

3
L= Z iy Ly (12)
k=1
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formula arkaly 6zgerdilydr, bu formulada Haij H-matrissa
€,6,,6 bazisden €/,€;,6; bazise ge¢megiil matrissasy.
Onda L ululyga birinji rangly affin ortogonal tenzor

''''''

Li , i=1,2,3 sanlara L tenzoryn €,¢€,,6, bazisdiki
koordinatalary, L; 1i=1,2,3 sanlara bolsa degislilikde bu
tenzoryi  €/,6,,6; Dbazisdiki koordmatalary diyilyar.
Islendik wektorynn birinji rangy affin ortogonal tenzor
bolyandygyny subut edelii Birinjiden her bir €,€;,€;
ortogonal normirlenen bazisde X wektor Oziinifi g
koordinatasy bolan san {igligi arkaly kesgitlenyér. Ikinjiden
bolsa bir bazisden beyleki bazise gecilende X wektoryn
koordinatalary (12) gomiisde formulalar arkaly 6zgerdilyar.
Hakykatdanda, X wektory€ ,€,,6; we &/,€,,8 bazisler
boyunca dagadyp bolyar.

X = X8 + X6, + X363 = X,& + X,€, + X;E5

(13)

(13) defiligi € skalyar kopelidelifi. (3) we (7) deiliklerden

3
Xj = O Xq + QipXy + UigXs = D Ay X, i1=12,3
k=1
(14)

Sunlukda (14) formula edil (12) formula yaly gorniise
eyedir. Bu bolsa X wektoryfl birinji rangly affin ortogonal
tenzordygyny afiladyar.
Bellik 1. Her bir birinji rangly affin ortogonal tenzora
wektor hokmiinde garamak bolar.
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Bellik 2. Haij H matrisa ii¢in ters matrisanyi Hain matrisany
transponirlemek arkaly alynyanlygy ticin , (14) deiilikden
taparys.

3

j=1

(14

Kesgitleme 2. Goy L ululyk her bir ortogonal normirlenen
bazisde dokuz san arkaly kesgitlenydn bolsun: € ,§€,,&,

R R' R!

bazisde Li | i, j=1,2,3 sanlar orkaly, €,€;,&;
bazisde bolsa Li ; i, j=1,2,3sanlar arkaly we s.m.

' &'

Eger islendik € ,€,,€, bazisden basga bir islendik €/,€;,€;
bazise gegenimizde bu sanlar

3 3
Li=2 2 %n@®jbm, i, j=1,2,3

m=1 n=1
(15)

formulalar arkaly Ozgerdilydr. Bu yerde Hai j H matrissa
€,,6,,6; bazisden €/,€;,€; bazise gegen matrissasy. Onda L
ululyga ikinji rangly affin ortogonal tenzor diyilyar we (Lj)
simwol arkaly belgilenydr, diymek  L=(L;). Lij,
i=1,2,3, sanlar L tenzoryi €,8,,6; bozisdiki
koordinatalary, L=(L;). Ly 1=1,2,3, sanlar  bolsun

''''''

Islendik P (P>1) rangly affin ortogonal tenzorlar
hem yokardaka mefizeslikde kesgitlenyar.
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3. Cyzykly operator ikinji rangly tenzor hokmiinde.

Cyzykly operator yz-da ¢yzykly wektor funksiya diyip her
bir X wektora y wektory degisli edyan y = L(X) funksiya
aydylyar. Sunlukda ol funksiya, islendik X, X, we
islendik hemigelk C,,C, li¢in
L(C.X +C5X;) = CiL(%) + C,L(X;)
(16)

Denligi kanagatlandyryar. L ¢yzykly operatoryi € ,€,,&;
bazisddki  koordinatalary  diyip  bazis = wektorlaryii
L(€,),L(E,),L(€;) obrazlarynyfi €,€,,€; bazisler boyunca

L(€)) = Lis& + Lio€; + Ly

L(€;) = Ly€ + Lpof, + Lso8s

7)

L(€;) = Lya€ + Loaf, + Losfs
dagatmasynyii Lij  koeffisiyentlerne aydylyar. (17)
dagatmany gysgaca

3
k=1
(18)
(18) deriligii ki bolegini hem € skalyar kopeldelin. (3)
denilikden peydalansak, onda
L = (&, L(€;)), ij=1,2,3
(19)

Edil sufna mefizeslikde €/,€,,8 bazisdeL operatoryi
koordinatalary {i¢in, alarys
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= (&7, L(€j)), i,j=1,2,3 (20)

3 3

& = Zaimém’ ébj = Zajnén (21)
=1

m=
afilatmalary (20) ornuna goyup taparys

(o) g

3 3
= lelaimajn(ém’ L(én)) = Zzaimajann’
m=1n=

m=1n=1
(22)
,j=1,2,3
(22) formula (15) formula bilen gabat gelyar we netijede L

cyzykly operatoryfi ikinji rangy affin ortogonal tenzordygy
subut edildi.

4. IKinji rangly tenzor ¢yzykly operator hokmiinde.

(Lj) ikinji rangly affin ortogonal tenzora yewklid
giiigliginddki wektorlarda kesgitlenen c¢yzykly operator
hokmiinde garamak bolar. Goy ikinji rangly (Ly) affin
ortogonal tenzor berlen bolsun. Ofiirti (17) defliler arkaly
berlen, her bir ortogonal normirlenen §€,€,,€; bazisdéki
bazis wektorlarda, y=L(X) ¢yzykly operatory kesgitlalif,

3

sofira bu operatory her bir X =>_ X;€  wektor iigin
i—1
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L) = %L E) 3

gatnasyk bilen kesgitlalin.

Seylelik bilen kesgitlenen operatoryin hakykatdan
hem c¢yzyklydygyny, basgaca aydanymyzda (16) deiiligii
yerine yetydndigini subut edelifi.

3 3
i=1 i=1

3
CiX+C,¥ =2 (Cx +C,Y;)&
i1
(23) kesgitlemani ulansak (23) deflikde X wektory
c,X+c,y Dbilen galgyrsak), onda (18) bilen gabat gelyar.
L(CX+C,y) =

- (Cx +CYILE) =C 3 LE) +C, Y ZLE) LR +C,L(T)

i=1
Deiiligi yazyp bileris. Operatoryin ¢yzyklydygy subut
edildi. (Lj) tenzor arkaly kesgitlenydr. L ¢yzykly
operatoryfi  kesgitlemesinin = bazise bagly  daldigini
gorkezelin. Basga sozler bilen aydanymyzda eger €,€,,€,;
bazisde tenzoryfi L; koordinatalarynyfi ornuna bu tenzoryii
€/,6;,6 bazisdiki L, koordinatalaryny alsak we L'

¢cyzykly operatory &/,8;,68; bazis wektor iicin

L'(€]) = Li,& + Li,6; + L3&;
L'(€;) = Li,€ + Ly€; + Ls,€; 17)
L'(€3) = Lis€) + L€, + Loy
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3
denlik arkaly we her bir X = > X[/

i—1
wektor ticin
L'(X) = Zx L'(8)) (23)
defilik arkaly kes gltlesek onda her bir X wektor ligin
L'(X) = L(X) (24)

Halwkatd an hem

3
Z Zalk @jiLik Z ij J’ ék:ZO‘ik

m=l n=1 j=1 i=1

@7n, (22, A7) we (23) deiliklerden peydalanyp,
alarys.

(25)

=§33x;§3:|_,;éj=§3: X L) = L'(X).

Suny hem subut etmek talap edilyardi.

Biz L' we L operatorlaryn gabat gelyéndigini, sunui bilen
bilelikde hem, (17) we (23) denlikler arkaly kesgitlenyan
her bir ikinji rangly (L;) affin ortogonal tenzora, L ¢yzykly
operatorynn biratly degisli edilydndigini subut etdik. Bu L
cyzykly operatory, ona degisli bolan (L;) tenzor bilen
dengiiycli edip bolyar. Has takygy ikinji gorniish affin
ortogonal tenzora ¢yzykly operator hokmiinde garamak
bolar.

126



5. Tenzorlaryi iistiinde algebraik amallar.

1. Tenzorlary gosmak, ayyrmak we kopeltmek.

Sol bir rangly tenzorlary jemlemek we ayyrmak bolyar
mysal ii¢in, ikinji rangly a; we by tenzorlaryn jemi
(tapawudy) diyip koordinatalary cj=aj+bj (Ci=ay-by ),
1,j=1,2,3.

bolan tenzora aydylyar. Koordinatalar sistemasy liytgande
Cij ululyklaryfi tenzoryn kanuny boyun¢a uytgeydndigine
g6z yetirmek kyn daldir.

Islendik (den tertipli) rangly iki tenzoryn jemi yokardaka
menzeslikde kesgitlenydr. Islendik rangly tenzorlary
kopeldip bolyar. Mysal ligin, kinji rangly a;; tenzory Ugtinji
rangly b.mp tenzora kopeltsek, onda koordinatalary
Cijnmp:aijbnmp, i,j,n,m,p=1,2,3.

bolan bésinji rangly tenzory alarys. Bir koordmatalar
sistamasyndan beyleki koordinatalar sistemasyna gegilende
Cijnmp ululyklaryn ~ tenzorlaryn ~ kanuny  boyunca
uytgeyandigini gorkezmek kyn daldir. Iki diirli rangly
tenzorlaryin  kopeltmek  hasyly  yokardaka  meiizes
kesgitlenyar. Tenzoryn sana kopeldilmegine iki tenzoryn
kopeltmek hasylynynn hususy haly hokmiinde garamak
bolar; ol seyle kesgitlenydr: a;jx tenzoryn ¢ sana
kopeldilmegi diylip koordinatalary bj=ca;x bolan tenzora
aydylyar. by ululyklaryn tenzory emele getirydndigine goz
yetirmek kyn daldir.
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6. Tenzoryn wektora kopeldilisi.

Ikinji rangly tenzoryn wektora operator kopeldilisi diylip
atlandyrylyan kopeltmekde durup gecelin. Tenzoryi
wektora operator kopeldilisinii iki gorniigini
tapawutlandyryarlar. Olaryfi biri (L;;) tenzory X wektora

¢epinden , beylekisi bolsa tenzoryn sagyndan kopeltmek
(L;)X. Iki yagdayda hem wektoryfi tenzoryi wektora
kopeltmek hasyly diylip kdbir wektora diistinilyar.
Goy (Lj) tenzoryn &,€,,€;, bazisdiki matrissasy

L, Lo L
Lijl =L Loz |—23 (26)
Ll

Ly Ls, I—33

we goy bu bazisde X = er bolsun. Onda y~ = X(Ly;)

wektor kopeltmegiii bu baz

Ly Lo L
1 Yo, y;H =[x % XfLor Loz Lo (27)
Lyy Lsp  Las
deiileme arkaly kesgitlenyar,
y= (Lij)i (28)

wektor — kopeltmegiit koordinatalary bu bazisde
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Y1 L, L Lis| %
Yol =|ILas Loz Loaf-|X2 (29)

Ya| llLss Lso  Las| X5
(27) we (29) gatnagyklar has kompakt goniisde

v =L (27)
we
y= HLiJHX (29)

-

yaly vyazylyar. Birinji yagdayda X we y~ wektorlar setir —
matrissa gorniisinde ikinji yagdayda bolsa X we ¥y
wektorlar siitiin — matrissa gorniisinde alynyar.

7. Tenzorlaryin umumy kesgitlemesi.

1.Wektorlaryn 6zara bazisi.
Goy €,€,,6;, ya-da, gysgaca ¢,
(30)
wektorlar bazis emele getirydn bolsun. bu wektorlar
gapyrgasy bolar yaly edilip gurulan parallelepipedin
gowrilimini
V =(&,6,,8), (31)
bilen bellilin.

élz [62’é3]’§2 — [§3’él]’é>3 _ [él’éZ] (32)
\ V \%
bolan &  wektorlar, € bazis iigin “6zara” diylip

atlandyrylyan bazisi doredyar. Hakykatdan hem, &*
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wektorlar gapayrgalary bolar yaly edilip gurlan
parallelepipedin géwriimi

v-fogr)-( Bl e sl

i S O S i . .
V_([ € ][[esiel]v[elvez]]):\ﬁ([eli%]'[el(eselez)_ez(eleles)]): (33)
_Vz_l
VPV
Seylelikde
W'=1 (34)

Sonun licin hem

o], [eelleel v,

V ’ V 2 - V 2 el; (35)
edil suna menzeslikde, alarys.
[ ] e ) 36
JEEVTE € (36)

(35) we (36) deiliklerden
S 0 hacanda = k
(ei’e ): Oy = .
1 hacanda i=Kk

gelip ¢ykyar.
Eger €,€,,€; bazisler ortonormirlenen bolsalar, onda 6zara

bazis olar bilen gabat gelyir.
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8. Wektorlaryn kowariant we Kkontrawariant
koordinatalary.

x wektoryn 6zara bazis boyunca dagytmasyna garalyn
e =S
(37)
x wektorynl berlen bazisdidki kontrawariant koordinatalary
diylip bu wektoryn berlen bazis boyunga dagytmasynyn
koeffisiyentlerine aydylyar; onda x' we x  sanlar x

wektoryn degisliikde €,€,,6; we ¢&',6%¢6° bazislerdiki
kontrawariant koordinatalary bolyar. X wektoryn berlen
bazisddki kowariant koordmatalary diylip bu wektoryn
Ozara bazis wektoryna skalyar kopeltmek hasylyna

aydylyar. (37) denligi & va-da &* wektorlara skalyar
kopeldip, (36) denligi ulanyp, X wektoryn &'&%e® we
€,6,,8  bazislerdiki  kowariant  koordinatalaryny,

degislilikde

(X,ék):ixi(éi,ék):ixidk‘:xk (38)
()‘(’,ék):ix‘(éi,ék):ixiéik =X, (39)

Seylelkde  wektoryin  berlen  bazisddki  kowariant
koordinatalary, onun Ozara bazisddki kontrawariant
koordinatalary bolup duryar.
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3.Tenzor simwollarynda jemleme amaly.

Tenzor hasaplamalarda jemleme amalyny yazmak ii¢in
asakdaky diizgiin kabul edilen: eger kdbir anlatmada sol bir
indeksler gabat gelydn bolsa, olaryil biri yokarky beylekisi
asaky bolsa, onda ol berlen indeks boyunca 1-den 3-e ¢enli
jemlenyandigini anladyar. Mysal iicin (36) we (37) jemler
bu diizgiine layyklykda

X=x6& , X=X (40)

3 .
gomiisde, »,8;X'X* bicyzykly forma

i=1
8, XX’ (41)
gorniisde yazylyar we s.m.

4.Bazis wektorlarynyn o6zgerdilisi.
€ kone bazisii € tize bazise Ozgerdilmesine garalyi.
Jemlemédnm tenzor yazgysyndan peydalanyp, alarys.
€ =alg, 1'=123.
(42)
a! koeffisiyentler kone € bazisden tize € bazise
gecmegii matrissasyny doredyar, yagny
ay ar o
et =l o2 a
a: af a
(43)
Eger biz ters 6zgertmi, yagny tize € bazisden € bazise
gecmegin 6zgertmesine garasak:
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€ =a6, (44)
onda Haii'H matrissanyi Haii’H matrissa ters matrissa
boljakdygy aydyndyr. Hakykatdan hem

€ = OCi'kOCiri € (45)

€ = ai’kaii -6 afilatmany ornyna goyup

—

& =a'kal -8, (46)
k i i

denlligi yazyp bileris. €, wektory €,€,,& bozisler
boyunca dagytmanyfi yeketikliginden peydalanyp (46)
defilikden alarys.

P 0 hacanda i =k 47
% oy =0 z{l hacanda i =k (47)
Bu bolsa Hai'iH we HairH matrisalaryil Ozara ters

matrisalardygyny afiladyar.
5. Wektoryii kowariant we kontrawariant koordinatalaryny
ozgeritmek. Onitirti

X=x8=x"g (48)
Wektoryfi kontrawariant ~ koordinatalarynyfi ~ néhili
ozgerdilydndigine garalyn. € :aii,éi wektory (48) ornuna
goysak, onda X = Xiozii'é'i =Xx'g,
X wektory &,€,,8, bazis boyunca dagytmasynyn yeke-
takliginden peydalanyp, taparys

X' =ax (49)
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Seylelikde ,,taze* x"  kontrawariant koordinatalar, tize &
bazise tersine gecis Hai’iH matrissasy arkaly ,.kone*  x'
kontrawariant koordmatalar arkaly anladylyar. Su yerden
hem , kontrawariant koordmatalar ady gelip ¢cykyar. (49)
mefizeslikde X' :ai,ixi' (50) deiiligi alarys.

X wektoryfl  X; kowariant koordinatalarynyfi néhili
ozgerdilyandigine garalyfi.

X = (X,§), X = (X,§), (51)
bolyandygy licin
X =(%8§)=Re' &) = ', X, (52)

Seylelikde kowariant koordinatalaryfn goni Ozgertmesi
bazis wektorlaryfi goni Ozgertmesmnifi matrissasy arkaly

amala asyrylyar; su yerden hem ,.kowariant koordinatalar*
ady gelip ¢ykyar. Edil (52) menzeslikde

deniligi yazyp bileris.

9. Tenzoryih umumy kesgitlemesi.

Yenede o1iki yaly, kone € bazisden tize €, bazise gecis
matrissasyny Haii’

‘ bilen, tize €, bazisden kdne €; bazise

tersien ge¢is matrissasyny Hai'iH bilen bellalifi
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Kesqgitleme: Her bir & (i=212,3) bazisde 3P sany

J1Jo ]
A11i12 lzuip ! sanlar arkaly kesgitlenydr, bu vyerde
i, s=12,..p we j; t=12,..q indeksler
biri birine bagly bolmazdan 1,2,3 bahalary alyarlar, A sana

------ —

p+q rangly tenzor diyilydr, eger islendik € bazisden
basga bir islendik €, bazise gecilende bu sanlar

o] i i i i Jc 2]
AL —adab.al - afaf. - AL
p q " p

g
(54)

Kanun boyunga Ozgerydn bolsa, onda p- gezegem

kontrwariant ~ dijilyar. (54) defilkde [o'v| matrissa

e.&,,6 bazisden ¢€,,8&,,8&; bazise gecis matrissasy Hai'iH

~ . Jiiz] ~ =
bolsa ofia ters matrissa. A ”;® sanlara A tenzoryfi &,

1|2...ip
bozisdiki koordinatalary. Yokardaky Jir-Jq indekslere
tenzorynl kontrawariant il,..jIO asakdakylara bolsa

''''''

Ozbasdak ¢c6zmek iicin yumuslar.

1. A(0,2) we B(4,0) nokatlary birikdirydan gonininn T
kesimi boyunga j % integraly hasaplamaly.
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2. Depeleri A(-1,0),B(1,0),C(0,1) nokatlarda yerlesen
ticburclygyn T taraplary boyunca jxde integraly

hasaplamaly.
Coziilisi: AB goninii detilemesi: y=0; BC goninin
denlemesi: x+y=1; AC gtoninin denlemesi y-x=1 ( 1-nji
surat )

[xyds =0
T
J.Xde = J.Xde = j.X(l—x)\/de — ﬁ
BC cB 0 6
° 2

[xyds = [xyds = [x(@+x)v2dx=->=
CA AC he 6

Jos = [+ [+ 0 ¥2 32
AB BC CA 6 6

3. Dpeleri A(O 0), B(4,0), C(4,2) nokatlarda yerlesen
goniiburclygyn I' taraplary boyunca j)g/ds integraly

hasaplamaly.

4. Haganda I' egri, —+ g—z =1,x>0,y >0 ellipsiii
a’

bolegi bolanda [xyds intagraly hasaplamaly.

5. Haganda T' egri y=2+/x,0<x<1, parabolanyfi
yokarky yarym tekizlikddki bolegi bolsa Ide

integarly hasaplamaly.
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6. I egri x*+y? =2ax towerek bolanda _[(x— y)dS

integraly hasplamaly.

7. Eger her bir nokadyndaky dykyzlygy bunokadyn
ordinatasyna den bolsa, x = acost, y = bsint ellipsin
birinji ¢iryekde yerlesen bdleginii massasyny
tapmaly.

8. x=acost,y=bsint,z=bt,(0 <t <27) wint ¢yzygynyn
birinji aylawynynt Oz oka gord inersiya momentini
kesgitlemeli.

9. Hacanda T egri x=acost,y=bsint ellipsin yokarky
bolegi bolanda sagat peykamynyn hereketinii ugry
boyunga [ y*dx+x*dy ikinji gorniisli egricyzykly

r

integraly hasaplamaly:

(Cozilst: T egrinm boyuna gorkezilen ugur boyunca
hereket edilende t parametr = -den 0-a ¢enli
tytgeyar. Sonun ligin hem

[ y?dx+x*dy :}[b2 sin® t(—asint)+a® cos? t-bcosthit =

r T

abj [bsin® t—acos® tht = ab —]ib(l—cos2 t)d(cost)—]ia(l—sin2 thd(sint) |=
0 0 0

=ﬂab2
3

10.Hagcanda T" egri koordinata oklary we x+y=2 goni
arkaly emele gelyan ticbur¢lyk bolsa, poloZitel ugra
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gord ( sagat peykamynyn aylanma ugrunyn garsysyna)
I xdy ikinji gorniish egricyzykly integraly hasaplamaly.

11. j y’dx + x*dy integraly hasaplamaly.
r

a) I egri y=4-x? parabolanyn yokarky yarym
tekizlikde yerlesen bolegi bolanda, sunlukda integral
sagat peykamynyn hereketinii ugruna alynmaly.

b) T egri (-2,0),(0,4),(2,0) nokatlary birikdirydn dowiik
¢yzyk.

¢) I'- Ox okui [-2,2] kesimi [ xdx+ ydy integraly (0,0)

we (1,1) nokatlary birikdirydn asakdaky yollar boyunca
X-yn artyan ugruna hasaplamaly.
a) I egri y=+/x parabola
b) T egri y=x goni
¢) I' egri y=x° parabola
13. Denlemelerin haysysy doly differensially denleme:
a) (2x+3y)dx+(3x—4y)dy =0
b) XX _g
y dy
¢) (2—y)dx+xdy =0
14. Denlemeleri ¢6zmeli:
a) (2x+3x2y)dx+ (x3 —3y2)dy =0
b) 2xydx +(x2 — yz)dy =0
¢) yzdx + xzdy +xydz =0
15. T yapyk egrinii poloZitel ugry boyunc¢a alnan
egricyzykly integraly buegrinin c¢ékleyin Q yaylay
boyunca ikigat integrala 6zgertmeli.
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a) I(l— xz)ydx + x(1+ yz)dy

r

b) J.(eXy +2XC0S y)dx+(e"y —xZsin y dy

r

16. T egri —+ Y" _1 ellips bolanda,

b_z_

_[(xy X+ y)dx +(xy +x—y)dy integraly hasaplamaly.

r

17. T, egri (0,0) we (1,1) nokatlary birikdiryan y=x’
parabolanyn bolegi, T, egri bolsa (0,0) we (1,1)
nokatlary birikdirydn kesim diysek, onda

1, = [(x+y) de—(x—yYay,

L

l, = I(x +y) dx—(x—y)dy, integrallaryn

tapawudyny hasaplamaly.
18. Eger T egri x*+y*=R? towerek bolsa, onda

polzitel ugur boyunga '[xyzdy —x*ydx integraly
r

hasaplamaly.

19. x=acos’t,y =asin’t astroida bilen ¢dklenen Q
figuranyin meydanyny hasaplamaly.

20. a= {2xy, x2} giiyc m massaly nokady siiysiirende
edilydn isin diie yolun baslangy¢ we ahyrky nokadyna
baglydygyny gorkezmeli. (1,1) nokatdan (2,5) nokada
stiysiirlende edilydn A isii ululygyny hasaplamaly.
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Eger iist x = x(u,9),y = y(u,9),z = z(u,9) parametrik ya-da

r(u,9)=x(u, 9 +y(u,9)j +z(u, 9k ,

(u,9)er wektor gorniigde berlen bolsa hem-de
x(u,9) y(u,9),z(u,9) funksiyalar © Yapyk yaylada
iznliksiz hususy oniimlere eye bolsalar, onda bu iistiin S
meydanynyn

s = [[VEG — F2dudg = ﬂ\/|ru|2 I —(r, -1, JFdud 8- ikigat
Q Q
integral arkaly anladylyandygyny gorkezmeli. Bu

integralda
58
ou ou ou

- <(55) +(35) +(55)

F:(U’S)_ax 6x+ay ay oL oz

u09 ou 09 au og
Suziilisi:
Hakykatdan-da, S = H IF, -F,dud$ , yone

i k
ey @
“lau au ou

x5 @

09 08 08

sonun {icin hem
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—_ —

Fu Xrg

2 2 2

_ |Bh.2) ", | D@x) | | D(xy)

D(u, ) D(u,9) D(u,9)
Kok belgisimin asagyndaky yakobianlary agyp, kwadrata
goterip we zerur algebraik ozgertmelerl gec;lrlp subut

etmeli formulamyzy alarys. Hacanda ruwe re wektorlar

ortogonal  bolanda ((ru I’g)—O) bu  formuladan
peydalanmak has hem amatly.
Bu yagdayda

S = -U Fu
Q
X=Uucos9¥, y=using, z=49
0<u<g 0<9<r
iistlin meydanyny tapmaly.
Berlen yagdayda
ro =(cos$,sin$,0), rs=(—usin9,ucoss4);
(Furs)=0, [nf=1 [|rf=16+0?

Sonun tigin hem

S =[1-v16+u? dudS:TdSTx/16+u2du :ﬂfx/16+u2du =
Q 0 0 0

-Fg‘dudS

2

:7{%\/16+u2 +8In(u +\/16+u2)}

:%(15+16In 2)

0
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21. S —iist x? + y® +z? =a?® sfera bolanda ﬂ(x2 + yz)dS
S

integraly hasaplamaly.
22. Eger sferanyn istiinddki massanynn dykyzlygy

VX% +y? bolsa,onda x* +y? +z2 =a® (x>0,y>0,2>0)

bdélegmniii massasyny hasaplamaly.
23. Eger S — ust

X=UCc0s¥, y=using, z=49 (Ogu <a, 0<9? szn)
gelikoidanyn bolegi bolsa ﬂ zds integraly hasaplamaly.
X_2 2

y?
2 + b_2 C—2 =1 ellipsoidanyn dasky tarapy

bolsa _U zdxdy {ist integralyny hasaplamaly.

24. S* - st

X2 2

Cozilisi Ust z=xc |1-= —g—z detileme arkaly anyk
a

goriisde berlipdir. Ellipsii yokarky bolegi ligin dasky

normal bilen oz okun arasyndaky yiti bur¢yn kosinusy

1

1+ 2;2 + 2;2

(asaky bolegi licin minus alamaty bilen almaly) formula

cos(n, Z)=

arkaly hasaplanyar. Sonuii {licin hem ellipsoidanynn S/
yokarky boélegi ligin “+” belgini alyarys.
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2 2
[[zdxdy = [[c,[1- % —g—zdxdy
5" 0

Edil suna menzeslikde ellipsoidanyn S, asaky bolegi licin

X2 y2 XZ y2
dxdy =—||| —¢c,/1-— —2= |dxdy = 1-——="—dxd
gzxy g[ Cy 2 b2]xy Jl 7 xdy

Seylelikde

b?

X2 y2
Q:{g'i—b—zgl

Sonky integraly hasaplap, alarys
[[ zdxdy = 4 sabe.
o 3

2 2
[[ zdxdy = 2¢|f 1—%— Y_dxdy,
s Q

bu yerde

25. S*- st x*+y?’+z°=a’ (z20) yarymsferanyii
dasky tarapy bolsa
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[[ x*dydz + y*dxdz + z*dxdy
o
list integralyny hasaplamaly.

26. S*-ust x=0,y=0,z=0, x+y+z=a tekizlikler
bilen cdklenen tetraedriii doly listlinit dasky tarapy bolsa,

[ yzd ydz + xzdxdz + xydxdy
o

ist integralyny hasaplamaly.

Ostrogradskiy formulasyndan peydalanyp st
integrallaryny hasaplamaly:

27. Eger S tst x=0,y=0,z=0, x+y+z=1 tekizlikler
bilen ¢éklenen piramidanyn dasky tarapy bolsa,

[[ xdydz + ydxdz + zdxdy
integraly hasaplamaly.
2
28. Eger S - st X_2+E)/_2 2—2 =1 ellipsoidanyn dasky
a c

tarapy bolsa [[z*dxdy integraly hasaplamaly.
S

2
. x2 y? 72
29. Eger S -ist —+—+—

g a2 b2 C2

tarapy bolsa [[z*dxdy integraly hasaplamaly.
S

=1 ellipsoidanyn dasky
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30. Eger T'- egri sagat peykamynyn hereketinii garsysyna
ugrukdyrylan x? +y? +z°=a® x+y+z=0 tdwerek
bolsa, onda Stoks formulasyndan peydalanyp

[ ydx + zdy + xdz

r

egricyzykly integraly hasaplamaly.

Coziilisi - egrinm ugry Xx+y+z=0 tekizligm
x? +y? + 2% =pb? sferanyn i¢indiki bolegih ugry sagdan
yokaryk ugrukdyrylan normal bilen gabat gelyér:

cosw—cos,[i’—cosy—i
V3
(F(x, y,2)=Xx+y+2=0, F=F, =F,/ =1 |dradF| :\/5)
Brelen yagdayda a wektor ticn P=y,a=2z, R=X, sonun
licin

[ ydx + zdy + xdz = —[[ (cosa + c0s B + cosy S = —iﬂ ds
r \/§ S

S

Bu yerde S'— iist x+y+z=0 tekizlikdiki b — radiusly
tegelek. Birden alnan S st boyunga iist integraly bu iistiin
meydanyna dendir, sonun ligin hem

3

ide+ZdV+XdZ=—%J'Sde=—ﬁﬂb2 — 32

3. T - egri xX*+y*+z°=a% Xx+y+z=0 towerek
bolsa Stoks formulasyndan peydalanyp
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[(y+z)dx +(x+ z)dy + (x + y)dz

egricyzykly iIZtegraly hasaplamaly.
32. T -egri x> +y?+z%=a?% z=0 towerek bolsa Stoks
formulasyndan peydalanyp

[x?y®dx +dy + zdz

r

egricyzykly integraly hasaplamaly.

33. u=x*+2y?+3z° +xy—6z funksiyanyn gradiyentini
tapmaly.
34.Gmiislikdéki haysy nokatlarda
u=x>+y*+2z%-3xyz
meydanyi gradiyenti a) 6z okuna perpendikulyar?
b) nola den?
35. a= {X, Y, Z} wektoryn, basgaca aydanymyzda (X, y,2)
nokadyn radius wektorynyi rotoryny tapmaly.
36. a= {Z +V, X, y} wektorynyn rotoryny tapmaly.
37.a) a=x%i+y?j+z°k, b) a=yzi+xzj+xyk, ¢
a=zi+xz]j+xyk wektorlaryi  tutus R®  gifislikde
potensialynyn barlygyny anyklamaly.
38. R® gitiislikde a= {XZ, yZ, 22} wektor {ligin potensial
funksiyany tapmaly.
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Cozilisi R® ginislikde a wektoryn rotory nola deil.
Ondan basgada R® ginislik birbagly yaylay emele getiryir.
Sonuii ligin hem awektoryfl potensialy bar we ony
U =(x,y,z)=[Pdx+Qdy + Rdz
r

Z

(xy.2)
y
e y
X
/|
X
formula arkaly tapalyn I" - egrini (O, 0, 0), (x,
0, 0), (x,y, 0), (x,¥,z) nokatlary birikdiryan dowiik
¢yzygy almak bolyar.

Berlen vyagdayda ikinji gorniisli egricyzykly integral
integrirlemdnim yoluna bagly dél. Hasaplap taparys

U =(x, y,z):%(x3 +y3+ 23)
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MAZMUNY

§1. Birinji gomiisli egricyzykly integrallar.
1. Birinji gomiigli egrigyzykly integralyn kesgitlenisi.
2. Birinji gomiisli egricyzykly mtegralyil hasaplanysy.
§2. Ikinji gorniisli egricyzykly integrallar.
1. Tkmji gomiigli egricyzykly integralyn kesgitlenisi.
2. Ikiji gomiisli egricyzykly integrallarynn hasaplanylysy.
3. Birinji we ikinji gorniigli egricyzykly imntegrallaryn
arasyndaky baglanysyk.
§3. Grin formulasy.
§4. Egricyzykly integralyn integrirleménin yoluna bagly
dallik sertleri.
1. Egrigyzykly mtegralyn imntegrirleméninn yoluna bagly dillik
sertleri.
2. Doly differensial boyunca funksiyanyn dikeldilisi.
§5. Ikinji gorniisli egricyzykly integralyn ulanylysy.
1. Egricyzykly mtegralyn meydan hasaplamakda ulanylysy.
§6. Birinji gomiisli iist integrallary.
1. Birinji gorniigli tist ntegralynyn kesgitlenisi.
2. Birinji gornisli iist integralynyn hasaplanysy.
§7. Ikinji gorniisli iist integraly.
1. Ikinji gbrniisli iist integralynynn kesgitlenisi.
2. Birinji we ikinji gorniigli st integrallaryn arasyndaky
baglanysyk.
§8. Ostrogradskiniii formulasy.
§9. Stoks formulasy.
§10. Skalyar argumentli wektor fuksiya.
1. Wektor funksiyanyfi predeli
2. Wektor funksiyanyn tizniksizligi.
3. Wektor funksiyanyfi oniimi we differensialy.
§11. Skalyar we wektor meydanlar.
1.Wektor meydany.
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2.Wektor meydanynyn akymy baradaky mesele.

3. Diwergensiya

4.Sirkulyasiya. Rotor.

5. Gamilton operatory.

§12. Ginislikde egricyzykly koordinatalar.

1. Ortogonal koordinatalarda uzynlyk, meydan we gowriim.
2. Ortogonal koordinatalarda gradiyent

3. Ortogonal koordinatalarda diwergensiya

4. Ortogonal koordinatalarda rotor.

5. Ortogonal koordinatalarda Laplas operatory.

6. Esasy formulalaryn silindrik we sferik koordinatalarda
anladylysy

§13. Tenzorlar.

1. Affin ortogonal tenzor diisiinjesi.

2.Affin ortogonal tenzoryn kesgitlemesi.

3. Cyzykly operator ikinji rangly tenzor hokmiinde.

4. Ikinji rangly tenzor ¢yzykly operator hokmiinde.

5. Tenzorlaryn istiinde algebraik amallar.

6. Tenzoryn wektora kopeldilisi.

7.Tenzorlarynn umumy kesgitlemesi.

8. Wektorlarynn kowariant we kontrawariant koordinatalary.
9. Tenzoryn umumy kesgitlemesi.

Ozbasdak cozmek iicin yumuslar.
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