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TURKMENISTANYN DOWLET SENASY

Janym gurban saiia, erkana yurdum,
Mert pederleni ruhy bardyr koiiilde.
Bitarap, garassyz topragyi nurdur,
Baydagyn belentdir diiny:in oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryi tiji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizifi ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryi tiji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



SOZBASY

“Wektor we tenzor analizinit esaslary” okuw kitaby
okuw maksatnamasyna layyklykda vazylandyr. ol
egricyzykly ~we iist integrallary, wektor analizinii
esaslary boliimlerden ybaratdyr. Bu boliimlerm her birinde
nazary maglumatlary berkitmek licin anyk mysallar islenip
gorkezilydr. Okuw kitabynda 6zbasdak islemek ii¢cin
gonikmeler getirilendir.

“Wektor we tenzor analiziniii esaslary” okuw kitaby
fizika, radiofizika we elektronika hiindri boyunca okayan
talyplara niyetlenendir. bu okuw kitapdan tehniki yokary

okuw mekdeplermniii talyplary hem peydalanyp bilerler.



§1. Birinji gorniisli egricyzykly integrallar

Hacanda mtegrirleme aralygy tekizlikddki egrinii
dugasy bolanda kesgitli integraly umumylasdyralyn. Seyle
mtegrallara  egricyzykly  integrallar  diyilydr.  Olar
matematikanyn we fizikanynn kop bolimlerinde giiiden
ulanylyar. Egricyzykly integrallar iki gOrniise eye: birinji
gorniish we 1kinji gorniish egricyzykly integrallar.

1. Birinji gorniisli egricyzykly integralyn kesgitlenisi.
Oxy tekizlikde kébir endigan ya-da bdlek endigan AB egrd
garalyn we AB egride z=f(x y)funksiya kesgitlenen hem-
de ¢ékli bolsun.

A=My,M;,..M; ,M;,.., M, M =B nokatlar arkaly
AB

1-nji surat



egrini boleklere bolelin we duganyn her br M, M,
boleginden N, nokady saylap alyp, M, ;M; duganyn
uzynlygyny Al bilen belldp,

> F(NAL (1)
jemi diizelin, )

(1) jeme Z=f(x,y)=f(M) funksiyanyn AB egri boyun¢a

''''''

boleginitt uzynlygyny A (A= [n_ax‘Ali‘) bilen bellilix.

Kesqgitleme: Eger 4 —>0 bolanda (1) integral jemin AB
duganyn bdleklere bolinmegine we bu bdleklerden N,
nokatlaryn saylanyp alynmagyna bagly bolmadyk tiikenikli
| predeli bar bolsa, onda ol predele f(x,y) funksiyadan AB
asakdaky simwollaryii haysy hem bolsa biri bilen
bellenyar.

I:If(M)dlzjf(x,y)dI

Bu vyagdayda f(xy) funksiya AB egrinin boyuna
integrirlenydar. AB egrinin  6ziine bolsa inetegrirlenme
kontury diyilyar. A-integrirlenmanii baslangyc,
B-bolsa gutaryan nokadydyr.

Birinji gomiish egricyzykly integral ansatlyk bilen kesgith
integrala getirilydr. Hakykatdan hem AB egride parametr
hokmiinde egrinint A nokadyndan baslap hasaplanyan |
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uzynlygyny alsak onda egrinin parametrik deiilemesini
x=x(I), y=y(I), (0<I<L) gomisde anladyp bileris.
Sunlukda AB egrinin boyuna berlen f(x,y) funksiya I
parametre gord f[x(l), y()] ¢ylsyrymly funksiya bolar.

| parametrit N, nokada degisli bahasyny I bilen, M.
nokada degisli bahasyny bolsa |, bilen belgildp (1) integral
jemi

> 1 [ ) v, @
i=1
gomiisde yazyp bileris. Bu yerde Al =l -1, we

|, <l <I. gomiisde yazyp bileris. (2) jem f[x(1), y(1)]
funksiyadan [O, L] kesimde alnan kesgitli integral {i¢in
integral jemdir. (1) we (2) integral jemlerin Ozara den
bolanlygy 1ti¢in olara degish integrallar hem dendirler,
basgaca aydanymyzda

L

[ F oyt =] £[x(). y®]d (3)

AB 0

(3) formula dme bir egricyzykly integraly kesgithi
ntegralyn {sti bilen anlatman, eysem ol garalyan AB
egrinini ~ boyuna lzniiksiz bolan f(x,y) funksiyadan
egricyzykly integralyn bardygyny hem subut edyar.
Yokarda gorkezilisi yaly, birinji gomiisli egricyzykly
mtegral goniiden-goni kesgith integrala getirildi, yone bu
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integrallaryn arasynda asakdaky tapawut bar. (1) integral
jemde Al; ululyklar AB egriniii haysy nokadyny baslangyec,
haysysyny ahyrky nokat diyip alanmyza garamazdan,
hékman polozitel bolyar, bagsgaca aydanymyzda

[ £0xy)dl = [ f(x, y)d

b
Yone sol wagtda [ f(x)dx  kesgitli integralda
a

integrirleminii  predelini ¢alsyranymyzda onun alamaty
tytgeyar. Beyleki yagdaylarda birinji gorniish egricyzykly
mtegral kesgitli integralyn hdsiyetlerini 6ziinde saklayar.
Onun seyledigi (3) formuladan goni gelip ¢ykyar.

Egricyzykly integral hem edil kesgitli integral yaly
geometrik hésiyete eyedir. Haganda f(x)>0 bolanda

b

_[f(x)dx kesgith  integral egricyzykly trapesiyanyn

a

meydanyny anladyan bolsa, f(M)>0 bolanda J.f(M)dI
AB

egricyzykly integral M(X,y) nikadyndan oxy tekizlige

perpendikulyar galdyrylan we tytgeyan f(M)

beyikligi bolan silindrik {istiin meydanyna san taydan
dendir.



z=1f (M)

M (x;y)

2-nji surat

Hususy yagdayda, eger AB egri bolman, Ox okda yerlesen
goniniti [a,b] kesimi bolsa, onda f(x,y)=f(x), Al, =Ax;, we
egricyzykly integral adaty kesgith integrala Swrtiler.

Eger f(M)=1 diysek, onda [dl egrigyzykly integraly

AB

alarys. Bu integral AB egrinin dugasynyn uzynlygyny
anladyar. Seylelikde birinji gorniish egrigyzykly ntegralyi
komegi bilen silindrik Ustlerm meydanyny we dugalaryn
uzynlygyny hasaplap bolyar. Bulardan basga-da birinji
gorniisli egricyzykly integral fizikada ginden
peydalanylyar. Onuii  komegi bilen material egriniii
dykyzlygynyn 1isti bilen onufn massasyny, koordinata
oklaryna gord inersiya momentlerini, seyle egrileriii
massasynyil merkezinin koordinatalaryny kesgitlip bolyar.
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2.  Birinji gorniisli egricyzykly integralyn
hasaplanysy.

Haganda o(t),w(t) funksiyalar Ozlerinin
@'(t),y/(t)oniimleri ~ bilen [a, 8] kesimde iizniiksiz
bolanda, AB egri x=¢(t),y =w(t),(a <t < ) parametrik
gorniisde berlen bolsun. Sunlukda f(x,y) funksiya bu egrinin
boyuna iizniksiz we kesgitlilik ligin A nokada t=«, B
nokada bolsa t=p degisli hasap edelin. Onda AB egrinii
islendik M(op(t),7(t)) nokady tg¢in AM duganyn |
uzynlygyna t parametre bagly I=I(t) funksiya hokmiinde

garamak bolar we ol I:I(t)=j Jo©F + ' ®F dt

formula arkaly hasaplanyar.

Bu integrala  yokary ¢dgi  iiytgeyanli  integraly
differensirleménin diizgiinni peydalanyp alarys:

di=\[p®F +['®)F (4)

(30 denligin sag bolegindaki kesgith integralda =I(t) diyip
liytgeyéani calsyryp (4) denligi goz 6iilinde tutup alarys:
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[ 106y = [ £x@), y) B =
ABﬁ 0 (5)
= f f (1), l//(t)}\/[(/"(t)]z +[w'(t)Fat

Mysal 1. Haganda AB duga
x=acost,y=asint,0<t< % toweregin bolegi bolanda

Iyzdl egricyzykly mtegraly hasaplamaly.

AB
Cozilisi: y>=a’sin’t, di=+a’sin’t+a’cos’t dt=a-dt
bolyanlygy ti¢in (5) formuladan peydalanyp alarys.

7 23 72
Iyzdl = jazsinztadt == j(l—cos 2t)dt =
AB o] 2 0

_a_s[t_sinZt} |% _a'z
2 2 0 4

Hususy yagdayda, eger AB egri y=y(x), a<x<b, bu
yerde y(X) tlizniiksiz differensirlenydn funksiya, onda x-y
parametr (t=x) hokmiinde kabul edip (5)
formuladan peydalanyp alarys:

b
[ £ ydl= [ £{x, yO) 1+ y? (x)dx (6)
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Mysal 2. Hacanda AB egri y?=2x parabolanyi (0,0)
nokatdan (2,2) nokada c¢enli dugasy bolanda J. ydl
AB

egricyzykly integraly hasaplamaly
Coziilisi: Alarys

1 1
=J2x, y=-——o, di=1+y?%dx=[1+—dx (6
y Y= y Vo (6)

formula esasynda
2 2
_[ydl = jﬂwflJridx = I\/ZX +1dx =
AB 0 2X 0

1 2lplegse
=§{(2x+1)}|0_3(5\/§ 1)

Bellik: (4) formula 6zbolusly gyzyklanma doredyar.
Kwadrata goterip alarys:

y A
N | M,
Ay, i
Yiapl - |
| |
| |
A |
| AX |
e N,
0 X4 X X
3-nji surat
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(dl)® =[@'®)at] + [y ()dt] = (dx)? + (dy)?

Bu denlik dl duganyn diggerensiyalyna yonekey
geometrik  diisiindiris  berydr. y=y(x) funksiyanyn
differensiyaly  galtagyanynn  ordinatasynynn  artdyrmasy
bolyandygyny g6z oOniinde tutsak, onda dl duganyn
differensiyalynyn, AB duganyn absissasy X bolan nokadyna
gecirilen galtagyanyn, galtasma nokady bilen (x+dx, y+dy)
nokatlarynyn arasyndaky uzaklygyna, basgaca
aydanymyzda katetleri |dx| we |dy| bolan goniiburgly

ticburclygyn gipetenuzasyna dendir, (dl)? = (dx)? + (dy)?
deiilik bolsa 6ziinde Pifagor teoremasyny saklayandyr.

§2. IKinji gorniisli egricyzykly integrallar

1. Ikinji gorniisli egricyzykly integralyn kesgitlenisi.
Goy AB egride iki sany P(x,y) We Q(x,y) ¢akli funksiyalar
kesgitlenen bolsun.

A=My,M,,.,M,;,M;,.,M_,,M, =B nokatlar arkaly AB egrini
n bolege bolelin. M, ;M. wektoryii koordinata oklaryna
proyeksiyalaryny Ax; we Ay; bilen belldlin, duganyn her
bir M;_;M; bdéleginden erkin N; nokady saylap alalyn we
P(xy) [Q(x, y)] funksija iigin

éP(Ni)AXi |:iQ(Ni)Ayi:| 1)
jemi guralyii
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Kesgitleme: Eger 4 —0 (4 =max{Al}, Al bolsa M, ;M.

1<i<n
duganyn uzynlygy) bolanda (1) integral jemi, AB duganyn
boleklere boliinmegine we bu boleklerden N; nokatlaryn
saylanyp alynmagyna bagly bolmadyk tiikenikli | predeli
bar bolsa, onda ol predele P(x,y) [Q(x,y)] funksiyadan
AB egri boyunca ikinji gorniish egricyzykly integral

rrrrrr

[P0 y)ax [[Qex yydy]

simwollar bilen belgilenyar. .[P(X’ y)dx + IQ(X, y)dy
AB AB

''''''

we j P(x, y)dx+ Q(x, y)dy simwol bilen bellenilyar.

AB

Edil birmji gomiish egricyzykly integralda bolsy yaly ikinji
gomiisl egricyzykly mtegral hem ansatlyk bilen kesgith
integrala getirilyar.

Hakykatdan hem, haganda [, ] kesimde
o(t),w (t) funksiyalar o6zlerinin ¢'(t),y'(t) Oniimleri bilen
lizniiksiz bolanda AB egri x=¢(t), y=w({), a<t<p
parametrik gorniisde berlen bolsa, sunlukda A nokada
parametrin t=«, B nokada bolsa parametrin t= 4 bahasy
degisli hem-de @'%(t)+w'%(t) =0 diyelin. Goy P(x y) we
Q(x, y)funksiyalar AB egrini boyuna {izniikksiz bolsun.
Onda egricyzykly integraly kesgitli integrala getiryin
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i
j P(x, y)dx = j Plo@). y )] (t)dt  (2)

B
[Q(x, y)dy = [ Qle(t), v (t) by (t)dt

[ PO y)dx+Q(x, y)dy =

{Plp®), w )" (®) + Qo) w (t) Jp'(t) Jdt

formulalar yerine yetyandir
(2) formulalaryii birinjisini yagny

R ey

B
[P(x, y)dx = [ P(t),w (1) ]p'(t)dt 3)

formulany subut edelin. Ikinjisi edil sona menzeslikde
subut edilydr, tgiinjisi bolsa birinji we ikinji gosulyp
alynyar.

Goy AB egrini bolydin M, nokatlara t parametrin t;
bahalary, N, nokatlara bolsa t bahalary degisli bolsun,
basgaca aydanymyzda ~M;  nokatlar [go(ti),y/(ti)]
koordinatalara, N, nokatlar bolsa [p(t),w ()] (=1.2..n)
koordinatalara eye bolsun P(x y) funksiya egride t
parametre gora ¢ylsyrymly funksiya bolyar:
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P[(”(ti)a‘,”(ti)]’ X=p(t) we y=y(t) funksiyalaryn [a’ﬂ]
kesimde P(x y)funksiyanyn bolsa AB egride iizniiksiz
bolany iicin ¢ylsyrymly funksiyanyn lizniiksizligi baradaky
teorema esasynda Plp(t,),¥(t)] funksiya [a, 8] kesimde
lizniiksizdir

P(x, y)funksiya {i¢in integral jemi guralyn:

5= ZP(N JAX —Zp[co(h) w ()%
AX; gp(t) o(t; l) bolany  iicin = Nyuton-Leybnis

i
formulasy esasynda Ax; = o(t;) — (t; ;)= [¢'(t)dt

tig
Sonun licin hem
5= ZP[co(t)w(n)] J(p(t)dt > [Pl @l oot

i 1t

Beyleki tarapdan [a Sl keSImde Plot).w(t)] @' (t)
funksiyanynn lizniiksiz bolany ti¢in (3) formulanynl sag
boleginde duran, bu funksiyadan kesgitli ntegral bardyr Ol
integraly [t t;]  kesimlerdiki integrallaryti  jemi
gorniisinde yazalyn:

-3 i Plo(®.p O 0ot

5-1=3 [Plo® v ®]-Plo®.w e @

i=1 ti 4
tapawuda garalyi we ony bahalandyralyit P [p(t),w(t)]
funksiya [e, 8] kesimde iizniksiz ,onda Kantor teoremasy
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esasynda ol funksiya [a,ﬂ] kesimde dendlcegh
lizniiksizdir Bu bolsa islendik )0 san iigcin §)0 san bar
bolup, «=max{At; K& bolanda

1<i<n
Plo@).y ®]-Ple®).yOke
()

densizligin yerine yetyidndigini anladyar ¢'(t) funksiyanyi
[, B] kesimde iizniiksizliginden onuii [e, B8] kesimde
cakliligi, basgaca aydanymyzda seyle bir x)o san bar
bolup

ORT: ©)
densizligm yerine yetyanligi gelip ¢ykyar
(5) we (6) deinsizliklerden peydalanyp (4) tapawut ligin
asakdaky bahalandyrmany alarys:

s-11<Y I Plo@®).w ®)]-Ple®).w®)]

|1'[l

—t_y| =&

Bu yerden ¢ sanyn erkinliginden

lim =1 (7)
u—o
bolyanlygy gelip ¢ykyar. Yone A= {naX{AI { — 0 bolanda
<i<n
u=max{At,} -0 (At =t, —t, ;) we tersine. Hakykatdan

1<i<n

hem Al = N [P ®OF +[w'®F dt. [a,8]  kesimde

tiy

o'ty we w'(t) funksiyalaryn iizniiksizliginden
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\/[(p'(t)]2+[l//'(t)]2 funksiyanyfi hem [o, 8] kesimde
lizniiksizligi gelip ¢ykyar. Onda m we M degislilikde
JeOF +[w'®F funksiyanyii [e, 5] kesimdiki minimal
we maksimal bahalary bolup, m)o,M)o bolsa, onda
MAL, <Al < MAt,. Sebibi ¢'?(t) +y'?(t) # 0

Cep densizlkden 4 — 0 bolanda — 0 bolyanlygy, sag

densizlikden bolsa ¢z — 0 bolanda 4 — 0 bolyanlygy gelip
¢ykyar. Onda (7) denlikden Ilimo&=1, basgaca

A—0

aydanymyzda IP(X, y)dx egrigyzykly integral bar we (3)
AB

formula yerine yetyér.
Ikinji gorniish egricyzykly integral iicin kesgitli ntegralyn
degishi hasiyetleri yerine yetyandir. Onun seyledigi (2)
formulalardan gelip ¢ykyar
Birinji gémiisli  egricyzykly integraldan tapawutlylykda
ikinji gorniish egricyzykly integral integralynn haysy ugur
boyunca (A-dan B tarapa ya-da B-dan A
tarapa) gecilydndigine baglydyr we egrinin gecilmeli ugry
iytgese integralyn alamaty hem iiytgeyandir, basgaca
aydanymyzda [ P(x, y)dx = — [ P(x, y)dx,

AB BA

[Q(x, y)dy =—[Q(x, y)dy

AB BA
Hakykatdan hem egrini gegmeli ugrymyzy iiytgetsek, onda
biz (1) jemlerddki Ax; we Ay; proyeksiyalaryn alamatyny
tytgetmeli bolarys. Netjede jemlerii we  olaryn
predelleriniii alamaty tiytgar.
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Seylelikde  ikinji  gomiish  egricyzykly  integrallar
hasaplanylanda  integrirlemédnin ~ ugry g6z  Oniinde
tutulandyr. Haganda L-yapyk egri bolanda B nokat A
nokat bilen gabat gelyar. Sunlukda egrinii boyuna iki ugur
boyunca aylanyp bolyar.

Eger L- yapyk egriniii boyuna aylanymyzda, onun ¢ékleyin
yaylasy elmydama c¢epimizde yerlesydn bolsa onda ol ugry
polozitel ugur diyip hasap etjekdiris. Bu ugra garsylykly
L yapyk egrinit boyuna poloZzitel ugur boyunga egricyzykly
integral kopleng §P(X, y)dx+Q(x,y)dy  simwol bilen

|

belgilenyir.

2. Ikinji  gorniisli  egricyzykly integrallaryn
hasaplanylysy.

Ikinji gomiish egricyzykly mtegrallar hasaplanylanda (2)
formulalardan peydalanylyar we ol integrallar kesgitli
integrallara getirilyar.

Hususy vyagdayda, eger AB egri y=y(x), as<x<b
denleme arkaly berlen we y(X) lizniiksiz differensirlenyin
funksiya bolsa, onda x-y (t=x) parametr hokmiinde kabul
edip (2) formuladan alarys:

b
[P(x, y)dx = [ P[x, y(x) i,
b
[Q0x, y)dy = [Q[x, y()ly'(x)dx  (8)
Ab a
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b
J P(x, y)ax+Q(x, y)dy = [{P[x, y()]+Q[x, y(x)ldx
Ab a

Haganda AB egri x=x(y) denleme arkaly berlen bolsa,
onda yokardaka mefizes formulalar yerine yetyandir

Mysal 1. Eger AB toweregin dortden biri bolup
x:cost,y:sint,ogts% Anokada t=o,
B nokada t= % degisli bolsa, onda szdx + xydy
AB
integraly hasaplamaly.

Oziilisi: Alarys:
x* =cos’t,dx = —sintdt, Xy = costsint,dy = costdt  (2)
formulalaryn {igiinjisinden peydalanyp alarys:

72
[x2dx+xydy = [(—costsint+cos”tsint)dt =0
AB 0

Mysal 2. Haganda L yapyk egri, x=0,y=0,x=1,y=1

goniilerden ybarat bolsa f (Xx+ y)dy integraly hasaplamaly.
L
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y 4
D +~—

1 C

A B

0 - 1 x

4-nji surat

Coziilisi:
4-nji suratda polozitel

ugur peykamlar arkaly gorkezilendir. Tutus yapyk kontury
boleklere boliip alarys:

j=1+[+]+]
L AB BC CD DA
AB we CD boleklerii boyuna y hemiselik, sonun iicin hem

dy =0we ol bolekler boyunc¢a integrallar nola dendir. Sonun

ticn hem BC we DA bolekler boyunca integrallary
hasaplamak galyar.

(8) formulalaryii birinjisme menzes formula boyunca
[x-y y bilen we y(¥)-y x(y) bilen ¢alsyryp] alarys.

[(x+y)dy =@+ y)dy{“y?} :g
BC 0 .
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0 yzo 1
[(x+y)dy=[(©0+ dy == ==
DA 1

1

3 1
Onda ¢(x+V)dy=——=-=1
i( ydy=>-3

3. Birinji we ikinji gorniisli egricyzykly integrallaryn
arasyndaky baglanysyk

AB egra M(xy) nokatda gecirilen ugrukdyrylan
galtagyanyn koordinata oklary bilen emele getiryian
burglaryny o we £ bilen belgildlin. (5-nji surat)
Galtagyanyn polozitel ugry diyip biz nokadyn A-dan B
tarapa herekedine degisli ugry kabul etjekdiris.

y1 (
dl [du
i -
0 X x+dx
5-nji surat
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Onda dx =coseadl,dy =cos gdl  (9)
Ikinji gomiish egrigcyzykly integralda dx we dy olaryn (9)
anlatmalar arkaly kesgitlenydn bahalaryny calsyryp, ol
integraly birinji gorniish egricyzykly integrala 6zgerderis:
[P(x, y)dx = [P(x,y)cosedl
Ab AB

JQUx y)dy = [Q(x,y)cos Al (10)

[Q(x, y)dx+Q(x, y)dy = [[P(x, y)cosa +Q(x, y)cos AdI

Seylelikde (10) formulalar ikinji gomush egrigyzykly
mtegraly birinji gorniisli egricyzykly integralynn {isti bilen
anladyar we olaryn baglanysygyny doredyar.

Hacanda nokadyn egri boyun¢a herekednin ugry
garsylykyly ugra tytginde cosa,cospf,dx,dy alamatyny
tytgedyar we (10) formulalar 6z giiyjiinde galyar.

Biz egrigyzykly integrallara tekiz egriler {ligin garadyk.
Yone onui kesgitlemesini we hisiyetlerini - ginislikdaki
egriler tigin hem gecirip bolar.

Goy, AB  gmilkddki egri bolup bu egride
F(x,y,2),P(X,¥,2),Q(X,y,z) we R(x,y,z) funksiyalar
kesgitlenen bolsun. Onda edil tekiz egrilerde bolsy yaly

[P(x,y,2)dx, [ Q(x,y,2)dy, [R(x,y,z)dz

AB AB
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[P(x,y,2)dx+Q(x,y,2)dy + R(x,y,z)dz ikinji gomniisli
AB

egricyzykly integrallary kesgitlip bolyar. Bu integrallary
hasaplamagyn diizgiinleri hem tekiz egrilerde kesgitlenen
mtegrallaryii hasaplanylysyndan kén bir tapawutlanmayar.

§3. Grin formulasy.

Grin  formulasy egricyzykly integrallar bilen ikigat
integrallary  baglanysdyryar.Onda analizde we analizin
ulanylyan yerlerinde gmden peydalanylyar.Bu formulany
koordinata oklaryna parallel goniler bilen kesemizde ikiden
kop bolmadykkesisme nokatlary bolmadyk egriler bilen
céklenen yapyk vyayla iligin subut edelin. Gysgalyk iicin
bular yaly yaylany yonekey yayla diyip atlandyrjakdyrys.

Yaylany cékleyén egriler endigan ya-da bélek endigan
diyip hasap edelin.

Teorema Goy G- kibir yonekey yayla L- kontur
bilen c¢éklenen bolsun we goy P(x,y), Q(xY)
oP o0Q
oy Ox
berlen vaylada iizniiksiz bolsun.Onda Grin formulasy
atlandyrylyan

funksiyalar 6zlerinii hususy Oniimleri bilen

a_g — a_ —
J;';[( ox jdxdy = i Pdx + Qdy
1)

formula yerine yetyandir.
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Subudy. Goy G vyaylany ¢édklenen L- Kkontur
x=x(y), x=x%(y) (c<y<d), x(y)<x(y)

denlemeler arkaly, sonun yaly-da
y=Y1(x), y=¥,(x) (@<x<b), y,(x)<y,(x)

denlemeler arkalyanladylyan bolsun (7-nji surat).

Onirti (a<x<b), y,(x)<y<y,(x) defisizlikler arkaly
kesgitlenen yayla garalyn we

1

yu
A B
C _____
0 X X
6-njy surat
yu
G
0 X ] X

7-nji surat
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oP
~——dxd
Iy o

integraly egricyzykly integrala 6zgedelin.Onun iicm. Ony
gaytalanyan integrala getirelin we Nyuton-Leybnisin
formulasyndan peydalanyp y-e gord integrirlilin. Alarys:

y2x

JJ—dxdy jax | % dy I[P(X Y,(x))— P (%, y2(x))ix =

a Yi(x)

1Py, (0 Pl y o

a

Bu iki kesgith integralyn her biri degish egrda gord alnan
ikinji goriish egricyzykly integrala dendir:

[Py ()X = [P(xy)dc=— [P(x, y)i,

ADB BDA

[Py, ()= [P y)ix

ACB
Seylelikde

”@ dxdy:{ [ P(x,y)dx+ [P(x, y)dx}
G ay BDA ACB
ya-da
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[T dxdy = £ P(x, ) @
G Oy L
Edil suna menzeslikde

Il aa—Q dxdy = {Q(x, y)dy &)
G OX L

formula hem subut edilydr.(sunlukda G —yayla
(c<y<d), x(y)<x<x,(y) deisizlikler arkaly
kesgitlenyar).

(3) detilikden (2)denligi ayyryp alarys.

Bellik. Eger yapyk G  yaylany gosmaga ¢yzyklary
gecirmek arkaly tiikenikli sany yonekey yaylalara boliip
bolyan bilsa, onda bu yayla {igin hem Grin formulasy
yerine yetyandir.Hakykatdan hem , goy L ¢égi bolan G -
vayla 8-nji suratdaky gorniise eye bolsun.

8-nji surat
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B(x;y) C(Xx+AXy)

9-njy surat

Ony iki sany yonekey yayla bolelii: G; we G,
yaylalar ti¢in (1) formula yerine yetyar. G, we G, yayla
ti¢cin Grin formulasyny ulanyp alnan denlikleri agzama-
agza gosalyn. Cep tarapda tutus G vyayla boyunca ikigat
integraly alarys — sag boleginde bolsa G yaylanynn L
kontury boyunca egricyzykly integral alarys, sunlukda
komekci egri boyunca integral iki gezek garsylykly ugur
boyunca alynyar we gosulanda biri-birini yok edydr.

Mysal. L egri  x°+y®=R? tdwerek bolanda Grin
formulasyndan peydalanyp

j (x—=y)dx +(x+y)dy

egricyzykly integraly hasaplamaly.
Oziilisi.

P(X,y)=x-y, Q(x,y)=x+y We%:—l, @:1

OX
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funksiyalar yapyk x* +y?>=R? towerekde iizniiksiz.

Diymek teorema 1 esasynda berilen integrala Grin
formulasyny ulanmak bolar. Alarys

f(x y)dx + (x + y)dy = J] 1)jdxdy = Zﬂ dxdy = 2S = 27R°.

L
Berlen mtegraly gomden gom hasaplamak arkaly alnan

§4. Egricyzykly integralyn integrirleménin
yoluna bagly dillik sertleri.

1. Egricyzykly integralyn integrirleménin yoluna bagly
dallik sertleri.

Mysala garalyn:
Mysal. [3x*ydx + (x3 + l)dy integraly hasaplamaly
AB

, €ger:
a) (0;0) we (1) nokatlary birikdiryan y=X goni
bolsa:

b) AB-sol nokatlary birikdiryain Yy = X* parabola bolsa;
¢) AB- (O;O),(].;O) we (l;l) nokatlary birikdiryan dowiik

¢yzyk bolsa (10-njy surat) Coziilisi.
alarys:

a) [3x°ydx+ (x3 +1)dy = }(4x3 +1)dx =2
AB 0
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b) [3xydx +(x* +1)dy = }(5X4 +2x)dx =2;
AB 0

c) I3x2ydx + (x3 +1)dy = j'3x2 -O-dx+j(1+1)dy = jZdy =2;
AB 0 0 0

B(1;1)

1

A > >
0 — (1,0) X

10-njy surat

Gorlisimiz yaly sol bir nokatlary birikdiryan diirh tic
yol arkaly alnan integral sol bir netijini berdi.
Kibir yagdaylarda  [PdX+Qdy integralyni ululygy
AB
integrirleminiii yoluna bagly bolban ol yoluii baslangye A
we gutaryan B nokatlaryn yerlesisine bagly bolar.Haysy
ertlerde sular yaly Dbaglylygyin bolup bilyindigini
anyklalyn. Bu soragy demiemekde Grin formulasy
peydalanylar.
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Gelejekde garaljak yagdaylary anyklalyi.
Kesgitleme. Eger tekiz G yaylada alnan islendik yapyk
L kontur arkaly cdklenen yayla tutuslygyna G vyayla

Birbagly vayla mysal edip tegelegm, ellipsi,
kopburclugyn i¢cini getirmek bolar.
X*+y*=1we X*+y*=4 towerekleriii aralygynda
yerlesen yayla birbagly yayla dildir.Sebdbi X* +y* =2
toweregin ici berlen yayla degisli déldir, mysal {i¢in (O;O)
koordinatalar baslangyjy mysal getirilen yayla degish
daldir.
Teorema Goy P(X; y), Q(X; y) funksiyalar we
olaryn 9P 9Q  hususy Oniimleri birbagly G yaylada
oy ox
tizniiksiz bolsun. Onda asakdaky dort sert ekwiwalentdir,
basgaca aydanymyzda ol sertlerin islendik birinin yerine
yetmeginden beyleki Tl¢lisinin  yerine yetyinligi gelip
¢cykyar:
1. G yaylada yerlesyén islendik bolek-endigan L egri
{icin { Pdx+Qdy =0;
L

2. G yaylada alnan islendik A we B nokatlar ticin
[ Pdx + Qdy integralyfi  bahasy G yaylada
AB

yerlesen yolun saylanyp alynsyna bagly dal.
3. Pdx+Qdy ailatma G yaylada kesgitlenen kibir
funksiyanyn doly differensialy. Baggaca
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aydanymyzda G yaylada kesgitlenen F(X, y)
funksiya bar bolup dF = Pdx+ Qdy;

4. G yaylanyn dhli yerinde P _RQ
oy ox’
Subudy. Teoremanyn subudyny
152—->3->4->1,
shema boyunga amala asyrarys, basgaca aydanymyzda
birinji sertden ikinji sertml gelip ¢ykyandygyny, ikinjiden-
lclnjinifi, {i¢lnjiden-dordiinjinii  we dordiinjiden yene
by gelip ¢ykyandygyny gorkezelin. Netyede ahl
sertlerii ekwiwalentligi subut ediler.
Birinji_etap: 1—>2. A we B nokatlary birikdiryédn
tutuslugyna G vaylada yerlesydn iki erkin yola garalyn:
ACB we ADB-erkin bolek endigan egri  (9-njy surat).
Olaryn L — ACB+ DDA jemi G yaylada yerlesen yapyk
egridir. 1) serte gord
{ Pdx+Qdy =0,
L

yone

§de+Qdy J'de+Qdy+.|'de+Qdy Ide+Qdy _[de+Qdy

ACB BDA ACB BDA

netuede [ Pdx+Qdy = [Pdx+Qay.
ACB BDA
diymek 2) sert yerine yetyar.
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b
Ikinji _etap:  2—3. Goy, [Pdx+Qdy integral
a

integrirleménini yoluna bagly dal bolup A we B nokatlara
bagly bolsun. Eger A nokady bellesek : A= A(X,,Y,).
onda integral B=BO0l(x,y) nokatlaryn X wey
koordinatalaryna goré kébir funksiyalar:

[Pdx+Qdy =F(x, y)

F(X, y) funksiyanyn differensirlenydandigini we

dF = Pdx+ Qdy; (1)
Bolyandygyny gorkezelin. Onun iicin G yaylanyn her bir
B nokadynda Z—F we E hususy  Oniimlerinii

X
bardygyny we

oF oF

—=P(x,y), —=0Q(x, 2

~ = P(xy) Py Q(x,y) )

bolyandygyny gorkezmek vyeterlikdir.Sebébi P(X, y)
we Q(X, y) funksiyalar G yaylada {izniiksiz, onda (2)
deilikden F(X, y) funksiyanyn differensirlenyénligi we
(1) denlik gelip ¢ykyar.

F(X, y) funksiyadan X gord hususy onlimii bardygyny
we (2) denliklerin birinjisinii = yerine  yetyidndigini
gorkezmek tigin, B(X, y) nokatda F(X, y) funksiyanyn
X-a gord hususy artdyrmasyny diizelin:
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AF =F(x+Ax,y)-F(x,y)= | Pdx+Qdy = [Pdx+Qdy,
AB BC

bu yerde C nokat X+ AX we Yy koordinata eye (10-njy
surat). Serte gord integral yola bagly dél, sonuil iicin hem
B(X, y) nokatdan C(X + AX, y) nokada cenli gonigyzyk
gorniisde alalyn.Onda

X+ AX
AF = [ Pdx+Qdy = | Pdx=[P(x,y)dx.
AB BC X

Sonky integrala orta baha baradaky teoremany ulanyp,
alarys
AF =F(x+0Ax, y)Ax, 0<6<],
bu yerden
AF
AX
Netijede ,

AF
E = Alin_‘])() P(X + HAX, y) = P(X1 y)’

Sebibi serte gori P(X, y) lizniiksiz. %:Q(x, y)

= P(x+ 6AX, Y )AX, 0<O<1],

bolyanlygy hem yokardaka menizes subut edilydr. Diymek
3) sert yerine yetyar.

Uciinji etap: 3—>4  Goy, G yaylada dF = Pdx+ Qdy
deniligi kanagatlandyryan F(X, y) funksiya kesgitlenen

bolsun. Onda
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F_p F_,
OX oy
we garysyk onlimin denligi baradaky teorema esasynda
oa 0°F 0°F oP

OX OXoy oyox oy

Diymek soralyan (1) deiilik yerine yetyér.

Dordiinji etap: 4 —>1. Goy, 4) sert yerine yetydn bolsun
we G vaylada Verlesyan L-bolek endigan egri G~
yaylany ¢ikleyin bolsun.Onda G~ yayla Grin formulasyny
ulanyp (bu yerde G yaylanyil birbaglylygy ulanylyar),
alarys

_[9Q_P
{de+Qdy_(£[£ax Wdedy,

4) sert esasynda sag tarapdaky integral nola den. Netijede
G yaylada yerlesyén islendik yapyk L egri tigin
fPdx+Qdy =0
L

Bellik: Teoremanyn 1)-4) sertlerinin ekwiwalentliginden
hususy yagdayda 3) sertil yerine yetmegi
egricyzykly — integralyn integrirlemidnii  yoluna bagly
dilliginin  zerur we yeterlik sertdigi gelip c¢ykyar.Yone
ulanmak ti¢in 4) serti zerur we yeterlik sert diyip almaklyk
has amatly.

Mysal tigin: [e*dx—ydy integral islendik
AB
yaylada integrirleméniii yoluna baglydyr, ¢iinki
P _ ef #0= @
oy OX
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Teoremanyn &hli sertlerinii  yerine yetmegi wajypdyr.
Mysal hokmiinde L-merkezi koordinatalar
baslangyjynda yerlesen R radiusly towerek bolanda

-y
| = dx + dy,
{X2+y2 X2+y2 y

mtegrala garalyil. Alarys:

y P —x*-y?+2y*  y*-x?
Ty ey ey
X 0Q x*+y*-2y*  y*-Xx°

X2 +y?' ox (x2 + y2)2 (x2 + y2)2
Integralynn yola bagly déllik serti gordymége yerine yetyin
yaly, yone L-towerek boyunga alnan mntegral nola den dal
Hakykatdan hem tOweregin denlemesini
X=Rcost, y=Rsint gorniisde afladyp alarys:

27 _ Rsin t(— R si 27
=] Rsmt(2R3|r21t)+l'\;cgszt+Rcostdt: Tdt = 27
0 R“cos“t+R“sin“t 0
Hakykat yiiziinde bolsa teorema bilen hi¢-hili garsylyk yok.
YoOne teoremanynl bir serti yerine yetmeyiar: P we Q
hem-de olaryn op we R hususy oOniimleri  (0;0)
oy OX

nokatda kesgitlenmedik, yone L —towerek bilen c¢éklenen
we (0;0) nokady taslanan tegelek bolsa birbagly yayla

bolmayar.
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2. Doly differensial boyunca funksiyanyn dikeldilisi.

[ Pdx + Qdy egricyzykly integralyfi integrirleméniti
B

yolunyil saylanyp alynsyna bagly déllik sertinden, doly
differensialy integrirlemek we doly differensialy boyunga
funksiyanynoziini tapmaklyk baradakyn meseldniii ¢oziiwi
alynyar.

Eger P(x,y) we Q(x,y) funksiyalar hem-de

olaryn 5 we 8_Q hususy Oniimleri G yapyk yaylada

tizniiksiz bolsunlar, onda
Pdx + Qdy
3)
aillatmanynn  bu  yaylada kébir funksiyanyii  doly
differensialy bolmagy li¢in

®_R

oy OX
Denligin we diiie su deiligin yerine yetmelidigi subut
edilipdi.

Soiira biz su denlik yerine yetende

F(x,y)= j Pdx + Qdy = dex+Qdy (4)
(%:Yo)

funksiyanyn
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dF = Pdx+ Qdy
serti kanagatlandyryandygyny subut edipdik.
Indi, goy, (3) afilatma kiibir @®(X,y) funksiyanyi doly
differensialy bolsun.Onda
oD oD
—=P, —= we D(X,y)—F(X,y) tapawut
~ 5 =0 (%, y)=F(xy) tap

hemiselik ululykdyr. Onda

D(x,y)=F(x y)+c
5)

buyerde C— kébir hemiselik. (4) denlikde
X=Xy,Y=VY, diyip F(X,,Y,)=0 denligi alarys, (5)
denlikden bolsa C —hemiseligiit bahasyny taparys:

C= CD(XO, yo). Onda (5) denligi

F(x,y)=@(x,y)—@(xy, o)
gorniisde , (4) deiiligi bolsa

(xy)
| Pax+Qdy = O(x, y)—®(Xo, Yo)
X0+ Yo
gbrniisde yazyp bileris.
Eger, yenede X=X;,Y =Y, diysek onda
(xy)
[ Pdx+Qdy = ®(x,, y,) - (%, o) = @(x, y) (i3 (6)
(%0:¥0)
formulany alarys.
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(6) formula Nyuton-Leybnis formulasyna mwinzes yone ol
die egricyzykly integral integrirlemegii yoluna bagly dal
bolanda yerine yetyar.

Alnan netijelerden peydalanyp doly differensialy (3)
gorniisde  arnladylan F(X, y) funksiyany dikeltmegin
usulyny gorkezmek bolar. (Xo, yo) bellenen nokat, ¢ -erkin
hemiselik bolanda,

(x,y)
F(x,y)= [Pdx+Qdy+c @)
(X0 Yo

formula , doly differensialy integral asagyndaky anlatma
bolan dhli funksiyalary kesgitlemike miimkingilik beryar.

(7) formula arkaly F(x, y) funksiyany gozlemek
ti¢cin G yaylada islendik
(X9, Yo) nokady saylap alyp (X,,Y,) we (X,Y)
nokatlary birikdirydn islendik egri boyunca egrigyzykly
integraly hasaplamak yeterlikdir. (7) integralyn
integrirlemédni yoluna bagly délligi sebépli integrirleméanin
yoly hokmiinde bolekleri koordinata oklaryna
perpendikulyar bolan dowiik ¢yzygy almak yeterlikdir. (11-
nji surat).Onda

(x.y) (x,Yo) (xy)
[Pdx+Qdy = [Pdx+Qdy+ [Pdx+Qdy

(Xo,Yo) (Xo,Yo) (x,Yo)
(Xo, yo)-den (X, yo)-a cenli aralykda
y=Yy, we dy=0, (X,¥,)-dan (X,Y,)-a cenli
aralykda dx =0 bolany iicin (7) defilik
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F(x,y)= JP(X Yo+ [Q(x, y)dy +C
Yo
sunlukda biranji kes gith ntegral y- hemiselik bolanda,
ikinji bolsa X -hemiselik bolanda hasaplanyar.

yu
0 X
11-nji surat
yn
____________ X;
@) oY)
0 ] (x;0) )2
12-nji surat
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Mysal 1. (x2 +2Xy— yz)dx + (x2 —2Xy— yz)dy
afilatma  kibir F(X,y) funksiganyii doly differensialy
bolyarmy ? Eger-de bolyan bolsa F(X, y) funksiyany
tapmaly.
Coziilisi. Berlen anlatmada
P(v,y)=x+2xy-y*, Qlx y)=x*~2xy-y*  (8)
funksiyalar hem-de
@:ZX—Zy, @:ZX—Zy
oy oy

hususy oniimleri {lizniiksiz. Bu hususy Oniimler 6zara den.
Diymek (8) aflatma kibir ~F(X,y) funksiyanyii doly
differensialydyr. F(X, y) funksiyany gozlemek {icin
A=(X,,Y,)-kibir berlen nokat B =(X,Yy)-iiytgeyin
nokat bolanda (4) formuladan peydalanalyn.

Bizit yagdagymyzda A=(X,,Y,) nokada derek
(0,0) almak amatly.

X,
( jy)(x2 +2Xy — yz)dx + (x2 —2Xy— yz)jy

(0.0)
integralyn  integrirlemdnii  yoluna bagly dilligmi g6z
onlinde tutup (0,0) nokatdan (X, y) nokada g¢enli yoly
bolekleri koordinata oklaryna parallel bplan dowiik ¢yzyk
gorniisinde saylap alalyn.Onuil {i¢in (X,O) nokady (ya-da
(0, y) nokady) (12-nji surat.) almak yeterlik.Onda bir
bolek koordinata okunyiiistiinde yatar.
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Alarys:
(x.y)
F(x,y)= J.y(x2 +2xy—y2)dx+(x2 —2xy—y2)jy+C =
(0,0)
3

X y 3
:Ixzdx+.[ (x2 —2Xy — yz)dy+C :X?+x2y—xy2 —y?+C
0 0
C -kdbir hemiselik.
Doly differensialy boyunca funksiyany kesgitlemek ii¢cin
asakdaky yaly cemelesmek amatly. Eger

F_p F_o
OX oy
bolsa, onda birinji denligi ii-a gord ntegrirldp , alarys
F(x,y)=[Pdx+ f,(x), 9)
Ikinjini bolsa y-e¢ gord integrirldp, alarys
F(x,y)=[Qdy + f,(x) (10)

Bu detiliklerde fl(X) we f, (X) erkin funksiyalar.

Eger f,(x) we f,(x) funksiyalary (9) we (10)
denliklerin sag bolekleri den bolar yaly saylap alsak, onda
seyle yol bilen alnan F(X, y) funksiyanyn doly
differensialy Pdx+ Qdy aiilatma bilen gabat geler.

Mysal iigin, goy df = (2xy+1)dx + (x2 +3y2)dy.
dx -yn koeffisiyentini X -a gord integrirldp, alarys
[(2xy+1)dx = x*y +x+ f,(y), (11)

dy -m koeffisiyentini y-e gord integrirldp , alarys
j(x2 +3y2)dy =xy* +y* + f,(x) (12)
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Haganda f,(y)=y°+C, f,(x)=x+C  bolanda
(10) we (11) denlklerin sag bolekleri gabat gelyar.
Seylelik bilen,

F(x,y)=yx*+y®+x+C.

(2.3)
[ ydx + xdy
(-1.2)
egricyzykly integraly hasaplamaly.
Coziilisi. Berlen yagdayda
oP oQ 1

P=y. Q=x.70 =1 5

funksiyalar iizniiksiz we hususy Oniimler biri-birine
den.Diymek ydX + xdy  aflatma dF(X, y) doly
differensiala det we berlen integral integrirleminim yoluna
bagly dil. (9) we (10) formulalardan F(X, y): AY. we
(6) formula esasynda alarys:

j ydx +xdy= [ d(xy)= fog): 6+2=8,

(-1,2) (—1 2)

Mysal 2.

§5. IKkinji gorniisli egricyzykly integralyn ulanylysy.
Birinji gorniish egricyzykly integralda bolusy yaly ikinji

gomiisli egricyzykly integral hem geometriyada, fizikada
we tehnikada gmden peydalanylyar.lki meseld garamak
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bilen c¢ékleneris: tekiz figuranyft meydanyny hasaplamak
we giiyjin isini kesgitlemek.

1. Egricyzykly integralyn meydan hasaplamakda
ulanylysy.

Grin formulasynyn kdmegi bilen meydan hasaplamak.
Goy, G yayla kibir L egri bilen ¢iklenen bolup S -onui
meydany  bolsun.  Haganda  f(X,y)=1 bolanda

[ £(x, y)dxdy integralyn G yaylanyh meydanyny
G
anladyanlygy bell.Sonun licin hem Grin formulasynda

P(x,y) we Q(X,y) funksiyalary Q_P_1 bolar
OX oy

yaly saylap alsak, onda G yaylanyn S meydany
S = [[dxdy = [ Pdx + Qdy
G L

formula arkaly kesgitlenyar.
Q(x,y)=x we P(x,y)=0 dijelii, onda
R _P_1 we
oX oy
S = {xdy
L

P(x,y)=—y we Q(x,y)=0 diyip edil yokardaka
menizeslikde, alarys
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S =—{ydx,
L

hacanda Q(X, y): —% we P(X, y):g
bolanda
S= 1 § xdy — ydx
21
(1)

Seylelikde L egri bilen ¢éklenen figuranyi meydanyny
hasaplamak ti¢in ii¢ formulany aldyk.
Mysal 1. Mysal {igin, meydany (1) formula arkaly
hasaplalyn. Ellipsin X =acost, y=bsint, 0<t<2x
parametrik defilemesinden peydalanyp alarys
dx =—asin tdt, dy =bcost
we (1) formula esasynda

2z 2r
S :Efxdy—ydx:lI(acost-bcost+bsint-asint)dt=a—bjdt=;zab.
21 2 23

0

2. Giiyjiin isi.

Material nokady OX okuit boyuna X =a nokatdan b =0
nokada siiysiirmek {icin, OX okun ugry boyunga
ugrukdyrylan F(X) lytgeyan giiyjin edydn isi kesgitli
integralyn komegi bilen

46



A= ? F(x)dx

formula arkaly hasaplanyandygy bize bell.

Goy, material nokat F giliyjiin tisiri arkaly iizniiksiz
tekiz BC egrinii boyuna B nokatdan C nokada tarap
gecirilydn bolsun. Nokady B-den C ¢enli gecirmek ii¢cin
B=M,,M,,...M;,M, ;,....,M_ =Cnokatlar arkaly
BC egrini boleklere bolelin  (surat) M;M,,, bolekde F
giiyji onut M, nokatdaky hemiselik F(Mi) bahasy bilen,
basgaca aydanymyzda F = F(l\/li), M:M;,, duganyi
boyuna edilyén hereketi bolsa M;M;,, kesim boyunga
edilyin hereket bilen calsyralynn. Onda F(l\/l i) hemiselik
giyjui. M;M;,, kesimin boyuna edyén igini, takmynan F
tytgeyan isin M;M;,, duganyin boyuna edyin A isi
hokmiinde kabul etmek bolar, diymek

A =F(M;)- MM,
Bu takmyny deiligin sag bolegi F(Mi) we MM,
wektorlarynn  skalyar kopeltmek hasylydyr. Ol sol

wektorlaryin degisli koordinatalarynyn skalyar kopeltmek
hasyllarynyn jemine dendir, yagny , eger

F(M;)={P(M;),Q(M; )}, M;M;,, = {Ax;, Ay, }
diymek , onda

A = P(M,)- A% +Q(M; )- Ay,
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I-nin 1-den baslap n-e ¢enli dhli bahasy boyunca jemlesek,
onda tutus BC egriniit boyuna edilen
takmyny A isi alarys:
Az;(P(Mi)AXi +Q(M, )y, )ZZl:(P(Mi)AXi +Q(M, )y, ) (2)
A-isin takyk bahasy M;M,;,, dugalarynn i1 ulusynyn
uzynlygyny nola ymtyldyrmak arkaly alynyar.Yone beyleki
tarapdan (2)-jem BC egrinii boyuna
P(X, y) we Q(X, y) funksiyalar ti¢in iki integral jemin
jemidir. Kesgitlemd gord ol jemm predeli ikinji gorniish
egricyzykly integraldyr. Netijede, giiyjin isi

A= [Pdx+Qdy (3)

BC

formula arkaly kesgitlenydar. Bu formulada P we Q

funksiyalar F giiyjin koordinatalary (ya-da koordinata
oklaryna proyeksiyalary).

Eger berlen meseld tekizlikde délde gmislikde garasak ,
onda ol meselinn ¢oziiwi gmislikddki egri boyunca
alynyan ikinji gorniish

A= [Pdx+Qdy + Rdz
BC
integraly hasaplamaga getiryar.
Mysal 2. Ellipsin her bir (X, y) nokadyna yésir edyén

F(X, y) giiyc bu nokatdan onun merkezine ¢enli uzaklyga

den bolanda we ol, ellipsin merkezine tarap
ugrukdyrylanda bu ellips boyunga material nokady
polozitel ugra gociirmek ticin edilydn isi hasaplamaly.
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Xi+1

Xo X1 X2 Xj

13-nji surat

M (x;y)

14-nji surat
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Cozilisi. Serte gora ‘F X, y)( X2 +y? X y)
gliyjun koordinatalary P = ; Q=-V.
(“ = ) belgisi giiyjiin (0;0) nokada ugrukdyrylandygyny
anladyar). (3) formuladan peydalanyp, alarys
A =—{ xdx+ ydy,
L

bu yerde L-ellips x=acost, y=bsint, 0<t<2r
denilemeler arkalykesgitlenyir.
Netijede

2 W29 22 _p?
[sin 2tdt = (—cos 2t){§” =0.

0

A=d T

§6. Birinji gorniisli iist integrallary.

Bu bolimde iistde berlen berlen funksiyadan
integrala yagny st integraly diylip atlandyrylyan
integrallara garajakdyrys.

Ust integrallar nazaryyeti egricyzykly integrallar
nazaryyetinden kénbir tapawut etmeydr. Birinji we ikinji
gorniishi Uist integrallary bolyar.
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1. Birinji gorniisli iist integralynyn kesgitlenisi.

Eger tstiin her bir nokadynda galtasyan tekizlik bar
bolup, ol bir nokatdan beyleki bir nokada gecende bu
galtagyan tekizligin yagdayy tiizniiksiz liytgeydn bolsa,
lizniikksiz birikdirilen tiikenikli sany endigan iistden
ybarat bolsa, onda olar yaly iiste bolek endigan iist

o1 7 oo

Goy bize endigan ya-da bdlek endigan kdbir S
tistde ¢akli f(M)=1f(x, y,z)funksiya kesgitlenen bolsun. S
tsti, meydanlary AS,,...,AS, bolan erkin n— bdolege
bolelin. Her bir bolekden, erkin M, (&, 7;,¢;) nokady
saylap alalyn we

2 (& m. g)-AS (D)
i=1
jemi guralyn. (1) jeme f(M) funksiya iicin S list boyunca

diametrini A bilen belgilalin.

Kesgitltme A4 —>0 bolanda (1) integral jemin, S
tistm  boleklere bolimisine we bu  boleklerden
M. (&,n;,¢;) nokatlaryin  saylanyp alnysyna bagly
bolmadyk | predeli bar bolsa, onda ol predele f(x y,z)
funksiyadan S iist boyunca alnan birinji gorniish st

------

bolsa biri bilen bellenilyir:
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| = jf(M)dS:ﬂ f(x,y,z)ds.
S S

Bu yagdayda f(xy,z) funksiya S iist boyunca
integrirlenydn  funksiya diyilyar, S iiste bolsa
kesgitleme 1ikigat integralyn kesgitlemesine calymdas.
Sonuit {icin hem ikigat integralyn hésiyetleri we
bolmagynyn sertleri uly bolmadyk iiytgetmelerm {sti
bilen {ist integralyna hem ge¢irmek bolyar. Hususy
yagdayda, eger S tistde f(X,y,z)=1, onda

n

[[ds=1im, ;> AS; =S.

S i=1
bu yerde
S-meydan  S-iistiin  meydanydyr. Bu yerden
gornilisi yaly st integralynyn komegi bilen S iistm
meydanyny hasaplap bolyar.

Mundan basgada eger material listde massanyi
paylanysynyn iist dykyzlygy belli bolsa, onda onui
massasyny, statiki momentlerini, agyrlyk merkezinin
koordinatalaryny kesgitldp bolyar.

2. Birinji gorniisli iist integralynyn hasaplanysy.

Birinji gdrniigli iist integralyny hasaplamaklyk, iist
integralyny ikigat intagrala getirmek arkaly amala
asyrylyar.
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Goy S st

z=2(xY)
defileme  arkaly
berlen bolsun.

(X, ), 7, (% ¥), 2, (X, Y)
funksiyalar S
oXy tekizlige
bolan G-
proyeksiyasynda
iizniiksiz  bolsun.
f(x,y,z) funksiya
S tstde lizniiksiz X
diyeln. Onda bu

S

funksiya S iistde integrirlenyandir.

ZA

16-njy surat
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S usti n— bolege bolelin we bu bolekleméni oxy
tekizlige proyektirliln. Onda G vyaylada olara degish
G,,G,,...,G, bolekleri alarys. Onda Ustifi her bir boleginin
AS; meydanyny

AS, = [ \/1+ Zi2 (X, y) + 27 (X, y)dxdy
Gi

formula arkaly anladyp bolar. Ikigat integrala orta
baha hakyndaky teoremany ulanyp

AS; =1+ 22 (G.m) +Z) (&) Aoy (D) deilgi
yazyp bileris. Bu denlikde (&,7;) nokat G; yayladan alnan
kabir nokat o; bolsa G, yaylanyn meydany. M, Dbilen
koordinatasy (&,7;,,¢;) bolan Tstin bolegine degisli
nokady bellilin. Onda ¢, =2z(&,7;), (&,7;) - bolsa (2)
formulada alnan nokat. M,; nokady aralyk hasap edip
f(x,y,z) funksiyanyn S iist boyunca integral jemini guralyii.

i f(&.m;.¢)AS, =
: 3

=Y fL& . 2(& )WL+ 27 (&) + 27 (&) - Ao,
Denligin sag boleginde, G yaylada {izniiksiz
fIx, v, z(x, y)]\/1+ Z2(%,Y)+2/(x,y)  funksiyadan

ikigat integral iicin integral jem dur. Sonuil iigin hem
A — 0 bolanda sag boleginin predeli
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[ fIx v, 2(x, y)]\/1+ Zi2 (X, y)+ 27 (x, y)dxdy ikigat
G

integrala defidir. f(xy,z) funksiyanyt S iist boyunga
integrirlenyéanligi icgin A —0 bolanda (3) denligin ¢ep
bolegi
H f(x,y,z)ds. iist integralyna dendir. Onda (3)
S

denilikde A4 — 0 bolanda predele ge¢ip gdzlenyan

[[ £y, 2)ds =[] fx,y, z(x, y)]\/l+ Z;2 (X, Y) + 23 (x, y)dxdy
G

S
4) formulany alarys. Seylelikde S iist boyunca

integral ol stin oxy tekizligme bolan proyeksiyasy

boyunca ikigat integrala getirdik.

S iist boyunga integraly, edil yokardaka menzeylikde onun
oxz We oxz tekizlige gord proyeksiyalary boyunga ikigat

integrala getirilyar.

Mysal 1. Haganda S iistt z=1-x*-y? aylanma

paraboloidii z=0 tekizlik bilen kesilen bolegi bolanda

I J1+4x2 +4y?ds integraly hasaplamaly.
S

Cozilisi. z=1—x*-y? detileme bilen berlen istifi oxy
tekizlige proyeksiyasy x*+ y* =1 towerek bilen
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17-nji surat

céklenen G yayla bolyar (haganda z=0 bolanda {istin
defilemesinden x*+y? =1 alynyar). Netijede , G yayla
x?+y?<1 tegelek. Bu tegelekde z=1-x*-y?
Z, (X, y)=-2x,2,(x,y)=—-2y funksiyalar iizniiksiz. (4)
formuladan alarys.

H f(x,y,z)ds = J] 1+4x? +4y*ds :II J1+4X% +4y? -\ J1+4x2 + 4y?dxdy =
=ﬂ (1+4x* + 4y?)dxdy

Alynan ikigat integraly X=pcC0s@,y=psSing polyar
koordinata gecip, hasaplarys:
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V4 /4 2z
[[ @+4x? + 4y*)dxdy :2.|'dgoJ2'(1+ 4p2)pdp:2.|-{p72+p4} de
G 0 0 0 0

2z

§7. IKinji gorniisli tist integraly.
1. IKinji gorniisli iist integralynyn kesgitlenisi.

Oniirti {istift tarapy diisiinjesini girizelifi.

Endigan S tste degisli M — erkin nokady alalyin we onun
istlinden tekizlige normal gegirelin (n wektor). Indi bolsa
S iste degish M nokatdan gecyén, listiil ¢dgi bilen umumy
nokady bolmadyk haysyda bolsa bir yapyk egrini alalyii. M

nokady egri boyunca n wektor bilen bilelikde, n wektor

elmydama S iiste gegirilen normal bolar yaly we sonda
onun ugry Uzniiksiz tytgdr yaly siiysiirelin (-nji surat).
Onda M baslangyc nokadyna gelende normalyn ugry

onkiiligine galar
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19-njy surat
ya-da garsylykly ug.y au.

S iistde yerlesen we onun ¢igini kesmeyin islendik yapyk
egrinii boyuna nokady aylap baslangy¢ yagdaya gelenimizde
liste gecirilen normal ugruny iytgetmese onda ol iiste

rrrrrr

Tekizlik, sfera, z= f(x,y) denleme arkaly berlen iist, eger-
de f(x ), f,(x,y), f,(x,y) funksiyalar oxy tekizligin kébir
G yaylasynda iizniiksiz bolsalar ikitaraply liste mysal bolup
biler.

Eger S’ iiste degisli yapyk egrinin boyuna aylanyp basdaky
nokada gelenimizde normalyn ugry garsylykly wugra
mysal hokmiinde Myebiusyn yapragyny getirmek bolar. Eger
ABCD goniiburcly kagyz bolegini alsak we onuin A nokady
C nokady bilen, B nokady D nokady bilen gabat geler yaly
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edip, basgaca aydanymyzda bir ujuny 180° dwriip beyleki
ujuna yelmesek biz Myebiusyn yapragyny alarys. Sebébi
Myebius yapragynyn orta ¢yzygy arkaly aylanyp basdaky
nokada gelsek onda normalyn ugry garsylykly ugra liytgeyar.
Indiden beyldk die ikitaraply {istlere garajakdyrys.
Ikitaraply st 1{icin, normalyn wugry kesgitlenen &hli
nokatlarynyn  kopliginde  nokatdan-nokada  gecilende
normalynn ugry Uzniiksiz lytgeydn bolsa onda ona Tistm

''''''

''''''

Goy S — tarapy saylanan iist 6z-6ziini kesmeyan L egri bilen
cédklenen bolsun. L egri boyunca gdzegei normal wektoryn
ugruna dik durup egri boyunga hereket edende iist elmydama
cepinde bolsa onda egrinin sol ugruna poloZitel ugur diyip
kabul etjekdiris. Garsylykly ugruna bolsa otrisatel ugur
Eger é&stin tarapyny {iytgetsek, basgaga aydanymyzda
normalynn ugruny garsylykly ugra tlytgetsek onda L egriniii
boyuna aylanmagyi ugurlary yerini ¢alysyar.

Indi bolsa ikinji gorniish iist integralyna kesgitleme berehn.
Goy S- endigan Ust z= f(X,y) denleme arkaly berlen
bolsun we R(Xx,y,z) - funksiya S istini nokatlarynda

kesgitlenen we ¢éklenen bolsun. S st iki tarapyndan birini
saylalyn, basgaca aydanymyzda {Ustii nokatlaryndaky
normalynynn bolup bildyjek iki ugrunyn birini saylalyn
(Seylelikde biz tistiii bir tarapyny sayladyk ). Eger normal 6z
oky bilen Viti bur¢ emele getiryin bolsa, onda biz
z= f(x,y) ustin yokarky tarapy saylanan, kiitek bur¢ emele
getiryan bolsa asaky tarapy saylanan diyjekdiris. S tisti erkin
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n-bolege bolelin we G; bilen i-nji bolegin oxy tekizlige
proyeksiyasyny belldlin. Her bir bolek iistden erkin
M; (&, ;) nokady saylap alyp

éR(é:i’ﬂi!é/i)ASi

1)

jemi guralyn. Bu jemde G; bolegit AS; meydany, S istin
yokary tarapy alnanda plyus, asaky tarapy alnanda minus
alamaty bilen alynyar. (1) jeme R(M)=R(X,y,z) funksiya
diametrini belldlin.

Kesgitleme. Eger 4 — 0 bolanda (1) integral jemin S {istin
boleklere boliinmegine we bu boleklerden M, (&,7;,¢5)
nokatlaryin saylanyp alnysyna bagly bolmadyk I predeli bar
bolsa, onda ol predele R(X,y,z) funksiyadan S {istin
saylanyp alnan tarapy boyunca ikinji gorniish st integraly

bellenyar:

| = [[R(M)dxdy = [[ R(x, y, z)dxdy.
S S

Bu yagdayda R(X,y,z) funksiya S listde x we y tiytgeyanler
Edil suna metizeslikde S iistin saylanyp alnan tarapy boyunga
P(x,y,2) we [Q(X, Y, Z)] funksiyadan y we z [z we X]
uytgeydanler boyunca ikinji gornlish st  integraly
kesgitlenyér:
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1 P(x, v, 2)dyez { Q0 y, z)dzdx}
S S

[ R(x, y, 2)dxdy + [[ P(x, y, z)dydz + [[ Q(x, y, z)dzdx
S S S

''''''

we

[[ P(x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx + R(X, y, z)dxdy

S
2

simwol bilen bellenyar.

Ikinji gbrniigli iist integrallary {icin hem birinji gorniish st

integrallaryft  hésiyetleri yerine yetyar. Yone sofikydan

tytgesiklikde ikinji gérniisli {ist integrallarynda listiinn tarapy

tytgese ol alamatyny {iytgedyir.

Wektor meydanynynn akymy baradaky mesele ikinji gorniish

iist integrallar baradaky diisiinja getirilyar.

Bir taraply iistler licin ikinji gorniish iist integraly diisiinjesi

girizilmeyar.

4.Ikinji gorniish st integrallarynn hasaplanysy.

Ikinji gomiish {st integrallary ikigat integrallara getirilip

hasaplanylyar.

Goy tarapy kesgitlenen (yokarky tarapyny saylalynl) endigan

S ist z=1f(Xx,y) denleme arkaly berlen bolsun. f(X,Y)

funksiya S istin oxy tekizlige bolan G proyeksiyasynda
kesgitlenen, R(X,y,z) - funksiya bolsa S {istde {iizniiksiz
diyelin.
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S isti erkin n — bolege bolelin we ol bolekleri oxy tekizlige
proyektirlalin  (-njt surat). Onda G vayla degislilikde
G,,G,,...,G, boleklere boliiner.

20-nji surat
Z4A
1
1 y
1
X 21-nji surat
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Ustifi her bir boleginden erkin M, (&,7,,<;) nokatlary saylap

n

alalyn we > R(&,1;,¢)AS;  integral jemi guralyi, bu
i=1

yerde AS; bilen G; bolegiit meydany bellenen.

¢ = f(&,m) bolyanlygy t¢in

Z; R(&. 7, 6)AS; = Zi R[é:i’ni’ f (gi’ni)]ASi

(3)

Denligin sag boleginde G yaylada tizniiksiz R[x, y, (X, y)]

ikigat integral licin ikigat jem bar. (3) denlikde A —0

bolanda predele gecip gozlenyan

[[R(x, y, 2)dxdy = [[ R[x, y, f(x, y)]dxdy
G

S
(4)

formulany alarys. Bu formula x we y lytgeyénler boyunca
ikinji gornlish st itegralyny ikigat integraly arkaly
anlatmaga miimkingilik berydr. Bulardan basgada (4)
formula garalyan S tstde lizniiksiz R(X,Y,z) funksiyadan
list itegralynynn bardygyny gorkezyir. Eger lstin asaky
tarapyna garasak onda (4) formulanynn sag bolegindéki
integralyn 6ntinde minus alamatyny almaly.

Edil (4) formulanynn subudyna menzeslikde asakdaky
formulalaryn yerine yetyandigini gorkezmek bolar:
[[P(x,y,z)dydz = [[ P[f(x,y),Y,2)]dydz (5)

s G
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[[Q(x, y, z)dzdx = [[ Q[x, f (x, 2), z]dzdx (6)

Bu formulalarda S st degislilikde x=f(y,z) we
y=f(x,z) denlemeler arkaly berlen bolup G, we G,
degislilikde S tistimi oyz We oxz tekizliklere proyeksiyalary.
Eger S st dhh i koordmata tekizliklerine biratly
proyektirlenydn bolsa, onda umumy gorniisddki (2)
integraly hasaplamak {igin sol (4) — (6) formulalardan
peydalanyarlar. Has ¢ylsyrymly yagdaylarda S {isti yokarda
getirilen sertleri kanagatlandyrar yaly bdleklere bolyarler,
(2) mtegral bolsa bu bdlekler boyunca integrallaryii jemi
bolyar.
Mysal 2. S dst, z=+1-x® dstii  y=0 We y=1
tekizlikler bilen kesilen boleginin yokary tarapy bolanda (-
nji surat)

[[ (y? +z*)dxdy

S

integraly hasaplamaly.

(Cozilisi. Berlen tekizligin oxy tekizlige bolan proyeksiyasy
-1<x<10<y<1 denisizlikler bilen kesgitlenydn
goniiburglyk. (4) formula arkaly taparys.

H (y* +z%)dxdy = 'U [yz + (\/1— X’ ﬂdxdy = jdxj (Y2 +1-x%)dy =
:ﬂyg+y—yx2} dx :Jl(%—xzjdx:[%x—xgj

0 -1

Mysal 3. S st Xx+z-1=0 tekizligin y=0, y=4
tekizlikler arkaly kesilydn bdleginiii yokarsy bolanda
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[[ xdydz + ydzdx + zdxdy integraly hasaplamaly.
S

Coziilisi. Kesgitlemd gora
H xdydz + ydzdx + zdxdy = H x(y, z)dydz + IJ‘ ydzdx + H z(x, y)dxdy.
S G,

s G,

Z4

AN
Nos

Gy

22-nji surat

Dernligin sag boleginddki integrallarda G, we G,
yaylalar S Ttstii degisliikde OYZ we OXY tekizliklere
proyeksiyalary, S tekizligin bolsa oy oka parallelligi {igin

[[ ydzdx =0
S

Degislilikde (8) we (9) formulalardan peydalanyp taparys.

[ zdxdy = [[ (1 - x)dxdy = Tdy} (1—x)dx = 2,

G 0
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[ xdydz = [[ (1— z)dydz = }dy} (1-2)dz =2,
S 0

G, 0

Netijede [[ xdydz + ydzdx + zdxdy =2+0+2=4.
S

2. Birinji we ikinji gorniisli iist integrallaryn
arasyndaky baglanysyk.

Ikinji gorniish st integrallaryny basga usul arkaly hem
girizip bolyar, has takygy integral belgisinin asagynda
kébir yorite anlatmasy bolan birinji gérniish integralyn iisti
bilen.

Tarapy kesgitlenen istin erkin nokadyndaky normalyn
ugrukdyryjy  kosinuslaryny  cosa,cosf,cosy  bilen
bellilin.

Ikinji gorniish ust integrallary koordinata tekizlikleri bilen
gatnasygy boyunga tapawutlanyarlar:

1) oxy tekizlik ticin R(X,y,z) funksiyadan ikinji gorniish
ist integraly, birinji gérniigli iist integralynyn komegi bilen
asakdaky formula arkaly anladylyar:

[[R(x, y, 2)dxdy = [[ R(x, y,z) cos s (11)
S S

2) oyz tekizlik tigin Q(X,Y,z) funksiyadan ikinji gorniisli
st integraly birinji gdrniish st integralynyn komegi bilen
asakdaky formula arkaly anladylyar:

[[Q(x, y, 2)dzdx = [[ Q(x, y, ) cos Ads (12)
S S

3) oyz tekizlik ti¢cin P(X,y,z) funksiyadan ikinji goérniisli
ist integraly birinji gorniish Uist integralynynn kémegi bilen
asakdaky formula arkaly anladylyar:
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[[P(x,y,2)dydz = [[ P(x, y, z) coscds (13)
S S

(11) — (13) formulalary gosup istil saylanyp alnan tarapy
boyunga ikinji gornlisli umumy st integralyny birinji
gornligli  Ust integraly arkaly anlatmanyn formulasyny
alarys:
H Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
S

(14)
= [[ (Pcosa +Qcos B+ Rcos y)ds

Eger ustmi beyleki tarapyny saylasak, onda normalyn
ugrukdyryjy  kosinuslary  cosa,cosff  we  coSy
alamatlaryny Uytgederler we netjede ikinji gOrniish st
mtegrallary hem 6z alamatyny iiytgeder.
Mysal 4. Hacanda S st x?+y?+2z2=1 sferanyi oxy
tekizliginn yokarsynda yerlesen boleginmi dasky tarapy, y
- bolsa S {istit normalynynn oz ok bilen emele getiryin yiti
burgy bolsa, [[zcosyds integraly hasaplamaly.

S
Coziligi.
Ust mtegrallarynyn iki gOrnilisini baglanysdyryan (11)
formuladan peydalanyp, alarys
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23-nji surat

[[ zcosyds = [[ zdxdy.

S
S — berlen iistin oxy tekizlige G — proyeksiyasy
x? + y? <1 tegelek. (8) formula esasynda

[[ zdxdy = [[ {1-x* — y*dxdy.
G

G
Ikigat integralda polyar koordinatalaryna gecip taparys.

J.Hl— x? — y?dxdy = Jgd(pj.w/l—pzpdp =

% x
_J‘{ (L= p) ]d = E[dgo=§7r.
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§8. Ostrogradskinin formulasy.

Ostrogardskiniii formulasy yapyk {iist boyunga {ist
integralyny ginislikde bu iist bilen ¢éklenen yayla boyu