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Sozbasy.

Elinizddki kitap on “Analitik geometriya we ¢yzykly
algebranyn elementleri” ady bilen 1979-njy yylda ¢apdan
¢ykypdy. Onun ikinji goyberilisde adynyn iiytgemegi
proyektiw geometriyanyin elementleri diyen tdze boliimin
girizilmegi bilen baglanysykly. Ol bolimi uniwersitetin,
pedagogik institutyin birinji kurslarynda geometriya kursunda
hem-de tehniki yokary okuw mekdeplerde ¢yzgyly geometriya
kursunda proyektiw  geometriyanynn  elementleri  bilen
tanysdyrylyandygy we ol barada tiirkmen dilinde ayratyn
gollanmanyii yoklugy sebépli kitaba gosmagy makul bildik.

Téze goyberilisde okyjylar tarapyndan birinji goyberilis
ticin edilen kop bellemeler diizedildi. Biz sol edilen bellemeler
ticin okyjylara uly minnetdarlyk bildiryaris.

Gollanma dokuz bapdan ybarat. Birinji bapda san oky,
goniburcly koordinatalar sistemasy, polyar koordinatlar
sistemasy yaly komeke¢i maglumatlar beyan edilyér. Ikinji
bapda kesgitleyjiler we olaryin hisiyetleri, kesgitleyjilerin
cyzykly deillemeler sistemasyny ¢ozmekde ulanylysy
getirilendir. 111-1V-V baplarda wektor algebrasyna we analitik
geometriya degisli temalar bar. VI, VIII baplarda ¢yzykly
gitigliklere, wiirmelere we 6zgertmelere seredilydr. VII bapda
matrisa Owrenilydr. [X bapda proyektiw geometriyanyn esasy
diistinjeleri Owrenilyar.

Téze girizilen boliim esasan birinji kurslaryn talyplary
licin yazylan bolsa-da onuii sada gorniisde beyan edilmegi
kitapcany orta mekdeplerde-de okuwdan dasary isler iigin
ulanmaga miimkingilik beryar.



I bap.
UMUMY MAGLUMATLAR.

§ 1. San oky

Goni ¢yzygyn istiinde haysy hem bolsa O nokady we
masstab birligini alalyn. Ol goni ¢yzygyn istiinddki erkin M
nokadyn ornuny kesgitlemek tigin, M nokadyn O nokatdan
haysy tarapda yerlesyandigini we M nokadyn O nokatdan nige
uzaklykda yatyandygyny gorkezmek yeterlikdir. Diymek, goni
cyzygyn erkin M nokadynyn ornuny kesgitlemek {igin
baslangy¢ O nokady, polozitel we otrisatel ugurlary hem-de
olgeg birligini almak gerek.

Baslangyjy, polozitel we otrisatel ugurlary saylanyp
alnan goni ¢yzyga ok diyilyar. Adatca okun polozitel ugry
strelka bilen belgilenyér.

£4 3 21 1 2 3 45
2 N 1 i 1 + 1 I .-":_:)
0
1-nji surat.
54 3 21 1 2 3 45
2 " 1 I 1 + 1 i r:‘}
Doc 0 i n
2-nji surat

Baslangyjy, polozitel we otrisatel ugurlary, uzynlyk
birligi saylanyp alnan goni ¢yzyga san oky diyilyar. San okuna
koordinata oky hem diymek bolar.

Islendik M nokadyn san okunyin baslangyjyndan nige
uzaklykdadygyny we ondan haysy tarapda yerlesyandigini
gorkezyan sana sol nokadysn koordinatasy diyilydar. M nokadyn
koordinatasy, bizin gorsiimiz yaly, onun O nokatdan haysy
ugurda yerlesyandigine baglylykda polozitel ya-da otrisatel san
bolup biler. Eger M nokat O nokatdan polozitel ugurda
yerlesen bolsa, onda M nokadyn koordinatasy M nokadyn O
nokatdan uzaklygyna dendir. Eger-de M nokat O nokatdan
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otrisatel ugurda yerlesen bolsa, onda onun koordinatasy M
nokadyn O nokatdan uzaklygynyn minus alamaty bilen
alynmagyna dendir.

2-nji suratdaky A nokada 2,5; B nokada 4; C nokada - 3;
D nokada -4,5; san; baslangyja, yagny O nokada nul degislidir.
San okunda - koordinata okunda her bir nokada dine bir
hakyky san, her bir sana bolsa dine bir nokat degislidir.
Yazuwda nokadyii koordinatasy kopleng halatda, nokady
belgileyan harpyn sag gapdalynda skobkanyn iginde yazylyar.
A nokadyn koordinatasy xi1, B nokadyn koordinatasy x.» diyip
yazmagyn ornuna A(xi), B(x2) yazylyar. Okalanda bolsa A
nokadyn koordinatasy xi1, B nokadyn koordinatasy x. diylip
okalyar.

Eger biz koordinata okundaky AB, AC, DA kesimlere

ugrukdyrylan kesimler hokmiinde, yagny baslangyjy we ahyry
gorkezilen kesimler hokmiinde garasak ugrukdyrylan kesimin
ugry onun baslangy¢ nokadyndan ahyrky nokadyna tarap
goniikdirilendir. Sol kesimlerin koordinata okunyn ugry bilen
ugurdas ya-da ona garsylykly ugrukdyrylandygyny A, B, C, D
nokatlaryn koordinatalary arkaly kesgitlip bileris. Onui iigin,
ugrukdyrylan kesimin ululygy we uzynlygy diyen iki diisiinjani
girizmek amatly bolyar. Ugrukdyrylan kesim AB bilen
belgilenyir.
Saylanyp alnan uzynlyk Olceg birliginde, kesimi 6lgemegin
netijesinde alnan sana ugrukdyrylan kesimizz uzynlygy diylip
aydylyar. Ol hemise polozitel sandyr.Ugrukdyrylan kesimin
uzynlygy |AB| bilen belgileyiris, ona AB -nifi moduly hem
diyilyar. AB kesimin yokarsynda goylan kese ¢yzyk ol kesimin
ugrukdyrylan kesimdigini anladyar.

Eger kesimin ugry koordinata okunyn ugry bilen
ugurdas bolsa, onda ugrukdyrylan kesimin ululugy kesimin
uzynlygyna den, eger-de kesimin ugry koordinata okunyn
ugruna garsylykly bolsa, onda ugrukdyrylan kesimin ululygy
kesimin uzynlygynyn minus alamaty bilen alynmagyna dendir.
Kesimin ululygy AB belgi bilen belgilenyar. Eger AB kesim
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koordinata oky bilen ugurdag bolsa, onda AB =|AB| eger-de
koordinata okunyn ugruna garsylykly ugrukdyrylan bolsa, onda
AB =—|AB|.

2-nji suratda A(2,5); B(4); C(-3) we D(-4,5). AB =1,5;
AC=5,5; DC=-1,5. |AB| =1,5; |AC|=5,5; |DC|=1,5.

Bellik. Biz islendik kesime ugrukdyrylan kesim
hokmiinde garajakdyrys. Sonia gérd-de mundan bu yana kesimi
anladyan harplarynn yokarsyndaky kese ¢yzygy taslap yazarys.

Koordinata okunyn iisdtiinde yatmayan A nokatdan OX
oka gecirilen AA;1 perpendikulyaryin OX okdaky Az esasyna, A
nokadyn OX oka bolan ortogonal proeksiyasy diyilyéar. Asakda
dine ortogonal proeksiya barada giirriin ederis. OX okdan
dasarda yatyan A nokadyn OX okdaky koordinatasy diylip, A
nokadyn OX okdaky A: proeksiyanynn koordinatasyna
aydylyar.

1=

m

? ’ <

3-nji surat
Okdan dasardaky nokadyn oka bolan proeksiyasy nokadyn
ornuny doly kesgitlemeyar. Meselem, A nokat AA;
perpendikulyaryn islendik yerinde bolup biler (3-nji sur.). AB
kesimin A we B nokatlarynyn oka bolan A; we Bi
proyesiyalarynyn emele getirydn kesimine AB kesimin oka
bolan proyesiyasy diyilyar ( 3-nji surata seret).
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§ 2. Tekizlikde goniiburcly koordinatalar sistemasy

Tekizlikde alnan erkin nokadyn ornuny kesgitlemdge
miimkingilik berydn sistema girizilen bolsa, onda tekizlige
koordinata sistemasy girizilipdir diyilyar. Sol sistemalaryn in
yonekeyi bolan  goniibur¢ly koordinatalar  sistemasyna
garalyn.(Gontiburgly  koordinatalar  sistemasyna,  dekart
koordinatalar sistemasy hem diyilyar.) Eger iki koordinata
okuny olaryn baslangyclary gabat geler yaly edip, biri-birine
perpendikulyar goysak, onda biz goniiburcly ya-da dekart
koordinatalar sistemasyny alarys.

Adatca oklaryn birini gorizontal beylekisini  wertikal
yerlesdiryarler. Gorizontal oka abssissalar, wertikal oka
ordinatalar oky diyilydr. Bu iki okun kesisme nokadyna
koordinatalaryn baslangyjy diyilydar. Abssissalar okunyn
polozitel ugry adatca koordinatalarynn baslangyjyndan sag
tarapa, otrisatel ugry bolsa ¢ep tarapa alynyar. Ordinatalar
okunynn  polozitel ugry koordinatalaryn baslangyjyndan
yokaryk, otrisatel ugry bolsa asak alynyar. Seyle koordinatalar
sistemasynyn biri 4-nji suratda gorkezilendir. Oklaryn polozitel
we otrisatel ugurlaryny basga hili hem almak bolar.
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Erkin A nokadyn tekizlikddki ornuny, A nokadyn abssissalar
we ordinatalar oklaryna bolan proeksiyalary arkaly kesgitlemek
bolar. Nokadyn oka bolan proeksiyasynyn kesgitlenisi su
babyn 1-nji paragrafynda gorkezilipdi. Goy, A nokadyn
absissalar we ordinatalar oklaryna bolan proeksiyalary Ax we
Ay bolsun. A nokadyn abssissalar okundaky Ax proeksiyasynyfi
koordinatasyna onun absissasy, A nokadyn ordinatalar
okundaky Ay proeksiyasynyn koordinatasyna onun ordinatasy
diyilyar. Ax we Ay nokatlaryn koordinatalaryna bilelikde A
nokadyn koordinatalary diyilyar.

A nokadyn abssissasy 3, ordinatasy 5 diyip yazmagyn deregine
A(3;5) belgilenilyar, okalanda bolsa A nokadyn koordinatalary
3 we 5 diylip okalyar. Nokadyn sag tarapyndaky skobkada
birinji ornunda nokadyn  absissasy, ikinji orunda bolsa
ordinatasy yazylyar. Umuman erkin M nokatdyn absissasy X,
ordinatasy y bolsa, ol seyle yazylyar M (x; y).

Tekizlikde haysy-da  bolsa bir nokat berlip, onun
koordinatalaryny  dekart koordinatalar ulgamyna  goré
kesgitlemek gerek bolsa, olarynn deregine (hokmiinde) sol
nokadyn koordinata oklaryna bolan proeksiyalarynyi
koordinatalaryny almalydygyny yokarda gordiik. Indi tersine,
eger M (x; y) nokadyn x we y koordinataly belli bolsa, sol
nokadyn 6ziini nahili guramalydygyna garalyin. Meselem, goy
x=3, y=5 bolsun. Abssissalar okunda koordinatasy 3 den
nokatdan, ordinatalar okunda koordinatasy 5 den nokatdan
koordinata  oklaryna  perpendikulyar  geciryiris.  Sol
perpendikulyarlaryn kesisme nokady M (3; 5) nokat bolar.
Tekizlikde islendik nokatdan goni ¢yzyga (bizde oka) dine bir
perpendikulyar gegirip bolyandygyny,iki goni ¢yzygyn bolsa
dine bir nokatda kesisyandigini nazara alyp, tekizlikde berlen
islendik nokada iki san degisli we her iki sana bir nokat
degisli diyen netijd gelyaris.

Absissalar okundaky her bir nokadyn ordinatasy nula dendir,
seyle hem ordinatalar okundaky her bir nokadyn absissasy nula
dendir.
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Koordinata oklaryndaky polozitel we otresatel ugurlary erkin
saylap alyp bilyandigimize gord, sag we ¢ep koordinatalar
sistemasy diyilydn iki koordinatalar sistemasynyn bardygyny
belldlin. Eger absissalar oky baslangyjyn towereginde sagat
dilinin hereketinin tersine g burca 6wriilende, onun polozitel

ugry ordinata okunyn polozitel ugry bilen gabat gelse, onda
ona sag koordinatalar sistemasy diyilyar. Eger absissalar oky
baslangyjyn towereginde sagat dilininn hereketinifi ugruna g
burga owrililende ordinata okunyn polozitel ugry bilen gabat
gelse, onda ona ¢ep koordinatalar sistemasy diyilyar.

§ 3. Tekizlikde dekart koordinatalar sistemasyna
degisli yonekeyje meseleler

Iki nokadyri arasyndaky uzaklygy kesgitlemek

Goy, M1 (x1; y1) we M2 (x2; x2) nokatlaryn arasyndaky
uzaklygy tapmaklyk talap edilsin. M1 we M: nokatlary goni
¢yzygyn kesimi bilen birlesdirelifi, M1 nokatdan OX oka, M>
nokatdan Oy oka paralel goni ¢yzyk gegirelin hem-de olaryn
kesisme nokadyny N bilen belgilip, MiM:N goéniburgly
ucburglyk alarys (5-nji sur.) Bu tigbur¢luga Pifagoryn
teoremasyny ulanyp alyarys:

|M; M, |* = [M;N|? + |[NM,|?
ya-da
M M,| = \/(xz —x)%+ (z—y)* (1-1)
1-nji mesele Mi1(7;4) we M2 (3;-5) nokatlaryn
arasyndaky uzaklygy tapmaly.
Coziulisi. (1-1) layyklykda
IM\M,| =/(3=7)%+ (=5-4)2 =73
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5-nji surat

2. Kesimi berlen gatnasykda bolmek.
M1 (X1; y1) we Mi (X2; y2) nokatlary birlesdirydn kesimin
iistiinde yatyan we % = A denligi kanagatlandyryan M (x ; y)
2

nokady tapmaly (1>0).

Bu meseléd berlen M1M> kesimi berlen A gatnasykda bolmek
meselesi diyilyar.

Goy, M (x ; y) gozlenilydn nokat bolsun. M1, M we M
nokatlardan koordinatalar oklaryna parallel goni ¢yzyklar
gegirelin.

4 v Ma X; ¥a)

MXY)

N M, PLYS)

\

A fﬂ r D E

(6-nji surat.)
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Suratdan gorniisi yaly M2AE burgun taraplaryny parallel M:C,
MD, M:E goni ¢yzyklar kesydr. Olar burcun taraplaryny
proporsional kesimlere bolyérler, yagny;

MM CD

MM, DE
Meselanih sertine gord MM _ », Suratdan bolsa CD = x-x1, DE =

2

X2-X alyarys. Diymek,
a=2% (1-2)

Xo =%
Sonun yaly hem MiM, MM, NP, PQ kesimlerin proporsional
kesimdiklerini ulanyp tapyarys.

A= y— yl
Yo=Y
(1-2 we(1-3) denliklerden M nokadyn x we y koordinatalaryny
tapalyn;

; (1-3)

— X+ A, (1-4)
1+1
_ Y1+ AY, . (1-5)
1+

Eger A <0 bolsa, onda M (x ; y) nokat MiM, kesimiii
dowamynda (M1 nokatdan ¢epde ya-da M> nokatdan sagda)
yatyar. Bu halda hem (1-2)-(1-5) formulalar dogry bolar.
2-nji mes e le Berlen A >0 bolanda M nokadyn MiM>
kesimini istiinde yatyandygyny, A <O bolanda bolsa, MiM:
kesimin dowamynyi iistiinde yatyandygyny subut edin.
Coziulisi. Meseldni ¢ozmek ticin A >0 bolanda x-x1 we x-
Xo tapawutlaryn garsylykly alamatynyn, A <0 bolanda bolsa
olaryn bir menzes alamatlarynyn bardygyny subut etmek
eterlikdir. Hakykatdan-da, (1-4) denligin iki boleginden hem
X1-1 We Xz-ni ayryp alarys;

A -1
X=X =77 (xz—xl); x—x2=1+7b(x2—xl)
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ya-da
A
(x =% Nx = ;)= —m(xz —x )
Bu denlikden yokarda aydylan tassyklama gelip ¢ykyar.
3-nji mesele. (Kesiminden bolege bolmek meselesi.)

M1(7;5) we M2 (-2;3)nokatlary birlesdiryan kesimin iistiinde M1
nokada, M2 nokatdan 3 esse golay bolan nokady tapmaly.

A(-5:3) 5 C(5;3)

Ky -

55 aN\2 707 2 3 4 5
-7‘.

D B2
}~2-

7-nji surat

C 6 zilisi; Meseldnin sertine géora MiM _ 1 yaony 4 = 1
MM, 3’ 3
(1-4) we (1-5) formulalardan tapyarys;

1
X, + AX 7+§(_2)
- - = 4,25,
1+ 1+}
3
1
Wy, °Tp3
YS e T 1 T
3
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yagny M (4,25; 4,5).
4-nji mesele Depeleri A (-5 3), B (-2; -1), C (5; 3)
nokatlarda bolan {igbuglugyn A depesinin i¢ki burgunyn
bessektrisasynyn uzynlygyny tapmaly.
Cozilisi. Goy, A burcun bissektrisasy AK bolsun. (7-nji
sur.) Belli bolsy yaly K nokat BC kesimi
BK _ 8| _ , bolan gatnasykda bolyar. AB we BC kesimlerin
KC |AC|
uzynlyklaryny kesgitlalin ((1-1) formula gord);

|AB| = /(—2+5) + (-1-3)* =5,

|AC| = (5+5)* +(3-3)* =10

(1-4) we (1-5) formulalardan peydalanyp, K nokadyn
koordinatalaryny kesgitlélin,
1
—2+--5
T2

wlk

y_—_l-
_ -5
1 _

o

Indi (1-1) formuladan peydalanyp, AK kesimifi uzynlygyny
kesgitlaris;

1)? N 1 .—— 8
|AK| = -5-3) +(3-3 =§\/16 +8 25\/5.

5-nji mesele Massalary degislilikde mi, mz, ms, ...
, My bolan M1 (x1; y1), M2 (X2; ¥2) ..., Mn (Xn; Yn) nokatlaryn
agyrlyk merkezini tapmaly.
Coziilisi: Ilki M1 we M2 material nokatlaryn agyrlyk merkezini
tapalyii. Goy C;(x1;y;) nokat M; we M2 material nokatlaryi
agyrlyk merkezi bolsun. Iki material nokadyn agyrlyk
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merkezinin bu nokatlary birlesdiryan kesimi massalaryna ters
proporsional boleklere bolydn nokatdygy bize fizika
kursundan belli, yagny MG _M, _, (1-4) we (1- 5) formula

ClMZ ml
boyunca yazyarys.

m, m

X+ Yi + =

x! = m _ mXx+XY,. ;L m My, +mYy,
M T - 1 1 — — .

14 M2 m, +m, 14 M m, +m,

ml

Indi M1, M2 we Mz nokatlaryn agyrlyk merkezini tapalyn. Goy,
bu ii¢ nokadyi agyrlyk merkezi Cz (x2'; y2') bolsun. Miwe M:
nokatlaryn ornuna massasy bu nokatlaryn massalarynyn jemine
deni bolan agyrlyk merkezi Ci (x1/; y1/) alynsa, sonda-da My,
M2, M3 nokatlaryn agyrlyk merkezinin ornunyn iiytgemeyanligi
fizika kursundan bellidir. Diymek, massasy degislilikde mi+m;
we mszbolan Ci (x1/; y1’) we M3 (xs; ys) iki material nokadyn
agyrlyk merkezini tapmaly. Onikd mefizes edip alyarys;

m;
m;, +m,
/ m
x +—2—x
/ m, +m, m X, + mMyX,y + MyX;,
X = = i
2 B
L T my +m, +my
ml +m2
/ m2
o+ V3
y/_ m, +m, _my,+myy, +myy;
2 - 2
L T my +m, +m;
ml +m2

Indi matematiki induksiya metodyndan peydalanyp Mz, ..., Mn
material nokatlaryi Cn (Xn'; yn’) agyrlyk merkezi iigin
;o MX, MY, M X,
Com M, + My m,
MYy, + My, +..my,
Com+m, +mt.4m

n

Y
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formulalary almak kyn daldir.

Islendik ai+az+agt ... +an jem gysgaga 3o simwol bilen
i=1

bellenilydr. (3 .- jemin belgisi, i - jemleyji indeks.) Bu belgileri

ulanyp, agyrlyk merkezi ii¢in yokarda yazan formulalarymyzy

asakdaky vyaly gysgaca yazmak bolar;

n
n
E X, m, Zyimi
< / i—1 .
x, = 1=4—-; Yn =

Zmi B gnl:mi |

§ 4. Tekizlikde polyar koordinatalar sistemasy

Tekizlikde berlen erkin M nokadyn ornuny dekart
koordinatalar sistemasyndan basga koordinatalar sistemalary
belen hem kesgitlip bolyar. Sol hili koordinatalar
sistemalaryndan biri-de polyar koordinatalar sistemasydyr.
Tekizlikde haysy bolsa-da bir O nokat we sol nokatdan
¢ykyan OP sohle berilsin. Erkin M nokat alalyn we OM
uzaklygy ,0 bilen, OM we OP kesimlerin arasyndaky burgy

¢ bilen belldlin. (8-nji sur) p, ¢ sanlar M nokadyn
tekizlikdédki ornuny kesgitleyar.

8-nji surat
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Bu hili koordinatalar sistemasyna polyar koordinatalar
sistemasy diyilyar. O nokada polyus, OP sohld polyar oky,
OM= p uzaklyga polyar radiusy, polyar radiusyn polyar oky
bilen emele getiryan @ burguna polyar burgy diyilyar. (8-nji
sur.)

L uzaklyk bolany iicin hemise polozitel ululykdyr. Polyar
okun polyusyn towereginde sagat dilinin hereketinin tersine ya-
da ugruna Owriilmegine baglylykda ¢ bur¢ polozitel ya-da
otrisatel bolup biler.

Yazuwda M nokadyin koordinatalaryny M nokadyn sag
tarapynda skobkanyn icinde, birinji orunda polyar radiusyny,
ikinji orunda polyar burcuny goyyarlar, yagny M (p; ¢)
(9-nji suratda sonuni yaly nokatlar gorkezilendir). (p; ¢)
sanlara M nokadyn polyar koordinatalary diyilyar.

T T
~TA{8; 2%,
\E[3;123°) L R
\ ? 5 ."/ 3
\ oo
» Y -
\ //
K(3;180° \ _~
w0 - /'?"\i 2 3 & 5.6 7 8. p
/ Mg
~
/ ~
/ ~B{5:-30%
/ o
dL (4120
9-njy surat

Berlen dekart koordinatalar sistamasynyn OX okuny polyar
koordinatalar  sistamasynyn  polyar okunyn stiinde,
baslangyjyny polyusda yerlesdirsek, M nokadyn dekart we
polyar koordinatalary arasyndaky baglanysygy tapyp bileris.
M nokadyn dekart sistamasyndaky koordinatalary x we vy,
polyar sistamasyndaky koordinatalary p we ¢ bolsun (10-njy

sur.). Goniibur¢ly A OMN-den alyarys.
20



10-njy surat
ON =0OMcosp; MN =OMsing
ya-da ON=x; MN=y we OM= p bilen calsyryp alarys;

{X =Peose (1-6)
y = psine.
Bu sistemadan p we p ansatlyk bilen tapylyar;

p? = x> +y% tgp = %; (1-7)

(1- 6) we (1- 7) denlikler gozlenilyin baglanysygy beryar.
§ 5. Cyzygyin dernlemesi

Tekizlikde berlen | ¢yzygyn saylanyp alnan koordinatalar
sistemasyndaky denlemesi diylip, | ¢yzygyn islendik
nokadynyn koordinatalarynyn kanagatlandyryan, emma |
cyzyga degisli  bolmadyk  nokatlaryn  hi¢  birinin
koordinatalarynyn kanagatlandyrmayan denlemesine aydylyar.
Eger | ¢yzygyn erkin M nokadynyn dekart sistemasyndaky
koordinatalary (x; y) bolsa, onda | ¢yzygyn denilemesi F(x; y)=0
gorniisde, eger-de M nokadyn polyar sistemasyndaky
koordinatalary (p;¢ ) bolsa, onda | ¢yzygyn denlemesi
@D( p; @)=0 gorniisde yazylyp bilner.

Kidbir meselelere garalyn.
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6-njy mesele Merkezi C(a; b) nokatda bolan R radiusly
toweregin denilemesini tapmaly.

LA

Mizx,y}

0 . ) x
1i-njisurat

Coziulisi Goy, M(X;y) nokat denlemesi gozlenilyan

toweregin erkin nokady bolsun (11-nji sur.),

R=[CM|= \/(x—a)z +(y—h)*;

Bu yerden
(x-a)+(y-p) =rR%.  (1-8)
(1- 8) gozlenilyén denlemedir.

Eger toweregin merkezi OX okun istiinde yatsa b=0
bolar, OY okun iistiinde yatsa a=0 bolar, ahyrda koordinatalar
baslangyjynda yatsa a=0 we b=0 bolar, (1- 8) formula bolsa
degislilikde asakdaky gorntisleri alar.

(x-a)’+y*=R%  X*+y*=R%  x+(y-b)’ =R%
7nji mesele Polyusdan a uzaklykda polyar

okuna perpendikulyar bolan goni ¢yzygyn denlemesini
tapmaly.
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/‘PM(/)"}”)

/
=\ F

¢ A A 73

12-nji surat
Cozilisi Goy, M (p;@) deilemesi gozlenilydn goni
cyzygyn erkin nokady bolsun. (12-nji sur.), onda goniburcly
A OAM iigburglykdan
p=— fada p-—2 o
COS ¢ cos @
gbzlenilydn denlleméni tapyarys.

§ 6. Cyzygyi parametrik denlemesi

Belli bir koordinatalar sistemasynda berlen ¢yzygyn islendik
nokadynyn koordinatalary basga bir tgilinji ululyk arkaly
ailadylsa, onda ¢yzygyn defnlemesi parametrik gorniisde
anladylypdyr, ti¢linji ululyga bolsa parametr diyilyér.

Cyzygyn parametrik denilemesi asakdaky gorniisde yazylyar.

{X - ([)(t), (1_ 9)
y = go(t),

t - parametr.

Polyar koordinata sistemasynda bolsa

ooy, o0

gorniisde yazylyar.

(1-9) we (1- 10) sistema ii¢ nébellili iki denileme sistemasydyr.
Bu sistemalardaky denlemelerin birinden t-ni tapyp ikinjisine
goysak, onda ¢yzygyn denlemesini degislilikde dekart we
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polyar koordinatalar ulgamynda alarys.Aydylanlara onat
diistinmek ticin meselelere garalyn.

8nji mesele GoOnicgyzygyn listiinde typman tigirlenydan R
radiusly toweregin fiksirlenen nokadynyn tracktoriyasynyn
denlemesini tapmaly.

Cozulisi. Toweregin tigirlenydn goni ¢yzygy OX ok bilen,
onun fiksirlenen M nokady koordinatalar baslangyjy bilen
gabat gelyar dielin (13-nji sur.).

Goy, towerek kabir uzaklyga tigirlenipdir we onun C(O; R)
merkezi C; yagdayy alypdyr dielin. Onda M (O;0) nokat hem
tize M2 (X;y) yagdayy alar.Sonda R radius kabir t burga dwriiler
(£ M2C1D=t). 13-nji suratdan alyarys;

OA= — AM.=Rt; M2D=Rsint; DCi1=R cos t;
Xx=0OB=0A-BA=Rt-R sin t;

13-nji surat

y=BM>=AC;:-DC1=R-R cos t;
ya-da
{x = R(t —sint), 1-1)
y = R(1— cost).
Alnan  denleme  toweregin  fiksirlenen  nokadynyn
traektoriyasynyn parametrik  denlemesidir. Towerek
tigirlenende sol nokadyn c¢yzyan traektoriyasyna sikloida
diyilyar.
(1 -11) sistemanyn ikinji denlemesinden t-ni tapyp,
birinjisinde ornuna goyup
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X = Rarccos

R _
y_ Rsin(arccos = yj

sikloidanyn denlemesini dekart koordinatalar sistemasynda
alyaris.
9-nji mesele Radiusyn ugry boyunca hemiselik v tizlik
bilen polyusdan daslasyan, sol bir wagtyn Oziinde hem
hemiselik ® burg tizligi bilen polyusyn dasynda aylanyan
nokadyn traektoriyasynyn denilemesini getirip ¢ykarmaly.
Cozilisi. Meseldnin sertine gord, islendik t wagt gecenden
son, nokadyn polyusdan uzaklygy
L =W

bolar.
Nokadyn polyusynnt dasynda aylanyp emele getiren burgy
(polyar burgy)

@ = .
bolar. Diymek, nokadyn traektoriyasynyn polyar koordinatalar
sistemasyndaky parametrik denilemesi

= ,
{p (1- 12)

14-nji surat
Bu sistemanyn ikinji denlemesinden t-ni tapyp, birinjisinde
ornuna goysak, nokadyn traektoriyasynyn denlemesini polyar
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koordinatalar sistemasynda. , =Y o ya-da Y — g belgildp
« w

alarys; p=ae, Muna Arhimedin spiraly diyilyar.
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I | bap.
KESGITLEYJILER WE CYZYKLY DENLEMELER
SISTEMASY

§ 1. Kesgitleyjiler barada diisiinje

Biz ¢yzykly denlemeler sistemasyna seredip, kesgitleyjiler
barada ilkinji diisiinjani alyarys. Goy, bize asakdaky ¢yzykly
denlemeler sistemasy berlen bolsun.
{allxl +a,X, =b (2_ l)
a,, X, + ay,X, =b,.
X1 tapmak tigin (2- 1) sistemanyn birinji deiilemesini azz, ikinji
denlemesini bolsa a2 kopeldelin, sora biri-birinden ayralyn;
(a'lla‘ZZ —aydy, )Xl = b1a22 - b2a12
bu yerden
b1a22 — b2a12

X, = . (2- 2)

Q18 — A5,

X2 tapmak ti¢in (2- 1) sistemanyn birinji denilemesini a1, ikinji
denlemesini a1 kopeldelin, soiira biri-birinden ayralyn;

(a11a22 - a‘213-12))(2 = a11b2 - a21b1
bu yerden

_ alle — a21b1

= : 2-3
a8, — a4, ( )

2
X1 we Xz tgin anlatmalaryn ikisinin hem maydalawjysynyn
berlen denillemelerinn nabellilerinin koeffisientlerinden diiziilen
anlatmalardygyny, sanawjylarynyn bolsa maydalawjydan xi-in
we Xg-ifi koeffisientlerini degislilikde bi we by azat clenler
bilen ¢alsyrylyp alynandygyny goryaris.
(2-1) sistemanyn  koeffisientlerinin  yerlesis  tertibini
liytgetmezden tablisa diizelin;
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(allalzj (2_ 4)
3,185,/
Kwadrat gérniisde yerlesdirilen dort sandan ybarat bolan (2- 4)

tablisa degisli ai1azx2-az1812 tapawuda ikinji tertipli kesgitleyji
diyilydr we seyle bilgilenyér;

a11a12 (2_ 5)

a21a22

Gorstimiz yaly, bu kesgitleyji iki setirden we iki siitiinden
aik element i-nji setirin we k-nji siitiinin kesisydn yerinde
yerlesyar.

(2-5) kesgitleyjidaki a11, ax elementlerin emele getiryan
diagonalyna esasy diagonal, a»1, az elemetlerinin emele
getirydn diagonalyna bolsa komek¢i diogonal diyilyér. Ikinji
tertipli kesgitleyji onun esasy diagonallaryndaky elementlerin
kopeltmek hasynyndan komekgi diadonalyndaky elemetlerin
kopeltmek hasylynyn ayrylmagyna dendir.

1-nj1 mysal Asakdaky kesgitleyjileri hasaplamaly;

9 - 2
a*s 7; b) : 2sina cos o
32 =7 in 3|
6cos f —3sin S
Cozulisi.
5 7
_ =5.2-(-3)-7 =31:
# ] (-3)7=31;
1 -7 o
96
" sin & c9s @ = 2sina (—3Sinﬂ)—6cosﬂcosa=— 6cos(0£ - ,5)
6cos S —3sin S
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Dokuz elementden kwadrat tablisa diizelin;
Q1 8y, g5
a21 a22 a23 ’ (2- 6)
85, 85y Agg

Kwadrat gorniisinde yerlesdirilen dokuz elementden ybarat
bolan (2- 6) tablisa degisli

;85,853 + 8y 83,83 + Q1885 — 8318583 — Agp 8538 — 8y 3y,85;

sana iigiinji tertipli kesgitleyji diyilyar we seyle belgilenyar.
ayy Ay, Gy

ayy Gyy Ay (2_ 7)

a3y 43y s

aik (1, k=1, 2, 3) sanlara kesgitleyjinin elementleri diyilyér. Bu
yerde hem i, k -indeksler degislilikde aik elementifi haysy
setirde we haysy siitiinde yerlesyandigini gorkezyir. Ucgiinji
tertipli  kesgitleyjinin  li¢ setiri we ¢ siitlini bolyar.
Kesgitleyjileri hasaplamagyn usullaryndan iki sanysyny
gorkezelin.

1I-nji usul (2-7) kesgitleyjinini birinji we ikinji
slitiinini sag tarapdan tdzeden yazmak bilen asakdaky tablisany
diizyaris;

(2-3)

Ustiinden tutus ¢yzyk gecirilen elementlerin  kopeltmek
hasyllaryny 06z alamatlary bilen, punktir ¢yzyk gecirilen
elementlerin ~ kopeltmek  hasyllaryny  bolsa  garsylykly
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alamatlary bilen almak arkaly ftgciinji tertipli kesgitleyjini
tapyarys.

2-nji usul Ucinji tertipli kesgitleyjini asakdaky shema
boyunca hem hasaplayarlar;

a) gogmak alamatlylar;

ayyrmak alamatlylar

yee e

Kesgitleyjinin  bahasynyn her bir gosulyjysynda
kesgitleyjiddki islendik setirden we islendik siitlinden bir
elementin bardygyny goryaris.
2-nji mysal Asakdaky kesgitleyjini hasaplamaly;

5 1 3
7 2 1|.
3 4 6
Coziilisi;
513
721/=5-2-6+7-4-3+1-1.3-3-2-3-7-1-6-4-1-5=67.
346

Gorstimiz yaly 2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjiler
degislilikde 2% we 32 elementlerden diiziilyirler.
4, 5, .., tertipli kesgitleyjiler hem degislilikde 42, 52, ...,
elementlerden diizilen san bolup, yokardaka menzes
belgilenyér. Meselem;
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degislilikde 8-nji we n-nji tertipli kesgitleyjiler bolarlar. Ucden
yokary tertipli kesgitleyjilerin hasaplanylysyna 3-nji paragrafda
gararys.

§ 2. Kesgitleyjilerin esasy hisiyetleri

Kesgitleyjileriit birndge tésin hisiyetleri bolup, olary yerlikli
ulanmaklyk kesgitleyjileri hasaplamagy yenillesdiryir. Biz sol
hésiyetlerin  esasylaryny  3-nji  tertipli ~ kesgitleyjilerde
diisundirmek bilen c¢éklenjekdiris. Kesgitleyjilerin esasy
hisiyetlerine ge¢mezden ozal gerek boljak bir kesgitleméni
girizelin.
Kesgitleme. Berlen kesgitleyjini esasy diagonalyn
towereginde 180° owriip tize Kkesgitleyji, yagny berlen
kesgitleyjinin 1-nji, 2-nji, ..., n-nji setirleri degislilikde 1-nji,
2-nji, ..., n-nji siitiinleri bolan kesgitleyji alynsa, onda ol
kesgitleyja transponnirlenen kesgitleyji diyilyir.
Berlen kesgitleyjiden transponirlenen kesgitleyjini almak
operasiyasyna transponirlemek diyilyar.
Kesgitleyjilerin esasy hésietleri;
iiytgetmeyirs;

A1121,843 a;,85,85;

Ay8p,8,;| = |A218283 (- (2-8)

Q31835833 ;38,3833
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2.Eger Kkesgitleyjinifi iki setiriniii ya-da siitiininiii yerini
calsyrsak, onda onuii ululygynyii difie alamaty iiytgeyar.

a,;,8,,8,3 a3,835,a5;
A,,8,,8,53| = — |A3,2,,855]- (2' 9)
A;,85,A53 a,,,,a,3

3.0zara deii iki setiri ya-da siitiini bolan kesgitleyji nula
den. Meselem; ai1 = ai2 = bi (i=1; 2; 3) bolsa, onda ol nula den,
yagny
blbla13
b,b,a,;| = O; (2- 10)
b3b3a33
4 Kesgitleyjilerin  haysy-da bolsa bir setirinin ya-da bir
sitliininin  &dhli elementlerinin umumy kopeldijisi bar bolsa,
onda ony kesgitleyji alamatynyn dasyna ¢ykarmak bolar;
a;,8,,8,3 a,,8,,8;3
ka, ka,,ka,;| = k|a,,a,,a,|- (2-11)
a'31a'32 a33 a'31a'32 a33
5.Tutus bir setiri ya-da bir siitiini nuldan ybarat bolan
kesgitleyji nula dendir;
a1 a,,a,3
a5\ ayyay5] = 0. (2-12)
00O
6.1ki setirinin ya-da iki siitiininit elementleri proporsional
bolan kesgitleyji nula dendir. Meselem; ai1 = bi; a2 = kb
bolsa, onda ol nula dendir, yagny

b,kb,a,,
b,kb,a,,| =0;  (2-13)
b3kb3a33
7. Kesgitleyjilerin m-nji setiriniin ya-da siitiininii her

bir elementi iki gosulyjynyi jeminden ybarat bolsa, onda ol
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sol tertipdiki iki kesgitleyjinin jemine dendir; olaryn
birinjisiniin m-nji setiriniin ya-da siitiininiii elementleri sol
gosulyjylaryn birinjisinden ybarat, ikinjisinin m-nji setirin
ya-da siitiininifi elementleri sol gosulyjylaryin ikinjisinden
ybaratdyr, galan setirlerin elementleri ii¢c kesgitleyjide hem
bir menzesdir;

a,;, +C A, A a; Az Ay Ci1 A2 A3
Ay, +Cyy Ay, Ay = |y Ayy Aysl H(Chy Ay Ay (2_ 14)
Ay, +C3; @3, Agg aszy dz, Aiz C31 A3, dz;

8. Kesgitleyjilerinn setiriniii ya-da siitiininin her bir

elementinin iistiine beyleki setiriii ya-da siitiinin degisli
elementlerini kédbir k sana kopeldip gossak, onda
kesgitleyjinin ululygy iiytgemez;

&1 &5 A3 a,, +kay, ay, + kay, a5+ kas;,

Ay1 8y; Q3| = sz, as; asz;

A;; A3, Qg as, ass as3

Bu hiésiyetlerin dogrulylygyna goz yetirmek tigin (2-8)-
(2-15) kesgitleyjileri hasaplap gormek yeterlikdir.

3.Kesgitleyjini setirin we siitiinini elementleri
boyunc¢a dagytmak

Bu mowzugy diisiindirmek hem-de netijeleri gysgaca
formulirlemek ticin algebraik doldurgy¢ diyen diisiinjéni
girizelin. Belli bolsy yaly

1,8, 3
A — = Q,18,,833 + 2,185,835 + Q538,831 —
= 851855853
— a83,8,,8,3 — 3,853, — A,,3,,8,3.
a3,85,a53
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Bu denligin sag boleginden haysy-da bolsa bir elementi,
meselem aiz  elementi yayyn dasyna g¢ykarsak, onda yayyn
icinde a,a,, —a,a,,tapawudy alarys, ai> elementi yayyn
dasyna c¢ykarsak, onda yayyn iginde a,.,a,,—a,a,, tapawudy
alarys.Yokardaky formulanyi sag boleginden islendik elementi
yayyi dasyna ¢ykarsak, yayyh icinde iki ¢len galyar.Yayyn
icinde galyan bu tapawuda (kesgitleyjd) yayyn dasyna
¢ykarylan elementin algebraik doldurgyjy diyilyar. Meselem,
a12 elementin algebraik doldurgyjy a,,a;,—a,,a,; bolyar, ai3

elementin algebraik doldurgyjy a,a,,—a;a,, bolyar we s.m.
a, elementin algebraik doldurgyjyny 4, bilen
belgildlin, onda aiz elementin algebraik doldurgyjy 4,5, a,,

elementin algebraik doldutgyjy 4,, bolyar. (2-7) formula

haysy-da bolsa bir setiriii elementlerini, meselem, ikinji setrin
elementlerini yayyn dasyna ¢ykaryp alarys :

A= azl(aszam - a12a33) + azz (a11a33 - a31a13) + a23(a12a31 - aszau)-

Indi yokardaky denlik algebraik doldurgyglar arkaly
yazalyn

A= a21’6‘21 + azzAzz + azsAzs

Umuman, islendik setirin elementleri licin asakdaky
formulany yazyp bileris:

A=a, A, +a,A, +a;A;,

Islendik siitiinifi elementleri {igin bolsa asakdaky formulany
yazyp bileris:

A =ay Ay + a5, Ay + a5 Ay,
n tertipli kesgitleyji icin hem asakdaky formulalar dogrudyr:
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A=a, A, +a,A,+..+a,A,
ya-da

A=ay Ay +ay, A+ an A

yoe e

ya-da siitlininin elementlerini olaryn algebrarik
doldurgyc¢laryna kopeltmek hasylynyn jemine dendir.

(2-18) we (2-19) formulalara setirin we siitiinii
elementleri boyunca kesgitleyjiniii dagydylmasy diyilyar.

Indi islendik tertipli kesgitleyjinit elementi {i¢in
algebrarik doldurgyjyn tapylysyny gorkejelin.

Haysy-da bolsa bir a, elementi alyp, onunl yerlesen
setirinin. we siitlininin {istlini ¢yzalyn. Galan elementleriniil
emele getirydn kesgitleyjisine sol @,  elementiii minory
diyilydr. Minoryn tertibi berlen kesgitleyjinin tertibinden bir
san ki¢idir. 4;; elementiit minory M, bilen belgilenyir.

(-1)"Mm,  sanabolsa a,, elementiii algebraik doldurgyjy

i

diyilyar we Ax bilen belgilenyar. Diymek,

Aik = (_ I)Hk Mik (2_20)

Meselem,yokarda alnan A3, elementii A32 algebraik
doldurgyjy asakdaky yaly hasaplanyar:

al 1a13

Ay, = (_1)3+2 My, = (_1)5

= 8138y —ay;ay,

21723

oo .

doldurgyjyn yokarda kesgitlenen doldurgy¢ bilen gabat

gelyandigini belldp gegelin.(2-18),(2-19) we (2-20) formulalar

bolan kesgitleyjiler bilen ¢alsyp hasaplamaga miimkingilik
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beryir.Bu yagday kesgitleyjilerinn tertibi ligden uly bolanda
ginden ulanylyar.

Mysallara garalyn.
3-nji mysal Asakdaky kesgitleyjini ikinji tertipli
kesgitleyjd getirip hasaplamaly:
3 1 6
A=5 2 3
7 4 2
C 6z lis i Berlen kesgitleyjini (2-18) formuladan
peydalanyp birinji setirin  elementleri boyunca dagydyp

yazalyn:
A=3A,+1-A,+6-A,

Soiira (2-20) formuladan peydalanyp alarys:
A=3-(-D""M, +1(-D"*M,,—6" M,

2 3 5 3 5 2
Miu=ly of M=l of Me=lp
seylelikde,
2 3 |5 3 5 2
A=3 — +6 =3(4-12)-10+21+
4 2| 7 2 |7 4

+6(20-14) =23
4-nji mysal. Asakdaky kesgitleyjini hasaplamaly:
5 0 1 2
310 4
A=
2 01 3
7 2 0
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C 6 z1iulis i Berlen kesgitleyjini ikinji siitlinin
elementleri boyunca dagydyp yazalyn we hasplalyn:
A=0-A,+1-A,,+0A,, +2A,, =
51 2 51 2
=112 1 3/+2-3 0 4=
7 0 2 1 3
=5+21-14-2+2(6+8-20-9)=-20

Kesgitleyjilerin =~ ¢yzykly  denlemeler  ulgamyny
¢ozmekde we dernemekde peydalanylyan yene-de bir
hisiyetine, tliglinji tertipli

a'll a'12 a13
A=la, @y, a;
83 d3 A8

kesgitleyjide garalyn. Kesgitleyjinin haysy-da bolsa bir
setirinin ya-da siitiininini elementlerini beyleki setirin ya-da
siitlinin  degisli elementleriniit  algebraik doldurgyg¢laryna
kopeltmek hasylynyn jemininh ndmé dendigini tapalyn. Mysal
lclinji  setiril  elementlerinin  algebraik  doldurgyclaryna
kopeltmek hasylynyn jemini tapalyn.

a, a; CTRCE a, 4,
A31 = ) A3z - s A3 =
ayy Ay ayy Ay ay; Ay
deilikleri goz 6niinde tuttyp alarys:
a21A31 + azzAzz + azaAzs =
d; d, a;
B dp, a3 dyy Ay d; 4 B -0
=ay YY) 23 =lay 8y 8yl =
dy3 g Ay 8y dy Ay
dy  dy Ay
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kesgitleyjilerin li¢iinji hésiyetine gord, nula den bolyar.
Suna menzeslikde islendik setir ii¢in

i#])) ailAjl + ai2Ai2 + ai3Aj3 =0, (2-21)

islendik siitiin tigin

A=) aiiA1.j+a2iA2j+a3iA3j =0, (2-22

boljakdygyna g6z etirmegin kyngylygy yokdur. Islendik teripli
kesgitleyjiler ti¢in asakdaky formulalar dogrudyr:

(=) ay4,+a,A,+..+a,A, =0, (2-23)

(=) a,4,;+aA,;, +...+a,A, =0, (2-24)

elementlerini  beyleki  setirin  ya-da  siitinin  degisli
elementlerinin  algebraik  doldurgyclaryna  kopeltmek
hasyllarynyn jemi nula dendir.

4. Cyzykly deifilemeler sistemasyny ¢cé6zmek we
deriiemek

Goy, bize N nébellisi bolan ¢yzykly N denileme
sistemasy berilsin:

a X +aLX, +...+a,X, =b
ay X +8,,X, +...+8,,X, =D,

J 2n’*n (2_25)

a X, +a,X +...+a,.X, =b,
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(2-25) sistemanyn koeffisientlerinden kesgitleyji diizelin:

&, 9, ... 4, (2-26)
A= Ay 8y . Ay,
a, a, .. a

nn

(2-26) kesgitleyja sistemanyn kesgitleyjisi diyilyar. (2-
25) sistemanyin  denlemelerini (1-26) kesgitleyjininn birinji
stitiininin  algebraik doldurgyclaryna degislilikde kdopeldilp,
olary gosalyn

(allAll t a21A21 Tt anlAnl)Xl t (a12A11 + a22A21 Tt an2An1)X2 +

+(ap A +ag Ay +ata, Ay X = (2-27)
=(0,A; +bA +..+D A))

Bu yer-de x, -in koeffisienti (2-19) formula layyklykda (2-26)
kesgitleyjini beryér, X, , X5,...X, -ifi koeffisientleri bolsa (2-
24) formula layyklykda nula dei.(2-27) denligin sag bolegi
bolsa, (2-26) birinji siitiininin elementlerini degisli azat agzalar
bilen galgyrmak arkaly alnandyr.Ony A; bilen belgildp (2-27)
denligi Ax, = A,

Gorniisinde yazyp bileris. A0 bolanda

X =%

Suna menzeslikde (2-25) sistemanyn denlemelerini (2-26)

kesgitleyjinin  {-nji  siitininin  algebraik  doldurgyc¢laryna
kopeldip, sonira gossak, onda Axi=A; ya-da A0 bolanda
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X = %(i =1,2;3,...;n) (2-28)

alarys. Bu yer-de A { kesgitleyji, A kesgitleyjinin {-nji siitininin
elementlerini degisli azat agzalar bilen c¢alsyrmak arkaly
alnandyr.

(2-28)formula bilen tapylan  x, = (i =1,2;3;...; n)
bahalaryn (2-25) sistemanyn ¢6ziiwdigini gorkezelin. Onun
ticin (2-28) formula bilen tapylan X; bahalaryny (2-25)
sistemanyn islendik k-njy defilemesiniii ¢ep bolegine goyalyn
we onuil sag bolegine dendigini gorkezelin. Dogrudan hem

A A,

A A, 1
a, X1+ak2 X2+ak3 X+...+a,m A Z(%AI tanl, +

+a, A +..+a,A) :%[ a,(b4,+b,A4,, +..+b A )+

+a,,(bA,+b,A4,+..+bA4,)+...+a, (b4, +b4, +

n

1
+.+b A )]:Z[bl(a,d/l11 t Ay ot a, A, )+

n nn
+by(ay, Ay, +ap, Ay, + .+ ay, Ay )+ b, (0,4, +
+a,A,+..+a,A4,)+..+b(a, A, +a,A

n2+

+"‘+aknAnn)]=%bk A =bk ’

b, =(i=123;...;n) sanlaryn kopeldijileri {=k bolanda (2-
23) formula boyunga nula den, i=k bolanda onun képeldijisi (2-
18) formula boyunga A kesgitleyjd den. Seylelikde (2-25)
sistemanyn ¢0ziiwi (2-28) formula bilen berilyir.

Indi (2-25) sistemany derniemeklige giriselin.

1. A#0 bolsa, (2-25) sistemanyn (2-28) formula bilen
aflladylyan yeke-tik ¢ozliwi bar.

2. A=0 bolsa, emma A, (i =1;2;...n)sanlaryn inn bolmanda
birisi nula den bolmasa, (2-25) sistemanyn ¢oziiwi yokdur.
Hakykatdan hem, x,x,...,x, sol sistemanyn ¢Oziiwi
bolsun.

Onda ol ¢oziiw tigin
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A = A, (i =1:2:..n) (2-28)
deinlikler yerlikli bolyar. (2-28) denliklerin hemmesiniii ¢ep
bolegi nula deni, emma il bolmanda birinini sag bdlegi nuldan
tiytgesik. Alnan garsylyk ¢oziiwin yokdygyny gorkezyar.

3. A=0;A, =0( =1;2;...n) bolsa, onda ya-ha (2-
25) sistemanyn hig¢ bir ¢oziiwi yokdur, ya-da tiikeniksiz kop
¢ozliwi bardyr.Bu sozlerin subutyny 5-nji paragrafyn ahyrynda
getireris.

Biz ¢yzykly denlemeler sistemasyny kesgitleyjiler
arkaly c¢ozdiik we deriiedik. Kesgitleyjiler teoriyasynyi
esasyny Sweysariyaly alym G. K r a m e r (1704-1752) tutdy.
Sona gord-de cyzykly denlemeler sistemasyny kesgitleyjiler
arkaly ¢ozmek usulyna K ramerin usulydiyilyar.

Mysallara garalyn.
5-nji mysal. Asakdaky sistemany ¢6zmeli:
3X, —2X, + X3 =2
X +3X, +2%; =1
4X, —5X, —3X; =—15

Coziilisi. Sistemanyn kesgitleyjisini hasaplalyn:

3 -2 1
A=[1 3 —2|=-64%0
4 -5 -3

Berlen sistemanyi yeke-tak ¢oziiwi bar - A, (i =1,2;3)
kesgitleyjileri hasaplalyn:

2 -2 1
-15 -5 -3



3 2 1
A,=|1 1 —-2]=-128

4 —-15 -3
3 -2 2
A, =1 3 1 [=-192
4 -5 —15

Indi (2-28) formula boyunca x, (i =1;2;3) tapyarys:
A —64 A, -128

=—l=— o1 x,=—2="""22
A —64 A —64
CA, -192

° A -64

6-njy my s al.Asakdaky sistemany ¢6zmeli:

X, +2X, +2X, =17
5X, —4x, +10x, =15
3X, —5X, +6X; =3

Cozilisi: Sistemanyn kesgitleyjisini hasaplalyn:

1 2 12
A =383 -4 10 =0.
3 -5 6
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Diymek, sistemanyn ya-ha ¢oziiwi yok, ya-da
tikkeniksiz kop ¢oziiwi bolmaly. Muny anyklamak iicin A
hasaplalyn.

17 2 2
A, =15 —4 10/=0,
3 -5 6

A1#0, bolany tigin Az, Az hasaplamagyn geregi yok
A=0, emma A1#0. Diymek, sistemanyn ¢oziiwi yok.

5. Bir jynsly ¢yzykly deifilemeler sistemasy

Azat agzalary nula den bolan ¢yzykly denlemeler
sistemasyna  bir jynsly ¢yzykly denlemeler  sistemasy
diyilydr.Meselem:

a X +a,X, +...+a,X,=0

a, X +a,,X, +...+a, X =0
21 22712 2n’*n (2_29)

Ay X, +a,X +...+a,,X, =0

Bu sistema n  nébellili birjynsly ¢yzykly denlemeler
sistemasydyr.

(2-29) sistemanyn koeffisientlerinden kesgitleyji
diizelin.

a,, a,...a

n

Ay, Ay, ... 4y, (2-30)




A#0 bolanda yokarda aydylysy yaly (2-29) sistemanyn yeke-
tak ¢oziiwi bolar. Ol ¢dziiwin hemme kompanentlerininn nul,
yagny x;, =0({=12;...n) boljagy aydyndyr. Bu ¢oziiwe
(2-29) sistemanyn triwial ¢oziiwi diyilydr. Diymek, (2-29)
sistemanyn nula deni bolmadyk ¢6zliwininn bolmagy tigin A=0

bolmagy zerurdyr. A=0, emma onun n-1 tertipli
minorlarynyn haysy-da bolsa biri nula deni bolmasa, onda
koeffisientleri sol minora girydn n-1 tertipli  defilemeler

sistemasyny alyarys we koeffisienti sol minora girmeyin
ndbellini azat nidbelli hokiiminde denligin sag bolegine
geciryaris. Sonira alnan sistemany (2-28) formula boyunga
¢Ozydris. Onun ¢Oziiwi azat nébelld baglanysykly tapylar.
Nébellilerin tapylan bahalarynyn azat nébellinin islendik
bahasynda (2-29) sistemany kanagatlandyryandygyny ansatlyk
bilen barlap bolyar. Diymek A=0 emma n-1 tertipli minoryn
biri nuldan iiytgesik bolan yagdayda (2-29) sistemanyn azat
nibelld baglanysykly bolan tiikeniksiz kdp ¢6zliwini tapyarys.

Eger A=0 bolsa we n-1 tertipli minorlaryt hemmesi
nul bolsa, yone n-2 tertipli minorlarynl haysyda bolsa biri
nula den bolmasa, onda koeffisientleri bu minora girydn n-2
tertipli sistemany alyarys we bu defilemelerdéki ikindbellini
(koeffisientleri sol minora girmeyan iki nébellini) azat
nébelliler hokiiminde denligin sag bélegine geciryéris hem-de
olary (2-28) formula boyunga ¢6zyiris. Coziiwe iki azat nabelli
(sag bolege gecirilen nébelliler) girer. Sol iki ndbelld erkin
bahalary berip, (2-29) sistemanyn tiikeniksiz kop ¢ozliwini
taparys we s. m. Seylelikde (2-29) sistemanyn kesgitleyjisi
nula den bolsa, onun tiikeniksiz kOp ¢Oziiwi bardyr.
Aydylanlarynn diigniikli bolmagy {i¢in ii¢ nébellili birjynsly
¢yzykly ii¢ defileme sistemasyna garalyn:

8y, X, + 83X, + 8% =0

81X + 85X, +8,%, =0

831X, + 8gyX, + 855X, =0
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Goy,
alla'12a'13

A =1a,8,,8,;| =0,
A3,83,833

Emma a2 elementiii minory
d; 843
dy  8y3

#0

bolsun.

a3z elementii minoryna (2-31) sistemanyn birinji we ikinji
denillemelerindédki xi1-ii we xs-iii koeffisientleri girydr. Sonun
tigin (2-31) sistemanyi birinji we ikinji defilemesini ulgam edip
yazalyn:

ay;X, +a3,X, + 5%, =0
A, X, +8,,X, +8,.%, =0

Xo-lerit  koeffisientlerinin a3z elementin  minoryna
girmeyanligi {i¢in, X2-ni 6ziinde saklayan agzalary denligin sag
bolegine gecirelin:

{allxl +a3X; = —aX,
Ay Xy +8y3X5 = —8y,X,
(2-32) sistemany (2-28) formula boyunga ¢6ziip alarys:

(2-32)

a, a3 4, 8
a a a a

X, =— 22 %3 X0 %= 21 %2 X,.
8 a3 8, A3
CPIRCPY 8y, g
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_ —k

a,.a ) N

H bilen belgilalin.
ay,8,3
a12a13 alla'l3

Onda X, = K, X, =- k;
a22a23 a‘21a‘23
X3 — a11a12 k,
a21a22

X1; X2; X3 U¢in tapylan bahalaryn k-nin islendik bahasynda (2-

31) sistemanyil ictlinji deiilemesini hem
kanagatlandyryandygyny gorkezelin. Dogrudan hem:
a5
Ay, X; +83,X, +855X; = a5, k-
a,,855
_a31 a11a13 k + a33 a11a12 k —
ay18,, ay,8,,
148,583
a,,8,,8,5K =0.
3,835,853

Diymek (2-31) sistemanyn tiikeniksiz kop ¢oziiwi bar.
Indi 4-nji paragrafyn ahyryndaky sozlemi subut etmige
giriselinl.
Goy, (2-25) sistemanyil

X =X5 X =Xy, Xg=Xpp e X, =X,
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bir ¢oziiwi bar diyelin. Bu ¢oziiwi (2-25) sistemada goyup

alarys:

a, X +a,X, +..+a,X, =b
Ay X + 8%, +..+3, X, =h,

(2-33)

(2-33) sistemanyn denlemelerini degislilikde (2-25)

sistemanyn denlemelerinden ayryp alyarys:

allEXl - X1§+ alZEX2 =X, ;+ .t ag, EXH

a; X =X J+HaL\X, =X, J+...+a,

X, —% =Y, =(i=12,..n) bilen belgilip alarys:

a Y, tagy, +..ta,y, = 0
Ay, +25Y, +otayY, =0

anyta,y, +..t+a,y, = 0.

\

Xp = X,

(2-34)

A=0 bolanda (2-34) sistemanyn tiikkeniksiz kop ¢Ozliwinin
bardygyny biz yaija gordiik.y; {icin tapylan tiikeniksiz kop

¢Oziiwi

Xi =X +Y,
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denillige goyup (2-25) iicin tiikkeniksiz kop ¢Oziiwi alarys.
Diymek, (2-25) sistemanyn bir ¢Oziiwinin bolmagyndan
tiikeniksiz kop ¢oziiwinin bolyandygy gelip ¢ykdy.

§ 6. Cyzykly denlemeler sistemasyny ¢cozmekde Gaussyn
usuly

Gaussyn (1777-1855, nemes alymy) usulynyn diyp
manysyna diisinmek {igin, dort ndbellili dort c¢yzykly
denilemeler sistemasyna garamak yeterlik. Gaussyn usulyna
baslamazdan o6niirti tigburcly sistema diyilydn asakdaky

QX+ Xy + 85X + X, = a5
8ypXy + 8y3%3 + 85Xy = Qs
A33X3 + 834Xy = 85
Xy = Qs

(2-35)

cyzykly deiillemeler sistemanyn c¢oziilisine garalyn. Bu
sistemanyn kesgitleyjisi nuldan tapawutly bolanda ol seyle
cozilydr. Onun dordiinji deilemesinden x4 tapyp, tiglinji
denlemd goymaly, ondan X3 tapyp, Xs-ii we x3-it bahalaryny
sistemanyn  ikinji deillemesine goymaly, ondan x2-ni
kesgitlemeli, sofira x4-ifi x3-ii we Xo-nifl tapylan bahalaryny
birinji defilemé goyup, ondan x; tapmaly.

Indi ticburgly bolmadyk sistemany alalyn

A Xy 815X, + 83X + a5, X, =85
Ay Xy F 85Xy + 8y3X5 + 8y X, = 8yg
Az X; +a5,X, +aA55X; + a5, X, = Ays (2-36)
Ay Xy + 845Xy +8y3X3 + 84X, = 8ys
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Bu sistemanyn c¢ozmekde Gaussyn usulynyn ideyasy ony
ticburgly sistema getirip ¢6zmekden ybaratdyr. (2-36) sistema
asakdaky usul bilen ligburgly sistema getirilydr. Goy, a11#0
bolsun. (2-36) sistemanyn birinji denlemesinin  hemme
agzalaryny ai1 — eyerdiji elemente boliip alarys:

X, + b, X, + b X, + b, %X, =bg (2-37)
buyerde by = % (i=2,34,5).

1
(2-37) denilemiéni a,,kopeldip (2-36) sistemanyn ikinji

denlemesinden, a,;, kopeldip liglinji defilemesinden, a,,

kopeldip dordiinji denilemesinden ayyrsak nébellileriniii sany
bir sana azalan sistemany alyarys:

(1) @) Oy _ A0
a‘22 X2 + a23 X3 + a24 X4 - a25

o ® Oy _ a0
a‘32 X2 + a33 X3 + a34 X4 - a35
(1> € Oy _ A0 (2-36 1)
a42 X2 + a43 X3 + a44 X4 - a45

bu yerde @i’ =a, —a,by; (i, j > 2).

(2-36) sistemanyn birinji defilemesiniit hemme agzallaryny aj,
-eyerediji elemente boliip alarys (af) =0 giiman edilyér).

1 1 1
Xy +033%; +05X, =3 (2-38)
)
b 1) aZi
bu yerde 2i @)
CYY,
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(2-38) denileméni ilki af) sofira kopeldip a) kopeldip (2-36)
sistemanyn degislilikde ikinji we tigiinji defilemelerinden ayryp
alyarys:

2 Dy _ @
a33 X3 + a34 X4 - a35

2 2 2 "
aZx,+adx, =al?  (2-36")

2 1 1 1
bu yerde aig ) = aig) - ai(z)bé j)-

(2-36") sistemanyn birinji denlemesinin hemme agzalaryny

a2 erediji elemente boliip alarys (2l = 0 guman edilyir).

X, +bx, =b{2. (2-39)
(2
as:
bu yerde by = % (i>3)
a33

(2-39) defilemini a3y kopeldip we (2-36") sistemanyi ikinji
denlemesinden ayryp alarys

)y — a0
Ay Xy = Qg

bu yerde 3 5 A (2
o =aff - b
Ahyrky deiilemeden alarys:
x, =h{Y. (2-40)

(2-37) — (2-40) denlemeleri sistema edip yazsak, berlen bilen
dengiiycli bolan iigburgly sistema alarys.
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X, +01,%, +05X; +0,,X, =D
X + bg X3 + bﬁ) Xy = bé?

X3 + bs(zzl)x4 = bs(g)
X, =b{?.

(2-41)

Bu sistemanyn ¢oziilisi (2-35)-in ¢oziilisi yalydyr.

Cyzykly denlemeler sistemasyny Gaussyn usuly bilen
¢ozmek iicin, zerur we yeterlik sert “eyerdiji elementlerinin
nuldan tapawutly san bolmagydyr. Eger haysy-da bolsa bir
etapda yokarda gorkezilen eyerdiji element nula den bolsa,
onda denlemelerint ya-da nébellilerit ornuny ¢alsyrmak bilen
“eyerdiji elementlerin ” nuldan tapawutly san bolmagyny
gazanmaga calysmaly. Eger-de, haysy-da bolsa bir etapda
deiilemeleriii ya-da nébellilerin ornuny calsyranymyzda hem
nuldan tapawutly eyerdiji element bolmasa, onda iki yagdayyn
bolmagy miimkin: Sol etapdaky seredilydn defnlemeler
sistemasynyn hemme koeffisientleri we azat agzalary nula
deni. Bu yagdayda ilkinji sistemanyn tiikeniksiz kdp ¢oziiwinin
boljagy aydyndyr. Sol etapdaky deiilemeler sistemanyn
hemme koeffisientleri nula den bolup, azat agzalarnyn haysy-
da bolsa biri ya-da bir néigesi nuldan tapawutly bolsa, onda
0=bj #0 netije emele geler. Ol bolsa ¢oziilydn sistemanyn
¢Ozliwinin yokdugyny gorkezyar.

7-nji mysal Sistemany Gaussyn usuly boyunca
¢Oozmeli:

7,9x, +5,6x, +5,7x, - 7,2x, = 6,68

8,5x, —4,8x, +0,8x, +3,5x, =9,95
43x,+4,2x,-3,2x,+9,3x, =8,6 (2-42)

3,2x,—1,4x, -89x, +3,3x, =1

Birinji defilemanin hemme agzalaryny 7,9-a bolelin.
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x, +0,70886x, +0,72152x, —0,91139x, = 0,84557 ()

(I) denligin agzalaryny 8,5, 4,3 we 3,2 kopeldip, degislilikde
(2-42) sistemanyn ikinji, ii¢inji, we dordiinji denilemesinden
ayryp, asakdaky ti¢ nabellili ti¢ defileme sistemasyny alarys.

10,82531, — 5,33292x, —11,24682x, = 2,76265
115190x, — 6,30254x, —13,21898x, = 4,96405  (2-43)
—3,6685x, —11,20886%, + 6,21645x, = ~1,70582

Bu sistemanyn birinji defilemesini 10,82531 boliip alarys.
X, +0,49263x, —1,03894x, =-0,25520 ()

(II) deileménin agzalaryny ilki 1,15190; sofira 3,66835
kopeldip degislilikde (2-43) sistemanyn ikinji we ii¢linji
denlemelerinden ayyrsak, iki nibellili iki denilemeli sistema
emele geler.

—6,8700x, +14,41573x, =5,25801
(2-44)

—9,40172x, + 2,40525x%, = —2,64198.
Bu sistemanyn birinji defilemesini-6,8700 boliip alyarys
X3-2,09836 x4=-9,76536 (nn

(111) denlemanin hemme agzalaryny — 9,40172 kopeldip, (2-44)
sistemanyn ikinji defilemesinden ayryp alarys.

-17,32294x4=-9,83768
bu yerden
X4=0,56790
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(I-1V) denlemelerden ti¢burgly sistemany diizyaris:

X, +0,70886x, +0,72152x, + 0,19139x, = 0,84557
X, +0,49263x, —1,03894x, = -0,25520

X; +2,09836x, =0,76536

X, =0,56790

Bu sistemadan x4=0,56790, x3=0,42630, x2=0,12480,
X1=0,96710 tapyarys.

Biz hasaplamalary gecirenimizde oturdan sonky 5
belgili yagny, 0,00001 takykylyk bilen hasaplamalary yerine
yetirdik. Bu hili hasaplamalar bilen tapylan coziiwin takyk
bolman, yakynlasan boljakdygy anykdyr.

Gaussyn usuly kop nébellili denilemeler sistemasynyn
yvakynlagan ¢o6ziiwini tapmakda ginden ulanylyar.Elektron-
hasaplayjy masynlarda ¢yzykly denlemeler sistemasyny
Gaussyn usuly bilen ¢ozmeklik Kramerin usuly bilen
¢ozmekden amatlydyr.

Adatga  ¢yzykly  denlemeler  sistemasyny
Gaussyn usuly boyunga ¢ozmek iicin asakdaky yaly tablisa
diiziilyar (1-nji tablisa).
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(1-nji tablisa)

Nibellilerini koefisientleri

Azat
> 5
agzalar ,§
X1 X2 X3 Xa e
m
7.9 5,6 5,7 72 6,68 18,68
8,5 -4.8 0,8 3,5 9,95 17,95
43 42 3,2 9,3 8,6 232
32| -14 8.9 33 1 28 |
1 0,7088 0,72152 | -0,91139 | 0,84557 | 2,36456
-10,82531 | -5,33292 | 11,24682 | 2,76265 | -2,14876
1,15190 -6,30254 13,21898 | 4,96405 | 13,03139
-3,66835 | -11,20886 6,21645 | -1,70582 | -10,36658 | Il
1
0,49263 -1,03894 | -0,25520 | 0,19849
-6,87000 | 14,41573 | 525801 | 12,80374
-9,40172 | 2,40525 | -2,64198 | -9,63845 | III
1 -2,09836 | -0,76536 | -1,86372
-17,32294 | -9,83768 | -27,16062
IV
1 0,56790 | 1,56790
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1-nji tablisanyn 1 boliminin dort setiri  berlen
sistemanyn koeffisientlerinden we azat agzalardan ybarat.In
sonky setiri bolsa birinji setiri 7,9 boliip alynyar. Tablisadaky
2. belgili siitiin, setirifi sanlarynyin jemidir. Ol siitiin hasaplama
kontrollyk etmidge yardam edydr.Meselem, birinji bolimin
bésinji setirinddki bas sanyn jemi birinji setirin altynjy sanynyn
7,9 boliinmeginden alnan sana den bolsa, onda birinji setiri
7,9 bolenimizde yaliyslyk goybermedik bolmagymyz gaty
dhtimaldyr.Tablisanyn ikinji boliimindédki ilkinji li¢ setiriii
sanlary birinji boliiminin basinji setirini 8,5; 4,3; 3,2; kopeldip
degislilikde ikinji, iliclinji we dordiinji setirlerinden ayryp
alynyar. I sonky setiri bolsa birinji setirde emele gelen sanlary
sol setirin  birinji sanyna, yagny — 10,82531 bdliip
alynyar.Uclinji boliimdaki sanlar ikinji bolimden, doérdiinji
boliimdédki sanlar iiglinji boliimden hut ikinji bdoliimdaki
sanlaryn birinji boliimden alynysy yaly alynyar.
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111 bap

WEKTOR ALGEBRASY

§ 1.Skalyar we wektor ululyklar. Kollinear we komplanar
wektorlar. Wektorlaryi denligi

Skalyar we wektor ululyklar baradaky diisiinje bize orta
mekdebin fizika we matematika kursundan tanys. Seyle-de
bolsa olaryn hésiyetlerini yatlap gegelin.

Kesgitleme. Eger ululyk éziiniih san bahasy
bilen hisiyetlendiryin bolsa, onia skalyar ululyk diyilyér.

Meselem, massa, gowriim, uzynlyk, temperatura
skalyar ululyklardyr.

Kesgitleme. Eger ululyk 6ziinifi san bahasy
hem-de ugry bilen hésiyetlendirydin bolsa, ona wektor
ululyk diyilyér.

Meselem, tizlik, tizlenme, giiy¢ we suna menzes

ululyklar wektorlardyr.
Wektora ugrukdyrylan  kesim hokmiinde garasak kesimi
céklendiryan iki nokadyn haysynyn baslangyc we haysynyn
ahyrky nokatdygyny anyklamaly bolarys. Suratda wektorlaryn
ahyrynda strelka goyulyar (15-nji surat).

D
b
i
i g C
15-nji surat.

Yazuwda wektor kesimi ¢éklendiryin iki bas harp bilen ya-da
yekeje kici harp bilen belgilenip, onun {istiinde yiti ujy sag
tarapa  ugrukdyrylan strelka goyulyar. Meselem.

AB. CD 4, b . Wektor iki bas harp bilen belgilenende

56



wektoryn baslangyjy birinji orunda, ahyry bolsa ikinji orunda
yazylyar.

AB wektoryii uzynlygy ‘ﬁ‘ balen belgilenyir.Ona wektoryi
moduly hem diyyarler. Uzynlygy nula den bolan wektora hem

garayarlar. Ona nul wektor diyyarler.Ony O bilen belgileyarler.
Nul wektoryn belli bir ugrukdyrylan tarapy yokdur. Nul
wektoryn baslangy¢ nokady we ahyrky nokady biri-birinin
istiine diisyar

Uzynlygy bire den bolan wektorlara birlik wektorlar diyilyar

AB, CD, ..a, b ektorlara ugurdas birlik wektorlar

AB",CD", ...,a", b’,... bilen belgilenyér.

Matematikada dine ugry we ululygy bilen hésiyetlendiryin
wektorlar 6wrenilyér. Olara erkin wektorlar diyilyér. Fizikada
erkin wektorlardan basga wektorlara hem, meselem,
baglanysykly wektorlar diyilyan wektorlara hem garalyar.
Mysal {icin, gozganmayan oka birikdirilen diske haysy bolsa-
da bir giiy¢ tdsir edyar diyelin.Eger giiy¢ A nokada goylan
bolsa,onda disk sagat diliniin ugry boyunga, B nokada goylan
bolsa sagat dilininn garsylykly ugry boyunga aylanyp baslar.
Eger-de giliy¢c O nokada goylan bolsa, onda disk dyng¢lyk
yagdayyny saklar (16-njy surata ser.).Bu yerde sol bir
ugraugrukdyrylan giiyjin  haysy nokada goylanlygy rol
oynayar. Bu hili wektorlara baglanysykly  wektorlar
diyilyar.Erkin wektorlaryn bolsa haysy nokada goylandygy
diiypli rol oynaman,dine olaryn ululyklary we ugurlary rol
oynayar.

Asakda difle erkin wektorlara garalyar. Parallel goni
cyzyklaryn {istiinde yatyan wektorlara kollinear wektorlar
diyilyér. Bir wektoryn beyleki wektora kolliinearlygy parallelik
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alamaty bilen belgilenydr. Meselem, ABwektor CD wektora
kollinear bolsa, onda A4B// CD gérniisde yazylyar.
Parallel tekizliklerde yatyan wektorlara komplanar wektorlar
diyilyér.

Nul wektora islendik wektora collinear we komplanar
wektor hokmiinde garamak bolar

16-njy surat.

Eger iki wektor:
1) kollinear bolsa,
2) bir tarapa ugrukdyrylan bolsa,

3) uzynlyklary hem den bolsa, onda sol iki wektora dzara den
wektorlar diyilydr. Uzynlyklary defi bolan, emma garsylykly
ugra ugrukdyrylan wektorlara garsylykly wektorlar diyilyar.

§ 2. Wektory sana kopeltmek

a wektoryn hakyky A sana kopeltmek hasyly diyilip,
birinjiden a wektor bilen kollinear bolan, ikinjiden uzynlygy

—

|| |a] den bolan, tigiinjiden A>0 bolanda & wektor bilen bir

ugra ugrukdyrylan, A<0 bolanda a wektor bilen garsylykly
ugra ugrukdyrylan wektora aydylyar.
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a wektoryn hakyky A sana kopeltmek hasyly Za bilen

belgilenydr.Wektory hakyky sana kopeltmegin hésiyetlerine
garalyn.

1. Islendik a wektor hem-de a we B sanlar {igin
a(pa) =(ap)a (3-1)
denlik dogrudyr.

Hakykatdan-da, eger o we B sanlaryn alamatlary bir menzes
bolsa, onda (3-1) denligin ¢ep we sag Dboleklerinddki
wektorlaryn ikisi-de a wektor bilen bir ugra ugrukdyrylan
bolyarlar, eger-de o we B sanlaryin alamatlary diirli bolsalar,
onda olaryn ikisi-de awektor bilen garsylykly ugra
ugrukdyrylan bolyarlar. Sonada gori-de, o (fa)we(af)a
wektorlar kollinear we bir ugra ugrukdyrylan

—— - .
Sne—
A e LA 30 A LA =0
E L‘?-
. == e
A o LA A= (A =—23
17-nji surat.

wektorlardyr. Ondan bagga- da ol wektorlaryn ikisinin hem
uzynlygy || | 8] |a| dendir.

Diymek, «(@p) we (apa Wektorlar dendirler.(Eger,
a,p sanlaryn biri ya-da a wektor nula den bolsa, onda (3-1)
denligin iki bolegi hem nula den bolar).
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2. Nula den bolmadyk islendik a wektora kollinear bolan b
wektor licin

b =i (3-2)

denligi kanagatlandyryan A san bardyr we ol san yeke-tdk
sandyr.

Hakykatdan-da, a we b wektorlar kolinear bolany iigin a
wektoryn uzynlygyny A gezek uzaldyp ya-da gysgaldyp,

uzynlygy b wektoryn uzynlygyna den bolan g wektory
alarys.(A>0 diyip hasap edyiris). Eger a we b wektorlar bir
ugra ugrukdyrylan bolsalar, onda b = Aa, eger dirli ugra
ugrukdyrylan bolsalar, onda » = —Aa bolar. Indi bize A sanyi
yeke-takligini subut etmek galdy. Goy, A sandan bagga-da (3-2)
denligi kanagatlandyryan M san bar, yagny
b = Ad we b = A,a diyelin. Yokarky denliklerdiki A we A1
sanlaryn alamatlarynyn birmenzesdigi 6z-6ziinden diistinikli. A
>0 we A1 > 0 diysek onda

b

5| =|aa| =| Alla|= Ala

5] = |4dl =l lal= 2 Ja

Bu yerden A=A1 gelip ¢ykyar. a wektory hakyky A sana
bolmeklik a wektory % sana kopeltmek bilen galsyrylyar.
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§ 3. Wektorlary gosmak we ayyrmak.

Kesgitleme. Umumy O baslangyjy bolan a we b iki
wektoryin jemi diyip, sol wektorlaryn umumy O

baslangyjyndan ¢ykyan hem-de a we b wektoryi iistiinde
gurlan parallelogramyi dioganaly bolup hyzmat edyin
iiciinji ¢ wektora aydylyar we (18-nji sur.) @+D bilen
belgilenyir.18-nji surata gord
c=a+b ya—da OC=0D+ @Yazyp bileris.(Umumy
baslangyjy bolmadyk a we b wektorlary, olaryn ugurlaryny

iiytgetmezden 6z-0ziine parallel edip siiysirmek arkaly umumy
baslangyja getirip bol}'/andygynEbelléliﬁ.)

2 6"
c
@) —® C
é\ a-b /;b;’,/
B
18-nji surat

18-nji suratdan OB =DCweOD =BC boljagy goriinyir. Onda

aweb wektoryn jemine beren kesgitlemédmizi asakdaky yaly
edip aydyp bileris.

a wektoryn ahyryl; wektoryn  baslangyjy bolan iki
wektoryin jemi diyip, baslangyjy awektoryin baslangyjy
bilen, ahyryl; wektoryn ahyry bilen gabat gelyin iiciinji ¢
wetora aydylyar (18-nji sur.). Iki wektoryn jemine den bolan
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liciinji wektory gurmagyn birinji usulyna parallelogram usuly,
ikinji usulyna bolsa tigburglyk usuly diyilyar.

Birndce wektoryn jemini tapmak ii¢in kopleng tigburglyk usuly
peydalanylyar.Meselem, 4,, d,, d,, d, we a;wektorlaryin jemini
gurjak bolsak, onda a, wektoryn baglangyjyny a, wektoryi
ahyrynda, d, wektoryn baslangyjyny a, wektoryi ahyrynda, a,
wektoryn baslangyjynyad, wektoryn ahyrynda, a, wektoryn
baslangyjynya, wektoryn ahyrynda yerlesdiryéris.Baslangyjy
birinji a, wektoryn baslangyjy, ahyry i sonky a, wektoryi
ahyry bilen gabat gelydn wektor berlen bdas wektoryn jemi
bolar (19-njy sur.).

Yokarda gorkezilisi yaly edip, berlen wektorlaryn jemini
gurmak usulyna wektorlaryn jemini tapmak diyilyar.

Indi iki wektoryn tapawudy diylip ndimé aydylyandygyna we
onun nihili tapylyandygyna garalyi.

aweb wektoryin tapawudy diylip, kemeldiji b wektor
bilen gosulanda kemeliji & wektory beryéin iiciinji ¢
wektora aydylyar we a —b bilen (¢ =a—Db) belgilenyir.

19-njy surat.
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E:é—gwektory gurmaklyga, ai-b tapawudy tapmak
diyilyar. E:ﬁ—gwektory gurmak tgina we b wektorlary
umumy O baslangyja getiryarler we kemeldiji b wektoryn
ahyryndan kemeliji a wektoryn ahyryna wektor gegiryarler
(20-nji surat.).

21-nji suratda kollinear wektorlaryin jemininn we tapawudynyn
tapylysy gorkezilendir.

Wektorlarysi jeminisi hdsiyetilerine garalyri.
1.Islendik A san ii¢in

Ma+b)=2d+b. (3-3)

Hakykatdan hem, diigniiklilik ticin A>0 diyelin. &= ?CZ)
wektory we a-+b jem bolan ABwektory A sana kopeldelifi
(22-nji surat.). Sonda biz Addei bolan AC, wektory we

A (Zz+l;) wektora den bolan A—B1 wektoryalary alarys.
A ABC we A AB:1C: garalyn

=

20-nji surat.
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B B
A B,_»—_., Cr—"—w'—“—“B

K@ —a+B CE = a’-‘B‘

B c =
Ny o [ ki SR
L — > A e e
= &
o - TE AC =%+5
21-nji surat.

Bu iigburglyklaryn A burgy umumy we burca seplesyéin iki
tarapy proporsional

AC]_ _pal |2l _ Jd
|AB;| |a@E+Db)| |alla+bl |a+bl

Diymek, A ABC ~A AB1Ci. Sona gora-de

By _[24]

bl

b yerden|C,B,| = Alp| (4> 0|2 |= 1)

Surata gord C,B|| b. Diymek, C,B, =4 b. 22-nji  suratdan
AB, = AC, +C, B, ya-da 1 (a+b)=A1 a+Abalyarys.

Gosulyjylaryii ornuny calsyrmaklyk olaryii jemine tisir
etmeyir, yagny wektorlaryn jemi kommutatiw kanuna
boyundyr. Bu kanunyn dogrulygy wektorlaryn jeminin
kesgitlemesinden gelip ¢ykyar.
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=]
=z}
P

a+b B B

22-nji surat.

5+(5+6):(5+B)+6

23-nji surat.
3. a+(b+c)=(a+b)+c (3-5)

Islendik ii¢ wektoryn jemi assosiatiw kanuna boyundyr,yagny
gosulyjylary islendik gorniisde toparlamak bolyar. Bu kanunyn
dogrulygy 23-nji suratdan goriinyar.

4. 1slendik o we B hakyky san hem-de a wektor iigin

(a+p) a=aa+fa (3-6)

denlik dogrudyr.

Hakykatdan-da, (3-6) denligin ¢ep we sag boleginde yazylan
wektorlaryn kollineardygyna siibhe yok. Eger a we B sanlaryn
alamatlary birmenzes bolsa, onda (3-6) denligin iki bélegindaki
wektorlar bir ugra ugrukdyrylandyrlar (a > 0; we B >0 bolanda
wektorlar @ wektor bilen udurdasdyrlar a < 0; we B <O
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bolanda  wektorlar &«  wektor  bilen  garsylykly
ugrukdyrylandyr.). Kesgitlilik ti¢gin o > 0; p >0 hasap edip,
(3-6) denligin  sag we c¢ep boleklerinin uzynlyklarynyn
dendigini, yagny ‘(0{+ ﬁ)a‘: ‘aa+ Jéj 5‘ boljagyny gorkezelin.
24-nji suratdan

aa+pfa =‘aa +|p aalarys

ey M PO

aal+|fa) =@+ pa=(al+ f)

a we f sanlaryn alamatlary bir menzes bolany igin
&+ B|=la~+ 5]

a N ='F-]
pa
cd pa
r o
A = C
24-nji surat.
V18 }.' '
-~ ~ =l
25-nji surat
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Diymek, \a5+ ﬂa\: o+ flfa= ‘(a-i— B) 5\.

Biz (3-6) denligin sag boleginddki wektoryn
uzynlygynyn cep bolegindédki wektoryn uzynlygyna dendigini
gorkezdik.

a we [ sanlaryil alamatlary diirli bolan yagday hem yokardaka
menizes subut edilyar.Indi kdbir meselelere garalyn

1-nji mesele.

1)‘ §+BH§ —b‘,Z)‘ 5+6‘>‘5 —5‘,3)‘5+B ‘ <‘5 —5‘ bolmagy tigin

a web wektorlar 6zara nihili yerlesmeli ?

Cozulisi Zwel;wektory umumy O baglangyja
getirelin. Sonda a +bwe a —bwektorlar taraplary a web
bolan paralellogramyn dioganallary bolarlar (25-nji sur.).
AOAB we AOBC garalyn. ‘OTLlHR’

de

;ﬁumumy. Sona gora-

1) eger ZAOB=/0OBC bolsa ‘5+B

:‘E[ —b‘ bolyar.

/AOB+/0BC=n bolany {i¢in a web wektorlar &zara
perpendikulyar bolmaly

2)/AOB</OBC  bolsa ‘&HZ

>‘g —b‘ bolyar. a web

wektorlar yiti bur¢ emele getirmeli.
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26-njy surat.

3) /AOB>/OBC bolsa ‘* *<a—b‘ bolyar. @ web

wektorlar kiitek burg emele getirmeli.

2-nji mesele Eger O nokat ABC iicburclygyn
medianalarynyii kesisme nokady bolsa, OA+OB+OC =0
bolyandygyny subut etmeli. (26-njy surat).

Coézilisi AABC-nii taraplaryna AB, BC,CA, wektorlar
hokmiinde garasak, onda

AB+BC+CA=0 (3-7)
26-njy suratdan alarys:

OA=2NA=2(NC+CA) = 2(1BC+CA)
3 3 32

OB=21B=2(LA+AB) = 2(LCA+ AB)
3 3 32

- 2_.

OC_EMC_—(MB+ BC) _—( AB +BC)

Bu ii¢ denlikden
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3— 3 -

O—A+E§+R‘:%ﬁ‘+%C—A+EAB:E(Z§+Eg+ CB) =

.0=0

N | W

§ 4. Wektoryn oka bolan proeksiyasy we onun hisiyetleri

Kesgitleme. AB wektoryi baslangy¢ A nokadyndan we
ahyrky B nokadyndan [ oka gegirilen perpendikulyarlaryn
esaslarynyn arasyndaky ugrykdyrylan AiB: Kkesimin

ululygyna Ewektoryﬁ [ oka bolan ortogonal proeksiyasy
diyilyar.

ﬁwektoryfl [ oka bolan proeksiyasy asakdaky valy
bellenilyar:

pr, AB =AB,

Wektoryn oka bolan proeksiyasynyn hésiyatlerine garamazdan
ozal wektor bilen okun emele getirydn burgy diyip ndma
diistinyéndigimizi aydynlasdyralyn.

Kesgitleme. | okui polofitel ugry bilen AB wektoryn

ugry arasyndaky burcun Kicisine ﬁwektoryﬁ [ok bilen
emele getiryin burcy diyilyir.

AB wektoryi/ ok bilen emele getirydn burgy 27-nji suratda ¢

bilen gorkezilendir , @ wektoryi /oka bolan A B, proeksiyasy

Ty < % bolanda polozitel bolyar, §< @ <3_7[

2 2

bolanda otrisatel bolyar. Wektoryn oka bolan proeksiyasynyn
esasy hasiyetleri asakdakylardan ybarat.
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1. Ewektoryﬁ / oka bolan A, B, proeksiyasy Zwektoryﬁ

uzynlygynyn a wektoryn /ok bilen emele getirydn burcunyn
kosinusyna kopeldilmegine dendir, yagny

prya=|d|cos g (3-8)

Bu hisiyet 27-nji surat arkaly ansat subut edilyar.

2. Islendik A san ii¢in 1a wektoryn [ oka bolan proeksiyasy, a
wektoryn proeksiyasynyn A sana kopeldilmegine dendir, yagny

priAd = pr, a

Subudy. A>0bolsa, awe ia wektorlar ugurdasdyrlar.
Sona gora-de olaryn ikisinin hem / ok

R A
A i B,.a-‘“"‘— :
e E 'A1
A, 7 By ! ' e E""‘I
a) ©< 7 o B S <o
27-nji surat
N ana (A=0)
sz ¢ o) -
e [ a =
—---<_#-e,t
28-nji surat.
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bilen emele getiryin burclary sol bir bur¢dyr. A < 0 bolsa awe
Aa wektorlar garsylykly ugrukdyrylandyr. Bu yagdayda a
wektor ok bilen ¢ burgy emele getirse, Aa wektor / ok bilen «
— ¢ burgy emele getirer (28-nji surat.)

Subut eden hésiyetimize gord A > 0 bolanda

pr Aa =| A |cosp= | d|cosp=A pra. A <0 bolanda

(4] =-2) pr, 28 | 28 |cos(z — p)=—A| d|cos = 4 pra.

Diymek, islendik A {i¢in alarys:
pr, Aa=A pr a.

3. Birndge wektoryn jeminin [oka bolan proeksiyasy sol
wektorlaryn loka bolan proeksiyalarynynn jemine dendir.

Ansatlyk ligin bu hésiyeti a web iki wektor ii¢in subut edelii.

Zwektoryﬁ a wektora gord néhili yerlesendigine garamazdan,
ony ugryny iiytgetmezden 6z-6ziine parallel edip siiysirip

;wektoryﬁ ahyry Zwektoryﬁ baglangyjy bolar yaly
edip bileris. 29-njy suratdan goriisi yaly

pr, (a+b)= AC= AB,+BC,.
Emma pra=AB;; prl6 =BC
Bu deiliklerden pr, (a+b)=pra+ prb alarys. Bu hisiyet

islendik sandaky wektorlar {igin hem edil seyle subut
edilyar.
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29-njy surat.

Subut edilen ii¢ hdsiyetden asakdaky netijeleri alyarys.
1. Eger a=bbolsa,onda olarysi sol oka bolan proeksiyalary
hem dendir. Bu netije birinji hédsiyetden gelip ¢ykyar.

2. Islendik C1, C», ... ,Cn sanlar weai, as. ...,a, wektorlar Ui¢in

pri(Coa,+Cya,+..+C,a,)=Cpria,+Cypriay +...+C, prya,.

n n

Bu netije 2-nji we 3-nji hasiyetden gelip ¢ykyar.

3. Eger a web wektorlar kollinear bolsalar, onda olaryii diirli
oklara bolan proeksiyalary proporsionaldyr.

Hakykatdan-da, aljo bolsa a=2 b. Ikinji hisiyete gord, islendik
[, wel, oklar ti¢in

pr,a= pr, Ab=2pr, b,

prlzazprlzﬂ,l;: Apr, b.

Bu yerden prha _pna_ 1 gelip ¢ykyar.

= =

prb prb

Tersine, awebwektorlaryii diirli oklara bolan proeksiyalary

proporsional bolsalar, olar kollineardyrlar diyen netijani subut
etmek Ordn ansatdyr. Sonuil licin hem 1ki wektoryn diirli oklara
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bolan proeksiyalarynyn proporsianallygyna iki wektoryn
kollinearlyk serti diyilyér.

Bellik. 1) Umumy baslangyja getirilen @ we 5 wektorlaryi
arasyndaky burg diylip, sol wektorlaryn polo£itel ugurlarynyn

emele getirydn, 180°-dan ki¢i bolan, burcuna aydylyar; we
a bbilen belgilenyir2) awektoryi b wektora bolan

procksiyasy diyip, Ewektoryﬁ b wektora kollinear we b
wektor bilen ugurdas [oka bolan proeksiyasyna aydylyar.Ol

pr; abilen belgilenyir. Acyk gorniisi yaly

pr;a=lalcos(a, b).

3-nji meseleUzynlygy 5-e den bolan a wektor 5 wektor

bilen 60° bur¢ emele getiryar. a wektoryn b wektora bolan
proeksiyasyny tapmaly.

Cozilisi. prgZz:|c7|cos(Ei,E):5-c0s60°=2,5

§ 5. Wektorlaryn ¢yzykly kombinasiyasy.
Wektory bazisler boyun¢a dagytmak

Kesgitleme. a,, a,, a,, ...a, Wektorlaryii ¢yzykly
kombinasiyasy diylip,

J— _  —

a,a, +o,a,,+aza;, +...+a,a (3-10)

n n

gorniisde yazylan wektora aydylyar.
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Bu yerde o, a,, a,, a, hakyky sanlardyr Eger
a=a,=a,=..=a,=0 bolsa, onda a,a, a,.
wektorlaryn ¢yzykly kombinasiyasyna triwial komblna51ya
diyilyr.

Kesgitleme a.a,,a,,...a, wektorlaryii triwial
bolmadyk haysy-da bolsa, bir ¢yzykly kombinasiy’asy nula
deii bolsa, yagny e,a,, +a,a,,+asas,+..+a,a, =0We

n n

RN N —

ol +a; +ai +..+a. #0bolsa, onda 4, a,,a,..a,

wektorlara cyzykly baglanysykly wektorlar
diyilyar.Cyzykly baglanysykly wektorlaryn in bolmanda biri
galan  wektorlaryn  ¢yzykly kombinasiyasy hokmiinde
anladylyp bilner.

_—

a,, a,, a,, ...,a, Wektorlaryi triwial kombinasiyasyndan basga
nula den yzykly kombinasiyasy  bolmasa, yagny
a,a,, +a,a,,+...+a,a, =0detlikden o =a,=.=a,=0
gelip ¢yksa, onda ol wektorlara ¢yzykly baglanysyksyz
wektorlar diyilyar.

Wektorlaryn ¢yzykly baglylyk diisiinjesi matematikada méhim
diistinjelerin biridir. Wektorlaryn ¢yzykly baglylygyna degisli
asakdaky teoremalary subut edelin.

1-nji teorema. Kollinear wektorlar ¢yzykly baglanysykly
wektorlardyr.

Biz bu teoremany 3-nji babyn 2-nji paragryfynda subut
edipdik.

2-nji teorema. Ikiden kop komplanar wektorlaryri
¢cyzykly baglanysygy bardyr.
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GoY, a,, a,, ...,a, komplanar wektorlar bolsunlar, a,, a,, a,
tic wektory alalynn we olary umumy O baslangyja getirelin.

30-njy surat.

Olar komplanar bolanlary ti¢in bir tekizlikde yatyarlar. Berlen
wektorlaryn haysy-da bolsa biri beylekisine kollinear, meselem

2,113, polsa, onda 1-nji teorema esasynda
Z-rm0a

cyzykly baglanysygyny yazyp bileris.

Berlen a,, a, we a, wektorlaryii hig biri beyleki ikisine
kollinear dél diyelifi. @, wektoryii A ujundan ti a» wektoryii
yatan goni ¢yzygy bilen kesisyingd o, wektora kollinear

wektor NA gecirelin. 30-njy suratdan alarys

_ —

a, =ON + NA. ON //OBwe NA//OC )
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1-nji teorema gora
ON = aa,; NA = £ a_;

ON we NA wektorlaryii bahalaryny (y) deilige goyup
alarys:

a=aa,+pfa.  (3-11)

Diymek, aT, aj, ajkomplanar wektorlar hemise c¢yzykly

baglanysykda bolyarlar.Eger seyle bolsa, onda teoremanyn
subudy, siibhesiz bolyan

a=a€+ﬂoz+0-;4+...+0-an
denlikden gelip ¢ykyar.

Ters teorema Egera, a,, a, wektorlarysi arasynda

triwial bolmadyk c¢cyzykly daglanysyk bar bolsa, onda olar
komplanar wektorlardyr.

31-nji surat.

Dogrudan hem, g0y « a, + Sa, + y a, =0bolsun, ,B’c?2 wektory
we ;/ajwektory umumy bir baslangyja getirirp, bu iki

wektoryn tstiinde parallelogram gursak, onda -aZ onun
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umumy baslangy¢dan ¢ykyan diagonaly bolar we olar bilen bir
tekizlikde yatar.

N e tije. Tekizlikde ikiden kop ¢yzykly baglanysyksyz wektor
bolup bilmez.

‘a, wektoryn (3-11) denlik bilen anladylysyna, a, wektoryii
Z we ;; bazisde dagadylsy diyilyar, o we [ sanlara
dagytmanyr koeffisientleri diyydrler.Eger bazis wektorlar 6zara
perpendikulyar bolsa, onda ona orthogonal bazis diyilyar.

Eger bazis wektorlar dekart koordinata sistemasynyn oklaryna
parallel hem-de birlik wektorlar bolsalar, onda olara dekart

bazisi diyilydr. Adatca abssissalar okundaky birlik wektor i,
ordinatalar okundaky birlik wektor _j bilen belgilenyir we
olara ortlar hem diyiliydr. Tekizlikde berlen islendik a
wektory goniiburgly koordinatalar sistemasynyn baslangyjyna
getirsek we sol a wektoryn ahyryndan koordinatalar oklaryna
td koordinata oklary bilen kesisydn¢d parallel c¢yzyklar

gecirsek, onda OBAC goniiburglugy alarys (31-nji sur).
Suratdan gorniisi yaly

a=0B+0C
bolar. pr,,a=x, pr,,a=y, bilen belgilesek, onda
OB=xi; OC=yj;wea=xi+yibolar. (3-11Y).

(3-11Y) formula ;wektoryﬁ dekart bazisinde dagadylysy
diyilyir. (3-11%) gorniisdiki denlik gysgalyk iicin simwoliki
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—_—

a = {x; y} gorniisde hem yazylyar. Meselem, ;=§i—7j
wektor, a = {5;—2} gorniisde yazylyar.
3-nji teorema. Hi¢ bir ikisi ézara kollinear bolmadyk

a,,a,,wea, komplanar wektorlaryii (3-11)desilik bilen
arnladylyan ¢cyzykly baglanysygy yeke-tikdir.

Goy, aT wektoryn iki diirli dagadylysy bar diyelin:

—

a,=a g"'ﬁlZ“’e 671:0‘2 ‘;2"":82‘73
Bu denliklerden alarys:

oy a,+pfa, =a,a,+f,a,
ya-da (o, —ay)a, +(B,— B,)a; =0

Eger-de (oq—a,)*+(B,—f,)? #0 bolsa, onda a,we a,
wektorlar collinear bolardylar. Teoremanyn sertine gora a_; we
a, wektorlar kollinear daldirler.

Diymek, ou -02=0we B1-B2=0 ya-da o1 = a2 We PB2=P2, yagny
o we [ sanlar yeke-takdir.

4-n ji teorem aGiiislikde iicden kip wektoryii hemise
triwial bolmadyk baglanysygy bardyr.

Goy, a,.a,,....a, (n>4)wektorlar berlen wektorlar bolsun.

a,, a,, a,,a,,Wektorlary alalyin.Bu wektorlaryii haysy bolsa-da
birisi  beylekisine kollinear bolsa, onda 1-nji teorema gora
olaryn ¢yzykly baglanysygy bolar.
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Berlen wektorlaryn kabir tigiisi  komplanar bolsa, onda 2-nji
teorema gora olaryn ¢yzykly baglanysygy bolar.

Goy a,, a,, a,,a,,wektorlary hi¢ bir iiiisi komplanar dil
diyelin. Berlen wektorlary umumy O baslangyja getirelin
a,wea,  wektorlaryi tekizligine o, wea, wektoryi
ahyryndan perpendikulyar gegirelin  (32-nji sur.). Bu
perpendikulyarlaryn M we N esaslaryny O baslangyg¢ bilen
birlesdirelin. OM, a,, a, wektorlaryn; hem-de OM, MC, a,
wektorlaryi  ON, a., a, wektorlaryii ~ hem-deON, ND, a,
wektorlaryn ti¢-ticden komplanar bolanlary tgin, 2-nji teorema
gora asakdakylary yazyp bileris.

/ R ST N SRR

32-nji surat

m:k1a+p1£; m:kza+ng
m>:k3(T\/l"l'pag;:klka E+P1k3;z+93g (3-12)

_—

@=k4m+p4;4=kzk4 a1)+pz p4g+p4a4 (3-13)

Wektor MC we mjsol bir Q tekizlige perpendikulyar
bolanlary ii¢in kollineardyrlar, sona gora-de
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(3-12) — (3-14) denliklerden hi¢ biri nula den
bolmadyk kabir m;,m,,m,,m, sanlar iigin
Ma+ng+msg1m4;4=0 (3_15)
alarys. Indi biz islendik a,, a,, ..., a, (n>4) wektorlar iigin
slibhe doretmeyan
mla+m2£+m3;3,m4 g+0-;5+...+0-a =0
denligi yazyp bileris. Teorema subut edildi.

(3-15) denlikden wektorlaryn islendik birini , meselem,
a, wektory beylekiler arkaly afiladyp bileris:

3, =08, + 2,8, + 3, (3-16)

a, wektoryii (3-16) deiilik bilen afiladylysyna 2« wektoryii &

8, 8 pasisde dagadylysy diyilyar. o, a,, o, Sanlara
dagytmanyn koeffisiyentleri diyilyar

5-nji teorema. gwektoryﬁ komplanar bolmadyk
a: a—z , a_e:, wektorlar bazisinde dagadylysy yeke-takdir.
Goy, a,,wektoryi

a, =y, +a,a, +a;a,

we
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54' :ﬁla+ﬂzg+ﬂsa

iki diirli dagadylysy bar diyelin.
Bu iki denlikden alarys.

(n-B)a+(a,~f)a, +(a—By)a, =0 (3-17)

(3-17) defilikde kibir i {icin «;—pB #0 bolsa, onda a,
wektory beyleki iki wektor arkaly anladyp bolar, yagny

—_—

a,,  wektorlar komplanar bolarlar. Serte gord olar
kompalar dal. Diymek, (3-17) denligin dogry bolmagy, iigin
a; = f.(i=12,3) bolmaly. Teorema subut edildi.

§ 6. Ginislikde goniburcly koordinatalar sistemasy.
Ginislikde dekart bazisi.

Ginislikde nokadyn ornuny kesgitlemdge miimkingilik
beryan sistema girizilen bolsa, onda ginislikde koordinatalar
sistemasy girizilipdir diyilyar. Ginislikde girizmédge miimkin
bolan koordinatalar sistemasynyn biri-de goniiburgly dekart
koordinatalar sistemasydyr.

Bir nokatda kesigydn ozara perpendikulyar iic okdan
ybarat bolan koordinatalar sistemasyna goniiburgly vya-da
dekart koordinatalar sistemasy diyilyar. Oklaryn birinjisine
abssissalar oky, ikinjisine ordinatalar oky, T{gciinjisine
applikatalar oky diyilyar we degislilikde OX, OY, OZ bilen
belgilenyir. Uc okuii kesisyin nokadyna, yagny O nokada,
koordinatalaryn baslangyjy diyilyar (33-nji sur.).
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Koordinatalaryn sag ulgamy tigin, OZ okun polo£itel
ugryndan seredyin gézes¢d OX oky O nokadyn towereginde

sagat dilinin tersine %burg: owriilende onun polofitel bolegi

OY okun polofitel bolegi bilen gabat gelmelidir.
Koordinatalaryn ¢ep ulgamy tigin, OZ okun polo£itel ugryndan
seredyan gozeged Ox oky O nokadyn towereginde sagat dilinin

ugryna % burg Owriilende onun

Z
J;": _________ —a M

7’

N

-
N

- . i e SN

—— i —— . ——

4

¥

¥
g

g 33-nji surat.

\
™
by

polofitel bolegi OY okun polofitel bolegine gabat
gelmelidir.OX we OY;OX we OZ; OY we OZ oklaryn istiinden
gecydn tekizliklere koordinata tekizlikleri diyilydr hem-de
kopleng XOY, XOZ, YOZ tekizlikleri diyilyar.Bu ¢ tekizlikler
ginisligi sekiz bolege bolyar.Ol boleklere 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8-
nji oktantlar diyilyar.Ilkinji dort octant XOY tekizliginden
yokarda, sonky dort octant (5, 6, 7, 8-nji oktantlar) XQOY
tekizliginden asakda yerlesyir.Goy, bize ginislikde erkin M
nokat berilsin. M nokatdan XQY, YOZ, XOZ tekizliklere M1 M,
M2M,  MsM, perpendikulyarlary  gecirelin. Bu g
perpendikulyaryn ululygynyn M nokadyn ginislikdéki ornuny
gutarnykly kesgitleyandigi diisniiklidir. Eger biz My nokatdan
OY we OZ oklara, Mznokatdan OX we OZ oklara Mz nokatdan
OX we OY oklara perpendikulyar gegirsek, onda OMx M3 My
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M1 M; M2 M parallelepipedi alarys MiM =OMy; M2M=0My;
M3sM=0M; sanlara M nokadyn koordinatalary diyilyar hem-de
olar degislilikde x, y, z bilen belgilenyér. Yazuwda M nokadyi

koordinatalary M nokadyn sag tarapynda yayyn iginde
M (X, Y, Z) gorniisde yazylyar. Ginislikde islendik
M(x,y,z) nokadyn ornuny baslangyjy  koordinatalar
baslangyjynda, ahyry M nokatda bolan oM wektoryn
berilmegi hem kesgitleyér. OM wektora M (X,y,z) nokadyn

radius wektory diyilyar we ol kopleng r bilen belgilenyir.
Degisliklikde OX, QY, OZ oklara parallel bolan
I, ],k birlik wektorlara dekart bazisi ya-da ortlar diyilyar.

Gegen paragrafyn 4-nji teoremasynda subut edilen baglanysygy
OM radius-wektor ti¢in dekart bazisi arkaly yazsak alarys:

r =OM =xi +yj +zk  (3-16Y)




34-nji surat.

Bu yerde x,y,we z Kkoeffisientler M nokadyn
koordinatalarydyr (34-nji sur.).

Goy, a islendik wektor bolsun, ony i T k bazise gori(3-16)
formula layyklykda dagydyp yazalyn:

a=ai+a,j +ak (3-161%)

Bu yerde a,,a,, a,,koeffisientler a wektoryii degislilikde
OX, OY, OZ oklara bolan proeksiyalarydyr. a,, a,, a,,sanlara

yr Yz

a wektoryii koordinatalary hem  diyilyar.  (3-161)

gorniisdaki yazuw gysgalyk tigin kopleng asakdaky gorniisde
yazylyar:

a :{ax, a,, az,}

Indi koordinatalary berlen wektorlaryn jemini tapalyn. Goy,
a =fa,.a,a,b ={,b,b,}  berlip a+b
wektory tapmaklyk talap edilsin. aweb wektorlary (3-16")
formula gord yazalyn we a + b jemde yerine goyalyn

—_—

a +b =(a,i +a,j +a,k)+(i +b,J +bk).

ya-da
a +b =(a, +b,)i+(a, +b,)j+(a, +b,)k.
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Diymek, koordinatalary bilen berlen iki wektoryn jeminin
koordinatalary gosulyjylaryn bir atly koordinatalaryny gosmak
bilen tapylyar.

; = {ax, a,, a,, } koordinatalary bilen berlen wektory A sana
kopeltmek ticin onun koordinatalaryny sol A sana kopeltmek
yeterlikdigini, yagny 1 a= {lax, Aa,,Aa,, }bol}'Ianyny hem
belldp gecelin.

Bizin 4-nji paragrafda getirip ¢ykaran iki wektoryn

kollinearlyk sertini koordinatalary berlen aweb wekotorlar licin
yazsak

denlikleri, yagny koordinatalary bilen berlen iki wektoryn
kollinearlyk sertini alarys

4-n ji mes el e Baslangyjy A(X;; Y, Z,) ahyry
B(X,; ¥,; Z,) nokatda bolan ﬁwektoryﬁ koordinatalaryny
tapmaly.

Coziulisi A we B nokatlaryn riwe r radius
wektorlaryny gecirelif.(3-16 ) gori

—

nL=xl+Y,]+zk, r, =Xl1+Y,]+zK.

Bu yerden
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—_

E:E—rl =X,T + y2j+zzk'—xli*—yl]"—zlk':6(2 —xl)rr
6’2 - Y1)T+(Zz - Zl)T(: {Xz XY, = Y14, - 21}-

Biz bu netijani wektoryn oka bolan proeksiyasynyn 3-nji
hésiyetini peydalanyp, gds-goéni hem yazyp bilerdik.

4

35-nji surat.

N e tije. Baslangye A we ahyrky B nokatlarynyn

koordinatalary belli bolan Néwektoryﬁ koordinata oklaryna
bolan proyeksiyalary, B nokadyn degisli koordinatalarynydan
A nokadyn degisli koordinatalarynyn ayrylmagyna dendir.

Meselem , baslangyjy A(3; 5; 1), ahyry B (-2; 1; 9)

—_—

nokatlarda bolan AB wektoryn koordinatalary — 2 — 3 = - 5;
1-5=—4; 9—1=8; defidir. Diymek, AB =-5i —4] +8k
ya-da AB = {~5,—4; 8} bolar.

5-nji mesele a=1{3; 2,1} wektory b={6; 1; 2},
c= {4, 5 -2}, d= {, —5; 4} bazisde dagydyp yazmaly.

Cozilisi (3-16) formula gord yazyarys.

a=agb+a,c+a,d
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o1, o2, o3, sanlary kesgitlemek {i¢in bu denlikde berlen

- — —

a b cd wektorlaryn 1, ], K, dekart bazisde dagytmalaryny
goyalyn:

3i+2 +K=a, i+ j+2k)ra,@is5]+ 2k )

o, i+ 57+ 4K (6a, +4a, + a3)i+*
(a;+5a, +5a;) j+ (2a, —2a, +4a,)k

Bu yerden 4-nji paragryfyn 1-nji netijesine gord ou, o2, o3
nébelliler ti¢in ¢yzykly ii¢ defileme sistemasyny alarys:

6a, +4a,+a =3
a,+5a, =50, =2
200+ 2a,+4a; =1

Bu sistemany ¢oziip alarys.

31 33 30
a]__ 1a2___1 =T
8 8 8
e & = 253,020
Seylelikde g’ g’ g

6-njy mesele. Ml(xl ylz,l), Mz(x2 Y, 2’2)
nokatlardan gecydn goni ¢yzygyn lstinde M1 M= AM M;
bolar yaly M (x, Y, Z ) nokady tapmaly.

C o zilisi 36-njy suratdan gorniisine gord

WM :OW_OM;:{X_&; Y—=Yu Z_Zl}’
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36-nji surat

Meselanin sertine gord M; M =AM M, bolmaly. Diymek,
%X Y=Y 2,2

ya-dax—x =0, —xW, y-y=y,-y) Az-z=@, -z}

Bu deiiliklerden alarys

X_x1+/7,x2 it Aay, Z_zl+/1z2
1+4 1+4 1+ 4

A>0 bolsa M nokat M1 Mz kesimin istiinde, A<0 bolsa, M
nokat M1 Mz kesiminn dowamynyn {istiinde yatar. Ciinki A>0

bolanda M;M we MM, wektorlar bir ugra. (Bu meseld 61

garalypdy.)  A<O0 bolanda garsylykly ugra ugrukdyrylan
bolyarlar.
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§ 7. Iki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly we onuii esasy
hasiyetleri

Kesgitleme aweb iki wektoryii skalyar

kopeltmek hasyly diylip, a web wektorlaryn

uzynlyklarynyii sol wektorlaryi arasyndaky burcun
kosinusyna kopeldilmegine deii bolan skalyar ululyga

aydylyar. Ol, (a,b) ya-da a -b bilen belgilenyir.
Kesitlema gora

5 =ffeos( 5, 5 3-19)

(3 — 18) denligin sag bolegini wektorynn oka bolan
proyeksiyasynyn 1-nji hisiyetinden peydalanyp, asakdaky yaly
yazyp bileris.

3-[bleos@, 5)-a(B cos@, b ))=a pr.
cos€ b} (\ \cosé bq))zq

b pr55

—

al-

Onda (3 — 18 ) denlik asakdaky gorniisi alar:

a- b:‘a‘ pr. b= ‘b‘ pr-a (3-19)
(3 — 19) denlige layyklykda iki wektoryn skalyar kopeltmek
hasylyna asakdaky yaly kesgitleme hem berip bileris.
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a web wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly sol
wektorlaryi birinin uzynlygynyn beyleki wektoryn, birinja
bolan proeksiyasyna kopeldilmegine dendir.

Iki wektoryn skalyar kopeltmek hasylynyn skalyar
sandygyny berk bellemek gerek. Iki wektoryn skalyar
kopeltmek hasylynyn esasy hdsiyetlerine garalyi.

1.1ki wektoryn skalyar kopeltmek hasyly, berlen
wektorlaryn biri nula den bolanda ya-da berlen wektorlar 6zara
perpendikulyar bolanda nula deiidir we diie sol halda nula
dendir.

2. a-b=Db-a, yagny wektorlaryii skalyar kopeltmek
hasyly orun c¢alsyrma kanunyna boyundyr.1-nji we2-nji
hisiyetin dogrulygy oOrdn aydyn bolany i¢in subudyny
getirmeyaris.

3.Iki wektoryn jemininn {cilinji wektora skalyar

kopeltmek hasyly sol wektorlaryin tiglinji wektora skalyar
kopeltmek hasyllarynyn jemine dendir.

(a+b).c=a-c+b-c
Basga soz bilen aydylanda, iki wektoryn jeminint {igiinji

wektora skalyar kopeltmek hasyly kopeltmegin paylasdyrma
kanunyna boyundyr.

Hakykatdanda, (3 — 19) formula gora
(5 + 5)- c :‘E‘ pr. (5 + B) yazyp bileris.

Wektoryn oka bolan proeksiyasynyn 3-nji hisiyetine gora
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pr. (5+ 5): pr. a+ prgB.

Diymek,

(@+b)-c=ld| (pr.a+ pr.b)=c-a+c-b=a-c+b-c
4.Islendik skalyar A kopeldiji {i¢in, wektorlaryn skalyar
kopeltmek hasyly kopeltmegiin utgasdyrma kanunyna boyun
egyar:
(@ b)=(1a)-b=a-(1b)

Bu derlik bilen anilladylyan skalyar kopeltmek hasyllarynyn
ticiisinift hem sol bir sana dendigini gorkezelin.

gga}wgwm%;%j
()= plpr, ()
Wektorynl oka bolan proeksiyasynyn 2-nji hdsiyetine gora
pr- Aa= Apr a

Diymek,

()5 =512 pr, 3= A5 pr, 3= 4 co [a’ aj
Edil suna menzes edip alarys.
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5 (5 )- 4 3] cos [a“ B’J‘

5. Wektoryn 6z-6ziine skalyar kopeltmek hasyly sol wektoryn
uzynlygynyn kwadratyna dendir.

a-az‘a 2,

Bu hésiyet iki wektoryn skalyar kopeltmek hasylynyn
kesgitlemesinden gelip ¢cykyar.

§ 8. Koordinatalary bilen berlen wektorlaryn skalyar
kopeltmek hasyly

Goy, a={X;V;z; we b={X,; y,;2,;} berlen
bolsun. Bu iki wektoryn skalyar kopeltmek hasylyny tapalyn.

a=xl+y, J+z,k,

b=x,i+Yy, j+7,k

denlikleri ulanyp alarys.

5'6: (X1i+Y1_J:+21E) (X21i+y2_j:+22 E)

Wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylynyn 3-nji hésiyetine
layyklykda biz bu iki yayy kdpagzany kdpagza kopeldilis usuly
bilen kdpeldip bileris.
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+1, yZET+X122i'E+ylZZ j k+z, ZZE-R

Emma 6zara perpendikulyar wektorlar bolany {i¢in

—_ — — — —_ — _ — —_ — _— —

Sona gord-de alarys.

—_— —

a-b=x-X+Yy,Y,+2-2, (3-21)

Diymek, koordinatalary belli bolan iki wektoryn
skalyar kopeltmek hasyly bir atly koordinatalarynyn kopeltmek
hasyllarynyn jemine dendir.

(3 — 21 ) dernlikden iki wektoryn koordinat gorniigdaki
perpendikulyarlyk serti gelip c¢ykyar. Eger a _L b bolsa,

—_— —

a-b =0.yadax,x,+Yy,-y,+2,-2,=0

(3 — 21) formuladan koordinatalary bilen berlen wektoryn
- - —|2
uzynlygyny tapmak bolar. a-a:|a| formulany ulanyp

taparys:
|5|=w/xf+yf+zf. (3-22)

Biz indi koordinatalary belli bolan islendik Zwektoryﬁ
koordinata oklary bilen haysy bur¢ emele getiryandigini 6rdn
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ansatlyk bilen kesgitlip bileris. Goy, a={x;y;z}bolsun we
ox,oy,ozoklar bilen degislilikde ¢, f, y burglary emele
getirsin. (3 —8) formula boyunga

y= ‘E‘COS,B ;L= ‘E‘COS Y yazyp bileris.

Bu yerden alarys

cos o == — X (3—23);

El \/x2+y2+22

y :
cos B = (3—24);
X2 +y? + 22

V4

cos y = ; (3—25)

X2 +y? + 22
(3 — 23)- (3 — 25) denlikleri ilki kwadrata goterip, sofira
agzaba-agza gosup alarys:

cos *a+cos ?B+cos °y =1

Kéabir meselelere garalyn.

7-nji mesele. M, (X;; Y5 Z)WweM, (X,; Y,; Z,)
nokatlaryn arasyndaky uzaklygy tapmaly.

Cozilisi M1 we Mz nokatlarynn arasyndaky uzaklyk
W wektoryn uzynlygyna dendir. Emma
MM, =1{X, =X Y, -V, Z, -z, }(su babyi 3-nji meselesine
ser.). Sona gora-de
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|M1M2| =|M1M2| :\/(Xz _X1)2 + (Y2 - y1)2 + (Zz _Zl)'

8-nji mesele. a=1{x vy, z,} we bix, y, z,} wektorlaryi
arasyndaky burcy kesgitlemeli.

Cozilisi aweb wektorlaryn skalyar kopeltmek
hasylyny yazalyi.
Ccos (5, 5)

a b

: ~h._ab
bu yerden cos (a: b)=

, ya-da

(o)

al -

‘

X1X2+y1y2+2122

2 2 2 2 2 2
\/Xl +y, +74, '\/X2+y2+22

oS (51 5)=

§ 9. Iki wektoryn wektor kopeltmek hasyly we onuii esasy
hasiyetleri

Kesgitleme 1) uzynlygy san taydan a web
wektorlaryn iistiinde gurlan parallelogramyii meydanyna
den bolan, 2) a  web wektorlaryih  ikisine-de
perpendikulyar bolan, 3) ahyryndan seredilende birinji
wektoryn, ikinji wektor bilen gabat gelmegi iicin birinji
wektory sagat dilinii hereketininn tersine Kici burca
owriilyin edip gorkezyin iicinji cwektora a web
wektorlaryn wektor kopeltmek hasyly diyilyér.
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Iki wektoryn wektor kopeltmek hasyly [5, B]ya-da ax
b yaly belgilenyir, a, b, we [5, 5]22 ic wektor sag
sistemasyny emele getiryar.

- ’.é;‘
O‘T 7 \ ) .
// j
4
:‘-‘ i L
& ™
o
~ 3]
ey S
'y
~
1'

37-nji surat.

-

a we b wektorlaryin stiinde gurlan parallelogramyn
meydanynyi [a[b| sin (5, A 6) bolany sebipli

laxB|=[a jo/sin (a."B) .(3-26)

Wektorlarynn wektor kdpeltmek hasylynyn esasy
hisiyetlerine garalyn.

1. a web wektoryn kopeltmek hasyly, bu wektorlaryn

biri nul wektor bolan halda ya-da a ||Bbolan halda we dile su
iki halda nula dendir. Bu hésiyet aydyndyr.

2. Wektor kopeltmek hasylynda wektorlaryn orny
calyssa, onda dine alamaty iiytgér: .
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i, 5L 5]

Hakykatdan-da, kesgitlemanin 1-nji punktyna gord
|axb|=|bxal], yagny axbweb x a wektorlaryh
uzynlyklary deil. Kesgitleménin 3-nji punktyna gord a,b, [5,6
we b, a, [5, 5] ticliikler sag ulgamy emele getirmeli. Bu bolsa
[5_5 we [f) éj wektorlaryil garsylykly ugrukdyrylandygyny

gorkezydr. Sona gora-de

.5]=- . 4]

3. Skalyar kopeldiji tcin iki wektoryn wektor
kopeltmek hasyly, kopeltmegiii utgasdyrma kanunyna boyun

egyar:
ala.b]=[1a,b][a,2 b} (3-27)

a) A =0bolanda (3 -27) dogry;
b) A =0 bolanda

|2 al=[2|[al; |2 B=|2 [bl;
sin(/la,“ 5):sin(5,“ 5);
sin (E,A A 5): sin(a,A 5).




38-nj surat

bolyandygyny g6z onlinde tutsak, seredydn wektorlarymyzyn
ticlisiniit hem uzynlyklarynyn, ugurlarynyn bir menzesligi gelip
cykyar. Diymek, (3 — 27) denlik A islendik hakyky san bolanda
dogrydyr.

4. a+ Bwektoryfl ¢? wektora kopeltmek hasyly
kopeltmegin paylasdyrma kanunyna boyundyr.

—

(5+B)><c° =axc® +bxce.
Subut etmek ti¢in ilki ax ¢ garalyn.

Bu wektorlary umumy baglangyja getirelii we umumy

baslangycdan c° wektora perpendikulyar bolan P tekizlik
gecirelin (39-njy surat.).

'—'
o
h

- o —— o




39-njy surat

04 wektorynn ahyryndan P tekizlige AA, perpendikulyar

gecirelit. Sonda OA; wektor OAwektoryit tekizlikdiki
proyeksiyasy bolar.

Bellik. Baglangyjy ;wektoryfl baslangyjynyn ahyry bolsa
ahyrynyn P tekizlige bolan proyeksiyasy bilen gabat gelyan

wektora Zwektoryﬁ P tekizlige bolan proyeksiyasy diyilyar.
Wektorlaryn tekizlige bolan proyeksiyalary ti¢cin hem
wektorlaryn jeminin proyeksiyasy gosulyjylaryil

proyeksiyalarynyin jemine dendir. Indi O wektory ¢
wektoryil ahyryndan seredilende sagat dilinin hereketinin

ugruna tarap 90° owrelifi. Sonda azwektory alarys. 04>

wektor, 04 wektoryn proyeksiyasyna perpendikulyar bolany
ticin, onuil O6zline-de perpendikulyardyr, P tekizlikde yatany

ticin ol ¢ hem perpendikulyardyr. 04 we c° wektoryn
arasyndaky burcy ¢ bilen belgildlin. lki wektoryn wektor
kopeltmek hasylyna gora

OA x % — OA,
we
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Emma

|O—Al| :|OT4| cos(90° — ¢):|a4| sing.

Bu deiliklerden |@|:|O_>P¢Sin(p gelip ¢ykyar. Kesgitlema

gori [OA

wektor OA; bilen ugurdas. |OA42 =|OAsingp =| OAx¢° | Indi
soniky denligi goz ontinde tutup alarys:

OAxc®=0A, (3-28)

Indi (;+I;)xc7tapalyﬁ. Suratyfl diisniikli bolmagy
ticin b wektoryn baslangyjyny a wektorynn  ahyrynda
yerlesdirelin. a we c° wektorlary umumy baslangyja getirelin
hem-de baslangycdan ¢ wektora perpendikulyar tekizlik
gecirelin. Umumy baslangye bilen b wektorynn  ahyryny
birlesdirelin (40-njy sur.). ;,B We OB=a+b wektorlaryn P

tekizlige bolan  O4,, A,B, OB,  proyeksiyalaryny O

baslangyjyil towereginde c® wektoryn ahyryndan seredilende
sagat dilinin  hereketinin ugruna 90° Owrelin. Sonda

OA,, A,B, OB, wektorlary alarys.




40-njy ¢yzgy

—_— —_— —_

ulanyp alarys:

&XCD :6&2, A_B>XC0 = AZBZ’ @XCD :O_B'2, O—BZ :a&z +AZBZ’
OB=0A+AB

Diymek

QA+ AB Jx ¢* = OBxc? =OB; =OA, + A,B, =OBxc’ +

—_— —_—

ABxc’ ya—da €+b)xc" =axc’+bxc’.

Indi islendik ¢ wektor tigin c =|E| gbolyanyny gbz oniinde
tutup we sonky denligiil iki tarapyny hem |E| sana kopeldip,

subut etmeli (a + b)x C =ax C+bx cdeiligi alarys.

§ 10. Koordinatalary belli bolan iki wektoryn wektor
kopeltmek hasyly
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Ilki dekart bazisinin ortlaryny,, yagny 7, 7, k
wektorlarynn  jiiblit-jiibiitden wektor kopeltmek hasylyny
tapalyn.

Kesgitlema gord

-

isz:O, fx}zo, /?XEZO;;X_]_::/;, fxE:Z

s g g |
S I
!:‘ o .‘XL':—K

41-nji surat.

— — — — — _  — —

er:j;, ka:—j, kXT:—i, foz_k_

Dekart bazisinini ortlarynyn ikisinin wektor kopeltmek hasyly
sag sistemasyny diizydn bolsa {iglinjisine den, ¢ep sistemasyny
diizseler ii¢linjisine ters alamaty bilen denidir. Sag we ¢ep
sistema 41-nji suratda gorkezilendir.

Indi koordinatalary belli bolan a={x,;y,;z, } we b=1{x,;,;z,}
wektorlaryil wektor kopeltmek hasylyny tapalyn.

axb :(x17+ y, ]+ zlﬁ)(x27+ Y, ]+ ZZIZ)
denligin sag boleginin  wektorlaryn  wektor kopeltmek
hasylynynn ~ 3-nji we 4-nji  hasiyetlerine layyklykda,
kopagzalaryn  kopeldilisine  menzeslikde we i, ;; k
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wektorlaryil gelis tertibinin saklanmalydygyny goz oiiinde
tutup, dagydyp yazalyii:

—

axb=xX,1 xi +y, X, jxi +Z,X, Kxi +xy,1 x ]+
+ V.Y, IX I+ Y, Kx J+X2,1 xK+Y,2, jxk+ 2,2,k xKk.

i 7 %wektorlaryﬁ wektor kopeltmek hasyllary barada
yokarda aydylanlary g6z oiilinde tutup alarys:

—

axb= —le2E+ lez_j"' X Y k- 21Y2i_ Xlzz_j"' Y122F:
= (ylZZ -4y, )i + (lez - XlZZ)j + (lez —YiX; )k'

Yaylaryi i¢indéki sanlaryn her birinin ikinji tertipli kesgitleyji

bolyanlygyna gord, ax b wektory asakdaky vyaly yonekey
gbrniisde hem yazyp bileris:

axp="t A A5 R 3og
Y, Zz X, I X Y,
ya—da
- z
axb:{ y]_ 1 ’_Xl 21 : Xl yl} (3_29/)
Yo 4 X L) % Y,

(3 —29) denligin sag boleginin birinji setirii elementlerine gora
dagydylan ti¢iinji tertipli kesgitleyjidigi goriinyar.
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k
XY nf (3-29")
X, Yo Y,

Kiébir meselelere seredelin.
11-nji mesele. Depeler

—

i
axbh=

A (X1; y1; 71), B (X2; y2; z2) we C (x3; Y3; Z3)

nokatlarda bolan iigbur¢lugyin meydanyny tapmaly.
Coziulisi. ABwe AC wektoryn wektor kopeltmek

hasylynyil uzynlygy kesgitlema gord, ABwe AC wektorlaryn
istiinde gurlan parallelogramyn meydanyna dendir. Bizin
tcburlugymyzyn S meydany parallelogramyin meydanynyn

1|— —
yarsyna defi, yagny S = > ‘AB x AC

bolar. 4B we AC wektorlaryn koordinatalaryny tapyarys.

A—é = {XZ —Xiu Yo=Y 7, _Zl}’

E={X3—X1; Ys — Y1 Za_zl}

we (3 —29) formula layyklykda alarys:

;\/

Eger ABC iicburglugyn depeleri XOV tekizlikde yatyan bolsa,
yagny z3 = Z2 = 71 = 0 bolsa, onda agakdaky formulany alarys:

2
S:E Y= % 4,-4
2

;=Y L4

2
+X2_X1 L,—-4
=X -4

=X Y%
=X Y3V

AB X AC. +

2
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2

_ X, — X —
_EPWXAC_JZ L YoV
2 X=X Y3 Y
X=X Yo=Y
X3—=X Y3 Y,

(3-30)

1
2

12-nji mesele. a+ 0 sert boyunga a= [I;, ;J bolar yaly
edip X wektory tapmak hemise miimkinmi?

Cozilisi. a wektoryn b we x wektorlaryﬁ wektor
kopeltmek hasyly bolmagy {i¢in kesgitlemd gord, a wektoryi
b we xwektora perpendikulyar bolmagy zerur. b wektoryi
{isti bilen a wektoryn ugruna perpendikulyar tekizlik gecirelin
we sol tekizligin Ustlinde islendik bir ¢ wektor alalyn.
bxc=d belgilalin. Wektor a || d, sona gora-de a=1d, seyle
hem

ad=2p.cl=p ac|
Ac = x edip alsak, onda ol a= [5, x| meselénif ¢dziiwi bolar.
13-nji mesele Eger x wektory a= {5, 3, 2}we
b= {l, -2, 4} wektorlara perpendikulyarlygy belli hem-de
}(Z‘ +2] +5%): 85 bolsa, x wektory tapmaly.

Coziulist a we biki wektora perpendikulyar bolan
islendik wektor olaryn wektor kopeltmek hasylyna, yagny
[2,[3] wektora kollinear bolmaly. Diymek,
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]
3 2= (16i-18] -13)

-2

A N T

i
x=Ala,bJ=4[5
1

x bahasyny meselénin ikinji sertindéki denlige goyup aalrys:
A (16I 181 13k)( 1+2] +5k)

ya-da
—8514=85
Bu yerden A=-1.Diymek,
X=—16i +18j +13K.
§ 11. Uc wektoryii garysyk kopeltmek hasyly

a we b wektorlaryn wektor kopeltmek hasylynyn

c wektora skalyar kopeldilmegine a b c ii¢c wektoryn
garysyk kopeltmek hasyly diyilyir we asakdaky vyaly
belgilenyir.

[6. 5] ¢ ya-da a-b-c

Uc wektoryni garysyk kopeltmek hasylynyn skalyar
ululykdygy aydyndyr

b we ¢ wektorlaryil garysyk kopeltmek hasylynyi

geometrlk manysyna diisiinmek {i¢in sol wektorlary umumy O

baslangyja getirelin we gapyrgalary degislilikde 5, l;, c
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wektora den bolan parallelepiped guralyn (42-nji surat.).

[2, 13]=2 belgilesek, onda [5, b -E:‘ae cos (E,A E) alarys.

Belli bolsy vyaly M san OABE parallelogramyn

meydanyna denn  |c| cos (E,A Z') bolsa  parallelepipedii

beyikligine dendir.
Parallelepipedin esasynyin meydanyny beyikligine
kopeltmek hasylynyn onunt gdwriimine dendigine gora

a,blc=tV (3-31)

™y

24

43-nji surat
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Bu yerde V — parallelepipedin géwriimi. Diymek a, b,

c uc¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasylynyn geometrik

manysy hokmiinde sol wektorlarynn istiinde gurlan

parallelepipediii gdwriimini alyp bileris. Ug wektoryn garysyk
kopeltmek hasylynyin kébir hdsiyetine garalyn.

1. Berlen ii¢ wektoryn orunlaryny tdwerek boyunca siiysiirip

iytgetsek, onda ili¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasyly

iytgemeyar:
G 5le=[. a|5-F. o)

B e I 1 i k. Berlen wektorlaryii ornuny todwerek boyunca
stysiirip uytgetmeklige sikilleyin orun tiytegme diyilyar.
(43-nji surada ser.).

2. Ug wektoryni garysyk kopeltmek hasylynda wektorlaryit
haysy bolsa-da biriniii ornuny iiytegtmén, beyleki ikisinifi
ornuny Uytgetsen, onda onun alamaty iiytgeyar:

la blc= [6,5 EJ:—Q, EJB.

3. Eger a, b we ¢ wektorlar komplanar bolsalar, onda 42-nji

suratdaky parallelepipedin beyikligi h = 0 bolardy we onun
gowrilimi nula den bolar:

la, b}c=o. (3-32)
Bu sert ii¢ wektoryn komplanar bolmagy ticin yeterlik
sert bolup hyzmat edyar.
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§ 12. Koordinatalary belli bolan ii¢ wektoryn garysyk
kopeltmek hasyly

Goy a= {Xl; Yis 21}’ b= {Xz; Yas 22} we C= {Xs; Ys; 23}
berlen bolsun. Bu li¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasylyny
olaryn proyeksiyalary arkaly anladalyn.

-

ya-da (3 — 21 formula gora)

X 4|~

-

ozl EJ i+ .7 +2:K)

Y. %

X Y
L N
X2 Y2

a, b

X2 I

~ o] z X, Z X
[a,b o=t & e B Y z, ya-da ,
y2 ZZ X2 2 XZ yZ
S PR Xl yl Zl
[a,b c=X, Y, Z, (3-33)
XS y3 Z3

Uc wektoryi garysyk kopeltmek hasylynyii 3-nji
hésiyetine gord a, b, c wektorlaryil komplanar bolmagy {igin

X Y1 4
X, Yo Z,= 0
X3 Y3 I

bolmagy yeterlikdir.

Indi kdbir meselelere garalyn.

14-nji mesele. DepeleriA(L,2,3),B(4,1,2),C
(3, 2, 1) we D (1, 2, 5) nokatlarda bolan piramidanyn
goéwriimini tapmaly.
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44-nji ¢yzgy.
Cozulisi AB, AC, AD wektorlarynn garysyk
kopeltmek hasylyny alalyn. Ol sol wektorlaryn iistiinde gurlan

parallelepipedin  Vpar gowriimine dendir. 44-nji suratdan
gorniisi yaly BACD piramidanyn Vpir géwriimi wektorlaryn

iistiinde gurlan parallelepipedin % Vpar denidir, yagny

V,, =+ [AB,AC| AD.
6
AB ={3; —1; -1}, AC ={2; 0, —2}, 4D ={0; 0; 3}

bolany ii¢in (3 —33) formula layyklykda
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-1 -1

3

l2 0 -2/=1
6

Vpir =
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IV bap

Goni ¢yzygyn we tekizligin defilemesi

Bu babyn mazmunyny owrenmige girismezden ozal,
geljekde bize gerek boljak dekart koordinatalar sistemasynyi
birinden beylekisine geg¢mek, algebraik c¢yzyklar we istler
hem-de olaryn tertibi diyilyan temalara garalyn.

§ 1. Bir dekart koordinatalar sistemasyndan beyleki
dekart koordinatalar sistemasyna gecmek.

Umuman koordinatalar sistemasynyn birinden
beyleki koordinatalar sistemasyna gecmek diymeklik,
nokadyn bir koordinatalar sistemasynydaky
koordinatalary bilen sol nokadyin beyleki koordinatalar
sistemasyndaky koordinatalarynyn arasyndaky baglansygy
tapmak diymekdir.

Goy, bize tekizlikde XOY we X 'O Y ! dekart
koordinatalar sistemasy hem-de kibir M nokat berilsin. M
nokadyi XOY we X 'O’ Y/ koordinatalar sistemasyndaky
koordinatalary degislilikde (x; y) we (x; y/) bolsun. XOY we

X '0 'Y ! koordinatalar sistemasynyii ortlary degislilikde i; j

we i'; j' bolsun. O’ nokadyi XOY koordinatalar sistemasyna
gord koordinatalary (a, b) diyelin. 45-nji suratdan gorniisine
gord

r=r+r (4-1)
Bu deiiligi koordinata gorniisinde yazalyi

xf+yT=af+bT+x’f+y’T. (4-2)
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45-nji surat
i, j wektorlary (3-11') formula layyklykda i; ;  bazisde
dagydyp yazalyn

i = A+ =40,
O B

A,y Ay, v, degislilikde i’ we j' wektorlaryfi i we )
wektorlara bolan proyeksiyasydyr:

A= pri’ =i'lcos| i i" ;v = prii’ =|i'|cos) i
—_ R —_— —_ R A—»

./ ./ g - . ./ ./ - -/
A=pr.j' =|j'lcos| i, ] v, =pr j' =|j|cos| ], ]
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A N

— —_

Eger | i.i' |=a bilen belgilesek, onda | i »j [=90° -«

(r 5| j 90° +a, (' g j=0! bolar(45-nji surata seret)

Sonda
A, =cosa, v, =c0s(90° —a) =sina, 4, =—sina, v, =cosa.
Dlymek

- —_— = =

i —zcosa+]sma j' =—isina+ jcosa.

i’ we ] -il tapylan bahalaryny (4-2) deilige goyup alarys.

—_—

Xi+yi = a|+bJ+X|COSa+x j sina—y'i sma+y jcosa =
=(a+x cosa—y sina)i +(b+x sina -y’ cosw)]
Bu yerden gozlenyin baglanysygy tapyarys
/ /A
x=x'cosa—y sina+a
. (4-3)
y=Xx'sina+ ) cosa+b.
Bu sistemany x’ we y’ géri ¢oziip
x' =xcosa + ysina—acosa —bsina
/ | | (4-4)
y' =ycosa—xsina+asina —bcosa.

gorniisde hem yazyp bolar.

Eger X 'O /' Y' koordinata sistemasy ditie baslangyc bilen
tapawutlansa, yagny o=0 bolsa, onda (4-3) we (4 - 4)
formulalar degislilikde asakdaky gorniisi alarlar:

x=a+x' ;
bty =%

y=b+y',

x/=x—a /

o (4-4)

y' =y-b.
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Bu hala koordinatalar sistemasyny parallel gég¢iirme ya-da
gogtirme owiirmesi diyilydar. Eger iki sany koordinatalar
sistemasynyfi baslangyclary gabat gelse, yagny 0 we 0’ biri-
birinin lstiine diisse, onda

a =b = 0 bolar we (4-3) we (4 — 4) formulalar degislilikde
asakdaky gorniisi alarlar.

X=X'Cosa —y'sinx
i (4-37)
y=X'sina + ycos«,
X'=Xcosa —Yysina
1 H (4_4,,)
y'=ysina + XCosa,

Bu hala koordinatlar sistemasyny aylamak ya-da aylanma
owiirmesi diyilyar.

Indi goy, bize ginslikde OXVZ we O’X" V'Z’ dekart
koordinatalar sistemasy hem-de M nokat berilsin. M nokadyn
OXyZ we O'X'V'Z koordinatalar  sistemasyndaky
koordinatalary degislilikde (X; y; z) we (x’; y’; z°) bolsun.

OXYZ we O’X’ Y’ Z’ koordinatalar sistemasynyn

—_— — —

ortlary i,jk we i', j', k' bolsun. O’ nokadyii OXVZ
koordinata sistemasyna gord koordinatalary (a,b,c) dielin. 46-
nji suratdan gorniisine gora

r=r +n (4-9)
ya-da koordinata gorniisinde

_—

|+y—j+zk al+bj+Ck+XI+y'j'+Zk' (4-6)

—_— — —

I', J', k' wektorlary TTI_{ bazisde dagydyp yazylan
i’ =ﬂif+vli+ylf
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46-nji surat.

T:lziﬂ""/z]?"‘ﬂz_k’

klzﬁsi#:‘/s_j"‘:%lz

Alnan bahalary (4-6) denlige goyup we iki wektoryn denlik
sertini ulanyp gozlenyan baglanysygy alarys:

X=a+ A X+AY+AZ
y =0+ Ay XAy Y+ Ay’ 4-7)
Z=C+ Ay X+ Ay, Y+ AT

(4 —7) sistemany X'Y'z'-e gori ¢oziip alars
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X'=B; X+ B,y +B,;z+D,
y'=B, X+ B,y + B2+ D, (4-38)
Z'= B, X+ B,,y + B3,z + Dy

Bu yerde Ajj, Bij, Di (i, ] = 1, 2, 3) hemiselik sanlardyr.
§ 2.Algebraik cyzyklar, iistler hem-de olaryi tertibi

Kesgitleme.Tekizlikdiki dekart koordinatalar
sistemasynyii birinde defilemesi x we y gora kibir ki, ri, ke,
r2, ..., Kn, rn bitin poloZytel sanlar arkaly

Aty + ATy =0 (4-9)
gorniisde yazylyan ¢yzyga algebraik ¢yzyk diyilyir.
Kesgitlem e.Dekart koordinatalar sistemasynyn
birinde defilemesi x, y we z gori kabir ki, r1, s1, Ko, 12, S2, ..
., kn, I'n, sn bitin poloZytel sanlar arkaly

S

FoFAXT Y 2" =0 (4-10)

Sy

k. r
Ax Yy 2

gorniisde yazylyan iiste algebraik iist diyilyir.

Algebraik dil ¢yzyklara we tstlere transendent ¢yzyklar
we iistler diyilyar. Meselem, y = sin X; y =1Igx; y=a*wes.
m.-ler transendent g¢yzyklardyr. z2 + sin X — cos y =0
transendent tstdir.

Asx*y’ 2 Dbir agzanyn x,y,z nébellilerinii dereje
gorkezijilerinini jemine, yagny Ks + rs + ps jeme bir agzanyn
derejesi diyilyar.(4-9) we (4-10) denlemelerdéki bir agzalaryn
i uly derejesine denlemdnin derejesi diyilydr. Deiilemanin
derejesine ¢yzygyn, degislilikde iistiin tertibi diyilydr. Bu
aydylanlara anyk mysallarda diistinip gegelin.
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3x3 + 2xy — 7Tx?y? + 9 =0,
7x%yz3 + 12x3%y*z —5xy +3=0

mysallaryfi  birinjisinde7x?y?>  bir  agzanynn  derejesinifi
gorkezijisi, sondaky agzalaryn gorkezijilerinin iii ulusy. Ol 4-e
den. Sona gord-de ona dordiinji derejili  deileme ya-da
dordiinji tertipli ¢yzyk diyilydr.Mysallaryn ikinjisine sekizinji
dercjeli denleme ya-da sekizinji tertipli st diyilydndigine
Oziiniz hem diigiinen bolsailyz gerek.

T e o r e m a.dAlgebraik ¢yzygyit ya-da iistiiii tertibi
onuini derlemesiniit dekart koordinatalar sistemasynyii
haysynda yazylandygyna bagly diildir.

Teoremany algebraik ¢yzyk tigiin subut edelin. Goy,
algebraik ¢yzygyn tertibi XOV Kkoordinatalar sistemasynda
kit+ri  bolsun we onuni denlemesi (4-9) denileme gorniisinde
afiladylsyn. Bu ¢yzygyih X’0’Y "’/ koordinatalar sistemasyndaky
denlemesini almak iigiin x we y (4-3) formula bilen anladylyan
bahalaryny (4-9) defilemede ornuna goyélyn. Sonda x bahasy
k1 derejé goterilende, kabir derejeli kopagza emele geler, emma
ol kopagzanyn ki-den uly derejeli agzasy bolup bilmez. y-in
bahasyny r1 dereja goterenimizde hem kébir derejeli kopagza
emele geler, emma ol kdpagzanyn ri-den uly derejeli hi¢ bir
agzasy bolup bilmez. Emele gelen kopagzalary biri-birine
kopeldenimizde ki+r1 -den uly derejeli hi¢ bir agza emele
gelmez. Indi onui derejesinin  ki+ri —den kigi bolup
bilmejekdigini  gorkezelin.  Goy, XOV  koordinatalar
sistemasyndan X'0'V / koordinatalar sistemasyna gegenimizde
cyzygyn denlemesinin derejesi kigeldi we p<ki+ri boldy
dielifi. Eger seyle bolsa X'0'Y koordinatalar sistemasyndan
XOY koordinatalar sistemasyna gegsek onun derejesi artmaly
(6nki derejdni bermek iicin) bolardy. Bu bolsa yokarda subut
edilene gord miimkin dil.Diymek, teoremanyn tassyklamasy
diirs bolup ¢ykyar.

Teorema algebraik istler {igiin hem algebraik ¢yzgylar
liciin subut edilisi yaly subut edilyar.
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Algebraik ¢yzygyn we iistiin derejesinin saylanyp alnan
dekart sistemasyna bagly dildigine olaryn iniwariantlygy
diyilyar.

B el 11 kCyzygyn ya-da istiinn tertibi difie dekart
koordinatalar sistemasynda kesgitlenyandigini yatda saklamak
gerek. Eger polyiar sistemasynda r radiusly toweregin
defillemesini  yazsak, ol polylisun nirede erlesyindigine
baglylykda p=r (polyiis toweregin merkezinde bolanda), p= 2r
cos@ (polylis toweregin iistiinde, polyar oky merkezinii {sti
bilen gegende) alyarys. Olaryn birinjisi birinji tertipli algebraik
cyzyk, ikinjisi bolsa transendentik c¢yzyk bolyar. Dekart
koordinatalar sistemasynda toweregiii nirede yerlesyéndigine
garamazdan ol ikinji tertipli egri ¢yzyk bolyar.

3.Tekizlikde goni cyzygyn deiilemesi

1.Goni ¢yzygyn umumy deiilemesi

Tekizlikde haysy-da bolsa bir goni ¢yzyk we XOV
dekart koordinatlar sistemasy berilsin.Bu goni ¢yzygyi
deiilemesini tapalyn. Basgaga, bu goni ¢yzygynyn islendik
nokadynyn koordinatlarynynn kanagatlandyryan, emma bu goni
cyzyga degisli bolmadyk hi¢ bir nokadyn koordinatlarynyn
kanagatlandyrmayan algebraik baglanysygyny tapalyn.

XOY koordinatalar sistemasynyn baglangyjyny berlen |
goni ¢yzygyn islendik bir nokadyna gogiirelin we OX oky |
goni ¢yzygyn ugry bilen gider yaly edip, ony kédbir burca
owrelifi (47-nji sur.). Sonda biz tize X'O'Y' koordinatalar
sistemasyny alyarys.] goni ¢yzygyn O'X’ okun istiinde
yatyandygyna gord, | goni ¢yzygyn islendik nokadynyn
ordinatasy tdze koordinatalar sistemasyna gord nul bolyar:

y'=0 (4-11)
y'=0 denlemaéni | goni ¢yzygyn islendik nokadynyn we dine sol
nokatlaryn koordinatlarynyn kanagatlandyryandygy tigiin y'=0
defileme | goni ¢yzygyn X'0O'V sistemasyndaky denlemesidir.
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Bir koordinatalar sistemasyndan beyleki koordinatalar
sistemasyna gecilende denlleminin derejesinin, yagny ¢yzygyn

) Y 1

47-nji surat.

tertibinini  liytgemeyéndigine gord tekizlikde goéni ¢yzygyi
denillemesi birinji derejeli, deiilemedir, yagny goni ¢yzyk birinji
tertipli ¢yzykdyr.

y'=0 denilemede y'-in  bahasyny (4-4) denlikden
alyp ornuna goysak, goni c¢yzygyn XOV koordinatalar
sistemasyna gord denlemesini taparys.

ycos a —Xsin a +asina —hbcos =0 4-12)
(4 — 12) denlemeden alarys:

(x—a)(-sina)+ (y—b)cosa =0. (4-12)

Bu denligin ¢ep bolegine proeksiyalary {x — a; y - b} we
{- sina c0s a} bolan 6zara perpendikulyar iki wektoryn
skalyar kopeltmek hasyly hokmiinde garamak bolyar 0' (a; b)
we M (x; y) nokatlaryn | goni ¢yzyga degisli bolandyklary {igin
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O'M ={x —a; y - b} wektor | géni ¢yzygyn iistiinde yatar.
O’M- n=0 bolanyna gérd N ={-sina; cosa}  wektor | goni
¢yzyga perpendikulyar bolan birlik wektordyr. Goy, n = {A,B}
wektor rwektora Kollinear islendik wektor bolsun. Onda
O’M- A=0 bolyar. Bu deiiligi koordinatlar gorniisde yazyp
alyarys:

A(x-a)+B(y-b)=0
ya-da
Ax+By-(Aa+Bb)=0.

Aa+Bb=-C bilen belgildlin, onda alarys:

Ax+By+C=0. (4-13)
(4-13) denlemd goni ¢yzygyn umumy denlemesi diyilyar.
n={A;B} wektora goni ¢yzygyn normal wektory diyilyar.

Indi goéni ¢yzygyn umumy deflemesiniii deriiewine
gecelin.

a) C=0 bolanda, Ax+By=0. Bu deiiligi 0 (0,0) nokadyn
kordinatalary kanagatlandyryar. Diymek, bu halatda goni
¢yzyk koordinatalar baslangyjyndan gegyar.

b)A=0 bolanda , By+C=0.

—

A san n wektoryn absissa okuna bolan proeksiyasy bolany

icin, bu halatda n wektor Ox oka perpendikulyar bolyar.
Diymek, | goni ¢yzyk Ox okuna paralleldir.

c) B=0 bolanda, Ax+C=0. Bu halda | go6ni ¢yzyk Oy
oka paralleldir.
d) A=C=0 bolanda, By=0 ya-da y=0.0x okun denlemesi
bolyar.
e) B=0, C=0 bolanda, Ax=0 ya-da x=0.0y okun denlemesi
bolyar.

(4-13) denleme bilen berilydn géni ¢yzygy gurmak ligiin ilki

: C
x=0 berip, y:—%}'/agny [0;—EJ nokady alyarys.Bu nokat
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goni ¢yzygyn Oy ok bilen kesisme nokady bolyar. Soiira y=0
: C
berip x :_%, yagny (_K; Oj nokady alyarys. Bu nokat

goni ¢yzygyn OX oky bilen kesisme nokady bolyar. Bu iki
nokadyn iistiinden gegyian goni ¢yzyk gozlenilydn goni ¢yzyk
bolyar.

2.Goni ¢yzygyn burg koeffisiyentli deiilemesi

Goy, goni ¢yzyk Oy oky B(0;b) nokatda kessin we Ox
ok bilen o burgy emele getirsin.

Berlen b san we a bur¢ boyiinga | goni ¢yzygyn
deiilemesini ¢ykarmak iigin XOV koordinatalar baslangyjyny
B(0;b) nokada gé¢iirip Ox oky o burga Owiirsek (48-nji sur.),
onda (4-12) denlemediki asina agza nula den bolar we (4-
12) denleme asakdaky gorniisi alar:

y coSa-x sina-b cosa =0 (4-14)

Lo

/

Blo,b}

e AR
& ﬂ\-ﬂ:’

48-nji surat.
(4-14) denligin hemme agzalaryny cosa boliip alarys.
y=xtga+b. (4-15)
tga=Kk bilen belgildp (4-15) denleméni asakdaky yaly yazarys
y=kx+b (4-15%)

bu erde k san goni ¢yzygyn burg koeffisiyentidir.
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(4-15) denleméd goni ¢yzygyn bur¢ koeffisiyentli
denlemesi diyilyar.

Goni ¢yzygyn umumy deillemesini burg koeffisiyentli
gorniise getirmek {icin ol denlemeden y nébellini x —in isti
bilen anlatmak eterlikdir, yagny

y=_A,C
B B’

Bu deiilleméni (4-15") denleme bilen deniesdirip alarys.

=b.

B

3.Nokatdan goni ¢yzyga cenli uzaklyk

Kesgitleme Nokatdan goni cyzyga gecirilen
perpendikulyaryi uzynlygyna nokatdan goni ¢yzyga cenli
uzaklyk diyilyér.

M1 (x1; y1) nokadyn Ax+By+C=0 goni ¢yzykdan d
uzaklygyny analitiki kesgitlemédge sananysalyn. Ax+By+C=0
goni ¢yzygyn iistﬁrjlde islendik bir Mo(xo; Yo) nokat alaly.

£ .__—---- ey MJ(I-P-EGJ

_.ﬂ';u.pﬂ_?a w2 o ol i )

7z D
49-nji surat.

MoM1={x1-x0; VY1-Yo } wektoryn Ax+By+C=0 goni ¢yzygyn
normal n={A;B}  wektoryna bolan  proeksiyasynyn
uzynlygynyin M1 (x1; y1) nokadyn Ax+By+C=0 gbéni ¢yzykdan
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_—

uzaklygy, yagny ‘Hp; M /M. |=d boljakdygy 49-nji suratdan

—_— AN >

goriinyar. Bize mp M,M, = ‘MOMl‘cos (n ,M,M)
cos(fi, M M) :%
| n- MOMJJ
denlikler belli.Sonky iki denligi ulanyp alyarys:
n-M,M,

n
MoM ={x1-xo; Yyi-Yo } A={A B}bolany iicin bu yerden
asakdaky denlik gelip ¢cykyar.

4= | Ax, + By, — (Ax, + By0)|_

\ VA? + B2 \

Mo(xo; Yo) nokat Ax+By+C=0 goni ¢yzyga denisli bolany {iglin
—(Axo+Byog)=C. Bu bahany yokarky denlige goyiip uzaklyk
iciin agsakdaky formulany alyarys.

q= |Ax1+Byl+C|

| JA?+B? |

Netije.Nokadyn goni ¢yzykdan uzaklygyny tapmak ti¢iin goni
cyzygyn denlemesinin ¢ep boleginddki x-u we y-u berlen
nokadyn koordinatlary bilen c¢alsyp, alnan netijini goni
¢yzygyn normal wektorynyn uzynlygyna bolmeli we emele
gelen sany absalyiit ululygy boyiing¢a almaly.

1-nji mesele A(-2; 1) nokadyn 3x-2y+1=0 goni
¢yzykdan uzaklygyny tapmaly.

Cozilisi. (4-17) formulany ulanyp tapyarys:

(4-17)
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3(-2)-2-1+1] I—H 7
9+4 |

a=|

|

2-nji mesele 3xy-4=0 we 2x+6y+3=0 goni

cyzyklaryn  kesismeginden  emele gelyan  burglaryn
bissektrisasynyn denlemesini yazmaly.

Co6ziulisi Berlen goni ¢yzyklaryn kesismesinden
emele gelyan burclaryn bissektrisalarynyn islendik nokadynyi
sol goni ¢yzyklardan den uzaklykda yatyandygyny nazara
alsak, onda burclaryn bissektrisalarynyn islendik M(x; y)
nokady tigin

|3x—y—4|_|2x+6y|

Jo+1 4136
yazyp beliris. Yokarky  defilik  asakdaky iki  derlige
dengiiycliidir

3X—-y—-4 2x+6y+3

JIo 2410
we
3x-y—-4  2x+6y+3
V10 2410
Bu yerden burcgun bissektrisalarynyn denlemelerini alyarys:
4x-8y-11=0
we
8x+4y-5=0.

4. Goni ¢yzygyn iki diirli defnilemesiniii sol bir goni
cyzyga degislilik serti
Eger Ax+By+C =0 we Ax+B,y+C,=0
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denlemeler sol bir goni ¢yzyga degisli bolsa, onda olaryn
normal wektorlary

E = {A1; B1} we E’ = {Az; B2}
kollinear wektorlar bolarlar, sona gori-de

A _B

_1
A, B,

Goni ¢yzygyn deilemeleriniii ikinjisini A kdpeldip
birinjisinden ayyryp alyarys:C-AC>=0 ya-da

C
L1 _
C,
N e tije. Goni ¢yzygyn iki diirli denlemesinin sol bir
goni  ¢yzyga degislilik  serti  olaryn  koeffisietlerinin
proporsional bolmagydyr:

A_B _C

1
D 4-17
A, B, G, ( )
5.Berlen bir we iki nokadyfi iistinden gecyan goni
cyzyeyit deiilemesi. U¢ nokadyii bir goni ¢yzykda yatmaklyk
serti.

Berlen Mo(xo; Yo) nokadyn istiinden ge¢yan goni
cyzygyn deillemesini almak ii¢lin goni ¢yzygyn umumy
deiilemesini yazalyi.

Ax+By+C=0.
Bu goni ¢yzyk Mo(xo; Yo) nokadyn iistiinden ge¢yin bolsa, onda
Mo(xo; Yo) nokadyn koordinatalary goni ¢yzygyn denilemesini
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kanagatlandyrmaly bolar. Sona gord-de asakdaky yaly yazyp
bileris
Axo+Byo+C=0.
Yokarky iki defiligi biri-birinden agzaba-agza ayryp alyarys:
A(x-Xo )+B(y-yo0)=0. (4-18)
(4-18) denleme Mo(xo; Yo) nokadyn iistiinde gegydn goni
cyzygyin denlemesidir. (4-18) defilemeden alyarys:

y—Yo= —g (X = Xo).

—SZk bilen belgilyap Mo(xo; Yo) nokatdan gecyan goni

¢cyzygyn denilemesini alarys:

Y-Yo=k (x-Xo)
k —nyn diirli bahalarynda Mo(xo; Yo) nokadyn iistiinden gecén
diirli goni ¢yzyklary alyarys. Mo(xo; Yo) nokadyn iistiinden
gecyan goni ¢yzyklaryn toplumyna géni ¢yzyklaryn ¢ogdumy
diyilyar (50-nji sur.).

4

73 A

50-nji surat.

Berlen Mi(x1,y1) we Ma(x2; y2) nokatlaryn {istiinden
gecyin goni ¢yzygyn denlemesini almak iicin sol nokatlaryn
iistiinden goni ¢yzyk gecirelii we bu goni ¢yzygyn istiinde
erkin M(x,y) nokat alalyn.

MM 2={x2—xX2; y2—y1}, MM={x-x1;y-yi}
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wektorlar kollineardyrlar. Wektorlaryn kollinearlyk sertinden
alyarys:

X_Xl — y‘Yl
X, =% Yo =V

(4-19)

(4-19) proporsiya berlen iki nokadyn iistiinden gegydn goni
¢yzygyn denlemesi diyilyar.

'R

Fil§ ' x
51-nji surat
(4-19) proporsiyany ikinji tertipli kesgitleyji gorniisinde

X=X Y-Y;
Y, =X Y=V

=0 (4 - 20)

ya-da ticlinji tertipli kesgitleyji gorniisinde

X y 1
ST 1 =0 (4-21)
X, Y, 1
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yazyp bileris.

(4-20) we (4-21) kesgitleyjilerin  dendigine ol
kesgitleyjileri hasaplap goz yetirmek bolar. Kesgitleyjilerdaki
x, y sanlary xs, y3 sanlar bilen c¢alsyrsak berlen Mi(x1,y1),
Ma(x2; y2) we Ms(x3; y3) nokatlaryn sol bir goni ¢yzyga
degislilik serti gelip ¢cykyar.

X=X Ys— Y ~0 (4-22)
X, =% Yo=Y
ya—da
X Ys 1
Xy Y1 =0 (4-23)
X, Y, 1

Uc nokatdyii bir goni ¢yzyga degislilik sertini depeleri M1, My,
M3 nokatlarda bolan ilicbur¢lugyn meydanyna garamak bilen
hem almak bolar.M1, M2 we M3z nokatlar bir goni ¢yzyga degisli
bolsa, onda ol lichur¢lugyih meydany nula den bolyar. Bu bolsa
(4-22) we (4-23) kesgitleyjileri beryar.

3-njimesele. Depeleri A(1; 2), B(2; 1) we C(-2; 4)
nokatlarda bolan {igbur¢lugyn taraplarynyn deflemesini
yazmaly.

C 6z ulis i(4-20) ya-da (4-21) formuladan
peydalanyp, tlicbur¢lugyn taraplarynyil denlemelerini yazyarys.
AB tarapyn denlemesi.

x y 1
1 2 =0 ya-da X+y-3=0
2 1

AC tarapyn denlemesi
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=0 ya-da 2x + 3y -8 =0.

=0 ya-da 3x+4y-10=0.

N X
N <
|

6. Iki goni ¢yzygyii arasyndaky burcuini  ululygyny
kesgitlemek. Iki goni c¢yzygyii perpendikulyarlyk we
parallellik serti

Awx+B1y+C1=0
we
Aox+Boy+C2=0
iki goni ¢yzygyn kesismeginden emele gelen wertikal
burclaryn birinifi ululygy bu ¢yzyklara perpendikulyar bolan

_—

nl = {Al; Bl} we n2 = {Az;Bz}

wektorlaryn arasyndaky burca dendir. Sona gora-de berlen iki
goni ¢yzygyn arasyndaky burcuin deregine N, we i,
wektorlarynl arasyndaky burgy kesgitlap bileris, ol bolsa
n, -n, A -A, +B, -B,
0= — — = - - - - (4-24)
‘nl“‘nz‘ \/A1 + Bl '\/Az + Bz

formula bilen berilyér.
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Indi berlen iki goni ¢yzygyn ozara perpendikulyarlyk
we parallellik sertine garalyn. Eger berlen ¢yzyklar 6zara
perpendikulyar bolsalar, onda cosp=0 bolar. Diymek, (4-24)
denlligin sag bolegindéki drobuii sanawjisy nula denl bolar.
Seylelikde, iki goni 6zara perpendikulyarlyk serti

A1A>+B1B>=0.  (4-25)
gornlisde yazylyar. Eger berlen goni ¢yzyklar 6zara parallel
bolsalar, onda n: wektor n,  wektorlar parallel bolarlar.
Diymek, iki goni ¢yzygyn parallellik serti asakdaky gorniisde
bolar.

== (4-26)

Eger goni ¢yzyklar asakdaky defilemeler bilen berlen bolsalar

y=kix+si,

y=kox+6;
onda (4-24), (4-25) we (4-26) formulalar degislilikde asakdaky
gorniigleri alarlar.

1+ kK,
= : 4-27
e a4
kikz = -1, (4 -28)
ki = ka. (4-29)

4-nji mesele.3x-y+1=0 we 4x+3y+5=0 goni ¢yzyklaryn
arasyndaky burcun ululygyny tapmaly.

C o6ziulis i (4-24) formuladan peydalanyp
kesgitleyaris.
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12-3 9
cos ¢ = =
® v10-4/25 5410

¢ = arc cos 0,5895= 53°53°.

~ 0,5895

5-nji me s ele A@3; 4) nokadyn istiinden gegyin
hem-de 3x-2y-3=0 go6ni ¢yzyga perpendikulyar bolan goni
cyzygyn defilemesini yazmaly.

Cozulis i Goy, gozlenydn goni ¢yzygymyz
Ax+By+C=0 bolsun. Meseldnin sertine gord gozleydn goni
¢cyzygymyz berlen goni ¢yzyga perpendikulyar bolmaly (4-25)
formula boyunga 3A-2B=0 yazyarys. Bu yerden

é=E=/1 ya—daA=2i,B=3A

2 3
A-nytt  we B-nin tapylan bahalaryny gozleyin goni
cyzygymyzyn denlemesine goyup alarys.

2Ax+3Ly+c=0
Bu goni ¢yzygyin A(3,4) nokadyn iistiinden gec¢melidigini
nazara alsak, onda yokarky defilemeden alarys:
6A+12A+c=0 ya-da c=18A.

A-nyn B-nyn we C-nin tapylan bahalaryny gozleyan goni
cyzygymyzyn denlemesine goysak we alan deilemédmizi A
gysgaltsak, gozlenydn giini ¢yzykgyn 2x+3y-18=0 denlemesini
alarys.

6-nji me s e | e. A(5; 3) nokadyn stiinden gegyéin we
2x-3y+1=0 gbni ¢yzyga parallel bolan goni ¢yzygyn
defillemesini yazmaly.

Cozulisi Goy, gozlenilydn goni ¢yzygyn denlemesi
Ax+By+C=0 bolsun. Meselédnin sertine gord gozlenilydn goni
¢yzyk berlen goéni ¢yzyga parallel bolmaly.(4-26) formula
boyunga
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L;:%:z ga—daA=21,B=-3L

A-nyii we B-nini bahalaryny gozlenyén deiilemede oruna
goysak 2Ax- 3Ly +C=0 denllema geleris.
5-njy meseleddkd menzes usul bilen C =—\ boljagyny
hem-de gozlenilydn goni ¢yzygyi.
2x-3y -1=0
deiilemesini tapyarys.
7-njimesele 3x+4y +6=0 goni ¢yzyga gord A(2; 3)
nokada simmetrik nokat tapmaly.
Cozilisi. Iki bilen A(2; 3) nokadyn goni ¢yzyga
bolan A(x1;y1 ) proeksiyasyny tapalyn.Onun {igiin A(2; 3)
nokadyn tistiinden ge¢ydn we berlen ¢yzyga perpendikulyar
bolan goni ¢yzygyn denlemesini yazalyn.
4x-3y-1=0 (5-nji meseld ser.).
A(x1;y1 ) nokadyn berlen we ona perpendikulydr bolan goéni
cyzyga degisli bolany {igiin onun koordinatalary
3x1+4y1=—6
4x1-3y1=—1
sistemany kanagatlandyrarlar.Sistemany ¢oziip
x1=—0,88; y1=—0,84 taparys.
Goy, A2(x2;y2 ) nokat berlen goni ¢yzyga gorda A(2; 3) nokada
simmetrik nokat bolsun. Onda AA=AA, boljagy
sithbesizdir.
AA: ={-0,88-2; -0,84-3}
AA, ={ x2+0,88; y>=0,84}.
AR we AR wektorlaryn deiilik sertinden
x2+0,88=-0,88-2; y»+0,84=-0,84-3
ya-da
x2=—3,76; y.=—4,68 alarys.
A2(—3,76; —4,68) nokat gozlenilydn nokatdyr.
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§4.Tekizligiri defilemeleri
1.Tekizligini umumy deiilemesi

Goy, bize n tekizlik we OXVZ koordinatalar sistemasy
berlen dielin. Bu tekizligin denlemesini, yagny bu tekizlige
degisli bolan nokatlaryn koordinatalarynyn kanagatlandyryan,
emma bu tekizlige degisli bolmadyk hi¢ bir nokadyi
koordinatalarynyn kanagatlandyrmayan algebraik
baglanysygyny cykaralyi.

Goy, 0/(a;b; c) nokat tekizligiii berlen nokady bolsun.
OXVZ koordinatalar baslangyjyny 0/(a;b; ¢) nokada gogiirip
onun iki okuny, meselem, Ox we Oy oklaryny tekizligin
istiinde yatar yaly edip kébir burglara owrelin. Onda biz
Ox'y'Z  tize koordinatalar sistemasyny alyarys.Alan
koordinatalar sistemamyza gord tekizligii islendik nokadynyn
koordinatlary.

2'=0 (4-30)
deilleméni kanagatlandyrar, emma 7 tekizlige degisli
bolmadyk hi¢ bir nokadyn koordinatalary kanagatlandyrmaz.
Diymek, (4-30) denleme O’x’y’z’ kordinatalat sistemasyna
gord w tekizligiil denilemesidir.

Dekart  koordinatalar  sistemalarynynn  birinden
beylekisine gecilende, deiileméniil derejesinin
iytgemeyanligine gord, (4-30) denleme tekizlik birinji tertipli
istdir diyip yatmaga hukuk beryir. m tekizligin denlemesini
oxyz koordinatalar sistemasynda tapmak t¢in (4-8) we (4-30)
baglanysyklardan peydalanyp alyarys:

Ax+By+Cz+D=0 (4-31)

Bu yerde A,B,C,D- kibir hemiselik sanlar. (4-31) denlema
tekizligin umumy denlemesi diyilydr.

Tekizligin umumy denlemesindidki 4,B,C,D sanlaryn
geometrik manysyny aydyilasdyrmak dglin  tekizligin
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deiilemesini basga usul bilen ¢ykaralyn. Eger tekizligin haysy
bolsa-da bir nokady we tekizlige perpendikulyir wektor
berilse, tekizligin ginislikdiki orny doly kesgitli bolar.

Go6Y, Mo(a; b; ¢) we tekizlige perpendikulyir n={4; B; C}
wektor berlen bolsun. tekizlikde Mo nokatdan basga islendik
bir M(x, y, z) nokat alalyn (52-nji surat.).

e . {714,803
e e DI i
P
r—-«xh___ Tl ~ Ml 2) /
H-'_‘_"‘--_._,___‘____H ‘fllll.-"

/
] =

*

52-nji surat
M,M ={x-a, y-b; z-¢} wektor n weklora perpendikulyar bolany

tglin

MM -fi=0 (4-32)
yazyp bileris. (4-32) denlleme tekizligifi wektor gorniisindaki
denlemesidir. Hakykatdan-da (4-32) denlemidni 7 tekizligin
islenik nokady kanagatlandyryar, emma m tekizlige degisli
bolmadyk hi¢ bir nokadyn koordinatalary kanagatlandyrmayar.

Tekizligin ~ wektor denilemesindent  koordinat

gornilisindéki denillemi gecelin.

A(x-a)+B(y-b)+C(z-¢)=0
ya-da D=-(4a+Bb+Cc) belldp alyars:

Ax+By+Cz+D=0.
Bu deileme tekizligin  umumy denlemesidir. Islendik
Ax+By+Cz+D=0 denleménin haysy-da bolsa bir tekizligii

deiilemesi bolyandygyny we N ={A,; B; C} wektoryn hem sol
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tekizlige perpendikulyar (normal) wektor bolyandygyny subut
etmek bolar.
Indi tekizligin umumy deilemesinin derfiewine gegelin.
a) D=0. Emma A=0, B0, C #0 bolsa, onda tekizligin
deiilemesi

Ax+Ay+Cz+0

gorniisi alar we ony 0(0; 0; 0) nokadyn koordinatalary
kanagatlandyrar. Diymek, bu halda tekizlik koordinatalar
baslanjyndan gecer.

b)A=0 emma B=0), C=0, D=0 bolsa, onda tekizligin i
={A4, B, C} normal wektory Ox oka perpendikulyar bolar, sona
gora-de By+Cz+D=0 tekizlik Ox oka parallel bolar.

c) B=0 emma , A=0, C =0, D=0 bolsa, onda tekizlik Oy
oka parallel bolar.

d) C=0 emma, A=0, B0, D #0 bolsa, onda tekizlik Oz
oka parallel bolar.

e) A=D=0 emma , B=0, C =0 bolsa, onda By+Cz=0
alarys. D=0 bolanda tekizlik koordinatalar baslangyjyndan
gecyar, A=0 bolanda bolsa Ox oka parallel bolyar. Diymek,
tekizlik Ox okun tistiinden geger.

f) B=D=0 emma A=0, C =0 bolsa, tekizlik Oy okun
istiinden gecer.

g) C=D=0 emma A=0, B=0 bolsa, onda tekizlik Oz
okun iistiinden gecer.

k) A=B=0 emma C =0, D=0 bolsa, onda Cz+D=0
alarys. Bu tekizligin n={0; 0; C} normal wektory Ox we Oy
oklara, perpendikulyar, tekizlik bolsa XOYV tekizlige parallel
bolar.

) A=C=0 emma B=0, D=0, bolsa, onda tekizlik XOZ
tekizlige parallel bolar.

m) B=C=0 emma A=0 D=0 bolsa, onda tekizlik YOZ
tekizlige parallel bolar.
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s) A=B=D=0 emma C=0 bolsun.D=0 bolanda tekizlik
koordinatlar baslangyjyndan gecyiar, A=B=0 bolsa tekizlik
XOY tekizlige parallel bolyar.

Diymek, Cz=0 ya-da Z=0 denleme XOV tekizligin
denllemesidir.

K) A=C=D=0 emma B0 bolsa, y=0 bolyar.Bu deiileme
XOZ tekizligin denlemesidir.

1) B=C=D=0 emma A=0 bolsa, x=0 bolyar.Bu deiileme
YOZ tekizligin denlemesidir.

Indi denlemesi berlen tekizligi néhili gurmalydygyna
garalyn.Tekizligi gurmak iicin tekizligin bir ¢yzygyn istiinde
yatmayan {i¢ nokadyny tapmaly. Tekizligin bir nokadyny
tapmak iicin x we y nébellilere xo, we yo san bahalary bersek
tekizligin deiilemesinden zo bahany taparys, yagny Mo(xo, yo;
Zo) nokady alarys. Edil su usul bilen tekizligin ene-de iKi
nokadyny taparys. Tapylan ii¢ nokadyn isti bilen tekizlik
gecirmeli. Adatda sol {i¢ nokat hokmiinde tekizligin koordinata
oklary bilen kesisme nokatlary alynyar. Tekizligin koordinata
oklarynyn birine ya-da ikisine parallel bolan hususy
yagdayynda ony gurmak ig¢in degislilikde bir ya-da iki
nokadyny tapyp, tekizligin koordinata oklaryna parallellik
sertini peydalanyp gurmaly.

2. Nokadyii tekizlikden uzaklygy

Kesgitleme Nokatdan tekizlige gecirilen
perpendikulyaryin  uzynlygyna nokadyn tekizlikden
uzaklygy diyilydr. Goy, bize Mo(xo, yo0; Zo ) nokat we
Ax+By+Cz+D=0 tekizlik berlen bolsun. Mg  nokatdan
tekizlige cenli bolan uzaklygy d bilen we sol nokatdan
gecirilen perpendikulyaryn esasyny Ma(x1, y1; z1 ) bilen
belgildlin (53-nji sur.). (3-22) formula boyiinga

d?=IMoMz [=(x1-x0)*+(1-y0)*+(21-20)*
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Iﬁgf-xr: 1S Fol

er{-xnﬁfrl‘zr} \

7 \

L

53-nji surat
Gurlusa gordi MM, | i Bu erde fi={A; B; C} tekizligin

normal wektory. MM we 0N wektorlarynn parallellik
sertinden
X1_X0:y1_y0 Z, —

= :l
A B C

ya-da
x1-x0=AA, y1-yo=AB, 21-20=1C (4-33)
alarys.
Bu bahalary d uzaklyk ii¢in bolan anlatmada oruna goyiip
alarys:

d =\ A?A? + 22B% + 2C? =|JV A? + B? +C2.

A sany kesgitlemek {i¢in (4-33) deinliklerden x1, y1, Z1

bahalaryny tapyp tekizliginn defilemesine goyalyn onda
A(xo+1A4)+B(o+AB)+C(20+AC)+D=0

ya-da
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Ax, +By, +Cz,+D

A’ +B® +C?
A sanyn tapylan bahasyny d ii¢in bolan anlatmaga goyiip
alyarys:

1=—

|Ax + By0 +Cz, + D|
‘ JA? +B2+C? ‘
Netije. Nokadyn tekizlikden uzaklygyny tapmak ticin
tekizligin denlemesinddki x, y, z sanlaryn oruna berlen nokadyn
koordinatalaryny goyup, ony ftekizligin normal wektorynyn
uzynlygyna bélmeli we emele gelen sanyn absolyut ulylygyny
almaly.
8-nji mesele M(2;5; 7) nokadyn 3x-2y+z-4=0
tekizlikden uzaklygyny tapmaly
Coziulisi. (4-34) formulany ulanyp tapyarys.

(4-34)

qo 3.2-2.541.7-4]

4
| J3ri22irr | V1A

3. Berlen bir nokadyri iistiinden gegyin tekizligiin
deiilemesi

M(xo; Yy; 120) nokadyn Ustiinden gecydn tekizligin

denllemesini yazmak gerek dielin. Goy,
Ax+By+Cz+D=0
sol tekizligin denlemesi bolsun. Onda M(xo; Yo; Zo) nokadyn
koordinatalary bu tekizligin denlemesini kanagatlandyrar:
Axo+Byo+Czo+D=0.
Yokarky iki defilemeden alarys:
A(x-x0)+B(y-y0) +C(z-20)=0 (4-35)

(4-35) denleme 4, B, C koeffisietlerin {igiisinin bir wagda nula
denn bolmadyk hallarynyfi hemmesinde berlen M(xo; Y; Zo)
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nokadyn istiinden gegyin tekizlikleriii denlemesidir. 4, B, C
koeffisientlerinn diirli bahalarynda M(xo; Y; Zo) nokadyn
iistiinden gecyén diirli tekizlikleri alarys.

Bir nokadyn istiinden gegydn tekizliklere iltesikli
tekizlikler diyilyar. Iltesikli tekizliklein hemmesinin ge¢yan
nokadyna istesikli tekizliklerin merkezi diyilyar.

4.Berlen ii¢ nokadyi iistiinden gecyiin tekizligin derilemesi

Goy, bir goni ¢yzygyi istiinde yatmayan berlen Mi(x1;
y1; 71), Ma(x2; Y2; 22), Ms(x3; Y3; z3) ti¢ nokadyn iistiinden
gecyin tekizligin defilemesini yazmak talap edilsin.M1,M>
we Mz nokatlaryn istinden « tekizlik gecyédr diyelin. =

tekizligin  istiinde erkin M(x; y; z) nokat alalyn. MM ,

T ——

-"‘Hl“?r Ifr-"‘:'.I P f‘r

" e L A
o LR Zl

54-nji surat.
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wektorlar w tekizlikde yatyarlar sona goérd-de komplanar
wektorlardyr.Wektorlaryn komplanarlyk sertine layylykda
alarys:

X=X Y-Y» Z-1
X, =% Y=Y Z,—%,|=0 (4-36)
X3—X Ys— Y1 434

Bu M1, Mz, M3  nokatlaryn istiinden gecyédn tekizligin
denllemesidir.
9-njimesele A(2; 1; 0), B(5; -3; 4) we C(-3; 4; -2)
nokatlaryn iistiinden gecyén tekizligin defilemesini yazmaly.
Coziulisi(4-36) formuladan peydalanyp alarys:
x—2 y-1 z-0
5-2 —-3-1 4-0 |=0
—3-2 4-1 -2-0

ya-da
4x+14y+112-22=0.

5.Berlen iki nokadyii iistiinden gegyin tekizligin
deiilemesi

Berlen Mu(x1; y1; z1) we Ma(xz2; y2; z2) iki nokadynyn
istlinden gegyin tekizliklerin defilemesini yazalyn.

Onun tgiin islendik bir M3(x3; y3; z3) nokat alalyn we
M1, M2, M3 nokatlaryi tistiindan ge¢yén tekizligin defilemesini
yazalyn.
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X=X Y=Y -4
X=X Yo=Y Z,—7|=0
X3=X% Ys=Y1 Z3-74

Ms nokat erkin bolany {i¢in x3-x1=A1, Y3-Y1=A2, Z3-zZ1=A3 erkin
sanlar bolyar. Diymek, islendik A1, A2, A3 erkin sanlar tigin

X=X Y=Y -4
X, =% Y,—Y¥: Z,—%|=0

A b A

Alnan defileme M, M2 nokatlaryn iistiinden gegyén tekizligin
deillemesidir. Bu deilemeddki A1, A2, A3 sanlara diirli bahalary
berip, berlen M: we M nokadyn istiinden gegyan diirli
tekizlikleri alarys.

6. Iki tekizligin arasyndaky burg.
Iki tekizligin paralellik we perpendikulyarlyk serti

Awx+B1y+C1z+D1=0 we Axx+Boy+(Crz+D>=0
ki tekizligii kesismeginden emele gelyan ikigranly
burgylaryn biri (@) bu tekizliklere perpendikulyar bolan
N, ={A1; B1; C1} we N, ={Az; Bz; C2}
wektorlaryn arasyndaky burca den bolar. Sona gora-de
n-n, AA, +BB,+C_C,

cos @ mm - \/A&2+Bf+C12\/A22+BZZ+C22

(4-37)

Eger tekizlikler parallel bolsalar, onda olara

perpendikulyar bolan N,;={A1; B1; C1} we N,;={Az; Bz; C2}
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wektorlar  hem parallel bolarlar.Diymek, wektorlaryn
parallellik sertine gora

A_B_G

A B, G

Eger tekizlikler perpendikulyar bolsalar, onda olara
perpendikulyar bolan N, we 1, wektorlar hem O6zara

perpendikulyar bolarlar. Wektorlaryn perpendikulyarlyk sertini
gord

(4-38)

A1A+B1Bo+C1Co=0. (4-39)

(4-38), (4-39) denlikler, degigislilikde tekizliklerin
parallellik we perpendikulyarlyk serti bolar.

10-nji mesele. l-in we m-in haysy bahalarynda
Ix+5y-3z+2=0 tekizlik 2x-my+9z+3=0 tekizlige: a) parallel,
b)perpendikulyar bolyar.

C 6 z1ulisi. a)Berlen tekizliklerinn parallellik sertine
gora

2 -m 9
bolyar. Bu yerden | :-g ; m=15.

b) Tekizliklerin perpendikulyarlyk sertine gord 21-5m-
3-9=0 bolyar. Bu erden

= 27 +5m
>
11-nji mes el e M5 3;2) we Mo(1; -3; 4)
nokatlaryn istiinden geg¢ydan hem-de a={2; 1,7} wektora
parallel bolan tekizligin defilemesini yazmaly.
Cozilisi Goy, n gozlenilydn tekizlik bolsun . &

—_ — —

tekizlikde erkin M(x; y; z) nokady alalyn. M;M,, MM, a
wektorlar komplanar bolarlar. Sona goré-de

143



{MIM, Mle}- a =0

ya-da koordinata formasynda

X-5 y-3 z-2
-4 -6 21=0
2 1 7
Bu erden
11x-8y-2z-27=0

gozlenilydn tekizligin denilemesi bolyar.

§5. Geiislikde goni ¢cyzygyn deiillemeleri

1.Giniislikde goni ¢cyzygyi umumy deiilemesi

Ginislikde haysy-da bolsa bir | goni ¢yzyk hem-de
OXVZ dekart koordinatalar sistemasy berilip, bu goni ¢yzygyn
OXVZ koordinata sistemasyna gord defllemesini ¢ykarmak
talap edilsin.
Goy, Mo(xo; VYo; 20) goni ¢yzygyn bir nokady dielin.
Koordinatalar baslangyjyny Mo nokada gogiirelin hem-de onuil
haysy-da bolsa bir oky, meselem Oy’ oky, | goni ¢yzygyn ugry
bilen gider yaly edip ony kdbir bur¢a dwreli.

z .5‘\
MixqibeiZal e

i Y
s
; 3

/c? u

% 55-nji surat.
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Sonda goni ¢yzygyn islendik nokadynyn, tdze koordinatalar
sistemasyna gora abssisasy we aplikatasy nul bolar:
x’=0 y=0 (4-41)

0’X’V’Z’  koordinatalar  sistemasyndan  OXVZ
koordinatalar sistemasyna (4-8) formula arkaly gegsek,(4-41)
sistema asakdaky gOrniisi alar:

Ax+By+Cz+D, =0
{A2x+ B,y+C,z+D, =0

Bu sistemanyn iki defilemesi hem tekizligin denlemesidir.
Diymek, ginislikde goni ¢yzyga iki tekizliginn kesisme ¢yzygy
hokmiinde garamak gerek .(4-42) sistema goni ¢yzygynyn
umumy denlemesi diyilyar.

2.Goni ¢yzygyn parametrik we kanonik derilemesi

| goni ¢yzygyn parametrik deflemesi diyilyén,
praktikada ginden ulanylyan, defilemesini ¢ykaralyn.

Goni ¢yzygyn Mo(xo; Yo; Zo) bir nokady we ona parallel
bolan s={m; n; p}wektor berilse,onda ginislikde | goni
cyzygyn yagdayy gutarnykly kesgitli bolar (56-nji sur.).

Goni ¢yzyga parallel bolan s={m; n; p} wektora
ugrukdyryjy wektor diyilyar.

Eger M(x; y; z) goni ¢yzygyn ustiinddki erkin nokat

bolsa M, M ={x-xo; y-Yo; z-Z0} we s wektorlar Kollinear
bolarlar.
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56-nji surat.
Diymek, kdbir t san iicin alarys:

M,M =ts. (4-43)
(4-43) denleme goni ¢yzygyn  wektor  formasyndaky
denlemesidir.Hakykatdan-da, M(x; y; z) nokat | goni ¢yzygyn

tistiinde bolsa, M M ||s bolar we tersine islendik t san iigin
M,M =ts. bolsa, M nokat berlen | goni ¢yzygyn istiinde
yatar. M(x; y; z) nokat | ¢yzygyn istiinde yatmasa M ,M
wektor s wektora parallel bolmaz. Diymek, M ,M wektor t-
nifl hi¢ bir bahasyndaM M =t s. denligi kanagatlandyrmaz.

Goni ¢yzygynn wektor formasyndaky deiilemesinden
koordinata formasyna gecip alarys:

X— X, =mt
Y=y, =nt (4-44)
z-2,=pt.

(4-44) sistema goni ¢yzygyn parametrik denlemesi diyilyar.
(4-44) sistemadan alarys:
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X—X - z—z
o _ Y~ Vo _ 0 (4-45)
m n p
Alnan deiilema goni ¢yzygyn kanonik denlemesi diyilyar.

(4-45) asakdaky gorniisde yazalyn

X=Xy V=)o
= a
- , @
X=X, Z—2z,
= b
- 5 (b)
Y—=)Yo 272y
= . W
, » (w)

Bu denlemelere degislilikde Oz, Oy we Ox oklara parallel
tekizliklerin denilemesi hokmiinde garamak bolar. Sona gora-de
(a), (b), (w) denlikler bilen berlen tekizliklere | goni ¢yzygy
proektirleyji tekizlikler diyilyar.

3.Berlen iki nokadyn iistiinden gegyin goni ¢yzygyrn
derilemesi

Mo(xo; Yo; z0) we Ma(x1; yi; z1) nokatlar berlip, bu
nokatlarynn istiinden ge¢ydn goni ¢yzygyn deflemesini

tapmaklyk talap edilsin. Ugrukdyryjy ; wektor hokmiinde

—

MM = {x1-xo0; Y1-Yo, Z1-Zo} wektory alsak, onda (4-45)
formula gora

Xp =X N1 Vo 2172
yazyp bileris. (4-46) gozlenilyédn denlemedir.

12-nji mesele. A(3;5;0) we B(2; 1; 8) nokatlaryn
istlinden gegydn goni ¢yzygyi defilemesini yazmaly.

X=Xy — Y=Y _ Z—2Z2 (4'46)
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Coziulisi. (4-46) denlemedaki M(xo; Yo; Zo) nokadyn

ornuna A(3; 5; 0) nokady, ugrukdyryji s wektoryn oruna AB
={-1; -4; 8} wektory alyp gozlenilydn ¢yzygyn deilemesini
asakdaky yaly yazyp bileris.

x-3 y-5

z
-1 -4 8

4.Goni ¢yzygyri umumy deiilemesinden kanonik
derilemesine gecmek

Goni ¢yzygyn umumy denlemesini yazalyi

X+B,y+C.z+D, =0
{Al ly 1 1 (4_47)

Ax+B,y+C,z+D, =0
Goni ¢yzygyn umumy denlemesinden kanonik denlemesine
gegmek licin (4-47)sistemadaky tlytgeydn ululyklaryn birini,
meselem, z-i t bilen belldp galan x we y iiytgeyéin ululyklary sol
denllemeden t-nifn isti bilen anladyarlar.Netijede asakdaky
sistema alynyar:

X=X, +Mmt
y=y,+nt
z=t.

Bu bilsa goni ¢yzyeyn parametrik denlemesidir. Bu
sistemadan t-ni yok edip gozlenilydn kanonik denlemaéni
alarys:

X=X V=V _Z

m n 1
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13-nji mesele.

2X-y+3z+2=0
goni ¢yzygyn kanonik defilemesini yazmaly.
Cozilisi. z=t goyiip alarys:

{3x+3y—22—1:0

{3x+3y:2t+1

2X-y=-3t-2
Sistemany x we y gord ¢oziip alarys:
5 7
X=————t,
9 9
8 13
=—+=¢
9 9
Diymek, goni ¢yzygyn parametrik defilemesi
5 7
X=———I,
9 9
8 13
==+,
9 9
z=1

bolyar. Goni ¢yzygyn kanonik defilemesini almak ii¢in sol {i¢

deiileménii  her birinden t-ni tapyp Ozara denesdirip,
gozlenilyédn kanonik detileméni alarys:

8

X+ = -

o Y9 =

B

9

9
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5.Giitiglikde nokadyi goni ¢cyzykdan uzaklygy

Kanonik denllemesi bilen berlen
X=X _ V=Yoo _Z7%
m n p

goni ¢yzykdan Mi(x1; y1; Z1) nokadyn uzaklygyny kesgitlemek
gerek dielin. Uzaklygy d bilen bellélin (57-nji sur.).

){fr e of 1 %, 2
LSS
1
[
1
I
st
g 1d
A A
i
i
—_———, _L.‘j:'
Mie 7 A
GJ%_"._‘%)
57-nji surat.

Goni ¢yzygyn ustiinde islendik Mo(xo; Yo; z0) nokat alalyn we
M,A=5,5={m,n,p} bolar yaly edip MoMi, BA

parallelogramy guralyn. Gozleyan d uzaklygymyz esasy | S |
bolan MoABM:  parallelogramyn  beyikligi ~ bolar.

Parallelogramyii meydanyny d | s |ya-da — [[M M 73]|

bilen afilatmak bolar. Diymek,

[MOM ,Q}

d=————. (4-48)
si
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14njimesele MG; 4 2) nokadyit x;: y;3 _ 2‘42

goni ¢yzykdan uzaklygyny tapmaly.
Coziulisi. (4-48) formulany paydalanalyn. Mo(1; -3; 2)

—

MM ={27;0}; § =(2;3; -4}

i j ok

MoM.s|=[2 7 0|=28i+8]+8k
2 3 -4
‘[I\/IOM,;_‘:\/282+82+8:4\/5_7
s|=v2%+32 +4% =29
457

J29

6.1ki goni ¢yzygyn arasyndaky bur¢. Iki goni ¢yzygyr
parallellik we perpendikulyarlyk serti

d

X=X _ VY= _274 Wex_xz _YTY, _Z72%

m, n P n, n, P>
goni cyzyklarynn arasyndaky burg, bu goni ¢yzyklaryn

ugrukdyryjisi={ my; ni; pi} we S2={ mz Nz Pz}
wektorlarynynl arasyndaky bur¢a dendir. Berlen iki goni
¢cyzygyn arasyndaky burgy ¢ bilen bellesek, onda alarys

S; S m,m, +nn, +
COS(0=_1, 2 _ 172 N, + PP,

[—

Is,] [, B \/mf +n2 +p! \/mzz +n’ + p?

(4-49)
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Eger goni ¢yzyklar parallel bolsalar, onda olaryi
ugrukdyryji wektorlary paralleldir. Diymek, iki ¢yzygyn
parallelik serti

ot _ P

m, n, PpP;
Eger goni ¢yzyklar perpendikulyar bilsalar, onda olaryn
ugrudyryji wektorlary perpendikulyardyrlar. Diymek, iki goni
cyzygyn perpendikulyarlyk serti
mimz+nin+p1p2=0 (4-51)

(4-50)

15-nji mesele.

x-3 y+2 z x+2 y-3 z+5

1 1 B 1

goni ¢yzyklaryn arasyndaky yiti burgy tapmaly.

Cozilsi.
C0S0 = $1°S, 1-1+2 1
Y s, |-|s, | VI+1+2-V1+41+2 2
1 2
Bu erden

(pzarccos% =60°

1.Goni ¢yzygyn we tekizligin arasyndaky bur¢. Goni ¢yzygyn
tekizlige parallellik we perpendikulyarlyk serti

Kesgitleme. Goni¢yzygyn we onun tekizligi

bolan proeksiyasynyn arasyndaky %—den ki¢i bolan o
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burca goni cyzygyn tekizlik bilen emele getiryin burcy
diyilyér. (58-nji surata ser.).

X—Xx, V- z—z
1Y~ Jo _ < goni ¢yzyk bilen Ax+By+Cz+D=0
m n p

tekizligin arasyndaky burgy @, goni ¢yzyk bilen tekizligin

normal n={A; B; C} wektorlaryn arasyndaky burga ¢ bilen
belgildp alarys:

58-nji surat
¢ burgy kesgitlemegi biz bilyaris:
n-s
cose= — — .Emma
n[-[s|
T .
COS @ = COS (5—9] =sino.
Diymek,
Am + Bn +Cp
sin 0 = . (4-52)

\/A2+BZ+C2\/m2+n2+ p?
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Eger goni ¢yzyk tekizlige parallel bolsa, onda goni
¢yzygyin ugrudyryjy S wektory tekizligin normal n
wektoryna perpendikulyar bolar. Sona gord-de goni ¢yzygyn
tekizlige parallellik serti asakdaky yaly yazylyar:

Am+Bn+ Cp=0 (4-53)

Eger goni ¢yzyk tekizlige perpendikulyar bolsa, onda
goni ¢yzygyn ugrudyryji S wektory tekizligin normal n
wektoryna parallel bolar .Sona gord-de goni ¢yzygyn tekizlige
perpendikulyarlyk serti iigin alarys:

A B C
m n p '

16-nji mesele M(1 -2; 3) nokatdan gegcyan we
3x+2y-z+5=0 tekizlige: a) parallel, b) perpendikulyar bolan
goni ¢yzygyi denilemesini yazmaly.

(4-54)

Coziulisi Goy, s={m;n;p} wektor goni ¢yzygyn
ugrukdyryji wektory bolsun.
a) Goni ¢yzygyn tekizlige parallelik sertini (4-53) formula
boyunga alarys:

3m-2n-p=0.
n=2, p=1 erkin bahalary berip m=-1 tapyarys. 3x+2y-z+5=0
tekizlige parallel bolan we M(1; -2; 3) nokadyn istiinden

gecyén tilkeniksiz kop ¢yzyklaryn birinini defilemesi

x-1 y+2 z-3
-1 2 1

b) Goni ¢yzygyn tekizlige perpendikulyarlyk sertini (4-54)
formula boyunca tapyarys
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m n p

3 2 -1
Diymek, goni ¢yzygyn denlemesi
x-1 y+2 z-3
3 2 -1

8. Goni ¢yzygyn tekizlik bilen kesisme nokady

Goni ¢yzygyn tekizlik bilen kesisme nokadyny tapmak iicin,
goni  ¢yzygyn parametrik deiilemesini  we tekizligin
deiillemesini  bilelikde ¢6zmek gerek, yagny asakdaky
sistemany ¢ozmeli:

Ax+By+Cz+D=0

X = X, +mt
y=y,+nt
z=12,+ pt.

Bu sistemanyn 2-nji, 3-nji we 4-nji denlemelerinden x—in, y-ii
we z-in bahalaryny 1-nji defilemede goyup alarys:

_ A% +By,+Cz,+D
Am+Bn+Cp

t =

(4 —55)

(4 — 55) defilikden Am+Bn+Cp 7 0 bolanda t yeke — tik
kesgitli bahasyny tapyarys. Ony goni ¢yzygyn parametrik
deiillemesine goyup, goni ¢yzygyn tekizlik bilen kesisme
nokatlaryny tapyarys.

Eger (4 — 55) denlemede Am+Bn+Cn=0 bolsa, onda t-nin
bahasy kesgitsiz bolar. Am+Bn+Cp=0 goni ¢yzygyh we
tekizligin parallellik sertidir. (4 — 53 formula ser.).
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Xx-3 y+1 z-3
-1
5x+3y—2z+2=0 tekizlik bilen kesisme nokadyny tapmaly.

17-nji mesele.

goni ¢yzygyi

Coziilisi. Goni c¢yzygyn denlemesini parametrik gorniisde
yazyp tekizligin defilemesi bilen bilelikde ¢ozelin

5x+3y—-2z2+2=0
X=3+2t
y=-1-t
z=3+5t.

Bu yerden
_5-3—3-1—2~3+2 B 22

5.2-3.1-2.5 3

t — nin bahasyny goni ¢yzygyn parametrik deillemesinde
ornuna goyup alarys:

11
ngi =—-—, z=fg

3 3 2

Indi dhli temalara degisli bolan birndge meseld garalyn:

x-1 y+1 z+2

18-njimesele. A(2;3;5) nokadyn 3 1

goni ¢yzyga bolan proyeksiyasyny tapmaly.

Cozilisi AQ2; 3;5) nokatdan X;1= yglz 212 goni

cyzyga gegirilen perpendikulyar bu goni ¢yzygy Ai(X1; Yi; Z1)

nokatda kesyar diyelin.

A we A1 nokatdan gecyédn goni ¢yzygyi defilemesini yazalyn:
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Xx-2 y-3 z-3
x -2 y,-3 z,-5

bu goni ¢yzyklaryn perpendikulyarlygyndan
2(x1—2)+3(y1 —3)+1(z1-5)=0. ()
A1(X1; y1; 1) nokat berlen géni ¢yzyga degisli bolany iigin

x-1 y+1 z+2

t.
2 3 1

Bu yerden x1=2t+1; y1=3t —1; z:=t -2 bolar x1 — i, y1 — i, Z1 —

i tapylan bahalaryny (Ol ) denilige goyup, ondan t — ni

tapyarys (t=1,5).

t — nin tapylan bahasyny ornuna goyup alarys:
x1=4, y1=3,5; z:=-0,5.

x-1 y-2 z+2

1 3 2
A(1; 2; -1) nokada simmetrik nokat tapmaly.

19-njy mesele. goni ¢yzyga gord

Coziilisi: Ilki A nokadyil berlen goni ¢yzyga bolan
proyeksiyasyny tapalyn (61iki meseleddkd menzes tapyarys).

2 20 17
X =2, y1=7’ 1—_7-

Goy, Ax(X2; Y2; z2) nokat berlen goni ¢yzyga gord A nokada
simmetrik nokat bolsun. A nokat AA:; goni ¢yzygyn

dowamynyii iistiinde yatar we AA = A Azbolar.

157



Ez{z—l—l; Q—Z; —g+1}

7 7
el 2 29 17
=X, —=; — Z,+—
A A {z 7 Y2 7 % 7}
AA = A A: deiilikden alarys.
xz—gzz—l; yz—§=§—2; 22+£=—£+1
7T 7 7 7 7 7
ya —da
. — 3, y _ 26 27
2 7’ 2= 2 7
20 -nji mesele X3_YHS_ 271,y e

2 3 -1
X_+12 = y5—1 _ Z 2(|2) goni ¢yzyklaryn arasyndaky in gysga
uzaklygy tapmaly.

Coziilisi Goni gyzyklar parallel bolan yagdayda ol
uzaklyk bir goni ¢yzygyn islendik nokadyndan beyleki goni
cyzyga ¢enli bolan uzaklyga dendir. Biz bu meselé su babyn 14
— nji meselesinde garapdyk.

Normal n wektory sol bir wagtda S;= {2; 3; -1} we $,={-1; 5;
4} ugrukdyryjy wektorlara perpendikulyar bolan tekizlik l1 we
I2 gbni ¢yzyklara paralleldir. Ol wektoryin S, we s, wektorlaryf
wektor kopeltmek hasylyna dendigini biz bilyaris.
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i j k
n=[5.5,1=|2 3 -1|=17i —=7j +13k.
15 4

Diymek 17x — 7y+13z+D=0

tekizlik 11 we l2 goni ¢yzyklara parallel bolar. Bu tekizlik I
goni ¢yzygyi ustiinden gecer yaly edip D sany kesgitldlin. Eger
tekizlik 11 goni ¢yzygyn istiinden gegyin bolsa, onda onun
denillemesini (3; -5; 1) nokadyn koordinatalary kanagatlandyrar,

yagny 17-3+7-5+13-1+ D=0 ya - da D =-99.
Diymek,
17x -7y +132-99=0

tekizlik 11 goni ¢yzygyn istiinden gecydn we l2 goni ¢yzyga
parallel tekizlikdir. Bu tekizligi Q tekizlik diyip atlandyralyn |1
we |2 goni ¢gyzyklaryn arasyndaky in gysga aralygyn l2 goni
cyzygyn islendik nokadynydan Q tekizlige ¢enli bolan
uzaklyga dendigi aydyndyr. |2 goni ¢yzygyn {istiinde yatyan M
(-2; 1; -2) nokatdan 17x — 7y + 18z — 99 = 0 tekizlige ¢enli
aralyk

_[17(-2)-7-1+13(-2)- 99

d )
172+ 72 4132 |
Bu verd 5 7lenilvin i vk d 166
U yeraen gozienilyan in Sga ara = —.
y g y gysg y \/ﬁ
V bap.
IKINJI TERTIPLI KABIR EGRI CYZYKLAR WE
USTLER
§ 1. Ellips
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1. Ellipsin kesgitlemesi we kanonik derlemesi

Kesgitleme. Fokuslar diylip atlandyrylyan F1 we F2
nokatlara cenli uzaklyklarynyn jemi F1 we F2 fokuslaryn
arasyndaky uzaklykdan uly bolan hemiselik sany beryéin
tekizlikdiki nokatlaryi kopliigine ellips diyilyér.

Goy, F1 we F2 nokatlar tekizlikde berlen fokuslar bolsun, M
(x; y) nokat ellipse degisli islendik bir nokat bolsun.
Kesgitlemi gora

|FEM|+|F,M| = const

ya-da denligin sag boleginddki hemiselik sany 2a bilen
bellesek, onda

[FM|+[FM|=2a (5-1)

Talaba gord |FF,| <2a. |FF,| =2c bilen belliliii we a>c diyip

giiman edelin.

Indi ellipsifi, dekart koordinata sistemasyna gord, denilemesini
cykaralyn. Abssisa oky Fi1 F2 kesimiii {istiine diiser yaly we
koordinatalar baslangyjy F1 F2 kesimi deni yarpa boler yaly
edip koordinatalar sistemasyny guralyn. (59 — njy sur.).




59 — njy surat.
59 — njy suratdan

IEM| =1 =(x+c) +y? (5-2)

M| =1, =(x=c)f +y° (5-3)

r. we rz — fokus radiuslary.(5 — 1), 6 — 2) we (5 — 3)
deiiliklerden alarys:

\/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2:2a. (5 4)

(5 — 4) denileme ellipsin dernlemesidir. Ony kabir 6wiirmeleriii
komegi bilen has gorniikli gorniise getirmek bolar. (5 — 4)
denlikdédki koklerin ikinjisini sag tarapa gegirip, alnan denligin
iki tarapyny hem kwadrata goterelin:

Xe+2ex+c2Hy?=da? —da /(X —C) +y® #x@ - 2ox+c? +y?
ya—da
a+/(x—c)f +y? =a?—cx.

Yene bir gezek kwadrata goterelii:
a?x? — 2a’cx + a’c? +a%y? = a* — 2a’cx + ¢x?
ya—da

2-2

(a? — c?)x? +a%y? = a* — a’c?.
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va? —c? =b bilen belgilédlin. Sonky denligin hemme agzasyny
a%b? sana boliip alarys:

2 2
X
LI

=1 (5 5)

(5 — 4) denlemeden (5 — 5) denleméni almak ii¢in, ony iki
gezek kwadrata goterdik, sonuin {icin onda del koklerin peyda
bolan bolmagy miimkindir, yagny ellipse degisli bolmadyk
nokatlaryn, (5 — 4) denilleméni kanagatlandyrmayan nokatlaryn
koordinatalarynyn (5 — 5) deiilleméni kanagatlandyrmagy
miimkindir. Emma (5 — 5) denlemidni kanagatlandyryan
islendik nokadynn  koordinatlarynyn (5 — 4) deiileméni
kanagatlandyryandygy ansatlyk bilen subut edilyir.

(5—5) denlema ellipsin kanonik dernlemesi diyilyar.

Ellipsint denillemesinii ikinji derejeli bolany ii¢in ol ilkinji
tertipli egri ¢yzykdyr.

2. Ellipsiti derielemesinin derriewi
Biz su punktda (5 — 5) deilleménin deriiewine garajakdyrys.
Sol defilemeden |X| < a, M <b gelip ¢ykyar. Diymek,
ellipsin ‘X‘ <a, M <b goniburclykdan dasarda hi¢ bir
nokady yokdur.

Ellips OX ok bilen Ai(a; 0) we A2(0; — a) nokatlarda, OY ok
bilen B1(0; b) we B2 (0; —b) nokatlarda kesisydr. Bu nokatlara
ellipsini depeleri diyilyér.
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Ellipsint defilemesine X we y dinie jlibiit derejede giryér, sona
gord-de ellips OX we OY oklara hem-de koordinatalar
baslangyjyna gord simmetrik figuradyr.

OX we OY oklara ellipsiii simmetriya oklary diyilyar.
Simmetriya oklarynyn kesisme nokadyna ellipsini merkezi
diyilyar.

Ellips OX okdan 2a den kesimi kesip alyar, ona ellipsiii uly
oky diyilydr. (umuman ellipsin fokuslarynyn yatyan okuna
ellipsin uly oky diyilyar.) ellips OY okdan 2b den bolan kesimi
keisp alyar, ona ellipsin kici oky diyilyar.

Eger ellipsin OX we OY oklara gord simmetrik figuradygyny
nazara alsak, onda ellipsi gurmak fi¢in onuii koordinata
burglarynyin  birinddki, meselem, birinjisinddki, bdlegini
gurmak yeterlikdir.

Ellipsint koordinata burcynyn birinjisinddki bolegini gurmaga
girigelin. Ellipsin kanonik deiilemesini y gord ¢oziip alarys:

yzgxfaz—xz (5-6)

Birinji koordinata burgynda y poloZitel bolany ii¢in biz kokiin
oniinde dine plyus alamatyny goyduk. X sana nuldan a c¢enli
birnd¢e bahany berip, (5 — 6) deinllikden y kesgitleyiris we
asakdaky tablisany diizyiris.




60 — njy surat.

1 1 2 5
(0 |=a |Za |Za |=a |=-a |a
6 6
bv35 | b8 | by3 | b5 | b1l )
yib 7% 3 | 3 | a 6

Bu nokatlary gurup, olary lekalo arkaly endigan egri ¢yzyk
bilen birlesdiryéris.

Bellik. Ellipsi gurmak ti¢in, uglary halkalyja uzynlygy 2a
denn bolan sapagyn halkajyklaryny ellipsin fokuslarynda

......

sapagy dartgynly yagdayda sakladyp, tekizlikde aylamaly.
Ellipsi gurmagyin bu kadasy ellipsin kesgitlemesinden gelip
¢ykyar.(60-njy surat)

3. Ellipsin ekssentrisiteti we direktrisalary
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Ellipsifi fokuslarynyni arasyndaky uzaklygyn ellipsin uly
okuna bolan & gatnasygyna ellipsiii ekssentrisiteti diyilyir.
a

Ol & bilen belgilenyir. Diymek,

C
&= . 5-7
a 6-7)
Derilemeleri
a a
X=-— X=- 5-8
. ~ 6-9)

goni ¢yzyklara ellipsiii direktrisalary diyilyéar. 61 — nji suratda
ellipsini direktrisalary gorkezilendir.

|

61 — njy surat.

4. Ellips toweregiri tekizlige bolan proyeksiyasydyr. Ellips
tekizligiri togalak silindr bilen kesisme cyzgydyr
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Goy, P we Q tekizliklar kabir | goni ¢yzyk boyunga kesigyan
bolsun. P tekizlikde XQY, Q tekizlikde X" O°Y " koordinatalar
sistemasynyn ikisi ti¢gin hem | koordinata oky, O nokady
koordinatalar sistemasynyn ikisi tigin hem baslangy¢ edip
alalyfi (62 — nji sur.). Eger biz P tekizlikdiki x?+y?=R?
toweregin.  hemme nokatlaryny Q tekizlige ortogonal
proektirlesek, yagny toweregin islendik nokadyndan Q
tekizlige perpendikulyar indermek bilen proektirlesek (62 — nji
asur.), onda X'OY " tekizlikde tize bir egri ¢yzyk emele geler.
Onun M(x"; y") nokadynyn koordinatalary toweregin degisli M
(X; y) nokatlarynyn koordinatlary bilen

y=y
Xl
- @
CoOSax
baglanysykda bolar.

Bu yerde & burg P we Q tekizliklerin arasyndaky burcdyr.

X — 1M we y — in bahalaryny berlen toweregin denllemesine
goyup alarys:

12

+ yl2: RZ

cos’ a




62 — nji surat.

ya-da
X|2 y|2
iz Tor =L
R°cos‘aa R

Indi R? cos?a=a? bilen bellesek (a?<R?)

12 12

(x"oy”) tekizlikde yatan ellipsin defilemesini alarys.
Bu ellipsde a<R bolany tigin ellipsin fokuslary OY okda yatyar.

Eger biz P tekizlikde x>+y?=R? toweregi Q tekizlige, toweregifi
nokatlaryndan galdyrylan perpendikulyaryn Q tekizligi bilen
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kesisme nokatlary edip proektirlesek (62 — nji b sur.), onda
degisli M (x”; y") we M(X; y) nokatlaryn koordinatalary 6zara

{y =y o

X = X'COS &

baglanysykda bolyar.

X We Yy — int bahalaryny berlen toweregin denlemesine goymak
bilen alarys.

x 2 cos?a+y?=R?

12 12

, X y
ya—da r R =1
COSx
12 12
Indi = a bellesek yene — de — + - =1 ellipsi alyarys.
cosa a~ R

Bu yerde a>R bolany ii¢in ellipsin fokuslary OX okda yatar.

Toweregin nokatlaryndan ¢ykyan we onun tekizligine
perpendikulyar bolan goni ¢yzyklaryn geometrik ornunyn
togalak silindri emele getirydndigini goz oniinde tutsak, onda
biz sonky ellipse togalak silindrin tekizlik bilen kesisme
¢cyzygy hokmiinde hem garap bileris. Indi ellipse degisli kabir
meselelere seredelinl.

l-njimesele.
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M1 [3; ﬁ] we M2 (2; \/?J nokatlary belli bolan ellipsin
4

kanonik defilemesini yazmaly.
C 06 z ii 1 i s i. Ellipsin merkeziniini koordinatalar
baslangyjynda, fokuslarynyn bolsa absissa okunda yatandygy
ticin gozlenilyan ellipsin denlemesi asakdaky yaly bolar:

2 2

X__|_y_ =1,

a’ b’
M1 [3; ‘fj M2 [2; gj nokatlaryn koordinatalaryny ellipsin

denlemesinde goyup, a we b sanlary kesgitleyaris:
9 7

=+
a’ 16b’
4, 12
a’ 16b’

—1,

Bu yerden

a?=16, b?=1. a®> we b? tapylan bahalaryny ellipsiii defilemesine
goyup alarys:

2 2

XYy

16 1

2 2

X y
2-nji mesele —=*—==1 cellipsitt M nokadyndan ce

fokusyna ¢enli uzaklyk sag fokusyna cenli bolan uzaklykdan 2
esse uludygy belli bolsa, M nokadyn koordinatalaryny tapmaly.

CoOziilisi. Meseldnin sertine gord (61 — nji sur.)

FiM=2F:M. (@)
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Ellipsin F1 ( — c; 0 ), we F(c; 0) fokuslarynyn abssisasyny
kesgitlilin:

=+/a®*-b® =+/100-36 =8.

(@) denlemidni Fi, F2, M nokatlaryn koordinatalary arkaly

yazalyn:
J(x+8) +y? =2,/(x—8) +y?

ya—da
3x% — 80x + 3y? + 192 = 0.

M (X; y) nokat ellipse degisli bolany ti¢in berlen ellipsii
2

X
defilemesinden y? = 36 (l—mJ alyp sonky derlige goyup
alarys:
12x* —500x + 1875 =0

75 25
X1= —; X2=—.
2

X = X1 bolanda y — ifi bahalary hyyaly bolany {igin difie X = X2
koki almaly bolyarys. Onuni bahasyny ellipsiii defilemesine
goyup alarys:
1
= +—+119.
Vi >

Seylelikde, berlen meselénin sertini kanagatlandyryan

25 1
( —4/119 j we M; (ES —%\/119j iki nokat bardyr.
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3
3-nji mesele Ekssentrisiteti —, direktrisasynyn
V17

17
denilemesi X = ? bolan ellipsin defilemesini yazmaly.

c 3
0z1ulisi. Meselianin sertine gord &€ = — = — .
C S S g a \/ﬁ

yagny
3 . a’ 1

" o 3
Bu iki denligi agzaba-agza kopeldip alyarys: a =+/17. a —
nyn tapylan bahasyny ornuna goyup ¢ = 3 alyarys. Ellipsin kici
yarym oky

~

b=+aZ-c? =17-9 = 2./2.

2 2

Diymek, gozlenilyén ellipsiii defillemesi 17 + E =1 bolar.
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§ 2. Giperbola
1. Giperbolanyii kesgitlemesi we onuii kanonik deiilemesi

Kesgitleme. Fokuslar diylip atlandyrylyan F1 we F2
nokatlara c¢enli uzaklyklarynyn tapawudynyn absolyut
ululygy nuldan tapawutlanyan hemiselik sana deni bolan,
tekizlikdéki nokatlaryn kopliigine goperbola diyilyér.

Goy, F1 we F> nokatlar tekizlikde berlen fokuslar bolsun,
M(x; y) nokat giperbola degisli islendik nokat bolsun.
Kesgitlemi gora

|[F:M|=|F, M| = const.
Bu hemiseilk sany 2a bilen bellélin.
|FM|=[F,M]| = 2a.

Bu deiiligi modulsyz yazalyn.
IFIM-FMj= £ 23, (5-9)

fokuslaryn arasyndaky uzaklygy 2c bilen bellesek, yagny
|F1F2| = 2¢ bellesek, kesgitlema gord 0<2a<2c ya — da

O<a<c. (5-10)
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63 — nji surat.

Indi giperbolanynn dekart koordinatalar sistemasyna gora
denilemesini ¢ykaralyn. Sadalyk {i¢in, abssissa oky Fi1 F»
kesimin istiine diiser yaly we ordinata oky FiF2 kesimin
ortasyndan geger yaly edip koordinatalar sistemasyny saylap
alalyn (63 — nji sur.).63 — nji suratdan alarys:

FEM[=r=y(x+cf+y*,  (5-11)
| EM[=r, =y(x-cf+y*.  (5-12)

(5-9), (5-11) we (5 — 12) denlemelerden asakdaky denlik
gelip ¢ykar:

\/(x+c)2 +y? —\/(x—c)2 +y?=+2a (5-13)

M(x; y) nokat sag tarapky yarym tekizlikde yatanda 2a — nyn
alamatynyi plyus boljakdygy, cep tarapky yarym tekizlikde
yatanda minus boljakdygy 63 — nji suratdan aydyn goriinyar.
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Ellipsin  kanonik denilemesini ¢ykarysymyzdaka menzes
operasiyalary gegirip (5 — 13) denligi

(c? - a?)x? - a%y?y = a? (c? - a?) (5-14)

gorniise getirse bolar.

b=+c*—a? belldp we (5 — 14) denligin hemme agzalaryny
a%b? boliip alarys:
2 2
Xy
——-==1 5-15
a’ b’ ( )

Alnan denlemai giperbolanyn kanonik denlemesi diyilyar.

2. Giperbolanyii derilemesinifi deriiewi

Biz agsakda giperbolanyn denlemesi diyenimizde onun (5 — 15)
deiileme bilen berilydn kanonik deiilemesini goz Oniinde
tutjakdyrys.Giperbolanyn defilemesini y goré ¢ozlip alyarys:

yzigx/xz—az. (5 — 16)

Bu yerden X = + g bolanda y = 0 bolyany goriinyéar. Diymek,
giperbola abssissa okuny Ai(-a; 0) we Ax(a; 0) nokatlarda
kesyar; |x|< a bolanda y — gift bahasy hyyaly san bolyar.

Basgaca aydanymyzda X=#a gOoni c¢yzyklaryn arasyndaky
tekizlik zolagynyn hi¢ bir nokady giperbola degisli déldir.
Giperbola iki bolekden — sahadan ybarat bolan figuradyr.

Giperbolanyil sag tarapky X >a yarym tekizlikde yatyan
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bolegine giperbolanyn sag tarapky bélegi —sahasy, cep tarapky

X2 -a yarym tekizlikde yatyan bolegine ¢ep tarapky bolegi —
sahasy diyilyar.

Giperbolanyn koordinata oklary bilen kesisme nokadyna onun
depeleri diyilyar. Giperbolanyn Ai(-a; 0) we Az(a; 0) iki depesi
bardyr.

Giperbolanyn denilemesiniin X — a we y — ge gord dine jiibiit
derejeli deiileme bolany iicin, giperbola koordinatalar

baslangyjyna we koordinata oklaryna gord simmetrik
X2 yz
figuradyr. Sonun {igin hem koordinata oklaryna ? -——=

b
giperbolanyn  simmetriya oklary diyilyar. Giperbolanyn
fokuslary yerlesen oka giperbolanyin hakyky simmeriya oky,
beyleki oka bolsa hyyaly simmetriya oky diliydr. Matematiki
edebiyatlarda a sana giperbolanyn hakyky yarym oky b sana
bolsa giperbolanynn hyyaly yarym oky diylip hem aydylyar.
Giperbolanyil simmetriya oklarynyn kesisme nokadyna onun
simmetriya merkezi diyilyr.

Giperbola koordinata oklaryna simmetrik figura bolany {icin,
onuil gurlusyny 1 — nji koordinata bur¢unda yerine yetirip,
galan koordinata burglarynda zerkal sekillendirmek arkaly
amala agyrmak bolar. Giperbolanynn 1 — nji koordinata
burcunda nihili ¢yzykdygyna garalyn.
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64 — nji surat.
b
y=— /Xz_az
a

deiilikden X — ifi, & — dan tiikeniksizlige ¢enli artdygyca y — it
nuldan tiikeniksizlige c¢enli artyanlygy goriinydr. Eger M
nokadyn trayektoriyasy giperbolany ¢yzyar diyip gbz oOniine
getirsek, onda onunn X oky bilen A (a; 0) nokatda umumy
nokady bolup “saga” we “yokaryk” tiikeniksizlige ¢enli hereket
edyandigine gbz yetirmek bolar (64 — nji sur.).

3. Giperbolanyii asimptotalary

Haysy — da bolsa bir L egri ¢yzygyn istiinde siiysydn M nokat
koordinatalar baslangyjyndan tiikeniksiz uzaklasanda | goni
¢yzyk bilen onun arasyndaky uzaklyk tiikeniksiz kicelydn
bolsa, onda L egri ¢yzyk | goni ¢yzyga asimptotik yakynlagyar
diyilydr. | goni ¢yzyga bolsa L egri ¢yzygyn asimptotasy
diyilyér. (65 — nji sur.).

Meselem, y = a* gorkezijili funksiyanyn grafigini ¢yzyan M
nokat bilen OX okun arasyndaky wuzaklyk M nokat
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koordinatalar baglangyjyndan c¢epe uzaklagdygyca (a < 1
bolanda) kigelydr we ahyrynda bu uzaklyk nula ymtylyar.
Diymek, y = 0 goni ¢yzyk y = a* gorkezijili funksiyanyn
grafiginin asimptotasy bolyar. (a > 1 bolanda M nokat
koordinatalar baslangyjyndan saga siiysende y = 0 goni ¢yzyk y
= a* funksiyanyn asimptotasy bolyar.)

y = loga* funksiyanyn grafiginin asimptotasy X = 0 goni ¢yzyk
bolyar. y = tg X funksiyanyn grafiginin asimptotalary X = (2k

T
+1) E go6ni ¢yzyklar bolyar.

65 — nji surat.
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66 — njy surat.
y=4= b X (5-17)
"~ a
X2 y2
goni ¢yzyklar Z 0 1 giperbolanyn asimptotalarydyr.

Ony subut etrmek iicin giperbolanyn we Y = iax goni

¢cyzygyn abssissasy x bolan M we N nokatlarynyn arasyndaky
uzaklyga garalyn (66 — njy suratda M we N nokatlar 1 — nji
koordinata bur¢unda gorkezilendir).

MN = EN - EM

178



EN kesim y = by goni ¢yzygyn ordinatasy bolany {igin
a

b
EN = EX; EM kesim giperbolanyn ordianatasy bolany {i¢in

EM = b x* —a’.
a

EN — in we EM — in bahalaryny yokarky denlikde ornuna
goyalyn we ony sadalagdyralyn.

=—x——\/x —a’ —(x—\/x —a®)x

a

X+Vx*+a® ab
x+xt+a?  x++x+al

Eger biz X sana barha uly bahalary berip baslasak maydalawjy
barha ulallar, emma sanawjy sol bir hemiselik sanlygyna galar,
ab

X++x?—a?

X —> oo bolanda drobun ululygy nula ymtylar. Diymek,

b
giperbola YV :;x goni ¢yzyga asimptotik yakynlasar.

yagny X — 1 ulalmagy bilen drob kigeler we

Beyleki koordinata burglary iigin hem edil sufia menzes edip
b

Yy =x—Xx gbni ¢yzyklaryn giperbolanyf asimptotalarydygyny
a

gorkezmek bolar.

Giperbolanyit  asimptotalarynyn  denilemesinden  olaryn
giperbolanyn oklaryna gord simmetrik yerlesen, taraplary 2a
we 2b  bolan goniiburglugyn diagonallarydygy (66 — njy
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suratda B'BCC’ goniburglugyn diagonalydygy) gelip ¢ykyar.
Goniiburgluk giperbolanyn formasyny kesgitleyér. Sonui {li¢in
hem oria giperbolanyii esasy goniiburclugy diyilyar.

Asimptotasy y = X goni ¢yzyk bolan giperbola den taraply
giperbola diyilydr. Dentaraply giperbolada a = b bolyar.

iki giperbola ¢catyrymly giperbolalar diyilyar.

4. Giperbolanyii ekssentrisiteti we direktrisasy

Kesgitleme. Giperbolanyi fokuslarynyi arasyndaky
uzaklygyi onun depeleriniin arasyndaky uzaklygyna bolan
gatnasygyna giperbolanyn ekssentrisiteti diyilyér.
Giperbolanyn ekssentrisitetini & bilen bellesek, onda

£==. (5 18)

Giperbolada ¢ > a bolany iigin & >1 bolyandygyny belldlin.
Giperbolanyn ekssentrisitetini a we b arkaly anladalyn.

_Wat+b® 1+(bjz

a

a

b
Sonky deiilikden, giperbolanyn ekssentrisitetinifi N gatnagyk

arkaly kesgitlenyandigini goryaris. 9 gatnasyk giperbolanyn
a

180



formasyny kesgitleydr. Diymek, ekssentrisitet giperbolanyn
formasyny kesgitleyén atsyz sandyr:

Detilemeleri

a a
X=——; X=— (5-19)
&

bolan goni ¢yzyklara giperbolanyii direktrisalary diyilyar.
Giperbolanyn fokuslary OX okunda yerlesen bolsa, onda
(5 — 19) denliklerden gorniisi yaly, giperbolanyn direktrisalary
fokuslar okuna perpendikulyar bolan iki sany goni ¢yzykdyr.

a a
g>1bolanyiigin X=——>-3a; x=— <a.
& &

Diymek, giperbolanynn direktrisalary onun iki depesinin
arasyndan gecyir (66 — njy suratda giperbolanyn direktrisalary

punktir ¢yzyklar bilen gorkezilendir). x=_2 goni ¢yzyga
&

giperbolanyh cep tarapky direktrisasy, x — 2 goni ¢yzyga sag
&

tarapky direktrisasy diyilyar.
Indi kébir meselelere seredelin.

4-nji mesele. Ekssentrisiteti & = 1,25 bolan, fokuslary
X2 2

29 + % =1lellipsin  fokusynda  yatyan  giperbolanyn
defilemesini yazmaly.

Cozilisi. Ilki giperbolanyn fokuslaryny tapalyn.
Meseldnin  sertine gord ellipsin  fokuslary giperbolanyn
fokuslary bolup hyzmat edér. Ellips ti¢in

c=+a?—b2=+/49-24 =5,
Giperbolanyn fokuslary F1(-5; 0) we F2(5; 0) nokatlar bolyar.
meseldnin sertine gora
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-c=—-5=4,

o~
ol

€ =1,25 bu yerden a=
a

Giperbola ti¢in hyyaly yarym ok

b=+c’—a® =+25-16 = 3.

Diymek, gozlenilyén giperbolanyn denillemesi:

X’ yz
16 9
5-nji mesele Birasimptotasynyn deilemesi Y = E X,
sag tarapky direktrisasynyn  defilemesi X = 12 polan
V13

giperbolanyn defillemesini yazmaly.
Coziulisi Giperbolanynl asimptotasynyi deilemesini

umumy gorniisde yazalyn: y = b X . Meselédnin sertine gora
a

b 3 3 .
—=— ya — da b=5a. Giperbolanynn sag tarapky

a 2
c 2
direktrisasynyn detilemesi X=—= ? deii. Meselédnin
&
2
a
sertine gord — = 12 ya—da c= @az. b%= c? — a? deiilige
c 13 12
b — nifi we € — nin tapylan bahalaryny goyalyn.
9 13
“a’=—a'-a%
4 144

Bu denleméni ¢oziip a = 6 we sofira b = 9 tapyarys. Diymek,
gbzlenilydn giperbolanyn defilemesi
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X2 2
LN =1 bolar.
36 81

§ 3. Parabola

1.  Parabolanyri kesgitlemesi we onuii kanonik
deiilemesi

Kesgitleme. Tekizlikde berlen goni ¢yzyga cenli
uzaklygy, sol tekizlikde berlen nokada cenli uzaklyga den
bolan tekizligiii nokatlar kopliigine parabola diyily:r.
Tekizlikde berlen goni c¢yzyga parabolanyii direktrisasy,
berlen nokada bolsa parabolanyri fokusy diyilyar.

Fuperraputa

67 — nji surat.

Parabolanynn denilemesini ¢ykarmak {igin, abssissa okuny
fokusyn isti bilen direktrisa perpendikulyar edip gecirelin.
Ordinata okuny bolsa AF kesimiin ortasyndan gegirelinn (67 —
nji sur.). Fokusdan direktrisa ¢enli uzaklygy p bilen bellélin.
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Sonda fokusyn koordinatalary g we O bolar. Fokus

direktrisadan sag tarapda vyatsa (67 — nji suratdaky yaly)
direktrisanyn detilemesi X = -g bolar.

Goy, M (X; y) nokat parabolanyi islendik bir nokady bolsun. M
(X; y) nokatdan direktirsa inderilen perpendikulyaryn esasyny
B bilen bellélin. Parabolanyn kesgitlemesine gora

|MB| = |MF| (5-20)

Bu denligi nokatlaryn koordinatalary arkaly yazalyn.

IMB| =\/[x+§j2+(y—y)2 —x+ P

2
IMF| =\/(x—§j2 +(y -0y :\/(X—ET +y2

2
p p 2
X+—= || x==| +Vy>
2 [ 2) y

Diymek,

Bu denligin iki bolegini hem ilki kwadrata goterip, somira
yonekeylesdirip alarys:

y? = 2pX. (5-21)

Alnan denilemi parabolanyii kanonik derilemesi diyilyar.

2. Parabolanyii derilemesiniii deriiewi

Parabolanyn y? = 2px defilemesini derfidliii. Defilemede y ikinji

derejede bolany {i¢in parabola Ox oka gord simmetrik

figuradyr. Sonun {igin OX oka parabolanyn simmetriya oky
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diyilydr. Diymek parabolany gurmak iicin onun OX okundan
yokarky bolegini gurup, sofira OX oka gord zerkal sekilini
almak yeterlikdir.

X — ifi nuldan kigi bahalarynda y = +./2px bahasy yokdur.

Diymek, parabolanynn OY okdan cep tarapda yekeje nokady
hem yokdur.x = 0 bolanda y = 0 bolyar. y> = 2px parabola
koordinatalar baslangyjyndan gecydr. X nuldan tiikeniksizlige

P

cenli artanda y nuldan tiikeniksizlige ¢enli artyar. x = —

2
bolanda y = p bolyar, yagny parabolanyn fokusyndan OX
okuna gegirilen perpendikulyar goni ¢yzygyn parabolanyn
icindédki bolegininii uzynlygy 2p deii bolyar. p san nice uly
bolsa parabola songa — da yayran bolyar. p sana parabolanyri
parametri diyilyir. 67 — nji suratda y?> = 2px parabola
gorkezilendir.

£

1

20—
"

68 — nji surat.
y? = - 2px defileme — de parabolanyi defilemesidir. X > 0
bolanda ordinatanynn hakyky bahasy yokdur. Diymek, bu
parabolanyn OY okdan sag tarapda yekeje — de nokady yokdur.
6-njy mesele Awtomobilii ¢yrasynyn doly gabynyn
onuil agzyndaky tegelegin diametriniii we onun ¢lir depesiniil
istiinden gec¢yén tekizlik bilen kesismesi parabolany beryir.
Awtomobil ¢yrasynyil das gabygynyn diamteri 20 sm, onun
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cunilugy 10 sm bolsa, sol parabolanyn fokusyny tapmaly (68 —
nji surata ser.).

C o zilisi Koordinatalar baslangyjy awtomobil ¢cyrasynyn
depesi bilen, abssissa oky OD bilen gabat geler yaly edip
koordinatalar sistemasyny guralyn. Sonda parabolanyn
defilemesi y> = 2px bolar. E nokadyn koordinatalary

(10,10)bolarlar,olary parabolanyin deiilemesine goyup alarys:
100cm?=2p 10cm; p=>5cm; E: 2,5 cm. Parabolanyi

fokusy F(2,5; 0) nokat bolar.

§ 4. Ikinji tertipli egrilere galatasyan cyzyk

Kesgitleme. Kesiji Mo M1 goni ¢yzygyin M1 nokady
egri ¢yzygyn iistiinde bolmagyny dowam etmek bilen Mo
nokada c¢iksiz yakynlasandaky predel yagdayyna egri
cyzygyn Mo nokadyndaky galtasyan ¢yzygy diyilyir.
Ellipsin, giperbolanyin we parabolanyn galtagsma ¢yzyklarynyn
denlemesini ¢ykaralyn. Mo (Xo; Yo) we M1 (X1; y1) nokatlar egri
¢yzygyn nokatlary bolsun. Bu iki nokadyn istiinden gecyén
kesiji goni ¢yzygyn deillemesini yazalyn:

X=X _ Y=V ya - da yO_ylzy_yl
Xo=%X YYo= Y1 Xo =% X=X

Ellipsin galtasma ¢yzygynyii deiilemesi
Mo (Xo; Yo) we M1 (X1; y1) nokatlar ellipse degisli bolsa,

? + i;iz =1 we a— + i/)—l =1 denlikleri yazyp bileris. Sonky

iki detiligi biri — birinden ayryp alarys:
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X0 a—2X1 + Yo b—2y1 ~0
ya—da
(X = %)% +%) (Yo = Y)(Yo + V1)
a’ - b? ’
bu Yerden

Yo~ Y1 - _ bZ(XO+X1) .
Xo =% az(yo + yl)

(5 - 23)

(5 - 23) denlemeden Yo~ ¥ iicin tapylan bahany kesiji
0 =%

¢yzygyn defilemesine, yagny (5 — 22) defilema goyup alarys:

Y=y - _ bZ(X0+X1) .
X=X az(yo + yl)

bu denligin iki tarapyny hem W kopeldip alarys:

b? a

(5 — 24) denleme ellipsi Mo (xo; Yo) we M1 (X1; y1)nokatlarda
kesip gecydn goni ¢yzygyn denlemesidir. Bu kesiji goni
cyzygyn M1 (xi; y1) nokady Mo (Xo; Yo) nokadyna tiikeniksiz
yakynlasyar we predel yagdayynda Mo (Xo; Yo) nokadyn iistiine
diisyéar diysek, onda biz ellipse Mo (Xo; Yo) nokatda galtasyan
¢yzygyn denlemesini alarys:

O=Wlory) X=X x) o o
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(y—xéoz)-Zyo +(X_)::2)'2Xo _0

ya—da

2 2
YoY + XXy _ %o N Yo
b>  a® a? b?’
bu galtagyan ¢yzygyn denlemesidir. Mo (Xo; Yo) nokat ellipse
degisli bolany iigin

M+M—1 5-25
a2 b2 - 4 (_ )

(5 — 25) denileme ellipse Mo (Xo; Yo) nokatda galtagyan goéni
cyzygyn denlemesidir.

Giperbolanyit we parabolanyn galtagyan ¢yzyklarynyn
deiilemesi ellipsiii galtasyan ¢yzygynyn deillemesine menzes
edilip ¢ykarylyar. Biz giperbolanyn we parabolanyn galtasyan
cyzyklarynyn gutarnykly denlemelerini yazarys. Siz olary
0zbasdak hem ¢ykaryp bilersifiiz.

Giperbolanyi galtagyan ¢yzygynyi deflemesi
XX oY _4

a2 b2 (5 - 26)

Parabolanyn galtasyan ¢cyzygynyn denlemesi
yoy = p (X +Xo) (5-27)

Ax+By+C=0 (5-28)
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Goni ¢yzygyn ellipsiii galtasma ¢yzygy bolmagy iigin haysy
sertin  zerurdygyna garalyn. Ellipsin galtasma c¢yzygynyn
denlemesini asakdaky gorniisde yazalyi:

X
—2x +&y—1=0 (5-25%)
a

b2

(5-25%) we (5 — 28) denlemeler ellipsint Mo (Xo; Yo) nokadynda
galtagyan sol bir goni ¢yzygy denlemesi boljak bolsalar, onda
(4 — 17) formula layyklykda

(%}:A:(gj:Bz—l:C

Mo (Xo; Yo) nokat Ax + By +C = 0 goni ¢yzyga — da degisli
bolany ii¢in

AXo + Byo + C = 0 yazyp bileris. Bu deilikde Xo — iii we Yo — inh
bahalaryny ornuna goyup alarys:

A%? + B2 - C2=0, (5 - 29)
XY
(5 —29) formula Ax + By + C = 0 goni ¢yzygyn ? + b_z -

ellipse galtagyan goni ¢yzyk bolmagynyn sertini anladyar.

2

2
Ax + By + C = 0 goni ¢yzygyn x—z—z—z =1 giperbola galtagyan
a
¢yzyk bolmagynyn serti
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A%a? —B%*-C?=0. (5-30)
Ax + By + C = 0 goni ¢yzygyn Yy = 2pX parabola galtagsyan
goni ¢yzyk bolmagynyn serti

pB2 -2 AC =0. (5-31)

Ax + By + C = 0 goni ¢yzygyn giperbola we parabola
galtagyan bolmak serti, géni ¢yzygyn ellipse galtagyan bolmak
sertinin tapylysy yaly tapylyar.

7-nji mesele Egerx+y+5=0wex—-4y-10=0
goni ¢yzyklar ellipse galtasyan bolsalar we ellipsini oklary
koordinata oklary bilen gabat gelydn bolsa, onda ellipsin
denillemesini tapmaly.

Cozilisi. Bizin gézleyin ellipsimizin defilemesi meseldnin
sertine gord

2

Y

2
+b2

QN| =

a we b sanlary kesgitlemek iicin goni ¢yzygyn ellipse
galtasma sertini, yagny (5 — 29) deiiligi ulanyarys.

1?28 + 1?h*-25=0
we
1282 + 42p2 - 100=0

Bu iki defligi bilelikde ¢oziip b> = 5, a> = 20 tapyarys.
Seylelikde, bizin gozleyén ellipsimizin defilemesi

2 2

X y
—+-—=1 poly
20 5 bolyar.
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8-nji mesele. x—-y-2=0 goni ¢yzyk oklary koordinata
oklary bilen gabat gelydn giperbola M (4; 2) nokatda
galtagyar. Giperbolanyn defilemesini yazmaly.

Coziulisi Goy, gozlenilyan giperbolanyn denlemesi

X2 2

g—FZI bolsun. a? we b? sanlary kesgitlilifi. Giperbola

ticin galtagsma nokadyn koordinatalary

T NTg

Aa’ gy

bolyar. (6zbasdak ¢ykaryin). Meselédnin sertine gora
X0=4;y0=2;A=1,B=-1,C=-2.

Bu sanlary yokarky defilige goyup alarys: a? = 8 we b? = 4.

Seylelikde, gozlenilydn giperbolanyn deillemesi

X2 2

y ,
— —~— =1 bolyar.
8 4 4
9-njy mesele. y?=4xparabola we ofia galtasyan X + 3y
+ 9 =0 goni ¢yzyk berlen. Galtagsma nokadyny tapmaly

Cozilisi Parabola iicin galtasma nokadyn koordinatalary

X, = % Yo = BTE bolyar. (Ozbasdak ¢ykaryi.)

Meselede, A =1, B =3, C =9 we p = 2 berlen. Yokarky
deillikden Xo = 9 Yo = 6 tapyarys.
Biz tekizlikddki kébir egri ¢yzyklaryil denlemelerine garap
gecdik. Indiki paragraflarda kébir dstlerin denilemelerine
gararys.
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§ S. Silindrik iist

Kesgitleme. Haysy bolsa— da bir goni ¢yzyk 6z —
oziine parallelligini saklap, basga bir berlen ¢yzygyn ugry
bilen hereket edip iist emele getiryin bolsa, onda ol iiste
silindrik iist diyilyér.

Oz — oziine parallelligini saklap hereket edyin goni ¢yzyga
emele getiriji diyilydr. Emele getirijinin hereket edyin
¢cyzygyna ugrukdyryjy diyilyar.

69 — njy suratda silindrik Gstin bir bolegi gorkezilendir. AB
goni ¢yzyk silindrifi emele getirijisi, AC egri ¢yzyk bolsa onun
ugrukdyryjysy. Silindrik tstiin deillemesini ¢ykarmak tigin,
silindrik tstlin emele getirijisinin ugry we ugrukdyryjysynyn
deiilemesi gerek.

Goy, silindrih emele getirijisi @ ={m, n, p} wektora
parallel bolsun we

X = ¢@(u)
y =¢(u)
z=6(u)
as<u<b

silindrin ugrukdyryjysynyn denlemesi bolsun.
Ugrukdyryjynyn islendik Mz (X1; y1; Z1) nokadyndan gegyén
emele getirijiniii defilemesi

X=X, =mt

y—-y, =nt (5-32)
zZ—1, = pt

—o<t<o
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69 — njy surat.

bolar. M: nokat wugrukdyryjynyn nokady bolany iigin
x1= @ (), y1= @ (u), z2= € (u) bolar. Bu bahalary (5 — 23)
denilige goyup alarys:

X—¢@(u) =mt
y —¢(u) =nt (5 - 33)
z—-6(u) = pt

(5 — 33) denleme silindrik iistiin parametrik denlemesidir. Goy
indi ugrukdyryjy XOY tekizliginde yatsyn we silindrin emele
getirijisi OZ oka parallel bosun. Onda ugrukdyryjynyn
denlemesi F (X; y) = 0 bolar. Bu yagdayda ugrukdyryjynyn
islendik M1 (x1; y1) nokadyndan gecydn emele getirijinin
denillemesi asakdaky yaly bolar:

{x=x1
Yy="%
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70 — nji surat.

M1 (X1; Y1) nokat emele getirija degisli bolan {igin,
silindrin denilemesi F (x; y) =0 diyip yazyp bileris.

Seylelikde, xOy tekizliginde yatyan islendik c¢yzygyn
denlemesine, ginislikde emele getirijisi Oz oka parallel bolan
silindrik istiin denlemesi hokmiinde garalyar. Sona gord — de
bu hili silindrik  udrukdyryjynyii ady bilen atlandyrylyar.
Meselem, X‘z_é _1 denileme ginislikde emele getirijisi Oz

a

194



oka parallel bolan silindrik tistiin defilemesidir. Ona giperbolik
silindr diyilyar. 70 — nji a, b, w suratda elliptik, giperbolik,
parabolik silindrler gorkezilendir.

§ 6. Konik iist

Kesgitleme. Gozganmayan bir nokady bolan goni
¢yzyk, basga bir berilen ¢yzyk boyunca hereket edip iist
emele getiryin bolsa, ol iiste konik iist diyilyér.

GoOni ¢yzygyn gozganmayan nokadyna konik iistiin depesi
diyilyir. Ustii emele getiryéin goni ¢yzyga konik iistiifi emele
getirijisi diyilyar. Emele getirijinit hereket edyin ¢yzygyna
ugurkdyryjy diyilyar. Goy Mo (a; b; ) nokat emele getirijinin
gozganmayan nokady bolsun,

F(xy;2)=0
@(x;y;2)=0 (5-34)

ugrukdyryjynyn denlemesi bolsun.
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71 — nji surat.

Konik dstiin islendik M(X;y;z) nokadynyn koordinatalarynyn
kanagatlandyrjak denilemesini, yagny konik {iistiin denilemesini
cykaralyn. Goy, No (Xo; Yo, Zo)nokat ugrukdyryjy ¢yzyga
degisli nokat bolsun. Onda No (Xo; Yo; Zo0) nokadyn
koordinatalary ugrukdyryjynyn deilemesini kanagatlandyrar,

yagny

{F(Xo; Yoi 25)=0

C oy - _ (5-35)
D(Xy; Yo: Z,)=0.
Mo we No nokatlardan ge¢ydn emele getirijinini denlemesi

Xx-a y-b z-c
X,—a Y,—b z,-cC

(5 — 36)

bolar.

(5 — 35) we (5 — 36) denlemelerin tguisinden Xo; Yo; 2o
nébellileri tapyp we olaryn tapylan bahalaryny dordiinji
deiilemd goyup, konik iistiin deiilemesini alarys. Konik {istiin
ugrukdyryjysy towerek bolsa omna tegelek konik st
diyilyandigini bellalin.

10—-njy mesele. Ugrukdyryjysy

2

2 2
L
3 5 10

2 2 2
X_+y_+z_:1
2 9 6
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bolan, depesi koordinatalar baslangyjynda yatyan konik stiin

denlemesini yazmaly.
Cozilisi Konik iistin denilemesini (5 — 35) we (5 — 36)
deiilemeler gérniisinde yazalyn:

2 2 2

X Yo % 4

3 5 10

X Yo L _4

2 9 6

X=Xt Y=Yl z=12,t

Xo — if1, Yo — i, Zo — ifi bahalaryny ugrukdyryjynyn denllemesine
goyup alarys

2 2 2
JA
LSS S S
/3 5 10
2 2 2
_+y_+z_:t2
2 9 6
Bu yerden
2 2 2 2 2 2
Xy Xyt
3 5 10 2 9
ya—da
X _4y 2
6 45 15
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§ 7. Aylanma iist

Kesgitleme. Haysy — da bolsa bir ¢cyzygyn nokatlary,
ok diylip atlandyrylan goni ¢yzygyn towereginde, sol okdan
uzaklygyny iiytgetmin sol oka perpendikulyar tekizlik
boyunc¢a 27 burg owriilip iist emele getiryin bolsa, onda ol
iiste aylanma iist diyilyir. Yonekeylik iicin aylanyan ¢yzyk
oka perpendikulyar bolan islendik tekizlik bilen difie bir
nokatda kesigyar diyelin.

Goy, denlemesi

{F(x; y:2)

D(x;y;2)

0
0 (5 - 37)

bolan LE ¢yzyk Oz okun towereginde aylanyp iist emele
getirydr diyelin (72 — nji sur.).

Bu iiste degisli islendik bir M (X; y; z) nokady alalyn. M
nokadyn {isti bilen aylanma okuna perpendikulyar tekizlik
gecirelin. Bu tekizlik LE ¢yzygy kédbir N (Xo, Yo, zo) nokatda,
oky bolsa kébir O™ nokatda keser

(5 —37)denlikden x we y sanlary z arkaly aniladyp alays:

{X=¢@)

y=4() o3

N (Xo; Yo; zo) nokat LE ¢yzyga degisli bolany ii¢in onun
koordibnatalary (5 — 38) denlikleri kanagatlandyrar.

Sona gord — de
{Xo =p(2,)

-39
Yo = l(zo) ® )
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72 — nji surat.

72 — nji suratdan |O'M| =|O"N|.

(sol bir toweregin radiuslary bolany tigin) z = zo alarys.

Yene — de

O"M? = x? +y? (5 - 40)

ON*=xo? +y o= [@ @)]*+ [2 (@)]*=

=[p @1*+[2 @] (5-41)

Bu iki denlikden aylanma iistiinn defilemesini alarys:
X +y =[P @QF+[4 @ (5-42)

N etije Eger aylanma iisti kdbir egrinin koordinata
oklarynyn  birinin  téwereginde, meselem, Oz okun

towereginde, aylanmagy bilen emele getirilydn bolsa, onda
aylanma tisti emele getirydn ¢yzygyn dernlemesini
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X= ¢ (2)

y=4(2)

parametrik gorniisinde yazmaly. OX ya — da Oy okun
towereginde aylanmagy bilen {ist emele getirydn egri ¢yzygyn
parametrik denlemesini degislilikde asakdaky yaly

y = @(x) {X = (y)
{Z =A(X) z=A(Y)

gorniisinde yazmak amatly bolyar.

8. Aylanma ellipsoidy we ellipsoid
2 2

X z )
Goy, XOZ tekizliginde yatyan ¥+F=1 ellips Oz okun
towereginde aylanyan bolsun. Berlen ellipsin denlemesini
iki Ustinn kesismesi gorniisinde, (3 — 37) defileme gorniisinde
yazalyn.
X2
a2

=0

=1

Z2
T2

c

< o

Bu deileme sistemasyny X we y gord ¢ozelin hem — de
kwadrata goterelin:



Bu iki denligi gosup alarys:

a2

ya —da
2 2 2
X y° z
7T 6®

(5 —43) denleme bilen berlen iiste aylanma ellipsoidy diyilyér.

(5 — 43) denleme bilen berilydin aylanma -ellipsoidyny
koordinata oklaryna perpendikulyar tekizlikler bilen keselin we
kesiklerde ndhili ¢yzyklaryil emele gelydndigine garalyn.

1) Goy x = h tekizlik bilen kesyaris diyelin, onda (5 — 43)

deiilikden alarys:
yz 72 h?
—2 + —2 = l - —2 .
a- C a

Bu denligin ¢ep bolegi polozitel san; sag bdleginin hem
polozitel san bolmagy ii¢in ‘h‘ < \a\ bolmaly ‘h‘ > \a\ bolanda x
— h, tekizlik bilen aylanma ellipsoidy kesigsmeyérler. Sonky

denileméniit hemme agzalaryny 1 _ h_z boliip
a

2
N — (5 — 44)

a2h2 2
-3




ellipsi alarys.

2. Goy, Y = h tekizlik bilen kesyaris diyelin. Onda (5 — 43)
deiillikden alarys:

x? 72 h?
Stz =|1-=% (5 - 45)

Munuii |h| <|a| bolanda xOz tekizlige parallel tekizlikde
yatyan ellipsdigini gérmek ansatdyr. ‘h‘ > ‘a‘ bolanda y = h
tekizlik aylanma ellipsiody bilen kesismeyar.

3. Goy, z = h tekizlik bilen kesyéris diyelin. Onda (5 — 43)
deinlikden alyarys.

X2 y2 h2
;Jrg:(l——z] (5-46)

|| >|c| bolanda bu egrinii xOy tekizlige parallel tekizlikde
yatyan, a /1_h; radiusly towerekdigini gormek kyn daldir.
c

Ih|>|c| bolsa z = h tekizlik aylanma ellipsiody bilen
kesigsmeyadr.

Aylanma ellipsiodyny aylanma okuna perpendikulyar tekizlik
bilen kessek, onda kesikde towerek, beyleki oklara

perpendikulyar tekizlikler bilen kessek bolsa ellips emele
gelyar.

Ug¢ kesiginde hem ellips emele geler yaly {isti almaga
synanysalyn. (5 — 44) we (5 — 45) deiliklerde denligin c¢ep
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tarapyndaky gosulyjylaryin maydalawjylary diirli bolany {i¢in
kesiklerde ellips emele geldi. (5 — 46) denlikde denligin ¢ep
bolegindédki gosulyjylaryil maydalawjylarynyn deni bolany ii¢in
kesikde towerek emele geldi. Diymek, hemme kesikde ellips
almak iicin aylanma ellipsiodynyii denilemesindédki X, y we z
ululyklaryn maydalawjylaryny diirli sanlar etmek gerek.

73 — nji surat.
Meselem,
2 2 2
X° y® oz
— +t+5=1 547
a2 b2 C2 ( )

ist li¢ kesiginde hem ellipsi beryén {iistdir. (5 — 47) deiileme
bilen anladylyan iiste ellipsiod diyilyér. Ol a, b, ¢ sanlar diirli
bolanda hi¢ bir ¢yzygyn okun towereginde aylanmagyndan
emele gelip bilmez, yagny ol aylanma iist déldir.

a, b, ¢ sanlara ellipsiodyn yarym oklary diyilyar. 73 — nji
suratda ellipsoid gorkezilendir.
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§ 9. Bir boslukly aylanma giperboloidi.
Bir boslukly giperboloid

x> z°
Primviat
a C
y=0
giperbolany Oz okun téwereginde aylamadan
2 2 2
Y (5-48)
a? a2 c?

aylanma tisti alyarys. Muna bir boslukly aylanma giperboloidy
diyilydr. Bir boslukly aylanma giperboloidini koorinata
oklaryna perpendikulyar tekizlikler bilen, yagny x = h, y = h
we z = h tekizlikler bilen keselin hem — de kesikde néhili
figuranyi emele gelydndigine garalyn.

1. z = h bolanda alarys:

h2

X2
— =1+C—2. (5-49)

2
y

>t 2

a a

h 2
Sofiky denlik radiusy a,/1+—- bolan towerekdir.
C

2. X = h bolanda alarys:

2 2
Yy YA
¥—C—221—¥ (5*50)

(5 — 50) denlik bilen aiiladylyan figura h7# a bolanda
giperbolany beryir. h = a bolanda bolsa
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y2 ZZ
55 =0
a C
ya —da
y 2 z
_:_WeX:__j
a ¢C a C

yagny goni ¢yzyklary alyarys.
3.y =h bolanda, x = h bolandaky yagday gaytalanyar.

Iki kesiginde h # a bolanda giperbola, ti¢linji kesiginde ellips
emele geler yaly iisti almaga synanysalyi. (5 — 48) deiilikdéki y
— il maydalawjysyny b bilen ¢alsyralyf. Sonda

X
—+

2 y 7
a.2

2 2
7~ =1  (5-5))

O
(@]

alarys. (5 — 51) denlik bilen anladylyan iste bir boslukly
giperboloid diyilyar. Ol a #b # c yagdayda aylanma st
déldir. Bir boslukly giperboloid z=h tekizlik bilen kesisende

2 2 2

a~ b C

ellips beryir.

B ellik. Bir boslukly aylanma giperboloidi we bir boslukly
giperboloid hemme tarapa tiikeniksizlige c¢enli uzalyp gidyin
istdir, ¢iinki x=h; y=h, z=h tekizlikler h sanyn islendik
bahasynda bir boslukly aylanma giperboloidi we giperboloid
bilen kesisyarler. Aylanma ellipsoidi we ellipsoid ¢ékli tistdir,
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clinki x=h, y=h, z=h tekizlikler degislilikde
‘h‘ > \a\, ‘h‘ > b, ‘h‘ > ‘C‘ bolanda aylanma ellipsoid bilen
kesigsmeyar.

Indi bir boslukly giperboloidyn {iistiini goni ¢yzyklaryn
ortyandiini, 6zlinem bir boslukly giperboloida degisli her bir
nokadyn {stiinden iki diirli goni ¢yzygyn gecydndigini
gorkezelin. (5 — 51) denilemini asakdaky yaly edip yazalyn.

X

a

ZZ
2 b2

2
2

(@)

ya —da

BHER S

(5—52) denleme iki diirli goni ¢yzyk sistemasyny beryar.

a) §+E:£(1+Xj (5-53)
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74 — nji surat.

X Z_gqY
a+c ﬂ(l bj

b) . (5-54)
X_2_ _(“ xj
a c p b
(5 — 53) we (5 — 54) sistema a we [ sanlaryn kesgitli
bahasynda kesgitli goni ¢yzyklary beryir. a — nyit we [ — niii
bahalaryny tiytgedip goni ¢yzyklaryn iki diirli sistemasyny
alarys. (5 — 53) we (5 — 54) sistemanyn denlemelerini agzaba-
agza kopeltsek (5 — 52) denleméni alarys. Diymek, (5 — 53) ya
— da (5 — 54)sistemany kanagatlandyryan islendik (X; y; z)
nokat bir boslukly giperboloidanyn iistiinde yatyar.

Haysy — da bolsa (xo; Yyo; zo) nokat a sanyn kesgitli bahasynda
(5 — 53) sistemany kanagatlandyryan bolsa, onda sol nokadyn
(5 — 54) sistemany kanagatlandyryp biljek kesgitli f sany
tapmak bolar. Diymek, giperboloidyn her bir nokadynyn
iistiinden (5 — 53) sistema bilen berilyén bir goni ¢yzyk we (5 —
54) sistema bilen berilyén basga bir goni ¢yzyk gecyir.
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Bir boslukly giperboloidyn iistiini goni ¢yzyklar ortyénligi ticin
ona emele getirijisi goni ¢yzyk bolan iist diylip garalyar. Emele
getirijisi goni ¢yzyklar bolan bir boslukly giperboloidy gurmak
ansat, konstruksiyasynyn yenil we mikdm bolany {icin ol
minaralar gurlanda peydalanylyar. Bir boslukly giperboloidy
gurlusykda ulanmak ideyasy rus inzenery W.G. Suhowa (1853
— 1939) degislidir. Suhowyii shemasy boyunca Moskwanyn
telewizion minarasy gurlandyr. Ol umumy aylanma oky bolan
bir boslukly aylanma giperboloidy 74 — nji suratda
gorkezilendir.

§ 10. Iki boslukly aylanma giperboloidy.
Iki boslukly giperboloid

2 2 2
Z X
5--5=1
C a a
ya—da
2 2 2
X YA
a +Z T =1 (5-59)

aylanma iisti alarys. Bu iist iki bolekden ybarat iistdir. Sona
gord — de ona iki boslukly aylanma giperboloidy diyilyar. Iki
boslukly giperboloid 75 — nji suratda gorkezilendir.
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Indi bu isti koordinata oklaryna perpendikulyar tekizlikler
bilen keselin we kesiklerde ndhili figuranyn emele
gelydndigine garalyn.

1.z =hbolanda (5 — 55) denlik asakdaky gorniisi alar:

ya—da

yagny toweregi beryar.
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‘h‘ < ‘C‘ bolnda sonky denligin sag bolegi otrisatel san bolyar,
cep bolegi bolsa hemise polozitel san. Diymek, z = — ¢
tekizlikden z = c tekizlige cenli iki boslukly giperboloidin
yekeje nokady hem yokdur.

2. X = h bolanda (5 — 55) denlik asakdaky gorniisi

ZZ y2 h2
— "2 =1t
C a a

yagny giperbolany beryar.
3.y = h bolanda hem kesikde giperbola alynyar.

(5 — 55) denlikden bir kesiginde ellips, beyleki iki kesiginde
bolsa giperbola beryin {isti almaga synanysalyn. Onun {i¢in y —
it maydalawjysyny b? sana ¢alysmak yeterlikdir. Sonda biz iki
boslukly giperboloid diyilyan

XZ
—t a5 ="1 (5-56)

y2 Z2
a’ b* ¢?

isti alarys. Iki boslukly giperboloid @ # b # ¢ bolanda hi¢ bir
egri ¢yzygyn okun towereginde aylanmagyndan emele gelip
bilmez.

§ 11. Aylanma paraboloidy. Elliptik paraboloid

y? =2pz
x=0

parabolany Oz okun towereginde aylasak, onda aylanma
paraboloidy diyilyén
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y2 + X2 =2pz (5-57)
iisti alarys.

Biz bu iisti koordinata oklaryna perpendikulyar tekizlikler bilen
kessek z = h bolanda kesikde radiusy ,/2ph bolan téweregi X
=h ya — da y = h bolanda degislilikde kesiklerde y> =2pz — h?
we x? = 2pz — h? parabolany alarys.

Ucg kesigifi birinde ellips, beyleki ikisinde bolsa parabola berip
biljek tisti almak ti¢in (5 — 53) denlikdidki X we y sanlary diirli
sanlara bolmek gerek, meselem
v yz
2+ =27 (5-58)
P q

gorniisinde yazmak gerek.

(5 — 58) denleme bilen anladylyan tiste elliptik paraboloid
diyilyar. Ol hi¢ bir ¢yzygyn okun tdwereginde aylanmagyndan
emele gelip bilmez. Elliptik paraboloid 76 — njy suratda
gorkezilendir.

;6 —njy surat.
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§ 12. Giperbolik paraboloid

Elliptik paraboloidin denlemesindiki g sany —( bilen calyssak,
onda giperboloik paraboloid diyilyan

2 2
Xy
— =2z (5-59)
P q
uisti alarys. Bu iisti z = h tekizlik bilen kessek kesikde
2 2
Xy
2ph  2gh

giperbolany alarys.
X =h wey = h kesiklerde degislilikde

2 2

h :
: we XZZZpZ—ph

Y =2pz—=—

(5 - 60)

parabola alnar.

Giperbolik paraboloidinn denilemesini ¢yzykly kopeldijilere
dagydyp yazalyn.

Gl e

Bu yerden
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X y X
——+—==2az ———=2ﬁl
Jp o Va Jp g
we
X Y X,

Jp Va NP

goni ¢yzyklaryn iki dirli denlemesini alarys. Seylelikde,
giperbolik paraboloidin {istiini goni ¢yzyklaryn iki sistemasy
ortydr. Giperbolik paraboloidin her bir nokadyny {istiinden bu
tiste degisli iki diirli goni ¢yzyk gecydr. (Bir boslukly

giperboloide seret.) Giperbolik paraboloid 77 — nji suratda
gorkezilendir.

1
a

77 — nji surat.
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VI bap
CYZYKLY WE YEWKLID GINISLIGI
§ 1. Cyzykly ginisligin kesgitlemesi we ona degisli mysallar

Belli bir obyektlerinn toplumyna kdpliik, sol toplumyn islendik
obyektine kopliigin elementi diyilyar. Meselem, bitin polozitel
sanlaryil toplumy natural sanlar kopliigini; bitin polozitel we
otrisatel sanlarynn hem — de nul sanyi toplumy bitin sanlar
kopliigini; polozitel we otrisatel droblaryn we bitin sanlaryn
toplumy rasional sanlar kopliigini; rasional we irrasional
sanlarynn toplumy hakyky sanlar kopliigini; hakyky we hyyaly
sanlar kompleks sanlar kopliigini emele getiryar.

Biz kopliigin 6ziini latyn elipbiyininn bas harplary, kopliigin
elementlerini bolsa ki¢i harplar bilen belgilejekdiris. a element
M kopligin elementi bolsa, ony gysgagca a€M bilen
belgileyérler. € belgi degislilik belgisidir. b element M
kopliigifi elementi bolmasa, ony b€M bilen belgileyirler.
€ belgi degisli daillik belgisidir. Meselem, B bitin sanlar
kopliigi bolsa, onda 5€B; - 12€B; 7€B; 3,4€B; n€B we s.m.
bolarlar. Eger A kopliigin elementlerinin hemmesi B kopliigin
elementleri bolsalar, onda A kopliige B kopliigin bolek kopliigi
diyyarler we ony A C_B bilen belgileydrler. Matematikada
“giniglik” diyilydn diislinje bar. ol matematikanyil esasy
diistinjelerinin biridir.

Kesgitleme. Elementlerinin iistiinde belli — belli
sertleri kanagatlandyryan operasiyalar kesgitlenen kopliige
ginislik diyily:r.

Su bapda gitisliklerden ¢yzykly we Yewklid girisligi diyilyan
iki ginislige gararys. Berlen M kopliigin islendik X we vy
elementleri li¢in olaryn jemi diyip atlandyrylyan we a + b bilen
belgilenilyén, sol kopliige degisli bolan {iglinji bir element
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kesgitlenen bolsa, onda biz M kopliikde gosmak operasiyasy
kesgitlenen diyjekdiris. Eger M kopliigin islendik x elementi
we islendik hakyky A san {igin olaryn kdpeltmek hasyly diyip
atlandyrylyan we AX bilen belgilenilyin M kopliige degisli
bolan ikinji bir element belli bolsa, biz M kopliikde sana
kopeltmek operasiyasy kesgitlenen diyjekdiris. Islendik
koplikde bu iki operasiyany kesgitlemek kyn dél. Emma sol
operasiyalar belli bir diizglinlere — kanunlara boyun
bolmasalar, olary ulanmak — da, manyly netijeler almak — da
kyn bolyar. Sona gord — de gosmak we sana kopeltmek
operasiyalary kabir kanunlara boyun bolan kopliiklere
garayarlar. Olaryn i dhmiyetlilerinii we yonekeylerinini biri —
de ¢yzykly ginislikdir.

Asakda X, y, Z we 5. m. bilen M kopliigin elementleri, A, p we s.
m. grek harplary bilen bolsa hakyky sanlar belgilenyar.

Goy, M kopliikde gosmak we sana kopeltmek operasiyasy
kesgitlenen bolsun hem — de ol operasiyalar asakdaky
kanunlara boyun bolsunlar.

a) Gosmak operasiyasy ii¢in:

1. (x+y)+z=x+ (y+2z) gosmagyn utgasdyrma kanuny. Bu
yerde X, Y, z elementler M kopliigin islendik elementleri.

2. X +Yy =Y+ X gosmagyn orun ¢alsyrma kanuny. X we y —
islendik elementler.

3. M koplikde nul element bolup, ony 0 bilen belgilesek,
islendik x element {igin

X+0=X

bolmalydyr.
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4. M kopliigin islendik X elementi tigin bu kdplitkkde — x bilen
belgilenilyin ona garsylykly bolan element bar, ol

(-x)+x=0

denligi kanagatlandyryar.
M kopliikde nul elementin yeke — tikdigini we X elemente
garsylykly — X elementin yeke — tdkdigini belldp gegelin.

b) Sana kopeltmek operasiyasy tigin

5. Islendik &, p we X tigin A (px ) = (Ap) X.
6. islendik x tigin 1- X =X

7. islendik x ti¢in (-1) X = - X.

8. islendik x ti¢in 0 » x = 0.

9. islendik A tigin A+ 0 = 0.

1
Sana bolmeklik, A sana ters bolan z sana kopeltmek bilen

calsyrylyar (% = %X formula arkaly amala asyryl}’/ar).

Gosmak we sana kopeltmek operasiyalary biri — biri bilen
asakdaky yaly baglanysykda bolmaly.

10. (A p) X = AX + pX.
11 MX +y) = AX + Ay.

Kesgitleme. Haysy — da bolsa R kopliikde gosmak we
sana kopeltmek operasiyalary kesgitlenen bolsa hem — de
sol operasiyalar 1 — 11 kanuna boyun egyén bolsa, onda R
kopliige cyzykly ginislik diyilyér.
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Cyzykly ginislige degisli kdbir mysallara
garalyn. a)iig olgegli ginislikddki wektorlaryin kopligi
cyzykly ginisligi emele getirydn kopliikdir, ¢ilinki olar ti¢in IIT
bapda kesgitlenen gosmak we sana kopeltmek operasiyalary
1 — 11 kanunlaryn hemmesini doly kanagatlandyryar. b)
Hakyky sanlar kopliigi adaty gosmak we biri- birine
kopeltmek  operasiyalary bilen c¢yzykly ginisligi emele
getirydr. w) Derejesi n sandan kigi ya — da n sana defi bolan
kopagzalaryn kopliigi adaty gosmak we sana kopeltmek
operasiyalary bilen ¢yzykly ginisligi emele getirydr. n =0, 1, 2,
... bahalary alanda her bir indiki ¢yzykly ginislik 6nki ¢yzykly
ginigligi 6z igine alyar. Meselem, 3 — nji  derejeli
kopagzalaryn ¢yzykly ginisligi 0 — njy, 1 — nji, 2 — nji derejeli
kopagzalaryn ¢yzykly ginisligini 6z i¢ine alyar.

Uc olgegli wektorlaryni ¢yzykly gifisligi islendik bir Q
tekizligine parallel bolan wektorlaryn ¢yzykly gifisligini 6z
icine alyar; Q tekizlige parallel bolan wektorlaryin ¢yzykly
gintigligi 6z gezeginde Q tekizliginde yatyan islendik goni
cyzyga parallel bolan wektorlarynn ¢yzykly giflisligini 6z i¢ine
alyar. Gorniisi yaly, kopliiklerin bir nagesi ¢yzykly ginisligi
emele getirydr we sol bir wagtynl 6zlinde ¢yzykly ginisligi
emele getirydn bagga bir kopliigin bolek kopliigi bolyar. Sular
yaly kopliigin emele getirydn ¢yzykly ginisligine bélek ¢yzykly
ginislik diyilyar.

Meselem, 3 — nji derejeli kopagzalaryn emele getirydn ¢yzykly
giftigligi 5 — nji derejeli kopagzalaryn ¢yzykly ginisliginii
bolek ¢yzykly ginisligidir.

Bolek ¢yzykly ginislik has doly asakdaky yaly kesgitlenilyér.

Eger M ¢yzykly gecislik bolsa we M1 M bolsa, hem — de
M1 kopliik M giniglikde kesgitlenydn operasiyalara layyklykda
cyzykly ginisligi emele getirydn bolsa, onda M1 kopliige M
cyzykly ginisligini bolek ¢yzykly ginisligi diyilyar.
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Cyzykly  ginisliklerin esasy we seyle — de  yonekey
mysallarynyn biri bolup n — dlgegli wektorlar ginisligi hyzmat
edyér. Islendik n sanyn tertiplesdirilen toplumyna n dlgegli

N
wektor diyilydr. Ol @ = {xa, X2, ... Xn} bilen belgilenyar. X1, X2,

. Xn sanlara wektoryin koordinatalary diyilyar. n — olcegli
wektorlary gosmak we sana kopeltmek operasiyalary edil {i¢
Olcegli wektorlar licin  kesgitlenilisi yaly kesgitlenilyér. Ol
operasiyalaryn 1 — 11 kanunlara boyundygy siibhesizdir.
Diymek, n — olgegli wektorlaryn toplumy c¢yzykly ginisligi
emele getiryar. Ona n — dlcegli wektor ginisligi diyilyar.

§ 2. Cyzykly ginisligin olcegi

Goy, p1, p2, ..., pn elementler M ¢yzykly ginisligin elementleri
diyelin.

1-nji kesgitleme. Eger hemmesi nula defi bolmadyk
Ci, C2, ..., Cn hakyky sanlar iicin c1 p1+ cCa2p2+ ...+ Chpn =0
deilik yerine yetse, onda pi, p2, ..., pn elementlere ¢yzykly
baglanysykly elementler diyilyir. Eger —de cip1+c2pz + ...
+ Cn pn = 0 deiilik difie ¢c1 = c2 = ¢3 = ... Ch = 0 yagdayda
miimkin bolsa, onda pi1, p2, ... , pn elementlere c¢yzykly
baglanysyksyz elementler diyilyir.

2-nji kesgitleme Cyzykly giiisligin cyzykly
baglanysyksyz elementlerinii in kop sanyna c¢yzykly
ginisligin olcegi diyily:r.

Eger ginigligin in kop c¢yzykly baglanysyksyz elementlerinin
sany n tiikkenikli bolsa, onda ona n — dlgegli ¢cyzykly ginislik
diyilydr, eger — de ginisligin in kop ¢yzykly baglanysyksyz
elementlerininn sany tiikeniksiz bolsa, onda tiikeniksiz o6lcegli
cyzykly ginislik diyilydr .Hakyky sanlar kopliigi bir 6l¢egli
cyzykly giiisligi emele getiryér, clinki bu kopliigin islendik
elementini beyleki bir elementinin  ¢yzykly kombinasiyasy
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hokmiinde gorkezmek bolar. Bizin III bapda garap gecen
wektorlarymyzyn ¢yzykly ginisligi ic 6lgeglidir, ¢linki ondaky
cyzykly baglanysyksyz wektorlaryn i kop sany iigdi. Sonui
yvaly hem komplanar wektorlarynyn c¢yzykly ginisligi iki
Olgegli, kollinear wektorlarynyn ¢yzykly ginisligi bir dlcegli
cyzykly giniglikdir.

n olgegli wektor ginisliginde ¢yzykly baglanysyksyz € = {1, 0,
., 0}, €=9{0,1,0,..,0} .. €={0,0, .., 1} (e; wektoryi n
koordinatasy bolup, onun n — 1 kooordinatasy nula den) wektor

bar we solaryn usti bilen islendik beyleki wektor cyzykly
anladylyar. Eger — de bu ginislikde n — den az sandaky su

hisiyetli wektorlar toplumy bar bolsady, onda él,ég ------ én

wektorlarynl ¢yzykly baglanysyklygy gelip ¢ykardy. Bu bolsa
bolup bilmejek yagdaydyr.

n derejeli kopagzalaryn c¢yzykly ginisliginin n + 1 Olcegi
bolyar. Dogrudan hem, n derejeli kopagzalaryn koeffisiyentleri
(n + 1) 6lgegli wektor ginisligini emele getiryér.

Eger kopagzalar c¢yzykly baglanysykly bolsa, onda olaryi
koeffisiyentlerinden diiziilen wektorlar hem seyledir, bu
tassyklama ters tassyklama — da dogrudyr.

Kesgitleme. Eger ¢cyzykly ginisligiin kibir p1, pz, ... pk
elementleri ¢cyzykly baglanysyksyz bolsalar hem — de onuii
beyleki elementlerinii islendigini p1, pz, ... , px elementlerin
¢yzykly kombinasiyasy bilen ailadyp bolyan bolsa, onda p1,
P2, ..., Pk elementlere ¢cyzykly ginisligin bazisi diyilyér.

Bu kesgitlemeden gorniise gord, c¢yzykly ginisligin bazisi

titkkeniksiz kop diirli usul bilen alnyp bilner.

Meselem, ¢yzykly ginisligin bazisi edip III bapda garan

wektorlarymyz ti¢in komplanlar dil islendik {i¢ wektory almak

bolyandygyny bellédli. Cyzykly ginisligin islendik bazisinin
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sol bir sandaky elementlerden duryandygyny subutsyz bellédp
gecydris. Diymek c¢yzykly ginisligin 6lgegi onun islendik
bazisindéki bazis elementlerinii sanyna deni bolyar. Bazis
elementler tiikeniksiz k6p bolsa, onda ¢yzykly ginisligin 6l¢egi
tiikeniksiz bolar. Galan yagdaylarda ¢yzykly ginislige tiikkenikli
olgegli ¢yzykly ginislik diyilyar.

§ 3. Yewklid ginisligi. Wektoryii normasy. Kosinii
deiisizligi. Ucburcluk deiisizligi

Eger ¢yzykly ginislik tiikenikli dlgegli bolsa hem — de onun
islendik X, y iki elementine hakyky sany degisli edyan (X, Y)
bilen belgilenilydn binar gatnagyk kesgitlenen bolsa we
sunlukda sol binar gatnasyk.

1% y)=(y, %),

2. (X, X) = 0 (bu yerde denlik alamaty dife x = 0 bolanda
miimkin),

3. (islendik hemiselik @ Gigin (ax, y) = & (X, y),

4. ginigligin islendik ii¢ elementi ti¢in (X +Y, z) = (X, 2) + (Y, 2)
kanunlara boyun egyén bolsa, onda ol ginislige Yewklid g
inisligi diyilydr. Adatca ¢cyzykly ginisligiii elementlerine

- - - -
wektorlar diyilydr. (a,b) binar gatnagyga bolsa awe b
wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly diyilyar.

Ug olgegli ginislikdiki wektorlaryi toplumy (olaryh {istiinde
kesgitlenen gosmak, sana kopeltmek we skalyar kopeltmek
hasyly bilen) Yewklid ginisligini emele getirydr. n odlcegli

wektor ginisliginde islendik iki a= {xi1, X2, ... , Xn} we
B:{yl, Y2, ... , Yn} wektor {i¢in skalyar kopeltmek hasyly
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(a,b)=x1y1++Xx2y2 + ... +Xnyn formula arkaly kegsgitlesek,
onda ol Yewklid gifisligine 6wriiler.

Yewklid ginisliginit  islendik bolek ginisligi  Yewklid
giitigligidir. Meselem, ¢ Olgegli ginisligin komplanar
wekotrlarynyf toplumy Yewklid gittisligini emele getiryir.

Yewklid gittisliginde wektoryii uzynlygy ya — da normasy diyen
4)

disiinje girizilyar. X wektoryn oz — oziine bolan skalyar

képeltmek hasylyndan alnan kwadrat kokiin arifmetik bahasyna

N
sol wektoryii uzynlygy ya — da normasy diyilydr we | X |bilen

| X = (% %). (6-1)

- -
(X,X)>0kanundan nula de bolmadyk  wektoryi
normasynyi nuldan uludygy gelip c¢ykyar. Eger wektoryn
normasy bire denl bolsa, onda onia normirlenen wektor diyilyar.
Yewklid ginisliginin  2— nji kanunyndan we wektoryii
normasyna berlen kesgitlemeden alarys:

bellenilydr:

‘|/1§|:J(z§, 2%) :W&, x) =|4/1x].

Islendik X wektory |X|béliip, normirlenen wektory alyp

N

bileris. ~ x  wektordan  normirlenen  wektory almak
operasiyasyna, wektory normirlemek diyilyar.
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Indi islendik x we Y iki wektoryn skalyar kopeltmek

hasylynyii absolyut ululygynyin wektorlaryn normalarynyn
kopeltmek  hasylyndan uly  bolup bilmejekdigini,

- > - -
(X, ¥) < x|-|y]) subut edelin. Hakykatdan — da, islendik 2
2
san {igin ‘X+ﬂy‘20ya—da ‘X+AY‘ = \x+ﬂy, X+/1y‘2 0,
bu yerden (X, X) +2(X, Y)A+ (Y, Y)A >0 alyarys. Bu denligiii
cep bolegine A gord kwadrat ligglen hokmiinde garasak, onda
onun A — nyn islendik bahasynda uly bolmagy {igin
diskriminantynyn nuldan kigi bolmagy hékmandyr. Diymek,
SR e
(X, ¥)" = (X, X)(¥, ¥) <0 bolmaly.

Ahyrky deiisizlikden alarys

1, Y) IV )Y Y) XY ] gagny

[ (X, y) Il x|y (6-2)

(6 — 2) densizlige Kosinin densizligi diyilyar.

Kosininn denisizligini ulanyp, ticburcluk densizligi diyilyén
denisizligi cykarmaga giriselin.

- > 5 >

IX+yI =(X+Y,X+y)= (x X)+2(>< y)+(x y)<

>, > - > - >
Ix[ 2 x|y [+1y =0 x]+]y]"
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ya—da

— —>2 - - 2
| X+ Yy ["<( x| +]Y])* ya-da

bu yerden

| X+y <[ x]|+]y] (6-3)

gelip ¢ykyar. (6 — 3) densizlige tichur¢luk densizligi diyilyar.
Onun sebibi Yewklid gittisliginde islendik iki wektoryfi jemini
formal gorniisde 18 — nji suratdaky yaly edip gursak, onda (6 —
3) demsizlik iicburclugyn iki tarapynyi uzynlyklarynyn jeminii
ticlinji tarapynyn uzynlygyndan ki¢i dildigini anladyar.

n dlgegli ginislikde Kosiniit defisizligi @ = {X1, X2, ... , Xn} we
%
b= {y1, y2 ..., yn} iki wektor iigin [x1, Y1 + +X2 Y2 + X3 Y3 + ...

+Xnyn[< N I N [V RV gorniisde,
ticburcgluk densizligi bolsa

\/(Xl_y1)2+(X2_y2)2+---+(xn_yn)2 S\/X12+X§+...+xn2
W Y ety

gornilisde yazylyar. C = {z1, z2, ... , zn} islendik wektor bolsa,
onda

da—-b=(a—-¢)+(C—b) bolyar we ahyrky defsizligi
asakdaky gorniisde yazmak bolar.

SOy P0G =y F ot (%, — v, F <

< \/(xl—zl)z + (%, =2, .+ (x, -2, ) +
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@=y) - -v.) (- v

§ 4. Iki wektoryn arasyndaky bur¢. Wektorlaryi ortogonal

ulgamy
Kosinii defisizliginden (X, ¥)|_; gelip ¢ykyar. Diymek, kibir
Ix]1yl

@ burg licin

(x, )

X,y
cos p= - - (6 - 4)
| X1yl

- -

bolyar. Formal taydan ¢ burca Xwe Y wektorlaryn

arasyndaky burg diyilyir. we ol X,y bilen belgilenilyir. (6 — 4)
denlikden

- -
(x,¥) = x| y|cose alyarys.

Bu bolsa bize III bapdan belli bolan iki wektoryn skalyar
kopeltmek hasylynyi kesgitlemesidir. X we y wektorlar

A

kollinear, yagny ;:,1; bolsa, onda cose = +1 we x,y=0
- -

(2> 0 bolanda), X,”y =180° (A< 0 bolanda) bolyar.

- g

X we Y wektorlar kollinear bolamasalar, (6 — 4) denligin sag
- o

bélegi birden kigi bolany iicin X ,”Y burg 0° uly, emma 180° —

dan ki¢ci burgy berer. Diymek, (6 — 4) denlik bilen

kesgitlenilyin burg tigin
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0°< X, <180° yazyp bileris.

X we Y wektorlaryn arasyndaky burg % deii bolsa, onda olara

ortogonal wektorlar diyilyar. Basgaca aydanyﬁda)_('wey
wektorlaryil skalyar kopeltmek hasyly nula dent bolsa, onda
olara ortogonal wektorlar diyilyar.

Meselem, n dlgegli wektor giniisliginde @ = {1, 0 ..., 0}, b=
{0,1,0,0, ..., 0} wektorlar ortogonal wektorlardyr.

Hig biri nul wektor bolmadyk p,, p,,..., p, ,wektorlar jiibiit —

jibiitden ortogonal bolsalar, onda olara &zara ortogonal
wektorlar diyilyar. (Nul wektor islendik wektora ortogonaldyr.)

1-nji teorema. Hic¢ biri nul wektor bolmadyk, ézara

ortogonal  bolan P, Pyi.-s P, wektorlar  ¢yzykly
baglanysyksyz wektorlardyr.

Subudy. p;,P,,..., P, wektorlaryn ¢yzykly

- -

%
C P, tC, Pyt+...+C, pn:0 (6-5)
baglanysygy bar diyelin.
ci (i=1,2,..,n)koeffisiyentleriin hemmesinin nula dendigini

gorkezelin. (6 — 5) denligi P, wektora skalyar kopeldip alarys:

C Py Pi+C, Py Pi+...+C, P, P; =0, (i=1n)
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Py Pys---y P, wektorlar 6zara ortogonal bolanlygy sebipli,

isendik j #1i tigin p;, p; =0 bolar we ahyrky defiliklerden
islendik i = 1,n tgin ¢i= 0 alarys.

Diymek, p, (i = 1, 2, ... n) wektorlaryn triwial bolmadyk
¢yzykly baglanysygy yok, yagny olar ¢yzykly baglanysyksyz
wektorlardyr.

(Teorema subut edildi).

Islendik Yewklid ginisliginde wektorlary Ozara ortogonal
bolan bazis bardyr. Ol bazise ortogonal bazis diyilyér.

Yewklid giniisliginde bazis edip, ortogonal bazisi almaklyk has
amatly bolyar. onuii sebibi bu gifisligiii islendik X wektory
ortogonal  bazisde dagydylanda, onun  dagydylys
koefﬁsi}'lentlerini tapmaklygyﬁ ansat bolmagydyr. Hakykatdan

RN

— da, xwektory pl, P,,..., P,ortogonal bazisde dagydyp
yazalyn.

- - - -

X=o p;toa, p,+...+a, p, (6-6)

(6 — 6) denligi p, (i =1, 2, .., n) wektora skalyar kopeldip
alarys:

X- P, = P P = | P2
Bu yerden
ai:(ii'gi).
(pi'p|)



2-nji teorema. Yewklid giiiisliginde ortogonal bazisi
hemise saylap almak bolar.

—

Subudy. Goy, Ui, q,, .., 4, wektorlar islendik bazis
wektorlar bolsunlar.

PL=0,

P, =0, Py

P; =03+ a3 P+ a0,

— - - . 6-7
Py =0+ Pr+ 0 Py + 34 P3 67
pn = qn +aln pl +a2n p2 +"'+an—1,n pn—l
- > -
denlikler arkaly tdze P,, P,,..., P,, wektorlary girizelin.

Bu yerde a1 hizirlikge kesgitlenmedik nébelli sanlar, aij

sanlarynl islendik bahasynda 51,62,...,Bn wektorlarynl bazis
boljagy (6 — 7) denliklerden aydyndyr. Bu yerden

—

Py, Pyy---y P,  wektorlaryil ¢yzykly baglanysyksyzlygy we

N
islendik i iigin | p; [# 0 bolyandygy gelip ¢cykyar. Indi ajj (i =
- >

1,2, ..,n-1;)=2, .., n) koeffisiyentleri P;, P,,..-, P,
wektorlar 6zara ortogonal bolar yaly edip saylap alalyn.
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(6 — 7) sistemanyn ikinjisinden baglap onun denliklerini P,

- - -
wektora skalyar kopeldip we P, P,,..., P, wektorlaryn
ortogonal bolmalydygyny g6z 6niinde tutup alarys:

e P —

E'%"‘%z'ﬁ' p,=0
P-Ost+ays PP =0
(6-28)

PuGy + - Py P, =0.

(6 — 8) sistemany ¢0ziip tapyarys.

M, buyerdej=2,3,..,n.

(6 — 7) sistemanyn 3 — njisinden baglap, onun denlikleinin
hemmesini p—2 wektora skalyar kopeldip we alnan deilikleri

¢Oziip alarys:
P-q i

- > ,buyerdej=3,4,..,n.
(pl' pl)

2j —

> >
Suna merizes usul bilen p,p,,..
ortogonal bolar yaly edip, aj sanlary tapyp bileris. Berlen

N
. P, wektorlar ozara
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islendik bazisden ortogonal bazise gecmek usulyna bazisi
ortogonallasdyrmak usuly diyilyir.
Normirlenen wektorlardan ybarat bolan ortogonal bazise
Yewklid bazisi diyilyar.

- - -
Indi 6zara ortogonal (P, P,,...,P,) wektorlaryn jeminin
modulyna garalyn. Gorslimiz yaly

— 2 - -
=(p,+ P, + Py +...p, )%

E+E+...+ P,

. 2 .
x (p, + p2+...+p‘n):‘pl | +|p,| +..+(p, i

bolyar. Bu yerden

Bt Bt P =[P 4]+t P 69

(6 —9) denlikde iki wektor bilen ¢éklensek, onda biz Pifagoryn
teroemasyny alarys (18 — nji surata ser.),

- >, T, -,
|p1+p2|:|p1| +|p2|

Diymek, (6 — 9) denlik Pifagoryn teoremasynyn islendik
Yewklid ginisligine umumylasdyrylmagydyr.

Sonun ii¢in (6 — 9) deiilige Pifagoryn teoremasy hem diyilyar.
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VII bap
MATRISALAR

§ 1. Esasy kesgitlemeler

1-nji kesgitleme. m setirli, n siitiinli m x n sandan
ybarat bolan goniiburcly tablisa matrisa diyilyar we
asakdaky yaly

8 & 843 - Ay

a21 a22 a23 a2n

a, a, a, . a
, n . 7 e

ya — da gysgaca {aij }m belgilenyar.
Berlen matrisany diizydn a; (i=1,2, ..., m; j=1,2, ..., n)
sanlara matrisanyn elementleri diyilydr. ajj elementin birinji
indiksi i1 onun setir nomerini, ikinji indiksi j onun siitiin
nomerini gorkezyar.

Adatga matrisa bas harplar bilen belgilenyér. Meselem:

A= {au}nm;B= {b}?,;c: {Cij}:;D: {dii}L
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Eger iki matrisanyn siitiinlerinin we setirleriniii sany
degislilikde den bolsa, onda seyle matrisalara den olcegli
matrisalar diymek kabul edilen

Matrisa bir setirden ya — da bir siitlinden ybarat bolup biler,
bular yaly matrisa degislilikde setir — matrisa we siitiin —
matrisa diyilydr. Meselem

(5 7 9) - setir — matrisa,
12

6 |- siitiin matrisa.

5

2-nji kesgitleme. Hemme elementleri nula deii
bolan matrisa nul matrisa diyilyir.

Matrisanyil setirinit we siitlininiii sany m = n den bolsa, onda
ona kwadrat matrisa diyilyar.

Meselem,
Aq Qp e A,
Ay Ayy e a,,
A= ... ... ,
a'nl a'n2 """ a'nn

kwadrat matrisadyr, ofia n tertipli matrisa diyilyér.

3-nji kesgitleme Kwadrat matrisanyn
elementleriniin tertibi iiytgedilmezden diizlen kesgitleyji
matrisanyn kesgitleyjisi diyilyar we ol kopleng A (A) bilen
belgilenyir.
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AA =] ..

Bu kesgitlemeden difle kwadrat matrisanyn kesgitleyjisinin
bolup biljekdigi gelip ¢ykyar.

4-nji kesgitleme Esasy diagonallardaky
elementlerden basga elementlerinin hemmesi nul bolan
kwadrat matrisa diagonal matrisa diyilyér.

Meselem,
a, 0 0
a, 0 |= diag (a1 a2 az)
33

Diagonal matrisanyn diagonaldaky elementleri birlikden ybarat
bolsa, onda ona birlik matrisa diyilyir we ol E bilen
belgilenyir.

Meselem,

o o o -
o o+ O
o+ O O
_ O O O
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5-nji kesgitleme.A:{aij};WGB:{bij}c:,

matrisalaryn setirlerinin we siitiinleriniin sany hem — de
olaryn degisli elementleri biri — birine den bolsa, ajj = bj
bolsa, onda bu matrisalara 6zara den matrisalar diyilyir
we A = B yazyarlar.

§ 2. Matrisalar iistiinde gecirilyin amallar
1. Matrisalary gosmak we ayyrmak

Setirlerin we siitlinleriil sany degislilikde den bolan iki

A:bﬁnWGB:h$

m m

matrisanynl jemi diylip {aij +D; }"m matrisa, tapawudy diylip
{aij —bij }; matrisa aydylyar we degislilikde jemi A+B,
tapawut A-B bilen belgilenyir.

Yayran gorniisde bu deflikler seyle yazylyarlar:

Ay Ay .o Gy b, b, ... by,
81 8y e By D,y 0, ... by,

A+B=

b

ml m2 mn ml m2 mn
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a11+b11 a12+b12 a1n+bln

a, +b,, a,+b,, ...a, +b,

a,+b,a,+b, .. a +b

mn mn

Tapawut hem edil sufia menizes yazylyar.
Su kesgitlemeden matrisalarynn jemine degisli asakdaky
hisiyetler gelip ¢ykyar.

a)A+(B+C)=(A+B)+C
b)A+B=B+A
W)A+0=A

2. Matrisany sana kopeltmek
n
A= {aij }m matrisanyil hemme elementlerini A sana kopeltmek

bilen alynyan {ﬁaij }:1 matrisa A matrisanyni A sana kopeltmek
hasyly diyilyiar we ol AA bilen belgilenyar.

Meselem:

/1311 a12a13_/1a11 Aay, A8,

a'21 a'22 a23 //La21 ﬂ’a22 Z’aZS
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Matrisany  sana  koOpeltmek we matrisalary  gosmak
operasiyalary asakdaky hésiyetlere eyedirler:

a) leA=A,
b) 0sA=0,
w) a (BA) = (aB) A,

g) (o + B) A=aA+BA,
d) a(A + B) = aA + aB,

bu yerde A we B den tertipli matrisalardyr,awe P hakyky
sanlardyr.

Matrisany haysy — da bolsa A sana bolmeklik matrisany A sana

1
ters bolan z sana kopeltmek bilen yerine yetirilyar.
3. Matrisany matrisa kopeltmek
Goy, A= {aij }"mwe B= {bu }1 iki matrisa berlen bolsun. Eger

A matrisanyn siitiinlerinin sany B matrisanyn setirlerinin
sanyna, n = p bolsa, onde her bir elementi

Cij = ain bij + aizbzj + aizbszj + ... + ain by

(bu yerde 1 =1, 2, ... , m; j =1, 2, ..., q) formula bilen
kesgitlenydn tigiinji C = {C }q

jf, matrisa bu iki matrisanyn

kopeltmek hasyly diyilydr hem — de ol asakdaky vyaly
belgilenilyir.

C=AB
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Diymek, A matrisany B matrisa kopeltmek iicin A matrisanyn
tertibi mxn bolsa, B matrisanyn tertibi nxq bolmaly, (m we q
islendik polozitel san). Su yagdayda A *B = C matrisanyn
tertibi m x g bolyar.

A we B matrisalaryn kopeltmek hasylynyn islendik elementinin
ndhili alynyandygyny diistindirelin.

C = A B matrisanyn i — nji setiri bilen j — nji siitiininin
kesigmesindéki Cij elementi almak ii¢in, A matrisanyn i — nji
setirinddki elementleri B matrisanyn j - nji siitinindék degisli
elementlere kdpeltmek hasyllarynyn jemini almak gerek.

Basga sozler bilen aydanynda, A matrisanyn i — nji setirine we
B matrisanyn j — nji siitiinine wektor hokmiinde garap, sol
wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylyny tapmak gerek.

Aydylanlaryn diisniikli bolmagy ticin mysallara yiizleneliii.

Mesele: Asakda berlen A we B matrisalar tigcin A *B we
B *A matrisalary tapmaly.

(5 6 (3 1
1)A_74 B_25
2A_5—76B_31
)‘321 2-4

1 5 7 9 6
HA=111 3 4 2] B2
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Cozilisi.
5 6\(3 1) (53+2:6 51465
”A'B‘(? 4} 2 5)7|7.3+2:4 71445
27 35
29 27

3 1\(5 6) (3:5+17 3.6+1.4
B'A‘(z 5} 7 4) 25457 2.6+5.4)"
22 22
5 32)

s am= |2 T8 31 ok, ciinki A
: =13 o 1)l . 4] manysy yok ciinki

matrisanyn lg¢ siitiini bar, B matrisanyn bolsa iki setiri bar.

BA_B 1\(5-7 6) _
\2-4)\3 2 1)

3-5+1.3  3(-7)+1-2  3-6+1-1
[2.5—(—4)-3 2(-7) + (-4)- 2 2-6—(—4)-1J:

18 -19 19
\-2 -29 8)

237




1 7 9
R= 12 I . T
3)AB (1 13 4 2 j manysy yok (ndme {i¢in?)

1 5 7 9
BeA=|12 11 3 4 o |manysy yok (nédme li¢in?)

Garalan mysallardan gorniisi yaly, A matrisany B matrisa
kopeldip bolyan yagdayda, tersine, B matrisany A matrisa
kopeldip bolmazlygy hem miimkin, képeldip bolayanda hem
AB#BA bolmagy miimkin ((1)mysala seredelifl). Diymek,
umumy yagdayda A we B matrisalaryn kopeltmek hasyly orun
calsyrma kanuna boyun egmeyir, sona gord — de matrisalar
kopeldilende olaryn orunlaryna pugta iins bermek gerek. A *B
= B <A bolsa, onda A we B matrisalara orun galgyrymly
matrisalar diyilydr. Birlik E matrisa sol tertipddki islendik
kwadrat A matrisa bilen orun ¢algyrymlydyr, yagny AE = EA.

Matrisalaryn  kopeltmek hasyllary asakdaky kanunlara
boyundyr, yagny asakdaky denlikleri ik boleginddki amalllary
yerine yetirmek miimkin bolsa islendik A, B, C ii¢ matirsa we
o san ii¢in:

1) A (BC) = (AB) C

2) a. (AB)=(aA) B
3)(A+B)C=AC+BC.
4)C(A+B)=CA+CB.

Bu hisiyetlerin dogrudygyna sol denliklerin iki boleginddki
operasiyalary yerine yetirmek bilen goz yetirmek bolar.
Geljekde gerek boljak bir teoremany subut edelin.
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Teorema. Eger A we B matrisalar sol bir tertipdiki
kwadrat matrisalar bolsalar, onda

A (AB) = A (A)eA (B). (7-3)

Subudy. Buteoremanyn subudyny ikinji tertipli matrisalar
ticin gecirelin.

A_(an anJ B_(bm blzj
B a21 a22 ) b21 b22

Berlen matrisalar bolsun. Bu yerden

Goy

. (aﬂbﬁaubﬂ a, i, + ambzz)
B a'21bll +a22b21 a'211:]12 + a22b22

allbll + a12b21 a11b12 + a12b22

A (AB) =
a'21bll + a'22bZl a21b12 + a22b22

tapyarys. Kesgitleyjilerin hasiyetlerini ulanyp A(AB) dort
kesgitleyjinin jemi gorniisinde yazyp bileris, yagny

a1 1bl 1a1 2b2 2
a'2 1b1 1a'2 2b22

a:I.2b2 1 aleZZ
a'2 2b2 1 a'22b22

allbll a11b12
a21b11 a21b12
a12b21 a11b12
aZZbZl a21b12

+ +

A (AB)=

+ +
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Sonira ol kesgitleyjileriii siitiinlerinddki umumy kopeldijileri
kesgitleyjinin belgisinin dasyna ¢ykaryp alarys:

q q
A (AB) = . " biabaz +biabro e
21 9y ay; 3y
a, a;
+ ba1b12 + b21 b2z %o &
Ay, dy ay, ay

Birinji we dordiinji kesgitleyjiler birmenizes siitiinleri bolany
ornuny calsyryp we alamatyny tlytgedip, A (AB) ii¢in gerek
bolan denligi alarys:

% a, &
A (AB) = b11 b1z - b1z b2: . A =
a21 a22 21 Ay
(b1 biz — btz bar) &1 8 |b, b, |1 Qo
= (P11 D12 — D12 D21 = . _
Ay, Ay by byy| |8 8y

= A(B) *A (A) = A (A)*A (B).

Sunia menzes edip, islendik denl tertipddki kwadrat iki matrisa
igin hem teoremany subut etmek bolar (subudyny 6zbasdak
gecirin).

§ 3. Transponirlenen matrisa

A= {aij} berlip, B = {by} matrisanyn islendik bj; elementi bj; =
aji formula arkaly kesgitlense, onda B matrisa A matrisa gora

transporlenen matrisa diyilyir we B = A* bilen belgilenyar.
basga sozler bilen aydanynda, A matrisanyn i = 1, 2, ... , n
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setirlerini degislilikde i = 1, 2, ... , n siitin edip, tdze matrisa
alsak, ofla A matrisa goré transponirlenen matrisa diyilyar.

A:123.
456

Bu matrisa goré transponirlenen A* matrisa asakdaky bolar:

Meselem,

14
A*=17 g|.
36
Setir matrisany transponirlesek siitin — matrisa, siitiin —
matrisany transponirlesek setir — matrisa emele geler.

Meselem:
A = (a1az ... an) setir — matrisa bolsa, onda
a1

ar
A* = siitiin — matrisa bolar.

a

Matrisalary transpornirlemek operasiyasy asakdaky héasiyetlere
eyedir.
1. IKi gezek transponirlenen matrisa berlen matrisa dendir,
yagny

A** = (A*)* = A.
2. Transponirlenen iki matrisanyin jemi bu matrisalaryn
jeminin transponirlenmegine dendir, yagny
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A* +B* = (A+B)*.

3. Iki matrisanyn kopeltmek hasylynyn transponirleneni, ol
matrisalaryn transponirlenenlerinin ters tertipde
kopeldilmegine dendir:

(A -B)* = B* -A*.
4. Eger A matrisa kwadrat matrisa bolsa, onda
A(A) = A (A®).

1 — 4 hasiyetin dogrudygyna goés — goni barlamak bilen goz
yetirmek bolar.

Eger A matrisa éziinin transponirlenen A* matrisasy bilen
gabat gelse, yagny A = A* bolsa, onda ona simmetrik matrisa
diyilydr.

Bu kesgitlemeden simmetrik matrisanyn kwadrat matrisadygy
we onun esasy diagonala gord simmetirk elementlerinin 6zara
denidigi gelip ¢ykyar.

5. A matrisanyn transponirlenen A* matrisa képeltmek hasyly
simmetrik matrisadyr. Hakykatdan — da

C = AA* matrisany transponirlép alarys:

C*=(AA*)*=A** - A*=A-A*=C.

§ 4. Ters matrisa

Ters matrisa digiinjesi kwadrat matrisalar kopliigi {i¢in

kesgitlenydr.

Berlen A matrisa ters matrisa diyip BA = AB = E (E — birlik

matrisa) deniligi kanagatlandyryan islendik B matrisa aydylyar.

A matrisanyn yeke — tdk ters matrisasy bardyr. Dogrudan hem,

goy B1 matrisa hem AB1= Bi1A = E denligi kanagatlandyryar
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diyelin. B1A = E denligi B matrisa kopeldip, B1IAB = EB =B
alarys (¢tinki EB = B). Ikinji tarapdan B:AB = B1 (AB) = B1E
= B1 (¢iinki AB = E we BiE = B1). Diymek, B1 = B bolar. Bu
yeke — tik ters matrisa Albilen belgilenyir. Diymek, A?
matrisa A - Al = Al- A = E deiiligi kanagatlandyryar. Islendik
kwadrat matrisanyn ters matrisasy barmy? Bu soraga jogap
bermek iigin berlen A matrisanyl we ofia ters bolan A
matrisanyn kesgitleyjileriniii kpeltmek hasylyna garalyn.

AA) - A (A =AAAY) =A (E) =1

bolyar, bu yerden alarys:

1
A (A1) = @ (7-5)

Diymek, A matrisa ters A" matrisanyfi bolmagy ii¢cin hékmany
A (A)U# 0 bolmaly (bu sert (7 — 5) denilikden gelip ¢ykyar).
Kesgitleyjisi nula denn bolmadyk kwadrat matrisa ayratyn dil
matrisa diyilydr.

Goy bize ayratyn dél matrisa berilsin:

ay Ay ... a,
A, gy -eenn a,,
A= ...
Ay Bny oo a,,

oo .

bilen belgilép, tize
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A, A, ... A,
1 A Ay o Anz
B=——1 ...........
A(A)
A, A, ... A,

Matrisany alalyi we B matrisanyt A matrisa bolyandygyny
subut edelin.

Kesgitlemd gord, B matrisanyit A matrisanyil ters matrisasy
bolmagy iicin BA = AB = E deiiligi kanagatlandyrmaly. AB we
BA matrisalary ayratynlykda tapalyi. Alarys

81 8y eene 8y Ay Ay e Au
Ay Ay e a,, A, A, ... A,
AB=| .......... S =
A(A)
anl a‘nZ """ ann Aln A2n """ Ann
Ciy Cip vvne Cin
Co1 Cpp vvvee Con
- 1 - 1 ¢
A(A) A(A)
Cui Cpp veve Con

Bu yerde cjj = aitA1j + aitAzj + ...ainAnj.

kesgitleyjinin  islendik setirinin  (ya — da siitiininin)
elementlerinin degislilikde beyleki islendik setirinin (ya — da
slitlininin) elementlerinin algebraik doldurgyc¢laryna kopeltmek
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hasyllarynyn jeminin i # j bolanda nula dendigine gord 1 #j

bolanda cij = 0.

Kesgitleyjiniit  islendik setirinin  (ya — da siitlininif)

elementlerinin Ozlerinin algebraik doldurgyclaryna kdpeltmek

hasyllarynyn jeminin berlen kesgitleyjd deiidigine gora
Ci=A(A) (i=1,2...n)alarys.

Aydylanlaryn esasynda asakdakyny yazyp bileris:

A(A)......0 1 0..... 0
0 A(A)....0 0 1..... 0
AB = 1 = =E
A(A) ...................
00 AA) 0 0..... 1

Edil sunun yaly edilip BA = E boljakdygy subut edilyar.
Diymek, B matrisa A matrisany tersidir we biz B = A'lya — da
yayban gorniisde

Ay Ay e Au

A21 A22 """ An2

A= 1
A(A)

Aln A2n """ Ann

yazyp bileris. Biz seylelikde islendik ayratyn dédl matrisanyn
ters matrisasynyn barlygyny subut etdik we ony tapmagyn
usulyny gorkezdik.

Indi ters matrisanyn kdbir hdsiyetlerine
garalyn.
1. (A=A
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Bu deiilik kesgitlemeden gelip ¢ykyar.

2.(AB)t1=B 1Al

Hakykatdan — da
B1ANH)(AB)=B1(AAY)-B=B'E-B=B'B=Ewe
ABB1A)=ABB ) -Al=AEAI=AAI=AAl=E.
Diymek, B -1 A~ matrisa AB matrisanyfi ters matrisasy eken.
3. (A*) 1= (A

Hakykatdan — da, kesgitlemi gord, A*(A*) ! = (A*)1. A* = E.
A Al = E matrisany transponirlalif.

(AAY)* = (AHY*A*=E*=E.

Diymek,

(A*)1A* = (A1)*A* bolyar. Bu deifiligii iki bolegini hem
sagdan (A*) ! képeldip, alarys:
(A*)-l e (A'l)*.
Indi ters matrisany tapmaga degisli bir mysala garalyn.
5 1 6
A =13 4 5| matrisanyi ters matrisasyny tapmaly.

2 11 3
A (A) = — 64 bolany iicin A ayratyn dél matrisadyr.
Al matrisanyfi elementlerini tapalyfi.

4 5 1 6 1
A11=‘11 3‘2-43; A21=-‘11 3‘:63, A31—‘4 5 =
-19;

3 5 5 6 5 6
A12—-‘2 3‘:1; A22:‘2 3‘—3, A32—-‘3 5 =
_7’

3 4 5 1 5 1
A1z = ‘2 1JJ =25; Az = - 2 1J-| =-53; Asz= ‘3 4‘
=17.



Diymek,
A Ay Ay . 43 63 -19
At=_1 Ay, Ay Ayl=-— 1 3 -7

MM A, A, Ay 25 s 17

Tapan matrisamyzyn A matrisa ters matrisadygyny barlap
gorin.

§ 5. Matrisanyii minory we rangy

Kesgitleme Matrisanyi birnice setirinin we
siitiininiii  iistiini ¢yzyp, galan elementlerinii ornuny
iiytgetmezden alnan Kkesgitleyjia A matrisanyii minory
diyilyiar. Kesgitleyjinin kwadrat gorntislidigine gord, A
matrisanyii minorlaryny almak iicin onuil setirlerinin we
siitlinleriniil birndgesinin iisti ¢yzylandan son galan setirlerinin
we siitiinlerininl sany defi bolmalydyr.

Avydylanlara onat diisiinmek ticin mysala yiizleneliii.

A, 9, a3 Ay
A=y 8y 3 dy
A3 A3, G35 Ay

A matrisanynl her gezek bir siitliniinil {istlini ¢yzsak, onda A
matrisanyn 4 sany 3 — nji tertipli minoryny alarys, bir setirinin
iki stitiininin Ustiini ¢yzsak A matrisanyn 18 sany ikinji tertipli
minoryny alarys, iki setirinifi we Ui¢ siitlininiil iistiini ¢yzsak,
onda A matrisanyn 12 sany birinji tertipli minoryny alarys. Bu
mysaldan gorniisi yaly, A matrisanyn diirli tertipli engeme
minory bolyar.

Eger A matrisanyn 6lgegi mxn bolsa, onda bu matrisanyn 1 —
den t& m we n sanlaryn kicisine ¢enli tertipddki minorlary
bolup biler. A matrisanyn kébir tertipdiki minorlarynyn
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hemmesi nula deni, emma beyleki tertipdéki minorlarynyil in
bolmanda biri nuldan tapawutly san bolmagy miimkin. Haysy
tertipddki minoryn nuldan tapawutlanyandygy uly rol oynayar.
Sona gord — de matrisanyn rangy diylen diisiinje girizilyar
Kesgitleme Matrisanyfi nuldan tapawutly in uly
minorynyin tertibine A matrisanyn rangy diyilyér.

5
Meselem, A = 3

o N W

4
1
8

A oo N

1

o

Matrisanyn {igiinji tertipli minorlarynyfni hemmesi nula den,
emma ikinji  tertipli ~ minorlarynynn  icinde nuldan

3 4

7 1

matrisanyn rangy 2 dendir. Biz A matrisanyii rangyny r(A)
bilen belgileyaris. Bizin garan mysalymyzda r(A) = 2 bolar.
Matrisanyii rangyny gozlemegin usulyny salgy beryin
teoremany subut edelin.

Teorema. mxn dl¢egli matrisanyii k tertipli minorlarynyii
hemmesi nula den bolsa, onda k +1 tertipli minorlarynyii
hem hemmesi nula deridir.

Subudy. Matrisanyn islendik k +1 tertipli minoryny alalyn
we ony Ak + bilen belgildlin. Ax +1 kesgitleyjini islendik
setirinin elementlerine gord (1 — 16) we (1 — 17) fromula
layyklykda dagydyp yazalyn.

tapawutlanyany bar, meselem # 0. Diymek, A

Axk+1= ai1 Air + @iz Aiz + . . . Qi + DAIK + 1).

Aijj sanlar plyus ya — da minus alamaty bilen berlen matrisanyn
k tertipli minoryna den. Serte gord Kk tertipli minorlaryn
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hemmesi nula den. Diymek, hemme Ajj = 0, onda Ax +1 = 0
bolar.

Matrisanyn rangyny tapmak iigin bu teoremadan ugur alyp,
asakdaky kadany gollanmak bolar.

1. Kig¢i tertipdiki minordan uly tertipdéki minora gegmeli.

2. Eger matrisanyn K tertipli minorynyn biri nuldan tapawutly
bolsa, onda sol minoryin dasyna agyl bolyan setirleri we
stitiinleri ¢yzmak arkaly diiziilydan k +1 tertipl minorlara
garamaly. Eger sonda k +1 tertipli minorlaryin hemmesi nula
den bolsa, onda matrisanyn rangy r = k bolar. Eger k +1 tertipli
minorlaryn biri nuldan atapawutly bolsa, onda yokardaky usuly
sol nuldan tapawutly k +1 tertipli minora ulanyp, k +2 tertipli
minorlaryn nula defidigine ya — da den déldigine garamaly we
s. m. Bizin yanyja rangyny tapan matrisamyzda bu aydylanlary
diisiindirelin.

3 minorynl dagyna agyl bolyan setirler we siitlinler arkaly

ticiinji tertipli minorlary hasaplalyn.

3 4 2 3 4 5
7 1 6/=0/7 1 3]=0
6 8 4 6 8 10

Diymek, matrisanyi rangy r = 2.

Matrisanyn bir setiri ya — da siitlini beyleki setirlerinden ya —
da siitlinlerinden ¢yzykly kombinasiya arkaly alnan bolsa, onda
ol setire ya — da siitiine beyleki setirler bilen ¢yzykly
baglanysykly setir ya — da siitiin diyilydr. Matrisanyn rangy
onun ndge setirinil  ya — da sitininin  ¢yzykly
baglanysyksyzdygyny gorkezydr. Sona gord — de matrisanyn
nula dent bolmadyk iii uly minoryna matrisanyn bazis minory
diyilyar.
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Matrisanyil bazis minoryna girmeyén islendik siitlinini (setirif)
bazis minorynyn siitinleri  (setirleri) bilen ¢yzykly
baglanysygynyn barlygyny hem belldp gegelini.

Yokarda aydylanlaryii diisniikli bolmagy iicin asakdaky
matrisalara garalyn.

3 0 2 1 2 3 5 3 2
A=|1 1 2 B=|1 5 1 c=(2 11
5 0 1 2 7 4 6 3 3

A matrisanyn rangy r(A) = 3, yagny A matrisanyn setirleri
(sttiinleri) ¢yzykly baglanysyksyz, B we C matrisalaryn
ranglary r(B) = 2; r(C) = 2, yagny olaryn iki setiri (ya —da
sitliini) ¢yzykly baglanysyksyz, bir setiri (ya — da siitiini)
beyleki setirlerine (ya — da siitiinlerine) ¢yzykly baglanysykda.
B matrisanyn ii¢linji setiri birnji we ikinji setirii jeminden
ybarat. C matrisanyn t¢iinji siitiini birinji we ikinji siitiininin
tapawudyndan ybarat.

Matrisalarynn komegi bilen, sol bir dlgegli ginislikde berlen
wektorlaryn ¢yzykly baglanysygynyn bardygyny ya — da
yokdugyny kesgitlemek ansat bolyar. Meselem, goy bize dort
olcegli ginislikde

- -
X1={3,2,0, 1}; X2={1,0,0,2}

- -
X3={2,-1,0,0}; X4={1,0,3,2}

wektorlar berlen bolsun. Bu wektorlaryn ¢yzykly baglanysygy
barmy? Basga sozler bilen aydanyn — da, berlen wektorlar
bazis wektorlar bolup bilermi? Berlen wektorlaryn
koordinatalaryny matrisalaryn siitiinleri (ya — da parhy yok,
setirleri) edip alalyn
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31 2 1
2 0 -1 0
A=1o 0 3
1 2 0 2
31 2 1
2 0-10
AMN=o o o 3l =39%0.
1 2 0 2

Bu yerden A  matrisanyn = siitiinlerinin = ¢yzykly

e e
baglanysyksyzdygy gelip ¢ykyar. Diymek, Xi X2 X3 X4
wektorlar ¢yzykly baglanysyksyz wektorlar, yagny olar bazis
bolup bilerler.

§ 6. Matrisalary elementar 6zgertmek

Berlen matrisanyn: a) setirleriniii ya — da siitlinlerinin ornuny
calsyrmak bilen; b) setirinin ya — da siitiininin &hli
elementlerini nula dent bolmadyk sana kopeltmek bilen; w) bir
setirin ya — da siitiinin dhli elementlerini bir sana kopeldip,
basga bir setirinin siitiinin degisli elementlerine gosmak bilen
tdze matrisa alynsa, berlen matrisada elementar 6zgertmeler
gecirildi diyilyar. Belli bir mukdardaky elementar 6zgertmeler
arkaly alynan matrisa berlen matrisa ekwiwalent matrisa
diyilyér. Bu iki matrisanyn ranglarynyn dendigini subut etmek
bolar.
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Ekwiwalent matrisalaryn ranglarynyn denligi matrisalaryi
rangyny tapmagyn onat yoluny salgy beryar.
Dogrudan hem, goy, bize mxn dlgegli (m <n hasap ederis)

&, 8, &3... &,
Ay By Bye.. By
A=|ay 85, ay... 3

n

n

matrisa berilsin. A matrisanyni a1 ax» ass . . . . . amm
elementlerini saklayan diagonalyna esasy diagonal diymegi
kabul edelin. Eger A matrisada esasy diagonaldan sag yokarky
bowiirde yerlesydn elementlerin  hemmesini  elementar
Ozgertmeler arkaly nula Owriip bilsek, onda matrisanyi
rangynyii  esasy  diagonaldaky elementlerinin  nuldan
tapawutlanyanlarynyi sanyna den boljagy aydayndyr.

Diymek, biz A matrisanyn sag yokarky bowriinii
elementlerinin hemmesini nula Owiirmidge synanysmaly. Ol
seyle gazanylyar.

Eger A matrisa nul matrisa bolmasa, ai1 #0 hasap etmek bolar.
Dogrudan hem, eger a1 = 0 bolsa, setirlerin hem — de
sttlinlerin ornuny ¢alsyrmak arklay (yagny rangy lytgetmén)
ai1 elementleriii ornunda duran nuldan tapawutly element alyp
bileris. Sonun liginem ai11#0 hasap ederis. A matrisanyi birinji
setirinii dhli elementini a1 bolelin we sofira birinji siitlini

yzygiderli —%(J = 2, 3, ... n) sana kopeldip j — nji siitiinin
1

elementleri bilen gossak, berlen matrisa ekwiwalent bolan tize

matrisa alarys.
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Eger hemme bjj =0 (i =23 ..., m,j=23,...,n)bolsa,
matrisanyn rangy 1 — e den bolar. Eger — de bjj elementlerin
icinde nuldan tapawutlysy bar bolsa, birinji setir birinji
stitiinden beyleki setirlerin we siitlinlerin ornuny ¢alsyryp, b2z
elementlerin  ornunda nula den bolmadyk element alyp
bileris. Sonun {iginem b22 #0 hasap edeliin. B matrisanyn 2 —
nji setirinin hemme elementlerini b22 boliip, sonra 2 — nji

b, .

siitlini  yzygiderli —f(j = 3, 4, 5, .., n) sana kopeldip,
22

degislilikde j — nji siitiinin elementleri bilen gosup,

1 0 0 ... 0
c,1 0 ... 0
C=lc; Cp Cogonene Cay
Cot Cmz Cmg ++eee Conn

matrisany alarys. Eger dhli ¢ij =0 (j = 3,4, ... n; i=3,4 ..., m) nul
bolsa, onda matrisanyn rangy 2 — a den bolar. cij # 0 (i = 3,4,
.., Mm; j =34, ..., n) bar bolsa, onda 1 — nji we 2 — nji setir we
stitiinden beyleki setirlerin we siitiinlerin ornuny calsyrmak
bilen, ¢33 ornuna nula dei bolmadyk element getirip bileris.
Sonun tiginem C33#0 diyip, yokardaky A we B matrisalarda
gecirilen operasiyalarymyzy C matrisa {i¢in, sofira beyleki
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matrisalar iicin gaytalayarys. Sonda biz ahyrky K siitiinden
sagdaky siitiinlerin hemmesinde nul alarys. Matirsanyn rangy r
=k bolar (k <m)

A we B matrisalar ekwiwalent matrisalar bolmagy A ~B bilen
belgilenyar.

1-nji mesele. Matrisanyn rangyny kesgitlemeli.

3 2 14) (1 23 4 (1000

5 4 2 1/~|2 4 5 1(-|2 0 -1 -7|-

6 5 3 7 3 5 6 7 3 -1 -3 -5

1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
~l2 -2 0 7|~/ 2 -1 0 0|~ 2 -1 0 O

3 -3-1 5 3 3 -1-16 3 -3 -1 0

Diymek berlen matrisanyn rangy tice den.

§ 7. Cyzykly deifilemeler ulgamynyn matrisalar usuly bilen
coziilisi

Goy, bize asakdaky sistema berlen bolsun.

Ay X taX, +.ta, X, =1

Ay Xy + A%, +.a+ 3y, X, = T,
............... (7 _ 7)

(7 — T7) sistemanyn nébellilerinin  koeffisiyentlerinden,
nébellilerinin 6zlerinden hem — de azat agzalaryndan matrisalar
diizelin.
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&y Q- G

a21 a22 a‘2n
A=

anl an2 ann

X fl

X, fz
X=1. F=

X f

n n

A matrisany X matrisa sagdan kopeltsek, (7 — 7) sistemanyn
cep bolegini berer. Sona gord — de sistemany matrisa gorniisde
vazyp bileris:

AX =F (7-8)

Eger A(A)# 0 bolsa, onda A matrisa ters Almatrisanyi
bardygyny bilyiris. (7 — 8) defiligi ¢epden Al matrisa
kopeldelin.

AAX = AF ya —da EX = A'F. E -X = X bolyanyny nazara
alsak, onda

X=AlF (7-9)
bolar. (7 — 9) deinlik bilen tapylan X (7 — 7) sistemanyn
¢Oziiwidir.
2 — nji mesele. Asakdaky ¢yzykly denlemeler sistemasyny
matrisa usuly bilen ¢ozmeli.
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X, =X, +X; =6
2X + X, + X, =3
X, +X,+2% =5

Cozilisi.
A; X; F matrisalary diizelin.

1-1 1 X
A= 2 1 1 : X = X2 ;
11 2 X,

Berlen sistemany matrisa gorniisde yazalyn.
AX =F.

A matrisanyn kesgitleyjisini tapalyn.

1-1
AA)=12 1 L =5#0
1 12
Al ters matrisany tapalyii
1 1
A = 1 2 =1; A2r = -
-1
A31=‘ 1 tl=-2;
2
Az = ‘1 ;“ 3; Azz“
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1 1
Az = - 2 =1;

2 1 -
A13: 1 1 :1, A23:— 1 :—2;
1 -
A33=‘2 ]J:3;
1 3 -2
4,01
A =—|-3 1 1
1 -2 3

Yokarda gorkezilen formula boyunga

X, 1 1 3 -2 6 6+9-10 1
X, |==[-3 1 1|.]3 =z -18+3+5 [=| -2
X, 1-2 3 5 6-6+15 3

ya — da iki matrisanyn denlik sertinden alarys:
X1=1; X2 =-2; X3 =3.

Cyzykly denillemeler sistemasyny c¢ozmegit matrisa metody
arkaly alnan ¢oztiiwinin II bapdaky Kramerin metody arkaly
alnan ¢6ziiw bilen birmenzesdigini gorkezmek ansatdyr.

Indi berlen denlemeler sistemasy haysy halda kdkdes bolyarlar
we haysy halda kdkdes bolmayarlar diyen soraga garalyn.

Goy, cyzykly denlemeler sistemasynyin n ndbellisi we m
derilemesi bolsun.
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Ay X taX, + a3 X3+t a, X, = fl
X, =T,

2n“*n

QX A%, + 83X+t A X+ f

(7 — 10) sistemanyn nébellilerinin koeffisiyentlerinden diiziilen

&y 8 3. .. &,
a21 a22 a23' o a2n
A=| « v
aml a‘m2 am3 ' amn
matrisa  sistemanyn matrisasy, (7 — 10) sistemanyn

koeftisiyentlerinden we azat agzalaryndan diiziilen

& A, ...,k

Ay, 8y, Ayg. ... a1,
B =] e w e e

a'ml a'm2 am3 ) a‘mn 1:n

matrisa sistemanyn yayranlandyrylan matrisasy diyilyar.
Yokarda goylan soraga Kroneker — Kapelliniii teoremasy jogap
beryir.
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Teorema. (7-10) sistemanyri kokdes bolmagy iicin
onuri matrisasynyi rangynyi, yayraiilandyrylan
matrisasynyii rangyna deii bolmagy zerur we yeterlik sertdir.
Diymek, sistemanyn  matrisasynyn rangy yayrailandyrylan
matrisanyn rangyndan kigi bolsa, yagny r(A) < r(B) bolsa,
onda sistemanyn ¢oziiwi yokdur (r(A) we r(B) degislilikde A
we B matrisanyn ranglary).

Eger r = n bolsa, onda sistemanyn yeke — tdk ¢oziiwi bardyr.
Aydylan tassyklamalaryn diigniikli bolmagy iicin kébir
mysallara garalyn.

3-nji mesele. Asakdaky sistemalaryn kokdesdiklerini ya
— da kokdes déldiklerini dernemeli.

X, — 2X, + 3%, =—6 X+ 2%+ X% =1
a)15% +3X, =4%; =3 p)12% —6X, —3xX; =4
2%, —2X, + X3 =3 X, +4X, +2X; =5

SX, +3X, —2X; =—7
w) 12X =X, +3X; =6
X, +2X, + X; =13.
C 6 z u 1 1 s i Sistemalaryn matrisalarynyn we

yayranlandyrylan matrisalarynyn ranglaryny hasaplalyn.
a)

1-2 3 1-2 3 -6
A=|5 3 -4| g=|5 3 -4 3
2 -2 1 2 -2 1 -3
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1 -2 3
AA)=19 3 —4|#0.
2 -2

Diymek, r(A) =3 we r(B) = 3.
Sistema kokdes we onun yeke — tik ¢ozliwi bar.

1 2 1 1 2 1 1
b) A=12 -6 -3 B= 2 -6 -2 4
1 4 2 1 4 2 5
2 1
1 —
‘2—6‘;&0 2 -2 -3 =0,
1 4 2

yagny r(A) = 2. B matrisanyn asakdaky minory

1 2 1
2 -6 4| #0yagnyr(B)=3.
1 4 5

r (A) # r (B) sistema kokdes dal.

5 3 -2 5 3 -2 -7
w) A=|2 -1 3| B=|2-1 3 6
7 2 1 7 2 1 13
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5 3 -2
‘;&0 2 -1 3|=o,
7 2 1

5 3
2 -1
5

2 -1

agyllayan setirleri we siitlinleri arkaly diiziilen 3 — nji tertipli
minorlary

yagny r(A) = 2. B matrisanyn kesgitleyjisini

5 3 -2 5 3 -7
2 -1 3|=0 2 -1 6 |=0,
7 2 1 7 2 13

sona gord —de r(B) = 2. Bu sistema ii¢in r(A) = r(B) = 2
nibellileriii sany bolsa 3. Diymek, sistemanyn tiikeniksiz kop
¢Oziiwi bar (haysy iki ndbelliniii koeffisiyentlerinden diiziilen
kesgitleyji nula defi bolmasa sol iki nébelli, iiclinji nébelli
arkaly kesgitlenyir. Uciinji nibelli bolsa erkin bahalary kabul
eder).

§ 8. Cyzykly birjynsly deiilemeler sistemasynyii
coziiwlerinin ginisligi
Bir jynsly
a X +aLX, +...+a,Xx, =0
A, X F X, +. . . +a, X, =0

2n’*n
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¢yykly denlemeler sistemana garalyn. (7 — 11) sistemany
matrisalar gorniisinde yazalyn.

11 a'12 ) 1n Xl
21 a'22 ' 2n XZ
........... =0
an1 a‘n2 a'nn Xn
ya — da gysgaca
AX=0 (7-12)

Bu yerde A = {aij }: , X ={X1, X2y «e0y Xn}

Eger A(A) # 0 bolsa, berlen sistemanyn yeke — tdk triwial
¢Ozliwinin bardygyny biz bilyéaris. Sona gord — de A(A) = 0
diyelin.

1-nji teorema. Eger X (7 — 11) sistemanyii ¢éziiwi

N
bolsa, onda ¢ X hem onuii ¢oziiwidir. (C - const).

N - (2)
Eger X we X (7 —11) sistemanyii ¢dziiwi bolsa, onda
SO L@
X + X  hem onun ¢oziiwidir.
Hakykatdan — da, eger

— - - -
A X =0 bolsa, onda A(cX ) =c AX =0, diymek, c X (7 -
N N0
11) defileménit ¢oziiwi eken.Eger AX = 0 we AX =0
L@ (2 N6 - (2)

bolsa,onda A(X +X )=AX +AX =0+0=0,
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-0 5@
Diymek X + X hem (7 —11) sistemanyn ¢oziiwi eken.
Bu teoremadan (7 — 11) sistemanyn ¢Oziiwlerinin islendik
¢yzykly kombinasiyasynyil hem onuil ¢dzliwi bolyandygy gelip
¢ykyar. Diymek, (7 — 11) sistemanyn trawial bolmadyk bir
¢ozliwi bar bolsa, onda onun tiikkeniksiz kdp ¢ozliwi bardyr. Bu
coziiwlerin kopliigi ¢yzykly ginisligi emele getiryar. Ol
giitiglige wektorlar ginisligi hokmiinde garamak bolar.
Eger n nabellili ¢yzykly bir jynsly denllemeler sistemasynyn
A matrisasynyn rangy I bolsa, onda ¢oziiwler ginigliginin
6lg¢egi kK = n —r bolyar.
Coziwler ginisliginin  bazisine ¢6ziiwlerin fundamental
sistemasy diyilyar.
(7 — 11) sistemanyn ¢oziiwlerinin fundamental sistemasynyn
tapylysyny asakdaky mysal arkaly gorkezelin.

(X, — X, +5%, — X, =0
X, + X, —2X; +3X, =0
3X, + X, +8X;+X, =0

X +3X, =9%X; + 7%, =0

Berlen sistemanyn matrisasyny yazalyn.

1 -1 5 -1

1 1-2 3
A=

31 8 1

1 3 -9 7

A matrisanyn 2 — nji tertipli minory

1 -1
e
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Emma onuil 3 — nji tertipli minorlarynyn hemmesi nula den.
Diymek, r = 2. Bu yerden ilkinji iki deiilemédnin ¢yzykly
baglanysyksyz denlemedigi, sofiky iki defileménin bolsa 1 — nji
we 2 -nji denlemelerin ¢yzykly kombinasiyasydygy gelip
cykyar. Sona gord — de berlen sistemanyn sonky iki
denlemesini taslap bileris. Birinji we ikinji denlemeleri
ozgerdip yazalyn

X1—X2=-5X3+ Xa
X1+ X2 = 2X3 — 3Xa

Goy, X3 = C1; X4 = c2 diyelin. Onda yokarky sistemadan alarys.

X1 = —36—26, ; Xo = /G —4C,

2 2

Diymek, sistemanyn islendik ¢6ziiwi

> {—301—202 7c1—4cz’ . Cz}

2 2

gorniisde bolar.
SO
c1we cz sanlara c1 =1, c2=0 bahalary berip X =

:{_g; %; 1, 0} ¢oziiwi, €1 = 0, c2 = 1 bahalary berip

N0 -0 NG

x =4{1; -2; 0, 1} ¢oziwi alyarys. X , x  wektorlar
NN ()

¢yzykly baglanysyksyz wektorlar. Sona gérd —de X we X

wektorlar ¢oziiwlerin  fundamental sistemasy bolarlar.

Dogrudan hem, ci1 we c2 sanlarynn islendik bahalary ii¢in
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(2) ()

> |-3c,—2¢c, 7c,—4c 2 2

x:{ G 2, G 2, ¢, cz}: ctX +c2X bolar,
2 2

yvagny galan ¢ozliwler bu iki ¢oziiw bilen hemise c¢yzykly

baglanysykda bolyarlar. Bu yerde tygsytlylyk iicin ulgamyn

¢Oziliwini setir matrisa ya —da wektor gorniisinde yazdyk.
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VIl bap
CYZYKLY OWURMELER WE KWADRATIK FORMA

§ 1. Cyzykly 6wiirmeler
P we Q tekizlerde degislilikde xi0x2 we yi10y, dekart
koordinatalar sistemalaryny alalyn we P tekizligin islendik
M(X1: X2) nokady asakdaky

{Y1 =ay; X +a;,X; (8-1)

Yo =85 X + 85X,

deiilikler arkaly Q tekizligin N(y1 ,y2) nokadyna owriilyér
diyelin. (x1 ,X2) we (y1 ,Yy2) koprdinatalaryn (8-1) derliklerde
cyzykly baglansykda bolyandyklary sebdpli seyle owiirme
cyzykly dwiirme diyilydr. N(y1 ,Yy2) nokatda sekil, M(x1 ,X2)
nokatda bolsa nusga diyilyér. P tekizligitt hemme nokatlarynyn
sekillerininn kopliigi Q tekizligin hemme nokatlaryndan durar
ya-da ol Q tekizlikde kibir kopliigi emele getirer. Asakdaky.

X, Y Ay Ay
Belgilemeleri girizip (8-1) dwiirméni Y~ = AX " ya-da
X =Y gorniisde yazyp bileris. A matrisa dwiirménii
matrisasy diyilyir. X 'we Y wektorlaryh degislilikde
M(x1 ,X2) nusgany we N(y1 ,Y2) sekili kesgitleyandikleri sebépli
olara hem degislilikde nusga we sekil diyméni kabul edelin.

Bu yagdayda X'=Y afllatma X * nusga A
matrisanyn Usti bilen (1-nji denliklerinl iisti bilen ) Y sekili
gecyér diyip okalyar. X*:A> v ¢yzykly owiirménin iki esasy

A
hasiyeti bar. Eger X =Y "bolsa islendik ¢ hemiselik san iigin
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T, x A - * - . .
cX =scY = boljagy aydyndyr. Bu hésiyete ¢yzykly 6wiirménin
A

A
bir jynslylygy diyilyar. X, =Y1; X,=Y, bolsa

A
X1+)223Y1+V2 boljagy hem diisniikli. Bu hisiyete bolsa
cyzykly owiirmdniii addimiwligi diyilydr. Garalan iki hésiyet
¢cyzykly 6wiirmdninl kanonik hdsiyetidir. Asakda bu iki hisiyete
eye bolan islendik Oowiirmdnin ¢yzykly boljakdygyny subut
ederis.  {X1 X2 X3....... Xn} tertiplesdirilen n sandan duryan
kopliige n 6lcegli wektor X1 X2 Xs......... Xn sanlara bolsa onun
koordinatalary diyilydr we ol adatca iistiinde strelka goyulan

latyn harpy bilen &, b, € we s.m belgilenilyir. Eger sol
wektorlar toplumynda edil ii¢ 6lgegli wektorlara menzeslikda
gosmak we sana kopeltmek operasiyalaryny girizsek, onda n
Olgegli ¢yzykly giniglik emele geler. Ol ginislik R" bilen
belgilenilyér. R" gittislikde yatan X wektory tekizlige

menizeslikde M(X1 X2 Xs......... Xn) gorniisde yazyp , ona R"
ginigligin nokady diymek bolar. Goy R™ we R" ginislikler
berilen bolsun, M(X1,X2,Xs......... Xm) € R"we N(y1, Y2, Ya......... Yn

) €R" nokatlary alalyn.Eger — de R™ ginisligifi islendik M(xa,
X2, ..., Xm) nokady

Yi=a X FanpX, .o FapX,

Y, =@y % + 85X, +. . .+ 8, X
2

2m”*m
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denlikler arkaly R" ginigligin kabir N (y1, Y2, ..., Yn) Nokadyna
owriilydn bolsa, onda seyle Owiirméd c¢yzykly owiirme M
nokada nusga, N nokada bolsa sekil diyilyar.

X, Y1 a, ad,...aq,
X, | Y| L Ay . . - Ay,
=X * =Y * =A
a, a a
X, yn nl n2 nm
X = (X1, . ..., Xm), Y = (y1, . . .., yn) belgilemeleri girizip, (8

~ — A

— 2) 6wiirméni Y~ = AX" ya — da X =Y gomiisde yazyp
bileris.(8 — 2) owiirme additiwlik we birjynslylyk kanunyna
boyundyr. Dogrudan hem, goy §:A>\7 we ¢ hemiselik san
bolsun. §:A>\7 ailatmany Y* = AX * gorniisde yazyp,
defiligii iki bolegini — de ¢ kopeldip: €Y " =CcAX " = AcX"

A
ya —da cX —scY alarys. Diymek, (8 - 2) owiirme
birjynslydyr.
— A
Goy, X, =Y, we Tzé\z bolsun. Bu afilatmalary defgiiycli

— & _—

Y, = AX, we Yo = AX gorniigde yazyp we

degislilikde gosup Y 1 + Y 2 = A(X, +X, ) alarys. Bu
- - A _, __

bolsa X, +X,—= Y, +Y, diymekdir. Seylelikde, (8 — 2)

owiirmede berlen nusgany sana kopeldip alnan tidze nusganyn
sekili berlen nusganyn sekilinin sol sana kopeldilemegine
dendir (dwiirménin birjynslylygy), berlen iki nusganyn jeminin
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sekili ol nusgalaryn sekillerininn jemine defndir (dwiirménin
additiwligi).

Indi su iki esasy (birjynslylyk we additiwlik) hésiyete eye
bolan R™ we R" ginislikler arasyndaky islendik Owiirménin
¢cyzykly boljakdygyny subut etmége giriselin.
Kesgitleme. R™ ginislikdiki islendik M (X1, .... , Xm)

nokada (ya —da X = {x1; x2; . . . ; Xm}) wektora (belli bir
kanuna layyklykda R" ginisligii kibir N (y1, . . . , ¥n))
nokady (Y = {y1; . . ., yn} wektor) degisli edilyin bolsa,

onda R™ ginisligin R" ginislige bolan f oOwiirmesi
~ _ S S
berlipdir diyilyir we ol Y =f X ya —da X =Y
gorniisde belgilenyar.
N .
Teorema. Eger-de X — Y Owiirme islendik C san {i¢in

we islendik X, , Xj € R™ wektorlar f {i¢in

feX)=cf X 8-3)
F(X+ X, )=t X+ X, (8- 4)

birjynslylyk we additiwlik hésiyete eye bolsa, onda ol ¢yzykly
owiirmedir.

Subudy. R™ginislikde eT:{l, 0,0,...,0}; e, ={0,1,.
., 0. a: {0, 0, . . ., 0O, 1} bazis wektorlary, R"

giniglikde bolsa 7; ={1,0,0,...,0},..., 7, ={0,0,...,

e
_

0, 1} bazis wektorlary alalyn. Goy, fe, = S; (i=1,2..;m)
bolsun.

e —_—
—

S; wektorlary 7, ,..., 7, bazisde dagydyp alarys:
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—_— —

si= a7, ta, 7, +. +ar (i=1,2,...,m) (8-5)

mn-n

Islendik )_(>e R™ wektory alalyin we X wektoryh sekilini Y
bilen ya — da f X bilen belgililii. X we Y wektorlary

e —_—
_— — _—

degislilikde €, , €, ..., €, we T, ,..., T,
bazislerde dagydyp alarys:

— —_—

X—xe+xe+ X e

m-m

Y =yt Yy, t..ty. 7,

(8 — 3) we (8 — 4) hisiyetleri ulanyp yazyarys:
Y =fX = f(x1€+x2€+...+xma):x1f€+x2fg+...+xmfa:

—)&@.,111+a121 +.+ta,1 n)—kxz(aﬂz1 +a,, 7, +...+a,,7, )+

—_— —_

+...+xm(am1 T4a,T, feta,T, ).
Y =x(a;+Xa,+..+a, mn) ot +(x1am1+x2am2+ -t

+xa )z,

m ~"mn

Bu yerden (8 — 6) denliklerin ikinjisini géz oniinde tutup
tapyarys.
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Y1 =a X X, .. e X,

belgileméni girizip alarys.

* *

Y* = AX

Suny subut etmek gerekdi.

Subut eden teoremamyzyn esasynda (8 — 3) we (8 — 4)
hisiyetlere eye bolan islendik owiirmé ¢yzykly owiirme diyip
bileris. Suna menzeslikde Olcegleri tlikeniksiz  bolan
giftigliklerde hem sol iki hésiyete eye bolan Owiirmelere
¢yzykly owiirmeler diyilyér.

§ 2. Cyzykly o6zgertmeler
R" ginisligin 6z — oziine bolan cyzykly owiirmesine R"
ginisligi cyzykly ozgertmek diyilyar, yagny R" ginigligin
¢yzykly 6zgertmesi Y =f X ya —da Y*=AX* gorniisde

yazylyp bilner. Bu yerde X = {x1, X2, . .., Xn}, Y = {y1, y2, ..
., Yn}, A matrisa nxn dlgegli kwadrat matrisa bolar.

YY" =AX" deiilik yayban gorniisde seyle yazylar.
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Yi = a X +a,X, ...+ 8, X,
8-7)

Yo = auX + X, +...+a, X,

Eger —de Y = Wézgertmede R" ginigligin islendik
N (Y1, Y2, . . ., Yn) nokady, kibir M (X1, X2, . . . , Xn) nokadyn
sekili bolsa, onda A matrisanyn kesgitleyjisi nuldan tapawutly
bolar. Dogrudan hem, A(A)= 0 diyelin, onda A matrisanyi
setirlerinin arasynda triwial bolmadyk c¢yzykly baglanysyk,

n n
yagny Zaiaij =0 ,j=1,2,...,n, Zaiz # 0 bolar.
i i—1

(8 — 7) sistemanynn deilemelerini degislilikde «,a,...2,
sanlara kopeldip we gosup alarys:

a1y1+azy2+...+anyn =0.
Diymek, R" ginislik berlen Ozgertmede 6zi bilen gabat
gelmeyin bir bolegine gecer. Bu bolsa serte garsy gelyar.
Tersine, A(A) # 0 bolanda, A matrisa ters A = {bij }:

matrisany tapyp, (8 — 7) deiiligi X*=A1Y * ya_da

X, = b11y1 +b12y2 +"'+b1n Yn

X, = b21y1 +b22y2 +"'+b2n Y
(8-8)

Xn = bnlyl +bn2y2 +"'+bnnyn
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gornilisde yazyp bileris. Bu yerden islendik N (y1, Y2, . . ., Yn)
nokadyn kabir M (X1, X2, . . ., Xn) nokadyn sekili boljakdygy
gelip ¢ykyar. Yokarda aydylanlardan A(A) # 0 bolanda islendik
N nokadyn difie bir M nokadyn sekili bolyandygy we tersine,
islendik M nokadyn difie bir N nokadyn nusgasy boljakdygy
gelip ¢ykyar.

Goy, X*=A Y*  A(A) # 0 6zgertme berlen bolsun. R"
ginislikde koordinatalary

aotrorXitaxXe+...tanXn =0 (8-9)

denligi kanagatlandyryan nokatlarynl kopliigine garalyn. Goy,
M (x1, X2, . . ., Xn) nokat sol nokatlaryn islendik biri bolsun, N
(Y1, Y2, . . ., Yn) nokat bolsa onun sekili bolsun. (8 —
8)sistemanyn denlemelerine gora X1, X2, . . ., Xn Koordinatalary
Y1, Y2, . . ., Yn koordinatalaryn {sti bilen anladyp we (8 — 9)
deinilige goyup

Pot+tfyitpoyat...+fnyn=0 (8-10)

gorniisdiki defligi alarys. Yagny koordinatalary (8 — 9) deiligi

kanagatlandyryan nokatlaryii kopligi X =AY dzgertmede
koordinatalary (8 — 10) denligi kanagatlandyryan koplige
gegyar. Suna menzeslikde 6zara ¢yzykly baglanysyksyz (8 — 9)
denillemeleriii birndgesini kanagatlandyryan nokatlaryn kopliigi
— de seyle ozgertmelerde koordinatalary sol sandaky sol
gorniisdaki cyzykly baglanysyksyz denilemeleri
kanagatlandyryan nokatlar kopliigine geger.

Mysal {i¢in, ii¢ 6l¢egli ginislkde ¢yzykly 6zgertme

273



X =aX+a,y+a;,z
Y1 =8, X+ 8,y + 8,7
Z1 = a31x + a32y + a33z

gorniisde yazylar.
Ax+By+Cz+D=0

denleme tekizligi,

A x+By+C z+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0

cyzykly baglanysyksyz defilemeler sistemasy bolsa goni
cyzygy ailadyar. Diymek, ii¢ Olcegli ginislik ¢yzykly
ozgerdilende tekizlik tekizlige dzgeryar, goni ¢yzyk bolsa goni
cyzyga Ozgeryar.

Cyzykly Ozgertmelerin esasylarynyn biri — de ortogonal
ozgertmelerdir. R" glnlshkde matrisasy A?! = A¥*gerti

kanagatlandyryan Y* =AX* cyzykly Ozgertmd ortogonal
ozgertme diyilyar. A1 = A* serti kanagatlandyryan matrisa
bolsa ortogonal matrisa diyilyar. Ortogonal O6zgertmelerin
esasy hésiyetlerinin biri asakda subut edilyar.

T e orema. Goy, N1 we N2 nokatlar Y * = A X * ortogonal
ozgertmede degislilikde M1 we M2 nokatlaryn sekilleri
bolsunlar. Onda M1 M2 = N1 N2, yagny ortogonal &zgertme
uzaklygy liytgetmeyin 6zgertmedir.

Subudy. Goy, M1 (X1, X2, X3, ..., Xn); M2 (X1', X2', X3, . ..
v Xn); N1 (Y1, ¥2, Y3, ...,¥n); N2 (y1', y25,¥3, ..., Yn) bolsun.
IM;M,| we |N,N,| uzaklyklaryi kwadratlaryny tapalyf
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IM1M2? = Z(xi_xi’)z; ‘NlNz‘z = i(yl_yll)z' Bu

i=j i=1
denliklerini sag bolegini matrisa gérniisinde yazalyi.
X, — X,

IMiMa|= (X1 — X17, X2 - X2', ... Xn—Xn)| X2 X2
x —x

J
2

[ININ2|? = (y1 - y1', y2' -y2', .. .¥n=Yn)| V2 — M1, Mz,
R
N1, N2 nokatlaryn radius wektorlaryny Xl, T \72 bilen

belgilesek, onda
| Mo, <o - x| (G - X)) NN [ = R AT

alarys. Y * =X *A detiligi ¥ = XA gorniisde yazyp soniky
denlige goyalyn:

INLN|* = (X, A% =X, A%) (X, A% =X, A%)*=(X, - X, JA

(06X mep= 0, =R ATG - X =0 - X)) (%= %)* =
=|M,M,|2.

Teorema subut edildi.

Tersine, uzaklygy saklayan islendik c¢yzykly Ozgertménin
ortogonal 6zgertme boljakdygyny subut etmek hem kyn dal.
Indi ortogonal matrisanyn esasy hésiyetlerini Owrenmége
girigelin.

Al = A* bolany sebipli AeA* = AA! = E yazyp bilyiris. Bu
yerden

275



n

Ya=1;>a,"=1;we Y a,a, =0 (i #k bolanda),
i=l1 i=l

=t

n

Zaik aij = 0 (k #j bolanda) denlikler gelip ¢ykyar. Diymek,
i-1
ortogonal matrisanyn islendik siitiininin ya — da setirinin
elementlerinin kwadratlarynyil jemi bire den, islendik iki
setirinin (siitiininin) elementlerinin jibiit — jlibiitden kopeltmek
hasyllarynyn jemi nula dein bolyar. Bu hésiyet ortogonal
matrisanyn kanonik hésiyetidir, yagny su hésiyetlere eye bolan
matrisa ortogonal matrisadyr. Dogrudan hem, eger (8 — 10)
deiilikler yerine yetseler, onda AA* = A*A = E bolyany
aydyiidyr. Bu bolsa A* = Al diymekdir. Mysal hokmiinde
ikinji tertipli ortogonal matrisa we degisli ortogonal

8, a,

J ortogonal
a21 a22

Ozgertmd garalyn. Eger — de A= (
matrisa bolsa, onda a +a2 =1, a5, +a’, =1

a1 az + aiz a2 = 0 (@) denlikler yerine yeter. Kébir owe y
burglar iicin a11 = cose; ai2 = singp, a2 = cosy, a 21 = - siny

boljakdygy aydyndyr.
(a) denligi — cose siny + sing cosy =0 ya —da sin (yO- @) =
0 gorniisde yazalyn. Bu yerden y = ¢ +k

Seylelikde A matrisa
CosS¢@ Sin
A:( ¢ sing j
—Sing cosg

A cose sing
~\sing —cosg
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gorniisde bolup biler. Sona gord — de ortogonal dzgertme

= XCOS ¢ + ysin
{Xl p+ysing 611
y, = YCOS@ — XSing
ya —da
X, =XCOS@ + ysing
. (8 -12)
y, = Xsin g — ycos ¢

gorniisde yazylar.

Belli bolsy yaly (8 — 11) sistema tekizlikde goniiburcly
koordinatalar sistemasynyn aylanma o6zgertmesini, (8 — 12)
sistema bolsa iki yonekey Ozgertmeden, yagny birinji
goniiburgly  koordinatalar sistemasynyn ¢  burca
aylanmagyndan, ikinjiden tdze alnan koordinatalar sistemasyn
X1 okuna gori zerkal Owiirme gecirilmeginden duryar.

Uc olgegli ginislikde hem ortogonal 6zgertminiii berlen
goniiburgly  koordinatalar sistemasynyil = 6zgertmelerinden
duryandygy seyle subut edilyér.

Bellik. Goy, R gifiisligiit Y * = AX* dzgertmesi A matrisa
arkaly berlen we A (A)# 0 bolsun. Onda belli bolsy yaly, A*
ters matrisa bardyr we Y * = AX* 6zgertme X*=Atl

Y * gornlisde yazylyp bilner. X*=AlY* ¢yzykly dzgertma
berlen f Ozgertmid ters ozgertme diyilyir we f' bilen
belgilenyar.

§ 3. Owiirmelerii kompozisiyasy

Eger Q wektor ginisligi A matrisa arklay P wektor ginisligine f
¢cyzykly 6wriilyén bolsa, P wektor ginisligi B matrisa arkaly R
wektor ginigligine  ¢yzykly Owriilydn bolsa, onda biz Q
ginigliginin R giniglige bolan kabir h 6wiirmesini alarys.
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Owiirmeleriti yzygiderli Verine Yetirilmegine dJwiirmelerii
kompozisiyasy diyilyir we h = gof bilen belgilenilydr. Q
ginisligin R ginislige bolan h Swiirmesinin ¢yzykly owiirme
boljakdygyny subut edelin we onuil matrisasyny A we B
matrisalaryn iisti bilen anladalyn.

Goy, Q ginisligii islendik X wektorynyni P ginisligindiki
sekili Y wektor bolsun, yagny

YE=AX* (8- 13)
bolsun. P ginislikdaki erkin Y *wektoryn R ginislikddki sekili
7. wektor, yagny

7' =BY" (8 - 14)

bolsun. P, Q, R ginisliklerin &lgegleri degislilikde n, m, r
sanlara den diyeli, onda A :{aij nm, B = {bij }rrn tertipli
matrisalar bolar. (8 = 13) we (8 — 14) denliklerden z*
= BAX * alarys. Diymek, Q ginisligi R glnlshge owuryan h

owiirme ¢yzykly dwiirme bolyar we ol Z* = = BAX * deiilik
bilen berilydr. Ol 6wiirménin matrisasy bolsa BA matrisa den
bolyar.

1-njimysal.
Y, = 95X, — X, +3X,,
Yo =X —2X%,, v = A

Yy = 1X, —4X,.
we
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Z, =2y, +Y,,
Z,=Y,+2Y;, 7x=By~*
Z; =Y, — 5y3;

¢yzykly dwiirmeler berlen, z1, 22, z3 nébellileri X1, X2, X3 arkaly

anladyan ¢yzyky Owilirméni yazmaly.
C 0 ziilisi. Berlen 0wiirmeleriii matrisalary

5 -1 3 2 1 0
A= 1 -2 0 ;. B= 0 1 2 ,
0 7 -4 1 0 -5

Gozleydn dwiirmémizin matrisasy H = BA bolyar:

2 1 0)(5 -1 3) (11 -4 6
H=[0 1 2|[1-2 o0|=[1 12 -8
1 0-5J)l0 7 -4) |5 -36 23

Bu yerden
z, =11, — 4X, +6X,

7% =H )Z*’ya _da 122 = % +12X, —8X,
Z, = 95X, — 36X, + 23X,.

§ 4. Matrisanyn mahsus sanlary we mahsus wektorlary

— A .
Goy, f X =Y ya—-da X =Y R" ginigligil 6z — 6ziine
bolan ¢yzykly Owiirmesi bolsun. Seyle owiirmid R" ginisligi
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6zgertmek diyipdik. Eger —de R" ginislikde f X =A X deiligi
kanagatlandyryan X wektor bar bolsa, onda ol wektora f
Ozgertménin mahsus wektory, A sana bolsa f 6zgertménin

mahsus sany diyilyar. f oOzgertme A matrisa arkaly doly
kesgitlenyindigi sebdpli A sana A matrisanyin mahsus sany we

X wektora A matrisanyn A mahsus sanyna degisli bolan mahsus
wektory diyilyér. seyle mahsus sanlar we wektorlar barmyka,
eger bar bolsa, olary ndhili tapmaly?

Bu meseldni ¢6zmige giriselin. f X =X denligi
AX *= L X ya—da (A - AE) X =0 gorniisde yazalyn.
Goy, A= {aij }: X = {x1, X2, ..., Xn} bolsun; onda
yokardaky denlik

X Fa, X, + .+, X, = AX
Ay Xy + Ay X, + o + 3, X, = AX

a X FaX, + ... +a,.X, =AX

ya —da

(a,, — A)X +a,% + ... +a,X, =0

a, % +(a, — )X, + ... +a, X, =0
...................... (8 - 15)

birjynsly deiilemeler sistemasy gorniisde yazylyar. Bu
sistemasynyn triwial dil ¢Oziiwinin bolmagy {igin onun
kesgitleyjisinifi nula dent bolmagy zerurdyr, yagny
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A(A = AE) = =0 (8-16)

Bu deillik A gorda n — nji derejeli deilleme diyilydr. Ona A
matrisanynn  hésiyetlendiriji denlemesi diyilydr. Diymek,
matrisanynl mahsus sanlary onun hésiyetlendiriji deillemesinin
kokleri bolmaly. Sona goréd — de, olaryn sany n — den kop bolup
bilmez. Goy, iAo harakteristik denilemdnin koki bolsun, Ao
mahsus sana degisli mahsus wektory tapmak ti¢in Ao sany (8 —
15) sistemada A - nin yerine goyup tdze

(a,, — A)X, +ay,X, + ... +a, X, +0
% +(a,, — A )X, + ... +a,,X, =0

....................... (8-17)
a,,X +a.,X, + .. +(a, — A, )x, =0

sistemany alarys.

Goy, x1% x2°, ..., Xn° (8 —17) sistemanyn c¢oziiwlerinin biri

bolsun. Onda X ={x1° x2° ..., Xn° } wektor A matrisanyi

Ao mahsus sanyna degisli bolan mahsus wektory bolar. (8 — 17)
sistemany birjynsly bolany sebépli, onun ¢oziiwler kopliigi
cyzykly ginisligi emele getirydar. Ol ginisligin olgegi A
matrisanyn tertibine baglydyr. Eger A matrisa n tertipli bolsa,
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gitisligin dlgegi birden N — e ¢enli sanlaryn islendigi bolmagy
miimkin.
Mysal {igin, 3 — nji tertipli matrisalara garalyn.

200

1.A=|0 2 0| matrisa l¢in islendik X = {X1, X2, X3} wektor
002

mahsus wektordyr. ( AX *= ZW‘). Diymek, 2 mahsus sana

degisli bolan mahsus wektorlaryn ginisliginin olgegi 3 — e
dendir.

300
2.A=1{0 3 0| matrisanyit mahsus sanlaryny tapyii:
004
3-2 0 O
AA-ME)=lo 3 -2 0=0, (B-M(4-M=0,
0 0 4-2

bu yerden A1 = 3, A2 = 4 mahsus sanlardyr, A1 = 3 mahsus sana
degisli mahsus wektorlary tapmak ii¢in (8 — 17 ) sistemany
diizelin.

(3-3)x, =0
(3-3)x,=0
(4-3)x, =0

Bu yerden X, ={1,0,0}, X, ={0, 1, 0} mahsus wektorlary

taparys. Galan mahsus wektorlar su iki wektoryn c¢yzykly

kombinasiyasyndan ybarat bolany ii¢in degisli ¢yzykly

gitisligin 6lgegi 2 bolar. Seyle hem A2 = 4 sana degisli ¢yzykly
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ginigligin Ol¢egin bire den bolmagy aydyndyr. A matrisa
hakyky bolanda hakyky mahsus sana hakyky ¢yzykly wektor,
kompleks mahsus sana kompleks mahsus wektor (yagny
koordinatalarynn kébiri kompleks san bolan wektor) degisli
bolar. Dogrudan hem, eger ko kompleks mahsus san bolsa we

ona K hakyky mahsus wektor degisli bolsa, onda bir wagtda

AX *=p0 X, *,  AX, =1, X,deiilikler we sol esasda

Ao X = Ao X, denlik Yerine yeterdi. Bu yerde o, A

0
sanlar kompleks catyrymly sanlardyr. Z;ﬁ 0 bolany {igin,

sonky denllikden do = ZO ya — da Ao sanyn hakykylygy gelip
cykyar. Indi 6rdn mohiim teoremalaryil birini subut etmige

n
calysalyn. Goy, A = {aij }n matrisa berlip A1, A2, ..., An Onuii

mahsus sanlary 7;; T,y ..., Tp, - sol sanlara degisli mahsus
wektorlar bolsun.

1-nji teorema. Eger Ay, A2, ..., An Sanlar hakyky we

e

diirli bolsa, onda A matrisanyri sol sanlara degisli T, T,, ..

R —

., Tny wektorlary ¢yzykly baglanysyksyz wektorlardyr.

Teoremany tersinden subut edelifi, yagny olaryil arasynda
cyzykly baglanysyk bar diyelin. Onda hemmesi nula den

bolmadyk kébir ¢ (i = 1, 2, ..., n) sanlar {i¢in

- -

%
o, T1+a, T2+...+a, Ta =0 (8-18)
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deiiligi alarys. Onda transponirlenen (8 — 18) denliginn iki
bolegini hem A matrisa ¢epden yzygiderli (n — 1) gezek

kopeldip we Az, *=hit; * denligi gz 6nlinde tutup taparys:
. * - * _>* —

ot *+a,r,*+ ... +a,7,*=0

oAt * o, T, + L +a, A7, % =0

Kesgitleyji Wandermondyn kesgitleyjisi
diyilydr we A1, A2, ..., An sanlar Ozara den bolmanlarynda
nuldan tapawutlydyr. Sona gord Yyokarky sistemadan

—_— -

orn =0 oa,r, =0, ... a7, = 0 alarys. Z;ﬁ 0
i =1 2 ..., n) Dbolany sebdpli bu denliklerden
a,=0 i=(,2,...,n)gelip ¢ykyar. Bu bolsa ¢; sanlaryf
hemmesinin nula den dildigine garsy gelyér. Alynan garsylyk
hem teoremany subut edyar.
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N etije. Eger n tertipli A matrisanyn mahsus sanlary hakyky
we diirli bolsa, onun mahsus wektorlary n dlgegli ¢yzykly
ginisligin bazisi bolup biler.

Indi elementleri hakyky bolan simmetrik matrisalaryn mahsus
sanlaryny we wektorlaryny 6wrenmége giriselin.

Teorema. Simmetrik matrisanyit mahsus sanlary hakyky
sanlardyr.

Subudy. Goy, A kompleks san A simmetrik matrisanyn
mahsus sany we X soma degisli mahsus wektor bolsun. Onda

AX * =X *we AX " = X~ deilikler yerine yeter. Bu

yerde X:: X Z, ceey X_n} harplaryn iistiindéki kese ¢yzyk
kompleks ¢atyrymly sany anladyar.

Denlikleriit  birinjisini X:wektora, ikinjisini X wektora
¢cepden kopeldip X:AY* = }.X: Y*We YA )?*:

_—— —

A X X denlikleri alarys. A matrisa simmetrik bolany
sebépli, deiiliklerin ¢ep bolekleri 6zara det bolar. Diymek,

olaryni sag bolekleri hem ozara dendir, yagny AX Y *= A
X Y*, Emma
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Xl
XX =0 % %) |
Xrl
X
2 2 2 X2 =
|+ | et x| =00, Xy oy )| [ X X0

bolany {i¢in, bu yerden A= A gelip ¢ykyar.

Alnan deiilik A san kompleks sandyr diyen serte garsy gelyir.
Diymek, A mahsus san hakyky sandyr.

B e 11ik. Matrisanyi mahsus sanlary onun hasiyetlendiriji
denlemesinin kokleri bolandygy tiigin subut edilen teoremany
“Simmetrik matrisanyn hésiyetlendiriji denlemesinin kokleri
hakyky sanlardyr ”diyip hem aydyp bileris.

2—-nji teorema. Eger A matrisa simmetrik we onuri
hdisiyetlendiriji ~ kopagzasynyii  kokleri M\, A2,.. hn diirli
bolsalar, onda olara degisli v, , 7, , . .
ortogonal wektorlardyr.

., T, Wwektorlar

Hakykatdan — da
AT =475,

AT =ﬂ.jf ji.
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Bu denliklerifi birinjisini 7, wektora, ikinjisini 7, wektora
¢epden kopeldip, biri — birinden ayralyn. Sonda 7; 7; * =

Ti T; *boljakdygyny goz oniinde tutup

*

0=(4 -4) 7 7;

alarys. Cilinki simmetrik A matrisa li¢in 7; A 7; * = 7; A
T, *tozdestwo yerine yetyar. Serte gérd i #j bolanda, Ai #Aj.

Diymek, (Z, Z) = 0, yagny 7; we r; wektorlar
ortogonal wektorlardyr.

Netije Simmetrik A matrisanyn M, A2, . . . , An Mmahsus
sanlary diirli bolsa, onda olara degisli mahsus wektorlar R
ginisligin ortogonal bazisini emele getirer.

Yokarda alnan netijeden has giiycli asakdaky teklibi hem subut
etmek bolardy.

Teorema. Islendik n tertipli simmetrik matrisanyn ozara
ortogonal n mahsus wektory bardyr.

Teoremany subutsyz kabul ederis. Yone ortogonal mahsus
wektorlaryn (8 — 15) sistemadan tapylyandygyny belldp
gecmek mohiimdir.

Berlen simmetrik matrisany diagonal gorniise getirmek
meselesine gecelin. Diigniiklilik {i¢in {li¢iinji tertipli matrisalara
garamak bilen ¢ékleneris. Goy,
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A, @, A
A=y Qy dy
A3, Q3 Ay

—_—

Mmatrisanyn A1, A2, A3 mahsus sanlary. Olara degisli 7; , 7, |,

T3 wektorlary normirldlin, yagny olary 6z uzynlyklaryna
bolelin:

— e e —
—_— —_— —_

0 T 0 T 0 T
Lo===. 1, =—%. 1, =—=
‘71‘ ‘72‘ ‘73‘

Alnan wektorlar yene — de sol A1, A2, A3 sanlara degisli mahsus
wektorlar bolarlar we olaryn uzynlyklary bire den bolar.

_— —_—
R —

Goy, 7,° = {bu, bzt, bai}, 7,° = { b1z, bzz, b}, 7.° = {bus,

_———
0

bes, bas} bolsun. 7,° 7,° 7,° wektorlaryh birlik wektorlar

hem — de 6zara ortogonal wektorlar bolanlary {i¢in asakdaky
denlikler alarys:

b211 + b%1 + b%1 = 1; b%12 + b%2 + b?2 = 1;

b%13 + b%3 + bz =1

b11 b12 + b21 b22 + b3t b2 = 0; b11 b1z + b2y b2z + b1 bz =0
b12 b1z + b22 b2s + b3z gs3 = 0.

Bu bolsa

bll
B: bZl b22 b23 '
bSl



Matrisa ortogonal matrisa, yagny B* = B diymekdir. Indi
B-'AB matrisany tapmaga galysalyn. Ar;*=A7, i=1,2,3
deniligi ulanyp tapyarys.

a;, @&, ag|(b;, b, by
AB=| & 8 8y b21 b22 b23 =
8 8y Ay \Dby by, by
A0y Ak, Abig b, b, by A 0 0
by A0y, Abyy | = b,y by, by ||0 A, 0=
Aby, Aby,  Abo, b,, by, by JLO 0 A

=B diag (A1, A2, A.3)
B1AB = BB diag (A1, A2, A.3) = diag (A1, A2, 13).

Umuman islendik kwadrat A matrisa {igin B matrisa tapylyan
bolsa we B-1AB = diag (A 1, A 2, A 3) bolsa onda B matrisa A
matrisany diagonal gorniise getirydn matrisa diyilyar.

Diymek, yokarda alan netijamiz esasynda “islendik simmetrik
matrisa ortogonal matrisanynn komegi bilen diagonal gorniise
getirilyédr” diyen teoremany formulirlap bileris.

Bellik: Islendik n tertipli simmetrik ddl matrisa hem 6zara
baglanysykly bolmadyk mahsus wektorlary bar yagdayynda
solardan diiziilen, yagny mahsus wektorlaryin koordinatalary
degislilikde birinji siitiinin, ikinji siitiininin we s.m. elementleri
edip diiziilen matrisanyn komegi bilen diagonal gorniise
getirilyar.

A matrisa diagonal gorniise getirilende diagonal matrisanyn
elementlerinit A matrisanynn mahsus sanlaryndan ya —da onun
hésiyetlendiriji deiilemesinin  koklerinden duryandygyny
belldp gegmek zerurdyr.
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2-nji mys al Asakdaky matrisany diagonal gorniise

getirmeli.
1 2 -4
A=l 2 -2 -2].
-4 -2 1

Cozulisi A matrisanyn harakteristik defillemesini yazalyi.

1-1 2 -4
2 —-2-4A =2 =0
4 -2 1-2

ya—daAr3-271-54=0.
Bu deiileméniil kokleri A1 =65 A2 =43 =- 3. A matrisanyn A1,

—_—

—_—

L 2, A 3 mahsus sanlaryna degisli bolan 7; = {b11, b2, bai};

_—

7, = { bz, bz, bs}; we 7; = {bi3z, bes, bss} mahsus
wektorlaryny tapalyi.

—_—

At *=h17y *
ya—da
—5b, +2b,, —4b,, =0

2b;, —8b,; —2b;; =0
—4b,,—-2b,, —5b;; =0
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sistemany alyarys. Bu sistemanyn matrisasynyil rangy r = 2.
Sona gord — de bu sistemanyn birinji iki defiligini bi1 we b1z
sanlara gord ¢Ozlip alarys:

b11 = - ba1; bar = - E bai.

bs1 sana erkin baha berelin. Goy, bs1 = 2 bolsun, onda

7, ={-2; -1; 2} bolyar. L. =Ah2=2%r3=-3 bolanda 7, we 7,
wektorlary tapmak tigin
2b, +b,, —2b, =0

—4b,, —2b,, +4b,, =0
sistemasyny alarys. (bu yerde i = 2,3). Bu sistemanyi
matrsasynyn rangy r = 1. Sona gord — de onun islendik
denilemesinden bij(i = 1,3; j = 1, 2, 3) sanlaryn birini beyleki
ikisi arkaly kesgitldris. i = 2 bolanda bu sistemadan Z
wektoryn proyeksiyalary (koordinatalary) 2bi2 + b22 — 2bs2 = 0
denlikden kesgitlenydr. b2z =2; b2s =1 erkin bahalary berip
b2y = -2 alarys. 7, = {-2; 2; -1} bolyar. 7, wektoryi
koordinatalaryny 2bis + b2z —2bssz =0 bolar yaly hem — de ol
Z wektora ortogonal bolar yaly edip, yagny

T, Ty =-2b13+2b23— b33 =0

bolar yaly edip kesgitlélin. Sonda bss = 2 goyup taparys:
7, ={1;2; 2}.
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Biz simetrik A matrisanyn sepli kokleri bolanda hem sany
matrisanyn tertibine den bolan ortogonal mahsus wektorlaryny
tapdyk. B we B! matrisalary diizelif.

-2 -2 1
B=|-1 2 2|,
2 -1 2
Bu yerden
1 1 2
9 9 9|(1 2 -4)(-2 -2 1
BIAB=|_2 2 1|l 2 -2 -3(|-1 2 2=
9 9 94 2 2Jl 2 -1 2
1 2 2
9 9 3
2 1 2
6 0 0 9 9 9
-0 -3 0| p1=|_2_2_1
9 9 9
0 0-3 1 2 2
9 9 9
§ 5. Kwadratik formalar
Kesgitleme. X1, Xz, ..., Xn itytgeyéinlerden diiziilen we

her bir agzasynyn iiytgeyanlerinifi dereje gorkezijilerinin
jemi 2-a den bolan birjynsly képagza sol iiytgeyénlerin
kwadratik formasy diyily:r.

X1, X2, X3 liytgeyénlerin kwadratik formasy

F = a11x12 + azoX2? + as3xs? + 2a12X1Xz2 +2a13xixXz + 2a13xixs +
2a23%X2X3
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Gorniligde yazylyar. Bu yerde ai1; az2; ass; ai2; ais; azs berlen
kdbir  hemiselik  sanlar. Olara  kwadratik  formanyn
koeffisiyentleri diyilyar.

n
Umumy gorntisde kwadratik forma F = Zaii X;X; gorniisde

ij=1
yazylyar we aij = &, 1, J =1, 2, . . ., n kabul edilydr. Sol
koeffisiyentlerden diiziilen simmetrik
8 &, o0 &y
| @218y - Ay
anl an2 ann

Matrisa kwadratik formanyn matrisasy diyilyar.Kwadratik
formany asakdaky gorniisde yazalyn

F=x [Z;aiixi}k X2 (Z;azjij+ ..+ Xn (;anjxjj.
J= j= =

Yaydaky afilatmalary degislilikde

yj = Zaijxj (i:1,2,...,n)
J=1

belgildp F formany
F=X1y1+X2Yy2+...+XnYn

gorniisde yazyp bileris.
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X={X1, X2, ..., Xn}; Y*=

belgildp

*

F=XY =XAX

alarys ya —da yayban gorniisde

A8y, - Gy,

aa a
F=(Xt, X2, ..., Xn) | 2222772

anlan2 ann

Y1
Y, -
= AX

Yn

(8- 19)

1

2

(8- 20)

X

Berlen F kwadratik formany yonekeylesdirméage giriselin.

Goy,



matrisa A matrisanyn mahsus wektorlaryndan diiziilen
ortogonal matrisa bolsun. X * = BY * ya—da

X = b11y1 + b12y2 +ot blnyn
X, = b21y1 + bzzyz +o.t bann

Xn = bnlyl + bn2y2 +o.t bnnyn

Ozgertme gecirelin we bu Ozgertmede F formanyn nihili
gorniise gecjekdigine garalyn. (8 — 19) anlatmada X - in
bahasyny goyup taparys:

F=YB*ABY* .
B matrisa ortogonal bolany iigin B*=B' we sona gord —
de B*AB =B'AB =diag (A1, A2, ..., An) bolar.
Diymek,
F=Y diag (1, k2, ... ) Y *

ya —da

F=h1y12 + Lay2? +...+ Anyn? (8 —21)

alarys. (8 — 21) gorniise kwadratik formanyn kanonik gorniisi
diyilydr. seylelikde, islendik kwadratik forma ortogonal
Ozgertménin komegi bilen kanonik goérniise getirilydr diyen
teoremany subut etdik.
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Indi ikinji tertipli egri ¢yzyklaryn we {stleriit deillemelerini
kanonik gorniise getirmekden kébir mysallara garalyn.

3 -nji mysal 5xi?+ 8xiXxe + 5x2?>~ 3x1 — 4x2 = 5
deiileméni koordinat oklaryny parallel siliysiirmek we kabir
burca aylamak arkaly kanonik gorniise getirelin.

Cozilisi:
F = 5x12 + 8X1X2 + 5X22 = 5X12 + 4x1X2 + 4X1X2 + 5%2°
Kwadratik formanyn matrisasy
5 4
A= :
4 5
A matrisanynn mahsus sanlaryny we mahsus wektorlaryny

taplyn.

5-1 4
‘ ‘:Oya—da(5-x2:16;M:l;M:Q.

4 5-4

4 4\(b, I
()

) b —
( 4 4}[ 21J: 0 defilikden T {1; 1},
4 -4 b22

Tl 3
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Diymek,

1 1

B:\E \E
1 1

V22

1 0
Ortogonal matrisanyii komegi bilen A matrisa ( 0 9}

diagonal gorniise

1 1
X1=—=V1+ — V2
27T R

1 1
X2=-—=YN1t+t+—1Y

V2 2

ortogonal 6zgertmanin komegi bilen bolsa F kwadratik forma
1 0)(y,
- 2 + 9 2
(yl y2) (O gj [yz j yl YZ

kanonik gorniise getririlyar.

x—l(y+y)'x—1(y+y)6gertmex0x
1= — (N1 2); X2 = — (-1 2) 0z 10x2
V2 V2
koordinatalar sistemasyndan  koordinatalar baslangyjynyn
towereginde @ = 45° Dburca aylanyp, tize y10y2 sistema
geemek diymekdir. (78 — nji sur.).
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y\ e
-

A

/ x_
78 — nji surat.

Berlen egri ¢yzygyi defilemesini

_NtY, _TNhTtYs
X1 = wexg=—"—F——
TR T2

denlikleri ulanyp, tdze koordinatalar sistemasyna gord yazalyi:

1 1 1 1
yl+9y22_3(ﬁyl+ﬁy2j_4 (_Eyl +Ey2j-5:0

ya —da
L

7
1-—=Vy2-5=0.

Sonky deinillikden iki agzanyn doly kwadratlaryny boliip
yazalyn:

oy~

y12 + 9y2? +

Indi
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1 — 1
Yi=¥ o l2 Y=Y, 182

bilen bellesek, yagny y10y2 sistemasynyn koordinata oklarynyn
ugurlaryny iiytgetmezden, onufi baslangyjyny (_ I ]

2J2" 18V2
nokada gogiirsek, alarys.

_ _ 209
Y12 + 91 Y22 = %

Sonky deiileme ellipsin denlemesidir.
4-nji mysal.

X12 — 2X22 + Xa% + 4X1X2 — 8X1Xs — 4X2Xs ++/7 X1 = 4
tistiin denlemesini kanonik gorniise getirmeli.
Cozilisi.

F = X12 — 2X22 + X32 + 4X1X2 — 8X1X3 — 4X2X3 = X12 + 2X1X2 —
AX1X3 + 2X1X2 — 2X2% — 2X2X3 — AX1X3 — 2X2X3 + X32

kwadratik formanyn matrisasy

1 2 -4
A=| 2 -2 -2
—4 -2 1
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Bu matrisanyft mahsus sanlary A1=6, A2= A2 = -3,
mahsus wektorlary 7, {- 2; -1; 2},? ={-2, 2; -1},5{1; 2; 2}.
Diymek,

WIN Wik wliN

o

1
Wi WIN wlN
WIN WIN Wik

Ortogonal matrisanyn kdmegi bilen A matrisa

6 0 O
0 -3 0
0 0 -3

diagonal gorniise getirilyar. Diymek,

1
&=§Gim—2w+%)

1
% =3 Vi+2y,+2,) (o)

1
&=§@m—w+2w)

ortogonal 6zgertme F kwadratik formany
F = 6y1% — 3y2? — 3ys?

kanonik gorniise getirer. Su yerde (a) 6zgertménin OXiX2X3
dekart koordinatalar sistemasyndan O y1 y2 y3 dekart
koordinatalar sistemasyna gecmegi ailadylyandygyny belldp
gecmek zerurdyr. X1, Xz, X3 ululyklaryn yi, y2, y3 ululyklar
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arkaly anladylyan bahalaryny iistiin berlen defilemesine goyup
alarys:

By12 — 3y22 — 3yz? — 2y1 —2y2 +y3— 4 = 0.
Bu denlikden iki agzanyn doly kwadratlaryny boliip ayryp

1Y 1Y 1Y 1 1 1
=l -3y, +=| -3y -] =4+ —
G(yl 6) (yz 3) (ys 6) 6 3 12

we sofira Y, =Y, — 6 Yo = Y, + 3y3 y;—6  bilen

belgilesek, yagny koordinatalar O (0, 0, 0) baslangyjyny
oklaryn ugruny iiytgetmezden, O (é ; éj nokada gogiirsek

6y12-3y22-3ya2= 15
4
ya —da
—2 —2 —2
A
1530 %
24 24 24

bir boslukly aylanma giperbolidi alarys.
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IX bap

PROYEKTIW GEOMETRIYANYN
ESASY DUSUNJELERI

Bu geometriyanynn  proyektiw ady onuii easy
diistinjelerinin, ideyalarynyn proyektirlemek operasiyalaryny
owrenmekden gelip ¢ykanyny anladyar.

Elbetde, ol ideyalaryin Osiip tdze bir  dissipluna
owriilmegine kop wagtyn hem kop alymlaryn tutumly islerinin
gerek bolandygy 0z-6ziinden disniiklidir. Belli bolsy yaly
fransuz alymlarynyn Z. Dezargyf, (1639 y.) B Paskalyn (1640
y.) we H. B. Ponselenii (822y.) isleri proyektiw
geometriyanyn gozbasy hasaplanyar. Emma bu geometriyanyn
easy diislinjesi bolan perspektiwa degisliligi yokarda ady
tutulanlardan has ozal meshur italyan alymy Leonardo da
Binginin iglerinde gabat gelyar.

Beyle bolmagynyn diiyp sebdbini perspektiwa
degisliliginin  sekillendiris  sungatynyn  easy  guraly
bolmagyndan hem-de beyik italyan alymynyn sol sungatyn
diiybiini tutanlaryn biridigi bilen diisliindirmek bolar.

Bu bdliim proyektiw geometriyanyn esasy diisiinjelerini
0z icine alyar. Ol esasan uniwersitetin hem-de pedagogik
institutlaryn birinji kurslarynyn studentleri li¢in yazylan bolsa-
da onun sada gorniisde beyan edilmegi, kitapcany mekdeplerde
okuwdan dasary isler {icin ulanmaga miimkingilik beryar.
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Esasy diisiinjeler.

Geometriyanyil bas bdliiminde gabat gelydn Ozgertmelere
seredelin. Olaryn in yonekeyi perspektiw-affin Gzgertmesi.
Ginislikde kesisyin iki « bilen S tekizliklerini hem-de olara

parallel bolmadyk kébir a wektor alalyn (1-nji ¢yzgy)

79-nji surat

a tekizligii A nokadyndan i wektora parallel bolan goni

gecirelin we onunn [ tekizlik bilen kesisyan A’ nokadyny
alalyin. A nokada nusga, A’'nokada sekil diyilydr. Seyle usul
bilen biz & tekizligiii her bir nokadyna g tekizligiii yeke-tik
nokadyny degisli ederis. Seyle degislilige perspektiw-affin
degisliligi diyilyar. Ona biz a tekizligin g tekizlige bolan
Ozgertmesi hokmiinde hem garap bileris. Indi biz Etekizligi Yij
tekizlik bilen kesisme okynyn towereginde aylap iki tekizlik
gabat geler yaly edelin hem-de alnan yeke-tdk tekizlikde A
nokada A’ nokady, B nokada B’ nokady degisli edelin. Onda

biz a tekizligin 6z-6ziline bolan perspektiw-affin 6zgertmesini
alarys. Bu 6zgertménin esasy hésiyetlerine garalyn.
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Eger a tekizlikde géni ¢yzyk alsak, onda onun j

tekizlikdéki &}.'sekili hem goni ¢yzyk bolar. Bu 6zgertménin

kollinearlyk hésiyeti atlandyrylyar. Ondan basga-da, eger A
nokat a goénd degisli bolsa, onufi sekili A" hem a' gond

degisli bolar. Diymek, bir tekizligin goniisinin we nokadynyn
Ozara degisliligi, olaryn ikinji tekizlikdéki sekillerinin hem
ozara degisliligini ykrar edyir. Ozgertménin ikinji hisiyetine
seretmek iigin bir goninin istiinde yatan ii¢ nokadyn yonekey
gatnasygyny girizelin.

a
B C
M
80-nji surat.

a goniinin tstiinde A, B, C-ti¢ nokat alalyn. (2-nji ¢yzgy) we

belli bir polozitel ugur alalyn. Goy AB, BC ugrukdyrylan
kesimler bolsunlar. Onda:

AB

e (ABC)
gatnagyga ii¢ A, B, C nokadyn yonekey gatnasygy diyilyar.
Gorniisi yaly, ol gatnasyk C nokat AB kesimint dagsynda yatsa
polozitel bolyar, iginde yatsa-otrisatel bolyar. Goy A',B'C’
nokatlar perspektiw-affin 6zgertmesinde degislilikde A, B, C
nokatlaryn sekilleri bolsun. 1-nji ¢yzgydan gorniisi yaly,
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AB BC ., _ L oy -
e T B ya-da (ABC) = (A’ B’ C") alarys. Seylelikde,
biz asakdaky netija gelyaris. Perspektiw-affin 6zgertmede goni
¢cyzyk-goni ¢yzyga, nokadyn gond degisliligi nokadyn gona
degisliligine, 1ic nokadyn yonekey gatnasygy olaryn
sekillerinin yonekey gatnasygyna gecyér. Biz bu ii¢ diisiinjd bu

Ozgertménin inwariyanty (yagny lytgemeydn diisiinjesi) diyip
bileris. Bulardan basga-da iki goninii parallelik diisiinjesinin,
parallel kesimlerinn gatnagygynyn saklanyanlygyny anyklamak
kyn ddl. Bu 6zgertmanin esasy hédsiyetinin biri-de o tekizligin
islendik nokadynynn S  tekizlikde sekilinii we tersine p

tekizligin islendik nokadynyn « tekizlikde nusgasynyn
barlygydyr. Umuman yokardaky sanalan héasiyetleri saklayan
Ozgertmelere affin Ozgertmesi diyilydr. Olaryn kopliiginin
topar emele getiryanligi 6fiden mélim.

Emma  yokarky hésiyetleri  saklamayan  degislilikler
(6zgertmeler) hem bar. Olaryn biri-de merkezi proeksiyanyn
iisti bilen kesgitlenydn perspektiw degislilikdir. Ginislikde iki
a we S tekizligi alalyn. Goy, O sol tekizliklerde yatmayan

haysy-da bolsa bir nokat,

A o

81-nji surat

305



o tekizligin islendik A nokadyny alalyn hem-de A we 0
nokatlaryn istiinden géni gecirelin. Ol goni g tekizligi A’

nokatda keser. A’ nokada A nokadyn perspektiwasy diyilyar.
Eger indi o tekizligin islendik A nokadyna onun pg

tekizlikddki perspektiwasyny degisli etsek, onda biz perspektiw
degisliligi (ya-da perspektiw Ozgertméni) alarys. Perspektiw-
affin  Ozgertmesi  perspektiw  Ozgertmédnini O  nokat
tilkeniksizlikde bolan hususy yagdayydyr. Perspektiw
ozgertmede o we p tekizlikleriii paralell bolan yagdayyna

garalyn. Seyle halatda « tekizligin islendik A nokadynyn A

tekizlikde A’ perspektiwasynyn barlygy we tersine «

tekizlikde g  tekizligin islendik A’ nokadyna perspektiw
ozgertmede gecydn A nokadyn barlygy aydyn. Diymek, a we
S paralell yagdayynda perspektiw 6zgertme 6zara bir belgili
(biyektiw) dzgertmedir. Emma umumy yagdayda -a we pg
tekizliklerin paralell bolmadyk yagdayynda-bu beyle dil. (~)
nokatdan (3-nji ¢yzgy) & tekizlige paralell tekizlik gegirelin
hem-de onun S tekizlik bilen kesigydn goniisini b bilen, O

nokatdan g tekizlige paralel tekizlik gecirip, onunt ¢ tekizlik

bilen kesisme goniisini @ bilen belgildlin. Gurlugsdan aydyn
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bolsy yaly, ? goni &  tekizlikde yatyar. Onuil islendik
nokadyndan hem-de O nokatdan gecydn goni S tekizlige

parallel bolyar, we ony kesmeyir. Seylelikde, E} goniinin
islendik nokadynyn g  tekizlikde perspektiwasy bolmayar.

Sunun yaly-da b goniinin islendik nokadynyn su 6zgertmede
a  tekizlikddki nusgasynyi yoklugy belli bolyar. Sona gora,

bu Ozgertme Ozara bir belgili 6zgertme dél. Ony affin
Ozgertmeden tapawutlandyryan basgada kop hasiyetler bar.

81- nji surat

Ol haésiyetlere diisiinmek {icin  kubuiin ABCD granyna
perpendikulyar simmetriya okunyn {istiinde yatyan O nokat (4-
nji ¢yzgy) we sol grana parallel « tekizlik alalyn. Kuby O

nokatdan « tekizlige merkezi proektirldlif. Cyzgyda gdrniisi
yaly /BAE =90°, /B'A'E’'#90°.AE kesim BF kesime
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parallel, emma A’E’kesimi B'F’ kesime parallel dél, AE #
A'E’. Diymek, perspektiw 6zgertmede iki goninin parallellik
hésiyeti, olaryn arasyndaky burg, kesimin uzynlygy
iiytgemeydn (inwariant) hasiet we ululyk dal.

Bu 0Ozgertmede hemme hisiyetler we ululyklar seylemika,
hésiyetlerin we ululyklaryil liytgemeyéanleri-de barmyka diyen
sowalyn yilize ¢ykmagy miimkin. Olar yaly hésiyetlerem,
ululyklarda bar. Esasy hisiyetlerin biri nokadyn goni ¢yzygyn
istlinde yatmagy (insidentligi) ya-da goninii nokadyn
istiinden ge¢megidir. Eger o tekizlikde A nokat a gond

insident bolsa, onda g  tekizlikddki olaryi A’ we @

perspektiwalary hem insident bolarlar. Yagny nokadyii géni
insidentlik hésiyeti perspentiw 6zgertméanin inwariantydyr. Indi
cylsyrymlyrak hésiyetlerin biri bolan Dezargyil teoremasyny
subut edelinl.

82-nji surat
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Goy, kesisyin @ we g tekizliklerde iki ABC we degisli
A'B'C’ ligburglyk berilsin (5-nji ¢yzgy).

Teorema. Eger degisli nokatlaryin iistlinden gegyén
AA' BB, CC’ goniiler bir O nokatda kesigseler, onda
tcburclyklaryn degisli taraplarynyn kesisme nokatlary bir
gonlide yatarlar.

Subudy. O nokat we AB goniinin iistiinden tekizlik
gecirelin. Ol A’B’ goniinin hem istiinden gecer. Bir tekizlikde
yatyan AB we A'B’ goniiler sol tekizlikde yatyan bir P

nokatda kesiserler. Cyzga gord, P nokat @ we g tekizliklere-
de degisli. Sona gord, P nokat olaryii kesisme a ¢yzgynyn
fistiinde yatar. Edil sular yaly. AC we A'C’ goniilerini, BC we
B'C’ goniileriii degislilikde @ goniinini fistiinde yatyan Q, R
nokatlarda kesigjegi subut edilydr. Teorema subut edildi.
Dezargyn teoremasyna ters teoremany hem subut etmek kyn
dil, Yagny, ABC we A'B'C’ iigburglyklaryi degisli taraplary
bir goniiniil iistiinde yatan nokatlarda kesigseler, onda olaryn
degisli deperperinden gecydn goniiler bir nokatda kesisyérler.
Biz Dezargyn teoremasyny degisli tcburglyklar ayry
tekizliklerde yatanlarynda subut etdik. Emma ol iki ABC we
Al B! Cliigburglyklar bir tekizlikde yatanlarynda hem diirsdiir.
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83-nji surat.

Subudy. Teoremanyi diirs bolmagy ii¢in o tekizlikde

yatmayan Ai Bi Ci Ugbur¢lyk tapylyp, ABC, A'B'C’
iicburclyklar A1 B1 Ci ligburlygyn merkezi proyeksiyasy (ayry
merkezlerden) bolyanyny subut etmek yeterlik. Dogrudan hem
yokarda subut edilisine gori, seyle yagdayda A1 Bi1C1 we ABC
icburclyklaryn  degisli  taraplary  sol  iicburclyklaryn
tekizliklerinin ~ kesisme  goniisinde  yatyan  nokatlarda
kesigyarler. Edil sonun yaly-da AiBiC: we A'B'C’
ucburclyklaryn degisli taraplary hem sol goniinifi istiinde
kesigyirler. Diymek, ABC we A'B'C’ {igburglyklaryn degisli
taraplary sol goniinif tistiinde kesisyérler. Indi teoremany subut
etmek {igin sol A1B:C: licburclygy guralyn. o  tekizlikde

yatmayan kdbir M nokady O nokat bilen birlesdirelin. (6-nji
¢yzgy) MO kesimde yatyan S nokat alalyn we ony A, B, C
nokatlar bilen birlesdirelin. Gorniisi yaly, AO, BO, CO
kesimler degislilikde AS, BS, CS kesimlerin (M nokatdan)
merkezi proyeksiyasy bolyar. A',B’,C’ nokatlaryn AO, BO,
CO kesimlerde yatyandyklary sebépli, olar degislilikde AS,
BS, CS kesimlerde yatyan Ai, B1, C1 nokatlaryn merkezi
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(M nokatdan) proeksiyalary bolyar, alnan A1B1C1 tigburglyk
sol gézlenyén ticburclykdyr. Teorema subut edildi.

Biz  yokarda  perspektiw  Ozgertmdnin  esasy
inwariyantlary hokmiinde nokadyn gond degisliligi we
Dezargyn teoremasy barada durup gecipdik. Emma bu yerde
cigllk giden yeri hem bar. Umumy vyagdayda merkezi
proyeksiyada kibir nokadyn perspektiwasynyn ya-da tersine,
kdbir nokadyn nusgasynyn bolmazlygynyn miimkindigini
bellap gegipdik. Seyle yagdayda yokardaky iki hédsiyetinde
gimiirtik ~ bolyandygy  diisniikli. Nihili edeninde su
yetmezgiligi ayryp bolyar, agzalan sol hisiyetler, islendik
perspektiw Ozgertmede inwariant bolar yaly edip bolarmy
diyen sowal yiize ¢ykyar. Ine, su sowal hem proyektiw
geometriyanyn gelip ¢ykmagyna sebédp bolan meselelerin biri
diyip bileris.

Ol mesele a we p tekizliklerin arasyndaky

perspektiw Ozgertminiii 6zara bir belgili bolmanyndan gelip
¢ykyar. Bu yetmezgiligi diizetjek bolalyn.

§ 2. Proyektiw goni

Diisniikli bolmagy tigin biz tekizlikde a goninin 6~l'

gond bolan perspektiw 6zgermesine seredeliil. (7-nji ¢yzgy)
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84-nji surat.

!
O nokatdan @' go6nd parallel 8 goni gegirelin. Ol a goniini

C nokatda keser. Goriisimiz yaly, C nokadyn q' goniidaki

perspektiwasy yok. Eger O nokatdan @ goni parallel € goni

gegirsek ol @' goniini C' nokatda keser. C' nokadyii su
Ozgertmede @ goniide nusgasy yok. Diymek, bu Ozgertme,
Ozara bir belgili ddl. Su yetmezligi ayyrmak ii¢in a_:’ goniinin
nokatlarynynn kopliigine yene bir C! hususy dédl nokat
gosyarlar. @ gontinifi  nokatlaryna C.hususy dél nokady

gosyarlar. Seyle element gosulan génd yayban goni diyilyar.
Yaybani goniiler a §~' belgiler bilen belgilenyédr. Indi

nokady (., nokadyn prospektiwasy, C, nokat sol 6zgertmede
C! nokadyfi nusgasy diyip kabul etsek, onda ? we §~ ' yayban

goniilerin arasyndaky 6zara birbelgili 6zgertméni alarys. Seyle
Ozgertmd d wead " yayban goniilerit arasyndaky proyektiw

ozgertme diyilydr. Tize gosulan C...C'., nokatlara
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degislilikde ? we 5: ’ goniilerin  tiikeniksiz  uzaklykdaky
nokatlary hem  diyilyar. Yaybaii goniini geometrik
sekillendirmek {icin asakdaky ozara bir  belgili degisliligi
gurnalyn. (8-njy surat).

85 -nji surat.

a gond A nokatda galtasyan merkezi 0 nokatda bolan K

towerek alalyn. Goy, M sol goniinin islendik nokady bolsun O,
M nokatlardan ge¢yan goniininn OA radius bilen emele getiryan
we OA radiusdan baslap sagat dilinin tersine Olcenilyédn

burcuny r bilen belgilélin. Towerekde OA radiusdan baslap
(sagat dilinin tersine), 2 x burcy Olcdp M’ nokady alalyn we

ony M nokada degisli edelin. M tiikeniksiz uzaklykdaky
nokada A nokady degisli edelin. Seylelikde, a goni bilen K

toweregiil nokatlarynyn arasyndaky 6zra bir belgili 6zgertméni
alarys. Sona gord, a gond geometrik nazardan towerek

hokmiinde garamak bolar. & proyektiw goniinii Ustinde
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yatyan ii¢ B, A, D (8-njy ¢yzgy) nokady alalyn. B, A",D’" sol
nokatlaryti towerekddki sekilleri bolsun. Yewklid goni
cyzygynda ( tiikeniksiz dasdaky nokat gosulmadyk goni)
islendik {i¢ nokadyn biri hem-de difie sol beyleki iki nokadyn
arasynda yatyar. Emma a -yaybai goéniide bu diizgiin dogry

dil. Dogrudan hem K toweregin tistiinddki ii¢ A'B'C’ nokadyti
islendigi beyleki ikisinifi arasynda yatyar. Diymek, @ yaybai

gbniinin Ustlinde yatyan B,A,S nokatlar hem edil su hésiyete
eye bolyar. K toweregin iistiinde yatyan iki A',D’ nokat iki
A M',D" we D'A /A" duganyi ujy bolup hyzmat edyir. &

yayban goniinini listlinde yatyan islendik iki nokat hem hut
seyle hisiyete eyedir.

Belli bolsy yaly, Yewklid goniinii iistindiki iic nokadyi
yonekey gatnasygy (ABC) sol nokatlaryn o6zara yerlesisini
anyklayar we ol gatnagyk affin 6zgertménii inwarianty bolyar.
Emma bu gatnasyk yayban goniinini iistiinde 6z manysyny
yitirydr. Onun Ustline-de ol perspektiw 6zgertmanin inwarianty
bolmayar. Yaybaii goniinifi istinde yatyan ¢ nokadyii
yonekey gatnasygyny calsyryp biljek ndhili diislinje girizip
bolarka diyen sowal yiize ¢ykyar. Belli bolsy yaly, ol diisiinje
hokmiinde dort A,B, C, D nokadyn ¢ylsyrymly gatnasygy
alynyar. Ol (ABCD) bilen belgilenyir. Kesgitlemi gori,

(ABC)

(ABCD)z(ABD)
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A,B-nokatlara esasy nokatlar, C D nokatlara bélydn nokatlar
diyilydr. Bu tdze gatnasyk merkezi proeksiyanyn
inwariantydyr. Eger A B CD nokatlar 86-njy a ¢yzgydaky

A C B D A C B D
——=% ® < e—o— ° °
86-njy a surat 86-njy b surat

yaly yerlesse, onda C D nokatlar A B nokatlary bolyar diyilyar.
Ol A B + CD bilen belgilenyar. Eger olar 86-nji b ¢yzgydaky
yaly yerlesseler, onda CD nokatlar A,B nokatlary bolmeyair
diyilyar. Ol AB-=-=CD bilen belgilenyar. Kesgitlemeden
gorniisi yaly, AB = CD yagdayda (ABCD)<0, AB--CD
yagdayda (ABCD)> 0 bolyar. Indi proyektiw goniinii
kesgitlemesine gecelin. Tekizlikde merkezi O nokatda bolan
goniilerin cogdamyny alalyn. Ony S bilen belgilalin.

Kesgitleme. Eger P we § ¢ogdamyn arasynda
biyektiw (6zara bir belgili) 6zgertme bar bolsa onda P kopliige
proyektiw goni diyilyér. P kopliigin elementlerine proektiw
goniiniil nokatlary diyilyar.

Kesgitlemd gord, islendik yayban goni ¢yzyk hem-de

islendik S ¢ogdam proyektiw géniidir. Dogrudan hem eger a
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yayban goni bolsa @ -nyn dasynda yatyan O nokatda merkezi

bolan S cogdam alalyn. Ol cogdamyn islendik goniisine onun
a yayban goniini kesydn nokadyny degisli etsek hem-de

cogdamyn E? gond parallel bolan goniisine f? goniinin
tikeniksiz uzaklykdaky nokadyny degisli etsek, onda a-
yayban goniinin nokatlarynyn we § cogdamyn arasynda
bivektiw  degisliligi alarys. § ¢ogdamyn proyektiw goni
bolyanlygy has hem aydyf. Eger S cogdamyn islendik

goniisine onuil hut 6zilini degisli etsek, onda ¢cogdamyn 6z-
Oziine bolan biyektiw 6zgertmesini alarys. Seylelikde ¢cogdam
proyektiw goni bolyar. Onun goniileri sol proyektiw goniinin
nokatlary bolyar. Cogdamun goniilerinin 6zara den yagdayda
(hi¢ birinin artykmaglygy ya-da kemligi yok) bolany sebapli,
islendik proyektiw goniinini nokatlary hem 6zara den yagdayda
bolarlar. Ondan basga hem, eger ¢ogdamyn islendik goniisini
alsak, ony O merkeziii towereginde 7 burga owiirsek, ol
cogdamyn hemme goniisi bilen yeke-yeke gabat gelip, yene
onki yagdayyna diiser. Munyn 6zi ¢cogdamyn goniilerinin ya-da
islendik proyektiw goéniinin nokatlarynyn kopliginin yapyk
koplikdigini gorkezyar. Bu yagdayy yokarda hem goriip
gecipdik. § yayban goniinin nokatlaryny o©zara birbelgili
ozgertme bilen K toweregii nokatlaryna gecirmekde,

toweregin nokatlarynyin yapyk kopliik bolany sebépli, §
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yayban proyektiw goniiniii nokatlarynyn kopliiginin-de yapyk
boljagy diigniikli.

§3. Proyektiw goniinin iistiindéiki koordinatalar sistemasy.

S merkezi O nokatdaky ¢ogdam, a islendik proyektiw
goni (biz proyektiw gdniini hem yaybaii goni yaly @ bilen
belgileydris) Qbolsa, @ we  S-ifi arasyndaky biyektiw

degislilik. Cogdamyn islendik X, we X, goniilerini we

degislilikde sol goniilerin Zl we ZZ ugrukdyryjy wektorlaryny

alalyn. Olar merkezi O nokatda bolan affin koordinatalar
sistemasyny emele getiryarler (10-nji ¢yzgy)

87-nji surat.

Ugrukdyryjysy Zl +Z2 wektor bolan yene bir X, goniini

- -

alalyn. Baslangyjy O nokatda yerlesdirilen E_; l,, 0 1+Zz
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wektorlarynn uglaryny degislilikde E;, E, hem-de E harplar

bilen bellélin. Goy X sol ¢ogdamyn islendik goniisi ¢ bolsa

onuit haysy-da bir ugrukdyryjy wektory. ¢ wetor Kl,é_;,

wektorlaryfi iisti bilen ¢ =x /,+x, ¢, gorniisde bir belgili
kesgitlenyar. Tertiplesdirilen iki x,, X, sana)}-gém‘iniﬁ bir
jynsly koordinatalary diyilydr. Ol ~ )~(()~(1;X2) belgi bilen
belgilenilyir. Eger Z sol >'¢ goniinin 6zge biNr ugrukdyryjysy

N

bolsa, onda hokman ¢ =k ¢ we Z* —k X Z Tk X E_; denlik
yerine yeter. Sofia gérade |fX1 ,lfxz i S:a}’lialra Nhérrz1,~islendik
If #0 san {gin, sol X goniinin bir jynsly koordinatlary

diyilydr. Sunlukda, ¢ogdamyn her gontisinin tiikkeniksiz kop bir
jynsly koordinatalary bar. Bu kopliigin her elementi olaryn
haysy-da bolsa belli birinin koordinatalaryny kébir If sana

kopeltmek bilen alynyar. @ proyektiw goniinifi islendik A
nokadyny alalyn. Q Ozgertmede A nokada S ¢ogdamyn
X(x;,:x, ) gonisi degisli bolsun. Onda serte gord, x,,x,

sanlara A nokadyn bir jynsly proyektiw koordinatalary
diyilydr. Bu fakt A(x, :x,) gdrniisde yazylyar. Seylelikde, @

gontinin  islendik  nokadynyn bir jynsly proyektiw
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koordinatalary belli bolyar. Bu yagdaya @ proyektiw goniide

koordinatalar sistemasy kesgitlenen diyilydr. Q 6zgertmede

X, (L0), X,(0,0), X,(1:1) goniilere a proektiw goniinii

E (L0), E,(0,), E;(1:1) nokatlary degisli bolsun. E,, E,, E,

nokatlara berlen koordinatalar sistemasynyn bazis nokatlary
diyilyar. Bazis nokatlar koordinatalar sistemasyny doly
kesgitleydr. Islendik E;, E,, E; nokatlaryn kesgitleydn

koordinatalar sistemasyny R(E,, E,, E;) gorniisde belleyirler.

Bu sistemanyn barlygyny, onuni yeke-tikligini subut etméige
giriselin.

a islendik proyektiew géni E,, E,, E, onuf islendik nokatlary

bolsun. Biz @ proyektiw goniinifi iistinde kesgitlenen

proyektiw koordinatalar sistemasynynn bardygyny, onun
yeketikligini  we sol sistemada E, E,,E; nokatlaryn

koordinatalarynyi (1:0), (0:1), (1:1) bolyanyny subut etmeli. @

goni bilen merkezi O nokada bolan goniilerin S ¢ogdamynyn
arasynda biyektiw degislilik bar. Sona gord-de bu teklibi S
cogdam icin subut etmek yeterlik. Goy X,,X,,X,

cogdamyn islendik ti¢ goniisi. X, goniinin tstiinde islendik E,

nokat alalyn. OEs  wektory X, ,X, goniilerin {istiinde

OE:Z;&ZZ bolar yaly edip Zl WeZ2 wektorlary alalyn.
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7, 07, -afin koordinatalar sistemasynda X, goniinin (1:0) X,
goniinin  (0:1) X, gontinin  —(1:1) koordinatalary bolyar
(ZOZZ) yene bir koordinatalar sistemasy bar bolup, sol

sistemada X, , X, , X goniilerin koordinatalary degislilikde

- -
:0), (0:1), (1:1) bolyar diyelin. *1 bilen '1 wektoryn sol bir
(1:0), (0:1), (1:1) bolyar diyelin. {1 bilen !

- -

- >
!
X, gond, Uy we 0 wektoryn - X, gond, Li+4,  we

- -

Yy y - . . ,
11t €5 wektoryt X, goni kollinearlygy sebipli, olar 6zara

proporsional bolarlar. Yagny

(=K =k 0 00, =Ky (04 1))

> o NN - -

ya-da Ky(0,+0,) =0+ ,0=K ( +K, 1,
Bu yerden k; =k, =k, alarys.
Emma  (£10/.) we (£, 002)=(k, ¢, 0Kk, ¢,)
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affin koordinatalar sistemalary ¢ogdamda sol bir proyektiw
koordinatalar sistemasyny kesgitleyarler. Bu yerden iig

X, X,, X; goni bilen kesgitlenen proyektiw koordinatalar

sistemasynyn yeketdkligi gelip ¢ykyar.

§ 4 Proyektiw koordinatalary 6zgertmek
Islendik « proyektiw goniinin istiinde iki tGytgesik proektiw

N
koordinatalar sistemasy berilsin. Sol sistemalarda « goniinin

islendik A nokadynyn bir jynsly proektiw koordinatalary
degislilikde (X 1%,) we (X:X,) bolsun. Bu
koordinatalaryn arasyndaky baglanysygy tapjak bolalyn.

S merkezi O nokatdaky goniilerii ¢ogdamy. Yokarda

gorsiimiz  Valy, o  goniinii Gstindaki iki proektiw

koordinatalar sistemasy degislilikde (Zl 022) we (E_'; 0 f_’;)
affin koordinatalar sistemasynyn {isti bilen kesgitlenyéir. Sona
gord, A nokadyfi (X :X,) we (X :X,) koordinatalaryna
S c¢ogdamdaky ona degisli X goniinin sol iki sistemadaky

koordinatalary hokmiinde garap bileris. Indi Z’l,f’z

wektorlary Zl, Z > wektorlaryn iisti bilen anladalyn.
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- - -
ro_

(1=28y, p1tay, p2y
- - -

f;:a21’£1+a22’€2 (9-1)

oy, Ay oo

kesgitleyjinin noldan {iytgesikligi dignikli. X

Qyy Uy

goniinin bir jynsly koordinatalarynyn kesgitlenisine layyklykda

- - > ,
X 1t X, p2=A(X 1%, ¢2)  alarys. Bu yerde A#0

islendik hemiselik san. Z’ 1, Z’ > wektorlaryn bahalaryny (9-
1) deinilikden alyp su yere goysak.

- - , - - . - -
Xy 14X, p2=AX (o g1ty p2) + A X (0 g1+ 0y, ¢2)

deiiligi, ya-da ofia deni giiycli bolan.

X, = A (a11x1’ + aZlX;)
XZZZ((Z12X1'+0£22X£) (9_2)

denilikleri alarys. Seylelikde, a proyektiw goniide oky diirli
proyektiw koordinatalar sistemasy berilse, onda A nokadyn sol
sistemalardaky birjynsly koordinatalary 6zara (9-2) denlikler
bilen berlen baglanysykda bolyarlar. Bu baglanysyga biz bir
jynsly proyektiw koordinatalarynn 6zgertmesi diyip bileris. Ol
{al j} matrisa  bilen doly kesgitlenydar.  Proyektiw
koordinatalaryn 6zgertmelerinin  kopliiginin  topar emele
getiryanligi hem su yerden aydyn.
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Belli bolsy yaly ~ (X1:X2) A nokadyn bir jynsly proyektiw

_ X . .
koordinatalary bolsa X—1 gatnasyga sol nokadyi bir proyektiw

2

: X :
koordinatasy diyilyar. Eger % & bilen ==& bilen
X2 2
bellesek, onda (9-2) denlikleriii birinjisini ikinjisine agzaba-
agza bollip alarys:

£= a6ty 9-3)

1
a ,6 " +ay,

(9-3) denlige g - proyektiw goniinin istiinde berlen proyektiw
koordinatalaryfi 6zgertmesi diyilyér. Eger _ A j=14,a
proyektiw goninin nokatlary, &, =14 olaryn proyektiw
koordinatalary bolsalar, (3) 6zgertmeden son, sol nokatlaryn
koordinatalary &7, j =1,4 bolar. Bu yerde

— a11§1’ + 0!21 (9 _ 4)

i "
a12§j Ty,

Drob ¢yzykly funksiyanyn hésiyetine gora,

51_52. 54_9&2:9&1'_9&2'. %ga',_fé (9_5)

G-& &i—& G4 -4

gatnasyk yerine yeter. (9-5) gatnasygyil her bolegine dort
sanyn (nokadyn) angormonik gatnagygy diyilydr. Diymek,
proyektiw koordinatalarynn (9-3) Ozgertmesi islendik dort
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nokadyn proyektiw koordinatalarynyn angormonik
gatnasygyny tliytgetmeyéin 6zgertmedir.

Indi a_ yayban goni bilen baglanysykly bir jynsly proyektiw
koordinatalaryn hususy yagdayyna garalyn. a -yayban goniide

(o, Zl) affin koordinatalar sistemasyny alalyn. Su goniinit A
nokadynyn (O, Z) sistemadaky affin koordinatasyny x bilen
belélin. é -yayban goniiden dasarda O nokat alalyn hem-de

merkezi O nokatda bolan S ¢ogdamda (Zl, @) f—;) affin
koordinatalar sistemasyny girizelifi (88-nji surat)

Tt

88-nji surat

— -

{=x/l1+/¢> bolyanlygy sebéapli A nokadyn (Zl, 0?2)
sistemanyn dsti  bilen kesgitlenen birjynsly proyektiw
koordinatalary (x:1)  bolar. Umuman islendik A nokadyn

bir jynsly proyektiw koordinatalary (x, :x,) bolsalar, onda

— X 1
X _TZ boljagy aydyindyr. Su sebdpe gord, & vyayban

goniinin Ustiinde seyle kesgitlenen (x; :x,) koordinatalara-bir

jynsly affin koordinatalary diyilydr. & yaybail goniinin
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tiikkeniksiz uzaklykdaky A oo nokadynyh affin bir jynsly
koordinatalary (1:0) bolar.

d  Yayban goniiniii iistinde dort A, A,, A,, A, nokady
alalyn. x,, x,, x5, x, -sol nokatlaryn affin koordinatalary. Biz

yokarda dort nokadyn ¢ylsyrymly gatnagygy  diyip
(A, A, A, A) sana aydypdyk. Bu sanyn sol nokatlaryn

proyektiw koordinatalarynynn angormonik gatnasygy bilen
ndme baglanysygy bar diyen sowal yiize ¢ykyar. Kesgitlemi
gora,

_AA _AA,
(A A) = L0 (AAA) = 22

Buyerde AALAA, AAAA, ugrukdyrylan  kesimler.
Olar /1 wektoryn ugry bilen kesgitlenyér. 11-njy ¢yzgydan

gorniisi yaly, o yayban goniinin tiikenikli uzaklykda yatyan
nokatlarynyin  proyektiw  koordinatalary  olaryn  affin
koordinatalary bilen gabat gelydr, tiikeniksiz uzaklykdaky
nokadynyn proyektiw koordinatasy bolup oo belgi hyzmat
edydr. Bagda A =14, nokatlar tiikenikli uzaklykdaky
nokatlar diyelin.

Onda
AA =X=X, AA =X =X, AA=X-X, AA=X-X

bolar. Diymek
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_XK XXX
(AAAA) ==Lt

3 X2 X4 2

Alnan denligin esasynda proyektiw koordinatalaryn (9-3)
ozgertmesi islendik dort nokadyn c¢ylsyrymly gatnasygyny
iytgetmin saklayan Ozgertmedir diyip bileris. Suna
metizeslikde islendik @ proyektiw goniiniii dort nokadynyi
¢ylsyrymly gatnasygy diyip sol nokatlaryn kabir proyektiw
koordinatalar sistemasyndaky proyektiw koordinatalarynyn
angormonik gatnagygyna aytsak, onda yokarda yaybail goni
iicin alnan netije islendik proyektiw goni iicin hem dogrudyr.
Proyektiw geometriya proyektiw Ozgertmede liytgemeyin
ululyklardyr diisiinjeler bilen gyzyklanyar. Biz proyektiw
goniininn islendik dort nokadynyn c¢ylsyrymly gatnasygynyn
proyektiw  diisiinjesi  bolyandygyny anykladyk. Yokarda
proyektiw goniinin iki jlibiit A,B we SD nokatlarynyn 6zara
S,D Dboliinyanligi  disiinjesini  giziripdik. Belli  bolsy
yaly,(ABSD) ¢ylsyrymly gatnasyk noldan kigi bolan halatynda.
S, D nokatlar A,B nokarlary boélydr diyilydr. Cylsyrymly
gatnagygyn proyektiw Ozgertminin inwaryanty bolany ii¢in,
onun Usti bilen kesgitlenyan diistinjeler hem seyle hasiyete eye
bolar. Diymek iki jiibiit A,B we S,D nokatlarynn boliinme
diistinjesi-de proektiw geometriyanyn diisiinjesidir.

§5. ARIFMETIK PROYEKTIW GONL

Tertiplesdirilen (x, :x,) ikisi bir wagtda nola defi, bolmadyk,

jubiit sanlar kopliigine arifmetik proyektiw goni dyilyédr. Bu

yagday islendik S cogdamyi goniileri bilen yokarky kopliigin
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elementlerinin  arasyndaky bolan biyektiw  degisliligii
barlygyndan gelip ¢ykyar. Beyle degisliligi her bir (x, : x,)
jibiit sana kibir koordinatalar sistemasynda c¢ogdamyn,
ugrukdyryjy wektorynyii koordinatalary su (x,:x,) sanlar

bolan, goniisini degisli etmek bilen alyp bolar.

§6. Proyektiw tekizlik.

Kéabir a tekizlik alalyn. ¢ sol tekizlikde kesgitli ugur. ¢ ugra
parallel bolan goniilere A° -tiikkeniksiz uzaklykdaky nokady

birikdirelin. Bu nokat sol goniilerinn her birine degisli diyelin.

Seyle diymek ¢ ugra parallel goniilerin her biri yayban goni

owriilyir hem-de olar A°nokatda kesisyérler diymekdir.

Islendik ¢ ugur iigin « tekizlige birikdirilen A° nokatlaryn
kopliigine o tekizligin tiikkeniksiz uzaklykdaky goniisi diyilyar.
Tiikeniksiz uzaklykdaky goni birikdirilen o« tekizlige bolsa

yayban tekizlik diyilyér. Ol a belgi bilen belgilenyir. Yaybaii
tekizlikde islendik iki goni ¢yzyk hokman kesisydr (a
tekizligin hususy nokadynda, ya-da tiikeniksiz uzaklykdaky
nokadynda). Yayban tekizlik diisiinjesiniii hem yaybai goni
yaly perspektiw Ozgertmdni Odwrenmekden gelip ¢ykyanyny
gorelin.

Ginislikde @ we f parallel bolmadyk tekizlikleri, olardan
dasarda yatyan O nokady alalyfi. (89-njy surat) « tekizligi f

tekizlige O nokatdan merkezi proektirldlin. o tekizligin A, B,
327



C nokarlarynyn [  tekizlikddki proeksiyalaryny A’,B’,C’
bilen belldlin. A',B’,C'" nokatlara A,B,C nokatlaryi
perspektiwasy ya-da sekili, A,B,C nokatlara A',B’,C’
nokatlaryn nusgasy diymegi kabul edelin.

; 0
//"\//
A
4.{ a il '/'J\"\;‘ ..-
A 2 /

89-njy surat

a tekizligin nokatlarynyn [ tekizlige bolan su d6zgertmesine
perspektiw ozgertme diyilyar. Eger O merkezden J tekizlige
parallel tekizlik gecirsek ol o  tekizligi kébir a  goni
boyunga keser (90-njy surat). Sol @ goniinin  nokatlarynyn
p  tekizlikde perspektiwasy bolmayar. Tersine, eger O
nokatdan « tekizlige parallel o' tekizlik gegirsek, ol f
tekizligi kébir 6’ goni boyunca keser. 6’ goniinifi
nokatlarynyn o tekizlikde nusgalarynyn yokdygyny hem
aydyn.

Seylelikde perspektiw Gzgertménin biyektiw 6zgertme daldigi
yiize c¢ykyar. Ozgertminii su yetmezgiligini ayyrmaga
calsalyn.
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90-nji surat

A nokat a goniide yatsyn. O bilen A nokadyn istiinden goni
gecirelii. Ol goni f' tekizlikde yatany iigin £ tekizligi
kesmeyir. Basgaga aydanymyzda, A nokadyn £ tekizlikde
perspektiwasy yok. [ tekizlikde yatyan, OA gond parallel
goniilerii ¢ogdamyna seredelin. S'sol ¢ogdamyn islendik
goniisi bolsun. Bu goniinin nokatlarynyn « tekizlikdaki
nusgalaryny tapmak tigin O nokadyin we S’ goniinin tstiinden
y tekizlik gecirelin. Bu tekizlik «  tekizligi kdbir S goni
boyunga keser, OA goniini 6ziinde saklayan » tekizlik a
goniini yeke-tdk A nokatda keser. a  tekizliginde yatyan
parallel ddl a we S goniilerin hem A nokatda kesisjegi
disniikli. Seylelikde, S  tekizlikde yatyan we S' goniini
Ozlinde saklayan parallel gonilerin ¢ogdamynyn islendik
goniisinin nokatlarynyn nusgalary « tekizlikde A nokatdan
gecydn goniini emele getiryar. Sol cogdamyn goniilerinin
nusgalary bolsa «a  tekizlikde yatyan hem-de merkezi A
nokatda bolan cogdamy emele getiryér.
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Indi @ we B YVaybai tekizliklere seredelifi. Olarda Yatyan
goniilerifi hem Yaybail goni boljagyny yatlalyn. S tekizlikde

-

OA gond parallel goniilerin tiikeniksiz uzaklykdaky A}

nokadyny A nokada degisli (ya-da perspektiwasy) hasap
edelin. Seyle gosulmadan sofi, @ goniinin perspektiwasy bolup

,b tekizligin tiikkeniksiz uzaklykdaky goniisi hyzmat eder. Edil
sonun yaly-da f  tekizligin g gOntisinifi (90-nji  surat)

nusgasy bolup o tekizligin tikeniksiz uzaklykdaky &,
goniisi hyzmat eder. o we S tekizliklerin arasyndaky

perspektiw Ozgertméni gineldip alnan o we b yayban
tekizliklerin nokatlarynyn arasyndaky degislilige proyektiw
ozgertme diyilydr. Yayban tekizlik proyektiw tekizlik
diisiinjesinin hususy yagdayydyr. Sol diisiinjani kesgitlalin.

Ginislikde O nokatdan gegyidn goniilerindir tekizliklerin
kopliigine ¢atryk diyilydr. Biz ony S° belgi bilen belleyéris.

Kesgitleme. Kébiri nokat, kébiri goni ¢yzyk atlandyrylyan
elementlerin 7 kopliigi berilsin. 7 kopliigin nokatlary bilen
S° catyrygyn goniileriniii arasynda, 7 kopliigin goniileri bilen
S° catyrygyn tekizliklerininn arasynda biyektiw degislilik bar
bolsun. 7 koplikde A nokat a goniinin stiinde yatyar (A
nokat & goni insident bolyar) diyen diisiinje girizilen bolsun.
A nokada S°catyrykdaky degisli goni, a gond S°
catyrykdaky degisli tekizligin iistiinde yatan halatynda, dinie sol
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yvagdayda A nokat a goniinin iistiinde yatsyn. Ine, su sertlerde
7 kopliige proektiw tekizlik diyilyar.

Eger S° catyrygyn islendik goniisini hem-de tekizligini 6z-
Oziine degisli etsek, onda  S°catyrygyn 0z-0ziine bolan
biyektiw Ozgertmesini alarys. Diymek, S°catyryk proyektiw
tekizlikdir.

a -yayban tekizlik hem-de merkezi onuii dagynda yatyan S°
catyrygy alalyn. Catyrygyn islendik tekizligine onuii o
vayban tekizligi kesydn goniisini degisli edelin. Catyrygyn

islendik goniisine onun a - yaybai tekizligi kesydn nokadyny
degisli edelin. Catyrygyn o yayban tekizlige parallel }/
tekizligine, a yayban tekizligin a_, tiikeniksiz uzaklykdaky
goniisini degisli edelin. Catyrygyn 7 tekizligin {stiinde
yatyan, islendik ¢ gonilisine & tekizligin ¢ goné parallel
ugra degisli tiikkeniksiz uzaklykdaky nokadyny degisli edelini.
Netijede o We S° arasynda biyektiw degislilik alarys. Bu

bolsa « yayban tekizligin hem proyektiw tekizlik boljagyny
anladyar. Proyektiw tekizlige hususy (tiikenikli) tekizlikden
0zgelikde yapyk kopliikk hokmiinde garap bolar.

Yokarda c_z yayban tekizligin b yayban tekizlige bolan
proektiw 6zgertmesini
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kesgitlapdik. ¥ G6zgertmede (;t tekizligin islendik goniisi hem-

de islendik nokady degislilikde p tekizligii goniisine we

nokadyna gecyir. Goy, aca goni Y ozgertmede a’'e g
gond gegsin. Onda su Ozgertmdnin  a we a' goniilerin
arasynda proektiw Ozgertmini beryinligi aydyndyr. Seyle
bolsa, goniinin istiinde yatyan iki jiibiit nokadyn boliinmek
hdsiyeti-de, sol gonlide yatyan islendik dort nokadyn
cylsyrymly gatnagygyda bu Ozgertmede iiytgemeyir. Bu
Ozgertménin yene-de nokadyn goniinin {istiinde yatmak (nokat
gond insident) héasiyetini-de saklayanyny yatlasak, onda W
Ozgertménin inwaryanty bolan esasy ug¢ hésiyeti alarys: I. bir
goniide yatyan iki jiibiit nokadyn boliinmek hésiyeti, 2. bir
goniide yatyan dort nokadyn ¢ylsyrymly gatnasygy 3. nokadyn
gond insidentligi. Agzalan inwariantalaryn tgiinjisinden iki
goniinin ~ kesisme  hisiyetinini  hem ¥  O6zgertmede

uytgemeyanligi gelip ¢ykyar.

Yokarda Dezargyii teoremasyny subut edenimizi yatlalyd.
Teoremada iki {igburclygyn degisli taraplarynyn kesigsme
nokatlary bir goniide yatsalar, olaryn degisli depelerinden
gecydn goniilerin bir nokatda kesisydndikleri tassyklanyar.
Gorslimiz yaly, Teoremanyn sertinde-de, onun
tassyklamasynda-da dine nokadyn géniide yatmak (insidentlik),
goniilerin kesisme hisiyetleri ulanylyar. Bu iki hidsiyetin
proyektiw 0zgertmidniii inwaryanty bolyany sebidpli Dezargyn
teoremasy hem edil su hésiyete eyedir. Agzalan inwariantlaryn
dine yayban tekizliklerin proyektiw Ozgertmesinin dil-de
islendik proyektiw tekizliklerin proyektiw 6zgertmesinin hem
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inwarianty bolyanyny asakda subut ederis. Su yerde iki a we

p  yaybai tekizligin proyektiw Ozgertmesine sol bir o
tekizligin 0z-0ziine bolan proyektiw Ozgertmesi hokmiinde
hem garap bolyandygyny belldp geceliii.

§7. Proyektiw tekizlikdiki proyektiw koordinatlar
sistemasy.

7 proektiw tekizlik,  Dbolsa sol tekizligi nokatlarynyn
hem-de goniileriniii kiibir S° catyrygyn tekizlikleri, goniileri
arasyndaky degislilik bolsun, S° catyrykda merkezi O nokatda

-> o5 >

bolan, oklaryn ugrukdyryjy wektorlary /i1, /,, /5 bolan

(yagny O, 21,22,23) affin koordinatalar sistemasyny alalyn.

a -goni bilen A nokat sol 7 tekizlikde yatsyn (@) tekizlik

we [/, go6ni bolsa y Ozgertmede a -goni we A nokada

degisli catyrygyn elementleri bolsun. ¢, goniinini kéabir

- o> o

ugrukdyryjy wektorynyn (O, /1, /2, £3)  sistemasyndaky
koordinatlaryny (X, X,, X;)  bilen belldlin. Tertiplesdirilen
(X, X5, X3) sanlara A nokadyn bir jynsly proyektiw,
koordinatalary diyilydr. Bu fakt A(X :X,:X;)  gorniisde

yazylyar.
Eger o(a) tekizligii sol affin sistemasyndaky defilemesi
U, X, +U,X, +UsX; =0 bolsa, onda tertiplesdirilen (u,, u,, U,)
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sanlara a  goninin bir jynsly proyektiw koordinatalary

diyilyar. Bu fakt <';1(u1 ‘U, :U,) gorniisde yazylyar. Seylelikde,

(O ¢y 02 ¢3) sistemanyn Usti bilen 7 tekizligin islendik
nokadynyn hem-de goniisinin  bir  jynsly  proyektiw
koordinatalaryny kesgitledik.

Seyle yagday & proektiw tekizlikde proyektiw koordinatalar

sistemasy girizilipdir diyilydr. Bu proyektiw koordinatalar

sistemasy A nokadyn we a goniininl koordinatalaryny yeketik
kesgitlemeyiar.  Dogrudan hem islendik A san {igin

(A X, A X,,A X;) sanlar hem sol ¢, gonlinifi ugrukdyryjy

wektorynyn (O Zl, Zz, Zs) sistemadaky koordinatalary bolar.
Sonunt iicin islendik A=0  san idgin ((AX ,AX,,4X;)
sanlara-da sol A nokadyn bir jynsly proyektiw koordinatalary
diyilyar. Edil sunun vyaly, islendik A#0  san {igin
AU X +AU, X, + 4 UX; =0  defileme hem sol of@)tekizligin

(O, 14, Zz, 23) sistemadaky denlemesi bolar. Sonuni {i¢in

(Auy, Au,, Au,) sanlara-da a goniinin bir jynsly proyektiw
koordinatalary diyilydr. Diymek, proyektiw tekizligin A
nokadynyn bir jynsly koordinatalary diyip t¢ (x, x,, X3)
sanlara aydylman, solary islendik A4 # 0 sana kopeldip alynyan
tertiplesdirilen (4 x,, 4 x,, 4 x;) sanlar toplumyna aydylyar.

a gonlinin bir jynsly koordinatalary hem edil suna

menzeslikde (Auy, Au,, Auy) sanlar toplumy bilen

kesgitlenydr. Gorsiimiz yaly, proyektiw tekizligin islendik
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nokady, kébir proyektiw koordinatalar sistemasynda onun bir
jynsly  proyektiw  koordinatalary  diyip  atlandyrylyan,
tertiplesdirilen, hemmesi birden nola den bolmadyk ii¢
(x,, x,, x;) san bilen kesgitlenydr.

Tersine, nokat atlandyrylyan, hemmesi birden nola den
bolmadyk, tertiplesdirilen tic (x, : x, :x;) san kopligini R,
bilen belldlin. Islendik hemmesi birden nola den bolmadyk
u,Uu,, U, san Ugin bir jynsly proyektiw koordinatalary
UX, +U,X, +UX; =0  denilemdni  kanagatlandyryan R,
kopliiginin nokatlarynyn toplumyna goni diysek, onda R,
kopliik proyektiw tekizlik bolar. Bu teklibi okyjynyn 6zii-de
ansatlyk bilen subut eder. R, kopliige arifmetik proektiw
tekizlik diyilyar.

Yene bir diisiinje girizelifi. a vayban tekizlik bolsun.
Sonda (O, Zl Zz) affin koordinatalar sistemasyny guralyn.

Tekizlikden dasda O nokat we S° catyrykda (O Zl, Zz, Zs)

affin koordinatalar sistemasyna seredelin. A nokat «

tekizlikde Yatsyn. A nokadyii (O, 7, ¢») sistemadaky affin
koordinatalary (x,y) bolsun. A nokadyn bir jynsly proyektiw

-

koordinatalary =~ hokmiinde = OA  gontin  islendik 7

ugrukdyryjysynyn (O 11, 02, 13) sistemadaky

koordinatalaryny kabul etsek, onda (14-nji ¢yzgy) Z =10 Z
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91-nji surat

bolany sebipli, ol koordinatalar (x; =Ax, x, =1y, x;=41)
bolar. Su zeyilli koordinatalara affin bir jynsly koordinatalar

diyilydr. Olar A nokadyn a tekizlikdiki affin koordinatalary
bilen

x=—=; y= );— gatnasykda bolyarlar.

Eger A nokat o tekizligin tiikeniksiz uzaklykdaky
nokady bolsa, onunt bir jynsly affin koordinatalary bolup
(x, : x, :0) sanlar hyzmat eder. Yagny tiikeniksiz uzaklykdaky
nokatlar {i¢in, difie solar iicin bir jynsly affin proektiw
koordinatalaryn tigiinjisi hemise nola den.

Eger-de A nokat a gond 7 tekizlikde insident bolsa
(a gonlinin istiinde yatsa), onda y degisliligin kesgitlenigine

gord, (, goni-de S° catyrykda @) tekizlige insident bolar.
U Xy +U X, +U X5 =0 o@hkizligin S° catyrykdaky
defilemesi bolsun. A nokadyn (X, : X, :X;) bir jynsly proyektiw
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koordinatalary /¢, goniinin kdbir nokadynyn (O Zl, Zz, Za)
sistemadaky koordinatalary bolyanlygy sebépli, olar

U, X, +U,X, +U;X; =0

deiileméni kanagatlandyryarlar. Tersine, eger kéibir A nokadyn

(;cl:;cz:;ca) bir ~ jynsly  proyektiw  koordinatalary

U, X, +U, X,+U; X, =0 defileméni kanagatlandyrsalar, onda
ugrukdyryjy wektorynyn koordinatalary (.;Cl,.;CZ,;CS) bolan S°
catyrygyn goniisi o(a)tekizlikde yatar. Diymek, y degislilikde
ol gond degisli bolan 7 proyektiw tekizligin A nokady hem

a goniide yatmaly bolar. Seylelikde, asakdaky teorema diirs
bolar.

Teorema |. Proyektiw tekizlikde islendik goniinini defilemesi
U, X +U,X, +UyX, =0 gorniisde yazylyar.

Ters teoremanyi, yagny islendik — U,X +U,X, +UsX; =0
denllemdninn proyektiw tekizligin kabir goniisiniii deiillemesi
boljakdygynyn, subudyny okyjylaryn 6zleri gegirer.

Teorema 2. Proyektiw tekizlikde islendik gabat gelmeyin iki
goni bir nokatda kesisyar.

Subudy. Gabat gelmeyéin iki ai we as gond proyektiw
tekizligi kesgitleyin y degislilikde, S° catyrygyn gabat
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gelmeyidn o, we a: tekizlikleri degisli bolar. Ol tekizlikler
kabir ¢ goni boyunca kesiser. ¢ goni ol tekizliklerin ikisine-
de insident. Diymek proyektiw tekizligin ¢ goné degisli bolan

A nokady o, we o, tekizliklere degisli bolan a1 we a:
goniilerin ikisine-de insident bolar. Teorema subut edildi.

Teorema 3. Proyektiw tekizlikde islendik iki nokadyn {istiinden
dine bir goni gegyar.

Subudy. Goy y proyektiw tekizlik we S° catyryk arasyndaky
insidentligi saklayan biyektiw degislilik bolsun. Proyektiw
tekizligii A1 we A2 nokatlaryna S° catyrygyii £ , we £ ,

goniileri degisli bolsun. Bu iki goni S° catyrykda yeke-tik o
tekizligi kesgitleyar.

o  tekizlige proyektiw tekizlikde @ goni degisli bolsun.

Onda ¢ we £, gonillere degisli bolan A1 we Az

A

nokatlar sol @ gond insident bolar. Basgaca aydanymyzda,

d goni Air we Az nokatlaryn istiinden gecer. Ol goniinii
yeke-tdkligini subut etmesi galdy. Berlen nokatlaryn iistiinden
gecydn yene bir 6 goni bar, ona S°catyrykda S tekizlik
degisli diyelin. Onda S tekizlik ¢, we ¢ , goniileri
saklamaly bolar. Bu yerden « tekizlik S tekizlik bilen, olara

degisli a goni 6 goni bilen gabat gelyénligi aydyn bolyar.
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Teorema subut edildi. Yokarda getirilen teoremalaryfi analitiki
subudy has arisat.

Dogrudan hem iki

U1X1+u2X2+u3X3201 l]1X1+l]2X2+l]3X3=0
goniin kesisme nokadyny tapmak iicin asakdaky deilemeler
sistemasyny ¢ozmek yeterlik.

U, X +U,X, +UX, =0

U1X +Uz2X,+UsX; =0

u, u, u, u; u, U;

Goniiler gabat gelmeseler

Ui U2

Ui Us U2 Us

kesgitleyjilerin in bolmanda biri noldan {iytgesik bolmaly.
(Ters yagdayda {u,,u,,u,} wektor {Ul,uz,u3} wektora

kollinear bolardy, bu bolsa goniilerin gabat gelmegine
U, U,
getirerdi). Mysal tigin - _|=0
Ui U2
Onda yokarky denlemeler sistemasyny x; We x, boyunca
¢Oziip alarys.
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X, =k X;
X, = kz Xq

Diymek, berlen goniiler yaliiyz (k2,k2,1) nokatda kesiser.

Indi A (x1, x2,xs) We B (x,°, x2°, x5°) nokadyf iistiinden
gecdn goniinin deilemesini yazalynn U X, +U,X, +UX; =0,
sol goniinin defilemesi bolsun. Onda goniinin islendik
M (x, : x, : x;) nokady ii¢in

U X, +UyX, +UyX; =0

UXi+U, X,+U; X; =0

ux,’ +U,X,° +Uzx,° =0

denlemeler sistemasy yerlikli bolar. Bu bolsa kesgitleyji

X X Xg

X1 X2 X3 =0 (9 —6)

o o

o
X, X, X

bolanda hem-de dine sol yagdayda seyle. Gorsiimiz valy
gozlenyan goninin islendik nokadynyn koordinatalary (9-6)
denillemini kanagatlandyryar. Sofla gord ol goniiniii defllemesi
bolar.
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§8. Tekizligin proyektiw 6zgertmesi.

7 proyektiw tekizlige hem-de S° catyryga garalym.
Catyrykda iki durli (0, ¢, ¢,) hem-de (0¢'1 7', ¢%,) affin

koordinatalar sistemasyny girizelin. Goy, (x,:x,:x;) We

> > > > o o

(x; : x5 :x;) nokadyn Orl1t,10,) we 00, 15)
sistemalaryn isti bilen kesgitlenen bir jynsly proyektiw
koordinatalary bolsun. Olaryn arasyndaky baglanysygy tapjak

- 2 - > o

bolalyh. Belli bolsy yaly, (¢1¢2¢5) wektorlar ¢1,7,,¢,

wektorlaryi iisti bilen yeke-tdk anladylyar:

- 3 -
So=2e g 1=12,3 (9-7)
j=1

Bu baglanysygyn ‘aij‘ kesgitleyjisinifi noldan tytgesikligi

> >

hem belli. Sona goérd, biz (9-7) sistemany  /1,7,,¢,

wektorlara gord, ¢oziip.

- 3 -
(=26 01 1=12,3 (9-8)

j=1

- -

yazyp bileris. Diigniikli bolsy yaly, X, /1+X, {,+X; ¢, we

- - -

Xp g1+ X, o+ X505 sol  bir (, goninin ugrukdyryjy

wektory. Sonuf li¢in olar proporsional bolmaly, yagny
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- -

- - - -
A (X pat X, g2t X5 p3) =X g1+ x5 g+ X5 o4

Bu yerde /1,7,, ¢, wektorlary (9-8) denilikden alnan bahalary
bilen galsyryp alarys

3 -

ﬂiZ::x,Z

3 3
/12( e,lx)gj ZXJ€1

j=1 i=1

l

Moo

> o o

¢, ¢y, ¢y koordinata wektorlary 6zara baglanysyksyz
bolandyklary ii¢in bu yerden

3
Xj=2)6x, =123  (9-9
i=1

denlikler alynar, (9-9) baglanysyga 7 proyektiw tekizligin bir
jynsly kordinatalarynyn proektiw 6zgertmesi diyilyér. Biz (9-9)
baglanysygy (9-7) denlikleri ulanyp,

3
A X, =Zaijxi’, j=12,3 (9-10)

gorniisde hem yazyp bileris. (9-9) vya-da (9-10) 6zgertme sol
bir nokadyn tdze hem kone proyektiw koordinatalar
sistemasyndaky  koordinatalaryn = 6zara  baglanysygyny
anladyar. Beyle 6zgertmede islendik goniinin hem gona gegjegi
aydyn.
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Teorema |. Nokadyn gona insidentligi. 2. Bir goniide
yatyan iki jubit nokadyn boliinme hasiyeti. 3. Bir gonide
yatyan dort nokadyn ¢ylsyrymly gatnasygy proyektiw
tekizligin islendik proyektiw 6zgertmesinin inwaryantydyr.

Subudy. Teoremanyn  birinji  teklibi  proyektiw
ozgertmede goni ¢yzygyn, gonia gecyaninden gelip g¢ykyar.
Ikinji hem tgtinji teklibi subut etmek tigin proyektiw tekizligin
islendik proyektiw 6zgertmesine sol tekizligin kabir goniisinin
nokatlarynda seretsek, sol goniinin proyektiw 6zgertmesini
alyandygymyzy subut etmek yeterlik. Sebabi biz ozal proektiw
goni ¢yzygyn islendik proyektiw 6zgertmesinin sol ¢yzykdaky
dort nokadyn ¢ylsyrymly gatnasygyny saklayandygyny subut
edipdik.

Zc proyektiw tekizligin belli bir goniisi,  bolsa sol
tekizlik hem-de S° catyrygyn arasyndaky biyektiw,
insidentligi saklayan degislilik. Proyektiw &zgertme S°

> o> > > o o

catyrykda alnan (071 7,/¢;) hem-de  (0/¢'1 7', 0,) affin
koordinatalar sistemasy arkaly kesgitlensin.

U X, +U,X, +U %, =0 (9-11)
ux +ux, +ux;  (9-12)

a gonlinin  tdze hem-de kone proyektiw sistemalardaky
denilemesi. Belli bolsy yaly,
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u?+uZ+u2 =0 (U))?+(uy)®+(us)* =0
Goy, U #0, U;#0, (x:ix;:xs) we (x/:x;:x3) a

goniinin sol bir A nokadynyn kone hem tdze sistemasyndaky
bir jynsly proyektiw koordinatalary bolsun. Olar 6zara (9-9)

ya-da (9-10) denlikler bilen baglanysykly. a gonlinin A
nokady  (x,:x;) bir jynsly Kkoordinatalary bilen doly
kesgitlenydr. Sebdbi x; sol goniiniii defilemesinden x, we x,-
in usti bilen yeke-tdk anladylyar. Sol A nokat tize
koordinatalar sistemasynda (x; : x3) bir jynsly koordinatalary
bilen hem yeke-tik kesgitlenyar. Eger indi (9-10) denliklerde
X,- ifi Yerine onufi (9-12) defilemeden tapylan bahasyny
goysak, onda

A X%, :C11X1’+C12Xé

A Xy = Cyy X +C X

deflikleri alarys. Belli bolsy yaly, bu defilikler « goniinifi
proyektiw Ozgertmesini kesgitleyar. Suny-da subut etmek
gerekli.

Proyektiw tekizligin A nokadynyn bir jynsly proyektiw

n o X2
i)

koordinatalary (x, : x, : x;) bolsa, onda sanlara

3 X3
sol nokadyn proyektiw koordinatalary diyilyar. (9-10)

denilliklerin birinji ikisinit iki tarapyny ii¢linji denligin iki

tarapyna degislilikde boliip
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' Z 6’I1X
—1

X _
x,
8 Ze,sx
ya-da

X X,
, 6 t6; 16y
X X3

’

Xy X5 ’
813 T 653 T 63
X3 X3

!/ !
X3 X3

denlikleri alarys. Proyektiw koordlnatalary

f:l, ; —52, bilen bellesek, onda (9-13) denlikler

X3 X3

X3 Xo _

' ZGIZ'X

Xo _
[ 3

X.
3
26.3 X

Xy Xo
6, — t6, =165
X3 X3

Xy X,
813 T 653 163
X3 X3

P 61161 + 6245, + 634

6136, + 6,538, + 633

(9-14)

P 61261 + 6,26, + 63,

6138 + 6538, + 633

gorniisinde  yazylyar.

(9-14)

denliklere

koordinatalaryn 6zgertmesi diyilyar.

51’_

(9-13)

Sa»

proyektiw

Indi (8) proyektiw oOzgertmeler toplumynyn topar
emele getirsini gorelin. Sadalyk iicin proyektiw tekizligin
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nokatlarynynn bir jynsly proyektiw koordinatalaryny siitiin
gorniisde yazsak hem-de ol Ozgertménin denliklerinin
koeffisientlerinden B matrisa diizsek,

X X1 611 621 631
X=|x,|, X'=|x, |—-nokat, B=|sg,,6,, 6,

X3 X3 613 623 633
onda (9-9) 6zgertméni
X' =ABX (9-15)

gorniisde yazyp bileris. Ugiinji tertipli, kesgitleyjileri nola defi
bolmadyk matrisalar toplumynyn kdpeltmek operasiyasy
boyuncga topar emele getiryandigi sebépli, seredilydn proektiw
ozgertmelerin  toplumynyn yzly-yzyna yerine yetirmek
operasiyasy boyunga topar emele getirjegi aydyn. Sol topary G
bilen belldlin. Onun bolek toparynyin kébirine seredelii.

Goy, « yayban tekizlik, (0, f1 ¢2) sol tekizlikdiki

affin koordinatalar sistemasy, M tekizligin islendik nokady,

xy) bolsa nokadyn 0, Zl Zz) sistemadaky affin

koordinatalary. M nokadyn (0, / Zz) sistema bilen

baglanysykly bir jynsly affin koordinatalary (x,:x,:x;)

bolsun. Belli bolsy yaly, M nokadyin bu iki koordinatalarynyn

= ﬁ, y= hzl gatnasyk bar. o yayban
X3 X3
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tekizligin tiikeniksiz uzaklykdaky nokatlarynyn bir jynsly affin
koordinatalary hemise (X1;%X2:0)  gorniisde bolar. x;, x,-
sanlaryin kesgitlemd gord (x;;x,;0) nokadyn istiinden
gecydn  parallel  goniilerin = ¢ogdamynyn  ugrukdyryjy
wektorynyn koordinatalary bolyandygyny hem belldp gecelin.

G toparyn elementlerinin (proyektiw Ozgertmelerin) o
yayban tekizligin tiikeniksiz uzaklykdaky & gonisini yene
Oziine geciryédnlerine seredelin. Diisniikli bolgy yaly, G toparyn
seyle elementi (6zgertmesi)

611 615 613
B =| 651 65 63 (9-16)
0O 0 1

matrisa arkaly (9-15) denlik bilen kesgitlener. (9-16)
gorniisdéki, kesgitleyjileri noldan liytgesik bolan, matrisalaryn
toplumy hem kopeltmek operasiyasy boyunca topar emele

getirydr. Diymek, G toparyn o tekizligin tiikkeniksiz
uzaklykdaky goniisini yene oOzline Owiirydn elementleri-de
(proyektiw  Ozgertmeleri) yzly-yzyna yerine  yetirmek
operasiyasy boyunca G, topar emele getirer. G, koplik G
toparyn bolek toparydyr.

w € G,, kidbir 6zgertméni alalyi. Ol
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' —

A X] = 61X + 65X, + 6,5Xs,
, —

A X5 = 651X + 695X, + 6,5,

! —
Ax;= X,

denlikler bilen kesgitlener. Sularyn yokarky ikisiniii sag hem
cep taraplaryny degislilikde {icilinjiniii sag we ¢ep taraplaryna
boliip alyarys.

X X X
1 _ 1 2
— =611 16, 163,
3 3 3
14
X X X
1 1 2
— T 6 16— 16y,
3 X3 3
X, X X X
Eger = =x', =)', “L=x, “£=y bolyangyny ya-
X3 X3 X3 X3

da salsak, yokarky denlikleri asakdaky yaly hem yazyp bileris

!

X =6, x +t 6,Y + 65,

!

YV =6xnX 1T 68y + 645 (9 -17)
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oo S os _ 811 612 . “ ey
Serte gotd, | B|= #0. (9-17) a tekizligin

65, 655

affin 6zgertmesi. Diymek, « tekizligin affin 6zgertmelerinin

G, topary o yayban tekizligin proyektiw ozgertmelerinin G
toparynyn bolek topary bolyar diysek yaliiysmarys. Siz affin
geometriyasyny Owreneninizde, tekizligin hereket
atlandyrylyan Ozgertmelerine hem seredensiniz. Hereketi
kesgitleydin =~ G, Ozgertmeler kopliginin tekizligin affin
Ozgertmelerinin toparynyn bolek topary bolyandygyna hem tins
berensiniz. Netijede G, cG, cG diziim emele gelyir.
Asakdaky tablisa okyjylary gyzyklandyrsa gerek

Inwariantlar
Hereket Affin 6zgertme Proyektiw 6zgertme
1. Uzynlyk 1. 1.
2. Burg 2 2
3. Parallelik 3. Parallelik 3.
4. Ug nokadyi 4. Ug nokadyi 4.
boliinmegi boliinmegi
5. Nokadyn gonid 5. Nokadyn gona 5. Nokadyn gona
insidentligi insidentligi insidentligi
6. Dort nokadyn 6. Dort nokadyn 6. Dort nokadyn
boliinmegi boliinmegi boliinmegi
7. Dort nokadyn 7.Dort nokadyn 7. Dort nokadyn
¢ylsyrymly ¢ylsyrymly ¢ylsyrymly
gatnagygy. gatnasygy gatnasygy
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Belli bolsy vyaly hereketin (G2  toparyi)
inwaryyantlaryny owrenyidn geometriya metriki geometriya
atlandyrylyar. Ol esasan mekdepde Owrenilydr. Affin
Ozgertmelerin (G1 toparyny) inwaryyantlaryny owrenyén
geometriya affin geometriyasydyr. Proyektiw O6zgertmelerin
(G toparyn) inwaryyantlaryny Owrenydn geometriya
proyektiw geometriya diyilydr. Gorniisi yaly, Gz Gi1 G2
toparlarynn hersi bir geometriyany kesgitleydr. Su yerde
islendik K kopliigin istiinde kesgitlenen Q 6zgertmeler
topary geometriya kesgitlirmikd diyen pikir doreyir. Ine, su
ideya nemes matematigi F. Kleynii geometriyanyi umumy
prinsipini kesgitleysiniit esasynda yatyar. Sol kesgitleméa
gord, geometriya figuralaryn kébir O0zgertmeler toparynyi
tasirinde liytgemeyédn hisiyetlerini dwrenyir diymek bolar.
Bu yerden geometriyanyn sanynyn tiikeniksiz kopliigi gelip
cykyar.

Asakda biz proyektiw tekizlikde islendik ikinji tertipli egrini
hem-de onun ticki hem dasky nokatlaryny kesgitlaris. Su
maglumatlary ulanyp belli hasapdan Lobacewskinin (ya-da
Ewklidinki bolmadyk) geometriyasyny kesgitldp bolar. Goy G
proyektiw tekizligin proyektiw 6zgertmelerinin topary bolsun.
Onun kébir dargamayan ikinji tertipli egrinii nokatlaryny
oziinde galdyryan hem-de onun i¢ki nokadyny yene-de icki
nokada getirydin Gz bolek toparyna garalyn. Gs toparyn
inwariantlaryny ~ Owrenydn  geometriya  Lobagewskinin
geometriyasy atlandyrylyar. Eger garalyan ikinji tertipli egrinin
icki nokatlaryna Lobacewskiniii geometriyasynynn nokatlary
hokmiinde, proyektiw tekizligii goniileriniii sol egrinin i¢inde
yatyan bdleklerine bolsa, sol geometriyanynn goniileri

hokmiinde garasak onda biz Lobagewskiniii geometriyasynyn
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modelini alarys. Su model Lobagewskiniii geometriyasynyin
gonilisine onun dasynda yatyan nokatdan islendik kop parallel
goni gecirip bolyandygyny aydyn gorkezyar. Dogrudan hem £
sol modelin gonilisi we M ondan dasarda yatyan nokat bolsun. £
goniinin  modelden dasda yatyan (92-nji surat) islendik
nokadyndan hem-de M nokatdan goni gecirsek, onda su
goniinin modelde yatyan bolegi M nokatdan gecer, 6zi-de
goniini kesmez. Diymek, ol € géné parallel goni bolar.

92-nji surat

M nokatdan geg¢yén, £ gond parallel goniiler gérniip dursy yaly
tiikeniksiz kop,

§9. Ikinji tertipli egrilerin proyektiw klassifikasiyasy

o -yagbai  tekizlikde (0, /1 ¢;) affin  koordinatalar
sistemasyny  guralyn.  Tekizligin  nokatlarynyn  sol
sistemasyndaky koordinatalary (x,y), degisli proyektiw
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sistemasyndaky bir jynsly affin proyektiw koordinatalary

(x, :x, 1x;) bolsun. Belli bolsy valy, xzﬂ, =2

X3 X3

baglanysyk bar. Eger ikinji tertipli egrinin (O, Zl Zz)aﬂ:in

sistemasyndaky deflemesi

anx2 + Zaizxy + a-223/2 + 2313)( + 2a23y +a5;= 0

X
gornngde bolsa, onda X = ﬁ, y=-=%

baglanysyklary ulanyp,
X3 X3

sol deillemédni proyektiw koordinatalar sistemasynda yazyp
bileris.

a11X12 + 2312X1X2 + asz22 * 2a13X1X3 + 2a23X2X3 + a33)(32 =0 (9 _18)

Indi islendik 7  proyektiw tekizlikde ikinji tertipli egrini
kesgitlemége miimkingiligimiz bar.

Islendik 7  proyektiw tekizlikde birjynsly koordinatalary
(9-18) denlemidni kanagatlandyryan nokatlaryn geometrik
ornuna ikinji tertipli egri ya-da gysgaca kwadrika diyilyér.
Islendik kwadrikany

X =611Y1 T 615Y, +63X3,
Xy =621Y1 T 625Y5 +653%s, (9-19)

X3 =631y, T 63,Y, +653Y;
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proyektiw 6zgertménin komegi bilen
AYr + Y5 +A,¥5 =0 (9-20)

gorniise getirip boljakdygy diisniikli. Bu yerde A1 A2 43
sanlaryn her biri difie 0, 1,-1 bahalara eye bolup bilyér.

Diymek, kwadrikanyi kanonik gorniisi dine bés tiiysli bolyar.

Olar asakdaky tablisada berilyar:

1|y +y2-y2=0 stiynmek towerek

2 Yf + yg - y32 =0 bos kwadrika

3| y2+y2=0 Nokat

4 y12 + y§ =0 iki goni

5| yZ=0 iki gabat gelyéin goni
Proyektiw tekizlikde y+yZ+yZ=0 kwadrikanyti

denilemesini kanagatlandyryan nokat yok. Sonui {i¢in ofia bos
kwadrika diyilyir. Defilemesi y>+Yy, =0 bolan kwadrika
bolsa dine yeke (0, 0, 1) nokatdan duryar.

Yokarda getirilen bds diirli kwadrikanyi Swrenmek iigin
gyzyklysy dine siiynmek towerekdir (owal). Siiynmek
toweregin kabir hasiyetini Owrenelin. Basda islendik
proyektiw  6zgertmede  kwadrikanyn = yene  kwadrika
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gecyandigini, sonuil {licin onuil proyektiw geometriyanyn
elementi bolyandygyny bellemek zerur. Goy indi (9-18)
denlemédnin isti bilen kébir siiynmek towerek, hem-de
Uy X +U,X, +UsX; =0 gond berilsin. Olaryn kesisme
nokatlaryny tapmaga giriselin. Stiynmek towereginn kanonik
denllemesinden gorniisi yaly, ona biz {i¢ Olcegli Ewklid
giitisliginde berlen, depesi (koordinatalar baslangyjy) ayrylan
K konus hokmiinde garap bileris. U;X; +U,X, +U;X, =0 gobna,
koordinatalar baglangyjyndan ge¢yéin sol gitiislikdéki tekizlik
hokmiinde serederis. Bu tekizlik we K konus ya iki goni
boyunca, ya bir gdni boyunca (galtasyan yagdayy) kesiser, ya-
da diiybiinden kesismez, Diymek, u X +U,X, +U,X; =0 goni
hem berlen siiynmek toweregi ya iki nokatda, ya bir nokatda
(galtasyan yagdayy) keser, ya-da diiybiinden kesmez.

93-nji surat

Islendik siiynmek toweregin icki hem dasky nokatlaryny
kesgitlalin. K konusyn iginde A nokat alalyn (93-nji surat). O
bilen A nokadyn {iistiinden tekizlik gecirelin. Ol tekizlik K
konusy iki goni arkaly keser. Indi K konusyi dasynda B nokat
alalyn, O bilen B nokadyn iistinden K konusy kesmeyin
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tekizlik gecireliii. Ol tekizligi OB okun towereginde aylap, K
konusa galtagyan tekizlik edeliii. Diymek, B bilen O nokadyn
iistiinden K konusa galtasyan tekizlik gecirip bolyar, A bilen O
nokadyn istiinden seyle tekizlik gecirmek miimkin dal.
Seylelikde, 7 -proyektiw tekizligin kébir nokadyndan stiynmek
towerege galtasyan gecirip bolyar. Sol nokatlaryn kdopliigine
siiynmek, toweregin dasky nokatlary diyilyar, kdbir nokatdan
galtasyan gecirip bolmayar, olarynn kopliigine icki nokatlar
diyilydr Basgaca aydanymyzda, sliynmek toweregin icki
nokatlary proyektiw tekizligin K konusyn icki nokatlaryna
dagky nokatlary bolsa, sol konusyil dasky nokatlaryna degisli
nokatlaryndan duryar.

(9-18) denleme bilen berlen kwadrikanyn kabir Aj (X, :X; @ X3)
nokadyndan gecyén galtagyanynl denllemesini yazmak kyn dil.
Dogrudan hem (9-18) denlemé ii¢ Olcegli ginislikdéki tstin
denlemesi hokmiinde garap hem-de ona A (X]:X;:X3)

nokatda galtagyan tekizlik gecirip alarys.

3 3 3
0 0 o __
xlzalixi +xzza2ixi +xsza3ixi =0
i1 i1 i1

Diigniikli bolsuna gord, bu denleme kwadrika Ao nokatda
galtagyan goniinin detilemesi. Muny

X X Ay Oy Gy
X=X |, X=X |, A=| a, 0,, Oy
X3 Xg A3y U3y U3z

belgileri girizip, gysgaca
355



XAX° =0 (9-21)
gorniisde yazmak bolar.

Eger X° nokat ((x :x;:x3)) (9-18) denleme bilen
berlen siiynmek towerekde yatsa (9-21) denleme siiynmek
towerege X °nokatda gatnagyan goniinin deiilemesi bolyar.
X°nokat sol kwadrikada yatmayan halynda (9-21) goni X°
nokadyn (9-18) kwadrika bagly polyarasy atlandyrylyar. X°
nokada sol polyaranyin polyusy didyilydr. Islendik
U X, +U,X, +UX, =0 goniinin  (9-18) kwadrika bilen bagly
polyusyny tapmak iigin

o o o
AU = X + X5 + g,

o o o
AUy = @y X)) + OypX5 + XypsXs,

o o o
AUz = 0 X)) + 03,X5 + Aa3Xy

sistemany x;, x,, x; boyunca ¢6zmek yeterlik. Bu sistemanyn
islendik uy ,uz2 , us, sanlar Gigin yeke-tdk ¢oziiwinin barlygy
|Al = 0 bolmagyndan gelip ¢ykyar.

§10. Paskalyn teoremasy.

Kébir kwadrikanyn iistiinde yatyan A1, A2, Az, As, As, As

nokatlara A1A2, A2Asz, AzAs, AsAs, AsAs, AcA1 goniiler bilen

bilelikde sol kwadrikanyn i¢inden ¢yzylan alty burcluk

diyilyar. A1, Az, Az, A4, As, As nokatlara onunl depeleri A1Az,
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AoAs,..., AcA1 goniilere onun taraplary diyilyar. A1A2 we Ag,
As, Az, Az, we As, As, Az, Az, We Ag, A1 taraplara garsylykly
taraplar, A1 we A4, A2 we As, Az we Ag nokatlara garsylykly
depeler diyilyér.

Teorema. Islendik iigiisi bir gond insident bolmadyk Ai, A,
As, A4, As, As nokatlar bir dargamayan kwadrikada yatsa onda
depeleri sol nokatlarda bolan alty burglugyn garsylykly
taraplarynyn kesisme nokatlary bir gona insident bolyar.

Subudy. Garalyan proyektiw tekizlikde proektiw 6zgertméanin
komegi bilen kwadrikany x7+x2—x2 =0 kanonik gdrniise
getirelin. Sol oOzgertmede A1, Az, As, A4, As, As nokatlar
xlz +x22 —x§ =0 kwadrikanyn istiinde yatyan. Bi1, Bz, Bz, Ba,

Bs, Be nokatlara gecer. Proektiw Ozgertmede nokadyn goni
hem-de kwadrika insidentligi saklanyanlygy sebépli, Paskalyn

teoremasyny x’ +x; —x: =0 kwadrikany# iistiinde yatyan Bi,

i =1,6 , nokatlar {icin subut etmek Veterlik. Su nokatlaryn her
biriniii proektiw koordinatalarynyi {i¢iinjisinii noldan tliytgesik
bolyany sebipli, biz sol koordinatalar bire deni diyip bileris.

Diymek Bi, i=1, 6, nokatlaryn koordinatalary degislilikde

X, =C0S@,, X,=sing,, ;=1 i=16 bolar. By we B

nokatlardan ge¢yin goniinin denlemesini yazalyn

(sin g, —sin g,)x, +(Cos ¢, —Cos @)X, +sin(p, — ¢ )X; =0

ya-da
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COSM'Xl-f-SinMXZ—COSM'Xs:O-

2 2 2
Altyburclygyn beyleki taraplarynyn defilemesini edil seyle
gornligde yazalyn, onun garsylykly taraplarynyn kesigsme
P, P,,P; nokatlaryny tapalyn. Solaryfi koordinatalaryny
degislilikde birinji, ikinji we T{gclinji siitiinlerde yazyp, A
kesgitleyji diizelin

Sin¢1+¢2'COS¢5_¢4—Sin¢4+¢5'008¢2_¢1 c o o
2 2 2 2
A=cos 7% . cos 22t 05 PP 005 PP 0 6 e
2 2 2 2
Sin¢4+¢5;¢l_¢2

Analitik geometriyadan belli bolgy yaly, bize A=0
bolyandygyny subut etmek yeterlik. P1 bilen P> nokadyn
ikisininn  Ustlinden goni ¢yzyk gecirelin. Onun denlemesi

%2 _ } bolar yaly edip basda koordinatalar sistemasy saylanyp
X3

alyndy diyelin. Sonda, A kesgitleyjide

Cos ((04 +¢’6)/2'COS (¢’1+§02)/2'C05 (§D4 _(05)/2 -1
sin (g, +9s —p, —9,)12

cos ((oq+ ¢ﬁ)/2-cos ((o?+ ¢7)/2—cos (qo7+ (0?)/2 cos ((oq—(pﬁ)/Z _2
sin + - - /2
(¢5 ¢6) @ (/’3)

2
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denlikler yerine yeter. Indi

€S (¢ +¢,)/2-cos (¢, +¢5)/2—cos (p; +¢,)/2-cos (95 —¢,)/2 _
sin ((06 +¢1)_¢3 _(04)

A

denliginn yerine yetjekdigini subut etsek, onda A kesgitleyjide
2-nji, 3-nji setirler proporsional bolar hem-de A=0 denlik

yerine yeter. tg % =t,i=16, bellikleri girizelifi. Yokardaky

deiiliklerin ¢ep tarapynyn sanawjysyny hem maydalawjysyny

degislilikde cos %-cos ¢‘22~cos P4 cos %

Pa 05 P o5 @

L % P % cos > €0

COS&-COSf-COSf-COSf, COos Cos
2 2 2 2

anilatmalara boliip alarys:

t2't1_t4't5 _
(t4 +t5)(1_t1 'tz) _(t1 +t2)(1_'{4 'ts)

t3't2_t5’t6

(ts +ts)(1_t2 'ts) _(tz +t3)(1_t5 'te)
t, -t -t -t
(te + tl)(l_ t, 't3) - (tA + ts)(l_ t, 'te)

Proporsiyanyn hasiyetine gora
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[te _t3)(t2t1 _t4t5) + (tl _t4)(t3t2 _tste )] :
{te +t3)[(t4 +t5)(1_t1t2) _(tl +t2)(1_t4 'ts)]+
+(t — )t +t)A-tty) —(t, + 1)Lt - 1)} =2

yazyp bileris. Su yerden yonekey amallardan son, yokarky
denliklerin tigilinjisi alynyar. Teorema subut edildi.

Ters teorema. Eger altyburclygyn garsylykly taraplarynyn
kesisme nokatlary bir goné insident bolsa, onda alty burclygyn
depeleri bir kwadrikada yatar.

Subudy. A1, A2, Az, As, As, As — altyburglygyn depeleri. Ay,
Az, As, As, As nokatlaryn nistiinden kwadrika gecirelin (bu
miimkin), As, A1 goniinin sol kwadrikany kesip ge¢yén hem-de
A1 bilen gabat gelmeyin ikinji nokadyny Aq arkaly bellélin.
Berlen altyburglygyn garsylykly taraplarynyn  N;,N,, N,
kesisme nokatlarynyn yatyan goniisi € bolsun. Gurlusa gord,
(94-nji surat) A, A,, A, A, A, A nokatlar bir kwadrikada
yatyar. Diymek, A1A2 we AsAs, A2Az we AsA(;k Az Az we
A A taraplaryin M1, M2, M3 kesisme nokatlary bir m goéniide

yatar.

360



A

As

Aq
94-nji surat

M: nokadyn Ni nokat bilen, Mz nokadyn Nz bilen gabat
gelyanligi sebépli £ we m goniiler hem gabat geler. Sona gora-
de N2 nokat M2 nokadyn {istiine diiser. Bu yerden AeAs -bilen
A'sAs  goniilerii hem gabat geljegi aydyi bolyar. (As we N
nokadyn iistiinden gegyin goni  hékmiinde). Gorniisi yaly, Ase
bilen A; nokatlaryi her biri iki AeA1 hem AeN2 goniinin
istiinde yatyar, yagny olaryil kesisme nokady bilen gabat
gelyir. Seylelikde As we A; nokatlar hem gabat gelyir.
Teorema subut edildi.

§11. Proyektiw tekizlikde duallyk prinsipi.

Proyektiw tekizlikde kébir proektiw koordinatalar sistemasyny
girizelin. Sol sistemada islendik nokadyn ii¢ sandan duryan bir
jynsly proyektiw koordinatasy bar. Islendik goni ¢yzyk hem ti¢
sandan  duryan  koordinatalary  bilen  kesgitlenyir.
M(x, : x, :x;) nokadyn (u,:u,:u,) goénd insidentligi ya-da
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goniinin nokada insidentligi hem sol bir Xu, +X,U, + XU, =0
gorniisde yazylyar. Umuman, proyektiw tekizlikde nokat hem
goni dent hukukly bolyar.

XU, + XU, + XU, =0 goniinin kwadrika insidentligi
(U;:u,:u;)  koordinatalary bolan nokadyn kwadrika
insidentligi diylip diislinilydr. Kwadrikanyn seyle bir tésin
hésiyeti bar.

3
zainixj o Oy =y,
I

dargamayan kwadrika garalyn.

Ay Uy U3
A=|ay ay, ay,

U3y U3y Ugg

matrisa  kwadrikanyn  matrisasy  diyilydr. Kwadrikany
matrisalaryi hisiyetine gord X4X' =0 gorniisde yazyp bolar.

Bu yerde X =(X,X,,X), X' transponirlenen X.
Dargamayan kwadrika ii¢in (difie bir nokatdan duryan, mysal
igin X' +x> =0 kwadrika dargayan kwadrika diyip
diistinyéris) A matrisanyn kesgitleyjisi noldan iiytgesik bolar.
Sona gord,

(y1’ y21 Y3) A_l(yl, yz, y3)l :O
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kwadrika hem garamak derwayys. Belli bolsy valy, berlen
kwadrika V¥V, =(y; iy, :ys) nokatda galtagyan goniinin

detilemesi (Y, Y,, ¥s) 4 (Y2, ¥5, ¥3)' =0

onuii koordinatalary bolsa  (y;, yg, yJ)A™  bolar. Su

koordinatalary birinji kwadrikanyi denlemesinin ¢ep tarapynda
ornuna goysak

(7, y5, ¥5)ATAA (Y, vs, ¥3)t =0
7, 5, ¥)A (), vy, ¥3)t =0,

yagny A7V nokadyn XAX'=0 kwadrikada yatyanyny

goreris.

Diymek, XAX'=0 kwadrikada yatyan islendik nokadyn
koordinatalary = X4X'=0 kwadrika galtasyan gOniinifi
koordinatalary bolyar. Sona gérda X4X' =0 kwadrika insident
goni diyip, ofla galtagyan gond hem aydylyar.

Proyektiw tekizlikde teorema subut edilip, onuil serti hem
tassyklamasy nokat, goni, insident sozler arkaly berilen. Onda
sol teoremada nokat hem-de goni sozlerin yerini ¢algyrsak hem
teorema dogrulygyny saklayar. Bu hiasiyete duallyk prinsipi
diyilyér. Birnd¢e mysal getirelin.

I. Paskalyn teoremasy. Eger dargamayan kwadrika insident alty
nokat altyburclyk emele getirse, onda onuil garsylykly
taraplaryna insident nokatlar bir goni insidentdir.
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Dual teorema. Eger dargamayan kwadrika insident alty goni
altybur¢lyk emele getirse, onun

garsylykly depelerine insident goniiler bir nokada insidentdir.
Paskalyn teoremasy hem-de ona dual teorema Ewklid tekizligi
ticin has disniikli formulirlenyir. Yagny dargamayan, ikinji
tertipli egrinin i¢inden ¢yzylan altyburclygyn garsylykly
taraplarynyn kesisme nokatlary bir goniide yatyar. (Paskalyn
teoremasy).

Dargamayan ikinji tertipli egrinii dasyndan c¢yzylan
altyburglygyn garsylykly depelerinden gecyén goniiler bir
nokatda kesigyarler. (Dual teorema).

2. Paskalyn ters teoremasy. Altybur¢lygyn garsylykly
taraplaryna insident nokatlar bir généd insident bolsalar onda sol
altyburclugyn depeleri hem bir kwadrika insident bolarlar.

Dual teorema. Altyburclugyn garsylykly depelerine insident
goniiler bir nokada insident bolsalar, onda sol alty burclugyn
taraplary hem bir kwadrika insident (galtasyan) bolar.

3. Yokarda Dezargin teoremasy proyektiw geometriyanyi tésin
hésiyetlerinin biri diyip aydylypdy. Onunl yene bir tdsin zady
onia dual bolan teorema onunl ters teoremasy bilen gabat
gelyanligidir.

4. Proektiw tekizlikde islendik iki nokat bir gond insidentdir
(iki nokadyn iistiinden bir goni gecyar).

Dual teklip: Proektiw tekizlikde islendik iki goni bir nokada
insidentdir (iki goni bir nokatda kesisyar).
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5. Islendik nokada insident goniilerini icinde berlen kwadrika
insident goniinin sany ikiden kop dal.

Dual teklip. Islendik gond insident nokatlaryn iginde berlen
kwadrika insident nokadyn sany ikiden kop dal.

6. Eger kdbir goni ¢yzyga insident her bir nokat berlen
kwadrika insident bolsa, onda ol dargayan kwadrikadyr.

Dual teklip. Eger kdbir nokada insident goniinin her biri berlen
kwadrika insident (galtasyan ya-da bir nokatda kesydn) bolsa,
ol dargayan kwadrikadyr.

7. (X i X% i %), (YiiY,:Ys), (z,:2,:2,) koordinatalary bilen

berlen nokatlaryn bir goni insident bolmagy {i¢in

Xl X2 X3
Y: Y, Y |=0
Zl Z2 23

sertin yerine yetmegi zerur hem yeterlik.

Dual teklip U:iu,:w), (G :4: %) (v :w,: )
koordinatalary bilen berlen goniilerin bir nokada insident,
yagny bir nokatdan ge¢megi iigin

ul l'12 u3
3 9 |=0

w, W, s
sertiil yerine yetmegi zerur hem yeterlik.
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8. Islendik tigiisi bir gond insident bolmadyk bds nokat
dargamayan kwadrika insidentdir.

Dual teklip. Islendik {igiisi bir nokada insident bolmadyk bas
gond dargamayan kwadrika insidentdir. (Gatnagyandyr).

Dogrudan hem (al:al:al),i=15, berlen goniileriii
koordinatalary M, (a! :al,al),i=15, nokatlara garalyi.
Olaryn islendik iiglisi bir gond insident ddl. Sona gord,
nokatlaryii iistinden dargamayan ~XAX' =0 kwadrika
gegyar. Onda yokarda aydylysy yaly,
(alx, +aix, +alx, =0 goniler XAX' =0 kwadrika
galtasar.

§12. Proyektiw ginislik

Bu diistinjdni girizmekde biz kyngylyk ¢ekmeris. Sebidbi
owreniljek ginisligin kesgitlemesi-de, onun kop diisiinjeleri-de
yokarda garalan proyektiw goni hem tekizlik distlinjelerine
mefizeslikde berilydr. R* affin ginisliginde O nokada hem-de
ondan gecydn gonilerin, tekizliklerin (iki Olgegli), giper
tekizliklerin catyrygyna garalyn. Catyrygy gysgaca O harpy
bilen belldlin. Eger M nokat & goniide yatsa, onda M nokat
a gond insident diyilyar. Tersine, eger a goni M nokadyn
istiinden gecse, onda & goni M nokada insident diyilyar.
Sunun yaly-da a goni o tekizlikde yatsa, a goni « tekizlige
insident bolyar, a tekizlik a goniinin istiinden gecse, onda
o tekizlik a gond insident diyilyar.
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Kesgitleme. Nokat, goni hem-de tekizlik diyilydn
elementlerden duryan F  kopliik berilsin. Sol kopliikde
nokadyn goénd (goniinin nokada) goniinin tekizlige (tekizligin
gond) insidentligi diislinjesi bar bolsun. F kopliigin
nokatlaryny, goniilerini, tekizliklerini degislilikde O catyrygyn
goniilerine, tekizliklerine hem-de giper tekizliklerine geciryin
F we O catyrygyn arasynda bir belgili 6wiirme bar bolsa,
owiirmede insidentlik diisiinjesi saklanyan bolsa, onda F
kopliige i o¢egli proyektiw ginislik diyilyar. Ol P* bilen
belgilenyir.

Proyektiw ginisliklerin kabir wekillerine garalyn. O catyrygyn
goniilerinin,  tekizliklerini hem-de giper tekizliklerini
degislilikde nokat, goni hem tekizlik atlandyrsak, onda O
catryk proyektiw ginislik bolar.

R* ginislikde merkezi O nokatda bolan (O, 21,22,23,24)
koordinatalar sistemasyny girizelin. Ona O catyrykdaky affin
koordinatalar sistemasy diyilyar. Catyrygyn islendik goniisi 6z
ugrukdyryjy wektory ya-da sol wektoryn su koordinatalar
sistemasyndaky  (x, x,, x5, x,) koordinatalary  bilen
kesgitlenydr. Goni ¢yzygyn ugrukdyryjylary kop bolany
sebipli, ony kesgitleydn (x, x,, x;, x,) tertilelisdirilen san
dortliigi hem kdp. Emma ol dortliik erkin dil. Olaryn islendigi
haysy-da bolsa birini kdbir 4 sana kopeltmek bilen alynyar,
yagny (Ax;,Ax,, A x5, Ax,) gornigde bolyar.
Seylelikde catyrygyn islendik goniisi 6zara proporsional bolan
(x,, x,, x5, x,) dortliigin klasy bilen kesgitlenydr. Eger

goniiler diirli bolsa, olary kesgitleydn klaslar hem diirlidir.
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Sona gord-de ozara diirli klaslara biz proyektiw ginisligin
nokatlary hokmiinde garap bileris. Seyle proyektiw ginislige
arifmetik proyektiw ginislik diyilyar. Arifmetik ginisligin M
nokadynyn koordinatalary diyip hem sol nokady kesgitleydn
klasynn islendik wekiline aydylyar. Ol M(x, :x, :x;:x,)
gornligde yazylyar. x, x,, X3, X, sanlara M nokadyn bir jynsly
proyektiw koordinatalary diyilydr. Olaryn hemmesinini bir
wagtda nola den bolup bilmeyédndigi diisniiklidir.

0 catyrygyn islendik tekizligi sol tekizlikde yatan islendik iki
goniisi bilen kesgitlenyér. (x;, x5, X3, X3), (Yo Yo, Ya» Ya)
sol goniilerin ugrukdyryjy wektorlarynyin kordinatalary bolsa
islendik, ikisi bir wagtda nola 6wriillmeydn « bien S san
arkaly sol tekizligin islendik nokadynyn kordinatalary

X =X+ p,
X, = Xoa + Y2 B, (9-22)
X3 = Xga + Y5 3,

X, =X, +Y, B

gorniisde yazylar. Biz (9-22) deiiliklere arifmetik ginisligin
(X % xg)we (Y)Y, iy, :y,)nokatlarynn  gegydn
goniisiniil denlemesi hokiiminde garap bileris.
O catrygyn islendik gipertekizligi ya-da arifmetik
proyektiw ginisligiii ona degisli bolan tekizligi
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Uy X, +U,X, +UgX, +U,X, =0 (9-23)

deilleme bilen kesgitlenydr. Seylelikde, arifmetik proektiw
giiigligin doly kesgitlemesini alarys.

Proyekiw ginisligin yene bir wekili bolup, gineldilen {i¢
Olcegli affin ginisligi hyzmat edyir. Ol seyle kesgitlenyir.
M(x, Y, z) ii¢ 6lgegli R® affin ginisligifi nokady bolsun,

—=X, ==Y, —=1 deiilikleri  kanagatlandyryan
X, X, X,

X, X,, X3, X, sanlara M nokadyn bir jynsly affin kordinatalary
diyilydr. Bu M(X :X,:%;:X,) gorniisde yazylyar. X, X,, X5, X,
sanlar bilen bilelikde islendik A # 0 san tigin A X, 4%, A%, A X,
sanlar hem M nokadyn bir jynsly affin koordinatalary bolup
hyzmat edydr. Seylelikde, M nokadyn bir jynsly affin
koordinatalary Ozara proporsional bolan tertiplesdirilen
X, Xy, X3, X, san dortliigin klasyny emele getirydr. Su klasyn
islendik x;, X,, X5, X, san dortligi ticin X, #0 deisizlik yerine
yetyar.

Bu klaslarynl toplumyny elementleri (X,s Xy, X3, 0)

gorniisddki dortliikden duryan klaslar bilen dolduryarlar. Beyle
klaslara R® affin gifisligiii hi¢ bir nokady degisli dil. Sonuii
{icin olara R3® affin ginisligin tiikkeniksiz uzaklykdaky
nokatlary diyilydr. Sol nokatlar birikdirilen ~R®  affin

gifiigligine gifieldilen affin ginisligi diyilyar. Ol  R®bilen
bellenilyar.  R®gitieldilen affin  ginisliginiii  tiikeniksiz
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uzaklykdaky nokatlaryna (x,:x,:x,) tertiplesdirilen san tigligi
hokmiinde garasak, onda olaryn kopliginin proyektiw tekizlik
emele getiryandigini anlamak kyn dal. Sol proyektiw tekizlige

R® giteldilen affin ginisliginiii tiikeniksiz uzaklykdaky
tekizligi diyilyar.
Goy, (x),x5,x5,0) tiikeniksiz uzaklykdaky nokady

kesgitleyan dortligini biri bolsun. R® affin ginislikde

X=X"+X,
Y=Yy +Xxt, (9-24)

z2=27"+xt
gond seredelin. Bir jynsly affin kordinatalara ge¢ip alarys
X =X +X0%, X =Y +X0X%,, X =(2"+Xt)X,.
Suyerde t=1/x, goysak, son X, >0 diysek, predelde
X =X, Xy = X0, X = Xg

alarys. Diymek (X’ :X),x3,0) (9-24) goniinii tiikeniksiz
uzaklykdaky nokady bolyar. (x,y",z") sanlaryn su
kesgitlemi hig bir tisirinifi bolmanlygy sebipli (x’, X7, x5, 0)

nokat (9-24) gond parallel islendik goniinin hem tiikeniksiz
uzaklykdaky nokady bolar.
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Tiikeniksiz uzaklykdaky nokady birikdirilen (9-24)
goniinin denlemesini, x, =a, X,t= /4 bellemeleri girizip

X, = X'a+ X f3,
* 0

X, = yat X, B,

X, = Z'a+ X} 3,

X, =a

gorniisde yazyp bolar. Bu yerde o« we £ ikisi bir wagtda

nola dwriilmeyén islendik san.
Edil sunia metizeslikde tiikeniksiz uzaklykdaky nokatlary

birikdirilen ~ R®  affin ginisliginiii islendik tekizliginii
denillemesini bir jynsly affin kordinatalara gegip

U, X, +U,X, +UgX, +U,X, =0

gorniisde yazyp bileris. Bu yerde (u,,u,,u;,u,) hemmesi
birden nola deit bolmadyk islendik san dortliigi. Gineldilen
affin ginisligii nokatlary, goniileri hem tekizlikleri degislilikde
arifmetik proyektiw ginisligin nokatlaryna, goniilerinidir
tekizliklerine bir belgili dwriilyir. Ustesine-de su 6wiirmede

insidentlik hasiyeti saklanyar. Munun 6zi gineldilen Rs affin
ginigligi hem proyektiw ginislik emele getiryir diymekdir. Biz
proyektiw ginisliklerin kébirine seretdik.
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Proyektiw koordinatalar sistemasy we
proyektiw ézgertmeler.

P® proyektiw ginislik. 0 dort olgegli R* affin
giftisligindéki ¢atyrym, F bolsa P° giisligin nokatlaryny,
goniilerinidir  tekizliklerini  degislilikde 0  ¢atyrymyn
goniilerine, tekizliklerine hem giper tekizliklerine gegiryin
owirme. O c¢atrymda (021,22,23,24)afﬁn koordinatalar
sistemasyny girizelin. & sol catrymyn goniisi, (X, :X,:X;:X,)
sol goniini kesgitleyin san dortliiginin  klasy. ~ P€P3
F owirmede o gonid degisli nokat. X, : X, : X;: X, sanlara P
nokadyn bir jynsly proektiw koordinatalary diyilyar. Bu fakt

P(X :X,:X;:X,)bilen bellenilydr. Hem-de P° gifislikde

proyektiw kordinatalar sistemasy girizilen diyilyér.

E, (1, O00), E,(0100), E,(0,010), E,(0,0,0, 1), E1LL)
nokatlara proyektiw koordinatalar sistemasynyn bazis
nokatlary diyilyir. E(L111) — nokada birlik nokat diyilyir.

Proektiw koordinatalar sistemasy E,,E,E;, E,E bazis

nokatlar arkaly bir belgili kesgitlenydr. Dogrudan hem 0
catrykda E,,E, E,, E,E nokatlara degisli o, «,, a3, ,, @

goniilere garalyn & goniinin istiinde islendik Z ugrukdyryjyny
alalyn, onun o, a,, a;, @, goniilere bolan proyeksiyalaryny
degislilikde ¢, ¢,, ¢,, ¢, bilen belldlin. (O,7,,¢,,¢,,¢,) affin
sistemasy gozlenyédn proyektiw koordinatalar sistemasyny doly
kesgitleyar.
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P* proyektiw gitislikde iki proyektiw koordinatalar

sistemasy  berilipdir  diyelit. (001, /2, (s, ()  We

> > > >

(0fl1,02,03,04) degisli 0 catrykdaky affin koordinatalar

sistemalary bolsun. Birinji koordinatalar sistemasynda P e P?

nokadyn bir jynsly proektiw koordinatalary X, : X, : X, :X, iKinji

sistemada X\ IXy,:X3:X,  bolsun. Beyle  diymek,
S N

- —
X, L1+ X L2, +X; L3+ X, L4 hem-de 1£’+Xz 62,+X3 K’ +X, g

wektorlar P nokada 0 c¢atrykda degisli bolan goniinii
ugrukdyryjylary bolyar diymekdir.

Bu yerden

4 4
DG =AY (9-29)
i=1 i=l

= > > >

denlik gelin ¢ykyar El Ez 53 £4 wektorlary ¢1,02, 03, (4

wektorlaryn iisti bilen aiiladyp alarys:

21 :ialii Z’i Zz :iaﬁ Z’I
i=1 i=1
N 4 - - 4 -
la=Yag i, L,=>a, !l
i=1 i=1
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Bu yerde A= (g, ) matrisanyil kesgitleyjisi noldan Uytgesik

21, Zz, Zs, 24 wektorlaryn bahalaryny (9-25) denliklere goyup,
alarys :

4 4
X\ =D a X Xy =D o, X
i=1 i=
(9-26)
4 4
X =2 % Xp =24 i, %
i=1 ' i-1

(9-26) bilen Dberilydn Ozgertmd bir jynly  proektiw
koordinatalaryn proektiw 6zgertmesi diyilyar.

’

Xl Xl

X X

X=| 2|, X"=|"7?
X3 X3

14

X4 X4

bellemeleri girizip, (9-26) Ozgertmédni gysgaca X' = AX
gorniisde ya-da X =A4"X' goriisde-de yazyp bolar.
Proyektiw Ozgertmdnin kesgitleyjisi nola den bolmadyk
dordiinji tertipli matrisa arkaly kesgitlenilydndigi sebédpli bu
ozgetmelerin kopliiginin  topar emele getirydndigi aydyn.
Proyektiw  geometriya proyektaw  ginisligin = edil su
Ozgertmelerini inwarianty bolan hésyetlerinidir ululyklaryny
owrenydr diysek yalilysmarys.

Eger (x :X,:%;:X,) proyektiw ginisligin nokadynyn bir
X, X X

jynsly proektiw koordinatalary bolsa —
X4 X4 X4
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tertiplesdrilen sanlara sol nokadyn proyektiw koordinatalary
diyyarler.(9-26) Ozgertménin birinji ti¢ denligini dordijisine
boliip alarys:

x_{ Loy X 0 X + Qg Xy X,

’
Xy QX+ 00Xy + O3 Xy + Qg%

X, B O Xy + 0 Xy + Oy Xy + QX

~

Xy o QX 0K, + 0 Xy + 0y X,

Xy _ gk + 0pgXy + QaaXs + AysXy
!
Xg o Qg T 00X, + 03Xy + g Xy
X X X X, X; X;
}'/a-daflzgafzzn, 324/’7}:5,1%:1’],) ?:é/’
X4 X4 X4 X4 X4 X4

bellemeleri girizip alarys:

£ = a1+ A+ &+ ay,
Q&+ A+ a8+ ay,

n'= QG + Ayl + UGS + 0y, . (9-26")
QS+l + a8 +ay,
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o= O3 + gl + XS + Uy
Ay 4& + AT+ A3y + Ay,

(9—26") M nokadyn kéne sistemadaky(&,77 , ¢ ) Proyektiw
koordinatalary bilen ,onun tdze sistemadaky proyektiw
(&', n',{").koordinatalary  arasyndaky baglansygy beryir.
(9-26)-a proyektiw koordinatalaryn d6zgetmesi diyilyar.

Proyektiw ginislikde goni ¢yzygyn we tekizligin
derilemesi. Olaryi hisiyetleri.

P3 islendik proyektiw gitislik. ¢ sol ginislikdiki goni
cyzyk. S arifmetik proyektiw ginislik. (9-26) dzgertme arkaly
S giniigligi P® gittislige 6zgerdelini. P* gittisligiii nokatlarynyi
koordinatalaryny (X, :X,:%;:%,) bilen S ginigligin

nokatlarynyn koordinatalaryny (X;; X; X3; X;) bilen bellalin.

(9-26) ozgertmede  P? gifisligin goniileridir tekizlikleri
degislilikde S ginisligin goniilerine, tekizliklerine gecyar.
S ginigligin goni ¢yzygynyn denlemesi yokarda bellenisine
gora

X =X’ +y°B,i =14,

gorniisde, tekizliginin defilemesi bolsa
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O X+ Xy + Xy + X, =0

gorniisde bolyar.
0 0
X X Y1 o,
0 0
X, X y a
' 2 2 2 2
X' = v Xo=| L 'Y o a=
3 X3 Y3 a3
!
X Xy Ya a,

bellemeleri girizsek, bu denlemeler gysgaca seyle yazylyar
X'=aX,+BY, we a X' =0.

Eger indi X' = A'X oOzgertmeden X' —i7n bahasyny
yokarky deiliklerde ornuna goysak onda P® ginisligindiki
goniinindir tekizligin defilemesini alarys:

, AX=aX,+BY, we oAX=0
Ya-da N N
X=aX+pYVoe we 6X=0

bu yerde e=a'A, X, =(4) X, Vo=(4)V, Dijmek,
goniinin, tekizligin defilemesi P* ginislikde hem edil arifmetik
giftiglikddki gorniisde yazylyar. Kébir teklipleri subut edelin.

Teorema Proyektiw giflislikde islendik iki nokat difie bir gona
insidentdir.
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0

Subudy M (X :xJ:x2:x9), M(yY:yS:yd:y?) berlen
nokatlar,

- - - -
-

belgilemeler girizelin X =a X, + f ¥V, berlen nokatlardan

gecyin goni, X ~tX,+7Vo sol nokatlardan ge¢yén yene bir

goni. Bu iki gonlinini gabat geljegini subut edelin. Serte gora

Xo=t Xo+t7, Vo, Vo=, X +7,¥,
su bahalary
X =a X,+ pV, deillemi goyup alarys:

X=Xyt Vo)a+(t, Xot+7, Vo) =(ta+t,8) Xo+(r,a+7,0)Vo

Berlen Xo we Yo nokatlaryn gabat gelmeyandikleri sebépli,
kesgitleyji

t
T 1o,
t, 7,
Bu yerden islendik t hem 7 {i¢in
ta+t,p=t

noa+t,f=1
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sistemanyin o bilen B boyunga ¢oziiwinin barlygy gelip

cykyar. Diymek, X =a X, + YV, Dbilen X=tj(0+2'3}0

sol bir goniidir. Teorema subut edildi.

Teorema Ptoektiw ginislikde
MK 2 X5 05 X), My (Y0 Y7 Y5 oY) My (202,251 2y) g
nokadyn bir goniide yatmazlygy licin
X)Xy X X§
A=Y Y, ¥: Vi

0 0 -0 0
) 7, 73 7,

matrisanyn rangynyn lige defi bolmagy zerur hem yeterlik.

Subudy. Eger berlen nokatlar bir géniide yatsalar, onda
kibir @ We S sanigin X' =ay'+B2Z,X=a Yy +£2)
Xs=ays+B20, X =aVy.+Bz deilikler yerine yeter.

Bu A matrisanyn setirlerininn arasynda ¢yzykly baglanysygyn
barlygyny anladyar. Beyle yagdayda A matrisanyn rangy 3-den
kigi bolar. Eger-de A matrisanyn rangy 3-den kigi bolsa, onda
onun setirlerinin arasynda ¢yzykly baglansyk bolar. Munun 6zi
sol li¢ nokat bir géniinde yatyar diymekdir. Teorema. subut
edildi. Teorma Bir goniide yatmayan

M, OG0 X5 ), Mo(Yy Y, Y50 Ye) My(Z)12;:25:2))
nokatlaryn iistiinden dine bir tekizlik gec¢yér.
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Subudy. Goy, @, % +,X% + %+ %=0 sol nokatlardan
gecyan tekizlik, M 4[_x_1 : _X_z : _)(_3 : _x_4j berlen nokatlardan
iiytgesik sol tekizligin islendik nokady bolsun.

M1, Mz, Ms, Mg nokatlar X+ oLX, +apXs + X, =0
tekizlikde yatyar. Sona gora

a X +a,Xs +agXs +a,X, =0,
0 0 0 0
Yy + Y, + oYy +a,y, =0,

0 0 0 0 _
oz +a,l, + oz + a2, =0,

o Xit+a, Xa+ oy Xs+a ,Xa=0

denlikler yerine yeter. Bu sistemanyn o1, o2, 03, o4 boyunca
triwial c¢coziiwden tiytgesik ¢Ozliwi bolmagy {igin onun
kesgitleyjisiniii nola deft bolmagy zerur hem yeterlik. Yagny.

0 X
Vi Y: Vs Vs . o7
22 20200 (9-27)

X1 Xz X3 X

Kesgitleyjini soiiky setiri boyunca dagadyp alarys:

q _X_1+ a, _X_z+ d; _X_3+ a, _X_4 =0.
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Yokarda teoremada seredilen A matrisanyli rangynyi iige
denligi sebépli, a1,a2, a3, a4 sanlaryin hemmesi nola den dél hem-
de a=Ag,a,=Aa 8,=Aa,, a,=Aq, deilikler yerine

yeter. Sona gord a, Xi+a, X2+ a, Xs+a, Xa =0.

sol yeke-tik gozlenilydn tekizlik bolar.

Bellik. (9-27) denlik islendik dort Mz, M2, M3, My
nokadyn komplanerlik sertidir.

Teorema. Proyektiw giflislikde islendik gabat gelmeyén
iki tekizlik bir goni boyunca kesigyar.

Subudy. a, X1+, X2+ a, Xs+a, Xa =0. we

8, X +6,X, +8;% +8,X, =0 berlen tekizlikler. Serte gora

o o, oy o,
6, 6, 6; 6,
matrisanyn rangy 2 den. (Ters yagdayda ol tekizlikler gabat

a,

geler). Goy kesgitleyji #0 bolsun. Bu yagdayda

6, 6;
tekizliklerin detilemelerini X1 We Xz tarapyndan ¢oziip
taparys:

X, = A X+ 4%,
Xz = lea + Bzx4

ya-da Xs=a, X4=p bellemeleri girizip alarys
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X, =4oa+A,0,
X,=Boa+B,[,
X, =«a
X 4= ﬁ
Alnan baglansyklar gdzlenyan goni ¢yzygyn denllemesidir.
P3 ginislikde parallel tekizlikler yok.

Teorema. Proyektiw giilislikde goni ¢yzyk tekizlige
insident bolyar ya-da ony bir nokatda kesip gec¢yar.
Subudy. Berlen tekizlik

X + X, + X +a X, =0
X1=0‘1X10+ﬂ ylo’
x2=ax§+ﬁ yg,
X3:0£X§+ﬂ yg,

0 0
X, =aX,+pY,

berlen goni. Tekizligin defilemesine, X, :X,:X,:X, nébelileriil

goniininl denilemesinden alnan bahalaryny goyup alarys.
o (o] + Xy + 05X +a,X)) + B (@Y + Y, + s +a,y;) =0

Sonky deinllikde yaylaryn i¢i nola deii bolsa, onda goni tekizlige
insident bolar. yaylaryn biri nola den bolmadyk yagdayynda, o
we [ parametrlerii birini beylekisinin iisti bilen aniladyp hem-
de goni c¢yzygyn denlemesine goyup, goni we tekizligin
kesisyédn yeke-tdk nokadyny taparys.
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Netije. Proyektiw ginislikde Ozara parallel goni we
tekizlik yok.

Netije. Proyektiw giniglikde goniininn iki nokady bir
tekizlige insident bolsa, onda onun 6zi hem sol tekizlige
insiden bolar.

Proyektiw ginislikde hem edil proyektiw tekizlikde
bolsy yaly duallyk hisiyeti bardyr. Dogrudan hem

oy X+, X2+ oy Xs+ ), Xa =0. berlen tekizlik.
L (X2 X9 x5 x7) berlen nokat. (e : @, : a : a,) sanlara sol
tekizligin  koordinatlary  diyilydr. Mo nokadyn
(o), tay i x,) tekizlige we tersine sol tekizligin Mo

4
nokada insidentligi bir Y ax’=0  defileme gorniisinde
i=1

vazylyar. Sona gori, insident, nokat, tekizlik s6zlerini ulanyp
serti diiziilen teorema dogry bolsa, sol sertlerde nokat we
tekizlik sozlerin yerine calsyrmak bilen alnan teoremada
dogrudyr. Meselem: Goné insident iki nokat tekizlige insident
bolsa, goniinin 6zi hem sol tekizlige insidentdir.

Dual teklip: gond insident iki tekizlik nokada insident bolsa,
gonin 6zi hem sol nokada insidentdir.

Teklip. Islendik ii¢ nokat bir tekizlige insidentdir.

Dual teklip. Islendik ii¢ tekizlik bir nokada insidentdir.
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§13.Proyektiw ginislikde ikinji tertipli
ustler.

Denlemesi:

o XX =0 (9-28)

1

4
i.j=

Gornisdiki algebrik diste ikinji tertipli éist, A= {a; ;| matrisa
onuf matrisasy diyilyar. Eger A matrisanynt |A| kesgitlejisi
nola den bolsa, onda tiiste bozuk iist diyilyar. Eger (9-28)

denlemanin ¢ep tarapy ¢yzykly kopeldijilere dargasa onda
(9-28) dargayan iist bolyar. Ikinji tertipli tistiin denilemesini

Xy Ay Gy Q3 Oy

X (04 o o o

2 21 Qpy Upz Uy
X = , A=

X3 A3y U3y Q33 A3y

Xy Gy Oyy Opz Oyy

bellemeleri ulanyp,
X AX =0 (8)

gorniisde hem yazyp bolar. Asakda bu {iisti gysgalyk licin
kwadroid atlandyralyn.
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Teorema. Biitiinley kwadroidda yatmayan goéni ¢yzyk
kwadroidi ya iki diirli nokatda, ya-da iki gabat gelydn nokatda,
ya-da iki hyyaly nokatda keser.

Subudy. X AX =0 berlen kwadroid, X=aX+/ Y,
berlen géni. Bu yerde X=(X;, X5, Xs, Xf)Y(/) =(Y,, Vo, Vo, ¥s).

X-il goniinin denilemesinden alnan bahasyny kwadroidda
ornuna goyup alarys:

e + B V| Al + V] =0
ya-da

A’ X, AX )+ 2af X{AY , + BPYViAV, =0  (9-29)

Sonky denleme % (ﬁj boyunca kwadrat denleme. Eger
a

onun hemme koeffisienti nola deni bolsa, onda berlen goni
biitiinley kwadroidda yatar. Eger hemme koeffisienti nola deni
bolmasa, onun iki hakyky, ya-da iki denl ya-da iki hyyaly koki
bolar. Beyle diymek goni ¢yzyk kwadroidi iki diirli, ya-da iki
gabat gelydn, ya-da iki hyyaly nokatda kesydr diymekdir.
Teorema subut edildi.

Kwadroidi iki gabat gelydn nokatda kesydn gona
galtagyan goni ¢yzyk diyilydr. Goy Xo galtasma nokady, Vo
galtagyanyn {stiinde yatyan hem-de kwadroide degisli dél
nokat bolsun. Onda galtagyanyil defilemesi X =X, ,a+V,f
bolar: (9-29) denlik
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203 X)AY y+ VAV, =0

gorniise geler. Bu denleménin koklerinin gabat gelmegi li¢in
XAV, =0 bolmagy zerur. Diymek, X;4X =0 tekizlikde
yatyan islendik Yo nokat iigin, X =a X, + V¥V, goni ¢yzyk
kwadroida galtagyan goni bolyar. Beyle tekizlige galtasyan
tekizlik diyilyar. Seylelikde,

X,4X =0

defileme berlen kwadroida X, =(x:X;:xJ:x}) nokatda

galtagyan tekizligin denlemesi bolyar.

Bu deiileme Xo nokadyn  koordinatalary
AX,=0 (X;4=0) sistemany  kanagatlandyranda
manysyny yitiryar. Beyle yagday difie |4]=0 sertde, yagny
kwadroid bozyk sertinde bolup biler. Kwadroidda yatyan hem-
de koordinatalary AX, =0 sistemany kanagatlandyryan Xo
nokada kwadroidin gosa nokady diyilydr. (9-29) denlemeden
gorniisi yaly: gosa nokatdan gecyén islendik goni galtasyan
gond bolyar, sol nokatdan gecyédn islendik tekizlik bolsa,
galtagyan tekizlik bolyar.

Dargayan kwadroida seredelin. Onun denllemesi:

i=1

[iaixi] (241:61 Xi] =0 (9-30)
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4 4
gorniisde yazylar hem-de Zaiz #0, Zeiz #0

i=1 i=1

sert yerine yeter. Biz

o 6, X

a, 6, X,
o= , 8= , X =

Qs 63 Xq

a, 8, X,

bellemeleri ulanyp (9-30) denligi
X'a6'X =0ya-da Xsa' X =0

gorniisde yazyp bileris. Sona goréd, dargayan kwadroidyn Xo
gosa nokadynyn koordinatalary ase'X,=0 , eaX,=0
sistemalary  kanagatlandyrar. Bu yerde Xo nokatdyn
koordinatalarynyn &' X, =0 6X,=0  denlemeleri
kabagatlandyrjagy goriinyar. Tersine Xo nokadyn
koordinatalary

X + X +aXs + X =0, 6% +6,X +6.X +6,X. =0

denlemeleri kanagatlandyrsa, onda 6a’X, =0 we a6'X, =0

denlikler yerine yeter hem-de Xo nokat gosa nokat bolar.

Netijede, kwadroidi diizydn tekizliklerin kesigsme nokatlary

gosa nokatlardan duryar. Kwadroidy diizyén tekizliklerin gabat

gelyan yagdayynda, sol tekizliklerin islendik nokady gosa

nokatdyr. Yokarda aydylanlary seyle gorniisde jemldp bolar.
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Kwadroidin gosa ddl Xo nokadynyn dlstiinden yeke-tdk
galtagyan tekizlik gecydr, onui denlemesi  X;A4X =0
gorniisde yazylyar. Kwadroidin Xo gosa nokadynyn {istiinden
gecydn islendik tekizlik galtasyan tekizlikdir.

Eger Xo nokat X' 4X =0 kwadroidda yatmasa, onda
Xy,AX =0 tekizlige Xo nokadyn kwadroida gord polyarysy,
Xo nokada bolsa sol polyaranyn kwadroida gord polyusy
diyilyar. Xo nokadyn polyarasy kwadroidy VYo nokatda kesse
onda X4V, =0 denlik yerine yeter. Bu denligi V;4X, =0
gornlisde hem yazyp bolyar. Sonky denlik Xo nokat berlen

kwadroida Yo nokatda gegirilen galtagyan tekizlikde yatyar
diymekdir.

Tersine Xo nokatdan berlen kwadroida galtagyan
tekizligi gecirelin we VYo galtasma nokat bolsun. Kwadroida
Yo nokatda galtagyan tekizligin V,4X =0 denlemesini

yazalyn.

Xo nokadyn sol tekizlikde yatyany sebépli, ¥;4X, =0
denlik ya-da den giiycli ¥4V, =0 yerine yeter. Sonky denlik
Yo nokadyn Xo nokadyn polyarasynyn iistiinde yatyanyny

anladyar. Alnan netijdni teorema gorniisinde formulirlélin.

Teorema. Islendik Xo (gosa dél) nokatdan kwadroida
gegirilen galtagyan tekizliklerin galtagma nokatlarynyn kopliigi,
sol kwadroidin ~ Xo nokadyn polyarasy bilen kesisme
nokatlaryndan duryar.
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Tekizlik  hem-de  kwadriod  arasynda  seyle
gatnasyklaryn bolmagy miimkin:

I. Tekizlik kwadroidi kesmeyér, yagny olaryn umumy nokady
yok.

2. Tekizlik kwadroidi bir nokatda kesydr, yagny olaryn bir
umumy nokady bar.

3. Tekizlik kwadroidi dargamayan, hususy nokatlary bar bolan,
kwadrika arkaly kesyar.

4. Tekizlik kwadroidi dargayan kwadrika arkaly kesyar.
5. Tekizlik kwadroidda yatyar.
Mysallar getirelin.

l. % —3x,=0 tekizlik x*+x2+x>—-x=0 kwadroidi
kesmeyir. Sebdbi bu iki denlik dile X =X,=%=X,=0
yagdayynda kanagatlanyar. Emma koordinatalary (0:0:0:0)
bolan nokat proyektiw ginislige degisli dal.

2. Xi+Xo+x3-3xa=0 tekizlik Xx*+x5+x2—3x. =0 kwadroidi

yeke-tdk (1:I:I:1) nokatda keser. Dogrudan hem bu iki denligi
bileleikde ¢oziip alarys.
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2
xf+x22+x32—3(x1+)§+x3j -0,

2 2 2 _
X, + X5+ X5 = X Xy — X Xg — X, X3 =0,

2 2 2
(35255
2 2 2 ’

X, =X,=X5=X,.

3. X, +X, — X, —X, =0 tekizlik X +x5—x;—x; =0 kwadroidi
iki goni ¢yzyk arkaly kesydr. Bu denlemeleri bilelikde ¢oziip
alarys:

X2+ X2 = X2 — (X, + X, —X;)* =0,

— 2XZ = 2% X, + 2X X5 + 2X, X5 =0,

(X —X3) (X3 —%,) =0
Diymek, berlen goni bilen kwadroid dargayan kwadrika arkaly
kesigyar.
4. x =X, tekizlik X2 +x2—x2—x; =0  kwadroidi
dargamayan hususy nokatlary bar bolan kwadrika arkaly keser.
Bu denilemeleri bilelikde ¢oziip alarys:

X2+ X2 =2x?

Teorema. Kwadroidi bir nokatda ya-da dargayan
kwadrika arkaly kesyin tekizlik galtasyan tekizlikdir.

Subudy. Eger tekizlik kwadroidi bir Mo nokatda kese,
onda sol nokatdan gecydn hem-de berlen tekizlikde yatyan

390



islendik goni galtagyan goni bolar. Diymek, seredilyin tekizlik
galtagyar. Tekizligin kwadroidi iki gabat gelmeyan goni arkaly
kesydn yagdayy hem edil sunyn yaly. Sol goniilerin kesisme
nokadyndan gec¢ydn hem-de berlen tekizlikde yatyan eslendik
goni galtagyan bolyar. Sonun 06zi tekizligin galtasyanlygyny
anladyar. Eger tekizlik iki gabat gelydn goni arkaly kwadroidi
kesse onda sol goniinini islendik nokadyndan ge¢yén we berlen
tekizlikde yatyan goni galtasyan bolar. Diymek, berlen tekizlik
hem galtasyar. Teorema subut edildi.

Kwadroidlerin proyektiw klassifikasiyasy:

4
Islendik " ;%X; deiileme bilen berlen kwadroidi
ij=L
X =611 T 61,Y, T613Y; T 614,
Xy =651Y1 T 65,Y, 1 653Y3165,Y,,
X3 =631y, t65,Y, T 633Y5 +63,Y,,
Xy =641Y1 T 64,Y, T 643Y3164,Y,.

Proektiw 6zgertméni ulanyp:
eVi+eVi+eVi+eyVi=0 (9-31

gorniise getirip bolyar. Bu yerde & i=1,4,0,1,—1 bahalara
eye bolyan hemiselikler. (9-31) deiilemd kwadroidiii kanonik
denlemesi diyilyéar. Kanonik denlemelerin biri-birine proyektiw
Ozgertme bilen gecirip bolmayan gorniislerini yazalyn:
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Yi+Y;+Ys+Y: =0 (1

Yi+Ys+Ys—Y; =0 (2)
Yi+Ys—Ys—Ys =0 3)
yi+y;+y; =0 (4)
Vi +Y;—Ys = (5)
Yi +Y; - (6)
Yi —Y; - (7)
yi =0 ®)

(D-nji denleméni proyektiw ginigligin hi¢ bir nokadynyn
koordinatalary kanagatlandyrmayar. (4)-nji detileméni dinie bir
(0:0:0:1) nokadyn koordinatalary kanagatlandyryar. (7) we (8)
dargayan kwadroidlerin kanonik goérniisi. Umuman, biz seyle
netija gelyaris. Hakyky koeffisientli kwadroidlerin kopliigi
biri-birine proyektiw Ozgertme bilen gecirip bolmayan sekiz
klasa boliinyér. Ol klaslar proektiw 6zgertmanin komegi bilen
degislilikde 1- -8 kanonik gorniise getirilyar.
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