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Giris

Analitiki geometriya we ¢yzykly algebra matematikada esasy orun
tutyar. Bu okuw kitabynda ilkibasda analitiki geometriyanyn esasy
diisiinjeleri beyan edilydr. Onda nazary maglumatlary berkitmek ti¢in
anyk mysallar islenip gorkezlyar. Sonra ¢yzykly algebranyn esaslary
getirilyar we kopsanly mysallar islenip gorkezlyar.Okuw kitaby
matematik talyplara niyetlenendir.
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1.Wektorlar algebrasynyn elementleri.
Wektorlar.
Wektorlarynn kesgitlemesi.

Goni ¢yzygyn kesimi iki sany denhukukly nokatlaryn — uglaryn
komegi bilen berilydir. Emma nokatlaryn tertiplesdirilen jiibiiti arkaly
kesgitlenen  ugrukdyrylan  kesime-de garamak bolardy. Yokarda
agzalan nokatlaryn haysysynyn ilkinji /baslangyc/, haysysynyn ikinji
lahyrky / bize belli bolmaly.

KESGITLEME: Ugrukdyrylan kesime /seyle hem nokatlaryn
tertiplesdirilen  jiibiitine/ wektor diyip at Dberilydr. Wektorlaryn
toparyna baslangyjy we ahyry gabat gelyin we nul wektor diyip
atlandyrylyan wektory hem gosjakdyrys.

Kesimin ugry strelkanynn komegi bilen bellenydar. Wektoryn

harply belgisinit ~ yokarsynda strelka goyulyar. Meselem: AB /su
vazgyda wektoryn baslangyjyny gorkezyin harp iki Yazylyar/.
Kitaplarda wektoryn belgisini strelkadan bagga garamtyk harp bilen

hem anladylyar. Nol wektory _0} ya-da 0 bilen belgildris.

Wektoryii  baslangyjy bilen ahyrynyn arasyndaky uzaklyga
onun  uzynlygy / seyle hem onun moduly , obsolyut ululygy /

goriisde belgiliris.

}'/a-dal E

Eger wektor bir goni ¢yzykda yerlesen bolsa ya-da parallel
goni ¢yzyklarda verlesen bolsa, yagny gysgaca aydanymyzda, su
wektorlaryn hemmesine parallel bolan goni ¢yzyk bar bolsa, onda su
wektorlara kollinear wektorlar diyilyér.

Eger wektorlar bir tekizlkde yerlesen bolsa ya-da parallel
tekizliklerde verlesen bolsa, gysgaca aydylanda, eger su wektorlaryn
hemmesine parallel bolan tekizlik bar bolsa, onda bu wektorlara
komplanar wektorlar diyilyar.

Nul wektoryn belli bir kesgitlenen ugry yok, sonun iiginem
ony islendik wektora kollinear diyip hasaplayarlar. Onuii uzynlygy,
elbetde, nula dendir.

KESGITLEME:Eger iki wektor Kkollinear bolsa, olar bir
tarapa ugrukdyrylan bolsa we olaryn uzynlyklary deni bolsa, onda bu

------

12



Bu kesgitlemeden asakdaky gelip c¢ykyarbiz islendik A’
nokady alyp, kibir berlen AB wektora deni bolan E wektory gurup

bolyar / 6zinem diie bir wektor/ ya-da kdwagt aydylysy valy A'B’
wektory A’ nokada gogiirip bolyar.

Wektoryi iistiinde c¢yzykly amallar.

Wektorlarynn istiinddki ¢yzykly operasiyalara wektorlary gosmak
we wektory sana kopeltmek giryar.Olaryn kesgitlemelerini yatlalyn.

KESGITLEME:Goy, bize —* we —b} wektorlar berlen
a
bolsun. Olara den bolan E we 5_'5 wektorlary guralyn
vagny —* wektoryin ahyryny we _b} wektoryn baglangyjyny erkin B
i

nokada gegirelin. Sonda H wektora —* we ;’ wektorlaryni jemi
. i

......

BELLIK:B nokadyn deregine basga bir B’- nokady alan bolsak,
onda biz jem hokmiinde basga A_}C wektora deni bolan E wektory

alardyk.
Iki wektoryn jemini olara degisli edydn amala wektorlary

......

KESGITLEME:Eger ;’ wektor asakdaky sertleri

kanagatlandyryan, yagny:

|l— = |lal*—
|B] I l |l

Il.b—* wektor —; wektora kollinear.
I1.LEger o>0 bolanda —b} we ? wektorlar bir tarapa

ugrukdyrylan, eger- de a > 0 bolanda, olar garsylykly taraplara
ugrukdyrylan bolsa, onda —b’wektora ;’ wektoryn a sana kopeltmek

hasyly diyilyar. Elbetde a=0
bolsa,onda ;’:_ﬂ’ bolyandygy I-nji sertden gelip ¢ykyar.
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— wektorynl a sana kopeltmek hasyly a*—b’ bilen belgi-
i

lenilydr. Wektorlaryn stiindéki ¢yzykly operasiyalaryi
esasy hésiyetlerini sanap gecelin.

l. Wektorlary gosmak kommutatiwdir, yagny islendik ki —+ we
a
= a4 dedll Verine Vet
; wektorlar ii¢in =T deiilik yerine yetyar.
2. Wektorlary gogmak assosiatiwdir, yagny —},—; we —* wektorlar
il c

ucin /—+—F[+—F=—3F4+[—4+— 0 Jer] vetva
ligin /a b/ 7= /b I:/denlik yerine yetyar.
3. Islendik ? wektoryn stiine —0> wektor gosulanda _b} wektor

uytgemeyar:—*+—*=—*
ytgemey: I

Su yerde bir kesgitleméni yatlalyni:Eger iki wektoryn jemi nol
wektora den bolsa, onda ol wektorlara garsylykly wektorlar
diyilyar.

4. Islendik ? wektor tigin /-1/ ;’ wektor garsylyklydyr, yagny ;’/-

1/—}:—}
a 0

5. Wektory sana kopeltmek assosiatiwdir, yagny islendik ? wektor
licin /o B/;’ZO{/B :‘/ deiilik yerine yetyr.

6. Wektory sana kopeltmek sanlary gosmaga gord distributiwdir,
yagny islendik o we 8 sanlar iigin we islendik ;} wektor licin /o +

B/?:;”B*? denilik yerine yetyar.
7. Wektory sana kopeltmek wektorlary gosmaga gord
distributiwdir, yagny islendik o sana we islendik ;’ we _b}

wektorlar tigina ./;’+—b’/=a ;’+ a _b} denilik yerine yetydr.

8. Wektory birlik sana kdpeltmek ony iiytgetmeyir, yagny I.;’:;’;
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— wektora garsylykly bolan wektor —* bilen belgilenyir. — wektora
a — a
we _b} wektora garsylykly bojan —E: wektoryil jemine, yagny —*+

- a
/_E:/ ya-da gysgaca —’-—b} wektora — we _b} wektorlaryn tapawudy
- a s

diyilyar.
Gosmak amalyna ters bolan we ki wektora olaryn tapawudyny
degisli edyan amala wektorlary ayyrmak diyilyar:iki wektoryn _b} +

;}:? jemi boyunca we gosulyjylaryin biri bolan _b} wektor boyunga

biz kinji gosulyjyny tapyp bilyéris, yagny
— = —
x a b

Ayyrmak amaly gosmagyn isti bilen kesgitlenenligi sebépli, ony
mundan beyldk ayratyn amal hasp etjek déldiris. Seyle hem wektory
a#0 sana boOlmegi ayratyn kesgitlip durmarys, ¢ilinki ony
a~  lsana kopeltmek bilen calsyryp bolyar.
Cyzykly operasiyalary ulanyp, sana kopeldeln wektorlardan
jem diizip Dbilydris:tqy —#+0y = 4o +0, =  su gOrnisdaki
b,y b2 by
anlatmalara wektorlaryn cyzykly kombinasiyalary
di}'/il}'/ér Cyzykly kombinasiya giryin sanlara ol kombinasiyanyn
Cyzykly operaSIyalaryﬁ yokarda sanalyp gecilen hisiyetlerm
komegi bilen ¢yzykly kombinasiyalardan  diizilen aflatmalary
algebranynn adaty diizgiinleri arkaly Ozgerdip bolyar, vyagny
skobkalary acmak, menzesclenleri toparlamak, kabir c¢leni garsylykly
alamaty bilen deiligin beyleki bdlegine gecirmek we suiia menizes
operasiyalary yerine yetirip bolyar.
Wektorlarynn ¢yzykly kombinasiyasy asakdaky 0z-6ziinden diignikli

hdsiyetlere eyedir,eger —* ,—,.......,— wektorlar kollinear bolsa, onda
dy dg an

olaryn islendik ¢yzykly  kombinasiyasy sol  wektorlara
kollineardyr,eger —,—*,....... a—> wektorlar komplanar bolsa, onda
iy g k
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olaryn islendik ¢yzykly kombinasiyasy olar bilen komplanardyr. Bu
hisiyet a— wektoryi ? wektora kollinearlygyndan we wektorlaryi
i

jeminin  sol wektorlaryni tekizliginde verlesyandiginden , hatda
gosulyjylar  kollinear  bolanda, olar bilen bir goni ¢yzykda
verlesydndiginden gelip c¢ykyar.

KESGITLEME:Goni ¢yzykda islendik nul didl wektora
bazis diyip bolyar.

Tekizlikde belli bir tertipde alnan iki sany 06zara kollinear
dal wektora bazis diyilyar.Ginislikde belli bir tertipde alnan {ic sany
komplalar dél wektora bazis diyilyar.

BELLIK:Tekizlkddki bazsit wektorlary nul wektor bolup
bilmeyér, ¢iinki olaryn biri  nul-wektor  bolaysa, olar kollinear
bolardy.Seyle hem gmisligin bazisiniii ikisi kollinear bolup  bilmez,
clinki seyle bolanlygyna olaryn iigiisi hem komplanar bolardy.

Eger wektor  birnige wektoryin  ¢yzykly kombinasiyasy
gorniisinde anladylan bolsa, onda ol wektor  berlen wektorlar

......

boyunca dagydylan diyilydr.Kopleng wektoryn  bazis wektorlary
boyunca dagytmasyna

garalyar.
KESGITLEME:Eger —,—,— wektorlar ginislikde
ay dz Gz
bazis wektorlary bolsa we  —=ay —+0t; —=+03 — bolsa, onda
0 bi bz b3

4 &> 3 sanlara ;’ wektorynn berlen bazisddki kompanentalary

/ ya-da kosdunatalary /diyilydir. Wektorynn tekizlkdidki we goni
cyzykdaky  kompanentalary  edil yokardaky yaly kesgitlenilyar.
Wektorynn  komponentalaryny harply  belgilenménii  yzyndan

skobkalarda  yazyarlar. MESELEM ::’/ 1,0,1,/ yazgy ;’ wektoryn

ginislikde berlen kébir bazisde kompanentalarynyn degislilikde I-e,
0-a we |-e deiidigini anladyar.

1-nji Teorema : Kébir gbni ¢yzyga parallel bolan her bir wektor sol
goni ¢yzykdaky bazis boyunga dagadylyp bilner.

Subudy: Bu tassyklama asakdakyny anladyar . Nul dal —g’( goni

16



cyzykdaky bazs) wektora kolleniyar bolan her bir —* wektor licin &
=3

san tapylyp, =& *— denlk yerine yeter. Seyle san —* we —*
a 13 a =3

wektorlaryit  birmenizes ugrukdyrylandygyny va-da olaryn garsylykly
ugrukdyrylandygyna baglylykda ya —*/— sana ya-da —: — sana
a & L e

den bolar.

2-nji teorema: Haysydyr bir tekizlige parallel bolan wektory sol

tekizlikde alnan bazs boyunca ¢yzykly kombinasiya dagydyp bolar.
SUBUDY:Bu tassyklamanyii manysy

asakdakydan ybarat. Ozara kollinear dil ki sany — we —

Qg Qg

wektorlar bilen komplanar —P wektor iigin /— we — wektorlar sol
@y tz

ki tekizlkde bazis mele getiryarler / — we — sanlar tapylyp,

y ]

;}zatl —++@; — denlk yerine yeter. Bu sanlary gorkezmek {i¢in
&y &z

berlen wektorlaryi /—,— We — / igiisinii hem baslangyclaryny

a aq o

bir 0 nobatda yerlesdireris we ;} wektoryn A ahyryndan — wektora
s

parallel bolan AP gbni ¢yzygy gecireris.
Onda wektorlary gosmagyn kesigtlemesinden alarys: —*=—7+7,

04 oP paA'
Ozinem —* wektor bolsa — wektora kollinear,— wektor bolsa, —
oF a, PA az

wektora kollinear./Hususy halda O—P} we ;; wektorlaryn islendigmnin
nul wektor bolmagy miimkin/.Indi Ewe ;; wektorlar ticin 1-nji

teoremanyn tassyklamasyndan peydalanyarys:

—=0(;, — we — =0, — bu }'/erden —=0(; = +00,—
op 2q PA o 04 8y En
}'/a_da — = — +L’.)‘(2 —

3-NJI TEOREMA: Her bir wektory gilislikde alnan
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bazis boyunca dagydyp bolar.
SUBUDY:Bu teoremanyn tassyklamasy asakdaky

valydyr.Her br —+ we komplanar ddl —,— we — wektorlar iicin
a a4 Ao g

4,0, We o3 sanlar tapylyp:

—=0; —+d, —+03; — denlk Yerine yetyir.
a ooy Oin oy
Teoremany subut etmek {icin dort wektoryn hemmesiniii

baslangyclaryny bir 0 nokatda yerlesdirelin. Sofira —* wektoryn A
2
ahyryndan —  wektora parallel bolan AP gbni ¢yzygy

g

gecirydris.Onda —*=—?+— bolar, 6zinem — wektor —* wektora
0A OP PA PA am

kollinear.—*  wektor  bolsa,— we —  wektorlar  bilen
oF ay ag
komplanardyr.Yokarda subut edilen 1-nji we 2-nji teoremalaryi

esasynda alarys—=0z =+ we —=; »++ @& —, onda
FA = oF 2y go

—=@; =2+, = + A3 — ya-da =@, =S +a, >+A; —
04 gy = g a 8y = -

4-NJI TEOREMA:Yokarda getirelen ii¢ teoremanyii
tictisinde hem kompanentalar birbahaly kesgitlenyérler.

Bu tassyklamany garsylykly guman etmek usuly bilen

subut edeln,yagny kabir E’ wektor gmislikde alnan bazs boyunca

diirli ki gérmiisde dagydylypdyr diyip guman

edeliii: —=a@, =+a; —=+0z >  we —=f§; =+, =>+f; —.
a 8y €z €z a gy €3 €z

Birinji anlatmadan ikinji anlatmany clenme —clen ayryp alarys:
(@1-B1)2>+@;-B2)>+(@3-B3)>=0
Qi Qz 33
Eger su tapawutlarynn il bolmanda biri nuldan tapawutly bolsa, onda
biz bazis wektorlarynyn birini beyleki ikisi boyunca dagydyp

" . . w3
bileris.Mysal iigin: eger ®1-f1.9 bolsa, onda alarys:—= LA
=21 aj_—lll_";'i 3]

18



23—_‘;3 ? Bu bolsa,bazis wektorlarynyin komplanar daldigine garsy
1-f4 @3

gelyar.Alnan gapma-garsylyk bolsaher bir wektoryil sol bir bazis
/giiglikde/ boyunca dagytmasynyn yeke-tdkdigini subut edyir.Goni
cyzygyn bazsi, tekizligin bazisi boyunga-da, dagytmagyn yeke-
takdigi edil giniglikdéki yaly subut edilyar.

Ahyrky teoremanyil subutyna goz aylasak,biz onun
asakdaky s6zlemin hem subutydygyny seljereris.

TEOREMA:Den wektorlaryin bir mefizes
kompanentalary bardyr.

Analitik geometriyada wektorlar baradaky geometrik
tassyklamalar su wektorlaryii kompanentalarynyni istiinde gecirilyédn
hasaplamalara getirilydr. Asakdaky iki sozlem 6z kompanentalary
bilen berlen wektorlaryn istiinde ¢yzykly operasiyalary ndhilli yerine
yetirilyandigi gorkezyar.

SOZLEM :Wektory sana kopeltmek iigin
onuiikompanentalarynyn her birini sana kopeltmek
gerek.Hakykatdan-da, eger —*=c; —*+a&, —*+3 — bolsa, onda

a = G (=]
AP=NAy Ay 40 )= )P HAA )2 HAdg) 7
a =N = = 8y = =
SOZLEM:Iki wektor gosulanda olaryii degisli
kompanentalary gosulyarlar. Hakykatdan hem, eger
=y :HIZ :2}+0:3 :; we —b*:ﬁl ::ﬂi?z z+ﬁ3 :; bolsa, onda

—}+_b>:((11 —?+£12 —*
il

gy gz
+y =)+ By =+f, =+L3 2)=(Ay+B1) =+ +B5) = +(A3+53)
&g gy &z g3 gy &z
_}l
g3

2.WEKTORLARYN CYZYKLY BAGLYLYGY.

Eger birnid¢ce wektoryn ¢yzykly kombinasiyasynyn ahli
koeffisientleri nula deii bolsa,onda ona triwial ¢yzykly kombinasiya
diyilydr.Elbetde, islendik wektorlardan diizilen triwial goni ¢yzykly
kombmasiya nul wektora deidir. Cyzykly kombinasiyanyii in
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bolmanda bir koeffisirnti nuldan tapawutly bolsa, onda ona triwial

rrrrr

KESGITLEME:Eger —, —,......... — wektorlaryil nula
an

Gy dg

den bolan dik triwial dal ¢yzykly kombinasiyasy bar bolsa, onda

------

= — sanlar bolup, &ty —=+a, —+......... a;, —=0 we
y g En 2y dz s
2, .2
ay+as;+...... (IE #0 bolsa, onda —=, —,......... — wektorlara ¢yzykly
Gy Qg ag

bagly gektarlar diyilyar.
Garsylykly halda, yagny —*, —*,......... a—> wektorlaryn dine
k

Gy dg

triwial ¢yzykly kombinasiyasy nula den bolsa, onda ol wektorlara

rrrrr

dil bolsa, onda , (¥4 —*+0; —+......... ), —=0 denlikden
a1 az 2
oy=0s=........ =i, gelip ¢ykyar.

Cyzykly baglylyk diisiinjesininn asakdaky hdsiyetlerini belldp
geceli.
Eger —, —,........ — wektorlaryni arasynda nul wektor bar bolsa, onda
ay

olar ¢yzykly baglydyrlar.Hakykatdan-da,olaryn ¢yzykly
kombinasiyasynda nul wektorlaryn koeflisientinil-e den diyip,
beyleki wektorlaryil koeffisientlerinihula den diyip kabul etsek, onda
bu ¢yzykly kombinasiya triwial dil, emma nula deni bolar.

Eger —, —,........ a—’ wektorlaryn ¢yzykly bagly
k

2y o

ulgamyna bir ya-da birndge by, D ,...... bj, wektorlar gosulsa, onda

tdze alnan —=, —,......... —* bl, bz, ...... flj ulgama hemgyzykly bagly
@y Oz g

bolar.Hakykatdan-da, =, —,......... a—> wektorlaryin nula den bolan
ay dg k

triwial dl gyzykly kombinasiyasyna@ by, b,,...... B;  wektorlaryii her

birini nula kopeldip gossak, yene-de nula den bolan triwial dél
¢yzykly kombinasiyanyalarys.
20



TEOREMA:Berlen wektorlaryn ulgamynyn c¢yzykly
bagly bolmagy licin olaryil birnin beyleki wektorlaryii ¢yzykly
kombinasiyasyna dagydylmagy zerur hem yeterlikdir.
SUBUDY:Goy, =, —,......... —, wektorlar ¢yzykly bagly

@y @z Ok
bolsun,yagny &4,&;, &5......,0&, koeffisientler tapylyp,
0y =+Q; 2+ (5 — bolsun we m bolmanda olaryil biri,
aq sz ar

meselem, &; nuldan tapawutly bolsun. Bu halda , — wektor
01
oy, A3......,0, wektorlarynn ¢yzykly kombmasiyasydyr. Hakykatdan-
ﬂ!z 3

da,biz ony ==—2 — =2 —.__..~%— osmisde atladyp bilers.
a; @1 @3 @3 ag @1 ag

Tersne, goy indi berlen wektorlarynn biri, mysal {icin —
ay
wektor beyleki wektorlaryi ¢yzykly kombinasiyasy gorniisinde

anladyp bolsun,yagny _}:ﬁz ﬂz'i'ﬁg a+......... +ﬁkak bolsun.
s |

Bu yerden —, —,......... a—} wektorlaryt -1, B2, Bx........ B
K

@y dz
koeffisientli ¢yzykly kombmasiyanyn nula dendigi gérniip dur. Bu
¢yzykly kombinasiyanyn triwial defiligi sebépl, a—}, a—}, ......... ﬂ_s:
1 Z
ewktorlar ¢yzykly baglydyr.
Cyzykly baglylyk diisiinjesine degisli yene-de birndce
tassyklama garalyn.
Teorema:Ozara kollinear iki wektor ¢yzykly
baglydyr. Tersine,¢yzykly bagly iki wektor hemise kollineardyr.
Hakykatdan-da, goy bize iki sany kollinear bolan wektor
berlen bolsun.Olaryn nul wektor bolmagy hem miimkin, onda
tassyklamanyn dogrudygy gomiip dur, olaryin biri nul dil wektor
bolmagy miimkin, onda ikinji wektor onun tisti bilen anladylyar. Iki
halda hem wektorlar ¢yzykly baglydyrlar.
Tersine,yokarda subut edilen tassyklama gord ¢yzykly
bagly iki wektoryn biri beylekisinini {isti bilen ¢yzykly
anladylyar,diymek olar kollineardyrlar.
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TEOREMA:Islendik komplanar ii¢c wektor ¢yzykly
baglydyr we tersine, ¢yzykly bagly tic wektor komplanardyr.

SUBUDY:Goy, li¢ sany komplanar wektor berlen
bolsun.Olarynn haysydyr ikisine garalyn.Eger olar kolinear bolsalar,
onda olar 6zara ¢yzykly baglydyr, seyle hem olar iigiinji wektor bilen
cyzykly bagly bolarlar.Eger-de alnan iki wektor kollinear dél bolsa,
onda {i¢iinji wektoryolaryn Usti bilen anladyp bolar we sona gora-de
cyzykly bagly bolarlar.

Tersine, ¢yzykly bagly lic wektoryn biri beyleki
kisiniiiiisti bilen anladylyar, diymek, ol beyleki iki wektor bilen
komplanardyr /eger beyleki ki wektor kollinear bolsa, onda ol
tictinji wektor hem olara kolinear bolar./

TEOREMA:Her bir dort wektor ¢yzykly baglydyr.

Hakykatdan-da,berlen dort wektoryn islendik {igiisine
garalyn. Eger olar komplanarlar bolaysa, onda olar 6zara ¢yzykly
baglydyr we dordiinji wektor bilen hem ¢yzykly bagly ulgamy
diizerler. Eger-de olar komplanar dil bolsa, onda dordinji wektor
olarynn ¢cyzykly kombinasiyasyna dagydylyar, bu bolsa olaryn
cyzykly baglydygyny gorkezyir.

3. KORDINATALAR ULGAMLARY. KORDINATOLARYN
DEKART ULGAMY.

Gmislikde 0-nokady fiksirldp, M nokada garalyn. af}

------

gislikde, 0 nokatdan basga, kdbir bazis hem saylanyp alnan bolsa,
onda M nokada sanlaryii tertiplesdirilen ii¢liigini — M nokadyn
radius-wektorynyn kompanentalaryny — degisli edip bolar.
KESGITLEME:Nokadyin we bazsiii toplumyna
kordinatalar baslangyjy diyip at berilydr, koordinatalar
baslangyjyndan bazis wektorlarynynl ugry boyunca gecyin goni

rrrrr
.....

......

tekizliklere koordinatalar tekizlikleri diyilyér.
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KESGITLEME:M nokadyn kordinatalar baslangyjyna
gord radius-wektorynyn kompanentalaryna M nokadyn garalyan

------

4 KOORDINATALARYN GONUBURCLY DEKART
ULGAMY.
Koordmatalaryn dekart ulgamlary kibir yorite alhan
ulgamlaryna - goniiburgly dekart ulgamlaryna — gord seyrek
ulanylyar.

KESGITLEME. Eger bazsii wektorlary jiibiit — jlibiitden
ortogonal bolup , olaryn uzynlyklary birlige deni bolsa , onda bu
bazise ortonormirlenen bazis diyilydr. Bazsi ortonormirlenen
koordinatalaryn dekart ulgamyna koordinatalaryn goniiburcly
dekart ulgamy diilydar. Geliekde biz koordinatalaryn dine
goniiburcly dekart ulgamyndan peydalanjakdyrys. Bu ulgamda
bazis wektorlaryny i, jwe kharplar bilen belgilejekdiris. Olara
ortlar diyip at berilydr. Giniglikde her bir radius-wektoryi

=Xy + zk dagytmasy bardyr.

Tekizlikde koordnatalaryin goniiburgly dekart ulgamyna
gord nokadyn koordinatalary hem edil yokardaky yaly tapylyar.

Gmislikde koordinatalaryni goniiburgcly dekart ulgamyna
lo,1,],k/f garalyn we sol ulgamda A hem B iki nokady alalyn ,

goy, olarynn koordimnatalary degislilikde x1,%1, 21, We X2, Var 22
bolsun.
Goy oniimizde > wektory dagytmasyny tapmak

meselesini  goyalyn.

mooa o, bolyandygy ¢yzgydan gorimer. — we — radius-wektor-

laryh  dagytmasyny yazalyh: — =xzi+y2j+
+¥gk=>=x30 +1 j+Z k. Bazis boyunca dagydylan wektorlary

ayyrmak /goymak/ diizgiini boyunca yazarys:
romoas(X2-%1) 14(02-01 ) j+(22-21 ) K

Seylelikde, asakdaky tassyklama subut edildi
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Wektorynn komponentalaryny /koordinatalaryny/ tapmak ti¢in
onun ahyrynyii koordinatalaryndan baslangyjynynn degisli
koordinatalaryny ayyrmak gerek.

5.KESIMI BERLEN GATNASYKDA BOLMEK.

AB kesimde ony A>O gatnagykda bolydn, yagny {%z‘l

serti kanagatlandyryan, M nokadyn koordinatalaryny tapalyi.
Yokardaky serti wektor goriisde seyle Vazyp bolar:

— =)\ ¥ —
AM MEB

A we B nokatlaryn koordinatalaryny degislilikde /x1: ¥1r 21, /
We /X3, ¥z Z2/ bilen, M nokadyn koordinatalaryny bolsa /g ¥
zZg /bilen belgildp, biz /i/denligin iki bdlegini-de bazis

boyunga dagydarys, Ozinem o we = wektorlaryn

komponentalaryny yokarda subut edilen tassyklama esasynda
taparys:
E:/ Xp-¥1 / | + / }’D_}"j_/_j'- +/ Zp—Zq /k we
o=l Xa-xo i+ ya-Yo li +122-20 [ &

Onda /i/ denlik asakdaky gorniise eye bolar:
(xg-xq) 1+ (¥o-¥1)J + (Z0-z1) k=4 ((x2-xq) 1 + (¥2-
Yo) J+ (22-20) k')
Bu yerden iki wektoryn denligi esasynda alarys:
Xp-X= A (X¥2-%g),
Yo-¥1=X (V2-Y0) ,
Zg-Z3= A (Z2-Zp) .
Bu ulgamy ¢oziip ‘t%p1}'/arys:
_ waehag y+AVE

Za+ AEg
—— Ep=
134 ' 20T 142 0 BT 21

Bu formulalara kesimi berlen gatnagykda bolmegin

rrrrr

Xg=

etsek, onda / 1/ denlikden gorniisi yaly M /xg, Vg, Zo / nokat bary

bir sol AB goni ¢yzykda yatyar, emma M nokat AB kesimden
dasarda yerlesydr, M nokat AB kesimi / A/ gatnagykda bolar.
Sonun iigin hem /2 /formulalar has umumyrak meseldniii
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¢ozilisini beryérler. Has takygy, sol formulalaryn komegi bilen
kesimi berlen gatnasykda icki nokat bolup hem, dasky nokat
bolup hem bolyan hallarynda ol nokadyn koordinatalaryny
tapmak bolyar.

Tekizlikde kesimi berlen gatnasykda bolmak meselesi edil
ginislikddki yaly cozilydr, yone bu halda bazis ki wektordan
ybarat we sonun ligcinem /2 /formulalardan dine iki sanysy
alynyar.

Eger M nokat AB kesimin ortasy bolsa, onda A=i
bolyar we /2 /formulalar asakdaky gorniise eye bolyar:

Xty V14D _Zi+dg

Xo= y Yo y 9=

Bu formulalara kesimi den yarpa bdlmegin formulalary
diyilyar.
6. KOORDINATALARYN POLYAR ULGAMY.

Koordmatalaryn dekart ulgamy nokadyn kébir geometrik
obraza gord yagdayyny kesgitlemegin yeke-tik usuly déldir.
Munuii tigin koordinatalar ~ sistemalarynyn  diirli-diirli  gorniisleri
ulanylyp bilner. Su yerde biz olaryil birndgesini beyan edyaris.

Tekizlikde koordnatalarynn polyar ulgamy yygy-yygydan
ulanylyar. Ol ulgamy bermek igin polyus diyip atlandyrylyan
O nokatdan ¢ykyan P gohle alyarlar. M nokadyn yagdayy iki
san bilen fiksirlenyar: olaryn biri T:mTﬁ radius, beylekisi bolsa

polyar ok bilen P wektoryn

......

arasyndaky @ burcdyr. ¢ bur¢a polyar bur¢ diyilyir. Biz ony
radianlarda  Olcéris we polyar okdan sagat strelkasynynl tersine
bolan ugur boyunca hasaplarys.

Polyusda r=0,emma  kesgitsiz galyar. Bagsga nokatlar
tcin >0 we burg 27 sana kratny bolan gosulyjynyi
takyklygy bilen kesgitlenydr.Bu aydylanlara seyle diisiinmeli.
Mysal Ggin, sanlarytn (r; @), (r;®+2m) we umuman (r; ¢ + 2ki),
bu yerde k-islendik bitin san, jibiitleri sol br M nokadyn
polyar koordmatalaryny ailadyarlar.

Kébir halatlarda polyar burcun {iytgeyis oblastyny belli
bir sertler bilen ¢éklendirydrler, meselem, 0=¢ =2m vya-da -
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=@ =,

Goy, bize koordmnatalarynn polyar ulgamy we sanlaryn /
r, @/ jibiiti berlen bolsun, bu yerde r- otrisatel dil san. Biz
bu jiiblite polyar koordinatalary M Y sanlar bolan M nokady
degisli edip bileris. Hakykatdan-da, eger r>0 bolsa, onda ol
jibiite uzynlygy 1t bolan we polyar ok bien ¢ burgy
diizgdn radwus-wektorly M nokady degisli edyéris. Sunlukda,
eger r-n we @-w,=2mk bu yerde k-bitin san bolsa, onda /r;
@ /[ we /r;@4/ jiibiitlere sol bir nokat degisli bolyar.

Tekizlikde koordmnatalaryn goniiburcly dekart ulgamyny
alalyn, Ozimem koordinatalar baslangyjyny polyusda
verlesdiryaris we uzynlyklary 1-e deil bolan wektorlaryn/

/ —:>1:i,:—">:j/ birini polyar okun ugry boyunca ugrukdyryarys,

T

beylekisini - bolsa ol oka 7 burg boyunga ugrukdyryarys. Suratdan

gorniisi  yaly, nokadynn dekart koordmnatalary sol nokadyn polyar

koordinatalary arkaly asakdaky formulalar bilen anladylyar:
X =rcos@,y =rsing.

7.SILINDRIK KOORDINATALAR.
Giiglikde silindrik koordinatalar asakdaky yaly
girizilyar.Fiksirlenen ¢ tekizlkde kibir O nokady we c¢ykyan

OX sOhlini alyarys. Mundan bagga-da O nokadyn ustiinden ¢
tekizligine perpendikulyar bolan ¢z oka garalyn. Goy M
giigligin islendik nokady bolsun, onuii @ tekizlige
proeksiyasyny N bilen belgililin , M nokadyn oz oka
proeksiyasy Mz bolsun. Sanlaryn T, ¢ we z {igligine M nokadyn

------

O poljusa we OX poljar oka gord N nokadyn « tekizlikdédki
polyar koordinatalarydyr. . @ we z silindrik koordinatalary bolan
M nokady M/r; @; z/bilen belgileyirler.

“Silindrik koordinatalar” diyen at r = const koordinataly
tstiin  siindr bolyandygy sebédpli yiize cykypdyr, yagny sol bir
r koordinataly ustiin silindr bolyandygy sebépli yiize c¢ykypdyr,
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yagny sol bir r koordinataly nokatlaryn kopligi goniicyzykly
emelegetirijileri 0z oka parallel bolan silindrik {sti emele
getiryar. Eger goniiburcly dekart ulgamynyn oklaryny suratda
gorkezlisi yaly edip alsak, onda M nokadyn =x,,z dekart
koordinatalary  sol nokadyn 7, ¢,z silindrik koordinatalary bilen
asakdaky formulalar arkaly anladylyar:
X=1cos@, Y=rsing, z=2z.
8.SFERIK KOORDINATALAR.

Sferik koordmnatalary girizmek tigin - gmislikde umumy
O baglangyjy bolan, 6zara perpendikulyar ox, oy, we 0z {i¢ oka
garalyn. O nokatdan alalyn, N nokat M nokadyn Oxy
tekizlige proeksiyasy bolsun, r san M nokadyn O nokatdan
uzaklygy bolsun. Mundan basga-da & burg ugrukdyrylan >

kesimin o0z ok bilen emele getiryin burgy, @ x bur¢ bolsa ox
oky o N sohle bilen gabat gelydngd sagat strelkasynyn tersine
aylamaly bur¢ diyelin. & we ¢ burglara degislilikde gnlik /
sirota/ we uzynlyk /dogota/ diyyarler.

r, 8 we @ sanlara M nokadyn sferik koordinatalary

Guiigligin nokatlarynynn we sferik  koordiatalaryn /r;
8: @/ Ugliklerin arasyndaky degisliligin Ozara birbahaly bolmagy
licin adatca r we ¢ ululyklary asakdaky céklerde tiytgeyar diyip
hasap edyirler: O0<r=+4+cc , 0=@<2m,

O koordinata bolsa kesgitlenisine layyklykda O we X sanlaryn
arasynda verlesyar.

Eger koordmatalarynn goniiburgly dekart ulgamynyn
oklaryny suratda gorkezilisi yaly alsak, onda M nokadyn x ¥,z
dekart koordinatalary onun . ¢.8 sferik koordinatalary bilen
asakdaky formulalar arkaly anladylyar:

x=rsinfcosg , y=rsinfsing, z=rcosf,

9.IKI WEKTORYN SKALYAR KOPELTMEK HASYLY.
Iki wektoryn arasyndaky bur¢ deregine umumy
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baslangyjy bolan we berlen wektorlara den wektorlaryn
arasyndaky burgy kabul edyirler. Kébir hallarda bur¢ Olgenende
haysy wektordan we haysy ugra olgeg gecirilyindigini
gorkezyarler. Eger seyle gorkezme bolmasa, onda iki wektoryi
arasyndaky bur¢ m—den uly bolmazlyk sert bilen alynyar. Eger
ki wektoryn arasyndaky bur¢ goni bolsa, onda ol wektorlara
ortogonal _wektorlarlar diyilyar.

KESGITLEME. Iki wektoryn uzynlyklarynyn olaryi
arasyndaky burcun kosinusyna kopeltmek hasylyna den bolan

rrrrr

kopeldjilerin M bolmanda biri nula den bolaysa, onda olaryn
arasyndaky bur¢ kesgitsiz galyar, bu halda skalyar
kopeltmek hasyly kesgitltme boyunca nula deni hasap edilyar.

- we wektorlaryh  skalyar kopeltmek hasyly /= ?/
bilen belgilenyér, seylelik bile& biz ony seyle yazyp bileris:

(ab)=ld] - |5] - cose,
Bu Yerde ¢ bur¢ @ we b wektorlaryt arasyndaky burcdyr.
Skalyar kopeltmek hasylyn asakdaky hdsiyetleri aydyn gorniip
dur:
LSkalyar kopeltme kommutatindir, yagny islendik
a we b wektorlar ticin .
(a, b)=(b, a)

denlik adalatlydyr.

2. Iskndik @ wektor ticin (@, a@)=lal?.

3. Eger kopeldijiler ortogonal bolsa ya-da m bolmanda
olaryn biri nul wektor bolsa, onda su halda we die su halda
olaryn skalyar kopeltmek hasyly nula dendir.

4. Ortanormirlenen bazisin  wektorlary asakdaky
denlikleri kanagatlandyryar:
0=, =k, =1,

@.D=0.0=kd=0.

TEOREMA. Eger bazis ortonormirlenen
bolsa, onda islendik a wektoryn komponentalary
ay=(a, 1), a,=(d,j) , az=(d, K)formulalar arkaly tapylyarlar.
Bu defilemede a,b, R? hemiselikler degislilikde toweregii
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merekezinde kordinatlary we onun radiyusy iiytgeyin x we y ulyklar
bolsa toweregiit erkin M nokadyn kordinatlary hususy halda eger
kordnatalr baslangyjy toweregin merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we 121 defileme has Yonekey gorniisi alar: x°+y?=R?

Bu yerden /2/ we /2/ defilemeler) merkezi c/a;b/ nokat radiusy R-e
den bolan toweregini /2/ denlemesinin bardygyny goryaris. /2/
detilemede oklary agyp alarys. X°+y?-2ax-2by+(a’+b*-R%)=0 /3/
ya-da x2+y?+Dx+Ey+F=0,

bu yerde D=2a,E=-2b, F=a?+h?-R?diyip kabul edildi. /3/ defileme
ikinji derejeli defilemedir. Seylelikde towregin liytgeydn kordmnatala-
ra gord kiji derejeli denlemesi bardyr emma her bir ikinji derejeli
denlleménin toweregi kesgitlenmeyénligi bellemek gerek.
Hakykatdanda /3/ defilemeden asakdakylary goryaris, tOweregin
denllemesinde kordinatalaryn kwadyratlanyii koefissenyleri 6zara den
bu denllemelerin kordinatalaryin kdpeltmek hasyly /xy/ girmeyar.
Tersine eger su iki sert yerine Vetse /x> we y? cleneleriii
koeffisentlerininn  ¢zara deniligi xy ¢lenit denlemede yoklygy/ onda
umuman aydylanda ol defileme toweregi kesgitleyir sebibi ony x?-yii
koeffisentine boliip /3/ gorniise getirip bolar.

Ellips kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan bérden ki nokada
cenli uzaklyklarynyn jemi hemiselik san bolup takyklygyn nokatlar
uzaklykdan uly bolmaly.Ellipsin defilemesini diizmek {i¢in berlen F;
we F, nokatlary birlesdirydn gojni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde
Kabul ederis ol okda F;-den F, — tarap ugry polazitel diyip Kabul
ederis F1 F2 nokatlary birlesdirydn kesimini ortasyny kordinatalar
baslangyjy deregine Kabul edelii fokuslaryn arasyndaky FiF;
uzynlygy 2c bilen belgililin. Onda F;we F; nokatlaryn kordinatalary
degislilikde /c;0/ we /-c;0/ bolar. Ellipsint erkin N nokadynyn
kordmnatalary. X we y bilen belgililin. F1M we FoM kesimlerin
uzynlyklarynyn formulasy boyunca ailadalyii:

FiM=+/(x—c) +y?,

Ellipsin kesgitlemesine gord kordinatalar sistemasynda elipsii
denllemesidir. Ellipsiii defilemesi m yonekey gorniisi alar yaly /1/
denilemede radikallary yok etmek gerek. Radikallaryn birini sag
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bolege geciryaris.

J(x—=c) +y?=2a-/(x—c) +y?
Indi d= \/ (V=% ] +(v—y,)f formula buyunca M we N nokatlary
arasyndaky uzynlygy tapmak galyar, yagny

2 2

A%+ B? A? + B2

_ \/AZ(AXO ~1By, +c}2 . BZ[Ax0 + By, +ch _
A’ + B? A’ + B?
_ \/(Axo +By, +c)’ _|AX, +By, +¢|
A% + B® JA? + B2
Goni ¢yzygynt polyar kordmnatalardaky denlemesi.
Goni ¢yzygyn normal denlemesini alalyn x cosa +ysina -p=0
tekizlikde kordmnatalaryn goni burcly dekart sistemasy bilen polyar
kordnatalarynl sistemasy arasyndaky baglansygy beryin formylalary
vazylan. X=r cOS« y=rsin
Ugyteyén x we y ulylyklaryfi bu bahalaryny goni ¢yzygyi normal
denlemesinde goyyarys: r cos g COSa +rsing sina -p=0 ya-da
r( cos pcosa + singsina )-p=0 bu yerden r-cos(¢ - & )-p=0
bu bolsa goni ¢yzgyn polyar koordinatalardaky denlemesidir.
IKinji tertipli egri ¢cyzyklaryn elementar teoriyasy

Uytgeyin x we y ulylyklara gord ikinji derejeli umumy deilleme
oziinde ikinji ¢lenleri /x%xy we y?/ birinji derejeli cleni /azat gleni/
saklayar. Suna layyklykda ikinji derejeli umumy denleméni asakdaky
Valyyazyp bolar. AX+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0
Bu yerde A,B,C koffisentlerin il bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A,B,C,D,E,F koefissentlerin diirli bahalarynda bu
denlemednin haysy ¢yzyklary kesgitlenyandigi baradaky sowada
indiki bolimde garaljak. Su bolimde ikinji derejeli defilemelerin
kabir yorite gorniislerine garap gecelin.

Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyan nokatdan deni
daslasan tekizligin nokatlar kopliigine towerek diyilydr. Toweregin
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nokadyny onun merkez bilen birlesdiryin kesime seyle-de sol
kesiminn uzynlygyna toweregm radisy diyilyar.

R radiusyn toweregin denlemesini diizelin.

Kordmnatalar oklaryny erkin saylap alalyn onda tdweregin c
merkezinint koordinatalary a we b bolar. Toweregin erkin M
nokadynyii koordinatalaryny x.y bilen belgildlin toweregit dhli
nokatlaryna mahsus bolan hésiyeti analitiki ailadalyn. Toweregin
kesgitlemesinden onuii islendik M nokadynyn C merkezinden
uzakdygynyn hemiselik ululygy we onun toweregii R radiusyna
dendigi yagny CM=R bolyandygy gelip ¢ykyar.

Cm ululygy C we M nokatlarynn arasyndaky uzaklyk
hokmiinde kesgitlip biz /I/ defiligi M nokadyn Oytgeyan
koordinatalarynyn {isti bilen afladarys:

Jx=yF+(y—bf =R /I/. Ahyrky defileminifi iki bolegini-de
kwadrata goterip biz toweregin denlemesini vady vazarys:
(y=by +(y-bf =R? 12/

Bu deiilemede a,b, R hemiselikler degislilikde toweregii merkeznin
kordnatalary w onuil radiyusy iiytgeydn x we y ulylyklar bolan
toweregin erkin M nokadynyn koordinatalary. Hususy halda eger
kordinatalar baslangyc toweregih merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we /2/detileme has yinekey gornisi alyar. X°+y?=R?

Bu yerden /2/ we /2'/ denillemeler merkezi C/a;b/ nokatda radiusy R-e
dent bolan toweregm /2/ defilemesiniii bardygyny goryiris. /2/
denilemede nokatlary ac;yg) alarys:

XC+y?-2ax-2by+(a?+h?-R°)=0  /3/ ya-da x*+y*+Dx+ey+F=0 /3/

bu yerde D=2a, E=-2b, F= a®+h?-R*diyip kabul edlildi. Deileme
ikinji derejeli denlemedir seylelikde toweregin iiytgeyan
koordinatalara gord ikinji derejeli deflemesi bardyri emme her bir
ikinji derejeli denleménin toweregi kesgitlemeyandigi bellemek
gerek. Hakykatdan-da /3/ denlemeden asakdakylary goryiris.
Toweregii defilemesinde koordinatalryii kwadratlarynyn
koeffisenleri 0zara den bu deiillemid koordmnatalarynn kopeltmek hasyly
/xy/ girmeyir tersine eger su iki sert yerine etse /x> we Y ¢lenleriniii
koefisentlerinit 6zara derligi xy ¢lenm denlemede yoklygy/ onda
umuman aydylanda ol defilem toweregi kesgitleyar sebibi ony x° ift
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koefisentine boliip /3/ gorniise getirip bolyar.

Ellips kesgitlemefokuslar diyip atalandyrylyan birden iki
nokada ¢enli uzaklyklaryn jemi hemiselik san bolan
fokuslaryn arasyndaky uzaklykdan uly bolmaly/.

Ellipsin denlemesini diizmek t¢in berlen F; we F, nokatlary
birlesdirydn goni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde kabul ederis ol
okda F1 we Fj nokatlary birlesdirydn kesimin ortasyny koordinatalar
baglangyjy deregine kabul edelin. Fokuslaryn arasyndaky Fi, F
uzaklygy 2c bilen belgililin. Onda F; we F, nokatlaryn kordimatalary
degislilikde /c;0/ we /-c;0/ bolar. Elipsin erkin N nokadynyn
kordinatalaryny x we y bilen bagalalyn. F1M we F,;M kesimlerin
uzynlyklaryny iki nokadyn arasyndaky uzynlygyn formulasy
boyunga arladalyn.

EM = (x=y) +y? M =4/(x+c) +y?

elellipsin kesgitlemesine gord F1M+ FoM jem hemiselik ulylyk ony

2b bilen belgildp alarys F1M+ F,M=2a ya-da

Jx=yf +y? +4/(x+cf +y* =2a

Bu deitileme alnan koordinatalar sistemasynda elipsin detilemesidir.
Elipsiii detilemesi i yonekey gorniisi alar yaly /I/ defilemede

redikallary birini sag bolege gegiryaris:

Iki bolegide kwadrata goterip alar
X2-20X+C2+y2=4az-\/ [JC + C]2 4+ }’2+X2+20x+02 +yP

ya-da -dex=da>-da/ (X + €) 7y, yagny exta’=ay/ (X + € ) +y?
Yene-de deflleminini iki boleginide kwadrata géterip alarys:
c*x*+H2a%cxtall=a?(x*+2cex+c*+y?) ya-da c®x*+all=a’*x*+a*c*+a?y?,
yagny (a?-c*)x*ta’y*=a’*(a>-c?).

Bu denleménin iki bolegini-de a?(a-c?) bolup alarys:
Pt _
A @)

0<a bolany sebépli a?>-c*>0. Ony b? bilen belgilemek kabul edilen.
Onda ellipsint denlemesi agakdaky gorniisi alar:
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;L: “:—fl, (3) bu yerde b?=a%-c2. (4)

/3/ detilemi ellipsit kanonik deillemesi diyilyar.

Indi ellipsit formasynyn deriiewine giriselin. Bu deriiewi yerine

yetirmek,/3/ denlemeden ugur alynsa, ansatdyr.

1/ Ellipsin _Simmetriasy. Ellipsin /3/ denlemesinde uytgeydn xwe y

koordinatalar diie kwadratlarda goryérler, sonun ugin eger kabir /x,y/

nokat ellipse degisli bolsa,onda /-x,y/, /x,-y/ we /-x,-y/ nokatlar hem

ellipse degisli bolar.Diymek, koordinatalar oklary ellipsini simmetriya

oklary bolup hyzmat edyarler.

Oziinde fokuslar saklayan ellipsii okuna Fokal ok diyip at berilyir.
Simmetrik oklarynynn kesisme nokadyna,yagny simmetrik

------

ucin fokal ok Ox oky bilen gabat gelyér,koordinatalar baslangyjy
bolsa ellipsin merkezi bolup hyzmat edyir.

2/Ellipsin_simmetrik oklary bilen kesisme nokatlary. Ellipsini
simmetrik oklary bilen kesisme nokatlaryna onun depeleri
diyilydr../3/ defileme bilen berlen ellipsin depeleri onun koordinatalar
oklary bilen kesisydn nokatlardadyr,¢ilinki bu halda koordnatalar
oklary onun simmetrik oklary bolup hyzmat edyair. /3/ denlemede
y=0 diyip alsak, ellipsin Ox oky bilen kesisme nokatlarynyn
abssissalary taparys:

x I4
—=1, bu yerde x*=a*> we x=*a.

=0 gumidn edip, biz ellipsit ordinatalar oky bilen kesisme
nokatlarynyn taparysi—fl, bu yerde y>=b? we y=1b, Diymek

asakdaky nokatlar ellipsiii depeleridir: A4 (a;0) 45 (-a;0), 51(0;b)
B,=(0;-b), b>=a2-¢? (c>0) bolany sebipli b<a sotia gori-de A, A
kesime, seyle hem onuil 2b uzynlygyna ellipsiit uly oky

diyilyar,B 1, B> kesime /we onuii 2b uzynlygyna/ bolsa ellipsiii kigi
oky diyilyar.

a we b uzynlyklara degislilikde ellipsint uly we kici yarym oklary
diyilyar.
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3/ Ellipsit Formasy. Ellipsini formasyny aydynlasdyrmak ugin x==0

we y= 0 hallara garamak yeterlikdir, sebiibi biz yokarda ellipsit
koordinatalar oklaryna gora simmetrik yerlesendigine goz yetiripdik.

/3/ defilemeden — = 1 Va-da X< @ bolandygy gdriinyir,yagny x
2

ululyk 0-dana-b ¢enli liytgdp bilyr.
Yene-de sol defilemeden x ululyk 0-dan a genli artanda ululygyn b-
dan 0-a ¢enli kemelyandigi gorinyér.Seylelik bilen, ellips asakdaky
suratda gorkezilen yaly formadadyr.
Elipsin  F; we F, fokuslaryny hem-de 2b uly okuny bilip, ony
mehaniki gurmak gaty ansatdyr. Uzynlygy 2b den bolan
,onui uclaryna F; we F, nokatlarda berkitmegi, sofira otta F; M F,
gorniisi berip, M nokady hereketlendirmek arkaly ellips gurular /M
nokatda galamyn wjy yerlesdirilyar/.
a=b/c=0 bolanda /3/ denlleme x*+y*=a? gorniisi alar we ol

merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan b radiusly toweregi
kesgitleydr. Sona gord-de towerege den yarym okly ellips yaly
garamak bolar.

Giperbola. Kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan berlen iki
nokatdan uzaklyklarynyn, tapawudy hemiselik san bolup tekizligii

------

hem-de fokuslaryn arasyndaky uzaklykdan kigi bolmaly/.

Bu hemiselik ululygy 2b, fokuslaryni arasyndaky uzaklygy bolsa
2¢ bilen belgildlin.Koordinatalar sistemasyny /oklary/ edil ellipsdéki
valy edip saylap.Goy, M(x;y) nokat giperbolanynn erkin nokady
bolsun.

Giperbolanyn kesgitlemesine gord yazarys:

FQM-FII\/I:iZa /1
Bu deiiligiti sag boleginde, F>M=> F;M bolsa,goymak alamatyny

almaly.Eger-de FEM:J(x +c)+ yz we

F,m= J (x—c)?+ }f: bolany sebépli,/1/anlatmany agsakdaky yaly
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yazarys. J(X—I—CJE —|—y:-J[x—cj:+y::i2a 12/

Bu denleme giperbolanyii saylanyp alhan koordinatalar
sistemasyndaky denlemesidir. /2/ denileméni radikallardan bosadyp,
onun yonekey gorniise getirip bolyar. Radikallaryn ikinjisini sag
bolege gocliryéris:

Indi denligin iki boleginide kwadrata goteryaris:

x2+2cx+c2+y2=x2-2cx+c2+y2i4a\f (x—c)*+ }’2+4a2

ya-da cx—a2=ia\/ (x —c)? + v~
Bu alnan denligini iki boleginide yene kwadrata goteryéris:

c2x2-2a’cxtall=a*(x*-2cx+c?+y?) ya-da (c2-a?)x*-a’y*=a?(c?-a?)
2b<<2c¢ bolany sebépli ¢2-b>=>c bolyar,ony b? bilen belgilemek adat
bolupdur, sona gord-de alyarys: b?x*-a?y*=a’b?

Bu deiiligin ahli ¢lenlerini a?b? bolyéris:
;L: - ;: =1, /3/ bu yerde b>=c?-a>  /4/
/3/ detillemd giperbolanyn kanonik detilemesi diyilyér.
Indi giperbolanyn formasyny deriiemidge gecelii.
1/ Giperbolanynn Simmetrivasy. Giperbolanyn /3/ defilemesi tiytge-
yan ululyklary die kwadratda saklayar, sona gord-de koordinatalar
oklary giperbolanyn simmetriya oklary bolup hyzmat edyar.

Giperbolanyn 6zunde fokuslary saklayan simmetriya okuna onui

------

......

/3/ defileme bilen berlen giperbola u¢in fokal ok bolup Ox oky,
merkezi bolup koordinatalar baslangyjy hyzmat edyar.

2/ Giperbolanyfi simmetriva oklary bilen kesisme nokatlary.
Giperbolanyn simmetriya oklary bilen kesisme nokatlaryny, yagny
onui depelerini tapalym.

3/ denlemede y=0 diyip kabul edip, giperbolanyii absissalar oky
bilen kesisme nokatlarynyn absissalaryny taparys:
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2

Q|H

(=]

=1, bu yerden x*>=a> we x=*a.

Diymek, A,/a;0/ we A,/-a;0/ nokatlar giperbolanyii depeleridir,
olaryn arasyndaky uzaklyk 2a dei. Giperbolanyin Oy oky bilen
kesisme nokatlaryny tapmak ucin /3/ denllemede x=0 diyip giimédn

edelin, onda -i:—;ZI va-da y*=-b?,

bu yerden y=1+/ —b*=+pV—1;
biz Oy oky bilen kesisme nokatlarynyni ordinatalary tigin hyyaly
bahalar aldyk, bu bolsa Oy oky giperbolany kesmeyér diyildigidir.
Yokarda aydylanlara layyklykda giperbolany kesyin simmetrik

......

okyna bolsa giperbolanyii _hyyaly oky diyilyar. /3/ defileme bilen
berlen giperbola ii¢cin hakyky ok bolup Ox ok, hyyaly ok bolup
ordinatalar oky hyzmat edyar.

Giperbolanynn A; we A, depelerini birlesdirilyin A4 A, kesime
we onun 2b uzynlygyna giperbolanyn hakyky oky diyilyar. Eger
giperbolanyn hyyaly simmetrik okunda onun O merkezinde iki tarapa
OB, we OB, kesimleri alyp goysak, onda BB, kesime we onuii 2b

......

3/ Giperbolanyin Formasy. Giperbolanyn formasy deriielende
tiytgeydn koordinatalaryn otrisatel dél bahalaryna garamak
yeterlikdir, sebébi bu egri ¢yzyk koordmnatalar oklaryna gora

simmetrik yerlesendir. /3/ denlemeden % =1 gelip ¢ykyar, sona

gora-de x ululyk a-dan @2 genli tiytgeyar. x ululyk a-dan 22 genli
artanda y ululyk 0-dan 22 ¢enli artyar. Egri ¢yzygyn formasy suratda
sekillendirlisi yaly bolyar. Ol x==a goni ¢yzyklar bilen ¢éklenen
zolakdan dasarda yeryesyar we iki bolekden-sahadan ybarat. Bu
sahalaryii biri tigin F2M> F1M we F;M-F;M=2a /sag saha/ bolyar,
beyleki saha ucin F;M=> F>3M we F;M-F;M=2a /cep saha/ bolyar.
4/Giperbolanyn Asimptotalary. Giperbolanyni gbrnusini has aydyn
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g6z Onune getirmek ugin onuil bilen jebis baglanysykly bolan iki
sany goni ¢yzyga, yagny asimptotalar divlip atlandyrylyan goni
cyzyklara garalyn.
X we y ululyklary polojitel diyip hasaplap, giperbolanyn /3/
3 2

denlemesini y ululyga gord ¢ozeli: "::T -—-1,
2" 2

b
bu yerden Y= VXt —a® 13/

b
/3/ denllemini y=— x gbni ¢yzygyn denlemesi bilen degsirip
a

gorelin. Sonuil u¢in bu goni ¢yzykdaky N(x;y) we giperboladaky M
(x;y) nokatlary alarys. Bu nokatlaryii abssisalary sol bir x sandyr, bu
nokatlary 6zara degisli nokatlar diyyarler.

Y= ¥ bolyandygy gorniip dur, Y-y tapawut M we N nokatlaryn
arasyndaky uzaklygy anladyar, yagny MN=Y-y.

Dangyjynda ahyry bolsa ol goni ¢yzygyn kordinatalar oky bilen
kesisme nokadynda bolmaly.

Goni ¢yzygyn Ox oka yapgytlyk burgyny @ bilen ol goni
cyzygynt Oy okdan kesip alyan OB kesiminiii ululygny bolsa b bilen
belgildlin. Goy M/x;y/ ol goni ¢yzygyn erkin nokady bolsyn M nokat
goni ¢yzyk boyunca hereket edende onun x we y kordinatalary
lytgdp Ozara kébir sert arkaly a baglangykda bolyarlar. Ol sert
ndmeden ybartka. Sony anyklalyn.

Uytgeyin x we y ulylyklar bilen hemiselik b we k=tge
ulylyklaryn arasyndaky baglansyk suratda sekillendirlen hal {icin
vagny goni ¢yzygynn koordinatalar oklaryna gord yerlesisi yorite
saylanyp alhanda c¢yzgydan geo-géni alynyar.

Hakykatdan-da PM=PO;+OM. Emma PM=y PQ=0B=B Qm
bolsa BOM goni burgly ticburglykdan ansat tapylyar: OM=BQ -tg®
=x-tg¢=kx. Bu tapylan bahalary /I/ defilikde goyup alarys.

Y=kx+b

Bu denilemédni dine sol goni ¢yzygyni nokatlarynyii koordnatalary
kanagatlandyryar. Eger nokat goni ¢yzygyn degisli bolmasa onda ol
denilik yerine yetmez Seylelik bilen alnan /2/ defileme goni ¢yzygyn
denllemesidir.
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Goni ¢yzyn /2/ gorniisli denlméni gbni ¢yzygyn kofisentli
serte /2/ defilleméni aldyk. Eger goni ¢yzyk Oy oka parallel balaysa
onun denlemesi ndhili boalrka?

Goy bu goni ¢yzygynn Ox oky bilen kesisme nokadynyn
absisasy a bolsun elbetde bu goni ¢yzygyn islendik nokadynyn
absisasy a denl bolar. Eger nokat goni ¢yzyga degisli bolmasa onun
absisasy a-den bolar. Diymek bu goni ¢yzygyn defilemesi x=a bolar.

Seylelikde eger goni ¢yzygyn Oy oka paralel bolmasa onun
detilemesi /2/ gorniisde yazylyp bilner. Egerde ol ordinatalar
ordinatalar okuna parallel bolsa onda onun denlemesi /3/ gorniisde
bolar. /2/ we /3/ detllemelerinn liytgeydn x wey ulylyklara gord birinji
derejeleri denleme bolyandygy sebdpli biz asakdaky tasyklamany
subut etdik: kordinatalaryn dekart sistemasynda her bir géni ¢yzygyi
birinji derejeli detilem bilen anladylyar hususan eger goni ¢yzyk
kordinatalar bagslangyjyndan ge¢se onda b=0 we su hili goni
cyzygyn denlemesi asakdaky gOrniisi alar.

Y=kx

Eger ¢yzyk Ox oka parallel bolsa onda onuil k bur¢ koefisenti
nula def bolar. Yagny k=0 we goni ¢yzygyn defilemesi
Y=b /5/

GOrniisde bolar.
10.GIPERBOLANYN DIAMETRLERI. CATYRYK
DIAMETRLER.
Simmetriya oklary koordinatalar oklary bilen gabat gelyin
giperbolanyn

x —
221

denlemesine we ki  burg koeffisientli parallel hordalaryn
sistemasyna  garalyn. Su yerde gec¢irilmeli hasaplamalar  we
tassyklamalar ellipse garanyidaky hasaplamalar we tassyklamalar
bilen doly gabat gelydr, seyle netijd gelinyir: giperbolanyn parallel
hordalarynynn ortalary bir goni ¢yzykda yatyarlar, ol goni ¢yzygyn
denllemesi
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hz
y=ax @

gorniisde alynyar we ol ellipse garalan mahalda alnan
bz
a?k,

goni cyzygyn denilemesinden minus alamaty plyus alamaty
bilen calsyrmak arkaly alynyar (gperbolanyn denlemesi ellipsin
defilemesinden we b® yanyndaky alamat bilen tapawutlanyar). Edil
ellipse garalan wgtdaky yaly, giperbolanyn ordinatalar okuna parallel
hordalarynn ortalary absissalar okunda vatyarlar (gperbola Oy oOka
gord simmetrik figuradyr).

Seylelikde, giperbolanynn &hli diametrleri merkezden gecyéin
goni  ¢yzykalrdyr. Giperbolanynn diametrini  bur¢ koeffisientini ks

y=- x

bilen belgilédp alarys:f, = afzk (3)
1
Ya-da
_ b2 f
ik, == (3)

Parallel hordalaryil ortalarynynn istinden ge¢ydn diametre sol
hordalara catryk diametr diyip atlandyrmagy sertleselin. (3) ya-da
(3’) sert parallel hordalaryn kj bur¢ koeffisientini we olara catyryk
diametrin Ky bur¢ koeflisienti bilen baglanysdyryan formuladyr. (3°)
sertin k1 we Ko burg koeflisientlere gord simmetrik bolany sebépli,
asakdaky netija gelyéris: eger Ko burg koeflisientli diametr K; burg
koeffisientli parallel hordalara catryk bolsa, onda ki bur¢ koeffisientli
diametr Kk, burg¢ koeffisientli parallel hordalara catrykdyr. Seylelik
bilen, biz biri beylekisine parallel hordalary iki yarpa bolyén
diametrler jibiitini alyarys. Olara c¢atryk diametrler ya-da (3°)
formula arkaly anladylyan baglanysykda bolyarlar.

Seylelikde giperbolanynn catryk diametrlerinii  tiikeniksiz  kop
jubiti bar. Her bir diametre ona catryk bolan diametr degislidir.

Koordinatalar oklary (simmetrik oklar) ¢atryk diametrlerin
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jubiitini  beryarler, olar 6zara perpendikulyardyrlar. Su hili iki

//////

(3) sertden gomisi yaly, catryk iki diametrin ki we Ko burg
koeffisientlerinin - birmetizes alamatlary bolyar, yagny diametrler sol
bir ¢éryeklerde Dbolyarlar we assimptotadan dirli taraplarda

b b
verlesyérler.  Eger (k1)<E bolsa, onda (k2)>E bularyn  biri

giperbolany iki nokatda kesydr, beylekisi bolsa giperbolany
kesmeyar.

(3) sertden gomisi yaly, ki (ki>0) ulalanda k; koeffisient
polozitelliginde galyp, kicelydr. Bu bolsa giperblanyn diametri sagat
dilinm tersine aylananda, onuil bilen catryk bolanda diametri
garsylykly ugry boyunca (sagat dilinit ugruna) aylanyandygyny
gorkezyir.

b
Sonda bir diametrii burg¢ koeflisienti E sana ymtylsa, onda

b

q S ymtylyar.

11.ELLIPS, GIPERBOLA WE PARABOLA
GATLAGYNYN CYZYKLARYN GATLAGYNYN
DENLEMELERI.

Matematiki analiziti kursundan belli bolsy vyaly, y=flx| ya-da
F(x, y)=0 defleme bilen berlen egri ¢yzygyi M|xg — Yol

nokadyna gecirilen galtagyan ¢yzygyn denlemesi asakdaky gorniisde
bolyar:

ona catryk_diametrit bur¢ koeffisienti hem sol

yyo=k| X — Xo|
“Tekizlkde goni ¢yzyk” atly boliimden belli bolsy yaly, bu
denlleme berlen ugur boyunca berlen nokadyn istiinden gegydn goni
cyzygyn denlemesidir.
Differensial hasaplamanyn kursunda funksiyanyn

proizwodnysynyil geometrikk manysy aydyilasdyrylanda, y=f|x| Va-
da F(x, ¥)=0 formula bilen berlen funksiyanyn
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M|xq —

Yo |nokatda hasaplanylan proizwodnysy y=f|x| ya-da F(x,

¥)=0 denleme bilen berlen egri ¢yzygy M nokatda gegirilen

galtasmanyn burg koeffisiyentidigi gorkezilyér, yagny ;

k =y, = G—i) o

Indi agzalan egri ¢yzyklaryn her birine galtasyan ¢yzygyn

Y=¥q

denllemesini diizmesini getirip ¢ykarmak bilen mesgullanaly.

x y _ :

1. 22 1 eliipse [xg —
nokatda galtagyan ¢yzygyil denlemesini diizmeli. Ellipsii  berlen
denllemesini differensirldlin:

Zxd 2y p 0
_ x _l_ _ }r — )
a? b?
dy b?x,
Bu yerden. - — =
u yerden dx 2 }"g
Diymek,
( ) bzxn
2
a _'}J'U
Y= }" 0
Indi Kk ululygyn tapylan bahasyny yokardaky denlemede
goyarys:
bzxﬂ
y¥o = — S X — Xp).
a-vy 0
Yo

Bu alnan denligin ki bdlegini-de

—5 sana kopeldyaris:

Xo

y_g(y_}'ﬂ) = —— (x—xo)
a’
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Ya-da
2 2
}hy_kxﬂx__xﬂ__}h
b2 = a? a? b2
|xg;V9| nokadyn ellipse degisli bolany sebdpli ahyrky
defilleminin sag bolegi 1-e dent we sona gOrd-de galtagsma ¢yzygyn
denilemesi gutarnykly gorniisde asakdaky yaly bolar:

XoX YoV 1
a?  b?
e ey
2. 2 B2 deflleme bilen giperbola o' Yo

nokatda gecirilen galtasma ¢yzygyn denlemesini diizmeli.

Gozlenydn denlemdni getirip ¢ykarmak iicin  ellips bolan
haldaky  hasaplamalary doly gaytalayarys, vyagny iki bilen
giperbolanyn denilmesini differensirleyéris:

2x J 2y P 0
—axy — — y — )
a? b?
Bu yerden
dy b*x
dx aZy
Sorira galtasma ¢yzygyn K burg koeffisientini taparys:
ke = @ B _ EJZJ:,:,
dx x_xﬂ E.z_‘}-‘u '
Y=¥q
Indiki k-nyn bahasyny galtasmanyn denlemesinde goyyarys:
.EJEXQ
Yo — X — Xp).
Y-Yo agyﬂ( 0)

42



Ya-da
2 2
Yo¥ — VYo  XoX — Xy

b? a?
Bu yerden
2 2
XoX _ Yo¥ _ X5 _ Yo
a? b? a*  b?

|xg — ygl nokat gpperbolada yatany sebdpl, ahyrky
denilemdnin sag bolegi 1-e den, yagny;

XX Yo _,

a? b2
3. J-’z = 2ZPX defleme bilen berlen parabola |Xp — Yol
nokatda gecirilen galtasmanyn deilemesini diizmeli.
Parabolanyn berlen defllemesini differensirlilin: 2ydy = 2pdx,
Bu yerden

dy p

dx y
P
Indi galtasma ¢yzygynn K burg koeflisientini tapyarys: k = y_
0

K koeffisiyentii  tapylan bahasynyn galtasmanyn denlemesinde
ornuna goyyarys:
L jx —x,l
Y=Y =—lx—x
’ Yo
Ya-da

Yo¥-¥6 = Px — Pxy.emma yZ = 2Px,
Somia gora
Yo¥ — 2Pxy = Px — Px,,.
Bu yerden parabola galtagsmanynn denlemesini gutarnykly gorniisde
alyarys:
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Yoy = P(a +xo).

12.ELLIPS - TOWEREGIN PROYEKSIYASY HOKMUNDE.

Goy, bize ellips 0z kanonik denlemesi bilen berlen bolsun:

x 2 J,z

E + f]_z =1 {:ﬂ = E?]

Indi su ellipsii dasyndan ¢yzylan toweregii
X2 y?
2 + 2z 1 detilemesine garalyii.

Eger ellipsin M; nokadynyn we toweregii My nokadynyn sol
bir absissasy bar bolsa we olar Ox okdan bir tarapda yatyan bolsalar,
onda olara ellipsin we tdweregin nokatlary diyip at bereris. Olaryn
umumy absissasyny x bilen, ordinatalaryny bolsa y we Y  bilen
belgilesek,  ellipsin = we toweregii  deflemelerinden  asakdaky
denilemeleri alarys:

x? yE . JE.'2 YE .

R _l_ _ = , —_— _l_ _— = .

a? b? a? a?
Bu derlikleri 6zara denesdirip alarys:
x% Y2
a? a?

2 _ b2

Ya-da bu detilemiéini y2 g0rd ¢Ozlip alarys: V- = E Y ’

b
Buyerden VYV — p Y.

b

b
" < 1 bolany sebipli, biz — = COS @ difip kabu

edip bileris, onda degisli nokatlaryn ordnatalaryny baglanysdyryan
formulany asakdaky yaly yazyp bileris:

y=Ycoso
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Ahyrky formuladan gomisi yaly ugrukdyrylan PMj kesimii
proyeksiyasy hokmiinde garamak bolardy, eger PM; we PM;
kesimlerm arasyndaky burcy ¢ diyip kabul edilse, munuii {icin bolsa
towerek bilen ellipsi biri-biri bilen ¢ burg astynda kesisyian
tekizliklerde yerlesen diyip kabul etmek yeterlik.

Seylelik bilen, ellipsii her bir nokadyna toweregm degish
nokadynyil ortonogonal pvroyeksi}'/asy hokmiinde %aramak bolar.

13.ELLLIPSIN PARAMETRIK DENLEMELERI.

Goy, bize merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan &
radiusly towerek berlen bolsun:

x2 +y% = qa?

Eger toweregimn erkin M nokadyny su suratda gorkezilisi yaly

alsak, onda onui koordinatalaryny # parametr arkaly asakdaky
gorniisde ailadyp bolar.

X =acost, Y =asint.

Bu denlemelere toweregii parametrik denlemeleri diyyirler.

Gegen punktdaky belgilemeleri sakalasak, onda ellipsin M1 (X;
y) we toweregin M(X; Y) degisli nokatlaryin arasyndaky baglylygy
seyle yazyp bolar:

x=X
Y= a

Indi toweregin parametrik denlemelerinden X we Y bahalaryny
yokardaky denlemelerde goysak , alarys:

{x — acost
y = bsint.

rrrrrr

Goni cyzyklaryn cogdumynyii derilemesi
Gegen punkutlaryn birinde merkez berlen A /x; ; y1 /nokatda
bolan goni ¢yzyklaryn ¢ogdumynyil defilemesine garalypdy. Ka
mahallarda ¢ogdumyn merkezi goniden — goni berilmeyir, sonda ol
cogduma giryin goni ¢yzyklaryn iki sanaysy bilen kesgitlenyar,
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vagny bu halda ¢ogdumyn merkezini berlen goni ¢yzyklaryn
detilemelerini bilelikde ¢6zip tapyarlar. Emma goni ¢yzyklaryn
cogdumynyn denllemesinift basga gornisinden peydalanalyn, onda
berlen goni ¢yzyklaryn cogdumynyiimerkezininn koordinatalaryny
tapmak hem bolyar. Goy

A1X—|' Bl.}J+ Cl == D W€A2x+ BE}J_F Cg == D
goni ¢yzyklar kébir (x1 ; Y1) nokatda kesigydn bolsun. Asakdaky
detileméni diizyaris:

A1x+ BI}J_F C1+J*\(A2x+ BEJJ_F CEJ=D, !1’{

bu yerde A -erkin parameter. A parametrin islendik bahasynda /1/
detileme goni ¢yzygy kesgitleyér, sebidbi ol liytgeydn x we y
ululyklara goré birinji derejeli defilemedir. Bu goni ¢yzygyn (x1; Vi)
nokadyn istiinden gegyandigini gorkezmek kyn dil.Hakykatdan-da, /
X1 ; Y1 / nokadyn goni ¢yzyklaryn ikisine-de degislidigi sebapl
Ajx+ By, + C;=0wed,x; + By, + G, =0

bolar, bu yerden

Aix;+ By + G+ A(Ay,xy+ By, + G) =0

gelip ¢ykar. Diymek, iki goni ¢yzygyn kesisme nokadynyn
koordinatalary /1/ detileméni kanagatlandyryar.

Seylelik bilen, /1/ defileme merkezi / x5 ; Y1 / nokatda bolan
cogdumyn goni ¢yzyklaryny kesgitleyr.

Indi /1/ dentlemeden A parametrin degerli bahasynda goni
cyzyklaryncogdumynyn islendiginifideiilemesini alyp bolyandygyny
ya-da bolmayandygynyaydynlasdyrmak galyar.

Goy, /o ; B/ tekizligin /x; ;y1 / nokatdan tapawutly erkin nokady
bolcun. /1/ defileme bilen kesgitlenydn goni ¢yzyk kordinatalary /1/
denlleméni kanagatlandyryan nokadyn ystynden gecer, yagny
Aja+ B,p+ C,+A(A,a+ B,f+ C,) =0 sert yerine
vetse, onda /1/ defileme bilen kesgitlenydn goni ¢yzyk /o ; [/

nokadyn tstiinden gecer. Bu yerden
Aja+ Bif+ €

A,a+ B, + C
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gelip cykyar. Biz /1/ denlemeden tekizligin saylanyp alnan erkin
nokadynyn ystynden gecyan goni ¢yzygyn denlemesini alyarys.

A parametri haganda /o ; B / nokat A,x + B,y + C; =0.
Goni ¢yzyga degisli bolanda saylap almak miimkin dil /bu halda
parametric kesgitleydn formulanyn manysy yokdur/. Diymek, /1/
deiileme ¢ogdumyn bir géni ¢cyzygyndan /berlen goni ¢yzyklaryn
ikinjisinden/ 6zgesini A - nin diirli bahalarynda kesgitleyir. Bu
agzalan goni ¢yzygyn denlemesini
u(d;x + By +C)+4,x + B,y +C =0
defilemeden ¢ = 0 bolanda alarys.

/1/ gorisli denilemi goni ¢yzyklaryn cogdumynyn denlemesi

diyilyar.

Berlen iki nokadyi iistiinden gec¢yin goni
cyzygyn detlemesi.

Goy, bize A/ x1 ; y1 / we B/ X2 ; y» / nokatlar berlen bolsun. Bu
nokatlaryn iisylinden gecydn goni ¢yzygyn denlemesini diizelin.

Al xg ; Y1 / nokadyn dstinden gegydn gOni ¢yzyklaryn
cogdumynyn denllemesini asakdaky yaly yazalyn

v—y,=k(x—xq) , 11/
Bu Yerde k — erkin parametrdir. Indi su ¢ogdumyn goni ¢yzyklaryn
igcinden
B/ X ; y» / nokadyn distinden gegydnini saylap almak ticin k
parametri B/ X ; Y. / nokadyn koordinatalary /1/ denleméini
kanagatlandyrar valy edip, saylap alalyn, yagny
vV, —V, = k(x5 — x,) (2) bolsun.

/2/ denilikden k parametrin bahasyny kesgitlip, ony /1/ denlemede
ornuna goymak gerek. Basgagca aydylanda, /1/ denlemeden we /2/
denillikden k parameteri yok etmek gerek. Munui Uicin /1/ defleméni
/2/ denlige ¢lenme-¢len bolmek yeterlikdir. Seylelik bilen, biz A/ x; ;
yi / we B/ X ; Y. / nokatlaryn ystynden gecydn goni g¢yzygyn
detilemesini asakdaky gorniisde alarys:

YV—V1 X7 X

= /3/

Y=V, Xp—7X
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Eger berlen A we B nokatlar OX oka parallel goni ¢yzykda yatsa
JV2—¥1 =0/ ya-da OY oka parallel goni ¢yzyga degisli bolsa
/X3 —x1 =0/, onda goni ¢yzygyn detilemesi degisliikde y = ¥4
ya-da X = Xy gorniisde bolyar.

BELLIK. /3/ defilemeden goni ¢yzygyn bur¢ koeffisientini onui

ki nokadynynn koordmnatalary arkaly anladyan formulany alarys:
Y2—Va1
k=221
Xz — Xy
U¢ nokadyii bir goni ¢yzyga degislilik serti
Goy, bize li¢c sany A/ x1 ; Y1/, Bl X2 ; yo / we C/ x3 ; y3 / nokat
berlen bolsun. A we B nokatlaryn ustiinden gecydn goni ¢yzygyn
detilemesini /3/ gorniisde yazyarys:

X=X V=¥

Xz =X V22—V

C nokat haganda onuin koordinatalary goni ¢yzygyn denlemesini
kanagatlandyaranda we die sonda ol goni ¢yzyga degisli bolar.
Seylelik bilen, gbzlenilydn sert asakdaky valy yazylyar

X3 7% _Va™h

X=X Y2—Vi

Indi d = \f[x—xujz + (v—,)?* formula boyunga M we N
nokatlarynn arasyndaky uzaklygytapmak galyar, yagny

2 2

Ax,+ By, +C Ax,+ By, +C

1= (xﬂ_‘q* A+ B A+ B

2 2
A2 (Ax,:, + By, + C) L RB? (Axﬂ + By, + C)
A? + B*? A? + B*?

(Axq + By, + ()  |Ax, + By, + (|
AZ+B2 | B+
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Goni ¢yzygyn polyar koordinatalardaky derilemesi.
Goni cyzygyn normal denilemesini alalyn

x cos < +ysin € —p = 0 tekizlikde koordinatalaryii gdniburcly
dekart sistemasy bilen polyar koordinatalarynn sistemasy arasyndaky
baglansygy beryin formulalary yazalyn:

X=Tcosoc, Y=TSIMX  guoevin x we y ululyklaryii

bu bahalaryny goni ¢yzygyn normal denlemesinde goyarys:
T COS QoS X +rsingsin o« —p = 0
ya-da
r(cos ¢ cos o +sin @ sin ) — g = 0,
bu yerden T * cos(gp—oc) —p = 0.
Bu bolsa goni ¢yzygynt polyar koordnatalaryndaky denlemesidir.
Ikinji tertipli egri cyzyklaryn elementar teoriyasy.

Uytgevin x we y ululyklara gord ikinji derejeli umumy deflleme

ozinde ikinli derejeli clenleri /x%, xy we Y%/, birinji derejeli clenleri
/x we y/ we nul derejeli ¢leni /azat cleni/saklayar. Suna layyklykda
kkinji derejeli umumy denlemini asakdaky yaly yazyp bolyar:
Ax* + Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0.
Bu yerde A, B, C koeflisientlerii i bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A, B, C, D, E, F koeffisientlerii diirli bahalarynda bu
detlemdnin haysy c¢yzyklary kesgitleyandigi baradaky sowala indiki
bolimde garaljak.

Su boliimde ikinji derejeli defilemelerin kibir Vorite gornislerine
garalyp geciljek.

Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyannokatdan den
daglasan tekizligin nokatlar kopligine towerek diyilydr. Toweregii
islendik nokadyny ohun merkezi bilen birlesdirydn kesime, seyle-de
sol kesimin uzynlygyna, toweregin radiusy diyilyr.

R radiusly toweregiii deiilemesini diizelin.

Koordmatalar oklaryny erkin saylap alalyn. Onda toweregm C
merkezinih koordmnatalary a we b bolar. Toweregini erkin M
nokadynynn koordinatalaryny x,y bilen belgililin. Toweregin &hl
nokatlaryna mahsus bolan umumy hésiyeti analitk anladalyn.
Toweregin  kesgitlemesinden onuni  islendk M nokadynyn C
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merkezden uzaklygynyn hemiselik ululykdygy we onun toweregini R

radiusyna denligi, yagny (M=R /1/ bolyandygy gelip ¢ykyar.
CM ululygy C we M nokatlaryn arasyndaky uzaklyk hokmiinde
kesgitlip, biz /1/ deiiligi M nokadyn tiytgeydn koordmnatalarynyn
iisti bilen anladarys:

Jx—a)? +(-b)? =R /v
Ahyrky denlemédnin ki bolegini-de  kwadrata  goterip, biz
towereg denlemesini asakdaky yaly yazarys:
Seylelikde, ellipsiii 6zara parallel hordalarynyn ortalarynyn
koordinatalary 6zara ¢yzykly baglanysykdadyrlar. Diymek, parallel
2

hordalarynyn ellipsinini ortalary y=-—- x  (7)goni

a?k,
cyzykda yatyarlar.

Bu yokarda gocliren tassyklamamyzda garalyan hordalaryn ki
bur¢ koeflisienti bar diyip ¢aklapdyk, yagny olar Oy oka parallel
daldirler. Oy oka parallel hordalarynn hem ortalary bir goni ¢yzykda —
abossissalar okunda (ellipsin Ox oka gord simmetrik yerlesyiandigi
sebdpli) yatyarlar.

Seylelikde, ellipsin parallel hordalarynyn ortalary goni ¢yzykda
vatyarlar.  Ellipsm parallel hordalarynynn {istinden ge¢yan  goni

------

gegyar. Diametrin burg koeffisientini ky bilen belgilip alarys.

bz
k, = — 8
2 22k, (8)
Ya-da
b? ,
kik, = Y 8)

Ellipsii parallel hordalarynynn ortalaryndan gegyan diametrine
sol hordalara catyryk diametr diyip at bermegi sertleselin. (8) we (8’)
sertler parallel hordalaryii we olara catyryk bolan diametrinii burg
koeffisientlerini baglanysyryar. (8’) sertin ki we Ky ululyklara gora
simmetrik bolany sebdpli yagny ki bilen ko -nii orny calsylanda,
onun tiiytgemeyandigi sebdpli, bu yerden asakdaky netjdni alarys:
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eger kp burg koeffisientli diametr ki bur¢ koeffisientli hordalary
catyryk bolsa, onda kj bur¢ koeflisientli diametr Ky bur¢ koeffisientli
hordalara catyryk bolar.

Seylelik bilen, her biri beylekisine parallel bolan hordalary iki
varpa bolydn diametrlerin  jlbiitini  alyarys. Ellipsmi bu hili iki

rrrrr

Olaryn k; we ky burg koeffisientleri (8) we (8’) sertler bilen
baglanysyklydyr.

Seylelikde, ellipsin 0zara catyryk diametrinii tikeniksiz kop
jubti bardyr, her br diametre omia ¢atyryk bolan diametr degisldir.
Hususy halda, koordnatalar oklary (simmetriya oklary) ellipsii
catyryk diametrlerinin jiibiitini beryérler. Ellipsin bu iki catyryk
diametrleri 6zara perpendikulyar bolyarlar. Su hili diametrlere
ellipsin esasy diametrleri diyyarler.

(8) sertden ellipsin ¢atyryk diametrlerinii arasyndaky burgun
goni burgdan tapawutlydygy gelip cykya (b # a). Eger-de b = a
bolaysa, onda ellips towerege Owriilyir we (8°) sert ki goni ¢yzygyn
perpendikulyarlyk sertine Owrilydr: kiko=-1. Seylelikde, toweregin
islendik catyryk diametri 6zara perpendikulyardyr, yagny toweregii
islendik diametri esasy diametrdir (simmetrik okudyr).

(8) sertden ellipsin catyryk iki diametrinih k; we Ko burg
koeffisentleri  diirli alamatly bolyarlar, Vyagny catyryk diametrler
catyk cdryeklerde gecyarler. ki(ki>0) ulalanda k; burg koefisient
absolyut ululygy boyunca kemelydr, yagny ol hem algebraik ulalyar.
Bu bolsa ellipsi bir diametri sagat dilnii tersine aylananda ofla
catyryk bolan diametrin hem sol tarapa aylanyandygyny gorkezyér.

14 PARABOLANYN DIAMETRLERI.

y*=2PX kanonik detileme bilen berlen parabola garalyii. K burg
koeffisientli parallel hordalaryin sisteamsyny alyarys. Bu hordalaryn
ortalarynyn  ndhii  yerlesendigni  anyklalyi. = Bu  hordalaryn
islendiginin uglaryny Mi (X1; Y1) we Mz (X2; Y2) bilen, onun ortasyny
bolsa M (X; Y) bilen belgildli. M; we M; nokatlaryin parabola
degisli  bolany  sebédpli olaryn  koordnatalary  parabolanyn
deiilemesini kanagatlandyrmaly, yagny;

v =2px; (1)
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vi=2px, (2
Bagga tarapdan, Mj; M; goni ¢yzygyn bur¢ koeffisienti K
bolany sebépli, asakdaky deiiligi yazyp bileris:
Ya— N
K==—— (3)
X2 — X1
Ahyrda, M nokat M; M; kesimii ortasy bolany sebépli
asakdakylary yazarys:

X1+ X +
¥ = 12 2, Y:}’lz}’z’ (4)

Bu (1-4) bids gatnasykdan 4 sany komekgi X1, X2, Y1, Y2
ululyklary yok edeli. Su maksat bilen (2) denlikden (1) denligi
clenme-clen ayryp taparys:

}’% - J’iz = 2p(x; — x1)
Ya-da

2 —y) 2 +y1) = 2p(x; — x1) (5)

Indi (3) denilikden y»-y: tapawudyn  K(X2-X1) bahasyny (4)
denliklerin ikinjisinden bolsa y;+y, jemin 2y bahasyny tapyp, olary
(5) deinllikde ornuna goyyarys:

k(xz-x1)2y:2p(x2 - xl)

ahyrky defleméni 2(Xp-X1) ululyga (X2-X370, ¢linki garalyan
hordalaryin k bur¢ koeffisienti bar, diymek, olaryn ordinatalar okuna
parallel dél) gysgaldyp alarys:

KY=P ya-da Y=£k (k #0) (6)

Seylelk bilen parabolanyii parallel hordalarynyn ortalary

p
Y= ; goni ¢yzykda yatyarlar.

Biz garalyan hordalar ordinatalar okuna parallel dil diyip
guman edipdik. Ordinatalar okuna parallel bolan hordalaryi
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ordinatalary hem bir goni ¢yzykda absissalar okunda yatyarlar (ciinki
OX ok parabolanynn simmetriya oky bolup hyzmat edyir). Seylelikde,
parabolanynn Ozara parallel hordalaryin ortalary bir goni ¢yzykda
boyunga ugrukdyrylan 6zara parallel hordalaryn ortasyndan gegyéin
diametri sol hordalara catryk diametr diyip atlandyrmagy sertleselin.

p
y= E detilemeden gOrniisi yaly, parabolanyn &hli diametrleri

absissalar okuna (parabolanynn simmetrik okuna) paralleldirler.
Uytgeyin iki ululykly birinji derejeli
Dernilemiinini geometrik manysy.
Gegen punktlarda kordinatalaryn dekart sitemasynda her bir goni
¢yzygy birinji derejeli denlem bilen anladyp bolyandygna goz
yetiripdik. Indi tersin soraga garamak tebigydyr yagny liytgeydn X we
y ulylyklara gord birinji derejejeli islendik defileme goni ¢yzygy
kesgitleyarmika? Bu sowala jogap bermek iigin birinji derejeli
defllemdnin umumy gorniisine garalyn we /x,y/ kordmatalary su
defilemini kanagatlandyryan tekizligin nokatlar kopligine
gonicyzygyny gorkezeris.

X we y gord birinji derejeli umumy denlemi asakdaky
gorniisde bolar. Ax+By+c=0 16/

Bu yerde A,B,C — erkin sanlar. yone liytgeydn x we y
ululyklaryin a e b kofisentleri bir wagtda nula deni bolup biimez,
¢linki A=B=0 bolaysa onda /6/ denleme 06zinde iiytgeydn ululyk
saklamaz we ol defileme bolup bilmez.

B#0 %umagl edip /6/ denleméni ydyl¥ga ¢cOzelm. Alarys:

Y=—12x—12 ya-da—- =k we—-=5

belgileri girizip alarys:

Y=kx+b /2/ detleminin k bur¢ koefisentli e
ordinatalar okunda b ulylykly kesimi kesip alyan goni ¢yzygyn
denilemesidigini goriipdik biz yokarda gecirilen tasyklamalarda B
koffisent nuldan tapawutly diyipguman edipdik . eger B=0Obolaysa
onda /6/ defilem asakdaky gorniis alarys:

Ax+C=0.

Bu halda su deileméni x ulylga gord ¢ozip alarys :
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x=—< ya-da-=a
= Aya-aA_

Belgileméni girzip alarys: x=a /3/

Emma biz su denlednin Oy oka parallel bolup goni ¢yzygyn
denlemesidigini gortipdik.

Seyllik bilen punktynn basynda goylan sowal ¢oziildi :
tiytgeydn x we y ulylklara gord islendik birinji derejeli denleménin
goni ¢yzygy kesgitlenyanigne goz yetirdik. Su alnan netyd gord /6/
deflleme goni ¢yzygyn umumy defilemesi iyilyar.

Ax+By+C=0 gomniisli goni ¢cyzygyn umumy

derilemesini derfiemek.

Biz Ax+By+C=0 16/
Gomigli birmji derejeli umumy denlemédnin gonicyzygy
kesgitleyandigini gbrdiik. Indi su denlemidninn gonii ¢yzygy
kesgitleyandigini gordik. Indi su defleménin bir ya-da iki kofisenti
nula den bolanda gbni ¢yzyn kordinata oklaryna gord ndhili yagdaya
eye boljakdygyna goz yetirelin:
C=0 bu halda /6/ defilem asakdaky gorniisi alar: Ax=By=0
we ol kordinatalar baslangyjyndan gelydn goni ¢yzygy kesgitleyir,
¢linki X=0 we Y=0 bolanda bu defileme kanagatlandyrylyar.
2. A=0 /6/ detileme asakdaky gérnﬁsé alar:

By+C=0 ya-da Y=B bu yerde & = — .

Bu goni ¢yzygyn dhli nokady ilicin ordinata hemiselik baha eyedir
yagny giini ¢yzyk ox oka parallel bolar we ondan b uzaklykda

verleser eger b polazitel bolsa onda ol ox okdan asakda yerleser
3. B=o /6/ defileme Ax+C=0 Ya-da B = E belgileme girizilse x=a

gorniisi alar we oy oka parallel bolan goni ¢yzygy kesgitldr.
4. C=0, B=0 /6/ defilleme Ax=0 ya-da X=0 gorniisi alar we ol oy oky
bilen gabat gelydn gbni ¢yzygy kesgitleyar.
5. C=0, A=0 bu halda /6/ denleme y=o0 gorniisi alyar. Goni ¢yzyk Ox
oky bilen gabat gelyar.

Goni ¢yzygyn kesimlerdiki dernilemesi.
Biz eyydm kordinata oklaryna gord goni ¢yzygyn yagdayyny diirk
usullar bilen kesgitlip bolyandygyny aydypdyk. Goni ¢yzygyn
berilis usullar bilen kesgitlip bolyandygyny aydypdyk. Giini ¢yzygyn
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berilis usullaryna baglylykda biz onun denlemesinin  diirli
gomiiglerini alarys. Koordmata oklarynyn ikisini-de kesydn we
kordnatalar baglangyjyndan ge¢meyan goni ¢yzyga garalyn. Goni
¢yzyk ox we oy oklarda kesip alyan kesimlerinin degislilikde awe b
ulylyklaryny gorkezip onun yagdayyny kesgitlip bolar. Bu goni
cyzygyn defilemesini tapalyn. Su hili goni ¢yzygyn denllemesini
asakdaky gorniisde yazyp bolar: Ax+By+C=0 n
Bu yerde A,B,C koefisentleriit her biri nula deni déldir. Indi bu
denllemédnin koefisentlerini tapalyn. /yagny olary a we b parametrler
arkaly anladalyn/.

M /a;c/ nokadyn berlen goni ¢cyzyga degislilii sebédpli onun
kordinatalary /I/ defilemédni kanagatlandyryar: Ab+C=0
Bu yerde A = —E 2/ N/C;B/ nokadyn kordinatalary hem /I/

denleméni kanagatlandyrmaly yagny Bg+C=0, bu yerden
E = —% 13/ 2/we/3/detiliklerden a we b bahalaryny /1I/

Ex _< y+ec=0

denlemede ornuna goyup alarys b

Bu denllemédnindhli ¢lenlerini  C sana boliip /serte gord c#0/ alarys.
Goni ¢yzygy onuni defilemesi boyunca gurmak.

Goni ¢yzygy gurmak igin ¢yzgyda onuil iki sany nokadyny

gorkezmek  yeterlik.

b
Hakykatdan hem, Y- y—X - \'{rXZ bu yerden MN=;

(x- N‘(XZ a2)-b {x A a}{x+1 x—a)-b x—x+a _ ab
=1 K+ x a a x+v x a x+v K EI.

Bu formuladan  gdmiisi yaly, x ululyk artanda MN
uzaklyk  kemelydir we  x tiikeniksizlige ymtylanda MN
uzaklyk  nula  ymtyljar.  Bu yerden M  nokat giperbola
boyunca birinji ciryekde hereket  edip, tiikeniksizlige

b

daslasanda onun y=X goni  ¢yzykdan uzaklygy nula

ymtylyar diyen netije gelip ¢ykyar. Edil sunun yaly yagday
nokat Uglinji  c¢dryekde bolup, tikeniksizlige  daslasanda-da
bolup gecyar(bu giperbolanyin nokatlarynyn koordinatalar
basglangyjyna gord simmetrik Verlesendiginden gelip ¢ykyar).
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b
Ahyrda, giperbolanyn Oy oka gord simmetrikliginden y= N

x ikinji goni ¢yzykdan giperbola ¢enli M N yzaklyk M nokatdan
kinji we dordinji c¢dryeklerde bolup, hereket edende we ol
tikeniksizlige daslasanda kemelip, nula ymtylyar diyen netijéni
alyarys.
Bu iki goni, ¢yzyga giperbolanyn asimptotalary diyyirler.
Yokarda gprsiimiz yaly, olaryi sefilemeleri asakdakylardyr:
b b

y= X we y=- X IS/

Yokarda aydylanlardan asakdaky netije gelip c¢ykyar. Asimptotalar
bir tarapy ox oka parallel we 2a den, beyleki tarapy oy oka parallel
we 2b deit bolan goniburglugynn dioganallarynda yerlesyirler,
yokardaky agzalan gOniburclugyin merkez, elbetde, koordmnatalar
baslangyjynda bolar.

Giperbolany ¢yzmak {icin iki onun asimptotalaryny c¢yzmak
maslahat berilyér.

DENTARAPLY GIPERBOLA. b=a bolan halda giperbola
dentaraply  giperbola _ diyyarler. Onun  denlemesy3/ denlemeden
alynyar. Ol asakdaky yaly bolar:

Bu yerden  gbrniisi yaly, deftaraply  giperbolanyn

asimptotalaryi  burg koefisientleri = 1=0 def bolar . Diymek,
denitaraply  gperbolanyn  asimptotalary = 6zara  perpendikulyardyr
we olar  gperbolanyn  simmetriya  oklarynynn = arasyndaky
burglary yarpa bolyarler.

PARABOLA KESGITLEME. Fokus  diyip atlandyrylan,
berlen nokatdan we direktrisa diylip atlandyrylyan berlen goni
cyzykdan den denlikden
duryan tekizlign nokatlar kopliigine parabola diyyérler. (Elbet-
de berlen
nokat berlen goni ¢yzyga degisli ddl diylp cak edilyar).

Parabolanynn  defilemesini  diizmek lign Ox oka derek
fokusyn istiinden gegydn we direktrisa  perpendikulyar bolan
goni  ¢yzygy kabul edyiris. F fokusdan  direktrisa  gegirilen
perpendikulyar  kesimin O ortasyny koordmnatalar baglangyjyny
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deregine  alyarys, bu kesimii uzynlygyny P bilen belgililin.
Sonda F fokusyn koordinatalary (g:o) bolar.

Parabolanyin erkin M nokadynynn koordmnatalaryny x we y bilen
belgililin. Sonda M  nokatdan direktrisa gecirilen

perpendikulyaryi = N esasynyn koordinatalary (-g;y) bolar.

Kesgitleme boyunca FM=NM bolany sebdpli, iki nokadyn
arasyndaky  uzaklygyn  formulasyny ulanyp, saylanyp  alnan
koordinatalar ~ sistemasynda parabolanynn denlemesini alyarys:

Vix— §)2+y2:\![(x + 2)2

Bu  denlemini  yonekey  gorniise getirmek  Uicin,  bu
deniligin ki bolegini-de kwadrata goéteryaris.  Sonda alarys:

P P
() Y =(x4)°
ya-da
xz-px+§+y2:x2+px+§

bu yerden y*=2px 0]
Bu alnan denlemd parabolanyn kanonik denlemesi diyilyar.

Parabolanyn formasyny dertiemek ti¢in, su (I
defllemede x ululygyn  otrisatel bahalary alyp bilmeyindigini,
yagny  parabolanyn dhli nokatlarynyn  ordinatalar ~ okundan
sagda  yerlesyandigmi  bellemek  gerek. X ululygyn  her bir
bahasyny y  ululygyn iki bahasy degisldir, sonda olar
ululygy  boyunca Ozara den we  alamatlary  boyunca
garsylyklydyr; yagny bu egri ¢yzyk absissalar okuna gord
simmetrik  yerlesendir. X ulullygyn bahasynyn artmagy bilen y
ordinata  absolyut ululygy boyunga artyar, Ozilem x ululyk
ciksiz artanda, (y) hem céksiz artyar.

Parabolanyi bir sany simmetriya oky  bolyar,
parabolanyn simmetriya ~ okuna onui oky diyilyar.
Parabolanyi simmetriya oky bilen kesisme nokadyna
parabolanyn  depesi  diyilyar. D defileme bilen berilen
parabolanynn depesi bolup, koordinatalar baslangyjy hyzmat edyér.
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BELLIK. Garalan egri ¢yzyklaryn Ucilisi hem / ellipo,
giperbola we parabola / koordinatalarynn dekart sistemasynda ikmji
derejeli denileme bilen anladylyp biliner.

15.ELLIPSIN EKSSENTRISITLERI WE
DIREKTRISALARY
Bizin bilisimiz yaly, fokuslar diyip atlandyrylyan, berlen iki
nokada ¢enli uzaklyklarynynn jemi hemigelk bolan tekizligin nokatlar
kopligine ellips diyilydr. Ellipsin erkin M nokadyndan onun ¢ep F »
we sag F;1 fokuslaryna c¢enli belgilip, yokarda yap-yatiyja yatlan
kesgitlemidmize gord, asakdaky deilligi yazyp bileris :
rn+rn=2a /1/
Bagga tarapdan, 1iki nokadyn arasyndaky uzaklygyn
formulasyndan peydalanyp alarys :

n=F,M= J(x+02+y2

n=FiM=,(x—c2+y%
bu yerde x we y |ululyklar ellipsit erkin M nokadynyn

koordinatlarydyr, ¢ ululyk bolsa F; F,  fokus uzaklygyn yarysydyr.
Ahyrky iki denligi kwadrata getirip we birini beylekisinden ayyryp

alyarys:
" 212 = (erof 42 - (o) - ¥
skobkalary acyp we mefizes clenleri toparlap alyarys:
r’-r?=dcx. 21/

/1] we /2/ denlemelerden 11 We I ululyklary gbzlenilydn hasap
edip, ahyrkylary tapyarys. Su maksat bilen /2/ deiligi

(r?-r2)(r? + r?)=4cx
Gorniigde yazyp, /1/ denlikden peydalanyarys, sonda alarys:

r2-r?= 2§x
Alnan defilemédni /I/ denleme bilen bilelkde ¢o6zip, r1 we
tapyarys;
C C
n=a--x, r=at+x
a a

58



Ahyrky  formulalara  giryan : ululyga ellepsii  ekspentrisigiti
a
digiljér, biz ony E bilen belgileyiri. E=§ ululyk  2c  fokus

uzaklygynyi  2a uly oka  gatnasygydyr, oOzitem o<< E <1

sebdbi o<l € << @ /towerek TU¢in c=o0 we E=o/.

Seylelik  bilen, biz 1, we r, fokal radwslar igin
asakdaky formulalary aldyk:

ri=a-Ex, r=a+Ex

Ordinatalar okuna  parallel bolan x=I(I> @) goni
cyzyga  garalyn  we  birmjiden,  ellipsm eckin M /x5y/
nokadyndan onun  F; sag fokusuna ¢enli a;  uzaklygy
tapaly. Sofira su uzaklyklaryn gatnasygynay hasaplayarys.

d=kx  bolany scbipi - = EE—
=kx olany sebidp 1 1< F =
1
Eger = % bolsa, onda yazylan i gatnagyk E sana deni bolan

hemiselik baha eye bolar.

Ellipsin  simmetrik  figuralygy esasynda seyle netijdni c¢ep
fokus we X =— % goni ¢yzyk Uicin alyp bolyar.

Elipshn  fokal okuna perpendikulyar bolan we onui
merkezinden % uzaklykdan gegydn bu iki goni ¢yzyga ellipsii

direktrisalary  diyilyir. Bizin  yokarda aydynlasdyrysymyz  yaly,
olar  asakdaky ajayyp hisiyete eyedirler: ellipsin  islendik
nokadyndan fokusy we degisl direktrisa c¢enli uzaklyklarynyn
gatnasygy E sana denl bolan hemiselik ululykdyr.
16.PARABOLANYN EKSSENTRISITLERI WE
DIREKTRISALARY
Gegen  punktdaky belglemeleri  saklap, giperbolanyi
kesgitlemesi esasynda  alyarys:

r2-l’1:i2(1, N/
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bu yerde plyus alamaty giperbolanyn sag sahasyna, minus
alamaty bolsa onuil c¢ep sahasyna degish. Basga tarapdan,
edil gecen punktdaky yaly, tapyarys:
rp%-r2=4cx, 12/

/1/ we /2/ denlemelerden 11 we rp  ululyklary taparys.
Munuin tigin /2/ denligi asakdaky yaly goglireris:

(r2-r1)(r2+r1)=4cx.
Ahyrda, bu denlemini /1/ defileme bilen c¢ozip, 1 we I
ululyklar {icin aflatmalary alarys:

r1:-a+E X, /sag saha/ r1:a-E X, /cep saha/
a a
c c
r,=a+- X. f=-a—X
a a
Ahyrky formulalara girydn z ululyga giperbolanyn
a

------

akssentrisiteti _ diyilydir, ony E bilen belgilemegi = sertleselin.
Elbetde, E=§ ullygyi  2c  fokus uzaklygynyii 2a  hakyky

oka gatnasygydygy gdmip dur, ozilem indi E= 1, sebibi
c> a.

Bu yerden ortonormirlenen bazisde wektorlerin
komponentlarynynn =~ wektorynn  uzynlygynyn sol  wektorynn  bazis
wektorlar /koordinata oklary/ bilen emele getiryin burclarynyn
kosinuslaryna kopeltmek hasylyna denligi gelip ¢ykyar. Asakdaky
hasiyet skalyar kopeltmek hasylyii ¢yzykdadygy diyen ada eyedir.
Islendik a,b, we ¢ hem-de «, /3 sanlar iicin

(cca+ Bb,¢)=ala,c)+ plb.c) defilik Yerine yetyr.

Hususy halda (a5,6)=a(5,6) we (5+5,E)=(§,E)+(B,E)...

Skalyar kopeltménin kommutatiwlik hisiyetinden
peydalanyp, biz bu yerden asakdaky tozdestwony alyarys:

(8, B0+ y¢)= Bla,b)+ Ha,c)

17.Skalyar kopeltmek hasyly kopeldijile rin
koordinatalarynyn iisti bilen anlatmak.
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) Goy, bize a=ai+a,j+ak wWe b=gi+p,j+Bk
wektorlar berlen bolsun. Skalyar kopeltmek hasylyn birinji kopeldiji
boyun¢a ¢yzyklylygyndan peydalanyp alyarys:

(8.5)=(ei + @, + ak,b)= (B )+ e j.B)+ ek, B) ()

Skalyar  kopeltmek  hasylyn  ikinji  kopeldiji  boyunga
cyzyklylygyndan peydalanyarys:

b)=(i, i+ B+ pk)= B(.1)+ (i, i)+ Buli. k)= B, /31
(18)=(i. 8 + B+ BK)= B 141; (k.B)= k. Bi+ A+ Bik)= B:/51
/31, 14/ we /5/ denlikleri goz Griilinde tutup, /2/ deiiligi asakdaky yaly
Jazarys  (8.B)=auf +afh, + s, /6/Biz  asakdaky
teoremany subut etdik,

TEOREMA. Eger bazis ortonarmirlenen bolsa, onda 06z
koordinatalary bilen berlen iki wektoryn okalyar kopeltmek hasyly
sol wektoryin birr atly /degisl/ koordmatalarynyn kopeltmek
hasyllarynyn jemine dendir.

Eger /6/ formulada b=a diyip guman etsek, onda anlarys:

/a,alzal-al+a2-a2+a3-a3 ya-da

lal? = a? + a? + o

yagny ortonormirlenen bazisde a wektoryn uzynlygy
3= Jabk +ai +al [7/formula boyunga kesitlenyir.

a
Ortonormirlenen bazisde a we b ki wektoryn arasyndaky
burguin  kosinusy sol wektorlaryii komponentalarynn  {isti  bilen
asakdaky formula boyunca anladylyar:
Cos g = ( b auf +a,p, + oy
‘a‘ ‘b‘ \/al +a; +a; - \/ﬁl + By + By
18.1ki nokadyn arasyndaky uzynlyk
Eger iki nokadyn goni burcly dekart sistemasyndaky
koordinatalary berlen bolsa, onda olaryii arasyndaky uzaklygy arsat

hasaplap bolar. Hakykytdan hem, goy, A we B nokatlaryn goni
burcly koordinatalary, degisliikde, /X Y42/ we /X,,Y,,2,/ bolsun,
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onda AB=(x,—x)i+(y,—v,)j(z, +2)K, bu yerde /7/ formula
esasynda alarys:

‘AB‘ = \/(Xz - X1)2 + (yz - y1)2 + (Zz _22)2'

19.Wektorlar iicliiginiii orientasiyasy.

Goy, iki sany orta normirlenen i, j,k we i’, j’,k’ bazis berlen
bolsun. Hereketint komegi bilen bu iki bazisi bir-biri bilen gabat
getirip bolarmyka? Elbetde, gdcirme we aylama esasynda i’ wektory
i wektory bilen gabat getirip bolar. Sonda i' wektory perpendikulyar
bolan j" we k' wektorlaryn tekisligi i wektora pependikulyar bolan
j we k wektorlaryn tekizligi bilen gabat geler. Sofira su tekizlikde
afilamak arkaly j" we j wektorlary gabat geler edip bolar. Sondan
sofira k' we k wektorlary kollinyar bolyarlar. Olar ya-ha gabat
gelerler, bu halda bazisler gabat gelyarler, ya-da olar /wektorlar/
garsylykly ugrukdyrylyarlar. Bu halda bazisleri gabat getirmek
miimkin dal

Bu tassyklamadan gomiisi valy, eger iki bazis gabat gelydn
bolsa, onda her bir igilinji bazis ya birinji bazis bilen, ya-da ikinji
bazis bilen gabat gelyir.

Seylelik  bilen, &hli ortonormirlenen bazsler iki klasa
bolinyérler. Sol bir klasa degisli bazisler 6zara gabat gelyirler, diirl
klasyn bazsleri bolsa Ozara gabat gelmeyérler. Haganda | wektor

bilen, k wektor yakaryk ugrukdyrylan yagdayda i wektoryn saga ya-
da ¢epe ugrukdyrylandygyna baglylykda bazis sag bazis ya-da c¢ep
bazis diilyr.

Bir klas die sag bazslerden, beyleki klas bolsa die c¢ep
bazislerden ybarat. Su kesgitleme islendik bazis {icin asakdaky
girnlisde berilyar.

Kesgitleme. Eger {iclinji  wektoryii  ahyryndan  birmji
wektordan ikinji wektora i kici burca aylanma sagat strelkasynyn
tersine  gOrlinydn  bolsa, onda komplanar dil wektorlaryn
tertiplesdirilen Uicliigine saga orientirlenen iglik ya-da yone sag
ticlik diyilyar.
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Garsylykly halda Ttclige cepe orientirlenen iichik ya-da cep
iclik dwilyar. /ighign  wektorlarynyii  hemmesmimi  baglangyjynyn
gabat gelydn haly gdz oniinde tutlyar/.

Iki wektoryn wektor kopleltmek hasyly.

Kesgitleme. Goy, a we b wektorlar berlen bolsun. Su

wektorlaryn  komegi bilen asakdaky sertleri kanagatlandyryan c
wektory guralyn:

1. ‘E‘:‘a‘-‘ﬁ‘-sin(p, bu yerde ¢ burg a we b wektorlaryn
arasyndaky burg;

2. ¢ wektor a we b wektorlaryn her birine ortagonal
bolmaly;

3. a,b,c wektorlar sag licligi emele getirmeli.

Su usul bilen gurlan ¢ wektora a we b wektorlaryn wektor
kopeltmek hasyly diferis we [a,b| bilen belgiris.

Eger kopeldjjilerin i bolmanda biri nul wektor bolaysa, onda
olaryn wektor kopeltmek hasyly kesgitlemd gord nul wektor diyip
kabul edilyér.

Kollinear dil iki wektoryn wektor kopeltme hasylynyn
modulynyii sol wektorda gurlan parallelogramyn meydanyna san
taydan deiligi kesgitlemeden gelip c¢ykyar /elbetde, wektoryit umumy
baslangyjy bar diyip c¢ak edilyir/.

Kopeldjiler kollinear bolanda we dime sonda wektor
kopeltmek hasyl nula den bolyar.

Wektor  kopeltmek  hasyly  antikommutatiwdir,  yagny
)

Ortanormirlenme  bazisin  wektory tiigin asakdaky denlikller
yerine yetyar:

[il j]= k,[j,k]=i,[k,i]= j,[J,i]=_k,

[i.k]=~j.[k i]=-i.[ii]=[i. i]=[k.k]=0.

Wektor kopeltmek hasylyn yene bir hésiyetini yatlap gecelin.
Islendik a, b we c, islendik A4 we u sanlar ligin

|4 + b, &)= A3, &) dp.c]
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denilik yerine yetyar.
Wektor kopeltmek hasyly kopeldijilerin
koordinatalarynyn iisti bilen anlatmak.
Goy, bize ortonormirlenen bazsii  wektory  boyunca

dagydylan a we b wektorlar berilen bolsun:

a:l. aji +a,j + ok, b= Bi+ B, i+ Bk

Onda alarys:
[5,BJ= [ali +a,]+ a3k,5J= 0:1|_i,5J+ a, [j,5J+ a[k,BJ Q)
5= -Bil=-{pi+ p.i+ pki1=-Ali)- ALl plkil= sk @)
[iBl=. i|=—gi+ i+ Bk 1=l i1 Bli (- lk ()=-pk+ Bi 3)
[k.bJ=—b.k|=-lgi+ 5.1+ kK= -Alik]- AiliK]- Al K= i - i (4)

12/, /3] we /4/ deiilikleri géz oniinde tutup /2/ denligi asakdaky
faly azarys: [8,b]=u(Bk— £,1)+ (- Bk + Bi)+ (B - i)

Sag bolekde skobkalary agyp, i, j we k wektorlary boyunga
toparlamany yerine yetiryaris:

[a’ bJ = (azﬂs -af )i - (0‘1:33 - asﬂl)j + (0‘1/52 - azﬁJ

Skobkalardaky  anlatmalary  ikinji  tertipi  kesgitleyjiler
2 A3 |Gy Q5. | azk /5]
B Bl 1B BT B P

Bu aflatmany birinji setirin elementleri boyunca dagadylan
tctinji tertipli kesgitleyji hokmiinde edip bolar:

i)k
[5,5 =, a, a, 5/
B B, Ps
Ucburglugyii /parallelogramyii/ meydanyny onuii
depeleriniii koordinatalaryn iisti bilen anlatmak.

Goy, bize ginislkde tic sany

ATX Y20 A%, Y,,2,1, we Ayl X, Y,,2,/ nokat berlen bolsun.

Onda AA, = (%, —x)i+(y, —y,)i +(z — 2k,
AA = (X3 - Xl)i + (Y3 - Y1)j + (Z3 _'Zl)k'

64

goniisinde yézarys: [5,5 =




AA, we E wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyny /5/
formula boyunga aﬁ]adalyﬁ:

[A&Az AiAS] L —4 XX .

Y1 234 [K3—X £H—4
Indi bu wektoryﬁ yzynlygyny tapyarys:
[an A J

X=X Y. Y%
X=X Y=Y

2 2 2
-V &H% X=X =% +X2_X1 Y.V

;=X Ys— Y,

Y %% X=X Z3—%

Ugburclugyit meydanyny

oy
formula boyunga tapyarys. Eger Ai;, A», Az nokatlar bar tekizlige
degisli bolan, onda
=X Yo=Y
X X% Y3 y1.
Gatysyk kopeltmek hasyl.
( lb c|) sana gatysyk kdpeltmek hasyl diyilydr we ol /5,5,6/
bilen belgilenyir.
TEOREMA. a,b we ¢ komplenar dil wektorlaryn gatysyk
kopeltmek hasylynyn moduly sol wektorlarda gurlan parallelepipedin
gowrimine dendir. Eger a,b,c Uclik sag TUclik bolsa, onda ol

kopeltmek hasyl polozteldir, eger iiglik c¢ep Tgclik bolsa ol
otrisateldir.

Hakykatdan-da, a,b,c wektorlarda gurlan parallelopipedin

S = +

b, E] meydanynyi /al-Icos@/

beyikligine képeltmek hasylyna defidir. Bu yerde ¢ burg a we [6,6
wektorlarynn  arasyndaky burcdyr. Sona gord-de biz asakdaky
gatnagygy yazyp bileris:

v=1Ip.c)-ralicosor = flap.c)y =[(ab.c)
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Seylelikde, teoremanyn birinji tassyklamasy subut edildi gatysyk
kopeltmek hasylynyfi alamaty cos¢ ululygyn alamaty bilen gabat
gelyédr, sonun liginem gatysyk kopeltmek hasyl, eger a wektor bilen
lb CJ wektoryn ugry b we ¢ wektorlaryn tekizliginden bir tarapa

ugukdyrylan bolsa, poloZteldir, yagny a,b,c wektorlar sag iicligi
diizydn bolsa, onda gatysyk kopeltmek hasyl polozteldir. Edil sunun
valy, eger a,b,c wektorlar cep oryentirlenen tglik bolsa, gatysyk
kopeltmek hasylyii otrisateldigi gorkezilyar.

Eger i, j,k ortonormirlenen sag bazis, onda (i, j,k)=

TEOREMA. Kopeldjjiler kopleanar bolanda we dile sonda
gatysyk kopeltmek hasyl nula dendir.

Hakykatdanda, /a,b,c/=/a/ /[p,c|/ cos@ ., bu yerde burg a
we lB,EJ wektorlarynn arasyndaky burg.

/ 5/-/[B,EJ/-/ cos &/ =0 denlk hacanda asakdaky sertlerm i
bolmanda biri yerine yetende miimkindir:

a) /a/=0. Bu halda a,b,c wektorlaryi komplanardygy
gornilip dur.

b)/[B,EJ/:O. Bu halda b we ¢ kollenear, sona gord-de
a,b,c wektorlar komplanardyr.

w) cos@=0. Bu halda a wektor [B,EJ wektora ortagonal,

yagny b we ¢ wektorlar bilen komplenardyr.
Tersine tassyklama edil yokardaky yaly subut edilydr: eger

a,b we ¢ wektorlar komplenar bolup, a) we b) hallar Yerine
yetmese, onda w) hal amala asar.
Gatysyk kopeltmek hasyly kopeldijilerin
komponentalarynyi iisti bilen anlatmak.
Goy, bize lic sany wektor berlen bolsun: a= ol +a, |+ ak,

b= i+ p,i+ Bk, C=pi+7,i+rk
b we ¢ wektorlaryit wektor kopeltmek hasylyny yazalyii:
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[bc] g LA Bl B
Vo V3 o Vs oY
i V2 73

Wektorlary okalyar kopeltmek diizgiini boyunga alarys:
g Bl 18 Bl 18 Bl [F®
Glbc)=EB)=[7 a-* P+t Pa=lp B, B,

V2 V3 173 172

o V2 Vs

Parallelepipedinn /piramidanyn / géwriimini onun
depelerinen koordinatalary arkaly anlatmak.
Goy, bize bir tekizlkde yatmayan dort sany nokat berlen

bolsun:

Alx, Y21,

Azlxzi Yo%, /,

A%, Y502,

A X, Y02,

A depeden cykyan A1Az, A1Asz we A1A, wektorlary yazalyi:
AiAZ ( )' + (yz - Y1)j +(’32 _Zl)k’

AiAs :( X3~ ) (Y3 - yl)j +(23 _'Zl)k’

AA = (X4 - Xl)i + (y4 - yl)j + (24 _'Zl)k'

Indi bu tic wektoryn gatysyk kopeltmek hasylyny yazyarys:
. X=X Yo=Y &%

(AiAzi AA;, A1A4)= X3=X Y=Y %%
Xo=% Yo=Y Z—%

Bilisimiz yaly bu sanyii moduly parallelepipedin géwriimine
anladyar. Su parallelepipedi /prizmanyiy denn ululykly alty sany
piramida bolip bolyar, sona gord-de AjA2A3As , piramidanyn
gowriimini agakdaky formula bilen berip bolar:
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Xo=% Yo=Y %%
=X Ya= Y1 FHB—E
=X Va1

Tekizlikde goni burcly dekart

koordinatalary ozgertmek.

Goy, bize tekizlkde koordmnatalaryin iki sany goni burcly
dekart sistemasy berlen bolsun, olaryin biri 0 baslangyg we i,j bazis
wektorlar, beylekisi bolsa 0" baslangye we i, j bazis wektorlar
arkaly kesgitlenyar diyelifi.

Onimizde seyle meseldni goyyarys: tekizlign erkin M
nokadynynn koordinatalary koordinatalaryii birinji sistemasyna gord X
we Yy koordinatalaryny nul nokadyn koordinatalaryn  ikinji
sistemasyna gora koordinatalary —arkaly anlatmaly. Xx we 'y

koordinatalaryn oM wektoryl  i,j bazis boyunga dagytmsynyi
koordinatalary bilen gabat gelydndigini seyle hem X we '

lip

<

Il

[+
ol

koordinatalaryn oM wektoryil i’,j° bazs boyunga dagytmasynyn
koordinatalary  bilen gabat gelyindigini  belldl, yagny biz
asakdakylary yazyp bileris:

OM = xi +j, /1/ OM =xi'+yj. /2]

Eger ikinji sistemanynn 0" baslangyjynyi birinji sistema gord
koordinatalaryny a we b bilen belgilesek, onda ajzai+bj. 13/
Tekizligin islendik wektoryny i,j bazis boyunga dagydyp bolyandygy
sebépli, o ,,a,,,,,,,, sanlar tapylyp, asakdaky gatnasyklary yazyp
bolarI a“Ha“J’} 141

J'=amitay]

Wektorlary gosmagyn diizgiini boyunca alarys:

OM =00'+0'M. 15/

/2/  denlign sag boleginde i',j° wektorlaryn bahalaryny /4/
denliklerden alyp goyyarys sotira /5/ denlige /1/, /2/ we /3/
detiliklerden OM,00" we O'M wektorlaryn bahalaryny goyyarys,
ahyrda-da gosulyjylary iwe j wektorlary boyunga toparlara bolyris:
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Xi+yj=@+a,X +a,y)i+b+a,x +a,y')j. 16/
Wektory bazis boyunga dagytmagyn yeke-tdkdigi sebapli /6/
denilikden koordinatalary Ozgertmegiii fomulalatyny alyarys:
X=a+a, X +a, YV,

11 , Zly, /7 /
y=b+a,X'+a,,y"

Biz asakdaky ajayyp netjd geldik: eger tekizlkde iki sany
erkin dekart sistemasy alnan bolsa, onda tekizlign islendik n
nokadynyn birinji sistema gord koordinatalary nul nokadyn beyleki
sistema gord koodnatalarynyn ¢yzykly funksiyalarydyr.

Indi alanan /7/ fonnulalaryn geometrik interpretasiyasyna
gecelnl. Munuil  iigin a we b wektorlaryn arasyndaky burgyn
kosinusyny cos(a"b) bilen belglemegi sertleselin. /4/ denliklern her
birini ilki 1 wektora, sofra | wektora skolyar kopeldip we
il=1j,jl=1 /i, jl=0 gboz éniinde tutup alarys:
ay, =cos(i’, ), e, = cos(i’, ™ j),

a,, = 00s(j, M), @y, = cos(j', 7 §)
Yokardaky surat sekillerinden hala garalyi. Onda

o, =C0SQ, oy, = cos(% - (pj =sing, a,, = cos(% + goj =-sing,

a,, =COS .
Seylelk  bilen,  tekizlkde  koordmnatalary  Gzgetrmegin
formulalary asakdaky gomiisi alyar:
Xx=a+Xxcosp—y'sing,
y=Db+ Xx'sing+ y'cose.
/7] sistemany X' we y' gord ¢ozip, biz islendik M nokadyn ikinji
sistema gord X' we Yy’ koordinatalaryny nul nokadyh birinji sistema
gord X we y koordinatalary arkaly anladyan ters formulalaryny alarys:
X' =(x—a)cosg+(y —b)sing,
y' =—(x—a)sing +(y —b)cos (o}
Koordmnatalary 6zgertmegin umumy /7/ formulalary iki sany
Ozgertmd dagayar. Bularyn biri sistemany dile parallel gog¢iirma
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degislidir, beylekisi bolsa sistemany diie 0 baslangyjyil dasynda ¢
burca aylamaga layyk gelyir.

Hakykatdan hem, /7'/ formulalarda bolsa aylanma burgy
nula defi dijip hasap etsek, (x-a)’+(y-b)’=R’® defilemede a,b, R
hemiselikler degislilikde toweregini merekezinde  kordinatlary we
onun radiyusy tiytgeyin x we y ulyklar bolsa toweregimi erkin M
nokadyn kordmatlary hususy halda eger kordinatalr baglangyjy
toweregin merkezinde alynsa onda a=b=0 bolar we 12| deilleme
has yonekey gomiisi alar: x*+y*=R?. Bu Yerden /2/ we /2]
denlemeler) merkezi c/a;b/ nokat radiusy R-e den bolan toweregii
/2/  denlemesinin  bardygyny goryaris. /2/ denlemede oklary agyp
alarys. x2+y?-2ax-2by+(a®+b*-R?)=0 /3/ ya-da x*+y*+Dx+Ey+F=0,
bu yerde D=2a,E=-2b, F=a’+b*-R?diyip kabul edildi. /3/ deflleme
ikinji derejeli denlemedir. Seylelikde towregin tiytgeyan kordinatala-
ra gord ikinji derejeli defilemesi bardyr emma her bir kinji derejeli
denlleménin toweregi kesgitlenmeyénligi bellemek gerek.
Hakykatdanda /3/ defilemeden asakdakylary goryéris, tOweregii
denllemesinde kordinatalarynn kwadyratlanynn koefissenyleri 6zara den
bu denllemelerinn kordinatalaryin kdpeltmek hasyly /xy/ girmeyar.
Tersine eger su ki sert yerine Vetse /x> we y? cleneleriii
koeffisentleriniit  6zara derligi xy ¢lenm denllemede yoklygy/ onda
umuman aydylanda ol defileme toweregi kesgitleyiar sebdbi ony xz-yﬁ
koeffisentine boliip /3/ gérniise getirip bolar.
Ellips kesgitleme. Fokuslar diyip atlandyrylyan bérden ki nokada
cenli uzaklyklarynyn jemi hemiselik san bolup takyklygyn nokatlar
uzaklykdan uly bolmaly.
Ellipsin defilemesini diizmek iigin berlen F;we F, nokatlary
birlesdiryan gdjni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde Kabul ederis ol
okda F1 -den F, —a tarap ugry polaztel diyip Kabul ederis F1 F;
nokatlary birlesdirydn kesimini ortasyny kordinatalar baslangyjy
deregine Kabul edelin fokuslaryn arasyndaky FiF, uzynlygy 2c bilen
belgildlin. Onda F1we F; nokatlarynn kordmnatalary degislilikde /c;0/
we /-¢;0/ bolar. Ellipsinn erkin N nokadynyn kordinatalary. X wey
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bilen belgildlin. F1M we FoM kesimlerin uzynlyklarynyn formulasy
boyun¢a anladalyn: FiM= (X—C)2 +y°

Ellipsin kesgitlemesine gord kordinatalar sistemasynda elipsii
detilemesidir. Ellipsin detilemesi m yonekey gorniisi alar yaly /1/
denlemede radikallary yok etmek gerek. Radikallaryn birini sag
bolege geciryaris.

J(x—=c) +y?=2a-/(x—c) +y?

Indi d= \/ (V=% +(v-y,) formula bujunca M we N nokatlaryi
arasyndaky uzynlygy tapmak galyar, yagny

Ax, —1By, +c ? Ax, +By, +cC ?

_ \/AZ(AXO _1By, +ch . BZ(AXO 1By, +c)2 _
A’ 1+ B® A’ + B®
_ \/(Axo +By, +c)’ _|AX, +By, +¢|
A% + B? JA? + B2
20.Goni ¢yzygyn polyar kordinatalardaky demlemesi.
Goni ¢yzygyn normal denlemesini alalyn x cosa +ysina -p=0
tekizlikde kordmatalaryn goni burcly dekart sistemasy bilen polyar
kordinatalaryn sistemasy arasyndaky baglansygy beryidn formylalary
yazylan. X=r cosa y=rsinx
Uyteyin x we y ulylyklaryii bu bahalaryny goéni ¢yzygyn normal
dernilemesinde goyyarys: r cos @ COSa +rsing sina -p=0 ya-da
r'( cos pcosa + singsina )-p=0 bu yerden r-cos(¢ - o )-p=0
bu bolsa goni ¢yzgyil polyar koordinatalardaky denllemesidir.

Ikinji tertipli egri cyzyklaryn elementar teoriyasy
Uytgeyin x we y ulylyklara gori ikinji derejeli umumy defileme
oziinde kinji clenleri /x%xy we y?/ birinji derejeli ¢leni /azat ¢leni/
saklayar. Suna layyklykda ikinji derejeli umumy defilemédni asakdaky
yalyyazyp bolar. Ax*+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0
Bu verde A,B,C koflisentlerin i bolmanda biri nuldan tapawutly
bolmaly. A,B,C,D,E;F koefissentlerinn diirli bahalarynda bu
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denlemednin haysy ¢yzyklary kesgitlenydndigi baradaky sowada
mndiki bolimde garaljak. Su bolimde ikinji derejeli denlemelerii
kébir yorite gérniislerine garap gegelin.

Towerek. Kesgitleme. Merkez diyip atlandyrylyan nokatdan dei
daslasan tekizligin nokatlar kopliigine towerek diyilydr. Toweregii
nokadyny onun merkez bilen birlesdirydn kesime seyle-de sol
kesiminn uzynlygyna toweregin radiusy diyilyar.

R radiusyn toweregin denllemesini diizelin.
Kordmnatalar oklaryny erkin saylap alalyin onda tdweregin c
merkezinit koordinatalary a we b bolar. Toweregm erkin M
nokadynyil koordinatalaryny x.y bilen belgildlin toweregim &hl
nokatlaryna mahsus bolan hésiyeti analitiki ailadalyn. Toweregin
kesgitlemesinden onuii islendik M nokadynyin C merkezinden
uzakdygynyn hemiselik ululygy we onuil toweregii R radiusyna
dendigi yagny CM=R bolyandygy gelip ¢ykyar.

Cm ululygy C we M nokatlaryn arasyndaky uzaklyk
hokmiinde kesgitlip biz /I/ detiligi M nokadyn Oytgeyan

koordinatalarynyn isti bilen aﬁladarys:\/ (x—yF+(y=byf =R W
Ahyrky deflemédnin iki bolegini-de kwadrata géterip biz toweregin
detillemesini yady yazarys:(y —b) +(y—b) = R? 12/
Bu denllemede a,b, R hemiselikler degislilikde tdweregiii merkeznin
kordnatalary w onunl radiyusy tiytgeydn x we y ulylyklar bolan
toweregin erkin M nokadynyii koordinatalary. Hususy halda eger
kordinatalar baslangyc towereginh merkezinde alynsa onda a=b=0
bolar we /2/detileme has yiinekey gormisi alyar. X?+y?=R?

Bu yerden /2/ we /2'/ defilemeler merkezi C/a;b/ nokatda radiusy R-e
denl bolan toweregml /2/ denilemesiniii bardygyny goryéris. /2/
detillemede nokatlary agyp alarys: X2+y?-2ax-2by+(a®+b*-R%)=0 /3/
Ya-dax?+y?+Dx+ey+F=0  /3/ bu yerde D=2a, E=-2b, F= a*+b*-R?
diyip kabul edliidi. Denleme ikinji derejeli denlemedir seylelikde
toweregiil iiytgeydn koordinatalara gord ikinji derejeli denlemesi
bardyrit emme her bir ikinji derejeli deileménin toweregi
kesgitlemeyandigi bellemek gerek. Hakykatdan-da /3/ detilemeden
asakdakylary goryéris. Toweregii defilemesinde koordinatalryn
kwadratlarynyin koeflisenleri 6zara den bu denilemid koordinatalaryn
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kopeltmek hasyly /xy/ girmeyir tersine eger su iki sert yerine yetse
X2 we y* clenleriniti koefisentleriniii 6zara defiligi xy ¢lenii
denllemede yoklygy/ onda umuman aydylanda ol defilem toweregi
kesgitleyir sebibi ony x° it koefisentine boliip /3/ gorniise getirip
bolyar.

Ellips kesgitltmefokuslar diyip atalandyrylyan birden iki
nokada cenli uzaklyklaryn jemi hemiselik san bolan
fokuslaryn arasyndaky uzaklykdan uly bolmady/.

Ellipsinn defilemesini diizmek t¢in berlen F; we F, nokatlary
birlesdiryan goni ¢yzygy absissalar oky hokmiinde kabul ederis ol
okda F;1 we F; nokatlary birlesdiryin kesimin ortasyny koordinatalar
baslangyjy deregine kabul edelin. Fokuslaryn arasyndaky Fi, F»
uzaklygy 2c bilen belgililin. Onda F; we F, nokatlaryn kordmnatalary
degislilikde /c;0/ we /-c;0/ bolar. Elipsin erkin N nokadynyi
kordinatalaryny x we y bilen bagalalyn. F1M we FoM kesimlerin
uzynlyklaryny iki nokadyn arasyndaky uzynlygyn formulasy
boyunga anladalyn.

EM =(x-y) +y? F,M =4/(x+c) +y?

elellipsin kesgitlemesine gord F1M+ FoM jem hemiselik ulylyk ony
2b bilen belgildp alarys F1M+ F,M=2a

Ya-da +(x—yf +y? +/(x +cf +y? =2a

Bu deiileme alnan koordinatalar sistemasynda elipsiii denllemesidir.
Elipsinn detilemesi i yonekey gorniisi alar yaly /I/ defilemede

redikallary birini sag bolege geciryaris:

21.IKinji teripli egrilerin umumy derlemesi we olaryn kanonik
gorniise getirlisi.
Indi kinji tertipli algebraik denleméi
Ax2+bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0 seredeli.
Bu algebraik denlemd ikinji tertipli egrilerin umumy

......

B,d we E koefisentlerinde ikd bdlinen bolup giryérler. Sonui {igin
ikinji tertipli umumy algebraik denleméni
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Ax?+2Bxy+Cy?2Dx+2Ey+F=0 2.1/

gorniisde yazmak amatly. Bu yerde B,D we E koeflisenler degisli
koefisenlerin yarysyny anladyandyr, ondan baggada A,B,C
koefisenler bir wagtyii dzinde nola deft déldir (A%+B?+C?#0)
meselem eger x2+3xy+2y?+5x+4y+1=0

detileme berlen bolsa onda A=1, B=g , C=2, D=g, E=2, F=1
bolar. Eger Ac-b?#£0bolsa /2.1/ defileméni paralel gociirménii we
yzygiderli Swirméniti komegi bilen A'X"2+Cy"2+F'=0 2.2/
gornise getirip bolar.

Subudy. Ilki  Oxy kordinatalar sistemasynyn baslangyjy O,(Xo, Yo)
nokada yetirelin. Tdze sistemany OXy bilen belgildp

X=X+X,

y=Yy+Y, 2.3/ alarys.

Ondan /2.1/ denlemimiz

A(X+X0)*+2B(X"+X0)(y +Y0) +C(y"+yo) +2D(X"+Xo)+2E(y"+yo) +F=0

gorniisde bolar. Yonekey ozgertmelerden sofira bolsa /2.1/

defilemiimizi Ax'2+2Bx'y'+Cy” +2D'x'+2E'y'+F'=0 12.4]

gorniisde yazmak bolar, bu yerde. D'=Axo+Byo+D, E'=BXxo+Cyo+E,

F'=Axo’+2Bxoyo+Cy?2Dxo+2Eyo+F.

bu yerde Xo we Yo hizirlikge ndbelli sanlardyr.

Téze sistemanyn /Xo;Yo/ kordinat baslangyjyny tapmak ti¢cin D' we E'-
Ax, +By,+D=0

Bx, +Cy, + E :O}

sistema alnar. Lemmanyii sertine gora AC+B?#0 diymek /2.5/

Sistemanyn Xo;Yyo Sanlara gora-yeketik ¢oziiwi bardyr. Sofra /2.5/

serti gbz oOniinde tutyp /2.5/-den

Ax'2+2Bx'y +Cy2+F=0 12.6/ detligi alarys.

Indi bolsa O'x'y" kordinatlar sistemasyny kébir oc-aburga dwrip gora

krodinatalar O'x"y" sistema alallyn.

X'=X"C0S oc —y"'sin oc

y" = X"sin oc —Cos oc }

X"we y' bahalaryny /2.7/ denlikde goyalyn

leri nola denlilin 2.5/

12.71
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A(X"c0S oc -y"sinoc )*+2B (X"c0S oc -y"sinoc )
(X"'sin oc +y"'c0OS oc )+¢(X"'sin oc +y"'coS oc )>+F=0
Onda blma(;e Ozgertmelerden soii

X"%(Acos? oc +2Bgos c sin o +Csin? oc ) +y"? (Asin? oc -
2Bsin oc COS oc COS? oc )+X"y"(Asinoc cosoc + +B(COS? oc -
sin oc )+Csinoc oS oc )+F=0
bu yerden A=Ac0s? oc +2Bcos oc +Csin? oc
C'=Asin® oc -Bsin oc c0s oc +CCOS' oc
B'=-Asin oc €0 oc +B(c0s? oc -sin® oc )+Csin oc COS oc
Goz oninde tutyp sorky denlikden alarys
AX2+2BX"y"+C'y"2F'=c /2.8/
Indi /2.8/ dDenlemedéki x" y"-in koffisenti nol bolar yaly oc burgy
saylalyn.
Diymek B'=0 bu yerden 2B cos oc =(AcC)sin oc 2.9/
Eger-de A=C bolsa onda coscc =0 ya-da oc= eger-de A#C bolsa
onda /2.8/ sag we ¢ep tarapyny cos2 oc bolmek bilen alarys

2B
A-C

oc-ni bu bahalarynda /2.9/ defik A'X?+c'y"?+F'=0 gorniisinde bolar
Teorema susbut edildi.

| tertipli egrilerin klafikasiyasy

2.1/ defileménin uly ¢ilenelrinin A,B,C koefisentleri kordinat okyny
parallel goclirmede Oytgemdn dile kordinata dwriimde
Oytgeyandigini subut edilen temadan gelip ¢ykyar.

Yéne AC-BPailatma hic bir yagday-da 6ytgemiin 6iikiligine
galyar. Beyle yagday bolsa onun kordmatalaryn tytgemekligine
bagly dildigini gorkezyir. Hakykatdan-da seyledigini barlalyii. Onun
licin bolsa-da yene-de onden belli denliklerinden
A=Acos? oc +2Bcos o +Csin® oc
C'=Asin? oc -Bsin oc cos oc +Ccos' oc
B'=-Asinoc oS oc +B(cos2 oc -sin? oc )+Csin oc €OS oc
Onda A'C- P= =(A cos? oc +2Bsin?cos oc +Csin? ocg =(Acos? o -
2Bsin® oc +Csin? oc )-[(C-A) Sinoc dx+ B cos-sin?]

Skopkalarymyzy acgyp yonekeylesdirenmizden soiira
A'C'-B'2-AC(c0s? o« +sin? oc ) —B?(cos? o +sin? oc >)AC-B? alarys

n2

2B=(A-C)tg® o« Bu yerden oc-ni tapalyii oc =% arctg
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Bu AC-B? ululyga ikinji tertipli egrinii AC-B? ululygyi alamatyna
baglylykda tertipli egriler {i¢c gérniisde bolinyr.

Eger

1. AC-B?>0
2. AC-B?<0
3. AC-B?=0

bolsa onda /2.1/ denlemé ikinji tertipli egrilerin degisli optik
Indi bolsa egrilerin diirli gémiislerine garap gegelit. Munui
licin bolsa biz yene-de bize 6nden belli bolan anlamadan
peydalanarys. Yagny A'=Acos’ oc +2Bc0soc sinoc +Csin’ oc
C'=Asin’ oc -2Bsin oc c0s oc +Cc0s% o Ya-da
A=Acos’ oc (A+2Btg oc +ctg oc )
C'=sin® oc (A-Bctg?+Cctg oc )
LEliptik gorniis
Eger AC-B?>0 bolsa A' we C'—iii alamaty mefizes bolar bia A™>B we
¢>0diyip alalyn.
1 2

a/ A>0, c'0 we F'>0, onda % Y =1alarys bu bolsa elipsii

b2
kanonik derlemesidir
b/ eger A'>0, B'>0 we F'=0 bolsa onda a®x® +b%y?=0 bolar
bu defilemini dile x=0, y=0 kordinat baslangyjynyn kordinatalary
kanagatlandyryar.

......

2. gorniis
Eger AC-B?<0 bolsa onda A>0we C diirli alamatly bolar onda biz
2
y

A'<0 we ¢'<0 bolsun onda %—g =1 bolar bu bolsa

giperbolanyn denilemesidir.

c/A>0,C'<0 we F'<0 bolsun onda a?x*-b?y’=0 defilemiéini alarys
va-da (ax-by)(ax+by)=0 almak bolar.

Bu denleme bolsa 6zara kesisyan iki gonini kesgitleyar. Bu yagday-

......

22.PARABOLIK GORNUS.
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Eger AC-B%=0 diysek onda A'=0 ya-da C'=0 bolsa onda subut edilen
temanyn esasynda ikinji tertipl egrinii umumy deflemesini
asakdaky gorniigde

AX'2+Cy"?+2E'Y"?+2D'x"+F'=0 yazmak bolar.

Goy, A#0 bolsun onda onda yokardaky denlemidni seyle gorniisde

2

2E_ (EY F
Aly'+—vy+| — | |[+2Dx+F-— =0 bu yerden
v+ 2Ey+( ] =0 buy
FZ
F"=—— yazmak bolar.
C
Kordinatalar baslangyjyny (0;-%) nokatlar boyunga Oy okun

parallel gociirp tize x'=x, y':y+§ kordinatalara gecip
Cy?+2DX+F"=0 Indi bolek asakdaky yagdaylara seredelit;
Goy D#0 bolsun onda Cy'2+2D(X'+2F—D)=0 denilemédni alarys

14 "

F
,0) nokadyna gecirip X'=X+—
D ) yna gecirip T

y'+y diysek onda sotiky defilemeden Cy"+2Dx"=0
denleméni alarys ya-da y'=2-pX" alarys

Denleme parobalanyii kanonik denilemesidir goy D=0 bolsun onda
Cy?+F"=0 defileméini alarys.

Eger kordinat baslangyjyny (-

4

Eger-de C-iit we F" alamatlary diirli bolsa onda '(:: =0’ bellip

sonky defilemeden (y'-a)(y'+a)=0 alarys.

Alanan denleme bolsa 6zara iki parallel goni denlemesidir. Eger-de
C-ift we F" alamatlary metizes bolsa onda y?+a’=0 defilemiini alarys.
Bu denleméni hi¢ san nokady kordinatalary kanagatlandyryar

Sonun ticin bu deflleméd iki hyyaly parallel goniinini denllemesi
diyilydr. Seylelikde ikmji tertipli egrinii umumy
AXC+2Bxy+Cy*2Dx+2Ey+F=0  kordinat sistemany Ozgertme bilen
asakdaky sekiz gorniise getririler.
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U(E+T) we (-2;%) nokatlary belli boln ellipsinn kanonik
denllemesini yazmaly.

Coziilsi elipsin merekezmini kordinatala baslangyjynda fokuslaryn
bolsa absissa yatanlygy licin gbzlenydn elipsii defilemesi asakdaky

2 2
valy bolar: %+y— =1. u[g:%jwe N(—2;§) nokatlaryn

62

kordinatalarny ellipsin defilemesinde goyup a we b sanlary

25 6

427 1607
kesgitleyaris. 4 3 Bu yerden a?=10, b*=1. a®we b?

@ e

2 y2

tapylan bahany ellipsifi defilemesine goyup alarys. E+T =1

2-nji mesele. 25x>+16y*=4225 elipsiii detileesi berlipdir onuii
oklarynyn uzynlyklaryny e fokuslarynyn kordinatalarny tapmaly.
Ciiziilsi: iki ellipsin umumuy defilemesini kanonik gorniisde
2 2
yazalyfi, ——+Y— =1. Bu Yerden a?=169. a=13, b*=25, b=5
169 25
Indi 2a-ni we 2b-bi tapmaly: 2a=26 we 2b=10 bolar.
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Indi bolsa kordinatalaryii fokuslaryny kordinatalarny tapmalyn onui
licin c-ni tapalyn.
C*=a’-F=169-25=144
C?=144 ya-da c=+12.
n-olcegli wektor ginisligi

Cyzykly denlemelerm —sistemalarynyn  umumy nazaryetini
gurmak {icin wektor giisligi diistinjesi zerurdyr.

Analitiki geometriyadan bell 1 bolugyna gord tekizligm her bir
nokady (koordmatalar oklary belli bolanlarynda Ozinin iki sany
koordinatalary tekizligin her bir wektory bolsa Ozinii iki sany
kompatentalary hakyky sanlaryn iki sanysynyn tertiplisdirilen
sistemasy  bilen  kesgitlenyindir.Suna  menzeslkde ii¢  Olcegli
gmiglgin  her bir nokady Ozinini Ui¢ sany koordinatalary bilen
,giishgm her bir wektory bolsa 06zinni lic sany komponentalary
bilen kesgitlenyér.

Yone geometriyada ,mehanikada we fizkada ¢ sany
hakyky sanlaryn sistemasynyil berilmegi bilen doly kesgitlenmeyian
obyektler hem Owrenilyindirler.Mysal tiicin {ic Olcegh gilislikde
sarlaryn toplumy Owrenilende saryn doly kesgitlenen bolmagy {icin
onun merkezinin koordinatalarynyn we radusynyn,yagny dort sany
hakyky sanlaryn tertiplesdirilen sistemasynyil beriimegi zerurdyr.

Bu mysaldan gorniisi yaly n sany hakyky sanlaryn dhli miimkin
bolan tertiplesdirilen sistemalarynyndwrenilmegi dhmiyeti eyedir.
N sany sanlaryn tertiplesdirilen a=(aa,... an) (1)

sistemasyna n-olgegli wektor diilyarf Bu yagdayda a;,l=1,2,. . . , n
sanlara o wektoryn kompanentalary diyilip aydylyar.Eger-de o bilen
n -olgegli B = (b by ... Dby) (2) wektoryn degisli

kompanentalary deni bolsalar bu iki wektorlaryn 6zleri hem den hasap
edilyarler.
Q) we (2) wektorlarynn jemi diyilip her bir kompanentasy olaryn
degisli komponentalarynyni jemine deii bolan
ot+P =(artb; , axtby, ... axtby) (3)
wektora aydylyar. Wektorlary gosmak amalynynn orungalsyrma we
utgasdyrma hidsiyetlerine eyedigi bu kesgitlemeden goriinyandir.
Nul wektor diyilyan 0=@0,0,...0) 4)
wektorlar gosulanda nulyft ornyny tutyandyr.
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Hakykydan hem

a+0=(a; +0,a, +0, ... a,+t0)=(as, az, . .. an)=a
Al wektorya garsylykly diyilip
-o= (-8.1,- a,...- an) (5)

wektora aydylyar.o+(-a)=0 denlk ayandyr. Seyle hem gosmak
amalyna ters ayyrmak amalynynbaradygy hem afsatlyk bilen
gorkezilip biliner.Hakykyatdan hem (1) we (2) wektorlaryil tapawudy
bolup

o-B=a+(-B) wektor ,yagny

o-B=(ai-by ax-by ... an—by) (6)

wektor hyzmat eder.
o wektoryn k sany kopeltmek hasyly diyilip

ka=(kaj, kay, ...k ay) (7)
wektora aydylyar. Bu kesgitlemeden k(o + B)=ka + kB (8),
(k+Da=ka £l (9)

k(lo )=(kDo (10)
1*a=a (11)
0*a=0 (12)
(-Da=-a (13)
k*0=0 (14)

eger-de ko=0 bolsa ya k=0 ,ya-da a=0 .(15)
n-olcegli wektoryn dhlisisnii toplumy oOziinde kesgitlenen wektorlary
gosmak we sana kopeltmek amallary bilen n-Olgegli wektorlaryi
ginisligi diyilip aydylyar.

23.Wektorlaryn c¢yzykly baglansyklylygy.

Eger-de n-olgegli wektorlar o we P igin kébir k san bar
bolup B=ko deinlik yetydn bolsa 3 wektor o wektora proporsional
diyilydr,Hasusan,0 wektor islendik o wektora
proporsionaldyr.(0=0*c.),Eger-de B=ko. bolup B#0 bolsa bu yerden
k=0 bolup a=k?*p deilk alynar.Bu diyildigi proporsionallygyii nul
dal wektorlar tigin simmetrik hésiyete eyedigini afladyar.

Eger-de kébir I1, 12, ... I, sanlar bar bolup
B=11 a1, |2 az, ... lhan
Denlik dogry bolsa B wektora a1, a2, . . . as  wektorlaryn ¢yzykly
kombinasiyasy diyilip aydylyar.
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Kesgitleme: a1, a2, . . . org,0r  (r>2) (1) wektorlaryn hig
bolmanda biri golanlarynynn ¢yzykly kombinasiyasy bolsa ,olar
cyzykly baglansykly tersine yagdayda bolsa ,¢yzykly  baglansyksyz
diyiip aydylyar.Bu kesgitlemini indiki gorniisde hem bermek
miimkindir.

Kesgitleme:Eger-de hi¢ bolmanda biri nuldan tapawutly bolan k 1, ko
, ..., ky sanlar bar bolup kioiitks ap + .. .+ K ror (2) deiilik yerine
vetydn bolsa (1) sistema baglansykly diyilip aydylyar.Bu iki
kesgitlemelerin  ekwiwalentdiklerini subut etmek ansatdyr.Seyle hem
kinji kesgitleménii sistemadaky wektorlarynn sany bire deii bolanda
hem ulanylyp binjekdigi aydyndyr:diie bir o wektordan durayan
sistemanynn  ¢yzykly baglansykly bolmagynyii zerur hem eterlk serti
bu o wektoryn nul wektor bolmaklygydyr.Hakykatdan hem ,eger-de
a=0 bolsa ,onda islendik k=0 TU¢in hem koa=0 boljakdygy
diigniiklidir. Tersine ,ege-de ko.=0 we k=0 bolsa a.=0 alynar.

Teorema 1. (1) sistemanyn kabir bolek sistemasy baglansykly
bolsa,onda sistemanyn 6zi hem baglangyklydyr.

Subuty. Hakykatdan hem g6y (1) sistemada s<r bolup

01,02, . . . ,as wektorlar hic bolmandfa biri nuldan tapawutly k; bilen

ki a1+ ko oo+, ... Ksas=0
deiiligi kanagatlandyryan bolsunlar.Bu yagdayda yerine yetyin
ki o1t ko oo+, ... Ksots + 0%0tge1 +.. . + 0%0=0

denilikden (1) sistemanyn ¢yzykly baglansykdygy alynar.
Netije 1. Iki sany den ya-da umuman iki sany proporsional
wektorlary bolan ,seyle hem nul wektory saklayan islendik sistema
cyzykly baglansyklydyr.

2.Eger-de (1) sistema ¢yzykly baglangyksyz bolsa ,onda onun
islendik bolek sistemasy hem ¢yzykly baglansyksyzdyr.
n-olgegli wektor ginisliginin

& =(10,0,...,0),

,=(0210.,...,0),
e
e, =(0,00,..1)

wertorlary birlik wektorlar diyilip atlandyrylyarlar.
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(3) sistema ¢yzykly baglansyksyzdyr.Goy
kig1t+koeo+ . . . + knen=0
bolsun.Cep tarapynyn (ki , ko , ...., kn ) wektora dendigine gord
sonky denlikden
(k1 , k2 ey kn ):0
deiiliok,yagny her bir =1,2, ... n nomer licin k = 0 bolmalydygyna
geleris.

Diymek sonky belliklerden n-6lgegli wektor gmisliginde n sany
wektordan duryan ¢yzykly baglansyksyz wektorlaryin (3) sistemasyny
bardygyny goryiris.

Teorema 2 s>n bolanda n-olgegli wektorlaryn islendik s
sanysyndan duryan sistema ¢yzykly baglansyklydyr.
SUbU!y.GOS/ bize Otlz( a1l ,ad12, ..., aln)
oz=(a21,82,...,an)
os=(as1, 82,...,an )
wektorlar  sistemasy berilen bolsun.Hi¢ bolmanda biri nuldan
tapabutly bolan we ki a1, k2 a2, ...., ks as = 0 derligi kanagatdyryan
k , k k sanlarynn bardygyny gorkezmelidiris (4) denlikden
alynyan

9 eene

ak +a,k, +..+a,k =0

a,k +a,k,+..+a,k =0
sistema ki Kz, .... ks ndbellelerden n ¢yzykly denlemelerin sistemasy
bolup belli bolusyna gird nul dil ¢oziwe eyedir.Bu diyildigi (4)
defileméni kanagatlandyryan hemmesi nul bolmadyk
ki Ko, .... ks sanlaryn bardygyny afladyar. Teorema subut edildi
Kesgitleme n-dlgegli wektorlaryn oq,02, . . . ,ar (6) cyzykly
baglangyksyz sistemasyna islendik Be-n-Olcegli wektory gosulanda
ol ¢yzykly baglansykly sistema Owrlilse ofia maksimal ¢yzykly
baglansyksyz sistema diyilyd.Bu yagdayda 01,02, . . . 0P
wektorlaryn ¢yzykly baglansyklylygynyn islendik anlatmasynda f3-
nyn koeflisiyenti nuldan tapawutly bolmalydyr.

82



Yokarda aydylanlardan n-6legli wektorlaryii n sanysyndan buryan
islendik ¢yzykly baglansyksyz sistemasynyn maksimaldygy hem-de
bu ginislign islendik maksimal ¢yzykly baglansyksyz sistemasynyn
n-den kop bolmadyk wektorlary saklayandygy gelip c¢ykyar.Seyle
hem n-olgegli islendik ¢yzykly baglansyksyz sistemasynyii  hig
bolmanda bir maksimal ¢yzykly baglansyksyz sistemasynda
saklanyandygy gelip ¢ykyandyr.

Eger-de B wektor aug,0t2, . . . ,a (7) wektorlaryn ¢yzykly
kombinasiyasy bolsa ,onda adatca [ (7) sistemanyn isti bilen ¢yzykly
B]-!BZ’ RN ’BS(B)
wektorlaryl her biri (7) sistemanyn isti bilen ¢yzxykly afladylyan
Sistemanynn  basga sistemanyn Usti  bilen ¢yzykly aladylmagy

diisunjesi tranzitiw hisiyete eyedir.

Eger-de wektorlaryin iki sany sistemalarynyn her biri beylekisinin
isti bilen ¢yzykly anladylyan bolsa olara ekwiwalent sistemalar
diyilyar.Cyzykly  anladylmanyn  tranztiwlginden  kébir  wektor
ekwiwalent sistemalarynn biri bilen ¢yzykly anladylyan bolsa ,onui
beyleki sistemalaryn {sti bilen hem ¢yzykly afladylyp bilinjekdigini
alarys.Indiki tassyklama bolsa teorema ady bilen bellidir.

Teorema 3. N-dlcegli wektor gmisliginin wektorlarynyn ,iki
N ag,az,...,00
(“) B]-!BZ! e !BS
Sistemasynyn birinjisi  ¢yzykly baglansyksyz we ikinjinii isti bilen
cyzykly anladylyan bolsa,ondfa birinji sistemanyn  wektorlarynyi
sany kinjisinddkiden kop dildir,yagny r< s

e yeqe

a=af+af+..tap
a = ayf+aph, +.+a,

©)

ar = arlﬁl + ar2ﬁ2 ot arsﬁs
Deiilikler dagry bolyp olaryn koeffisentleri s-gegli wektorklaryin r
sanysynyn
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V1= (a8 4,,)
¥y = (g1, 8555 y,)

7, =(a,,a,,..4a,)
Sistemasyny diizyérler.Seylelikde r>s bolanda olaryil ¢yzykly
baglangyklydyklary belli bolyp ji¢ bolmanda biri nuldan tapawutly
Ki, ko ,... ks sanlar tapylyp ki auitkooo+ . .. +ky o =0
denlik yerine yetyandir.Bu yagdayda (9)-dan

> ka, =0, j=1,2,...,s (10)
i=1
deilikler alynar.Onda
k‘lal +'“+krar = Zkiai = Zki(zaijﬂj) = Z (Zkzay)ﬂj = 0
j=l =l

i=l =l j=l |
denlk alynyp (I) sistemanyn c¢yzykly baglangyklylygy hakynda
netjdni  alarys.Bagdaky = dumanymyza ters bolan bu netije
tassyklamanyn subutyny beryir.
Netije 1 Cyzykly baglansyksyz iki sany ekwiwalent sistemalardaky
wektorlaryin sany birmenzesdir.
Netije 2  n-Olgegli wektor ginisliginin islendik maksimal ¢yzykly
baglansyjksyz sistemasyndaky wektorlarynn sany n-e dendir.
Netije3Eger-de wektorlaryn ¢yzykly baglansykly sistemasynda iki
sany maksimal ¢yzyklu baglansyksyz bolek sistemalary alynan bolsa
olarda saklanyan wektorlaryn sany dendir.
Berilen  wektorlar  sistemasynyn  islendik = maksimal = ¢yzykly
baglansyksyz bolek sistemasyna girryin wektorlaryn sanyna bu
sistemanyil rangy diyilip aydylyar.
Teorema 4. Goy c¢yzykly baglansyksyz bolmaklary hékman
bolmadyk n -6lcegli wektorlaryin iki sany
1,002, ...,0r (11)
we Bi1,B2,....Bs (12)
sistemalary berilen bolup (11) sistemanyn rabgy k sana (12)
sistemanyiiky bolsa 1 sana deni bolsun.Eger-de (11) sistema (12) -niit
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isti bilen ¢yzykly anladylyan bolsa ,onda k<I eger-de ol sistemlar
ekwiwalent bolsalar k=I gatnasyk dogrydyr.

Matrisanyi rangy.
n-olgegli wektorlarynn berilen sistemanynyn baglansyklydygy ya-da
baglansyksyzlygy hakyndaky sowalyn yiize c¢ykmagy tebigydyr.Bu
sowalynn jogabyny tapmagyn bir usuly matrisanyii rangy diisiinjesi
bilen yakyndan baglangyklydyr.
Goy

a;,Ay55---5a

n

Ay1,055,...,05

A= !

As15Qp50-5 gy
Matrisadaky Olgegleri gorkesydn s we n sanlar 6zara  hic hili
baglanlykda  bolmasynlar.A  matrisanyn  ¢yzykly = baglangyksyz
sitlinlerinni =~ maksimal sanyna ,basgaca afida A  matrisanyn
stittinleriniil sistemasynyil rangyna bu matrisanyn rangy diyilip
aydylyar.
A matrisada erkin k setr we k siitlin (k<min(s,n)) saylanan
bolsun.Olaryn  kesismesinde duran elementlerden diisiilen  k-njy
minory diyilip aydylyar.Bizi A-nuyn nuldan tapawutly A-nyin dhli k-
njy tertipi minorlary nula defi bolanlarynda onun k-dan uly tertipli
minorlarynyn  hem  dhlismn  nula  dendigi hakyndaky aydyn
tassyklama Ordn peydalydyr.Hakykatdan hem bu tassyklamany subut
etmek tigin  k<k+j<min(s,n) bolan (k+j)-nji tertipi minory onun k
sany siitiini boyiinga Laplas teoremasyna gord dagytmak yeterlikdir.
Teorema (matrisanyin rangy hakyndaky) Matrisanuyn nuldan
tapawutly minorlarynyn i yokary tertipi bu matrisanynn rangyna
dendir.
Subuty Goy A matrisanynt nuldan tapawutly minorlarynyn i yokary
tertipli r-e¢ den bolsun.Umumylygy kemeltmekden
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A115A1y5 Ay g -Gy

A = arl > arr > ar,r+1 “'a2n
ar+1,1 i 'ar+l,rar,r+1 i 'ar+1,n
asl b 'asr > as,r+l b 'asn

Matrisanyn ¢ep yokary burgyndaky r-nji tertipi D minory nuldan
tapawutly bolsun diyelii .Onda A-nji birinji r sany siitiinleri 6zara
cykykly baglansyksyzdyrlar,tersiine yagdayda D=0 bolardy.

A matrisanyn r<I<n densizlikleri kanagatlandyryan her bir I-nji
sitinimn. =~ onunn  birnji  r  siitlinlerinini = ¢yzykly  kombinasiyasy
bolyandygyny gorkezelin.Islendik 1<i<s nomerde (r+1)nji tertipl
(d minory i-nji setirin we l-nji siitiinin gursamagy bilen alynyan)

-y, Ay

....a,,a,

aj----a;,a,
Komek¢i kesgitleyjini  diizelin .i-nji islendik bahasynda A; = 0
.Hakykatdan hem,eger-de i>r bolsa A; (r+1)nji tertipli minopr bolup
ol nula den bolar.Eger-de i< r bolsa A; iki sany den setirleri bolan
kesgitleyji hokiminde nula deni bolar.A; -nit  sanky setirinii
elementlerinii algebrayik doldurgy¢laryna seredelin. aj|
elementleriniii algebraik doldurgycy D minor bolar.Eger-de 1< j <r

bolanda Aj kesgitleyjidaki ajj elementin algebraik doldurgycy

Ay ;-0

j 1l dy

Lj+

.4, 0

elly ja by gyl

rj+ ol
bolup ol i nomere bagly daldir.Seylelikde A; -ni sonky setiri boyiinga
daytmak bilen alarys

it A1+ appAs + . ..+ aifA+ a1 D=0

Bu yerden D # 0 bolanlygyna gord
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_ A, A, A

a; DT T Ty a
Denligi dhli +1,2,...,s nomerler {icin taparys.Koeffisientlerin i-e
bagly déldiklerinden A matrisanyii Fnji siitiininin ikinji r
stittinlerininn degislilikde —ﬁ,—é,.”,—i koeffisientler bilen
D D D

alynan ¢yzykly kombinasiyasydygyny alyarys.

Seylelkde A  matrisanynl ~ siitlinlerinin ~ sistemasynda r sany
stitiinlerden duryan maksimal ¢yzykly baglansyksyz bolek sistemany
tapdyk,basgaca aydanyiida A matrisanyn rangynyn r-e¢ dendigini
subut etdik. Teorema subut edildi.

Bu teorema matrisanynn rangyny hasaplamagyn usulyny
beryandir.Sonia gord-de ol berilen wektorlar sistemasynyil ¢yzykly
baglangyklydygyny = ya-da  daldigini  anyklamak  {¢in  hem
peydalanylyp biliner.

Matrisanyni rangyny hasaplamagyil indiki diizgiinini aldyk:
Matrisanyn rangy hasaplananda kigi tertipli minorlardan yokary
tertipi minorlara ge¢melidiris.Eger-de nuldan tapawutly kébir k-njy
tertipi D minory gursayanlaryny hasaplap c¢ykmak yeterlikdir:olaryn
dhlisi nula den bolsa matrisanyn rangy k sana den bolar.

Netije 1 Her bir matrisanyn ¢yzykly baglangyksyz setirlerinin
maksimal sany onun ¢yzykly baglangyksyz siitiinlerinin maksimal
sanyna ,yagny onuil rangyna dendir.
Netije 2 n-nji tertiphi kesgitleyjinii nula deii bolmaklygynyn
zerur hem yeterlk serti bolup onun setirlerinii arasyndaky c¢yzykly
baglansyklylygyii bar bolmaklygydyr.
24.Cyzykly derilemelr sistemasynyn
kokdesliginin kriterisi
Denlemelerinii  sany nédbellilerinii sany bilen dexi bolmazlygy hem
mimkin ¢yzykly defilemelerin sistemasyny Owrenelin
a,x, +a,x, +..+a,x, =b,
Ay X, +ayX, +...4+a, x, =b,

()

a,x,+a,x,+..+a,x, =b

snTon N
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Iki bilen bu sistemanyn kokdesligi hakyndaky  meseldni
owrenjekdiris.Indiki

le B2 B A Ay, Aysse-es Ay, by

n

Ar15d325--05 A, Ay1sQnysenes Ay D)

A= " A=

a a Ay ynsenny A, b,

s1°> 529> " sn sns

matrisalar degislilikde (1) sistemanyn koeffisienlerinden diizilen
hem-de n gmildilen matrisalary diyilip atlandyrylyarlar.

A matrisanyl  rangynyn = A-nyn  rangyndan  ki¢ci  daldigi
ayandyr.Hakykatdan hem A -nyn siitiinlerinii islendik maksimal
cyzykly baglansyksyz bolek sistemasy A matrisanyn  siitlinlerinii
kébir maksimal ¢yzykly baglansyksyz sistemasynda saklanyandyr.
Kroner-Kapelli teoremasy.Cyzykly  defllemeler  sistemasynyi
kokdeslygynynn zerur hem yeterlik serti bolup giieldilen matrisa bilen
koeffisientlerden  diizilen matrisanyn ranglarynyn  den  bolmaklygy
hyzmat edyandir.

Subuty 1.Goy (1) kokdes we k , k , ...,k onui koklerinii biri
bolsun.Bu sanlary (1) sistemadaky ndbellilerin ornuna goysak s sany
tojdestwolorynn sistemasyna eye  bolarys.Ona gord A-nyn sonky
stitlininiii beybeki stitlinlerinii cyzykly  kombinasiyasyndan
dyryandygyny alarys.Basgaca aydanynda A-nyn her bir siitlini A-nyn
sttlinlerinin - ¢yzykly kompinasiyasydyr.Tersine A-nyn her bir siitiin
hem A-nyn siitinlerinin ¢yzykly kompinasiyasydyr.Diymek A we A
matrisalaryi stittinlerinden duryan sistemalar Ozara
ekwiwalentdirleronda yokarda getirlen tassyklamadan A we A
matrisalaryn ranglarynyn dendigini alarys.

2.Goy  1(A)=r(A) bolsun.Bu  yagdayda A-nynn  islendik
maksimalgyzykly baglangyksyz = siitiinlerinin  sistemasy A matrisada
hem ¢yzykly baglansyksyz siitiinlerin maksimal sistemasy bolup
hyzmat eder,onda A-nyn sorky siitiini hem bu maksimal sistemanyi
sitiinlerin ¢yzykly kombinasiyasydyr.Seylelkde kabir ki, k2, . . . Kp ,
sanlar bar bolup A-nyn sonky siitini A -nyn siitiinlerinin  bu
koeflisientler ~ bilen alynan ¢yzykly kombmasiyasy gorniisinde

a
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anladylar.Diymek ki, ko , . . . Ky, sanlar (1) sistemanyn kéabir
¢Oziiwidir. Teorema subut edildi.

Bu tassyklama mysal islemekde ulanylanda iki A-nyn rangyny
hasaplamaly ,munun {g¢in  A-nyn bu minory gursap alyar &hli
mmorlary nula dent bolan nuldan tapawutly kdbr M mmaryny
taparys.Sofira A matrisanyn A-da saklamayan yone M-minory
gursayan dhli mnorlarynyn hasaplayarys.

Eger-de (1) sistemanyn hasiyetlendirji  kesgitleyjileri  diyilyéin  bu
minorlarynt  dhlisi nula dent bolsalar r(A)=r(A) bolup (1) sistema
kokdes bolar.Sona gordde aydylan tassyklama indiki gorniisde hem
aydylyp biliner.
Teorema.Cyzykly denlemelerin  sistemasynyn  kokdesliginin ~ zerur
hem yeterlk serti bolup &hli hisiyetlendirji kesgitleyjilerinii  nula
dent bolmaklygy hyzmat edyéndir.
(1) sistema kokdes bolan halatynda onun bar bolan ¢oziiwlerini
tapmaklyk indiki usulda amala asyrylyar.Goy r(A)=r bolsun .Onda A
matrisanyn ¢yzykly baglansyksyz setirlerinin maksimal sany hem r —
e dendir.Anyklyk iicin A-nyn ikinji r setirleri ¢yzykly baglansyksyz
diveln .Bu yagdayda A-nyn ikinji r setiler hem ¢yzykly
baglangyksyzdyrlar. A we A matrisalarynn ranglarynyn deilignden (1)
sistemanyin islendik deflemesinin  kdbir koeflisientler bilen alynan
ilkinji r sany denlemesinii jemi gorniisinde anladyljakdygy gelip
c¢ykyandyr.Bu diyidigi (1) sistemanyn ikinji r denlemelerinii
sistemasynynl  islendik umumy c¢Oziiwmm dhli  sistemanyii  hem
¢coziiwi boljagynyu afladyar.Diymek bizi

a, X, +a,x, +..+a,x, =b

Ay Xy + X, +...+a,, X, =b,

(2)

a.,x,+a,x,+..+a,x =b
sistemanyn  ¢oziiwlerni  Owrenmek  yeterlikdir.(2)  sistemanyn
ndbelllernn  koeffisientlerinden  diizillen  matrisanynn  setirlerinim
cyzykly  baglansyksyzdyklaryna ,basgaca aydanynda onun
koeffisientlerinden diizilen = matrisanyn rangynyn r bolanlygyna gord
r <= n bolmak bilen bu matrisanyil r-nji tertipl mmorlarynyn hi¢
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bolmakda biri nuldan tapawutlydyr.Eger-de r=n bolsa (2) kwadrat
sistema bolup yeke-tdk ¢oziiwe eyedir.

Eger-de r<n diysek  kesgitlilkiicin ikmji r nébellilerm
koeffisientlerinden diiziilen r-nji tertipi mmnor nula den dél diysek (2)
sistemanyn &hli denlemelerinde  Xr+1,  Xr+25e..5Xn nabellileri

denliklerin sagyna gecirip we olara cCr+1,Cr+2,...,cn bahalary saylap r
sany Xi,Xo, ..., X ndbellilerde

Ay X + 8K+ + a4 X = b1 =8 ,1Cpyg — e m 3Gy

Xy + 8Ky +ot By X, =08, Gy = - By G,

(3) sistemany alarys.

C

r+1

aX+a,X+..+a.X =h -a

mer

T arnCn,

T, r+1
Bu sistema Kramer diizglini  ulanarlykly  bolup , ol yeke-tik
C1,C2, . . . ,Cr ¢Oziiwe eyedir.Onda c1,Co, . . . ,Cr.,Cr41, - ., Cn  SaNlar
toplumynynt (2) sistemanyfi ¢Oziwidigi alynar.YOne crs1,Cre2,....Cn
bahalaryn “azat nibelliler” diyilydin Xrs1, Xr+2,...,Xp  Ucin - erkin
saylanylyp Dbilinydnlignden bu wusul bilen (2) sistemanyn tiikeniksiz
kop c¢oOziiwlerini taparys.Ilkinji bir tarapdan (2) sistemanyn islendik
¢cOzliwi gorkezilen usul bilen tapylyp biliner.
Teorema(kesgitlilik _ kriterisi)  Kokdes  sistemanyn  kesgitli
bolmagynyn zerur hem yeterli serti bolup onuii matrisasynyn
rangynyn  sistemanyn ndbelllermiii sanyna den bolmagy hyzmat
edyéandir.
25.Birjynysly cyzykly dernilemelerii sistemasy.
Gecgen temadaky alynan netijeleri birjynysly cyzykly detlemelerin
a,x, +ayx,+..+a,x, =0

Ay Xy + 05X, +..+a,,x, =0 0

a x,+a,x, +..+a,x, =0
sistemasy  U¢in  ulanalyn .Kroneker-Kapelli teoremasyndan bu
sistemanyn  hemise  kokdesdigini  gormek kyn  déldir. Munui
seyledigme bu sistemanynn hic bolmanda nul ¢oziiwe eyedigi bilen
hem g6z yetirmek miimkindir.
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Eger-de r(a)=r bolup r=n bolsa onda nul ¢oziiw (1) sistemanyi
yeke-tdk Oziiwinden basga nul ddl ¢oziiwe hem eyedr we bu
yagdayda bar bolan ¢oziiwleri tapmak n sany ndbellleri bolan n
cyzykly birjynysly denlemelerin sistemasynynn nul dél coziwe eye
bolmagynyin zerur hem yetrlk serti bolup bu sistemanyn
kesgitleyjisinii  nula deft  bolmaklygydygy diisniiklidir.Ciiki  bu
vagdayda r(A)<n bolar.

Birjynysly ¢yzykly denllemelerini sistemasynyn ¢dziiwlerinii
kabir hisiyetlerini bellip gecelin.

1. Eger-de B=(bi,bz, . . . ,bp) (1) sistemanyi ¢dziiwi bolsa
onda islendik k hemiselk san ligin k3 wektor hem (1)
sistemanyn ¢oziiwidir.

2. (1) viumieybran mwimyrBoot Y = (c1,C2, . . . ,Ch) We
B=(b1,bz, . . . ,bp) ¢Oziiwleri Gigin B+ jem hem bu
sistemanyn ¢oziiwidir.

Umuman aydanyiida birjynysly c¢yzykly denlemelermi (1)

sistemasynynl  ¢oziiwlerinin  islendik ¢yzykly kombinasiyasy

hem bu sistemanyn ¢oziiwidir.
Seylelikde (1) sistemanyn n Olgegl wektorlar gdrniisinde anladylyar
coziiwlerin toplumyndan ¢yzykly baglansyksyzlarynynn maksimal
sistemasyny bolup almak miimkindir. Birjynysly cyzykly
denlemelerm sistemasynyn ¢cOzuwlerinii cyzykly
baglangyksyzlarynynn islendik maksimal sistemasyna ol sistemanyn
¢Ozliwlerinin fundamental sistemasy diyilip aydylyar.

Fundamental sistemanynn diie (1) sistemanynn  koeffisi-
entlerinden  diizilen matrisanyi rangynyn nébellilerin  sanyndan kigi
bolan yagdayynda bolup biljekdigi diisniiklidi. Sunlukda (1)
sistemanyil bar bolan fundamental sistemalary ekwiwalent bolup
birmenizes sandaky c¢oziiwlerden duryarlar.

Teorema. Eger-de ¢yzykly birjynysly detlemelerm (1) sistemasynyi
koeffisientlerinden matrisanyn r rangy nébelllerm n sanyndan kici
bolanda onuil ¢oziwleriniii islendik fundamental sistemasy n-r sany
¢cOziiwlerden duryar.

Subuty. Ucin (n-r)-iit (1) sistemanyi azat nibelllernii sanyny
anladyandygyny bellemelidiris.Goy,olar xr+1, . . . ,X1 bolsunlar.(n-r) -
nji tertipli nuldan tapawutly indiki d kesgitleyjd garalyn
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S 1,420 -Cln

CZ,V+1,CZ,r+2 ---Cs,

d =

C C C

n—r,r+l, " n—r,r+2°°"~“n—r,n
Bu kesgitleyjinin ~ -nji  (i<i<n-r) setirinii  elementlerini  erkin
ndbellilere baha deregine alsak , xi,X2, . . ., X nébelliler iigin yeke-
tdk bahalary ,yagny (1) sistemanyin kesgitl bir ¢oziwini taparys.Ol
¢Oziiwi 0i=(Ci1,Ci2, .. - Cir Cir+1, - - Cin).
Seyle usul bien tapylyan o,002, . . . , opr Sistema (1)-in
coziiwlerinn fundamental sistemasydyr.Hakykatdan hem setirleri o
wektorlaryn  komponentalary  bolan  matrisanyn  (n-r)-nji  tertipli
nuldan tapawutly d minorynyin bardygy ayandyr.lkinji bir tarapdan
B:(bl,bz, ey br.br+1, Ca ,bn)
(1) sistemanyn ¢oziiwe diysek onuil o1,0t2, . . ., apr wektorlaryn isti
bilen ¢yzykly atnladylyandygyny gormek kyn dildir.
o bien (=1,2,...,n-r ) n-r-dlgegli wektor hokiiminde seredilydan d
B=(br+1, bre2, . . ., bn)
belgilesek (n-r) sany ¢yzykly baglansyksyz o1, ... O nr
wektorlar bilen B* wektory gosmak bilen bilelikde alynan
Ocll, O(lz, ey Otln_r,B
¢yzykyly baglangykly sistemadyr.Diymek  kdbir ki,Ka,...,kn.r Sanlar
bar bolup Bl=kials +koalot ... tkalns  (*)
denilik yerine yetyindir.
Sunlukda d=kjatkoaot.. . tknron-f gomniisde kesgitlenilydn n
Olcegli wektor (1) sistemanyn c¢oziwlerinin ¢yzykly kombinasiyasy
bolmak bilen bu sistemanyn  ¢Oziiwidir. Yone (*) gatnasykdan
gorniisi yaly O ¢Oziiwddki azat nébellilerin dhlisinii bahalary nula
dendirler.Onda (1) sistemanyiti  ndbelllermi nula defi bahalarynda
alynyan yeke-tik coziiwi nul coziiwdir,yagny 6=0
bolyandyr.p=kiou1+ . . . +Knr0tn-r
Bellik _ Teoremadan birjynysly c¢yzykly deflemeler sistemasynyi
cOziiwlernin  dhli fundamental sistemalaryna d kesgitleyji hokiiminde
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nuldan tapawutly dhli (n-r) tertipli kesgitleyjileri almak bilen eye
bolarys diyméidge esas beryar.
Indi birjynysly we birjynysly dél sistemalaryn ¢oziiwlerinin
arasyndaky baglansygy Owrenelin.Goy

a, X, +a,x, +..+a,x, =b

a, X, +a,X, +..+a, x =b,

2)

ax,+a,x, +..+a,x, =b,
Sistema berilen bolsun.Cyzykly birjynysly denlemelerin = yagny(2)-
den azat ¢lenleri nullar bilen calsyrylyp alynan

a,x, +a,x, +.+a,x, =0

Ay Xy +ApXy +.tay, X, =0 o)

a,x,+a,x,+..+a,x, =0
Sistema (2) tUgin getrilen dillip aydylyar.(2) we (3) sistemalaryn
coziiwleri arasyndaky baglangyklar hakynda indiki hésiyetlerden hem
netjje ¢ykar mak miimkin.

1. (2) sistemanyn islendik ¢oziiwi bilen getirlen (3) sistemanyi
islendik  ¢Oziwinii  jemi  yene-de  (2)  sistemanyn
¢oziiwidir.C=(c1,C2, . . . ,Cn)-(2) sistemanyn ,d=(dj,dz,. . .dp)-
(3) sistemanyn ¢oziwleri diysek C+d=(cq1+di,...,cntd,) hem
(2) —nin ¢oziwidir:

n n n
Za,g.(cj+dj):Zakj+Zakjdj =b, +o=b,
=1 =1 =1

2. (2) sistemanyn islendik iki ¢Oziiwlerinm tapawudy getirlen
(3) sistema i ¢Oziiwdir.

Hakykatdan hem ,eger-de

C=(c1,C, . . ., Cn) We Cl=(cl1,cot, ..., col) (2) —nift goziiwleri

bolsalar

n n n

N g
Zakj (c;—c;)= Z%—C.f - Zakicj =b,—b =0
= = =

Cyzykly ginislikler
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Goy R(ab,...) elementler kopliginde onun her br a we b
elemenlerinii jiiblitine bu koplign kibr atb (olarynn jemi diyilyan)
elementini  degisl edydn diizglin-gosmak amaly bilen birlikde R
kopliigin her br a elementme we o -hakyky sana R kopligin a
ementinii o hakyky sana kopeltmek hasyly diyilyin oaa yeke-tdk
elemntni degisli edyidn diizglin-elementin hakyky sana kopeltmek
diyilydin amal kesgitlenen bolsun.Bu koplign  elementleri wektorlar,
onun 6z bolsa hakyky c¢yzykly gmislik diyilip atlandyrylyan eger-de
bu amallar ii¢in indiki aksiomalar yerine yetydn bolsa
I. Gosmak amaly kommutativ  a+b=b+a
II. Gosmak assosiatiw (a+b)+ca+(b+c)
III. R kopliigin nul elementi diyédn her bir asR ii¢in
ato=a denligi kanagatlandyryan yeke-tik
element bardyr.
IV. R kopliiginn her bir a elementi {icin ona
garsylykly diyilip atlandyrylyan we a+(-a)=0
deniligi kanagatlandyryan a-nyn garsylyklysy
diyilyan —a element bardyr.
V. islendik a,baR we o -hakyky san iigin  o.(atbh)a=aa+aa
VI.  islendik asR we o hem B hakyky sanlar ti¢in
(atPB)a=cat+Pa
VIl.  islendik asR we o hem 3 hakyky sanlar tigin a.(Ba)=(af)a
VIII. islendik asR ti¢in 1*a=a
Bu aksiomalardan gelip ¢ykyan kébir hisiyetleri belldlin.
1.a*a=0 bolsa ya a=0 ya-da a=0 Hakykatdan hem
oa=a(at+0)=aa+a*0 => a*0=aa-aa=0.
aa=(at+0)a=aa+0*a =>0a=aa-oca=0 Umuman
a*a=0 bolup o # 0 bolsa a=1*a=a*o **a=0"**0=0.
2.0.(-a)=-aa. Hakykatdan hem a.a=+a(-a)=a[a+(-a)]=0
3.(-a)a=-aa.Hakykatdan hem aa+(-a)a=[a+(- a)]a=0*a=0
4.0.(a-b)=alat(-b)]=aata(-b)=aa+(-ab)=aa-ab
5.(a-p)a=[o+(-p)la=aa+(-p)a=aa-Pa
Eger-de hakyky c¢yzykly giliglign kesgitlemesinddki sanlar
kopliiginden  bolmalydyklary  hakyndaky talap olaryn islendik
kompleks sanlar bolup bilmekleri bilen ¢alsyrylsa biz kompleks
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cyzykly giislignn kesgitlemesine alyarys.Hakyky c¢yzykly gmisligin
mysaly bolup n-6lgegli hakyky wektor giisligi hyzmat edip biler.
Cyzykly ginisligin bazisi we olcegi
Elementleri  x,y,... bolan R-erkin hakyky c¢yzykly gmisligi
owrenelin.

R gnislign  x,y,...,z elemntlerinii  ¢yzykly kombinasiyasy
diyilip olartyn kdbir hakyky sanlar kopeltmek hasyllarynyn islendik
jemine aydylyar.

Kesgitleme 1. Eger-de R gmisligin X,y,...z elementleri {Uigin hi¢

bolmanda biri nuldan tapawutly o,f,...u hakyky sanlar bar bolup
oaX+By+...+uz=0 (1)

denik yerine yetyan bolsa ol elementlere ¢yzykly baglansykly

diyilyar.

Cyzykly baglangykly bolmadyk xy, . . . ,z elementlere ¢yzykly
baglansyksyz diyilip aydylsgara aydanyiida (1) denlk dide
o=B=...=u=0 bolanda yerine vetyan bolsa x)y,...,z elementlere
Teorema 1. R giislgni X,y,...,z elementlerinii ¢yzykly baglansykly
bolmaklarynyn Zerur hem yetirlk serti bolup olaryn  birinin
galanlarynyn ¢yzykly kombimnasiyasy bolmaklygy hyzmat edyar.
Subuty. 1.Zerurlygy. GOy Xx.,y,...,z elementler c¢yzykly baglangykly
bolsun,onda (1= denlk o,f,...,u sanlaryn hi¢ bolmanda biri nuldan
tapawutly  bolanda  yerme  yetydndir.Kesgitllk t¢n o#0
digelinonda A =—-2 .y =—* belgitip

a a
X=oyt...nz  (2)
bolyandygyna geleris.
2 YeterlikligiGoy  Xy,...,z elementlerin  biri (mysal {icih  x)
galanlarynyn ¢yzykly kombinasiyasy bolsan .Bu yda o,...,u sanlar
bar bolup (2) denilik yermne yetyér;onda
(-DxtAy+. .. +uz==0 (3)

alynar.-1,A, . . .,u sanlaryn biri nuldan tapawutly bolanlygyna gora
Xy , . . ., z elementler ¢yzykly baglansyklydyrlar.Teorema subut
edildi.

Indiki tassyklamalaryn subutlary afisatdyr.
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1. Eger-de x,y, ...,z elementlerinn arasynda nul element

bar bolsa olar ¢yzykly baglangyklydyrlar, x=0 bolanda

(2) a=1, =0, ..., u=0 yagdayda yerine yetyar.
2. XY, - ..,z clementlerin kébirleri ¢yzykly baglansykly

bolsalar olarynl dhlisi hem ¢yzykly baglansyklydyrlar.
Hakykatdan hem vy,...,z ¢yzykly baglansykly elementler bolsa hic

bolmanda biri nuldan tapawutly B, . . . ,u sanlar5 bilen By+. . . +uz=0
denlik kanagatlanar .Onda folar hem-de o=0 san bilen (2) derlik hem
dogry bolar.

Kesgitleme. R gislign I,b, . . . b ¢yzykly baglansyksyz
elementlerme  bu gnislign  bazisi diyilip aydylyar,eger-de R
giigligin islendik x elementi iicin x1,X2, . . . ,Xn hakyky sanlar bar
bolup

X=X h+xob+ ... +X | (4)
anlatma yerine yetydn bolsa.Bu yagdayda (4) denlige x elementii
hb, . . . h bazise gord yeke-tdk wusul bilen dagytmak
mimkindir.Goy x element {i¢in (4) denilikde basga-da
x= X1t b+t b+ .+t (B)
Dagytma bar bolsun.Onda (4)-den (5) i tarapma-tarap ayryp alarys.
(Xl-X11)|1+(X2-X21)|2 +.... +(Xn‘xn1)|n =0 (6)
Bazis elementlerin baglangyksyzdyrlaryna gord (6)-dan
X1-X11= Xo-Xo = L L = X% t=0
Deiilikler gelip ¢ykar.Bu yerden x;= X11 , X2=X21 e Xn:an
Teorema. R ¢yzykly gmisligin islendik iki elementi gosulanda olaryi
islendik  bazise gord koordinatalary hem gosulyarlar islendik
elementi islendik A sana kopeldilende bolsa bu elementit &hli
koordinatalary hem A sana kopeldilyérler.
Subuty. Goy Ii,b, . . .| -R gnisligin islendik bir bazisi bolsun
x=Xth+xoh+ ...+ X we y=yih+yb+ ... +yph
gimisligin erkin elementleri diyelin,onda
XY= +ty)h+ (e +y2) b+, ..+ (Xntyn)h
Ax=(Ax1)h+(Ax2)bt+ . .. +(Axn)h
denlikler ¢yzykly gmisligin kesgitlemesinden alynarlar.
Kesgitleme. R ¢yzykly ginislikde n ¢yzykly baglangyksyz elementler
bar bolup ,onun islendik (nt1) sany elementleri ¢yzykly baglasykly
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giniglige n Olcegli diyilip ayar.Sunlukda n sana R ginislign Olcegi
Kesgitleme. R cyzykly gmislkde islin sanyidaky c¢yzykly
baglansyksyz elementler bar bolsa ona tiikkeniksiz Olgegli diyilyar.
Teorema .Eger-de dim(R) = n bolsa,onda bu ginigligin islendik n
sany ¢yzykly baglangyksyz elementleri onuil bazise diizydrler.
Subuty.Goy 1i,b, . . .|y -n sany baglansyksyz elementlerin islendik
sistemasy (seyle sistemanyn barlygy kesgitlemeden gelip c¢ykyar)
bolsun.Onda R ginisligin islendik x elementi bilen bileleikde alynan
Xk, ...k

Sistema ¢yzykly baglansyklydyr,dhlisi nula den dil og,oq,02, . . . ,0n
sanlar bilen

ag xtorh+ ... +anhh, =0 (7)
o #0 bolanlygyndan (tersine yagdayda bL,b, . . .k cyzykly

baglansykly bolardy)
— 6‘(1 a2 n _ 1
X = () +3),....(— I, = X7l +.cc. + X, 1,
o, @, o,

-erkin x elementin L,b, . . .k clementlerin Usti bilen c¢yzykly
anladylyandygyna eye bolarys. Teorema subut edildi

Teorema.Eger R c¢yzykly gmiislk n elemntden duryan bazise eye
bolsa,onda dim(R)=n

(24

Subuty.Goy hL,b, . . .k n elemntlerin sistemasy R ginisligin bazisi
bolsun. Teoremanyn subuty {icin R-m islendik (n+1) sany l,b, .. .,
elementlerin cyzykly baglansyklydyklaryny gorkezmek

veterlikdir.Bu elementlere bazse gord dagytmal bilen
Xi=aith+ aip b+ .. .+ainh,=1,2,....,nt+1
Deiilikleri alarys.Bu yerde ajx -kébir hakyky sanlardyr.
X1,X2, . . . .. %n+1 elementlerin ¢yzykly baglansyklylygy
Q15 8yp5-005 Ay
Ap1, 8ppsey 8o

a'n+1,1’ a'n+1,2 1t an+1,n
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batrisanyi ~ setirinifi ¢yzykly baglansyklylyey bilen detidir.Yone bu
matrisa tertibi n-den yokary bolan minora eye bolup bilmez.Onda
onun setirleri ¢yzykly baglansyklydyr. Teorema subut edildi.

Cyzykly ginisliklerini izomorflygy.

Birmetizes Olgegl diirh ¢yzykly gmislklerin olarda kesgitlenilen
amallara gord i yiizinde biri-birinden tapawutlanmayandyklaryny
gorelin.

Kesgitleme.Eger-de erkin R we R ¢yzykly giiisliklerin elementlerin
arasynda Ozara birbelgili degisliik bar bolup ,ona gord R gmisligin
x,y, eclementlerme R giislign X',y elemente x'+y' islendik A
hakyky san iicin Ax elemente Ax* element degisli bolsalar bu R we R’
Eger-de R we R’ ¢yzykly giislikler izomorf bolsalar R
giniglign nul elementine R' giislkde hem nul element degislidr.R
we R’ ¢yzykly gmislikler izomorf bolup, R-il x)y,...,z elementlerine
R-nn  x.y,....z elementleri  degisliikde  degisli  bolsalar
ox+Py+...tuz  ¢yzykly kombinasiyanyn R-mt  nul elementi
bolmagynyin zerur hem yeterlk serti ox +fy+...+uz  ¢yzykly
kombinasiyanyn nula den bolmaklygydyr.Seylelikdeindiki
tassyklamardagrudyrlar.
I.R we R izomorf bolsalar olarydaky c¢yzykly baglangykly dal
elementlerii maksimal sany birmenizesdir;
2.1ki izomorf dinislikler birmenizes Olgeglidirler.
Teorema.lslendik iki sany n dlcegli R we R'¢yzykly gmlislikler
izomorfdyrlar.
Subuty.R-de kébir Ik, . . .I, bazsiRbolsa h,b, . . .I, bazisi
saylalyn.R ginigligin  x=x;h+xb+ . . . + Xk elementine R’-de
x=xth+xob+ . . . + Xk elementi degisli edelin Seyle usul bilen
kesgitlenen degislilik 6zara birbelgilidir.

Seyleleikde bize R-ii xy elementlerine degislilikde R'mnn x,y’
elementleri degisli bolanlarynda R-in x+y hem-de Ax (A-hakyky san)
elementlerne  degisliikde R'-mi x'+y hem-de Ax elementleri
degislidiklerini hasaba alaymak galyar.Teorema subut edildi

26.Cyzykly ginisliklerin bolek ginislikler.
R ¢cyzykly gmisligin kibir L bolek kopliige indiki talaplary
kanagatlandyrsyn.
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1. Eger-de x,y elementler L bolekkopliige degisli bolsalar

Xty jem hem bu bolekkdpliige degislidir.
2. Eger-de x element L bolekkopliige degislli bolsa,islendik

A-hakyky san bolanda Ax element hem L bolek

kopliigin elementidir.
Yokarda getilen 1 we 2 hisiyetlere eye L bolek koplik iicinm
cyzykly  giisliklerm 8  sany  aksiomalarynyn = hem  yerine
yetyandiklerine g6z yetirmek kyn daldir.Hakykyatdan hem olaryin 3-
nji we 4-njilerinden galanlary R ¢yzykly ginislign &hli elementleri
ticin dogrudyrlar.3 we 4 aksiomalarynn dogrudyklary xsL iigin A=0
bolanda 0 A=-1 bolanda x-in  garsylykly —x elemente
owriilyanliginden alynar.
Kesgitleme.R ¢yzykly gilislignhn 1 we 2 hdsiyetlere eye islendik L

R c¢yzykly gmigligin bolek gmislignin yonekey mysaly bolup dine
0 elementden durydn bolek koplik hem-de R’ ginislign 6zi hyzmat
edip biler.Bu bolek gmisliklere hususy bolmadyk diyilyar.
Kesgitleme.R  giisliginn ~ X,y,...,z clementlerinin =~ o,B,...,u  hakyky
sanlar bilen yazylyan oaxt+Py+...tuz
gorniisdédki  &hli  elementlerini = kOpligine x,y,...,z elementleriii
¢yzykly gabygy diyilydr we ol L(X,y,...,z) yaly belgilenyér.
Indiki bir tarapdan x)y,...,z elementleri O6ziide saklayan
bolekginiglklerm  her biri bu elementlerin islendik ¢yzykly
kombinasiyasyny hem Oziinde saklayandyr.Seylelikde bu
bolekginisliklern  her biri L(xy,...,z)  gabygy Ozinde dolulygyna
saklayandyr.

Bu kesgitlemelerden n olgegli R ¢yzykly giliglgm islendik
bolek gmigligininn dlgeginin n-den uly déldigi gelip ¢ykyandyr.

Ege-de R ginislikde kabir 13,b, . . .l  bazs saylanan bolsa
onun L  bolek gislignin  bazis elementlernm  bu  bazise
diismezlikleri hem miimkindir.Yone indiki tassyklama dagrudyr.
Teoremal.eger-de h,b, . . .k elementler n-Glgegli R ¢yzykly
ginisligin  k-Olcegli  bolekginiglign  bazisini  diizgdn bolsalar ,onda
ony R-in I,b, . . .|y elementleri bilen baziser bolar yaly doldurmak
miimkindir.
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Subuty.Eger-de k<n bolsa, k+1ER bolup I,b, . . .k ke  ¢yzykly
baglansyksyz bolar (tersine yagdayda dim(R)=k bolar).Sofira ,eger-de
k+1<n bolsa D bolup ¢yzykly baglansyksyz bolar (tersine yagdayda
dim=(R)=k+1 bolar).Bu pikir yoretmeleri dowam edip teoremanyn
subudyny alarys.
Teorema 2. dim(L(xy....,2)) X},...,z elementlerin arasyndaky
cyzykly  baglangyksyzlarynyn ~ maksimal sanyna  dendir.Husysy
Xy,...,Z elementlerm sanyna dendir.(bu elementlerii 6zleri bolsa
Lxy,...,z) gabygyn bazsini diizyarler).
Subuty. xy,...,z eclementlerihn arasynda r sany cyzykly
baglansyksyzlary bar bolup ,islendik (r+1) sany bolsa ¢yzykly
baglansykly  bolsun.Onda  x)y,...,z elementlerim = her  birinin
elementlermn  ¢yzykly kombinasiyasy bolanlygyna gord L(x,y,...,2)
gabygyn her bir elementinii  hem elementlerin ~ ¢yzykly
kombinasiyasy  bolanlygyna digniiklidir Bu  bolsa  ¢yzykly
baglangyksyz elementlerin  L(x,y,...,z) gabygyn bazsini diizyandigini
anladyar.Teorema subut edildi.
Bolek ginisliklerini jemi we kesismesi.
Goy L1 we L — R ¢yzykly giiislign bolekgmislkleri bolsun.R
ginisligin  Lq we L, bolekgislklerin ikisinde degisli bolan &hli
elementlerinii  toplumyna (ol R-m1 bolekginisligidigi - diisniiklidir) L
R giliglign &hli y+z ,y3Ly we Yysl, gOrniisde anladylyan
elementlerinii  kopliigit hem L; we L, bolekgiiislklerin jemi diyilip
atlandyrylyan bolekginisligi emele getiryéndirler.
Teorema.Tilkenikl oOlcegli R c¢yzykly giislign L; we L bolek
ginislkleriniii ~ Olceglerini  jemi  olarynl jemmm we kesismesiniii
Olcegleriniii jemini dendir.
Subuty.Ly bilen L; we L, —lerin kesismesine L bilen bolsa olaryn
jemini belgildlin .dim(Lo)=K hasap edip ,onda
hb, ...k Q)

Bazisi saylalyn.
Bilisimize gord (1) bazisi Ly bolekgiisligin

bk ook oL 0 ()
Bazisine ¢enli we L, —ni

hb, ...k f, ..., )
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Bazisine ¢enli dolduralyn

Maksada yetmek {icin
O, ..-,0 ,|1,|2, .. -,In ,fl, ey fm (4)
Elementlerin L-nin bazisini diizyandiklerini gorkezmek
yeterlikdir Munuin  {icin olaryit ¢yzykly baglangyksyzdyklaryny hem-
de her bir xL eclementin (4) sistemanyn Usti bilen ¢yzykly
afiladylyandygyny gorkezmek yeterlikdir.
Iki bilen
o101+, . . toug +B1||+. .. +Bklk+Hfl+- .. },lmfm=0 (5)
Ya-da
oGt . Foug HPah+. . Pk = - pfit . pmfn (6)
Bolsun diyelii(6) —nyn ¢ep tarapynyn Li-il ,sag tarapyna bolsa Lp-
nn  elementi bolyandygyna gord olar Lo bolek  ginisligin
elementleridir.Onda  (6)-nyn sag tarapy (1) elementlerin kéabir
¢yzykly kombinasiyasydyr
- W fi-. . .- Hmfm =Aih+. . .+ Al (7)
(3)-it bazisdigine gord (7) denlik dite bolanlarynda miimkindir.bu
vagdayda (5) derlikde
alynar,yone ol die bolanlarynda mimkindir.Diymek (5) diie
koeffisisentlermt ~ dhlisi nula defi bolanlarynda miimkindir.Baggaca
aydanynda (4) ¢yzykly baglansyksyzdyrlar.L jemiit her bir x elementi
2) we (3) sistemalaryn  ¢yzykly kombmasiyalary  bolan
elementlerinii  jemi bolanlygyna gord (4) sistemanyn elementlerinii
¢yzykly kombinasiyasydyr.Bu diyildigi (4) sistema L jemin
bazisidir. Teorema subut edildi.
27.Hakyky Ewklid ginislikleri.
Kesgitleme. Indiki iki sany talaplary kanagatlandyryan ¢yzykly
ginislide hakyky Ewklid giisligi diyilip aydylyar.

I R g1f11§11g1n1f1 islendik x we y elementleri ii(;in olaryﬁ
belgilenydn kabir hakyky sany degisl edyidn diizgiin
kesgitlenen bolsun.

1. Bu diizgiin asakdaky dort aksiomalary
kanagatlandyryar.

1.(xy)=(y,x) (kommutatiwlik);
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2).(x1 +Xy)=(Xy)+(x2,y)  (assasiatiwlik);
3).(x,y)=Mx,y), islendik A hakyky san ticin (birjynysly)
4).(x,X)>0 ,eger-de x= 0 bolsa ;(x,x)=0,eger-de x=0 bolsa.

Kesgitlemeden goriisi  yaly Owrenilyan elementler bilen
birlikde elementleri gosmak,sana kopeltmek we skalyar kopeltmek
hasyly hem abstraklasdyrylyp kesgitlenendirler.

Ewklid gmislikleriniin kébir yonekey hisiyetlerini belldlin.
Teorema. Her bir Ewklid gisliginde islendik iki sany x,y elementleri
ticin Kosi —Bunyankowskiy deyilyin

(*y)*<=(xX(y,y) (1)
densizlik dogrudyr.
Subuty.her bir A hakyky san ig¢in skalyar kopeltméinin dordiinji
aksiomasyna gord

(Ax-y,Ax-y)=>0
bolup ,beyleki aksiomalardan gelip ¢ykyar.Yone ol defsizligin zerur
hem yeterlk serti ¢ep tarapyndaky kwadrat ¢ cleniit
diekriminantynyn polozitel dildigi hyzmat edyindir.
(%Y)*-(xX)(¥,y)<= 0 (2)

Diymek tassyklama adalatlydyr.teorema subut edildi.
Indi ¢yzykly normirlenen ginisligin kesgitlemesini  berelin.
Kesgitleme.Eger-de ¢yzykly R giisligi tigin

[.Onuit her bir x elementi igin bu elementin normasy (ya-da
uzynlyay)divilya
degisli edydn diizgiin kesgitlenen bolsa,

IL.Bu diizgiin indiki ii¢ sany aksioma tabyn bolsa

1) |IXI>0 ,eger-de x= 0 we ||x||=0 eger-de x=0
bolsa;
2) |Ax|=A] |Ix|| denlk islendk x element we A-
hakyky san ligcin yerine yetydn bolsa;
3) Islendik iki sany x we y elementler ¢iin ticburcluk

rrrrrr

[IX+YI<=IX+IYI - (3)
densizlik dogrudyr.

Tapallar yerine yetydn bolsa,ona normirlenen diyilyar.
Teorema.Her bir Ewklid ginisliginiii x elementiniii normasyny

IIXII= /(6 ) 4)
02
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denilik bilen kesgitlip ony normirlenen etmek miimkindir.

Subuty.K esgitleméinin ikinji talabynyn yerine yetyandigini
gorkezmek yeterlikdir. Normanyn I-nji  aksiomasy  skalyar
kopeltmanin - 4-nji  hésiyetinden ,2-nji aksiomasy bolsa skalyar
kopletmidnin  1-nji we 3-nji aksiomalarynda dogrudygyny barlamak
yeterlikdir.Kosi-Bunyokowskiy deisizligini

Y)I<=y(x,x) * (v,7)

gomiisde  yazyp ,bu yazgydan hem-de skalyar kopeltménii
aksiomalaryndan ~ we  normanyn  kesgitlemesinden  peydalanmak
yeterlikdir.

|+ 3 = G+ y.(x + 3) =3/ (%) + 2(x, ) + (1, ) <=

<= \/ (6, %) + 24/ (%, )/ (¥, ) (v, ¥) =

. 5
= VWG + G0 [ =+
Teorema subut edildi.

Netije.Elementii  normasy (4) denlk bilen kesgitlenyin
Ewklid giisligininn islendiginde Minkowskiy deisizligi adalatlydyr.
Islendik hakyky Ewklid giislignin  islendik ki x we y
elementlerinin arasyndaky bur¢ diyilip kosinusy.

() _ (x,)

o V)

formula bilen kesgitlenydn 0-danIl-e genli liytgeydn ¢ burga
aydylyar.Kosi-Bunyakowskiy  densizliginden sonky derligin  sag
tarapynynn 1-denuly déldigini goryaris.

Ewklid gmisligini ki x we y elementini skalyar kopletmek
hasyly nula deit bolsa ,olara ortagonal diyilydr.Bu yagdayda olaryn
arasyndaky ¢ burgyn kosinusy nula dendir.Wektor algebrasyna
salgylanmak bilen x we y ortogonal wektorlaryn istiinde gurulan
ticburglygyin gipotenuzasy diyip x+y jemi atlandyrmak bilen islendik
Ewklid  gnigliginde  Pifagoryn  teoremasynynn  adalatlydygyna
ynanarys.Hakykyatdan hem x we y ortogonal bolanlarynda (x,y)=0
detiligi nozara almak bilen
IDHYIP=0cky, Xk Y)=(6 X)+H206 )+ (1) =060+ Y)= X+

cosp =
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Sonky hésiyet n sany jiibiit-jiibitden ortogonal elementlerin jemi ti¢in
hem dogrudyr.
Z=X1+Xo+. .. +xn- [Ki bir ortogonal elementlerin jemi diysek
||z||2:gx1+x2+. X Xe ot Xn, )= (X, X1 ) (X2, X ). . H(Xn, X0 )=
=xall“ Xl +. .. +[xal .
28.0rtonormirlenen bazis.
Ewklid giisliginde ortonormirlenen diyilip atlandyrylyan has onayly
bazisler bardyr.(Cyzykly gilislikde #hl basizer dendiiyclidirler)
Kesgitleme.Eger- de n-olcegli Ewklid ginisliginin
h,b, ...k elementleri ticin
{l,i = kbolanda,
(Zialk) = ] 1
0,i = kbolanda

deiilikler dogry bolsalar ,onda bu elementler ortonormirlenen bozisi
emele getiryarler diyilip aydylyar.
Kesgitleménin korrektligini gorkezmek licin (1) serti
kanagatlandyryan 1i,b, . . .k  eclementlerin baglangyksyzdygyny
gorkezmek veterlikdir. Eger-de
o1 htoz b+ .. +anh =0 (2)

doysak ,islendik 1<=k<=n nomer {icin bu denligi lx elemente skalyar
kopletdip taparys:ax=0 onda (2) die ai=o=...=o,=0 bolanlarynda
miimkindir.

Teorema Islendik n  —Olgegli  ewklid  ginisliginii
ortonoormirlenen bazise bardyr.
Subutyny getirmidn berilen n sany baglansyksyz fi,f....f; sany
elementlerii ~ sistemasyndan normalary bize den Ozara (ikibir)
ortogonal h,b, . . .h elementlerin  sistemasyny almaklygyn
algoritmini gorkezelin:
Bu algoritim adat¢a fi,f....fi  -¢yzykly baglansyksyz elementleri
ortogonallagdyrmak prosessi diyilip atlandyrylyar.
Bellik .Her bir n-6lgegli Ewklid ginisliginde diirli ortonormirlenen
bazisler bardyr.Hakykatdan hem ¢yzykly baglansyksyz fi,f... .6
elementlerden ortogolasdyrmak prosessi bilen ortonormirlenen bazis
gyrylanda diirli fi elementlerden baslamak bilen diirh
ortonormirlenen bazisleri almak miimkindir.
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Eger-de hLb, . . .k -n Olcegli Ewklid gmisliginin
ortonormirlenen bazise ,x, we y bu gilslgn erkin elementleri
bolsalar onda x=xih+xob+ ... +Xh ,y=yih+yob+ ... +ynh  diysek

(XY)=Xay1+XoYot ... +XaYn

GoOmiisi  valy sslendik  iki elementlermt  ortonormirlenen
bazisde skalyar  kopeltmek hasyly bu eleemntlerin  degish
koordinatalarynyn kopletmek hasyllarynyin jemine dendir.

Indi n-Olgegli Ewklid ginigliginii  ortonormirlenen  bolmagy
hokman bolmadyk erkin bazsi fi,...,f; berilipdir.

Seylelikde berilen f1,f....f; bazisde islendik iki elementlerin
skalyar  kopeltmek hasylynynn degisli koordinatalaryii kopeltmek
hasyllarynynn jemine deni bolmagynyn zerur hem yeterlik serti bu
f1,f....fy bazsiii ortonormirlen bolmagydyr.

Eger-de fi,f....fi n-Olcegli Ewklid ginisliginn kébir ortonormirlenen
bazisi bolsa we fi,f...,f; diysek,islendik 1<=k<=n nomer ii¢in

(x4, )= (inlialk) = in(lialk) =X
i=1 i=1

Bu diyildigi ortonormirlenen bozise gord islendik  elementin
koordinatalary bu elementm degish bazis elementlere skalyar
kopletmek hasyllaryna didiginio anladyandyr.
Kesgitleme.E  ginislignn G bolekginiglign  her bir x elementine
ortogonal y elementlermmi &hlisinin F  kopligne G-nm  ortogonal
doldurgyjy diyilip aydylyar.
F koplign ozinii hem bolek gmislgi emele getiryindigmi gérmek
kyn daldir.
Indiki tassyklamany belldlin.

Teorema.Her bir n-olgegli Ewklid E giisligi 6ziinin islendik G bdolek
ginisliginin hem-de onun ortogonal F doldurgyjynyn goni jemidir.

Ewklid ginisliklerinifi izomorflygy
Kesgitkme.Eger-de E we E' Ewklid giisliklerinii  elementlerinii
arasynda Oz-ara bir belgili degisliik bar bolup oma goérd E-nm X,y
elementlerme E° de degssliikde x',y' elementler degisli bolanlarynda
x+y elemente x+y elementislendik A —hakyky san bien Ax
elemente Ax' element degisli bolup (x,y)=(x',y") denlik yerine yetyin

......
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Diymek Ewklid E we E' giiiglklernii izomorf bolmaklary
i¢in olar cyzykly gmisliklerm izomorflyk talaplaryny
kanagatlandyrmak bilen Dbirlikde bu izomorflyk skalyar kopeltméinin
ululygyny hem saklamagy gerek eken.

Teorema.Ahli n 6lcegli Ewklid ginisliklri 6z-ara izomorfdyrlar.
Subuty.Hakykatdan hem n-olgegli E we E' Ewklid giisliklerinde
degislilikde

b, . . .k () hem-de Ik, . . .l (I) bazsleri alyp E-nin her bir

a=>Y al ekementine E-de a =)« eclementi degisli etsek,

bu egisligin cyzykly ginislikleri izomorflyk sertini
kanagatlandyryandygyny,seyly hem

b= Z ., b= Zbl bolanlarynda  (a,b) = Zaﬂ (a',b)

i=l

den]jklerln kanagatlanyandyklaryny alarys.
Teorema subut edildi.
Kesgitleme. Kompleks ¢yzykly R ginisligi indiki talaplary .
l. Bu gnmislginn islendik ki x)y elementlerine olarynl skalyar
kopeltmek hasyly diyilyin we (x,y) gorniisde belgilenyin kompleks
sany degisli edyédn diizgiin bar bolsun;
I Bu diizgiin asakdaky dort aksiomalara tabyn bolsun.

1) xy)=(y.%)

2)  (x+xy)=(xy)*+(xy)

3) (xy)=Mxy)

4) (x,X)-kdbir otrisatel bolmadyk hakyky san bolup diie x=0

5) bolanda nula dendir. Kanagatlandyryan bolsa,ona kompleks

Ewklid gisligi diyilip aydylyar.

Kesgitlemeden (xAy)=A(xy) we (Xy1+Y2)+(Xy2) gatnasyklar

afisat alynyar.
29.Cyzykly denlemeler sistemasyny cozmegin Gauss (nibellileri

yzygiderli yok etmek) usuly

Algebranyn mekdep kursunyn esasy Owrenydn meselesi bolup,
denlemdni ¢o6zmek meselesi duryardy. Bu meselini owrenmeklik
ax=b , a# 0 san gorniisdaki
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bir ndbellili ¢yzykly denleme diyilip atlandyrylyan denleméni
owrenmekden ba-slanypdy. Sonra bu meselini éwrenmeklk asakda
gorkezlen 2-ugur boyunca do-wam etdirilipdi.

1) 2 ndbellli 2 sany ya-da 3 nébellli 3 sany ¢yzykly
denlemelerin sistemasyny ¢ozmek.

2) Bir nibelliden kwadrat defleméini (ax*+bx+c=0) hem-
de bir ndbelliden yokary, derejeli denlemelerin kibir hususy
yagdaylaryny owrenmeklik.

Algebranyn  hdzirki  Owreniljek  kursunda bu  gorkezlen
ugurlaryn  ikist  hem = Ozle-rmn  has  umumy = yagdayda
owrenimeklerine mynasyp bolyarlar. Yagny biz iskendik sanda
ndbellileri bolan islendik sandaky ¢yzykly denlemelerin sistemasy-ny
seyle hem bir ndbelliden islendik derejeli denlemelern kabir
gorntislerini 6w-renmek goéz oniinde tutulyandyr. Goy bize N  sany
ndbellleri bolan S  sany ¢y-zykly denlemelerin sistemasy berlen
bolsun. Bu sistemany yazmak ii¢in indiki belgilemeleri girizelin:

Nébellileri indekslenen X harpy bilen (X1,X2,...,Xn);
sistemanyn deflemeleri tertiplesdirilen hasap edip, onun -nji
denlemesinde saklanyan xj ndbellinin kofisientini ay bilen Mysal
licin:  (ap3 sistemanyn 2-nji denlemesinddki x3 nibellnin kofisienti)
we Bi bilen i-nji denleménin azat ¢lenini belgiliris.

Onda owreniljek sistema indiki yaly yazylar:

n
j=1
Bu sistemanyn koeffisientlerinden indiki tablisany diizmek
a1la'12"'a'ln
mimkindir. | a,,3,,...8,,
dg,dg,...ag,

Bu S sany setirleri hem-de n sany siitiinleri bolan tablisany (s X n)
Olcegli gb-niburcly matrisa diyip atlandyryarlar. Bu tablisany diizydan

------

trisa n-nji tertipli kwadrat matr-isa diyilip aydylyar. Onun ¢ep yokar-
ky burgundan asaky sag burguna gidyan diagonalyna yagny ai1 a2, am
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elementlerden diizilen diagonala matrisanyn bas diagonaly, beyleki
diagonalyna bolsa onun gapdal diagonaly diyilip aydylyar.
Kesgitleme: Eger-de (1)-nji sistemanyn haysy hem bolsa 2 sany
denlemelerin-den galanlaryny tiytgetmidn ol 2  denlemelerinin bolsa,
Ozara orunlaryny calsyr-ylyp, tdze bir sistema alynan bolsa ona (1)
sistemadan 2 gomiisli  elementar dzgertménin iisti bilen alnypdyr
diyilyar. Eger-de kabir ¢yzykly denlemeler sis-temasy (1) sistemadan
kébir defilemesinden galanlaryny tiytgetmén onufi bu 1 defileme-
sini ornuna bolsa onufi kébir hemiselik sana kopeldilen basga bir
defilemesi bilen jemi alynan bolsa, bu tize sistema (1) sistemadan
2 gomiisli elementar 6zgertménifi isti bilen alnypdyr diyilyar.
Kesqitleme: Eger-de (1)  sistemadaky nébellilerii ornuna
degislilikde K1 Kz... Ky sanlary goyanmyzda onuf her bir
defilemesi tozdestwo Owriilydn bolsa (kanagatlanyan bolsa) onda
K1 Ksz...,Ky sanlaryii toplumuna bu sistema-nyn ¢oziwi diyilyar.Ol
coziw X31=Kj; Xy=Ko,....X=Kp, va-da (Ki,Kz...Ky)
gorniisiinde belgilenyar.
Cyzykly defilemeler sistemasynyfi c¢oziiwe eye bolmazlygy hem
mimkindir. Bu vyagdayda ofia kokdes dil (ylalasmayan yva-da

......

X, +2X, =5

X, +2X, =7
cep taraplary defi bolsun, sag taraplary bolsa diirlidirler. Sofia gérdde,
bu defilemelerii ikisi hem bir bada ndbellilerii hic bir bahasynda
hem kanagatlanyp bilmez.

Kesqitleme: Eger-de ¢yzykly defllemeler sistemasynyfl ¢oziiwi
bar bolsa, ona kokdes (ylalasyan ya-da sygysyan) sistema diyilya.
Kokdes sistemanyfi ¢oziiwi yek-tdk bolsa, ofa kesgitlenen tersine
vagdayda (¢oziiwlernii sany 1-den kop bolsa), ofia kesgitlenmedik
sistema diyilyar.

Kesgitleme:  Sol bir dlgeglerdéki (defi sandaky nébellileri bolan
sol bir mukdardaky defllemelerii sistemalary) 2 sany c¢yzykly
defilemelerin sistemalarynyii ikisi hem bir bada ya kokdes bolmasalar
va-da kokdes halatlarynda ikisi hem sol bir ¢oziiwlere eye bolsalar

rrrrr

} sistema kokdes déldir. Ciinki onufi defilemelerinii
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Eger-de berlen ¢yzykly defilemeler sistemasynda tiikenikli sanda
Iwe 2 gorniisli elementar 6zgertmeleri yerine yetirmek bilen alynyan
tize sistemanyfi basdaky sistema bilen ekwiwalent bolandygyny
gormek kyn dildir. Indi (1) sistemany ¢6zmek licin ulanylyan Gauss
usulyny Owrenmeklige giriselifi. (1) ¢yzykly deflemeler
sistemasynyn birinji defilemesinden galanlaryndan X nébellini yok
eder valy, elementar Ozgertmeleri gecirelifi sunlukda biz umumylyga
hi¢ bir sikes, yetirmeyidn ajz1# 0 sert kanagatlanyar diyip hasap
ay
&y
kopeldip, 2-nji defilemesinden ayralyii sofira bu 1-nji defileméini

etjekdiris. Bu yagdayda (1) sistemanyfi 1-nji defilemesini —-e

a . .. .
—3L _e kopeldip sistemanyfi 3-nji defilemesinden we sufia
11
mefizeslikde dowam etmek bilen sistemanyfl sofiky defilemesinden

a
onuii 1-nji defilemesini —+—e kopeldip ayrarys.
a‘ll

Seylelikde indiki sistemany alarys:

X +a,X .t ay, n:b1’
/ Iy _p
Ay Xy + .o+ 35X, =Dy,

2n*n

al,X, +...+ay X, =bs, @

al,X, +...+a, x =bl
Bu alnan sistemada onufi 1-nji 2 defilemelerinden galanlaryndan X
ndbellni yok edydn elementar Ozgertmeleri gecirelin sunlukda biz
umumylyga hi¢ hili si-kes yetirmeyin  a,, #0 talap yerine yetyir
diyip hasap etjekdiris. Mundan bas-gada bu alnan sistemada c¢ep
tarapyndaky koflisentlerinifi &hlisi 0-la defi bolan deflleme yok diyip
hasap etcekdiris. Eger-de seyle defileme bar bolaysa, onda onui azat
clenmii  0-la  defidigne ya-da defi déldigme baglylykda alnan
sistem-ada bu defllemini alyp taslap, onuil galan defilemelernin
sistemasynda  yokarda aydylan Ozgertmeleri gecirmek hakynda ya-

n
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da bu alnan sistemanyfi seyle hem ofia ekwiwalent bolan basga

berlen defilemeler sistemasynyfi kokdes déldigi ha-kynda netjd

geleris. Onda bu alnan sistemanyfi ikinji 2 defilemesini boluslary

valy vazyp onuii 3-nji , 4-nji we sufia mefzeslkde i sofky
/

~ . . o .. ~ .. . 1 a
defilemesinden  bu sistemanyfi 2-nji defilemesini degisliikde %,
22
a, al
42 ~ ~ . s2 - : ’ .
—~= we sufia mefizeslikde —=sanlara kopeldip, ayryp alarys:
22 a22
a; X +a,X, +..+a,X, =b,
ap,X, +..+a, X, =b'z,
/" 1 /" )
a'33Xy +...+a'anX, =h's
aXy +...+apX, =b/
Bu  yerde t<S clinki gecirilydn Ozgertmeler netjesinde

sistemadaky defile- melerin sanynyl azalmagy mimkindir. Bu
alnan sistemada yokarda aydylan nébelllernii koffisentlermifi &hlisi
0-a defi bolan azat ¢leni 0-dan tapawutly bolan defileme bar
bolaysa alnan sistemanyfi seyle hem ofia ekwiwalent bolan 1-nji
sistemanynl kokdes daldigi hakyndaky netyd geleris. Eger-de seyle
defileme yok bolaysa onda yokarda gorkezlsi yaly  nébellileri
yzygiderli yok etmekligi dowam etdirmek bilen indeks gdrniisdiki
kokdes bolan.

a; X, +a,X, +..+a,X, =b
= b2
arX, +..+ag X, =by
al Yy, +..+alVx =pl?
Bu yerde k <t, k <n bolup,
a,#0, a'z #0, al #0, alt 20,
Eger-de bu alnan sistemada k=n bplaysa onda ol ticburclyk
gontisiinddki yagdaya eye bolar.

ay,X, +...+aj, X

n

4)
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a; X, +a,X, +..+a,X, =b,

ap,X, +...+a’ 20X, = b},

l 1 I
AgaX; + ...+ a5, X, =by, )

n

al"?x, , +al"?x, =bl"?,

ajr %, =b,"".
Bu yerde: a,,#0, ay, 20, a"?, #0, a"™ =0
alnan sistemanyn yeketdk bolan ¢6ziiwi asakdaky yol bilen
tapylyandyr. Onun sofiky defilemesinden Xy,  ndbelli igin
br(]nfl)

X, =—— veketdk bolan bahasyny tapyarys. Sofira bu tapylan

n n-1
ag,”

bahany i sofikynyfi 6n yanyndaky defilemede ornuna goymak bilen
X, nibelli ticin yeketik kesgitlenydn bahany taparys. Su usulda
(5)-nji  sistemanyn  defilemelerinde asakdan yokarlygyna hereket
etmek bilen beyleki X, ,, X,5, X, X, nabelllerfi hem
yeketidk bolan bahalaryny taparys.

Seylelikde (1) sistema elementar Ozgertmelerii tisti bilen (5)
gorniisli ticburchuk yagdayyna getirlen yagdayynda ol kesgitlenendir.
Eger-de indi (4) sistema k< n diysek, onda bu sistema trapesiya
gorniise eye bolup, (onuii soinky deflemesinddki nébellilerii sany
birden kopdir) ol seyle hem ofa ekwiwalent bolan birinji sistema
tikeniksiz ¢oziiwe eyedirler, basgaca aydanyfida ol sistemalar
kesgitlenen déldirler. Bu ¢oziiwleri tapmak iicin (4) sistemanyii
sofiky defilemesinddki ndbellilerin birden galanlaryny Mysal {icin =~ xk-
dan beylekilerini “beylekilerini’ “azat nébelliler” diyip atlandyryp,
hem-de olara erkin bahalary berip, bu X nébelliniisol bahalara
bagly yeketik bolanbahasyny taparys. Sofira bu tapylan bahany (4)
sistemanyfi  defilemelerinii  sofikysynyfi 6fi  yanyndaky ornuna
goymak bilen xy1 nibelli ligin yeketik bahany taparys. Sofira su
prosesi sistemanyfi defilemelerine asakdan yokarlygyna dowam
etdirmek  bilen galan  Xk-2,...,x2,Xs  ndbellileri {i¢gin hem azat
ndbellilere bagly bolan yeketik bahalary taparys. Su usul licin (4)
sistemafi azat nibelllere berlen erkin bahalaryna bagly ¢o6ziiwi
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tapylar. Yone azat nibelllerii bahalaryny tikenksiz kop  diirli
usullar bilen saylamak mikingiliginii bardygyny nazara alsak k< n
bolan halatynda (4) sistemanyii tiikkeniksiz kdp ¢Oziiwine eye bolarys.
Seylelik bilen indiki netjd eye bolarys. Gauss usuly bilen islendik
¢yzykly defllemeler sistemasyny ¢ozmek  miimkin  bolup, eger-de
sistemada  elementar Ozgertmeleri  gegirenmizde ¢ep tarapyndaky
kofisentlerifi &hlisi 0-a defl bolan azat ¢leni bolsa, 0-dan tapawutly
bolan defileme alynaysa, onda alynan sistemamyz seyle hem ofia
ekwiwalent bolan basda berlen sistemamyz ksokdes dél bolar,
tersine yagdayda vagny agzalan gOrniisddki defilemd gabat
gelinmese onda sistema kokdesdir. Ol elem-entar 6zgertmeler
netijesinde ya k¢ n-den bolan trapesiya gomiigli diyilydn (4)
vagdaya t¢cburcluk gorniisli diyilydn (5) yagdaya getiriler. Sunlukda
eger-de ol (4) gorniise eye bolan bolsa, berlen sistema kesgitlenme-
dikdir. Eger-de (5) gomiise eye bolan bolsa ol kesgitlenendir.
Bellikler: 1)Gauss usuly uniwersal bolup ol ¢yzykly defilemeleriii
islendik sistemasyn ¢0zmége ulanylyp bilinyir.

2)Bu usul oOrdn yonekey Dbolup, birmefizes hasaplamalara
esaslanandyr. (Ozgertmeler gegirenimizde her gezek deflemelerifi
birinden bagga birini kidbir sana kopeldilp ayrylyar) Sonufi iiginde
sistemany ¢6zmekde EHM-den peyda-lanylan halatlarynda bu usul
has ofiaylydyr.

3)Sistemany Gauss usulyndan peydalanyp ¢ozenimizde bu usul
berlen sistemafi  kofisentlerimii hem-de azat c¢lenlerimin disti bilen
onun  kokdesdigi va-da déldig, kesgitlenendigi ya-da daldigi
hakynda netjd gelmdge miimkingilik bermeyir netyd girmek tigin
biz sistemany doly ¢ézmeli bolyarys.
Indi (1) ¢yzykly dedllemeler sistemasynyfi defilemelernifi dhlisinifi
azat clenlerinii 0-a defl bolan hususy yagdayyna yagny birgynysly
cyzykly defilemeleriii sistemasyna seredelifi.

a, X, +a,X, +..+a,X, =0

A, X, +a,X, +...+a, X, =0 (6)
ayX; +a,X, +..+a,X, =0
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Bu sistema elmydama kokdesdir. Ciinki onun (0,0,...,0) ¢Oziiwinifi
bardygy diisniiklidir. Eger-de seyle sistemada defilemelerifi sany S,
nibellilerin  n sanyndan az bolaysa (s<n bolsa ) onda bu sistema
elementar 6zgertmelerin {isti bilen difie trapesiya gorniisine getiriler.
Bu diyildigi seyle sistemanyn ¢oziiwlerinifi sany tikkeniksiz kop
bolup, onuil 0-dil ¢oziiwe (nédbellileriniii kébirmin bahalarynyfi
0-dan tapawutly bolan ¢oziiwi) eyedigini alarys.
30.2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjiler, olaryi ¢yzykly
defilemeleriii  kwadiratik sistemasyny cozmiige ulanylsy
(Kramer diizgiini).

Goy bize 2 sany nébellileri bolan 2 sany ¢yzykly defilemeleriii
sistemasy berlen bolsun.

1)

Bu sistemanyfi matrisasy diylip, onufi ndbellilerinifi kofisentlerinden
diizlen 2-mji tertipli kwadratik matrisa aydylyar.

(al 1a12 j (2)
a21a‘22

Bu matrisanyfi a1 We ap; elementlerinden diizilen deagonalyna
onuii bags deagonaly beylekisine bolsa gapdal ya-da 2-nji deagonaly

rrrrr

a; X +a,X; = bl }
Ay Xy +35,X;, = bz

bolsa (-a12) kopeldilip alnan defllemeleri gosalyn.
(a11822-212821) X1=b1az2-a12b2.  (3)
Edil sufia mefizeslikde (1) sistemanyfi 1-nji defilemesini (-az1)-€, 2
defilemesini bolsa aj1-e kopeldip , alnan defilemeleri gosmak bilen
taparys.
(a11822-a12821)X2=a1102-b1821. 4)
3 we 4 defnllemelerninn ndbellilerinifi kofisentleri menzesdirler . Sol
kofsenti
allalz
a21a22
2-nji matrisa degisli bolan 2-nji tertipli kesgitleyji ya-da yone (1)-nji
sistemanyfi  kesgitleyjisi (determinanty) diyip atlandyralyfn. Gorniisi
valy 2-nji tertiphi kesgitleyji degisli matrisanyfi bas deagonalynyfi
113
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elementlernifi kopeltmek hasy-lyndan onufl , beyleki diagonalynyil
kopeltmek hasylynyfi ayrylmagyndan aly-nan san bolyan eken. (3)
we (4) defllemeleriii sag taraplaryndaky afilatmalar hem 2-nji tertipli
kesgitleyji gorniisinde yazylyp bilerler. Hakykatdan hem olaryfi
1-nji siitiinini (1) sistemanyf azat clenlerinifi siitlini bilen calgyrylyp
alynan b-azat ¢len.
bla‘12
2a22
IKinjisi bolsa, A -kesgitleyjinifi 2-nji siitiinini bu azat ¢lenlar siitiini
bilen calsyrylyp alynan

Al = = b1a22 - a12b21

al lbl

A, =
b,

= allbz - blaZl

kesgitleyjilerdir.

Seylelikde (1) sistemanyii A # 0 serti kanagatlandyran halatynda
veke-tdk ¢oziiwi bar bolup, ol (3) we (4) dedliklerden tapylyan
denlikler bilen kesgitlenilyin ¢oziiwdir.

A A,

AX =A; ©) AX, =A,; (4) Xlzf; X2:K ®)
A A
Xl:Z]- XZ:ZZ

(1) sistemanyfi A #0 bolan yagdayynda bar bolan yeketdk
coziiwinifi gorke-zilen gorniisde tapylys usulyna Kramer diizgiini

rrrrr

Indi bolsa, 3 sany ndbellileri bar bolan, 3 sany ¢yzykly
defilemelerin sistemasyna seredelin.

A% +apX, +aX; = by,
81X + 85X, + 855X, =Dy, (6)
3,%; 85X, + 833Xy =Dy
a118,,8y3
Onufi matrisasynyi a,,8,,8,; | (7) gorniisde yazyljakdygy
383,833
diigniiklidir.
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(6) sistemanyfl 1-nji defllemesini appass-azsazp Sana 2-nji

denlemesini ajzaszp-ajsaszz Sana 3-nji denlemesini bolsa ajjrars-aizay:

sana kopeldip alynan defilemeleri tarapma-tarap gosup, mefizes

ndbellili ¢lenleri toplanymyzdan sofira

(a11822833+812823831113821 A30-A13822831-812821833-81123832) X1=

=biazr833+apazabstarshrase-ai3anhs-hiazzasz-anhoass (8)
Bu deflikde ¢ep tarapyndaky skobkanyn i¢cinddki aflatmany (7)-nji

matrisanyn kesgitleyjisi diyip atlandyryp, hem-de ony gorniisiinde

belgilép,

A, 3

a2 1a2 2a23

A3,33,833

A —

Onda A =(a11822833+212823831+213821832+31 3822831 -812821833-81 1823982)
(6) sistemanyn A #0 bolan yagdayynda, Xj nédbellisine baha
tapmak t¢in (8) defiligifi onun iki tarapyny hem A %0 sana
bolmelidigi diigniiklidir. Sunlukda 3-nji tertipli A - kesgitleyjinifi
kesgit-lemesinden onuil hasaplanys formulasynyfi ¢ylsyrymlydy-
gyna garamazdan onufi hasaplanys diizgiinin afsatlyk bilen yatda
saklanyp bilinjekdigini belldlii. Hakykatdan hem A -kesgitley;ji
degisli (7) matrisanyfi elementlernifi 3-3-den alynyan kopeltmek
hasyllarnyfi algabrayik ¢emi bolup, bu kdpeltmek hasyllarnyfi
alamatlary indiki asakda getiriljek iki sany diizgiine gord
kesgitlenyiandirler, 1 (+) ()

Diymek bu kesgitlemeden peydalansak (8) defiligifi sag tarapa hem
3-nji tertipli kesgitleyji bolup onuii A -kesgitleyjiden birinji stitiinifi
ornuna (6) sistemanyfi azat cilenlerinifi siitlini yazylan
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bla12a13
A, =b,a,,a,,| kesgitleyji bolyandygyny
b3a32a33
gormek kynddldir. Edil sufa mefizeslikde X, we Xz nibelliler licin
hem adalatly bolan

A-X,=A, we A-X,=A, } 9)
Bu yerde defiliklere eye bolarys.
allbla13 a'11a12b1
A, =18,1b,8,; Ay =|az8,b,
a23b3a33 a31a32b3

Seylelikde (6) sistemanyn A -Kesgitleyjisinii  0-dan
tapawutly bolan yagdayynda (A # 0) yeketdk ¢oziiwi bar bolup, ol
coziiw (8) we (9) deiiliklerden olaryfl 2 taraplaryny hem bu A -sana
bolmek bilen tapylyandyrlar. Yagny

Xp="b Xp=—F o Xg==f (10)

(6) sistemanyfi A # 0 bolanda bar bolan yeketdk ¢oziiwnifl
tapylmagynyn (10) formulalaryna Kramer formulalary bu diizglinii
oziine bolsa Kramer diizgiini diylip aydylyar. Yokarda aydylanlardan
Kramer diizgiininiii 2 sany we 3 sany ndbellileri bolan ¢yzykly
defilemelerin kwadyratik sistemalaryny cozmdge difie olaryfi degisli
kesgitleyjileri 0-dan tapawutly bolan halatlarynda ulanylyp bilinyédn-
diginden goryaris. Yone mysal isleneninde ¢ozilmegi talap edilyin
seyle sistem-anyfi kesgitleyjisinifi 0-a defl bolup ¢ykmagy bu
sistemanyfi kokdesdéldigini afiladyan dildir. Ol difie bu sistemanyn
kesgitlenen daldigini (bu diyildigi sistema ya kokdes daldir ya-da
kokdes halatynda kesgitlenmedikdir) afladyandyr.

31.Calsyrmalar we ornuna goymalar.

Geljekgi temalar 6wrenilende tiikenikli sandaky elementleri bolan
koplikk-lerin hésyetlerine degisli kabir diisiinjeleri hem-de
tassyklamalary owrenelifi.

Goy bize erkin n sany elementlerin M = {al,az,...,an} kopliigi
berlen bolsun.biz-in meselelermizde bu kopliigiiii elementlerinifi
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tebigatynyfi hi¢ kimi rol oynama-yandygy licin biz seredilyin M
koplik 1-nji n sany natural sanlarynn kophigi
diyip kabul etjekdiris: Yagny
M = {1,2,...,n} bolsun. Bu kopliigii elementlerni diirli usullar bilen
verlesdirip yazmak miifikindir. Mysal ii¢in :
n=3 bolanda M ={1,2,3} bolup , onufi elementlerni
1,2,3; 1,3,2; 2,1,3;
2,3,1; 3,1,2; 3,2,1;
Yaly diirli usullar bilen Verlesdirip yazmak miifikindir:
Kesgitleme: Berlen 1,2,...n sanlarynl islendik tertipde
verlesdirip, yazylmagyna  bu sanlardan calsyrma diylp aydylyar,
yokarda getirlen mysaldaky 1,2,3 sanlaryn 6 sany dirk
gorniisddki yazgylarnynn her biri bu sanlardan calsyrmadyr. Indiki
tasyklama birnji n sany natural sanlardan diirli cgalsyrmalaryii
miimkin bolanlarynyfi sanyny bimédge miimkingilik beryéandir:
Teorema: Birinji n sany 1,2,...,n natural sanlardan miimkin
bolan dirli ¢alsyrmalaryfi sany n! (n-faktarial) n!'=123 ...n
kopoltmek hasylyna dendir.
Subudy: 1-nji n sany natural sanlardan ¢asyrmany umumy
vagdayda 1,kp,...,iln (1) Buyerde is-lerii her biri 1,2,...,n
sanlaryii haysy hem bolsa birni kabul edip olaryi iki sany diirlisi
birmefizes baha kabul edip bilyénddldir. Yagny k =1 bolanda
i, =i, (Fel) gornisde yazylyandyr. Bu yazgydaky i —ele-
ment n sany dirli usullar bilen saylanyp biliner ¢iinki ol 1,2,...,n
sanlaryil islendik birini kabul edip bilyandir. Eger-de i - elemen-
ti bahasy belli bolsa, onda I elemente derek 1,2,...,n sanlaryn
arasynda i; tarapyndan baha der-egne kabul edilmedikleriniii
(olaryn sany n-1)islendik biri alnyp biliner .
Bu dwildigi i, elementii (n-1) sany diirli usullar bilen saylanyl-
mak miifikin¢iliginifi bardygyny afladyar:
Seylelkde i we bk elementler bilelikde n(n-1) sany diirli usulda
saylan-mak miifkingiligine eyedirler.
3.2 Su prossesi dowam etdirmek T{icin ahyr sofiunda (1)
yazgydaky sofiky i, elementin difie yeketdk usul bilen saylanylyp
bilinydndigine eye bolarys.
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Bu diwvildigi (1) yazgynyfi n(n-1)...2'1=n! sany diirli gbrniise eye
boljakdygyny alarys: Teorema subut edildi.

Kesgitleme: Calsyrmada i wej elementler, ©>j kanagatlandyryp,
ielement j—den oniirti gelse olar inwerssiya (tertipsizlik) emele
getiryarler diyilip aydylyar.

Eger-de calsyrmadaky inwersiyalaryii sany (ol i-harpy bilen
belgilenyér) jiibiit bolsa, galsyrmanyf Ozine hem jiibiit tersine
yagdayda tdk calgyrma diyilyar. Mysaliicin:  4,1,2,3,5
calsyrmadaky mwerssiyalarynn sanyny: #=3+1+0+0=4 jiibiit
bolanlygyna gord, bu ¢alsyrma hem jiibiitdir. Eger-de berlen
calsyrmada kabir ki sany elementlerinden galanlarny ofki
orunlarynda saklap bu 2 elemenleriii bolsa 6zara orunlarynlaryny
calsyrsak tdze bir ¢alsyrm-ny alarys. Sofiky casyrma basdaky
calsyrmadan sol ki sany elementlerifi transpozssiyalary (SY)
netijesinde alypdyr diylip aydylyar. Sol 2 elementlere bol-
calsyrmadan 2 we 3 elementleriii transpozissiyasy netijesinde
alynandyr. Indiki hisyetleri belldp gegeli.

Teorema: n<2_bolanda n elementden diizmek miimkin bolan
ahli jlbiit calsyrmalaryfi sany ték calsyrmalaryfi sanyna yagny n!/2
dendir.

Teorema: Calsyrmadaky gecirilydn islendik iki sany
elementlerin transpozissiyasy onui jiibiitligini tiytgedyandir. Indi 1-
nji 4 sany natural sanlardan iki sany calsyrmanyfi birini beylekisinifi
asagynda yazyp, olary yay skobkalar bilen gursalyi:

(4123

2134

2 2-gegyiar 1 1 gegyir. Ya-da | 6z ornunda saklanyar. 2 3 —e
gecyar, 3 4 gecyar diylip okalyar. Kesgitlemeden gomiisi yaly 4-
nji derejeli ornuna goyma 1-nji 4 sany natural sandan calsyrmadan
edil sol sanlardan bagga bir ¢alsyrma ge¢-mekligi afiladyandyr.
Basgaca aydanyfida ol {1,2,3,4} sanlaryii kopliiginin 06z-0ziine
Ozara bu belgili sekillendirmesidir. Edil sufia mefizeslikde n-nji
derejeli ornuna goymada kesgitlenydndir. Kesgitlemeden gorniisi
valy yokarda berlen 4-nji derejeli ornuna goyma birndge usullar bilen
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vazylyp berimekleri miimkindir. Olaryfi biri beylekisinden
siitinlerinifi transpozissiyalary arkaly alnyp bilinyérler. _Mysal
iicin: Yokarda getirlen 4-nji derejeli ornuna goymany indiki
gorniisde yazmak miimkindir.

(3124

4132j bu yazgy yokorda berileninden 1-nji we 4-nji siitiinlerifi

12..n
12..n
derejeli ornuna goyma n-nji derejeli toZzedestwen ornuna goyma
diyllip aydylyar. Eger-de iki sany birmefizes derejeli A we B
ornuna goymalaryfi A B kopeltmek hasylnyfi olaryii yzygiderli
verne yetirmeklerinden hasyl bolyan sol derejedéki ornuna goyma
bolyandygyny. Mysaliicin:

transpozissiyalary arkaly alynyandyr. E :( J Berlen n

4132 1243
A= we B=
(2143j (2134]
4132
bolanlarynda netije: = 1234 bolyandygyny hasaba

alsak bu E-tozdestwen ornuna goym-anyfi islendik A sonufl
derejesi iigin defi derejeli ornuna goyma bilen,

E A=A E=A  deillikler1 kanagatlandyryandygyny afisatlyk
bilen goreris.
Bu deiliklerifi adalatlydyklaryny ornuna goymanyfi kesgitlemesinden
almak miimkindir. Sebébi kesgitlemd gord, tozdestwen ornuna
goymada dhl eleme-ntler 0z orunlarynda iitgemédn galyandyrlar.
Sonufi ticinde A we E ornuna goymalar yzygiderli yerne yetirlen-
lerinde olaryi tertbi hi¢ hili rol oynamazdan netijede alynyan
sekilendirme A ornuna goymanyn afiladyan sekilendirmesi
bilen gabat gelyandir.

Kesgitleme: A ornuna goymanyf ters ornuna goymasy A
diyilip A=A A=E deiilikleri kanagatlandyryan ornuna goyma
aydylyar. Onda ornuna goymalaryfi kopeltmesiniii birmefizes
derejedédki ornuna goymalary {icin kesgitlenydndigini nazara alsak
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Al derejediki ornuna goymanyfi derejesiniii A-nyii derejesi bilen
gabat gelmelidigini alarys:

4132 Al 2143
2143] [4132
ornuna goymadyr. Hakykatdan hem muny subut etmek iicin bize:
AA =AY A=E deiiliklerifi yerne Vetyindiklerini gdrkezmek
veterlikdir.

Diymek islendik ornuna goymanyf asaky hem-de yokarky
setirlerniii 6zara orunlaryny calsyrmak {i¢in ofia ters ornuna goymany
almak miimkin eken

L, (2143
AA = =E
2143
Kesqgitleme: Eger-de ormuna goymanyfi asaky hem-de yokarky
setirlerinde_bar bolan inwersiyalaryfi umumy sany jiibiit bolsa, oha

rrrrr

Mysal : A=( jornuna goymanyii tersi A™;

goymadaky mwersiyalaryfi umu-my sanyny I harpy bilen belgilip,

ony kesgitlemd goad yokarky setirinddki inwerisiyalaryfl i; we asaky

setirinddki inwerisiyalaryfi i, sanlarynyfl jemi gomiisiinde: Yagny

I=ih+ip yaly kesgitleydrler. Mysaliigin:

432 | = ih+ib=(3+1)+(1+0+1)=6

2143]' GO

bolanlygy ti¢in jiiblit ornuna goymadyr.

Omuna goymanyfi n derejesmini  2-den kigi bolmadyk

halatynda AB=BA deiiligifi yerne yetmezligi miimkindir.

32.Islendik tertipli kesgitleyjiler olaryfi yonekey hisyetleri.

Islendik n-natural san ti¢in n-nji tertipli kesgitlenjini kesgitlemek

ticin 2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjilerifi aflatmalaryny jemin

alamatynyfi Usti bilen yazalyfi.

alla'lZ

A ornuna goyma A:(

=818y, —ap,8;,; = Z(_l)salau a,Q;,

a21a22

Bu yerde o, 1,2 sanlardan kébir calgyrma, S_(l,Z ]

aa,

ornuna goymadaky mwersiyalaryfi umumy sany bolup, jem
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alamaty &hli miimkin bolan, «,,«, calsyrmalar boyunca
alynyandyr. Edil sufia mefizeslikde
A48 ,8 3
a'21a'22a23 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a11a23a32 - a12a21a33 =
a‘3la32a33

= Z(_ 1)331051’ a,a,, ;0
Bu yerde o o,a,—1,2,3 sanlardan calsyrmadyr;

S —(1’2’3 j ornuna goymadaky inwersiyalaryfi sany bolup, hem
00,0,
dhli mimkin bolan o a,0;calsyrmalar boyunca alynyandyr. (2)
we (3)-nji tertipli kesgitleyjilerini aflatmalarynyfi yokarda berlen
jem alamatynyn {isti bilen yazgylaryndan alynyan umumy kanuna
layyklary n-nji tertipli kesgitleyjilerii kesgitlemesi licin ulanalyf sol
vazgylara gord, (2) we (3)-nji tertipli kesgitleyjiler olaryii degisli
matrisalarynyfi diirli setirlerinden hem-de diirli siitlinlerinden bir-
birden element alynyp, diizilen ki sany ya-da ii¢ sany (degislilikde)
elementleriii kopeltmek hasyllarynyfi dhli miimkin bolanlarynyii
algabraik jemidir. Bu jemifi gosulysynyii alamaty bolsa, onufi
indekslerinden diizillen ornuna goymanyii jiibiitdigine
ya-da tikdigine baglylykda (+) ya-da (-) bolyandyr.
Goy bize n-nji tertipli kwadrat matrisa berlen bolsun.
alla'12"'a'ln
a21a22"'a2n (1)
anlanZ"'ann
Kesgitleme: (1) matrisa degisli bolan . (yada 1-nji matrisanyii
kesgitleylisi diyilip) n-nji tertipli kesgitleyji diyilip, her bir
gosulyjysy bu matrisanyfl dirli setirlerinden hem-de diirli
stitlinlerinden bir-birden element alynyp diizilen n-sany elementlerin
kopeltmek hasyly bolan algabraik jeme aydylyar.
Bu jemin gosulyjylarynyi sany n! bolup, onuii her bir ¢leninii
alamaty kooeltmek hasylyny diizgdn elementlerin  indekslerinden
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diizilen ornuna goymanyfni jiibiitdigine va-da tékdigine baglylykda
(+) ya-da (-) bolyandyr.
Seyle hem yokarda aydylan gorniisddki kopeltmek hasyllarnyf dhh
miimkin bolanlaryny bu jemde gosulyjy bolup, hyzmat edyindirler.
Seylelikde (1) matrisa degisli kesgitleyjini hem (2)-nji we (3)-nji
tertipli kesgitleyjilere mefizeslikde.
a1la12"'aln
A =la,,a,,..,,| gornisinde belgilesek, ol yokarda berlen
anlanZ"'ann
kesgitlemeden indiki gorniisde matematiki afiladylyp biliner.

A= Z(—l)salalazaza o

Buyerde «,,a,,...,, 1,2,...,n sanlardan calgyrma.
12,..n , . :
S - ornuna goymadaky inwersiyalaryn sany.
o, a,
Z - dhli miimkin bolan «,,a,,...,a, ¢alsyrmalary boyunga

alynyandyr.
Indi n-nji tertipli kesgitleyjilere degisli yonekey hésyetleri
Oowrenelif.

a'lla21a'nl
Kesgitleme: | a,,a,,a,, (1) matrisanyfi setirlerini degisli
alnaZnann

stitiinler edilip alnan matrisa (1) marisadan transponirlenip alnandyr

diyilydr). Edil sufa mefizeslikde degisli diisiinje kesgitleyji licin hem
berilyandir.
Hisivet:1 Trasnsponirleme kesgitleyjini tiytgetmeydr bu diyildigi.

a,,8,,a,, a,,8,,8,
A= a,18,,a,, A= a,,8,,a,,
a‘nlanzann a'1na‘2nann
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Hakykatdan hem n-nji tertipli kesgitleyjinifi kesgitlemesine gord, A -
nyfl her bir a,,a,0,..a,«, (2) (gomisdiki her ) ¢leni A -kesgit-
leyjide hem clen bolup hyzmat edyindir. Siinki onuil her bir kopeljisi
bu kesgitleyjide hem diirli setirlerde hem-de diirli siitiinlerde
yerlesendirler. Bu diyildigi A -nyfi her bir ¢ileniniii A -dahem, hem-
de tersine cilen bolyandygny afiladyar.Onda bu ¢lenifi A we A
kesgitleyjilerddki alamatlarnyfi hem gabat gelyandiklerini
gorkezmek galyar 2-nji ¢ilenin A -daky alamaty ornuna goymadaky
A-ky alamaty bolsa,

12..n a0,
3) (4) ormuna goymadaky
o0, O, 1,2..n

inwersiyalaryfi sanlary bilen kesgitlenyandirler. Yone (3) we (4)
ornuna goymadaky inwersiyalaryfi sanlary birmefizesdirler. Siinki
olar biri-birinden setirlernifi yerlesis tertipli bilen tapawutlanyarlar.
Bu diyildigi A we A kesgitleyjilerin birmefizes gosulgulara
eye bolan algabraik jemleridiginden basgada olaryil bir mefizes
gosulyjylarynyfi alamatlarnyfi hem gabat gelydndiklerini

afiladyandyr. Diymek Awe A kesgitleyjiler biri-birine defidirler.
Bellik: Bu subut edilen hidsyetden kesgitleyjinifi setirlernii hem-de
sttiinlernini defgiislidikleri (defi hukuklydyklary ) gelip ¢ykyandyr.
Sofa gide, kesgitleyjiniii setirlerne mahsus bolan hésyetlerifi dhlisi
onufi siitiinleri ticin hem-de dogrydyr. Seylelikde glejekde dwreniljek
kesgitleyjinifi yonekey hésyetleri onufi setirleri licin aydylsada sol
hisyetleriii siitiinler iicin hem adalatlydyklarny hasaba almalydyrys.
Hiésiyet:2 Dine nul elementlerden duryan (dhli elementleri o-la defi )
setiri Oziinde saklayan kesgitleyji o-la defidir. Hakykatdan hem A -
nyh her bir (2) c¢leninii diirli setirlerden hem-de diirli siitiinlerden bir-
birden element alnyp diiziilen kopeltmek hasylydygna gord, ol difie
0-1 elementleri 6zinde saklayan setirden hem bir elementi kopelii
gorniisinde saklayandyr. Bu diyildigi  (2)-nji kdpeltmek hasytynyfi
0-la den boljakdygyny afiladyar. Onda seredilydn yagdayda A -ta
kesgitleyji diie 0-dan duryan gosuljylaryii. Bu bolsa onun 0-la
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dendigini anladyar. Eger-de l-setirii  dhli elementleri 0-la  def

bolsalar }'/agny' a, =a, =...=a,, =0 bolsa onda kesgitleyja goré,
A=Y (-1 axaa,a,a, => (-1)0=0. hiyetii subuduny
afiladar.

Hisivet:3  Kesgitleyjini islendik ki setirnifi transpozisiyasy onuil
difie alamatyny {itgetydar. Hakykatdanda hem A-ta kesgitleyjinini 1
we j setirlernin O0zara orunlarny calsyryp galan setirlerini bolsa 6nki
orunlarynda goyyp, alnan kesgitleyji ~ A,- gOmiisinde belgilenen
bolsun . (hakykatdan hem) kesgitleyjiniii Kesgitlemesinden A -nyii
her bir ae«a,a,0,,a,a, (2) cleni A,-da-da ¢len bolup hyzmat
edyandir. (¢linki onuii kopeljileri A-da-da dirli setirlerde hem-de
diirli stitlinlerde verlesendirler). Diymek A we A,
kesgitleyjiler mefizes gosulyjylaryfi algabraik jemleridir. Yéne sol bir
(2)-nji clenin alamaty bu kesgitleyjilerde diirlidir . Sebdbi ©>j bolan
halatynda (2)-nji A-da

12...j..0..n
(alaz &ty (3) ormuna goymanyi jiibiitligi bilen

kesgitlenilydn alamata A ,-dabolsa,

12,.0...J..n
4 . L
(al,az,aj,ai...an] (4) ornuna  goymanyi  jlibiitligi

bilenkesgitlenilyin alamata eyedir. Yéne (3) we (4) ornuna goymalar
garsylykly jiibtitliklere eyedirler. ( (3) we (4) ornuna goymalarda
asaky  setirlerfi =~ birmefizesdikleri 1 we j  elementleriii
transpozisiyalarynyfi elementleriii yerlesydn siitiinlerine tésir
etmeydnligindendir.) Diymek A we A, birmefizes
gosuljylaryf algabrayik jemleri bolup, mefizes gosuljylar bu jemlerde
garsylykly alamatlara eyedirler.

Hisivet: 2 sany mefizes setirleri bolan kesgitleyji 0-a defdir.
Hakykatdan hem

goy A-daiwe j-nji setirler birmefizes bolsunlar yagny islendik
k=1,2,...,n ai=ajk bolsun. Eger-de bu kesgitleyjide i-nji we j-nji
setirlerifi transpozisiyalaryny gejirsek onda (3) —hdsiete gord, tize
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alnan A, -berlen A-agarsylykly alamat bilen defidir. Yagny

A, =—A 2-nji bir tarapdan mefizes setirlerifi transpozsiyalary
netijesinde alnan tize kesgitleyji berlen A -kesgitleyjiniii 6zine den
bolar. Yagny A, = A onda sofiky 2 defilikleri defiesdirmek bilen

A = —A bolmalydygyny taparys. Bu yerden 2A=0 A=0
deﬁ]ige e}'/e bolar.

oo e

bir khemlsehk sana kopeltsek, onda A -kesgitleyjinin 6zi hem bu k
sana kopeldiler.

1.8y 1.8y
Yagny A=|a,..a,| bolanda A =lka,..ka, | =
anl"'ann anl"'ann

hakykatdan hem kesgitleyjinifi kesgitlemesine goré.
A= Z ‘a0, (kaa, ).a,a, =k- Z S a,0.8,0.a,0, =k A
Bellik: Subut edilen hésyetden kesgitleyjinifi setiriniii ya-da
stitiininifi (dhli elementlerinii umumy kopeljisi kesgitleménifi
alamatynyﬁ t')nl'jme kaarylyp alyn}'/andygy gelip (;yk}'/andyr)

yoes .

elementleri onufi basga brr setirlernifi degisli elementlerinden sol bir
hemiselik sana kopeldilip alynyan bolsalar onda bu setirlere
proporsional setirler diyilyar.

2 3 1 4
1 4 3 ol kesgitleyjide 1-nji we 3 setirler
6 5 -3 12

1 o 3 1

proporsiyonaldyrlar. Ciinki 3 setirii elementlerini 1-nji setirin degisli
elementlerinden 3 —e kopeldip, alyp bolyar.

Hiisivet:6 Proporsional setirleri bolan kesgitleyji 0-la  dendir.
Hakykatdan hem eger-de A-nyn (her bir elementi) j-nji setrleriii her
bir elementini onufl inji setirimfi degish elementinden k  sana
kopeldip alynyan bolsa, yagny ajm=Kaim defilk her br m nomer
licn dogry bolsa, onda yokarda edilen bellige gord j setirii dhhl
elementlermii  k  hemiselik kopeljisini kesgitleyjinifi alamatlarynyfi
oniine ¢ykarsak, onda bu kesgitleyjinifi 6ziinde i-nji we j-nji

125



setirler mefizes bolarlar. Sofia gérdde bu kesgitleyji 0-la defidir.
Hisivet:7 Eger-de n-ji tertipli A -kesgitleyjiniii kabir mysal i¢in i-
nji setirifi dhli elementleri iki sany gosulyjylaryl jemleri yagny
ajj=bjt+cj, j=1,2,....n (5) gorniisde afiladylyp, bilinyén bolsalar, onda
A-nyd 6zi hem iki sany A’ we A’ nenji tertipli
kesgitleyjilerifi jemi gorniisinde afladylyp alynyandyr. Bu
kesgitleyjilerin sol i-nji setirlerinden galanlary A -nyn degisli
setirleri  bilen gabat gelydndirler. Olaryii i-nji setirleri bolsa,
birinde difie bj 1-nji gosulyjylardan beylekisinde bolsa, 2-nji ¢;
gosylyjylaryndan duryandyr.

a,... a, ... &, |- &,

/ 1

=|b, +¢,..b, +C,|=1|b;... b, |+]|c;... C, |=A+A
a,--- A, Q.- Ann| @ @nn

hakykatdan hem n-nji tertipli kesgitle;'Ijiniﬁ kesgitlemesine gord ,
A=Y (-1) aﬂl 0ty 0+, Z faa,.. azoc2 (b, +c,).aa, =

—z a1a1 A0,..0, Z alal

By Cy. A, = A’ +A”

Bellik: Bu hésiyet 2 sany gosuljylar {igin subut edilen hem bolsa, ol
islendik tiikenikli sandaky gosuljylar ii¢in hem orunlydyr.
Kesqgitleme: Eger-de kesgitleyjinii kébir setimii Mysal iicin  i-nji
setirnini her bir ajm elementini galan setirii degisli elementlerniii
sol bir hemiselik sanlara  kopeltmek hasyllarynyfi jemi giisiinde
aflatmak miimkin bolsa, yagny seyle bir

Ki,Kz,....Ki1,Ki+1,...,kn hemiselik sanlar bor bolup,
aim=Ki1a1m+koaom+Kiiai.im+ +Ki+1@i+1mt. . . tknanm denlik her bir m
nomer licin yerine yetydn bolsa, kesgitleyjiniii i-nji setiri onufi galan
setirlerinifi ¢yzykly kombinasiyasyndan duryar diyilip aydylyar.
Yokardaky afilatmamyzda kibir k sanlaryii 0-la defi bolmaklary
hem miimkindir. (Hususan #hlisinifi hem ).

Hisivet:8 kesgitleyjiniii kébir setiri onufi galan setirlerinifi ¢yzykly
kombmasiyasy bolsa, seyle kesgitleyji 0-la deiidir. Bu hésiyetin
subudy (7) (6) (4) hési}'Ietlerden gelip ka}'/andyr

Foo e

basga b1r setirniii degisli elementlerini sol bir hemiselikk k sana
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kopeldilip , gosulsa kesgitleyji iijtgemeyir. Yagny

a,... a,| |ag.. a,, 3
defilk dogrydyr.

Qg A |  [an tkay..ay, +ka, grydyr

aj.. Al [a.. a;,

anl"' ann anl"' ann

Bu hisiyeti subut etmek {icin yazylan deiligii sag tarapyndaky
kesgitleyjinini 2 sany onuf Oziinifi tertibinddki kesgitleyjilerifi
jemine defidiginden olaryn i-nji setirlerinden galanlarynyfi bu
kesgitleyjinin degisli setirleri bilen gabat gelyédndiklerinden hem-de
bu gosuljylaryi birinifi i-nji we j-nji setirlerinifi proporsionald yk-
laryna g6rd , onunl 0-la defidiginden peydalanmak yeterlikdir.
Yagny :

.. a,| |ag.an| (A, ay,.-ay,
agka;..a,k a, (@A, ka;,..ka,, |au-ay,
a,... a,| [@p-a, [ag-a, | |32
Ay = S - WOt = O N - O T Ay-Ann

Bellik: Bu hidsyetde aydylan k sanyfi otrisatel bolmagynyn hem

yee e

stitninifi bir elementinden galanlarynyf, #hlisinifi o-la dwriilmekleri
licin gecirlydn Ozgertmini yerine yetirmdge ulanylmakda amatlydyr.

Mysal ti¢in:

2 -1 34 ]2 -1 5

o 1 250 1 o0

6 7 14 |8 7  -13
7 2 10 3 2 3

33.Diirli tertipdiiki minorlar. Algebrayik doldurgyclar.
Goy bize n-nji tertipli  A-kesgitleyji we k 1<k <n-1 san
a'11a'12a13'"a'ln
berlen bolsun. A = B21822823:-zn
a31a32a33"'a3n
a‘nla‘nza‘n3"'a‘nn
Bu kesgitleyjide erkin k sany setirleri hemde k sany sunleri saylap
alyp olaryn kesismesinde duran elementlerden matrissa diizsek onufl
k-njy tertipli kwadrat matrissa boljakdygy diisniiklidir. Seyle usul
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bilen alynan islendik k-njy tertipli kwadrat matrissanyfi
kesgitleyjisine berilen A -kesgitleyjinifi k-njy tertipli minory
diyilydr. Mysal iigin:  A-da ilkinji 2 sany setiri hem-de ilkinji 2
sany siitlini saylap alsak , onda olaryf kesismelerinde duran
elementlerden.

2 .. . g . . . (a‘llalZJ ~
-nji tertipli kwadrat matrissany diizeris. Onuil
aZla'22
alla12
a'21a22
minorlarynyfi biridir kesgitlmeden gorniisi yaly A -nyfi islendik ajj
elementi onufi birinji tertipli minory hasap edilip alynyar. (Bu
kesgitleyjide 1 setir hem 1 siitiin saylanylyp alynandygyny afladyar.
Berlen  k-njy  tertipli minoryn  elementlerinii duran (yerlesen
)setirlerini - hem-de siitiinlerini ¢gyzanymyzdan sofi A -nyi bir gezek
hem  ¢yzylmadyk elementlerinden (n-k)-njy  tertipli kwadrat
matrlssany duzmek mumklndlr onufi kesgitleyjisine bu k-ny tertipl

.....

=a,,8,, — a;,8,; kesgitleyjisi A-nyii 2-nji tertipli

k) gorniisinde belgllenyar Aslynda k-njy  tertipi minoryn
belgilemesi licin My  bilen belgildip ulanylyandyr. Yokarda mysal
gornlisinde getirlen,

M, — 8,8, | 2-nji tertipli minoryil gosmaga minory,
a'21a'22
, as5as, o ot ey
M, o) = —(n—2)-nji tertipli kesgitleyjidir.
an3ann

Hususan birinji tertipli Mjj=ajj minoryfi (A-nyfi ajj elementinifi )
gosmaga minory M.J A-da inji setir hem-de j-nji siitiin
¢yzanymyzdan sofigyzylman galan elementlerden diizilen (n-1) -nji
tertipli kesgitleyjidir. Mysal {i¢in:

Jxen| kesgitleyjidir esgitleyjinifi elementlerinifi algebraik
a..a,,
doldurgyjy difilip (Ajj) onufi (- 1)™ alamat bilen alynan gosmaca
M minoryna aydylyar. Yagny Aj= (l)"JM.J

Eger-de A-nyii k-njy tertipi minory onufl i,b,...,ik nomerli

[
M/, =
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setirlerinde hem-de ji,j2,...,jx nomeri siitiinlerinde yerlesen bolsa,
onda onufi algebraik doldurgyjy diylip onufi (-1)*" (bu yerde
Sn=(iy+ip+...+i)+(j1+j2+... k) ), Sol alamat bilen alynan gosmaga
minoryna aydylyar.

Teorema: A-kesgitleyjinifi islendik  k-njy tertipi minorynyfi onuil
algebrayik doldurgyjyna kopeltmek hasyly bu kesgitleyjinii  kébir
cilenlerinde duryan algebrayik c¢emdir. Bu c¢emifi gosuljylarynyfi
alamatlary hem olaryi kesgitleyjiddki alamatlary bilen gabat
gelyindirler.

Subudy: Ilki bilen teoremany k-njy tertipli M —minoryfi A -nyh ¢ep
yokarky burgunda yagny onufi birinji k setirlerinde hem-de birinji

k siitiinlerinden yerlesen yagdayy iicin subut edelii:
T V- MO W

By Byge -8y g -8y

ak+1,lak+1,kak+l,k+1ak+l,n
Byg e By eBy yogee-Big

M k-njy tertipli minoryf islendik ¢ilenini yazsak, ol:
Q a, a, (1) gorniisde yazylyar. Bu yerde

a1

a,,a,..c, —1,2..k sanlardan galsyrmadyr. Bu ¢lenifi alamaty
| 1,2..k
(-1, L-
oy,0,..0
sany, bolar.Edil sufa mefzeslikde M/ gosmaca minoryn erkin
ak+1,Dk+1" " Ak+2,bk+2@nbDn  (2) ¢lenina alsak, (bu yerde

bk+1 ’ bk+2 . 'bn
k+Lk+2,n

] ornuna goymadaky nwersiyalaryfl umumy

] sanlardan galsyrmadyr. Onuf alamaty (-1)'/, bu

, (k+1k+2..n . .
yerde | — b b b ornuna goymadaky inwersiyalaryfl sany,
k+1™~k+2"*"~n

bolar.
Bizifi bu seredydn yagdaymyzda S :
Sv=(1+2+.. . k)+(1+2...k)=2(1+2.. . k)=k(k+1)
Islendik biri jiibiit bolsa, sol kopeltmek hasyl hem jiibiit bolyar.
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Swm jiibiit bolanlygyna gord , M minoryn algebrayik doldurgyjy .
Omui M/ gosmaca bolen gabat geler . Seylelkde bizz MM
kopeltmek hasyly we bu algebrayik gosuljylarynyii alamatlary
gyzyklandyryar. M - M’ képeltmek hasylynyii

ao o a,,B., a,B, (3) erkin cilenini

alsak, onufi alamaty  (-1)' - (-1)" =(-1)"" bolar. Ciinki
12..k..k+1..n
aa,..q,..B,,..B,
ornuna goymadaky mwersiyalaryi umumy sany hem «,-laryfi S, -
lar bilen hichili nwersiya emele getirmeyindiklerme gord , (o -laryil
hic biri, A-laryil hic birnden uly dildir ) ¢; <k G =2k+1
ikinji bir tarapdan (3) kopeltmek hasylynyii kopeljileri A-ta
kesgitleyjide dirli setirlerde hem-de diirli siitiinlerde yerlesendirler.
Onda bu kopeltmek hasyly A-ta kesgitleyjinii kibir ¢ilenidir. Bu
dijidigi M M’ képeltmek hasyly kébir algebrayik jem bolup , onufi
her birr gosullysy A-nyfi hem gosuljysydyr. Yone yokarda edilen
bellige gord, bu gosuljynyi ~A-ky alamatynyn hem (—1)'*'/ -e,
defidigi gelip ¢ykyar.
Seylekikde M'M kopeltmek hasyly A -ta kesgitleyjinii kébir
cilenlerinden duryan algebrayik jem bolup bu gosuljylaryfi
alamatlary olaryfi A-ky alamatlary bilen gabat gelydndirler . Bu
bolsa, teoremanyfl tasyklamasynyf Ozdir.
Indi A-nyfi M minory onuil islendk i, <i, <...<i, nomerli
setirlerinde hem-de j, < j, <...< ], nomerli siitiinlerinde Yerlesen
bolsun . Setirlerinifi hem-de siitiinleri transpozissiyalarynyfi
Munuii Ggin ilki bilen i setirii (i17=1) —nji setir bilen
transpozissiyasyny sofira (i-1-nji setirin ornundaky ) i;-2-nji setir
bilen we sufia menzeslikde ol ti A-nyfi 1-nji setirnifi ornuny
eyeleyancd Oziinden yokardaky dhli gofisy setirler bilen
transpozissiyalaryny gecirelin. Munufi licin umumy ( i1-1) sany gofisy
setirlerifi transpozissiyalarny ge¢irmek bolar . Sofira berlen kesgitley-
jnii i setirnifi Oziinden yokardaky gofisy setirler bilen yzly yzyna
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(ir-2) sany transpozissiyalaryny gegirip, onuii kesgitleyjinii 2-nji
setirnifi ornuny eyelemegini gazanarys . Su prosessi dowam etdirmek
bilen ahyr sofiunda (ik-K) sany gofisy setirleriii transpozissiyalarynyi
eyelemegini gazanarys. Su gejirlen

-+, -2)+..+(, —kK)=i, +i, +...+1, —(1+2+...+k) sany
gongy setirleriii transpozissiyalary M minory 1-nji k sany setirlere
stisirer edil sufia mefizeslikde ji+jo+...Hjk-(1+ 2+...+K) sany gofisy
stiniinlerii gegiren transpozissiyalary M minory kesgitleyjinii 1-nji kK
sany siitlinlerne ~siigiirer  seylelikde A kesgitleyjide gejirlen
LA+l + )+ e+ J —2Q+2+...4+K) gofigy setirleriii
hem-de gofsy siitlinleril transpozissiyalary tize alnan A -
kesgitleyjide M-k-njy tertipi minoryfi ikinji k setirlerde hem-de
ilkinji k siitlinlerde yerlesmegni iipjiin eder . Su Ozgertmeler
netjesinde M  minoryi gosmaca M/ Minorynyn iitgemeyandigi
disniklidir.  Ciinki onufi  onufi  eclementleri  transpozisiyalarda
goltasmayarlar , hem-de gofigy siitiinlernifi transpozissiyalarynyil
verne yetirydndiklerine gord onufi setirlerinii  hem-de  siitlinleriniii
basdaky tertipleri hem saklayandyr , teoremanyii subut edilen
bolegne gord , M M/ kopeltmek hasyly A’ -kesgitleyjiniii kébir
cilenlerinin algebrayik jemi bolup , bu jemifi her bir gosuljysynyii
alamaty onuil A'-ddki alamaty bilen gabat gelyindir Yone
kesgitleyjnin  yonekey hisyetlerinden onuil islendik iki setirnifi
transpozissiyasy difie kesgitleyjinii  alamatyny iitgedydndigine gord,
tdze alnan A -kesgitleyjinifi onki A -dan
(D% =204 2+..+K) = (<) sana kopeltmek bilen alnyp bilinjekdigi
bellidir.

Seylelikde (~1)® -M -M’ képeltmek hasyly (bubolsa , A-nyi M
minorynyii

Oziinin algabrayik doldurgyjyna kopeltmek hasylydyr) A-ta
kesgitleyjinifi kébir

cilenlerinifi algabrayik jemidir. onufl her bir gosuljysynyfi alamaty
bu gosuljynynn A -ta kesgitleyjinifi diiztimiddki alamaty bilen gabat
gelyandir. A = (=1)> A
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34.Kesgitleyjileri hasaplamak (kesgitlevjini setiri bovyunca
dagytmak; Laplas teoremasy)
Islendik n natural san tigin n-nji tertipli A -ta kesgitleyjini
afiladyan 2-nji we 3-nji tertipli kesgitleyjilerifikd mefizes aflatmalary
vazmaklygyfi anyk diizgiini yokdyr.

Emma yokary tertipli kesgitleyjilerin hasaplanmagy {icin olaryfi
kesgitlemesinden ugur alyp, onuil aflatmasyny yazyp,sol afilatma
gordde, bu kesgitleyjinii bahasyny hasaplamak miimkinjiligi bar
bolsada, ol ofiaysyz usuldyr. Sonufi licinde yokary tertipli ksgitlyjileri
hasaplamaklygyil diizgiini 6wrenmek dhmiyete eyedir . Goy bize n-
nji tertipli

a1la12"'a1r1
A =|a,a;,..8;, | kesgileyji berlen bolsun we i 1<i<n (1 bilen n
anlanZ"'ann

arasyndaky erkin bir nomer bolsun) .
Bu i-nji setiriii &hli elementleriniii olaryn algebrayik doldurgyclarna
kopeltmek hasyllarna seredelifi .

&y - Aw Q- Aizl Ain ‘Ain (1)
gecen temada subut edilen teoremadan bu kopeltmek hasyllarynyn
her biri A -kesgitleyjinii kébir ¢lenlerinin algebrayik jemi bolup , ol
gosuljylaryfl alamatlary hem olaryn A -daky alamatlary bilen gabat
gelydndir. (Biz bu yerde her bir a, 1<m<n elementii A -nyi

im?

1-nji tertipli minorylygyndan ugur alyarys). Eger-de 1-nji (1)
sistemadaky kopeltmek hasyllarynda bar bolan, algebrayik
doldurgyglary degisli gosmaga minorlar bilen calsyrsak hem-de her
bir gosmaca minoryn (n-1)-nji tertipli kesgitleyjini nazara alsak bu
kopeltmek hasyllarynyfi her biri degisli alamatlary bilen alnan
elementifi gosmaca minoryna kopeltmek hasylyna owrilen we ol
kopeltmek hasyllaryfi her biri A-nyfi (n-1) ! ¢ilenlerinifi algebrayik
jemi bolar. A =3, ()" M = (=) a, M,

2-nji bir tarapdan (1) sistemanyfl 2-sany diirl kopeltmek hasyllary
birmefizes cilenleri saklayan algebrayik jemler déldir.

Hakykatdan hem Mysal iicin : a;A; we a;,A, kopeltmek
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hasyllaryna seretsek olaryfl i-nji setirinden biriniii aj; elementi
Ozimde saklayan A-nyfl kébir ¢lenlerinin algebrayik jemidigne
beylekisinifi bolsa, bu setirden aj; elementi 6ziinde saklayan A -nyi
kabir cilenlerinin  algebrayik jemdigini alarys kesgitlemid gord
kesgitleyjinifi her bir jilenifi her setirden hem-de her siitiinden
bir-birden element alnyp diizilen n sany elementlerin kdpeltmek
hasylydygy gord , bu 2 sany kopeltmek hasyly mefizes cilenleri
Oziinde saklap bilmezler . Diymek (1) sistemanyfi her bir kopeltmek
hasylnyil A-nyfi  (n-1)! sany gosulyjylarynyii algebrayik jemdigine
hem-de ol kopeltmek hasyllarynyi sanynyi n — ¢ defdigni we
yokarda bellenilen bellige gord, bu kopeltmek hasyllarynyfi 2 sany
diirlisinii  A-nyfi sol bir ¢ileni saklap bilmeyénligine  gord n-nji
tertipli A -kesgitleyjinifi n! sany gosuljylarynyfi her biri bu
kopeltmek hasyllarynyfi birme we difie birne girip bilyandigini
alarys (sunlukda A-nyfi dhli n! sany gosulyjylary bu kopeltmek
hasyllarynyfn  gosuljylar bolup girydndirler) diymek indiki deiiligi
alarys  A=2a,A; +a,A, +..+a A,
V. 1<i<n) (2)

2-nji formula kesgitleyjini i-nji setiri boyunca dagatmagyn formulasy
diyip aydylyar . Seylelkde subut edilen gatnagykdan (teoremany
setiri boyunca ) kesgitleyjini subudy boyunca dagytmagyii teoremasy
Teorema: Kesgtleyyinii  islendik  setimifi  &hli  elementlernifi
Ozlerinifi  algebraykk doldurgyclaryna kopeltmek hasyllarynyfi  jemi
bu kesgitleyjinii  6zine defidir : Yagny islendik 1 nomer iigin

vi<i<n A=>a, A, k 1-den n-e genli .

k=1
Edil sufa mefizes tassyklama kesgitleyjnii siitlinleri  iigin hem
dogrydyr. Bu yagdayda alynyan fomulany yagny vl<m,<n

nomer ii¢in A= Zaim A, 1 1-den n-e cenli deiiligi kesgitleyjni
i=1

sitlini  boyunca dagytmagyn formulasy diyip atlandyryarlar. Bu
alynan  furmulalardan  gorniisi  yaly n-nji  tertiph  kesgitleyjini
hasaplamaklyk birndge (n-1)-nji tertipli kasgitleyjileri hasaplamaklyk
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bilen c¢algyrylyandygyny goryaris.Sunlukda saylanyp alynan setirde
va-da siitiinde (saylanan) 0-la defl elementlerifi sany nige kop bolsa,
songada bu formulany ulanmak ofaylydyr. Sebdbi 0-la defi bolan
elementlerii  algebrayik doldurgyglaryny hasaplamaklygyfi zerurlygy
yokdur.  Sunufi  Uginde bu teoremany ulanyp kesgitleyjini
hasaplamaga baslamazdan ofiirti kesgitleyjnii  yonekey hésiyetlerini
ulanmak bilen onuf kibir setirinii  ya-da  siitlininii miimkin
boldugyca kop elementlerini 0-la dwiirmége calysyarlar.
Kesgitleyjini  setiri  boyunga dagytmagyn teoremasyny Oziinde
hususy hal gomiisinde saklayan Laplas teoremasy ady bilen bell
indiki tassyklamany subutsyz getirelifi.
Teorema: (Laplas teoremasy) Goy n-nji tertipli A kesgitleyjide
erkin Kk
(1£ k < n—l) setir (ya-da k sany sitin) saylanyp alynan
bolsun.Onda bu saylanyp alynan setirlerde (ya-da siitiinlerde)
diizmek miimkin bolan #hli k-njy tertipi minorlaryi 6zleri algebrayik
doldurgyclaryna  kopeltmek  hasyllarynyfi  jemi  bu  kesgitleyjmii
0ziine defidir.

35.Kébir hususy gorniisdiiki kesgitleyjileri hasaplamaklygyii

diizgiinleri.

1.Eger-de kesgitleyjinin  bas diagonalyndan bir tarapda yatan
elementlerifi  &hlisi 0-a defi bolsa, OA kesgileyji bas diagonalyii
elementlerifi kopeltmek hasylyna defidir.
Yagny.

a, A4,
QgpenBoy| =8y 8y e @
0 0..a,,

Bu diizglini matematki induksiyanyfi usulundan peydalanyp,
afisatlyk bilen subut edip bileris. Hakykatdan hem aydylan tasyklama
2-nji tertipli kesgitleyji ticin dogrydyr.

& a

0 a,,

nn

=a,,a,, — a120 =a,,a,,
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Bu tasyklama tertibi n-1-¢ ¢enli bolan &hli kesgitleyjiler ticin dogry
hasap edip, ( yerne yetyar hasap edip ) , onufi n-nji tertiph kesgitleyji
ticin hem adalatlydygyny g6 rkezelifi . (Induktiw talap diyilydr )
hakykatdan hem berlen kesgitleyjinin onufi 1-nji siitiini boyunga
dagytmak

a 8y---8yp a2 ~-8ap
0 8y;.-.8p,| = 8y4|0 Ag3-.-83, | defilik alynar.
0 0..a,, 0 0..a,,

Induktiw talaby deiiligin sag tarapyndaky ( n-1) -—nji tertipl
kesgitleyji ti¢in ulansak

8y 3-8y

0 833:--83n | = 8pp833.--8py

0 0..a,,

defilk alynar we ol oOn yanyndaky defilk bilen tasyklamany
subudyny berer.
2.Wandermond kesgitleyijisi.

1 1...1

q d,...a, B (ai —aj)
a2 al.a’ _Hlsjsisn
a”  ayjt.at

Ahli miimkin bolan tapawutlaryfi kdpeltmek hasylyna defidir .
Hakykatdan hem tassyklama 2-nji tertipli kesgitleyji tigin yerne
yetyandigini gérmek afisatdyr .

1 1
& a,
Onda bu tassyklama tertibi (n-1)-e c¢enli bolan dhli Wandermond
kesgitleyjileri ticin adalatly diyip hasap edip , (induktiw talap) onufi
nnji tertipi Wandermond kesgitleyjisi tigin hem dogrudugny
gorkezelfi . Bu yagdayda aydylan tassyklamanyfi —matematiki
induksiya usulunyfi yardamynda subudy yerne yetirildigi bolardy
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onda berlen n-nji tertipli Wandermond kesgitleyjisinifi 2-nji
setirinden onufi 1-nji setirini a; —e kopeldip ayyryp, 3-nji  setirden
bolsa, 2-nji setirnini ai-e kopeldip ayyryp, we sufa mefizeslikde ahyr
sofiunda il sofiky setirinde onufi 6fi yanyndaky setirini aj-e kopeldip
ayyrmak bilen alarys.

1 1.1 1 1...1
0 a,...a, 0 a,—aa, —a
a’ al.a’> |=[0 a,—a -aa’ —a -a,|=1-A,=(])"M/ =
a™? at.a'? |0 a,—a-aa —a-a’
a™t at.alt| o a)'a,a) *a 'a,a"?
a,—a..a, —a

, |a(@ -a).a,(,-2)
" lal(a, — )-8k (a, —a)
a,*(a,—a,)..a; “(a, —a)

1 1.1

a, a,...a,
:(az_%)'(as_ai)---(an_%)‘ a22 a;“ag =

a? aj’.a’

— (@ —a)(a —a).@, —a) [l -a)=
=H(ai _aj)'H(ai _aj)=H(ai _aj)

2< j<i<n 2<j<i<n 1< j<i<n

kesgitleyjiniit yonekey hésiyetlerinden hem-de subut edilen
tassyklamadan

n-1,n-1 n-1
a; a, ..a

a’a’..a? :H(aj - &)
a,a,...a, 1<j<i<n
11..1

kyn déldir.

defiligifi yerne yetyindigini almak
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3 , Bu yerde M;-k-njy
1
tertipli kwadrat matrisalar M, —(kx n-k) dlgegli goéniburgly matrisa.
0-(n-kxk) 6lgegli 0 elementden duryan o-1 matrisa gorniisdaki
kesgitleyji bolsun. Onda A=|M, |-|M/| deiilik dogrydyr .

36.Islendik sandaky niibellileri bolan ¢yzykly defilemeleriii
kwadrat sistemasyny cozmige Kramer diizgiini.
Goy bize n sany ndbellileri bolan ¢yzykly defilemelerii kwadrat
sistemasy.

M
Eger-de n-nji tertipli A kesgitleyji 0 .

a; X +aX, + +..+a,X, =b
A, X, +8,X, +...+8,,X, =D, @
A X, +a,X, +...+a,X, =Db,

berlen bolsun onufi nibellilerinifi kafisentlerinden diizilen kesgitleyji
a'1la'12"'aln
A =la,a,,..8,,|#0 (2)
a'nla'nZ"'ann
serti kanagatlandyryan bolsun . (0-a defi dil bolsun ) j-nomer
1< <N defisizlikleri kanagatlandyryan islendik nomer bolsun . 1-
nji sistemanyfl 1-nji defllemesini Ajj-€ 2-nji defilemesini Aoj-€ we
sufia mefizeslere i sofky n-nji
defilemesini bolsa , Apj-e kopeldip alynan afilatmalary gosup sofira
birmefizes ndbelli cilenleri toplasdyranymyzdan sofi alarys:
0<r<b 2

(allAlj +ay A, +---+an1Anj)X1+(aiz'A&j +ayA; +---+an2A1j)' X, =
=bA; +b,A; +...+b A, 4
=b A, +b,A; +..+b.A; ()
(alnAlj +a2anA2j +"'+annij)' Xn
Bize ofiden belli bolsuna gord, = A—ny A An-nji siitlini boyunga
dagytsak.
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8,88,

a21...a2j...a2n = alelj +a2jAzj +"'+anjAnj
anl...anj...ann

Eger-de bu deilligifi sag tarapyndaky afllatmada — a,;,a,;,...,a,;

sanlary bi,by,....by, sanlar bilen galsyrsak onda alynyan

D1A D Aojt. . AbnApjafilatma A\ -kesgitleyjide onuil j-nji
sttiinlerinifi by,by,...,by sanlaryil siitiini bilen ¢alsyrlyp kesgitleyja
defi bolar .

1'a1

a,,..b.
a,,..0,.
a0,

n

"a2n
neeQnn

(¢iinki bu elementlerii algebraikk doldurgyclary olaryfi 6zlerine bagly
déldirler ) onda bu kesgitleyjini A, diyip belgilesek

J
A; =b1Agj+boAojt.. . +bnAnj bolar .
Bu diyildigi (4) defiligifi sag tarapynyii A ; Kesgitleyja ( A -dan

onufl j-nji siitiini (1) sistemany azat ¢ilenlerinifi siitiini bilen calsyrlyp
alnan kesgitleyja ) defidigini afladyar. 2-nji bir tarapdan bize belli
bolan kesgitleyjini siitiini boyunga dagytmagyfi formulasyna gori ,
islendik k nomer iicin 1<k <n

arkArkta2kA2t. .. FankAnk= A bolyandygy bellidir yone yokarda

yazylan
a,,..b..a,
A = -0, 85, =b1A1jsb2Asjt.. . +bnAnj (5)
a,..0,..a,,
denlikde bs,bs,...,by sanlary A -nyii basga bir t-nji siitiinii
(m= ] )elementleri bilen calgyrsak alynyan
Ay BBy ey

A A A et A A = (8808085, =0
A8, -8,,..a
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bolyandygyna eye bolarys .Bu diyidigi ( dedligin ¢ep tarapyny
okasak) kesgitleyjinin 1(m-nji ) siitiininii  &hli elementlerinii  onuf
basga bir (-mji ) sitinmfi  degigh elementlerinii  algebraik
doldurgyglaryna  kopeltmek  hasyllarynyfi  jeminii  0-la  dendigini
afladyar . Seylelkde bu alynan gatnasygy yokarda getirlen
kesgitleyjini siitiini boyunca dagytmagyi formulasy bilen birlesdirp |
indiki gorniisde yazmak miimkindir .

A j=m bolanda
almAlj +a2mA2j +"'+anmAnJ - 0 J £m bolanda (6)

Seylelikde (4) denlik (6)-njy gatnagyklary peydalanmak bilen indiki
gorniisde yazylar.
A-X; =A @)

A—(a1j A tay Ay et Ay -A”.)
Onda A=#0 diylip edilen serte gord, bu deiilikden Xj—ndbelli iicin

A
yeketik bolan X = XJ bahany taparys. j(1< j <n) nomerifi
erkindigine gora,
X, ==L, X,=—2 ., X =—" (8)

deflikler bilen ndbellilere yeketik bolan bahalar kesgitlenilyér.

(8) deiiliklere Kramer formulalary diyilip aydylyar.Hem-de

A kesgitleyjisi 0-a defi bolmadyk n-sany ndbellileri bolan ¢yzykly
defllemeleriii kwadrat sistemasyny ¢6zmekliginn bu usulyna Kramer
diizgiini diyilydr. (8) formulalar bilen tapylyan nébellilerifi
bahalarynyfi (1) sistemanyfi ¢0ziiwi bolyanolygyny gérmek ansatdyr.
Hakykatdan hem (1)sistemanyfi islendik i-nji (1£ i< n) defilemesinifi
cep tarapynda ndbellileriii (8)defilikler bilen tapylyan bahalaryny
orunlaryna goysak.

a X +a,X, +..+a X =a Al+aI AZ+ +a A _
i1 i27%2 n“*n |1A 2 A in A

—a, b A, +bA, +b A, tra.-

A i2
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. bA, +b,A,+..+b A, +o.ta
A A

:i{bl(aiAil_'_ A, +. ainAin)+
+b2(ai1A21+ai2A22 ot Ay )+ 4 b, (ailAu +8,A, +"'+ainAn)+

t..t bn(ailAﬂ + aiZsz to.t ainAm): %biA = bi'

Sonky defilik ndbellilerifi Kramer formulalary boyunca tapylan
bahalarynyfi sistemasynyfi +nji defilemesini kanagatlandyryandygyny
gorkezyér. [-nomerin erkindigine goré, bolsa ol bahalaryii
sistemasynyn defilemelerinifi dhlisini kanagatlandyryandyklaryny
goryaris. Indi ¢yzykly deflemeler sistemasynyn hususy yagdayyna
yagny n-sany nébellileri bolan bir jynysly c¢yzykly defilemeleriii
kwadrat sistemasyna

Zl:aijxj =0,i=12,.,n 9)
J:

seredelifi. Bu sistemanyfi kofisentlerinden diiziilen
a'lla'12 ' 'a'ln

A =a,a,,..a,,| # 0.
anlanZ"'ann

bolan halatynda onufi ¢oziiwini tapmak iicin Kramer formulasyndan
peydalananmyzda olaryil sanowjylaryndaky A, kesgitleyjilerinii i
nji sitiinlerinii  difie  0-lardan duryandyklaryna gord, olaryfi &hlisi
hem 0-la defi bolup, nédbelller icin  x3=0, X>=0,...,x,2=0 bolan
bahalary  taparys. Diymek n  nébellli  bigynysly  ¢yzykly
defilemelermii  kwadrat sistemasynyfi A kesgitleyjisi 0-la deni
bolmasa, onda ol sistema yeketdk 0 coziiwe eyedir.

Bellik:cyzykly defilemelerin  kwadrat —sistemasynyi kesgitleyjisi
A #0 bolsa onda bu sistema yeketik ¢oziiwe eyedir. We ony tapmak
ticin  Kramer formulalaryndan peydalanmak miimkin. Kramer
diizgininii  ahmiyetli talapy difie A-ni  hasaplamak arkaly
sistemanynl ¢oziiwinii  yeketdkdigi ya-da déldigi hakynda netije
cykaryp bolyar. (Birden A =0bolaysa, onda sistemanyn Va
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¢coziwmin yokdygy ya-da onui ¢Oziwinii yeketik déldigi hakynda
netyd gelmeli bolarys ) Kramer diizgiinnifi nébellilerii n sany uly
bolan  yagdayynda ntl1 sany n-nji  tertipli  kesgitleyjileri
hasaplamaklygy talap edyidndigine gord, onuii zihmeti kop talap
edydn onaysyz usulygydygy gelip c¢ikyandyr. (Su manyda Gauss
usuly has ofayly hasap edilydr ). Ol usul bilen sistemany ¢6zmek n
uly bolanda (ndbellilerii sany kop bolanda ) difie yekeje n-nji tertipli
kesgitleyjini hasaplamak bilen defgiiyslidir.
37.Bolijjilik hisietleri.

Sanlar nazaryeti bitin sanlaryii (difie bir bitin (+) bolman, bitin
(-) sanlaryin hem-de O-1sanlaryfi ) hisiyetlerini dwrenmek bilen
mesgulanyan matematikanyfi bolimidir. Eger-de a san bagga bir b
sana (b # O) galyndysyz bolinydn bolsa , ofia b sana kratny diyilip
aydylyar we bu fakyt a/b (b/a ya-da a:b) gorniisde belgilenyar.
Seylelikde a san b sana kratny bolan halatynda kébir q san bar bolup,
a=bq deiilik yerne yetyandir. Bu yagdayda q sana a-ny b sana
bolenmizde vetyin pay diylip aydylyar.Indi subut etmesi kyn
bolmadyk indiki tasyklamalary getirelifi.
1 .a b sana kratnyy bolanda , b san bolsa, s sana kratnyy bolanda , a
san s sana kratnydyr .
2. a +b +...4+s=0 ptqt...+t  denlikde haysy hem bolsa, bir
gosulyjydan baggasy k sana boliinyan bolsa , onda sol gosulyjy hem
bu k sana bolinyandir.
Hakykatdan hem bu tassyklamalaryil 1-njisinii subudy a=bq we
b=sr gatnasyklardan a=bg=s(r -~ q)=st deiiligin  gelip
cykyanlygyndan  2-njisinii subudy bolsa, eger-de bu deilkde p
gosulyjydan galanlary k sana kratnyy bolan halatlarynda a=a; - K,
b=b; " k..., s=s1 " Kk, =01 " k, ..., t=t; " k. deliklerden p=atb+...+s-
g-...-t=Fag ‘k+by k+...+s1 k-q1 k- -ty k:k(a1+b1+
+...+81-Q1-...-t1)=k' m bolyandygyndan gelip ¢ykyandyr.
Galyndyly bolmegin  algaritimi  (algorifmi ) diyilp atlandyrylyan
indiki tassyklama dogrudyr.
Teorema: Islendik a sany polazitel b sanyf iisti bilen yeketik
usulda a=bg+r 0<r<b (1) goriisde afladylyandyr. Hakykatdan
hem seyle gorniisddki yazgynyn birimi b * q kopeltmek hasyly a-
dan uly bolmadyk b sanyi kratnylarynyfi ulusyna def diyip alsak ,
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alynjakdygy dusniklidir . Bu yazgynyfi yeketdkdigini subut etmek
licin bolsa , tersinden guman ederis.

Goy 1-nji yazgydan basgada a=b " q1+r; 0<r, <b 2 2-
nji yazgy bardyr diyip guman edelii . Onda olaryii 1-njisinden 2-
njisini tarapma-tarap ,ayyryp , 0=b(q-q1)+(r-r1) (3) 3-nji deiiligi
alarys . Bu deiligiii ¢ep tarapynyii (0-lyfl) hem-de sag tarapynyn 1-nji
gosulyjysynyfi b sana kratnydyklaryna gord, yokarda subut edilen
tasyklamadan sag tarapynyn 2-nji gosulyjysynyn hem b sana kratny
bolmalydygyny alarys. Yone talaba gord, r-r; tapawut difie 0-a defi
bolan halatynda b sana kratny bolar . Diymek r-ri=0 bolmalydyr .
Onda (3)-nji deflikden b(q-q1)=0 defilk alynyp , q-01=0
bolmalydygy alynar. Seylelikde (1) we (2) yazgylardaky q=q1 r=n
gatnagyklary kanagatlandyryan sanlardyr. Bu diyildigi (1) we (2)
denlikleriii birmefizesdiklerini afiladyar. Teorema subut edildi.

(1) formuladaky qsana a-ny b sana bolenimizddki doly dél pay , r
sana bolsa bu bolinmekdéki galyan galyndy diyilip , aydylyar. Mysal
islenende a sana (+) bolanda q sany tapmak {icin yetmezi bilen , a
san (-) bolan halatynda -a sany b sana artykmajy bilen g we r sanlary
tapyarlar.

Ifi uly umumy boliiji.

Biz gelieckde sanlaryil difie (+) bolijilerine seretjekdiris. Eger-de a
san b sana kratny bolsa, bizi bilsimize gord b san onuil bolijisidir.
Eger-de kibir s san a we b sanlaryfi ikisinii hem bolijjisi bolsa ,
onda ofia bu sanlaryfi umumy bolijisi diyip aydylyar. a we b
sanlaryi. umumy bolijjilerinii i ulysyna ol sanlaryfi i@ uly umumy
bolijjisi diylip aydylyar,we ol (a,b) gérniisde belgilenyir.

Eger-de ki a we b sanlaryfi il uly umumy bolijisi 1-e defi bolsa ,
onda olara Ozara Yonekey sanlar diyilydr. Mysal Uicin: (9,8)=1
bolanlygyna gord 9 we 8 sanlar 6zara yonekeydirler .
ai, az, ...,ap sanlara jiibiit-jiibiitden (ya-da ikibir) yonekey diyilyar.
Eger-de  olaryfi islendik iki sanysy Ozara yonekey sanlar bolsalar.
Basgaca aydanyfida WV1<i=# j<n nomer l¢in (aj ,a)=1 sanlaryn iii
uly bolijisi 1-e defi bolsa ) sanlaryi berlen toplumuna , jiibiit-
jubiitden yonekey sanlar diyilyar . Mysal tigin : 8,12,15 sanlar jiibiit-
jubiitden yonekey daldirler sebébi (12,15) =3 (8,12)~4
bolyandyrlar.
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Yokardaka mefizeslkde Gzara Yonekeylk diisiinjesi 2-den kop
sandaky sanlar ticin hem kesgitlenindir. Yagny (a1,az,...,ak)=1
(sanlaryfi i uly umumy bolijjisi 1-e defi bolsa) onda bu sanlara 6zara
yonekey diyip aydylyar. Mysal iigin: Yokarda berlen 8,12,15 sanlar
O0zara yonekeydirler. Hakykatdan hem ol sanlaryf i uly umumy
bolijisi 1-e defidir .

Kesgitlemelerden gorniisi  yaly berlen sanlar . Jibiit-jiibiitden
yonekey Dbolsalar , onda olaryl 0Ozara Yonekey bolcakdyklary
diisniiklidir . Yone iki sany san {icin 6zara yonekeylk hem-de jiibiit-
jubiitden yonekeylik diisiinjeleri gabat gelydandirler.

Indi 2 sany sanyi umumy bolijileri iicin dogry bolan kébir
hisiyetleri bellip gecelin .

1) Eger-de a san b sana kratnyy bolsa , onda a we b sanlarynl umumy
bolijilerinii  toplumy b sanyfi bolijilerinii  toplumy bilen gabat
gelydndir we hususan  (a,b)=b defilk dogrudyr. Hakykatdan hem a
sanyii b sana kratnydygyna gord , (a b-he galyndysyz bolinyin
bolsa,) b-nifi her bir boliijisi a sany hem bolyandir. Onda b sanyfi her
bir bolijjisi a we b sanlar tigcin umumy boliijidir hem-de tersine a we
b sanlaryl her bir umumy boélijisi b sanyfi bolijjisidir. Diymek a
we b sanlaryl umumy bolijilerinii toplumy bilen b sanyfi bo-
lijilerinin toplumy gabat gelyéndirler. Hususan bu toplumlaryfi i uly
elementleri bolan (a,b) we b sanlar 6zara defdirler. (a we b sanlaryii
il uly umumy bolijisi).

2)Eger-de a=bg+s bolsa , onda a we b sanlaryii umumy bolijilerinii
toplumy bilen b we s sanlaryi umumy bolijilerinifi toplumy gabat
gelyar.  Hususan ( a,b)=(b,s) (a bilen b-nii i uly umumy bolkijisi b
bilen s-ifi i uly umumy bolijisi defidir.) Hakykatdan hem boliyjiligin
yokarda Owrenilen hisiyetlerinden a bilen b-nii umumy bolijisine s
san hem bolinyandir. 2-nji bir tarapdan b-nii hem-de Ss-nifi umumy
bolijjisine sol hésiyete gord , a san hem bolinyandir .

Diymek , a we b sanlaryi umumy bolijilerinii toplumy bilen b we s
sanlaryi umumy bolijjillermii  toplumy gabat gelindirler. Seylelikde
bu toplumlaryii ii uly elementleri bolan (a,b) we (b,s) sanlar 6zara
defidirler.

a we b sanlaryfi ifi uly umumy B-sini tapmak iigin  Yewklid
algaritmi ady bilen belli indiki diizgiinden peydalanmak miimkindir.
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Goy a we b (+) sanlar bolsun (0-a den dél , 0-dan uly , O-la def
bolsada (-) sanlar bolmasyn ) onda galyndyly bolmegifi
algaritiminden peydalanyp olarynn birini beylekisine , Mysal ligin : a
sany b sana bolip alarys. a=bqi+r; sofira 0<r <b =0
hasap etmek bilen b-ni  ri-il Usti bilen yokardaka mefizeslikde
afiladalyfi . b=ry Qo+r2  0<r, <71, .

Eger-de r,#0 bolsa, ri-i galyndyly bolmegii algaritiminden
peydalanyp I2-nin st bilen afladarys.
n=rqg,+r, 0<r<r, r,#0 bolanda su prosesi dowam
etmek bilen ahyr sofiunda bolinminii galyndysyz Verine yetydn
vagdayyna eye bolarys.(¢clinki bu  yzygiderli  bolinmelerdiki
r,r2,r3,... galyndylar birsyhly kicelyirler . Seylelikde olaryii (-) bolup
bilmeyindiklerine gord , tilkenkli gezek bolinmelerden sofi
galyndysyz bolinmid eye bolunar).

r. = =

1= RO+ 1, Lo, =h 0+ calyndysyz boingir

0<n <hy N =N0wm

Seyle usul bilen tapylan, i sonky 0-dan tapawutly rx galyndy a we
b sanlaryi 1 uly umumy bolijisidir . Muny subut etmek ticin ilki
bilen r¢ —nyfi a we b sanlaryn umumy bolijisi bolyandygyny sofira
onui bu a we b sanlaryfi islendik umumy bolijisine galyndysyz
bolinydndigini (kratnydygyny ) gorkezmelidir.

Hakykatdan hem sofiky defikden r¢.1 sanyili r1g-a Kratnydygyna
gord, on yanyndaky deflikden 1k We rc.1 sanlaryn hem r¢, Sana
boliinyandiklerini , basgaca aydanyfida rg-nyfi 1¢-1 We Ik sanlaryil
umumy bolijisidigni  taparys. Onda su pikir yoretmeleri dowam
etmek bilen alynan deiiliklerde yokarlygyna hereket edip , r1 we I2
sanlaryi hem , seyle hem b we r; sanlaryii , ahyr sofiunda a we b
sanlaryfl umumy bolijisi bolup, rx sanyfi hyzmat edyindigini goreris.
Indi kdbr d san a we b sanlaryl i uly umumy bolijjisi bolsa |,
onda ol b we r; sanlaryi hem il uly umumy boliisidir . 3-nji
defilikden onufi r1 we ry sanlaryfi hem i uly umumy bolijisidigini su
pikir yoretmeleri alnan dedliklerde yokardan asaklygyna dowam
etmek bilen d sanyfl 1o We rkp rk-1-il 1 galynda kratnydygyna
gord bolsa , sol umumy bokijinifi r¢-nyfl 6z bilen gabat gelyéndigini
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taparys.
Indi netijeler ansatlyk bilen alynyandyrlar.

1) a we b sanlaryfi umumy bolijjilerinii toplumy a we b sanlaryn ii

uly umumy bolijjisiniii bolijilerinii toplumy bilen gabat gelyandir.

2) Bu ii UUB-i Yewklidiii algaritimindiki iii sofiky 0-dan tapawutly

Ih galynda defidir.
Indiki tassyklamalar afsatlyk bilen subut edilydndirler.

Teorema:

1) Islendik m(+) san iigin (a'm,b'm)=m(a,b)

2) Eger-de b=(a,b) (delta a bilen b sanlaryii UUB-sine defi bolsa)
onda

(% : %) = % defilik dogrudyr. Hususan
a_ b (@b) 4 yup.g

(a,b)'(a,b)) (ab)

Subudy: Yewklid algaritimindéki yzygiderli bolinmelerde  #hli

denlikleri m sana kopeltsek sol gatnasyklar a'm, b'm, ry'm, r;m, rym
kopeltmek hasyllary iigin alynarlar . Bu diyildigi tize alnan
gatnagyklardaky i sofky 0-a defi bolmadyk galyndynyfn mr,
kopeltmek hasylyna defidigini afiladyar. Bu diyildigi am we bm
kopeltmek hasyllarynynn it UUB-sinifi mT, sana defdigini ,Yagny
(a-m,b-m)=r, -m=m(a,b) defiligin  dogrudygyny afiladyandyr.
Teoremanyii  tasSyklamasynyfi 2-nji boleginin subudyny almak tig¢in
indiki gatnasyklaryi dogrudyklaryny gormek yeterlikdir.
(a,b)=[5-3,59j=5(3,2j (E,Bj:&b)
o 0 o 0 ) o
i UUB-jmii indiki hésiyetleri sanlar nazaryetinini = meseleleri
Owrenilende dhmiyetli ulanyslary eyedirler.
Teorema: Eger-de (a,b)-1 onda (as,b)=(s,b) ii UUB-
sine dendir.
Hakykatdan hem (as,b) kesgitlemid gord as we b sanlaryn UB-
lermii i ulysydyr. Onda as we b sanlaryi UB-sinii as we b's
sanlaryi - hem UB-si bolyandygyna gord,onda bu kopeltmek
hasyllarynyifi ifi UUB-si (as,bs)=s(a,b)=s

145



bolyandygyna gord s san hem as we b sanlaryii her bir UB-sine
bolinyandir .

Diymek bu UB —ji s we b sanlar {icin hem UB-i bolup hyzmat
edyandir. Seylelkde as we b sanlaryfi UB-lerinifi toplumy, s we b
sanlaryil UB-lerinin toplumyny beryandir . 2-nji bir tarapdan s we b
sanlaryii her bir UB-si as-ni hem bolyandir. Onda ol as we b sanlar
ticin UB-dir . Seylelikde as we b sanlaryii UB-leriniii toplumy s we b
sanlaryl UB-lerinifi toplumy bilen gabat gelyandir.

Onda bu toplumlaryn i uly elementleri 6zara dendirler.

Teorema: Eger-de (a,b)=1 bolsa, hem-de as we b sana bolinydn
bolsa , onda s san b sana bolinyandir.

Subudy: as kopeltmek hasylynyii b sana kratnylygyndan hem-de s b
kopeltmek hasylynyfi hem b sanakratnylygyndan b sanyfi as we bs
kopeltmek hasyllary tiigin  UB-ji bolup hyzmat edyénligini has
dogrusy ol kopeltmek hasyllarynyi UB-sidigini gorydris . Onda
yokarda getirlen tassyklamadan (as,bs)=s (a,b)=s sanyfi b sana
boliinyandigine eye bolarys .

Teorema: aj,ay,...,ay sanlaryi her biri bi,by,...,bym sanlaryii her biri
bilen Ozara yonekey bolsa , onda (ajd;...an,b1b2...bn)=1 olaryii
kopeltmek hasyllary hem yonekeydir.

Subudy: Hakykatdan hem yokarda subut edilen tassyklamalardan
indiki denliklerii afisatlyk bilen alynyandygyny gormek kyn déldir.
vk nomer tigin
(alaZ"'an’bk):(a2a3"'an’bk):(a3"'an’bk):"':(an'bk):l

2-nji bir tarapdan A=a -a,-..-a, belgilip
(b,b,..b,,, A) = (b,b,..b,,, A)=(b,..0,, A)=...= (b, A)=1.

Eger-de 2-den kop sandaky sanlaryi it UUB-sini tapmaklyk talap
edilyain bolsa, onda ol 2 sany sanyil it uly UUB-sini tapmaklyga
syrykdyrylyp , hasaplanyar. Hakykatdan hem eger-de  aj,ay,...,an
sanlaryn it UUB-sini tapmaly bolsa ilki bilen (aj,a2)=d2 (olaryn
ilkinji 2-sinifi it UUB-sini tapyarys) d,-ni tapyarys, sofira (d2,a3)=d3
we sufia mefizeslkde dowam etmek bilen ahyr sofiunda  (dn-2,an-
1)=0n-1 tapyp, (dn-1,an)=dn dp-san tapylar . Bu d, san berlen sanlaryi
IUUB-sidir. Yagny dn=(a1,az,...,an).
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Ifi Kici umumy Kkratny.
a we b sanlaryn 2-sinede bOlinydn sana bu sanlaryfi umumy
kratnysy diyilip aydylyar. Umumy kratnylaryii i kici (+) —ne berlen
umumy kratnysy koplenic  [a,b]  gOrniisinde belgilenydr . Mysal
ticin: 5 we 6 sanlaryii it KUK-sy 30 [5,6]=30 .
Biz gelieckde difie (+) sanlaryi umumy kratnylaryna seretjekdiris.
IKki bilen a bilen b sanlaryii UK-laryny tapalyi.

38.Bazisleriin arabaglansygy. Wektorlaryin kordinatalarynyn
ozgertmesi.

Goy n Olcegli R  gmiglikde iki sany e,e,,....e, (1)
e, ,e',..e' (2) bazisler berlen bolsun. Onda bazsyi

kesgitlemesinden  (2)  sistemanyil her elementi (1) sistemanyn
elementinfi  Usti  bilen ¢yzykly anladylmalydyr. Yagny islendik

1<i<n nomer iigin e,'= le.j e; (3) yerine yetyéindir. Eger-de bu
j=1
cyzykly anlatmalaryn koeffisientlerinden

T Tty

| T Tty . . .
T= matrissany ol (1) bazisden (2) gecis

€ €
" ]

matrissasy diyip  aydylyar. Seylelkde e=|e, |, e =|e,

e e

n n

belgilemeleri girizmek bilen
(1), (2) bazslerin hem-de T gegis matrissanyn arasyndaky
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e ..
baglansyklary (3) derliklere goré 2= . 4)

.................

e T

n nl

T, T, )\e

gomiisinde  afladylmak miimkindir. Ya-da belgilemeler esasynda
(4) detligi e'=Te yaly yazyp bileris. Eger-de (2)bazisden (1) bazise
gecis matrissasyny T' bilen belgilesek onda yokardaka menzeslikde
e=T'e" deiligi hem almak mimkindir. Onda bu desligii (1)-den
alynyan afilatmany beylekide goymak bilen
e=Te=TT"e=(TT")e'" (5) hem-de e=T'e'=T'Te=(T"T)e
(6) deiliklere eye bolarys. Bu yerden basis elementlerii
baglangyksyzlyk héisiyetini goz oniinde tutmak bilen T T'=T T=E (7)
defitklerden 7'=T"" (8)

(2)-den  (1)-¢ gegis T matrissanyn (1)-den (2)-& gegis T
matrissasynyn tersi bolyanlygyny alarys.

Goy R gmishgin islendik @ wektory ticin (1) we (2) bazslere gord

n n
aZZaiel., a:Zal.'el.' dagytmalar Verine Vetyin bolsun. Bu
i=l i=1

yverden hem-de yokarda kesgitlenen gecis matrissadan peydalanmak
bilen alarys.

a= Za e, —Za Zf_e —Z(Za 7,)e,

j=1 i=l

Seylelikde yokarda yazylan detilikleri (1) bilen detiesdirip taparys.

a; :Z;al.'rij , Jj=12,...n

Seylelikde dogry bolan ndiki deiiliklere eye bolarys
(a,,0,,....x))=(a,",a,',....t,')T  ya-da bu yerden deiiligiti iki

tarapyny hem 7 =T"' tersine ge¢is matrissasyna kopeltmek bilen
taparys.
(a,,a,',...a,")=(a,,ay ..., )T
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39. Cyzykly ozgertmeler
Eger-de n Olgegli hakyky R ¢yzykly giisligini islendik a
elementine onun kdbir a' elementini degisli edyin diizgin berlen
bolsa bu diizgine R gifisligin dzgertmesi duylip aydylyar.
Bu yagdayda a' elemente a-nyfi berlen 6zgertmi gord sekili

............

Eger-de ozgertméni ¢ bilen belgilesek asyl a element bilen onun

a' sekiini a'=a¢ gomisinde baglanyarlar. Eger-de R ¢yzykly
giisligin ¢ Ozgertmesi tigin

1. skendik a,beR bolanda (a+b)p=ap+by

2. islendk ae R we «a-hakyky san (aa)@p =a(a@) bolsa

talaplar yerme yeten halatynda ofia c¢yzykly Ozgertme diyilyér.
Kesgitlemeden c¢yzykly ginisligin = ¢yzykly —Ozgertmesi icin bu
ginighgin  islendik  tiikenikh sandaky  elementmmi  ¢yzykly
kombinasiyasynynn obrazynynn sol elementlerimn bu Ozgertmid gord
sekillerinii  sol koeflisientler bilen alynan ¢yzykly kombinasiyasyna
det  bolyandygyny  gérmek  kyn déildr. Yagny islendik
a,,a,,....a, €R we «a,a,,. ..o  hakyky  sanlar {icin
(a,a,+a,a,+..+a,a)p=a(a,p)+a,(a,p)+..+a,(a,p)
bu denlign subudyny almak tgin iki bada kesgitleminii  1-nji
talapyndan sofira 2-jiden peydalanmak yeterlkdir. R~ ¢yzykly
giniglign ¢yzykly Ozgertmesine mysal bolup bu ginislign her bir a
elementini  onun Oziine sekillenydn, vagny a&=a  deiligi
kanagatlandyryan & tojdestwen Ozgertmd hem-de bu ginisligin
islendik @ elementini onuii 0 elementine sekillenyin yagny aw =0
deniligi kanagatlandyryan @ 0- Ozgertme diyip atlandyrylyan
Ozgertmd mysal bolup bilerler .Hakykatdan hem bularyn ilkinjisinii
cyzyklydygyny barlalyn. Tojdestwen oOzgertminii kesgitlemesinden
islendik a,,a, eR,

1. (a,+ay)e=a,+a,=a¢s+a,e

2. islendik ae R icin a hakyky san bolanda
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3. (xa)e=a.a=alag)

seyle hem R gilisliginii islendik ¢ c¢yzykly Ozgertmesi {igin
0@ =0 hem-de her bir a element iicin (—a)@ =—(a@) detdir.
Hakykatdan hem bu tassyklamalaryn subudyny almak tiicin ¢yzykly
Ozgertménin 2-nji talbynda ki bilen o =0 sofira bola a=-1
saylap  almak  yeterlikdir. =~ Yokarda  aydylanlardan  eger-de
€,,€,,....8, R c¢yzykly ginisligin kébir bazisy bolsa, onda bu
giisligin her bir a elementil @ ¢yzykly 6zgertmd gord obrazy bu
bazis elementlerin @ Ozgertmd gord e,.p obrazlarynyh a ele-
mentii  bu bazise gord kordinatalar bilen alynan ¢yzykly
kombinasiyasy gorniisinde anladylar. Basgaca aydanyiida ¢yzykly
ginishgin ~ ¢yzykly — Ozgertmesi ¢ eq@ i=12,...n Dbazs
obrazlarynyn iisti bilen yeke-tik kesgitlenyar.
a=a.e +a,e, +..+a.e

n-n

n
ap=(ae +ae, +..+a,e)p=> a(ep)
i=1

Indiki tassyklamany subutly getirelin.

Teorema. Cyzykly ginisligii V7 wektorynyil sistemasy tgin
yeke-tdk ¢yzykly 6zgertme bar bolup, bu wektor kibir bazisyn
wektorynynt bu 0zgertmd gord obrazlarydyr.

Subudy.

Eger-de C,Cy,...C, N Olcegli cyzykly gitisligin elementleri
diysek olary kébir e ,e,,...,e, bazise gord dagytmak bilen alarys.

Ci:Zaijej i=L12,...n bu detliklerii a;,  koeffisientlerinden
= '

A= (al.j) 1<i,j<n n —nji tertipli kwadrat matrissany
miimkindir.

Diymek n olgegli cyzykly gmislign &hli ¢yzykly Ozgertmelei bilen
dhli n —mnji tertipli kwadrat matrissalaryn kopligi arasynda Ozara bir
belgili degislik bardyr. Yone bu degisliik saylanan bazise baglydyr.
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Bu yagdayda A matrissa ¢yzykly ¢ Ozgertminin e,e,,....e,
bazisde kesgitlenyidr diylip aydylyar. Eger-de

| ép

e=le, | , ep=|e,p belgilemeleri girizsek e = Ae eye
€ €,P

bolarys.

Giisligih =~ a  elementi i¢cn  a=Y ae, , ap=) a,(e,p)
i i1

bolyandygyndan a@ =(a,,Q,,....2,)(e@) bolyandygyny alarys.
Onda yokarda yazylan denliklerden
ap=(a,,a,,..a,)Ae=[(q,,,....a, ) Ale

Derligin  dogrudygyny alarys. Sol bir bazisde a¢@ wektorlaryn
kordinatalarynyn a kordmnatalarynyn setirnii sagyndan ¢ ¢yzykly
Ozgertminii A matrissasyna kopeldilmegine dendir.

Mysal. Goy ¢ Olcegl giislkde @ ¢yzykly Ozgertmesi
-210
A=| 13 2
0-41
Matrissa bilen berilyin bolsun. Eger-de a =5e, + e, —2e; bolsa
-210
51-2) 132|=(-9160) bolup a@p=-9e +16e,
0-41

bolyandygyny alarys Yokarda aydylanlardan eger-de
(e), 51,52’,...,5,1, (e)e'.e',...e,) R —n Olegli ¢yzykly
ginigligin bazisleri bolanda
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= e |
S €

e=|e, ,e'=|é,' | belglemelerden peydalansak hem-de
e e'

e=Te hem-de ep=Ae ,ep=24"¢€ bolanlarynda
A'=TAT" |, A=T'A'T (*) deiilikler ansatlyk bilen alynyar.

Kesgitleme: Eger-de kdbir ayratyn ddl Q matrissa bilen
C =0 7'BQdeiiligi kanagatlandyrjan B we C matrissalar bar
bolsalar olara mefizes matrissa diylip aydylyar. Sunlukda C

matrissasyna B-den Q matrissanyn yardamynda transfonirlenip

alynyandyr.
Diymek yokarda alnan (*) gatnagsyklardan ¢ Ozgetmidnm diirl

bazslerddki matrissasynyn Ozara menzesdiklerini alarys, has dogrusy
@¢yzykly Ozgertmidnin €' bazisyny A' matrissasy bu 6zgertménii

1

e Dbazisini A matrissasyndan e' Dbazisden e Dbazse gecis
matrissasy arkaly transformirlenip alynyandyr.
Cyzykly ozgertmelerin iistiide amallar

Eger-de pwey R —cyzykly ginisligin  kdbir ¢yzykly
Ozgertmesi diysek olaryn @+ jemu diyilip bu giishgn islendik a
clementi i¢in  a(@+yw)=ad@+dy deilk bien kesgitlenyin
@+  Ozgetmd aydylyar . Seyle wusul bien kesgitlenyin
@ + Wy Ozgertminii  ¢yzykly bolyandygyny gérmek kyn déldir

.Hakykatdan hem giislign islendik a,b eclementleri hem-de her bir
a hakyky san iicin indiki defilikler ansatlyk bilen alynyandyr .

(@+b)@p+w)(@+b)p+(@+b)y =dp+bp+ay +by =
=d(p+y)+b(p+y)
(d)(p+y)=(aa)p+(aa)y =a(ap)+alay)=alap+ay]=

=ala(p +y)]
K.@ c¢yzykly Ozgertminm k hemiselik sana kOpeltmek hasyly diyilip

islendik a elementi iicin a(k@p)=k(a@) detligi kanagatlandyryan
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ko Ozgertmd aydylyar Bu k¢ Ozgertminin hem g¢yzyklydygyny

ansattyk  bilen alarys.Hakykatdan hem bu tassyklama indiki

denlikden ansatlyk bilen gelip ¢ykyandyr

1. islendik a,b elementler licin
(a+b)(ke) =[k(a+b)p]=k[ap+be] =
=k(ap)+k(be) =a(ke) +b(kep) cyzykly Ozgertme

2. islendik a hakyky hemigelik san ticin
(aa)(kp) =k[(aa)p]=kla(ap)]=alk(ap)]=ala(ky)]
cyzykly Ozgertme .

Indi  @wey ¢yzykly Ozgertmeleri kibrr e,e,,...,e bazsde

degislilikde A:(al.j) we B:(b,.j) matrisalar bilen berlen bolsun

diyelii .Onda bize belli bolsuna géri e@ = Ae we ey = Be
denlikler yerine yetyandirler hem-de olardan islendik i nomer igin

n

e=(@p+y)=ecp+ey= Zai/ej + Zbikek - Z(a"j + bi/ )ef
= k=1 '

j=1
gelip ¢ykar.
Yagny islendik i nomer {igin ej(§0+l//)=Z(aij +bl.j )e;
j=1
defilikden e(@ +w)=(A+ B)e deiligih yerine Vetyindigini alarys
Seylelikde 1ki sany ¢yzykly Ozgertmelerin jemmnii matrisasy bu
Ozgertmelerin  sol bazisddki matrisalaryn jemine dendir .Edil suna
menzeslkde bu c¢yzykly Ozgertmelermi @y kdpeltmek hasyly ti¢in
tapylyp islendik i e -(@-yw)=(e -@)y bolar .Onda bu

Ozgertmelerin  berlen bazisddki A we B matrisalarynynn {sti bilen
mdiki denligin yerine yetyandigini alarys.

(v = (oo = (Ca v =, ) =

= iaij (ibjkek) :zn:(zn:aijbjk )ek

j=1 k=1 j=1
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n n

vagny e, (@-w)=>.0Q, a, b, e, detilige eye bolarys. Bu

k=1 j=1
yerden basgaca e(@-.w)=(A-B)e. Diymek iki sany cyzykly
Ozgertmelerin  kopeltmek hasylynynn matrissasy bu kopelijilerm  sol
bazisddki matrissalarynyn  kopeltmek  hasylyna  denesdirerliklidir.
Edil yokardakylara menzeslkde c¢yzykly Ozgertminn hakyky sana
kopeltmek  hasylynyn  matrissasynyn  hem bu  Ozgertménii = sol
bazisddki matrissasynyn bu hemiselk sana kopeltmek hasylyna

defidigini alarys. Yagny |e(k@) = (kA)e]
Cyzykly 6zgertmiiniii yadrosy we bahalar kopliigi
Goy n Olgegli R c¢yzykly gitislkde ¢ ¢yzykly Ozgertme berlen
bolsun. Eger-de L bu gmisligin erkin bir bolek gmisligi diysek bu
bolek gmislikden alynan &hli wektorlaryn bu @ Ozgertmd gord
obrazlarynyn L(p kopligi hem R -nih kidbir bolek giisligini
beryandir. Hususan R ¢— R~ ginisligin  dhli elementlerinini = ¢
Ozgertmd gOrd obrazlarynynn kopliigi hem bolek gmislik bolup ol ¢
Ozgertminii bahalarynyi kopliigi diyip atlandyrylyar.
(a+b)p=ap+be belibolsuna gordi @ ¢yzykly Ozgertminiii
dirli bazslerini matrissalary mefizesler we olaryn &dhlisi birmenzes
ranga eyedir. Bu sana @ ¢yzykly Ozgertminim rangy diylip aydylyar.
Indiki teoremany subutsyz getireliii.
Teorema. @ c¢yzykly Ozgertminii bahalar koplignii Olcegi bu
Ozgertmdnifi rangyna defdir. (dim(R @) =r(@))
Seyle hem @ ¢yzykly 6zgertmid gord O wektoryn sekilinin yene-de O
wektor  bolyandygyny bilyaris. Diymek R~ giiisligh bu ¢ c¢yzykly
ozgertmede O ranga sekillendirydn &hli wektorlaryi N¢  kopliginiii
bas dildigini kesgitlemd g6rd bolsa onun  bolek  giisligini
beryiandigini alarys. Bubdlek giliskde ¢ szgertmdnin yadrosy diyip
aydylyar. Onuii Olcegine bolsa bu Ozgertmidnin defekti diyip
aydylyar. Indiki tassyklamany subutsyz getirelin.
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5)

Teorema. R~ gitisligin islendik ¢ ¢yzykly Ozgertménifi rangy
bilen defektinin jemini gmnisligin n 6lgegine dendir.
Kesgitleme. R gitislign ¢ ¢yzykly Ozgertmesi Ozara defgiiycli
indiki sertlerin islendigini hem kanagatlandyrsa ona ayratyn
dal diyilyar.
1) r(¢p)=n bolsa
2) @ —nii bahalar kopliigi bolup R gidisligin 6z hyzmat edyéin
bolsa
3) @-ninn defekti 0-a den bolsa ayratyn dél g¢yzykly Ozgertménin
kesgitlemesinden  onunn  kesgitleyjisi  gorniisinde  ¢yzykly
Ozgertmeden edilydn talaplary giirmek miimkindir. Mysal ii¢in
@ cyzykly Ozgertminin asakda getirjek 4,5,6 talaplaryn islendik
birini  kanagatlandyran  halatynda  ayratyn dil = Ozgertme
bolyandygyna goz yetirmek kyn déldir.
4) R, cyzykly ginisliginin diirli wektorlarynyn ¢  6zgertmedaki

sertleri hem dirlidirler. Hakykatdan hem bu yagdayda ¢
Ozgertmanii yadrosy N¢@dite 0-dan duryandyr. Bu diyildigi
ayratyn dil Ozgertmdnii yokarda talaplarynyn 3)  Verine
yetyandigini goryaris.
IKinji bir tarapdan eger-de a we b R c¢yzykly giisligin diirli
(a#b) elementleri bolsalar hem-de a@p =b@ deilik Yerine yetse
a —b # 0bolmak bilen bir tarapda (@ —b)@ =0 bolyandygyna eye
bolarys. Bu yagdayda 3) yerine yetmez. Diymek R giiigligin ¢
cyzykly Ozgertmeddki sekilleri gabat gelyin 2 sany diirli elementleri
bar bolsa , onda ¢@ ayratyn dél dzgertme bolup bimez. @ Ozgertme
R, giisligi Oz-0zine Ozara birbelgili sekillendirydr/ Bu talapdan
ayratyn dil @ Ozgertme {igin ona ters bolan (0_1 Ozgertme bar bolup
onui a@-ry ara oOekilendiryindigne YVagny (a@)p ' =aeye

bolarys. Seyle @ 'Ozgertminii hem ¢yzyklydygyny gormek kyn
déldir. Hakykatdan
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h(ap+bp)p ' =[(a+b)plp™ =a+b=(ap)p™ +(bp)p .
Ikinji talap seyle hem islendik ae R, we islendik o hakyky san
tigin

-1 -1 -1 -1 .
[e(ap)lp” =[(ea)plp™ =a(a)=al(ap)p] ¢~ ver
tmdnn  kesgitlemesinden (/)q)_1 = go_l p=¢& tozdestwalayyn

Ozgertme bolyandygyny alarys.

6) ¢ Ozgerme Uigin ters qflézgertme bardyr. Hakykatdan hem her
bir ¢ c¢yzykly Ozgertminin islendik basisddki matrissasynyn
rangynyn sol bir sana den bolan ranga eyedigini bilyaris.
Ayratyn  ddl  Szgertmdnit 1)  talabyndan  (7(@)=n)bu
Ozgertminmi  diirth bazisddki matrissalarynyn  0zara merizes
bolyandyklary bilen birlikde olaryil ranklarynyn hem dendigine
eye bolarys we bu rangyn n-e dendigi alynar. Ol matrissalaryi
dhlismin n-nji tertiplidigine gord olaryn ayratyn déldikleri gelip
gykyandyr. Seylelikde her bir ayratyn dil @ c¢yzykly Ozgertme
iich A~ ayratyn dil matrissa eye bolan @' dzgertminii

bardygy gelip cykyar.
40.Hisiyetlendiriji kokler we hususy bahalar

Goy A= (Olij) hakyky elementlerden diiziilen n-nji tertipli

kwadrat matrissa A  bolsa kdbir nébeli bolsun. Onda
10..0

E=(01..0 n—nji tertipi  birk  matrissany  belgilip
00...1

A— AE gimiisde alynyan  n-nji tertipli kwadrat matrissa A -nyn
hasiyetlendiriji matrissasy diylip aydylyar.
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A—-AE = matrissanyi  kesgitleyjisi

.......................

a a,.o, —A

nl nn—

A—dan  n-nji derejeli kdpglendir. Hakykatdan hem kopglenint it
yokary dereje saklayan cleni onuii bas diognalyny elementlerinin
kopeltmek hasylyndan alynyandyr. Yagny (—1)"A" gorniisde bolan
bas ¢len alynar.

Bu kesgitleyjinii  galan clenlermmni her birne bas diognaldan
azyndan iki element kopelji hokmiinde gatnagmaz. Seylelikde bas
diognalyin elementlerinn  kopeltmek hasylyndan galan &hli clenlerin
derejesi A">  m—2 bolan kibir A gbrd kopcleni beryindigi
disniklidir. Bu  kopglenmt  dhli  koeflisientlermi  kesgitlemek
mimkindir. ~ Mysal i¢in |4 — AE| kopglenin A" -nin ohiindiiki

koeffisienti (—1)""'(at;; + @, +...+,,  bolar onui azat cleni
bolsa A  matrissanyn Kesgitleyjisine den bolar. n-nji derejeli
| A— AE| kopglene A  matrissanyfi hisiyetlendiriji kopliigini onufi
koklerine bolsa bu matrissanyn  hésiyetlendirji - kokleri  diylip
aydylyar. Metizes matrissalaryl deft hésiyetlendiriji  kdpclenlere
sonia gordde birmenzes hasiyetlendiriji koklere eyediklerini gérmek
kyn dildir. Hakykatdan hem B we A n-nji tertipli kwadrat
matrissalar menizes bolsalar ,yagny kesgitlemid gord kabir  n-nji
tertipli ayratyn ddl Q matrissa bar bolup

B=07"40 denlik yerine yetyin bolsa onda
|B-2EHQ'AQ-EHQ'AQ-Q ' (UE)Q =

= Q7 (A-2E)QHQ|-|A-ZE|-|Q|

bu yerden |Q7'||QF1 (Q'Q=Q-Q'=E defiliklerde
kesgitleyjileri kopeltmegin teoremasyndan peydalansak
Q7Q|=|Q]|Q | =|E] =1 bolar.)
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|B—/1E| :|A—2E| bolan deiilige eye bolarys. Bu tassyklamadan ¢
cyzykly Ozgertminin diirhi bazslerde menzes bolan diirli matrissalar
bilen berilyindigne garamazdan ol matrissalaryil dhlisinii sol bir
hisiyetlendiriji koklere eyediklerine eye bolarys. Sol kokler hem bu
@  c¢yzykly Ozgertménm kokleri diylip atlandyrylyar. Bu knklerm
dhlismh  gaytalanyslaryny hem saklayan toplumyna ¢ cyzykly
Ozgertmdnin spekrti diylip aydylyar.

Goy , R, hakyky ¢yzykly giiisikkde ¢ c¢yzykly ozgertme
berlen bolsun. Eger-ded #0  wektor @ ¢yzykly Ozgertme bilen
Oziine proporsional bolan kibir wektora sekillenydn bolsa , yagny
kibir A, hakyky san bar bolup bp=Ab (1) deiilik yerine
yetydn bolka b wektora ¢ Ozgertménii hususy wektory A, sana
bolsa onuii hususy bahasy diyilydr. Sunlukda hususy b wektor
nususy A, baha diylip aydylyar. b#0 bolanlygyna gord (1)
denligi kanagatlandyryan A, san b wektor tgin yeke-tik

kesgitlenyandir. 0 wektor t¢in (1) deiik islendk A, san bilen
yerine yetydn hem bolsa ol wektor hususy wektor hasap . edilyan
déldir. Indiki tassyklamalary subutsyz getirelin.

Teorema. @ c¢yzykly Ozgertmidnm hakyky hisiyetlendiryi kokleri
bar bolan yagdayynda die solar bu Ozgertminii hususy bahalary
bolup hyzmat edyarler.

Teorema. @ c¢yzykly 6zgertminimi dirli hususy bahalaryna degish
bolan hususy  b,,b,,....n, wektorlaryin ¢yzykly baglansyksyz
sistemasyny diizyandirler.

41.Simmetrik 6zgertmeler

N olgegli Ewklid gitiisliginii @0 6zgertmesi iigin -~ Vd,b wektorlar
bilen (a@,b)=(a,bep) (1) deiilik Yerine Vetyin bolsa oiia
vagdayynda  bu  Ozgertminmi  belgisi  skalyar  kopeltmekdiki
kooeljilermt  birinde beylekisine gecilip bilinydr. Simmetrik mysal
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bolup & tojdestwen hem-de @ O  Ozgertmidnini hyzmat edip

biljekdigi ayandyr. Has umumy mysal bolup gmlisligin her bir a

elementini ofla proporsional bolan kdbir « sana kopeldilen bu

wektoryn Oziine sekillenyén yagny Va e E, icn a@p=ca «- san
deniligi kanagatlandyryan ¢ Ozgertme hem hyzmat edip biler

(aa,b)=(a,ab)  a(ab)=a(ab)

Teorema. Ewklid gislignn  simmetrik  6zgertmesi  islendik
ortanormirlenen bazisde simmetrik matrissa eyedir. Tersine
eger-de Ewkld giisliginin  kdbir ¢yzykly Ozgertmesi hig
bolmanda bir ortanormirlenen bazisde simmetrik matrissa
bilen berilyédn bolsa ol simmetrik &zgertmedir.

Subudy.

Goy ¢ simmetrk Ozgertme e,e,,...,e, ortanormirlenen bazisde

A= (Otl.j) matrissa bilen berilydin bolsun. Onda ortanormirlenen

bazisde Berlen 1ki wektoryn skalyar kopeltmek hasylynyin bu
wektorynn  degisli  kordinatasyna  kopeltmek  hasyllarynyn  jemi
bardygyny nazara almak bilen taparys.

n n
(eiwaej) = (Zaikek9ej) = Zaik (ek’ej) =
=1 =1

(e, ae_,'(p) = (e, ’kz—;a‘/k )= kz_;,ajk (e,€,)= a;
Seylelide @ —niit simmetrik bolyandygyndan Viwe j nomerlar

iicin (e;p,e;)=(e,,e;p) bolup @; =a; bojandygyny alarys.
Soniky denllikler A matrissanyil elementlerinih bas diognala gord
simmetrik  yerlesenlerinin  biri-birne  dendiklerini alarys. Bu bolsa
kesgitlemd  gora A-nyn simmaetrik matrissadygyny anladyar.
Tersine goy @ g¢yzykly oOzgertme e,e,,...,e, ortanormirlenen
bazisde 4=(c; ) «; =o; bolan

Simmetrik matrissa bilen berilyin bolsun. Onda giiisligin islendik
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b= Zn: p.-e c= i V€ wektorlary licin

b, —(Zﬂ €)@= Zﬂ(eco) Zﬂ(Za €)= Z(Zﬂ.a. Je;

j=1 i=1

Cp= (27.6.)40 27.(6.140) Z%(Z(I. e)= Z(Zm. e,

j=1 i=1

Denhkler alynar Onda
(be,c) = (Z(Zﬁ.q )€;; ZVkek) Zlglalk}/k

j=1 i=1 i,k=1

defilk alynar. Edil suta menzeslkde (b,C(p)=Z By, -y bu

k=1

deiiklerde ¢, =, boljandygyna gord alynan islendik b,c —lar

icin (be,c)=(b,cep) deiligin Yerine betyindigine eye bolarys.
Kesgitlemd gord spiiky deilikden ¢ —nml simmetrikdigi alynar. Bu
tassyklamadan simetrik  Ozgertmelerin  jeminin  hem-de  simmetrik
Ozgertminni sana kopeltmek hasylynyn simmetrik Ozgertmelerdigi
gelip ¢ykyandyr. Indiki tassyklama hem adalatlydyr.

Teorema: Simmetrik Ozgertminmi &hli  hésiyetlendirji - kokleri
hakykydyrlar. Bu teoremanyn subudy iign islendik ¢yzykly
Ozgertminm  koklerinni  bu Gzgertmdnin  islendik bazisde berlen
matrissanynn  hésiyetlendiriji kokleri bilen gabat gelyandiklerini hem-
de simmetrik Ozgertmdnm ortanormirlenen bazisde —simmetrik
matrissalar  bilen bilediklerini hasaba alsai indiki tassyklamadan
gelip ¢ykyandyr.

Teorema : (subutsyz.) Simmetrik matrissanyn  dhh
hisiyetlendiriji kokleri hakykydyrlar.

funksiyasynynt  kesgitlemesinden

6 (p;) =-0(p;) = u(p;)-0(p;) hem —de &(p7)=u(p?)-
-0(p’)=0, s>1
gatnagyklara eye bolyandygymyzy nazara alsak taparys.
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> u(d)-0 {1+¢9 (p,)+.. +¢9( )} {1+9 )+.. +9(p§2)}-

d\a

B+ 6(p )+ +e<p:k Jl=@-6(p,))-a-6(p,))-..-@-6(p,))

1, a=1 bolanda
H1 > u(d
e 0, a>1 bolanda
Bu netjjanin subudyny almak
1, a=1 bolanda
iy p(d
d\a 0, a>1 bolanda

O(a) =1 d1y1p hasap etmak yeterlikdir.

o g 2] o

Bu tassyklamanyn subudyny almak {icin subut edilen teoremada

}(;in subut edilen teoremada

e(a)l diyip saylap, almak yeterlikdir.
a

Teoremal Goy bitin (+) 0=09,,0,,...,0, sanlara hakyky
ya-da kompleks bolan, f=1,f,,..,f,  sanlar degisl
bolsun, onda S’ bilen O-nyf l-edefh, O-nyn d sana
kratnylaryna degisli bolan f-lermm jemini belgilesek bahalaryna
degisli bolan flerii  bahalarynyfi jemini S, bolan bolsa,
=Z/,z(d)-Sd defilk dogrudyr. Bu yerde jem O -laryi hig
bolmanda birini bolydn dhli d natural bolijiler boyunca
alynyadyr.
S.Belgilemelere gorda  S'= flz,u(d)+ f, Z,u(d)+...+ f, Z,u(d)

d\s, d\s, d\s,
bolup, sol br o  natural bolijd , eye bolan ¢lenlerin dhlisi
bir deiilik dogry yere toplap , hem-de olarda bar bolan umumy
;,L(d) kopelijini skopkanyn dasyna ¢ykarsak , skopkanyn icinde
galyan afilatma yokarda belgilenen, S, - d natural bolija eye
bolan #hli O — lara degisli flerii jemine dendir. Bu diyildigi
teoremanyn tassyklamasyny anladyar.
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42 Eyler funksiyasy.
K.l Ejler funksiyasy @(a) ahli bitin (+) a sanlar i
kesgitlenen bolup, 0,1,2,....,a-1 (1) sanlaryn arasynda a san
bilen Ozara yonekeylerin sanyny anladyar.
Mysal: ¢()=1 ¢(2)=1 ¢@38)=2 ¢4)=2 ¢(5)=4
Indiki teorema adalatlydyr.
Goy, a=p™-py*-...- P a sanyn yonekey kopeljilere
dagytmasynyil kanonik gorniisi bolsun. Onda

pla)= a[i—pil)[l—pizj....{i—pikj (2) ya —da

o(a)=(pe — p*)-(pg - ps= ) (pi - pi?) - (3)
hususan go(p"‘) bolanda,

plp*)=p —pt=p(p-1  e(p)=p-1

Islendik p yonekey o >1 (o birden uly natural sanlar {i¢in
)dogrudyr . Subudy.Myobus finksiyasy ti¢in yokarda subut edilen
belli teoremada & We f sanlary seyle saylap alalyn .Goy x (1) —nji
sanlar sistemasyndan dhli elementleri 0ziine baha deregine kabul
edyin bolsun , hem-de bu yagdayda & = (X,a) we £=1 ona degisli
edelifi . Onda sol teoremadaky S’ ululuk & = (X, @) sanlaryii bire
detilerinifi sanyny afiladardy. S 4 -d sana kratny bolan & = (X, &) -

laryil sany .

Seylelikde yokarda aydylanna goré ,(x,a) sanyn d sana kratny
bolmaklarynynl zerur sertinit bu sanlaryil her birnin d sana kratny
bolmalydyklaryna gord a san d sana galyndysyz
bolinmelidigini nazara alsak bu yagdayda Sy ululyk X -lerin
d sana kratnylarynyfi sanyny afiladardy. Ya-da basgaca

aydanynda g sana den bolar.

Seylelikde, pla)=3 u(d) Z%d) - [1—i](1—i}...[1_iJ

d\a d\a pl p2 pn
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dogry bolan deiiligi nazara alsak, teoremanynn subudyny alarys.
Subut edilen  teoremadan (p(a) Eyler funksiyasynyn
multiplikatiw funksiya bolyandygyny gormek kyn déldir.
Hakykatdan hem . Eger-de (al,az)zlbolsalar, onda alnan
formula gord , (p(al, a, )= (p(al)- (p(a2 )taze alynyan anlatma
onki bilen m modula gord denedirerlikli bolyandyr.Hususan eger-de
a,=b,(mod m)a, =b(mod m),...,a, =b (mod m)
x=y(mod m)

bolsalar onda

ax"+ax " +..+a _x+a =by" +by"+by"t+..+b Y+
+b,(mod m)

denesdirme dogrudyr.

Teoremany subut etmek iigin yokarda aydylan hasiyetlerden

peydalanmak yeterlikdir.

Ayyrmalaryn doly sistemasy.
M modula gord denedirerlikli sanlar bu modul boyunga sanlaryn
Klasyny emele getirydndirler. Solbir klasa degisli bolan sanlaryn
dhlisinin bu modula bolinende den galynda eyedikleri bellidir. Eger-
de mMQ+r yazgyda q dhli mimkin bolan bitin sanlardan bahalar
alsa onda bu klasynn (m-e bolinende r galynda eye bolan sanlaryn
klasynynl) dhli sanlaryny almak miimkindir.

—4=5(-1)+1 ~-9=5.(-2)+1
Seylelikde her bir klasyn sanlarynytn m modula boliinende bir
menzes galynda eyediklerini nazara alsak hem-de
Mg +r yazgyda r galyndynyin 0,1,2,...,m—1 bahalara eye
bolmak miimkingiligini (¢linki galyndyly bolmegin algoritminden

0<r<m bolandygyna gori) nazara alsak m modula gori
sanlaryil dhli miimkin bolan klaslarynyn sanynyin m-e dendigini
alarys sanlaryn m modula gord klasynynn her bir sanyna onyn bu
klasynn galan sanlaryna gord ayyrmasy diyip aydylyar. Her klasyn
sanlarynyfik MQ + I gdrniisdiki yazgysyna (=0 bolan halatynda
alynyan rsana (bu klasyn sanlaryny m modula bodlenimizde galyan
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r galynda) bu klasynn i kici (-) bolmadyk ayyrmasy diyip aydylyar.
M modula gora sanlaryn klaslaryndan bir- birden san (ayyrma)
alynyp diizilen m sany sanlaryn sistemasyna bu m modula gord
ayyrmalaryn doly sistemasy diyip aydylyar.

Adat¢a m modula gord ayyrmalaryn doly sistemasyna derek
0,1,2,....m —1 sanlaryi sistemasy alynyp, lo it kici (-) bolmadyk
ayyrmalarii doly sistemasy diyip atlandyrylyar.

Absalyut m kigi ayyrma diyip- klasyn absalyut ululygy boyunca in
Kici o ayyrmasyna aydylyar.

Eger-de sanlar klasynynl dhli sanlary MQ + r gorniisinde

afiladylyan bolup, r<% bolsa p=r bolynadyr. Eger-de r>g
bolsa onda o =r—m gomisinde kesgitlenydndir. Seyle hem

m m m m
r =— bolanda deregine ya — va-da ——m=-—— san
2 p deregne ya = yata 5 2

alynyandyr. Seylelkde absolyut i kici ayyrmalaryin doly sistemasy
deregine m tdk bolanda —mT_l,—mT_l+1,...,—1,O,1,...,mT_l
hatar, Eger-de m jiibiit bolanda ,
100" va—da =M 101 Mg
2 2 2 2

hatar alynyandyr.
Mysaliicin: 9 modula gord , m kigi (-)bolmady ayrmalarynn doly
sistemasy 0,1,2,...,8 hatar bu modula gord , absalyut m kigi
ayymalaryin dol sistemasy bolup,

-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 hatar hyzmat edyéindir.
Edil suna menzeslikde

0,1,2,3,4,5,6,7 hatar 8 modula gora , i kici (-)
bolmadyk ayyrmalaryin doly sistemasy

-3,-2,-1,0,1,2,34 ya-da -4,-3-2,-1,0,1,2,3,
atarlaryn islendik birini 8 modula gdrd bsalyut m kici ayyrmalaryn
doly sistemasy deregine almak momkindir.
Subut edimesi kyn bolmadyk indiki tassyklamalary bellip gecelinn .
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Teorema 1 m modul boyunga ikibir-kibir denesdirerlikli
bolmadyk islendik m sany sanlaryn toplumy m modula gora
ayyrmalaryn doly sistemasyny emele getiryéndirler.

Teorema 2 Eger-de (a,m)=1 hem-de x m modula gord
ayyrmalaryn doly sistemasyndan bahalar alyan bolsa, onda ax+b
yazgydan (bu yerde b islendik bitin san ) alynyan bahalar hem m
modula g0rd ayyrmalaryin doly sistemasyny emele getiryandirler.

Denesdirmelerinn  kiibir ayratyn hisiyetleri .
1).denesdirmelerin iki tarapynynn umumy bolijjisi modul bilen 6zara
yonekey bolsa onda detiesdirmelerin iki tarapyny hem bu umumy
bolija bolmek miimkindir.

Hakykatdan hem goy, a = b(mod m) bilen

a=ad, b=bd, we  (d,m)=1 bolsun.

Onda serte gérd a —b = d(a ;- bl) tapawut m-e galyndysyz
bolinydndir. Bize 6nden belli bolsuna gord , bu yagdayda

a,—b, m modula galyndysyz bolinmelidir .Bu diyildigi belli
bolan teoremadan a, =b,(mod m) defesdimmé ege bolarys.

2). Dengdirménin ki arapyny hem onun modulyny hem sol bir sana
kopeltmek miimkindir. Yagny eger-de a=b(mod m) bola
onda islendik k saniign a-k=b- k(mod mk ) yerine
yetyandir.

Hakykatdan hem a Eb(mod m) gatnasykdan a=b+mt

t-bitin san gatnagygy alarys. bu denligin iki tarapyny hem k sana
kopeltmek bilen a-k=b-k+mk-t deilige eye bolarys.

Bu yerden belli teoremadan peydalanyp

a-k=b- k(mod mk ) defiesdirméni taparys.

3). Dettesdirménint  iki tarapyny hem , hem-de onuit modulnynn hem
olaryii islendik umumy bolijjisine bolmek miimkindir . Hakykatdan
hem eger-de a=b(mod m) bilen

a=a,d, b=b,d, m=m,d bolalar onda bize belli bolan
tassyklamadan alynyan (a=b+mt) a,d =b,d +m,d -t deiiligiii
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iki tarapyny hem d sana bolmek bilen a; =b, + m;t
bolmalydygyny ya-da basgaca aydanynda a, =b, (mod m 1)
bolyandyklaryny alarys.
4). Ege-de a we b sanlar birnd¢ce modullara gord denesdirerlikli
bolsalar, onda olar b modullaryn i ki¢i umumy kratnysyna gord hem
denesdirerlik lidirler.

Hakykatdan hem eger-de
a=b(mod m,)a=b(mod m,)...a=b(mod m,)
bolsa, bize belli bolan teoremadan a-b tapawudyn
m;,m,,...,m, modullara galyndysyz bokinmelidigi gelip
¢ykyandyr. Onda bu tapawut modullaryn m kigi umumy kratnysyna
hem boliiner . Bu diyildigi a we b sanlar modullaryn m ki¢i umumy
m;,m,,...,m;kratnysyna gord

43.Kwadrat formalar.

X, X, X, ndbellilerden kwadrat forma diylip her bir ¢leni

(gosulyjysy) bu nabellilerin haysy hem bolsa birinin kwadratdygny
ya-da bolmasa olaryn 2 sany diirlisininn her haysyny we diiie solary
saklayan algebraik jeme aydylyar.

X%, X,) gorniisinde
bellenip ony umumy yagdayda yazmak tgin asakdaky belgilemeleri
girizelin.

......

x,”-niii koefisientlerin @, x,.x, kopekmek hasylynyii (i # j
bolanda koefisientleri boyunca a;bilen belgileyiris. Yone
X, X; =X,.X, bolyandygyna gora biziit belgilemelerimiz islendik i
we J nomerlerimiz tigin a, =a,; bolyandyklaryny talap edyéandir.
Sona gorade a; X, X; +a; XX, = 2a[.j .X;X; bolyandygyny nazara
almak bilen x; —nin x, —e kopeltmek hasylynyn koeffisientlerini

2% gorniisinde alarys. (menzes clenler toplasdyrlandan son)
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Seylelikde x, x, x, n sany nibellilerden kwadrat formanyn

.....

umumy yazgysy f(x, x, X,)= Zail_xl..xj (1) gorniisinde

""" i1
berlip bilner. Bu anlatmanyi koefisientlerinden A:(ai/) n -nji

tertipli kwadrat matrissany (al./ =a, denlige gora ol simmetrikdir )

diizmek miimkindir. Seylelikde berlen n sany nibellilerden kwadrat
forma kabir n —nji tertipli simmetrik matrissany yeke-tak
kesgitleyandir. Seyle hem eger-de »n —nji tertipli simmetrik matrissa
berlen bolsa,onda koefisientleri bu matrissanyn elementleri bolan
yeke-tdk kwadrat formany yazmak miimkindir. Bu aydylanlardan »n
nibellilerden dhli kwadrat formalaryn toplumy bilen adhli 72 -nji
tertipli stmmetrik matrissalaryn toplumy arasynda 6zara bir belgili
degisliligiti bardygyna eye bolarys. Yokarda kesgitlenen A

aydylyar.

Bu matrissanynl elementleriniii diie hakyky sanlar bolyan
vagdayynda degisli kwadrat forma hem hakyky ol elementlerinin
kompleks hem bolyandyklarynyn miimkingilikleri bar yagdayynda
bolsa degisli forma kompleks forma diylip aydylyar.

f kwadrat formanyii 4 = (al.],) matrissanyfi rangyna bu

......

bolsa ) onda f formanyn 6zine hem ayratyn dil diylip aydylyar.
Bize geliekde gerek bolan bir tassyklamany getirmezden 61 islendik
B' bilen onuft transponirlenenini brlgiliris. 4B kopeltmek hasyly
kesgitlenen islendik A we B matrissalar iigin (AB)'=B'A" yagny bu
2 matrissanynn kopeltmek hasylyndan transponirlenip alynan matrissa
bu kopeljjilerini transponirlenen matrissalarynyn ( yone kopeljiler
ters tertipde alynyandyrlar ) kopeltmek hasylyna dendir. Indiki
belglemeleri girizelin.
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..... n

f=1f(x X, X

..... n

):'Zaij.xi.xj (1) f kwadrat formany

f=X"AX (2) glrniisde hem yazmak miimkindir. Hakykatdan
hem AX kdopeltmek hasylynyil kesgitlenendigine gord onun

2.8 X

=
AX =| > a, X

N

28X,
[
slitiin matrissasy bolyandygyndan bu matrissany c¢epinden X' -e

kopeltmek bilen
bir setirden hem-de bir siitinden duryan, yagny

X'AX Z(ixiiaijxj) :(i iaij'xi'xj) :(iaij'xi'xj)

i,j=1

i
i

bolyandygyny alarys. Indi f kwadrat forma giryin 7 sany

.....

nibellilerin ¢yzykly dzgertmesi yerine yetyin bolsun diyelit. Yagny
bu nébellilerifi istinde X, =0, Y, i=1...,2 (3)¢yzykly
k=1

Y1
Ozgertme amala asyryan bolsun. Eger-de Y =| Y, | diysek

Yn
soniky Ozgertmdniil matrissalar isti bilen X =QY gOrniisinde
anladylyandygy diisniiklidir. Onda yokarda edilen bellige gord sonky
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yazgydan  X'=(QX)'=Y'Q' bolyandyr. Seylelikde (2)yazgydan

f=X'AX =Y'(Q'AQ)Y =Y'BY (4) buyerde B=Q'AQ B
matrissanynl simmetrikdigni gormek kyn daldir.

Hakykatdan hem munun {igin kwadrat matrissanyni simmetrik
bolyandygynyn zerur hem yeterlik serti bolup onun 6ziinin
transponirlenen matrissasy bilen gabat gelmekligininn hyzmat
edyandiginden peydalanmak yeterlikdir.
B'=(Q'AQ)'=Q'A'(Q")'=Q'AQ =B. Sonky deiilik B-nin
simmetrikdigini anladyar. Eger-de yokarda seredilen (3) dzgertménin
Q matrissasy ayratyn dil diysek onda bize 6iiden belli bolan
kesgitlemi gord B matrissa A bilen menizes bolar. Seylelikde indiki
tassyklama adalatlydyr.

Teorema: n sany nibellilerden A matrissaly kwadrat formada Q
matrissaly nabellilerin ¢yzykly Ozgertmesi yerine yetirlen bolsa, tdze
nibellilerden Q' AQ matrissaly kwadrat forma alynyar. (kwadrat
forma Owrlilydn tize forma) Seyle hem (3) ¢yzykly 6zgertmidnin Q
matrissasy avratyn dil bolsa tize néibellilerden f =Y'BY,

B =0'"AQ kwadrat formanyfi matrissasy bilen kone nibellilerden
f=X'AX formany A matrissasy mefizesdirler. Oniden belli
Bolsuna gord menzes matrissalarynn ranklary biri-birine dendirler.
Diymek ayratyn dil ¢yzykly Ozgertme kwadrat formanyn rangyny
tiytgedydan dildir. Indi kwadrat formanyn rangynyn tiytgedyan déldir.
Indi kwadrat formany kébir ayratyn dil ¢yzykly Ozgertme
yardamynda tize ndbellilerden kwadrat formany alanymyzda ondaky
diirli ndbellilerin kopeltmek hasyllarynyn dhlisinini koeffisientlerinin
0-a dwriilmegi (bu gorniise kwadrat formanyni kononik gorniisi

rrrrr

X;»X,,...,X, ndbellilerden f kwadrat forma ayratyn dil gyzykly
Ozgertminiil yardamynda

f=by" +..,bny2 » (5) buyerde y,,¥,,...,», tize nibelliler
kononk gdrniise getirlen bolsun diyelin. Bu yazgyda b,,D,,....b,

169



koeffisientlerinin kabirinin 0-a den bolmaklary hem miimkindir. (5)
yazgydaky o-dan tapawutly b, koeffisientlerinn sanynynn f* formanyn
rangy bilen gabat gelmelidigi afisatlyk bilen subut edilyér.
Dogrudanda (5) yazgy f kwadrat formadan ayratyn dal ¢yzykly
Ozgertminin yardamynda alynypdy. Sona gordde onun rangy basda
berlen kone nibellilerden [ formanyii rangyna deidir. Yone (5)

b,0...0
formulanyn matrissasynyii 0b,...0 giirniigini diognal matrissasyna
00..5,

goréd bagda berlen f formanyn rangy 7 —e def diysek bu
matrissanyii hem rangynyn 7 —e den bolmalydygynyn bu
matrissanyil o-dan tapawutly diognal elementlerinii sanynynn » —e
defi bolmagy bilen dengiiy¢lidigine eye bolarys. Diymek 7(f)=r
bolanda (5) yazgydaky 0-dan tapawutly koeflisientleriit sanynyn

r —e denidigini goryéris. Indi kwadrat formalar hakyndaky esasy
teorema diylip atlandyrylyan indiki tassyklamany getirelifi .

Esasy teorema: Islendik kwadrat forma ayratyn bolmadyk
kabir ¢yzykly Ozgertme yardamynda kononik gorniise getirlip bilner.
Sunlukda seredilydin kwadrat forma hakyky bolsa aydylan c¢yzykly
Ozgertmdni dhli koeflissientlerini hem hakyky sanlar hasap etmek
miimkindir.

Subudy.Bu tassyklamanyn bir nibelllerden kwadrat forma igin
dogrudygy ayandyr. Ciinki seyle kwadrat formanyn &hlisi ax’
a#0 san gomiisde Vazylyp bu Vazgynyti 6z bir nébellilerden
kwadrat formanyn kanonk gorniigini anladyar. Sona gord-de
teoremanyn subudyny kwadrat forma girydn nébellilerin sanyna gord
matematiki induksiya usulyny peydalanmak bilen amala asyryp
bileris. Munuii licin girydn nébellilerin sany 7 —den kigi bolsa &hli
kwadrat formalar 1iigin teorema adalatly hasap edip onui
tasyklamasynyn 7 sany ndbelllerden kwadrat forma {icin hem yerine
yetyandigini gorkezmelidiris. Goy n nabellilerden
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f=X2a,x.x, kwadrat forma berlen bolsun. Bu formada
i=1 j=1
ndbellilerm haysy hem bolsa birinin kwadratdygyny saylajak, yagny
f formanyi sol nibellinifi kwadraty bilen galan nébellilerin kébir
kwadrat formasynynn jemi gOmiisine getirjek ayratyn bolmadyk
cyzykly Ozgertméni tapjak bolalyi. Bu maksada f formada haysy
hem bolsa bir nidbellinin kwadratynynn koeffisientin 0-dan tapawutly
bolanda yagny a,,,a,,,...,a,, ~sanlaryh hic bolmanda biri 0-dan
tapawutly bolan yagdayynda afisatlyk yetip bileris. f formada haysy
hem bolsa bir ndbellinin kwadratynyn koeffisienti
Mysal i¢in: a,, #0 y, =a,x, +a,x, +...+a,x,, y, =X,
i=2,....n (6) ¢yzykly 6zgertmini has dogrusy bu dzgertmi ters
bolan 6zgertmini yerine yetireris. Sunlukda biz
a'n(a,x, +a,x, +...+a, x,)’ atlatmanyn kwadrat forma
bolmak bilen f* formada x, —i saklayan we difie solary x, nibellili
bilen saklayan kwadrat formany ansatlyk bilen alarys. Seylelikde
f=a'u(a,x, +a,x, +..+a,x,)" =g (7) tapawut difie
X,,X;,...,X, nibellilerden kébir kwadrat formany beryandir. Yone
ol (g) x, nibellini 6zinde saklayan dildir. Seylelikde (6)
belglemeler basgaca aydylanda sol belgilemeler netijesinde alynyan
¢yzykly Ozgertmi ters bolan ¢yzykly dzgertme f formada y,

nabellinin kwadratyny saylamaga miimkingilik berdi. Bu ulanylan
Ozgertmdnin ayratyn dildigi ona ters bolan (6) defilemeler bilen
kesgitlenilydn ¢yzykly Ozgertminin ayratyn dilliginden gelip
cykyandyr. Sebibi

(6)denlemelerinn kesgitleydn ¢yzykly Ozgertmesiniii matrissasy
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aa,..a,,

o1..0
bolup onuil kesgitleyjisi a,, —e dendir. Iki

.............

0 0 1

matrissanyil kopeltmek hasyly birlk matrissany bermeli. Indi berlen
formada nébellilerin hi¢ birinin hem kwadratyny 0-dan tapawutly

koeffisiente eye dél dijelin. Yagny a,, =a,, =...=a,, =0 bolsun
bu yagdayda kwadrat formada haysy hem bolsa iki sany diirl
nibellilerin kopeltmek hasyly mysal ti¢gin x,.x, kopelymek hasyly 0-
dan tapawutly koeffisientleriit bilen gatnasmalydyr. Ciinki tersine
vagdayda kwadrat forma hakynda giirriin etmekligin manysy
bolmazdy.Seylelikde bizii talabymyza gord 2a,, # 0 bolup biz bu
yagdayda f formada haysy hem bolsa bir nibelliniti kwadratynyi
emele gelmegine miimkingilik beryan komekgi ayratyn dél ¢yzykly
Ozgertmini ulanarys. Seyle c¢yzykly Ozgertme

X =W =0
X, =yt (8) deriliklerin yardamynda kesgitlener. Bu
X, =y, ,i=3.n

1-10..0

I 10..0

ozgertme ayratyn dildir. Ciinki onuil kesgitleyjisi 0 0 1...0

=2 # () bolyandyr
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1 -10..0

0 2 0.0
0 0 1.0
0 0 0.1

Seylelikde (8) 6zgertme netijesinde f* formanyn 2a,,x,x, ¢leni

2a,x,%, = 2a,(y, — y, )0, + y,) = 2a,y"1 = 2a,y*2 bu
diyildigi f formada birbada iki sany nibellilerii kwadratrarynyti
emele gelendigini anladyandyr. Ol ¢lenlerin hi¢ biri hem formanyn
galan ¢lenleri bilen gysgalyp bilmezler. Sebébi galan ¢lenlerin her
birinde y;,y,,...,y, nibellileri hi¢c bolmanda biri saklanyandyr we
sona gordde olarynn hi¢ biri hem ndbellileriit kwadratlaryny saklayan
clenler bilen gysgalyp bilmezler. Sunlukda biz (8) ¢yzykly 6zgertme
vardamynda Owrenilen yagdaydaky serte eye bolarys. Indi
tassyklamanyn subudyny doly amala asyrmak iicin bu yagdayda hem
[ formany f=a,y} +g(9) buyerde g~ ¥,,p5,.00,
ndbellilerden kibir kwadrat forma gdrniise ayratyn bolmadyk ¢yzykly
Ozgertmédnin yardamynda getirip biljekdigmizi hem-de g forma iigin
induktiw talapdan peydalanyp bilydndigimizi nazara almak
yeterlikdir. Seylelikde g kwadrat forma ii¢in ulanylyan 6zgertmede
y,nibellili liytgemeyin 7 sany nébellilerin ¢yzykly ozgertmesidir
diyip hasap etmek miimkindir. Seyle usul bilen (9) yazgy kanonik
gdmiise getirlen f kwadrat forma 2ya-da 3sany ayratyn dil ¢yzykly
Ozgermeler yardamynda kéabir koeffisientler bilen ndbellilerin
kwadratlarynynn jemi gorniisinde getirlip biner. Bu kwadratlaryn
sany bolsa formanyfi 7 rangyna defidir. Mundan basgada f kwadrat
forma hakyky bolsa onuil kanonik gorniisini seyle hem bu formany
kanonik gorniise getirip ¢yzykly Ozgertmedéki
koeflisientlerini &hlisi hakyky sanlar bolyarlar. Sebébi (6) hem-de (8)
cyzykly ozgertmelerdiki koeffisientler seyle hem f — al_l1 yl2 =g
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tapawutdaky koeflisientlerinn &hlisi hakyky sanlardyr.
Mysal [ =2x,x, —6x,x; +2x,x, kwadrat formany kononik
gorniise getirmeli

Coziwi.
Bu formada ndbellilerin hi¢ birnin hem kwadratynyn
saklanmayandygyna goré
Ikki bilen bu formada ndbellilerin kwadratynyii emele gelmegini

X =V =) I -1 0
lipjin edip ayratyn dal X, =y, +y, yagny A=|1 1 0
Xy =Y, 0 0 1
komekgi ¢yzykly Ozgertme yerine yeter.
Netijede f =2y7 —22y> —4y,y, —8y,V, Jazga geleris.
Bu yazgyda yl2 koeffisienti 0-dan tapawutly bolyanlygy ti¢in bir
nabellinift kwadratyny saylamak aisatdyr. z, =2y, —2y,,
z,=Y,, Zy=2y, diysek basgaca aydanynda tersi
D =1\2z+z;, y,=2,, y;=2)

IN\2 01
B=|0 1 O | matrissa eye bolan gyzykly &zgertmini Yyerine
0 0 1

vetirip  f formany f =1\212 —2222 —2232 — 82,2, gbrmiise
getireris. Buyazgyda le —nyn kwadratyny saylanandyr. Sona gordde
Zj -nyn koeffisientlerininn 0-dan tapawutlandyryp peydalanyp
yokardaka mefizeslikde quzykly Gzgertméini yerine Vetireris. Yagny
t,=z, t,=-2z,—4z, =z, belglemeleri yerine yetirip
ona ters ozgertme ((z, =t,,z, =—1\2t, = 2¢,, z,=t;)

detilikler bilen anladylyp
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100

C=|01\2 —2 | matrissa eyedir )alnan f formany
000

f=1\2t7 =1\ 2] + 615

(9) yazgysyna eye bolarys. Soiky yazgy kesgitlmd gord f :

formanyn kanonik
gorniisidir. Bu getirlen ¢yzykly 6zgertmeleri matrissasy

1\2 1\2 3
ABC=|1\2 —1\2 —1| bolan ¢yzykly dzgertme bilen
0 0 1

calsyrlyp bilinyanligi,
seyle hem bu dzgertmiéniti iki bagda berlen f formany kanonik
gomiisine getirjekdigi diigniiklidir. Basgaca aydanynda berlen
kwadrat formada

x, =t +1\2¢, +3t,,

x, =t —1\2¢t, —t,, belgilemeleri girizmek bilen (9) kanonik

Xy = 2
gorniisifi alynyandygyny barlamak afisatdyr. Yone berlen f
formanyn (9) kononik gorniisi yeke-tékdir.

Inersiya kanuny.
Onden belli bolsy yaly kwadrat formanyn kanonik gorniisi yeke-tik
kesgitlenydn déldir. Sebébi her bir kwadrat forma kanonik gorniise
diirli usullar bilen getirlip bilner. Sol bir f kwadrat formanyn
getirlip bilinydn dérli kanonik gorniislerinde umumylyk barmy ol
umumylyk bar bolan yagdayynda, ony ndhili aflatmak miimkin
diylen soraglaryn yiize ¢ykmagy tebigydyr. Bu soraga jogap
Bilen f formanyn hakykydygyna ya-da kompleksdygna baglydyr.
Ikki bilen seredilydin kwadrat forma kompleks yerine yetirilydn
ayratyn dil ozgertmeler hem kompleks koeffisientli bolsun diyelin.
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Belli bolgy yaly 7 nibelliden 7 rangly islendik f kwadrat forma
ayraty dil ¢yzykly Ozgertme yardamynda

f=cy. +c,y5 +...+c,y’ kanonk gomiise getirilyir. Bu yerde
¢, # 0 kompleks sanlardyr. Yone islendik sandaky kwadrat kok alyp

z.=4c vy, ,i=1...r ] _
: RO belgilemeleri

bahasyny nazara alsak
zZ. =Y, i=r+ln

yerine yetimek bilen alnan yazgydan f =le +Z§ +...+ Zr2 1)
komoleks kwadrat formanyin normal gorniisi diyip atlandyrylyan
gorniisini alarys. Kesgitlemeden gorliisi yaly rangy 7 —e den bolan
kompleks kwadrat formanyn narmal gorniisi koeflisientleri 1-e den
bolan 7 sany tidze ndbellilerin kwadratlarynyn jemidir. Diymek
kompleks kwadrat formalar {icin normal gbrniis diie bu formalaryn
rangyna baglydyr. Seylelikde rangy » —e den bolan &hli kompleks
kwadrat formalar (1) normal gdrniise eyedirler. Basgaca aydylanda 2
sany f we g n nibellilerden kwadrat formalar sol bir 7 ranga eye
bolsalar olar ayratyn dél ¢yzykly 6zgertme yardamynda (1) gorniise
getirilyindirler. Bu diyildigi f we g formalaryfi birinden
beylekisine kébir ayratyn bolmadyk cyzykly Ozgertme yardamynda
gecilip bilinjekdigini afladyandyr. Sunlukda biz yerine yetirilydn
ayratyn dil ¢yzykly Ozgertminin kwadrat formasynyn rangyny
tiytgetmeyandigini nazara almalydyrys. Indiki tassyklamanyn
dogrudygyny subut edeli.

Teorema: n sany nibellilerden 2sany kompleks kwadrat
formalarynn kompleks koeflisientli ayratyn dil ¢yzykly Ozgertmelerin
yardamynda birinden beylekisininn alynyp bilinmegi iigin zerur hem
yeterlik sert bolup olaryil birmenzes ranga eye bolmaklary hyzmat
edyandirler. Bu teoremadan 7 rangly kompleks kwadrat formadan
kanonik gorniisi bolup 0-dan tapawutly islendik kompleks
koeffisientli » sany nébellilerin kwadratlarynyil jeminifi hyzmat edip
biljekdigi gelip c¢ykyandyr. Indi yokarda berlen soraga jogap bermek
ticin seredilydin formalaryn hakyky bolan yagdayyna seredelin. Bu
vagdayda jogap cylsyrymlyrakdyr. Has beteride amala agyrylyan
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cyzykly Ozgertmeler diie hakyky koeffisiently bolmalydyrlar diylen
talap meseldnin owrenilmegini ¢ylsyrymlasdyryar. Bu yagdayda
islendik /" kwadrat forma ayratyn dél ¢yzykly Gzgertménin
yardamynda (1) gémiise getirlip biner. Ciinki onuil minus sandan
kwadrat kokiin alynmagyny talap etmegi miimkin. Eger-de biz
kwadrat formanynn narmal gorniisi diyip +1 ya-da -1 koeffisientler
bilen alynan birnége nébellilerin kwadratlarynyn aytsak onda islendik
koeffisientli kwadrat formany hakyky koeflisientli ayratyn dal
cyzykly Ozgertmdninn yardamynda bu normal gdrniise getirmegmiz
miimkindir. Hakykatdan hem 7 nibellilerden 7 rangly f
kwadrat formanyn

f=cyl+..4cy. —cyi,—...—cy:, ¢ #0 kibir (+)
Sanlar kanonik gorniise getirilyindigini nazara alsak

zZ, :\/gyi Jd=1..r

z,=y;, r<j=n
Belgilemeler netjesinde (yada oma ters bolan ayratyn dal ¢yzykly
ozgertme yardamynda ) f =z} +z5 +..+z, —z,, —...—Z.

rrrrrr

bolarys. Yazgydangorliisi yaly hakyky kwadrat forma normal
gorniisdiki kwadratlaryfn umumy sany onuil 7 rangyna dendir.
Hakyky kwadrat forma diirli hakyky 6zgertmer bilen biri-birinden
die gosulyjylaryii orny bilen tapawutlanyan normal gorniise
getirilydr. Inersiya kanuny diyilin aydylan belligimiz hakynda indiki
tassyklama gorniisinde berilyérler.

Teorema (Esasy): Hakyky kwadrat forma hakyky koeffisientlere
ayratyn dil ¢yzykly Ozgertminin {sti bilen getirilyin normal
gorniisdaki (+) hem-de (-) kwadratlaryni sany bu 6zgertmid bagly
dalfir.

Subudy.

Goy n sany X,,...,x, nibellilerden 7 rangly kwadrat forma 2 sany

diirli usul bilen (2sany hakyky koeflisientlere eye bolan ayratyn dal
cyzykly Ozgertmeler yardamynda) Indiki normal gorniiglere
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getirilydn bolsun.

f=y 4oty =y —m Y=zl +z -z —...— 2" (3)
yone Xx,,...,x, nibellilerden y,,...,y, nabelllere ayratyn dal
cyzykly Ozgertme bilen gecilenligi sebépli tersine gegiji hem 0 dal
kesgitleyjini diizydn koeflisientler hokmiinde saklayan tize
ndbellilerin  kone nibellilerin isti bilen ¢yzykly anladylyp

bilinjekdiklerini afladyar. Yagny y, = Zaij X; (4) edil sunuit yaly
j=1
z;=2.b,x; (5 aatmlr a, we b, hakyky sanlar bolsun.
=l

(@)

(3) gatnasyklarday (teoremanyfi subudy iicin k& =/ detiligi subut
etmeli diyeris) k </ tersine guman edelii.
Bu yagdayda indiki detiliklere seredelin.

»=0,..,9,=0, 2z,=0,.,z =0(6)
Bu deiilikden ¢ep taraplaryny olaryn (4) we (5) denlikler bilen berlen
anlatmalar bilen calsysak

n n
Zaijxj =0, i=1,...n, Zbl.]_xj =0, i=l+Ln—x,....x,
j=1 =1

#0 we ‘(bl.j )‘ # ( talaplar bilen birlikde yerine vetirilyandir.

Nibelllerden n—/ islendik & ((n—1[+ k <n)talaba gori
k > 1) sany alarys. Bizii bilsimiz yaly bir jynsly deflemeler
sistemada ndbellilerden az bolanda ol 0 dil ¢oziiwe eyedir. Sotia
gnordde alnan sistemanyn kibr o, «,,...,«, hakyky 0 dil ¢oziiwi
bar hasap edip , hem-de bu ¢oziiwi (3) defilemede ornuna goyup
—yi (@) —..—yi(@)=z (@) +...+ z} (@) (7) defllige eye
bolarys. Biz miimkin dél denilige geldik. (Ciinki (4) we (5) denligini
koeffisientlerin &hlisi hakyky sanlar boldy. Soil defilemede «
coziiwdaki kwadratlan dhlisi (+) sanlardyr.) sonun iicin bu
defleménifi ditie z,(ax) =0, z,(ax)=0,...,z,(x) =0 bolan
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vagdayda yerine yetmegi miimkindir. (6) denlikleri gbz oniine tutmak
bilen onda z, =0,z, =0,...,z, =0,z,,, =0,...,z, =0 sistemanyi
a,,a,,....a, 0dil ¢oziwe eyedigini alarys. Basgaca

XiseresX n sany nibellilerden

4 zzl bl.jxj =0 i=1,...,n, n sany bir jynsly ¢yzykly
Jj=

defllemelerin 0 dil ¢oziiwinifi bardygyna eye bolarys. Yone bize belli
bolsy yaly 7 sany ndbellilerden 7 sany bir jynsly ¢cyzykly
defilemeler sistemasynyn 0 dél ¢éziiwe eye bolyandygynyn zerur
hem yeterlik serti bu sis temanyn kesgitleyjisi bolmalydyr. Seylelikde

‘(bl, )‘ =0 bolyandygyny afiladyar. Yone bu alan netijimiz (5)
J

cyzykly Ozgertmdnin ayratyn dildigi hakyky talaba gapma garsydyr.
Diymek k >1 diyen gumanymyz niddogrydyr. Edil sufia menzeslikde
k < hem nidogrydyr. Onda k =/ bolmalydyr. Bu diyildigi f
kwadrat formanyii hakyky koeffisientli ayratyn dél ¢yzykly oOzgertme
yardamynda getirlen normal gorniisdéki (+) hem-de (-)
kwadratlarynyin sanynynn bu 6zgertmd bagly dildir. Hakyky
koeflisientli kwadrat formanynn normal gdrniisddki nul (+)
kwadratlaryii sanyna mersiyanyn (has dogrusy bu kwadrat forman
nersiyasy) (+) indeksy (-)kwadratlartn sanyna bolsa (-) indeks (+) we
(-) indekslett tapawudyna bolsa f formanyfi signaturasy diyilyir. Bu
aydylan tassyklamadan hem-de kesgitlemelerden hakyky kwadrat
formanyn rangy bilen 3 sany kesgitleyjilerinn biri belli bilan halatynda
galanlaryny kesgitlip biljegimiz diisniiklidir.

Teorema:  Hakyky koeffisiently 7 sany nibellilerden 2 sany
kwadrat formanyn birinden beylekisini ayratyn dél ¢yzykly
Ozgertmelenn komegi bilen Gegilmegi {licin olaryil birmetizes ranklara
we birmefizes signaturalara eye bolmaklary zerur hem yeterlkdir.

Teoremanyn subudy edil subut edilen teoremadan aydylan
belgilemelerden ansatlyk bilen alynyandyr.
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44 Dargayan kwadrat formalar.
Eger-de bize 2sany sol bir 1 sany Xx,,...,x, nibellilerden

p=ax, +a,x, +..+a,x, we y=bx, +...+b x, cyzykly
formalar berlen bolsalar , olarynn kopeltmek hasylynyi sol
nibellilerden kibir kwadrat formany berjekdigi diisniklidir. Yone
islendik kwadrat formany 2 sany ¢yzykly formanyn kopeltmek
hasyly gomiisinde anladyp bolyan dildir. Hazir bizi haysy sertlerde
kwadrat formany cyzykly formalaryn kopeltmek hasyly gorniisinde
afiladylyp bolyandygy hakyndaky mesele gyzyklandyryar.

Teorema: f(x;,x,,...,x,) kompleks kwadrat formanyn 2sany
¢yzykly formalaryn kopeltmek hasyly gomiisinde anladylyp
bilmeginin zerur hem yeterlk serti onun rangynyn 2-den uly
bolmazlygydyr. f(x,,...,x,) hakyky kwadrat formanyn g¢yzykly

formalaryn kopeltmek hasylyna dargamagynyn zerur hem yeterlik
serti onun 7 rangynyn 1-denuly bolmazlygy ya-da onuni rangy 2-a
deni bolaysa signaturasynyii 0-a den bolmaklygydyr.

Subudy.
Iki bilen 2sany ¢yzykly ¢@ we y formulalaryn kopeltmek hasylyna
seredelin.
Eger-de formulalaryn hi¢ bolmanda biri 0-a deii bolsa ,onda olaryn
kopeltmek hasylynyni hem 0 koeffisientli kwadrat forma boljakdygy
diiénikklidir. Yagny bu kwadrat formanyfi rangy o-adendir. Eger-de
@ we Y cyzykly formalar proporsional bolsalar yagny

w=ce, c#0 sanhemde ¢ 0-adef dil forma bolsa (bu
diyildigi ol formanyni hi¢ bolmanda 1 koeffisientinii mysal licn @,
koeffisientin 0-a deni dél bolmalydygyny anladyandyr. Buy agdayda
w=ax ta,x,+..+ax,

] cyzykly Ozgertme ol ayratyn déldir)
V. =X, i=2,...n
@ v kwadrat formany @ y =cy; gomiise getirer sorky deiiligifi
sag tarapyndaky kwadrat formanyn rangynyn 1-e dendigi
diigniiklidir. Sona gordde @ Y kwadrat forma 1-e den ranga eyedir.
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Indi @ we y ¢yzykly formalar proporsional dil bolsunlar.

a,

a
Mysal {i¢in # 0 bolsun diyelin, onda

1 2

Y =ax +...+ a,x,
Y, =bx, +...+bx, ¢yzkly ozgertme ayratyn dildir we @
Vv, =x, 1=3,..n

kopeltmek hasylyny ¢ = y,.y, gomise getirer. Bu denligifi sag
tarapynyil 2-d den bolan kwadrat formadygy disyiiklidir
Hem-de onuii hakyky bolan yagdayynda signaturasynyn 0-a deiidigi
ayandyr. Bu yagday @ y kwadrat formanyn hakyky bolan
vagdayynda signaturasynyn 0-a dendigi gelip ¢ykyandyr.

Indi ters tassyklamany subut edeli.

Eger-de kwadrat formanynn rangy 0-adeni bolsa ,onda ony hi¢
bolmanda biri 0-a den bolan 2sany ¢yzykly formanyn kopeltmek
hasyly gomiisinde anlatmak miimkindir. Eger-de berlen kwadrat
formanyn rangy 1-eden bolaysa onda ol ayratyn dél ¢yzykly
Ozgertménii yardamynda f = ijlz ,c # (0 san gdrniise getirler.
Yéne bu yagdayda defiligifi sag tarapy cy; = y,.(cy,) gomniisde
yazylyp bilner. Bu diyildigi y, nabellili x,,...,x nébelliniii isti
bilen ¢yzykly afiladylyp alhan formanyn 2 sany ¢yzykly formalaryi
kopeltmek hasyly gorniisinde seredilip bilinjekdigini anladyandyr.
Seyle hem rangy 2-4 den bolan signaturasy bolsa 0-a deni bolan
hakyky kwadrat formanyni ayratyn dal ¢yzykly Ozgertménin
yardamynda f = y12 — y22 gorniise getirlip bilinydndigi bellidir. Bu
gorniise rangy 2-d den bolan islendik kompleks kwadrat formanyn
getirip boljandyr. Yone ¥ — 5 = (¥ +3,)(» —»,)
bolyandygyna gord y, we y, ndbellileri X,,...,x, nibelllerin Usti
bilen ¢yzykly anladyp sonky denligin sag tarapyndaky her bir
skobkada sol X,,...,x, nibellilerin kabir ¢yzykly formalaryny alarys.
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Bu diyildigi rangy 2-4 deil bolan islendik kompleks kwadrat
formanyni seyle hem rangy 2-a den signaturasy bolsa 0-a deni
hakkyky kwadrat formanyn 2 sany ¢yzykly formalaryin kopeltmek
hasyly gomiisinde seredilip bilinjekdigini anladyandyr.
45.Polojitel kesgitlenen kwadrat formalar.

n sany Xx,...,x, nibellilerden hakyky kwadrat formanyfi ayratyn
dal hakyky c¢yzykly 6zgertme yardamynda getirlen normal gorniisde
formanyn plyus indeksi # onunl rangy bu formanyn ndbellilerinit 7
sanyna defi bolan halatynda kwadrat forma plus kesgitlenen diyip
aydylyar. Indiki tassyklama kwadrat formany normal gdrniise
getirmezden ony hdwsiyetlendirmige esas beryir.

Teorema:  Hakyky Kkoeffisientli »n sany x,,...,x, nibellilerden
kwadrat formanyil plus kesgitlenen bolmadgy ii¢in onuii nibellilernii
hi¢c bolmanda biriniti 0-a defi bolmadyk baha alan islendik
bahalarynda formanyn plyus bahalary kabul etmekligi zerur we
yeterlik sert bolup hyzmat edyéndir.

Subudy.
Goy f plyus kesgitlenen kwadrat forma bolsun ,yagny onui normal
gomiisi 7 sany plyus kwadratlardan £ =7 + 2 +...+ ¥, (1)
duryan bolsun. Bize belli bolsyna gord bu normal gorniise getiryian

Y, =jz=;aijxj J=L..n (2
¢yzykly Ozgertme hakyky koeffisientli (al.j hakyky sanlar ) hem-de
ayratyn daldir. (‘(al./ )‘ #0) f formany hi¢ bolmanda 1-i0-dan

tapawuly bolan x; nibellilerifi roplumyndaky bahasyny hasaplamak
ticin 1ki bilen bu bahalary (2) denlemelerde olaryn ornuna goyup ¥, -
lerin bahalaryny taparys. Sotira bu tapylan bahalary (1) derilikde
ornuna goyup f formany x, nibelllerifi berlen bahalaryndaky
bahasyny kesgitleyéris. Yone seyle usul bilen (2) defilemeler
esasynda tapylan y, —leriit bahalarynyn arasynda 0-dan
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tapawutlysynyn bardygyny gormek kyn déldir sebdbi tersine
yagdayda biz ‘(ar )‘ # 0 kesgitleyjisi 0-dan tapawutly ¢yzykly bir
J

jynsly > a; x; = 0 i =1,...,n kwadrat sistemanyfi 0-dan
j=1

tapawutly ¢oziiwininn bardygyna eye bolarys. Bu bolsa nddogrydyr.

Teorema: Hakyky koeffisentli x,..x, 7 sany ndbellilerden f

kwadrat formanyn plyus kesgitlenen bolmagynyn zerur hem yeterlik
serti bolup, onuii dhli bag minorlarynyn 0-dan uly bolmaklary hyzmat
edyéndir.

Subudy.
n=1bolanda f kwadrat forma ax’ gorniigde bolup onus plyus

kesgitlenen bolmaklygy iigin a > 0 sert zerur yeterlikdir. Seylelikde
bu hususy yagdayda teoremanyn tassyklamasy adalatlydyr. Onda bu
tassyklama nibellilerinifi sany 7z —1-denuly bolmadyk #hli hakyky
kwadrat formalar {icin yerine yetyiindir diylen induktiw talapda onun
dogrudygyny 7 sany nibelllerden f kwadrat forma iigin hem

gorkezeli. Goy bize f(x, x,  A=(a;) matrisaly kwadrat
forma berlen bolsun. Onun

n—l
fxx, x,)=0(x,x, x,)+2) a,xx, +a,x, buyerde
i=1

@(x, X, ....x, ;) f kwadrat formanyfi X, —i saklayan
¢lenlerinden diziilen x,; X, nibellilerden kwadrat formadyr. @ -if
bas minorlary f -iit il sofikysyndan galan bad minorlary bilen gabat
gelyindir. Goy f plyus kesgitlenen bolsun. Onda ¢ hem plyus
kesgitlenendir. Tersine yagdayda hi¢ bolmanda biri 0-dan tapawutly

.....

hem hi¢ bolmanda biri 0-dan tapawutly bolan bu x,_ x, , x, =0
bahalarynda eye bolarys. Bu bolsa bizit yokarda aydanymyzyii
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garsylyklysydyr. Diymek f kwadrat forma plyus kesgitlenen
halatynda ¢ hem plyus kesgitlene n bolmalydyr. Onda induktiwlik
talabyndan ¢ -niti &hli bag minorlary 0-dan uludyr. Indi f -iii i
soniky bag minorynyin hem 0-dan uludygyna indiki sebiplere gord eye
bolarys. Talaba gord f plyus kesgitlenen bu diy-gi onuit normal
gorniisiz sany plyus kwadratlardan duryan diyildigidir. Yagny

f= y]2 +...+ yi.Bu soflky yazgynyn matrisasynyn kesgitleyjisi 1-e
defidir. Yone f forma bu normal gorniise kébir ayratyn bolmadyk

Xy Y1
S _ , X, Y2

hakyky koeffisiyentli ~ x=.Y bu yerde x = Y =
X, Yn

0 =(q;) cyzykly dzgertme yardamynda getirilydndigini hem-de bu
dzgertméniii =X AX A= (a;)kwadratlarynyfi || kesgitlegjisiniii
alamatyna tisir edyandigini (f =Y (Q AQ)Y yazgyda

‘Q'AQ‘ :‘Q'HQ| tize ndbellilerden [ formanyn kesgitleyjisi

Q'AQ|=|Q||A|Q = Q| Al-nyh alamaty bilen dei alamatly
bolyanlygyndan peydalansak basda berlen f —ifi A matrisanyf
kesgitleyjisinifit hem 0-dan uly sandygy alynyandyr. Diymek f -ifi
plyus kesgitlemesinden bu formanyn dhli bag minorlarynyn 0-dan uly
sanlardyklary gelip ¢ykyar. Indi tersine f -ift @hli bas minorlary 0-
dan uly bolsunlar. Onda @ -nii hem &hli bag minorlaryny 0-dan
uludyr. Budiyildigi induktiw talaba gord ¢ -nin plyus
kesgitlenendigini afiladyar. Yagny ¢ -niit normal gomiisi (ayratyn
bolmadyk 7 —1sany nibellilerden hakyky koeffisentli gyzykly
ozgertme yardamynda alynyan )7 — lsany piyus kwadratlardan
duryandyr. Bu dzgertméni dhli X, X, X, nnibellilerii ayratyn dél
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¢yzykly Ozgertmesine x, = y, deiilige gosmak bilen dolduryp
yokarda f forma ti¢in yazan defligimizden indiki aflatmany alarys.

n—l1
f = (0 + 22 ainxixn + annxj
i=1
n n-1
f=2 ¥ +22bYYa+b,ys  one
i=1 -1

yi2 + 2bmy1yn = (yz + bmyj)z _binzyj

v, +b, =z, i=12,.n-1 Y, =2z,
1.0 b,
. _ . , 010.b, .
belgilemeleri gecirip onun matrisasy ayratyn daldir.
000.b,,n
000.01

n-l1
f -ii indiki yazgysyna eye bolarys. f :Z z, gt cz Zteoremany
i=1
subut etmek iigin ¢ koeffisentin 0-dan ulusyny gorkezmelidiris. Bu
alnan denligin sag tarapynyn kesgitleyjisinin ¢ sana dendigi
diisniklidir. Onda sonky yazgynyn &hli bas mmorlarynyn hakyky
cyzykly Ozgertme yardamynda alhandygyny nazara alsak c¢ -nii
alamatynyn hem (+)-digine eye bolarys.
Bellik. (+) kesgitlenen kwadrat forma disiinjesine minus kesgitlenen
formalary yagny normal gorniisi die minuskwatratlary saklayan
ayratyn bolmadyk hakyky koeflisentlizz sany ndbellilerden kwadrat
formalar hem 6wrenjekdiris. Normal gorniisi sol bir alamatly
kwatratlary saklayan ayratyn kwatrat formalara yarym kesgitlenen
diylip aydylyar. Normal gdrniisi 2alamatly (—,+) kwadratlary
saklavan kwadrat forma bolsa kesgitsiz kwadrat forma divlip
aydylyar.

185



46.0rtoganal o6zgertmeler.
Goy matrissasy Q=(qij) bolan Xi=Z:qijyj Jd=L..,n (1)
j=1

ndbelllerm ¢yzykly Ozgertmesi #n nidbelllerden pljus kesgitlenen

kwadrat formanyn xl2 +...+ xj normal gorniigini tdze ndbellilerden

plyus kwadratlaryn yl2 +...+ yj

Jemine gecirydn bolsa bu ¢yzykly Ozgertmi ortaganal Gzgertme ,onui
QO matrissasyna bolsa ortaganal matrissa diyilyar. Bize 6iiden belli
bolsy yaly bu ortaganal dzgertmidnini Q matrissasy Q'EQ =E deriligi
kanagatlandyryar. ( f =X'AX X =QX f=Y'Q'AQY) Bu
yerden defligin iki tarapyny hem Q™' (bu matrissalaryii barlygy (1)
Ozgertminii ayratyn dildiginden gelip c¢ykyandyr.) Sagyndan Q'
matrissa  kopeltmek bilen alarys. QEQQ'=EQ'=Q"' ya-da
Q'=Q"' bolan gatnasyga eye bolarys. Ortaganal matrissany
kesgitlemegin  basgaca gOrniisini  almak miimkindir. Traponirlenen
matrissasy bu matrissanyin  Oziinii tersime denn bolan ayratyn
bolmadyk kwadrat matrissa ortaganal matrissa diylp aydylyar.
Ortaganal matrissalaryn tersi hem  ortaganaldyr. Hakykatdan hem

eger-de Q ortaganal matrissa boka (Q7')'=(Q)=Q=(Q™)*

Digmek (Q')'=(Q*)™* bu bola sofiky kesgitlemi gori Q' ters
matrissalarynn ornuny ailadyar.

Kesgiteme : 7 o6lcegli £, Ewklid gitisliginin ¢ ¢yzykly
Ozgertmesi bu giisligin islendik a elementi licin
(ap,ap)=(a,a) (2) gatnasygy kanagatlandyryan bolsa , ofia
Basgaca aydanynda Ewklid gmisliginiii ortogonal &zgertmesinin
skalyar kopeltmesini tiytgetmeyéandigini yagny islendik
a we belementler iicin (a@,be)=(ab) (3) anladyar.
Teorema. Ortogonal 6zgertmede Ewklid ginisliginin islendik
ortanormirlenen bazisinit wektorlarynyn obrazlary hem
ortanormirlenen bazisi emele getiryédndirler. Tersine egerde Ewklid
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ginisliginin ¢yzykly Ozgertmesi hi¢ bolmanda bir ortanormirlenen
bazisi yenede ortanormirlenen bazise ge¢irydn bolsa , onda ol
ortogonaldyr.
Subudy.
Goy ¢ — E Ewklid giisligiit ortogonal dzgertmrsi e, e,,....e,
bolsa bu giisliginn erkin bir ortonormirlenen bazsy bolsun. Onda
LLi=j
kesgitlemi gord (e;,e;) = . J. bolup
0,i#]
ep,ep,...e, ¢ —E giisligih ortanormirlenen bazisy alynyar.
Ciinki ¢ ortaganal 6zgertme bolan halatynda

1
(ep.e,p=(ee;) :{ ' ] tersine £ —yi ¢yzykly ¢
' ‘ 0 i#jJ

Ozgertmesi kibr e ,e,,...,e ortanormirlenen bazise basga bir

e ,e,Q,...e @ bazise geciryin bolsa onda bu giisligiii islendik

a= Zaiej elementi Gigin onufi obrazy a@ = Z;al. (e,) bolup
i=1 i=

(ap ,ap)=(a,a)=>Y & budiyidigi Ewkld gitisliginiii

i=1
@ cyzykly Ozgertmesinini ortaganal bolmalydygynyn sertidir.
Teorema: Ewklid ginisliginini ortaganal 6zgertmesi islendik
ortanormirlenen bazisde ortanormirlenen matrissa eyedir. Tersine,
eger-de Ewklid gilisliginii
Cyzykly Ozgertmesi hic bolmanda bir ortanormirlenen bazisda
ortanormirlenen matrissaeye bolsa onda bu 6zgertme hem
ortanormirlenendir.

47.Toparlar.
Goy G elementlerin sany tiikkenikli yada tiikeniksiz bolan kéabir
koplik bolsun. Bukoplikleriii elementleri bolyp sanlar, matrisalar,
Ozgertmeler we sunia menzesler hyzmat edip bilerler. Seyle hem bu
kopliiklerin elementleri {ign kidbir * gorniisinde bellenen amal
kesgitlenen bolsun.
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Kesgitleme. Egerde G koplikkde kesgitlenen * amall

1) G-nini islendik a we b elementlerifi @ * bhem bu kopligin
elementidir. Islendik a,beG, a*beG

2) Islendik a,bce G elementler iigin (a*b)*c=a*(b*c)
denlikler adalatlydyr.

3) G koplikde kabir yeke-tak kesgitlenilyin 1 element bar bolup bu
kopliigin islendik a elementleri tigin / * @ = a * [ bolyandyr.

4) G kopliigin islendik a elementi tigin bu koplikde @ elementler
barbolup a *a =a * a=1denlk yerine yetyindir . sertleri
kanagatlandyryen bolsa onda g kopliikkde * amala gord topar
emele getirydr diyip aydylyar. Egerde Gkopliigin elementleri
hemde onda kesgitlenen * amal {i¢in yokardaky sertler yerine
yetmek bilen 1 hatarda G kopliigini islendik a , b elementleri iigin
a*b=>b*a gatnasyk Verine Vetyin bolsa bu topara
kommutatiw yada abel topary diyip aydylyar. Egerde toparleryn
elementlerininn sany tiikenikli bolsa ona tiikkenikli , elementlerinii
sany tiikeniksiz bolsa topar diylip aydylyar. Tikenikli toparlaryn

rrrrr

‘G‘ gorniisinde belgilenyar. Eger df toparda kesgitlenen amal
(+)amaly bolsa toparda aditiw , egerde ol amal (-) amaly bolsa
multiplikatiw topar diylip aydylyar.
5). Eger-de defiesdirme m modula gord yerne yetydn bolsa , onda
ol bu modulynl islendik bolijjisine gdrd hem yerine yetyandir.
Hakykatdan hem eger-de a=h(mod m) boka onda a-b
tapawut m modula gord galyndysyz boélinydndir. Onda ol tapawut
m sanyn islendik d bolijjisine hem galyndysyz bolinydndir. Bu
diyidigi a=h(mod d) defesdirme dogrudyr.
6). Eger-de denesdirmidninn haysy hem bolsa bir tarapy hem-de
modul kdbir sana bolinydn , bolsalar, onda ol sana denesdirméinin
beyleki tarapy hem boélinyandir.
Bu hiisijeti subut etmek iicin  a=h(mod m)
defiesdirmeden gelip ¢ykyan @ =0+ Mt t-bitn san deiiligin cep
tarapy a we onunl 2-nji gosulyjysy mt kopeltmek hasylynyn
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kibir ¢ sana bolinyandiginden , sag tarapynda 1-nji gosulyjysy b-
nil hem bu sana bolinmelidigini hasaba almak yeterlikdir.
7). Eger-de azb(mod m) bolsa, (a,m):(b,m) bolyandyr.

Bu hasiyetin dubudy tigin  serte gord , a=b+mt t-bitin san
bolyandygyny , hem-denlemédni bu yagdayda a we m sanlaryn
UB-jileriniit toplumy bilen b we m sanlaryn UB-jilerinin
toplumynyn gabat gelyanliginden hem-denleméni bu yagdayda
hususan  (@,m) = (b,m) bolyanlygyndan peydalanmak
veterlikdir.

48.Ayyrmalaryi getirlen sistemasy .

Bize belli bolsuna gord , sol bir klasa degisli sanlaryi.  m modul
bilen TUUB-leri gabat gelydandir. Bizi modul bilen 6zara yonekey
sanlaryn klaslary gyzyklandyrjakdyr. Seyle klaslaryii hersinden bir
san alnyp ,diizillen sanlarynn sistemasyna berlen modula gord
ayyrmalaryn doly sistemasy diylip aydylyar.
Adatca ayyrmalaryn  m modula gord , getirlen sistemasyny bu
modula gord , il kigi (-) bolmadyk ayyrmalarynn 0,1,2,...,m-1 doly
sistemasyndan boliip alyarlar. Basgaca aydanynda bu sanlar
hataryndaky sanlaryn  m modul bilen 6zara yonekeylerini saylap
alyarlar. Kesgitlemeden gorniisi yaly m modula gord ayyrmalaryn
getirlen sistemasyndaky sanlarynn sanynyn (p(m)— e den blakdygy
diigniklidir.
T.1 m modul boyun¢a , denesdirerlikli bolmadyk m modul
bilen 6zara yoneley blan islendik (p(m) sany sanlar bu modula
gord , ayyrmalaryn getirlen sistemasyny diizyandirler.
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