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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban sana, erkana yurdum,
Mert pederlen ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garassyz topragyi nurdur,

Baydagyn belentdir diinyén oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryi téji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizit ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymy?z.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryi téji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



SOZBASY

Galkynys zamanynyn inzeriniii yokary matematikadan yeterlik
tayyarlygynyn bolmaklygy, ylmyn we tehnikanyn diirli ugurlarynda
uly Ostislere alyp baryar. Ol dsiisleriii kimillesmegine yeterlik yardam
edyédn yokary matematikanyn esasy boliimlerinin biri bolan meydan
nazaryyeti bolimidir.

Yokary okuw mekdeplerinifi okuw meyilnamalaryna girizilen
matematikanyil sol boliimini diiypli 6zlesdirmeklik {i¢cin niyetlenen
bu okuw gollanmasy yeterlik derejede nazary materiallary, kop sanly
amaly mysallary we meseleleri 6z i¢ine alyar. Gollanmada ulanylyan
mysallaryn we meselelerin 54-si islenip gorkezildi we 144-si bolsa,
0zbasdak islemeklige hodiirlenildi.

Gollanma belliklerini we maslahatlaryny yollan okyjylara awtor-
lar 6z minnetdarlygyny bildiryar.



1 BOLUM

§ 1. Skalyar meydan

Goy, D ginigligin erkin yaylasy bolsun.

Kesgitleme. Eger su yaylanyn her bir M nokadyna haysy hem
bolsa u(M) san degisli bolsa, onda su yaylada skalyar meydan berlen
belli bir bolegi bolup biler.

Skalyar meydanlaryin mysallary bolup birmenzes gyzdyryl-
madyk jisimin nokatlarynyn temperaturasy (bu jisimini her bir M no-
kadyna u(M) temperatura degislidir), elektrik meydanyn potensialy
we s.m. hyzmat edydér.

Eger u(M) dine M nokada bagly bolsa, onda skalyar meydana
stasionar meydan, eger M nokada we ¢ wagta bagly bolsa, meydan
stasionar bolmadyk meydan diyip kabul edilyér.

Skalyar meydan Oxyz koordinatalar ulgamyna degisli bolsa,
M nokadyn berilmegi, onun x, y, z koordinatalarynyn berilmegi bi-
len dengiiycliidir. Sonui tigin u(M) skalyar funksiyanyn berilmegi,
u(x,y,z) funksiyanyn berilmegini afiladyar. Sunlukda, biz ii¢ tiytge-
yan ululykly funksiyanyi fiziki diigiindirilisini aldyk.

Kesgitleme. Skalyar meydanyn dereje iisti u(M) funksiyanyn
hemiselik C sana den bolan nokatlarynyn kopliigidir. Sonun ii¢in de-
reje Ustiin denlemesini asakdaky gorniisde yazyp bileris:

u(x,y,z)= C. (1)

Fizikada potensial meydanyn dereje listiine ekwipotensial (den-
potensially) tst diyilydr. M (x,.y,,z,) nokat arkaly ge¢yin dereje
iistiin denilemesi asakdaky gorniisde yazylyar:



u(x,3,2)= u, (X, ,2,)-
Eger skalyar meydan tekizlikde berlen bolsa, onda u funksiya
iki x we y ululyklara baglydyr. Onun dereje ¢yzygynyn deiilemesi
u(x,y)=C
gorniisde yazylyar.

1-nji mysal. y=arcsin% skalyar meydanyn dereje iistiini
X +Yy

tapmaly.
Caoziilisi. Berlen skalyar meydanyn barlyk yaylasy

‘ Z
densizliklerden tapylyar. Bu yerden 0<z’<x’+)?. Gorniisi yaly mey-
dan z*=x*+)? tegelek konusyn dagynda we onuii 6ziinde kesgitle-
nendir. Onun O(0,0,0) depesi bu yayla degisli déldir.

2
s1ya-daosx2iy251

Dereje list
n——< _c.T<co<X
arcsin P C 7S Cc< 7
denlik bilen tapylyar.
b4

—=— =5inC,7" = (x’ + y*)sin’C. Bu bolsa z>=x*+)? konu-
sy dagyndaky tegelek konuslaryn maggalasydyr.

2-nji mysal. u=x*-)* skalyar meydanyn dereje ¢yzygyny tap-
maly.

Coziilisi. Dereje ¢yzygy x*—?=C, C=const denleme bilen kes-
gitlenydr. Eger C=0 bolsa y=x, y=—x iki goni ¢yzygy alyarys. C#0
bolsa meydanyn dereje ¢yzygy giperbolalaryn masgalasydyr.

Asakdaky skalyar meydanlaryii dereje {istlerini tapmaly.

X — Xo) —y) | (z—2)
Lyl a20> +(yb2yo) L CZO);
2.u=x"+y +7; 3. u=x+2y+3z;
2 2
4. u=x*+y; S.u= %;



6. u=3"»=
Asakdaky skalyar meydanlaryni dereje ¢yzyklaryny tapmaly.

7. u=2x—-y; 8. u=1In %;

2

9.u= 10. u =e" .

5

=<

§ 2. Ugur boyunc¢a 6niim

Kesgitleme. Eger u=u(x,),z), A(P)=L(x,y,2)i+0(x,y,z)j +R(x,y,2)k
skalyar we wektor meydanlar bolsa we u(x,),z), L(x,,z), O(x,y,2),
R(x,y,z) funksiyalarynl n-nji tertipli hususy ontimleri bar bolsa, onda

Skalyar meydanlar 6wrenilen mahalynda esasy diisiinjelerin biri
bolan funksiyanyn berlen ugur boyun¢a oniimi diisiinjesidir. Ol sol
funksiyanyi berlen ugur boyunga liytgeyis tizligini gorkezyér.

Goy, skalyar meydan, yagny u(x,y,z) funksiya berlen bolsun.
P(x,y,z) nokady alyp, ondan ¢ykyan 4 s6hld garalyii. Ol sohle koordi-
nata oklary bilen a, f, y burglary emele getiryan bolsun. e, bolsa 1
sohle bilen ugurdas birlik wektor bolup, onufi proyeksiyalary e, {cosa,
cosp, cosy} bolar. Goy, P(xi,y1,2) nokat A sdhlede yatyan bolsun.

A
Pl(xlﬁylﬁzl)

1-nji surat

‘ PP, ‘ = 0-PP, wektoryn koordinata oklara bolan proyeksiyalary,
birinjiden pcosa, pcosp, pcosy, ikinjiden bolsa x —x, y, -y, z,-z tapa-
wutlara dendir. Diymek,
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X=X+ o0cosa,y,=y+ 0cosf,z = 0cosy.

Funksiyanyn P nokatdan P nokada gecendiki artdyrmasyna ga-
ralyn:
u(P)—u(P) = u(x +ocosa,y + pcosfS,z+ pcosy) — u(P).

u(P) — u(P)
T B

gatnasygy diizelin we o — 0 bolanda predele gecelin:

11{1011/{(})1) — M(P)’

limu(x + ocosa,y + cosf3,z + cosy) — u(P)
0—-0 p :

Eger-de su predel bar bolsa we tiikenikli bolsa, onda ona u(x,y,z)
funksiyadan A4 ugur boyunca alnan onim diyilyar we ?)_Zl ya-da
u’,(x,),z) bilen belgilenyér.

Eger A ugur Ox okun polozitel ugry bilen gabat gelse, onda
u(x +0,y,2) —u(x,y.2) _ du

0 T oox’

a:O,Bzyzgwelpigol

Seyle hem B:O,a:y:% we y=0,f=a =
yazyp bileris:

lim (Y +0,2) —u(x,y,2) _ du.

0—0 0 - ay ’

s

5 bolanda

i 4y 2+ 0) —u(x.y.2) _ ou
0-0 1% aZ

u’' (x,,2), u 'y(x, ».z), u’ (x,y,z) oniimler koordinata oklaryfi ugruna
g0rd u(x,),z) funksiyanyn liytgeyis tizligini anladyar.
u’(x,),z) bolsa funksiyanyfi A sohlédnifi ugry boyunga P nokatda-
ky tytgeyis tizligini anladyar.
11



Berlen ugur boyunca 6niimi hasaplamak asakdaky teoremanyn
komegi bilen amala asyrylyar.

Teorema. Eger u(x,y,z) funksiya differensirlenyin bolsa, onda
erkin A ugur boyunca 6niim bardyr we ol asakdaky formula bilen ha-

saplanylyar:
u _ au ou
51 = 9x Cosa + y cos /s + cos;f ()

Bu yerde cosa, cosf, cosy, 4 sohldnin ugrukdyryjy kosinusla-
rydyr.

Subudy. Serte goréd u(x,y,z) funksiya differensirlenyir we onuil
doly artdyrmasyny asakdaky gorniisde yazyp bileris:

_ _ou u u
Au=u(x+Ax,y+Ay,z+4z)-u(x,y,z) o Ax + dy Ay + 32 Az +e.

Bu Verde ¢, 0 = / Ax* + Ay* + A7* ululyga gori tiikeniksiz kigi

ululykdyr.
Ax = pcosa, Ay = pcosf3, Az = pcos y denligi ulanyp

Au = u(P) — u(P) tapawudy asakdaky gorniisde yazyp bileris:
ou ou

u(P) —u(P) = pcosa+a—ycosﬁ+ U hcosy + €.

o0 — 0 bolanda % - 0.

u(P) —u(P) _ du du
= aXcoscz+aycos5+ cosy+5

o0 — 0 bolanda predele gecip alarys:

U(P)—U(P) _ du du
oq = im—— = axcosa+8ycosﬁ+ cos7y.

Teorema subut edildi.
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1-nji mysal. u = x* + y*> + 2xy skalyar meydanyfi Ox ok bilen
@ = 60° burgy emele getiryén ugur boyunga oniimini tapmaly.
Coziilisi. u = f(x,y) endigan meydan bolsa, onda M (x..y,) no-

katda / ugur boyunga éniim

oul| _ du u —on° _ o

= ox cosa—i——ay MOCOSBB—9O a,cosff = sina
ya-da

oul| _ ou u .

B L = 9 1, SO T 5y Mosma

deiilik bilen tapylyar. Bu yerde a burg kabir / wektor bilen Ox okunl
aralygyndaky burcdur.

o 1 V3 9
cos60° = 2,sm60 =5

u u
Fre =2x+ 2y, ~- dy — =2y + 2x..

du _ 9 d 1 /3
a—bl{ au cos60° + az sin60° = (2x + 2y)§ +(2y + 2x)7 =

(x+y)(1+V3).

2-nji mysal. u=xyz skalyar meydanyn P(5,1, 2) nokatdaky 6niimi-
ni, bu nokatdan Q(7,—1,3) nokada gord ugur boyunga tapmaly.
Coziilisi. PO{2, — 2, 1} wektoryni uzynlygy

| PO |= /2% +(=2F + 1 = 3. Seyle hem, PO = 2i — 2j + k.

Ugrukdyryjy kosinuslary
2 —_2 _1
cosaz, cosf = 3.C087 = 3.

u=xyz funksiyanyn hususy oniimlerininn P(5,1,2) nokatdaky ba-

halar%/ny tapalyn: 5 5
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Sunlukda,

w2 2 11
=2 54+10(=5)+5 3 =—%

Berlen ugur boyuncga funksiyanyii kemelyindigini ayyrmak ala-
maty gorkezyar.
3-nji mysal. u = xz* + 2zy skalyar meydanyti

x =1+ cost
y =sint—1
z=72

towereginl M(1,0,2) nokadynda gecirilen galtagyan goni ¢yzygyn ugry
boyunc¢a 6nlimini tapmaly.
Coziilisi. Berlen toweregiii defilemesini wektor gorniisde yaza-
lyn:
r(t)=(1+ cost)i+ (sint — 1)j + k.

Bu towerege erkin M, nokatda galtasyan 7 wektory tapaly:

_dr _ .. .
T_dt_ 1sint + jcost.

Berlen M(l 0,2) nokat xOy tekizligin / oktandynda yerlesyénligi

T .
sebipli = 2 weT| = —isinZ 7 tjcosy =—1i

Onda ugrukdyryjy kosinuslar asakdaky gorniisde bolarlar:
cosa =— 1,cosf3 = 0,cosy = 0. Skalyar meydanyn hususy oniim-

lerinin M(1,0,2) nokatdaky bahalaryny tapalyn:

Q| =2),=4 2] —oxf, =4 %] =+,
Onda
W =G =4(-1)+4-0+4-0=—14

14



4-nji mysal. u = In(x* + y*) skalyar meydanyfi y* = 4x parabo-

lanyn M(1,2) nokadynda gecirilen galtasyan goni ¢yzygyn ugry
boyunga dnlimini tapmaly.
Coziilisi. y* = 4x parabolanyn M(1,2) nokadyndaky ugruny bu

nokatda gecirilen galtagyanyn ugry bilen gabat gelyér diyip kabul
edydris. Goy, M nokatda gecirilen galtasyan Ox ok bilen a burgy

emele getirsin. Onda y = 2V/x,y = L, tea = y'| -1 = 1. Ugrukdy-
Vx
ryjy kosinuslary tapalyn:
1 1 . to 1
cosq = = ,cosfl = sina = = )
J1+tga V2 J1+tg? V2

Berlen u = In(x* + y*) funksiyanyfi oniimleriniii M(1,2) nokat-

daky bahalaryny tapaly:

Xy x4y, 1427 59l x4y, 1+2%
Sunlukda,

ou_ 21 ,41 6 32

o _ + = = =
ol =5/, 75/ "5/2_ 5

11. u = 2x* — 3y” skalyar meydanyn P(1,0) nokatda Ox ok bilen
120° burcy emele getiryin ugur boyunca dniimini tapmaly.

12. u = x* — y* skalyar meydanyn P(1,1) nokatda Ox ok bilen
60° burgy emele getiryidn ugur boyunca dniimini tapmaly.

13. u=xyz skalyar meydanyn M(1,1,1) nokatdaky Oniimini
I{cosa@,cos f3,cos y} ugur boyunca tapmaly.

15



14. u = arctgxy skalyar meydanyn 6niimini, y = x* parabola de-

gisli M(1,1) nokatda, su egriniii ugry boyunca tapmaly.
15. u = x*— 2xz+y* skalyar meydanyni P(1,2,-1) nokatdaky

onlimini P nokatdan M(2,4,-3) nokada gora ugur boyunca tapmaly.

2
16. y = % parabolanyn P(l,%) nokadynda parabola gegirilen

galtagyanyn ugry boyunca u = In(x + 2y) skalyar meydanyn 6nitimi-

ni tapmaly.

17. Eger r =/ x*+y*+Z° bolsa, u = % skalyar meydanyn
I{cosa,cosf3,cos 7} ugur boyunga 6niimini tapmaly.

Berlen funksiyanyin M(x,y,z) nokatdaky 6niimini bu nokatdan

N(x,y,z) nokada gérd ugur boyunga tapmaly.

18. u = /x> + ¥ + 22, M(1,1,1), N(3,2,1).

19. u = x*y + x2° — 2, M(1,1,-1), N2,-1,3).

_Xx_Y
20.u = 5 — 3. M(1,1), N(4.5).

21. u = In(xy + yz + xz) skalyar meydanyi x=cost, y=sint, z=1
toweregin M(0,1,1) nokadynda gecirilen galtasyan goni ¢yzygyn ugry
boyunca 6nlimini tapmaly.

22. u=x*+y + 7 skalyar meydanyn x=Rcost, y=Rsint, z=at

hyrly aylaw ¢yzygyn ¢ = % degisli bolan M(x,),z) nokadynda gegiri-

len galtagyan goni ¢yzygyn ugry boyunca dniimini tapmaly.

16



§ 3. Gradiyent

Berlen ugur boyuncga 6niim almaklygyn formulasyna garaly:
ou _ du ou ou
i cosa/+aycosﬁ+ cos7y.

Deiligin sag boleginin her bir gosulyjysynyi ikinji kopeldijisi
berlen 4 s6hlénifi ugry boyunga ugrukdyrylan, e, birlik wektoryii pro-
yeksiyalarydyr:

ei(cosa,cos 3, cosy).
ou. ou, Ju,
ox’ dy’ dy

Indi koordinata oklara proyeksiyalary hususy
Oniimlerin berlen P(x,),z) nokatdaky bahalaryna den bolan wektory
alalyn. Seyle wektora u(x,),z) funksiyanyn gradiyenti diyilyar we
gradu ya-da Vu belgi bilen belgilenyar. Sunlukda, biz asakdaky kes-
gitlemani aldyk.

Kesgitleme. u = (x,y,z) funksiyanyfi (x,y,z) nokatdaky gradi-

yent wektory diyip gradu bilen belgilenydn we
Ul it ou, 8uz k

grad u = e 8y 8

formula bilen kesgitlenyin wektora aydylyar.

Gorniisi yaly gradiyentin proyeksiyalary P(x,y,z) nokadyn alny-
syna baglydyr we bu nokadyn koordinatalarynynl iiytgemegi bilen
gradiyent hem tiytgeyandir. Sunlukda, u(x,y,z) funksiya bilen kesgit-
lenydn skalyar meydanyn her bir nokadyna bir wektor degislidir, ol
sol funksiyanyn gradiyentidir. u = az + by + cz + d ¢yzykly funksi-

yanyn gradiyenti gradu = ai + bj + ck hemiselik wektordyr.

Skalyar meydanyni 4 ugur boyunca 6nlimini asakdaky goérniisde

yazyp bileris: g—; = gradu - e;. Seylelikde, skalyar meydanyn 4 ugur

boyunga Oniimi, u# funksiyanyn gradiyentinin, birlik wektora skalyar
kopeltmek hasylyna dendir:

2. Sargyt 132 17



u
A

Bu yerde ¢, gradu bilen A s6hlinin aralygyndaky burcdur. Su yer-
den gorniisi yaly ugur boyunga 6niim il uly bahanycos¢ = 1,9 = 0

= \ gradu \ Cos @.

bolanda alyar we ol \ gradu \ dendir.
ZA

2-nji surat

Asakdaky teorema funksiyanyn gradiyentinini ugry bilen skalyar
meydanyn dereje listlini baglanysdyryar.

Teorema. u(x,y,z) funksiyanyn her bir nokatdaky gradiyentinin
ugry, su nokatda skalyar meydanyi dereje iistline gegirilen normalyn
ugry bilen gabat gelyér.

Subudy. Erkin 2 (xo,ys,20) nokady alalyii. Su nokat arkaly geg-

yan dereje tstiin detillemesi u = (x,y,2) = uo, tto = (X0, yo,20) gOrniig-

dedir.

Bu iiste P(xo,y0,20) nokatda gegirilen normalyn defilemesini
yazalyn:

X—Xo _Y—Y _Z2—2

3,73 @)

18



3-nji surat

Bu yerden gorniisi yaly proyeksiyalary (g—;‘)o, (g;f)o, (%)0 bolan
ugrukdyryjy normal wektor, P (xo,ys,2) nokatda u = (x,y,z) funksi-
yanyn gradiyentidir.

Teorema subut edildi.

Sunlukda, gradiyent berlen nokatda dereje iiste gecirilen gal-
tasyan tekizligiii her bir nokadyna perpendikulyardyr we onun bu te-
kizlige proyeksiyasy nola dendir.

Ol bolsa dereje liste gecirilen galtagyan tekizligin her bir nokadyn-
da, erkin ugur boyunca alnan 6niimin nola dendigini gorkezyr.

u=u(x,y) tekiz meydanda gradu = %i + g—;‘ J gradiyent Oxy te-
kizlikde yatyar we ol dereje ¢yzyga perpendikulyardyr.

Eger tekiz meydanda kop sanly dereje ¢yzyklaryn toplumy gur-
lan bolsa, onda ¢yzgynyn komegi bilen, yeterlik takmynlykda, gra-
diyentin modulyny we ugruny kesgitldp bolyar. Gradiyentin ugry de-
reje ¢yzyga perpendikulyardyr. Bu ugur boyunga ontim, yeterlik kici
h ti¢in takmynan

ou _u(P)—u(h) _ h
oA AP RP

ululyga dendir. Bu yerde P nokat u = (x,y) = ¢ dereje Ustiin nokady,

P nokat bolsa u(x,y) = ¢ + h dereje Gstini nokadydyr. 4 ululyk bel-

19



lidir. AP kesimin uzynlygyny bolsa, dereje ¢yzyklaryn normalla-

rynyn aralygyndaky uzaklyk hokmiinde dl¢enip bilner.

4-nji surat

Gradiyentin ugry boyunga alnan 6niim onuft modulyna dendir.
Sonun iigin

’ gradu ‘ ~pp
§ 4. Gradiyentin esasy hisiyetleri
Indi gradiyenti hasaplamagy yeiillesdirydn onun birndce hési-

yetlerine garalyi.
1. grad(um + u.) = gradu; + gradu..

A(u + I/lz)l. N A(u + I/lz)j N A(ui + Mz)k _
ox 07

grad(um + ) = Jy

8141 8u2 8141 alxlz alxhk + 8U2k —

=a it it oyl Tayd T okt
ou, . 8u1 8u1 ou, - auz auz _
< I i+ 8y az k) < % i+ 8y 8 k) gradu, + gradu,.

2. gradc-u = ¢ - gradu

. acu acu ocu, _ (ou. du., L du,\ _
gradcu = % ay]-+- azk— (8 l+ayj+a k)—cgradu.

3. graduiu, = u,gradu, + uigraduss.
20



_ A(mus) . a(uluz) 8(u1uz)
graduu, = o LT Jy 32 k=

_ % ou . al/h ous . 8u2 8u2
_u2<8xl+8y azk>+ul<a l+ay azk>

= u,gradu, + wgradu,.

4. gradf(u) = f'(u)gradu.

gradf(u) = [f(u)]l [ Sl + az[f(u)]k f(u)a—l+

+f (u> v +f( ) ok = f(uw)gradu.

I-nji mysal. u = /2xy + y* skalyar meydanyfi M(3,2) nokatdaky
gradiyentini tapmaly.

Cozilisi. u = /2xy+y> funksiyanyn hususy Oniimlerinifi

M(3,2) nokatdaky bahalaryny tapalyii:
2

u| _ y _ _1
J2axy+y L, V12420 2

u| __ x+y | _5

Wh Vaxy+y |, 4

Onda,
gradu = %i + %j.
2-nji mysal. Eger 0(0,0,0) nokat koordinatalar baslangyjy,
M(x,y.z) ginisligin erkin nokady bolsa,
r= vty
uzaklygyn gradiyentini tapmaly.

Coziilisi.
or.  Or. 8r X . y
gradu = i+ 5-J ta5; 1+ J
dx" =y T/ ty4r eyt
Z k_m+w+w

JX+y+7 r
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3-nji mysal. u = x*y + y’z + z°x skalyar meydanyn M(1,0,0) no-
katdaky il uly tiytgemesini tapmaly.

Coziilisi.

ou _ 2 @ w2 % 2

Fr 2xy+z,ay =x + 2yz, 9z =y + 2zx,

gradu = (2xy + 2°)i + (x* + 2yz)j + (¥ + 2zx)k,

gradu ]M =], [%M = \gradu \ = 1.
4-nji mysal. u = xy — 7* skalyar meydanyh gradiyentini we gra-
diyentin M(-9,12,10) nokatdaky ugruny kesgitlemeli.
Coziilisi.Gradiyentin kesgitlemesini ulanyp, alarys:
_Oul| ; oul . oul _ | _ — 12i
gradu(M) = o LB Jy ‘Mj + 752 ‘M =y i+x|,—2z| =12i

| gradu(M) | = /12° + (=9 + (= 20) = 25.

Gradiyentin ugry
(M) = gradu(M) .
| gradu(M) |

wektor bilen tapylyar. Onda

12i -9 —-20k _12. 9. 4

l(M): 25 :ﬁl_ﬁ"_gk
_12 -_9 __4
cosa = 25,0056— 55:CO8Y =—=.
.. . X , , v
5-nji mysal. u = iyt skalyar meydanyn A(1,2,2)

we B(-3,1,0) nokatlardaky gradiyentlerinin aralygyndaky ¢ burgy
tapmaly.

Coziilisi. Gradiyentlerin aralygyndaky ¢ burgy asakdaky for-
mula bilen taparys
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(gradu(A), gradu(B))
| gradu(A) | gradu(B) |

cosQ =

ou _ xX+y'+22-2x" 1 2> . _
ox (ac2y+y2+z2)2 =TSR =Xy AT,

QIR I ) =142 2 =3,

_ > 2 aM(A)_] 2 7
r(B) = /(=3Y + 1’ = /10, =53]~ 3D

ou(A) _ 4 ou(A) _ 4 ou(B) _ 2

oy ~ 8" 9z 8" ox 25

ou(B) _ 3 du(B) _

ay 500 9z
gradu(A) = %i - %j - %k gradu(B) = —%i + %
| gradu(A)| = /49 + 16 + 16 = L

& 81 9

_ /4 9 _ 1
eradu(B)| =/ 555 + 3500 = 10
14 12 4

(gradu(A). gradu(B)) = =5555 ~ 4550 =~ 405

4 1 4
COSP =—455"90 = 9-
6-njy mysal. u = x’ + y’ + 7’ — 3xyz skalyar meydanyn gradiyen-
ti Oxyz ginisligin haysy nokatlarynda, a) Oz oka perpendikulyar, b)
Oz oka parallel, ¢) nola den?
Coziilisi. Gradiyentin kesgitlemesinin esasynda, yazyp bileris:
gradu(x,y,z) = i*(x* — yz) + j° (y* — x2) + k' (2 — xy).
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a) halda z> — xy = 0 deilik yerine yetyér, sonui ii¢in z* = xy;

b) halda gradu(x,y,z) wektor k wektora kolleniardyr. Onda
gozleydan kopliigimizde bir wagtda, x’—yz=0,y"—xz=0
denilikler yerine yetydrler. Bu deiliklerden x°—y*'=0 ya-da
(x — y)(x* + xy + y*) = 0 deiligi alyarys. Bu yerden x=y, ikinji de-
lik bolsa x=y=0 bolanda yerine yetyér. x=y deiiligi, defiliklerin erkin
birisine goyup x=y=z bolyandygyny goryéris.

¢) halda bolsa, x> —yz =0,y —xz = 0,722 —xy = 0, denlikler
yerine yetydr. Bu bolsa x=y=z bolanda dogrudyr.

23. u = x — 2y + 3z skalyar meydanyn gradiyentini tapmaly.

24. u = In(x’ + y* + 7°) skalyar meydanyn M(1,1,—1) nokatda
gradiyentini tapmaly.

25. u=x"+ 2y’ + 37 + xy + 3x — 2y — 6z skalyar meydanyfi
0(0,0,0) nokatda gradiyentini tapmaly.

26. u = x” skalyar meydanyn M(2,2,4) nokatdaky in uly liytge-
mesini tapmaly.

27. u=(x—y)(y—2z)(z—x) skalyar meydanyn M(1.2.3),
N(3,2,1), P(2,3,4) nokatlardaky gradiyentini tapmaly.

28. u = (x — 1)(y — 2)(z — 3) skalyar meydanyn P(2,3,4) nokat-
da gradiyentini tapmaly.

29. u = ze* "% skalyar meydanyn 0(0,0,0) nokatda gradiyenti-
ni tapmaly.

30. u = x>+ 2y’ — z° — 5 skalyar meydanyni P(2,-1,1) nokatda
gradiyentini tapmaly.

31. =y x>+ y* we u, =x+y+ 2/ xy skalyar meydanlaryi

M(1,1) nokatdaky gradiyentleriniii aralygyndaky ¢ burgy tapmaly.
32.u = arctg% skalyar meydanyn M(1,1) we N(—1,-1) nokatlar-

daky gradiyentlerinin aralygyndaky ¢ burcy tapmaly.

33. u = (x + y)e*skalyar meydanyn M(0,0) we N(1,1) nokat-
lardaky gradiyentleriniii aralygyndaky ¢ burgy tapmaly.
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34, =X’ +y' +7° we w, = In(x’+ y*+ 7?) skalyar mey-

danlaryn M(0,0,1) nokatdaky gradiyentlerinini aralygyndaky ¢ burgy
tapmaly:.
35. u =x"+y + 7* skalyar meydanynn A(e,0,0) we B(0,&,0)

nokatlardaky gradiyentlerinin aralygyndaky ¢ burgy tapmaly.

36. u(M) = xyz skalyar meydanyn M(2,1,—1) nokatdaky ugruny
we liytgemesinin inl uly ululygyny kesgitlemeli.

37. u = x*y — 5y’ skalyar meydanyn P(2,1) nokatda tiytgemegi-
nin uil uly ululygyny kesgitlemeli.

38.u= ln%,r = ./(x—ayY + (y — b} + (z — c) skalyar meydan

bolsa, ginisligiin haysy nokatlarynda ‘ gradu ‘ = 1 sert yerine yetyar?
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II BOLUM
WEKTORLY MEYDANLAR

§ 1. Wektorly meydanlaryn kesgitlenilisi

Wektorly meydanyn kesgitlenilisi seredip gecen skalyar meyda-
nynyn kesgitlenilisine menzesdir.

Kesgitleme. Eger D yaylanyn her bir P nokadyna wektor degisli

Kesgitlemeden gorniisi yaly, wektorly meydan tutus ginislik ya-
da onun belli bir bolegi hem bolup biler. Seyle hem her bir P nokada
A(P) wektor degisli bolsa, onda bu nokatlaryn kopliigi wektorly mey-
dany emele getiryér. A(P) wektoryn koordinata oklara bolan proyek-
siyalaryny A,,A,, A, bilen, P nokadyn koordinatalaryny bolsa x, y, z
bilen belgilesek, A(P) wektory asakdaky gorniisde yazyp bileris:

A(P) = A.(x,y,2)i + A, (x,,2)j + A.(x,7,2)k,

bu yerde A.,A,,A. funksiyalar iizniiksizdirler we iizniliksiz 6niimlere
eyedirler.

Wektorly meydanyn mysallary bolup giiycleriit meydany, tizlik-
lerin meydany, elektrik we magnit meydanlary hem-de sunia menzes
mysallar hyzmat edyérler. Eger wektorly meydanyn A(P) wektory
dine P nokada bagly bolup, t wagta bolsa bagly bolmasa, onda ol
meydan stasionar meydandyr, seyle hem A(P) wektor P nokada hem-
de ¢ wagta bagly bolsa, onda ol meydan stasionar meydan déldir.

Wektorly meydanyi hususy hallaryna garalyn.

1. Biratly meydan. Eger A(P) hemiselik wektor bolsa, yagny
A(P) wektoryn koordinata oklaryna bolan A,,A,,A. proyeksiyalary
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hemiselik ululyklar bolsa, onda bu wektorly meydan biratly meydan-
dyr.

2. Tekiz meydan. Eger wektorly meydanyn 4(P) wektorynyn
A, A, A. proyeksiyalary x,),z ululyklaryn haysy hem bolsa birine bag-
ly dél bolup, onun bir proyeksiyasy nola deni bolsa, onda ol meydan
tekiz meydandyr.

Mysal {i¢in,

A(P) = Au(x,y)i + A(x,y)J

wektorlar bilen emele gelyin meydanlar tekiz meydanlardyr. Te-
kiz meydanlar gidrodinamikada suwuklyklaryn tekiz akymy 6wreni-
len mahalynda dus gelyérler. Bu akymlarda suwuklyklaryn dhli bole-
jikleri haysy hem bolsa bir tekizlige parallel bolup hereket edyarler
we tekizlige perpendikulyar bolan gontiddki bolejiklerin hereketleri
birmenzesdirler.

Tekiz meydanyn zerur fiziki mysalynyi birisine garap gegelin.

I-nji mysal. Eger, gaty jisim hemiselik o burclayyn tizlik bilen
hereket edyén bolsa, jisimin ¢yzyklayyn tizlikleriinin meydanyny
tapmaly:.

Coziilisi. Kinematikadan belli bolsy yaly, islendik M nokadyn
9 ¢yzyk tizligi, onun @ burglayyn tizliginin, nokadyn r radius-wek-
toryna, wektorlayyn kopeltmek hasylyna dendir:

I=[w.r];

9=[wXxr]

A

C v

et
/ 0 y
X
5-nji surat

Bu yerde w = wk,r = xi + yj + zk. Onda
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d=[oxr]= = xjw — iyw.

2 O~
- O~
SIS

Sunlukda, 9. = — yw,9, = xw,9. = 0.

Diymek, bu meydan tekiz meydandyr.

2-nji mysal. Goy, koordinatalar baslangyjynda m massaly O no-
kat yerlesen bolsun. Onda M(x,y,z) nokatda yerlesen m, massaly no-

kady, O nokat
F=-— 7%(90’ + yj + zk)

giiy¢ bilen 6ziine dartyar. Ginisligin her bir nokadynda kesgitlenen,
bu dartylma giiycler, wektorly meydany, yagny nokatlayyn m massaly
dartylma giiyclerin meydanyny emele getiryar.

38 a. Material nokat yerin towereginde hereket edip, A(xo,y0,2)
nokatdan B(ux,y,z1) nokada gegipdir. Yerii dartys giiyjiinii su gecisde
bitiren isini kesgitlemeli.

§ 2. Wektorly ¢yzyklar

Kesgitleme. Eger wektorly meydandaky ¢yzygyn her bir hoka-
dyna gecirilen galtasyanyn ugry sol nokatdaky wektoryn ugry bi-
len gabat gelse, bu ¢yzyga wektorly meydanyn wektorly ¢cyzygy di-
yilyar.

Wektorly ¢yzyklaryn takyk hasaplamalarda anyk fiziki manysy
bardyr.

Eger biz akyan suwuklygyn tizliklerinin meydanyna garasak,
wektorly ¢yzyklar jisimin bolejiklerininn akymynyin ¢yzyklarydyr.

Elektrik meydanynda wektorly ¢yzyklar bu meydanyn giiye
cyzyklarydyr. Mysal ii¢in, nokatlayyn zaryadlarynn meydanynda wek-
torly ¢yzyklar, zaryadlardan ¢ykyan sohlelerdir. Magnit meydanynda
wektorly ¢yzyklary demirgazyk polyusdan baslap giinorta polyusda
gutaryan ¢yzyklardyr.
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Giiyc cyzyklarynyn elektrik, magnit we elektromagnit meyda-
nynda yerlesisi fizikanyin meseleleri dwrenilen mahalynda esasy orny
eyeleyar.

Wektorly ¢yzyklaryn defilemesini getirip ¢ykaralyn.

Goy, wektorly meydan

A(P) = A(x,y,2)i + A, (x,,2)] + A-(x,y,2)k

funksiya bilen kesgitlenen bolsun. Eger wektorly ¢yzyklar 6ziinin pa-
rametrli defilemesi bilen berlen bolsa:

x=ux(t),y=y(1)z=zt),

onda ona galtagyan wektoryil ugrukdyryjylarynyn koordinata oklara
bolan proyeksiyalary x'(¢), y'(¢),z'(t) 6ntimlere ya-da dx, dy, dz dif-
ferensiallara proporsionaldyrlar:

X—Xo _ Y=Y _ 2—2 dx dy dz

() oY) ) K (e) T y() ()
A(P) wektor bilen, wektorly ¢yzyga galtagyan wektoryn parallel-
lik sertini yazalyn:

dx _dy _ dz
ATA TAS

Bu denilemeler ulgamy A(P) meydanyn wektorly ¢yzyklarynyn
kopliigi bolup, differensial denilemelerii ulgamydyr.

Eger meydan tekiz bolsa, onda wektorly ¢yzyklar Oxy tekizlige
parallel bolan tekizliklerde yatyarlar we
de _ dy
A A

deiileme tekizlikde wektorly ¢yzyklaryn denlemesidir.
1-nji mysal. Goy, jisim hemiselik @ bur¢layyn tizlik bilen Oz
okun dagynda aylanyan bolsun. Jisimin ¢yzyklayyn tizlikler meyda-
nynyi wektorly ¢yzygyny tapmaly.
Coziilisi. 1-nji mysaldan (§1) gorniisi yaly jisiminl ¢yzyklayyn
tizlikler meydany
A(P) = —wxi + wyj
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funksiya bilen kesgitlenilydr. Bu meydanyn wektorly ¢yzygynyn dif-
ferensial deiilemesini yazalyn:

dx _ dy

—wy WX

ya-da — dx :ﬂ
-y X

Bu differensial deiileméni ¢oziip, alyarys:

x*+y =R,z =2 = const.
Gorniisi yaly, bu meydanyn wektorly ¢yzyklary towerekdir.
2-nji mysal. 7 = xi + yj + zj wektorly meydanyn wektorly ¢cyzy-

gyny tapmaly.
Caoziilisi. Wektorly ¢yzyklaryn differensial denlemesini yazalyn:
de _dy _dz
X y <

Bu differensial denleméni ¢oziip, alarys: x = %1 = C%

Gorniisi yaly, bu wektorly meydanyn wektorly ¢yzyklary koordi-
natalar baslangyjyndan ge¢yan goniilerdir.

3-nji mysal. Tiikkeniksiz uzynlykly gecirijiddki toguii magnit
meydanynyn wektorly ¢yzygynyn denilemesini yazmaly we ony ¢6z-
meli.

Coziilisi. Yonekeylik ti¢in gegiriji Oz ok bilen gabat gelyir we
tok hem okun ugry bilen ugrukdyrylan diyelin. Tok bilen emele gel-
yan magnit meydanynyii H wektor napryazeniyesi

H= %[l Xr|

denlik bilen tapylyar. Bu yerde I=7k wektor tok, r — M(x,y,z) nokadyn
radius-wektory, p — M nokat bilen ge¢irijiniii aralygyndaky burg.
[1 X r] — wektor kopeltmek hasylyny agyp, alyarys:

ijk

. 2y . .

H:%OOI :%(xlj—lyl):— Y 20136.
Xy Z

Wektor ¢yzyklaryn differensial defilemesini yazalyn:

dx dy _ dz
= dx _dy _dz
2y T 2Ix — 0 ya-da = V=X 0

o 0
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X2+y2=R2

= C . Gorniisi yaly wektor ¢yzyklar merkezi

Bu yerden {
Oz okda bolan towereklerdir.
39. A(P) =— yi + xj + bk wektor meydanyn (1,0,0) nokat ar-

kaly gecydn wektorly ¢yzygynyi defilemesini yazmaly we ony ¢oz-
meli.
40. Eger @i, a, a; hemiselik sanlar bolsa, A(P) = aii + a,j + a:k

wektor meydanyn, wektorly ¢yzygynyi defilemesini yazmaly we ony
¢ozmeli.
41. A(P)=(z—y)i+(x—2)j +(y —x)k wektor meydanyn

wektorly ¢cyzygynyn deillemesini yazmaly.
Asakdaky tekiz wektor meydanlarynn wektor ¢yzyklaryny tap-

maly.
42. A(P) = xi + 2yj
43, A(P) = xi + zk
44, A(P) = xi — yj.
45. A(P) = 27j + 4yk
46. A(P) = x’i +Y’j
47. A(P) = zj — yk
§ 3. Wektoryn akymy
Goy,

A(P) = A(x,y,2)i + A, (x,y,2)] + A.(x,y,2)k.

wektorlary bolan wektorly meydan berlen bolsun. Su meydanda
berlen ikitaraply S iistiif bir tarapyna garalyf. Ustiifi garalyan tara-
pynyii erkin nokadynda gegirilen normalyn birlik wektoryny n’ bilen
belgildlin. n’ wektoryfi proyeksiyalary normalyn ugrukdyryjy kosi-
nuslarydyr: n’{cosa,cosf3,cos y }.Wektorly meydanyn 4(P) wekto-
ry bilen, n normalyfi n’ birlik wektorynyn skalyar kopeltmek hasy-
lyndan S iist boyunca alnan integrala garalyn:
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f/(A(P),nO)dS = ff(Axcosa +Ascos B+ Accos7)dS (1)

N N

ya-da
ff(A(P),nO)dS = ffo(x,y,z)dydz + A, (x,y,2)dxdz +

+A.(x,y,z)dxdy,

bu yerde,

cosadS = dydz,cos fdS = dxdz,cos ydS — dxdy.

Eger A(P) akyan suwuklyklaryn tizliklerinit meydany bolsa, (1)
integral S list boyunca suwuklyklarynn akymyny anladyar. Erkin wek-
we K bilen belgilenyir. Sunlukda, biz asakdaky kesgitleméni aldyk.

Kesgitleme. Wektorly meydandaky S iiste gegirilen normalyn
birlik wektory bilen berlen A(P) wektoryn skalyar kdpeltmek hasy-
lyndan S'iist boyunca alnan birinji gorniisli tist integrala wektoryn iist
boyunga akymy diyilyir we asakdaky yaly belgilenyar:

K= f f A(P)ndS = f [ (A(P),n")ds.

Sunlukda, wektoryn iist boyunga akymyny hasaplamak {igin
iist boyunca alnan birinji gorniisli integraly hasaplamaly bolyarys.
Diymek, K wektor akym skalyar ululykdyr. Belli bolsy yaly, A(P)
wektorynl n normal wektorynyn birlik wektoryna skalyar kdpeltmek
hasylynyin 4(P) wektoryii n ugur boyunga A,(P) proyeksiyasyna
denligine gord, K akymy

K= [[A(P)do

gorniisinde yazyp bileris. Eger {istiin kdbir boleginde A(P) wektor he-
miselik bolsa, A(P) = A, = const, onda iistiin Q bolan bolegindiki
akyan akymy A,Q bolar.

Eger A(P) wektorly meydan suwuklyklaryn tizlikleriniii meyda-
ny bolsa, onda K akym su meydana girydn suwuklyk bilen ¢ykyan
suwuklygyn tapawudyna dendir.
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Eger K=0 bolsa, onda berlen yayla nidce suwuklyk gelyén bolsa,
sonca suwuklyk hem ¢ykyandyr.

Eger K>0 bolsa, onda bu yayla gelydn suwuklyk ¢ykyan suwuk-
lykdan kindir. Yagny bu oblastda ¢esme bardyr. K<0 bolanda bolsa
tersine.

Wektor akymyn birndce yonekey hésiyetlerine garap gecelin.

1. Eger iiste gecirilen n normalyn ugruny tiytgetsek, yagny tistiin
asaky tistline gecsek wektor akym alamatyny liytgedyér:

[[(APnyds =~ [[ (AP).n)as.

2. Akymyn ¢yzyklylyk hisiyeti.
f f (AA(P),n + 1B(P),n)dS = A f f (A(P),n)ds + f f (B(P)),n)dS

bu yerde 1 we ¢ hemiselik sanlardyr.

3. Eger S iist S, S,,..., S, endigan {iistlerinn jeminden ybarat bolsa,
onda A(P) wektoryn S {ist boyunga akymy, S, S.,..., S, tistler boyunca
akymlarynyn jemine dendir:

K= Z f [ (A(P).n)as.

I-nji mysal. r = xi + yj + zk radius-wektoryn x>+ y* < R’
0 < z < H goni silindrin doly {isti boyunca akymyny tapmaly.

Coziilisi. Silindrin doly S'sti, A
onun S; gapdal {istiinden, S, yokar- 0

n=k
ky uistiinden we S; asaky ustiinden
ybaratdyr. Onda, K, K, K5 degis- ~__ |

lilikde S, S,,S; istlerden akyp

gecydn akymlar bolsa, K, K, K; S,
K =K+ K.+ K: denlik dogru- \70
dyr. . | RN >
Silindrin  Si gapdal {stiine 3 0 y
gegcirilen normalynl xOy tekizlige H=k
perpendikulyardygyna gord x
(A(P),n) = (r,n) = pr.,r = R. 6-njy surat
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Onda
K= [[(rm)ds=R[[ds=2n/RH.

Silindrin S, yokarky iistline gegirilen n» normalyn Oz oka paral-
leldigine gora,
(A(P),n) = (r,n) = pro.r = H.

Onda
= pu— = 2 .
K, = Zf(r,n)dS H{/dS mR*H

Silindrin S; asaky tistiinde r = xi + yj + zk wektoryn n=—k nor-

mala perpendikulyardygyna gord (r,—n)=(r,—k)=0. Onda
K = ff(A(P),n)dS = 0.

S3

Sunlukda, K = K, + K, + K; = 27R*H + 7R°H + 0 = 37R°H .

2-nji mysal. Absissalar okuna perpendikulyar bolan, taraplary 2
we 3 bolan goniiburgluk formaly meydandan A(P)= 2i wektoryn Ox
okun onyn ugry boyunca akymyny tapmaly.

Coziilisi. Wektoryn iist boyunca akymynyn kesgitlemesinin esa-

synda, alarys:
K= || (A(P),n)dsS.
i

Bu yerde A(P)=2i, n=i, (A(P.n))=(2i,i)=2. Gonilibur¢lugyn mey-
danynyn 6 denligine goré, alarys:
K= [[2ds=26=12

N

3-nji mysal. A(P) = ‘ i wektorly meydanyii, merkezi koordi-
r

natalar baslangyjynda, radiusy R bolan sferadan akyp gecyédn akymy-
ny tapmaly.
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Coziilisi. Sfera gegirilen n normalyf r, radius-wektora kolli-

neardygyna gord normalyi n’ birlik wektoryny n® = - gérniisde
almak bolar. Sonufi ti¢in i

2
(AP = (L) = et = LIRS
rilel) rf ]
S sferada | r | = R bolyandygyna gord (A(P),n°) = %

Onda

K= ff A(P),n")d szde—47r (#ds 47rR2>

4-nji mysal. A(P)=x’i+y’j+ 7’k wektorly meydanyin

(x—ay +(y—=»by+(z—cy =R sferanyn dasky S. tarapyndan
akyp gec¢yéin akymyny tapmaly.

Coziilisi. Wektorly meydanyn akymynyn kesgitlemesiniii esa-
synda,

K = ff(x%osa + y*cos S + z>cos 7)dS.

Sy

ikinji gorniigli tist integralyny hasaplamaly bolyarys. N normaly we
sferanyn dasky tarapydygyny aniladyan normalyn n birlik wektoryny

yazalyn:
N ={2(x—a).2(y—b).2(z—¢)},

n={ TR )

Onda berlen integraly asakdaky gorniisde yazyp bileris:
_ 2 X — 2Y—=b  ,z—c
K_ff<x +y R T2 R)dS.
S+

Integraly ¢6zmek li¢in sferanyil parametrik defilemesini yazalyn:
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x =a+ Rcosvsinu, y = b+ Rsinvsinu, z = ¢ + Rcosu,
0<u<m0<v<2mJEG-—F =R

Onda
27 T

K= fdvf R’sinu[(a + Rcosvsinu) cosvsinu +
0 0

+(b + Rsinvsinu) sinvsinu + (¢ + Rcosu) cos u|du =

21 T 2r T
= sz 2aRcoszvdvf sin‘udu +R2f 2brsin2vfsin3udu +

0 0 0

3
+R2f ZCRde cos’usin*udu = 87§R (a+b+c).

48. Koordmatalar baslangyjynda yerlesdlrllen polizitel e zaryad
giiyjenme wektorly meydany doredyir. Yagny gitiisligin her bir noka-
dyndaky F wektor Kulonyn kanuny boyunca

F:k%n

denllik bilen tapylyar. Bu yerde r berlen nokat bilen koordinatalar
baslagyjynyn aralygyndaky uzaklyk, r radius-wektoryn ugry boyunca
ugrukdyrylan birlik wektor, £ bolsa hemiselik koeffisiyentdir. Merke-
zi koordinatalar baglangyjynda, radiusy R bolan sferadan akyp ge¢yin
wektorly meydanyn akymyny tapmaly.

49. Depeleri M(1,2,0), N(0,2,0), L(0,2,2) nokatlarda bolan
icburcluk gorniisli meydandan, A(P)=3j wektoryin koordinatalar
baslangyjyna gord ugur boyunga akymyny tapmaly.

50. A(P) = x’i + y'j + 2’k wektorly meydanyn x° + y* 4+ 2" = x
sferanyn dagky S, tarapyndan akyp gecyédn akymyny tapmaly.

51. A(P)=x’i+yj+ 7k wektorly meydanyn x*+)?+z>=1,
x =0,y = 0,z= 0 sferanyn yokarky bolegi boyunga akymyny tap-
maly.
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52. A(P)xi + yj + zk wektorly meydanyn z = 1 — /x> + y°,
0 <z <1, iist boyunca akymyny tapmaly.

53. Goy, esasynyn radiusy R bolan silindr gorniisli jisim Oz
oka perpendikulyar bolsun. Eger a, £, y hemiselik sanlar bolsa, ji-
simiit meydany arkaly Oz okufi ugry boyunca A(P) = ai + f5j + 7k
wektoryn akymyny tapmaly.

54. Depesi koordinatalar baglangyjynda, esasynyn radiusy R we
beyikligi 4 bolan konusyn dasky tarapy boyunca wektoryn akymyny
tapmaly.

§ 4. Wektoryn akymyny hasaplamagyn usullary

1. Koordinatalar tekizliklerinii birisine proyektirlemek usuly.
Goy, S iist xOy tekizligin D,, yaylasyna proyektirlenen bolsun.
Onda S {istiifi defilemesi z = f(x,y) gorniisdedir. Ustiii dS elementi-
nin meydanynyn
dxdy

das =
\cosy\

dendigine gord, S Ustiin saylanyp alnan tarapyndaky akymyny hasap-
lamak ticin ikigat integraly hasaplamaly bolyarys:

K= ffA(P n)ds = f(A(P)”)

cosy

dxdy. (1)

=flx.y)

n normalyh n’ birlik wektory asakdaky formula bilen tapylyar:
of ; of .

n’ = grad[ —flx, y)] - ax ayJ Tk )
Hlaradlz— o] \/(%) +<3f> 1
ox ay
cos 7 bolsa (2) formuladaky & ortyn 6niindiki koeffisiyente dendir:

1

T
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Eger Oz ok bilen n normalyn aralygyndaky burg yiti burg bolsa,
(2) we (3) formulalarda “+” alamaty, tersine bolanda bolsa “~" alama-
ty alynyar.

Seyle hem S iisti yOz ya-da xOz tekizliklere proyektirlap (1) for-
mula meinizes bolan formulalary alyp bolyar.

5-nji mysal. A(P) = yi + zj + xk wektorly meydanyn x+y+z=a,
x=0, 1=0, y=0, tekizlikler bilen ¢dklenen piramidanyn yokarky tara-
pyndan akyp gecyédn akymyny tapmaly.

Coziilisi. x+y+z=a piramidanyn tekizlikleri berlen tigcbur¢luk-
laryniynl yerlesen tekizlikleridir.

z=a—x—y. Bu piramidanyn xOy tekizlige D,, proyeksiyasy hem
i¢cburclukdyr. ( )

o grad(x+y+z—a 1 1
" ‘gradx+y+z—a)] \/7]+«/7k

Skalyar kopeltmek hasylyny tapalyn:

X+y+2z

(A(P).n') = (yi e xk,%(i +ivl) = EELEE

Seyle hem

cosy = 1,dS= dxdy =/ 3dxdy .
J3 \cosy\

Wektoryni akymyny hasaplamak {i¢in (1) formulany ulanalyi:

K:f/(A(P) )dS = ff(x+y+z)\dxdy—af dxdy =

s @
—aofdxofdy 3

6-njy mysal. A(P) = y’j + kz wektor meydanyn z = x* + y* pa-
raboloidanyn z = 2 tekizlik bilen boliinip alnan boleginden akyp geg-
yan akymyny tapmaly.

Coziilisi. Berlen yaylanyn (aylanma paraboloid) xOy tekizlige
bolan proyeksiyasyny D,, bilen belgilélin. S iiste gecirilen normalyn
n’ birlik wektoryny tapalyn:
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grad[z—x -] _ 22—y +k

\gradz—x -y /A + 4y + 1

AZ

_____

Lo

<V

7-nji surat

Meselédnin sertine gord n° birlik wektor Oz ok bilen kiitek burgy

[ XA

emele getirydr. Sonun {i¢in drobun 6niinde
= 2xi + 2yj — k 1

, COSY =— <0,
JAxt+ 4y* + 1 4 Jaxt+ 4y* + 1
Onda

alamaty alynyar.

dxdy

ds =
|cos7 |

= /4x* + 4y* + ldxdy .

Skalyar kopeltmek hasylyny tapalyn:

2y’ —z
(A(P).n") = Jaxr +4y* + 17

Sunlukda,
K= ff A(P),n")dS = ff 2y’ —2)

—ff 2y’ — y* — x%)dxdy.

., Ldxdy =

z=x"+y
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D., integrirleme yaylasy merkezi koordinatalar baslangyjynda,
radiusy R = v'2 bolan téwerekdir. Polyar koordinatalaryna gegyiris:
X = 0CosQ,y = psing.

27 V2
K= [ (20'sin’p — 0*)ododp = | do | (20*sin’p — o')do =
a /]

L0
= 27z4 =—27.

0

7-nji mysal. A(P) = xi + yj + v x>+ y* — 1k wektorly meyda-

nyit z=0, z=+3,z=4/x>+y* — 1 giperboloidanyii dasky tarapy
boyung¢a akymyny tapmaly.
Coziilisi. Berlen iist xOy tekizligin D., yaylasyna proyektirlenen.
D., yayla bolsa
{x2+y2: L we {x2+y2: 1,
z=0; z=4

towerekler bilen ¢dklenendir. Dasky n normaly tapalyn:

n=+grad(z—/x*+y' —1 =i<ﬂ+k>
grad(e =y = D=5

AZ

<y

8-nji surat

[

n normal Oz ok bilen kiitek burcy emele getiryér. Sonut tigin
alamatyny alyarys:
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Xl + yj _k
VX +y —1 '

Skalyar kdpeltmek hasylyny tapalyn:

2 2
02N R b AR S —
R e

Onda

K= [[(A(P).n)ds = f/%

x = pcos@,y = osing polyar koordinatalaryna ge¢ip, alyarys:

K = ff ,odgodp fgaf ‘Od‘O _27&/02—1 =2/3r.

2

1

8-nji mysal. A(P) = xi + yj + zk wektorly meydanyn z=0, z=H
tekizlikler bilen ¢dklenen x* + y* = R* tegelek silindrifi dasky tara-
pyndan akyp gecyédn akymyny tapmaly.
Coziilisi. Berlen silindrin xOy tekizlige bolan proyeksiyasy
X+y =R,
z=0

>

towerekdir.

9-njy surat
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Sonun {¢in silindri beyleki koordinatalar tekizliklerine, mysal
iicin yOz tekizlige proyektirleyéaris. Onda onun dasky tarapyndan
akyp gecydn akym K = K; + K, bolar. Bu yerde K; akym S, = 0 iist-

den akyp gecydn akym, K; bolsa S,, < 0 iistden akyp gecyén akymdyr.

S tste gecirilen normalyn birlik wektoryny we skalyar kopelt-
mek hasylyny tapalyn:

n' = (AP = XY R,
Onda
_ _ _ -
Kl_{fRds_R{fds_RnRH_nRH.
Seyle hem

. . 2
w= 2 (AP =

K, = [ / Rds = RS, = 7R*H.

Sunlukda, K = K, + K, = 7R°H + 7R*H = 27R*H.

55. Depeleri 4(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) nokatlarda bolan ABC
iicburclugyn yokarky tarapy boyunga
A(P) = (x—22)i + (x + 3y + 2)j + (5x + y)k wektorly mey-

danyn akymyny tapmaly.
56. A(P) = xzi wektorly meydanyn z = 1 — x> — y* paraboloi-

danyn z=0 tekizlik bilen ¢éklenen dasky tarapy boyunga akymyny
tapmaly.

57. A(P) = %i+ %j wektorly meydanyii z = x° +y,0<z< 1

paraboloidanyn yokarky tarapy boyunca akymyny tapmaly.
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58. A(P) = yzi+xzj+xyk wektorly meydanyn z=0, z=H tekizlikler
bilen ¢dklenen x* + y* = R’ silindrifi dasky tarapy boyun¢a akymyny
tapmaly.
+y 7

59. A(P) = x’i + y’j + 2’k wektorly meydanyi = < Zﬁ,

0 < z < H konusyn iistu boyun¢a akymyny tapmaly.
60. A(P) = yzi — xj — yk wektorly meydanyn z = 1(0 <z =< 1)

tekizlik bilen ¢éklenen, x° + y* = z* konusyi doly iisti boyunga aky-
myny tapmaly.

2. Koordinatalar tekizliklerine proyektirlemek usuly.

Goy, berlen § iist koordinatalar tekizliklerin ii¢lisine-de proyek-
tirlenyén bolsun. Onun xOy, xOz, yOz tekizliklere bolan proyeksiya-
laryny degislilikde D.,, D.., D,. bilen belgilalin.

Bu halda S iistiinn F(x,),z)=0 defilemesi x,y,z ululyklaryil her biri-
sine gord ¢oziilyandir:

x=x(y2), y=yx2), z=2z(x.y).

Onda normalyn n’ birlik wektory

n’ =icosa + jcosB + kcosy.
bolan, S iistden akyp gecyén

A(P) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(x,y,2)k.

wektorly meydanyn akymy asakdaky denlik bilen tapylyar:
K :iff(A(P),no)dS = ff[P(x,y,z)cosa/ + Q(x,y,z)cos B +
N

+ R(x,y,z)cos 7]dS.

(1)

Bu yerde

dScosa == dydz,dS cos f ==+ dxdz,dS cos y =+ dxdy ()
bolyandygyna gord (1) formulanyn her birisinini alamaty
cos @, cos f3,cos y burglaryni alamaty bilen alynyar. Onda
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K = +ffP (y,2), yz]dyderfo x,y(x,2),z]dxdz +
+ffR[x v,z(x,y)]dxdy.

9-njy mysal. A(P)=xi+j+xz’k wektorly meydanyn
x>+ y* + z* = 1 sferany birinji oktantynda yerlesen boleginifi dagky
tarapyndan akyp ge¢yin akymyny tapmaly.
Coziilisi. Alyarys:
2 2 2 * *
' — grad(x2+y2+12: D _ x12+y]2+zk2 — xi+yj + zk.
lgrad(x* +y' + 27— 1)|  Vx'+y +2

Ustiin  birinji oktanda-da Verlesyiindigi ii¢in cosax > 0,
cosfB=y>0,cosy =2z>0 we meseldnufi  sertine  gord
P =x,0=1R=x7.

Onda

K:lfxdydz+b{fdxdy+5{fxzzdxdy:K.+K2+K3.

A
z

<y

10-njy surat

f f J1— % —y'dydz,K, = f f dxdz, K = f f xZdxdy =
_ f f x(l — 2> — y")dxdy. z
Ikinji integral D _ yaylanyii meydanyna defdir. Birinji we tigtinji

integrallary polyar koordinatalara gecip hasaplayarys:
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3 1

2 - 13 -
K =] cvfxll ppdp== ——g)) =%
0
0
i‘;- J. 3 I"S ! 2
K, = |cospdo| p(1- p)pdp—l(———) ==
35, 15
Sunlukda
K=K +K,+K =S40, 2.5 2

4 6 15 12 15

61. A(P)=xyi+ yzj + xzk wektorly meydanyn x*>+ )’ +z° =1
sferanyn birinji oktantynda yerlesen bdleginin dasky tarapyndan akyp
gecydn akymyny tapmaly.

62. Koordinatalar tekizliklerine proyektirlemek usulyny ulanyp,
A(P) =zi —xj+ yk wektorly meydanyn, denlemesi 3x+6y—2z—-6=0
bolan tekizligiii koordinatalar tekizlikleri bilen kesismeginden alnan,
ticburclugynn yokarky tarapy boyunca akyp gecydn akymyny tap-
maly.

3. Egricyzykly koordinatalar ulgamyny girizmek usuly.

Seredip gecen boliimgelerimizde biz berlen S iisti koordinata te-
kizligine ya-da koordinatalar tekizliklerine proyektirlemek bilen {ist-
den akyp gec¢yin akymy hasaplapdyk. Kdhalatlarda iistde yonekey
koordinatalar ulgamyny girizmek bilen {istden akyp ge¢yén akymy
ansat hasaplap bolyar.

1. Goy, S iist x*+y° =R* tegelek silindrin z= f,(x,y) we
z=f,(x,¥), f,(x,¥)< f5(x,y)istler bilen ¢éklenen bélegi bolsun.

AZ
%
Rdg
+-dS=Rdy dr
0 >
y
dy 11-nji surat
R )
X
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x=Rcos@,y=Rsing,z=z silindr koordinatalar ulgamyny
girizmek bilen berlen {ist ii¢in yazyp bileris:
0<p<2rm;

fi(Rcosp,Rsing) <z < f,(Rcos@,Rsing).
Ustiini dS elementi {i¢in asakdaky afilatmany alyarys:
dS =Rdo dz.
Onda S tstiin dasky tarapyndan akyp gecyian wektorly meydanyn
akymy asakdaky formula bilen hasaplanylyar:

2 f>(Rcos@,Rsing)
K= Rj do j (A(P,n°)d:.
0 fi(Rcos@,Rsing)
Bu yerde
0= grad(x’+y* - R*) _xi+)j
‘grad(x2 +y° —Rz)‘ R

10-njy  mysal. A(P)=yi+xj—e” "k wektorly meydanyn
x> +y* =R? silindrint z=0 we x+y+z=4 tekizlikler bilen ¢dklenen

boleginin gapdal tistiiniii dagky tarapy boyunca akyp ge¢yin akymyny
tapmaly.
Coziilisi. Bu halda R=2, f(x,»)=0, f,(x,y)=4-x-y.

Silindr koordinatalary girizelii: x = Rcos¢@ , y=Rsing ,z=z.
Onda f,(x,y)=0, f,(x,y)=4-2cos¢p —2sine.

2r 4-2cosp-2sing
K=[dp [ (AP).n")d.
0 0

i ‘
n’ = xlzyj =icosp+ jsing,

(A(P),n’)=2cossing+2cos@sing =4cos@sing,
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27 4-2cosp—2sing
K=J.d<p J. 4cospsinpdp =

0 0

2z
= .[ 4cospsinp(4—2cosp —2sin@)de =0.
0
11-nji mysal. A(P)= xi+ yj+ zk radius wektoryi x* + y* =1 si-
lindrifi, asakdan x+ y+z=1 tekizlik bilen, yokardan x+ y+z=2

tekizlik bilen cdklenen bdleginiii gapdal iistiinddki akymyny tap-
maly.
Coziilisi. Bu mysal ii¢in
R=1, fi(x,y)=1-x-y, f,(x,y)=2-x-y.
Silindr koordinatalaryna gegelin: x =cos@,y=sin@,z=z.
Onda
fi(x,y)=1-cosp—sing, f,(x,y)=2—-cos@—sing |

2 2—cosp—sing
K=[dp [ (A(P).n"):.

0 I-cosp—sing
X +yt=1 denligi nazara almak bilen yazyp bileris:
n’ =xi+yj=icosp+ jsing
(A(P),n’)=x"+y* =cos’ @ +sin’ ¢ =1
Sunlukda,

2 2—-cosp—sing 2
K=[dp [ dz=[dp=2r.
0 0

1—cosp—sing

63. A(P) = xi + )j + zk wektorly meydanyn X+y' =R tegelek

silindrin z=0 we z=H tekizlikler bilen ¢éklenen boleginin gapdal
iistlinin dagky tarapy boyung¢a akymyny tapmaly.
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64. A(P)=xi-yj—xyz’k wektorly meydanyii x>+’ =1
silindrii z=0 we z=x"—3" giperbola paraboloidi bilen ciklenen
boleginin gapdal iistiinin dasky tarapy boyunga akymyny tapmaly.

65. A(P)=xi-xyj+zk wektorly meydanyn x’+)y°=R’
silindrint =1 we x+ y =4 tekizlikler bilen ¢dklenen boleginin dasky
tarapyndaky akymyny tapmaly.

66. A(P)=x’i-y'j+xz’k wektorly meydanyni x*+1°=9
silindr {istiii x> + y* +z° =25 sfera bilen ¢iiklenen béleginiii dasky
tarapyndaky akymyny tapmaly.

2. Goy, S st x* +y*+z* = R* sferanyn defilemesi sfera koor-
dinatalarynda 6 = f,(¢),0 = f,(¢) bolan konus iistler we ¢ =¢,,
@ =@, yarym tekizlikler bilen ¢idklenen bolegi bolsun.

Sfera koordinatalaryny girizelin:

x=Rcospsinf,y=Rsinesinf,z=Rcos0O,

P<¢0=0,,0,<0<0,

AZ

12-nji surat

Onda dS element tigin dS = R*sin@dOde defligi alarys. Bu
halda A(P) wektorly meydanyn sferanyn yokardaky c¢éklendirilen
boleginin dasky tarapyndan akymy

P2 0,

K=R*[de[(A(P),n")sin0do

[} 0,

formula bilen hasaplanylyar. Bu yerde
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o grad(X*+y*+z2°-R*)  xi+yj+zk
‘grad(x2 +y +z —Rz)‘ R

12-nji mysal.  A(P)=xzi+ yzj+xyk wektorly meydanyn
x> +y* +z* = R? sferanyfi birinji oktantadaky boleginiii dasky tara-
pyndaky akymyny tapmaly.

Coziilisi. Bu mysalda

T T
(01=0,(p2=5,91=0,92=5,

o grad(xX>+ )y +2°—R*) xi+yj+zk
‘grad(x2 +y' +2° —RZ)‘ R '

(A(P),n’) = %xyz.

Sferik koordinatalaryny girizeli:
x=Rcos@sinf, y=Rsinpsinf ,z= RcosH.

Onda
(A(P),n")=3R*sin” O cos O sin @ cos @.

Akymy hasaplamagyn formulasyny ulanalyn:
B B 3 2 ;
K= 3R4jsin(p (:OS(pal(p.[sin3 0 cos 0d 9 =ZR4.[sin<p cosodp = §R4.
0 0 0

67. AP)=(x—-2y+Di+(2x+y-32)j+By+z)k wektorly
meydanyn x* + y* +z> =1 sferanyn birinji oktantadaky
x> +y? +z* >1 serti kanagatlandyryan bolegindéki akymyny tapmaly.
68. A(P)=xi+ yj+zk radius wektoryii x>+ y*>+2z° =2 sfera-

nyn z=0, z=y tekizlikler bilen ¢éklenen bolegininn dasky tarapy
boyung¢a akymyny tapmaly.
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§ 5. Yapyk iist boyunca wektoryi akymy

Goy, 6z-0ziini kesmeyidn endigan yapyk S iist bilen ¢dklenen V
yayla berlen bolsun. A(P)= A, (x,y,2)i+ A, (x,y,2)j+ A.(x,y,2)k

wektoryn Ay (X,y,2), 4,(x,y,2), 4.(x,y,2) koordinatalary V yayla-

da kesgitlenen we 0zlerinin birinji tertipli hususy ontimleri bilen ya-

pyk Vyaylada {izniiksiz bolsunlar. Onda A(P) wektoryn S iist boyunca
04

04
akymy o4, +—~ +—= funksiyadan alnan iicgat integrala dendir:
ox dy oz

K =dp(AP),nyas = [ (%ﬁ +a:yy + aaiz JdV.

S iiste gecirilen n normal tistliin dasky tarapy boyunca alnandyr.
Bu formula Ostrogradskiy-Gaussyn formulasy diyilyar.

1-nji mysal. Ostrogradskiy-Gaussyn formulasyny ulanyp,

A(P) = xi + yj + zk wektorly meydanyii

x+y+z=1,x=0,y=0,z=0

tekizlikler bilen ¢éklenen piramidanyn dasky tarapy boyunca aky-
myny tapmaly.

Coziilisi. Ostrogradskiy-Gaussyn formulasynyn esasynda, alarys:

K= #(A(P),no)ds = M(l +1+1)dV = 3jjjdxdydz =
= 3j.dx1__|.xdyl_)j_ dz = 3j.dx1__[x R j‘{y xy——}d =

3}[1—x—x(1—x)—%}dxz3é:5

2-nji mysal. A(P)=x'i+y’j+z’k wektorly meydanyi
Xty 4zt =x sferanyn dasky tarapy boyung¢a akymyny tapmaly.

y
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o _esge _® an aA)/ a142 2 2 2 w1
Coziilisi. +—=+—==3x"+3y" +3z" denlik esasynda wek-
ox dy oz
toryn akymy tapmak {i¢in asakdaky deiiligi yazyp bileris:

K= 3J-J.J. (x> +y* + 2°)dxdydz.
V

Sterik koordinatalara gecelini:
x=Rcosgsinf, y=Rsingsinb ,z=RcosO

OS(pSTL’,—%SQS%,OSRSSin(pCOSQ.

Onda
1
P singcos@

K= 3]Esingod(pj do .[ R*dR = %Tsin6 odo
0 n 0

0

cos’ 0d0 =

—_— N

[

8]

T

127 . 4 T T
= !sm (pdgo.([cos 0d0 = 5

69. A(P)=xi+yj+zk radius-wektoryi z=1—y/x*+)",
0 < z <1 ustin dasky tarapy boyunca akymyny tapmaly.

70. A(P)=x"i+y’ j+ z°k wektorly meydanyi x* +y° +z° = R’
z=0, (z>0) yapyk iist boyunga akymyny tapmaly.

71. A(P) = (1+2x)i + yj + zk wektorly meydanyn x*+y* =z*,
z=4, z=( yapyk st boyunca akymyny tapmaly.

72. A(P)=xi+xzj+ yk wektorly meydanyn x°+)°=4-z,
z=0, z> () yapyk list boyun¢a akymyny tapmaly.

§ 6. Diwergensiya

Berlen A(P) wektorly meydanyn P nokadyny tutuslygyna su
meydanda yerlesyédn S {ist bilen cdklendireliii. S {list boyunca wek-
tor akymy hasaplap, ony su iist bilen ¢éklendirilen D yaylasynyn V
gdwriimine bolan gatnasygyna garalyn:
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%H(A(P),no)da_ (1)

($)
Bu gatnagyk suwuklyklaryn tizliklerinin meydanynda birlik
wagtda D yaylanyn birlik géwriimindéki suwuklygyin mukdarydyny
afiladyar. Basgaca aydanymyzda, bu gatnasyga c¢esménin ortaca

------

------ .

sa, onda gatnasyk siniidiit géwriim kuwwatyny kesgitleyar.
D yayla gysylyp P nokada yygnananda ya-da /' — 0 bolanda

lim %ﬁ (A(P),n")do

gatnagygyn predelini tapalyn. Eger su predel polozitel bolsa P nokada

rrrrrr

......

ciklendirydn ujypsyz ki¢i gdwriimde suwuklyk doreyér, ikinji halda
bolsa suwuklyk yitip gidyér. Bu predele bolsa, wektor meydanyn P
Kesgitleme. Yapyk iist boyunca wektor akymyfi, sol iist bi-
len ¢éklendirilen P nokady oziinde saklayan gdwriime bolan gatna-
sygynyn, dhli tistiin gysylyp, P nokada yygnanandaky predeline A(P)
belgilenyar.
Sunlukda,
[[(A(P),n")do

divA(P)= lim 2
(8)-P |4

Indi wektorly meydanyn diwergensiyasynyil bardygyna we ony
tapmaklygyi diizgiinine garalyii. Onun ii¢in A4, 4,, 4. funksiyalaryn

UZnuksiz lglnl we ax ” ay ’ aZ ususy onumlerin wektor y mey—

danyn erkin nokadynda bar bolmagyny talap edelin. Su sertlerde agak-
daky teorema dogrudyr.
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04, 04, 04,
Teorema. Eger o oy oz hususy ontimleriii bahalary P

nokatda alnan bolsa
AP)=Ai+ A j+ Ak

wektorly meydanyn diwergensiyasy asakdaky formula bilen ta-
pylyar:
04, 04,

+
dy 0z’

Subudy. Ostrogradskiy-Gaussyn formulasynyn esasynda wek-
toryn akymyny asakdaky gorniisde yazyp bileris:

J..[ (A(P),n’)ds = J'J‘ (A, cosa+ A, cos B+ A cosy)ds =

= jj[ W, )dxdydz

) dy

94,
divA(Py=— "+

Su denligin sag boleginddki iicgat integral orta baha baradaky
teoremanyfi esasynda integrirlenyén funksiyanyn (¥) yaylanyn P, no-
katdaky bahasynyn V' géwriime kdpeldilmegine dendir:

A 24
.[” o aA dxdydz = 04, Nl o 04, e
) ax ay aZ ,

Eger (V) yayla P nokada yygnanyan bolsa, P, nokat hem P noka-
da yygnanyandyr:
04 04, 094

x4 Yy + z V
divA(P)=1; o 9 ! o4, 94 o4
Rop 14 ox 9y 0z

Teorema subut edildi.

Diwergensiyanyil formulasyny ulanmak bilen, 6iiden belli bo-
lan Ostrogradskiy-Gaussyn formulasyny asakdaky wektor gorniisde

yazyp bileris:

[[ 4,(Pyds = [[[ div A(P)dv.

($) )
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Gorntisi yaly, tistden akyp gegyan wektoryn akymy su iist bilen
ciklendirilen gdwriim boyunga diwergensiyadan alnan tiggat integra-
la dendir.

Suwuklyklaryn akymynyn meydanynda wektor gorniisli Ostro-
gradskiy-Gaussyn teoremasynyii yonekey manysy bardyr. Ust boyun-
ca suwuklygyn akymy dhli ¢esmelerin kuwwatyna we akym ¢ykalga-
syna baglydyr. Basgaca aydanymyzda, list boyunga suwuklygyn
akymy, seredydn yaylamyzdaky doreydn suwuklygyn mukdarydyr
(eger akym c¢ykalgasy sinnit, ¢esmeden kuwwatly bolsa suwuklyk
gowriimde gutaryar). Eger diwergensiya dhli nokatlarda nola den bol-
sa, onda erkin yapyk iist boyunca akym nola dendir.

1-nji mysal. Eger A(P)=ai+bj+ck biratly meydan bolsa, (bu yer-
de a, b, c hemiselik sanlardyr) divA4(P) tapmaly.

Coziilisi. Serte gord 4, =a, A, =b, A, =c. Onda,

04, 04 04,

—0,—2=0,%% -9
ox ay 0z

Ww¢E

04, 04, 094,
+—2+

ox Jdv Oz

divA(P)= =0.

2-nji mysal. Aylanyan jisimin ¢yzyklayyn tizliklerinin meyda-
nynyn diwergensiyasyny hasaplamaly.

Caoziilisi. Hemiselik o burg tizligi bilen Oz okun dagynda aylan-
yan jisimin ¢yzykly tizlikleriniii meydany

9 =-wyi + oxj

funksiya bilen kesgitlenyér. Bu yerde 4, =-oy, 4, = ox.

Onda,

04, 04

:0’—)):0’
ox dy

div 9= 2C20)  9©9)
ox dy
3-nji mysal. r radius-wektor meydanyn diwergensiyasyny hasap-
lamaly.
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Coziilisi. Alarys:
r=xi+yj+zk, A =x,4,=y, A, =z

z

Sunlukda,

divg=, W 0z 5

ox dy az
Meydanyii her bir nokady hemiselik kuwwatly ¢esmedir. Wektor

formaly Ostrogradskiy-Gaussyn teoremasynyn esasynda yapyk yayla
boyunga radius wektoryil akymy su iist bilen ¢éklendirilen Q yayla-
nyn ticeldilen gdwriimine dendir:
K ={[[3av =3r.
Q

§ 7. Diwergensiyanyn hésiyetleri

Diwergensiya hasaplanan mahalynda onun asakdaky yonekey
hisiyetlerinden peydalanmak amatly bolyar.

Eger C, we C, skalyar hemiselikler bolsa

div[C,4,(P)+ C,A4,(P)] = C,divA,(P) + C,divA, (P).

Hakykatdan-da, 4 (P) wektoryfi proyeksiyalaryny A4 oA, A4
bilen, 4 (P) wektoryf proyeksiyalaryny bolsa 4, , 4, o4, bllen bel-
gildp alyarys:

[C,4,(P)+C,A,(P)|=(C A, +C,4, )i+ (C4,+C,4,)j+

+HC 4, +Co4,, k.
Onda,
04 04
div[C,4,(P)+C,4,(P)]=C, 04 +C, 04, +C —2+C, =22+
ox dy dy ay
8(;1 +C, a(f;zz =C, div 4,(P)+C, div 4,(P).

Goy, A(P) wektorly meydany kesgitleyan funksiya, u(P) skalyar
funksiya bolsun. Onda,
div[u(P)A(P)]=u(P)div A(P)+ A(P) gradu(P).

Hakykatdan-da,
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u(P)A(P)=udi+ud, j+udk.
Onda,
div[u(P)A(P)]=

d(uA.,) N d(ud,) s d(ud,) _
ox dy 0z

=u BAX+%+% +| 4 a—u+A a—u+A u .
ox dy Oz Yox Yoy oz

gradu = a—ui + ou j+ g—uk kesgitleménin esasynda denligin sag
Z

ox 9y

boleginin ikinji gosulyjysy A(P) wektor meydanyn gradiyente skalyar
kopeltmek hasylyna dendir. Ol bolsa subut etmeli deniligimizin dogru-
dygyny gorkezyir.
Eger r = xi+ yj+zk bolsa,
divr :a_x+a_y+%=3
ox dy oz
deniliginl esasynda
divur =3u + rgradu

—xi+ yj+zk
Jxi+y

nokatda diwergensiyasyny tapmaly. A(P) wektoryn akymy
(x=3)* +(y—4)? +(z-5)* = &* sferada ni¢é defi bolar?

4-nji mysal. A(P)= wektorly meydanyn M(3,4,5)

. 04 04, 04
Coziilisi. divA(P)=—+—-+—= formulany ulanalyi.
ox dy 0z
A =-—2
x*+y°
4 Y 4=




04 d

X

2
X Y
ax ax ’x2+y2 ’(x2+y2)3 ’
2

aizi y = X )
dy dy \/x2 +y2 \/(x2 —I—y2)3
04 0 z 1

4

= )=
Jz Oz \/x2+y2 \/(x2+y2)3

Onda

x> =y 4 1
\/(xz +y2)3 \/xz +y2
9-16 N 118
J257 25 125

div A(x,y,z) ululygyn K akymyn dykyzlydygyna gord, onun ta-
kyk  bahasyny tapmak icin yapyk yayla  hokmiinde
V=(x=3)+(y—4)" +(z—-5)* < & tiikeniksiz ki¢i sary almak bilen,

divA(x, y,z) =

divA(3,4,5) =

[[ AP, n*yds = [[[ diva(Pyav

($) ")
formuladan peydalanmak bolar. Saryn tiikeniksiz kigidigine gord
divA(x, y,z) = dA(P) denlik esasynda, K akymy hasaplap bileris:

)
3

K = [[[ divA(P)dxdydz = 18 =

o 125

73. Eger r = xi + yj + zk radius-wektor, = \/x* + > +z° bolsa,
xi+yj+zk

m) hasaplamaly.
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74. A(P)=x’i+y’j+z°k wektorly meydanyn diwergensiya-
syny tapmaly.

75. u=¢€""" funksiyanyn gradiyentiniii diwergensiyasyny tap-
maly.

76. Eger u=xi+ yj+zk,v = yi+zj+xk bolsa, div[uxv]- tap-
maly.

77. div(ugradu) tapmaly.

78. div(ugradv) tapmaly.

79. Eger r=+/x*+y> +2z° bolsa, A(P)= f(r) wektorly mey-
danyn dlwergen51yasyny tapmaly

80. A(P)=xi+y’j+zk wektorly meydanyn M(-2,4,5) nokat-
daky diwergensiyany tapmaly.

81. Formulany subut etmeli

fPoAP),n*)ds = [[[ (pdivA(P)) + (A(P), gradg))dV , 1y er-

N vV
de @ =@(x,y,z) we S list bolsa V gowriimi ¢éklendiryar.

82. Eger A(P)=A,i+ A, j+ Ak wektor funksiya,
Vu= (_l +aij +aik)u operator bolsa, VA(P) = divA(P) deiiligi

a4

subut etmeli.
83. Eger nokarlayyn ¢ zaryadyn elektrostatiki meydany

A(P) = ﬁ :—12 ¥, = xi + yj+ zk bolsa, divA(P) hasaplamaly.
0

§ 8. Solenoidal meydan

BA
Kesgitleme. Eger div4(P)= o4, L+ o4, ululyk wektorly
ax dy 0z

me}'/danyfl D }'/a}'llasynda nola deni bolsa, onda ol meydana solenoidal

rrrrrr
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Diymek, kesgitlema gord solenoidal meydanda ¢esme hem, sin-
it hem yokdur.

Ostrogradskiy-Gaussyil teoremasynyn esasynda solenoidal mey-
danda su meydana degisli erkin yapyk S iist boyunga A(P) wektorly
meydanyn akymy nola dendir:

p(a(P),n*)ds =o.

divA(P) =0 defilemd, gidrodinamikada gysylmayan suwuklyk-

rrrrrr

Bu halda haysy hem bolsa yapyk S iiste girydn suwuklyk mukda-
ry ondan ¢ykyan suwuklygyn mukdaryna deiidir we onun doly akymy
nola dendir.

Asakdaky wektorly meydanlaryii haysylarynyn solenoidal mey-
dandygyny ya-da solenoidal meydan déldigini anyklamaly.

84. A(P)=x(z" = y*)i+y(x’ —2°)j+z(y* —x*)k.

85. A(P)=y’i—(x*+1)j+z(3y" +1k.
86. A(P)=(1+2xy)i—y’zj+(z*y - 2zy+1)k.
87. AP)=(x=y)y—2)i+(y—-z)z-x)j+(z-x)(x—y)k.

88. A(P)=(x"+y)(y—2)i+(V* +2°)Nz=x)j+(2* +x*)(x - y)k.
89. A(P) =[x+ fi(y,2))i+[y+ f,(x,2)] j+[z+ fi(x, )] k.

§ 9. Wektorly meydanda ¢yzykly integral

Goy, lizniiksiz A(P) wektory bolan wektorly meydan we polo-
zitel ugra ugrukdyrylan endigan L egri ¢yzyk berlen bolsun. L egri
cyzyga gecirilen galtagyanyn birlik wektoryny n’ bilen belgilalin.

Kesgitleme (A(P),n’) skalyar kopeltmek hasylyndan L egri ¢y-
zyk boyunca alnan

[A(P),n)ds (1)
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birinji gorniishi egrigyzykly integrala A(P) wektordan alnan g:yzykly
sialydyr.

Eger r=r(M), L egri ¢yzygyn M nokadynyn radius wektory bolsa,
onda A(P) wektoryn ¢yzykly integralyny asakdaky gorniisde yazyp
bolyar:

[A(P),n*)ds = [ (A(P),dr). 2)

Eger wektorly meydanda goniiburgly dekart koordinatalar ulga-
my girizilen bolsa, onda r = xi + yj + zk,

A(P) = A,(x,y,2)i+ A, (x,,2)j+ A.(x, y,2)k

we (1) ¢yzykly integraly, ikinji gorniisli egrigyzykly integral bilen
anladylyar:

[(AP).dr)=[ A,(x, y,2)dx+ A,(x, . 2)dy + A, (x, y,2)dz.

L L

Eger A=A(P) wektorly meydan giiy¢c meydany bolsa, onda (1)
cyzykly integral bu meydanda L egri boyunca edilen isi ailadyar.

Cyzykly integralyii birndce yonekey hasiyetlerini belldp gecelin.

1. Eger m we n hemigelik sanlar bolsa, onda:

j(mA1 +nd,,dr) = mj(Al,dr)+nj(A2,dr);

, [ ,an= _[(Al,dr) f (A, dr).
AYA
3. Integrlrlemegln ugry uytgedllse integral alamatyny garsylyk-
ly alamata calsyryar:

[ (4.dr)=—[ (4,.dr).

Wektorly meydanda ¢yzykly integrallaryn hasaplanylysynyn bir-
ndce gorniisine garalyn. Goy, L egri ¢yzyk 6ziinin parametrli deiile-
mesi bilen berlen bolsun:

x=x(),y=y(t),z=2z(t),t, <t <t,.

Bu yerde ¢ parametrifi =7, bahasyna M nokat, /=t bahasyna bol-
sa N nokat degislidir. Eger x(¢), y(¢), z(f) funksiyalar [t t,] kesimde

0 ‘1
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izniiksiz we tlizniiksiz 6niimlere eye bolsalar, onda ¢yzykly integraly
hasaplamak ii¢in, asakdaky formula dogrudyr:

[(APYdr) = [ (APYdr) = [{4, [0, 90,200 ¥ () +

+4, [x(0), (), 2(0)] V' (0) + A, [x(2), y(2), 2(1)] /(1) } dt -

Eger-de L egrinin denilemesi y = y(x),z=2z(x),a<x<b gor-
niisde berlen bolsa, onda asakdaky formula dogrudyr:

[ (,dry = [{4,[x, 900, 2(0)]+ 4, [x, y(0), 2(0) ] ¥/ () + o
+A_[x, y(x),z(x)] z/(x)} dx.

Seyle hem L egri ¢yzygyn deiillemesi x=x(y), z=z(y), y, <y <y,
ya-da x=x(z),y=y(z),z,<z<z formulalar bilen berlen bolsa,
onda ¢yzykly integraly hasaplamak ii¢in (3) formula menizes bolan
formulalary yazyp bileris.

1-nji mysal. A(P)=r wektorynn M(r) we N(r,) nokatlary birlesdir-
yan goni ¢yzyk boyunca ¢yzykly integralyny tapmaly.

Coziilisi. Kesgitleménin esasynda yazyp bileris:

[ capy.dry= [ (r.ar),

d(r,r)=(dr,r)+(r,dr)=2(r,dr) denligiii esasynda yazyp bileris:
1 1 2 1
(r,dr)= Ed(r,r) = Ed(|r| )= E2|r|d|r| = |r||dr|.

Onda

J‘(A(P) dr)——jd(r r)=— jd(| BE M.

2-nji mysal. A(P)=r wektoryn, defilemesi

x=Rcost, y=Rsint,z=ht, 0<¢<27n bolan hyrly ¢yzygyn
bir aylawy boyunga ¢yzykly integralyny hasaplamaly.

Coziilisi. Kesgitleménin esasynda yazyp bileris:
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.[(A(P), dr)= J.xdx + ydy + zdz.
L L

Hyrly ¢yzyk x* +y* = R* silindrde yerlesen. Onufi baslangy¢ M
nokadynda ¢, = 0, ahyrky N nokadynda ¢, =27 .

dx =—Rsint, dy = Rcost, dz = hdt.

Onda

2r
[(A(P),dr)= [ (~RcostRsint +rsintR cost+ hth)dt =
L 0

2 2
=i [ tdr =1 |7 =2mn?,
2
0

3-nji mysal. F =2xyi+x*j giiyjiil tésiri bilen x* +y* =1 tdwe-

regiil (1,0) we (0,1) nokatlaryny birlesdirydan dugasy boyunga yerine
yetirilen i1 hasaplamaly.

Coziilisi. Gliyc meydanynda yerine yetirilen 1§ asakdaky ¢yzyk-
ly integrala dendir:

.[(F,dr) = I2xydx+x2dy, L:x*+y> =1.

L L

Toweregin parametrli denilemesini alyp yazyp bileris:
(x=cost, y=sint,0<¢<2r)

2
[(F.dr) = [ 2xydx+x’dy = [ [2costsint(—sint) +
L L 0

2 2
+cos’ tcost]dt = —2J. sin’ t cos tdt + J. (1—sin” f)costdt = 0.
0 0

4-nji mysal. F = yi+xj+(x+ y+z)k giyjun tésiri bilen goni
cyzygyn M(2,3,4) we N(3,4,5) nokatlaryny birlesdirydn kesimi bo-
yunga yerine yetirilen isi hasaplamaly.
Coziilisi. Kesgitleménin esasynda yazyp bileris:
I (F,dr)= 'f ydx+xdy+(x+y+2z)dz.
MN MN
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Buyerden y=x+1,z=x+2,dy=dx,dz=dx.Onda
.[(F,dr): _[ vdx+xdy +(x+y+z)dz =
MN MN

3 3
:J.(x+1+x+x+x+1+x+2)dx:f(5x+4)dx=%.
2 2

Eger,  radius wektor bolsa, A(P) wektoryn M(r,,) we M(r,)
nokatlary birlesdirydn ¢yzyk boyunca ¢yzykly integralyny tapmaly.

90. A(P)=1-

9

|r

r

91. 4(P)=—-

2
7

92. Deiiligi subut etmeli
[ (gradu,dr) =u(N)—u(M).
MN
93. A(P)=iz+xj+ yk wektorynn defilemesi x=Rcost, y=Rsint,
z=ht, 0<t<2x bolan hyrly aylawyi bir aylawy boyunca alnan
cyzykly integraly hasaplamaly.

2. 2 .

i—x

94, A(P)=%f wektoryf defilemesi x=Rcost, y=Rsint,
x4y

0 <t < bolan yarym téwerek boyunca ¢yzykly integralyny hasapla-
maly.

95. A(P)=1iy+zj+xk wektorynl defillemesi x=Rcost, y=Rsint,
z=bt, 0<t<2x bolan hyrly aylawyn bir aylawy boyunc¢a ¢yzykly
integralyny hasaplamaly.

96. F =2xyi+x’j giiyji tésiri bilen 0(0,0) we N(1,1) nokat-
lary birlesdiryén ii¢ ugur boyunga yerine yetirilen isi hasaplamaly.

a) y=x goni ¢yzyk;

b) y=x’ parabola;
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¢) 0(0,0), N(1,0) we N(1,0), N(1,1) nokatlary birlesdirydn goni
cyzyklaryn jemi.
97. F=(4x+y)i+(x+4y)j giyjun tasiri bilen denlemesi

y=x" bolan egrinifi M(1,1), N(—1,1) nokatlary birlesdiryén bolegi
boyunga yerine yetirilen isi hasaplamaly.
98. F =(y*-z%)i+2yzj—x’k giyjin tésiri bilen, defilemesi

x=t, y=t’,z=1,0<t <1 gormniisde berlen L egri boyunca yerine ye-
tirilen isi hasaplamaly.
99. F=xi—yj+(2x+y)k giyjin tisiri bilen denlemesi

x=acost, y=bsint,z=ct,0 <t <2 bolan hyrly aylawyn 4(a,0,0),
B(a,0,27) nokatlaryny birlesdiryén bdlegi boyunca yerine yetirilen isi
hasaplamaly.
100. F=yi—xj glyjun tésiri bilen x?4)?=] toweregii
A(—L L) nokadyndan sagat dilinin ugry boyunga B(L L)
NG Yy g gry boyung NG

nokada ¢enli yerine yetirilen isi hasaplamaly.

ik
101, F=2+214+% giiyjiin tésiri bilen goni ¢yzygyn M(1,1,1)
Yy z X

we N(2,4,8) nokatlaryny birlesdirydn kesimi boyunca yerine yetirilen
isi hasaplamaly.

§ 10. Wektorly meydanyn kowlenmesi we onun
hasaplanylysy

Kesgitleme. Uzniiksiz A(P) wektorly meydanyi A(P) wektory-
nyn polozitel ugry bilen endigan yapyk L egri ¢yzyga gecirilen
galtasyanyn n” birlik wektoryna skalyar kdpeltmek hasylandan, su
egri boyunga alnan ¢yzykly integrala wektor meydanyn kowlenmesi

T =§(AP),n"ydl.

L
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Bu yerde 4) belgi, integralyn yapyk L egri boyunca alynyandy-
gyny gorkezyar.

Eger-de A(P) wektorly meydan

AP)=A.(x,y,2)i+ A, (x,y,2)j+ A.(x,y,2)k
gornlisde, dr =idx+ jdy+kdz bolsa, wektorly meydanyn kow-
lenmesi

T= C.|5Axdx + A dy+ A.dz
L

formula bilen hasaplanylyar.
5-nji mysal. A(P)=-yi+xj+ck, c=const wektorly meydanyn
x>+’ =1,z=0 towerek boyunca kdwlenmesini hasaplamaly.

Coziilisi. Koéwlenmanin kesgitlemesinin esasynda
T =§(A(P),n°)dl.
L

Toweregin parametrik defilemesini yazalyn:
x=cost,y=sint,0<¢t<2rm .

Onda

A(P)=—isint+ jcost+ck,n’ =—isint+ jcost we

(A(P),n’)=1, di=do.
T =§(A(P),n°)dl = f do=2rm.

6-njy mysal. x> +y* =1 silindr bilen x+y+z =1 tekizligii ke-

sismesinden alnan yapyk L egri boyunca A(P) = xyi + yzj + xzk wek-
torly meydanyn kdwlenmesini tapmaly.
Coziilisi.
T= CJS (A(P),n")dl = '[xydx + yzdy + xzdz.
L L
L egri x>+ y* =1 silindr bilen x+ y+z=1 tekizligiii kesisme-
sinddki ellipsdir. Onuil parametrik defilemesini tapalyn. Bu egrinin
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erkin nokadynyi xOy tekizlige bolan proyeksiyasy x° +y*> =1 towe-
rekde yatyandyr. x =cost, y=sint. Ellips x+y+z=1 tekizlikde
yatyandyr. Sonuii ligin z=1-x—y ya-da z=1-cost—sin¢. Onda L
egriniil parametrik denilemesi asakdaky gorntisdedir:
X =cost,
y=sin, o 0<t=2n
z=1-cost—sint,
Bu yerden dx=-sintdt,dy =costdt,dz =(sint—cost)dt.
Sunlukda,
2

T= J.[—costsinzt+sint(1—c0st—sint)cost+
0

2z
+cost(1—cost—sint)(sint —cost)|dt = J- (=3sin’ tcost +sin 2¢ —
0

2z
—cos’ tsint—cos’ ¢t +cos’ t)dt = —f cos’ tdt = —.
0
102.  A(P)=-yi+xj+ck,c=const wektorly meydanyn
(x—2)*+y* =1,z=0 towerek boyunga kéwlenmesini tapmaly.

2 2

103. A(P)=-y’i+x’j wektorly meydanyn x_z + ;;—2 =1 ellips
a

boyung¢a kowlenmesini hasaplamaly.
A(P) wektoryn L egri boyunga kdwlenmesini tapmaly.

¥ +y' =1
104. A(P) = (xz+ y)i+(yz—x)j— (x> +y*)k L,{ 3
z =
2+ 2+ 2:R2
105. A(P)=y*i+2*j+ Xk, L, oy » 220.
x> +)° =Rx
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§ 11. Wektorly meydanyii rotory

Goy,
AP)=A,(x,y,2)i+ A4,(x,y,2)j+ A.(x,y,2)k

wektorly meydan berlen bolsun. A(P) wektoryn 4 .(x,,2),
A,(x,y,2), A.(x,,z)koordinatalary we olaryf birinji tertipli husu-
sy oniimleri wektorly meydanda lizniiksiz funksiyalar bolsunlar.

1-nji kesgitleme. A(P) wektoryn rotory rot A(P) belgi bilen bel-
gilenyir we

rotA(P):(ai—ai)H(an_ai)ﬂ(%_%]k "

dy oz 9z ox ox dy

denlik bilen ya-da yatlamaga amatly bolan

i j k

rot A(P) = i i i
ox dy Oz 2

4, A, A

deiilik bilen kesgitlenydr.

Bu kesgitleyji kopleng birinji setir boyunca dargadylyp agylyar.
Sonda ikinji setirint agzalarynyi {i¢iinji setirinn agzalaryna kopeltmek
hasylyna, differensirlemek hokmiinde garayarlar. Mysal ii¢in,

9 oA

9 4= _
ay =y

Eger wektorly meydanyni G yaylasynda rot A(P)=0 bolsa, onda
ol yayla potensial meydan diyilyér.

1-nji mysal. Eger gaty jisim hemiselik @ burclayyn tizlik bilen
hereket edyén bolsa, jisimiil ¢yzyklayyn tizlikleriniii meydanynyn ro-
toryny tapmaly.

Caoziilisi. Belli bolgy yaly, jisimin ¢yzyklayyn tizlikleriniii mey-
dany (§2.1, I-nji mysal) asakdaky gorniigdedir:
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i j k
v=[oxr|=|0 0 o|=x0j-yoi.
X y z
Onda
i j k
roty = i i i:i-0+j-0+2cok:2a)k.
ox dy oz
-yo xo 0

Sunlukda, rotv hemiselik wektor bolup, onunt moduly, ikeldilen
burg tizligine defdir: |rotv| = 2.

2-nji mysal. A(P)=(x>+y")i+(y* +2°)j+(z* +x*)k wektoryii
rotoryny tapmaly.

Coziilisi. (2) formulany ulanyp, alyarys:

i Jj k
rot A(P) = i i i =
ox ay 0z
x’+y Y+t 2 +x
J a9 0 0
=i| dy oz |-j| ox oz |+
Y+ 2+ x’+y' 2 +x°
0 0
+k| ox 5 =
x>+t yr 4z

=i(0-22)— j(2x—0)+ k(0 —2z) = =2(zi + xj + vk).

3-nji mysal. rot(gradu)=0 bolyandygyny gorkezmeli.
Coziilisi.
gradu = a—ui+a—1/lj+a—uk-

ox dy~ oz
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Bu yerde AX:a—u,A :a—u, AZ:a—u.Onda
ox ' dy oz

04, 04 04, 04 04, 04
t d = Tz Y x| x| g Yy X k —
rot(gradu) [ dy Oz ]l+ ( dz  ox jj-l-[ ox dy J

u du )\, (u du ), (Jdu Ju
= - i+ - Jj+ - k=0.
dydz 0dyoz 0xdz 0zox dyox 0xdy
Wektorlaryn rotorlaryny tapmaly.

106. A(P)=(x+z2)i+(y+z)j+(x" +2)k.
107. A(P)=2%i+y’j+x’k.

108. A(P)=%(—y2i+x2 J)
Y. 2. X , -

109. A(P)==i+—j+—k wektorly meydanyn M(-1,-1,-1)
x yo oz

nokatda rotoryny tapmaly.

110. A(P)=z%i+x’j+y’k wektorly meydanynt M(1,2,3) no-
katda rotoryny tapmaly.

111. Eger A(P) we B(P) wektorly meydanlar bolsa, onda

a) rot(Ax B) =rot Axrot B, b) rot(AA4)=Arot A,

A — hemiselik san, bolyandygyny gorkezmeli.

112. Eger A(P) wektorly meydan, u(P) skalyar meydan bolsa,

onda
rot(uA) =urot A+ gradu - A

deiiligi subut etmeli.

113. Eger r =xi+ yj+zk,a =i+ j+kbolsa rot(ra)r tapmaly.

114. Eger r=xi+yj+zk,a=i+j+k,b=i—-j—k bolsa
rot(ra)b tapmaly.

115. Eger A(P) wektoryn koordinatalarynyn ikinji tertipli
lizniiksiz oniimleri bar bolsa, onda divrot A(P)=0 bolyandygyny
gorkezmeli.

116. div[ A(P)B(P)] = (B(P),rotA(P))—(A(P),rotB(P)
denligi subut etmeli.
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111 BOLUM
POTENSIAL MEYDAN

§ 1. Meydanyn potensiallyk nysany
Goy, ginisligin V' yaylasynda
AP)=A,(x,y,2)i+ A (x,y,2)j+ A.(x,y,2)k

wektorly meydan berlen bolsun. Eger tutus V' yaylada
A(P)=gradp(P) (1)

deiligi kanagatlandyryan ¢(x, y,z) funksiya bar bolsa, A(P) wektor-
ly me}'ldana potensial me}'/dan o(P)=¢(x,y,z) funksiya bolsa, wek-

------

(1) denlik asakdaky ti¢ denlik bllen dengiiycliidir.

A(x,y,2)= a<p A, (x,,z )—gy A (x,y,z )—%—Z (2)

1-nji mysal. Goy, koordinatalar baglangyjynda m massaly O no-
kat yerlesen bolsun. Eger M(x,y,z) nokatda yerlesen m, massaly noka-

dy, O nokat ululygy ,a=ymm, ,bolan F giiy¢ bilen 6ziine dartyan
bolsa, onda

F = gradg
r

bolyandygyny gorkezmeli.

Coziilisi. Bu yerde F giiy¢ O nokada tarap ugrukdyrylandyr. So-
nun ii(;in F=-Ar,A>0 we |F| = ﬂ,|r| = Ar bolar. Beyleki tarapdan
|F | . F-in iki bahasyny deiilép, alarys =Ar ya-da A =—

r
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A-nyn tapylan bahasyny yerine goyup alarys: F = —% r. Bu yerde
r

ax az
Ax(xayzz) :_}"_3’ Ay(xayaz) :_V_{’ A (X yaz) __l"_

ofly__L1or__x ofly_ _y Oof1) =z
ox| r rPox P oyl P oz\ r P

a a
Onda ¢(x,y,z) =—=————= funksiya F giiy¢ meydany-
N e e -

nyn potensialydyr: F = gradg.
r

Teorema. Ginisligin
AP)=A4,(x,y,2)i+ A4,(x,y,2)j+ A, (x,y,2)k

wektorly V'meydanynyi potensial meydan bolmaklygy ticin rot4(P)=0
sertin yerine yetmekligi zerur we yeterlikdir.

Basgaca aydanymyzda wektorly meydanyii towsuz bolmaklygy
icin onun potensial meydan bolmaklygy zerur we yeterlikdir.

A(P)=A,(x,y,2)i+ A, (x,y,2)j+ A.(x,y,2)k

wektorly meydanyii @(x, y,z) potensialy

(x,01521)
p(x.y.2)= | Adv+Ady+Ad

(X05Y0+20)

formula bilen tapylyar.

2-nji mysal. A(P)=Q2xy+2z")i+2yz+x")j+(2xz+y" )k wek-
torly meydanyn potensial meydandygyny gorkezmeli.

Coziilisi.

A(P) wektoryn

A =2xy+z2°, A4, = 2yz+x*, A =2xz+)"

koordinatalary differensirlenyén funksiyalardyrlar. Onda

71



i J k
rotA(P) = i i i =
ox dy 0z
2xy+2z° 2yz+x° 2xz+y°
=i i(2xz+y2)—i(2yz+xz) +j i(2xy+zz)—i(2xz+yz) +
ay 0z 0z ox
+k i(2yz+x2)—i(2xy+zz) =0.
ox y
Diymek, A(P) wektorly meydan potensial meydandyr.

3-nji mysal.
AP)=yz2x+y+2)i+xz(x+2y+z)j+xy(x+y+22)k

wektorly meydanyn potensial meydandygyny gorkezmeli we onun

potensialyny tapmaly.
Coziilisi.
A, =yz2x+y+z), A, =xz(x+2y+z), A, =xy(x+y+22),
i J k
otAP)=| 2 9 9|
ox ay 0z
vz2x+y+z) xz(x+2y+z) xy(x+y+2z)
[ 0 d [0
=il —(xy(x+y+22) ——(xz(x+2y+z))+1 —yzQ2x+y+z)-
dy 0z 0z

—i(xy(x+y+22) +k i(xz(x+2y+z)—i(yz(2x+y+z) =0.
ox ox dy
Wektorly meydanyn potensial meydandygynyi esasynda

dp  .0Q 0
A(P)=gradp =i —+j—+k—
(P)=grado tax+]ay+ %

a—gD:yz(2x+y+z),a—(p:xz(x+2y+z),a—(0:xy(x+y+2z)
ox dy 0z
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deinliklerden alarys:
q)(xayaz):xyz(x+y+z)+q)(yaz)’

g—j}):xz(x+2y+z):xz(x+2y+z)+£;—(p.

v

Bu yerden E;—([):0, p=D(z),

y
a(D ’
8_ =xp(x+y+22)=xp(x+y+22)+D(2)
4
detilikden ®’(z) =0, @(z)=c, c=const.
Sunlukda,

o(x,y,z)=xyz(x+y+z)+c, c=const.
Asakdaky wektorly meydanlaryn potensial ya-da potensial mey-
dan dildigini anyklamaly.
117. A(P)=x"i+y’j+z’k.
118. A(P) = xzi + zyj + xyk.
119. A(P) = y°i + 2xyj + zk wektorly meydanyii potensial mey-
dandygyny gorkezmeli we onufi potensialyny tapmaly.
Asakdaky wektorly meydanlaryn potensial meydandygyny bar-
lamaly. Eger potensial meydan bolsa, onun potensialyny tapmaly.
120.1. A(P)=(y+2)i+(z+x)j+(x+y)k.
2. A)(P) = fi(0)i+ f,(x)j+ f3(x)k.
3. A, (P)=xi+yj+yk,
4. A (P)=zi+xj+ yk.

. X .
121. A(P)=- zy si+———j+2k.
X +y X +y

122. A(P)=yzcosxy-i+xzcosxy-j+sinxy-k.

123. A(P)=In(1+z%)i +In(1+x*)j + xzk.
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z 1, (x 1), 1
124. A(P):(—2+—] +(—2+—]1+(%+—jk_
Xy Vv oz z5 X
125 H=£(—yi+xj) rP=x*+y", r#0
. p , , .

§ 2. Potensial meydanda ¢yzykly integralyn hasaplanylysy

A(P) potensial meydanda M (x,,y,,z,) nokatdan N(x,,y,,z,)
nokada ¢enli ¢yzykly integral ¢(P) potensialyn M we N nokatlarda-
ky bahalarynyn tapawudyna dendir:

N

[ (AP).dr) = p(N)-p(M). (1)

M

Giliy¢ meydanynda material nokat M nokatdan N nokada gecende
bitirilyédn is dine M we N nokatlara baglydyr hem-de haysy yol bilen
M nokatdan N nokada barlanyna bagly déldir. Has takygy, ol bitirilen
is potensial funksiyanyn M we N nokatdaky bahalarynyi tapawudyna,
yagny @(N)—@(M) tapawuda dendir.

1-nji mysal. A(P) = yzi + zxj + xyk wektorly meydanyn M(1,1,1)

nokadyndan N(2,3,4) nokadyna ¢enli aralykda ¢yzykly integralyny
hasaplamaly.

Coziilisi. Bu meydanyn potensial meydandygyny gorkezelin.

A = yz,Ay =zx, A

Z=Xy

e R | R TR LR ]
ot A(P) = |- % a—Z=i8y Oz|+ jloz ox|+k|ox dy|=0.

zx Xy Xy yz Yz zx
Yz zZXx Xy

Wektorly meydanyn potensialyny tapalyi:
0p ., Jdo i 8_(p K



a_(o = yZ, a_(p = Zx’ a_q)
ox dy 0z
deiliklerden alyarys:
op o0p 0p

—=zx=xz2+—,—=0,0p=D(2), o(x, y,z) = xpz + D(z)
dy dy oy

?T(D =+ @ (2) =xy, P(2)=0, (2)=0,
Z

Sunlukda, ¢(x,y,z) =xyz+c. (1) fopmulany ulanyp, taparys:
N

[ (AP =0(2.3.4)p(1.1.)) =24 -1=23,

M

126. A(P)=xi+ yj+zk wektorly meydanyn M(—1,0,3) noka-
dyndan N(2,-1,0) nokadyna ¢enli aralykda ¢yzykly integralyny ha-
saplamaly.

127. A(P)=(y+2)i+(x+2z)j+(x+y)k wektorly meydanyn
M(-1,0,5) nokatdan N(2,1,4) nokadyna ¢enli aralykda ¢yzykly integ-
ralyny hasaplamaly.

§ 3. Potensialyn dekart koordinatalar ulgamynda
hasaplanylysy

Goy, A(P)=A.(x,y,2)i+A,(x,y,2)j+A4.(x,y,2)k wektorly
potensial meydan berlen bolsun. Bu meydanyn ¢(x, y,z) potensia-
lyny tapmak {i¢in

(x1,01,21)
p(r,y.2)= [ Adv+Ady+Ad: (1)

(X05¥0520)

formuladan peydalanmak amatlydyr. Onuil ii¢cin baslangy¢
M (xo b y 0° Z 0 )
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13-nji surat

nokady M(x,),z) nokady dowiik ¢yzyklar arkaly birikdireliil. Bu surat-
da M,A|Ox, A4B|Oy, BM||Oz bolyanlygy sebipli (1) formulany

potensialy hasaplamak {icin amatly gornlisde yazyp bileris:

X y z
0(x.3,2) = [ 4,06, y0 2)dx+ [ A, (x,,2)dy+ [ A.(x,y,2)dz. (2)

Xo o 20

I1-nji mysal. A(P) = 2xyzi +xzj + x*yk wektorly meydanyt po-
tensial meydandygyny gorkezmeli we onuil potensialyny tapmaly.
Coziilisi.

i J k
rot A(P) = i i i =i(x* = x")+ j(2xy —2xy) + k(2xz - 2xz) = 0.
ox dy oz

2xyz X’z X’y

Meydanyn potensialyny (2) formuladan peydalanyp taparys.
Onun iicin baslangyc nokady 0(0,0,0) nokat diyip kabul edelin.
Onda

X y z
o(x,y,2)= Ide+IOdy+I2xde =x"yz+C.
0 0 0
2-nji mysal. A(P)=(y+z)i+(x+z)j+(x+ y)k wektorly mey-
danyn potensial meydandygyny gorkezmeli we onuni potensialyny

tapmaly.
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Coziilisi.
ik

rot A(P) = i i i

ox dy 0z

y+z x+z x+y

=i(1-1)+ j(0—0)+k(1-1)=0.

Diymek, wektorly meydan potensial meydandyr. ¢(x, y,z) funk-
siyanynl doly differensialynyn kesgitlemesinin esasynda yazyp bile-
ris:

d(pza—wdxﬁ-a—gody%-a—@dz.

ox dy oz
) d d
Bu yerde 9 _ y+Z,—(p = X+Z,—(p =x+y goyup, alarys:
ox dy 0z

dpo=(y+z)dx+(x+z)dy+(x+y)dz.

Bu denligi 6zgerdip yazalyn:

do = (ydx+ xdy) + (zdx + xdz) + (ydz + zdy) =

=d(xy)+d(xz)+d(yz) =d(xy+xz + yz).

Onda

o(x,y,z)=xy+xz+yz+C.

Wektorly meydanlaryn potensial meydandygyny gorkezmeli we
onun potensialyny tapmaly.

128. A(P) = (yz +1)i + xzj + xvk.

129. A(P) = (2xy +z)i+(x* —2y)j+ xk.

i+ j+k
130. A(P)=2"IT%
X+y+z

vzi + xzj + xyk

1+x°y°z°

132. A(P)=ai+pj+yk,o, B,y — hemiselik sanlar.
133. A(P)=yi+xj+ek.
134. A(P)=e"siny-i+e‘cosy-j+k.

131. A(P) =
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IV BOLUM

GAMILTON OPERATORY.
IKINJI TERTIPLI DIFFERENSIAL OPERATORLAR

§ 1. Gamilton operatory

Wektor deriiewin esasy diislinjeleri bolan gradiyenti, diwergen-
siyany we rotory, V belgi bilen belgilenyin asakdaky wektor bilen
afilatmak amatlydyr.

9. 0. o
veiv i 9
o oy’ oz (1)

Bu operator differensirlemegi wektora skalyar kopeltmek ha-

. J . .
syllarynynl jeminden ybaratdyr. Seyle-de, . differensirlemek ama-

lynynl u(x,y,z) funksiya kopeltmek hasylyna g_u hususy oniim hok-
X

miinde garayarys.
1. v (nabla) wektoryn u(P) skalyar funksiya skalyar kdpeltmek
hasyly bu funksiyanyn gradiyentidir:

Vu = ii+ij+i/’c u=a—ui+a—uj+a—uk=gradu.
ox dy~ 0z

2.V wektoryn
A(P)=A.(x,y,2)i+ A, (x,y,2)j+ A.(x,y,2)k
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wektor funksiya skalyar kopeltmek hasyly bu funksiyanyn diwergen-
siyasydyr:

ox dy~ oz

o4
_04 04 A AP,
ox dy Oz

3. V wektoryn A(P) wektor funksiya wektor kopeltmek hasyly

V-A(P)={ii+ij+£k)(Axi+ij+Azk:

bu funksiyanyn rotoryna dendir:

i j ok

0 9 d
VXA(P): g @ a—Z =

A A A

04 04
— 4, _ o4, i+ 04, 04, j+| —- o4, k =rot A(P).
dy 0z 0z Ox ox dy

Wektor funksiya bolan bu funksiya Gamilton operatory, kdhalat-

------

algebranyn usullaryny ulanmak bilen gradiyentin, diwergensiyanyn
we rotoryn kesgitlemelerini alyarys. Bularda birinji tertipli dntimlerifi
ulanylyandygyna goré, ol birinji tertipli wektor differensial operator-
lardyr.

1-nji mysal. Eger u =u(x,y,z) skalyar meydan, 4=A(P) wek-

torly meydan bolsa, div(u4) hasaplamaly.
Céoziilisi. V operatoryni ulanylyan kopeldijisini “| > belgi gor-

kezyén bolsun. Onda div(uA)-ny asakdaky gorniisde yazyp bileris:
L !
(V,ud) = (V,ud) +(V,u A).

V operatory ulanylmayan kopeldijini, skalyar kopeltmek hasy-
lynyni dagyna ¢ykaryp bolyandygynyn esasynda yazyp bileris:
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{ |
V,ud)=V,uAd)+(V,u A)=(Vu,A)+u(V, A) .
ya-da

div(uA) = (A, gradu) + udivA.
2-nji mysal. Eger u we v skalyar meydanlar bolsa
grad(uv) = vgradu + ugradv

deniligi subut etmeli.
Coziilisi. grad(uv) anlatmany basgaca Vuv gorniisde yazyp,

alyarys:
! .
Vuv=Vuv+Vuv=vVu+uVy
ya-da
grad(uv) = vgradu + ugradv.

135. Eger u skalyar meydan, A(P) wektorly meydan bolsa
rot(uA(P)) = gradu, A(P)]+ urotA(P)

deniligi subut etmeli.

136. V(z) = vVu——Zqu deiiligi subut etmeli.
v v
137. V*(uv) =uV>v+vV?u+2(Vu,Vv) deiligi subut etmeli. Bu
, 0 9° 0
Serde V= (V¥ =gt 5t o

§ 2. Ikinji tertipli differensial operatorlar

Skalyar ya-da wektor meydanlarda v operatory iki gezek ulan-
sak, biz ikinji tertipli differensial operatory alyarys.

Eger u(P) skalyar meydan berlen bolsa, biz su meydanyn gradu
tapyp bileris. Gradiyent meydan bolsa wektor meydandyr we biz su
meydanyn diwergensiyasyny (divgradu) we rotoryny (rotgradu) ta-
pyp bileris.

Eger A(P) = A,i+ A, j+ Ak wektorly meydan berlen bolsa, onda
ondan iki meydan emele gelyér: div A(P) skalyar meydan we rot A(P)
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wektorly meydan. Sunlukda, biz birinji meydanyni grad divA(P) we
ikinji meydanyn div rot A(P) diwergensiyasyny we rot rot A(P) ro-
toryny tapyp bileris. Umuman biz bds sany ikinji tertipli wektor diffe-
rensial operatora seredip bileris. Esasan hem olary1 ilkinji ti¢iisi kop
ulanylyar. Olara giiisleyin garap gegelini.
’u 0u Ju

2 + 2 + 2"
ox* dy” oz

1) divgrad u =

0 0 0
Hakykatdan-da, gradu = a—ui + 2 Jj+ X k. Bu wektoryn diwer-
X

dy” oz
gensiyasyny tapalyi:
2 2 2
div grad u =i(a—u)+i(a—u)+i(a—u) = ‘ Lzl + ‘ Lzl + 0 1;:
ox dx~ dy dy 0z dz~ ox> dy’ oz

......

Au bilen belgilenyar:
’u d'u Jdu
2 + 2 + 2
ox~ dy° oz
Bu operatora indiki boliimgede ginisleyin serederis.
div grad u = V(Vu) = V’u.

Au=

2) rot grad u =0.

Bu deiilik afisat barlanylyar. Rotoryn anlatmasyndaky her bir yay
garysyk birmenzes Oniimlerin tapawudyna dendir. Mysal {i¢in,

rot grad u = i(a—u) —i (a_u) =0.

dy dz' 0dz dy

Eger bu deiiligi V wektoryn kdmegi bilen yazsak, onda ol aiisat
yadyiida galyar:

rot grad u = VxVu =[VxV]u=0.

3) rot A(P) wektordan diwergensiyany diizelin:
04 04
div rot A(P)= i(%__y)+i(a‘4x _%)_}_i(_y_ 94,
ox dy 0dz dy 0z Odx 0z Ox Oy

)=

6. Sargyt 132 81



Y azAx —
COxdy Oxdz Oydz OJydx 0dzox 0z0y
Subut eden deiiligimizi V wektoryn kdmegi bilen yazalyi:
div rot A(P)=V[VxA].

Biz ti¢ wektoryn garysyk kopeltmek hasylyny alyarys.

Beyleki iki birmetizes wektor operatorlar amaly meselelerde
seyrek ulanylyar. Seyle-de bolsa biz olaryn aralygyndaky bagla-
nysygy gorkezelin:

rotrotA(P) = graddivA(P) = graddivA(P) — AA(P).

Bu yerde A Laplas operatory, AA(P)=AA,i+AA, j+AA k.

I-nji mysal. Eger r = \[x* + y*> +z* bolsa, div(gradf'(r)) tapmaly.

9’4, 0’4, 9’4 0’4, 0’4
= - + - +

Coziilisi. Eger f{(r) differensirlenyan bolsa, onda
gradf (r) = S ( )

r. Goy, indi f{(r) iki gezek differensirlenyén bolsun.

’

Amatlylyk iicin @(r) = S 1)

belgileméni girizip

gradf (r) = S ) r=@(r)r gorniisde yazalyn. Onda

r
div(gradf (r)) = (V,@(r)r) = (r,Vo(r) +o(r)(V,r) =
= (r,grade(r)) + @(r)divr = (r,grade(r)) + 3¢p(7).

Bu }'Ierde r = xi + yj + zk bolanlygy ti¢cin divr =3. Onda

grado(r) = ) ( ) 222 we (r,grado(r)) = ro'(r) denligin esasynda alarys:

=f(n+

div(gradf (r)) =re'(r)+3¢(r)= f'(r) _@ * 3@

+2 1),
r
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138. Tapmaly

a) div(ugradu);

b) div (ugradv).

139. Eger r =+x> +y* +z° , A(P) we B(P) wektorly meydanlar
bolsa,

rot[ A(P)rotB(P)] hasaplamaly.

140. A(P)=x"y’i+y’z’j+z°x’k wektorly meydan bolsa,
rotrot A(P) we grad div A(P) hasaplamaly.

141. Eger u=u(x,y,z) funksiyanyn ikinji tertipli hususy oniimleri
bar bolsa rot grad u=0 bolyandygyny subut etmeli.

§ 3. Laplas operatory

Goy, u(x,y,z) funksiyanyi x, y, z ululyklara gora ikinji tertipli hu-
susy Oniimleri bar bolsun. Onda

(V,Vu):(aii+ij+ik,a—ui+a—uj+a—uk):
X

dy~ 0dz dx dy~ Oz
2 2 2
i(a_u)+i(a_u)+i(a_u): J I;l + J I;l + J I;l = Au.
ox ox" dy dy’ 0z dz' dx° dy- Oz
Sunlukda,
2 2 2
V.V = A, S84 T T, (1)

ot o

......

Oziine skalyar kopeltmek hasyly gorniisinde garamak bolar
2 2 2
A=V =v = O O
ox~ dy~ oz
Bu operator matematiki fizika dersinde 0rdn wajyp orny tutyar.
Bilsimiz yaly, jisimde temperaturanyil yayramagynyn denlemesi

a—u=a2Au, a’ :i. (2)
ot cp

83



gorniisdedir. Eger-de jisim denagramly yylylyk yagdayynda, yagny
jisimde we onun ¢dklerinde wagtyn gecmegi bilen temperatura iiyt-

d
gemese 2 =0 bolar we (2) detileme Au =0 ya-da

ot

’u d*u azu_

oyt 0 ©)

gornlisi alar.

(3) denllemé Laplas denilemesi diyilydr. Bu deiileme bilen diile
temperaturanyi stasionar dargadylmagy yazylman, Laplas detilemesi
bilen gegirijinin tistiinde zaryadlaryn dendlcegli dargadylmagy, yapyk
gapda gysylmayan suwuklygyin durnukly hereketi we suna menzes
hadysalar yazylyar.

Au =0 deiillemini kanagatlandyryan u(x,y,z) skalyar funksiya
garmonik funksiya, degisli meydana bolsa garmoniki meydan diyil-
VAr.

[-nji mysal. Eger ¥ =+/x>+y*+z’> we A Laplas operatory bol-

1
sa, A(;) hasaplamaly.
Coziilisi.

offy__tor_ 1 x _ lx
ox\ r r* ox P x4y 4z 2’

2’ (1 d 1 x
t—| — == == |+
ozt r ] ox\ Fr
X




3 2 Z
r —37‘ —Z 3 3
3r° =3r
- 3 r __ 3 =0,r#0.
r r

Bu bolsa u = l, r#0 funksiyanyn garmonik funksiyadygyny
r

gorkezyar.
2-nji mysal. Eger
a a a az 82 az
V=—it—j+—kwe A=V'=(V.V)= —+—+—
ax Tl T V= e o tar
bolsa,

V> (u,v) = ulAv+vAu +2VuVy
deiiligi subut etmeli.
Coziilisi.

V2(uv) = V(V.uy) = Vo W) 4 jov) o a(uv)) _

ox +J dy

o Q5 9 Mg D P P
ox Jdy~ Oz 0x ay 0z

0 0. 0 ou, du ., du ov, dv ., 0Jv
=| —it+—j+—k || V| —i+—j+—k |[tu| —i+—j+—k ||=
ox dy~ o0z ox dy~ oz ox dy” oz

_0vou avau 8v8u a_u@+a_ua_v+a_u@
" dx Ox ay ay az 9z ox ox dy dy 0z 0z

’u 'u Ju 2’v 9%y 82
+v( 2 + 2 + 2 ) tu ( 2 T3 ) -
ox~ dy° 0z ox’ 9y’ az
=uAv+vAu+2VuVv.

142. Eger potensial meydanyn A(P) wektorynyn diwergensiyasy
p(x,,z) dent bolsa, bu meydanyn u(x,y,z) potensialynyn
’u  9’u 82
2 + 2
x> 0y’ 8

=Au = p(x,yz)
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Puasson denlemesini kanagatlandyryandygyny subut etmeli.

143. Asakdaky skalyar meydanlarynn garmonik meydanlardygy-
ny gorkezmeli:

1) u =x’ +2xy—y2;

Du=x"y+y’z+zx;

Nu=x"-y>.
144, 4 = lnl, r=+/x*+y?,r 20 skalyar meydanyn garmonik
r

meydandygyny gorkezmeli.



JOGAPLAR

1 boliim

1. Merkezi ( xo, Yo,z ) nokatda bolan ellipsoidler masgalasy. 2. Merkezi
koordinatalar baslangyjynda bolan sferalar masgalasy. 3. Bir parametrli pa-
rallel tekizlikler masgalasy 4. x* + y*> — z = C paraboloidler masgalasy.
5. x> + y* = Cxz paraboloidler masgalasy. 6. Parallel tekizlikler masgalasy.
7. 2x —y = C parallel goniiler masgalasy. 8. y = Cx,C > 0 goniiler top-
lumy. 9. y° = Cx parabolalar masgalasy. 10. x* —y’ = C giperbolalar

maggalasy. 11.-2.12.1 — «/5.13.% = cosa + cos 5 + cos 7.14.%.
8 372 cos(l,r)

15,316 === 17 == "2 18,

2

. 20. —3 21. 2.

/15 1 3421
5 T

ra’ . A 2. . . A
22. TR 23. i—2j + 3k. 24. §(z +Jj—k). 25. 3i — 2j — 6k.

26. |gradu | = 4,/1 + (In2). 27. -3i+3k, 3i-3j, 3j-3k. 28. i+j+k. 29. k.
30. 4i-4j2k. 31. p=0.32. p=n. 33. ¢p=0.34. ¢ = 0.35. ¢ = % 36. a=—i-

—2j+2k wektoryi ugry boyunca 3-e den. 37. v 137. 38. Merkezi M(a,b,c)
nokatda, radiusy 1-e den bolan sferada.

II boliim

a a

8.a. 2 > o [ 2, 2
\/x1+y1+21 \/x0+y0+20

3 .39.x =cost,y =sint,z = bt

2, 2, 2 2

- - X +y +z7=C

owriilme c¢yzygy. 40. XY G " G, . 41, Y 1

a, a, a, xt+y+z=C,

42. x’=Cy,z=C,. 43. x*=Cz, y=C,. 44. xy=C,, z=C,. 45. x=C, 2y*—z*=C,.
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1 1
46. ———:CI,Z:C2. 47. y2+22=Cl’x=C2. 48. 4rke. 49. 3.
I

50. % 51. %”. 52. 7. 53. TR’y . 54. TR%h . 55. % 56. %. 57. -7 .

7
58. 0. 59. %nRZHGRZ +2H?). 60. 0. 61. i—’é. 62. e 63. 2nR°H .

3 4
64.7.65. 67R.66.0.67. 27 .68. /27 .69. 7. 70, ”f .71.—2267:.

r. 2
72. 8. 73. div(=)=—. 74. 2(x+y+z). 75. 3u 76. x+y+z. 77. (gradu,

I
0> 9 0o
gradu)tuAu, A= —+—+— Laplas operatory. 78. (gradu, gradv)+
ox~ dy” oz

+ulv. 79. zf(r)+f’(r). 80. 84. 83. 0. 84. Solenoidal meydan 85. Sole-
r

noidal meydan déldir. 86. Solenoidal meydan. 87. Solenoidal meydan.
88. Solenoidal meydan. 89. Solenoidal meydan daldir. 90. |rN|—|rB|.

r. 4
91. Lnf.93. TR +R.94. —§R2.95.—7TR2.96. a)1,b)1,¢)1.97.— 1.

1

1
98. % 99. 7 a(2¢c —b).100. 77 .101. gln 2.102.27.103. %7‘[ ab(a® +b%).

3
104. 27105, _ TR 106. —i~(2x-1)j. 107. 3(z2 = x*)j. 108. (x+ »)k.
3

109. i+j+k. 110. 4i+6j+2k. 13.-[(y—2)i+(z—x)j+(x—y)k].

114. 2(j—k). 117. Potensial meydan. 118. Potensial meydan daldir.
88



2

119. o = xy° + %+ C.120. 4,(P)we A4,(P) Potensial meydan. 121. Po-

tensial meydan déldir. 122. Potensial meydan. 123. Potensial meydan déldir.

5
124. Potensial meydan 125. Potensial meydan. 126. —E. 127. 9.
128. 9 =X+XV2 129, 9 =x’y— y* +xz.130. ¢ =In|x+ y+z|+C.
131. ¢ = arctg(xyz) + C.132.9p =ax+ PBy+yz+C.133. o =xy+e” + C.

134. p = ¢*sin y+z+C. 138. 2) div(u gradu) = |gradu|2 +uAu.

b)div(u grad v) = (grad u, grad v) + uAv.
139. (rot B(P),V)A(P)—(A,V)rot B—rot B(P)div A(P).

140. rotrot A(P)=2(2zx—x*)i +2(2xy— ) j+2(2yz - z°)k.

143. 1. Garmonik meydan 2. Garmonik meydan déldir 3. Garmonik
meydan.
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