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Giris

Hézirki zaman ylmynynn we tehnikasynyii
Ostlisi  hiindrmenlerden diinyd {ilinlerine layyk
gelydn bilmleri almaklygy talap edyir. Bu talap
bolsa, ylmyn diirli ugurlaryny o6zara sazlagykly,
diypli hemmetaraplayyn 6wrenmeklik bilen
amal edilyar. Matematika ylmynyil su ugurdaky
derslerinin  biri-de matematiki derfewin we
analitik geometriyanynn catrygynda, matematiki
fizikanyn we topologiyanyn baslangyclarynda
duran differensial geometriya dersidir.

Differensial geometriya — bu  analitik
geometriya esaslanyan, matematiki derfiewi,
ilki bilen differensial hasaplamalaryin usullaryny,
basgaca aydylanda tiikeniksiz kigiler usullaryny
gin ulanyan matematikanyin bolegi  bolup
geometriki obrazlary- sekilleri: egrileri we {istleri
owrenyan ylymdyr. Differensial geometriya
mahsus bolan ayritynlyk bu egrileri we stleri
“wypsyz ki¢ci “ yagdayda, basgaca aydylanda
egrilerii  we {lstlerin yeterlik derejeddki kici
boleklrniii hésiyeterini 6wrenmeklikdir.

Material nokadyn wagta baglylykda gecen
yoluny  S=S(t) kanun boyunca kesgitleyin
gonicyzykly, dendlgegsiz hereketine seredelin.
Bu hereketi t-den t+At aralygynda owrenelif.
Bu yerde At-0rdn kigi ululyk.  Matematiki



dernewden belli bolsy yaly, At— wagtda gecilen
yol

AS = S'(t)At + & - At

kanun boyunga afladylar. Bu yerde S'(t)6ntim,
£—>0, At—-0, wWe  g-Atululyk At- ululyga
gord yokary tertipli tikkeniksiz ki¢i ululyk, sonun
iicin hem At —0bolanda

AS ~ S'(t)At .

Bu yerden gomiisi yaly AS ululygyn At—
ululyga gatnasygy c¢yzykly bolar, basgaca
aydylanda hereket hemiselik tizlikli  S'(t)
denolcegli hereket bolar.

Bu mysalda gorkezilen wusul differensial
hasaplamalarynn esasyny diizyar, yagny yokary
tertiphi  tiikkeniksiz  kigiler taglansa, onda
cylsyrymly prossesler yonekeylesyar,
denolgcegsiz hereketler dendlcegli  bolyarlar.
Sunlukda, tiikenikiz kiciler usulynda prossesleri
owrenmeklik yonekeylesyar. Bu yagday bolsa
wajypdyr, sebébi seredilen mysalda gecilen yoly
wagta gord differensirlép biz pursatlayyn tizligi
aldyk. Bu yerden bolsa gerek yagdayynda
integralyn komegi bilen prossese bitewilikde
seretmige miimkingilik alyarys.
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Differensial geometriya bolsa, su gorkezilen
usuly geometriyada amala asyryar, basgaca
aydylanda egriler we Tstler Ozlermin gurlusy
boyunga tiikeniksiz ki¢i boleklerde owrenilyér.

Differenial geometriya geometriyanyn
meselelerinde  ylize ¢ykyan hem  bolsa,
matematiki deriiew bilen berk baglylykda emele
geldi we 0Osdi. Kop geometriki diisiinjeler
matematiki deriewin kébir disiinjelerinii emele
gelmegine itergi berdi: Mysal licin galtagyan —
oniim, meydan, gowrim — integral diisiinjeleri
bilelikde Osdiiler.

Differensial geometriyanyii emele gelmegi
XVII  asyrynn ahyry, XVIII asyryn birinji
yarymyna degisli bolup, L.Eylerm, G.Monjyi
we beyleki gornikli alymlaryn atlary bilen berk
baglydyr.

Differensial geometriyanyn emele
gelmeginde  we &dhli matematikanyn  giiych
O0smeginde Peterburg (Sankt-Peterburg saheri,
Rossiya) Akademiyasynyn agzasy, belli
matematik L.Eyleriin(1707-1783) isleri 6rdn uly
itergi berdi. Ol - dstlerin berlen nokatdaky
normal kesiklerinin egriligni dernedi, tstlerdéki
bas ugurlary girizdi. Olar i¢in  Eyler
funksiyasyny acdy; egrilerin natural
denlemelerini girizdi.



Differensial geometriyanynn L.Eylerden sorniky
Ostisi fransuz matematigi, inZeneri G.Monjyn
(1746- 1818) mekdebine degislidir.

Ustlerit  icki geometriyasy K.Gaussa (1777-
1855) degislidir, ol bu netijelere geodeziyadaky
amaly islerinin komegi bilen gelyar. 1827-nji
yylda Gauss “Ustlerdiki egrilerii  umumy
dernewi” atly isinde hézirki zaman gorniisinde
listler nazaryetinii esasyny beryar. Su dowiirden
baslap hem differensiyal geometriya matematiki
derewm bdlegi bolmakdan ayrylyp 0Ozbasdak
ylym hékmiinde 6siip baslayar.

N.I.LLobagewskiy tarapyndan yewklid dal
geometriyanyn agylmagy &hli geometriyanyn, sol
sanda, differensial geometriyanynn 6smegine uly
tasir edyar.
1854-nji yylda B.Riman 6ziinin “Geometriyanyi
esaslaryny diizyan gipotezalar hakynda” diyen
isinde  Riman geometriyasy atly diisiinjanin
diiybini tutyar.

Kleynin 1872-nji  yylda “Erlangen
maksatnamasy”  atly isinde beyan eden
ideyasynyn differensiyal geometriyanyn
ulanysyna degisli isleri E.Kartan tarapyndan
Osdiirilip proyektiw we affin geometriyalary
distinjelerine gelinyar.

Russiyada  F.Minding  (1806-  1886),
K.M.Peterson (1828 - 1881) tarapyndan
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differensial geometriya osdiirildi we olaryn esasy
isleri  Ustler  nazaryetine  bagyslanandyr.
K.M.Peterson Moskwanyn matematikler
jemgyyetmi(1867yyl) esaslandyryjylaryin  biridir.
Onunt kdbir isleri beyleki alymlaryn atlaryna
yazylypdyr. Yogsam ol Maynardiden 4 yyl o1,
Kodassiden 15 yyl 61 6zinih c¢ap edilmedik
dissertasiyasynda birinji we ikinji kwadrat
formalaryn koeftisiyentleriniii Ozara
baglanysygyny  gokezydn  Maynardi-Kodassi
formulasyny acypdyr. Sol isinde birinji we ikinji
kwadrat formalar berlende iisti kesgitlip bolyan
Bonne atly teoremany hem subut edipdir.
K.M.Peterson “Ustler we egriler hakynda” isinde
Sswarsyn — minimal {istlerin epilmesi, Biankiniii
— gOclirme stlerine degisli teoremalarynyn
subutlaryny beripdir. Differensial geometriyanyn
Osmegine D.F.Yegorow (1869-1930),
B.K.Mlodzeewskiy (1858-1923) sonly bilen bolsa
S.P.Finikow uly gosant gosupdyrlar.

1920-nji yyllardan baslap 6nki SSSR- de
tenzor diffrensiyal geometriyasy has c¢alt Osiip
baslady. W.R.Kaganyn (1869- 1953) Beyik
Watancylyk ursundan sofiraky differensiyal
geometriyadaky ylmy isleri sekilleri
“bitewilikde” Owrenmeklige bagyslanandyr. Bu
igler  Ozinih  sonky  giycli  Osislerini
A.D.Aleksandrowynn we N.W.Yefimowyn hem-
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de olaryn okuwgylarynyn islerinde 6z beyanyny
tapdy.

Differensial ~ geometriyadan  tiirkmen
dilinddki ilkinji okuw gollanmalary merhum
yvasuly mugallymymyz G. Gylyjowa degishdir.
A.Caryyew we N.Gurbanow tiirkmen
alymlarynynn islerini 6z icine alyan, mysallar
bilen {isti yetirilen ¢aklafija okuw gollanmasynyn
awtorlarydyr.

Hormatly Prezidentimizin yolbas¢ylygynda
Tirkmenistanyn Beyik  Galkynyslar we
ozgertmeler eyyamynyn her bir giini Uistlinliklere
we Osiislere beslenydr. Beyik Galkynyslar we
ozgertmeler eyyamy bolsa Tiirkmen ylmynyi we
medeniyetinin - 6sen  dowletlerin  derejesinde
bolmagyny talap edyar. Munun iigin durnukly we
dowrebap bilimimi berilmegi zerurdyr, onui
gbzbasy bolsa dowrebap okuw kitaplary we
okuw gollanmalary bolup duryar.
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§1. Dekart we egri¢yzykly koordinatalar.
Koordinatalary 6zgertmek. Yakobian

Cyzykly algebra kursynda R" yewklid
ginisligi  girizitydar we e;,e,,....,e, wektorlaryn
toplumy bu ginislikde ortanormirlenen bazisi
kesgitleyar. Bu bazise gord R"  yewklid
ginigliginin  islendik nokady x*,x?,...,x" sanlaryn
toplumy bilen bir bahaly kesgitlener. x!, x?,...,x"
sanlaryn toplumyna berlen bazise gord dekart

''''''

Dekart  koordinatalary  belli  bolan
PeR",QeR" nokatlary koordmatlar baslangyjy
bilen birikdirip  OP(x!,x*,...x"), OQ(y",y?,...y")
radius wektorlary kesgitleydris. Bu wektorlaryn
jemi(x' +y', x* +y?,..,x"+y"), wektoryn skalyara
kopeltmek  hasyly (/1x1,ﬂbx2 ..... lx“) yaly
kesgitlenyar.

Goy, £=0P,7=0Q bolsunlar. Eger-de
R" ginislkde ¢&7eR"  wektorlaryi skalyar
kopeltmek  hasyly (§,n)=zn:x‘y‘ gorniisde

i=1
kesgitlense, onda bu ginislik R"yewklid ginisligi

bolar. Skalyar kdpeltmek hasylyn hisiyetleri:

L (&n)=[2)
2. (/1151+/12982’77):11(981,77)+ﬂ~2(§z,77)

3. (£,6)>0,E£0
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Kop mysallarda prosseslerii  analitik
yazgysyny almak {i¢in dekart koordinatalary
yeterlik bolmayar. Cyzyklarynn deillemelerini
dizmek meselesine seredelin. Eger-de goni
cyzyk, towerek, ellips we s. m. yaly yonekey
tebigatly mysallara seredilse, onda olaryn dekart
koordinatlardaky asakdaky denlemelerini alarys:

Ax+By+C =0, (x-a)’ +(y-b)’ =R?,

o
<V
X

1-nji ¢yzgy
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Belli mehaniki we fiziki meselelere
seredilende endigan egriler alynyar, yone olaryn
deiilemelerini dekart koordinatalarda anlatmak
onayly bolup durmayar. Egricyzykly
koordinatalarda bu defllemeler o6rdn yonekey
gorniise gelip bilerler.

Mysal hokmiinde spiralyn dekart

koordinatalardaky (L-nji cyzgy)
> > ﬂ(arctgzj

NXS+YyS —e =0  detilemesine

seredelifi. Polyar X=rCcosS¢,y=rsing

koordinatalarda bu denleme Ordn yonekeyleser

we I=e" gorniise geler. Bu  denleme
material nokadyn hereketini 6wrenmekde uly rol
oynayar.

R"-yewklid ginisliginde islendik agcyk C
vayla seredeli. Ag¢yk C yaylada xeC,
U(x)cC sertler  Verine yetyar. Yene bir R,
ginislige seredelin.

PeCcR" degislilik O6zara bir bahaly
(P nokat) <> (x*,x2,...,x") degisliligi kesgitleyér. C
yaylanyn  islendik P nokadyna n hakyky
sanlarynl degisl edilmegi bize kesgitlenis yaylasy
C bolan n sany x'(P),x*(P),...x"(P)
funksiyalary kesgitlemdge miimkingilk beryar.
Bu yerde x',x2,..x" eR;. Képlen¢ gorkezilen

''''''
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yagny Pnokadyn islendik ki¢i iiytgemeginde
onunl koordmatalary hem Orén ki¢i tytgeyarler.
Seylelikde, R"(x*, X%,...,x") , RM(x*, x2,...,x")
giisliklerin 6zara baglanysygyny yola goyuldy.
Goy C = R" bolsun.

1-nji Kesgitleme. Eger-de funksiyalaryn
XYty )X (Y ") Ulgamy  CeR'
vaylany AcR! yayla geciryin o6zara bir
bahaly iizniiksiz sekillendirméni kesgitleyin
bolsa, onda bu ulgama C yayladaky
koordinatalaryn iizniiksiz ulgamy diyily:r.

Basgaca  x (y'..y"),.x"(y'..y"):C—> A-
gomoemorf sekillendirme C yaylany A yayla
gecirydr. Kesgitlemeden gorniisi  yaly C
yaylanynn P nokatlarynyn iizniiksiz liytgemesine
onun  koordinatasynynn  {izniiksiz ~ liytgemesi
degisli bolup duryar. x'(P),x*(P),....x"(P)

funksiyalara f:C>A koordinata
sekillendirmesine goérd P nokadyn koordinatalary
diyilyér

Mysal dicin, koordnata sekilledirmesi

hokmiinde tozdestwolayyn x'=y* ... x"=y"
sekillendirméni alyp bolar. Egerde berlen
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f:C>A sekillendirme ii¢in
P(x*(P),....x"(P)) = P(x*, x%,...,x").bolsa, onda
f we f' endigan sekillendirmeler hokmiinde
alynyar.

Goy, f : C — A-endigan sekillendirme
x'(yr.y")(i=1n) funksiyalaryn komegi bilen
berlen bolsun.

2-nji kesgitleme.

oxt  oxt
(@)
oy’ ox"  ox"
N

funksional matrisa f sekillendirménin Yakobi
matrisasy diyilyir. |(f)=|df|-ululyga bolsa
onun yakobiany diyilyar.

Bu yerde matrissanyn  elementleri
(x*(P),....x"(P) koordinatalardan alnan hususy

ontimler), df we I(f)ululyklar PeC nokada
bagly ululyklardyrlar.

3-nji kesgitleme. Eger-de endigan funksiyanyn
(Y, V), XT(Y,.., Y") ulgamy bzara
bir bahaly f: C— AcR; sekillendirméini
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kesgitleyinbolsawe 1 (f)|,_.#0 bolsa, onda
bu ulgama R" yewklid ginisliginin C
vaylasynda kesgitlenen koordinatalaryn
regulyar ulgamy diyilyir. C yaylada
kesgitlenen koordinatalaryn regulyar
ulgamyna basgaca C yayladaky
koordinatalaryn egricyzykly ulgamy hem
diyilyir.

Indi, C yaylada iki dirli egrigyzykly
koordinatalara seredeln:

x'(P), x*(P),...,x" (P),
z*(P),z*(P),...,z"(P).

Bular iki sany regulyar
f:C—>AcR'(X,.,x"),g:C>BcR)(Z,....,2"
sekillendirménin berlendigini tassyklayar.
Basgaca, her bir P € C nokat ii¢in iki sany
egricyzykly — {x'(P)}, {Z'(P)} i=1.2...n
koordinatalaryn alnandygyny tassyklayar.
Sekillendirmelerin = 6zara  bir  bahalydygyny

hasaba alyp P nokadyn {x'(P)}

koordinatalaryny {z'(P)}  koordinatalara
degisli edip bolar: Ol

v, X (P)—>2z'(P)
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goriish sekillendirme hokmiinde gurulyar. Bu
sekillendirmd  bolsa C yayladaky
koordinatalarynn ~ dzgertmesi  (koordinatalaryn
calsyrmasy) diyilydr. Yagny P nokadyn
x'(P) koordinatalary z'(P) koordinatalara

calsyrylyar.

Lemma: v, X'(P)—>2'(P)
sekillendirme o6zara bir bahaly, endigan

sekillendirméini  Kkesgitleyir we  onun
yakobiany noldan tapawutlydyr.

Subudy: Sekillendirménin 6zara bir bahalylygy
koordinatlar ~ ulgamlarynyn  regulyarlygyndan,
endiganlygy  bolsa  iki  sany  endigan
sekillendirmelerin =~ kompozisiyasynyn  yene-de
endigan bolyanlygyndan gelip c¢ykyar. Biz
sekillendirménin yakobianynyn noldan
tapawutlydygyny, vagny 1(w,,)#0 densizligi
subut ederis. Berlen X' (P)—z'(P)
sekillendirme ki sany  sekillendirmelerii
kompozisiyasyna v,.,=9- f*:A—>B
dargayar.
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R7(Y) QRQ @)

2-nji gyzgy

¥, sekilendirminiii yakobi matrissasy f*

we 0 sekillendirmeleriii matrissalarynyfi

kopeltmek hasylyna dargayar. Hakykatdan hem,
oz oz . .o ,

dy,, _[&j = Oonitimleri hasaplayarys, bu

yerde z' =z'(y', y%,...y"), y“(x' X%, x")1<a<n
funksiyalar endigan f':A—C sekillendirméini
kesgitleyar. Onda ¢ylsyrymly funksiyanyn
onlimini  hasaplamagyn  formulasyna  gord
T _§ az'k ¥ By boka dy, , =(@j
ox! oy ox! ’ OX
matrissanyfi df * we dg matrissalaryi kopeltmek
hasylyna dendigini gorkezyar. Indi df * we df
yakoby matissalarynynn O6zara baglanysygyny
alalyn.
Seredilydn ulgamyn regulyar bolyandygy {i¢in
f o f kompozisiya C yaylanyn 6z-6ziine bolan
20




tozdestwen sekillendirmesidir, sonunt {igin hem
d(f *of)=df *odf =E, nirede E - n Olgegli
birlik matrissa. Bu yerden alarys: df * =(df)™.
Bu bolsa dy,, =(dg)-(df)™ denligi subut edyar,
sonky defilik bolsa 6z gezeginde I(y,,) =%
denilige getirer; 1(g),1(f) yakobianlaryn bolsa
noldan tapawutlygy t¢in I(y,,)=0. Lemma
subut edildi.

Netije. C vyaylany A yayla gecirydn f
sekillendirme C yaylada egricyzykly
koordinatalary kesgitleydn bolsa, onda A
yaylany C vyayla geciryan f sekillendirmi ters
bolan f* sekillendirme hem A yaylada
egricyzykly koordinatalary kesgitlar.

C vaylada egrigyzykly koordinatalary
kesgitleydn ulgam kéibir denlemelerin komegi
bilen koordinat ¢yzyklarynyn masgalasyny
kesgitleydr, meselem, i -nji koordinat ¢cyzygy

x'(P)=C,,x*(P)=C,,...x"*(P)=C,_,
x'(P) =t,x**(P)=C,,;,....x"(P) =C,
denlemelerin komegi bilen alynyar, bu yerde C,-
ululyklar hemiseliklerdir, t-lizniiksiz parametrdir.

t parametrin alyan bahasyna gord P nokat C
21



vaylada kébir endigan trayektoriyany gecyir.
Seylelikde, C yaylanyn her bir P nokadyndan n
sany koordinat c¢yzyklary ¢ykyar. Basga bir
nokat iicin basga koordinat ¢yzyklary ¢ykar.
Eger-de ulgam dekart koordinatalary kesgitleyin
bolsa, onda onun koordmat c¢yzyklary P
nokatdan gecyin koordmnata oklaryna parallel
bolan goni ¢yzyklardyrlar.

Egricyzykly koordinatalar ulgamlarynyn
mysallary:
1. Polyar koordinatalar ulgamy:

X=TrCoS@
{y =rsin @
r>0
0<p<2r
2. Silindrik koordinatalar ulgamy:
X =TrCoS¢@
y=rsin g
=1

r>0, 0<p<2r
—0 < Z <+
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3. Sferik koordinatalar ulgamy:
X =1 CoS @sinéd
y =rsingsiné
Z=rcosé

r>0 0<p<2r
O<O<rx

Yokarda getirilen egricyzykly koordinatlar
ulgamlarynynn  kdbir  derfiewlerini  gegirelin.
Yewklid tekizligihde berlen (r,p) polyar
koordinatlar ulgamy R? tekizligin &hli yerinde
egricyzykly koordmatlarynn regulyar ulgamyny
emele getirmeydar. Hakykatdan hem, polyar
koordinatlardan dekart koordinatlara gecmegiii
Xx=x"=rcose,y=x*=rsing funksiyalaryny
alyarys. Bu ulgam iicin yakoby matrissasy

Cosp —rsing
d = ¢ 1
7 (sin o roos gaj , yakobiany bolsa

l(w)=r bolar.  Yakobian  koordinatlar

baslangyjynda () =0. Seyle hem, bu ulgam
yewkid tekizliginii 6z-0zline bolan 6zara bir
bahaly degisliligini emele getirmeyér, sebabi
(r,¢) We (r,p+27) nokatlar sol bir nokada
gecerler.

Indi, polyar koordinatalar ulgamynyn
regulyar bolyan C  vaylasyny kesgitlalin.
Yewklid R%(y' =r,y>=¢) tekizliginde
O<p<2r, 0<r<+owo densizlikler bilen emele
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getirilen tiikeniksiz C yaylany alalyn. Onda A
yayla hokmiinde ikidlgegli R?(x',x?) tekizligin
x' >0, x> =0 sohleden basga hemme yerini alyp
bolar(3-nji ¢yzgy)

+ RLg)

3-nji ¢yzgy

Bu sertlerde f:C—>A sekillendirme

X' =rcosg, X* =rsing,defilemeler bilen berler
we Ozara birbahaly, regulyar ulgamy emele
getirer. 3-nji ¢yzgydan gorniigi yaly f:C— A
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sekillendirmede dekart koordinatlaryn
goniburgly tory polyar toruna gegyar.

Ugslgegli  RP(Y',Y*,Y°)  ginisligin
silindriki y*=r,y*=¢,y* =z  koordinatalary
licin egricyzykly koordinatalar
X' =rcose, X>=rcosg, x> =r  funklsiyalar
bilen berilyir. Bu calsyrma R®*(x%, x%,x%)
ginislkden (¢=0, r>0) Dbilen  kesgitlenen
yarymtekizligih kesilip ayrylan boleginin A yayla
hokmiinde alynmagyndaky endigan
f:C—> AcR}(X',x*,x% sekillendirmesini
kesgitleydr. (¢=0, r>0) yarymtekizligin kesilip
ayrylmagy oOzara birbahaly degisliligi {ipjiin
edyér. Bu calsyrmanyn yakoby matrissasy

cosg —rsing 0
dy =|sing rcose 0
0 0 1

we Vakobiany I(w)=r. Yakobian ditie r=0
bahada(z okda) nola den bolup biler.
Diymek, silindriki koordinatalar r>0 bolanda A
yaylada regulyar ulgamy emele getirer.

Indi, R(Y.y%.¥%), y'=r,y*=0,y’ =09,
sferiki koordinatalara seredelin.
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Bu wulgam {¢in egricyzykly koordinatalar
r>00<0<rz0<@p<2r sertler yerine yetende

X' =rcosesing, x* =rsingsing, x* =rcosd
funklsiyalar bilen berilyar.

Onda
cosesing  rcosepcosd —rsingsing

dy =|singsingd  rsinpcosd  rcosgsing |
cosé -rsinéd 0

() =r?siné.

Yakobianyfl bahasy dile x° okda hola deii bolar.
Ozara bir bahaly degisliligi {ipjiin etmek ti¢in
giniiglikden (x*=0, x* >0) yarymtekizligiii
nokatlaryny hem ayyrmaly.

4-nji ¢yzgy
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§2. Skalyar argumentli wektor funksiya.
Predel we iizniiksizlik hakyndaky teoremalar

Goy, bize kibir R" ginislik we onun C
yaylasy berlen bolsun. Kabir [a,b]e R kesimiil
C vayla bolan sekillendirmesine seredelin.

1-nji  kesgitleme: [a,b] kesimin oOzara
birbahaly iizniiksiz C yayla bolan
sekillendirmesinin netijesinde alynyan
obrazyna — sekiline elementar (yonekey) egri
diyilyir.

Goy, PeC,telab] bolsun. Onda P
nokadyn bu giniglige gérd koordinatalary bardyr.
Eger-de  t—F(@t) ya-da F:[ab]>C 0zara
birbahaly tizniiksiz sekillendirme bolsa, onda her
bir t tg¢in C yaylanyn diirli P nokatlaryny
alarys. Netijede, P nokadyn koordinatalary t
parametre gora liytgeyarler. Baggaca aydylanda t
argumentli funksiyalar bolarlar: P(x,,x,,...,X,),
P = (X (0, %, (0)-., X, (1)) -

Bu funksiyalaryn ulgamy her  bir
seredilydn t {i¢in ginislikde diirli P nokatlary
kesgitleyirler. Sonufi iigin, [a,b] kesimifi dhli
nokatlary iicin P nokatlaryn geometrik orny
kabir egrini kesgitlir. Seylelikde, bu ulgama
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egrini denlemeleri h6kmiinde seredip bolar. Bu

......

Bellik: Parametrlerin saylanyp alnysyna gora
egrilerin diirli parametrlenmelerini alyp bolyar.

2-nji kesgitleme: Eger egrinin
parametrlenmesine giryan funksiyalar iicin
X1 2(0)+ X 2@+...+ xn, 2W#0  deiisizlik yerine
yetirilse, onda bu elementar egria endigan egri
diyilyir.

Indi, egrinin  wektor  deilemesinin
alnysyna seredelin. Goy, t— F(t) berlen bolsun.
t,t, dirlh bahalar {¢in giniglign  diirk
F(t),F(t,) nokatlary alnar. Ol nokatlary
koordinatalar baslangyjy bilen birikdirsek, onda
t parametrin diirli bahalary {icin diirli bolan t
parametre  bagly  OF (t,),OF (t,) radius
wektorlary alarys. Netijede, t parametrin
uytgeyan  yaylasyna  layyklykda  skalyar
argumentli v(t)= OF (t)  wektor funksiya
distinjesine gelinydar. Bu funksiyanyn grafigi t
parametrin  Uytgemeginde  alynyan  radius
wektorlaryn uclarynyn emele getiryédn
nokatlarynyil geometrik orny bolar. Onia wektor

yaly alnar.
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Goy, bize kibir f :C — R" sekillendirme
berlen bolsun. Anyklyk ii¢in goy: C =[a,b]cR’
Onda bu f:[a,b]>R*R")  gorniisde ya-da
F:[a,b]—> R’ Yaly bolar. Bu sekillendirméniii
netijesinde her bir berkidilen ¢ €[a,b] san

kibir DeR® nokada gegiriler. Sunlukda
sekillendirme 6zara birbahaly bolar.

T Fe___F®
@, 77T T R()
- S ® o

v(t)

U(tl
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v(t)

b) 0

¢) 0

5-nji ¢yzgy

Skalyar argumentli wektor funksiyanyn
predeli, {lzniksizligi hakyndaky teoremalara

gecyaris..
Goy, kébir skalyar argumentli

v(t) = {v, (1), v, (),....,v, (t)} wektor funksiya we
hemiselik a={a,a,,.a,} Wwektor berilsin.
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3-nji kesgitleme: Eger-de t—t, bolanda
Itirp ‘V(t) — a\ =0

deiilik yerine yetyéin bolsa,onda v(t)
wektor funksiya t, nokatda a predele eye
diyilyér.

Bu yerde

v(t)—a| = \/(vl(t) —a )+ (v, ) —a,) +..+(v,(t)-a,)
we  |v(t)-a—>O0bolanda

vi(t) >

v, (1) = a,

4-nji kesgitleme: Goy [a,b] kesimde v(?)
wektor funksiya kesgitlenen bolsun we bu
kesimin kidbir t, nokadynda wo() wektor
funksiya kesgitlenen bolsun. Eger-de ¢—t
bolanda

m\ v(t) —v(t,)| =0

dernlik yerine yetiryin bolsa, onda v(t) wektor
funksiya t; nokatda iizniiksizdir diyilyar.
Eger wektor funksiya kesimin dhli nokatlary
licin lizniiksiz bolsa, onda bu funksiya
seredilyian kesimde uizniiksizdir diyilyar.
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Mysal  {i¢in v(t):{(1+]/t)t,]/t} wektor
funksiyanyin ~ R'  gmiiglikde iizniiksiz bolyan
aralyklary (—,0) U (0,+0)bolar.

Skalyar argumentli v(t) = {v, (t), v, (t),....,v, (t)}
wektor funksiya t¢in  sekillendirme, predel,
tizniiksizlik hakyndaky asakdaky tassyklamalary
getiryaris.

Sekillendirmeler iicin:

(U+V)(t) =u(t) +v(t);

(f-v)(®) = T(1)-u(t);

(U, v)(t) = (u(t), v(t));

Ju, v]) = [uc). vt}

Bu yerde f(t) skalyar argumentli funksiya,
(u(t),v(t)) 1iki wektoryn skalyar kopeltmek

hasylyny, [u(),v(t)] iki wektoryi wektor
kopeltmek hasylyny kesgitleyar.

Predeller tigin: Goy, wektor funksiyalar iicin
v(t) >a, ut)>b, o) —>c (t—t) we
f(t) > d(t —t,) bolsunlar. Onda
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I|m (u()xv(t)) = I|m u(t) + I|m v(t)=azb

I|m (u(t)/v(t)) = ||m u(t)/||m v(t)=al/b
I|m(f(t) V(t))—llm f(t)- I|mV(t) d-a

t->t,

lim (u(t),v(t)) = (!ﬂn u(t), lim V(t)) =(a,b)

Uzniiksizlik ligin: Eger-de
v(t) > v(t,), u(t) >u(ty), o) > o) t—t)
we f(t)—>d{t—t,) bolsalar, onda predeller

hakyndaky teoremalarda degisli calsyrmalar
gecirip, Uzniiksizlik hakyndaky teoremalary
alarys:

lim (ut) £ v(t)) =u(ty) = v(t,)
lim (u(t)/v(t)) =u(ty)/v(t,)
!Ep(f(t)-V(t))= f(ty)-v(ty)

lim (u(t), V(1) = (u(to). v(t,))

Bellik: Bu teoremalaryn her biri ayratyn
subut edilip bilner. Onui ii¢in skalyar argumentli
funksiyalarda gegirilen subutlary ulanyp bolar.
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§3. Skalyar argumentli wektor funksiyanyn
oniimi we integraly

Goy, kibir [a,b] kesimde V(t) funksiya

we kibir t, <[ab] nokatda V(ty) kesgitlenen
bolsunlar. Oniim diisiinjesi skalyar argumentli
wektor  funksiyalar ii¢in - hem  matematiki
dernewde kesgitlensi yaly, kabir

v(t) —v(t,)
t -1,
gatnasygyn predeli hokmiinde kesgitlenyér.
. _ v(t) —v(t,)
1-nji  kesgitleme: Eger-de T

gatnasygyn t—t, bolanda tiikenikli predeli
bar bolsa, onda ol predele wektor funksiyanyn
oniimi diyilyir we ol
o v(t) —v(t
lim v(t) —v(ty) _ V'(t,)
t—ot, t— tO
gorniisde kesgitlenyér.

Goy v(t) funksiya kdbir C egrini
kesgitleydn bolsun. Sol C egri tigin wektor
funksiyanyn artdyrmasynyn kesgitlensine
seredelin:

Av(ty) = V(t, +At) —v(ty) = v(t) —v(t,)
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Av(t,)
v(ty)

C

o v(t, + At)

6-njy ¢yzgy

Bu artdyrma gora oniimin kesgitlemesini

: Av(t)
M= V)

denlik bilen hem alyp bolar

Bu denilemelerden gorniisi  yaly
t+At > t, (At > 0) bolanda C egrinin st
bilen v(tp) wektora yakynlagsma bolup
gecydr. Predel yagdayda biz seredilyin C
egrinii to nokadynda ona gecirilen galtagyan
V'(t;) wektory alarys.

Matematiki dernewde gorkezilisi yaly
wektor funksiyalar ticin hem Oniim hakyndaky
asakdaky teoremalar dogrudyrlar:

1. (u(t)to(t))=u’(t)+v’(t)

35



2. (f(tyo(t)) =" (tyo(t)+f(t)v'(t)

3. (u(®),0(t) =(u’(t),v(t))+(u(t),v’(t)
4. [u(®,0(O] =[u’(t),0(t)]+[u(t),v" ()]
5. (u(t),0(t),m(1)) =(u’(t),v(t),w(t))+
+(u(t),v’(t),0(t)+(u(t),v(t),0(t)

Bu  teoremalaryn  hemmesi  matematiki
dernewde gorkezilen sol bir usul bilen subut
edilydr. Bularyn tigiinjisinii  subudy asakdaky
yaly alynyar:
Subudy:
e (Ut + AL V(t, +At)) - (ult, ) v(t))
t),v(t))=
(u®.v)=lim A
(u(ty +At),v(ty +At))—(ulty ) vit, +At))
o At
M| vt = )-(utt ) vt )
At

+

= tim u(t0+At)—u(t0), lim V(t,+At)
At—0 At At—0

Jut i)
= (U'(ty), vty )+ (Uty), V' (t,)).
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Indi, wektor funksiyanyn  differensialyny
kesgitldlin. Onun t¢in V(ty) wektor funksiyanyn
ty nokatdaky At artdyrmasyna seredelin. Eger
sol artdyrmanyn bas bahasy At ululyga ¢yzykly
bagly bolsa, basgaca aydylanda wektor
funksiyanyn artdyrmasy

AV(t)=v'(t)At+0(At)

gorniisde alynyan bolsa, onda wektor funksiya t
nokatda differensirlenyar diyilyar we sol
artdyrmanynt bas bahasy wektor funksiyanyn
differensiyaly hokmiinde alynyar. Sol
differensiyal

dv(t)=v (t)At=(dv(t)/dt)At.

Soiiky denlikden gorniisi yaly  At>0
bolanda wektor  funksiyanyn dv(t)
differensiyalynyn ugry onun dv(t)/dt Oniiminii
ugry bilen gabat gelydr, eger At<0 olaryn
ugurlary gapma- garsydyrlar.

Wektor funksiyanyn modulyndan
differensiyalyn alnysyna seredelin. Goy, wektor
funksiya R°®ginislikde berlen bolsun:

V(O)={V1(t), v2(t), va(t)}= va(D)i+ va(t)j+ va(Dk.

Wektor funksiyanynn modulynyn kwadratynyn
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| VEOP=VAE)+ v (0)+ vi(R),
We onun 6z-0ziline skalyar kopeltmek hasylynyi
(VO V)= vi O+ v2 (O)+ va'(D)

denlikler bilen hasplanyandyklaryna gord, olaryn
sag boleklerini denesdirip

VOV ®)= MO
denlige geleris.
Bu denligimn ki bolegini hem
differensirliris:

2@ dv(B)=2(v (), dv (D).
Bu yerden
div@®F (v @)/ O] dv(D)=(ve(D),dv (D).

Bu  deilik  wektoryi = modulynyn
differensiyaly  bilen onuin  differensiyalyny
baglanysdyryan denlikdir.

T S
1-nji mysal: v(t)={sm2§,e”} wektor

funksiyadan oniim almaly bolsun. Oniimin
kesgitlemesine gord ~ bu wektoryn her bir
koordinatasyndan skalyar funksiyanynn Oniimi
yaly oniimleri kesgitlemeli we ol koordinatalary
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wektor funksiyanyli Oniiminiii  koordinatalary
hokmiinde almaly, yagny

' .t t t 3 t-t3
Vi(t)=<2SInN—-coS—-| — |, {t—t°) -e =
®) 2 2 [2) ( )

:{%sint,(l—Stz)eHs }

Wektorlaryii skalyar we wektor kdpeltmek
hasyllarynyn ~ hésiyetlermi ~ ulanyp,  wektor
funksiyadan yokary tertipli  Oniimlerini
kesgitlemegin mysallaryna seredelin.

2-nji mysal.
a). (v¥)' =(v,v) = (V,v)+(v,v) = 2(V',v) = 2w/
b). v = v+ Vv = vl

¢).
(VI,V!I’VIN)! — (V”,V",V”’) + (V!’Vﬂl’vm) + (VI’V!!’V(4)) — (V’,V”,V(A))

Wektor funksiyanyn integralyny kesgitlemége
girieli.

Wektor funksiyalaryil integrallary hem
skalyar funksiyalaryn integrallarynyn kesgitlensi
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yaly kesgitlenyar. Hakykatdan hem, goy V(t)
wektor funksiya [a,b] kesimde berlen bolsun.
Bu kesimi n bolege bolelin:

a=t, <t <t, <..<t,=b, [t,.t]c[ab]

Bu bolek kesimlerini her birinden z; lt, , t; |
nokatlary alyp, olarda wektor funksiyanyn v(t;)
bahalaryny we ol bahalar {i¢in integral jemleri
kesgitleyéris:

o, =>0(r) (¢ -t,)

2-nji kesgitleme: Eger [a,b] Kkesimin &dhli
miimkin bolan béleklemeleri iicin T; sanlaryn
saylanyp alnysyna bagly bolmazdan yokarky
integral jemin n—oo ymtylanda predeli bar
bolsa, onda ol predele v(t) wektor
funksiyadan alnan integral diyilyir we ol
asakdaky yaly kesgitlenyir:

iv(t)dt i -Tvl(t)dt i -ivz (t)dt + k -fvg (t)dt

40



Bu deilign sag bdleginin integrallarynyn
skalyar funksiyalara gord kesgitli
integrallardygy ti¢in wektor  funksiyalaryn
integrallarynyn asakdaky hésiyetleri dogrudyrlar:

1 'Tv(t)dt S_T\v(t)\dt

2, T[C,V(t)]dt = {C,Tv(t)dt}

3 iv’(t)dt ~v(b) - v(a)

Bu hasiyetleri 6zbasdak subut etmeli.

3-nji mysal: v(t) = {sin t,aos t} wektor
funksiyany [0, 7] aralykda integrirlemeli.
Integrirlemegin kesgitlemesine gora alarys:

Iv(t)dt _ j{sint,cost}dt =i -Isintdt + -jcostdt .
0 0 0 0
=i-(—cosz+c0s0)+ j-(sinz—sin0)=2i.
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§4. Teylor formulasy. Egrinin natural
dernillemesi

Wektor  funksiyalaryn ~ Onimi we
differensiyaly kesgitlenenden sofira matematiki
deriewde gorkezilisi yaly, bu funksiyalar {i¢in
hem matematiki dernewin esasy diisiinjelerm biri
bolan Teylor formulasy diislinjesi girizilyar.
Sebébi egrilerin galtasmasy, lstlerdédki egriler we
olar bilen bagly beyleki diislinjeler Owrenilende
skalyar argumenth wektor funksiyalaryn kébir
nokadyn etrabynda hatara dargamasy ulanylyar.

Iki bilen skalyar f(x) funksiyanyin X
nokadyn etrabynda  Teylor  formulasyna
dagydylsyna seredelin. Matematiki derfiewde
gorkezilisi yaly, bu dargama N - tertipli
lizniiksiz oniime eye bolan f(x) funksiya iigin
asakdaky yaly alynyar:

f(X): f(Xo)"'[fI(Xo)/l!]'(x_Xo)"‘[f”()(())/2!]'()(_)(0)2 +
+ot [f (")(xo)/n!]-(x—xo)” +o((x—x0)”)

Bu dargamanyn V('[)z {X(’[), y(t), Z(t)}
wektor funksiya iicin toe[a,b] berkidilen
nokatda alnysyna seredelii. Elbetde x(t), y(t),
z(t) funksiyalar t, nokadyii etrabynda n —
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tertipli ilizniiksiz Oniimlere eye bolsunlar. Onda
bu funksiyalar {icin Teylor formulalaryny alarys:

()/ﬂ] (t—to)+[x"(t)/2]-(t—t,)" +
to)"+o((t t,) )

/1]( toely (62—t +
) +oft-t))

() 2(ty )+ [2'(t, )/2]- (t—t, )+ [2(t )/21]- (1 —t, )" +
2 )] (-t ) +olt -t )" )

Bu formulalary degislilikde L J, K
wektorlara kopeldip, somnira degisli elementlerini
hasaba almak bilen gossak, onda v(t) wektor

funksiyanyn Teylor formulasyna dargamasyny
alarys:

v(t)=v(ty )+ [v'(t )/2]- (=t )+ [v" (& )/ 2]- (t—t, )
o+ O )] -t ) +ol(t—t, )

<
~
N—"
||
I—I-
v
|—|
|_|/-\

+. +[y" /n'

+

1-nji  mysal. V(t) = {et ,sint, COSt} wektor
funksiyanyn  t, =0 nokadyn etrabynda Teylor
formulasyna dagytmasyny almak  licin

e',sint,cost funksiyalaryiiTeylor formulalaryny
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el =1+t +t2/24+... +t" /n!+o(t“)

sint=t—t3/314+t3/51—t" /7T1+ ...+
+(=D"™t2 /(2n 1)1+ o(t")

cost =1—t%/21+t*/41—t®/6l+ ...+
+ (=)™t /(2n-2)!1+o(t")

alyarys we bu formulalary degislilikde 1, j, k
wektorlara kopeldip sofira degisli elementlerini
hasaba almak bilen gossak, onda v(t) wektor
funksiyanyn Teylor formulasyna dargamasyny
alarys.

Indi  v(t) wektor funksiyanyn onun
differensiyallary boyunga Teylor formulasyna
dargadylysyna seredeln.

Onun  {i¢in Av(t) =v(t) —v(t,) = dv
denligi ulanyp Vv(t) wektor funksiyanyn Teylor
formulasyna dargatmasyndan wektor

differensiyalyn dargamasy alarys:
1
dv = Av(t) = dv(t0)+5 d2v(ty )+ ...+

+%-d“v(to) +o(t")



Egrinii tebigy (natural) deiilemesiniit alnysyna
seredelin.

Goy, Vv(t) funksiya kdbir [a,b]-de berilsin.
Bu funksiyanyn godografy gimislikde C egrini
kesgitleyar. Wektor funksiyanyn diirh
parametrlenmesinde sol bir godograf alnyp,
parametrlerm diirh bahalary iicin godografyn
dugalary alynyar. Egrini dugasynyn uzynlygy
bilen alynyan parametrlenmesine egrinin natural
denlemesi diyilydr. Berlen egrinii {istiinde
nokatlary berkidip onun birndce dugalaryny
alarys. Goy, ol dugalaryn biriniii uzynlygy

S= ‘M i M i+1‘

bolsun. Duganyi uzynlygynyi

b
s:.[\/x’2 +y'% +2"%dt
a

formulasyndan  defilemdnin iki bolegini hem
differensirldp, duganyn differensialy iicin
asakdaky formulany alarys:

ds= X2 +y?+27%

Bu deniligil egrinin natural detilemesini almakda
ulanylysyna seredelin.
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2-nji mysal.

v(t) = {acost,asint,bt}=i-acost + j-asint +k-bt

wint ¢yzygy licin natural denlemelere gegmeli.
Onun tigin

JXZ+y? 4727 = [(acost)’? + (asint)’? + (bt)’2 =+/a® +b’

we

ds =+/a® +b*dt
denlikleri ulanyp, diirli parametrlerin arasyndaky
S

va® +b’

baglanysygy alarys we ony wektor funksiyanyn
defilemesinde t parametrini ornuna goysak,
wektor funksiyanyn tebigy (natural) detlemesine
geleris:

t=

,asin

v(t):{acosL > 0 > }
va’® +b? JaZ+b?  +a’+b?

3-nji mysal. v(t)={e' cost,e'sint,e’} wektor
funksiyanyil natural denlemesini diizmel.

2-nji mysalda gorkezilisi yaly duganyi
differensialynynn formulasyndan peydalanyarys:
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(e' cost)? =e”(1-sin 2t)
(e'sint)? =e*(1+sin 2t)
(et)|2 — eZt

\/X|2+yl2+zl2 — et'\/§
Onda duganyn differensialy
ds = et /3dt
bolar. Bu yerden bolsa, diirli parametrlerii
arasyndaky baglanysyklaryin birini

s++/3
J3

alyp, Dberlen wektor funksiyanynn natural
denllemesini asakdaky yaly yazarys:

t=In

et S s S

v(o) = {s +/3 s++/3 s+\/_ s++/3 s+\/§}

47



§5. Galtasyanlar; normallar; galtasma

Egriler we istler Owrenilende olara
gecirilen  galtasyanlaryni, normallaryn  &zara
yerlesislerini we egri bilen egrinii, Ust bilen
egrinii  Ozara  galtasmalaryny  Owrenmeklik
zerurlygy viize ¢ykyar. Bu diislinjeleri girizelin.

Goy, R® ginigligin adaty nokatlarynda
((X'(®)* +(y'@®))* + (z'(t))* = 0sertde)wektor
funksiya v(t) =i-x(t)+ j- y(t) +k-z(t)

x = x(t)

y=y(@®

z=1(1),
ulgamyn komegi bilen C egrini  kesgitleyédn
bolsun.

1-nji  kesgitleme.  v/(t)= {dx(t) dy(t) dz(t)}

dt ~ dt ' dt
wektora C egrinin t nokatdaky galtasyan ya-
da tizlik wektory diyilyar.

Galtasyan v'(t) wektor C egrda onun M(t)
galtasma nokadynda gegirilen galtasyanyn ugry
boyunga yatar. Onda analitik geometriyadan belli
bolsy yaly, M(t) nokatdan gecydn galtagyan
bilen ugurdas bolan goni ¢yzygyn —  V/(t)
galtagyanyn denillemesini

X=x(t) Y-yt) Z-z(t)
x'(t) y'(t) z'(t)
gorniisde alarys.
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2-nji  kesgitleme. Galtasma nokadynda
galtagsyana  galdyrylan  perpendikulyara
egrinini normaly diyilyir. Bu normallar biitiin
tekizligi dolduryarlar. Galtasma nokadynda
galtagsyana perpendikulyar bolan tekizlige
normal tekizlik diyilyér.

/ "\\
/

7-nji gyzgy

Kesgitlemd gord, galtasyan v/(t) wektor
normal tekizlige perpendikulyar, sonuil li¢in hem
analittk  geometriyadan ~ normal  tekizligii
detilemesini
X(1)-(X =x@®)+y'®)- (Y —y®)+2'®)- (2 -2()=0
gorniisde alarys.

Indi, bu distinjeler1 istler {igin hem
girizelin. Goy, kabir iist F(x,y,z)=0 denleme
bilen berilsin. Bu tistde
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x = X(t)

y=y()

z=1(t),
ulgamynn komegi bilen kibir egrini gegirelin.
Onda t parametrin islendik bahasy ii¢in
M (x(t), y(t), z(t)) nokadyn koordinatalary

F(x(t), y(t),z(t)) =0

tozdestwony kanagatlandyrar. Bu tozdestwony t
gord differensirldp
F (Y 2)-X(O)+F,(xYy,2)-y(O)+F(xy,2)-2(t)=0
tozdestwony alyarys. Kéibir
VE=F(XY,2)-i+F,(XY,2)- J+F,(XY,2)-k
wektory girizelin. Onda yokarky tozdestwony
adaty nokatlar (F, #0,F, #0,F, #0) {igin:

(VE,V'(t)) = 0.

Suna menzeslikde, M (x(t),y(t),z(t)) nokatdan
seredilyan tistde tiikeniksiz kop egrileri we ol
egriler licin galtagyanlary gecirip bolar. Sol
galtagyanlaryn hemmesi hem VF  wektora
perpendikulyar bolarlar we sol bir tekizlikde
yatarlar.
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VFE|

V'(t)

V' (1)

8—nji cyzgy
Bu tekizlige hem {istiin M (x(t), y(t), z(t))

''''''

Analitik  geometriyadan  bolsa,  galtagyan
tekizligin denlemesini

I:x (X7 Y Z) ) [X - X(t)]+ I:y (X’ Y, Z) ’ [Y - y(t)]+
+F,(x,y,2)-[Z - 2(9)] =0

gorniisde alarys.

Egrilere meinizeslikde, M (x(t), y(t), z(t))
nokatda galtagyan tekilige galdyrylan
perpendikulyara  iistiin  normaly  diyilyar.
Elbetde, bu normal yeke-tdkdir we VF wektor
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bilen ugurdasdyr. Analitk geometriyadan belli
bolsy valy, iistiin normalynyn denlemesini
X=x(t) Y-y@t) Z-z(t)
FX (X7 y’ Z) Fy (X’ y’ Z) FZ (X’ y’ Z)
gorniisde alarys.

Bellikler: 1. Eger-de listiin
M (x(t), y(t), z(t)) nokadynda ona gecirilen
galtagyan egrini alsak we bu nokatda egrd
galtagyan gegirsek, onda (VF,V'(t))=0 bolar, we
ol galtagyan galtagyan tekizlikde yatar. Sunlukda,
egri bilen {istiin arasynda 1-nji tertipli galtasma
2. Sundan baglap, &hli yerde {stin adaty
nokatlaryna serdiler. Eger-de ayratyn aydylmasa
vi(t) we v'(t) wektorlar kollinear dil hasap
ediler.

Goy, indi kébir egri
v(t) =i-x(t)+ j-yt)+k-z(t) wektor bilen berilsin.
Bu egrinini M (t) nokadynyn iisti bilen ge¢yéin we
bu egrd “tiikeniksiz golaylasdyrylan” tekizligi,
basgaca aydylanda, M (t) nokatda miimkin bolan
uly tertipddki galtasmany emele getiryan
tekizligi tapmak meselesine seredelin.
Goy, M(t) nokatdan egrinini m normaly
galdyrylan, M’(t) nokat M(t) nokada tiikeniksiz
golaylagyan bolsun.
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C
o M (¢ At)
M) P
9—-njy cyzay

Onda PM'(t)—»>0 bolar, yagny PM’(At)
uzaklyk At ululyga gord (n+1) tertipli
tikeniksiz ki¢ci ululyga Owriiler. Bu yagdayda
MM’ wektoryn Teylor formulasyna we Teylor
hataryna dargamasyna seredelin:

2
MM’ = v(t + At) —v(t) = V() At +v"(t)-% +%Q[(At)2]
: , yrey AL
MM’ =v(t+At) —v(t) =V'(t)At +Vv (t)'ﬁJ“”
we PM’'=mMM’ bolyandygy iicin alarys:

2

PM’ = MMM’ = mv'(t)At + mv"(t) '%*
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10-njy ¢yzgy

Seylelikde 1). Eger-de mv'(t)=0 bolsa, onda
PM’- 1-nji tertipli tiikeniksiz kigidir, basgaca
aydylanda nol tertiph galtasma bolyar, yagny
egri tekizligi desip gecvar.

2). Eger-de mv'(t)=0 bolsa, onda PM’- 2-nji
tertipli tiikkeniksiz kicidir, basgaca aydylanda 1-
nji tertipli galtasma bolyar, egrd gegirilen
galtasyan m normala perpendikulyar bolup,
gbzlenyin tekizlikde yatar.

3). Eger-de mv'(t)=0, mv'(t)=0 bolsalar, egri
bilen gozlenyan tekizligin arasynda 2-nji tertipli
galtasma emele geler. Bu yagdayda gozlenyéin

------

Goy indi, kédbir egri ki sany F(X,y,z)=0
we @D(X,Y,2)=0 iistlerit kesismesi hokmiinde
berlen bolsun. Onda bu egri ¢yzyk {igin galtagyan
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goninin  we normal tekizligm denlemelerini
dizeln. Belli bolsy yaly, galtasyan goninin
deiilemesi
X=x(t) Y-y@) Z-z(t)
XO YO 70
bilen berilyir. Ustlerii denllemelerini
differensirldp alarys:

oF , oF , OF _,
— X +—y+—7'=0
OX oy 0z
<
%-x#%-y#%-z’—O
| OX oy 0z

Bu ulgamdan
OF JF| |oF oF| |OF oF
,_|Oy oz oz ox|.|ox oy
2= : : .Onda
ap 09 |'|og 29| |0s 09
oy 0z | |0z OX | |Ox oy
galtasyanyn denlemesi asakdaky gorniise geger:
X=x(t) Y-yt) Z-z(t)
OF OF | |oF oF| |oF oF|"
oy oz 07 OX ox oy
opop| (0099 |og g
oy oz 07 OX X oy

55



Suna menzeslikde,
denilemesinde degisli ornuna goymalary ulansak,
onda normal tekizligin defllemesini alarys:

oF oF
oy o
0p 0
oy oz

(X = x())+

normal tekizligin

oF ok

07 OX
0¢ 99

(Y —y(t))+

07 OX

oF oF
OX oy

94 09
OX oy

(z-2())=0

Bu denligi goz oniinde tutup, normal tekizligin
defilemesini 3-nji tertipli kesgitleyjinii  kdmegi

bilen

oF
o
o¢
ox
gorniisde alarys.

F
oy
o9
oy
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§6. Yewklid ginisliginde egrinin uzynlygy.
Egrilerin arasyndaky burg

Yewklid  ginisliginde  kibir  wektor
funksiya bilen kesgitlenen egrinin dugasynyi
uzynlygynyn alnylysyna seredelin. Goy, kébir
R" vewklid  ginisliginde  [a,b] kesimde
kesgitlenen, bahalary bu ginislikde bolan
v(t) wektor funksiya berlen bolsun.

V(t) = P (£), %, (), X, (1)},
v[a,b]; X X,,...X, €R",
Belli bolsy yaly, yewklid gitisliginde &, ueR"

wektorlaryn komegi bilen olaryn skalyar
kopeltmek hasylyny kesgitleyiris:

(En)=2¢u
Ilki bilen seredilyan gmiislige degisli
bolan her bir  wektoryn  uzynlygynyn, iki
wektorynl arasyndaky uzaklygyn, wektorlaryi
arasyndaky burgun  skalyar  kopeltmek
hasyl bilen alynyan formulalaryny getirelin:

é: = { 1...,52;---v§n}
U= {Iul,...,,uz,---nun}
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=i+ &2 42 =& & et 8 =68

|E—pl=J(E—u, é-p);

()
COS @ =
NCEN Y
Sulara menzeslikde, skalyar

kopeltmek hasylynyn komegi bilen egrilerii
uzynlygyny kesgitlip bolyar. Belli bolsy yaly,
v(t) = {X, (), X, (t),.... X, ()} wektor ticin tizlik

wektor
dx dx
Vi) =4, "
®) { dt dt }

denilik bilen kesgitlenyar.

Wektor funksiyanyn koordinatalary [a,b]
kesimde endigan funksiyalardyr;
kesgitlemeden  gOrniisi yaly, berlen  wektor
bilen onun tizlik  wektorynyn arasyndaky
baglansyk 11-nji ¢yzgydan goriinyar.

v(a) Vv'(t)

M/. v(b)

V'(t)
11-nji ¢yzgy
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Lemma: Koordinatalary [a,b] kesimde

endigan  bolan V(t) wektor funksiyanyii
modulynynn hemislik bolmagy iicin,

(v(t), V(t))=0

deniligin yerine yetmegi zerurdyr.

Subudy: Hakykatdan hem, goy, |v(t)|=C-
hemiselik  bolsun. Onda

V()| = VX2a () + X22(t) +...+ X2n(t) =C
denilligm iki boleginden hem t parametra

gérd Oniim alyp, drobuiinola den bolmak
sertinden alarys:

2%, (1) - X[ () + 2%, (t) - x5 () +...+ 2%, (1) - X/ () =0
Bu denlik Lemmany subut edyar.

2-nji kesgitleme: Goy, v(t) wektor
funksiya [a,b] kesimde kesgitlenen bolsun
we onuii koordinatalary bu kesimde
endigan bolsunlar. Goy, v(a),v(b)
kesgitlenenbolsunlar. Onda

L) = [ VO,V Ot =[] v'(t) | dt
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ululyga v(t) wektor funksiyanyn v(a)
nokatdan v(b) nokada c¢enli emele getiren
dugasynynn  uzynlygy diyilyir. Bu formula
koordinatlar gorniisinde

) L= JZ[Z—XJ ct

i=1

Goy, rela, fA]. Koordinatalary

endigan bolan V(t) wektor funksiya t we
parametrlere gord iki diirlh parametrlemelere eye
bolsun. Bu parametrlermi 0zara baglanysygy

dt
—>0
dr
bolsun, onda diirli parametrlemeler {igin hem

egrinin dugasynyn uzynlygy hemiselikdir, yagny

t=t(z) denlk bilen berilsin we

(VD) =1(v(@) I7, v(a) =V(a),v(b) = V(p)

Hakykatdan hem,

V(D) [2= [V (1), v{ (D)dt =
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J(v; () V. (r)-(‘l—fj dt =

B

R ™

B

= [JW. (@), vi(@)dr =1(v(2))]
Indi V(t) we V(r) wektor funksiyalaryi
arasyndaky burgy kesgitliliii. Goy, bu
wektorlar kibir P =v(a)=v(b),t=a,7=D
nokatda kesissinler:

V'(t)

v(t)

P Vv'(7)
P V()

12-njy ¢yzgy
12-nji cyzgydan gomiisi yaly, V(t) we V(7)
wektor funksiyalaryn arasyndaky bur¢ olaryn
kesisme  nokadyndaky tizlk  wektorlaryn
arasyndaky burca dendir:

05— (L@, V.(0)
V@]V, O]
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Egrinin dugasynyn uzynlygyny
hasaplamagyn formulasynyn komegi bilen 6nden
belli bolan formulalaryn alnylysyna seredeli.

a) Kesimiti uzynlygy. Goy, v(t) egri ¢yzykly
X' (t)=a' -t(a' =const,t e[a,b]i=1n)
funksiyalar bilen berilsin. Onda bu egrinii

t =a nokatdan t =D nokada cenli uzynlygy

I(v(t»|2—j\/z(ddxjdt ~(0-a) > (@)’

i=1

bolar. Basgaca, bu egri iicin baslangy¢ nokadyn

{06 i 'a}, ahyrky nokadyn {05 i -b}
bolyandyklary {icin adaty kesimiii uzynlygy hem

(b-a) (> (@')" bolar

b) Toweregiti uzynlygy. Goy, v(t) egri

x'(t) = Rcost, x?(t) = Rcost,t € [0,27]
funksiyalar bilen berilsin. Onda bu egrini
t = 0 nokatdan t =27 nokada genli uzynlygy

L(v) = \/z(ddij dt = 27R.

0 i=1

Onden belli formula doly gabat gelyir.
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§7. Egricyzykly koordinatalar ulgamynda
egrinin uzynlygy

Goy, R" giisligin kibir C yaylasynda
kesgitlenen v(t) ={x'(t),x*(t),..., x" (1)}  wektor
funksiya berlen bolsun. Beli  bolsy yaly,

kdbir (a,b) aralykda yewklid koordinatalar
ulgamynda  egrilerin uzynlygy

| (v(®) = [ VOV @)V O)dt =] v'(t) | ot

formula bilen kesgitlenendir.
Egricyzykly koordinatalar ulgamynda

2(t) =2’ Of={"©. 2 ©)....2" O)]
egricyzykly  koordinatalar ulgamy berlip,
X' =x'(z(t)), L<i < Nn) deilikler
yerine yetsinler.

Bu yagdayda

v(t) = X (z(t)} @<i<n)

Bu wektor funksiya licin tizlk wektoryn
Ozgersine seredelil. Onuil li¢in ¢ylsyrymly
funksiyanynn  Oniimini kesgitlenisine gora
alarys:
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v'(t):{d—xi, 1<i< n},

dt
i (z(t)  dX (2 ()2 @)
dt  dt o _

ox' ozt dx' dz? ox' dz"
=022y iR AN =
ozt ot oz dt oz" dt
noox dzX

=2k g (I<i<n).
k=1

Onda duganyn uzynlygynyn formulasyndan
b

= (V)= [J'©), v(D)dt =

a

3 -

k=1
b | ox' dz" ox'odzP )
=I\/il(;82m dt Zp:azp dtJdt_

f dz" & oxt ox' o dzP
_-!:\/Z dt Z@z’“.ézp' dt .

i=1

64



n ax‘.ék‘

O =2 v G0
b
dz™ dzP
= (v(®)[" j\/z Ot
a m,p

Bu formula egricyzykly koordinatalar
ulgamynda duganynn  uzynlygynyn formulasy

diyilyar.  gmp ulgam z liytgeyanlere
baglydyr we kibir  gn, = G(z) matrissany

kesgitleyar. Sebébi X yewklid
koordinatalardan z egricyzykly koordinatalara
gecirilende bu Ozgertmanin yakobi
matrissasy
ox- ox
ot or"
ox*  ox®
OX e
— |=dy, =| o' oz
0z
ox" ox"
o' or"
bolar.

Bu matrissany transponirldp alarys:
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ox' ox>  ox"
ozt o7t ozt
G170 L B
ox' ox?  ox"
oz" 01" oz7"
Onda ¢, :iznl: 2("" % icin

G(2) =9., =(dy,) (dy,)
O0zgertmani alarys.
Indi, bu matrissanyn geometrik
manysyna seredelin. Onunt {igin seredilydn

wektor funksiyanyn koordinat ¢yzyklaryny
alalyn. Goy, olar kdbir nokatda kesissinler.

v, (t)=1{c!,c?,..c" =t,...c"}
v, ()= {cl,cz,...,cIO =t,...,c”}
Ly = Vi (1)
I, =V (t)
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p- koordinata
CyzZygy

m- koordinata
eyzygy

13—njigyzgy

Seylelikde gn, = G(2)= (I, 1,) matrissanyii
geometrik manysy m we p koordinat
cyzyklarynyn tizlik wektorlarynynn skalyar
kopeltmek hasylydyr.

Eger—de z egricyzykly koordinatalardan
y egricyzykly koordinatalara ge¢mek zerurlygy
yiize ¢yksa,onda seredilydn matrissanyn
ozgertme kanuny asakdaky yaly bolar:

G(y)=(dy,) -G(2)-(dy,,)
Eger-de x- dekart koordinatalardan z

egricyzykly —koordinatalara  ge¢cmek yiize
¢yksa, onda yokarky formuladaky

G(2) =(dy,)" -G(x)-(dy,,)

G(x) matrissa birlk matrissa Owrliler . Bu
yagdayda gecis kanuny asakdaky bolar:

G(Z) = (d sz)T -E- (d sz) .
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Belli bolsy yaly, egricyzykly koordinatalar
ulgamynyn  polyar, slindriki we  sferiki
gorniislerine seretdik. Bu ulgamlar ii¢in

egrilernin dugalarynyn uzynlyklarynyn
formulalarynyn alnysyna seredeli:

Polyar koordinatalar {i¢in:
1) R*(r,@); r=2", o =1°,
X' =rcosep, X’ =rsing,

(COS(p - rsingoj
dy . =| . :
sing  r cosg

COS @ sing
d =
vz [—I’Singo I’COS(pj

gmp=G(Z)=(COS(p sing }(10 .

—rsing rcose 01

cosp—rsing |\ (103 (g, 9
sing r cosg 0r’ 921 92
Onda, polyar koordinatalarda egrinin

dugasynyin uzynlygyny hasaplamagyn
formulasy
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bolar.

Silindriki koordinatalar ii¢in:

DR(r,,2), z'=r, 72°=¢, 7°=12

X'=rcosep, X' =rsing, X' =1z
CosS @ sinp 0 cosp — rsing O
G(t)=|—-rsing rcosp O|-E-sing rcosep O|=
0 0o 1 0 0 1
100
={0 r?0 |,
001

Slindrik koordinatalarda egrinii  dugasynyn
uzynlygyny hasaplamagyn formulasy:

100
G(z)=|0 r?0
001
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(&) () (2

Sferik koordmatalar ii¢in:

3

AR (r,p,2), 1t=r, 1°=¢, 1°=1
X' =rcospsing, x> =rsingsiné,
x* =rcosé

Sferik koordinatalarda  egrinin  dugasynyn
uzynlygyny hasaplamagynn formulasy:

b 2 2 2
I:j\/(%) +r2(z—fj +rzsin29(il—§t0) dt

sebabi
10 0

G(z)=|0 r? 0
0 0 r’sin?é
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Seylelikde, duganyn  uzynlyklarynyn
formulalaryny aldyk. Kopleng, amaly
hasaplamalardan duganyn  uzynlygynyn
formulasy  ddlde duganyn differensialynyn

fomulasyny — ulanmak amatly bolyar. R®
gimislikde  duganyn differensialynyn
kwadratlary ti¢in:

sferik koordinatalarda

D(dlY =(dr) +r*(de) +r’sin®6(de)’ ;
silindirik koordinatalarda

2)(dl)" = (dr )"+ r*(dp) +(dz)";

polyar koordinatalarda

3)(dI) =(dr) +r*(de)’;

yewklid koordinatalarda
A)(dl? = (@ +(dx? ) +...+ (ax"

formulalar dogrudyrlar.
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§8. Riman ginisligi we metrikasy. Indefinit
metrikalar

7-nji paragrafda gorkezilisi yaly, her bir
ginislik ticin onun metrikasy kesgitlenyar. Seyle
hem, C yaylada berlen her bir z egrigyzykly
koordinatalar ulgamyna koordinatalaryn
calysmasynda kwadrat forma yaly Ozgeryan
endigan funksiyalardan diizilen G(z) matrissa
degish edilyr.

Mysal t¢in, yewklid ginisliginde
metrika hokmiinde iki  wektoryn  skalyar
kopeltmek hasyly alynyar. Sol skalyar
kopeltmek  hasylyn komegi  bilen bolsa
wektoryl  uzynlygyny, olaryn  arasyndaky
bur¢y, egrmii dugasynyn uzynlygyny we
beyleki hasaplamalary gecirip bolyar.

1-nji kesgitleme: Goy, yewklid ginisliginin
islendik C yaylasynda egricyzykly z*,z°,..., 2"
koordinatalaryn  regulyar ulgamy ii¢in

endigan funksiyalaryi g.,=G(z) toplumy
kesgitlenen bolsun. Eger-de

1). G(2)=(9,,(2)) matrissa  simmetrik
bolsa, yagny ¢,,(z)=9,,(2).
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2). G(Z) matrissa  polozitel Kkesgitlenen
we |G(z)[=0.

3). Egricyzykly koordinatalaryn 2z —>Yy
calsyrmasynda G(y) gecis  matrissasy

G(y)=(dy,.f -6@)-(dv,) kanun
boyunca kesgitlenyin  bolsa, onda
seredilyiin  ginislikde Riman metrikasy
girizilen diyilyir, ginisligce bolsa Riman
ginisligi diyilyar.

2-nji  Kkesgitleme. Eger-de C yaylada
G(Yy)matissany birlik matrissa owiiryiin
koordinatalaryin y ulgamy tapdyrsa, onda C
vaylada Kkesgitlenen Riman metrikasyna
yewkild metrikasy diyilyir.

Bu kesgitlemelerden, “yewklid  dal”
ginislikleri bar bolmaklygy hi¢ bir egricyzykly

n .
koordinatalarda metrikany Z:(dxl)2 gorniisde
i=1
yvazyp bolmayanlygyna bagly déldigi gelip
cykmayar. Hasaplamalarda, kesgitlemedaki
G(2) =(9,,,(2)) matissany almakdan egriniii

dugasynyn differensialynyin kwadratyny almak
amatly bolup duryar(§7).
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Diymek,  ginislik kesgitlenende, onui
elementleri ligin  skalyar kopeltmek
hasylyny  kesgitlemeli. Yewkid gmlisliginde

E={E 08 u=

wektorlar licin olaryn skalyar kopeltmek
hasyly (&)= & 4" deilik bilen
i=1

hasaplanan bolsa, onda yokarky kesgitlema
layyklykda Riman giislikler1  ti¢in
clementlerm skalyar kopeltmek hasyly

(&)= 0 (2)E™ 1°

denilik bilen kesgitlener.

Brr nokatdan c¢ykyan iki wektor {ig¢in
olaryn skalyar kopeltmek hasyly koordinatalar
ulgamynyn saylanyp alnysyna bagly daldir.
Emma diirh nokatlardan ¢ykyan wektorlaryn
skalyar kopeltmek hasyly iicin inwariantlyk
yokdur. Riman metrikasy boyunga egricyzykly
koordinatlarda egrinii dugasynyn uzynlygy

b | dz™ o dzf
o)E-] | 2 6, % o
m,p

a

formula bilen hasaplanar.

74



Girizilen Riman ginisliginde yokarda
kesgitlenen Riman  metirkasyny ulanyp
wektoryn uzynlygynyni, iki  wektoryn
arasyndaky  burcun, duganyn uzynlygynyn
formulalaryny asakdaky gorniiglerde alyarys:
Yewkild we Riman gitislikleri {igin wektoryi

uzynlygy:
|§|:\/(§’§) we
[E1F 2, 9m (D) & &F

wektorlaryii arasyndaky burg

(&.u)
cosp = ~2 7
Ry We
3 dz;” dz;.
o dt dt

mp

COS @ =

2] dz} 2y’ dz}
\/ng" dt dt \/ng" dt dt

mp mp

formulalar bilen hasaplanar.
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Yokardaky kesgitlemelerde girizilen
Riman metrikasy polozitel  kesgitlenen
metrikadyr. Hususy halda, §7-de kesgitlenen
metrikalar hem polozitel kesgitlenen
metrikalardyr. Emma, kop yagdayda poloZitel
kesgitlenmedik metrikalar — indefinit metrikalar
bilen islemeli bolyar.

3-nji kesgitleme. Goy, yewklid ginisliginin
islendik C yaylasynda egricyzykly
koordinatalaryii z',z°,..,2" regulyar lgamy
iicin endigan funksiyalaryn g., toplumy
kesgitlenen bolsun. Eger-de

1G(z) =(9,,(z)) matrissa simmetrik bolsa,
}’Iagny gpm (Z) - gmp(z) ;

2)|G(2) %0 bolsa ;

3) Egricyzykly kooordinatalaryn z —>Yy
gecis matrissasy

G(y)=(dw, ) -G(@)-(dy,,)

kanun boyunca Kkesgitlenyin bolsa, onda
seredilyin ginislikde indefinit metrikasy
girizilen diyilyar. Ginislige bolsa indefinit
ginigligi diyilyir.
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Indefinit ginigliklerin mysaly hokmiinde
s indeksli R psewdoyewklid gitisliklerine
seredydris. Bu gilisliklerde metrikany gurmak
ticin dekart koordinatalary berlen adaty yewklid

ginisliginde elementlerii  skalyar kopeltmek
hasyly hokmiinde

(& ), =—§§‘ d Y E

j=s+1
gorniish bicyzykly formany almak yeterlikdir.

Bu metrika gord, metrikanyil otrisatel
bahasy, sunlukda, bu ginisliklerde wektoryi

S l.=+/(S:S).

uzynlygy hyyaly hem bolup biler. Bu
metrikada endigan egrinii dugasynyn uzynlygy

I(v(t)) 2= j\/ —z[ddltj s (dditj dt

a i=1 j=S+l

formula bilen hasaplanar.
Bellikler: Psewdoyewklid giiisliklerinden

4
1). n=4,5=1bolanda Minkowskinin Rl
gilisligini alarys. 2). S=0 bolanda R; =R"
yewklid gifigligi  alynyar.
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Minkowskiy R gifiisligi htimallyk
nazaryyetinin kébir effektlerini onayly yagdayda
yazmak ticin yorite girizildi we ylmyn 6smegine
uly tésir etdi. Bu ginislikde

R':x°=ct,x' =x,X°=y,x° =2
koordinatalar ulanyp, duganyn differensialynyn
kwadraty tigin

dl* = —c®dt® + dx® + dy® + dz°

formula alynyar. Bu yerde 't wagty, cC
vagtylygyn tizligini gorkezyar.

4

R1 ginislikde yewklid metrikasyna gora

€,,€,,€5,€, ortonormirlenen bazis alyp, bu
ginisligi hem ortonormirleyarler. Bu gmislikde
haysy bolsada bir material nokadyn v(7)
wektor bilen alynyan hereketinin  “diinya
cyzygy” diyip atlandyrylyan endigan
trayektoriyasyna  seredelin. Eger-de X,Y,Z
koordinatalary giniglik koordinatalary hokmiinde
alsak, onda material nokadyn bu trayektoriya
boyunca hereketine gmisligin = ewolyusiyasy
hokmiinde seredip bolar.
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§9. Sferadaky, tekizlikdiki geometriyalar

Ikiolcegli R> yewklid gmisligine
seredelin. Bu gmlshkde X Y dekart
koordinatalary, dl’=ds’=dx*+dy” bolsa Yewklid
metrikasyny kesgitleydn bolsun.Riman metrikasy
(&,n)=E&"n*+&E*-n® skalyar kopeltmek hasyly
bilen berilsin. Berlen nokatdan uzynlygy R
bolan wektorlaryn  uglary-sonlary toweregi
kesgitleyar. Eger-de tekizlikde polyar
koordinatalary girizsek, onda merkezi 0(0,0)
bolan towerek v(t) = const gorniisli
koordinat ¢yzyklaryny berer:

X+ =R x=r(t )cosgp( )
y=r(t)sing(t) r*(t)=R

(r(t)= R = const

Polyar koordinatalar ulgamynda toweregin
dugasynyn uzynlygynyil tiikeniksiz ki¢i elmenti
dl =rde bolar. Sebibi

dr=0; dI’ =dr’+r’de’.

Indi, 1ki Olgegli sferanyn  dekart
koordinatalary X, y, z bolan {i¢ Olgegli ginislige
girizilisine seredelin. Bu dekart koordinatalary O
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nokatdan g¢ykyan uzynlyklary R bolan
wektorlaryil ahyrlary hokmiinde alalyn.

Iki Olcegli sferanyn  geometriydsyny
owrenmezden 01 kdbir umumy meseld seredeli.
Goy, s? sferada endigan v(t) = {x(t), y(t), z(t)}
egri berlip, onun I(v) uzynlygyny kesgitlemek
gerek bolsun.

Yewklid ginisliginde dekart
koordinatalary  iicin  dI® = dx® +dy” +dz?
denlk vyerne yetydr. Bu giislikde iki sany
Vv, (t),V, (t) egrileri alyp, olaryn arasyndaky
burcy hasaplamak iicin  Vj(t),Vv;(t) Oniimleri
kesgitlalin.
sz sfera R® gitislkde X°+y®+2z>=R?
defileme bilen berilydr. Sferadaky nokatlaryn
yvagdayyny kesgitleyan parametrlerin sany 1k,
R® ginislikde bolsa iice den. Goy, sferiki
koordinatlar R® ginislikde

X =Trcos@sing
y=rsinesiné
Z=rcoséd

defilemeler bilen berilsin. Onda sferanyn
denilemesi egricyzykly sferiki koordinatalarda

I = R =const bilen berler.
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Goy, S? sferada yatyan, (4(t), o(t)) nokatda
kesisyan V; (t),V, (t) egrilerit koordinatalary
V() = {R,6,).0.0)},v, () = {R, 6, (1), 0, (1)} we

olaryni V;(t),V,(t) oniimleri hasaplanan bolsun.
Bu Onilimlerin skalyar kopeltmek hasyly

(vj,v5)=R*(@, -6 +sin” 0- @] - p})

bolar. Sebabi, Riman metrikasynda skalyar
kopeltmek hasyl asakdaky yaly alynyar:

(éyﬂ):Zgi,jfiﬁj

S oxfoax

TG
dI’ =dr? + R2d@? + R?sin? & ¢?

1-nji kesgitleme. Bicyzykly
(v;,v;)=R*(8,-6; +sin’ 0- ¢, - ;)
forma r=R=Const, 0=0, p=¢ ornuna
goymanyi komegibilen

dr? + R*d@* + R?sin® &¢?
formadan alynyan R?(d@? +sin’ &lg?)
kwadrat formany kesgitleyir. S° sferada
alnan bu metrika iicolcegli ginisligin yewklid
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metrikasyndan indusirlenip alnan metrika
diyilyir.

s? sferada islendik nokadyn yagdayy
ginlik (sirota) we dowamlylyk (dolgota) (8,¢)
bilen kesgitlenydr, ondas?sferada radius wektory

X = Rcos@sin g,

y = Rsingsin g,

z =Rcos@
gorniisde berip bolar, olary

(dx(8,9))* + (dy(8,9))* + (dz(6, 9))*
formada goyup
R*(d@” +sin® &de?)
anlatmany alarys (hususy yagday).
Bellik: S? sferada beyleki egricyzykly
koordinatlary hem girizip bolyar.

Ucolcegli ginislige girizilen ikidlcegli ~ S?
sfera kabir {isti kesgitleyar. Goy, S* sfera R®
gifiislikde  indusirlenen R*(d6? +sin? &dg?)
Riman metrikasy bilen berlen bolsun, (6,¢)—

sferik koordinatlar.

s? sferanyn R? tekizlige stereografiki
proyeksiyasyna seredeli. S? sferanyn
merkezinii koordinatalar baglangyjy bilen gabat
getiryaris.
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14-nji ¢yzgy

Cyzgy boyunca R — sferanyn radiusy, P#N;
PES’; Q€R®. NP-cyzygy Q cenli dowam
edyiris. P—Q gecyir, yagny {S\N} kopligiti
ahli elementleri tigin stereografiki @ : S*—R?
sekillendirméni alyarys. N nokat tiikeniksiz
daslasan nokada gecyér diyen serti goyyarys.. ¢g
— sekillendirmdni analitik gorniisde yazmak ticin
sferada we tekizlikde koordinatalary girizyaris.
R® — de (r,0,¢) koordinatalary alyarys. Onda bu
koordinatalar sferada we tekizlikde indusirlenen
koordinatalary kesgitleyir: S%0,¢);  R(r,¢)
polyar koordinatalar. Bu yerden gorniisi yaly ¢q
sekillendirme ¢  koordinatany {iytgetmeyadr.
Onda ¢, sekillendirméni tapmak {igin r ululygy
6 burguni iisti bilen afilatmaly. Onufi Gigin S°
sferanyn  N,Q,P nokatlardan  ge¢yéin tekiz
kesigine seredelin(15-nji ¢yzgy).
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15-nj1 ¢yzgy

15-nji ¢yzgydan ZONT = % — g we

AONQ — goni burgly tigburgluk.
T 0 0

r=0Q=Rtg| = -~ |=Retg =
Q=Rig( 5 -7 |-Reta

Seylelikde iiytgeyinleri calsyrmagyn formulalary
0
o=@, = Rctga.
Uytgeyinleri calsyrmaklygyit Yakobi matrisasy

1 0
0 - R 7|
2sin* =
2
o R
yakobiany | =— ) bolar.
2sin ? 5

Sferanyn N  nokatdan basga nokatlarynyi
dhlisinde regulyar orun ¢alsyrmak yerine yetyar.
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Seylelkde , S° —sferada yewklid tekizliklerin

polyar koordinatalaryna menzeslikde,
koordinatalaryny alyp  bolyar. Onda bu
koordinatalarda 5 sferanyfi ~ Riman

metrikasynyn ahyrky gorniisi ndhili bolar? —
diyen sorag yiize ¢ykar we ol sorag asakdaky
yaly  coziler: dlI’ = Rz(d6?2 +sin? 6b|g02)

0
Riman metrikasy iigin I = RCtg E-defllikden

— de - .
2sin20/2 /2 differensialy hasaplap,
_,0 2 , 0 r:
sin" —=———, Cos" —=———,
2 R +r 2 R +r
anlatmalary we
0 0

sm@=sm?2-—=2sm—Ccos—
2 2 2

formulany g6z Oniinde tutup, sferada Riman
metrikasyny
AR*
di? = —"_(dr? +r?dg?)
(R2 + r2)

gorniisde alarys. Metrikanyn sferadaky bu
goriisi egricyzykly polyar koordinatalarda alnan
tekizlikddki yewklid metrikasyndan  kopeldiji
boyunca tapawutlanyar. Bu metrika konform

''''''
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§10. Psewdosfera we Lobacewskiy
geometriyasy

R{ psewdoyewklid ginisligine seredeli.
R" vyewklid gifiisliginde S™ sfera (gipersfera)
koordinatalar baslangyjyndan p  uzaklykda
yatan nokatlaryn kopligi hokmiinde seredip
bolar.  R;  gitislkde hem koordinatalar
baslangyjyndan p uzaklykda yatan nokatlaryn
kopliigine seredelin. Bu yerde p — hakyky, nol,
hyyaly bahalary alyar. Bu nokatlaryin kopliigine
Si™; St =S"" psewdosfera diyilyir. . Nol
radiusly psewdosfera ikinji tertipli
S \2 n \2
—;(x') +j§+1(x‘) =0
denleme bilen berler. Bu yerde
X', x%,..,X" € R" dekart koordinatalary. Bu
nol ya-da izatrop konus bilen gabat geler.

=20

16-njy ¢yzgy

1. Goy n=2; s=1. x*,x* eR? bolsunlar. Onda

(£,£)<0 bolanda pi<Y, (£,£)>0
bolanda |[x’|>|x"|, sebibi
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2 2 2 2
—x" +x* =0; x* =x"; x*=xx
XZ
+ | + ,
+ |+
17-nji ¢yzgy
2. Hakyky radiusly psewdosferabu giperboladyr.
—x +x¥ =a? =X +x? =—a?
. 2 X

X

2__ 2
: \\\_/ '//9~ al
\
\ -

18-nji ¢yzgy

3. R’ gihislikde nol, hakyky, hyyaly radiusly
psewdosferalara seredyaris.
X e x? e x¥ =0
X x4+ x¥ =g
X x4 x¥ =g
(Ox okly iki we bir gowakly giperboloidler).
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2 2 @l' ‘@ p Z=0
p =a 2_ 2
p=a
19-njy ¢yzgy
R’ giislkde  hyyaly  radiusly

psewdosfera iigin alnan geometriya ~ R® —
tekizlikddki o radiusly tegelekdéki geometriya
bilen gabat gelydar. Bu yagdayda “nokatlar”
hokmiinde — c¢édkde vyerlesmeydn tegelegin
nokatlary; “gOniiler” hokmiinde - tegelegi
cdgini gbéni bur¢ boyunca kesyin toweregii
dugalaryny alsan, onda  Lobacewskiy
geometriyasy diisiinjesine gelinyar.

Bu aydylanlary asakdaky c¢yzgylarda goz oniine
getirip bolar:

20-nj1 ¢cyzgy

Lobagewskiy geometriyasynyn yewklid
gimisliginddki @ radiusly tegelekddki modeline
geometriyasynynn V postulatyndan  basga &hli
aksiomalary yerine yetyérler.
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§11.Tekiz egrinifi ayratyn nokatlary.
Galtasyjy towerek. Orama

GoOniburcly  koordinatlar  ulgamynda
F(X,y) =0 defileme bilen berlen ¥ tekiz
egri seredelin. Goy  V egrinin  islendik
nokadynyn kibir etrabynda  F (X, Y) funksiya
dhli argumentleri boyunga {zniiksiz birinji
tertipli Onlimlere eye bolsun.
1-nji kesgitleme:

y egriniii F (X, Y) funksiyanyii ~ #hli  birinji
tertipli hususy oniimlerini nola Owiiryin
nokatlaryna onun ayratyn nokatlary diyilyir.
Y egrininl beyleki nokatlary adaty nokatlardyr

Diymek, egrinii ayratyn nokatlaryny

{M ey/:ﬁzo,%=0}

OX oy
koplik gorniigsinde alyp bolar.
Ayratyn nokatlaryn etrabynda

F(X, Y) =0 deiileme {l¢gin  anyk  dél
funksiyanyin  barlygy hakyndaky teoremany
ulanyp bolmayar, beyle diyildigi bu defileme ona
giryan lytgeyanlerin  hi¢c birine gord-de Dbir
bahaly c¢oOzlilmeyiar vya-da ayratyn nokadyn
etrabynda koordinata oklarynyn hi¢ birine-de
birbahaly sekillendirilmeyar.
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1-nji mysal.  X*-y*+x°=0 egrinin - ayratyn
nokatlaryny kesgitlemeli.
Cozilisi. FEgrinm  grafigini  guralyn = we
iiytgeyanlere gord hususy oniimleri kesgitldlin:

OF /ox=2x+3X’;

OF/0y=-2y,

y
J2

™ !

-1 ' X:

_2 N\

21—njigyzay

Bu oniimler die (0;0) we (-2/3;0) nokatlarda
nola dendirler, yone dime (0;0) nokat egrd
degish we ayratyn nokatdyr. Grafikden gorniisi
valy  (0;0) nokat hi¢c bir koordinata okuna
proyektirlenip bilinmez.

Goy indi, ¥ egri parametrik gorniisde

{X = o(t) 1)

y=yw(t)
detilemeler ulgamy bilen berlen bolsun we ¢, w
funksiyalar ~ t=t; nokatda lizniiksiz Oniimlere
eye bolsunlar. Bu yagdayda t; nokatda
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(P'Z (t,) + W'z (t,) =0
densizlik yerine yetse, onda My(Xo,Yo) nokat
egrinin adaty nokady bolar. Eger-de

¢ (t) +y” () =0
bolsa, onda My(Xo,Yo) ayratyn nokatdyr.

Eger-de Y175 egriler kesisme My

nokadynda galtagyanlara eye bolsalar we ol
galtasyanlar gabat gelseler, onda y, we 7,

Y, we 7, egrilerin  galtasma sertlerine

seredelin.
Goy y, egri (ulgamyn, 7, egri bolsa

F(x,y)=0 (2

defileminin  komegi bilen berlen bolsun.
Mo(Xo,Yo) nokat bu egrilerin  umumy nokady
bolsun(xo=¢ (%), Yo=y(t) Wwe F(Xo,Y0)=0).

Goy, M, nokat Y, We ¥, egrilerifi adaty
nokady we olar bu nokatda galtagyan bolsunlar.
Onda bu egriler M, nokadyin etrabynda
differensirlenyén funksiyalaryn grafiklerini
kesgitlarler. Goy (1) ulgamdan kesgitlenen
y=f;(X) funksiya Y, egrmniii, (2) defilemeden

kesgitlenen  y=fy(x) funksiya Y, egrinii

grafiklerini  kesgitleydn funksiyalar bolsunlar.
Funksiyalar M, nokatda sert boyunca
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galtasyarlar, onda olaryn bur¢ koeffisiyentleri
Ozara dendirler:

f/(x,) = f,(X,) .
Bu yerden parametrik gorniisde  berlen
funksiyalaryn we anyk dil funksiyalaryn
onlimlerini kesgitlemeklige gori alarys:

W (t)/0 (to) = -F (Mo)/F 'y(MO)
(0 fo)F,y(Mo)‘L 9 (1) F x(Mp)=0 3)

(3) formula denlemeleri (1) we (2) bilen
berlen y; we vy, egrilerin M, nokatda
galtasma sertini kesgitleydar. Bu serti baggaca

F -dx/dt+F, “dy/dt=0  (4)
gorniisde alyp bolar.
Bellik: Eger-de M, nokat vy, y, egrilerin in
bolmanda birinii ayratyn nokady bolsa hem (4)
formulanyit manysy bardyr.

Indi galtasyjy towerek diisiinjesine seredelin.
Goy v, v» egriler M, nokatda galtasyan
bolsunlar. Galtagyandan kabir M nokady alalyn
we ondan perpendikulyar galdyralyn. Ol
perpendikulyar vy, egrini M; nokatda, v,
egrini M, nokatda keser. Eger-de M nokat
Mo nokada has yakyn bolsa, onda bu

perpendikulyar egrileri diie bir nokatda keser.
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V2
22-nji ¢yzgy
2-nji kesgitleme. Eger-de
_ M,M
fim Ml
M —M o [MMo|

predelifi noldan tapawutly bahasy bar bolsa,
onda vy, we 7y, egriler My nokatda n -
tertipli galtasma eye diyilyar. Eger-de bu
predel nol bahany alsa, onda egriler
tilkkeniksiz tertipli galtasma eye diyilyér.

Goy  vi, v» egriler grafikleri f(x), f,(X)
bolan funksiyalar bilen berilsin we ol egriler
adaty Mo(Xo,Yo) nokatda galtasyan bolsunlar.
Eger-de Ax  xo nokada berlen artdyrma bolsa
(X=Xt Ax), onda v, v, egrilerin n — tertipli
galtasma sertini
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| £,(%g +A%) = f,(x, +AX)

n+1

[f,(0)=- ,(x)

L'ﬂl |A |

=lim i
MHMO |X— 0|

predelini iisti bilen alyp hem bolar.
Bellik. Eger-de fi(x), fo(x) funksiyalar X,
nokadyn kébir etrabynda (n+1)  gezek
differensirlenyédn, sunlukda (n+1) tertipli 6niim
Xo nokatda lizniiksiz bolsa we

£ (%) = TX (%), k =12,....n

£ (x) = £, (x,)
yerine yetse, onda (5) sert bu egrilerii n —
tertipli galtasmasyny kesgitleyar.

Goy, v egri y=f(x) funksiyanyn grafigi
bolsun we My bu egrinin kéibir nokady bolsun.
M, nokatdan gecyin towerek bilen v egrinin
galtasmasyna seredelin (beyle towereklerii sany
tiikeniksizdir).
3-nji kesgitleme:y egri bilen tertibi 2-den Kici
bolmadyk galtasma emele getiryin towerege
v egrinin M, nokatdaky galtasyjy toweregi
diyilyar.
vy egrinn M, nokatda galtasyjy towerege eye
bolmagynyn sertini asakdaky teorema beryr.
Teorema: Goy, y egri y=f(X) funksiyanyn
grafigi bolsun. Eger f(x) funksiya X,
nokatda nola deii bolmadyk ikinji tertipli
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oniime we lizniiksiz iiciinji tertipli 6niime eye
bolsa, onda vy egriiicin My(Xo;Yo) nokatda
galtasyjy towerek bardyr.

Subudy: Galtagyjy toweregiit denlemesini
(x-a)"+(y-b)*=p’

(a, b, p —kesgitlenméige degisli hemiselikler)
gorniisde gozlalm Bu denlleméni yo=f(Xo),
y'o=f (%), Yo '=f (%) deiilikleri hasaba alyp, iki
gezek differensirldp a,b,p lytgeyanlere gora
ulgam alarys:
()(0'51)2"'()/O'b)zzp2
{ (Xo- )"'(YO b)yo=
1+(Yo )+ (yo-b) o —0
Yo' =f (Xo)#0 sertde bu ulgam yeke-tik coziiwe
eyedir:

b= y0+(1"2'y0 Wy
=(1+y" ) “lyo "

bu bolsa gbzlenyin towereginbarlygyny subut
edyar.

Tekiz egriler masgalasynynn oramasy
hakynda durup gegelit. Ug argumentli F(x,y,c)
funksiya seredelin. C parametrii her bir bahasy
licin

{ a=Xo-[(1+Yo" )yo]/yo”

F(xy,c)=0 (6)
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defileminin  komegi bilen egriler masgalasy
kesgitlenydr, vyagny egrilerin  bir parametrli
masgalasy kesgitlenyidr. Mysal tigin ~ y= (x-c)*
gorniish funksiya Ox oky boyunga siiysyin
parabolalaryn masgalasyny kesgitleyar.

Goy, F(x,y,c) funksiya Oziinin berlen
yaylasynda ahli argumentler boyunca
differensirlenyédn bolsun.
4-nji kesgitleme: Eger-de  M(x,y) nokadyn

F(x,y,C)=0
koordinatalary F. (x, y,C)=0 (7

ulgamy kanagatlandyryan bolsa, onda ol
nokada C parametre gord alynyan egriler
masgalasynyn hasiyetlendiriji nokady
diyilyar.

5-nji kesgitleme: Eger-de kabir egri 6ziinin
her bir nokadynda egriler masgalasynyn dine
bir egrisine, dirli nokatlarynda diirli
egrilerine galtasyan bolsa, onda ol egrid bir
parametrli egriler masgalasynyn oramasy
diyilyar.

GoOmiisi yaly orama masgalanyn egrilerine dine
hasiyetlendiryji nokatlarda galtasyar. Sonun iicin
hem  oramany  hésiyetlendiriji = nokatlaryn
geometrik orny hokmiinde alyp bolar. Seylelikde
oramanyn defilemesi hokmiinde (7) ulgamdan C
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parametri gysgaldyp alynyan denlemdni alyp
bolar.

2-nji mysal. Kabir goni ¢yzyk tekizligin birinji
caryeginde siiysip sol bir S hemiselik meydanly
licburglugy  emele etiryar. Bu  gOnilerii
yerleslslermln diirh yagdaylarynda yiize ¢ykyan
goni ¢yzyklar masgalasynynn oramasyny tapmaly.

Coziilisi: Goni ¢yzygyn birinji caryekde siiysip
ticbur¢luk emele getirmegi iicin onun koordinata
oklaryny kesmegi zerurdyr, diymek, goni
cyzygyn kesimlerddki defilemesini, &hli yagday
ticin bolsa bu deillemelerin masgalasyny

X +% =1 denleme bilen kesgitliris. Goniburgly

a

ticbur¢lugyn meydanynyn fomulasyndan b= %

parametri kesgitlip berlen denlemede ornuna
goysak bitparametrli denlemelerin

ay
f(x,y,a)=>+2 _1=0 *
(X, y,a)= +28 (*)

masgalasyny alarys we onuil {igcin oramany
taparys. Differensirlemeden sonra

of X

oa a® 2S5

denilemé geleris we ondan a=_|—— taparys.
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a parametrin bahasyny (*) denlemede ornuna
goyup, egriler masgalasynyn  oramasyny

S
Xy = 5 gdmiisde alarys(23-nji ¢yzgy).

0 X
23-nji ¢yzgy
3-nji mysal. Dekart koordinatalarda
x® +y® =3axy, parametriki gomiisde
3at 3at? 5 .
g y= e deiilemeler bilen berlen

Dekart listin ayratyn nokatlaryny,
galtagyanlaryny kesgitlemeli.
Couziilisi.Dekart Listin dekart koordinatalardaky

x*+y°=3axy defilemesinden alarys:
F(x,y,a)=x>+y®—3axy =0
Onda
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{Fx(x, y,a)=3x*—-3ay =0
F,(x,y,a)=3y*—3ax=0

Bu denlemelerin  birinjisini  X-a, ikinjisini y-e
kopeldip biri-birinden ayyrsak, onda

3x*-3y* =0 yada
(X=Y)(x* +xy+y*)=0
defileméni alarys. Bu defilemeden X =Y

—y(L£iN3) o
5 cOziiwlere geleris. Seyle
hem X+ Y+a=0- asimptotanyi defilemesini

tapyarys. Ayratyn nokat O(0,0) bolar. Bu
nokat li¢in

yada X=
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T 2 2
we H=| ZE | [TF TR _gq250,
OXoy OX oy
Diymek, ayratyn O(0,0) nokat 6z-6ziini kesyin
uzel nokadydyr.

Galtagyanyn
ok
Y - yO = _aa_::( (0’0)(X - XO)
oy

denlemesinde degisli ornuna goymalardan sofira
y= —%x valy kesgitsizlige geleris. Galtagyanlar
x=0, y=0 koordinata oklary bolar(24-nji ¢yzgy).

yn

a\: X

24-nji ¢yzgy
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§12. Ugradyjy ti¢granlyk

Goy, bize kdbir lizniiksiz V() (a<t<b)
wektor  funksiya  berlen  bolsun.  Onun
godografyny gurup kidbir y egrini alarys. Goy,
vy egri parametrlenen bolsun,

v()=x@®)i+y(t)j+z(Hk. a<t<b

Belli bolsy yaly vy egrinin [t,,t] aralyk
licin dugasynyn uzynlygyny

I(t) = [V ®[dt = [x? (1)+y? () + 22 (t)ot

gorniisde kesgitleyaris. Formuladan gorniisi yaly
I=I(t) birbahaly iizniiksiz funksiya; sofiky deriligi
t gord ¢oziip t=t(I) alyp bolyar. Bu yagdayda
v(t)=v(t())=v()=v tebigy parametrlemi gelyaris.
Indi  v=v(l) deilleme bilen berlen egra
seredelin. Onun her bir  nokadynda (I — ti¢in)
tizlik t=v'(l) wektory kesgitldris. Bu t wektor
bu egré gecirilen galtagyanyn ugruny gorkezer.
Belli bolsy valy, hemiselik uzynlykly
wektoryn oniimi onun 6ziine ortogonaldyr:

V@) I°= p* 2(v(t),v'(1) =0
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Onda t'=v"(l) we t=v'(l) wektorlar 6zara
ortogonal bolarlar. Seylelik bilen t' wektoryn
ugruna

V(D)

birlik wektory kesgitliris. Bu t,n ti¢in N L.
Onda b=[t, n] wektor kopeltmek hasylyn
komegi bilen ¢ sany t, n, b  Ozara
perpendikulyar birlik wektorlaryn {ig¢ligini
alarys. Bu tgcliik her bir nokat {igin kesgitlener, ol
lclige esasy reper ya-da esasy ii¢granlyk

------

n=v"(I)/

M

25-nji ¢yzgy
Bu {i¢liigin depesinint egri boyunca hereketinii
komegi bilen egrini doly hasiyetlendirip bolyar.
b=[t,n], t=[n,b], n=[b,t].
Bu kesgitlenen birlik wektorlara t — galtagyanyn,
b — binormalyn, n — normalyn birlik wektorlary
diyilyar. Bu wektorlaryn komegi bilen  v(l)
egrini her bir nokady ii¢in koordnatalar
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ulgamyny kesgitleydris. Onda bu ulgamyn
koordinata oklary: Galtasyan, bas normal we
binormal (t, n, b - boyunga) wektorlaryn ugry
boyunca yatarlar. Koordinata tekizlikleri (esasy
licgranlygynn granlary) bolsa asakdaky vyaly
kesgitlenyarler:

1) M nokatdan gegyin we t wektora
perpendikulyar bolan (yagny n we b
wektorlary 6ziinde saklayan) tekizlige normal
tekizlik;

2) M nokatdan gegydn we n wektora
perpendikulyar bolan (yagny t we b wektorlary
Oziinde saklayan) tekizlige goneldiji tekizlik;

3) M nokatdan gecyin we b wektora
perpendikulyar bolan (yagny n we t wektorlary
oziinde saklayan) tekizlige galtasyjy tekizlik

Seylelikde, (t, n, b) — ugradyjy
koordinatalar ~ ulgamy  girizilenden = sofira
koordinata oklarynyn we tekizliklerim
denlemelerini kesgitlemek zerurdyr.

Mesele:v=v(l) derileme bilen berlen egri
iicin M nokatda galtasyanyin, bas normalyn,
binormalyin denlemelerini hem-de normal,
goneldiji, galtasyjy tekizliklerin denlemelerini
diizmeli(26-njy cyzgy).

103



altasyjy tekizlik

n - bag normal

.\ /C
~ >

M t - galtasy

normal tgkizlik

b - binormal

goneldiji tekizlik
26-njy ¢yzgy

Analitik geometriyadan belli bolsy yaly, v,
— radius wektorly nokatdan ge¢cyidn we kidbir a
wektoryn ugryna alnan goni ¢yzygyn wektor
detilemesi

'0;%:2, (o< A <o)

ya-da
p =0, +al

yaly bolar. Seylede v, — radius wektorly
nokatdan gegydn we kidbir a  wektora
perpendikulyar ~ bolan tekizligin =~ wektor
detilemesi

(:5 — Uy, a) =0
gorniisde  berilydr. Bu formulalary ulansak
v=Vv(l) wektor funksiyaly vy egri ti¢in
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galtasyanyn

p=0,+0,'4
bas normalyn

£ =0,+0,"4
bmormalyn

p£=0,+[0,'U," |4
denlemelerini, seylede

normal tekizligin

(p-0,.0,)=0
goneldiji tekizhigin
(p-0,.0,")=0

galtasyjy tekizligin
(P-0,.[0,.0,"])=0
denlemelerini alarys.

Emma hasaplamalarda kop yagdayda egri
v=v(t) gornlisde berilydr. Sonuil {icin hem bu
denlemeleri t parametre gord almak zerurlygy
yiize ¢ykyar.

Goy, bize ginislik egrisi
v=v(t)=x(t)i=y(t)j+z(t) k wektor funksiyanyn
komegi bilen berlen bolsun we V'(t)#0, (X*(t)+
y2(t)+ Z%t)#0)  bolsun, Vagny egrd adaty
nokatlarda seredyadris. v=v(t) bilen kesgitlenen
vy egrini M nokadynda galtasyanyi ugry v'(t)
wektorynl ugry bilen gabat gelydr. Sonun ii¢cin
hem M nokatda galtasyanyn defilemesini alarys:
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X,Y,Z - egrinin g6zlenydn nokatlary,
v'O)={X'(t), V'), Z'(t)}. Ginislik egrisine gegirilen
normal diylip, onun galtasyan gegirilen M
nokadynda galdyrylan perpendikulyara aydylyar.
Onda analitik geometriyadan belli bolsy yaly,
normal tekizligin denlemesini

X' (X =x() +y' OF —y@®)+z2'(1)(Z -z(1)) =0

gorniisde alarys.

Bu meseldni {istler {i¢in ¢ozliisine
seredyaris.

Goy, kdbir ist F(x, y, 2)=0 defilleme
bilen berilsin. Onun kdbir  M(X(t), y(t), z(t))
nokadynda ona gecirilen galtasyjy tekizligm we
normalynl denlemelerinin alnysyna seredelin. M
nokat F iistde yatyar. Sonun {i¢in

FIM)=F (), y(t), 2(1))=0.

Bu defilemeden Oniim alalyn:
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F X0+ Fy'y'(t)+ F,'7(t)=0 =
FX';éO
(VF,D't)=0 Fy'#0
F,'#0

VF ={\F,F,,F.| - gradifent ,V - nable belgisi.
Hemme galtasyanlar bir galtasyjy tekizlikde
yatyarlar. Seylelikde galtasyanyn

X —x(t) _Y—ylt) _Z-=()

F F F

X y z

normal tekizligin
F (X =x(t))+ F,(Y = y(t)+ F.(Z - =(t)) =0

denlemeleri alyndy.

Bellik: v’(t) #0

Galtasyanyn we normal tekizliklerii
denlemesini aldyk. Indi galtasyjy tekizligii
denlemesini diizelin.

Bu tekizlik v° we v  wektorlaryn
istiinde vyatyar. Sonun {icin olaryn wektor
kopeltmek hasylyny tapyarys.
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0", 0"]=x i (y'z'-y"2)i+

+(z'x"=x'z )J +(x'y"—y'x"k
we
[0, 0"]%0

Bu wektor galtasyjy tekizlige perpendikulyar,
sonuii licin hem ol normal wektor bolup biler.
Seylelik bilen, egrinii M(X, Yy, z) nokadyndan
gecyan we bu wektora perpendikulyar bolan
galtagyjy tekizligin denlemesi:

(X =x(ONy'z-y"2)+ (Y = y(ONz' x=x'2")+
+(Z = 2(O)xy-y'x7)=0

Galtasyjy tekizligin wektor deflemesi:
(p-0,,[0",0"])=0

Bu yerde p —galtasyjy tekizligin radius wektory,
X,Y,Z — gozlenydn koordmatalar. Bu denleméni
kesgitleyjinin  komegi bilen asakdaky yaly
yazmak hem bolar:
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X—x(t) Y-y(t) Z-z()
x'(to) y'(to) Z'(to) =
() ) ()

Seylede, galtagyjy tekizligin wektor defilemesini
(/_) _50950'950”): 0

gorniisde hem alyp bolar.

Binormal galtasyjy tekizlige
perpendikulyar, onda [v’, V'] wektor hem ona
perpendikulyar bolar. Sonun ti¢in ilki bilen
binormalynn denlemesini diizelin. Ol  M(X,y,2)
nokatdan ge¢yar we [v', V'] wektor bilen 6zara
paralleldir. Onda binormalyn denlemesi

X-x(t)  Y=ylt) _ Z-2()
van_Zvyn —x'Z"+z" " . yvxn+xv yn
bolar.

Indi, bas normalyin denlemesini diizelin.
Onunl iicin ona perpendikulyar bolan Vv~ we
[vi,v”] wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyny
tapalyn. Bu wektor bas normala parellel bolar.
Ony ikigat wektor kopeltmek hasyly gorniisde
alarys:
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[0",0"]=ai +bj +ck

q= xv(ljv’ljn)_ X”(U',U')

b= yv(ljv’gn)_ y”(U',E')

c= Z'(U',U”)— Z!!(UV,Ul)
Bu belgilemelerden sotira bag normalyn
defilemesi

X —x(t) _Y-y(t)_zZ-2z)

a b C
goneldiji tekizligin denlemesi bolsa

a(X = x(t))+b(Y - y(t))+c(Z - 2(t))

gorniisde bolarlar.

Seylelikde, seredilyin  mesele doly
¢Oziildi, yagny islendik berlen egrinin &ddaty
nokadynda omna gecirilen galtagyanyn, bas
normalyn, binormalyn we galtasyjy, goneldi,
normal tekizliklerin detlemeleri egrinin  diirli
parametrlenmeleri {i¢in alyndy.

0
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§13. Egrilik we towlulyk.
Frene formulalary

Ugradyjy ti¢granlyk diisiinjesi, yagny
galtasyan,  basnormal, binormal  we
galtasyjy, goneldiji, normal tekizlikler
owrenilenden we t,n,b wektorlaryn &zara
yerlesisleri alnandan sofira olaryn
O0zgertmelerini owrenmek zerurlygy yiize
¢ykyar. Yagny, tekiz egriler 6wrenilende
olaryn her bir nokady tl¢in t we n
wektorlary  guryarys. Sol wektorlaryn
ugruna goéni ¢yzyklary alsak, onda sol
goni cyzyklar seredilydn nokatda
koordinatalar ulgamyny calsyryp biler.
Basgaca aydylanda, t we n wektorlaryn
komegi bilen tidze koordinatalar ulgamy
girizilyar.  Egri boyunca hereket
edilende, yagny bir nokatdan beyleki
nokada gecilende koordinatalar ulgamy
O0zgerer. Sol 60zgerme t we n  wektorlaryn
komegi bilen alnar. Seylelikde t we n
wektorlar bilen  olaryn = Onlimlerinii

arasyndaky  baglansygy gorkezyan
formulalary tapmak zerurlygy yize
cykyar. Ol formulalar fransuz

matematigi Zan Frene (1801-1880 y)
tarapyndan acylypdyr.
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Ilki bilen tekiz egrinii egriligi
hakynda durup gegelin.

Goy, bu egrinin  dhli nokatlarynda
ona galtasyanlar gecirilydn bolsun(27-nji
¢yzgy)

)
MM’ [=Al
M

o /A0+Aa X

27-nji ¢yzgy

Cyzgydan goOrniisi yaly seredilyan
egrinin  egriligi  galtasyanlaryn  emele
getirydan  burclaryna we duganyini = Orédn
kigi Ozgertmesine bagly bolyar. Sonun
licin  hem  Aa/Al  ululygy seredilyidn
dugany orta K, egriligi hokmiinde alyp
bolar.

Aa

1-nji kesgitleme: Eger-de lim A

Al—0

predelin tiikenikli bahasy bar bolsa,
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onda ol predele egrinin egriligi

diyilyar we

Aa

Al
Seylelikde, egrinii egriliginiii

geometrik manysy egrinii  nokatlarynda

gecirilydn  galtagyanlaryn ox oky bilen

emele getirydn bur¢larynyn

O0zgertmesini kesgitleyar.

t=t we n=nwektorlary  zgertmesine

lim

Al—0

=k.

seredelin. Goy, egri 6ziinii  v=v(l)=3()
natural denlemesi bilen berlen bolsun. I
nokatda OM=v,=49, radius wektorlar
kesgitlenen bolsun. M ey, M nokatda
galtagyany girizelin, onda ona
perpendikulyar  edip normaly hem
gecireris. Belli  bolsy yaly 7=4'(),
birlik  wektor, seyle hem  hemiselik
wektoryn onuil  Oniiminini Oziine
ortogonaldygyny peydalansak, t
wektoryn N wektoryn ugry boyunga
yatjakdygyna g0z yetireris, yagny

t =kn 0)
N wektoryn ozgertmesine seredelin,
bu wektor hem hemiselik, sonun i¢in-de
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moLn. Seylede t LN, onda M wektor
t wektora kolleniardyr. Olar Dbiri-
birinden kibir « san boyunca

tapawutlanyarlar, yagny N =a -1,

(I) formulany ulanyp we (f,ﬁ)=0
denligi  diferensirldp « koeffisiyenti
kesgitleyaris.

(t,7)+(En)=(knn)+({ of ) =k+a =0,
—k=a, onda
m =—kt (1)
(I) we (IT) formulalara tekiz egri licin
Frene formulalary diyilyar.
Bu  deiilikleriti  iki  bolegini-de  dl
kopeldip we Ozgertmeleri gecirip tekiz

egri licin differensiallardaky Frene
formulalaryny alarys:

t dl = kndl ) {df — kndl
K ) yada _ _
n dl = —ktdl dn=—ktdl
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Teorema: Tekiz egrinin goni ¢yzyk
bolmagy iicin onun dhli nokatlarynda
bu egrinin egriliginin nola den
bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy: Zerurlyk. Goy, berlen egri
goni  bolsun, onda bu ¢yzygyn &hli

hokatlarynda galtagyan, t wektoryn
kesgitlenisine gord, hemiselik  wektor
bolar, yagny t=c ululyk constant. Onda
t

= :O

egrinin egriligi K

Yeterlik. _Goy berlen tekiz egriniii
egriligi k=0 Dbolsun. Onda

h]:o,f:o

Bu yerden t galtasyan  wektoryn
hemiselikdigini  goreris, onda T wektor
licin alarys:

t=3(1)=2% d9-ml
dl
bu  deiligi  |loi!] aralykda
integrirleyéaris:

3N-3(1,)=T(1-1,), =38 +T-Al
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bu formula t wektor boyunga

ugrykdyrylan 8, radius wektorly goni
cyzygyn denlemesidir. Teorema subut
edildi.

Frene  formulalarynyn  ginislik {i¢in

alnysyna seredelin. Guiislikde Frene
formulalary t.mb we fb.,n
wektorlaryn Ozara baglanysygyny

kesgitleydr hem-de ginislikde egrinii
towlanmasyny hisiyetlendiryér.

Giniglik egrisi natural parametrlenen
gorniisde

F=3()=x()i+y(1)j+z(1)k
yaly berisin.

t,nb wektorlaryn kesgitlemesine gora:
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Sl + Al
v() ./
\’O

28-nji  ¢yzgy

Tekiz egri {li¢cin  Frene formulasyny

ulanyarys. U LN we ol 6z oniimine
ortogonaldyr t Lt ; Seyle-de

T =(t) =9 (1) bu wektor N wektoryh
ugruna yatar.
Sunlukda duganyn uzynlygynyn

alnysyna baglylykda U wektor iytgir,
emma t  wektor liytgewsiz galar.
Sunlukda egri N wektora gori gysaryp

t  wektordan daslasyar, sebdbi S(I)

wektoryn M nokatdaky  dargamasynda
(Teylor  hataryna) omia tdsir  etjek
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dosulyjylar ikinji gosulyjydan baslap iki
we ondan yokary tertipli Oniimlerdir.

_ - ) IV
J(Al+1)=3(1)=9 (I)Al + ) Al +...= MM

Seylelikde, T we N wektorlar
kollinear bolarlar, yagny olar biri-
birinden kabir hemiselik bilen
tapawutlanarlar:

1_:'2 kn 0

Bellik: Ginislik egrisi iigin hem egrilik
.  |Aa "
— = k = tl
lim (5] =¥ =
predel hokmiinde alynyar. ’
Seredilydn egri l¢cin M we M
nokatlardan egrilik tegeligini gegiryiris.

29-njy ¢yzgy
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M nokatdan bu tegeligin merkezine
cenli ululyk R bolsa, onda

=Al,  Al=RA«,

MM’
bu yerden

1_ % ~k ya-da R :%—egrilik radiusy .

R
bz[t, ]wektoryﬁ Ozgertmesine sredelin.

b {f',ﬁH{,ﬁ'} _[kn.n {f,ﬁ'} [t,n,;

sebébi[ﬁ,ﬁ]=0,bu yerden iki sany Tt
wektorlaryn b wektora perpendikulyarly -

- gyndan we N,N  wektorlaryn &zara

perpendikulyardyklaryndan D' wektoryn T
wektoryn ugruna gord vyatjakdygyny
goreris. Diymek D' wektor 1N wektor
bilen kdabir hemiselik ululyk boyunca
tapawutlanyar. Sol hemiselik ululygy ¥
(kappa) bilen belgileyarler we
wektorlaryn arasyndaky baglansygy

b =—xn (1)
bilen alarys. y-kappa ululyga egrinin
towlulygy diyilyar. Indi N wektoryn
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O0zgertmesine seredelin =~ we  (I),(II)
formulalardan:

n :[B'jHE,f'HZﬁ,f +Jo.kn]=
——z|nt]+ b.n]= b -kt (1

Seylelikde, ginislik ii¢cin Frene
formulalary

Bu yerde k-egrinin egriligini, ¥ -egrinin
towlylygyny anladyar.

Frene formulalary egri boyunca
hereket edilende ugradyjy Uggranlygyn
O0zgertmesini hésiyetlendiryar.

Goy, $=3(1)  wektor 1-nji, 2-nji,
3-nji  tertipli lznlksiz  Onilimlere eye

bolsun. t,Nn,b  wektorlar we 1y k

ululyklar bilen 9,9,9  oniimleri
arasyndaky baglansygy kesgitleyan
denliklerin  alnysyna seredelin. Bu
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denlikler egriligi we towlylygy
hasaplamagyn  formulalaryny  beryarler.
Belli bolsy yaly

formulalary peydalanyp,
{9 Iy H‘, n]= kb,

i
b

- "

Vv

fomulalary, sofira bolsa li¢ilinji tertipli
onlimi kesgitleyaris:
!

(\7 j —k'n+kn =k'n+k(xyb—kt) =

=k'n+kyb—k?t.
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Onda garysyk kopeltmek

= (k'n+kzb —k?t, kb)=
—kk(n.b)+ k24(b,b)- k*(t.b)= k.

ainlatma den bolar. Bu yerde skalyar
kopeltmek hasylyn

(1.b)=0, (b,b)=1 (%.,b)=0
hisiyetleri ulanyldy. Seylelikde, egrinin

towlulygy f{gin

formulany alyarys.

Egriligi  we towlulygy hasaplamak
licin galtagsyan, bas normal, binormal
birlik wektorlary we olaryn
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O0zgertmelerinin (tizliklerinin)
arabaglansygyny kesgitleydn hasaplamaga
degisli formulalaryn alnyslaryna seretdik.

Goy, kibir egri

G=3(1)=x(1)i+y(1)j+z(1)k

wektor funksiya bilen berlen bolsun.
Hasaplamalarda peydaly boljak asakdaky
formulalary getiryéris:

v=t={x(1),y'(1), ()}

iy ek

\/Xﬂz + yrr2 + erZ

Vu :\/er2+yrr2_|_2112;
i ]k

! !

[\_/",\_/_: y Z)

"

z
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§14. Ewolyuta we ewolwenta

Belli bolsy vyaly, tekizlikde egrinin
hereketini ona gecirilen galtasyan  bilen
hasiyetlendirip  bolar, yagny egrd  birinji
tertipli galtasma gecirilyar. Bu  yagdayda iki
we ondan yokarky tertipli tiikeniksiz kigiler
taslanyar. Seyle hem galtasyjy towerek
distinjesi  girizilende 2-nji  tertipli galtasma
seredilipdi. Bu yagdayda bolsa ii¢ we ondan
yokary  tikeniksiz kigi  ululyklar taslanyar.
Egrinii berlen nokadynda galtasyjy towerek
gecirilen  bolsa, onda bu egrinin  islendik
nokadyny ulanyp onun galtasyjy towerekden
daslasmasyny kesgitlemek gerek bolyar.
Onun iicin asakdaky mesele ¢oziilmelidir.

Mesele. Egrinii  berlen nokadynda
egri bilen 2-nji tertipli galtasmany emele
getiryin galtasyjy toweregi kesgitlemeli.
Cozilisi. Goy, seredilydn egri

x:x(t)}
y=y()
ulgamyin komegi bilen berlen bolsun. t -
parametrin  kdbir berkidilen t; bahasy {i¢in
egrinin M(t,) =My (X, Vo) nokadyny
berkidelin. Goy, egrd C(a,b) merkezli R

radiusly galtasyjy tedwerek gecirilen
bolsun. ab,R - kesgitlenmedik hemiselik
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ululyklar. Analitik geometriyadan belli bolsy
yaly toweregin detilemesi
(x—a)’+(y—b)* =R’

gorniisde  alynyar.  Egrinin  iistlinde to
nokatdan tiikeniksiz kici aralykda verlesen t
nokat ligin M nokady  alalyn we egrinii
iisti  bilen M nokatdan Mg nokada
tikeniksiz ~ ki¢i yakynlasmada M nokadyn
galtasyjy towerekden daslasmasyny
kesgitlemdge giriselin(30-njy ¢yzgy).

e

MD

30-njy ¢yzgy

Goy,

LM =CM —-CL, t >t,bolanda |L M |
aralygy kesgitlemek gerek bolsun.
LM - daslasma t nokadyn saylanyp
alynysyna bagly bolyar. Sonun iicin hem bu
ululyk (t - ty anlatmanyn  islendik

125



derejesine,  yagny tiikeniksiz ~ kigilere  bagly

bolar, begleki tarapdan  bu daslagsma
CM?— CL® ululygyii t—t, tikeniksiz kicilere
baglylyk tertibi boyunca dendir. Hakykatdan
hem,

CM?-CL’
CM -CL

=CM +CL———2R

Sonun {igin asakdaky funksiya serederis.
p(t) =CM* -CL" =(x(t)-a)" +(y(t) -b)* - R’

Bu funksiyany t; nokadyn etrabynda Teylor
hataryna dargadalyn.

o(t)=plt,) + ¢'§°)

[} t i t
L2 2(! 0) (t-t,)% +2 35 o) (t-t,)° +...
Meselanin sertine gora seredilyan daslasmanyn
3-nji we ondan yokary tertipli tiikeniksiz
kicilere bagly bolmagy ticin Teylor hataryna
gora:

(t-t,)+

o) =¢'(t,)=0"(t,)=0
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Verine yetirilmelidir. Bu deflikleri ¢ (t)
funksiya ti¢cin ulanalyn, yagny

o(ty) = (X, —a)* +(y, —b)*—~R*=0
' (ty) = 2(X, —a)X',+2(Y, —b)y', =0
9" (ty) = X% +(X — @)X "5 +Y, " +(y, —b)y", =0

Bu ulgamyn softy iki denlemesinden alarys.

x —a=_ Yo=Y
XO
2 -b)y, . . .
X, _(yo X Vo Xo + Yo +(Yo—D)y, =0
0

Bu yerden bolsa

2 12 _b ' " "
)(O +Y, :M.Xo _(yo _b)yo :
XO
2 2 '0X"—X' :
X 4y, =2 Yoy —b);
0
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U +y)x

Yo X oyo
(x, +yo)y0_
YoXo =% Yo

@y
I
o

a=Xx,+

Seylelikde,  galtasyjy  toweregin = C (a,b)
merkezi kesgitlendi.  Yokarky ulgamyn 1-nji
defilemesini  ulanyp  bu  toweregmh = R
radiusyny kesgitlaris.

3
(X +Y.)2

R=—F— —,
|yOX0_XOyO|
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Seylelikde, a,b,R ululyklar
kesgitlenildi. Basgaca aydylanda galtasjy
towerek tapyldy. Mesele ¢oziildi
Bellikler 1. Galtagjy toweregin R radiusyna
egrilik radiusy we C (a,b) nokada egrilik
2. Egrinn t; nokadyndaky k egriligi bilen R

egrilik radiusy = kR=1  denligi  yerine
yetiryar.
Sonun ti¢cin hem, egri

X = x(t)}
y =y(t)
denlemeler bilen berlende, onun egriligi

A e
RO (% +y,)"

formula bilen hasaplanyar.

3. Berkidilen  t; nokat seredilyin  egrinin

islendik nokady bolup biler:

XO+y @©
y ()X (t)—x L)y (t)

a=x(t)-y'(t)-
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XO+y ()
y @)x ®)-x )y ()

no KCO+y @7
Yy OxO-x Oy OF

4. Eger-de  wektor funksiyanynn = godografy
y=f(X) funksiyanyn grafigi bolsa, onda
egrilik radiusy — we egrilik  merkezi
asakdaky yaly alnar:

b=y()+x'(t)-

. * 1
a:x—y-1+}/ : b=y+ Y ;
y y

B (1+ y'2)3/2
ly |

R

Seylelikde, berlen egri iicin onun
ewolyutasyny egrilik tegeleklerinii
merkezlerinmh  geometrik  orny hokmiinde
alyp bolyar. Diymek, ewolyuta egrinii
ahli mimkin bolan nokatlarynda  gecirilen
egrilik tegeleklerininl merkezlerinii  {isti
bilen ge¢yar. Sol merkezlerden gecende
her bir egride bolsy yaly ewolyuta hem
Ozinmi  galtagyanlary bilen  hésiyetlendirip
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bilner. Diymek ewolyutanynn  galtasyanlaryny
kesgitlemek  zerurlygy yiize c¢ykyar. Onun
icin  ewolyutanyn wektor denilemesini
dlizyaris.

Goy, egri Ozinii wektor 3 =9(t)
denllemesi  bilen  berlen  bolsun, onun
godografynda  kidbir M nokady berkideln.
Bu nokatda galtasyjy toweregi gecirip,
onun C(a,b) merkezi we M nokat iigin
radius  wektorlary  gecirelin. ~ Wektorlary
gosmagyn diizginini  ulanyp ewolyutanyn
wektor denlemesini alarys(31-nji ¢yzgy):

’
(4

31-nji ¢yzgy
OC =0OM + MC
OM = (1), MC = nR
OC= p(l)
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Onda ewolyutanyn wektor denlemesi:

() =9(1)+ nR -

Bu denlemédnm iki bolegini hem
differensirlip, Frene formulalaryny ulansak:

dp=d3+dn-R+ndR =

= 9dl+n'Rdl + ndR =

=tdl + (—kt) - Rdl + ndR:

dp=ndR .

Bu derilikden gorniisi yaly ewolyutanyn
d p - galtasyany berlen egrinii N normaly
bilen ugurdasdyr. Seylelikde ewolyutanyi
godografy berlen egrini dhli miimkin bolan
nokatlarynda  gecirilen  galtagyjy  tOweregin
merkezleri bilen gecyirler we berlen egrinin
sol nokatda gecirilen  normallary  bilen
galtasyandyr. Bu yagdayda ewolyutany

berlen egrinii normallarynyn oramasy

hokmiinde hem alyp bolar. Hakykatdan
hem,

(x=x@®)x () +(y - y@®)y () =0

normalyn defilemesi ligin oramanyn
kesgitlemesini  ulanalyn:
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{(x — X)X (1) + (y - y(E)y' () =0
X" (t) - (X = X(®) + y" Oy - yE) - x @) -y (=0

Bu ulgamyn ¢oziiwi: ) )
RS o O £ A
*=a= X0y O Sy X - 0y ©
X (O)+y €
y () x(®)-x ®)y )

y=b=yt)+x(t)-

Bellik:  Ewolyutanyn  bu  deiilemesinden,
eger-de egri  polyar koordinatalarda berlen
bolsa hem peydalanyp bolar. Emma bu
aflatmalar  degisli  hasaplamalardan  sorira
Ozgerer.

Indi  tekiz egrinii ewolwentasy
distinjesini kesgitlemidge  giriselin. Onun

iicin, goy, wektor funksiya 3 =H() defileme
berlen  bolsun. Egrinmfi godografyny onun
radius wektorlarynyn komegi bilen gurup,
kidbrr nokatlarda  galtasyanlaryny  gecirelin.
Bu galtasyanlaryn polozitel ugurlaryna goni
cyzyklary dowam edip C, nokatda gegirilen
galtasyanyn dowamyndaky ¢yzykda
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uzynlygy |, den bolar yaly edip My nokady
nokat erkin  saylanyp alynyar. Sonda bu
egrinin  listinde C, nokatdan | uzaklykda

yerlesen C nokady belldlin, yagny ‘CSC

C nokatdaky  gecirilen  galtasyanyn
dowamyndaky goni ¢yzykda (sohlede)
C,M,=C,C+CM detilik vyerine yeter yaly M
nokady belgildlin(32-nji ¢yzgy).

32-nji ¢yzgy
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Cyzgydan gorniisi  yaly, egride M,
nokadyn saylanyp alynysyna gord birndge
ewolwentalar kesgitlenyar:

C,M,=C,C+CM

CM =C,M,-C,C =1,
Yagny, saylanyp alhan M nokatlaryii geometrik
orny berlen egrinin ewolwentasy  hokmiinde
kesgitlenyar. 32-nji ¢yzga gorda ewolwentanyi
wektor denlemesini  asakdaky  gOrniisde
alyp bolar:

OM =0C+CM
p(1) = 9@) + (I, ~ t;

-ewolwentanynn wektor denlemesi

Bu denleméini differensirleyaris we Frene
formulasyny ulanyarys:

dp=dg+dt(l, —1) =
=tdl + (I, —Dkndl —tdl =k(l, —)ndl;

Netije: Ewolwentanyii galtasyany berlen
egrini  normaly berlen ugurdasdyr.
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§15. Ustdiki egriler we egricyzykly
koordinatalar

Tekiz egriler we olar i¢in egrigyzykly
koordinatlar ~ ulgamy  girizilenden  soiira,
ginishkdiki egriler licin ugradyjy tiggranlyk we
olarynn egriligi, towlulygy Owrenilenden sofira
ustdaki egrilerin  hisiyetlermi hem Owrenmége
girisyaris. Goy, kabir iist

F(x,y,2)=0 (1)
detileme bilen berlen bolsun. Bu deilleménin
¢Oziiwlerinden tiytgeyanlerin haysy hem bolsa
birine gord ¢Ozilmegni {ipjiin edydn adaty
nokatlaryna seredyaris:

CoEiky @

Ustler  Owrenilende olar  parametrik
defilemeler bilen berilse amatly bolyar. Sonun
lcin, goy, ust ki u, v skalyar argumentlere
bagly bolan

r=r(u,0)=x(u,0)ity(u,v)j+z(u,0)k (3)

wektor funksiya bilen berlen bolsun. M nokat F
ustiin adaty nokady, r=OM-radius wektory
bolsun, yagny  r=r(u,v). M(x,y,z)€F. Onda F
listiin U, v parametrlere gord denlemesini alarys:
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Ve

x = x(u,v)
|22 ;/(E:J,’zi))) X

Hakykatdan hem, haganda u, » argumentler
Ozgeris yaylasyna degisli dhli bahalaryny alsalar,
onda M nokat 6ziinin (4) koordinatalary bilen
ya-da koordinatalary (4) bolan r(u,») wektor
funksiyanyn godografy kébir iisti kesgitlér.

33-nji ¢cyzgy

Seylelikde, (4) ulgam sol istiin parametrik
anladylysy bolar. Sunlukda her bir (u,») jlbiite
F istin bir M nokady degisli bolar.

Hususy ontimleri kesgitlaliii:
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r, (u, u) =X, (u, U)i +y, (u, U)j +z, (u, U)k}
7, (u,0) = x, (u,0)i + ,, (,0) ] + 2, (u,0)k

Bellik: Ustiini r, we r, wektorlaryi
kollinearlygyny {ipjiin etmeyén (I, ,r, wektorlar
Ozara parallel dil) nokatlaryna seredilyar.

Bu wektorlaryn koordnatlaryndan diiziilen

Xo Yo 2y

matrissany we ondan 2-nji tertipli noldan
tapawutly kesgitleyjilerin birini alalyti.

xu yu
'xl) yU
deriiewden belli bolsy yaly (u,0) nokadyn kabir
etrabynda

{x = x(u, U)

y=y(u.v)

Goy, #0. Onda matematiki

deiilemeler ulgamy u, v liytgeyanlere gord bir
bahaly ¢o6ziilyar:
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{u =u(x, y)

U:U(xny)

Bu bahalary (2) deiillemede ornuna goyup
alarys:

Z =z(u,0)=z(u(x, y), v(x, )= z(x, ),
Jada z=f(x, )

Sevlelikde, esasy kesgitleyji sert  ry,rI,
wektorlarynn kollinear bolmazlyk sertidir we bu
sert adaty nokadyn etrabynda {iistiin nokatlary
bilen parametrlerin  (u,0) jiibiitlerinin arasynda
Ozara bir bahaly degisliligi almaga miimkingilik
doredyar. Sunun esasynda hem (u,0)
parametrlere iistdéiki egricyzykly koordinatlar

Indi, iistdiki egrilerin kesgitlenigine
seredelin. Egricyzykly koordinatlary

U= u(l‘)}

5
v =0lt) ©)
(t — bagly dal iiytgeyan ululyk), denlemeler bilen
kesgitlenen iistdiki nokatlaryin geometrik ornuna
seredelin. Onda iistiin parametrik denlemesini
ulanyp
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F=ru,0)=7(u()o)=7r) ©)

alarys. Bu denlikden gomiisi yaly eger-de t
lytgese, onda r wektor 6ziinil ahyry bilen kdbir
egrini kesgitleydr. Seylelikde (5) denlemeler
iistdéki egrini kesgitldr.

Hususy yagday: Goy, u=t; v=v(t)=v(U);
v=o(U).
Seyle baglanysykda bolyan iistdidki egricyzykly
koordinatlar ulgamy bilen koordinat ¢yzyklary
egrini  dhli ugruna parametrlerm haysy hem
bolsa biri hemigelik bolup galyarlar:

{u, L= const} ya-da {u = const, U}.

Bu yerden koordinat gozenegi ya-da koordinat
tory distlinjesine gelinyar. Koordmat torunyn
dirli koordmatalar ulgamy {icin mysallaryna
seredelin.

1. Dekart koordinatalar ulgamy(Parallel goniiler).

(x.y)
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2. Polyar koordinatalar ulgamy(konsentrik
towerekler).

(r.9)

3. Egricyzykly koordinatalar ulgamy(koordinat
¢yzyklary).

Ustde egriler diisiinjesini girizenimizden
sofira bu egrilere  galtasyanlaryin gegirilisine
seredelin. Goy, tistde egri

U= u(z‘)

i)
defilemeler bilen berilsin. Onui parametrik
denlemesi

F=7ut).v(t)]
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bolar. Egrinih  parametrik  deililemesi  iki
iytgeyinlere  baglydyr, sonuii {igin hem
matematiki dernewde gorkezilisi yaly, onui
differensiyaly
dr =r7,du+7, dv;
hususy oniimleri we differensiallary
ru

p—

7, =7, (u,0)
r, =7, (u,0)
we
du=u'dt
dvo=0v'dt;

Sol bir wagtda du, dv # 0. Onda
dr =7, -u'dt+7, -0'dt =r'dt #0.
r, N, (u,v) parametrlere bagly, sol bir tekizlikde

yatyarlar; dr, r, , r, wektorlar bolsa 0zara
komplanar bolarlar.

[ru, r]

34-nji ¢yzgy
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Netije: Eger-de istinn M nokadynyn
tistinden miimkin bolan ahli egrileri alyp, olaryn
dhlisine galtagyanlary gecgirsek, onda olaryi
hemmesi-de r, , r, wektorlaryn vyatyan
tekizliginde vatarlar; hemmesi tg¢in  [ry,r]
wektor normal wektor bolar. Sonun {i¢in
normalyin we galtagyjy tekizligii denllemelerini
alyp bolar.

Hakykatdan hem,  M(u,n)  nokatdan
geeydn galtagyan tekizlik r, , r, wektorlaryn iisti
bilen gecydr. Sonun iicin olaryin denlemeleri
wektor kopeltmek hasylyin komegi bilen alnyp
bilner.

i j k
[ENFU]: ‘xu yu Zu
xU yU ZU
Ozara parallel dil r, , r, wektorlar ii¢in
|7, ,770] #0, onda galtagyan tekizligin

denlemesini

X-xY-y Z-z
X, YV, Z =0

u

xl) yl) ZU
ya-da
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gorniisde alyp bolar.
Bu yerde {X—x,Y—y,Z—Z}
tapawutlaryn koeffisiyentleri [r, , r,] wektoryn

koordinatlary bilen gabat gelydr. Seyle hem
normalyn denlemest:

X—-x Y-y Z-z
Yu Yo

Z, Z,

zZ, Z

u 1% xu xU

Yu Yo

xu xl)

[r., r,] wektoryi ugry boyunca gegyir.
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§16. Birinji kwadratik forma

Usti onun kibir M(u,0) nokadynyn

golayynda tikeniksiz kigiler manysynda
Owrenmage girisyaris. Ustdaki
u=u(), v=v(t) (1)

denlemeler bilen berlen egrinin M nokadyndan
kabir M' nokadyna siiysyéris. Goy, dt ululyk t—
parametrii artdyrmasy bolsun. Onda egrigcyzykly
koordinatalaryn tistdaki differensiallary

du=u'(t)dt, dv=vVv'(t)dt

bolar. Belli bolsy Valy dvidu gatnasyk
galtasyanyn siiysme kanunyny kesgitleyar. Bu
siiysméd degish radius-wektoryn differensiyalyny

kesgitlilin : dr =r,du+r,dv

Bu wektoryn uzynlygy bilen onun godografynyn
dugasynyi uzynlygynynl arasynda ‘dl‘ = ‘dr‘
deilik bar, sebibi O =" (t)dt =|r'(t)]at

Onda MM'" duganyn differensiyaly ti¢in
dl| =|dr| =|r,du+r,dv| ada
di?=dr? = (r,du +r,dv)’

Sonky denlikden bolsa
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dl* =r’du® + 2r,r,dudv +r’dv  (2)

(2) denligm skalyar koépeltmek hasyllary ii¢in
(olar M-e bagly) gysgaca belgilemeleri girizelin :

(U’ U) E(u V) (U’ V) F(u V)

=(r,r)=G(u,v)
Onda (2) formula

dl = \/E(u, v)du?® + 2F (u, v)dudo +G(u, v)do? (3)
gérm'ise geler

''''''

Bu kopagzanyn iistde kwadratik formany
kesgitlemegi ligin onun birjynsly  2-derejeli
képagza bolmagy zerurdyr. Diymek, (3) gOrniis
du,do differensiyallara gérd kwadratik formadyr.
E , F, G - koeffisiyentler ol differensiyallara
bagly déldirler. Bu koeffisiyentler iistiin M(u,v)
nokadynyn saylanyp alnysyna baglydyrlar,
yagny M(U,v) nokatda hasaplanyar.

(3) kwadratik formanyn yene bir dhmiyeti ol
Ustdédki tlikeniksiz kigi suysmedakl duganyn
differensiyalynyn kwadratyny (dI®) kesgitlegir.
Sunlukda E,F,G - koeffisiyentler kwadratik
formanyin komegi bilen iistddki tiikeniksiz kici
diigany Olcemige miimkingilik doredydr.
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(3) denlik bilen berlen birinji kwadratik
formadan integrirleminin kdmegi bilen duganyn
uzynlygyny hem  kesgitlip bolar. Goy 1-nji
kwadratik forma belli, yagny E.F.G
koeffisiyentler  kesgitlenen  bolsunlar.  Goy,
duganyn kabir bdlegi u=u(t) , v=v(t), (T,<t<T)
detilemeler bilen berlen bolsun. (3) formuladan

dl = E(u,0)du’ + 2F (u,0)dudv + G(u,0)dv’
formulany alyp, ondan integrirleménin kdmegi
bilen M(T,) nokatdan M (T) g¢enli duganyn takyk

uzynlygyny alyp bileris:

T
| = (VEdu2/dt2 + 2Fdu/dt-do/dt+Gdov? /dt2 d,

To

E(uv)=E, F@u,v)=F, G(u,v)=G

Birinji kwadratik forma belli bolanyndan
sonra lstde egrilerin arasyndaky bur¢lary hem
kesgitlip bolyar. Hakykatdan hem goy, istiin sol
br M nokadyndan iki sany egri ge¢yin
bolsunlar. dr

35-nji ¢yzgy
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Bir egri boyunca tiikeniksiz kig¢i siiysméaniil
egricyzykly koordinatalarynda birinji egri iicin
differensiyallary du, dv; ikinjisi icin du, ov
belldlin. Degisli radius wektorlar dr, ér
bolsunlar. Onda

dr =rdu+rdv o =rdu+rdov ()

differensiyallar galtasyanlaryn ugurlary boyunca
yatyarlar. Onda egrilerin arasyndaky burgy bu
wektorlaryn arasyndaky burg diyip hasaplap
bolar:

cos(dr,or) = _dror =
| dr || or |
r,r,dudu +r,r, (dudv + dvau) + r,r,dvov
A ETEI ©)

Onki belgimelere salgylansak, onda iki diirli
wektorlaryn arasyndaky bur¢ asakdaky denlik
bilen berler:

cos(dr,or) =
B Edudu + F(dudv +dvou) + Gdvov
VEdu? + 2Fdudv +Gdv? VEdU? + 2F U + G v

(6)

Hususy  halda, eger-de  koordinat
cyzyklarynyn arasyndaky ¢ burgy kesgitlemeli
bolsa, onda
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du>0 , dv=0 (u-¢yzyk boyunga onun artyan
ugruna siiysme)

ou=0 , 60v>0 (v-¢cyzyk boyun¢a onun artyan
ugruna siiysme )

F
Onda (6) formuladan cos@ = ——.

NEG
Eger-de F=0 bolsa, onda koordinat ¢yzyklary
perpendikulyardyrlar.

Birinji kwadratik forma Ustlerin
meydanlaryny  hasaplamakda hem uly rol
oynayar.  Egricyzykly  paralellogram  bilen
gbénigyzykly paralellogramlaryn meydanlary 6rin
yakyn(36-njy ¢yzgy).

Muy) Ny

36-njy ¢yzgy

Onda egrigyzykly paralellogramyin meydanyny
Ao = ‘[ruAu,rvAv]‘ = ‘[ru 7, ]‘AMAU
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denilik bilen alyp bolar. Meydanyn bu
formulasyny  birinji  kwadratk  formanyn
koeffisiyentlerinin  listi  bilen anlatmak {i¢in
wektor we skalyar kdpeltmek hasyllaryny ulanyp
alarys:

(a,b)=la|-|b|-cos a,
[a,b]=1a| |b|-sin e,
[a,b]’ +(a,b)* =a? -b?,
a’=(a,b), b*=(bb)

Bu defilikleri  Fys 1y wektorlar iigin ulanyarys:

[u,v]2+(u,v) = (1, 1,)(r,.1,) =121
[r.r, [ =r2rZ—(r,.r,)?

Sornky formuladan degisli belgilemeleri ulanyp
alarys:
2
r,,r,] =VEG -F

Onda meydanyn formulasynda degislh
calsyrmalary gecirip alarys:
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Ao =N EG-F?AuAv
> Ac=>NEG—F*Aulv ,
o =|[[VEG-Fdudv=1m Y VEG - F* AuAv
D D

Bellikler: 1. [[r,,r,]" =EG-F?>0.

2. Duganyn differensiyalyny u — koordinata
¢yzygynynn ugruna hasaplasak, onda dv=0 |,

yagny
di2 =Edu?, E>0, dl=+Edu

v — koordinata ¢yzygynynn ugruna hasaplasak,
onda du=0, yagny

dI?=Gdv?>, G>0, dl=+Gdv
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§17. Ikinji kwadratik forma

Ustiift islendik M nokadyndan bu nokatdan
tctiin  islendik egrisi boyunca Oordn kici
siiysiilende  tstinn  bu  nokatdaky galtasyjy
teizlikden daslasmasyna seredelin. Goy, MM’
egri tistddki M nokatdan gecyén egrilerini haysy
hem Dbolsa biri bolsun. Berlen egrinin MM'
dugasynynn l-uzynlygyny parametr hokmiinde
alnyp, egrinin parametrlenen goniisde

u=u(l), v=o()

denlemelerini  alarys. Onda {stiin  wektor
denlemest:

r=r(u(l),o(l)) D)
M nokatdan M' nokada sol egrinin ugry
boyuncga siliysme gecirelin we ol tiikeniksiz kici
ululygy MM'=Al diyip alalyn. Bu Al artdyrma
degish r wektoryn artdyrmasy
AF =r(1+Al)—r(1).

Seyle hem Teylor formulasyny ulansak, alarys
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Bu yerde Ir',r'' wektorlar M  nokatda
hasaplanyar.

Goy, Al—0. Eger-de siiysme 1-nji tertipli
takyklykda gecirilse, onda sliysme galtagyan
boyunga gider, sebibi Al =dr. Emma bu
paragrafda  2-nji tertipli takyklykda siiysméni
amala agyrarys. Bu yagdayda sliysmédni galtasyan
tekizlk boyunga alyp bolmaz. Sonun {i¢in sol
siysminm galtasyan tekizlikden daslagsmasyny
bahalandyryarys(37-nji ¢yzgy).

[V
m

37-nji ¢yzgy
Cyzgyda gorkezilisi yaly, ol daslasma PM'
kesimi emele getiryar.

Goy, M' nokatdan galtasyan tekizlige
gecirilen perpendikulyaryn esasy P nokat
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bolsun. M nokatdan iistlin normalynyn ugruna
birlik m wektory guralyn. Onda

PM'=1-m, (1>0,1<0 bolup biler).

Bu yerden modula gegsek, alarys:

| M= If | =l
Cyzgydan gomiisi yaly,
MM' = MP+PM'=MP +1-m. (3)
W+I-m:F'AI+%F"(A|)Z+--- (4)

Bu deiligil iki bdlegini hem m wektora skalyar
kopeldip alarys:

| =r'mAl +

N |-
=
3
—~
>
~=
+

Sebibi:

(MP,m)=0, (m,m)=1, (F',m)=0.we
egrd gecirilen galtasyan. Sonky deilikden
gorniisi yaly | - daslasma  2-nji tertipli
tiikeniksiz ki¢i ululyklara bagly bolar. Ondan
yokarky tertipli tiikeniksiz kicilere hem baglydyr.
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Indi (r",m) skal)'/ar képeltmek hasylyny

tapmaga giriselifi. r,r wektorlary
hasaplayarys:

=T, U 4T, U U+, -U™+F, 0™+
+r, U VT, - V"
P Tuoo Mo Ty, - ikinji  tertipli  hususy
onumler. r.r galtagyanlaryn galtagsma

tekizliginde  yatyanlygyny hasaba alyp rr
oniimi m wektora skalyar kdpeldeli:

(F,m) = (R, M +2(F,, M o'+, Mo? (5)
buyerde (M,F,)=(m,r,)=0

Belgilemeleri girizelin:

()= L(u,0)
(L, M)=M(u0)y  ©

uv?

(0 M) =N(u,0)
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L, M, N ululyklar (u, v) jiibiitin tistde saylanyp
alnysyna bagly bolarlar, sebdbi m  wektoryn
ugry nokadyn saylanysyna gord lytgdp biler.
Seylelikde, bu ululyklar alamatlary boyunga doly
kesgitlenmedik bolar. Bu nésazlygy ayyrmak
ticin m wektory normirlalin:

[ rl_ [r ! ] .
]
Bu sertde m wektor {istiiil normalynyil ugruna

yatar. Seylelikde m(u,v), L(u,v), M(u,v), N(u,v)
kesgitli bolarlar. (6), (7) deiillemelerden

qI

m =

m\ (7)

“I
“I

M (U,U)Z (ruu' ru’ru)

JEG-F?
(Fo. T 1)

VEG-F? |

(6) belgilemeleri (5) denlikde ulanyp:

VT

(8)

N(u,0)=

M = L(u,ou?+2M (U, o' o'+N(u,0)o” (9)
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denlige geleris. Bu denligin iki bolegini-de
1 : .

E(Al)2 kopeldip (u'dl)=du, (v'dl)=do
denlikleri hasaba alsak, onda :

| = %(L(u,u)du2 +2M (u,v)dudo + N(u,u)duz)

Netije: Ust boyunca M  nokatdan ona
tikeniksiz kigi aralykda bolan M'  nokada
siiysmede galtasyan tekizlikden istlin
daslasmasynyn bas bélegi du, dov ululyklara gora

Ldu? + 2Mdudo + Ndov? (10)

gornlisli  kwadrat formanyn yarysy bilen
kesgitlenilydr. Bu forma ikinji kwadrat forma
(8) delikler I we II kwadrat formalaryn
koeffisiyentlerinin =~ arasyndaky  baglanysygy
gorkezyar.
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Indi L, M, N koeffisiyentlerin (8)
belgilemelerden basgaca anladylysyna seredelin:

Belli bolsy yaly:  (m,r,)=(m,r,)=0. Bu
denlikleri argumentlerine gord differensirldp
alarys:

Mf, M, =0 m,f,+m, =0
we
m,r, +mr,, =0 m,r, +mr,, =

(6) denlikleri ulansak:

M (u,0)=-m,F, =—m,r, (11)

Beyleki tarapdan, degish wektorlaryn
differensiallary tli¢in:

dr =r,du+r,do
dm = m,du +m,do

we denlikleri (11)-de ulansak:

(dr,dm) = —Ldu® —2Mdu do — Ndov?
ya-da
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Ldu? + 2Mdudo + Ndo? = —(dF, dm)(L2)
denligi alarys. Degisli diferensiyaliaryn hemmesi
M(u,v) nokat-da hasaplanyar.

r'=t; t'=kn=r" formulalary we
skalyar kopeltmek hasylyn r'ms= (F”,ﬁ)
gomiisli  belgilemesini  ulanyp, has wajyp
netijelere hem gelinydar. Onda
(r", m)z (kn, m)z k(n, m),
(r",m)_

Cos 0 = T
(", m)=|r"|m]|cos & = || - |m|cos 6,
k=, |m|=1
Netije-de (7", m)=kcos@®  holar.

38-nji ¢yzgy

k — egrilik koeffisiyenti, N — bag normal boyunga
birlk wektor, 6=(n"m), yagny MM’ egrd bas
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normalyn poloZitel ugry bilen M nokatda {iste
gecirilen normalyn arasyndaky burg.
(9) deiilikden alarys:

kcos @ =(r",m)=Lu?+2Mu'v'+Nov*? =

2 2
_ [} g QU do (d (13)
dl ddl dl
du=u'dl, dvo=0'dl

Belli bolsy yaly
dl* = Edu® + 2Fdudv + Gdv* (14)

(13), (14) derliklerden alarys:

Ldu? + 2Mdudo + Ndov?
Edu? + 2Fdud v + Gdo?

kcos@ =

Bu formula differensial geometriyanyn
dhmiyeti tstiinh M  nokadyndan ge¢yan &hli
egriler ligin galtasyanyil ugry, galtasyjy tekizligin
yagdayy we M nokatdaky egrilik arasynda
kesgith bir baglylygyn alynmagynda yiize
cykyar.
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§18. Menye teoremasy

Egrd  gecirilen  galtagyanyii  berlen
yagdayynda egrinii egriligin galtasyjy tekizligin
yagdayyna baglylygyny Owrenmige giriselini(39-
njy ¢yzgy).

39-njy ¢yzgy

MT c¢yzyk I we [ egrilere gecirilen
umumy galtasyan. MN wektor iiste gecirilen
normal. C, Cq - degisliikde 7" we I egrilerin
egrilik merkezleri. n we m bu egrilere
gecirilen  bas  normallar.  Umumy MT
galtasyanly egrilerin i¢inden tiist bilen has kop
baglysyny tapalyn. Usti omia gecirilen normal
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boyunca kessek, netijede kesikde egri emele
geler, ona normal kesik (I'y) diyip at beryaris.
Bellik: Eger-de II kwadrat formanyn
koeffisiyentleri ticin L=M=N=0 bolsalar, onda
islendik galtagyan ugur asimptotik bolar.

Goy, [, egrinin egriligi Ky (ko>0) bolsun.
Co - egrilik merkezi. kg egriligin alamaty
boyunca alynyar we Ry=1/k, egrilik radiusy.
TMN tekizlik 77, normal kesik {igin galtagyjy
tekizlik bolar.
MN  wektor I, iicin bas normal bolar. MN
cyzygyn dowamynda C, nokady yerlesdiryéris
we sol ugurda m =n, wektory hem alarys,
n,— 17, egrinin bas normalynyn ugruna birlik

wektor.  Ustddki egriler {icin  differensial
geometriyanyn esasy formulalaryny alarys:

. Ldu? + 2Mdudov + Ndv? |
I’ —ucin:kcosé@ = > >
Edu“ + 2Fdudov + Gdov [

Ldu? + 2Mdudo + Nd v?

I', —ucin :k, =

Edu? + 2Fdudv + Gdov?

Sebdbi [, dgin m=n, we 6=(M"ngy)=0.
cosf=1. Bu ulgamdan

kcos0=k,
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denlige geleris. 0 - burgun yitiligi igin cos0>0,
hem-de k,>0; onda k>0.

Sonky  deillikde egrilik radiuslaryny
ulansak

1
—cosf = L ya-da
R R

0

R=R,cos0
deiilige geleris. Cyzgydan gorniisi yaly
mLMT, nLMT we
0 = (M7 )~ bure MTC we MTC,
tekizliklerm  arasyndaky  ikigranly  burgy

kesgitleydr.  Seylelikde Menye teoremasy
dogrudyr:

Ustdiiki berlen nokatdan gecyin we sol
bir galtasyanly I, normal kesik we erkin I’
egri iicin I' egrinin egrilik radiusy I
egrinin egrilik radiusynyn bu egrilerin
galtasyjy tekizliklerininn arasyndaky ikigranly
burcunyi kosinusyna kopeldilmegine dendir.
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§19. Ustlerifi bas ugurlary we bas egrilikleri.
Eyler formulasy

Ustlerdiki bas ugurlar we bas egrilikler
stleri 6wrenmekde mohiim dhmiyete eyedirler.
Iki bilen bas ugurlaryin kesgitlensine seredelin.

Goy, r= f(u,u) wektor funksiya kébir
iisti kesgitlesin. Usti 7,7 wektorlaryi ozara
parallel dil bolmak serti yerine yetiryin M
nokadynyn etrabynda dwrenmége gegyaris. Goy
m=m (u,u) tiste gecirilen birlk normal
wektor bolsun.

dm

Ny

40-njy ¢yzgy
Eger-de M nokatdan iist boyunga tiikeniksiz kici

siiysme gecirilse, onda iki wektor hem artdyrma
alar, olaryn bas bahalary
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dr =rdu+rdv
dm =m du+m dv
differensiallaryn =~ kdomegi  bilen  galtagyan

wektorlar hokmiinde berler.
Hemiselik wektorlar iigin

(dm,m)=0, dmlm.

M nokatdan diili ugur boyunca siiysme
gecirip bolyanlygy i¢in  dr, dm  wektorlar
siiysme ugruna we ululygyna bagly bolarlar. Bu
siiysmelerin islendigi igin ~ dm  wektor dr
wektora baglylykda elmydama kesgitli  bir
cyzykly wektor funksiya bilen kesgitlenip bilner,
olaryn 6zara baglanysygy:

A(dF)=dm @)

Seyle hem tekizlikde kollinear dél
wektorlar ligin olary kollmear dil wektorlara
geciryan ¢yzykly wektor funksiyany gurup
bolyar:

A(Fu ) - n_/lu > A(FL ) - n_/lu . (ru'H'rn)1 (mn'H'mu)

Belli bolsy vyaly, hususy wugurlar hususy
wektorlarynn  kollinearlygyndan alynyar we M
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nokatdan galtasyan tekizlikde Ozara ortogonal
bolan  A(u) wektoryn ugurlaryny kesgitlip
bolyar, (degisli hususy bahalary bilen).

1-nji kesgitleme: Ustiiii her bir berlen
nokadynda  A(u) wektor (Ada=Aa, A-
hususy baha, a - hususy wektor) funksiyanyn
hususy wugurlaryna iistdiki bas ugurlar
diyilyér.

_________ /d 1 I’:tl
41-nji ¢yzgy

Cyzgydaky wektorlar iicin

A(tl ) = At

A(fz) = A1,
Menye teoremasy boyunga

kcos@ =k,,

ya-da erkin " egrinin egriligi 7/, normal
kesigm egriligi bilen anladylyar (sol bir nokatda,
sol bir galtagyan bilen).
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Bu yagdayda  “Sliysmédnii  ugruna
baglylykda normal kesigin Ko egriligi nahili
uytgeyar?” diylen soragyn yilize c¢ykmaklygy
tebigydyr. Bu sorag asakdaky yaly c¢oziilyr.
Normal kesigin bas normaly {istlii normaly bilen
gabat gelyar. 77, =*m bolany iigin 6=0 ya-da
T =>cos@ ==%1. Bu yerde

n,=m==k,>0, n,=—m=k,<0

Onda Menye teoremasy boyunga

k =k00030={ - (k, >0)
—k,,

Seylelikde, k£ >0 bolanda I, egri 6z
galtasyanyndan m wektora we k <0 bolanda
bolsa Iy egri 6z galtagsyanyndan -m wektora
gysarar. Basgaca aydylanda bu formula 77
normal kesigin egrilignm Uistddki nokadyn
alnysyna we onuil galtasyanyna baglylygyny
anladyar. Diymek, usddki bas ugurlar ondaky
egrilerii galtagyanlary boyunca yatyarlar.

Indi tstddki bas egrilikleri kesgitlalin.
Goy, t normal kesigin berlen nokatdaky birlik
galtasyan wektory bolsun. Goy, t;, t, (t;Lt,).
Onda her bir ¢(t; we t, wektrolaryn arsyndaky
burg) ii¢in kesgiti t galtasyan wektor, kesfgitli
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normal kesik bolar: yagny k=k ((0) baglansyk
bardyr. Differensial geometriyanyn esasy

Il kwadrat forma
| kwadrat forma

k, cosé =

denlemesinden, hem-de birinji we ikinji kwadrat
formalaryn kesgitlemelerinden:

= —(dr,dm), 1 =dI?
N we
k =k, cos @

denlkden alarys:

~ dr.,dm dr dm
kz_(d—zz) (dl dlj Aldr)=dm

ya-da
(dfj dm dr .
A —|=— we =t
dl dl dl
denliklerden alarys.
ar . _ .
a’l =t =t cos@+t,sm e
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am _ A(d—r) = Af, cos g +1,sinp)=

dl di
=cos - Af,)+sing- AL, )
dl = At cos@p+ At,smn @
Onda
K _(dr dm
Ldl

= —(f, cos @ + T, sin @, AT, cos p + AT, sin ),

Bu denlikde saklyar kopeltmek hasyly yerine
yetirip we degish belgilemeleri ulanyp alarys:

=—/Lcos p—A,sin’ @ .

Bu denlik normal kesigin egriliginin onun
galtasyanynyii birinji bas ugurdan daslasma
burg¢una baglylygyny gorkezyar.

Bu  denligin = geometrik  manysyna
seredelin.  Goy, A;#1, . Bu deilik eger-de
@ =0 bolsa, onda t =t, galtagyan normal
kesikde birinji ugury we birinji normal kesigii
K, =-4, egriligini kesgitlar; eger-de

T o
9= bolsa,onda t=t, galtasyan  normal
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kesikde ikinji ugury we ikinji normal kesigii
k,=—4, egriligini kesgitldr (kl 7 kz).

Ustiiti berlen nokadyndaky galtasyanlary bas
ugurlar boyunc¢a yerlesen normal Kkesiklerine
iistiin bas kesikleri, olaryin egriliklerine (ki,K,)
bolsa bas egrilikler diyilyir.

Degisli belgilemeler Eyler formulasyna getiryar:
k =k cos’ p+k,sin® ¢

Bas egrilikler tigin 1) ky>k; densizlik yerliklidir.
Hakykatdan hem
cos’p=1-sin" @, k=k +(k,—k )sin’p.

@=0(mn ), k =k,.
2) p=-¢ bolsa k - iiytgewsiz galar.
3) Galtasyan birinji bas ugurdan ikinji bas ugura
owriilende  normal  kesigin  egriligi  {ligin
k, <k <k, densizlk dogry we kK monoton
artyar.
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4) Bas ugurlar we bas egrilikler asakdaky yaly
gysgaca hem berlip bilner. Tiikeniksiz kigi

stiysme ti¢in alarys(d,7m ,d,m - bas ugurlar):

m

d,r
dir
d;m

42-nji gyzgy

Hususy baha we hususy wektorlar ({igin:

dm = A(dr) we

Adr)= AdrF A(dr)= A, dr
A =—k, ya-da A, =—k,
dm = —k,dr dm = —k,dr

Bu yerden dm =—kdr.

Hususy halda: 4, =4, =a, k =—a bolanda

dm =adr deilik yerine yetyir. Bu yagday
sferanyn togalanmak nokadyny kesgitleyar.
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§20. Bas egrilikleri we bas ugurlary
hasaplamak

19-njy paragrafda bas egriliklerin we bas
ugurlaryn formulalary getirilip ¢ykarldy. Bu
paragrafda sol formulalary = hasaplamakda
ulanmaga onayly bolar yaly gorniise getiryéris.
Goy, ust r=r(u,p) denleme bilen berilsin we
onun di¢cm I, II kwadratk formalaryn
koeftisiyentleri kesgitlenen bolsun.
| kwadrat forma ti¢in:

dl? = Edu? + 2Fdud v + Gdov?
E=(F,f) F=F.F) G=(F,.F,)

u?r’u u? o

II kwadrat forma ii¢in:

Ldu? + 2Mdudv + ndv? = —(dm,dr)

ur‘o

L
M =(r,,m)=-(m,,r,)=—(m,,F,)
N
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Belli bolsy valy dv/du gatnasyk
tiikeniksiz ki¢i siiysmede bas ugury kesgitleyar.
Bas uguryn we bag egriligii

dm=—kdr (U

denlik bilen kesgitlenisini gorkezyaris. Bu
deiilikden differensiallary ulanyp alarys:

m,du +m,do =—k(r,du+r,do) @)

Bu denligi r,, r, wektorlara skalyar kopeldelin:

L, IT kwadratik formanyn koeffisiyentlerini
ulanyarys:

— Ldu — Mdv = —k(Edu + Fdv)
— Mdu — Ndv = -k (Fdu + Gdv)
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Ldu + Mdv = k(Edu + Fdv)
Mdu + Ndv = k(Fdu + Gdv) )

(L—KE)du +(M —KkF)dv =0
(M —kF)du + (N —kG)dv=0 (4)

Bu ulgam du,dv ululyklara gori ¢oziilyar. Onda

L—kE M —kF
M —-kF N-kG

ya-da

(EG—F2k?+(2MF —NE - LG )k +
+(LN=M?)=0 5)

Bu denleme k gord kwadrat denlemedir, onun
ki, ko koklerini Wiyetin teoremasy boyunga
alarys:
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( LN — M ?2
k -k, =— " -
)t EG-F?
2MF —LG—-NE EN+LG-2MF
\ EG-F EG-F

K =k, -k, - ululyga tistiin doly ya-da Gauss

egriligi, H = % - ululyga tstiin orta

''''''

egriligi diyilydr. Olara bas egrilikler diyilyar.
Bas egrilikleri hasplamak fomulalary alyndy.

Bas ugry kesgitlmegin fomulalaryny
almak ticin (3) ulgamdan k ululygy vitirip,
dv/du gatnasygy kesgitlemeli. Alarys:

Ldu+ Mdv Edu+ Fdv B

Mdu + Ndv Fdu+ Gdv|
ya-da
du?(LF — ME)+ (MF + LG — NE — MF )dudo +

+dv?(MG-NF)=0
ya-da

175



(LF —ME)+(LG-EN )(‘;—l‘j) +

do’
+(MG-NF) —=| =0
du

Bu denlikden

((dv) (dv\ LF-ME
(dujl'(dul_MG—NF

<(@j {@j _ LG-NE _ EN=LG
\du), \du), MG-NF MG-NF

Bu formulalar bag ugurlary hasaplamagyn
formulalarydyr.

Bellik: Eger-de iistddki egrinin galtagyany
bas ugurlaryn haysy bolsa-da biri boyunga
ugrukdyrylsa, onda ol egrd egrilik ¢yzygy

''''''
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§21. Ustiiii nokatlarynyh ii¢c gorniisi

Matematiki fizikanynn deiilemeleri dersinde
elliptik, parabolikk we  giperbolik iistler
owrenilydr. Su paragrafda {istiin nokatlarynyn ¢
gorniisinin - elliptik, parabolik we giperbolik
tstlerin alynmak sertlerini dwreneris.

Goy, elementar F st r=r(u,0) denleme
bilen berlen bolsun. Ustin M  nokadyndan
geeydan cyzyklaryn  egriliklerinm  arasyndaky
baglansyga seredelin. Bu nokatda gegirilen
galtagyanlar goniiler dessesini emele getirer we
olaryii hemmesi M nokatda gecirilen galtasyan
tekizlige degislidir. Bu dessénini her goniisinde

— 1
M nokatdan uzynlygy ‘MP‘:— bolan
VlKa|
kesimi 1ki tarapa hem alyp goyalyn. Bu
kesimlerin uglary ikinji tertiphi ¢yzygy emele
getirer. Ol ¢yzyga-da F istin M nokatdaky
Onun denlemesini diizeli:
Goy, F ustin M nokadyndan gecyén

kébir ¢yzygyn deflemesi

u=u(l), o=uol) Q)
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gorniisde berilsin. P(x,y) indikatrisanyn islendik
nokady bolsun. Indikatrisanynn gurlusy boyunca
alarys:

1

Kl

t — galtagyan birlik wektor. Bu denligi basgaca

MP =+

t )

denliklerm komegi bilen:

_ _ 1 (_ du _ du)
XTI, +yr, =+ [ +F—
\kf\ dl dl

m

(3

goriise getireris. Bu yerde (X,y) koordinatalar P
nokadyn (M, r,, r,) affin koordinatalardaky
koordinatalarydyr.

(3) denlikden alarys:

1 du 1 do

Sk dl d

X=x

<
Il
-+

3

ya-da
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du do

— =+x./k_|, =~ —+y k.
Onda

K —K-cosf = I1(du,do) 11(du,dv)

I(du,dv)  dI?

denleme asakdaky yaly 0zgerer:

2
km:L(u,U)(z_Ll‘j oM (up) 3490,

di dl
+N(UU —Luw(+xr)2
+2M u,u(ixﬂXiyﬁ)+
SN o)t vk |

Bu yerde denligin ki bolegini hem k., —e
gysgaldyp alarys:

L{u,0)x” + 2M (,0)xy + N(u,v)y’ = %1 (4)

Bu deilemd Dyupenln denlemesi ya-da egrilik

''''''
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Uc yagday emele gelmegi miimkin :

1. LN-M*>>0  bolanda (4) deilik ellipsi
kesgitleyir. Ustiifi beyle nokadyna elliptik nokat
elliptik {isti emele getiryar.

2. LN-M°<0 bolanda (4) deilik giperbolany
kesgitleyir. Ustiii beyle nokadyna giperbolik
kopliigi giferbolik listi emele getiryar.

3. LN-M°=0 bolanda (4) denlik parabolany
kesgitleydr. Ustiii beyle nokadyna parabolik
kopliigi parabolik tisti emele getiryar.

Myal iigin: Ellipsoidii &hli nokatlary —
elliptik; giperbolik paraboloidii @hli nokatlary —
giperbolik; silindrin &hli nokatlary — parabolik
nokatlary emele getiryarler.

Bu ili¢ yagdayyn Gauss ya-da K=k;'k,
doly egrilik bilen alnysyna seredelin.

1). Goy, K(M)>0 bolsun. Bu yagdayda
elmydama EG-F*>0. Onda

2
K- LN - M

- EG-F*? >0

bu densizlikden
IN-M?*>0
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densizlige geleris. Diymek M  nokat elliptik
nokatdyr. K=k;'k,>0 bolanda k;>0, k,>0
bolarlar. Bu yagdayda iki bas ugur hem m
normala tarap epilydr, yagny Eyler formulasy
boyunca

K =k cos’p+k,sin” >0
dhli normal kesikler m tarapa epilydr, sebébi

dhlismin egrilikleri K>0. Seylelikde, iist &hli
ugur boyunca bir tarapa epiler(43-nji ¢yzgy)

43-nji ¢yzgy

Belli bolsy valy, k; < k < k, , yagny k egrilik
monoton Osyar.

Eger-de k<0, k,<O bolsalar onda hemme
yagday m wektora gord tiytgar.

2). Goy, K(M) <0 bolsun. Bu yagdayda
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LN-M?3<0

densizlige geleris. Diymek M nokat giperbolik
nokatdyr. Onda K=k;*k, < 0. Goy, k;<0, k,>0
bolsunlar. Bu yagdayda bir bas kesik -m
wektora, beylekisi m wektora tarap epilyar.
Hagcanda M  nokatdaky galtasyan bir bas
ugurdan beyleki bas ugura aylananda (90°
Owriilende) onun Kk egriligi k;<0 — dan k,>0
cenli monoton artyar we arasynda k=0 bahany
hem alyp gecyar(44-nji ¢yzgy):

asimptotik

44-nji ¢yzgy

Eyler formulasy boyunga alarys:
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K =0=k,cos? p+k,sin’p = tgp==+ /_::_1
2
PR K,
Bu denlikden birinji ugurynn ¢ = arctg _k_
2

bur¢ boyunca, beyleki uguryn bolsa

L
@ =-—arctg |- k—l burg boyunga
2

alynjakdygyna goz yetireris.
M noktda iki sany normal kesik bar. Sol kesikde

~

k =0, ol yerde asimptotik c¢yzyklar bar.
Giperbolik nokadyn etrabynda st eyer
gornligdedir.

3) Goy, K(M)=0 bolsun. Onda
LN-M?=0.

Bu yagdayda M nokat parabolik
nokatdyr. ki*k,=0 bolanda k,=0 , k#0
bolyarlar. k<0 diyip m wektoryn tersine bir
bas ugury alalyin. Ikinjisi ticin (k;=0) egriniii
gonelmesi yiize cykyar. Netije-de {iist tersine
gysaryar. Bu yagdayda asimptotik ¢yzyk k, bas
ugur bilen gabat gelyar. Basgasy yokdur.
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Parabolik  nokatlar  giperbolik we elliptik
nokatlary bir-birinden ayyryarlar(45-nji ¢yzgy).

k,#0
45-nji ¢yzgy
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§22. Ustlerin icki geometriyasy. Geodeziya
egrileri

Ustlerii icki geometriyasy iistlerin, olaryii
ustiinddki  figuralaryn  epilme  netijesinde
lytgemeydan  hasiyetlerini  Owrenyar.  Ahh
planimetriya  tekizlikddki icki  geometriyany
kesgitleyér.

Goy, @ we @ dstler berlip, olar ii¢in
{izniiksiz f @ — @ biektiw sekillendirme bar
bolsun. Bu sekillendirme iistlerii nokatlarynyn
arasynda Ozara birbahaly degisliligi beryar.
Sunlukda @  iistddki her bir C egri @
ustdaki C egrd degish edilyar we tersine:

C=r(), c=r"(C)

Eger-de, sunlukda C we C egrilerin

uzynlyklary gabat gelseler, onda D st @
listden epilminin (izgibaniye) komegi bilen

alnan diyilydr. Sekillendirmd bolsa izometriya

Epilmimn asakdaky mysalyna seredehn:
Goy, @ we @ fiistler r(u,), ?(u,u)

wektor funksiyalar bilen parametrlensinler we
ikisi-de sol bir V yaylada kesgitlenen bolsunlar.
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Goy, :P—»P , PE®, PE€E® bolsun. Onda
alarys:

f(r(u,0))= 7(u,0).

@ we @ iistler ii¢in birinji kwadrat formanyii
koordinalarynyil 6zara den yagdayyna seredelii:

E(u,0)= E(u v),F(u,0)= IE(U v),G(u,v)= é(u v).

Bu yagdayda f epilme bolar, we tersine hem
yerine  yetyar.  Seylelikde, ustlerm  icki
geometriyasyna  birnji  kwadratik  formanyn
komegi bilen alynyan hdsiyetler hem giryér
(egrilerm uzynlyklary, olaryin arasyndaky burg,
istiin meydany).

Girisde bellenilip gecilisi  yaly, nemes
matematigi K.Gauss tistlerin icki
geometriyasynynl  doremeginii  we Osmegimniil
gbzbasynda duryar. Ol Oziinii Gauss teoremasy
ady bilen belli bolan teoremasyny subut edipdir:
Ustlerifi Gauss egrilikleri epilme netijesinde
liytgemeyar.

Seylelikde, Gauss egriligi disiinjesi-de tistlerm
icki geometriyasyna degisli bolyar.

Indi, geodeziya egrileri we geodeziki
egrilik diistinjelerini kesgitlalin. Goy, C
egri @ endigan iistde berlen bolsun. k bolsa
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egrinini P nokatdaky egrilik wektory bolsun.
Geodeziyada alnysy yaly, k wektor iki sany ki
we ko  wektorlara dargayar. Olar &zara

perpendikulyardyr(46-njy ¢yzgy).

NS
N
C
k;/ P
T,D
46-njy ¢yzgy

Bize belli bolsy yaly k, wektoryn uzynlygy C
egrinin P nokatdaky normal egriliginiii
absolyut ululygyna dendir:

[Knl=[Kol

k=kJ ululyga C egrini P nokatdaky

wektorlar. Mundan bolsa
k? =k? +kZ, k=k|
denlige gelinyar. k- C egrinin P nokatdaky
egriligi.
Eger-de C egri v(t) wektor funksiya
bilen parametrlenen we P=v(t;) bolsa, onda P

nokatdaky geodezik egrilik
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(0"(t).0'(2 112),

k, = :
’ 0'(6)”

nirede n— P nokatda iiste gegirilen normal.

Mysal. Z = X* + y2 defileme bilen berlen
istiin  kidbir nokadyndaky geodezik egriligini
hasaplamaly.

Coziilisi: Bu iistlin parametrik

X =/ acost

y = Jasint

Z = Qa

denllemesini  alalyn  we t, —g bolanda
geodeziki egriligini hasaplalyn. Onda {istiin P

nokadynyfi  koordinatalary P = P(OJ Ja ; a)
bolar. Degisli hasaplamalardan sofra

x'=—+asint]  x'=-+/acost]

y'=/a cost y"'=—Jasint
2'=0 z"'=0

e
'
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VO = O]=va we
n=—cost-i—sint-j+0-k,
(v''(t),V'(t),n) =0. Onda k, =0,

Ustlerit  her bir nokadynda geodeziki
egrilikleri nola den bolan egriler has ayratyn
gyzyklanma doredyar. Beyle egrilere geodeziki
egriler diyilydr. Mysal ii¢in, tekizlikddki goni
cyzyklarynn kesimleri(olaryn egrilikleri her bir
nokatda nola dendir) geodeziki egrilerdir.

Icki geometriya iigin geodeziki egrilerin
ayratyn ~ mohiimligini  gbkezyan  asakdaky
hésiyetleri sanap bolar:

Eger-de C geodeziki egri bolsa, onda
1. C egriniit her bir nokadynda onun bas normal
wektory istlin normal wektory bilen gabat
gelyar.

S/

47-nji ¢yzgy
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2. C egrinii her bir nokadynda galtasyjy tekizlik
liste gecirilen normalyn tistiinden gegyar.
3. C egrinii her bir nokadynda goneldiji tekizlik
iiste gecirilen galtasyan tekizlige gabat gelyar.
4. Berlen nokat we berlen ugur boyunca
gecirilen egrilerml icinde C egri Oziinin her bir
nokadynda m kici egrilige eyedir, yagny ol C
egri bu egrilerin i¢inde has “goniirdgidir”.
5. Eger-de C egri v(t) wektor funksiya bilen
parametrlenen bolsa, onda garysyk kopeltmek
hasyl nola detdir:

(0"’ (t),v"(t),n)=0

Bellik: Bu hésiyetlerimn  her birini
kesgitleme hokmiinde kiabul etmek bolar.

Belli bolsy yaly, tekizlikde iki nokadyn
isti bilen bir we dime bir goni ¢yzyk gegirip
bolar. Geodeziki egriler {igin bu dogry daldir.

Teorema: Her bir nokatda gorkezilen ugur
boyunca yeke-tik geodeziki egri gecyir

(Geodeziki egrinin islendik dugasy yene-de
geodezikidir. Orin gysga sol bir nokatdan, sol
bir ugur boyunca gecyin geodeziki egrileri uly
geodeziki egrinin dugasy hokmiinde hasap
edyarler).
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48-nji ¢yzgy

Subudy: Teoremany subut etmek T{gin
geodeziki  egrinin  differensial ~ denlemesini
diizelin. Goy, @ st r(u,v) wektor funksiya
bilen parametrlenen bolsun.

u=t , v=y(t) deiliklerin kdmegi bilen geodeziki
egrini  icki  defllemesini  girizelil. Onda
geodeziki egrinin parametrlemesi

F=0(t)=g(t.y(r))

gorniisli bolar. Alarys:

0'(t)=g,[t.w®))+g,(6w()) v ()
0"(t)= g, (t.w(0)+28,,(6w(t)-v'(0)+
+2,,Lw(®)) v O+g,(Ly()y" ()

Onda (v"’,v’,n) kopeltmek hasyly kesgitllin:
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L _(Guu +20,, W'+, W+

g, v §u+§u-w',ﬁj_

=(§uu +20,, w0, w2, G, +7, v, )+
+(3, " 9, +9, v )
Sonky gosulyjyny hasaplalyi:
(@, w9, +7, v'.0)=

Seyle hem (v”",0",n)=0. Onda alarys:

(guu + 2quu 'w'_i_quu 'wlz ! gu + gu 'l//" ﬁ):

= W”(gu ! gu ! ﬁ)

"— (guu + ZgUU .l/ll—i_guu 'l/jlz ' gu + gv "7”" ﬁ)
(gu ! gu ! ﬁ)

Bu denlige wy(t) funksiya gord ikinji
tertipli ady differensial deiileme hokmiinde
seredip bolar. Ady differensial denlemelerim
cOziiwmin barlygy we yeke-tdkligi hakyndaky
teorema gord her bir nokatda islendik ugur

boyunca yeke-tik geodeziki egri gecer. Teorema
subut edildi.

7
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Tekizlikdaki — goniiler; silindrde —
towerekler, buraw ¢yzyklary, goniler; sferada —
uly tegeleklerin  towerekleri geodeziki
egrilerdir.  Seylelikde, bu dstlerin  her bir
nokadynda islendik ugur boyunca gorkezilen
cyzyklar  gecilyarler.  Tekizlikde, silindrde,
sferada bu geodeziklerden basgalary yokdur.

L)

49 -njy ¢yzgy

Hakykatdan hem,
o(t)=g(ty(t).o'(t)=9,t w(t)+a,
0" (t) = 9ot w(t)+ 0, (L (1) v (1)
+guu(t w(O)l'(t)+3,, v () v )+
+3, Ly (t)-w" (t)

—t+

w(t)-v' ()

+
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