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GIRIS

Hézirki zaman ylmynyn we tehnikasynyi 6stisi hiindrmenlerden
diinya tlniilerine layyk gelyédn bilimleri almaklygy talap edyér. Bu
talap bolsa, ylmyn diirli ugurlaryny 6zara sazlasykly, diiypli, hem-
metaraplayyn dwrenmeklik bilen amal edilyédr. Matematika ylmynyi
su ugurdaky dersleriniii biri-de matematiki dernewin we analitik
geometriyanyn catrygynda, matematiki fizikanyn we topologiyanyin
baslangyclarynda dorédn differensial geometriya dersidir.

Differensial geometriya — bu analitik geometriya esaslanyan,
matematiki derfiewin, ilki bilen differensial hasaplamalarynn usul-
laryny, basgaca aydylanda, tiikeniksiz kiciler usullaryny gini ulanyan
matematikanyn bir bolegi bolup geometriki sekilleri: egri ¢yzyklary
(indiden beyldk egrileri) we iistleri 6wrenyén ylymdyr. Differensial
geometriya mahsus bolan ayratynlyk bu egrileri we iistleri «ujypsyz
kici» yagdayda, basgaca aydylanda, egrilerinn we lstlerinl yeterlik de-
rejeddki ki¢i boleklerinin hisiyetlerini dwrenmeklikdir.

Material nokadyn wagta baglylykda gecen yoluny S =S() diizgiin
boyunca kesgitleyan goniicyzykly, denidlcegsiz hereketine seredelin.
Bu hereketi t-den ¢ + At aralygynda 6wrenelin. Bu yerde Az — 6rdn kigi
ululyk. Matematiki derfiewden belli bolsy yaly, Az — wagtda gecilen
yol

AS =S'(HAt + ¢ - At

diizgiin boyunga anladylyar. Bu yerde S'(f) 6niim, ¢ — 0, At — 0 we
¢ - At ululyk At ululyga gord yokary tertipli tiikeniksiz kigi ululyk,
sonun ticin hem A — 0 bolanda
AS = S'(t)At.
Bu yerden gorniisi yaly, AS ululygyn Az ululyga gatnasygy ¢cyzyk-
ly bolar, baggaga aydylanda, hereket hemiselik S'(¢) tizlikli denidlgegli
hereket bolar.




Bu mysalda gorkezilen usul differensial hasaplamalaryii esasyny
diizydr, yagny yokary tertipli tiikkeniksiz ki¢i ululyklar taglansa, onda
cylsyrymly prossesler yonekeylesyér, denolgegsiz hereketler bolsa
dendlgegli bolarlar. Sunlukda, tiikenikiz kiciler usulynda prossesleri
owrenmeklik yonekeylesyar. Bu yagday bolsa wajypdyr, sebibi sere-
dilen mysalda gecilen yoly wagta gora differensirldp, biz pursatlayyn
tizligi aldyk. Bu yerden bolsa, gerek yagdayynda, integralyn komegi
bilen prossese bitewilikde seretmége miimkingilik alyarys.

Differensial geometriya bolsa, su gorkezilen usuly geometriyada
amala agyryar, basgaca aydylanda, egriler we iistler 6zlerinini gurlusy
boyunga tiikeniksiz ki¢i boleklerde dwrenilyar.

Differensial geometriya analitik geometriyanyin meselelerinde
yiize ¢ykyan hem bolsa, matematiki dernew bilen berk baglylykda
emele geldi we 6sdi. Kop geometriki diislinjeler matematiki dernewin
kébir dusiinjelerinin emele gelmegine itergi berdi. Mysal {i¢in,
galtasyan goni ¢yzyk (indiden beyldk galtagyan) — 6niim, meydan,
gowrilim — integral yaly diistinjeleri bilelikde 6sdiirilyar.

Differensial geometriyanyn emele gelmegi XVII asyryn ahyry,
XVII asyryn birinji yarymyna degisli bolup, L. Eyleriii, G. Monjyn
we beyleki gorniikli alymlaryn atlary bilen berk baglydyr.

Differensial geometriyanyn emele gelmeginde we tutus mate-
matika ylmynyn giiycli 6smeginde Peterburg (Sankt-Peterburg séheri,
Russiya) Akademiyasynyn agzasy, belli matematik L.Eylerin (1707—
1783) isleri 6rén uly itergi berdi. Ol istleriii berlen nokatdaky normal
kesiklerinin egriligni deriiedi, iistlerdéki bas ugurlary girizdi. Olar {igin
Eyler funksiyasyny acdy, egrilerin natural defilemelerini girizdi.

Differensial geometriyanyn L. Eylerden sonky 0siisi fransuz ma-
tematigi, inZeneri G. Monjyn (1746—1818) mekdebine degislidir.

Ustlerii icki geometriyasy K.Gaussa (1777-1855) degislidir,
ol bu netijelere geodeziyadaky amaly islerinin komegi bilen gel-
yir. 1827-nji yylda Gauss «Ustlerdiki egrilerii umumy derfiewi»
atly igsinde hézirki zaman gorniisinde iistler nazaryetiniii esaslaryny
beryir. Su dowiirden baglap hem differensial geometriya matematiki
dernewin bir bolegi bolmakdan ayrylyp, 6zbasdak ylym hokmiinde
Ostlip baglayar.




N.I. Lobagewskiy tarapyndan yewklid dil geometriyanyn agyl-
magy dhli geometriyanyn, sol sanda, differensial geometriyanyn hem
Osmegine uly tésir edyar.

1854-nji yylda B.Riman 06ziinit «Geometriyanyil esaslaryny
diizyin gipotezalar hakynda» diyen isinde Riman geometriyasy atly
diistinjani ylma girizyar.

Kleyninn 1872-nji yylda «Erlangen maksatnamasy» atly isinde
beyan eden ideyasynyn differensial geometriyanyi ulanysyna degisli
isleri E.Kartan tarapyndan 6sdiirilip proyektiw we affin geometriya-
lary diisiinjelerine gelinyér.

Russiyada F.Minding (1806—-1886), K.M.Peterson (1828-
1881) tarapyndan differensial geometriya 06sdiirildi we olaryn
esasy isleri istler nazaryetine bagyslanandyr. K.M.Peterson
Moskwanyn matematikler jemgyyetini (1867) esaslandyryjylaryn
biridir. Onun kibir isleri beyleki alymlaryn atlaryna yazylypdyr.
Yogsam ol Maynardiden 4 yyl 611, Kodassiden 15 yyl 61t 6ziinifi ¢ap
edilmedik dissertasiyasynda birinji we ikinji kwadrat formalaryn
koeffisiyentlerinin 6zara baglanysygyny gorkezyan Maynardi-
Kodassi formulasyny acypdyr. Sol isinde birinji we ikinji kwadrat
formalar berlende listi kesgitldp bolyan Bonne atly teoremany hem
subut edipdir. K.M. Peterson «Ustler we egriler hakynda» diyen
isinde Swarsyn — minimal istleriii epilmesi, Biankinint — go¢lirme
istlerine degisli teoremalarynyn subutlaryny beripdir. Differensial
geometriyanyii 6smegine D.F. Yegorow (1869-1930), B.K. Mlod-
zeyewskiy (1858-1923) yzy bilen bolsa S.P.Finikow uly gosant
gosupdyrlar.

1920-nji yyldan baslap 6nki SSSR-de tenzor diffrensiyal geo-
metriyasy has calt osiip baslapdy. W.R. Kaganyn (1869—1953) Beyik
Watangylyk ursundan sonraky differensial geometriyadaky ylmy
isleri sekilleri «bitewilikde» Owrenmeklige bagyslanandyr. Bu
isler Ozlinin sonky gilycli Osiislerini  A.D.Aleksandrowyn we
N.W. Yefimowyii hem-de olaryin okuwgylarynyi islerinde 6z beya-
nyny tapdy.

Differensial geometriyadan tiirkmen dilindéki ilkinji okuw gol-
lanmalary G. Gylyjowa degislidir. A. Caryyew we N. Gurbanow tiirk-




men alymlarynyn islerini 6z i¢ine alyan, mysallar bilen {isti yetirilen
caklanja okuw gollanmasynyn awtorlarydyr.

Bu okuw kitaby Hormatly Prezidentimizin yolbascylygynda
yurdumyzyn her bir giinlinin istiinliklere we Osiislere beslenyidn
Berkarar dowletimizin bagtyyarlyk déwriinde yaslarynn durnukly we
dowrebap bilim almaklaryna yardam berer.

Bu okuw kitaby skalyar argumentli wektor funksiyalar (§2—§5),
dekart we egri ¢yzykly koordinatalar (§1, §6—§8), diirli geometriyalar
(§9-§11), egriler (§12—-§15), Gistler (§16—§23) we tenzorlar (§24) yaly
boliimleri 6zlinde jemleyar.
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§1. Dekart we egri cyzykly koordinatalar.
Koordinatalary 6zgertmek. Yakobian

Cyzykly algebra kursunda R" yewklid ginisligi girizilydr we e,
e,, ..., e wektorlaryn toplumy bu gifiislikde ortanormirlenen bazisi
kesgitleyir. Bu bazise gord R" yewklid ginisliginin islendik elementi
x!, x%, ..., x" Uytgeyanlerin toplumy bilen bir bahaly kesgitlener. x', x?,
..., X" Uytgeyénlerin toplumyna berlen bazise gord dekart koordinata-
lary diyilyér.

Dekart koordinatalary belli bolan P € R", O € R" nokatlary koor-
dinatlar basglangyjy bilen birikdirip OP(x', x2, ..., x"), 000", y?, ..., Y")
radius wektorlary kesgitleyaris. Bu wektorlaryn jemi (x' + y', x* + 7,
..., X" + ") we wektoryn skalyara kopeltmek hasyly (Ax', Ax?, ..., Ax")
yaly amallar kesgitlenydr.

Goy, £ = OP, n = OQ bolsun. Eger-de islendik R" ginislikde

&, 7 € R" wektorlaryfi skalyar kopeltmek hasyly (&,m) — z:l:"}l"
=1

gorniisde kesgitlenip, bu kopeltmek hasyl ti¢in:

L& m=@,8);

2.(A &, + A8, m=A&. )+ A4, (&, n);

3.(6£,6)>0,6#0
hisiyetler kanagatlandyrylsa, onda bu ginislik yewklid ginisligine
Owrtiler.

Cyzyklaryn denlemelerini diizmek meselelerine seredilende, kop
mysallarda, bolup ge¢ydn hadysalaryn analitik yazgysyny almak ii¢gin
dekart koordinatalary yeterlik bolmayar. Eger-de goni ¢yzyk, towe-
rek, ellips yaly yonekey tebigatly mysallara seredilse, onda olaryn
dekart koordinatlardaky asakdaky denlemelerini alarys:

Ax +By +C=0, (x—a)l’+(@y-b’=R%

a a
= ¥

P

Belli mehaniki we fiziki meselelere seredilende endigan egriler
alynyar, yone olaryn deiilemelerini dekart koordinatalarda ainlatmak
onayly bolup durmayar. Egri ¢yzykly koordinatalarda bolsa bu
denilemeleri 0rdn yonekey gorniise getirip bileris.
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Mysal hokmiinde, spiralyi
(I-nji ¢yzgy) dekart koordinata-

lardaky 4 =* + ¥ — A=l _

deiillemesine seredelin.

Polyar x = rcosg, y = rsing
koordinatalarda bu deiileme 6rin
yonekeyleser we r = €' gorniise
geler. Bu deinileme material
nokadyinl hereketini 6wrenmekde

1-nji cyzgy uly rol oynayar.

R*-yewklid ginisliginde is-
lendik agyk C yayla seredelin. A¢yk C yayladax € C, U(x) C C sertler
yerine yetyir. Yene bir R ginislige seredelif.

P € C C R" degislilik 6zara bir bahaly (P nokat) <> (x', x%, ..., x")
degisliligi kesgitleydr. C yaylanyn islendik P nokadyna n hakyky
sanlarynn degisli edilmegi bize kesgitlenis yaylasy C bolan n sany
x'(P), x*(P), ..., x"(P) funksiyalary kesgitlemdge miimkingilik beryar.

Bu yerde x',x", .. x" = R Képleng gorkezilen funksiyalar endigan

we liznliksiz diylip hasap edilyér, yagny P nokadyn islendik kigi iiyt-
gemeginde onun koordinatalary hem 6rdn kigi iiytgeyarler. Seylelikde,

R(x', X2, ..., x7), RM(x' %", . ") ginislikleriii 6zara baglanysygy yola
goyuldy. Goy, C C R" bolsun.

[-nji kesgitleme. Eger-de funksiyalaryn x'(y', ..., y"), ..., X"y, ..., ")
ulgamy C C R" yaylany A< Ry yayla geciryin ézara bir bahaly
tizniiksiz sekillendirmdni kesgitleydn bolsa, onda bu ulgama C yayla-
daky koordinatalaryn iizniiksiz ulgamy diyilydr.

Basgaca aydylanda, x'(y', ..., "), ..., x" (3, ..., »") : C — 4 — go-
moemorf sekillendirme C yaylany 4 yayla geciryir. Kesgitlemeden
gorniisi yaly, C yaylanyn P nokatlarynyi iizniiksiz iytgemesine onuil
koordinatasynyn iizniiksiz iiytgemesi degisli bolup duryar. x'(P),
xX*(P), ..., x"(P) funksiyalara f': C — A koordinata sekillendirmesine
gord P nokadyi koordinatalary diyilyér.
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Mysal ii¢in, koordinata sekillendirmesi hokmiinde tozdestwo-
layyn x! = ', ..., x" = y” sekillendirméni alyp bolar. Egerde berlen
f: C — A sekillendirme ti¢in P(x!'(P), ..., x"(P)) = P(x', X%, ..., x") bolsa,
onda f'we /! endigan sekillendirmeler hokmiinde alynyar.

Goy, f: C — A-endigan sekillendirme x'(y'...y")(i = 1,n) funk-
siyalaryn komegi bilen berlen bolsun.

2-nji kesgitleme.

axt ot ot
#_[Ef)_ O
Y g;:;;;;::';;;;
=TT T

funksional matrissa f sekillendirmdniii Yakobi matrissasy diyilydr.
1(f) = ||df]| — ululyga bolsa onun yakobiany diyilydr.

Bu yerde matrissanyn elementleri x'(P), ..., x"(P) koordinatalar-
dan alnan hususy ontimler, df we I(f) ululyklar bolsa P € C nokada
bagly ululyklardyr.

3-nji kesgitleme. Eger-de endigan funksiyalaryn x'(y', ..., y), ...,
X"V, ..., ") ulgamy ézara bir bahaly f:C —+ A < R sekillendirmdni
kesgitleydn bolsa we I(f)|,_.# 0 bolsa, onda bu ulgama R" yewklid
ginisliginin C yaylasynda kesgitlenen koordinatalaryn regulyar ul-
gamy diyilydr. C yaylada kesgitlenen koordinatalaryn regulyar ul-
gamyna basgac¢a C yayladaky koordinatalaryn egri ¢yzykly ulgamy
hem diyilyadr.

Indi, C yaylada iki diirli egri ¢yzykly koordinatalara seredelin:
x'(P), x(P), ..., x"(P), Z\(P), ZX(P), ..., z"(P).
Bular iki sany regulyar
Foo—Ac R, ™ g O~ BorE 2" sekillendir-
manin berlendigini tassyklayar. Basgaca, her bir P € C nokat ii¢in

iki sany egri ¢yzykly {x'(P)}, {zZ((P)} i =1, 2, ..., n koordinatalaryn
alnandygyny tassyklayar. Sekillendirmelerin 6zara bir bahalydygyny
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hasaba alyp, P nokadyn {x'(P)} koordinatalaryny {z/(P)} koordinata-
lara degisli edip bolar. Ol

¥, xX(P) — Z(P)

gorniisli sekillendirme hokmiinde gurulyar. Bu sekillendirmé bolsa C
yayladaky koordinatalaryil 6zgertmesi (koordinatalaryii ¢alsyrmasy)

......

calsyrylyar.

Lemma: Iﬁx'z : X'(P) — Z'(P) sekillendirme ozara bir bahaly, endi-
gan sekillendirmdni kesgitleydr we onun yakobiany noldan tapawut-
Lydyr.

Subudy: Sekillendirménin 6zara bir bahalylygy koordinatlar
ulgamlarynyn regulyarlygyndan, endiganlygy bolsa iki sany endi-
gan sekillendirmelerin kompozisiyasynyn yene-de endigan bolyan-
lygyndan gelip ¢ykyar. Biz sekillendirmanin yakobianynyn noldan
tapawutlydygyny, yagny /(¢ ) # O densizligi subut ederis. Berlen
¥ xX(P)— Z(P) sekillendirme iki sany g we f ! sekillendirmelerin
kdmpozisi}'Iasyna . =ge°f':A— Bdargayar (2-nji ¢yzgy).

b sekillendirménif yakobi matrissasy /' we g sekillendirme-
lerin hnatrissalarynyﬁ kopeltmek hasylyna dargayar. Hakykat-

oK
=Z'(y!, V%, ., V). Y (X, X% Lx"), 1 < k < n funksiyalar endigan

dan hem, diff_, = (E'J) % ontimleri hasaplayarys, bu yerde z' =

,,,,,, Ry @)

-
-

Wz

b,
\
e

R(y)

2-nji ¢yzgy
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f1: A — Csekillendirméni kesgitleyar. Onda ¢ylsyrymly funksiyanyn

onlimini hasaplamagyn formulasyna gord i E ﬁ Bu

bolsa dtf . = I:E.;{) matrissanyn df~' we dg matrlssalary kopeltmek

hasylyna dendigini gorkezyar. Indi df ' we df yakoby matrissalarynyn
Ozara baglanysygyny alalyn.

Seredilyan ulgamyn regulyar bolyandygy ii¢in /' ° f kompozi-
siya C yaylanyn 0z-6ziine bolan tozdestwolayyn sekillendirmesidir,
sonun ti¢gin hem d(f ' ° f) =df ' o df = E, nirede E — n 6lgegli birlik
matrissa. Bu yerden alarys: df ' = (df’)!. Bu bolsa dzﬁx,z =(dg) - (df)"!

Jigl

]
deiilige getirer; /(g), I(f) yakobianlaryi noldan tapawutlydygy {i¢in

bolsa I(¥, ) # 0. Lemma subut edildi.

defiligi subut edyir, sofiky deiilik bolsa 6z gezeginde [igr 1 —

Netije. C yaylany A yayla gegirydn f sekillendirme C yaylada egri
¢yzykly koordinatalary kesgitleydin bolsa, onda A yaylany C yayla ge-
cirydan f sekillendirmd ters bolan ' sekillendirme hem A yaylada egri
¢yzykly koordinatalary kesgitldr.

C yaylada egri ¢yzykly koordinatalary kesgitleydn ulgam kébir
denilemeleriii komegi bilen koordinat ¢yzyklarynyn masgalasyny kes-
gitleyir, meselem, i-nji koordinat ¢yzygy

x'(P)=C,x*(P)=C,, .., x'(P)=C,_,

X(P)=1,x"\(P)=C,,,, ... ¥(P)=C,

defilemelerifi kdmegi bilen alynyar, bu yerde C, — ululyklar
hemiseliklerdir, ¢+ — lizniliksiz parametrdir. ¢ parametriii alyan baha-
syna gord P nokat C yaylada kdbir endigan trayektoriyany gegyar.
Seylelikde, C yaylanyn her bir P nokadyndan » sany koordinat ¢yzyk-
lary ¢ykyar. Bagga bir nokat iicin basga koordinat ¢yzyklary ¢ykar.
Eger-de ulgam dekart koordinatalary kesgitleydn bolsa, onda onuil
koordinat ¢yzyklary P nokatdan gec¢yéin koordinata oklaryna parallel
bolan goni ¢yzyklardyrlar.
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Egri ¢yzykly koordinatalar ulgamlarynyn mysallary:
1. Polyar koordinatalar ulgamy:

X = Fios@
P = kg
r>0
0<¢<2m.
2. Silindriki koordinatalar ulgamy:
X = Fios@
P = FELILD
I=41
r>0, 0<¢<2r7
—o00<z<+4o0,

3. Sferiki koordinatalar ulgamy:
x = Foos psind
P = Faingp sin
r=roosf
r>0, 0<¢p<2r
0<f<r.

Yokarda getirilen egri ¢yzykly koordinatlar ulgamlarynyi kabir
derfiewlerini gegirelifi. Yewklid tekizliginde berlen (, @) polyar ko-
ordinatlar ulgamy R? tekizligin dhli yerinde egri ¢yzykly koordinat-
laryn regulyar ulgamyny emele getirmeyér. Hakykatdan hem, pol-
yar koordinatlardan dekart koordinatlara gegmegin x = x' = rcosg,
vy = x? =rsing funksiyalaryny alyarys. Bu ulgam {i¢in yakoby matris-

Cos4p — Fain g

sas =
y & (sin-;::u Foosg

an koordinatlar baslangyjynda /() = 0. Seyle hem, bu ulgam yewkid
tekizliginiii 6z-6ziine bolan 6zara bir bahaly degisliligini emele getir-
meyar, sebibi (r, ¢) we (r, ¢ + 27) nokatlar sol bir nokada gecerler.
Indi, polyar koordinatalar ulgamynyn regulyar C yaylasy-
ny kesgitlilin. Yewklid R(y' = r, y* = ¢) tekizliginde 0 < ¢ < 27,
0 < r <+ densizlikler bilen emele getirilen tlikeniksiz C yaylany

J. yakobiany bolsa /(1) = r bolar. Yakobi-
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(P A RZ(},, (p)

27 c

v

3-nji ¢yzgy

alalyn. Onda 4 yayla hokmiinde iki dlcegli R*(x', x?) tekizligin x' >0,
x* =0 sohleden bagga hemme yerini alyp bolar (3-nji ¢yzgy).

Bu sertlerde f': C — A4 sekillendirme x' = rcos¢, x* = rsing,
deiilemeler bilen berler we 6zara birbahaly, regulyar ulgamy emele
getirer. 3-nji ¢yzgydan gorniisi yaly, /: C — A sekillendirmede dekart
koordinatlaryn goni burcly tory polyar toruna gecyar.

Ucodlgegli R*(y', 3%, y*) ginisligin silindriki y' =7, ) = ¢, y* = z
koordinatalary tigin egri ¢yzykly koordinatalar x' = rcos ¢, x> =rcos ¢,
x* = r funklsiyalar bilen berilyar (4-nji a ¢yzgy). Bu galsyrma R3(x',
x?, x*) giniglikden (¢ = 0, » < 0) bilen kesgitlenen yarymtekizligin
kesilip ayrylan boleginin 4 yayla hokmiinde alynmagyndaky endigan
FC—Ac B %" %" sekillendirmesini kesgitleyir. (¢ = 0, r < 0)
yvarymtekizligin kesilip ayrylmagy 6zara birbahaly degisliligi {ipjiin
edyar. Bu ¢alsyrmanyn yakoby matrissasy

2. Sargyt Ne64.

17




Cos g —Faindg O

gt — | s roosgp O
i ¥ 1

we yakobiany /(1) = r. Yakobian difie 7 = 0 bahada (z okda) nola defi
bolup biler.

Diymek, silindriki koordinatalar » > 0 bolanda A yaylada regulyar
ulgamy emele getirer.

Indi, R3()', y*, V), y' = r, y* = 0, y® = ¢, sferiki koordinatalara
seredelin (4-nji b ¢yzgy).

Bu ulgam ii¢in egri ¢yzykly koordinatalar » > 0, 0 < # < 7,
0 < ¢ <21 sertler yerine yetende x' = rcos sinf, x> = rsingsin b,
x* = rcos f funksiyalar bilen berilyar.

Onda

COS40 SLTLY FOOS40os @ — Faln gsind
e = | sindpsing rsingcoesd  roospsind |
s —Fsind 0
1) = r*sin.

Yakobianyii bahasy ditie x* okda nola defi bolar. Ozara bir bahaly
degisliligi tipjiin etmek Gigin ginislikden (x* =0, x' > 0) yarymtekizligin
nokatlaryny hem ayyrmaly.

x> A XA
z
\ a) b)
r
0
x? 2
) X
r =
x/ ¢ ®
x]
4-nji ¢yzgy
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§2. Skalyar argumentli wektor funksiyalar. Predel we
tizniiksizlik hakyndaky teoremalar

Goy, kébir R" giniglik we onunt C yaylasy berlen bolsun. Kébir
[a, b] € R' kesimin C yayla bolan sekillendirmesine seredelin.

1-nji kesgitleme: [a, b] kesimin C yayla bolan 6zara birbahaly
tizniiksiz sekillendirmesinin netijesinde alynyan obrazyna — sekiline

......

Goy, P € C, t € [a, b] bolsun. Onda P nokadyn bu ginislige
gord koordinatalary bardyr. Eger-de t — F(¢) ya-da F' : [a, b] —> C
Ozara birbahaly iizniiksiz sekillendirme bolsa, onda her bir ¢ ligin C
vaylanyn diirli P nokatlaryny alarys. Netijede, P nokadyn koordina-
talary ¢ parametre goré iiytgeydrler. Basgaca aydylanda, ¢ argumentli
funksiyalar bolarlar: P(x, x,, ..., x, ), P(t) = (x (2), x,(), ..., x (?)).

Bu funksiyalaryii ulgamy her bir ¢ parametr ti¢in ginislikde diirli
P nokatlary kesgitleyar. Sonun {i¢in, [a, b] kesimin &hli nokatlary ii¢in
P nokatlarynl geometrik orny kébir egrini kesgitlédr. Seylelikde, bu ul-
gama egriniil defilemeleri hokmiinde seredip bolar. Bu ulgama egrinini
parametrlenmesi hem diyilyar.

Bellik: Parametrlerin saylanyp alnysyna gord egrilerin diirli pa-
rametrlenmelerini alyp bolyar.

2-nji kesgitleme: Eger egrinin parametrlenmesine girydn funk-
siyalar iigin x ,”(t) + x,”(t) + ... +x (1) # 0 densizlik yerine yetirilse,

......

Indi, egrinin wektor deillemesinini alnysyna seredelii. Goy,
t — F(?) berlen bolsun. 7, ¢, diirli bahalar lgin gifisligin dirli F(z),
F(t,) nokatlary alnar. Ol nokatlary koordinatalar baslangyjy bilen
birikdirsek, onda ¢ parametrifi diirli bahalary ii¢in diirli bolan # pa-
rametre bagly OF(t)), OF(t,) radius wektorlary alarys. Netijede, ¢
parametrifi iiytgeyidn yaylasyna layyklykda skalyar argumentli v(t)
= OF(t) wektor funksiya diisiinjesine gelinyar. Bu funksiyanyn grafi-
gi ¢ parametrin iytgemeginde alynyan radius wektorlaryn uglarynyn
emele getirydn nokatlarynyn geometrik orny bolar (5-nji ¢yzgy). Ona
wektor funksiyanyn godografy diyilyar. Ol asakdaky yaly alnar.
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Goy, bize kibir f : C — R" sekillendirme berlen bolsun.
Anyklyk ti¢cin goy, C = [a, b] C R’ bolsun. Onda bu sekillendirme
f:a, b] — R3(R") gorniisde ya-da F': [a, b] — R yaly bolar. Bu sekil-
lendirménin netijesinde her bir berkidilen ¢ € [a, b] san kébir D € R®
nokada gegiriler. Sunlukda, sekillendirme 6zara birbahaly bolar.

F(,fl). Py F (g)
F(Cl)/ =" \\~F(b)
— L L S .
a 1, t 1, b
U(tk)
eli)
U(tl)
a) 0
v(t)
b) 0
A
¢ 0
5-nji ¢yzgy

20




Skalyar argumentli wektor funksiyanyn predeli, tizniiksizligi
hakyndaky teoremalara gegyaris.

Goy, kébir skalyar argumentli v(#) = {v (), v (?), ..., v (1)} wektor
funksiya we hemiselik @ = {a , a, ..., a } wektor berilsin.

3-nji kesgitleme: Eger-de t — t, bolanda
Limv()— |- 0
denlik yerine yetydn bolsa, onda v(t) wektor funksiya t, nokatda a
predele eye diyilyir.

Bu yerde
|""Ef:]_'51|= 'lr'{E""'LEr j1+|:"-'1f:f :Ji'l' v, () — :Ji

we |W(t) — a| — 0 bolanda

Wil —ay
WL ) —
w(t)—a,

4-nji kesgitleme: Goy, [a, b] kesimde v(t) wektor funksiya kesgit-
lenen bolsun we bu kesimin kdbir t, nokadynda v(t) wektor funksiya
eye bolsun. Eger-de t — t, bolanda

lim[w(e) —w(g)] - O

denlik yerine yetydan bolsa, onda w(f) wektor funksiya t, nokatda
tizniiksizdir diyilydr. Eger wektor funksiya kesimin dhli nokatlary
tigin tizniiksiz bolsa, onda bu funksiya seredilydin kesimde tizniiksizdir
diyilydr.

Mysal {igin, w(i) = {|:’l + Il]r.jl} wektor funksiyanynn R’
ginislikde tizniiksiz bolyan aralyklary (—oo, 0) , (0, +0) bolar.

Skalyar argumentli v(#) = {v (?), v,(9), ..., v (1)} wektor funksiya
ticin sekillendirme, predel, izniiksizlik hakyndaky asakdaky tassykla-
malary subutsyz getiryéris.
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Sekillendirmeler tigin:

(u +v)(#)=u(t) + v(t);
(- @ =10 - u(®);
(u, v)(2) = (u(?), v(1));
[, vI(2) = [u(®), V(1)].

Bu yerde f(¢) skalyar argumentli funksiya, (u(f), v(¢)) iki wektoryn
skalyar kopeltmek hasylyny, [u(?), v(f)] iki wektoryn wektor kdpelt-
mek hasylyny kesgitleyar.

Predeller ii¢in: Goy, ¢ — ¢, bolanda wektor funksiyalar ligin
v(f) — a, u(t) — b we skalyar argumentli funksiya ti¢in f(#) — d pre-
deller bar bolsun. Onda

E.]}.}I:u(r):t Wil — %EE Wl tl+ JE.'EE.}*.II:::J —athk

Er&ﬁu(r).fw:r:lj — Ergu(r).f!{r&w:r:l — otk
L fle)vie )= Umfe) Lmwvie) - d-a
g{r;.}lfu(rlv(r?ﬂ — [g{rguirly;gvirij — e k).

Uzniiksizlik iigin: eger-de v(¢), u(f) wektor funksiyalar we skalyar
argumentli f(7) funksiya # — 7, bolanda lizniiksiz bolsalar, onda predel-
ler hakyndaky teoremalarda degisli calsyrmalar gecirip, tizniiksizlik
hakyndaky teoremalary alarys:

lmiul e )l — wit)+ vig)
g{rgiuiriwirﬂ — wif i)

Lm( fLed-wie ) = Fg)h-vig)

Limbule Jv(eJ) — witlvig)).

Bellik: Bu teoremalaryn her biri ayratyn subut edilip bilner.
Onun itigin skalyar argumentli funksiyalarda gecirilen subutlary ula-
nyp bolar.
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§3. Skalyar argumentli wektor funksiyanyin oniimi we
integraly

Goy, [a, b] kesimde v(#) wektor funksiya berlen we kébir 7, € [a, b]
nokatda v(#,) kesgitlenen bolsun. Skalyar argumentli wektor funksiya-
lar iicin hem 6niim diisiinjesi matematiki deriiewde kesgitlenisi yaly,
kabir

w1 — L)
-5
gatnagygyn predeli hokmiinde kesgitlenyér.

(] = wit)
3

iy
1-nji kesgitleme: Eger-de =

gatnasygyin t — t, bolan-

da tiikenikli predeli bar bolsa, onda ol predele wektor funksiyanyn

......

lim Wl E 1 — wily)

lisn = = = ()

denlik bilen kesgitlenyir.

Goy, v(f) wektor funksiya kédbir C egrini kesgitleydn bolsun.
C egri iicin wektor funksiyanyn artdyr-
masyny alalyn (6-njy ¢yzgy):
AV(t,) = v(t, + At) — (1)) = v(£) — V(2.

Bu artdyrmanyn {isti bilen, oniimin
kesgitlemesini
AL :
2l _
2-2;1 Al v (k)
denlik bilen hem alyp bolar.

Bu defillemelerden gortisi yaly, ¢ + At — ¢ (At — 0) bolanda, C
egrinifi isti bilen v(¢)) wektora yakynlagsma bolup gegyér. Predel yag-
dayda biz seredilydn C egrinifi 7, nokadynda ofa gegirilen galtasma
v'(¢,) wektory alarys.

Matematiki deriewde gorkezilisi yaly, wektor funksiyalar ticin
hem 6niim hakynda asakdaky teoremalar dogrudyr:

L (u(?) + v(1))" = u'(t) + V'(9);

6-njy ¢yzgy
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2. (fov(0)" = 1" (Ov() + f([O)v'(2);

3. (u(?), (1)) = (' (1), (1) + (u(D), V'(1));

4. [u(0), v()]' = [u'(®), V()] + [u(®), VI(1)];

5. (u(®), W), o) = W), W), o@) + @), v'(1), o) +

+(u(®), (1), @'(1)).

Bu teoremalaryn hemmesi matematiki deriiewde gorkezilen sol
bir usul bilen subut edilydr. Bularyn ii¢linjisinin subudy asakdaky
yaly alynyar:

Subudy:

L ALY, w ALV — (w(L,,»

()13 = i et Bl B (i) )

(0t + A0),9it, + AL) — ((5) V(8 + AL)
_ lim Af "
=0 L) uits + AL — (L) uiTo))

+ Al -

— (1t 20— (o

FrE) At -EEE}II:L:‘ + ﬁrj) +

W+ AR — WL, , ,
[t S i o) + () ¥ )
Indi wektor funksiyanyn differensialyny kesgitldlin. Onun {i¢in
v(t,) wektor funksiyanyfi 7, nokatdaky A artdyrmasyna seredelif.
Eger sol artdyrmanynl bas bahasy Az ululyga ¢yzykly bagly bolsa,
basgaca aydylanda, wektor funksiyanyn artdyrmasy
Av(t) = V'(f)At + o(At)

gorniisde alynyan bolsa, onda wektor funksiya ¢ nokatda differensir-

------

bas bahasy hokmiinde alynyar:
dv(t) =V'(H)At = (dv(t)/dt)At.
Sonky denllikden gorniisi yaly, A¢> 0 bolanda wektor funksiyanyn
dv(?) differensialynyn ugry onuil dv(f)/dt ontiminiii ugry bilen gabat
gelyér, eger At < 0 bolsa, onda olaryn ugurlary gapma-garsydyrlar.
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Wektor funksiyanyn modulyndan differensialyin alnysyna
seredelin. Goy, wektor funksiya R* ginislikde berlen bolsun:

V(1) = v, (1), v,(0), v,(D)} = v, ()i + v (t) + v, (k.
Wektor funksiyanyn modulynyﬁ kwadratynyn
(e f = (o) + g (o) +05r),
we onun 0z-0ziine skalyar kdpeltmek hasylynyn
R Nl o Al S B
denlikler bilen hasaplanyandyklaryna gord, olaryn sag bdleklerini
denesdirip,
(), v(1)) = (D)
deiilige geleris.
Bu deiligin iki bolegini hem differensirliris:
2@ - dv(n)] = 2((1), dv(?)).
Bu yerden
dv(®)| = (W(0)/\(@D)], dv()) = (v (1), dv(2)).

Bu denlik wektoryn modulynyn differensialy bilen onuf 6ziinin
differensialyny baglanysdyryan denlikdir.

1-nji mysal: »ii) {sm = } wektor funksiyadan 6niim

almaly bolsun. Oniimit kesgitlemesine gord bu wektoryn her bir ko-
ordinatasyndan skalyar funksiyanyn Oniimi yaly oniimleri kesgitle-
meli we ol koordinatalary wektor funksiyanyn oniimininn koordinata-
lary hokmiinde almaly, yagny
= 1 s pos e r LY 2
Vi) = [Esml casd (L) [t - £ } Liint(1-38)¢ 7.
Wektorlaryn skalyar we wektor kopeltmek hasyllarynyn hé-
siyetlerini ulanyp, wektor funksiyadan yokary tertipli Oniimlerini
kesgitlemegin mysallaryna seredelin.

2-nji mysal.
a) ()" = (v, v)' = (v, v) + (v, V) = 2(v',v) = 2wV".
b) [V, v = [V, v+ [V, v = [V, v,
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9) (v!’ V", VW)! — (vH’ V", vm) + (v!’ VW’ V”? + (V', vVV’V(4)) — (v/’ vH’V(4))'

Wektor funksiyanyi integralyny kesgitlemége giriselin.

Wektor funksiyalaryil integrallary hem skalyar funksiyalaryn
integrallarynyn kesgitlenisi yaly kesgitlenyér. Hakykatdan hem, goy,
v(f) wektor funksiya [a, b] kesimde berlen bolsun. Bu kesimi n bolege
bolelin:

a=t<t<t,<.<t=b, [t t]Cl[a, bl

Bu bolek kesimlerin her birinden 7, € [¢, , ¢] nokatlary alyp, olar-
da wektor funksiyanyfi »(7)) bahalaryny we ol bahalar ti¢in integral
jemi kesgitleyaris:

R WICARIETIN

2-nji kesgitleme.: Eger [a, b] kesimin dhli miimkin bolan bélek-
lemeleri ii¢in T, sanlaryn saylanyp alnysyna bagly bolmazdan o in-
tegral jemin n — o ymtylanda predeli bar bolsa, onda ol predele
v(t) wektor funksiyadan alnan integral diyilydr we ol asakdaky yaly

kesgitlenydr:
i i & &
ju(:jﬂ - :‘-J'wl(rjciwj -J'wilfrja‘_r+ 2 -ju_,(:j.ir.

Bu denligin sag boleginin integrallarynyn skalyar funksiyala-
ra gord kesgitli integrallardygy ticin wektor funksiyalaryn integral-
larynyn asakdaky hésiyetleri dogrudyr:

ju(:j.ﬂ = J'|~.-(rj|a‘.r:

a

2. f[C,u(rj]rir =

1.

i, f‘u(fjcﬂl;

-3

3. fu‘{rja‘_r = vik]— vial

3-nji mysal: v(f) = {sint, cost} wektor funksiyany [0, 7] aralykda
integrirlemeli.
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Integrirlemegin kesgitlemesine goré alarys:

j vi gt J'-[smr cosfrdt = i- _J'smmir+_; J’EGS.I.'rif—

=i [—cosm+oos0) 4+ (anr—anl) = 1L

§4. Teylor formulasy

Wektor funksiyalaryn oniimi we differensialy kesgitlenenden
sofira matematiki dernewde gorkezilisi yaly, bu funksiyalar {igin hem
matematiki derfiewin esasy diislinjelerin biri bolan Teylor formulasy
diyen diisiinje girizilyér. Sebibi egrilerii galtagsmasy, tistlerddki egri-
ler we olar bilen bagly beyleki diisiinjeler 6wrenilende skalyar argu-
mentli wektor funksiyalaryn kébir nokadyn etrabynda hatara darga-
masy ulanylyar.

Ilki bilen skalyar f(x) funksiyanyfi x, nokadyn etrabynda
Teylor formulasyna dargadylysyna seredeliii. Matematiki dernewde
gorkezilisi yaly, bu dargama n — tertipli iizniiksiz 6nlime eye bolan
f(x) funksiya ticin asakdaky yaly alynyar:

) = fng)+ Ex.ﬂ]( f"f.:cc.h]

— El + x— &l +

+...+

n:-
L] ey a9

Hl

Bu dargamanyn v(¢) = {x(?), y(¢), z(¢)} wektor funksiya ii¢cin ber-
kidilen 7, € [a, b] nokatda alnysyna seredelifi. Elbetde x(7), y(7), z(7)
funksiyalar 7, nokadyn etrabynda n — tertipli lizniiksiz 6niimlere eye
bolsunlar. Onda bu funksiyalar ti¢in Teylor formulalaryny alarys:

we) = s + [ 22 - e+ [ -+
iy
+...+lx—;:iil]-(r—nj)“+&([r—::,j“j
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ye) = (i) + [ 22 et [ L0 e g 4
+...+lLil;hl]-(r—:jj“+&((r—;jj“j

() =L+ %}-(r—gﬂ %}-(f—%)i+

i
bt [ e e -

Bu formulalary degislilikde i, j, k birlik wektorlara kdpeldip,
sofira degisli elementlerini hasaba almak bilen gossak, onda v(¢) wek-
tor funksiyanyn Teylor formulasyna dargamasyny alarys:

)= 8y + [ e gy o [T e
)
M] (E= B {( = BP).

1-nji mysal. v(#) = {¢', sinz, cost} wektor funksiyanyni 7, = 0
nokadyn etrabynda Teylor formulasyna dargamasyny almak {i¢in ¢/,
sint, cost funksiyalaryn Teylor formulalaryny

+...+

e“_1+r+%+ +£+c.~(r“j
_ +1 L
mnr—r—%+%—%+ +%+&Ef)
I o (-aprie T
cast=1—og+ g+ -+ T + ol ™)

alyarys we bu formulalary degislilikde i, j, k& wektorlara kopeldip,
sofira degisli elementlerini hasaba almak bilen gossak, onda v(¢) wek-
tor funksiyanyi Teylor formulasyna dargamasyny alarys.

Indi v(f) wektor funksiyanyn onun differensiallary boyunga
Teylor formulasyna dargadylysyna seredelin.

Onufi tigin Av(f) = w(f) — W(¢)) = dv defligi ulanyp, v(¢) wektor
funksiyanyin Teylor formulasyna dargamasyndan wektor differen-
sialyl dargamasyny alarys:

@y = V(1) = (k) + == dV(G) + b dV(G) + [0
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§5. Egrinin natural denlemesi

Ko6p amaly meselelerde egrilerin denlemelerini ol egrilerin
dugalarynyn uzynlyklaryna bagly gorniisini almak, yagny egrileriii
tebigy (natural) defilemelerini almak amatly bolyar.

Goy, v(?) funksiya [a, b] kesimde berlen bolsun. Bu funksiyanyn
godografy ginislikde C egrini kesgitleyar. Wektor funksiyanyn diir-
li parametrlenmelerinde sol bir godograf alnyp, parametrlerinn diir-
li bahalary ligin godografyn dugalary alynyar. Egrinii dugasynyn
uzynlygynyn iisti bilen alynyan parametrlenmesine egrinin natural
birnd¢e dugalaryny alarys. Goy, ol dugalaryn birinifi uzynlygy

s=|MM

i i+l|

bolsun. Duganyn uzynlygynyn

O

formulasyndan denleménin iki bolegini hem differensirlap, duganyn
differensialy ti¢in asakdaky formulany alarys:

de — x4y 45t
Bu deiligin egrinin natural denlemesini getirip ¢ykarmakda
ulanylysyna mysallarda seredelin.
1-nji mysal. v(f) = {acost, asint, bt}=1i - a cost +j - asint + k - bt
wint ¢yzygy li¢in natural denlemelere ge¢meli.
Onun ii¢in
Wty 4+ 2 lacestl® 4 (asin ) 4+ (5007 — ¥ o + B

we
de a4 B

denlikleri ulanyp, diirli parametrleriii arasyndaky
£
t=
it
baglanysygy alarys we ony wektor funksiyanyn denlemesinde ¢
parametrin ornuna goysak, wektor funksiyanyn tebigy (natural)
denilemesine geleris:
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= Ly . & k 3 .
M) = [ 005 it ]

2-nji mysal. v(f) = {e'cost, e'sint, e'} wektor funksiyanyn natural
denllemesini diizmeli.
1-nji mysalda gorkezilisi yaly duganyn differensialynyn formu-
lasyndan peydalanyarys:
(e'cost)? = e*(1 — sin2t)
(e'sin?)"? = €%(1 + sin2¢)
( et)'Z e eZt

Vet y? 1T Sy

Onda duganyn differensialy
ds = &3 dt
bolar. Bu yerden bolsa diirli parametrlerin arasyndaky baglanysyklaryn
birini
r=1n £ E
3

gorniisde alyp, berlen wektor funksiyanyn natural denlemesini
asakdaky yaly yazarys:

§6. Galtagyanlar, normallar, galtasmalar

Egriler we istler dwrenilende olara gecirilen galtagyanlaryn,
normallaryn 6zara yerlesislerini we egri bilen egrinin, list bilen egrinin
Ozara galtagsmalaryny 6wrenmegin zerurlygy yiize ¢ykyar.

Goy, R® ginisligin adaty nokatlarynda, ((x'(¢))* + ('(1))* +
+(Z'(0))* #0), v(®) =i x(¢) +j - y(¢) + k - z(f) wektor funksiya

x =zl
¥ =]
=1zt)

ulgamyin kdmegi bilen C egrini kesgitleyan bolsun.
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dx(f) dy(r) de(r)
dt 'oa ot
egrinin t nokatdaky galtagyan wektory ya-da tizlik wektory diyilydr.

I-nji kesgitleme. u'(rj:[ } wektora C

Galtasyan v'(f) wektor C egrd onun M(¢) galtasma nokadynda ge-
cirilen galtagyanyil ugry boyunca yatar. Onda analitik geometriyadan
belli bolsy yaly, M(f) nokatdan gecyén galtagyan bilen ugurdas bolan
goni ¢yzygyn — v'(f) galtagyanyn denilemesini

X—xit) F—pir) IZ—z1)
w6y 20

gorniisde alarys.

2-nji kesgitleme. Galtasma nokadynda galtasyana gegirilen per-
pendikulyara egrinin normaly diyilydr. Bu normallar biitiin tekizligi
dolduryarlar. Galtasma nokadynda galtasyana perpendikulyar bolan
tekizlige bolsa normal tekizlik diyilydr.

Kesgitlemd gord, galtagyan
v'(f) wektor normal tekizlige per- V(o)
pendikulyar, sonun ligin hem anali- <—
tik geometriyadan normal tekizligin
denlemesini (7-nji ¢yzgy).
X'(0) - (X=x(0)) +y'(0) - (Y=y(0) + /

+2'(6) - (Z—-z(1)) =0

gorniisde alarys.

Indi, bu diisiinjeleri istler ligin hem girizelin. Goy, kébir iist
F(x, y, z) = 0 defilleme bilen berilsin. Bu tistde

7-nji ¢yzgy

x==xlr)
y =)
r=1z(t)

ulgamyn komegi bilen kébir egrini gegirelin. Onda ¢ parametrii islen-
dik bahasy ti¢in M(x(?), y(?), y(¢)) nokadyn koordinatalary

F(x(1), y(1), (1)) = 0
tozdestwony kanagatlandyrar. Bu tozdestwony ¢ goré differensirlép
EF(x,y,2) XO+F (x,y,2) YO+ F.(x,y,2) 2() =0
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tozdestwony alyarys. Kabir
VF=F (x,y,2) i+ F (x,y,2) j+F.(x,y,2)  k

wektory girizelii. Onda yokarky tozdestwony adaty nokatlar (¥ # 0,
F #0, F_#0) tigin asakdaky gorniisde alarys:
(VF,v'(9) =0.

VE Sunia menzeslikde, M(x(?),
V(7) w(f), y(t)) nokatdan seredilyin
V(£) iistde 'tﬁkenilfsiz kop egrileri we
ol egriler ii¢in galtagyanlary ge-
cirip bolar. Sol galtagyanlaryn
hemmesi hem VF wektora per-
pendikulyar bolarlar we sol bir
tekizlikde yatarlar (8-nji ¢yzgy):
Bu tekizlige hem iistiin
M(x(t), y(f), y(t)) nokadyndaky
galtasyan tekizligi diyilyar.
Analitik geometriyadan bel-
8-nji cyzgy li bolgy yaly, galtasyan tekizligii
deillemesi

F;(xayaz) ’ [X_X(t)] +F;,(xayaz) ) [Y—J/(f)] +Fz(xsyaz) ) [Z_Z(t)] =0

gorniisde bolar.
Egri ¢yzyklarda kesgitlenisi yaly, tistin M(x(¢), y(¢), y(¢)) no-
kadynda iiste galtagyan tekizlige galdyrylan perpendikulyara iistin

......

ugurdasdyr. Analitik geometriyadan {istiin normalynyn denilemesini
E—uwle]  F—ylr) Z-—zr)
Flzyz)  Filzyz)  Elzri)

gorniisde alarys.

Bellikler: /. Eger-de tistiin M(x(t), y(t), y(t)) nokadynda ona ge-
cirilen galtasyan egrini alsak we bu nokatda egrd galtasyan wektor
gecirsek, onda (VF,v'(t)) = 0 bolar, we ol galtasyan wektor galtagsma
tekizliginde yatar. Sunlukda, egri bilen iistiin arasynda 1-nji tertipli
galtasma emele gelyr.
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2. Sundan baglap, dhli yerde iistiin adaty nokatlaryna serediler.
Eger-de ayratyn aydylmasa v'(t) we v''(t) wektorlar kollinear ddl ha-
sap ediler.

Goy, indi kébir egri ¢cyzyk v(f) =i - x(¢) +j - y(¢) + k - z(f) wek-
tor bilen berilsin. Bu egrinin M(#) nokadynyn iisti bilen ge¢yian we
bu egrd «tiikeniksiz golaylasdyrylan» tekizligi, basgaga aydylanda,
M(¢) nokatda miimkin bolan uly tertipdéki galtasmany emele getiryan
tekizligi tapmak meselesine seredelin.

Goy, M(t) nokatdan egrinint m normaly galdyrylan, M'(¢) nokat
M(¢) nokada tiikeniksiz golaylasyan bolsun (9-njy ¢yzgy):

C A m \
© A M'(t + M)
M(t) P
9-njy ¢yzgy

Onda PM'(f) — 0 bolar, yagny PM'(Af) uzaklyk At ululyga gori
(n + 1) tertipli tiikkeniksiz ki¢i ululyga dwriiler. Bu yagdayda MM’
wektoryn Teylor formulasyna we Teylor hataryna dargamasyna
seredelin:

MM = w(t+ A8 —wit )= v{t)AL+"(1) -¥+ %Q[(ﬁrjl].

I = wit+ Afy—wit)= w1 )AL + u"(f:l-% + ..
we - L
PM'=mMM'
bolyandygy ii¢in alarys:

Pl = ™ = mu’(fjﬁf+mu"(fj'%+

Seylelikde, 1. Eger-de mv'(f) # 0 bolsa, onda PM’ ululyk 1-nji ter-
tipli tiikeniksiz kicidir, basgaga aydylanda, nol tertipli galtagsma bol-
yar, yagny egri tekizligi desip gecyar.

3. Sargyt Ne64.
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10-njy ¢yzgy

2. Eger-de mv'(¢) = 0 bolsa, onda PM ' ululyk 2-nji tertipli tiike-
niksiz ki¢idir, basgaca aydylanda 1-nji tertipli galtasma bolyar, egrd
gecirilen galtasyan m normala perpendikulyar bolup, gozlenyén tekiz-
likde yatar.

3. Eger-de mv'() = 0, mv"'(t) = 0 bolsalar, egri bilen gézlenyéin
tekizligin arasynda 2-nji tertipli galtasma emele geler. Bu yagdayda

Goy indi, kébir egri iki sany F(x, y, z) = 0 we O(x, y, z) = 0
iistlerin kesismesi hokmiinde berlen bolsun. Onda bu egri ¢yzyk iigin
galtagyan goni ¢yzygyn we normal tekizligin denlemelerini diizelin.
Belli bolsy yaly, galtagyan goni ¢yzygyn denllemesi

X—x(th F—yit) Z-zit)
(e} T W) (e

denlik bilen berilyir. Ustlerini detilemelerini differensirldp alarys:

AL o B e B0
E:':_F.E'}-}'-I_E'J:f_n
3 By B
o By jJ-l_.E:*J:f_U"

Bu ulgamdan

oaf a5 aF aF ok ok
x,_,_f_ﬁ'yﬁ'r__ﬁ'zﬂx_ﬁ'xﬁ'}-
¥EE =g e || 5 8[| B s |
Fp Br )| B Bx | | Bx By
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Onda tistlerin kesigmesi bolan egrd gecirilen galtagyanyn dei-

lemesi asakdaky gorniise geler:
X—zit)  Foylr)  Z—i(t)

25 oF a5 of 25 8F |
T Era ™ oy
S S 3 S S S
oy 2% 2 an on oy

Suna menzeslikde, normal tekizligin deiilemesinde degisli ornu-
na goymalary ulansak, onda normal tekizligin defilemesini alarys:

oE 25 o6 25
o o | =D+ 35 B [ —v(en +

b 3
N 77 o

25 2F
o5 oy
ELE R
o5 oy
Bu deiligi géz onlinde tutup, normal tekizligin defilemesini 3-nji
tertipli kesgitleyjiniii kdmegi bilen
X—x¥Y—p E—%
25 =2F  aF i

o o o%
A B
2 = o%

gornilisde hem alyp bolar.

§7. Yewklid ginisliginde egriniii uzynlygy. Egrilerii
arasyndaky burc
Yewklid ginisliginde kibir wektor funksiya bilen kesgitle-

nen egrinii dugasynyi uzynlygynyi alnysyna seredelin. Goy, ka-
bir R" yewklid ginisliginde [a, b] kesimde kesgitlenen, bahalary bu

giniglikde bolan v(#) wektor funksiya berlen bolsun.
W) = 4x,(0), x(0), .., x ()}, Vv]a,b]l; x,x,,..,x ER"
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Belli bolsy yaly, yewklid ginisliginde &, #2 € R" wektorlaryi ko-
megi bilen olaryn skalyar kopeltmek hasylyny kesgitleyaris:

(&) — g.lrf“',tf.

Ilki bilen seredilydn giniglige degisli bolan her bir wektoryn
uzynlygynyn, iki wektoryn arasyndaky uzaklygyn, wektorlaryn
arasyndaky burcun skalyar kdpeltmek hasyly bilen alynyan formula-
laryny getirelin:

E=16.60 &) =l ot}
El=yE+5+. +5 =¢85+ . +55 =y(58)
|& —it| = §(E— .6 — ut};

=

Sulara menzeslikde, skalyar kopeltmek hasylynynn kome-
gi bilen egrilerin uzynlygyny kesgitldp bolyar. Belli bolsy yaly,
v(t) = {x,(1), x,(1), ..., x ()} wektor ligin tizlik wektor

vit]= {%, %}

Cogg =

deilik bilen kesgitlenyar.

Wektor funksiyanyn koordinatalary [a, b] kesimde endigan funk-
siyalardyr; kesgitlemeden gorniisi yaly, berlen wektor bilen onui tiz-
lik wektorynyn arasyndaky baglanysyk 11-nji ¢yzgydan goriinyar.

Wa) V(1)
M"@)
v'(2)
11-nji ¢yzgy

Lemma: Koordinatalary [a, b] kesimde endigan bolan v(f) wek-
tor funksiyanyn modulynyn hemiselik bolmagy ii¢in,

(@), v'(®) =0

denligin yerine yetmegi zerurdyr.
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Subudy: Hakykatdan hem, goy, |[v(f)] = C — hemiselik ululyk
bolsun. Onda |¥(t]}|= fo(r)+ xi(rj + ..+ x:(r:',l = C denligin

iki boleginden hem ¢ parametre gord oniim alyp, drobuii nola den bol-
mak sertinden alarys:

2x,(t) - x,"() + 2x,(0) - x,/(0) + ... + 2x () - x, (1) = 0.

Bu denlik hem lemmany subut edydér.

2-nji kesgitleme: Goy, v(t) wektor funksiya [a, b] kesimde kesgit-
lenen bolsun we onun koordinatalary bu kesimde endigan bolsunlar.
Goy, v(a), v(b) wektorlar kesgitlenen bolsunlar. Onda

(s = [ VO Tedr= [|vie)je

ululyga v(t) wektor funksiyanyn v(a) nokatdan v(b) nokada ¢enli eme-
le getiren dugasynyn uzynlygy diyilydr. Bu formula koordinatalar

gorntisinde:
&

o= | 3 [ E

i=-1l

denlik bilen kesgitlener.

Goy, 7 € [a, f]. Koordinatalary endigan bolan v(f) wektor funk-
siya t we T parametrlere gord iki diirli parametrlemelere eye bolsun.
Bu parametrlerin 6zara baglanysygy ¢ = #(7) deiilik bilen berilsin

we %'} 0 bolsun, onda diirli parametrlemeler iicin hem egrinifi

dugasynyn uzynlygy hemiselikdir, yagny
EE"":I:':'H — )] £> v(a) =wv(a), wv(b)=v(p).
Hakykatdan hem,

: I
(2= [T [ it (] =
I3
_J' (v (el (e dr — i)

37




v'(2) Indi v(f) we »(t) wektor funk-
v siyalaryn arasyndaky burgy kesgit-
lalin. Goy, bu wektorlar kabir
o) ' P =v(a) = v(b), t =a, T = b nokatda
V(D kesigsinler:
P W(T) 12-nji ¢yzgydan gorniisi yaly,
v(f) we v(t) wektor funksiyalaryn
arasyndaky bur¢ olaryn kesisme
12-nji ¢yzgy nokadyndaky tizlik  wektorlaryi
arasyndaky burg¢a dendir:

(veeed, v (8 )
KT REER1

Egriniil dugasynyn uzynlygyny hasaplamagyn formulasynyn ko-
megi bilen 6niden belli bolan formulalaryn alnylysyna seredelii:

a) kesimin uzynlygy. Goy, v(f) wektor funksiya

Xi(t) =a'-t(a'=const, t € [a,b],i= I,_n)

Cos 0 —

¢yzykly funksiyalar bilen berilsin. Onda bu egrinin ¢ = a nokat-
dan ¢ = b nokada ¢enli uzynlygy

ool - [ (& ar - - T

bolar. Basgaca, bu egri {icin baslangy¢ nokadyn {«* -}, ahyrky
nokady §# -&}bolyandyklary {icin adaty kesimifi uzynlygy hem

(& —a) ,-'il:&"f bolar

-1

b) tdweregil uzynlygy. Goy, v(¢) wektor
x'(t) = Rcost,x*(t) = Rcost,t € [0,27]

funksiyalar bilen berilsin. Onda bu egrininl # = 0 nokatdan ¢ = 27
nokada cenli uzynlygy

el £ = f I#;(%Tdr = IR

Bu formula 6iidden mélim bolan formula bilen doly gabat gelyar.
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§8. Egri cyzykly koordinatalar ulgamynda egrinin
uzynlygy
Goy, R" ginigligin kdbir C yaylasynda kesgitlenen
v(t) = {x'(?), XX(?), ..., x"(¢)} wektor funksiya berlen bolsun. Belli bolsy
valy, kdbir [a,b] aralykda yewklid koordinatalar ulgamynda egrilerin

uzynlygy

(e - [T a- vl

formula bilen kesg1tlenend1r.
Egri ¢yzykly koordinatalar ulgamynda

(1) = {20} = {£'(0), 2(D),...., 2(D)}
egri ¢yzykly koordinatalar ulgamy berlip, x' = x' (z(¢)), (1< i < n)
denlikler yerine yetsin.
Bu yagdayda
v(®) = ¥'(z(0); 1<i<nj.
Bu wektor funksiya {i¢in tizlik wektorynyn 6zgerisine seredelin.
Onun ii¢in ¢ylsyrymly funksiyanyn oniimininn kesgitlenisine gora

alarys:
Vit - {%,1 =i= n},

it fﬁf’liﬂifjﬁ Az () 2 r))

ar - Feiy

_ ot E':: det  dr® xt dft

T +af ar Tty Tar
EE':;-* e (l=i=n)

Onda duganyn uzynlygynyn formulasyndan

Y Jf Wt — fJ .:ir—
_Jrﬂ/ [ Ere ¥ zaf dﬁ:r]'ﬂ_
_IJZEEM ESRpg

™ axf
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o5 ox
EEE“ a5

L ()]s - f oG G

Bu formula egri (;yzykly koordinatalar ulgamynda duganyn
uzynlygynyn formulasy diyilyar. o ulgam z iiytgeyan ululyklara
baglydyr we kébir Bop = = G(z) matrlssany kesgitleydr. Sebdbi x yew-
klid koordinatalardan z egri ¢yzykly koordinatalara gecirilende bu

Ozgertmanin yakobi matrissasy

A o
2 BF T A"
o Erll S o
[E—z)=dff-sx= Er T

L

o 57 o
bolar.
Bu matrissany transponirldp alarys:
B 25"
a7 8¢ 7 &
AR S
(b = |87 87 7 B¢
ol ome? e
a2 o8
Onda g = 25 -—:ug:m

o2 2
G(z)=g,, = (dd_)(dd.)

Ozgertméni alarys.

Indi bu matrissanyni geometrik manysyna seredeliil. Onufi {i¢in
seredilydn wektor funksiyanyii koordinata ¢yzyklaryny alalyn. Goy,
olar kabir nokatda kesissinler (13-nji ¢yzgy).

v () ={c', .., c"=t..,c"}

vp(t) ={c!, ..., ’=t,.., "}
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p- koordinata
cyzygy

[ =V (1.

I = v'p(t).

Seylelikde, g, = G(2)=(,, 1)
matrissanyil geometrik manysy m
we p koordinata ¢yzyklarynyn tizlik
wektorlarynynn  skalyar kopeltmek
hasylydyr.

Eger-de z egri ¢yzykly koordi-
natalardan y egri ¢yzykly koordina-

m- koordinata
cyzygy

13-nji ¢yzgy talara gegmek zerurlygy yiize ¢yksa,

onda seredilydn matrissanynl dzgert-

me diizglini agakdaky yaly bolar:

GO) = (@) G2) - (d).

Eger-de x - dekart koordinatalardan z egri ¢yzykly koordinatalara
gecmek Viize ¢yksa, onda yokarky formuladaky

G(z) = (d¢,)" G(x) - (dP,).

G(x) matrissa birlik matrissa Owriiler. Bu yagdayda gecis diizgii-
ni asakdaky yaly bolar:

G(z)=(d¢_ )" E- (d¢.).

Belli bolsy yaly, egri ¢yzykly koordinatalar ulgamynyn polyar,
slindriki we sferiki gorniislerine seretdik. Bu ulgamlar li¢in egrilerinin
dugalarynyn uzynlyklarynyn formulalarynyn alnysyna seredelii:

Polyar koordinatalar ii¢in:
D R(r, @), r=2z" ¢ =2,
x! = rcose, x> = rsing,

e, = [msw —rsi.nn;p);

ST FOoS 0
CoGe &l
(S = (— rin )
g F Do
COGp  SiMD ) _(1 El) _

=G =
e (z) (—rsimp Froosg) W01
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foosi —kanghy ST 0% Je g
(sintp rmw)_[ﬂ r’)_(gm gz)'
Onda polyar koordinatalarda egrinii dugasynyn uzynlygyny
hasaplamagyn formulasy

- [ &T (%

L

bolar.

Silindriki koordinatalar iigin:

2)R3(V’ @,Z), Zl:r922:¢7 =1z
x'=rcos ¢, x*=rsin @, X =z
Ccas A 0 Cosy — Fame 0 oo
Gle) — | —rsing roosp O-E-lsing roose 0| —|0 F O
o 0 1 o 0 1 ool

Silindriki koordinatalarda egrinin  dugasynynn uzynlygyny
hasaplamagyn formulasy:
oo

Gzl -0 F 0
ool

- [ &+ (2] + (&

Sferiki koordinatalar tigin:

3)R3(V, @,Z), Zl:ra Zzzgoa Z3:Za

x'=rcosgsinf  x?>=r singsind,

x*=rcosf.

Sferiki koordinatalarda egrinifi dugasynyn uzynlygyny hasap-
lamagyn formulasy:

= [ &+ (2] e rone( L
sebiébi d
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10 0
Gzl—-0F 0
00 Fan’d
Seylelikde, duganyn uzynlyklarynyn diirli formulalaryny aldyk.
Kopleng, amaly hasaplamalarda duganyi uzynlygynyn formulasy dal-
-de duganyn differensialynyn fomulasyny ulanmak amatly bolyar. R*
giniglikde duganyn differensialynyn kwadratlary ti¢cin asakdaky for-
mulalar dogrudyr:
1) sferiki koordinatalarda

(dl)? = (dr)> +r¥(df)* + r’sin*f(dp)*;
2) silindiriki koordinatalarda
(dly* = (dr)y +r(de)* + (dz)*;
3) polyar koordinatalarda
(dly* = (dry*+ ri(de)*;
4) yewklid koordinatalarda
(dD)? = (dx')*+ (dx*)*+ ... + (dx").

§9. Riman ginisligi we metrikasy. Indefinit metrikalar

Milim bolsy yaly (§8), her bir ginislik {igin onun metrikasy kes-
gitlenydr. Seyle hem, C yaylada berlen her bir z egri ¢yzykly koordi-
natalar ulgamyna koordinatalaryn ¢alysmasynda kwadrat forma yaly
Ozgerydn, endigan funksiyalardan diiziilen G(z) matrissa degisli edil-
yar.

Mysal ti¢in, yewklid giiisliginde metrika hokmiinde iki wektoryn
skalyar kopeltmek hasyly alynyar. Sol skalyar kopeltmek hasylyn
komegi bilen bolsa wektorynl uzynlygyny, olaryn arasyndaky burgy,
egriniil dugasynyn uzynlygyny we beyleki hasaplamalary ge¢irip bol-
yar.

1-nji  kesgitleme: Goy, yewklid ginisliginin islendik C
yaylasynda egri ¢yzykly z', 22, ..., z" koordinatalaryn regulyar ulgamy
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ticin endigan funksiyalaryn 8 = G(z) toplumy kesgitlenen bolsun.
Eger-de

1. G(z) = (gmp(z)) matrissa simmetrik bolsa, yagny onun element-
leri tigin gpm(z) = gmp(z) denlik yerine yetse,

2. G(z) matrissa polozZitel kesgitlenen bolsa we |G(z)| # 0 sert
Yerine yetse;

3. Egri ¢yzykly koordinatalaryn z — y ¢calsyrmasynda G(y) gegis
matrissasy G(y) = (d¥)" - G(z) - (d¥,)) diizgiin boyunga kesgitlenyn
bolsa, onda bu giniglikde Riman metrikasy girizilen diyilydr, ginisligin
oziine bolsa Riman ginisligi diyilydr.

2-nji kesgitleme. Eger-de C yaylada G(y) matrissany birlik mat-
rissa owiirydn koordinatalaryn y ulgamy tapdyrsa, onda C yaylada
kesgitlenen Riman metrikasyna yewkild metrikasy diyilydr.

Bu kesgitlemelerden, «yewklid dél» ginisliklerin bar bolmaklygy
hi¢ bir egri ¢yzykly koordinatalarda metrikany i(dx’f gorniigde
£=-1

yazyp bolmayanlygyna bagly déldigi gelip ¢ykmayar. Hasaplama-
larda, kesgitlemedéki G(z) = g,,() matrissany almakdan egrinin
dugasynyn differensialynyn kwadratyny almak amatly bolup duryar
(§8).

Diymek, ginislik kesgitlenende onui elementleri {i¢in skalyar ko-
peltmek hasylyny kesgitlemeli. Yewkid ginisliginde £= {£!, &, ..., &},
w=A{u, 12, ..., 1"} wektorlar ti¢in olaryn skalyar kopeltmek hasyly

£l = iE‘ 1 detilik bilen hasaplanan bolsa, onda yokarky kesgit-
CL-1

lema layyklykda Riman ginislikleri {icin elementlerin skalyar kopelt-
mek hasyly

EE.J"-"*:' = E Eroe EIEE#P

denlik bilen kesgitlener.

Bir nokatdan ¢ykyan iki wektor ticin olaryn skalyar kopeltmek
hasyly koordinatalar ulgamynyn saylanyp alnysyna bagly daldir.
Emma diirli nokatlardan ¢ykyan wektorlaryn skalyar kopeltmek hasy-
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ly ticin inwariantlyk yokdur. Riman metrikasy boyunca egri ¢yzykly
koordinatlarda egrinin dugasynyﬁ uzynlygy

ey Jzﬁgwﬁ-ﬂ

formula bilen hasaplanar.

Girizilen Riman ginigliginde yokarda kesgitlenen Riman me-
tirkasyny ulanyp, wektoryil uzynlygynyn, iki wektoryil arasyndaky
burcun, duganyn uzynlygynyn formulalaryny asakdaky gorniislerde
alyarys: Yewklid we Riman ginislikleri ticin wektoryii uzynlygy:

E1=#EE) we [E]- 2 en (2578

wektorlaryn arasyndaky burg

oy = G e
o
2. &G ﬁ-

L5 =

*
W E JE&"ﬁ‘ =i

formulalar bilen hasaplanar.

Yokardaky kesgitlemelerde girizilen Riman metrikasy polozitel
kesgitlenen metrikadyr. Hususy halda, §8-de kesgitlenen metrika-
lar hem polozitel kesgitlenen metrikalardyr. Emma kop yagday-
da polozitel kesgitlenmedik metrikalar — indefinit metrikalar bilen
islemeli bolyar.

3-nji kesgitleme. Goy, yewklid ginigliginin islendik C yaylasynda
egri ¢yzykly koordinatalaryn z', 2%, ..., z" regulyar ulgamy iicin endi-
gan funksiyalaryn g, toplumy kesgitlenen bolsun. Eger-de:

1. G(z) = (gmp(z)) matrissa simmetrik bolsa, yagny gpm(z) = gmp(z)
denlik yerine yetse;

2. |G(z) # 0] bolsa;

3. egri ¢yzykly koordinatalaryn z — y ge¢is matrissasy
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diizgiin boyunga kesgitlenydn bolsa, onda seredilydn ginislikde in-
definit metrikasy girizilen diyilydr. Ginislige bolsa indefinit ginisligi
diyilydr.

Indefinit gifisliklerin mysaly hokmiinde s indeksli R: psew-
doyewklid ginisliklerine seredyiris. Bu ginisliklerde metrikany gur-
mak ticin dekart koordinatalary berlen adaty yewklid giiisliginde
elementlerin skalyar kopeltmek hasyly hokmiinde

() — - X B N
i-1 i=rtl
gorniigli bigyzykly formany almak yeterlikdir. Bu metrika goré,
metrikanyn otrisatel bahasy alnar, sunlukda, bu ginisliklerde wektoryn

£k = ¢I£.£5)

uzynlygy hyyaly hem bolup biler. Bu metrikada endigan egrinin
dugasynyn uzynlygy

t(u(riili=f’/—§ [%)1 > (ﬁj]im

d=r+l

formula bilen hasaplanar.

Bellikler: Psewdoyewklid ginisliklerinden

1) n=4,s=1 bolanda Minkowskinin R} ginisligini alarys. 2) S=0
bolanda R = K yewklid girisligi alynyar.

Minkowskiy R* ginisligi dhtimallyk nazaryyetinifi kibir formu-
lalaryny onayly yagdayda yazmak ii¢in ydrite girizildi we ylmyn 6s-
megine uly tisir etdi. Bu gifislikde &' ;2" = et,x' =x, x> =y, ¥’ =z
koordinatalary ulanyp, duganyn differensialynyn kwadraty {i¢in

dP = -c* df* + dx* + dy* + dz?

formula alynyar. Bu yerde ¢ wagty, ¢ yagtylygyn tizligini
gorkezyar.

R ginislikde yewklid metrikasyna gori e , e,, e, e, ortonormir-
lenen bazis alyp, bu ginisligi hem ortonormirleyéarler. Bu ginislikde
haysy bolsa-da bir material nokadyn v(t) wektor bilen alynyan
hereketinint «diinyd ¢yzygy» diyip atlandyrylyan endigan trayekto-
riyasyna seredelin. Eger-de x,y,z koordinatalary giflislik koordinata-
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lary hokmiinde alsak, onda material nokadyn bu trayektoriya boyunga
hereketine ginisligin ewolyusiyasy hokmiinde seredip bolar.

§10. Sferadaky, tekizlikdaki geometriyalar

Iki olgegli R? yewklid ginisligine seredelin. Bu ginislikde x, y
dekart koordinatalary, dPP=ds*=dx*+dy* bolsa yewklid metrikasyny
kesgitleyan bolsun. Riman metrikasy (§n)=&' - n' +&* - n? skalyar
kopeltmek hasyly bilen berilsin. Berlen nokatdan uzynlygy R bolan
wektorlaryn uglary-ahyrlary toweregi kesgitleyér. Eger-de tekizlikde
polyar koordinatalary girizsek, onda merkezi 0(0,0) bolan towerek
v(f) = const gorniisli koordinata ¢yzyklaryny berer:

xX*+y*=R?;, x=r(t) cose(t)

y=r(H)sing(t); r’(t)=R*=
(r(ty=R=conts)

Polyar koordinatalar ulgamynda toweregin dugasynyn uzyn-
lygynyn tiikeniksiz ki¢i elmenti d/=rd¢ bolar. Sebibi

dr=0; dP=dr+r’de?*.

Indi, iki olcegli sferanyn dekart koordinatalary x, ), z bolan ii¢
Olcegli ginislige girizilisine seredelin. Bu dekart koordinatalary O no-
katdan ¢ykyan uzynlyklary R bolan wektorlaryn ahyrlary hokmiinde
alalyn.

Iki 6lcegli sferanyn geometriyasyny d6wrenmezden 61 kabir umu-
my meseld seredelin. Goy, S? sferada endigan v{g} = { x[#], » [, z[2]
egri berlip, onun /(v) uzynlygyny kesgitlemek gerek bolsun.

Yewklid ginigliginde dekart koordinatalary licin
dP = dx* + dy* + dz* denlik yerine yetydr. Bu ginislikde iki sany
v, (8),v,() egrileri alyp, olarynl arasyndaky burgy hasaplamak ii¢in
v (&}, v, (£} Ontimleri kesgitlalin.

S® sfera R® ginislikde x*+)*+z°=R* denleme bilen berilyér. Sfe-
radaky nokatlaryn yagdayyny kesgitleydn parametrlerii sany ika,
Riginislikde bolsa tice den. Goy, sferiki koordinatalar R* giniglikde
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x = b oos osind

P = FEITUD SINET

I= Foosd
denillemeler bilen berilsin. Onda sferanyn defillemesi egri ¢yzykly sfe-
riki koordinatalarda r=R=const bilen berler.

Goy, §* sferada yatyan, (0(t), ¢ (t)) nokatda kesisydn v (7),
v,(f) egrilerin  koordinatalary — w{Z} — { &, BLCEr, oy (3, vy () —
— {R, &8 wy (47 berlip, we olaryii v, (&), v,{£} oniimleri hasapla-
nan bolsun. Bu 6niimlerin skalyar kdpeltmek hasyly

(v vl = Ri('?ll g Phs Smi'f?"ipll )
bolar. Sebibi Riman metrikasynda skalyar kopeltmek hasyl asakdaky
yaly alynyar:
(En) = E g,-,JE‘?;";
J:
Z e E'r’
= .:.f_r1 + B2 + R sin® S

1-nji kesgitleme. Bigyzykly
[ vk = Ri[ﬁ"l i+ siniﬁ'-tp'L 'y b
forma r=R=Const, 0=0, p=¢ ornuna goymanyn komegi bilen
art _ JEAF 4+ it Gt

formuladan alynyan R*(2&* + sin® 8™ kwadrat formany kes-
gitleydir. §° sferada alnan bu metrika ii¢olcegli ginisligin yewklid me-
trikasyndan indusirlenip alnan metrika diyilydr.

S?sferada islendik nokadyn yagdayy ginlik (sirota) we dowamly-
lyk (dolgota) (0,¢) bilen kesgitlenyér, onda s* sferada radius wektoryn
koordinatalarynyn

¥ = froospsing,y = fsmpan
1= Reosd
gorniisde berip bolar, olary

lebe i@ eorh® + (B (0, @i + (28, i
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formada goyup,

FEAEE + sin® Sy

anlatmany alarys (hususy yagday).

Bellik: §° sferada beyleki egri ¢yzykly koordinatlary hem girizip
bolyar.

Ucg odlgegli ginislige girizilen iki dlcegli S* sfera kibir iisti
kesgitleyar. Goy, S* sfera R® ginislikde indusirlenen
FA@&® + sin® Gdp™ Riman metrikasy bilen berlen bolsun, [ u—
—sferik koordinatlar.

S$? sferanyn R? tekizlige stereografiki proyeksiyasyna seredelin.
$? sferanyn merkezini koordinatalar baslangyjy bilen gabat getiryaris

(14-nji ¢yzgy).

14-nji ¢yzgy

Cyzgy boyunga R — sferanyn radiusy, P£N,; PE §%;, Q= R*>. NP-
¢yzygy Q ¢enli dowam edyaris. P—Q gegyir, yagny {S?\N} kopliigin
4hli elementleri {i¢in stereografiki ¢, - $>—R* sekillendirméni alyarys.
N nokat tiikeniksiz daslasan nokada gegyir diyen serti goyyarys. ¢,
— sekillendirméni analitik gorniisde yazmak {icin sferada we tekiz-
likde koordinatalary girizyaris. R*-den (7,6,¢) koordinatalary alyarys.
Onda bu koordinatalar sferada we tekizlikde indusirlenen koordina-
talary kesgitleyar: S%(0,¢); R*(r,¢) polyar koordinatalar. Bu yerden
gorniisi yaly ¢ sekillendirme ¢ koordinatany tiytgetmeyér. Onda ¢
sekillendirméni tapmak tigin r ululygy € burcun {isti bilen anlatmaly.
Onun ii¢in $? sferanyn N,Q,P nokatlardan gegyén tekiz kesigine
seredelin (15-nji ¢yzgy).

4. Sargyt Ne64.
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N

/ ; ’(x,y)
\\OJ °

15-nji ¢cyzgy

15-nji ¢yzgydan £LIONT = z_48 we AONQ - goniiburcly
, 21
iicburcluk bolsa, onda
—00 = Rl E 82 et
r_-S'Q_R‘tg(E 1) Retgd.
Seylelikde, iiytgeydan ululyklary c¢alsyrmagyn formulalary
p=@; r= RET-.E,% bolar.

Uytgeyin ululyklary calsyrmaklygyn Yakobi

[1 0

) vy

matrisasy 0 eyl
2sim®
s

Yakobiany bolsa f= __,f,."'ﬂ
g 2 sin*
bolar.

Sferanyn N nokatdan bagga nokatlarynyn &hlisinde regulyar orun
calsyrmak yerine yetyér. Seylelikde , $* —sferada yewklid tekizliklerin
polyar koordinatalaryna menzeslikde, koordinatalaryny alyp bol-
yar. Onda bu koordinatalarda $? sferanyn Riman metrikasynyn
ahyrky gorniisi nédhili bolar? — diyen sorag yiize ¢ykar we ol sorag
asakdakv ¥alv coziiler: di* — B*[48* + sin® 8™ Riman metrikasy
figin ¥ = Ectg% deilikden

_ R . .
dr = T;-dﬁ differensialy hasaplap,
2

2 5m” =
2
sini—'ﬂ_ﬁ—- D:}si—'ﬂ_ r afilatmalary we
LT R 1T R W
- R B N G S
sing = anl E_E.smzmsz
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formulany goz 6niinde tutup, sferada Riman metrikasyny

2 _ a5t
i _EREHQF(.:&HM&)

gorniisde alarys. Metrikanyn sferadaky bu gorniisi egri ¢yzykly polyar
koordinatalarda alnan tekizlikdéki yewklid metrikasyndan kopeldiji
boyunca tapawutlanyar. Bu metrika konform metrikasy diyilyar.

§11. Psewdosfera. Lobacewskinin geometriyasy

R; psewdoyewklid ginigligine seredelin. R" yewklid ginisliginde
S+ sfera (gipersfera) koordinatalar baglangyjyndan p uzaklykda ya-
tan nokatlarynn kopliigi hokmiinde seredip bolar.fw'-'_:. giniglikde hem
koordinatalar baslangyjyndan p uzaklykda yatan nokatlaryn kopliigi-
ne seredelin. Bu yerde p — hakyky, nol, hyyaly bahalary alyar. Bu

------

radiusly psewdosfera ikinji tertipli

NCHENDYCY
i=1 J=Frl
defileme bilen berler. Bu yerde ‘%", .. x* ¢ & dekart koordinata-

lary. Bu nol ya-da izatrop konus bilen gabat geler (16-njy ¢yzgy).

16-njy ¢yzgy

1. Goy, n=2; s=1. x2, x> ¢ & bolsun. Onda (£,£)<0 bolanda
2<|x!|, (£,6)>0 bolanda |[x2|>|x!|, sebibi

—xf e = o, P .I':I'E; = =+xxt (17-nji ¢yzgy).
),2
+ | +
- —'
+ | +
17-nji ¢yzgy
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2. Hakyky radiusly psewdosfera — bu giperboladyr (18-nji ¢yz-
gy)-
—xlﬁ + J:ii =at - .El'i + J:ii = —a

22
=
p X2 g
A 2
N 7
\ /
, , x!
/ \
/ N
~ N
18-nji ¢yzgy

3. F:'f ginislikde nol, hakyky, hyyaly radiusly psewdosferalar:
—x* + = + 2= 0;
L
P 3

Ox okly iki we bir gowakly giperboloidler (19-njy ¢yzgy).

19-njy ¢yzgy

.'E'f ginislikde hyyaly radiusly psewdosfera licin alnan geometriya
R? — tekizlikdéki a radiusly tegelekdiki geometriya bilen gabat gelyar.
Bu yagdayda «nokatlar» hokmiinde — ¢édkde yerlesmeyin tegelegin
nokatlary; «goniler» hokmiinde — tegelegiil ¢égini goni bur¢ boyun-
ca kesyén toweregiin dugalaryny alsan, onda Lobagewskinin geome-
triyasy diyen diisiinjd gelinyar.

Bu aydylanlary asakdaky ¢yzgylarda goz oiiine getirip bolar
(20-nji ¢yzgy).
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20-nji ¢cyzgy

Lobagewskiniit geometriyasynyn yewklid ginisligindédki o
radiusly tegelekdidki modeline Puankare modeli diyilyédr. Bu model-
de yewklid geometriyasynyn V postulatyndan basga &hli aksiomalary
yerine yetyarler.

§12. Tekiz egrinin ayratyn nokatlary. Galtasyjy
towerek. Orama

Goniiburgly koordinatalar ulgamynda F(x,y)=0 denleme bilen
berlen vy tekiz egré seredelin. Goy y egrinin islendik nokadynyn kébir
etrabynda F(x,y) funksiya &hli argumentleri boyunga iizniiksiz birinji
tertipli dnlimlere eye bolsun.

1-nji kesgitleme: y egrinin F(x,y) funksiyanyn dhli birinji
tertipli hususy oniimlerini nola owiirydn nokatlaryna onun ayratyn
nokatlary diyilydr. y egrinin beyleki nokatlary adaty nokatlardyr.

Diymek, egrinifl ayratyn nokatlaryny

.af a5
{MET'E=D'E= D}

kopliik gorniisinde alyp bolar.

Ayratyn nokatlaryni etrabynda F(x,))=0 defileme {i¢in anyk dél
funksiyanyn barlygy hakyndaky teoremany ulanyp bolmayar, beyle
diyildigi bu denleme ona giryan tiytgeyan ululyklaryn hi¢ birine goré-
-de bir bahaly ¢ozlilmeyér ya-da ayratyn nokadyn etrabynda koordi-
nata oklarynyn hig birine-de birbahaly sekillendirilmeyar diyildigidir.

1-nji mysal. x’-)*+x’=0 egrinin ayratyn nokatlaryny kesgitlemeli.

Coziilisi. Egrininn grafigini guralyn (217-nji ¢yzgy) we liytgeyan
ululyklara gord hususy oniimleri kesgitldlin:
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% = r + 3%
aF _
=y

Bu 6niimler dinie (0;0) we (-2/3;0) nokatlarda nola dendirler, yone
dine (0;0) nokat egrd degisli we ayratyn nokatdyr. Grafikden gorniisi
yaly, (0;0) nokat hi¢ bir koordinata okuna proyektirlenip bilinmeyar.

Goy indi, y egri parametriki gorniisde

x=1lr)
1
{:v = 1) @
denilemeler ulgamy bilen berlen bolsun

I we ¢, y funksiyalar /=f, nokatda tizniiksiz
+—>» Onilimlere eye bolsun. Bu yagdayda 7, nokat-
I

— Iy

yAﬁ

Y da
—IN 0l + 4 (1) # 0

21-nji ¢yzgy densizlik yerine yetse, onda M (x,.,) nokat
egriniil adaty nokady bolar. Eger-de

ol + 4 i) =0
bolsa, onda M (x,,y,) ayratyn nokatdyr.
Eger-de ¥, egriler kesisme M, nokadynda galtasyanlara
eye bolsalar we ol galtagyanlar hem gabat gelseler, onda y, we v,
Y, we v, egrileril galtasma sertlerine seredelif.
Goy, v, egri (1) ulgamya, v, egri bolsa

Flxyl=0 (2)

defileméanin kdmegi bilen berlen bolsun. M (x,,y,) nokat bu egrilerifi
umumy nokady bolsun (x,=¢(t ), y,=v(t,)) we F(x,,y)=0).

Goy, M, nokat y, we v, egrileriil adaty nokady we olar bu nokatda
galtagyan bolsunlar. Onda bu egriler M| nokady etrabynda differen-
sirlenyén funksiyalarynl grafiklerini kesgitldrler. Goy, (1) ulgamdan
kesgitlenen y=f (x) funksiya y, egrinifi, (2) defilemeden kesgitlenen
y=f,(x) funksiya y, egrinifi grafiklerini kesgitleyén funksiyalar bolsun.
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Funksiyalar M, nokatda sert boyunga galtagyarlar, onda olaryi burg
koeffisiyentleri 6zara dendirler:

Jd — " Gl
Bu yerden parametrik gorniisde berlen funksiyalaryn we anyk
dil funksiyalaryil oniimlerinin kesgitlemelerine gora alarys:
W) (t) = -F (M)/F’ (M)
Wt F M)+ 0'(t) F (M)=0 3)
(3) formula defilemeleri (1) we (2) bilen berlen v, we v, egrileriii M
nokatda galtasma sertini kesgitleyar. Bu serti basgaca

oo -y
£ Ty + F S ] (4)
gorniisde hem alyp bolar.

Bellik: Eger-de M, nokat y, y, egrilerin i bolmanda birinin
ayratyn nokady bolsa hem (4) formulanyn manysy bardyr.

Indi galtasyjy téwerek diisiinjesine seredelin.

Goy, v,, v, egriler M nokatda galtagyan bolsunlar. Galtagyandan
kibir M nokady alalynt we ondan perpendikulyar galdyralyn. Ol per-
pendikulyar y, egrini M, nokatda, y, egrini M, nokatda keser. Eger-de
M nokat M nokada has yakyn bolsa, onda bu perpendikulyar egrileri
difie bir nokatda keser (22-nji ¢yzgy).

22-nji ¢yzgy

g |
[ I ) _
nji kesgitleme. Eger-de -'ﬂ'-rglﬂ ﬁmnrfl predelin noldan ta

pawutly bahasy bar bolsa, onda y, wey, egriler M, nokatda n — tertip-
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li galtasma eye diyilydr. Eger-de bu predel nol bahany alsa, onda bu
egriler tiikeniksiz tertipli galtasma eye diyilydr.

Goy, v,, v, egriler grafikleri f,(x), f,(x) bolan funksiyalar bilen be-
rilsin we ol egriler adaty M (x,,y,) nokatda galtagyan bolsunlar. Eger-
-de =x x nokada berlen artdyrma bolsa (x=x+=x),onday , vy, egrilerini
n — tertipli galtagsma sertini

iy LA + 8 — g + Axd]

L |z (5)
N ECENE]
LN EEEN

predelin iisti bilen alyp hem bolar.

Bellik. Eger-de f,(x), f,(x) funksiyalar x, nokadyi kébir etrabynda
n gezek differensirlenip, (n+1) tertipli oniim x, nokatda iizniiksiz
bolsa we

£l =& e k=121
thfu[xn}?&ﬁhfu[?:n}

denlikler yerine yetse, onda (5) sert bu egrilerin n — tertipli galtas-
masyny kesgitleyidr.

Goy, v egri y=A(x) funksiyanyn grafigi bolsun we M bu egrinifi
kdbir nokady bolsun. M nokatdan ge¢ydn towerek bilen y egrinifi
galtagsmasyna seredelin (beyle towereklerinl sany tiikkeniksizdir).

3-nji kesgitleme: y egri bilen tertibi 2-den kigi bolmadyk galtasma
emele getirydan towerege y egrinin M, nokatdaky galtasyjy toweregi
diyilyar.

y egrinin M nokatda galtagyjy towerege eye bolmagynyn sertini
asakdaky teorema berydr.

Teorema: Goy, y egri y=f(x) funksiyanyn grafigi bolsun. Eger f(x)
Jfunksiya x, nokatda nola det bolmadyk ikinji tertipli oniime we tizniik-
siz tigunji tertipli oniime eye bolsa, onda y egri iigin M (x,;y,) nokatda
galtasyjy towerek bardyr.

Subudy: Galtasyjy toweregin denlemesini
(x—a)’+(y=b)*=p’

56




(a, b, p — kesgitlenmége degisli hemiselikler) gorniisde gozlalin. Bu
defilemani y =f(x ), y',=f'(x,), v, =f"(x,) deflikleri hasaba alyp, iki
gezek differensirlédp a, b, p liytgeyéanlere gord su ulgamy alarys:

(x()_a) +O/0—b) V 0 =0
I+ )+ (vb)y, " =0.

v, =f"(x,)#0 sertde bu ulgam yeke-tik ¢oziiwe eyedir:

[ (x o_a) >+ O/O_b) ? 4 ?

b=y, +(1+y,”)y,”
p=(1+y,")**/ly,"|

bu bolsa gbzlenyédn toweregin barlygyny subut edyar.

[ a:xg_[(]+y0 ’2)y0 ’]/y()”

Tekiz egriler masgalasynyh oramasy hakynda durup geceliii. Ug
argumentli F(x,y,C) funksiya seredelinn. C parametrin her bir bahasy
ticin

Fx,y,0=0 (6)
denileméninn komegi bilen egriler masgalasy kesgitlenyir, yagny
egrilerin  bir parametrli masgalasy kesgitlenydr. Mysal {igin,
y= (x-C)* goriisli funksiya Ox oky boyunga siiysyan parabolalaryn
masgalasyny kesgitleyar.

Goy, F(x,),C) funksiya 6ziininl berlen yaylasynda @hli argument-
ler boyunga differensirlenyin bolsun.

4-nji kesgitleme: Eger-de M(x,y) nokadyn koordinatalary
[F[LLC} =0
F{'[x:-]‘la-l:.} = D (7)

ulgamy kanagatlandyryan bolsa, onda ol nokada C parametre gord

......

5-nji kesgitleme: Eger-de kdbir egri oziinin her bir nokadynda
egriler magsgalasynyn dine bir egrisine, diirli nokatlarynda diir-
li egrilerine galtasyan bolsa, onda bu egrd bir parametrli egriler
magsgalasynyn oramasy diyilydr.
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Gorniisi yaly orama masgalanyn egrilerine difie héasiyetlendi-
riji nokatlarda galtagyar. Sonun iigin hem oramany hésiyetlendi-
riji nokatlarynn geometrik orny hokmiinde alyp bolar. Seylelikde,
oramanyn deiilemesi hokmiinde (7) ulgamdan C parametri gysgaldyp
alynyan deiileméni alyp bolar.

2-nji mysal. Kibir goni ¢yzyk tekizligin birinji ciryeginde
stiysiip, sol bir S hemiselik meydanly ticbur¢lugy emele getiryir. Bu
gonilerin yerlesislerinin diirli yagdaylarynda yiize ¢ykyan goni ¢yzyk-
lar maggalasynyn oramasyny tapmaly.

Coziilisi: Goni ¢yzygyn birinji ¢aryekde siiysiip, igburgluk eme-
le getirmegi {igin onun koordinata oklaryny kesmegi zerurdyr, diy-
mek, goni ¢yzygyn kesimlerdéki defilemesini, dhli yagday {i¢in bolsa

bu denlemelerin maggalasyny % + % — 1 deiilleme bilen kesgitléris.

Goniiburgly iicburclugyn meydanynynn fomulasyndan & — %IE pa-
rametri kesgitldp, berlen deiilemede ornuna goysak, bir parametrli
deillemelerin

Ffrva)- L4t -1-0 ()

masgalasyny alarys we onuil iicin oramanyn defilemesini taparys.
Differensirlemeden sofira

i__i ¥ 0

¥ Ve + P
detilemi geleris we ondan & — _/ %Etaparys.

a parametrin bahasyny (*) deiilemede ornuna goyup, egriler
maggalasynyn oramasynyn deiilemesini

Y — %gémﬁsde alarys (23-nji ¢yzgy).

3-nji mysal. Dekart koordinatalar-
da dstiin x* + )° = 3axy denlemesi para-

o 3 it et
metrik gornlisde x = ===== 3 _
SOTHS + £ ¥=3 + £

denlemeler bilen berlen. Dekart listini

NN ayratyn nokatlaryny, galtagyanlaryny kes-
23-nji ¢yzgy gitlemeli.

58




Coziilisi. Dekart listin dekart koordinatalaryndaky x* + y° = 3axy
denilemesinden alarys:
F(x,y,a)=x*+y*—3axy = 0.
Onda
Eayp,a) — 3% —3ap — 0
E (e y,e) — Iyt — Jew — D
Bu denlemelerin birinjisini x-a, ikinjisini y-e kopeldip, biri-birin-
den ayyrsak, onda
3x* + 3y°=0ya-da

(x ) +xy+3?) =0
— i1t i3]

denileméni alarys. Bu deiilemeden x = y ya-da = — S —

coziiwlere geleris. Seyle hemx +y + a = 0 —asimptotanyn defilemesini
tapyarys. Ayratyn nokat O (0,0) bolar. Bu nokat ii¢in

1
(a F) - G|, =0

aiFJ &l :
- :l'l N I:II
(Ejji y o ¥ =0

E'iF)
2L = — 3dlpo=— 3
(a:cay 0z b

we H — [ﬁ (EJ(EJ_ 82 = 0,

ETENE N -
Diymek, ayratyn O(0,0) nokat 6z-6ziini kesyan uzel nokadydyr.
Galtasyanyn
El
¥ Y= —F ey (¥~ %)
AT
> oy

X defilemesinde degisli ornuna goymalardan sofira

—a ¥ — —%:': valy kesgitsizlige geleris. Galtagyan-

lar x=0, y=0 koordinata oklary bolar (24-nji

24-nji ¢yzgy cvzay).

59




§13. Ugradyjy licgranlyk

Goy, bize kébir lizniliksiz v(t) wektor funksiya berlen bol-
sun. Onun godografyny gurup, kébir y egrini alarys. Goy, bu y egri
asakdaky yaly parametrlenen bolsun

v(t) = x()i + (t) + z(ODk(a <1< D).

Belli bolsy yaly, y egrinin [t,t] aralyk ti¢in dugasynyn uzynlygy

()= [Ivieibe = [aTe)+y™ ]+ 2]
k! !

gorniisde kesgitlenydr. Formuladan gorniisi yaly / = [(t) birbahaly
iizniiksiz funksiya; soniky denligi ¢ goré ¢oziip, ¢ = #(/) alyp bolyar. Bu
yagdayda v(t) = v(t(/)) = v(/) = v tebigy parametrlema gelyaris.

Indi v = v(/) denleme bilen berlen egré seredelin. Onun her bir
nokadynda (/ — ti¢in) tizlik # = v’(/) wektory kesgitléris. Bu ¢ wektor
bu egri gecirilen galtagyanyn ugruny gorkezer.

Belli bolsy yaly, hemiselik uzynlykly wektoryii 6niimi onufi 6zii-
ne ortogonaldyr, yagny:

V(P = 0? 2(w(1)), v'(t)) = 0.

Sonuii yaly hem t' =v""(/) we t = v'(/) wektorlar hem 0zara orto-
gonal bolarlar. Indi, t' wektoryn ugruna birlik wektor bolan

n=v"{)/|v"'{()|

wektory kesgitlaris. Onda ¢, n ligin nlt
Bu wektorlaryn b=[t,n] wektor kopeltmek
hasylynyn komegi bilen 6zara perpendikulyar
bolan birlik wektorlarynn ¢, n, b {gcliigini

alarys. Bu ti¢liik her bir nokat li¢in kesgitlener, 1
ol U¢liige esasy reper ya-da esasy ii¢granlyk

------

25-nji ¢yzgy

Kesgitlenen

b=[t, n], t=[n, b], n=[b, 1]
birlik wektorlaryn baslangyglarynyn (licliiginin depesiniil) egri
boyunca hereketiniii komegi bilen egrini doly hésiyetlendirip bolyar.
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Bu birlik wektorlara # — galtagyanyi, b — binormalyn, n —
normalyn birlik wektorlary diyilydr. Bu wektorlaryn komegi bilen
v(l) egrinin her bir nokady ti¢in koordinatalar ulgamyny kesgitleyaris.
Onda bu ulgamyn koordinata oklary: galtagyan, bag normal we bi-
normal (¢, n, b — boyunga) wektorlaryii ugry boyunga yatarlar. Koor-
dinata tekizlikleri (esasy ticgranlygyn granlary) bolsa asakdaky yaly
kesgitlenyir (26-njy ¢yzgy).

1) M nokatdan gecyédn we ¢ wektora perpendikulyar bolan (yagny
n we b wektorlary 6ziinde saklayan) tekizlige normal tekizlik diyil-
yar;

2) M nokatdan gecydn we m wektora perpendikulyar bolan
(vagny t we b wektorlary 6ziinde saklayan) tekizlige goneldiji tekizlik
diyilyér;

3) M nokatdan ge¢yin we b wektora perpendikulyar bolan
(yagny n we t wektorlary 6zilinde saklayan) tekizlige galtasyjy tekiz-
lik diyilyar.

Sunlukda, girizilen (¢, n, b) — ugradyjy koordinatalar ulgamy
ticin koordinata oklarynynl we tekizliklerininn denillemelerini kesgitle-
mek zerurdyr.

Mesele: v=v(l) denleme bilen berlen egri iicin M nokatda
galtasyanyn, bas normalyn, binormalyn denlemelerini hem-de nor-
mal, goneldiji, galtasyjy tekizliklerin denlemelerini diizmeli (26-njy
¢yzgy)-

galtasyjy tekizlik Analitik geometriyadan belli
bolsy yaly, v, — radius wektorly no-
katdan ge¢ydn we kdbir a wektoryn
ugruna alnan goni ¢yzygyn wektor

n - bag normal

N T/C defilemesi.
= M t - galtagyan 2 —
normal tejdzlik —-—=.-'-'|.=_ |:—I‘II ﬁ'.-:l.ﬁ'rII.}
b - binormal o
ya-da 0 = v+ ad yaly bolar. Seyle-
goneldiji tekizlik -de, v, — radius wektorly nokatdan
26-njy ¢yzgy gecyan we kabir a wektora perpen-
dikulyar bolan tekizligin wektor
denilemesi
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(0=, @)=0
gorniisde berilydr. Bu formulalary ulansak, v = v(7) wektor funksiyaly
v egri icin

galtasyanyn
0=0v+0,A,
bas normalyn
0=0+0"A,
binormalyn
o=0:40, 5,TA
deiilemelerini, seyle hem normal tekizligin
(0= 20,0,) =0,
goneldiji tekizligin
(0= 05,0, =0,
galtagyjy tekizligin
(0 =03, [0, = 0
denlemelerini alarys.

Emma hasaplamalarda kop yagdayda egri v=v(t) gorniisde beril-
yér. Sonun tligin hem bu deiilemeleri ¢ parametre gord almak zerurlygy
yiize ¢ykyar.

Goy, bize ginislik egrisi v=v(?)=x(t)i+y(t)j+z(t)k wektor
funksiyanyn komegi bilen berlen bolsun we v'(£)#0, (x*(t) + y(¢)+
+ z"(t)#0) bolsun, yagny egra adaty nokatlarda seredyaris. v=v(¢) bilen
kesgitlenen y egrinin M nokadynda galtagyanynl ugry v'(¢) wektoryn
ugry bilen gabat gelyir. Sonun {icin hem M nokatda galtagyanyn
deiilemesini alarys:

X—x(t) F—yt) IZ-z(1)
T I TS T Y

Bu yerde XY, Z — egrinin gozlenyin nokatlary we v'(t)={x'(?),

Y, z'(1);.
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Ginislik egrisine gecirilen normal diylip, onunl galtasyan geciri-
len M nokadynda galdyrylan perpendikulyara aydylyar. Onda analitik
geometriyadan belli bolsy yaly, normal tekizligin denilemesini

XX = x(2) + y'(O)(Y = y(0) + 2(O(Z - 2(1)) = 0
gorniisde alarys.

Bu meselénin iistler li¢in ¢ozliisine seredyaris.

Goy, kébir iist F(x, y, z)=0 denileme bilen berilsin. Onun kébir
M(x(), y(t), z(t)) nokadynda ona gecirilen galtagyjy tekizligin we
normalyn denlemelerinin alnysyna seredelin. M nokat F iistde yatyar.
Sonun {igin

E(M)=F(x(), y(1), z(1))=0.

Bu denlemeden asakdaky oniimi alalyn:

FX(O)+F y()+F.Z(0)=0 —
F'#0
(WE,& (0 — D F#E D
F# 0

VF = {F,F, F} - gradiyent , 7 — nable belgisi.
Galtagyanlaryn hemmesi bir galtagyjy tekizlikde yatyarlar.
Seylelikde, galtagyanyn
X—ax(t)  F—yit) Z—z(t)
£ - F - F

z r T

normal tekizligin
FX-x@)+F(Y-W0) + F(Z-z(1)=0

deiilemeleri alyndy.
Bellik: v'(t) #0
Galtagyanyn we normal tekizliklerin defilemesini aldyk. Indi
galtagyjy tekizligin deiilemesini diizelini.
Bu tekizlik v’ we v'" wektorlaryn iistiinde yatyar. Sonun ii¢in
olaryii wektor kopeltmek hasylyny tapyarys:
i j ok
[ "] — |2 % &= (2 — " (e — 2 (e — e
2ot
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we
[v',0"] # 0.
Bu wektor galtagyjy tekizlige perpendikulyar, sonun iigin hem
ol normal wektor bolup biler. Seylelik bilen, egrinii M(x,y,z) no-
kadyndan gecydn we bu wektora perpendikulyar bolan galtasyjy
tekizligin parametriki defilemesi:

(X —x()) (2" = y"2)HY-p())(zx"x2")H(Z=2())(xy "-y'x")=0
we wektor denilemesi bolsa
(0= 0v,[00" ) =0
gorniisde bolar.

Bu yerde p — galtasyjy tekizligin radius wektory, X, Y, Z — goz-
lenyédn koordinatalar. Bu deiilemédni kesgitleyjinin komegi bilen
asakdaky yaly yazmak hem bolar:

Kexlt) ¥=yplr) Z—z(r)
M) V) T =0
L) vin) i)
Seyle-de, galtasyjy tekizligin wektor denlemesini
(0= 0p0),0,") =0
gorniisde hem alyp bolar.

Binormal galtasyjy tekizlige perpendikulyar bolsa, onda [v’,
v'"l wektor hem ona perpendikulyar bolar. Sonun ii¢in ilki bilen
binormalyn denlemesini diizelini. Ol M(x,y,z) nokatdan ge¢yar we [v’,
v'"] wektor bilen 6zara paralleldir. Onda binormalyn denlemesi

X—xit) F—ypitd Z—zt)

L 1]

:I-'J.E'" _E_.l}lu - _:':.IE_II +fl:|-'" - _}l'l:l:" +:'::|-'

bolar.

Indi, bag normalyn denlemesini diizelini. Onun ii¢in oia perpen-
dikulyar bolan v’ we [v’, v""] wektorlaryn wektor kopeltmek hasylyny
tapalyn. Alnan wektor bas normala parellel bolar. Ony ii¢c wektoryn
wektor kdpeltmek hasyly gorniisinde alarys:
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i ik
CR T B CTh R CRT S ER
o a oo
[0'0"] = ai + bj + ck

a:xV(B!’BH) _ xﬂ(gl’gl)
b:yv(i)v,l_)u) —y"(i)',_?)')
c=Z'(v",v") —z"(v',V").

Bu belgilemelerden sofira bas normalyn denilemesi

X—xir) Foylt) Z-41)
f E e

goneldiji tekizligin deiilemesi bolsa
a(X—x(t)) + b(Y —y(£)) + «(Z—z(t)) =0

gorniisde bolar.

Seylelikde, seredilyén mesele doly ¢oziildi, yagny islendik ber-
len egrinin adaty nokadynda ona gegirilen galtagyanyn, bas normalyn,
binormalyn we galtasyjy, goneldiji, normal tekizliklerin defilemeleri
egrinin diirli parametrlenmeleri tigin alyndy.

§14. Egrilik we towlulyk.
Frene formulalary

Ugradyjy liggranlyk diisiinjesi, yagny galtasyan, bagnormal, bi-
normal we galtasyjy, goneldiji, normal tekizlikler wrenilenden we
t,n,b wektorlaryn 6zara yerlesisleri alnandan sofira olaryn 6zgertme-
lerini 6wrenmek zerurlygy Viize ¢ykyar. Yagny tekiz egriler 6wre-
nilende olaryn her bir nokady ii¢in t we n wektorlary guryarys. Sol
wektorlaryin ugruna ugrukdyrylan goni ¢yzyklary alsak, onda sol
goni ¢yzyklar seredilydn nokatda koordinatalar ulgamyny calsyryp
biler. Basgaca aydylanda, t we n wektorlaryn kdmegi bilen téze ko-
ordinatalar ulgamy girizilyir. Egri boyunca hereket edilende, yagny
bir nokatdan beyleki nokada gecilende, koordinatalar ulgamy 6zge-
rer. Sol 6zgerme t we n wektorlaryn komegi bilen alnar. Seylelikde,
5. Sargyt Ne64.
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t we n wektorlar bilen olaryil 6nlimleriniii arasyndaky baglanysygy
gorkezyin formulalary tapmak zerurlygy yiize ¢ykyar. Ol formulalar
fransuz matematigi Zan Frene (1801-1880) tarapyndan acylypdyr.
I1k1 bilen tekiz egrinin egriligi hakynda durup gegelin.
Goy, bu egri 6ziinin dhli nokatlarynda galtasyanlara eye bolsun
(27-nji ¢yzgy).

27-nji ¢cyzgy

Cyzgydan gorniisi yaly seredilydn egrinin egriligi ona gecirilen
galtagyanlaryil emele getirydn burclaryna we duganyn 6ran kigi 0z-
gertmesine bagly bolyar. Sonun {i¢in hem affal ululygy seredilyén
duganyi orta egriligi (k, ) hokmiinde alyp bolar.

1-nji kesgitleme: Eger-de lFfﬂi—T| predelin tiikenikli ba-
Ala
hasy bar bolsa, onda ol predele egrinin egriligi diyilydr we
| A
Litn| & _ 2
) S

P

Seylelikde, egrinin egriliginii geometrik manysy egriniii no-
katlarynda gecirilyédn galtagyanlaryn ox oky bilen emele getiryin
bur¢larynyn 6zgertmesini kesgitleyar.

t =t we n = n wektorlaryn 6zgertmesine seredelin. Goy, egri
oziinit v = v(/) = Ji{+ natural defilemesi bilen berlen bolsun we I,
nokatda OM = v, = E radius wektor kesgitlenen bolsun. Goy,
MeYy, M nokatdaky galtagyana perpendikulyar bolan normal hem ge-
¢irilen bolsun. Belli bolsy yaly, r— J'(13, birlik wektor, seyle hem

hemiselik wektoryn onunl onliminin 6zline ortogonaldygyny peyda-
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lansak, ' wektoryn n wektorynl ugry boyunca yatjakdygyna goz yeti-
reris, yagny
t'=kn (1)

Indi, n wektoryn Ozgertmesine seredelin, bu wektor hem hemi-
selik, sonun {igin-de n'L n. Seylede t1 n, onda n' wektor ¢ wektora
kolleniardyr. Olar biri-birinden kibir o san boyunca tapawutlanyarlar,
yagny n' = o 1. o

(1) formulany ulanyp we (z,n) = 0 denligi differensirlédp, a koet-
fisiyenti kesgitleyiris:

(t'\m)+(t,n") = (knn)+(t oct) k+a=0,

—k =a, onda

n'=—kt. )

(1) we (2) formulalara tekiz egri ticin Frene formulalary diyil-
yar.
Bu deiliklerin iki bolegini-de d/ kopeldip we dzgertmeleri ge-
cirip, tekiz egri ticin differensiallardaky Frene formulalaryny alarys:
fdl=kndl |, df = kndl

Wl = — kidt Y29 g -

Teorema: Tekiz egrinin goni ¢yzyk bolmagy iigin onun dhli nokat-
larynda bu egrinin egriliginin nola den bolmagy zerur we yeterlikdir.

Subudy: Zerurlygy. Goy, berlen egri goni bolsun, onda bu
¢yzygyh ahli nokatlarynda galtagyan ¢ wektoryn kesgitlenisine gord,
hemiselik wektor bolar, yagny ¢ = ¢ hemiselik ululyk bolar. Onda
egrinin egriligi k=[¢1=0 bolar.

Yeterligi. Goy, berlen tekiz egrinifi egriligi #=0 bolsun. Onda

|t'1=0, t'=0.

Bu yerden ‘ galtagyan wektoryil hemiselikdigini goreris, onda t
wektor li¢in alarys:

=3’(Ej=%,dﬂ=fﬁﬂ

bu denligi [/; /] aralykda integrirleyéris:

J - =i — 1), - Fo+r-al
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bu formula ¢ wektor boyunca ugrukdyrylan f& radius wektorly goni
cyzygyn denlemesidir. Teorema doly subut edildi.

Frene formulalarynyn gifislik tigin alnysyna seredelifi. Giniglikde
Frene formulalary ¢, n, b we t', b', n' wektorlaryn 6zara baglanysygyny
kesgitleyar hem-de ginislikde egrininn towlanmasyny hasiyetlendiryér.

Ginislik egrisi natural parametrlenen gorniisde

F— Jiey — =i+ w0 + 20k

derlik bilen berildi.

t, n, b wektorlaryn kesgitlemesine gora:

= 1), n=n(l), b=b(l) we

t = [n,b], n =[b,t], b=[t,n].

Tekiz egri licin Frene formulasyny
ulanyarys. tln we olar 6z Onim-
lerine ortogonaldyr ¢L¢; Seylelik - de,
=(t)'=8"(I) wektor n wektoryi ugruna

N Iv(i+al) yatar.

v(l) N / Sunlukda, duganyn uzynlygynyn
. N0 alnysyna baglylykda ¢ wektor {iyt-

28-nji ¢yzgy " b o .
_— gir, emma ¢ wektor iytgewsiz galar.
Sunlukda, egri n wektora gorad gysaryp ¢
wektordan daslasyar, sebibi J (/) wektoryih M nokatdaky Teylor ha-
taryna dargamasynda ofla tisir etjek gosulyjylar ikinji gosulyjydan

baslap iki we ondan yokary tertipli oniimlerdir (28-nji ¢yzgy).

Fal+ - 1= S‘(zjﬁt+3_“:’e.fl+._=m'ﬁf".

Seylelikde, ¢ we n wektorlar kollinear bolarlar, yagny olar biri-
-birinden kabir hemiselik bilen tapawutlanarlar:

=kn (1)
Bellik: Ginislik egrisi ticin hem egrilik
. Aoy -
lmﬁj Al |_ k= Ir

Al

predel hokmiinde alynyar.

68




Seredilyin egri ticin M we M' nokatlardan egrilik tegelegini ge-
ciryaris (29-njy ¢yzgy).

M nokatdan bu tegelegin merkezine
¢enli ululyk R bolsa, onda

|J'Lﬁ-1r'|=ﬁi, sl = finex,

bu yerden

1 Ao .o L corilik ras
== % =k ya-da & — > egrilik ra
diusy.

b=[t,n] wektoryn 6zgertmesine seredelin.
b'=[t' )+t =[kn,n]+tn'1=[1,n']

sebidbi [Z,Z_]ZO, bu yerden iki sany £, wek-
L torlaryn 5" wektora perpendikulyarly-
gyndan we n',n wektorlarynn 6zara perpendikulyardyklaryndan b'
wektoryn n wektoryn ugruna goré yatjakdygyny goreris. Diymek, b'
wektor n wektor bilen kébir hemiselik ululyk boyunca tapawutlanar.
Sol hemiselik ululygy y (kappa) bilen belgileyarler we wektorlaryn
arasyndaky baglanysygy

29-njy ¢yzgy

b=—yn 2)
Indi n wektoryn 6zgertmesini kesgitldris. Onun ii¢in (1), (2) formula-
lary peydalanyp:
n' = [b'0+[b.r =[xt [bkn]=y[n, 1]+ [b, n]= bkt (3)
denilige geleris.
Seylelikde, ginislik ti¢in Frene formulalary asakdaky yaly bolar:

'=kn
n'= yb—kt
E'——xn_.

Bu yerde k — egrinin egriligini, x — egrinin towlylygyny anladyar.
Frene formulalary egri boyunca hereket edilende ugradyjy
ticgranlygyn 6zgertmesini hasiyetlendiryér.
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Goy, & — Jii} wektor 1-nji, 2-nji, 3-nji tertipli iizniiksiz dniim-

lere eye bolsun. #,1,b wektorlar we y, k ululyklar bilen & M &
onlimlerin arasyndaky baglanysygy kesgitleyédn deinliklerin alnysyna
seredelinl. Bu deilikler egriligi we towlulygy hasaplamagyn formula-
laryny beryir. Belli bolsy yaly,

N

vi=t, k=", 7= ’L”‘, v'=kn
%
formulalary peydalanyp,

[ J={t )=k,
[v.v]

vl

b =

fomulalary, sofira bolsa iigiinji tertipli ontimi kesgitleyéris:
(V")'=k'nt+kn'=k'n+tk(yb — kt)=k'n+kyb —k*t.
Onda wektorlaryn garysyk kopeltmek hasyly
(") VY=Y VOV =k n+exb — Kt kbY=k'k(n,b)+k>x(b,b)-
— IP(t,b)y=k*,
anlatma den bolar. Bu yerde skalyar kopeltmek hasylyn
(n, b)=0, (b,b)=1, (1,b)=0
hisiyetleri ulanyldy. Seylelikde, egrinin
towlulygy tlicin
v ) vy
r - GLED

formulany alyarys.
Egrinil egriligini we towlulygyny hasaplamak {i¢in galtagyan,

bas normal, binormal birlik wektorlary we olaryn 6zgertmelerinii
(tizliklerinin) arabaglanysygyny kesgitleydn hasaplamaga degisli
formulalaryn alnyslaryna seretdik.

Goy, egri kébir
=30 =xDi+y(D)j+z(Dk

wektor funksiya bilen berlen bolsun. Bu wektor {i¢in hasaplamalarda
peydaly boljak asakdaky formulalary getiryaris:
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Il
~ |

= W'D,y D),z (D}

x iy j+7 ok

k=v1=/x"+y"+2"%

i j k
[V”,V,] — xl y/ Zr i
xrr y” Z”
po )
V|

§15. Ewolyuta we ewolwenta

Belli bolsy vyaly, tekizlikde egrinin hereketini ona geciri-
len galtasyan bilen hésiyetlendirip bolar, yagny egréd birinji tertipli
galtagma gecirilydr. Bu yagdayda iki we ondan hem kop tertipli tiike-
niksiz kigiler taglanyar. Seyle hem galtasyjy towerek diisiinjesi giri-
zilende 2-nji tertipli galtagma seredilipdi. Bu yagdayda bolsa ti¢ hem
we ondan yokary tiikeniksiz kici ululyklar taglanyar. Egriniii berlen
nokadynda ona galtagyjy toweregi gecirip, bu egrinin islendik no-
kadyny ulanmak bilen onui galtasyjy towerekden daslasmasyny kes-
gitldp bolar. Onun {igin agakdaky mesele ¢ozlilmelidir.

Mesele. Egrinin berlen nokadynda egri bilen 2-nji tertipli
galtasmany emele getirydn galtasyjy toweregi kesgitlemeli.

Coziilisi. Goy, seredilyin egri
x = x(t )}
y=y(1)
ulgamyn kdmegi bilen berlen bolsun. ¢ — parametrin kabir berkidilen
t, bahasy tigin egrinifi M(z))=M (x,,y,) nokadyny berkidelini. Goy, egré
C(a,b) merkezli, R radiusly galtasyjy towerek gegirilen bolsun. a,b,R
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— kesgitlenmedik hemiselik ululyklar. Analitik geometriyadan belli
bolsy yaly, toweregin denlemesi

(x — ap+ (y— b)=R?

gorniigde alynyar. Egrinin Ustiinde 7, nokatdan tiikeniksiz kigi aralyk-
da yerlesen ¢ nokat iicin M nokady alalyft we egrinin iisti bilen M no-
katdan M nokada tiikeniksiz kigi yakynlasmada M nokadyn galtagyjy
towerekden daslasmasyny kesgitlemége giriselin (30-njy ¢yzgy).
Goy, LM=CM - CL, t — ¢, bolanda
|L M| aralygy kesgitlemek gerek bolsun.
LM — daslagsma ¢ nokadyn saylanyp
alnysyna bagly bolyar. Sonuni tigin hem bu
ululyk () afilatmanyfi islendik derejesi-
ne, yagny tiikkeniksiz kigilere bagly bolar,

beyleki tarapdan bolsa bu daglasma
\' v CM? — CL? ululygyn t — ¢, tiikeniksiz
30-njy cyzgy kicilere baglylyk tertibi boyunca dendir.
- Hakykatdan hem,
O — CLF _
e A O + CL ——= 2R

Sonun ii¢in asakdaky funksiya serederis:
wlth — CMF — CF — [x(f — af + (5 — ¥ — &%
Bu funksiyany 7, nokadyi etrabynda Teylor hataryna dargadalyn:
0(t) = o)+ 2 (¢ 1) + E (g2 L gy

Meselédnin sertine goréd seredilydn daslasmanyn 3-nji we ondan
yokary tertipli tiikeniksiz kigilere bagly bolmagy ti¢cin Teylor hataryna
gora:

@(t) = ¢'(t) = ¢" (1) = 0
yerine yetirilmelidir. Bu denlikleri ¢(7) funksiya li¢in ulanalyn, yagny
o) =(x—a) +(n-b)y =R =0
@' (1) = 2(x0 — a)xg'+ 2(yo — b)y'= 0
(0”(to) =x" + (Xo - Cl)xo”‘l‘ )’0,2 + (yo - b)}’O”Z 0.
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Bu ulgamyi sonky iki denilemesinden alarys:
~(w=Db)y

Xo—aAd=——"5 ",
Xo

o (yO - b)yo/

0

Xo 'Xo”+ yo,2 + (yo — b)yo”: 0.

Bu yerden bolsa
’ ’ - b ” ”
X02+y02 :(yoxi)y‘“xo—(yo—b)yo ;

0

’

, , "Xo'— Xo' Yo'
x02+y02:})00‘x—’0y0.(y0_b);
0

Yo— b = 4(%/2 + o)X’
yoern_ XO,yo” )
’ 2 0 ’
Xo ~ + X
Xo—d = —y—o, ) %;
Xo Yo Xo — Xo Yo
b=y — 4(960,2 ) yo’z)xol.
y()/.X()”— .X'()/yo” )
(XO,Z + yo”)yo'

a:x0+ ’ ” ’ n o
Yo Xo — Xo Yo

Seylelikde, galtasyjy toweregiti C (a,b) merkezi kesgitlendi. Yo-
karky ulgamyni 1-nji defilemesini ulanyp, bu toweregiii R radiusyny
kesgitlaris:

_ I::l:u.lz + :I"I:Illz 2

R rn roonf-
|}'n:':u—:':u}'u|

Seylelikde, a,b,R ululyklar kesgitlenildi. Basgaca aydylanda
galtasyjy towerek tapyldy. Mesele ¢oziildi.

Bellikler. 1. Galtagjy toweregin R radiusyna egrilik radiusy we
C (a,b) nokada egrilik merkezi diyilydr.
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2. Egrinin t,nokadyndaky k egriligi bilen R egrilik radiusy kR=1
denligi yerine yetirydr.
Sonun tigin hem, egri
x=x(t)
y=y0$
denlemeler bilen berlende, onun egriligi
k = L _ |yo’Xo”— Xo,yo”|
R (w o)
formula bilen hasaplanyar.
3. Berkidilen t, nokat seredilydn egrinin islendik nokady bolup
biler:

VNN SO (I

=X = S () = X 0y ()

e a1 _

F R e B r oy
ke DTy ()

~ (X (6) =X (0)y' ()]

4. Eger-de wektor funksiyanyn godografy y=f(x) funksiyanyn grafi-
gi bolsa, onda egrilik radiusy we egrilik merkezi asakdaky yaly alnar:

, 14+y” 1 +y~
a=x—-y —5— b=y+ s
y y

R= L)
|y

Seylelikde, berlen egri t¢in onun ewolyutasyny egrilik
tegeleklerinin merkezlerinin geometrik orny hokmiinde alyp bolyar.
Diymek, ewolyuta egriniii dhli miimkin bolan nokatlarynda gegiri-
len egrilik tegelekleriniii merkezlerinin {isti bilen gecydr. Sol mer-
kezlerden gegende her bir egride bolgy yaly ewolyuta hem 6ziinini
galtagyanlary bilen hésiyetlendirip bilner. Diymek, ewolyutanyn
galtasyanlaryny kesgitlemek zerurlygy yiize ¢ykyar. Onun {igin

ewolyutanyn wektor defilemesini diizyaris.
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Goy, egri 6ziinit wektor 9 = J(¢) defilemesi bilen berlen bol-
sun, onuil godografynda kébir M nokady berkidelin. Bu nokatda
galtasyjy toweregi gecirip, onun C(a,b) merkezini we M nokat {i¢in
radius wektoryny gecirelin. Wektorlary gosmagyi diizgilinini ulanyp,
ewolyutanyn wektor deilemesini alarys (31-nji ¢yzgy):

Bu ¢yzgydan

0C=0M+MC _

OM= (I, MC=nR

OC= p(D).

Onda ewolyutanyni wektor defilemesi:

o(D)= (I)+ nR.

Bu deiileménin iki bolegini hem diffe-
rensirldp, Frene formulalaryny ulansak:

L7 do=d +dn-R+ndR=9'dl+n'Rdl+ndR=
v tdI+(—kt)-Rdl*+ndR;
o do= ndR.
31-nji cyzgy Bu deiilikden gérniisi yaly ewolyutanyi

do galtagyany berlen egriniit » normaly bi-

len ugurdasdyr. Seylelikde, ewolyutanyn
godografy berlen egrinin &hli miimkin bolan nokatlarynda gegirilen
galtasyjy towereklerin merkezleri bilen ge¢yér we berlen egriniil sol
nokatda gegirilen normallary bilen galtasyandyr. Bu yagdayda bolsa
ewolyutany berlen egriniii normallarynyn oramasy hokmiinde hem
alyp bolar. Hakykatdan hem, normalyn

(e-x(D)x () +(r—(0))y'(1)=0
denlemesini ulanyp, oramanyn denlemesini alarys:

{E:': — el (g + p— i (-0
2 G — w08 + 3 (5 0y — w00y — = (6 — 2 — 0.
Bu ulgamyn ¢oziiwi:
. 20 + e _
S R R

: 2 + e
e R A e el s e s
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Bellik: Ewolyutanyn bu denlemesinden, eger de egri polyar koor-
dinatalarda berlen bolsa hem peydalanyp bolar. Emma bu anlatmalar
degisli hasaplamalardan sonra 6zgerer.

Indi tekiz egrinin ewolwentasy dislinjesini  kesgitleméige
giriseliti. Goy, wektor funksiya & — J({} defileme bilen berlen bol-
sun. Egrinin godografyny onun radius wektorlarynyn kdmegi bilen
gurup, kébir nokatlarda galtagyanlaryny gecirelin. Bu galtasyanlaryi
polozitel ugurlaryna goni ¢yzyklary dowam edip, C, nokatda gegirilen
galtagyanyn dowamyndaky ¢yzykda uzynlygy /, defi bolar yaly edip
M, nokady belldlin. |C, M |=I . Gorniisi yaly M nokat erkin saylanyp
alynyar. Sonda bu egrinifl tstiinde C; nokatdan / uzaklykda yerlesen
C nokady bellilin, yagny |, C| = i.

C nokatdaky gecirilen galtasyanynn dowamyndaky goni ¢yzyk-

da (sohlede) C,id, — Z, C + O denlik yerine yeter yaly M nokady
belgildlin (32-nji ¢yzgy).

32-nji ¢cyzgy

Cyzgydan gorniisi yaly, egride M nokadyn saylanyp alnysyna
goréd birndge ewolwentalar kesgitlenyér:

o, — C,C + O

M — M, — C,C, — I, — L.
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Yagny saylanyp alnan M nokatlaryii geometrik orny berlen
egrinin ewolwentasy hokmiinde kesgitlenyar. 32-nji ¢yzga gord
ewolwentanyn wektor defilemesini asakdaky gorniisde alyp bolar:

OM = %JrCM;

o(D) = o+, - .
Bu denlleméni differensirleyéris we Frene formulasyny ulanyarys:
dp = dd+du(l — D=tdl+(l —~ Dkndl — tdl=k(l,~ Dndl.

Netije: Ewolwentanyn galtasyany berlen egrininn normaly bilen
ugurdasdyr.

§16. Ustdaki egriler we egri cyzykly koordinatalar

Tekiz egriler we olar licin egri ¢yzykly koordinatlar ulgamy giri-
zilenden sonra, giftislikdéki egriler ticin ugradyjy ticgranlyk we olaryn
egriligi, towlulygy 6wrenilenden soiira tistddki egrileriii hdsiyetlerini
hem dwrenmége girisyaris. Goy, kébir {ist

F(x,y,z)=0 (1)
deiilleme bilen berlen bolsun. Bu defileménii ¢oziiwlerinden iiytgeyén
ululyklaryn haysy hem bolsa birine gord ¢oziilmegini {ipjiin edyin
adaty nokatlaryna seredyaris:

z=f(x,y). (2)

Ustler éwrenilende olar parametrik defilemeleri bilen berilse

amatly bolyar. Sonun {igin, goy, list iki u, v skalyar argumentlere bag-

ly bolan

r=r(u,0)=x(u,0)i+y(u,0)j+z(u,0)k 3)

wektor funksiya bilen berlen bolsun. M nokat F istiin adaty nokady,

r=0OM bolsa radius wektory bolsun, sonda r=r(u,v) bolar. M(x,y,z)E F.
Onda F iistiin u, v parametrlere gord denilemesini alarys:

x — 2l o)
¥ — ¥, &) 4)
I — &, .
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Hakykatdan hem u, v argumentler 6zgeris yaylasyna degisli dhli
bahalaryny alsalar, onda M nokat 6ziiniii (4) koordinatalary bilen ya-
-da koordinatalary (4) bolan r(u,0) wektor funksiyanyn godografy ka-
bir iisti kesgitldr (33-nji ¢yzgy).

Seylelikde, (4) ulgam sol istiin para-

F  metrik anladylysy bolar. Sunlukda, her bir

(u,v) jiibiite F iistiin bir M nokady degisli
bolar.

g Hususy 6niimleri kesgitlilin:

O.
33-nji cyzgy Rlwol =z (we)i+ nluwo)i + z;liu.-ﬂllf-r}
y o) =z, (w o) i+ (uo)f + 3,000k
Bellik: Ustiiit r, wer, wektorlaryn kol-
linearlygyny tipjiin etmeyén (r , r, wektorlar 6zara parallel ddl) nokat-
laryna seredilyér.
Bu wektorlaryn koordinatlaryndan diiziilen

(xu W ﬁ;)

a0 Yo L

matrissany we ondan 2-nji tertipli noldan tapawutly kesgitleyjilerini
birini alalyn.
LA

= =

bolsy valy, (1,0) nokadyn kébir etrabynda
{x = x( i)
¥ =y
denillemeler ulgamy u, v liytgeyénlere gord bir bahaly ¢oziilyan bolsun:
{u = Wlx,p)
o= 0lxy).
Bu bahalary (2) denlemede ornuna goyup alarys:
Z = z(u,0) = z(u(x,y), 0(x,y)) = z(x.y)
ya-da z = f(x,y).
Seylelikde, esasy kesgitleyji sert r, we r, wektorlaryfi kollinear
bolmazlyk sertidir we bu sert adaty nokadyn etrabynda iistiiii nokat-
lary bilen parametrlerin (u,v) jiibiitleriniii arasynda 6zara bir bahaly

Goy, # [ bolsun. Onda matematiki derfiewden belli
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degisliligi almaga miimkingilik doredyér. Sunuil esasynda hem (u,v)
Indi, dstdiki egrilerin kesgitlenisine seredelin. Egri ¢yzykly ko-
ordinatlary
W= u[rj}

5
g=0r) ®)
(t — bagly dil iiytgeyan ululyk), deiilemeler bilen kesgitlenen tistda-
ki nokatlaryn geometrik ornuna seredelifi. Onda istiin parametriki
denillemesini ulanyp,

r = r(u,0) = ru(®).0(t) = r(t) (6)

alarys. Bu deilikden gorniisi yaly eger-de ¢ liytgese, onda r wektor
Oziinin ahyry bilen kébir egrini kesgitleyér. Seylelikde, (5) defilemeler
tistddki egrini kesgitlar.

Hususy yagday: Goy, u=t; v=v(f)=v(u); v=v(u) bolsun.

Seyle baglanysykda bolyan tistdéki egri ¢yzykly koordinatlar ul-
cyzyklarda egrinin &hli ugruna parametrlerin haysy hem bolsa biri
hemiselik bolup galyar:

{u,p=const} va-da {u=const, v}.

Bu yerden koordinata gozenegi ya-da koordinata tory diisiinjesine
gelinydr. Koordinata torunyi diirli koordinatalar ulgamy {i¢in mysal-
laryna seredelin.

1. Dekart koordinatalar ulgamy
A (Parallel goniiler).

(x,y)

2. Polyar koordinatalar ul-

gamy (konsentrik towerekler). (9)
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3. Egri ¢yzykly koordinatalar ulgamy (koordinata ¢yzyklary).

Ustde egriler diisiinjesini girizenimizden sofira bu egrilere
galtagyanlaryn gegirilisine seredeliil. Goy, iistde egri
W= wlt)
o= .p(rj}
denillemeler bilen berilsin. Onun parametriki defillemesi
r=r{u(d).o(0)]

bolar. Egrinint parametriki denlemesi tiytgeyén iki ululyga baglydyr,
sonun ligin hem matematiki deriewde gorkezilisi yaly, onun differen-
sialy

dr=r du~+r d,

hususy ontimleri we differensiallary

ko= Ll
b= L)
we
du = u'dt
[r,.r,]
e dv =v'dt.
Sol bir wagtda du, dv # 0. Onda
dr dr = r u'dt+r v'dt = r'dt £ 0.

r, I_”D (u,v) parametrlere bagly, Ozleri
hem sol bir tekizlikde yatyarlar; dr, r , r,
wektorlar bolsa 6zara komplanar bolarlar.
Netije: Eger-de iistiin M nokadynyn
tistiinden miimkin bolan dhli egrileri alyp,

u(t), v(t)

34-nji ¢yzgy
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olaryn dhlisine galtasyan ¢yzyklaryny gegirsek, onda olaryn hemme-
si-de r, r, wektorlaryn yatyan tekizliginde yatarlar, hemmesi iigin
[ r,r U] wektor normal wektor bolar. Sonun tigin normalyn we galtasyan
tekzzllgzn denlemelerini alyp bolar. ~
_ Hakykatdan hem, M(u,v) nokatdan ge¢ydn galtagyan tekizlik r ,
r, wektorlaryfi listi bilen gegyar. Sonuii tigin olaryn deflemeleri wek-
tor kopeltmek hasylynyn komegi bilen alnyp bilner.
i j ok
AR ENS A
) : T Yy Bl
Ozara parallel dil » , r wektorlar Ggin [r ] #0 bolsa, onda
galtasyan tekizligin denlemesini
oo F_y E—5
ok Lo |-0

:l:-i-' :"I-d-' zd-'
ya-da
L
(X —x) + (¥ =7 + (-1 =0
i & L % %
gorniisde alyp bolar.

_ Buyerde {X - x, Y~} Z-z} — tapawutlaryn koeffisiyentleri
[, r ] wektoryni koordinatalary bilen gabat gelyar. Seyle hem, norma-
lyn detilemesi

X—n _ Y=y _ Z—3

K Xy 4 X, X,
A % G % Ho B
bolar we ol [ , ] wektoryf ugry boyunga gegyir.

§17. Birinji kwadrat forma

Usti onun kibir M(u,0) nokadynyii golayynda tiikeniksiz kigiler
manysynda dwrenmige girisyaris. Ustdiki

u=u(t),v=wut) (1)

6. Sargyt Ne64.
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denilemeler bilen berlen egrinin M nokadyndan kébir M’ nokadyna
stiysyéris. Goy, dt ululyk ¢ parametrin artdyrmasy bolsun. Onda egri
cyzykly koordinatalaryn tistddki differensiallary

du =u'(t)dt, dv = v'(t)dt

bolar. Sunlukda, dv:du gatnagyk galtasyanyn stiysme diizgiinini kes-
gitldr. Bu siiysma degisli radius-wektoryn differensialyny kesgitlélin:
dr = r dutr dv.

Bu wektorynt uzynlygy bilen onufi godografynyn dugasynyn
uzynlygynyn arasynda |dl| = |d7| denilik bar, sebébi dl = ['(f)dt = |r'()|dt.
Onda MM’ duganyn differensialy iicin
\dli=|dr=|r du +rdv]  Ya-da
dP = dr* = (r du + r dv)*.
Sonky denlikden
di = r2dw + 2r r dudv + r?dv’. (2)

(2) deniligin skalyar kopeltmek hasyllary ti¢in (olar M-e bagly) gysga-
ca belgilemeleri girizeliii:
ru2 =@, r)=Ewv), (r,r)=Fuv),
rr=(r,r)=Guv),
Onda (2) formula
Al — o Bl i + 25w, olduds + Gli,o )de” (3)

gorniise geler.

Bu formula /-nji kwadrat forma diyilyar.

Bu kdpagzanyn iistde kwadrat formany kesgitlemegi {i¢in onun
birjynsly, 2-derejeli kopagza bolmagy zerurdyr. Diymek, (3) gorniis
du, dv differensiallara gord kwadrat formadyr. E, F, G — koeffisiyent-
ler ol differensiallara bagly déldirler. Bu koeffisiyentler tistiin M(u,v)
nokadynyn saylanyp alnysyna baglydyr, yagny M(u,v) nokatda hasap-
lanyar.

(3) kwadrat formanyn yene bir &hmiyeti ol istddki tiikeniksiz kigi
stiysmediki duganyn differensialynyn kwadratyny (d/?) kesgitleyar.
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Sunlukda, E,F,G — koeffisiyentler kwadrat formanyn komegi bilen
tistdéki tiikkeniksiz ki¢i dugany 6lgemége miimkingilik doredyiér.

(3) denlik bilen berlen birinji kwadrat formadan integrirleméanin
komegi bilen duganyn uzynlygyny hem kesgitlédp bolar. Goy, 1-nji
kwadrat forma belli, yagny E,F,G koeffisiyentler kesgitlenen bolsun-
lar. Goy, duganyi kébir bolegi u=u(t) , v=v(t), [, = t = T} deiilemeler
bilen berlen bolsun. (3) formuladan

—  E{i,o)di + 2, o)dudy + G0 )ds®

formulany alyp, ondan integrirleménin komegi bilen M(7,) nokatdan
M(T) genli duganyfl takyk uzynlygyny alyp bileris:

E_?J"/Eif[fl E'.Fr:f[-[ Ay | GAF

ar e

E(u,v)=E, F(u,v)=F G(u,v)=G.
Birinji kwadrat forma belli bolanyndan soiira iistde egrilerin
arasyndaky burg¢lary hem kesgitldp bolyar. Hakykatdan hem goy,
iistiin sol bir M nokadyndan iki sany egriler gecyén bolsunlar (35-nji

¢vzgy).
dr

du,dv
or

M

Ou, Ov

35-nji ¢cyzgy

Bir egri boyunga tiikeniksiz ki¢i stiysménin egri ¢yzykly koordi-
natalarynda birinji egri ti¢in differensiallary du, dv; ikinjisi li¢in du, dv
bellélin. Degisli radius wektorlar dr, or bolsunlar. Onda

dr= r dutr dv, or= r Outr ov 4)
differensiallar galtagyanlaryn ugurlary boyunca yatyarlar. Onda

egrilerin arasyndaky burgy bu wektorlaryn arasyndaky bur¢ diyip ha-
saplap bolar:
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- drdr Ephaciadhe + rﬂfpidtﬂ? + chfee] + 0oy
=(E8) e aTo ®

Oriki belgilemelere salgylansak, onda iki diirli wektorlaryti arasyndaky
bur¢ asakdaky denlik bilen berler:
Edudiu + Fldudy + dwdic) + G (6)

¥ Edil + LFRdudy + G o BSid + LFGud + 2Fudh + G2

Hususy halda, eger-de koordinata ¢yzyklarynyil arasyndaky ¢
burgy kesgitlemeli bolsa, onda

du>0 , dv=0 (u ¢yzyk boyunca onun artyan ugruna siiysme)

ou=0 , ov>0 (v ¢yzyk boyunca onui artyan ugruna siiysme)

£
Onda (6) formuladan sy = ?—
Ei&

casldr, i) =

Eger-de F=0 bolsa, onda koordinata c¢yzyklary perpendi-
kulyardyrlar.

Birinji kwadrat forma istlerin meydanlaryny hasaplamakda
hem uly rol oynayar. Egri ¢yzykly paralellogram bilen gonigyzykly
paralellogramlaryn meydanlary orén yakyn (36-njy ¢yzgy).

()]
I"DAV

I"MAM

Muy) T,

36-njy cyzgy

Onda egri ¢yzykly paralellogramyi meydanyny
af — | [rawrav] |- [[r,£] o
deiilik bilen alyp bolar. Meydanyn bu formulasyny birinji kwadrat

formanyn koeffisiyentlerininn iisti bilen anlatmak ii¢cin wektor we
skalyar kopeltmek hasyllaryny ulanyp alarys:

(a,b)=|al-|b|-cose,

[a,b]=|al|b|-sine,
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[a,b]*+(a,b)=a*b?,
a*=(a,b), b*= (b,b).
Bu denlikleri » , r wektorlar Ggin ulanyarys:
[r,r P+ @, r)=(,r)r, r)=rr}
[r,r)P=rrri-(rr)
Sonky formuladan degisli belgilemeleri ulanyp alarys:

|[55]|= ¥EG - F.

Onda meydanyn formulasynda degisli calsyrmalary gecirip

alarys:
AT — & BG — FAuhp,
AT - BG - FR Ak,
7 — [[VEG— Fauty - lm ¥V BG — Fawy.
o n

Bellikler : 1. |[r , 7 |’= EG — F*> 0.
2. Duganyn differensialyny u koordinata ¢yzygynyn ugruna ha-
saplasak, onda dv=0, yagny
dt = Edl, B> 0,41 = 4 Edu.

v koordinata ¢yzygynyn ugruna hasaplasak, onda du=0, yagny
dP=Gdv’, G>0, &l = 4G dv.

§18. Ikinji kwadrat forma

Ustiifi islendik M nokadyndan bu nokatdan iistiifi islendik egrisi
boyunca Orédn kigi aralyga siiysiilende iistlin bu nokatdaky galtagyan
tekizlikden daslasmasyna seredelin. Goy, MM’ egri listddki M nokat-
dan gec¢yédn egrilerin haysy hem bolsa biri bolsun. Berlen egrininn MM’
dugasynyn / uzynlygyny parametr hokmiinde alnyp, egrinin parame-
trlenen gorniisde

u=u(l),y=v(l)

denillemelerini alarys. Onda
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r=r(u(), v(0) (1)
denlik tistiin wektor denilemesini kesgitlar.
M nokatdan M'nokada sol egriniii ugry boyunca stiysme gecirelini
we ol tiikeniksiz ki¢i ululygy MM =Al diyip alalyfi. Bu A/ artdyrma
degisli » wektoryn artdyrmasyny ar — r[1 4 al} — F1}

deiilik bilen alarys.
Seyle hem, Teylor formulasyny ulansak, alarys:
TIT — AF — Fﬁt+%?"(m)1+ )

Bu yerde ' ,r" wektorlar M nokatda hasaplanyar.

Goy, Al—0. Eger-de siiysme 1-nji tertipli siiysme bolsa, onda
sliysme galtasyan boyunca gider, sebdbi #'Al = dr. Emma bu para-
grafda 2-nji tertipli takyklykda stiysméni amala asyrarys. Bu yag-
dayda siiysméni galtagyan tekizlik boyunca alyp bolmaz. Sonui {igin
sol sliysméanin galtagyan tekizlikden daslasmasyny bahalandyryarys
(37-nji ¢yzgy).

37-nji ¢cyzgy

Cyzgyda gorkezilisi yaly, ol daglasma PM'kesimi emele getiryar.

Goy, M' nokatdan galtasyan tekizlige gecirilen perpendikulya-
ryn esasy P nokat bolsun. M nokatdan {istiin normalynyn ugruna bir-
lik m wektory guralyn. Onda

PM'=1[m, (I>0,[/<0bolup biler).

Bu yerden modula gegsek, alarys:

[PM = [1]fm=1].
Cyzgydan gorniigi yaly,
MM' = MP+PM' = MP+[ -m. 3)
D 7 17 )
MP+lm—rAl+2r(Al)+... 4)
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Bu denligin iki bolegini hem m wektora skalyar kdpeldip alarys:
[ =7 -mAl + %r_”-E(AlY +o

Sebabi: _

(MP,m)=0, (m,m)=1, (r',m)=0. we r' wektor egrd gegirilen gal-
tagyan wektor. Sonky denlikden gorniisi yaly, / daglagsma 2-nji tertipli
titkkeniksiz kigi ululyklara we ondan yokarky tertipli tiikeniksiz kigi-
lere hem baglydyr.

Indi (+",m) skalyar kopeltmek hasylyny tapmaga giriselin. R
wektorlary hasaplayarys:

r'=ruu'+;_fuv "
o — P (s (0 (0 ra — Pl o (00

7= l_”lmu 2 +7_’m)u v’ + ;‘u'u "+i_’wv 2 +i_’wu ) '+1_”U'v "
r v rr — ikinji tertipli hususy oniimler. r, r galtasyan
cyzyklaryn galtagsma tekizliginde yatyanlygyny hasaba alyp, 7"6niimi
m wektora skalyar kopeldelin:

(r',m) = (ru,m)u” + 2 (n, ,m)u'v' + (1, ,m)0" (5)

bu yerde (m, r.)= (m, r )=0.

Skalyar kopeltmek hasyllar iigin asakdaky belgilemeleri girizelii:
(rusm) = L(u,0)
(F,m) = M(u,0)j¥. (6)
(n)l)am> = N(u’ U)

L, M, N ululyklar (u, v) jiibiitinn istde saylanyp alnysyna bagly
bolarlar, sebdbi m wektoryn ugry nokadyn saylanysyna gord iiytgép
biler. Seylelikde, bu ululyklar alamatlary boyunga doly kesgitlenme-
dik bolar. Bu nédsazlygy ayyrmak iicin m wektory normirlalin:

e = LBl =], (7)

— [
T [mk]] T VEG - F
Bu sertde m wektor iistiit normalynyn ugruna yatar. Seylelikde,
m(u,v), L(u,v), M(u,v), N(u,v) kesgitli bolar. (6), (7) denilemelerden

87




(Fustis1y) )
L(u,v) = ————
M(u,p) = —prelell 1. ®)
N u,U — nju,n,ry
(1,0) VEG — F* |
(6) belgilemeleri (5) denlikde ulanyp:
F'm=L(u,0)u"*+2M(u,0) u',0"+N(u,0) u* )

denlige geleris. Bu denligin iki bolegini-de L(Al Y kopeldip, (u'dl) =
=du,(v'dl)=dv denlikleri hasaba alsak, onda:
! %F"E(M:F _ %{L{u, PVE + 2T, £)dudn + i, ) AP )

ya-da
| = %(L(u,u)duz + 2M(u, 0)dudp + N(u,0)d?).

Netije: Ust boyun¢a M nokatdan oria tiikeniksiz kigi aralykda bo-
lan M' nokada stiysmede galtasyan tekizlikden iistiin daslasmasynyn
bas bélegi du, dv ululyklara gérd

Ldv® + 2Mdudv + Ndv* (10)
gorniigli kwadrat formanyn yarysy bilen kesgitlenilydr. Bu forma 2-nji
kwadrat forma diyilyar.

(8) denlikler 1-nji we 2-nji kwadrat formalaryn koeffisiyentlerinini
arasyndaky baglanysygy gorkezyir.

Indi L, M, N koeffisiyentlerin (8) belgilemelerden basgaca
afiladylysyny gorkezelifi: Belli bolsy yaly, (m,r )=(m,r)=0. Bu
denlikleri argumentlerine goré differensirlédp alarys:

m.t, + mr, = 0 we Mol +mn, = 0}

myr, + mr, = 0 m,r, + mr,, = 0

(6) denlikleri ulansak:

L(u,0) =— m.r,
M(u,0) =—m,r, =— m,r, . (11)
N(M,U) =—m,
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Beyleki tarapdan, degisli wektorlaryn differensiallary tigin:
dr=r dutr do
dm=m du+m dv
we deilikleri (11) formulada ulansak:
(dr,dm)=—Ldu? — 2Mdudv — Ndv*
ya-da
Ldw? + 2Mdu dv + Ndv*=—(dr, dm) (12)

deiiligi alarys. Degisli differensiallaryn hemmesi M(u,v) nokat da ha-
saplanyar.
__ r'=t; t=kn=r" formulalary we skalyar kopeltmek hasylyn
r"m=(r",m) gorniisli anlatmalaryny ulanyp, has wajyp netijelere hem
gelingdr. Onda
(" ,m)=(kn,m)=k(n,m),
cosd — L. ) ;
M

(" m)=|r"||m|cosO=[k|-|m|cosb,
ke=|r", |m|=1
Netije-de, (7",m)=kcosf bolar (38-nji ¢yzgy).

Sonky denlikde k& — egrilik koeffi-
siyenti, » — bas normal boyunga birlik
wektor, 6=(n“m), yagny MM’ egrd bas
normalyn polozitel ugry bilen M nokatda
iiste gecirilen normalyn arasyndaky burg.

(9) denlikden alarys:

kcosf = (r",m) = Lu+ 2Mu'v’ + No” =

= 2 gl &y 2V (1)

38-nji cyzgy

4l 0 Al di
du =u'dl, dv =v'dl
Belli bolsy yaly,
dP = Edu* + 2Fdudv + Gdv*. (14)
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(13), (14) deiliklerden alarys:

vros d_ L + IMduds + N@i_
i + LFdudy + Gdo®
Bu formula differensial geometriyanyn esasy formulasy diyil-
yar. Bu formulanyn esasy dhmiyeti iistiin M nokadyndan gecyén dhli
egriler licin galtasyanyn ugry, galtasyjy tekizligin yagdayy we M
nokatdaky egrilik arasynda belli bir baglylygyn alynmagynda yiize
cykyar.

§19. Menye teoremasy

Egra gecirilen galtagyanyn berlen yagdayynda egriniii egriligin
galtasyjy tekizligin yagdayyna baglylygyny Owrenmége giriselin
(39-njy ¢yzgy).

N

39-njy ¢yzgy

MT gyzyk I"we I, egrilere gegirilen umumy galtagyan. MN wek-
tor tliste gegirilen normal. C, C, — degislilikde 1" we I, egrilerifi egri-
lik merkezleri. n we m bu egrilere gegirilen bas normallar. Umumy
MT galtagyanly egrilerin i¢inden list bilen has kop baglysyny tapalyn.
Usti ona gegirilen normal boyunca kessek, netijede kesikde egri eme-
le geler, ona normal kesik (I',) diyip at beryaris.
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Bellik: Eger-de 2-nji kwadrat formanyn koeffisiyentleri iicin
L=M=N=0 bolsalar, onda islendik galtasyan ugur asimptotik bolar.
Goy, I', egrininl egriligi &, (k>0), egrilik merkezi C, we egrilik
radiusy R =1/k, bolsun. TMN tekizlik I") normal kesik ti¢in galtagyan
tekizlik bolar.
MN wektor I', ligin bas normal bolar. MN ¢yzygyn dowamynda
C, nokady yerlesdiryaris we sol ugurda m=n, wektory hem alarys,
— I’ egrinifi bag normalynyf ugruna alnan birlik wektor.
Ustdéki I" we I', egriler ligin differensial geometriyanyf esasy
formulalaryny alarys:
o _ Lt 4 Iddudn 4 Wi
Iigin: kcos & = B It & GAT
Lau® + Idducdy + M '
Edi + LFdudy + Gdif

I ligin: ¥, =

{“ ) eg‘ri ﬁgin m=n, we 0=(m”n )=0. cosO=1 deiiliklerini yerine yet-
yéandikleri {i¢in bu ulgamdan
kcos0=k,

denllige geleris. 0 — burgun yitiligi ti¢in cos0>0 hem-de k >0 bolsa,
onda k>0 bolar.
Sonky denlikde egrilik radiuslaryny ulansak
L
i
denilige geleris. Cyzgydan gorniisi yaly,
m L MTjnlMT we 0= (mn)
bur¢ MTC we MTC, tekizliklerini arasyndaky ikigranly burcy kesgit-
leyar.
Seylelikde, Menye teoremasy dogrudyr:

pas §f — - ya-da R=R cost
II"?l:l

Ustdiiki berlen nokatdan gegyin we sol bir galtasyanly T’ , hor-
mal kesik we erkin I egri tigin erkin I egrinin egrilik radiusy I, nor-
mal kesigin egrilik radiusynyn bu egrilerin galtasyjy tekizliklerinin
arasyndaky ikigranly bur¢unyn kosinusyna kopeldilmegine dendir.
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§20. Bas ugurlar we bas egrilikler. Eyler formulasy

Ustlerdiki bas ugurlar we bas egrilikler iistleri dwrenmekde
mohiim dhmiyete eyedir.

Ilki bilen iistlerifi bag ugurlarynyn kesgitlenisine seredelifi.

Goy, r = r(u,0) wektor funksiya kibir Usti kesgitlesin (40-njy
cvzgy). Usti r., ¥ wektorlaryn Ozara parallel dil yagdayyndaky serti
yerine yetirydn M nokadynyn etrabynda 6wrenmige gegyiris. Goy, m
= m(u,v) wektor iiste gecirilen birlik normal wektor bolsun.

~'

40-njy ¢cyzgy

Eger-de M nokatdan {ist boyunga tiikeniksiz kici siiysme gegiril-
se, onda iki wektor hem artdyrma alar, olaryn bas bahalary bolsa
oo |
dm — i+ el
differensiallaryii komegi bilen galtasyan wektorlar hokmiinde berler.
Hemiselik wektorlar tigin

(dmm)=0  dmLm.

M nokatdan diirli ugur boyunca siiysme gecirip bolyanlygy ii¢cin
dr, dm wektorlar siiysme ugruna we ululygyna bagly bolarlar. Bu
stiysmelerin islendigi ticin dm wektor dr wektora baglylykda elmyda-
ma belli bir ¢yzykly wektor funksiya bilen kesgitlenip bilner, olaryn
Ozara baglanysygy bolsa
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A(dr) = dm (1)

denlik bilen alynyar.

Seyle hem, tekizlikde kollinear dil wektorlar {i¢in olary kollinear

dal wektorlara geciryin ¢yzykly wektor funksiyasyny gurup bolyar:
Ar)y=m , Ar)=m. (xFr), (mfm)

Belli bolsy yaly, hususy ugurlar hususy wektorlaryn kollinear-
lygyndan alynyar we M nokatdan galtasyan tekizlikde 6zara ortogo-
nal bolan A(u) wektoryn ugurlaryny kesgitldp bolyar (degisli hususy
bahalary bilen).

1-nji kesgitleme: Ustiiii her bir berlen nokadynda A(u) wektor
Sfunksiyanyn hususy ugurlaryna iistddiki bas ugurlar diyilydr. Hususy
halda, Aa = Aa, A — hususy baha, a — hususy wektor).

41-nji ¢cyzgy

41-nji ¢yzgydaky wektorlar {icin
Alt)=At;
At) = A,
Menye teoremasy boyunca
k cos 0=k,
ya-da erkin " egrini egriligi /7, normal kesigifi egriligi bilen
anladylyar (sol bir nokatda, sol bir galtasyan bilen).
Bu yagdayda «Stiysménifi ugruna baglylykda normal kesigin &,
egriligi nédhili Uytgeyar?» diylen soragyn yilize ¢ykmagy tebigydyr.
Bu sorag asakdaky yaly ¢oziilyar. Normal kesigin bas normaly tstiini
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normaly bilen gabat gelyér: ;O =+m bolany {igin 6=0 ya-da O=7=+
=cos 0=t1. Buyerden

n,=m=k>0, n,=-m==k <O0.

Onda Menye teoremasy boyunga

.‘; = RDEGE |5'= ‘[kn:‘:
[n]]

Seylelikde, £ 0 bolanda /', egri 6z galtasyanyndan m wektora
we k < 0 bolanda bolsa I egri 6z galtasyanyndan m wektora gysarar.
Basgaca aydylanda, bu formula I', normal kesigifi egriliginin tistdé-
ki nokadyn alnysyna we onun galtas}?anyna baglylygyny anladyar.
Diymek, tisddki bas ugurlar ondaky egrileriii galtasyanlary boyunca
yatyarlar.

Indi Ustdédki bas egrilikleri kesgitldlifi. Goy, ¢ normal kesigifi
berlen nokatdaky birlik galtagsyan wektory bolsun. Goy, 7, ¢,
(t Ls ,). Onda her bir go(t we £, wektorlaryf arasyndaky burg) ti¢in kes-
gitli ¢ galtagyan wektor, kesglth normal kesik bolar, yagny & = kfin)
baglanysyk bardyr. Differensial geometriyanyin esasy

I Jwadrat forma
Koos bl — I kwadrat forma

(ko= 0

dentllemesinden hem-de 1-nji we 2-nji kwadrat formalaryn kesgitle-
melerinden

II =—(dr,dm), 1= dP

we
k =k, cosd
deiilikden alarys:
i =_M = _[ilﬂ:ll A(dr) = dm
a Jit el
ya-da
dry_dm o odr 7
H[.:ﬂ)_ a Var =t
deniliklerden alarys:

% I=1 cosi + 5 sing
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cdm dr = = _
T_H[di!:l Alf cos 4 L sing) =
= cosy - AL+ sing -A(L)
L% _ AL cosp + AL sap.
Onda
7 =_[%.%) = —(fcos p + Gsing, 4 [ rosp + A sing).

Bu deilikde skalyar kopeltmek hasyly yerine yetirip we degisli

anlatmalary ulanyp alarys:
k=—A oo — Agsinin.

Bu denlik normal kesiginl egriliginifi onun galtagyanynyn birinji
bas ugurdan daslasma bur¢una baglylygyny gorkezyar.

Bu deiiligifi geometrik manysyna seredelin. Goy, 4,#4, bolsun.
Bu deiilik eger-de =0 bolsa, onda 7=¢, galtagyan normal kesikde
birinii ugrv we birinji normal kesigin k,=—4, egriligini kesgitlér; eger-
-de i — & bolsa, onda t—t galtasyan normal kesikde ikinji ugry we
ikinji normal kesigin kl——iz egriligini kesgitlér (k, # k,).

2-nji kesgitleme: Ustiini berlen nokadyndaky galtagyanlary iigin
bas ugurlar boyunga yerlesen normal kesiklerine iistiin bas kesikleri,
olaryn egriliklerine (k,, k,) bolsa iistiin bas egrilikleri diyilydr.

Soniky denlikde degisli belgilemelerden sonira Eyler formulasyna
gelinyar:
k= i, cas i + ﬁ:isinitp.
Bas egrilikler ii¢in
1) k >k, densizlik yerliklidir.
Hakykatdan hem
astip — 1—aintip, k =k +(k —k )sntp.
i _:I:%(ma:tj, k¥,
o= Omin), &=k
2) p=-¢ bolsa, onda % iiytgewsiz galar.
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3) galtasyan birinji bag ugurdan ikinji bas ugra 6wriilende normal
kesigin egriligi ligin &, = k= k, defisizlik dogry bolar we % monoton
artyar.

4) bas ugurlar we bas egrilikler asakdaky yaly gysgaca hem ber-
lip bilner. Tiikeniksiz ki¢i stiysme ti¢in alarys (d,m, d,m - bas ugurlar)
(42-nji ¢yzgy):

m

42-nji ¢yzgy

Hususy baha we hususy wektorlar ti¢in:
dm=A(dr) we
Adr)=\.dr A(dr)=hdr
A=k, ya-da A=k,
dm=—k dr dm=—k dr

Bu yerden dm=—kdr. o
Hususy halda: 2 =A,=a, k¥ —— & bolanda dm=adr deflik yerine
yetyar. Bu yagday sferanyn togalanma nokadyny kesgitleyar.

§21. Bas egrilikleri we bas ugurlary hasaplamak

20-nji paragrafda {stin bas egriliklerinin we bas ugurlarynyn
formulalary getirilip ¢ykaryldy. Bu paragrafda sol formulalary hasap-
lamakda ulanmaga onayly bolar yaly goérniise getiryéris. Goy, lst
r=r(u,v) deiileme bilen berilsin we bu iist iicin 1-nji we 2-nji kwadrat
formalaryn koeffisiyentleri kesgitlenen bolsun.
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1-nji kwadrat forma {i¢in:
dP=Edu* + 2Fdudv + Gdv?,

E=(r 1), F=(r, 1), G=(r, ).

2-nji kwadrat forma {i¢in:
Ldu®+ 2Mdudv + Ndv* = —(dm,dr)

L= (r,,m) = ~(mr,),
M=(x_,m)=—~(m ) =—~(m_r),
N=(r,,, m)=~(m,r).

E%T buyerde|[ _t||=1.-"'mI

|E

E |

Belli bolsy yaly, dv/du gatnasyk tiikeniksiz kici stiysmede bas
ugry kesgitleyér. Bas ugruin we bas egriligin
dm=—kdr (1)
deilik bilen kesgitlenisini gorkezyéris. Bu denlikden differensiallary
ulanyp alarys:
m du+m do=—k(r du+ r dv). )
Bu denligi 7, r, wektorlara skalyar képeldeliﬁ:
{( o) i+ (o, R )dn — — (R R i+ (1, 50 d0)]
(%)t + ()i — = K ({8, V)i + (1, Ilff-fr’)]
1-nji we 2-nji kwadrat formalaryn koeffisiyentlerini ulanyarys:
— LA — My = — k(Edi + Fedv)
{—ﬂ-ﬁ[{ — Wew = — ki Fdi + Gev))

L + Mdv = k(Edu + Fdv) 3
Mili + M = k(Fdu+ Gadv) ®
(L — KE)du + (M — k) v = O ,
(1 — )i+ (I — 151y = O @

Bu ulgam du,dv ululyklara goré ¢oziilyar. Onda

7. Sargyt Ne64.
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L—kE M-kF o
M—kF W= |
va-da
(EG — F)k* + (2MF — NE — LG)k+(LN — M?)=0. (5)
Bu denlleme k gord kwadrat defilemedir, onufi k,, k, koklerini
Wiyetin teoremasy boyunca alarys:

LW — 1"
E -k = ——
ey
2 +kl=_1'.11.-ﬂ':'—I.G—NE= £ + LG — AME
: EG— 5 EG—F*
_ ey , e B+
K=k +k,- ululyga istiin doly va-da Gauss egr111g1 H= 7

------------

Diymek, 1-nji we 2-nji kwadrat formalaryn iisti bilen bas egrlhklerl
hasaplamagyn formulalary alyndy.
Bas ugry kesgitlemegin formulalaryny almak ti¢in (3) ulgamdan
k ululygy ayryp, dv/du gatnagygy kesgitlaris:
Lodii + My Bdic + Fdp

MR + Mo Fdi + Gdp| ’
ya-da
dv (LF-ME)+(MF+LG-NE-MF) dudv + dv*(MG-NF)=0
va-da

ais dpat
(LE — ME) 4 (LG — E?u’j(aj + (M3 — NF}EE] =0
Bu denlikden

EQL EQL = Lr— M5
i d[{ WM& — WE
g.-g]l l LG NE BN LG
TMG —NE MG — NE
Bu formulalar bas ugurlary hasaplamagyn formulalarydyr.
Bellik: Eger-de iistddiki egrinin galtasyany bas ugurlaryn haysy
bolsa-da biri boyunga ugrukdyrylsa, onda ol egrd egrilik ¢yzygy diyil-
ydr.
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§22. Ustiif nokatlarynyi ii¢c gorniisi

Matematiki fizikanyn defilemeleri dersinde elliptik, parabolik
we giperbolik {istler 0wrenilydr. Su paragrafda ginislik nokatlarynyn
tistlerinin i¢ gorniisini — elliptik, parabolik we giperbolik iistleri eme-
le getirmeginin sertlerini wreneris.

Goy, elementar F iist r=r(u,v) denleme bilen berlen bol-
sun. Ustiih M nokadyndan gecyin egri cyzyklaryii egriliklerinif
arasyndaky baglanysyga seredeliii. Bu nokatda gecirilen galtagyanlar
-goniiler dessesini emele getirer we olaryn hemmesi M nokatda geci-
rilen galtagyan tekizlige degislidir. Bu dessénin her bir gérniisinde M

ey 1 C
nokatdan uzynlygy | 14F | = ?— bolan kesimi iki tarapa hem alyp
|

goyalyn. Bu kesimlerin uglary ikinji tertipli ¢yzygy emele getirer.
Ol ¢yzyga-da F ustiin M nokatdaky Dyupenin (egrilik) indikatrisasy
diyilyér. Onun denlemesini diizelin:
Goy, F iistiin M nokadyndan gecyén kébir ¢yzygyn deilemesi
u=u(l), v=wo(l) (1)
gorniisde berilsin, 6zem P(x,y) indikatrisanyn islendik nokady bol-
sun. Indikatrisanyn gurlugy boyunga alarys:

ﬁ:i i E (2)
]

Bu yerde - galtasyan birlik wektor. Bu denligi baggaca

- - d[{ - I'i.'_l.:' —_ — —_
f = —= — —_— — _|_
k. T + kK, 37 MP=xr_+yr,
denliklerin komegi bilen:
=T 1 i Tdp
xE 4 pe =% B=F 3)
b F|J‘-:;|E“'fﬂ -f-'.:ii!]
gorniise getireris. Bu yerde (x,y) koordinatalar P nokadyn (M, r,, r,)
affin koordinatalardaky koordinatalarydyr.
(3) detilikden alarys:
1 i 1

. =t
N N

=%
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va-da

L _rxffgl Tl
Onda
INdu,do) I du, do)
deiilleme asakdaky yaly 6zgerer:

_ ik du Ay dy _
e = L{w o)) + 28 o) o + M) Zr =

— Le o)y i | F + 2000w, o) [Ny o 13 +
+ 1w, o) xy |z |
Bu yerde denligin iki bolegini hem k_ ululyga gysgaldyp alarys:
L(u,)x*+2M(u,0)xy+N(u,0)y*==*1 4)

Bu deillemd Dyupenin denlemesi ya-da egrilik indikatrisasy

Ug yagdayyii emele gelmegi miimkin:

1. LN-M?>0 bolanda (4) denlik ellipsi kesgitleyir. Ustiiii beyle
elliptik {isti emele getiryar.

2. LN-M’<0 bolanda (4) denlik giperbolany kesgitleyir.
nokatlarynyn kopliigi giperbolik {isti emele getiryar.

3. LN-M’=0 bolanda (4) denlik parabolany kesgitleyar.
nokatlarynyn kopliigi parabolik iisti emele getiryar.

Mysal ti¢in, Ellipsoidiit @hli nokatlary — elliptik; giperbolik
paraboloidin dhli nokatlary — giperbolik; silindrii &hli nokatlary — pa-
rabolik nokatlary emele getiryérler.

Bu li¢ yagdayyn Gauss ya-da K=k -k, doly egrilik bilen alnysyna
seredelinl.

1. Goy, K(M)>0 bolsun. Bu yagdayda elmydama EG-F>>0. Onda

o AW

bu defisizlikden BG - F*

L — = 0
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densizlige geleris. Diymek, M nokat elliptik nokatdyr. K=k -k,>0 bo-
landa k >0, k >0 bolarlar. Bu yagdayda iki sany bas ugur hem m nor-
mala tarap epilyér, yagny Eyler formulasy boyunca

K= k cas” o+ klsj.nitp =0
dhli normal kesikler m tarapa epilyér, sebébi dhlisininl egrilikleri K>0.
Seylelikde, iist dhli ugur boyunca bir tarapa epiler (43-nji ¢yzgy).

43-nji cyzgy

Belli bolgy yaly, k, <k <k,, yagny k egrilik monoton 6syar.

Eger-de k <0, k,<0 bolsalar, onda hemme yagdaylar m wektora
gora uytgar.

2. Goy, K(M) < 0 bolsun. Bu yagdayda

LN-M?<0.

detisizlige geleris. Diymek, M nokat giperbolik nokatdyr. Onda K=k -
k, < 0. Goy, k<0, k>0 bolsun. Bu yagdayda bir bas kesik-m wek-
tora, beylekisi m wekto-
ra tarap epilydr. Haganda
M nokatdaky galtagyan
bir bas ugurdan beyleki
bas ugra aylananda (90°
owriilende) onun k egriligi
k <0-dan k,>0-a ¢enli mo-
noton artyar we arasynda
k=0 bahany hem alyar

44-nji cyzgy (44-nji ¢yzgy):

asimtotik
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Eyler formulasy boyunga alarys:
k=0 =k oostp 4 ksint - tgp =+ "I_Tk;:'

Bu denlikden birinji ugrun i = atrctg —ﬁl-burg boyunca,
beyleki ugrun bolsa @ = — atctp —E— bur¢ boyunca alynjakdygy-

na goz yetireris.

M nokatda iki sany normal kesik bar. Sol kesikde & — [, ol yer-
de asimptotik ¢yzyklar bar. Giperboliki nokadyn etrabynda iist eyer
gorniigdedir.

3. Goy, K(M)=0 bolsun. Onda

LN-M>=0.

Bu yagdayda M nokat parabolik nokatdyr. k k=0 bolanda k =0,
k #0 bolyar. k <0 diyip m wektoryii tersine bir bag ugry alalyn. Ikin-
Jisi tUgin (k,=0) egrinifi gonelmesi yiize ¢ykyar. Netijede iist tersine
gysaryar. Bu yagdayda asimptotik ¢yzyk k, bag ugur bilen gabat gel-
yéar. Basgasy yokdur. Parabolik nokatlar giperbolik we elliptik nokat-
lary bir-birinden ayyryar (45-nji ¢yzgy).
asimtotik

"

/

k#0

45-nji cyzgy
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§23. Ustlerin icki geometriyasy. Geodeziya egrileri

Ustlerit icki geometriyasy — {istlerin we olaryn iistiindiki
sekilleriii epilme netijesinde {iytgemeyin hisiyetlerini owrenyir. Ahli
planimetriya tekizlikdéki icki geometriyany kesgitleyar.

Goy, @ we & distler berlip, olar ii¢in lizniiksiz f: @ — i biyek-
tiw sekillendirme bar bolsun. Bu sekillendirme iistlerin nokatlarynyn
arasynda Ozara blrbahaly degisliligi beryar. Sunlukda, @ tistdéki her
bir C egra ¢ {istdiki egrd degisli edilyir we tersine:

C=fCHC=f "}
Eger—de C we Cegrileriﬁ uzynlyklary gabat gelseler onda & {ist

izometriya ya-da epilme diyilyar.
Epilménin asakdaky mysalyna seredelin:

Goy, @ we &b iistler r(u,v), Flu, &) wektor funksiyalar bilen para-
metrlensin we ikisi-de sol bir J yaylada kesgitlenen bolsun.
Goy, f: F— P, , PE @, F < b bolsun. Onda alarys:

Firlw ) — Fla v,

@ we & iistler ticin birinji kwadrat formanyn koeffisiyentlerinini
Ozara denl yagdayyna seredeliii:

B, o) = B, o), Fluoi=s Floo), Slaoi= Glu o).

Bu yagdayda f epilme bolar, we tersine hem yerine yetyér.
Seylelikde, iistlerini icki geometriyasyna birinji kwadrat formanyn
komegi bilen alynyan hisiyetler hem giryér (egrileriii uzynlyklary,
olaryn arasyndaky burg, listiin meydany).

Girisde bellenilip gecilisi yaly, nemes matematigi K.Gauss
istlerin icki geometriyasynyn doremegininn we 0smeginin ynamly ta-
rapdary bolupdyr. Ol 6ziinin Gauss teoremasy ady bilen belli bolan
teoremasyny subut edipdir:

Teorema. Ustleriii Gauss egrilikleri epilme netijesinde iiytgemeyir.

Seylelikde, Gauss egriligi diisiinjesi-de iistlerin i¢cki geome-
triyasyna degisli bolyar.

103




Indi, geodeziya egrileri (geodezikler) we geodeziya egriligi
diisiinjelerini kesgitlélin. Goy, C egri @ endigan iistde berlen bolsun.
k bolsa bu egrininn P nokatdaky egrilik wektory bolsun. Geodeziyada
alnysy yaly, k wektor iki sany k, we k| wektorlara dargayar. Olar
Ozara perpendikulyardyr (46-njy ¢yzgy).

ﬁ(n
k
AN

T ®
P

46-njy ¢cyzgy

Bize belli bolsy yaly k wektoryii uzynlygy C egrinifi P nokat-
daky normal egriliginifi absolyut ululygyna dendir:

Ik, =k,

k =|k | ululyga C egriniii P nokatdaky geodeziya egriligi diyil-
yar. kK, k perpendikulyar wektorlar. Mundan bolsa

E:k’:+k€:,k=|§|

deinilige gelinyédr. k — C egrinii P nokatdaky egriligi.
Eger-de C egri v(t) wektor funksiya bilen parametrlenen we
P=v(t)) bolsa, onda P nokatdaky geodeziya egriligi

L T Tl
! e ()]
deilik bilen hasaplanar (nirede » wektor P nokatda iiste gecirilen nor-
mal bolsa).
Mysal. z=x*+)”? denileme bilen berlen iistiin kébir nokadyndaky
geodeziya egriligini hasaplamaly.
Coziilisi: Bu iistiin parametriki
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x=+yacost
}-=-.’Tsinr

L=
deiilemesini alalyn we I, — %bolanda geodeziya egriligini hasap-

lalyii. Onda iistiift P nokadynyi koordinatalary F = Fls; Ja -] bolar.
Degisli hasaplamalardan soiira
=—vacost

w =—+asint g =
¥ =yacest ;¥ =—Ja4ntr,
=10 =10

[vie = e )] = Ve we

n =—cost-i — sint -j+0 “k,

(v'(1),v'(¢),n) = 0. Onda k,=0.

Ustlerifi her bir nokadynda geodeziya egrilikleri nola defi bolan
egriler has ayratyn gyzyklanma doredyér. Beyle egrilere geodeziya
(olaryn egrilikleri her bir nokatda nola defidir) geodeziya egrilerdir.

Icki geometriya licin geodeziya egrilerinini ayratyn mohiimligini
gorkezyén asakdaky hésiyetleri sanap bolar:

Eger-de C geodeziya egrisi bolsa, onda:

1. C egrinin her bir nokadynda onun bas normal wektory iistiin
normal wektory bilen gabat gelyar (47-nji ¢yzgy).

S

47-nji ¢cyzgy
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2. C egrinin her bir nokadynda galtasyjy tekizlik iiste gecirilen
normalyn iistiinden gegyar.

3. C egrinin her bir nokadynda goneldiji tekizlik iiste gecirilen
galtagyan tekizlige gabat gelyar.

4. Berlen nokat we berlen ugur boyunca gecirilen egrilerini iginde
C egri 6zininl her bir nokadynda i1 kici egrilige eyedir, yagny ol C
egri bu egrilerinl icinde has «goniirdgidiry.

5. Eger-de C egriv(t) wektor funksiya bilen parametrlenen bolsa,
onda wektorlaryn garysyk kopeltmek hasyly nola dendir:

(0"’ (t),v’(t),n)=0

Bellik: Bu hdsiyetlerin her birini kesgitleme hokmiinde kabul et-
mek bolar.

Belli bolsy yaly, tekizlikde iki nokadyn iisti bilen bir we dine
bir goni ¢yzyk gecirip bolar. Geodeziya egrileri iicin bu tassyklama
asakdaky teorema yaly alynyar.

Teorema: Her bir nokatda gérkezilen ugur boyunca yeke-tdik
geodeziya egrisi ge¢yr.

Geodeziya egrisinin islendik dugasy yene-de geodeziya egrisidir.
Gysgaca, sol bir nokatdan, sol bir ugur boyunga gecyian geodeziya
egrileri uly geodeziya egrisinin dugalary hokmiinde hasap edilyér
(48-nji ¢yzgy).

48-nji ¢cyzgy

Subudy: Teoremany subut etmek {i¢in geodeziya egrisinin diffe-
rensial defilemesini diizelin. Goy, @ st r(u,0) wektor funksiya bilen
parametrlenen bolsun.

u=t , v=y(t) denliklerin komegi bilen geodeziya egrisinin icki
deiilemesini girizelin. Onda geodeziya egrisinin parametrlenmesi

r—8(r) - glta{r))
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gorniisli bolar. Alarys:

o (1) — gl a{e ) + gt o r)) o' 1)
(1) = gu(t, (1)) + 28w (,9(1))- ¥/ (1) +

+g, (6 U(1) 7 (1) + g, (. 9(2) P (1),

Onda (v",v’, n) kopeltmek hasyly kesgitldlin:

. <§uu+2§w'¢’ +§UU.¢J2+>:
"o'\n) =\ +g, V"¢, +g,¥n

= (gull + 2§MU ’ 1#’ + g!/l/ ’ ¢,2’§M + ; ’ ¢,’E) +
g, v"g, g, ).
Soniky gosulyjyny hasaplalyii:
I:EF ..EﬁJIIEu + EF. ﬂ:-llH:I = I:EF .iﬁ.lllgu IH:I + (EF ’ iﬁ‘llEF. ﬁlﬂ-‘lﬁ:l =
= ﬁ'!:‘l I:EHEUIR:I + iﬁ‘l?ﬁ" I:En EU,H:I = _ﬁll I:En EU,H:I.
Seyle hem (v",v",n)=0. Onda alarys:

(guu + 2’§uy : wl + guu ’ ‘ﬁ'z, §u + 5 ‘lﬁ,,ﬁ) += Ilf” (gu’ §u7ﬁ)

’lﬁ” — <§HH + Zglw ) w, + §UU ) ’lﬁ,z’ gu + §U ) wl’ﬁ)

(8,8,1)

Bu denlige y(t) funksiya gord ikinji tertipli ady differensi-
al deiileme hokmiinde seredip bolar. Ady differensial denlemeleriii
¢Oziiwinin barlygy we yeke-tdkligi hakyndaky teorema gord her bir
nokatda islendik ugur boyunca yeke-tik geodeziya egrisi gecer. Teo-
rema subut edildi.

Tekizlikddki — goniiler; silindrddki — towerekler, buraw ¢yzyk-
lary, goniiler; sferadaky — uly tegeleklerin towerekleri geodeziya egri-

leridir (49-njy ¢yzgy).
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49-njy ¢yzgy

Seylelikde, bu iistlerin her bir nokadynda islendik ugur boyunca
dine yokardaky sanalan ¢yzyklar gegyar. Tekizlikde, silindrde, sfera-
da bu geodeziya egrilerinden basgalary yokdur. Hakykatdan hem,

v(O)=g(t,y(b), v'(D=g,(t, y(O)+g,(t, w(t) y'(t)

0"(ty=g, (L) g, (& w®) - WO+ g, (6 wb) -yt g, (4 wt) -
RO+ gt w() - ().
Onda

(g, v' gtrg vin=g v" g,nNHgv" g v .n=—y"g.gn=0.

§24. Tenzorlar

Hazirki dowiirde gorililik nazaryyetinde, mehanikada, elektro-
dinamikada, giiden ulanylyan esasy matematiki diisiinjelerin biri-de
tenzor diislinjesidir. 7Tenzor — tendo diyen italyan s6zi bolup, ol isjenligi
artdyrmak ya-da gowriimine (uzynlygyna ya-da boyuna) gifielmek
diyen manyny beryér. Bu diisiinje ilki XIX asyrda italyan alymlarynyii
ceyelik nazaryyetine degisli islerinde, soiira A.Eynsteynin gordlilik
prinsipinde yiize ¢cykdy we osdiirildi.

Su paragrafda tenzorlara degisli gysgaca maglumatlar getirilyér.

Tenzor algebrasy

Yewklid gittisliginde wektorlary sanlar bilen afilatmak hakyn-
daky meseld seredelinn. Belli bolsy valy, ginigligin bazisini saylap,
olaryi iisti bilen islendik wektory

&= dhd + dhj + (1)
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gorniigde afladyp bolar. Bu bolsa wektorlaryfi (olarynn a, a b A=
proyeksiyalarynyn) Ustlinde arifmetiki amallary gec¢irmeklige has
amatly bolup duryar. Bu amallarda i, j, £ wektorlaryn néhili saylanyp
alnysyna ayratyn bir iins berilmeyér. Kibir yagdaylarda bu wektor-
lar meseld layyklykda anyk kesgitlener, kop yagdaylarda bolsa, bu
wektorlaryil emeli usulda saylanyp alynmagy miimkindir ya-da olary
asla hasaplamak hem miimkin déldir. Diymek, saylanyp alnan bazis-
lere gord wektorlara seredip, ol bazislerin 6zlerinin saylanyp alnysyny
tinsden diisiiryaris. Eger-de ilki belli bir bazisi saylap almakdan sakla-
nyp we hemme bazisleri 6zara dengiiycli hasaplap, her bir saylanan
I, j, k bazislere a, a b A= proyeksiyalary (1) denligin komegi bilen
degisli etsek, onda bu kyn¢ylyk aradan ayrylar.

Kabir bazis saylanandan sofira, a, a , a_-proyeksiyalaryn belli
bir bahalara eye bolyan, bazislerifi iiytgemesine layyklykda bolsa bu
bahalaryn (1) formula goré tiytgemegi bolup ge¢yén a, a A, sanlaryn

......

------

aj, a_kwektorlara wektoryn komponentleri diyilyar. Seylelikde, i, j, k
birlik wektorlaryit we a, a L a, ululyklaryni yerine e, e,, e, birlik wek-
torlary we a,, a, a,ululyklary almak amatly bolyar:

3
a=aé + e+ ae = zaiei-
i1

Tenzor hasaplamalarda gaytalanyan jemlemede 2 belgi goyul-
mayar:
a=aiei(=ajej=akek=...) 2)

Bu yerde jemleme yazylmayar, aydylmayar, emma jemlemanin
indeksini seredilyin ginigligin 6lgegi bilen gabat getiryérler.

Cyzykly sekillendirmeler nazaryyetinde gorkezilisi yaly, bazis
calsyrylanda, wektoryn koordinatalarynyn 6zgerme diizgiinini getirip
cykaralyn. Yewklid e, e, e, (gysgaca e) bazislerinden beyleki bir e,
e,, e, (gysgaca e) bazislere gegmek

3
e/ = Zl a;je; (gysgaga e=a,e) &
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denlik bilen amala asyrylyar. Bu yerde i indekse aydylmayan j indeks-
(2) formulany téze bazislerde yazyp, onda (3) formulany ulan-
sak, alarys:

a=a'ie’l.= a'w.e.

i
beyleki tarapdan a=ajej,onda a=aa, basgaca
al.:a/ija; (4)
Bir bazisden beyleki bazise gecmekligin (%) matrissasy orto-
gonal matrissadyr we ol 6ziinin transponirlenen matrissasyna tersdir,
sonun ii¢in hem (4) denlikden
a'=aa, ®)
denilige geleris. Su denlik hem wektorlaryn koordinatalarynyn bir ba-
zisden beyleki bazise gecilendiki 6zgerme diizgiinidir.
Indi, tenzor diisiinjesini umumylasdyralyn.
Goy, a, . anlatmada p sany indeks bolup, olaryn her biri 1,2,...,n
sanlary alyan bolsunlar.

Kesgitleme: Eger-de n-olgegli yewklid ginisliginin her bir e ba-
zisine a, hakyky sanlaryin n® toplumy degisli bolsalar we tize e'. =
a,e, bazislere ge¢mekligin formulasy

a,ij....\' = U ajjl sy ailjl...xl (6)

bolsa, onda berlen ginislikde n ol¢egli, p rangly (walentli), a; kom-
ponentli yewklid (vewklid ginisligini ulanyanlygy ii¢in) tenzory berlen
diyilyar.

(6) denligifi sag bolegii,j,,....s, indeksler boyunga p kratny bolan
jemlemini gz oniinde tutyar.

Seylelikde, kesgitlemd gord, skalyar ululyk O rangly, wektor
ululyk 1 rangly, wektoryn 6zgermesi li¢in alnan matrissanyn element-
leri bolsa 3 rangly tenzorlary emele getirerler.

Anyk tenzor almak iicin erkin saylanan bazisde onun kom-
ponentlerini gorkezmek yeterlik bolar, sebibi islendik bazisde bu
komponentlerin bahasy (6) denlik bilen hasaplanar.

Tenzor diislinjesine basgaca, yagny islendik wektora gilislikde
berlen sanlaryn ticliigi dil-de, eysem (2) gorniisli aitllatma hokmiinde
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¢emeleselin. Onun iigin, anyk saylanan bazisde koeffisiyentleri tenzor
emele getirydn, bazisleri tiytgande koeffisiyentleri (6) formula bilen
liytgeyén formal

T=a_ ee...e (7)

ij.s 1] K
jeme seredelin. Bu deiiligin sag boleginde
’ ’
e = i€y, € = ;e ,..

anlatmalary ornuna goyup we menzes agzalary toparlanymyzdan
sofra
’ ’ ’
T= AjsWiiAjij.. Qg€ i€ G ...C

jeme ya-da aydylmayan indeksleri 6zgerdip we (6) formulany ulanyp,
T= . ai.ay)ee;.es=a;.ee.e =T

jeme geleris, bu yerde 7" tize bazislerde hasaplanyar.

Seylelikde, indiden beylédk, islendik bazisde hem inwariant-
lygyny saklayan (7) gorniisli jemi tenzor diyip hasaplarys. Basgaca
aydylanda, her gezek (6) formulany ulanman, bir bazisden beyleki
bazise gecilende kone bazisleri tdze bazisler bilen calsyrarys. Bu
calsyrmanyn netijesinde bolsa, koeffisiyentlerdéki 6zgermeler bolup
geger. Mysal ligin, goy kabir e ,e, bazisde 2 rangly tenzoryfi kompo-
nentleri 23 ?) bolsun, onda 2e e +5e e —3e,e, afilatma tenzor bo-

lar; bu yerde tenzor afilatmasy e e, =0 skalyar kopeltmek hasylyndan
tapawutlydyr.
Tenzorlar iistiinde gecirilyin amallar

Goy, berlen ginisligit we ondaky tenzorlaryn 6lcegleri belli bol-
sun. Onda

a) ranglary 6zara denl bolan tenzorlar li¢in ¢yzyklylyk hdsiyetleri
asakdaky

aee +bee =(a. +b)ee.
gt gyt y gt

l(ai/_e.e .)Z(iai/.)el_ej

yJj
denlikler bilen kesgitlener.
b) tenzor kopeltmek hasyly
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(auele j)(bykeeek) (a ])(brsk ee)= ayb’skelejerese
yaly hasaplanyar. Sunlukda, p ‘we g rangly tenzorlar kopeldilende ko-
peltmek hasyl p+g rangly tenzor bolar. Hususy halda, wektorlaryn
wektor kopeltmek hasyly

[a,b]= (ae)(be) =abee.

iji
2ee + See,— 3epe, anlatmanyfi her b1r gosulyjysy ayratynlykda
diadanyn hususy hallaryny emele getiryar.
¢) tenzorlaryn swyortkasy (gysgaltmasy, gysylmasy) — onun
komponentlerinini iki indekslerinifi biri-birlerine denlesdirilmegi ar-
kaly alynyar, sunlukda, denilesdirilyén indeksler iki gezek gaytalanyar
(su indeks boyunca jemleme gecirilyédr) we tenzoryn rangy 2 birlik
kemelydr. Mysal hokmiinde 3 rangly (a,,) tenzoryf birinji we G¢tinji
indeksleri boyung:a swyortka geglrlhslne seredehn
bl = @ = al"-'lal-ﬁ'lal"*la‘p'l*l |:-5|:' al‘*r}al I:I‘I-I'I"‘I ﬁﬁ*l 4y °|-'|"=|

fy, = @yt

&l-ﬁ'l'ﬂ:‘l-'l*l -ﬁ'l -1'[

bu yerde ¢, — Kroneker belgisi:
0, eger-de i #k
f=1

1, eger-de i =k.

d) indekslerin orun ¢alsyrmasy. a,eee, tenzordan i€, ten-
zory alyp bolar. Ug elementden orun galsyrmanyn sanynyn P,=3!=6
boljakdygy ti¢in {i¢ indeksli tenzorlaryn yene-de dort sanysyny alyp
bolar. Indeksleriii orun ¢alsyrmalaryndan alnan tenzorlar adatga diir-
lidirler. Eger-de orun ¢alsyrmada tenzor iiytgewsiz galsa, onda beyle
tenzorlara simmetrik eger-de difie minus alamata liytgese, onda olara

Bellik. gi]xx/ gorniigli zndeﬁmt formalar hem tenzorlaryn mysal-
larydyr. '

Tenzor meydanlary
1. Yewklid tenzorlarynyii meydany. Ug 6lgegli yewklid ginisli-
gine seredelin. Goy, bu ginisligin kdbir etrabynda ya-da her bir M
nokadynda
T — TOMY — oy (Mee,. e, (8)
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yewklid tenzory berilsin. Bu yagdayda 7" yewklid tenzorlarynyn mey-
dany berlen hasap edilyir. Eger-de tenzorlaryn ranglary O we 1 bolsa,
onda degislilikde yewklid tenzorlarynyn meydanlarynyn hususy hal-
lary bolan skalyar we wektor meydanlary alynyar.

Tenzor meydanlarynn hem iistiinde algebraik amallar bilen bile-
likde differensirleme we integrirleme gecirilyér. (8) meydanyn onlimi
2 rangly tenzory emele getirer we ol oniim

T o,
L s W SP, 9
-E'.F' 'E':':z [l r-i ( )
deilik bilen; differensialy bolsa
— T -~
4 — =il dr — e, e g
deilik bilen hasaplanar, bu yerde
Fe;

Fonr — TFp
bu koeffisiyentler bir bazisden beyleki bazise gecilende tenzor diizgii-
ni bilen 6zgererler.
Oniimin kémegi bilen wektor meydanynyh esasy formulalary
gokezilyar:

gredi — g&- — ey divAd=4,;

(‘:_I:-E.}E= I:IE : ['I:_hj; I:L'I_:_?_}E= ':Tibé\_.ie‘i'

Wektor meydanynyni diwergensiyasyna menzeslikde 2 rangly
meydanlar ii¢in tenzor meydanynyn diwergensiyasy asakdaky yaly
bolar:

dlvl(ai/eiej)Zaij,iei we dlvll(aijeiej)Zai/Jei.

Bellikler. 1. Simmetrik bolmadyk tenzorlar tigin diwergensiyany
onun gorkezilen indeksi boyunga hasaplamaly.

2. Tenzor meydanynyn ¢yzyk, iist we gowriim boyunga integral-
lary hem kesgitlenyir.

2. Yewklid giriisliginiti kopgorniislilikdiki meydany. R,
ginislikde kébir S tiste seredelin. Eger-de bu tistde x!, x> koordinatalar
ulgamy berlen bolsa, onda bu iistiin islendik M nokady

8. Sargyt Ne64.
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50-nji ¢cyzgy

tigin & — %, gy — %wektorlar S istin M nokadynda gecirilen
galtagyan P(M) tekizliginde yatarlar (50-nji ¢yzgy). S iistde koordina-
talar ulgamynyn calsyrylmagy

S8 _ Br Bl Bl
o B BT B
deiilik bilen amala asyrylar. Sonun {igin hem bu yagday yewklid
ginigliginde S iistde skalyar, wektor we umumy yagdayda bolsa ten-
zor meydanlaryny girizmége miimkingilik beryar.

Koordinatalaryn ki¢i 6zgermesinde

- 3F .1 aF .2 i
B A [,y
ot o (de')e,

we S istiinl 1-nji kwadrat formasy
dsz=d17-d;'=(dx e )(dx’ ej)=(ejej)dx" dx' = gy.dxidxf

gorniisde bolar. Onda S'iistiin 6zara kesisyan ¢yzyklarynyn arasyndaky
burg

wo(ar ) dr FL___ gdve
a5 &5 [edad e dndn
S iistde yatan islendik L egri ¢yzygynyn uzynlygy
L [as— [ felat aFlaran,
AL i
S uistiin 1slendik o boleginiit meydany
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g — _J'|E'=|F}=:E':J|_ J' |, #ey Podat de® —
e ey

- {GJ;?'{'HEL Fleaf — (e -2, fF e’ d® — {iﬁdﬂ{gﬁ)mlﬁi

deiilikler bilen hasaplanyar.

115




Peydalanylan edebiyatlar

1. Gurbanguly Berdimuhamedow. Osiisin tize belentliklerine ta-
rap. I-II kitaplar. Asgabat, 2009.

2. Gurbanguly Berdimuhamedow. Tlirkmenistanyil durmus-ykdy-
sady Ostisinin dowlet kadalasdyrylysy. I-II tomlar. Tiirkmen dowlet
nesiryat gullugy. Asgabat, 2010.

3.11locopenos A.B. luddepeHnumanpHas reomeTpus: YUeOHUK.
M., Hayka, 1974, 176 c.

4. Mviukuc A./]. Maremaruka. M., Hayka, 1971, 632 c.

5. bynak b.M., ®omun C.B. Kparnsie unTerpaisl u paasl. M.,
Hayxka, 1967, 608 c.

6. Muwenxo A.C., @omenxo A.T. Kypc nuddepenmuanpHoMi
TeOMETpUr | Tomonoruu: YueOHuk. M., Uzn-Bo Mock. VYH-Ta,
1980, 440 c.

7. yoposeun b.A., Hosuxoe C.I1., @omenxo A.T. CoBpeMeHHas
reoMmeTpus: Yueb. mocodbue. M., Hayka, 1979, 759 c.

8. lunos I'E. Matematnueckuid anayin3: OyHKIIMH HECKOJIbKUX
BEIIIECTBCHHBIX TEpEeMEeHHBIX: Yueb. mocobue. B 2-x 4. Mockaa,
Hayka, 1972, 622 c.

9. Pawesckuu I1.K., PumanoBa A. I'eoMeTpusi U TEH30PHBII
aganm3. 3-¢ u3a.Mocksa, 1958, 244 c.

10. Muwenxo A.C., Conosves FO.Il., @omenko A.T. COOpHUK
3aMa4 1o nudQepeHnranbHO TE€OMETPUH M TOTOJIOTHHU: Yueo.
nocobue. M., 3n-Bo Mock. YH-Ta, 1981, 183c.

11. Cyzyklar teoriyasy. I we II boliimler. Asgabat: TGU. 1983.
85 sah.

12. Differensial geometriya (Ustler teoriyasy — I boliim). Asgabat:
TGU. 1985, 90 s.

13. Differensial geometriya. Okuw gollanmasy. Tiirkmenabat.
TDMI. 2008, 120 s.

14. CoopHuk 3amad no auddepenimansHoil reomerpun. [lox
penakuuu A.C.Denenko. Mocksa: Hayka, 1979, 272 c.

15. Posenoepn E.P. 3agauu o nuddepeHmaibHO TeOMETPHH.
Mocksa: Hayka, 1971, 64 c.

116




AT GORKEZIJILER

Bas egrilikler - 94, 96

bas ugurlar - 93, 94, 95, 96
birinji kwadrat forma - 81, 82
Dekart listi - 59

Dytipenin indikatrisasy - 99, 100
differensial geometriyanyi esasy denlemesi - 90
duganyn uzynlygy - 35

Egri ¢yzykly koordinatalar - 11, 18, 72
elementar egri - 19

endigan egri - 19

egriniil parametrlenmesi - 19
egriniil natural defilemesi - 29
egrilerin arasyndaky burg - 38
egriniil ayratyn nokatlary - 52
egriler maggalasy - 57, 58
egriler masgalasynyn oramasy - 57, 58
egriniil towlulygy - 65, 68, 69
ewolyuta - 71, 74, 75

ewolwenta - 71, 76, 77

egrilik ¢yzygy - 98

epilme ya-da izometriya - 103
Eyler formulasy - 95, 101

Frene formulasy - 65, 67

Gauss egriligi - 95, 103
godograf - 19, 78

galtagma - 32

galtasyjy towerek - 55, 57
galtasyjy tekizlik - 54, 61, 81
galtagyan egriler - 54

geodeziki egrilik - 104, 105
geodeziya egrileri - 105
goneldiji tekizlik - 61

Ikinji kwadrat forma - 85, 88

117




indefinit metrika, ginislik - 45, 46
indusirlenen metrika - 48
Koordinatalaryn iizniiksiz ulgamy - 12
koordinatalaryn regulyar ulgamy - 13
koordinata ¢yzyklary - 15, 79
koordinata tory - 49

konform metrika - 51

Lobagewskiniii geometriyasy - 53
Minkowskiy giflisligi - 46

Menye teoremasy - 90

Normal tekizlik - 49, 61, 81

Orta egrilik - 98

Psewdoyewklid ginisligi - 45, 51
Psewdosfera - 51

Puankare modeli - 53

polyar koordinatalar - 16

Riman metrikasy, ginisligi - 43, 44
reper - 60

Spiralyn denilemesi - 12

Silindriki koordinatalar - 16, 42
sferiki koordinatalar - 16, 42

Teylor formulasy - 27, 68, 72
Tenzorlar - 108, 109, 111, 112

Ustiif normaly - 32

ustiin elliptik, parabolik,

giperbolik nokatlary - 100

Wektor funksiyanyn differensialy - 27
wektor differensialyn dargamasy - 28
wint ¢yzygy - 29

wektorlaryn skalyar kopeltmek hasyly - 32, 84
wektorlarynn wektor kopeltmek hasyly - 32, 84
Yakobi matrissasy - 13, 40, 41
yakobian -13, 40

118




Mazmuny

LTS ettt et e e et e e e et e e e e e e aae e e e eettaeeeeeaaaeaeas 7
§1. Dekart we egri ¢yzykly kordinatalar. Koordinatalary 6zgertmek.
YAKODIAN ¢.... oottt 11
§2. Skalyar argumentli wektor funksiyalar. Predel we tizniiksizlik
hakyndaky teoremalar.............ccocoeviiiiiiiiiiiiee e, 19
§3. Skalyar argumentli wektor funksiyanyn oniimi we integraly ....23
§4. Teylor formulasy .........cccoveiiiiiiiiieeeee e 27
§5. Egrinin natural denlemesi ..........ccoeveeeveeniieniienieeieeieeeecee 29
§6. Galtagyanlar, normallar, galtagsmalar............cccccocovvvveiiincnnnnnnn.. 30
§7. Yewklid ginisliginde egriniii uzynlygy. Egrilerifi arasyndaky
DULG <ottt et e et e e et e e e te e e eaeeeeaee e 35
§8. Egri ¢yzykly koordinatalar ulgamynda egriniii uzynlygy.......... 39
§9. Riman ginisligi we metrikasy. Indefinit metrikalar.................... 43
§10. Sferadaky, tekizlikddki geometriyalar ..........cccceeevverveniiennnnnne. 47
§11. Psewdosfera. Lobagewskiniil geometriyasy .........ccceeeevveennnee.. 51
§12. Tekiz egriniii ayratyn nokatlary. Galtagyjy towerek. Orama....53
§13. Ugradyjy Gegranlyk ........cccovveveiieriiiiiiieeiienieeeieeee e 60
§14. Egrilik w towlulyk. Frene formulalary ............ccccooevveninennn.. 65
§15. Ewolyuta we ewolwenta ..........ccccceeviienieiiienieeieeeeeeeee 71
§16. Ustdiki egriler we egri ¢yzykly koordinatalar-......................... 77
§17. Birinji kwadrat forma............cceoevveeiiieeiiieeieeeeeee e 81
§18. Tkinji kwadrat forma ...........cccoeceieiiiniiiiiiiieeeeee e 85
§19. MENYE tEOTCIMASY ....vvveenerieeiiieeiieeeireeeereeetreeenreesneeesseeeenneens 90
§20. Bas ugurlar we bas egrilikler. Eyler formulasy........................ 92
§21. Bas egrilikleri we bas ugurlary hasaplamak ................c........... 96
§22. Ustiitt nokatlarynyi ti¢ @Orniisi .........oovevevevererereeeeerereeeeeeeenenns 99
§23. Ustlerin icki geometriyasy. Geodeziya egrilefi...................... 103
§24. TeNZOTIAT .....evviieiieeie e 108
Peydalanylan edebiyatlar..........c.cooovieeiiiieiiieeieeen 116
At GOTKEZIJUOT ... 117




Isanguly Rozyyew, Hajyméimmet Soltanow

DIFFERENSIAL GEOMETRIYA
Yokary okuw mekdepleri iigin okuw kitaby

Redaktor

Teh. redaktor
Surat redaktory
Korrektorlar

Nesir li¢in jogapkér

H. Sapargulyyew
O. Nuryagdyyewa
G. Orazmyradow
M. Atanyyazowa,
M. Agageldiyewa
A. Caryyew

Cap etmige rugsat edildi 01.05.2015. Mogberi 60x90 '/, ..
Sertli cap listi 7,5. Cap listi 7,5. Hasap-nesir listi 6,48.
Sertli-renkli listi 10,6. Sargyt Ne64. Sany 500.

Tiirkmen dowlet nesiryat gullugy.
744000. Asgabat, Garassyzlyk sayoly, 100.

Tiirkmen dowlet nesiryat gullugynyn Metbugat merkezi.
744004. Asgabat, 1995-nji koge, 20.



