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de likler bilen kesgitläli . 
 Indi talap edilýän takyklygy üpjün edýän 
ýakynla many  nomerini kesgitläli . (11) formula 
esasynda 

001,0
!42

1
1 n

yy nn  

 
bolmaly. Bu ýerden 

.1000!42 1 nn  
 
Diýmek, 3n . 3y meseläni ertini kanagatlandyrýan 
çözüw bolar. Ol takmyny çözüwi tapaly . 
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§10. Integral de sizlikler we olary  ulanyly y 
 

1-nji teorema (Gronuoll-Bellman teoremasy). 
Goý, )(xv , )(xL  ],[ 0 Tx  kesimde otrisatel däl üznüksiz 
funksiýalar, 0C -hemi elik san bolsun. Eger 
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meseläni  
2
1

2
1,

4
1

4
1 yxR oblastda çözüwini 

001,0 takyklykda tapmaly. 
 Çözüli i. Ilki bilen berlen meseläni  ýeke-täk 
çözüwini  bolmaly oblastyny kesgitläli . 
 

2
1max),(max 2yxyxfM

RR
, 

4
11,

4
1min,min

M
bah , 

12y
y
f , 1L . 

 
Pikar teoremasyny  hemme ertleri ýerine ýetýär.Diýmek 

berlen meseläni  
4
1,

4
1 kesimde ýeke-täk çözüwi bardyr. 

Ol çözüw ny  yzygiderli ýakynla malary  predelidir. Berlen 
meseläni 
 

x

dttytxy
0

2 ))(()(  

 
integral de leme bilen çal yryp, Pikar yzygiderli 
ýakynla malaryny  
 

00y ,
x

nn dttytxy
0

2
1 ))(()( , ...)2,1(n  
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 Goý, (3) de lemäni  )(xy , )(xy  çözüwleri 
bar diýeli . Onda 
 

)()()()( xyyxxx nn  
 
bolar. (3) de lemäni  islendik çözüwi üçin (11) de sizligi  
ýerine ýetýänligine görä, ýokardaky de sizligi 
 

!
)(2)()(

n
LhMhxx

n

 

 
görnü de ýazaly . Bu ýerde n  predele geçsek, 
 

0)()( xx  
 
bolar. Diýmek 
 

)()( xx  
 
 Teorema subut edildi. 
 2-nji bellik. Islendik yzygiderli ýakynla many (1)-
(2) meseläni  ýa-da (3) integral de lemäni  takmyny 
çözüwi deregine almak bolar. Ýygnany  tizligi (11) 
formula bilen bahalandyrylýar. 
 Mesele. 
  

2yx
dx
dy ,  0)0(y  
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ýa-da 
 

x

x
nn dttytuLxyxu

0

)()()()( 1 . 

 
Bu de sizlikde 1n bolanda 
 

001
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)()( xxLMhdtytuLyxu
x
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bolar, çünki Mhyxu 0)( . 2n  bolanda 
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xx
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bolýar. Matematiki induksiýa usuly bilen islendik n üçin 
 

!
)(

)( 0

n
xxL

Mhyxu
n

n  

 
de sizligi subut etmek bolar. Bu ýerde 0xx -y h bilen 
çal yryp, 
 

!
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n
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Mhyxu
n

n          (11) 

 
de sizligi alarys. 
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de liklerde n  predele geçsek, ýagny  
 

x

x
nnnn

dttytfyxy
0

))(,(lim)(lim 01 , 

Onda 
x

x

dtttfyx
0

))(,()( 0  

de ligi alarys. Bu ýerden görnü i ýaly, )(x  funksiýa 
hxx 0  kesimde (3) de limäni  çözüwi. 

Indi (3) de limäni  hxx 0  kesimde di e bir 
çözüwini  bardygyny görkezeli . 

Goý, )(xuy (3) de limäni  erkin çözüwi bolsun. 
Onda  
 

x

x

dttutfyxu
0

))(,()( 0          (10) 

 
de ligi alarys. 

Indi )()( xyxu nn tapawudy bahalandyraly . 
(10) we ( n7 ) de liklerden alarys: 
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x
n

x

x
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)()(lim xxynn
 

 
bolsun, bu ýerde )(x  hxx 0  kesimde üznüksiz 
funksiýa. )(xy funksiýany  (3) de limäni  
çözüwidigini görkezeli . )}({ xyn  yzygiderligi  )(x  
funksiýa hxx 0  kesimde se ölçegli ýygnanýanlygyna 
görä, islendik 0  üçin )(NN  tapylyp, )(Nn  

bolanda 
hL

xxyn )()(  de sizlik ýerine ýetýär. O a 

görä-de Lip is ertini peýdalanyp, alarys: 
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Bu ýerden  
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bolar. Eger 
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!2
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hMLxyxy , 

!3
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33
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!
)()( 1

1 n
hMLxyxy

n
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nn  

 
de sizlikleri alarys. Bu de sizliklerden görnü i ýaly, (8) 
hatary  her bir agzasyny absolýut ululygy boýunça 
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!
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!3!2

1322

0 n
hMLhMLMLhMhy

nn

 

 
san hatary  degi li agzasyndan uly däldir. Bu hatar 
ýygnanýan hatardyr. Munu eýledigini Dalamber ny any 
boýunça barlaly : 
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1

lim

!

)!1(limlim 1

1

1

n
Lh

n
hML

n
hML

a
a

nnn

nn

n
n

n
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Weýer trass ny anyna laýyklykda (8) funksional hatar 

hxx 0 kesimde de ölçegli ýygnanýar, diýmek 
)}({ xyn yzygiderlik hem onu  ýaly ýygnanýar. 
Goý, 
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SÖZBA Y 
 

Differensial de lemeler okuw meýilnamasy boýunça 
öwrenilýän esasy dersi  biridir. Bu dersi öwrenmek üçin 
her bir talyp matematiki analiz, algebra hem-de analitik 
geometriýa derslerinde geçilen materiallary bilmelidir. 

Differensial de lemeler wariasion hasaplamalarda, 
optimal dolandyrmalarda, nazary mehanikada gi den 
ulanylýar. Fizikany , tehnikany , himiýany , 
biologiýany , ykdysadyýeti  we lukmançylygy  ençeme 
meseleleri differensial de lemeleri çözmeklige getirilýär. 

Differensial de lemeler öwrenilip ba laly bäri iki 
asyrdan gowrak wagt geçdi. Wagty  geçmegi bilen olary  
nazaryýeti ösdi. Bu ugurda saldamly ylmy netijeler alyndy. 
Differensial de lemeler nazaryýetini  ösmeginde Rus 
alymlaryny  uly go andy bardyr. Ozalky SSSR YA-syny  
akademikleri I.G.Petrowskiý, L.S.Pontrýagin, 
M.A.Lawrentew, A.I.Tihonow, M.W.Keldy  we ba galar 
özlerini  nazaryýetlerini döretdiler. Bu alymlar differensial 
de lemeler nazaryýetini ösdürmek bilen çäklenmän, 
alymlary taýýarlamakda-da uly i ler bitirdiler. 

Differensial de lemeler nazaryýeti boýunça 
Gara syz, baky Bitarap Türkmenistanda hem uly i ler 
alnyp barylýar. Türkmen alymlary tarapyndan bu ugurda 
köp sanly ylmy makalalar we monografiýalar çap edildi. 
Häzirki Beýik Galkyny  eýýamynda türkmen alymlary 
ýokary okuw mekdepleri üçin döwrü  talaplaryna laýyk 
gelýän milli dilde täze okuw kitaplaryny we 
gollanmalaryny ýazmak ýaly i leri amala a yrýarlar. 

Okuw kitaby sekiz bapdan ybarat. Birinji bapda 
birinji tertipli ady differensial de lemeleri çözmekligi  
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usullary getirilýär. Çözüwi  barlyk we ýeke-täklik 
teoremasyny  subudy berilýär. Integral de sizlikler arkaly 
çözüwleri  häsiýetleri öwrenilýär. 

Ikinji bapda önüme görä çözülmedik de lemelere 
garalýar we olary çözmekligi  usullary berilýär.. 

Üçünji bapda ýokary tertipli ady differensial 
de lemeler nazaryýetini  esaslary beýan edilýär, umumy 
görnü däki de lemä we onu  tertiplerini kemeldip bolýan 
görnü lerine garalýar. 

Dördünji bapda üýtgeýän we hemi elik koeffisiýentli 
çyzykly de lemeler öwrenilýär. Olary çözmekligi  usullary 
beýan edilýär. 

Bä inji bapda ikinji tertipli çyzykly de lemeler 
nazaryýetini  käbir meselelerine garalýar. De lemeleri  
ikiagzaly görnü e getirili  usullary, çözüwleri  nollary 
baradaky teoremalar, gyra meselesi üçin Grin funksiýasy 
beýan edilýär. 

Altynjy bapda birinji tertipli differensial de lemeler 
sistemasyny  çözüwini  barlygy we ýeke-täkligi baradaky 
teorema berilýär we sistemany  çözüwini  häsiýetleri 
integral de sizlikler arkaly der elýär. Üýtgeýän we 
hemi elik koeffisiýentli çyzykly sistemalary çözmekligi  
usullary beýan edilýär. 

edinji bapda sistemany  çözüwini  
durnuklulygyny  der eli ini  usullaryna garalýar. Wagta 
gara ly bolmadyk iki de lemeli sistemany  çözüwini  
(traýektoriýasyny ) asuda nokadyny  etrabyndaky ýagdaýy 
öwrenilýär. 

Sekizinji bapda birinji tertipli hususy önümli 
differensial de lemeler öwrenilýär hem-de olary 
çözmekligi  usullary berilýär. 
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de sizligi  islendik n  natural san üçin dogrudygyny 
matematiki induksiýa usuly bilen subut edeli . Goý, (9 n ) 
de sizlik n  san üçin ýerine ýetýän bolsun. Onda 
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bolar. Bu ýerden (9 n ) de sizligi  islendik n  üçin 
dogrudygy gelip çykýar. 

Eger (9 1),(9 2 ),...,(9 n ),... de sizliklerde 0xx -y h  
bilen çal yrsak, onda 
 

Mhyxy 01 )( , 
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(8) hatary  her bir agzasyny bahalandyraly . (7 1 ) 
de likden alarys: 

00001
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ýa-da 

001 )( xxMyxy          (91 ) 
 

(7 2 ) de likden (7 1)de ligi  degi li bölerklerini 
aýrly  hem-de Lip is ertini ulanaly : 
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(7 3 )we(7 2 ) de liklerden alarys: 
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Kitapda beýan edilen nazary materiallar degi li 
mysallar we meseleler bilen berkidilýär hem-de özba dak 
çözmek üçin gönükmeler hödürlenilýär. 

Okuw kitaby ýokary okuw mekdeplerini  fizika we 
matematika fakultetlerini  talyplaryna niýetlenen.  
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I BAP 
  

ÖNÜME GÖRÄ ÇÖZÜLEN DE LEMELER 
 
 

§1. Esasy dü ünjeler we kesgitlemeler 
 

Differensial de lemä getirilýän meselä matematiki 
analiz dersinde du  gelindi. Ol funksiýany  berlen önümi 
boýunça onu  özüni tapmak meselesi. Ol meselede durup 
geçeli . 

Goý, )(xf  käbir )(xyy  funksiýany  önümi 
bolsun. Meseläni ertine görä )(xy  gözlenilýän funksiýa. 
Onda 

 

)(xf
dx
dy              (1) 

 
bolar. Bu gatna yga differensial de leme diýilýär. Ol 
differensial de lemäni  ýönekeý görnü idir. Gözlenilýän 
y funksiýany tapmak üçin (1) de lemäni 
 

dxxfdy )(  
 

görnü de ýazaly . Bu de ligi  iki böleginden hem integral 
alsak, 
 

Cdxxfy )(             (2) 
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de sizligi alarys. Bu de sizlikden görnü i ýaly, )(1 xy  
funksiýany  grafigi R  gönüburçlugy  çäginden çykmaýar. 

(7 2 ) formuladan alarys: 
 

x

x

x

x

dttytfdttytfyxy
00

))(,())(,()( 1102  

bMhxxM 0 , 
byxy 02 )( . 

 
So ky de sizlik )(2 xy  funksiýany  grafigini  R  oblasty  
çäginden çykmaýandygyny görkezýär. Bu ýörelgäni 
dowam etdirsek, onda  
 

byxyn 0)(  
 

bolar. Bu de sizligi  islendik n üçin dogrudygyny 
matematiki induksiýa usuly bilen subut etmek bolar. Indi 

)}({ xyn  yzygiderligi  hxx 0  kesimde de ölçegli 
ýygnanýandygyny görkezeli . Onu  üçin yzygiderligi  
agzalaryndan 
 

...))()(())()(( 12010 xyxyxyxyy   
 ...))()((... 1 xyxy nn              (8) 
 
funksional hatary düzeli . (8) hatary  de ölçegli 
ýygnanýanlygyndan )}({ xyn  yzygiderligi  de ölçegli 
ýygnanýanlygy gelip çykýar. Bu hatary  n -nji  bölek jemi 

)()( xyxS nn . 
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Tapylan )(1 xy funksiýany (3) de lemäni  sag 
böleginde )(xy -i  ornuna goýup, ikinji ýakynla many 
alarys. Ony )(2 xy bilen belgiläp, 
 

x

x

dttytfyxy
0

))(,()( 102         (7 2 ) 

 
de ligi alarys. 

Bu gurlu lary dowam etdirip, n -nji ýakynla many 
 

x

x
nn dttytfyxy

0

))(,()( 10         (7 n ) 

 
görnü de alarys.Bu gurlu lary dowam etdirmek bolar. 

eýlelikde, )}({ xyn  ýakynla malar yzygiderligini 
alarys. Olar üznüksiz fuksiýalardyr. Indi hxx 0  
kesimde kesgitlenen )}({ xyn  ,...)2,1(n  funksiýalary  
grafiklerini  R oblasty  çäginden çykamýandygyny 

görkezeli .  Myxf ),( we 
M
bh de sizlikleri göz 

önünde tutup, (7 1) de likden 
 

x

x

x

x

dtytfdtytfyxy
00

),(),()( 0001  

bMhxxM 0 , 
byxy 01 )(  
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bolar, bu ýerde C -erkin hemi elik san. (2) funksiýany (1) 
de lemede y -i  ornunda goýsak, onda )()( xfxf  
toždestwony alarys. eýle ýagdaýda (2) funksiýa (1) 
de lemäni kanagatlandyrýar diýilýär. Ol funksiýa (1) 
de lemäni  çözüwi diýilýär. Görnü i ýaly, (2) funksiýa 
çözüwleri  tükeniksiz köplügini düzýär, sebäbi ol C  erkin 
hemi elik sany özünde saklaýar. Bu çözüwe (1) 
de lemäni  umumy çözüwi diýilýär. Eger C -e kesgitli san 
bahalary bersek, onda (1) de lemäni  dürli çözüwlerini 
alarys. Ol çözüwlere (1) de lemäni  hususy çözüwleri 
diýilýär. 

Differensial de lemeler iki topara bölünýär. Olary  
biri ady differensial de lemeler, beýlekisi hususy önümli 
differensial de lemeler. Eger differensial de lemede 
gözlenilýän funksiýa bir argumentli bolsa, onda o a ady 
differensial de leme diýilýär. 

Eger differensial de lemede gözlenilýän funksiýa 
köp argumentli bolsa, onda o a hususy önümli differensial 
de leme diýilýär. 

Differensial de lemäni  tertibi ol de lemedäki 
gözlenilýän funksiýany  önümlerini   i  uly tertibi bilen 
kesgitlenýär. 

Indi ýökarda aýdylan dü ünjelere takyk 
kesgitlemeleri bereli . 

Bagly däl üýtgeýän ululygy, gözlenilýän funksiýany 
we onu  önümini özünde saklaýan de lemä differensial 
de leme diýilýär. 

Birinji tertipli ady differensial de leme umumy 
görnü de  

                                0)(),(,
dx

xdyxyxF     (3) 
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de lik bilen berilýär, bu ýerde x -bagly däl üýtgeyän 

ululyk, y -gözlenilýän funksiya, 
dx
dyy'  - gözlenilýän 

funksiýany  önümi, F -berlen funksiýa. (3) de lemä 'y -e 
görä çözülmedik de leme diýilýär.  
 

                                  )(,)( xyxf
dx

xdy     (4) 

 
görnü de berlen de lemä 'y -e görä çözülen de leme 
diyilýär. 

Goý, ),( yxf  funksiýa D oblastda berlen bolsun. 
Eger käbir ),( ba  interwalda )(xy  

differensirlenýän funksiýa  
1) Dxx ))(,( , ),( bax  

2) )(,)( xxf
dx

xd , ),( bax  

ertleri kanagatlandyrýan bolsa, onda )(xy funksiýa (4) 
de lemäni  ),( ba  interwalda çözüwi diýilýär. 

Ýokarda differensial de lemäni  hususy haly üçin 
tapylan (2) çözüwde hemi elik C sany  bardygyny gördük. 

a görä-de differensial de lemäni  (1) görnü de berlen 
ýagdaýy üçin umumy çözüwini  düzüminde C  hemi elik 
sany  bolmalydygyny görýäris. 

Goý 
 
                             ),( Cxy              (5) 
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Teoremany  Pikar ýzygiderli ýakynla malar usuly 
bilen subut edeli . (3) integral de lemäni  çözüwini 
tapmak üçin yzygiderli ýakynla malary a akdaky düzgün 
boýunça guraly . )(0 xy   nol ýakynla ma deregine 
gözlenilýän )(xy funksiýany  ba langyç bahasy 0y  -y 
alaly . 

Bu 00 )( yxy sany (3) de lemäni  sag böleginde 
)(xy -i  ornuna goýaly . Sag böleginde alnan funksiýany 

birinji ýakynla ma deregine alaly . Ony )(1 xy bilen 
belgiläp, 
 

x

x

dtytfyxy
0

),()( 001           (71) 

 
de ligi alarys. 

ax0 hx0 0x hx0 ax0

by0

0y

by0

y

xO

)(0 xy

)(1 xy
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1-nji bellik. Eger R  oblastda ),( yxf  funksiýany  y  
boýunça çäkli önümi bar, ýagny 

Lyxf y ),('  )0(L  
 

bolsa, onda ol oblastda Lip is erti ýerine ýetýär. Muny 
subut etmek kyn däl. Lagranž formulasyny ulanyp 

Ryxyx ),(),,( üçin 
 

))]((,['),(),( yyyyyxfyxfyxf y ,  10  
 

de ligi ýazaly . Bu ýerden 
 

yyLyxfyxf ),(),(  

 
Lip is ertiini alarys. 

Teorema (Pikar teoremasy). Eger   ),( yxf  öz 
argumentlerini  toplumy boýunça 

},{ 00 byyaxxR , )0,( ba  oblastda üznüksuz 
we y  boýunça Lip is ertini kanagatlandyrýan bolsa, onda 
(1) de lemäni  hxx 0 kesimde 00 )( yx (2) erti 
kanagatlandyrýan )(xy  ýeke-täk çözüwi bardyr, bu 
ýerde 

M
bah ,min ,  ),(max yxfM

R
 

 
Subudy.  
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funksia x boýunça differensirlenýän bolsun, bu ýerede 
C erkin hemi elik. Eger  Dyx ),(  nokat üçin (5) 
de leme C -e görä çözülýän bolsa, ýagny 
 
                              ),( yxC ,  Dyx ),( ,             (6) 
 
we (5) funksiýa C -ni  kesgitli bahasynda (4) de lemäni  
çözüwi bolsa, onda (5) funksiýa (4) de lemäni  umumy 
çözüwi diýilýär. 

Eger (4) differensial de lemäni  umumy çözüwi 
anyk däl, ýagny 0),,( Cyx  görnü de, tapylan bolsa, 
onda o a (4) de lemäni  umumy integraly diýilýär. 

Umumy çözüwden C  sany  her biri kesgitli bahasy 
üçin alnan çözüwe differensial de lemäni  hususy çözüwi 
diýilýär. 

Çözüwi  grafigine integral egri diýilýär. Differensial 
de lemäni  çözüwini tapmak ýörelgesine differensial 
de lemäni integrirleme diýilýär. 

Differensial de lemeler nazaryýetinde Ko i 
meselesini öwrenmeklik esasy orun tutýar. a görä-de 
birinji tertipli differensial de leme üçin Ko i meselesini 
kesgitläli . 

Differensial de lemäni  
 
                             00 )( yxy              (7) 

 
erti kanagatlandyrýan )(xy   çözüwini tapmaklyk 

meselesine Ko i meselesi diýilýär. (7) de lige ba langyç 
ert, 0x we 0y sanlara bolsa ba langyç bahalar diýilýär. 

Ba gaça aýdylanda, Ko i meselesi berlen de lemäni  
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berlen ),( 00 yxM nokatdan göçýän integral egrisini tapmak 
meselisidir. eýlelikde, (4) de lemäni  (7) erti 
kanagatlandyrýan çözüwini tapmak üçin C  hemi eligi  
 
                                      ),( 00 Cxy                                        
 
de lemeden kesgitlenen bahasyny ),( Cxy umumy 
çözüwde ýerinde goýmaly. 

1-nji mysal. 

                              x
dx
dy cos  

de lemä garaly . 
De lemäni xdxdy cos  görnü de ýazaly . Bu 

de ligi  iki bölegini hem integrirläp, berlen de lemäni  
Cy sin  umumy çözüwini alarys. 

Goy, 1)0(y  ba langyç erti kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmak talap edilýän bolsun. Onda umumy 
çözüwde ba langyç bahalary goýup C0sin1  a latmany  
alarys. Bu ýerden 1C  , 1sin xy  funksiýa garalýan 
de lemäni  berlen ba langyç erti kanagatlandyrýan 
çözüwi bolar. 

Egriler ma galasyny  de lemesi boýunça 
differensial de lemäni düzmek bolar. Hakykatdan-da, goý 

0),,( Cyx  egriler ma galasyny  de lemesi bolsun, bu 
ýerde  differensirlenýän funksiýa. Berlen de ligi x  
boýunça differensirläp, 

 

                       0
dx
dy

yx
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x

x

dtttfyx
0

)(,)( 0            (5) 

 
toždestwony alarys. Bu toždestwony (3) de leme bilen 
de dirip, )(xy  funksiýany  (3) de lemäni  
çözüwidigini görýäris. Indi (3) de lemäni  (1)-(2) meselä 
de güýçlidigini görkezeli . 

Goý, )(xy  (3) de lemäni  çözüwi bolsun. Onda 
(5) toždestwodan 0xx bolanda 00 )( yx de ligi alarys. 
(5) toždestwony  x  boýunça differensirläp, 

 

))(,())(,()(
0

0 xxfdtttfy
dx
d

dx
xd x

x

 

 
de ligi alarys. Bu ýerden görnü i ýaly, )(xy funksiýa 
(1) de lemäni  çözüwidir. 

Diýmek, (1)-(2) mesele (3) integral de leme 
de güýçlidir. 

Kesgitleme. Eger ),( yx ,  Ryx ),(  nokatlar üçin 
 

yyLyxfyxf ),(),( ,          (6) 

 
de sizlik ýerine ýetýän bolsa, onda ),( yxf  funksiýa R  
oblastda y  boýunça Lip is ertini kanagatlandyrar diýilýär. 
Bu ýerde 0L  - Lip is hemi eligi. 
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birinji tertipli differensial de lemäni  çözüwini  belli bir 
ertlerde bardygyny we ol çözüwi  ýeke-täkdigini 

görkezeris. 
 

),( yxf
dx
dy            (1) 

 
00 )( yxy             (2) 

 
Ko i meselesine garaly . Eger ),( yxf  öz argumentlerini  
toplumy boýunça },{ 00 byyaxxR  oblastda 
üznüksiz funksiýa bolsa, onda bu mesele 
 

x

x

dttytfyxy
0

))(,()( 0            (3) 

 
görnü li integral de lemä getirilýär. 

Gözlenilýän funksiýany integral belgisini  a agynda 
saklaýan islendik de lemä integral de leme diýilýär. (1)-
(2) meseläni  (3) de lemä de güýçlidigini görkezeli . 

Goý, )(x  funksiýa , (1) de lemäni  hxx 0  
kesimde 00 )( yx  (2) erti kanagatlandyrýan çözüwi 
bolsun. Onda  

 

))(,()( xxf
dx

xd            (4) 

 
toždestwony alarys. Bu toždestwony 0x  -dan x  -a çenli 
integrirläp, so ra ba langyç erti göz ö ünde tutsak, onda 
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de ligi alarys. Eger bu de likde C  san  bolmasa,  onda  ol  
gözlenilýän differensial de leme bolar. 

Eger ol de likde C  san bolsa, onda ýokardaky iki 
de likden C  sany (parametri) çykaryp, berlen egriler 
ma galasyny  de lemesi üçin 0)',,( yyxF  differensial 
de lemäni alarys. 

2-nji mysal. xCey  egriler ma galasy üçin 
differensial de leme düzmeli. 

Berlen funksiýany x  boýunça differensirläp, 
xCey'  de ligi alarys. Bu de likden C  sany çykaryp, 

önüme görä çözülen yy'  de lemäni alarys. 
3-nji mysal. )sin( Cxy  egriler ma galasy üçin 

differensial de lemäni düzmeli. 
Berlen funksiýany x  boýunça differensirläp, 

)cos(' Cxy  de ligi alarys. Bu ýerden 1'22 yy  
differensial de lemäni alarys. Bu önüme görä çözülmedik 
de lemedir. 

4-nji mysal. yCyx 222  egriler ma galasy üçin 
differensial de leme düzmeli. 

Berlen funksiýany x  boýunça differensirläp, 
'2'22 yCyyx  de ligi alarys. Bu ýerden C -ni tapyp we 

berlen egriler ma galasyny  de lemesinde goýup, önüme 
göra çözülmedik ''2 yyxyyx  differensial de lemäni 
alarys. 

Indi differensial de lemelere getirilýän geometrik we 
fiziki meselelere garaly . 
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1-nji mesele. Galat ýäny  koordinat oklary arasynda 
çäklenen kesimi galta ma nokadynda de  ikä bölünýän 
egrileri tapmaly. 

 Çözüli i. Goý, )(xyy  gözlenilýän egrini  
de lemesi, ),( yxM - gözlenilýän egrini  erkin galta ma 
nokady, AB - galta ýany  oklar arasyndaky kesimi bolsun. 

erte görä MABM . 

 
 
OBA  üçburçlukdan alarys: 

tg
OA
OB

. 

Bu ýerde yOB 2 , xOA 2 , 'ytgtg . Diýmek, 

'y
x
y . Bu de lik differensial de lemedir. Ony 

y

x

B

AO

),( yxM )(xyy

 65

01ln1
22 dy

xy
dx

x
x

yx
 

 
 

de lemäni alarys. Bu ýerde 
 

x
x

yx
yxM ln1),( 2 ,  2

1),(
xy

yxN ;  

22

1
yxx

N
y

M . 

 
 

eýlelikde, berlen de leme doly differensially de lemä 
getirildi. Ol de lemäni  çözüwini tapmaklygy okyjylara 
hödürleýäris.  
 
 

§9. Differensial de lemäni  çözüwini  
barlyk we ýeke-täklik teoremasy 

 
Biz birnäçe görnü li differensial de lemeleri 

çözmegi  usullary bilen tany  bolduk. Differensial 
de lemeleri görkezilen usullar bilen çözmek bolýarmy?-
diýen sorag ýüze çykýar. Mundan ba gada ol de lemeleri  
çözüwleri barmy?-diýen sorag hem gelip çykýar. Elbetde, 
bu soaglara gös-göni jogap bermek a sat däl. Ýöne her-bir 
de lemäni çözmäge giri ilende ilki bilen ol de lemäni  
çözüwini   bardygyny anyklamak zerurdyr. Bu mesele 
differensial de lemeler nazaryýetini  esasy meselelerini  
biridir. O a görä-de biz bu ýerde (önüme görä çözülen) 
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Diýmek, berlen de leme doly differensially de leme 
däl. Integrirleýji köpeldijini tapmak üçin, ilki bilen (8) 
formulany  sanawjysyny tapyp, 
 

xxy
x
N

y
M ln2  

 
latmany alarys. So ra ony ol formulany  

maýdalawjysyna bölülenende ýokardaky görkezilen 
integrirleýji köpeldijileri  birini ulanyp bolar ýaly tapmaly. 
Berlen ýagdaý üçin (8) formula 
 

xyx
N

y
M

MxNy
21  

 
görnü de bolar. 

Bu ýerden görnü i ýaly, xy  bilen belgilesek, 

onda 2)(  bolar. unlukda integrirleýji köpeldijini 

)( görnü de tapmalydygyny görýäris. (9) formulany 
peýdalansak, 

 

2

2 1d
e   ýa-da  22

1
yx

 

 

bolar. Berlen de lemäni  iki bölegini hem 22

1
yx

 

köpeldip, 
 

 17

x
y

dx
dy  

ýa-da 

x
dx

y
dy  

 
görnü de  ýazaly . So ky de ligi  iki bölegini hem 
integrirläp, Cxy  de ligi alarys. Gözlenilýän egrileri  
de lemesi tapyldy. Meseläni ertini de taraply 
giperbolalary  köplügi kanagatlandyrýan eken. 

2-nji mesele. Tamdyrdan çykarlan çörek 10 minutda 
100 gradusdan 60 gradusa çenli sowady. Howany  
temperaturasy 20 gradus. Näçe wagtdan so  çöregi  
temperaturasy 25 gradusa çenli sowar? 

Çözüli i. Çöregi  sowama tizligi çörek bilen 
howany  temperaturalaryný  tapawudyna proporsionaldyr. 
Nýuton kanunyna laýylkykda, ýagny 
 

).( 1TTk
dt
dT              (8) 

 
Bu ýerde T -çöregi  temperaturasy, k -proporsionallyk 

koeffisiýenti, 1T -howany  temperaturasy, 
dt
dT -sowama 

tizligi, t -wagt. 
Ýokardaky de lik differensial de lemedir. Ol 

de lemäni 
 

kdt
TT

dT
1
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görnü de ýazaly . Bu de ligi integrirläp, alarys: 
 

CktTT lnln 1 , 
bu ýerden 

    ktCeTT 1 .            (9) 
 
(8) de lemäni  umumy  çözüwi tapyldy. Meseläni ertine 
görä 0t minutda  çöregi  temperaturasy 100T  gradus, 
ýagny 100)0(T . Bu ba langyç ertden peýdalanyp, (9) 
çözüwden C -ni  bahasyny tapaly . 
 

80)20100( 0 keC . 
 

C -ni  tapylan bahasyny (9) de likde goýup, 
 

kteT 8020           (10) 
de ligi alarys. 

Meseläni ertine görä 10t  minutda çöregi  
temperaturasy 60T  gradusa geldi, ýagny 60)10(T . Bu 
bahalary (10) de likde goýup, 

 
ke10802060  

 
de ligi alarys, bu ýerden 

10
1

2ke . 
 

ke -ny  bahasyny (10)-da goýup,  
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021
2

2 xydydx
x

y  

 
de lemäni alarys. Bu de lemede 
 

2
2 1),(

x
yyxN ,  xyyxN 2),( . 

Onda  

y
y

M 2 , y
x
N 2 . 

 
Diýmek, alnan de leme doly differensially de leme. 

Bu de lemäni çözmekligi okyjylara hödürleýäris. 
2-nji mysal. 0)ln( 2 xdydxxxyy  de lemäni  

çözüwini tapmaly. 
Çözüli i. Ilki bilen de leme üçin 
 

x
N

y
M  

 
erti barlaly . Berlen ýagdaýda 

 
xxyyyxM ln),( 2 , xyxN ),(  

Onda 

xxy
y

M ln21 , 1
x
N  

 
bolar. 
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yx
y

M 22  , yx
X
N 26 . 

 
Bu ýerden görnü i ýäly, 
 

x
N

y
M  

 
ert ýerine ýetmeýär. 

Integrirleýji köpeldijini tapaly . 
 

xx
N

y
M

N
21 . 

 
a görä-de (5) de lemäni berlen ýagdaý üçin  

 

dx
x

d 2  

 
görnü de ýazarys. Bu de ligi integrirlesek, 
 

2

1
x

 ( 1C  diýip aldyk) 

bolar. 

Berlen de lemäni  hem bölegini hem 2

1
x

 -a 

köpeldip, 
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1028020
t

T  
 

de ligi alarys. So ky de likde 25T  bolanda, t-ni  
bahasyny tapaly . 

102805
t

,  40t . 
 

Diýmek, tamdyrdan çykarlan çöregi  100 gradusdan 
25 gradusa çenli sowamagy üçin 40 minut wagt gerek eken. 
 
 

§2. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen de lemeler 
 

Eger önüme görä çözülen de leme  
 
    0)()( dyyQdxxP             (1) 
 

görnü de berlen bolsa, onda o a üýtgeýän ululyklary aýyl-
saýyl edilen de leme diýilýär. Bu ýerden görnü i ýaly dx -

 koeffisiýenti di e x -a görä, dy -i  koeffisiýenti di e y -e 
görä funksiýa. )(xP  ),( ba  interwalda, )( yQ  bolsa 
interwalda üznülsiz fuksiýalar. (1) de ligi integrirläp, 
 

CdyyQdxxP )()(             (2) 
 

de ligi alarys. Bu (1) de lemäni  umumy integraly bolar. 
(2) de ligi 

CdyyQdxxP
y

y

x

x 00

)()(             (3) 
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görnü de ýazmak hem bolar. 

(1) de lemäni  00 )( yxy  ba langyç erti 
kanagatlandyrýan çözüwi 

x

x

y

y

dyyQdxxP
0 0

0)()(  

)0)(,0)(( 00 yQxP  
 

formula bilen kesgitlenýär Ko i meselesini çözmek üçin (2) 
formulany hem peýdalanmak bolar. Onu  üçin integrarllary 
tapyp, x  -i  ornuna 0x -y, y -i  ornuna 0y -y goýup, 0CC  
bahany kesgitlemeli we ony tapylan umumy integralda 
goýmaly. 

Indi 
0)()()()( 2121 dyyQxQdxyPxP            (4) 

 
de lemä garaly , bu ýerde 2121 ,,, QQPP  üznüksiz 

funksiýalar. De lemäni  iki bölegini hem 
)()(

1
21 yPxQ

-e 

köpeldip, 
 

,0
)(
)(

)(
)(

2

2

1

1 dy
yP
yQdx

xQ
xP  

 0)()( 21 yPxQ  
 

(1) görnü li de lemäni alarys. So ra integrirläp, 
 

 61

 
ýa-da 

N
y
u

M
x
u

 

 
de ligi alarys. 

Bu gatna yklary bilen belgilesek,  
 

M
x
u , N

y
u  

 
bolar. (1) de lemäni  çep bölegini ),( yx  -e köpeltsek, 
 

),()( yxdudy
y
udx

x
uNdyMdxNdyMdx  

 
ýa-da 
 

),()( yxduNdyMdx  
 
bolar. Bu de lik ),( yx  funksiýany  (1) de lemäni  
integrirleýji köpeldijisidigini a ladýar. 

1-nji mysal. 02)1( 322 ydyxdxyx  de lemäni  
çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. Bu ýerde 
 

1),( 22 yxyxM  , yxyxN 32),( ; 
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Teorema. Eger 
 

Cyxu ),(           (11) 
 

funksiýa (1) de lemäni  umumy integraly bolsa, onda ol 
de lemäni  integrirleýji köpeldijisi bardyr. 

Subudy. Berlen (11) umumy integral boýunça 
differensial de lemäni düzeli .  

(11) de ligi x boýunça differensirlesek, 
 

0
dx
dy

y
u

x
u           (12) 

 
bolar. (12) de lemäni 

y
u
x
u

dx
dy           (13) 

görnü de ýazaly . (1) de lemäni 
 

N
M

dx
dy           (14) 

görnü de göçüreli .  
(13) bilen (14)-i de dirip, 

 

N
M

y
u
x
u

 

 21

Cdy
yP
yQdx

xQ
xP

)(
)(

)(
)(

2

2

1

1  

 
de ligi alarys. Bu de lik garalýan de lemäni  umumy 
integraly bolar. (4) de lemäni  hususy görnü leri bolan 
 

)(y
dx
dy ,   )()( yxf

dx
dy  

 
de lemeleri  üýtgeýän ululyklaryny aýyl-saýyl edip, 
görkezilen usul bilen olary  umumy integrallaryny tapmak 
bolar. 

Indi üytgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen 
de lemelere getirilýän de lemelere garaly . Goý 

)( byaxf
dx
dy  

 
de leme berlen bolsun, bu ýerde a  we b  hemi elik sanlar. 

)(xubyax   belgilemäni girizeli . Onda  
 

dx
dyba

dx
du  

 
bolar . Berlen de leme  
 

)(1 uf
b
a

dx
du

b
 

 
görnü i alar. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl etsek, onda 
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dx
aubf

du
)(

 

bolar. Bu ýerden  

Cx
aubf

du
)(

 

Integral tapylandan so  u -y  ornuna byax  -i goýup, 
garalan de lemäni  umumy intagralyny alarys. Eger 
de leme 
 

)( Cbyaxf
dx
dy  

 
görnü de berlen bolsa, onda ony uCbyax  
belgilemäni girizip, üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen 
de lemä getirmek bolar. 

1-nji mysal. 0)1()1( 22 dyxdxy  de lemäni 
çözmeli.  

Çözül i. De lemäni  iki bölegini hem 

)1)(1(
1

22 xy
 a latma köpeldip,  

 

0
)1()1( 22 y

dy
x

dx  

  
de lemäni alarys. Bu ýerden 
 

C
y

dy
x

dx
)1()1( 22 . 
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görnü de ýazmak bolar. (9) funksiýany (10) –da goýaly . 
Onda 

dd e
y

Me
x

N )()(  

 
de

y
M

x
N )()(  

ýa-da 
 

de
y

M
x

N )()(  

 
de

y
M

x
N )()(  

 
bolar. Bu toždestwo (9) funksiýany  (4) de lemäni  
çözüwidigini görkezýär. Eger x  ýa-da y  bolsa, 
onda (9) de likden )(x  we )(y  ýagdaýlar üçin 
tapylan formulalar alynýar. 

Integrirleýji köpeldijileri 
 

)( yx , yx ;  )( 22 yx , 22 yx ; 

)( yx , yx ;  
x
y  ,  

x
y  

 
görnü lerde hem gözlemek bolar. 

Indi (1) de leme üçin integrirleýji köpeldijini  
bardygyny görkezeli . 
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de lemäni alarys. 

Eger sag bölegi di e -a görä funksiýa, ýagny 
 

)(

y
M

x
N

x
N

y
M

,            (8) 

 
bolsa, onda (7) de leme 
 

)(1
d
d  

 
görnü i alarys. Bu de lemäni integrirlesek, 
 

de )(             (9) 
 

bolar. Bu ýerde 1C . 
(8) de lik (1) de lemäni  integrirleýji köpeldijisini  

-a görä funksiýa bolmaklygyny  zerurlyk ertidir. 
Indi (8) de ligi  ýeterlik ert hem bolýandygyny 

görkezeli . Goý, (8) ert ýerine ýetýän bolsun. Onda (9) 
funksiýa (1) de lemäni  integrirleýji köpeldijisi bolar. Bu 
ýagdaýda (4) de lemäni  

 

)(
y

M
x

N
y

M
x

N   (10) 
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De lemäni  umumy integraly 
 

Carctgyarctgx  
 

görnü de bolar. Eger C  sany  ýerine arctgC  sany alsak, 
onda umumy integral ýönekeýle ýär. Hakykatdan-da, 
 

arctgCarctgyarctgx . 
ýa-da  

arctgxarctgCarctgy  
 
de ligi alarys. 
Bu ýerden  

)()( arctgxarctgCtgarctgytg , 
 

)()(1
)()(

arctgxtgarctgCtg
arctgxtgarctgCtgy  

ýa-da  

Cx
xCy

1
. 

Bu funksiýa berlen de lemäni  umumy çözüwidir. 

2-nji mysal. yyx
dx
dy lnsin  

de lemäni  1
2

y  ba langyç erti kanagatlandyrýan 

çözüwini tapmaly. 
Çözüli i. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edeli : 
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x
dx

yy
dy

sinln
 

 
Indi de ligi  iki bölegini hem integrirläli : 
 

C
x

dx
yy

dy
sinln

 , 

 

Cxtgy ln
2

lnlnln , 

 

2
ln xtgCy  ýa-da  2

tgC
ey . 

 
eýlelikde, de lemäni  umuly çözüwi alyndy. 

Berlen ba langyç erti kanagatlandyrýan çözüwi tapmak 
üçin, umumy çözüwde 

,
2

x  1y  bahalary goýup, 41
tgC

e  de ligi 

alarys. Bu ýerden 0C . Umumy çözüwde 0C bahany 
goýup, talap edilýän çözüwi alýarys. Ol çözüw 1y  .  bu  
çözüw berlen de lemäni  hususy çözüwidir. 

3-nji mysal.  )cos( xy
dx
dy  de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. uxy  belgilemäni girizeli . Onda 
 

1
dx
dy

dx
du  ,  1

dx
du

dx
dy . 

Berlen de leme . 
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Integrirleýji köpeldijini  )(y  görnü de hem 
gözlemek bolar. Bu ýagdaý üçin ýokardaky beýan edilen 
usuly ulansak, 

 
dyye )(  

 
bolar, bu ýerde 
 

x
N

y
M

M
y 1)( . 

 
Indi has umumy ýagadaýa garaky . Integrirleýji 

köpeldijini )(  görnü de gözläli , bu ýerde 
),( yx  berlen funksiýa. 

 

yd
d

y
,  

xd
d

x
          (6) 

 
önümleri (4) de lemede goýup, 
 

)(
x
N

y
M

d
dM

y
N

x
 

 
ýa-da  

y
M

x
N

x
N

y
M

d
d1            (7) 
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x
N

y
M

Ndx
d 11            (5) 

 
görnü de ýazaly . Eger bu de lemäni  sag bölegi x -e görä 
funksiýa bolsa, onda  -i tapmak a sat bolar. 

Goý,  
 

)(1 x
x
N

y
M

N
 

 
bolsun. Onda (5) de leme  
 

dxx)(  

 
görnü e geler. Bu de ligi integrirläp, 
 

Cdxx ln)(ln  
 

de ligi alarys. Bu ýerden 
dxxCe )(  

 
bolar. Integrirleýji köpeldijini  birini almak ýeterlikdir. 
Onda 1C  diýsek, 
 

dxxe )(  
 

bolar. 
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u
dx
du cos1  ýa-da  dx

u
dy
cos1

 

 
görnü i alýar. Bu ýerden 
 

Cdx
u

du
cos1

, Cxuctg
2

. 

 
So ky de likde u -ny xy  bilen çal yryp, 

Cxxyctg
2

 berlen de lemäni  umumy integralyny 

alarys. 
Mesele. Galta ma astyny  uzynlygy hemi elik a  

sana de  bolan egrileri tapmaly. 

 

y

xBAO

M

x

y
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Çözüli i. erte görä aAB . MAB  üçburçlukdan 

AB
MA

tga  de ligi alarys. Matematiki analiz dersinden 

dx
dytga . Onda ..

a
y

dx
dy  Üýtgeýän ululyklary aýyl-

saýyl edip, ony 
a
dx

y
dy .  görnü de ýazaly . Bu ýerden  

 

C
a
xy lnln , 

 

ýagny a
x

Cey . Bu funksiýa garalýan de lemäni  umumy 
çözüwi. 

Umumy çözüwden görnü i ýaly, gözlenilýän egri 
çyzyklar görkezijili funksiýalary  grafikleridir. 

 
§3. Birjynysly de lemeler 

 

yxf
dx
dy ,             (1) 

 
de lemä garaly . 

Eger ),( yxf  nol ölçegli (derejeli) birjynsly funksiýa, 
ýagny islendik 0t  üçin ),(),( yxftytxf erti 
kanagatlandyrýan bolsa, onda (1) de lemä birjynsly 
de leme diýilýär. 
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köpeldiji diýilýär. eýlelikde, integrirleýji köpeldijini 
tapmaklyk meselesine gelindi. (3) de ligi ýaýra  görnü de 
 

x
N

x
N

y
M

y
N  

 
ýa-da 

x
N

y
M

y
M

x
N           (4) 

 
görnü de ýazaly . eýlelikde, biz  -i kesgitlemek üçin 
hususy önümli differensial de lemä geldik. Bu de lemäni  
çözüwini tapmak, berlen (1) de lemäni  çozüwini 
tapmakdan çyl yrymlydyr. Käbir ýagdaýlarda (4) 
de lemäni ýöneleýle dirmek hem bolar. Ol ýagdaý bolsa, 

 funksiýany tapmaklyga mümkinçilik berer. 
 funksiýany )(x görnü de gözläli . Onda (4) 

de lemede 
  

0
y

, 
dx
d

x
 

 
bolar. Onda (4) de leme  
 

x
N

y
MN

dx
d  

 
görnü e geler. Bu de lemäni 
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görnü de tapýarys. 
 
 

§8. Doly differensially de lemelere 
getirilýän de lemeler 

 
 

0),(),( dyyxNdxyxM           (1) 
 

de lemä garaly , bu ýerde M we N geçen paragrafdaky 
ertleri kanagatlandyrýan funksiýalar. (1) de leme doly 

differensially de leme däl diýip güman edeli , ýagny 
 

x
N

y
M . 

 
Bu ýagdaýda de lemäni  iki bölegini hem 

),( yx funksiýa köpeldip, 
  

0),(),(),(),( dyyxNyxdxyxMyx           (2) 
 
de lemäni alarys. (2) de leme üçin 
 

x
M

y
M )()(             (3) 

 
ert ýerine ýetýär diýeli . Onda (2) de leme doly 

differensially de leme bolar. Bu ýerden görnü i ýaly, 
),( yx funksiýa (1) de lemäni doly differensially 

de lemä öwürdi. ),( yx  funksiýa integrirleýji 
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Goý, 
x

t 1 , onda 
x
yfyxf ,1),(  bolar. (1) 

de leme  
 

x
yf

dx
dy ,1             (2) 

 

görnü i alýar. u
x
y  belgilemäni girizeli . Onda 

 
uxy              (3) 

 
bolar. Bu ýerde xuu  gözlenilýän funksiýa. (3) de ligi 
x -a görä differensirläp, 
 

ux
dx
du

dx
dy             (4) 

 
de ligi alarys. (3) we (4) de likleri peýdalansak, onda (2) 
de leme 
 

ufux
dx
du ,1  

 
görnü e gelýär. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edeli : 
 

x
dx

uuf
du
,1

, 0,1 uuf . 
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Bu de ligi integrirläp, 
 

Cx
uuf

du ln
,1

 

 
de ligi alýarys. So ky de likde integral tapylandan so , u -

ny  ornuna 
x
y -i goýup, (1) de lemäni  umumy integralyny 

alarys. Eger 0,1 uuf  bolsa, onda bu de lemäni  
iuu  köklerini tapýarys. xuy ii  funksiýalar (1) 

de lemäni  çözüwleri bolar. 
Indi  

0,, dyyxNdxyxM            (5) 
 
umumy de lemä garaly , bu ýerde ),( yxM  we 

0),( yxN  käbir oblastda üznüksiz funksiýalar. 
Eger ),( yxM  we ),( yxN  derejeli birjynsly 

funksiýalar, ýagny 
 

),(),( yxMttytxM m  
),(),( yxNttytxN m  

 
ertler ýerine ýetýän, bolsa, onda (5) birjynsly de leme 

bolar. Sebäbi 
),(
),(

yxN
yxM  gatna yk nol derejeli birjynsly 

funksiýa. Bu ýagdaýda (5) de lemäni (3) ornuna goýmany  
kömegi bilen, üýtgeýän ululyklary aýyl-saýýl edilen 
de lemä getirmek bolar. 

Mysal. 
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de ligi alarys. )(y funksiýany kesgitlemek üçin so ky 
de ligi y boýunça differensirläli : 
 

)('3),(
4

2

y
y
x

y
yxu  

 
(5) de ligi peýdalanyp, 
 

)('33
4

2

4

22

y
y
x

y
xy  

 
de ligi alarys, bu ýerden 
 

2

1)('
y

y , 

1

1)( C
y

y . 

Diýmek, 
 

13

2 1),( C
yy

xyxu . 

 
(2 1 ) formula esasynda berlen de lemäni  umumy 
integralyny  
 

C
yy

x 1
3

2
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Berlen de lemäni  umumy integralyny (10) formula 
esasynda 

 
x

x

y

y

Cdy
y

xydx
y
x

0 0

4

2
0

2

3

)3(2  

 
görnü de ýazarys. Bu ýerden 
 

3
0

2
0

0
3

2 11
y
x

y
C

yy
x . 

 
Bu de ligi  sag bölegindäki a latmany 1C bilen belgilesek, 

onda 13

2 1 C
yy

x  bolar. 

(1)  de lemäni  umumy integralyny (10) 
formulany ulanman hem tapmak bolar. Munu eýledigini 
ýokarda garalan mysal üçin görkezeli . 

Beýan edilen usuly boýunça ),( yxu funksiýany 
kesgitlemek üçin (4) de ligi 
 

3

2),(
y
x

x
yxu  

 
görnü de ýazarys. Bu de ligi x boýunça integrirläp, 
 

)(),( 3

2

y
y
xyxu  
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22

2
yx

xy
dx
dy  

de lemäni çözmeli. 
Çözüli i. Bu de lemäni  sag bölegi birjynsly 

funksiýa, çünki 
 

yxf
yx

xy
tytx

tytxtytxf ,22, 2222 . 

 
De lemäni  umumy çözüwini tapmak üçin (3) ornuna 
goýmany peýdalansak, berlen de leme 
 

21
2

u
u

dx
duxu  

 
görnü e geler. De lemäni  üýtgeýän ululyklaryny aýýl-
saýyl edeli : 
 

du
uu
u

x
dx

3

21  

 
Bu de ligi  iki bölegini hem integrirlesek, onda 
 

Cdu
uu
ux ln1ln 3

2

 

ýa-da 
Cuuux ln1ln1lnlnln  
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bolar. Bu ýerden x
u

Cu
21

 de ligi alýarys. u  -ny  ornuna 

x
y  goýup, de lemäni  Cyyx 22  umumy integralyny 

alýarys. 
 
 

§4. Birjynsly de lemelere getirilýän de lemeler 
 
 

111 cybxa
cbyaxf

dx
dy              (1) 

 
de lemä garaly , bu ýerde 111 ,,,,, cbacba  berlen hemi elik 
sanlar, )(xf -üznüksiz funksiýa. Eger 01cc  bolsa, 
onda (1) birjynsly de lemedir. Bu ýagdaýda (1) de lemäni 

uxy  ornuna goýma bilen çözmek bolar. 
Goý, c  we 1c  sanlary  i  bolmanda biri noldan 

tapawutly bolsun. (1) de lemäni birjynsly de lemä 
getirmek üçin 

 

uy
atx

             (2) 

 
ornuna goýmany ulanaly , bu ýerde ut, - üýtgeýän 
ululyklar, ,a - häzirlikçe kesgitlenmedik sanlar. (2) 
de likden dtdx  dudy  bolar. Seýlelikde (1) de leme 
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Eger ),( yxu funksiýany tapmaklygy (5) de ligi 
integrirlemekden ba lap, ýokarda beýan edilen usuly 
gaýtalansak, onda (1) de lemäni  umumy integraly 

 
x

x

y

y

CdyyxNdxyxM
0 0

),(),( 0  

 
görnü de bolar. 

(1) de leme üçin Ko i meselesini kesgitlemek bolar. 
Eger 00 )( yxy  ba langyç ert berlen bolsa, onda 

(10) formuladan (1) de lemäni  
 

x

x

y

y

dyyxNdxyxM
0 0

0),(),( 0  

 
görnü däki hususy çözüwini alarys. 

Mysal.  

032
4

22

3 dy
y

xydx
y
x   

de lemäni çözmeli. 
Çözüli i. Ilki bilen (6) erti barlaly : 

 

3

2),(
y
xyxM , 4

22 3),(
y

xyyxN ; 

 

4

6
y
x

y
M  ,  

4

6
y
x

x
N . 

 
Diýmek, berlen de leme doly differensially de lemedir. 
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x

x

yxNydx
x

yxM

0

),()('),(  

ýa-da 
),()('),(),( 0 yxNyyxNyxN  

 
de ligi alarys. Bu ýerden ),()(' 0 yxNy . 

So ky de ligi 0y -dan y -e çenli integrirläp,  
 

y

y

CdyyxNy
0

10 ),()(            (8) 

 
de ligi alarys. Bu funksiýany (7)-de )(y  -i  ornuna 
goýup,  

x

x

y

y

CdyyxNdxyxMyxu
0 0

10 ),(),(),(           (9) 

 
funksiýany taparys. Eger (9) funksiýany  doly 
differensialyny alsak, onda (2) de ligi alarys. 

Diýmek, (1) de lemäni  doly differensially de leme 
bolmagy üçin, (6) de ligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlik 
ertdir. 

(9) funksiýany (2 1) –de goýup (1) de lemäni  
 

x

x

y

y

CdyyxNdxyxM
0 0

),(),( 0         (10) 

 
umumy integralyny alarys. 
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11111 cbaubta
cbabuatf

dt
du            (3) 

 
görnü i alýar. bu de lemäni  birjynsly de leme 
bolmaklygy üçin 
 

0
0

111 cba
cba

             (4) 

 
ertler ýerine ýetmelidir. Görnü i ýaly, (4) sistema  we 

 ululyklara göä çyzykly de lemeler sistemasydyr. Olary  
bahalaryny tapmak üçin kesgitleýji düzýäris: 
 

11 ba
ba

. 

 
Iki ýagdaýa garaly : 
1) goý, 

0
11 ba

ba
 bolsun. Onda (4) sistemany  1 , 1  

ýeke-täk çözüwi bolar. Bu bahalary (3) de lemä goýup,  
 

ubta
buatf

dt
du

11

 

 
görnü li birjynsly de lemäni alarys. Bu de lemäni  
umumy integralyny tapyp, t-ni  deregine 1x -i, u -ny  
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deregine 1y -i goýup, (1) de lemäni  umumy 
integralyny alýarys; 
2) goý, 

0
11 ba

ba
 bolsun. Onda 

b
b

a
a 11  bolýar. Bu ýerden 

bbaa 11 , . (1) de lemäni 
 

1)( cbyax
cbyaxf

dx
dy             (5) 

 
görnü de göçüreli . zbyax  belgilenmäni girizeli . 

Onda 
dx
dz

bb
a

dx
dy 1  bolar we (5) de leme 

a
cz
czbf

dx
dz

1

 

 
gör e geler. Üýtgeýän ululyklaryny aýyl-saýyl edip, 
 

dx
a

cz
czbf

dz

1

 

 
de lemäni alarys. Bu de lemäni  umumy integralyny 
 

Cx
a

cz
czbf

dz

1
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Indi (6) de ligi  (1) de lemäni  doly differensialy 
bolmaklygyny  ýeterlik erti hem bolýandygyny 
görkezeli . 

Goý, (6) de lik ýerine ýetýän bolsun. (2) de ligi  
ýerine ýetýändigini görkezeli . Beýle diýildigi (2) de ligi 
kanagatlandyrýan ),( yxu funksiýany tapmaly diýildigidir, 
has takygy (4) we (5) de likleri kanagatlandyrýan ),( yxu  
funksiýany kasgitlemeli diýildigidir. Onu  üçin (4) de ligi 

0x -dan x -a çenli integrirläp Ryx ),( 00 , 
x

x

ydxyxMyxu
0

)(),(),(            (7) 

 
de ligi alarys, bu ýerde )(y erkin differensirlenýän 
funksiýa. (7) formula bilen kesgitlenen ),( yxu  funksiýa (5) 
de ligi kanagatlandyrar ýaly edip )(y funksiýany 
saýlaly . eyle maksat bilen (7) funksiýany (5) de likde 
goýup, 

x

x

yxNydxyxM
y

0

),()('),(  

 
de ligi alarys. Kesgitli integraly parametr boýunça 
differensirleme düzgüni esasynda, bu ýerden 
 

x

x

yxNydx
y

yxM

0

),()('),(  

 
de ligi ýazyp bileris. (6) erti ulanyp, 
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formula boýunça tapylýar. (2) we (3) de liklerden 
 

dy
y
udx

x
udyyxNdxyxM ),(),(  

 
de ligi alarys. dx -i  we dy -i  koeffisiýentlerini 
de dirip,  
 

x
uyxM ),( ,            (4) 

y
uyxN ),(            (5) 

 
de likleri alarys. (4) de ligi y -e görä, (5) de ligi x -a görä 
differensirläp, 
 

y
M

yx
u2

,  
x
N

xy
u2

 

 
de likleri alarys. Gary yk önümleri  de liginden 
 

x
M

y
N             (6) 

 
de lik gelip çykýar. 

(6) de lik (1) differensial de limäni  doly 
differensially bolmaklygyny  zerur ertidir. 
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gör de alarys. Integral tapylandan so , z  -i  ornuna 

byax -i goýup, (5) de lemäni  umumy integralyny almak 
bolar. 

Indi 
 

0,, dyyxNdxyxM            (6) 
 

de lemä garaly . Eger (6) birjynsly de leme bolmasa, onda 
ony käbir ýagdaýlarda zy  ornuna goýmany ulanyp, 
birjynsly de lemä getirmek bolar.  san alnan de leme 
birjynsly bolar ýaly edilip saýlanyp alynýar. 

1-nji mysal. 

1
5

yx
yx

dx
dy  

 
de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. Bu de lemede (2) ornuna goýmany ulanyp, 
 

1
5

ut
ut

dt
du  

 
de lemäni alarys. Bu de leme üçin (4) sistema 
 

01
05

 

 
görnü de bolar. Bu sistemany  kesgitleýjisi 
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02
11

11
. 

 
Bu ýerden 2,3 . Berlen de leme 
 

ut
ut

dt
du  

 
görnü li birjynsly de lemä gelýär. 

Bu de lemede tzu  ör ä göýmany ulanaly . 
Onda 

 

z
z

dt
dztz

1
1 , 

 

t
dtdz

z
z

21
1 . 

 
Bu de ligi  iki bölegini hem integrirläli : 
 

C
t
dtdz

z
z

21
1 , 

Ctzarctgz lnln1ln
2
1 2  

 

ýa-da 21ln zCtarctgz , z  ululygy 
t
u  bilen çal yrsak, 

onda 
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Bu ýagdaýda (1) de lemäni  
 

0, yxdu  
 

görnü de ýazyp bileris. 
Bu de lemäni integrirläp, onu  
 

Cyxu ,           ( 12 ) 
 
görnü de umumy integralyny alarys. 

Mysal. 0xdyydx  de lemäni çözmeli. 
Çözüli i. De lemäni  çep bölegini 

 
xdyydxyxd  

 
görnü de ýazaly . Onda de lemäni 0yxd  görnü de 
ýazarys. Bu de lemäni integrirläp, onu  umumy 
integralyny Cxy  görnü nde alarys. 

Indi (1) de lemäni  doly differensially bolmaklyk 
ertini kesgitläli  hem-de yxu ,  funksiýany  tapyly  

usulyny görkezeli . 
Goý, (1) de lemäni  çep bölegi yxu ,  funksiýany  

doly differensialy bolsun, ýagny (2) de lik ýerine ýetýär 
diýeli . Matematiki analiz dersinden belli bol y ýaly, iki 
argumentli funksiýany  doly differensialy 
 

dy
y
udx

x
udu            (3) 
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Cxxxu
2

ln 2

 

 
görnü däki umumy çözüwini taparys. Bu ýerde u –ny  
deregine 1y –i goýup, berlen de lemäni  

xCx
y

2ln
2
1
1  

 
görnü li umumy çözüwini alarys. 
 
 

§7. Doly differensially de lemeler 
 
 

0,, dyyxNdxyxM             (1) 
 

de lemä garaly , bu ýerde yxM ,  we yxN ,  funksiýalar 

we olary  
x
N

y
M ,  hususy önümleri R  oblastda 

üznüksiz funksiýalar. 
Eger (1) de lemäni  çep bölegi kabir yxu ,  

funksiýany  doly differensialy, ýagny 
 

dyyxNdxyxMdu ,, ,            (2) 
 

bolsa, onda ol de lemä doly differensially de leme 
diýilýär. 
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22ln utC
t
uarctg  

 
bolar. Bu de likde t -ni  ornuna 3x  -i, u  -ny  ornuna 

2y  -ni goýup, 
 

22 23ln
3
2 yxC

x
yarctg  

 
de ligi alarys. eýlelikde, berlen de lemäni  umumy 
integralyny alarys. 
 

2-nji mysal.  
133

1
yx

yx
dx
dy  

 
de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. Bu ýerde kesgitleýji 
 

0
33
11

. 

 
zyx  ornuna goýmadan peýdalanaly . 

 

dx
dy

dx
dz 1 , 

ýagny 

1
dx
dz

dx
dy . 

 



 36

Berlen de leme 
13

4
z

z
dx
dz  görnü e gelýär. Bu 

de lemäni  umumy çözüwi Cxzz 4ln3  bolar. Bu 
ýerde z -ni  ornuna yx  -i goýup, berlen de lemäni  
umumy integralyny 
 

Cyxxy ln3  
 
görnü de alarys. 
 

§5. Çyzykly de lemeler 
 

Eger gözlenilýän funksiýa y  we onu  önümi y  
de lemä çyzykly girýän bolsa, onda ol de lemä çyzykly 
de leme diýilýär. 

Çyzykly differensial de leme 
 

xQyxP
dx
dy              (1) 

 
gönü de berilýär, bu ýerde )(xP  we )(xQ  

funksiýalar ),( ba  interwalda berlen üznüksiz funksiýalar. 
Eger 0)(xQ  bolsa, onda (1) de lemeden 

 

0yxP
dx
dy              (2) 

 
de lemäni alarys. 
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xQvxT
dx
dv  

 
çyzykly birjynsly däl de lemäni alarys. Mälim bol y ýaly, 
onu  umumy çözüwi 
 

dxexQCev dxxTdxxT )()( )(  

 
görnü dedir. Bu ýerde v –ni  ornuna 1u  goýulsa, so ra u –
ny  ornuna 1yy  goýulsa, onda (3) de lemäni  umumy 
integralyny almak bolar. 

Rikkati de lemesini  umumy çözüwini tapmak üçin, 
onu  bir hususy çözüwini tapmaly. Ony tapmak üçin bolsa 
belli umumy usul ýok. O a görä-de, Rikkati de lemesini  
umumy çözüwini gutarnykly görnü de tapmak doly 
çözülmedik mesele bolup durýar. 

Mysal.  xyy
xdx

dy ln1 2  Bernulli de lemesini 

çözmeli. 
Çözüli i. De lemäni  iki bölegini hem 2y –a bölüp, 

 

xy
xdx

dyy ln1 12  

 
de lemäni alarys. uy 1  belgilemäni ulanyp, 

xu
xdx

du ln1  çyzykly birjynsly däl de lemä  geleris. 

Wariasiýa usulyny ulansak, onda bu de lemäni  
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Bu de lemä Rikkati de lemesi diýilýär, bu ýerde 
xQxP ,  we baxR ,  interwalda berlen üznüksiz 

funksiýalar. Eger (3) de lemäni  bir hususy çözüwi belli 
bolsa, onda ony Bernulli de lemesine getirip bolar. 
Hakykatdan-da, goý xyy 1  (3) de lemäni  hususy 
çözüwi bolsun. Onda 

 

xRyxQyxP
dx
dy 2

11
1 .            (4) 

 
Indi (3) de lemede 
 

uyy 1             (5) 
 

ornuna goýmany edeli , bu ýerde u –täze gözlenilýän 
funksiýa. (4) toždestwony nazarda tutup, 

 

02 2
1 uxQuyxQxP

dx
du  

 
Bernulli de lemesini alarys. Bu de ligi  iki bölegini hem 

2u –a bölüp, 
 

xQuxT
dx
duu 12  

 
de lemäni alarys. Bu ýerde ýazgyny gysgaltmak maksady 
bilen ýaýlardaky a latmany xT  bilen belgiledik. vu 1  
belgilemäni girizip, 
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(1) de lemä çyzykly birjynsly däl de leme diýilýär, 
(2) de lemä bolsa çyzykly birjynsly de leme diýilýär. Ilki 
(2) de lemäni  umumy çözüwini gözläli . Ol de lemäni  
üýtgeýän ululyklaryny aýyl-saýyl edip, ony 

 

dxxP
y

dy  

 
görnü de ýazarys. Bu de ligi integrirläp, 
 

CdxxPy lnln  
 

de ligi alýarys, ýagny 
 

CCey dxxP             (3) 
 

Tapylan funksiýa (2) de lemäni  umumy çözüwidir. Ony 
 

dxxPCy exp  
 

görnü de hem ýazmak bolar. 
Indi (2) de leme üçin Ko i meselesine garaly . 

Ba gaça aýdylanda, (2) de lemäni  00 yxy  ba langyç 
erti kanagatlandyrýan çözüwini tapaly . (3) de likde 

kesgitsiz integraly ýokarky çägi üýtgeýän ululykly kesgitli 
integral bilen çal yrmak bolar. Onda ony 

 
x

x
dxxP

Cey 0             (4) 
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görnü de ýazarys. 
Goý, 0xx  bolsun. Onda ba langyç erti göz 

ünde tutup, 0yC  bolýandygyny görýäris. Ony (4) 
de likde ornuna goýup, gözlenilýän çözüwi alarys. Eger 

00y  ba langyç erti alsak, onda 0y  çözüwi alarys. 
Indi (1) de lemäni  umumy çözüwini tapmaklyga 

geçeli . Onu  üçin Lagranž usulyny (wariasiýa usulyny) 
ulanaly . (3) çözüwdäki C  hemi elik sany xC  funksiýa 
bilen çal yryp, 

 
dxxPexCy             (5) 

 
funksiýany alarys. (5) funksiýa (1) de lemäni  çözüwi 
bolar ýaly edip, xC  funksiýany tapaly . (5) funksiýany 
(1) de lemede y –i  ornuna goýup, 
 

)()()()()()( )()()( xQexCxPexPxCe
dx

xdC dxxPdxxPdxxP  

 
de ligi alarys, bu ýerden 
 

dxxPexQ
dx

xdC )()()( . 

 
So ky de ligi  iki böleginden hem integral alsak, 

onda 
 

1

)()()( CdxexQxC dxxP  
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De lemäni  iki bölegini hem my –e bölüp, 
 

xQyxP
dx
dyy mm 1  

 
de lemäni alarys. Bu ýerde uy m1  ornuna goýmany 
ulanyp, 
 

xQmuxPm
dx
du 11  

 
de lemäni alarys. Bu çyzykly birjynsly däl de lemäni  
umumy çözüwini 
 

dxexQmCeu dxxPmdxxPm )()1()()1( )()1(  

 
görnü de ýazmak bolar. Bu ýerden u  funksiýany my1  –i 
bilen çal yryp, (1) de lemäni  umumy çözüwini 
 

mdxxPmdxxP dxexQmCey 1
1

)()1()( )()1(     (2) 

 
görnü de alarys. 

Çyzykly däl de lemäni  ýene bir görnü ine garaly : 
 

xRyxQyxP
dx
dy 2            (3) 
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xexCy cos             (9) 
 

görnü de gözläli . Bu funksiýany berlen de lemede goýup 
 

xxxx exexCxexCe
dx

xdC coscoscoscos sin)(sin)()(  

 

de ligi alarys, bu ýerden 1
dx

xdC , ýagny 1CxxC . 

xC  –i  bahasyny (9) formulada goýup, ba daky 
de lemäni  
 

xeCxy cos
1  

 
görnü li umumy çözüwini alarys. 
 
 

§6. Çyzykly de lemelere getirilýän de lemeler 
 

myxQyxP
dx
dy             (1) 

 
de lemä garaly . Bu çyzykly däl de lemedir. Ol de lemä 
Bernulli de lemesi diýilýär. Eger 1,0 mm  bolsa, 
onda (1) de lemeden çyzykly de lemeler alynýar. Olar 
ýaly de lemeleri çözmekligi  usullary öwrenildi. 
De lemedäki xP  we xQ  funksiýalar ba,  interwalda 
üznüksiz funksiýalar diýip güman edeli . (1) de lemäni 
çyzykly de lemä getirip bolýandygyny görkezeli . 
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de ligi alarys. xC  -i  bu bahasyny (5) de likde ornuna 
goýup, (1) de lemäni  
 

dxexQeeCy dxxPdxxPdxxP )()()(

1 )(         (6) 
 
umumy çözüwini alarys. Bu ýerden görnü i ýaly, (6) 
çözüw (2) de lemäni  umumy çözüwini  we (1) 
de lemäni  hususy çözüwini  jeminden durýar. Munu  
eýledigini subut etmek üçin, (6) de ligi  sag bölegini  

degi li go ulujularyny  ol de lemelerde y –i  ornuna 
goýulanda toždestwolary  alynýandygyna göz ýetirmek 
ýeterlikdir. Eger 00 yxy  ba langyç ert berlen bolsa, 
onda (1) de lemäni  bu erti kanagatlandyrýan çözüwi 
 

x

x

dxxPdxxPdxxP

dxexQeeyy

x

x

x

x

x

x

0

000

)()()(

0 )(  

 
görnü de berler. 

Indi (1) de lemäni  umumy çözüwini tapmaklygy  
Bernulli usulyny beýan edeli . Çözüwi uvy  görnü de 
gözleýäris, bu ýerde )(xu  we )(xv  täze gözlenilýän 
funksiýalar. Ony (1) de lemede goýup, 

 

xQuvxPu
dx
dvv

dx
du  

 
ýa-da 
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xQuvxP
dx
dvv

dx
du             (7) 

 
de lemäni alýarys. u –ny  koeffisiýenti nola öwrüler ýaly 
edip, v -ni  bahasyny tapaly , ýagny v –ni 
 

0vxP
dx
dv  

 
de lemeden tapaly . Bu birjynsly de lemäni  umumy 
çözüwi 

 
dxxPCev )(             (8) 

 
görnü de bolar. (8) funksiýany (7) de likde goýup, 
 

)()( xQCe
dx
du dxxP  

 
de lemäni alarys, bu ýerden 
 

dxexQCdu dxxP )()(  
 
So ky de ligi  iki bölegini hem integrirläp, 
 

1

)()(1 CdxexQ
C

u dxxP  

 
funksiýany taparys. Onda 
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dxexQeeCuvy dxxPdxxPdxxP )()()(

1 )(  
 
bolar. 

Bu bolsa (1) de lemäni  umumy çözüwidir. 
Mysal.  

 
xexy

dx
dy cossin  

 
de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. Berlen de lemäni  umumy çözüwini 
tapmak üçin 

 

0sin xy
dx
dy  

 
birjynsly de lemäni  çözüwini tapaly . Bu de lemäni  
üýtgeýän ululyklaryny aýyl-saýyl edeli : 
 

xdx
y

dy sin . 

 
So ky de ligi integrirläp, 
 

Csy lncosln  
 

de ligi alarys. Bu ýerden xCey cos  bolar. 
Berlen de lemäni  çözüwini 
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bolar. eýlelikde, (16) de leme 
 

y t
y t t dt C

n

n

2

1
12

 

 
görnü li de lemä getirildi. Bu bolsa (13) görnü li 
de lemedir. 
 

3-nji mysal. y y  de lemäni  y 0 1, 
y 0 0 ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwini 
tapmaly. 

Çözüli i. Garalýan de lemäni  iki bölegini hem  
2y -e köpeldip, 

 
2 2y y y y  

 
de lemäni alarys. 
 

dy
dx

yy
2

2 ; dy yy dx2 2 ; dy ydy2 2 ; 

y y C2 2
1 . 

 
Ba langyç ertleri nazarda tutup alnan C1 1 bahany 

so ky de lemede goýup, y y2 2 1 de lemäni alarys. 
Bu ýerden 
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x

x

dtttLCx
0

)()()( , Txx0           (1) 

 
de sizlik ýerine ýetse, onda 
 

x

x

dttL

Cex 0

)(

)( , Txx0            (2) 
 
de sizlik ýerine ýeter. 

Subudy. (1) de sizligi  sag bölegini )(x  bilen 
belgiläli : 

x

x

xdtttLC
0

)()()( .            (3) 

Onda 
)()( xx             (4) 

 
bolar. Bu de sizligi )(xL  -e köpeltsek, 
 

)()()()( xxLxxL  
 
bolar. (3) de ligi differensirläp, )()()( xxLx  de ligi 
alarys. Onda so ky de sizligi 
 

)()()(' xxLx  
 
ýa-da 

)(
)(
)(' xL

x
x  
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görnü de ýazmak bolar. De sizligi  iki bölegini hem 0x -
dan x -a çenli integrirläp, 
 

x

x

dttLxx
0

)()(ln)(ln 0  

ýa-da 
x

x
dttL

Cex 0
)(

)( , ))(( 0 Cx  
 
de sizligi alarys. Bu de sizligi  sag bölegini (4) 
de sizlikde goýup, (2) de sizligi alarys. 
 2-nji teorema (Bihari teoremasy). Goý, )(x  

)( 0 Txx  otrisatel däl üznüksiz fuksiýa 
 

x

x

dttCx
0

)]([)(            (5) 

 
integral de sizligi kanagatlandyrýan bolsun, bu ýerde 

0C  -hemi elik san, )(u  )0( u  kemelmeýän 
üznüksiz funksiýa, ondan hem ba ga 0u  bahalar üçin 

0)(u  we 0)0( . 
 Onda 
 

)]()([)( 0
1 xxCGGx  

 
de sizlik ýerine ýetýändir, bu ýerde 

)(uG funksiýa
)(

1
u

funksiýany  asyl funksiýasy, 1G bolsa 

G funksiýany  ters funksiýasy. 
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Goý, 
 

  y tn 2 , y tn          (16) 
 
görnü de a ladylan bolsun, bu ýerde t  
differensirlenýän funksiýa. t  we t  funksiýalar (14) 
de lemäni to destwa öwürmelidir, ýagny 

 
F t t, 0 . 

 
(16) de lemäni çözmek üçin a akdaky usuly beýan edeli . 
Matanaliz kursundan belli bol y ýaly, 
 

dy y dxn n1 , dy y dxn n2 1  
 

gatna yklary ýazmak bolar. Bu de liklerden dx -i çykaryp, 
 

y dy y dyn n n n1 1 2  
ýa-da 

d y t t dtn 1 2
2  

 
 

de lemäni alarys. Muny integrirlesek, 
 

y t t dt Cn 1
12  
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du

f u du C
dx

2 1

 

 
görnü li de lemäni alarys. Kök astyndaky a latma nuldan 
tapawutlydyr diýeli . De lemäni  iki bölegini hem 
integrirläp, onu  umumy integralyny 
 

du

f u du C
C x

2 1
2  

 
 
görnü de taparys. Muny 
 

x u C C, , ,1 2 0 
 

anyk däl görnü de ýazaly . u-y y n 2  bilen çal yryp, 
 

x y C Cn, , ,2
1 2 0 

 
görnü li n 2  tertipli de lemäni alarys. Bu bolsa (1) 
görnü li de lemedir. a görä-de bu de lemäni 
çözmeklige görkezilen usullary  birini ulanmak bolar. 

Indi (14) de lemäni  uly önüme görä çözülmedik 
ýagdaýyna garaly . Bu ýagdaýda ony parametrik görnü de 

latmak bolar. 
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 Subudy. (5) de sizlikden 
 

x

x

dttCx
0

)]([)(  

 
de sizligi alarys, bu ýerde -ýeterlikçe kiçi položitel san. 

],[ 0 Txx  üçin 
 

)()( xux              (6) 
 
de sizligi  dogrudygyny görkezeli , bu ýerde )(xu  
funksiýa  

x

x

dttuCxu
0

)]([)(           (7) 

integral de lemäni  çözüwidir. 0xx  bahada 
 

)()( 00 xux , 
 
ýagny (6) de sizlik ýerine ýetýär. (6) de sizlik ],[ 0 Tx  
kesimi  hemme nokatlarynda ýerine ýetmeýär diýeli . 
Onda )(xu we )(x  funksiýalary  üznüksiz bolanlygy 
sebäpli, 0x  bar bolsun )()( xux de sizlik ),( 0 xxx  
bahalar üçin ýerine ýeter we )()( xux  bolar. 
 

x

x

x

x

xudttuCdttCx
00

)()]([)]([)( . 

 
Bu bolsa edilen gümana gar y gelýär. 
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 eýlelikde, (6) de sizlik subut edildi. 
 (7) de lemäni  
 

)(' uu , Cxu )( 0  
 
meselä de güýçlidigini görmek kyn däldir. Bu ýerden 
 

u

c

xx
t

dt
0)(
 

 
ýa-da 
 

0)()( xxcGuG . 
 
Teoremany ertlerini göz ö ünde tutup, bu ýerden 
 

)]()([)( 0
1 xxcGGxu  

 
de ligi alarys. Diýmek 
 

)]()([)( 0
1 xxcGGx . 

 
Bu de sizlikde 0 predele geçip, subut etmeli 
de sizligimizi alarys. 
 1-nji kesgitleme. Eger islenduk Ryxyx ),(),,(  
nokatlar üçin 
 

yyxLyxfyxf )(),(),( , 
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y x C C x Csh 1 2 3  

 
funksiýa garalýan de lemäni  umumy çözüwidir. 
 

3.     

F y yn n2 0,          (14) 

 
de lemä garaly . Goý, (14) de leme uly önüme görä 
çözülen bolsun, ýagny 
 

   y f yn n 2 .          (15) 

 

y un 2  ornuna goýmany etsek, onda (15) de leme 
 

u f u  
 

görnü i alar. Iki bölegini hem 2u -e köpeldip, ony 
 

2 2u u f u u  ýa-da du f u du2 2  
 

görnü de ýazarys. Bu ýerden 
 

u f u du C2
12  

 
ýa-da 
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du

u
dx

1 2
 

 
görnü de ýazarys. Muny integrirläp, 
 

du

u
x C

1 2 1 ýa-da ln u u x C1 2
1 

 
görnü de de ligi alarys. Bu ýerden 
 

u u ex C1 2 1  
 

bolar. nda 
 

u u e x C1 2 1  
 
 

bolar. So ky de likleri  degi li böleklerini aýryp, 
 

u x Csh 1  
 

de ligi alarys. Bu ýerde u -y y  bilen çal yryp, 
 

y x Csh 1  
 

de lemäni alarys. Diýmek, 
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( )(xL -üznüksiz funksiýa) de sizlik ýerine ýetýän bolsa, 
onda ),( yxf  funksiýa ],[],[ 000 bybyTxR  oblastda 
y boýunça umumla dyrylan Lip is ertini 
kanagatlandyrýar. 
 Indi Gronuoll-Bellman teoremasyny peýdalanyp, 
 

),( yxf
dx
dy , 00 )( yxy            (8) 

 
meseläni  çözüwini  käbir häsiýetlerini der äli . 
 3-nji teorema. Goý,   ),( yxf funksiýa R  
oblastda y boýunça umumla dyrylan Lip is ertini 
kanagatlandyrýan bolsun. Onda (8) meseläni  birden artyk 
çözüwi bolmaýar. 
 Subudy. Goý )(x we )(x  funksiýalar (8) 
meseläni  çözüwleri bolsun. Olary (8) meselä de güýçli 
integral de lemede goýup, 
 

dtttfyx
x

x

)](,[)(
0

0  

dtttfyx
x

x

)](,[)(
0

0  

 
tozdestwolary alarys.Bu ýerden 
 

dtttfttfxx
x

x0

)](,[)](,[)()( . 

 
De sizligi  sag bölegine Lip is ertini ulansak, 
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x

x

dttttLxx
0

)()()()()(  

 
bolar. )()()( xxx  belgilemäni girizeli . Onda 
so ky de sizlik 
 

x

x

dtttLx
0

)()()(  

 
görnü i alar. Gronuoll-Bellman teoremasyny ulansak, 
 

0)(x  
 
bolar. Diýmek, 0)()( xx ,   ],[ 0 Txx  üçin. 
Teorema subut edildi 
 2-nji kesgitleme. Eger islendik Ryxyx ),(),,(  
nokatlar üçin  
 

)(),(),( yyyxfyxf  

 
de sizlik ýerine ýetýän bolsa, bu ýerde )(u  )0( u  
kemelmeýän üznüksiz funksiýa, 0u  bahalar üçin 

,0)(u  0)0(  we 
 

0 )(u
du             (9) 
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görnü e geler. Bu (10)-a me ze  de lemedir. nu  çözüli  
usuly hem edil onu  ýalydyr. 

Goý, (12) de leme kiçi önüme görä çözülen bolsun, 
ýagny 

 

y f yn n1 . 

 

y tn  belgilemäni girizsek, onda 
 

y f tn 1  
 

bolar. unlukda biz 
 

y f tn 1 ,  y tn  
 
 

görnü däki de lemäni alarys. Bu bolsa (13) de lemäni  
hususy halydyr. 

2-nji mysal. y y1 2  de lemäni  umumy 
çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. y u  belgilemäni girizip, garalýan 
de lemäni 

u u1 2  
 

görnü e getireris. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip, 
de lemäni 



 154 

 
parametrik görnü de berlen bolsun, t -differensirlenýän 
funksiýa. t  we t  funksiýalar 
 
 

F t t, 0 
 
 

to destwo ýerine ýeter ýaly kesgitlenmelidirler. (13)-den 
 
 

dy t dxn 1  
 

de ligi alarys. Bu ýerden 
 

dx dy
t

d t
t

t dt
t

n 1
 

 
Muny integrirläp, 

x
t
t

dt C1  

 
de ligi alarys. eýlelikde, (13) de leme 
 

x
t
t

dt C1 , y tn 1  

 87

onda ),( yxf funksiýa y  boýunça Osgud ertini 
kanagatlandyrýar diýilýär. 
 Eger ),( yxf  funksiýa R  oblastda y  boýunça Lip is 
ertini kanagatlandyrýan bolsa, onda ol y  boýunça Osgud 
ertini kanagatlandyrýar, sebäbi Luu)(  we (9) ert 

ýerine ýetýär. 
 4-nji teorema. Goý, ),( yxf funksiýa  R  oblastda y  
boýunça Osgud ertini kanagatlandyrýan bolsun. Onda (8) 
meseläni  birden artyk çözüwi bolmaýar. 
 Subudy. Goý, (8) meseläni  iki çözüwi bar diýeli . 
Olary )(x we )(x bilen belgiläp, (8) meselä de güýçli 
integral de lemä goýsak, 
 

x

x

dtttfyx
0

)](,[)( 0 , 
x

x

dtttfyx
0

)](,[)( 0  

 
bolar. Bu ýerden 
 

x

x

dtttfttfxx
0

))(,()](,[)()( , 

x

x

dtttxx
0

))()(()()( . 

 
)()()( xxx  belgilemäni girizip, 

 
x

x

dttx
0

))(()(  
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de sizligi alarys. Bihari de sizligini ulansak, onda 
 

)]()0([)()()( 0
1 xxGGxxx  

 
bolar. (9) erti nazara alsak, 
 

0)()()( xxx  
 
bolar. Bu ýerden )()( xx . 
 eýlelikde, teorema subut edildi. 
 Bellik. Subut edilen teoremadan görnü i ýaly, eger 

),( yxf funksiýa y  boýunça Lip is ertini 
kanagatlandyrýan bolsa, onda (8) mesläni  birden artyk 
çözüwi bolmaýar. 
 

§11. Çözüwi  parametre üznüksiz baglylygy we 
parametr boýunça differensirlenmegi 

 
 

),,( yxf
dx
dy , 00 )( yxy            (1) 

 
meselä garaly , bu ýerde ],[ 0 -parametr. 
 1-nji teorema. Goý, ),,( yxf  üznüksiz funksiýa 

],[ 0RR oblastda y we  boýunça umumyla dyrylan 
Lip is ertini kanagatlandyrýan bolsun, ýagny 
 

)()(),,(),,( 21 xLyyxLyxfyxf , 
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görnü de bolar. Muny 

 
F x u C1 1 0, ,  

 

görnü de ýazarys. u -y y n 1  bilen çal yryp, 
 

F x y Cn
1

1
1 0, ,  

 
görnü li de lemäni alarys. Bu (1)-e me ze  de lemedir. 

Eger bu de leme y n 1 -e görä çözülen bolsa, onda 
ony 

 

y x Cn 1
1,  

 
görnü de ýazyp, umumy çözüwini 
 

nn

n

CxC

n
xCdxdxCx

n

y

1

2

21

...

...
!2

...,

1

...
 

 
görnü de taparys. 

Indi (12) de lemäni  argumentlerine görä 
çözülmeýän ýagdaýyna garaly . Goý, (12) de leme 

 

  y tn 1 , y tn          (13) 
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ol de lemäni  umumy integraly ýa-da umumy çözüwi 
bolar. 

Goý, (1) de leme x -a görä çözülen bolsun. nda 

ony x y n  görnü de ýazarys. Bu ýerde y tn  

belgilemäni girizsek, onda x t  bolar. eýlelikde, (1) 
de leme 

 

   x t , y tn          (11) 
 
görnü de a ladylar. Bu ýerden görnü i ýaly (11) de leme 
(10) de lemäni  hususy halydyr. 

2.    

F y yn n1 0,          (12) 

 
de lemä garaly . Goý, (12) de leme uly önüme görä 

çözülen bolsun. nda ony y f yn n 1  görnü de 

ýazarys. y un 1  belgilemäni girizsek, onda de leme 
 

du
dx

f u  

 
görnü i alar. nu  umumy integraly 
 

du
f u

x C1 , f u 0  
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),,( yx , Ryx ),,( , 
 
bu ýerde )(xL );2,1( 0 Txx -üznüksiz fuksiýalar. 
Onda (1) meseläni  çözüwi  boýunça üznüksiz 
funksiýalardyr. 
 Subudy. Goý, ],[, 021 bolsun. (1) meseläni  
çözüwini ),(x  bilen belgiläli . -ny  görkezilen 
bahalaryna degi li ),( 1x we ),( 2x  çözüwleri (1) meselä 
de güýçli bolan integral de lemede goýup, 
 

dtttfyx
x

x

]),,(,[),(
0

0 , )2,1(i  

 
toždestwolary alarys. Bu ýerden 
 

,])(),(),()([

]),,(,[]),,(,[

),(),(

212211

2211

21

0

0

dttLxxtL

dtttfttf

xx

x

x

x

x

 

dtxxtL

dttLxx

x

x

T

x

0

0

),(),()(

)(),(),(

211

21221

. 

 
Bu ýerde 
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),(),(),( 21 xxx  
T

x

CdttL
0

])( 212  

 
belgilemeleri girizsek, onda 
 

x

x

dtttLCx
0

)()()( 1  

 
bolar. Gronuoll-Bellman teoremasyny ulansak,  
 

x

x
dttL

eCx 0
1 )(

)(  
 
ýa-da 
 

21

)(

2

0
1

0

)()(

T

x
dttLT

x

edttLx  

 
bolar. Bu de sizligi  
 

2121 ),(),( Lxx  
 

görnü de ýazaly , bu ýerde 
T

x

dttL
T

xedttLL
0

0
1 )(

2 )(  -

hemi elik san. Ýokardaky de sizlikden görnü i ýaly 
21  ýeterlikçe kiçi bolanda ),(),( 21 xx  

ýeterlikçe kiçi bolar. Bu bolsa ),(x çözüwni görä 
üznüksiz funksiýadygyny görkezýär. 
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görnü i alar. Bu de lemäni 
 

dy t C dxn 2
1 1,  ýa-da 

dy t C t dtn 2
1 1,  

 
görnü de göüçreli . Bu ýerden 
 

y t C t dt Cn 2
1 1 2, . 

 
Sag bölegini 2 1 2t C C, ,  bilen belgilesek, onda ol 
 

y t C Cn 2
2 1 2, ,  
 

görnü li de leme bolar. Bu usuly ýene n 2  gezek 
gaýtalasak, onda 

 
y t C Cn n, ,... ,1  

 
görnü li funksiýa geleris. eýlelikde, (1) de lemäni  
 

x t
y t C Cn n

,
, ,...,1

 

 
parametrik görnü li umumy integralyny alarys. Eger bu 
de liklerden t -ni çykarmak ba artsa, onda alnan funksiýa 
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görnü de ýazmak bolar. Bu ýerdäki integral hasaplanylsa, 
onda tapylan hususy çözüw alnar. Munu eýledigini 
özba dak barlap görü . 

Eger (1) de lemäni (2) görnü de ýazmak ba artmasa, 
onda ony 

 

  x t , y tn , t -parametr        (10) 
 
parametrik görnü de bermek bolar, bu ýerde t  
differensirlenýän funksiýa bolmalydyr we 
 

F t t, 0  
 

ýerine ýetmelidir. 
(10)-dan dx t dt  bolar. ndaky ikinji de ligi 
 

dy t t dtn 1  
 

görnü de ýazaly . Bu ýerden 
 

y t t dt Cn 1
1.  

 
Munu  sag bölegini 1 1t C,  bilen belgilesek, onda ol 

 

y t Cn 1
1 1,  
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 2-nji teorema. Goý, ),,( yxf  üznüksiz funksiýa R  
oblastda y  boýunça Osgud ertini we  boýunça Lip is 
rtini kanagatlandyrýan bolsun, ýagny 

 
Lyyyxfyxf )(),,(),,( , 

),,( yx , Ryx ),,( , 
 
Onda (1) meseläni  çözüwi -a görä üznüksiz 
funksiýadyr. 
 Subudy. Goý, ],[, 021  bolsun. (1) meseläni  
çözüwini ),(x bilen belgiläli . Onda 
  

21021

2211

21

)()),(),((

]),,(,[]),,(,[

),(),(

0

0

xTLdtxx

dtttfttf

xx

x

x

x

x

 

 
bolar. ),(),()( 21 ttx belgilemäni girizip, bu 
ýerden 
 

x

x

dttCx
0

))(()(  

 
de sizligi alarys, bu ýerde 210 )( xTLC . Bihari 
teoremasyny ulanyp, 
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)()((),(),( 0210
1

21 xxxTLGGtt  
 
de sizligi alarys. 
 Eger 21  ýeterlik kiçi bolsa, onda 

),(),( 21 tt  -ni  ýeterlik kiçi bolýandygy bu ýerden 
gelip çykýar. 
 Teorema subut edildi. 
 Indi (1) meseläni  çözüwini   boýunça önümini  
bardygyny görkezeli  hem-de ony kesgitläli . 
 3-nji teorema. Goý, ),,( yxf  üznüksiz 
funksiýany  ,,, 0000 bybyTxR  oblastda 

yf ' , 'f  üznüksiz önümleri bar bolsun we 
 

1' Lf y  , 2' Lf , constLL 21, . 
 
Onda (1) meseläni  çözüwini   boýunça önümi bardyr 
we ol 
 

dtdsysfytfy x

x

x

t
y

0

),,('exp),,('  

 
formula boýunça tapylýandyr. 
 Subudy. Goý, ,0 we -ny  bu bahasyny 
degi li (1) meseläni  çözüwi )(xy bolsun. Onda  
 

),,( yxfy , 00 )( yxy            (2) 
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 y e x
C

x C x Cx 3
2
1 2

2 3          (92) 

 
bolar. Bu funksiýa garalýan de lemäni  umumy çözüwidir. 

Eger berlen de lemäni  y 0 0, y 0 1, 
y 0 1 ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwini 
tapmaklyk talap edilse, onda (9), (91), (92) de liklerde 
(formulalarda) x -y  ornuna 0-y, y -i  ornuna 0-y, y -i  
ornuna -1-i, y -i  ornuna  1-i goýup alnan 

 
C

C
C

1

2

3

1 1
2 1
3 0

 

 
de lemeler sistemasyndan kesgitlenen C1 2 , C2 1, 
C3 3 bahalary umumy çözüwde goýup, 
 

y e x x xx 3 32  
 

görnü li hususy çözüwi taparys. 
Garalýan meseläni  çözüwini (6) formuladan 

peýdalanyp, 
 

y x t te dt x xt
x1

2
1
2

2 2

0
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Çözüli i. De lemäni dy xe dxx  görnü de 
ýazaly . Bu de ligi  iki bölegini hem integrirlesek, 

 
y xe dx Cx

1  

 
ýa-da 
 
   y xe e Cx x

1           (9) 
 
 
bolar. Bu de lemäni 

 

dy xe e C dxx x
1  

 
görnü de göüçreli . Munu  iki bölegini hem integrirläp, 
         
  y xe e C x Cx x2 1 2           (91) 
 
 
görnü li de lemä geleris. Bu de lemäni 

 

dy xe e C x C dxx x2 1 2  

 
görnü de ýazyp, iki bölegini integrirlesek, onda 
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bolar. (2) we (1) de liklerden alarys: 
 

),,(),,()( yxfyxf
dx

yyd , 

0)()( 00 xyxy  
 
De ligi  sag bölegine Lagranž formulasyny ulansak, onda 
 

),)(~,,('))(,~,(')( yxfyyyxf
dx

yyd
y      (3) 

0)()( 00 xyxy  
 
bolar, bu ýerde 
 

)(~
1 yyyy , )(~

2 , 1,0 21 . 
 
Goý,  bolsun. 
 

yyx ),,(  

 
belgilemäni girizip, (3) meseläni 
 

)~,,('),~,(' yxfyxf
dx
d

y , 

0),,( 0x  
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görnü de ýazarys. Bu meseläni  çözüwini 
 

dtdsysfytfx
x

x

x

t
y

0

),~,('exp)~,,('),,(  

 
ýa-da 
 

dtdsysfytfyy x

x

x

t
y

0

).~,('exp)~,,('  

 
görnü de taparys. So ky de likde  bolandaky 
predele geçsek, onda 
 

dtdsysfytfyy x

x

x

t
y

0

).,('exp),,('lim  

ýa-da 

dtdsysfytfy x

x

x

t
y

0

).,('exp),,('  

bolar. 
 
 

§12. Aýratyn çözüwler barada 
 
 

Eger 
),(' yxfy  

 
de lemäni  sag bölegini R oblasty  her bir nokadynda 
Pikar teoremasyny ertlerini kanagatlandyrýan bolsa, onda 
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1

1
1

0
n

t x t dtn n

x

x

!
          (8) 

 
görnü de a latmak bolar. 

Ba langyç ertleri hem-de n x f x  
to destwony göz ö ünde tutsak, onda (8)-den (7) de lige 
geleris. 

(1) de leme önüme görä çözülen ýagdaýynda birnäçe 
de lemeleri  alynmagy mümkin. lar 

 

y f xn
i   i n1 2, ,... ,  

 
görnü lerde bolar. nda (2) de leme üçin beýan edilen 
usuly ulanmak bilen olary  umumy çözüwleri 
 

y x C Ci n, ,...,1   i n1 2, ,... ,  
 

ýa-da umumy integrallary 
 

i nx y C C, , ,...,1 0  i n1 2, ,... ,  
 

görnü lerde tapylar. 
1-nji mysal. 

 
y xex  

 
de lemäni çözmeli. 
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000

1
0

1
01

...

...
!1!1

1

0

yxxy

xx
n
ydttftx

n
y n

nx

x

n

      (6) 

 
ýa-da 
 

   
1

0
0

0

1

!

!1
1

0

n

k

k
k

x

x

n

xx
k

y

dttftx
n

y
          (7) 

 
görnü lerde göüçrilip bilner. 

Ýökarda tapylan formula ba ga ýol bilen hem 
gelmek bolar. 

Goý, y x  funksiýa (2) de lemäni  (5) ertleri 
kanagatlandyrýan çözüwi bolsun, ýagny 

 

x y0 0 , x y0 0 , . . . , n nx y1
0 0

1 . 
 

ny Teýlor formulasy boýunça 
 

1
0

0
1

000

!1
...

...

n
n

xx
n

x
xxxxx
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ol de lemäni  ),( 00 yx nokatdan geçýan ýeke-täk çözüwi 
bar. Bu ýagdaýda ),( 00 yx  nokada ady nokat diýilýär. 
 Eger ),( 00 yx  nokatda de lemäni  çözüwini  ýeke-
täkligi bozulsa, onda ol nokada aýratyn nokat diýilýär. 
 Eger )(xy  çözüwi  grafigini  hemme 
nokatlarynda ýeke-täklik erti bozulsa, onda ol çözüwe 
aýratyn çözüw diýilýär. 
 Pikar teoremasyndan belli bol y ýaly, çözüwi  ýeke-
täklik ertini üpjün edýän Lip is ertidir. O a görä-de 
tekizlikde aýratyn çözüwleri Lip is ertini  ýerine 
ýetmeýän ýerlerinden (nokatlaryndan) gözlemeli. Çözüwi  
grafigini  aýratyn nokatlardan durýandygyny ýa-da 
durmaýandygyny Lip is erti bilen barlamak a sat i  däl. 
 onu  üçin durmu da Lip is ertini  ýerine 
 

L
y
f  

 
ert ulanylýar. Bu de sizligi  Lip is ertini üpjün edýändigi 

görkezilipdi. Bu ýagdaýda differensial de lemäni  aýratyn 
çözüwi bolmaýar. 

 Eger ),( yxf  funksiýany  
y
f  önümi )(xy  

bolanda tükeniksizlige öwrülse, ýagny 
 

)( xyy
f  
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bolsa , onda Lip is erti ýerine ýetmeýär. Diýmek, 
)(xy  funksiýany  aýratyn çözüw bolaýlaklygy 

ähtimaldyr. 
Eger )(xy  funksiýa berlen differensial de lemäni 

kanagatlandyrsa, onda ol aýratyn çözüw bolar. 

y
f  hususy önümi tükeniksizlige öwürýän birnäçe 

funksiýalary  bolmagy mümkin. Olary  aýratyn çözüwler 
bolýandygyny ýa-da bolmaýandygyny görkezilen usul 
bilen anyklamak bolar. 

1-nji mysal. xyy  de lemäni  aýratyn 
çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. Berlen ýagdaýda 
 

xyyxf ),(  
 
Bu funksiýany  önümi 
 

xyy
f

2
1  

 
xy  bolanda tükeniksizlige öwrülýär, ýagny 

 

xyy
f  

Diýmek, xy  gönüni  nokatlarynda Lip is erti ýerine 
ýetmeýär. Bu xy  funksiýany  berlen de lemede 
goýulanda, ony kanagatlandyrmaýandygyny görýäris. 
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... ...
!x

x

x

x

n

n

x

x
f x dx dx

n
x t f t dt

0 0 0

1
1

1       (4) 

 
Ko i formulasyny peýdalanyp, umumy çözüwi 
 

nn

n

x

x

n

CxC
n
xC

dttftx
n

y

1

1

1

1

...
!1

!1
1

0  

 
görnü de ýazarys. 

Goý, (2) de lemäni  
 

y x y0 0 , y x y0 0 ,…, y x yn n1
0 0

1        (5) 
 
ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk 
talap edilýän bolsun. nda (2) de lemäni  çep we sag 
böleklerinden yzygiderli n  gezek x0-dan x -a çenli integral 
alarys. er gezek integral alnanda ba langyç ertlerden 
degi lisini peýdalanyp, (2) de lemäni  çözüwini 

000

1
0

1
0

...

...
!1

......
00

yxxy

xx
n
ydxdxxfy n

nx

x

x

x  

 
görnü de taparys. Bu de lik 
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de ligi alarys. Bu de ligi 
 

dy f x dx C dxn 2
1  

 
görnü de ýazyp we iki bölegini hem integrirläp, 
 

y f x dxdx C x Cn 2
1 2  

 
görnü li de lige geleris. Integrirlemekligi n 2  gezek 
yzygiderli gaýtalap. 
 

   
nn

n

n

CxC
n
xC

dxdxxfy

1

1

1 ...
!1

......

          (3) 

 
de ligi alarys. Bu funksiýa (2) de lemäni  umumy 
çözüwidir. (3) çözüwde kesgitsiz integrallary ýokarky çägi 
üýtgeýän ululykly kesgitli integrallar bilen çal yrmak bolar, 
ýagny ony 
 

y f x dx dx C x
n

C x C
x

x

x

x

n

n

n n... ...
!

...
0 0

1

1

11
 

 
görnü de ýazmak bolar. 
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Diýmek, xy  funksiýa ol de lemäni  aýratyn 
çözüwi bolmaýar. 
 

2-nji mysal.   1xyy ,
 0xy   
 
de lemäni  aýratyn çözüwini tapmaly.  

Çözüli i. Bizi  de lemämizde 
 

1),( xyyxf . 

xyy
f

2
1 . 

 

ki mysaldaky ýaly xy  bolanda 
y
f  tükeniksizlige 

öwrülýär, ýagny Lip is erti ýerine ýetmeýär. Bu xy  
funksiýany  garalýan de lemäni  çözüwidigi aýdy dyr. 

Garalýan de lemede uxy  belgilemäni girizip, 
 

xCxy
4

2

 

 
umumy çözüwini taparys. Tapylan xy  çözüwi  her bir 

00 , yx  nokadyndan umumy çözüwi  0xC  bahasyna 
degi li 

xxxy
4

2
0  

çözüwi geçýär. 
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eýlelikde, xy  çözüwi  her bir nokadyndan iki 
sany integral egri geçýär. Diýmek, xy  aýratyn çözüw. 
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§2. Umumy de lemäni  hususy görnü leri 
 
 

Umumy de lemäni  käbir hususy görnü lerini  
tertibini kemeldip bolýar. eýlelikde, olary  umumy 
integrallaryny tapmaklyga mümkinçilik döreýär. eýle 
de lemeleri  birnäçesine garaly . 

 
1.    

F x y n, 0           (1) 

de lemä garaly . 
(1) de lemäni çözmekligi  mümkin bolan birnäçe 
ýagdaýlaryna garaly . Goý, (1) de leme önüme görä 
çözülen bolsun. nda ony 
 

    y f xn            (2) 
 
görnü de ýazmak bolar, bu ýerde f x  funksiýa a b,  
interwalda üznüksiz. (2) de lemäni 
 

dy
dx

f x
n 1

  ýa-da  dy f x dxn 1  

 
görnü de göüçreli . So ky de ligi  iki bölegini hem 
integrirläp, 
 

y f x dx Cn 1
1  
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tertipli bolmaly. Berlen de lemede y  -i x  -y  funksiýasy 
diýip hasap edip, (9) de ligi x  boýunça 3 gezek yzygiderli 
differensirläp, alarys: 

 
x C y C y1 2 0 , 

1 02
2y C y y , 

y C y y y2 3 0 . 
 
 

So ky iki de ligi  ilkinjisinden y C2  -ni tapyp, so kuda 
onu  ornuna goýsak, onda 
 

y y y y1 3 02 2  

 
gözlenilýän differensial de leme alnar. 

Differensial de lemäni  çözüwini tapmak 
ýörelgesine differensial de lemäni integrirleme diýilýär. 
Ýokary tertipli differensial de lemäni integrirleme meselesi 
birinji tertipli differensial de lemäni integrirleme 
meselesine garanda ep-esli çyl yrymlydyr. a görä-de bu 
bapda umumy görnü li (1) de lemäni  käbir hususy 
görnü lerine we onu  tertibini kemeldip bolýan 
ýagdaýlaryna gararys hem-de olary  umumy çözüwlerini 
tapmaklygy  usullary bilen tany dyrarys. 

(2) de leme üçin beýan edilen dü ünjeler (1) 
de lemä hem degi lidir. 
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II BAP  
 

ÖNÜME GÖRÄ ÇÖZÜLMEDIK DE LEMELER 
 

Bapda önüme görä çözülmedik birinji tertipli ady 
differensial de lemeler öwrenilýär. 

 
 

§1. Önüme görä çözülmedik differensial de lemäni  
çözüwini   

barlyk we ýeke-täklik teoremasy 
 
 

0),,( yyxF            (1) 
 
de lemä garaly . (1) de leme üçin Ko i meselesini 
kesgitläli . (1) differensial de lemäni  
 

00 )( yxy             (2) 
 
erti kanagatlandyrýan )(xy  çözüwini  tapmaklyga 

Ko i meselesi diýilýär. 
(2) de lige ba langiç ert diýilýär, 0x , 0y  sanlara 

ba langiç bahalar diýilýär. 
 

],[],[],[ 000000
* cycybybyaxaxR  

 
Belgilemäni girizeli , bu ýerde a , b , c  berlen hakyky 
sanlar, 0y  san 
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0),,( 00 yyxF  
 
De lemäni  hakyky köklerini  biri. 

Indi (1) de lemäni  (2) erti kanagatlandyrýan ýeke-
täk çözüwini  bardygyny subut edeli . 

Teorema. Goý, ),,( yyxF  funksiýa a akdaky 
ertleri kanagatlandyrýan bolsun: 

a) ),,( yyxF  funksiýa yF  we yF  hususy önümleri 
bilen bilelikde *R  oblastda üznüksiz, 

b) . 0),,( 000 yyxFy . 
Onda ],[ 00 hxhx  kesimde (1)-(2) meseläni  

)(xyy  ýeke-täk çözüwi bardyr we onu  üçin 00 )( yxy . 
Subudy. Teoremany  sertlerinde ),,( yyxF  

funksiýa anyk däl funksiýany  barlyk we ýeke-täklik 
teoremasyny  talaplaryny kanagatlandyrýar. (Bu bize 
matanaliz dersinden bellidir). O a görä-de (1) de leme 

*** RR  oblastda y –i birbahaly funksiýa hökmünde, 
ýagny 

),( yxfy             (3) 

görnü de kesgitleýär. ),( yxf  hususy önümi 
y
f  bilen 

bilelikde üznüksiz funksiýa bolup, 000 ),( yyxf  de lik 
ýerine ýetýär. 

Diýmek, ),( yxf  **R  oblastda  üznüksiz funksiýa we 
y  boýunça Lip is ertini kanagatlandyrýar, ýagny (3) 
de lemani  sag bölegi Pikar teoremasyny ertlerini üpjün 
edýär. Onda (3) de lemäni , ýagny (1) de lemäni  
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egriler ma galasyny  de lemesi bolsun, bu ýerde  
differensirlenýän funksiýa. Berlen egriler ma galasyny  
de lemesindäki y  -ge x  -y  funksiýasy diýip garap hem-
de ony x  boýunça n  gezek yzygiderli differensirläp, 
 
 

x y
y 0, 

2

2

2 2

2
22 0

x x y
y

y
y

y
y , 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
n

n
n

x y
y... 0  

 
görnü li de lemeleri alarys. eýlelikde, berlen hem-de ony 
differensirläp alnan n 1 sany de lemeler sistemasyndan 
C Cn1 ,... ,  erkin hemi elik sanlary (parametrleri) çykaryp, 
(1) görnü li n  tertipli differensial de lemäni alarys. l (8) 
egriler ma galasyny  differensial de lemesi bolar. 

Mysal. 

  x C y C C1
2

2
2

3
2           (9) 

 
egriler ma galasyny  differensial de lemesini düzmeli. 

Çözüli i. Görnü i ýaly, (9) tekizlikdäki töwerekler 
ma galasydyr. l özünde C C C1 2 3, ,  üç erkin hemi eligi 
saklaýar. a görä-de onu  üçin düzülmeli de leme 3-nji 
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(2) de lemäni n  sany birinji tertipli de lemeler 
sistemasyna getirmek bolýar. Goý, y yn1 ,... ,  täze 
gözlenilýän funksiýalar bolsun. (2) de lemede 

y y1, y y2 , y y3 , . . . , y yn
n

1  
 
belgilemeleri girizip, 

   

y y
y y

y y
y f x y y y

n n

n n

1 2

2 3

1

1 2

..........

, , ,...,

          (7) 

 
görnü li de lemeler sistemasyny alarys. (7) sistema (2) 
de lemä ekwiwalentdir (de güýçlidir), ýagny eger 
y x  funksiýa (2) de lemäni  çözüwi bolsa, onda ol 
(7) sistemany  hem çözüwidir we tersine. 

De lemeler sistemasyna ýörite bapda garalar. (7) 
sistema öwreniljek umumy görnü li de lemeler 
sistemasyny  hususy halydyr. ol ýerde differensial 
de lemeleri  normal sistemasy diýip atlandyrylýan umumy 
sistema üçin çözüwi  barlyk we ýeke-täklik teoremasyny  
subudy beýan ediler. 

Egriler ma galasyny  de lemesi boýunça onu  
differensial de lemesini düzmek bolar. 

Goý, 
 
   x y C Cn, , , ... ,1 0           (8) 
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],[ 00 hxhx  kesimde 00 )( yxy erti kanagatlandyrýan 
)(xyy  ýeke-täk çözüwi bardyr. 

Indi 00 )( yxy  bolýandygyny görkezeli . Belli 
bol y ýaly, )(xyy  (3) de lemäni  (2) erti 
kanagatlandyrýan çözüwi. Onda hemme ],[ 00 hxhxx  
bahalar üçin 

))(,()( xyxfxy . 
Goý, 0xx  bolsun. Onda 

000000 ),())(,()( yyxfxyxfxy . 
Teorema subut edildi. 
 
 

§2. Aýratyn çözüwler barada 
 

0),,( yyxF            (1) 
 
de lemäni  aýratyn çözüwini tapmaklyga garaly . 

Garalýan (1) de lemäni  çözüwini  ýeke-täklik 
ertini  bozulýan nokatlaryny tapaly . Onu  üçin (1) 

de lemäni y  boýunça differensirlesek, 
 

0
y
y

y
F

y
F  

bolar, bu ýerde 

y
F
y
F

y
y  
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de ligi alarys. 

y
y

y
F

 erti  ýerine ýetmegi üçin 0
y
F  

bolmaly. 
eýlelikde, aýratyn çözüwleri tapmak üçin 

koordinatalary 

0),,(
0),,(

y
yyxF
yyxF

           (2) 

 
de lemeleri kanagatlandyrýan nokatlary gözlemeli. 
Sistemadan y –i çykaryp 
 

0),( yx  
 
de lemäni alarys. Bu de lemä (1) de lemäni  diskriminant 
egrisi diýilýär. Ol de lemäni  birnäçe bolmagy mümkin. 
Diskriminant egrileri  aýratyn çözüwler bolmagy 
ähtimaldyr. 

eýlelikde, (1) de lemäni  aýratyn çözüwini tapmak 
üçin ilki bilen onu  diskriminant egrilerini tapmaly, so ra 
olary  integral egrilerdigini (çözüwlerdigini) görkezmeli, 

 so unda bu integral egrileri  nokatlarynda çözüwi  
ýeke-täklik ertini  bozulýandygyny der emeli. 

Mysal. 
0yeyxy  

 
de lemäni  aýratyn çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. Berlen de leme üçin (2) sistemany 
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Eger D  oblast güberçek we ol oblastda 

f x y y y n, , ,..., 1  funksiýany  y y y n, , ... , 1  

argumentleri boýunça çäkli hususy önümleri bar, ýagny 
 

f Ly 1 , f Ly 2 , . . . , f L
y nn 1  

 
bolsa, onda ol oblastda Lip is erti ýerine ýetýändir. 

Indi ýokary tertipli de lemeler üçin Ko i meselesini  
çözüwini  barlygyny  we ýeke-täkligini  teoremasyny 
getireli . 

Teorema (Ko i-Pikar teoremasy). Eger 

f x y y y n, , ,..., 1  funksiýa ýapyk D Rn 1 

oblastda üznüksiz we y y y n, , ... , 1  argumentleri 
boýunça Lip is ertini kanagatlandyrýan bolsa, onda (2) 

de lemäni  x y y y Dn
0 0 0 0

1, , , ... , ( )  nokat üçin 

x y0 0 , x y0 0 , . . . , 
n nx y1

0 0
1  

 
ertleri kanagatlandyrýan we x0  nokady  käbir etrabynda 

kesgitlenen ýeke-täk y x  çözüwi bardyr. 
Bu teoremany  subudyny beýan etmekligi  

zerurlygy ýok diýip hasap edýäris. Munu eýledigi 
akdaky ýagdaý bilen dü ündirilýär. 
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x C C y
x C C y

x C C y

n

n

n
n

n

0 1 0

0 1 0

1
0 1 0

1

, ,...,
, , ... ,

..............................
, ,...,

           (6) 

 
görnü li sistemany alarys. (6) sistemadan kesgitlenen 
C C1 1

0 ,...,C Cn n
0  bahalary y x C Cn, , ... ,1  

umumy çözüwde go-ýup y x C Cn, , ...,1
0 0  çözüwi 

alarys. Bu bolsa hususy çözüw bolar. 
 

Eger  

x y y y n, , , ... ,1 1 1
1 , x y y y n, , ,...,2 2 2

1 D  

nokatlar üçin 
 

f x y y y f x y y yn n, , ,... , , , , ...,1 1 1
1

2 2 2
1  

L y y y y y yn n
1 2 1 2 1

1
2

1...  

 

de sizlik ýerine ýetýän bolsa, onda f x y y y n, , ,..., 1  

funksiýa D  oblastda y y y n, , ... , 1  argumentleri 
boýunça Lip is ertini kanagatlandyrýar diýilýär. Bu ýerde 
L 0 - Lip is hemi eligi. 
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0
0

y

y

ex
eyxy

 

 
görnü de alarys. Bu sistemadan y –i çykaryp, 
 

xxxy ln  
 
de leme bilen kesgitlenýän diskriminant egrini taparys. Bu 
funksiýany  berlen de lemäni  çözüwidigi aýdy dyr. 

Berlen de lemäni  umumy çözüwi 
 

CeCxy , 
 
görnü de bolar. Bu gönüler ma galasyny  de lemesidir. 

Diýmek, xxxy ln  integral egrini  her bir 
nokadyndan iki sany integral egri geçýär, olary  biri bu 
egrini  özi, beýlekisi bolsa gönüler ma galasyndan bir 
gönüdir. 

unlukda, diskriminant egri de lemäni  aýratyn 
çözüwi bolýar. 
 
 

§3. De lemeleri  çözüli  usullary 
 

1. 
0),,( yyxF            (1) 

de lemä garaly . 



 104 

Goý, (1) de leme öz argumentlerini  hiç birine görä 
çözülmedik de leme bolsun. (1) de lemede x , y , y  
üýrgeýän ululyklary üç ölçegli gi ligi  koordinatlary 
diýip kabul etsek, onda bize belli bol y ýaly, ol bu 
gi likde ustü  de lemesi bolar. Bu ýagdaýda, ony 

 
),( vux , ),( vuy , ),( vuy           (2) 

 
parametrik görnü de a latmak bolar. Bu funksiýalar (1) 
de lemäni 0)],(),,(),,([ vuvuvuF  toždestwa 
öwürmelidirler, bu ýerde u , v  -parametrler, ),( vu  we 

),( vu  parametrleri  üýtgeýän oblastynda 
differensirlenýän funksiýalar. (2) de likden dx –i we dy –i 
tapaly : 

dv
v

du
u

dx , 

dv
v

du
u

dy . 

 
Bize dxydy  toždestwo bellidir. Bu toždestwoda y , dx , 
dy  üçin tapylan a latmalary goýup 
 

dv
v

du
u

vudv
v

du
u

),(           (3) 

 
de lemäni alarys, bu ýerde u  we v  de hukukly üýtgeýän 
ululyklar. Berlen ýagdaýda, bagly däl üýtgeýän ululyga 
derek u –y, gözlenilýän funksiýa derek v –ny kabul etsek, 
onda (3) de lemäni 
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y x y0 0 , y x y0 0 , . . . ,  

y x yn n1
0 0

1             (5) 
 

ertleri kanagatlandyrýan y x  çözüwini tapmaklyk 
meselesine Ko i meselesi diýilýär. (5)-däki de liklere 

ba langyç ertler diýilýär, x y y y n
0 0 0 0

1, , ... ,  sanlara 
bolsa ba langyç bahalar diýilýär.  

Kesgitleme. Eger 
1) y x C Cn, , ... ,1  n  gezek differensirlenýän 
funksiýa C C Cn1 2, , ... ,  hemi elikleri  islendik bahasynda 
(2) de lemäni kanagatlandyrýan bolsa, 

2) (5) ertlerdäki y i ni
0 1 2, ,... ,  islendik sanlar 

üçin Ci  hemi elikleri  degi li C i ni
0 1 2, ,... ,  

bahalary bar bolup y x C C Cn, , , ... ,1
0

2
0 0  funksiýa 

Ko i meselesini  çözüwi bolsa, onda 
y x C Cn, , ... ,1  funksiýa (2) de lemäni  umumy 
çözüwi diýilýär. 

(2) de lemäni  (5)-däki ertleri kanagatlandyrýan 

çözüwini tapmak üçin (4) sistemada x y y y n, , ... , 1  

üýtgeýän ululyklary  orunlaryna (5)-däki ba langyç 
bahalary  degi lilerini goýup, C C Cn1 2, , ... ,  erkin 
hemi elik sanlara görä 

 



 136 

C x y y y

C x y y y

C x y y y

n

n

n n
n

1 1
1

2 2
1

1

, , , ... ,

, , , ...,
..............................

, , , ...,

 

 
we (3) funksiýa C Cn1 ,... ,  erkin hemi elikleri  islendik 
bahalarynda (2) de lemäni  çözüwi bolsa, onda (3) 
funksiýa D  oblastda (2) de lemäni  umumy çözüwi 
diýilýär. 

Eger (2) de lemäni  umumy çözüwi anyk däl, ýagny 
x y C Cn, , , ... ,1 0  görnü de tapylan bolsa, onda o a 

(2) de lemäni  umumy integraly diýilýär. Eger (3) de lik 
 

x t C C
y t C C

n

n

, ,..., ,
, ,...,

1

1
 

 
görnü de a ladylan bolsa, onda o a (2) de lemäni  
parametrik görnü li umumy çözüwi diýilýär. 

Umumy çözüwden C Cn1 ,... ,  sanlary  her bir 
kesgitli bahalary üçin alnan çözüwe ol de lemäni  hususy 
çözüwi diýilýär. 

Differensial de lemeler nazaryýetinde Ko i 
meselesini öwrenmeklik esasy orun tutýar. a görä-de n  
tertipli differensial de leme üçin hem Ko i meselesini 
kesgitläli . 

(2) differensial de lemäni  
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v
vu

v

uu
vu

du
dv

),(

),(
           (4) 

 
görnü de ýazarys. Sag bölegini  maýdalawjysy noldan 
tapawutly diýeli . (4) de lemäni  sag bölegi u –a we v –e 
görä funksiýadyr. Ony ),( vuf  bilen belgiläp, 
 

),( vuf
du
dv            (5) 

 
de lemäni alarys. eýlelikde, (1) de leme önüme görä 
çözülen differensial de lemä getirildi. 

Goý, ),( Cuv  funksiýa (5) de lemäni  umumy 
çözüwi bolsun. Onda (2) de lemelerden (1) de lemäni  
parametrik görnü däki umumy çözüwini alarys: 
 

)),(,( Cuux , )),(,( Cuuy . 
 

Eger bu de liklerden u  parametri çykarmak ba artsa, 
onda (1) de lemäni  umumy integraly alnar. 

Eger )(uhv  funksiýa (5) de lemäni  aýratyn 
çözüwi bolsa, onda 
 

))(,( uhux , ))(,( uhuy  
 
(1) de lemäni  aýratyn çözüwi bolmagy mümkin. 
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Eger (4)  de lemäni  çözüwini tapmak kyn bolsa, 
onda (3) de lemede bagly däl üýtgeýän ululyga derek v –
ni,  gözlenilýän funksiýa derek u –y kabul edip, önüme 
görä çözülen ba ga görnü li differensial de lemäni almak 
bolar. Ol de lemäni  çözüwini tapmak (4) de lemäni  
çözüwini tapmakdan ýe il bolmagy mümkin. 

1-nji mysal. 
y
yx

ey  de lemäni çözmeli. 
 

Çözüli i. Berlen de lemäni parametrik görnü de 
ladaly . Eger 

 
uuvex , vy , uey            (6) 

 
funksiýalary görnü lerde kesgitläp olary berlen de lemede 
goýsak uu ee  toždestwony alarys. 

Indi berlen de lemäni çözmäge geçeli . dx -i we dy -
i tapyp we dxydy  toždestwoda goýup, 

 
uvduudvvdudv  

 
de lemäni alarys. Bu ýerde u -ny bagly däl üýtgeýän 
ululyga derek, v -ni gözlenilýän funksiýa derek kabul 
edýäris. Onda 
 

uv
du
dvuv

du
dv  

 
ýa-da 
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Eger käbir a b,  interwalda n  gezek 
differensirlenýän y x  funksiýa (2) de lemäni 
to destwa öwürýän, ýagny 

 
n nx f x x x x, , ,..., 1  

 
bolsa, onda y x  funksiýa ol de lemäni  çözüwi 
diýilýär. Çözüwi  grafigine integral egri diýilýär. 

Goý, 
 

   y x C Cn, , ... ,1            (3) 
 

funksiýa D  oblastda x  boýunça n  gezek differensirlenýän 
bolsun, bu ýerde C Cn1 ,... ,  erkin hemi elikler. Eger 
 

  

y x C C
y x C C

y x C C

n

n

n n
n

, ,...,
, , ... ,

..............................
, ,...,

1

1

1 1
1

          (4) 

 
de lemeler sistemasy C Cn1 ,... ,  hemi eliklere görä 
çözülýän bolsa, ýagny 
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III BAP  
 

ÝOKARY TERTIPLI DIFFERENSIAL 
DE LEMELER 

 
 

§1. Esasy dü ünjeler we kesgitlemeler 
 

Tertibi 1-den uly bolan differensial de lemä ýokary 
tertipli differensial de leme diýilýär. 

Ýokary tertipli ady differensial de leme umumy 
görnü de 

 

   F x y y y n, , , ... , 0           (1) 

 
de lik bilen berilýär, bu ýerde x  - bagly däl üýtgeýän 

ululyk, y  - gözlenilýän funksiýa, y y n,...,  - gözlenilýän 
funksiýany  önümleri, F  - berlen funksiýa. 
 

  y f x y y yn n, , ,..., 1            (2) 

 
görnü de berlen de lemä ýokary tertipli önüme görä 
çözülen de leme diýilýär. f  funksiýa D  oblastda 
üznüksiz. 

(1) we (2) de lemelere n  tertipli de lemeler hem 
diýilýär. 
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0)1( v
du
dvu  

 
de lemäni alarys. 

Iki ýagdaýa garaly : 

1). 0v
du
dv . 

Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip du
v
dv  de lemäni, 

so ra integrirläp uCev  çözüwi taparys. v -ni  bu 
bahasyny (6) de liklerde goýsak 
 

Cux , uCey  
 
bolar. Bu funksiýalar bilelikde berlen de lemäni  
parametrik görnü däki umumy çözüwi bolar. Bulardan u -
ny çykaryp, ol de lemäni  CxCey /  görnü de umumy 
çözüwini alarys: 
2). 01u , 1u  bahany (6) de liklerde goýup 1vex , 

vy  de likleri alarys. Bu ýerden exy  funksiýa berlen 
de lemäni  aýratyn çözüwi bolar. 

2. (1) de lemäni  x -a görä çözülen ýagdaýyna 
garaly : 
 

),(1 yyFx            (7) 
 

py  belgileme girizeli , bu ýerde p -parametr. Onda 
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),(1 pyFx             (8) 
 
bolar. Bu funksiýany  differensialy 
 

dp
p
Fdy

y
Fdx 11  

 

bolar. Bu ýerde dx –i  ýerine 
p

dy –ni ýazyp, 

 

dp
p
Fdy

y
F

p
dy 11  

 
de lemäni alarys. Bu ýerde y  we p  dephukukly 
ululyklardyr. Eger y  -i bagly däl üýtgeýän ululyk, p -ni 
gözlenilýän funksiýa diýip kabul etsek, onda bu ýerden 
önüme görä çözülen  differensial de lemäni 
 

p
F

y
F

p
dy
dp

1

11

           (9) 

 
görnü de alarys. Bulara me ze  de lemäni çözmekligi  
usullary birinji bapda öwrenilipdi. 

Goý, 
0),,( Cpy          (10) 
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10-njy mysal 013y  de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. De lemede y  -i  ornuna 
x

Cy  -i goýup, 

umumy integralyny alarys. Bu umumy integral 1y  
hakyky differensial de lemäni  hem-de 
 

2
31 ty  

 
kompleks differensial de lemeleri  çözüwlerini özünde 
saklaýar. 

11-nji mysal. 0sin y  de lemäni çözmeli. 
Çözüli i. Bu de lemäni y  -e görä çözüp 

 
ky  ,...)2,1,0(k  

 
de likleri alarys. Onda 
 

Cxky  
bolar. Bu ýerden 

x
Cyk . 

 
Muny de lemede y  –i  ornuna goýup, onu  umumy 
intrgralyny 

0sin
x

Cy  

görnü de alarys. 
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Cctgttx 33 , 
ty 3cos  

 
funksiýalar berlen de lemäni  parametrik görnü li umumy 
integralyny berýärler. 

9. Indi (1) de lemäni  di e y  -e görä de leme bolan 
ýagdaýyna garaly : 
 

0)( yF ,           (41) 
 

Goý, (41) de lemäni  
 

kay  ,...)2,1(k          (42) 
 
tükenikli ýa-da yükeniksiz sany hakyky kökleri bar bolsun. 
Bu de lemäni integrirlesek, 

Cxay k  
ýa-da 

x
Cyak  

 
bolar. ka  -ny  bahasyny (41) de lemede goýsak, 
 

0
x

CyF  

 
bolar. Bu (41) de lemäni  umumy integralydyr. Bu umumy 
integraly  kompleks differensial de lemeleri  çözüwlerini 
hem özünde saklamagy mümkindir. 
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(9) de lemäni  umumy integraly bolsun. Onda (8) we (10) 
de likler bilelikde (7) de lemäni  parametrik görnü li 
umumy integraly bolar. Eger ol de liklerden p  parametri 
çykarylsa, onda (7) de lemäni  umumy integraly alnar. 

Eger )(yp  funksiýa (9) differensial de lemäni  
aýratyn çözüwi bolsa, onda ony (8) de likde goýup 
 

))(,(1 yyFx  
 
funksiýany alarys. Bu funksiýany  (7) de lemäni  aýratyn 
çözüwi bolmagy mümkindir. 

2-nji mysal. 

y
yx ln  de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. py  diýeli . Onda 
p
yx ln  bolar. Bu 

ýerden 

dp
p

dy
y

dx 11  

 

bolýar. Bu ýerde dx -i  ornuna 
p

dy -ni goýup, 

dp
p

dy
yp

dy 11  

de lemäni alarys. Eger p -ni gözlenilýän funksiýa diýip 
hasap etsek, onda bu de lemäni 

11 p
ydy

dp  ýa-da 11 p
ydy

dp  
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görnü de ýazyp bileris. Birjynsly däl çyzykly de lemäni  
umumy çözüwini bize belli bolan Lagranž usuly bilen 

)ln( yCyp  görnü de taparys. 
Seýlelikde, 

)ln(

ln

yCyp
p
yx  

 
funksiýalar berlen de lemäni  parametrik çözüwi bolar. Bu 
ýerde p  parametri çykaryp, ol de lemäni  umumy 
integralyny 
 

)lnln( yCx  ýa-da Cye x ln  
 
görnü de ýazyp bileris. 

3. Goý, (1) de leme y -e görä çözülen bolsun. Onda  
),(2 yxFy          (11) 

bolar. py  belgilemäni girizsek, onda 
),(2 pxFy          (12) 

bolar. Bu funksiýany  differensialyndan, ýagny 
 

dp
p
Fdx

x
Fdy 22  

de likden, pdxdy  gatna ygy göz ö ünde tutup, 

dp
p
Fdx

x
Fpdx 22  

de ligi alarys. 
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p

p

epy
Cex
)1(

 

 
funksiýalar berlen de lemäni  parametrik görnü li 
çözüwidir. Ýokardaky sistemadan p  parametri çykaryp, 
berlen de lemäni  
 

1)ln()( CxCxy   )( Cx  
 
umumy çözüwini alarys. 

Eger 0p  bolsa, onda 1y  bolar. Bu ýerde 
1y  berlen de lemäni  aýratyn çözüwidir. 
9-njy mysal. 13/23/2 yy  de lemäni çözmeli. 
Çözüli i. Bu de lemäni y  -e we y  -e görä çözmek 

kynrak. O a görä-de ony parametrik görnü de a latmak 
aýly boljak. 

Goý, ty 3cos , ty 3sin  bolsun. Bu funksiýalary 
berlen de lemede goýsak, onda toždestwo alarys. Diýmek, 
ol funksiýalar berlen de lemäni kanagatlandyrýarlar. 
 

dt
t
t

t
tt

t
dy

y
dydx 2

2

3

2

sin
cos3

sin
sincos3

)(
, 

 

Cctgttdt
t
tx 33

sin
cos3 2

2

. 

 
eýlelikde, 
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)(t
dydx , dttdy )( . 

 
Bu de liklerden 
 

)(
)(
t
dttdx  

 
de lemäni alýarys. Bu de lemäni integrirlesek, 
 

Cdt
t
tx
)(
)(           (40) 

 
bolar. (39) de liklerden )(ty  we (40) bilelikde (34) 
de lemäni  parametrik görnü li umumy çözüwini berýär. 

8-nji mysal yeyy )1(  de lemäni çözmeli. 
Çözüli i. py  belgileme girizip, 
 

pepy )1(  
 

de ligi alarys. Bu ýerden dy  -i tapyp, so ra onu  ornuna 
pdx  -i goýsak, 

 
dpedx p  

 
bolar. Bu de lemäni integrirläp Cex p  funksiýany 
taparys. 

eýlelikde, 
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Eger p -ni gözlenilýän funksiýa diýip hasap etsek, 
onda önüme görä differensial de leme, ýagny 

dx
dp

p
F

x
Fp 22  

ýa-da 

p
F

x
Fp

dx
dp

2

2

 

de lemäni alarys. Bu de lemäni  umumy integralyny 
0),,( Cpx          (13) 

görnü de taparys. (12) we (13) de likler bilelikde (11) 
de lemäni  parametrik görnü däki umumy integraly bolar. 

Eger olardan p  çykarylsa, onda alnan funksiýa (11) 
de lemäni  umumy integraly bolar. 

Eger )(xp  funksiýa ýokardaky de lemäni  
aýratyn çözüwi bolaýsa, onda 

))(,(2 xxFy  
funksiýany  (11) de lemäni  aýratyn çözüwi bolaýmagy 
ähtimaldyr. 

3-nji mysal. 
yyxy ln  de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. py  belgilemäni girizip, 
ppxy ln  

funksiýany alarys. Munu  differensialy 

p
dpdpdxdy  

bolar. Bu ýerde dy -i  ornuna pdx -i goýup, 
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dp
p

pdxp 1)1(  

de lemäni alarys. 
Goý, 01p  diýeli . Onda 1p -e gysgaldyp, 

uýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen de lemä, ýagny 

p
dpdx  

de lemä geleris. Bu de lemäni integrirlesek, onda 
Cpx ln  bolar. 

eýlelikde 

Cpx
ppxy

ln
ln

 

 
funksiýalar bilelikde berlen de lemäni  parametrli umumy 
çözüwi bolar. Bu ýerde p -ni çykaryp, berlen de lemäni  
umumy çözüwini 

Cey Cx  
görnü de alarys. 

Goý, 01p  diýeli , onda 1p  bahany 
ppxy ln  

funksiýada goýup, 1xy  funksiýany alarys. Bu 
funksiýany  aýratyn çözüw bolýandygyny görmek kyn 
däldir. 

4. 
)()( yyxy          (14) 

de lemä garaly , bu ýerde ,  -differensirlenýän 
funksiýalar. (14) de leme (11) de lemäni  hususy halydyr. 
(14) de lemä Lagranž de lemesi diýilýär. 
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)( py           (37) 
 
funksiýany alarys, bu ýerden dppdy )( . Belgilemeden 

p
dydx  bolýandygyny nazarda tutup, dy  üçin a latmany 

peýdalansak, onda 
 

p
dppdx )(  

 
de lemäni alarys. Bu de lemäni integrirlesek, onda 
 

Cdp
p
px )(           (38) 

 
bolar. (37) we (38) funksiýalar bilelikde (34) de lemäni  
parametrik görnü li umumy çözüwi bolar. 

Eger 0p  bolsa, onda 0)0,( yF  bolar.  Bu  
de lemäni  iy  kökleri hakyky sanlar bolsa, onda olar 
(34) de lemäni  çözüwleri bolarlar. 

Goý, (34) de leme y  we y  argumentlere görä 
çözülmeýän bolsun. Bu ýagdaýda ony parametrik görnü de 

latmak bolar. Goý, (34) de leme parametrik, ýagny 
 

)(ty , )(ty          (39) 
 
görnü de a ladylan bolsun. Bu funksiýalar (34) de lemäni 
kanagatlandyrmalydyrlar. (39) de liklerden 
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görnü de berlen ýagdaýyna garaly , ýagny x  anyk 
görnü de de lemä girmeýär. 

(34) de lemäni  çözüwini tapmaklygy  mümkin 
bolan dürli usullaryny getireli . 

Goý, (34) de leme y  -e görä çözülen bolsun. Onda 
ol de lemeden 
 

)(yfy n           
,...)2,1(n  

 
görnü däki bir ýa-da birnäçe de lemäni alarys. Bu 
de lemeleri integrirläp, de lemäni  umumy integralyny 
 

Cx
yf

dy
n )(

 ,...)2,1(n          (35) 

 
görnü de taparys. 

Eger 0)( yf n  bolsa, onda onu  köklerini nay  
,...)2,1(n  görnü de taparys. Bu kökler (35) de lemäni  

çözüwleridir. Bu çözüwleri  (34) de lemäni  aýratyn 
çözüwleri bolmagy mümkindir. 

Indi (34) de lemäni  y  -e görä çözülen ýagdaýyna 
garaly . 

Goý 
)( yy           (36) 

 
bolsun. py  belgilemäni girizip, 
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(14) de lemede py  belgileme girizip, 
 

)()( ppxy           (15) 
funksiýany alarys. Bu funksiýany  differensialyny tapyp 
we dy  -i  ornuna pdx  -i goýup, 

dppdppxdxppdx )()()(  
de lemäni alarys. 

Bu ýerde x  we p  de hukukly üýtgeýän 
ululyklardyr. Eger bu ýerde gözlenilýän funksiýa x  diýip 
hasap etsek, onda 
 

)()()( ppx
dp
dxp

dp
dxp  

ýa-da 

)(
)(

)(
)(

pp
px

pp
p

dp
dx          (16) 

 
bolar. Bu bolsa birjynsly däl çyzykly de lemedir. Onu  
umumy çözüwini 
 

dp
pp

pCx
)(

)(exp          (17)

              

dp
pp

p
pp

pdp
pp

p
)(

)(exp
)(

)(
)(

)(exp  

 
görnü de ýazmak bolar. Bu ýerde 0)( pp . 
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(15) we (17) de likler bilelikde (14) de lemäni  
parametrik görnü li umumy integraly bolar. Eger ol 
de liklerden p  parametri çykarmak ba artsa, onda (14) 
de lemäni  umumy integralyny 0),,( Cyx  görnü de 
alarys. 

Eger (16) de lemede 0)( pp  bolsa, onda bu 
de lemäni  ip  hakyky köklerini tapyp we olary (15) 
funksiýada ornuna goýup 
 

)()( ii ppxy  ),1( ni  
 

çözüwleri alarys. Bu çözüwler özlerinde hemi elik sanlary 
saklamaýarlar. O a görä-de, olary  (14) de lemäni  
aýratyn çözüwleri bolmaklygy ähtimaldyr. 

4-nji mysal. 
22 yyxy  de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. Berlen de leme Lagranž de lemesidir. 
py  belgileme girizip, 

 
22 pxpy  

 
funksiýany alarys. Bu funksiýany  differensialyny tapyp 
we dy -i  ornuna pdx  -i goýup, 

pdppxdpdxppdx 222  
 

de lemäni alarys. Bu ýerde x  gözlenilýän funksiýa, p  
onu  argumenti diýip kabul etsek, onda 

22

22
pp

px
pp

p
dp
dx  
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bolar. Differensirläp, so ra dx  -i  ornuna 
p

dy  -ni goýsak, 

 

21 p
dp

p
dy  

ýa-da 

21 p
pdpdy  

bolar. Bu de lemäni integrirlesek, Cpy 21  bolar. 
eýlelikde, 

 

Cpy
ppx

2

2

1
,1ln  

 
funksiýalar berlen de lemäni  parametrik görnü li umumy 
integraly bolar. p  parametri ol de liklerden çykarmaga 
synan aly . Sistemany  birinji de liginden 
 

21 ppe x , 21 ppe x . 
 
Bu de likleri  degi li böleklerini go up, 21 pchx  
de ligi alarys. Onda sistemany  ikinji de ligini 

Cchxy  görnü de ýazmak bolar. Bu funksiýa berlen 
de lemäni  umumy çözüwidir. 

8. (1) de lemäni  
0),( yyF           (34) 
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)(tx , )(ty          (32) 
 
parametrik görnü de ýazmak bolar. Bu funksiýalar (25) 
de lemäni kanagatlandyrmalydyr, ýagny 
 

0))(),(( ttF  
 
bolmalydyr. (32) de liklerden dtttdxtdy )()()(  
de lemäni alarys. De lemäni integrirläp, 
 

Cdttty )()(          (33) 
 
funksiýany taparys. eýlelikde, 
 

)(tx , 
Cdttty )()(  

 
funksiýalar bilelikde (25) de lemäni  parametrik görnü li 
umumy integraly bolar. Eger t  parametr bu funksiýalardan 
çykarylsa, onda alnan funksiýa ol de lemäni  umumy 
integraly bolar. 

7-nji mysal. 
21ln yyx  

 
de lemäni çözmeli. 

Çözüli i. py  diýip belgilesek, 
 

21ln ppx  
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görnü li çyzykly birinji tertipli de leme alnar. 

02 pp  diýeli . Onda de lemäni 
 

p
x

pdp
dx

1
2

1
2  

görnü de ýazyp, umumy çözüwini 
 

1
)1( 2p

Cx  

 
görnü de taparys. eýlelikde, berlen de lemäni  parametrli 
çözüwini 
 

22 pxpy  

1
)1( 2p

Cx  

ýa-da 

1
)1( 2p

Cx , 2

2

)1( p
Cpy  

 
görnü de alarys. 

Bu ýerde p  parametri çykarmaga synan aly . Birinji 
de likden 

 

1
)1( 2

x
Cp , 1

1x
Cp  



 116 

bolar. p -ni  bu bahasyny ikinji de likde goýup, 
ýönekeýle dirilenden so  berlen de lemäni  umumy 
çözüwini 

2
1xCy  

görnü de alarys. 
Indi 02 pp  diýeli . Onda 0p , 1p  bahalary 
 

22 pxpy  
funksiýada yzygiderli goýup, 
 

0y , 1xy  
 

funksiýalary alarys. Bu ýerde 0y  aýratyn çözüw bolar. 
1Xy  hususy çözüw bolar, sebäbi bu çözüw umumy 

çözüwden 0C  bahada alynýar. 
5.  

)(yyxy           (18) 
 
de lemä garaly , bu ýerde  differensirlenýän funksiýa. 
(18) de lemä Klero de lemesi diýilýär. Bu de leme 
Lagranž de lemesini  hususy halydyr, sebäbi ol de leme 
(14) de lemeden yy )(  bolanda alynýar. Eger py  
diýip belgilesek, onda (18) de lemeden 
 

)( pxpy           (19) 
 
funksiýany alarys. Bu funksiýany  differensialy 
 

dppxdppdxdy )(  
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)(yx ,           (28) 
 
bu ýerde  differensirlenýän funksiýa. Bu ýagdaýda 

py  belgilemäni girizip, 
 

)( px           (29) 
 
funksiýany alarys. Bu funksiýany  differensialy 
 

dppdx )(          (30) 
 
bolar. py  ýa-da pdxdy  belgilemede (30) de ligi 
peýdalansak, onda 
 

dpppdy )(  
 
bolar. Bu de lemäni integrirläp 
 

Cdpppy )(          (31) 
 
funksiýany taparys. 

(29) we (31) funksiýalar bilelikde (28) de lemäni  
parametrik görnü li umumy çözüwi ýa-da umumy integraly 
bolar. Eger bulardan p  parametri çykarmak ba artsa, onda 
alnan 0),,( Cyx  funksiýa ol de lemäni  umumy 
çözüwi ýa-da umumy integraly bolar. 

Eger (25) de lemäni onu  argumentlerine görä 
ladyp bolmaýan bolsa, onda ony 
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Cxy , Cxy
3

3

 

 
görnü de taparys. Onda berlen de lemäni  umumy 
integralyny 
 

0
3

)(
3

CxyCxy  

 
görnü de ýazarys. 

7. (1) de lemä gözlenilýän y  funksiýany  anyk 
görnü de girmeýän ýagdaýyna garaly . 

 
0),( yxF           (25) 

 
de lemäni  dürli görnü lerde bolmaklygy mümkindir. Ol 
ýagdaýlara aýratynlykda garaly . 

Goý, (25) de leme y  -e görä çözülen bolsun, ýagny 
 

)(xfy k  ),...,2,1(k ,        (26) 
 
bu ýerde )(xfk  hakyky üznüksiz funksiýalar. (26) 
de lemeleri integrirläp, olary  umumy çözüwlerini 
 

Cdxxfy k )(  ),...,2,1(k          (27) 
 
görnü de taparys. 

Goý, (25) de leme x  -e görä çözülen bolsun, ýagny 
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görnü de bolar. Ýokardaky belgilemäni, ýagny pdxdy  
de ligi göz ö ünde tutup, bu ýerden 

dppxdppdxpdx )(  
ýa-da 

0))(( pxdp  
de lemäni alarys. 

Iki ýagdaýa garaly : 
1). Goý, 0dp  bolsun. Onda Cp  bolar. Bu bahany (19) 
funksiýada goýup, (16) de lemäni  
 

)(CCxy          (20) 
 
görnü li umumy çözüwi alarys; 
 
2).     0)( px  
 
ýa-da 

)( px .          (21) 
 
Eger )( p  funksiýany  ikinji tertipli )( p  üznüksiz 
önümi bar bolup we 0)( p  bolsa, onda (19) we (21) 
funksiýalary  bilelikde (18) de lemäni  çözüwini 
berýändigini görkezeli . y  -i tapaly : 
 

p
dpp
dppp

pd
pppd

dx
dyy

)(
)(

)(
)()( ,

           (22) 
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(19), (21) we (22) formulalary hazarda tutup, (18) 
de lemeden 
 

)()()()( pppppp  
 
toždestwony alarys. Differensial geometriýa dersinden belli 
bol y ýaly, (19) we (21) de likler bilelikde integral egriler 
ma galasyny  oramasy bolýar. 

Eger (19) we (21) de liklerden p  -ni çykaryp bolsa, 
onda 

 
0),( yx  ýa-da )(1 xy  

 
funksiýany alarys. Bu funksiýa ýa-da integral egriler 
oramasy (18) de lemäni  aýratyn çözüwi bolar. Bu çözüw 
umumy çözüwden alynmaýar. 

5-nji mysal.  yeyxy  de lemäni çözmeli. 
Çözüli i. Bu ýerde py  belgilemäni girizsek, onda  
 

pexpy  
 

bolar. Bu funksiýany  differensialyny tapsak we ýokarky 
belgilemeden peýdalansak, 
 

dpexdppdxpdx p  
ýa-da 

0)( pexdp  
 
bolar. Bu ýerde iki ýagdaýa garaly . 
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Goý, ),( yxfk  funksiýalary  m  sanysy hakyky 
bahaly bolsun. Onda bu ýerden ),( yxfy m  )( nm  
de lemeleri alarys. Bu de lemeleri birinji bapda beýan 
edilen usullary ulanmak bilen çözüp, olary  umumy 
çözüwlerini 
 

),(),...,,(1 CxyCxy m  
 
ýa-da umumy integrallaryny 
 

0),,(,...,0),,(1 CyxCyx m  
 
görnü lerde taparys. Bu umumy integrallary  toplumyna 
(23) de lemäni  umumy integraly diýilýär. (23) 
de lemäni  umumy integralyny 
 

0),,(...),,(),,( 21 CyxCyxCyx m  
 
görnü de ýazmak bolýar. Bu de ligi  çep bölegi C  -e görä 
m  derejeli köpagzadyr. 

6-njy mysal. 0)1( 222 xyxy  de lemäni 
çözmeli. 

Çözüli i. Bu de leme y  -e görä kwadrat 
de lemedir. Ony y  -e görä çözsek, 

 
1y , 2xy  

 
bolar. Bu de lemeleri  umumy çözüwlerini 
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görnü lerde ýazaly . Bu de liklerden p  parametri 

çykarmak üçin olary 
3
2  derejä göterip, degi li böleklerini 

go sak, onda  
 

3/23/23/2 ayx  
 
de lemäni alarys. Bu astroidany  de lemesidir. Ol 
ýokardaky görkezilen gönüler (integral egriler) 
ma galasyny  oramasy bolýar. O a görä-de ol berlen 
de lemäni  aýratyn çözüwi bolar. 

6. (1) de lemäni  ba ga görnü lerine garaly . 
Goý, (1) de leme 

 

0),(),(...
...))(,())(,(

1

1
10

yxayyxa
yyxayyxa

nn

nn

        (23) 

 
görnü de berlen bolsun, bu ýerde ),( yxai  ),...,1,0( ni  
käbir oblastda üznüksiz funksiýalar, 0),(0 yxa . 

 (23) de leme derejesi n  bolan y  -e görä birinji 
tertipli differensial de lemedir. Ol de lemäni  n  sany köki 
bardyr. Olary y  -e görä çözüp, 
 

),( yxfy k  ),...,2,1( nk         (24) 
 
de lemeleri alarys, bu ýerde ),( yxfk  hakyky we kompleks 
bahaly funksiýalardyr. Biz bu ýerde hakyky bahaly 
de lemelere gararys. 
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Goý, 0dp  bolsun. Onda Cp  bolar. onu  üçin 
Klero de lemesini  umumy çözüwi 

CeCxy  
 
görnü de bolar. Bu göni çyzyklar ma galasydyr. 

Goý, 0pex  bolsun. Bu ýerden pex  bolar. 
eýlelikde, 

 

p

p

ex
expy

 

 
funksiýalar Klero de lemesini  parametrli çözüwidir. Bu 
sistemadan p  parametri çykarsak, onda 

)1(ln xxy  
 

funksiýany alarys. Bu funksiýa berlen de lemäni  aýratyn 
çözüwi bolar. 

Mesele. Galta ýanyny  koordinata oklary bilen 
çäklenen kesimi a  de  bolan egrini tapmaly. 

Çözüli i. Goý, )(xyy  gözlenilýän egrini  
de lemesi bolsun. ),( yxM  gözlenilýän egrini  nokady, M  
nokatda egrä geçirilen galta ýany  de lemesi 

 
)( xXyyY  

 
bolar, bu ýerde X  we Y  -galta ma nokadyny  üýtgeýän 
koordinatlary, x  we y  -egrini  berlen nokadyny  
koordinatlary. 
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erte görä, aAB . Galta ýany  koordinat oklaryndan 
kesip alýan kesimlerini onu  de lemesinden 
 

yxyOA , 
y

yyxOB  

 
görnü de alarys. Pifagor teoemasyny ulansak, 
 

222 aOBOA  
ýa-da 

2

2

2)( a
y

yyxyxy  

 
bolar. Bu de lemäni y  -e görä çözüp, 

y

x

A

BO

),( yxM )(xyy
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21 y
yayxy  

 
görnü li Klero de lemesini alarys. Onu  umumy çözüwi 
 

21 C
aCCxy  

 
görnü de bolar. Bu göniler ma galasydyr. Aýratyn çözüwi 
tapmak üçin Klero de lemesinde py  belgileme girizip, 
 

21 p
apxpy  

 
funksiýany alarys. Bu funksiýany p  boýunça 
differensirlesek, 
 

2/321
0

p
ax  

 
bolar. Ýokardaky funksiýalary 
 

2/321 p
ax , 2/32

3

1 p
apy  

 



 240 

Garalýan ýagdaýda (2) d mäni  hususy çözüwini 
 

V x x e Q xk x
m  

 
görnü  gözl k bolar. Q xm -i  q q qm0 1, , ... ,  
koeffisiý ntl ri ö ki ýagdaýdaka m likd  tapylýar. 
Olar 
 

01
1

0

1
11

11

...
.....

,
,

pqPqPqP

pqPCqPC
pqPC

m
mkkk

mm
kk

kmm
kk

km

mm
kk

mk

 

 
görnü li sist madan yzygid rli tapylýarlar, çünki 

P k 0 , bu ý rd  C r
l r lr

l !
! !

. 

Eg r (2) d  0  bolsa, onda ol 
 

   L y P xm             (5) 
 
görnü i alar. 0  san häsiý tl ndiriji d mäni  köki 
däl bolsa, onda (5) d mäni  hususy çözüwini 
 

V x Q xm  
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y y2 1 , 
dy

y
dx

2 1
, 

dy

y
dx

2 1
. 

 
Bu ýerden 
 

ln y y x C2
21 . 

 
y 0 1 erti peýdalanyp, bu ýerden C2 0 bahany 
tapýarys. Diýmek, 
 

ln y y x2 1 , 

 
ýagny 

y y e x2 1 . 
 

Bu funksiýa garalýan meseläni  integralydyr. Muny çözüw 
görnü de ýazmaga synany aly . Tapylan integral üçin 
 

y y e x2 1  
 

de ligi ýazarys. Bu de likleri  degi li böleklerini go up, 
 

y xch  
 

funksiýany alarys. Bu funksiýa berlen meseläni  
çözüwidir. 
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§3. Tertibi kemeldilýän de lemeler 

 
 

Umumy de lemäni  hususy hallaryny öwrenmekligi 
dowam etdireli . 

 
1.    

F x y y yk k n, , ,... ,1 0  k 1           (1) 

 
de lemä garaly . Görnü i ýaly, (1) de leme gözlenilýän y  

funksiýany hem-de onu  y y k,... , 1  önümlerini özünde 

saklamaýar. (1) de lemede y k  kiçi önümi u  bilen 
belgilesek, onda (1) de leme 
 

   F x u u u n k, , ,... , 0           (2) 

 
görnü i alar. (2) de lemäni  tertibi n k .  Bu  bolsa  (1)  
de lemäni  tertibini  k  birlik kemeldilendigini görkezýär. 
Eger (2) de lemäni  umumy integraly tapylan diýsek, onda 
ony 

x u C Cn k, , ,... ,1 0 

görnü de ýazarys. u -y y k  bilen çal yryp, 
 

  x y C Ck
n k, , ,... ,1 0            (3) 
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üçin ý3 -däki (8) w  (10) formulalar ulanylýar, so ra alnan 
ligi  iki böl gi h m e x  köp ldijä gysgaldylýar. 
ligi  ç p böl gind  koeffisiý ntl ri Q xm  -i  

koeffisiý ntl rini  üsti bil n a ladylýan polinom, sag 
böl gind  bolsa b rl n polinom alnar. ýl likd , 
polinomlary  d ligi alyndy. x -y  d  d rini  
koeffisiý ntl rini d läp, Q xm  polinomy  
q q qm0 1, , ... ,  koeffisiý ntl rin  görä, 
 

q P p
q P q C P p

q P q P q P p

m m

m m m m

m
m

,
,

...
...

1 1

0 1 0

 

 
görnü li m 1 d r sist masyny alarys. Näb llil ri  
san bahalaryny yzygid rli tapyp (3)-d  goýsak, tapmaklygy 
talap edilýän hususy çözüwi alarys. 

Eg r  san häsiý tl ndiriji d mäni  köki bolup, 
kratnylygy k  sana d  bolsa ( k  sany kökl ri bil n gabat 

ls ), onda ol 
 

P P P k0 0 01, , ...,  
 

de likleri kanagatlandyrar w  P k 0  bolar. Bu 
ýagdaýda (2) d mäni  hususy çözüwini (3) görnü  
gözläp bolmaz, çünki P 0 . 
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P x p x p x pm m

m ... 1 0  
 

rl n m d li polinom. (2) d mäni 
 

L y e P xx
m  

 
gysga görnü  h m ýazmak bolar. Eg r h mi lik  san 
häsiý tl ndiriji d mäni  köki bolmasa (ba gaça 
aýdylanda, kökl ri bil n gabat g lm ), ýagny P 0  
bolsa, onda (2) d mäni  hususy çözüwini 
 
   V x e Q xx

m            (3) 
 
görnü  gözl k bolar, bu ý rd  
 

Q x q x q x qm m
m ... 1 0  
 

koeffisiý ntl ri k sgitl nm dik m d li polinom. (3) 
funksiýa (2) d mäni  çözüwi bolar ýaly edip, Q xm  
polinomy  koeffisiý ntl rini k sgitl li. Onu  üçin (3)-i 
(2) d  y -i  ornuna goýup, 
 

  L e Q x e P xx
m

x
m            (4) 

 
to stwony  ý rin  ý tm kligi talap edilýär. Ilki bil n (4) 

ligi  ç p böl gindäki amallar ý rin  ý tirilýär. Onu  
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görnü li k  tertipli de lemäni alarys. Eger (3) birinji tertipli 
de leme bolsa, onda onu  çözüwini tapmak üçin [1] 
gollanmada beýan edilen usullary  birini ulanmak bolar. 
k 1 ýagdaý üçin bolsa, (3) de lemäni  çözüli  usullary 
§2-de öwrenildi. 

1-nji mysal. 

y y x1 02 tg  
 

de lemäni  tertibini kemeltmeli we onu  umumy çözüwini 
tapmaly. 

Çözüli i. De lemede y u  belgilemäni girizsek, 
onda ol 

 

u u x1 2 tg  
 

görnü i alar. Bu de lemäni 
 

du

u
xdx

1 2
tg  

 
görnü de ýazyp, de ligi  iki böleginden hem integral alsak, 
onda 

ln ln ln cosu u C x1 2
1   ýa-da  

u u C
x

1 2 1
cos
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bolar. Bu ýerden 
 

1 2

1
u u x

C
cos

 

 
de ligi alarys. So ky de likleri  degi li böleklerini aýryp, 
 

u C
x

x
C

1
2

1

1cos
cos

  ýa-da  y C
x

x
C

1
2

1

1cos
cos

 

 
de lemäni alarys. ny çözüp, garalýan de lemäni  umumy 
çözüwini 

 
 

y C x
C

x C1

1
22 2 4

1
2

ln tg sin  

 
görnü de taparys. 

2-nji mysal.  
1

4
1 02

2 2

x
y y  

de lemäni  tertibini kemeltmeli. 
Çözüli i. y u  belgilemäni girizip, 

 
1

4
1 02

2 2

x
u u  

 
de lemäni alarys. Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip, ony 
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görnü li d mä garaly , bu ý rd  a i ni 1 2, ,... ,  
koeffisiý ntl r h mi lik sanlar, f x  azat agza a b,  
int rwalda b rl n üznüksiz funksiýa. §2 - d  üýtg ýän 
koeffisiý ntli birjynsly däl d mäni  umumy çözüwini  
Lagran  usuly boýunça tapyly y b ýan edilipdi. O a görä-

 garalýan (1) d mäni  umumy çözüwini tapmaklyga 
m ol usuly ulanmak bolar. Ol i  o aýly usullary  

biridir. Emma ol usul bil n d  çözül nd  uly 
hasaplamalary ý rin  ý tirm li bolýar. onu  üçin h m (1) 

mäni  umumy çözüwini tapmaklyga käbir 
ýagdaýlarda §3-däki 1-nji t or many ulanmak amatly 
bolýar. Ol t or ma laýyklykda umumy çözüwi tapmak üçin 
(1) d mäni  hususy çözüwini tapmaly. Hususy çözüw 
f x  funksiýany  görnü rin  bagly. Ol f x  

funksiýany  görnü lerine baglylykda gözlenilýär. Hususy 
çözüwi tapmaklyk üçin k sgitl nm dik koeffisiý ntl r 
usuly diýip atlandyrylýan usul ulanylýar. Bu ýagdaýda 

mäni  hususy çözüwi alg braik amallar arkaly 
tapylýar. ýl likd , (1) d mäni  umumy çözüwi 1-nji 

or ma laýyklykda düzülýär. 
Indi birjynsly däl (1) d mäni  birnäç  ýörit  

görnü rin  garaly  h m-d  olary çözm kd  
sgitl nm dik koeffisiý ntl r usulyny  ulanyly yny b ýan 

ed li . 
 

y a y a y a y e P xn n
n n

x
m1

1
1...         (2) 

 
görnü li d mä garaly , bu ý rd , 
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 Jogaby: y x e x . 
20.
 

00,10,00,10,0IV yyyyyy . 
 Jogaby: y xcos . 
21.
 

.10,10,10,10,0IV yyyyyy  

 Jogaby: y ex . 
 

Eýl r d rini çözm li: 
 
22. x y xy y2 0. 
 Jogaby: y x C C x1 2 ln .  
23. x y x y xy y3 23 6 6 0. 
 Jogaby: y C x C x C x1 2

2
3

3.  
24. 2 +1 - 2 +1 + 4 = 0. 2x y x y y2  
 Jogaby: y C x C x x1 22 1 2 1 2 1+ + +ln .  
 
 
 

§5. Birjynsly däl h mi lik koeffisiý ntli d r 
 
 

  

 y a y a y a y f xn n
n n1

1
1...       (1) 
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du

u
xdx

1
2

2
 

 
görnü de ýazarys. Iki böleginden hem integral alaly : 
 

du

u
x C

1 2
2

1. 

 
Bu ýerden 
 

arcsin u x C2
1  ýa-da  u x Csin 2

1  

 
çözüwi taparys. u -y y  bilen çal yryp, 
 

y x Csin 2
1  

 
de lemäni alarys. Beýle de lemeleri  çözüli  usullary §1-
de beýan edildi. 

2.      

F y y y y n, , ,... , 0            (4) 

 
de lemä garaly . De lemäni  tertibini kemeltmek üçin 

y p y  belgilemäni girizeli . y y n,... ,  önümleri 
tapaly : 
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y dy
dx

dp
dx

dp
dy

dy
dx

pp , 

y dy
dx

d
dx

dp
dy

p d
dx

dp
dy

p dp
dx

dp
dy

d p
dy

dy
dx

p dp
dy

dy
dx

dp
dy

p pp p

y dy
dx

p p p pp p pp p p

2

2
2

2 2 32 2

,

,IV

 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

y p p p pn n, , ,..., 1 . 

 
y -i  x -a görä önümleri p -ni  y -e görä önümleri arkaly 

ladyldy. y y y n, , ... ,  üçin alnan a latmalary (4)-de 
goýup, 

   F y p p p n, , ,..., 1 0           (5) 

 
de lemäni alarys. So ky de leme n 1 tertiplidir. 

Goý, (5) de lemäni  umumy integraly 
 

y p C Cn, , ,...,1 1 0  
 

görnü de tapylan bolsun. Bu de lemede p -ni y  bilen 
çal yryp, 
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14. y y y y yIV 4 8 8 4 0 . 
 Jogaby: 
y e C C x x C C x xx

1 2 3 4cos sin . 

15. y y y y y yV IV 2 2 0 . 
 Jogaby: 
y C e C C x x C C x xx

1 2 3 4 5cos sin . 

16. y yVI 0 . 
 Jogaby: 

y C e C e e C x C xx x
x

1 2
2

3 4
3

2
3

2
cos sin  

e C x C x
x
2

5 6
3

2
3

2
cos sin . 

17. y y y y y4 3 0 0 6 0 10, , . 

 Jogaby: y e ex x4 2 3 . 
18.

 y y y y y e2 10 0
6

0
6

2, ,

. 

 Jogaby: y e xx1
3

3cos . 

19.
 y y y y y0 0 1 0 0 0 1, ,
. 
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6. y y y13 12 0 . 

 Jogaby: y C e C e C ex x x
1 2

4
3

3 . 
7. y y y y2 2 0 . 

 Jogaby: y C e C e C ex x x
1 2

2
3 . 

8. y y y y2 4 8 0 . 

 Jogaby: y C e C x C xx
1

2
2 32 2cos sin . 

9. y y y yIV 3 3 0 . 

 Jogaby: y C e C C x C xx
1 2 3 4

2 . 

10. y yIV 0 . 

 Jogaby: y e C x C x
x2

2
1 2

2
2

2
2

cos sin  

e C x C x
x2

2
3 4

2
2

2
2

cos sin . 

11. y y yIV 2 0 . 
 Jogaby: y C C x x C C x x1 2 3 4cos sin . 

12. y y yIV 12 27 0 . 
 Jogaby: 

y C e C e C e C ex x x x
1

3
2

3
3

3
4

3 . 

13. y y y y yIV 2 2 2 0 . 

 Jogaby: y e C C x C x C xx
1 2 3 4cos sin . 
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y y C Cn, , , ... ,1 1 0  

 
görnü li birinji tertipli de lemäni alarys. 

3-nji mysal. y y e y2 2 0  de lemäni  
tertibini kemeltmeli we onu  umumy integralyny tapmaly. 

Çözüli i. Berlen de leme (4) görnü däki de lemedir. 
y p  belgilemäni girizsek, onda 

P dp
dy

p e y2 2  

 
görnü li Bernulli de lemesi alnar. Bu de lemäni 
 

1
2

22 2p p e y  

 
görnü de ýazaly . p u2  ornuna goýmany girizip, 
 

u u e y2 4  
 

çyzykly birjynsly däl de lemäni alarys. Bu de lemäni  
umumy çözüwi 

u C e ey y
1

2 4  
 

funksiýadyr. u -y p2 , has takygy y 2  bilen çal yryp, 
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y C e ey y2
1

2 4  
 

de lemäni alarys. Bu ýerden 
 

y C e ey y
1

2 4 . 
 

Üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen de leme alyndy. 
nu  umumy integraly 

 
1
2

41 2C e x Cy   ýa-da  e C x Cy 1
2

2

4
 

görnü dedir. 
Mesele. Egrilik radiusy normal kesimini  

uzynlygyna proporsional bolan tekiz egrileri tapmaly. 
Çözüli i. Goý, y y x  gözlenilýän egrini  

de lemesi bolsun. nda onu  egrilik radiusy 

R
y

y

1 2
3
2

, 

normal kesimini  uzynlygy bolsa, 

MN y y1 2  
 

bolar. Meseläni ertine görä, 
R

MN
, -

proporsionallyk koeffisiýenti. Bu de likden 
   1 2y yy             (6) 
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görnü  ýazarys. t -ni arccosx  bil n çal yryp, garalýan 

mäni  çözüwini 
 

y C x C x1 22 2cos arccos sin arccos  
 

görnü  alarys. 
 

Gönükmeler. 
 

ri w  m ri çözm li: 
 

1. y y y10 21 0 . 

 Jogaby: y C e C ex x
1

3
2

7 . 
2. y y y 0 . 

 Jogaby: y e C x C x
x
2

1 2
3

2
3

2
cos sin . 

3. 2 2 15 15 02 2y y ysin cos . 

 Jogaby: y C C x e
x

1 2

1
4 . 

 
4. y y y5 6 0 . 

 Jogaby: y C C e C ex x
1 2

2
3

3 . 
5. y y y y5 8 4 0 . 

 Jogaby: y C e C e C xex x x
1 2

2
3

2 . 
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2 2 0n  
 

häsiý tl ndiriji d mäni  kökl ri 1 2ni ni, . 
Onda so ky diff nsial d mäni  umumy çözüwi 
 

y C nt C nt1 2cos sin  
 

görnü  bolar. Bu ý rd  t -ni arccosx  bil n çal yryp, 
garalýan d mäni  umumy çözüwini 
 

y C n x C n x1 2cos arccos sin arccos  
 

görnü  taparys. 

14-nji mysal. 1 2 02x y xy y  

mäni  umumy çözüwini tapmaly. 
Çözüli i. x tcos  ornuna goýmany ed li . y  w  

y  üçin tapylan önüml ri d  goýup, 
 

d y
dt

y
2

2 2 0  

 
görnü li d mäni alarys. Munu  2 2 0  
häsiý tl ndiriji sini  kökl ri 

1 22 2i i, . Onu  çözüwini 
 

y C t C t1 22 2cos sin  
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görnü li de lemä geleris. (6) de leme (4) görnü li 
de lemedir. 
 

 
 

 
Ilki bilen (6) de lemäni  tertibini kemeldeli . y p  
belgilemäni girizip, 
 

1 2p yp dp
dy

 

 
görnü li birinji tertipli de lemäni alarys. ny 
 

y
R

)(xyy

),( yxM

y

xNO
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dy
y

pdp
p1 2  

 
görnü de ýazyp, de ligi  iki böleginden hem integral alsak, 
onda 
 

 

ln ln lny p C
2

1 2
1  ýa-da y C p1

2 21  

 
 

funksiýany alarys. Bu funksiýany  differensialy 
 

dy C p pdp1 2 2
1

2
1 2  

 
bolar. dy -i pdx  bilen çal yryp, 
 

dx C p dp1
2 2

1
1  

 
 

de ligi alarys. Iki böleginden hem integral alsak, onda 
 

x C p dp C1
2 2

1
21  
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ri  ý  bir görnü in  garaly : 
 

 1 02 2x y xy n y n const, .     (14) 

 
Bu görnü li d mä Ç by w d si diýilýär. Ony 
x t xcos 1  ornuna goýma arkaly h mi lik 
koeffisiý ntli d mä g tirm k bolýar. y  w  y  üçin 
tapylan, ýagny 
 

,
sin

1
tdt

dy
dx
dt

dt
dy

dx
dyy  

dx
dt

tdt
dy

dt
d

tdt
dy

dx
d

dx
ydy

sin
1

sin
1  

tt
t

dt
dy

tdt
yd

sin
1

sin
cos

sin
1

22

2
 

t
t

dt
dy

tdt
yd

322

2

sin
cos

sin
1

 

 
latmalary (14) d  goýup, 

 
d y
dt

n y
2

2
2 0  

 
görnü li h mi lik koeffisiý ntli d mäni alarys. 
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görnü li d mäni h mi lik koeffisiý ntli d mä 

tirm k üçin ax b et  ornuna goýmany ulanmak 
bolar, bu ý rd  a b ai, ,  i n1 2, ,... ,  h mi lik sanlar. 

13-nji mysal. x y xy y2 4 6 0  d mäni 
çözm li. 

Çözüli i. D mäni x et  ornuna goýma arkaly 
mi lik koeffisiý ntli d mä g tir li . y  w  y  üçin 

tapylan a latmalary b rl n d  goýup, 
 

d y
dt

dy
dt

y
2

2 5 6 0  

 
mäni alarys. 

2 5 6 0  
 

häsiý tl ndiriji d sini  kökl ri 1 22 3, . 
Onda onu  umumy çözüwi 
 

y C e C et t
1

2
2

3  
 

görnü  ýazylar. Bu ý rd  t -ni ln x  bil n çal yryp, 
garalýan d mäni  
 

y C x C x1
2

2
3  

 
görnü däki umumy çözüwin  g ris. 
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bolar. unlukda 
   

 
x C p dp C

y C p

1
2 2

1
2

1
2 2

1

1

,
          (61) 

 
funksiýalar bilelikde (6) de lemäni  parametrli umumy 
integralydyr. -ny  (61) umumy integraldan p  parametri 
çykarmaga mümkinçilik berýän käbir bahalary üçin alnan 
integral egrileri  görnü lerini anyklamaga synany aly . 
Umumy ýagdaýda (61) integraldan p  parametri 
çykarmaklyk a sat mesele däldir. 

Goý, 1 bolsun. nda (61) 
 

x C dp

p
C

y C p

1 2 2

1
2

1
1

,
 

 
görnü i alar. Bu ýerden 
 

x C p p C

y C p

1
2

2

1
2

1

1

ln ,

.
 

 
De likleri  ilkinjisinden 
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p p e
x C

C1 2
2

1  
 
we 

1 2
2

1p p e
x C

C  
 
 

de likleri alarys. lary  degi li böleklerini go up, 
 

1 2 2

1
p x C

C
ch  

de ligi alarys. nda 

y C x C
C1

2

1
ch  

 
bolar. Bu funksiýa zynjyr egrisini  de lemesidir. Diýmek, 
gözlenilýän egriler zynjyr egrilerdir. 

Goý, 1 bolsun. nda (61) 
 

x C dp

p

C

y C

p

1
2

3
2

2

1
2

1

1

,
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,1

11111

11

22

2

222

2

22

2

2

2

xdt
dy

dt
yd

xdt
dy

xdt
yd

dt
dy

xxdx
dt

dt
yd

dt
dy

xdx
d

xdt
dy

dx
d

xdt
dy

dx
d

dx
yd

dx
ydy

 

 

y dy
dx

d y
dt

d y
dt

dy
dt x

3

3

2

2 33 2 1 ,  

 

y d y
dt

dy
dt

dy
dt x

n
n

n

n

n n n1

1

1 1
1...  

1 1 2 1
x

d
dt

d
dt

d
dt

d
dt

n yn ... . 

 
Tapylan a latmalary (12) d  goýup, 
 

d y
dt

b d y
dt

b y b y
n

n

n

n n n1

1

1 1 0...  

 
mi lik koeffisiý ntli d mäni alarys. 

(12) - ä garanda umumyrak bolan 
 

0...
...

1

11
1

yaybaxa
ybaxaybax

nn

nnnn

         (13) 
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görnü li sist many alarys. Onu  çözüwi bar. Çünki 
sgitl ýjisi 8 0 . Onda 

 

C C C C1 2 3 4
3
4

1
4

1
2

0, , , . 

 
Tapylan san bahalary umumy çözüwd  goýup, 
 

y e e xx x3
4

1
4

1
2

cos  

 
hususy çözüwi alarys. 

Indi h mi lik koeffisiý ntli d mä g tirilýän 
ri  käbirl rin  garaly . 

 

x y a x y a xy a yn n n n
n n1

1 1
1 0...       (12) 

 
 

 b rl n bolsun. Görnü i ýaly, d mäni  
koeffisiý ntl ri d li funksiýalar. (12) d mä Eýl r 

si diýilýär. Muny x e t  x 0  ýa-da t xln  

( x 0  bolanda x et ) ornuna goýma arkaly h mi lik 
koeffisiý ntli d mä g tirm k bolar. 

Ilki y y y n, ,...,  önüml ri tapaly : 
 

y dy
dx

dy
dt

dt
dx

dy
dt x

1 ,  
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görnü de bolar. Bu ýerden 
 

x
C p

p
C

y
C

p

1
2 2

1
2

1

1

,

 

 
ýa-da 

 

x C
C p

p

y
C

p

2
1

2

1
2

1

1

,

 

 
görnü li funksiýalary alarys. De likleri kwadrata göterip, 
olardan p  parametri çykaryp, 

x C y C2
2 2

1
2  

 
görnü de umumy integraly ýazarys. l töwerekleri  
de lemesidir. Diýmek, gözlenilýän egriler töwereklerdir. 

Goý, 2  diýeli . nda (61)-den alarys: 
 

x C C p
y C C p

2 1

1 1
2

2 ,
.
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Birinji de ligi kwadrata göterip, 
 

x C C p
y C C p

2
2

1
2 2

1 1
2

4 ,
 

 
görnü li de likleri alarys. Bu ýerden p -ni çykaryp, 
 

x C C y C2
2

1 14  
 

ýa-da 
 

y
x C

C
C2

2

1
14
 

 
görnü li funksiýany alarys. Bu parabolany  de lemesidir. 
Diýmek, gözlenilýän egriler parabolalardyr. 

Goý, 2  bolsun. nda (61) 
 
 

x C dp

p
C

y
C

p

2
1

1

1
2 2 2

1
2

,
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1 2 3 1. 
 

Umumy çözüw y C C x C x ex
1 2 3

2  görnü  

ýazylar. Ba langyç rtl ri nazarda tutup 
C C C1 2 31 1 0, ,  bahalary taparys. Diým k, 

tapmaklygy talap edilýän çözüw y e xx 1  görnü  
bolar. 

12-nji mysal. y yIV 0  d mäni  y 0 0 , 
y 0 1, y 0 1, y 0 1 rtl ri 
kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. 4 1 0  häsiý tl ndiriji d mäni  
kökl ri 1 1, 2 1, 3 i , 4 i . B rl n 

mäni  umumy çözüwi 
 

y C e C e C x C xx x
1 2 3 4cos sin  

 
görnü  bolar. Bu funksiýada w  y y y, ,  üçin 

latmalarda ba langyç bahalary goýup, 
 

C C C
C C C
C C C
C C C

1 2 3

1 2 4

1 2 3

1 2 4

0
1
1
1

,
,
,
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Çözüli i. 2 5 4 0  häsiý tl ndiriji 
mäni  kökl ri 1 24 1, . Bulara d gi li 

hususy çözüwl r y e y ex x
1

4
2,  görnü rd  

bolarlar. Onda garalýan d mäni  umumy çözüwini 
y C e C ex x

1
4

2  görnü  ýazarys. Ba langyç rtl ri 
ýdalanmak üçin umumy çözüwi  önümini tapaly : 

 
y C e C ex x4 1

4
2 .  

y C C0 1 2  w  y C C0 4 1 2 . 
 

Diým k, 
 

C C
C C
1 2

1 2

1
4 1

,
 

 
bolmaly. Bu ý rd n C C1 20 1, . Bulary umumy 

çözüwd  goýup, talap edilýän y ex  çözüwi alarys. 
11-nji mysal. y y y y3 3 0  d mäni  

y 0 1, y 0 2 , y 0 3  ba langyç rtl ri 
kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. Häsiý tl ndiriji d  
 

3 23 3 1 0 ýa-da 1 03  
 

görnü  bolar. Onu  kökl ri 
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görnü e geler. Ilkinji de likdäki integraly tapmaga 

p tctg
2

 ornuna goýmany ulansak, onda 

 

x C t dt C

y C t
1

2
2

1
2

2

2

sin ,

sin
 

 
ýa-da 

 

x C t t C

y C t

1
2

1
2

2
1

sin ,

cos
 

 
bolar. Bu funksiýalar sikloidany  parametrik görnü däki 
de lemesidir. Diýmek, gözlenilýän egriler sikloidalardyr. 
 

3.      

F x y y y n, , , ... , 0           (7) 

 

de lemä garaly . Goý, F  funksiýa y y y n, , ... , 1  
argumentlere görä m derejeli birjynsly funksiýa, ýagny 
islendik t 0  üçin 
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    F x ty ty ty t F x y y yn m n, , , ... , , , , ... ,      (8) 

 
erti kanagatlandyrýan bolsun. Bu ýagdaýda (7) de lemä 

gözlenilýän y  funksiýa we onu  önümlerine görä birjynsly 
de leme diýilýär. 

De lemäni  tertibini kemeltmek üçin 
 

y e udu
  ýa-da  y yu  

 
ornuna goýmany ulanaly , bu ýerde u x  täze gözlenilýän 
funksiýa. nda 

y y u yu y u u

y y u u y uu u y u uu u

y y u u un n

2

2 3

1

2 3

,

,

........................................

, ,...,

 

 
bolar. (7) de lemeden bu de likleri we (8) erti göz ö ünde 
tutup, 
 

y F x u u u u u um n, , , , ..., , , ... ,1 02 1  

 
ýa-da 
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xxCCexxCCey
xx

2
3sin

2
3cos 43

2
21

2  

 
görnü  bolar. 

9-njy mysal. y y yIV 8 16 0  d mäni  
umumy çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. Garalýan d mäni  häsiý tl ndiriji 
si 

 
4 28 16 0  ýa-da 2 2

4 0  

 
bolar. Onu  kökl ri 1 2 3 42 2, ,, ,i i  hyýaly 
sanlardyr. Bulara 
 

xxyxyxxyxy 2sin,2sin,2cos,2cos 4321  
 

hususy çözüwl r d gi li bolarlar. Onda gözl nilýän umumy 
çözüw 
 

y C C x x C C x x1 2 3 42 2cos sin  
 

görnü  ýazylar. 
10-njy mysal. y y y5 4 0  d mäni  

y y0 1 0 1,  ba langyç rtl ri kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmaly. 
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2
2

1 2 1 3 0  

 
mäni alarys. Bu d  häsiý tl ndiriji d mä 

ekwiwal ntdir. 
1 t  b lgil mäni giriz li . Onda 

2
2

21 2t  bolar w  ýokardaky d  

 
t t2 2 1 0  

 
görnü i alar. Bu d mäni  kökl ri t t1 2 1. Bulary 

lgil  t -ni  ornuna yzygid rli goýup, iki sany 
kwadrat d mäni alarys. Olary  kökl ri 
 
 

1 3 2 4
1
2

3
2

1
2

3
2

i i, . 

 
 
Bu kökl  

y e x y xe x

y e x y xe x

x x

x x

1
2

2
2

3
2

4
2

3
2

3
2

3
2

3
2

cos , cos ,

sin , sin

 

 
hususy çözüwl r d gi li bolarlar. Talap edilýän çözüw 
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  F x u u u u n
1

1 0, , , ,...,            (9) 

 
de lemäni alarys. 

Goý, 
 

u x C Cn, ,...,1 1  
 

(9) de lemäni  umumy çözüwi bolsun. nda u -y 
y
y

 bilen 

çal yryp, üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen 
 

dy
y

x C C dxn, ,...,1 1  

 
birinji tertipli de lemäni alarys. Munu  umumy çözüwini 
 

 

y C en
x C C dxn, ,...,1 1  
 

görnü de ýazmak bolar. eýlelikde, (7) de lemäni  umumy 
çözüwi alyndy. Eger (9) de lemäni  umumy integraly 

x u C Cn, , ,...,1 1 0 görnü de tapylan bolsa, onda 

x y y C Cn, , , ,...,1 1 0  görnü li de lemäni alarys. 
Bu bolsa önüme görä çözülmedik de lemedir. 

4-nji mysal.  xyy xy yy2 0   de lemäni  
tertibini kemeltmeli we onu  umumy çözüwini tapmaly. 
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Çözüli i. De lemäni  çep bölegi y y y, ,  
argumentlere görä iki derejeli (ölçegli) birjynsly funksiýa. 
De lemäni 

 

xy u u xy u y u2 2 2 2 2 0 

 
görnü de ýazyp, so ra y2 -a bölsek, onda 

 
xu u 0 

 
görnü li de leme alnar. Munu  umumy çözüwi u C x1  

bolar.   u -y 
y
y

 bilen çal yryp, 
y
y

C x1  görnü li 

de lemäni alarys. Bu ýerden berlen de lemäni  umumy 
çözüwini 
 

y C e
C

x
2

2
1 2

 
 

görnü de taparys. 
5-nji mysal. yy y y xy3 3 0 de lemäni  

y 0 1, y 0 1 ba langyç ertleri kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. De lemäni  
 

F x y y y yy y y xy, , , 3 3  
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7-nji mysal. y y y y7 16 12 0  
mäni  umumy çözüwini tapmaly. 
Çözüli i. Häsiý tl ndiriji d sini 
 

3 27 16 12 0 
 
görnü  ýazarys. D mäni  kökl ri 1 2 , 2 2 , 

3 3 bolar. Bulara 
 

y e y xe y ex x x
1

2
2

2
3

3  
 
çözüwl r d gi li bolarlar. Onda d mäni  umumy 
çözüwini 
 

y C e C xe C ex x x
1

2
2

2
3

3  
 
görnü  ýazarys. 

8-nji mysal. y y y y yIV 2 3 2 0 
mäni  umumy çözüwini tapmaly. 
Çözüli i. Häsiý tl ndiriji d si 

 
4 3 22 3 2 1 0 

 
görnü  bolar. B ýl  d mä gaýdymly  diýilýär. 
Onu  iki böl gini h m 2 -a bölüp, 
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xxCxCC
xxCxCC

k
kkk

k
k

sin...
cos...

1
1221

1
21  

 
görnü  bolar. 

ýl likd , (1) d mäni  umumy çözüwini  
görnü i häsiý tl ndiriji d mäni  kökl rin  bagly. onu  
üçin h m (1) d mäni  umumy çözüwini  dogry 
düzülm gi üçin häsiý tl ndiriji d sini  kökl rin  

gi li go ulyjylar dogry tapylmalydyr. 
6-njy mysal. y y y y6 12 8 0  

mäni çözm li. 
Çözüli i. Häsiý tl ndiriji d  
 

3 26 12 8 0 ýa-da 

2 4 4 02  

 
görnü  bolar. Onu  kökl ri 1 2 3 2 . Bu 
kökl  d gi li 
 

y e y xe y x ex x x
1

2
2

2
3

2 2, ,  
 
çözüwl ri alarys. Onda d mäni  umumy çözüwi 
 

y C e C xe C x ex x x
1

2
2

2
3

2 2  
 
görnü  bolar. 
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çep bölegi üç derejeli birjynsly funksiýadyr. akykatdan-
da, 
 
 

F x ty ty ty ty ty ty ty x ty

t yy y y xy t F x y y y

, , ,

, , , .

3 3

3 3 3 3  

 
Diýmek, garalýan de leme birjynsly. a görä-de y yu  
ornuna goýmany ulanyp, garalýan de lemäni 
udu xdx 0  görnü e getireris. nu  umumy çözüwi 

u x C2 2
1 bolar. Bu ýerde u -y 

y
y

 bilen çal yryp, 

 

   
y
y

x C2
1            (91) 

 
görnü li de lemäni alarys. nu  umumy integralyny 
 

ln lny x x C C x x C C
2 2

2
1

1 2
1 2        (92) 

 
görnü de taparys. Bu bolsa garalýan de lemäni  umumy 
integraly bolar. (91) we (92) de liklerde ba langyç ertleri 
peýdalanyp tapylan C1 1, C2 0  bahalary (92)-de 
goýup, 
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y x x ex x2 2 11
2

 

 
hususy çözüwi alarys. 

4.       

F x y y y n, , , ... , 0          (10) 

 

de lemäni  çep bölegi käbir F x y y y n
1

1, , ,...,  

funksiýany  x -a görä takyk (doly) önümi, ýagny 
 

F x y y y d
dx

F x y y yn n, , ,..., , , , ... ,1
1         (11) 

 
ýa-da 
 

F x y y y F
x

F
y

y F
y

yn
n

n, , ,..., ...1 1 1
1  

 
bolsa, onda (10)-a takyk önümli (doly differensially) 
de leme diýilýär. (10) de lemeden (11) de ligi nazarda 
tutup, 
 

d
dx

F x y y y n
1

1 0, , ,...,  

 
de lemäni alarys. So ky de ligi  iki böleginden hem 
integral alyp, 
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e x ie xx xcos sin  

xe x ixe xx xcos sin  
.  .  . 

x e x ix e xk x k x1 1cos sin  
 

görnü rd  ýazmak bolar. §2-däki 5-nji t or ma 
laýyklykda, 2k  sany 
 

e x xe x x e xx x k xcos , cos , ... , cos1  

e x xe x x e xx x k xsin , sin , ... , sin1  
 

çözüwl ri alarys. 1 -i  1 ... k i  
çatyrymlysy üçin h m ol çözüwl r alnar. ýl likd , (1) 

mäni  umumy çözüwini  bu kökl  d gi li böl gi 
 

xxCxCCe
xxCxCCe

k
kkk

x

k
k

x

sin...
cos...

1
221

1
21  

 
bolar. 

Eg r kratny kompl ks kökl ri  sany köp bolsa, onda 
olary  h r biri üçin ýokardaky a latma m  a latma 
alnar. Eg r 1 i  kökü  kratnylygy k  bolsa, onda (1) 

mäni  umumy çözüwini  1  d gi li böl gi 
 



 220 

lik ý rin  ý týän bolsun. e x1  funksiýany  x -y  
mm  bahalarynda noldan tapawutlydygy b llidir. onu  

üçin h m x a b,  üçin 
 

C C x C x C xk
k

1 2 3
2 1 0...  

 
bolmaly. So ky d ligi  di  C C Ck1 2, , ... ,  
koeffisiý ntl ri  nola d  bolan ýagdaýynda ý rin  

týändigi dü nüklidir. Diým k, (11) çözüwl r 
fundam ntal sist many düzýärl r. Munu ýl digini 
Wronskiý k sgitl ýjisi arkaly h m görk zm k bolar. 

ýl likd , (1) d mäni  umumy çözüwini düzýän n  
sany go ulyjylary  kratny kök  d gi li böl gi 
 

C e C xe C x ex x
k

k x
1 2

11 1 1...  
 

go ulyjylardan ybarat bolar. Eg r (4) d mäni  1 -d n 
ba ga kratny kökl ri bar bolsa, onda h r kratny kök üçin 
ýokarda görk zil n a latma m  bolan a latmalary 
düzüp, olary umumy çözüwi  düzümin  girizm li. Eg r 

1 i  kompl ks kökü  kratnylygy k  bolsa, ýagny 

1 2 ... k i  bolsa, onda hususy 
çözüwl ri 
 

e xe x ei x i x k i x, , ..., 1  
 
görnü rd  bolar. Bulary Eýl r formulasyndan 

ýdalanyp, 
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   F x y y y Cn
1

1
1, , ,...,         (12) 

 
görnü li n 1 tertipli de lemä geleris. Mu a (10) 
de lemäni  birinji integraly diýilýär. Eger y x  
funksiýa (10) de lemäni  çözüwi bolsa, onda ol (12) 
de lemäni  hem çözüwidir. nu  tersine bolan tassyklama 
hem dogrudyr. a görä-de her bir takyk önümli 
de lemäni  birinji integralyny tapmak mümkindir. 

Adatça (10) takyk önümli de leme däldir. Beýle 
ýagdaýlarda onu  iki bölegi hem käbir 

x y y y n, , ,..., 1  funksiýa köpeldilýär. Eger 

 

   F x y y y n, , ,..., 0         (13) 

 
de leme üçin 
 

F d
dx

F1  

 
ert ýerine ýetse, onda (10) de leme takyk (doly) önümli 

de lemä getirildi diýilýär. (13) de lemäni  çözüwlerini  
arasynda (10) de lemäni kanagatlandyrmaýanlaryny  hem 
bolmagy mümkindir. lar ýaly del çözüwleri hasaba 
almaly däl. 

6-njy mysal. yy y y3 0 de lemäni  
tertibini kemeltmeli we çözüwini tapmaly. 
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Çözüli i. Berlen de lemäni 
 

yy y y y y2 0 
görnü de göüçreli . 

yy y y y y d
dx

yy y2 2  

 
de ligi  dogrudygy dü nüklidir. nda so ky de leme 
 

d
dx

yy y 2 0 

 
görnü i alar. De ligi  iki böleginden hem integral alsak, 
 

yy y C2
1  

 
ýa-da 
 

d
dx

yy C1  

 
bolar. Diýmek, 
 

yy C x C1 2  
 
ýa-da 
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p p p k0 0 01, ,...,  
 

ri  h m köküdir, ýl likd , 
 

p p p k
1 1

1
10 0 0, ,...,  

 
de likleri alarys. Diým k, (10) d ligi  sag böl gi 1  

 m k0 1 2 1, , , ... ,  bolanda nola d dir, ýagny 
 

L x em x1 0 . 

 
ýl likd , x em x1  funksiýa m k0 1 2 1, , , ... ,  

bahalarda (1) d mäni  çözüwidir. m k0 1 2 1, , , ... ,  
bahalar üçin 
  
 e xe x e x ex x x k x1 1 1 12 1, , , ...,    (11) 
 
funksiýalar (1) d mäni  hususy çözüwl ri bolar. Olary  
isl ndik a b,  int rwalda çyzykly bagly däl 
funksiýalardygy-ny barlamak kyn däl. Goý, x -y  h mm  
bahalary üçin 
 

C e C xe C x ex x
k

k x
1 2

11 1 1 0...  
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   L e e px x            (8) 

 
to stwony alarys, bu ý rd  
 

p a a an n
n n1

1
1... . 

 
Mu a häsiý tl ndiriji polinom h m diýilýär. (8) d ligi  
boýunça m g k diff nsirläli : 
 

  
d
d

L e d
d

e p
m

m
x

m

m
x ,          (9) 

  

 
d
d

L e L d
d

e L x e
m

m
x

m

m
x m x , 

   

mx

xmmxmx
m

m

pe

pexCpexpe
d
d

...

...1
1 , 

 
Onda (9) d lik 
 

mmmmxxm ppxCpxeexL ...1
1       (10) 

 
görnü i alar. Edil n gümana görä, 1  san p 0 

mäni  köki bolup, kratnylygy k  sana d  ( k  sany 
köki özara d ). Alg bra dersinden b lli bol y ýaly, 1  san 
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1
2

2

1 2
dy
dx

C x C . 

 
Bu ýerden 
 

y C x C x C2
1

2
2 3 . 

 
7-nji mysal. yy y y2 0  de lemäni  

tertibini kemeltmeli we umumy çözüwini tapmaly. 
Çözüli i. Umumy ýagdaýda (11) erti 

kanagatlandyrýan F1 funksiýany tapmak a sat i  däl. 

Berlen ýagdaýda de lemäni  iki bölegini hem 
1
2y

 

köpeldip, 
 

yy y
y

y
y

2

2 2 0  

 
de lemäni alarys. Bu de lemäni 
 

d
dx

y
y y

1 0 

 
görnü de göüçreli . So ky de lemäni  iki bölegini hem 
integrirläp, 
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y
y y

C1
1 

ýa-da 
y C y1 1 

 
de lemäni alarys. Bu birinji tertipli çyzykly birjynsly däl 
de lemäni  umumy çözüwi 
 

y C e
C

C x
2

1

1 1
 

 
görnü dedir. eýlelikde, bu funksiýa garalýan de lemäni  
umumy çözüwidir. 

5. Indi 

   F y y y n, ,..., 0          (14) 

 
de lemä garaly . Görnü i ýaly, (14) de leme x -y we y -i 
anyk görnü de özünde saklamaýar. Bu ýagdaýda 
y u x  belgilemäni girizip, (14)-i 

F u u u n, ,..., 1 0  

 
görnü li de lemä getireris. So ra bu de lemäni  tertibini 
kemeltmek üçin u p u  ornuna goýmany ulanyp, 
 

F u p p p n, , ,..., 2 0  
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görnü  alarys. 
 

5-nji mysal. y y y y2 4 8 0  d mäni 
çözm li. 

Çözüli i. Häsiý tl ndiriji d  
 
 

3 22 4 8 0  ýa-da 2 4 02  

 
görnü dir. Onu  kökl ri: 1 2 , 2 2i , 3 2i . 

mäni  umumy çözüwi 
 

y C e C x C xx
1

2
2 32 2cos sin  

 
görnü  ýazylar. 

3. Goý, 1 2, , ... , n  kökl ri  arasynda k  sanysy 
hakyky w  özara d , ýagny 1 2 ... k k n  
bolsun. Garalýan (1) d mäni  t rtibi n  bolanlygy üçin 
onu  umumy çözüwi özünd  n  sany erkin h mi ligi 
saklamaly. Kökl ri (2)-d  yzygid rli goýup alnan 
funksiýalardan düzül n umumy çözüwi  özünd  n -d n az 

mi ligi saklajakdygyny görm k kyn däl, ýagny ondaky 
go ulyjylary  sany n -d n az bolar. O a görä-d  umumy 
çözüwdäki ý tm ýän go ulyjylary tapmaly bolar. u 
ýagdaý üçin (1) d mäni  umumy çözüwini tapmaklygy  
usulyny b ýan ed li . 

(11) b lgil  y e x  funksiýany goýup, 
 



 216 

görnü  bolar. D mäni  kökl ri: 1 1, 

2 2 3i , 3 2 3i . Bulara d gi li 
 

y e y e x y e xx x x
1 2

2
3

23 3, cos , sin  
 
hususy çözüwl r fundam ntal sist many düzýärl r. 

mäni  umumy çözüwi 
 

y C e C e x C e xx x x
1 2

2
3

23 3cos sin  
 
görnü  bolar. 

4-nji mysal. y y8 0  d mäni  umumy 
çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. Häsiý tl ndiriji d mäni 
 

3 8 0  ýa-da 2 2 4 02  

 
görnü  ýazarys. Onu  kökl ri 1 2 , 2 1 3i , 

3 1 3i . Bu kökl  d gi li y e x
1

2 , 

y e xx
2 3cos , y e xx

3 3sin  funksiýalar 
çözüwl ri  fundam ntal sist masyny em  g tirýärl r. 

a görä-d  d mäni  umumy çözüwini (7)-d n 
ýdalanyp, 

 
y C e C e x C e xx x x

1
2

2 33 3cos sin  
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görnü li de lemäni alarys. eýlelikde, (14) görnü li 
de lemäni  tertibini kemeltmeklige (1) we (4) görnü li 
de lemeler üçin ulanylan usullardan peýdalanyldy. 

8-nji mysal. 1 3 02 2y y y y  

de lemäni  umumy integralyny tapmaly. 
Çözüli i. y u x  belgilemäni girizip, 
 

1 3 02 2u u uu  

 
ikinji tertipli de lemäni alarys. Bu de lemäni u p u  
ornuna goýmadan peýdalanyp, 
 

1 3 02 2u p dp
du

up  

 
görnü li birinji tertipli de lemä getireris. De ligi  iki 
bölegini hem p -e gysgaltsak, onda 
 

1 3 02u dp
du

up  

 
bolar. 
 

dp
p

udu
u

3
1 2  
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de lemäni  umumy integralyny 
 

ln ln lnp C u1
23

2
1  

 
ýa-da 

pC u1
2

3
21  

 
görnü de taparys. 

p -ni u  bilen çal yryp, 

C du
dx

u1
2

3
21  

 
de lemäni alarys. Bu ýerden 
 

dx C du

u

1

2
3
21

, 

ýagny 

x C du

u

C1

2
3
2

2

1

 

ýa-da 

x C u

u
C1

2 2
1

. 
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y e xx
1 cos , y e xx

2 sin , y e x
3

3 , . . . , 

y en
xn  

 
çözüwl r (1) d mäni  fundam ntal sist masyny düzýär. 

onu  üçin h m (1) d mäni  umumy çözüwi 
 

x
n

xxx neCeCxeCxeCy ...sincos 3
321           (7) 

 
görnü  bolar. 

Eg r (4) d mäni  kökl rini  arasynda kompl ks 
sanlary  jübütl rini  birnäç si bar bolsa, onda olary  h r 
birin  hususy çözüwl ri  jübüti d gi lidir. Goý, 

1 1 1i ir r r,...,  sanlar (4) d mäni  
kökl ri bolsun, ýagny (4) d mäni  2r  sany kompl ks 
kökl ri bar. B ýl ki 2 1r n,...,  kökl ri hakyky w  dürli 
sanlar diýip hasap ed li . Bu ýagdaýda (1) d mäni  
umumy çözüwi 

 
n

rj

x
jj

r

j

x
jj

r

j

x
j

jjj eCxeCxeCy
1211

sincos  

 
görnü  ýazylar. 

3-nji mysal. y y y y5 17 13 0  
mäni çözm li. 
Çözüli i. Häsiý tl ndiriji d si 
 

3 25 17 13 0  
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1 5 6 02  

 
dir. Munu  kökl ri 1 1, 2 2 , 3 3 . 

mäni  umumy çözüwini 
 

y C e C e C ex x x
1 2

2
3

3  
 
görnü  alarys. 

2. Goý, 1 2, , ..., n  kökl ri  arasynda 
kompl ksl ri bar bolsun. 1 i , 2 i , 
galanlary hakyky w  dürli sanlar diýip hasap ed li . 

1 i  sany (2)-d  goýup, y e i x  görnü li 
funksiýany alarys. Ony Eýl r formulasyna laýyklykda 

 
y e x ie xx xcos sin  

 
görnü  ýazarys. §2-däki 5-nji t or ma görä, 
 
  y e xx

1 cos , y e xx
2 sin           (6) 

 
funksiýalar (1) d mäni  çözüwl ridir. Eg r 

2 i  sany (2)-d  goýsak, onda ol t or ma 
laýyklykda ý  (6) funksiýalary alarys. Diým k, 
kompl ks kökl ri  h r bir jübütin  (6) hususy çözüwl r 

gi li bolýan ek n. ýl likd , 
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u -y y  bilen çal yryp, 

   x C y

y
C1

2 2
1

         (15) 

 
önüme görä çözülmedik birinji tertipli de lemäni alarys. 

ny parametrik görnü de a latmak bolar. 
Goý, y ttg  bolsun. nda 

x C t

t
C1

2 2
1

tg

tg
 

ýa-da 
   x C t C1 2sin .         (16) 
 

eýlelikde, (15) de leme 
 

x C t C
y t

1 2sin
tg

 

 
parametrik görnü de a ladyldy. Bu ýerden 
 

dy tdx C t tdt C tdttg tg cos sin1 1 , 
 
ýagny 
   y C t C1 3cos          (17) 
 
de ligi alarys. (16) we (17) de likler bilelikde (15) 
de lemäni  parametrik görnü däki umumy integralyny 
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berýärler. lardan t  parametri çykaryp, garalýan 
de lemäni  

x C y C C2
2

3
2

1
2  

 
görnü li umumy integralyna geleris. 

Mälim bol y ýaly, differensial de lemeler üçin Ko i 
meselesini çözmek üçin ilki bilen de lemäni  umumy 
çözüwi tapylýar. Umumy çözüw de lemäni  tertibine de  
bolan sany erkin hemi eligi saklaýar. Erkin hemi elikleri  
san bahalary ba langyç ertlerden peýdalanylyp alnan 
algebraik de lemeler sistemasyndan tapylýar. 

Käbir ýagdaýlarda umumy çözüwi  tapyly  
ýörelgesinde ba langyç ertleri peýdalanmak amatly 
bolýar. Beýle etmeklik belli bir derejede hasaplamalary 
ýe ille dirip biler. 

Mysal. y y2 3 de lemäni  y 0 1, y 0 1 
ertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmak üçin agzalan 

ýollary  haýsysyny ulanmagy  o aýlydygyny anyklamaly. 
 

Gönükmeler. 
 
1. sin y C ex C

2
1  egriler ma galasyny  

differensial de lemesini düzmeli. 

 Jogaby: y y y1 2 . 

2. y xcos  de lemäni  y 0, y 1, 
y 0 ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwini 
tapmaly. 
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köp ltm k hasylyna d digi b llidir. ýl likd , (5) 
funksiýalary  Wronskiý k sgitl ýjisini  noldan 
tapawutlydygy anyklanyldy. Diým k, ol funksiýalar 
çözüwl ri  fundam ntal sist masyny düzýärl r. onu  üçin 

m, §2-däki 4-nji t or ma laýyklykda, (1) d mäni  
umumy çözüwini 
 

y C e C e C ex x
n

xn
1 2

1 2 ...  
 
görnü  ýazmak bolar. 

1-nji mysal. y y y2 0 d mäni  umumy 
çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. Häsiý tl ndiriji d  2 2 0 
görnü  bolar. Onu  kökl ri 1 1 w  2 2  hakyky 

 dürli. onu  üçin h m garalýan d mäni  umumy 
çözüwi 

 
y C e C ex x

1 2
2  

 
görnü dir. 

2-nji mysal. y y y y6 11 6 0  d mäni  
çözüwini tapmaly. 

Çözüli i. Garalýan d mäni  häsiý tl ndiriji 
si 

 
3 26 11 6 0 

 
ýa-da 
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häsiý tl ndiriji sanlar diýilýär. Alg bra dersinden b lli 
bol y ýaly, (4) d mäni  n  sany  köki  bardyr.  Goý,  olar  
tapylan bolsun. Olary 1 2, ,... , n  bil n b lgiläli . Bu 
sanlary (2) d likd  yzygid rli goýup, 
  y e y e y ex x

n
xn

1 2
1 2, ,...,       (5) 

funksiýalary alarys. 
Indi (4) häsiý tl ndiriji d mäni  kökl rin  

baglylykda (1) d mäni  umumy çözüwini tapmaklyga 
li . 

1. Goý, 1 2, ,... , n  kökl r hakyky w  dürli 
bolsunlar. (5) funksiýalar çözüwl ri  fundam ntal 
sist masyny düzýärl r. Hakykatdan-da, olary  Wronskiý 

sgitl ýjisi 
 

.......
...

...
....

...
1...11

...
....

...

...

12212111

121

...

11
2

1
1

21...

11
2

1
1

21

2121

21

21

21

nnnn

nnnn

x

n
n

nn

nx

xn
n

xnxn

x
n

xx

xxx

nn

n

n

n

ee

eee

eee
eee

xW

 

 
So ky k sgitl ýji Wand rmond k sgitl ýjisi diýip 
atlandyrylýar. Ol k sgitl ýjini  görk zil n tapawutlary  
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 Jogaby: y x xsin 2 . 

3. y ex , y 0 0, y 0 0 , y 0 1 
meseläni çözmeli. 
 Jogaby: y e xx 1. 
4. x y ysin 2 0  de lemäni  umumy 
integralyny tapmaly. 
 Jogaby: x t tsin 2 , 

2
3

1

2
1

3
22

2
1

sin22cos
4

2sin
8
3

CttC

ttCttty
. 

5. 
y
y

e yy 1 de lemäni  umumy integralyny 

tapmaly. 
 Jogaby: x t e Ctln 1, y t te e Ct t

2 . 

6. y e y2  de lemäni  y 0 0 , y 0 1 ertleri 
kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly. 
 Jogaby: y xln 1 . 

7. y xy y 3 0  de lemäni  umumy 
integralyny tapmaly. 

 Jogaby: y C x C x C x C1
3

1
3 3

2 36 2
. 

8. 2 3 02y y , y 0 3, y 0 1, 
y 0 1 Ko i meselesini  çözüwini tapmaly. 
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 Jogaby: y x x2 6. 

9. yy y 2 0  differensial de lemäni  M 0 1,  
nokatdan geçýän hem-de bu nokatda x y 1 göni çyzyk 
bilen galta ýan integral egrisini tapmaly. 
 Jogaby: y e x . 
10. Egrilik radiusy normal kesimini  uzynlygyny  
kubuna proporsional bolan tekiz egrileri tapmaly. 

 Jogaby: x C C y C1
2

2
2

2
2 0 . 

11. xyy xy yy2 02  de lemäni  umumy 
integralyny tapmaly. 

 Jogaby: y x C C2
1 2 . 

12. yy y 2  de lemäni  umumy çözüwini tapmaly. 

 Jogaby: y C eC x
1

2 . 

13. y y y3 02 , y 0 0 , y 0 1, 
y 0 0  Ko i meselesini çözmeli. 
 Jogaby: y x . 

14. yy y y y2 2 ln  de lemäni  y 0 1, 
y 0 1 ertleri kanagatlandyrýan çözüwini tapmaly. 

 Jogaby: y e xsh . 
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mä garaly , bu ý rd  a an1 ,...,  koeffisiý ntl r 
hakyky sanlar. (1) d  
  

 L y y a y a y a yn n
n n1

1
1...      (11) 

 
lgil mäni giriz li . Onda ol 

L y 0 
 

görnü  ýazylar. (1) d mäni  çözüwini 
 
    y e x             (2) 
 
görnü  gözläli , bu ý rd   h niz k sgitl nilm dik san. 

-ny (2) funksiýa (1) d mäni  çözüwi bolar ýaly edip 
saýlaly . u maksat bil n (2)-ni w  onu  

y e y ex n n x,... ,  önüml rini (1) d  
goýup, 
 

 e a a ax n n
n n1

1
1 0...           (3) 

görnü li d ligi alarys. e x 0  bolanlygy üçin 
 
  n n

n na a a1
1

1 0...           (4) 
 
bolmaly. ýl likd , n  t rtipli (1) d mäni  çözüwini 
tapmaklyk n  d li (4) alg braik d mäni  çözüwini 
tapmaklyga g tirildi. (4) d mä (1) d mäni  
häsiý tl ndiriji d si diýilýär. Onu  kökl rin  
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formulalar boýunça tapylýar. (9) önüm  görä çözül n 
birinji t rtipli d lerdir. Olary  çözüwl ri 
 

 C x
W x
W x

dx Ci
i

i ,  i n1 2, ,...,         (10) 

 
görnü rd  bolar, bu ý rd  Ci  erkin h mi likl r. (10)-y 
(6)-da goýup, (1) d mäni  
 

y C y y
i

W x
W x

dxi i i
i

nn
i

11
 

 
görnü däki umumy çözüwin  g ris. 

Tapylan umumy çözüwdäki birinji go ulyjy (2) 
mäni  umumy çözüwi, ikinji go ulyjy bolsa (1) 
mäni  hususy çözüwi. Diým k, eg r birjynsly (2) 
mäni  umumy çözüwi b lli bolsa, onda (1) 
mäni  umumy çözüwini erkin h mi likl ri  

wariasiýasy usuly bil n h m tapyp bolýan ek n. 
 
 

§4. Birjynsly h mi lik koeffisiý ntli d r 
 
 

  

 y a y a y a yn n
n n1

1
1 0...           (1) 
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IV BAP 
 

 ÝOKARY TERTIPLI ÇYZYKLY 
DIFFERENSIAL DE LEMELER 

 
 

§ 1. Esasy dü ünj r w  k sgitl r 
 

Eg r y  gözl nilýän funksiýa w  onu  y y n,...,  
önüml ri d mä çyzykly girýän bolsa, onda ol d mä 
n  t rtipli çyzykly d  diýilýär. D  
 

y p x y p x y p x y f xn n
n n1

1
1...  (1) 

 
görnü  b rilýär, bu ý rd  p xi  w  f x  käbir a b,  
int rwalda b rl n üznüksiz funksiýalar. p xi  funksiýalara 

mäni  koeffisiý ntl ri, f x -a azat agza diýilýär. 
Eg r f x 0  bolsa, onda (1) d  
 

  y p x y p x y p x yn n
n n1

1
1 0...      (2) 

 
görnü i alar. (2) d mä birjynsly, (1) d mä birjynsly 
däl d  diýilýär. (1) w  (2) d  üýtg ýän 
koeffisiý ntli d r h m diýilýär. 

(2) d mäni  ç p böl gini L y  bil n b lgiläli : 
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 L y y p x y p x yn n
n1

1 ... .          (3) 
 
L y  çyzykly diff nsial op rator diýilýär. Ol y -i  
üstünd  edilm li amallary  toplumyny görk zýär (özünd  
saklaýar). Bu b lgil  funksiýa b lgil sin  m dir. 
Bu ý rd n görnü i ýaly, op rator dü ünj si funksiýa 
dü ünj sini umumyla dyrýar. 

Mysal. Goý, L y y xy y3  bolsun. Onda 

y ex  funksiýa üçin 

 L e e x e e e xx x x x x3 2 , 

ýagny L e e xx x 2  bolar. 

L y  op rator a akdaky iki häsiý dir. 
1. Iki funksiýany  j minden op rator ol 

funksiýalardan op ratorlary  j min  d dir, ýagny 
 

L y y L y L y1 2 1 2 . 
 

2. H mi lik köpeldijini op rator b lgisini  da yna 
çykarmak bolar, ýagny 

 
L Cy C L y . 

 
Hakykatdan-da, 
 
1.  
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C y C y
C y C y

C y C y
C y C y f x

n n

n n

n
n n

n

n
n n

n

1 1

1 1

1 1
2 2

1 1
1 1

0
0

0

... ,

... ,
..............................

... ,
...

           (8) 

 
r sist masyny düz ris. Sist many  k sgitl ýjisi 

 
 

x

y y y
y y y

y y y

n

n

n n
n
n

1 2

1 2

1
1

2
1 1

...

...
. . . .

...

 

 
bolar. Munu  W x  Wronskiý k sgitl ýjisidigi aýdy dyr. 
y y yn1 2, ,...,  funksiýalary  çözüwl ri  fundam ntal 
sist masyny düzýändigi (5)-d n b lli. O a görä-d  
W x 0 . Diým k, (8) sist many  ý -täk çözüwini  
barlygyny üpjün edýän rt ý rin  ý týär. Onda Kram r 
düzgünin  laýyklykda, C xi  
 

  C x
W x
W xi

i ,  i n1 2, ,...,           (9) 
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  C y C yn
n n

n
1 1

2 2 0...        (7n-1) 
 

rt goýaly . Onda 
   

 y C y C yn n
n n

n1
1 1

1 1...        (6n-1) 
 
bolar. Bu ý rd n 
 

11
1111 ...... n

nn
nn

nn
nn yCyCyCyCy .         (6n) 

 
(1) d n (6), (61), . . . , (6n) d likl ri nazarda tutup, 
ýazyp bil ris: 

....
......

......

11
11

1
1

1
1

1111

xfyCyC
ypypyC

ypypyC

n
nn

n

nn
n

n
n

nn

n
nn

 

 
Edil n gümana görä, y y yn1 2, ,...,  (2) d mäni  bagly 
däl çözüwl ri. O a görä-d  ýaýlardaky duran a latmalar 
nola d dirl r. onu  üçin h m 
 

  C y C y f xn
n n

n
1 1

1 1...          (7n) 
görnü li d  alnar. 

ýl likd , (71), (72), .  .  .  ,  (7n-1), (7n) d rd n 
C C Cn1 2, ,... ,  ululyklara görä 
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21

1
2112121

...
...

yyp
yypyyyyL

n

nn

 

  
....

......
...

212

1
2121

1
111

21
1

2
1

1121

yLyLyp
ypyypypy

yypyypyy

n

nn
n

nn

n
nnnn

 

 
Op ratory  b ýl ki häsiý tini  dogrulygyna a 

likd  göz ý tirm k bolar. 
Bu häsiý tl ri  birinjisin  op ratory  additiwlik, 

ikinjisin  bolsa birjynslylyk häsiý ti diýilýär. L y  
op ratory  g tiril n häsiý tl rind n 

 

L C y C L ym m
m

n

m m
m

n

1 1
 

 
ligi  g lip çykýandygy dü nüklidir. 

Eg r a b,  int rwalda k sgitl n y yn1 ,...,  
funksiýalar üçin i  bolmanda biri noldan tapawutly 

1 ,..., n  h mi likl r bar bolup, x a b,  üçin 
 

   1 1 0y yn n...            (4) 
 

lik ý rin  ý týän bolsa, onda ol funksiýalara çyzykly 
bagly funksiýalar diýilýär. T rsin  bolan ýagdaýda ol 
funksiýalara çyzykly bagly däl funksiýalar diýilýär. 
Ba gaça aýdylanda, eg r (4) d lik di  

1 2 0... n  bolanda ý rin  ý týän bolsa, onda 
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y yn1 ,...,  funksiýalara çyzykly bagly däl funksiýalar 
diýilýär. Eg r y yn1 ,...,  funksiýalar (2) d mäni  a b,  
int rwaldaky çyzykly bagly däl çözüwl ri bolsa, onda olara 
çözüwl ri  fundam ntal sist masy diýilýär. 

Mysal. y x1 sin , y x2 cos  funksiýalary 
,  int rwalda çyzykly baglylyga d äli . 

 
1 2 0sin cosx x  

 
to stwa garaly . K sgitlilik üçin 1 0  bolsun. 

To stwoda x
2

 bahany goýsak, onda 1 0 bolar. 

Ol mümkin däl. O a görä-d  garalýan funksiýalar ,  
int rwalda çyzykly bagly däl funksiýalardyr. 

Goý, y yn1 ,...,  funksiýalary  a b,  int rwalda n  
rtipli üznüksiz önüml ri bar bolsun. Olardan düzül n 

 
y y y
y y y

y y y

n

n

n n
n
n

1 2

1 2

1
1

2
1 1

...

...
. . . .

...

 

 
sgitl ýjä Wronskiý k sgitl ýjisi diýilýär. Ol W x  bil n 
lgil nýär. 

(1) d mäni y n  görä çözülen görnü de ýazaly  
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(6)-da gözlenilýän funksiýalar n , emma de leme bir. 
†onu  ü in hem n 1 ertleri (6)-ny  ö ümlerini  n 1 
tertibe çenlisi C x consti . bolandaky görnü i alar ýaly 
edip saýlaly , ýagny 
 
   C y C yn n1 1 0...           (71) 
 

rt goýaly . Onda 
 
   y C y C yn n1 1 ...           (61) 
 
bolar. Ony diff nsirläp, 
 

y C y C y C y C yn n n n1 1 1 1... ...  
 

latmany alarys. 
 
   C y C yn n1 1 0...           (72) 
 

rt goýaly . Onda 
 
   y C y C yn n1 1 ...           (62) 
 
bolar. Bu düzgüni n 1 g k yzygid rli gaýtalap, 
 

22
11

11
11

1 ...... n
nn

nn
nn

nn yCyCyCyCy  
 

ligi alarys. 
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xfxfxvLxvLxvxvL 212121  
ýa-da 

L v x v x f x f x1 2 1 2  
bolar. 

Diým k, v x v x v x1 2  funksiýa (4) 
mäni  hususy çözüwi. 

or many  tassyklamasy d mäni  sag böl gind  
go ulyjylary  isl ndik tük nikli sanysy bolanda h m 
dogrudyr. 

Indi erkin h mi likl ri  wariasiýasy usuly (Lagran  
usuly) bil n birjynsly däl (1) d mäni  umumy çözüwini 
tapmaklyga giri li . Usuly  ulanyly yny b ýan ed li . 

Goý, (2) d mäni  
 

   y C y C yn n1 1 ...            (5) 
 
umumy çözüwi tapylan bolsun. (1) d mäni  umumy 
çözüwini 
 
  y C x y C x yn n1 1 ...            (6) 
 
görnü  gözläli . (6) funksiýa (1) d mäni  çözüwi 
bolar ýaly edip C x C xn1 ,...,  funksiýalary k sgitläli . 
Olar diff nsirl nýän funksiýalar bolmaly. (6) funksiýany 
diff nsirläp, alarys: 
 

y C y C y C y C yn n n n1 1 1 1... ... . 
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y f x p x y p x yn n
n1

1 ... . 
 

Bu d  g n bapda öwr nil n 
 

y f x y y yn n, , ,..., 1  

 
mäni  hususy halydyr. Hakykatdan-da, munu  

ýl digini görk zm k üçin so ky d  
 

f x y y y f x p x y p x yn n
n, , ,..., ...1

1
1

 
diýip hasap etm k ý rlikdir. (1) d däki p xi  w  
f x  funksiýalar üznüksiz bolanlygy üçin 

f x y y y n, , ,..., 1  funksiýa 3-nji bapdaky t or many  

mm rtl rini kanagatlandyrýar. onu  üçin h m (1) 
mäni  a b,  int rwalda k sgitl n 

 

y x y0 0, y x y0 0 , . . . , y x yn n1
0 0

1  
 

ba langyç rtl ri kanagatlandyrýan ý -täk y x  
çözüwi bardyr. 
 
 

§2. Birjynsly d r 
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    L y 0            (1) 
 

mä garaly . Onu  çözüwi baradaky t or many subut 
ed li . 

1-nji t or ma. Eg r y y yn1 2, ,... ,  funksiýalar (1) 
mäni  çözüwl ri bolsa, onda 
 

   y C y C yn n1 1 ...            (2) 
 
funksiýa h m ol d mäni  çözüwidir. 

Subudy. T or many rtin  laýyklykda 
 

L y1 0, . . . , L yn 0 . 
 

(2) funksiýany (1) d mäni  ç p böl gindäki y -i  
ornuna goýup, çyzykly differensial op ratory  
häsiý tl rind n p ýdalansak, onda 
 

L C y C y L C y L C y
C L y C L y C C

n n n n

n n n

1 1 1 1

1 1 1 0 0 0
... ...

... ...
 

 
ýa-da 
 

L C y C yn n1 1 0...  
 

bolar. Diým k, (2) funksiýa (1) d mäni  çözüwi. 
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görnü li d r sist masyny alarys. Onu  k sgitl ýjisi 
W x0 0, çünki edil n gümana görä y y yn1 2, ,...,  
çyzykly bagly däl funksiýalar. Diým k, sist many  ý -
täk  çözüwi  bar.  Goý,  C Cn n1 1 ,...,  onu  çözüwi 
bolsun. Bu sanlary (3)-d  goýup, 
 

y y yn n1 1 ...  
 

görnü li hususy çözüwi alarys. (3) funksiýany  (1) 
mäni  umumy çözüwidigi görk zildi. 
Hususy çözüwl ri tapmaklykda ulanylýan ýön ý 

or many g tir li . 
2-nji t or ma. Eg r v v x1 1  funksiýa 

L y f x1  d mäni  hususy çözüwi bolsa, 
v v x2 2  funksiýa L y f x2  d mäni  hususy 
çözüwi bolsa, onda olary  j mi v v v1 2  funksiýa 

 
   L y f x f x1 2            (4) 
 

mäni  hususy çözüwidir. 
Subudy. T or many rtin  görä 
 

L v x f x1 1 , L v x f x2 2  
 

to stwolary alarys. v v v1 2  funksiýany (4) 
mäni  ç p böl gind  y -i  ornuna goýup, 

to stwolary göz ö ünd  tutsak, onda 
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ýa-da 
 

L v u f x  
 

to stwony alarys. Diým k, 
 
 
   y v C y C yn n1 1 ...           (3) 
 
 
funksiýa (1) d mäni  çözüwi. 

Eg r (3) çözüwd n isl ndik hususy çözüwi alyp 
bolýan bolsa, onda ol (1) d mäni  umumy çözüwidir. 
(3) çözüwd n hususy çözüwi almak üçin go maça rtl r 

rilm li, 
Goý, 

y x y0 0, y x y0 0 , . . . , y x yn n1
0 0

1  
 

rl n bolsun. (3)-d  w  onu  yzygid rli n 1 g k alnan 
önüml rind  x a b0 ,  bahany goýup, b rl n rtl ri göz 

ünd  tutsak, onda C Cn1,...,  ululyklara görä 
 

0
11

00
1

20
1

210
1

1

000202101

000202101

...
......................................................

,...
,...

xvyCxyCxyCxy

xvyCxyCxyCxy
xvyCxyCxyCxy

nn
n

n
n

nn

nn

nn
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Mälim bol y ýaly, n  t rtipli d mäni  umumy 
çözüwi n  sany erkin h mi likl ri özünd  saklaýar. (2) 
funksiýa h m n  sany C Cn1 ,...,  erkin h mi ligi saklaýar. 
(2) funksiýa (1) d mäni  umumy çözüwimikä? diý n 
sorag ýüz  çykýar. Umumy ýagdaýda (2) funksiýa (1) 

mäni  umumy çözüwi bolman h m bil r. A akda (2) 
funksiýany  (1) d mäni  umumy çözüwi 
bolmaklygyny rtl ri g tirilýär. 

2-nji t or ma. Eg r y y yn1 2, ,... ,  funksiýalar 
a b,  int rwalda çyzykly bagly funksiýalar bolsa, onda 

olary  Wronskiý k sgitl ýjisi W x 0  . 
Subudy. T or many rtin  görä, y y yn1 2, ,... ,  

çyzykly bagly funksiýalar. Onda 
 

1 1 0y yn n...  
 

i  sanlary  i  bolmanda biri noldan tapawutly bolanda 
ýerine ýeter. 
Goý, 1 0 bolsun. Onda 
 

y y yn
n1

2

1
2

1
...  

ýa-da 
 
   y y yn n1 2 2 ...            (3) 
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bolar, bu ý rd  i
i

1
 i n2,..., . Wronskiý 

sgitl ýjisini  birinji sütünini (3) funksiýa w  onu  

y y n
1 1

1,...,  önüml ri bil n çal yryp, 
 

2 2 2

2 2 2

2 2
1 1

2
1 1

y y y y
y y y y

y y y y

n n n

n n n

n
n n

n n
n
n

... ...

... ...
. . . .

... ...

 

 
sgitl ýjini alarys. Alnan k sgitl ýji n 1 sany 
sgitl ýjini  j min  d dir. Olary  h r birini  iki sütüni 

özara d  bolanlygy üçin olar nola d . onu  üçin h m 
Wronskiý k sgitl ýjisi nola d dir. 

3-nji t or ma. Eg r (1) d mäni  koeffisiýentleri 
a b,  int rwalda üznüksiz we y y yn1 2, ,... ,  funksiýalar 

onu  çyzykly bagly däl çözüwl ri bolsalar, onda olary  
Wronskiý k sgitl ýjisi a b,  int rwaly  nokatlaryny  hiç 
birind  nola d  däldir, ýagny x a b,  üçin W x 0 . 

Subudy. x a b0 ,  nokatda W x0 0 diý li . 
Bu k sgitl ýjini  el ntl ri koeffisiý ntl ri bolan 
birjynsly alg braik d r sist masyny düz li : 
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mä garaly . Bu d mäni b lgil mä laýyklykda 

 
L y f x  

 
gysga görnü  h m ýazmak bolar. 

(1) d n f x 0 bolanda alynýan 
 

    L y 0            (2) 
 

mäni h m ýazaly . Mu a (1) d mä d gi li 
birjynsly d  diýilýär. 

akdaky tassyklama adalatlydyr. 
1-nji t or ma. Birjynsly däl (1) d mäni  umumy 

çözüwi onu  hususy çözüwi bil n birjynsly (2) d mäni  
umumy çözüwini  j min  d dir. 

Subudy. Goý, v v x  funksiýa (1) d mäni  
hususy çözüwi, u C y C yn n1 1 ...  funksiýa (2) 

mäni  umumy çözüwi bolsun, ýagny 
 
 

L v x f x ,  L u 0  
 
 

to stwolar ý rin  ý týär. y v u  funksiýany (1) 
 goýup, 

 
 

L v u L v L u f x  
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   y y yn n1 1 ...          (11) 
 
funksiýany alarys. Bu funksiýa (1) d mäni  (9) 
ba langyç rtl ri kanagatlandyrýan çözüwidir. Diým k, 
(8) funksiýa (1) d mäni  umumy çözüwi. 

5-nji t or ma. Eg r y u x iv x  funksiýa 
hakyky koeffisiýentli (1) d mäni  çözüwi bolsa, onda 
u x  w  v x  funksiýalar h m ol d mäni  
çözüwl ridir. 

Subudy. or many  rtin  görä, 
L u x iv x 0. Op ratory  häsiý tl ri esasynda 

 
L u x iL v x 0 . 

 
Bu ý rd n L u x 0 , L v x 0 . Diým k, u x  w  
v x  funksiýalar (1) d mäni  çözüwl ri. 
 
 

§3. Birjynsly däl d r 
 
 
 

Birjynsly däl n -nji t rtipli 
 

  

 y p x y p x y f xn n
n1

1 ...   
   (1) 
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.0...
......................................................

,0...
,0...

0
1

20
1

210
1

1

0202101

0202101

n
n

n
nn

nn

nn

CxyCxyCxy

CxyCxyCxy
CxyCxyCxy

       (4) 

 
Alg bra dersinden mälim bol y ýaly, bu sist many  

noldan tapawutly çözüwl ri bardyr. Goý, ol çözüwl rd n 
biri tapylan bolsun. Ony C C C Cn n1 1 ,...,  bil n 

lgiläli . Bu tapylan sanlar bil n t or madaky y yn1 ,...,  
çözüwl rd n 

 
   y C y C yn n1 1 ...            (5) 
 
funksiýany düz li . (5) funksiýa t or ma 1 -  laýyklykda 
(1) d mäni  çözüwidir. (4) sist mada C Cn1 ,...,  
bahalary goýup alnan to stwolar göz ö ünd  tutulsa, 
onda (5) çözüwi  
 

 y x0 0, y x0 0 , . . . , y xn 1
0 0      (6) 

 
ba langyç rtl ri kanagatlandyrýandygy dü nüklidir. (1) 

mäni  (6) rtl ri kanagatlandyrýan di  nol çözüwi 
bar (çözüwi  barlyk we ýeke-täklik teoremasyna 
laýyklykda). (5) d likd n 
 
   C y C yn n1 1 0...            (7) 
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ligi alarys, bu ý rd  C Cn1 ,...,  sanlary  i  bolmanda 
biri noldan tapawutlydyr. B ýl  ýagdaý (7) d likdäki 
y yn1 ,...,  funksiýalary  çyzykly bagly çözüwl rdigini 
görk zýär. Alnan gapma-gar ylyk t or many subut edýär. 

So ky t or malardan, eg r a b,  int rwalda 
garalýan y yn1 ,...,  funksiýalary  Wronskiý k sgitl ýjisi 
nola d  bolsa, onda ol funksiýalary  çyzykly baglydygy, 
noldan tapawutly bolanda bolsa, çyzykly bagly däldikl ri 

lip çykýar (de lemäni  koeffisiýentleri üznüksizdir). 
Mysal. y x1 sin , y x2 cos  funksiýalary  

,  int rwalda çyzykly bagly däldigini görk zm li. 
Bu funksiýalary  Wronskiý k sgitl ýjisi 
 

W x
x x
x x

sin cos
cos sin

1 0 , 

 
Diým k, garalýan funksiýalar çyzykly bagly däl. 

Indi, (2) funksiýany  (1) d mäni  umumy çözüwi 
bolmaklygyny rtini b ýan ed li . 

4-nji t or ma. Eg r y yn1 ,...,  funksiýalar (1) 
mäni  fundam ntal sist masyny em  g tirýän 

bolsalar, onda ol d mäni  umumy çözüwi 
 

   y C y C yn n1 1 ...            (8) 
 

lik bil n b rilýändir, bu ý rd  C Cn1,...,  h mi likl r. 
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Subudy. Eg r (8) çözüwd n h r bir hususy çözüwi 
alyp bolýan bolsa, onda ol umumy çözüwdir. (8) çözüwd n 
hususy çözüwi almak üçin ba langyç rtl r b rilm li. Goý, 
 

y x y0 0 , y x y0 0 ,…, y x yn n1
0 0

1       (9) 
 
bolsun. (8) funksiýany n 1 g k diff nsirläp w  (9) 

rtl ri göz ö ünd  tutup, C Cn1,...,  ululyklara görä 
 

  

1
00

1
20

1
210

1
1

00202101

00202101

...
......................................................

,...
,...

n
n

n
n

nn

nn

nn

yCxyCxyCxy

yCxyCxyCxy
yCxyCxyCxy

      (10) 

 
alg braik d r sist masyny alarys. (10) sist many  

sgitl ýjisi t or ma 3-  laýyklykda noldan tapawutly, 
ýagny 
 

0

...
....

...

...

0

0
1

0
1

20
1

1

00201

00201

xW

xyxyxy

xyxyxy
xyxyxy

n
n

nn

n

n

. 

 
 

Onda (10) sist many  ý -täk çözüwi bardyr. Goý, 
C Cn n1 1 ,...,  sanlar (10) sist many  çözüwi 
bolsun. Bu san bahalary (8)-d  goýup, 
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görä-de,  (3) sistemany  nol däl çözüwini tapmak üçin, 
onu  kesgitleýjisini nola de läp, ýagny 

0

...

...
...

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

         (4) 

de ligi alarys. 
 Bu    –  a  görä   n  derejeli  algebraik  de leme.   (4)   
de lemä  (1)  sistemany  häsiýetlendiriji de lemesi 
diýilýär, onu  köklerine häsiýetlendiriji sanlar diýilýär. 
 Goý, (4) de lemäni  kökleri tapylan bolsun. Olary 

n,...,, 21  bilen belgilä-li . 
Indi  (1)  sistemany  umumy çözüwini tapmaga 

giri eli . 
  1)  goý,  n,...,, 21  kökler hakyky we dürli sanlar 
bolsun.  Olary  (3)  sistemada      -ny  ornuna nobatlaýyn 
goýup, olara degi li sistemalary alarys. 
 olary  biri; 

0...

0...
0...

12211

22122121

12121111

nnnnn

nn

nn

aaa

aaa
aaa

       (31) 

 
görnü de bolar. Bu sistemany  kesgitleýjisi nola de . 
Diýmek,  (31)  sistemany  nol däl çözüwi bar.  
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görnü  gözl li. Eg r 0  san häsiý tl ndiriji 
mäni  köki bolup, kratnylygy k  sana d  bolsa, onda 

(5) d mäni  hususy çözüwini 
 

V x x Q xk
m  

 
görnü  gözl li bolar. 

Indi 
 

   L y e P x xx
m cos           (6) 

 
görnü li d mä garaly , bu ý rd  P xm  d si m 
bolan polinom, ,  - hakyky sanlar. (6) d mäni (2) 
görnü li ýagdaýa g tirm k bolar. 

cos x e ei x i x

2
 

 
Eýl r formulasyny p ýdalansak, onda (6) d  
 

L y e P x e P xi x
m

i x
m

1
2

1
2

   (7) 

 
görnü i alar. 

ý2 -däki t or ma 2 - ä laýyklykda (7) d mäni  
çözüwi 

 

   L y e P xi x
m

1
2

          (8) 
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   L y e P xi x
m

1
2

          (9) 

 
ri  çözüwl rini  j min  d dir. 

Eg r i  san häsiý tl ndiriji d mäni  köki 
bolmasa, onda (8) w  (9) d ri  hususy çözüwl rini 

 

V x e Q xi x
m1  

 

V x e Q xi x
m2  

 
görnü rd  gözl k bolar, bu ý rd  Q xm , Q xm  m 

li koeffisiý ntl ri k sgitl nm dik çatyrymly sanlar 
bolan polinomlar. Bu hususy çözüwl ri  j mi 
 

xQexQexVxVxV m
xi

m
xi

21  
 

(7) d mäni  hususy çözüwidir. Bu ý rd  görk zijili 
funksiýalardan trigonom trik funksiýalara g çils , onda (6) 

mäni  
  
 V x e R x x S x xx

m mcos sin      (10) 
 
görnü li kompl ks sany saklamaýan hususy çözüwi alnar, 
bu ý rd  R x S xm m,  koeffisiý ntl ri k sgitl nm dik 
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de lemeler sistemasy görnü de berilýär. Bu ýerde  y1,...,yn  
gözlenilýän funksiýalar,  aij  (i,j=1,...,n)  koeffisiýentler 
hemi elik sanlar.  (1)  sistemany  

niya
dx
dy n

j
jij

i ,...,2,1
1

 

görnü de hem ýazmak bolar.  (1) sistemany  çözüwini 
tapmaga Eýleri  teklip eden usulyny beýan ederis.  (1)  
sistemany  hususy çözüwini  

x
nn

xx eyeyey ,...,, 2211                (2) 
görnü de gözläris, bu ýerde  wen,...,, 21  
häzirlikçe kesgitlenmedik hemi elikler.  (2)-däki 
funksiýalar  (1) sistemany  çözüwi bolar ýaly edip, olary 
kesgitlemeli. ol maksat bilen (2)-däki y1,y2,...,yn 
funksiýalary we olary  önümlerini  (1) sistemada goýup, 
so ra onu  iki bölegini  xe  köpeldijä gysgaldyp,  

n,...,, 21   ululyklara görä 

 

0...

0...
0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

aaa

aaa
aaa

                 (3) 

 
görnü li birjynsly de lemeler sistemasyna geleris. Eger  (3) 
sistemany  kesgitleýjisi noldan tapawutly bolsa, onda onu  
nol çözüwini  bardygy belli. Bizi ol sistemany  nol däl 
çözüwi gyzyklandyrýar. eýle çözüw di e  (3) sistemany  
kesgitleýjisini  nola de  bolan ýagdaýynda bardyr. a 
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ni
xW
xWxC i

i ,...,2,1,'  

görnü de taparys.  
 De ligi  iki bölegini integrirläp, 
 

niCdx
xW
xWxC i

i
i ,...,2,1,    (11) 

 
de ligi alarys. Bu ýerde  iC   erkin  hemi elikler.   (11)-i  (9)-da 
goýup,  (1) sistemany  umumy çözüwini  
 

ni

yCdx
xW
xWyCdx

xW
xWy nin

n
ii

,...,2,1

...11
1

 

görnü de ýazarys. 
 

§4.  Hemi elik koeffisiýentli birjynsly de lemeler 
sistemasy 

 

,...

,...

,...

2211

2222121
2

1212111
1

nnnnn
n

nn

nn

yayaya
dx
dy

yayaya
dx
dy

yayaya
dx
dy

           (1) 
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polinomlar. Olary  koeffisiý ntl rini tapmak üçin V -ni w  
onu  önüml rini (6) d mäni  ç p böl gind  y -i  w  
onu  d gi li önüml rini  orunlaryna goýmaly. D ligi  iki 
böl gini h m e x  köp ldijä gysgaltmaly. Alnan d ligi  
sag w  ç p böl kl rindäki cos x  w  sin x  köp ldijil ri  

gi li koeffisiý ntl rini d li. So ra x -y  d  
rini  koeffisiý ntl rini d dirip, (10)-da 

görk zil n polinomlary  koeffisiý ntl rin  görä d r 
sist masy alnar. Näb llil ri  tapylan san bahalaryny (10)-
da goýup, gözl nilýän hususy çözüwi ýazmak bolar. 

Eg r i  san häsiý tl ndiriji d mäni  köki 
bolup, kratnylygy k  san bolsa, onda (6) d mäni  hususy 
çözüwini 
 
V x x e R x x S x xk x

m mcos sin         (11) 
 
görnü  gözl li bolar. 

Eg r d  
 
   L y e P x xx

m sin         (12) 
 
görnü  b rl n bolsa, onda onu  hususy çözüwini (10) w  
(11) görnü rd  gözl k bolar. 

Indi (6) w  (12) d ri özünd  saklaýan 
 
 L y e P x x P x xx

m mcos sin     (13) 
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görnü li d mä garaly , bu ý rd  P Pm m,  
koeffisiý ntl ri hakyky sanlar bolan m d li 
polinomlardyr. Olary  birini  d sini   m-d n kiçi 
bolmagy h m mümkin. (13) d mäni garalan d  
syrykdyrmak bolar. 
 

cos x e ei x i x

2
,  sin x e e

i

i x i x

2
 

 
Eýl r formulalaryny p ýdalansak, onda (13) d  
 
  

 

L y e P x i P x

e P x i P x

i x
m m

i x
m m

1
2 2

1
2 2

       (14) 

 
görnü i alar, bu ý rdäki kwadrat ýaýlardaky polinomlar 
kompl ks-çatyrymlydyrlar. 
 
  

 L y e P x i P xi x
m m

1
2 2

        (15) 

 
  

 L y e P x i P xi x
m m

1
2 2

        (16) 
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 Goý, (3) sistemany  umumy çözüwi tapylan bolsun. Mälim 
bol y ýaly, onu  umumy çözüwi  

niyCyCyCy niniii ,...,2,1,...2211  
görnü de berilýär. (1)  sistemany  çözüwini  
 
 niyxCyxCyxCy niniii ,...,2,1,...2211        (9) 

 
görnü de gözläli . (9)-daky funksiýalar (1) sistemany  çözüwi bolar 
ýaly edip,  xCxCxC n,...,, 21  funksiýalary saýlaly . Onu  
üçin (9)-y (1) sistemada goýup, 

nixfyCyCyCP
yCyCyCP

yCyCyCyCyCyC

innnnnin

nni

niniininii

,...,2,1,...
......

......

2211

12121111

''
22

'
11

'
2

'
21

'
1

 

ýa-da 

nixfyCyC
yPyPyC

yPyPyC

inini

nninninin

ninii

,...,2,1,...
...

......

'
1

'
1

11
'

1111
'
11

 

de likleri alarys. 
 Edilen gümana görä ýaýlardaky a latmalar nola de dirler. 

Onda bu ýerden  ''
2

'
1 ,...,, nCCC   ululyklara görä 

 
nixfyCyC inini ,...,2,1,... '

1
'
1            (10) 

 
de lemeler sistemasyny alarys. 
(10) sistemany  kesgitleýjisi W(x) 0. Onda (10) sistemany  ýeke-täk 
çözüwi bardyr. Ony  
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 Subudy. (5) belgidäki funksiýalar toplumyny  (3) 
sistemany  umumy çözüwidigini görkezmek üçin (5)-däki 

nyyy ,..,, 21  funksiýalary   
0

0 )( ii yxy   ),...,2,1( ni            (6) 
ba langyç ertleri kanagatlandyrar ýaly edip nCCC ,..,, 21  
hemi elikleri saýlaly . Onu  üçin (5)-de 0xx  bahany 
goýup, (6) ertleri göz ö ünde tutup, nCCC ,..,, 21  
ululyklara görä 
 

0
0022011

0
20202220121

0
10102120111

)()...()(

)()...()(
)()...()(

nnnnnn

nn

nn

yxyCxyCxyC

yxyCxyCxyC
yxyCxyCxyC

      (7) 

 
görnü li de lemeler sistemasyny alarys.  (7)  sistemany  kesgitleýjisi  
W(x0) 0.   
(7) sistemany  ýeke-täk çözüwi bar.  Goý,  

00
11 ,..., nn CCCC   onu  çözüwi bolsun. Bu san bahalary  (5) 

– de goýup,  (3)  sistemany   
                         

niyCyCyCy niniii ,...,2,1,... 0
2

0
21

0
1          (8) 

 
görnü li hususy çözüwini alarys. Diýmek, (5) çözüw (3)  
sistemany  umumy çözüwi. 
 Indi (1) sistemany  umumy çözüwini tapmaklyga giri eli . 

a erkin hemi e- likleri  wariasiýa usulyny ulanaly . 
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 garaly . Eg r i  san häsiý tl ndiriji 

mäni  köki bolmasa, onda (15) w  (16) d ri  
hususy çözüwl rini d gi lilikd  
 

  V e R x i S xi x
m m1

1
2 2

      (17) 

 

  V e R x i S xi x
m m2

1
2 2

      (18) 

 
görnü rd  gözläris. R xm  w  S xm  polinomlary  
koeffisiý ntl ri d gi li d r sist malaryndan 

sgitl nilýärl r. S xm  w  R xm  polinomlary  d gi li 
koeffisiý ntl ri kompl ks çatyrymlydyrlar. 

a görä-d  V2  çözüw V1 çözüwi  kompl ks 
çatyrymlysy bolar. Olar go ulyp, ondaky görk zijili 
funksiýalar trigonom trik funksiýalar bil n çal yrylsa, onda 
(13) d mäni  gözl nilm li hususy çözüwi 

 
V x e R x x S x xx

m mcos sin  
 

görnü  bolar. 
Eg r i  san häsiý tl ndiriji d mäni  köki 

bolup, kratnylygy k  san bolsa, onda (13) d mäni  
hususy çözüwini 
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V x x e R x x S x xk x
m mcos sin  

 
görnü  gözl li, bu ý rd  R x S xm m,  
koeffisiý ntl ri k sgitl nm dik m d li polinomlar. 

(1) d mäni  hususy çözüwl rini  gözl nilm li 
görnü rini salgy b rýän maglumatlary j mläli . 

 
mäni  sag 

böl gi 
Häsiý tl ndiriji 

mäni  
Hususy çözüwi  göz-

nilm li görnü i 
m d li P xm  0 san köki 

bolmasa 
V Q xm  

polinom 0 san köki 
bolup, 
kratnylygy k  
bolsa 

V x Q xk
m  

P x em
x   san köki 

bolmasa 
V Q x em

x  

  san köki 
bolup, 
kratnylygy k  
bolsa 

V x Q x ek
m

x  

P x xm cos  i  sanlar 
kökl ri bolmasa 

V R x x
S x x

m

m

cos
sin

 

P x xm sin  i  sanlar 
kökl ri bolup, 
kratnylygy k  
bolsa 

xxS
xxRxV

m

m
k

sin
cos
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nnnn

n

n

yyy

yyy
yyy

,...,,

,...,,
,...,,

21

22221

11211

 

kesgitleýji Wronskiý kesgitleýjisi diýip atlandyrylýar we 
W(x) bilen belgilenýär. 
 Teorema. Eger (3) sistemany  koeffisiýentleri (a,b) 
interwalda üznüksiz we (4) toplumdaky funksiýalar (3) 
sistemany  çyzykly bagly däl çözüwleri bolsalar, onda 
olary  Wronskiý kesgitleýjisi (a,b) interwaly  
nokatlaryny  hiç birinde nola de  däldir, ýagny 

),( bax   üçin  0)(xW . 
 Bu teoremany  subudy [2] gollanmany  50-nji 
sahypasynda getirilen teoremany  subudyna me ze . 

onu  üçin hem teoremany subutsyz kabul etmegi makul 
bildik. 
 Teorema. Eger  (a,b) interwalda (4) funksiýalar 
toplumy (3) de lemeler sistemasyny  fundamental 
sistemasyny emele getirýän bolsa, onda (3) sistemany  
umumy çözüwi  
 

nnnnnn

nn

nn

yCyCyCy

yCyCyCy
yCyCyCy

...

...
...

2211

22221212

12121111

             (5) 

görnü de berler, bu ýerde nCCC ,..,, 21 - erkin hemi elikler. 
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 (3) sistemany  0)(,...,0)(1 xyxy n  görnü de 
nol çözüwini  barlygy görnüp dur. 

0)(,...,0)(,0)( 00201 xyxyxy n  ertleri 
kanagatlandyrýan (3) sistemany  çözüwi hem noldyr. 
 Kesgitleme. (a,b) interwalda kesgitlenen  

nnnn

n

n

yyy

yyy
yyy

,...,,

,...,,
,...,,

21

22221

11211

                                (4) 

funksiýalar toplumy üçin 0
1

n

i
iki y   

ibxank ,;,...,1( hemi elik) toždestwolar di e 
0...21 n  ýagdaýda ýerine ýetse, (4) 

funksiýalar toplumyna çyzykly bagly däl diýilýär. Eger 
n,...,, 21  sanlary  i  bolmanda biri noldan tapawutly 

bolup, görkezilen toždestwolar ýerine ýetse, onda (4) 
topluma çyzykly bagly diýilýär. 
 Kesgitleme. (4) toplumda setirleýin ýerle dirilen n 
sany funksiýalar (3) sistemany  çyzykly bagly däl 
çözüwleri bolsa, olary  toplumyna çözüwleri  fundamental 
sistemasy diýilýär. 

(4) toplumdaky funksiýalardan düzülen;
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xxPe m
x cos  i  sanlar 

kökl ri bolmasa xxS
xxReV

m

m
x

sin
cos

 

P x xm sin  i  sanlar 
kökl ri bolup, 
kratnylygy k  
bolsa 

xxSx
xRexV

m

m
xk

sincos
 

 
Indi h mi lik koeffisiý ntli d  g tirilýän 

 garaly . 
 

x y a x y a xy a y f xn n n n
n n1

1 1
1...  

 

x y a x y a xy a y x f xn n n n
n n1

1 1
1... ln

 
 

görnü li d ri ý3-d  b ll nili i ýaly d gi lilikd  
x e t  ýa-da t xln  ornuna goýmalar arkaly h mi lik 
koeffisiý ntli d  g tirm k bolar. 
 

xfyaybaxa
ybaxaybax

nn

nnnn

1

11
1

...
...

 

 
 üçin ax b e t  ýa-da t ax bln  ornuna 

goýmany ulanýarlar. 
1-nji mysal. y y y x x2 2  d mäni 

çözm li. 
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Çözüli i. Garalýan d mä d gi li birjynsly 
mäni ýazaly : 
 

y y y2 0 . 
 

Munu  häsiý tl ndiriji d si 
 

2 2 1 0 . 
 

Kökl ri 1 2 1. Onu  umumy çözüwi 
 

u C e C xex x
1 2  

 
görnü  bolar. 

0  san häsiý tl ndiriji d mäni  köki bil n 
gabat g lm ýänligi üçin, garalýan d mäni  hususy 
çözüwini 

 
v q x q x q2

2
1 0  

 
görnü  gözl k bolar. Ony d  goýup, 
 

2 2 22 2 1 2
2

1 0
2q q x q q x q x q x x  

 
ligi alarys. x -y  d  d rini  koeffisiý ntl rini 
läp, 

 

 313 

Kesgitleme. Eger nyy ,...,1  gözlenilýän funksiýalar 
we olary  birinji önümleri sistemany  düzümine çyzykly 
girýän bolsalar, onda o a çyzykly sistema diýilýär. 
 Sistema;  

n

j
ijij

i xfyxP
dx
dy

1
),()(  ),...,2,1( ni                (1) 

 
görnü de berilýär. (1)-e birjynsly däl çyzykly de lemeler 
sistemasy diýilýär. )(xPij  funksiýalara sistemany  

koeffisiýentleri, )(xf i  funksiýalara azat agzalar diýilýär. 
Goý, )(xPij  we )(xf i   ),...,2,1( ni   ba,  kesimde 
üznüksiz funksiýalar bolsun. Onda çözüwi  barlyk we 
ýeke-täklik teoremasyny ertleri ýerine ýetýär.  
 Diýmek, (1) sistemany   
 

0
0

0
101 )(,...,)( nn yxyyxy           (2) 

 
ba langyç ertleri kanagatlandyrýan ba,  kesimde 

)(),...,(11 xyxy nn  ýeke-täk çözüwi bardyr, bu 
ýerde bax ,0 . 
 Eger (1) sistemada 0)(xf  bolsa, onda ol  
 

n

j
jij

i yxP
dx
dy

1
)( ,  ),...,2,1( ni          (3) 

 
görnü i alar. Mu a birjynsly de lemeler sistemasy diýilýär.  
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)exp(
|,,...,,~,~,...,~,

)(,,...,,~,~,...,~,|

11

1

11

nMT
yysfyysf

su
y

yysf
y

yysf

nini

j

n

j j

ni

j

ni

 

de sizlik ýerine ýetýär. 
 (4) de likden   üçin  

)exp()()(
0

nMTdssVnMxV
x

 

 
de sizligi alarys, bu ýerde  

.)(
)()(

max)(
1

xu
xyxy

xV i
ii

ni
 

       So ky de sizlige Gronuoll-Bellman teoremasyny  
netijesini ulanyp, )(xV   ýa-da  

)(
)()(

xu
xyxy

i
ii   de sizliklere geleris. a 

görä-de bulary;  

d
xdyxu

xyxy i
i

ii ),(),(
)()(

lim
0

 

görnü lerde ýazyp bileris. 
 

§3. Üýtgeýän koeffisiýentli çyzykly de lemeler 
sistemasy. 

 Erkin hemi elikleri  wariasiýa (Lagranž) usuly 
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q
q q

q q q

2

2 1

2 1 0

1
4 1

2 2 0

,
,  

 
görnü li sist many alarys. Bu ý rd n 
q q q2 1 01 3 4, , . D mäni  hususy 
çözüwini 
 

v x x2 3 4  
 

görnü  ýazarys. ýl likd , garalýan d mäni  umumy 
çözüwi 
 

y u v C e C xe x xx x
1 2

2 3 4  
 

görnü  tapyldy. 
2-nji mysal. y y 1 d mäni çözm li. 
Çözüli i. Häsiý tl ndiriji 
 

3 2 0  
 

mäni  kökl ri 1 2 30 1, . Birjynsly 
mäni  umumy çözüwi 

 
 

u C C x C ex
1 2 3  
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görnü  bolar. Garalýan d  0 .  Bu  0  san  
häsiý tl ndiriji d mäni  kökl rini  ikisi bil n gabat 

lýär. Onda garalýan d mäni  hususy çözüwini 
v q x0

2  görnü  gözl k bolar. Muny ol d  
goýup, x -y  d  d rini  koeffisiý ntl rini d läp, 

q0
1
2

 bahany taparys. Onda v x1
2

2  görnü li 

hususy çözüwi alarys. Garalýan d mäni  umumy 
çözüwi 
 

y u v C C x C e xx
1 2 3

21
2

 

 
bolar. 

3-nji mysal. y y y e xIV 3 4 2  d mäni 
çözm li. 

Çözüli i. 4 23 4 0 häsiý tl ndiriji 
mäni  kökl ri 1 21 2, i . onu  üçin 

m birjynsly d mäni  umumy çözüwi 
 
u C e C e C x C xx x

1 2 3 42 2cos sin  
 

görnü  bolar. Görnü i ýaly, 2  häsiý tl ndiriji 
mäni  köki däl. Onda onu  hususy çözüwi 

v q e x
0

2  görnü  gözl r. Muny garalýan d  

goýup, q0
1

24
 san bahany taparys. Onda v e x1

24
2  
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çyzykly integral de lemeler sistemasyny  çözüwidigini 
görkezeli . 

(2) we (3) de liklerden 
 
 

n

j
j

jj
x

n
j

i

i
ii

dssu
sysy

yys
y
f

xu
xyxy

1 0
1 )(

)()(
,~,...,~,

)(
)()(

 

dsyysfyysf

su
y

yysf
y

yysf

nini

x

j

n

j j

ni

j

ni

},,...,,~,~,...,~,

)(
,,...,,~,~,...,~,

{

11

0
,

1

11

           (4) 

 
de liklere geleris. 

 )(, xyi  funksiýalar  boýunça üznüksiz, 
j

i

y
f

  we   

if
  ),1;,1( njni  funksiýalar argumentlerini  

toplumy boýunça üznüksiz. Onda, 0  üçin eýle 
0  san tapylyp,  bolanda, 
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Cxyxy
ii )()(     ),...,2,1( ni  

görnü de ýazarys, bu ýerde )exp(nMTTNC  
hemi elik san. So ky de sizlikle-ri   

Cxyxy
ii ),(),(           ),...,2,1( ni  

görnü lerde ýazyly y dü nüklidir. 
 Bu ýerden görnü i ýaly,  ýeterlikçe kiçi 

bolanda ),(),( xyxy
ii   

ýeterlikçe kiçi bolar. Bu bolsa, ),(xyi   ),...,2,1( ni  
çözüwleri   boýunça de ölçegli üznüksiz 
funksiýalardygyny görkezýär. 
 Indi, (1) meseläni  )(xyi  çözüwini   boýunça 
önümini  bardygyny we  

)()( xuxy
i

i  funksiýalar toplumyny  

0)0(

,,,...,,,,...,,)( 1
1

1

i

nij

n

j
n

i

i
i

u

yyxfuyyx
y
fxu

 

meseläni  ýa-da 

   

),...,2,1(,,,...,,

)(,,...,,)(

1
0

0 1
1

nidsyysf

dssuyys
y
fxu

n

x

i

j

x n

j
n

j

i
i

          (3) 
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görnü li hususy çözüwi alarys. ýl likd , garalýan 
mäni  umumy çözüwi 

 

x

xx

exC

xCeCeCvuy

2
4

321

24
12sin

2cos
 

 
görnü  bolar. 

4-nji mysal. y y xcos  d mäni çözm li. 

Çözüli i. 2 1 0  häsiý tl ndiriji d mäni  
kökl ri 1 2i i, . onu  üçin h m d gi li 
birjynsly d mäni  umumy çözüwi 

 
u C x C x1 2cos sin  

 
görnü  bolar. i i i0 1  san häsiý tl ndiriji 

mäni  köki. Onda hususy çözüwi 
 

v x q x q x0 0cos sin  
 

görnü  gözl li bolar. Muny garalýan d  y -i  
ornuna goýup, sinx  w  cosx  köp ldijil ri  d gi li 

koeffisiý ntl rini d läp, q q0 00 1
2

,  san bahalary 

alarys. Onda onu  hususy çözüwi 
 

v x x1
2

sin  



 252 

 
bolar. 

Garalýan d mäni  umumy çözüwi 
 

y u v C x C x x x1 2
1
2

cos sin sin . 

 
5-nji mysal. y y x xe xxcos2 2  

mäni çözm li. 
Çözüli i. Garalýan d mä d gi li 
 

y y o  
 

birjynsly d mäni  
 

2 0  
 

häsiý tl ndiriji d sini  kökl ri 1 20 1, . 
Onda onu  umumy çözüwi 
 

u C C e x
1 2  

 
bolar. Indi garalýan d mäni 
 

y y x xe xx1
2

2 1
2

2cos  

 
görnü  ýazaly . 
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),..,2,1(,0)()(
0

nixyxy
xii  

ýa-da  

  
),...,2,1(,~,~,...,~,

)()(~,~,...,~,
)()(

1
0

0 1
1

nidsyysf

ds
sysy

yys
y
fxyxy

n

x

i

jj
x n

j
n

j

iii

           (2) 

görnü li de liklere geleris. 
 Ýokarda agzalan ertlere laýyklykda  

,M
y
f

j

i     ,Nf i     ),...,2,1,( nji . 

Onda, 

TNds
sysy

nM
xyxy n

i

x
iiii

1 0

)()()()(
 

de sizlikleri alarys.  
 

)()(
max)(
1

xyxy
xV ii

ni
 

belgilemäni girizsek, so ky de sizlikler  

TNdssVnMxV
x

0

)()(  

görnü i alar. 
 Gronuoll-Bellman teoremasyny ulanyp,  

)exp()( nMTTNxV  
de sizligi alarys. 
 Bu de sizligi  
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 Goý, ),,...,,( 1 ni yyxf  funksiýalar  

00

0,0,0,10,1

,
,...,,0 ryryryryTR nn  

 
oblastda kesgitlenen, üznüksiz we ,,...,1 nyy  
argumentleri  toplumy boýunça üznüksiz hususy önümleri 
bar bolsun. Agzalan ertler -ny  her bir berkidilen 
(fiksirlenen) bahasynda çözüwi  barlyk we ýeke-täklik 
teoremasyny  talaplaryny kanagatlandyrýarlar. Diýmek, 
(1) meseläni  ýeke-täk çözüwi bar. Ol çözüwi 

),(xyy ii  ýa-da )(xyy ii  ),...,2,1( ni  görnü de 
ýazaly . Bu çözüwi  parametre üznüksiz baglylygyny we 
parametr boýunça önümini  barlygyny görkezeli . 
Ýazgylary tyg ytlamak maksady bilen )(xyy ii  

belgilemäni ulanarys.   bahalara degi li 
çözüwleri )(, xyi  we )(xy

i
 bilen belgiläli . Onda  

  

),...,2,1(
,)0(),),(),...,(,()(

,)0(),),(),...,(,()(

01

01

ni
yyxyxyxfxy

yyxyxyxfxy

iinii

iinii

 

 
toždestwolary alarys. Bu ýerden Lagranž formulasyna 
laýyklykda  

~,~,...,~,

)()(~,~,...,~,)()(

1

1
1

ni

n

j
jjn

j

i
ii

yyxf

xyxyyyx
y
fxyxy
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y y x1
2

2cos  

 
y y xex  

 

y y x2 1
2

 

 
ri  hususy çözüwl rini  j mi b rl n d mäni  

hususy çözüwidir. Hususy çözüwl r olary  sag 
böl kl rindäki funksiýalara baglylykda gözl nilm lidir. Üç 

mäni  ilkinjisini  hususy çözüwini 
 

v q x q x1 0 02 2cos sin  
 

görnü  gözl li, çünki i i i0 2 2  san 
häsiý tl ndiriji d mäni  köki däl. v1-i d  

goýup, q0
1

10
, q0

1
20

 sanlary tapýarys. Onda onu  

 

v x x1
1

10
2 1

20
2cos sin  

 
görnü li hususy çözüwini alarys. Ikinji d mäni  hususy 
çözüwini 
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v q x q ex
2 1 0  

 
görnü  gözl ýäris, çünki 1 san häsiý tl ndiriji 

mäni  köki däl. v2 -ni d  goýup, 
 

q q1 0
1
2

3
4

,  

 
san bahalary alarys. Onda 
 

v x ex
2

1
2

3
4

. 

 
Üçünji d mäni  hususy çözüwini 
 

v x q x q x q3 2
2

1 0  

 
görnü  gözl ýäris, çünki 0 häsiý tl ndiriji 

mäni  köki. Ony d  goýup, 
 

q q q3 1 0
1
3

1 5
2

, ,  

 
sanlary alarys. Onda 
 

v x x x3
3 21

3
5
2
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Indi (14) sistemany  çözüwi bilen ikinji 
ýakynla many  tapawudyny bahalandyrmak üçin  

 

010

000

))(),(,(

)()()()(

xxMczcycfxx
cyxxxyxyyxy

 

00 )()( xxMxzxz  
de sizlikleri peýdalanyp, 

)!1(
)2()()(

,
)!1(

)2()()(

1

1

n
hLMxzxz

n
hLMxyxy

n
n

n

n
n

n

 

de sizlikleri alarys we ulanarys. Garalýan sistema üçin,  

.42,0)()(

42,0
750
320

!3
5
1

)42(5)()(

2

3

2
2

xzxz

xyxy  

eýlelikde, garalýan meseläni  talabyna jogap alyndy. 
 
 

§2. Çözüwi  parametre üznüksiz baglylygy we 
parametr boýunça differensirlenmegi 

 

),...,2,1(,)0(
),,...,,(

0

1

niyy
yyxfy

ii

nii                       (1) 

meselä garaly , bu ýerde - parametr. 
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x

x

dtytz

dtyzty

0

22

0

)(

,)(1
        (14) 

integral de lemeler sistemasyna de güýçlidir. (14) 
sistemany çözmäge yzygiderli ýakynla malary 

,...2,1

)(

,)(1

0

2
1

2

0
11

n

dtytz

dtzyty

x

nn

x

nnn

        (15) 

 
formula boýunça hasaplarys. Nolunjy ýakynla ma derek 

0)(,1)( 00 xzxy   ba langyç bahalary alarys. 
Beýlekileri (15) boýunça taparys: 
                  

x

x

xxdttttt

yxtdty

0

6432

2

2

0
1

,
3624

1
32

1

1,
2

11

 

.
202

1,
3

1
5

0

22
2

2

3

0

2
1

xxdtttzxxdttz
xx
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bolar. Garalýan d mäni  umumy çözüwi 
 

y u v v v C C e x

x x e x x x

x

x

1 2 3 1 2

3 2

1
10

2

1
20

2 1
2

3
4

1
3

5
2

cos

sin
 

 
görnü  bolar. 

6-njy mysal. y y y e xx2 5 2cos  
mäni çözm li. 
Çözüli i. Birjynsly d mäni  
 

2 2 5 0 
 

häsiý tl ndiriji d sini  kökl ri 
1 21 2 1 2i i, . Onu  umumy çözüwi 

 
u e C x C xx

1 22 2cos sin  
 

görnü  bolar. Görnü i ýaly i i1 2 . Ol 
häsiý tl ndiriji d mäni  kökl rini  biri bil n gabat 

lýär. Onda garalýan d mäni  hususy çözüwini 
 

v xe q x q xx
0 02 2cos sin  
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görnü  gözl ýäris. v -ni w  onu  v v,  önüml rini 
 goýup, so ra alnan d ligi  iki böl gini h m 

e x  gysgaldyp, 
 

4 2 4 2 20 0q x q x xsin cos cos  
 

ligi alarys. Bu ý rd n 4 0 4 10 0q q, . Onda 

q q0 00 1
4

, . ýl likd , hususy çözüwi 

v xe xx1
4

2sin  görnü  taparys. Onda garalýan 

mäni  umumy çözüwi 
 

y u v e C x C x xe xx x
1 22 2 1

4
2cos sin sin

 
 

görnü  bolar. 
7-nji mysal. y y xch2  d mäni çözm li. 
Çözüli i. Garalýan d mä d gi li 
 

y y 0  
 

birjynsly d mäni  2 0  häsiý tl ndiriji 
sini  kökl ri 

 
1 20 1, . 
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.541),,(

3121),,(
2222

2

1

yxyxzyxf

zyxyzxzyxf
 

R oblasty  islendik nokadynda 
5),,(,5),,( 21 zyxfzyxf  de sizlikler ýerine 

ýetýär. onu  üçin M=5 edip alarys. 1f  we 2f  
funksiýalary  önümlerini tapaly : 
 

           ,0,2,, 2211

z
fy

y
fy

z
fz

y
f

 

            .0,4,2,1 2211

z
f

y
f

z
f

y
f  

 
 Bu ýerden görnü i ýaly, L=4 sany Lip is hemi eligi 
edip alarys. Çözüwi  bolmaly kesimini  

5
1)

5
1,1min(),min(

M
bah  

formula boýunça kesgitläris. 
 eýlelikde, Pikar teoremasyny  hemme ertleri 

ýerine ýetýär. Diýmek, garalýan meseläni  
5
1,

5
1

 

kesimde ýeke-täk çözüwi bar. 
 Garalýan mesele  
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x

x
dttvnLxv

0

)()(  

görnü de bolar. Gronuoll-Bellman de sizligini ulansak, 

onda 0)(xv  ýa-da 
n

i
ii xx

1
0)()(  bolar. 

Diýmek, hxx 00 ,  kesimde ),()( xx ii  ,1(i  
),...,2 n . Görkezilen düzgüni gaýtalap, 00 , xhxx  

üçin hem )()( xx ii  de likleri görkezmek bolar.  
 eýlelikde, teorema doly subut edildi. 
 

Mysal.  

0)0(,1)0(

22

zy

yx
dx
dz

yzx
dx
dy

                                 (13) 

meseläni  11,20,11 zyxR  
oblastda çözüwini  we ikinji ýakynla masyny  
tapawudyny 0,01 takyklykda bahalandyrmaly. 

Çözüli i. Ilki garalýan meseläni  ýeke-täk 
çözüwini  bolmaly oblastyny anyklaly : 

Bizi  ýagdaýymyzda 
.),,(,),,( 22

21 yxzyxfyzxzyxf  
Onda, 
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Onda 
 

u C C ex
1 2  

 
birjynsly d mäni  umumy çözüwi bolar. 

Indi garalýan d mäni 
 

y y e ex x2 2

2
 

 
görnü  ýazaly . 

y y e y y ex x1
2

1
2

2 2,  

 
ri  hususy çözüwl rini d gi lilikd  

 
v q e v q ex x

1 0
2

2 0
2,  

 
görnü rd  gözl ýäris. Olary  j mi 
 

v v v q e q ex x
1 2 0

2
0

2  
 

garalýan d mäni  gözl nilýän hususy çözüwi bolar. 
Bu hususy çözüwi 
 



 258 

v q e q e q x x
q x x q q x

q q x

x x
0

2
0

2
0

0 0 0

0 0

2 2
2 2 2

2

ch sh
ch sh ch

sh

 

 
ýa-da 
 

v A x A x1 22 2ch sh  
 

görnü  ýazarys. Muny garalýan d  goýup, 
 

4 2 2 4 2 2 21 2 2 1A A x A A x xch sh ch  
 

görnü li d mäni alarys. Bu ý rd n 
 

4 2 1
2 4 0

1 2

1 2

A A
A A

 

 

r sist masyna g ris. A A1 2
1
3

1
6

,  bolar. 

mäni  hususy çözüwini 
 

v x x1
3

2 1
6

2ch sh  

 
görnü  ýazarys. ýl likd , garalýan d mäni  umumy 
çözüwi 
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 Goý, hxx 0  kesimde (5) sistemany  

)(xy ii   ),...,2,1( ni  çözüwinden ba ga 
)(xy ii  ),...,2,1( ni  çözüwi hem bar diýeli . Onda 

hxx 0  kesimde  

,))(),...,(,()(
0

1
0 dttttfyx

x

x
niii   ),...,2,1( ni         (11) 

toždestwolary alarys. (10) we (11) de liklerden Lip is 
ertini nazarda tutup 

,)()()()(
0

1

x

x

n

j
jjii dtttLxx      

),...2,1( ni  
de sizliklere geleris. 
 Bu de sizlikleri  degi li böleklerini go up 

n

i

x

x

n

i
iiii dtttnLxx

1 1
0

)()()()(  

de sizligi alarys. 
n

i
ii xvxx

1
)()()(  

belgilemäni girizsek, yokardaky de sizlik  
x

x

dttvnLxv
0

)()(  

görnü i alar.  
Kesgitlilik üçin hxxx 00 ,   bolsun. Onda 

so ky de sizlik 



 302 

,...)2,1;,...,2,1( mni  yzygiderlikler D oblastda 
))(),...,(,( 1 xxxf ni  funksi-ýalara de ölçegli 

ýygnanýarlar. Mälim bol y ýaly, yzygiderligi  ýygnanma 
kadasyna laýyklykda integral belgisini  a agynda limit 
belgisini ýazmak (predele geçmek) bolýar. 
 Onda, 
 

x

x
ni

x

x

m
n

m
im

x

x

m
n

m
im

dttttf

dtyytfdtyytf

0

00

))(),...,(,(

),...,,(lim),...,,(lim

1

)()(
1

)()(
1

 

 
bolar. (6)-ny  iki böleginden predel alsak, ýagny 

)),...,,((limlim
0

)1()1(
1

0)(
x

x

m
n

m
iim

m
im

dtyytfyy  

onda,  

dttttfyx
x

x
niii

0

))(),...,(,()( 1
0                         (10) 

de liklere geleris. 
 (10) we (5) de likleri de dirip, )(),...,(1 xx n   

funksiýalar toplumyny  hxx 0  kesimde (5) 
sistemany  çözüwidigini görýäris. 
4) (5) sistemany  hxx 0   (ba gaça ýazyly y 

hxhx 00 , )  kesimde di e bir çözüwini  bardygyny 
görkezeli .  
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y u v C C e x xx
1 2

1
3

2 1
6

2ch sh  

 
görnü  bolar. 

8-nji mysal. y y
x

4 1
2cos

 d mäni çözm li. 

Çözüli i. Bu d mäni k sgitl nm dik 
koeffisiý ntl r usuly bil n çözüp bolmaýar. onu  üçin 

m onu  umumy çözüwini tapmaklyga Lagran  usulyny 
ýdalanaly . Ilki bil n garalýan d mä d gi li 

 
y y4 0  

 
birjynsly d mäni  
 

y C x C x1 22 2cos sin  
 

umumy çözüwini ýazaly . 
Garalýan d mäni  çözüwini 
 

y C x x C x x1 22 2cos sin  
 

görnü  gözläli . C x1  w  C x2  funksiýalary tapmaly. 
Olar üçin ý2-däki (8) sist ma laýyklykda 
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C x C x

C x C x
x

1 2

1 2

2 2 0

2 2 2 2 1
2

cos sin ,

sin cos
cos

 

 
sist many alarys. Bu sist many  k sgitl ýjisi 
W x 2 0 . Onda 
 

C x C1 1
1
2

2 1
2

tg , ; 

C x x C1 1
1
4

2ln cos , 

C x x C2 2
1
2

 

 
funksiýalary taparys. Olary gözl nilýän çözüwd  goýup, 
garalýan d mäni  
 

xx

xxxCxCy

2sin
2
1

2cosln2cos
4
12sin2cos 21

 

 
görnü li umumy çözüwin  g ris. 
 

Gönükmeler. 
 

ri w  m ri çözm li: 
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!
)()()( 01)1()(

m
xx

nLMxyxy
m

mm
i

m
i  

 ),...,2,1( ni  
de sizliklere geleris. 
 Bu de sizlikleri  islendik m natural san üçin adalatlydygyny 
matematiki induksiýa usuly bilen subut etmek bolar. 
Bahalandyrylýan agzalarda 0xx  ululygy h bilen çal yrsak, (8) 
funksional hatarlary  ikinji agzalaryndan ba lap her bir agzasy 
absolýut ululygy boýunça  

1

1

!
)(

m

m
m

m
hnLM                         (9) 

san hataryny  degi li agzasyndan uly däldigini görýäris. 
Dalamber ny any boýunça (9) ýygnanýan hatar. Onda 
Weýer trass ny anyna laýyklykda (8) funksional hatarlar 

hxx 0    kesimde de ölçegli ýygnanýarlar, diýmek, 
(7) yzygiderlikler hem  
onu  ýaly ýygnanýarlar. eýlelikde, olary  predellerini  

barlygy anyklanyldy. Goý, )()(lim )( xxy i
m

im
 bolsun, 

bu ýerde )(xi  ),...,2,1( ni  hxx 0  kesimde 
üznüksiz funksiýalar. 
3) )(xy ii  ),...,2,1( ni  funksiýalar toplumyny  (5) 
sistemany  çözüwidigini görkezeli . (7) yzygiderlikleri  
degi lilikde hxx 0   kesimde )(),...,(1 xx n  
üznüksiz funksiýalara de ölçegli ýygnanýanlyklaryna görä 
we ),...,,( 1 ni yyxf  ),...,2,1( ni  D oblastda üznüksiz 

funksiýalar bolanlyklary üçin ),...,,( )()(
1

m
n

m
i yyxf  
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...))()((...
...))()(())()((

)1()(

)1()2(0)1(0

xyxy
xyxyxyxyy

m
i

m
i

iiiii            (8) 

 
funksional hatarlary görnü lerde düzeli . (8) hatarlary  her 
birini  de ölçegli ýygnanýanlygyndan (7) yzygiderlikleri  
her birini  de ölçegli ýygnanýanlygy gelip çykýar.  
 (8) hatarlary  her bir agzasyny bahalandyraly . (6) – 
dan m=1 üçin  

,),...,,(

),...,,()(

0
00

1

00
1

0)1(

0

0

xxMdtyytf

dtyytfyxy

x

x
ni

x

x
niii

 

0
0)1( )( xxMyxy ii  

 
de sizlikleri alarys.  
 (6) – dan )1()2(

ii yy  tapawudy düzüp, ony bahalandyraly . 
Lip is ertini we ýokardaky bahalandyrmalary nazarda tutup, 

),...,2,1(,
2

)(

),...,,(),...,,()(

2

0

1

0)1(

00
1

)1()1(
1

)1()2(

0

0

ni
xx

MnLdtytyL

dtyytfyytfyxy

x

x

n

j
jj

x

x
niniii

 

de sizlikleri alarys. Bahalandyrmalary dowam etdirip,  
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1. y y x 2 . 

 Jogaby: y C C e x xx
1 2

1
2

3 . 

2. y y x x2 . 

 Jogaby: y C x C x x x1 2
2 2cos sin . 

3. y y y x e y yx4 4 0 0 0 03 2 , , . 

 Jogaby: y x e x1
20

5 2 . 

4. y y y e y yx4 4 3 0 0 0 02 , , . 

 Jogaby: y x e x3
2

2 2 . 

5. y y x xsin sin2 . 

 Jogaby: y C x x C x1 24
3sin cos . 

6. y y e xx4 2cos . 
 Jogaby: 

y C x C x e x x
x

1 22 2
17

2 4 2cos sin cos sin . 

7. y y x x2 3cos . 

 Jogaby: y C e C e x xx x
1 2 5

3 3
25

cos . 

8. y y e xx cos . 
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 Jogaby: 

y C x C x e x xx
1 2

1
2

cos sin sin . 

9. y y e x xex x2 cos . 
 Jogaby: 

y e C C x e x x ex x x
1 2

3

6
cos . 

10. y y x x4 2sin sin . 
 Jogaby: 

y C x C x x x x1 22 2 1
3

1
4

2cos sin sin cos . 

11. y y xch . 

 Jogaby: y C x C x x1 2
1
2

sin cos ch . 

12. y y x y y2 0 0 0 1sh , , . 
 Jogaby: y x xch . 

13. y y xex3 . 

 Jogaby: y C C x C e x ex x
1 2 3

3
2

15
4

. 

14. y y xcos . 
 Jogaby: 

y C e e C x C xx x
1

1
2

2 3
3

2
3

2
cos sin  
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n sany yzygiderli ýakynla malary alarys. Olar üznüksiz 
funksiýalardyr. 
 Teoremany  subudy birnäçe böleklerden durýar. 
1) kesgitlenen (7) yzygiderlikleri  grafiklerini  D oblasty  
çäginden çykmaýandykla- ryny görkezeli . 

Myyxf ni ),...,,( 1  we 
M
bh   de sizlikleri göz 

ünde tutup (6) formuladan m=1 üçin  

x

x
ni

x

x
niii

bMhxxMdtyytf

dtyytfyxy

0

0

,),...,,(

),...,,()(

0
00

1

00
1

0)1(

 

),...,2,1(,)( 0)1( nibyxy ii  
 

de sizlikleri alarys. Bu de sizliklerden görnü i ýaly, 
)()1( xyi   ),...,2,1( ni  funksiýalary  grafikleri D oblasty  

çäginden çykmaýarlar. onu  ýaly, (6) formuladan  
),...,2,1(,)( 0)( nibyxy i

m
i  

de sizlikleri alarys. Bu de sizlikleri  islendik m üçin 
dogrulygyny matematiki induksiýa usuly bilen görkezmek 
kyn däldir. 
2) (7) yzygiderlikleri   hxx 0  kesimde de ölçegli 
ýygnanýandyklaryny görke- zeli . Onu  üçin olary  
agzalaryndan  
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)(22 xy ,…, )(xy nn  ýeke-täk çözüwi bardyr, bu ýerde 

),min(
M
bah , 

DyyyxyyyxfM nnini
),...,,,(,),...,,,(max 21211

 
Subudy. Mälim bol y ýaly, birinji tertipli bir de leme üçin 

Ko i meselesini  integral de lemä getirili  usulyny ulanyp, (1)-(2)-
nji meselede:  

x

x
niii nidtyyytfyy

0

,...,2,1,),...,,,( 21
0

            (5) 

integral de lemeler sistemasyna getirilýär. (1)-(2) 
meseläni  (5) sistema de güýçlidi- gini görkezmek kyn 
däldir. Diýmek, bize (5) sistemany  çözüwini tapmaklyk 
galýar. Onu  üçin Pikar yzygiderli ýakynla malar usulyny 
ulanaly . Yzygiderli ýakynla malary a akdaky düzgün 
böyunça guraly : 
 Nolunjy ýakynla many  deregine 

),...2,1(,)( 0 niyxy ii  ba langyç baha-lary kabul 
ederis. So ky yzygiderli ýakynla malary  

x

x

m
n

m
ii

m
i dttytytfyxy

0

))(),...,(,()( )1()1(
1

0)( ,  

 
        ,...)2,1;,...,2,1( mni                                 (6) 

 
formulalar boýunça hasaplap,  

 
)(,...,)( )()(

1 xyxy m
n

m                                             (7) 
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1
2

cos sinx x . 

15. y y e xxIV 5 sin . 
 Jogaby: 
y C e C e C x C x e xx x x

1 2 3 4cos sin sin . 

16. y y x e xIV 4 8 1sin . 
 Jogaby: 
y C e C e C x C x x xx x

1 2 3 4cos sin cos  

2 1xe x . 
17. y y xe xxIV sin . 
 Jogaby: 

y C C x C x C e x x ex x
1 2 3

2
4

1
2

3  

1
2

cos sinx x . 

18. y y y y y x xIV 2 2 2 sin . 
 Jogaby: 
y C x C x e C C xx

1 2 3 4cos sin  
1
8

2 3x x x x xsin sin cos . 

19. y yVI IV 1. 
 Jogaby: 

y C e C e C C x C x C x xx x
1 2 3 4 5

2
6

3
4

24
. 
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ri  hususy çözüwl rini  gözl nilm li 
görnü rini ýazmaly: 
 
20. y y y e xx2 2 cos . 
 
21. y y y x3 2 2 sin . 
 
 

ri Lagran  usulyny ulanyp çözm li: 
 

22. y y y x x
x

2 2 22

3 . 

 Jogaby: y e C C x
x

x
1 2

1
. 

23. y y e
e

x

x 1
. 

 Jogaby: 

1ln11ln
2
1

21
xxxxx eexxeeCeCy . 

24. y y
x

y y1
2

1
2

0
sin

, , . 

 Jogaby: 

y x x x x x x
2

cos sin cos sin ln sin . 
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Dyyyxyyyx nn ),...,,,(),,...,,,( 2121  
iki nokat üçin  

),...,,,(),...,,,( 2121 nini yyyxfyyyxf  
tapawuda orta baha baradaky Lagranž formulasyny yzygiderli 
ulanmaly hem-de ýokarda görkezilen de sizligi göz ö ünde tutmaly. 
Ondaky L hemi elige derek hususy önümleri  absolýut bahalaryny  

 ulusyny almak ýeterlik. unlukda, Lip is ertini  ýerine 
ýetýändigini görmek kyn däldir (Munu  barlany yny gönükme 
hökmünde okyjylara hödürleýaris).  

 
Çözüwi  barlyk we ýeke-täklik teoremasy 

 
Differensial de lemeler sistemasyny çözmäge giri ilende 
ilki bilen ol sistemany  çözüwini  bardygyny anyklamak 
zerurdyr. Bu mesele differensial de lemeler nazaryýetini  
esasy meselelerini  biridir. a görä-de biz bu ýerde 
birinji tertipli de lemeler sistemasyny  çözüwini  
barlygyny we ol çözüwi  ýeke-täkligini üpjün edýän 
ertleri özünde saklaýan teoremany beýan ederis. 

 Teorema (Pikar teoremasy). Eger ),...,,,( 21 ni yyyxf , 

),...,2,1( ni  funksi-ýalar merkezi ),...,,,( 00
2

0
100 nyyyxM  

nokatda bolan n+1 ölçegli ,0 axxD         

nibyy ii ,...,2,1,0  ýapyk oblastda (parallelepipedde) 

üznüksiz we nyyy ,...,, 21  argumentler  boýunça  Lip is  ertini  
kanagatlandyrýan bolsa, onda (1) sistemany  (2) ertleri 
kanagatlandyrýan hxx 0   kesimde )(11 xy , 
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degi lilikde 00
2

0
10 ,...,,, nyyyx    ba langyç bahalary goýup, alnan 

sistemadan ),...,2,1(,0 nicc ii  san bahalary kesgitläp (3)-de 
goýsak, onda (3)  

),...,2,1(),,...,,,( 00
2

0
1 nicccxy nii  

görnü i alar. Bu funksiýalar toplumy (1) sistemany  (2) ba langyç 
ertleri kanagatlandyrýan çözüwi bolar. Beýle çözüwe (1) sistemany  

hususy çözüwi diýilýär.  
 Kesgitleme. Eger  

Dyyyxyyyx nn ),...,,,(),,...,,,( 2121   nokatlar üçin  
n

j
jjnini yyLyyyxfyyyxf

1
2121 ),...,,,(),...,,,(  

de sizlikler ýerine ýetýän bolsa, onda 
),...,2,1(),,...,,,( 21 niyyyxf ni     funksiýa- lara D oblastda 

nyyy ,...,, 21  argumentler boýunça Lip is ertini 
kanagatlandyrýar  diýilýär, bu ýerde L>0 – Lip is hemi eligi. 
Bu ýerde Lip is ertine degi li käbir belligi ýatlaly . 
Eger D oblastda ),...,2,1(),,...,,,( 21 niyyyxf ni   funksiýalary   

nyyy ,...,, 21  
argumentler boýunça 

),...,2,1,(, nji
y
f

j

i  

çäkli hususy önümleri bar, ýagny 

L
y
f

j

i  

bolsa we oblast nyyy ,...,, 21  argumentlere görä güberçek bolsa, 
onda ol oblastda Lip is erti ýerine ýetýär. 
 Agzalan tassyklamany  dogrulygyny anyklamaga islendik  
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25. y y
x x

1
2 2sin sin

. 

 Jogaby: y C x C x x1 2 2cos sin sin . 

26. y y
x x

1
5sin cos

. 

 Jogaby: 

y C x C x x x1 2
4
3

cos sin cos ctg . 

 

27. y y x
x

sin
cos2 . 

 Jogaby: 

y C C x C x
x

x x1 2 3
1cos sin

cos
cos ln cos

 
sin x x tgx . 

 

28. y y
x

1 1
sin

 d mäni b ýan edil n 

usullary ulanyp çözm li. 
 Jogaby: 
y C x C x x x x x1 2 1cos sin cos sin ln sin . 
 

Eýl r d rini çözm li: 
 

29. x y xy y x x2 6 ln . 
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 Jogaby: y x C C x x x1 2
3ln ln . 

30. x y xy y x x2 2 ln . 
 Jogaby: 
y x C x C x x x1 2cos ln sin ln ln . 

31. x y xy y x2 3 sin ln . 

 Jogaby: y
x

C C x x1 1
21 2 ln cos ln . 

32. x y xy y x2 2 sin ln . 
 Jogaby: 
y C x C x x x1 2cos ln sin ln ln cos ln . 
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2) ),...,2,1(),,(),()(
)(),...,(2),(1, nibaxxf

dx
xd

xnxxi
i  

ertleri kanagatlandyrýan bolsalar, onda 
)(),...,(),( 2211 xyxyxy nn  funksiýalara (a,b) 

interwalda (1) sistemany  çözüwi diýilýär. Çözüwi  grafigine 
integral egri diýilýär.  

Kesgitleme. (1) de lemeler sistemasyny   
 

0
0

0
202

0
101 )(,...,)(,)( nn yxyyxyyxy          (2) 

 
ertleri kanagatlandyrýan )(),...,(),( 2211 xyxyxy nn  

çözüwini tapmaklyk meselesine Ko i meselesi diýilýär. 
00

2
0
10 ,...,,, nyyyx  sanlara ba langyç bahalar diýilýär. Ba gaça 

aýdylanda, Ko i meselesi garalýan sistemany  berlen 
DyyyxM n ),...,,,( 00

2
0
100  nokatdan geçýän integral egrisini 

tapmaly diýildigidir. 
 Kesgitleme. Eger  

),...,,,( 21 nii cccxy           ),...,2,1( ni                   (3)  
funksiýalar toplumy: 
1) D oblasty  her bir ),...,,,( 21 nyyyx  nokady  üçin  (3)  sistema  

nccc ,...,, 21          hemi eliklere görä çözülen, ýagny 

   ),...,2,1(),,...,,,( 21 niyyyxc nii                      (4) 
bolsa; 
2) nccc ,...,, 21    hemi elikleri  (4) de likler sistemasyndan 
kesgitlenen her bir bahasy üçin (3) funksiýalar toplumy (1) 
sistemany  çözüwi bolsa, onda (3) funksiýalar toplumyna D oblastda 
(1) sistemany  umumy çözüwi diýilýär. 
 Ko i meselesini  çözüwini tapmak üçin (3)-däki 

nyyyx ,...,,, 21  argumentleri  (üýtgeýän ululyklary ) orunlaryna 
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VI BAP  
 

BIRINJI TERTIPLI DIFFERENSIAL DE LEMELER 
SISTEMASY 

 
 

§1. Esasy dü ünjeler we kesgitlemeler 
 

  

),...,,,(

...

),,...,,,(

),,...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx
dy

yyyxf
dx
dy

yyyxf
dx
dy

                    (1) 

 
görnü däki de lemeler sistemasyna garaly .  

(1)  sistemany  

),...,2,1(),,...,,,( 21 niyyyxf
dx
dy

ni
i  

görnü de hem ýazmak bolýar, bu ýerde x – bagly däl üýtgeýän 
ululyk,   )(),...,(),( 21 xyxyxy n  gözlenilýän funksiýalar, 

),...,2,1(),,...,,,( 21 niyyyxf ni  
n+1 ölçegli gi ligi  D oblastynda berlen üznüksiz funksiýalar. (1) 
sistema n de lemeler sistemasyny  normal görnü i diýilýär. 
 Kesgitleme.  Eger  (a,b) interwalda berlen 

)(),...,(),( 2211 xyxyxy nn  
differensirlenýän funksiýalar: 

1) ),(,))(),...,(2),(1,( baxDxnxxx ; 
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V BAP  
 

IKINJI TERTIPLI ÇYZYKLY DIFFERENSIAL 
DEÑLEMELER 

 
 

§1. Öz-özüne çatyrymly ikinji tertipli differensial 
deñleme. 

Deñlemeleriñ ikiagzaly görnü e getirili  usullary 
 
 

Eger ikinji tertipli deñlemede y -iñ koeffisiýenti 
y -iñ koeffisiýentiniñ önümi bolsa, onda ol deñlemä öz-
özüne çatyrymly deñleme diýilýär. Beýle deñleme 

 
  p x y p x y q x y 0           (1) 
 
görnü de ýazylýar, bu ýerde p x 0 a b,  interwalda 
üznüksiz differensirlenýän funksiýa. 

Islendik ikinji tertipli deñlemäni öz-özüne çatyrymly 
görnü e getirmek bolar. Goý, 
   
 p x y p x y p x y0 1 2 0            (2) 
 
deñleme berlen bolsun, bu ýerde, p0 0, p1, p2  
koeffisiýentler a b,  interwalda üznüksiz funksiýalar. (2) 
deñlemäniñ iki bölegini hem käbir x  funksiýa 
köpeldip, 
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x p x y x p x y x p x y0 1 2 0         (3) 
 
deñlemäni alarys. x  funksiýany (3) öz-özüne çatyrymly 
deñleme bolar ýaly edip, saýlap almaly. Onuñ üçin x  
we p x0  funksiýalar differensirlenýän bolmaly we 
 

d
dx

x p x x p x0 1  

 
deñlik ýerine ýetmeli. Soñky deñligi 
 

d x
dx

p x
dp x

dx
x x p xo

0 1  

 
görnü de göçüreliñ. üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edip,  
 

d p x p x
p x

dxo1

0
 

 
deñlemäni alarys. Onuñ çözüwi 
 

x
p x

e
p x
p x

dx1

0

1

0  

 
görnü de bolar. Muny (3)-de goýup, 
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2.    y f x y y x, ,1 0 1 0 1 1 .  
 Jogaby: 

G x s
s x x s

s x s x
,

, ,

, .

1
2

1 1 1

1
2

1 1 1
 

 
3. y y f x y x,  funksiýa ,  
interwalda çäkli. 

 Jogaby: G x s
e x s

e s x

x s

s x
,

, ,

, .

1
2
1
2

 

 
4. y y f x y y, ,0 0 1 0 . 
 Jogaby: 

G x s

x s
x s

s x
s x

,

sin sin
sin

, ,

sin sin
sin

, .

1
1

0

1
1

1
 

 
5.      y f x y y y y, , .0 1 0 0 1 0  

 Jogaby: G x s
x s x s

s x s x
,

, ,

, .

1
2

1
4

0

1
2

1
4

1
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G x s,  funksiýany 

G x s
C x C x

C s x C s x
,

cos sin
sin cos cos sin

1 2

1 2
 

görnü de ýazarys. 
Bu funksiýa kesgitlemäniñ 2) häsiýeti boýunça 

 

G s G s0 0
2

0, , ,  

 
gyra ertleri kanagatlandyrmaly. Onda C1 we C2  
ululyklara görä sistemany çözüp, C C s1 20, cos  
bahalary alarys. 

eýlelikde, Grin funksiýasy 
 

G x s
s x x s

s x s x,
cos sin ,

sin cos ,

0

2
 

 
görnü de bolar. 

 
Gönükmeler 
Gyra meseleleri üçin Grin funksiýalaryny tapmaly: 

1. y f x y y, ,0 0 1 0. 

 Jogaby: G x s
s x x s

s x s x
,

, ,
, .

1 0
1 1
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e y p
p

e y p
p

e y
p
p

dx
p
p

dx
p
p

dx1

0

1

0

1

01

0

2

0
0           (4) 

 
görnü li deñlemäni alarys. 
 

e p x
p
p

dx1

0  
 
belgilemäni girizsek, onda 

p x p
p

e
p
p

dx
1

0

1

0  

 
bolar. Diýmek, (4) öz-özüne çatyrymly deñleme. 

Indi deñlemäniñ ikiagzaly görnü e getirili  
usullaryna garalyñ. (1) deñlemäni 
 

 
d
dx

p x y q x y 0                     (5) 

 
görnü de ýazalyñ. Ikiagzaly görnü e getirmek üçin 
  

 t
p s

dx x a b p x
x

x 1 0
0

0, , ,           (6) 

 
ornuna goýmany ulanalyñ. (6) funksiýanyñ önümi bar hem-
de monoton. onuñ üçin hem onuñ ters funksiýasy bardyr. 
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Ony x t  bilen belgiläliñ. (6) funksiýanyñ girizilenligi 
üçin 

 

y dy
dx

dy
dt

dt
dx

dy
dt p x

1
, 

 
d
dx

p x y d
dx

dy
dt

d
dt

dy
dt

dt
dx

d y
dt p x

2

2
1

 

 
bolar. Onda (5) deñleme 
 

d y
dt

p x q x y
2

2 0  

 
görnü i alar. Bu deñlemäni 
 

d y
dt

p t q t y
2

2 0 

ýa-da 
d y
dt

Q t y
2

2 0 

 
görnü de ýazarys, bu ýerde p t q t Q t  
belgileme ulanyldy. 

Indi deñlemäniñ ikiagzaly görnü e getirili iniñ ba ga 
usulyna garalyñ. Goý, 
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y C x C x1 2cos sin  
 
görnü de bolar. cosx  we sinx  çyzykly bagly däl 
funksiýalardyr. 
G x s,  funksiýany 
 

G x s
C x C x x s

C x C x s x,
cos sin ,

cos sin ,
1 2

1 2

0

2
 

 
görnü de gözläliñ. Kesgitlemä laýyklykda 

 
C s C s C s C s1 2 1 2cos sin cos sin , 

 
C s C s C s C s1 2 1 2 1sin cos sin cos  

 
deñlikleri ýazarys. 
C C C C1 1 1 2 2 2,  belgilemeleri girizip 

 
cos sin
sin cos

s s
s s

1 2

1 2

0
1

 

 
görnü li deñlemeler sistemasyny alarys. Onuñ kesgitleýjisi 
W s 1. Sistemanyñ çözüwi 

1 2sin , coss s  
bolar. Onda 

C C s C C s1 1 2 2sin , cos  
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xfxf

dssfsxGxpsxGxpsxGxp xxx ,,, 210  

 
bolar. erte görä, G x s,  funksiýa (2) deñlemäniñ çözüwi. 
Onda f x f x  bolar. To destwo (8) funksiýanyñ (1) 
deñlemäniñ çözüwidigini görkezýär. 

Indi (8) funksiýanyñ y y0 0,  gyra 
ertleri kanagatlandyrýandygyna göz ýetirmek galýar. 

Hakykatdan-da, Grin funksiýasynyñ 2) häsiýeti boýunça 
 

G s G s, , 0  
Onda, 

y G s f s ds, 0 , 

 

y G s f s ds, 0  

 
bolar. unlukda teorema subut edildi. 

Mysal. y y f x y y, ,0 0
2

0 

gyra meseläniñ Grin funksiýasyny tapmaly. 
Çözüli i. y y 0 deñlemäniñ umumy çözüwi 
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  y p x y p x y1 2 0            (7) 
 
deñleme berlen bolsun, bu ýerde p x1  funksiýanyñ 
üznüksiz önümi bar. (7) deñlemäni y u x v x  ornuna 
goýma arkaly 
  
vu v p v u v p v p v u2 01 1 2           (8) 
 
görnü de ýazarys. Bu ýerde u -iñ koeffisiýenti nola deñ 
bolar ýaly edip v  funksiýany saýlalyñ. Ony kesgitlemek 
üçin u -iñ koeffisiýentini 

 
2 01v p v  

 
bolar ýaly edip alarys. Bu ýerden 
 

v e
p x dx1

2 1
. 

 
Muny (8)-de goýup, 
 

u p x p x p x u2 1
2

1
1
4

1
2

0  

 
deñlemäni alarys. Ýaýlardaky añlatmany Q x  bilen 
belgiläp, 
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u Q x u 0 
 
deñlemäni alarys. 
 

p x y p x y q x y f x  
 

y p x y p x y f x1 2  
 
birjynsly däl deñlemeler hem beýan edilen usullar bilen 
özünde y -i saklamaýan deñlemelere getirilip bilnerler. 

Mysal. 1 02 2x y xy n y  Çeby ew 

deñlemesini öz-özüne çatyrymly görnü e getirmeli. 
Çözüli i. p x x p x x1 22 , . Görnü i 

ýaly, garalýan deñleme öz-özüne çatyrymly deñleme däl. 
Formula boýunça 
 

1

1 2x
. 

 
Deñlemäniñ iki bölegini hem muña köpeldip, 
 

1
1 1

02
2

2

2
x y x

x
y n

x
y  

 
görnü li öz-özüne çatyrymly deñlemäni alarys. 

Gönükmeler 
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formula bilen berler. 
Subudy. (8) funksiýanyñ (1) deñlemäniñ 

çözüwidigini görkezeliñ. Onuñ üçin (8)-i 
 

y x G x s f s ds G x s f s ds
x

x

, ,  

 
görnü de göçüreliñ. Integraly parametr boýunça 
differensirleme düzgüninden peýdalanyp ýazyp bileris: 

,,,,

,,

dssfsxGdssfsxGxfxxG

dssfsxGxfxxGxy

x
x

x

x

x

 

dssfsxGxf
xp

dssfsxGxfxxGxxG

dssfsxGxfxxGxxG

dssfsxGxfxxG

dssfsxGxfxxGxy

xx

xxxx

xxxx

x
xxx

x

xx

,1

,,0,0

,0,0,

,0,

,0,

0

 

y y y, ,  üçin alnan añlatmalary (1) deñlemede goýsak, 
onda 
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,,
,,

,
222111

2211

sxxysCxysC
sxxyCxyC

sxG  

 
görnü de alnar. 

Kesgitlemäniñ 2) häsiýeti boýunça G x s,  funksiýa 
gyra ertlerini kanagatlandyrmaly, ýagny 

 
C y C y1 1 2 2 0, 

 
C y C y y s y s1 1 2 2 1 1 2 2  

 
bolmaly. Bu sistemadan tapylan C C s1 1  we 
C C s2 2  bahalary (7)-de goýup, G x s,  funksiýany 

 

G x s
C s y x C s y x x s
C s y x C s y x x s

,
, , ,
, ,

1 1 2 2

1 1 2 2
 

 
görnü de alarys. Bu funksiýa (2), (4) meseläniñ Grin 
funksiýasydyr. 

2-nji teorema. Eger G x s,  funksiýa (2), (4) 
meseläniñ Grin funksiýasy we f x x  
üznüksiz funksiýa bolsa, onda (1) deñlemäniñ (4) ertleri 
kanagatlandyrýan çözüwi 
 

     y x G x s f s ds,             (8) 
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1. 1 2 1 02x y xy n n y  

Le andr deñlemesi öz-özüne çatyrymly deñlememi? 
 

2. x y xy x n y2 2 2 0  

Bessel deñlemesini öz-özüne çatyrymly görnü e getirmeli. 
 
3. y xy x y2 02  
denlemäni ikiagzaly görnü e getirmeli. 
 
 

§2. Çözüwleriñ nollary baradaky teoremalar 
 

   y Q x y 0            (1) 
 
görnü li deñlemä garalyñ, bu ýerde Q x  koeffisiýent 
a b,  interwalda üznüksiz funksiýa. Mälim bol y ýaly, (1) 

deñlemäniñ iki sany çyzykly bagly bolmadyk hususy 
çözüwi bardyr. Onuñ her bir hususy çözüwi a b,  
interwalyñ birnäçe nokadynda nola öwrülip biler. Bu ýerde 
garaljak mesele nol däl çözüwiñ nola öwrülýän nokatlary 
barada. y y x1  çözüwiñ nollary diýip, y x1 0  
deñlemäniñ hakyky köklerine dü ünilýär. Has takygy 
y x1 0 0 bolsa, onda x0  nokada çözüwiñ noly diýilýär. 
Çözüwiñ nola öwrülýän nokatlary onuñ grafiginiñ 
abssissalar okuny kesip geçýän nokatlarydyr. Çözüwiñ 
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nollary köp boldugyça onuñ alamaty hem onça üýtgeýär. 
Oña çözüwiñ yrgyldylygy diýilýär. 

Kesgitleme. Eger (1) deñlemäniñ y x  
çözüwiniñ a b,  interwalda ikiden az bolmadyk nollary 
bar bolsa, onda ol çözüwe (1) deñlemäniñ ol interwaldaky 
yrgyldyly çözüwi diýilýär. Tersine bolan ýagdaýda 
yrgyldysyz çözüw diýilýär. 

1-nji mysal. y y 0 deñlemäniñ y ex
1  we 

y e x
2  çözüwleriniñ her biri ,  interwalda 

yrgyldysyz çözüwlerdir. 
2-nji mysal. y y 0 deñlemäniñ y x1 cos  we 

y x2 sin  çözüwleriniñ her biriniñ ,  interwalda 
tükeniksiz köp nollary bardyr, çünki olaryñ grafikleri 
abssissalar okuny tükeniksiz köp nokatda kesip geçýärler. 
Olaryñ nollarynyñ arasyndaky uzaklyk -e deñdir. onuñ 
üçin hem ol çözüwler garalýan deñlemäniñ yrgyldyly 
çözüwleridir. 

1-nji teorema. Eger a b,  interwalda Q x 0  
bolsa, onda (1) deñlemäniñ çözüwleri yrgyldysyzdyrlar. 

Subudy. (1) deñlemäniñ erkin çözüwini y x1  bilen 
belgiläliñ. y x1  funksiýa (1) deñlemäniñ yrgyldyly 
çözüwi diýeliñ. Kesgitlemä laýyklykda, y x1  çözüw 

a b,  interwalyñ iñ bolmanda x0  we x x x1 0 1  iki 
nokadynda nola öwrülmelidir, ýagny 

 
y x y x1 0 1 10 0,  
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Grin funksiýasyny  3) häsiýetine laýyklykda 
 
C y s C y s C y s C y s1 1 2 2 1 1 2 2 , 

 

C y s C y s C y s C y s
p s1 1 2 2 1 1 2 2

0

1
 

 
görnü li deñlikleri ýazarys. 
C C C C1 1 1 2 2 2,  belgilemeleri girizip, 1 
we 2  ululyklara görä 
 

y s y s

y s y s
p s

1 1 2 2

1 1 2 2
0

0
1
,

 

 
görnü li deñlemeler sistemasyny alarys. Bu sistemanyñ 
ýeke-täk çözüwi 
 

1
2

0
2

1

0
s

y s
p s W s

s
y s

p s W s
,  

 
görnü de bolar. Onda 
 
 C C s C C s1 1 1 2 2 2, .          (7) 

eýlelikde, 
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3). x s  bolanda x -a görä üznüksiz we x -a görä 
önümi x s  nokatda birinji jynsly üzüli e eýe bolup, 

towusmasy 
1

0p s
-a deñ, ýagny 

 
G s s G s o s0, , , 

 

G s s G s o s
p sx x0 1

0
, , , 

 
bolsa, onda G x s,  funksiýa (1), (4) gyra meselesiniñ Grin 
funksiýasy diýilýär. 

Indi Grin funksiýasynyñ barlygy baradaky 
teoremany subut edeliñ. 

1-nji teorema. Eger (2) deñlemäniñ (4) birjynsly 
gyra ertleri kanagatlandyrýan diñe triwial çözüwi bar 
bolsa, onda (2), (4) gyra meselesiniñ Grin funksiýasy 
bardyr. 

Subudy. Goý, y x1  we y x2  funksiýalar (2) 
deñlemäniñ ,  kesimde çyzykly bagly däl çözüwleri 
bolsun. Kesgitlemä görä, Grin funksiýasy (2) deñlemäniñ 
çözüwi bolmaly. O a görä-de 
 

G x s
C y x C y x x s
C y x C y x x s

,
, , ,
, ,

1 1 2 2

1 1 2 2
 

görnü de bolmaly, bu ýerde C C C C1 2 1 2, , , ,  häzirlikçe 
kesgitlenmedik hemi elikler. 
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Kesgitlilik üçin x x0 1,  interwalda y x1 0 

diýeliñ. Onda y x1 0 0. y x1  çözüwi (1) deñlemede 
goýup, 
 

y x Q x y x1 1 0  
 
to destwony alarys. Bu ýerden y x Q x y x1 1 0  

ýa-da y x1 0 . Diýmek, y x1  kemelmeýän 

funksiýa. onuñ üçin hem 0 1 0 1y x y x . 
Lagran  formulasyna laýyklykda 

 
y x y x y c x x x c x1 1 1 0 1 1 0 0 1.  

 
Deñligiñ çep bölegi nol, sag bölegi polo itel san. Alnan 
gapma-gar ylyk teoremanyñ tassyklamasyny subut edýäp. 

2-nji teorema ( turm). Eger x0  we x1 (1) 
deñlemäniñ y x1  çözüwiniñ yzygiderli nollary bolsa, 
onda x0  we x1 nollaryñ aralygynda ol deñlemäniñ beýleki 
çyzykly bagly däl y x2  çözüwiniñ takyk bir noly bardyr. 

Subudy. Teoremanyñ ertine görä, 
 

y x y x1 0 1 10 0, . 
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y x2  çözüwiñ x x0 1,  interwalda noly ýok diýeliñ. 

y x2 0 0, y x2 1 0, çünki y x1  we y x2  çyzykly 
bagly däl çözüwler. Olaryñ Wronskiý kesgitleýjisi x0  we 
x1 nokatlarda noldan tapawutly bolmasa, teoremanyñ 
ertine gar y gelinýär. 

Kesgitlilik üçin x x0 1,  interwalda 
y x y x1 20 0,  diýeliñ. Bularyñ Wronskiý 
kesgitleýjisi 
 

W x y y y y1 2 2 1. 
 
W x 0 diýeliñ. Soñky deñligiñ iki bölegini hem y x2

2 -
a bölüp, 
 

W x
y x

y x
y x2

2
1

2
 

 
deñligi alarys. To destwonyñ iki bölegini hem x x0 1,  
interwalda integrirläp, 

W x
y x

dx
y x
y x

y x
y xx

x

2
2

1 1

2 1

1 0

2 0
0

 

 
görnü li deñligi alarys. Bu deñligiñ çep bölegi polo itel, 
sag bölegi nol. Beýle bolmagy mümkin däl. 
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çözüwini tapmaklyk meselesine birjynsly däl gyra 
meselesi, (2) deñlemäniñ (4) ertleri kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmaklyk meselesine bolsa birjynsly gyra 
meselesi diýilýär. 

Gyra ertler (1) deñleme üçin 
 

 1 1 1

2 2 2

y y
y y

,
,
           (5) 

ýa-da 

 1 1 1

2 2 2

y y
y y

,
,
            (6) 

 
umumyrak görnü lerde hem berlip bilner, bu ýerde 

i i i i, , , ,1 2  hemi elik sanlar, 

i i
2 2 0 . (5)-e we (6)-a hem birjynsly däl gyra ertler 

diýilýär. Eger 1 20 0,  bolsa, onda olara 
birjynsly gyra ertler diýilýär. eýlelikde, ýokarda getirilen 
ertlere ikinokatly ertler diýilýär. 

(1), (4) ikinokatly meselä garalyñ. Ol mesele üçin 
Grin funksiýasyny kesgitläliñ. 

Kesgitleme. Eger x , , s ,  üçin 
kesgitlenen G x s,  funksiýa her bir s ,  üçin 

1). x s  bolanda (2) deñlemäni kanagatlandyrýan; 
2). x x,  bahalarda (4) gyra ertleri 

kanagatlandyrýan; 
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 p x y p x y p x y0 1 2 0            (2) 
 
görnü i alar. 

(1) deñleme üçin Ko i meselesine ozal garalypdy. Ol 
mesele (1) deñlemäniñ ba langyç ertleri kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmaklygy talap edýär. Ba langyç ertler 
gözlenilýän funksiýanyñ we onuñ önüminiñ berlen 
nokatdaky bahalarydy. 

Gyra meselelerinde gözlenilýän funksiýanyñ we 
onuñ önümleriniñ bahalary kesimiñ uçlarynda berilýär. 

Meselem, (1) deñleme üçin gyra ertleri 
 
  y a y b,             (3) 
 
görnü lerde bermek bolar. 

(1) deñlemäniñ (3) ertleri (deñlikleri) 
kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk meselesine gyra 
meselesi diýilýär, (3) ertlere bolsa gyra ertler diýilýär. 
Ba gaça aýdylanda (1), (3) gyra meselesi garalýan (1) 
deñlemäniñ berlen ,a  we ,b  nokatlardan geçýän 
integral egrisini tapmak meselesidir. 

(1), (3) gyra meselesine ikinokatly mesele hem 
diýilýär. 

Gyra ertleri 
 

      y y0 0,                     (4) 
 
görnü lerde hem berlip bilner. Bulara birjynsly gyra ertler 
diýilýär. (1) deñlemäniñ (4) gyra ertleri kanagatlandyrýan 
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 y y 0 deñlemäniñ y x y x1 2cos , sin  
çözüwleri bu teorema üçin mysal bolup biler. 

 
 

y 

O 

1 

-
1 

2
 3

2
 2  x 

y2=sinx y1=cosx 

 
 

Koeffisiýentleri a b,  interwalda üznüksiz 
funksiýalar bolan 
   y Q x y1 0            (2) 
 
   u Q x u2 0             (3) 
 
deñlemelere garalyñ. 

3-nji teorema (deñe dirme teoremasy). Eger a b,  
interwalda Q x Q x2 1  bolsa, onda (2) deñlemäniñ 
islendik y x1  çözüwiniñ a b,  interwala degi li her bir 

1
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yzygiderli iki nolunyñ aralygynda (3) deñlemäniñ islendik 
u x1  çözüwiniñ iñ bolmanda bir noly bardyr. 

Subudy. Goý, x0  we x a x x b1 0 1  
nokatlarda y x1  çözüwiñ nollary bolsun. Onda 
y x y xo1 1 10 0,  bolar. u x1  çözüwiñ x x0 1,  
interwalda noly ýok diýeliñ. 

Kesgitlilik üçin x x0 1,  interwalda 
y x u x1 10 0,  diýip hasap edeliñ. Onda 

y x y x1 0 1 10 0, . 
y x1  çözüwi (2)-de, u x1 -i (3)-de goýup, 
 

y Q x y u Q x u1 1 1 1 2 10 0,  
 

to destwolary alarys. Olaryñ birinjisini u x1 -e, ikinjisini 
y x1 -e köpeldip we degi li böleklerini aýryp, 
 

y u u y Q x Q x y u1 1 1 1 2 1 1 1 
ýa-da 

y u u y Q x Q x y u1 1 1 1 2 1 1 1 
 

görnü li deñligi alarys. 
Bu to destwonyñ iki bölegini hem x x0 1,  

interwalda integrirläp, 
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deñlemäniñ hususy çözüwi. Deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapmaly. 
 Jogaby: y C x e C ex x

1 23 2 . 
 
3. y x1 cos  funksiýa 

y y y2 0ctgx  
 

deñlemäniñ hususy çözüwi. Deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapmaly. 
 Jogaby: y C x x x C x1 2sin cos cos . 
 
 

§4. Gyra meselesi we Grin funksiýasy barada 
 
 

Differensial deñlemeler teoriýasynda gyra meseleler 
möhüm orun tutýarlar. Beýle meselelere ylmyñ köp 
meseleleri öwrenilende du  gelinýär. Adaty amaly 
meseleleri  k¤p si ikinji tertipli gyra meselelerine 
getirilýär. oña görä-de bu paragrafda ikinji tertipli 
deñlemeler üçin gyra meseleleri öwrenilýär. 

Çyzykly ikinji tertipli deñleme 
 

 p x y p x y p x y f x0 1 2           (1) 
 

görnü de berlen bolsun, bu ýerde p p p f0 1 2, , ,  
funksiýalar ,  kesimde üznüksiz. Eger f x 0 
bolsa, onda (1) deñleme 
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Mysal. y x
x1

sin
 funksiýa y

x
y y2 0 

deñlemäniñ hususy çözüwi. Onuñ umumy çözüwini (2) 
formula boýunça 
 

y x x
x

C
x

dx

x
dx C x

x
sin

exp

sin
sin

2

2 1  

ýa-da 

y C x
x

C x
x

cos sin
1  

 
görnü de taparys. 
 

Gönükmeler 
 

1. y x1  funksiýa 
 

x x y xy y2 1 0ln  
 

deñlemäniñ hususy çözüwi. Deñlemäniñ umumy çözüwini 
tapmaly. 
 Jogaby: y C x C x1 2 ln . 
 
2. y ex

1  funksiýa 
 

1 0x y y xy  
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1

0

1112

0101010111111111

x

x

dxuyxQxQ

xyxuxuxyxyxuxuxy
 

 
görnü li deñligi alarys. 
 

y x u x y x y x1 1 1 1 1 1 1 00 0 0 0, , , ,  
 

u x y x Q x Q x1 0 1 0 2 10 0 0, ,  
 

bolýandyklaryny göz öñünde tutsak, onda ýokardaky 
deñligiñ çep böleginiñ otrisatel san bolýandygyny, sag 
böleginiñ bolsa polo iteldigini görmek kyn däldir. Alnan 
gapma-gar ylyk teoremanyñ tassyklamasynyñ 
dogrudygyny görkezýär. 

y y 0 we u u4 0  deñlemeleriñ çözüwleri 
y x y x u x1 2 1 2cos , sin , cos ,  u x2 2sin . 
Birinji deñlemäniñ her bir çözüwiniñ iki nolunyñ 
aralygynda ikinji deñlemäniñ islendik çözüwiniñ bir 
nolunyñ bardygyny olaryñ grafikleri boýunça görkeziñ. 
 
 
§3. Ostrogradskiý-Liuwill formulasy we onuñ ulanyly y 

 
 

Goý, y x1  we y x2  funksiýalar 
 

  y p x y q x y 0            (1) 
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deñlemäniñ çyzykly bagly däl çözüwleri bolsun. Olary 
deñlemede goýup 
 

y p x y q x y1 1 1 0 
 

y p x y q x y2 2 2 0  
 
to destwolary alarys. Olaryñ birinjisini y2 -ä, ikinjisini y1-
e köpeldip, soñra alnan birinji deñligi ikinjisiniñ degi li 
böleklerinden aýryp, 
 

y y y y p x y y y y2 1 1 2 2 1 1 2 0 
 
deñligi alarys. Bu deñlikde W x y y y y2 1 1 2  
bolýandygyny nazarda tutup, alarys 
 

W x p x W x 0 . 
 

W x -e görä birinji tertipli çyzykly birjynsly deñleme 
alyndy. Onuñ çözüwi 

W x Ce p x dx
 

 
görnü dedir. Muña Ostrogradskiý-Liuwill formulasy 
diýilýär. 

Bu formula çyzykly birjynsly n  tertipli deñleme üçin 
hem adalatlydyr. 
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Indi (1) deñlemäniñ umumy çözüwini tapmaklyga 
giri eliñ. 

Goý, (1) deñlemäniñ hususy çözüwi tapylan bolsun. 
Ony y x1  bilen belgiläliñ. Gözlenilýän çözüwi y  bilen 
belgiläliñ. Bu çözüwler üçin Ostrogradskiý-Liuwill 
formulasyny ýazalyñ: 

 

W x Ce p x dx
 

ýa-da 

y y y y Ce p x dx
1 1 . 

 
Deñligiñ iki bölegini hem y x1

2 -a bölsek, ol 
 

y
y

C
y

e p x dx

1 1
2  

 
görnü e geler. Bu deñligiñ iki bölegini hem integrirläp, (1) 
deñlemäniñ 
 

y x y
C p x dx

y x
dx C y x1

1
2 1 1

exp
          (2) 

görnü li umumy çözüwini alarys. 
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   3. yyu
y
ux

x
uy 2,0,0  

meseläni çözmeli. 
Jogaby: 22 yxu . 
    

    4. yx
y
ux

x
uy coscoscoscos  

de lemäni çözmeli. 
Jogaby: yxFyu sinsinsin . 
 

     5.  yx
y
ux

x
uy   

de lemäni  umumy çözüwini tapmaly. 
Jogaby:  0,22 uyxyxÔ . 
 
 

     6.  1,,02 2 xyu
y
uy

x
ux  

meseläni  çözüwini tapmaly. 
Jogaby: 222 xeyu . 
 

     7.  0
y
uy

x
ux  

de lemäni  1,2 xyu  egriden geç än integral üstüni 
tapmaly. 
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Goý,   nn 1122111 ,...,,   sanlar   (31) 
sistemany  çözüwi bolsun. Bu bahalary we  1 – i  (2)-de 
goýup, 

                             
x

nn
xx eyeyey 111

1112121111 ,...,,      (41) 
 
(1)  sistemany  birinji hususy çözüwini alarys.  onu  ýaly  

2 – ni  (3)-de   -ny  ornuna goýup, alnan sistemadan  
nn 2222211 ,...,,   bahalary taparys. Bulary 

we  2-ni  (2)-de goýup, 
 

x
nn

xx eyeyey 222
2222222121 ,...,,        (42) 

 
(1) sistemany  ikinji hususy çözüwini alarys. Bu 
hasaplamany dowam etdirip,          n  üçin  

x
nnnn

x
nn

x
nn

nnn eyeyey ,...,, 2211           (4n) 
 
n-nji hususy çözüwi taparys. 
(41), (42), ... , (4n) funksiýalar (1) sistemany  çyzykly bagly 
däl hususy çözüwleridir, ýagny olar çözüwleri  
fundamental sistemasyny emele getirýär. Onda üýtgeýän 
koeffisiýentli birjynsly de lemeler sistemasyndaky teorema 
laýyklykda (1) sistema-ny  umumy çözüwi 

x
nnn

x
n

x
nn

x
nn

xx

x
nn

xx

n

n

n

eCeCeCy

eCeCeCy
eCeCeCy

...

...
...

21

21

21

2211

22221212

12121111
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görnü de ýazylar. 
 
  2)  goý,  1 2,..., n  kökleri  arasynda  

ii 21 ,   kompleks  sanlar  bar  diýeli .  
Galanlary hakyky we dürli sanlar. 
 i1   sany   (3)   sistemada  -ny  ornuna 
goýup, 

nnn iii 212212221111 ,...,,  
bahalary taparys. Onda  (2) de likler 

xi
nnn

xi eiyeiy 2121111 ,...,  
görnü de bolar. 
Eýler formulasyny peýdalanyp, bu de likleri: 

xxiexxey

xxiexxey

nn
x

nn
x

n

xx

cossinsincos

cossinsincos

2121

211121111

 

görnü lerde ýazarys. 
 Bu ýerden kompleks çözüwi  hakyky we hyýaly 
böleklerini  
 

xxeyxxey
xxeyxxey

nn
x

n
x

nn
x

n
x

cossin,..,cossin
sincos,...,sincos

212211121

211211111        (5) 

 
görnü lerde göçürip, iki sany funksiýalar toplumyny alarys. 
Olary   (1) sistemany  çözüwleridigini görkezmek kyn 
däldir. 
        Eger i2  sany (3) de lemede -ny  ornuna 
goýsak, onda ýene (5) de -lemedäki funksiýalary alarys. 
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    21
2

2
12,

2
1 C

x
xC

x
x                               (21) 

de likleri alarys. 
So ky de ligi  iki bölegini  kwadrata göterip, 2

22 Cx  
de lige geleris. Bu erden 2

22 Cx   bahany (21)-däki 
latmalary  birinjisinde go sak, onda 

12
2

22
2

12 C
C

C  de lik alnar. (11) belgilemedäki 1C  

we 2C  ululyklara degi li a latmalary so ky de lige go up,  

ux
uy

uy 2
2

22 12 a-da 

12 2222 uxuyuy  
görnü de gözlenil än çözüwi alarys. 
 

Gönükmeler. 

  1.      02
y
uy

x
uyx  

de lemäni  umumy çözüwini tapmaly. 
Jogaby: 2yxyÔu . 
 

   2. xxu
y
u

x
uex y 0,,02  

meseläni çözmeli. 
Jogaby: 12 yy exeu . 
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görnü de azarys. 

Bu erden,  
xu

du
u
dx

2
 de lemäni  iki bölegini 

u
1

 

köpeldijä gysgaldyp, duxdx2  de lemä geleris. Munu  
çözüwi 1

2 Cux a-da 1
2 Cux . Bu birinji 

integraly  biri. 
xy

dy
u
dx

 de lemäni birinji integraly 

pe dalanyp, 
xy

dy
Cx

dx
1

2   görnü de azarys. Ü tge än 

ululyklaryny a yl-sa yl edip, onu  çözüwini 

 21
2 lnlnln

2
1 CyCx  

görnü de taparys. Muny potensirläp, 21
2 CCxy  a-

da 2Cuy   görnü de azarys. Bu ikinji integral. Onda 

garal an de lemäni  umumy çözüwi 0,2 uyuxÔ  
görnü de bolar. Indi de lemäni  berlen erti 
kanagatlandyr an çözüwini tapmaly. Onu  üçin  
 
  21

2 ,,1,2 CuyCuxyuyx               11  
 
de liklerden uyx ,,  ululyklary çykaraly . Bu erden 

y
uxy 1,2  bahalary   (11) belgilemäni  so ky 

latmalarynda go up,  
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Diýmek, kompleks kökleri  her bir jübütine (5)  gör-nü li 
jübüt hususy çözüwler degi li bolýan eken. Bu ýagdaýda  
(1)  sistemany  umumy çözüwini  

x
nnn

x
nnn

x

nn
x

n

x
nn

xx

x

n

n

eCeCxxeC
xxeCy

eCeCxxeC
xxeCy

...cossin
sincos

...cossin
sincos

3

3

33212

211

131321112

211111

 

görnü de ýazarys. 
3) goý,  1= 2=...= m  ( n)  bolsun. Onda (1) sistemany   

m  sany hususy çözüwle-rini tapmaly. Olary  
 

x
nn

xx exPyexPyexPy 111 ,...,, 2211          (6) 
 
görnü lerde gözlemeli, bu ýerde xPxPxP n,...,, 21  
koeffisiýentleri kesgitlenme-dik  m-1 – den uly bolmadyk 
derejeli köpagzalardyr. Olary  koeffisiýentlerini tapmak 
üçin  (6)-daky funksiýalary (1) sistemada goýup, onu  iki 
bölegini  e x  köpeldijä gysgaldarys. So ra de likleri  çep 
we sag böleklerindäki  x-y  de  derejelerini  
koeffisiýentlerini we azat agzalaryny de läp, köpagzalary  
näbelli koeffisiýentlerine görä de lemeler sistemasyna 
geleris. Ondaky de lemeleri  sany näbelli koeffisiýent-
leri  sanyndan az bolar. a göräde, bu koeffisiýentleri  
m sanysy erkin bolmaly, beýlekileri olar arkaly 
tapylmalydyrlar. Näbellileri  san bahalaryny tapyp,  (6)-
daky a latmalarda goýsak, tapmaklygy talap edilýän (1) 
sistemany  hususy çözüwlerini kesgitläris. eýlelikde, (1) 
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sistemany  umumy çözüwini düzmäge mümkinçilik 
döreýär. 
 1-nji mysal. 

yx
dt
dy

yx
dt
dx

43

2
                                (7) 

sistemany çözmeli. 
 Çözüli i. 
Sistemadan görnü i ýaly,  x(t) we y(t)  gözlenilýän 
funksiýalardyr. Sistemany  çözüwini  
 

tt eyex 21 ,           (8) 
 

görnü de gözläli . Bu funksiýalary sistemada goýup, iki 
bölegini  e t – e  gysgaldyp,  21 we   ululyklara görä 

212211 43,2  
ýa-da 
 

043
02

21

21           (9) 

 
görnü li sistema geleris. Bize mälim bol y ýaly,  (9)  
sistemany  nol däl çözüwini tapmak üçin, onu  
kesgitleýjisini nola de läris, ýagny 

0
43

12
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görnü lerde alarys. 

Birinji de lemäni  iki bölegini u-a köpeldip, 
y

dy
x

dx
 

de lemäni alarys. Munu  çözüwi 1C
y
x

 görnü de tapylar. 

Ikinji de lemede x-y  ornuna  yC1 -i azyp, 2
1 yC
du

yu
dy

 

görnü li de lemäni alarys. 
y
1

-e gysgaldarys. Onda 

ydyCudu 1  bolar. Muny integrirläp, 2
2

1
2 CyCu  

görnü däki funksi any alarys. Bu erde 1C – i  bahasyny 
go up, 2

2 Cxyu a-da 2
2 Cxyu  görnü li çözüwi 

alarys. Onda garal an de lemä  umumy çözüwi  

0, 2 xyu
y
xÔ  

görnü de bolar. 
8-nji mysal. 

xu
y
uxy

x
uu 2  

kwaziçyzykly de lemäni  1,2 yuyx  egriden 
geç än integral üstüni tapmaly. 

Çözüli i. Garal an de lemä degi li simmetrik 
sistemany  

xu
du

xy
dy

u
dx

2
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de lemäni  çözüwleri  2
2

21 2
, yxzu

z
xu  

görnü lerde bolar. Bular birinji integrallary  çep bölekleri. 

.02

2

01

222

11

z
y

yxz
z

yx

yx
 

 
Di mek, tapylan birinji integrallar bagly däl eken. Onda 
de lemä  umumy çözüwi 

2
22

2
, yzx

z
xÔu  

görnü de tapylar, bu erde Ô -erkin differensirlen än 
funksi a. 

7-nji mysal. 

xy
y
uyu

x
uxu  

de lemäni  çözüwini tapmaly. 
Çözüli i. Garal an kwaziçyzykly de lemedir. Onu  

simmetrik sistemasyny 

xy
du

yu
dy

xu
dx

 

görnü de azarys. 
Sistemany   de lemelerini 

xy
du

yu
dy

yu
dy

xu
dx ,  

 325 

Bu  (7) sistemany  häsiýetlendiriji de lemesi bolar. Ony  
0562   görnü de ýazarys. Onu  kökleri  1=1,  

2=5. 
 1=1  sany  (9)  sistemada  -ny  ornuna goýup, 

033
0

21

21   

sistemany alarys. Bu ýerde  11   edip  alsak,   12   
bolar. Tapylan san bahalary  (8)-de goýup  (7)  sistemany  
birinji hususy çözüwini  tt eyex 11 ,   görnü de 
ýazarys. So ra  2=5  sany  (9)-da goýup, 

03
03

21

21  

sistema geleris. Bu ýerde  11   edip alarys. Onda  
32   bolar. Bulary  (8)-de goýup, (7) sistemany  ikinji 

hususy çözüwini  tt eyex 5
2

5
1 3,   görnü de taparys. 

eýlelikde, 

tt

tt

eyex
eyex

5
2

5
2

11

3,
,

 

funksiýalar çözüwleri  fundamental sistemasyny emele 
getirýär. Onu eýledigi  

0
3 55 tt

tt

ee
ee

xW  

bolýanlygyndan gelip çykýar. Onda  (7)  sistemany  
umumy çözüwi 
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tt

tt

eCeCy
eCeCx

5
21

5
21

3
        (10) 

 
görnü de bolar.  
 Eger garalýan (7) sistemany  x(0)=3, y(0)=1 
ba langyç ertleri kanagatlandyr-ýan çözüwini tapmaklyk 
talap edilse, onda (10)-da x we y ululyklary  orunlaryna 
degi lilikde 3 we 1 sanlary, t-ny  ornuna noly goýmaly. 

21

21

31
3

ÑC
CC

 

sistemadan C1=2,  C2=1 bahalary kesgitläris. Bu sanlary 
(10)-da goýup, (7)  sistema-ny   

tt

tt

eey
eex

5

5

32
2

 

görnü de hususy çözüwini taparys.  
 2-nji mysal.   

yx
dt
dy

yx
dt
dx

32

         (11) 

sistemany çözmeli. 
 Çözüli i.  (11)  sistemany  çözüwini 

tt eyex 21 ,         (12) 
görnü de gözläris. 
 (12)-ni (11) sistemada goýup, iki bölegini te  
köpeldijä gysgaldyp, 
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yz
dz

xy
dx

 de lemäni 
yz
dz

xy
dx

 görnü de ýazarys. Munu  

umumy çözüwini zcx 1  görnü de taparys. 1c
z
x

 

simmetrik sistemany  birinji integraly bolar. Simmetrik 
sistemany   birinji integralyny  ikinjisini tapmak üçin 

nn

nn

n

n

bkbkbk
akakak

b
a

b
a

b
a

...

......
2211

2211

2

2

1

1  

formulany ulanarys. Bu ýerde nkk ,...1  erkin koeffisiýentler. 
 Simmetrik sistemany  birinji drobuny  sanawjysyny 
we maýdalawjysyny z-e, üçünjisini x-a köpeldip, olary  
sanawjylaryny we maýdalawjylaryny go up, alnan jemi 
ikinji droba de läp,  

22zx
dy

xyzzxy
xdzzdx

 

görnü de de lemäni alarys. So ra xz -e gysgaldarys. 
De lemäni 

xz
dy

y
xzd

2
 ýa-da  ydyxzdxz 2  

görnü de ýazarys hem-de ony integrirläp, 

2
2

2

2
Cyxz

 ýa-da  2
2

2

2
Cyxz

 

de lige geleris. Bu birinji integraly  ikinjisi. 
Tapylan birinji integrallary  bagly däldiklerini anyklamany 
Ýakobian kesgitle jisi arkaly der äris. Garal an 
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Iki bölegini integrirläp, 2ln Cuy  ýa-da 2ln Cuy  
de ligi alarys. Bu bolsa birinji integraly  ikinjisi. Garalýan 
meseläni  çözüwini tapmak üçin  
 
  1

22 Cxy , 2ln Cuy , 2,0 yux                   (1) 
 
de liklerden uyx ,,  ululyklary çykarmaly. Onu  üçin x=0 
bahany birinji integralda goýup, 1

2 Cy  de ligi alarys. Bu 

ýerden 1Cy  bolar. Ikinji integral 211ln CCC  
görnü de ýazylar. Bu de likde 21 CweC  üçin tapylan 

latmala-ry  çep böleklerini goýup, 
uyxyxy lnln 2222  ýa-da 
2222lnln xyxyyu  garalýan de lemäni  

anyk görnü däki cözüwini alarys. 
 6-njy mysal. 

022

z
uyz

y
uzx

x
uxy  

de lemäni çözmeli. 
 Çözüli i.  Garalýan de leme üçin simmetrik 
sistema 

yz
dz

zx
dy

xy
dx

22  

görnü de ýazylýar. 
 Bu ýerden gatna yklary  jübtüni alarys: 
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032
01

21

21         (13) 

görnü li sistema geleris.  (11)  sistemany  häsiýetlendiriji 
de lemesi 

32
11

  ýa-da  0542  

görnü de bolar. Onu  kökleri .2,2 21 ii  
i21  sany (13)-de -ny  ornuna goýup, 

012
01

21

21

i
i

 

sistemany alarys. 1- i erkin san diýip kabul edýäris. 11  
edip alsak, onda i12  bolar. i21 , 11 , 

i12  sanlary  (12)-de goýup, 

ttietteeiy
tieteex

ttti

ttti

sincossincos1
sincos

222

222

 

funksiýalary alarys.  
Bulary  hakyky we hyýaly böleklerini aýyl-saýyl edip,  
(11)  sistemany  hususy çözüwlerini 

tteyttey
textex

tt

tt

sincos,sincos
,sin,cos

2
2

2
1

2
2

2
1  

görnü lerde taparys. 
 Eger   2=2-i  sany  (13)-de goýsak, onda ýene 
ýokardaky tapylan funksiýalara geleris. a göräde, 

i22  san üçin (13) sistemadan 1  we 2  ululyklary 
gaýtadan tapmaklygy  zerurlygy ýok. Tapylan hususy 
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çözüwler fundamental sistemany emele getirýär. Onda  
(11)  sistemany  umumy çözüwi 

.sincos
sincos

1221
2

21
2

tCCtCCey
tCtCex

t

t

 

 3-nji mysal. 

yx
dt
dy

yx
dt
dx

4

2
         (15)   

  
sistemany  çözüwini tapmaly. 
 Çözüli i.  (15)  sistemany  çözüwini  
 

tt eyex 21 ,         (16)  
görnü de gözläris. 
Bu funksiýalary we olary  önümlerini (15) sistemada 
goýup, te  funksiýa gysgaldyp, 

 

04
02

21

21         (17) 

sistema geleris. Bu ýerden 

0
41

12
 

edip  (15)  de lemäni  häsiýetlendiriji de lemesini 
0962  

 393 

 Indi berlen erti kanagatlandyrýan çözüwi tapmaga 
giri eli . 
   Ceyeyux xx 2,,0                                       (1) 
 
de liklerden x  we y  çykarmaly. Onu  üçin x=0 bahany 
so ky de likde goýup, Cy 1  de ligi alarys. Bu 
ýerden, 1Cy  bolar. Muny (1)-i  ikinjisinde go-ýup, 

1Cu  de ligi alarys. Bu de likde C-ny  ornuna 
xx eye 2  a latmany goýup, talap edilýän çözüwi 

12 xx eyeu  görnü de taparys. 
 5-nji mysal. 

x
y
uxy

x
uy2  

de lemäni  2,0 yux  egriden geçýän integral üstüni 
tapmaly. 
 Çözüli i.  Garalýan de leme üçin simmetrik 
de lemeler sistemasy 

x
du

xy
dy

y
dx

2
 

görnü de bolar. Bu ýerden, 

xy
dy

y
dx

2  ýa-da dyyxydx 2  

de lemäni y-e gysgaltsak, ol xdxydy  görnü e geler. 
Munu  çözüwi 1

22 Cxy  bolar. Bu birinji 

integral.
x

du
xy
dy

 de lemäni du
y

dy
  görnü de ýazarys. 



 392 

de lemedir. Onu  umumy çözüwi cxy . Garalýan 
de lemäni  çözüwi xyu 2  bolar. Umumy çözüwini 

xyÔu 2  görnü de ýazarys. 1y  bahany Cxy  
de likde goýup, Cx  de ligi alarys. Bu bahany xyu 2  
de likde goýup, xCu 2  de lige geleris. Bu ýerde C-ny 
xy bilen çal yryp, gözlenilýän çözüwi xyu 2  görnü de 
taparys. 
 4-nji mysal. 

02
y
uye

x
u x  

de lemäni  yux ,0 erti kanagatlandyrýan 
çözüwini tapmaly. 
 Çözüli i.  Garalýan de leme üçin häsiýetlendiriji 
de lemäni 

ye
dydx
x21

 

görnü de ýazarys. 

 Muny xey
dx
dy 2  görnü de ýazyp bileris. Bu 

birinji tertipli çyzykly de le-me. Onu  çözüwi 
xx eCey  görnü de tapylar. Bu ýerden, 

C
e

ey
x

x

 ýa-da xx eyeC 2  

birinji integraly alarys. xx eyeu 2  funksiýa garalýan 
de lemäni  çözüwi. Onu  umumy çözüwi 

xx eyeÔu 2  görnü de bolar. 
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görnü de alarys. De lemäni  kökleri 1=3, 2=3. Onda (15) 
sistemany  çözüwini  (16)  görnü de däl-de 

tt ebtayebatx 3
11

3 ,        (18)  
 

görnü de gözlemeli bolýar, sebäbi häsiýetlendiriji 
de lemäni  iki köki özara de  (kratny). Bu ýerde 

11,,, baba  näbelli sanlar. Olary tapmak üçin  (18)  
funksiýalary we olary  önümlerini  (15)  sistemada goýup, 
de likleri  iki bölegini e3t funksiýa gysgaldyp, 

0
0

111

11

bbataa
bbataa

 

görnü li sistema geleris. 
 Bu ýerden 11,,, baba  näbellileri  san bahalaryny 
kesgitlemek üçin  

0,0,0,0 11111 bbaaabbaaa  
dört de lemeler sistemasyny alarys. Olary  a we b ikisini 
erkin sanlar hasaplarys, beýlekilerini olar arkaly a ladarys.  
 Onda babaa 111 ,  edip  alarys.  Goý,  a=0, 
b=1 bolsun. Onda 01a ,  11b   bolar.  Bulary   (18)-de  
goýup,   

tt eyex 3
1

3
1 ,  

funksiýalary alarys. Goý, 1a , 0b  bolsun.  Onda 
11a , 11b  bolar. Bulary hem (18)-de goýup, 

tt etytex 3
2

3
2 1,  

funksiýalary alarys. 
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Tapylan funksiýalar çözüwleri  fundamental sistemasyny 
emele getirýär. Munu eýledigine göz ýetirmek kyn däl. 

eýlelikde, garalýan  (15) sistemany  umumy çözüwi 
tt etCCCyetCCx 3

221
3

21 ,  
görnü de bolar. 
  
4-nji mysal.   

yx
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

2

                            (19) 

sistemany  çözüwini tapmaly. 
 Çözüli i.  Sistemany  çözüwini 
 

ttt ezeyex 321 ,,        (20) 
 

görnü de gözläris. 
 (20)-däki funksiýalary  (19)  sistemada goýup, alnan 
her bir de ligi  iki bölegini  te -e  gysgaldyp, 321 ,,  
näbellilere görä  

02
01
01

321

321

321

         

(21) 
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 Çözüli i. Garalýan de lemäni  häsiýetlendiriji 
de lemelerini simmetrik görnü de ýazaly : 

z
dz

y
dy

x
dx

 

Bu ýerden 
x

dx
y

dy
 de lemäni alarys we onu  

umumy çözüwini 1lnlnln cxy   ýa-da 1c
x
y

 

görnü de taparys. Indi 
x

dx
z

dz
 de lemäni alarys. Onu  

çözüwi 2c
x
z

 görnü de bolar. Garalýan de lemäni  

çözüwleri 
x
zu

x
yu ,  görnü lerde ýazylar. 

Onu  umumy çözüwi 
x
z

x
yÔu ,  görnü de 

tapylar. Bu ýerde, Ô -erkin differensirlenýän funksiýa. 
 3-nji mysal. 

0
y
uy

x
ux  

de lemäni  xxu 21, erti kanagatlandyrýan çözüwini 
tapmaly. 
 Çözüli i.  Garalýan de lemäni  häsiýetlendiriji 

de lemesi
y

dy
x

dx
 görnü de bolar. Bu birinji tertipli 

üýtgeýän ululyklary aýyl-saýyl edilen ady differensial 
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 Eger garalýan de leme üçin ba langyç erti 
2,0 yyu  görnü de alynsa, onda gözlenilýän çözüw 

22 yxu  görnü de bolar. Bu 2yu  egri çyzygy , 
ýagny parabolany  aýlanmasy arkaly alnan ekili-
paraboloidi emele getirýär (9-njy surat) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                           9-njy surat 
 
 
2-nji mysal. 

0
z
uz

y
uy

x
ux  

 
de lemäni  umumy çözüwini tapmaly. 

u 

u=x2+y2 
u=y2 

y 

x 
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de lemeler sistemasyny alarys. Onu  kesgitleýjisini nola 
de läp, ýagny 

0
12

111
111

 

ýa-da 

021
022

2

23

 

görnü li häsiýetlendiriji de lemäni alarys. De lemäni   
1=1, 2=2, 3=-1  köklerini  her biri üçin  (21) sistemany 

çözüp,  (20)-däki formulalardan  (19) sistemany  üç hususy 
çözüwini kesgitläris:  1=1  sany  (21)-de  goýup, 

02
0

0

321

31

32

 

sistemany alarys. Sistemany  matrisasyny  rangy  r=2. 
 Bu ýerde  3 – i  erkin näbelli hasaplarys. onu  üçin  

3=1  edip alsak, onda  1=1,  2=1  bahalary taparys. 
 (19)  sistemany  birinji hususy çözüwi 

ttt ezeyex 111 ,,  
görnü de bolar.  2=2  sany  (21)-de goýup, 

022
0

0

321

321

321
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sistemany alarys. Onu  rangy  r=2.   3  erkin näbelli 
hasaplarys. 13  edip alsak, onda bu sistemadan 

0,1 21  bahalary taparys.  (19) sistemany  ikinji 
hususy çözüwi 

tt ezyex 2
22

2
2 ,0,  

görnü de bolar. 13  sany  (21)-de goýup, 

02
02
02

321

321

321

 

sistemany alarys. Bu sistemany  hem rangy  r=2.  Erkin 
näbellä derek  3  alarys.  13   edip, so ky sistemadan   

5
3,

5
1

21  

bahalary alarys. Eger 1  we 2  näbellileri  bitin sanlar 
bolmagyny islenilse, onda so ky sistemadan 

5,
5

3,
5 3

3
2

3
1 bahalarda  

edilip alynsa, 3,1 21  bolar.  
Bu sanlary  (20)-de goýup, (19)  sistemany  üçünji hususy 
çözüwini  

ttt ezeyex 5,3, 333  
görnü de taparys. eýlelikde, tapylan hususy çözüwler 

 389 

toždestwony alarys. Diýmek, Ôu  funksiýa de lemäni  
çözüwi eken. Eger garal-ýan de lemäni   yyu ,0 erti 
kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk talap edilse, onda 

Cyxyux 22,,0  de liklerden x  we y  
ululyklary çykarmaly. Onu  üçin 0x  bahany üçünji 
de likde goýup Cy2  de ligi alarys. Bu ýerden, 

.Cy  Onda ikinji de lik Cu  görnü de bolar. C -

ny  ornuna 22 yx  a latmany ýazyp, 22 yxu  

gözlenilýän çözüwi alarys. Muny 222 yxu  görnü de 
hem ýazmak bolar. Bu u=y gönini  Ou okuny  da yndan 
aýlanmasy arkaly alnan ekili, ýagny konusy emele getirýär 
(8-nji surat). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8-nji surat 

u 

u2=x2+y2 
u=y 

x 

y 
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de lemäni  umumy çözüwini tapmaly. 
 Çözüli i. 
Garalýan de lemä degi li simmetrik görnü li ady 
differensial de lemäni 
 

x
dy

y
dx

 

 
görnü de düzeli . Munu  üýtgeýänlerini aýyl-saýyl edip, 

0ydyxdx  görnü de ýazarys. Onu  iki bölegini 
integrirläp, Cyx 22  görnü li umumy çözüwini tapa-
rys. Onda 22 yxu  funksiýa  garalýan de lemäni  
çözüwi bolar. Onu  umumy çözüwi 22 yxÔu  
görnü de ýazylar. Bu Ou okuny  da ynda aýlanma üstleri  
köplügini emele getirýär. Bu ýerde Ô -erkin üznüksiz 
differensirlenýän funksiýa. 22 yxÔu  funksiýa 
garalýan de lemäni  umumy çözüwidir. 
 Hakykatdan-da, 
 

x
u 2212 yxxÔ ,              

y
u 2212 yxyÔ  

 
bolýanlygyndan 

y
ux

x
uy 022 221 yxÔxyxy  

 

 333 

ttt

tt

ttt

ezeyex
ezyex

ezeyex

2
333

2
22

2
2

111

5,3,
;,0,

;,,
 

garalýan sistemany  fundamental sistemasyny emele 
getirýär. 
 Garalýan  (19)  sistemany  umumy çözüwi 

ttt

tt

ttt

eCeCeCz
eCeCy

eCeCeCx

3
2

21

31

3
2

21

5
3  

görnü de bolar. 
 
 5-nji mysal. 

zx
dt
dz

yx
dt
dy

zyx
dt
dx

3

         (22) 

sistemany  çözüwini tapmaly. 
 Çözüli i.  (22)  sistemany  çözüwini 

ttt ezeyex 321 ,,               (23) 
görnü de gözläris. Bu funksiýalary  (22)-de goýup, 

321 ,,  ululyklara görä 
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013
01

01

31

21

321

        

(24) 
sistemany alarys. Munu  nol däl çözüwini tapmak üçin 
onu  kesgitleýjisini nola de läp, 

0521 2  
häsiýetlendiriji de lemäni alarys. Onu  kökleri  

,21,1 21 i  i213   sanlardyr.   1=1  köki  
(24)-de  -ny  ornuna goýup, 

03,0,0 1132  
sistemadan 321 ,0  bahalary taparys. Bu ýerde 3  
erkin näbelli san. 13  edip alarys. Onda 1,0 21  
bolar. ,1,0,1 211  13  sanlary  (23)-de 
goýup,  (22)  sistemany  

tt ezeyx 111 ,,0     (25) 
birinji hususy çözüwini alarys... 
 Ýokarda görkezili i ýaly, (24)-de  2=1+2i  sany  -
ny  ornuna goýup, 

023,02,02 3121321 iii  
sistemany alarys. Sistemany  ikinji de lemesinden 

21 2i  bahany so ky de lemede goýup, 23 3  
de ligi alarys. Bu ýerde 2 – ni erkin san hasap ederis.  

12  edip  alarys.  Onda  3,2 31 i  bolar. 
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321 P

du
P
dy

P
dx

                                                   (9) 

 
görnü de bolýanlygy belli. 
 Mälim bol y ýaly, (9) sistemany  bagly däl çözüwi 

22

11

,,
,,

Cuyx
Cuyx

 

görnü de tapylan bolsun. Onda, 
uyxuyx ,,,,, 21  

(8)de lemäni  çözüwleridir. 
(8) de lemäni  umumy çözüwi 
 

uyxuyxÔ ,,,,, 21  
 

görnü de tapylar. Onda (7) de lik 
 
    0,,,,, 21 uyxuyxÔ                                  (10) 
görnü i alar. 
 So ky de lik (6) de lemäni  umumy çözüwidir. 
Eger (10) de ligi u arkaly a latmak ba artsa, onda ol 
funksiýa (6) de lemäni  anyk görnü li çözüwi bolar. 
 (6) de leme üçin Ko i meselesi birjynsly de leme 
üçin garalan Ko i meselesi ýaly kesgitlenilýär. 
   

1-nji mysal. 
 

0
y
ux

x
uy  
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          0,, uyx                                                        (7) 
 

anyk däl görnü de gözläris, bu ýerde  funksiýa ähli 
argumentleri boýunça üznüksiz hususy önümlere eýedir we 

.0
u

 Onda (7) de ligi ywex  boýunça differensirläp, 

,0
x
u

ux
         0

y
u

uy
. 

de likleri alarys. 
 Bu ýerden, 

,

u

x
x
u

            

u

y
y
u

 

önümleri görnü de taparys.Bulary (6)-da ýerine goýup 
degi li amallary edip,  
 

0,,,,,, 321 u
uyxP

y
uyxP

x
uyxP             (8) 

 
görnü li de lemä geleris. 
 Görnü i ýaly, (8) birjynsly çyzykly de lemedir. Bu 
ýerde uyx ,,  gözlenil-ýän funksiýa bolar. eýlelikde, 
(6) de leme birjynsly çyzykly (8) görnü li de lemä 
getirildi. Onu  simmetrik görnü li de lemesini  sistemasy 
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i212 , i21 , 12 , 33   sanlary  (23)-de 
goýup, 

tititi ezeyiex 212121 3,,2  
funksiýalary alarys. 
 Eýler formulasyny peýdalanyp, bulary 

titez
titey

titiex

t

t

t

2sin2cos3
2sin2cos

2sin2cos2
 

ýa-da 

tietez
tietex

tetiex

tt

tt

tt

2sin32cos3
2sin2cos

2sin22cos2
 

 
görnü lerde ýazarys. 
 Bu ýerden olary  hakyky we hyýaly böleklerini aýyl-
saýyl edip, 
 

tez
tey

tex

t

t

t

2cos3
2cos

2sin2

1

1

1

                     (26) 

tez
tey

tex

t

t

t

2sin3
2sin

2cos2

2

2

2

                   (27)  

funksiýalary alarys. Bular (22) sistemany  iki hususy 
çözüwleri bolar. eýlelikde,  (25), (26)  we  (27) – däki 
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funksiýalar çözüwleri  fundamental sistemasyny emele 
getirýändigine göz ýetirmek kyn däldir. 
 3=1-2i  üçin   (24)   sistemadan  3,21,  ululyklary 
kesgitlemegi  zerurlygy ýok, sebäbi eýýäm fundamental 
sistema alyndy.  
 eýlelikde,  (22)  sistemany  umumy çözüwi 
 

teCteCeCz
teCteCeCy

teCteCx

ttt

ttt

tt

2sin2cos3
2sin2cos

2cos22sin2

321

321

32

 

 
görnü de tapylar. 
  

6-njy mysal. 

zy
dt
dz

zyx
dt
dy

zy
dt
dx

                  (28) 

sistemany çözmeli. 
 Çözüli i.  (28)  sistemany  çözüwini 

ttt ezeyex 321 ,,                 
(29) görnü de gözläris. 
(29)-y  (28)  sistemada goýup, iki bölegini te  köpeldijä 
gysgaldyp, 
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    niCuxx ini ,1,,,...,1                                    (4) 
 
görnü de tapylan bolsa, onda (2) de lemäni  umumy 
çözüwi 

nÔv ,....1  
de lik bilen kesgitlener. 

0,,...,1 uxx n  de ligi göz ö ünde tutsak, onda 
 

         0,..1 nÔ                                                       (5) 
 

 bolar, bu ýerde Ô -erkin differensirlenýän funksiýa. (5) 
de lik (1) de lemäni  anyk däl umumy çözüwi bolar. Eger 
(5)-i u arkaly a latmak ba artsa, onda ol çözüw anyk 
görnü de bolar. 
 Indi (1) de lemäni iki argumentli gözlenilýän 
funksiýa üçin gararys. 
 De lemäni 
 

   uyxP
y
uuyxP

x
uuyxP ,,,,,, 321                (6) 

 
görnü de ýazarys. Bu ýerde yx,  bagly däl üýtgeýän 
ululyklar, yxuu ,  gözlenil-ýän funksiýa. 
 Goý, 321 ,, PPP  funksiýalary  hemme argumentleri 
boýunça D oblastda üznüksiz hususy önümleri bar bolsun 
we .0,,,, 2

2
2

1 uyxPuyxP  (6) de lemä-ni  
çözüwini   
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görnü li de lemä kwaziçyzykly de leme diýilýär.Bu ýerde 
nxx ,....,1 -bagly däl üýtgeýän ululyklar. nxxuu ,...1  

gözlenilýän funksiýa nPP ,...,1 -koeffisiýentler,     P-azat 
agza. Bu funksiýalar nxx ,....,1  bagly däl ululyklardan 
ba ga u gözlenilýän funksiýany özlerinde saklaýar. onu  
üçin olara çyzykly däl funksiýalar diýilýär. 

PniPi ,,...,1  funksiýalary  1nRD  oblastda hemme 
argumentleri boýunça üznüksiz hususy önümleri bardyr we 

0,,...,1
2

1
uxxP ni

n

i
 diýip güman edeli .  (1) 

de lemäni  çözüwini 0,,...1 uxx n  anyk däl funksiýa 

görnü inde gözlenýär. 0
u

ert  hem  talap  edilýär.  u  

ýagdaýda (1) de leme  
 

 

0,,...,

,,..,....,,..,

1

1
1

11

u
uxxP

x
uxxP

x
uxxP

n

n
nnn

             (2) 

 
görnü li de lemä getirilýär. 

(2) de lemä degi li simmetrik sistema 

     
P
du

P
dx

P
dx

P
dx

n

n...
2

2

1

1                                        (3) 

görnü de bolar. 
 Eger (3) sistemany  bagly däl çözüwi  
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01
01

0

32

321

321

              (30) 

 
sistemany alarys. Onu  

0
110

111
11

 ýa-da      02 23  

häsiýetlendiriji de lemesini  kökleri 1=0, 2= 3=1 bolar. 
1=0 bahany (30)-da goýup, 

0
0

0

32

321

32

 

sistemany alarys. Sistemany  rangy  r=2. 
 3 – i erkin näbelli hasaplarys. Bu ýerde 13  edip 
alsak, onda  21  , 12  bolar. 01  we o a degi li 
bahalary (29)-da goýup, (28) sistemany  birinji hususy 
çözüwini  1,1,2 111 zyx   görnü de taparys. 
 2= 3=1  özara de  kökleri  bolanlygy üçin  (28)  
sistemany  beýleki hususy çözüwlerini 
 

21

2121 ,,
ctcez

btbeyataex
t

tt

            

 (31) 
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görnü de gözläris.  Bu ýerde  212121 ,,,,, ccbbaa   näbelli 
ululyklar. Olary  san bahalaryny kesgitlemek üçin  (31) 
de lemedäki a latmalary we olary  önümlerini (28) 
sistemada goýup hem-de alnan de likleri  her birini  iki 
bölegini  et  köpeldijä gysgaldyp,  

2211121

222111121

2211121

cbtcbcctc
cbatcbabbtb

cbtcbaata
 

görnü li de likleri alarys. 
 Bu ýerden  t-ni  koeffisiýentlerini we azat 
agzalaryny de läp, 

2212

22212

2212

111

1111

111

cbcc
cbabb

cbaa
cbc

cbab
cba

 

ýokarda agzalan näbellilere görä de lemeler sistemasyna 
geleris.  Onda,   2212111 ,,,0 cacbcab   bolar.  
Bu ýerde 1c  we 2c  hemi elikleri erkin sanlar hasaplaly . 

onu  üçin  11c , 02c  edip alsak, 0,1 21 aa  
bolar. Onda,   

0,1,1,0,0,1 212121 ccbbaa  bahalary 
(31)-de goýup, (28)  siste-many  ikinji hususy çözüwini 

ttt tezeytex 222 ,,  

 383 

ýeterlikdir. Umuman n argumentli nxxu ,.....1  gözlenilýän 
funksiýa üçin hem subut edili  usuly a me ze dir. 
 Indi (9) de leme üçin Ko i meselesine garaly . 
 (9) de leme zyzyxu ,,,0   ba langyç ert 
bilen Ko i meselesini emele getirýär. Berlen ba langyç 
erti 0,, xxzyu  görnü de hem ýazmak bolýar. 

Beýle diýildigi (9) de lemäni  berlen egriden geçýän 
integral üstüni tapmaly diýildigidir. 
 Bu meseläni çözmekligi  düzgünini beýan edeli . 
 Ilki (9) de leme üçin (10) sistemany düzüp, onu  
umumy çözüwini (11) gör-nü de tapmaly. So ra 0xx  
bahany (11)- de goýmaly. Onda, 

202

101

,,
,,

czyx
czyx

 

görnü li sistema geleris. 
 Bu ýerden, 212211 ,,, cczccy  bahalary 

zyu ,  funksiýada goýup, 21,ccu  de ligi 
alarys. 
Bu ýerde 1c  we 2c  (11) sistemany  çep bölegindäki 

latmalar bilen çal yryp, 21,u  gözlenilýän 
çözüwi taparys. 
 

§2.Kwaziçyzykly de lemeler 
 

uxxP
x
uuxxP

x
uuxxP n

n
nnn ,,...,,,..,....,,.., 11

1
11        (1) 
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22

11

,,
,,

czyx
czyx

                                                  (11) 

 
görnü de tapylan bolsun. 
 (11)-däki de likleri  doly differensialy 

0

0

222

111

dz
z

dy
y

dx
x

dz
z

dy
y

dx
x

 

görnü de bolar. 
 Bu de liklerde dzdydx ,,  ululyklary degi lilikde, 
olara proporsional 321 ,, PPP  funksiýalar bilen çal yryp, 

        
0

0

3
2

2
2

1
2

3
1

2
1

1
1

P
z

P
y

P
x

P
z

P
y

P
x

                           (12) 

de likleri alarys. 
 (9) bilen (12)-ni de dirip, 

zyxuzyxu ,,,,, 21  
funksiýalary  (9) de lemäni  çözüwleridigini görýäris. 

zyxzyxÔu ,,,,, 21  funksiýa (9) de lemäni  
çözüwi bolar. 
 Bu ýerde Ô -erkin differensirlenýän 
funksiýa. 21,Ôu  funksiýany  (9) de lemäni  
umumy çözüwidigini görkezmek kyn däldir. Onu  üçin iki 
argumentli gözlenilýän funksiýany  subudyny gaýtalamak 
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görnü de taparys. 
1,0 21 cc  edip alsak, 1,0 21 aa  bolar. Onda 

01a , 12a , 01b , 02b , 1,0 21 cc  bahalary 
(31)-de goýup (28) sistemany  üçünji hususy çözüwini 

tt ezyex 333 ,0,  
görnü de taparys. 
 Tapylan hususy çözüwleri  Wronskiý kesgitleýjisi, 
ýagny 

.03
0

112
2t

tt

ttt e
ee
teetexW  

 Diýmek, hususy çözüwleri  toplumy çözüwleri  
fundamental sistemasyny emele getirýär. a göräde  (28)  
sistemany  çözüwini 

t

t

t

eCtCCz
eCCy

eCtCCx

321

21

3212
 

görnü de ýazmak bolar. 
 Üýtgeýän koeffisiýentli birjynsly däl çyzykly 
de lemeler sistemasyny  çözüwini tapmaklyga Lagranž 
usuly ulanylypdy. a laýyklykda hemi elik koeffisiýentli 
sistemalaryny  çözüli lerini ol usul bilen görkezeris. 
  

7-nji mysal. 
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tgtx
dt
dy

ttgy
dt
dx 12

    (32) 

sistemany çözmeli. 
 Çözüli i.  Berlen sistema degi li  

x
dt
dy

y
dt
dx

      (33) 

birjynsly de lemeler sistemasyny  umumy çözüwini 
tapmaly. (33) görnü li de lemäni ikinji tertipli de lemä 
getirmek amatly bolýar. Sistemany  birinji de lemesini 
differensirläp, yx  de ligi ikinjisinde goýsak, onda 

0xx  de lemä geleris. Onu  çözüwi  
tCtCx sincos 21   bolar. Muny differensirläp  (33) 

sitemany  birinji de lemesinde goýsak, 
tCtCy cossin 21  funksiýany alarys. eýlelikde, 

(33) sistemany  umumy çözüwini 

tCtCy
tCtCx

cossin
sincos

21

21  

görnü de taparys. Garalýan sistemany  çözüwini 
 

              
ttCttCy

ttCttCx
cossin

sincos

21

21                   (34) 

görnü de gözläris. 
 381 

0

yx

yx
    bolýanlygy dü nükli. 

 Bu ýagdaý we  funksiýalary  arasynda 
funksional baglylygy görkez-ýär. Diýmek, yxÔu ,  
funksiýa (4) de lemäni  umumy çözüwi. 
 Indi ýokarda belleý imiz  ýaly, (1) de lemäni üç 
argumentli zyxu ,,  gözlenilýän funksiýa üçin garaly . 
 Onda (1) de leme 
 

   0,,,,,, 321 z
uzyxP

y
uzyxP

x
uzyxP             (9) 

 
görnü de bolar. zyxuu ,, gözlenilýän funksiýa. 

321 ,, PPP  koeffisiýentler 3RD  oblastda üznüksiz hususy 

önümli funksiýalar we .02
3

2
2

2
1 PPP          (9)  

de lemä degi li simmetrik görnü li ady differensial 
de lemeler sistemasy 
 

   
zyxP

dz
zyxP

dy
zyxP

dx
,,,,,, 321

                       (10) 

 
görnü de bolar. Bu iki de lemeli sistema. 
 Goý, (10) sistemany  umumy çözüwi 
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Ôu  funksiýany  (4) de lemäni  çep bölegin-de u -
ny  ornuna goýsak, onda  
 

001
21

1

1
2

1
121

Ô
y

P
x

PÔ

y
ÔP

x
ÔP

y
ÔP

x
ÔP

 

 
bolar. Diýmek, Ô  funksiýa (4) de lemäni  çözüwi. 
Munu  umumy çözüw bol-ýanlygyny subut edeli . Goý, 

yx,  funksiýa (4) de lemäni  çözüwi bolsun. Onda, 
 

0

0

21

21

y
P

x
P

y
P

x
P

 

 
toždestwolar sistemasyny alarys.  
 Bu sistema D ýaýla , her bir nokadynda 

21 PweP    ululyklara görä birjyns-ly çyzykly 
de lemeler sistemasy hökmünde gararys. Edilen gümana 
laýyklykda 21 PweP ol bir wagtda nola de  däl. 
Diýmek, sistema nol däl çözüwe eýedir, sebäbi bu birjynsly 
sistemany  kesgitleýjisi (ýakobiýan) 
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 tC1  we tC2  funksiýalary kesgitlemek üçin  (34)-
däki funksiýalary  (32)-de goýup, 

tgtttCttC
ttgttCttC

cossin
1sincos

'
2

'
1

2'
2

'
1  

görnü li sistemany alarys. Bu ýerden, alarys: 

.
cos
sin,cos

2

3
'
2

'
1 t

ttCttC  

 Bulary integrirläp, 

t
t

CtC

tCtC

cos
cos

1
sin

22

11

 

de likleri alarys. tC1  we tC2  funksiýalary  bahalaryny 
(34)-de goýup, (32) siste-many  umumy çözüwini 

2cossin
sincos

21

21

tCtCy
tgttCtCx

 

görnü de taparys, bu ýerde  C1  we  C2  hemi elik sanlar. 
 
 

Gönükmeler. 
 

De lemeler sistemalaryny çözmeli 
 

1.  
xy

dt
dy

yx
dt
dx

4
                              

.22
,

:Jogaby

3
21

3
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tt

tt

eCeCy
eCeCx  
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2. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx

34

2
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:Jogaby

2
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1

2
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1
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3.
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yx
dt
dy

yx
dt
dx

                        

.
,42

:Jogaby

3
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3
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3
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4. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx

3

3
                 

).3cos3sin(
),3sin3cos(

:Jogaby
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tCtCey
tCtCex

t
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5.
yx

dt
dy

yx
dt
dx

2

5
                     

).3cos33(sin
)3sin33(cos

,3sin53cos5
:Jogaby

2

1

21

ttC
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yxP

dy
yxP

dx
,, 21

                                                    (6) 

 
simmetrik görnü li ady differensial de lemä 
de güýçlidigini görkezeli . 
 Goý,       
 
       Cyx,                                                              (7) 

 
(6) de lemäni  umumy çözüwi bolsun. Onu  doly 

differensialy 

0dy
y

dx
x

 

görnü de bolar. Bu de likde dx  we dy  ululyklary 
degi lilikde, yxP ,1  we yxP ,2  proporsional funksiýalar 
bilen çal yryp, 
 

   0,, 21 yxP
y

yxP
x

                                    (8) 

 
de lige geleris. 
(4) we (8)-i de dirip yxu ,  funksiýany  (4) 
de lemäni  çözüwidigini görýä-ris. Bu ýerden görnü i 
ýaly, yx,  funksiýa (7) de ligi  çep bölegi eken. 

yxÔu ,  funksiýany  (4) de lemäni  çözüwidigini 
görkezeli . Bu ýerde Ô -erkin differensirlenýän funksiýa. 
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görnü de ýazarys. Bu ýerde yxPyxP ,,, 21  
koeffisiýentler D oblastda üznüksiz hususy önümleri bar 
bolan we ol bir wagtda nola öwrülmeýän funksiýalar, 
ýagny  

.0,, 2
2

2
1 yxPyxP  

Differensirlenýän yxu ,  funksiýa (4) de lemäni 
toždestwa öwürýän, ýagny 

0,, 21 y
yxP

x
yxP  

bolsa, onda o a (4) de lemäni  çözüwi diýilýär. Bu çözüw 
üç ölçegli gi likde üsti kesgitleýär. O a integral üst 
diýilýär.  
 (4) de leme üçin Ko i meselesini kesgitläli . 
(4) de lemäni  
 
              yyxu ,0                                                 (5) 
 
de ligi kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk meselesine 
Ko i meselesi diýilýär.   (5) de lige ba langyç ert diýilýär. 
Ony yuxx ,0  görnü de hem ýazmak bolar. Ol 
de lik tekizlikde egri çyzygy kesgitleýär. Ba gaça 
aýdylanda, Ko i meselesi (4) de lemäni  berlen (5) egri 
çyzykdan geçýän yxu ,  integral üsti kesgitlemeli 
diýildigidir. (5) de ligi  ýerine  xyxu 0, erti hem 
almak bolýar. Onda ol (4) de leme üçin ba ga görnü li 
Ko i meselesini emele getirýär. 
 Indi (4) de lemäni  
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6.
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dt
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yx
dt
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11.
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erti kanagatlandyrýan çözüwini tapmaklyk meselesine 
Ko i meselesi diýilýär. Bu ýerde 0

nx  berlen san, 

11 ,...., nxx  berlen differensirlenýän funksiýa. 
 
 Eger de leme 

n
n

nnn xxf
x

xxP
x
uxxP ,....,,....,,....., 11

1
11  

görnü de berlen bolsa, onda onu  häsiýetlendiriji 
de lemesi 

f
du

P
dx

P
dx

n

n

1

1  

görnü de ýazylar. Bu görnü li hususy önümli de lemä 
birjynsly däl çyzykly de leme diýilýär. 
 Ýokarda getirilen dü ünjeleri  we käbir umumy tassyklamalary  

çözgütlerini  beýanyny  dü ünilmesi ýönekeý (a sat) bolar ýaly, hem-de birnäçe 

latmalary  gelip çyky yny ýönekeýle dirilen görnü de öwrenmek maksady bilen 

(1) de lemäni iki we üç argumentli gözlenilýän funksiýalar üçin garamaklygy 

makul bildik. Sebäbi olara degi li mysallary we meseleleri özba dak çözmäge 

okyjylary  (talyplary ) endiklerini artdyrar diýen niýet göz ö ünde tutuldy. 

(1) de lemäni iki argumentli gözlenilýän funksiýa 
üçin 

  

  0,, 21 y
uyxP

x
uyxP                                       (4) 

 



 376 

 
nn

n

n xxP
dx

xxP
dx

,...,... 111

1                                      (2) 

 
ady differensial de lemeler sistemasyny  çözüwini  
tapmaklygyna getirilýär. 
 Eger nxx ,...,1  differensirlenýän funksiýa (2) 
sistemany  çözüwi bolsa, onda nxxu ,....1  funksiýa 
(1) de lemäni  çözüwidir we tersine. (2)-ä simmetrik 
görnü li sistema diýilýär. (2) de lemeler sistemasyna (1) 
hususy önümli de lemäni  häsiýetlendiriji sistemasy 
diýilýär. (2) sistemany  her bir çözüwine (1) de lemäni  
häsiýetlendirijileri ýa-da häsiýetlendiriji egrileri diýilýär.  
Eger D oblastda (2) sistemany  bagly däl çözüwleri    

                    
111111 ,....,,....,,...., nnnn CxxCxx                (3) 

 
görnü de tapylan bolsa, onda (1)  sistemany  umumy 
çözüwi 11,...., nÔu  görnü de bolar (tapylar), bu 
ýerde Ô -erkin differensirlenýän funksiýa. Bu çözüw 
özünde islendik hususy çözüwi saklaýar. 
 (3)-däki çözüwleri  her birine (2) sistemany  birinji 
integraly diýilýär. Olary  çep bölegindäki 11 ,...., n  
funksiýalar (1) de lemäni  çözüwleridir. 
 Indi (1) de leme üçin Ko i meselesini kesgitläli . 
 Kesgitleme. (1) de lemäni  

11
0

11 ,.....,,,...., nnn xxxxxu  
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14.
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Erkin hemi elikler wariasiýasy usuly boýunça 

çözmeli 
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VIII BAP  
 

BIRINJI TERTIPLI HUSUSY ÖNÜMLI  
DIFFERENSIAL DE LEMELER 

  
 Bu bapda ady differensial de lemelere getirilýän 
de lemelere, ýagny çyzykly we kwaziçyzykly hususy 
önümli de lemelere degi li dü ünjeleri bereris hem-de 
de lemeleri  çözüli  usullaryny beýan ederis. 

§1. Birjynsly çyzykly de lemeler 

 

0,.........,... 1
1

11
n

nnn x
uxxP

x
uxxP                   (1) 

 
görnü li de lemä birjynsly çyzykly hususy önümli de leme 
diýilýär, bu ýerde nxx ,.......1  bagly däl üýtgeýän ululyklar, 

nxxuu ....1  gözlenilýän funksiýa, 
nixxP ni ,....1,,...1  koeffisiýentler käbir  

n
n RDxx 00

1 ,.....  nokatlary  etrabynda hemme 
argumentleri boýunça üznüksiz we üznüksiz hususy 
önümleri bar bolan, hem-de ol bir wagtda bu nokatda nola 
öwrülmeýän funksiýalardyr, ýagny 

0,....,1
1

ni

n

i
xxP  

(1) de lemäni  çözüwini tapmaklyk meselesi 
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    11.
yx

dt
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dt
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VII BAP  
 

DURNUKLYLYK NAZARYÝETI BARADA 
 
 Differensial de lemeleri  çözüwlerini  durnuklylyk 
nazaryýetini  esasyny goýanlar rus matematigi  A.M. 
Lýapunow we fransuz matematigi A.Puankare. Olar 
durnuklylyk meselesi boýunça  bir döwürde i län alymlar. 
Çözüwi  durnuklylyk dü ünjesi Lýapunow tarapyndan 
girizilipdir. onu  üçin hem çözüwi  durnuklylygy 
Lýapunow manysynda ulanylýar. 
 XIX asyry  ahyrynda Lýapunow differensial 
de lemeler sistemasyny  çözüwini  durnuklylygyny 
der emekligi  umumy usulyny i läp taýýarlapdyr. Onu  bu 
ugurda alan ylmy netijeleri differensial de lemeler 
nazaryýetini  ösmegine hem-de dürli fiziki we mehaniki 
sistemalary  yrgyldylaryny öwrenmeklige itergi bolupdyr. 
 Lýapunowy  ylmy i lerine çenli çözüwi  
durnuklylygy meselesi di e birinji ýakynla ma 
atlandyrylýan sistema boýunça çözülipdir (kesgitlenipdir), 
ýagny de lemeleri  çyzykly däl agzalaryny  hemmesi 
ta lanylypdyr, üstesinede onu eýle edilmegini  
kanunylygy aýdy la dyrylmandyr. eýlelikde, nädogry 
netijelere geli-nipdir. Durnuklylyk baradaky meseläni  
birinji ýakynla ma boýunça çözüp bolýanly-gyny ertini 
Lýapunow takyk anyklapdyr. Lýapunowy  ylmy ideýalary 
öz ähmiýeti-ni u wagta çenli saklady we häzirki 
döwürdäki durnuklylyk meselelerini  der ewle-rinde 
gi den ulanylýar. 
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§1. Durnuklylyk dü ünjesi. Birinji ýakynla ma boýunça 
çözüwi  durnuklylygyny  der eli i. Lýapunowy  

funksiýasy 
 

  txtxtf
dt

tdx
ni

i ,...,, 1 ,                                        (1) 

            ni ,...,1  
sistema garaly , bu ýerde t-bagly däl üýtgeýän ululyk, 

nxx ,...,.1 gözlenilýän funksiýalar, if -koordinatalar 
ba langyjyny  etrabynda differensirlenýän funksiýalar, 

ttf i .00,...,0,  argumente wagt ýaly garalýar, (1) 
sistemany  her bir hususy çözüwine hereket diýilýär. 
Goý, nii xxtf ,...,,  funksiýalar üznüksiz we olary  

nji
x
f

j

i ,...,1,  üznüksiz hususy önümleri bar bolsun, 

bu ýerde Dtt ,0  bolsa, nxx ,...,.1  üýtgeýänler 
gi ligini  çäkli ýaýlasy. Onda (1) sistemany  

nixt ii ,...,10
0  ba langyç, ertleri 

kanagatlandyrýan tx i  ýeke-täk çözüwi bardyr. 
 Kesgitleme. Eger 0  üçin 0  bar 
bolup, (1) sistemany  her bir nitx ii ,...,1  

çözüwini  ba langyç bahalary üçin 00
ii xx  de siz-

likler ýerine ýetende, t-ny  ,0t  ýarym kesimdäki 
hemme bahalarynda 

tt ii  
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Gönükmeler. 
 Sistemalary  asuda nokatlaryny  atlaryny 
anyklamaly. 

   1. 
yx

dt
dy

x
dt
dx

2

3
                            2. 

yx
dt
dy

x
dt
dx

2
 

   3. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx

22

52
                        4. 

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

3
 

   5. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx 2

                          6. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx 3

 

   7. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx

3

2
                           8. 

yx
dt
dy

yx
dt
dx

37

7
52

 

   9. 
yx

dt
dy

x
dt
dx 2

                               10.
yx

dt
dy

yx
dt
dx

4

23
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7-nji surat 
 Eger 021  bolanda t-ni –t çal yryp, ö ki 
ýagdaýa gelner. Ýöne nokady  hereketini  ugry 
traýektoriýa boýunça tersine bolar. Bu ýagdaýda asuda 
nokada durnuksyz düwün nokady diýilýär. 
 Mysal. 

yx
dt
dy

yx
dt
dx

56

3
 

sistemany  asuda nokadyny  adyny anyklamaly. 
 Çözüli i. 
Garalýan sistema üçin 0,0M  asuda nokat. Onu  adyny 
anyklamak üçin sistemany  häsiýetlendiriji de lemesini 

0
56
31

   ýa-da 01342  

 
görnü de ýazaly . Onu  kökleri 

ii 32,32 21  bolar. Diýmek, sistema 
durnukly fokusa eýe. 
 

 349 

de sizlikler ýerine ýetse, nitx ii ,...,1  çözüwe 
(1) sistemany  Lýapu-nowy  manysynda durnukly çözüwi 
diýilýär, bu ýerde tx ii  (1) sistemany  0

0 ii xt  
ba langyç ertleri kanagatlandyrýan çözüwi. 
 Eger tx ii  çözüw  (1) sistemany  durnukly 
çözüwi bolmasa, onda o a durnuksyz çözüwi diýilýär. 
  Eger tx ii  funksiýa  (1) sistemany  durnukly 
çözüwi bolmagyndan ba ga 
 
     0lim tt ii

t
                                                (2) 

 
erti kanagatlandyrsa, o a (1) sistemany  asimptotik 

durnukly çözüwi diýilýär. 
 (1) sistemany   nol däl çözüwini  durnuklylygyny  
der eli ini öwürme arkaly alnan nol çözüwli sistemany  
çözüwini  durnuklylygyny  der eli ine getirmek bolýar. 
 Goý, tx ii ni ,...,1  (1) sistemany   
durnuklylyga der elýän çözüwi, tx ii  ol  sistemany  
erkin çözüwi bolsun. Getirilmeli nol çözüwli sistemany  
bolmaklygy üçin tutt iii  çal yrmany edeli . 
Onda nitui ,...,1  täze gözlenilýän funksiýalar bolar. 
 Ýokardaky de likleri differensirläp, 

dt
du

dt
d

dt
d iii  

ýa-da 
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ninni

nini
i

tfuutf

tftf
dt
du

,...,,,...,,

,...,,,...,,

111

11  

görnü li de likleri alarys. 
 So ky tapawudy ni uutF ,...,, 1  bilen belgilesek, 
onda ba daky (1) sistema 
 

          ,,...,, 1 ni
i uutF

dt
du

                                            (3) 

                  ni ,...,1  
görnü i alar. Bu sistemadaky gözlenilýän funksiýalary  
orunlaryna nol goýsak, onda (3) sistema 00  toždestwa 
öwrüler. 
  

Diýmek, nitu ,...,10  (3) sistemany  
çözüwi. eýlelikde, (1) siste-many  tx ii  çözüwini  
durnuklylygyny  der eli i (3) sistemany  0tui  
çözüwini  durnuklylygyny  der eli ine getirildi. a 
göräde, (1) sistema (3) gör-nü e getirilen diýip hasap edeli  
(dü üneli ) hem-de onu  0tui  çözüwini  durnuklylyk 
ýagdaýyna garaly . Ýokarda getirilen kesgitlemäni (3) 
sistema üçin a akdaky görnü de ýazaly . 

Kesgitleme. Eger 0  üçin 0  bar 
bolup nitu oi ,...,2,1  de siz-likler ýerine 
ýetende, t -ny  ,0t  ýarym kesimdäki hemme bahalary 

üçin nitui ,...,2,1  de sizlikler ýerine ýetse, 

 371 

 
 
 
 
 
 
 
 

6-njy surat 
Bu nokat asimptotik durnuksyz, sebäbi  t  ýagdaýy 
üçin 

tCtCy
tCtCx

sincos

sincos

21

21  

çözüw nola ymtylmaýar. 
 5. 21  bolanda (2) sistemany  umumy çözüwi 

t

t

etCCy
etCCx

2

1

222211

122111 )(
 

görnü de tapylýar. 
Eger twe021  bolanda 0,0 yx , 
sebäbi 

01
122111lim t

t
etCC  

02
222211lim t

t
etCC  

0,0M  nokat asimptotik durnukly. Bu nokada durnukly 
düwün nokady diýilýär. Eger 02212  bolsa, onda 

a durnukly düwün diýilýär (7-nji surat). 
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görnü de tapylýar, bu ýerde 21,CC  sanlar 21 CweC  
sanlary  jemi ýa-da tapawu-dy. Eger t,0 bolsa, 

onda  0te , ýaýlardaky a latmalar çäkli. eýlelik-de, 
0,0 yx . Bu ýagdaýda 0,0M  nokada durnukly 

fokus diýilýär (5-nji surat). Sistemany  traýektoriýasy 
spirala öwrülýär. Eger t,0  bolsa, onda 

0,0 yx . Ýene ö ki traýektoriýa, ýöne  t-ny  
artmagy bilen hereket onu  tersine bolýar, ýagny 
koordinatalar ba langyjyndan da la ýar. 0,0M  nokada 
durnuksyz fokus diýilýär. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5-nji surat 
 
 4. Eger 0  bolsa, onda ii 21 ,  bolar. 
Bu ýagdaýda 0,0M  nokady gur ap alan ýapyk 
traýektoriýalar (egriler) emele gelýär. 0,0M  nokada 
merkez diýilýär (6-njy surat). 
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onda 0tui  çözüwe (3) siste-many  Lýapunow 
manysynda durnukly çözüwi diýilýär. 
Mundan ba ga-da 
 

nitui
t

,...,2,1,0lim  

 
bolsa, 0tui  çözüwe (3) sistemany  asimptotik 
durnukly cözüwi diýilýär. 

(1) sistemany 

    nijij

n

j

i xxtvxa
dt
dx ,....,, 1

1
                               (4) 

 
görnü e getirmek bolýar, bu ýerde 

nji
x

tfa
j

i
ij ,...,1,,0,...,0,

 

koeffisiýentler hemi elik sanlar, iv  funksiýalar 
0...21 nxxx  nokady  etrabynda 

22
1 ... nxxr  bilen de dirilende tertibi birden 

ýokary tükeniksiz kiçi ululyklar. 
(1) sistemany  (4) görnü li sistema getirmek üçin, ol 

sistemany  sag bölegini 
koordinatalar ba langyjyny  etrabynda Teýlor hataryna 
dagytmaly. So ra alnan sistemada emele gelen cyzykly däl 
agzalary ta lap, 
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       nixa
dt
dx

jij

n

j

i ,....,1,
1

                                  (5) 

 
görnü li çyzykly sistemany alarys. (5) sistema (1) 
sistemany  birinji ýakynla masy diýilýär. Mälim bol y 
ýaly, (5) birjynsly de lemeler sistemasy. Onu  
häsiýetlendiriji de lemesi 
 

       0
....

...

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

                                      (6) 

 
 görä n derejeli algebraik de lemedir. 

Goý, n,...,, 21  sanlar onu  kökleri bolsun. (4) 
sistemany  nol çözüwini  durnuk-lygyny görkezýän 
ýeterlik ertleri özünde saklaýan birnäçe teoremalary  
subutlary-ny  üstünde durmazdan olary ertlerini 
mysallarda barlap görmegi makul bildik. 
 1-nji teorema. 
 Eger (6) häsiýetlendiriji de lemäni  köklerini  
hemmesi otrisatel sanlar bolsa,  
 

nixxtv ni ,...,2,1,,...,, 1  
funksiýalary  hemmesi 

       
ni
Mrxxtv ni

,...,2,1
,,...,, 1

1                                            (7) 
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traýektoriýa boýunça koordinatalar ba langyjyny  
etrabyndaky nokatlar tükeniksizli-ge tarap gidýärler. 

02C  bolan ýagdaýda  t  bolanda  
tt eCyeCx 11

121111 ,  
traýektoriýa boýunça nokatlary  hereketi koordinatalar 
ba langyjyna (asuda nokada) tarap bolýar. Bu ýagdaýda 

0,0M  nokada eýer diýilýär (4-nji surat). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

4-nji surat 
 
 3. Goý, ii 21 ,  bolsun. Bu 
köklere degi li (2) sistemany  umumy çözüwi 

                
tCtCey

tCtCex
t

t

sincos

sincos

21

21  



 368 

traýektoriýa boýunça ö kü  tersine hereket edýärler. Bu 
ýagdaý-da 0,0M  nokada durnuksyz düwün nokady 
diýilýär (3-nji surat). Suratda peýkamlar t-ny  artmagy 
bilen nokady  traýektoriýa boýunça hereketini  ugruny 
görkezýär. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

3-nji surat 
 

 2. Eger 0,0 21  (ýa-da 0,0 21 ) 
bolsa, onda asuda nokat durnuksyz, sebäbi bu ýerde 
t  bolanda, te 2  bolýar. (3)-den 01C  
bolanda 

tt eCyeCx 22
222212 ,  
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erti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemany  nol çözüwi 

durnukly, bu ýerde Mxxr n ,0,.... 22
1 - 

hemi elikler. 
 2-nji teorema. 
 Eger (6) häsiýetlendiriji de lemäni  köklerini  
hemmesini  hakyky bölekleri otrisatel sanlar bolsa we 

nixxtv ni ,...,2,1,,...,, 1  funksiýalary  hemmesi (7) 
erti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemany  nol çözüwi 

durnukly. 
 3-nji teorema. 
 Eger (6) häsiýetlendiriji de lemäni  köklerini  i  
bolmanda birini  hakyky bölegi položitel san bolsa we 

nixxtv ni ,...,2,1,,...,, 1  funksiýalary  hemmesi (7) 
erti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemany  nol çözüwi 

durnuksyz. 
 1-nji mysal. 

                             
yxyx

dt
dy

yxxy
dt
dx

325

2

34
 

 
sistemany  nol çözüwini  durnuklylygyny der emeli. 
 Çözüli i. 0,0 yx  garalýan sistemany  
çözüwidigini görýäris. 
         Sistemany 
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yxtvyx

dt
dy

yxtvyx
dt
dx

,,32

,,

2

1

                                     (8) 

görnü de ýazarys: 
34

21 5,2 yxvxyv  
(8) sistemany  çyzykly däl bölekleridir. 
Onda garalýan sistema üçin birinji ýakynla ma 

                          
yx

dt
dy

yx
dt
dx

32
 

görnü de bolar. Munu  

0
32
11

      ýa-da     0142  

häsiýetlendiriji de lemesini  kökleri  
32,32 21  

otrisatel sanlar. eýlelikde, 1-nji teoremany  ilkinji erti 
ýerine ýetýär. 
 Teoremany  so ky ertini der emek üçin 21 vwev  
funksiýalary bahalandy-raly . ywex -i polýar 
koordinatalar sistemasy arkaly a ladarys: 

sin,cos ryrx  , bu ýerde 22 yxr .  
Onda,  

,1,12sinsincos22 11
1

222
1 rvrrrxyv  
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1. Goý, 21 we  hakyky we dürli sanlar bolsun. 
Onda (2) sistemany  umumy çözüwi 

 
 

tt

tt

eCeCy

eCeCx
21

21

222121

212111                    (3) 

 
görnü de bolar, bu ýerde 2,1, jiij  hemi elik sanlar, 

21,CC erkin hemi elik-ler. Eger 0,0 21  bolsa, 
onda 0,0 yx  asuda nokat asimptotik durnukly, 
sebäbi t  bolanda 0,0 yx . Bu ýagdaýda 

0,0M  nokada durnukly düwün nokady diýilýär (2-nji 
surat). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2-nji surat 
 

 Goý, 0,0 21 . Eger t , onda 
sistemany  traýektoriýasy ö ki ýaly, ýöne nokatlar 
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bolsa, onda 00 , yxM  nokada (1) sistemany  asuda 
(rahat) nokady diýilýär.  

Eger (1) sistemany  sag bölegi x we y-e görä çyzykly 
funksiýalar bolsa, onda (1) sistema 
 

  
yaxa

dt
dy

yaxa
dt
dx

2221

1211
                                                      (2) 

 
görnü i alar, bu ýerde 

2,1,,0
2221

1211 jia
aa
aa

ij  

koeffisiýentler hemi elik sanlar. 
Bu ýerden görnü i ýaly, 0,0 yx  (2) sistema üçin 
asuda nokatdyr. Ony 0,0M  bilen belgiläli . Bu nokady  
etrabynda (2) sistemany  çözüwini  grafigini  (traýek-
toriýasyny ) ýerle ine gararys. Mälim bol y ýaly, (2) 
sistemany  çözüwini  görnü leri häsiýetlendiriji 
de lemäni  köklerini  görnü lerine baglydyr. onu  üçin 
(2) sistemany  häsiýetlendiriji de lemesini 

0
2221

1211

aa
aa

 

görnü de ýazarys. Munu  köklerini 21 we  bilen 
belgiläris. 
(2) sistemany  umumy çözüwini bu kökleri  görnü lerine 
baglylykda taparys. 
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bu ýerde 1,1 M . 

,1,1sincos

55

11
2

2222

223434
2

rvrr

yxyxyxv
 

bu ýerde hem 1,1 M . 
eýlelikde, 1-nji teoremany ertleri ýerine ýetýär. 

 Diýmek, garalýan sistemany  nol çözüwi durnukly. 
 2-nji mysal. 

yye
dt
dy

yx
dt
dx

x cos32

sin82
 

sistemany  0,0 yx  nol çözüwini  durnuklylygyny 
der emeli. 
 Çözüli i. 
Sistemadaky yey x cos,,sin  çyzykly däl funksiýalary 
Makloren formulasy boýunça dagydyp, ýagny 

!42
1cos

,
!2

1

,
!5!3

sin

42

2

53

yyy

xxe

yyyy

x  

latmalary garalýan sistemada orunlaryna goýup, 
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...
!4!2

13...
!2

12

..
!5!3

82

422

53

yyyxx
dt
dy

yyyx
dt
dx

 

görnü li sistemany alarys. 
So ky sistemany  çyzykly däl agzalaryny 21 vwev  bilen 
belgiläp, ony 

2

1

3

82

vyx
dt
dy

vyx
dt
dx

 

görnü de ýazarys. 
Bu ýerden garalýan sistema üçin  

yx
dt
dy

yx
dt
dx

3

,82
 

birinji ýakynla ma sistemany alarys. 
 
Munu  

0
31
82

      ýa-da 032  

häsiýetlendiriji de lemesini  
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      11. 
22

22

31

312

yxxy
dt
dy

yxyx
dt
dx

      22 2yxv   

Lýapunowy  funksiýasy. 
 
 
 
 

  

§2. Wagta gara ly bolmadyk iki de lemeli sistema 

 Sistemany 

      
yxf

dt
dy

yxf
dt
dx

,

,

2

1

                                                         (1) 

 
görnü de ýazarys. 
(1) sistemany  sag bölegi t argumenti anyk görnü de 
saklamaýanlygyny görýäris.   (1) görnü li sistema awtonom 
sistema diýilýär. yxfweyxf ,, 21  xOy tekizligi  
kesgitli D oblastynda differensirlenýän üznüksiz 
funksiýalar. Eger (1) sistemany  sag bölegi 00 , yyxx  
bahalarda nola öwrülse, ýagny 0,, 002001 yxfyxf  
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 7. 
y

yx

ey
dt
dy

xe
dt
dx

284

3cos2

                             jogaby: 

durnuksyz 
 Lýapunowy  funksiýasy usuly boýunça sistemalary  
nol çözüwlerini  durnuklylygyny anyklamalay: 

 8. 
4

4

yx
dt
dy

xy
dt
dx

               44 yxv   Lýapunowy  

funksiýasy. 

 9. 
3

3

7

3

yx
dt
dy

xy
dt
dx

        22 yxv    Lýapunowy  

funksiýasy. 

 10. 
3

3

yx
dt
dy

xy
dt
dx

        22 yxv   Lýapunowy  

funksiýasy. 
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i
2
3

2
1

2,1  

köklerini  hakyky bölekleri otrisatel sanlar. Diýmek,  2-nji 
teoremany  birinji erti ýerine ýetýär. 

21 vwev  çyzykly däl bölekler koordinatalar 

ba langyjyny  etrabynda 22 yxr  görä tertibi birden 
ýokary tükeniksiz kiçi ululyklar. 

21 vwev  ululyklar bahalandyrylanda 

          ,,
15
1 415

1 rMrv           

14,
15
1 22

1 yxM  

           ,
2

1 2
2 rev                      1,

2
1

2
eM  

de sizlikler alyndy. 
Garalýan sistemany  0,0 yx  çözüwi durnukly. 
 Çözüwi  durnuklylygyny der emegi  ýene bir 
usulyna Lýapunowy  funksiýa-lar usuly (ýa-da 
Lýapunowy  ikinji usuly) diýilýär. Bu usuly  ö ki usula 
garalanda käbir artykmaçlygy bar. Ol hem garalýan 
sistemany  çözüwini tapmazdan onu  durnuklylygyny 
der emek bolýar. Ýöne bu usuly ulanmak a sat däl, sebäbi 
Lýapunowy  nxxv ,...,1  funksiýasyny nxx ,...,1  
ululyklary  dürli ýa-da de  derejeli köpagzalary  jemi 
görnü inde gözlemeli bolýar. nxxv ,...,1  funksiýany 
gurmagy  umumy usulyny  ýoklugy belli. Ýöne onu  

akdaky 
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,, 2
2

2
11 bxaxxxv n  

,, 4
2

4
11 bxaxxxv n  

0,0, 2
2

4
11 babxaxxxv n  

görnü lerde gözlenilýänligi mälim. 
Kähalatlarda  funksiýany  

n

ji
jlijjiij aaxxav

,
,  

kwadratik forma görnü inde gözlenilýändigini hem-de 
onu  çözgüdine bolan ertleri käbir ýazarlar öz 
gollanmalarynda belleýärler. 
 Goý,  nxxv ,...,1  funksiýany  koordinatalar 
ba langyjyny özünde saklaýan D oblastda üznüksiz we 
üznüksiz hususy önümleri bar bolsun. 
 Kesgitleme. Eger D oblastda 0,...,1 nxxv   we   

0...1 nxx  bahada 0,...,1 nxxv  bolsa onda 

nxxv ,...,1  funksiýa ol oblastda položitel kesgitlenen 

funksiýa diýilýär. Bu kesgitleme üçin 22
1 ... nxxv  

funksiýa mysal bolup biler, sebäbi ol 0...1 nxx  
nokady  islendik etrabynda položitel kesgitlenen. 2n  
bolan ýagdaýda 2

2
2
1 xxv  funksiýa 21, xx  tekizligi  

koordinatalar ba langyjynda galta ýan paraboloid 
aýlanmasyny emele getirýär (1-nji surat). Onu  beýleki no-
katlary ol tekizlikden ýokarda ýatýarlar. Bize mälim bol y 
ýaly,  funksiýany  dereje çyzyklary 

02
2

2
1 CCxx  töwereklerdir. Bu ýerden görnü i 
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 2. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx

7

5
                  jogaby: asimptotik 

durnukly 

 3. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx

4

43
                    jogaby: durnuksyz 

 4.
3

5

6
12

4
1

3sin

yyx
dt
dy

xyx
dt
dx

       jogaby:  durnukly 

 5. 
2

4

6cos6

252

yyx
dt
dy

xye
dt
dx x

                 jogaby: 

durnuksyz 

 6. 
yxyx

dt
dy

ynx
dt
dx

2

1sin4
                      jogaby: 

durnuksyz 



 362 

3

3

35

25

yx
dt
dy

xy
dt
dx

 

sistemany  çözüwini  durnuklylygyny der emeli. 
 Çözüli i. 
Goý, 22 yxv  görnü de berlen bolsun. 
Onda, 

00,0,0, vyxv . 

.06464

352252

4444

33

yxyx

yxyxyx
dt
dy

y
v

dt
dx

x
v

dt
dv

 
Diýmek, 0,0 yx  çözüw asimptotik durnukly. 

Gönükmeler. 
Lýapunowy  birinji ýakynla ma usuly boýunça 

sistemalary  nol çözüwlerini  durnuklylygyny der emeli 

 1. 
yx

dt
dy

yx
dt
dx

22

52
                jogaby:  durnukly 
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1x
2x

ýaly, Cxx 2
2

2
1  ýapyk egriler. Bular 0C   bolanda 

(0,0) nokada dartylýarlar. 
 
 
 
 
 

 
                                                               
                                        
 
 
  
 

1-nji surat 
Çözüwi  durnuklylygyny der emek üçin ulanyljak 

nxxv ,...,1  funksiýa Lýapuno-wy  funksiýasy diýilýär. 
 Indi (1) sistemany  nol çözüwini  durnuklylygyny 
der emäge degi li teorema-ny getireli . 
 4-nji teorema. 
 Eger nxxv ,...,1  differensirlenýän funksiýa D 
oblastda 

1) 00,...,00,...,1 vwexxv n  
2) nxxv ,...,1  funksiýany  doly önümi bolup, 
3)  

ttxxtf
x
v

dt
dx

x
v

dt
dv

ni
i

n

i

i

i

n

i
01

11
,0,...,,  
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ertleri kanagatlandyrýan bolsa, onda (1) sistemany  
0txi  çözüwi Lýapunowy  manysynda durnukly. 

 Eger nxxv ,...,1  funksiýa teoremadaky görkezilen 
ertlerden ba ga 

ttxx
dt
d

n 01 ,0,...,  

de sizligi kanagatlandyrsa, onda (1) sistemany  0txi  
çözüwi asimptotik durnukly, bu ýerde nxx ,...,1  D 
oblastda 0,...,1 nxx  - üznüksiz, 0,...,01 nxx  
nokatda nola öwrülýän funksiýa. Bu ýerde bir zady 

bellemek gerek. Ol hem teoremadaky 
dt
d

 önüm düzülende 

ni
dt
dxi ,...,1  önümleri garalýan (1) sistemany  sag 

bölegindäki nixxf ni ,...,2,1,...,1  funksiýalar bilen 
çal yrylmalydygy ünsden dü ürilmeli däldir. 
 Ýokarda agzalan teoremany  nxxtv ,...,, 1  
görnü li funksiýa üçin hem dogrulygyny Lýapunow öz 

inde subut edenligi mälimdir. Onu  üçin ol teoremany  
birinji ertini  ýerine koordinatalar ba langyjyny  
etrabynda 0tt  

0,...,,...,, 11 nn xxxxtv  
ert bilen çal yrylmalydygy aýdylýar, bu ýerde  üznüksiz 

funksiýa, koordinatalar ba langyjynda 
00,...,00,...,0,tv  
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Ikinji ert ö küligine galýar, ýagny ,0
dt
dv

 ýöne  

ni
i

n

i
xxtf

x
v

t
v

dt
dv ,...,, 1

1
 

görnü de bolýar. 
 3-nji mysal. 

2

2

yx
dt
dy

xy
dt
dx

 

sistemany  çözüwini  durnuklylygyny anyklamaly. 
 Çözüli i. 
Garalýan sistema üçin 222 yxv  funksiýany alaly . Bu 
položitel kesgitlenen funksiýadyr, ýagny 

00,0,0, vyxv . 
Onu  önümi 

.22424 22222222

22

yxxyyxyxyxyx

yx
y
vxy

x
v

dt
dy

y
v

dt
dx

x
v

dt
dv

 

0,0 yx  bolanda 

0,0,00,0
dt

ydv
dt
xdv

dt
dv

. 

Diýmek, garalýan sistemany  0,0 yx  çözüwi 
durnukly. 

4-nji mysal. 



 401 

Jogaby: 22 yxu . 
 

     8.  0
y
uy

x
uyu  

de lemäni  1,2 yxu  ba langyç erti 
kanagatlandyr an çözüwini tapmaly. 

Jogaby: 2

2

y
xu . 

 

     9.    0
y
uu

x
ux  

de lemäni  1, xyu erti kanagatlandyr an 
çözüwini tapmaly. 

Jogaby: 
1ln x

yu . 

 

     10. u
y
uy

x
ux 2  

de lemäni  1, xyu  ba langyç erti kanagatlandyr an 
çözüwini tapmaly. 
Jogaby: xyu . 
 

    11.  0
y
uuyy

x
uuxu  

de lemäni  1, xyu erti kanagatlandyr an 
çözüwini tapmaly. 
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Jogaby: xyu2 . 
     

    12. u
y
uy

x
ux  

de lemäni  3, xuxy  egriden geç än çözüwini 
tapmaly. 
Jogaby: .2 yxu  
 

    13.  222 ,1,2 xuyyx
y
uy

x
ux  

meseläni  çözüwini tapmaly. 
Jogaby: 1412 22 uyyx  
 

     14. 1,,0 zxu
z
uyz

x
ux y  

meselä  çözüwini tapmaly. 

Jogaby: 
z
xu

y

. 

 

    15. 0
z
uz

y
uy

x
ux  

de lemäni  2,2 22
2

zy
x

u  ba langyç erti 

kanagatlandyr an çözüwini tapmaly. 

Jogaby: .,,
2

22

x
zyzyxu  
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    16.  xuxyx
y
uxu

x
uu 2,,0 222  

meselä  çözüwini tapmaly. 
Jogaby:  .522 yxuux  
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