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denlikler bilen kesgitlalin.

Indi talap edilydn takyklygy Upjin edyan
yakynlasmanyn nomerini  Kkesgitldlin. (11) formula
esasynda

< #‘ <0,001

‘y_yn 2.4n+.n

bolmaly. Bu yerden
2-4™ .n1>1000.

Diymek, n>3. y,meseldnin sertini kanagatlandyryan
¢oziw bolar. Ol takmyny ¢oziiwi tapalyn.

2

° X
yl_ltdt_?,

X t4 XZ X5
=|[t+—]dt=—+—,
Y, {[ ==+ 21

X 4 7 th X2 5 8 11

yS:j[t+t—+t—+ =2 X XX
0 4 20 400 2 20 160 4400

810. Integral demsizlikler we olaryn ulanylysy
1-nji teorema (Gronuoll-Bellman teoremasy).

Goy, Vv(x), L(x) [x,,T] kesimde otrisatel dal znuksiz
funksiyalar, C > 0-hemiselik san bolsun. Eger
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meselénin R = 1 <x< E—i <y< 1 oblastda ¢oziwini
4 4 2 2

0,001takyklykda tapmaly.
Cozalisi. 1lki bilen berlen meselénin yeke-tak
¢oziwinin bolmaly oblastyny kesgitlalin.

M = mgx\ f(x,y)|= mgx‘x+ Y| =%,
h= min[a,ﬂ} = min[i,l} :E,
M 4 4
‘ﬂ —[2y|<1, L=1.
oy
Pikar teoremasynyn hemme sertleri yerine yetyar.Diymek
berlen meselénin [—%ﬂ kesimde yeke-tak ¢ozuwi bardyr.

Ol ¢cozuw y_ yzygiderli yakynlagmalaryn predelidir. Berlen
meseléni

y(x) = [(t+ y* O)dt

integral denleme bilen calsyryp, Pikar yzygiderli
yakynlasmalaryny

Yo =0,y,(x) = [(t+y2,@®)dt, (1=12...)
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Goy, (3) denleménin y=¢(Xx), y=¢(x) ¢Ozuwleri
bar diyelin. Onda

+

[P(x) = (X)) <[ (x) = y, | +[y, = #(x)

bolar. (3) denleménin islendik ¢ozuwi ¢in (11) densizligin
yerine yetyanligine gord, yokardaky densizligi

p(x) — g(x)| < 2Mh(Ln¥

gornisde yazalyn. Bu yerde n — o« predele gecsek,
p(x)—¢(x) <0
bolar. Diymek
@(x)=9(X)

Teorema subut edildi.

2-nji bellik. Islendik yzygiderli yakynlasmany (1)-
(2) meselanin ya-da (3) integral denleménin takmyny
coziiwi deregine almak bolar. Yygnanys tizligi (11)
formula bilen bahalandyrylyar.

Mesele.

Yo xeyt, y©=0

dx
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ya-da

u(x) -y, (x| <L

ju() -y, @®/dt

Bu densizlikde n =1bolanda

X

flu(®) — y,|dt

Xo

u(x)-vy/<L < LMh[x — ;|

bolar, ¢uinki |u(x) - y,| < Mh. n=2 bolanda

X

fluc®) - y,dt

Xo

\x—xo\2

u(x)—vy,|<L < MhLZT

bolyar. Matematiki induksiya usuly bilen islendik nugcin

y

) -y,|< i ()" =
defisizligi subut etmek bolar. Bu yerde |x—x,|-y hbilen
calsyryp,

Lh["

u(x)-y,| < MhT (11)

densizligi alarys.
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denliklerde n — oo predele gecsek, yagny

me4m=m%n+ﬁmmmm@,
Onda 0
o(x) =y, + [ f (to(t))dt

denligi alarys. Bu yerden gornusi yaly, ¢(x) funksiya
X = X,| < h kesimde (3) defiliménii ¢ozuwi.

Indi (3) denlimaniii [x—x|<h kesimde dife bir
¢coziwinin bardygyny gorkezelin.

Goy, y=u(x)(3) denliménin erkin ¢céziwi bolsun.
Onda

u(x) =y, + [ fLu)at (10)

denligi alarys.
Indi u_(Xx)—y. (x)tapawudy bahalandyralyn.
(10) we (7)) denliklerden alarys:

u(x) -y, (x| <

JIftu® - £y, o) <

<L

[l -y, @®[dt
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TURKMENISTANYN DOWLET SENASY

Janym gurban saia, erkana yurdum,
Mert pederlen ruhy bardyr koniilde.
Bitarap, garassyz topragyi nurdur,
Baydagyn belentdir diinyén oniinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Bagslaryn tiji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizifi ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymyz.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baslaryn tiji sen, diller senasy,

Diinya dursun, sen dur, Tirkmenistanym!

limy, (x) = p(x)

bolsun, bu yerde ¢(x) |x—X|<h kesimde (izniksiz
funksiya. y = @(X) funksiyanyn 3) denlimanin
cozuwidigini gorkezelin. {y (x)} yzygiderligin ¢(X)
funksiya \X—XO\S h kesimde sendlgegli yygnanyanlygyna
gora, islendik £>0 ugin N =N(g) tapylyp, n> N(e)

bolanda

Y, (X) — o(X)| <ﬁ denisizlik yerine yetyar. Ona
gora-de Lipsis sertini peydalanyp, alarys:

<

[£(t,y, @)t [ f o)t

X

J

Xo

< <L <

Y, (1) — ()|t

176y, ) - T o)t

< Li\x—xo\sf-h:g.
L-h h

Bu yerden
lim J £y, (©)dt = [lim £ ¢y, (0)dt = [ £ o)t
Xo Xo )
bolar. Eger

o () = Y, + [ £y, ()t
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h2
WAM—MUMSMLE,

. I’
‘ys(x) - ys(x)‘ <ML 5’

v
yn (X) - yn—l(x)‘ S ML W

densizlikleri alarys. Bu densizliklerden gornisi yaly, (8)
hataryn her bir agzasyny absolyut ululygy boyunca

MLh*>  ML’h’® ML"*h"
+ +.o.t

Yy, + Mh + o 2 "

+...

san hataryn degisli agzasyndan uly daldir. Bu hatar
yygnanyan hatardyr. Munun seyledigini Dalamber nysany
boyunca barlalyn:

Mthn+1
. a . (n+)! .. Lh
lim—2 =[im =lim——=0<1.
n—w an n—»w MLnflhn n—o n+1 <
n!

Weyerstrass nysanyna layyklykda (8) funksional hatar
Xx—x,|<hkesimde denélcegli ~ yygnanyar, diymek

{y.(x)}yzygiderlik hem sonun yaly yygnanyar.
Goy,
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SOZBASY

Differensial denlemeler okuw meyilnamasy boyunca
owrenilyén esasy dersin biridir. Bu dersi éwrenmek (gin
her bir talyp matematiki analiz, algebra hem-de analitik
geometriya derslerinde gecilen materiallary bilmelidir.

Differensial denlemeler wariasion hasaplamalarda,
optimal dolandyrmalarda, nazary mehanikada ginden
ulanylyar. Fizikanyn, tehnikanyn, himiyanyn,
biologiyanyn, ykdysadyyetin we lukmangylygyn enceme
meseleleri differensial denilemeleri ¢cézmeklige getirilyar.

Differensial denlemeler 6wrenilip baslaly bari iki
asyrdan gowrak wagt gecdi. Wagtyn ge¢cmegi bilen olaryn
nazaryyeti 6sdi. Bu ugurda saldamly ylmy netijeler alyndy.
Differensial denlemeler nazaryyetinin 6smeginde Rus
alymlarynyn uly gosandy bardyr. Ozalky SSSR Y A-synyn
akademikleri I.G.Petrowskiy, L.S.Pontryagin,
M.A.Lawrentew, A.l.Tihonow, M.W.Keldys we basgalar
Ozlerinin nazaryyetlerini doretdiler. Bu alymlar differensial
denlemeler nazaryyetini 0sdirmek bilen c¢éklenman,
alymlary tayyarlamakda-da uly isler bitirdiler.

Differensial ~ denlemeler  nazaryyeti  boyunca
Garassyz, baky Bitarap Turkmenistanda hem uly isler
alnyp barylyar. Tirkmen alymlary tarapyndan bu ugurda
kdp sanly ylmy makalalar we monografiyalar ¢ap edildi.
Hazirki Beyik Galkynys eyyamynda tirkmen alymlary
yokary okuw mekdepleri Ucin dowrin talaplaryna layyk
gelydan  milli  dilde tdze okuw kitaplaryny we
gollanmalaryny yazmak yaly isleri amala asyryarlar.

Okuw kitaby sekiz bapdan ybarat. Birinji bapda
birinji tertipli ady differensial denlemeleri ¢0zmekligin
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usullary getirilydr. Coziwin barlyk we yeke-taklik
teoremasynyn subudy berilyér. Integral densizlikler arkaly
cozUwlerin hasiyetleri dwrenilyar.

Ikinji bapda O0nume gord cozulmedik denlemelere
garalyar we olary ¢ozmekligin usullary berilyér..

Uclinji bapda yokary tertipli ady differensial
denlemeler nazaryyetinin esaslary beyan edilyar, umumy
gornusdaki denlemad we onun tertiplerini kemeldip bolyan
gornislerine garalyar.

Dordiinji bapda Uytgeyan we hemiselik koeffisiyentli
cyzykly denlemeler éwrenilyar. Olary ¢c6zmekligin usullary
beyan edilyar.

Bésinji bapda ikinji tertipli ¢yzykly denlemeler
nazaryyetinin k&bir meselelerine garalyar. Denlemelerin
ikiagzaly gornise getirilis usullary, c¢Ozlwlerin nollary
baradaky teoremalar, gyra meselesi tcin Grin funksiyasy
beyan edilyar.

Altynjy bapda birinji tertipli differensial denlemeler
sistemasynyn ¢Ozuwinin barlygy we yeke-tékligi baradaky
teorema berilydr we sistemanyn c¢oziwinin hésiyetleri
integral densizlikler arkaly dernelydr. Uytgeyan we
hemiselik koeffisiyentli ¢yzykly sistemalary ¢ozmekligin
usullary beyan edilyar.

Yedinji bapda sistemanym cozuwinin
durnuklulygynyn dernelisinin usullaryna garalyar. Wagta
garasly bolmadyk iki denlemeli sistemanyn c¢6zuwinin
(trayektoriyasynyn) asuda nokadynyn etrabyndaky yagdayy
owrenilyér.

Sekizinji bapda birinji tertipli hususy Onumli
differensial ~ denlemeler  Owrenilydr hem-de olary
cozmekligin usullary berilyar.

8

X

JLf ty, @) - f(t,y, ()t

Xo

<

‘ys(x) -Y, (X)‘ <

Xt—xo\z
j—z dt

Xo

<L <M SLZMM
3l

[[y,(® -y, (]t

ya-da
L*M|x = x,|

: ©.)

‘ys (X) - Y, (X)‘ <

LM [x — X,|"
n!

Y, (X) = ¥oa (X)) < 9,)

densizligin islendik n natural san Ugin dogrudygyny
matematiki induksiya usuly bilen subut edelin. Goy, (9,)

densizlik n san tgin yerine yetyan bolsun. Onda

X

Y, () =y, (0| <|[[f .y, () - f Ly, (t)]dt| <
<0y e e

bolar. Bu yerden (9,) densizligin islendik n gin

dogrudygy gelip ¢ykyar.
Eger (9,).(9,),---,(9,).... densizliklerde |[x—x|-y h

bilen calsyrsak, onda

‘yl(x) - yo‘ < Mh’
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(8) hatarynn her bir agzasyny bahalandyralyn. (7,)
denlikden alarys:

‘yl(x)_yo‘: < SM‘X_XO‘

[ £ (t,y,)dt

[]f(t.y,)|dt

ya-da
‘yl(x)_yo‘SM‘X_Xo‘ (91)

(7,) denlikden (7,)denligin degisli bdolerklerini
ayrlyn hem-de Lipsis sertini ulanalyn:

X

ly, () =y, (0] =|[ [t y,(t) - f(t, y,)]dt| <
<|[1F @y, () - (t,y,)dt <
X X - ‘X— 0‘2
< ijo\yl(t)— Y,|dt| < LM X[\t—xo\dt =LM =
ya-da
Y, -y, (9| < LM % 9,)

(7,)we(7 ,) denliklerden alarys:
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Kitapda beyan edilen nazary materiallar degisli
mysallar we meseleler bilen berkidilydr hem-de 6zbasdak
¢c6zmek Ucin gonikmeler hodurlenilyar.

Okuw kitaby yokary okuw mekdeplerinin fizika we
matematika fakultetlerinin talyplaryna niyetlenen.



| BAP

ONUME GORA COZULEN DENLEMELER

81. Esasy dustnjeler we kesgitlemeler

Differensial denlemd getirilydn meseld matematiki
analiz dersinde dus gelindi. Ol funksiyanyn berlen dniimi
boyunca onun 6zuni tapmak meselesi. Ol meselede durup
gecelin.

Goy, f(x) kabir y=y(x) funksiyanyn onumi
bolsun. Meselanin sertine géra y(x) gozlenilyén funksiya.
Onda

dy _
Fvin f(x) (1)

bolar. Bu gatnasyga differensial denleme diyilyar. Ol
differensial denleménin yonekey gornlsidir. Gozlenilyan
y funksiyany tapmak t¢in (1) denlemani

dy = f (x)dx

gornusde yazalyn. Bu denligin iki béleginden hem integral
alsak,

y=[f(x)dx+C (2)

10

densizligi alarys. Bu densizlikden gornisi yaly, v, (X)
funksiyanyn grafigi R gdnuburclugyn ¢édginden ¢cykmayar.
(7,) formuladan alarys:

< <

‘yz(x)_ yo‘ =

[y, @)t <]t y, @)t

<M|x—x,|<Mh<b,
‘yz(x)_yo‘Sb'

Sonky densizlik y,(x) funksiyanyn grafiginin R oblastyn
caginden cykmayandygyny gorkezyar. Bu yorelgéni
dowam etdirsek, onda

bolar. Bu densizligin islendik nugin dogrudygyny
matematiki induksiya usuly bilen subut etmek bolar. Indi

{y,(x)} yzygiderligin |x—x,|<h kesimde dendlcegli
yygnanyandygyny gorkezelin. Onun 0c¢in yzygiderligin
agzalaryndan

Yo £ (%00 = Yo (0) + (¥, () = ¥, () + ..
A (Y, () =y L (X)) + (8)

funksional hatary dizelin. (8) hataryn dendlgegli
yygnanyanlygyndan {y (x)} yzygiderligin dendlgegli
yygnanyanlygy gelip ¢ykyar. Bu hataryn n-nji bélek jemi
S, (X) =y, (x).
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Tapylan vy, (x)funksiyany (3) denleménin sag
boleginde y(x)-in ornuna goyup, ikinji yakynlasmany
alarys. Ony vy, (x)bilen belgilap,

Y, () =y, + [ F ¢y, ()t 7.)

denligi alarys.
Bu gurluslary dowam etdirip, n-nji yakynlasmany

Y, () = v+ | Tty (O)dt @)

gornusde alarys.Bu gurluslary dowam etdirmek bolar.
Seylelikde, {y. (x)} yakynlasmalar yzygiderligini
alarys. Olar (izniksiz fuksiyalardyr. Indi [x—X,|<h
kesimde kesgitlenen {y (x)} (n=12,...) funksiyalaryn
grafiklerinin ~ Roblastyn c¢éginden ¢ykamyandygyny

gorkezelin.  [f(x,y))<Mwe h< %deﬁsizlikleri g6z

onunde tutup, (7,) denlikden

< <

‘yl(x)_ yo‘ =

[ £t y,)dt <|[|F (6, o)t

<M|[x-x,|<Mh<b,
‘yl(x)_yo‘gb
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bolar, bu yerde C-erkin hemiselik san. (2) funksiyany (1)
denlemede y-in ornunda goysak, onda f(x)= f(x)
tozdestwony alarys. Seyle yagdayda (2) funksiya (1)
denleméni kanagatlandyryar diyilyar. Ol funksiya (1)
denlemanin ¢oziwi diyilyar. Gornisi yaly, (2) funksiya
cozlwlerin tlkeniksiz kopllgini dizyér, sebdbi ol C erkin
hemiselik sany 06zinde saklayar. Bu c¢oziwe (1)
denlemanin umumy ¢6zlwi diyilyar. Eger C-e kesgitli san
bahalary bersek, onda (1) denlemdnin durli ¢Ozlwlerini
alarys. Ol c¢ozuwlere (1) denleménin hususy coziwleri
diyilyar.

Differensial denlemeler iki topara bélinyar. Olaryn
biri ady differensial denlemeler, beylekisi hususy énumli
differensial denlemeler. Eger differensial denlemede
gozlenilyan funksiya bir argumentli bolsa, onda ona ady
differensial denleme diyilyar.

Eger differensial denlemede goézlenilydan funksiya
kop argumentli bolsa, onda ona hususy onumli differensial
denleme diyilyar.

Differensial denleménin tertibi ol denlemedaki
gozlenilyén funksiyanyn ondmlerinin in uly tertibi bilen
kesgitlenyér.

Indi  yokarda aydylan  dusinjelere  takyk
kesgitlemeleri berelin.

Bagly dal tytgeyan ululygy, gozlenilyan funksiyany
we onun Ondmini 6zinde saklayan denlemd differensial
denleme diyilyar.

Birinji tertipli ady differensial denleme umumy

gornusde
Fbmmﬁ£ﬂ=o G

11




denlik bilen berilydr, bu yerde x-bagly dal Uytgeyan

ululyk, y-gozlenilyan funksiya, y':% - gozlenilyén
X

funksiyanyn 6numi, F -berlen funksiya. (3) denlemé y'-e
goré ¢ozilmedik denleme diyilyar.

dy(x) _
dx—fhwm] (4)

gornusde berlen denlemd y'-e gorda cozulen denleme
diyilyar.

Goy, f(x,y) funksiya D oblastda berlen bolsun.

Eger kabir (a,b) interwalda y = @(X)
differensirlenyan funksiya

1) (x,p(x)) e D, xe(a,b)

2) %0 _ flx, ()], x<(a.b)

sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda y = ¢(x) funksiya (4)
denleménin (a,b) interwalda ¢6zuwi diyilyar.

Yokarda differensial defilemaniin hususy haly dgin
tapylan (2) ¢6ziwde hemiselik Csanyn bardygyny gorduk.
Ona gora-de differensial denlemanin (1) gornusde berlen
yagdayy Ucin umumy ¢oéziwinin diziminde C hemiselik
sanyn bolmalydygyny goryaris.

Goy

y=¢(x,C) (5)

12

y,+Db
Yo(X)
Yo
¥,(X)
yo_b
O| x,—a X,—h X, X,+h Xx,+a X

Teoremanyn Pikar yzygiderli yakynlagsmalar usuly
bilen subut edelin. (3) integral denleménin c¢6zuwini
tapmak Ugin yzygiderli yakynlasmalary asakdaky duzgin
boyunca guralyn. y,(X) nol vyakynlasma deregine
gozlenilyan y(x)funksiyanyn baslangy¢ bahasy vy, -y
alalyn.

Bu y,(X)=y,sany (3) denlemanin sag boleginde
y(x) -in ornuna goyalyn. Sag boleginde alnan funksiyany
birinji yakynlasma deregine alalyn. Ony vy, (x)bilen
belgilép,

V() =y, + | £t y,)dt 7.)

denligi alarys.
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1-nji bellik. Eger R oblastda f (x,y) funksiyanyn y
boyunca ¢ékli 6nimi bar, yagny
0y st (L=0)

bolsa, onda ol oblastda Lipsis serti yerine yetyar. Muny
subut etmek kyn dal. Lagranz formulasyny ulanyp

Y(X,y), (X, y) € R igin

FOGy) - F(0y) = Iy +3(y-y)ly-y), 0<9<1

denligi yazalyn. Bu yerden
0ey) - Foy)| <Ly -y

Lipsis sertiini alarys.

Teorema (Pikar teoremasy). Eger f(x,y) 0z
argumentlerinin toplumy boyunca
R={x-x|<aly-y,|<b}, (a,b>0) oblastda tizniksuz
we Yy boyunca Lipsis sertini kanagatlandyryan bolsa, onda
(1) denlemédni |x—x,|<hkesimde ¢@(x,)=Y,(2) serti
kanagatlandyryan y=¢(x) yeke-tdk c¢odziwi bardyr, bu
yerde

h= min[a,%}, M = max| f (x,y)
Subudy.
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funksia xboyunca differensirlenyédn bolsun, bu yerede
Cerkin hemiselik. Eger V(Xx,y)e D nokat Ugin (5)

denleme C-e goré ¢ozllyan bolsa, yagny
C=¢(xy), (xy)eD, (6)

we (5) funksiya C-nin kesgitli bahasynda (4) denleménin
cozlwi bolsa, onda (5) funksiya (4) denleméninn umumy
¢ozlwi diyilyar,

Eger (4) differensial denlemanin umumy c¢o6ziwi
anyk dél, yagny @(x,y,C)=0 gbrnusde, tapylan bolsa,
onda ona (4) denlemanin umumy integraly diyilyar.

Umumy ¢oziwden C sanyn her biri kesgitli bahasy
ucin alnan ¢6zlwe differensial denlemanin hususy ¢ozlwi
diyilyar.

Cozlwin grafigine integral egri diyilyér. Differensial
denlemdnin ¢6ziwini tapmak yorelgesine differensial
denlemani integrirleme diyilyar.

Differensial ~ denlemeler  nazaryyetinde  Kosi
meselesini dwrenmeklik esasy orun tutyar. Sona gora-de
birinji tertipli differensial denleme (cin Kosi meselesini
kesgitlalin.

Differensial denlemanin

y(Xo) =Y (7)

serti kanagatlandyryan y=¢(x) ¢Ozlwini tapmaklyk
meselesine Kosi meselesi diyilyar. (7) denlige baslangyc
sert, x ,wey, sanlara bolsa baslangyc bahalar diyilyar.
Basgaca aydylanda, Kosi meselesi berlen denleménin

13



berlen M (x,,Y,) nokatdan gogyan integral egrisini tapmak
meselisidir. ~ Seylelikde, (4) denleménin (7) serti
kanagatlandyryan ¢oziwini tapmak tcin C hemiseligin

Y, = 0(X,,C)

denlemeden kesgitlenen bahasyny vy =@(x,C)umumy
¢ozlwde yerinde goymaly.

1-nji mysal.

ﬂ:cosx
dx
denlema garalyn.

Denlemédni dy =cosxdx gornisde vyazalyn. Bu
denligin iki bolegini hem integrirlap, berlen denlemanin
y =sin+ C umumy ¢ozuwini alarys.

Goy, Yy(0)=1 baslangyc serti kanagatlandyryan
coziwini tapmak talap edilyan bolsun. Onda umumy
¢coziwde baslangyc bahalary goyup 1=sin0+ C anlatmany
alarys. Bu yerden C =1, y=sinx+1 funksiya garalyan
denlemdnin berlen baslangyc serti kanagatlandyryan
¢Ozuwi bolar.

Egriler masgalasynyn  denlemesi boyunca
differensial denleméni diizmek bolar. Hakykatdan-da, goy
®(x,y,C) =0 egriler masgalasynyn denlemesi bolsun, bu
yerde @ differensirlenydn funksiya. Berlen denligi x
boyunca differensirlép,

o 00 dy o
ox oy dx
14

p() =y, + | (L))t (5)

tozdestwony alarys. Bu tozdestwony (3) denleme bilen
denesdirip, y=¢(x) funksiyanyn (3) denleméanin
cozlwidigini goryaris. Indi (3) denlemanin (1)-(2) meselé
denguyclidigini gorkezelin.

Goy, y=¢(x) (3) deiileménin ¢6ziwi bolsun. Onda
(5) tozdestwodan x = x,bolanda ¢(x,)=Yy,deiligi alarys.
(5) tozdestwony x boyunca differensirlép,

do(x) _d
dx  dx

Yot [ f (t,qo(t))dt] = f (x,0(x))

Xo

denligi alarys. Bu yerden gornlsi yaly, y = @(x)funksiya
(1) denlemanin ¢Ozlwidir.

Diymek, (1)-(2) mesele (3) integral denleme
denguyclidir. B

Kesgitleme. Eger Y(x,Y), (X,y) e R nokatlar tcin

- feysty-y,  ©
densizlik yerine yetydn bolsa, onda f(x,y) funksiya R

oblastda y boyunca Lipsis sertini kanagatlandyrar diyilyar.
Bu yerde L >0 - Lipsis hemiseligi.
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birinji tertipli differensial denlemanin ¢oziwinin belli bir
sertlerde bardygyny we ol c¢oziwin yeke-takdigini
gorkezeris.

dy _
PV f(x,y) (1)
Y(%) =Y, 2)

Kosi meselesine garalyn. Eger f(x,y) 0z argumentlerinin
toplumy boyunca R={x—x|<a,y—y,<b} oblastda
Uznuksiz funksiya bolsa, onda bu mesele

Y(x) =y, + [ £t y(@©)dt &)

gornlsli integral denlemé getirilyar.

Gozlenilyan funksiyany integral belgisinini asagynda
saklayan islendik denlema integral denleme diyilyar. (1)-
(2) meselédnin (3) denlema denguyclidigini gorkezelin.

Goy, ¢(x) funksiya , (1) detilemanin |[x—x,|<h
kesimde ¢(x)=Y, (2) serti kanagatlandyryan c¢ozuwi
bolsun. Onda

% = £ (x,0(¥)) (4)
X

tozdestwony alarys. Bu toZzdestwony X, -dan x -a cenli
integrirlap, sonra baslangyg serti goz 6nlnde tutsak, onda
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denligi alarys. Eger bu denlikde C san bolmasa, onda ol
gozlenilyan differensial denileme bolar.

Eger ol denlikde C san bolsa, onda yokardaky iki
denlikden C sany (parametri) cykaryp, berlen egriler
masgalasynyn denlemesi ucin F(X,y,y')=0 differensial
denlemani alarys.

2-nji mysal. y=Ce* egriler masgalasy (cin
differensial denleme dizmeli.

Berlen funksiyany x boyunca differensirlép,
y'=Ce" denligi alarys. Bu denlikden C sany c¢ykaryp,
onlime gora ¢Ozllen y'=y denlemani alarys.

3-nji mysal. y=sin(x+C) egriler masgalasy ugin
differensial denlemani diizmeli.

Berlen funksiyany x boyunca differensirlép,
y'=cos(x+C) denligi alarys. Bu yerden y*+y?=1
differensial denleméni alarys. Bu 6niime gora ¢ozulmedik
denlemedir.

4-nji mysal. x*+ Cy* =2y egriler masgalasy dcin
differensial denleme dizmeli.

Berlen funksiyany x boyunca differensirlép,
2Xx + 2Cyy'=2y" denligi alarys. Bu yerden C-ni tapyp we
berlen egriler masgalasynyn denlemesinde goyup, 6niime
gora cozilmedik x’y'—xy =yy' differensial denlemani
alarys.

Indi differensial denlemelere getirilydn geometrik we
fiziki meselelere garalyn.
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1-nji mesele. Galatsyadnyn koordinat oklary arasynda
caklenen kesimi galtasma nokadynda den ik& bolunyan
egrileri tapmaly.

Cozalisi. Goy, y=y(x) gozlenilydn egrinin
denlemesi, M(X,y)- gozlenilydn egrinin erkin galtasma
nokady, \AB\ - galtasyanyn oklar arasyndaky kesimi bolsun.
Serte gora |[BM|=|MA.

Ya

X
OBA ucburclukdan alarys:
o8B
— =10 .
OA
Bu yerde [OB| =2y, |OA = 2x, tga =-tgp = —Y'. Diymek,
Yy —Yy'. Bu denlik differensial denlemedir. Ony
X

16

{ : —'”—X}dmizdy:o
X’y X Xy

denlemani alarys. Bu yerde

1 In x 1
M(X’y): 2 T N(X’y): 2;
Xy X Xy
oM _ON _ 1
oy ox Xy

Seylelikde, berlen denleme doly differensially denlema
getirildi. Ol denlemanin ¢ozuwini tapmaklygy okyjylara
hodurleyaris.

89. Differensial derilemanin ¢oziwinin
barlyk we yeke-taklik teoremasy

Biz birndce gOrnusli differensial denlemeleri
cozmegin wusullary bilen tanys bolduk. Differensial
denlemeleri gorkezilen usullar bilen ¢dzmek bolyarmy?-
diyen sorag ylze ¢ykyar. Mundan basgada ol denlemelerin
cozuwleri barmy?-diyen sorag hem gelip ¢ykyar. Elbetde,
bu soaglara gos-goni jogap bermek atisat dal. Yone her-bir
denleméani ¢ozmége girisilende ilki bilen ol denleménin
¢cozUwinin  bardygyny anyklamak zerurdyr. Bu mesele
differensial denlemeler nazaryyetinin esasy meselelerinin
biridir. Ona g6ra-de biz bu yerde (6nime gora ¢ozilen)
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Diymek, berlen denleme doly differensially denleme
dal. Integrirleyji kopeldijini tapmak ucin, ilki bilen (8)
formulanyn sanawjysyny tapyp,

ﬂ—m:—mylnx

oy OX

anlatmany alarys. Sonra ony ol formulanyn
maydalawjysyna  boélilenende  yokardaky gorkezilen
integrirleyji kopeldijilerin birini ulanyp bolar yaly tapmaly.
Berlen yagday tcin (8) formula

Xy

1 |oM oON| -2
Ny—-Mx | oy Ox

gornusde bolar.
Bu yerden gornlsi yaly, xy=w bilen belgilesek,

onda a(co):—E bolar. sunlukda integrirleyji kdpeldijini
a

u = u(w)gornisde tapmalydygyny goryaris. (9) formulany
peydalansak,

= 1

u=e =7 ya-da y:X2y2
bolar. Berlen deilemaninn iki bolegini hem u= 212
X'y

kopeldip,
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dy __y

dx X
ya-da

dy dx

y X

gornlisde  yazalyn. Sonky denligin iki bdlegini hem
integrirldap, xy =C denligi alarys. Gozlenilyan egrilerin
denlemesi  tapyldy. Meseldnin  sertini  dentaraply
giperbolalaryn kopligi kanagatlandyryan eken.

2-nji mesele. Tamdyrdan ¢ykarlan ¢érek 10 minutda
100 gradusdan 60 gradusa cenli sowady. Howanyn
temperaturasy 20 gradus. N&ce wagtdan son ¢oregin
temperaturasy 25 gradusa ¢enli sowar?

Cozllisi. CoOregin sowama tizligi c¢orek Dbilen
howanyn temperaturalarynyn tapawudyna proporsionaldyr.
Nyuton kanunyna layylkykda, yagny

dr B
praul Ul (8)

Bu vyerde T -coregin temperaturasy, k-proporsionallyk
koeffisiyenti, T -howanyn temperaturasy, %—I-sowama

tizligi, t-wagt.
Yokardaky denlik differensial denlemedir. Ol
denlemaéni

d_T:kdt
T-T,

1
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gornusde yazalyn. Bu denligi integrirlap, alarys:

InT -T,|=kt+InC,
bu yerden
T =T, +Ce". 9)

(8) denleménin umumy ¢6ziwi tapyldy. Meselanin sertine
gora t=0minutda ¢Oregin temperaturasy T =100 gradus,

yagny T(0)=100. Bu baslangy¢ sertden peydalanyp, (9)
¢oziwden C-nin bahasyny tapalyn.

C = (100 - 20)e™ =80.
C -nin tapylan bahasyny (9) denlikde goyup,
T =20+ 80e"“ (10)
denligi alarys.

Meselédnin sertine gora t=10 minutda c¢oregin
temperaturasy T =60 gradusa geldi, yagny T (10) =60. Bu
bahalary (10) denlikde goyup,

60 = 20 + 80e™™
denligi alarys, bu yerden

=21,

e“-nyn bahasyny (10)-da goyup,

18

[yz —%}dx +2xydy =0
denleméni alarys. Bu denlemede

, 1
N(x,y) = v N(X,y) =2xy.

Onda

M, N,

oy OX

Diymek, alnan denleme doly differensially denleme.
Bu denlemani ¢cézmekligi okyjylara hodurleyaris.

2-nji mysal. (y—xy?Inx)dx +xdy =0 denleméanin
¢oziwini tapmaly.

Cozulisi. 1lki bilen denleme Ggin

M _oN
oy OX
serti barlalyn. Berlen yagdayda
M(x,y)=y-xy’Inx, N(x,y)=x

Onda

ﬂ:1—2xylnx, a_N:1
oy OX

bolar.
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ﬂ:ZXZy , a—N:6x2y.

oy oOX
Bu yerden gornisi yaly,

M _oN
oy OX

sert yerine yetmeyar.
Integrirleyji kopeldijini tapalyn.

Ona goré-de (5) denlemani berlen yagday Ggin

d—u:—gdx
7 X

gornlsde yazarys. Bu denligi integrirlesek,

=1 (C=1digip aldyk)

2
bolar.

Berlen denleménin hem bdlegini hem ,u:% -a
kopeldip,
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T=20+80-2%

denligi alarys. Sonky denlikde T =25 bolanda, t-nin
bahasyny tapalyn.

5=80-2, t=40.
Diymek, tamdyrdan ¢ykarlan ¢éregin 100 gradusdan
25 gradusa cenli sowamagy ucin 40 minut wagt gerek eken.
§2. Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen desilemeler
Eger 6nlime gora ¢ozilen denleme
P(x)dx+Q(y)dy =0 (1)
gornisde berlen bolsa, onda ona tytgeyéan ululyklary ayyl-
sayyl edilen denleme diyilydr. Bu yerden gornusi yaly dx-
in koeffisiyenti dine x-a gora, dy -in koeffisiyenti dine y -e

gord funksiya. P(x) (a,b) interwalda, Q(y) bolsa
interwalda Gzndilsiz fuksiyalar. (1) denligi integrirlap,

JP()dx+[Q(y)dy =C ()

denligi alarys. Bu (1) denlemanin umumy integraly bolar.
(2) denligi

[P(X)dx+ [Q(y)dy =C @3)

19



gornisde yazmak hem bolar.
(1) denleméanin y(x,) =Y, baslangy¢ serti
kanagatlandyryan gt‘)zUWi

jP(x)dx+ jQ(y)dy 0
(P(X ) # 0 Q(yo) #0)

formula bilen kesgitlenyar Kosi meselesini ¢ozmek Ggin (2)
formulany hem peydalanmak bolar. Onun Ggin integrarllary
tapyp, X -iiornuna X,-y, Yy -inornuna y,-y goyup, C =C,
bahany kesgitlemeli we ony tapylan umumy integralda
goymaly.
Indi
R)P,(y)dx +Q,(x)Q,(y)dy =0 (4)

denlema garalyn, bu vyerde P,P,,Q,Q, uznuksiz

funksiyalar. Denleménin iki bélegini hem

I
Q(x)F.(Y)

kopeldip,
PO g QW) gy g
Q,(x) P,(y)
Q(X)P,(y)#0

(1) gornusli denlemani alarys. Sonra integrirlap,
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ya-da
ou Ou
x_oy
M N
denligi alarys.

Bu gatnasyklary u bilen belgilesek,

ou ou
—=uM, —=uN
o u oy u

bolar. (1) denleménin gep bolegini u(X,y) -e kdpeltsek,
ou ou
u(Mdx + Ndy) = uMdx + uNdy = &dx + a—ydy =du(x,y)

ya-da
u(Mdx + Ndy) = du(x,y)

bolar. Bu denlik u(x,y) funksiyanyn (1) denleménin
integrirleyji kdpeldijisidigini anladyar.

1-nji mysal. (x*y?-1)dx +2x’ydy =0 dedilemanin
¢oziwini tapmaly.

Cozilisi. Bu yerde

M(x,y) =xy* -1, N(x,y) = 2x*y;
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Teorema. Eger
u(x,y)=C (11)

funksiya (1) denlemanin umumy integraly bolsa, onda ol
denlemanin integrirleyji kopeldijisi bardyr.

Subudy. Berlen (11) umumy integral boyunca
differensial denlemani dizelin.

(11) denligi x boyunca differensirlesek,

ou n ou dy = (12)
ox oy dx
bolar. (12) denlemani
ou
dy __ox
dxou (13)
oy
gornlsde yazalyn. (1) denlemani
dy M
—~ =—— 14
dx N (14)

gornusde gogurelin.
(13) bilen (14)-i denesdirip,

ou

_x__M
U~ N
oy

60

POy, 1Q0),
oo™ e -©

denligi alarys. Bu denlik garalyan denlemanin umumy
integraly bolar. (4) denleménin hususy gornisleri bolan

dy _ dy _
o), o~ Nely)

denlemelerin  Uytgeyan ululyklaryny ayyl-sayyl edip,
gorkezilen usul bilen olaryn umumy integrallaryny tapmak
bolar.

Indi  Gytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen
denlemelere getirilyan denlemelere garalyn. Goy

dy = f (ax + by)
dx

denlleme berlen bolsun, bu yerde a we b hemiselik sanlar.
ax+by =u(x) belgilemani girizelin. Onda

%:a+b.ﬂ
dx dx

bolar . Berlen detileme

gornisi alar. Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl etsek, onda
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du
———=dx
bf (u)+a
bolar. Bu yerden
[T
bf (u) +a

Integral tapylandan son u-yn ornuna ax-+by -i goyup,

garalan denlemdnin umumy intagralyny alarys. Eger
denleme

ﬂ: f(ax+by+C)
dx

gornusde berlen bolsa, onda ony ax+by+C=u
belgilemani girizip, Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen
denlemad getirmek bolar.

1-nji mysal. (1+y*)dx+ (1+x?)dy =0 deflemani

cozmeli.
Cozulsi. Denleménin ki bolegini hem
21 — anlatma kopeldip,

L+ y?)@+x9)

dx N dy 0
1+x*) (@+y?)

denlemani alarys. Bu yerden

dx dy
T ey -
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gornisde yazmak bolar. (9) funksiyany (10) —da goyalyn.

Onda
N .i[ejg‘“’)d“’} —M .i[ejg(“’)d“’} =
OX oy
_|N.O2_ .02 .G(Q,)ef"“")d“’
OX oy
ya-da

{N 0o M .a_w]g(w)ej"“”)d"’ -
OX oy

=|:N 8_(0 -M -a_w:|.6(w)ef"(w)dw
OX oy

bolar. Bu tozdestwo (9) funksiyanyn (4) denleménin
coziwidigini gorkezyar. Eger w=x ya-da w=Yy bolsa,
onda (9) denlikden u = u(x) we u= u(y) yagdaylar tgin
tapylan formulalar alynyar.

Integrirleyji kopeldijileri

p=p(xty), o=xty; u=u(xX’+y’), o=x"+y’;
y y

p=pulx-y), o=x-y; uz{—} , 0="
X X

gornlslerde hem gozlemek bolar.
Indi (1) denleme ucin integrirleyji kopeldijinin
bardygyny gorkezelin.
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denlemani alarys.
Eger sag bolegi dine w-a gora funksiya, yagny

M _oN

gy c’ﬁxa = (),
N.9P _\m .99

OX oy

bolsa, onda (7) denleme

i.d_ﬂza(w)
dw

gornusi alarys. Bu denleméni integrirlesek,

[o(@)do
H==e

bolar. Bu yerde C =1.

(8) denlik (1) denlemanin integrirleyji kdpeldijisinin

-a goré funksiya bolmaklygynyn zerurlyk sertidir.

Indi (8) denligin yeterlik sert hem bolyandygyny
gorkezelin. Goy, (8) sert yerine yetyan bolsun. Onda (9)
funksiya (1) denlemanin integrirleyji kdpeldijisi bolar. Bu

yagdayda (4) denlemani

N.PH _m .a_“:{N.aw_M .aw]g(w).u (10)

OX oy OX oy
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Denlemanin umumy integraly
arctgx + arctgy =C

gornisde bolar. Eger C sanyn yerine arctgC sany alsak,
onda umumy integral yonekeylesyar. Hakykatdan-da,

arctgx + arctgy = arctgC .

ya-da

arctgy = arctgC — arctgx
denligi alarys.
Bu yerden

tg (arctgy) = tg(arctgC — arctgx),
_ 19 (arctgC) —tg(arctgx)
1+tg(arctgC) - tg (arctgx)
ya-da
y= C-x
1+Cx’
Bu funksiya berlen denleménin umumy ¢oziwidir.
.. dy .
2-nji mysal. —sinx=ylny
dx

denleméanin y(gjzl baslangy¢ serti kanagatlandyryan

¢oziwini tapmaly.
Cozulisi. Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edelii:
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dy _ dx
ylny sinx

Indi denligin iki bélegini hem integrirlélin:

J~dy _J~dX +C,

ylny “sinx
Inin y\:lntgg +InC,
X , g7
Iny:C-tgz ya-da y=e ?

Seylelikde, denleménin umuly c¢ozlwi alyndy.
Berlen baslangyc serti kanagatlandyryan cozlwi tapmak
ucin, umumy ¢oézuwde

xz%, y =1 bahalary goyup, 1:ec'tg% denligi
alarys. Bu yerdenC =0. Umumy ¢o6ziwde C =0bahany
goyup, talap edilyan ¢éziwi alyarys. Ol ¢oziw y=1 . bu
¢oziw berlen denlemanin hususy ¢ozuwidir.

3-nji mysal. % = cos(y — x) denleméni ¢bzmeli.

Cozllisi. y—x=u belgilemani girizelin. Onda

du_dy , dy_du
dx dx dx dx

Berlen denleme .
24

Integrirleyji kopeldijini  u = u(y) goérnisde hem
g6zlemek bolar. Bu yagday Ucin yokardaky beyan edilen
usuly ulansak,

[o(nay
H=¢e

bolar, bu yerde

() L [oM o
Y=l ey x|

Indi has umumy vyagadaya garakyn. Integrirleyji
kopeldijini  u=u(w) gornusde gozlalin, bu yerde
o = w(X,Y) berlen funksiya.

u_du d0  du_du d

= , == . (6)
oy do oy ox do oXx
ontmleri (4) denlemede goyup,
a—w-N—aw-M du | oM _ON ()
OX oy do oy OX
ya-da
oM _oN
1 d OX
= BH gy . 0
podo 00\ 00
OX oy
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1.d_u_1{m 6N}

uodx N[ oy ox

gornlsde yazalyn. Eger bu denleménin sag bolegi x-e gora

funksiya bolsa, onda u -i tapmak ansat bolar.
Goy,

ia_M_a_N: (X)
Nl oy ox| 7

bolsun. Onda (5) denleme
o = @(Xx)dx
7

gornlse geler. Bu denligi integrirlap,
In 2 = [e(x)dx +InC

denligi alarys. Bu yerden
4= Cejw(x)dx

bolar. Integrirleyji kdpeldijinin birini almak yeterlikdir.
Onda C =1 diysek,

[o(x)dx
H==e

bolar.
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du +1=cosu ya-da —

dx 1-cosu -

gornlsi alyar. Bu yerden

Sonky

_I du

:jdx+C, cth:x+C.
1-cosu 2

detilikde u-ny y—x bilen calsyryp,

Ctg%:X-FC berlen denleménin umumy integralyny

alarys.

Mesele. Galtasma astynyn uzynlygy hemiselik a

sana den bolan egrileri tapmaly.

yA

v
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Cozulisi. Serte gora |AB|=a. MAB Ugburclukdan
MA - . . .
tga:% denligi alarys. Matematiki analiz dersinden

tga=——>. Onda ﬂ.:—l. Uytgeyan ululyklary ayyl-
dx dx a

sayyl edip, ony d—; = —d?:( gOrnlsde yazalyn. Bu yerden

Inly| :—§+ InC,

yagny y = Ce . Bu funksiya garalyan denlemanii umumy
¢cOzuwi.

Umumy c¢oOziwden gornlsi yaly, gozlenilyan egri
cyzyklar gorkezijili funksiyalaryn grafikleridir.

8§3. Birjynysly denlemeler

dy _
v f(x,y) (1)

denlema garalyn.

Eger f(x,y) nol 6lcegli (derejeli) birjynsly funksiya,
yagny islendik t=0 lc¢in f(tx,ty)=f(x,y) serti
kanagatlandyryan bolsa, onda (1) denlemad birjynsly
denleme diyilyar.
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kopeldiji diyilyar. Seylelikde, integrirleyji kdpeldijini
tapmaklyk meselesine gelindi. (3) denligi yayran gérnisde

N.OH_M on [N
oy oy oX  OX
ya-da
NLOH gy O _[aM_oNT @
OX oy oy oX

gornusde yazalyn. Seylelikde, biz u -i kesgitlemek (gin
hususy ondmli differensial denlem& geldik. Bu denlemanin
¢coziwini tapmak, berlen (1) denlemanin c¢ozlwini
tapmakdan c¢ylsyrymlydyr. Kabir yagdaylarda (4)
denleméni yodneleylesdirmek hem bolar. Ol yagday bolsa,
u funksiyany tapmaklyga mimkingilik berer.

u funksiyany u = u(x)gornisde goézlalin. Onda (4)
denlemede

O _g  Ou_du

oy oxX  dx

bolar. Onda (4) denleme

dx oy X

du _[am N,
oy OX

gornuse geler. Bu denlemani
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gornlsde tapyarys.

88. Doly differensially deillemelere
getirilyan denlemeler

M (x,y)dx +N(x,y)dy =0 (1)
denlemd garalyn, bu yerde M weN gecen paragrafdaky
sertleri kanagatlandyryan funksiyalar. (1) denleme doly
differensially denleme dal diyip gliman edelin, yagny

oM  ON
— .
oy  oX

Bu yagdayda denleménin  iki  bdlegini  hem
u = u(X,y)funksiya kopeldip,

L% Y)M (X, y)dx + u(X, YIN (X, y)dy =0 (2)
denlemani alarys. (2) denleme Ggin

o(uM) _ o(uM) 3)
oy OX

sert yerine yetydr diyelin. Onda (2) denleme doly

differensially denleme bolar. Bu yerden goérnusi yaly,

u = u(x,y)funksiya (1) denleméni doly differensially

denlemd oOwdrdi. u=u(x,y) funksiya integrirleyji
o4

Goy, tzé, onda f(x,y):f(l,%j bolar. (1)

denleme

W _y (1, X] )

dx X

gornisi alyar. Y u belgileméni girizelin. Onda
X

y = UX ©)

bolar. Bu yerde u =u(x) gézlenilyan funksiya. (3) denligi
X -a gora differensirlap,

—-X+U 4)

denligi alarys. (3) we (4) denlikleri peydalansak, onda (2)
denleme

du
= - f(1
Xt (Lu)

gornise gelyar. Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edelin:

du dx
———=—, f(lu)-u=0.
fLu)-u x (Lu)-u=

27



Bu denligi integrirlap,

jd—u =In|x+C
f(Lu)-u
denligi alyarys. Sonky deilikde integral tapylandan son, u -

nyn ornuna %-i goyup, (1) denlemanin umumy integralyny

alarys. Eger f(Lu)-u=0 bolsa, onda bu deiilemanin
u=u, koklerini tapyarys. y =ux funksiyalar (1)
denlemé&nin ¢Oziwleri bolar.
Indi
M (x, y)dx + N(x, y)dy =0 (5)

umumy denleméd garalyn, bu vyerde M(X,y) we
N (x,y) = 0 k&bir oblastda Gznuksiz funksiyalar.

Eger M(Xx,y) we N(x,y) derejeli Dbirjynsly
funksiyalar, yagny

M (tx,ty) =t" - M (X, y)
N (tx,ty) =t" - N(x,y)

sertler yerine yetyan, bolsa, onda (5) birjynsly denleme

bolar. Sebébi My) gatnasyk nol derejeli birjynsly
N(x,y)

funksiya. Bu yagdayda (5) denlemani (3) ornuna goymanyn
komegi bilen, Uytgeyadn ululyklary ayyl-sayyl edilen
denlemad getirmek bolar.
Mysal.
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denligi alarys. ¢(y)funksiyany kesgitlemek ugin sonky
denligi yboyunca differensirlalin:

ou(x,y) __3x*
o ;e (y)

(5) denligi peydalanyp,

2 _3x? 3x? ,
A )
y y

denligi alarys, bu yerden

(y) = =
q)(y)_yz;

(P(y):— +C1'

1
y
Diymek,

u(x,y):x—3—£+C1.
y y

(2,) formula esasynda berlen denleménin umumy
integralyny



Berlen denleménin umumy integralyny (10) formula
esasynda

j%dx + jf(yz ;43X§)dy — C
Xo Yo

gornlsde yazarys. Bu yerden

x> 1 1 X
o

y Yo Yo

Bu deiligin sag bdlegindéaki anlatmany C bilen belgilesek,
onda X—3 1l C, bolar.

y y

(1) denlem&nin  umumy integralyny  (10)
formulany ulanman hem tapmak bolar. Munun seyledigini
yokarda garalan mysal Ggin gorkezelin.

Beyan edilen usuly boyunga u(x,y)funksiyany

kesgitlemek Ggin (4) denligi

ou(x,y) _ 2x
OX y®

gornlsde yazarys. Bu denligi x boyunca integrirlap,

u(x,y) == +o(y)
y
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dy  2xy
dx X% +y?
denlemani ¢ozmeli.
Cozllisi. Bu denleménin sag bdolegi birjynsly
funksiya, ¢lnki

f(tx,ty):( bty 2% = f(x,y).

Denleménin umumy ¢Ozlwini tapmak dgin (3) ornuna
goymany peydalansak, berlen denleme

gornise geler. Denleméanin (ytgeyan ululyklaryny ayyl-
sayyl edelin:

dx _1+u”

X u-u’ du

Bu denligin iki bolegini hem integrirlesek, onda

1+u’
In\x\:ju_usdu+lnc
ya-da
In|x| = In|u|— Inl— u[ - InfL+ u|+ InC
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;=

bolar. Bu yerden 1CU = x deligi alyarys. u -nyn ornuna

% goyup, desilemanin x* —y?=Cy umumy integralyny

alyarys.

84. Birjynsly denllemelere getirilyan deilemeler

ﬂ:f( ax+by+c] M
dx ax+by+c

denlemd garalyn, bu yerde a,b,c,a;,b,c, berlen hemiselik
sanlar, f(x)-Uzniksiz funksiya. Eger c=c, =0 bolsa,
onda (1) birjynsly denlemedir. Bu yagdayda (1) denlemani
y = ux ornuna goyma bilen ¢c6zmek bolar.

Goy, ¢ we ¢, sanlaryn in bolmanda biri noldan

tapawutly bolsun. (1) denleméni birjynsly denlemé
getirmek Ggin

Xx=t+a

ornuna goymany ulanalyn, bu yerde t,u- Uytgeyan

ululyklar, a,p- héazirlikce kesgitlenmedik sanlar. (2)
denlikden dx =dt dy =du bolar. Seylelikde (1) denleme
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Eger u(x,y)funksiyany tapmaklygy (5) denligi
integrirlemekden baslap, yokarda beyan edilen usuly
gaytalansak, onda (1) denlemanin umumy integraly

X y
[M(x,y,)dx+ [N(x,y)dy=C
Xo Yo

gornusde bolar.
(1) denleme Gc¢in Kosi meselesini kesgitlemek bolar.
Eger y(x,)=Y, baslangyc sert berlen bolsa, onda

(10) formuladan (1) denlemanin
X y
[M(x, y)dx+ [ N(x,,y)dy =0
Xo Yo

gornisdaki hususy ¢Oziwini alarys.
Mysal.
2—)S(dx+ y _43)(
y y
denlemani ¢ozmeli.

Cozalisi. 1lki bilen (6) serti barlalyn:

dy=0

2X 2 _3x?
M(x,y) ==, N(x,y) =L —% .
y y

M__ex  aN_ 6x

oy oy x y

Diymek, berlen denleme doly differensially denlemedir.
ol



“OM (X,
| (: y)

Xg

dx+@'(y) =N(x,y)
ya-da
N (X1 y) —N (X()’ y) + (0'(Y) = N(X1 y)

denligi alarys. Bu yerden ¢'(y) = N(X,, V).
Sonky denligi y,-dan y -e genli integrirlép,

o(y) = [N(%,y)dy +C, ®)

denligi alarys. Bu funksiyany (7)-de ¢(y) -in ornuna
goyup,

X y
u(x,y) = [M(x,y)dx+ [N(x,,y)dy +C, 9)
Xy Yo
funksiyany taparys. Eger (9) funksiyanyn doly
differensialyny alsak, onda (2) denligi alarys.
Diymek, (1) denleméanin doly differensially denleme
bolmagy ucin, (6) denligin yerine yetmegi zerur we yeterlik

sertdir.
(9) funksiyany (2,) —de goyup (1) denilemanin

jM (x, y)dx + fN(xo,y)dy: C (10)

umumy integralyny alarys.
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©)

%:f at+bu+aa+bpg+c
dt at+bu+aa+bp+c

gornlsi alyar. bu denlemanin birjynsly denleme
bolmaklygy ugin

{aa+bﬁ+c:0 @

ac+bp+c =0

sertler yerine yetmelidir. Gornisi yaly, (4) sistema o we
[ ululyklara goé ¢yzykly denlemeler sistemasydyr. Olaryn
bahalaryny tapmak Ugcin kesgitleyji diizyaris:

a b
A= :
a, b,
Iki yagdaya garalyn:
1) goy,
a
a b #0 bolsun. Onda (4) sistemanyn o =ca,, =/,

yeke-tak ¢ozuwi bolar. Bu bahalary (3) denlemé goyup,
du g at+hbu
dt at-+bu

gornusli  birjynsly denlemani alarys. Bu denleménin
umumy integralyny tapyp, t-nin deregine X —a,-i, u-nyn
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deregine y—pf-i goyup, (1) denleménin umumy
integralyny alyarys;

2) goy,

a b =0 bolsun. Onda E:E:ﬂ, bolyar. Bu yerden
a b a b

a=a-4, b=b-1.(1)deilemani

ﬂ:f ax+by+c (5)
dx A(ax +by) +c,

gornisde gocurelin. ax+hby =z belgilenmani girizelin.
a 1 dz

Onda dy =——+—-— Dbolar we (5) denleme
dx b b dx

95=b%:Z+C]+a
dx AZ+C,

gorniise geler. Uytgeyan ululyklaryny ayyl-sayyl edip,

dz
m(Z+C]+a
AZ+C,

denlemani alarys. Bu denleménin umumy integralyny

=dx

=x+C

Indi (6) denligin (1) denlemanin doly differensialy
bolmaklygynyn yeterlik serti  hem  bolyandygyny
gorkezelin.

Goy, (6) denlik yerine yetyan bolsun. (2) denligin
yerine yetyandigini gorkezelin. Beyle diyildigi (2) dexligi
kanagatlandyryan u(x,y) funksiyany tapmaly diyildigidir,
has takygy (4) we (5) denlikleri kanagatlandyryan u(x,y)
funksiyany kasgitlemeli diyildigidir. Onun Ggin (4) denligi
x,-dan x-a genli integrirlap [(x,,y,) € R],

U(x,y) = [M(x y)dx + o(y) @)

denligi alarys, bu yerde ¢(y)erkin differensirlenyén
funksiya. (7) formula bilen kesgitlenen u(x,y) funksiya (5)
denligi kanagatlandyrar vyaly edip ¢(y)funksiyany
saylalyn. Seyle maksat bilen (7) funksiyany (5) denlikde
goyup,

%j M (x, y)dx + ¢'(y) = N(x,y)

denligi alarys. Kesgitli integraly parametr boyunca
differensirleme dlizglni esasynda, bu yerden

jéhﬂ(x,y)

Xg

dx+'(y)=N(x,y)

denligi yazyp bileris. (6) serti ulanyp,
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formula boyunca tapylyar. (2) we (3) denliklerden
M (X, y)dx + N (X, y)dy:@-dxnta—u-dy
OX oy

~

denligi alarys. dx-in we dy-in koeffisiyentlerini
denesdirip,

M (X, ) =Z—j, (4)
N (X, Y) =Z—; 5)

denlikleri alarys. (4) denligi y-e gora, (5) denligi x-a gora
differensirlap,

oOu_om  du _oN
oxoy oy yox  ox

denlikleri alarys. Garysyk onimlerin denliginden

oN oM
= ()
oy OX

denlik gelip ¢ykyar.
(6) denlik (1) differensial denlimanin doly
differensially bolmaklygynyn zerur sertidir.
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gOrniisde alarys. Integral tapylandan son, z -in ornuna
ax + by -i goyup, (5) denleméanin umumy integralyny almak
bolar.

Indi

M (x, y)dx + N(x,y)dy =0 (6)

denlemad garalyn. Eger (6) birjynsly denleme bolmasa, onda
ony kabir yagdaylarda y=1z" ornuna goymany ulanyp,
birjynsly denlema getirmek bolar. « san alnan denleme
birjynsly bolar yaly edilip saylanyp alynyar.
1-nji mysal.
dy x+y-5
dx x-y-1

denlemani ¢ozmeli.
Cozilisi. Bu denlemede (2) ornuna goymany ulanyp,

du _t+u+a+pB-5
dt t-u+a-p-1

denleméni alarys. Bu denleme (gin (4) sistema

a+p-5=0
a—-p-1=0

gornisde bolar. Bu sistemanyn kesgitleyjisi
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1 1
‘ JI:—Z;v&O.

Bu yerden a =3, p =2. Berlen denleme

du t+u

dt t—u

gornisli birjynsly denlema gelyar.
Bu denlemede u=tz Orntind gdéymany ulanalyn.
Onda

dz 1+z
Z+t—— =",
dt 1-z

1_22 -dz:g.
1+z2 t

Bu denligin iki bolegini hem integrirlalin:

1-z dt
jl+zz'dZ_IT+C’

arctgz —%- Infl+z*|=Inft/+InC

ya-da arctgz = In‘Ctx/1+ z°

onda

, Z ululygy % bilen calsyrsak,
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Bu yagdayda (1) denlemani
du(x,y)=0

gornlsde yazyp bileris.
Bu denlemani integrirlap, onun

u(x,y)=C (2,)

gorniisde umumy integralyny alarys.
Mysal. ydx + xdy =0 denlemani ¢bzmeli.
Cozulisi._Denlemanin ¢ep bolegini

d(x-y)= ydx+ xdy

gorniisde yazalyn. Onda deilleméani d(x-y)=0 gorniisde
yazarys. Bu denlemani integrirldp, onun umumy
integralyny xy = C g0rnisnde alarys.

Indi (1) denleménin doly differensially bolmaklyk
sertini kesgitlalin hem-de u(x,y) funksiyanyii tapylys
usulyny gorkezelin.

Goy, (1) detilemanin gep bolegi u(x,y) funksiyanyii
doly differensialy bolsun, yagny (2) denlik yerine yetyar
diyelin. Matematiki analiz dersinden belli bolsy yaly, iKi
argumentli funksiyanyn doly differensialy

du:a—u-dx+a—u-dy 3)

OX oy
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xIn® x
U=-— +Cx
2

gornusdaki umumy ¢oziwini taparys. Bu yerde u-nyn
deregine y*—i goyup, berlen defilemanis
1

y:
X(C —lln2 xj
2

gornlsli umumy ¢oziwini alarys.

87. Doly differensially denlemeler

M (x, y)dx + N(x,y)dy =0 (1)
detilemé garalyii, bu yerde M(x,y) we N(x,y) funksiyalar
we olaryn ﬂ, %—N hususy oOnumleri R oblastda

X

Uzniksiz funksiyalar.
Eger (1) denleménin cep bélegi kabir u(x,y)
funksiyanyn doly differensialy, yagny

du = M(x,y)dx + N(x,y)dy, (2)
bolsa, onda ol denlem& doly differensially denleme
diyilyar.
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arctg % = In‘C«/t2 +u?

bolar. Bu denlikde t-nin ornuna x—3 -i, u -nyn ornuna
y — 2 -ni goyup,

arctg i;g = In‘C\/(x ~3f +(y-2)

denligi alarys. Seylelikde, berlen denleménin umumy
integralyny alarys.

dy  x+y+1

2-nji mysal. =
ey dx 3x+3y-1

denlemani ¢ozmeli.

Cozilisi. Bu yerde kesgitleyji
11
=0.
*

X+ y =z ornuna goymadan peydalanalyn.

d_, . dy
dx dx
yagny
dy _dz _
dx dx
35



Berlen denleme d—: gornuse gelyar. Bu

dx 3z-1
denilemédnin umumy ¢6ziwi 3z —Injz|=4x+C bolar. Bu

yerde z-nin ornuna X+Yy -i goyup, berlen denleménin
umumy integralyny

3y —x—In[x+y|=
gOrnusde alarys.
85. Cyzykly denlemeler
Eger gozlenilyan funksiya y we onun onumi vy’
denlemé ¢yzykly giryan bolsa, onda ol denlema cyzykly

denleme diyilyar.
Cyzykly differensial denleme

& Plxly =Q(x) ®

gonlsde berilydr, bu vyerde P(x) we Q(x)
funksiyalar (a,b) interwalda berlen tzniksiz funksiyalar.
Eger Q(x) =0 bolsa, onda (1) denlemeden

dy _
ot P(x)y=0 2)

denlemani alarys.
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——T(XW Q(x)

cyzykly birjynsly dél denleméni alarys. Malim bolsy yaly,
onun umumy ¢Ozlwi

o= C s oo™ o]

gornisdedir. Bu yerde v-nifi ornuna u™ goyulsa, sofira u-—
nyn ornuna y-—y, goyulsa, onda (3) deileménin umumy
integralyny almak bolar.

Rikkati denlemesinin umumy ¢0zUwini tapmak dgin,
onun bir hususy ¢éziwini tapmaly. Ony tapmak (gin bolsa
belli umumy usul yok. Ona goré-de, Rikkati denlemesinin
umumy ¢Ozlwini gutarnykly gornisde tapmak doly
¢ozllmedik mesele bolup duryar.

Mysal. %nti-y:yzlnx Bernulli denlemesini
X X
¢cozmeli.
Cozulisi. Denlemanit iki bolegini hem y?—a bolup,

y?- ﬂ'*‘i y'=Inx

dx X

-1

denleméni  alarys. y =u belgilemé&ni  ulanyp,

%—l u=-Inx ¢yzykly birjynsly dal denlem& geleris.

dx X
Wariasiya usulyny ulansak, onda bu denleménin
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Bu denlemd Rikkati denlemesi diyilyar, bu yerde
P(x), Q(x) we R(x) (a,b) interwalda berlen {izniiksiz
funksiyalar. Eger (3) denleménin bir hususy ¢oziwi belli
bolsa, onda ony Bernulli denlemesine getirip bolar.
Hakykatdan-da, goy y=vy,(x) (3) deiileménii hususy
¢Ozuwi bolsun. Onda

9 by, + Qe =R @

Indi (3) denlemede
y=y,+u ()

ornuna goymany edelin, bu yerde u-tédze go6zlenilyan
funksiya. (4) toZzdestwony nazarda tutup,

S+ (POO+ 2000y + QUx* =0

Bernulli denlemesini alarys. Bu denligin iki bdlegini hem
u’—a bolup,

,z_du+

u -
dx

T (0 =-Q(x)

denlemani alarys. Bu yerde yazgyny gysgaltmak maksady
bilen yaylardaky aflatmany T(x) bilen belgiledik. u™ =v
belgileméni girizip,
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(1) denlemé& ¢yzykly birjynsly dél denleme diyilyar,
(2) denlemd bolsa ¢yzykly birjynsly denleme diyilyar. Ilki
(2) denleménin umumy ¢ozuwini gozlalin. Ol denlemanin
uytgeyan ululyklaryny ayyl-sayyl edip, ony

gornisde yazarys. Bu denligi integrirlép,
Injy| = —[P(x)dx +InC
denligi alyarys, yagny
y=Ce P (—o0<C <o) (3)
Tapylan funksiya (2) denilemanin umumy ¢oziiwidir. Ony
y=C- exp(— | P(x)dx)
gorniisde hem yazmak bolar.

Indi (2) denleme Ucin Kosi meselesine garalyn.
Basgaga aydylanda, (2) detileménin y(x,)=y, baslangyc
serti kanagatlandyryan coziwini tapalyn. (3) denlikde
kesgitsiz integraly yokarky ¢égi Uytgeyan ululykly kesgitli

integral bilen calsyrmak bolar. Onda ony

—fP(x)dx

y=Ce” (4)
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gornisde yazarys.

Goy, x=X, bolsun. Onda baslangyc serti goz
oninde tutup, C =y, bolyandygyny gorydris. Ony (4)
denlikde ornuna goyup, gozlenilydn ¢ozuwi alarys. Eger
y(0) =0 baslangyg serti alsak, onda y =0 ¢oziiwi alarys.

Indi (1) denlemé&nin umumy c¢ozuwini tapmaklyga
gecelin. Onun Ugin Lagranz usulyny (wariasiya usulyny)
ulanalyii. (3) ¢oziwdiki C hemiselik sany C(x) funksiya
bilen calsyryp,

=Clxe ™™ (5)

funksiyany alarys. (5) funksiya (1) denleménin ¢ozlwi
bolar yaly edip, C(x) funksiyany tapalyi. (5) funksiyany
(1) denlemede y —ini ornuna goyup,

dC(X) . efJ-P(x)dx

dx ~COP(e ™™ + PrCe " = Q(x)

denligi alarys, bu yerden

dc(x)

jP(x)dx
i =Q(x)e

Sonky denligin iki boleginden hem integral alsak,
onda

jP(x)dx

C(x) =[Q(x)e +C,
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Denlemanin iki bolegini hem y™ —e bolip,

-m ﬂ -m __
y dx+ﬂﬂy =Q(x)

denileméni alarys. Bu yerde y"" =u ornuna goymany
ulanyp,

denleméni alarys. Bu c¢yzykly birjynsly dél denleménin
umumy ¢oziwini

=™ e @-m)- [QEe” ™" ax|

gornisde yazmak bolar. Bu yerden u funksiyany y*™ —
bilen calsyryp, (1) denleméanin umumy ¢ézuwini

L

y=el™". [C +(@-m)-| Q(x)e”™! F"X)"de}lm 2)

gornlsde alarys.
Cyzykly dal denlemanin yene bir gérnisine garalyn:

Y4 Px)y + QU =R(x) ®
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y =C(x)e™" (9)
gornlsde gozlalin. Bu funksiyany berlen denlemede goyup

dC(0) o

q —C(x)-e™ -sinx+C(x)-e™* -sinx =e™”
X

dC(x)
dx

C(x) -if bahasyny (9) formulada goyup, basdaky
denlemanin

defiligi alarys, bu yerden =1, yagny C(x)=x+C,.

y — (X + Cl)ecosx

gornlsli umumy ¢oziwini alarys.

86. Cyzykly denilemelere getirilyan denlemeler

dy ~ \
dx+mmy-quw (1)

denlem& garalyn. Bu ¢yzykly dal denlemedir. Ol denlem&
Bernulli denlemesi diyilydr. Eger m=0, m=1 bolsa,
onda (1) denlemeden cyzykly denlemeler alynyar. Olar
yaly denlemeleri ¢6zmekligin usullary  dwrenildi.
Denlemedaki P(x) we Q(x) funksiyalar (a,b) interwalda
Uzniksiz funksiyalar diyip giman edelin. (1) denleméni
cyzykly denlemé getirip bolyandygyny gorkezelin.
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detiligi alarys. C(x) -ii bu bahasyny (5) detilikde ornuna
goyup, (1) denlemanin

y = Clefjp(x)dx N e—jP(x)dx -jQ(X)eIP(X)dXdX (6)

umumy c¢ozuwini alarys. Bu yerden goérnisi yaly, (6)
¢coziw (2) denlemdnin umumy c¢ozuwinin we (1)
denlemdnin hususy c¢ozlwinin jeminden duryar. Munui
seyledigini subut etmek (gin, (6) denligin sag bdleginin
degisli gosulujularynyn ol denlemelerde y-in ornuna
goyulanda tozdestwolaryn alynyandygyna goz yetirmek
yeterlikdir. Eger y(x,)=y, baslangyc sert berlen bolsa,

onda (1) denleménin bu serti kanagatlandyryan ¢oziwi

—fP(x)dx —IP(x)dx X jP(x)dx

y=ye" +e” -[Q(x)e* dx

gornusde berler.

Indi (1) denlemadnin umumy ¢ozuwini tapmaklygyn
Bernulli usulyny beyan edelin. Coézlwi y=uv goérnisde
gOzleyaris, bu yerde u(x) we v(x) tdze gozlenilyan
funksiyalar. Ony (1) denlemede goyup,

du dv
PR P(x)uv = Q(x)

ya-da
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%v + (% + P(x)\/ju =Q(x) (7)

denlemani alyarys. u-nyn koeffisiyenti nola éwriler yaly
edip, v-nin bahasyny tapalyn, yagny v-ni

denlemeden tapalyn. Bu birjynsly denleménin umumy
¢cozuwi

v=Ce (8)

gornlsde bolar. (8) funksiyany (7) denlikde goyup,

%Ce—jP(x)dx _ Q(X)
dx

denlemani alarys, bu yerden
Cdu = Q(x)e!“dx
Sonky denligin iki bolegini hem integrirlap,

u= %(]’Q(x)ejp(x)dxdx + Clj

funksiyany taparys. Onda
40

y=uv=Ce """ 4 e "™ [Q(xe!™ " dx

bolar.
Bu bolsa (1) denleménin umumy ¢ozuwidir.
Mysal.
dy +ysinx =¢e*"
dx

denlemani ¢ozmeli.
Cozllisi. Berlen denlemdnin  umumy ¢Ozuwini
tapmak Ugin

ﬂ'*‘ ysinx=0

dx

birjynsly denleménin ¢Ozlwini tapalyn. Bu denlemanin
uytgeyén ululyklaryny ayyl-sayyl edelin:

ﬂ = —Sin xdx .

y
Sonky denligi integrirlap,

In|y| = coss+InC

denligi alarys. Bu yerden y = Ce*™* bolar.
Berlen denleménin ¢oziwini
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lar. Seylelik 1 nl X
bolar. Seylelikde, (16) defileme v(x) <C+ [L{o(t)dt, x,<x<T 1)
2 ’
(n /- (D(t) densizlik yerine yet d
ensizlik yerine yetse, onda
(n-1) \/ZII// t)dt + C, " Y Y
JX-L(t)dt
gorniisli - defilema getirildi. Bu bolsa (13) gornisli v(x)<Ce* , X <x<T (2)
denlemedir.
densizlik yerine yeter.
3-nji mysal. y" =Yy defilemanii y(O):l, Subudy. (1) densizligin sag bolegini @(x) bilen
y'(0) = 0 baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢6ziwini belgilalin: X
tapmaly. C + [L(®o(t)dt = o(x). (3)
Cozulisi. Garalyan denlemanin iki bdlegini hem X
2y’ -e kdpeldip, Onda

0(X) < @(X) (4)

2 ! — 2 !/
Yy Yy bolar. Bu densizligi L(x) -e kopeltsek,

denlemani alarys.
L(X)u(X) < L(x)o(X)

r2

dy =2yy'; dy'2 = 2yy'dx; dy'2 = 2ydy; bolar. (3) denligi differensirldp, o'(x)=L(x)v(x) denligi
dx 5 5 alarys. Onda sonky densizligi

y' =y°+Cy.

o'(X) < L(X)o(X)

Baslangy¢ sertleri nazarda tutup alnan C; = —1 bahany i
a-da
sonky defilemede goyup, y'2 = y2 — 1 desleméni alarys. y o'(X)

Bu yerden o(X) < L(x)
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.......

dan x-a ¢enli integrirlap,

InwuanwUQstGMt

ya-da

L)t

o(x)<Ce® |, (0(x,)=C)

densizligi alarys. Bu densizligin sag bolegini (4)
densizlikde goyup, (2) densizligi alarys.

2-nji teorema (Bihari teoremasy). Goy, ov(X)
(x, < x<T) otrisatel dal uznuksiz fuksiya

b(X) < C + [ wfv(t)]dt (5)

integral densizligi kanagatlandyryan bolsun, bu yerde
C>0 -hemiselik san, w(u) (0<u<ow) kemelmeyén

Uzniksiz funksiya, ondan hem basga u <0 bahalar Ggin
o(u)>0 we o(0)=0.
Onda

v(Xx) <G [G(C) + (x—x,)]
densizlik yerine yetyandir, bu yerde
G(u) funksi)’/a%funksiyanyﬁ asyl funksiyasy, G bolsa
w

G funksiyanyn ters funksiyasy.
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y("2 = (1), y(V = (1) (16)

gbrnisde  afiladylan  bolsun, bu  verde  ¢(t)
differensirlenyan funksiya. (o(t) we v/(t) funksiyalar (14)
denlemani tozdestwa owirmelidir, yagny

F(e(t).w(t))=0.

(16) denleméni ¢bzmek (cin asakdaky usuly beyan edelin.
Matanaliz kursundan belli bolsy yaly,

dy(n_l) — y(n)dx’ dy(n_z) — y(n_l)dx
gatnasyklary yazmak bolar. Bu deiliklerden dx-i ¢cykaryp,

y(n_l) dy(n_l) — y(n) dy(n_z)
ya-da

d(y™)’ = 2p (o' (t)et

denleméni alarys. Muny integrirlesek,

y(n—l) — \/ZI V/(t)(p'(t)dt +C
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= +dx

sz (u)du+ C4

gornlsli denlemani alarys. Kok astyndaky anlatma nuldan
tapawutlydyr diyelin. Denleménin iki bdlegini hem
integrirlap, onun umumy integralyny

_Czix

sz (u)du+C,

gornlsde taparys. Muny

0)()(, U,Cl,Cz) = O
anyk dal gorniisde yazalyn. U-y y(n_z) bilen calsyryp,
a)(x, y("-2) ,cl,cz) -0

gornisli n— 2 tertipli denlemani alarys. Bu bolsa (1)
gornusli  denlemedir. Ona gord-de bu denlemani
¢cozmeklige gorkezilen usullaryn birini ulanmak bolar.

Indi (14) denleménin uly 6nime gora ¢ozilmedik
yagdayyna garalyn. Bu yagdayda ony parametrik gornlsde
anlatmak bolar.
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Subudy. (5) densizlikden
v(X)<C+e+ ja)[u(t)]dt

densizligi alarys, bu yerde ¢ -yeterlikce kici polozitel san.
VX e[X,,T] ugin

v(X) < u(x) (6)

densizligin dogrudygyny gorkezelin, bu yerde u(x)
funksiya

u(x)=C+e¢+ ja)[u (t)]dt (7)
integral denlemanin ¢oziwidir. x X: X, bahada
v(X,) <u(x,),
yagny (6) densizlik yerine yetyar. (6) densizlik [x,,T]

kesimin hemme nokatlarynda yerine yetmeyar diyelin.
Onda u(x)wewv(x) funksiyalaryn (zniksiz bolanlygy

sebapli, x >0 bar bolsun v(x) < u(x) defisizlik ¥x € (x,, )
bahalar ticin yerine yeter we v(x) = u(x) bolar.

v(X)<C +¢+ fw[u(t)]dt <C+e+ fw[u(t)]dt —u(x).

Bu bolsa edilen giimana garsy gelyar.
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Seylelikde, (6) densizlik subut edildi.
(7) denlemanin

u'=w(), u(x,)=C+¢
meseld denguyclidigini gérmek kyn daldir. Bu yerden

L
2 o(t) ’

ya-da
GUu)-G(c+e)=x-X,.
Teoremanyn sertlerini gdz 6nlinde tutup, bu yerden
u(x) =G [G(c+¢&)+ (x—x,)]
denligi alarys. Diymek

v(x) <GT[G(c+ &)+ (x—x,)].

Bu densizlikde & — Opredele gecip, subut etmeli

densizligimizi alarys.

1-nji  kesgitleme. Eger islenduk (x,?),(x,?)eR

nokatlar tgin
10y =|F o0y < LOoy - Y],
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y - Sh(X+ Cl) + C2X+ C3
funksiya garalyan denlemanin umumy ¢oziwidir.

3.
F(y(n—z) | y(n)) -0 (14)

denleméd garalyn. Goy, (14) denleme uly 6nime goré
cozilen bolsun, yagny

y(n) _ f(y(n_z))_ (15)

y(n_z) = U ornuna goymany etsek, onda (15) denileme
u” = f(u)
gornusi alar. Iki bolegini hem 2uU’ -e kopeldip, ony
20'u" = 2f (U)u’ ya-da du’? = 2f (u)du
gornlsde yazarys. Bu yerden
u'? = ZI f(u)du+C,

ya-da
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du

Vi+ u?

gornlsde yazarys. Muny integrirlap,

= dx

J' du
V1+u?
gornlsde denligi alarys. Bu yerden

U++1+u? =¥

bolar. Onda

U+ V14 u? = Q)

bolar. Sonky deiliklerin degisli boleklerini ayryp,

u= Sh(X + Cl)
denligi alarys. Bu yerde u-y y” bilen calsyryp,
y” = sh(x+ Cy)

denlemani alarys. Diymek,
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= X+ C, ya-da In(u+\/1+ u2) =X+ C;

(L(x)-0znlksiz funksiya) densizlik yerine yetyadn bolsa,
onda f(x,y) funksiya R=[x,,T]=[y,—b,y, +b] oblastda
y boyunca umumlasdyrylan Lipsis sertini
kanagatlandyryar.

Indi Gronuoll-Bellman teoremasyny peydalanyp,

-%=fmw, Y(%) = Yo ®)
X

meselanin ¢ozuwinin kabir hésiyetlerini derndlin.
3-nji  teorema. Goy, f(x,y)funksiya R
oblastdayboyunca  umumlasdyrylan  Lipsis  sertini

kanagatlandyryan bolsun. Onda (8) mesel&nin birden artyk
¢oziwi bolmayar.

Subudy. Goy o¢@(x)we ¢(x) funksiyalar (8)
meseldnin ¢ézuwleri bolsun. Olary (8) meselda denguycli
integral denlemede goyup,

() =y, + | F L]t

p(x) =y, + | FILHO)]dt

tozdestwolary alarys.Bu yerden

X

() —p(x)| < [| It (0]~ FIt,#(0)]dt.

Xg

Densizligin sag bolegine Lipsis sertini ulansak,
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() - $(9)| < [ LD (1) - g0l

bolar. |p(x)—¢(x)|=v(x) belgilemani girizelin. Onda
sonky densizlik

(X) < fl_(t)u(t)dt

gornusi alar. Gronuoll-Bellman teoremasyny ulansak,
v(x)<0

bolar. Diymek, ¢@(x)—¢(x)=0, vxe[X,,T] ugin.
Teorema subut edildi

2-nji  kesgitleme. Eger islendik (x,?),(x,?)eR
nokatlar tgin

f(,) - F (6 y) <@y -y)
densizlik yerine yetyan bolsa, bu yerde w(u) (0<u<y)

kemelmeyan Uzniksiz funksiya, u>0 bahalar Ggin
o(u) >0, o(0)=0 we

¢ du o
() ©)
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gornuse geler. Bu (10)-a menzes denlemedir. Onun ¢ozlis
usuly hem edil sonun yalydyr.

Goy, (12) denleme ki¢i 6niime goréd ¢ozulen bolsun,
yagny

y(n_l) — f(y(n))
y(”) =1 belgilemani girizsek, onda

bolar. Sunlukda biz

y( f(t), y =t

gornlsdaki denlemani alarys. Bu bolsa (13) denleménin
hususy halydyr.

2-nji mysal. y"" =/1+ y”2 denleménin umumy
¢oziwini tapmaly.
Cozulisi. y" =uU belgilemani girizip, garalyan

denlemaéni
U’ =1+ u?

gorniise getireris. Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edip,
denlemaéni
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parametrik gérniisde berlen bolsun, ¢(t)-differensirlenyén
funksiya. (p(t) we v/(t) funksiyalar

tozdestwo yerine yeter yaly kesgitlenmelidirler. (13)-den

dy("Y = y(t)dx

denligi alarys. Bu yerden

dy"Y _ do(t) _ ¢'(t)dt

w(t) () w(t)

dx =

Muny integrirlép,

_Iw(t)dt C,

denligi alarys. Seylelikde, (13) denleme

X = I 3/’((:)) dt+Cy, y(™Y = p(t)

154

onda f(x,Yy)funksiya y boyunca Osgud sertini
Eger f(x,y) funksiya R oblastda y boyunca Lipsis
sertini kanagatlandyryan bolsa, onda ol y boyunca Osgud
sertini kanagatlandyryar, sebdbi w(u)=Lu we (9) sert
yerine yetyar.
4-nji teorema. Goy, f(x,y)funksiya R oblastda y

boyunca Osgud sertini kanagatlandyryan bolsun. Onda (8)
meselanin birden artyk ¢6zuwi bolmayar.

Subudy. Goy, (8) meselanin iki ¢6ziwi bar diyelin.
Olary ¢(x)we ¢(x)bilen belgildp, (8) meseld denglycli
integral denlema goysak,

p(X) =Y, + J It e(t)]dt, ¢(x) =y, + I f[t, ¢(t)]dt
bolar. Bu yerden

() - #(x) < [| F I ()] - f (Lo,

p(x) - 40| < [ 0p) - p(D))dt .
p(x) — ¢(x)| < v(x) belgilemani girizip,

v(x) < ja)(u(t))dt
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v(X) =|@(xX) —#(x)| < G[G(0) + (X~ %,)]
bolar. (9) serti nazara alsak,
0(X) =|p(X) — $(x)| <0

bolar. Bu yerden ¢(x) = ¢(x).

Seylelikde, teorema subut edildi.

Bellik. Subut edilen teoremadan gdrnusi yaly, eger
f (x,y)funksiya y boyunca Lipsis sertini
kanagatlandyryan bolsa, onda (8) meslanin birden artyk
¢ozUwi bolmayar.

811. CozUwin parametre tznuksiz baglylygy we
parametr boyunca differensirlenmegi

%= F0yA), y(%) =Y, )
X

mesela garalyn, bu yerde A €[A,, A]-parametr.

1-nji teorema. Goy, f(x,y,A) Uznuksiz funksiya
R=R= [4,,A]oblastda ywe A boyunga umumylasdyrylan
Lipsis sertini kanagatlandyryan bolsun, yagny

f(x Y A) = £ 06y, D) < LY =y + LA -4,
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gOrnusde bolar. Muny
Fl(X,U,Cl) = O

n_

gornusde yazarys. U-y y( D bilen calsyryp,
Fl(x,y(n_l),Cl) =0

gornusli denlemani alarys. Bu (1)-e menzes denlemedir.

Eger bu denleme y(n_l)-e gora cozilen bolsa, onda
ony

y(" Y = o(x,Cy)

gornlsde yazyp, umumy ¢ozuwini

gornusde taparys.
Indi  (12) denlemédnin argumentlerine  goré
¢cozllmeyan yagdayyna garalyn. Goy, (12) denleme

y(1Y = (1), vV = (1) (13)
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ol denleménin umumy integraly ya-da umumy ¢0zuwi
bolar.
Goy, (1) denleme X-a gord ¢ozilen bolsun. Onda

ony x:go(y(n)) gornisde yazarys. Bu yerde y(n) =1

belgilemani girizsek, onda X = (o(t) bolar. Seylelikde, (1)
denleme

x=gp(t), y =t (11)
gornlsde anladylar. Bu yerden gornilsi yaly (11) denleme

(10) denleménin hususy halydyr.
2.

Ry yM)=0 (12)
denlemd garalyn. Goy, (12) denleme uly 6nime goré
¢ozulen bolsun. Onda ony y(n) = f(y(n_l)) gornisde

yazarys. y(n_l) = U belgileméni girizsek, onda denleme

du
—=f
o~ W

gornilsi alar. Onun umumy integraly

I£:X+C1, f(u)=0

f(u)
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(X,;’,I), (X’;/’E) €§,
bu yerde L (X)(=12;x,<x<T)-uznlksiz fuksiyalar.
Onda (1) meselanin ¢6ziwi A boyunca Uzniksiz
funksiyalardyr.

Subudy. Goy, 4,4, €[4,,A]bolsun. (1) meselanin
coziwini  ¢@(x,A) bilen belgildlin. A-nyn gorkezilen
bahalaryna degisli (X, 1) wep(x,4,) ¢ozlwleri (1) mesela
denguycli bolan integral denlemede goyup,

(p(x,ﬂ,l):y0+'x[f[t,(p(t,ﬂ,l),ﬂ,l]dt, (1=12)

tozdestwolary alarys. Bu yerden

p(x,24,) —o(x,2,)| <

< JIf [t A). 4]~ Flto(t.2,).4,]dt <

< [ILOp(xA) - o(x,2)| + L O - 4,[Idt,

p(%, 1)~ p(x, 2,)| < [ L, ()14, - 2t +
+ '[ L1 (t)‘(p(X, /11) - (p(X1 ﬂ“z )‘dt
Bu yerde
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000 2) ~0(x 1) =000, [L O - ldt=C
belgilemeleri girizsek, onda
v(x)<C+ j L, (t)o(t)dt

bolar. Gronuoll-Bellman teoremasyny ulansak,

L (t)dt

v(x)<C-e"”
ya-da
L

0(X) < ]'LZ (tydt-e” -4, -4,

bolar. Bu densizligi

(%, 4) = @(x,2,) < LA, - 4

;
Ly (Dt

gorniisde yazalyn, bu yerde L=[L,(t)dt-e" -
hemiselik san. Yokardaky densizlikden gorniisi yaly
14, —2,| yeterlikce kici bolanda |p(x,4)—@(X,4,)|
yeterlikge Kkici bolar. Bu bolsa ¢(x,A) ¢ozlwnin A goré
Uzniksiz funksiyadygyny gorkezyar.
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gornusi alar. Bu denleméni

dy(n_z) = w4(t,Cy)dx ya-da
dy("2) = w,(1,C,)p'(t)dt

gornlsde goucrelin. Bu yerden
) ,
y("?) = Icol(t,Cl)go (t)dt+C,.
Sag bolegini @, (t,Cy,C,) bilen belgilesek, onda ol

y(n=2) =w,(t,C1,Cy)

gornisli denleme bolar. Bu usuly yene n—2 gezek
gaytalasak, onda

yzwn(t,Cl,...,Cn)

gornlsli funksiya geleris. Seylelikde, (1) denleménin

{ X = g(t),

y= a)n(t,Cl,...,Cn)

parametrik gornlsli umumy integralyny alarys. Eger bu
denliklerden t-ni ¢ykarmak basartsa, onda alnan funksiya
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gornisde yazmak bolar. Bu yerdaki integral hasaplanylsa,
onda tapylan hususy c¢6ziw alnar. Munun seyledigini
Ozbasdak barlap gorin.

Eger (1) denlemani (2) gorniisde yazmak basartmasa,
onda ony

X =o(t), y(n) =y(t), t-parametr  (10)

parametrik gomisde bermek bolar, bu yerde ¢(t)
differensirlenyan funksiya bolmalydyr we

F(o(t).w(t)=0

yerine yetmelidir.
(10)-dan dx = ¢'(t)dt bolar. Ondaky ikinji deiiligi

dy (™Y = () (t)ct
gorniisde yazalysi. Bu yerden
Y = [y () (t)dt +Cy.
Munu sag bélegini w4(t,C;) bilen belgilesek, onda ol

y(n_l) = a)l(t , Cl)
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2-nji teorema. Goy, f(x,y,A) lzniksiz funksiya R
oblastda y boyunca Osgud sertini we A boyunca Lipsis
srtini kanagatlandyryan bolsun, yagny

f6 Y A) - f (Y, D) <oy - YD+ L2 -1,
(X1§/1I) y (X,Tl,z) e ﬁ,
Onda (1) meseldnin ¢oziwi A-a gora Uzniksiz
funksiyadyr.

Subudy. Goy, 4,4, €[4,,A] bolsun. (1) meselanin
¢coziwini ¢(x, ) bilen belgilalin. Onda

(X, 4) — (X, 4,)| <

< [|f Ittt ), A1 FIt ot 4,), 2,]dt <

< Jollp(x, 4) - 06 At + LT~ x4, ~ 4

bolar.v(x) = |p(t, 4) — ¢(t, 4,)|belgileméani  girizip,  bu
yerden

b(X) < C + [(u))dt

defisizligi alarys, bu yerde C=L(T —X,)|4 —4,|. Bihari
teoremasyny ulanyp,
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ot 2) — o(t, 4,)] < G G(L(T = x4 — 4|+ (x— )]

densizligi alarys.
Eger yeterlik  Kkici  bolsa, onda

ot 4,) —o(t, ,)| -nint yeterlik kici bolyandygy bu yerden

gelip ¢ykyar.

Teorema subut edildi.

Indi (1) meselanin ¢dzuwinin A boyunca éniminin
bardygyny gorkezelin hem-de ony kesgitlalin.

3-nji  teorema. Goy, f(x,y,A)  UznUksiz

funksiyanyn R =[x,,T]x[y, —b,y, +b]x[4,,A] oblastda

f',, f', Uznlksiz onumleri bar bolsun we

£ ]<L.|f|<L, L,L, =const.

Onda (1) meselanin ¢ézuwinin A boyunca 6nimi bardyr
we ol

82, jf (t,y,A)- exp[jf (s, y,ﬂ,)ds}

formula boyunca tapylyandyr.
Subudy. Goy, Ael[A,AlweA-nyn bu bahasyny
degisli (1) meselanii coziiwi y(x) bolsun. Onda

Wt x VD). V() =
8& - f (X1 y,ﬂ,) ' y(Xo) - yo (2)

92

y=eX(x—3)+%x2+C2x+C3 (9,)

bolar. Bu funksiya garalyan denleménin umumy ¢cozuwidir.

Eger berlen dedlemanin y(0)=0, y'(0)=-1,
y"(O) =1 baslangyc sertleri kanagatlandyryan ¢oziwini
tapmaklyk talap edilse, onda (9), (9:1), (9,) denliklerde
(formulalarda) X-yi ornuna 0-y, y-iit ornuna 0-y, y'-ii
ornuna -1-i, y” -innornuna 1-i goyup alnan

c,-1=1
C,-2=-1
C;—3=0

defilemeler sistemasyndan kesgitlenen C, =2, C, =1,
C; = 3 bahalary umumy ¢éziiwde goyup,

y=e*(x=3)+x* +x+3
gornusli hususy ¢oziwi taparys.

Garalyan meselanin ¢Oziuwini  (6) formuladan
peydalanyp,

tetdt +%x2 —X

I\)lH
O'—;><
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Cozilisi. Denlemani dy” = xe*dx  gorniisde
yazalyn. Bu denligin iki bolegini hem integrirlesek,

y" = Ixexdx +C,
ya-da
y" =xe* —e* +C; 9)
bolar. Bu denleméni
dy’ = (xeX —e* + Cl)dx
gornlsde goucrelin. Munun iki bolegini hem integrirlap,
y' =xe* —2¢* +C;x+C, (9)
gornusli denlema geleris. Bu denlemani
dy = (xeX — 28" + Cx + Cz)dx

gérnisde yazyp, iki bolegini integrirlesek, onda
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bolar. (2) we (1) denliklerden alarys:

d(y-y) _ f(x,y,4)— (X Y,4),
dx _
y(%,) = y(x,) =0

Denligin sag bolegine Lagranz formulasyny ulansak, onda

%: f' (X,V,Z)(y—y)—k f' (X,y,Z)(Z_l)’ (3)
y(xo) - Y(XO) =0
bolar, bu yerde

y=y+3(y-y), A=21+%(A-1), 0< 9,9, <1.

Goy, A # A bolsun.

N_Y-Yy
X, A A) ==—=
v( ) T2
belgileméni girizip, (3) meselani

d_U =f ly (X’ V;Z)U + f '& (X’ y’Z) !
dx

v(X,A,A) =0
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gornisde yazarys. Bu meselénin ¢ozuwini
v(x,A,A) = [ f", (t,y,Z)xexp[jf'y (s,?,ﬂf)ds}dt
ya-da

;’ ;i jf (t, y,l)xexp[jf (s, yﬂ,)ds}dt

gornisde taparys. Sonky deilikde A — A bolandaky
predele gecsek, onda

Ln;% ’ jf (t, y,ﬂ,)exp[jf (s, yﬂ,)ds}
ya-da
-l e ey
—= |, y,A)exp | ' (s,y.1)ds
1 J (t,y,A)exp| [ £, (s,y.A)
bolar.
812. Ayratyn ¢oztwler barada
Eger

y'=f(x,y)

denleménin sag bolegini Roblastyn her bir nokadynda
Pikar teoremasynyn sertlerini kanagatlandyryan bolsa, onda
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X

= (oM () x—t)" ot ®)

"0t}

gornusde anlatmak bolar.

Baslangyc  sertleri  hem-de qo(n)(x) = f(x)
tozdestwony g6z onlinde tutsak, onda (8)-den (7) denlige
geleris.

(1) denleme 6niime goré ¢dzulen yagdayynda birnace
denlemelerin alynmagy mumkin. Olar

y = f(%) (i=12....,n)

gornlslerde bolar. Onda (2) denleme (gin beyan edilen
usuly ulanmak bilen olaryn umumy ¢oziwleri

y=0i(x,Cy,....Cy) (i=12,...,n)
ya-da umumy integrallary
0i(x,y,Cq,...,Ch) =0 (i=12,...,n)

gornlslerde tapylar.
1-nji mysal.

y!H Xe

denlemani ¢ozmeli.
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ya-da
Y=t fx—t) (bt +
(n—1);
n-1 y(k) (7)
0 _ k
T4 (x=x,)

goérnuslerde gotcrilip bilner.
Yokarda tapylan formula basga yol bilen hem
gelmek bolar.

Goy, Y =¢(x) funksiya (2) deiilemanii (5) sertleri
kanagatlandyryan ¢ozuwi bolsun, yagny

CD(XO) = Yo: (0'()(0) =Y CD(n_l)(Xo) = YC(Jn_l)-

Ony Teylor formulasy boyunca

o(x) = (X, )+ @'(X, X =X, ) +...
(P(nil) (Xo)(
(n—1)

ot X=X, )" +
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ol denlemanin (x,,Y,)nokatdan gegyan yeke-tdk ¢Ozlwi
bar. Bu yagdayda (X, y,) nokada ady nokat diyilyar.

Eger (X,,Y,) nokatda denleménin ¢ozlwinin yeke-
takligi bozulsa, onda ol nokada ayratyn nokat diyilyar.

Eger y=¢(x) c¢oziwin grafiginin  hemme
nokatlarynda yeke-téklik serti bozulsa, onda ol ¢6ziwe

Pikar teoremasyndan belli bolsy yaly, ¢cozuwin yeke-
taklik sertini Upjun edyan Lipsis sertidir. Ona gora-de
tekizlikde ayratyn c¢ozuwleri Lipsis sertinin  yerine
yetmeyén yerlerinden (nokatlaryndan) gozlemeli. Coziwin
grafiginin ayratyn nokatlardan duryandygyny ya-da
durmayandygyny Lipsis serti bilen barlamak ansat is dal.

Sonun Ucin durmusda Lipsis sertinin yerine

of

oy

<L

sert ulanylyar. Bu densizligin Lipsis sertini Upjin edyandigi
gorkezilipdi. Bu yagdayda differensial denlemanin ayratyn
¢ozUwi bolmayar.

Eger f(x,y) funksiyanyn % onimi  y =@(x)
bolanda tlikeniksizlige déwrilse, yagny

of
ay y=p(X)

= o0
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bolsa , onda Lipsis serti yerine yetmeydr. Diymek,
y=¢(x) funksiyanyn ayratyn c¢oziw bolaylaklygy

ahtimaldyr.
Eger y = ¢(x) funksiya berlen differensial defilemani

kanagatlandyrsa, onda ol ayratyn ¢zuw bolar.

a hususy oniimi tukeniksizlige 6wilryan birndce

funksiyalaryn bolmagy mimkin. Olaryn ayratyn ¢oziwler
bolyandygyny ya-da bolmayandygyny gorkezilen usul
bilen anyklamak bolar.

1-nji mysal. y'=,/y—-x denleménin ayratyn

¢oziwini tapmaly.
Cozulisi. Berlen yagdayda

F(xy)=yy-x

Bu funksiyanyn 6nimi

of 1

E_ZW/y—x

y = X bolanda tikeniksizlige éwrilyér, yagny

of
¥,
Diymek, y=x goninin nokatlarynda Lipsis serti yerine
yetmeyar. Bu y=x funksiyanyn berlen denlemede
goyulanda, ony kanagatlandyrmayandygyny goryaéris.
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=00

SR NS

Kosi formulasyny peydalanyp, umumy ¢c6ziwi

ST [ +
=

n-1

+C +..+C, _x+C,

"(n—-1)

gornisde yazarys.
Goy, (2) denlemanin

Y(X0) = Yo. ¥'(X0) = Yo.--- y(n_l)(xo) = ygn_l) (5)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan c¢oziwini tapmaklyk
talap edilydn bolsun. Onda (2) denleménin cep we sag
boleklerinden yzygiderli n gezek Xp-dan X-a genli integral
alarys. Xer gezek integral alnanda baslangy¢ sertlerden
degislisini peydalanyp, (2) denlemanin ¢6ziwini

X X (n-1)
y=[..] f(x)dx..dx+ Yo

Xo  Xo (n _1)'

et Y (X=X, )+ Y,

(x=x,)"™" +...

gOrnusde taparys. Bu denlik
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denligi alarys. Bu dexligi
dy("2) = (I f (x)dx + Cl)dx
gornlsde yazyp we iki bolegini hem integrirlap,
y(-2) = ” f (x)dxdx + Cyx + C,

gornusli denlige geleris. Integrirlemekligi N—2 gezek
yzygiderli gaytalap.

y=[..[ f(x)dx..dx+

n
X" +..+C x+C &
1 (n i 1)' n-1 n

denligi alarys. Bu funksiya (2) denleméanin umumy
cozlwidir. (3) cozuwde kesgitsiz integrallary yokarky ¢égi
uytgeyén ululykly kesgitli integrallar bilen calsyrmak bolar,
yagny ony

+C

X X n-1
X
y:xj...xj f(X)dX---dX+Cl(n_l)!+---+Cn_1X+Cn
0 0

n

gornlisde yazmak bolar.
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Diymek, y=x funksiya ol denlemanin ayratyn
¢ozUwi bolmayar.

2-nji mysal. y'=4y-x+1,
y—x>0

denlemanin ayratyn ¢oziwini tapmaly.
Cozulisi. Bizin denlemamizde

f(X,y)=4Yy—x+1.

of 1

oy 2Jy—x

Onki mysaldaky yaly y=x bolanda % tukeniksizlige

owrllyar, yagny Lipsis serti yerine yetmeyér. Bu y=x
funksiyanyn garalyan denleménin ¢éziwidigi aydyndyr.
Garalyan denlemede y — x =u belgilemani girizip,

(x+C)
4

y= + X
umumy ¢oziwini taparys. Tapylan y = x ¢Oziwin her bir
(%,,Y,) nokadyndan umumy ¢oziiwiii C =-x, bahasyna
degisli

¢ozlwi gegyar.



Seylelikde, y=x c¢6zUwin her bir nokadyndan iki
sany integral egri gecyér. Diymek, y = x ayratyn ¢oziw.
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82. Umumy deinlemanin hususy goérnusleri

Umumy denlemanin kabir hususy gdrnuslerinin
tertibini  kemeldip bolyar. Seylelikde, olaryn umumy
integrallaryny tapmaklyga mimkingilik doreyér. Seyle
denlemelerin birn4gesine garalyn.

1.
F(x, y(n)) =0 (1)

denlema garalyn.

(1) denleméni c¢o6zmekligin mimkin bolan birndce
yagdaylaryna garalyn. Goy, (1) denleme O6nime gora
¢ozilen bolsun. Onda ony

y" = £(x) @)

gérniisde yazmak bolar, bu yerde f(x) funksiya (a,b)
interwalda GznUksiz. (2) denleméni

()
dydx — £(x) a-da dy™? = £ (x)dx

gornlisde gougrelin. Sonky denligin iki bdlegini hem
integrirlap,

y(" Y = I f (x)dx+ C,
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tertipli bolmaly. Berlen denlemede Yy -i X -yn funksiyasy
diyip hasap edip, (9) denligi X boyunca 3 gezek yzygiderli
differensirlap, alarys:

(x=Cy)+(y-Cy)-y' =0,
1+(y-Cy)-y"+y'? =0,
(y—C2)°yW+3Y'yN =0.

Sonky iki denligif ilkinjisinden y — C, -ni tapyp, sonkuda
onun ornuna goysak, onda

y"'(1+ y'2) ~3y'y"? =0

gozlenilyan differensial denleme alnar.

Differensial denleménin  ¢Ozlwini tapmak
yorelgesine differensial denleméni integrirleme diyilyar.
Yokary tertipli differensial detileméni integrirleme meselesi
birinji ~ tertipli  differensial denleméni integrirleme
meselesine garanda ep-esli ¢ylsyrymlydyr. Ona gora-de bu
bapda umumy gornisli (1) denlemdnin kabir hususy
gornuslerine  we onun tertibini  kemeldip  bolyan
yagdaylaryna gararys hem-de olaryn umumy cozuwlerini
tapmaklygyn usullary bilen tanysdyrarys.

(2) denleme ucin beyan edilen disunjeler (1)
denlem& hem degislidir.
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Il BAP
ONUME GORA COZULMEDIK DENLEMELER
Bapda Onume goré cozulmedik birinji tertipli ady

differensial denlemeler dwrenilyar.

81. Onlime gora ¢ozulmedik differensial desillemanin
¢OzUwinin
barlyk we yeke-taklik teoremasy

F(xy,y)=0 (1)

denlem& garalyn. (1) denleme Ucin Kosi meselesini
kesgitlalin. (1) differensial denleménin

y(X,) =Y, 2)
serti kanagatlandyryan y=¢(x) coziwini tapmaklyga
Kosi meselesi diyilyar.

(2) denlige baslangic sert diyilyar, x,, y, sanlara
baslangic bahalar diyilyar.
R™ =[x, —a,x, +a]x[y, =b,y, +b]x[y, —¢.y; +¢]

Belgilemani girizelin, bu yerde a, b, ¢ berlen hakyky
sanlar, y; san
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F(X,,Y,,Y)=0

Denleménin hakyky koklerinin biri.

Indi (1) denleméanin (2) serti kanagatlandyryan yeke-
tak ¢cOzuwinin bardygyny subut edelin.

Teorema. Goy, F(x,y,y) funksiya asakdaky
sertleri kanagatlandyryan bolsun:

a) F(x,y,y") funksiya F/ we F/ hususy onumleri

bilen bilelikde R™ oblastda tizniksiz,

b) . F) (X, Yo, ¥,) #0.

Onda [x,—h,x,+h] kesimde (1)-(2) meselanin
y = y(x) yeke-tédk ¢cozlwi bardyr we onun tgin y'(X,) =Y;.

Subudy. Teoremanyn sertlerinde  F(X,y,Y")
funksiya anyk dal funksiyanyn barlyk we yeke-téklik
teoremasynyn talaplaryny kanagatlandyryar. (Bu bize
matanaliz dersinden bellidir). Ona goré-de (1) denleme
R™ c R oblastda y'—i birbahaly funksiya hokminde,
yagny

y'=f(xy) 3)

gornlisde kesgitleyar. f(x,y) hususy o6numi % bilen

bilelikde Gznuksiz funksiya bolup, f(X,,y,)=Y, denlik
yerine yetyar.

Diymek, f(x,y) R~ oblastda Uzniksiz funksiya we
y boyunca Lipsis sertini kanagatlandyryar, yagny (3)
denlemanin sag boélegi Pikar teoremasynyn sertlerini tpjtn
edydr. Onda (3) denlemanin, yagny (1) denlemanin
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egriler masgalasynynn defnilemesi bolsun, bu yerde ©
differensirlenyan funksiya. Berlen egriler masgalasynyn
denlemesindaki y -ge X -yn funksiyasy diyip garap hem-
de ony X boyunca n gezek yzygiderli differensirlap,

ab  AD
_+_.y'=0’
X

gornusli denlemeleri alarys. Seylelikde, berlen hem-de ony
differensirlap alnan n+1 sany denlemeler sistemasyndan
Cq,..., C, erkin hemiselik sanlary (parametrleri) ¢cykaryp,
(1) gornusli n tertipli differensial denleméni alarys. Ol (8)
egriler masgalasynyn differensial denlemesi bolar.

Mysal.

(x— C1)2 +(y - C2)2 =C3 (9)

egriler masgalasynyn differensial denlemesini dizmeli.
Cozilisi. Gornusi yaly, (9) tekizlikdaki towerekler

masgalasydyr. Ol éziinde C;,C,,C5 ig¢ erkin hemiseligi

saklayar. Ona goré-de onun ucin dizilmeli denleme 3-nji
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(2) denlemé&ni N sany birinji tertipli denlemeler
sistemasyna getirmek bolyar. Goy, Yi,...,Y, taze
g06zlenilyan funksiyalar bolsun. (2) denlemede

Y=Y Y =Yo Y =Yg ... y" Y =y,

belgilemeleri girizip,

S e, (7)
Yn-1=Yn
Vh=F(G Y0 Yo Yn)

gornisli denlemeler sistemasyny alarys. (7) sistema (2)
denlemd ekwiwalentdir (denguyclidir), yagny eger
y = @(x) funksiya (2) deileménii ¢6ziwi bolsa, onda ol
(7) sistemanyn hem ¢oziwidir we tersine.

Denlemeler sistemasyna yorite bapda garalar. (7)
sistema  Owreniljek  umumy  gornusli  denlemeler
sistemasynyn hususy halydyr. Sol yerde differensial
denlemelerin normal sistemasy diyip atlandyrylyan umumy
sistema ucin ¢ozlwin barlyk we yeke-téklik teoremasynyn
subudy beyan ediler.

Egriler masgalasynyn denlemesi boyunca onun
differensial denlemesini diizmek bolar.

Goy,

®(x,y,Cy,...,Cy) =0 (8)
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[x, —h,x, +h] kesimde y(x,)=1Y, serti kanagatlandyryan
y = y(x) yeke-tdk ¢cozlwi bardyr.

Indi  y'(x,)=y, bolyandygyny gorkezelin. Belli
bolsy vyaly, y=y(x) (3) dedleménin (2) serti
kanagatlandyryan ¢6zuwi. Onda hemme x e[x, —h, x, + h]
bahalar Ggin

y'(x) = T(x,y(x)).
Goy, X =X, bolsun. Onda
y,(xo) = f (Xo’ y(xo)) = f (Xo’ yo) = y(,)
Teorema subut edildi.

82. Ayratyn ¢ozUwler barada
F(x,y,y)=0 1)

denlemanin ayratyn ¢oziwini tapmaklyga garalyn.

Garalyan (1) denleméanin ¢6zliwinin yeke-taklik
sertinin  bozulyan nokatlaryny tapalyn. Onun Ggin (1)
denleméni y boyunca differensirlesek,

oF OF &' _,
oy oy oy

bolar, bu yerde
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denligi alarys.
oF oy o, ... OF
——=-—=o0 sertii yerine yetmegi ucin — =0
oy oy oy
bolmaly.

Seylelikde, ayratyn c¢oOziwleri tapmak  (gin
koordinatalary

F(x,y,y)=0
YY) _ 2)
oy’

denlemeleri  kanagatlandyryan  nokatlary  gozlemeli.
Sistemadan y’—i ¢ykaryp

o(x,y)=0

denlemani alarys. Bu denlema (1) denlemanin diskriminant
egrisi diyilyar. Ol denlemanin birndce bolmagy mimkin.
Diskriminant  egrilerin  ayratyn ¢oziwler bolmagy
ahtimaldyr.

Seylelikde, (1) denlemanin ayratyn ¢6zuwini tapmak
ucin ilki bilen onun diskriminant egrilerini tapmaly, sonra
olaryn integral egrilerdigini (¢O0zlwlerdigini) goérkezmeli,
in sonunda bu integral egrilerin nokatlarynda c¢oziwin
yeke-téklik sertinin bozulyandygyny deriemeli.

Mysal.

y—xy' +e’ =0

denlemanin ayratyn ¢éziwini tapmaly.
Cozullisi. Berlen denleme (cin (2) sistemany
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Eger D oblast gubercek we sol oblastda
f(x, VoY y(n_l)) funksiyanyi Y, y',...,y(”_l)
argumentleri boyunca c¢akli hususy dniimleri bar, yagny

fy

bolsa, onda ol oblastda Lipsis serti yerine yetyandir.

Indi yokary tertipli denilemeler G¢in Kosi meselesinin
cozlwinin barlygynyn we yeke-tékliginin teoremasyny
getirelin.

Teorema (Kosi-Pikar teoremasy). Eger

f(x,y,y',...,y(n_l)) funksiya  yapyk D c R

<Ly, |fy|< LZ,...,‘fy'(n_l)

<L,

oblastda Uznlksiz we y,y',...,y(n_l) argumentleri
boyunca Lipsis sertini kanagatlandyryan bolsa, onda (2)

denlemanin V(XO, Yo y(),...,y((,n_l)) € D nokat (igin
?(X0) = Yo. #'(X0) = Yo, - - -
0" (x0) =y

sertleri kanagatlandyryan we X, nokadyi kabir etrabynda
kesgitlenen yeke-tak y = (p(x) ¢Ozlwi bardyr.

Bu teoremanyn subudyny beyan etmekligin
zerurlygy yok diyip hasap edyaris. Munun seyledigi
asakdaky yagday bilen disundirilyar.
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(6)

gornisli sistemany alarys. (6) sistemadan Kkesgitlenen
0 0
C,=Cy....C, =C; bahalary y=¢(x,Cy,...,Cy)

umumy ¢oziwde go-yup Yy = go(x, Cf : ...,Cr?) cOzUwi
alarys. Bu bolsa hususy ¢0ziiw bolar.
Eger

\Y (x,yl,yl’,...,y£n_l)), (X,yg,yé,...,ygn_l)) eD
nokatlar tgin

IA

‘f(x,yl,yi,---,%”_l))— f(x,yz,yé,---,ygn_l))

< Jy2 = ol +lyi = gl A" Y -y )

denisizlik yerine yetyan bolsa, onda f (x, YA VA y(n—l))

funksiya D oblastda V,Y’,..., y(n_l) argumentleri
boyunca Lipsis sertini kanagatlandyryar diyilyar. Bu yerde
L > O - Lipsis hemiseligi.
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y—xy'+e’ =0
—x+e’ =0

gornusde alarys. Bu sistemadan y’—i ¢ykaryp,
y=xInx-x

denleme bilen kesgitlenyén diskriminant egrini taparys. Bu
funksiyanyn berlen denlemanin ¢6ziwidigi aydyndyr.
Berlen denleménin umumy ¢oziwi

y=Cx-—e®,

gornusde bolar. Bu goniiler masgalasynyn denlemesidir.
Diymek, y=xInx—x integral egrinin her bir
nokadyndan iki sany integral egri gegyar, olaryn biri bu
egrinin 0zi, beylekisi bolsa gonuler masgalasyndan bir
gonudir.
Sunlukda, diskriminant egri denlemanin ayratyn
¢ozlwi bolyar.

83. Deilemelerin ¢ozulis usullary

1.
F(x,y,y)=0 1)
denlema garalyn.
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Goy, (1) denleme 6z argumentlerinin hi¢ birine gora
¢cozulmedik denleme bolsun. (1) denlemede x, y, V'
uyrgeyan ululyklary u¢ olcegli ginisligin koordinatlary
diyip kabul etsek, onda bize belli bolsy yaly, ol bu
ginislikde ustun denlemesi bolar. Bu yagdayda, ony

Xx=p(,v), y=w(u,v), y'=o(\) (2)

parametrik gornusde anlatmak bolar. Bu funksiyalar (1)
denleméni Fle(u,v),y (u,v),o(u,v)]=0 tozdestwa
owdlrmelidirler, bu yerde u, v -parametrler, ¢(u,v) we
w(U,v) parametrlerin Uytgeyan oblastynda
differensirlenyan funksiyalar. (2) denlikden dx—i we dy—i
tapalyn:

dx:a—(pdu +a—(pdv,
ou oV

dy :a—wdu +6—de.
ou oV

Bize dy = y'dx toZdestwo bellidir. Bu tozdestwoda y’, dx,
dy Ucin tapylan anlatmalary goyup

Y u+ Y gy = co(u,v)(a—(pdu +a—(pdvj (3)
ou ov ou ov

denlemani alarys, bu yerde u we v denhukukly lytgeyan
ululyklar. Berlen yagdayda, bagly dal Uytgeyan ululyga
derek u-y, gozlenilyan funksiya derek v-ny kabul etsek,
onda (3) denlemani
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() =Y.
Y (xg) = y§' 5)

sertleri kanagatlandyryan y:(p(x) ¢oziwini tapmaklyk
meselesine Kosi meselesi diyilydr. (5)-daki denliklere

(n-1)

baslangyc sertler diyilyar, Xg,Yq,Y0---» Yo sanlara

bolsa baslangyc bahalar diyilyér.
Kesgitleme. Eger

1) yzgo(X,Cl,...,Cn) N gezek differensirlenyan
funksiya C;,C,,..., C,, hemiseliklerin islendik bahasynda
(2) denleméni kanagatlandyryan bolsa,

2) (5) sertlerdaki yg') (i=12,...,n) islendik sanlar

igin  C; hemiselikleriti degisli  C{ (i=12,...,n)

<
—
x
o
~
I
<<
o
<

bahalary bar bolup y=g0(X,C10,Cg,...,Cr?) funksiya
Kosi meselesinin coziwi bolsa, onda
yzgo(X,Cl,...,Cn) funksiya (2) defilemanin umumy
cozlwi diyilyar,

(2) denleméanin (5)-daki sertleri kanagatlandyryan
¢Ozuwini tapmak tgin (4) sistemada X,y,y'...,y(n_l)
uytgeyan ululyklaryn orunlaryna (5)-daki baslangyc
bahalaryn degislilerini goyup, C;,C,,...,C,, erkin
hemiselik sanlara gora
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we (3) funksiya Cy,...,C, erkin hemiseliklerin islendik
bahalarynda (2) denlemanin c¢Ozliwi bolsa, onda (3)
funksiya D oblastda (2) denlemaniii umumy ¢Ozuwi
diyilyar.

Eger (2) denleménin umumy ¢6zlwi anyk dal, yagny
®(X,Y,Cy,...,Cy, ) = 0 gomisde tapylan bolsa, onda ofia
(2) denlemanin umumy integraly diyilyar. Eger (3) denlik

{x:gp(t,Cl,...,Cn),

y = l//(t,Cl,...,Cn)

gorniisde anladylan bolsa, onda ona (2) denleménin
parametrik gornusli umumy ¢6ziwi diyilyér.

Umumy c¢oziwden Ci,...,C, sanlaryn her bir
kesgitli bahalary Ggin alnan ¢ozuwe ol denleméanin hususy
¢cozlwi diyilyar,

Differensial ~ denlemeler  nazaryyetinde  Kosi
meselesini dwrenmeklik esasy orun tutyar. Sona goéra-de n
tertipli differensial denleme U¢in hem Kosi meselesini
kesgitlalin.

(2) differensial denleménin
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av W )af ?5
4
dU al// (U V) a(p ( )
oV

gornlisde yazarys. Sag bdleginin maydalawjysy noldan
tapawutly diyelin. (4) denleménin sag bélegi u—-a we v—e
goré funksiyadyr. Ony f (u,v) bilen belgil&p,

dv
U f(u,v) 5)

denlemani alarys. Seylelikde, (1) denleme 0Onlime goré
¢ozilen differensial denlema getirildi.

Goy, v=0(u,C) funksiya (5) denleménin umumy
¢ozuwi bolsun. Onda (2) denlemelerden (1) denleménin
parametrik gornusdéki umumy ¢oziwini alarys:

Xx=¢(,0o(,C)), y=y(u,ou,C)).
Eger bu denliklerden u parametri gykarmak basartsa,
onda (1) denlemanin umumy integraly alnar.

Eger v=h(u) funksiya (5) denlemdanin ayratyn
¢Ozuwi bolsa, onda

x=@(u,hu)), y=w(u,h(u))
(1) denlemanin ayratyn ¢6ziwi bolmagy mimkin.
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Eger (4) denleménin ¢ozuwini tapmak kyn bolsa,
onda (3) denlemede bagly dal tytgeyan ululyga derek v-—
ni, gozlenilydan funksiya derek u-y kabul edip, 6énliime
gora ¢Ozllen basga gornisli differensial denlemani almak
bolar. Ol denleménin ¢ozlwini tapmak (4) denlemanin
¢ozlwini tapmakdan yenil bolmagy mimkin.

1-nji mysal.

xy'

y'=e’ detilemani ¢cozmeli.

Cozllisi. Berlen denleméni parametrik gornisde
anladalyn. Eger

X=uve', y=v, y' =e" (6)

funksiyalary gornuslerde kesgitlap olary berlen denlemede
goysak e' =e" tozdestwony alarys.

Indi berlen denlemani ¢cdzmége gecelin. dx-i we dy-
i tapyp we dy = y'dx tozdestwoda goyup,

dv = vdu + udv —uvdu

denlemani alarys. Bu yerde u-ny bagly dal Uytgeyan
ululyga derek, v-ni gozlenilyan funksiya derek kabul
edyaris. Onda

dv dv
— =V4+U——UV
du du

ya-da
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Eger  kébir (a, b) interwalda N gezek
differensirlenyan Yy = (p(x) funksiya (2) denlemani
tozdestwa 6wiiryén, yagny

o"(x) = £(%0(x)9'(x).-.-. 0" ()

bolsa, onda Yy =¢(x) funksiya ol deiileménii ¢oziiwi
diyilyar. Cozuwin grafigine integral egri diyilyar.
Goy,

y=¢(x,Cy,...,Cp) )

funksiya D oblastda X boyunca n gezek differensirlenyan
bolsun, bu yerde Cy,..., C, erkin hemiselikler. Eger

(4)

denilemeler sistemasy Ci,...,C,, hemiseliklere gora
cozilyan bolsa, yagny
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111 BAP

YOKARY TERTIPLI DIFFERENSIAL
DENLEMELER

81. Esasy dustnjeler we kesgitlemeler

Tertibi 1-den uly bolan differensial denlemd yokary
tertipli differensial denleme diyilyar.

Yokary tertipli ady differensial denleme umumy
gornusde

F(x,y,y',...,y(n))zo (1)

denlik bilen berilydr, bu yerde X - bagly dal Uytgeyan

ululyk, y - gozlenilyan funksiya, y',...,y(n) - g6zlenilyan
funksiyanyn énumleri, F - berlen funksiya.

Y = £ (xy vy ") 2)

gornisde berlen denlema yokary tertipli 6énime goré
cozllen denleme diyilyar. f funksiya D oblastda
Uznaksiz.

(1) we (2) denlemelere n tertipli denlemeler hem
diyilyar.
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dv
u-1) —-v|=0
-3 -]
denlemani alarys.

Iki yagdaya garalyn:

1). ﬂ—v:O.
du

Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edip %:du denlemani,

sonra integrirlap v=Ce" ¢OzUwi taparys. v-nin bu
bahasyny (6) denliklerde goysak

x=Cu, y=Ce"

bolar. Bu funksiyalar bilelikde berlen denlemanin
parametrik gornisdaki umumy ¢6ziwi bolar. Bulardan u-
ny cykaryp, ol denlemanin y=Ce*® gornisde umumy
¢Oziwini alarys:
2). u—1=0, u=1 bahany (6) denliklerde goyup x =ve™,
y =v denlikleri alarys. Bu yerden y=ex funksiya berlen
denlemanin ayratyn ¢oziwi bolar.

2. (1) denlemadnin x-a goérd c¢ozilen yagdayyna
garalyn:

x=F(y,Y) (7)

y’' = p belgileme girizelin, bu yerde p-parametr. Onda
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x=F(y, p) (8)
bolar. Bu funksiyanyn differensialy

ok, oF,

dx = dy +—=dp
oy op
. .o dy L
bolar. Bu yerde dx—in yerine F—nl yazyp,
dy oF dy + OF, dp
p oy p

denlemdni alarys. Bu yerde y we p dephukukly
ululyklardyr. Eger y -i bagly dal Gytgeyan ululyk, p-ni
gozlenilyan funksiya diyip kabul etsek, onda bu yerden
onlime goré ¢ozilen differensial denleméni

1 R
dp _p oy
ap

gornusde alarys. Bulara menzes denlemani ¢ozmekligin
usullary birinji bapda éwrenilipdi.
Goy,
o(y,p,C)=0 (10)
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10-njy mysal y’® —1=0 defileméani ¢cozmeli.
y—-C
X

CoOzilisi. Denlemede y' -in ornuna -i goyup,

umumy integralyny alarys. Bu umumy integral y'=1
hakyky differensial denlemanin hem-de

. —1+t43
y = 5

kompleks differensial denlemelerin ¢ozlwlerini 6zinde
saklayar.
11-nji mysal. sin y’=0 denleméni ¢bzmeli.
Cozulisi. Bu denleméni y' -e goré ¢ozlp

y'=kzr  (k=0+L1+2,.)

denlikleri alarys. Onda

y =kax+C
bolar. Bu yerden

Muny denlemede y’' —in ornuna goyup, onuin umumy
intrgralyny
y_C =0

X

sin

gornlsde alarys.
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X =3t +3ctgt +C,
y =cos’t

funksiyalar berlen denlemanin parametrik gérnisli umumy
integralyny beryarler.

9. Indi (1) denlemaénin dine y' -e goré denleme bolan
yagdayyna garalyn:

F(y) =0, (41)
Goy, (41) denlemanin
y'=a, (k=12,...) (42)
tlkenikli ya-da yikeniksiz sany hakyky kokleri bar bolsun.
Bu denlemani integrirlesek,

y=ax+C
ya-da

bolar. a, -nyn bahasyny (41) denlemede goysak,

F(y_cjzo
X
bolar. Bu (41) denlemanin umumy integralydyr. Bu umumy

integralyn kompleks differensial denlemelerin ¢oztwlerini
hem 0ziinde saklamagy mimkindir.
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(9) denleménin umumy integraly bolsun. Onda (8) we (10)
denlikler bilelikde (7) denlemanin parametrik gornUsli
umumy integraly bolar. Eger ol denliklerden p parametri

¢ykarylsa, onda (7) denlemanin umumy integraly alnar.
Eger p=y(y) funksiya (9) differensial denleménin
ayratyn ¢cdzuwi bolsa, onda ony (8) denlikde goyup

x=F/(y,7(y))

funksiyany alarys. Bu funksiyanyn (7) denlemanin ayratyn
¢Ozuwi bolmagy mimkindir.

2-nji mysal.
X = In% denleméni ¢ozmeli.
Cozilisi. y'=p diyelifi. Onda x:hm% bolar. Bu
yerden
dx = 1 dy — idp
y p
. . . dy .
bolyar. Bu yerde dx-in ornuna F-nl goyup,
ﬂ = ldy _ i d
Py p

denlemani alarys. Eger p-ni gozlenilydn funksiya diyip
hasap etsek, onda bu denlemani

g _1 p -1 ya-da d_1 p=-1

dy 'y dy 'y
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gérnusde yazyp bileris. Birjynsly dal ¢yzykly denleménin
umumy c¢ozuwini bize belli bolan Lagranz usuly bilen
p=Y(C —Iny) gornisde taparys.

Seylelikde,

x:lnl

p
p=y(C-Iny)

funksiyalar berlen denleménin parametrik ¢ézlwi bolar. Bu
yerde p parametri ¢ykaryp, ol denleménin umumy
integralyny

X==In(C-Iny) ya-dae™ +Iny=C

gorniisde yazyp bileris.
3. Goy, (1) denleme vy -e goré ¢oziilen bolsun. Onda

y=F,(xY) (11)
bolar. y"= p belgilemani girizsek, onda
y=F,(x,p) (12)

bolar. Bu funksiyanyn differensialyndan, yagny

oF, . oF,

dy =—2dx + d
y OX op P
denlikden, dy = pdx gatnasygy g6z 6ntinde tutup,
oF oF
dx =—%dx+—=d
P OX op P
denligi alarys.
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{ x=e’+C
y=(p-1e’

funksiyalar _berlen  denlemanin  parametrik  gornusli
cozuwidir. Yokardaky sistemadan p parametri ¢ykaryp,

berlen detileméanin
y = (x=C)[In(x-C) 1] (x>C)

umumy ¢Oziwini alarys.

Eger p=0 bolsa, onda y=-1 bolar. Bu yerde
y = =1 berlen denleménin ayratyn ¢6zlwidir.

9-njy mysal. y** +(y')""* =1 denlemani ¢ozmeli.

Cozullisi. Bu denleméni y -e we y' -e gora ¢0zmek
kynrak. Ona go6ra-de ony parametrik gorniisde anlatmak
onayly boljak.

Goy, y=cos’t, y'=sin’t bolsun. Bu funksiyalary
berlen denlemede goysak, onda toZdestwo alarys. Diymek,
ol funksiyalar berlen denleméni kanagatlandyryarlar.

dx:ﬂ dy _-3cos t-3|nt:_3cos t

r = - £ 03 s 2 dt’
y'oy(t) sin®t sin“t

2

COS T it — 3t + 3ctgt +C .
sin“t

x=-3[
Seylelikde,
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d ,
dx=;%5,dy=QGML
Bu denliklerden
dx = M

w(t)

denlemani alyarys. Bu denlemani integrirlesek,

_e'®
x_jwa)m+c (40)

bolar. (39) denliklerden y=g(t) we (40) bilelikde (34)

denlemanin parametrik gérnisli umumy ¢dzuwini beryér.
8-nji mysal y = (y'—1)e’ denlemani ¢cozmeli.
Cozllisi. y' = p belgileme girizip,

y=(p-1e°

denligi alarys. Bu yerden dy -i tapyp, sofira onun ornuna
pdx -i goysak,

dx =e’dp
bolar. Bu denleméni integrirlap x=e’ +C funksiyany
taparys.
Seylelikde,
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Eger p-ni gozlenilyan funksiya diyip hasap etsek,
onda 6nume gora differensial denleme, yagny

_oF, oF, dp
Cox op dx
ya-da
OF,
dp _ P OX
dx oF,
op
denlemani alarys. Bu denleménin umumy integralyny
o(x,p,C)=0 (13)

gornlsde taparys. (12) we (13) denlikler bilelikde (11)
denlemé&nin parametrik gornisdaki umumy integraly bolar.
Eger olardan p cykarylsa, onda alnan funksiya (11)
denlem&nin umumy integraly bolar.
Eger p=y(x) funksiya yokardaky denleménin
ayratyn ¢cdzuwi bolaysa, onda
y=F,(x7(x)
funksiyanyn (11) denlemanin ayratyn ¢6zlwi bolaymagy
ahtimaldyr.
3-nji mysal.
y=Xx+Y —Iny’ deiilemani ¢ozmeli.
Cozllisi. y'= p belgilemani girizip,
y=X+p-Inp
funksiyany alarys. Munun differensialy
dy =dx+dp-— d—lf
bolar. Bu yerde dy-inn ornuna pdx-i goyup,
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(p-Dax=""2ap

denlemani alarys.
Goy, p—-1=#0 diyelin. Onda p-1-e gysgaldyp,
uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen denllemd, yagny
dp
dx =—
p
denlem&d geleris. Bu denlemani integrirlesek, onda
X=1Inp+C bolar.
Seylelikde
y=x+p-Inp
{ Xx=Inp+C

funksiyalar bilelikde berlen denleménin parametrli umumy
¢ozlwi bolar. Bu yerde p-ni ¢ykaryp, berlen denleménin
umumy ¢oziwini
y=e"°+C

gornlsde alarys.

Goy, p-1=0 diyelin, onda p =1 bahany

y=x+p-Inp

funksiyada goyup, y=x+1 funksiyany alarys. Bu
funksiyanyn ayratyn ¢6ziw bolyandygyny goérmek kyn
daldir.

4.

y =xp(y)+y(y) (14)
denlemd garalyn, bu yerde ¢, w -differensirlenyén
funksiyalar. (14) denileme (11) denleménin hususy halydyr.
(14) denlemé& LagranZ denlemesi diyilyar.
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y=9(p) (37)
funksiyany alarys, bu yerden dy = ¢'(p)dp. Belgilemeden
dx :ﬂ bolyandygyny nazarda tutup, dy (cin anlatmany
peydalgnsak, onda

dx = 2'(P)dp
P

denlemani alarys. Bu denleméni integrirlesek, onda
x=] &pp) dp+C (38)

bolar. (37) we (38) funksiyalar bilelikde (34) denlemanin
parametrik gérnisli umumy ¢6ziwi bolar.
Eger p=0 bolsa, onda F(y,0)=0 bolar. Bu

denleménin y =«, kokleri hakyky sanlar bolsa, onda olar

(34) denleménin ¢oziwleri bolarlar.
Goy, (34) denleme y we y' argumentlere gora
¢cozllmeyan bolsun. Bu yagdayda ony parametrik gornisde

anilatmak bolar. Goy, (34) denleme parametrik, yagny
y=o(), Y=y (39)

gornisde anladylan bolsun. Bu funksiyalar (34) denlemani
kanagatlandyrmalydyrlar. (39) denliklerden
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gornisde berlen yagdayyna garalyn, yagny x anyk
gornlsde denlema girmeyar.

(34) denlemanin c¢oziwini tapmaklygyn mimkin
bolan durli usullaryny getirelin.

Goy, (34) denleme y’ -e gora ¢ozilen bolsun. Onda

ol denlemeden

y'=f.(y)
(n=12,..)

gornlsdaki bir ya-da birndgce denlemani alarys. Bu
denlemeleri integrirlap, denleménin umumy integralyny

dy _ _
fn(y)_x+C (n=12,..) (35)

gornusde taparys.

Eger f (y)=0 bolsa, onda onun koklerini y=a,
(n=1,2,...) gOrnlsde taparys. Bu kokler (35) denleméanin
cozlwleridir. Bu c¢ozlwlerin (34) denleménin ayratyn
¢oziwleri bolmagy mumkindir.

Indi (34) denleménin y -e goéréd ¢ozilen yagdayyna
garalyn.

Goy

y=o(y) (36)

bolsun. y’ = p belgilemani girizip,
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(14) denilemede y' = p belgileme girizip,

y =xp(p)+v(p) (15)
funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialyny tapyp
we dy -ifornuna pdx -i goyup,

pdx = @(p)dx + x¢'(p)dp +y’'(p)dp
denlemani alarys.
Bu vyerde x we p denhukukly Gytgeyan
ululyklardyr. Eger bu yerde gozlenilyan funksiya x diyip
hasap etsek, onda

pg—:—w(p)—ﬂw(p)w(p)
ya-da
%+ ¢'(p) X = ¢'(p) (16)

dp o(p)—-p  p-0(p)

bolar. Bu bolsa birjynsly dal ¢yzykly denlemedir. Onun
umumy ¢oziwini

conf i)
A, d]_ o'(p) | ( w(p)]
+€Xp( J<p(10)—|o P JIO—<p(IO) J<p(10) p

gorniisde yazmak bolar. Bu yerde ¢(p)— p #0.
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(15) we (17) denlikler bilelikde (14) denleménin
parametrik gorndsli umumy integraly bolar. Eger ol
denliklerden p parametri ¢ykarmak basartsa, onda (14)
denleménin umumy integralyny w(x,y,C)=0 gbrnisde
alarys.

Eger (16) denlemede ¢(p)— p=0 bolsa, onda bu
denleménin p, hakyky koklerini tapyp we olary (15)
funksiyada ornuna goyup

y:X(p(pi)+l//(pi) (IZH)

¢oziwleri alarys. Bu ¢Ozlwler 6zlerinde hemiselik sanlary
saklamayarlar. Ona @oré-de, olaryn (14) denleménin
ayratyn ¢ozuwleri bolmaklygy ahtimaldyr.
4-nji mysal.
y=xy'? +y'? denllemani ¢cozmeli.
Cozllisi. Berlen denleme Lagranz denlemesidir.
y'= p belgileme girizip,

y=xp*+p’

funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialyny tapyp
we dy-in ornuna pdx -i goyup,
pdx = p*dx + 2 pxdp + 2 pdp

denlemdni alarys. Bu yerde x go0zlenilydn funksiya, p

onun argumenti diyip kabul etsek, onda
dx N 2p ‘= 2p

dp pi-p  p-p
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2

bolar. Differensirlap, sonra dx -in ornuna %y -ni goysak,
p
dy __ dp
p 1+ p?

ya-da
dy = Pdp
J1+p°
bolar. Bu defilemani integrirlesek, y = /1+ p® +C bolar.
Seylelikde,

In(p +4/1+ p? )

X
{ y=41+p*+C

funksiyalar berlen denlemanin parametrik gérnisli umumy
integraly bolar. p parametri ol denliklerden ¢ykarmaga

synansalyn. Sistemanyn birinji denliginden

e =p+1+p*, e =—p+41+p°.

Bu denliklerinn degisli bdleklerini gosup, chx =1+ p°
denligi alarys. Onda sistemanyn ikinji  denligini
y =chx+C go6rnisde yazmak bolar. Bu funksiya berlen
denlemé&nin umumy ¢ozuwidir.
8. (1) denleménin
F(y,y)=0 (34)
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x=o0(), Y=y (32)

parametrik gornisde yazmak bolar. Bu funksiyalar (25)
denlemani kanagatlandyrmalydyr, yagny

Flo).y (1)) =0

bolmalydyr. (32) denliklerden dy=w(t)dx=w(t)e'(t)dt
denlemani alarys. Denlemani integrirlép,

y=Jw (¢ (t)dt+C (33)
funksiyany taparys. Seylelikde,

X =0p(t),
y=[w(t)e'(t)dt+C

funksiyalar bilelikde (25) denleménin parametrik gornisli
umumy integraly bolar. Eger t parametr bu funksiyalardan
cykarylsa, onda alnan funksiya ol denlemanin umumy
integraly bolar.

7-nji mysal.

X = In(y’+1/1+ y’z)

denlemani ¢ozmeli.
Cozilisi. y'= p diyip belgilesek,

x:ln(p+m)
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gornisli cyzykly birinji tertipli denleme alnar.
p’> — p =0 diyelin. Onda denlemani

dx 2 2
+

_ X =
dp p-1 1-p
gornlsde yazyp, umumy ¢ozuwini

X = c 2—1
(p-1)

gornlsde taparys. Seylelikde, berlen denlleménin parametrli
¢oziwini

y=Xxp*+p’
X = ¢ -1
(p-1)
ya-da
X= ¢ 2_1’ y= <P 2
(p-1) (p-1)

gornlsde alarys.
Bu yerde p parametri gcykarmaga synansalyn. Birinji

denlikden
C C
-1 =—, = |—+1
(P=1) Xx+1 P Xx+1
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bolar. p-nin bu bahasyny ikinji denlikde goyup,
yonekeylesdirilenden son berlen denlemanin umumy

¢oziwini
y:(\/6+«/x+1)2
gornlsde alarys.
Indi p®> - p=0 diyelii. Onda p=0, p=1 bahalary

y=xp* +p’
funksiyada yzygiderli goyup,

y=0, y=Xx+1

funksiyalary alarys. Bu yerde y=0 ayratyn ¢6ziw bolar.
y=X +1 hususy ¢oOziw bolar, sebdbi bu ¢6ziw umumy

¢oziwden C =0 bahada alynyar.
5.

y=xy'+w(y) (18)

denlemd garalyn, bu yerde y differensirlenyén funksiya.
(18) denlem& Klero denlemesi diyilydr. Bu denleme
Lagranz denlemesinin hususy halydyr, sebédbi ol denleme
(14) denlemeden ¢(y')=y’ bolanda alynyar. Eger y'=p
diyip belgilesek, onda (18) denilemeden

y=xp+y(p) (19)
funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialy

dy = pdx + xdp +y'(p)dp
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x=o(y), (28)

bu yerde ¢ differensirlenydn funksiya. Bu yagdayda
y' = p belgileméni girizip,

x=o(p) (29)

funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialy
dx = ¢'(p)dp (30)

bolar. y'=p ya-da dy= pdx belgilemede (30) denligi
peydalansak, onda

dy = pe'(p)dp

bolar. Bu denlemani integrirlap
y=[p¢'(p)dp+C (31)

funksiyany taparys.

(29) we (31) funksiyalar bilelikde (28) denleméanin
parametrik gornisli umumy ¢oéziwi ya-da umumy integraly
bolar. Eger bulardan p parametri ¢ykarmak basartsa, onda
alnan w(x,y,C)=0 funksiya ol denlemanin umumy
¢ozlwi ya-da umumy integraly bolar.

Eger (25) denlemédni onun argumentlerine gora
anladyp bolmayan bolsa, onda ony

125



3

y=x+C, y:—%+C

gornusde taparys. Onda berlen denlemdnin umumy
integralyny

(y—x—C)(y+X§3—C] 0

gornisde yazarys.
7. (1) denlem& go6zlenilydan y funksiyanyn anyk
gornisde girmeyan yagdayyna garalyn.
F(xy)=0 (25)
denlemanin dirli goérnuslerde bolmaklygy mimkindir. Ol
yagdaylara ayratynlykda garalyn.
Goy, (25) denleme y’ -e gora ¢ozllen bolsun, yagny
y=~fx (k=12..), (26)

bu vyerde f, (x) hakyky Uzniksiz funksiyalar. (26)
denlemeleri integrirldp, olaryn umumy ¢oziwlerini

y=[f()dx+C (k=12,.,) (27)

gornusde taparys.
Goy, (25) denleme x -e gora ¢ozilen bolsun, yagny
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gornisde bolar. Yokardaky belgilemini, yagny dy = pdx
denligi g6z 6nunde tutup, bu yerden
pdx = pdx + xdp +w'(p)dp
ya-da
dp(x+y'(p))=0
denlemani alarys.
Iki yagdaya garalyn:
1). Goy, dp =0 bolsun. Onda p=C bolar. Bu bahany (19)
funksiyada goyup, (16) denlemanin

y=Cx+w(C) (20)
gornisli umumy ¢oziwi alarys;
2). x+y'(p)=0

ya-da
x=—y'(p). (21)

Eger w'(p) funksiyanyn ikinji tertipli w"(p) Uzniksiz
ontmi bar bolup we y"(p)=0 bolsa, onda (19) we (21)
funksiyalaryn bilelikde (18) denlemdnin ¢ozuwini
beryandigini gérkezelin. y' -i tapalyn:

,_dy _dl-yv'(Pp+y(p)]_ - pw'(p)dp _
d<  dl-y/'(p)] ~y"(p)dp
(22)
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(19), (21) we (22) formulalary hazarda tutup, (18)
denlemeden

- py'(p)+y(p)=—pw'(pP)+yv(p)

tozdestwony alarys. Differensial geometriya dersinden belli
bolsy yaly, (19) we (21) denlikler bilelikde integral egriler
masgalasynyn oramasy bolyar.

Eger (19) we (21) denliklerden p -ni ¢ykaryp bolsa,
onda

o(x,y)=0 Ya-da y=o,(x)

funksiyany alarys. Bu funksiya ya-da integral egriler
oramasy (18) denleménin ayratyn ¢6zuwi bolar. Bu ¢6ziw
umumy ¢6ziwden alynmayar.
5-nji mysal. y—xy'=e’ denlemani ¢cozmeli.
Cozilisi. Bu yerde y' = p belgilemani girizsek, onda

y=xp—e’

bolar. Bu funksiyanyn differensialyny tapsak we yokarky
belgilemeden peydalansak,

pdx = pdx + xdp —e"dp
ya-da
dp(x—-e")=0

bolar. Bu yerde iki yagdaya garalyn.
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Goy, f.(x,y) funksiyalaryn m sanysy hakyky
bahaly bolsun. Onda bu yerden y'=f (x,y) (m<n)

denlemeleri alarys. Bu denlemeleri birinji bapda beyan
edilen usullary ulanmak bilen ¢0zlp, olaryn umumy
cozlwlerini

y=¢,(xC),....y =9,(x,C)
ya-da umumy integrallaryny
o,(X,y,C)=0,..,0 (X,y,C)=0

gornlslerde taparys. Bu umumy integrallaryn toplumyna
(23) denlemdnin  umumy integraly diyilyar. (23)
denlem&nin umumy integralyny

o,(X,¥,C)-0,(X,y,C)-...-0_(X,y,C) =0

gornlsde yazmak bolyar. Bu denligin ¢ep bolegi C -e gora
m derejeli kbpagzadyr.

6-njy mysal. y?+(x*-1)y'—x*=0 defilemani
¢cozmeli.

Cozllisi. Bu denleme vy
denlemedir. Ony y' -e goré ¢cozsek,

!

-e gord kwadrat

bolar. Bu denlemelerin umumy ¢oziwlerini
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gornlslerde yazalyn. Bu denliklerden p parametri
cykarmak Ggin olary % derej& goterip, degisli béleklerini
gossak, onda

X2/3 + y2/3 — a.2/3

denleméni alarys. Bu astroidanyn denlemesidir. Ol
yokardaky  gorkezilen  goniler  (integral  egriler)
masgalasynyn oramasy bolyar. Ona gora-de ol berlen
denlemanin ayratyn ¢oziwi bolar.

6. (1) denlemanin basga gornislerine garalyn.

Goy, (1) denleme

a, (% Y)(Y)" +a, (X, y)(y)"™" +...

(23)
+a  (xy)y'+a,(xy)=0

gornlgde berlen bolsun, bu yerde a(x,y) (i=01...,n)
kabir oblastda Uzniiksiz funksiyalar, a,(x,y) #0.

(23) denleme derejesi n bolan y’ -e goOrd birinji
tertipli differensial denlemedir. Ol denleménin n sany koki
bardyr. Olary y' -e gora ¢ozup,

y'=1f(xy) (k=1,2,...,n) (24)
denlemeleri alarys, bu yerde f (x,y) hakyky we kompleks
bahaly funksiyalardyr. Biz bu vyerde hakyky bahaly

denlemelere gararys.
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Goy, dp =0 bolsun. Onda p=C bolar. Sonun Ugin
Klero denlemesinin umumy ¢oziwi
y=Cx-—e°

gornusde bolar. Bu goni ¢yzyklar masgalasydyr.
Goy, x—e’ =0 bolsun. Bu yerden x=e" bolar.
Seylelikde,

y=xp—e’
Xx=e’

funksiyalar Klero denlemesinin parametrli ¢oziwidir. Bu
sistemadan p parametri ¢ykarsak, onda
y=x(Inx-1)

funksiyany alarys. Bu funksiya berlen denlemanin ayratyn
¢Ozuwi bolar.

Mesele. Galtagyanynyn koordinata oklary bilen
caklenen kesimi a den bolan egrini tapmaly.

Cozalisi. Goy, y=y(x) gozlenilydn egrinin
denlemesi bolsun. M (x,y) gozlenilyan egrinin nokady, M
nokatda egra gecirilen galtagyanyn denlemesi

Y-y=y(X-X)
bolar, bu yerde X we Y -galtasma nokadynyn Uytgeyan

koordinatlary, x we y -egrinin berlen nokadynyn
koordinatlary.
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Ya
A
M (X,
(x.y) y=y(x)
O B X ’

Serte gora, |AB|=a. Galtasyanyn koordinat oklaryndan
kesip alyan kesimlerini onun denlemesinden

A=y, joBl- Y

gornusde alarys. Pifagor teoemasyny ulansak,

OA +|0B[ = a’
ya-da

!

(y_ Xy!)z +(ny7 y] — a2

bolar. Bu denlemani y -e gora ¢ozup,
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gornlsli Klero denlemesini alarys. Onun umumy ¢oziwi

aC

\J1+C?

gornisde bolar. Bu goniler masgalasydyr. Ayratyn ¢ozlwi
tapmak ucin Klero denlemesinde y' = p belgileme girizip,

y=Cx=

ap

R

funksiyany alarys. Bu funksiyany p  boyunca
differensirlesek,

a
O=Xt——5
X+ (1+ p2)3/2
bolar. Yokardaky funksiyalary
__ a _ ap’
X_+(1+ p2)3/2 Y i(1+ p2)3/2
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Garalyan yagdayda (2) denlemanin hususy ¢oziwini

V(x)=x“eQn(x)

gornisde  gozlemek bolar.  Qp(X)-it  dg, Gy, .-+,
koeffisiyentleri 6nki yagdaydaka menzeslikde tapylyar.
Olar

C.nP (@)a, = P,
C:Hk -1 P( ( )qm—l +C::j< k+1 (a)qm = pm—l’

P (a)g, +P“"(a)a, +...+ P*"(a)g, = p,
gornusli ~ sistemadan  yzygiderli  tapylyarlar,  ¢lnKi

(k) Gerde C' = — 1+
P (a)#0,buyerde C; = Te=01

Eger (2) detilemede o = 0 bolsa, onda ol

L(y) = Pu(x) (5)

gornisi alar. o =0 san héasiyetlendiriji denleméanin koki
dal bolsa, onda (5) denilemanin hususy ¢ozuwini

V(%) = Qn(x)
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= +,y% -1, —
ﬁ F
Bu yerden

In‘yﬂ/y2 —1‘ =tx+ C,.

y(0) =1 serti peydalanyp, bu yerden C, =0 bahany
tapyarys. Diymek,

In‘y+1/y2 —1‘ = %X,

yagny

y+4y2 —1=e*

Bu funksiya garalyan mesel&nin integralydyr. Muny ¢oziw
gornisde yazmaga synanysalyn. Tapylan integral gin

y— /yz_l:e$x

denligi yazarys. Bu denliklerin degisli boleklerini gosup,
y = chx
funksiyany alarys. Bu funksiya berlen meseléanin

¢cozuwidir.
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83. Tertibi kemeldilyan denlemeler

Umumy denleménin hususy hallaryny éwrenmekligi
dowam etdirelin.

1.
F(x,y(k),y(kﬂ) ,y(n)) =0 (k>1) (1)

denilem& garalyn. Gornusi yaly, (1) denileme gozlenilyén y
funksiyany hem-de onun y’,... ,y(k_l) ondmlerini 6zinde
saklamayar. (1) denlemede y(k) Kici 6nimi U bilen
belgilesek, onda (1) denleme

F(x,u,u',...,u(n_k))zo )

gornisi alar. (2) denlemanin tertibi n— K. Bu bolsa (1)
denlemanin tertibinin K birlik kemeldilendigini gorkezyar.
Eger (2) denlemanin umumy integraly tapylan diysek, onda
ony

o(x,u,Cq,...,Chy)=0
gornlsde yazarys. U-y y(k) bilen calsyryp,

a)(x,y(k),Cl,...,Cn_k):O (3)
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tcin y3 -déki (8) we (10) formulalar ulanylyar, soira alnan
denligin iki bdlegi hem ™ kopeldija gysgaldylyar.
Deiiligin cep boleginde koeffisiyentleri  Qp(X) -ift
koeffisiyentlerinin Usti bilen anladylyan polinom, sag
boleginde bolsa berlen polinom alnar. Seylelikde,
polinomlaryn denligi alyndy. X-yn den derejelerinin
koeffisiyentlerini denlap, Qm(x) polinomyn
Jo,q1,---, 0y koeffisiyentlerine gora,

qu(Of)= P
Om-1- P(O{)+qur'nP'(Ot) = Pm-1,

0o - P(@)+ 1P’ (). +9m P ™ () = py

gornisli m+1 denlemeler sistemasyny alarys. Nabellileriti
san bahalaryny yzygiderli tapyp (3)-de goysak, tapmaklygy
talap edilydn hususy ¢oziwi alarys.

Eger o san hésiyetlendiriji denilemanin koki bolup,
kratnylygy K sana den bolsa (K sany kokleri bilen gabat
gelse), onda ol

P(a)=0, P(a)=0,.., P*Y(a)=0

denlikleri kanagatlandyrar we P(k)(a);tO bolar. Bu
yagdayda (2) denleménin hususy c¢ozlwini (3) gornisde
gozlap bolmaz, ¢unki P(a) =0.
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Pn(X) = ppX™ +..4+P1X + Po

berlen M derejeli polinom. (2) denlemani

L(y) =e"Pn(x)

gysga gornisde hem yazmak bolar. Eger hemiselik o san
hasiyetlendiriji denlemanin koki bolmasa (basgaca
aydylanda, kokleri bilen gabat gelmese), yagny P(o)# 0
bolsa, onda (2) denleménin hususy ¢oziwini

V() = 6% Qu(x) ®

gornlsde gdzlemek bolar, bu yerde

Qun(X)=qmXx™+.. 401X+ g

koeffisiyentleri kesgitlenmedik m derejeli polinom. (3)
funksiya (2) denlemanin ¢oziuwi bolar yaly edip, Qm(x)
polinomyn koeffisiyentlerini kesgitlemeli. Onun Ugin (3)-i
(2) denilemede Y -ifi ornuna goyup,

L(e™Qm(x)) = e Pn(¥) @

tozdestwonyn yerine yetmekligi talap edilyér. 1lki bilen (4)
denligin ¢ep bdlegindéki amallar yerine yetirilydr. Onun
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gornisli K tertipli deillemani alarys. Eger (3) birinji tertipli
denleme bolsa, onda onun c¢ozlwini tapmak ugin [1]
gollanmada beyan edilen usullaryn birini ulanmak bolar.
k > 1 yagday ucin bolsa, (3) detilemanin ¢ozilis usullary
§2-de dwrenildi,

1-nji mysal.

Y —1+y’? - tgx =0

denleménin tertibini kemeltmeli we onuin umumy ¢OzUwini
tapmaly.

Cozulisi. Denlemede y' = U belgileméni girizsek,
onda ol

U’ =+/1+u? -tg X

gornusi alar. Bu denleméni

du

\/l+u2

gornlsde yazyp, denligin iki bdleginden hem integral alsak,
onda

= tg xdx

In‘u +V1+ uz‘ =InC; — In|cosx| ya-da

U++1+u? =i

COSX
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bolar. Bu yerden

V1+u? —u=%
C

1

denligi alarys. Sonky denliklerin degisli béleklerini ayryp,

1[ C, cosxj , , 1[ C, cosxj
u=— — ya-da y'=— —
2\cosx C; 2\cosx C

denlemani alarys. Ony ¢ozip, garalyan defilemaniin umumy
¢coziwini

y :&Intg(§+£j —isinx+ C,
2 2 4 2C,
gOrnusde taparys.
2-nji mysal. iz(y”’)2 +(y")2 -1=0
4x

denlemanin tertibini kemeltmeli.
Cozulisi. y" = U belgilemani girizip,

1
— (u)? +u?-1=0
4X
derilemani alarys. Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edip, ony
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gornisli denlemd garalyn, bu yerde ai(i:l,2,...,n)
koeffisiyentler hemiselik sanlar, f(x) azat agza (a,b)

interwalda berlen Uzniksiz funksiya. 82 - de Uytgeyén
koeffisiyentli birjynsly dal denlemanin umumy ¢6ziwinin
Lagranz usuly boyunca tapylysy beyan edilipdi. Ona gora-
de garalyan (1) denlemanin umumy ¢6ziwini tapmaklyga
hem sol usuly ulanmak bolar. Ol in onayly usullaryn
biridir. Emma ol usul bilen denleme c¢o6zilende uly
hasaplamalary yerine yetirmeli bolyar. Sonun Ggin hem (1)
denlemédnin  umumy  ¢Oziwini  tapmaklyga  kabir
yagdaylarda 83-daki 1-nji teoremany ulanmak amatly
bolyar. Ol teorema layyklykda umumy ¢6ziwi tapmak Ggin
(1) denlemanin hususy ¢oziwini tapmaly. Hususy ¢6ziw
f(x) funksiyanyn gornlslerine bagly. Ol f(x)
funksiyanyn gornislerine baglylykda gézlenilydr. Hususy
cozlwi tapmaklyk Gcin kesgitlenmedik koeffisiyentler
usuly diyip atlandyrylyan usul ulanylyar. Bu yagdayda
denleménin hususy c¢Ozuwi algebraik amallar arkaly
tapylyar. Seylelikde, (1) denleménin umumy ¢oziwi 1-nji
teorema layyklykda duzilyar.

Indi birjynsly dé&l (1) denleménin birndce Yyorite
gornlslerine  garalyn  hem-de  olary  ¢Ozmekde
kesgitlenmedik koeffisiyentler usulynyn ulanylysyny beyan
edelin.

y(”) + aly(n_1)+. LAY +ayy=e¥Pu(x) @

gornlsli denlema garalyn, bu yerde,
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X

Jogaby: y=X+¢€e ".
20.

yV-y=0, y(0)=1 y(0)=0, y"(0)=-1, y"(0)=0.

Jogaby: y = COSX.

21.

yIV _ y — 0’ y(o) — 1’ y!(O) — 1’ yﬂ(o) — 1’ y!ﬂ(o) — 1
Jogaby: y =e*.

Eyler denlemelerini ¢cozmeli:

22. x2y" —-xy'+y=0.
Jogaby: y = X(Cy +C, Inx).
23. x3y"' — 3x2y" +6xy’ -6y =0.
Jogaby: y =CX+ C2X2 + C3X3.
24, (2x+1)°y"-2 (2x+1)y’ +4y =0.
Jogaby: ¥ =Cy(2x+1)+Cy(2x +1)In(2x +1).

85. Birjynsly dél hemiselik koeffisiyentli defilemeler

y(”) + aly(”_1)+...+an_1y' +a,y=f(x) @
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i = 2Xxdx

1-u?

gornlsde yazarys. Iki boleginden hem integral alalyn:

du

[z,
V1-u?

Bu yerden

arcsinu = x% + C; ya-da U= sin(x2 + Cl)
cOzuwi taparys. U-y Yy bilen calsyryp,

" 1 2
y" = sm(x + Cl)

denlemani alarys. Beyle denlemelerin ¢ozilis usullary 81-
de beyan edildi.
2.

F(y,y',y",...,y(n))z 0 (4)

denlem& garalyn. Denlemanin tertibini kemeltmek (gin
y' = p(y) belgilemani girizelin. y",...,y(n) onumleri
tapalyn:
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»_dy'_dp_dpdy
V= Cdx dy ax PP
dy” d(d d(d dp d
y,,,ziz_(_p.pj:_(_pj.p+_p._p=
dx dx\dy dx\.dy dx dy
d’p dy  dp dy dp —
=4 — - — = 4+ ,
dy? dx P dy dx dy p(pp P )
d "
yN === p(ptp - 2pppr 200 p s ),
X

y-in X-a gora ontmleri p-nin y-e gora onumleri arkaly

anladyldy. y',y",...,y(n) Ucin alnan anlatmalary (4)-de
goyup,
F(y,p, p',..-,p(”_l))=° (5)

denlemani alarys. Sofiky detileme n — 1 tertiplidir.
Goy, (5) denleménin umumy integraly

a)(y, p1C11---1Cn—1) =0

gornlisde tapylan bolsun. Bu denlemede p-ni Yy’ bilen
calsyryp,
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14. y'V +4y" +8y" +8y'+4y=0.
Jogaby:
y =e *[(Cy + Cox)cosx +(Cz + Cyx)sinx|.

15. yV + y'V +2y"+2y"+y +y=0.

Jogaby:
y =Cie™" +(C, + C3x)cosx +(C4 + Csx)sinx.
16. yVI -y =0.

Jogaby:

X
y=Cie* +Cre™” +e2[C3 COS§X+C4 sin?x} +

X
+e 2 [C5 cos?x + Cg sin?x} .

17.  y"-4y'+3y=0, y(0)=6, y'(0)=10.

Jogaby: y = 4eX + 2e3%.
18.

"_2y'+10y =0, (Q:o, '(fj=e2
y"=2y'+10y =0, y| 3 vig

1
Jogaby: y = —gex C0S3X.

19.
ym + yu — O, y(o) — l, yr(o) — O yu(o) — l
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o

y" —13y'-12y =0.

Jogaby: y = Cie ™ + C,e** + Cge ™.
7. y"-2y"—-y'+2y=0.

Jogaby: y = Ce* +C,e?* + Ce ™.
8. y" —-2y"+4y' -8y =0.

Jogaby: y = Clezx +C, cos2x + C5sin2x.
9. y'V +3y" +3y"+y' =0.

Jogaby: y=C; + e‘X(CZ + CaX + C4x2).

10. y'V+y=O.
Ix( g2 2
Jogaby: y=¢€ 2 Clcos7x+C2 S|n7x +

Hesascyans)

+e 2 | Cq COS— =X+ C, sin7

11. y'V +2y"+y=0.

Jogaby: y = (C; + Cyx)cosx +(Cz + CyX)sinx.

12. yIV —-12y"+27y=0.
Jogaby:

y = C1e3x + Cze_3x + C3e\/§X

+ C4e‘ﬁx .

13. y'V —2y"+2y"-2y'"+y=0.
Jogaby: y =€"(Cy + C,x)+ C3c05X + C4 SinX.
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a)(y,y',Cl,...,Cn_l) =0

gornlsli birinji tertipli denlemani alarys.
3-nji mysal. y"+ y’2 —2e7Y =0 derilemanii
tertibini kemeltmeli we onun umumy integralyny tapmaly.
Cozulisi. Berlen denleme (4) gornlisdaki denlemedir.

y' = p belgilemani girizsek, onda

paP, p’> =2e7Y
dy

gornusli Bernulli denlemesi alnar. Bu denleméni

!

%(pz) +pt=2e7Y

gornusde yazalyn. p2 = U ornuna goymany girizip,

u'+2u=4e Y

cyzykly birjynsly dal denlemani alarys. Bu denleménin
umumy ¢ozuwi

u=Cpe ™ +4e7Y

funksiyadyr. U-y p2, has takygy y'2 bilen calsyryp,
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y'4=Cie? +4e7Y

denlemani alarys. Bu yerden

y' = iJCle‘zy +4e7Y .

Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen deileme alyndy.
Onun umumy integraly

i%wlcl +4eY =x+C, ya-da ey+%:(x+C2)2

gornusdedir.
Mesele.  Egrilik  radiusy normal  kesiminin
uzynlygyna proporsional bolan tekiz egrileri tapmaly.

Cozulisi. Goy, VY= y(x) gOzlenilydn egrinin
denlemesi bolsun. Onda onun egrilik radiusy
3

(l+ y'2)2
v

normal kesiminin uzynlygy bolsa,

IMN| = |y/1+y’?

R =

R
bolar. Meselanin  sertine gora, ——=A4, A-
[MN]|
proporsionallyk koeffisiyenti. Bu denlikden
L+y'? = 2yy" (6)
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gorniisde yazarys. t-ni arccosx bilen calsyryp, garalyan
denlemé&nin ¢ozlwini

y = C; cos(+/2 arccosx) + C, sin(~/2 arccosx)
gornisde alarys.

Gonukmeler.

Denlemeleri we meseleleri ¢cozmeli:

=

y" —-10y" +21y =0.

Jogaby: y = C,e¥* +C,e’™.
2. y'"-y' +y=0.
Jogaby: y = e;((Cl COS? X+C, Sin% xj :
3. 2y"+y'+2sin?15 -cos?15° -y = 0.
1
Jogaby: y =(C; +C, x)e_4x.

4. y"-5y"+6y'=0.
Jogaby: y = C; +C,e%* + Cae™.
5. y"-5y"+8y'-4y=0.

Jogaby: y = Ce* + C,e%* + Caxe®*.
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2% +n%=0
gornlsli denlema geleris. (6) denleme (4) goOrnUsli

hasiyetlendiriji defilemanifi kokleri A, =ni, A, =—ni. dedilemedir.
Onda sonky differensial denlemanin umumy ¢6zUwi N
: y y=y(x)
y = C,cosnt + C, sinnt R
gornisde bolar. Bu yerde t-ni arccosx bilen calsyryp,
garalyan deileménin umumy ¢oziwini
: M (X,
y = C; cos(narccosx) + C, sin(narccosx) (.9)
gornusde taparys.
.. 2 y
14-nji mysal. (1—X )y"—xy'+2y=0
denlemé&nin umumy ¢ozuwini tapmaly. ¢
CoOzulisi. X =cost ornuna goymany edelin. Yy’ we 0 N ;'(
y" Ucin tapylan dniimleri detilemede goyup,
d 2y - el N L,
—— + 2y =0 Ilki bilen (6) derileménin tertibini kemeldelin. y'=p
dt belgileméni girizip,

gornusli  defilemani  alarys.  Munui 2% +2=0 5 dp
hasiyetlendiriji deflemesinif kokleri 1+p” = /Wpd—
. . i y
Ay =21, A, =—~/2i. Onui ¢oziwini
gornisli birinji tertipli denlemani alarys. Ony
y = C; c0s+/2t + C, sin~/2t
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dy  Apdp Detilemeleriii Yene bir gérniisine garalym:

y 1+p?
P (1—x2)y"—xy'+n2y:0, (n=const.) (14)

gornlsde yazyp, denligin iki bdleginden hem integral alsak,
onda Bu gornusli denlemd Cebysew denlemesi diyilyar. Ony
X = COst (\X\ < 1) ornuna goyma arkaly hemiselik
2 koeffisiyentli denilemd getirmek bolyar. y' we Yy" (gin
Iny| = % In‘l+ pz‘ +InCy ya-da y = C1(1+ p2)2 tapylan, yagny

r_ﬂ_ﬂﬂ_ﬂ( 1 )
funksiyany alarys. Bu funksiyanyn differensialy dx dt dx dt

oy _d {dy(_iﬂzi.{d%_iﬂﬂ:
z,cl( A d< dx |dtl sint)] dt |dt( sint)] dx

1+p )2 2pdp _|d y.(_ 1 j+ﬂ.cost .(_ 1 )_
dt? sint) dt sin?t sint

bolar. dy-i pdx bilen calsyryp,

dy =

_d®y 1 dy cost

A ~dt? sint  dt sindt
dx:;tcl(1+p )2 dp

anlatmalary (14) denlemede goyup,

2

denligi alarys. Iki boleginden hem integral alsak, onda dey 02 y=0
X dt
=-1
2
X = /1C1I(1+ p )2 dp+C, g6rniisli hemiselik koeffisiyentli deilemani alarys.
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gornlsli  denleméni  hemiselik  koeffisiyentli denlemé

getirmek (cgin ax+b= el ornuna goymany ulanmak
bolar, bu yerde a,b,a; (i =1,2,...,n) hemiselik sanlar.
13-nji mysal. X2y" —4xy"'+6y =0 defilemani
¢cozmeli.
Cozllisi. Denleméni X = el ornuna goyma arkaly
hemiselik koeffisiyentli denilemé getirelin. 'y’ we y"' Ugin
tapylan anlatmalary berlen denlemede goyup,

d’y _dy
— -524+6y=0
g2 dt
denlemani alarys.
A% —5,+6=0

hasiyetlendiriji defilemesinin kokleri A1 =2, A, =3.
Onda onun umumy ¢oziwi

y =Ce? +Cye™

gorniisde yazylar. Bu yerde t-ni InXx bilen calsyryp,
garalyan denlemanin

y - C1X2 + C2X3

gornisdaki umumy ¢ozlwine geleris.
230

bolar. Sunlukda

-

<X=’1C1I(1+ p*)2 12p+C2’ (6)

y= C1(1+ p2)2

A\

funksiyalar bilelikde (6) denlemdanin parametrli umumy
integralydyr. A-nyin (6;) umumy integraldan P parametri
cykarmaga mumkincilik beryan kébir bahalary Ggin alnan
integral egrilerin gornUslerini anyklamaga synanysalyn.
Umumy vyagdayda (6,) integraldan p  parametri
cykarmaklyk ansat mesele daldir.

Goy, A =1 bolsun. Onda (6,)

x=Cd%+C2,
+
y=Cpy1+ pz

gornlsi alar. Bu yerden
x=C1In‘p+w/1+ p2‘+C2,
y=Ci1+ p2.

Denliklerin ilkinjisinden
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X—C2
p+4/1+ p2 —e ©
we
_X—C2
1+p>—p=e “

denlikleri alarys. Olaryn degisli boleklerini gosup,

J1+p? = chX=C2
C

1

denligi alarys. Onda
X— C2

1

y=C1Ch

bolar. Bu funksiya zynjyr egrisinin denlemesidir. Diymek,
g0Ozlenilyén egriler zynjyr egrilerdir.
Goy, A =—1 bolsun. Onda (6,)
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dx>  dx dx\dt x,) dx
+i(£j.ﬂ_d2y.ﬂ.i_idy dy 1 dy 1 _
dx \ x

yn:d y dy _i(ﬂij_ d (ﬂji—i_

y(n)= d”y+a dyn_1+ +a dy A
e B T

_1d(8 )@ ) (8,
x" dt\dt dt dt

Tapylan anlatmalary (12) denlemede goyup,

d n d n—ly
dt" dt"t

+. 40,1y +b,y=0

hemiselik koeffisiyentli denileméni alarys.
(12) - & garanda umumyrak bolan

N1 (n-1)

(ax+b) y™ +a (ax+b)" y"H +...
..+a_(ax+b)y'+a y=0
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(13)



gornusli sistemany alarys. Onun ¢Ozlwi bar. Culnki
kesgitleyjisi A = —8 # 0. Onda

C1:§, CZZ—E, C3:—%, C4:O.

Tapylan san bahalary umumy ¢cdziwde goyup,

3, 1 , 1
y=-e"—=e " —=cosx
4 4 2

hususy ¢ozuwi alarys.
Indi  hemiselik koeffisiyentli denlemd getirilydn
denlemelerin kabirlerine garalyn.

1,,(n-1)

x"y(W +a,x"y" Vi ta xy'+ay=0 (12)

denleme berlen bolsun. Goérnusi yaly, denleméanin
koeffisiyentleri derejeli funksiyalar. (12) denlema Eyler

denlemesi diyilyar. Muny X = et (X > O) ya-da t = Inx

(X <0 bolanda x = —et) ornuna goyma arkaly hemiselik
koeffisiyentli denlema getirmek bolar.

[Ki y',y”,...,y(n) ontmleri tapalyn:

Ly _dy dt_dy 1
dx dt dx dt x

!
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gornlsde bolar. Bu yerden

X=— Clp +C2,
< 1+p
C
y= >
\ 1+p
ya-da
X—C, = — Cip |
< 1+ p2
C
y= >
1+p

\

gornusli funksiyalary alarys. Denlikleri kwadrata goterip,
olardan p parametri gykaryp,

(x—C2)2 +y?=C}

gorniisde umumy integraly vyazarys. Ol towereklerin
denlemesidir. Diymek, gozlenilyan egriler towereklerdir.
Goy, A = 2 diyelin. Onda (6,)-den alarys:

{X— C2 = 2C1p,
y-C = Clpz-



Birinji denligi kwadrata géterip,

{(x— C,)? = 4c?p?,
y—-C = C1IO2

gornusli denlikleri alarys. Bu yerden p-ni ¢ykaryp,
2
(X - Cz) = 4C1(y - Cl)
ya-da

2
- (x—Cy) .c
4C,

gornlsli funksiyany alarys. Bu parabolanyn denlemesidir.

Diymek, gozlenilyén egriler parabolalardyr.
Goy, A = —2 bolsun. Onda (6,)

e dp
x=-2C C,,
) 1I(1+ p2)2 o
_ G
V= 1+ p2
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2’122’2:2’3:1'

X

Umumy c¢ozlw Y= (Cl +CoX + C3X2)e gornisde

yazylar. Baslangyc sertleri nazarda tutup
C,=1 C,=1 C,=0 bahalary taparys. Diymek,
tapmaklygy talap edilyan ¢oziw Yy = eX(1+ X) gornusde
bolar.
12-nji mysal. y'Y —y =0 deilemaniii y(0)=0,
y'(0)=1, y"(0)=1, y"(0)=1 sertleri
kanagatlandyryan ¢ézlwini tapmaly.

Cozulisi. A-1=0 hasiyetlendiriji defilemanin
kokleri Ay =1, A, =-1, A3=1i, A4 =-1. Berlen
denlemanin umumy ¢Ozuwi

y=Ce* +Cye™ +CgcosX + C, sinx

gornusde bolar. Bu funksiyada we Yy',y",y"" (gin
anlatmalarda baslangyc bahalary goyup,

(C1+C2 +C3=O,
Cl_CZ +C4 =1,
3
C1+C2—C3 =1,
\Cl_CZ_C4 :1
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Cozilisi.  A2—5A1+4=0 hasiyetlendiriji
defilemanin kékleri Ay =4, A, =1. Bulara degisli

hususy coziwler y; =e*, y,=e*  gdmislerde
bolarlar. Onda garalyan denlemanin umumy ¢6ziwini

y = Ce™ +C,e* gomiisde yazarys. Baslangyc sertleri
peydalanmak ¢in umumy ¢6zlwin énimini tapalyn:
y' = 4Ce™ + Cye*.
y(O) = Cl + C2 we y'(O) = 4C1 + C2.

Diymek,

C1+C2 :1,
4C1+C2:1

bolmaly. Bu yerden C; =0, C, =1. Bulary umumy

¢Ozuwde goyup, talap edilyan y = e* ¢ozuwi alarys.
11-nji mysal. y"' —3y"” + 3y’ —y =0 defilemanin

y(O) =1, y'(O) =2, y"(O) =3 baslangyc sertleri
kanagatlandyryan ¢ézlwini tapmaly.
Cozulisi. Hasiyetlendiriji denleme
23-322+31-1=0yada (2-1)°=0

gornusde bolar. Onun kokleri
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gornise geler. llkinji denlikdaki integraly tapmaga

t
p= Ctga ornuna goymany ulansak, onda

X = lesinzédt+ C,,

R
= C,sin’ =
y 1 5
ya-da

C
—(t—-sint)+C,,
2 ) 2

(t-
y= &(1—cost)

bolar. Bu funksiyalar sikloidanyn parametrik gérnisdaki
denlemesidir. Diymek, gozlenilyan egriler sikloidalardyr.

3.
F(x,y,y',...,y(n))zo @)

deilemd garalyn. Goy, F funksiya y,y',...,y(n_l)
argumentlere géra m derejeli birjynsly funksiya, yagny
islendik t # O Ggin
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F(x,ty,ty',...,ty(n))zth(x,y,y',...,y(n)) (8)

serti kanagatlandyryan bolsun. Bu yagdayda (7) denlema
gozlenilyan y funksiya we onun énimlerine gora birjynsly
denleme diyilyar.

Denleménin tertibini kemeltmek tg¢in

y= eIlJOIu ya-da Yy’ =yu

ornuna goymany ulanalyf, bu yerde U(X) téze gézlenilyén
funksiya. Onda

y' =y u+yu = y(u2 + u'),
y" = y'( 2+ u')+ y(2uu'+u") = y(u3 +3UU’ + u”),

bolar. (7) denlemeden bu denlikleri we (8) serti gbz 6niinde
tutup,

YmF(X,l,U,u2 +U’,---,a)(u,u',___,u(”—l))) -0

ya-da
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y=e?(C, + sz)cos7 x+e ?(C, +C,x)sin X

gornusde bolar.

9-njy mysal. y'V +8y"” +16y =0 defilemanin
umumy ¢Ozuwini tapmaly.

CoOzillisi. Garalyan denleménin  hasiyetlendiriji
denlemesi

2
24 +82%2 +16 =0 ya-da (2.2 +4) -0

bolar. Onun kokleri A1, =2i, Ag4=-2i, hyyaly
sanlardyr. Bulara

y, =C0S2X, Y, =XC0S2X, Y,=sin2X, Yy, =Xxsin2x

hususy ¢oziwler degisli bolarlar. Onda gézlenilydn umumy
¢cOziw

y =(Cy + CyX)cos2x +(C;3 + C4x)sin2x
gorniisde yazylar.
10-njy mysal. y"—-3y'+4y=0 defilemanin

y(O) =1, y'(O) =1 baslangyc¢ sertleri kanagatlandyryan
¢oziwini tapmaly.
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/12+/1—12+2(}t+%j+3=0

denlleméni alarys. Bu denleme héasiyetlendiriji denlema

1
ekwiwalentdir. ﬂ,+z=t belgileméni girizelin. Onda

1
2%+ ? =t — 2 bolar we yokardaky defileme

t24+2t+1=0

gbrnisi alar. Bu denileménin kokleri t; = t, = —1. Bulary
belgilemede t-nin ornuna yzygiderli goyup, iki sany
kwadrat denilemani alarys. Olaryn kokleri

1 3. 1 3.
3‘122‘3:_54_7" 12=l4=—§—7|.

Bu koklere
X X

2 "2 6os ¥
y; =€ 2C0S—X, Y, =Xe 2C0S— X,
2 2
_X _X
yz=¢€ 2sin7x, Y, = Xe 2sin7x

hususy ¢cozuwler degisli bolarlar. Talap edilyan ¢oziw
224

Fl(x,u,u',u",...,u(n_l))= 0 (9)

denlemani alarys.
Goy,

u= (D(X,Cl,...,Cn_l)

(9) denlemanin umumy ¢6zuwi bolsun. Onda U -y Y bilen

y
calsyryp, Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen

birinji tertipli denlemani alarys. Munun umumy ¢6zlwini

y= C e.[(p(x’cli---acn_l)dx
n

gornusde yazmak bolar. Seylelikde, (7) denlemanin umumy
¢coziwi alyndy. Eger (9) denleménin umumy integraly
l//(X, u,Cl,...,Cn_l) =0 gornisde tapylan bolsa, onda
l//(x,y,y',Cl,...,Cn_l) =0 gornisli denlemani alarys.
Bu bolsa 6niime goré ¢ozilmedik denlemedir.

4-nji mysal. Xxyy" — Xy'2 —Vyy'=0 detilemanin
tertibini kemeltmeli we onun umumy ¢6zuwini tapmaly.
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Gozulisi. Denlemédnin  cep bolegi  Vy,y',y”
argumentlere gora iki derejeli (6lcegli) birjynsly funksiya.
Denleméni

xyz(u2 + u')— xy2u2 — y2u =0

gornlisde yazyp, soira y2-a bolsek, onda
Xu'—u=20

gornusli denleme alnar. Munuii umumy ¢oziwi U= C;X

bolar.  U-y Y bilen calsyryp, y—=C1X gornusli
y

denleméni alarys. Bu yerden berlen denleménin umumy
¢oziwini

C

S0

y=Cpe ?

gornusde taparys.

5-nji mysal. yy'y" — y'3 — Xy3 =0 denlemanin
y(O) =1, y'(O) =1 baslangyc sertleri kanagatlandyryan
¢oziwini tapmaly.

Cozulisi. Denlemanin

FOGYYY7) =y =y = xy
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7-nji mysal. y"—7y" +16y'-12y =0
denlemé&nin umumy ¢ozuwini tapmaly.
Cozulisi. Hasiyetlendiriji denlemesini

27224161 -12=0

gornisde yazarys. Detilemanin kékleri A =2, 1, =2,
Ag = 3 bolar. Bulara

yl _ er y2 _ Xer Y3 _ e3x

cozuwler degisli bolarlar. Onda denlemanin umumy
¢oziwini

y = Cie?* + Coxe?* + Ce™

gornisde yazarys.

8-nji  mysal. y'V +2y"+3y"+2y'+y=0
denlemé&nin umumy ¢ozuwini tapmaly.

Cozilisi. Hasiyetlendiriji defilemesi

42234302 +2441=0

gorniisde bolar. Beyle denlemé gaydymly denileme diyilyar.
Onui iki bélegini hem A%-a boliip,
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(C, +C, X +...+C, x“")cos fx +
+(Cyy +C, X+ +C,yp X )sin fx

k+1 k+2

gornusde bolar.

Seylelikde, (1) denlemédnin umumy ¢6zlwinin
gornusi hasiyetlendiriji denlemanin koklerine bagly. Sonun
tcin hem (1) denlemdnin umumy ¢6zlwinin dogry
dizulmegi Ugin hasiyetlendiriji denlemesinin koklerine
degisli gosulyjylar dogry tapylmalydyr.

6-njy mysal. y" —o6y"”+12y' -8y =0
denleméani ¢ozmeli.

Cozilisi. Hasiyetlendiriji denileme

22 -62%2+124-8=0yada
(A-2)(4*-42+4)=0

gbrnisde bolar. Onuit kokleri A=A, =A13=2. Bu
koklere degisli

2X 2X 2,.2X
yi=€", Yy,=Xe", Yyz3=X"¢
¢oziwleri alarys. Onda denlemanin umumy ¢oziwi
y = Cie?* + C,oxe?* + Cyx2e®

gornusde bolar.

222

cep bolegi U derejeli birjynsly funksiyadyr. Xakykatdan-
da,

F(x by, ty' ty") = (ty)(ty')(ty") - (ty")* = x(ty)° =
= t(yyy" -y —xy®) = Ry y Y.
Diymek, garalyan deilleme birjynsly. Ona goré-de y’ = yu

ornuna  goymany ulanyp, garalyan  denlemani
udu—xdx =0 gorniise getireris. Onuit umumy ¢ozUuwi

u? —x? = C, bolar. Bu yerde U-y y bilen calsyryp,
y

Lot /¥+g (@)

y

gornlsli denlemani alarys. Onun umumy integralyny

Inyzgw/x2 +C; +%In(x+\/x2 + C1)+ C, (9

gornlsde taparys. Bu bolsa garalyan denleménin umumy
integraly bolar. (9;) we (9,) denliklerde baslangyc sertleri
peydalanyp tapylan C; =1, C, =0 bahalary (9,)-de

goyup,
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).exVx2+l

y2 =(x+ X% +1

hususy ¢ozuwi alarys.
4.

F(x,y,y',...,y(n))zo (10)

deilemania cep bolegi kabir Fl(X,y,y',___,y(n_l))
funksiyanyn X-a gora takyk (doly) énimi, yagny

F(x,y,y’,...,y(n)) = iFl(x,y,y', ...,y(n_l)) (11)

dx
ya-da
My ()
F(x,y,y,...,y ) Py + 5yy+...+0y(n_l)y

bolsa, onda (10)-a takyk onumli (doly differensially)
denleme diyilyéar. (10) denlemeden (11) denligi nazarda
tutup,

%Fl(x,y,y',...,y(n_l)) =0

denleméni alarys. Sonky denligin iki boéleginden hem
integral alyp,
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e™ cos px + ie™ sin Bx
xe™ cos B + ixe™ sin px

xK~1e® cos Bx + ix* ~te™ sin px

gornlslerde yazmak bolar. 82-ddki 5-nji teorema
layyklykda, 2K sany

e® cospx, xe®™cospx, ..., x< e cospx
e®sinpx, xe®™sinpx, ..., x¥1e®sinpx
goziwleri  alarys.  Aq-ii Ay =..= A, =a - fi

catyrymlysy c¢in hem sol ¢ozuwler alnar. Seylelikde, (1)
denlemanin umumy ¢6zuwinin bu kdklere degisli bolegi

e”(C, +C,X +...+ C,x“")cos fx +
+e”(C,, +C,,X+..+C,, x*)sin px

k+1

bolar.

Eger kratny kompleks koklerin sany kép bolsa, onda
olaryn her biri Ucin yokardaky anlatma menzes anlatma
alnar. Eger 14 = Bi kokun kratnylygy K bolsa, onda (1)

denileménin umumy ¢oziwiniin A1 -e degisli bélegi
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denlik yerine yetydn bolsun. gt funksiyanyn X-yn

hemme bahalarynda noldan tapawutlydygy bellidir. Sonun
tcin hem VX e(a,b) tgin

C,+ Cox+ Cox?+..+4Cx 1 =0

bolmaly.  Sonky denligin  dite Cy,Cs,,...,Cy
koeffisiyentlerin nola den bolan yagdayynda yerine
yetyandigi  dusndklidir.  Diymek,  (11)  ¢Ozuwler
fundamental sistemany dizyarler. Munun seyledigini
Wronskiy kesgitleyjisi arkaly hem goérkezmek bolar.
Seylelikde, (1) denlemanin umumy c¢Ozlwini dizyan n
sany gosulyjylaryn kratny koke degisli bolegi

Ce?* 4 Coxe? X 4. +C x Tt

gosulyjylardan ybarat bolar. Eger (4) deilemaniti A,-den
basga kratny kokleri bar bolsa, onda her kratny koék gin
yokarda gorkezilen anlatma menzes bolan anlatmalary
dizip, olary umumy ¢Oziwin dizimine girizmeli. Eger
A1 =a+ f; kompleks kokun kratnylygy K bolsa, yagny

A=A, =.=A, =a+ i bolsa, onda hususy
cozuwleri
e(a+ﬁi)x Xe(a+ﬁi)x Xk—le(a+ﬁi)x

gornislerde  bolar.  Bulary  Eyler  formulasyndan
peydalanyp,
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Fl(x,y,y',...,y(n_l)) =C (12)

gornisli n—1 tertipli denlema geleris. Mufa (10)
denlemdnin birinji integraly diyilydr. Eger y:(p(x)
funksiya (10) denlemdnin ¢6zlwi bolsa, onda ol (12)
denleménin hem ¢Ozlwidir. Onun tersine bolan tassyklama
hem dogrudyr. Ona go0rd-de her bir takyk onumli
denleménin birinji integralyny tapmak mumkindir.

Adatca (10) takyk onimli denleme daldir. Beyle
yagdaylarda onun iki bolegi hem kabir

u= /,t(x,y,y',...,y(n_l)) funksiya kopeldilyar. Eger

- F(x,y,y',...,y(n))zo (13)
denleme Ggin

d
F=—F
M dx 1

sert yerine yetse, onda (10) denleme takyk (doly) énimli
denlemd getirildi diyilyar. (13) denlemanin ¢oziwlerinin
arasynda (10) denleméni kanagatlandyrmayanlarynyn hem
bolmagy mimkindir. Olar yaly del cozlwleri hasaba
almaly dal.

6-njy mysal. yy"" +3y'y”" =0 denlemanin
tertibini kemeltmeli we ¢Oziwini tapmaly.
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Cozulisi. Berlen denleméni

! 114 k_l
yym_|_yryn_|_2yryrr=0 p(ﬂ’)zo’ p (Z'):O”p( )(A’):O
gOrnusde goucrelin.

d denlemelerin hem kokuidir, Seylelikde,
" Ih!! Ih!! 4] 72
WYY 2y =y

p k-1

0(41)=0, p'(A1)=0,....p*Y(4;)=0
denligin dogrudygy disntklidir. Onda sonky denleme o y o _
denlikleri alarys. Diymek, (10) denligin sag bélegi A = A4

d we m=0,1,2,...,k — 1 bolanda nola dendir, yagny
—(yy"+y?)=0
dx
L(xme’llx) =0.
gornlsi alar. Denligin iki boleginden hem integral alsak,

w2 Seylelikde, x™e**  funksiya m=01.2,...,k -1
Wity =t bahalarda (1) delemanin coziwidir. m=012. ... K —1
ya-da bahalar Ggin
d efX xetX x2etX ) xKletiX 1y
2 )=C
funksiyalar (1) denleménin hususy ¢oziwleri bolar. Olaryn
bolar. Diymek, islendik (a,b) interwalda  ¢yzykly  bagly  dal
funksiyalardygy-ny barlamak kyn déal. Goy, X-yn hemme
yy' = Cix+ C, bahalary Ggin
ya-da Cle’llx + sze “+.. +Ckxk lefX g
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L(e/lx) =e™p(1) (8)
tozdestwony alarys, bu yerde
p(A)= A"+ a A" . a4+,

Muna hasiyetlendiriji polinom hem diyilyar. (8) deiiligi A
boyunca m gezek differensirlalin:

S-Sl o
m

&)= L(weﬂxj - (fxne”).

m

dA”

(e”p(2))= x"e” p(A)+C™x™e™ p'(A)+...
e p() |

Onda (9) deiilik

L(x"e™)=e™(x"p(A)+C™x™ p'(1)+...+ p™())  (10)

gbrnisi alar. Edilen gimana gord, A; san p(1)=0
denlemanin koki bolup, kratnylygy K sana deri (K sany
koki 6zara deti). Algebra dersinden belli bolsy yaly, 44 san
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Bu yerden
y2 — C1X2 + C2X + C3

7-nji  mysal. yy"—y'z—y'=0 denleménin
tertibini kemeltmeli we umumy ¢ozuwini tapmaly.

Cozulisi. Umumy  yagdayda  (11) serti
kanagatlandyryan F; funksiyany tapmak arisat is dal.

Berlen yagdayda denlemanin iki boélegini hem H=—
y
kopeldip,

denlemani alarys. Bu denlemani

dx\y vy

gornusde goucrelin. Sonky denlemanin iki bodlegini hem
integrirlap,
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y_+£ — Cl
y 'y
ya-da
y'-CGy=-1

denleméni alarys. Bu birinji tertipli ¢yzykly birjynsly dal
denlemé&nin umumy ¢ozuwi

1
= C,e“% 4 —
y 2 C,

gornusdedir. Seylelikde, bu funksiya garalyan denleménin
umumy ¢Ozuwidir.
5. Indi

0 (14)

F(y', V' y(n))

denilem& garalyn. Gornusi yaly, (14) denileme X-y we V-i
anyk gornisde 06zinde saklamayar. Bu yagdayda
y' = u(x) belgileméni girizip, (14)-i

F(u,u',...,u(”_l)) =0

gornusli denlemd getireris. Somnra bu denleménin tertibini
kemeltmek Ugin U’ = p(u) ornuna goymany ulanyp,

F(u, D, ps..., p(”_z)) =0
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gornisde alarys.

5-nji mysal. y"' —2y"” +4y’'—8y =0 deilemani
cozmeli.
Cozilisi. Hasiyetlendiriji denileme

7% -2)% +42-8=0yada (1 - 2)(2° +4) =0

gornusdedir. Onuri kokleri: Ay =2, 1, =2i, A5 =-2I.
Denleménin umumy ¢oziwi

y = Cie?* +C, c052x + C45in2x

gornisde yazylar.

3. Goy, A1,45,...,A, koklerit arasynda K sanysy
hakyky we 6zara dei, yagny 11 =14, =...= 4 (k<n)
bolsun. Garalyan (1) denilemanin tertibi N bolanlygy Gcin
onun umumy ¢6ziwi Ozinde N sany erkin hemiseligi
saklamaly. Kokleri (2)-de yzygiderli goyup alnan
funksiyalardan dizilen umumy ¢6zlwin 6zinde N-den az
hemiseligi saklajakdygyny gormek kyn dal, yagny ondaky
gosulyjylaryn sany n-den az bolar. Ona géra-de umumy
coziwdéki yetmeyan gosulyjylary tapmaly bolar. Su
yagday ucin (1) deiileménin umumy ¢oziwini tapmaklygyn
usulyny beyan edelin.

(1,) belgilemede Yy = g™ funksiyany goyup,
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gbrnigsde  bolar.  Denlemdnin  kokleri: A, =1,
Aoy =2+ 3i, A3 =2 - 3i.Bulara degisli

y;=e*, y, =e?*cos3x, y,=e**sin3x

hususy c¢ozlwler fundamental sistemany duzyérler.
Denleménin umumy ¢oziwi

y = Cie* + C,re?* cos3x + C4e%* sin 3x
gornlsde bolar.
4-nji mysal. y"" —8y =0 delemanii umumy
¢oziwini tapmaly.

CoOzilisi. Hasiyetlendiriji denlemani

0

7% ~8=0yada (2 - 2)(4* + 22+ 4)

gornisde yazarys. Onui kékleri A1 =2, A, =1+ J3i,
Ag=-1-~/3i. Bu koklere degisli y; =e*,

y, =€ Xcosv/3x,  yg=e *siny/3x  funksiyalar
cozlwlerin fundamental sistemasyny emele getiryérler.
Ona goré-de denlemanin umumy c¢oziwini (7)-den
peydalanyp,

y = Cie?* + C,e % cos+/3x + C4e ¥ sin+/3x
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gornusli  denleméni alarys. Seylelikde, (14) gornisli
denleménin tertibini kemeltmeklige (1) we (4) gornUsli
denlemeler Gcin ulanylan usullardan peydalanyldy.

8-nji mysal. (1+ y,z)y,,, — 3y'y"2 =0

denleménin umumy integralyny tapmaly.
Cozulisi. y' = u(x) belgilemani girizip,

(1+ uz)u" —3uu'? =0

ikinji tertipli denlemani alarys. Bu denleméni U’ = p(u)
ornuna goymadan peydalanyp,

d
(1+ uz)p—lo—?:up2 =0

du
gornisli birinji tertipli denlem& getireris. Denligin iKi
bélegini hem p-e gysgaltsak, onda

d

@+uﬂ—9—am=o
du

bolar.

dp  3udu

Y _1+u2

185



denlem&nin umumy integralyny

ya-da

Inp+1InCy :gln(l+ u2)

3

pC, :(1+ u2)2

gornuisde taparys.
p-ni U’ bilen calsyryp,

3

C1%:(1+ u2)2

dx

denlemani alarys. Bu yerden

yagny

ya-da

dx =

C,du

3 H

(1+ u2)2

X = Jius+ C,
(1+ u2)2

Cyu
V1+u?
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+C2.

y, =e™cospx, y, = e™sinpx, yz =e*¥ ..,
yn:einx

cozlwler (1) denlemanin fundamental sistemasyny dizyar.
Sonun Ugin hem (1) denilemanin umumy ¢o6zuwi

y =C,e” cos Bx+C,e”sin fx+C.e™ +..+C e™” (7)

gornusde bolar.

Eger (4) denlemanin koklerinin arasynda kompleks
sanlaryn jubdtlerinin birndgesi bar bolsa, onda olaryn her
birine  hususy c¢oOzlUwlerin jubuti degislidir.  Goy,
A =ay+ PBql,...., A, =a, + B, sanlar (4) deiilemanin
kokleri bolsun, yagny (4) defilemaniit 2r sany kompleks
kokleri bar. Beyleki Ao, 1,...,A, kékleri hakyky we durli
sanlar diyip hasap edelin. Bu yagdayda (1) denleméanin
umumy ¢ozuwi

r ro___ n
y=> C,e" cosfB,x+>Ce“sinpBx+ >Ce”
=l j=1

j=2r+1

gornisde yazylar.

3-nji mysal. y" —-5y"+17y'-13y =0
denleméani ¢ozmeli.

CoOzilisi. Hasiyetlendiriji defilemesi

225024171 -13=0
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(A-1)(#* ~52+6)=0

defilemedir. Munun kokleri A, =1, A, =2, A5;=3.
Denleménin umumy ¢6ziwini

y=Cie¥ + Cre?* + Cge™

gornisde alarys.

2. Goy, Aq,4,,...,4, koklerii arasynda
kompleksleri bar bolsun. A =a+ i, A,=a-/fi,
galanlary hakyky we durli sanlar diyip hasap edelin.
A1 =0a+ [ sany (2)-de goyup, Y= e(a+ﬁ')x gornisli
funksiyany alarys. Ony Eyler formulasyna layyklykda

y = e® cos Bx +ie™ sin Bx
gorniisde yazarys. 82-déki 5-nji teorema gor4,

y; = e® cos X, y, = ¥ sin x (6)
funksiyalar (1) denleménin  ¢OzlUwleridir.  Eger
Ay,=0a—fi sany (2)-de goysak, onda sol teorema
layyklykda yene (6) funksiyalary alarys. Diymek,

kompleks koklerin her bir jubitine (6) hususy ¢oziwler
degisli bolyan eken. Seylelikde,
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u-y y’ bilen calsyryp,
Cry’

ontime gora ¢Ozulmedik birinji tertipli denlemani alarys.
Ony parametrik gornusde anlatmak bolar.
Goy, y' = tgt bolsun. Onda

X= + C2 (15)

o Gt o
J1+tg®t
ya-da
X=Cysint+C,. (16)

Seylelikde, (15) denleme

X=C;sint+C,
y' =tgt

parametrik gorniisde anladyldy. Bu yerden
dy =tgtdx = C, tgt costdt = C; sintdt,

yagny
y=-C, cost+C, (17)

denligi alarys. (16) we (17) denlikler bilelikde (15)
denleménin parametrik gornisdaki umumy integralyny
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beryarler. Olardan t parametri ¢ykaryp, garalyan
denleméanin

(x=C,)? +(y—C3)* = C}

gornisli umumy integralyna geleris.

Malim bolsy yaly, differensial denlemeler tcin Kosi
meselesini ¢6zmek Gcgin ilki bilen denlemdnin umumy
cozlwi tapylyar. Umumy ¢6ziw denlemanin tertibine den
bolan sany erkin hemiseligi saklayar. Erkin hemiseliklerin
san bahalary baslangy¢ sertlerden peydalanylyp alnan
algebraik denlemeler sistemasyndan tapylyar.

Ké&bir yagdaylarda umumy c¢oziwin tapylys
yorelgesinde baslangyc sertleri peydalanmak amatly
bolyar. Beyle etmeklik belli bir derejede hasaplamalary
yenillesdirip biler.

Mysal. y" = 2y3 denileménin y(O):l, y'(O):l
sertleri kanagatlandyryan ¢oziwini tapmak Ugin agzalan
yollaryn haysysyny ulanmagyn onaylydygyny anyklamaly.

Gonukmeler.

1. sin(y - Cz) =¥ C egriler masgalasynyn
differensial denlemesini diizmeli.

Jogaby: y"' = y'(1+ y'z).
2. y"=-cosx deileminin y(7)=0, y'(7)=1,
y"(7) =0 baslangyg sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwini
tapmaly.
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kopeltmek hasylyna dendigi bellidir. Seylelikde, (5)
funksiyalaryn Wronskiy kesgitleyjisinin noldan
tapawutlydygy anyklanyldy. Diymek, ol funksiyalar
cozlwlerin fundamental sistemasyny diizyérler. Sonun Ggin
hem, 82-daki 4-nji teorema layyklykda, (1) denleménin
umumy ¢oziwini

Alx Azx

y = Ce*X + C et 2%+ 4+C e
gornlisde yazmak bolar.

1-nji mysal. y"+Yy’'—2y =0 detllemaniti umumy
¢oziwini tapmaly.

Cozulisi. Hasiyetlendiriji defileme A% +A—2=0
gbrniigde bolar. Onui kékleri A; =1 we 4, =—2 hakyky

we durli. Sonun Ggin hem garalyan denlemaniin umumy
¢cOzuwi

y =Ce* +C,e
gornusdedir.
2-nji mysal. y"" —6y"” + 11y’ — 6y = 0 denilleméanin
¢oziwini tapmaly.

CoOzillisi. Garalyan denleménin  hasiyetlendiriji
denlemesi

2 —622+114-6=0
ya-da
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hasiyetlendiriji sanlar diyilyar. Algebra dersinden belli
bolsy yaly, (4) denleménin N sany koki bardyr. Goy, olar
tapylan bolsun. Olary A4,45,,...,4,, bilen belgildlin. Bu
sanlary (2) denlikde yzygiderli goyup,

Vi =e" y, =et? Ly, =etnt (g
funksiyalary alarys.

Indi (4) hasiyetlendiriji denlemdnin koklerine
baglylykda (1) denlemanin umumy ¢Oziwini tapmaklyga
gecelin.

1. Goy, Aq,45,...,4, kokler hakyky we dirli
bolsunlar. (5) funksiyalar ¢6zlwlerin  fundamental
sistemasyny dlzyarler. Hakykatdan-da, olaryn Wronskiy
kesgitleyjisi

e e .. e™
ZIX Z.ZX }‘nx
e A8 .. Ae
W (X) — )‘1 2 n —
Ate™ Ate L Ae™
1 ... 1

A

nl_ e(ﬂ,l+lz+...+ln)x %

1
IR PR N )“1 ﬂ"

N

o
X (A =22 =20 (2 = 20 1)
X (ﬂ"n—l B )“1)(ﬂ“n71 B 2”2 ) . '(ﬂ"n—l B )"n—Z ) . ()”2 B )“1)

Sonky kesgitleyji Wandermond  kesgitleyjisi  diyip

atlandyrylyar. Ol kesgitleyjinin gorkezilen tapawutlaryn
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Jogaby: y =sinX+2(x—r).

3. y"=e*, y0)=0, y'(0)=0, y"(0)=1
meseléni ¢ozmeli.

Jogaby: y=e* —x—1.
4,  x—=siny”"+2y"=0 defilemanin umumy
integralyny tapmaly.

Jogaby: X = sint — 2t

y :gsin 2t—%c032t +(C,—2-t*)sint +
+(£—2C1]t+gt3 +C,
2 3

5. y—+ ey'y" =1 denlemanin umumy integralyny

y!
tapmaly.

Jogaby: X = Int + et +C4, y=t+tet — gt +C,.

6. y"=e’ denlemanin y(0)=0, y'(0)=1 sertleri
kanagatlandyryan ¢ézlwini tapmaly.
Jogaby: y =—In[x—1.

7. y'=xy"+ y"'3 =0 derileménin umumy
integralyny tapmaly.
C1x3 C13x3
Jogaby: y = 5 " +Cyx+C5.

8. 2y"-3y’?=0, y(0)=-3,  y(0)=1,
y"(0) = —1 Kosi meselesinii ¢ziiwini tapmaly.
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Jogaby: y(X+2)=-x-6.

9. yy'- y'2 =0 differensial denlemanin M(O,l)
nokatdan gecyan hem-de bu nokatda X + Yy =1 goni ¢yzyk
bilen galtasyan integral egrisini tapmaly.

Jogaby: y=e"%.
10. Egrilik radiusy normal kesiminin uzynlygynyn
kubuna proporsional bolan tekiz egrileri tapmaly.

Jogaby: (X — C1)2 -G, y2 + /1C22 =0.

11.  xyy” —2xy'2 —yy'=0  dedleméanin  umumy
integralyny tapmaly.
Jogaby: y(x2 + Cl) =C,.
12.  yy" = y'2 denlemanin umumy ¢6ziwini tapmaly.
Jogaby: y = C,e%2¥.
13, y'y"—3y"? =0, y(0)=0, y'(0)=1,
y"(0) =0 Kosi meselesini cozmeli.
Jogaby: y = X.
14, yy"—y'?=y?Iny  deilemanin  y(0)=1,
y'(O) =1 sertleri kanagatlandyryan ¢oziwini tapmaly.

Jogaby: y = &%,
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deiillema garalyn, bu yerde ay,...,a, koeffisiyentler
hakyky sanlar. (1) deillemede

n-1)

L(y)=y" +ayyl

belgilemani girizelin. Onda ol

L(y)=0

gornlsde yazylar. (1) denlemanin ¢ézuwini

+.4+ap1Y' +a,y (L)

y=e™ )

gornusde gozlalin, bu yerde A heniz kesgitlenilmedik san.
A-ny (2) funksiya (1) defileméaninn ¢6ziwi bolar yaly edip
saylalyn. Su maksat bilen (2)-ni we onun
y' =262 y™ = 1"e® snimlerini (1) defilemede
goyup,

e’lx(;t” +a A" e, A+ an) =0 (3)

gornlsli denligi alarys. e™ 20 bolanlygy ugin
AN+ al/”t”_1+...+an_1}t +a,=0 4)

bolmaly. Seylelikde, N tertipli (1) denlemanin ¢ozlwini

tapmaklyk N derejeli (4) algebraik denlemanin ¢oziwini

tapmaklyga getirildi. (4) denlemda (1) denleménin

hasiyetlendiriji  derilemesi  diyilydr. Onun koklerine
211



formulalar boyunca tapylyar. (9) 6nlme gord cozilen
birinji tertipli denlemelerdir. Olaryn ¢ozuwleri

Ci(X):IMdX+Ci, (i=12,..,n) (10

W(x)

gornuslerde bolar, bu yerde C; erkin hemiselikler. (10)-y
(6)-da goyup, (1) denilemanin

n n
y=2 Ciyi "'ZYiI
1=1 i=1

Wix),
W(x)*

gornisdaki umumy ¢6zlwine geleris.

Tapylan umumy c¢ozuwdaki birinji gosulyjy (2)
denlemé@nin umumy c¢oziwi, ikinji gosulyjy bolsa (1)
denlemdnin hususy c¢ozlwi. Diymek, eger birjynsly (2)
denlemédnin umumy ¢Oziwi belli bolsa, onda (1)
denlemédnin  umumy ¢Oziwini  erkin  hemiseliklerin
wariasiyasy usuly bilen hem tapyp bolyan eken.

84. Birjynsly hemiselik koeffisiyentli defilemeler

n-1)

y(”) + aly( +.4a, Y +a,y=0 (1)
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IV BAP

YOKARY TERTIPLI CYZYKLY
DIFFERENSIAL DENLEMELER

8 1. Esasy dusunjeler we kesgitlemeler

Eger Yy g0Ozlenilydan funksiya we onun y',...,y(n)
ontmleri denlema ¢yzykly giryan bolsa, onda ol denleméa
N tertipli cyzykly denileme diyilyér. Denleme

n—-1)

Y 4 ()Yt pr (XY + Pa(X)y = F(X) @)

gérniisde berilyér, bu yerde p;(x) we f(x) kébir (a,b)
interwalda berlen tizniiksiz funksiyalar. pPj (X) funksiyalara
denlemanin koeffisiyentleri, f(x) -a azat agza diyilyar.
Eger f(X)=0 bolsa, onda (1) deiileme

Y 4P (Y + pa(X)y =0 (2)

y(n) + pl(x)y(
gornlsi alar. (2) denlemé birjynsly, (1) denlemé& birjynsly
dél denleme diyilyar. (1) we (2) denlemelere (ytgeyan
koeffisiyentli denlemeler hem diyilyar.

(2) deileméniti gep bélegini L(y) bilen belgilalin:
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L(y)= y(n) + pl(x)y(n_1)+...+ pn(X)y. 3)

L(y)-e cyzykly differensial operator diyilyar. Ol y-in
Ustiinde edilmeli amallaryn toplumyny gérkezyar (6ziinde
saklayar). Bu belgileme funksiya belgilemesine menzesdir.
Bu vyerden gornusi yaly, operator disunjesi funksiya
dusinjesini umumylasdyryar.

Mysal. Goy, L(y)=y”+xy’—3y bolsun. Onda

y = e* funksiya Gicin
L(e)=(e") +x{e") ~3e* = e*(x-2),
yagny L(ex) = e”(x—2) bolar.

L(y) operator asakdaky iki hasiyete eyedir.

1. Iki  funksiyanyn jeminden operator ol
funksiyalardan operatorlaryn jemine dendir, yagny

L(y1 +Y2)=L(y1)+ L(y2).

2. Hemiselik kopeldijini operator belgisinin dasyna
cykarmak bolar, yagny

L(Cy)=C-L(y).
Hakykatdan-da,

1.
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ST PR (8)

denlemeler sistemasyny diizeris. Sistemanyn kesgitleyjisi

Y1 Yo o Yn
A(X) _ yl y2 yn
y£n—1) ygn—l) Yr(1n_1)

bolar. Munun W(X) Wronskiy kesgitleyjisidigi aydyndyr.
Y1:Y2,...,Yy, funksiyalaryn c¢oOziwlerin fundamental
sistemasyny duzyandigi (5)-den belli. Ona goréa-de
W(X);tO. Diymek, (8) sistemanyn yeke-tdk c¢oziwinin
barlygyny Upjin edyén sert yerine yetyar. Onda Kramer
diizglinine layyklykda, Ci'(x)

, (i=12,...,n) (9)



ciy" s acyin2) — o (7n1)

sert goyalyn. Onda

-1 n-1 -1
Yy = Coy" P44 Gy MY (612)
bolar. Bu yerden
yV =Cy"+..+Cy"+Cly" 4. +Cly" (6)

(1) denlemeden (6), (61), . . ., (65) denlikleri nazarda tutup,
yazyp bileris:

Q01+mm . +pm)

.+C (y + ply T .Y, )

+Cy1 +. +Cy”1_f()

Edilen glimana gora, Y1,Y,,...,¥, (2) deiilemaniii bagly
dal coziwleri. Ona gora-de yaylardaky duran anlatmalar
nola dendirler. Sonun ¢in hem

4 -1 ’ -
Clyy' ) acry(-D) f(x) (70)
gornusli denleme alnar.

Seylelikde, (74), (72), . . ., (7n-1), (7n) denlemelerden

C{,C;,...,C/, ululyklara goré
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L(y, +y,) = (v + y,)™ + (v, +v,)" 7+

+ P, (y1+y2)
=yf”>+y2 +p1(y1 YY)t D (Y Y,)=
=y 4 py Y Y Y+ pyS Y +
.Y, = L(y,)+ L(y, )

Operatoryn  beyleki  hésiyetinin  dogrulygyna suna
menzeslikde gz yetirmek bolar.

Bu hésiyetlerin birinjisine operatoryn additiwlik,
ikinjisine bolsa birjynslylyk hasiyeti diyilyar. L(y)
operatoryn getirilen hasiyetlerinden

L(élcmymj = mi:lcm L(Ym)

denligin gelip ¢ykyandygy dusnuklidir.

Eger (@,b) interwalda kesgitlenen Yj,...,Y,
funksiyalar Gc¢in in bolmanda biri noldan tapawutly
aq,...,0, hemiselikler bar bolup, VX e(a,b) tcin

denlik yerine yetydn bolsa, onda ol funksiyalara ¢yzykly
bagly funksiyalar diyilydr. Tersine bolan yagdayda ol
funksiyalara c¢yzykly bagly dal funksiyalar diyilyar.
Basgaca aydylanda, eger 4 denlik dine

o1 =0, =...=a, =0 bolanda yerine yetyan bolsa, onda
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Y1,...,Yy funksiyalara ¢yzykly bagly dal funksiyalar
diyilyar. Eger Yy,..., Y, funksiyalar (2) defileménin (a,b)
interwaldaky ¢yzykly bagly dal ¢cozlwleri bolsa, onda olara

cozlwlerin fundamental sistemasy diyilyér.
Mysal. Yy, =sSinXx, Yy, =co0sX funksiyalary

(—oo,oo) interwalda ¢yzykly baglylyga derndlin.
aqSinX+oa,cosx=0

tozdestwa garalyn. Kesgitlilik tgin o1 # 0 bolsun.
T
Tozdestwoda XZE bahany goysak, onda a1 =0 bolar.

Ol mimkin dél. Ona goré-de garalyan funksiyalar (—oo,0)
interwalda ¢yzykly bagly dal funksiyalardyr.

Goy, Yq,...,Yn funksiyalaryn (a, b) interwalda n
tertipli Uznuiksiz 6ndmleri bar bolsun. Olardan diztlen

Vi Y2 o Y
Y1 Y2 - Yn
ity

kesgitleyja Wronskiy kesgitleyjisi diyilyar. Ol W(X) bilen
belgilenyar.
(1) denlemani y(n) gora ¢ozulen gornlsde yazalyn

194

(6)-da gozlenilydn funksiyalar n, emma denleme bir.
tonun Uyin hem N —1 sertleri (6)-nyn ofdmlerinin N —1
tertibe genlisi C;(X) = const. bolandaky gomsi alar yaly
edip saylalyn, yagny

Ciy;+..+Cly, =0 (72)
sert goyalyn. Onda

y'=Cryi+.+Cpyp (61)
bolar. Ony differensirlap,

y" =Cyy/+..+Cyy + Cly +..+C Y,

anlatmany alarys.

Clyi+..4+Cly, =0 (72)
sert goyalyn. Onda

y" =Cy+..+C, Yy, (62)
bolar. Bu diizgiini N —1 gezek yzygiderli gaytalap,

yo =Cy" L+ Cy" T 4 Cly" P 4+ Cly"?

denligi alarys.
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» L(v, () + v, (x)) = L(v,(x))+ L (v, (x)) = ,(x)+ T,(x)
ya-da

L(vy(X) + Vo (X)) = f1(x)+ f2(x)
bolar.

Diymek,  V(X) =Vvy(X)+Vy(X)  funksiya (4)
denlemanin hususy ¢6zuwi.

Teoremanyn tassyklamasy denleméanin sag boleginde
gosulyjylaryn islendik tukenikli sanysy bolanda hem
dogrudyr.

Indi erkin hemiseliklerin wariasiyasy usuly (Lagranz
usuly) bilen birjynsly dal (1) denleménin umumy ¢ozuwini
tapmaklyga giriselin. Usulyn ulanylysyny beyan edelin.

Goy, (2) denlemanin

y= C1y1+"'+cnyn (5)

umumy c¢Ozliwi tapylan bolsun. (1) denleménin umumy
¢oziwini

y=Cy(X)yp+..+Ch(X)yy (6)

gornisde gozlalin. (6) funksiya (1) denleménin ¢Ozlwi
bolar yaly edip Cq(X),...,Cpn(X) funksiyalary kesgitlalis.
Olar differensirlenyén funksiyalar bolmaly. (6) funksiyany
differensirlép, alarys:

y'=Cpyi+..4+C Yy, +C{y +..+Cly,.
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y(n) = f(x)- pl(x)y(n_l)—...— P (X)y.

Bu denlleme gecen bapda dwrenilen

y(n) — f(x,y,y',...,y(n_l))

denleménin hususy halydyr. Hakykatdan-da, munun
seyledigini gorkezmek (¢in sonky denilemede

f(xy ¥ V) = £ (9= Py ™= py ()

diyip hasap etmek Yeterlikdir. (1) defilemedéki p;(X) we
f (X) funksiyalar Uznuksiz bolanlygy ugin
f(x,y,y',...,y(n_l)) funksiya 3-nji bapdaky teoremanyn

hemme sertlerini kanagatlandyryar. Sonun dgin hem (1)
denileméanin (a,b) interwalda kesgitlenen

Y(%0) = Yo Y'(X0) = Vo - -+ YV (x0) = ¥

baslangyc sertleri kanagatlandyryan yeke-tak y:(p(x)
¢Ozlwi bardyr.

82. Birjynsly defilemeler
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L(y)=0 (1)
denlemd garalyn. Onun ¢6zlwi baradaky teoremany subut
edelin.

1-nji teorema. Eger VYq,Y,,...,Y, funksiyalar (1)
denlemanin ¢6zlwleri bolsa, onda

y= C1y1+'"+cn Yn 2)

funksiya hem ol denileménin ¢ézlwidir.
Subudy. Teoremanyn sertine layyklykda

L(yl)EO, o L(yn)s 0.

(2) funksiyany (1) detnlemdnin ¢ep bdlegindéki V-in
ornuna  goyup, ¢yzykly differensial  operatoryn
hasiyetlerinden peydalansak, onda

=CyL(y1)+..4CL(Yn)=Cy - 0+..4C,-0=0

ya-da
L(C1y1+. . .+Cn yn ) = O

bolar. Diymek, (2) funksiya (1) defilemanin ¢ozuwi.
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gornisli denlemeler sistemasyny alarys. Onun kesgitleyjisi
W(Xg)#0, cunki edilen gimana gora Yi,Ys,...,Yn
cyzykly bagly dal funksiyalar. Diymek, sistemanyn yeke-
tak ¢éziwi bar. Goy, C; = arq,...,C, = o, onuii ¢oziwi
bolsun. Bu sanlary (3)-de goyup,

y - Ollyl+...+0£nyn

gornisli  hususy c¢oziwi alarys. (3) funksiyanyn (1)
denlemanin umumy ¢oziwidigi gérkezildi.

Hususy c¢Ozuwleri tapmaklykda ulanylyan yodnekey
teoremany getirelin.

2-nji  teorema. Eger Vi = Vl(x) funksiya
L(y)= fi(X) dehlemanii hususy coziwi bolsa,
Vo =V, (X) funksiya L(y)= fy(X) defileméanin hususy
¢Ozlwi bolsa, onda olaryn jemi V =V, +V, funksiya

L(y) = f1(x)+ f2(x) (4)

denlemanin hususy ¢ozuwidir.
Subudy. Teoremanyn sertine gora

L(vi(x)) = fa(x), L(v2(x)) = f2(x)

tozdestwolary alarys. V=V;+V, funksiyany (4)
denleménin  ¢ep boleginde Yy-in ornuna goyup,
tozdestwolary goz 6nlinde tutsak, onda
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ya-da
L(v+u)=f(x)

tozdestwony alarys. Diymek,
y=Vv+Cy+..+C.Yy, (3)

funksiya (1) denlemanin ¢ozUwi.

Eger (3) ¢Oziwden islendik hususy c¢Ozlwi alyp
bolyan bolsa, onda ol (1) denleménin umumy ¢oézuwidir.
(3) ¢Ozlwden hususy ¢ozuwi almak Ugin gosmaca sertler
berilmeli,

Goy,

Y(X0) = Yo ¥'(X0)= Yo - - Y D (xg) =y P

berlen bolsun. (3)-de we onufi yzygiderli N —1 gezek alnan
ontmlerinde X e(a,b) bahany goyup, berlen sertleri g6z
ontnde tutsak, onda Cy,...,C, ululyklara goré

yl(XO)Cl + yz(xo )Cz +...tY, (Xo)Cn =Y _V(Xo)’

Malim bolgy yaly, n tertipli deileménin umumy
¢coziwi N sany erkin hemiselikleri 6zlinde saklayar. (2)
funksiya hem n sany C,,...,C,, erkin hemiseligi saklayar.
(2) funksiya (1) denlemanin umumy co6ziwimikd? diyen
sorag yuze cykyar. Umumy yagdayda (2) funksiya (1)
denleménin umumy ¢oziwi bolman hem biler. Asakda (2)
funksiyanyn 1) denilemanin umumy ¢cozuwi
bolmaklygynyn sertleri getirilyar.

2-nji teorema. Eger VYy,Y,,...,¥, funksiyalar
(a,b) interwalda gyzykly bagly funksiyalar bolsa, onda
olarynn Wronskiy kesgitleyjisi W(X) =0.

Subudy. Teoremanyn sertine gora, Yq,Ys,...,¥n
cyzykly bagly funksiyalar. Onda

alyl+...+anyn = O

oj sanlaryn in bolmanda biri noldan tapawutly bolanda
yerine yeter.
Goy, a1 # 0 bolsun. Onda

a a
Yi=="2y, ===y,
251 22
ya-da
y1=ﬂ2y2+---+ﬂnyn (3)
197



bolar, bu Yerde ﬁi=—ﬂ (i=2,...,n). Wronskiy
aq
kesgitleyjisinin  birinji sttunini (3) funksiya we onun
yi,...,y&n_l) onumleri bilen calsyryp,
BoYo+.-+PnYn Y2 - Yn
BaYo+.-+PnYn Y2 - Yn
n-1 -1 n—-1 -1
Boys e By Yy

kesgitleyjini alarys. Alnan kesgitleyji n—1 sany
kesgitleyjinin jemine dendir. Olaryn her birinin iki situni
Ozara den bolanlygy ucin olar nola den. Sonun ¢in hem
Wronskiy kesgitleyjisi nola dendir.

3-nji teorema. Eger (1) denlemanin koeffisiyentleri
(a,b) interwalda Uzniksiz we Yq,Ys,...,Y, funksiyalar
onun ¢yzykly bagly dal coziwleri bolsalar, onda olaryn
Wronskiy kesgitleyjisi (a,b) interwalyn nokatlarynyn hig
birinde nola den daldir, yagny VX e(a,b) ucin W(X) # 0.

Subudy. Xy €(a,b) nokatda W(xg)=0 diyelis.
Bu Kkesgitleyjinin elementleri  koeffisiyentleri  bolan
birjynsly algebraik denlemeler sistemasyny dizelin:
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denlemad garalyn. Bu denileméni belgilema layyklykda

L(y)=f(x)

gysga gorniusde hem yazmak bolar.
(1) detilemeden f(X)= 0 bolanda alynyan

L(y)=0 2

denlemdni hem vyazalyn. Muna (1) denilemd degisli
birjynsly denleme diyilyar.

Asakdaky tassyklama adalatlydyr.

1-nji teorema. Birjynsly dal (1) denleménin umumy
¢Oziwi onun hususy ¢ozlwi bilen birjynsly (2) denleménin
umumy ¢Oziwinin jemine dendir.

Subudy. Goy, V=V(x) funksiya (1) deiileménin
hususy ¢oziwi, u=Cyy;+..+C.y, funksiya (2)
denlemanin umumy ¢6zlwi bolsun, yagny

tozdestwolar yerine yetydr. y=V+U funksiyany (1)
denlemede goyup,



funksiyany alarys. Bu funksiya (1) denlemanin (9)
baslangyc sertleri kanagatlandyryan c¢oziwidir. Diymek,
(8) funksiya (1) denleméninn umumy ¢ozuwi.

5-nji teorema. Eger y:u(x)+iv(x) funksiya
hakyky koeffisiyentli (1) denleménin ¢coziwi bolsa, onda
u(x) we V(X) funksiyalar hem ol defleménin

cozuwleridir.
Subudy. Teoremanyn sertine gora,

L(u(x) + iv(x)) = 0. Operatoryi hasiyetleri esasynda

L(u(x))+iL(v(x))= 0.

Bu yerden L(u(x))=0, L(v(x))=0. Diymek, u(x) we
V(X) funksiyalar (1) denileménin ¢ozuwleri.

8§3. Birjynsly dal defilemeler

Birjynsly dal n-nji tertipli

Yy 4+ o ()Y Y py (X)y = F(X)
M)
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Algebra dersinden malim bolsy yaly, bu sistemanyn
noldan tapawutly ¢oziwleri bardyr. Goy, ol ¢cozuwlerden

biri tapylan bolsun. Ony C; =C,...,C,=C, bilen
belgilalin. Bu tapylan sanlar bilen teoremadaky Yy,..., ¥,
cozuwlerden

y= ClYl"" . '+Cnyn (5)

funksiyany duzelin. (5) funksiya teorema 1 - e layyklykda
(1) denilemdnin ¢ézuwidir. (4) sistemada Ci,...,C,
bahalary goyup alnan tozdestwolar g6z o6ninde tutulsa,
onda (5) ¢ozuwin

¥(Xg) =0, y'(%)=0,..., y(n_l)(xo) =0 (6)

baslangy¢ sertleri kanagatlandyryandygy disnuklidir. (1)
denlemanin (6) sertleri kanagatlandyryan dinie nol ¢oziwi
bar (coziwin barlyk we yeke-tdklik teoremasyna
layyklykda). (5) denlikden

Clyl"'---"'ényn — 0 (7)
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denligi alarys, bu yerde Cj,...,C, sanlaryi if bolmanda
biri noldan tapawutlydyr. Beyle yagday (7) denlikdaki
Y1,...,Yy funksiyalaryn c¢yzykly bagly c¢oziwlerdigini
gOrkezyar. Alnan gapma-garsylyk teoremany subut edyar.
Soiiky teoremalardan, eger (@,b) interwalda
garalyan Yq,...,Y,, funksiyalaryn Wronskiy kesgitleyjisi
nola den bolsa, onda ol funksiyalaryn ¢yzykly baglydygy,
noldan tapawutly bolanda bolsa, ¢yzykly bagly daldikleri
gelip ¢ykyar (denlemanin koeffisiyentleri tzniksizdir).
Mysal. y; =sinX, Y, =cosx funksiyalaryi
(—o0,00) interwalda gyzykly bagly daldigini gérkezmeli.
Bu funksiyalaryn Wronskiy kesgitleyjisi

SinX  COSX
=-1#0,

W(x) =

COSX —sSinXx

Diymek, garalyan funksiyalar ¢yzykly bagly dal.

Indi, (2) funksiyanyn (1) denleméninn umumy ¢oziwi
bolmaklygynyn sertini beyan edelin.

4-nji teorema. Eger Yq,...,¥, funksiyalar (1)

denlemdnin fundamental sistemasyny emele getiryan
bolsalar, onda ol denilemanin umumy ¢6ziwi

y= C1y1+"'+cn Yn (8)

detilik bilen berilyandir, bu yerde Cy,...,C,, hemiselikler.
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Subudy. Eger (8) ¢6zlwden her bir hususy ¢Oziwi
alyp bolyan bolsa, onda ol umumy ¢ézuwdir. (8) ¢coziwden
hususy ¢6ziwi almak (¢in baslangyc sertler berilmeli. Goy,

Y(Xo) = Yo. Y'(Xo) = Y0 y(n_l)(xo) = yc()n_l) 9)

bolsun. (8) funksiyany Nn—1 gezek differensirlap we (9)
sertleri g6z énunde tutup, Cy,...,C,, ululyklara gora

yl(XO)Cl + yz(xo)cz +ot yn(XO)Cn = Yo

algebraik denlemeler sistemasyny alarys. (10) sistemanyn
kesgitleyjisi teorema 3-e layyklykda noldan tapawutly,

yagny

V%) %) e va(%)
yi) (%) e va(x)

Onda (10) sistemanyn yeke-tak c¢ozlwi bardyr. Goy,
C,=0ayq,..,.C,=a, sanlar (10) sistemanyin ¢Ozlwi
bolsun. Bu san bahalary (8)-de goyup,
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gora-de, (3) sistemanyn nol dal ¢oziwini tapmak Ugin,
onun kesgitleyjisini nola denldp, yagny

a‘ll_/l a, ... a,
a, a,—A ..a, 0 @
a, a, ..a —A4

denligi alarys.

Bu A —a gord n derejeli algebraik denleme. (4)
denlemd (1) sistemanyn hasiyetlendiriji denlemesi
diyilyéar, onun koklerine hésiyetlendiriji sanlar diyilyér.

Goy, (4) denlemanin kokleri tapylan bolsun. Olary
A, A,y A, bilen belgila-lin.

Indi (1) sistemanyn umumy ¢Ozlwini tapmaga
giriselin.

1) goy, A, A,,...,A kokler hakyky we durli sanlar
bolsun. Olary (3) sistemada A-nyn ornuna nobatlayyn
goyup, olara degisli sistemalary alarys.

Solaryn biri,

(a11 _2‘1)7/1 ta,y,t..ta,y, = 0)

8.21}/1 + (azz - 2‘1)7/2 +...+ a'2n7/n =0
> (31)

a7, +a,y, +..+(@,=4)y, =0

gornusde bolar. Bu sistemanyn kesgitleyjisi nola den.
Diymek, (3;) sistemanyn nol dal ¢6zlwi bar.
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gornisde gozlemeli. Eger o =0 san hasiyetlendiriji
detilemanin koki bolup, kratnylygy K sana deni bolsa, onda
(5) denilemanin hususy ¢oziwini

V(X) = Xka(X)

gornusde gozlemeli bolar.
Indi

L(y) =e® Py (x)cos Sx (6)

gorniisli defilemé garalyd, bu yerde Pp(X) derejesi m
bolan polinom, «,f - hakyky sanlar. (6) denlemani (2)
gornlsli yagdaya getirmek bolar.
el 4 e I
COS BX = >

Eyler formulasyny peydalansak, onda (6) denileme

1 (a+pi)x 1 (a-pi)x
L(y)= e Py (x)+ e "R (x) @)

gornilsi alar.
y2 -daki teorema 2 - & layyklykda (7) denlemanin
¢Ozlwi

1 a+ Pi)x
L(y) =& Py (x) @



1 a—Pi)x
L(y) =& Py (x) ©

denlemelerin ¢ozlwlerinin jemine dendir.
Eger o+ [ san hasiyetlendiriji detilemanin koki
bolmasa, onda (8) we (9) denlemelerin hususy ¢oziwlerini

Vl(X) _ e(a+ﬁi)me(X)

Vs (x) = Qp (x)

gomiislerde gozlemek bolar, bu yerde Qp(X), Q. (X) m

derejeli koeffisiyentleri kesgitlenmedik catyrymly sanlar
bolan polinomlar. Bu hususy ¢oziwlerin jemi

V(%) =V, (x)+V, (x) = e“"Q, (x)+e“ " Q, (x)
(7) denlemanin hususy cozuwidir. Bu yerde gorkezijili

funksiyalardan trigonometrik funksiyalara gecilse, onda (6)
denlemanin

V(x) = e™[Ry(x)cos fx + Sp(x)sin x| (10)

gornisli kompleks sany saklamayan hususy ¢dzuwi alnar,
bu Yerde Ry (X), Sp(X) koeffisiyentleri kesgitlenmedik
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denlemeler sistemasy gornusde berilydr. Bu yerde v;,...,Vn
gozlenilyan funksiyalar, a; (i,j=1,....,n) koeffisiyentler
hemiselik sanlar. (1) sistemany

dy, @ :

™ jZﬂa”yJ (i=12,..,n)
gornisde hem yazmak bolar. (1) sistemanyn c¢oziwini
tapmaga Eylerin teklip eden usulyny beyan ederis. (1)
sistemanyn hususy ¢0ziwini

Y, = }/lezlx’ Y, = Vze/lx ooy Yy = Vnelx (2)
gorniisde gozlaris, bu yerde VisVorenV, WE A
hazirlikge  kesgitlenmedik  hemiselikler. (2)-daki

funksiyalar (1) sistemanyn ¢oziwi bolar yaly edip, olary
kesgitlemeli. Sol maksat bilen (2)-daki yi,Ya,....¥n

funksiyalary we olaryn énimlerini (1) sistemada goyup,
sonra onun iki bolegini e™ kopeldija gysgaldyp,

Y1+Y oY, Ululyklara goréa

(a11 _2‘)7/1 +a,y, +..+a,7,=0 \

Ayt (azz o 2‘)7/2 T ta,y, = 0
g 3)

a‘n1}/1 + anzyz +"'+(ann _/l)}/ = O

n J

gornusli birjynsly denlemeler sistemasyna geleris. Eger (3)
sistemanyn kesgitleyjisi noldan tapawutly bolsa, onda onun
nol ¢ozuwinin bardygy belli. Bizi ol sistemanyn nol dal
cozlwi gyzyklandyryar. Seyle ¢coziw dine (3) sistemanyn
kesgitleyjisinin nola den bolan yagdayynda bardyr. Sona
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gOrnusde taparys.
Denligin iki bolegini integrirlap,

Ci(x):j%dxﬂj, (i=12,...,n) @

detiligi alarys. Bu yerde C. erkin hemiselikler. (11)-i (9)-da

|
goyup, (1) sistemanyin umumy ¢ézuwini

y :le(x)dxﬂfljyﬂ +...+£jW”(X)dx+6njym

W(x) W(x)

(i=12,..,n)
gornisde yazarys.

84. Hemiselik koeffisiyentli birjynsly deiilemeler

sistemasy

Y oy ray ety
dX 171 a12 2 aln n?
%—a y,+a,y,+..+a,y
dX 2171 2272 2n n’> (1)
dy.

=a y, +a,y,+..+a. .y,
dx )
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polinomlar. Olaryi koeffisiyentlerini tapmak tgin V -ni we
onun 6numlerini (6) denlemanin ¢ep boleginde Y-in we
onun degisli 6Gndmlerinin orunlaryna goymaly. Denligin iKi
bolegini hem ™ kdpeldija gysgaltmaly. Alnan denligin
sag we ¢ep boleklerindaki cos X we sin Bx kopeldijilerin
degisli koeffisiyentlerini denlemeli. Sonra X-yn den
derejelerinin  koeffisiyentlerini  denlesdirip,  (10)-da
gorkezilen polinomlaryn koeffisiyentlerine gora denlemeler
sistemasy alnar. Nébellilerin tapylan san bahalaryny (10)-
da goyup, gozlenilyan hususy ¢6zlwi yazmak bolar.

Eger o + Bi san hasiyetlendiriji denlemanin koki
bolup, kratnylygy K san bolsa, onda (6) detileménini hususy
¢oziwini

V(x) = x*e™[Ry(x)cos px + Sp(x)sin x| (1)

gornusde gozlemeli bolar.
Eger denleme

L(y) = e Py(x)sin Sx (12)

gornusde berlen bolsa, onda onun hususy ¢ozuwini (10) we
(11) gornuslerde gozlemek bolar.
Indi (6) we (12) denlemeleri 6zlinde saklayan

L(y) = e“X[Pm(x) cos X + Pm(x)sin ,BX] (13)
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gornugli  derilemd garalyn, bu vyerde P, P,
koeffisiyentleri hakyky sanlar bolan m derejeli
polinomlardyr. Olaryn birinin derejesinin =~ M-den Kigi
bolmagy hem mimkin. (13) denlemani garalan denlemelere
syrykdyrmak bolar.

ipx | q=ipX ipx _ a=ipX
cosﬂx:e +2e : sinﬂx:e 2_e
|

Eyler formulalaryny peydalansak, onda (13) defileme

L(y) = e(a+ﬁi)XE Pm(X) _%5m(X):| + "
. 14
+e(a_ﬁi)XE Pm(X)+é5m(X):|

gornusi alar, bu yerdaki kwadrat yaylardaky polinomlar
kompleks-gatyrymlydyrlar.

L(y) _ e(a+,8i)x |:_

Goy, (3) sistemanyn umumy c¢ozlwi tapylan bolsun. Malim
bolsy yaly, onun umumy ¢oziwi

y.=CY, +C,y, +..+C Yy, (i=12,..,n)

gornusde berilyér. (1) sistemanyn ¢dzuwini

y, =C,(x)y, +C,(X)y, +..+C (x)y.., (i=12,..,n) (9

gornusde gozlalin. (9)-daky funksiyalar (1) sistemanyn ¢ozlwi bolar
yaly edip, Cl(X), C, (X),...,Cn (X) funksiyalary saylalyi. Onui
ucin (9)-y (1) sistemada goyup,
CYu+CYu+. 4 C Yy +Cyy +CyYy +..+CY, =
=P,(Cy, +C,Yp + ..+ C Y, ) +...#
+P (Cy, +C,Y, +..+Cy )+ f(x), (i=12...,n)
ya-da
Cl(y:lLi o Pilyll T Pinyln)+ T
+C, (Y = PYos == PuYi )+
+Cy, +.+Cy. =f(x), (i=12..,n)

denlikleri alarys.
Edilen glimana gora yaylardaky anlatmalar nola dendirler.

Onda bu yerden Cll,Cé,...,C'

o Ululyklara géra

Cy, +..+Cly = f(x) (i=12,...,n) (0

denlemeler sistemasyny alarys.
(10) sistemanyn kesgitleyjisi W(x)=0. Onda (10) sistemanyn yeke-tak
¢ozlwi bardyr. Ony
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Subudy. (5) belgidéki funksiyalar toplumynyn (3)
sistemanyn umumy ¢ozuwidigini gorkezmek Ugin (5)-daki

Y., Y, Y, funksiyalaryi

(%) =y; (i=12..,n) (6)
baslangy¢ sertleri kanagatlandyrar yaly edip C,,C,,..,C,
hemiselikleri saylalyn. Onun Ggin (5)-de X = X, bahany
goyup, (6) sertleri géz onunde tutup, C,,C,,..,C,
ululyklara goré

Clyll(xo) + Czyzl(xo)"'+ Cnynl(XO) = ylo \

C1y12 (Xo) + Cz Yo (Xo)'"+ CnynZ(XO) = yg [ 7

Clyln (XO) + CZyZn(XO)"'+ Cnynn (XO) = yr?)

gornusli denlemeler sistemasyny alarys. (7) sistemanyn kesgitleyjisi
W(x0)=0.

(7 sistemanyn yeke-ték cozlwi bar. Goy,
C,=C},..,C, =C? onui coziwi bolsun. Bu san bahalary (5)
— de goyup, (3) sistemanyn

yi:Cl()yli+C§y2i+"'+Cr?yni’ (i:1’2""’n) (8)
gornusli hususy coziwini alarys. Diymek, (5) ¢oziw (3)
sistemanyn umumy ¢0zlwi.

Indi (1) sistemanyn umumy ¢Ozuwini tapmaklyga giriselin.
Ona erkin hemise- liklerin wariasiya usulyny ulanalyr.
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detilemelere garalyn. Eger a + Bi san hasiyetlendiriji

denleméanin koki bolmasa, onda (15) we (16) denlemelerin
hususy ¢Ozuwlerini degislilikde

a+piyx| 1 - |
v, = elat ) [ERm(X)_%sm(x) )

V, - e(a—ﬁUxE Rm(x)+%8m(x) 18)

gornuslerde goOzlaris. Rm(x) we Sm(x) polinomlaryn
koeffisiyentleri  degisli  denlemeler  sistemalaryndan
kesgitlenilyérler. Sm(x) we Rm(x) polinomlaryn degisli
koeffisiyentleri kompleks catyrymlydyrlar.

Ona goré-de V, ¢oéziw V; c¢oziwin kompleks
catyrymlysy bolar. Olar gosulyp, ondaky gorkezijili
funksiyalar trigonometrik funksiyalar bilen calsyrylsa, onda
(13) denleménin gozlenilmeli hususy ¢Oziiwi

V(x) = ™[Ry (x) c0s A+ Spy(x)sin x|

gOrnusde bolar.

Eger o + Bi san hasiyetlendiriji denlemanin koki
bolup, kratnylygy Kk san bolsa, onda (13) defilemanin
hususy ¢ozuwini
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V(x) = X“e™[Rpy(X)cos Bx+ Spn(x)sin x|

gornisde

gozlemeli, bu  yerde

Rin(X), Sm (%)

koeffisiyentleri kesgitlenmedik m derejeli polinomlar.
(1) denleménin hususy coziwlerinin gozlenilmeli
gornislerini salgy berydn maglumatlary jemlalin.

Denlemanin sag

Hasiyetlendiriji

Hususy ¢ozuwin goz-

bolegi denlemanin lenilmeli gornusi
m derejeli Py (x) [0 san  koki|V = Qy,(x)
bolmasa
polinom 0 san  koki|y — yk
bolup, X" Qn(X)
kratnylygy K
bolsa
P_(x)e™ a san  koki|y _ ox
n(X)e bolmasa Qn(x)e
a san  koki|y, _ yk ax
bolup, X" Qn(x)e
kratnylygy K
bolsa
Pn(X)cospx+ |£Bi  sanlar|V =R,(x)cos X +
kokleri bolmasa +Sm(x)sinﬂx
+Pn(X)singx  |£6i  sanlar|V =x*[R (x)cosBx +
kokleri  bolup, +Sm(x)sin ﬂx]

kratnylygy K
bolsa
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yll’ y12""’y1n
y21’ y22""’y2n
ynl’ yn2""’ynn

kesgitleyji Wronskiy kesgitleyjisi diyip atlandyrylyar we
W(x) bilen belgilenyar.

Teorema. Eger (3) sistemanyn koeffisiyentleri (a,b)
interwalda Uznuksiz we (4) toplumdaky funksiyalar (3)
sistemanyn ¢yzykly bagly dal coziwleri bolsalar, onda
olaryn ~ Wronskiy  kesgitleyjisi  (a,b)  interwalyn
nokatlarynyn hi¢ birinde nola den daldir, yagny
Vx e (a,b) ugin W(x) = 0.

Bu teoremanyn subudy [2] gollanmanyn 50-nji
sahypasynda getirilen teoremanyn subudyna menzes.
Sonun U¢in hem teoremany subutsyz kabul etmegi makul
bildik.

Teorema. Eger (a,b) interwalda (4) funksiyalar
toplumy (3) denlemeler sistemasynyn fundamental
sistemasyny emele getirydn bolsa, onda (3) sistemanyn
umumy ¢Ozuwi

Y, =CY; +C,Yp +..+C.Y,, |

=Cy.+C +...+C
y2 1y12 2 y22 n yn2 L (5)

yn = Clyln + C2y2n +..t Cnynnj
gorntsde berler, bu yerde C,,C,,..,C_- erkin hemiselikler.
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(3) sistemanyn Y,(X) =0,...,y. (x) =0 gornisde
nol ¢cOziwinin barlygy gérnip dur.
y.(X,)=0,¥,(%,)=0,...,y.(x,) =0 sertleri

kanagatlandyryan (3) sistemanyn ¢6ziwi hem noldyr.
Kesgitleme. (a,b) interwalda kesgitlenen

Yoo Yig oo Yin |

y21’y22""’y2n e (4)

ynl’ yn2""’ ynnj
funksiyalar toplumy tcin Zn:aiyik =0
i=1

(k =1...,n;a < X < b,a,—hemiselik) tozdestwolar diie
o, =a,=..=a, =0 yagdayda yerine vyetse, (4)
funksiyalar toplumyna ¢yzykly bagly dal diyilyar. Eger
a,,Q,,....a, sanlaryn iit bolmanda biri noldan tapawutly
bolup, gbrkezilen tozdestwolar yerine yetse, onda (4)
topluma ¢yzykly bagly diyilyar.

Kesgitleme. (4) toplumda setirleyin yerlesdirilen n
sany funksiyalar (3) sistemanyn c¢yzykly bagly dél
cozuwleri bolsa, olaryn toplumyna ¢ézuwlerin fundamental

------

4) toplumdaky funksiyalardan dizulen;
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e” [P (x)cos fx+ | a + Bi  sanlar|V =e”[R,(x)cos Bx +
kokleri bolmasa | + Sm(x)sin ﬂx]

+P(x)sinpx] | Bi sanlar|V =x"e”[R, (x)x

kokleri  bolup, | x cos gx + S, (x)sin fx]
kratnylygy Kk
bolsa

Indi hemiselik koeffisiyentli denlemelere getirilyén
denlemelere garalyn.

X"y 4 ax" Yy e xy ra,y = f (x)

x"y(W pax" Yy va xy'+ay=xEf (Inx)

gornusli denlemeleri y3-de bellenilisi yaly degislilikde
x=e' ya-da t = InX ornuna goymalar arkaly hemiselik
koeffisiyentli denlemelere getirmek bolar.

n-1 . (n-1)

(ax+b)'y™ +a (ax+b) " y" +...
.+a_(ax+b)y’+a y=f(x)

deiileme Ggin ax+b=e" ya-da t=In(ax+b) oruna
goymany ulanyarlar.

1-nji mysal. y"+2y' +y=X
¢cozmeli.

2 + X denlemani
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CoOzllisi. Garalyan denlema degisli  birjynsly
denlemani yazalyn:

y"+2y"+y=0.
Munun hasiyetlendiriji defilemesi

25 +24+1=0.
Kokleri A; = A, =—1. Onunt umumy ¢oziwi

u=Cpe *+Cyxe™*

gOrnusde bolar.

o =0 san hasiyetlendiriji denleméaninn koki bilen
gabat gelmeyanligi (cin, garalyan denlemanin hususy
¢oziwini

2
V=02X" + 01X+ g

gornlsde gozlemek bolar. Ony denlemede goyup,

20 + 2(20,X+ 01 ) + QX7 + X+ Gg = X* + X

denligi alarys. X-yn den derejelerinin koeffisiyentlerini
denlép,
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Kesgitleme. Eger VY,,...,Y, g0zlenilyan funksiyalar
we olaryn birinji 6nimleri sistemanyn dizimine ¢gyzykly

------

Sistema;

%:iﬁj(x)yj +1(x), (i=12...n) (1)

gornlsde berilyar. (1)-e birjynsly dal ¢yzykly denlemeler
sistemasy  diyilyar. P, (X) funksiyalara sistemanyi
koeffisiyentleri, f,(X) funksiyalara azat agzalar diyilyar.
Goy, P,(x) we f(x) (i=12,..,n) [a,b] kesimde

Uzniksiz funksiyalar bolsun. Onda ¢6zuwin barlyk we
yeke-téklik teoremasynyn sertleri yerine yetyar.
Diymek, (1) sistemanyn

yl(xo):yloi'"’yn(xo):yr? (2)

baslangyc sertleri kanagatlandyryan [a,b] kesimde
Y, =@,(X),...., ¥, =@, (X) yeke-tdk ¢oziwi bardyr, bu
yerde X, <[a,b].

Eger (1) sistemada f (X) = 0 bolsa, onda ol

dy, < -
d_yI:zPU(X)yJ’ (|=1,211n) (3)
X

j=1
gornisi alar. Muna birjynsly denlemeler sistemasy diyilyar.
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|i|:af|(si ygy’ yn’ﬂ")_ afi(S, yua;./.--, yngil):| 'uj& (S) +

+ [fm(S, yl""’ ynii)_ fi/l(S’ yu""’ ynwﬂ“)]l
densizlik yerine yetyar.
(4) denlikden \/1 - /1\ <& gin

=

«_ &
exp(nMT)

V._(X) <M -]V_(s)ds + £ exp(-nMT)

densizligi alarys, bu yerde

Y (X) = Y5 (X)
VAI(X) = rjggr?(‘ : A_—l — Uy, (X))
Sonky densizlige Gronuoll-Bellman teoremasynyn
netijesini ulanyp, V.(X)<e ya-da
‘ Y, (X) - Xi; (X) _

‘ P u,(X)| <& densizliklere geleris. Sona

gora-de bulary;
ILm yl,l(x) - Xiz (X) — ui (X, /1) — dy, (Xl /1)
=20 A=A da
gornuslerde yazyp bileris.

§3. Uytgeyan koeffisiyentli cyzykly deiilemeler
sistemasy.
Erkin hemiseliklerin wariasiya (Lagranz) usuly
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q; =1,
49, +0; =1,
20, +20;+qp =0

gornusli sistemany alarys. Bu yerden
0, =1 0,=-3, (p=4. Derilemanin hususy
¢oziwini

v=x%-3x+4
gornlsde yazarys. Seylelikde, garalyan denlemanin umumy
¢cOzuwi

y=U+v=Cre X +Coxe ¥ +x° —3x+4

gornlsde tapyldy.
2-nji mysal. y""" —y" =1 denilemani ¢ézmeli.
Coziilisi. Hasiyetlendiriji

"

2-12=0

defilemanin kokleri A, =21,=0, Az=1. Birynsly
denllemanin umumy ¢ozuwi

u= Cl + C2X+ C3ex
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gornusde bolar. Garalyan defilemede o =0. Bu 0 san

hasiyetlendiriji denleménin koklerinin ikisi bilen gabat

gelydr. Onda garalyan denlemdnin hususy c¢ozuwini

V= qox2 gornlisde gozlemek bolar. Muny ol denlemede

goyup, X-yn den derejelerinin koeffisiyentlerini denlép,
1 1

qO:_E bahany taparys. Onda V:_EXZ gornasli

hususy c¢ozlwi alarys. Garalyan denleménin umumy
¢cOzuwi

y= u+v=C1+C2x+C3eX—%x2

bolar.

3-nji mysal. y'V +3y" -4y = 82X defilemani
cozmeli.

Cozulisi.  A*+32°—4=0  hasiyetlendiriji
defilemanin kékleri A; ==£1, A, =£2i. Sonun Ugin
hem birjynsly denilemanin umumy ¢0ziwi

u=Cpe* +Cye™* +Czc0os2x+ C, sin2x

gornisde bolar. Gornlsi yaly, a =2 hasiyetlendiriji
denleménin koki dal. Onda onun hususy c¢Oziwi

V= qoezx gornisde gozlener. Muny garalyan denlemede

1 1
goyup, dg :ﬂ san bahany taparys. Onda V:ﬁezx
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cyzykly integral denlemeler sistemasynyn c¢oOzuwidigini
gorkezelin.
(2) we (3) denliklerden

) yii i _
P u, (X)=
e Y, (8)— yM()
_élgj(s ore ,yn,l){ — M(S)}dsnt
8 A5, 57) AV, o
ol ) %, (4)

A58 T T A —F S Yoo Vi Al

denliklere geleris.
of.
Y;, (X) funksiyalar A boyunca tizniiksiz, 8_I we
Yi
of, .. . -
Yy (i=1Ln;j=1n) funksiyalar argumentlerinin
toplumy boyunca iizniksiz. Onda, V& >0 iicin seyle

o > 0 san tapylyp, ‘l —Z‘ < 0 bolanda,
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Y, () -y, () <Ca-4 (i=12...n)
gornisde yazarys, bu yerde C =TN -exp(nMT)
hemiselik san. Sonky densizlikle-rin
ym(x,l)—ym(x,ﬂ)‘SC-‘A—A‘ (i=12,..,n)
gornislerde yazylysy dusnuklidir.

Bu yerden gornisi yaly, ‘l — Z‘ yeterlikce Kici

Y, (6 2) =, (%, 2)
yeterlikge kici bolar. Bu bolsa, y.(x,4) (i=12,...,n)
¢cozuwlerin A boyunca dendlcegli uznuksiz
funksiyalardygyny goérkezyar.

Indi, (1) meseldnin Y, (X) ¢cozuwinin A boyunca
ondminin bardygyny we

bolanda

%;: (%) = U, (X) funksiyalar toplumynyi
oA
ui'/l (X) = : gl(x, yl/l ""’yn/l’l)uj/l + fi/l(x’ yl/l ""’yn/l ’l)’
=10y,
u,(0)=0
meselénin ya-da
x o, of.
u, (x) 2125'(5’ Yirvees Yoo A)U, (S)dS +
0 =1

X : 3)
+] (S, Yoy veees Vs A)S, (1 =1,2,...,1)

0
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gornisli  hususy c¢ozuwi alarys. Seylelikde, garalyan
denlemanin umumy ¢ozuwi

y=u+v=Ce +C,e ™ +C,cos2X+
+C,sin 2x+ie“
24

gornusde bolar.
4-nji mysal. " +Yy = COSX denlemani ¢dzmeli.

Cozulisi. 22+1=0 hasiyetlendiriji defilemanit
kokleri Ay =1, A, =—i. Sonui Ucin hem degisli
birjynsly denlemanin umumy ¢6zuwi

u= C;cosx+ C, sinx

gornisde bolar. a+ fi=0+1-1=1 san hasiyetlendiriji
denlemanin koki. Onda hususy ¢ozuwi

v =X(gg cosx + gy sinx)

gornisde gozlemeli bolar. Muny garalyan denlemede Y -ini
ornuna goyup, SINX we COSX kopeldijilerin degisli

1
koeffisiyentlerini denldp, gy =0, 0 ZE san bahalary

alarys. Onda onun hususy ¢0zuwi

1. .
V =—XSInX
2
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bolar.
Garalyan denlemaniii umumy ¢0zUwi

: 1 .
y=u+Vv=_C;cosx+C,sinX+_—Xxsinx.
2

5-nji mysal. y'+y' = cos? X+ xeX + x?

denleméni ¢ozmeli.
Cozulisi. Garalyan denlema degisli
yH _|_ y! — O

birjynsly denlemanin

A2 +2=0

hasiyetlendiriji denilemesinin kokleri A4 =0, A4, =-1.

Onda onun umumy ¢oziwi

u= Cl + Cze_x

bolar. Indi garalyan detileméni

V' +y’ :%0032x+ xe* + x° +%

gornusde yazalyn.
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ly, )=y, ()], =0,3=12,..n)

ya-da
A —V_ Xn ~ 2(S)—VY-(S
i (%) Y”(X)=jzi(s,z,...yn,z)-y”() Y0 o
A-4 5, A=A @
[, (8,5 5 IS (=12,...0)
gornisli denliklere geleris.
Yokarda agzalan sertlere layyklykda
o <M, |f,|<N, (i,j=12,..,n).
j
Onda,
(X) =y -(x n x|y (S)— Y- (S
W=V, 00 S © =¥y
o oa-2 =1

densizlikleri alarys.

Yi. (X) - in (X)‘
A-A |
belgilemani girizsek, sonky densizlikler

V_(X)<nM -V _(s)ds+TN

V.. (X) = max

1<i<n

gornusi alar.
Gronuoll-Bellman teoremasyny ulanyp,
V.. (X) <TN -exp(nMT)
densizligi alarys.
Bu densizligi
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Goy, f.(X,Y,,....Y,,A) funksiyalar
R= [O’T] lyl,O -nLY,t rJ' s lyn,o —NLY.ot rJ'
) [ﬂ’o’ﬂ’o + A]

oblastda  kesgitlenen,  Uzniksiz ~we V,...,Y,,4

argumentlerin toplumy boyunca Uzniksiz hususy éntimleri
bar bolsun. Agzalan sertler A-nyn her bir berkidilen
(fiksirlenen) bahasynda c¢oziwin barlyk we yeke-taklik
teoremasynyn talaplaryny kanagatlandyryarlar. Diymek,
(1) meselanin  yeke-tdk ¢Ozlwi bar. Ol ¢ozlwi
Y, =V,(X,A) ya-da y, =y, (X) (i=12,...,n) gbrnisde
yazalyn. Bu ¢oziwin parametre Uzniksiz baglylygyny we
parametr boyungca OnUminin barlygyny gorkezelin.
Yazgylary tygsytlamak maksady bilen Yy, =Y, (X)

belgilemani  ulanarys. A # A bahalara  degisli
cozuwleriy, , (X) we Y. (X) bilen belgilalin. Onda

Y () = £ ¥y, ()50 Y, (%), 4), Y3, (0) = Y,
yi';(x) = fi(xl yﬁ(x)""’ ynz(X),I), yi;(o) = Yio»
(i=12,..n)

tozdestwolary alarys. Bu yerden Lagranz formulasyna
layyklykda

n

[ym (X) B yi;1 (X)], = ;% (X1 yl et ’yn j:ijz (X) B yj;1 (X))+

(X T A A=)
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" ! 1
y'+y' = 5(:032x

y'+y = xe*

y"+y'=x2+E
2

denlemelerin hususy ¢Ozlwlerinin jemi berlen denleménin
hususy ¢Ozlwidir. Hususy c¢Ozuwler olaryn sag
boleklerindaki funksiyalara baglylykda gozlenilmelidir. Ug
denlemanin ilkinjisinin hususy ¢ozuwini

V1 = (g COS2X + { Sin2X

gornisde gozlemeli, cinki a+ pfi=0+2i=2i san
hésiyetlendiriji denleménin koki dal. Vq-i deilemede

1 1
goyup, Qg = —1—0, Jo = 2—0 sanlary tapyarys. Onda onun

vy = —i0032x+2iosin2x

10

gornlsli hususy ¢ozlwini alarys. IKinji denleménin hususy
¢oziwini
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Vo = (X + )€

gornlisde gozleyaris, cinki a =1 san hasiyetlendiriji
denlemanin koki dal. V,-ni deilemede goyup,

3

14223
ql_zl qO_ 4

san bahalary alarys. Onda

(1 3) X
Vo =| =X——|e”.
2 4

Uclinji defilemanii hususy ¢oziwini
2
v = X(dx” + dyx-+ Qg

gornisde  gozleyaris, cunki o =0 hasiyetlendiriji
denlemanin koki. Ony denlemede goyup,

G3= G=-1 Qo=
3 3’ 1 ’ 0 2

sanlary alarys. Onda

V3 ENCIN +gx

3

Indi  (14) sistemanyn ¢Ozlwi bilen ikinji
yakynlagsmanyn tapawudyny bahalandyrmak tgin

Y(X) = Yol =|y(X) = Y(X)| = |x = %] |y' () =

=[x —x,|-|f,(c, y(c), (C))| < M - |x — X,|
12(X) = 2(X,)| < M - [x = X,|
densizlikleri peydalanyp,

hn+1
X)—vVy (X)) £ M(2L)" ,
Y(X) =y, ()| < M( )(n+1)!
hn+1
z(x)—z (x) <M (2L)"
2(x) - z,(x)| <M (2L) (D!
densizlikleri alarys we ulanarys. Garalyan sistema (gin,
)
2 \9 320
X)—=V. (X)) <5-(2-4) - = ~ 0,42
Y(X) =y, () <5-(2-4) 2 780

2(x) - z,(x)| < 0,42.
Seylelikde, garalyan meselanin talabyna jogap alyndy.

82. Cozuwin parametre Uznuksiz baglylygy we
parametr boyunca differensirlenmegi

y =06 Y, e Y, A) }

y.(0)=vy,,(i=12,..,n)
meseld garalyn, bu yerde A - parametr.

(1)
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y =1+ (t+ yz)dt,

T (14)
z=[(t* - y*)dt

L 0

integral  denlemeler sistemasyna denguyclidir. (14)
sistemany ¢6zmage yzygiderli yakynlasmalary

y =1+ f(t +y ,z )dt,

~

Z, = f (t° —y,,)dt (15)

n=12,...

J

formula boyunca hasaplarys. Nolunjy yakynlasma derek
y,(x)=1,2,(x)=0 baslangyc bahalary alarys.
Beylekileri (15) boyunca taparys:

bolar. Garalyan denlemaninn umumy ¢0zuwi

y=U+V;+V, +Vg3=C; +Cre™* —%cost+
+isin2x+(£x—§jex 13242y
20 2 4 3 2

gornusde bolar.

6-njy mysal. y” +2y' +5y =e " cos2x
denleméani ¢cozmeli.

Cozulisi. Birjynsly denleménin

P +2145=0

hasiyetlendiriji denlemesinin kokleri
Ay =-1+2i, A, =-1-2i.0nuii umumy ¢oziwi

u=e"*(Cycos2x+ C, sin2x)
gornisde bolar. Gornisi yaly o+ fpi=-1+2i. Ol
hasiyetlendiriji denlemanin koklerininn biri bilen gabat

gelyér. Onda garalyan denilemanin hususy ¢ozuwini

vV =xe *(gg cos2X + gy sin 2x)
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gorniisde gozleyaris. V-ni we onun V', V" onlmlerini
denllemede goyup, somra alnan denligin iki bdlegini hem

e gysgaldyp,

—40, Sin2X + 47, COS2X = COS2X
deiiligi alarys. Bu yerden —4qy =0, 40, =1. Onda
0o =0, TJy= % Seylelikde, hususy cOzUwi
V= %xe_x Sin2X gornlisde taparys. Onda garalyan

denlemanin umumy ¢ozuwi

y=u+v=e"(C,cos2x + C, sin2x) +%xe‘x sin 2x

gOrnusde bolar.
7-nji mysal. Yy —y’' = ch2Xx denlemani ¢ozmeli.
Cozulisi. Garalyan denlema degisli
yn _ yr — O

birjynsly  denlemaniti 2 -2=0 hasiyetlendiriji
denlemesinin kokleri

A’l:O’ 12:1.
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f,(%,y,2)| =|x+yz| <|x|+]y||7] <1+ 2-1=3

£,(X,y,2)|=[x* = y*| <|[x*| +|y?| <1+ 4 =5.
R oblastyn islendik nokadynda
\ f. (XY, Z)\ <5/f,(x,y, Z)\ <5 densizlikler yerine
yetydr. Sonut Ucin M=5 edip alarys. f, we f
funksiyalaryn énumlerini tapalyn:

2

of, _of, _ of,

— Ly — Y, _2 1_2=Ol
oy 0z y oy y 0z
A AP LA P LA
oy 0z oy oz

Bu yerden gornisi yaly, L=4 sany Lipsis hemiseligi
edip alarys. COzuwin bolmaly kesimini
: b N B |
h=min(a,—)=min,>) ==
( |v|) ( 5) -
formula boyunca kesgitlaris.
Seylelikde, Pikar teoremasynyn hemme sertleri
11
yerine yetydr. Diymek, garalyan meselanin {—g,g}
kesimde yeke-tak ¢ozuwi bar.
Garalyan mesele
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v(x) < nL - Jv(t)dt Onda

gornisde bolar. Gronuoll-Bellman densizligini ulansak, u=C;+ Czex
onda V(x)<0 ya-da ;‘(Di (X) =, (x)[ <0 bolar. birjynsly detilemaniii umumy ¢éziwi bolar.

Diymek, [X,,X, +h] kesimde @ (X)=w,(x), (i=1 Indi garalyan defilemani

2,...,n). Gorkezilen dlzgiini gaytalap, X € [XO —h,xo] 02X | g=2X
ticin hem @, (X) = v, (X) deslikleri gérkezmek bolar. y'-y'= 5
Seylelikde, teorema doly subut edildi.
gornusde yazalyn.
Mysal. 1 1
dy I yn _ yr — _eZX’ yn _ yr — _e—ZX
— =X+YVyz 2 2
dx
% — Xy > (13) denlemelerin hususy ¢oziwlerini degislilikde
X
2 2
y(0) =1,2(0) =0 Vi =0oe”, Vo =Tge
g gornlslerde gozleyaris. Olaryn jemi
meselanii R={-1<x<10<y<2-1<7<1}

oblastda  ¢Oziwinin  we ikinji  yakynlasmasynyn

2X —2X
V=V, +V, = +
tapawudyny 0,01 takyklykda bahalandyrmaly. 1+ V2 =0o€ Gof

Cozulisi.  1lki garalyan  meselanin  yeke-tak , ey s . s

coziiwinis bolmaly oblastyny anyklaly: garalyan denlemanllln.go_zlenllyan hususy ¢6ziwi bolar.
Bizin yagdayymyzda Bu hususy ¢oziwi
f.(xy,2)=x+yz,f,(X,y,2)=x" -y

Onda,
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V= g™ +goe " = go(ch2x + sh2x) +
+0o(ch2x — sh2x) = (g + gp)ch2x +
+(q0 — qo)ShZX

ya-da
v=A ch2x+ A, sh2x
gornisde yazarys. Muny garalyan denlemede goyup,
(4A,—2A;)ch2x +(4A, — 2A;)sh2x = ch2x

gornusli denleméni alarys. Bu yerden

AA -2A, =1
—2A +4A, =0

1 1
defilemeler sistemasyna geleris. Ay = 3’ A, = 5 bolar.

Denleménin hususy ¢oziwini
1 1
v ==ch2x+—=sh2x
3 6

gornlsde yazarys. Seylelikde, garalyan denlemanin umumy
¢cozuwi
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Goy, ‘X — XO‘ <h kesimde (5) sistemanyn
y. =0, (X) (i=12,...,n) c¢oziwinden basga
y. =y, (x) (1=12,...,n) ¢dztwi hem bar diyelin. Onda
‘x — XO‘ < h kesimde
v, () =y + [ f by, @),...p,0))t, (i=12...n) (11)

tozdestwolary alarys. (10) we (11) denliklerden Lipsis
sertini nazarda tutup

0,00 -y, (0| < L-|] i\co,- () -, (t)\dt‘,
(i=12,..n)

densizliklere geleris.
Bu densizliklerin degisli boleklerini gosup

izn;,‘CDi (X) — VY, (X)‘ <nL- .Tizn;t‘goi (t) VY, (t)‘dt‘
densizligi alarys. 0

> g, (X) =y, (9] = v(x)

belgileméni girizsek, yokardaky densizlik

X

jv(t)dt

Xo

v(x) £ nL -

gornisi alar.
Kesgitlilik tgin X e [x,,%, +h]  bolsun. Onda
sonky densizlik
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(i=12,...,n;m=12,.) yzygiderlikler D oblastda
f.(X,0,(X),...,0,(X)) funksi-yalara dendlgegli

yygnanyarlar. Malim bolsy yaly, yzygiderligin yygnanma
kadasyna layyklykda integral belgisinin asagynda limit
belgisini yazmak (predele ge¢cmek) bolyar.

Onda,

M [ £t Y2, Y™t =] lim £ (8 Y™ .,y )t =
= [ f,(t.o,(1).....0, (1))clt

bolar. (6)-nyn iki béleginden predel alsak, yagny

limy™ = lim(y? + [ f,(t, y™ ..., y™)dt)
onda,

0, (X) =y, + [Tt (1),....0, (1)t (10)
denliklere geleris.

(10) we (5) denlikleri denesdirip, @,(X),...,@,(X)
funksiyalar  toplumynyn ‘X—XO‘ <h kesimde (5)
sistemanyn ¢ozlwidigini goryaris.

4) (5) sistemanyn ‘x— XO‘ <h (basgaca yazylysy

[XO —h,x, + h]) kesimde ditie bir ¢ozuwinini bardygyny
gorkezelin.

302

y=u+Vv=Cy+Cye +%ch2x+%sh2x

gOrnusde bolar.

8-nji mysal. y" +4y = detilemani ¢ozmeli.

COS2X

Cozulisi. Bu denlemani kesgitlenmedik
koeffisiyentler usuly bilen ¢6zlp bolmayar. Sonun (gin
hem onun umumy c¢6ziwini tapmaklyga Lagranz usulyny
peydalanalyn. I1Ki bilen garalyan denlema degisli

y"+4y=0
birjynsly denlemanin
y = C; cos2x + C, sin 2x

umumy ¢6zlwini yazalyn.
Garalyan denilemanin ¢ozuwini

y = C1(x)cos2x + Cy(x)sin2x

gorniisde gozlalin. Cl(x) Wwe CZ(X) funksiyalary tapmaly.
Olar tgin y2-daki (8) sistema layyklykda
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C{-cos2x + Cj -sin2x = 0,
C{(-2sin2x) + C5(2cos2x) =

C0S2X

sistemany  alarys. Bu  sistemanyn  kesgitleyjisi
W(x) =2 # 0. Onda

1 1
C{==tg2x, C{==;
1=519e% M=7
Cl(x):%ln\0052x\+cl,

Cz(X):%X+C2

funksiyalary taparys. Olary gozlenilydn ¢ozliwde goyup,
garalyan denlleméanin

y = C,cos2x+C,sin 2x +%cos 2xIn|cos 2x| +
+£xsin 2X
2

gornisli umumy ¢ozlwine geleris.
Gonukmeler.

Denlemeleri we meseleleri ¢cozmeli:
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X—X|"
Y700 -y o] < M (nLy X
(i=12,..n)
densizliklere geleris.

Bu densizliklerin islendik m natural san tgin adalatlydygyny
matematiki induksiya usuly bilen subut etmek bolar.

Bahalandyrylyan agzalarda ‘X — XO‘ ululygy h bilen calsyrsak, (8)

funksional hatarlaryn ikinji agzalaryndan baslap her bir agzasy
absolyut ululygy boyunca
h m

2 M (nL)™ o ©)

san hatarynyn degisli agzasynélan uly daldigini goryaris.
Dalamber nysany boyunca (9) yygnanyan hatar. Onda
Weyerstrass nysanyna layyklykda (8) funksional hatarlar

‘X - XO‘ <h kesimde dendlcegli yygnanyarlar, diymek,

(7) yzygiderlikler hem
sonun yaly yygnanyarlar. Seylelikde, olaryn predellerinin

barlygy anyklanyldy. Goy, limy™ (x) =, (x) bolsun,

bu yerde ¢, (x) (1=12,..,n) ‘X—XO‘ <h kesimde
Uzniksiz funksiyalar.

3) ¥V, =¢,(x) (1=12,..,n) funksiyalar toplumynya (5)
sistemanyn c¢ozuwidigini gorkezelin. (7) yzygiderliklerin
degislilikde |[x—X,|<h  kesimde ¢,(X),...,0,(X)
Uzniksiz funksiyalara dendlcegli yygnanyanlyklaryna gora
we f(X,y,...,y,) (i=12,..,n) D oblastda tzniksiz
funksiyalar ~ bolanlyklary  dgin — f.(x,y™,...,y"™)
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yi + (P )=y (0)+ (y2 (¥) =y (X)) + ...
A (Y () =y (X) +.

funksional hatarlary gornlslerde dlzelin. (8) hatarlaryn her
birinin dendlcegli yygnanyanlygyndan (7) yzygiderliklerin
her birinin dendlgegli yygnanyanlygy gelip ¢ykyar.

(8) hatarlaryn her bir agzasyny bahalandyralyn. (6) —
dan m=1 (¢in

(8)

<

Y-y,

j f(ty ..y )dt

X

J

Xo

</ f.@ty,....y))dt

< M|x—X,

‘yi(l)(x)_ ylo‘ < M‘X_Xo‘

densizlikleri alarys.
(6) —dan yi(z) — yi(l) tapawudy dizlp, ony bahalandyralyn.
Lipsis sertini we yokardaky bahalandyrmalary nazarda tutup,

Y& () -y < ﬂfi(t,yf”,---,yé” —f.(t Y,y <
. 1 0 ‘X_Xo‘z .

<LIJY|y® (t) - y3|dt <MnL > (i=12,...n)
Xoj::]-

densizlikleri alarys. Bahalandyrmalary dowam etdirip,
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6.

y'+y' =x-2.
Jogaby: y=C; +Coe™ " + x(%x—Sj.
2

y'+y=Xx"+X,.

2

Jogaby: y = C; cosx+C, sinXx+ X° +X—2.

y" -4y’ +4y=x%"*, y(0)=0, y'(0)=0.

Jogaby: y = 2—10x5e2X.

y"+4y' +4y =32, y(0)=0, y'(0)=0.

3 » _
Jogaby: Yy = Exze X

y" +y=sinx-sin2x.
Jogaby: y = (Cl + %j sin x + C, cos3x.

X c0s2X.

y"+4y=e
Jogaby:

X

y = Cy cos2x + C, sin2x + i—7(0032x +45in 2X).

7.

8.

y" —y =2XC0S3X.

X

x X 3
Jogaby: y = C;e* +C,e —ECOSBX +—.

25
y” +y =e”" +cosx.
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Jogaby:

y = C,cosx + C, sinx+%(ex + xsinx).

9.  y"+2y'=e *cosx+xe ~.

Jogaby:

y =e*(Cy +Cyx)—e " cosx + %e‘ .

X

3
X

10.  y"+4y=sinx+sin2x.

Jogaby:

y = C;c0s2x + C, sin2x +%sinx —%xcost.

11.  y"+y=chx.

: 1
Jogaby: y = C;sinx +C, cosx +§chx.

12. y"—y=2shx, y(0)=0, y'(0)=1.
Jogaby: y = xchx.

13, y"+y" =3xe”.

Jogaby: Y =C; + Cox +Cge™" + (—x

3
2

14. y"" —y = COSX.

Jogaby:

1
—=X

y=Ce* +e 2

E

3

C, cosgx + C3sin—
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4

Y-

Ejex.

n sany yzygiderli yakynlasmalary alarys. Olar #zniksiz
funksiyalardyr.

Teoremanyn subudy birndce béleklerden duryar.
1) kesgitlenen (7) yzygiderliklerin grafiklerinin D oblastyn
caginden cykmayandykla- ryny gorkezelin.

(X Vi)

onlinde tutup (6) formuladan m=1 Ggin

I f(ty ..y )dt

<M we hS% densizlikleri g6z

< <

Y-y,

X

g

Xo

f 6y, ,...yr)dt <Mx—x, <Mh<b,

Yy () -y <b,(i=12,...n)

densizlikleri alarys. Bu densizliklerden gornusi vyaly,
yP(x) (i =1.2,...,n) funksiyalaryi grafikleri D oblasty:
caginden ¢ykmayarlar. Sonun yaly, (6) formuladan

Y™ (x) -y <b,(i=12...,n)

densizlikleri alarys. Bu densizliklerin islendik m {gin
dogrulygyny matematiki induksiya usuly bilen goérkezmek
kyn daldir.

2) (7) yzygiderliklerin  |X — X,/ <h kesimde defi6lgegli

yygnanyandyklaryny gorke- zelin. Onun 0cgin olaryn
agzalaryndan
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Y, =0,(X),.... Y, =@, (X) yeke-tak gbziiwi bardyr, bu yerde
: b
h=min(a,—),
( M)

M = max

1<i<n

FOG Y Yo Y (XY Yy Y, ) €D

Subudy. Malim bolsy yaly, birinji tertipli bir denleme Ggin
Kosi meselesinin integral denlema getirilis usulyny ulanyp, (1)-(2)-
nji meselede:

yi - y|0 + .[ fi(tlyl’yZ""’yn)dt’i :1’2""’n ()

integral  denlemeler sistemasyna  getirilydr. (1)-(2)
meseldnin (5) sistema denglyclidi- gini gorkezmek kyn
déldir. Diymek, bize (5) sistemanyn ¢ozlwini tapmaklyk
galyar. Onun Ggin Pikar yzygiderli yakynlagsmalar usulyny
ulanalyn. Yzygiderli yakynlasmalary asakdaky diizgln
boyunca guralyn:

Nolunjy yakynlagsmanyn deregine
y.(x) =y ,(i=12,..n) baslangyg baha-lary kabul
ederis. Sonky yzygiderli yakynlagsmalary

i=12,...n,m=12,..) (6)

formulalar boyunca hasaplap,
Y 0}y ™ (0} (7)
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1 :
—E(cosx+ sinx).
15.  y'"vY —y=5e*sinx.
Jogaby:
y =Ce* +C,e™* + C5cosx + Cy sinx — e sinx.

16. yV —y=4sinx—8e* +1.

Jogaby:
y = C;e* +Cye™" + C5c08X + C, SiNX + XCOSX +
+2xe " -1
17,y -y =xeX +sinx.

Jogaby:

y = C; + CoX + Cax? + Cye* +x@x—3jex +

+%(cosx +sinx).

18. y'Y -2y +2y" -2y’ +y = Xxsinx.
Jogaby:
y = Cycosx + C, sinx +e*(Cz + CyX) +

+%x(xsinx + 2sinX + 3c0sX).

19. yV'-yV=1
Jogaby:
4
y = Cie* +Cre ™ + C3 + CyX + Cex? + Cgx° —%.
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Denlemelerin  hususy ¢Ozlwlerinin  gozlenilmeli
gérnuslerini yazmaly:

20. y"+2y'+2y=e *cosX.

21.  y"+3y'+2y=2sinx.

Denlemeleri Lagranz usulyny ulanyp ¢ozmeli:

2
2.y o2y 4y = X +X23x+2.

Jogaby: y =e*(Cy + CyX) + 1
X

eX

23. y'-y=
Jogaby:
y=Ce +Ce™ —l[ex(x— In(x+1))+1—e* In(e* +1)).

2
1 T T
2 YT = y@:l’ y'@zo-

eX 41

Jogaby:

T . . .
y =~ COSX +SinX — XCOSX + SinX - In[sinx|.
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(Y Yo V) (X Y Yy eeen Y, ) €D
iki nokat Ggin

FCGYL Yo ¥a) = TG YL Y e Y0)
tapawuda orta baha baradaky Lagranz formulasyny yzygiderli
ulanmaly hem-de yokarda gorkezilen densizligi goz 6ninde tutmaly.
Ondaky L hemiselige derek hususy éniimlerin absolyut bahalarynyn
in ulusyny almak yeterlik. Sunlukda, Lipsis sertinin yerine
yetyandigini gérmek kyn daldir (Munun barlanysyny goniikme
hokmiinde okyjylara hddirleyaris).

Cozuwin barlyk we yeke-téklik teoremasy

Differensial denlemeler sistemasyny ¢6zmage girisilende
ilki bilen ol sistemanyn ¢6zuwinin bardygyny anyklamak
zerurdyr. Bu mesele differensial denilemeler nazaryyetinin
esasy meselelerinin biridir. Sona goéra-de biz bu yerde
birinji ~ tertipli  denlemeler sistemasynyn ¢ozUwinin
barlygyny we ol c¢oziwin yeke-tdkligini Upjin edyan
sertleri 6ziinde saklayan teoremany beyan ederis.

Teorema (Pikar teoremasy). Eger fi(X, yl,yz,...,yn),

(1=12,...,n) funksi-yalar merkezi M (X, Y., Yqseir Vo)
nokatda bolan n+1 Slegli D= ﬂx - XO‘ <a,
‘yi — ylo‘ <b,i=12,..., n} yapyk oblastda (parallelepipedde)

tzniksiz we Y,,Y,,..., Y, argumentler boyunca Lipsis sertini
kanagatlandyryan bolsa, onda (1) sistemanyn (2) sertleri
kanagatlandyryan ‘X — XO‘ <h kesimde Yy, =g (X),
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degislilikde X,,Y,,Y:,..., Y.  baslangy¢ bahalary goyup, alnan
sistemadan C, = C., (i =1,2,...,N) san bahalary kesgitlap (3)-de
goysak, onda (3)

y. =.(x,c,Cy,...,c°),(i=12,..,n)
gornusi alar. Bu funksiyalar toplumy (1) sistemanyn (2) baslangyc
sertleri kanagatlandyryan ¢oziwi bolar. Beyle ¢6ziuwe (1) sistemanyin
hususy ¢ozlwi diyilyar.

Kesgitleme. - Eger
V(X Y1 Yoo Yo ) (% Yis Yoo ¥,) € D noKatlar tigin

- N = pr— n |— —

FOG Y Yoren ¥a) = £OG Y Yo ¥)[ S L'Z; Yi—Y;
J=

densizlikler yerine yetyan bolsa, onda

f.(OGY, Y, Y, ) (1=1,2,...,n)  funksiya- lara D oblastda

Yo Y, Y, argumentler boyunca Lipsis sertini

------

Bu yerde Lipsis sertine degisli k&bir belligi yatlalyn
Eger D oblastda f.(X,Y,,Y,,..-,Y,),(1=12,...,n) funksiyalaryi

YisYors Yy

argumentler boyunca

of . .
—(,1=212,...,n
P (i, ] )

J
cakli hususy énimleri bar, yagny

of.
oY |
bolsa we oblast Y,,VY,,...,Y, argumentlere gord gubercek bolsa,

onda sol oblastda Lipsis serti yerine yetyar.
Agzalan tassyklamanyn dogrulygyny anyklamaga islendik

<L
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1
25. "ty = :
yoy SIN2X+/Sin2X
Jogaby: y = C; cosx + C, sinX ++/sin2x.
1 2
1
26. Yy'+y= :
Jsin® x - cosx
Jogaby:

y = Cycosx +C, sinx+%cosx-1/ctgx.

sin X

21. y'"+y' = —5—.
COS™ X
Jogaby:

) 1
=C, +C,cosx+CysinXx +———+cosx - Injcosx| +
! 2 3 COSX

+sinx(x — tgx).

28. y"+y=1- i denlemdni  beyan edilen
sinx
usullary ulanyp ¢ozmeli.
Jogaby:
y = C; cosX + C, sinx + 1+ xcosx — sinx - In|sinx|.

Eyler denlemelerini ¢cozmeli:

29. x2y"— Xy'+y =6xInx.
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Jogaby: y = X(Cy + C, Inx) + xIn®x.

30. xzy"—xy'+2y= xInx.
Jogaby:
y = X[Cy cog(Inx) + C; sin(Inx)| - xInx.

31 x%y”+3xy’' +y=sin(Inx).

Jogaby: y = %(Cl +Cy Inx) - %Cos(ln X).

32. Xy +xy'+y=2sin(Inx).
Jogaby:

y = Ccoq(Inx) + C, sin(Inx) — Inx - cog(Inx).
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dx

sertleri kanagatlandyryan bolsalar, onda

Y, = (01(X), Y, =0, (X),---,yn =Q, (X) funksiyalara  (a,b)

interwalda (1) sistemanyn c¢ozliwi diyilyar. Cozluwin grafigine
integral egri diyilyar.
Kesgitleme. (1) denlemeler sistemasynyn

V(%) = Y10 Yo (%) = Y Yo (%) = Y, 2)

sertleri  kanagatlandyryan Vi :(pl(X),yz :(pz(X),...yn :(pn(X)
¢cOzuwini  tapmaklyk  meselesine  Kosi  meselesi  diyilyar.
X, Yo, Ys e Yo sanlara baslangyc bahalar diyilyér. Basgaca
aydylanda, = Kosi  meselesi  garalyan  sistemanyn  berlen
M, (X, ¥y Yaseer Yo) € D nokatdan gegyén integral egrisini
tapmaly diyildigidir.
Kesgitleme. Eger
Y. =0.(X%C,C,enC)  (i=12,...,0) @3)

funksiyalar toplumy:

1) D oblastyn her bir (x,Y,,Y,,...,Y,) nokady dgin (3) sistema

C.,C,,...,C, hemiseliklere gora ¢ozilen, yagny
C=w,(X, Y, Y, Y,),(1=12,..,n) (4)
bolsa;

2) C,C,,...,C, hemiseliklerin (4) denlikler sistemasyndan

kesgitlenen her bir bahasy ucin (3) funksiyalar toplumy (1)
sistemanyn ¢ozlwi bolsa, onda (3) funksiyalar toplumyna D oblastda
(1) sistemanyn umumy ¢ozuwi diyilyar.

Kosi  meselesinin  ¢oziwini  tapmak  c¢in  (3)-déki
X, Y,y Y,,..n Y, argumentlerii (tytgeyan ululyklaryn) orunlaryna
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VI BAP
BIRINJI TERTIPLI DIFFERENSIAL DENLEMELER
SISTEMASY

81. Esasy dusunjeler we kesgitlemeler

-

d
d_y1= (G Y0 Yo Vo),
X
dy
2 =f X’ 11 Yo Yo s
Vg = Y0 Yo ¥a) 6
d
%: fn(xlyl’yZ""’y”)
L OX

gornlsdaki denlemeler sistemasyna garalyn.
(1) sistemany

dy. '
d_yI: fi(xlyllyz""’yn)’(l:1’2""’n)
X

gornusde hem yazmak bolyar, bu yerde x — bagly dal Gytgeyén
ululyk, Y, (X), ¥, (X),..., Y. (X) gozlenilyan funksiyalar,
f(OGY, YY), (1=12,...,n)

n+1 Olgegli ginisligin D oblastynda berlen Gznuksiz funksiyalar. (1)

sistema n denilemeler sistemasynyi normal gérnisi diyilyér.
Kesgitleme. Eger (a,b) interwalda berlen

Y =§01(X)1y2 =(02(X)""’yn =(Dn(X)

differensirlenyan funksiyalar:
1) (X’ (01()(), (02 (X),..., (Dn (X)) € D’ X € (a’ b) ;
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V BAP

IKINJI TERTIPLI CYZYKLY DIFFERENSIAL
DENLEMELER

81. Oz-6zuine catyrymly ikinji tertipli differensial
defileme.
Derilemelerifi ikiagzaly gornuse getirilis usullary

Eger ikinji tertipli defilemede Y'-ifi koeffisiyenti
y" -ifi koeffisiyentinifi onimi bolsa, onda ol defilema 6z-
0zlne catyrymly defileme diyilyar. Beyle defileme

p(x)y” + p'(x)y’+q(x)y =0 (2)

gérniisde yazylyar, bu yerde p(x)= 0 (a,b) interwalda
Uzniksiz differensirlenyén funksiya.

Islendik ikinji tertipli defilemani 6z-0zline ¢atyrymly
gornlse getirmek bolar. Goy,

Po(X)y” + pr(X)y’ + pa(x)y =0 )

defileme berlen bolsun, bu yerde, py=0, p;, P,
koeffisiyentler (a,b) interwalda Uzniiksiz funksiyalar. (2)
defilemanifi iki bolegini hem kébir 1 = w(x) funksiya
kopeldip,
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H(X)Po(x)y" + p(x)p(X)y’ + u(x)p2(x)y =0 (3)

defileméni alarys. ,u(x) funksiyany (3) 6z-6ziine catyrymly
defileme bolar yaly edip, saylap almaly. Onufi igin £(X)
we po(x) funksiyalar differensirlenyan bolmaly we

9 1(x)po(x) = (x)py(¥)

dx

defilik yerine yetmeli. Sofiky defiligi

Y0 )+ P 13 = )y

dx
gornlsde gocurelifi. Gytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edip,

du _ [ P1(X) - pa(X)j i

U Po(X)

defilemani alarys. Onufi ¢Oziwi

p1(x) X
1 ej po(X)d

Po(X)

u(x) =

gornlsde bolar. Muny (3)-de goyup,
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2. y"=f(x), ¥(-1)=0, y()=0 (-1<x<1).
Jogaby:
_E 1-s)1l+x), —-1<x<s,
ugy=] 2D
_5(1+s)(1—x), s<x<1.

3.y -y="1(x), Y(x) funksifa (~o0,0)
interwalda cakli.

—le*ﬂ 0<X<S,
Jogaby: G(X,s) = %
—=e%%, s<x<+w
2
4. y"+y="F(x), y(0)=0, y(1)=0.
Jogaby:
[ sinx:sin(1-s) 0<x<s
_ sinl B ’
G(X’S)_<_sins-sin(1—x) sy <1
sinl -
5. y"=f(x), y(0)+y(1)=0, y'(0)+y(1)=0
—E(x—s)—i, 0<x<s,
Jogaby: G(X,s) = % 4
—=(s=x)-=, s<x<1
2
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G(X,S) funksiyany
C, cosx+ C, sinx
Glx.s) = {(Cl —sins)cosx +(C, + coss)sinx

gornisde yazarys.
Bu funksiya kesgitlemanifi 2) hasiyeti boyunca

G(0,5)=0, G(%,sj =0

gyra sertleri kanagatlandyrmaly. Onda C; we C,
ululyklara goré sistemany ¢ozip, C; =0, C, =-—co0ss

bahalary alarys.
Seylelikde, Grin funksiyasy

—cosssinx, 0<x<s

G(x,5)= —sinscosx, s< xs%

gornusde bolar.

Gonukmeler
Gyra meseleleri Ggin Grin funksiyalaryny tapmaly:

L y"=f(x), y(0)=0, y1)=0.

_(1_ s)x, 0<x<s,
Jogaby: G(X,S) = —s(l— x) s<x<L1l
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jﬂdx 0 jpldx D j&dx
e Po y"+ 1 Po y +_2e Po y=0 (4)
po Po
gornisli defileméni alarys.
j&dx
e P =p(x)
belgileméni girizsek, onda
P1
dx
N RS
p'(x)=-"e
po

bolar. Diymek, (4) 6z-6zline ¢catyrymly defileme.
Indi  defilleméniii  ikiagzaly gbrnise getirilis
usullaryna garalyf. (1) defilemani

2P0y +ax)y=0 ©

gornisde yazalyii. Ikiagzaly gornise getirmek Ugin

j% % e[ab] p(x)=0 (@

ornuna goymany ulanalyfi. (6) funksiyanyii 6ntimi bar hem-
de monoton. Sonuf gin hem onuf ters funksiyasy bardyr.
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Ony X = ¢(t) bilen belgilalifi. (6) funksiyanyf girizilenligi
ugin

dy dy dt d_y 1
Tdx dt dx  dt p(x)’

o 0y)- oY) -S(Y) o -2yt

bolar. Onda (5) defileme

!

2

d%y _
Er+p(M(W—0

gOrnusi alar. Bu defileméni

%?*p((»%d0W=o
ya-da
d 2
; +Q(t)y =

gornisde yazarys, bu vyerde p(g(t))g(e(t))=Q(t)
belgileme ulanyldy.

Indi defilemanifi ikiagzaly gornise getirilisinifi basga
usulyna garalyf. Goy,
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y = C; cosx+ C, sinx

gornisde bolar. cosx we Sinx c¢yzykly bagly dal
funksiyalardyr.

G(X, S) funksiyany

C,cosx+C,sinx, 0<Xx<s

G(x.5) = C, cosx+ C, sinx, 53xs§

gornusde gozlalin. Kesgitlema layyklykda
C,coss+C, sins=C, coss+C,sins,
—C,sins+C, coss+C;sins—C, coss =1

defilikleri yazarys._
C,—-Cy=y;, C,—-C, =y, belgilemeleri girizip

{ (coss)yq +(sins)y, =0
—(sins)y 1 +(coss)y, =1

gornusli defilemeler sistemasyny alarys. Onufi kesgitleyjisi
W(S) = 1. Sistemanyfi ¢oziiwi
¥, =-Sins, ¥, =CO0SS
bolar. Onda
C, =C;-sins, C, =C, +coss
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B

i p,(X)G, (x,5)+ p,(X)G,(x,5)+ p,(x)G(x,5)]f (s)ds +
+ f(x)=f(x)

bolar. Serte gora, G(X,s) funksiya (2) defilemanifi ¢oziiwi.
Onda f(X) = f(x) bolar. Tozdestwo (8) funksiyanyfi (1)
defilemanif ¢ozuwidigini gorkezyar.

Indi (8) funksiyanyfi y(a)=0, y(B)=0 gyra
sertleri  kanagatlandyryandygyna goz yetirmek galyar.
Hakykatdan-da, Grin funksiyasynyfi 2) hésiyeti boyunca

G(a,s)=G(B,s) =

B
y(a)= I G(a,s)f(s)ds=0,

o

Onda,

¥(B)=| G(B.s)f(s)ds=0

Q'—;h

bolar. Sunlukda teorema subut edildi.

Mysal. y"+y=f(x), y(0)=0, y(%j -0

gyra mesel&niii Grin funksiyasyny tapmaly.
Cozulisi. y" + Yy = 0 defileméanifi umumy ¢oziwi
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y" + p(X)y’ + pa(x)y =0 (7)

defileme berlen bolsun, bu yerde py(X) funksiyanyf
Uznlksiz 6ndmi bar. (7) defilemani Yy = u(x)v(x) ornuna
goyma arkaly

VU +(2v" + pv)u’ + (V7 + pv' + pov)u=0 (8)
gornusde yazarys. Bu yerde U'-ifi koeffisiyenti nola defi
bolar yaly edip Vv funksiyany saylalyii. Ony kesgitlemek
tcin U’ -ifi koeffisiyentini

2-V'+pv=0

bolar yaly edip alarys. Bu yerden

V= e_zfpl

Muny (8)-de goyup,
1 1
u"+(p2(x)—z plz(x)—a pi(x)ju =0

defileméni alarys. Yaylardaky afilatmany Q(X) bilen
belgilép,
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u”+Q(x)u=0
defileméni alarys.
p(X)y" + p'(x)y" +a(x)y = f(x)
y"+ pr(X)y’ + p2(x)y = f(x)

birjynsly dal defilemeler hem beyan edilen usullar bilen
6zunde y'-i saklamayan defilemelere getirilip bilnerler.

Mysal. (1— xz)y" —Xy' + n2y =0 Cebysew
defilemesini 0z-6zlne catyrymly gornlse getirmeli.

Gozilisi. p(x)=1-x%, p'(x)=-2x. Gomisi

yaly, garalyan defileme 6z-6zline catyrymly defileme dal.
Formula boyunca

= :
1—x?

Defilemaniii iki bélegini hem mufia kopeldip,

\/1—x2y"——x y'+

1—x? 1-x

n2

2 y=0

gornlsli 6z-6ziune gatyrymly defilemani alarys.
GoOnukmeler
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formula bilen berler.
Subudy. (8) funksiyanyfi (1) defileméanifi
¢oziwidigini gorkezeliii. Onuii tgin (8)-i

X B
y(x)= IG(x,s)f (s)ds+IG(x,s)f (s)ds

(04

gornisde  gocurelii.  Integraly  parametr  boyunca
differensirleme diizguninden peydalanyp yazyp bileris:

y'(x)=G(x,x)f (x)+ :[GX(X, s)f(s)ds—

X

=[G, (x,x=0)-G,(x,x+0)]f (x)+

R ™ R ™

=[G, (x+0,x)-G,(x—0,x)]f (x)+ [G,,(x,5)f (s)ds =

_ 1 )+ ]G, (xs)f(s)ds
—p(x)f() JG.(x.5)t(s)d

0

y,Y',y" Ucin alnan afillatmalary (1) defilemede goysak,
onda
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G(x,s):{( C,y,(x)+C,y,(x), xela,s]

C,+7,(8)Y.(x)+(C, +7,(s)y, (%) xes. ]

gornusde alnar.
Kesgitleméanifi 2) hésiyeti boyunca G(X,S) funksiya
gyra sertlerini kanagatlandyrmaly, yagny

Ciyi(a)+ Cyoyy(a) =0,
Ciy1(B)+ Caya(B) = =ya(B)r 1(8) = y2(B)y 2(s)

bolmaly. Bu sistemadan tapylan C;=Cy(s) we
C, = C,(s) bahalary (7)-de goyup, G(X,s) funksiyany

G(x,s) = {Cl(s)h(x) +Cy(s)ya(x), X ela,s],

Cy(s)y2(x) + Ca(s)y2(x), x e[s,f]

gornusde alarys. Bu funksiya (2), (4) meselanifi Grin
funksiyasydyr.

2-nji teorema. Eger G(X,S) funksiya (2), (4)
meselanii  Grin  funksiyasy we f(x) (aSXS,B)

Uzniksiz funksiya bolsa, onda (1) defilemanifi (4) sertleri
kanagatlandyryan ¢6zlwi

B
y(x) = I G(x,s)f (s)ds (®)
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1. (1— xz)y" —2xy’+n(n+1)y =0

Lezandr defilemesi 0z-0zline ¢atyrymly defilememi?

2. x2y"+ xy'+(x2 — nz)y =0

Bessel defilemesini 0z-6zline ¢atyrymly gornise getirmeli.

3. y'-2xy'+ x2y =0
denleméni ikiagzaly gornuse getirmeli.

82. Cozuwlerifi nollary baradaky teoremalar
y"+Q(x)y="0 1)

gorniisli defilema garalyfi, bu yerde Q(x) koeffisiyent
(a,b) interwalda Uzniksiz funksiya. Mélim bolsy yaly, (1)
defileménifi iki sany c¢yzykly bagly bolmadyk hususy
coziwi bardyr. Onufi her bir hususy coziwi (a,b)

interwalyfi birndce nokadynda nola dwrdlip biler. Bu yerde
garaljak mesele nol dal ¢ozuwifi nola 6éwrllydn nokatlary

barada. y=Yy;(X) coziwifi nollary diyip, Y;(x)=0
defilemanifi  hakyky koklerine dustnilydr. Has takygy
yl(xo) = 0 bolsa, onda X nokada ¢oziwifi noly diyilyar.
Coziwifi  nola Owrilydn nokatlary onufi grafiginifi
abssissalar okuny kesip gecyan nokatlarydyr. CozUwifi
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nollary kop boldugyca onufi alamaty hem sonca Uytgeyar.
Oria ¢6zuwif yrgyldylygy diyilyér.

Kesgitleme. Eger (1) defileméanii Y= (p(x)
¢ozlwinif (a,b) interwalda ikiden az bolmadyk nollary

bar bolsa, onda ol ¢ozuwe (1) defileménifi sol interwaldaky
yrgyldyly c¢coziwi diyilydr. Tersine bolan yagdayda
yrgyldysyz ¢cozuw diyilyar.

1-nji mysal. y"—y=0 defilemanifi y1=eX we

y, =€ % coziwlerinifi her biri (—oo,oo) interwalda
yrgyldysyz ¢coziwlerdir.

2-nji mysal. y"” +Yy =0 defileménifi y; = COSX we
Y, = Sinx ¢ozuwlerinifi her birinifi (—o0,00) interwalda
tikeniksiz kop nollary bardyr, cunki olaryii grafikleri
abssissalar okuny tukeniksiz kop nokatda kesip gecyérler.
Olaryf nollarynyii arasyndaky uzaklyk s -e defidir. Sonufi
ucin hem ol coziwler garalyan defilemanifi yrgyldyly
coziwleridir.

1-nji teorema. Eger (a,b) interwalda Q(X)SO
bolsa, onda (1) defileméniii ¢oziwleri yrgyldysyzdyrlar.

Subudy. (1) defilemaniii erkin ¢o6zlwini yl(x) bilen
belgildlifi. y;(X) funksiya (1) defilemanifi yrgyldyly
coziwi diyelifi. Kesgitlemd layyklykda, yl(x) ¢coziw
(a,b) interwalyii il bolmanda X, we Xl(xo <X1) iki
nokadynda nola éwrilmelidir, yagny

Y1(%)=0, yi(x)=0
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Grin funksiyasynyJ 3) hasiyetine layyklykda

C1Y1(8)+CaY2(s) = Ciya(s) + Caya(s).

_ _ 1
C1¥1(s)+Ca3(s) — Cayi(s) - Caya(s) =
Po(s)
gornusli defilikleri yazarys.

C,—-Cy=y4, C,—C, =y, belgilemeleri girizip, ¥,
we ¥ o ululyklara gora
yi(s)y1+Ya(s)y2 =0,

(a2 =

gornisli defilemeler sistemasyny alarys. Bu sistemanyii
yeke-tédk ¢cOzuwi

S)= _YZ—(S) S :yl—(s)
M=o 7 (o
gornusde bolar. Onda
Ci=Ci+71(8), Cp=Cy+72(s). (7)

Seylelikde,
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3). X=S bolanda X-a go6ra lznlksiz we X-a gobra
onuimi X =S nokatda birinji jynsly Gzulise eye bolup,

1
Po(s)

G(s+0,5)=G(s-0,5),

towusmasy -a defi, yagny

G,(s+0,5)—Gy(s—0,5) =

Po(s)

bolsa, onda G(X,s) funksiya (1), (4) gyra meselesinifi Grin
funksiyasy diyilyar.

Indi  Grin  funksiyasynyii  barlygy baradaky
teoremany subut edelifi.

1-nji teorema. Eger (2) deiillemaniii (4) birjynsly
gyra sertleri kanagatlandyryan difie triwial ¢6ziwi bar
bolsa, onda (2), (4) gyra meselesinifi Grin funksiyasy
bardyr.

Subudy. Goy, Yi(X) we Y,(x) funksiyalar (2)
defileménifi [a, 8] kesimde cyzykly bagly dal coziwleri

bolsun. Kesgitlema gord, Grin funksiyasy (2) defilemanifi
¢Ozuwi bolmaly. OJa goré-de

G(X S) _ {C_lyl(x)+ C_2y2 (X)’ X E[O!,S],
’ Ciy1(X)+Caya(x), x €el[s, ]
gornisde bolmaly, bu yerde C; ,C,,C,,C, hazirlikge

kesgitlenmedik hemiselikler.
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Kesgitlilik tcin (XO,Xl) interwalda yl(x)>0
diyelifi. Onda yi(Xg)>0. yi(X) ¢oziwi (1) defilemede
goyup,

y1(%)+ Q(x)y1(x) =0
tozdestwony alarys. Bu yerden yi(x)=-Q(x)y;(x)=0

ya-da (yi(x))' >0. Diymek, yi(x) kemelmeyan
funksiya. Sonufi igin hem 0< yi(Xg) < Yi(X).
Lagranz formulasyna layyklykda

Y1(X1) = Ya(%0) = Vi(e)(X1 = Xo)- (X0 <C<Xq)

Defiligifi ¢cep bolegi nol, sag bdlegi polozitel san. Alnan
gapma-garsylyk teoremanyii tassyklamasyny subut edyap.
2-nji teorema (Sturm). Eger Xo we X; (1)

defilemé&nin yl(x) coziwinifi yzygiderli nollary bolsa,

onda Xp we X; nollaryfi aralygynda ol defileménifi beyleki

cyzykly bagly dal yz(x) ¢coziwinif takyk bir noly bardyr.
Subudy. Teoremanyii sertine gora,

Y1(%)=0, yi(x)=0.
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yz(x) ¢ozuwii (XO,Xl) interwalda noly yok diyelifi.
yz(xo);t 0, yz(xl) # 0, clnki yl(x) we yz(x) cyzykly
bagly dal ¢oztwler. Olaryii Wronskiy kesgitleyjisi X, we
Xy nokatlarda noldan tapawutly bolmasa, teoremanyi
sertine garsy gelinyér.

Kesgitlilik ugin (XO ,Xl) interwalda
yl(x)>0, y2(X)>O diyelii.  Bularyfi ~ Wronskiy
kesgitleyjisi

W(X) = yiy2 = ¥2¥1.
W(x) > O diyelifi. Sofiky defiligifi iki bolegini hem y5 (x)-

a bolup,

Y2(X)

W(x) _ ( Y1(X)j |

defiligi alarys. Tozdestwonyii iki bolegini hem (XO,Xl)
interwalda integrirlap,

gornlsli dediligi alarys. Bu defiligii ¢cep bdlegi polozitel,
sag bdlegi nol. Beyle bolmagy mumkin dél.
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¢coziwini  tapmaklyk meselesine birjynsly dal gyra
meselesi, (2) defileméniii (4) sertleri kanagatlandyryan
¢oziwini tapmaklyk meselesine bolsa birjynsly gyra
meselesi diyilyér.

Gyra sertler (1) defileme Ggin

{ 051)’(05) + ,31Y(ﬁ) =71 5)
apy'(a)+ B2y (B) =72,
ya-da
{051)’(05) + By’ (a)=71, ®)
ayY(B)+ B2y'(B) =72,

umumyrak gornislerde hem berlip bilner, bu yerde
i, Bi Vi (i:l,2) hemiselik sanlar,

aiz + ﬂiz # 0. (5)-e we (6)-a hem birjynsly dal gyra sertler
diyilydr. Eger y1=0, y,=0 bolsa, onda olara
birjynsly gyra sertler diyilyér. Seylelikde, yokarda getirilen
sertlere ikinokatly sertler diyilyér.

(1), (4) ikinokatly meseld garalyii. Ol mesele Ugin
Grin funksiyasyny kesgitlalif.

Kesgitleme. Eger X €[a,f], sela,B] igin
kesgitlenen G(X,S) funksiya her bir S e(a,,B) ucin

1). X # S bolanda (2) defileméni kanagatlandyryan;

2). X=a, X=/ bahalarda (4) gyra sertleri
kanagatlandyryan;
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Po(X)y” + py(X)y’ + pa(X)y =0 )

gornlsi alar.

(1) defileme Ggin Kosi meselesine ozal garalypdy. Ol
mesele (1) defileméanifi baslangyc sertleri kanagatlandyryan
cozlwini tapmaklygy talap edydr. Baslangyc sertler
gozlenilydn funksiyanyii we onuii 6nUminifi berlen
nokatdaky bahalarydy.

Gyra meselelerinde go6zlenilydan funksiyanyfi we
onufi 6nimlerinifi bahalary kesimifi uclarynda berilyér.

Meselem, (1) defileme Ugin gyra sertleri

y(@)=a, y(B)=b 3)

gornuslerde bermek bolar.

(1) defilemaniri 3) sertleri (defilikleri)
kanagatlandyryan c¢6zlwini tapmaklyk meselesine gyra
meselesi diyilyar, (3) sertlere bolsa gyra sertler diyilyér.
Basgaca aydylanda (1), (3) gyra meselesi garalyan (1)
defilemanifi berlen («,a) we (,b) nokatlardan gegyén
integral egrisini tapmak meselesidir.

(1), (3) gyra meselesine ikinokatly mesele hem
diyilyar.

Gyra sertleri

y(@)=0, y(B)=0 (4)

gornlslerde hem berlip bilner. Bulara birjynsly gyra sertler
diyilyér. (1) defilemanifi (4) gyra sertleri kanagatlandyryan
284

y"+y=0 defilemanii y; = COSX, Y, =SinX
¢ozlwleri bu teorema tgin mysal bolup biler.

vt
1 Yi=00SX  Y,=SinX
S 7 & £ 2r X
2 2
- 1

Koeffisiyentleri (a, b) interwalda  UzniUksiz
funksiyalar bolan

y"+Q(x)y=0 @)

u” +Qy(x)u=0 (3)

defilemelere garalyf.
3-nji teorema (defiesdirme teoremasy). Eger (a,b)

interwalda  Q,(X)> Qy(X) bolsa, onda (2) defileménifi
islendik yl(x) ¢ozlwinin (a,b) interwala degisli her bir
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yzygiderli iki nolunyfi aralygynda (3) defillemanif islendik
ul(x) ¢oziwinif ifi bolmanda bir noly bardyr.

Subudy. Goy, Xq we X((@<Xy<Xq<b)
nokatlarda y;(X) coziwifi nollary bolsun. Onda
¥1(X) =0, yi(X;)=0 bolar. uy(X) ¢dziwifi (Xg,X;)
interwalda noly yok diyelifi.

Kesgitlilik ugin (XO ,Xl) interwalda
y1(X)>0, uy(x)>0 diyip hasap edelii. Onda
y1(Xo)>0, yi(x)<O.

y1(X) cozuwi (2)-de, uy(X)-i (3)-de goyup,

yi+Qu(X)y1 =0, uy+Qy(x)u; =0

tozdestwolary alarys. Olaryfi birinjisini ul(x)-e, ikinjisini
yl(x) -e kopeldip we degisli boleklerini ayryp,

yity — ugyy =(Q2(X) — Qu(X))ysty
ya-da

(yits - Uiy) = (Qa(¥)—~ Qu(x))yaty

gornusli defiligi alarys.
Bu tozdestwonyii iki boOlegini hem (XO,Xl)
interwalda integrirlap,
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defileménif hususy ¢Oziwi. Defileménifii umumy ¢Oziwini
tapmaly.

Jogaby: y = C;(3+2x)e™ + Cye*.

3. Yy =cCo0sX funksiya
y"—2(ctgx)-y'—y=0

defilemé&nif hususy ¢Oziwi. Defileméniii umumy ¢Oziwini
tapmaly.
Jogaby: y = Cy(sinx —xcosx)+ C, COSX.

84. Gyra meselesi we Grin funksiyasy barada

Differensial defilemeler teoriyasynda gyra meseleler
mohim orun tutyarlar. Beyle meselelere ylmyi kop
meseleleri  Owrenilende dus gelinydr. Adaty amaly
meseleleriJ kepIsi ikinji tertipli gyra meselelerine
getirilydr. Sofia gora-de bu paragrafda ikinji tertipli
defilemeler Ggin gyra meseleleri dwrenilyar.

Cyzykly ikinji tertipli defileme

Po(X)y" + p1(X)y’ + pa(x)y = () (1)

gornusde berlen bolsun, bu yerde pg,P;, Py, f
funksiyalar [a,,B] kesimde (izniksiz. Eger f(x)=0

bolsa, onda (1) defileme
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sinx 2
Mysal. Yy; = - funksiya y"” +;y' +y=0

defileménifii hususy ¢Ozlwi. Onufi umumy ¢Ozlwini (2)
formula boyunca

_ C- exp(—f 2 dxj _
y(x)=smxj X dx + C, sin X
X sin® X X
ya-da
y = Ccosx +C, sinx
X X

gornusde taparys.
GoOnukmeler
1. Yy =X funksiya
x2(Inx—=1)y" —xy'+y=0
defilemé&nif hususy ¢Oziwi. Defileménifi umumy ¢Oziwini

tapmaly.
Jogaby: y = C;x+C, InX.

2.y, =e" funksiya

(1+Xx)y"—y' —=xy=0
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Y20t s, (x) =06 )y, (%)= W0, Ju, (3 )+, )y, (x, ) =

gornlsli defiligi alarys.
yi(x1) <0, u(xg)>0, yi(x)=0, yi(xe)>0,

U(X0)>0, Yi(X)=0, Qy(x)—Qu(x)=0

bolyandyklaryny g6z o6flnde tutsak, onda yokardaky
defligifi cep bdleginifi otrisatel san bolyandygyny, sag
boleginifi bolsa poloziteldigini gormek kyn daldir. Alnan
gapma-garsylyk teoremanyyi tassyklamasynyii
dogrudygyny gorkezyar.

y”"+y=0we U” +4u =0 defilemelerifi coztwleri
Y1 = COSX, Y, =SiNX, U; =C0S2X, U, =Sin2X.
Birinji defilem&niii  her bir ¢ozliwinifi iki nolunyfi
aralygynda ikinji defilleméanifi islendik c¢oOzlwinifi bir
nolunyf bardygyny olaryfi grafikleri boyunca gorkezifi.

83. Ostrogradskiy-Liuwill formulasy we onufi ulanylysy

Goy, Y1(X) we Y,(x) funksiyalar

y” + p(x)y’+q(x)y=0 (1)
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defileménifii ¢yzykly bagly dal ¢Ozlwleri bolsun. Olary
defilemede goyup

y1+ p(X)y1 +a(x)y, =0
y5 + p(X)ys +a(x)y, =0

tozdestwolary alarys. Olaryfi birinjisini Yy, -a, ikinjisini Yy -
e kopeldip, sofira alnan birinji defiligi ikinjisinifi degisli
boleklerinden ayryp,

(Yay1 = Yiy2) +P(X)(¥5y1 —Yiy2)=0

defiligi alarys. Bu defilikde W(X)=y5y; — ViYs
bolyandygyny nazarda tutup, alarys

W'(x)+ p(x)W(x) = 0.

W(X)-e goré Dbirinji tertipli ¢yzykly birjynsly defileme
alyndy. Onui ¢oziwi

W(x) = e~ PO

gornusdedir. Mufia  Ostrogradskiy-Liuwill ~ formulasy
diyilyar.

Bu formula ¢yzykly birjynsly n tertipli defileme g¢in
hem adalatlydyr.
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Indi (1) defilemé&niii umumy c¢ozuwini tapmaklyga
giriselif.

Goy, (1) defilemanifi hususy ¢éziwi tapylan bolsun.
Ony yi(X) bilen belgilalifi. Gozlenilyan ¢oziiwi Y bilen
belgilalin. Bu ¢Ozltwler Ggin  Ostrogradskiy-Liuwill
formulasyny yazalyfi:

W(x) = e~ PO

ya-da
y'ys - yiy = Ce ) P

Defiligifi iki bolegini hem Y12 (X)-a bolsek, ol

) - PO

gornlse geler. Bu deiiligif iki bolegini hem integrirlap, (1)
defileménin

9=

gornlsli umumy gozuwml alarys.

C- exp( I )dx)

dx + Cyys(X) (2)
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ou ou
3. —=0,ul0,y)=2
Yo X u(0,y)=2y

meseléni ¢ozmeli.
2

Jogaby: U=/X*—y~.

ou ou
4. COS ya—+ COSX— =COSX-COS Y
X

denlemani ¢ozmeli.
Jogaby: U =siny + F(sinx—siny).

ou ou
5, y—+X—=X—-Y
ox oy

denlemé&nin umumy ¢ézuwini tapmaly.
Jogaby: O(X2 — Yy’ X— y+u):0.

6. 2\/_——y——0 u=y% x=1
oy

meselénin gozuwini tapmaly.

Jogaby: u = y?e** 2,
7. xa—u — ya—u =0
OX oy

detilemdniii U =Yy, Xx=1 egriden gecyan integral dstiini
tapmaly.
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Goyi 7/1 = 7/111 7/2 = 7/12 yrrry Vn = Vln San|al‘ (31)
sistemanyn ¢6zuwi bolsun. Bu bahalary we A; —i (2)-de
goyup,

Yu = 7116%)(’ Yio = 7/12eﬂix peees Y1p = 7/1neﬂix (41)

(1) sistemanyn birinji hususy ¢6zUwini alarys. Sonun yaly
A — ni (3)-de A-nyn ornuna goyup, alnan sistemadan
Yi=V21Y2 =V =V, bahalary taparys. Bulary
we A-ni (2)-de goyup,

12 J— 12 J— 12
Yor =7 01€ 7 Yo =V 28 s Yon =V 5n€7 (42)
(1) sistemanyn ikinji hususy c¢oziwini alarys. Bu
hasaplamany dowam etdirip, An Ugin
Ay A Ay
ynl - ynle X’ yn2 - ynZe " U ynn = ynne " (4”)

n-nji hususy ¢ozlwi taparys.

(41), (42), ..., (4,) funksiyalar (1) sistemanyn ¢yzykly bagly
dal hususy cozuwleridir, vyagny olar c¢oziwlerin
fundamental sistemasyny emele getiryar. Onda Uytgeyan
koeffisiyentli birjynsly denlemeler sistemasyndaky teorema
layyklykda (1) sistema-nyn umumy ¢6zuwi

p; 2 In
y,=Cyre*+Cy, % +..+Cy e™

M A
y,=Cy.e*+Cyy, % +..+ Cn;/nzez“X >

y =Cy, e”+Cy,e”+..+Cy e
321
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gornisde yazylar.

2) goy, A, A2y 20 koklerin  arasynda
A =a+ i, L, =a— i kompleks sanlar bar diyelii.
Galanlary hakyky we durli sanlar.

A, =a+ [i sany (3) sistemada A-ny#i ornuna
gOYUp’ . . .
Vi=VutWour Vo =V T Wa h¥V =V 175
bahalary taparys. Onda (2) denlikler
Y, = (ru + 17" sy, = (7 + 7, R
gornusde bolar.
Eyler formulasyny peydalanyp, bu denlikleri:

Y, =€%(y,,COSBX—7,,SinX)+i€™ (y,, SiNBX+ 7, cosfX)

y, =€™(y, cosX—7,, sinfx)+ie*(y, sinpx+y, cospX)
gornislerde yazarys.
Bu yerden kompleks coziwin hakyky we hyyaly
boleklerini

Yu =e” (}/11005@(—}/213“’1&() """ In =e” (7/1n COS@(—}/ZH Sinﬂ() (5)
Y= em(yuSi nﬂ<+72100$6x)’ Yo =€ (71n singk+7,, COS&()

gornuslerde goclrip, iki sany funksiyalar toplumyny alarys.
Olaryn (1) sistemanyn cozuwleridigini gorkezmek kyn
daldir.

Eger A, =a — fi sany (3) detilemede J-nyii ornuna
goysak, onda yene (5) den-lemedéki funksiyalary alarys.
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1 1
xX*———=C,(2-x),|[——=C

5 = C(2=x) 5= =€,
denlikleri alarys.

Sonky denligin iki boleginin kwadrata géterip, 2 —x =C;

(21)

denlige geleris. Bu yerden x=2—C, bahany (2;)-déki

anlatmalaryn birinjisinde goysak, onda
1

(2-c?f —?=C1 deiilik alnar. (1y) belgilemedzki C,

2
we C, ululyklara degisli atilatmalary soiky defilige goyup,

2, P 1 2
(2—y u) — v = X" —U ya-da
yul2-yuf -x* +ul=1

gornisde gozlenilyan ¢oziwi alarys.

Gonukmeler.
1. (x+2y)a—u— ya—u=0
OX oy

denlemé&nin umumy ¢ézuwini tapmaly.
Jogaby: u =O(xy + y?).

ou ou
2. IXx—2e’ )—-—=0, 0)=
(x—2e )ax Py u(x,0)=x
meseléni ¢ozmeli.

Jogaby: U = xe’ —e*’ +1.
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gornlsde yazarys.

X 1
Bu vyerden, d—:ﬂ denlemanin iki bolegini —
u 2xu u
kopeldija gysgaldyp, 2xdx =du denlema geleris. Munus

¢oziwi X’ =u+C, vya-da x*—u=C,. Bu birinji

X
integralyn biri. d—=ﬂ denleméni birinji integraly
u —Xxy
‘ dy . .
peydalanyp, — = gornisde yazarys. Uytgeyan
X*—=C, —xy

ululyklaryny ayyl-sayyl edip, onun ¢ozuwini
1
EIn(x2 ~C,)+Iny=InC,

gornisde taparys. Muny potensirlap, y./x*—C, =C, ya-
da y\/_:Cz gornlsde yazarys. Bu ikinji integral. Onda

garalyan denlemaniin umumy ¢oziwi O(X2 —u, yJU): 0
gornusde  bolar. Indi  denleménin  berlen  serti
kanagatlandyryan ¢6zuwini tapmaly. Onun Ugin

X+y=2yu=1x*-u=C, yJu=C, (1)
denliklerden X, y,u ululyklary c¢ykaralyn. Bu yerden
1
y=2-X,u=— bahalary (1;) belgilemanii sonky

anlatmalarynda goyup,
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Diymek, kompleks koklerin her bir jibutine (5) gor-nisli
jubit hususy cozlwler degisli bolyan eken. Bu yagdayda
(1) sistemanyn umumy ¢Oziwini

y1 = Cleax (7/11 COSﬁX - 7/21 Si n,Bx) +
C,e”(y,, sinpx+y,,cosx)+C.y, % +...+C y ™

yn = Cleax (yln COSﬁX —7an Si nﬁX) +
+C,e™(y, sinpx+7,, cospx)+C,y, % +..+C y_e*
gornisde yazarys.
3) goy, A1=A,=...=An (m<n) bolsun. Onda (1) sistemanyn
m sany hususy ¢oziwle-rini tapmaly. Olary

Y, =R (x)e™,y, =P,(x)e™,...y, = P,(x}e™  (§)

gérnislerde gozlemeli, bu yerde P,(x),P,(X),...,P,(x)
koeffisiyentleri kesgitlenme-dik m-1 — den uly bolmadyk
derejeli kopagzalardyr. Olaryn koeffisiyentlerini tapmak
ucin (6)-daky funksiyalary (1) sistemada goyup, onun iki
bolegini €™ kopeldija gysgaldarys. Soiira detiliklerini cep
we sag boleklerindaki X-yn den derejelerinin
koeffisiyentlerini we azat agzalaryny denldp, kdpagzalaryn
nabelli koeffisiyentlerine gord denlemeler sistemasyna
geleris. Ondaky denlemelerin sany nébelli koeffisiyent-
lerin sanyndan az bolar. Sona gorade, bu koeffisiyentlerin
m sanysy erkin bolmaly, beylekileri olar arkaly
tapylmalydyrlar. Nabellilerin san bahalaryny tapyp, (6)-
daky anlatmalarda goysak, tapmaklygy talap edilyan (1)
sistemanyn hususy cozuwlerini kesgitléris. Seylelikde, (1)
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sistemanyn umumy ¢Oziwini diuzmdage mimkingilik
doreyar.

1-nji mysal.
% =2X+Y
g (7)
Y 3x+4y
L dt

sistemany ¢ozmeli.

Cozulisi.
Sistemadan gornlsi yaly, x(t) we y(t) go6zlenilyan
funksiyalardyr. Sistemanyn ¢oziwini

x=ye", y=y,e" (8)

gornisde gozlalin. Bu funksiyalary sistemada goyup, iKi
bolegini e —e gysgaldyp, y, We v, ululyklara gora
NWA=20 47, 1, A=3r 4y,
ya-da
{@—lﬁ®+n=0 o)
3y, +(4-2)y, =0

gornusli sistema geleris. Bize malim bolsy yaly, (9)
sistemanyn nol d&l c¢o6zuwini tapmak Ggin, onun
kesgitleyjisini nola denlaris, yagny

‘2—1 1

3 4-4

324

gornlslerde alarys.

X
Birinji denleménin iki bdlegini u-a kopeldip, d—=—
X

y

defilemani alarys. Munui ¢oziwi — = C, gérnusde tapylar.

Ikinji defilemede x-yii ornuna C,Y-i yazyp, ﬂz du2
yu Cy

1
gornusli  denleméni alarys. —-e gysgaldarys. Onda
y

udu=C,ydy bolar. Muny integrirlap, u®=Cy*+C,
gornisdaki funksiyany alarys. Bu yerde C — in bahasyny
goyup, U* =xy+C, ya-da u® —xy =C, gorniisli ¢oziiwi
alarys. Onda garalyan denleménin umumy ¢6ziwi

OLE,UZ —xyj:O
y

gornusde bolar.
8-nji mysal.

kwazicyzykly defilemédnin X+ Yy =2, yu=1 egriden
gecyan integral Gstiini tapmaly.

Cozllisi. Garalyan denlema degisli  simmetrik
sistemany

dx dy du
u -—-xy 2xu
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2
X X
denlemanin c¢oziwleri U=¢@ =—,U=¢@, = %_ y?
gornislerde bolar. Bular birinji integrallaryn ¢ep bolekleri.
00,00, | |,
OX =0 2
5 sy N =% #0
(02 (02 XZZ _ 2y yA
OX oY

Diymek, tapylan birinji integrallar bagly déal eken. Onda
denlemanin umumy ¢ozuwi

~( X x°Z°
u=0[ 2,25 _y?
25

gornlsde tapylar, bu yerde O -erkin differensirlenyén
funksiya.
7-nji mysal.

ou ou
XU—+ yu— =Xy

OX oy
denlemanin ¢0zlwini tapmaly.
Cozulisi. Garalyan kwazigyzykly denlemedir. Onun
simmetrik sistemasyny

dx dy du
XU yu Xy

gornlsde yazarys.
Sistemanyn denlemelerini

dx=dy dy du
XU yu yu Xy
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Bu (7) sistemanyn hésiyetlendiriji derilemesi bolar. Ony
2> —61+5=0 gornisde yazarys. Onui kokleri 1,=1,
A2=b.
2 A=1 sany (9) sistemada A-nyi ornuna goyup,
{7/1 7y, = 0
3y, +3y,=0
sistemany alarys. Bu yerde y, =1 edip alsak, y,=-1
bolar. Tapylan san bahalary (8)-de goyup (7) sistemanyn
birinji hususy ¢oziwini X, =€', y,=—€  gdrniisde
yazarys. Sonra 4,=5 sany (9)-da goyup,
{_ 3y, +7,=0
37/1 —7,= 0
sistema geleris. Bu yerde y, =1 edip alarys. Onda
¥, =3 bolar. Bulary (8)-de goyup, (7) sistemanyi ikinji
hususy goziwini x, =€, y,=3e" gbmiisde taparys.
Seylelikde,
X = et’ Y = _et
X, =€, y,=3e"
funksiyalar c¢ozliwlerin fundamental sistemasyny emele
getiryar. Onun seyledigi

t t

e —€
e5t 3e5t

bolyanlygyndan gelip c¢ykyar. Onda (7) sistemanyn
umumy ¢oziwi

W (x)= #0
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{x =Ce' +Ce”
(10)

y=-Ce' +3Ce"

gOrnusde bolar.

Eger garalyan (7) sistemanyn x(0)=3, y(0)=1
baslangy¢ sertleri kanagatlandyr-yan ¢oziwini tapmaklyk
talap edilse, onda (10)-da x we y ululyklaryn orunlaryna
degislilikde 3 we 1 sanlary, t-nyn ornuna noly goymaly.

3=C,+C,
1=-C,+3N,

sistemadan C;=2, C,=1 bahalary kesgitlaris. Bu sanlary
(10)-da goyup, (7) sistema-nyn

X =2e"+e”
y =-2¢' +3e”
gOrnusde hususy ¢Ozuwini taparys.
2-nji mysal.

ax _ X+y

g't (12)
y

— =-2X+3

dt y

sistemany ¢ozmeli.
Cozllisi. (11) sistemanyn ¢ozuwini
Xx=re", y=y,e" (12)
gornusde gozlaris.
(12)-ni (11) sistemada goyup, iki bolegini e
kopeldija gysgaldyp,

At
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dx dz ., . dx dz =, .
— = — denleméni — = — g06rnusde yazarys. Munun

Xy Yz Xy Yz
X
umumy ¢Ozlwini X=CzZ gbrnusde taparys. — =C,
yA
simmetrik sistemanyn birinji integraly bolar. Simmetrik
sistemanyn birinji integralynyn ikinjisini tapmak Ggin
a_a _ _a ka+ka +..+ka
b b b, kb +kb, +...+kb,

1 2 n

formulany ulanarys. Bu yerde K;,...K_ erkin koeffisiyentler.
Simmetrik sistemanyn birinji drobunyn sanawjysyny

we maydalawjysyny z-e, Gclnjisini x-a kopeldip, olaryn
sanawjylaryny we maydalawjylaryny gosup, alnan jemi
ikinji droba denlap,

zdx+xdz  dy

Xy +Xxyz  x°z°
gornusde denleméni alarys. Sonra Xz -e gysgaldarys.
Denleméni

%);Z) = % ya-da (Xz)d (XZ) = 2ydy

gornlsde yazarys hem-de ony integrirlap,
2 2
XZ XZ
—( 2) =y’ +C, ya-da —( 2) -y*=C,
denlige geleris. Bu birinji integralyn ikinjisi.
Tapylan birinji integrallaryn bagly daldiklerini anyklamany
Yakobian  kesgitleyjisi arkaly  dernaris.  Garalyan
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Iki bolegini integrirlap, INny =u+C, ya-da Iny —u =C,
denligi alarys. Bu bolsa birinji integralyn ikinjisi. Garalyan
meselénin ¢oziwini tapmak Ugin

yz_)(z:Cl’ll"]y—u:CZ,X:O,u:y2 (1)

denliklerden X, y,u ululyklary ¢ykarmaly. Onun Ggin x=0
bahany birinji integralda goyup, Yy = C, deriligi alarys. Bu

yerden y=\/61 bolar. Ikinji integral In\/a—Q:Cz
gornisgde yazylar. Bu deilikde C, we C, ugin tapylan
anlatmala-ryn cep boleklerini goyup,

In\y’—x* -y’ +x*=Iny-u ya-da

U=Iny—Inyy’—x*+y*—x* garalyan deflemanin
anyk gornisdaki cozuwini alarys.
6-njy mysal.
ou ,,ou ou
Xy—+X2"—+yz—=0
OX oy 0z
denlemani ¢dzmeli.

Cozllisi.  Garalyan denleme Ggin simmetrik
sistema

de_ dy _dz
Xy X°z* yz
gorniisde yazylyar.
Bu yerden gatnasyklaryn jibtini alarys:
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{(1— Ay, +v,=0 )

2y, +(3-A)y, =0
gornusli sistema geleris. (11) sistemanyn hasiyetlendiriji
denlemesi
1-4 1
-2 3-2
gérnisde bolar. Onun kokleri A, =2+1i, A, =2-1.
A, =2+1 sany (13)-de A-nyf ornuna goyup,
{(—1— i);/1 +y,=0
-2y, + (1— i);/2 =0

sistemany alarys. y,- i erkin san diyip kabul edyaris. y, =1
edip alsak, onda y,=1+1i bolar. A, =2+i, y, =1,
¥, =141 sanlary (12)-de goyup,

x = e = e cost +ie? sint

ya-da A —42+5=0

y=(1+i)e”"" =e*(cost —sint)+ie*(cost +sint)
funksiyalary alarys.
Bularyn hakyky we hyyaly boéleklerini ayyl-sayyl edip,
(11) sistemanyn hususy ¢oziwlerini
X, = e* cost, X, =e’sint,

y, =e”(cost —sint), 'y, =e”(cost +sint)
gornislerde taparys.

Eger A,=2-i sany (13)-de goysak, onda yene
yokardaky tapylan funksiyalara geleris. Sona goréde,
A,=2—1 san (gin (13) sistemadan y, we ¥, ululyklary
gaytadan tapmaklygyn zerurlygy yok. Tapylan hususy
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cozlwler fundamental sistemany emele getiryar. Onda
(11) sistemanyn umumy ¢ozuwi
x =e”(C,cost +C,sint)

y =e”[(C,+C,)cost +(C, - C, )sint].

3-nji mysal.
(dx
3— =2X+Y
X dt (15)
y
—=-X+4
dt d
sistemanyn ¢oziwini tapmaly.
Cozulisi. (15) sistemanyn ¢oziwini
x=ye", y=y,e" (16)

gornlsde gozléaris.
Bu funksiyalary we olaryn ondmlerini (15) sistemada
goyup, e funksiya gysgaldyp,

{(2 —ﬂ.);/l +v7,=0
—;/1+(4—ﬂ,);/2 =0
sistema geleris. Bu yerden

(17)

2—-1 1 B
1 4-1|
edip (15) denleménin hasiyetlendiriji denrilemesini
A—-61+9=0
328

Indi berlen serti kanagatlandyryan ¢éziwi tapmaga
giriselin.
x=0,u=y, e'y—e*=C (1)

denliklerden X we Yy ¢ykarmaly. Onun Ugin x=0 bahany
sofiky derilikde goyup, Y—1=C derligi alarys. Bu
yerden, Yy =C +1 bolar. Muny (1)-ifi ikinjisinde go-yup,
U=C +1 denligi alarys. Bu denlikde C-nyn ornuna
e'y—e* aplatmany goyup, talap edilydn c¢oziiwi
u=e"y—e* +1 gorniisde taparys.

5-nji mysal.
, OU ou
Y —+Xy— =X
OX oy
detilemdniii X =0, U = y* egriden gecyan integral Gistini
tapmaly.

Cozllisi. Garalyan denleme Ugin  simmetrik
denlemeler sistemasy

dx_dy _du
y: Xy X
gornisde bolar. Bu yerden,
d_>2< _ Y ya-da xydx = y*dy
y Xy

denlemani y-e gysgaltsak, ol ydy = xdx gornise geler.
Munuii  ¢oziwi y*—x*=C, bolar. Bu birinji
dy du d
integral.—y=— denleméni o du gornisde yazarys.
Xy X y
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denilemedir. Onun umumy ¢o6ziwi Xy =C. Garalyan
denlemanin ¢oziwi U =2Xy bolar. Umumy c¢oziwini
u :0(2xy) gornisde yazarys. Yy =1 bahany xy=C
derilikde goyup, X = C deiiligi alarys. Bu bahany u = 2Xxy
denlikde goyup, U =2XC denlige geleris. Bu yerde C-ny
xy bilen galsyryp, gozlenilyan ¢oziwi U =2Xy gornisde
taparys.

4-nji mysal.
u, (2" - y)a_u -
OX oy
deilemanin  x=0, u=Yy serti kanagatlandyryan
¢oziwini tapmaly.

CoOzilisi.  Garalyan denleme Ugin hasiyetlendiriji
denleméni

0

dx dy

1 :2ex—y

gornisde yazarys.

d
Muny d—y+y=2eX gornlisde yazyp bileris. Bu
X

birinji ~ tertipli  ¢yzykly denle-me. Onun ¢Ozlwi
y =Ce ™ +e” gornlsde tapylar. Bu yerden,

X

—€
y —=C ya-daC=e'y—e”
€
birinji integraly alarys. U =e*y—e* funksiya garalyan
denleménin ¢Ozuwi. Onun umumy ¢ozUwi

u=0(e*y—e*) gomiisde bolar.
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gornusde alarys. Denlemanin kokleri 4,=3, 1,=3. Onda (15)
sistemanyn ¢ézuwini (16) gornisde dal-de

x=(at+b)e”, y=(at+b)e” (18)

gornisde gozlemeli bolyar, sebabi hasiyetlendiriji
denleménin iki koki o6zara den (kratny). Bu yerde
a,b,a,b, nabelli sanlar. Olary tapmak Ugin  (18)
funksiyalary we olaryn dnimlerini (15) sistemada goyup,
deriliklerin iki bolegini e* funksiya gysgaldyp,
{(a—ai)t+a+b—b1:0

(a-at+a +b-b =0
gornisli sistema geleris.
Bu yerden a,b,a b, nabellilerin san bahalaryny
kesgitlemek (gin
a—-a, =0, a+b—-b =0, a—a, =0, a,+b—-b, =0
dort denlemeler sistemasyny alarys. Olaryin a we b ikisini
erkin sanlar hasaplarys, beylekilerini olar arkaly anladarys.
Onda a, =a, b, =a,+b edip alarys. Goy, a=0,
b=1 bolsun. Onda @& =0, b, =1 bolar. Bulary (18)-de
goyup,
Xl — e3t’ yl — e3t
funksiyalary alarys. Goy, a=1, b=0 bolsun. Onda
a, =1, b, =1 bolar. Bulary hem (18)-de goyup,
x, =te*, y, =(t+1)e*
funksiyalary alarys.
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Tapylan funksiyalar ¢oziwlerin fundamental sistemasyny
emele getirydr. Munun seyledigine goz yetirmek kyn dal.
Seylelikde, garalyan (15) sistemanyn umumy ¢6zlwi

x=(C, +C,t)e*, y=(C,+C,+C,t)e"
gornusde bolar.

4-nji mysal.

dy (19)

I
>
+
<

I
N

dz

- =2X -

dt ¢

sistemanyn ¢ozlwini tapmaly.
Cozulisi. Sistemanyn ¢oziwini

x=ye", y=ye" z=ye" (20)

gornlsde gozléaris.

(20)-déki funksiyalary (19) sistemada goyup, alnan
her bir detiliginn iki bolegini e*-e gysgaldyp, YirVorVa
nabellilere gora

(1_1)7/1 Y, TV = 0

7, +(L=A)y, = 7,=0

27/1_7/2 _2‘7/3 =0
(21)
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CoOzilisi. Garalyan denleménin  hdsiyetlendiriji
denlemelerini simmetrik gérnisde yazalyn:

dx _dy _dz
X 'y z
X
Bu yerden ﬂ=d— denleméni alarys we onun
y X

umumy c¢oziwini Iny=Inx+Inc,  ya-da b C,
X

. Qz X .
gornusde taparys. Indi — =— denlemani alarys. Onun
Z X

¢ozuwi —=C, gobrnisde bolar. Garalyan denleménin
w2 g y

y

coziwleri U ==, U=— gornislerde yazylar.
X X

A 4
Onuit  umumy ¢oziwi u=0(l,—) gornusde

X X
tapylar. Bu yerde, O -erkin differensirlenyan funksiya.
3-nji mysal.
ou ou
X—-y—=
OX oy
denleméanin u(x,l):2x serti kanagatlandyryan ¢oziwini
tapmaly.
CoOzilisi. Garalyan denleménin hdsiyetlendiriji
dx d
deﬁlemesi—=—y gornisde bolar. Bu birinji tertipli
X -y
uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen ady differensial
391
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Eger garalyan denleme Ggin baslangyc serti
u(O, y):y2 gornlisde alynsa, onda gozlenilydn coziw
U=x"+Yy’ gorniisde bolar. Bu U=Y* egri ¢yzygy,
yagny parabolanyn aylanmasy arkaly alnan sekili-
paraboloidi emele getiryar (9-njy surat)

A X
9-njy surat
2-nji mysal.
ou ou _ou
—+y—+z—=0
OX oy oz

denlemé&nin umumy ¢ézuwini tapmaly.
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denlemeler sistemasyny alarys. Onun kesgitleyjisini nola
denlap, yagny

1-4 -1 1
1 1-2-1|=0
2 -1 -2

ya-da
=22 -1+2=0

(A-1)(A2-21-2)=0
gornisli  hasiyetlendiriji denlemani alarys. Denleménin
M=1, 4,=2, Az=-1 KkoKlerinin her biri tgin (21) sistemany
¢cozup, (20)-daki formulalardan (19) sistemanyn Ug¢ hususy
¢coziwini kesgitlaris: 1,=1 sany (21)-de goyup,

_7/2+7/3=O
7/1_7/320
27/1_7/2_7/3=O

sistemany alarys. Sistemanyn matrisasynyn rangy r=2.
Bu yerde y;—i erkin ndbelli hasaplarys. Sonun Ugin
y3=1 edip alsak, onda y;=1, y,=1 bahalary taparys.
(19) sistemanyn birinji hususy ¢ozwi
x =€, y =€, z=¢
gornlsde bolar. 1,=2 sany (21)-de goyup,
ViV, TV = 0
Vi=7V, "V = 0

271_7/2_27/3=O
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sistemany alarys. Onun rangy r=2. y, erkin nabelli
hasaplarys.y, =1 edip alsak, onda bu sistemadan
v, =1y, =0 bahalary taparys. (19) sistemanyn ikinji
hususy ¢6zuwi

x,=e”, y,=0, z,=¢"
gornisde bolar. A, =—1 sany (21)-de goyup,

27/1_7/2+7/3:O
7/1+27/2_7/3:O
27/1_7/2+7/3:O

sistemany alarys. Bu sistemanyn hem rangy r=2. Erkin
nabella derek ¥, alarys. y, =1 edip, soiky sistemadan

1 3

Vlz_gl yzzg

bahalary alarys. Eger y, we y, nabellileriii bitin sanlar
bolmagyny islenilse, onda sonky sistemadan

Y, = —%, Y, :%, bahalarda y,=-5
edilip alynsa, y, =1,y, =—3 bolar.
Bu sanlary (20)-de goyup, (19) sistemanyn Ucunji hususy
¢coziwini
x,=e", y,=-3e", z,=-be"
gornlsde taparys. Seylelikde, tapylan hususy ¢oziwler
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tozdestwony alarys. Diymek, U =0 funksiya detilemani
cozlwi eken. Eger garal-yan denleménin u(O, y) =V serti
kanagatlandyryan c¢oziwini tapmaklyk talap edilse, onda
X=0,u=y, xX*+y*=C deiliklerden X we Y
ululyklary cykarmaly. Onun Gcin X =0 bahany dctnji
deiilikde goyup y’=C denligi alarys. Bu yerden,

y =+/C. Onda ikinji defllik u=+/C gdrniisde bolar. C -

nyi ornuna X’ +Yy° ailatmany yazyp,U=+/X"+ Y’
gozlenilyan c¢éziwi alarys. Muny u® = X"+ Yy* gorniisde
hem yazmak bolar. Bu u=y goéninin Ou okunyn dasyndan
aylanmasy arkaly alnan sekili, yagny konusy emele getiryar
(8-nji surat).

Y

8-nji surat
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denlemé&nin umumy ¢ézuwini tapmaly.

Cozulisi.
Garalyan denlema degisli simmetrik gornusli ady
differensial denlemaéni

dx dy

Y —x
gornusde dizelin. Munun Gytgeyénlerini ayyl-sayyl edip,
xdx + ydy =0 gorniusde yazarys. Onun iki bolegini
integrirlap, X*+Yy*=C gérnisli umumy ¢éziwini tapa-
rys. Onda U=X’+Yy’ funksiya garalyan deiilemaniii
coziwi bolar. Onun umumy ¢oziwi U :(A)(X2 + yz)
gornusde yazylar. Bu Ou okunyn dasynda aylanma ustlerin
koplugini emele getiryar. Bu yerde O -erkin (zniksiz
differensirlenyan funksiya. U :(A)(X2 + yz) funksiya

garalyan denleménin umumy ¢oziwidir.
Hakykatdan-da,

ou

_ ALlf\2 2 a_u_ ALlf\2 2
&—ZXO (x +y), ay_+2yO (x +y)
bolyanlygyndan
ou ou AL(vz | u2)
y&—xa_(ny—ny)O (x*+y?)=0
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t

X =€,y =¢, z,=¢;
2t 2t .
X,=e, y,=0, z,=¢€";
X,=e", y,=-3e", z,=-5¢"
garalyan sistemanyn fundamental sistemasyny emele
getiryar.
Garalyan (19) sistemanyn umumy ¢6zUwi
x=Ce' +Ce” +Cpe"
y=Ce —-3Ce"
z=Ce' +Ce” -5Ce™"
gornusde bolar.

5-nji mysal.
K%— X—Yy—12
dt
dy
== =X+ 22
di y (22)
%:3x+z

sistemanyn ¢oziwini tapmaly.
Cozulisi. (22) sistemanyn ¢ozuwini
x=ye", y=y," z=y,e" (23)
gorniusde gozlaris. Bu funksiyalary  (22)-de goyup,
Y1)V, Y, Ululyklara gora
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(1_1)7/1_7/2 V= 0
¥y, + (1— ﬂ.);/z =0
3y, +(1-A)y,=0
(24)
sistemany alarys. Munun nol d&l ¢Oziwini tapmak Gcin
onun kesgitleyjisini nola denlap,
(1-2)A2-24+5)=0
hasiyetlendiriji ~ denlemani  alarys. Onun  kokleri
A =1 A =1+2i, L, =1-2i sanlardyr. ;=1 koki
(24)-de A-nyn ornuna goyup,
—7. "7 :O’ 71 :O’ 37/1 =0
sistemadan y, =0, y, = —y, bahalary taparys. Bu yerde ,
erkin nabelli san. y, = —1 edip alarys. Onda 7, =0,y, =1
bolar. A, =1, 7,=0, y,=1 y,=-1 sanlary (23)-de
goyup, (22) sistemanyn
x =0, y,=¢€, z,=—¢ (25)
birinji hususy ¢ozuwini alarys...
Yokarda gorkezilisi yaly, (24)-de 1,=1+2i sany A-
nyin ornuna goyup,

_2|7/1_7/2 —7s :O’ 7/1_2”/2 :O’ 37/1_2”/3 =0
sistemany alarys. Sistemanyn ikinji denlemesinden
y, = 2iy, bahany sonky detilemede goyup, ¥, =3y,
denligi alarys. Bu yerde y,— ni erkin san hasap ederis.
y,=1 edip alarys. Onda y,=2i, y,=3 bolar.
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dx_dy _du o
R R PR
gornisde bolyanlygy belli.

Malim bolsy yaly, (9) sistemanyn bagly dal ¢éziwi
{col(x, y,u)=C,

¢,(x, y,u)=C,
gornusde tapylan bolsun. Onda,

v=0,(x,y,u), v=0,(X,y,u)
(8)denlemanin ¢oziwleridir.
(8) denlemanin umumy ¢Ozlwi

v =0lp,(x,y,u), o,(x,y,u)]

gornusde tapylar. Onda (7) denlik

Ole,(x,y,u), ¢,(x,y,u)]=0 (10)
gornlsi alar.
Sonky denlik (6) denleménin umumy c¢Oziwidir.
Eger (10) denligi u arkaly anlatmak basartsa, onda ol
funksiya (6) denleménin anyk gérnusli ¢coziwi bolar.
(6) denleme dgin Kosi meselesi birjynsly denleme
ucin garalan Kosi meselesi yaly kesgitlenilyar.

1-nji mysal.

ou ou

Y X =

ox oy
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v(x,y,u)=0 (7)

anyk dal gornisde gozlaris, bu yerde v funksiya ahli
argumentleri boyunca Uznuksiz hususy 6nimlere eyedir we

9,
8_V # 0. Onda (7) detiligi X we Yy boyunga differensirlap,
u

6v+8v.6u 0 av+av.au_o

OX Ou OX oy ou oy
denlikleri alarys.
Bu yerden,

ov ov

ou_ ox ou oy

x_ov oy ov

ou ou

ontmleri gornisde taparys.Bulary (6)-da yerine goyup
degisli amallary edip,

a<x,y,u)§—;+e(x,y,u>§—;+a<x,y,u>§—:=o ®)

gornlsli denlemé geleris.

Gornusi yaly, (8) birjynsly ¢yzykly denlemedir. Bu
yerde v(x,y,u) gozlenil-yan funksiya bolar. Seylelikde,
(6) denleme birjynsly c¢yzykly (8) goOrnisli denlema
getirildi. Onun simmetrik gornlsli denilemesinin sistemasy
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A =1+2i, y,=2i, y,=1, y,=3 sanlary (23)-de
goyup,
X = 2ie(1+2i)t’ y — e(1+2i)t’ 7 — 3e(1+2i)t
funksiyalary alarys.
Eyler formulasyny peydalanyp, bulary

X = 2ie'(cos 2t + isin 2t)
y =e'(cos 2t +isin 2t)
z =3e'(cos 2t +isin 2t)
ya-da
X = 2ie' cos 2t — 2e' sin 2t
X =e'cos2t + ie'sin2t
z =3e' cos2t + 3ie' sin 2t
gornuslerde yazarys.
Bu yerden olaryn hakyky we hyyaly béleklerini ayyl-
sayyl edip,
(x, = —2€'sin 2t
1y, =e'cos2t (26)
|z, =3¢ cos 2t
X, = 2€e' cos 2t
Jy, =e'sin 2t (27)
|z, =3e'sin 2t
funksiyalary alarys. Bular (22) sistemanyn iki hususy

cozlwleri bolar. Seylelikde, (25), (26) we (27) — daKi
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funksiyalar ¢oziwlerin fundamental sistemasyny emele
getiryéndigine g6z yetirmek kyn daldir.

A3=1-2i Ugin (24) sistemadan y,,¥, ¥, ululyklary
kesgitlemegin zerurlygy yok, sebédbi eyyam fundamental
sistema alyndy.

Seylelikde, (22) sistemanyn umumy ¢Ozuwi

x =—2C,e'sin2t + 2C,e' cos 2t
y=Ce' +C,e' cos2t+C,e'sin2t
z=-Ce' +3C,e'cos2t+C,e'sin2t

gornusde tapylar.
6-njy mysal.

% =y+zZ
dt
dy

I =X+Yy-—12 28
di y (28)
E =y+zZ

_dt

sistemany ¢ozmeli.
Cozulisi. (28) sistemanyn ¢oziwini
x=ye", y=r,e", z=ye"
(29) gornusde gozléaris.
(29)-y (28) sistemada goyup, iki bélegini e* képeldija
gysgaldyp,
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0,(X,nx ,u)=C,, [i=1n) (4)

gornusde tapylan bolsa, onda (2) denlemanin umumy
¢cozuwi
V:O((pl,....(pn)
denlik bilen kesgitlener.
V(X,,...,X,,u)=0 denligi goz ontinde tutsak, onda

AN

O(p,,-,)=0 (5)

bolar, bu yerde O -erkin differensirlenyan funksiya. (5)
denlik (1) denlemanin anyk dal umumy ¢6zuwi bolar. Eger
(5)-1 u arkaly anlatmak basartsa, onda ol ¢6zliw anyk
gornusde bolar.

Indi (1) denleméni iki argumentli gdzlenilyédn
funksiya Ucin gararys.

Denleméni

ROy Ry =Py ©

gornusde yazarys. Bu yerde X,y bagly dal uytgeyan
ululyklar, u = u(x, y) gozlenil-yan funksiya.

Goy, P,P,,P, funksiyalaryn hemme argumentleri
boyunca D oblastda Gzniksiz hususy énumleri bar bolsun
we  P’(x,y,u)+P’(x,y,u)=0. (6) deilema-nin
coziwini
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gornusli denlemé kwazigyzykly denleme diyilyar.Bu yerde
X,....; X, -bagly dal uytgeyan ululyklar. u :u(xl,...xn)
gozlenilydn funksiya P,..., P, -koeffisiyentler, P-azat
agza. Bu funksiyalar X,....,X bagly dal ululyklardan
basga u gozlenilyan funksiyany 6zlerinde saklayar. Sonun

------

ucin  olara  ¢yzykly dal  funksiyalar  diyilyar.
R(i :l,...,n), P funksiyalaryii D € R™ oblastda hemme
argumentleri boyunca tzniksiz hususy 6nimleri bardyr we
> P*(X,..,X,u)=0 diyip guman edelin. (1)
i=1

denlemanin ¢ozlwini v(xl,...xn,u): 0 anyk dal funksiya

9,
gornisinde gozlenyar. 6_V # 0 sert hem talap edilyar. Su
u

yagdayda (1) denleme
P(X,-., xn,u)a—v+ et P (X, X u)a—v +
OX, OX, )

ov
+ P(x,...., X ,u)—=0
(%, )2
gornisli denlemé getirilyér.
(2) denlema degisli simmetrik sistema
de _de __dx, _du
P P P P

1 2 n
gornusde bolar.
Eger (3) sistemanyn bagly dal ¢ozuwi

©)
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Ay, +y,+y,=0
7.+ (L=, ~7,=0 (30)
Y, + (l—ﬂ,);/3 =0
sistemany alarys. Onun
-1 1 1
1 1-1 -1/=0 vyada A -22+1=0

0 1 1-2

hasiyetlendiriji denlemesinin koékleri 1;=0, 1,=43=1 bolar.
A1=0 bahany (30)-da goyup,

Y, +7,=0
7/1+7/2_7/3:O
Y, +7,=0

sistemany alarys. Sistemanyn rangy r=2.
¥,— i erkin nabelli hasaplarys. Bu yerde y, =1 edip
alsak, onda ¥, =2, ¥, =—1 bolar. A, =0 we oria degisli
bahalary (29)-da goyup, (28) sistemanyn birinji hususy
¢ozlwini X, =2, y, =-1, z, =1 gdrnisde taparys.
A=A3=1 Ozara den koklerin bolanlygy Gcin (28)
sistemanyn beyleki hususy ¢ozlwlerini

x=e'(at+a,) y=e'(bt+b,)

z=¢e'(ct+c,)
(31)
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gérnlsde gozlaris. Buyerde a, a,, b, b,, ¢, c, nabelli

ululyklar. Olaryn san bahalaryny kesgitlemek dgin (31)

denlemedaki anlatmalary we olaryn onumlerini (28)

sistemada goyup hem-de alnan denliklerini her birinin iki

bélegini e' kdpeldija gysgaldyp,
at+a,+a =(b +c)t+b, +c,
bt+b,+b =(a, +b -c)t+a,+h, —c,
ct+c,+c =(b+c)t+b,+c,

gornisli denlikleri alarys.

Bu yerden t-nin  koeffisiyentlerini we azat
agzalaryny denlap,

(a1:b1+cl
b1=a1+b1_cl
c,=b +c

a,+a =hb,+c,
b,+b =a,+b,—c,

C,+C =Db, +¢,

yokarda agzalan ndbellilere gora denlemeler sistemasyna

geleris. Onda, b =0, a, =c, b,=c, a,=c, bolar.

Bu yerde C, we C, hemiselikleri erkin sanlar hasaplalyx.

Sonun dgin € =1, ¢,=0 edip alsak, &, =1,a, =0

bolar. Onda,

a=1a=0b=0b,=1c=1c,=0 bahalary

(31)-de goyup, (28) siste-manyn ikinji hususy ¢oziwini
x,=te', y,=¢, z,=te
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yeterlikdir. Umuman n argumentli u(xl, ..... Xn) gozlenilyén
funksiya Gc¢in hem subut edilis usuly sona menzesdir.

Indi (9) denleme lgin Kosi meselesine garalyn.

(9) denleme u(xo,y,z):(p(y,z) baslangyc sert
bilen Kosi meselesini emele getirydr. Berlen baslangy¢
serti U :(p(y,z), X=X, gornusde hem yazmak bolyar.
Beyle diyildigi (9) denlemdnin berlen egriden gecyan
integral Ustlini tapmaly diyildigidir.

Bu meseléni ¢ozmekligin diuzginini beyan edelin.

Iki (9) denleme Ugin (10) sistemany dizlp, onun
umumy ¢oziwini (11) gor-nisde tapmaly. Soiira X = X,
bahany (11)- de goymaly. Onda,

{col(xo, y,2)

(DZ(XO’y’Z)
gornisli sistema geleris.
Bu yerden, y=l//1(Cl,Cz), Z=l//2(Cl,Cz) bahalary
u=¢(y,z) funksiyada goyup, U=35(c,cC,) deiligi
alarys.
Bu yerde C, we C, (11) sistemanyn ¢ep bolegindaki
anlatmalar bilen calsyryp, u:5(q01,g02) g06zlenilyén
¢OzUwi taparys.

C,

C,

82.Kwazicyzykly denlemeler

Fi()g,..,xn,u)%+....+ P(X,..X ,U)—=P(x,..x ,u) (1)
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(11)

{col(x, y.2)=¢,

(DZ(X’ y’ Z): CZ

gOrnusde tapylan bolsun.
(11)-daki denliklerin doly differensialy

%dx+ o, dy + 0P, dz=0
OX oy 0z

N

%dx+ 0%, dy + %, dz=0
| OX oy 0z
gornusde bolar.

Bu denliklerde dx,dy, dz ululyklary degislilikde,

olara proporsional P,, P,, P, funksiyalar bilen calsyryp,

ip 9Pp ,OPp _g

OX oy 0z 12)

8%H+8%%+8%a=0
| OX oy 0z
denlikleri alarys.

(9) bilen (12)-ni denesdirip,

U= (Dl(xl Y, Z)’ U= (DZ(X, Y, Z)

funksiyalaryn (9) denleménin ¢coziwleridigini goryéris.
u :O[qol(x,y,z), qoz(x,y,z)] funksiya (9) denlemanin
¢Ozlwi bolar. R

Bu yerde O -erkin differensirlenyan
funksiya.U = @(qol,qoz) funksiyanyn (9) denlemanin
umumy ¢ozuwidigini gorkezmek kyn daldir. Onun Ggin iki
argumentli goézlenilyan funksiyanyn subudyny gaytalamak
382

gornusde taparys.
c,=0, ¢, =1 edip alsak, a,=0, a, =1 bolar. Onda
a =0, a,=1 b =0, b,=0, c,=0, c,=1 bahalary
(31)-de goyup (28) sistemanyn U¢lnji hususy ¢coziwini
X,=€', y,=0, z,=¢

gOrnusde taparys.

Tapylan hususy cozuwlerin Wronskiy kesgitleyjisi,
yagny

2 -1 1
W(x)=|te' e' te'|=3e" =0.
e 0 €

Diymek, hususy c¢ozlwlerin toplumy c¢oziwlerin
fundamental sistemasyny emele getiryér. Sona gérade (28)
sistemanyn ¢Oziwini

x=2C, +(Ct+C,)'

y=—C, +C,

z=C,+(Ct+C,)'
gérnusde yazmak bolar.

Uytgeyan koeffisiyentli  birjynsly dal c¢yzykly
denlemeler sistemasynyn c¢Oziwini tapmaklyga Lagranz

usuly ulanylypdy. Sona layyklykda hemiselik koeffisiyentli
sistemalarynyn ¢ozulislerini sol usul bilen gorkezeris.

7-nji mysal.
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(dx

e Vttgit—1
Jat y +1tg
dy

— =—-X+tqgt
|t J

sistemany ¢ozmeli.
Cozulisi. Berlen sistema degisli

r% ~ y
dt

<

dy _
L dt
birjynsly denlemeler sistemasynyn umumy ¢0Oziwini
tapmaly. (33) gornusli denleméni ikinji tertipli denlema
getirmek amatly bolyar. Sistemanyn birinji denlemesini
differensirlap, X" =Yy’ desligi ikinjisinde goysak, onda

(32)

(33)

X"+x=0 denlema  geleris. Onun  ¢ozlwi
X =C,cost+C,sint bolar. Muny differensirlap (33)
sitemanyn birinji denlemesinde goysak,

y =—C,sint+C,cost funksiyany alarys. Seylelikde,
(33) sistemanyn umumy ¢oziwini

X =C, cost+C,sint

y =-C,sint + C, cost
gornlsde taparys. Garalyan sistemanyn ¢ozuwini

{X:Cl(t)cost+C2(t)smt -

y =—C,(t)sint + C,(t)cost
gornusde gozlaris.
340

oy oy
oX oYy
dp Op
oX oy

Bu yagday w Wwe ¢ funksiyalaryn arasynda
funksional baglylygy gorkez-yar. Diymek, U :O(qo(x, y))
funksiya (4) denleméanin umumy ¢6zUwi.

Indi yokarda belleysimiz yaly, (1) denleméni (¢
argumentli u(x, Y, Z) gozlenilyéan funksiya ucin garalyn.

Onda (1) denleme

=0 bolyanlygy disntikli.

Fa(x,y,z)%wz(x,y,z)%a<x,y,z>§—j=o ©)

gornlisde bolar. U= u(x, Y, z)—gbzlenilyén funksiya.
P.,P,, P, koeffisiyentler D € R® oblastda iiznilksiz hususy
éniimli funksiyalar we P*+ P’ + P’ #0. (9)

denlem& degisli simmetrik gornisli ady differensial
denlemeler sistemasy

dx _ dy _ dz (10)

R(xy.2) B(xy.2) P(xy.2)

gornusde bolar. Bu iki denlemeli sistema.
Goy, (10) sistemanyi umumy ¢6zUuwi
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u= 0((0) funksiyanyn (4) denleménin ¢ep bélegin-de U -
nyn ornuna goysak, onda

p@ p@ p@la_§0+p .01.8_(0_

ox oy rtoax Pt oy
_6} (P9 p 9| _6t.0=0
[ aX ay [

bolar. Diymek, O(qo) funksiya (4) denleménin ¢dziwi.
Munun umumy ¢6ziw bol-yanlygyny subut edelin. Goy,
l//(X, y) funksiya (4) denlemanin ¢6zuwi bolsun. Onda,

P5W+P8W=o
OX

R . p9%_g

tozdestwolar sistemasyny alarys.
Bu sistema D vyaylan, her bir nokadynda

P we P, ululyklara gora birjyns-ly cyzykly
denlemeler sistemasy hokminde gararys. Edilen giimana
layyklykda P, we P, sol bir wagtda nola den dal.
Diymek, sistema nol dal ¢ézlwe eyedir, sebédbi bu birjynsly
sistemanyn kesgitleyjisi (yakobiyan)
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Cl(t) we C, (t) funksiyalary kesgitlemek ticin (34)-
déki funksiyalary (32)-de goyup,
C,(t)cost + C,(t)sint =tg’t —1
—C,(t)sint + C,(t)cost =tgt
gornlsli sistemany alarys. Bu yerden, alarys:
. . in’
Cl(t)=—cost, Ct)=""""

cos’t
Bulary integrirlap,
C,(t)=C, —sint

1
C,(t)=C, + ——+cost
(t)=C, + cost i

denlikleri alarys. Cl(t) we Cz( ) funksiyalarysi bahalaryny
(34)-de goyup, (32) siste-manyn umumy ¢oziwini

X =C, cost+C,sint +tgt

y =—C,sint+C,cost + 2
gornlsde taparys, bu yerde C; we C, hemiselik sanlar.

Gonukmeler.

Denlemeler sistemalaryny ¢ozmeli

—=X-Y Jogaby :

1. < dt x=Ce'+C,",
ﬂzy—ﬁfx y=2Ce" -2Ce".
 dt 1 i
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Jogaby :
x=Ce”" +C,™",
y=2Ce* —Ce™.

Jogaby :
x=2Ce" —4C,e™,
y=Ce”" +Ce™.

Jogaby :
x =€'(C, cos3t + C,sin3t),
y =¢€'(C,sin3t — C, cos3t).

Jogaby :

X =5C, cos3t +5C, sin3t,
y =C, (cos3t +3sin3t) +
+ C,(sin3t —3cos3t).
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dx dy

- (6)
R(xy) Pi(xy)
simmetrik ~ gornusli ady  differensial denlema
denguyclidigini gorkezelin.
Goy,
¢(x,y)=C ()

(6) denleménin umumy ¢oziwi bolsun. Onun doly
differensialy

a—(Ddx+a—¢dy=0
OX oy

gornisde bolar. Bu denlikde dx we dy ululyklary
degislilikde, Pl(x,y) we PZ(X, y) proporsional funksiyalar
bilen calsyryp,

op op _
~ R(x,y)+ % P,(x,y)=0 (8)

denlige geleris.

(4) we (8)-i defiesdirip U=g(X,y) funksiyanyii (4)
denlemdanin c¢oziwidigini gorya-ris. Bu yerden gornisi
yaly, go(x,y) funksiya (7) denligin ¢cep bolegi eken.
u :©(¢(X, y)) funksiyanyn (4) denleménin ¢ozuwidigini
gorkezelin. Bu yerde O -erkin differensirlenyan funksiya.
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gorniigde  vyazarys. Bu yerde P(x,y) P(xY)

koeffisiyentler D oblastda (znlksiz hususy énimleri bar
bolan we sol bir wagtda nola éwriilmeyén funksiyalar,

yagny

P*(x,y)+ P (x,y)#0.
Differensirlenyan U = go(x, y) funksiya (4) denleméni
tozdestwa owdiryan, yagny

P(x, y) +P(x y)—y—O

bolsa, onda ona (4) denlemanln cozlwi diyilyér. Bu ¢oziw
Uc Olcegli ginislikde Usti kesgitleyar. Ona integral (st
diyilyar.

(4) denleme ugcin Kosi meselesini kesgitlélin.
(4) denlemanin

u(x,, y)=o(y) (5)

denligi kanagatlandyryan ¢ozlwini tapmaklyk meselesine
Kosi meselesi diyilyar. (5) denlige baslangyc sert diyilyar.
Ony X=X, U :(p(y) gornusde hem yazmak bolar. Ol
denlik tekizlikde egri c¢yzygy kesgitleyar. Basgaca
aydylanda, Kosi meselesi (4) denlemanin berlen (5) egri
cyzykdan gegyan u:go(x, y) integral Usti kesgitlemeli
diyildigidir. (5) denligin yerine U(X,Y,)=@(X) serti hem
almak bolyar. Onda ol (4) denleme Ucin basga gornUsli
Kosi meselesini emele getiryar.
Indi (4) denleménin
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%:2x+5y
dt
6.<dy
—=-X+4
dt y
%:5x+3y
7. 3;
E:—Bx—y
%z—x+4y
8.<3t
y
—~ =3y —X
Y
dx _
9.<3t
y
— =X+3
dt y
%:3)(_
10.<3t
y
2 =4x—
dt y
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Jogaby:

x=e"[(2C, +C,)sin2t +
+(C,-2C,)cos2t],
y=e"(C,cos2t+C,sin2t).

Jogaby :
x = (C, +3C,t)e”,
y=(C,—C,-3C,t)e”.

Jogaby :
x =(2C,—C, + 2C,t)e',
=(C,+C,t)e".

Jogaby :
x =(C, +C,t)e*,
y=—(C,+C,([1+t))e”.

Jogaby :
x =(C, + C,t)e,
y=(2C,-C, +2C,t)e".



H=X—2y—2 Jogaby :
x=C, +3C,e",
11.4ﬂ=y—x+z ot =
dt y=-2Ce" +C.e",
E:X—Z Z:(:14_(:2621_2(:364'
_dt
[ dx
a=2x—Y+Z Jogaby :
x=C,e" +Ce",
12.4ﬂ=x+2y—2 2t 32t
dt y=Ce +Cge",
E:X—y+22 2=Ce' +Ce" +Cpe”.
_dt
Jogaby:
9(=2x+y x=C,e”" +e*(C, cost +C,sint],
d y=¢e"[(C, +C,)cost +
13. |dy :
a=x+3y—z +(C, —-C,)sint],
d z=Ce* +e”[(2C, —C,)cost +
PO AR +(2C, +C,)sint]
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serti  kanagatlandyryan c¢ozlwini tapmaklyk meselesine
Kosi meselesi diyilyar. Bu yerde X — berlen san,

(p(xl,...., anl) berlen differensirlenyan funksiya.

Eger denleme

ou oQ
P(X,eeeees X )J—+- -+ P (X, X )= F(X,.00, X,
(% n)axl (X X,) o (Xreeres X, )
gorniisde berlen bolsa, onda onun héasiyetlendiriji
denlemesi

a% _ .. _dx _du
¥ R f

gornlsde yazylar. Bu gornusli hususy onimli denlemé
birjynsly dal ¢yzykly deiileme diyilyar.

Yokarda getirilen diistinjelerin we k&bir umumy tassyklamalaryn
cOzgutlerinin beyanynyn distinilmesi yonekey (ansat) bolar yaly, hem-de birnage
ailatmalaryn gelip ¢cykysyny yonekeylesdirilen gornlisde éwrenmek maksady bilen
(1) detileméni iki we U¢ argumentli g6zlenilyan funksiyalar t¢in garamaklygy
makul bildik. Sebébi olara degisli mysallary we meseleleri 6zbasdak ¢ézmége
okyjylaryi (talyplaryi) endiklerini artdyrar diyen niyet goz éniinde tutuldy.

(1) denlemani iki argumentli gézlenilyan funksiya
tcin

0 0
P(xy)S +R(x y)gu =0 @)
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d d
X =...—¢ (2)

P(X,...X.) CP(x,..X,)

ady differensial denlemeler sistemasynyn ¢ozlwinin
tapmaklygyna getirilyar.

Eger (p(xl,...,xn) differensirlenyan funksiya (2)
sistemanyi ¢Ozlwi bolsa, onda U :(p(xl,....xn) funksiya
(1) denleménin c¢oziwidir we tersine. (2)-& simmetrik
gornusli sistema diyilyar. (2) denlemeler sistemasyna (1)
hususy oOnimli denlemanin hasiyetlendiriji sistemasy
diyilyér. (2) sistemanyn her bir ¢6ziwine (1) denleménin
hasiyetlendirijileri ya-da hasiyetlendiriji egrileri diyilyér.
Eger D oblastda (2) sistemanyn bagly dal ¢oziwleri

@.(X,s0e X )=Cpreeey@, (X, X )=C,_, 3)

gornusde tapylan bolsa, onda (1) sistemanyn umumy
¢cozuwi U :(A)((pl,....,(pnfl) gornisde bolar (tapylar), bu
yerde O -erkin differensirlenyan funksiya. Bu ¢oziw
6zinde islendik hususy ¢6ziwi saklayar.

(3)-daki cozuwlerin her birine (2) sistemanyn birinji
integraly diyilyar. Olaryn ¢ep bolegindéki ¢,,....,@, ,
funksiyalar (1) denleménin ¢oziwleridir.

Indi (1) denleme Ggin Kosi meselesini kesgitlalin.

Kesgitleme. (1) denleménin

U(X,pereer X0 X0 ) = @(X vy X )
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%:ZX—y—z Jogaby :
x=C, +C,
14. ﬂ:3x—2y—32 ' ’ .
dt y=3C,+C,e,
%:22_X+y Z=_C1+(C2_C3)et'

Erkin hemiselikler wariasiyasy usuly boyunca
¢cozmeli

Jogaby :
r%—y+cost x=C, cost+C,sint +
15. < dt +£cost+1,
dy 1 2
dt Xt y=-C,sint+C,cost —
_lsint — Ecost.
2 2
(dX J by’
d—:—y+cost 0gany.
16. < dt x=Cge' +C,e™ +sint,
y _ : ;
it —X+sint y=-Cge' +Ce™.

345



-

dx
— =-2X+y—e”
dt y

ay_ —3x+2y + 66
dt

\

17.<

(dx
—~ =X+ Yy—cost
dt

18. Jdy =—2X— Yy +sint +cost

dt
x(0)=1y(0) =-2

%_—4x—2y+ t
19, g“ 2‘1
—y:6x+3y— -

dt e -1
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Jogaby
x=Ce +Ce" +2¢”,

y=3Ce +Ce" +5%".

Jogaby :
X =(1-t)cost—sint,
y=(t—2)cost+tsint.

Jogaby:
x=C,+2Ce" +
+2e" Inje' -1,
y=-2C,—3C,e" -

e -1

~3e'In

Vil BAP

BIRINJI TERTIPLI HUSUSY ONUMLI
DIFFERENSIAL DENLEMELER

Bu bapda ady differensial denilemelere getirilyan
denlemelere, yagny c¢yzykly we kwazicyzykly hususy
ontimli denlemelere degisli dustnjeleri bereris hem-de
denlemelerin ¢6zilis usullaryny beyan ederis.

81. Birjynsly ¢yzykly denlemeler

ou
X )—=0 1
X, xn)axn (1)

gornisli denlema birjynsly ¢yzykly hususy onimli denleme
diyilyar, bu yerde X,....... X, bagly dal Gytgeyan ululyklar,

u=u(x..x,)
P(x,..x ), (i=1...n)
(Xf, ..... x:)eDeR” nokatlaryn  etrabynda hemme

argumentleri  boyunca Uzniksiz we (znlksiz hususy
ondmleri bar bolan, hem-de sol bir wagtda bu nokatda nola
owrilmeyan funksiyalardyr, yagny

n

> P(X,e X, )>0

i=1

gozlenilyén funksiya,
koeffisiyentler kabir

(1) denlemanin ¢oziwini tapmaklyk meselesi
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11.1

13.<

dx
a=3X—4y
d
:3—¥=x—2y
X
a Y
d
\d_>t/=3X+4y
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12.<

14.1

VIlI BAP
DURNUKLYLYK NAZARYYETI BARADA

Differensial denlemelerin ¢Ozlwlerinin durnuklylyk
nazaryyetinin esasyny goyanlar rus matematigi A.M.
Lyapunow we fransuz matematigi A.Puankare. Olar
durnuklylyk meselesi boyunca bir dowirde islan alymlar.
Coziwin durnuklylyk dislnjesi Lyapunow tarapyndan
girizilipdir. Sonun G¢cin  hem ¢OzUwin durnuklylygy
Lyapunow manysynda ulanylyar.

XIX asyryn ahyrynda Lyapunow differensial
denlemeler sistemasynyn c¢Ozlwinin  durnuklylygyny
dernemekligin umumy usulyny isldp tayyarlapdyr. Onun bu
ugurda alan ylmy netijeleri differensial denlemeler
nazaryyetinin 6smegine hem-de durli fiziki we mehaniki
sistemalaryn yrgyldylaryny éwrenmeklige itergi bolupdyr.

Lyapunowyn  ylmy islerine c¢enli  ¢ozlwin
durnuklylygy = meselesi  dine  birinji ~ yakynlasma
atlandyrylyan sistema boyunca ¢ozilipdir (kesgitlenipdir),
yagny denlemelerin ¢yzykly dal agzalarynyn hemmesi
taglanylypdyr, Ustesinede onun seyle edilmeginin
kanunylygy aydynlasdyrylmandyr. Seylelikde, nadogry
netijelere geli-nipdir. Durnuklylyk baradaky meselanin
birinji yakynlasma boyunca ¢6zilp bolyanly-gynyn sertini
Lyapunow takyk anyklapdyr. Lyapunowyn ylmy ideyalary
0z dhmiyeti-ni su wagta cenli saklady we hazirki
dowdrdaki  durnuklylyk —meselelerinin  dernewle-rinde
ginden ulanylyar.
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81. Durnuklylyk dustnjesi. Birinji yakynlasma boyunca
¢coziwin durnuklylygynyi derrielisi. Lyapunowyi
funksiyasy

O _ £ (6 x (b x (1) M

dt
(i=1..,n)

sistema garalyn, bu yerde t-bagly dal Uytgeydn ululyk,
Xy sy X, —g0zlenilyan  funksiyalar,  f, -koordinatalar
baslangyjynyn etrabynda differensirlenyan funksiyalar,
f (t,O,...,O)E 0. t argumente wagt yaly garalyar, (1)
sistemanyn her bir hususy ¢oziwine hereket diyilyar.
Goy, f; (t, Xiyenny Xn) funksiyalar tzniiksiz we olaryn
% (i, j=1.., n) tizntiksiz hususy ontimleri bar bolsun,

]
bu yerde t, <t <oo, D bolsa, X, ,..., X, Uytgeyanler
ginigliginin ¢akli yaylasy. Onda (1) sistemanyn
®, (t0)= Xi0 (i =1,..., n) baslangyc, sertleri
kanagatlandyryan X = @; (t) yeke-tédk ¢cozuwi bardyr.

Kesgitleme. Eger Ve >0 iigin 8 =5(g)>0 bar

bolup, (1) sistemanyn her bir X, =, (t) (i =1..., n)

<O densiz-

coziwinin baslangyc bahalary {cin ‘)‘(iO — X’

likler yerine yetende, t-nyn [to,oo) yarym kesimdéki
hemme bahalarynda
‘V/i(t)_CDi(t)kg
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Gonukmeler.
Sistemalaryn asuda nokatlarynyn atlaryny
anyklamaly.

(dx (dx
— =3X — =X
l.<3t 2.<3t
y y
— =2X+ — =2X-
dt d dt d
%z—Zx—Sy —=3X+Y
3 <3t 4.<3t
y y
— =2X+2 — =-2X+
dt d dt y
%z—x+2y %z—x+3y
5 <3t 6.<3t
y y
— =X+ — =—X+
ot at d
(dx (dx 5
—=-2X-Y —=-2X+=Y
7 <3t 8.<3t !
y y
— =3X— —=17X-3
ot Y dt d
%=2x % —3X+2y
9 <dt 10. dt
y y
—— =X+ —=Xx-4
a0 dt d
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G:*:

7-nji surat
Eger 44 =4, >0 bolanda t-ni -t calsyryp, Orki
yagdaya gelner. YoOne nokadyn hereketinin ugry
trayektoriya boyunca tersine bolar. Bu yagdayda asuda
nokada durnuksyz diwin nokady diyilyar.

Mysal.
(dx
—=X+3
J dt d
dy
— =—-6X-5
dt d
sistemanyn asuda nokadynyn adyny anyklamaly.
Cozalisi.

Garalyan sistema tigin M (0,0) asuda nokat. Onui adyny
anyklamak ugin sistemanyn hésiyetlendiriji denilemesini
1-4 3

=0 vyada A° +44+13=0
6 -5-1

gornlsde yazalyn. Onun kokleri
M=-2+31, 1,=-2-3i bolar. Diymek, sistema
durnukly fokusa eye.
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densizlikler yerine yetse, X; = @; (t) (i :l,...,n) ¢Oziwe
(1) sistemanyn Lyapu-nowyin manysynda durnukly ¢éziwi
diyilyar, bu yerde X, =w; (t) (1) sistemanyi v/, (to): )_(i0
baslangyg sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi.

Eger X; = ¢ (t) ¢oziw (1) sistemanyn durnukly
¢oztwi bolmasa, onda ona durnuksyz ¢oziiwi diyilyar.

Eger X = ¢, (t) funksiya (1) sistemanyn durnukly
¢Ozuwi bolmagyndan basga

limie (t) —w: (t) =0 @

serti kanagatlandyrsa, ona (1) sistemanyn asimptotik
durnukly ¢oézlwi diyilyar.

(1) sistemanyn nol d&l ¢oztwinin durnuklylygynyn
dernelisini Owlrme arkaly alnan nol ¢ozuwli sistemanyn
¢ozlwinin durnuklylygynyn dernelisine getirmek bolyar.

Goy, X, =@ (t)(i =1,...,n) (1) sistemany
durnuklylyga dernelyan ¢oziwi, X, = y; (t) ol sistemanyn
erkin ¢Ozlwi bolsun. Getirilmeli nol ¢ozlwli sistemanyn
bolmaklygy ugin y; (t)— @ (t) =U; (t) calsyrmany edelin.
Onda U, (t) (i =1,..., n) tdze gozlenilyan funksiyalar bolar.

Yokardaky desilikleri differensirldp,

dy, de _du

dt dt dt

ya-da
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du.
dt
=f (t,go1 + U, @, + un)— f (t,gol,...,gon)
gornisli denlikleri alarys.
Soriky tapawudy F; (t, ul,...,un) bilen belgilesek,
onda basdaky (1) sistema

= ity - (L@ 0,)=

v _ F(t,u,...,u_) (3)

dt
(i=1..,n)

gornisi alar. Bu sistemadaky gozlenilyan funksiyalaryn
orunlaryna nol goysak, onda (3) sistema 0 =0 toZdestwa
owrtler.

Diymek,  u(t)=0 (i=1...,n) (3) sistemanyn
¢Ozlwi. Seylelikde, (1) siste-manyn X; = ¢, (t) ¢Oziwinin
durnuklylygynyn dernelisi  (3) sistemanyn ui(t):O
¢oziwinin durnuklylygynyn dernelisine getirildi. Sona
gorade, (1) sistema (3) gor-nuse getirilen diyip hasap edelin
(diistnelinn) hem-de onudi ui(t)s 0 coziwinin durnuklylyk
yagdayyna garalyn. Yokarda getirilen kesgitlemani (3)
sistema Ucin asakdaky gornisde yazalyn.

Kesgitleme. Eger Ve >0 tgin & =38(g)>0 bar
bolup [u;(t, ) <S(e) (i=12,...,n) deisiz-likler yerine
yetende, t-nyn [to,oo) yarym kesimdéki hemme bahalary
tgin ‘ui(t)(<g (i=12,...,n) defsizlikler yerine yetse,
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6-njy surat
Bu nokat asimptotik durnuksyz, sebabi t — oo yagdayy

ugin
X =C,cos st +C,sin pt
y = C, cos it + C, sin St

¢ozlw nola ymtylmayar.
5. 41 = A, bolanda (2) sistemanyii umumy ¢ozuwi
X = (C17/11 + Cz}/lzt)e/Ilt
y = (C1y21 + (:2}/22t)e/IZt
gornisde tapylyar.
Eger 44 =4, <0 we t — o bolanda X -0, y =0,
sebabi

Itim (Clyll + (:2}/12t)e/1:Lt = O
Iim (C1y21 + (:2}/22t)e/121 = O

tow

M (0,0) nokat asimptotik durnukly. Bu nokada durnukly
diwin nokady diyilyar. Eger ¥, =y,, =0 bolsa, onda

------
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gornusde tapylyar, bu yerde El,CZ sanlar C, we C,
sanlaryn jemi ya-da tapawu-dy. Eger o <0, t — oobolsa,

onda e® —0, yaylardaky anlatmalar cakli. Seylelik-de,
X—0, y > 0. Bu yagdayda M (0,0) nokada durnukly
fokus diyilyér (5-nji surat). Sistemanyn trayektoriyasy
spirala owrllyar. Eger a >0,t— —oo bolsa, onda
X—0, y—>0. Yene oriki trayektoriya, yone t-nyi
artmagy bilen hereket onun tersine bolyar, yagny
koordinatalar baslangyjyndan daslasyar. M(0,0) nokada
durnuksyz fokus diyilyér.

5-nji surat

4. Eger a =0 bolsa, onda 4 =+pi, A, =—pi bolar.
Bu yagdayda M (0,0) nokady gursap alan yapyk
trayektoriyalar (egriler) emele gelyar. M (0,0) nokada
merkez diyilyar (6-njy surat).
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onda ui(t)EO coziwe (3) siste-manyn Lyapunow
manysynda durnukly ¢coziwi diyilyar.
Mundan basga-da

ItLrp\ui(t)(=O, (i=12,..,n)

bolsa, U; (t) =0 ¢ozlwe (3) sistemanyn asimptotik
durnukly coéziwi diyilyar.
(1) sistemany
dx,
d_t'=jz::1 aijxj+vi(t,x1,....,xn) (4)

gornlse getirmek bolyar, bu yerde

of (t,0,...,0 .
a, = I(ﬁx. ) (i,j=1..,n)

J

koeffisiyentler hemiselik sanlar, v; funksiyalar
X, = X, =...= X, =0 nokadyn etrabynda

r=+/x2 +...+x2 bilen defiesdirilende tertibi birden

yokary tlikeniksiz Kici ululyklar.
(1) sistemanyn (4) gornusli sistema getirmek Ggin, ol
sistemanyn sag bolegini
koordinatalar baslangyjynyn etrabynda Teylor hataryna
dagytmaly. Sonra alnan sistemada emele gelen cyzykly dal
agzalary taslap,
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%:i a,x, (i=1...n) (5)

j=1

gornusli ¢yzykly sistemany alarys. (5) sistema (1)
sistemanyn birinji yakynlasmasy diyilyar. Mélim bolsy
yaly, (5) birjynsly denlemeler sistemasy. Onun
hasiyetlendiriji denlemesi

a, — A a,... &,
a,, a,, —A..a, 0 ©)
a'n1 a'n2 a'nn - /l

A gora n derejeli algebraik denlemedir.
Goy, A, 4,,...,4, sanlar onun kékleri bolsun. (4)
sistemanyn nol ¢OzUwinin durnuk-lygyny gorkezyan
yeterlik sertleri 6zlinde saklayan birndce teoremalaryn
subutlary-nyn  (Ostinde durmazdan olaryn sertlerini
mysallarda barlap goérmegi makul bildik.

1-nji teorema.

Eger (6) hasiyetlendiriji denlemanin koklerinin
hemmesi otrisatel sanlar bolsa,

v,(t,x,...x.), (i=12,..,n)
funksiyalaryn hemmesi

Vv, (t, X0, X, ) < M,

7
(i=12,.n) "
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trayektoriya  boyunca  koordinatalar  baslangyjynyn
etrabyndaky nokatlar tikeniksizli-ge tarap gidyérler.

C, =0 bolan yagdayda t — oo bolanda

X= C17119/11t’ y= (317/129/llt
trayektoriya boyunca nokatlaryn hereketi koordinatalar
baslangyjyna (asuda nokada) tarap bolyar. Bu yagdayda
M (0,0) nokada eyer diyilyar (4-nji surat).

— ()

=

4-nji surat

~ |

3. Goy, A =a+pfi, L,=a—pi bolsun. Bu
koklere degisli (2) sistemanyn umumy ¢ozuwi

x =e“(C, cos fit + C, sin fit)
y =e®(C, cos Bt +C,sin pt)
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trayektoriya boyunca onkin tersine hereket edyérler. Bu
yagday-da M(0,0) nokada durnuksyz duwiin nokady
diyilyér (3-nji surat). Suratda peykamlar t-nyn artmagy
bilen nokadyn trayektoriya boyunca hereketinin ugruny
gOrkezyar.

3-nji surat

2. Eger 41 <0,4, >0 (ya-da 4, >0,4,<0)
bolsa, onda asuda nokat durnuksyz, sebabi bu yerde
t >oo bolanda, €*?' - bolyar. (3)-den C,=0
bolanda

x=C,7,£", y=C,r,e”
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serti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyn nol ¢oziwi

durnukly, bu yerde r :\/Xf +....+x§, a >0, M -

hemiselikler.

2-nji teorema.

Eger (6) hasiyetlendiriji denlemanin koklerinin
hemmesinin hakyky bolekleri otrisatel sanlar bolsa we
Vi(t,xl,...,xn), (i :1,2,...,n) funksiyalarynn hemmesi (7)
serti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyn nol ¢ozuwi
durnukly.

3-nji teorema.

Eger (6) hasiyetlendiriji denleménin koklerinin in
bolmanda birinin hakyky bolegi polozitel san bolsa we
Vi(t,xl,...,xn), (i :1,2,...,n) funksiyalarynn hemmesi (7)
serti kanagatlandyrsa, onda (4) sistemanyn nol ¢o6zuwi

durnuksyz.
1-nji mysal.
% =2Xy—-X+Y
dt
|d
d_¥=5X4 +y°+2x-3y

sistemanyn nol ¢coziwinin durnuklylygyny dernemeli.
Cozlisi.x =0, y =0 garalyan sistemanyn
¢ozlwidigini goryaris.
Sistemany
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%z—x+ y+v(t, %, y)

dt
d (8)
d_?[/ =2x -3y +V,(t, X, y)

gornisde yazarys:

v, = 2XY, v, =5x* +y°
(8) sistemanyn ¢yzykly dal bolekleridir.
Onda garalyan sistema (gin birinji yakynlasma

% =—X+Y
< dt
dy
—=2x-3
dt y
gornusde bolar. Munun
-1-1 1

=0 vyada A*+41+1=0

2 -3-1
hasiyetlendiriji denlemesinin kokleri
M=-2+3, 2,=-2-3

otrisatel sanlar. Seylelikde, 1-nji teoremanyn ilkinji serti
yerine yetyar.

Teoremanyi sonky sertini dernemek Ggin v, we V,
funksiyalary bahalandy-ralyn. X we Y -i polyar
koordinatalar sistemasy arkaly anladarys:

X=rcose, y=rsing ,buyerde r :W_
Onda,
‘Vl‘ = ‘ZXY‘ = rZ‘ZCOS(pSin (p‘ = rz\sin 2(p‘ <r?.1 ‘Vl‘ <t
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1. Goy, A4, we A, hakyky we dirli sanlar bolsun.
Onda (2) sistemanyn umumy ¢Oziwi

Int ot
{X =Cyy118™ + Coyp1e™ @)

Int ot
y =Cqy108™ +Coyope™

gdrniisde bolar, bu yerde y;; (i, J =1,2) hemiselik sanlar,

C,,C, —erkin hemiselik-ler. Eger 4, <0,4, <0 bolsa,
onda X=0, y=0 asuda nokat asimptotik durnukly,
sebdbi t —> oo bolanda X —> 0, y—> 0. Bu yagdayda
M (0,0) nokada durnukly diwin nokady diyilyar (2-nji
surat).

2-nji surat

Goy, A4 >0,4,>0. Eger t— -, onda

sistemanyn trayektoriyasy onki yaly, yone nokatlar
367



bolsa, onda M (XO, yo) nokada (1) sistemanyn asuda
Eger (1) sistemanyn sag bolegi x we y-e gora ¢gyzykly
funksiyalar bolsa, onda (1) sistema

K%—a X+ a5y
qr X+

| (2)
ﬂ=a X+ a,,Y
qr 221X+

\

gornlsi alar, bu yerde

dp1 a2
koeffisiyentler hemiselik sanlar.

Bu yerden gornisi yaly, Xx=0, y=0 (2) sistema (gin
asuda nokatdyr. Ony M (0,0) bilen belgilalin. Bu nokadyi
etrabynda (2) sistemanyn c¢oziwinin grafiginin (trayek-
toriyasynyn) yerlesisine gararys. Malim bolsy yaly, (2)
sistemanyn  ¢OzlUwinin  gornisleri hasiyetlendiriji
denleménin koklerinin gornislerine baglydyr. Sonun Ggin
(2) sistemanyn hésiyetlendiriji denilemesini

a,— 4 ap ‘ _0

A1 Ay — A

gorniigde yazarys. Munui koklerini A, we A, bilen
belgilaris.

(2) sistemanyn umumy ¢Oziwini bu koklerin gornislerine
baglylykda taparys.
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buyerde « =1, M =1.
\vz\ = ‘5x4 + y3‘ = ‘5x4 +‘y3H < ‘xz + yz‘ =

- rz‘cos2 ¢ +sin? (0‘ =r?.1, v, <t g

bu yerde hem o =1, M =1.

Seylelikde, 1-nji teoremanyn sertleri yerine yetyar.
Diymek, garalyan sistemanyn nol ¢dziwi durnukly.
2-nji mysal.

95:2x+83iny
dt

dy x
it 2—e” —3y—cosy
sistemanyi X =0, Yy =0 nol ¢6ziwinin durnuklylygyny
dernemeli.

Cozilisi.
Sistemadaky siny, e, cosy ¢yzykly dal funksiyalary
Makloren formulasy boyunca dagydyp, yagny

siny=y 3!+5! ,
2
eX:1+x+X—+---,
2!
2 4
Cosyzl—y—+y——---
2 A

anlatmalary garalyan sistemada orunlaryna goyup,
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( 3 5 (dx
LSNP y- LY —=—(x—2y)(1—x2—3y2)
dt 3l dt

51 1.4 ¢ v=x*+2y°
) y 2 2
2 2 .4 —=—(y+x)(1—x —3y )
%2_£1+x+x_+..]_3y_[1_y_+v__..] I
dt 2! 21 4 Lyapunowy funksiyasy.

gornisli sistemany alarys.
Sonky sistemanyn ¢yzykly dal agzalaryny v, we V, bilen

belgilap, ony
d—i[( =2X+8y+V,
< dy 82. Wagta garasly bolmadyk iki defilemeli sistema
—=—X—-3y+V,
Ldt Sistemany
gornisde yazarys.
Bu yerden garalyan sistema (g¢in (dx
—=f,(x,y)
dx gt 1
dt dy f ( )
7 = 2 X’ y
ﬂ =X — 3y L dt
dt

birinji yakynlasma sistemany alarys.
gornisde yazarys.

Munun (1) sistemanyn sag bdlegi t argumenti anyk gornisde
2_) 8 saklamayanlygyny goryaris. (1) gérnisli sistema awtonom

‘_1 _3_a” 0 vyadaA+A+3=0 sistema diyilyar. f(x,y)we f,(x,y) xOy tekizligii
kesgiti i D  oblastynda differensirlenydn  (zniksiz

hasiyetlendiriji dedilemesinid funksiyalar. Eger (1) sistemanyn sag bolegi X =Xy, Y =Y,

bahalarda nola 6wriilse, yagny f,(X,,Y,)= f,(Xs,Y,)=0

356 365



? =e**%Y _cos3x
7.5 dt jogaby:
d—?[/=4/4+8y—2ey

durnuksyz
Lyapunowyn funksiyasy usuly boyunca sistemalaryn
nol ¢oziwlerinin durnuklylygyny anyklamalay:
(dx 4
a7
8. < v=x*+ y4 Lyapunowyn
—Z = VX
ot )
funksiyasy.

9.4 v=x°+ y2 Lyapunowyn

10. < v=x°+ y2 Lyapunowyn

funksiyasy.
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1 3

— -+
&E 272

koklerinin hakyky bolekleri otrisatel sanlar. Diymek, 2-nji
teoremanyn birinji serti yerine yetyar.
VvV, we V, cyzykly dal bélekler koordinatalar

baslangyjynyn etrabynda r = 4/ X% + y2 gora tertibi birden
yokary tlikeniksiz Kici ululyklar.
V; we V, ululyklar bahalandyrylanda

\vl\séﬁ =M, r**,

Mlzé, a=4 (+y?<1)
\vz\s(ezl)rz, MzzeT”, =1

densizlikler alyndy.
Garalyan sistemanyit X =0, Yy =0 ¢6zlwi durnukly.
Coziwin durnuklylygyny dernemegin yene bir
usulyna  Lyapunowyn  funksiya-lar  usuly (ya-da
Lyapunowyn ikinji usuly) diyilyar. Bu usulyn o6nki usula
garalanda kébir artykmaclygy bar. Ol hem garalyan
sistemanyn ¢Ozlwini tapmazdan onun durnuklylygyny
deriiemek bolyar. Yéne bu usuly ulanmak anisat dal, sebabi
Lyapunowyi V(Xl,...,xn) funksiyasyny  X;,..., X,
ululyklarynn dirli ya-da den derejeli kdpagzalaryn jemi
gornusinde gozlemeli bolyar. V(Xl,...,xn) funksiyany
gurmagyi umumy usulynyfi yoklugy belli. Yone onun
asakdaky
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v(x, X, )= ax; +bx?,
v(x, X, )= ax; +bx;,

v(x, X, )=ax’ +bx; (a>0,b>0)

gornuslerde gozlenilyanligi malim.
Ké&halatlarda v funksi)’/anyﬁ

V= Zau i a'ij:a'

jl

kwadratik forma gornuslnde g6zlenilyandigini hem-de
onun ¢ozgidine bolan sertleri kabir yazarlar 6z
gollanmalarynda belleyaérler.

Goy, V(Xl,..., Xn) funksiyanyn koordinatalar
baslangyjyny 6zlinde saklayan D oblastda tizniiksiz we
tznuksiz hususy 6nltmleri bar bolsun.

Kesgitleme. Eger D oblastda V(Xl,...,xn)ZO we
X =...=X, =0 bahada V(Xl,...,xn):O bolsa onda
V(Xl,..., Xn) funksiya sol oblastda poloZitel kesgitlenen
funksiya diyilyar. Bu kesgitleme ugin V=X12+...+X§
funksiya mysal bolup biler, sebabi ol X, =...=x,=0
nokadyn islendik etrabynda poloZitel kesgitlenen. n =2
bolan yagdayda v =X + X5 funksiya (X;,X,) tekizligii
koordinatalar ~ baslangyjynda  galtasyan  paraboloid
aylanmasyny emele getiryar (1-nji surat). Onun beyleki no-
katlary ol tekizlikden yokarda yatyarlar. Bize malim bolsy

yaly, 1% funksiyanyn dereje cyzyklary

Xlz + X% =C (C>0) towereklerdir. Bu yerden gomlsi
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% =-—5X+Y
2. 3 t jogaby: asimptotik
ay_ X=Ty
L dt
durnukly
% =3x—-4y
3.4 t jogaby: durnuksyz
dy =X—-4y
L dt
%:—smx+3y+x5
4.5 t jogaby: durnukly
& Ly oy-1ye
Ldt 4 6
M 2e 15y 24 x4
dt : _
5. 4 dy jogaby:
— =X+6Cc0Sy—6
dt Yoy
durnuksyz
(dx .
—~=4sinx+/n(l+y)
dt : _
6. < jogaby:
Wy y+ X%y
L dt
durnuksyz
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(dx 3
— =5y —2X
Jae~

W gy 3y°

L dt

sistemanyn ¢oziwinin durnuklylygyny dernemeli.
Cozulisi.

Goy, V= X% + y2 gornisde berlen bolsun.

Onda,

v(x,y)>0, v(0,0)=0.
dv ov dx ov dy 3 3
W_N X N DY oy(—5y—2x)+2y(5x—3y°) =
dt ox dt oy dt (-5y-2¢)+ 2y(5x~3y’)
=—4x' -6y* = —(4x4 + 6y“)§ 0.

Diymek, X =0, y =0 ¢ozlw asimptotik durnukly.
Gonukmeler.
Lyapunowyn birinji yakynlasma usuly boyunca
sistemalaryn nol ¢ozuwlerinin durnuklylygyny dernemeli

% =—2X—-5Yy
1. < t jogaby: durnukly
dy
— =2X+2Y
L dt
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yaly, X12 + x22 = C vyapyk egriler. Bular C — +0 bolanda
(0,0) nokada dartylyarlar.

0 X,
X
1-nji surat

CoOzuwin  durnuklylygyny dernemek Ggin ulanyljak
V(Xl,..., Xn) funksiya Lyapuno-wyn funksiyasy diyilyar.

Indi (1) sistemanyn nol ¢ozuwinin durnuklylygyny
dernemdge degisli teorema-ny getirelin.

4-nji teorema.

Eger V(Xl,..., Xn) differensirlenyan funksiya D

oblastda
1) V(X,...,x)>0 we v(0,..,0)=0
2) V(xl,..., xn) funksiyanyn doly éntimi bolup,

3)

dv & ov dx & ov

— =Y ==Y (X, X )<0, t <t
dt .Z‘ ox, dt .Z‘ OX, %)
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sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda (1) sistemanyn
X (t) =0 ¢ozlwi Lyapunowyn manysynda durnukly.

Eger V(Xl,...,xn) funksiya teoremadaky gorkezilen
sertlerden basga

— <-o(X,..X,)<0, t,<t

densizligi kanagatlandyrsa, onda (1) sistemanyn X; ( ) 0
¢cozlwi asimptotik durnukly, bu yerde a)(xl, X) D

oblastda a)(xl,..., n)20 - Uzntksiz, X, =0,...,X, =
nokatda nola Owrllyan funksiya. Bu yerde bir zady

d
bellemek gerek. Ol hem teoremadaky d—r ondm duzilende

dx. ..
d_tl (l :1,...,n) ontmleri garalyan (1) sistemanyn sag

bolegindaki f,(X,,...,X,) (i=212,...,n) funksiyalar bilen
calsyrylmalydygy tnsden disurilmeli daldir.

Yokarda agzalan teoremanyi v = V(t, X{yeeer xn)
gornusli funksiya tcin hem dogrulygyny Lyapunow 6z
isinde subut edenligi mélimdir. Onun Gg¢in ol teoremanyn
birinji sertinin yerine koordinatalar baslangyjynyn
etrabynda (t < to)

V(E, Xgyees Xy )= @(Xg ey X, ) > 0

sert bilen calsyrylmalydygy aydylyar, bu yerde @ Uzniksiz
funksiya, koordinatalar baslangyjynda
v(t,0,...,0) = w(0,...,0)=0
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Y
IKinji sert onkuligine galyar, yagny % <0, yone

dv_ov @
£33 Yt xx,)
dt 8’[ i=1 aX
gornisde bolyar.
3-nji mysal.
< dt
dy 2
—Z = VX
ot )
sistemanyn ¢oziwinin durnuklylygyny anyklamaly.
Cozalisi.

Garalyan sistema Ugin V = 2x% + y2 funksiyany alalyn. Bu
polozitel kesgitlenen funksiyadyr, yagny
v(x,y)>0, v(0,0)=0.
Onun Onumi
dv_ov. dx ov dy ov ov
Tyt ]+ 2 (yx)=
dt ox dt 8y dt ox oy
= 4x(— xy2)+ 2y(yx )= —AXP Y%+ 2y°X% = =2x°y°,
X #0, y =0 bolanda
dv . dv(x,0) 0 dv(0,y) 0

<0
dt dt dt
Diymek, garalyan sistemanyin X =0, y =0 ¢ozlwi
durnukly.
4-nji mysal.
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Jogaby: U = X*y?.

8. yua—u — ya—u =0
OX oy
defilemanin u=x* y=1 baslangyc serti

kanagatlandyryan ¢6zuwini tapmaly.
2

X
Jogaby: U=—

>
6_u+u8_u=0
ox oy

deilemanin  U=-Yy,x=1 serti kanagatlandyryan
¢oziwini tapmaly.

9.

y
Jogaby: U = .
it Inx -1
10. x@+ ya—u=2u
OX oy

denlemanin U =Y, X =1 baslangyg serti kanagatlandyryan
¢oziwini tapmaly.
Jogaby: U = Xy.

11, u(x+ u)%— y(y + u)a—u =0

oy
denleménin U= \/y ,X=1 serti  kanagatlandyryan

¢oziwini tapmaly.
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Jogaby: U® = Xy.

ou ou
X——-y—=U
OX oy
denlemanin y=X,Uu=X" egriden gecydn coziwini
tapmaly.
Jogaby: U = X7y.

12.

13. xa—u—Zya—uz X*+y,y=Lu=x*
OX oy
meselénin ¢oziwini tapmaly.

Jogaby: 2x°(y+1)=y* +4u—1

ou ou
14. X—+yz—=0,u=x",2=1
OX 0z
mesel&nin ¢oziwini tapmaly.
y

Jogaby:u:x—.
Z
15 X8u+yau+28uzo
OX oy 0z

. 2 .
deiilemanii  U=—,y"+2z°=2  baslangyc serti
X

kanagatlandyryan ¢6zuwini tapmaly.
y2 + Z2
Jogaby: u(x, Y, z): .
X
402

84. Gyra meselesi we Grin funksiyasy barada
VI bap. Birinji tertipli differensial denilemeler
sistemasy

8 1. Esasy dlslnjeler we kesgitlemeler

8 2. Cozuwin parametre tznlksiz baglylygy we
parametr boyunca differensirlenmegi

§3. Uytgeyan koeffisiyentli cyzykly
denlemeler sistemasy. Erkin hemiseliklerin
wariyasiyasy (Lagranz) usuly

84. Hemiselik koeffisiyenli birjynsly
denlemeler sistemasy

V11 bap. Durnuklylyk nazaryyeti barada
8 1. Durnuklylyk distnjesi. Birinji yakynlasma

boyunca cozlwin durnuklylygynyn
dernelisi. Lyapunowyn funksiyasy

82. Wagta garasly bolmadyk iki denlemeli
sistema

VI bap. Birinji tertipli hususy ontumli
differensila denlemeler
8 1. Birjynsly ¢cyzykly denlemeler
8 2. Kwazigyzykly denlemeler
Edebiyat
Kitapda ady agzalan alymlar
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283

294
307

312

318

347

365

375
383
404
407



taklik teoremasy
8 2. Ayratyn ¢6zlUwler barada
8 3. Denlemelerin ¢ozilis usullary
111 bap. Yokary tertipli differensial defilemeler

8 1. Esasy dlslnjeler we kesgitlemeler

8 2. Umumy denlemanin hususy gérnusleri

§ 3. Tertibi kemeldilyén denlemeler

IV bap. Yokary tertipli ¢yzykly differensial

denlemeler

81. Esasy dlslnjeler we kesgitlemeler

8 2. Birjynsly denlemeler

§ 3. Birjynsly dal denlemeler

84. Birjynsly hemiselik koeffisiyentli
denlemeler

85. Birjynsly dal hemiselik koeffisiyentli
denlemeler

V bap. Ikinji tertipli ¢yzykly differensial
denillemeler

§1. Oz-6zine catyrymly ikinji tertipli
differensial denleme. Denlemelerin
ikiagzaly gornuse getirilis usullary

8 2. Cozuwlerin nollary baradaky teoremalar

8 3.  Ostrogradskiy-Liuwill formulasy we onun
ulanylysy
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101
103

134
143
162

191
195
202
210

236

267

273
279

OX
mesel&nin ¢oziwini tapmaly.
Jogaby: X*+Uu”=5(xu—Yy).

16. ua—u+(u2—x2)%u+x=0,y:x2,u = 2X
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. Agyrow S. Birinji tertipli ady differensial
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. Asyrow S. Yokary tertipli ady differensial
denlemeler. — Asgabat., Ylym, 2001.

. Asyrow S. Birinji tertipli ady differensial
denlemeler sistemalary. — Asgabat., Turkmen
doéwlet nesiryat gullugy, 2008.

10.bornanoB 10., Ceipoun 10.b.

Hudbdepenuuansupie  ypaBHeHUs. — MHUHCK.,
BBIIIDIAIIas 1mKoia, 1983.
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MAZMUNY

S0zbasy
I bap. Oniime gora ¢oziilen deflemeler

81. Esasy dustnjeler we kesgitlemeler

§2. Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edilen
denlemeler

§ 3.  Birjynysly denlemeler

8 4. Birjynsly denlemelere getirilyan
denlemeler

§5. Cyzykly denlemeler
86. Cyzykly denlemelere getirilydan denlemeler
8 7. Doly differensially denlemeler

8 8. Doly differensially denlemelere getirilyan
denlemeler

8 9. Differensial denilemanin ¢ozuwinin barlyk
we yeke-taklik teoremasy

8 10. Integral densizlikler we olaryn ulanylysy

8 11. Cozuwin parametre zniksiz baglylygy we
parametr boyunca differensirlenmegi

8§ 12. Ayratyn ¢oziwler barada
11 bap. Oniime gora ¢ozilmedik defilemeler
§1. Onume gora c¢ozilmedik differensial
denlemdnin ¢o6zuwinin barlyk we yeke-
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27.Wandermond A. (1735-1796) - fransuz
matematigi.

28.Weyerstrass K. (1815-1897)- nemes matematigi.

29.Wronskiy G. (1776-1853)- polyak matematigi.

30.Yakobi K. (1804-1851)- nemes matematigi.
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11.Epyrun  H.IL., Ilrtoxano W.3.m gap. Kypc
OOBIKHOBEHHBIX AU PepeHIIuaTIbHbIX YPaBHEHUM.
— Kues., Bumas mkomna, 1974.

12.KaprameB  A.Il.,  PoxnectBenckmii  B.JL
OO6bikHOBEeHHBIE MU PepeHIInanbHbIe YPaBHEHUS
U OCHOBBI BapHaIllMOHHOTO HCYHUCIEHUsS. — M.,
Hayxka, 1980.

13.KpacuoB M.JI., Kucenes A.U., Makapenko I'.H.
CoopHuUK 3aja4 o 0OBIKHOBEHHBIM
mubdepeHManbHbIM  ypaBHEHUsIM. — M.,

Bricmas mkomna, 1978.

14 Jluzopxkun IL.U. Kypc nuddepeHunanbHbix u
WHTETPAJbHBIX YPaBHEHUU C JOMOJHHUTEILHBIMU
rilaBaMu aHanmsa. — M., Hayka, 1981.

15.Mamenos A./1., Ambipos C., Atnaes C. Teopemsl
0 HepaBeHCTBax. — Amixabar., bliev, 1980.

16.MatBeee H.M. Meroasl WHTETpUpPOBAHUS
OOBIKHOBEHHBIX AU PepeHIInaTIbHbIX YPaBHEHUM.
— MuHuck., Bermimmas mkosa, 1974.

17.1lerpoBckuit  W.I'.  Jlykuuu 1o  Teopuu
OOBIKHOBEHHBIX AU PepeHIIuaTbHbIX YPaBHEHUM.
— M., Uzn-80 MI'Y, 1984.

18.TToHTpsATHH JL.C. OOBIKHOBEHHBIE
mupdepenuuansubie ypaBHeHus. — M., Hayka,
1988.

19.Camotinenko A.M., Kpusomes C.A., Ilepectiok
H.A. ludpdepennmnanbabie ypaBHEHUSI, IPUMEPHI
u 3agauyn. —M., Beiciras mkosa, 1989.

20.Crenanos  B.B. Kypc muddepennmnanbapx
ypaBHeHui. — M., ®u3marrus, 1959.
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21. TuxonoB A.H., BacunbeBa A.b., CBemHHKOB KITAPDA ADY AGZALAN ALYMLAR
AT'. Muddepenuuansuble ypaBHeHUS. — M.,
Hayxka, 1980.

22.OumummoB A.®. COOpHHK  3ajad = 1O

muddepennmanbubiM ypaBHeHusiM. — M., Hayka,
1979.

Bessel (1784-1846) - nemes matematigi.
Bellman R. (1920-1984)-amerikan matematigi.
Bernulli J. (1667-1748)- sweysar matematigi.
Bihari — wenger matematigi
Cebysew P.L. (1821-1894) - rus matematigi.
Dalamber Z. (1717-1783)- fransuz matematigit.
Eyler 1. (1707-1783)-sweysariyada doglan
matematik.
8. GrinJ. (1793-1841) - inlis matematigi.
9. Gronuol T.-amerikan matematigi.
10.Kosi O. (1789-1857)-fransuz matematigi.
11.Kramer G. (1704-1752) - sweysar matematigi.
12.Klero A.K. (1713-1765)- fransuz matematigi.
13.Lezandr A. (1752-1833) - fransuz matematigi.
14.Leybnis G. (1646-1716) - nemes matematigi.
15.Logranz Z. (1789-1857)- fransuz matematigi.
16.Lipsis R. (1832-1903)- nemes matematigi.
17.Liuwill Z. (1809-1882) - fransuz matematigi.
18.Lyapunow A.M1 (1857-1918)- rus matematigi.
19.Nyuton (1643-1727)- inlis matematigi.
20.0sgud - amerikan matematigi.
21.0strogradskiy M.W. (1801-1862) - rus
matematigi.
22.Pikar S. (1856-1941)-fransuz matematigi.
23.Puankare Z. (1854-1912)- fransuz matematigi.
24.Pifagor S. (b.e.6n. 570-500)- gadymy grek.
25.Rikkati Y.F. (1676-1754)- italyan matematigi.
26.Sturm Z. (1803-1856) - fransuz matematigi.
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