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Gurbanguly Berdimuhamedowyn yurdun Prezidentligine
ahlihalk tarapyndan saylanmagy yylyn esasy syyasy wakasy
boldy. Bu waka garassyz, bitarap Tlrkmenistanyn 6z ¢susinin taze
basgangcagyna—milletin Beyik Galkynys eyyamyna gadam urmagy
bilen sOhratlandy.

Gurbanguly  Berdimuhamedow  dowlet  bastutanynyn
wezipesine girisen giniinden baslap, jemgyyetcilik durmusynyn
ahli ugurlaryny diypli 6zgertmége baslady. Onun baslangyjy we
yolbascylygy bilen yurtda demokratiyany pugtalandyrmaga,
ykdysadyyeti dowreBaplasdyrmaga, ilatyn yasayys derejesini
yokarlandyrmaga gonlkdirilen &girt gin  gerimli, &susli
Ozgertmeler yaybanlandy. Bizin halkymyz 6z liderinin asylly
baslangyclaryny gyzgyn goldap, olary durmusa gecirmage isennir
girisdi. Bu bolsa yurdumyzyn durmus-ykdysady taydan 6susinin
depginlerine  bada-bat  tasirini  yetirdi.  Turkmenistanyn
Prezidentinin saylap alan syyasy ugry dinyade agirt uly seslenme
tapyp, gin jemgyyetciligin tns berip synlayan obyektine dwrildi
we 0OzOnin cunnur esaslandyrmalary, ynsanperwerlikli many-
mazmuny hem-de sosial ugurlylygy bilen jimle-jahany ank etdi.

Bizin halkymyz Gurbanguly Berdimuhamedowa ¢é&ksiz ynam
bildirmek, 6z zdhmet Ustlnlikleri bilen onun yurdy Osisin taze
basgancaklaryna ¢ykarmak baradaky belent hyjuwlaryny jany-teni
bilen goldamak arkaly jemgyyetimizin durmusynda bolup gegyan
seyle abyrsyz o&zgerislikler, il-halkymyzyn hal-yagdayny
gowulandyrmak, Tirkmenistany dinya bilelesigine gosmak we
onun halkara abrayyny pugtalandyrmak ugrunda alyp baryan
yadawsyz tagallasy Ugin ona cuniur minnetdardyr. Ylym-bilim
adamzadyn durmusynda uly ahmiyete eyedir. Mahriban
Prezidentimizin Bastutanynyn wezipesine saylanan ilkinji
gininden bilim ulgamyna alyratyn Uns berip baslady, tirkmen
yaslarynyn dunya derejesinde bilim-terbiye almaklyga gin yol
acdy. Bu ugurda alnyp barylyan isler, tutumly 6zgertmeler
yaslaryn dowreBap bilim almaklaryna we kamillesmeklerine
yardam beryar.



Giris
Her bir adam wagtal-wagtal durmusda gabat gelyan darli
meseleleri ¢cozmeli bolyar. Ol meseleler netijeli yeke tak yol ya-
da usul bilen ¢dziilmeyan bolmagy mimkin. Bu yagdaylarda
meseldnin in onat amatly ¢dzllis usulyny gozlap tapmaly bolyar.
Yone diirli yagdaylarda i onat ¢ziiwler biri-birinden tapawutly
bolmagy mimkin. Meselem okuwgy mekdepden uzakda yasayan
bolsa, onda ol mekdebe tramwayda 30 minut wagtda ya-da
yolun bir bolegini awtobus bilen, a galan beyleki bolegini bolsa,
trolleybus bilen 20 minut sarp edip gecip biler. Eger biz iKi
cozlwleri hem denesdirsek, onda ikinji ¢ozlwin onatlygy aydyn
gorinyadr. Hacan mekdebe minimum wagtda barmaly bolsa,
yagny onun Kriteriyasy onat minimum wagta gord. Basga
kriteriya gord ( meselem, minimal baha ya-da harajat, minimal
dirli gornusli ulaglar) birinji ¢coziw in onat bolyar. Durmusda
bolsa koplen¢ yagdaylarda in onat diyen dislinje san taydan
kriteriyasy  bilen anladylmagy mumkin, minimum c¢ykdayjy,
normadan minimum gysarma, maksimum tizlik, girdeyji we s.m.
Sona gord matematiki meseldnin (optimum - in onat, ya-da
amatly) optimal netijesini tapmak Ucin meseldni goymak bolyar.
Sebabi in ki¢i ya-da in uly bahasyny tapmakda ayratyn tapawut
yok. Meselanin optimal ¢Ozlwini tapmak meselesine
Optimal netije diizgin boyunca yuzinin ugruna birden
tapylmayar, ol prossesini netijesinde tapylyar we optimallasdyrma
prossesi diyilydr. Prossesde ulanylyan optimallasdyrma usuly,
optimallasdyrma usullary diyen ada eye boldy. Yd&nekey
yagdaylarda biz ylzinin ugruna meselénin sertini matematiki dile
geciryaris we meseldnin  matematiki sekillendirilisini alyarys.
Yone tejribelikde meseldniii matematiki sekillendiris prossesi
yeterlik derejede ¢ylsyrymly.

Optimallasdyrma usullary dersi matematiki ders bolup,
ekstremal meselelerini 6wrenmek bilen mesgul bolyar we olaryn

¢Ozulis usullaryny islap diizmek bilen mesgul bolyar.

283



282

Umumy yagdayda matematiki gornisdaki ekstremal
meseldnin goyulsy  f(xq,X5 ..., X;)- maksat funksiyanyn in
uly ya-da in kici bahasyny kesgitlemekden duryar, hacan
Gi(X1,%5 ..., X)<b; (i=1,2,...,m) serti yerine yetirende, nirede f,
§;- berilen funksiyalar, a b;- haysy hem bolsa bir hakyky sanlar.

f we J; funksiyalaryn hasiyetine baglylykda
optimallasdyrma usullaryny ayratyn 0zbasdak ders hokiminde
seretmek bolyar, ol kesgitli meseleler synpyny 6éwrenmek we
olaryn c¢o6zulis usullaryny isldp dizmeklik bilen mesgul bolyar.
Seyle hem ol c¢yzykly we c¢yzykly dal programmirleme
meselelerine boliinyar. Eger hemme f we g; funksiyalar
cyzykly  bolsalar onda  degisli mesele  ¢yzykly
programmirlemdnin  meselesi bolyar. Eger haysy hem bolsa
funksiyalaryn  birisi ¢yzykly dal bolsa onda degisli mesele
cyzykly  dal  programmirlemanin meselesi  bolyar.
Optimallagdyrma usullarynda in kop 6wrenilen bolim bolup
cyzykly programmirleménin meselesi bolup duryar. Cyzykly
programmirlemadnin  meselesini ¢ézmek (g¢in birgiden peydaly
usullar, algoritmler we programmalar islenip dizilendir.

Cyzykly dal  programmirlemdnin  meselesinin iginde
ginden kop Owrenilen mesele gibergek programmirlemanin
meselesidir. Bu meselelerin ¢oziwlerinin netijesinde minimum
glbercek (ya-da maksimum oyuk) berilen funksiyalar gubercek
yapyk koplukde kesgitlenilyar. Oz gezeginde  giibercek
programmirleménin  meselesinin arasynda ginden yzygiderli
kwadrat programmirlemanin meselesi dernelyandir. Seyle
meselelerin umumy yagdayda ¢ozilisinin netijesinde maksimum
(ya-da minimum) kwadrat funksiyalary tapmaklyk talap edilyar,
hacan onun nabellileri haysy hem bolsa bir densizlikler ya-sa
cyzykly denlemeler sistemasyny vya-da ¢yzykly denlemeler we
cyzykly densizlikler sistemasyny bilelikde 6zinde saklayan
sertleri kanagatlandyryan bolsa, matematiki programmirlemanin
ayratyn synpy meseleleri bolup bitin sanly, parametrik we tlisli
¢yzykly programmirleménin meselesine degislidir.



Bitin sanly programmirlemanin  meselesinde nabelliler
dine bitin sanly bahalary kabul edip alyp biler. Parametrik
programmirlemdnin ~ meselesinde  maksat funksiya  ya-da
funksiya nadbellilerin mimkin bolan oblastyny kesgitleyan , ya-
da ikisi hem degislilikde haysy hem bolsa bir parametra bagly
bolsa 0lusli ¢yzykly programmirlemanin  meselesinin maksat
funksiyasy bolsa iki sany ¢yzykly funksiyalaryn gatnasygy
gornusinde getirilydr, kesgitlenyan funksiyanyn oblastynda bolsa
nabellilerin mimkin bolan Gytgemesi hem ¢yzykly bolyar.
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I Bap. Optimal dolandyrmanyn meselesi
81. Birolgegli optimallasdyrma meselesinii san usullary bilen
cozulisi

Bu meselede yonekey matematiki modelin
optimallasdyrmasyna seredilydr. Gozlenydn maksat funksiya bir
nabelld x degisli bolup, hakyky okda yerlesen kesimin kdpligine
seredilyar.

f (x) > min
X e€[a,b] (1)

(f(x)—>max) ekwiwalent (-f(x) —min) sona gora dine minimum
meselesine hem yeterlik bolup duryar.
(1) matematiki mesel&nin amaly gornisine seretsek, ol yeke-tdk
nabellili bilen dolandyrmak meselesine gelyar. A bir nabelli
meseldnin minimumlasdyrma meselesi bolsa, yize ¢ykyan bir
nace ¢ylsyrymly meseleleri ¢c6zmekde hokmany suratda ulanmak
ucin gerek bolyar.

1. Bir nébellili funksiyanyn minimumy.
Goy f(x)-funksiya U-kopliikde hakyky okda kesgitlenen bolsun.
1. x" e U, san global minimumys (absolyut) nokady ya-da f(x)
funksiyanyin minimum ydnekey nokady diyilip U-koplikde .
Eger f(x)< f(x), vxeU yerine yetyan bolsa

f = f(x*):rrbin f(x) bahsyna global (absolyut) minimum

......

Geljekde U-koplikdéki f(x) funksiyanyin hemme minimum
nokatlarynyn kopligini U* bilen bellalin.
2. XeU san f(x)-funksiyanyn lokal minimum nokady diyilip
aydylyar, eger f(X)< f(x)VxeU, yagny X nokada yakyn bolan
nokatlara;

Eger E,&>0 san bar bolup Wxe {{xeUl||x—%|<é}
densizlik yerine yetyén bolsa.
3. Goy funksiya f(x), U koplikde asakdan c¢éklendirilen bolsun,
yagny



f(x) = A>—Vxe U f.-san asaky cagini nokady diyilip
f(x) funksiya, U- koplikde aydylyar (£ = "1 f(x)), eger
fx)=f. VxeUseyle hem Ve > ( seyle bir x, € U nokat
tapylyp f(x.) < f. + &, yagny f(x) funksiyanyn bahalarynysi U-
koplukde , f« - yeterlik derejede yakyn nokat tapylar.
Eger f+ = -0 bolsa onda, ona asakdan céaklendirilmedik
diyilip aydylyar.
Bellikler.
1. Global f(x) min funksiya f(x) lokal min hem bolyar, tersine
umumy yagdayda bu yerine yetmeyar.
2. U-koplukde, U™-min nadogry nokatlaryii képligi f(x)-
funksiya tikenikli ya-da tlkeniksiz sany nokatlardan
duryan bolup, bos bolmagy hem miimkKin.

Unimodel funksiyalar

Eger f(x) funksiya U-koplikde globaldan basga lokal
minimumy hem bar bolsa, onda f(x) funksiyanyn
minimumlasmasy dizgun boyunga kynlasyar. Bize belli bolsy
yaly hususy, f(x)-funksiyanyin minimum nokadyny gdzlemeklik
her bir lokal minimum, sol wagtyn 6zlinde global minimum hem
bolmaklygyny dizglnlesdirilen usuldyr.

Kesgitleme 1. f(x) funksiya unimodel diyilip,
[a, b] kesimde aydylyar. Eger ol sol kesimde (izniiksiz bolup,
seyle bir a we B sanlar bar bolup @ = & = f = b, asakdaky
sertleri yerine yetiryér:

a) Eger a<o. bolsa, onda [a;a] - kesimde f(x) funksiya

monoton kemelyar;

b) Eger p<b bolsa, onda [B;b] kesimde f(x) funksiya

artyar.

¢) Hacanx € [ari ﬁ]f(x) = _JFH = min:a:b] f(X)

Biz [a;b] kesimdaki unimodel funksiyalaryn koépliigini
geljekde Q [a; b] bilen bellejekdiris.

10
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[a;e], [o;B] we [B;b] bir ya-da iki aralykda nokadyi
azmagynynn mumkindigini belldlin. Unimodel funksiyalaryn
hemiselikligi we kesimlerde nokadyn azmagynyn monotonlygyny
yerlesisinin bir néce wariantlary gorkezilendir.

h
y ;
y}l

fx)

v
v

1-nji surat

Birinji kesgitlemeden unimodel funksiyalaryn asakdaky
hasiyetleri gelip ¢cykyar.
1. Unimodel funksiyanyi, ¥ lokal minimumyfi nokady,

[a; b] kesimde aralykda global minimumyn hem nokady
bolup duryandyr.

2. [a;b] kesimde unimodel funksiya, ¥ kici kesimde
[c; d] € [a; b] hem unimodeldir.
3. Goy f(x) € Q [a; b] we a<x;<x,= b. Onda:

11



eger f(x)) = f(x2), onda x* € [a;x,];
(2
eger f(x1) = f(x,), onda x* € [%,;b]

x*- [a; b] kesimde f(x) funksiyanyi haysy hem bolsa, bir
minimum nokady.
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X, 0 | 51 3 -5
2 = (-3;0;-5;0)
2
X 1 0 -3
-2 1
% | 0| 5|2 |1 ] 1
B S| (eo-2
X, 1 1) 0 . 3 3
3 3
X, -5 0 |4 1 -5
(0;-1;0;-5)
2
X, | -3 | 1 0 -1
X, 1 -2 10 1 -3
[0;0;—£;—3j
X3 311 1 0 1 2
2 2 2
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82. Bir0lgegli optimallasdyrma meselesinin Lipsisanyn serti

Bir 6lcegli minimumlasdyrma, bir nace usullary ulanmak mimkin
bolyar, hacan maksat funksiya f(x) — funksiya [a;b]- kesimde
uytgemesinin tizligi haysy hem bolsa, bir san bilen hemme
yerlerde Kkesgitlenyén bolsa, bu yagdayda f(x) — funksiya [a;b]-
kesimde Lipsisanyn sertini yerine yetiryér. Sona gora tejribelikde
maksat funksiya f(x) tejribelige degisli optimallasdyrma
meselelerde yokarda gorkezilen hasiyete eyedir.

Kesgitleme 1. [a;b]- kesimde f(x) — funksiya Lipsisanyn sertini
yerine yetiryér, eger seyle bir L>0 hemiselik san tapylyp,

If(x") — f(x'")| < L|x' — x"| (1)

seyle deiisizliligi islendik X", X’ € [a;b]
(L — Lipsesanyn hemiseligi).

ucin yerine yetiryan bolsa

Bellikler:
1. Eger yokardaky densizlik L — hemiselik ¢in yerine yetyan bolsa,

onda ol hemme L' >L Ucin hem yerine yetyandir. Sona gora

Lipsisanyn sertini yerine yetirydn hemiselikler tilkeniksiz

kopdirler. Olaryin hemmesi f(x)- funksiya tg¢in adalatlydyr.
Minimumlasdyrma Ggcin ulanylyan algaritmde L - parameter
hokminde degisli bolup, in onat netije, hagcan L — minimum
hemiselik diyilip alynan Mahalynda.

2. Densizligin sertinden [a;b] — kesimde f(x)- funksiyanyn
Uznuiksizligi gos goni gelip ¢ykyar. Sona gord Weyerstrassyn
teoremasy esasynda [a;b] — kesimde Lipsisanyn sertini yerine
yetiryan funksiya, sol kesimde bolmanda bir minimum nokada
eyedir.

3. Lipsisanyn serti islendik hordanyn grafiginin funksiyasy f(x)-
funksiyanyn burg koiffisiyentinin moduly Lipsisadan uly daldir.
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1 -2 0 1 -3
y 1 0 5 |s5}2 -3 10
0 5 -2 -3 10
0 0| 5 | -2 -3 10
| 1 -2 0 1 -3
| o | 1 | -2 ] 3 2
: 5 5
' v | )
i X, 1 5 5 2 (% 2,0,0)
| 2 3
E l 5 5
P Defileménin bazis ¢oziiwi C. =6 den. Galan bazis ¢oziiwler
001 0.1 02 : > x bolsa agakdaky yaly tapylyar.
1-nji surat
4. Eger f(x)- funksiya [a;b] — kasimde Gizniiksiz oniime eye bolyan [F,az:es_ ol X | X% X ) Ai;:ar OEE\ZA'I?H
bolsa, onda ol sol kesimde Lipsisanyn sertini yerine yetyandir. ygt\%er 99 ¢
L= r[r;%]xj f(x)| X, 1 ][0 41 1 1
L . 5| 5 (1;2;0,0)
Hakykatdan tiikenikli artdyrmanyn formulasynda V azat
nokatlary ticin X', X" €[a;b]-den f(x*)-f(x**)=f “(&)( x*)-f(x’-x**)- X2 0 1 2
. ‘ ‘e . 2 3
alarys, nirede &-x* we x*‘ nokadyn arasyndaky nokatdyr. Bu —— | —=
yerden 5 5
' ' 5} 0 1 1 5
f'(x)|<max f'(x)=L X¥po | _2 2 2
( )‘ [mbﬁ ( )‘ 4 4 4 3.5
0;—;——30
: : X 1 1 0 2 4
5. Eger a<xo<x:<...<x,=b, f(x) [a;b] — kesimde {izniiksiz bolsa we -= 1 3
Lipsisanyn sertini her bir [x;, Xi+1] yerine yetiryan bolsa onda, ol 2 2 2

[a;b] — kesimin hemme yerinde yerine yetiryandir.

L = max L,

0<i<n-1
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Xl XZ X3
1 0 0 1
0 1 0 -3
0 0 1 2

Seylelikde, bu denlemeler ulgamynyn ¢6zuwi (1;-3; 2) dendir.

Mesele 11. Denlemeler ulgamynyn hemme bazis ¢ozuwlerini

tapyn.
X, —2X, + X, =3
3%, — X, — 2%, =1
2% + X, —2X; — X, =4
X, +3X, —2X;, —2X, =7
Cozilisi

Tablisany guralyn.

X X, X, X, Azat Bazis
aggzalar cozliwler
1) -2 0 1 -3
3 -1 -2 0 1
1 -2 -1 4
1 3 -2 -2 7
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83. Birdlcegli optimallasdyrma meselesinin guberceklik serti

Kesgitleme 1. [a;b] kesimde berlen f(x) — funksiya su kesimde
glibercek diyilip aydylyar, eger ¥ hemme x’, X" € [a;b] we a €
[0; 1] azat san (cin asakdaky densizlik yerine yetyan bolsa
flece" 4+ (1 —a)x"] < af(x") + (1 — ac)f(x"") Q)

Gubercek funksiyalaryn esasy hasiyetlerini sanalyn

1. Eger f(x) — funksiya [a;b] kesimde glibercek bolsa, onda ol

V[X;x"]c[a;b]- kesimde onuii grafigi hordadan Yokarda
yerlesen daldir, yagny absissalar okunda x’ we X" nokatlardan
gecirlen grafik.

v

X’ Xq X"

1-nji surat

Horda bilen glbercek funksiyanyn 6zara yerlesisleri.
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2. Matematiki dernew kursyndan funksiyanyngubercekligi
asakdaky sertler bilen bellidir:

a) [a;b]- kesimde differensirlenyan f(x)- funksiyanyn gibercgek
bolmaklygy ucin hdékmany we vyeterlik serti, onun Onimi
f(x)[a;b]- kesimde kemelmeli daldir;

b) [a;b]-kesimde 2 gezek differensirlenyan funksiyanyn giibergek
bolmaklygy ucin hokmany we yeterlik serti
X e [a; b] f"(x) > 0 densizligi yerine yetirmeli.

F(x)

v

X0 X

2-nji surat

Gubercgek differensirlenyén funksiyanyn grafigi bilen ona bolan
galtasmanyn 0zara yerlesisleri.

3. [a;b]-kesimde differensirlenyan  f(x) -  funksiyanyn
gubercekliginin serti sol kesimde vi(x). funksiyanyn grafigine
bolan galtasma grafikden yokarda (yerlesip) bilmeyér.

4. Eger f(x) gubercek differensirlenyén [a;b]- kesimde funksiya
bolsa we X~ € [a;b]- nokatda asakdaky serti yerine yetiryan bolsa
16

Xl XZ X3
1 Z2 3 S
2 2
11 17
_= —4 _
0 2 2
0 0 3 -21
Hasaplamalary gecirip alarys.
Xl XZ X3
1 o -3 B
11 11
o 1 3 U
11 11
0 0 B _26
11 11

X, nabellini birinji we ikinji denilemelerden ayyryp alarys.
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Seylelikde  x;,x,-bazis Uytgeyanler, x;,X,,X;-bolsa azat
uytgeyanler.  Diymek, bu  denleménin  bazis  ¢Ozuwi

[1; 1; 0; O; Oj bolar.
3 3

Mesele 10. Denlemeler ulgamyny ¢ozin.

2X, —5X, —6X; =5
—3X, +2X, +5%; =1
2%, +4X, —3X, =-16

Cozilisi

Tablisany guralyn.

X Xz X3

) -5 -6 5
-3 2 5 1
2 4 -3 -16

Birnji denligi iki bolege bollp, ikinji we tgunji denliklerden X, -i
ayyryp alarys.
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f'(x) =0, @)

onda x*;[a;b]- kesimde f(x) — funksiyanyn global minimum
nokady bolyar.

5. V[a;b]-kesimde glbergek Uzniiksiz funksiyanyn sol kesimde
unimodel funksiyadygyny gérkezmek bolyar. Tersine umumy
yagdayda dogry daldir.

Seylelikde yokarda bellenilen hésiyetlerden basga hem, gubercek
funksiyalar unimodel funksiyalaryin hemme hé&siyetlerine hem
eyedir.

Bellik funksiyanyn gubercekligini tejribelikde dernelende onuni
yerine yetiryan densizligini 6rén az yagdaylarda ulanyp bolyar.
Sona gora gerek bolyan gezek, differensirlenydn funksiya
glbercekligin differensiyal kriteriyasyny ulanmak amatly bolyar.
(hésiyet — 2)

Edil sonun yaly hem unimodellik funksiyalar Ggin kesgitleme 1
kdplen¢g yagdaya kyngylyk ddredyéar. Onun Ggin unimodelligini
kepillendirmek (cin, onun yylmanaklygyny goéz onune tutup,
glberceklik kriteriyasyny ulanmak bolyar.

Eger funksiya gubercek bolsa, onda ol unimodeldir. Tersine
umuman dogry daldir.
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84. Optimal dolandyrma meselesiniin takmyn ¢ozilisi

1. Optimal dolandyrma meselesinii goylusy.

Optimal dolandyrma nazaryeti bu dolandyrma obyektlerin
owrenilmegine degisliylmyn bir bdlegi bolup duryar we
dolandyrmanyi in onat usullaryny kesgitleyar.

Dolandyrma obyektleri ylmy deriiewlerde, éniimgilikde we
her gunki tejribelikde ginden yayrandyr. Meselem: Awtomobil we
S. M. dolandyrma enjamlar enjamlar bilen Gpjun edilen. Solaryn
hemmesine seredilydn obyektlerin 6zlni alyp barsyna tésir
etmekden duryar.

Umuman aydanda dolandyrylyan obyektin baslangyc
yagdayyndan sonky, ahyrky yagdayyna gecyan cenli durli usullar
bilen tasir edilydr. Sona gora in onat gecis yollaryny saylap almak
yagny, in amatly yol bilendwrenilyan obyekti dolandyrma
meselesi yuze ¢ykyar. Kopleng dolandyrylyan obyektler.

Differensial denlemerler (yonekey we hususy) gyra sertler
bile. Berilen meseleler gornlsde suratlandyrylyar ya-da sona
menizes denilemel sistemasy. Bular yaly gyra meselelerine x=(t)-in
skalyar we wektor hésyetlendirmesinden basga hem seredilyan
obyektin t pursatdaky yagdayyny U(z) dolandyrmany hem 6ziinde
saklayar. C skalyar we wertikal funksiyalar. Biz seylelikde U(t)
dolandyrmany saylap dolandyrylyan obyektinin hasyetlerini
kesgitleyéris yagny =(z) degisli gyra meselesinin ¢ozuwini
kesgitleyaris.

Obyektleri optimal dolandyrmasynyn matematiki modelinin
gyra meselesi bas obyekti suratlandyryanyndan basga hem
obyektin hilini gorkezyan sanlary hem 0ziinde saklamalydyr.
Bular yaly gorkeziji umuman ]- funksional bolup ol x(t) bagly we
U(t) dolandyrmanyn ©ziine bagly bolyar. (yagny obyektin
ewolyusiyasyna we U(t) saylanan dolandyrmasyna) X(t)-funksiya
doly kesgitleyar hacan U(t) saylanylanda, onda bu funksional ditie
U(t): ] = J(t) dolandyrma bagly bolyar diyip hasap etmek bolyar.

18

Mesele 9. Denlemeler ulgamyny ¢6zin.

2% + Xy = X3 =X, + X =1
X, — X, +Xg + X, —2X%; =0
3X; +3X, —3X; —3X, +4X; =2
4%, +5X, —5X; —5X, +7X; =3

Cozilisi

Tablisany guralyn.

X X, X5 4 Xy

1 -1 1 -2 0
0 3 -3 -3 5 1
0 6 -6 -6 10 2
0 9 -9 -9 15 3

X, -ni Ugtinji we dordinji denillemelerden ayyryp asakdaky
tablisany alarys.

Xl XZ X3 4 X5
1 1 1 2] o
0 3 3 _3 5 | 1

Bu yerden bolsa alarys:
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Mesele 8. Funksiyanyn minimum bahasyny tapyn.

F =4x, —X, —5X;

Xo + X3 =2
3X +2X, =X, =1
X, >0 (1=12,3)
Cozulisi
Tablisany guralyn.
1 XZ XS
0 1 1 2
3 2 -1 1
0 1 1 2
3 3 0 3
Xq -1 1 1
1 1
X, 1
Onda alarys:
Xz =1+ X,
X, =1-X;
X, >0 (i=12,3)

F=4x, —(1-%x, -51+x%,))=—6+0-%

Diymek, bu denlemeler ulgamynyn bazis ¢oziwi (0;1;1) dendir.

funksiyanyin minimum bahasy bolsa-6-a dendir yagny, F.,, =—6

270

2. Optimal dolandyrma meselesinde differensial
denilemeler ulgamy
Goy obyektin yagdayy wagta gora kesimde berlen bolsun [0;T]-
x(t) = (x4 (1), %,(8), -, %, (1))
Wektor fuksiya gornisinde hasyetlendirilyén bolsun (E,-ginislikde
faza gora traektoryasy), differensial denlemeler ulgamyny
kanagatlandyryan

(%, (8) = filt.xg (8, ez, (0 uy (8, o, (8],
) %o (8) = foltxg (8),wen e, (8) g (8 ennue,, (D],

e, (8) = £t 2, (0, ox (0,2, (8, ou ()]

dxlx)

hirede %;(t) =——, i=TIn
Geljekde biz bu ulgam Wektor gorniisinde yazjakdyrys.

i4(8) = fylt,2(0), u(D)]. (1)

Bu yerde wu(t)=(x,(t)= (1;(t), .., u,,(t)) Wektor — funsiya
(dolandyrma) haysy hem bolsa bir koplikden, yagny U-
dolandyrmanyn mumkin bolan kopliklerinden saylayarys.
f=(fy-.fy) argumentleri t, x, u bolan belli wektor
funksiyalar.

U(t) we x(t) berilmeginde (1) — ulgamyn yeke tdk cozllsini
kesgitlemek (Ugin takyk yagdaylarda, dolandyrma prosessini
sekillendiryén ulgam gosmaca xi(t) we (ya-da) x; (t) bahalary tgin
gatnasyklar haysy hem bolsa bir t € [0; T]- nokatda (t=0, ya-da
t=T dlzgin boyunga). Seyle gatnasyklar gyra sertleri diyilip
atlandyrylyar, umumy gorniisde biz ony denleme gornisde
yazjakdyrys.

I'(x)=0 )

19



Gyra sertine in yonekey mysal hokmiinde kosinin sertini getirmek
bolyar. x(0)-x’=0 (ya-da x(T)-x" =0), nirede x°(ya-da x") — berlen
wektor.

Optimal dolandyrmanyn meselesinin matematiki modeline u(t) —
dolandyrmany saylamaklygyn céaklendirilmesi hem giryéndir. Bu
caklendirmeleri umumy yagdayda asakdaky gornisde yazmak
bolyar.

u(t) cU (3)

nirede U — berilen koplik haysy hem bolsa bir funksional
ginislikde.

Biz Uc L™ [0;T], nirede UcL{ [0;T], m- &lgegli Gilbert
ginigligi wektor — funksiya diyip hasap edyaris. Goy X — haysy
hem bolsa bir funksional ginislik, (3) ¢éklendirmé& gosmaca faza
gOré traektoriya girizilmegi mimkin x(t) : x(t) e X .

Duarli gornisli funksionallaryn dolandyrma prosseslerinin hilini
suratlandyryan, ilki bilen funksionala seredelin

J(u,x) = 'T[CD[t, x(t),u(t) Jdt,

tejribelikde yilize c¢ykyan optimal dolandyrma degisli yeterlik
derejede gin klass meselelerii matematiki modelini giryandir.
Seylelikde mesel& seredelin

J(u,x) = ]CD[t, X(t),u(t) Jdt — min(max) (4)
x(t) =[t,x,u] te[0;T] (5)
I'(x)=0, (6)
ut)eU c L3[0;T}] @)

20

X, -in artmagy bilen F funksiya sonca-da kemelyér. Sonun t¢in bu
denlemeler ulgamynyn ¢ézuwi yokdur.

Mesele 7. Funksiyanyin maksimumyny tapyi.

Frax = X — X, +2X3 — X,
X, +X, =1
X, + X, —X, =1

X >0,i=1..4

Cozulisi
Otrisatel dal bazis ¢ozuwini tapalyn.
X, = X3 — X,
X, =1-X; +X,
X, 20 (i=1..,4)

Onda
F=X—-X,+2X;—X, =
=(Xg—%X,)—(L—X3 +X,)+2X; — X, =
=—-1+44x, -3X,
F,=-1
Tdaze denlemeler ulgamyny alarys:

F=3-4x, +X,

X, =1-X,
X =1-X, +X,
X; 20, i=1..4

Seylelikde, biz bazis ¢ozuwi alarys yagny, (1;0; 1;0) F, =3
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Cozilisi

Tablisany asakdaky gornlsde duzelin.

—2X + X, +X; =4

— X, +2X, =X, =-1

X, >0 (i=123)

X, X, Xg Azat agza
-2 1 1 4
-1 2 -1 -1
-2 1 1 4
-1 -2 1 1
-3 3 0 3
1 -2 1 1
X, -1 1 0 1
X5 -1 0 1 3

Doly funksiya asakdaky gérniisde yazylyar.

F=-x-0+x)-03x)=—-4-3x
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X, =1+X,
Xy =3+ X

x>0 (i=12,3)

86. Funksionalyi guberceklik serti

Yokarda belleysimiz yaly J(U)-funksionalynn yeke tak
minimum  nokadyny  barlygyny derndnimizde  onun
minimumlasmagyny we beyleki wajyp soraglara jogap bolup,
takyk usul ulanylanda, onun gubercekligi we J(U)-in gugli
giibercekligi esasy roly oynayar. Yonekeylesdirip aydanda, J(u)-
funksionalyn bu sertleri kabul edip alanda, onun hasiyetleri (5)-
cyzykly  differensial denlemeler  ulgamy (cin goyulyar.
Optimal dolandyrma meselesine seredelin.

J(w) = [ &[x(1), u(9)]dt > min (1)
x(t) = Alt) - =x(t) + B(t) - ult) + C(t), te [0;T] (2
Mx)=x(0)—x"=0 (3)
u(t) € U c L [0;T], ()

nirede A(t)=(a;j(t)), B®)=(bke(t)), n xn we n x m cakli
mocberde berlen matrisalar; C(t)=(Cy(t), Ca(t),..., Cu(t))" azat
agzalaryn sutin wektory (2) denlemeler ulgamy agyk gornisde
yazylyp bilner.

x(t) = Alt) - x(t) + B(t) - ult) + C(t), i=1,..,n
goOrisimiz yaly (1) - (4) — denleler ulgamy (4) — (7) — denlemeler
ulgamynyn hususy halydyr, degislilikde c¢yzykly wektor-
funksianyn esasynda

f(t,x,u)=A(t)x+B(t)u+C(t)

Bu yagdayda fiwe f;- matrisalar f, = A(t), f, = B(t) bellemek
yeterlikdir. Sona gora gatrymdas mesele asakdaky gornise eyedir:
W(t) + AT - (1) = —dL [t (1), u(y)], t€[0;T];

¥(T)—0
gradient tgin bolsa
J'() =BT %+, = (i (), . Jim (0)),
nirede Ji;(w) = T, by ¥y + d),

(1)- (4) meselede J(u)-funksionalyn giberceklik sertini
kesgitlalin.
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Teorema 1. Goy ®(t,x,u)-funksiya (1)- deiilemede hemme x= E_,
us E_-ler Ucin kesgitlenen bolsun, yagny x* , x*, u®, u% we
a € [0;1]-U¢in densizlik.

lt e +(1- o)’ ot 4 (1- o] S ot ' 0') + (1- Bt3%00) (5
Yerine yetyar. Onda J(u)-funksional (1)-giibercek U-koplikde,
glbercek bolyar.

Subudy. Goy u! (1), uit)eU, ax’(t) we X*(t), (1)—(3)- gra
meselesinin ¢Ozulisi, onda

Jo = dltxhub)dt Jo = dltxhub)dt

Hacan u(t)=u’(t) we  u(t)=u’(t) bize belli bolsy vyaly
ut)=au'(t)+(1 — «)u’(t)

degislilikde x(t)=ox'(t)+(1 — a)x(t) (1)-(3) meselanin ¢ozilisi.
Sotia gora

Jlou (1) + (1 - (D] =

T
f Bt + ec (1) + (1 — a)x(0), au () + (1 — a)u(O)]dt

Jleu (£) + (1 — e)u?(D] = oJ(u') + (1 — )] (u?)

Densizlik J(u) gubercekligini subut edyar.

22

Cozilisi

X, X, X Azat
agza

21 o0
3

Wl

Birinji denlemanin hemme agzalary nola den emma onun azat
agzasy 3-e den. Sonun uUcin bu denlemeler ulgamynyn ¢Oziwi
yokdur.

Mesele 6. Funksiyanyin min bahasyny tapyn.

F=-—X—-X,-X;
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0 -11 4 -10
0 11 -4 10
1 3 -1 2
0 0 0 0
_4 10
11 11
1 oo = | -2
11 11

Seylelikde, bu ulgam tlikeniksiz kdp ¢6ziuwe eyedir. Onuin umumy

cOzuwi: [— % - 1—11 X3, % + 1% X3, xsj gornlsde bolar. Onun bazis

¢ozlwi bolsa: —E;E;O gornusde bolar.
11 11

Mesele 5. Denlemeler ulgamyny ¢6zin.

X +2X, = X3 =3
SX,+  3X;=2
2%, — X, +2X%; =1
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§7. Optimal dolandyrma meselesinin gradiyent usuly

Gradient usulynyn J(u) funksionalyn minimumlasmasyna
ulanylmagy, u(t)-erkin nokatda mumkingiligi bolan U-kdpliginde
J’(u) gradienti hasaplap bolmaklygy bilen esaslandyrylyar.
Yokarda seredilen optimal dolandyrma meselesinin  J'(u)
gradientin in  kesgitlenisine seredelin. Onun Ugin  bolsa
funksionalyn artdyrmasyny hokman asakdaky gorniisde yazalyi.

AJ(u) =J(u + Au) = J(u) =< ['(u),4u > to((lau]) (1)

Goy u(t)€U. Onda u(t) dolandyrma artdyrma berip Au(t) gérnusin
esasynda (u(t)+ Au(t)) €U diyip yazmak bolar. Bu artdyrma bolsa
Ax(t) artdyrma degisli bolup, fazanyn traektoriyasyny, yagny x(t),
bolsa x(t)+ Ax(t) gegyar.

Onda funksiya x(t) bolsa meselénin ¢dzllisi bolyar, a=x(t)+ Ax(t)
agakdaky meselénin ¢ozilisi bolyar,

x() + A%(Y) = f(t,x + Ax,u + Au), te [0;T]; 2)
x4+ Ax) =0 ()

(2) we (3) degislilikde (5) we (6) ayryp, Ax(t) kesgitleyan gyra
meselesini alarys;

Ak = Af(t,x,u), t€[0; T]; 4)

AT(x) = 0, (5)

nirede Af(t,x, u) = f(t,x + Ax,u + Au) — f(t,x, u)

Eger biz fi(t,x,u)-funksiyany x we u argumentlere gora
differensirlenyan diyip hasap etsek we Af;-nji denleménin sag
tarapyny takmynan asakdaky differensiallar bilen cgalysyp alsak
yagny:

df, = S5 A%, + o+ 25 Ak, + S A + e DAy, = P AR+ AL,
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nirede . x f. u - funksiyalar fi(t,x,u) — funksiyanyi gradienti,
olar x we u-argumentlere goéra, a £ *Ax,f% Au degislilikde E, we
Em — ginislikde olaryn skalyar kdpeltmek hasyly Az we Au
degislilikde wektor artdyrmalara gord. Onda (4) denlemeler

ulgamy asakdaky gérnusde yazylyp bilner.

A%, =f! -Ax 4+, -Au, i=12,...,n
ya-da Ax =f - Ax+f’ - Au,
nirede f;:[f“xij}=?

i

degislilikde nxn we nxm —mogberli 6niimler matrisasy;

X, X, X Azat agza
1 0 1

0O 1 0 -1

0 1 3

Sonky tablisadan denlemeler ulgamynyn ¢6zuwini alarys:

of,  of
Bx,  Bxg  Bxpy 8 Bfy Bf,
&y By dfy fu, fuy, " Buy
8, Bxg, T Bx afy dfy afy
= - = n U - smraw

fx - i:u | duy fuy duy |’ (6)
ik L Y ki
i L L Bu,  Buy T duy
da, frg T Bxp

Mesele 4. Denlemeler ulgamyny ¢0zun.

3X, —2X, + X, =4
—2X, +5X, —2X, =6
X, +3X, = X3 =2

Nirede fl - Ax we £, Au, su matrisalaryti
Ax = (Axy, Ax,, ..., Ax_ ), Au = (Au,, Au,, ..., Au_ ). Wektor- s(tin
matrisalara kdpeldilmegidir. Seylelikde (4)-(6)-meseldnin yerine
Ax(t)-ni kesgitlemek ticin takmyn mesela seredelii :
Ax =f!-Ax + f! - Au, t € [0; T]; (7)
AT (x) = 0. (8)
Yeterlik derejede gini dertlerin esasynda (7)-(8) meselénin ¢oziilisi
0 (llAaull) hacan [laull — 0 takyklykda ululygyn tertibinde (4)-(5)
meseldnin ¢ozllisine yakynlayar we A] anlatmanyn getirlip
cykarlysynda (2) Ax hokiminde (1)-(2) meselanin takmyn ¢ozilisi
kabul edip almak bolyar.
Biz &(x=u) 6z argumentlerine gora differensirlenyan funksiya
dayip hasap etsek, onda
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Cozilisi

Tablisany asakdaky gornlsde duzelin.

X, X, Xg Azat agza

3 -2 1 -4
-2 5 -2 6

1 3 -1 2
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A =1(u | Bu) J(U) = [T(@[x(t | Ax(T)u(®) | Au(T))] ®[x(0)u(t])de= [} @
Axdt+ [T ®, - Audt + 0([Aul) =< @}, Ax> +< &L, Au > +0(|Au])

X

Azat adza Nirede @, ,® ' funksiyalar € (x,u) funksiyanyn x we u nabellilere

g goré gradiyentidir. = &, Ax=> — skalyar kopeltmek hasylyny

bize gerek bolan gérnisde yazmak Ugin, yagny Ax Usti bilen Au

anlatmak Ugcin, berlen mesela ¢atrymdas Wwr(t) meselanin ¢ozilisini

i X3 X peydalanyarys,

-7 0 -13 —46

W+ f;TqJ = _-:pi, te [0, T]; 9)
-3 1 -5 -19

r“(v) =0,
19 0 24 o1 Nirede fffunksiya (6)-nji meseleden o6nimli transportirlenen
matrisa, (9)- gyra serti asakdaky denleménin yerine yetmegine

. goré saylanylyar.
Sonky denlikden a,, = -7 den diyip alarys.

W(T) - Ax(T) — ¥(0)- Ax(0) = 0

X, X, Xg Azat agza Asakdaky denleme adalatlydyr
1 0 13 44 < ®'x,Ax ==<f'uT-Y,Au=, (10)
! / (9)- gora
o 1 2 > AJ=<f'xT- @'u, Au > +0([| aull).
7 7 Bu yerde (1)- gora " (u)- gradient lgin gbzleyan anlatmamyzy
0 0 |- 79 237 alarys: f'(u) =f'uT- Yy + &1y, ya-da agyk gérniisde:
7 7 i
flu) = [:f'u(uj ...... f'um[:u:])_. f.= Y’ ﬂ 4 a_d" (1=1,m)
£ due flue
i=1 (11)

Indi bolsa miimkin bolan element hokmiinde a,, = _n saylap
! (10)-(11) denleméni getirip ¢cykarmak ucin bize asakdaky Lemma

gerek bolar.

Lemmal. Goy AXx(t), y(t)- n Olcegli Uznlksiz wektor- funksiya,

(0;T)- kesimde bdlekleyin (zniksiksiz dntimleri bar bolsun. Onda

LagranZyn toZzdestwasy yerine yetyandir.
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T
J. :1|: (Ax— - A) + Ax- (4 B TgD)]de=qr- A T.f'iﬂ’
0 (12)

nirede f- meselanin goylusyndaky wektor — funksiya, a f'x - (6)-

den 6nim matrisasy, a f,'" — ofa gora transportrlenen matrisa.
Onda gorkezelin

T
T
J e (£ - Ax)dt = j[f'xfT - Lp)ﬂxdt,
0
0

yagny
<P (£, - Ax) =< £,'T - W, Ax >.

Sona gora f,"Tax we f,'T -y wektorlary i-nji koordinatalaryny
yazalyn:

(F,T - Ax)i=E™, f'xjiAx], [f - )1 =Zn, x"T -y
Bu yerden,
\If-(f B A\-)=Z;‘=1 gi- (f,T - Ax)i= TL, WiXh, f'xijAxi =

(£ -¥) - Ax = Z(f ) A

DR R

i=1l i=1 i=1j=
Seylelikde w - (f,"TAx)= (f,"T - Ww)Az)
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Xl XZ X3

1 -2 1 0

0 7-5 0

0 20 O 100

Sonky denlikden taparys X, =5. Bu bahany birinji we ikinji
denliklerde goyup alarys, X, =7,%x =3. Bu vyerden bolsa
denlemeler ulgamynyn ¢ozuwini

taparys (3;5;7)

Mesele 3. Denlemeler ulgamyny ¢0zun.

(23) 2%, —3X, +2x, =11

—3X, + X, =5X, =-19
4%, +5X, =X, =—4

Cozilisi
Tablisa dizelin.
X, X, X Azat agza
2 -3 2 11
-3 |1| -5 -19
4 5 -1 -4

a,, =1 den diyip alarys
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Xl XZ
1 4 1
3 12
0 0 7
4

Ikinji setirin hemme agzalary nola den emma azat agza noldan
tapawutly boldy. Sonun ugin bu denlemeler ulgamynyn ¢ozlwi
yokdur.

Mesele 2. Denlemeler ulgamyny ¢0zun.

X, —2X, + X3 =0
3X, + X, — 2%,
7%, +6X, +7X; =100

Cozulisi

Tablisa diizelin.
1 XZ X3
11-2 1 0
3 1 -2 0
7 6 7 100

Bu yerden in onayly koeffisiyent hokminde 1-i saylap almak
bolar. Birinji setirden galanlaryny 6zgerdip alarys.
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Bu anlatmany t-goré integirlap biz (12) geleris. Indi bolsa integral
asagyndaky anlatmalary basgaca toparlap (11) ¢ep tarapyny (12)
komegi bilen alarys.

T . .
f {lw-ax—y-ax]+ (£ ¥) - Ax—w - (£, - Ax)]}dt

subut boldy.

T
d
= | —(W-Ax)dt= W-AxT
_fdt(w 'A:\_)dt UJ Ax ,a'l’o
0
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89. Pontryaginyn maksimum prinsipi

Fizikanyn we tehnikanyn dirli bélimlerinde gabat gelyan
birndce meselelerinde is prosesinde, parametrleri 6ran onatlyk
bilen saylap kesgitlemeklik gerek bolyar. Bu meseleler 6zunin
gurlusy boyunca Wariasion mesele bolup duryar. Ydéne bu
meseleler (klassiki) synpy wariasion usullar bilen ¢6zlp bolmayar.
Bu meseleri c¢cozmegin usullary  L.S.Pontryaginyn we onun
talyplary tarapyndan islenip dazildi. Bu meselanin ¢6zulis
usulynyn esasy bolup maksimum prinsipi hyzmat edyar.

Biz maksimum prinsipinin durli gérnaslerini getirelin we
ona degisli birndgce meselelere seredelin:

1. Yonekey differensial denilemelere getirilyan prosessine
seredelin:

Z—)i:fi(t,xl,xz,...,x”,u), i=1nm) (@

ya-da wektor gorniisde

dx

— = f(t,x,u

dt ( )
nirede
x={x",x?,...x"}, f(t,x,u)={f"(t,x,u), f(t, xu),..,
f " (x,t,u)},
u—parametr.

Goy Xo ={Xg. X, X0} X =X, X2, X'} - fazaly
gitiisligin X', X*,..., X" 2-sany nokady u=u(t) - [t,,t,] -

kesimde kesgitlenen funksiya. U =U(t), (t, <t<t) funksiya

dolandyrmaly diyilyar.
Dolandyrmaly u=u(t) funksiya rugsatly diyilyéar, eger u(t) —

funksiya [to,tl] kesimde bdlekleyin Uzniiksiz bolsa we onun
bahasy haysy hem bolsa bir U — kopligin predelinin dasyna
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Meseleler

Mesele 1. Denlemeler ulgamyny ¢ozin.

X, +3x, =24
-3X, —2X, =5

Cozilisi:

Bu denlemeler ulgamyndaky X, -nabellini X, -nin Gsti bilen
anladalyn.

X, =24 - 3X,
-3X, —2X, =5
Tablisa dizelin.
Xl XZ
12 16 -1
3 4 -2

Sonky 0zgertmeleri g6z 6nlnde tutup alarys.

Xl XZ

1 4 1
3 12

3 4 —2

Birinji setiri -3-e kdpeldip ikinji setir bilen jeml&p alarys:
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w(t) =(VE(x —tVF (x)),  VE(x) <[VF (x —tVF (x))] ®
o VF ()] < IV 0| —tMIVE ()] JVF (%)

onda

f (%)= f (Xip1) <o VE (%, )“2(1_0!7#j =ac||Vf (X, )H2 (1)

nirede

c=1- .0
2

bu yerde monoton toplanmak gelip ¢cykyar
f(x) = min f(x).

Seylelikde hemiselik M apriori nédbelli. « in Kici bilen hem
islemekligin ahjaty yok (peydasy) & bilen (regulirlemek)
amatlasdyrmak is gidip durka hasaplamak islenip duzildi. Olaryn
in yonekeyi (1) formula bilen baglansykly. Yagny u = u, diyip

o=
7
saylayarys.
Eger sonda hem (1) formula yerine yetmese, onda u =2y,

bilen « = !
Ho
barlayarys.

saylap alyarys, yenede (1) form ulany
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¢cykmayan bolsa, islendik rugsatly dolandyrmanyn kesgitliligi
aydyndyr.
Goy funksional berlen bolsun

F =]1 fO(t, x(t),u(t))dt (2)

of e
fit,x,u) W(t,x,U) (j=21n), f°(t,x,u) funksiyalary, islendik

X', X%, X", te[ty,t,], Ueu bahalarda iizniiksiz diyip hasap
edyaris.

Her bir rugsatly u=u(t) dolandyrma haysy hem bolsa bir
¢Ozulis, (1) denlemeler ulgamy x(t)=x baslangy¢ serti yerine
yetiryén jogap bolyar.

Asakdaky mesel& seredelin:
u=u(t) rugsat berlen dolandyrmalaryn icinde seyle bir hasyete eye
bolup, x=x(t) — degisli ¢ozilis (1) denlemeler ulgamy asakdaky
sertleri yerine yetirilyar:

X(to) = Xo» X(tl) =X (3)

(2) funsionalyn in kici bahalary kabul edip, olar yaly bahalary
tapmaly. Eger u=u(t), x=x(t) (t, <t<t) - goylan meselinii
¢Ozulisi bolsa, onda u=u(t), x=x(t) funksiyalar optimal prossesi
kesgitleyar diyip aydylyar. Seyle hem u=u(t) — funksiya optimal

......

Kdmekgei funksiyany guralyn
H(t X u,p) = 6 xu)+ Dy £t x,u) )

i=1
Nirede Vo, ¥ y,..., W, —tdze nabelliler.

Goy
M (t,x,w) =supH (t, x,u,w). (5)

ueu
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Cyzykly differensial denlemeler ulgamyna seredelin

dy, of° 0, of ¢ .
Wi A - Ly, (i=1n
dt ox o ~ ox K ( ) ©)

(1) we (2) denlemeler ulgamyny degisli gdrnusde yazmak
bolyandygyny bellalin

o _oH v o i i
dt Oy, dt X'

Teorema 1 (Maksimum prinsipi) u=u(x), x=x(t) (t, <t<t) -
funksiyalaryn optimal proseslerini kesgitlemeklik (cin hékman
seyle  bir  hemiselik  w,<0  bor bolup we
v () ={y,(t),...w, (1)}, seyle bir cozis (terwaldal, eger
Vo= O) denlemeler ulgamy (6) u=u(t) we x=x(t) funsiyalara
jogap bolyan, hemme t (t, <t <t)) nokatlar iicin u(t) Uzniiksiz

bolup, funksiya H (t, X(t), uw (t)) nabelli tgin U € U, u=u(t)
— nokatda maksimuma yetyar:

H (&, X(8),u(t),y (1)) = M (&, X(t), w (t))- )

Gorsimiz yaly teorema 1 u=u(t) we x=x(t) prosessini
optimallygynyn dine bir hokmany sertini beryar (eger ol bar
bolsa). Kesgitlenen ¢Ozilisin optimallygynyn tikenikli ¢ozulisi
diyen soraga gosmaca getiriljek deriiewin esasynda jogap bermek
bolyar.
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810. Cyzykly dal programmirleménin sol bir adimli gradiyent
usuly

Funksiyanyn minimumyny gézlemekligin 6zi 6ran ullakan isdir,

sonun Ugin antigradiyente tarap hereket edende hemiselik adimli
gradiyent usuly, asakdaky shema boyunca ulanylyar:

X = X —aVE(X,)
a >0, san. teorma seredelin.
Teorema 1.

Goy, f(x) — 2 gezek Uzniksiz differensirlenyan giwercek
funksiya; yaylasy

R(Xo) = X/ T (x) < f (x,)}

caklenen we su yaylada gessian H(x) asakdaky serti yerine

yetirilyar.
(HOn,n)< p
eger
O<a<E
7,

onda usul funksional boyunga toplanyar.
Subudy. Seredelin

() - ki) = T, -V (1) = [w (O

nirede
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*

iterasyyany gecirmeli, [%:Omj bolsa onda bolmanda 100
iterasiyany gecirmeli. Sonun Ug¢in matematikler onun Ustinde
islediler hem-de isleyérler in onat minimumlasdyrma usullary
bilen sol usullaryn in onadynyn biri hem “catyrymdas gradiyent
usuly” ol yonekey, yylmanak funksiyalaryn minimumlasdyrma
usuly.

Belli bolgy yaly her-bir &dimde caltlasdyrylan asaklama usuly
bilen minimum meselesini bir nabelli funksiya Ucgin ¢dzmeli
bolyar

p(h)=f(x =hv(x)
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Bellik 1 1 — nji teoremanyn esasynda, yokarda goylan meseléni
cozmek Ucin, hokmany x=x(t), ¥ = (t) fun

ksiyalary tapmaly, olar bolsa (1) we (6) denlemeler ulgamynyni
¢Ozulisi bolmaly, degislilikde funksiya u=u(t) we ¥, — hemiselik
6zem hokman (3) we (7) sertleri yerne yetirmeli. (1) we (6)
denlemeler ulgamynyn c¢Ozuwinin kopligi, 2n hemiselik
C:Cyyry Gy sanlara  baglydyr.  2n+1  hemiselikleri

VoG5 Cyy.ety Gy tapmak Gigin we u=u(t) funksiyanyi 2n+1 sany
gatnasyklary bar bolup (3) we (7) duryandyr. Bu yagdayda, yagny
VoC,Cyyeeny Gy parametrlerin birisi hokman dal, sebabi H

funksiya bir tipli  nébellilere gord. Sona gord 2n gezekli
parametrleri tapmak Ucin we funksiyany u=u(t) Ugin 2n+1
gatnasyklar bardyr.

Bellik 2 Bar bolan wariasion hasaplamanyn meselesi bolan we
optimal dolandyrma meselesinin arasyndaky arabaglansygy
gorkezelin. Yonekey wariasion meseld seredelin:  funksiyany
tapmaly

X(t) e E' ={x(t) € D, ([t,, t,Dx(ty) = X,, X(t,) = X, },
sona goréa funsional

F = } f(t, x(t), x'(t))dt

in kici bahany kabul edip alyar. F(tx(t),x (t)) — funksiyanyn,
Uzniiksiz hususy 6nimi hemme argumentler boyunca bar diyip
hasap edilydar. Bu mesele, asakdaky optimal dolandyrma

meselesinin hususy halydygy aydyndyr: u=u(t) (t, <t <t,), bolek
Uznlksiz ~ funksiyany  kesgitlemeli, eger onun  bahasy
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U = (—o0,+©) aralygyn predelinit dasyna ¢ykmayan bolsa,
seyle hem,

dx
pm =u(t)
baslangyc sertlerini yerine yetiryan
X(to) = XO’X(tl) =X
denleménin ¢Ozulisinde funksional
4
F= j f(t, x(t),u(t))dt

In Kici bahalaryny kabul edip alyar. In sonky meseléni ¢ozmek
ucin maksimum prinsipini peydalanalyn. Bizin yagdaymyzda

H =y, f(t,X,u)+wu
(6) denlemeler ulgamy bir denlema gelyar.

dy, _i
dt  ox ®

1 — nji teoremanyn esasynda

H (6, X(), U,y () = o £ (F, x(0),U) +y, (D,

Nirede v, — hemmiselik, 6zem ¥, <0, v, # 0 gorkezeli.

Hakykatdan, ters bolan yagdayynda ¥, (t) #0 we
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Su alynan netije hakykatdan hem dogrydyr sebdbi bu netijani
yokarda getirilen kwadratik gornisdéki shema boyunca subut

edip bolyar. Dargydylan hem (9) formuladan X* nokadyn
tOwereginden hem-de

lim Vf(x, )=0,

k—o0

bilelikde (3)-formula bilen bilelikde alarys.

() 1) = [ ) - 1)
R et
N, W, =)

x,
1 2
°m&Wm—ﬂﬂn—ﬂﬂ+mwfxﬂ

Edil sonun yaly (4) formula bilen yerine yetirip, hem-de 2-nji
lemmanyn esasynda alarys: Bu isi talyplaryn 0ziine tejribe tgin
tabsyryaryn.  Seylelikde toplanmanyn tizligi caltlasdyrylan
agaklama usuly bilen, minimum nokadyn yakynynda geometric
progresiyanyi maydalowjysy bilen hasiyetlendirilyar.

m*
q:M*_m*_l_M*
*

M*4m*  m*

M *

belli bolsy yaly[lvI _Olj minimumy kesgitlemek (cin, onun

tertibinin dogrylygynyn désyanligini kesgitlemek tgin, bolanda 10
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Teorema 2: Tizlesdirilen asaklamausulu, only kesgitlenen
kwadratik gornise ulanylanda, ol norma boyunca toplanyar, 6zem
maydalowjysy geometric progressiyasyndan hayal daldir.
m
q= M-m _ LM
B S.om
M +m 141

seyle hem funksional boyuncga maydalowjysynyi geometrik
progressiyasyndan hayal daldir.
Goy f(x) 2-gezek uzilniksiz differensirlenyén funksiya bolsun.

Onda X-azat nokadyn tdwereginde ol funksiya asakdaky gérnise
eye bolup biler.

F(xy + )= F(x, )1+ (VFx, L)+ (k- h)? +0(c7)

H(xo) —simmetrik matrisa

)=ty )y ()= =2 (x,)

B ok, 0X

gessian diyilip atlandyrylyar. Goy tizlesdirilen asaklama usuly
f(x)-funksiyanyn x*-nokada minimumlasmagy toplanmaklygy tgin
ulanylyan bolsun, seyle hem max M*, min m* hususy bahaly
bolmaklygy tcin, H(x*) gessian only kesgitlenen matrissadyr.
Onda tizlesdirilen agaklamanyn netijesini goz 6ninde tutup, kwad-
ratik gornis  Ggin,  asimptotiki  toplanmanyn  tizligine,
(amamoruuno) bir menzes (edil sonun yaly) bahalanmasyna
garasmak bolar.

||m M*—-m*
i xi =% S M*m*

256

Sup H (t, X(t), U, (t)) = +o0

H (t, x(t),u,y,(t)), u - boyunca differensirlenyar we u=u(t)
bolanda maksimuma eye bolyar. (t — islendik nokat Uznuksiz u(t)
funksiya gora).

Sonun ugin

Z—f(t, x(),u(t),y, (1) =y, ﬂ(t, x(t),u(t)) +w,(t)=0
u ou

yagny v, (t) = —l//o%(t X(t),u(t)). In sonky denleméani (8) — de
(9)erinde goyup alarys, yagny Eylerin denilemesini

of d of, o
&—a(a)—o, (u=x'(t)).

2. Amaly meselelerin arasyndaky, seyle meseleler gabat gelyarler:
u=u(t) rugsat edilen hemme denlemelerin icinde, seyle bir hasyete
eye bolup, degisli ¢coziw x=x(t) (1) denlemeler ulgamy asakdaky
sertleri yerine yetiryér:

X(to) = Xo» X(tl) =X,

hacan '[1 >to (t, — moment wagty fiksirlenen dal) seyle bir
cozulisi tapmaly, netijede (2) funksional in kigi bahany kabul edip
alar yaly.
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1. Bap. Cyzykly programmirlemanii esasy meselesi

81. Cyzykly programmirleme meselesine gelyan amaly
meseleler we onuni matematiki modeli

Goy, karhananyn n gornigli  6nimi  Ondirmége
mumkingiligi bar bolsun. Oba hojalyk pudagyna degisli bolan
edaralarda bu onumlere maldargylyk, 6sumgilik énumleri mysal
bolup biler. Sonlukda kdrhana m gornusli resurslara eye (mysal
ucin: yer, is¢i giyc, tohum we s.m.). Bu resurslaryn bar bolan
mukdary 6niinden belli:

b1, by, ..., bi, ..., bm.

Her bir 6nimin onddrilisinden alnan ykdysady taydan
peydasy belli:

C1, C2, ..., Gjy ..., Cp.

Mundan basga-da her gornisin bir 6ntimini 6ndirmek tgin
zerur bolan resursyn her bir gornisinin mukdary bellidir:

all! a121 ey alj! ey amn-

Bu yerde a;; — birinji 6ntimi 6ndirmek Ggin brinji resursyn zerur
bolan mukdary we s.m.; umumy gdrnlsde a;; — bu j (j=1,2,...,n)
nomerli dnimi 6ndurmek tgin zerur bolan i (i=1,2,...,m) nomerli
resursyn mukdary Bu sanlara tehnologik koeffisiyentler hem

X onumciligin  jemeleyji glrdejisiniﬁ in uly baha eye
bolmagyny Upjin edyan meyilnamasyny dizmek zerurlygy yuze
¢ykyar (basgaca aydanymyzda, her gornlsini X1, X2, ... , Xj, ... , Xn
ontmlerin zerur bolan mukdaryny tapmaly).

Iki bilen maksat funksiyany dizelin. Onun Ugin girdejini
belli bolan ululyklar arkaly anladalyn. Birinji gérnisli bir 6niim ¢,
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(AX,,%,) , 2y

[Axoflxo] ~ 24 +2.,
denlik emele gelyar hacan

oy -t . ah = !
ll + lz ),1 + 12
(7) densizlikden alarys
min (Ax,x) _ 2JmM

+ofaxlx| " Mm

S1,S,, A-operatoryn hususy normirlenen wektorlary, olar
degislilikde max, we min hususy sanlardyr.
Lemmanyn subudyndan we (3) formuladan alarys:

L P s RN ]

M+m

(7)

Seylelikde

f(xk)gf(xo)('\"‘mj2k 8)

M+m
Bu yerden |x,|| ticin bahany kesgitlemek bolar.

ks P e PR -
S ) i)
i<l (M=m]

seylelikde asakdaky teoremany aldyk:
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min
(Ax,x) 24/Mm )
[All| ~ M+n
[0

Subudy: Goy Xo-fiksirlenen (belleninen) azat hususy dal wektor.
Onda xg, Axo wek-torlar bilen emele gelen, E(xo) 2-Olgegli Kici
ginislige seredelin. E(xo) kwadratik gornisli  K(y)=(Ay,y)
yeE(x,) kesgitldlin bu kwadratik gornise, 2 6lgegli E(xo)Kigi
gornislikde kesgitlenen Kxo only, kesgitlenen simmetrik operatiw
de-gislidir. Eger A, A,(kemelmeyan tertipde) Ol operatoryn
hususy sanlary bolsa, hemde m=2i, <X, <M yerine yetyéin bolsa.
Onda ol, Vy e E(x,) netijesi bolup duryar.

miy[” < (A%, v, )= Aly, y)< Aly[f

Goy E(xo)-kici ginigligin icinde Z\xo-operatoryﬁ {xl, x2} hususy
wek-torlary ortanormirlesdiryan ulgam we |x,| =1bolsun.

Onda x, —asakdaky gornisde yazalyn:

X, = 0,X, +0,X,, 0zem af +a; =1 onda:

(A%, %) _ afA+a3l,
A%l a2 +a2 2

sag tarapyny minimumlasdyryp (6) detilemeden a4 =1 sertine
gora alarys:

(6)
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girdejini beryér; meyilnama boyunca birinji gornisli énim x;
mukdarda ondurilmeli, bu bolsa cix; girdejini berer. Suna
menzeslikde meyilnama boyunca x, mukdarda ondurilmeli ikinji
gondsli 6nim cox, girdejini berer we s.m. Umumy girdeji (ony
z bilen belgilalin) asakdakyny berer:

Z=Cy X, +CyX, +...+C X +...4+C X,

Bu anlatma meseldnin maksat funksiyasy bolup duryar. Bu
anlatmany asakdaky gorniisde yazmak hem bolar:

Z:Zn:cjxj
j=L

Indi bolsa c¢éklendirmeler ulgamyny dizelin. Basgaca
aydanymyzda, gozlenyan X meyilnamanyn x; komponentlerinin
kanagatlandyrmaly sertlerini dizmeli. Munun Ugin  6ndmi
ondurmekde sarp ediljek her bir gornisli resursyn mukdaryny
tapmaly.

Birinji goOrnusli x; sany onumi ondirmek Ugin aziX;
mukdardaky birinji gérnusli resurs sarp ediler; iknji gérnusli x,
sany 6numi ondirmek G¢in aiox; mukdardaky ikinji gornisli resurs
sarp ediler we s.m. Umumy ¢ykdajy asakdakyny berer:

ap Xyt apXe+...+ agXit...+ amnXy

(bu anlatmada a koeffisiyentin birinji indeksi lytgeméan
galyandygyny, ikinji bolsa Uytgeyéandigini bellemek gerek).

Emma resursyn umumy ¢ykdajysy bar bolan resursdan uly
bolmaly daldir, sonun Ggin tapylan sonky anlatma birinji b;
resursa dine ya den ya-da uly bolup biler:

apXa+ apXet...+ agxt...+ ainXn< by

Suna menzeslikde galan resurslar t¢in hem sertleri dizmek
bolar:
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Az X1+ axpXet...+ axXt...+ 8‘2anS b,

a.n]_X]_+ an2X2+...+ a.nJXJ++ a.nanS bn

Meyilnama hakykatda ulanmaga ukyply bolar yaly X;
komponentler yokarda getirlen sertleri kanagatlandyrmalydyrlar.

Emma gozlenyan ululyklara ykdysady taydan seredilende
bu ululyklaryn otrisatel bolmaly déldigi gelip ¢ykyar. Sol bir
wagtda bu ululyklar nola den bolup bilerler; bu bolsa su gérnisin
onddrilmegi dusewdntli daldigini anladyar. Diymek, yokarda
alynan sertlere gozlenyan ululyklaryn otrisatel dallik sertini
gosmaly:

XJ'ZO,
Xn = 0.

Alnan densizliklerin iki topary bilelikde meselanin
caklendirmeler ulgamyny dizydrler. Olary basgaca asakdaky
gornlisde yazmak bolar:

Dagx; <b  (i=12..,m);
j=1

X, 20  (j=12....n);

J

Indi bolsa meseldni asakdaky yaly beyan etmek bolar:
z funksionalyn in uly baha eye bolmagyny tpjin edyan we hemme
densizlikleri kanagatlandyryan X; komponentleri tapmaly.
Céaklendirmeler ulgamyn we maksat funksiyanyn nébellilere goré
cyzyklydygyndan bu meselanin ¢yzykly programmirlemanin
meselesidigi gelip ¢ykyar.
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1
(D(hk): E(Axkﬂ(hk)’ Xk+1(hk)):
2§0(hk): (Axk - hkAZXka - hkAXk):
= (Axk1xk)_ 2hk(AXk1AXk)+ hi(AZXkAXk)
CD'(hk): _(AXwAXk)"‘ hk(AZXwAXk): 0
L (AxAx,)

<7 (A%, Ax, )
yzgiderli yerinde goyup alarys
(Ax,, Ax, )
A?X, , AX,
Goniden hasaplamanyn esasynda alarys:

(Ax,,Ax, )
f =f *11-
=1l 1o )|

A-operatoryn hasiyetlerine gora: only kesgitlenen, simmetrik

AX,

Xy =Xy =

bolyanlygynyi esasynda B = VA bilen bellép, (3) formulany
Bxx=yx Kabul edip, asakdaky gorniisde yazmak bolar.

f<xk+1>f<xk>[1( (BB, ] ]

B*x,B°x, )(B?x,Bx, )

TR S R

B2y, By, ) (Y. Vi)

f(xk){(A (Ay,. Y. ) }

Yk’AYk)(Yk’Yk)

Kwadrat skopkanyn icindaki anlatmany bahalamak tg¢in asak-
daky lemma seredelin.

Lemma 1:

Goy A-only, kesgitlenen, simmetrik operator M; m-max, min
hususy bahalary onda:
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(Vf(xk _VfXY)’ n)ﬁg’
bu yerden
(X, ) e &
Vi (y). e, | ZHVf(Xk. ]‘—E 25

bu yerden

f<xki )_1:<)(kp+l)2 p %

v p-natural bolanda f(x)- funksiyanyn bu bolsa asakdan
kesgitlenenligine ters gelyar. Teorema subut edildi.

Hacan poloZitel (only) kesgitlenydn kwadrat, gornisinde
L.W. Kantorowi¢  tarapyndan tizlesdirilen  lemmanyn
toplanmagynyn tizligi baradaky teorema subut edildi. Goy

f(x)zé(AX,X). A>0 nirede A-oiily we  kesgitlenen

matrissa, M-max hususy san, m-min hususy san A-operatywyi.
Onda yenillik bilen VI(X)=Ax
adimine gora

tizlisdirilen asaklamanyn

Xy = X, —hKAX

nirede hy—minimum sertlerden kesgitlenilyér:
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82. Deinllemeler ulgamlarynyi zZordan
usuly bilen optimal ¢ozlisi

Goy bize Yewklidiii gitisliginde n-tertipli cyzykly
ulgamlar berlen bolsun. Ol ulgamlar degislilikde yokarda seredilen
yokary tertipli tekizlikler (gipro) berlen bolsun.

X

Q
\

-c=>0
-c<0

o)
x|
IA

yarym ginilik

a X +a,x, +..+a,X, -y, =0
Ay X +ayX, +..+a, X, -y, =0

2n"*n (1)

A X +Fa,X% +o+a,, X, — Y, =0

Onda (1)-nji ulgam G¢in asakdaky tablisany yazyarys.

Tablisa 1
X X, o X
y1= Ay Qpeeeennn a,
8y By eenenn a,,
y2 = 21 22 2
Ym“:. [ - WO SO a,,

1) Tablisada nola den bolmadyk @, elementi saylap alyarys
we ony Zordan element diyip atlandyryarys. Sofra sol
setirin hemme elementini sol elemente bolyaris. Yone a,
elementin 6zlni 6z-6znin tersini alyarys.
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Tablisa 2

Xl y2 see Xn
= a
Y1 aiy = ain
Ay
1
X — _ Ay — _ a2n
2 a
a,, 22 a,,
— am2
Ym= Ay a An
2

2) Zordan elementin setirindaki hemme elementler Zordan
elemente bolunyarler, hem alamaty tersine alynyar.

3) Zordan elementin siitiinindaki elementleriii hemmesi
Zordan elemente bolunyar.
4) Galan hemme elementler

b — a‘ij g _arj " Qg
i = a :

formula boyunca tapylyar.

Netijede eger (1) ulgamyn matrisasynyn rangy r=n bolsa,
biz n gezek zordan usulyny ulanyp, hemme x-leri y-ler bilen
yerini calsyp, asakdaky n-nji tablisany alyarys.

Teorema 1: Uziiniksiz differensirlenyan, funksiyanyn (1) serti

yerine yetirende, Vf(Xk) gradiyentlerin yzygiderligi nula
ymtylyar:
lim VE(X,)=0 (2)

Hakykatdan yzygiderligin manatonlygynyn guyjine gora

{f (Xk)}oklo we (1) hasiyete gora {Xk}-kesg itlenen hem-de onun
clenleri

Sy, =(x)+f(X)<f(X,)S

yaylanyn icinde yerlesendir. A ol bolsa yapyk Kkesgitlenen
yayladyr. Vf(X) tzniksizliginden onun defilcegli S, -iginde
Uznuksizligi gelip ¢ykyar. yagny hemme

X, X'eS, we  nfn|=1
igin bardyr t>0 z(t)>0 funksiya

lim = (t)=0
(VF(x')-VE(x)n ) < 2(jx - x])

Goy {Vf(X,)} nula ymtylmayan bolsun. Onda islendik V€ iigin
yzygiderlik

yagny seyle

WIS
bar bolup,
[VE(X,i)| > & ki = k;,i=12,..; onda V¥ h,

tgin |h =1 we y asakdaky serti yerine yetiryan bolsun
X, =vl=<h,
Asakdaky densizlik dogrydyr.

i+1

251



89. Cyzykly dal programmirlemanin asaklygyna tizlesme -
gradiyent usuly

Bize belli bolsy yaly ugur -boyunca 6ntim, funksiyanyn berilen
ugurynyn artdyrmanyn ¢yzykly bolegidir. Eger berilen nokatda
gradiyent nuldan tapawutly bolup, hereketin ugry bilen
gradiyentin ugry 6z aralarynda yiti burugy emele getirse, onda
yeterlik  Kicijik slysmeklikde gorkezilen ugur boyunca,
funksiyanyn bahasy-artyar, tersine siysse bolsa, funksiyanyn
bahasy-kemelyér. Bu hésiyetler bolsa, Uzliniksiz differensirlenyéan
funksiyanyn bahasynyn yzygiderli gowulanma yagny min (max)
meselesini ¢cozmekde ulanylyar, degislilikde bu usula relaksasion
usul diyilyér. Eger hereket goni gradiyentin ugry boyunca bolsa,
onda ol usula gradiyent usuly diyilyar. Uziilyan gradiyent
funksiyalar Ugin bolsa, umumylasdyrylan gradiyent usuly islenip
dizilen. Biz bir-ndce yonekey we tejribede kop ulanylyan,
gradiyent usullaryn hasaplansyna seredelin.

1) Tizlesdirlen asaklama usuly

Goy f(x) — Uzuniksiz, differensirlenyan funksiya, E,-hemme

yerinde kesgitlenen we asakdaky hasiyeti yerine yetiryan bolsun

lim f(x)=+o0
x|+ (1)

Xo -haysy hem bolsa bir baslangyc nokat. Asakdaky gornusdéki
yzygiderlige seredelin. (calt asaklama usual) Proses

Xy =X, —h(X, VF(X,),K=12,...
nirede
h(xk)zo f(xk+1)= nr11i>n0 f(xk_th(Xk))
yagny prosessin  (yzygiderligin) her bir &diminde, biz
antigradiyentin uguryna tarap suysyaris, sol uguryin minimumna
cenli.
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Tablisa 3

y]_ y2 ..... yn
X = b11 b12 ..... bln
X, = » by e b,,
Xn= bn1 b2 ... Bn
Ym= Do Dy oo B

Mysal. Asakdaky denlemeler ulgamyny alalyn

Y, =X, +3X, —2X,,
Y, =4X, —2X, +3X,,

Y = 7X2 — X3
Tablisa 4
X X, X3
yl = 1 '2
y2 = 4 '2 3
y3 = 0 7 '1
Tablisa 5
Xl X2 yl
X, = 1 3 1
2 2 2
_ 11 5 3
Y. 2 2 |
1 11 1
5=l 5 | % | s

L1 ;
_oyt—_1 tersi
(2=

1

2
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Tablisadan gérsiimiz yaly biz 1-a4dim Zordan usulyny
ulanyp, alan tablisamyzda y, bilen x -ifi yerini calysdyk. Edil
sonun yaly edip degislilikde hemme ndbellilerin yerini calsyp,
meseldnin ¢ozuwini kesgitlap bilyaris.

Z +Zm:/f;[ f(x)-z]>2 +Zm:/ff[ f(x)-z122 +Zm:/1i[fi (xX)-2"]

Netije. Bu wusulyn esasynda biz berlen ulgamyn - Z/ﬁ)z +
nabellilerini tablisa gora kesgitlap bilyaris. Yone Zordan usulynyi m =t m m m m
ulanylmasynyi sany ulgamyi elementlerinden diiziilen matrisanyi +Y AE)=2A-D )7+ D A () 2 A=) A) 7+ D A f(X)
rangynyn sanyna den bolmalydyr. i=1 i=1 i=1 i=1 i-1

kanagatlandyryan seyle bir 1,..., A otrisatel dal sanlar bardyr.

Eger p(x)>fi(x") bolsa, bu yerden ZA: =1 bolyandygyny alyarys.
i=1

Goy, R(x) fi(x)=gi(X) tcin “i”* indeksleriti kdpliigi bolsun.

Onda

SELNz TARK)2 T4,

ieR(x") ieR(X") . . ieR(x") .
xeE,, > A =14 202 20ieR(X)
ieR(x")

kanagatlandyryan seyle bir {1},i e R(x) otrisatel dal sanlar
bardyr. Eger fi(x), i=1,...,m Uzniksiz differensirlenyan bolsalar,
onda bu yerden

> 2 Vi (x) =0, 24 =5k20

ieR(x") ieR(x")

bolan A -lerin barlygy gelip ¢ykyar. (9) sert (6) minimaks
meselede x” nokadyii optimaldygynyi zerur we yeterlik sertidir.

40 249



D ayA —c;=0,j=1..,mA >0
i=1

denlemeler ulgamyny kanagatlandyryandygyny, vyagny {Ai}
Lagranz kopeldijileri  ¢yzykly programmirleménin ikileyin
meselesinin yolbererlik ¢oztwlerdigini alarys.

Kun-Takkerin teoremasynyn ulanysy bilen bagly bolan beyleki
kébir netijelere, meselem, minimaks gornisli meselelere garalyn.

Gubergek minimaks meseleler indiki gérniisde formulirlenyar. E,
giniglikde kesgitlenen {fi(x)}, i=1,....m glbercek funksiyalaryn
masgalasy berlen. Goy,
(P(X): max f;(x)
1<i<m
bolsun . ¢(x)-in minimumyny tapmaklyk talap edilyér:

min max f.(x) ©)

X 1<i<m

Bu mesele gubercek programmirlemanin meselesine ansat
getirilyar:

fi(x)-z<0,i=1,...,m 7)

sertlerde:

min z (8)
tapmaly. Dorudan—da her bir x nokada z=¢(x) hasaba alyp, (6)
meseldnin yolbererlik ¢oziwini goyup bileris. (7-8) meselanin
optimal ¢oziiwini ¢(x)-ii minimumy alynyandygyny zerur we
yeterlik sertini alyarys;

Vo xwez A={1,....An>0 Ugin
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83. Denlemeler ulgamynyi modellesdirlen zordan
usuly bilen optimal ¢6zulisi

Goy bize yokardaky yaly ulgam berlen bolsun. Yagny,

8y X FapX, + 8 X, =Yy
Ay X, +apX, +...+a, X, =Y, (1)

2n"*n

A X Fa X +..+a,X, =Y,

Bu ulgamy biz hagan

1) m=n bolanda, n=r bolanda belli bolan usullaryn usti bilen
onun ¢ozlwlerini kesgilap bilyéris;

2) Eger m<n bolsa, m=r bolsa, onda (1) ulgamyn ¢6zulisinde
hemme nébellileri kesgitlap bolmayar. Sebabi onun
tikeniksiz ¢ozulsinin bolup bilyandigini rangyn Usti bilen
kesgitlemek bolyar;

3) Eger-de m>n bolup, n=r bolsa, onda hemme nabellileri

kesgitlemek bolyar. Ydne birnace denlemeleri iiytgedip

bolmayar.
Hakykatdan :
Tablisa 1

-X =X — X =X
Y= -ai1 —ai2 - dis-... —aAin
Y. = -1 —axw - 8. — @2
Y. = -dr1 —ar2 — rs-... — am
Y = -am1 —am2 =8ms =... — Amn
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Tablisa 2
T-2 =X =X, =Y e =X
Y. = -b1s b1y - ... - ass/ars... —b1n
y2 = 'b2]_ _b22 T azS/ars Te T a2n
y, = 'arll drs —dr2 / ars - ars / drs arn/ drs
Yy, = 'bml —bmz =...—Ams /ars - bmn

Eger biz yokarda serden Zordan usulymyz vyaly
yzygiderlikde gorkezilen 4-punkt boyunca 1-nji tablisadan 2-nji
tablisa gecsek, onda biz ony asakdaky gornusde yazyp bileris. Goy
Zordan element diyip a,, =0 alalyn.
2-nji tablisadan gornusi yaly biz y, bilen x, -in yerini calysdyk
we asakdaky amallary yerine yetirdik:

1) —a, elementi Zordan element diyip sayladyk we 2-nji
tablisada ony __1 diyip yazdyk.
ars
2) Sol elementin yerlesen setirine Zordan setir diyip, onun
hemme elementlerini a,, elemente boldik.

Sol elementin yerlesen sitiininde bar bolan elementlerin
hemmesini sol elemente boldik, alamatlaryny bolsa tersine éwrip
aldyk. Galan hemme elementleri Zordan usuldaky yaly
b, _%%: 7% % formula bilen tapdyk.

a

Biz 2-nji tablisada zordan usuly bilen 1-nji ulgamy ¢6zmeklik
ucin 1 adim zordan usulyny ulandyk. Eger-de biz yzygiderlikde
sol usuly ulansan onda yokardaky gorkezilen 3-nji gérniise gora
takyk netije alarys.

Steynisisi teoremasy. Eger 1-nji Zordan tablisasyndan
m<n ¢yzykly baglansyksyz setirler bar bolup, m aimden sosira
hemme
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fo (X )+m+zk:+|/l f(x)< fo(x*)+m.+zk:+|/l*i f(x)< f(x)+

m+k -+

+Z/l.f(x)

bolyan 4 {ﬂ.l Amm,} wektoryni bar bolmagy zerur we

yeterlikdir.

Kun-Takkerin teoremasyny ¢yzykly programmirlemedaki
ikileyinlik teoremasynyn umumylasdyrmasy, gérniisinde garamak
bolar. Goy, ¢yzykly programmirleméanin meselesi indiki gérnlsde
bolsun:

n
caklendirmelerde chxj jemi minimizirlemeli. Eger bu

meselénin ¢6zuwi bar bolsa, onda Kun — Takkerin modofisirlenen

XxekE

teoremasyna layyklykda n we A>0, i=1,...,n bolanda

m n

ici +Zj“l[bl Za.,,

j=1 i=
n m n n m n

SZCJ- JrZA.[bI Zau J]<Zc +ZA.[b, ZauJ

j=1 i= 1= i= 1=

kanagatlandyryan m élcegli A >0 wektor bardyr.
D cix, +Zl.[b Za“ =040+ ) x[c; Za“ )
=1 i=1 j=1

Bolyandygyny g6z ontinde tutup, biz A -nii
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Densizligin jubiti gornlsinde anladylyp biliner. Eger biz Kun -
Takkerin teoremasyny formal ulansak, onda Lagranz funksiyada
denlige 2 gosulyja (nBa craraemsix) layyk geler:

Al(e,X) + ]+ 4,[(—e, x) —c] = (4, — 4,)[(e, X) + ] =
= A[(e, x) + ]

bu yerde A =4, —A,. Otresateldallik sertine difie A, we X, degisli,

A bolsa erkin san bolup biler. Seylelikde, biz indiki teoremany
formulirleyaris: (Kun-Takkerin modifisirlenen formulasy)
Teorema 1: Goy, gubergek programmirleménin meselesi bar
bolsun: x € Q ¢aklendirmelerde

min fo(x) )
tapmaly, bu yerde Q
f.(x)<0,i=1,....m; (3)
f.(X)=(e,,x)+c, <0,i=m+1...m+Kk; (4)
f.(x)=(,X)+c,=0,i=m+k+1...m+k+I 5)

ulgam bilen berilyér we sleyter serti yerine yetirilyéar:

fi(X)<0, i=1,...m Ucin XeQ bardyr. Onda (2-5) meseléniii
optimal ¢6ziiwi X bolmak icin birinji (m+k) komponentalar
otrisatel bolmadyk we (x*,A") jubiit

m+k+1

L(x,2) = f,(x)+ D A f(X),xeE; 4 >0,i=1..,m+k
i=1

Lagranz funksiyanyn eyerli nokady bolyan, yagny
A 20,i=1,...,m+k kanagatlandyryan x U¢inwe x € E,
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yi-ler (i=1,2,...,m) yokary gecyar, x-ler bolsa asak gecyar,
artykmajy bolsa, ¢yzykly baglansykly bolyar.
Subudy. Onda biz asakdaky tablisany alyarys.

Tablisa 3
—Y, =Y, =Y, Xl e — X,
X, = C11 Ci2 ... Cir Cir+1 ... C1n
X, = Co1 C2 ... Cor Cors1 .. Cin
Xr — Cr1 Cr2 . Cr Crr+1 Crn
...... Cr+11 Cr+12 ... Cr+1r Cr+1r+1 .. Cr+in
Yr+1
Cm1 Cm2 ... Cur Cm,r+1 Crmn
Ym1

Eger m<n bolup, bu ulgamyn matrisanyn rangy r-e den bolsa,
onda biz sag tarapdaky tablisada yerlesen elementler olara den
bolyarlar. Onda galan y-ler 0z aralarynda ¢yzykly
baglansyklydyrlar. Ony seyle yazmak bolyar:

Yria = Criaa¥Y1 = Crao¥Yo == Crinr ¥y

Bu bolsa Steynisin teoremasyny doly subut edyar.
Mysal. Asakdaky denlemeler ulgamyny alalyn

y, =X —4X, +3X,
Y, ==5X, + X,
Y, = 2%, —3X, —4X,.
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Tablisa 4
X1 X2 -X3
Y1—= -1 4 -3
Yo= 5 -1 0
V3= -2 4
Tablisa 5
-X1 -Y3 -X3
Y1= 5/3 -4/3 25/3
Yo= 13/3 1/3 4/3
Xo= -2/3 1/3 4/3
_.> X +i +§ X
yl 3 1 3 y3 3 3
1 1,4
y2 3 1 3 y3 3 3
X, = gx L4 X
2 3 1 3 y3 3 3
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1) Q koplikde x™ -den tapawutly nokat bu yagdayda X —X ugur
bolup biler we Kun-Takkerin teoremasy adalatlydyr.

2) x nokat ©Q koplilkde yeke-tak. Goy, V - x nokada fo(x)
funksiyanyn umumylasdyrylan gradiyentinin erkin wektory
bolsun. Cyzykly programmirlemdnin meselesine seredelin.

(c;,x)<c;,j=L....k sertlerde min(V,x) tapmaly. Ol X

nokada yeketdk céziwe eye (c;,x)=c;, defsizligi

kanagatlandyryan j=1...k indekslere garalyf. Goy, olar i

koplugi emele getirsinler.  (c;7)<O yerine yetydn n#0

wektorlarynn toplumy bos bolany ugin c; wektorlardan minimal

bolek koplik saylap almak bolar. Bu wektorlar (icin ZAjej =0
J

densizligi kanagatlandyryan seyle bir polozitel A;>0 sanlar tapylar,
bagga tarapdan V =« e; . Bu yerden
i

V+Y (Aj—a;)e; =0
]

A; sanlaryn islendikge uly bolup bilyénligi sebapli, onda
V+> A, =0 kanagatlandyryan ;>0 bardyr. Bu yerden bizii
]

yagdayymyzdaky Kun-Takker  teoremanyn tassyklamasynyn
adalatlydygy gelip ¢ykyar. Su usulda modifisirlenen Kun -
Takkerin teoremasy adatca gubercek programmirleménin
meselesinin ¢aklendirmeler ulgamynda glbercek we c¢yzykly
densizliklerin hatarynda c¢yzykly denlemelerin bar bolan
yagdayynda ulanylyar.

(e,x)+c=0 1)
gornlsli gyzykly denleme
(e,x)+c=0;
(-e,x)-c=0
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88. Cyzykly dal programmirlemanin meselesinin optimal
¢ozilis usullary

Bellik: Eger sleyter serti yerine yetmese, onda {x’, A"} gérniisli
Lagranz funksiyanyn eyerli nokady bolman hem biler.
Indiki yonekey mysala garalyi: x°<0 sertde min(-x) tapmaly.
Sleyter serti yerine yetmeyar, sebabi x’<0 bolanda x —iti bahalar
koplugi bos. Optimum x=0 nokatda alynyar. LagranZ funksiyasy

L(x,4)=-X+AX?
gornuse eye. X boyunca minimumyn zerur serti % =-1+Ax=0
X

gornlsde yazylyar. x=0 bolanda bu serti kanagatlandyryan A
yokdur, yagny Lagranz funksiyanyn (0,A) gornusli sedlowoy
nokady yokdur.  Gubercek programmirleménin meselesinde
caklendirmeler hokmiinde ¢yzykly densizlik bolup biler. Sunda
Kun-Takkerin teoremasynyn zerurlygy subut edilende sleyter
sertinin yerine yetmegini dine ¢yzykly dal densizliklerin kesme
koplikleri G¢in talap etmeli. Dogrudan-da, Kun-Takkerin
teoremasyny subut edenimizde biz bolup biljek ugurlaryn
kopluginin bos daldigini gérkezmek Gcin sleyter sertini talap etdik.
Goy, céklendirmelerin ulgamy

f;()<0,i=L,...m;
(6, )=}, j=L,..k

Q=X

gomisli we j=1,...k dgin f;(X)<0i=1..m (e x)<c,

kanagatlandyryan seyle bir X nokat bar bolsun. Goy, X eQ
meseldnin optimal ¢dziwi bolsun. Onda 2 yagdayyn bolmagy
mimkin :
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84. Cyzykly programmirlemanii esasy meselesinii goylusy we
héasiyetleri

Cyzykly z funksiya berlen:
Z=PX+ PoXy +.t PRX, )

bu yerde p; — belli bolan koeffisiyentler (olar durli hakyky sanlar
bolup bilerler).
p; koeffisiyentler n  Olgegli  yewklid ginisliginde

E(pl, P,,..., p,) baha wektory, x; nabelliler bolsa ;((Xl,xz,---,xn)

wektory beryarler. z funksiya P we gozlenyan X wektorlaryn
skalyar kdpeltmek hasyly gorniisinde yazmak bolar:

Zzﬁ-i (1a)

Céklendirmeler ulgamy berlen:

A% +3X, +o A X, S 8y,
Ay, X, + 8yyXy +.+ A X, <A,

g (2)

QX +8,,X, .. +a,. X, <a,.

mn®n

z funksionalyn in uly ya-da in Kigi baha eye bolmagyny

Gpjin edyan we (2)-ni kanagatlandyryan X(X;, X,,...,X;)
wektory (nokady, nabelliler toplumyny) tapmaly. Yokarda
bellenilsi yaly (2) ulgam n 6lcegli yewklid ginisliginde gubercek
kdpburclugy kesgitleyar. Eger bu kopburcluk bos bolsa
(nokatlaryn hig birini 6zlinde saklamayar), onda meselénin ¢oziwi
yok diyip hasap edilyar.
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Eger bu kopburcluk bos dal we dine bir nokada
getirilmeyan bolsa, onda tlikeniksiz nokatlar kdplugi bar bolup, bu
nokatlaryn her biri z funksionalyn belli bir takyk baha eye
bolmagyny Upjin edyérler we (2)-ni kanagatlandyryarlar. Bu
nokatlaryn icinde z ululyk maksimuma ya-da minimuma eye
bolyan nokady tapmaly. Bu nokady énum arkaly tapmak usuly
yerlikli bolmayar, sebdbi max z ya-da min z kesgitlenis yaylanyn
icinde dal-de, gyrada yerlesyar.

Teoremal. z funksional maksimuma (minimuma) (2)
densizlikler bilen kesgitlenydn Q kdpburclugyn gyra nokadynda
eye bolyar.

Subudy. Q kopburcluk gyra nokatlaryn tikenikli sanyna
eyedir. Goy, gyra nokatlar asakdakylar bolsun:

x @ ’ x ) s x (N

Onda VXe€ €2 nokat gyra nokatlaryn gubercek kombinasiyasy
bolup duryar

r
x=> 2,;x®
i=1

bu yerde

Goy, z funksiya k&bir xo nokatda maksimuma eye bolyar
diyelin

Z =|3°)_(0 (X0 €Q).

X, € € bolyanlygy Gcin bu nokat gyra nokatlaryn glbercek

kombinasiyasy bolup duryar. Diymek, kibir A’ bar bolup
asakdakyny alarys:

r .
= ~0 05 O . 05 O =
Zo =P D X =0P-X + P -X " 4.+ AP X
-
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VLX) = agVho (<) + Y avh, () Cul¥)=6

iel”
gorniisli wektordan ybarat. G - nifi nul wektor saklayandygy ucin
X nokatda L(x) minimum gazanylyar. i € 1" iigin o, =0 ulanyp

we % =-1+Ax=0 belgllap

L% 2)= f,(0+ 4,0

funksiya garalyii. Bu funksiyanyin A = A bolanda x=xnokada x

boyunca minimal baha we x=x" bolanda {Z } nokada 1>0

boyunca maksimal baha eye bolyandygyny gormek ansat.

Sunlukda, {x*,f} Lagranz funksiyanyn eyerli nokady, subut
etmelimiz hem sudy. Kun — Takkerin teoremasy subut edildi.
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max (V,17) >0,G(x") = U G; (X) (5)

VeGy, (x) vel {0}

G(x) kopliigin G giibercek yagny,

Z a,V, Za =lea,20,V, G, (X)
vel L{0}

gornusli wektorlarynyn toplumyna seredelin. Su koplik dgin (5)
densizlik saklanylyar:

max(V,7)>0, hemme # igin (6)

Yone bu G nul wektory saklayandygyny aiiladyar. Dogrudanda
G vyapyk cakli gubercek koplik. Eger G nuly saklamadyk
bolsady, onda nul nokatdan 1(82) hasiyete layyklykda hemme
V eG, (a,V)<0 kanagatlandyryan a normal bilen gipertekizlik

gecirip bolardy. Ol blsa (6) densizlige garsy gelyar. G - niii nul
wektory saklayandygyndan

oV, + ZaiVi =0,

-
iel

bu yerde Vo € G (X'),V, €G (X))
kanagatlandyryan seyle bir o, >0,v e |’ U{O},Zau =1 sanlar

bardygy gelip ¢cykyar, seyle hem «, =0, seb&bi tersine bolan

halatynda W koplik bos bolardy. L, (x) =¢,f,(X) + Zai f,(x)
iel”

funksiya seredeliti. Bu funksiya giibercek we X" nokada Gp1(x")

umumylasdyrylan gradiyentin kopligi
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5 T0 5 @ 5 <O
Her bir P-x ,P-x ",..,P-X"" skalyar kopeltmek hasyly

san ululykdyr. Bu sanlardan in ulusyny saylalyn; goy, bu san
= () —(k)
P-Xx bolsun. X gyra nokatlaryn kopluginin biri bolup

= =K .
duryar; P-X bolsa funksionalyi sol nokatda eye bolyan
bahasy.

Hemme P- i skalyar kopeltmek hasyllaryn yerine

— —(k)
olaryi in ulusyny P - X -ny goyalyn; denligin yerine densizlik
alarys:

— — () — — (k)

= (k)
Zoo SAP-X T+ AP X +..+AP-X
= = .. .
(eger hemme P-X  -ler biri-birine den bolanda, onda dexlik
alamaty goyulardy, sonun Ucin densizlige denlik hem gosulyar).

= -k -

P-x " -ijemin dasyna cykaryp we 2/1? =1 bolyanlygy goz
i=1

ondinde tutup alarys:

<E ;() Z/lo = —(k)

max -

Seylelik bilen,

(k)

<P-x

Bu yerde Z., alnan koplikde funksionalyn in uly bahasy;
= —(K)

P- X" . funksionaly kibir gyra nokatda eye bolyan bahasy.
Emma in uly baha mimkin bolan bahalardan kici bolup bilmeyér,
sonun dine = alamaty galyar:
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—p.x"

Diymek, z in uly baha dinie gyra nokatda eye bolyar.

Teorema?2. Eger z funksional maksimuma (minimuma) birnéace
gyra nokatlarda eye bolyan bolsa:

) (2 (k)

“Px" =P x? = =P XY, k>

(r — gyra nokatlaryn umumy sany), onda z sol bir baha agzalan k
nokatlarysz guibercek obolockasynysz  her bir nokadynda eye
bolyar.

subudy. x®,x® ..., x%  nokatlar bilen emele gelen

gubercek kopliugin islendik x nokadyndaky z funksionalyn
bahasyna seredelin:

X=Zk:iix“>, A >0, Zk:ii =1

KO —
20)=P-x=P-YA4x =4P-X" +1,P-x" +.+4PX" =

i=1
=Aizmaﬁ+ﬂbzzmax +ot Mz =L (M A+ A =
=Zmaxz)“i = Zipax 'lzzmax'
i=1

Diymek, glbercek obologckanyn islendik nokadynda z(x)-ii
bahasy

Z(X) = Zmax
Geometriki manyda: eger max z iki nokatda yerine yetyéan
bolsa, onda ol bitin kesimde yerine yetyar; eger i¢c nokatda yerine
yetyan bolsa, onda biitin Gg¢burclukda we s.m. Eger max z hemme
gyra nokatlarda yerine yetyan bolsa, onda ¢dzuwler yaylasynda
funksional Gytgemeyar.
Subut edilen teoremalar meseleleri ¢ozmekligin usullaryny

gurmaklygyn esasyny duzyarler.
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fi(x)>0 bolsa, ondabu o (x")+ > 4 f,(x")=0,i =1,
yokardan caklilige garsy gelyar. Sonun tgin hemme i=1,...,m Ggin

f,(x")<0, yagny X €Q . Soiira X€Q holanda > 4 f(x)<0 we
i=1

sol sebapli:
fo(X)2 Fo(X)+ D4 £ (x) 2 fo(X)
i=1

Sunlukda x" optimal goziw. .
Zerurlygy. Goy, x optimal ¢6zuw bolsun. Fi(x )=0

ie{l,...,m

kanagatlandyryan seyle bir } elerden ybarat bolan I”

indeksler kopliigine we sofira ahli 1 € | ucin fi;(x*) <0
kanagatlandyryan seyle bir # wektoryn W kdpligine garalyn. Goy,
k =W U{0} bolsun.

Bellik. Eger 1" bos bolsa onda W koplilk erkin nul dal
wektorlarda ybarat, k kdplik bolsa bitin ginisligi dolduryar diyip
hasap ederis. W-ny emele getiryan wektorlaryn képligi — bu x*
nokatdan bolup biljek ugurlaryii képligidir, yagny Xt107)n€2
kanagatlandyryan seyle bir t(#)>0 san tapylyan # ugurlardyr. Bu
yerde Q—Q koplugin icki nokatlarynyn bolek kopliigi. Sleyter
serti bize W kopliigiti bos dalligini beryar. x - minimum nokady
bolany t¢in, mimkin bolan islendik ugurda f(x) kemelmeli daldir,
yagny W giryan islendik ugur boyunga énum otrisatel bolmaly

daldir. fo, (x') <0 kanagatlandyryan # kopligini W, diyip
belgilalin. Asakdaky sert yerine yetirilmeli:

Wo W =0 " gigmek, i€1” bolanda f;, (x")wef; (x") sol bir
wagtda otrisatel bolyan » ugur yokdyr. Islendik # Ggin

max max_(V,n)=>0
vel U{O}Ver (x" )( n)

gelip ¢ykyar. Bu yerden:
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cozlwlerinin goOzlegini ansatlagdyryan  6rdan mdhim indiki
hasiyete eye:

Teorema 1: Gubercek programmirlemanin meselesinin islendik
lokal minimumy global minimumdyr.

Subudy: Eger X €Q |okal minimumyn nokady bolsa onda seyle
bir S(x") etrap bar bolup, X €MNS(X) bolanda fo(x)-fo(x")=0

yerine yeter. Goy, ~ X 2 degisli nokat we T (%) < T(X') polsun,
Goy 0<a <1 polsun.

f (=o)X +ax) < L—a)f (X ) +aof (x) < f(x7)

Yone kigi #—da  (1-a)x" +axe QNS(X) gareylyga geldik .
bu yerden x” nokada global minimuma yetilyandigi gelip cykyar.
Teorema 2: (Kun-Takkerin teoremasy). Goy, (2-3) meselanin Q
yaylasynyi icki nokatlary bar bolsun, yagny sleyter serti
kanagatlansyn: &hli i=1,...,m gin fj(x)<0 kanagatlandyryan

X € Q par bolsun. Onda x* (2-3) meselanii optimal ¢oziiwi
bolmagy iicin (x,A") jibitin

L(x,A) = fo(x)+Zm:Ai f.(x),xeE;1>0

LagranZ funksiyasynyn sedlowoy nokady bolyan otresatel dal m
Olcegli 2 ={A}", wektoryn bar bolmagy zerur we yeterlik,
yagny:

00+ 2 A0 2,0+ 2 AT (x) >

R o ()
> fo(X)+ D) A4 fi(x)=0,i=1..,m.
i=1
Subudy:
Yeterligi: Goy, (4) yerine yetirilyan bolsun. Eger kébir | Ggin
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85. Cyzykly programmirleméniin geometrik manysy we grafiki
usul bilen ¢ozulisi

Goy bize E"- yewklidin ginisliginde maksat funksiya berlen
bolsun.

Z(X)= Z i X; (1)
i=1
D 2% <b, ()
i=1
X, =20 3)

Bu meseldnin geometrik ¢6zulisi maksat funksiyanyn z=0 (4)
serti bilen kesgitlenilyar. Eger biz x(X1,X2,...,X,) azat nokady alsak
onda ol nokada gora maksat funksiya seyle gérniisde yazylyar.

Zm=;m& (5)

Bu bolsa yokary tizlikden daslasyan nokady gorkezyar. Onda biz
4-nji serte gora, yokary tekizligi koordinatalar baslangyjyndan
gecirip X' nokada goré ona parallel bolan tekizligi kesgitlemeli
bolyarys. Meselani aydynlasdyrmak Ugin biz ony yonekeylesdirip
tekizlikde x; hem-de x, nokat arkaly hususy hala Yewklidiz E? 2-
nji ginisliginde seredelin. Onda biz asakdaky hususy hallary
alyarys.
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Xz

1-nji surat

(max)

Z 10if

=0

3-nji surat

Xz

i

\ Z maz

2-nji surat

(min)

4-nji surat

5-nji surat

87. Cyzykly dal gubercek programmirlemé gelyan amaly
meseleler

M yapyk gubercek koplikde fo(x) giibergek funksiyanyn minimal
bahasyny tapmaklygyn meselesini biz gubercek
programmirlemanin meselesi diyip atlandyralyn. M kdpligin
fi(x)<0 (i=1,..,m) gubercek densizlikler ulgamy bilen kesgitlenyan
yagdaya seredelin. Glbercek programmirleménin  meselesi
hokminde biz indiki meseld disuneris:

fi(x)<0; i=1,...m (1)
fi(x)<0, i=1,....m ¢é&klenmelerde

min fo(X) 2)

tapmaly. Bu yerde f (x),v=01..m - n olcegli E, yewklid
ginisliginde kesgitlenen giibercek funksiyalar. fi(x)<0 gornusli
her bir densizlik ya bos ya-da Q. glbergek kopliigi kesgitleyar.
Dogrudanam, goy Q. bos dal x;,x, € Q, yagny fi(x)<0, fi(x2)<0 we
goy &,;,0,>0, @;+@,=1 bolsun. Onda fi(x) glbercekligi
esasynda alarys:

fila X +a%,) <o fi (%) +a, f,(X,) <0 3)

Diymek o, +a,Xx, € Q,. Bu yerden Q, gibercek koplik. Onun

yapyklygy vyerlikli (2) densizlikler ulgamyna ya bas ya-da yapyk

we glibercek bolan Q= (m]Qi kopliik degisli. Eger €2 bos bolsa,
i=1

onda (2-3) meselénin yolbererlik ¢ozuwleri yokdur. Eger €2 cakli

bolsa, onda meselanin ¢ozlwi bar, sebabi tzniksiz funksiya (fi(x)
glbercek funksiya Uznlksiz ) yapyk ¢ékli kdplikde minimal baha

eye bolyar. Eger 2 cakli dal bolsa, onda optimal ¢oziiw bolman
hem biler. Guibercek programmirlemanin meseleleri olaryn
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caklendirmeler ulgamy bolsa islendik G yaylada

Gzn:xjéc (6)
X. >0 @)

(5)-(7) X;-baglylykda  ¢yzykly  ya-da  ¢yzykly  dal
programmirlemaniii  meselesi bolyar. Yene bir meseld seredelin,
yagny goy gurlusyk guramasy n-durli senagat gurlusuk binalaryny
galdyrmak Ugin tabsyryklary yerine yetiryan bolsun. Gurlusygyn
binalarynyn j-nji gornisi islendik bir tehnalogiki shemada yerine
yetirilydn bolsun. Eger I-nji binany s-nji tehnalogiki shemada
yerine yetirilydn bolsa onda serisdelerin ¢ykdajylarynyn ululygy -
a,, netijede gurlusygyn guramasy C(x,)-ululykda girdeyji
almaga mumkingilik berydn bolsun. Seyle bir shemany saylap
almaly, hacan galdyrylan senagat binalary gurlusyk max girdeyji
beryan bolsa, onda onuii max modeli

F(x) = izk:C(xls) — max
Y Yalx, <b,  (j=im)

1=1 s=1

o )L eger (I =1n)
! 0, eger (s:l,_k)

ZORIA®

gOrnusde alynyar.
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Gorstimiz yaly c¢yzgylaryn her birinde dirli gornusler
gorkezilen. Q- kopburclugyn c¢éklendirilen yapyk goérnlsinde
maximum hem minimum kesgitlenilydr. Haysy hem bolsa bir
tarapy c¢éklendirilmedik gornusinde ya maksimum kesgitlenilyar
minimum Kkesgitlenilmeyar. Tersine minimum Kkesgitlenilyéar
maksimum kesgitlenilmeyar.

Cyzykly programmirlemaniin meselesinin grafik usul bilen
cozilisi

Cyzykly programmirlemanin meselesinin grafiki taydan
cozmeklik Ggin yokarda seredilen meseld gora grafik usul bilen
¢cozmeklik Ucgin biz z=0 sertini maksat funksiya gord goyup
aydyiilasdyrmaklyk tcin tekizlikde E* Q- kdpburcluga seredip,
onun depelerini kesgitlalin we max, min bahalaryny tapalyn. Goy
bize asakdaky gorniisde mesele berlen bolsun.

o =X +3X,

(1 X, + X, <5,
() =x+x,<3,
(mry x <4,
vy x >0,
V) X, 20,

51



Xz

s

1-nji surat

Eger-de biz z=p;x1+p2x; deiilema gord z=p;.p, diyip alsak

P1P2=p1X1+pP2xX2 bolup alsak.

PuXy n P2X; _ PiPy
PP, PP, PP

ﬁ+ﬁ=1.
P, Py
ﬁ+§:l
5 5
K% g
-3 3
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X

L

bahany tapmak ugcin (1)-(2) densizliklere hem-de (4) serte (2)-(3)
g0z o6nline tutmak bilen tapmak bolyar. (1)-(2) degislidir: biz bazis
usulyny ulanyp, we gosmaca (2-3) sertler g6z Oniinde tutup,
tikenikli ~ &dimden sonra bu meselanin optimal ¢oziwinin
bardygyny ya-da yokdugyny kesgitlap bilyéris. Seylelikde kwadrat
programmirlemanin  meselesinin  ¢Ozllis prosesi asakdaky
tapgyrlardan duryar:

1) Lagranzyn funksiyasyny dizmeli;

2) (1)-(2) gornlsde hokmany we yeterlik sertini Lagranzyn
funksiyasy Ugin eyer nokatlaryn bardygyny gorkezmeli;

3) Tazeden gosmaca girizilen bazislerin dsti bilen onun
usulyny ulanyp, Lagranzyn funksiyasy (cin eyer
nokatlaryn bardygyny hem-de onun koordinatalaryny
gorkezmeli, eger-de yok bolsa, onun yokdugyny
gorkezmeli.

4) Netijede meselanin optimal ¢oztwini kesgitlemeli we
maksat funksiyany tapmaly.

Separabel meselelere gelyan amaly meseleler.

Ykdysadyyetde  wajyp  meselelerin  icinde  pudaklaryn
kérhanalaryn olaryn bolumlerinin we bolimgelerinin arasynda
maya goyumlaryin optimal bollnisinin meselesi 6ran gyzykly
meseledir.

Goy, bize asakdaky gornilisde mesele berlen bolsun. Goy n
dirli pudaklaryn ozone mahsus bolan énimleri éndiryan bolsun,
maya goyumlaryn peydalylygy j-njy pudagyn girdeyjisiniii ;-
ululyga baglylykdaky funksiyasy bilen kesgitlenilyar. C-ululygy
yagny serisdeleri pudaklar arasynda seyle bolinmeli, netijede jemi
alynyan peyda max bolmaly, eger bu funksiya ¢yzykly bolsa, onda
biz ¢yzykly programmirlemdniin meselesini alyarys, yagny bize
belli bolan:

F(x):Zn:qj(xj)—>max (5)
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86. Sekillendirilen kwadrat programmirlemanii meselesi tgin
Lagranzyn funksiyasy

L, =j21:djxj +ZZijxkxj +. (b, —Z;aijxj)
- =

k=1 j=1
eger-de

0

L =(Yo:Xo) = (1 X203 Y1 Yz 0ees ¥)

eyer nokatlary bolsa, onda bu nokatlarda yokardaky gatnasyklar
yerine yetydr. Egerde biz gosmagca téze nabelliler girizsek, yagny
V;, W,; densizlikleri denlema dwirip kwadrat programmirlemanin

meselesinin matematiki modellerini asakdaky gornlsde yazmak
bolyar.

a—L°+Vj:0 (j=Lm) @
8xj

gy—Lj—wso a=im 2)
V=0 (j=Ln) 3
YW=0  (i=Lm) )
X; >0,V >0, W, >0, y/ >0

Yokarda berlen kwadrat programmirleméniin meselesini
cozmek Ucin (1)-(2) yerine tdzeden alynan (1) we (2) sistemanyn
onyn c¢Ozulisini kesgitlemeli. Ol bolsa (3) we (4) sertlerin
kanagatlandyryan yagdayynda kesgitlemeli. Bu ¢6ziw bolsa
gosmaca nabellilerini yagny bazisi girizip, onun usulyny
peydalanyp bu meseldnin ¢oziwini peydalanyp bolyar, egerde
maksat funksiya

F =ZMyi — max
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X +X, =5
—X, +X, =3
2X, =8
Bu yerden
X, =4, x, =1
Seylelikde

Z,. =1-1+3-4=13.
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86. Gyzykly programmirlemanin meselesiniin Simpleks usuly
bilen optimal ¢ozulisi

Goy, bize baslangyc mesele ya-da ¢yzykly z funksiya

Z=pPX +...+ P,X, D
we ona degisli caklendirmeler ulgamy berlen bolsun:

a, X, +a,X, +..+a,X, <a
a, X, +8pX, +.t+3,y,X, <8,

(2)

A X, Fa,,X, .. +a,, X, <a,
bu yerde X, X,,...,X, onlmlerin gornusleri; Py, Pyy--oy P,
onumlerin bir birligini yerlesdirmegin bahalary islendik belli
hakyky sanlar (bahalar).
p; koeffisiyentler n  oOlgegli  yewklid ginisliginde baha
P(Py-» P,)  wektoryny, X; - 0ytgeyanler X(X;,...,X;)
wektory kesgitleyanligi Gcin z funksiya P baha wektory bilen
gOzlenyan X wektoryn skalyar kopeltmek hasyly gérnlsinde
Z=p-X

yaly hem anladylyp biliner. Bu funksiya maksatlayyn ya-da baha
funksiyasy — meselanin funksionaly diyip atlandyrylyar.

Ulgamdaky &;,d,,...,d,, — sanlar resurslaryn gornUslerini

atiladyarlar; & — ykdysady-tehnologik koeffisiyent bolup j 6ntimi
ondirmekde sarp edilyan i gornlsli resursy kesgitleyér.
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85. Kwadrat programmirleme meselesi we onun matematiki
modeli

Kesgitleme 1. X;,X,,...,X, nabellilere gorda kwadrat goérntsli

diylip, ol ndbellilere gorésan funksiyasyna aydylyar we asakdaky
gOrnusde yazylyar.

F(X) = Cpx % +CoX X, + CaXXs + ... + Co X, X, +
n n

+CpXoXp 0= D D" XXy,

k=1 j=1

Kesgitleme 2. F(x) kwadrat gornus onyn dal diylip aydylyar, eger
islendik x,,X,,...,x, saylanan nabellilerin bahasy (¢in hemme
nabellilerin bahasy bir pursatyn 6ziinde 0-a den daldir.

Teorema. Kwadrat gornls gubercek funksiya bolyar, eger ol
onyn yarym kesgitlenen bolsa we oyuk funksiya bolyar, eger ol
onyn dal yarym mesele bolsa.

Kesgitleme: F(x) funksiyanyn bahasynyn max hem-de min

bahasyny kesgitlemekden duryar, eger ol asakdaky sertleri yerine
yetiryan bolsa:

f(x)=zn"djxj +iicijkxj @

k=1 j=1
Z;aijxj <h, (2)
j=
X; 20 3)
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wektor bar bolup, y’>0 bolsa, (X,,Y,)-Lagranzys
funksiyasynyr eyer nokatlary bolsa.

Eger f(x), g(x) funksiyalar Gzniksiz differensirlenyan bolsalar
onda teorema 2 analitik anlatmalar bilen doldurylan bolmagy
mimkin, ol bolsa 6z gezeginde LagranZyn funksiyasynyn
(X,,Y,) nokatlarda eyer nokatlaryn bolmagyny Kkesgitlenen
hdkmany sertidir hem yeterlikdir.

Lo <o (j=1n) (6)
6xj
o0y
Xj8_><j_0 (7
x; 20 (j=1n) (8)
oL . —
—2>0(i =1, 9
&, (i=1m) 9)
oL,
Yia_i_o (10)
y’>0 (i=1m) (11)
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Cyzykly  maksatnamalasdyrma  umumy  goylusda
a,ad,,...,a, caklendirmeler bilen alynyar. Emma ykdysady
meseleler ¢oziilende Uytgeyénlere

x>0 (3)
sert goyulyar. Seyle hem bolsa meseleler ¢dziilende Uytgeyénler
otrisatel bahany hem alyp bilerler.

(1), (2), (3) sertler bilen kesgitlenyan mesela ¢yzykly
maksatnamalasdyrmanyn meselesi, formulalara bolsa ol meselanin
modeli diyilyar.

Bizin esasy meseldamiz Z funksionala min ya-da max baha
beryan we (2) defsizlikleri yerine yetiryan X(X,...,X,) wektory
kesgitlemekden ybaratdyr.

Densiliklerin (2) ulgamy E" ginisliginde Q gubercek
kdpgranlygy kesgitleydr we ol kopgranlygyn bir depesinde Z
funksional minimum ya-da maximum baha eye bolyar.

Eger-de bu kdpgranlyk bos bolsa, yagny bir nokady hem
0zlinde saklamasa, onda meselanin ¢oziwi yok.

Eger-de bu kdpgranlyk bos bolmasa we dine bir nokatdan
durmayan bolsa, onda bu kopliik (2) serti kanagatlandyryar we Z
funksionaly belli bir baha eye edyan nokatlaryn tikeniksiz
sanysyny Ozunde saklayar. Olaryn igcinden Z funksionalyin min
ya-da max bahasyny Kkesgitleydn nokadyny tapmaly Z
funksionalyn min we max bahalarynyn bu képlugin aragéklerinde
kesgitleyanligi tgin éntmleri ulanyp bolmayar). Bu yagday hem
bize kopgranlygyn hemme nokatlaryny optimallyga derineman,
eysem dine onun depelerinde bu isi yerine yetirmage mimkingilik
beryar.

Seylelikde simpleks usul bilen meseléni ¢ozmekligin esasy
ideyasy asakdakydan ybaratdyr: kopgranlygyn haysy hem bolsa
bir depesini alyp ondan bize gerek bolan depé cenli gidyaris.
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- Optimmal

/ depe

EBaglangyy
depe

Bu ideyany amala asyrmak ucin baslangy¢c depéni
almaklygy 6wrenmeli, somnra ondan baslap depeden-depd gecip,
her gezek optimuma yakynlagsmagyn usulyetini tapmaly.

Ilki bilen (2) ulgamdaky her bir densizligi -1 sana
kopeldip, olaryn garsylykly alamatyny alarys. Azat agzalary
densizligin ¢ep bblegine gecirip, olary y; bilen belgilalin:

Tablisa 1
X1 | X2 Xn |1
V1= | a1 | d12 s din a1
Vo= | @21 | d s d2n a2
Ym= | Am1 | m2 . dmnm | @m
Z= | -p1 | -p2 e | -pPn |0

Bu tablisada ¢yzykly maksatnamalasdyrma baslangy¢ meselesinin
hemme sertleri yerlesdirilendir. Eger-de X; Uytgeyanlere X; = 0
sertler goyulan bolsa, onda sonraky isleri 1-nji tablisa bilen
baslamaly. Eger-de X; ululyklara otrisatel bolmazlyk sert
goyulmadyk bolsa, onda 1-nji tablisa 2-nji tablisa 6zgerdilyar.
Goy, X;-ler Ggin X; 20 sert goyulmadyk bolsun we (2)

ulgamda m>n hem-de denlemani (c’:lij )ma Matrisasynyii rangy n
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Netije. (10-12)-& gubercekligi ya-da oyuklygy dine g,(x) gora,
hacan f(x) bilen, g,(x) funksiyalar bir wagtyn 06ziinde oyuk hem-
de gubercek bolmasa.

Teoremal. islendik lokal max(min) glbercek programmirleméanisn
meselesi bolsa onda ol sol bir wagtyz 6ziinde global hem bolyar.
Teoremanyr subudy gubercekligiz hem oyuklygys Usti bilen
yonekeyje subut edilyar.

Kesgitleme 5: (1-3) programmirleménin meselesinde Lagranzyn
funksiyasy diylip, asakdaky funksiya aydylyar:

(X, Xy oo X Yio Yoo Yo ) = F (X Xy, X)) +

+Zyi[bi =0 (X, X000 X,)]
i=1
Nirede y,,Y,,.... ¥, - Lagranzyn kopeldijisi.
Kesgitleme 6: (X,,Y,)= (X, X3,-, X0, Y., Ys,.-, Yo) NOKatlara

Lagranzyn funksiyasynyi eyer nokatlary diyilyar.

L(Xys Xgreer X Vi s Yo oo V) S LOXC X3 0o X0, V1 4 Vg e Vi) <

< LG X X Yo Yo Vo)
Eger asakdaky sertler yerine yetyan bolsa:
X; 20 we vy, >0 (j=1n),(i=1m)
Teorema 2. (Kun-Tekkeir) (10-12) dgin mumkin bolan (rugsat
edilen) coziwlerin kopligin kadalasdyrma hésiyetine eye bolyan

bolsa, onda X, = x_,x2,...,x] nokatlarys; optimal nokatlar bolyar,
yagny optimal meyilnamasy bolyar, hagan Y, =Yy ,y5,.. Yo
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84. Gubercek programmirlemanin meselesi

Goy, bize c¢yzykly dal programmirleménin meselesi berlen
bolsun, yagny

f (X, X5,..,X,) = max(min) @
g, (X, X5, X, ) <b (I=1Lm) (2)
X; 20 3)

Bu meseléni ¢dzmek tgin belli bir yol yokdur.yone f(x), g(x)-
gosmaga caklendirmeler gosulyp, birndce denlemeler synpyna
gOré orén onat ¢ozmek bolyar. Meselem, f(x) funksiya gubercek
we ¢Oziwi bar bolan yaylasy gubercekdir (oyukdyr).

Kesgitlemel: x gibercek kopliikde berlen f(x)-glbercek diyilyar,
eger islendik nokatlar sol x-dan bolup, islendik A (cin asakdaky
gatnasyk yerine yetyén bolsa

0<21<L)
fIAX, + X -A)x ] <A (X,) +(Q-A4) f(x) 4

Kesgitleme2: Eger x glbercek koplikde berlen f(x) funksiya oyuk

......

asakdaky gatnasyk yerine yetyan bolsa, (0 <A1 <1)
fFIAX, + (- A)x]= Af (X,)+(@—-A) F(x) (5)

Kesgitleme3: (1-3) denligin mimkin bolan (rugsat edilen) ¢cozlwi

......

yeke-tak x, nokat bar bolup, mimkin bolan yaylasyna degisli
bolsa we g;(x)<b, densizligi yerine yetydn bolsa, onda ol
kadalasdyrylandyr.

Kesgitleme4: (10-12)-& gubercek meselesi diylip aydylyar, eger
f(x) funksiya anyk (gubercek), g(x) tersine guibercek (oyuk) bolsa.
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bolsun. Onda n — yzygiderlikli &dimin kémegi bilen 1-nji tablisa
1a tablisa 6zgerdiler (yokarky setire n sany y; —leri gegireris).

Tablisa 1la
-Y1 -Y2 -Yn 1
X1= b11 b1, bin by
Xn= Bnl bn2 bnn bn
Yn+1= Pn+a | Pnrig | ... Pn+in | Pt
Ym= Dm1 Dm2 Dmn bm
/= o 02 On Q

Bu tablisada ¢epde n sany x-ler, (m-n) sany y-ler, yokarda bolsa n
sany y-ler yerleser. Z setir hem 6zgerer: taze g koeffisiyentler we
Q azat agza emele geler.

la tablisada yokarda n setiri alyp y-lerin Usti bilen anladarys:

X = _bllyl _b12y2 _"'_blnyn +b1;
X, = _b21Y1 _b22Y2 _---_bann + bz;

(4)

Eger-de y —lerin bahasyny hasaplap, olary (4) ulgamda
ornuna goysak, onda x —lerin g6zlenyan bahalaryny alarys. Sonun
ucin hem tablisanyn bu bolegi meseléanin ¢Ozlwinin sonunda
peydalanylyar. Yokardaky n setiri 1la tablisadan ayyrsak 2-nji
tablisany alarys:
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Tablisa 2

_yl . _yJ vas _ys cas _yn 1
Yn+1= | Dns1g | ... bn+1,j Pn+is | . Pn+in | Dnsa
Yi—= bil bij bis bin bi
yr: br]_ er brs brn br
ym: bm]_ e bmJ e bms e bmn bm
= o | Os On Q

Bu tablisada ¢yzykly maksatnamalasdyrma meselesi tdze gorniisde
alynyar:

Z:qul_qzyz_---_ann"‘Q (%)

funksiya we c¢édklendirmelerin ulgamyndan szgerdilip alynan
densizliklerin ulgamy alynyar:

(6)

(i=n+1ln+2,...,m)
y,>0,y,>0,.,y, >0

Yy =0y =0y, == by, +0 2 0}

Seylelikde (6) sertleri kanagatlandyryan we (5) funksiya min
(ya-da max) bahany beryan y-lerinn (Y;, Y,,-- Y,) toplumyny

tapmak talap edilyar. Ahli m —lerden n sany y-leri kesgitlemek
gerek bolyar, galan m-n sany y—ler énkuleri ¢yzykly baglydyrlar.

Meselanin bu taze gornise getirilisinin sebabi Y;

uytgeyanler Ggin otrisatel bolmazlyk sertin alynmagydyr,
baslangy¢ y —ler lcin bolsa bu sert aydylmadykdyr.
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2) Nabellilerden x we L kopeldijilerden A, hususy énumleri

alyp, o-a denlap almaly;

3) Emele gelen (8-9) cozlp, tapylan nokatlaryn meselénin
ekstremumyny kesgitlemeli. Tapylan nokatlaryn iginden
max(min) nokatlary kesgitlap, optimal ¢oztiwini tapmaly.

Bellik:Lagranzyn kopeldiji usulyny hacan
f (X, X5,...,X,) = max(min)

9;(X, %, X, ) <b (i=1m)

yagny nabellilerin, baglanysyk hésiyeti serti densizlik bolanda
maksat funksiyany f(x) hi¢c hili sertsiz ekstremumyny
kesgitleyaris, sonar bolsa 0-a denldp hususy énumine gora onun
nokatlaryny kesgitlap solaryn iginden g(x) g(x)<b koordinatalary
tapyp, sonra

iga_gzo, k=1n
oX, OX,

g(x)=b

Yokardaky serti kanagatlandyryan nokatlary kesgitleyaris.
Denlemani kanagatlandyryan nokatlary tapyp, g(x)<b bolsa, sol
densizligi kanagatlandyryan edil sertsiz ekstremumy tapylysy
yaly, sonky densizlige goré tapylan nokatlary derinemeli.
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83. Lagranzyi kopeldiji usuly

Goy, bize c¢yzykly dal programmirlemédnin esasy meselesinin
gornusi berlen bolsun:

f (X, X, ,0.., X, ) = max(min) 1)
gi(xlixzv-'ﬁa):bi (i=l,_m) (2)
X;20(j=1Ln) 3

Bu meselé&nin ¢ozlwini kesgitlemek Ggin tadze nabelliler girizelin:
Ay Ay, Ay . Girizilen ndbellilere Lagranzyn kopeldijileri diyilyar,
onda ol ndbellileri kdpeldip, alynan funksiya bolsa Lagranzyn
funksiyasy diyilyar.

FOG X Xy A A A ) = T (X X0 Xy ) +

+Zﬂ’i'[bi_gi(XUXZ""’Xn)] (4)
i=1

Egerde biz LagranZzyn funksiyasynda degislilikde  hususy

ontmleri kesgitlesek onda biz (n+m) sany denlemeler ulgamyny
alarys:

oF _ L, 09,
8x ax .Z_lll' B ©
:Zm:[bi —gi(xl,xz,...,xn)]zo (6)

i=1

Emele gelen (n+m) nabellilerden durian islendik sistemanyn (5-6)
cOzilisini kesgitlesek, onda f(x) funksiyanyn f(x;,X,,...,X,)
cozulisi LagranZyn usuly bilen optimal ¢6zlwi bolyar. Lagranzyn
kdpeldijisininn usuly bu optimal ¢oziwi bolyar. L kdpeldijisinin
usuly bilen ekstremal nokatlary kesgitlemek asakdaky punktlardan
duryar.

1) Lagranzyn funksiyasyny dizmeli;
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111 Bap. Cyzykly programmirlemanii ikileyin we ulag
meselesi

81. Cyzykly programmirlemanii ikileyin meselesi we onun
matematiki modeli

Bize belli bolsy yaly islendik kdrhana dniim oéndurmek Ggin
6zline gerek bolan serisdeleri Upjln edyar. Sofira sonun esasynda
dirli gornusli 6ntmleri ondrip, gerek bolan ya-da soralyan
islegleri kanagatlandyryar,

Biz yokarda bu meseld goré ¢yzykly programmirleménin esasy
gornusine seredipdik. Ol degislilikde,

max
z= \_' s xj,,.<

1)

Seyle hem céaklendirmeler ulgamy'
Z a;X; <b (2)
X; 20 3

Yagny bar bolan m sany serisdanin esasynda n diirli éniimi
ondirip cykarmaly diyen ¢yzykly programmirlemanin meselesinin
umumy modeli.

Birndce yagdaylaryn esasynda karhana &ndirmeli bu
onumleri 6ndirman, 6ziinde bar bolan serisdeleri yokary bahada
basga bir karhana yerlesdirip edil énimin ondurilip ¢ykarylan
bahasyny talap edyar. 2-nji kdrhana bolsa, bu serisdeleri mimkin
boldugyca arzan almak isleyar.

Ykdysady tarapdan seredeninde cyzykly
programmirleméaniin esasy meselesi, hojalygy
meyilnamalasdyrmakdan duryandyr. Hojalykda a;, az, ..., an

serisdeleri bolsun. Olary onda n-dirli onimi g¢ykarmak wgin
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ulanmaly. Her gornisin 6niminiin X1, Xz, ..., X, ondurijiligin
gowrumini kesgitlemeli. Sunlukda 6niimin umumy bahasy
Z:pl Xot+Pp2 Xot+...+Pn Xn (4)

maksimal bolmaly. Caklendirmeler ulgamy

A, X +a,X, +.. 3, X, <
8y X + 85X, +.t 8y X, £, (5)

A, X +a,X, ot a,, X, <4,

mn-'n

Bu vyerde p; j-nji onimin birlik bahasy, ai-ykdysady
tehnologiki koeffisiyent i-nji serisdanin ulanmak bilen j-nji 6nimi
6ndurmekligin normasy.

Ykdysady many boyunca ahli n&belliler otrisatel dal.

X; >0, j=Ln (6)

]

Indi bolsa basdaky mesele boyunca basga ykdysady meselé
seredelin. Mysal Ggin, haysy hem bolsa bir kdrhana satyn almakcgy
bolyar, hojalykda bar bolan &hli serisdeleri. Bu u,,u,,...,u,

optimal bahalary kesgitlemek zerur, bu sertden ugur alyp:

1) Serigdelerin  umumy bahasyny satyn alyan edara
minimumlasdyrmaga ymtylyar;

2) Yone her bir serisde lgin hojalyga bolmanda onun tayyn
ontmi hokminde aljak girdejisini tdlemeli. Eger-de bolmanda
hojalyga serisdeleri satmasa girdejili bolyar, ol 06z
ondarijiligini gurnap biler;

3) w-serisdelern umumy bahasy ondurijilik bahasy bilen yuze
cykyar, olaryn bolan a; we basga bahalar u;

w=au, +a,u, +...+a,u, (7
Alnan bitewi funksiyany minimallasdyrmaly. Ikinji talap su

céklendirmelere  getiryar.  Birinji  6numin  birligine  a,;
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Emma ¢ (x)-in kicelmesi (3) sertlerin sygysmazlygyna
getirmeyar. Seylelikde, biz x” nokada minimum alynyandygyna
garsy geldik. X

Teorema 3. Eger (2-4) meselanin x lokal minimum nokadynda
{Vgo,(x*)},ie{l...,k}ul(x*)ER(X*) wektorlar ulgamy cyzykly
bagly dal bolsa, onda seyle gatnasyk adalatly:

Vo) + Y AVe(X)=0, 4 =0iel(x)

ieR(X")

Densizlikler gérntsli caklendirmelerin yagdayynda ,,Teorema 3*
ansat umumylasdyrylyar.
Teoreme 4. 2, =1i<0 ¢(X)<0 bolanda 1 =0;

i <0,¢,(x) =0 bolanda 4 =0 bolan kesgitli A~ = {Af }k tigin

i=—m

(8) detilemeler ulgamyny kanagatlandyryan x  nokadyii (2-4)

lokal minimum nokady bolmagy ug¢in L(X, /1*) = Z /1: ((Pi (X))

Lagranz funksiyanyi gessiyany x nokada poloZitel kesgitlenen
matrisa bolmagy yeterlik. Glbercek programmirlemanin
meselesinin yagdayy Uc¢in minimumyn yeterli we zerur sertleri
hakyndaky subut eden teoremalarymyz indiki paragrafda subut
ediljek Kun-Takker teoremada has i¢gin seredilyar.
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Y=(Y_ e yjll);ﬂ, = (Aﬁm,...,ﬂtl,kﬂo,ﬂ.l,...,ﬂ,k).
L(x,y,4) = _z}'i[(pi(x) +y/ 1+ Z}ﬁ(Pi(X)-

k
oL _ 24%:0,j=1,...,n. (8)
OX; im  OX;
ﬁzz&yizo,lz—m,.., 1
Y,

Hemme i Ugin, -m<=i<=-1, ya-da y;=0 ya-da A1;=0. y;=0 bolyan
i indekslerin 1(x) koplugine garaly, yagny iel(x) bolanda x
nokada ¢ (x)=0. (5-7) mesele Gcin minimumyn zerur sertleri
asakdaky mesele icin minimumyn zerur sertleri bilen den geler :
iefl,...kjul(x") dgin ?(x)=0 caklendirmede mingo(x). Goy,
X* lokal minimumyn nokady bolsun. Eger
Vo.(X}iedl...k}ul(x) wektorlaryn ulgamy ¢yzykly bagly
dal bolsa, onda A4, =1 bolanda ie1(x") Ugin otrisatel dal A, - leri
almalydygyny gorkezelin. Hakykatdan hem, goy iel(x")igin
A <0, bolsun {V(x")} ortogonal bolan we seyle bir (V¢;,77)<0
gcin n ugry saylap alaly, bu yerde i-i - den basga
{L...,.k}uU (X)) hemme bahalary kabul edyar. Onda su ugur
boyunca sismede ¢,(x) we sol bir wagtda ¢.(x) Kkicelyar.
Dogrudanda

(VL(X)m) = { }Z/lj(Vﬁoi(X*),n)+(V¢o(X*),n)+
iefl,.. kU ("))
+ 2 (A (X)) = (Voo (X)) + 2 (Vo (x7),17) = 0

we <0 sebépli (Ag,(x’),n)<0.

228

harajatlamayan, birinji serisdénin birliginin u; bahasy bilen, a,,
ikinji serigdanin birliginin uy bilen we s.m., un m serisd&nin amn
bahasy bilen. Ahli serisdeleriii bahasy 1,2,...,m 6niiminia birliginis
ondurijiligine gidip, su asakdaka den bolar:

a,u +a,u, +...+a u. = p,.

Suna menzeslikde pikir yoretsek, 2-nji, 3-nji we s.m. éniimin
gornlgleri Ugin getirip bolar. Netijede densizliklerin toparyny
alyarys

a,u +a,u, +...+a,u, = pp,
a;,u, +a,u, +...+a,u, = p,, (8)

Uy +a,,Uy +..c+a, U, > P,

Ykdysady many boyunca gozlenilyan bahalar otrisatel dal:

u, 20,u, 20,...,u, >0, 9)

m

Densizliklerin umumylygy (8), (9) we meselelerin sistemasyny
emele getiryar.
Matematiki formulany denesdirelin (1)-(3) formulasy bilen birinji
mesele (4)-(6) ikinji.

1) Bir meselanin nabellilerinini sany beyleki densizliklerin
sanyna dendir.

2) Céklendirilmeler ulgamynyn koeffisiyentinin matrisalary
birinin beylekisinden transponirlemegi bilen bolyar.

3) Densizlikler ulgamynda c¢éklendirmlerin gapma-garsy
manylary bar. (<calysyar >) né&bellilerinn otrisatel dalligi
bolsa saklanyar.

4) Céklendirmeler ulgamynyn erkin agzalary bir meselaninki
beylekinin ~ funksionalynyn koeffisiyenti bolyar,
funksionalyn koefisiyenti bolsa c¢éklendirmelerin erkin
agzasyna Owrulyarler.
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5) Bir meselede funksional maksimumlasyar, beylekide
minimallagyar. Cyzykly programmirlemegin meselesini
gorkezilen héasiyetlere eye bolan 6zara ikileyinlik diyilyér.
Olaryn biri esasy ya-da goni bolup duryar, beyleki ona

catrymly ya-da ikileyin. Goni mesele diyip biz birinjini hasap
ederis. GOni meselanin caklendirmeler ulgamyna gosmaca
nabellileri y; girizmeli we su asakdaky gorniisde alarys:

Y1 = —apX —apX, oA X, ey 2 0’
Yo =8y X — ApX, —..— 8 X, +a, 2 0’ (10)
y A X —a,,X -a,.X,+a,>0

IKileyin meselede gosmaca nabellileri v; (y) Usti bilen
bellaris:

v, =a,u, + a,u,+..+a,u. —p, =0,
V, =a,,U;, +a,U, +...+a.,U. —p, =0, 11)

v, =a,u +a,u,+...+a. .U, —p,=0.

Zordan jedweline goni meselani alyarys.

Tablisa 1
Goni
mesel | -X; | -Xz e | Xp |1
e
Y1 din | d12 din a1
Y2 d1 | d2 d2n a2
Ym dmi | dm2 dmn | dm
/= -p1 | -p2 . |-pn |0

Sebabi ikileyin mesele sol bir 6nki berilenler boyunca
formirlenen, ony sol bir jedwelde girizip bolyar. (4), (5), (8)
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%= (X'+17) = L(X +77Jb) 0 (X) + (Vg (X) +
+Z%V¢&)UH-(HWMUﬁwﬁ+%MD

i=1
(H ()

polozitel kesgitlenen matrisa bolany sebapli,

VL(X')=0

* * 1
@AX+U%W%U)ZEm%F+MMﬁ

bu yerde m>0 (H (x") matrisanyi minimal hususy sany. Bu

L(x,A7)
yerden teoremanyn subudy gelip ¢ykyar. Indi kabir
caklendirmelerin  densizlikler gornisinde berilydn yagdaya
gecelin.

0.(x) =0,i =1,...k; 2)
¢.(X)<0,i=-m,..-1 (3)
caklendirmelerde
min ¢, (X) (4)

tapmaly. Tdze y.m, ...,y Uytgeyéan ululyklary girizyaris we (19-
21) meseldni seyle yazyarys:

o;(x)=0,i=1...k; (5)

9,00+ Y =0i=-m,.-1 (6)
caklendirmede: _

min ¢, (x) (7)

tapmaly. LagranZz umumylasdyrylan dizginine layyklykda
L(x,y,4) Lagranz funksiyasyny we (1) gorniisli detilemeleri
yazarys. Bu yerde:
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biz ¢, (x), v=01..k funksiyalaryn 2 gezek Uznuksiz

T

bolmagyny talap etmeli:

o°L, « o’L , .« 0Q, , =« 0P, , »
a_xf(x (h),/"t(h))---axlaxn (x (), A(h)) a—xl(X (h))---a—xl(X (h)
S
oL, . oL, « 0Q, , 0P
X 0x. O (), A())...—7—(x (), A()) a—xn(X (h))... ox, (x*(h)
90y ). 2P (i
Lo e
i aqok ..... i 2 qu ..... i
a—xl(X (h))---a—xn(X (h)

nxn olcegli matrisanyn merkezi blogy x-e bagly bolan funksiya
gornusinde seredilydn L(x,A) LagranZz funksiyanyn gessiyany
bilen layyk gelyér. Bu gessiyan minimumyn yeterlik nysanlarynda
esasy rol oynayar. Indiki teorema adalatly:

Teorema 2. (Sertli lokal minimumysn yeterlik serti). Kesgitli

{fi}ikzlzf bahalarynda we 2 gezek Uznlksiz differensirlenyan

fo(x) funksiyalaryn (v=01,...,k) bahalarynda (1) desilemeler
ulgamyny kanagatlandyryan X~ nokadys lokal minimumysi
nokady bolmagy Ggin L .(x)=L(X, A) funksiyany/i X" nokatdaky
gessiyanynyr poloZitel kesgitlenen matrisa bolmagy yeterlikdir.
Subudy: My koplikde ¢,(x)=L(x,A) we hususy yagdayda
0,(X) =L(x,A) deiilik adalatly. X nokadyi etrabynda L(x, i*)
funksiyany 2-nji tertipli Kiciler takyklykda dagydaly. Goy,
X +n €M, bolsun. Alarys:
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anlatmalary dernemek bilen bu maksat Ugin ikileleyin
meselelerin garassyz u; nébellilerini setir bilen yazmaly dél-de,
topbak edip yazmaly. Her topragyn jedwelinin esasy boleginin
yokarsynda bolsa mahsus bolan ikileyin  meselénin v;
nabellilerini goyaly, erkin agzalaryn topbagyny bolsa w
funksionala gecirelin. Topbakda in sonky kletkada garassyz
nabelliler birlige goyyarys (jedwel z). Sonda ikileyin mesele
jedweli su asakdaky yaly okalyar:

Tablisa 2
Ikileyin Vi= Vo= V= w=
mesele -
Goni
-X -X -X 1
mesele ! 2 n
u _
! y1= a1t aio . ain ai
u _
2 Yo= do1 a2 . don dz
Um _
Ym— am1 am? v Amn am
1 _
/= 'pl -p2 - 'pn 0

Topbagyn yokarsynda duryan koeffisiyentin topbagynyn
onunmlerinin  summasyna dendir, cepde duryan topbakdaky
uytgeyjilere mahsus bolan. Bu c¢dklendirmelere hem bitewi
funksiyalara degislidir.

Su hili jedwelde iki hili mesele yazylan-esasy hem ikileyin,
seyle hem ikileyin diyilyar.
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Tablisa3
Ikileyin V1= Un= V= w=
mesele Goni
-X - -X 1
mesele ! y2 n
a,
Uz y1= b11 - b1n b1
amZ
_ ay,
Uy Yo= D21 ban b,
a‘m2
_ a‘ml 1 a‘mn a‘m
/) Xo=
a‘m2 a‘m2 amZ a‘m2
P,
1 Z= 01 - Qn Q
a‘m2
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giman edelin. Goy, F(h) — Z, meselanii minimum nokadynda
funksiyanyn bahasy bolsun. Onda

F(h) =(po(x*(h))m(h)[(pl(x*(h))+h]+ZAi (e, (X" ());
(h ),

=Y e (h))+21. (¢ () |

d/ll(h ) )

[, (X" (hy)) + ]+ 4, (g )+Z @ (X" (1)) = 4, (hy)
bu yerde ho — kébir 0 etrapda erkln nokat. Seylelikde
?j—i(O):Al(O):Al. Yokarda getirilenlerden biz indiki netijani
cykaryp bileris. Eger ¢.(x)—h, i1=1...k céklendirmelerde

min @,(X)  meselanin  funksiyasynyii optimal  bahasy
denliklerin  (h={h,,...,hy} wektoryn) sag boleginden alnan
F(hy,...,hy)  differensirlenydan  funksiya bolsa onda bu
funksiyanyﬁﬁz{ﬁl,...,ﬁk} nokatdaky gradiyenti LagranZ
kopeldijileriti {4,(n),..., 4 ()} wektory bilen deii gelyar. Haysy
yagdayda teoremanyn sertleri yerine yetirilyar?

A, h),.... A (h)} we Xx'(h) baglylykda — asakdaky dednlemeler
ulgamyny kanagatlandyryan anyk dal funksiyalardyr:

% (x)+zx ;X”' ()=0;j=1, 1)
¢,(x)+h Z0ii=1... k.

Anyk dal funksiyalar baradaky teorema esasynda berlen nokada
anyk dal funksiya boyunca oOnimlerin bar bolmagy (cin
denlemelerin ¢ep bdleginin hemme Uytgeyan ululyklary boyunca
Uznliksiz ~ differensirlenmegi  we baglanysdyryan (ytgeyén
ululuklary boyunca yakobiyan noldan tapawutly bolmagy zerur.
Seylelik bilen, (1) — in formal differensirlenme mumkingiligi Ggin
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82. Cyzykly dal programmirlemede Lagranjyn
kopeldijilerinin umumylasdyrylan dizguni

Teoremal. Eger ¢,(x) funksiyanyn ¢.(x) =0 giperustun
kesismesinde x”minimum (maksimum) nokady bolsa, E,-de
ov(X) Uzniksiz differensirlenyén funksiyalar, v=0,1,...,k, onda

k
> AV, (x)=0

v=0

kanagatlandyryan ahlisi nola den bolmadyk 3«0 ) 11,---, lk

_ A
sanlar bardyr. Eger x, = 0 bolsa onda Ai = l_l ululyklara
0

......

k
L(x, 4 )=o)+ D AB ()
i=1

funksiya LagranZ funksiyasy diyilyar. Mo yaylasynda Lagranz
funksiyanyn bahasy ¢o(x)-in bahasy bilen den gelyar. Z, meselanin
masgalasyna garaly:

min ¢, (X),

o, (x)+h=0,

o, (x)=0;1=2,...,k,

Zo, mesele bilen x den gelyar. Z, mesele Lagranzyn kopeldijilerine

e*ye diyip, seyle hem A(h) Lagranz kopeldijileri we z, meselanin
x (h) ¢ozuwi ké&bir O etrapda h boyunca differensirlenyén diyip
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82. Cyzykly programmirlemanii ikileyin meselesinii optimal
¢ozilisi barada teoremalar

Teorema 1. Eger ikileyin meselelerinden birinizz optimal
cozgudi bar bolsa, onda onusi beylekisinizz hem ekstremal
anlatmalary olarys funksionaly gabat gelydr. max z = min w.

Eger-de bir meselede funksional ¢aklendirilmedik bolsa,
onda ora ikileyin mesele gapma-garsydyr.

Subudy. Ikileyin tablisa goni we ikileyin meselé&ni yazalyn
we modifisirlenen Zordan ayyrmalarynyn adimini edelin, ta goni
meseldnin optimal meyilnamasyny alyancak. Netijede Dbirinji
tablisa geleris, onda bj-nin &hli erkin agzalary we z setirin ahli
koeffisiyentini g; otrisatel dal b, >0, g; > 0; meyilnama

Yi=... Ys=Xs+1=...=%X,=0 optimal z=Q maksimal
anlatmasy.
Tablisa 1
o U= | ... | Us= v Tl ove= | w=
Ikileyi ! s st
n Goni
mesele | mesel | -y1 | ...| -Ys | Xs+1 | 7| “Xn 1
e )
Vi X1 P11 [ .. ]| Dis | Diges | 7| bin | b1
Vs Xs bs1 e Dss bs,s+1 - bsn bs
bs+1, bs+1, bs+1,s+ - bs+1, bs+
Us+1 Ys+1
1 S 1 n 1
Um Ym Bm1 Brms bm,s+1 N Bmn Bm
1 = i | .- | Os Os+1 h On Q
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Indi bolsa ikileyin meseld yizlenelin. Ona degisli
nabellileri nola denlélin, topbagyn ¢epinde duryanlar.

Vi=...=Vs=Us+1=...Un=0.
Onda yokarky bas setirdéki tytgeyjilere den bolar.

U1=0qz,..., Us=(s, Vs+1=(s+1... Va=0n

gi ahli koeffisiyentlerinin otrisatel daldigi sebapli su hili
meyilnama bolup biler. Ikileyin meselede garassyz lytgeyjilerin
nula dedlesdirilen. Yagny bu meyilnama (opornyy) berk,
geometrik cozgitlerin koptaraplylygynyn depesini gorkezyar.
Sunun yaly meyilnamalaryn i¢inde optimalyny gézlemeli.
1-nji tablisadan ikileyin meseldanin funksionalyny yazyp
alalyn:

W:b]_V]_+ s +bs Vs+bs+1 LI5+1. . +mem+Q

1-nji tablisada erkin agzalaryn otrisatel déaldigi alnypdyr. b;>0
v we u Uytgeyjiler bolsa ikileyin meselanin manysy boyunca
otrisatel dal bis vi we bjs u; gornuslerin ugasmalary otrisatel dal we
olaryn ahli jemi

bivi+---+bSVS+bS+1 Us+1t+...+ bm Um

dirli goyberilydan meyilnama Gcin otrisatel dél. Bu jem erkin Q
agzasyna gosulyar we w minimumy gazanmak dcin mimkin
boldugyca azaltmaly. Otrisatel dal sanlaryn icinde in azy nul.
Bizi gyzyklandyryan jem nula den bolar yaly her bir gosmacalara
giryan v we u Uytgeyjileri denlesdirmek yeterlikdir.

Seylelikde, ikileyin meselanin meyilnamasy 1-nji tablisadan
alnyp gyraky Uytgeyan nula detniesdirmek arkaly ol funksionala
minimumy beryar, ol optimal. Eger-de bj-ninn erkin agzalarynyn
arasynda nul bar bolsa, onda ona gabat gelyan gyraky lytgeyjiler
nuldan ulaldylyp biliner, belli bir anlatma ¢enli we funksionalyn
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seredeli. Bu funksiya Uznuksiz differensirlenyan we t=0 bolanda
minimuma  6wrllyar.  Minimumyn  zerur sertinde  (6)-y
kanagatlandyryan erkin

OX;

ot

oD, oD, , .. OX;
= X")- 0)=0,1=1....n—k,
o, ,Z:; 8xj () o, ©

ucin

gelip ¢ykyar. Bu yerden:

0P, , « K
X)=>» A
& 00 Z:,

J
ya-da wektor formulada:

Vo, (xX) =D AV, (X)
™

0P ("), j=1...n
OX;

kanagatlandyryan ﬂi,---,ﬂk tapyljakdygy gelip ¢cykyar. Bu
Logranz kopeldijilerinia belli diizginidir. Ol vV, (x)},

wektorlaryn ¢yzykly bagly délligi esasynda subut edilen. Eger
seyle bolmasa, onda

3 AV () =0 ®)

i=1

kanagatlandyryan &hlisi nola den bolmadyk ﬂq,---,ﬂk bardyr.
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tapmaly. Mo bilen (5) kanagatlandyryan nokatlaryn toplumyny
belgileyaris. Goy, ¢,(x),0<v <k Uznlksiz differensirlenyéan X -
minimum nokady , k<=n,

j=1,..,n

o0p; , .
— (X
o )

matrisanyii rangy k deii bolsun. Onda My kdépgorniislilik x"
nokadyn etrabynda anyk dal funksiyalar hakyndaky teorema
layyklykda asakdaky gorniisde bolup biler.
X3 :XJ(tl,...,tn-k),
bu yerde
Xj(tl,...,tn-k)
Uznuksiz differensirlenyén funksiyalar we

X3 =x5(0,...,0), (j=1,....n)
bolyandygyny hasap etmek bolar.
X3= XJ(t]_,...,tn.k)

Ucin anlatmany (5)-de goyaly.
D, (t,,...t )= (X(t,,....t. ) =0;

X(ty oot ) = 6 (et Yoo X, (s )}
bu yerden

0D, <09+ O i=1,...k;
| — | X . | 0 :0’ _) Ky
o, "o o © ek )

sonra
Do (ty,...t ) =@ (X(t,,....t )
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ululygy we yagdayda Uytgemeyar. Bu yagdayda ikileyin meselede
optimal meyilnamalar kdép we minimum we maksimum sol bir Q
erkin agzasyna den dolup duryar. Bu gutarnykly teoremanyn
birinji bolegini subut edyar.

Goy indi goni meselede z funksional ¢éklenen dal.

Algebraik bu anladyar, dayan¢ meyilnamayn 1-nji
tablisasynyn sutlnlerinin, topbaklaryn birinde bolmaly, s Gtunde gs
koeffisiyent otrisatel , beyleki koeffisiyentler bolsa poloZitel dél.

b, <0, i=1, 2, ..., m. Sltn s ¢ozgutli, yone onda aygytly |
element saylap bolmayar we meyilnamanyn gowulagmagy Ugin
hasabatdaky &dim etmek bolanok.

Ikileyin meselede yagdaya seredip gecelin. Munun Ugin us
Uytgeyjinin anlatmasyny yazalyn. Seyle sowsuz suttine bas bolyar,
gyraky uytgeyjilerin Ustlinden:

Us=Dis Va+...+Dss Vs+Ds11,5 Usr1+ ... +DmsUm+0s.

Bu anlatmanyn sag bdleginde v we u Uytgeyjileri otrisatel dal,
b koeffisiyenti z bolsa poloZzitel dél. Seyle ululyklaryn kopeltmesi,
yagny bis, vi ya-da bjs, u polozitel dél, seyle kopeltmegin jemi

b]_gV]_+ s +b33 Vg+bg+1]g U3+1+ s +bm3u mSO

Seyle hem bu jemi nula getirip bolyar, onun ¢in nula degisli v we
u Gytgeyjileri denlemeli.

Yone sonda hem Uytgeyji us otrisatel bolar, sebabi us=qs,
berilmegi poloZitel anlatmagy dine yagdayy yaramazlasdyryar.
Meselanin sertine gora bu Uytgeyjiler sol sanda Uytgeyjisi otrisatel
dal yokarky us Uytgeyjini alyp bolmayar:
s-ikileyin meseldnin c¢éklendirmeler sistemasynyn densizligi
kanagatlandyrmayar, sistema gapma-garsy, meselanin yolbererlik
¢ozgldi yok. Teorema doly subut edildi.

Eger-de gdni mesele gapma-garsy bolsa, onda ona ikileyin
cakli dal funksional bolmak hékman dal. Ol hem gapma-garsy
bolup biler.
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Mysal. Bu teoremany asakdaky yaly mysal bilen gérkezelin.
Goy, goni meseldnin gornlsi bar bolsun: funksiyanyn
maksimumyny tapmaly.
Z= 12X;+6X2-7X3
Su sertlerde

X+ X, — X3 <5,
2X, +4x, —5X, <12,
X, —3X, + X; <8,
2%, + 8X, — X; <11,
X;20, =123

Ikileyin mesele seyle formulalasdyrylyar: fuinksionalyn
minimumyny tapmaly

w=5u;+12u,+8uz+11u,
Céklendirilmelerde

U, +2u, +u, +2u, =12,
u, +4u, —3u, +8u, > 6,
—Uu, —5u, +uy;—u, =7,
u, >0, 1=1234.

Meselelerde gosmagca uytgeyjileri girizelin:
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IX Bap. Lagranjyn kopeldijileri we kwadrat programmirleme
meselesi

81. Lagranjyn kopeldijilerinii hasiyetleri

Goy, En-nolgegli yewklid ginisligi,
?;(X) =i (X,...,X,), i€ j-M c E,

bolek kdplukde kesgitlenen izniksiz funksiyalar bolsun. Adatca
biz ¢.(x) endiganlygyn belli bir sertlerini kanagatlandyryar,
meselem M kopligin hemme icki nokatlarynda Gzniksiz
differensirlenydr diyip giman ederis. Bu paragrafda ¢yzykly dél
programmirleménin  umumy meselesini asakdaky gornlsde
yazarys:

0,(X)<0;i=-m,...,.—1 (1)
0,(x) =01 =1,..k 2)
sertlerde
min g, (X) ®)
tapmaly.
M=E  ,m=0

yagdaya seredelifi. Y6nekey meselani alarys:

o, (X)=0,i=1..,k (4)
min ¢, (x) ©)
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z; dayang nokada seredelin J(O(z,)) <k onda induksiyanyin Y, = =X —X, +%X;+52>0,
mumkingciligi bilen: y, =—=2X; —4X, +5X%, +12>0,

k+1 k+1 Ys= =X +3X, —X+820
lezlgizl’zlgi:l’ B. >0 Y, =—2%X —8X, +X; +11>0
i=1 i=1
. Seylelikde
20 —grany nokatlar. w;
k+1 _ k+1 vV, =U,+2U,+U,+2u,-12>0
_ 1,1 1 _ 1 1 2 3 4 J
X_;ﬂiz  Bi 20’;_1 Vv, =u, +4u, -3u; +8u, —6>0,
i= i=

V, =—U, —5u, +u; —u, +7=>0.
teorema subut edildi.
IIki meseléni ikileyin tablisa yazalyn (2-nji tablisa) we
goni meselda modifisirlenen Zordan ayyrmasyndan iki adim etmeli,
optimumyny almak tgin (3-nji, 4-nji tablisa).

Tablisa 2
|k||e),/|n Vi= Vo= V3= W=
mesele | GOni
mesele | 4 X2 X | 1
Uy yi= 1 -11 5
Up o= | 2 4 5|12
_ 1 -3 1 8

us Ys3=
Us ye= | 2 8 1|1
1 = -12 -6 7 0
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Tablisa 3
|kl|eym U= Vo= V3= | W=
mesele Goni

mesele | Y1 e % |1
V1 X1= 1 1 -1 5
Uo Yo= -2 2 -3 2
Us V3= -1 -4 2 3
Ug Y4= -2 6 1
1 = 12 6 -5 60

Tablisa 4

Iklleyln U= Vo= UWUy= W=
mesele Goni

mesele | VX X2 V4 1
V1 X1= -1 7 1 6
Uz yo= -8 20 3 5
Us V3= 3 -16 -2 1
V3 X3= -2 6 1 1
1 = 2 36 5 65

4-nji tablisada yokarky tytgeyanleri goni meselanin nuluna

denlesdiryéris we onun optimal meyilnamasyny yazyp alarys:
X1=6, X2=0, X3=1, Zmax=65, Wnin=65.

Ikileyin mesele Gc¢in nula gyraky Uytgeyjileri denleyaris
we in sonky setirde tablisada yokarkylaryn ailatmasyny
okayarys. Esasy uytgeyjilerin optimal anlatmalary su asakdaky
yaly bolar:

U;=2, Uu=uz=0, us=5;

Munda funksionalyn anlatmasy minimal we goni
meselanin

Wnin=65 funksionalyn anlatmasyna den.
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810. Cyzykly dal programmirlemede gubergek
kopliukler teoremasy

Teoremal: x nokadyn w kdplugisn ahyrky nokady bolmaklygy tgin
X €W hokmany we yeterlik serti, x — nokat asakdaky gorniisde
yazmak bolmayar.

X=X +A—a)X,: X, X, eW; X, X, #X,
O<a<1; 1)

Subudy:

Goy x (1) gorniusde yazmak bolyan bolsun. Onda onun dayanjy
[x1,x2] 6zlinde ol kesimi saklayar, onda ol bolsa x nokadyn ahyrky
nokat daldigini gorkezyar. Hokmany subudy yerine yetdi. Yeterlik
bolsa w-nin induksiya mdcberi bilen subut edilyér. Mocberin x
nokatdaky dayanjy in bolmanda p(w) hacan p(w)>1 birlik
Kicidir. Eger x-icki nokat bolsa onda ony (1) gorniisde yazmak
bolyar, eger x — gyraky bolsa onda (1)-de yazmak bolmayar.
Teorema2: Glbercek yapyk kesgitlenen w koplikde V xew
glbercek kombinasiyasy gornisde p(w)+1 gezekden kop
bolmadyk w koplugiz ahyrky nokady gérniisde yazmak bolyar.
Subudy: Induksiyanyn Usti bilen gecgirmek bolyar. p(w)=1
teorema (¢in aydyn gorunyar. Hakykatdan

p(W) =k+1

subut edip bolyar. Goy xew, 2° gyraky nokat w. eger x=z°,
onda z° —dan x —(istiinden sohle gecirsek, onda ol w —nyii aragagini
z, nokatda kesip gecyar. X nokat z°, z; nokadyii arasyndan gecyar,
ol bolsa asakdaky gorniisde yazylyar:

Xx=a2’+(l-a)z;, 0<a<l
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Teorema3: Islendik icki xo nokat kesgitlenen yaylasy M gubergek
funksiya f(x) islendik ugur boyunca 6nimi bar bolmak 77. Bu
onum asakdaky formula boyunca hasaplanyp bolar.

f’ (x,)= max (V, n
n ( 0) VeG(Xo)( )
Hakyky funksiya seredelin.

u(t) = f(x +nt) = (%)

Teorema4: f(x) funksiya gubercek bolmaklygy Ugin E, hékman
we yeterlik ugur boyunca 6nim hemme nokatlarda bar bolsa 6zem
f, (x+1tn) manoton kemelmeyan funksiya t gora.
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Teorema 2. Eger-de meseléniz optimal ¢Ozgidi onur
caklendirilmesini densizlige Owiaryan bolsa, onda optimal
meyilnamada ikileyin meselede gabat gelyan ytgeyji nula der.

Eger-de optimal meyilnamayn haysyda bolsa bir
komponenti polozZitel bolsa, onda ikileyin meseldninn gabat
gelyén caklendirme onun optimal meyilnamasy bilen denlige
owralyar.

Su getirilen mysalda goni meselénin optimal meyilnamasy
ikinji gezek Ucunji sertlerini (Q) densizlige dwryar.

2:6+4-0-5-1<12

6-3-0+1<8.
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83. Cyzykly programmirlemanii ikileyin meselesinin simpleks
usuly bilen optimal ¢ozulisi

Goy, c¢yzykly programmirleme meselesi bar bolsun:
funksionalyn minimumyny tapmaly

1)
Céaklendirmeler yerine yetirilende:
Yi=ap X+t X et X et X, +ay 20,
Vi =X+t X, o F QX o+ X, +3; 20,
(2)

Vi =8muX oty X+ X .o+ a,,X, +a, 20,

mj N j ms s mn “*n

X; 20, j=12,.,n.

1-nji tablisada meseléni yazalyn. Meseldnin meyilnamasyny 6n
bolsy yaly, yokarky Uytgeyji nula denesdirmek bilen gyrakylary
bolsa erkin agzalary bilen. Bu funksionala degisli hem sonun Ggin
1-tablisada

z=P 3)
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Goy
a,0,20, o +a,=1

1-njini «, 2-njini a, kopeldip alarys.

(o +£‘2)[f (ﬂ_ f(%o)] :_f (X) __f (%) =
> (@, Vy +, V5, X=%),[Vs =V, + a0,V

umumylasdyrylan gradiyent. Bu bolsa G(xo) gubercekdigini
aydynlasdyryar. Teorema subut edildi.

Teorema2: Gubercek funksiya M kopligiz hemme icki
nokadynda tzniiksiz we M koplikde kesgitlenendir.

Hakykatdan: Goy xo nokat M koplugin icki nakady bolsun. K
yokary kuba seredelin Xo icki nokat. M, M. X azat nokat

€ u ony asakdaky gornisde

S
X=) ay,
=1

S
2.0 =1
j=1
;20
f(x)—gubercekliginden gelip ¢ykyar

PO <2 0T (y;)< 2 o maxf(y;) =maxf(y,)
. =1

j=1
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89. Cyzykly dal programmirlemede glbercek funksiyalaryn
hasiyetleri we teoremalary

I-Hasiyet: Eger gubercek kopligin tGstiinde kesgitlenen gubergek
funksiya bolsa, onda ol guibercekdir.
Hakykatdan: Goy, x, e 4, X, € u onda

z ={f)%fen;,  Z,={f (%)X eu,,
u - kesgitlemesi boyunca u;gtibercek kopluk a [0,1], onda

{z, =1-a) f (%) +af (X)), A—a) X, +ax, }+
L-a)x +ax, e u

onun gibergekdigini subut edyar.
Il-Hasiyet: vV x,x,eu aec[0l] Ucin asakdaky densizlik
dogrudyr.

(L-a)f(x)+af (X,) > f[1—a)x +ax,]

Teoremal. f(k) gubercek funksiyanysiz G(Xo) umumylasdyrylan
gradiyent kopllginizn, Xo-nokatda bogdal, kesgitlenen, giibercek
we yapyk islendik icki nokatlarynys kopligi g Ggin.

Hakykatdan: V,,V, —umumylasdyrylan gardiyent x, nokatda,
onda islendik x € M igin

f(X)_ f(xo) 2 (§1;X_Xo)

f(X)_ f(Xo)Z(vz;X_Xo)
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Tablisa 1
Ikileyin
mesele Xt oo X oo Xs.oo Xn 1
_ | by
Y1 a1 ... a1j ... Ais ... A
- | o b;
y|— a.|]_ a.” a.|s a.m
= - br
yr a.r]_ e a.rJ e a.rs e a.r n
. bm
ym: a.m]_ a.mJ a.ms amn
Z= P1 Y Ps Pn p

Meyilnama goyberilip bilner, eger-de ahli erkin agzalar otrisatel
bolmasa

ai>0, i=1,2,..., m 4)
Hasaplayjy operasiya hokmunde bu meseléni ¢ozmek tgin

Zordan ayyrmalaryny peydalanarys.
Meyilnamanyn optimal kriteriyalaryny kesgitleyaris

7 =p=p-2r. P,

ya-da
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z’=z—i-ps. (5)

rs
Adaty Zordan kesgitlemelerde basga tablisa gecmek tgin
cozilyan setirin elementleri ¢ozilydn elemente bolunyarler we
belgileri Uytgedyarler. a, poloZitel erkin agzanyn yerinde téze

rs

tablisada (—ij san bolup duryar. Alynyan meyilnamada bu san

seyle hem polozitel bolmaly: (— ij >0 (bu bolsa 6z gezeginde
a,, <0 bolmagy talap edyér). Bu yagdayda p, >0 azalyar, ps=0
uytgewsiz galyar.

Mesele ¢Ozlende eger p; ahli koeffisiyentleri polozitel
bolsa, bu yagdayda funksional beygelyar. Yagny tablisada
funksionalyn anladylysy minimal, meyilnama bolsa optimal. P;
koefisiyentin arasynda nuluin bolmagy bilen meyilnamany téze
tablisa gecirilende Uytgedip bolyar, yone funksional 6nki bolup
galar. Bu yagdayda optimal meyilnamalar kopdir. Eger-de nulun
ustinde otrisatel elementler yok bolsa, meyilnama yeke-tak bolup
galyar. Seylelik bilen minimum meselede optimal goyberilyén
meyilnamanyn Kkriteriyasy bolup galyar. Seylelikde minimum
meselede optimal goyberilydan meyilnamanyn kriteriyasy bolup, z
setirin  koeffisiyenti otrisatel daldigi bolup duryar, erkin
agzalardan basgasy.

pi>0, j=1,2,...,n (6)

Ikileyin  simpleks usulda meselanin c¢ozulisi seyle
yzygiderlikde  yerine yetirilyar. 1lki  bilen z  setirin
koeffisiyentlerinin otrisatel daldigi alynyar, soiira bolsa erkin
agzalaryn otrisatel daldigi alynyar. Munun yaly tertip (gin
cOzulydn elementin saylamynyn dizglnini esaslandyrmak
gerekdir.

z-setirde ps-nyn otrisatel koeffisiyentini kesgitlemeli. Eger-
de as elementi ¢ozillyan diyip hasaplasak, onda adaty Zordan
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(a,x-x)=0, (a=0)
yokary tekizlik bar bolup:

(a,K—X)<0hacan X €W,

(ax-X)20hacan X €W, .
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X(k) _ X(*)(k)

Hx(k) - x*(k)H X=X (k) <0 |
_[x0 —xo00 )
{ak Hx(k) " (k)H 3

i x (0 (|) — X*(ki)
a=lm =X ()]

gozlenyan (a,x—X)=0 dayang yokary tekizlik diyip gorkezeris.

Xew a,x—X)<0
yew a,y—x)>0
a,x—X)=0.

onda
((@,y)-%)=lim(a, ,y —x"(k)) <O.

I1-Hasiyet: Goy, w; we w;, iKi sany yapyk kesismeyan glbercek
koplukler, biri kesgitlenen bolsa onda yokary tekizlik tapylyar
(a,x)+b=0.

Seyle
(a,x)+b<0 hacan X € W,

(a,x)+b>0 hagan X€W, .
IV-Hasiyet: Goy w; we w; iKi sany yapyk gubergek koplikler
bolsun. Goy olaryn umumy icki nokatlary yok bolsun. Goy w;
képlugin icki nokatlarynyn képligi bos dal bolsun. Onda eger X -
iki kopllgin hem aracdginde yatyan nokat bolsa, onda
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cykarmasynyn (ayyrmasy) adiminden son ps<O yerinde Ps sany
a

rs

alarys, ol polozitel bolmaly. Bu yerden hem a <0  bolup jemi

cykar. Eger-de ps<O koeffisiyentli topbakda yone dirli ar
otrisatel elementi saylasan we ony ¢dzgutli diyip hasaplasan, onda
netijede edilen &dimden son z-setirde bir minusyn yerine basga biri
peyda bolup biler. Saylawy tertiplesdirmége su asakdaky teorema
komek edyar.

Cozllyan setirin elementlerine z setirin koeffisiyentlerinin
gatnasyklaryny dizelin (z nomer bilen):

&; =12, ...,n
b,
Alnan sanlardan poloZitelleri saylalyn:
& >0,
a

1
olara ikileyin gatnasyklar diyelin.

Teorema 1. Eger-de c¢oOsulyan elementi iz az ikileyin
gatnagyklar boyunca saylansa, onda adaty Zordan ayyrmalarysi
adiminde sor, z-setiriin koefisiyenti ¢ozllyan topbakda hemise
poloZitel galan z-setirin koefisiyentleri bolsa 6z belgilerini
saklayarlar.

Subudy. Goy,

P _ min(% > oj 7

Bu topbak s nomerli ¢ozllyar.

Onda z setirin taze koeffisiyentlerinde Ps . den bolar we
a

teoremanyn birinji bé1imi subut edildi.
Ozbagdak (j nomerli) topbagy alalyii we z-setirini p; taze
koeffisiyenti ti¢in ylizlenme duzelin

75



a,, a; a

' p
Pj = P, —&a”. = a{_;_&]. (8)
rj rs
Teoremadan gornisi yaly z-setirde minuslaryn sanynyn
kdpelmezligi Ugin ¢odzilyan topbagy az ikilik gatnasyklar boyunca
dizmeli.
Anli yokarda yazylanlar mesele ¢oziilende birinji etabynda
¢Ozuly&n element sanlarynyn tertibini kesgitleyar.
1) z-setirde otrisatel koeffisiyent yerlesyar;
2) Saylanan topbakda otrisatel san gozlenyar we ony diizyan setir
¢ozglde alynyar;
3) Ikileyin gatnasyklar saklanyar we olardan azy ¢ozyén elemente
gorkezyar.
Goy ps<0, yone topbakda basga otrisatel sanlar yok.

a.>0 i=12..m

Bu yagdayda s topbagyn haysy bir elementini biz alanymyzda
we nédce adim etsekde koeffisiyent ps otrisatel bolup galar,
topbagyn beyleki hemme elementleri bolsa poloZitel bolar.

Sert (6) yerine yetirip bolmayan bolar.

Uytgeyji xs, Xs>=0 manyny bereliii. Beyleki hemme yokarky
uytgeyjileri bolsa nula den edelin. Onda

y, =at+a, 1=12,..,m 9)
a, >0 sertde t parametri islendikge ulaldyp bolyar we a;

belgd garamazdan y;>0 alarys, yagny céklendirmeler sistemasy (2)
kanagatlandyrylyar.

Funksionalyn manysy bu yagdayda azalyar:

Z=pt+p—>—co.

Eger-de a, =0 we &, <0bolsa, onda (9) gérnisi yaly durli
t gutarnyklydyr. ps<0 serte salgylanyp Uytgeyji xs ulaltmaly, yone
darli i nomerli densizlige onun poloZitel anladylysy
kanagatlandyrmayar. Bu bolsa meselanin caklendirmesinin
gapma-garsysyny gorkezyar.
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88. Cyzykly dal programmirlemede gubercek kopluklerin
héasiyetleri

Biz ilki bilen gubercek kopliklere we funksiyalara
kesgitleme berelin, sofira bolsa olaryn hasiyetlerine seredelin.

wc E, kopluk gilibergek diyilip aydylyar, eger xew we yew
den

l-a)x+ayew, Vae[01]

Geometriki, eger iki nokat w koplige degisli bolsa onda, bitin

aniladyar. Yagny bitin kesim sol iki nokady birikdiry4n hem sol w
koplige degislidir.

I-Hasiyet: Goy w — yapyk glibercek koplik x, € w nokat. Onda
(E, x)+ b =0 yokary tekizlik (giperploskost) tapylyp vx ew (gin
(a,x)+b>0, we (a,x)+b<0.

Subudy: Goy X ew, gysga arasy X bilen yerlesen. Eger

Xo- X =a, -(Xo- X ,X )-c=b
L(x)-c=(Xo— X ,X)-(Xo =X ,X )-c=b.

I1-Hésiyet: Gubergek kopligin (yapyk) aracakdéaki nokadynyn her
birinin Ustlinden bolmanda bir dayanc yokary tekizligi gecirmek
bolyar.
Subudy: Goy X ew - aracék nokady I-nji hasiyete gora x-her
bir nokada X X

(x®-x"(K), x-x"(k)=0

yokary tekizligi goymak bolyar. vV x e w densizlik adalatly.
X (K)€w i yakyn aralyk x® yzygiderlik
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Cyzykly dal ulgam ¢yzykly bolanda yol berilyan yaylanyn
glbercekligi saklanmayar. Eger-de yol berilydn yayla gibercek
dél bolsa, onda ¢yzykly maksat funksiyasynda hem global lokal
optimumlaryn tapawudy bolup biler

Lokal optimum bar bolan yagdayynda globaldan
tapawutlulykda bir depeden gonsy depd gecmegine esaslanyan
simpleks tipli hasaplanys usulyny ulanmaga mumkingilik yok.

Cyzykly dal programmirleme meseleleri ticin ( global lokal
optimumy tapawutly bolan) kop hasaplanys usullary lokal
ekstremum nokady tapmaga mumkingilik berydr. Umumy
yagdaylarda olar global optimum bilen gabat gelip gurmaga
mimkingilik berydr. Bu usul bilen lokal optimumy tapmak
praktikada kdpleng peyda beryar.

Cyzykly programmirleme teoriyasynda funksiyanyn
glbercekligine we oyuklugyna ayratyn gyzyklama bildiryérler.
Seyle kesgitlemeler adalatlydyr.

Goy f(x) galtasyan X glbercek koplikde glbercek
koplik bolsun. Onda islendik lokal minimum X —da global
minimum bolyar.

Eger-de f(x) galyasyan glbercek X koplukde oyuk funksiya
bolsa, onda X-da  f(x)-yn islendik lokal maksimumy global
minimumy bolar.
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84. Ulag meselesinii goylusy we onui matematiki modeli

Bize belli bolsy yaly, ¢cyzykly programmirlemaniii meselesini
optimal ¢c6zmek tcin biz Simpleks usuly ulanyp, ony biz optimal
¢ozlp bilydris. Yokarda gorkezisimiz yaly bu usul hemme ¢yzykly
programmirlemanin meseleleri ti¢in uniwersal usul bolup hyzmat
edyar.

Cyzykly programmirlemanin hususy c¢ozlwlerinin birine ulag
meselesi diyilyar Ol asakdaky gornusdedir.

Goy, m-sany punktlarda degislilikde a,,a,,...,a, serisdeler
bar bolsun. Goy, n-sany punkda sol serisdelere bolan islegler bar
bolsun b,,b,,....b,. m-punktda bar bolan serisdeleri n-punktdaky
isleglere ulag bilen dasamaklygyn minimum cykdayjysyny
kesgitlemeli.

Degislilikde meselanin ¢ykdayjylaryny ¢dézmek Ggin biz onun

yoluny Cjj bilen belgilaris i— j. Edil sonun yaly onui

meyilnamasyny X.Y6ne (¢j)mns X = (X)) man-

Biz yokarda bellesimiz yaly, ulag bilen dasamaklyk ¢ykdayjy
minimum harajat bolmaly. Onda biz meselénin sertine géra X
meyilnamasyny kesgitlemeli. Onda maksat funksiyamyz

n m

F=>>"c;x, — min. 1)

j=1 i=1

gornlsde bolar. Onda meselénin sertine gord asakdaky tablisany
dizeris.
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Tablisa 1
armal Bar
y 1 2 | n bolan
serisdeler
Ugratmaly 3
1 11 C12 Clj Cin a,
X
Xy 12 X X,
2 Cxn Cx Cyj Con a,
Xy X Xy Xon
1 Cig Ci Ci Cin a,
Xit Xi2 Xij Xin
m Crn Crn2 ij Con a,
Xint Xin2 X Xinn
Islegler b, b, b, b,
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3
Knokat Y = g X denlemeli ¢yzygyn OO; merkezinde we
(Xx—=5)° +(y —3)° =36 towerekde yatyar. Sistema gegelii:

Onda

(x—5)% +(y—-23)?=36 17x? —170x—25=0
3y “ Y=§X -
Y—5 5
30 30
X=5+— X=0———
. N V34
ya—da
y—3+—18 —3—£
J34 J34
30 18
Diymek K(5+—; 3+ — ]
N34 N34

Seylelikde Z_ . =43-12-./05; Z_ =40+12/34

F nokat lokal maksimum bolyar, ¢linki z funksiyanyn
bahasy gongy B we C depelerdéki bahalaryndan uludyr. Onda C
lokal minimum nokat bolyar.

Seredilen mesele c¢yzykly dal meselelerin hatarynyn
ayratynlyklary c¢yzykly meselelere garanynda kyndygyna g6z
yetirmége mumkingilik beryar.

Eger-de c¢é&kli meseleler ulgamy c¢yzykly, maksat
funksiyasy c¢yzykly dal bolsa, onda maksat funksiyanyn yol
berilyan planyn gyrky nokatlarynda optimuma yetmegi zerur dal.
a eger ol ekstremuma ¢dk nokadynda yetyan bolsa, onda bu
nokadyn gyraky bolmagy hékman dal. Seylelikde yol berilyan
cozuwler kdpluginin depeleri bilen ¢aklenen seyle tipli meseleleri
cozmek Ucin hasaplanys usuly bolup bilmez. Seyle tipli
meselelerin kabirinde lokal optimum global bilen gabat gelmeyar.

211



87. Cyzykly dal maksat funksiyaly we ¢yzykly dal
caklendirmeler ulgamly meselelerin ¢6zulisi

Mesele
(x=5)°+(y-3°>9
(x=5)*+(y—-3)°<36
X+y=>8

x=0,y=0

N

cakli ulgamyn coziwler kopluginde Z=x"+ y2
funksiyan){ﬁ global ekstremumyny tapmaly.

Cozuwi: Yol berilydn cozlwler koplugi garaldylyp gorkezilen.
GornUsi yaly ol glbergek dal. Funksiya in Kici bahany B nokatda,
it uly bahany bolsa K nokatda alyar.

B we K nokatlaryn koordinatalaryny tapalyi. B nokat X + Y = 8
gonide we (X—=5)°+(y—3)"=Yy towerekde yatyar.
Sonun (¢in onun koordinatalaryny asakdaky ulgamdan taparys:

{uf5f+(y—$2=y{W_SY+(y_$2=y
X+y=28

B-y)+(y-3)*=9 2y*-12y+9=0
X=y-8 X=y-8
y=3+3/05 y=3-3J0.5

ya-da
x=5-3,/05 x=5+3,/0,5
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1)
Xpg F Xpp + oot X+t X, =y,
Xop + Xpp + e Xoj + oot Xop = 8y,

B AN EEE G R A R R RS A R EEEEEEEEEEEEEEEEEEERERAR (2)
Xig + Xip oot Xy o X = 4,

Xing + Xing e Xy 20X = @,

2) Serisdeler ahli punktlara dagadylmaly

Xy + Xoy ot Xy ot X =D,
Xpp + Xgp oot Xig oot Xy =Dy,
Xpj + Xoj F oot X+t X =by, ®)

X + Xop oo Xy ... X =D,

Hemme islegler kanagatlandyrylmaly.
Bu mesele ¢yzykly programmirleménin meselesine goré

x >0, i=12..m; j=12,..,n ()

1

serti kanagatlandyrmaly. Meselanin sertine goré

2 =2.b, ()
i=1 j=1
hemme bar bolan serigdeler hemme gerek bolan islegleri
kanagatlandyrmaly. Bu yagdayda duzilen model yapyk model
diyilip meseléni ¢ozmek Ggin hokmany we yeterlik serti diyilip
hasaplanyar.

Mesele acyk diyilip hasap edilyar, eger-de

Zai ¢ij (6)
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Eger-de (6)-nyn esasynda barmaly punktymyzda isleg az o 2 (y Q)2 _9)\2 . .
bolsa, onda ugradyan punktlaryn serisdeleriniii (istline yetmeyén QOZUW'_' Z (X 3_)_ + (y 2) funk5|y?nyn dereje, cyzygy
merkezi A(3,2) (52-nji surat) nokatda bolan towerek bolyar.

bolegi gosup, onui eltmesinini bahasyny 0-hasap edyaris. N X _
Edil sonun yaly hem hacan islegler az bolup serisde kop bolsa, ',0‘(3,’..2) nokat_da yetydr, global maksimuma bolsa B(0;6) nokatda
yetyar.(16-njy sur)

onun eltilmeli bahasyny 0-diyip hasap edip, acyk modeli yapyga

6wiirip meselani gozyaris. z..=0 z..=25
Aydylanlary mysallarada disindirelin:
Mesele 2
X, <3

Cakli 33X, +2x, <12

X=0,X%X,20
ulgamyii ¢ozuwler képluginde z = 2x, — X12 + X, funksiyanyn
maksimumyny tapmaly.
Gozulisi: z=2%, — X12 + X, funksiyanyn dereje gyzygy
parabola bolar. (3-nji surat).

Xl Limax=?

\x\

3-nji surat

z funksiya iki sany oyuk

f(x)=2x-%" we fy(X,)=Xx, funksiyalaryi jemi
yaly garamak bolar. Seylelikde z funksiyanyn lokal maksimumy
global bolar. z., =4 baha D(1;3) nokatda yetyar.
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86. Cyzykly dal maksat funksiyaly we ¢yzykly dal
caklendirmeler ulgamly meseleler
Mesele 1

X° +y?<36
x>0,y>0

cakli ulgamyii coziwler kopliiginde Z = (X —3)° + (Y — 2)°
funksiyanyn global ekstremumyny tapmaly.
Ly

2-nji surat
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85. Ulag meselesinin optimal ¢cozulis usullary

Yokarda gorkezilen Simpleks usuly bilen ulag meselesini
hem ¢cdzmek bolyar. Yéne yerine yetirmeli ddimlerin kép sanly
bolyandygy ucin biz ony Demirgazyk-Ginbatar, Potensiallar,
Kicijik kwadratik usullary bilen optimal we gysga yollar bilen

¢ozlp bolyandygyny goreris.
Goy, bize takyk bir mysal berlen bolsun, yagny

Tablisa 1
Barmaly
R s
Uratmaly i

1 2 4 6 10 90

2 1 3 7 4 100

3 4 8 13 7 140
Islegler 110 100 80 40 330

Bellik. Yokarda seredilen ulag meselesiniin matematiki modeli 4
gornlsde duzilmeli bolmagy mimkin. Olar asakdaky gornuslerde
seredilyar:

1) Ulag meselesi yeke-tédk bir ulag bilen yeke-tdk bir yik

bilen yagdayda;

2) Duri ulaglar yeke-ték bir yiki ertmeli;

3) Durli yikler yeke-ték bir ulag bilen eltilmeli;

4) Dirli ulaglar bilen dirli yikleri dasamaly.
1-punktda seredilyén hususy hal in yénekey . 2-nji we 3-nji hususy
hal 1-njiden ¢ylsyrymly, yone 4-nji hususy hal has ¢ylsyrymlysy
bolup hyzmat edydr. Sonun Ug¢in 2-nji, 3-nji we 4-nji yagdaylar
birnace tapgyrda yerine yetirilyér.
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Yokarda belleysimiz yaly ulag meslesinin ¢dzilisi ilki bilen

Demirgazyk-Gunbatar somnra Potensiallar usuly bilen dowam

etdirilyar.
Yokardaky mesleld gora biz asakdaky tablisalary diizeris.
Tablisa 2
2 4 6 10 90 0
! 3 ! 41 100 | 100
4 8 13 7
140 140
a,
110 100 80 40 b
20 100 80 40
X,, = mMin{l00; 20} = 20
X,, = min{80;100} = 80
Tablisa 3
24 6 10 90 0
90 - - -
13 7 4 100 100 80
20 - - -
4 8 13 41 140 | 140 | 140
a,
110 100 80 40 b
i
20 100 80 40
0 100 80 40
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gl &7
(D 2
M7 W x| y=59

i,
o 3

2-nji surat

z=x-y-5 maksat funksiyanyn A,B,C,D,K,N,M,L nokatlardaky
bahalaryny hasaplalyn. Bu nokatlaryn koordinatalary seyle bolar:

. y A _ 1
A(50) , B(S,Z) , C(3,E) , D(35,0) , K(1§,2) ,

L(0:35) , N(lé;S) M (05)

Onda zB:—%, Z.=-25, Z,=-15, Z, =-55,

z,=--85, z,=-88, Z,=0, Z, =-10
Global maksimuma (5;0) nokatlarda yetyar we ol 0 —a den, global
minimuma bolsa (0,5) nokatlarda yetyar we -10-a de.

Funksiya C nokatda -2,5-e den bolan globaldan
tapawutlanyan lokal minimuma yetyar. Sonun tgin K nokatda
hem globaldan tapawutlylykda lokal maksimuma yetyar.
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Tablisa 4

1
Ustiinden gegyar we k; = E burc¢ koeffisiyente eye bolyar. Sonun
1 2|4 6 10 90 0
ucin onun denlemesi 'y = E X. 90 - - -
x2 4 y2 — 136 113 7 4 100 | 100 80 0
- 20 - -
1 ulgamy ¢ozip
y=,x 41 81 181 71 140 | 140 | 1240 | 140
1245 6+/5
X= 5 y= o bahalary alarys. 110 | 100 | 80 | 40 | &
Seylelikde O(0;0) nokatda global minimuma yetyar. Ol nula deriir, b
global maksimum A(2,4) nokatlarda yatyar we 6+/5 - e de. 20 | 100 | 80 | 40
Lokal ekstremumlaryn globallardan tapawudy funksiya 6smeyar.
0 100 80 40
Mesele 2
(x-1)y<1 20 80 40
z=x-y-5 funksiyanyi X+Yy>35 Tablisa 5
0<x<5, 0<y<5
densizlikler ulgamynyn ¢oztwler kopliginde global 2|4 6 (109 | 0
ekstremumlaryny tapmaly. % |- N
Cozulisi: Yol berilyén ¢coziwler kopligi her biri giibercek bolan
(2-nji surat) iki ayratyn bdlekden ybarat. 13 7 |4 |100|100| 8 | O
20 |80 |- |-
4 8 13 |7 | 140 (140|140 | 140|120 |40 |0
- 20 |80 |40
a.
110 | 100 | 80 | 40 | '
i
20 | 100 | 80 | 40
0 | 100 |80 |40
20 | 80 | 40
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0 |80]40
0 | 40
0

V,-U, <C,

Sonky tablisanyn esasynda biz meselanin ¢ozilisinin 1-nji

tapgyryny yerine yetirdik. Demirgazyk-Glinbatar usulyny ulandyk.

84

85. Cyzykly maksat funksiyaly we ¢yzykly dal ¢caklendirmeler
ulgamly meselelerin ¢ozulisi

Mesele 1.

{xz +y?<36

x>0 y=>0

densizlikler ulgamynys ¢oziwler kopliiginde Z =2X + Y
funksiyanyn global ekstremumyny tapmaly.
Cozulisi: 6-njy suratda yol berilyan ¢ozuwler kdplugi garaldylan.
Bu kopluk glbergek Z =2X + Y funksiya n=-2 burg koeffisentli
gond parallel. Gornusi yaly global minimum O(0,0) nokatda, a
glabol maksimum x2 + y2 =36 towerege A galtasma nokatda

bolyar. A nokadyn koordinatasyny tapalyii. Onufi Ggin | géninin
denlemesini dizmek we goninin we toweregin denlmesini 6ziinde
saklayan ulgamy cozmek yeterlikdir.

gk
\ %
\ e,
- \ 5
3
\?\E
\ / e
oM \l X
A\
1-nji surat

| goni dereje ¢yzygyna perpendikulyar, seylelikde onun burg
1
koeffisiyenti K, :E (k; -k =—1) bolar. I goni O nokadyn
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Mesele 2

X, + X, 25
— X, +3X, <7
3x; — X, <11
X, =20 x,20

X, + X,
maksimumyny we minumymyny tapmaly.

cakli z= maksat funksiyasynyn global

Cozulisi: Yol berilyan kopliigin ¢yzgysyny guralyn (surat 51).
Optimum koordinatalar baslangyjynyn towereginde goninin
aylanmasynda yerlesyar, onda ekstremal nokatlar A we B
depeler bolar.

Yokardaky yaly edip anlatmadan maksat funksiya tigin x,-ni

YA
bolup cykararys: X, =——-X;
Zz

+1

. e R 3-12

Indi aygytlayjy goniinin burg koeffisiyentini tapalyn: k = —1
Z+
- d -4
Onlim alsak — = 5
dz  (z+12)

- . : _ 3-12

Bu 6niim z-in1 islendik bahasynda otrisatel, onda K = i1
Z+

funksiya kemelyér. Bu bolsa géniinin aylanmasynyn sagat
strelkasy boyungadygyny anladyar. Seylelikde A depede maksat
funksiyasy in Kici, B depede in uly bahany alar.

Praktiki ekstremal nokatlary yonekey gurmak mimkin.
Degisli denlemani ¢ozip A we B depelerin koordinatalaryny
kesgitlaris. A(2;3), B(4;1)
zp<zg bolyandygyny belléris, sebdbi A depede global minimuma,
B depede bolsa global maksimuma yetyar.
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86. Ulag meselesinin potensiallar usuly bilen optimal ¢ozulisi

Umumy yagdayda optimallasma meselesi simpleks usuly
bilen ¢oziilyar. Yone bu usul bilen ulag meselesini cozmeklik 6ran
uly hasaplamalary talap edyéar. Sonun Ggin hem bu mesele
potensiallar usuly y-da paylasdyrma usuly bilen ¢ozllyar. Ulag
meselesinin  islendik ¢ozlwi maketlerde amala asyrylyar.
Potensiallar usulyny ulanmak i¢cin maket asakdaky gérnusdedir;

Tablisa 1
Kabul edilyéan | 1 2 v | T Atiyac-
lyklar
Ugradylyan
Vj \Y V Vi V,
ui 1 2 | n
u, C11 C12 o | Cyj wo.. | C1n ai
u, Co1 Coo v | Gy ... | Con o2
i uj Ci1 Ci2 Cij Cin 0
m Um Cm]_ Cm2 s ij s Cmn Om
Islegler bl b2 | .. |Db o | bn 2aj=2hj

Maketin esasy bolegi iki sany ¢yzyk bilen belgilenendir. Ol mxn
dyjukden duryandyr. Bu bdlege degisli her bir dyjuk (i,j) belgi
bilen bellenendir. Mysal Gc¢in (2,1) belgi ikinji setirdéki birinji
sttundaki oyjugi anladyar. Maket 6zlnde tariflerin matrisasyny
hem saklayar. v; setirifi we u; sttinin ndme anladyandygyny sofira
dustndireris.

Elektrik torundaky potensiallara menzeslikde sanlara
degisli bolan potensiallar usuly ady girizyar. Elektrik torundaky
bir diwilnden beyleki diwine tok hacanda olardaky
potensiallaryn tapawudy simin gar garsylygyndan kop bolsa tok
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gecyar. Ulag meselesinde garsylygyn rolyny her marsrutyn tarifi
oynayar.
Ké&bir komekgi duslinjelere seredelin;

Eger-de topluma giryén iki gonsy oyjik bir hatarda (setirde,
sttunde) yerlesyan bolsa sunlukda hi¢ bir l¢ 6yjuk bir hatarda
yerlesmese, onda oyjiklerin beyle toplumyna yzygiderligine
zynjyr diyilyar. Zynjyryn mysaly hokminde tablisa 2 alynyar.
Alnan oyjukler gondler bilen birikdirilen, kesimlerin kesisyén
dyjukleri alynmayar. Eger-de zynjyryn sonky oyjugi birinji 6yjuk
bilen bir hatarda yerlesse, onda beyle yapyk zynjyra sikl

......

Tablisa 2

T
:

Teorema 1. Goy m setirli we n sitinli maketde (matrisada) m+n
oyjlk islendik yagdayda belgilenen bolsun we goy m+n<mn. Bu
yagdayda depeleri belgilenen dyjiukde (hemmesi bolmazlygy hem
mimkin) yerlesen sikli elmydama gurup bolar.

Bellik. m we n bitin sanlar, sonun ug¢in m+n<mn densizlik
elmydama yerine yetyan daldir. Mysal c¢in bu sanlaryin haysy
hem bolsa biri birlik bolsa, onda denisizlik yerine yetmeyar. Mysal
ligin, m=3. n=1 bolsa 3+1>3-1. Yoéne m=2, n=2 bolsa
2+2=2-2 denligi alarys. m we n birwagtda ikiden uly bolsa
densizlik elmydama yerine yetyar.

Subudy. m=2, n=2 yagdaya seredelin. Maketde m+n=4 0yjlgi
almaly. Bu yagdayda teorema dogry, alnan dyjukler sikl emele
getiryar. Goy indi m>2, n>2. Subudyny matematiki induksia usuly
bilen geciryaris.
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4-nji surat

4. Koplik ¢akli dal, ekstremumyn ikiside asimptotiki (5-nji

surat).

Xy N
]
AES N
\} 45 ” oy L
J_G‘L -
b ¢
7 4
3
clll Z ma#
0 / 5\ 2
' F
5-nji surat
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0,9, _

%: — 0u(20, — P2) — (P — 261)9, _ T Z0h0, + P20y — PG —
dz (20, = p,)° (zd, - p,)*
_ P2t — P10
(zd, - P,)°
Xy !
i +
m&p
Zmin
i _';f
2-nji surat

Oniimin maydalawjysy mydama poloitel, sanawjysy bolsa
z-e bagly dal. Seylelikde ontimin hemiselik alamaty bolar, z-in
6smegi bilen burg koeffisiyenti dine artyar ya-da kemelyér, a goni
bolsa bir tarapa Owrllyar. Tersine gonlnin bir ugra éwrilmegi
bilen z dine Osyér ya-da kemelyér, z-in 6smegi bilen goninin
aylanys ugruny kesgitlalin:
Seyle durli yagdaylaryn bolmagy mimkin:
1. Kopburglyk ¢ékli, global maksimumy we minimumy bar
(2-nji surat).
2. Yol berilyan planyn kopligi cakli dal, yone funksiya
global ekstremuma dsyar (3-nji surat).
3. Yol berilyan planyin kopliigi c¢ikli dal we global
ekstremumlardan biri dsmeyar.(4-njy surat)
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Tablisa 3

Goy, (m+n) oyjuk aylanyp alnyp setirlerin we sutinlerin
jemi (m+n-1) bolan maket {¢in teorema dogry bolsun.
Teoremanyn subudy (m+n) dgin alarys.

Birinji yagday; Belgilenen dyjiklerin icinde bir hatarda yeke
0zi bar bolan dyjuk bar bolsun. bu dyjugi taslap onun yerlesen
setirini hem ullanmayarys. Seylelik-de setirlerin sany bir birlik
kemelen sutiinlerin 6nkiligine galan makede geleris.

Bu yagdayda setirlerin we sltunlerin bilelikdaki jemi (m+n-1)
bolar we bellenen 6yjukleriin bir-birlik kemeler. Diymek,
matematiki induksiya goré bu yagday tcin teorema dogrydyr.

Ikinji yagday; Goy indi her bir hatarda sitiinde birden kop
bellenen dyjik bar bolsun ya-da dyjtklerin hi¢ biri bolmasyn. Bir
dyjugi “+” bilen belgilap beyleki sitlindaki 6yjige dusyaris, indi
sitin boyunca hereket edip beyleki setire duseris we sufa
menzeslikde dowam edyaris. Kabir etapdan sonira biz 6nki belenen
oyjige geleris, yapyk zynjyr alarys ol bolsa sikldir. Yokarda
gorkezilisi yaly teorema m=2, n=2 (m+n=4) {¢in dogrudyr. Onda
yokarda gorkezilen yagdaya gord m+n=5 (m+n>4); m+n=6
(m+n>5) we suna menzes yagdaylar (icin teorema dogrudyr.

Eger-de komponentlerinin meyilnamalary x;>0 bolan
dyjuklerin toplumy 6ziinde hig¢ bir sikli saklamayan bolsa, onda
X(xij) yol bererlik meyilnama sikli dal (asikliki) diyilyér. Onun
mysaly asakdaky tablisada berlen.

Tablisa 4
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Bu yerde nokatlar x;>0 bahalary alyan dyjtkleri anladyar
(xij<<0 meselanin setirine gora bolup bilmez).
Asiklik meyilnamalaryn icinde optimal meyilnamalaryn
hem boljakdygyny gorkezeris.
Eger-de  asiklik  X(x;) meyilnamada  poloZitel
komponentlerin sany
N=m+n-1

(beyleki komponentler nula den) bolsa, onda &yjuklerin
toplumyndaky x;;>0 bahalaryn yerlesen tariflerin matrisasyndaky

......

Eger-de poloZitel komponentli meyilnamanyn sany
N<m+n-1,

bolsa, onda 6nki alnan dyjuklerin Ustiine (m+n-1) sana yeter yaly
we Onkuler bilelikde sikli emele getirmez yaly nul bahaly
oyjukleri gosmaly. Sunlukda &hli alnan dyjuklerin cj; tarifleri X
belgilenen diyip hasap edilyar.

Asiklik meyilnamanyin komponentlerinin  sany (m+n-1)
sandan uly bolup bilmez, sebdbi N=m+n-1 bolanda subut edilen
teorema gora saylanyp alnan 6yjlklerde sikl gurup bolar.

Teorema 2 (esasy teorema). Eger-de ulag meselesinin kabir
X=(Xij)m+n Meyilnamasy tgin &hli i=1,2,..,m; j=1,2,...,n tgin

vV, —U; <cj (1)
densizligi kanagatlandyryan x;>0 (x;;(-X)) tcin bolsa
V,—U; =¢; (2

denligi kanagatlandyryan ui, Up,...,Ui,...Um; Vi, V2,..., Vj...,Vn
sanlaryn icinde m+n sany ulgamyny saylap alyp bolsa, onda X
meyilnama optimaldyr. u;, v; sanlara ugradyjylaryn we kabul
edijilerin  potensiyalary diyilyar. (1) we (2) sertlere X
meyilnamanyn potensiallasdyrma serti diyilyar.

Her bir (i,j) oyjuge iki potensial degislidir; i-u we j-v
degislidir. Potensialasma serti asakdaky yaly aydylyar:
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1-nji surat

Drob ¢yzykly maksat funksiyaly meselénin Uytgeyan ululygyny
cyzykly programmirlenen meselere getirip, sonra simpleks usuly
bilen ¢ozeris. Bu nahili edilydr, munun bilen sonurrak tanysarys.
Ilkibada drob ¢yzykly progammirlenen meselelerin geometrik
manysyny we grafiki usullary bilen tanysalyn.

X, + X
Oy, tekizlikde 7= P T P at funksiya
0% + 0z X,
garalyn.
X2 —Ni bolip cykarsak
. Pr —2q
20, X, + 205X, = PrX + P X5 X =——"
zq, — P,
ya - da (Zqz - pz)Xz = (pl - qu)Xl
-7
X, =kx,  bu yerde k L Rl
9, - P,

X, =KX, denleme koordinatalar baslangyjyndan gecyan gonini
beryar. z-in kébir fiksirlenen z bahalarynda gontnin k burg
koeffisiyenti hem fiksirlenen a goni kesgitlenen. z-in bahasynyn
tytgemegi bilen X, =K - X; goni koordinatalar baslangyjynyi
dasynda owralyar. (1-nji sur.)

z-in monoton artmagy bilen k burg koeffisiyentinin
uytgemegine garalyin. Munun tgin k —dan z boyunga 6niim
alarys.
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84. Cyzykly dal maksat funksiyaly we ¢yzykly ¢aklendirmeler
ulgamly meselelerin ¢ozulisi
Mesele 1.

Kérhana bir dirli 6nim goyberyér we dort tehnologik usul
bilen tayyarlanylyar. Bu usullarda islenende wagt birliginde
J; , Q5 , Q3 (4 6nim alynyar, bu 6nimlerii gymmaty p1, p2 , ps
, Pa Yybarat. Berlen meseléanin matematiki modelini dizmeli.
Oniimleriti gymmaty i kicgi bolar yaly we her bir usulda kirhana
degislilikde t;, tz, t3, ts sagatdan kop bolmadyk wagtda islener
yaly 6ntim goyberilisiti planyny kesgitlemeli.

Cozulisi: Goy x; birlik kdrhana birinji tehnologiya boyunga
isleyan bolsun, x, -ikinji, X3 —U¢unji, X4 —ddrdunji. Onda énumin
umumy goyberilisi

0. X + 05X, +03X3 +0,X, bolar, a Onimin umumy
cykdayjysy bolsa P;X; + P,X, + P3X5 + PyX, den bolar.

Umumy ¢ykdayjinyn umumy oénimin goyberilisine bolan
gatnasygyna 6nimin gymmaty diyilyér.

7 = PrXut PaXo + PoXs + PaXy
QX + 0o Xy + 03X3 + 0y Xy
Indi 0<x, <t 0<x,<t, O0<x;<t; 0<x,<t,
cakli ulgamyn ¢ozuwler kdpluginde

5 = PrXut PaXo + PoXs + PaXy
QiXg + 0o Xy + 03X3 + 0%y

maksak funksiyanyn in Kici bahasyny tapmaly.
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Anli éyjukler ticin potensiallaryn tapawudy tariflerii sanyna
den ya-da ondan Kici bolmalydyr, X belgilenen 6yjukler Ggin bolsa
ol san tariflerin sanyna den bolmalydyr. Bu sertleri
kanagatlandyryan meyilnama potensial meyilnama diyilyér.
Seylelik-de esasy teoremany asakdaky yaly aydyp bolar; eger-de
ulag meselesinin kabir meyilnamasy potensial bolsa, onda ol
meyilnama optimaldyr.

Subudy. Goy kabir X(Xij) meyilnama (cin potensiallyk serti
yerine yetiryan bolsun, yagny (1) we (2) sertleri kanagatlandyryan
Uiwe Vjsanlaryn ulgamy bar bolsun.

Tablisa 5
V1 Vo Vi Vi
Uz Ci1 C12 Cyj Cin a1
uz Co1 C22 Coj Con a
Uj Ci1 Ci2 Cij Cin d;
Um Cm1 Cm2 Crj Cmn dm
by b, b bn b

Basga soz bilen aydanynda goy X meyilnama potensial bolsun.
Bu meyilnamanyn optimal boljakdygyny subut edelin.
X meyilnama:

m

Zy = iZCu Xy (3)

j=1i=1

Funksionala baha berydn bolsun. Bize X meyilnamanyn
optimallygy ya-da déldigi belli d&l, sonun Gc¢in hem optimal
X'(x;) meyilnamany alyp onusi:

Zin = Z Z Cij Xi’j (4)
=

1 i=1
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Funksionala n&hili baha beryandigini seredelin (ulag ¢ykdajylary
in az). X'meyilnama (cin onun potensiallyk  serti
kanagatlandyryanlygy belli dal, yone X meyilnamanyn
potensiallygy tgcin maketin her bir (i,j) dyjigine (1) densizlik

degislidir ya-da tersine
C; 2V, —U,. )

!

Maketiti her Oyjuginden degisli x; element alyp ony bu

densizligin iki bolegine-de kopeldip jemlap alarys:

Zn:icl X'J _ZZ(VJ —4 )XIJ (6)

j=1 i=1 j=1 =l

Bu densizligin san bolegini gysgalygy ugin S bilen belleyaris:

S=ZZ(Vj_ui)Xi’j, (7)

j=1 i=1

Bu jemi tapawut gornusde hem yazyp bolar:
S= zzleu _ZZUIX:J (8)

j=1 i=l j=1 =l

(8) jemi asakdaky yaly 6zgerdelin. Ol jemlerinn birinjisi acyk
yagdayda
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Seylelikde y bir Gytgeyanli funksiya yaly bolar.

x 12 3"1 = [} (12-3x) = \/3x1(12 3%,)

3x1 we 12-3x; otrisatel d&l kopeldijilerin jemi hemiselik. Sonun
ucin 3x1(12-3x1) kopeldiji bilen y  3x3(12-3x;) bolsa in uly
bahany alyar. Alarys:

I
N

y

12-6
X =2 XZZT:1’5 ymaxzz\/§

Garalyan ¢yzykly dal meselanin tipi drob ¢yzykly maksat funksiya
meseld menzesdir.

_ Ay X FayX, +..FapX,
by + b X, +b,X, +...+ b, X,

------

199



Mesele 4. (2 meselanin sertine seret.)
Cozulisi: Yol berilyan planlarkopliigi AB kesimin nokatlar
kopligi (4-njy surat), dereje ¢yzylgy bolsa giperboladyr.

4-nji surat

1
Eger-de y=1onda X, :4— giperbola, eger-de
Xy

3
y= 2\/§ bolsa, onda X, =— giperbola bolar.
X

3
X, =—(y= 2+/3) giperbola AB kesim bilen bir umumy
Xy
K(2;1,5) nokady bolar. Seylelikde X, =2, X, =1,5 bolanda it

uly baha yetyar we ol 2+/3 -e deii.
Bu mesele arisat ¢oziilyar we analitiki 3X; +4X, =12
denlemeden Xx-ni
X1-i71 Usti bilen anlatmak bolar.
Xy =——.
4
198

! ! !
V(X + X+ X )+
! ! !
+V, (X, + X+ X ,) +
Vv, (X), + X5, o+ X
ya-da

Zn:(vi Zm:Xi'j j

j=1 i=1
Suna menzeslikde ikinji jemi hem

i=l

gornusde alarys. Onda (8) denlik asakdaky yaly yazylyar.

m n

= i=1

m

ZX{J- jem j sttin boyunca meyilnamanyn komponentlerinin jemi
i=1
dendir we ol j kabul edijinin isleglerine dendir:

m
> X =b;
i=1

Suna menzeslikde jem i setir boyunca alynan meyilnamanyn
komponentlerinin jemine dendir we ol i ugrudyjydaky harytlaryn
sanyna dendir.

in’j =a,.
j=1
Bu setirler we situnler boyunca alnan jemler islendik yol
bererlikli meyilnama (g¢in dogry bolar we sol sanda X(xi)
meyilnama tg¢in hem dogrydyr:
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b

qu

i=1

DX =a
1

(10)

m
:j’

n

=q;.

j=

Sonun Ugin hem islendik yol bererlikli meyilnamalar Ggin alarys.

<
1
<

(11)

<
I

M- 1M
M- 1M

—
Il
LN
—
Il
iN

we x; yazylan (9) deiilik x; Ugin hem dogry bolar:

sz[zjz[zj 12)

j=1 i=1 i=1 j=L

Indi (9) den Gzgertmeleri tersine gegirip

S =;2V1Xij —;Zuixn.

1 i=1

1 i=1

alarys we (8) denliklerde hem seydip (7) denlige menzes denlik
alarys:
S=D > (v, —u)x;. (13)

=1 i=1
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Mesele 3

X+2y<12

X+y<9

x>0, y=>0
ulgamyn ¢oziiwler kopliginde z = (X —7)(y —1) funksiyanyn
global ekstremumyny tapmaly.

-

3-nji surat

Cozulisi: Yol berilyan plan kopburclugy biz eyyam  7.3.2
meselede gurduk, a dereje ¢yzygy bolsa osimtotalary x=7, y=1
(9-nji surat) bolup hyzmat edyén dentaraply giperboladyr. z
ululygyn boyuna z giperbola asimtota kesiginin nokadyndan
baslap Kicelydr. z —in in uly bahasy degisli O(0,0) nokatdan
gecyan giperbolada, in Kici bahany bolsa funksiya K(7,1) nokatda
alyar. Seylelikde 0O(0,0) nokatda Zm=7 , K(7;1) nokatda
Znmin=0
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alarys. Goy ¢=1, 2, 3, ... bolan téwerekleri ¢yzalyn. 8-nji suratdan

gornlsi yaly Z =4/ x% + y2 funksiya A(8;0) nokatda in uly
baha yetyar. rnax =8.

Mesele 2.
X+2y<12

X+y<9
x>0, y=0

ulgamyi coziiwler kopliginde z = (x —2)% + (y —3)?
funksiyanyi global ekstremumyny tapmaly.

Cozulisi: Yol berilyéan kopburglyklary we birnace dereje
¢yzyklary guralyn. (2-nji surat).

2-nji surat

z= c dereje ¢yzygy A(2;3) nokada merkezi bolan r = \/E
radiusly toweregi beryar. 9-nji suratdan gérnisi yaly zmin=0 baha
A(2;3) nokada yetyar, zmin bolsa B(9;0) nokatda yetyar.
Seylelikde Zuin=0; Zmax=(9-2)*+(0-3)?=58.
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X(x;;) meyilnamanyn potensiallygy tgin her bir

Vi —U; =Cy.

denlik yerine yetirilydr, beyleki komponentler nula den, sonun
ucin hem degisli gosulyjylar nula éwrilerler. Sonun tigin hem (13)
denligi

n m

S=>>cX; (14)

j=1 i=1
gOrnusde alarys. Bu bahany (6) densizlikde ornuna goyup

n m n m

chijxi’jzzzcijxij (15)

j=L i=1 j=1 i=1
densizlige geleris ya-da (3) we (4) denlikleri hasaba alyp
Zon 21y, (16)

densizlige geleris. Basga sOzler bilen aydylanda X meyilnama
boyunca ulag ¢ykdajylary minimum ¢ykdajylardan kigidir ya-da
dendir.

Indi bolsa biz Potensiallar usulyny ulanmak Ggin U we V
potensiallary girizelin (5). Onda bizin tablisamyz asakdaky
gornlsde yazylar.
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Tablisa 6

Barmaly 1 2 3 4 E
Ugratmaly Yoo lw vy Wy Vy A
U, 2
1 4 - 2 4 fi 10 ag
4 1 3 g 4
i 50 20 100
3 4 ] 13 7
"3 20 | a0 40 L
Islegler 110 a0 al 410 330
v, —u, =2,
v, —u, =1,
vV, —u, =3,
V, —U, =8,
v, —U, =13,
V,—Uu;="7.

V,-u,=4-0=4=4=c,
V,-Uu =9>6=c,
V,-U;=3-0=3<10=c,
V;—U,=9-1=8>cC,
Vi—U;=2-(-4)=6>4=cy

83. Cyzykly dal maksat funksiyaly we ¢yzykly ¢aklendirmeler
ulgamly meseleler

Seyle meselelerin yol berilyén ¢dztwler kdpligi mydama
gubercek, ¢lnki ¢cyzyky c¢éklilik n dlgegli ginislikde gubercek
kdpgyranlygy emele getiryarler. Cyzykly programmirlemeden
tapawutlylykda ¢yzykly dal programmirlemelerde maksat
funksiyanyn optimal ¢éztwlerinin bu kdpgyranlygyn depelerinde
yerlesmegi hokman déldir.

Mesele 1.
3x+4y-24<0
x>0, y=0

sertlerde Z =/ X% + y2 funksiyanyn in uly bahasyny tapmaly.
CGozulisi: Cozuwlerin yol berilyan kdpligi 1-nji suratda garalanan.

1-nji surat

Eger-de maksak funksiya fiksirlenen ¢ nokady bersek, onda
merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan ¢* radiyusly towerek
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“global” termini hem ulanylyar. Gysgaca aytsak funksyanyn
global maksimumy onun kesgitlenis yaylasyndaky in uly bahalary,
global minimumy bolsa in ki¢i bahalary. Global maksimum we
global minimum bilelikde funksyanyn global ekstremumy diyilip
atlandyrylyar. 39-njy suratda gorkezilen funksyanyn grafiginde
global minumum 2-& den we lokal minimumlaryn in Kicisi bilen
gabat gelyar. Global maksimum 9-a den, funksiya xo=10 nokatda
bu baha yetyér we in uly lokal maksimum bilen gabat gelyar.
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O03=V,—U, —C,=9-6=3

Oy, =V3—U,—Cp=8-7=1

Oy =V, —U;—Cy =6-4=2
0; =V;-U;-C; >0

Tablisa 7
Vi
2 4 9 3 a,
Uz'
2 4q fi 10
T e ] ) ) ag
1 3 T 4
1 50 20 ) ) 100
4 ] 13 by
# L 20 20 40 Ll
&; 110 100 a0 4( 330

Sonky tablisalara biz Potensiallar usulyny ulanyp, (5)-in
esasynda U-lary we V-leri kesgitledik. Sonra olary sol tablisalarda
yerine goyup, (5)-in yerine yetirilisini barladyk. Netijede biz 3-
kletkada
(5)-in yerine yetmeyandigini gordik. Sonra ony (6)-nyn Usti bilen
anlatdyk.Indi bolsa, biz sol anlatmalaryn yerine yetmegi (gin
tablisalary tdzeden dolduryp yene-de bir gezek (5)-in dogrulygyny
barlarys. Seylelikde biz bu prosesi td& hemme Kletkalarda (5)-in
(6)-nyn formulalary yerine yetydncd dowam ederis. Hagan sol
netije alynanda seredilydn mesele optimal ¢céziiwe eye bolar.
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Tablisa 8

Vi
2 4 9 3 i
L
o2l __ 4l 46| 10
1] 9 : _: ] an
T - L7 4
Il g s0n |1 |- Hle
4 O ald T
: [ W
4 Z 20 20=& |40 140
Ei'j 110 100 al 410 330

min(x;) =6
Xij
X = xij+0
X; —0
Tablisa 9
Vi
7 4 q 3 @
L
) 4 é 10
. 10 &0 <t
ik 3 7 4
| i e
1 100 0 5 100
4 g B 13 %
5 [ S S S i
o+ 1n0=48 40 -
b 110 100 20 40 330

Yokarda gérkezilen prosesi yene bir gezek, in soiiky
formulanyn esasynda barlap, denligi barlap yerine etyén bolsa,
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4-nji surat 5-nji surat

Yene-de geljekde talap edilek kesgitlemeleri yatlalyn. Goy yapyk

@ koplikde kesgitlenen z=f(x; , X2 , ... ,.Xn ) funksiya berlen
bolsun. @ kopligin elementleri X=(x1 , X2, ..., Xn) bolsun. Sonun
ucin z=f(xy , X2, ... ,.xn) funksiyany z=f (x) gérniisde yazarys.

Eger-de &>0 san tapylyp X—X,<¢& densizligi
kanagatlandyryan ~ &hli ~ x-lar  {Ggin f(x)< (%)
( f(x)> f(xo)) densizlik yerine yetyan bolsa, onda z=f (x)
funksya kesgitlenen kabir yapyk X kopliikde X, € X nokatda

......

......

Mysallara seredeliii:

5-nji suratda kébir bir Oytgeyéanli [1,10] kesimde kesgitlenen
funksyanyn grafigi sekillendirilen (bu funksya oyuk hem daél
glbercek hem). Funksiya [1;10] kesimde lokal minimuma (x;=3,
X,=6, x3=Y) we iKi lokal maksimuma (x,=5, xs=8) eyedir.

Goy z=f(x) funksiya X yapyk koplikde kesgitlenen bolsun.
Eger-de X, € X  we islendik Xe X tigin
f(x) < f(Xp) (f (x) > f(xo)) densizlik dogry bolsa, onda
ona bu funksya X, nokatda absalyut maksimuma (minimuma)
yetyar diyilydr. “Absalyut” termini bilen bilelikde kawagtlar
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3-nji surat

Gerekli kesgitlemeleri yatlalyn. Eger-de kopluk islendik A we B
nokatlardan gecirilen AB kesimin &hli nokatlaryny 0Oziinde
saklayan bolsa, onda bu kopliige glbercek diyilyar. 1-nji suratda
nokatlar tekizliginde glibercek kopllge sfera, piramida, prizma we
beylekiler degislidir.

2-nji suratda gubercek dal koplige mysallar gorkezilendir.
Gubercek dal koplikde AB kesimin  ahli nokatlaryndan bu
koplikde yatmayan in bolmanda iki nokady gorkezip bolar.
Ginislikde gubercek dal kdplige tory mysal getirip bolar.

Bir uytgeyanli y=f(x) funksyanyn grafiginin islendik iki
nokadyny birleysdiryan kesim grafikde ya-da ondan yokarda
yatyan bolsa bu funksya guibercek diyilyéar.(3-nji surat)

Birndce (ytgeyanli glbercek ya-da oyuk funksyalar
dustnjesine formulirlemek mimkin. Eger-de  z=f(X11:X21...Xn)
giper ustin islendik iKi nokadyny birlesdiryén kesim onun Usttinde

......

......

iki nokadyny blrlesdlryan keS|m ustde ya-da ondan asakda yatyan
bolsa.
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optimal ¢Oziwe eye bolarys. Eger yerine yetmese onda biz
optimal ¢cozlwi yene barlarys.

1 2) v,-u =4-0=4=4=c,

L4 v,-u =3-0=3<10=c,

(2,3) v,—u,=6-1=5<7=c,

(2,4) v,—u,=3-1=2<4=c,,

31 v,-u;=2-(-4)=6>4=c,

(3,3) v;—u,=6—-(—4)=10<13=c,,

Tablisa 10
Vi
2 4 & 5 a;
oL
7 Kl f 1
0 a0
10 - &0 -
1 3 7 4
1 100
0 100 : i
4 8 13 7
5 140
100 5 2 40
E?J- 110 100 a0 40 330

1,2) 4-0=4=4
(1,4) 5-0=5<10
(2,3) 6-1=5<7
(2,4) 5-1=4=4
(3,2) 4-(-2)=6<8
(3,3) 6-(-2)=8<13

z . =10-2+80-6+100-3+100-4+40-7 =1480.
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IV Bap. Bitinsanly cyzykly mesele

81. Bitinsanly ¢cyzykly mesela gelydn amaly meseleler

Durmusda tejribede ¢yzykly funksiyanyn sertli ekstremumyny
kesgitlemek hagan funksiyanyn hemme nébellileri bitinsanly diyip
hasap edilende bu mesele Ordn wajyp meselesinin biri bolup
duryar. Meselénin 6zlne bitinsanly mesele ya—da birndce bolegi
bitin sanly mesele diyilyar. Bu mesel&nin yiize ¢ykmaklygyn esasy
sebéplerin biri 611 yokarda seredilyén “durli tehnikalar” bilen dirli
isleri yerine yetirmek we ucarlaryn Usti bilen degisli bolan yerlere
snaryadlary taslamak meseleleri degisli bolup duryar. Wenger
alymy E. Egerwar 1932 -nji yylda 6zinin iki sany ylmy
wakalaryny cap etdi. Ol wakalar yokarda agzalan ulag meselesine
degisli bolan meselelerdir. Ol wakalaryn esasy ¢yzykly
programmasynyn esasyn iginde emele gelydn bitin sanly
meselelere degislidir.  1955-nji  yylda ikinji matematikada
programmirleme simpoziumynda ucarlara hem-de gé&milere
degisli bolan meselelere seredildi. Ol meselanin bitin sanly
¢yzykly programmirleme meselesine
hususy meselé syn etsek, onda olar:

I¢i zatly halatynyn meselesi. Goy bize m wektor ¢éklendirilen
serisdeler berilen bolsun. Degislilikde (b;, by,...,bm) serisdeler
bolsun. Goy su serisdelerin Usti bilen @ mochberindaki yukleri
dasamaklyk gerek bolsun. Bu yerde dasalyan yiklerin hemmesi
islegler boyunca kanagatlanmaly, yagny barmaly yerine eltilmeli
seyle hem m gornlsli serisdeleri degislilikde ylkun mogberine
goOré ulanmaly. Olar asakdaky serte gora yerine yetirilmeli:

1) c; yukun ertilmeginden emele gelen peyda (girdeyji);

2) Ertilyan yikin hemmesi bitin bolmaly;

3) i serigdelerin komegi bilen j yikin eltilmegi a; bilen

belgildris, yagny onun harajatyny anladyar.

Eger biz her bir gezekde (reysde) peydalanylan ulag bilen
ertilen yukin netijesi girdeyjili bola, onda umuman hemme
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1-nji surat

Bu meselede ulgam ¢yzykly cékli, a maksat funksiyan ¢yzykly
bolmayar. Seredelin 7.11 we 7.12 meseleler ¢yzykly dal
programmirlenen meselé degisli.

2-nji surat

Seyle meselelerin k&bir ayratyn cozlwlerinin Ustlinde durup
gecelin. Cyzykly dal programmirlenyan meseleleri ¢6zmek (gin
sulary bilmek zerurdyr:
1) Meseldnin yol berilydn ¢ozlwlerinin kopligi oyuk ya-da
glibercek:
2) Maksat funksiya glibercekmi ya-da oyuk
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82. Cyzykly maksat funksiyaly we ¢yzykly dal ¢cdklendirmeler
ulgamly meseleler

Mesele 1. Oniimgilikde kabir azyk iki gorniisde 6nduiriilyar. Eger-
de birinji gérnlsli resursyn bahasy 3 manat, ikinjininki bolsa 4
manat, &hli alnanda bolsa 12 manat bolsa resuslarynyn
ululyklarynyn optimal paylanysygyny kesgitlemeli. Birinji resusyn
X1 mukdaryndan we ikinji resusyn X mukdaryndan
2- X10,5 - XZO‘5 onlm birligini almak mimkin.

Umuman igslenilip tayyarlanylan onumin mukdary bilen
onun ¢ykarylyan resuslaryny baglanysdyryan y=f (X;, X2, ..., Xn)
fumksiya ontimgilik funksiyasy diyilyar. Oniim Ggin yonekeyje
onumcilik funksiyasy iki dirli resurs (cin seyle bolar:

y=cx“-c,
Bu yerde ¢ we o - hemiselik ululyklar, O<ea <1.y funksiya
dine iki resurs bolan yagdayy Ucin gorkezilen: x; — zdhmet, x, —
baylyk (kopital), bu yerddki o bu resuslaryn degisli paylaryny
anladyar.

y  funksiya yonekey onimgcilik funksiyasy, seyle hem
muna iki resursyn we bir 6numin arasyndaky baglylyk yaly
garalyar. Bu funksiya politekonomiki dernewlerde wajypdyr.

Meselénin matematiki modeli: Goy x; — | gornUsli
resursyn mukdary, x; — I gornUsli resursyn mukdary.

3%, +4x, 212

X =0, Xx,20
Magnit funksiyasy Yy =2/X; - X,

(1) formulanyn coziwler kdpluginde (2) funksiyanyn in uly
bahasyny tapmak talap edilyar.

Cakli ulgam
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serigdelerin kdmegi bilen eltilen yiklerifi netijesinem girdeyjili
bolar. Eger x bilen ertilydn ylkleriii sanyny belgilesek onda bu
meselanin matematiki modeli

X, 20, xbitin, j=12,...n (1)
Dayx; <b i=1.2,.,m (2)
=1
F(x) =) c;x; > max (3)

1

gornusinde yazylyar.

Meselénin sertine goré ertilyan yik bitinsanly bolmaklygy Ggin
ol san yaha 0 ya—da 1 bolmaly.

Bize belli bolsy yaly 0 hem—de 1 sifirlar bolanynda yagny dine

......

(3) modelin 1-nji sertini Uytgedip alarys:

0,
X. = )
Yoy, i=12,...n,

Bu meselani optimallyga ¢ozmeklik Ggin bar bolan resurslaryn
esasynda eltilmeli yiklerin mukdary ndce kop bolsa onda sondan
gelen peyda hem kop bolar, yagny mesele maksimum ¢ozulyar.

Gamilerin gornusleri boyunca saylamak meselesi (durli
ulaglary saylamak meselesi). Bize belli bolsy vyaly yylyn
dowamynda sezon wagtlary denizlerde we deryalarda gayyklaryn
kdémegi bilen yolaggylar barmaly yerine suw yoly bilen gatnalar.
Eger gatnawlaryn her bir gezeginde girdeyjili bolsa, onda umumy
yylda gamilerin hereketinden maksimum girdeyji almak bolar. Ol
esasan satylyan biletlarin sanyna bagly bolar. Seyle hem sol
herekete degisli cykdayjylar hem emele gelyar. Yagny
komandanyn hyzmatlary, yag we yangyc harglamalary we suna
menizesler. Meselanin sertine gord maksimum girdeyji almak Ggin
yolaggylary eltmekde olaryn isleglerini kanagatlandyrmaly.
Seylelikde bizin 6niimizde asakdaky meselani ¢cozmeklik galyar.
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Mesele: Her gezekgi gatnawa saylanyp alynan gayyklaryn
gornusinden hem-de olara yerlesyan yolaggylaryn sanyndan
duryar. Yagny hemme islegleri kanagatlandyryp gamileriii
gatnawlaryny umuman girdeyjilikli bolar yaly yagny maksimum
meselesini ¢ozmeli. Eger biz b® diyip haysy hem bolsa j
gatnawun bir sezonynda gatnadylan adamlaryn gatnawlarynyn
sanyny belleyéris. Eger biz bu gatnawy m tipli gamiler arkaly
yerine yetirilydn bolsa, onda her bir i-nji gami (gornusli) Ggin
asakdaky hasiyetleri belldlin, yagny:

1) aj; — gaminin yik goterijiligi;

2) aj; — hyzmat edilen adamlaryn sany;

3) a3 — yag we yangyc harytlaryn sezondaky cykdayjysy;

4) cjj-j-gatnawy boyunca i-transportyn ulanylmagyndan bir

sezonda alynyan girdeyji.

Gamilerin parkyny saylamakda her bir gatnawda gamiciligin
girdeyjisinin - maksimum bolmagyny ©zi hem goérkezilyan
caklendirmelerden ¢cykmayan bolmaly. Mysal Ggin b, hyzmat
edyanlerin ¢ykdayjysy, kop bolmaly dal.
bs—den, yagyn yangyjy, kop bolmaly dél, gamilerin gdrnusleri
hem-de gatnawlary diyip X (i=1,...,m, j=1,...,n) bellesek onda
onun matematiki modelini ayry sertlerin esasynda yazmak bolyar:

Zailxij 2 b,@, j=12,...n;
i1

n m

ZZaizxij <b,;

=1 =1
n m

DD anx; <b;

=l =t
X; 20, Xxij-bitin san (i=1,2,..,m; j=1,2,..,n). Bu yaylada

funksiyany maximuma owuryan X=(X11, X12,...X1n, X21, X22,..., Xzn,
Xm1, Xma2-.., Xmn)bahany tapmak talap edilyar

100

(X)) Xy, X0 ) > (X, Xp 00y X, ) — MAX

[F (X %000 X)) < F (X, X, 000X, )] = N

Eger bizin sereden (1)-(3) denlemamiz ¢yzykly bolsa, onda ol
meselani belli bolan usullar bilen simpleks, tora, excel elektron
tablisasy arkaly optimal ¢cozulyér.

E" = ¢yzykly ginitiisl + (a-b) +|]|
Eger-de (1)-(3) cozemizde ol meselanin esasynda emele gelen
kdpgrnalyk (kdpburcluk) ¢yzykly déal bolan yagdayynda hemme
wagt gubercek (oyuk) hem bolup duranok, onun sebébi
gipertekizlik kopgranlygyn yeke bir depelerinde dal-de, eysem
bolsa onun i¢cinden gegcmegi hem mimkin
Cyzykly d&l programmirlemanin meselesinin ¢ozilisini

kesgitlenilende onun geometric manysyny peydalanalyn:

1) giperust (gipertekizlik);

2) meselanin ¢ozuwinin bar bolan yaylasyny kesgitlemeli;

3) yokarky we asaky derejani kesgitlemeli we onun
gipertekizlige gora vyerlesisini barlamaly. Eger onun
¢ozlwi yok bolsa, onda yaylada bos koplik ya-da yeke tak
¢ozlwi bar;

4) cdaklendirilen yaylanyn esasynda max (min) nokatlaryn usti
bilen gipertekizlige goré egri ¢yzyk ya-da goni cyzyk,
yagny sol nokatlardan gegyan cyzgyny kesgitlemeli.
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VIl Bap. Cyzykly dal programmirleméaniin umumy meselesi

81. Cyzykly dal programmirlemaniin umumy meselesinin
goylusy

Cyzykly déal programmirleménin meselesinin ykdysady
geometriki manysy. Amaly meselelerin kopusi optimallyga
¢cozmeklik Gc¢in onun matematiki modeli ¢Ozilende umumy
gornusde ol ¢cyzykly dal bolyar.

Cyzykly dal programmirlemanin meselesi asakdaky gornisde
berilmegi mumkKin:
1) maksat funksiyasy c¢yzykly, céklendirmeler ulgamy

¢yzykly dal;

2) maksat funksiyasy c¢yzykly dél, caklendirmeler ulgamy
cyzykly;

3) maksat funksiya hem-de c¢éklendirmeler ulgamy cyzykly
dal.

Biz bu meselani dirli usullar bilen ¢6zup, ony optimaldygyny
kesgitleyaris. Goy, bize ¢yzykly dal programmirlemaniin umumy
meselesi asakdaky gornlsde berlen bolsun:

f (X, X500, X, ) = max(min) @
{ 0; (X%, X e X,) < By, (1 =1K) 2
9; (X, Xy 000 X ) > b, (1=k +1,m)

X, 20: (j=1n) 3)

(1)-(3)-¢yzykly  programmirlemdnin ~ umumy  meselesinin
matematiki modeli diyilyar. f, g, -n sany nabelld degisli bolan b, -
berlen san (serisdanin gornusleri).

Eger-de meselanin  ¢Ozllisi  bar bolsa we ol (2)-ni
kanagatlandyryan bolsa onda asakdaky sertler yerine yetyandir.
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n m

F(X) =ZZC“—X“— —> max.

=1 il

Umumy gorniisinde mesele asakdaky yaly berilyar. n-sany
bélinmeyén yiklerin toplumynyn cinde ber bir j-in iginde i-
hasiyetli gorkeziji a; we peydalylygy cj-bolup seyle bir yikleri

saylap almaly netijede bj-serisd&niin maksimum peydalylyk berip
ulanylar yaly.
Bu meselanin matematiki modeli asakdaky yaly berilip biliner:

Zn:aijxj{§=2}bi , i=12,..,m;
i1

X;20, j=12,.,n

Xj- bitin, j=1,2,...,n
Funksiyany maksimuma (minimuma) oOwiryan x=(X1,X2,...,Xn)
¢ozlwi tapmaly

FO) =) ¢x
i1

Eger n = n,-bitin sanly programirleménin matematiki modeli, eger
n, < n-bolegi bitin sanly programirlemanin matematiki modeli.

Bitin sanly programirleménin meselesinin hususy haly bolup,
bulewyy Uytgeyanli mesele mysal bolup biler. Onui matematiki
modeli asakdaky gornusde yazylyp biliner:

Zn:aijxj{ézz}bi , i=12,.,m;
-1

0
X; = .
1, j=12,...,n;
Funksiyany maksimuma (minimuma) owlryan X=(X1,X2,...,Xn)
¢ozlwi tapmaly

F(x):Zijj
=
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82. Bitinsanly ¢yzykly meselelerde matematiki model

Gorusimiz yaly 6ran kdp ykdysady meseler bitin sanly ¢yzykly
programmirlemadnin meselesine gelydar we yokarda sereden
matematiki ~ modelin  Gsti  bilen  bean  edilydr.  X-
maksimumlasdyryan F(x) kesgitlemeli nirede

chO vV j=1n

hemme c; bitin san diyip hasap eddris. Seyle gornisli mesele
ucin E.Balas tarapyndan bélekligine saylama (aydyn dal) algoritim
hodarlenildi ol algoritim additiw algoritim diyip at aldy, sebabi

{0
X, =
"1, j=12,..,n
algoritim boyunga hasaplamalar gecirilende, dine gosmak
(ayyrmak) operasiyalar ulanylyar. Bu meselanin ¢ozilis
algoritimine gegmezden ozal, biz bu meselede hagan Bulewli
nabelliler Ugin, hacan ¢élendirmelerde >,=,< sertler hem yerine
yetyar diyen tassyklamany belldp gecelin.

Hakykatdan, Goy (k)(ksm) caklendirme asakdaky gornise
eye bolsun

n
2% =by,
i1
s-nomerli gaklendirme (s <m)

D agx; =b,
[

Goy, mundan basga hem c;, cj-kopligine degisli bolyp atrisatel
(onlydal) bolsyn onda elementar 6zgertme yerine yetirip:
1) Taze ulgamlar nabellilerini girizelin: ti:t=x; hemme c¢; >0,
j-ler tcin: t=1-x; hemme ¢;<0: bolan j-ler tgin.
102

Xl = 51 + Xi } (5)
X, = 52 + X,
P& PG P PXg + Py
Z= : : (6)
Ché:l + ngz +0,X +0,X; +Q,
plxlo + pzxg + P =0 (7)
q Xf +Q2Xg +0o =0
7= plgl + ngz (8)
0,6 + 0,8,
allgl + a12§2 < (al - alle —a; Xg) } (9)
a‘mlgl +am2§2 < (am _amlxlo _amZ X(Z))

X0, o, py,q;., &, a,,-hakyky sanlar, bu sonky ulgamdan
& we &, gora simpleks usuly ulanyp, onun optimal ¢ozlwi
tapylyar.
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Coziwi su vyerde saklap maksimum meselani asakdaky
gornlsde yazarys:

:_pl‘yl_---_p;(xk—...—p;})(n_{_P "

z ; ; :
=0y == O X == Gy X, +Q

DX+ By X+ DX, <Dy,

1m”™n

DX .+ B X+ b X, <D, @

DX . D X+ D X, <Db,,

mn®n

Yokardaky mesele has cylsyrymly, sebdbi ol kysymly dil,
onun sanawjysyna P, Q gosulyar. Bu meselanin ¢ozilisinin amatly
yoluny gorkezmek (cin biz tekizlikde iki nadbellili gornlisdéki
kysymly d&l meseld seredelin we onun geometriki manysyna (ns
berelin.

Goy, bize tekizlikde kysymly dal ulusli ¢yzykly
programmirleménin meselesi berlen bolsun:

7= plxl + p2X2 + pO (3)
q1X1q2X2 + qO
asakdaky céklendirmelerde:

allxl + a12 XZ < a‘l

—————————— @

A X +a,,X <a,

X =20, x,>0
Uytgeyanleri calsyralyii:
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2) S-nji densizlige (-1) kopeldelinn (seyle edip v (hemme)(>)-
caklendirmeler bilen is gecirmeli).

3) Deilik (=) sertini iki sany (>,<) alamatlar bilen galysmaly,
sondan sonra ikinjisini (-1) kdpeldyaris.

1-3-6zgertmelerin netijesinde asakdaky meselani alarys:

min F(t) = Zn:cjtj
[

Caklendirmeler yaylasynda

n
Dagt, <bizki=s
1

Seylelikde yokarda seredilen  distndiriglerin  guyjuni

caklendirman basda seredilen meselédnin Bulewli (meseleler)
nabelliler G¢in hem umumy mesele diyip hasap etmek bolar.
Bizin asakda gecirjek hasaplamalar algoritimimiz ya meselanin
optimal ¢6zlisini kesgitlemége ya-da hemme nébellilerin mimkin
bolan bahalaryny saylamazdan (¢tzllisin yoklygyny anyklamaga
mumkingilik beryar).

Goy, N, j=1,n elementlerinn kopligi bolsyn. Goy N kdpligin
Kici kopligi bar bolup her bir j elementde degislilikde x;-bolup 0

ya-da 1  kabul edip alyp, bolek c¢ozilis we
Q —Dbilen bellenipQ < N X-in Q-Kici kopligine
girmeyanlerne bolsa azat nabelliler diyilyar. Seyle azat nabelliler
bolsa kici kopligi emele getirip S=N/Q. yagny islendik alynan
azat nébelliler bolek gosmaca c¢Ozuwler bilen bilelikde doly
kopligi emele getiryar N.
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Eger bolek ¢oziw (k) nébellileri saklayan bolsa, N=1,2,...n,
onda 2™ diirli gosmaca bolek ¢ozuwler bardyr. Meselem n=5 a
X2=1, X4=0, meseldnin bolek ¢ozilisi bolup, yagny

Q=(24),onda S=NKQ=(1,2,3,4,5)/(24)=(1,35)
bu yerde 1, 3, 5 azat nabelliler. Eger X;=1, X3=0, Xs=1. onda ol

gosmaca bolek ¢ozilisi dlizyérler. Durli gosmaca bolek cozilislerin
sany X,=1, X,=0 bolyar  2°%=2°=8.
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84. Ulusli cyzykly programmirleméaniin meselesinii kysymly
dal ekstremumy

Goy, asakdaky meseldnin maksimumyny tapmak talap edilsin:

- P X +...+ P X, Z,(X)

O X+t 0, X, Z,(X)

asakdaky céklendirmelerde:

a X +..+a,X, <a,

Xyttt @ X, <A,

mn- n

X;20, j=12,.n.

Asakdaky tablisany duzip we birndge Zordan adimini edip,
seyle tablisa geleris, yagny sanawjy z; we maydalawjy z,
funksionalda P we Q azat agzalar peyda bolar (Tabl. 1).

-V1 —Xk -Xn 1
X1= b ... b ... b bs
yk: bkl ..... .. ...... bkk ..... bkn bk
ym: bml ....... b m k ...... ...... bmn bm
= P1 .. Pk .. Pn P
2= g1 ... Qk wee QOn Q
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8) Eger min gozlesek, onda dj setirin in uly onyn sanly
sttlnini saylamaly, yagny z,.., = (-Z,,) -

9) Eger bu meselénin optimal ¢ozlwi bar bolsa, dj setiri
optimallasdyrmak sertini yerine yetirydr. Eger yerine
yetirmeyén bolsa, onda meselénin optimal ¢ozlwi yokdur.

83. Bitinsanly ¢yzykly meseleler. R. Gomeriniin algoritmi

Kesme usulynyn umumy shemasyndan ugur alyp cyzykly
programmirlemanin umumy meselesini (G,F) we ona degisli
bolan (G® F) bitinsanly programmirlemaniii meselesini ¢ozelii.
Goy Xx(G,F) —onun optimal ¢6zilisi bolsun. x(G,F) c¢ozlwi
bitinsanlylyga barlag gecirelin. Eger x(G,F) hemme kordinantlary
bitinsan bolsa onda

X(G,G) = x(G®, F).

Eger bolmanda birisi goy x; bitinsan bolmasa, onda biz
asakdaky shema boyunca hereket ederis. Bazis dal nébellilerin
hemmesini N bilen bellalin we in sonky simpleks — tablisanyn
esasynda, x; —inn dargadylmagyny Xx; bazis dal nabellileriii Usti
bilen yazalyn. je N

X =Xo= 3 %X;, (i=1,...m) 1)

jeN

yokarda belleysimiz yaly x; bitin san dal, sonun Ugin x; den uly
bolmadyk yakyn bitin sany [x] bilen belldlin we onun
tapawudyndan drob bélegini kesgitlalin

{Xi}= X; _[Xi]'

{xi}>0 aydyndyr. (G,F) — meselénini simpleks tablisasynyn i—nji
setirinde gosmaca ¢yzykly céklendirmani kesgitlap bolyandygyny
gorkezip bolyar, ol bolsa dogry hésiyetlere eyedir.

Teorema 1. Goy x=(X1 Xz,...,Xn), (G®,F) —meselaniz miimkin bolan
¢Ozusleri, onda

z,=7;(X) = _{Xio}_ Z(_{Xij })le )
jeN
z, >0, z -bitinsan, gatnasyklar dogry kesimi kesgitleyér.
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Netije. (G,F)-meselanin, islendik x(G,F) optimal c¢ozllisi,
(G®F) meselanin ¢ozillisi bolmasa, onda ol (2) dogry kesme
sertini yerine yetirmeyar.

Seylelikde (G,F)—meselénin, komekgi meselelerinin
cozilmekligi  bilen, gosmaca c¢aklendirmelerin  sanynyn
kopeljekdigi aydyndyr, optimallasdyrma meyilnamasynyn bolsa
bitin san bolmadyk koordinatlary bolup mdcber meselesi yize
cykyar.

R. Gomeri tarapyndan komekci meseléanin  simpleks
tablisiyasynyin mocberi Kiceltmek meselesini kabul edip almany
hodirlendi, (G,F) meseldnin, n nabellilerin sany, k—bazis dél
nabellilerin sany, onda mogberi (n+2)x(k+1) —den.

Bu usulda bizi gyzyklandyryan zat gosmaca céklendirmeler
bitin san dal, esasy gosmaca meselanin optimal ¢ozllisini kesmek
usulyny ulanyp, bu ddimde emele gelen sonky meseld gegyaris.
(G,F) — yzygiderli meselénin indekslerini k=0,1,..., bilen, degisli
iterasiya nomerene gora (G®,F) meselanit yzygiderli yakynlasma
cozilisini kesgitlap, ony (Gy,F) bilen bellalin. z nadbellini, (2)
gosmaca ¢yzykly céklendirmani kesgitleyan we (G, F) meseldnin,
bir ndce bitinsan dal kordinantlarynyn optimal ¢ozllisini guryan
Xn+k+1 bilen bellalin. (Gy,F) yzygiderli meseléanin mégberi ulalmaz
yaly, gurulan gosmaca c¢yzykly céklendirlen ulgamyn simpleks
tablisasyndaky nabellini cyzmaly. Yokarda gorkezilen bellikleriii
esasynda hasaplama shemasyna gegelin.

1. (Gy,F)-meselani (basda k=0) meyilnamany yzygiderli

gowulama usuly bilen ¢ozelin.

Goy, optimal ¢ozlwlerinin bazisine As, As,...,Asm Wektorlar
giryan bolsun. In sonky simpleks tablisiyanyn parametrini
Xij —bilen belldlin: onda

A =Xy (1=12,...m; j=12,..,n).

Eger hemme bazisi dizyan Xj, (Gy,F) meselanin x(Gg,F)
optimal ¢oziisleri bitin bolsa, onda X(Gy,F)=X(G®,F). Eger xio bir
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(5)-e gora biz asakdaky dernewe seredelin.

1) t= E—r = min(E—‘) >0 onda (—b—r) <0

rs IS rs

2) eger
Q(l) >0’

onda (5) sanawja baglydyr.

p. p® ‘ ‘ p®
- — (k) (k) . (k) _
3)dj—q'1_ Q® =PQ™ -q;P™z “o®
J
bolyar, onyn ya-da onyn dél.
4) d,=d, <0, onda z"*-z%>0

diymek (k+1)-nji &dim esasynda biz maximum (minimum)
kesgitlemeklik Ggin simpleks usulyn 6nki duzglni boyunca
hereket edyaris.

5) eger-de biz ¢ozyan meseldmizde max gozlesek, onda biz
()
z® =% gatnasygyn esasynda ifi Kici onyn dal sitiini

saylayarys. Edil sonun yaly min go6zlesek onda ol
elementin  hemmesini degislilikde otrisatel bolmagyny
gazanmaly.

6) Z(x) funksiyanyn alamaty kesgitleyja baglylygy sebapli biz
geljekki dernewi max (min) gatnasygy meselani optimal
¢cozmek Ucin alamatyn esasynda gurmaly bolyarys.

7) Eger dj setirin esasynda max gozlesek onda biz in Kici
onyn dél elementli sttuni saylayarys.
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Simpleks usuly ulanyp, biz tablisada general elementi
kesgitleyaris. Sonra k &dim simpleks usulyn esasynda téaze ulgam
alyarys. Yone simpleks usulyny ulanmazdan 61t amaly meseleleriti
goyulmagy sertin esasynda dayan¢ meyilnamasyny guryarys.
Eger-de bizin netijamiz optimal bolmasa onda biz ony optimallyga
dernemekligi dowam edyéris. General elemnti saylayarys we yene
bir adim simpleks usuly ulanyarys. Ony asakdaky gérnisde
kesgitleyaris:

Pb q,b
P(k+1) _ P(k) s : (k+1) _ (k) _ Hs™r
b, + O 9 T,
p k) Ps‘br
Z(k+1) _ brs . (k+1) _ P(km
Q(k) qsbr Q(km
bI’S
‘0 K) "'p (k)
Z(k+1) o Z(k) _ PsQ —qSP (_&)
QWQk™® b,

Bu tapawudyn maydalawjysy iki sanyn kdpeltmek hasylyndan
ybarat bolup, onun sanawjysy bolsa asakdaky kesgitleyji
gornusinde yazylyar:

P pPY

ds=P.Q® —q.Pp® =|
qs Q(k)

(4)

Indi bu meselanin ¢oziwi esasan hem meseldnin sanawjysyna,
yagny ds we simpleks gatnasyga bagly bolyar. Bu yerde b =0
hem-de poloZitel, seyle hem br dayan¢g meyilnamanyn esasynda
otrisatel, polozitel. Onda bu gatnasyk umumy yagdayda drobyn
sanawjysy ds gora kesgitlenilydr. In sonky kesgitleyjiden ds-i (4)-
de goyup alarys:

+ ds b,
20 -2 = QMQ kD (_b_) ®)
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nace kordinantlary, x(Gx,F) optimal ¢ozusleri bitin bolmasa, onda
biz 2-nji punkta gegyaris.

2. Eger bir nage x(Gi,F) optimal ¢oziwlerin toplumlarynyn
icinde, yeke tdk bitin san d&l nokat bar bolsa, onda gosmaca
cyzykly caklendirme (2) sol yeke tdk nokadyn kordinantlaryna
gOré gurulyar. Eger bitinsan dal kordinantlar x(Gy,F) birden kdp
bolsa onda, biz in kicj nomerli sany saylap alyarys we sona goré
guryarys. Goy sol X bolsun. Onda gosmaca ¢yzykly
caklendirmani duzyaris

Xner = —%0 )= 2 (X)X 3)
jeNy
X, 20,k=01,... (4)

3. (Gk,F) meselanin Gstlne (3), (4) sertleri hem gosalyn. Onda
tdze (Gy+1,F) meselédni alarys. Belli bolsy yaly (Gi,F) meselénin
X(Gk,F) optimal ¢ozulisi, képgranlygyn bir depesinin sertini yerine
yetiryér, onda ol nokat tdze alynan mesele Ugcin baslangy¢ dayanc
¢cOzuwi hokminde saylap almaklyk mimkin, bu bolsa (Gk,F)-
meseldnin in sonky simpleks tablisasynda (Gy+1,F) meselesi Ggin
baslangyc diyip we (3) sert bilen dolduryp almak bolyar.
Seylelikde (Gx+1, F) meselesi gin, simpleks tablisasynda (Gg,F)
meselesi Ugin baslangyc diyip we (3) sert bilen dolduryp almak
bolyar. Seylelikde (Gi,F) meselesi gin simpleks tablisa (Gg,F)
meselanin in sonky tablisasyndan (i+1)-nji serti donduryp
elementleri

Xi+10 = _{Xlo}’
Xirrj=-{Xij}, J & N,. Nirede Ny, (G, F) meseldnin bazis dal
nabellileri.

Xi+1 Nl = 1’

Xiq; =0, jegN
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Onda biz tdze meselani alyarys, onun nabellileri bolsa
Xpy X yeeey X Bu meselédnin serti Xs1, Xs2, ... , Xsm habellilere

"1 Mn+k+1t
goré rugsat edilen we Xnik+1, tdze nabelliler (G, F) — meselanin
bazis dal ndabellilerinin Usti bilen ¢yzykly gorniisde Usti bilen
edilen. Belli bolsgy vyaly biz F(x) maksat funksiyanyn
maksimumyny kesgitlemek bilen mesgul bolyarys eger x™ (Gy,F)
meselanin optimal ¢ozilisi bolsa onda hemme A; >0. Sona gora

(Gk+1,F) meseldnin, taze c¢ozilisine gegmanin dogrylygyny
barlamak usuly bilen yerine yetirip bolanok. Sol bir wagtda hem
Xio = —{X; s Sofa gord Ao wektor simpleks tablisasynda

(Gk+1, F)—-meselénin dayan¢ ¢o6zilisi bolup bilmeyér, sebébi
cozulisi wektor diyilip, onun hemme kordinatlary only dal bolman
Gy+1 Yaylada yerlesme sertini yerine yetiryar.

Sona gord, alynan X = (XI,XZ,...,Xi*, Xiil,o) wektory (Gg+1,F) —

meseldnin galyp ¢Ozulisi diyip atlandyrylyar we simpleks
tablisasynyn geljekki 6zgertmelerine gecyaris. (Gy,F) meselanin
galyp cozilisini k bilen bellalin, onda ugrykdyryjy setir i+k+1-nji
setir bolup, k=0,1,2,..., . Sonun U¢in her bir etapda 6zgerdilen
tablisada Ai«+1 Wektor, tablisadan ¢ykarylyar. Bir nédce kesgitli
adimden sofira ya meselénin bitinsanly ¢ozilisini yada, ony ana
getirip bolmayandygyny (G® F) mesele {icin subut etmek bolyar.

Eger (G,F) meselanin ¢ozilisi bitinsanly x™ -yii optimal
¢ozllisini gurmak bilen gutarsa onda m birinji komponentlerinin
bitinsanly c¢ozilisini kesgitlemek bilen; eger x* koordinantlaryn
icinde drob sanlar bar bolsa, onda bir drob komponentin (dlizgiin
bilen 6nimden kesgitleyaris) gosmaca céaklendirméni emele
getiryar we ¢0zilis prossessi tdze galyp ¢ozisler bilen yagny setiri
dondurma bilen dowam etdirilyar.

Onki dondyrylan setir (ozal ulanylan ) Usti ¢yzylyar we basga
gineldilen meseleler gurmak Ugin tazeden dikeldilmeyar. (Gy,F) —
meselanin ¢ozllis prosedurasy we alynan ¢ozilisi uly iterasiya
(gaytalama) diyip atlandyryarys. Onun nomeri (Gg,F) meselanin
¢ozllis nomeri bilen gabat gelyandir.

Uly iterasiyanyn netijesi taze (Gy+1,F) mesela gegcmek bolup
ya —da meselanin ¢ozuwinin sonuna yetmek.
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§3. Ulusli cyzykly programmirleméanin  meselesinifioptimal
¢ozilis usullary

Bize belli bolsy yaly ¢yzykly programmirleméniin meselesi,
onun maksat funksiyasyna we

f(X)=ijXj 1)
j=1
caklendirmeler ulgamyna gora
223X <2 h, (2
j=L i=1 i=1

cyzykly bolan mesela aydylyar.

X;20, j=12,..n 3)
Biz Ulusli ¢yzykly dal meseléni cyzyklasdyryarys. Sebébi
berlen céklendirmeler ulgamy ¢yzykly, maksat funksiya ¢yzykly
dal Glusli, yone bi ony cyzyklasdyrmak (cin haysy hem bolsa
amatly bellik girizyéris. Ya-da onun ¢oziiwini g6zlamizde maksat
funksiyanyn sanawjysy —z,, maydalawjysy —z, ayratyn setiri
yazyarys. Sonra biz bu meselani bize belli bolan simpleks usuly
bilen ¢ozyéris we onun optimal ¢ozlwini tapyarys. Goy, bize
ultsli ¢yzykly mesele berlen bolsun. Ol asakdaky tablisada
gorkezilen.

Tablisa 1

=X, — X, .. —X, 1
Y, = ay a, .. Q, a
Y, = ay Ay - Ay, a,
ym = aml am2 " amn am
z) = =P —P, - P 0
22 =

_ql _qz e T qn 0
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Eger z monoton artyan bolsa onda onuni hereketi sagat dilinin
tersine bolyar. Eger kemelydn bolsa onda sagat dilinin ugruna
bolyar.

z funksiyanyn = kemelyandigini  ya-da  artyandygyny
kesgitlemek Ugin yagny onun monotonlygyny kesgitlemek tgin k-
dan z-e gora 6num alyarys:

% — _ql(zqz — pZ)_(pl _qu)qz — P.09; — P.9,
dz (Zqz - pz)2 (Zqz - pz)2

Gorsimiz yaly alynan Onimin netijesinde emele gelen
gatnasykda drobyn maydalawjysy elmydama polozitel, onda bu
gatnasygyn sanawjysyna bagly bolup sanawjyda bolsa, z nébelli
bolmanlygy Gcin ona bagly daldir. Sona gora bu onimin alamaty
hemiselik bolup, z funksiya artanda gatnasyk artyar, kemelende
bolsa kemelydr, we koordinatalar okunyn dasynda aylanyar.
Sonun Gcin biz z-in dine ertanda, dine kemelende koordinatalar
okuna gord onuni max ya-da min depelerini kesgitleyaris. Diymek
z funksiyanyn bu max, min kesgitlemeklik onun depelerini
kesgitlemekligi esasy meselénin 6zeni bolup duryar. Bu yagdayda
asakdaky yagdaylaryn bolmagy mimkin:

1) eger Q kdpburcluk berlen bolsa, z funksiya 6syan bolsa,
artyan bolsa, onda biz koordinatalar okundan ¢ykyp, goni
cyzygy kesgitlap, onun min hem-de max depelerini
tapyarys.

2) birndce yagdaylarda Q kopburglugy caklendirilmedik
bolsa, yone onun max hem-de min depeleri kesgitlenen
bolup, onuin max hem-de min bahalary tapylyar.

3) eger-de z funksiya haysy hem bolsa bir depeden max, min
kesgitlenen bolsa, onda onun ikinji birisi kesgitlenman Q
kdpburclugyn haysy hem bolsa bir tarapyna goré oo baryan
bolsa onda olar « dususyp onun max asimptotiki bahasy
bar diyilyar

4) eger-de max, min bahasy kesgitlenen bolsa onda onun
max, min bahalary dine asimptotiki bahalara eye bolup, o
den bolyar.
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84. Bitinsanly ¢yzykly meseleler. Ahtimal gozleg usuly

Bitin sanly meselédnin umumy shemalaryn kdmegi bilen
cozilende, ol usullaryn kyngylygy dirli gorntsdéki takmyn
usullaryn yize ¢ykmagyna getirdi we olaryn takyk meselelerinin
algoritmini dizmek Ggin ulanylyar. Takmyn usullaryin arasynda
esasy bolup 2-i ugur bellenilyar:

1) Totdn gozleg vya-da totdn gozleg céklendirilen
(moxaneHbIi) optimallasdyrma bilen baglylykda.

2) Yorite meselelerde ulanylyan, determirlenen ewristik
algoritmleri bejermek.
I. Totan gozleg usuly. Bitinsanly meseldnin iteratiw usuly bilen
cozmeklik, asakdaky Bulewli n&bellili mesele Ggin hodirlenyér:

n
F(x) =) c;x; > min (1)
j=1
G yaylada asakdaky gorns:
2.a%; <b, (i :L_m) (2)
j=1
0
X]- = . (3)
1, j=12...,n

nirede aj, b, cj-otrisatel dal diyip hasap edilyar. Wektor
X=(X1,X2,...,Xn), (2) — (3) sertleri yerine yetiryar we (T) wagtda F(x)
funksiya in uly bahany beryér. sonyn tcin ony wagta géré optimal
(1)-(3) meselanin ¢ozllisi diyip atlandyryarys. Gorlsimiz yaly
Totdn  goOzleg usuly (1)-(3) meselédnin wagta gorda optimal
cozllisini kesgitlemage getiryér, ol asakdaky sertlerden duryar:

Haysy hem bolsa bir zo sany fiksirlap, densizlikler ulgamyna
seredelin.

DX 2z (4)
=1
2.3 <b, (5)
=1
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0
j {1, j=12....n. ©

Biri —birinden 2z, bilen tapawutlanyan (4)-(6) meselanin
goérnusine  menzes (Tun), meseldnin iteratiw prosesinin
guramagylykly ¢ozilisini gurnalyn

z, =2,,+Az, k=12..

CGozulisin netijesinde biz Xo, Xi,..., wektorlary alarys. T wagt
aralykdaky c¢ozulis we degislilikde in sonky zy, kesgitleme
boyunca (1)-(3) meselénin wagta goéra ¢ozilisi bolar. Indi bolsa
(4)-(6) ¢yzykly densizlikler ulgamynyn ¢6zilis usulyna seredelin.
goy Xo=(x1"x2, .., x.°). Seyle bir saylanyn alynan ¢oziisler

X% = 0
Tl j=12...n

hasaplalyn

A = max{z0 —chx?;O} (7)

j=1

A = max{z a; x> b, ;0}
-1

Eger hemme A’ =0 onda berilen zo, Xo (4)—(5) ulgamyn ¢ozilisi
bolyar. Eger A} =0 bir nage komponent Ugin, onda tétanden
uytgemegine Xo wektoryn (gin tdze x, wektora gelyéris. Ol bolsa
onikliden Uytgedilendir. Taze alynan x wektor tigin A' taparys we

yokarda gorkezilen dernewi gegireris. Xy wektory gurmanyn
Prosessi berilen zy (icin gaytalanyar, ta bir m —nji &dimde hemme
AT =0, den bolyanca.
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§2. Ulusli cyzykly meselanii grafiki usul bilen optimal ¢oziilisi

Biz meselénin grafiki usul bilen ¢ozllisini kesgitlemek
ticin Q koépburclugyna seredeliii. Yagny tekizlikde x, we X,
koordinatalaryna gora

P, — 2Q,
X -20,)%x, ya—-da x,=kx, k=—""—
(P —20,)% Y 2 = KX, - p,
Bize belli bolsy yaly yokardaky x, we x, gora denleme
koordinatalar okunyn baslangyjyndan gegyéan bissektrisany
anladyar. Eger-de biz z funksiyanyn bahasyny fiksirlesek onda
k-nyn takyk bahasyny alarys. Ol bolsa z funksiyanyn
artmagynyn esasynda koordinatalar baslangyjyndan gegyén
goni ¢yzyk saga ya-da cepe koordinatalar baslangyjyna gora
aylanyar. Sebébi bur¢ koeffisiyenti k z-in Gytgemegi bilen ol
hem lytgeyar.

xs z(max)
7
. / Z=C,

Q y
< Fd o ~ z(min)

¥ LR
/ / ;

/

2-nji surat
z-in monoton Uytgemegi bilen k hem Uytgdp koordinatalar
baslangyjyndan c¢ykyan goni c¢yzyk tekizlikde yerlesen Q
kopburclugyn ~ maximum  hem-de  minimum  depelerini
koordinatalar okunyn dasyndan aylanmak esasynda kesgitlenilyar.
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z(x) gatnasykda yokarda goyup asakdaky gatnasygy alarys:
Z(X) _ j“1Zma>< ZZ (X(l)) + j'szax Z2 (X(Z)) +..t j'k Zmax Z2 (X(k)) _
2,2,(xP)+2,2,(xP) + ...+ 4, 2,(xY)

_ Zomex 2,2, (x") + 4,2, (x?) +..+ 4,2, (x")] —
ilzg(x(l))+1222(X(2))+___+ikzk(x(k)) max

Teorema subut edildi.

Netijede biz teoremany subut edip, seredilydn
kdpburclugyn birndce depesinde optimala eye bolyan bolsa,
onda onun gabygyndada maximuma yetyandigini subut etdik.
Indi bolsa teoremanyn 1-nji bdlegi yagny z funksionalyn
artmagy ya-da kemelmegi barada teoremanyn subudyny
teoremal we teorema2 esasynda subut etdik.

Eger T wagt mimkingilik berydn bolsa onda z, kopelyér,
yagny

71=29+Az

we tdze girizilen totdn wektor Ugin yokarda gorkezilen prosess
gaytalanyar.
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85. Bitinsanly ¢yzykly meselelerde determirleme usuly

Bu yagdayda yorite mesele hdékminde “fiksirlenen
gosmaga tolegli ulag meselesine” seredelin.

Goy m punktlarda (yerlerde) haysy hem bolsa bir gérnisli
oniim (serisde) ondurilyan bolsun we olary n punktlarda
peydalanylyan bolsun. Ondirmekligin we peydalanmaklygyi
mocberi bolsa degislilikde a; (i=1,...,m), b; j=1,...,n) ululyklar
bilen kesgitlenyan bolsun. xij mogberde -i-nji punktdan j-nji
peydalanylyan punkta ertmekligi kesgitlemeli, eger ulag tipli
mesele gornusde caklendirmeler kanagatlandyrylmayan bolsa.

x =b, (j=1..n) 1)

X: =a, (i=1...,m) (2

F(x)= iicij(xij) ()

nirede cij(x;;) asakdaky gornse eyedir.

0,x; =0, bolsa
c; (%) = (4)

C;X; +d;,x; =0 bolsa

¢; >0 birlik yikini i-nji punkdan j-nji punkta elmanin birlik

bahasy di>0 gosmaca téleg eltmeklik bilen baglylykda d; -nin

ykdysady manysy: ulag serisdelerinin (arenda)

peydalanmagynyn, yiklenilmegine bagly bolmadyk yagny, yol

gurlusyklary we basgalara degisli gosmaca toleg. (1)-(4) mesele

“gosmaga tolegli Fiksirlenen ulag meselesi ya-da bir jynsly dal
112

ekstremuma eye bolyar. Eger-de biz kopgranlylyga seretsek
onda ol ekstremumyna gapdal gapyrgasynda eye bolyar.

Teorema 1 esasynda biz z funksiyanyin monoton
artyandygyny, ya-da monoton kemelyandigini gorkezdik. Indi
bolsa teoremanyn 2-nji bolegine seredelin.

GOY, X, X,,..., X, nokatlarda z funksiya max yetyan bolsun. Ol

nokatlar gibercek kdpburclygyn ahyrky nokatlary diylip
hasaplanylyar. Meselanin sertine gora biz

s o) 70 n(x)
T L) L, T ,()

()

Eger-de biz Q kopburglugyn gabygynda yerlesyan erkin x
nokatlaryny saylasak onda ol nokatlaryn esasynda biz ¢yzykly
kombinasiyasyny yazyp bileris:

Z(X) — Zl(X) — p1X1 + pZXZ +ot ann (6)
ZZ(X) qlxl +q1X1 +"'+qnxn

Eger-de biz denligin sag tarapyna hem-de c¢ep tarapyna
degislilikde q,,0,,...,q, kopeldip asakdaky netijani alarys:

C A42,(x) + A,2,(x?) + .+ 4,2, (xY)
2,(x)+ 4,2, (xP) + ..+ A, 2, (x)

z(x)

Meselanin sertine gora (5)-den alarys:

2,(xV) = 2,152, (z")
2,(x?) = 2 2, (x'?)

2,(x9) = 2,,2,(x%)
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saklanyandygy Ucin onun onun monotondygyny goryaris.
Teorema subut edildi.

Teorema 2. Ullgsli funksional Z, Q kopburclugy dise
depelerinde max hem-de min bahalara eye bolup bilyér.
Eger funksional z Q-kdpburclugys birnace depelerinde max
hem-de min eye bolup bilyan bolsa, onda sol képburclugyr
gabygynda hem eyedir.
Subudy. Biz teoremanyn 1-nji boleginin subudyny tersine
subut edelin. Goy bize Q kdpburclugy berlen bolsun. Goy sol
kdpbuclukda yerlesen s nokatlarda z funksional maz baha eye
bolyan bolsun.

1-nji surat

Onda eger biz sol s nokatlardan asaklygyna R depa cenli
sllyssek onda z funksiyanyn bahasy artyan bolsun. Eger s
nokatlardan yokary T nokatlara cenli siyssek, onda z
funksiyanyn bahasy peselyar. Hacan T nokatlara baranda ol
min baha eye bolar. Onda biz ters tarapa hereket edenden son
funksiyanyn monoton artyandygyny goryaris. Yagny R
nokatlar T nokatlara tarap hereket edenden somra onun
monoton  kemelyandigini  goryéaris. Onda  ekstremum
elmydama kopburglugyn c¢é&kli nokatlarynda, depesinde

......

ulag meselesi” diyilyar. Ol belli bolsy yaly c¢yzykly dal
meselelerin synpyna girydr. Sebdbi diysen maksat funksiya
uzilyan ya —da boltnyéan funksiyadyr. Eger hemme d;=0 bolsa
onda ol yonekey ¢yzykly meseleler (tipina) gornisine degisli
bolyar. Bizi hacan d; =0 yagdayy gyzyklandyryar. M.
Balinskiy tarapyndan (1)-(4) meseléni bolekleyin bitinsanly
cyzykly meselanin goérniisine (tipina) getirmek, bolyandygyny
gorkezdi. Bellikler girizelin. Mjj=min(a;,b;) mesela seredelii:

m n

i=1 j=1
asakdaky sertlerde
DX =a) % =b, %20 (6)
=1 i-1
01
Yi = 1 X; < Myy; (7)

(1) — (4) we (5) —=(7) meselelerin ekwiwalentdigini gorkezmek
bolyar.

Teoremal. Eger ulag meselesinde fiksirlenen gosmaca
toleglerizi hemmesi dj=d=canst we ysonna degisli gosmaca
tolegsiz c= |[cjji| matrisasy bilen azmadyk onda iki
mesel&nisz hem optimal ¢ozlsleri gabat gelyar.

Subudy. Hakykatdan hem azmayan meselede x;; san nula den
bolmadyk ¢oztwleri dij m+n-1 den, sona gora

F(x)= iiCinij

F.(x) = ZZ(cUxUer) ZZC“XU+d(m+n 1),

j=1 i=l
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olar biri —birinden hemiselik ululyk bilen tapawutlanyarlar, yagny
maksat funksiyalary.
Teorema 2. Eger ulag meselesinde gosmaca fiksirlenen téleg dj
dirli bolsa, onda onuz optimal ¢ozilisini orza degislilikdaki ulag
meselesinin gosmacga tolegsiz dayanc¢ ¢Ozilisinizz icinden
go6zlemeli, 6zem sol bir C matrisaly.
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X, = A% + (L= A)X%,
X, = A%, + (L= A)X,

X, = AX, + (L1- )X,
Eger biz droby sanawjysyny kesgitlesek onda:

Z,(X) = X+ PoX, ot PoX = Py (A% + (L= A)X,) +

+ P, (A%, + L= A)X,) + .ot P, (AX, + (L= A)X,) =

= 2(PX + PoXy + ot PX )+ (L= A)(PX, + PoXy + oot PoX,)
2,(x) =2z, (x)+ 1-A)z,(x)

Edil yokardaky yaly drobyn maydalawjysyny yazyrys:

2,(X) = 22,(x) + (1~ 2)z,(X") (2)

2(x) = 22, (X)) + (1= 21)z,(x") 3)
A2,(x)+(1-2)z*(x)

Egerde biz (3)-de berlen x hem-de x nabellileri yagny,
kopburc¢lukda berlen goni ¢yzykly kesimin ahyrky nokatlaryny
fiksirlenen diysek, onda (3) gornusdéki tlusli funksiyalarymyz
A nabelld gord funksiyany emele getiryar. (3-den) A gora
onum alyp funksiyanyin monotonlygyny kesgitlalin:

Az _ 2,(x)7,(x) = 2,(X")2,(x) (@)
da [z,())°

Netijede biz A gord (4)-1 aldyk, ol gatnasyk esasan alamaty
boyunca drobyn sanawjysyna bagly bolup duryar. (4)-n
esasynda biz Ulugli funksional z-i alamatynyn sol bir gornisde
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Mundane basga hem ykdysady gorkezmelerin birisi, yagny
onumgilikden giryan arassa girdeyji ol énimin bahasyndan
harajady ayyrmakda emele gelyar. Egerde biz arassa girdeyjini
harajada bdlsek, yagny onuni gatnasygy ykdysadyyetde
peydalylyk distinjani beryar.

Netijede, biz dlusli ¢yzykly dal meselanin matematiki
modelini asakdaky gdrnusde yazyarys:

_z(x)
"0 @
S ayx,<b, (i=Lm) ®)
X; 20, j=12..,n. (4)

2. Ulusli ¢yzykly programmirlemaniin  meselesine degisli
esasy teoremalar.

Teorema 1. Q kopburclyga degisli bolan v goni ¢yzykly
kesimde Ullsli z funksional monoton tytgeyandir.

Subudy. Goy bize Q kopligin icinde, yagny kdpburclukda
ahyrky nokatlara x we x bolan kesim berlen bolsun. Onda
biz kdpburc¢lygyn gibercek hésiyetine goré ahyrky nokatlaryn
usti  bilen sol kesimin islendik nokatlrynyn cyzykly
kombinasiyasyny

X=X +(1-2)x, 0<A<1.

yazmak bolar. Onda sol kesimin icindéki yerlesen nokatlary
seyle gornlisde yazmak bolar:

86. Bitinsanly ¢yzykly meseleler. Balinskinin usuly

Bu usul asakdaky teorema esaslanandyr.
Teorema 3. Goy x’:Hx;ju,y’:Hy;ju-yokarda seredilen

meselénisz optimal meyilnamasy bolsun, hacan xijﬁMijyij.
Onda

!

Xii =M;yj (1)
yerine yetyar.
Goy, y; >0, 0nda x; <M;y; bolanlygy tgin y; -kicelderis ta

(1) yerine yetyanca. Yagny y; =0= x; =0

Yonekeylik (gin  teoremany subut etmeydris.  yi-nin
bitinsanlydygyny g6z oOnlde tutmazdan in sonky denlemeden
kesgitlap alarys:
_ IVI_.,
bu gatnasygyn esasynda, in sonky meselede g6z oninde tutup,
meseldni asakdaky gornisde yazmak bolyar:

minF(x) = ii[eijxij +%x“} =>.

=it i

Zm:{cij +%}xij.

n
=1 =1 ij

G-yaylada kesgitlenilen sertlerin esasynda

n m

D Xy=a, > X;=b;,x;>0.

j=1 i=1

Yagny yonekey ulag meselesine gelyaris, onufi ¢ozilisi bolsa,
takmyn fiksirlenilen gosmaca télegli mesele hdkiiminde ¢ozilyar.
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Goy, xIJ yokarky meselénin optimal ¢6zilisi bolsyn, onda
gOzlenyan meseldnin takmin ¢ozllisi asakdaky gdrnise eye bolyar.

x; =y; =0,eger x; >0:
0 * 0 *
X =X;, Y =1, eger x; >0,
Bu yerde Xi? ; yf} -takmyn cozilisin fiksirlenilen gosmaca

tolegli meselénin koordinatalary. Bizin yokarda gorkezen
usulymyz meseléni doly cozmeklikde ulanylyan usul hékmine
ulanyp bolmayar. Ol dine bitin sanly meselelerin takmyn
¢ozliginin bir ndge gornislerinin bardygyny gorkezyar.
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VII Bap. Ulusli gyzykly programmirlemanii meselesi
81. Ulusli cyzykly programmirleméanii meselesi

1. Ulusli gyzykly programmirlemé gelyan amaly mesele.
Goy, haysy hem bolsa bir onimgcilik karhananyn o6nim
cykarylysy n gornugli tehnalogiya arkaly bolsun. Eger-de
ontmin c¢ykarylysynyn birlik wagtynda seretsek, we ony
degislilikde bellesek, yagny q,,q,,...,d, edil sonun yaly hem,
sol birlik wagtda ©6nimi oOndirméage cykarylyan harajady
degislilikde, p,, p,,...,p, bilen belgilesek, seylede 6nlmin
ondrilisinin  tehnalogiyalarynyn gornuslerini = x;, X, ,..., X
nabelliler bilen bellép, biz

n

n
Z,(X) = 0 X, + U, X, +.+ O X, = quxj
=1

gOrnisde 6nimin  umumy ¢ykysynyn n tehnalogiya arkaly
jemini kesgtlép bilyéris. Edil sonun yaly:

Zl(X) = PoXp+ PXy +od PX, = Z P;X;
i=1

Ykdysadyyetde belli bolan gymmat diyen gorkezme
ykardakydan alarys:

n

2. PiX;
F = Zl(X) _j= (1)

Z, (X) quxj
j=1

(1)- 6ntmin 6ndurilmek Ggin disyan gymmaty. (1)-in netijesi
gatnasygyn Kigiligi we ululygy bilen kesgitlenilyar. Eger (1)
orén Kici bolsa, onda seredilydn karhananyn girdeyjisi uly
bolyar, tersine (1) uly bolsa, onda kérhananyn girdeyjisi Kici
bolyar.

Maksat funksiyanyn ullsli bolmagy bilen bu mesele
cyzykly dal programmirleménin meselesine dwrlyar.
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bilen calsyrylyp bilner. ]a[ bellik a-dan kici bolmadyk in Ki¢i bitin
sany anladyar.
2.Algoritmin cakliligi G kopllgin c¢akliliginden gelip ¢ykyar.
3.Bizin secip alan algoritmimiz eger bitin sanly hasaplamanyn
sertleri n sana délde, eysem bolsa ni;<n nébellilere goylanda bolsa
has peydalylygy aydyndyr.
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87. Bitinsanly ¢yzykly meselelerin kesmek usuly

Bilsimiz yaly bitin sanly programmirleménin esasy meselesi
asakdaky gornisinde yazylyar.

iaijxj <b, i=L1..n (1)
Seyle hem, "
X;20.  j=12,.,n, (2)
F(x):znlcjxj — max (3)
Xj— bitijr?san, j=1,2,...,n (4)

Eger biz bu meseleleri ayratyn belgilesek (G,F) c¢yzykly

programmanyi esasy meselesi yagny (1) —(3) mesele.

(G® F) > (1) — (4) bitin sanly mesele.

Su iki meselelerin esasynda seyle bir sorag yize ¢ykyar: yagny,
hacan (1) — (3) meselesini ¢bzenimizde nahili?.

Sol meseldnin optimal ¢dziwi (1)-(4) mesele bilen yagny
optimal ¢oziwini (G®F) bilen gabat geler yaly yagny optimal
cozlwini kesgitlap bolar yaly usuly kesgitlemeli. Bu soraga jogap
edip asakdan teorema esas bolup bolyar.

Teoremal. Goy, G kopburcly (képgranlyk) G® —bitinsanly
nokatlaryzs kopligi bolsun. Sol kopluginn gibercek gabagyny R
diyip belgildlisz. Onda
1) R = R® Yagny hitinsanly giibercek gabyk bilen gabat
gelyar.
2) RP=G® yagny bitinsanly gabak gabat gelyar.
3) R diyip (G® F) meselanis dayang cozilisinii koplugi ol R®
kopburclykda yerlesyar.

Yokardaky teoremanyii esasynda seyle netija geldik.
Netije. Eger (G,F) meselanin optimal ¢Ozuwi bar bolsa hem-de
onun caklendirilen yaylasy glbergek ¢yzykly gabyk bilen 6rtulen
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bolsa. Onda onun optimal ¢ozliwe bitin sanly meslanin hem
¢ozlwine gabat geler.

Seylelikde biz umumy meselaniii (G,F), (G®F) meselanii
optimal ¢6zlwini baglanysdyryp bolyanlygyny yakardaky netije
bilen teorema esasynda gordik. Yone ony nahili yagdayda
optimallyga getirip bolyandygyny bolsa tejribe taydan belli dél.
Muna jogap edip san Dansig tarapyndan asakdaky usulyyet
hddurlenende, yagny (G,F) meselesinin optimallyga ¢ozlligini
gOzlemeli sonra bolsa bitin san bilen barlamaly. Bu mesel&nin
optimallyga ¢ozllmagin algoritmini asakdaky yagdayda
suratlandyrylyar.

1) (G,F) we (G®F) meselesinii ikisi ticin hem optimal ¢oziwi
gozelnilyar;

2) Eger gozlenilip tapylan optimal ¢6zulis iki mesele Ugin hem
amatly bolsa yagny onun sertlerini kanagatlandyryan bolsa onda
bitin sanly mesel&nin optimal ¢ozlwini kesgitlanimiz bolar. Eger —
de bitin sanly (G® F) kanagatlanmayan bolsa, onda ol meselanit
optimal ¢ozuwini gozlemeli bolar;

3) meselénin hem optimal ¢ozuwleri gabat gelmese, onda gosmaca
céklendirmeler girizmeli bolyar;

a) Gosmaca girizilen caklendirme ¢yzykly bolmalydyr. Sebabi
¢yzykly programmirleménin meselesi bilen ¢dzmek tgin.

b) gosmaca girizilen c¢yzykly cédklendirme dgin (G,F)
meselesinden bitinsanly (G®,F) meselesini kesip almalydyr. Yagny

Zaixi Sbj (5)
j=1

sol kesilen bolegin dogrudygyny ya -da dogry daldigini
kesgitleyar.

Su  prosesi (G®F) meselaniti optimal ¢oziiwi bolyanca
yzygiderlikde her sapar gosmaca ¢yzykly caklendirméni gosup
dowam edyaéris.
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diizguin boyunca sahalanma gegireris.
Bu yerde I-uly bahaly kopligin indeksi S, Gii yayladaky
mesele Ucin optimal ¢oziwin bitin dal koordinatalarynyn nomeri .
Diymek, Lend bilen Doygun algoritmi her bir bolek kopligini
simpleks usuly bilen tapmaklagy optimal meyilnamanyn bitin
sanly hasaplamanyn koordinatalarynyn kopliginin yzygiderli
sahalanmasyndan ybaratdyr.
Usulyn blok shemasy getirilen.

vy &y igin
Infar gl L L | tahilary
Eirizoalk Tanals ar =] hasapiamaih
gizmek
Bl
enzlitei

EAdplugin
s DoDeflems

E: haiaplatal S - el s
\ rd \'l. ;.-"f
P
\‘ 0 Kiglizi _I/L
Gk Lt R S B szilamak
mdam e cmmlgini h
G s aha - jeEtemmsli
= ‘_-']?’.Ed}:!_'.‘ A
bar i

| Optimal giziwri saiterak

Gl bahasmmy
i - ! ted

1-nji surat

Bellik 1.Eger maksat funksiyanyn hemme koofisentleri Cj-bitin,
hacan j<n, we j>n -de 0-a den, onda G; koplik Ggin baha
ondan has guycli baha

£G)=¢ G)=[F(X]
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diymek onda, G, =uG, we NG, = <& bolan G; bolek koplikleri

gurmak diizglinine gora alynandyr.

Bu yerde Go hemme ¢Ozuwleri kanagatlandyryan hem-de 6z
icinde saklayan koplukdir we (2-4) sertleri yerine yetiryandir. G,
we G, —leri guralyn :

G, ={X|XEGO,XK S[XK*J} (5)
G, = {x|x € Gy, X, > [xk*J+1}

Diymek , (1-4) meseldnin ¢6zUwinin prosesi 2-sany ¢yzykly
programmirleme meselénin ¢ozlwleri bilen ¢alsyrylyar .Olaryn
1-njisinde j=k bolanda (4) sert (5) talap bilen 2-njisinde bolsa (6)
sert bilen galgyrylyar.

fsnsk]

X, 2[x:]+1

Yene alnan meseleleri ¢ozelin Eger olaryi ¢dziilmesi miimkin
bolmasa onda degisli bdlek kopliigin bahasy tikeniksizlik bolyar
.Bu bolek koplik indiki sahalanma Ugin gadagan .Eger biitin
hasaplaman hemme sertleri yerine yetse ,meselem, (1-4) mesele
ucin onda onun amatly ¢ozlwi bolup (1-4) mesele Ggin ¢Ozuw
yolbererliklidir. Eger butin hasaplaman sertleri 2-gurlan meseleler
Ucin yerine yetydn bolsa, onda basky (1-4)meselénin amatly
¢cozlwi bolup duryar. Eger bitin hasaplaman sertleri gurlan
meselelerin amatly ¢ozuwlerinin koordinatalarynyn in bolmanda
biri Ggin hem yerine yetmeyéan bolsa onda

G, = {xxeG % <x] ©

G, = {x\x eG X > lXS*J+ 1} ,
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V BAP. Parametrik ¢yzykly meselelerin gérnusleri

81. Parametrik maksat funksiyaly parametrik dal
caklendirmeler ulgamly meseleler

Goy, bize berlen kopligin icinde her bir A igin X,
wektory kesgitlemeklik gerek bolsun. Goy maksat funksiyasynyn
maksimumyny kesgitlemeli bolsun:

F()=3.Cpx, =3 (C)+AC)x, (1)

i

Seredilyan maksat funksiyany kesgitleyan yaylasy
Ax=hb
a0
formuladan alynyar. (1) formuladan dayan¢ meyilnamasynyn
meselesinin bazisi birndce A-lar t¢in optimaldyr. Eger bu bazisin
hemme sertlernin bahasy berlen 2 ululykda hasaplananda only
bolsa /4 parametrin doly bahasynyn toplumy, hacan bazis optimal
bolanda, onda ona bu bazisyn optimallasdyrmasynyn toplumy
diyilyar. A parameter baglylykda (2)-(1) meselénin ¢ozllisi hususy
hallaryna seredelin. Goy A =1¢ bolsun we meselanin yzygiderlikde
meyilnamasyny gowlamak usuly bilen ¢tzelin. Netijede tikenikli
sanly meyilnamanyn esasynda asakdaky iki hususy hallara
seredelin.
1) Hacan 1o berleninde gozlenyan ya-da barlygyny
beryan meyilnama optimaldyr.
2) Hacan /o berlende barlanyan meyilnama optimal daldir

yagny (1)-nji formula bilen berlen maksat funksiya kesgitsizdir.
Onda olara degislilikde seredelin.
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a) Ai(%o)- Aj- wektoryn esasynda optimal bazisleri

bolan
Ai1,Aiz, ... Ain bahasy bolsun sol bahany Hasaplamak gerek
bolsun, onda

Ai (AO) = icis(ﬂ“o)xisj _Cj(lo) =

ZZCisxisj -C, +(Z:Cisxisj _C;,)

s+1 s+l

onda

Aj (%) = A} + AA] (2

Eger bir A=A, meyilnamanyn optimallygyna goré 4; (4o)
bahasyny hasaplamak Ugin 4j4)>0 islendik 4o Ucin sonky
densizlik yerine yeteninde alnan optimal ¢ozilisin bolsy bizi
gyzyklandyryar. Eger Ao Uytgeydn mahalynda, onda biz sonky
sertinin yerne

A+ 2,A} 20 3)
diyip calsmak hem bolyar. (3)-den hagan A" <Obolsa, V4 Ggin

acyk gornusinde meselénin optimal ¢6zulmegi Gcgin dogrudyr,
(adalatlydyr). Bu yerden A kesgitlesek

A A
A<-—— A>0, VAZ-—
AJ‘ AJ‘

sonun Ugin asakdaky bellikleri girzelin

A’
max | — — " :
- { A’J , Eger3 A7>0  (4)

—o0, hemme A’j’ <0

A
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87. Diskret programmirlemede Lend we Doyguii agoritimi

Agzalan bu algoritm bitin sanly hasaplamany we bdlekleyin bitin
sanly hasaplayys meselanin ¢oziwi tgin ulanylyar. Yéne onui
shemasy wariantlary yzygiderli dernemek usulyna her &dimde
simpleks usulynyn sahalanmasynyn ulanylysy bilen degislidir.
Umumy mesel&ni bitin hasaplanysyn Gytgednlerin iki tapgyrlaryny
caklenmesinin program-mirlemesini yazalyn:

F(x)=Zn:cjxj (1)
su yaylada "
Zn:aijxj <b i=1,2,..,m, (2)
. 0<x;<d;, j=1,2,..,n, €))
X; —bitin, j=1,2,...,n. 4)

(2), (3), (4) vyaylada (1) —yn maksat funksiyany maksimumyny
almaly .d; sanlary kabirleri tikeniksiz uly bolmagy mumkin.

(1)-(4) meselesine ¢6zllmesi mimkin we hemme x; —lar optimal
¢ozlwleri batin sanly bolsa , onda hem (1-3) meselesinin ¢oziiwi
hem-de (1-4) meseldnin ¢Ozuwinin optimal bolup duryar. Eger
haysy hem bolsa bir optimal ¢dzlwinin wektorynyi koordinatasy
bitin sanly d&l bolsa,onda sahalanma prosedurasyny ulanmaly
bolyar. Ony asakdaky gérnusde gurnamak bolyar.

Goy, x :(xl*,xz*,...,xn*)-lar (1-3) meselesinin optimal ¢ozlwi
bolsun. Goy z, = F(x") (1-4) meselanii sertleri bilen kesgitlenen
basdaky kopligin zo bahasy hékminde alalyn .Goy , xk* -bitin
dal bolsun ,(1<k <n).

Optimal bitin sanly hasaplansyin meyilnamasynda xk*-nyﬁ
bolmanda [xk*J cenli Kigeldilmeli ya-da [xk*J+1 cenli
ulaldylmaly. Bu pikir sahalanman shemasyna sertine goré goylan

169



tginji adimde D; -koplik ift az (minimum) baha eye bolup, olaryn

arasynda tapawutlanyar, onda onun dargydylmasy.
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D; ={(21).(13)v(1.2),(31).(3.2)} = {R.}

D; = {(1.3)w (1.2).(31).(21)} = {R}

min - "
{ A}J , Eger 3A; <0 (4)
oo hemme A;zo

> |
Il

seredilen barlaglaryn esasynda A-nyn asaky hem-de yokarky
kesgitleyjileri seyle netije beryér:

Bize belli bolsy yaly basizler A, A, ..., A,, bazisler berlen
kesgitleme boca optimaldyrlar, hacan (2)-yerine yetydn bolsa,
diymek bazisin optimallygynyn kopligi hemme bahalardan
duryandyr. Bu yerden hemme A —lar, yagny A>A Ugin, (2)-(1)

meseleler Ggin deriidlin. Goy A <oo,bubolsa(4") esasynda
A’J-’(Z):O yagny A" icinde onun onlydallerinin barlygyny

anladyar.
Goy

: A’ A,

min| - — |=——X =2, A <0 (5)

Mol AT Al
diymek

A'(7)=0
Seylelikde
"

—k Ak(i)zA'k LA

nirede k sutinin elementlerinin degisli simpleks tablissa goré
deriiesek onda biz asakdaky A miumkingiliklerini gorkezyéris.

a) Xi-nyn kompanentleri wektorlar dargydylanda sertli A
wektorlaryn bazisine onda olar onat déldirler.

b) Goy hemme X; <0 bolsun, onda
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A(N)= AL +AAY, = —i'f, Af)=0

k

A1) = A R)+ (A -7)Arx, <0

A>C we Al <0, A, (1)<0
A>C we Al <0 onda A,(A)<0 bolyar onda b demnsizlik X, <0

serti bilen bilelikde hemme i-ler Ugin rugsat edilmeyandigini
anladyar.

¢) Berlen serte goréd hemme Xix nébellilerin icinde bolmanda bir bir
only kompanent bardyr. Hakykatdan hem, eger biz ¢o6zulis
prosesini dowam etsek onda biz tdze Ax bazisi girizyaris, sona

gorade Ak(jl)zo we A} <0 bolyar. sona goré-de A, bazisi
cykaryarys.

X0 _ mip X

Xy o X0 Xy
belli bolsy yaly in bolmanynda VX:XUgin tdze alnan bazisin
optimaldygyny almak bolyar. Bir bazisden beyleki bir bazise
gecmegin formulasyndan, yzygiderli gowulamak meyilnamasynyn
usulyndan alarys. yagny

A()=4,00)- XX

Ak(k)(j=m) A=

sertleri g0z Ofiiinde tutup Z,—(Z): Aj(Z)zoalarys. Eger biz seyle bir
A-ny tapsak, onda biz bahasyna gora

Ai(M)=A[+LAT20 (6)

Eger A’ <0 bolsa onda (6)-dan A>2 kesgitlenen serti 6z
6zinden gelip gykyar. Hakykatdan A';we A’ bazislere gegilende

olar asakdaky gorniise 6zgeryérler/

A=A -2
J J

Ar E_A"— XZj Arr
k T2 k
zk sz
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onda matrisalar

13 4
o0 0
1 o 0},
0 4

Ikinji &dimde D?-képlik

D; = {(113) v (1,2), (311)} = {Ps’ P4}We Dg = {Q U (173)}: {Ps’ Pe}
degislilikde

kopliklere dargayar. Olaryn bahasy
W (D) =15, W(DY)=18.

Soniky kaplikler bolup ikinji &dimde D}, D;, D> koplikler bolyar.

Kok
R
e
£
0 5
@) -
X a » o0
: i~ >
¢ X
e a
o R >
X
2-nji surat
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Mesele 1. KommiwoyaZoryn meselesine seredelin.

P=1->2-53-54-1), P =01-2-54-53-1)
P,=1>3->2-54-51), P=01->3-54-52-51)
P,=1>4->2->3-1), P=01>4->3-52-51)

Goy
o 2 4 8
6 o 6 7
15 2 w5
3 2 7 o

C

C-matrisanyn getirmesinin sany 13-e den ([1]=2, u[2]=6, u[3]=2,
u[4]=2, u[1]=V[2]=V[3]=0 V[4]=1. Baslangyc baha W(D)=13,
getirlen matrisa.

o 0 25
0 «0 0
3 0 o 2
1 058

C=

Birinji adimde D-koplik iki kdplige dargydylyar.

D; = D{(1.2U (2.1)}={P, P, jwe D! =
=D{u(.2)}={P,P,P,P}

Bu sonky koplikler birinji adimde olaryn degisli bahalary
W (D;) =16 W (D)) =15
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yokarda belleysimiz yaly A, koéne bazise degislidir sonun Ugin
bolsa,

Al =A"=0

o Ar - Ar

A! — _ "~k A" - _ z 7
= M (7)

Hemme A-laryn bahasy ucin (6)-n dogrulygynyn esasynda
asakdaky densizlikler yerine yetirilyar.

A4aAT>0 —Dk_p 8154
sz sz
X, 20

onlylygynyn gliyjine gora
AL +AAL <0 AL <O

onda hemme A-lar Ggin (6)-nyn yerne yetmeginin esasynda
asakdaky densizlik yerne yetyandir. Seylelikde alnan netijani
asakdaky teorema gorniisde yazmaklyk bolyandyr.

Teorema 1. Goy A ¢éklendirilen bolsun A <o we (5) serte gora
gora kesgitlenyan bolsun onda

a) X, <0,(i=1,m) onda (5) cyzykly gorniis (3)-(4) koplikde
hemme A-lar (¢in kesgitlenyandir A > |

b) eger birnage x>0 bolsa, onda bar bolan wektor bazis Ay
yonekey simpleks usul bilen optimal kopligiz igine salyp goy taze
bazisi yerne salyp optimallygysi cep gyrasy 4 bilen gabat gelyér.

Seylelik bilen parametr meselesinin derfiemek prosesi

A > A'bolanynda, bazis x; gonisy ya-da gapdal meyilnamalarynyn
istiinde  (stiysmegine) hereket etmegine getiryar. Ozem
degislilikde sag aracdge optimallygyn koplugin kone (6nki) bazise
gora ol bolsa 6z gezeginde kdne (Onki) bazise gOréd ¢ep aracagin
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opyimallygynyn kopligi bolup duryar. Seyle proses Uzilyar,
asaklamanyn gurulmagy bilen ol ya 6nki bazisin optimallygynyn
kopliginin bolmagy bilen yene-de her nokatda meselanin
cozllmeyéninin kopllgi bilen seyle-de bazisden ¢ykarlan we
bazise girizilen yzygiderli gowulanyan meyilnamasy boyunca,
wektorlaryn dizgunnmasyna degislilikde seredelin. Hakykatdan
goy, As we Agq meseldni dernemekliginin dowamynda alnan

gawat gelyan we goy A we A optimallygyi képliginiii aracagi
bolsun, onda teoremanyn sertine gora A > A gelip cykyar, yagny
optimallygyn kopligi yeketdk bir nokatdan duryar. Ol bolsa
A=1 =) .0Onda A optimallygyn képliginin v bazisiniii aralygy
ucin degislilikde A, ,,A A,,,, sonun Ugin A, bazis wektory
saylamanyn serti (kriteriyasy) bazise salmanyn serti bilen

1210

A

S+t <0<t<l-1

AsY(1)=0 A <o.

Seylelikde seredilydn bazis boyunca 4s,..., 4s+1 meyilnamany
gowulamak usuly boyunca yerne yetydr, onda biz c¢yzykly
gornusin komekgi maksimum meselesinde yokarda alnan netijénin
esasynda

C"X; — max 8)
j=1

meselesine getiryaris. Onda A, =b,x; >0 sertler bilen bilelikde
kdémekci meselesini alyarys. Eger biz j e | bolsa, yagny indeksler

onda A(,?)(Z):o denlik Gcindir. Sofiky detilemanin esasynda biz

seredyan meyilnamamyzdan tapawutlanyan serte gelyéris. Diymek
bizin sertimiz A=As+ netijd gelyéris, bu bolsa bizin seredyén
sertimizin tersidir. Bu yerden parametrik programmirleme
meselesininn  dernelmeginin netijesinde bizin go6zleyan sikiline
gelmén ol tikenikli bolup duryar. Edil sonun yaly hem
124

Algoritimin shemasy.

Inform. o |oxd N
girizmek i *| saylamak [F(x)I hasaplamak

F(x)I I we Lij-laryfl s
hasaplamak/® Verini calsyrma Ji=771

i ]

X1 (x)-cap
etmek

: '
= X

A
k 0
J=n

L% saylamak
I=0
t<T
| 0

1-nji surat

X

sofiv

Diskret programmirleme meselesinin  algoritmlerinini
derniewi.Sahalanma we aracdk usuly n &dimden optimal
bolmanam bilyan kabir yapyk sikly almaga mumkingilik beryér.
Hasaplama prosesiniin kyngylyklary sulardan duryar: her adimde
matrisanyn elementlerinin dernewini gecirmeli; her &dimde nol
elementleri saylamaly, sahalanma we gurma bahalaryna dalasgari
saylamagyn yonekey usuly. n uly bolanda wagtyn sarp edilisine
gora ¢0zUw agajynyn sahalarynyn kopelmegi sebépli meselanin
¢cOzuwi optimallyga getirilmanem bilinyar.

Belmanyn wusuly n d&dimde optimal ugruny almaga
mimkingilik beryar. Emma 2<k<n adimleri ge¢irmegin
kyncgylyklary uly n icin bu usulyn amatly daldigine netijé gelyaris.

Lokal optimizasiyaly totan gozleg algoritmi ¢6ztiwi almak Ugin
sarp edilen wagt berilen T ululykdan uly bolmaly dal sertli n uly
bolanda meseléani masynda ¢ézmekligi maslahat berilip biliner.
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degisli bolar yaly. Alnan bar bolan ¢6ziwde 2 we 3 elementlerin
yerini calsyp, seyle hem sé&herin aylanyanlygynyn yzygiderliginin
yerini calsyp asakdaky netijani alarys: yagny tdze emele gelen
yzygiderlige x"-bilen belldp onun yzygiderligine gecis yoluny
f(x")-diyip maksat funksiyany bellaris. Otki n-1 f(x) maksat
funksiya bilen tdze alnan x"-i yatda saklanan yaceykada
denesdirip haysy birisi az bolsa sony yatda saklap € -likdéki
yzygiderligi yagny ona x -da bahasyny kesgitlaris. Seylelik bilen
n-1 calsyrmadan uly bolmadyk sondan sofira biz onun in onadyny
totdn baslangy¢ yerini calsmadan, yagny (is,iz...,in) ONUNI
kesgitlejekdigi aydyndyr. Eger biz x-i yzygiderlik ge¢cmisinin
gatnasyklarynyn yzygiderliklerne degisli diyip hasap etsek we ony
f(x)-n yerlesen yaceykasynda yazsak netijede bahasy gatnowyn
(marsrut) uzynlygyna bagly bolup duryar. Eger meseléani
cozmeklikde harg edilen t wagt haysam bolsa berilen k ululukdan
artykma¢ bolmasa, onda totén yerini calsmany biz saylap bileris
we proses su yzygiderlikde gaytalanyandyr yokarda gorkezilen
prosedura haysy hem bolsa bir &adimden alnan gozlenen
optimallasdyrmanyn cozlligine yakyndygyny we
yakynlasdyrmanyn derejesiniin bahalanmaga mumkingilik beranini
gormek bolyar. Seyle hem optimallyga ¢ozulsinin dernemekligin
dizgine dizgininin basga yollary kesgitli daldir. Sol berilen
wagtda bu usul we onuin modellensi ( bir wagtda yerini ¢calsma bir
saherden kop saher (gin yerine yetyér.) V -wagtda momentde
haysy hem bolsa bir yzygiderlikde s&heri aylanmak we olara
degisli bolan f(x)-kesgitlemek Gcin mumkingilikler doredyar.
yokarda gorkezilen algoritimlerin shemasy asakdaky gornisde
sekillendirilyér.
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A < Ahususy haly tgin yokarda seredilen netijani almak bolyar.
Bunun Ugin saylama duzginini hokman calsmalydyr.

A = max (— 5‘} __Ak (9)

A">0 A’j’ A"k

3) Hacan seredilyan meselénin ¢ozlwinin yok bolan yagdayy
yagny A =/, bolanda (2)-(1) meselé&nin bazisini gurmaklygyn
prosesi, rugsat edilmeyén sertler bilen gutaryar. Onda

A=A, + A <0,%, <0 (i=1,m) (10)

yagny KKwektoryﬁ bazisa girizip bolmayanlygyny gorkezyar.
Eger A} =0 bolsa, onda VA Ugin yerine yetyar yone (2)-(5)
mesele rugsat edilmeyér. Bu sert A onunyin hemme yerinde yerine
k
"
Ay <0bolsa onda VA Ugin A>A4, sert yerine yetydr. Hacan

Ay <0 bolsa, onda (2)-(1) A -dan sagda rugsat edilyér, eger
Ay >0 bolsa, onda 4 -dan gepde rugsat edilydr. Onda meselanin

yetyéar. Eger A, >0 bolsa, onda (14) sert A <A, =— eger

yagdayynda ony deriiemek Gigin hokman A—nyi (1 — 4,)-yerine
A -alyp onun ¢Ozilsine gegirmeli. Eger biz optimal meyilnama
alsak, onda indiki barlagda ony birinji hususy hala getiryar. Yagny
optimal ¢ozlwinin bar yagdayy eger VA, ugin Ay >0 bolsa, onda
yene biz meselanin barlygyna gelydris, yone A —nyn yerne A,-i

alyarys. Eger Ak <0 bolsa onda (2)-(1) meselanin rugsat
edilmeyan netijesinde sag tarapdan A, yagny
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A
A2h,2—=1>4,
/IS
alarys. Ozal bolsa biz 4 -nyi cepden rugsat edilmeyandigini
gOripdik. Onda onun hemme vyerinde rugsat edilmeyandigini
goryaris. Edil sonun yaly netijani A7 >0 bolanda hem alyarys.

Netije. Maksat funksiya parametrli meselesiniii ¢6zilisi
simpleks usul bilen yerine yetirilyar. Yone bir setiriii bahasynyi
yerine asakdaky setirler girizilyér. Yagny 3-setir girizilyar.

1) A’j,A’;,—% setir hem girizilyar.
J
2) 2-setir yagny A, A + A,AT,

Meseldani dernemek prosesi asakdaky yagdaylara getiryar.
Hacan A=A, bolanynda meseléni ¢ozyaris. Onda 1-nji we 2-nji
hususy hallaryii bolmagy mimkin. Ozem 3-nii drob bolmagy
setirde yerleri degislilikde dolduryarlar. A% >0

I soniky bazisin hemme yerleri minimum elementlerin bahalary
bolup sag aracagin hazirki bazysyn optimallygynyn kopligi bilen
gabat gelyér. 2-nji yagdayda A} <0 bolup meselénini rugsat
berilmeyanligini gorkezyar hem-de fiksirlap 2 > 1,, a7 >0 sol
setirleri dolduryar.
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86. Diskret programmirlemede lokal optimallyk algoritmi we
meselesinin algoritmlerinin deriewi

Bu usul kombiwiyaZor meseldnin takmyn c¢ozulisini gozlemek
bilen ideyalara esaslanyas: Baslangyc totédn gozlegin cozllisini
kesgitlemek (baslangyc yzygidrli saherlere aydylyar) asakdaky
yaly gecyér. Bu cozlwin towereklerini tapawutlandyrmak we
nokatlaryn tdwereginde maksimum funksiyanyn lokal optimallygy
kesgitlenyér, yagny tapawutlaryn koplen¢c yagdayda lokal
optimallygy gozlenende yonekey saylama esasynda gdzlenyar.
Sebabi toweregi kdp bolamdyk nokatlaryn sanyndan duryar. Sonra
totdn saylow basga bir cozllis Ucgin yerine yetydr we onun
tdwereginde toétan lokal optimal gozlenyar ya-da kesgitlenyér. Bu
prosesin  0zi yzygiderlikde kop gezek gaytalanyar. Optimal
¢Ozulsin hili hokmunde diyip seyle bir sdherlerin Ustinde
aylananlaryn yzygiderli yzygiderligi gdz 6nlide tutulyar. Netijede
maksat funksiya hemme serdeilenler bilen denesdirilende in Kici
baha eye bolyar. Mumkin bolan séherlerin kdplsini G diyip
bellesek hem-de x=(iy,iz,...,in) Vyerini calsmalaryn 1,2,...,n
gOrniglerinin Usti bilen maksat funksiya f(x) x yerini ¢alsandan
Z—n dizilen yolun uzynlygynyn gecmelisini gorkezyar. Onun

algoritmi asakdakydan duryar.

Eger yerine calsmanyii totan saylowyny X°=(iy,iz,...,in) bilen
belgilesek we iy bilen i, yerini calsyp téze alnan yerni ¢calsmany x’
bilen  belldlin ~ we yzygiderlikde  maksat  funksiyany
f(x') we f(x,)hasabyn f(x) maksat funksiya ya-da f'(x’) -we
f(x°) yerini calsmalar yzygiderliginde bahalaryny kesgitlap
alalyn icinden in azyny minimumny yatda saklarys. yagny

f(x)=min {f (x'),£(x°)}

yagny biz x-de seyle bir séhere yzygiderligeaylanylyanlygyny
yatda saklarys sonun netijesinde f(x) maksat funksiyanyn bahasyna
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alnan matrisanyii getirilmesi amala asyrylyar we h®*%
hasaplanylyar. Ondan san

w(Y)=w(X)+h®*? k=k+1

alynyar we 4 bolimca gegil-yar.

11. Amatlygyn sertinin barlangy: Eger yapyk siklin bahasy
geljeki  hemme mumkin kopluklerin sahalanmasynyn
bahasynda kop bolmasa, onda alnan yapyk gatnow amatly.
Eger-de haysy hem bolsa bir kdplugin ondan kici bahasy
bar bolsa, onda alnan yapyk gatnow yatda saklanyar. Seyle
hem sahalanma prosesi kici bahaly koplikden dowam
etmeli.

Kabir bellikler: "matrisa 2x2" bolan yapyk saherler jubati
Ucin yapyk gatnowy emele getirmesinin alnys momentini
kesgitlenyér. "Gaytadan almak™ bloga gecisin dine geljeki
sahalanma Gicin Y degisli kopliik perspektiw bolanda bolyar. Bu
yagdayda indiki sahalama ugcin dalasgérleri saylama prosesi

basdaky C matrisany 6iiki yagdayny getirmek talap edilyar, Y -san

q= zcij'

(i,j)ex

gurlan x koplik Ggin 6n gurlan gatnow q c¢ykdayjylaryny
hasaplamaly. Ondan son X-a giryan jubutler Ggin setirleri we
sttunleri gyzmaly we dalasgérleri saylamak gin alnan matrisany
sahalama getirmeli.
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82. Parametrik dal maksat funksiyaly parametrik
caklendirmeler ulgamly meseleler

Goy biz X kesgitlemeklik gerek bolsun onda ¢yzykly maksat
funksiya maksimum baha eye bolyar.

=Zn:ijj — Mmax 1)
ax, =+ (i=m) )
x>0 (j=1n) 3)

Bu meseléni dernemeklik Ggin hem-de ¢dzmeklik Ggin bize
belli bolan ikileyin mesel& getirip ¢c6zmek bolyar. Ikileyin mesele
asakdaky gornlsde yazylyar.

min L(n Zm: (b/ + b )U
i=1

D8 =c

i=1

llki bilen biz  (1)—(3) meselani ikileyin mesela getirman
¢cozmekligin yollaryny we usullaryny derniejekdiris. Bizin
serdeyan parametri sag tarapda meselani derfiemeklik yzygiderli
bahasyny anyklamaklyk usulyna esaslanyp, sona goré biz bir néce

kesgitlemelere seretjekdiris.
Kesgitleme 1. Cyzykly baglansyksyz u wektorlaryn ulgamyna
psewdo bazis diyip aydylyar, eger hemme wektorlara gora
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meseldnin serti otrisatel dal bahalara eye bolsa. Eger haysy hem
bolsa  bir u Gc¢in wektorlary dargytmak serti meseledaki
wektorlar tgin psewdo bazisler, otrisatel daldirler. Onda psewdo
meyilnama berlen p g6ré optimal psewdo meyilnama diyilyar

Kesgitleme 2. u -laryn kopliginin bahasyna berlen psewdo
meyilnamanynn ~ optimallyklaryna  psewdo  meyilnamanyn
optimallyklarynyn koplugi diyilyar.
Goy u=po bolsun, nirede po haysy hem bolsa bir hemiselik ululyk.
Onda (1)-(3)-nji meseleler Ugin bahasyny anyklamak usulyny
ulansak netijede biz 2 yagdaya gelmegimiz miimkin:

1) u=po bolanda optimal ¢ozilis alynyar;

2) u=po bolanda berlen meselénin bilelikdéki ¢ozilisi yok.
Bu yagdaylara ayratynlykda seredelin:

1) Goy tapylan optimal bazis Aii, Ai,..., Aim, Wektorlardan

duryan bolsun, yagny

b+ peb" = Zm: AisXis (145) 4)

s+1

Xis(uo):Xi’s+M0Xi’;:Xéo+:uoxgo (S:l’m)'

(4)-den sonky denlema gora X, (u,) otrisatel daldir.

X (1) =X + X g ()

A; wektoryn bahasyny A; diyip bellalin, onda ol x bagly
déldir. Sonun Ugin optimallygyn yeterlik we hékman serti
(5)-n  yerine yetmeginin sertidir. Tapylan psewdo
meyilnamanyn optimal kdpligini kesgitlalin. Onda (5)-in s-nji
nomerinin gatnasygyny ayratynlasdyralyi. Yagny

X, () =X +pX! X, >0; X, (u)>0,

so !
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3. Hemme (i,j)-lar Ggin Ci? =0 bolan X kdpluge girmek tg¢in
dalasgérleri saylalyn. i = j, i=1.2,...,j=12,....,,
4. Y-agirmek U¢in saylanan dalasgarler G¢in

0, j) = rmp G+ rTiLiin Cij

hasaplalyn.
5. Hemme i,j-den ¢ =0 bolan

(k1) =maxa(i, j)

saylalyn. (k1) jubut Y koplige girziyar we Y koplik bilen
gadagan bolup duryar.

6. Y kopluk Gcin bahany hasaplalyn.
w(Y) =w(X)+0(k,1).

X kopluk we 6(k,l) tcin 6nedilen gykdayjylara den.

7. Her sdherden dine gezek ¢ykmak bolany tgin, k-njy setiri
geljeki seretmelerimizden ayyrmaly. Her séhere den bir
gezek girmek bolany Ggin, j-nji sitin ayrylyar.

8. Kabir sahalanma &dimlermizde alnan kesilen martisa 2*2
Olcegli bolany ucin we dine 2 sany mimkin s&herler
jubltini 6zunde saklayandygyny aydyndyr. Bu jlbdtler
halkasyz k&bir gatnow (gin sonlayjy jibdtjer bolyar.

9. Diymek, 2x2 gatnow emele gelmesinin ayratynlygy eye
sonun Gcin 9 bolanda kesilen martisanyn 06lgegi 2x2
Olcegidigi barlanyar. Eger "Hawwa" bolsa, onda 11-e
gecilyar. Eger "Yok" bolsa, onda 10-a gegilyar.

10. Alnan matrisa getirlen bolyarmy? Eger "Hawa" bolsa,
onda Y koplugin bahasy Y-in w(Y)=w(x) alynmasyna sebap
bolsa seyle bir kdpuge den. Eger "yok™ bolsa, onda yany
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sahalanma (cin sdherlerin jubltinin saylanys prosedurasyny
sekilendirelin. Sahalanma (gin sé&herlerin jubutinin saylanys
prosesini guralyn. Iki adamyn arasyndaky oynalyan oyun

hokminde Y we Y koplukleri guralyn. Goy Y oyungynyi
asakdaky artykmagclyklary bar bolsun. Ol oylanma (gcin 6n
saylanmadyk islendik saherler jubltini saylap bilyédn bolsun. Ol
minimal uzynlykly sikli gurmak maksady bilen degisli getiryan
matrisanynn degisli nul elementi bolar yaly saherlerin jubutini
saylamalydygy aydyndyr. Emma getirlen matrisanyn her bir
setirinde we her sutininden in bolmanda bir nul element bardyr.
Diymek, Y-oyuna girmegin birinji adiminde n-den az bolmadyk
sanly dalasgar bolar.

Jubutlerin saylowynyn bir dalligi birinji oyungy (gin
meselani ¢ozmekligi kynlasdyryar, sonun Ucin strategiyanyn bir
bahalylygy saylowyn ikinji Y oyucynyin oyunda Ozini alyp
barsyna c¢aklilik sertlerni talap edyar. Has takygy ol ¢éklendirin
sertleri:

Eger Y oyungy (i,j) jubuti saylap alan bolsa, onda Y oyungy
ucin i-de saherden ¢ykmaklyk zerur yone j-séhere dalde islendik
basga séhere. j-e girmek gerek yone i-den dalde islendik basga
siherden. Bu gecisde Y -in i-den j-e goni gecise gord has kop
yitgileri boljak. Y yitgileri minimirlemek Ucin seyle mimkin
bolan gegisi saylamak maksady bolar. Sonun tgin i-nji setirde ol j-
in yok bolan getirlen matrisadaky in Kici aralykdaky séheri
saylar.Sulary bilip Y oyugcy hemme mumkin sdherler jubltinin

icinden Y -lcin in kdp cykdayjylary ertjek jibiiti saylap alar yaly
edyar. Aylanyp sowdalasmak baradaky meseldnin ¢ozlwi Ugin
sahalanma we aragakleme usulynyn umumy ideyasy seyledir.

Algoritimini yazalyn:

1. Goyk=1.

2. C* getirlen matrisany emele getiryan setirlerden we
suttinlerden C matrisanyn getirmesini amala asyralyn. X
koplik Gc¢in baha bolan h® getirilyan kanstantalaryi jemini
hasaplalyn. Ony w(X) bilen bellalin.
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Bellikleri girizelin:

max(—x—f,")ﬂ Xe >0,
ﬁ: SO
—oo eger hemme X7 <0.
X (6)
— |min (-=%)3 X <0,
H= Xo
+o0 eger hemme X7 >0.

yokardaky belligin esasynda (5)-in bilelikdéki ¢ozilisinin sertine
gora u<pu< Z U< Z onda psewdo meyilnama optimal bolyar.

Eger > u bolsaonda biz optimal meyilnamany alyarys.
Eger u>pubolsa onda optimallygy kesgitlemek (cin biz
deriiemeli bolyarys.

o> ; = ; <0

Bu bolsa x; -laryn arasynda only bahalaryni bardygyny

gOrkezyaris. Eger biz ol 6nly dal diysek, onda

Xo(u) > eger p=p—den p>u
diysek, onda

— ; X! X!
X' <0 p=min (——fj’} =——0 @)
X X

X <0
%0 s0 ro
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geleris. Hacan x> ubolanda, onda Ai,Ai,...,Aim wektorlar
optimal bazisleri dizmeydr, yone x(u),Ajzo serti yerne
yetiryér, sona gOrdde u parameter bagly bolup seredilyén
meselanin psewdomeyilnamasy optimallygyna galandyr. x(u)

psewdomeyilnamany 6zgertmek iicin x(z) bazisden A wektory
cykaryarys onun yerine bolsa, Ac-wektory girizyaris.

T min (—ﬁj (8)

A xrj<0 er

rk

bu bolsa bolmanynda bir Ax wektor bar diyip hasap edyaris. Sonun
ucin X,j<0 . Eger-de ol tersine bolsa, onda olar yaly wektor yokdur
diyip hasap edyéris. Onda olar yaly meselénin ¢ozllisi yokdur.
Hacan biz bir bazisden basga bir bazise ge¢cmekg¢i bolanmyzda, ol
bazisin kompanentlerinin psewdo meyilnamasynyn 6zgerdilisini
asakdaky gorniisde yazyarys.

- — X
[ "oy " sk
XSO(:“) Xso T UXgy = Xy + X, —

(X + 0, Jo 2 1

o ’ N X;o + XI”’O
Xro(‘[,l)= XI’O + lLlXSO =—‘Ll (9)
er
seyle hem
~ Xr_
Aj=A,——3A, (10)
er

Taze emele gelen psewdo meyilnamanyii hacan u seyle hem
mumkin y>; optimallygyny, hemde ﬂ<; optimaldaldigini
gOrkezmek bolyar.
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U6
0

1-nji surat

Sahalanma prosedurasyny dustindirmek, suratlandyrmak we
sekilendirmek (c¢in bu usulyn geometiriki iterpretasiyasynyn
ulanalyn. Hemme sikleri 6zara kesismeyén bodlekkoplukleri bolup

biljekleriniti jubitlerini (i,j) bilen gadagan (i, J) bilen bellap
agaclaryn  sahalarynyn  bolan  depelerinin  jubutlerini
sekillendirelin. Onda (i,j) depeden ge¢yan saha i-den j-ye gecyan
hemme gatnowlary 0z iginde saklayar. (i, j) depeden gegyén saha
bolsa i-den j-e gecilme gadagan bolan hemme gatnowlary 06z
icinde saklayar. Meselem, (k,l) depeden gecyan saha i-saherden
j-¢ gecilme we k-dan l-e gadagan bolan gecilménin hemme
gatnowy 6ziinde saklayar. Sol bir wagtyn 6zunde bolsa (k,I)-den
gecyan saha i-sherden son j-séhere, k-saherden sonra bolsa I-e
sahere barylmasynyn hemme gatnoey 6zynde saklayar. Kabir X-
depeden agajyn yokarlygyna cykylsa X-e degisli sikla giryan
hemme depeleri hem-de sikla girip bilmeyanleri aydyp bolyar. Bu
yerde sahalanma prosesiniii depelerin uclarynda sekillenyén
kopliklerin birikmesinin islendik etabynda hemme siklerin
koplugini emele getiryandigini belldlin. Sahalanmanyn gecilyan
depesini X-in Usti bilen belgilenmegi sertleselin. In uly dhtimaly
bar bolan depesini Y-in Usti bilen, gadagan saherlerin jubutinin
depesini bolsa Y bilen belgilalin. X-depa degislilikde w(x) asaky
cagi h* bolan getirilyan konstantalaryn jemini belgilalin we
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Goy ¢; ;i =minc; bolsun, onda
' J
C'ij =C; —Ciin (1)
alarys. Goy ¢’ ... =min ci'j bolsa, onda
i

i)
Cij =Cj —Ci(j),j (2)

bolar. Seyle only ya-da nul C matresadan
n n .
h'= leci,i(i) + Z;Ci(i),j'
i=! j=

den bolan getirilydn konstantlaryn jeminden ybarat only ya-da nul
getirlenC" matrisany almaklyga mimkingilik beryar.

Eger z(t)-getirmeden 6nki matrisanyn Ggin t siklin gykdayjylary;

a z'(t)-getirmeden soiiky matrisanyii Gcin t siklifi cykdayjylary;
a,h-getirme konstantalaryn jemi bolsa, onda

z(t) =h' + 2 (t)
bolar.
Getirlen matrisa dine only ya-da nul elementlerden ybarat bolsun
h' 6nki kdne matrisada t siklifi cykdayjysynyii asaky cégi bolyar.
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v X
Xso(,Ll)= X;o + ‘LIX;'O __S(X:'o + lux;'o),_> p=—r

- X, X UXe X X

—y' ro S0 J ' o " | _
XSO(ILl)_XSO T Xro _Txro _Xso(:u)zo
X X X

ro

(9)-4 gord xs(u) psewdomeyilnama ol meyilnamanyii dogry
bolmaklygy (cin asakdaky sert yerne yetmelidir.

! 14
Yot Mo 500 ¥ <00 x. <0
2 U, y rk ’
er

ro

seylelikde x(z) meyilnama dogrydyr yagny = —% <u
seylelikde goy u<oo,wex, (9)-dan ya-da (7)-den berlen
gatnasyklardan kesgitlenyén bolsun; onda asakdaky yagdaylaryn
bolmagy mimkindir:
1) Eger X, >0bolsa, onda (2)we (3) mesele > u sert yerine
yeteninde;
2) Eger birnage X,; onlydal bolsa, onda Ai wektory bazisden
cykaryarys, degislilikde bahalary hasaplamak usulynyn diizgininin
esasynda, biz tdze bir psewdomeyilnama alyarys, yagny cepki
gyra u' diyip bellesek, onda u' = u
Eger biz

X (o) = Xig +HoX{, <0 (12)

diyip bellanimizde onun degislilikde dnly d&l kompanentleri bolup
olaryn. Hemmejesi X >0. onda biz ony 0-dan Kici diyip hasap
etsek, yokarda bolsa uludyr ya-da dendir diyip hasap etdik, olar 6z
aralarynda. Ters bolup (11)-nji formula serti aydynlasdyryan
hagan x” =0 bolan yagdayynda . seyle hem (1')—(3') meseleler
yerne yetmeydr, hem-de cozilmane rugsat bermeydr. Eger-de
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x" >0 bolsa , yéne x,,(u,)<0bolsa onda bu sert hemme  -ler
ucin ¢epdaki granyn optimallygyn kopdigini gorkezyar.

’
ro

< — =
n " Hy

Seylelikde seredilyan  meseldmizin  dogrylygyny yone

w, nokatdan cepligine gegeninden soni onun ¢ozilmeyandigini
gOrkezyar. Eger-de

X, <0, X1, = (1) <0
onda olar p, nokatdan saga gecirsek sol sertin ¢ozuwi yok.

Seylelikde yokarda gorkezilen shemanyn esasynda p; nokatdan
cepde bolsa onun optimal ¢oziwinin barlygyny, sagda bolsa
optimal ¢dzUwinin yoklygyny gorkezyar.
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85. Diskret programmirlemede sahalanma we aracak usuly

Kommu Woyajoryn meselesine seredelin. Sahalanma we aracék
usuly.

Goy C=|c;| matrisanyq elemeti cy, i-séherden j-sahere

gecmeginin harajaty bilen kesgitlenilyan bolsun. Seyle hem (i;})
saherlerin jubutini emele getiryan. t sikl diyip, n sany yzygiderli
saherlerin jubltlerini toparynyn, her bir sdherden dine bir gezek
girip cykmasyny

t=[00,5,), (i) (s 1) G 1)}

gatnow marsurudyny (yoly) emele getirmesine aydalyn. Her (i,j)
jubit gatnow kommikasiyasyny emele getirydr. Onda degisli ¢
matirissa t sikli G¢in z(t) umumy harajatlaryn jemi bolup bu

2(t) = Zcija

(i,))et

gatnow boyunca kommikasiyasy matrisanynn elementlerinin
jemidir. Her bir setirde we her bir siitlinde siklda dine bir element
saklanyar. Getirme matrissasyny we getirme prossesini girizelin.
Eger C matrisanyn kabir i-nji setirinden we j-nji sttlinden hemme
elementlerden minimal Kigilerini ayyrsak, onda her setirde we her
sttinde in bolmanda bir nul bar bolan matirisany alarys. Alnan

------

------

yerde k-getirmanin tertip nomeri. Baslangy¢ C matrisa only dal
elementlerden ybaratdygy aydyndyr. Getirme matrisa gecilme
onunn hemme elementleri only bolar yaly gurnalan. C matrisa bilen
gabat gelyén baslangy¢ meseldnin amatly gatnow bilen getirme
matrisa Ucin optimal gatnow gozleg prosesini guralyn. Getirme
prosesini has gin sekillendirelin.
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3. yk(X) capa goybermek. Capa goyberlen yi(x)-i o« -da
yatlalyn.

4. k =k —-a,y,(x); k=k-1.

5. Dernewi (seljermesi) : Eger k =0 bolsa, onda k; nulynjy
denligi barlamaly.

# 0, bolsa 2 - a gecmeli.
' |=0, bolsa galan hemme gornusler nollar.

Eger k=0 bolsa, onda ¢ap etmek prosesi tamam. 2 bolimin blok-
shemasy 1-nji suratda getirilen.

girilsi B ’_;
n@ k=k-l || k= -y @
1

y
=2
Il
it
=
5
o

1-nji surat
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83. Parametrik ¢yzykly meselelerin matematiki modelleri

Amaly meseleleri matematika usuly bilen
optimallasdyrmaklyga ¢6zlende onun yzygiderli asakdaky etaplara
bollnip kesgitleyar:

1. Owrenilyan obyektleriniin meselesinin Gstiinde onus it wajyp
kanunlaryny yiize ¢ykarmak Ucin barlaglar gegirilen (meselénin
goyulysy);

2. Matematiki modeli dizmek;

Duzulen model hakynda meselelerden alnanda gaty bir
yonekey dal ¢ylsyrymly hem dél ¢ozilisi seyle bir ansadam dél
oran kyn hem dal;

3. Sol obyekt barada dogry we doly informasiyany tapmaly;

4. Modeli yerine yetirmeklik Ggin onun algoritmini gurmaly ya-
da saylamaly;

5. Programma algoritmini haysy hem bolsa bir dilde ya—da haysy
hem bolsa bir dilde dalde algoritm dilde gurmaly ya—da bar bolan
amaly programmadan saylap almaly.

6. Meselani P hususy K c¢ozmeli we netijani amatly tarapdan
dernemeli.

Netijani amatly tarapdan derndp optimaldygyny ya—da birnage
sertlerin ~ yerine yetyandigini ya—da yetmeyandigini
kesgitlemekden sonra yene Owrllip model dizilendéki
informasiyalara degisli Uytgeyanleri girizmeli bolyar. Sonun Ugin
bu etaplaryn icinde in kyny dogry we doly informasiyany
toplamak bolup duryar. Bu vyagdaylary dernemeklik hem
prametrik programmirleme diyip atlandyrylyan béleginin meselesi
bolup duryar. Eger—de biz ¢yzykly programmirleménin umumy
meselesine onun maksat funksiyasyny we caklendirme ulgamyny
wektor gérniusinde yazsak onda

F (x) = (c, X) > max(min) D

gornlsinde yazsak bolyar. Goy ol funksiya G yaylada kesgitlenen
bolsun. Onda

133



Ax<b @)
x>0 (3)

(1)-(3) meseld c¢yzykly programmirlemdnin  umumy
meselesinin  modeli diyilydr. Su meselénini Usti  bilen biz
parametrik meselesinin modelini onun elementlerinin Ustiinden
anladalyn. Sonun (¢in asakdaky mesel4 seredelin.

Goy bize haysy hem bolsa bir hojalygyn ya —da kérhananyn
onumgilik meyilnamasyny kesgitlemeklik gerek bolup dursun.
Seyle hem ol meyilnamanyn esasynda maksat funksiya
bolsun. Eger —de (1) - (3) meseleden A matrisanyn ykdysady
tehniki sertini yerine yetiryan hem —de olary kesgitleyan bolsa, B
wektor onumgilikde oOntmleri ondurmek Ggin harg edilyan
resurslar, gerek bolyan harytlar bolsun. Yagny éndiirilyan éniimin
har¢c edilmekligine caklendirilydn resurslar. Eger biz i diyip
resursy, j diyip énim Gcin harc edilyan diyip bellesek, onda ol

[ai,- — &, a; t aijJ aralykda Uytgap bilerler. Onda emele gelen
mesele (1) — (3) —den has takyk hem—de hakykata golay hasap

edeli 1 diyip bolyar. Onda mesele bilen sonky meselani galsyryp
biz(A+ A <b, (2)-nji serti tazeleyaris. Bu yerde A=(ay),
A'=(aj) A -parametr edil sonuii yaly edip maksat funksiyany
hem

F.(X) =Y (c; +a,t)(=x;) — max(min) 1)
j=1

sonky emele gelen mesele basdakydan A hem —de t parametrlere
gora c¢ylsyrymly. Sonun Ugin bu meseld parametrik mesele
maksimum funksiyada t parametr bar. Bu meselede ayry -
ayrylykda A parametirde bagly bolmagy mimkin:

1) t parametr. Maksat funksiyasynda bolup A =0 bolsa.

2) Céklendirme parametrli, maksat funksiya parametrsiz. t=0

seylede su meselani 3 tarapdan 6wrenip bolyar.

134

9. yk(x)>l bolyarmy?  Eger hawa  bolsa, onda
ak

0< yk(x)ﬁal y, (x) uytgetmémiz bolanok we 10-a
k

geceris. Eger vy, <al bolsa, onda 5-e geceris.
k

10. y, (x)-in basdaky x resursy tlkelensoii girdeyja getiryan
degisli oyjuk Ugin yatlama fi(x) we vy, (x)-in yeten in
ulusyny vyatlalyn. Bu -seredilen resurslsryn toplumyny
amatly ¢cozuwi.

11. Basdaky x resurslaryn toplumyny A sanly k gornlsli taze
resurslar toplumy boyunca tdze mesele alarys.

12. Eger x+A <d bolsa, onda 5-nji bolimcé geceris. Eger
X+A>d bolsa, onda k gdérnisli resurslary ulanmak (gin
cozlwlerin prosesi tamamlanyar. (k-sany durli abzallar
bilen doldurlan rans).

13. f,_,(x) massiwin yerne f,(x) massiwi gegirelin.

14. k:=k+1 (k+1 abzal ug¢in meselanin ¢oziwi).

15. k<n bolanda eger "Hawa"bolsa, onda x=0 we 5-e
geceris. Eger k > n bolsa, onda hasap tamamlanyar.

Gegirlen hasaplamalaryn netijesinde biz n sany tablisa aldyk
Olaryin hersi umumy girdeyjini we fiksirlenen sanlaryn
resurslarynyn ulanmaklugy Gcin bu girdeyjilere yetmegin amatly
gornuslerini  kesgitleyar.  Cozlwin  2-nji ~ bdlimi-gurlan
tablisalardan amatly c¢ozlwlisini saylamak. Bu asakdaky shema
boyunca amala asyrylyar.

1. Resusy ulanmagyn n sany gornusini we X basdaky

resuslar toplumyny 6ziinde saklayan meseld seredelin.

Oyjiikdaki k-gérnuslerini sanyny, ki-resurslaryn toplumuny

yatlalyn.

2. Oyjiklerde gorkezilen k we ki ululyklar dgin k-nji

tablisadan girdeyja yetmegin amatly gornlsini kesgitléalin. Goy

ol ululyk yx(x) bolsun.
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Sona gora yazmak bolyar

f.(d) = max [c.x,+ f. . (d-aXx,)] 4)

0<X, <[]
aﬂ

Diymek, (4) gornisinde yazyp bolyar. Eger fo(a)=0, 0<a<d -de
goysak onda n=1,2,.... Ucin (4) adalatlydyr. (4)-derilige esasy
rekurent gatnasyk diyilyar. Ol n nabellili funksiyany in uly
bahasyny tapmak prosesinibir ndbellili funksiyanyn yzygiderli
maksimumy tapmak alamaty gornusinde garamaga mumkingilik
beryar.

Hasaplanys algoritimini asakdaky gérniisde yazalyn :

1. k bilen bizin eyyam seredip gecen gdrnusimizi belldp
gecelin. (ilki basdan k=1).

2. Bitin interwaly Uytgeyanlerin  reseslary, boyunca
maglumatlary sany A uzynlykly interwallar bolelin. Olaryn
hersi Ucin f(l4) funksiyany yatda saklap yaceykalary
girizelin. (1=0,1,2,...,m).

3. Isjen B Oyjuk alnan in uly girdeyjini yazalyn. (basdakysy

nula den).

4. x resursly k-a&dimde amaly ¢Ozuwi yk(x)-in dUsti bilen
bellalin.

5. y(X), fu(x-ykax) ulanyp cuyk- fu(x-ayx) hasaplalyn we «
Oyjukde yazalyn.

6. o bilen B Oyjluklerdéki sanlary denesdirelin. Eger p
Oyjukdaki sanlar kop bolsa, onda 8-e geceris. Eger a >
bolsa, onda 7-& gegeris.

1. B=a, y=Yy(x).
8. yk(x)-i & ululyk bilen galsalyn. y, (x) =y, (x)+75.
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Ondurilen 6numin ayap saklayys meyilnamasy maksat
funksiyanyn kooffisiyentiniin Uytgemeginiii bilen baglanysykly
bolup parametrik programma meselesine getirilyar.

Goy bize haysy bolsa hem kérhananyn éndiren éniimifi hem —
de ayap saklamaklygyn meyilnamasyny dizmeklik gerek bolsun
ol hem haysy bolsa hem T wagta bagly bolsun, T wagt aralygynda
cykdayjynyn harajaty mimkin boldugyca kdarhana (gin az
(minimum) bolar yaly ayap saklamaly. Sonun (gin biz asakdaky
bellikleri girizelin, S; —diyip t baslangy¢ wagtda (t=0,1,2,...T) bar
bolan harajatlar, r; —soralyan islegler. x; —6niimin t wagtdaky
onddrilmesinin mocberi d-birlik aralyk wagtda birlik dniimin ayap
saklamaklygynyn c¢ykdayjysy, |-birlik 6ntimin ondirilmegi Ugin
ykdysady tehniki ¢ykdayjylar.

Goy k aralykda ondurilen énimin doly harclanypdyr onda
islendik k aralykda oniimin ondlrilmeginin mocberi bilen onun
ayap saklamaklygyn gatnasygy asakdaky yaly bolyar.

Eger N[0,1], x;i>=0, r;>=0, $;>=0, islendik N=1,...,N.
Onda harajat seyle kesgitlener

N N

> sd+>ey,

j=1 j=1
Yi—Z;=X-%X,4 Yy;20, z;>0.

nirede y; berilen aralykda ontimiin ondirijiliginin ginelmek we
gysgaltmak j —nji ayyn j-1 ay bilen denesdirmekde sona gora
netije alynyar.
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Egerde d — hem —de | —6nunden belli bolsa A :I— bu meselani
a

yonekey c¢yzykly programmanyn meselesi yalak edip ¢6zip
bolyar.

Hacan I, d — constantalar. Eger d we | tytgeyan ululykly bolsa,
onda olar baslangycly bolup dirli bahalara eye bolup berilen sona
gord. Onln (ytgeydn aralyklaryna gord maksat funksiya
degislilikde kesgitlenip biler. Yagny onun kooffisiyentinin
uytgeyan ululyklaryndan duryandyr.

F(S,y) =Z(Sj +ﬂ“yj)

Netijede biz L we D elementlerin lytgeyan ululyklar bolanda
A parametriytgeyan ululyk bolyar. Sona gord bizin seredyén
meseleler parametrin programmasynyn meselesi bolup onun
maksat funksiyasy kooffisiyentine gora berilen aralykda Uytgép
duryar. Eger biz 2 yagdaya gord meseld seretsek. Alynan kdp
burclugyn max we min depeleri ugrukdyryjy C wektor bilen
bilelikde A -n bahasyna bagly bolup degisli wektordan gecyar.
Goy A =0 onda c ugrudyryjy wektoryn baslangyjyndan MN
cyzykly gecirilyar. Edil sonui yaly hacan 4=4' bolanda onda
M1N; gegecirilyar hacan 4,=4, bolanda M,N, edil sonuii yaly
edip A nokadyn tstiinden M we N’ géni ¢yzyk gecirilyar. Ol
bolsa sol kdp burglugyn

maxC =c¢' + Ac”
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n-1

n
F(x):chxj =C X, +chxj
j=1

j=1

onda
n n-1
max F(X) = max » c¢;X; =max (C,X, + >_¢;X;).
-1 j-1

X1 X5,y X, (2)-(3) yaylada saylanylyar:
a) Xn=0 diyenimizde fiksirlenen x, Ug¢in

n-1
max F(x) = max > cx;,
i=1

yazyp bolyar. Bu yerde x; [0;d].

b) x,=1-den bolsa onda
n-1
max F(X) =c, +max » ¢;X;,
j=t

alarys. Bu yerde x; €[0;d —a,].
Bu iki yagdayda-da x;>0. j=1,2,...,n-1. x,saylap alsymyza

baglylykda F(x) funksiyamyz hem uytgeyar ol bolsa (n-1)
nabellilerden ybaratdyr, funksiyanyin ¢O6zuwinin maksimumyny
tapmak prosesi bilen kesgitli xi, X2, . . . X1 Yaylalardan x, -de
coziiwni alary. Yone biz yiuk goterijiligi n-sanly nabellili
funksiyany f,(d) bilen belgilélin

n-1

max Y c;x; = f_ (d—ax,).

j=L
yazmak bolar. X; =0 igin
n-1
0<x, s[ai]—de 0<) ax;<d-ax,
n =1
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84. Diskret programmirlemede R. Belmanyi algoritmi

R.Belmanyn algoritmine seredelin. Bir0lcegli ranes baradaky
meselanin  goyulsyny asakdaky gorniisinde  yazalyi:Yik
goterijiligi  d-den bolan ranes bar bolsun. Ol n-sany dirli
agramdaky yuklerden doldurlyp bilner yuklerin degislilikde
gymmatlygy (j=1,2,...,n) bilen. j-nji yikin birlik agramy a; bilen
bellalin gymmatlygy c;. Seyle bir yukler toplumyny saylanmaly ol
ranesyn ulanylysyndan max girdeyji getirmeli. Bu meseldnin
goyulsynyn matematiki modeli asakdaky yaly:

F(X) =) c;X (1)
j=1
G-yaylada asakdaky sertler yerne yetyan bolsun
D ax; <d, (2)
j=1
X; >0, bitin, j=1,2,...,n. 3)

(2),(3) sertlerde kesgitlenen (1)-i G-yaylada maksimum girdeyjini
kesgitlemek gerek balsun. Bu meselénin c¢ozilisi dinamiki
programmirlemdniin  usulnynn Gsti  bilen yagny wariantalary
yzygiderli  dernemek  usulynyn  algoritminin  esasynda
kesgitlenilyar. Onun manysy asakdakydan duryar:

Cozluwlerin gozleg yaylasy nul dlgegli yayla cenli biri-birinin
icinden yerlesen yaylalarynyn yzygiderligine seredelyar. n-sany
nabellileri funksiyanyn maksimum kesgitlemek prosesi n &dimden
ybarat bolan bir nébellili funksiyanyn maksimum kesgitlemek
prosesi bilen calsyrylyar. k &dimde a yukgoterjini doldurylyan
ranesyn maksimum bahasynyn effekti alynmaklygy fg(a) bilen
bellalin. Her &dimde meselanin ¢dzlwi bir Uytgeyanli funksiyanyn
maksimumyny tapmakdan ybarat bolandan son &dimimizin
nomerini biz seredip gecen lytgeyanlerin sonyna toZdestwalayyn
alyp bolar. Hakykatdan-da
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2
¥

M; 1
‘w\\-_‘N

1-nji surat

yokardaky sert mesel&nin koeffisiyenti F(x) maksat funksiyasy
ucin C=c'+Ac".
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84. Parametrik ¢yzykly meselelerinin grafiki ¢ozulisi

Meselénin  ¢aklendirmeler ulgamy gubercek kdpgranlyk
kesgitleyar.
Goy bize denleme berilsin:

z,=0 ya-da Z;(cj +d;t)(—x;) =0.
j=

Goy kébir koordinatalar baslangyjyndan giper (yokary) tekizlik
gecyan bolsun we sol tekizligi yokarky denileme kanagatlandyryar
bolsyn.

Parametre t=a; Giper (yokary) tekizlik belli bir orna eye
bolar.Ony koordinata baslangyjyndan mumkin  boldugyca
daslasdyryp, meselanin A; nokatdaky ¢Oziiwi alarys.

2-nji surat

a deregine t=o bahany goyup parametrin ululygyny uytgederis.
Onda gipertekizlik 6z ornuny Uytgeder, yone oOnkisi yaly
koordinata baslangyjyndan geger. Bu gipertekizligi baslangycdan
daslasdyryp z,,=0 sol 6nki A; nokada bararys. Emma funksionalyn
maksimal bahasy eyyam basga ulululyga eye bolar, sebdbi ol A;
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Diymek,
A=F(x)-¢

yakynlasmanyn takyk bahasy. Ony seyle sekillendirmek mimkin:
Eger A > ¢ (¢ -gerekbolan takyklykda) yéne ¢oziwi almak

wagtymyz berlen wagtymyzdan artyan bolsa, onda c¢ozlwi
tapmak prosesi gutaryldy. Sahalanma we aragakleme usulyn
shemasyny derniewinde (seljermesinde) seyle soraglar yiize
cykyar: bdlek kopligi, olaryn bahalaryny n&hili gurmaly? Bu
soraglaryn jogaplary algoritimin hasaplansy bilen we adatca
cozilyan meselénin ayratynlygy bilen kesgitlenyar.
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Bu baslangyc meselénin ¢Oziwini  yzygiderli gurmak
prosedurasy asakdaky yaly disinilyar: Eger G, c G, we

z? = min F(x)

xeG,

z° =min F(X)

xeG,

bolsa, onda

rxné? F(x) > rxné? F(x)

Sonun dgin, kabir G; koplukleri bolek kopliklere bolenimizde biz
bolek  kopliklerimizinn ~ bahalary bolydn kopligimizden az
déldigini alyarys. Indi optimal ¢6ziwi kesgitlemek mumkin.
Wariantalarynyn ¢6ziwlerini optimal diyip, biz bélek kopligin
bahasy entek, sahalanmadyk koplugin bahasyndan uly
bolmalydygyny alarys. Goy X €G,

F(x)=2(G,)<z(G), Usi=6G

onda X~ meselanit optimal &bziwi. Bu yerde bolyar.
Wariantalary yzygiderli dernew usulymyz optimal ¢Oziwimiz
yzygiderli yakynlagmasy bilen baglansykly bolany t¢in wariantyn
optimal c¢6zuwe yakynlagsmasyny derejesi baradaky soragy yiize
cykyar. Goy

G =0Gi, ¢ =min z(G,)

i=1
bolsun. Eger x-baslangy¢ meselénin ké&bir ¢6zuwi bolsa, onda

¢ <min F(x) <F(X).
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nokadyn baslangy¢ gipertekizlikden (ytgetmesine den.Bu
gipertekizlik bolsa éwirlip Gytgedi.

t basga bahalary berip t =a", biz yenede A; nokatdaky ¢6zlwi
alarys. Bu 0Ozgertmeleri dowam edip A:;A, gapyrga gipertekizlik
parallel bolyanca etmeli.

x5 q
(]
A 52
AN | M/

(L4l L L Ll

0 Z)

270

3-nji surat

z: bu ¢yzgyda céklendirlen daldir we ol maksimal bahalaryny A
nokatda alyandyr.

Yokarda aydylan zatlara gora parametrik programmirlemanin
meselesini grafigi ¢6zip bolyandygyny aydyarlar. Bu ¢oziwin
yzygiderligini asakda seredelin.

Goy bize maksimum tapmak gerek bolsun.

z, =5x +(3+3t)x, (te]0,10])

asakdaky sertlerde
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— X + X3 <3,
4x, +5x%, <51,
2X, —5X%, <3,
X, + X, =9,

X 20, x,20.

Cozlwin kdpburclygyny dizyéris we parametre in Kici bahany
t=0 berip we z,=5x +2x, funksional Ggin A nokatdaky
maksimumy tapalyn (4-nji surat).

v

z,; =0 Zo(Max)
12

Z0=0

4-nji surat

ze-ni nola denleyaris we asakdaky denligi alyarys:

L5
2 2+3tx1'

Bu goninin burg koeffisiyentinini k; bilen belgileyéris:
140

1-nji surat

Hacan x € G -kopliginin toplumynda F(x) funksiya in Kici baha
eye bolanda onun  manysyny kesgitlemeli. Yagny z=F(x)
funksiyanyn G-nin erkin gurlusynyn sanyndaky yaylada in Kici
bahasyny tapmak talap edilydr. Usulyn iterasionlylygyny goz
onunde tutup basdaky kopligin x-in alyp bilyan bahalaryny Go
bilen belldlin. Gy kopllgin asakgy cagine bitin F(x) funksiyany
goyalyii. Goy ol z° bolsun. (Meselem, 2° -diyip F(0) bahasyny
saylap bolyar.) almak mimkin Go koplugi tikenikli kigi boleklere
bolelin: yagny

k k

UG =G, (16 =9.

i=1 i=1

bolyan kesismeyan Gi,Go,...,Gk bolek kopliklere bolelin. Her bir
Gi(i=1,2,....k) bolek koplugi kabir z' bahalandyrma bilen
kesgitlalin we geljeki sahalama tgin saylan bolek kopliklerimizin
barlagyny hem-de ¢ozlwin ahyrky netijesini almak maksady bilen
guralyii. Yokardaky ¢yzgyda bélek kopliiklere sahalanma prosesi
gurlan. Ol ¢yzgyda her bir adimde sahalanma prosesi (gin
saylanlan bolek kopliklerimizin 6z gezeginde 2 sany kesismeyan
bolek koplukleri bdinen. Diymek koplik Go-lere bdlinen we
olar bahalandyrylan . Goy olar z},2% bolsun. Eger z'<z® bolsa onda
indiki  sahalanma (gin G, bolek koplikde c¢Ozlwin
bolmaklygynyn ahtimallygy uludyr diyip alalyn.
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83. Diskret programmirlemede wariantlaryn yzygiderli
deriiew usuly

1) Usulyn nazary esaslary we hasaplamanyin shemalary.
Kesme usuly dwrenenimizde biz amaly meselénin ¢oziwini alyp
bolmazlygana getiryan yetmezciliklerine Uns beripdik. Bu 1-nji
bilen, we kop gezek, yzygiderli bahalary kesgitlemek usulynyn
ulanylmagy hasaplamalarda yalnyslygynyn barlygy, ikinji bir

tarapdan
7o 2 271X,

JjeNg

formula bilen gosmaca ¢yzykly ¢éklenmelerin gurulmagy bilen
disinilyér. Bu yerde yjk-baglansykly dalliginin  bahasy. Bu
yetmezcilikler wariantalary yzygiderli deriiemek usullarynda
yokdyr. Wariantalary yzygiderli dernemek usulynyn shemasyna
R. Belmanyn ady bilen bagly dinamiki programmirleme usuly,
Littla, Suini, Karel ady bilen bagly bolup sahalama we
aracakleme usulyna giryandir.

Kesme usulyndan tapawutlylykda wariantalary yzygiderli
dernemek usuly, c¢yzykly programmirleménin  aparatlaryny
ulanylmayar we hasaplama yalnyslyklaryna sezewar bolmayar.
Asakdaky mesele tgin sahalama we aragakleme usulynyn umumy
shemasyna seredip gecelin:
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B 5
‘ 2+3t

Baslangyc t=0-da bu koeffisiyentin bahasy

t-parametre goré burg koeffisiyentden éniim alyp, tapyarys:

4

wr=(_ 2 ) -1
2.3t (2+3t)

t-nin islendik bahasynda ©Onim polozitel bolany Gcgin burg
koeffisiyenti t-nin ulalmagy bilen artyar. Bu artmanyn predelini
tapalyn:

limk, = lim| - > =-0;
K—>+o0 K=+ 243t
t-nin cdksiz artmagy bilen bilen k, bur¢ koeffisiyenti otrisatel

tarapdan nola ymtylyar. k,; = —% bolany ugn

4 5 ,t_g
5 243t 12
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I 17 . .
Seylelikde, 0<t <Earalykda optimal ¢oziw A depede bolar, U —u, +n%, =k—(k+1)+n=n—1.

17 - 17
E<t§10 aralykda ¢c6ziw B depede bolar, t—E bolanda bolsa Yagny u; uj — tikenikli bahalary bar bolup, gatnaw igin, n-
saher bar bolup (4) serti yerine yetiryar, densizlik hokmiinde,
takyk bolanda bolsa deiilik yerine yetyar.

Diymek (2)-(5) mesele Kommi Woyajaryn meselesini
suratlandyryandygyny goryaris.

Bu meseldnin amaly mesele hokminde 6ran uly ahmiyeti
bardyr.

optimal depe bu depelerin ikisinde-de bolar.
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n

> %=1 i=12.n, (4)

j=1
U —u;+nx; <n-1 1, j=12,..n,i=] (5)

(2)-(5) matematiki modelirleménin gezimli sdwda agentinin
(kommiwoyazoryn) meselesini suratlandyryar. Biz su meselanin
GSA-nin meselesidigini gorkezelin.

Bu yerde uj, u; — erkin hakyky bahalar, (3) sert G S A her bir
sahere bir gezek giryar, her bir s&herden bir gezek ¢ykyar, (5)
sert n  saherin gatnawlarynyn yapyklygyny kanagatlandyryp,
petlanin bolmazlygyny goérkezyar.

Onda hemme (5) sertleri gosup Kici sikilin ugruna, biz
asaky densizligi alarys

k Kk
DU =D u; +nk < (n-1k.
i-1 =
Sebabi

serte gora

nk <(n—-21k, nirede k<n, k=0.

Diymek yapyk Kigci sikl, n-den az sanly saherlerin yoklygy
gOrkezyér. Seyle hem wu; Ucin, haysy hem bolsa bir baslangys
punktdan baslap, yapyk siklin bardygyny gorkezmek bolyar we
(5) serti yerine yetiryar.

Hemme x;=0 ( j-nji saher i-nji saherden sonn barylmandyr )
(4)-den U;—U;=n —1 alarys, U;, U;— nin erkinliginii esasynda.

Goy, haysy hem bolsa, bir k-nji &dimde i-nji séhere j-nji
saherden on barylyar, yagny xi=1. u; bilen uj-in erkinliginin
esasynda ui=k, uj=k+1 bilen bellap (5)— den alarys.
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VI Bap. Diskret programmirlemanin meselesi

81. Diskret programmirlema gelyan amaly meseleler

Bitin sanly meselelerin icinde, ndge belli meselelere seredilyér,
yagny vyerini calsyrma arkaly ekstremal meselanin ¢ozusini
gOzlemek oOrdn uly gyzyklanma doredydr. Bu gornisdaki
meseleler kombinator gornlsli meseleler diyen ada eye boldylar.
Bu gornisli meselelere, bellemek  meselesi degisli bolup
(mepconaia), olaryn ¢ozllisi bolsa (P1,P2, ... ,Pn), 1,2, ..., n-
sanyn yerini calysma gornisinde berilydar. Her bir bellenen P;
degislilikde (i=1,2,...,n) —nin Usti bilen anladylyar. Bize belli
bolsy yaly belleme meselesi c¢yzykly programirleménin ulag
meselesinin hususy haly bolup, ol meselénin ¢ozllis ususly hig hili
kyngylyk doretmeyér. Sona gord bu meseld Uns bermén biz,
umymy meselelerin kombinator gornisine seredelin, olar bolsa
ozal seredilen belli usullara gelmeyar.

Orteme barada mesele. Goy graf G-berilen bolsun. Grafyn
gapyrgalarynyn saylowlarynyn minimumyny kesgitlemeklik gerek
bolsun, hacan grafyn her bir depesi onun gapyrgalaryna
degislilikde sol bir drtlige getiryan bolsa. Onda

A=[ay].(i=12...m, j=12,..n). @)
bu matrisa insident matrisiyasy diyilyar, eger onun elementleri

asakdaky gornlsde kesgitlenyan bolsa:

{L I depesi j gapyrga degisli bolsa )

0, i depesi j gapyrgadegili bolmasa

143



Bu meselénin matematiki modelini diizelin. Goy G graf— A
insidens matrisasy bilen hé&siyetlendirilyan bolsun; x; — bulewli

nabelli j=1,n asakdaky gérniisde kesgitlenilyar:

|1, eger j gapyrga ortligegiryan bolsa. o)
710, j—ortiige girmeyan bolsa tersine
Minimumlasdyrmak gerek
F = Z X; — min (4)
i=1

asakdaky sertlere gora:
1) Her bir depanin degislilikde bolmanda bir gapyrganyn
ortligine degisli bolsa.

> a;x; 21 (5)

2) x;— nabellinin bulewliligi, j=1,2,...,n.
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82. Diskret programmirleméaniin matematiki modeli

Gezimli (aylanma) séwda agenti meselesi (KommiwoyaZer,
agenti). Goy, n-sany séher bar bolsun. Gezimli sbwdegar agenti
haysy hem bolsa birinden ¢ykyp, hemme sé&herleri aylanyp, yene
basdaky sahere aylanyp gelmeli. Her bir sahere birje gezek girmek
bolyar. Sonun Ugin gezimli sbwdagérin gatnawy yapyk petlesiz
sikli emele getiryar. Her bir sdher beyleki séherler bilen
birikdirilip olaryn ulag ara matrisasy bellidir.

Gatnawlaryn yapyk ugurlarynyin minimumyny tapmaly. Bu
mesele hususy bellenme meselesini yada salyar, sebabi gezimli
sowdagér her séhere dine bir gezek baryp bilyar (her bir talapgar
dine bir wezipa bellenip biler), ondan tapawudy bolsa, ol yapyk
gatnawy gurmaklygy kesgitlemeklik talap edilydar. Meselanin
matematiki modelini dizelin:

@

1, i—njisaherden j—nji sahere gecyan bolsa
0, gecmeyan bolsa

nirede i=j i,j=12,...,n minimumlasdyrmany talap edyar.

n n

F(x)=>>"c;x; — min (2
i=1 j=1
Asakdaky sertlerde
Girmek
inj :l, J :l,2,...n, (3)
i=1
Cykmak
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